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Πεξίιεςε 

 

Οη κεηακνζρεχζεηο νξγάλσλ απνηεινχλ έλαλ ηνκέα δσηηθήο ζεκαζίαο γηα ηε 

ζχγρξνλε ηαηξηθή επηζηήκε, θαζψο θαη έλαλ αλαπηπζζφκελν θιάδν ηεο 

επηρεηξεζηαθήο έξεπλαο. ΢ηελ παξνχζα εξγαζία πξαγκαηνπνηείηαη κηα βηβιηνγξαθηθή 

αλαζθφπεζε ζηνραζηηθψλ κνληέισλ γηα ηελ πεξηγξαθή θαη δηαρείξηζε δηαδηθαζηψλ 

θαηαλνκήο κνζρεπκάησλ ζε αζζελείο.  Δπηπιένλ, αλαπηχζζεηαη έλα λέν κνληέιν 

ζηνραζηηθνχ δπλακηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ γηα έλα ζπγθεθξηκέλν πξφβιεκα 

θαηαλνκήο λεθξψλ, ζην νπνίν ην ζχζηεκα εμππεξέηεζεο παξηζηάλεηαη σο νπξά 

αλακνλήο δηπιήο φςεσο γηα αζζελείο θαη κνζρεχκαηα. Καηλνηφκα πηπρή ηεο εξγαζίαο 

απνηειεί ε ζπκπεξίιεςε ηεο δπλαηφηεηαο δηαηήξεζεο ησλ κνζρεπκάησλ εθηφο ηνπ 

αλζξψπηλνπ ζψκαηνο γηα απμεκέλν ρξφλν κε ηε ρξήζε εμειηγκέλσλ ηερλνινγηθψλ 

επηηεπγκάησλ. ΢ηφρνο ηεο κειέηεο είλαη ε ράξαμε ηεο βέιηηζηεο πνιηηηθήο 

απνζήθεπζεο ησλ αθηρζέλησλ κνζρεπκάησλ ππφ ηελ νπηηθή γσλία ελφο θεληξηθνχ 

δηαρεηξηζηή, ν νπνίνο επηρεηξεί λα κεγηζηνπνηήζεη ην ζπλνιηθφ θνηλσληθφ φθεινο. Ο 

πξνζδηνξηζκφο ηεο πνιηηηθήο απηήο πινπνηείηαη κε ηε ρξήζε ηφζν ζεσξεηηθψλ φζν 

θαη αξηζκεηηθψλ κεζφδσλ, ελψ παξάιιεια πξνθχπηνπλ ρξήζηκα ζπκπεξάζκαηα γηα 

ηηο ηδηφηεηεο ηνπ κνληέινπ κέζσ ηεο αλάιπζεο επαηζζεζίαο πνπ πξαγκαηνπνηείηαη 

γηα ηηο παξακέηξνπο ηνπ ζπζηήκαηνο. Σέινο, παξαηίζεληαη νξηζκέλεο ελδηαθέξνπζεο 

εξεπλεηηθέο επεθηάζεηο ηεο παξνχζαο εξγαζίαο, κε γλψκνλα ηε δεκηνπξγία αθφκε 

πην ξεαιηζηηθψλ κνληέισλ θαη ηελ νπζηαζηηθφηεξε ζπλεηζθνξά ζηε βειηίσζε ησλ 

ζπζηεκάησλ κεηακνζρεχζεσλ. 
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Abstract 

 

Organ transplantations are undoubtedly a vital branch of Medical Science and 

a developing field in Operational Research. In this thesis, we present some 

bibliographical references of stochastic models designed in order to describe and 

manage graft allocation procedures. Moreover, we propose a new model, based on 

stochastic dynamic programming, in which the service system is represented as a 

double-ended queue of patients and kidneys. An innovative aspect of this work is the 

inclusion of the possibility of preserving the kidneys out of the human body for an 

extended period of time using recent technological breakthroughs. The goal of our 

analysis is to define the optimal policy of accepting new arriving kidneys, on behalf 

of a social planner, whose task is to maximize the overall benefit.  The determination 

of this policy is carried out using both theoretical and numerical methods, while 

useful conclusions on the model properties are drawn through sensitivity analysis for 

the system parameters. Finally, we outline some interesting research extensions of this 

thesis, with the aim of creating even more realistic models and making a substantial 

contribution to improving transplantation systems. 
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Δπραξηζηίεο 

 

Οινθιεξψλνληαο ηηο ζπνπδέο κνπ ζην Μεηαπηπρηαθφ Πξφγξακκα 

«΢ηαηηζηηθή θαη Δπηρεηξεζηαθή Έξεπλα», νθείισ λα εθθξάζσ ηνλ ζεβαζκφ κνπ ζηνλ 

επηβιέπνληα Καζεγεηή κνπ θ. Απφζηνιν Μπνπξλέηα, θαζψο θαη ηηο εηιηθξηλείο κνπ 

επραξηζηίεο γηα ηελ νπζηαζηηθή αξσγή πνπ κνπ πξφζθεξε. Η εκπηζηνζχλε ηνπ ζην 

πξφζσπφ κνπ θαη νη θαίξηεο παξεκβάζεηο ηνπ κε ελίζρπζαλ ψζηε λα ππεξβψ ηηο 

δπζθνιίεο πνπ πξνέθπςαλ θαηά ηε ζπγγξαθή ηεο παξνχζαο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο. 

Δπηζπκψ επίζεο λα απεπζχλσ επραξηζηίεο ζηνπο Καζεγεηέο θ. Αληψλε 

Οηθνλφκνπ θαη θ. Νηθφιαν Παπαδάην, νη νπνίνη κε ηίκεζαλ κε ηε ζπκκεηνρή ηνπο 

ζηελ εμεηαζηηθή επηηξνπή θαη κε ην ελδηαθέξνλ πνπ επέδεημαλ γηα ην ζέκα πνπ 

πξαγκαηεχηεθα. 

Σέινο, ληψζσ ηελ αλάγθε λα επραξηζηήζσ ηνπο γνλείο κνπ, νη  νπνίνη  κε 

ελζάξξπλαλ λα αγσλίδνκαη ζζελαξά γηα ηελ επίηεπμε ηνπ ζηφρνπ κνπ, θαζψο θαη ηνπο 

νηθείνπο κνπ αλζξψπνπο, νη νπνίνη κε θαηαλφεζαλ θαη κε ππνζηήξημαλ θαηά ηε 

δηάξθεηα ηεο εθπφλεζεο ηεο παξνχζαο εξγαζίαο.   
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 1ν 

Δηζαγσγή 

 

 
Οη κεηακνζρεχζεηο νξγάλσλ είλαη αλαληίξξεηα έλαο ηνκέαο δσηηθήο ζεκαζίαο 

ζηε ζχγρξνλε ηαηξηθή επηζηήκε. Πξφθεηηαη γηα έλαλ ηχπν ζεξαπεπηηθήο παξέκβαζεο 

αλαγθαίν γηα ηελ αληηκεηψπηζε ζνβαξψλ αζζελεηψλ θαη πρακτικά ηειεζθφξν , θαζψο 

ζπλεπάγεηαη ηα επεξγεηηθά απνηειέζκαηα ηεο ειάηησζεο ηεο ζλεζηκφηεηαο θαζψο 

θαη ηεο βειηίσζεο ηεο πνηφηεηαο δσήο ησλ αζζελψλ. Δπεκβάζεηο πξαγκαηνπνηνχληαη  

κε κνζρεχκαηα πνπ πξνέξρνληαη είηε απφ δσληαλνχο δφηεο είηε απφ λεθξνχο, ησλ 

νπνίσλ νη νηθνγέλεηεο έρνπλ ζπλαηλέζεη ζηε ρξήζε ησλ νξγάλσλ ηνπο γηα ηαηξηθνχο 

ζθνπνχο. Δλδεηθηηθφ γεγνλφο γηα ηελ αλαγθαηφηεηά ησλ κεηακνζρεχζεσλ είλαη φηη 

θαηά ην έηνο 2019 ππήξραλ ζηελ Δπξψπε πεξίπνπ 40.000 αζζελείο εγγεγξακκέλνη ζε 

πίλαθεο αλακνλήο γηα ιήςε νξγάλσλ. Ωζηφζν, ηα ηζρχνληα ζπζηήκαηα 

κεηακνζρεχζεσλ παξνπζηάδνπλ θαηά θαλφλα αμηνζεκείσηεο δπζιεηηνπξγίεο, επεηδή 

αθελφο ν αξηζκφο ησλ νξγάλσλ πνπ δηαηίζεληαη δελ είλαη ηθαλφο, ψζηε λα 

αληαπνθξηζεί ζηελ απμεκέλε δήηεζε θαη αθεηέξνπ ε απνηειεζκαηηθή δηαρείξηζε 

ηφζν επαίζζεησλ θαηαζηάζεσλ είλαη ηδηαίηεξα πεξίπινθε εμαηηίαο ηαηξηθψλ, 

ρξνληθψλ, εζηθψλ θαη νηθνλνκηθψλ πεξηνξηζκψλ. 

  Δίλαη εχινγν φηη ν ηνκέαο ησλ ζπζηεκάησλ κεηακνζρεχζεσλ έρεη θεληξίζεη 

ην ελδηαθέξνλ ηεο επηρεηξεζηαθήο έξεπλαο. Γεληθφηεξα, ηα καζεκαηηθά είλαη έλαο 

ζεκαληηθφο ζχκβνπινο γηα ηελ επηζηήκε ηεο ηαηξηθήο, θαζψο κε ηε ρξήζε ηνπο είλαη 

εθηθηφ κεηαμχ άιισλ λα κειεηεζνχλ ζπζηεκαηηθά ιεηηνπξγίεο ηνπ αλζξψπηλνπ 

ζψκαηνο, λα εθηηκεζεί ε απνηειεζκαηηθφηεηα κεζφδσλ ζεξαπείαο θαη λα 

θαζνδεγεζνχλ νη απνθάζεηο ησλ ηαηξψλ ζε θξίζηκεο πεξηζηάζεηο. Δλ πξνθεηκέλσ, 

ζηελ πεξίπησζε ησλ κεηακνζρεχζεσλ, ε επηρεηξεζηαθή έξεπλα είλαη θαηάιιειε γηα 

ηε κνληεινπνίεζε ησλ ηδηνηήησλ θαη ησλ πεξηνξηζκψλ ησλ εθάζηνηε ζπζηεκάησλ θαη 

γηα ηελ εχξεζε κεζφδσλ κε ζηφρν ηελ επηηπρή ιεηηνπξγία ηνπο. 

Η αμηνπνίεζε ζηνραζηηθψλ κνληέισλ γηα ηελ πεξηγξαθή ζπζηεκάησλ 

κεηακνζρεχζεσλ είλαη έλαο λένο θιάδνο ηεο έξεπλαο, φπσο δηαπηζηψλεηαη απφ ηνλ 

αξηζκφ ησλ ζρεηηθψλ εξγαζηψλ πνπ έρνπλ δεκνζηεπηεί ηελ ηειεπηαία εηθνζαεηία. 

Οξηζκέλεο απφ απηέο πξνζεγγίδνπλ ην δήηεκα απφ ηελ πιεπξά ηνπ αζζελνχο, ελψ 

άιιεο ππφ ην πξίζκα ηνπ ηαηξνχ ή ελφο θεληξηθνχ δηαρεηξηζηή, ν νπνίνο απνζθνπεί λα 

κεγηζηνπνηήζεη ην θνηλσληθφ φθεινο. ΢ηε ζρεηηθή βηβιηνγξαθία, ε ζεσξία ησλ νπξψλ 

αλακνλήο είλαη ε επηθξαηέζηεξε επηινγή ψζηε λα παξαζηαζνχλ ηα ζπζηήκαηα 

εμππεξέηεζεο γηα επέκβαζε. ΢ε απηφ ην ζεσξεηηθφ πιαίζην ηδηαίηεξν ελδηαθέξνλ 

παξνπζηάδεη ε πξνζπάζεηα κνληεινπνίεζεο ησλ θξηηεξίσλ απνηειεζκαηηθφηεηαο ηνπ 

ζπζηήκαηνο θαζψο θαη ησλ πεξηνξηζκψλ πνπ εμαζθαιίδνπλ θνηλσληθή δηθαηνζχλε 

κεηαμχ ησλ αζζελψλ. Αλακθίβνια, ν ζπγθεθξηκέλνο ηνκέαο πξνζθέξεηαη γηα 
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πεξαηηέξσ δηεξεχλεζε, ελψ ε δηακφξθσζε αθφκε πην ξεαιηζηηθψλ κνληέισλ 

απνηειεί επηζηεκνληθφ δεηνχκελν.  

Η παξνχζα δηπισκαηηθή εξγαζία πξαγκαηεχεηαη έλα ζχζηεκα ζην νπνίν 

αζζελείο θαη κνζρεχκαηα, ζπγθεθξηκέλα λεθξά, θηάλνπλ κε ηπραίν ηξφπν θαη 

αληηζηνηρίδνληαη κε βάζε πξνθαζνξηζκέλα θξηηήξηα, ψζηε λα πξαγκαηνπνηεζνχλ νη 

απαηηνχκελεο επεκβάζεηο. Η κειέηε καο εθπνλείηαη απφ ηελ νπηηθή γσλία ηνπ 

θνηλσληθνχ δηαρεηξηζηή, ελψ ην δίθηπν εμππεξέηεζεο παξηζηάλεηαη κέζσ κηαο νπξάο 

αλακνλήο δηπιήο φςεσο. Πξφθεηηαη γηα κνληεινπνίεζε πνπ γηα πξψηε θνξά 

πινπνηήζεθε ζηελ πεξηγξαθή πξνβιεκάησλ αλακνλήο ηαμί (Kashyap, 1966), ελψ 

κφιηο ην πξνεγνχκελν έηνο αμηνπνηήζεθε γηα ηελ έξεπλα ζηνλ ηνκέα ησλ 

ζπζηεκάησλ κεηακνζρεχζεσλ απφ ηνπο Elalouf e.a. (2018). Η πξφζθαηε απηή 

δεκνζίεπζε απνηέιεζε πεγή έκπλεπζεο γηα ηελ επηινγή ηεο ζπγθεθξηκέλεο 

κνληεινπνίεζεο ζηελ παξνχζα εξγαζία, ε νπνία φκσο δηαθνξνπνηείηαη σο πξνο ηε 

καζεκαηηθή πξνζέγγηζε πνπ πηνζεηεί. 

Τπνγξακκίδεηαη φηη κηα αμηνζεκείσηε ζπλεηζθνξά ηνπ κνληέινπ πνπ 

παξνπζηάδνπκε απνηειεί ε κειέηε ηεο ζπληήξεζεο κνζρεπκάησλ εθηφο ηνπ 

αλζξψπηλνπ ζψκαηνο. Η βαζηθή κέζνδνο γηα ηελ επίηεπμε ηεο ζπληήξεζεο απηήο 

κέρξη ηψξα ππήξμε ε ππνζεξκηθή απνζήθεπζε, κέζσ ηεο νπνίαο ηα φξγαλα 

δηαηεξνχληαη ζε θαηάιιειεο ζεξκνθξαζίεο θαηά κέζν φξν γηα έλα εηθνζηηεηξάσξν, 

ρσξίο λα επεξεάδεηαη ε ιεηηνπξγηθφηεηά ηνπο. Η ξαγδαία φκσο ηερλνινγηθή εμέιημε 

έρεη πιένλ εθνδηάζεη ηηο ηαηξηθέο κνλάδεο κε εμειηγκέλεο κεζφδνπο κε ηηο νπνίεο  

απμάλεηαη ε αλακελφκελε παξακνλή ελφο λεθξνχ ζε θαηαζθεπαζκέλεο ζπλζήθεο 

ρσξίο απηφ λα θαηαζηξαθεί. Καζψο απηέο νη ηερληθέο ζπληήξεζεο είλαη ηδηαίηεξα 

δαπαλεξέο, είλαη πηζαλφ λα κελ ζπληζηάηαη ε ρξήζε ηνπο ζε θάζε πεξίζηαζε. Δίλαη, 

επνκέλσο, ελδηαθέξνλ λα εξεπλεζεί πνηεο είλαη νη θαηαζηάζεηο ζηηο νπνίεο 

ελδείθλπηαη ε εθαξκνγή ηνπο κε βάζε ηα ραξαθηεξηζηηθά θαη ηνπο πεξηνξηζκνχο ηνπ 

θάζε ζπζηήκαηνο. 

΢ηελ πξναλαθεξζείζα δεκνζίεπζε ησλ  Elalouf e.a. ε παξάκεηξνο ηεο 

ζπληήξεζεο νξγάλσλ αμηνινγείηαη σο ηδηαίηεξα ζεκαληηθή ζηε κνληεινπνίεζε. 

Παξάιιεια παξαηίζεληαη  νξηζκέλα αξηζκεηηθά παξαδείγκαηα γηα ηνλ ππνινγηζκφ 

ηεο βέιηηζηεο πηζαλφηεηαο απνζήθεπζεο κνζρεπκάησλ κε ζηφρν ηε κεγηζηνπνίεζε 

νξηζκέλσλ κέηξσλ απφδνζεο ηνπ ζπζηήκαηνο. ΢ηελ παξνχζα εξγαζία επηρεηξείηαη ε 

δηακφξθσζε κηαο πιήξνπο πνιηηηθήο θνηλσληθήο δηαρείξηζεο, ζχκθσλα κε ηελ νπνία 

ε απφθαζε γηα ηελ ζπληήξεζε ε κε ελφο αθηρζέληνο λεθξνχ πξνζδηνξίδεηαη ζαθψο 

κε θξηηήξην ηελ θαηάζηαζε ζηελ νπνία βξίζθεηαη ην ζχζηεκα ηε δεδνκέλε ζηηγκή. Η 

πξσηνηππία καο έγθεηηαη ζηε ρξήζε ηνπ εξγαιείνπ ηνπ δπλακηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ 

γηα ηελ κνληεινπνίεζε θαη γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ απνηειεζκάησλ. Αλεμάξηεηα απφ 

ηνλ ηξφπν πξνζέγγηζεο, ε ζπκπεξίιεςε κηαο παξακέηξνπ πνπ αληαλαθιά δεδνκέλα 

ηεο ζχγρξνλεο πξαγκαηηθφηεηαο ζπκβάιιεη ζηε δεκηνπξγία ξεαιηζηηθψλ 

ζηνραζηηθψλ κνληέισλ ζηνλ ηνκέα ησλ κεηακνζρεχζεσλ νξγάλσλ. 
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 ΢ηε ζπλέρεηα παξαηίζεηαη ε δηάξζξσζε ησλ αθνινχζσλ θεθαιαίσλ ηεο 

δηπισκαηηθήο εξγαζίαο. ΢πγθεθξηκέλα, ζην δεχηεξν θεθάιαην πξαγκαηνπνηείηαη κηα 

επηζθφπεζε ηεο βηβιηνγξαθίαο απφ ηελ νπνία αληιήζεθε ην πξναπαηηνχκελν πιηθφ 

γηα ην γλσζηηθφ ππφβαζξν ηεο παξνχζαο κειέηεο. Παξνπζηάδνληαη, δειαδή, είηε 

εθηελέζηεξα είηε πην ζπλνπηηθά, νξηζκέλεο παιαηφηεξεο δεκνζηεχζεηο, νη νπνίεο 

αθνξνχλ ελδηαθέξνληα κνληέια επηρεηξεζηαθήο έξεπλαο ζε κεηακνζρεχζεηο 

νξγάλσλ.  

Σν ηξίην θεθάιαην απνηειεί ηνλ βαζηθφ θνξκφ ηεο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο θαη 

δηαηξείηαη ζε ηξεηο ππνελφηεηεο. ΢ηελ πξψηε απφ απηέο πεξηγξάθνληαη ιεπηνκεξψο ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ηνπ εμεηαδφκελνπ ζπζηήκαηνο θαη εμεγείηαη αλαιπηηθά ε 

καζεκαηηθή δηαδηθαζία πνπ αθνινπζήζεθε γηα ηε δηακφξθσζε ησλ ηχπσλ πνπ 

εθθξάδνπλ ην θνηλσληθφ φθεινο. ΢ηε δεχηεξε ππνελφηεηα ην ζχζηεκα πξνζεγγίδεηαη 

ζεσξεηηθά θαη ππφ δεδνκέλεο ζπλζήθεο απνδεηθλχεηαη ε κνξθή ηεο βέιηηζηεο 

πνιηηηθήο πνπ θαιείηαη λα αθνινπζήζεη ν θνηλσληθφο δηαρεηξηζηήο. ΢ηελ ηξίηε 

ππνελφηεηα ηα απνδεηρζέληα απνηειέζκαηα επηβεβαηψλνληαη κέζσ αξηζκεηηθψλ 

κεζφδσλ θαη επηπιένλ πξαγκαηνπνηείηαη αλάιπζε επαηζζεζίαο σο πξνο ηηο δηάθνξεο 

παξακέηξνπο ηνπ ζπζηήκαηνο.  

Σέινο, ζην ηέηαξην θεθάιαην, ην νπνίν έρεη ξφιν επηιφγνπ, ζπλνςίδνληαη  ηα 

ζπκπεξάζκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ηε κειέηε καο. Δπηπξνζζέησο, πξνηείλνληαη 

νξηζκέλεο εξεπλεηηθέο θαηεπζχλζεηο, νη νπνίεο κειινληηθά ζα ήηαλ ελδηαθέξνλ λα 

απνηειέζνπλ επεθηάζεηο ηεο παξνχζαο εξγαζίαο κε γλψκνλα ηνλ αλζξσπηζηηθφ 

πξνζαλαηνιηζκφ ηεο επηζηήκεο.  
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 2ν 

Δπηζθόπεζε ηεο βηβιηνγξαθίαο 

 

 

   2.1 Έλα κνληέιν δηπιήο νπξάο γηα κεηακνζρεύζεηο λεθξώλ 

  

Αθφξκεζε γηα ην ζέκα ηεο παξνχζαο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο απνηέιεζε, 

φπσο έρεη πξναλαθεξζεί, ε πξφζθαηε δεκνζίεπζε ησλ Elalouf e.a (2018). Η εξγαζία 

απηή πξαγκαηεχεηαη έλα κνληέιν δηπιήο νπξάο αλακνλήο γηα αζζελείο θαη 

κνζρεχκαηα, ζπγθεθξηκέλα, λεθξά. ΢εκαληηθή ηδηαηηεξφηεηα ζην κνληέιν απηφ 

απνηειεί ε κέζνδνο αληηζηνίρηζεο αζζελψλ κε φξγαλα, ε νπνία βαζίδεηαη ζηε 

ζπκβαηφηεηα ιεπθνθπηηαξηθψλ αληηγφλσλ HLA. Αλαιπηηθφηεξα, γίλεηαη ζχγθξηζε 

κεηαμχ ησλ ιεπθνθπηηάξσλ ηνπ δφηε θαη ηνπ παξαιήπηε θαη ππνινγίδεηαη έλαο 

βαζκφο ζπκβαηφηεηαο κε θξηηήξην ηελ νκνηφηεηα ζε ζπγθεθξηκέλα αληηγφλα θαη ηε 

βαξχηεηα πνπ απνδίδεηαη ζε θαζέλα απ απηά. Η πξνζέγγηζε απηή έρεη αμηνζεκείσηε 

δηαθνξά απφ απηέο πνπ ζπλαληψληαη ζε άιιεο δηαηξηβέο αιιά θαη ζηελ πξαθηηθή.  

Η βαζηθή ηδέα ηεο κεζφδνπ αληηζηνίρηζεο ζηε ζπγθεθξηκέλε δεκνζίεπζε 

ππαγνξεχεη φηη αλ πθίζηαηαη κία νπξά απφ αζζελείο, έλα ηπραία αθηρζέλ λεθξφ ζα 

απνδνζεί ζε απηφλ κε ηνλ νπνίνλ έρεη ηελ θαιχηεξε ζπκβαηφηεηα HLA. Αληίζηνηρα, 

ζηελ πεξίπησζε ηεο άθημεο ελφο αζζελή, αλ ππάξρεη δηαζεζηκφηεηα λεθξψλ, ζα ηνπ 

ρνξεγεζεί απηφ πνπ ηνπ ηαηξηάδεη θαιχηεξα ζχκθσλα κε ην παξαπάλσ θξηηήξην. Ο 

ζηφρνο ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ ηχπνπ δηαλνκήο είλαη ε βειηηζηνπνίεζε ηνπ νθέινπο απφ 

θάζε επέκβαζε πνπ ιακβάλεη ρψξα θαη ε ειαρηζηνπνίεζε ησλ θηλδχλσλ απφξξηςεο 

ηνπ κνζρεχκαηνο. Γηα ηελ αθξίβεηα, απνδίδνληαη δηαθνξεηηθέο ηηκέο σθέιεηαο γηα 

θάζε δηαθνξεηηθφ επίπεδν ζπκβαηφηεηαο HLA κεηαμχ νξγάλνπ θαη παξαιήπηε. Με 

βάζε απηή ηελ βαζκνιφγεζε, είλαη εθηθηφ λα ππνινγηζηεί ε απνηειεζκαηηθφηεηα ηνπ 

ζπζηήκαηνο σο πξνο νξηζκέλεο παξακέηξνπο πνπ πξνζδηνξίδνληαη ζηε ζπλέρεηα. 

Μία επηπιένλ θαηλνηφκα δηάζηαζε ηεο δεκνζίεπζεο ησλ Elalouf, Perlman θαη  

Yechialli, πνπ απνηέιεζε κάιηζηα ην έλαπζκα γηα έλα ζεκαληηθφ κέξνο ηεο έξεπλαο 

ζηελ παξνχζα εξγαζία, είλαη ε δπλαηφηεηα ηεο δηαηήξεζεο ησλ νξγάλσλ εθηφο 

αλζξψπηλνπ ζψκαηνο. Οκνινγνπκέλσο, κε ηελ ξαγδαία αλάπηπμε ηεο ηερλνινγίαο, ε 

ππάξρνπζα κέζνδνο ηεο ππνζεξκηθήο ζπληήξεζεο είλαη αξθεηά πηζαλφ λα εμειηρζεί, 

θαζψο θαη λα επηλνεζνχλ απνηειεζκαηηθφηεξνη ηξφπνη πξνθεηκέλνπ ηα κνζρεχκαηα 

λα παξακέλνπλ δηαζέζηκα γηα πεξηζζφηεξεο ψξεο ή θαη κέξεο. Σέηνηεο δηαδηθαζίεο, 

βέβαηα, ζα είλαη αλακθίβνια δαπαλεξέο, επνκέλσο δελ είλαη πξαθηηθά εθηθηφ λα 

εθαξκνζηνχλ γηα ην ζχλνιν ησλ λεθξψλ πνπ ζα αθηρζνχλ ζε κηα νξηζκέλε 

λνζνθνκεηαθή κνλάδα. Καηά ζπλέπεηα, έλα νπζηαζηηθφ θνκκάηη ηεο ζπδήηεζεο 

αθνξά ζηελ εχξεζε ηνπ βέιηηζηνπ πνζνζηνχ κνζρεπκάησλ πνπ ζα απνζεθεπηνχλ θαη 
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ζα ζπληεξεζνχλ, ιακβάλνληαο ππ φςηλ απφ ηε κία ηελ σθέιεηα ηνπ θνηλσληθνχ 

ζπλφινπ θαη απφ ηελ άιιε ηηο νηθνλνκηθέο παξακέηξνπο πνπ θαηέρνπλ ζεκαληηθφ 

ξφιν ζηε ζχγρξνλε θνηλσλία. 

Η δηακφξθσζε ηνπ κνληέινπ πνπ πεξηγξάθεηαη απφ ηνπο ζπγγξαθείο είλαη 

βαζηζκέλε ζε αθίμεηο θαη αλαρσξήζεηο πνπ αθνινπζνχλ θαηαλνκέο Poisson. 

΢πγθεθξηκέλα, ζεσξείηαη φηη νη αζζελείο εηζέξρνληαη ζην ζχζηεκα κε ξπζκφ ι, ελψ ε 

άθημε ησλ κνζρεπκάησλ γίλεηαη κε ξπζκφ κ. Ο θάζε αζζελήο πνπ έξρεηαη 

εμππεξεηείηαη άκεζα, ζηελ πεξίπησζε πνπ ππάξρεη δηαζεζηκφηεηα λεθξψλ, θαη 

εγθαηαιείπεη ην ζχζηεκα. Αιιηψο, παξακέλεη ζε απηφ έσο φηνπ είηε παξνπζηαζηεί 

κφζρεπκα, κε ην νπνίν είλαη ν πην ζπκβαηφο παξαιήπηεο, είηε ν ίδηνο εγθαηαιείςεη ην 

ζχζηεκα εθνπζίσο ή ιφγσ ζαλάηνπ, κε ηελ ηειεπηαία απηή δηαδηθαζία λα ζεσξείηαη 

επίζεο Poisson, κε ξπζκφ δ. Όζνλ αθνξά έλα αθηρζέλ κφζρεπκα, ζηελ πεξίπησζε πνπ 

ππάξρεη αλακνλή αζζελψλ, δηαλέκεηαη ζε απηφλ κε ηελ θαιχηεξε ζπκβαηφηεηα HLA. 

΢ε αληίζεηε πεξίπησζε, απνζεθεχεηαη θαη ζπληεξείηαη κε πηζαλφηεηα πνπ εμαξηάηαη 

απφ ηελ ππάξρνπζα δηαζεζηκφηεηα νξγάλσλ, ή απνξξίπηεηαη. Η πηζαλφηεηα απηή 

ζπκβνιίδεηαη κε α(k), φπνπ k ν αξηζκφο ησλ λεθξψλ πνπ βξίζθνληαη ήδε ζηε 

ζπληήξεζε. Θεσξείηαη φηη α(0)=α, ζηαζεξά θαη είλαη εχινγν λα ππνηεζεί φηη ε α(k) 

είλαη θζίλνπζα ζπλάξηεζε ηνπ k. Σέινο, ν ρξφλνο δσήο ησλ κνζρεπκάησλ πνπ 

βξίζθνληαη ζηε ζπληήξεζε αθνινπζεί Δθζεηηθή θαηαλνκή κε παξάκεηξν μ. 

΢ηε ζπγθεθξηκέλε νπξά αλακνλήο ζε ζηάζηκε θαηάζηαζε κπνξεί λα 

ππάξρνπλ είηε νξηζκέλνη αζζελείο ζηελ αλακνλή, είηε νξηζκέλα κνζρεχκαηα ζηε 

ζπληήξεζε, είηε ηίπνηα απφ ηα δχν. Αλ, δειαδή, ππάξρνπλ ηαπηνρξφλσο θαη αζζελείο 

θαη φξγαλα, ηφηε ζα γίλεη ε απαηηνχκελε δηαλνκή κε βάζε ην θξηηήξην HLA πνπ 

πεξηγξάθζεθε πξνεγνπκέλσο θαη ην ζχζηεκα ζα βξεζεί ζε κία απφ ηηο ηξεηο απηέο 

θαηαζηάζεηο. ΢πκβνιίδνληαο ινηπφλ κε L ηνλ αξηζκφ ησλ πειαηψλ θαη κε K ησλ 

αξηζκφ ησλ νξγάλσλ, νη δπλαηέο θαηαζηάζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο κπνξνχλ λα 

πεξηγξαθνχλ σο εμήο : 

      L = n, n 1, K = 0 , L = 0, K = k, k 1 , L = 0, K = 0   

Οη αληίζηνηρεο πηζαλφηεηεο κεηάβαζεο δίλνληαη απφ ην παξαθάησ δηάγξακκα: 

 

 

 

   

 

΢ηε ζπλέρεηα, ππνινγίδεηαη ε ζηάζηκε θαηαλνκή ηνπ ζπζηήκαηνο. ΢πκβνιίδνπκε κε 

pn  ηηο πηζαλφηεηεο ησλ θαηαζηάζεσλ, φπνπ βξίζθνληαη n αζζελείο ζηελ αλακνλή θαη 

qk ηηο αληίζηνηρεο, φηαλ ζπληεξνχληαη k λεθξά. Ιζρχεη, ινηπφλ, φηη: 

΢ρήκα 1- Πηζαλφηεηεο κεηάβαζεο ζην κνληέιν ησλ Elalouf e.a. 

e.a. 

 

μ+nδ 
L=n 

K=0 

λ   α(0)μ 
L=0 

K=0 

λ   α(k)μ 
L=0 

K=k 

λ 
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n 0
i=1

p p , 1,2,3...
n

n
 
 
 


 

 
    θαη   0k

i=1

( )
p , 1,2,3...

n k
q k

 
 
 

 
 

 
  

φπνπ p0 ε ζηάζηκε πηζαλφηεηα ην ζχζηεκα λα είλαη άδεην. Γεδνκέλνπ φηη ην ζχλνιν 

φισλ ησλ ζηάζηκσλ πηζαλνηήησλ αζξνίδεη ζηε κνλάδα, ε ηηκή ηεο είλαη: 

1

0
1 11 1

( )
1

n n

n i i

k
p


 

  

    
    
     

  
  

    
    

 

 Σν επφκελν θνκκάηη ηεο δεκνζίεπζεο αθνξά νξηζκέλα κέηξα γηα ηελ 

αμηνιφγεζε ηεο απφδνζεο ηνπ ζπζηήκαηνο εμππεξέηεζεο. Γηα ιφγνπο απινχζηεπζεο, 

ζε πξψηε θάζε  γίλεηαη ε ππφζεζε φηη ε πηζαλφηεηα απνζήθεπζεο ελφο αθηρζέληνο 

λεθξνχ είλαη ζηαζεξή θαη ηζνχηαη κε α αλεμάξηεηα απφ ηνλ αξηζκφ ησλ κνζρεπκάησλ 

πνπ ήδε ππάξρνπλ. Αξρηθά, κέζσ ελφο Λήκκαηνο, δίλεηαη ν ηχπνο γηα ηνλ ξπζκφ ησλ 

επεκβάζεσλ πνπ πξαγκαηνπνηνχληαη, ν νπνίνο ηζνχηαη κε  
1 1

nk
k n

q p
 

 

  
 

Μέζσ απηνχ, κπνξεί λα ππνινγηζηεί ην πξψην κέηξν απφδνζεο, ζπγθεθξηκέλα ε 

πηζαλφηεηα έλαο ηπραίνο αζζελήο λα εμππεξεηεζεί πξηλ απνρσξήζεη απφ ην ζχζηεκα 

εθνπζίσο ε ιφγσ ζαλάηνπ, ε νπνία ζπκβνιίδεηαη κε P(G). Πξνθχπηεη φηη: 

1 1

( )
 

 


 


  nk
k n

P G q p  

 Δπφκελν κέηξν απνηειεί ν κέζνο αξηζκφο αζζελψλ  θαη κνζρεπκάησλ ζην 

ζχζηεκα, πνπ ηζνχληαη κε  E L =
1



 nn
np   θαη    E K

1



 kk
kq  αληίζηνηρα. 

΢ηελ εηδηθή  πεξίπησζε φπνπ δ=μ=0 θαη ακ < ι< κ, ιακβάλνληαη ζρεηηθά θνκςέο 

εθθξάζεηο. 

  
[ ]

1

 


 
E L

    

 
 

  1

 


  
E K . 

΢πκβνιίδνληαο κε CL ην θφζηνο αλακνλήο ελφο πειάηε  θαη κε CK ην θφζηνο 

απνζήθεπζεο ελφο λεθξνχ αλά ρξνληθή κνλάδα, ππνινγίδεηαη θαη ην αλακελφκελν 

θφζηνο ιεηηνπξγίαο ηνπ ζπζηήκαηνο αλά ρξνληθή κνλάδα, ην νπνίν είλαη: 

   L KC E L C E K
    

 

 Σν ηξίην κέηξν απφδνζεο γηα ην νπνίν γίλεηαη ιφγνο είλαη ν κέζνο ρξφλνο 

παξακνλήο ησλ αζζελψλ θαη ησλ νξγάλσλ ζην ζχζηεκα. Γηα ηνπο αζζελείο 

ζπκβνιίδνπκε κε W ην ρξφλν παξακνλήο κέρξη είηε λα ηνπο δηαλεκεζεί κφζρεπκα 

είηε λα απνρσξήζνπλ απφ ηελ νπξά. Απνδεηθλχεηαη φηη ε κέζε ηηκή ηνπ W ππφ ην 
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πξνηεηλφκελν ζχζηεκα κε ηελ αληηζηνίρηζε HLA, ηζνχηαη κε ηελ αληίζηνηρε κέζε 

ηηκή αλ αθνινπζνχληαλ πξνηεξαηφηεηα FCFS. ΢πγθεθξηκέλα, ηζρχεη: 

 0 0
1 1

1 1

1

n

FCFS
n i

n
E W E W p p

n i



 

   
           

  

 
  

     
 

 

Αληίζηνηρν απνηέιεζκα πξνθχπηεη θαη γηα ην ρξφλν S, κέρξη έλα απνζεθεπκέλν 

κφζρεπκα λα ρξεζηκνπνηεζεί ζε επέκβαζε, είηε λα απνξξηθζεί αλαγθαζηηθά ιφγσ 

θαηαζηξνθήο ηνπ. ΢πκκεηξηθά κε ηελ πεξίπησζε ησλ αζζελψλ πξνθχπηεη: 

 0 0
0 1

1 1

1

n

FCFS
k i

k
E S E S p p

k i



 

   
           

  

 
  

     
 

 

 

 Οη ζπγγξαθείο θξίλνπλ ζθφπηκν λα αθηεξψζνπλ κία παξάγξαθν ηεο 

δεκνζίεπζεο ζηελ πνιηηηθή FCFS, δεδνκέλνπ φηη πξφθεηηαη γηα κηα επξέσο 

ρξεζηκνπνηνχκελε κέζνδν, γεγνλφο δηθαηνινγεκέλν, θαζψο ην δηάζηεκα πνπ 

βξίζθεηαη θάζε πειάηεο ζηελ αλακνλή είλαη εχινγν λα κελ αγλνεζεί.. ΢πλεπψο, 

ππνινγίδεηαη ε θαηαλνκή ησλ παξαπάλσ ρξφλσλ W θαη S, θάησ απφ ηελ ππφζεζε φηη 

ζηνπο πειάηεο απνδίδεηαη πξνηεξαηφηεηα κε βάζε ηε ζεηξά άθημήο ηνπο ζην ζχζηεκα. 

Γηα ηνπο αζζελείο, ζεσξείηαη ε εηδηθή πεξίπησζε φπνπ δ=0 θαη απνδεηθλχεηαη φηη  
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Αληίζηνηρα γηα ηα κνζρεχκαηα, ζηελ εηδηθή πεξίπησζε φπνπ μ=0, πξνθχπηεη: 
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 ΢ηε ζπλέρεηα, αλαπηχζζεηαη ην πην νπζηαζηηθφ θνκκάηη ηεο δεκνζίεπζεο, πνπ 

αθνξά ζηελ επίηεπμε βέιηηζησλ απνηειεζκάησλ ππφ ηελ πξνηεηλφκελε πνιηηηθή 

αληηζηνίρηζεο κε βάζε ηε ζπκβαηφηεηα HLA. ΢ηφρνο είλαη λα κεγηζηνπνηεζνχλ ηξία 

επηπιένλ κέηξα απνηειεζκαηηθφηεηαο ηνπ ζπζηήκαηνο θαη ζπγθεθξηκέλα: 



15 
 

 Σν αλακελφκελν φθεινο αλά επέκβαζε πνπ πξαγκαηνπνηείηαη (ΔRTB_F)  

 Ο ξπζκφο νθέινπο απφ επέκβαζε ππφ ηε βέιηηζηε πνιηηηθή (RRTB_F) 

 Ο ξπζκφο νθέινπο αλά δνιάξην πνπ δαπαλάηαη γηα ηελ αλακνλή αζζελψλ ή 

δηαηήξεζε κνζρεπκάησλ (RRTB_F p-d) 

 

Τπφ ηε ζπγθεθξηκέλε πξνζέγγηζε, θξίζεθε απαξαίηεην λα ιεθζεί ππ φςηλ θαη λα 

κνληεινπνηεζεί ε εηεξνγέλεηα κεηαμχ δηαθνξεηηθψλ αζζελψλ αιιά θαη δηαθνξεηηθψλ 

κνζρεπκάησλ. Οξίδεηαη ε ηπραία κεηαβιεηή H, ε νπνία ζπκβνιίδεη ην πιήζνο ησλ κε 

ζπκβαηψλ αληηγφλσλ κεηαμχ ελφο ηπραίνπ αζζελνχο θαη ελφο ηπραία αθηρζέληνο 

λεθξνχ. Θεσξείηαη φηη νη ηηκέο πνπ κπνξεί λα ιάβεη είλαη νη αξηζκνί 0,1,2,…Ι θαη έηζη 

πξνθχπηνπλ ε ζπλάξηεζε πηζαλφηεηάο ηεο,   , 0,1,2,...if P H i i I    θαη ε 

αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε θαηαλνκήο  iF P H i   κε 1IF  . ΢ηε ζπλέρεηα νξίδεηαη 

κηα λέα ηπραία κεηαβιεηή Υ, ε νπνία ζπκβνιίδεη ην φθεινο ηεο επέκβαζεο πνπ ζα 

πξνθχςεη απφ κηα ηπραία αληηζηνίρηζε αζζελή κε λεθξφ. Αλ xi είλαη ην φθεινο φηαλ 

ππάξρνπλ αθξηβψο i αλαληηζηνηρίεο αληηγφλσλ, ηφηε ζα ηζρχεη 

( ) ( )i iP X x P H i f    , κε ηελ  xi θζίλνπζα ζπλάξηεζε ηνπ i. 

 ΢ηελ πεξίπησζε πνπ ππάξρνπλ n αζζελείο ζηελ αλακνλή, ην φθεινο πνπ ζα 

απνθνκηζηεί αλ έλα αθηρζέλ λεθξφ δηαλεκεζεί ζε θαζέλαλ απφ απηνχο ζπκβνιίδεηαη 

κε n αλεμάξηεηεο ηπραίεο κεηαβιεηέο X1, X2,…,Xn, πνπ είλαη ηζφλνκεο κε ηε Υ. Η 

πνιηηηθή ηεο αληηζηνίρηζεο βάζε ζπκβαηφηεηαο HLA ππαγνξεχεη φηη ην φθεινο ζα 

είλαη  *

( ) 1, 2max ,...,n nX X X X κε:  
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( )kE X    , δειαδή  ην κέζν θέξδνο φηαλ έλαο 

αθηθλνχκελνο πειάηεο βξίζθεη k κνζρεχκαηα ζηε ζπληήξεζε.  

         Με βάζε ηα παξαπάλσ ππνινγίδνληαη ηα ηξία  κέηξα απφδνζεο πνπ 

πεξηγξάθεθαλ θάησ απφ ηελ πξνηεηλφκελε πνιηηηθή. ΢πγθεθξηκέλα,: 
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΢ην ηειεπηαίν θνκκάηη ηεο δεκνζίεπζεο, αλαιχεηαη ην θξίζηκν εξψηεκα ηνπ 

βέιηηζηνπ πνζνζηνχ κνζρεπκάησλ πνπ ζπληζηάηαη λα απνζεθεπηνχλ. Δμεηάδνληαη 

δχν πεξηπηψζεηο, αξρηθά φηη ε πηζαλφηεηα απνζήθεπζεο είλαη ζηαζεξή θαη ίζε κε α 

θαη ζηε ζπλέρεηα φηη εμαξηάηαη απφ ηνλ αξηζκφ ησλ λεθξψλ πνπ βξίζθνληαη ήδε ζηε 

ζπληήξεζε. ΢ηελ πεξίπησζε απηή, είλαη εχινγν λα ππνηεζεί φηη ε πηζαλφηεηα ηζνχηαη 

κε 
a

k
, δεδνκέλνπ φηη είλαη θζίλνπζα ζπλάξηεζε ησλ απνζεθεπκέλσλ νξγάλσλ. 

Υξεζηκνπνηνχληαη αξηζκεηηθά παξαδείγκαηα γηα λα βξεζεί ε βέιηηζηε ηηκή ηνπ 

δεηνχκελνπ πνζνζηνχ θαη παξαηίζεληαη δηαγξάκκαηα πνπ θαηαδεηθλχνπλ ηε ζρέζε 

ηνπ α κε θαζέλα απφ ηα πξνθαζνξηζκέλα κέηξα απφδνζεο ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Δπηβεβαηψλεηαη ε δηαηζζεηηθή άπνςε φηη κε ηελ εηζαγσγή ηνπ νηθνλνκηθνχ 

παξάγνληα δειαδή κε ηε ρξήζε ηνπ ηξίηνπ κέηξνπ, ην βέιηηζην πνζνζηφ 

απνζήθεπζεο κνζρεπκάησλ παξνπζηάδεη κείσζε ζε ζρέζε κε ηα άιια δχν.  Δγείξεηαη 

κε ηνλ ηξφπν απηφλ κηα ελδηαθέξνπζα ζπδήηεζε ζρεηηθά κε ηηο πξνηεξαηφηεηεο πνπ 

ηίζεληαη εμ αξρήο ζε θάζε ζχζηεκα εμππεξέηεζεο.  

 Δλ θαηαθιείδεη, ε δεκνζίεπζε ησλ Elalouf, Perlman θαη Yechialli απνηειεί 

κηα ελδηαθέξνπζα πξνζέγγηζε ζην δήηεκα ηεο κεηακφζρεπζεο νξγάλσλ. Η 

πξνηεηλφκελε κέζνδνο δηαλνκήο λεθξψλ ζε αζζελείο κε βάζε ηε ζπκβαηφηεηα HLA 

πηζαλφλ εγείξεη νξηζκέλα δεηήκαηα εζηθήο θχζεσο, θαζψο έξρεηαη ζε αληίζεζε κε 

ηελ επξέσο δηαδεδνκέλε FCFS πνιηηηθή, απνδεηθλχεηαη φκσο φηη επηθέξεη εμ ίζνπ 

ηθαλνπνηεηηθά απνηειέζκαηα. Δπηπιένλ, ε θαηλνηφκα πηπρή ηεο ζπληήξεζεο ησλ 

κνζρεπκάησλ πνπ παξνπζηάδεηαη κπνξεί λα απνηειέζεη ζεκαληηθή θαηεχζπλζε ηεο 

ζχγρξνλεο έξεπλαο ζηνλ ηνκέα ησλ κεηακνζρεχζεσλ. 
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2.2   Δπηινγή κεηαμύ νξγάλσλ δώλησλ θαη λεθξώλ δνηώλ 
 

 Αμηφινγε ζπλεηζθνξά ζηνλ ηνκέα ηεο ρξήζεο ζηνραζηηθψλ κνληέισλ γηα ηελ 

πεξηγξαθή ζπζηεκάησλ κεηακφζρεπζεο νξγάλσλ έρνπλ νη δεκνζηεχζεηο ηεο νκάδαο 

ησλ Alagoz, Maillart, Schaefer θαη Roberts. Η πεξηγξαθφκελε εξγαζία, ε νπνία 

δεκνζηεχζεθε ην 2007, απνηέιεζε γελίθεπζε δχν πξνεγνχκελσλ εξγαζηψλ ησλ ίδησλ 

ζπληαθηψλ (Alagoz e.a., 2004, Alagoz e.a., 2007) πνπ πξαγκαηεχνληαλ ηε 

κεηακφζρεπζε ήπαηνο απφ δσληαλνχο θαη λεθξνχο δφηεο αληίζηνηρα. Αλαπηχζζεηαη, 

ινηπφλ, έλα κνληέιν Markov δηαδηθαζίαο απνθάζεσλ, ζπλδπαζηηθφ ησλ δχν 

πξνεγνχκελσλ, απφ ηε ζθνπηά ηνπ αζζελνχο, ν νπνίνο κε ηε βνήζεηα ηνπ ζεξάπνληνο 

ηαηξνχ επηρεηξεί λα κεγηζηνπνηήζεη ην ζπλνιηθφ ηνπ φθεινο. 

 ΢ηνηρεία απφ παιαηφηεξεο δεκνζηεχζεηο θαηαδεηθλχνπλ ηελ αλάγθε γηα 

αχμεζε ησλ δψλησλ δνηψλ, ε νπνία ελζαξξχλεηαη θαη απφ αξθεηνχο ηαηξηθνχο 

θνξείο. Γηα παξάδεηγκα, ν κέζνο ρξφλνο αλακνλήο γηα κεηακφζρεπζε ήηαλ πεξίπνπ 

775 κέξεο ην 2002 (UNOS, 2006), ελψ ην 45% ησλ επάησλ απφ λεθξνχο δφηεο 

απνξξίθζεθαλ απφ ηνπο πξψηνπο αζζελείο ζηνπο νπνίνπο πξνζθέξζεθαλ (Howard 

2002). Άιισζηε, νη εξγαζίεο ησλ Ibrahim e.a. (2005), Hayashi-Trotter (2002) θαη 

Fausto (2001) εμεγνχλ φηη αλ έλα θνκκάηη πγηνχο ήπαηνο αθαηξεζεί γηα ζθνπνχο 

κεηακφζρεπζεο, έρεη ηε δπλαηφηεηα λα αλαπιαζηεί, κε απνηέιεζκα κεηά απφ θάπνην 

δηάζηεκα ηφζν ν δφηεο φζν θαη ν αζζελήο λα δηαζέηνπλ ήπαξ θπζηνινγηθνχ 

κεγέζνπο. Παξ’ φια απηά, κηα ηέηνηνπ είδνπο επέκβαζε κπνξεί λα απμήζεη ηε 

ζλεζηκφηεηα ηνπ δφηε (Lo 2003, Abhinav 2004)  θαζψο θαη λα ηνπ πξνμελήζεη άιινπ 

είδνπο δπζρέξεηεο. Δχινγα, ινηπφλ, εγείξνληαη εζηθνί πξνβιεκαηηζκνί αλαθνξηθά κε 

ηε ρξήζε νξγάλσλ δψλησλ ζηηο κεηακνζρεχζεηο, νη νπνίνη κάιηζηα ιακβάλνληαη ππ’ 

φςηλ θαη κνληεινπνηνχληαη ζηελ εξγαζία ησλ Alagoz e.a. 

 Σν κνληέιν πνπ ρξεζηκνπνηείηαη πεξηιακβάλεη κηα Markov δηαδηθαζία 

απνθάζεσλ δηαθξηηνχ ρξφλνπ κε ηε ρξήζε αξθεηψλ παξακέηξσλ, πξνθεηκέλνπ λα 

αληαπνθξίλεηαη απνηειεζκαηηθφηεξα ζε ξεαιηζηηθέο ζπλζήθεο. Αξρηθά, νξίδνληαη νη 

ρξνληθέο θαηαζηάζεηο, νη νπνίεο απνηεινχλ δηαθξηηέο πεξηφδνπο  ζε άπεηξν νξίδνληα, 

ηζρχεη δειαδή  1,2,...T   . ΢εκεηψλεηαη φηη ζε θάζε πεξίνδν ζηνλ αζζελή 

πξνζθέξεηαη έλα κφζρεπκα απφ λεθξφ δφηε, ηνπ νπνίνπ ε πνηφηεηα είλαη πηζαλφ λα 
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κεηαβάιιεηαη κε ην ρξφλν. Παξάιιεια, ν θάζε αζζελήο έρεη κφληκε  πξφζβαζε ζε 

ήπαξ δσληαλνχ δφηε ζηαζεξήο πνηφηεηαο, ην νπνίν φκσο κπνξεί λα ρξεζηκνπνηήζεη 

κφλν κε ηελ πιεξσκή ελφο πνζνχ πνηλήο, σο αληηζηάζκηζκα ηνπ ξίζθνπ θαη ηεο 

γεληθφηεξεο δπζάξεζηεο δηαδηθαζίαο ζηελ νπνία ππνβάιιεηαη ν δφηεο. 

΢ηε ζπλέρεηα, επηρεηξείηαη λα κνληεινπνηεζεί ε θαηάζηαζε ηεο δηαδηθαζίαο ζε 

θάζε ρξνληθή πεξίνδν t T  θαη ζεσξείηαη σο δηζδηάζηαηε κεηαβιεηή  , lt t ts h S  . 

Με t Hh S  ζπκβνιίδεηαη ε θαηάζηαζε ηνπ αζζελνχο γηα t T , φπνπ 

 1,2,... 1HS     θαη ε ηηκή ηεο θαζνξίδεηαη απφ παξάγνληεο φπσο ε πγεία ηνπ 

αζζελνχο θαζψο θαη ν ρξφλνο αλακνλήο ηνπ. ΢ηελ ηηκή 1 αληηζηνηρεί ε θαιχηεξε 

δπλαηή θαηάζηαζε, ελψ ζην H+1 ν ζάλαηνο. Παξφκνηα, κε t Ll S  ζπκβνιίδεηαη ε 

πνηφηεηα ηνπ νξγάλνπ λεθξνχ δφηε πνπ πξνζθέξεηαη ηε ρξνληθή ζηηγκή t, φπνπ 

 1,2,... 1LS L  . Τπνηίζεηαη φηη ππάξρεη ζαθήο δηάηαμε πνηφηεηαο κεηαμχ 

δηαθνξεηηθψλ κνζρεπκάησλ, θαζψο θαη φηη ε ηηκή 1 αληηζηνηρεί ζηελ θαιχηεξε 

πνηφηεηα, ελψ ε L+1 ζηελ αλππαξμία πξνζθνξάο απφ λεθξφ δφηε. Σέινο, ε πνηφηεηα 

ηνπ νξγάλνπ ηνπ δψληνο δφηε ζπκβνιίδεηαη κε lLD θαη ζεσξείηαη, φπσο 

πξναλαθέξζεθε, ακεηάβιεηε κε ην ρξφλν.  

 Οξίδεηαη, επηπιένλ, ν πίλαθαο πηζαλνηήησλ κεηάβαζεο ηνπ ζπζηήκαηνο P, ν 

νπνίνο απνηειεί γηλφκελν δχν επηκέξνπο πηλάθσλ. Ο πξψηνο παξάγνληαο H πεξηέρεη 

ηηο πηζαλφηεηεο κεηάβαζεο ηεο θαηάζηαζεο ηνπ αζζελνχο ζε κηα ρξνληθή πεξίνδν, 

δεδνκέλνπ φηη δελ ζα ππνβιεζεί ζε κεηακφζρεπζε. Ο δεχηεξνο πίλαθαο L 

παξνπζηάδεη ηηο πηζαλφηεηεο λα δερηεί ν αζζελήο φξγαλν ζπγθεθξηκέλεο πνηφηεηαο 

δεδνκέλεο ηεο θαηάζηαζεο ηνπ ζε θάπνηα ρξνληθή ζηηγκή. Τπνηίζεηαη επιφγσο φηη 

ζηελ θαηάζηαζε ηνπ ζαλάηνπ ηζρχνπλ ( 1/ 1) 1P H H    θαη ( 1/ 1) 1H L H   . Οη 

πηζαλφηεηεο πνπ παξνπζηάδνληαη ζηνπο παξαπάλσ πίλαθεο ζεσξνχληαη ζηάζηκεο, δελ 

εμαξηψληαη δειαδή απφ ηε ρξνληθή πεξίνδν πνπ βξίζθεηαη ην ζχζηεκα. 

΢ε θάζε θαηάζηαζε, ν αζζελήο θαιείηαη λα ιάβεη κε ηε βνήζεηα ηνπ ηαηξνχ, 

κηα απφθαζε ζρεηηθά κε ηελ πεξαηηέξσ πνξεία ηνπ ζην ζχζηεκα. Οη επηινγέο πνπ 

δηαζέηεη  δεδνκέλνπ φηη βξίζθεηαη ζηελ θαηάζηαζε  ,s h l  είλαη λα απνδερζεί ην 

κφζρεπκα λεθξνχ δφηε πνπ ηνπ πξνζθέξεηαη (Tc), λα ρξεζηκνπνηήζεη ην κφζρεπκα 

ηνπ δσληαλνχ δφηε (TLD) ή λα πεξηκέλεη γηα αθφκε κία ρξνληθή πεξίνδν (W). Η 

βέιηηζηε απφθαζε πνπ κπνξεί λα ιάβεη αλ βξίζθεηαη ζηελ θαηάζηαζε s ζπκβνιίδεηαη 

κε  *( ) , ,C LDa s T T W . ΢ε θάζε κία απφ ηηο δχν πξψηεο επηινγέο ν αζζελήο ιακβάλεη 

άκεζν φθεινο  , , Cr h l T ή  , ,LD LDr h l T  αληίζηνηρα θαη εγθαηαιείπεη νξηζηηθά ην 

ζχζηεκα, ελψ ζηελ ηξίηε ιακβάλεη  ,r h W θαη παξακέλεη ζε απηφ. ΢εκεηψλεηαη φηη 

ζηελ πεξίπησζε ηεο απφθαζεο TLD, αθαηξείηαη απφ ην φθεινο ν φξνο ξ(h), ν νπνίνο 

απνηειεί θζίλνπζα ζπλάξηεζε ηεο πγείαο ηνπ αζζελνχο θαη κνληεινπνηεί, φπσο έρεη 

πξναλαθεξζεί, κηα πνηλή γηα ηελ επίπνλε δηαδηθαζία ζηελ νπνία ππνβάιιεηαη ν 
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δφηεο. ΢πλεπψο ε ηειηθή ηηκή ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ νθέινπο κεηακφζρεπζεο είλαη:  

     ' , , , ,LD LD LD LDr h l T r h l T h  . 

Η πεξηγξαθή ηνπ κνληέινπ νινθιεξψλεηαη κε ηνλ νξηζκφ ηεο ζπλάξηεζεο 

( , )V h l  πνπ παξηζηάλεη ην κέγηζην αλακελφκελν ειαηησκέλν φθεινο πνπ κπνξεί λα 

επηηχρεη έλαο αζζελήο φηαλ βξίζθεηαη ζηελ θαηάζηαζε (h,l). Ο ζπληειεζηήο 

ειάηησζεο (discount factor)  ζπκβνιίδεηαη κε ι , φπνπ 0 1   θαη εθθξάδεη ην 

πνζνζηφ κείσζεο ηνπ νθέινπο κε ην πέξαο κηαο ρξνληθήο πεξηφδνπ. Η ηηκή ηεο 

( , )V h l εμαξηάηαη απφ ηα άκεζα θέξδε πνπ αληηζηνηρνχλ ζε θάζε απφθαζε ηνπ 

αζζελνχο, θαζψο θαη απφ ηηο πηζαλφηεηεο κεηάβαζεο ηνπ ζπζηήκαηνο. Τπνινγίδεηαη, 

ινηπφλ, κέζσ ηεο επίιπζεο ηνπ παξαθάησ ζπζηήκαηνο αλαδξνκηθψλ εμηζψζεσλ: 

           , max , , , , , , , , / h ,
΄ ΄

΄ ΄ ΄ ΄

C LD LD

h l

V h l r h l T r h l T r h W P h l V h l
 

  
 

   

γηα 1,..., 1, 1,..., 1h H l L      

΢ην επφκελν θνκκάηη ηεο δεκνζίεπζεο παξνπζηάδνληαη νξηζκέλεο δνκηθέο 

ηδηφηεηεο ηνπ κνληέινπ πνπ πεξηγξάθεθε, σο πξνεηνηκαζία γηα ηε απφδεημε ησλ 

βαζηθψλ απνηειεζκάησλ. Αξρηθά, δηαηππψλνληαη νη απαηηνχκελεο ζπλζήθεο γηα ηα 

άκεζα θέξδε r, νη νπνίεο επηβεβαηψλνληαη δηαηζζεηηθά. Ιζρχεη, ινηπφλ, φηη: 

 Η ζπλάξηεζε  , , Cr h l T είλαη ζεηηθή θαη θζίλνπζα σο πξνο h θαη σο πξνο l. 

 Η ζπλάξηεζε  , Wr h είλαη ζεηηθή θαη θζίλνπζα σο πξνο h. 

 Οη ζπλαξηήζεηο   , , Cr h l T  θαη  ' , ,LD LDr h l T είλαη ζεηηθέο θαη θζίλνπζεο σο 

πξνο l. Παξαηεξείηαη εδψ φηη δελ κπνξεί λα ππνηεζεί κνλνηνλία σο πξνο h, 

ιφγσ ηεο ζπλάξηεζεο ξ(h), ε νπνία ελδέρεηαη λα επεξεάδεη ηε δηάηαμε. 

΢ηε ζπλέρεηα, εξεπλψληαη νη ππνζέζεηο πνπ απαηηνχληαη  πξνθεηκέλνπ λα είλαη 

εθηθηφ λα ζεσξεζεί κνλφηνλε θαη ε ζπλάξηεζε V. Γηαηππψλεηαη, ινηπφλ, ε ηδηαίηεξα 

ζεκαληηθή ζπλζήθε IFR (Ιncreasing Failure Rate) είηε γηα δηαθξηηέο θαηαλνκέο είηε 

γηα πίλαθεο, ε νπνία ζπλαληάηαη ζε κεγάιν κέξνο ηεο βηβιηνγξαθίαο θαη ζηελ 

πεξίπησζή καο δηαηζζεηηθά ππαγνξεχεη φηη φζν ρεηξφηεξε είλαη ε πγεία ελφο 

αζζελνχο, ηφζν πηζαλφηεξν είλαη λα επηδεηλσζεί πεξαηηέξσ. Πξνθχπηεη, ινηπφλ, φηη: 

 Η ζπλάξηεζε  ,V h l είλαη πάληνηε αχμνπζα σο πξνο l. 

 Η ζπλάξηεζε  ,V h l είλαη αχμνπζα σο πξνο h, αλ ν πίλαθαο H είλαη  IFR θαη 

αλ επηπιένλ ηζρχεη 
 

 

 

 

/ 1 , ,

/ 1, ,

C

C

L l h r h l T

L l h r h l T





 γηα  1,..., 1, 1,..., 1h H l L    . 
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Γηα λα παξνπζηαζηνχλ ηα βαζηθά απνηειέζκαηα ηεο δεκνζίεπζεο, θξίζεθε  

απαξαίηεην λα απνζαθεληζηνχλ νη έλλνηεο δχν ζπγθεθξηκέλσλ πνιηηηθψλ. H AM2RL 

(At-most-two-region liver-based) πνιηηηθή εθθξάδεη ηελ χπαξμε ηνπ εμήο θαησθιίνπ: 

γηα κηα ζπγθεθξηκέλε θαηάζηαζε πγείαο h, ην κφζρεπκα απφ λεθξφ δφηε γίλεηαη 

απνδεθηφ αλ ε πνηφηεηά ηνπ είλαη απφ 1 κέρξη ( ).i h  Γηα πνηφηεηα θαηψηεξε ηνπ 

θαησθιίνπ απηνχ, φπνηα απφθαζε (TLD ή W) ζπκθέξεη ηνλ αζζελή γηα ( ) 1l i h   , ε 

ίδηα ζα είλαη πξνηηκφηεξε γηα απηφλ θαη γηα φιεο ηηο πξνζθνξέο ( ) 2,..., 1l i h L   . 

Όζνλ αθνξά ηελ AM3RL (At-most-three-region liver-based) πνιηηηθή, πξνυπνηίζεηαη 

λα ππάξρεη  AM2RL πνιηηηθή γηα θάζε θαηάζηαζε πγείαο h, θαζψο θαη κηα επηπιένλ 

ζπλζήθε. ΢πγθεθξηκέλα, γηα δεδνκέλε πνηφηεηα l   νξγάλνπ λεθξνχ δφηε, ππάξρεη 

έλα θαηψθιη θαηάζηαζεο αζζελνχο ( ),j l  ψζηε γηα 1,..., ( )h j l  λα είλαη ζπκθέξνπζα 

ε αλακνλή, ελψ αλ ππάξμεη επηδείλσζε, δειαδή θαηάζηαζε ( ) 1j l   λα είλαη 

πξνηηκφηεξε ε ρξήζε ελφο απφ ηα πξνζθεξφκελα κνζρεχκαηα. 

Σα ζπκπεξάζκαηα ζηα νπνία θαηαιήγεη ε νκάδα ησλ Alagoz e.a. ζρεηηθά κε ηε 

ρξήζε ησλ παξαπάλσ πνιηηηθψλ ζην πξνηεηλφκελν κνληέιν είλαη ηα εμήο: 

1. Τπάξρεη πάληνηε βέιηηζηε AM2RL πνιηηηθή. 

2. Τπάξρεη  βέιηηζηε AM3RL πνιηηηθή ππφ ηηο παξαθάησ ζπλζήθεο: 

 

 ( / ) ( / 1)
k j k j

H k h H k h
 

    γηα 1,... 1 1,..., 1h H j h H      , ε νπνία 

αλ θαη παξαπιήζηα κε ηελ IFR ζπλζήθε, δελ είλαη νχηε ηθαλή νχηε 

αλαγθαία γηα απηήλ.  

 Όζν ε πγεία ηνπ αζζελνχο επηδεηλψλεηαη, ε κείσζε ηνπ νθέινπο 

αλακνλήο είλαη κεγαιχηεξε απφ ηε κείσζε ηνπ νθέινπο 

πξαγκαηνπνίεζεο ηεο επέκβαζεο. 

Με δεδνκέλα ηα παξαπάλσ, παξνπζηάδνληαη νξηζκέλα επηπξφζζεηα 

απνηειέζκαηα, πνπ αθνξνχλ ζπγθξίζεηο κεηαμχ αζζελψλ, ησλ νπνίσλ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά είλαη παλνκνηφηππα εθηφο απφ κία νξηζκέλε παξάκεηξν. Δμεηάδεηαη, 

ινηπφλ, ηη είδνπο κεηαβνιή επηθέξεη απηή ε δηαθνξά ζηε βέιηηζηε πνιηηηθή ηνπο. Σα 

ζπκπεξάζκαηα πνπ ζπλάγνληαη ζπλνςίδνληαη σο εμήο: 

 Έζησ δχν αζζελείο κε ζπλαξηήζεηο πνηλήο  1 h ,  2 h , ηέιεηα γξακκηθά 

ζπζρεηηζκέλεο κεηαμχ ηνπο κε    1 2h h   θαη φια ηα ππφινηπα 

ραξαθηεξηζηηθά ηνπο φκνηα.  Σφηε, ην ζχλνιν ησλ θαηαζηάζεσλ ζηηο νπνίεο 

είλαη βέιηηζην γηα ηνλ 1
ν
 αζζελή λα απνδερζεί ην κφζρεπκα ηνπ δψληνο δφηε 

είλαη ππνζχλνιν ησλ θαηαζηάζεσλ ζηηο νπνίεο είλαη βέιηηζηε ε ίδηα απφθαζε 

γηα ηνλ 2
ν
 αζζελή θαη ηζρχεη 1 2( , ) ( , )V h l V h l  .  

 Έζησ δχν αζζελείο κε παλνκνηφηππα ηα ππφινηπα ραξαθηεξηζηηθά, αιιά ε 

πνηφηεηα κνζρεχκαηνο ηνπ δψληνο δφηε γηα ηνλ 1
ν
 είλαη ρακειφηεξε απφ ηελ 

αληίζηνηρε πνηφηεηα γηα ηνλ 2
ν
. Τπνηίζεηαη, αθφκε, φηη νη ζπλαξηήζεηο 
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νθέινπο ηνπο  ' , ,LD LDr h l T είλαη ηέιεηα γξακκηθά ζπζρεηηζκέλεο. ΢πλάγεηαη, 

ινηπφλ, θαη πάιη φηη ν 1
νο

 απνδέρεηαη ην ήπαξ ηνπ δψληνο ζε έλα ππνζχλνιν 

ησλ θαηαζηάζεσλ πνπ απνδέρεηαη ν 2
νο

 θαη ηζρχεη 1 2( , ) ( , )V h l V h l . 

 Έζησ δχν αζζελείο κε φκνηα φια ηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπο, εθηφο απφ ην 

γεγνλφο φηη ν 2
νο

 έρεη πξφζβαζε ζε κφζρεπκα δσληαλνχ δφηε, ελψ ν 1
νο

 φρη. 

Δχινγα ζπκπεξαίλεηαη φηη γηα ηνλ 2
ν
 αζζελή είλαη βέιηηζην λα απνδερζεί ην 

κφζρεπκα λεθξνχ δφηε πνπ ηνπ πξνζθέξεηαη ζε έλα ππνζχλνιν θαηαζηάζεσλ 

απφ απηέο γηα ηηο νπνίεο είλαη βέιηηζηε ε ζπγθεθξηκέλε  απφθαζε γηα ηνλ 1
ν
.  

 Σέινο, ζεσξνχληαη δχν παλνκνηφηππνη αζζελείο κε ηε δηαθνξά φηη ν 1
νο

 δελ 

είλαη εγγεγξακκέλνο ζηε ιίζηα γηα λα ιάβεη πξνζθνξέο νξγάλσλ λεθξψλ 

δνηψλ. Αληίζηνηρα κε ηελ παξαπάλσ πεξίπησζε, είλαη ζαθέο φηη ν 2
νο

 αζζελήο 

είλαη βέιηηζην λα απνδερζεί ην ήπαξ δψληνο δφηε πνπ ηνπ πξνζθέξεηαη ζε έλα 

ππνζχλνιν θαηαζηάζεσλ απφ φηη ν 1
νο

. 

 

 Σα παξαπάλσ ζπκπεξάζκαηα νινθιεξψλνπλ ην ζεσξεηηθφ θνκκάηη ηεο 

δεκνζίεπζεο ησλ Alagoz e.a. θαη επαιεζεχνληαη ηφζν δηαηζζεηηθά φζν θαη κε 

απζηεξέο απνδείμεηο. Αθνινπζεί ε δηεξεχλεζε ηεο ηζρχνο ηνπο θαη κέζσ αξηζκεηηθψλ 

παξαδεηγκάησλ. ΢πγθεθξηκέλα, ην πξνηεηλφκελν κνληέιν εθαξκφδεηαη ζε ξεαιηζηηθά 

παξαδείγκαηα, βαζηζκέλα ζε ππάξρνληα δεδνκέλα, θαη αλαιχνληαη εθηελψο ηα 

απνηειέζκαηα πνπ πξνθχπηνπλ. 

 Αξρηθά, ρξεζηκνπνηνχληαη ηξία ζεη ηαηξηθψλ δεδνκέλσλ γηα ηελ εθηίκεζε ησλ 

παξακέηξσλ ηνπ ζπζηήκαηνο. Σν πξψην ζεη (UNOS 1) αθνξά αζζελείο 

εγγεγξακκέλνπο γηα ηελ πξψηε ηνπο κεηακφζρεπζε ήπαηνο θαη ρξεζηκνπνηείηαη γηα 

ηελ εθηίκεζε ησλ ζπλαξηήζεσλ νθέινπο απφ επέκβαζε  , , Cr h l T  θαη  , ,LD LDr h l T . 

Σν 2
ν
 ζεη (UNOS 2) απνηειεί ηελ πεγή γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ πίλαθα L, θαζψο 

πεξηέρεη ζηνηρεία ηφζν γηα ηα ραξαθηεξηζηηθά κηαο νκάδαο αζζελψλ φζν θαη γηα ηελ 

πνηφηεηα νξγάλσλ λεθξψλ δνηψλ πνπ ηνπο πξνζθέξνληαη. Ο πίλαθαο H εθηηκάηαη κε 

ηε βνήζεηα ηνπ 3
νπ

 ζεη δεδνκέλσλ (UPMC), ν νπνίνο πεξηέρεη πιεξνθνξίεο γηα ηηο 

κεηαβάζεηο ηεο πγείαο αζζελψλ, ελψ ε ζρεηηθή κνληεινπνίεζε γίλεηαη κε ηε βνήζεηα 

ηνπ ζθνξ MELD. Σέινο, φζνλ αθνξά ηε ζπλάξηεζε  h , δελ ππάξρνπλ δεδνκέλα 

απφ πξνεγνχκελεο έξεπλεο, ζπλεπψο ζεσξείηαη απφ ηνπο ζπληάθηεο σο γξακκηθή 

ζπλάξηεζε ηεο  , ,LD LDr h l T , κε ηελ ηηκή ηεο λα θζίλεη φζν επηδεηλψλεηαη ε 

θαηάζηαζε h ηνπ αζζελνχο. 

΢ηε ζπλέρεηα, πξνζνκνηψλνληαη νξηζκέλεο ξεαιηζηηθέο θαηαζηάζεηο κε ηε 

ρξήζε ηνπ πξνηεηλφκελνπ κνληέινπ θαη ησλ εθηηκεκέλσλ παξακέηξσλ. Η πξψηε 

πεξίπησζε αθνξά κηα ππνζεηηθή 60ρξνλε γπλαίθα, ε νπνία πάζρεη απφ θίξξσζε ηνπ 

ήπαηνο θαη έρεη πξφζβαζε ζε κνζρεχκαηα απφ δσληαλφ θαη λεθξφ δφηε. Θεσξνχληαη 

γλσζηά νξηζκέλα ραξαθηεξηζηηθά φπσο ε νκάδα αίκαηφο ηεο, ν παξάγνληαο 

ειάηησζεο ι, θαζψο θαη ε ζπλάξηεζε πνηλήο ξ0. Η βέιηηζηε πνιηηηθή ηεο, ε νπνία 

είλαη ηχπνπ AM3RL παξηζηάλεηαη κέζσ δηαγξάκκαηνο θαη αληηπαξαβάιιεηαη κε ηε 
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βέιηηζηε πνιηηηθή πνπ είρε πξνθχςεη ζε παιαηφηεξεο δεκνζηεχζεηο ησλ ίδησλ 

ζπληαθηψλ, φπνπ ε γπλαίθα είρε πξφζβαζε ζε κφζρεπκα είηε κφλν απφ δσληαλφ είηε 

κφλν απφ λεθξφ δφηε. Με ηε ζχγθξηζε απηή, επηβεβαηψλνληαη θαη αξηζκεηηθά ηα 

αληίζηνηρα ζπκπεξάζκαηα πνπ απνδείρζεθαλ ζην ζεσξεηηθφ θνκκάηη ηεο 

δεκνζίεπζεο. 

΢ηα ππφινηπα πξνζνκνησκέλα ζελάξηα πξαγκαηνπνηείηαη αλάιπζε 

επαηζζεζίαο γηα ηε κεηαβνιή παξακέηξσλ φπσο ε ζπλάξηεζε  h , ε πνηφηεηα 

κνζρεχκαηνο απφ δσληαλφ δφηε θαη ε πεξηνρή ζηελ νπνία βξίζθεηαη ν αζζελήο. 

Δπηβεβαηψλνληαη κέζσ δηαγξακκάησλ ηα απνηειέζκαηα ηνπ ζεσξεηηθνχ κέξνπο, φηη 

κεγαιχηεξεο ηηκέο ηεο  h θαη ρακειφηεξεο ηηκέο ηνπ LDl  αληηζηνηρνχλ ζε κείσζε 

ηεο πεξηνρήο φπνπ ε TLD απνηειεί βέιηηζηε απφθαζε. Δπηπιένλ, δηαπηζηψλεηαη φηη 

αζζελείο ζε πεξηνρέο ζηηο νπνίεο πξνζθέξνληαη πεξηζζφηεξα θαη πςειφηεξεο 

πνηφηεηαο φξγαλα λεθξψλ δνηψλ είλαη ιηγφηεξν πηζαλφ λα θάλνπλ ρξήζε ηνπ 

κνζρεχκαηνο δσληαλνχ δφηε. Σν κφλν ζπκπέξαζκα ηεο αλάιπζεο πνπ ζα κπνξνχζε 

λα ραξαθηεξηζηεί κε δηαηζζεηηθφ είλαη φηη γηα νξηζκέλεο ηηκέο πνηφηεηαο LDl , ε 

επηινγή κεηαμχ TC θαη TLD δελ νξηνζεηείηαη απφ θάπνην θαηψθιη πγείαο, αιιά είλαη 

πηζαλφ νη βέιηηζηεο απνθάζεηο λα ελαιιάζζνληαη πεξηζζφηεξεο απφ κηα θνξέο. Σν 

γεγνλφο απηφ νθείιεηαη ζην φηη εμαηηίαο ηεο ζπλάξηεζεο πνηλήο, δελ ππάξρεη ζαθήο 

δηάηαμε κεηαμχ ηνπ νθέινπο απφ κνζρεχκαηα δσληαλψλ θαη λεθξψλ δνηψλ. 

΢πλνςίδνληαο, ε δεκνζίεπζε ησλ Alagoz e.a εηζάγεη έλα ελδηαθέξνλ κνληέιν  

ζηνλ ηνκέα ηεο κεηακφζρεπζεο νξγάλσλ. Η βέιηηζηε πνιηηηθή πνπ πξνηείλεηαη 

κπνξεί λα απνηειέζεη ζχκβνπιν γηα αζζελείο πνπ έρνπλ επηινγή κεηαμχ ήπαηνο 

δψληνο θαη λεθξνχ δφηε αιιά θαη λα ζπληειέζεη ζηελ απνηειεζκαηηθφηεξε νξγάλσζε 

ησλ ζπζηεκάησλ εμππεξέηεζεο απφ ηνπο θνξείο πγείαο. Ιδηαίηεξε ζπλεηζθνξά ηνπ 

ζπγθεθξηκέλνπ άξζξνπ απνηειεί ε ρξήζε ηεο ζπλάξηεζεο πνηλήο γηα ηε δπζρέξεηα 

πνπ πθίζηαηαη ν δσληαλφο δφηεο. Η απζηεξφηεξε  κνληεινπνίεζε ηεο ζπγθεθξηκέλεο 

παξακέηξνπ, θαζψο θαη ε ρξεζηκνπνίεζε ηνπ πξνηεηλφκελνπ κνληέινπ γηα 

κεηακνζρεχζεηο άιισλ νξγάλσλ ζα κπνξνχζαλ λα απνηειέζνπλ έλαπζκα γηα ηελ 

επέθηαζε ηεο έξεπλαο ζηε ζπγθεθξηκέλε πεξηνρή.  
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2.3 ΢πλνπηηθή αλάιπζε δεκνζηεύζεσλ  
 

 

΢ηε ζπγθεθξηκέλε ππνελφηεηα αλαιχνληαη ζπλνπηηθά νξηζκέλεο αθφκε  

δεκνζηεχζεηο, νη νπνίεο εηζάγνπλ ελδηαθέξνπζεο πξνζεγγίζεηο ζηνλ ηνκέα ησλ 

κεηακνζρεχζεσλ νξγάλσλ θαη ζπλεηέιεζαλ ζηε θαιιηέξγεηα ηνπ γλσζηηθνχ 

ππνβάζξνπ γηα ηε ζπγγξαθή ηεο παξνχζαο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο.

 
Η δεκνζίεπζε ησλ David θαη Yechialli (1984) απνηέιεζε κηα αξρηθή 

πξνζπάζεηα κνληεινπνίεζεο ηεο απφθαζεο ηνπ αζζελνχο ζε έλα ζχζηεκα 

κεηακνζρεχζεσλ θαη ππήξμε έξεηζκα γηα ηελ εμέιημε ηεο έξεπλαο ζηνλ ζπγθεθξηκέλν 

ηνκέα. Η εξγαζία εμεηάδεη έλα πξφβιεκα βέιηηζηνπ ζηακαηήκαηνο. Αλαιπηηθφηεξα, 

έλαο αζζελήο ιακβάλεη ζεηξηαθά πξνζθνξέο νξγάλσλ, ε ζπκβαηφηεηά ηνπ κε ηα 

νπνία πνηθίιεη, κε απνηέιεζκα ε σθέιεηά ηνπ απφ ελδερφκελε κεηακφζρεπζε λα είλαη 

δηαθνξεηηθή γηα ην θαζέλα. ΢πλεπψο, θαιείηαη λα απνθαζίζεη αλ ζα απνδερηεί ην 

εθάζηνηε φξγαλν πξαγκαηνπνηψληαο ηελ επέκβαζε θαη απνθνκίδνληαο ην αληίζηνηρν 

φθεινο, ή λα ην απνξξίςεη παξακέλνληαο ζην ζχζηεκα έσο φηνπ απνδερζεί κηα λέα 

πξνζθνξά ή ε δηαδηθαζία ηεξκαηηζηεί απηφκαηα ιφγσ ζαλάηνπ ή άιιεο αηηίαο. 

΢ηφρνο είλαη ε εχξεζε ελφο θαλφλα βέιηηζηνπ ζηακαηήκαηνο πξνθεηκέλνπ ν αζζελήο 

λα κεγηζηνπνηήζεη ην ζπλνιηθφ ηνπ φθεινο. 

Αξρηθά, εμεηάδεηαη ε πεξίπησζε ησλ δεδνκέλσλ ζηηγκψλ αθίμεσλ κε 

πεπεξαζκέλν ρξνληθφ νξίδνληα, νη νπνίεο ζπκβνιίδνληαη κε 1 20 ... tt t      . Έρεη  

νξηζηεί σο jX   ε πξνζθνξά θαηά ηε ρξνληθή ζηηγκή  j,  κε ηηο  
0jX


 λα απνηεινχλ 

αλεμάξηεηεο θαη ηζφλνκεο ηπραίεο κεηαβιεηέο, πνπ αθνινπζνχλ ζπλάξηεζε 

θαηαλνκήο F.  Τπνηίζεηαη φηη αλ ε πξνζθνξά γίλεη απνδεθηή, ε δηαδηθαζία ζηακαηά 

θαη ν αζζελήο  απνθνκίδεη φθεινο  
jj tt X  , φπνπ β: θζίλνπζα σο πξνο ην ρξφλν κε 

 0 1  . Αληίζεηα, αλ ε πξνζθνξά απνξξηθζεί, ράλεηαη νξηζηηθά θαη ε δηαδηθαζία 

ζπλερίδεηαη κέρξη ηελ επφκελε πξνζθνξά ή ηνλ απηφκαην ηεξκαηηζκφ ηεο. Η 

θαηαλνκή επηβίσζεο πνπ θαζνξίδεη ηε ζπλέρηζε ηεο δηαδηθαζίαο ζπκβνιίδεηαη κε T 

θαη νξίδεηαη ε πηζαλφηεηα  1 11 /j j jP T t T t       .  

Σν κέγηζην ειαηησκέλν φθεινο ( )j

nV x απφ κηα ζπγθεθξηκέλε θαηάζηαζε 

κνληεινπνηείηαη κέζσ δπλακηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ θαη ζπλάγεηαη ην ζπκπέξαζκα 

φηη ε βέιηηζηε πνιηηηθή είλαη ηχπνπ θαησθιίνπ θαη θαζνξίδεηαη απφ ηελ αθνινπζία 

 
0

j

n n





  ΢πγθεθξηκέλα, ζην ζηάδην n, ε πξνζθνξά  jX  γίλεηαη απνδεθηή αλ θαη κφλν 

αλ ηζρχεη 
j

j j nX  . Η αθνινπζία απηή είλαη αχμνπζα, επνκέλσο ζπγθιίλεη ζε 

θάπνην φξην, ην νπνίν ππφ ζπλζήθεο κπνξεί λα ππνινγηζηεί ζε θιεηζηφ ηχπν.  
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΢ηε ζπλέρεηα ηνπ άξζξνπ, νη David θαη Yechialli επηρεηξνχλ λα γεληθεχζνπλ 

ηα παξαπάλσ απνηειέζκαηα γηα ηελ πεξίπησζε ησλ ηπραίσλ αθίμεσλ. Οξίδεηαη ε 

θαηαλνκή G ηεο ζπλάξηεζεο επηβίσζεο Σ, θαζψο θαη ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο H ησλ 

ελδηάκεζσλ ρξφλσλ αθίμεσλ. Απνζαθελίδεηαη, επίζεο, ε έλλνηα ηεο ζπλζήθεο 

Increasing Failure Rate θαη απνδεηθλχεηαη φηη ε ηζρχο ηεο γηα ηελ θαηαλνκή G 

απνηειεί ηθαλή θαη αλαγθαία ζπλζήθε γηα ηελ χπαξμε βέιηηζηεο πνιηηηθήο 

θαησθιίνπ, ε νπνία ραξαθηεξίδεηαη απφ κηα ζπλερή ζπλάξηεζε ( )t , θζίλνπζα ζην 

 0, , πνπ ιεηηνπξγεί αλάινγα κε ηελ πεξίπησζε ησλ θημαξηζκέλσλ αθίμεσλ.  

Απνδεηθλχεηαη, αθφκε, φηη αλ ππνηεζεί κε νκνγελήο Poisson δηαδηθαζία αθίμεσλ, ε 

ζπλάξηεζε ( )t δίλεηαη απφ ηελ επίιπζε κηαο πξσηνβάζκηαο δηαθνξηθήο εμίζσζεο.  

 

Αθνινπζεί ε δηεξεχλεζε νξηζκέλσλ εηδηθψλ πεξηπηψζεσλ, νη νπνίεο 

εμαζθαιίδνπλ ηελ ηζρχ επηπιένλ ζπλζεθψλ γηα ηε ( )t . Πξαγκαηνπνηείηαη, κάιηζηα, 

θαη αθξηβήο ππνινγηζκφο ηεο ζπλάξηεζεο θαησθιίνπ, θάησ απφ ζπγθεθξηκέλεο 

ππνζέζεηο γηα νξηζκέλεο απφ ηηο παξακέηξνπο ηνπ ζπζηήκαηνο. Σέινο, ην 

πξνηεηλφκελν κνληέιν εθαξκφδεηαη ζε έλα αξηζκεηηθφ παξάδεηγκα βαζηζκέλν ζε 

πξαγκαηηθά δεδνκέλα θαη παξαηίζεηαη ε βέιηηζηε πνιηηηθή, ε νπνία θαζνξίδεη ην 

θαηψθιη πνηφηεηαο πνπ ελδείθλπηαη λα απνδέρεηαη θάζε αζζελήο, αλάινγα κε ην 

ρξφλν θαηά ηνλ νπνίνλ  βξίζθεηαη ζε αλαδήηεζε κνζρεχκαηνο.  

 

 Μηα αθφκε ελδηαθέξνπζα δεκνζίεπζε, ε νπνία πξαγκαηεχεηαη ηελ 

αιιειεπίδξαζε κεηαμχ ηεο επηινγήο ηνπ αζζελνχο θαη ηνπ ζπζηήκαηνο δηαλνκήο ησλ 

κνζρεπκάησλ αλήθεη ζηνπο Su and Zenios (2005). Όπσο έρεη γίλεη ζαθέο απφ άιια 

άξζξα, φηαλ δηαηίζεηαη έλα κφζρεπκα ζε έλαλ ππνςήθην, εθείλνο δελ είλαη 

ππνρξεσκέλνο λα ην απνδερζεί, θαζψο είλαη πηζαλφ κηα κειινληηθή πξνζθνξά 

πςειφηεξεο πνηφηεηαο λα είλαη πεξηζζφηεξν ζπκθέξνπζα γηα απηφλ. ΢ηφρνο, ινηπφλ, 

ηεο δεκνζίεπζεο είλαη ε εχξεζε ηνπ βέιηηζηνπ ηξφπνπ δηαλνκήο κνζρεπκάησλ ζε 

αζζελείο, πξνθεηκέλνπ λα κεγηζηνπνηεζεί ην ζπλνιηθφ θνηλσληθφ φθεινο, 

ιακβάλνληαο σο δεδνκέλν φηη ν θάζε ππνςήθηνο απνθαζίδεη κε γλψκνλα ην 

πξνζσπηθφ ηνπ φθεινο. 

 Δμεηάδεηαη, ζε πξψηε θάζε, ε πεξίπησζε φπνπ νη αζζελείο δελ δηαζέηνπλ 

δηθαίσκα επηινγήο. Τπάξρνπλ n ππνςήθηνη ρσξηζκέλνη ζε m δηαθνξεηηθνχο ηχπνπο, 

ζηνπο νπνίνπο πξέπεη λα κνηξαζηνχλ n ήπαηα, ηα νπνία θζάλνπλ ζε δηαθξηηέο 

ρξνληθέο ζηηγκέο. Η αληηζηνίρηζε ελφο κνζρεχκαηνο ζε δηαθνξεηηθνχο ηχπνπο 

ππνςεθίσλ επηθέξεη δηαθνξεηηθέο ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο θέξδνπο. Οξίδεηαη ε έλλνηα 

ηεο πνιηηηθήο δηαίξεζεο (partition policy), ζχκθσλα κε ηελ νπνία ηα κνζρεχκαηα 

δηαρσξίδνληαη ζε ηνκείο, θαζέλαο απφ ηνπο νπνίνπο αληηζηνηρεί ζε ζπγθεθξηκέλν 

ηχπν αζζελνχο, θαη κε βάζε απηφλ ηνλ θαλφλα γίλεηαη ε δηαλνκή ηνπο. Δπίζεο, κηα 

πνιηηηθή νξίδεηαη σο αθξηβψο βέιηηζηε (exactly optimal) αλ κεγηζηνπνηεί ηε ζπλνιηθή 

ζπλάξηεζε θέξδνπο γηα n πεξηφδνπο ιεηηνπξγίαο ηνπ ζπζηήκαηνο, ελψ σο 

αζπκπησηηθά βέιηηζηε αλ ηελ κεγηζηνπνηεί ζε άπεηξν ρξνληθφ νξίδνληα. 
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Γηαηππψλεηαη, ηειηθά, έλα πξφβιεκα κεγηζηνπνίεζεο, ε καζεκαηηθή επίιπζε ηνπ 

νπνίνπ νδεγεί ζε κία πνιηηηθή δηαίξεζεο πνπ απνδεηθλχεηαη φηη είλαη αζπκπησηηθά 

βέιηηζηε (first-best policy).  

 Αθνινπζεί ην νπζηαζηηθφηεξν θνκκάηη ηεο δεκνζίεπζεο, ζην νπνίν 

ιακβάλεηαη ππ’ φςηλ ε επηινγή ηνπ θάζε ππνςεθίνπ. Δίλαη εχινγν φηη ν αζζελήο, 

ελεξγψληαο κε ζηφρν ηε κεγηζηνπνίεζε ηνπ πξνζσπηθνχ ηνπ νθέινπο, ζα απνξξίςεη 

νξηζκέλεο απφ ηηο πξνζθνξέο κε απνηέιεζκα έλα ζεκαληηθφ πνζνζηφ ησλ επάησλ λα 

ραζεί νξηζηηθά. ΢πλεπψο, θξίλεηαη απαξαίηεην λα δηαζθαιηζηεί, κέζσ είηε θάπνηαο 

πνηλήο απφξξηςεο είηε θάπνηνπ θηλήηξνπ, φηη νη ππνςήθηνη ζα απνδέρνληαη ηα 

κνζρεχκαηα πνπ ηνπο πξνηείλνληαη. Γηαηππψλεηαη κηα ζπλζήθε, ε νπνία  εθθξάδεη 

φηη ην ειάρηζην δπλαηφ φθεινο ζηελ πεξίπησζε απνδνρήο είλαη κεγαιχηεξν ε ίζν απφ 

ην αλακελφκελν φθεινο ζηελ πεξίπησζε ηεο αλακνλήο. Η ηζρχο ηεο πηζαλφλ λα 

ππαγνξεχεη κείσζε ηεο πνηθηιίαο κνζρεπκάησλ πνπ κπνξνχλ λα πξνζθεξζνχλ ζε έλα 

ζπγθεθξηκέλν ηχπν ππνςεθίνπ, πξνζζέηνληαο επηπιένλ πεξηνξηζκνχο ζην πξφβιεκα 

κεγηζηνπνίεζεο πνπ δηαηππψζεθε ζηελ απινπζηεπκέλε πεξίπησζε. Απνδεηθλχεηαη 

φηη ε επίιπζε ηνπ λένπ πξνβιήκαηνο νδεγεί επίζεο ζε κηα αζπκπησηηθά βέιηηζηε 

πνιηηηθή (second-best policy). 

 ΢ηε ζπλέρεηα, νη πνιηηηθέο πνπ πεξηγξάθνληαη ζπγθξίλνληαη κέζσ ελφο 

αξηζκεηηθνχ παξαδείγκαηνο βαζηζκέλνπ ζε πξαγκαηηθά ηαηξηθά δεδνκέλα. Μειεηάηαη 

ε απφδνζε ησλ ηξηψλ πνιηηηθψλ δηαλνκήο, first-best, second-best θαζψο θαη ηεο 

επξέσο δηαδεδνκέλεο FCFS, ζε πεξηπηψζεηο είηε κε είηε ρσξίο επηινγή ηνπ 

ππνςεθίνπ.  Σα βαζηθά ζπκπεξάζκαηα πνπ ζπλάγνληαη είλαη φηη ε εηζαγσγή ηεο 

επηινγήο ηνπ αζζελνχο έρεη ηδηαίηεξα αξλεηηθή επίδξαζε ζηελ απφδνζε ηεο first-best 

policy, ε πνιηηηθή FCFS εθκεδελίδεη απηή ηελ επίδξαζε, αιιά νδεγεί ζηελ απψιεηα 

ζεκαληηθνχ πνζνζηνχ κνζρεπκάησλ, ελψ ε πξνηεηλφκελε second-best policy είλαη 

αξθεηά απνηειεζκαηηθή, ζρεδφλ εμίζνπ κε ηελ first-best ρσξίο επηινγή ππνςεθίσλ. 

Οη ζπληάθηεο θαηαιήγνπλ επηζεκαίλνληαο φηη ε κειέηε ηνπο εζηηάδεη ζηελ 

απνηειεζκαηηθφηεηα ηνπ ζπζηήκαηνο δηαλνκήο, παξαβιέπνληαο πηζαλφλ νξηζκέλα 

δεηήκαηα ηζφηεηαο κεηαμχ ησλ αζζελψλ, επνκέλσο κηα δεκνζίεπζε πνπ ζα επηρεηξεί 

λα ηζνξξνπήζεη ηηο δχν απηέο παξακέηξνπο ζα ήηαλ κηα ρξήζηκε επέθηαζε.  

 

 Μηα ζεκαληηθή πξνζπάζεηα ζπλδπαζκνχ δηθαηνζχλεο θαη ηαηξηθήο 

απνηειεζκαηηθφηεηαο ελφο ζπζηήκαηνο δηαλνκήο κνζρεπκάησλ είλαη ε εξγαζία ησλ  

Μπεξηζηκά, Farias θαη Σξηράθε (Bertsimas e.a., 2013).  ΢ηε δεκνζίεπζε απηή, 

εηζάγεηαη κηα λέα κέζνδνο γηα ηνλ πξνγξακκαηηζκφ  πνιηηηθψλ δηαλνκήο επάησλ, 

φπνπ ζην ζρεδηαζηή δίλεηαη ε επρέξεηα λα πξνζαξκφζεη ην ζχζηεκα αλάινγα κε ηα 

θξηηήξηα θαη ηηο παξακέηξνπο πνπ ν ίδηνο επηιέγεη. Δηζαγσγηθά, αλαθέξνληαη 

νξηζκέλεο απφ ηηο ζεκαληηθφηεξεο ηδηφηεηεο πνπ ελδείθλπηαη λα ραξαθηεξίδνπλ κηα 

ηέηνηα πνιηηηθή, φπσο λα πιεξνχληαη ζπλζήθεο ηζφηεηαο κεηαμχ ησλ αζζελψλ θαη λα 

αθνινπζείηαη πξνηεξαηφηεηα κέζσ δίθαησλ θξηηεξίσλ. Παξάιιεια, ε πνιηηηθή 



26 
 

νθείιεη λα είλαη απνηειεζκαηηθή, θαηαλνεηή απφ ηνλ αζζελή, ψζηε λα είλαη ελήκεξνο 

θαη λα ζπκκεηέρεη ζηηο απνθάζεηο, θαη πξαθηηθά εθαξκφζηκε. 

 Αξρηθά, πεξηγξάθεηαη ε έσο ηψξα ηζρχνπζα κέζνδνο δηαλνκήο ζηηο Ηλσκέλεο 

Πνιηηείεο, ε νπνία ππαγνξεχεηαη απφ νξγαληζκνχο, φπσο ην UNOS (United Network 

for Organ Sharing) θαη ην OPTN (Organ Procurement and Transplantation Network). 

Η βαζηθή ηεο ηδέα αθνξά έλα ζχζηεκα πνπ απνδίδεη ζπγθεθξηκέλνπο βαζκνχο 

(Kidney Allocation Score) ζε θάζε δεπγάξη (p,o) αζζελή θαη ήπαηνο κέζσ ηνπ εμήο 

ηχπνπ:    , ,j j

j

KAS p o w f p o . Με jf ζπκβνιίδνληαη ηα δνκηθά ζηνηρεία ηνπ 

ζθνξ, ηα νπνία επηιέγνληαη απφ ην ζρεδηαζηή ηεο πνιηηηθήο  θαη κνληεινπνηνχλ 

παξακέηξνπο φπσο  ν ρξφλνο αλακνλήο ηνπ αζζελνχο θαη ε κέζε  δηάξθεηα δσήο ηνπ 

κε ή ρσξίο ηε κεηακφζρεπζε. Σα jw είλαη ηα εηδηθά βάξε πνπ απνδίδνληαη  ζε θαζέλα 

απφ ηα ζηνηρεία, κε βάζε ηζηνξηθά δεδνκέλα θαη ηνπο πεξηνξηζκνχο δηθαηνζχλεο   

πνπ έρνπλ επηιερζεί.  

 Καηφπηλ, νη ζπληάθηεο παξνπζηάδνπλ ηε δηαδηθαζία γηα ην ζρεδηαζκφ ηεο 

δηθήο ηνπο πξνηεηλφκελεο πνιηηηθήο, ε νπνία απνηειεί ηξνπνπνίεζε ηεο ππάξρνπζαο. 

Δπηιχεηαη πξψηα έλα πξφβιεκα γξακκηθνχ αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ κε δπαδηθέο 

κεηαβιεηέο  ,p o
x  ,πνπ ζπκβνιίδνπλ ηελ αληηζηνίρηζε ηνπ νξγάλνπ o ζηνλ ππνςήθην 

p, κε πεξηνξηζκνχο ην ζχλνιν ησλ ζπλζεθψλ ηζφηεηαο θαη δηθαηνζχλεο πνπ 

επηιέγνληαη θαη κε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε ηε ζπλνιηθή αλακελφκελε δηάξθεηα 

δσήο, ε νπνία πξνθαλψο δεηείηαη λα κεγηζηνπνηεζεί. ΢ηε ζπλέρεηα, ρξεζηκνπνηείηαη 

γξακκηθή παιηλδξφκεζε, γηα λα ππνινγηζηνχλ ηα θαηάιιεια βάξε πνπ πξέπεη λα 

αληηζηνηρηζηνχλ ζηα επηιεγκέλα δνκηθά ζηνηρεία. Ο ηχπνο, ζηνλ νπνίνλ θαηαιήγνπλ 

νη Bertsimas e.a., απνδίδεη 1 πφλην γηα θάζε αλακελφκελν ρξφλν δσήο κεηά ηελ 

κεηακφζρεπζε, 0,12 γηα θάζε βαζκφ ηνπ ζθνξ πνπ κνληεινπνηεί ηελ επαηζζεζία ηνπ 

αζζελνχο, ελψ φζνλ αθνξά ην ρξφλν πνπ έρεη πεξάζεη ν αζζελήο ζε ζεξαπεία 

αηκνθαζάξζεσλ, απνδίδνληαη 0,55 πφληνη γηα θαζέλα απφ ηα 5 πξψηα ρξφληα, 1 

αθφκε  πφληνο κέρξη ηα 10 ρξφληα θαη επηπιένλ 0.25  γηα θάζε ρξφλν κεηά απφ απηά. 

 Μέζσ πξνζνκνίσζεο, ζπκπεξαίλεηαη φηη ε πξνηεηλφκελε πνιηηηθή επηθέξεη 

ζεκαληηθή αχμεζε 8% ζηελ απνηειεζκαηηθφηεηα ηεο ήδε ρξεζηκνπνηνχκελεο. 

Πξαγκαηνπνηείηαη, επηπιένλ, αλάιπζε επαηζζεζίαο κε ηελ εηζαγσγή κηαο 

παξακέηξνπ ραιαξφηεηαο s, ε νπνία κνληεινπνηεί ηηο κεηαβνιέο ζηελ απζηεξφηεηα 

ησλ πεξηνξηζκψλ πνπ έρνπλ επηβιεζεί. Σα απνηειέζκαηα παξαηίζεληαη κέζσ 

δηαγξακκάησλ θαη δηαπηζηψλεηαη φηη ππφ ζπλζήθεο ε απνηειεζκαηηθφηεηα ηεο 

πνιηηηθήο κπνξεί λα ζεκεηψζεη πεξαηηέξσ αμηνζεκείσηε βειηίσζε. Παξ’ φιν πνπ ε 

εθαξκνγή νξηζκέλσλ πεξηπηψζεσλ πνπ εμεηάδνληαη είλαη πξαθηηθά δχζθνιε, ε 

κειέηε ηνπο πξνζθέξεη ζηνπο ζρεδηαζηέο ρξήζηκα ζπκπεξάζκαηα γηα ηηο ηδηφηεηεο 

θαη ηε ζπκπεξηθνξά ηνπ ζπζηήκαηνο.  
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 Μηα πην ζχγρξνλε πξνζέγγηζε ηνπ δεηήκαηνο ηνπ ζρεδηαζκνχ ελφο δηθηχνπ 

γηα κεηακνζρεχζεηο νξγάλσλ ππφ ζπλζήθεο αβεβαηφηεηαο πξαγκαηνπνηήζεθε ζηελ 

εξγαζία ησλ Zahiri e.a. (2014). Σα ζπζηήκαηα πνπ εμεηάδνληαη ζηε δεκνζίεπζε απηή 

έρνπλ πην πεξίπινθε κνξθή απφ φζα έρνπλ παξνπζηαζηεί κέρξη ζηηγκήο, θαζψο 

απνηεινχληαη απφ ηηο δψλεο αζζελψλ, πεξηνρέο δειαδή κε πιεζψξα ππνςεθίσλ γηα 

κνζρεχκαηα, ηα λνζνθνκεία, φπνπ νη δφηεο ππνβάιινληαη ζε αθαίξεζε ηνπ νξγάλνπ, 

ηα θέληξα κεηακνζρεχζεσλ (TCs), ζηα νπνία γίλεηαη ηειηθά ε επέκβαζε ζηνλ 

αζζελή, ελψ ζεκαληηθφ ξφιν έρνπλ θαη νη αξκφδηνη γηα ηε κεηαθνξά νξγάλσλ θαη 

άιισλ πιηθψλ κεηαμχ λνζνθνκείσλ θαη TCs (shipping agents). Δπηπιένλ, δεδνκέλσλ 

ησλ πεξηνξηζκψλ δηθαηνζχλεο πνπ απαηηείηαη λα ηζρχνπλ, ιακβάλνληαη ππ φςηλ λέεο  

παξάκεηξνη γηα ηελ εθηίκεζε ηεο απνηειεζκαηηθφηεηάο ηνπ ζπζηήκαηνο, φπσο ε 

ειαρηζηνπνίεζε ηνπ ζπλνιηθνχ ρξφλνπ αλακνλήο θαη θφζηνπο.  

 Πην ζπγθεθξηκέλα, ηα εξσηήκαηα ζηα νπνία επηρεηξεί λα δψζεη απάληεζε ην 

πξνηεηλφκελν κνληέιν αθνξνχλ ηε βέιηηζηε ηνπνζέηεζε λνζνθνκείσλ θαη θέληξσλ 

κεηακφζρεπζεο, ηνλ πξνζδηνξηζκφ ησλ δσλψλ αζζελψλ πνπ ζα εμππεξεηεζνχλ απφ 

θάζε TC θαη ησλ νξγάλσλ πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζνχλ, θαζψο θαη ηελ επηινγή ησλ 

θαηάιιεισλ shipping agents θαη ηξφπσλ κεηαθνξάο γηα θάζε πεξίπησζε επέκβαζεο. 

Αλαπηχζζεηαη, ινηπφλ, έλα πξφβιεκα καζεκαηηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ κε 

αμηνζεκείσην πιήζνο κεηαβιεηψλ θαη πεξηνξηζκψλ, ην νπνίν είλαη ελδεηθηηθφ γηα ην 

πφζεο παξάκεηξνη είλαη απαξαίηεην λα ιεθζνχλ ππ φςηλ γηα ην ζρεδηαζκφ ηεο πιένλ 

απνηειεζκαηηθήο πνιηηηθήο ππφ ξεαιηζηηθέο ζπλζήθεο. Οη ζπληάθηεο ηεο 

δεκνζίεπζεο παξαζέηνπλ αλαιπηηθά ηε δηαδηθαζία επίιπζεο ηνπ, κέζσ ηεζζάξσλ 

βεκάησλ, ελψ παξνπζηάδνπλ θαη δχν επηπιένλ αιγφξηζκνπο γηα ηελ θαηαιιειφηεξε 

πξνζέγγηζε πξνβιεκάησλ κεγαιχηεξεο δηάζηαζεο.  

 Η αλάιπζε επαηζζεζίαο, φπσο έρεη γίλεη ζαθέο, είλαη έλα ζεκαληηθφ θνκκάηη 

ησλ ζρεηηθψλ δεκνζηεχζεσλ, ζπλεπψο ρξεζηκνπνηείηαη θαη ζηελ πξνθεηκέλε 

πεξίπησζε κε ζθνπφ λα επηβεβαηψζεη ηελ απνηειεζκαηηθφηεηα ηνπ κνληέινπ. 

Δπηπιένλ, κεηά απφ ζχγθξηζε κε ηελ ηζρχνπζα νξγάλσζε ηνπ δηθηχνπ 

κεηακνζρεχζεσλ ζην Ιξάλ, δηαπηζηψλεηαη φηη ε πξνηεηλφκελε πνιηηηθή ζρεδηαζκνχ 

ζα ήηαλ εθηθηφ λα επηηχρεη θαιχηεξε απφδνζε. Σέινο, επηζεκαίλεηαη φηη ε αλάπηπμε 

αθφκε πεξηζζφηεξν ξεαιηζηηθψλ κνληέισλ, ηα νπνία ιακβάλνπλ ππ φςηλ λέεο 

παξακέηξνπο, ζα κπνξνχζε λα απνηειέζεη πξφθιεζε γηα ηελ εμέιημε ηεο έξεπλαο 

ζηνλ ηνκέα ηεο δηαρείξηζεο ζπζηεκάησλ κεηακνζρεχζεσλ. 
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2.4 ΢ύληνκε αλαθνξά επηπιένλ δεκνζηεύζεσλ  

 

 Η επηζθφπεζε ηεο βηβιηνγξαθίαο νινθιεξψλεηαη κε ηελ επηγξακκαηηθή 

παξνπζίαζε, θαηά ην δπλαηφλ ζε ρξνλνινγηθή ζεηξά, νξηζκέλσλ επηπξφζζεησλ  

εξγαζηψλ, νη νπνίεο ζπλεηζέθεξαλ ζηελ εμέιημε ηεο έξεπλαο ζηνλ ηνκέα ηεο ρξήζεο 

ζηνραζηηθψλ κνληέισλ  ζηηο κεηακνζρεχζεηο νξγάλσλ. 

 Αξρηθά, νη David θαη Yechialli (1990) ζε κηα πξνζπάζεηα επέθηαζεο 

πξνεγνχκελεο δεκνζίεπζήο ηνπο (David and Yechialli, 1984), πεξηέγξαςαλ έλα πην 

ξεαιηζηηθφ ζχζηεκα κε αθίμεηο ηφζν αζζελψλ φζν θαη κνζρεπκάησλ. 

Υξεζηκνπνηήζεθαλ, βέβαηα, πεξηνξηζηηθέο  ππνζέζεηο, φπσο φηη αζζελείο θαη 

κνζρεχκαηα θηάλνπλ ηαπηφρξνλα ζην ζχζηεκα σο δεχγε, θαζψο θαη φηη ππάξρνπλ 

κφλν δχν επίπεδα ζπκβαηφηεηαο κεηαμχ ηνπο, ηα νπνία επηθέξνπλ αληίζηνηρα νθέιε 

ζηελ πεξίπησζε πξαγκαηνπνίεζεο επέκβαζεο.  

 O ΢. ΢έληνο (Zenios, 1999) επηρείξεζε λα πξνζεγγίζεη ηα ζπζηήκαηα 

εμππεξέηεζεο γηα κεηακνζρεχζεηο κέζσ νπξψλ αλακνλήο. ΢ηε δεκνζίεπζή ηνπ 

εμεηάδνληαη κέηξα απφδνζεο, φπσο ν ρξφλνο αλακνλήο θαη ην πνζνζηφ ησλ 

ππνςεθίσλ πνπ πξαγκαηνπνηνχλ ηειηθά κεηακφζρεπζε. Δηζάγεηαη, κάιηζηα, ε 

παξάκεηξνο ηεο εθνχζηαο ε αθνχζηαο (πηζαλφηαηα ιφγσ ζαλάηνπ) απνρψξεζεο ηνπ 

αζζελνχο απφ ην ζχζηεκα (reneging). 

 Σν άξζξν ηνπ Howard (2002) πξαγκαηεχεηαη ην δήηεκα ηεο απφξξηςεο 

κεγάινπ πνζνζηνχ κνζρεπκάησλ λεθξψλ δνηψλ. Μνληεινπνηεί ηελ απφθαζε ηνπ 

ηαηξνχ σο έλα πξφβιεκα βέιηηζηνπ ζηακαηήκαηνο θαη εμεηάδεη ηα επίπεδα πνηφηεηαο 

νξγάλσλ πνπ ελδείθλπηαη λα γίλνληαη απνδεθηά κε βάζε ηελ εθάζηνηε θαηάζηαζε 

πγείαο ηνπ αζζελνχο.  

 Άμηα αλαθνξάο είλαη ηα άξζξα ησλ Alagoz e.a. (2004, 2007a) ηα νπνία 

απνηεινχλ εηζαγσγή γηα ηε ζπλδπαζηηθή δεκνζίεπζή ησλ ίδησλ ζπληαθηψλ (Alagoz 

e.a., 2007b) , πνπ αλαιχζεθε εθηελψο ζε πξνεγνχκελε ππνελφηεηα. Σα άξζξα απηά 

δηεξεπλνχλ αληίζηνηρα ηελ βέιηηζηε ρξνληθή ζηηγκή απνδνρήο κνζρεχκαηνο 

δσληαλνχ δφηε θαη ηελ απφθαζε γηα απνδνρή ε απφξξηςε ήπαηνο απφ λεθξφ δφηε. 

Βαζηθή ζπλεηζθνξά ηνπο απνηειεί ε πξσηφηππε κνληεινπνίεζε ηεο θαηάζηαζεο ηεο 

πγείαο ηνπ αζζελνχο γηα κειέηε ησλ ζπγθεθξηκέλσλ δεηεκάησλ.  

 Η νκάδα ησλ Roth e.a. αζρνιήζεθε ιεπηνκεξψο κε ηνλ ηνκέα ηεο αληαιιαγήο 

κνζρεπκάησλ (Roth e.a. 2004, 2005). Λφγσ αζπκβαηφηεηαο κνζρεπκάησλ, είλαη 

ζπρλά αλέθηθην λα πξνκεζεχζεη έλαο δφηεο ήπαηνο έλαλ ζπγθεθξηκέλν αζζελή, 

επνκέλσο είλαη απαξαίηεηε ε ρξήζε άκεζσλ ε έκκεζσλ αληαιιαγψλ. ΢ηηο δχν απηέο 

δεκνζηεχζεηο εμεγνχληαη θαη κνληεινπνηνχληαη ζηνραζηηθά νη ζρεηηθνί κεραληζκνί 

πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη, ελψ επηπιένλ, πξαγκαηνπνηείηαη ζπδήηεζε ζρεηηθά κε ηα 

εζηθά δεηήκαηα πνπ εγείξνληαη θαη παξαηίζεληαη αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα. 
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 Γίθηπα κεηακνζρεχζεσλ πνπ απνηεινχληαη  απφ δηαθνξεηηθέο πεξηνρέο 

κειεηήζεθαλ ζηελ εξγαζία ησλ Stahl e.a (2005). Αλαιπηηθφηεξα, νη Ηλσκέλεο 

Πνιηηείεο έρνπλ δηαηξεζεί ζε 11 δψλεο, κε βάζε ηηο νπνίεο ζεσξείηαη φηη 

δηεπθνιχλεηαη ε δηαλνκή κνζρεπκάησλ. ΢ηε δεκνζίεπζε δηαηππψλεηαη έλα πξφβιεκα 

αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ, κε ζηφρν ηελ εχξεζε ηνπ βέιηηζηνπ δηαρσξηζκνχ γηα ηε 

κεγηζηνπνίεζε κέηξσλ πνπ ζρεηίδνληαη κε ηελ απνηειεζκαηηθφηεηα ηνπ ζπζηήκαηνο 

δηαλνκήο αιιά θαη κε πεξηνξηζκνχο ηζφηεηαο θαη δηθαηνζχλεο.  

 Μηα πην ζχγρξνλε κειέηε ζρεηηθά κε αληζφηεηεο ζηηο νπξέο αλακνλήο 

κεηακνζρεχζεσλ πξαγκαηνπνηήζεθε απφ ηελ νκάδα ησλ Stanford e.a. (2014). 

΢πγθεθξηκέλα, έρεη παξαηεξεζεί φηη ζε αζζελείο δηαθνξεηηθήο νκάδαο αίκαηνο 

αληηζηνηρνχλ δηαθνξεηηθνί κέζνη ρξφλνη αλακνλήο γηα εχξεζε κνζρεχκαηνο. 

Αλαπηχζζεηαη, ινηπφλ έλα ζηνραζηηθφ κνληέιν, ην νπνίν, ρξεζηκνπνηψληαο βέβαηα 

ζεκαληηθέο απινπζηεχζεηο , επηρεηξεί λα γεθπξψζεη ην παξαπάλσ ράζκα.  

 Σέινο, αμηνζεκείσηε ραξαθηεξίδεηαη ε ζπλεηζθνξά κηαο ζπγθεληξσηηθήο 

δεκνζίεπζεο (Alagoz e.a, 2009), φπνπ ηαμηλνκείηαη ζεκαληηθφ πιήζνο εξγαζηψλ ζηνλ 

ηνκέα ηεο ζηνραζηηθήο κνληεινπνίεζεο ζπζηεκάησλ κεηακνζρεχζεσλ. Παξαηίζεληαη 

πεξηιεπηηθά ηα νπζηαζηηθφηεξα ζηνηρεία θάζε κηαο απφ απηέο, κε απνηέιεζκα ηε 

δεκηνπξγία ελφο ρξήζηκνπ εξγαιείνπ γηα ηελ αλαδήηεζε βηβιηνγξαθίαο ζε 

δηπισκαηηθέο εξγαζίεο φπσο ε παξνχζα. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 3ν  

Πξνηεηλόκελν ζηνραζηηθό κνληέιν  
 

 

3.1     Πεξηγξαθή ηνπ κνληέινπ 

 

 
΢ηελ ελφηεηα απηή παξνπζηάδεηαη έλα λέν κνληέιν, ην νπνίν αθνξά κηα δηπιή 

νπξά αλακνλήο αζζελψλ θαη λεθξψλ. Αθεηεξία γηα ηε δηακφξθσζή ηνπ ππήξμε ην 

άξζξν ησλ Elalouf, Perlman θαη Yechialli, ην νπνίν δεκνζηεχζεθε ην 2018 θαη 

αλαιχζεθε εθηελψο ζην πξνεγνχκελν θεθάιαην. Βαζηθή παξάκεηξνο ηνπ ελ ιφγσ 

άξζξνπ απνηειεί ε δπλαηφηεηα ηεο ζπληήξεζεο κνζρεπκάησλ εθηφο ηνπ αλζξψπηλνπ 

ζψκαηνο, ε νπνία θπζηνινγηθά βξίζθεηαη ζην πξνζθήλην ζηε ζχγρξνλε επνρή ηεο 

ξαγδαίαο ηερλνινγηθήο αλάπηπμεο. Η παξνχζα εξγαζία επίζεο εζηηάδεη ζηε 

ζπγθεθξηκέλε παξάκεηξν, ππφ ηελ νπηηθή γσλία ελφο θεληξηθνχ δηαρεηξηζηή πνπ 

επηρεηξεί λα κεγηζηνπνηήζεη ην ζπλνιηθφ θνηλσληθφ φθεινο. Ωζηφζν, έρνπλ 

πξαγκαηνπνηεζεί ζεκαληηθέο ηξνπνπνηήζεηο ζην κνληέιν ησλ Elalouf e.a., θαζψο ε 

πξνζέγγηζε καο είλαη ειαθξψο δηαθνξεηηθή, ελψ ε κνληεινπνίεζή καο έρεη ζηεξηρζεί 

ζην εξγαιείν ηνπ δπλακηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ.  

 Η νπξά αλακνλήο πνπ πεξηγξάθεηαη είλαη βαζηζκέλε ζε δηαδηθαζίεο Poisson 

αθίμεσλ θαη αλαρσξήζεσλ. Οη αζζελείο θζάλνπλ ζην ζχζηεκα ηπραία κε ξπζκφ ι, 

ελψ αληίζηνηρα ηα λεθξά θζάλνπλ κε ξπζκφ κ. Έλαο αζζελήο παξακέλεη ζηελ νπξά 

κέρξη λα ηνπ απνδνζεί κφζρεπκα γηα πξαγκαηνπνίεζε επέκβαζεο ή έσο φηνπ 

απνρσξήζεη ν ίδηνο (reneging), ιφγσ ζαλάηνπ ή άιιεο αηηίαο. Ο ρξφλνο παξακνλήο 

ζην ζχζηεκα ελφο αζζελή, ζηνλ νπνίνλ δελ απνδίδεηαη λεθξφ γηα κεηακφζρεπζε, 

ζεσξνχκε φηη αθνινπζεί Δθζεηηθή θαηαλνκή κε παξάκεηξν δ. Παξάιιεια, γηα ηα 

κνζρεχκαηα πνπ βξίζθνληαη ζε δηαδηθαζία ζπληήξεζεο, ππνηίζεηαη ρξφλνο δσήο, 

επίζεο Δθζεηηθφο, κε παξάκεηξν μ. 

 Δλδηαθέξνλ παξνπζηάδεη ν κεραληζκφο ιεηηνπξγίαο ηνπ πεξηγξαθφκελνπ 

ζπζηήκαηνο ζε ζηάζηκε θαηάζηαζε. ΢ηελ πεξίπησζε ηεο χπαξμεο κηαο νπξάο 

κνζρεπκάησλ ζε ζπληήξεζε, κε ηελ άθημε ελφο αζζελνχο, απνδίδεηαη απηφκαηα ζε 

απηφλ ην θαηαιιειφηεξν φξγαλν κε βάζε ηε ζπκβαηφηεηα HLA. Σν ζπγθεθξηκέλν 

θξηηήξην ζηεξίδεηαη ζην βαζκφ νκνηφηεηαο αληηγφλσλ κεηαμχ δφηε θαη παξαιήπηε 

θαη ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηε κεγηζηνπνίεζε ηνπ αλακελφκελνπ νθέινπο απφ ηελ 

επέκβαζε. Απφ ηελ άιιε πιεπξά, ζηελ πεξίπησζε νπξάο ππνςεθίσλ, έλα αθηρζέλ 

λεθξφ πξνηείλεηαη ζηνλ παιαηφηεξα εγγεγξακκέλν ζχκθσλα κε ηελ αξρή FCFS. Με 

ηε κέζνδν απηή επηρεηξνχκε λα ηζνζηαζκίζνπκε ηνπο παξάγνληεο ηεο 

απνηειεζκαηηθφηεηαο θαη ηεο δηθαηνζχλεο ζην ζχζηεκά καο.  
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 Λφγσ ησλ άκεζσλ δηαλνκψλ πνπ πεξηγξάθεθαλ παξαπάλσ, είλαη ζαθέο φηη 

ζην ζχζηεκα είλαη πηζαλφ λα ππάξρνπλ κφλν ππνςήθηνη, κφλν λεθξά ή λα είλαη θελφ. 

Αθφκα θαη ζηελ πεξίπησζε κηα αξρηθήο θαηάζηαζεο κε παξάιιειε χπαξμε αζζελψλ 

θαη λεθξψλ, ζεσξνχκε φηη αληηζηνηρίδνληαη κεηαμχ ηνπο κε βάζε ην HLA θξηηήξην, 

κε απνηέιεζκα ηελ επαλαθνξά ζε κία απφ ηηο ηξεηο παξαπάλσ θαηαζηάζεηο. 

Τπνζέηνπκε, επηπιένλ, ρσξεηηθφηεηα Μ γηα θαζεκία απφ ηηο δχν πιεπξέο ηεο νπξάο, 

θαηά πξνηίκεζε  αξθεηά κεγάιε ψζηε λα κελ επεξεάδεη ζηνπο ππνινγηζκνχο καο. 

Γηα ιφγνπο επθνιίαο, ζπκβνιίδνπκε κε ζεηηθνχο αξηζκνχο 1,2,...,k M  ηηο 

θαηαζηάζεηο φπνπ βξίζθνληαη k κνζρεχκαηα ζηε ζπληήξεζε, κε αξλεηηθνχο αξηζκνχο 

1, 2,...n M    ηηο θαηαζηάζεηο φπνπ βξίζθνληαη ζηελ αλακνλή n ππνςήθηνη, ελψ 

κε 0 ζπκβνιίδνπκε ην θελφ ζχζηεκα. Δπνκέλσο, ην πιήζνο ησλ δπλαηψλ 

θαηαζηάζεσλ ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη 2Μ+1 θαη ζπκβνιίδνληαη κε  ,...Ms S M   . 

 Όπσο πξναλαθέξζεθε, ζεσξνχκε φηη  έρνπλ αλαπηπρζεί λέεο κέζνδνη γηα ηε 

ζπληήξεζε λεθξψλ θαη ηελ αχμεζε ηνπ ρξφλνπ πνπ απηά κπνξνχλ λα παξακείλνπλ 

εθηφο ηνπ αλζξψπηλνπ ζψκαηνο (cold ischemia time). Δίλαη φκσο εχινγν φηη ηέηνηεο 

δηαδηθαζίεο είλαη δχζθνιεο θαη δαπαλεξέο, κε απνηέιεζκα λα κελ ζπκθέξνπλ ζηελ 

πεξίπησζε πνπ ππάξρνπλ ήδε αξθεηά απνζεθεπκέλα κνζρεχκαηα. ΢πλεπψο, ζε θάζε 

κία απφ ηηο ζεηηθέο θαηαζηάζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο, κε ηελ άθημε ελφο αθφκα λεθξνχ, ν 

δηαρεηξηζηήο θαιείηαη λα ιάβεη κηα απφθαζε ζρεηηθά κε ηελ απνδνρή ηνπ ή φρη. Η 

απφθαζε απηή εμαξηάηαη απφ ηνλ αξηζκφ k ησλ λεθξψλ πνπ ήδε ζπληεξνχληαη, 

ζπκβνιίδεηαη κε α(k) θαη κπνξεί λα πάξεη ηηκέο 1 ή 0, γηα απνδνρή ή απφξξηςε 

αληίζηνηρα. Τπνζέηνπκε φηη ππάξρεη ζπλελλφεζε κεηαμχ ηαηξηθψλ κνλάδσλ ψζηε ηα 

κνζρεχκαηα πνπ δελ γίλνληαη απνδεθηά ζε θάπνηα, λα κελ θαηαζηξέθνληαη αιιά 

φηαλ είλαη εθηθηφ λα κεηαβηβάδνληαη ζε κηα άιιε, φπνπ ζα είλαη πεξηζζφηεξν 

απαξαίηεηα. ΢εκεηψλεηαη, επίζεο, φηη ηέηνηνπ είδνπο επηινγή δελ κπνξεί λα ππάξμεη 

γηα ηνπο αζζελείο, επνκέλσο, αλ αθηρζεί ππνςήθηνο ζηηο αξλεηηθέο θαηαζηάζεηο ηνπ 

ζπζηήκαηνο, ζα εγγξαθεί ζηε ιίζηα αλακνλήο αλεμάξηεηα απφ ηελ ηηκή ηνπ n, 

πεξηκέλνληαο λα εμππεξεηεζεί ζχκθσλα κε ηελ πξνηεξαηφηεηα FCFS. 

 Με βάζε ηα παξαπάλσ, κπνξνχκε λα κνληεινπνηήζνπκε ην ζχζηεκα σο κηα 

Μαξθνβηαλή δηαδηθαζία απνθάζεσλ ζπλερνχο ρξφλνπ. Οη αξλεηηθέο ηεο θαηαζηάζεηο 

1, 2,...n M     ζεσξνχληαη σο κηα απιή νπξά κε έλαλ ππεξέηε, κε ξπζκνχο 

αθίμεσλ ι θαη ελδηάκεζνπο ρξφλνπο εμππεξεηήζεσλ n  . Αληίζηνηρα, νη 

θαηαζηάζεηο   1,2,...,k M  ινγίδνληαη σο κηα Μαξθνβηαλή νπξά κε ελδηάκεζνπο 

ρξφλνπο εμππεξεηήζεσλ k   , ελψ νη αθίμεηο γίλνληαη κε ξπζκνχο (k)  . 

Δπεμεγψληαο ιίγν πεξηζζφηεξν ηελ ηειεπηαία έθθξαζε, ππελζπκίδνπκε φηη ηα λεθξά 

έξρνληαη κελ ζην ζχζηεκα κε ξπζκφ κ, αιιά ε επηινγή ηνπ δηαρεηξηζηή ζε θάζε 

θαηάζηαζε k ζα είλαη απηή πνπ ζα θαζνξίζεη αλ ηα απνζεθεπκέλα λεθξά ζα 

απμεζνχλ θαηά 1 (απφθαζε 1) ή αλ ζα παξακείλεη ε ίδηα θαηάζηαζε (απφθαζε 0). 

Καηαιήγνπκε, ινηπφλ, ζε κηα δηπιήο φςεσο Μαξθνβηαλή αιπζίδα, φπνπ ε θαηάζηαζε 

0, πνπ ζπκβνιίδεη ην άδεην ζχζηεκα, απνηειεί ην ζπλδεηηθφ θξίθν γηα ηα δχν κέιε 
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ηεο, δειαδή ηεο νπξάο αζζελψλ ζε αλακνλή θαη ηεο νπξάο κνζρεπκάησλ ζε 

ζπληήξεζε.   

 Σα παξαπάλσ γίλνληαη επθνιφηεξα θαηαλνεηά κε ηελ ζρεκαηηθή απεηθφληζή 

ηνπο ζε δηαγξάκκαηα. Παξηζηάλνληαη μερσξηζηά ηα δχν ηκήκαηα ηεο νπξάο, κε ηελ 

παξνπζία ηεο θαηάζηαζεο 0 λα ηα ζπλδέεη σο εληαίν ζχζηεκα: 

 

Οπξά αλακνλήο αζζελψλ: 

 

                                  

                                                         

                     

 

 

 

Οπξά κνζρεπκάησλ ζηε ζπληήξεζε:  

 

 

 

 

 

  

 ΢ηε ζπλέρεηα, ζα νξίζνπκε ηηο ζπλαξηήζεηο θέξδνπο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη 

ζην ζχζηεκα. Πξφθεηηαη νπζηαζηηθά γηα ηα άκεζα νθέιε πνπ απνθνκίδνληαη κε ηελ 

πξαγκαηνπνίεζε κηαο κεηακφζρεπζεο. ΢πκβνιίδνπκε κε Υ ηελ ηπραία κεηαβιεηή πνπ 

εθθξάδεη ην φθεινο πνπ πξνθχπηεη απφ ηελ αληηζηνίρηζε ελφο ηπραίνπ κνζρεχκαηνο 

ζε έλαλ ηπραίν αζζελή, κε ηελ ηηκή ηεο λα εμαξηάηαη απφ ην πιήζνο νκνηνηήησλ 

αληηγφλσλ ζηα ιεκθνθχηηαξα δφηε θαη παξαιήπηε.  Όηαλ, ινηπφλ, έλα λεθξφ θζάλεη 

ζε νπξά αζζελψλ, πξνζθέξεηαη, φπσο πξναλαθέξζεθε, ζηνλ παιαηφηεξα 

εγγεγξακκέλν ζχκθσλα κε ηελ FCFS θαη έηζη ιακβάλεηαη κηα ηπραία ηηκή ηεο Υ. 

΢πλεπψο, ην αλακελφκελν φθεινο πνπ απνθνκίδεηαη απφ κηα επέκβαζε ζηελ 

πεξίπησζε απηή είλαη     θαη ζπκβνιίδεηαη κε Tr. 
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΢χήμα 2. 2 - Ρυθμοί μετάβαςησ ςτην ουρά μοςχευμάτων 

΢χήμα 2. 1 - Ρυθμοί μετάβαςησ ςτην ουρά αςθενών 
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 Σα πξάγκαηα είλαη ειαθξψο δηαθνξεηηθά ζηελ πεξίπησζε ηεο άθημεο ελφο 

ππνςεθίνπ ηε ζηηγκή πνπ ζηε ζπληήξεζε βξίζθνληαη k κνζρεχκαηα. Όπσο έρεη 

εμεγεζεί πξνεγνπκέλσο, ζηνλ ππνςήθην κπνξεί λα πξνζθεξζεί νπνηνδήπνηε απφ ηα 

λεθξά απηά, κε θξηηήξην ηελ HLA ζπκβαηφηεηα. ΢πκβνιίδνπκε, ινηπφλ, κε 

1 2, ,..., k    ην φθεινο πνπ ζα πξνθχςεη αλ ζηνλ αζζελή κεηακνζρεπζεί ην λεθξφ 

1,2,…,k αληίζηνηρα. Οη ηπραίεο απηέο κεηαβιεηέο κπνξεί λα ππνηεζεί φηη είλαη 

αλεμάξηεηεο κεηαμχ ηνπο θαη ηζφλνκεο κε ηελ πξναλαθεξζείζα Υ. Δθ’ φζνλ ε 

πνιηηηθή δηαλνκήο καο αλαδεηά ηελ θαιχηεξε δπλαηή αληηζηνίρηζε, ην φθεινο πνπ ζα 

πξνθχςεη ζα είλαη    *

1 2max , ,..., kk
      θαη ε κέζε ηηκή ηνπ  

*

k
  
 

 

παξηζηάλεηαη κε kr . ΢ηνλ ηξφπν ππνινγηζκνχ θαη ζηηο ηδηφηεηεο απηήο ηεο 

ζπλάξηεζεο ζα αλαθεξζνχκε ζε επφκελεο ελφηεηεο ηηο εξγαζίαο, θαζψο απνηεινχλ 

βαζηθά ζηνηρεία γηα ηα ζεσξεηηθά θαη αξηζκεηηθά καο απνηειέζκαηα.  

 ΢ην ζχζηεκά καο, βέβαηα, ππάξρνπλ θαη νξηζκέλα θφζηε, ηα νπνία νθείινληαη 

ζε πνηθίινπο παξάγνληεο. Αξρηθά, κε CL ζπκβνιίδεηαη ην θφζηνο αλακνλήο ελφο 

αζζελνχο ζηελ νπξά αλά κνλάδα ρξφλνπ. ΢ηελ ηηκή ηνπ ιακβάλνληαη ππ’ φςηλ 

αθελφο νη πηζαλέο δαπάλεο γηα ηε ζεξαπεία ηνπ αζζελνχο κε άιιεο κεζφδνπο,  εθηφο 

ηεο κεηακφζρεπζεο, θαη αθεηέξνπ ην ξίζθν ζαλάηνπ ηνπ ιφγσ ηεο επαηηθήο ηνπ 

αζζέλεηαο. Δπηπιένλ, γλσξίδνπκε φηη νη κέζνδνη ζπληήξεζεο κνζρεπκάησλ πνπ 

ρξεζηκνπνηνχληαη είλαη επίζεο δαπαλεξέο, ζπλεπψο παξηζηάλνπκε κε  CΚ ην θφζηνο 

παξακνλήο ελφο λεθξνχ ζην ζχζηεκα αλά ρξνληθή κνλάδα. ΢εκεηψλεηαη φηη νη δχν 

απηνί ζπκβνιηζκνί ζπλαληψληαη απηνχζηνη ζηε δεκνζίεπζε ησλ Elalouf e.a (2018). 

 Έλαο αθφκε παξάγνληαο πνπ επηθέξεη θφζηνο, ζχκθσλα κε ηε δηθή καο 

πξνζέγγηζε, είλαη ε απνρψξεζε ησλ αζζελψλ απφ ηελ νπξά (reneging). ΢ηελ 

πεξίπησζε ηνπ ζαλάηνπ, ρξεηάδεηαη λα κνληεινπνηεζεί ε δπζάξεζηε θαηάζηαζε απφ 

ηελ απψιεηα κηα αλζξψπηλεο δσήο, ελψ αθφκα θη αλ ν αζζελήο απνρψξεζε εθνχζηα, 

ινγίδεηαη σο απνηπρία ηνπ ζπζηήκαηνο ε αδπλακία εμππεξέηεζήο ηνπ σο ηφηε. Σν 

κφλν ελδερφκελν, φπνπ ην reneging αληηζηνηρεί ζε ζεηηθφ γεγνλφο, είλαη απηφ ηεο 

πιήξνπο ίαζεο ηνπ αζζελνχο ρσξίο επέκβαζε, ζεσξνχκε φκσο φηη εθ’ φζνλ έρεη 

εγγξαθεί ζηε ζρεηηθή ιίζηα, ε πηζαλφηεηα κηαο ηέηνηαο εμέιημεο είλαη ζαθψο 

πεξηνξηζκέλε. Η ηδέα ηεο εηζαγσγήο ηνπ θφζηνπο απνρψξεζεο, ην νπνίν 

ζπκβνιίδεηαη κε D, πξνήιζε απφ ηελ παξαηήξεζε φηη ζε κηα θαηάζηαζε αλακνλήο n 

αζζελψλ, ηφζν ε έιεπζε κνζρεχκαηνο φζν θαη ε δηαδηθαζία reneging νδεγνχλ ζηελ 

ίδηα θαηάζηαζε n+1, κε ζπλνιηθφ ξπζκφ n  . Κξίζεθε, ινηπφλ, απαξαίηεην, λα 

ππάξμεη ζαθήο δηαρσξηζκφο κεηαμχ κηαο ζεηηθήο εμέιημεο (πνπ πξνθχπηεη κε ξπζκφ 

κ) θαη κηαο θαηά βάζε αξλεηηθήο (πνπ πξνθχπηεη κε ξπζκφ n  ). 

  Σέινο, ζπκβνιίζακε κε R ην θφζηνο απφξξηςεο αζζελνχο, ην νπνίν 

παξνπζηάδεηαη ζηελ πεξίπησζε πνπ ην ζχζηεκα είλαη πιήξεο (θαηάζηαζε –Μ) θαη 

ζπκβαίλεη αθφκε κία άθημε. Η πξαθηηθή ζεκαζία ηεο ζπγθεθξηκέλεο παξακέηξνπ 

είλαη, βέβαηα, πξαθηηθά ακειεηέα, θαζψο ε ρσξεηηθφηεηα ηνπ ζπζηήκαηνο έρεη 

ππνηεζεί αξθνχλησο κεγάιε, ε εηζαγσγή ηεο φκσο θξίζεθε ρξήζηκε γηα ηελ 
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πιεξφηεηα ηεο ζεσξεηηθήο καο αλάιπζεο. Έλα ζεκαληηθφ θνκκάηη ηεο απνδεηθηηθήο 

δηαδηθαζίαο πνπ ρξεζηκνπνηνχκε ζρεηίδεηαη άκεζα κε ηε ζπγθεθξηκέλε παξάκεηξν 

θαη ηηο ηδηφηεηέο ηεο.  

 ΢ηελ παξαπάλσ πεξηγξαθή πξνζδηνξίζηεθαλ ηα ζεκαληηθφηεξα 

ραξαθηεξηζηηθά ηνπ εμεηαδφκελνπ ζπζηήκαηνο, πξνθεηκέλνπ λα γίλεη αληηιεπηφ ην 

πιαίζην ζην νπνίν θηλείηαη ε κειέηε καο. ΢ηε ζπλέρεηα, θξίλεηαη απαξαίηεην λα 

απνζαθεληζηνχλ ηα καζεκαηηθά εξγαιεία, κε βάζε ηα νπνία απνηππψλνληαη ηα 

πεξηγξαθέληα ζηνηρεία ζηηο εμηζψζεηο βειηηζηνπνίεζεο, ζηηο νπνίεο ζηεξίδεηαη ε 

ζεσξεηηθή καο αλάιπζε. Τπελζπκίδνπκε ζπλνπηηθά φηη ε κνληεινπνίεζε καο αθνξά 

κηα Μαξθνβηαλή νπξά απνθάζεσλ κε 2Μ+1 θαηαζηάζεηο, πξαγκαηνπνηείηαη γηα 

ζπλερή ρξφλν θαη έρεη ζηφρν ηελ κεγηζηνπνίεζε ηνπ θνηλσληθνχ νθέινπο.  

 Ο ζηφρνο απηφο θαζηζηά αλαγθαία ηελ χπαξμε κηαο ζπλάξηεζεο, ε νπνία 

εθθξάδεη ην κέγηζην αλακελφκελν ζπλνιηθφ φθεινο απφ θάζε θαηάζηαζε ηεο 

ζηνραζηηθήο δηαδηθαζίαο. Η ζπλάξηεζε απηή ζπκβνιίδεηαη κε u θαη έρεη πεδίν 

νξηζκνχ, φπσο είλαη θπζηθφ, ηνπο αξηζκνχο –Μ, έσο Μ πνπ αληηπξνζσπεχνπλ ηηο 

θαηαζηάζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο. Τπνζέηνληαο φηη ν ρξνληθφο νξίδνληαο δηαρείξηζεο ηνπ 

ζπζηήκαηνο είλαη άπεηξνο, κπνξνχκε ζε πξψηε θάζε λα ζεσξήζνπκε φηη ε 

ζπλάξηεζε νθέινπο δίλεηαη απφ έλαλ αλαδξνκηθφ ηχπν, ν νπνίνο εμαξηάηαη απφ ηα 

άκεζα αλακελφκελα θέξδε ή θφζηε πνπ πξνθαινχληαη ζε θάζε θαηάζηαζε, απφ ηηο 

πηζαλφηεηεο κεηάβαζεο ζε άιιεο θαηαζηάζεηο, θαζψο θαη απφ ηηο απνθάζεηο πνπ 

ιακβάλνληαη γηα ηελ ζπληήξεζε ε κε ησλ αθηρζέλησλ κνζρεπκάησλ. Οη παξάκεηξνη 

απηέο θαζνξίδνληαη απφ ηνπο ξπζκνχο, ηα θέξδε θαη ηα θφζηε πνπ νξίζηεθαλ, κέζσ 

κηαο δηαδηθαζίαο πνπ ζα επεμεγεζεί αλαιπηηθά ζηηο επφκελεο παξαγξάθνπο.  

 Αμηνζεκείσην ξφιν ζηελ κνληεινπνίεζε θαηέρεη ν παξάγνληαο ειάηησζεο 

(discount factor), ν νπνίνο ζπκβνιίδεηαη κε  0,1 . Δίλαη δηαηζζεηηθά εχινγν φηη ε 

πξαγκαηηθή αμία ελφο νθέινπο εμαξηάηαη θαη απφ ηε ρξνληθή ζηηγκή θαηά ηελ νπνία 

απηφ απνθνκίδεηαη, γηα παξάδεηγκα, είλαη ζαθψο ζεκαληηθφηεξε ε άκεζε είζπξαμε 

ελφο πνζνχ απφ ηελ ζηαδηαθή ιήςε ηνπ ζε κεγάιν βάζνο ρξφλνπ. Αλ αλαθεξφκαζηε 

ζε δηαθξηηφ ρξφλν, έλα πνζφ πνπ ιακβάλεηαη κεηά απφ n πεξηφδνπο, ζα 

πνιιαπιαζηαζηεί κε β
n
 πξνθεηκέλνπ λα ππνινγηζηεί ε ειαηησκέλε αμία ηνπ ζην 

παξφλ.  Η αλάιπζή καο, φκσο, πξαγκαηνπνηείηαη ζε ζπλερή ρξφλν, θαηά ζπλέπεηα 

εηζάγεηαη ε παξάκεηξνο α, ε νπνία πξνθχπηεη απφ ηνλ discount factor κέζσ ηνπ 

ηχπνπ 
1

a





. Δίλαη εχθνια αληηιεπηφ φηη ην α ιακβάλεη ηηκέο ζην δηάζηεκα 

 0,..  θαη ε ιεηηνπξγηθφηεηά ηνπ είλαη λα κεηαθέξεη ζην παξφλ ηα θέξδε θαη 

θφζηε πνπ αλακέλεηαη λα πξνθχςνπλ κειινληηθά. ΢πγθεθξηκέλα, γηα έλα πνζφ R πνπ 

ζα ιεθζεί κεηά απφ ζπλερή ρξφλν t, ε παξνχζα αμία ηνπ ππνινγίδεηαη σο atx e R  . 

 Τπφ ην παξαπάλσ πξίζκα, είλαη ζαθέο φηη ε ζπλάξηεζε βέιηηζηεο ηηκήο u 

εθθξάδεη αλακελφκελν ειαηησκέλν φθεινο ζε θάζε θαηάζηαζε. Η παξάκεηξνο α 

ρξεηάδεηαη λα ζπκπεξηιεθζεί ζηε δηαηχπσζε ησλ εμηζψζεσλ, κε βάζε ηε δηαδηθαζία 
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πνπ πεξηγξάθεηαη ζην ζχγγξακκα ηνπ Puterman (1994). Αλαιπηηθφηεξα, ζεσξνχκε 

φηη ππάξρεη κηα ππνζεηηθή επηπιένλ θαηάζηαζε, ζηελ νπνία ην ζχζηεκα κεηαβαίλεη 

κε ξπζκφ α απφ νπνηαδήπνηε άιιε θαηάζηαζε. Σν φθεινο πνπ απνθνκίδεηαη απφ 

απηήλ είλαη κεδεληθφ, ηφζν άκεζα φζν θαη κειινληηθά, θαζψο ππνηίζεηαη φηη αλ 

θηάζεη εθεί ε δηαδηθαζία, ηεξκαηίδεηαη απηφκαηα. Πξνθαλψο, κηα ηέηνηα θαηάζηαζε 

δελ έρεη πξαθηηθή εθαξκνγή ζην πεξηγξαθφκελν ζχζηεκα, φκσο ρξεζηκνπνηείηαη σο 

εξγαιείν γηα ηελ κνληεινπνίεζε ηεο ρξνληθήο ειάηησζεο νθέινπο. Απηφ ζπκβαίλεη 

κέζσ ηεο θαηαλνκήο πηζαλνηήησλ κεηαβάζεσλ πνπ πξνθχπηεη, ε νπνία είλαη 

ειαθξψο δηαθνξεηηθή ιφγσ ηεο ρξήζεο ηνπ ξπζκνχ α. 

 Τπελζπκίδεηαη φηη ην ελδηαθέξνλ καο εζηηάδεηαη ζηε κειέηε ηεο 

ζπκπεξηθνξάο ηεο ζπλάξηεζεο u ζε ζηάζηκε θαηάζηαζε, φηαλ δειαδή ν ρξνληθφο 

νξίδνληαο δηαρείξηζεο ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη αξθνχλησο κεγάινο. Η 

ρξεζηκνπνηνχκελε ηερληθή γηα ηνλ παξαπάλσ ζηφρν είλαη ε εηζαγσγή ππνζεηηθψλ 

ζηαδίσλ ζηηο εμηζψζεηο. Ωο ζηάδηα νξίδνληαη νη ρξνληθέο πεξίνδνη πνπ απνκέλνπλ γηα 

ηελ νινθιήξσζε ηνπ νξίδνληα πξνγξακκαηηζκνχ.  Κάζε γεγνλφο πνπ νδεγεί ζηε 

κεηαβνιή ηεο θαηάζηαζεο ηνπ ζπζηήκαηνο, φπσο άθημε ή αλαρψξεζε, ζεσξείηαη φηη 

κεηψλεη θαηά έλα ηνλ αξηζκφ ησλ ππνιεηπφκελσλ ζηαδίσλ. Καηά ζπλέπεηα ε un(s) 

ζπκβνιίδεη ην κέγηζην αλακελφκελν ειαηησκέλν φθεινο φηαλ ην ζχζηεκα βξίζθεηαη 

ζηελ θαηάζηαζε s θαη κέλνπλ n αθφκε ζηάδηα γηα ην ηέινο ηνπ ρξνληθνχ νξίδνληα. 

 Μπνξνχκε λα ζεσξήζνπκε φηη νη εμηζψζεηο βειηηζηνπνίεζεο γηα ηε u κε ηελ 

εηζαγσγή ησλ ζηαδίσλ, έρνπλ ηελ παξαθάησ αλαδξνκηθή κνξθή: 

1( ) sup ( ) ( / ) ( )n n

j

u s r s p j s u j

 
  

 


 

Με ( )r s παξηζηάλεηαη ην άκεζν φθεινο (ή δεκία) ζηελ θαηάζηαζε s, ελψ κε ( / )p j s

νη πηζαλφηεηεο κεηαβάζεσλ κε ηηο νπνίεο ην ζχζηεκα νδεγείηαη ζε επφκελε 

θαηάζηαζε θαη ζηάδην. Η ρξήζε ηνπ supremum είλαη απαξαίηεηε, θαζψο ζε 

νξηζκέλεο πεξηπηψζεηο ε κεηάβαζε ηνπ ζπζηήκαηνο δελ εμαξηάηαη κφλν απφ ηα 

γεγνλφηα αθίμεσλ ε αλαρσξήζεσλ, αιιά θαη απφ ηε δξάζε ηνπ δηαρεηξηζηή. 

΢πγθεθξηκέλα, θαηά ηελ άθημε λεθξψλ, ελψ ήδε ππάξρνπλ κνζρεχκαηα ζε 

ζπληήξεζε, ν δηαρεηξηζηήο θαιείηαη λα ζπγθξίλεη θαη λα ιάβεη ηελ απφθαζε πνπ ζα 

εμαζθαιίζεη ην κέγηζην αλακελφκελν θνηλσληθφ φθεινο.  

 Απνδεηθλχεηαη φηη γηα κεγάιεο ηηκέο ηνπ n, ε δηαθνξά ησλ nu  θαη 1nu 

ζηαδηαθά εθκεδελίδεηαη γηα φιεο ηηο θαηαζηάζεηο s. Σν γεγνλφο απηφ νθείιεηαη ζηελ 

ζπκπεξίιεςε ηνπ παξάγνληα ειάηησζεο ζηηο πηζαλφηεηεο κεηάβαζεο ησλ εμηζψζεσλ 

βειηηζηνπνίεζεο ηεο ζπλάξηεζεο νθέινπο. Δπνκέλσο, ε αθνινπζία nu  ζπγθιίλεη 

ηειηθά ζε θάπνην φξην u, ην νπνίν απνηειεί ηειηθά ηε ζπλάξηεζε ζηελ νπνία 

επηθεληξψλεηαη ην ελδηαθέξνλ καο. Η αθξηβήο ηηκή ηεο, βέβαηα, κπνξεί λα 

ππνινγηζηεί κφλν κε ηε βνήζεηα αξηζκεηηθψλ κεζφδσλ κε ηελ πξαγκαηνπνίεζε 

κεγάινπ αξηζκνχ επαλαιήςεσλ ηνπ αιγνξίζκνπ value iteration. Όζνλ αθνξά ηα 
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ζεσξεηηθά απνηειέζκαηα, ε εηζαγσγή ζηαδίσλ ζεκειηψλεη ηελ πξνζέγγηζε κέζσ 

δπλακηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ, δεδνκέλνπ φηη ε απφδεημε ηδηνηήησλ γηα θάζε ηηκή ηνπ 

n, εμαζθαιίδεη ηελ ηζρχ ηνπο θαη γηα ην φξην ηεο αθνινπζίαο.  

 Απνκέλεη πιένλ ε πεξηγξαθή ηεο δηαδηθαζίαο ζρεκαηηζκνχ ηνπ πίλαθα 

πηζαλνηήησλ κεηάβαζεο ηεο ζηνραζηηθήο αιπζίδαο. Γηα ην ζρεκαηηζκφ θαηαλνκήο 

πηζαλφηεηαο ζα ρξεζηκνπνηεζεί ε ηερληθή ηεο νκνηνκνξθνπνίεζεο (uniformization). 

΢πγθεθξηκέλα απαηηείηαη ε δηαίξεζε ησλ ξπζκψλ κεηάβαζεο κεηαμχ ησλ 

θαηαζηάζεσλ, κε κηα θνηλή ζηαζεξά θαλνληθνπνίεζεο. Παξαηεξείηαη, φκσο, φηη  νη 

ξπζκνί απηνί δηαθέξνπλ γηα θάζε θαηάζηαζε αλάινγα κε ηνλ αξηζκφ ησλ ππνςεθίσλ 

ή κνζρεπκάησλ πνπ βξίζθνληαη ζηελ νπξά. Γηα ηελ άξζε απηήο ηεο αλνκνηνγέλεηαο 

επηιέγνπκε κηα ζηαζεξά Λ, ε νπνία ππνηίζεηαη κεγαιχηεξε απφ ην κέγηζην άζξνηζκα 

πξαγκαηηθψλ ξπζκψλ εμφδνπ απφ κηα θαηάζηαζε. ΢πκβνιίδνπκε, επνκέλσο:

 max ,     . Πξνζζέηνληαο ζηελ πνζφηεηα απηήλ ηνλ ππνζεηηθφ ξπζκφ 

ηεξκαηηζκνχ ηεο δηαδηθαζίαο α, ιακβάλνπκε ηελ ρξεζηκνπνηνχκελε ζηαζεξά 

θαλνληθνπνίεζεο γηα φιεο ηηο θαηαζηάζεηο.  

 Οη πηζαλφηεηεο κεηάβαζεο, ζπλεπψο, πξνθχπηνπλ κε ηε δηαίξεζε ησλ ξπζκψλ 

κεηάβαζεο κε ηελ πνζφηεηα Λ+α. Η ζηαζεξά απηή, φκσο, ππεξβαίλεη ην άζξνηζκα 

ησλ ξπζκψλ εμφδνπ απφ θάζε θαηάζηαζε, επνκέλσο ππνιείπεηαη κηα ζεηηθή 

πηζαλφηεηα γηα ηελ πιεξφηεηα ηεο θαηαλνκήο. Γηα ηελ αληηκεηψπηζε απηήο ηεο 

ηερληθήο δπζθνιίαο, ππνζέηνπκε πιαζκαηηθέο κεηαβάζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο ζηελ ίδηα 

θαηάζηαζε, νη νπνίεο πξαγκαηνπνηνχληαη κε πηζαλφηεηα πνπ πξνθχπηεη απφ ηε 

δηαθνξά ηεο Λ κε ην ξπζκφ εμφδνπ απφ ηελ εθάζηνηε θαηάζηαζε, δηαηξεκέλε θπζηθά 

κε ηε ζηαζεξά θαλνληθνπνίεζεο. Απηνχ ηνπ είδνπο νη κεηαβάζεηο (fictitious 

transitions), θαζψο θαη ε ππνζεηηθή κεηάβαζε ζε θαηάζηαζε ηεξκαηηζκνχ κε 

πηζαλφηεηα 


 
, πνπ πεξηγξάθεθε λσξίηεξα, είλαη απνδεδεηγκέλα επηηξεπηέο ζην 

πιαίζην ηεο δηαθξηηνπνίεζεο ηνπ ζπλερνχο ρξφλνπ πνπ επηρεηξείηαη ζε αλάινγεο 

πεξηπηψζεηο. Γηα ην ζεσξεηηθφ ππφβαζξν θαη ηελ απζηεξή εμήγεζε ηεο δηαδηθαζίαο 

νκνηνκνξθνπνίεζεο, ν αλαγλψζηεο παξαπέκπεηαη ζηα ζπγγξάκκαηα ησλ Lippman 

(1975) θαη Puterman(1994) . 

 Γηα ηελ απνηειεζκαηηθφηεξε θαηαλφεζε ησλ παξαπάλσ, ζα παξαηεζνχλ 

αλαιπηηθά νη πηζαλφηεηεο κεηάβαζεο ηφζν γηα ηελ πεξίπησζε νπξάο αλακνλήο 

αζζελψλ φζν θαη γηα ηηο θαηαζηάζεηο ζπληήξεζεο κνζρεπκάησλ. Έρνπκε ινηπφλ: 
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 0s  - Οπξά ππνςεθίσλ: 

 

     

, 1

( / ) , 1

,

j s

s
p j s j s

s
j s


   



   

  
 




     
    

 

 

 

 0s  - Οπξά κνζρεπκάησλ 

 

            

, 1

( )
( / ) , 1

( )
,

s
j s

s
p j s j s

s s
j s

  
   



  

  
 




      
  

 

 

 Η ππνζεηηθή πηζαλφηεηα κεηάβαζεο ζηελ θαηάζηαζε ηεξκαηηζκνχ ηεο 

δηαδηθαζίαο παξαιείθζεθε, θαζψο είλαη θνηλή θαη ίζε κε 


 
γηα θάζε s S . 

Δπίζεο, δελ εμεηάζηεθαλ μερσξηζηά νη αθξαίεο πεξηπηψζεηο πιεξφηεηαο ( s M , 

s M  ), θαζψο θαη ε θαηάζηαζε θελνχ ζπζηήκαηνο (s=0). Οη πηζαλφηεηεο 

κεηάβαζεο ζε απηέο είλαη ειαθξψο δηαθνξεηηθέο, αιιά πξνθχπηνπλ κε εληειψο 

αλάινγν ηξφπν κε ηε γεληθή πεξίπησζε. Πάλησο, γηα ηελ απνθπγή νπνηαζδήπνηε 

παξαλφεζεο, νη εμηζψζεηο βειηηζηνπνίεζεο ζα δηαηππσζνχλ εμεηδηθεπκέλα γηα ηηο 

ζπγθεθξηκέλεο θαηαζηάζεηο.  

 Πξηλ ηελ ηειηθή δηακφξθσζε ησλ καζεκαηηθψλ ηχπσλ, θξίλεηαη ελδηαθέξνλ 

λα πξνεγεζεί κηα ζπδήηεζε ζρεηηθά κε ηα άκεζα νθέιε r(s), ηα νπνία πξνθχπηνπλ 

απφ έλα ζπλδπαζκφ ησλ θεξδψλ θαη θνζηψλ πνπ πεξηγξάθεθαλ θαη κε βάζε ηε 

δηαδηθαζία νκνηνκνξθνπνίεζεο πνπ ρξεζηκνπνηείηαη. Αλαιπηηθφηεξα, ηα ζηηγκηαία 
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θέξδε πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηελ πξαγκαηνπνίεζε κεηακφζρεπζεο, θαζψο θαη ηα 

ζηηγκηαία θφζηε γηα ηε δηαδηθαζία reneging εκθαλίδνληαη ζηνλ ηχπν ηνπ r(s) 

πνιιαπιαζηαζκέλα κε ηελ πηζαλφηεηα εκθάληζεο ηνπ γεγνλφηνο πνπ ηα πξνθαιεί. ΢ε 

απηή ηελ θαηεγνξία ππάγεηαη θαη ην θφζηνο απφξξηςεο ππνςεθίνπ ζηελ αθξαία 

πεξίπησζε ππεξρείιηζεο ηνπ ζπζηήκαηνο. Παξάιιεια, ηα θφζηε ζπληήξεζεο 

κνζρεπκάησλ θαη αλακνλήο αζζελψλ ρξεηάδεηαη λα δηαηξεζνχλ κε ηε ζηαζεξά 

θαλνληθνπνίεζεο Λ+α, δηφηη ζεσξείηαη φηη δελ είλαη ζηηγκηαία, αιιά εμαθνινπζεηηθά 

θαζ φιε ηε δηάξθεηα ελφο ζηαδίνπ-ρξνληθήο πεξηφδνπ, ζπλεπψο πξέπεη λα ιεθζεί ππ’ 

φςηλ ν παξάγνληαο ειάηησζεο. Η ζεσξεηηθή εξκελεία ηεο παξαπάλσ κεζφδνπ κπνξεί 

επίζεο λα αλαδεηεζεί ζην πξναλαθεξζέλ ζχγγξακκα ηνπ Puterman. 

 Όπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ησλ πηζαλνηήησλ κεηάβαζεο, παξαηίζεληαη 

ζπλνπηηθά ηα άκεζα θέξδε r(s) ζηε γεληθή πεξίπησζε γηα ηηο ζεηηθέο θαη αξλεηηθέο 

θαηαζηάζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο, κε ζθνπφ ηελ πιεξέζηεξε θαηαλφεζή ηεο δηαδηθαζίαο. 

Αλάινγα κε πξνεγνπκέλσο, νη νξηαθέο πεξηπηψζεηο s M , 0s  θαη s M  δελ 

εμεηάδνληαη μερσξηζηά ζηελ παξνχζα θάζε. 

 

 0s  -  : Οπξά ππνςεθίσλ 

            ( ) L
sC

r s s tr D


     
       

 

 0s  - Οπξά κνζρεπκάησλ: 

 ( ) K
s

C
r s s r


   

   
 

 

 

 Έρεη πιένλ ηεζεί ην απαξαίηεην ππφβαζξν γηα ηελ νινθιεξσκέλε δηαηχπσζε 

ησλ αλαδξνκηθψλ εμηζψζεσλ βειηηζηνπνίεζεο ηεο ζπλάξηεζεο un. Γηα ιφγνπο 

πιεξφηεηαο ζα παξαηεζνχλ νη ηχπνη ηφζν γηα ηηο γεληθέο πεξηπηψζεηο αλακνλήο 

ππνςεθίσλ ή ζπληήξεζεο κνζρεπκάησλ, φζν θαη γηα ηηο εηδηθέο θαηαζηάζεηο πιήξνπο 

θαη θελνχ ζπζηήκαηνο. ΢πληζηάηαη πξνζνρή ζηηο θαηαζηάζεηο άθημεο ελφο αθφκα 

λεθξνχ ζε ήδε ππάξρνπζα νπξά κνζρεπκάησλ, φπνπ ε απφθαζε α(s) ηνπ δηαρεηξηζηή 

κνληεινπνηείηαη κέζσ ηεο ζπλάξηεζεο max. Απαηηείηαη δειαδή, λα πξαγκαηνπνηεζεί 

κηα ζχγθξηζε, ζρεηηθά κε ην αλ είλαη πην σθέιηκν ζην επφκελν ζηάδην ην ζχζηεκα λα 

βξίζθεηαη ζηελ ίδηα θαηάζηαζε ή ζηελ ακέζσο επφκελε.  
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 s    - Πιήξεο νπξά ππνςεθίσλ: 

 

   

 

1

1

1

0

L
n n

n

C M
u M R M tr D u M

M a
u M





     
          

         

   
   

   

 

 

 

 1 1M s     - Οπξά ππνςεθίσλ: 

 

     

 

1 1

1

1 1

0

L
n n n

n

s sC
u s s tr D u s u s

s a
u s

 



    
          

         

    
  

   

 

 

 

 s=0 – Κελφ ζχζηεκα: 

 

          1 1 1 10 1 max 0 , 1 0 0n n n n nu u u u u   

     
     
       

 

 

 

 1 1s M    - Οπξά κνζρεπκάησλ: 

 

        

 

1 1 1

1

1 max , 1

0

K
n s n n n

n

C s
u s s r u s u s u s

s a
u s

  



    
        

       

    
  

   

 

 

 

 

 s=M - Πιήξεο νπξά κνζρεπκάησλ: 

 

     1 11 0K
n M n n

C M M a
u M M r u M u M 

       
       

         
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 ΢εκεηψλεηαη φηη ε νξηαθή ζπλάξηεζε u, ζηελ νπνία επηθεληξψλεηαη πξαθηηθά 

ην ελδηαθέξνλ καο, ιακβάλεηαη απφ ηηο εμηζψζεηο απηέο αγλνψληαο ηνπο δείθηεο πνπ 

δειψλνπλ ζηάδηα, θαζψο αθνξά κηα ζηάζηκε θαηάζηαζε, φπνπ ν ρξνληθφο νξίδνληαο 

πξνγξακκαηηζκνχ είλαη αξθνχλησο κεγάινο, ψζηε λα κελ επεξεάδεη ηε ζπκπεξηθνξά 

ηεο ζπλάξηεζεο νθέινπο. 

 

 Με ηε δηαηχπσζε ησλ εμηζψζεσλ βειηηζηνπνίεζεο νινθιεξψλεηαη ε ελφηεηα 

ηεο πεξηγξαθήο ηνπ εμεηαδφκελνπ κνληέινπ. Αθνινπζεί ην θνκκάηη ηεο ζεσξεηηθήο 

καο αλάιπζεο, φπνπ κε βάζε ηνπο παξαπάλσ αλαδξνκηθνχο ηχπνπο απνδεηθλχεηαη φηη 

ε βέιηηζηε πνιηηηθή πνπ πξνηείλεηαη λα αθνινπζήζεη ν θνηλσληθφο δηαρεηξηζηήο γηα 

ηελ απνδνρή ή απφξξηςε κνζρεπκάησλ είλαη ηχπνπ θαησθιίνπ. 
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3.2                 Θεσξεηηθή απόδεημε βέιηηζηεο πνιηηηθήο 
 

΢ηελ ελφηεηα απηή ζα επηθεληξσζνχκε ζε ζεσξεηηθνχο ππνινγηζκνχο γηα ηελ 

απφδεημε νξηζκέλσλ βαζηθψλ ηδηνηήησλ ηεο ζπλάξηεζε νθέινπο. ΢ηφρνο ηεο 

αλάιπζεο καο είλαη λα ηεθκεξησζεί φηη ε βέιηηζηε πνιηηηθή πνπ ζπλίζηαηαη λα 

αθνινπζήζεη ν θνηλσληθφο δηαρεηξηζηήο ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη ηχπνπ θαησθιίνπ. 

Αλαιπηηθφηεξα, είλαη ζπκθέξνλ νη λέεο αθίμεηο κνζρεπκάησλ λα γίλνληαη απνδεθηέο 

κέρξη θαη κηα νξηζκέλε θαηάζηαζε 0k  , ελψ απφ ηελ θαηάζηαζε k+1 θαη έπεηηα 

είλαη πξνηηκφηεξν ηα επηπιένλ λεθξά πνπ θηάλνπλ ζην ζχζηεκα λα κελ εηζέξρνληαη 

ζηε ζπληήξεζε. 

 Γηα ηελ εμαζθάιηζε ηνπ θαησθιίνπ απηνχ είλαη απαξαίηεην λα απνδεηρζεί ε 

θνηιφηεηα ηεο ζπλάξηεζεο u. Με βάζε απηή ηελ ηδηφηεηα, αλ ζε κηα θαηάζηαζε i  

γλσξίδνπκε φηη ( ) (i 1)u i u  , είλαη βέβαην φηη ε ζπγθεθξηκέλε αληζφηεηα ζα ηζρχεη 

θαη γηα θάζε j i . Δπηπιένλ, έρεη ζεκαζία ην κέγηζην ηεο u λα επηηπγράλεηαη ζηηο 

ζεηηθέο θαηαζηάζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο, γηαηί ζε δηαθνξεηηθή πεξίπησζε δελ ζα είρε 

ελδηαθέξνλ ην εμεηαδφκελν πξφβιεκα. Κξίλεηαη ινηπφλ αλαγθαίν λα απνδεηρζεί 

επίζεο φηη ε ζπλάξηεζε νθέινπο είλαη αχμνπζα γηα φιεο ηηο θαηαζηάζεηο ηνπ 

ζπζηήκαηνο κέρξη θαη ηελ i=0.  

΢εκεηψλνπκε φηη κε ηελ ηζρχ ησλ παξαπάλσ ηδηνηήησλ, ππάξρεη αθφκα ην 

ελδερφκελν ε u λα είλαη αχμνπζα θαη θνίιε γηα φιν ην εχξνο ησλ ηηκψλ ηεο. ΢ε απηή 

ηελ πεξίπησζε, ζεσξνχκε φηη ε βέιηηζηε πνιηηηθή εμαθνινπζεί λα είλαη ηχπνπ 

θαησθιίνπ, αιιά είλαη πάληα ζπκθέξνλ λα γίλνληαη απνδεθηά ηα λέα κνζρεχκαηα, 

δειαδή ην θαηψθιη είλαη πξαθηηθά ε ρσξεηηθφηεηα ηνπ ζπζηήκαηνο Μ.  Βέβαηα, ε 

πηζαλφηεηα λα πξνθχςεη θάηη ηέηνην είλαη πξαθηηθά ακειεηέα, θαζψο ε ρσξεηηθφηεηα 

έρεη ππνηεζεί αξθνχλησο κεγάιε γηα λα κελ επεξεάδεη ηελ ηηκή ηνπ θαησθιίνπ.  

΢πλεπψο, ε αλαθνξά ηνπ ελδερνκέλνπ απηνχ γίλεηαη θαζαξά γηα ιφγνπο πιεξφηεηαο. 

 Αξρηθά, επαλαδηαηππψλνπκε ηνπο αλαδξνκηθνχο ηχπνπο, ζηνπο νπνίνπο 

θαηαιήμακε ζηελ πξνεγνχκελε ελφηεηα, πξνθεηκέλνπ λα δηεπθνιπλζεί ε δηαρείξηζή 

ηνπο. ΢ε απηή ηελ παξάγξαθν πηνζεηνχκε ηνλ ζπκβνιηζκφ { ,... }i M M  γηα ηηο 

θαηαζηάζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο. Θέηνπκε LC D K    ζπλνςίδνληαο έηζη ζε κηα 

ζηαζεξά ην άζξνηζκα ησλ φξσλ πνπ ζηηο αξλεηηθέο θαηαζηάζεηο πνιιαπιαζηάδνληαη 

κε ηνλ αξηζκφ i  ησλ ππνςεθίσλ ζε αλακνλή. Δπηπιένλ, ρσξίο βιάβε ηεο 

γεληθφηεηαο ζεσξνχκε ηε ζηαζεξά θαλνληθνπνίεζεο Λ+α=1, απινπνηψληαο έηζη ηνπο 

παξνλνκαζηέο.  

΢πλεπψο, ε ηειηθή κνξθή ησλ εμηζψζεσλ βειηηζηνπνίεζεο γηα ηε ζπλάξηεζε un , 

κε βάζε ηνπο νπνίνπο ζα πξαγκαηνπνηεζεί ε ζεσξεηηθή αλάιπζε είλαη: 
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 i=M 

       1 1( ) 1n M K n nu M r MC M u M M u M              

 

 1  iM-1 

            1 1 1 1( ) 1 max , 1n i K n n n nu i r iC i u i u i u i i u i                   
 

 

 i=0 

          1 1 1 1(0) 1 max 0 , 1 0n n n n nu u u u u             

 

 -M+1 i -1 

         1 1 1( ) 1 1n n n nu i i K tr u i i u i i u i                    
 

 

 i= -M 

       1 1( ) 1n n nu M R M K tr M u M M u M                      

 

 

 

 ΢ηε ζπλέρεηα, παξαηίζεληαη νξηζκέλεο ζπλζήθεο, ησλ νπνίσλ ε ηζρχο 

δηαζθαιίδεη ηελ πιεξφηεηα ησλ ζεσξεηηθψλ καο απνηειεζκάησλ. Η δηαηχπσζε ησλ 

καζεκαηηθψλ ππνζέζεσλ αθνινπζείηαη απφ κηα κηθξή ζπδήηεζε γηα ηε δηαηζζεηηθή 

ηνπο εξκελεία, πξνθεηκέλνπ λα γίλεη νπζηαζηηθφηεξα θαηαλνεηή ε ιεηηνπξγηθφηεηά 

ηνπο θαη λα θαηαδεηρζεί ε ζπκβαηφηεηά ηνπο κε ηηο πξαγκαηηθέο ζπλζήθεο. 
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Τπνζέζεηο 

 

1) :ir  αχμνπζα θαη θνίιε 

 

2) 0   

 

3) 1r KC  

 

4) 1 Kr tr C      

 

5)    

 

6)  0 0u i i   

 

7) 

1
1

1

1
1 1

1

K

R



 
 

 
 

  
 

 , φπνπ     θαη ηζρχεη 
1

1 1 0
1


 

   
  

 

  

 Αξρηθά, απφ ηνλ νξηζκφ ηνπ kr  σο αλακελφκελεο ηηκήο ηνπ νθέινπο 

   *

1 2max , ,..., kk
     , ζπλάγεηαη εχινγα φηη πξφθεηηαη γηα αχμνπζα ζπλάξηεζε 

ηνπ k. Μεγαιχηεξνο αξηζκφο κνζρεπκάησλ ζηε ζπληήξεζε αληηζηνηρεί ζε 

πςειφηεξεο πηζαλφηεηεο γηα ηθαλνπνηεηηθή ζπκβαηφηεηα κε έλαλ ηπραία αθηρζέληα 

αζζελή. Η αχμεζε, φκσο, ηεο ζπλάξηεζεο θέξδνπο έρεη θζίλνληα ξπζκφ σο πξνο ηηο 

ηηκέο ηνπ k. Γηα παξάδεηγκα, είλαη, εχινγν λα ππνζέζνπκε φηη ε άθημε ελφο αθφκε 

λεθξνχ, ελψ ζηελ νπξά ππάξρνπλ ήδε 10, έρεη κηθξφηεξε επίδξαζε ζηελ kr , απφ φηη 

αλ πξνθχςεη άθημε λεθξνχ ηε ζηηγκή πνπ ζπληεξείηαη κφλν 1. Με καζεκαηηθνχο 

ζπκβνιηζκνχο, ε δηαθνξά 11 10r r είλαη κηθξφηεξε απφ ηελ 2 1r r . Γίλεηαη, ινηπφλ, 

αληηιεπηή ε ηδηφηεηα ηεο θνηιφηεηαο ηεο ζπλάξηεζεο kr . 

 ΢ηε ζπλέρεηα, ππνηίζεληαη ηξείο αληζφηεηεο, πνπ έρνπλ νπζηαζηηθφ ξφιν ζηε 

δηαδηθαζία ηεο ζεσξεηηθήο απφδεημεο ησλ απνηειεζκάησλ καο. Η πξψηε εθθξάδεη 

ηελ πξνθαλή ζπλζήθε φηη ε ζηαζεξά Κ είλαη κε αξλεηηθφο αξηζκφο, φηη δειαδή νη 

παξάκεηξνη ,LC D , απφ ηηο νπνίεο εμαξηάηαη, ππνδειψλνπλ φλησο θφζηε. Η δεχηεξε 

αληζφηεηα ππαγνξεχεη φηη ν ξπζκφο άθημεο αζζελψλ επί ην κέζν θέξδνο απφ ηε 

κεηακφζρεπζε φηαλ ππάξρεη έλα λεθξφ ζηελ νπξά ππεξηζρχεη ηνπ θφζηνπο γηα ηε 

ζπληήξεζε ηνπ λεθξνχ απηνχ. Η ζπλζήθε απηή είλαη ηθαλή γηα λα δηαζθαιηζηεί φηη 

είλαη ζπκθέξνλ γηα ην θνηλσληθφ φθεινο λα γίλεη απνδεθηφ ην πξψην κφζρεπκα πνπ 
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ζα αθηρζεί ζε θελή νπξά, γεγνλφο απφιπηα ινγηθφ, θαζψο  ζε αληίζεηε πεξίπησζε δελ 

ζα είρε πξαθηηθφ λφεκα ε κειέηε ησλ ζεηηθψλ θαηαζηάζεσλ ηνπ ζπζηήκαηνο.  

 Όζνλ αθνξά ηελ ηξίηε αληζφηεηα, ζεσξνχκε φηη ην άζξνηζκα ησλ θνζηψλ 

ζπληήξεζεο ελφο λεθξνχ, αλακνλήο ελφο ππνςεθίνπ θαη reneging ελφο αζζελνχο επί 

ηνπο αληίζηνηρνπο ξπζκνχο είλαη πιένλ κεγαιχηεξν απφ ην άζξνηζκα ησλ κέζσλ 

θεξδψλ απφ κεηακφζρεπζε ζηηο θαηαζηάζεηο φπνπ βξίζθνληαη ζηελ νπξά έλα λεθξφ 

θαη έλαο ππνςήθηνο αληίζηνηρα. Η ζπλεηζθνξά ηεο ζπλζήθεο απηήο αθνξά ηελ 

απφδεημε ηεο θνηιφηεηαο ηεο ζπλάξηεζεο u ζηελ εηδηθή πεξίπησζε ηεο θαηάζηαζεο 0. 

Θα κπνξνχζε λα ππνζηεξηρζεί φηη παξ’ φιν πνπ δελ πξφθεηηαη γηα παξάινγε 

ππφζεζε, είλαη ειαθξψο πεξηνξηζηηθή, θαζψο δελ ζπληξέρεη ζεκαληηθφο ιφγνο πνπ λα 

επηβάιιεη ηελ ηζρχ ηεο ζε θάζε ηέηνην ζχζηεκα. ΢πλεπψο, ζηελ ελφηεηα ηεο 

αξηζκεηηθήο αλάιπζεο επαηζζεζίαο, κειεηψληαη θαη νξηζκέλεο πεξηπηψζεηο 

παξαβίαζήο ηεο. 

 Δπηπιένλ, ζεσξνχκε φηη ν ξπζκφο  απνρψξεζεο ππνςεθίσλ απφ ην ζχζηεκα 

είλαη κηθξφηεξνο απφ ην ξπζκφ κε ηνλ νπνίνλ θαηαζηξέθνληαη ηα λεθξά πνπ 

βξίζθνληαη ζηε ζπληήξεζε. Πξάγκαηη, νη λέεο ηερλνινγίεο κπνξνχλ λα απμήζνπλ 

αμηνζεκείσηα ηνλ αλακελφκελν ρξφλν δσήο ησλ κνζρεπκάησλ, πηζαλφλ θαη γηα 

αξθεηέο κέξεο, φκσο ε εκπεηξία ππαγνξεχεη φηη έλαο αζζελήο κπνξεί λα παξακείλεη 

δσληαλφο γηα κήλεο, αθφκα θαη ρξφληα ζηελ νπξά κέρξη λα εμππεξεηεζεί. Πξφθεηηαη, 

επνκέλσο, γηα κηα απφιπηα ξεαιηζηηθή παξαδνρή.  

 Αθνινπζεί κηα ζχκβαζε, ζρεηηθή κε ηελ κνληεινπνίεζε ηνπ πξνβιήκαηνο 

κέζσ δπλακηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ κε ηε ρξήζε ζηαδίσλ. ΢πγθεθξηκέλα, αλ 

απνκέλνπλ 0 ζηάδηα, έρεη δειαδή ιήμεη ν ρξνληθφο νξίδνληαο πξνγξακκαηηζκνχ, ην 

κέγηζην κέζν ππνιεηπφκελν φθεινο είλαη 0 γηα θάζε θαηάζηαζε ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Πξφθεηηαη γηα κηα ππφζεζε απαξαίηεηε γηα ηελ έλαξμε ηεο δηαδηθαζίαο ηεο 

επαγσγήο. Η ηηκή 0 ηεο  u ζα κπνξνχζε λα αληηθαηαζηαζεί απφ νπνηαδήπνηε ζηαζεξά 

ρσξίο νπζηαζηηθέο δηαθνξέο ζηα απνηειέζκαηα, θαζψο ην ελδηαθέξνλ καο 

επηθεληξψλεηαη ζηελ νξηαθή πεξίπησζε φπνπ ν αξηζκφο ησλ ππνιεηπφκελσλ ζηαδίσλ 

ηείλεη ζην άπεηξν. 

 Σέινο, αλαθεξφκαζηε ζηηο αλαγθαίεο πξνυπνζέζεηο γηα ην θφζηνο απφξξηςεο 

αζζελνχο, πξνθεηκέλνπ λα είλαη εθηθηή ε ζεσξεηηθή απφδεημε ηεο θνηιφηεηαο ηεο u 

ζηελ νξηαθή θαηάζηαζε φπνπ ην ζχζηεκα είλαη πιήξεο απφ ππνςεθίνπο. ΢ε θάζε 

ζηάδην n είλαη απαξαίηεηε κηα πνζφηεηα R , ε νπνία ζα ππεξβαίλεη ηε δηαθνξά 

   1 11n nu M u M     γηα ην πξνεγνχκελν ζηάδην. Απνδεηθλχεηαη φηη κηα 

αξθνχλησο κεγάιε ζηαζεξά είλαη εθηθηφ λα παίμεη απηφ ην ξφιν γηα νζνδήπνηε 

κεγάιν αξηζκφ ππνιεηπφκελσλ ζηαδίσλ. ΢πγθεθξηκέλα απαηηείηαη λα ηζρχεη ε 

αληζφηεηα  
1

1 0
1

R R K
 

    
 

, ε νπνία είλαη ηζνδχλακε κε ηελ 7
ε
 ζπλζήθε 

πνπ δηαηππψζεθε,  κε δεδνκέλν φηη     θαη 
1

1 1 0
1


 

   
  

. Η ηζρχο 
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ησλ αληζνηήησλ απηψλ γηα ην R δελ είλαη βέβαηα δηαηζζεηηθά πξνθαλήο, είλαη φκσο  

απαξαίηεηε γηα ηε ζεσξεηηθή πιεξφηεηα ηεο απφδεημεο. ΢ην θνκκάηη ηεο αλάιπζεο 

επαηζζεζίαο, επηηξέπνπκε ηελ παξαβίαζή ηνπο, πξνθεηκέλνπ λα γίλεη ζαθέο φηη δελ 

πεξηνξίδνληαη ιφγσ απηψλ ηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ εμεηαδφκελνπ ζπζηήκαηνο. 

Έρνληαο πιένλ εμεγήζεη ηηο ηθαλέο ζπλζήθεο ηηο νπνίεο επηβάιινπκε γηα ηελ 

χπαξμε βέιηηζηεο πνιηηηθήο, νινθιεξψλνπκε ηελ πξνθαηαξθηηθή ζεσξεηηθή 

αλάιπζε, δηαζαθελίδνληαο έλα ειαθξψο πεξίπινθν ζεκείν ησλ εμηζψζεσλ ζηηο 

αξλεηηθέο θαηαζηάζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο. Θεσξνχκε φηη ιφγσ ηεο ρξήζεο ηεο 

απφιπηεο ηηκήο γηα ηελ κνληεινπνίεζε ηνπ αξηζκνχ ησλ ππνςεθίσλ ζηελ αλακνλή, 

είλαη πηζαλφ λα δεκηνπξγεζεί ζχγρπζε ζηηο εθάζηνηε θαηαζηάζεηο i+1 θαη i-1. 

Δπνκέλσο, ππνινγίδνπκε αλαιπηηθά ηα ( 1)nu i  θαη ( 1)nu i  , ηα νπνία είλαη 

απαξαίηεηα ζηελ απφδεημε. 

       

   

       

   

1 1

1

1 1

1

( 1) 1 1 2

1 1

1 1 2

1 1

n n n

n

n n

n

u i i tr u i i u i

i u i

i tr u i i u i

i u i

   

  

   

  

 



 



            

       

             

        

 

Οκνίσο: 

       

   

1 1

1

( 1) 1 2 1

1 1

n n n

n

u i i K tr u i i u i

i u i

   

  

 



             

        
 

 

Έρεη ινηπφλ ηεζεί ην αλαγθαίν ππφβαζξν , πξνθεηκέλνπ λα πξαγκαηνπνηεζεί ε 

απνδεηθηηθή δηαδηθαζία. Θα απνδεηρζνχλ δχν ζεσξήκαηα, ην πξψην εθ ησλ νπνίσλ 

εμαζθαιίδεη φηη ε ζπλάξηεζε νθέινπο είλαη αχμνπζα γηα φιεο ηηο αξλεηηθέο 

θαηαζηάζεηο κέρξη θαη i=0. Σν δεχηεξν ζεψξεκα  αθνξά ηελ θνηιφηεηα ηεο u ζε φιν 

ην εχξνο ησλ ηηκψλ ηεο θαζψο θαη ηελ πξναλαθεξζείζα ζπλζήθε

   1n nR u M u M n      , ρξεζηκνπνηψληαο κάιηζηα ηελ ηδηφηεηα πνπ 

απνδείρζεθε ζην πξψην. Σν βαζηθφ εξγαιείν ηεο απνδεηθηηθήο καο δηαδηθαζίαο είλαη 

ε καζεκαηηθή επαγσγή. Απνδεηθλχνληαο ηηο δεηνχκελεο ηδηφηεηεο γηα θάζε ηηκή ηνπ 

n, είλαη δεδνκέλν απφ ηε ζεσξία ηνπ δπλακηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ φηη εμαζθαιίδεηαη 

ε ηζρχο ηνπο θαη γηα ηελ πεξίπησζε φπνπ ν αξηζκφο ησλ ππνιεηπφκελσλ ζηαδίσλ 

ηείλεη ζην άπεηξν, δειαδή γηα ηελ νξηαθή ζπλάξηεζε νθέινπο  
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Θεώξεκα 1 

( 1) ( ) n, 0n nu i u i i     

 

Η απφδεημε ζα πξαγκαηνπνηεζεί κε επαγσγή ζην n. 

 

     Γηα n=1 (Βάζε επαγσγήο): 

 

 i= -M 

1 1( 1) ( )

( 1) 0

u M u M

K tr R tr M K R   

    

            
 

 

 i= -M+1,…,1 

    

 

1 1( 1) ( )

1 0

u i u i

i tr i K tr 

  

           

 

 

 i=0 

1 1 1 1(1) (0) 0 r 0K Ku u r C C         

        απφ ππφζεζε 

 

Δπαγσγηθή ππφζεζε: 

 

Έζησ φηη ηζρχεη: 

1 1( 1) ( ) 0 i 0n nu i u i    
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Δπαγσγηθφ βήκα 

 i= -M 

       

    

       

       

    

   

 

1 1

1

1 1

1 1

1

1

1

( 1) ( )

1 1 2

1 1

1

1 2 1

1 1

n n

n n

n

n n

n n

n

n

n

u M u M

M K tr u M M u M

M u M

R MK tr M u M M u M

R K M u M M u M

M u M

M u M

R K M u

   

  

     

    

  

  

  

 



 

 







    

             

        

             

            

        

      

         

         

         

         

   

1 1

1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

1 1

2 1 2

1 1

2 1 2 1

1 1

1 2

n n

n n n

n n n n

n n n

n n

M u M u M

M u M M u M u M

R K M u M u M u M u M

M u M M u M u M

R

M u M u M



      

   

      



 

 

  

   

  

 

         

                

                     

                

  

          

     1 1

1

1 0n nM u M u M    

   

           

 

ρξεζηκνπνηψληαο ηελ επαγσγηθή ππφζεζε θαη ηε ζεηηθφηεηα ησλ πνζνηήησλ: 

 1M    θαη M      

 

 1,...,1i M     

           

         

             

     

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 1

1 1

( 1) ( )

1 1 2 1 1

1 1

1 2 2 1

1 1

n n

n n n

n n n

n n n n n

n n

u i u i

i tr u i i u i i u i

i K tr u i i u i i u i

K u i u i i u i u i i u i

u i u i

      

      

      

      

  

  

    

 

  

                       

             

            

               1ni u i  
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         

         

   

     

     

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

1 1

1 1

1 2 1

1 2 1

1

1 2 1

1 0

n n n n

n n n n

n n

n n

n n

K u i u i i u i u i

u i u i u i u i

K u i u i

i u i u i

u i u i

  

    



 

   

   

   

 

 

 

               

                 

      

          

         

  

 

 i=0 

            

          

1 1 1 1 1

1 1 1 1

(1) (0)

0 max 1 , 2 1

1 max 0 , 1 0

n n

K n n n n

n n n n

u u

r C u u u u

u u u u

      

   

   

   

 

          

       

 

Λφγσ επαγσγηθήο ππφζεζεο, ε un-1 είλαη αχμνπζα κεηαμχ 0 θαη 1 άξα ηζρχεη φηη: 

      1 1 1max 0 , 1 1n n nu u u    ,  ζπλεπψο  έρνπκε: 

            

       

   

      

     

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

1

1 1

1 1 1

1 1

(1) (0)

0 1 0 max 1 , 2 1

1 0 1

0 1

max 1 , 2 1

1 0 0

n n

K n n n n n n

n n n

K

n n

n n n

n n

u u

r C u u u u u u

u u u

r C

u u

u u u

u u

   

  







  

     

  

 

  

 

 

             

        

  

     

    

        

  

Η δηαδηθαζία ηεο επαγσγήο έρεη νινθιεξσζεί. Δξκελεχνληαο πξαθηηθά ην 

απνδεηρζέλ απνηέιεζκα, ζπκπεξαίλνπκε φηη είλαη σθέιηκε γηα ην θνηλσληθφ φθεινο ε 

αλακνλή φζν ην δπλαηφλ ιηγφηεξσλ αζζελψλ. Η ηδηφηεηα απηή ζπλάδεη κε ηελ θνηλή 

δηαηζζεηηθή αληίιεςε γηα νπνηνδήπνηε ζχζηεκα κεηακνζρεχζεσλ. Δπηπιένλ, έρεη 

απνδεηρζεί  φηη είλαη πάληνηε ζπκθέξνλ λα γίλεη απνδεθηφ ην πξψην λεθξφ πνπ ζα 

αθηρζεί ζε άδεην ζχζηεκα. Η ζπλζήθε απηή είλαη επίζεο απφιπηα θπζηνινγηθή, 

θαζψο ζε αληίζεηε πεξίπησζε δελ ζα είραλ νπζηαζηηθφ λφεκα νη ζεηηθέο θαηαζηάζεηο 

ηνπ ζπζηήκαηνο. Η ζεσξεηηθή αλάιπζε ζπλερίδεηαη  κε ηελ απφδεημε ηνπ δεχηεξνπ 

ζεκαληηθνχ απνηειέζκαηφο καο: 
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Θεώξεκα 2 

nu ί M i M       

Θα απνδεηρζεί ηαπηφρξνλα φηη γηα θάζε n: 

a)        1 1n n n nu i u i u i u i     γηα M i M    

b)        
1

0

1
1 1

1

n
j

n n

j

u M u M R K T R K R 




 
          

 
  

 

Γηα ηελ απφδεημε θαη ηνπ 2
νπ

 ζεσξήκαηνο ζα ρξεζηκνπνηεζεί ε κέζνδνο ηεο 

καζεκαηηθήο επαγσγήο ζην n. 

 

     Γηα n=1 (Βάζε επαγσγήο): 

 

 i= -M+1 

 

     

   

1 1 12 2 1

2 2 1

0

u u u

tr tr tr R

R

   



       

                   

    

 

 i= -M+2,…,1 

    

       

       

1 1 1 11 1

1 2 1 0 0

u i u i u i u i

i tr i tr i tr  

     

                

 

 

 i=0 

     

 

1 1 1

1 1

1 2 0 1

2 0 0K K

u u u

r C tr r tr C K   

   

            
 

        απφ ππνζέζεηο κνληέινπ 
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 1 1i M     

    

     

   

 

1 1 1

1 1

1 1

1 2 1

1 2 2 1

2 0

i K i K i K

i i

u i u i u i

r i C r iC r i C

r r r

  



 

 

    

        

   

 

   αθνχ ε rη έρεη ππνηεζεί θνίιε, ζπλεπψο νη δηαθνξέο ηεο ζα είλαη θζίλνπζεο.  

 

Δπηπιένλ, έρνπκε:  

      0

1 11 ( )u M u M R K R K T R            

 

Δπαγσγηθή ππφζεζε: 

Έζησ        1 1 1 11 1n n n nu i u i u i u i        γηα 1 1M i M      

 θαη 

        2 2

1 1

1
1 1 ... 1

1

n

n nu M u M R K T T T R K R 

 

 
             

 
 

 

Δπαγσγηθφ βήκα: 

 

 i= -M+1 

     

       

   

       

   

     

   

1 1

1

1 1

1

1 1

1

2 2 1

2 1 2 3

( 2) 2

2 1 2 2 2 1 2

2 ( 1) 1

1

n n n

n n

n

n n

n

n n

n

u u u

M K tr u M M u M

M u M

M K tr u M M u M

M u M

R M tr u M M u M

M u

   

  

   

  

    

  

 



 



 



       

              

        

            

        

          

     
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   

       

       

       

1 1

1 1

1 1

1 1

0 1

2 3 2 1 2

1 ( 2) 2

2 ( 1) 1

n n n

n n

n n

n n

u M u M R

M u M M u M

M u M M u M

M u M M u

  

   

    

     

 

 

 

 

       

               

           

             

 

 

φπνπ έρνπκε φηη :    1 11 0n nu M u M R           

αθνχ    1 11n nR u M u M n        απφ επαγσγηθή ππφζεζε  θαη ι>0. 

θαη γηα ηνπο ππφινηπνπο φξνπο ζπλερίδνπκε φπσο ζηε γεληθή πεξίπησζε γηα 0i    

 

 

 i= -M+2,…,-1 

    

     

           

         

           

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 2 1

1 1 2 1 1

2 2 2 1 2 1 2

1 2 1 1 1

n n n

L n n n

n n n

n n n

u i u i u i

i C tr u i i u i i u i

i K tr u i i u i i u i

i K tr u i i u i i u i

      

      

      

  

  

  

    

                       

            

                     

 

     

           

       

       

1 1 1

1 1 1 1 1

1 1

1 1 1

0 2 1 2

2 2 1 2

1 2

1 1 1

n n n

n n n n n

n n

n n n

u i u i u i

i u i i u i i u i u i u i

i u i i u i

i u i u i u i

  

       

     

    

  

    

 

  

      

                  

          

         

 

     

     

       

       

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1

2 1 2

2 2 1

1 2 1

2 1 1

n n n

n n n

n n n

n n n n

u i u i u i

i u i u i u i

i u i u i u i

u i u i u i u i



 

  

   

  

  

  

   

       

           

           

      
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Σα ηξία πξψηα γηλφκελα είλαη πξνθαλψο αξλεηηθά ή κεδέλ, ιφγσ ηεο επαγσγηθήο 

ππφζεζεο θαη ηεο ζεηηθφηεηαο ησλ ξπζκψλ κεηάβαζεο. Γηα ην ηειεπηαίν άζξνηζκα, 

φκσο, απαηηείηαη κηα κηθξή ηξνπνπνίεζε: 

 

Πξνζζαθαηξψληαο ηνλ θαηάιιειν φξν ιακβάλνπκε: 

       

       

       

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

2 1 1

2 1 1

1 1

n n n n

n n n n

n n n n

u i u i u i u i

u i u i u i u i

u i u i u i u i

   

   

   

   

   

   

       

        

       

 

θαη κε αλαθαηάηαμε ησλ φξσλ έρνπκε: 

       

       

           

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

2 1 1

1 1

2 2 1 1 2 1

n n n n

n n n n

n n n n n n

u i u i u i u i

u i u i u i u i

u i u i u i u i u i u i

   

   

   

   

   

     

        

      

                
 

Δπνκέλσο, ε αξρηθά εμεηαδφκελε δηαθνξά γίλεηαη: 

     

     

       

       

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 2 1

2 1 2

1 2 2 1

1 1 2 1 0

n n n

n n n

n n n

n n n

u i u i u i

u i u i u i

i u i u i u i

i u i u i u i



 

  

  

  

  

   

       

           

              

 

 

ιακβάλνληαο ππφςε ηφζν ηελ ππφζεζε        1 1 1 11 1n n n nu i u i u i u i         

φζν θαη ην γεγνλφο φηη  2,1i M    ζπλεπψο  1 0i    θαη επηπιένλ: 

 1i              άξα :  1 0i        
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 i=0 

     

            

          

         

1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

1 2 0 1

0 max 1 , 2 1

2 1 2 max 0 , 1 2 0

2 0 1

n n n

K n n n n

n n n n

n n n

u u u

r C u u u u

u u u u

tr u u u

      

   

      

   

   

  

   

          

       

             

 

       

             

         

     

1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1

1 1

0 2 1 2 0

max 1 , 2 2 max 0 , 1 0 0

1 1 2 0

1 1

K

n n n n

n n n n n n

n n n

n n

r tr C

u u u u

u u u u u u

u u u

u u

 

   

   

    

  

   

     

  

 

    

      

    

         

      

 

 

 Απφ ηηο ππνζέζεηο ηνπ κνληέινπ έρνπκε φηη 1 0Kr tr C      . 

Δπηπιένλ, έρνπκε απνδείμεη φηη ε ζπλάξηεζε  u είλαη αχμνπζα κέρξη θαη ην 0 γηα θάζε 

n, ζπλεπψο       1 1 1max 0 , 1 1n n nu u u    . Με βάζε ηελ παξαηήξεζε απηή, ην 

θνκκάηη ηεο παξαπάλσ παξάζηαζεο πνπ ζπλδέεηαη κε ηελ παξάκεηξν κ ηξνπνπνηείηαη 

σο εμήο : 

           

        

1 1 1 1 1

1 1 1 1

max 1 , 2 2 max 0 , 1 0

max 1 , 2 2 1 0

n n n n n

n n n n

u u u u u

u u u u

  

  

    

   

  

  

 

 

θαη ιακβάλνπκε πεξηπηψζεηο: 

a.    1 11 2n nu u  ηφηε: 

        

         

1 1 1 1

1 1 1 1 1

max 1 , 2 2 1 0

1 2 1 0 0 1 0

n n n n

n n n n n

u u u u

u u u u u

  

   

   

    

  

     
  

απφ ην Θεψξεκα 1 
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b.    1 11 2n nu u   ηφηε έρνπκε: 

       

        

           

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

max 1 , 2 2 1 0

2 2 1 0 2 2 1 0 0

n n n n

n n n n n n

u u u u

u u u u u u

  

  

   

     

  

        

 

        ιφγσ ηεο επαγσγηθήο ππφζεζεο. 

 

Δπνκέλσο, ζε θάζε πεξίπησζε: 

           1 1 1 1 1max 1 , 2 2 max 0 , 1 0 0n n n n nu u u u u          

 

Δζηηάδνπκε πιένλ ζηνπο ππφινηπνπο φξνπο ηεο δηαθνξάο. 

         

         

     

     

       

       

1 1 1 1 1

1 1 1

1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1

0 2 1 2 0 0

1 1 2 0

1 1

0 2 1 2

1 2 0 1

0 0 1 1

n n n n n

n n n

n n

n n n

n n n

n n n n

u u u u u

u u u

u u

u u u

u u u

u u u u

    

    

  

 

 

   

    

  

 

  

  

   

      

         

       

       

         

    

  

 

Σν ηειεπηαίν θνκκάηη ηνπ αζξνίζκαηνο δελ κπνξεί λα ζεσξεζεί κε ζεηηθφ, ζπλεπψο 

απαηηείηαη θαηάιιειε πξνζζαθαίξεζε γηα ηε δεκηνπξγία δηαθνξψλ πνπ ζα 

ζπλδπαζηνχλ κε ηνπο παξαπάλσ φξνπο ψζηε λα απνδεηρζεί ην δεηνχκελν.  

       

       

       

             

         

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

0 0 1 1

0 0 1 1

0 1 0 1

1 2 0 1 0 1 0 1

1 2 0 1 0

n n n n

n n n n

n n n n

n n n n n n n

n n n n n

u u u u

u u u u

u u u u

u u u u u u u

u u u u u

   

   

   

    

  

   

   

   

      

    

    

     

            

                 

            1  
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Καηά ζπλέπεηα ε αξρηθή δηαθνξά έρεη ιάβεη ηελ εμήο κνξθή: 

     

       

        

       

     

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

1 1

1 2 0 1

0 2 1 2

max 1 , 2 2 1 0

1 2 0 1

0 1

n n n

K n n n

n n n n

n n n

n n

u u u

r tr C u u u

u u u u

u u u

u u

  



  

 

  

   

  

 

  

            

     

         

     

  

Γηα ηνλ ηειεπηαίν φξν ηνπ αζξνίζκαηνο, ππελζπκίδεηαη ε ζπλζήθε    , πνπ έρεη 

ππνηεζεί, απνηππψλνληαο κηα ξεαιηζηηθή θαηάζηαζε , φηη δειαδή νη αζζελείο 

παξακέλνπλ θαηά κέζν φξν ζηελ αλακνλή πεξηζζφηεξν ρξφλν απφ φηη ηα λεθξά ζηε 

ζπληήξεζε. Γηα ηνπο ππφινηπνπο φξνπο, ε κε ζεηηθφηεηα ηνπο είηε έρεη ήδε εμεγεζεί 

είηε πξνθχπηεη άκεζα απφ ηελ επαγσγηθή ππφζεζε ζε ζπλδπαζκφ κε ην γεγνλφο φηη νη 

ζπληειεζηέο ι ,κ, Λ-ι-κ-μ είλαη κεγαιχηεξνη ηνπ κεδελφο.  

΢πκπεξαζκαηηθά :  

     1 2 0 1 0n n nu u u      

 

 1 1i M     

    

     

          

   

        

   

          

1 1 1 1

1

1 1 1

1

1 1 1 1

1 2 1

1 1 max 1 , 2

1 1

2 2 2 1 2 max , 1

2

1 1 2 max 1 ,

n n n

i K n n n

n

i K n n n

n

i K n n n

u i u i u i

r i C i u i u i u i

i u i

r iC i u i u i u i

i u i

r i C i u i u i u i

   

  

   

  

   

 

   



  



   

    

          

         

      

     

          

       11 1ni u i      

 

   

         

    

           

       

   

1 1

1 1 1 1

1 1

1 1 1

1 1

1

2 1 2 1

max 1 , 2 2 max , 1

max 1 ,

1 2 1 1 2

1 1 2

1 1

i i K K

n n n n

n n

n n n

n n

n

r r r i C iC i C

u i u i u i u i

u i u i

i u i i u i i u i

i u i i u i

i u i

  

 



     

     

  

 

   

 

  

 



        

    

  

                

             

         
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         

    

               

         

     

1 1

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1 1

1 1 1

1 1

2

max 1 , 2 2 max , 1

max 1 ,

2 1 2 2

1 1 2

1 1

i i i

n n n n

n n

n n n n n

n n n

n n

r r r

u i u i u i u i

u i u i

i u i u i i u i i u i u i

i u i u i i u i

i u i u i

  

 



       

      

   

 

   

 

    

  

 

   

    

  

          

            

       

  

 

Δμεηάδνπκε νκαδνπνηεκέλα ηνπο φξνπο ηνπ παξαπάλσ αζξνίζκαηνο: 

 1 1 1 12 2 0i i i i i ir r r r r r             

αθνχ 0   θαη ε rη έρεη ππνηεζεί θνίιε, ζπλεπψο νη δηαθνξέο ηεο ζα είλαη θζίλνπζεο.  

 

              

              

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

max 1 , 2 2 max , 1 max 1 ,

max 1 , 2 2max , 1 max 1 ,

n n n n n n

n n n n n n

u i u i u i u i u i u i

u i u i u i u i u i u i

  



     

     

      

        
  

Οξίδνπκε     1 1sup : 1n ni i u i u i

    , ην κέγηζην αξηζκφ κνζρεπκάησλ ζηε 

ζπληήξεζε, γηα ηνλ νπνίνλ ζπκθέξεη λα απνδερζνχκε ηελ άθημε ελφο αθφκα λεθξνχ 

φηαλ απνκέλνπλ n-1 ζηάδηα γηα ηελ νινθιήξσζε ηνπ ρξνληθνχ νξίδνληα παξαγσγήο. 

Γηαθξίλνπκε 4 πηζαλέο πεξηπηψζεηο: 

 

a) 1i i    

 

Σφηε         1 1 1 11 , 1n n n nu i u i u i u i        θαη    1 11 2n nu i u i      ζπλεπψο: 

              

     

1 1 1 1 1 1

1 1 1

max 1 , 2 2max , 1 max 1 ,

1 2 1 0

n n n n n n

n n n

u i u i u i u i u i u i

u i u i u i





     

  

        

       

 

ιφγσ ηεο επαγσγηθήο ππφζεζεο. 
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b)   1i i    

Σφηε     1 1 1 ,n nu i u i   αιιά    1 11n nu i u i    θαη    1 12 1n nu i u i      ζπλεπψο: 

              

         

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

max 1 , 2 2max , 1 max 1 ,

1 2 1 0

n n n n n n

n n n n n

u i u i u i u i u i u i

u i u i u i u i u i



 

     

    

        

             

 

ιφγσ αθξηβψο ηεο ππφζεζεο b) πνπ, φπσο πξναλαθέξζεθε, ππαγνξεχεη φηη 

   1 11n nu i u i    

 

c)   i i   

Σφηε         1 1 1 11 , 1n n n nu i u i u i u i        αιιά    1 12 1n nu i u i      επνκέλσο: 

              

         

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

max 1 , 2 2max , 1 max 1 ,

1 2 1 1 0

n n n n n n

n n n n n

u i u i u i u i u i u i

u i u i u i u i u i



 

     

    

        

              

 

απηή ηε θνξά ιφγσ ηεο ππφζεζεο c) πνπ, ππαγνξεχεη φηη    1 1 1n nu i u i   ηελ 

αληίζηξνθε δειαδή αληζφηεηα κε πξνεγνπκέλσο  

 

d)   1i i    

Σφηε         1 1 1 11 , 1n n n nu i u i u i u i        θαη    1 12 1n nu i u i      άξα: 

              

     

1 1 1 1 1 1

1 1 1

max 1 , 2 2max , 1 max 1 ,

2 2 1 0

n n n n n n

n n n

u i u i u i u i u i u i

u i u i u i





     

  

        

       

 

ιφγσ ηεο επαγσγηθήο ππφζεζεο      1 1 11 2 1 0n n nu i u i u i       , φπνπ ζηε ζέζε ηνπ 

i αληηθαζηζηνχκε ην i+1. 
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΢πκπεξαίλνπκε φηη πάληνηε εμαζθαιίδεηαη ε κε ζεηηθφηεηα ηεο παξάζηαζεο: 

              1 1 1 1 1 1max 1 , 2 2max , 1 max 1 ,n n n n n nu i u i u i u i u i u i      
        , 

ρξεζηκνπνηψληαο είηε ηελ επαγσγηθή ππφζεζε είηε ηελ ππφζεζε πνπ ραξαθηεξίδεη 

θαζεκηά απφ ηηο 4 πεξηπηψζεηο πνπ εμεηάδνπκε.  

 

Απνκέλεη πιένλ λα εμεηάζνπκε ηνπο ππφινηπνπο φξνπο ηνπ αζξνίζκαηνο, 

πξαγκαηνπνηψληαο ηνπο απαξαίηεηνπο κεηαζρεκαηηζκνχο θαη ζπλδπαζκνχο κεηαμχ 

ηνπο, πξνθεηκέλνπ λα πξνθχςεη ε δεηνχκελε αληζφηεηα: 

 

               

         

     

       

       

   

1 1 1 1 1

1 1 1

1 1

1 1 1

1 1 1

1 1

2 1 2 2

1 1 2

1 1

2 1 2

1 2 1

2

n n n n n

n n n

n n

n n n

n n n

n n

i u i u i i u i i u i u i

i u i u i i u i

i u i u i

i u i u i u i

i u i u i u i

u i u i

       

      

   

 

  

 

    

  

 

  

  

 

         

            

        

        

           

      1 11 1n nu i u i     

  

 

Σξνπνπνηνχκε ηνπο φξνπο  1nu i   θαη  1 1nu i   πξνθεηκέλνπ λα δεκηνπξγεζνχλ νη 

δηαθνξέο πνπ καο εμππεξεηνχλ θαη έηζη ιακβάλνπκε: 

       

       

           

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 1 1

2 1 2

1 2 1

2 2 1 2 1 1

n n n

n n n

n n n n n n

i u i u i u i

i u i u i u i

u i u i u i u i u i u i

 

  

     

  

  

     

        

           

               

 

θαη κε αλαθαηάηαμε ησλ φξσλ ζηελ ηειεπηαία γξακκή: 

       

       

           

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 1 1

2 1 2

1 2 1

2 1 2 1 2 1

n n n

n n n

n n n n n n

i u i u i u i

i u i u i u i

u i u i u i u i u i u i

 

  

     

  

  

     

        

           

          

 

 

       

       

           

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 1 1

2 1 2

1 2 1

2 1 2 1 2 1

n n n

n n n

n n n n n n

i u i u i u i

i u i u i u i

u i u i u i u i u i u i

 

  

 

  

  

     

        

           

                

    



59 
 

       

       

1 1 1

1 1 1

1 2 1 2

1 1 2 1 0

n n n

n n n

i u i u i u i

i u i u i u i

 

   

  

  

             

                 
  

 

ιφγσ ηεο επαγσγηθήο ππφζεζεο σο πξνο i θαη σο πξνο i+1 θαη ηνπ γεγνλφηνο φηη νη 

πνζφηεηεο  1i    θαη  1i        είλαη κε αξλεηηθέο, αθνχ 1 1i M   . 

Δπηζηξέθνληαο ζηελ αξρηθή δηαθνξά, έρνπκε ζπγθεληξσηηθά: 

     

              

       

       

1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 2 1

2

max 1 , 2 2max , 1 max 1 ,

1 2 1 2

1 1 2 1 0

n n n

i i K

n n n n n n

n n n

n n n

u i u i u i

r r r

u i u i u i u i u i u i

i u i u i u i

i u i u i u i

  



 

   

 

     

  

  

    

   

         

             

                 

  

 

 1i M   

       

          

   

          

1 1

1 1 1 1

1

2 1 1 1

( ) 2 ( 1) ( 2)

1

2 2 1 2 1 2 2 max 1 ,

2 1 1

2 2 2 3 max 2 , 1

n n n

M K n n

M K n n n

n

M K n n n

u M u M u M

r MC M u M M u M

r M C M u M u M u M

M u M

r M C M u M u M u M

M

     

   

   

   

  

 

   



   

    

          

           

          

            

         12 2nu M     

  

         

           

       

   

1 2

1 1 1 1

1 1 1

1 1

1

2 0

2 max 1 , max 2 , 1

1 2 1 2 2 3

2 1 1

2 2

M M M

n n n n

n n n

n n

n

r r r

u M u M u M u M

M u M M u M M u M

M u M M u M

M u M

  

 

     

      

   

 

   

  

 



    

     

                

               

         

 

Παξαηεξνχκε φηη κε θαηάιιειε πξνζζαθαίξεζε ηνπ φξνπ  1nu M   ε παξάζηαζε 

έξρεηαη ζε κνξθή αλάινγε κε ηηο πξνεγνχκελεο πεξηπηψζεηο: 
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           

           

       

   

1 2

1 1 1 1 1

1 1 1

1 1

1

2

2 max 1 , max 2 , 1

1 2 1 2 2 3

2 1 1

2 2

M M M

n n n n n

n n n

n n

n

r r r

u M u M u M u M u M

M u M M u M M u M

M u M M u M

M u M

  

  

     

       

   

 

    

  

 



   

      

                

                

         

  

           

           

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

2 max 1 , max 2 , 1

2max 1 , max 2 , 1

n n n n n

n n n n n

u M u M u M u M u M

u M u M u M u M u M

  



    

    

      

       

 

θαη ιφγσ ηεο χπαξμεο κφλν 2 φξσλ max, δηαθξίλνπκε 3 πεξηπηψζεηο αληί γηα 4, φπσο 

έγηλε ζηε γεληθή πεξίπησζε: 

 

a) 2i M    

 

Σφηε    1 12 1n nu M u M     θαη    1 11n nu M u M   , επνκέλσο: 

           

     

1 1 1 1 1

1 1 1

2max 1 , max 2 , 1

2 1 2 0

n n n n n

n n n

u M u M u M u M u M

u M u M u M





    

  

       

       

 

ιφγσ ηεο επαγσγηθήο ππφζεζεο γηα i=M 

 

b) 2i M    

 

Σφηε    1 11 2n nu M u M     θαη    1 11n nu M u M   , επνκέλσο: 

           

         

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

2max 1 , max 2 , 1

2 1 1 1 0

n n n n n

n n n n n

u M u M u M u M u M

u M u M u M u M u M



 

    

    

       

              

 

ιφγσ ηεο ππφζεζεο b) πνπ ππαγνξεχεη φηη    1 1 1n nu M u M    
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c) 1i M    

 

Σφηε    1 11 2n nu M u M     θαη    1 1 1n nu M u M   , επνκέλσο: 

           

         

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

2max 1 , max 2 , 1

2 1 1 0

n n n n n

n n n n n

u M u M u M u M u M

u M u M u M u M u M



 

    

    

       

             

 

ιφγσ ηεο ππφζεζεο c) πνπ ππαγνξεχεη φηη    1 11n nu M u M    

 

Άξα, ζε θαζεκηά απφ ηηο ηξεηο πεξηπηψζεηο απνδεηθλχεηαη ε κε ζεηηθφηεηα ηνπ 

αζξνίζκαηνο ησλ φξσλ πνπ ζπλδένληαη κε ηελ παξάκεηξν κ. 

Δπηπιένλ, είλαη πξνθαλέο φηη  1 22 0M M Mr r r      ιακβάλνληαο ππ φςηλ ηελ 

ηδηφηεηα θνηιφηεηαο ηεο ri. Γηα ηνπο ελαπνκείλαληεο φξνπο ηνπ αζξνίζκαηνο, ε 

δηαδηθαζία πνπ αθνινπζείηαη είλαη εληειψο φκνηα κε ηε γεληθή πεξίπησζε γηα 

1 1i M   , ζπλεπψο δελ θξίλεηαη αλαγθαία ε μερσξηζηή παξνπζίαζή ηεο. 

Καηαιήγνπκε ινηπφλ φηη  ( ) 2 ( 1) ( 2) 0n n nu M u M u M       

 

Αξθεί, ηέινο, λα δεηρζεί ε αληζφηεηα γηα ην θφζηνο απφξξηςεο

      2 11 1 ... n

n nu M u M R K T T T          , πνπ απνηειεί ην δεχηεξν 

θνκκάηη ηνπ ηζρπξηζκνχ καο. Έρνπκε ινηπφλ: 

   1n nu M u M    =  

         

       

     

     

1 1 1

1 1

1 1

1 1

( 1) 1 2 1 1

1

1 2 1

1

n n n

n n

n n

n n

tr u M u M u M

tr R M u M M u M

R K u M u M

u M u M

      

     

  

  

  

 

 

 

                             

            

                 

          

 αθνχ φκσο έρεη ππνηεζεί ε θνηιφηεηα γηα ηε un-1: 
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         

     

     

      

  

1 1

1 1

1 1

2 2 2 2

2 1

1 1 1

1

1

1 ... 1 1 ...

1 ...

n n n n

n n

n n

n n

n

u M u M R K u M u M

u M u M

R K u M u M

R K R K T T T R K T T T T

R K T T T

  

  

  

  



 

 

 

 



                    

           

            

             
 

    

 

 

  Με ην βήκα απηφ νινθιεξψλεηαη ε επαγσγηθή δηαδηθαζία θαη επηθπξψλεηαη ε 

ηζρχο ηνπ Θεσξήκαηνο 2, ε θνηιφηεηα δειαδή ηεο un  γηα θάζε ηηκή ηνπ ζηαδίνπ n. 

Γεληθεχνληαο ηα απνηειέζκαηά καο κε n λα ηείλεη ζην άπεηξν, ζπκπεξαίλνπκε φηη ε 

νξηαθή ζπλάξηεζε νθέινπο u είλαη θνίιε θαη επηηπγράλεη ην κέγηζηφ ηεο, αλ απηφ 

ππάξρεη, ζηηο ζεηηθέο θαηαζηάζεηο ηεο δηπιήο νπξάο, θαζψο είλαη αχμνπζα κέρξη θαη 

γηα i=0. Η ζπγθεθξηκέλε ηδηφηεηα είλαη ηθαλή λα εμαζθαιίζεη ηελ χπαξμε βέιηηζηεο 

πνιηηηθήο θαησθιίνπ γηα ηελ απνδνρή ή φρη αθηρζέλησλ κνζρεπκάησλ απφ ηνλ 

θνηλσληθφ δηαρεηξηζηή ηνπ ζπζηήκαηνο. 
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3.3                           Αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα 

 

 

Έρνληαο πιένλ απνδείμεη ζεσξεηηθά ηε κνξθή ηεο βέιηηζηεο πνιηηηθήο θάησ 

απφ νξηζκέλεο ξεαιηζηηθέο ζπλζήθεο, ζηελ ελφηεηα απηή πξνζεγγίδνπκε ην δήηεκα 

ηνπ πξνηεηλφκελνπ θαησθιίνπ κέζσ αξηζκεηηθψλ κεζφδσλ. Αλαιπηηθφηεξα, 

νξίδνληαη ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο γηα ηηο παξακέηξνπο ηνπ ζπζηήκαηνο θαη κε βάζε 

απηέο ππνινγίδνληαη νη ηηκέο θαη νη ηδηφηεηεο ηεο ζπλάξηεζεο νθέινπο u, ελψ 

παξάιιεια θαζνξίδεηαη θαη ε πνιηηηθή πνπ ζπληζηάηαη λα αθνινπζήζεη ν θνηλσληθφο 

δηαρεηξηζηήο. Καηφπηλ, πξαγκαηνπνηείηαη αλάιπζε επαηζζεζίαο γηα ηελ πιεηνςεθία 

ησλ παξακέηξσλ ηνπ ζπζηήκαηνο, κε ζηφρν λα δηαπηζησζεί κε πνηνλ ηξφπν επηδξά 

θάζε κία απφ απηέο ηφζν ζηελ ηηκή ηνπ θαησθιίνπ φζν θαη γεληθφηεξα ζηηο ηηκέο ηεο 

ζπλάξηεζεο νθέινπο. 

 Η δηαδηθαζία ππνινγηζκνχ πξαγκαηνπνηείηαη κε ηε ρξήζε ηνπ αιγνξίζκνπ 

value iteration κέζσ ηνπ ινγηζκηθνχ GNU Octave, έθδνζε 5.1.0. ΢πγθεθξηκέλα, 

πξνγξακκαηίδνπκε κηα ζπλάξηεζε un, φπσο πεξηγξάθεθε ζε πξνεγνχκελεο ελφηεηεο, 

κε πεδίν νξηζκνχ ην ζχλνιν ησλ θαηαζηάζεσλ ηνπ ζπζηήκαηνο. Θέηνπκε u0=0 γηα 

θάζε θαηάζηαζε θαη ζηε ζπλέρεηα ππνινγίδνπκε αλαδξνκηθά ηνπο ηχπνπο ηεο un, 

κέζσ ησλ ηηκψλ ηεο un-1, νη νπνίεο έρνπλ ήδε ππνινγηζηεί. Η δηαδηθαζία απηή 

επαλαιακβάλεηαη κέρξη ε δηαθνξά ησλ un θαη un-1 λα εθκεδεληζηεί γηα θάζε 

θαηάζηαζε ηνπ πεδίνπ νξηζκνχ, νπφηε ιακβάλνπκε ηελ νξηαθή ζπλάξηεζε u, ζηελ 

νπνία επηθεληξψλεηαη ην ελδηαθέξνλ καο. ΢ηε ζπλέρεηα ηξνπνπνηνχκε ζπζηεκαηηθά 

ηηο αξρηθέο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ θαη επαλαιακβάλνληαο ηελ ίδηα κέζνδν, 

πξνθχπηνπλ ελαιιαθηηθά απνηειέζκαηα, ηα νπνία επηρεηξνχκε λα εξκελεχζνπκε.  

 Πξνθεηκέλνπ λα επηθπξψζνπκε αξηζκεηηθά ηα ζεσξήκαηα πνπ απνδείρζεθαλ 

ζηελ πξνεγνχκελε ελφηεηα, νξίδνπκε δχν δηαλχζκαηα Α θαη Β, κε δηάζηαζε Μ+1 ην 

θαζέλα. Σν πξψην αθνξά ηηο ζεηηθέο θαηαζηάζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο μεθηλψληαο απφ 

ηελ θαηάζηαζε 0, ελψ ην δεχηεξν ηηο αξλεηηθέο θαηαιήγνληαο  ζηελ θαηάζηαζε 

θελνχ ζπζηήκαηνο. Δπνκέλσο, ην θάζε ζηνηρείν ησλ δηαλπζκάησλ αληηζηνηρεί ζε κηα 

θαηάζηαζε i θαη ζεσξνχκε φηη ιακβάλεη ηελ ηηκή 1 αλ ( 1) (i)u i u  , εηδάιισο 

ιακβάλεη ηελ ηηκή 0. ΢χκθσλα κε ηηο απνδεδεηγκέλεο ηδηφηεηεο ηεο ζπλάξηεζεο 

νθέινπο, ζα πξέπεη ην δηάλπζκα Β λα απνηειείηαη απνθιεηζηηθά απφ 1, δεδνκέλνπ φηη 

ε u είλαη αχμνπζα ζηηο αξλεηηθέο θαηαζηάζεηο, ελψ ην δηάλπζκα Α, ιφγσ θνηιφηεηαο,  

ζα πξέπεη λα αξρίδεη κε ζπλερφκελα 1 θαη απφ έλα ζπγθεθξηκέλν ζεκείν θαη έπεηηα, 

φιεο νη ηηκέο ηνπ λα είλαη 0. ΢πλεπψο, εμεηάδνληαο ηε κνξθή ησλ δχν δηαλπζκάησλ, 

ειέγρνπκε ηελ ηζρχ ησλ ζεσξεηηθψλ καο απνηειεζκάησλ γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ησλ 

παξακέηξσλ. Γηα ηελ εχξεζε ηνπ βέιηηζηνπ θαησθιίνπ αξθεί λα αζξνίζνπκε ησλ 

πιήζνο ησλ ηηκψλ 1 πνπ εκθαλίδνληαη ζην δηάλπζκα Α. 

 

 

Ιδηαίηεξε εμήγεζε ρξεηάδεηαη γηα ηελ επηινγή ηεο ζπλάξηεζεο πνπ  επηιέμακε 

γηα λα κνληεινπνηήζεη ην rk, ην αλακελφκελν δειαδή θέξδνο απφ κεηακφζρεπζε, 

φηαλ ζην ζχζηεκα ππάξρνπλ k απνζεθεπκέλα λεθξά θαη πξαγκαηνπνηείηαη άθημε 
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αζζελνχο. Τπελζπκίδνπκε φηη νη ηπραίεο κεηαβιεηέο 1 2, ,..., k    ζπκβνιίδνπλ ην 

φθεινο απφ πξαγκαηνπνίεζε επέκβαζεο κε ρξήζε ηνπ λεθξνχ 1,2,…,k αληίζηνηρα 

θαη πξνθχπηνπλ απφ ηελ HLA ζπκβαηφηεηα ησλ νξγάλσλ κε ηνλ εθάζηνηε ππνςήθην. 

Θεσξνχκε φηη νη κεηαβιεηέο απηέο είλαη αλεμάξηεηεο θαη ηζφλνκεο θαη αθνινπζνχλ 

νκνηφκνξθε θαηαλνκή ζε έλα δηάζηεκα [0,C], φπνπ ε ζηαζεξά C επηιέγεηαη 

θαηαιιήισο. Γεδνκέλνπ φηη ζηφρνο είλαη ε κεγηζηνπνίεζε ηνπ νθέινπο, ιακβάλεηαη 

ε    *

1 2max , ,..., kk
     θαη ε

 
δεηνχκελε ζπλάξηεζε  γηα ηελ rk είλαη αθξηβψο ε 

κέζε ηηκή απηήο ηεο πνζφηεηαο  

΢πκβνιίδνπκε κε  MF x  ηε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο γηα ην κέγηζην ησλ 

1 2, ,..., k    θαη γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο αθνινπζνχκε ηελ εμήο δηαδηθαζία: 

     *

1 1 1 1 2( ) , ,..., ( ) ( ) ... ( )M kk
F x P x P X x X x X x P X x P X x P X x             

θαη εθ’ φζνλ έρεη ππνηεζεί φηη νη 1 2, ,..., k   αθνινπζνχλ (0, )U C , έρνπκε: 

  ...

k

M

x x x x
F x

C C C C

       
           
       

.  Παξαγσγίδνληαο,  ιακβάλνπκε ηνλ ηχπν ηεο 

ζπλάξηεζεο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο   1k k

Mf x k x C     θαη ζηε ζπλέρεηα, κέζσ 

νινθιήξσζεο, πξνθχπηεη ε κέζε ηηκή , ε νπνία ηζνχηαη κε 
1

k
C

k 
. 

 Απφ ηε κνξθή ηεο ζπγθεθξηκέλεο ζπλάξηεζεο, είλαη πξφδειεο νη δχν βαζηθέο 

ηδηφηεηεο ηεο rk, πνπ είραλ ππνηεζεί θαη ζην ζεσξεηηθφ θνκκάηη ηεο κειέηεο καο. Η 

πνζφηεηα 
1

k

k 
είλαη ζαθέζηαηα αχμνπζα σο πξνο k, κε θζίλνληα φκσο ξπζκφ, ψζηε 

ζπκπεξαίλεηαη φηη είλαη επηπιένλ θνίιε. Η ζηαζεξά C θπζηθά δελ επεξεάδεη ηα 

παξαπάλσ ραξαθηεξηζηηθά θαη ε ιεηηνπξγία ηεο έγθεηηαη ζηνλ πξνζδηνξηζκφ ηνπ 

εχξνπο ηηκψλ ηνπ νθέινπο κεηακφζρεπζεο. Δπνκέλσο, ε επηιερζείζα κνληεινπνίεζε 

γηα ηηο κεηαβιεηέο 1 2, ,..., k   είλαη θαηάιιειε, δεδνκέλνπ φηη θαηαιήγεη ζε 

απνδεθηή κνξθή ηεο ζπλάξηεζεο rk.. 

 
 
 

Η εθηεηακέλε αλάιπζε πνπ πξαγκαηνπνηήζεθε θξίζεθε αλαγθαία γηα ηελ 

νπζηαζηηθφηεξε θαηαλφεζε ησλ παξαγφλησλ, ζηνπο νπνίνπο ζηεξίδνληαη νη ηδηφηεηεο 

ηνπ ζπλνιηθνχ ζπζηήκαηνο. ΢ηνλ παξαθάησ πίλαθα ππελζπκίδεηαη ν ξφινο θαη ν 

ζπκβνιηζκφο ησλ βαζηθψλ παξακέηξσλ πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη ζην πξνηεηλφκελν 

κνληέιν θαη θαζνξίδνληαη νη αξρηθέο ηηκέο πνπ απηέο ιακβάλνπλ γηα ηελ εθθίλεζε 

ηεο δηαδηθαζίαο ππνινγηζκνχ ηεο u. 
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Ρπζκφο άθημεο αζζελψλ 

 

 

ι 

 

 

10 

 

Ρπζκφο άθημεο κνζρεπκάησλ 

 

 

κ 

 

1 

 

Ρπζκφο θαηαζηξνθήο κνζρεπκάησλ 

 

 

μ 

 

2 

 

Ρπζκφο reneging αζζελψλ 

 

 

δ 

 

1 

 

Κφζηνο αλακνλήο αζζελψλ 

 

 

CL 

 

40 

 

Κφζηνο ζπληήξεζεο κνζρεπκάησλ 

 

 

CK 

 

30 

 

΢ηαζεξά νθέινπο κεηακφζρεπζεο γηα 0i   

 

 

C 

 

20 

 

Μέζν φθεινο κεηακφζρεπζεο γηα 0i   

 

 

TR 

 

15 

 

Κφζηνο reneging 

 

 

D 

 

 

50 

 

 

Υσξεηηθφηεηα ζπζηήκαηνο 

 

 

M 

 

100 

 

Κφζηνο απφξξηςεο αζζελνχο 

 

R 

 

 

0 

 

 

΢ηαζεξά  discounting 

 

 

α 

 

2 

 

 

Κξίλεηαη αλαγθαίν λα αηηηνινγεζεί ε επηινγή ησλ ζπγθεθξηκέλσλ ηηκψλ γηα 

ηελ αξρηθνπνίεζε ησλ παξακέηξσλ ηνπ ζπζηήκαηνο. ΢εκεηψλεηαη φηη εζηηάδνπκε 

ζηηο αλαινγίεο κεηαμχ ησλ κεηαβιεηψλ, ελψ νη αθξηβείο ηηκέο πνπ ηνπο απνδίδνληαη 

έρνπλ κηθξφηεξε βαξχηεηα. Άιισζηε, νη θιίκαθεο ηνπ ρξφλνπ ελδέρεηαη λα 

πνηθίινπλ, φπσο ζπκβαίλεη  ζηνλ ππνινγηζκφ ελφο ξπζκνχ άθημεο ή αλαρψξεζεο. 

Παξάιιεια, ε κνληεινπνίεζε ελφο θφζηνπο δελ αθνξά κφλν νηθνλνκηθά κεγέζε 

Πίνακασ 1 :  Αρχικό ςετ τιμών παραμζτρων  
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κεηξήζηκα κε αθξίβεηα. Τπφ απηφ ην πξίζκα επηρεηξήζακε λα μεθηλήζνπκε ηελ 

αλάιπζή καο κε έλα ζεη ηηκψλ, ην νπνίν απνδίδεη θαηά ην δπλαηφλ ηνπο 

ζπζρεηηζκνχο ησλ κεηαβιεηψλ ππφ ξεαιηζηηθέο ζπλζήθεο. 

 Η πξαθηηθή εκπεηξία θαηαδεηθλχεη έλα αμηνζεκείσην ράζκα κεηαμχ ηνπ 

πιήζνπο ησλ ππνςεθίσλ κε λεθξηθέο αζζέλεηεο, πνπ εγγξάθνληαη ζηηο ιίζηεο 

αλακνλήο, θαη ηνπ αλεπαξθνχο αξηζκνχ ησλ πξνζθνξψλ κνζρεπκάησλ απφ 

δσληαλνχο ε λεθξνχο δφηεο. ΢πλεπψο, ζεσξψληαο σο βάζε ην ξπζκφ κ άθημεο 

κνζρεπκάησλ ζην ζχζηεκα, ζηνλ νπνίνλ απνδίδεηαη σο ηηκή ε κνλάδα, ππνζέηνπκε 

δεθαπιάζην ξπζκφ ι αθίμεσλ αζζελψλ. Με ηνλ ηξφπν απηφλ, ζηνρεχνπκε λα 

κνληεινπνηήζνπκε πξνζεγγηζηηθά ηελ πξναλαθεξζείζα αληζνξξνπία. 

 Παξαηεξείηαη, επίζεο, φηη ε πιεηνςεθία ησλ αζζελψλ παξακέλνπλ γηα αξθεηά 

κεγάιν δηάζηεκα ζην ζχζηεκα, νη απνρσξήζεηο ηνπο, δειαδή, είηε εθνχζηεο είηε 

ιφγσ ζαλάηνπ, πξαγκαηνπνηνχληαη πνιχ αξαηφηεξα απφ ηηο αθίμεηο ηνπο. Δπνκέλσο, ν 

ξπζκφο δ πνπ αθνξά ηε δηαδηθαζία reneging, ιακβάλεη ηελ ηηκή 1, ππνδεθαπιάζηα 

απφ ηελ ηηκή ηνπ ξπζκνχ ι. Όζνλ αθνξά ηα κνζρεχκαηα ζηε ζπληήξεζε, έρνπκε 

ξεαιηζηηθά ππνζέζεη φηη ν αλακελφκελνο ρξφλνο δσήο ηνπο είλαη κηθξφηεξνο απφ ηνλ 

αληίζηνηρν ησλ αζζελψλ ζηελ αλακνλή. Η παξάκεηξνο μ, ινηπφλ, πνπ εθθξάδεη ην 

ξπζκφ θαηαζηξνθήο ελφο ζπληεξνχκελνπ λεθξνχ, ηίζεηαη εχινγα ίζε κε 2.  

 Γηα ηα θφζηε CK θαη CL έρνπλ ππνηεζεί ζρεηηθά πςειέο ηηκέο, κε ηελ αλακνλή 

ησλ ππνςεθίσλ λα ζεσξείηαη ειαθξψο αθξηβφηεξε. ΢εκεηψλνπκε φηη ζην ζεκείν 

απηφ, ε παξνχζα εξγαζία έξρεηαη ζε αληίζεζε κε ηε δεκνζίεπζε ησλ Yechialli e.a., 

φπνπ ε ζπληήξεζε ησλ κνζρεπκάησλ ζεσξείηαη ζαθψο πην δαπαλεξή, ιφγσ ηεο 

ρξήζεο λέσλ ηερλνινγηθψλ κεζφδσλ. Παξ’ φια απηά, αθελφο νη ελαιιαθηηθέο 

ζεξαπείεο ζηνπο εγγεγξακκέλνπο αζζελείο, φπσο ε αηκνθάζαξζε, είλαη επίζεο 

πνιπέμνδεο θαη αθεηέξνπ εζηηάδνπκε ζε κηα πεξηζζφηεξν αλζξσπνθεληξηθή 

πξνζέγγηζε, φπνπ ζην θφζηνο ππεηζέξρεηαη θαη ην ξίζθν γηα ηελ απψιεηα δσήο. 

Άιισζηε, ε δηαθνξά πνπ ππνζέηνπκε αλάκεζα ζηα  CK θαη CL είλαη ζρεηηθά κηθξή, 

ελψ ζηελ αλάιπζε επαηζζεζίαο επαλνξίδνληαη νη ηηκέο ηνπο. πξνθεηκέλνπ λα 

πξνθχςνπλ ελαιιαθηηθέο αλαινγίεο κεηαμχ ηνπο.  

 Όζνλ αθνξά ην θφζηνο reneging D, ζε πξψηε θάζε ιακβάλεη ζρεηηθά πςειή 

ηηκή ίζε κε 50. Όπσο έρεη πξναλαθεξζεί, ε απνρψξεζε ελφο ππνςεθίνπ, ζηελ 

πεξίπησζε είηε ζαλάηνπ, είηε απνηπρίαο εμππεξέηεζεο ηνπ γηα κεγάιν ρξνληθφ 

δηάζηεκα, ινγίδεηαη σο ηδηαίηεξα αξλεηηθή εμέιημε. Πάλησο, ε κειέηε ηεο 

ζπκπεξηθνξάο ηνπ ζπζηήκαηνο, ελαιιάζζνληαο ηηο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ D ζε 

επξεία θιίκαθα, παξνπζηάδεη νξηζκέλα αμηνζεκείσηα απνηειέζκαηα.   

 Η απφδνζε ζηε ζηαζεξά C ηηκήο 20 ππνδεηθλχεη φηη ην αλακελφκελν φθεινο 

απφ ηε κεηακφζρεπζε πνπ ζα πξνθχςεη, αλ αθηρζεί αζζελήο ζε νπξά νξγάλσλ,  

θπκαίλεηαη απφ 10, φηαλ ζπληεξείηαη κφιηο 1 λεθξφ, κέρξη πεξίπνπ 20, ζηελ 

πεξίπησζε πνπ πξνζεγγίδεηαη ε κέγηζηε ρσξεηηθφηεηα ηεο νπξάο. Απφ ηελ άιιε, ζην 

κέζν φθεινο Tr, απφ ηε κεηακφζρεπζε ιφγσ άθημεο λεθξνχ ζε νπξά αζζελψλ, 
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απνδίδεηαη κηα ελδηάκεζε ηηκή, ίζε κε 15. Παξαηεξείηαη φηη ηα αλακελφκελα νθέιε 

ζεσξνχληαη ππνδεέζηεξα ησλ θνζηψλ πνπ πεξηγξάθεθαλ πξνεγνπκέλσο,  εμ αηηίαο 

ηεο αλαπφθεπθηεο αβεβαηφηεηαο γηα ην βαζκφ επηηπρίαο ησλ επεκβάζεσλ θαη γηα ηε 

κεηεγρεηξεηηθή πνξεία ησλ αζζελψλ. 

Κξίλεηαη εδψ απαξαίηεηε κηα ζεκαληηθή επηζήκαλζε.  Η απζηεξή ηήξεζε ηεο 

FCFS ζα ππαγφξεπε φηη ην φθεινο Tr ζα έπξεπε λα ηζνχηαη κε 10, ηε κέζε ηηκή 

δειαδή ηεο Υ1 γηα C=20, πνπ πξνθχπηεη απφ ηελ αλαγθαζηηθή αληηζηνίρηζε ελφο 

ππνςεθίνπ ζην έλα ππάξρνλ κφζρεπκα.  Λακβάλνπκε, φκσο, ππ φςηλ ηελ πηζαλφηεηα 

απφξξηςεο κνζρεχκαηνο κε πνιχ κηθξή ζπκβαηφηεηα. ΢πγθεθξηκέλα, αλ δηαπηζησζεί 

φηη ην αθηρζέλ λεθξφ ζα επηθέξεη ακειεηέν θέξδνο ζηνλ ππνςήθην πνπ έρεη 

πξνηεξαηφηεηα, είλαη επηηξεπηφ, κε ηελ ζπλελλφεζε αζζελνχο θαη ηαηξνχ, λα 

πξνζθεξζεί ζε θάπνηνλ αξγφηεξα εγγεγξακκέλν, κε ηνλ νπνίνλ παξνπζηάδεη 

κεγαιχηεξε ζπκβαηφηεηα. Με ηε κέζνδν απηή, απνθεχγνληαη θαηά ην δπλαηφλ νη 

πνιχ κηθξέο ηηκέο νθέινπο κεηακφζρεπζεο, κε απνηέιεζκα ην κέζν θέξδνο Tr λα 

ιακβάλεη κηα ειαθξψο απμεκέλε ηηκή. Θα ήηαλ εθηθηφ λα κνληεινπνηεζεί ε 

ζπγθεθξηκέλε δηαδηθαζία ζπλαξηήζεη ηνπ εθάζηνηε αξηζκνχ ππνςεθίσλ ζε αλακνλή, 

ζηελ αλάιπζή καο φκσο ην ελδηαθέξνλ επηθεληξψλεηαη ζην θνκκάηη ηεο νπξάο ησλ 

κνζρεπκάησλ, ζπλεπψο πεξηνξηδφκαζηε ζηε ζπδήηεζε γηα κηα πξνζεγγηζηηθή ηηκή . 

΢ην ζεσξεηηθφ κέξνο ηεο εξγαζίαο, ε ρσξεηηθφηεηα ππνηέζεθε αξθνχλησο 

κεγάιε, πξνθεηκέλνπ λα κελ επεξεάδεη ηηο ηηκέο ηνπ θαησθιίνπ θαη λα είλαη 

νπζηαζηηθά απίζαλε ε ππεξρείιηζε ηνπ ζπζηήκαηνο. ΢ην αξηζκεηηθφ θνκκάηη, 

ζεσξνχκε φηη ε ζηαζεξά 100 είλαη θαηάιιειε γηα ην ξφιν απηφλ, θαζψο ζηε 

ζπληξηπηηθή πιεηνςεθία ησλ αλαιχζεσλ καο, ην θαηψθιη νξηνζεηείηαη αηζζεηά 

ρακειφηεξα. Άιισζηε, ε ρξήζε αθφκα κεγαιχηεξεο ρσξεηηθφηεηαο ζα ήηαλ 

αζχκθνξε, θαζψο νη ππνινγηζκνί γηα ην ζχλνιν ησλ 2Μ+1 θαηαζηάζεσλ ζα ήηαλ 

εμαηξεηηθά ρξνλνβφξνη.  

 Όζνλ αθνξά ην θφζηνο απφξξηςεο ππνςεθίνπ R, δελ θξίζεθε απαξαίηεην λα 

ηνπ απνδνζεί θάπνηα ζεηηθή ηηκή. Η πηζαλφηεηα λα αθηρζεί έλαο αθφκε αζζελήο, ελψ 

ε αληίζηνηρε νπξά έρεη ζπκπιεξσζεί, είλαη πξαθηηθά ειάρηζηε, ζπλεπψο φρη ηθαλή λα 

επεξεάζεη ηελ αλάιπζε επαηζζεζίαο. Πξάγκαηη, νξηζκέλεο αξηζκεηηθέο δνθηκέο 

επηβεβαίσζαλ φηη ε επίδξαζε ησλ κεηαβνιψλ ηνπ R ζηα απνηειέζκαηα είλαη 

νπζηαζηηθά ακειεηέεο.  

 Σέινο, γηα ηνλ παξάγνληα ειάηησζεο (discount factor) επηιέρζεθε ε ηηκή 2. 

Με δεδνκέλν φηη ε ζηαζεξά θαλνληθνπνίεζεο Λ ππνινγίδεηαη 311, ε ζχγθιηζε ηεο u 

είλαη ζρεηηθά αξγή, ηα απνηειέζκαηα φκσο πνπ πξνθχπηνπλ είλαη ηθαλνπνηεηηθά. 

Γηαπηζηψλεηαη φηη ε επηινγή ηνπ a, ε νπνία πξαγκαηνπνηείηαη ζρεηηθά απζαίξεηα,  

επεξεάδεη ηφζν ηε ζπλάξηεζε u, φζν θαη ην βέιηηζην θαηψθιη. Σνλίδεηαη, ζπλεπψο, 

φηη ην ελδηαθέξνλ ηεο αλάιπζήο καο εζηηάδεηαη φρη ζηηο αθξηβείο ηηκέο πνπ 

πξνθχπηνπλ ζηα αξηζκεηηθά καο απνηειέζκαηα, αιιά ζηηο ηδηφηεηεο ηεο ζπλάξηεζεο 

νθέινπο θαη ζηελ εμάξηεζε ησλ ηηκψλ ηεο απφ ηηο κεηαβνιέο θαη ζπκκεηαβνιέο ησλ 

παξακέηξσλ ηνπ ζπζηήκαηνο.  
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Σα απνηειέζκαηα πνπ πξνέθπςαλ κε βάζε ην αξρηθφ ζεη παξακέηξσλ 

ζπλάδνπλ απφιπηα κε ηε ζεσξεηηθή καο αλάιπζε. ΢πγθεθξηκέλα, ν πίλαθαο Β 

απνηειείηαη απφ 1 θαη ζηηο 101 ζέζεηο ηνπ, επηβεβαηψλνληαο φηη ε ζπλάξηεζε u είλαη 

αχμνπζα γηα ηηο θαηαζηάζεηο –Μ έσο 0, ή, κε κηα ελαιιαθηηθή αλάγλσζε, θζίλνπζα 

σο πξνο ηνλ αξηζκφ ησλ ππνςεθίσλ ζηελ αλακνλή. Όζνλ αθνξά ηνλ πίλαθα Α, νη 

πξψηεο 9 ζέζεηο ηνπ θαηαιακβάλνληαη απφ 1 θαη νη ππφινηπεο απφ 0. Απφ ηνλ νξηζκφ 

ηνπ, ζπκπεξαίλνπκε φηη (i) u(i 1)u    γηα θάζε  0,...,8i , ελψ (i) u(i 1) 9u i    . 

Πξαθηηθά, ζηελ πεξίπησζε πνπ ζηε ζπληήξεζε βξίζθνληαη κέρξη 8 κνζρεχκαηα, 

είλαη  ζπκθέξνλ λα γίλεηαη απνδεθηή κηα λέα άθημε, ελψ αλ ππάξρνπλ ήδε 9 θαη 

θζάλεη αθφκα έλα, ζπλίζηαηαη λα κελ εηζέξρεηαη ζην ζχζηεκα θαη λα δηαλέκεηαη 

πηζαλφλ ζε κηα άιιε κνλάδα. Δπνκέλσο, κε βάζε ηε κνξθή ηνπ Α επαιεζεχεηαη ε 

χπαξμε βέιηηζηεο πνιηηηθήο ηχπνπ θαησθιίνπ.  

΢εκεηψλνπκε ζην ζεκείν απηφ φηη κε ηηο επηιερζείζεο ηηκέο γηα ηηο 

παξακέηξνπο, παξαβηάδεηαη ελ γλψζεη καο κηα απφ ηηο ηθαλέο ππνζέζεηο πνπ 

δηαηππψζεθαλ ζην ζεσξεηηθφ θνκκάηη ηεο κειέηεο καο θαη ζπγθεθξηκέλα ε  

1
1

1

1
1 1

1

K

R



 
 

 
 

  
 

. Καζψο ην R ηίζεηαη 0, δελ είλαη εθηθηφ λα ππεξβαίλεη ην 

ζπγθεθξηκέλν πειίθν, πνπ  είλαη ζεηηθφ, θαζψο έρεη νξηζηεί 
1

1 1 0
1


 

   
  

 . Δίρε 

επηζεκαλζεί, βέβαηα, φηη ε ζπλζήθε απηή είλαη θαζαξά ηππηθή, ιφγσ ηεο ακειεηέαο 

επίδξαζεο ηεο παξακέηξνπ R, θαη είλαη εχινγν λα εμεηαζηεί ε κνξθή ηεο βέιηηζηεο 

πνιηηηθήο θαη ρσξίο ηελ ηζρχ ηεο. Παξαηεξνχκε φηη ε ηδηφηεηα ηνπ θαησθιίνπ ζηελ 

πξνθεηκέλε πεξίπησζε  δελ επεξεάδεηαη απφ ηελ παξαβίαζε απηή. 

 

 

 

΢ηνλ παξαθάησ πίλαθα ζπλνςίδνληαη νξηζκέλεο απφ ηηο βαζηθέο ηηκέο ηεο 

ζπλάξηεζεο νθέινπο u, πνπ έρεη ππνινγηζζεί. Πξνζδηνξίδεηαη αξρηθά ην θαηψθιη 

απφξξηςεο, πνπ νξίδεηαη σο ε θαηάζηαζε ζηελ νπνία ε u επηηπγράλεη ηε κέγηζηε ηηκή 

ηεο. Παξνπζηάδνληαη αθφκε ε max( )u , πνπ αληηζηνηρεί ζε απηφ, ην κέζν ειαηησκέλν 

φθεινο u(0) γηα ηελ πξνζσξηλή θαηάζηαζε ελφο άδεηνπ ζπζηήκαηνο, θαζψο θαη νη 

αθξαίεο ηηκέο u(M) θαη u(-M), πξνθεηκέλνπ λα γίλνπλ αληηιεπηά ηα φξηα, κέζα ζηα 

νπνία θπκαίλεηαη ε ζπλάξηεζε.  
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u(0) 

 

 

 

 

-129.47 

 

 

Max(u) 

 

 

 

 

-47.751 

 

 

u(-M) 

 

 

 

 

-3124.3 

 

 

 

 

u(M) 

 

 

 

 

-631.30 

 

 

 

 

Η κνξθή ηεο ζπλάξηεζεο u απεηθνλίδεηαη ζην επφκελν δηάγξακκα. Σα ζεκεία 

πνπ εμεηάδνληαη ζηνλ Πίλαθα 1 παξηζηάλνληαη πάλσ ζηε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε.  

Τπελζπκίδνπκε εδψ φηη ν ηξφπνο πξνγξακκαηηζκνχ πνπ επηιέρζεθε δελ επηηξέπεη ηε 

ρξήζε αξλεηηθψλ νξηζκάησλ γηα ηε ζπλάξηεζε u. ΢πλεπψο, ε θαηάζηαζε –Μ 

αληηζηνηρεί ζην 0 ηνπ νξηδφληηνπ άμνλα, ε θαηάζηαζε 0 αληηζηνηρεί ζην 101 θαη νχησ 

θαζεμήο. Η ηδηαηηεξφηεηα απηή είλαη απαξαίηεην λα ιεθζεί ππφςε ζηε κειέηε ηνπ 

δηαγξάκκαηνο.  

 

Πίνακασ 2 : Βαςικζσ τιμζσ ςυνάρτηςησ οφζλουσ  
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 Η χπαξμε ηεο βέιηηζηεο πνιηηηθήο θαησθιίνπ επηβεβαηψλεηαη θαη γξαθηθά. 

Ξεθηλψληαο απφ ηδηαίηεξα ρακειέο ηηκέο, πνπ αληηζηνηρνχλ ζε θαηαζηάζεηο αλακνλήο 

πνιιψλ αζζελψλ, ε ζπλάξηεζε u απμάλεηαη γλεζίσο. Δπηηπγράλεη ην κέγηζηφ ηεο ιίγν 

κεηά απφ ηελ θαηάζηαζε άδεηνπ ζπζηήκαηνο, θαη ζπγθεθξηκέλα ζηε ζέζε 110, ε 

νπνία αληηζηνηρεί ζηελ θαηάζηαζε 9. Καηφπηλ, κεηαηξέπεηαη ζε γλεζίσο θζίλνπζα 

κέρξη ηελ θαηάζηαζε πιήξνπο απφ κνζρεχκαηα ζπζηήκαηνο. ΢πλεπψο, 

θαηαδεηθλχεηαη φηη είλαη βέιηηζην νη αθίμεηο λεθξψλ λα γίλνληαη απνδεθηέο, αλ  

βξίζθνληαη ζηε ζπληήξεζε ην πνιχ 8 απφ απηά. Αλ έρνπκε ήδε απνζεθεπκέλα 9 ε 

πεξηζζφηεξα φξγαλα θαη αθηρζεί έλα λέν, είλαη πξνηηκφηεξν λα κελ εηζαρζεί ζε 

δηαδηθαζία ζπληήξεζεο.   

 Μηα επηπιένλ ζεκαληηθή παξαηήξεζε αθνξά ηελ θπξηφηεηα ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο. ΢ηηο αξλεηηθέο θαηαζηάζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο, ε u είλαη πξαθηηθά 

γξακκηθή (εθθπιηζκέλα θνίιε θαη θπξηή), ελψ ζηηο ζεηηθέο κεηαηξέπεηαη ζε απζηεξά 

θνίιε. Η κεηαβνιή απηή νθείιεηαη ζηηο ζπλαξηήζεηο νθέινπο απφ κεηακφζρεπζε ζηηο 

δχν πεξηπηψζεηο νπξάο ζην ζχζηεκα. Αλαιπηηθφηεξα, ζηελ πεξίπησζε νπξάο 

αλακνλήο αζζελψλ, ην κέζν θέξδνο εθθξάδεηαη απφ ηε ζηαζεξά Tr, ελψ αληίζηνηρα 

γηα ην αλακελφκελν φθεινο ζηηο θαηαζηάζεηο φπνπ ζπληεξνχληαη i κνζρεχκαηα, 

ρξεζηκνπνηείηαη ε θνίιε ζπλάξηεζε 
1

i
C

i



 , κε ηελ ηδηφηεηά ηεο λα κεηαθέξεηαη θαη  

ζηε u. Καηά ζπλέπεηα, ε δηαθνξά απηή κεηαμχ ησλ δχν δνκηθψλ κεξψλ ηνπ 

ζπζηήκαηνο αληηθαηνπηξίδεηαη ζηε κνξθή ηνπ γξαθήκαηνο. 

΢χήμα 3 : Γραφική παράςταςη ςυνάρτηςησ οφζλουσ  
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 Σν επφκελν βήκα ηεο κειέηεο καο αθνξά ηελ αλάιπζε επαηζζεζίαο ησλ 

απνηειεζκάησλ καο. Δπηιέγνπκε κία πξνο κία ηηο παξακέηξνπο ηνπ ζπζηήκαηνο θαη 

πξνθαινχκε ζπζηεκαηηθά κεηαβνιέο ζηελ ηηκή ηνπο. Δμεηάδνπκε ηελ επίδξαζε πνπ 

έρνπλ νη ζπγθεθξηκέλεο κεηαβνιέο ζην βέιηηζην θαηψθιη απφξξηςεο, ζηε κέγηζηε 

ηηκή ηεο u, ε νπνία επηηπγράλεηαη ζε απηφ, θαζψο θαη ζηελ ηηκή u(0) ηεο ελδηάκεζεο 

θαηάζηαζεο θελνχ ζπζηήκαηνο.  

 Αξρηθά, αλαιχεηαη ε επίδξαζε ηεο παξακέηξνπ ι, δειαδή ηνπ ξπζκνχ άθημεο 

ππνςήθησλ ζην ζχζηεκα. Οη ελαιιαθηηθέο ηηκέο πνπ ιακβάλεη θπκαίλνληαη κεηαμχ 

ηνπ 1, φπνπ  ηζνχηαη κε ην ξπζκφ άθημεο κνζρεπκάησλ κ, θαη ηνπ 20, ηηκήο δηπιάζηαο 

απφ ηελ αξρηθή ηεο. Σα απνηειέζκαηα ζπλνςίδνληαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα: 

 

 

 

  

 

Όπσο ππαγνξεχεη ε δηαίζζεζε, αχμεζε ηνπ ξπζκνχ ι επηθέξεη πεξίπνπ 

αλάινγε αχμεζε ζηελ ηηκή ηνπ θαησθιίνπ. Πξάγκαηη, φηαλ νη ππνςήθηνη 

πξνζέξρνληαη ζπρλφηεξα, είλαη ζπλεηφ λα απνζεθεχνληαη πεξηζζφηεξα κνζρεχκαηα, 

πξνθεηκέλνπ λα αληαπνθξηζεί ην ζχζηεκα ζηηο απμεκέλεο αλάγθεο δήηεζεο. 

Παξάιιεια, κεγαιχηεξεο ηηκέο ηνπ ι αληηζηνηρνχλ ζε ζεκαληηθή κείσζε ησλ ηηκψλ 

ηεο ζπλάξηεζεο νθέινπο. Η ζπγθεθξηκέλε επίδξαζε είλαη αλακελφκελε, θαζψο 

 

 

ι 

 

 

 

 

1 

 

 

5 

 

 

10 

 

 

15 

 

 

20 

 

 

Threshold 

 

 

 

 

1 

 

 

4 

 

 

9 

 

 

13 

 

 

18 

 

 

u(0) 

 

 

 

 

-10.1 

 

 

-57.7 

 

 

-129.5 

 

 

 

-203.6 

 

 

-278.2 

 

 

Max 

(u) 

 

 

 

-10 

 

 

-27.9 

 

 

-47.7 

 

 

-66.5 

 

 

-84.6 

Πίνακασ 3 : Ανάλυςη ευαιςθηςίασ παραμζτρου λ  
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ζπρλφηεξεο αθίμεηο δεκηνπξγνχλ κηα ηάζε πξνο ηηο θαηαζηάζεηο αλακνλήο αζζελψλ, 

ζηηο νπνίεο ε u ιακβάλεη ρακειφηεξεο ηηκέο. Παξαηεξείηαη, βέβαηα, φηη ε κέγηζηε 

ηηκή ηεο u ειαηηψλεηαη κε κηθξφηεξν ξπζκφ απφ ηελ ηηκή u(0). Η δηαθνξά απηή 

νθείιεηαη ζηελ ηαπηφρξνλε αχμεζε ηνπ θαησθιίνπ απφξξηςεο, κε ζπλέπεηα ην 

ζεκείν φπνπ επηηπγράλεηαη ην κέγηζην ηεο u λα απνκαθξχλεηαη απφ ηηο αξλεηηθέο 

θαηαζηάζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο θαη έηζη λα επεξεάδεηαη ιηγφηεξν.  

Τπνινγίδεηαη, επηπιένλ, φηη κε νξηζκέλεο απφ ηηο ελαιιαθηηθέο ηηκέο, νη 

ζπλζήθεο 1 Kr C θαη 1 K Lr tr C C D       δελ επαιεζεχνληαη. ΢πγθεθξηκέλα, 

ζηελ πεξίπησζε φπνπ ι=1, παξαβηάδεηαη ε πξψηε αληζφηεηα, ελψ γηα ι=15 θαη ι=20 

ε δεχηεξε. Παξ’ φια απηά, ν ηχπνο ηεο βέιηηζηεο πνιηηηθήο δελ κεηαβάιιεηαη ζε 

θακία απφ απηέο, φπσο γίλεηαη θαλεξφ απφ ηε κνξθή ηνπ εθάζηνηε πίλαθα Α. 

΢πλάγεηαη ην ζπκπέξαζκα φηη ε ζπγθεθξηκέλε αληζφηεηα, αλ θαη αλήθεη ζην ζεη ησλ 

ηθαλψλ ζπλζεθψλ, αλακθίβνια δελ είλαη αλαγθαία γηα ηελ χπαξμε βέιηηζηεο 

πνιηηηθήο θαησθιίνπ.  

Ο ξπζκφο άθημεο κνζρεπκάησλ αλακέλεηαη λα επηδξά ζην ζχζηεκα αληίζεηα 

απφ ην ξπζκφ άθημεο αζζελψλ ι. Οη ελαιιαθηηθέο ηηκέο πνπ εμεηάδνληαη γηα ην κ 

μεθηλνχλ απφ 0.5, ππνδηπιάζηα απφ ηελ αξρηθή ηνπ, θαη θαηαιήγνπλ ζην 5, ζε έλα 

ππνζεηηθφ επλντθφ ζελάξην φπνπ νη αθίμεηο ππνςεθίσλ είλαη κφιηο δηπιάζηεο απφ ηηο 

αθίμεηο λεθξψλ. Σα παξαθάησ απνηειέζκαηα επηβεβαηψλνπλ ηε δηαίζζεζή καο: 
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0.5 

 

 

 

1 
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5 

 

 

Threshold 

 

 

 

 

9 

 

 

9 

 

 

8 

 

 

6 

 

 

u(0) 

 

 

 

 

-139.7 

 

 

 

 

-129.5 

 

 

-109.7 

 

 

-56.5 

 

 

Max(u) 

 

 

 

 

 

-52.7 

 

 

-47.8 

 

 

-38 

 

 

-12.1 

 

Πίνακασ 4 : Ανάλυςη ευαιςθηςίασ παραμζτρου μ 
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Μεγαιχηεξεο ηηκέο ηνπ ξπζκνχ κ επηθέξνπλ ειάηησζε ζην πξνηεηλφκελν 

θαηψθιη απφξξηςεο. Γεδνκέλνπ φηη ηα κνζρεχκαηα πξνζέξρνληαη ζπρλφηεξα, είλαη 

εθηθηφ νη αλάγθεο ηνπ ζπζηήκαηνο λα ηθαλνπνηνχληαη ρσξίο ηελ αλάγθε λα δαπαλεζεί 

θφζηνο γηα ηελ ζπληήξεζε κεγάινπ αξηζκνχ απφ απηά. Απφ ηελ άιιε, ε ζπλάξηεζε 

νθέινπο είλαη θπζηνινγηθά αχμνπζα σο πξνο ην ξπζκφ κ. Ππθλφηεξεο αθίμεηο 

νδεγνχλ θαηά κέζν φξν ηελ νπξά ζε θαηαζηάζεηο πιεζηέζηεξα ζε απηήλ φπνπ 

επηηπγράλεηαη ην κέγηζην, κε απνηέιεζκα νη αλακελφκελεο ηηκέο ηεο u λα είλαη ελ 

γέλεη πςειφηεξεο ζε θάζε θαηάζηαζε. ΢ηελ πξνθεηκέλε πεξίπησζε, νη ηηκέο ησλ u(0) 

θαη max(u) κεηαβάιινληαη κε πεξίπνπ αλάινγν ηξφπν, αληίζεηα κε ηελ αλάιπζε γηα 

ην ι, φπνπ ε κείσζε ηνπ u(0) ήηαλ εληνλφηεξε. Η εμήγεζε έγθεηηαη πηζαλφλ ζην 

γεγνλφο φηη ε παξάκεηξνο κ εκθαλίδεηαη ζε φιεο ηηο εμηζψζεηο γηα ηελ u ζηηο 

θαηαζηάζεηο αλάκεζα ζην θελφ ζχζηεκα θαη ζην θαηψθιη, κε απνηέιεζκα λα 

πξνθαιεί νκνηφκνξθεο κεηαβνιέο. 

 

Πξνρσξψληαο ζηε κειέηε ηεο παξακέηξνπ μ, δειαδή ηνπ ξπζκνχ 

θαηαζηξνθήο ησλ κνζρεπκάησλ ζηε ζπληήξεζε, δηαπηζηψλνπκε φηη ν ξφινο ηνπ ζηελ 

επηινγή ηνπ βέιηηζηνπ θαησθιίνπ δελ είλαη δηαηζζεηηθά πξνθαλήο. Μεγαιχηεξεο 

ηηκέο ηνπ μ ζα κπνξνχζαλ απφ ηε κία λα ελζαξξχλνπλ ηελ αχμεζε ηνπ θαησθιίνπ, κε 

ζηφρν λα ηζνζηαζκηζηνχλ νη ζπρλφηεξεο θαηαζηξνθέο κε πεξηζζφηεξεο 

απνζεθεχζεηο, ψζηε ην πιήζνο ησλ λεθξψλ ζηε ζπληήξεζε λα παξακέλεη πεξίπνπ 

ζηαζεξφ. Απφ ηελ άιιε, κε ηελ επηινγή κηαο κεγαιχηεξεο ηηκήο γηα ην θαηψθιη 

ειινρεχεη ν θίλδπλνο ε πιεηνςεθία ησλ απνζεθεπκέλσλ λεθξψλ λα απνιέζνπλ 

γξήγνξα ηε ιεηηνπξγηθφηεηά ηνπο, ρσξίο λα ρξεζηκνπνηεζνχλ ζε κεηακφζρεπζε, κε 

απνηέιεζκα ην θφζηνο ζπληήξεζεο λα δαπαλεζεί ρσξίο πξαθηηθφ αληίθξηζκα. Σα 

απνηειέζκαηα ηνπ Πίλαθα 5 δηαζαθελίδνπλ ηελ θαηάζηαζε: 

 

 Οη ηηκέο πνπ εμεηάζηεθαλ γηα ην μ θπκαίλνληαη απφ 1, φπνπ ηζνχηαη κε ηνλ ελ 

γέλεη ρακειφηεξν ξπζκφ reneging δ, κέρξη 10, φπνπ ππνηίζεηαη έλα ζελάξην ζρεηηθά 

αλεπαξθψλ κεζφδσλ ζπληήξεζεο. ΢πλάγεηαη ην ζπκπέξαζκα φηη  γξεγνξφηεξε θζνξά 

ησλ ζπληεξνχκελσλ κνζρεπκάησλ επηθέξεη ειαθξά αχμεζε ηνπ θαησθιίνπ, 

ππεξηζρχεη επνκέλσο ζηελ πξνθεηκέλε πεξίπησζε ε αλάγθε αληηθαηάζηαζεο ησλ 

αθαηάιιεισλ πιένλ λεθξψλ κέζσ απνζήθεπζεο λέσλ.  

 

 

 

 

 



74 
 

 

 

 

 

μ 

 

 

 

 

1 

 

 

 

 

2 

 

 

 

 

4 

 

 

 

 

10 

 

 

 

 

Threshold 

 

 

 

 

8 

 

 

 

 

9 

 

 

 

 

10 

 

 

 

 

11 

 

 

 

 

u(0) 

 

 

 

 

-129.3 

 

 

 

 

-129.5 

 

 

 

 

-129.8 

 

 

 

 

-130 

 

 

 

 

Max(u) 

 

 

 

 

-38.5 

 

 

 

 

-47.8 

 

 

 

 

-61.3 

 

 

 

 

-83.9 

 

 

 

 

Η απμεκέλε πηζαλφηεηα θαηαζηξνθήο κεγάινπ πνζνζηνχ ησλ κνζρεπκάησλ 

πξηλ ρξεζηκνπνηεζνχλ γηα επέκβαζε αληηθαηνπηξίδεηαη ζηε ζπκπεξηθνξά ηεο 

ζπλάξηεζεο νθέινπο. Οη ηηκέο ηεο u(0) παξακέλνπλ ζρεδφλ ζηαζεξέο, ε κέγηζηε 

φκσο ηηκή πνπ επηηπγράλεη ε ζπλάξηεζε u παξνπζηάδεη αμηνζεκείσηε ειάηησζε. 

Γεδνκέλεο κάιηζηα θαη ηεο αχμεζεο ηνπ θαησθιίνπ, ζηελ θαηάζηαζε φπνπ 

παξαηεξείηαη ην κέγηζην ηεο ζπλάξηεζεο είλαη ζαθψο πηζαλφηεξν ε δηαδηθαζία λα 

θηλεζεί πξνο ηα αξηζηεξά κέζσ ηεο θαηαζηξνθήο ελφο ζπληεξνχκελνπ λεθξνχ παξά 

κέζσ ηεο άθημεο αζζελνχο θαη πξαγκαηνπνίεζεο επέκβαζεο. ΢πλεπψο, γίλεηαη ελ 

ηέιεη εκθαλήο ε αξλεηηθή επίδξαζε ηεο αχμεζεο ηνπ ξπζκνχ μ ζην ζπλνιηθφ 

θνηλσληθφ φθεινο.  

 

΢ηε ζπλέρεηα, εμεηάδνπκε ηελ επίδξαζε ηεο παξακέηξνπ δ, ηνπ ξπζκνχ 

εθνχζηαο ε αθνχζηαο απνρψξεζεο ησλ ππνςεθίσλ απφ ηελ νπξά αλακνλήο. Σν δ 

ιακβάλεη ελαιιαθηηθέο ηηκέο απφ 0.5 κέρξη 2, δειαδή κέρξη ην ππνζεηηθφ νξηαθφ 

ζελάξην φπνπ ηζνχηαη κε ην ξπζκφ μ. Με κηα πξψηε αλάγλσζε, ν ξφινο ηεο 

ζπγθεθξηκέλεο παξακέηξνπ είλαη ηδηαίηεξα δηθνξνχκελνο. Δίλαη εχινγν λα ππνηεζεί 

φηη εθ φζνλ νη αζζελείο απνρσξνχλ ζπρλφηεξα απφ κφλνη ηνπο, ην ζχζηεκα έρεη 

κεγαιχηεξε ηάζε θίλεζεο πξνο ηηο ζεηηθέο θαηαζηάζεηο, ζπλεπψο ε ηηκή ηνπ 

Πίνακασ 5 :  Ανάλυςη ευαιςθηςίασ παραμζτρου ξ  
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βέιηηζηνπ  θαησθιίνπ απφξξηςεο κπνξεί λα ειαηησζεί, πξνθεηκέλνπ λα απνθεπρζνχλ 

πεξηηηέο δαπάλεο. Μηα δηαθνξεηηθή πξνζέγγηζε ππαγνξεχεη πσο ζα πξέπεη 

νπσζδήπνηε λα απνθεχγνληαη νη αξλεηηθέο θαηαζηάζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο, ζηηο νπνίεο 

ε δηαδηθαζία reneging πξαγκαηνπνηείηαη κε κεγαιχηεξν ξπζκφ, δεδνκέλνπ φηη έρεη 

κνληεινπνηεζεί σο αξλεηηθή εμέιημε γηα ην θνηλσληθφ φθεινο. Η επίηεπμε ηνπ 

ζπγθεθξηκέλνπ ζθνπνχ κπνξεί λα πξαγκαηνπνηεζεί κε αχμεζε ηνπ θαησθιίνπ.  

Η αλάιπζε επαηζζεζίαο πνπ πξαγκαηνπνηνχκε ζηελ πξνθεηκέλε πεξίπησζε 

βαζίδεηαη ζηε δηαηζζεηηθή αληίιεςε φηη ν ξφινο ηνπ δ ζα εμαξηάηαη απφ ην πφζν 

επηδήκηα γηα ην θνηλσληθφ φθεινο ζεσξείηαη ε δηαδηθαζία reneging. Τπφ απηφ ην 

πξίζκα, θξίλεηαη αλαγθαίν λα κειεηεζεί ε παξάιιειε κεηαβνιή ηνπ δ κε ηελ 

παξάκεηξν D, ε νπνία κνληεινπνηεί ην θφζηνο γηα ηελ απνρψξεζε ππνςεθίνπ απφ ην 

ζχζηεκα. Μειεηάηαη έλα επξχ θάζκα ηηκψλ, κε ηε δηαδηθαζία reneging λα ππνηίζεηαη 

απφ νπδέηεξε (D=0) κέρξη θαη θαηαζηξνθηθή (D=100). Σα απνηειέζκαηα πνπ 

ζπλνςίδνληαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα επηθπξψλνπλ ηελ αιιειεμάξηεζε ησλ δχν 

παξακέηξσλ θαη παξνπζηάδνπλ απμεκέλν ελδηαθέξνλ γηα αλαιπηηθφηεξε εξκελεία.  
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0.5 

 

 

1 

 

 

1.5 

 

 

2 

 

 

 

 

0 

 

Threshold 

 

 

7 

 

6 

 

6 

 

6 

 

u(0) 

 

 

-66 

 

-54 

 

-45.4 

 

-39 

 

Max(u) 

 

 

-21 

 

-15.6 

 

 

-11.3 

 

-8.2 

 

 

 

 

 

10 

 

Threshold 

 

 

7 

 

7 

 

7 

 

7 

 

u(0) 

 

 

-75 

 

-69 

 

-64.9 

 

-61.7 

 

Max(u) 

 

 

-25 

 

-22.3 

 

-20.5 

 

-19.1 

 

Πίνακασ 6 : Ανάλυςη ευαιςθηςίασ με ςυμμεταβολζσ των  δ, D 



76 
 

 

 

 

 

50 

 

Threshold 

 

 

8 

 

9 

 

9 

 

 

9 

 

u(0) 

 

 

-111.3 

 

-129.5 

 

-142.5 

 

-152.4 

 

Max(u) 

 

 

-40.4 

 

-47.6 

 

-52.8 

 

-56.6 

 

 

 

 

 

100 

 

Threshold 

 

 

9 

 

11 

 

11 

 

12 

 

u(0) 

 

 

-156.6 

 

-205 

 

-239.7 

 

-265.7 

 

Max(u) 

 

 

-58.1 

 

-75.5 

 

-87.2 

 

-95.6 

 

 

 

 Γηαπηζηψλεηαη, αξρηθά, φηη αχμεζε ηεο παξακέηξνπ D αληηζηνηρεί ζηαζεξά ζε 

κεγαιχηεξεο ηηκέο θαησθιίνπ απφξξηςεο, θαζψο θαη ζε ειάηησζε ησλ ηηκψλ ηεο u. 

Σν ζπκπέξαζκα απηφ  είλαη απφιπηα αλακελφκελν, θαζψο ην D ζπκβνιίδεη θφζηνο, 

ην νπνίν θπζηνινγηθά επηδξά αξλεηηθά ηφζν ζηελ u(0) πνπ αθνξά ηελ θαηάζηαζε 

θελνχ ζπζηήκαηνο φζν θαη ζηε κέγηζηε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο νθέινπο. Καηά 

ζπλέπεηα, ε αχμεζε ηνπ θαησθιίνπ είλαη ελδεδεηγκέλε ιχζε, κε ζηφρν λα 

απνθεχγνληαη θαηά ην δπλαηφλ, νη αξλεηηθέο θαηαζηάζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο. 

 Η πξαγκαηηθά ελδηαθέξνπζα παξαηήξεζε εληνπίδεηαη ζηελ εμάξηεζε ηνπ 

ξφινπ ηεο παξακέηξνπ δ απφ ηηο ηηκέο ηνπ θφζηνπο reneging. ΢πγθεθξηκέλα, γηα 

ρακειέο ηηκέο ηνπ D, ην βέιηηζην θαηψθιη είλαη θζίλνλ θαη ε u αχμνπζα σο πξνο ηνλ 

ξπζκφ απνρψξεζεο αζζελψλ. Όζν φκσο ην θφζηνο απνρψξεζεο απμάλεηαη, ε 

θαηάζηαζε ζηαδηαθά αληηζηξέθεηαη. Όηαλ νη ηηκέο ηνπ D θηάζνπλ ζε πςειά επίπεδα, 

γίλεηαη ζαθέο φηη ε αχμεζε ηνπ ξπζκνχ reneging επηθέξεη πιένλ αχμεζε θαη ζην 

θαηψθιη απφξξηςεο θαη παξάιιεια αμηνζεκείσηε  κείσζε ζηηο ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο 

νθέινπο u(0) θαη max(u). 

 Οη παξαπάλσ ηδηφηεηεο κπνξνχλ λα γίλνπλ απνηειεζκαηηθφηεξα θαηαλνεηέο 

κέζσ ηεο νπηηθνπνίεζήο ηνπ ζηα εμήο δηαγξάκκαηα: 
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       ΢χήμα 4.1 : ΢πκπεξηθνξά θαησθιίνπ σο πξνο ηα δ,D 

 

΢χήμα 4.2 : ΢πκπεξηθνξά u(0) σο πξνο ηα δ,D 
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Η κεηαβνιή ζην ξφιν ηνπ ξπζκνχ δ αλάινγα κε ην θφζηνο reneging δηαζέηεη 

ηθαλνπνηεηηθή δηαηζζεηηθή εξκελεία. Όηαλ ην D είλαη ρακειφ, ε απνρψξεζε 

ππνςεθίσλ απφ ην ζχζηεκα δελ απνηειεί αξλεηηθή εμέιημε, ηνπλαληίνλ νδεγεί ζε 

θαηαζηάζεηο πιεζηέζηεξα ζην 0, φπνπ ε ζπλάξηεζε u ιακβάλεη, φπσο έρεη 

απνδεηρζεί, πςειφηεξεο ηηκέο. Καηά ζπλέπεηα, ε αχμεζε ηνπ ξπζκνχ ηεο δηαδηθαζίαο 

απηήο επηδξά ζεηηθά ζηε ζπλάξηεζε νθέινπο, νη αλακελφκελεο ηηκέο ηεο νπνίαο ηφζν 

ζην θελφ ζχζηεκα φζν θαη ζην ζεκείν ηνπ κεγίζηνπ γίλνληαη πςειφηεξεο. Δπηπιένλ, 

νη ζπρλφηεξεο απνρσξήζεηο δελ επηηξέπνπλ ζην ζχζηεκα λα θηάζεη εχθνια ζε 

θαηαζηάζεηο πνιππιεζνχο νπξάο αζζελψλ, κε απνηέιεζκα ε ζπλνιηθή δήηεζε λα 

κεηψλεηαη ειαθξψο. Ωο εθ ηνχηνπ, ζπλίζηαηαη ε κηθξή ειάηησζε ηνπ θαησθιίνπ 

απφξξηςεο κνζρεπκάησλ. 

Αληίζεηα, ζηελ πεξίπησζε πςειψλ ηηκψλ γηα ην D, ε δηαδηθαζία reneging 

κνληεινπνηείηαη σο ηδηαίηεξα επηδήκηα. Τπελζπκίδνπκε φηη ζηελ πξνζέγγηζή καο ην 

αλαθεξφκελν σο θφζηνο δελ είλαη απνθιεηζηηθά νηθνλνκηθφ, αιιά αληηθαηνπηξίδεη 

θαη άιιεο παξακέηξνπο, γηα παξάδεηγκα ηελ πηζαλή απψιεηα κηαο αλζξψπηλεο δσήο. 

Όηαλ, ινηπφλ, απμάλεηαη ν ξπζκφο πνπ πξνθχπηεη κηα ηέηνηα εμέιημε, είλαη πξνθαλέο 

φηη νη αλακελφκελεο ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο νθέινπο ζα παξνπζηάζνπλ ζεκαληηθή 

κείσζε. Δπίζεο, ην βέιηηζην θαηψθιη απφξξηςεο ζα απμεζεί, ψζηε παξά ην επηπιένλ 

θφζηνο απνζήθεπζεο, λα πεξηνξηζηνχλ νη πηζαλφηεηεο ε αιπζίδα λα θηάζεη ζε 

θαηαζηάζεηο κε πςειφ ξπζκφ reneging. ΢πκπεξαζκαηηθά, ε επίδξαζε ηεο 

΢χήμα 4.3 : ΢πκπεξηθνξά max(u) σο πξνο ηα δ,D 
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παξακέηξνπ δ ζηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ ζπζηήκαηνο, εμαξηάηαη απφ ην πφζν 

αλζξσπνθεληξηθή πξνζέγγηζε επηιέγεη λα αθνινπζήζεη ν θνηλσληθφο δηαρεηξηζηήο.  

Αθνινπζεί ε αλάιπζε επαηζζεζίαο σο πξνο ηηο παξακέηξνπο πνπ εθθξάδνπλ 

νθέιε απφ κεηακφζρεπζε. Τπελζπκίδεηαη φηη, κε βάζε ηελ πξνηεηλφκελε ζε απηή ηελ 

ελφηεηα κέζνδν αληηζηνίρηζεο αζζελψλ ζε κνζρεχκαηα θαη αληίζηξνθα, ε 

αλακελφκελε ηηκή Σr γηα ην θέξδνο επέκβαζεο ζηελ πεξίπησζε ηεο νπξάο 

ππνςεθίσλ βξίζθεηαη ζην ελδηάκεζν ηεο κέγηζηεο C θαη ηεο ειάρηζηεο (C/2) ηηκήο 

ηνπ αληίζηνηρνπ θέξδνπο, φηαλ βξίζθνληαη  απνζεθεπκέλα λεθξά ζηε ζπληήξεζε. 

Παξάιιεια, ηα δχν απηά νθέιε έρνπλ ππνηεζεί ρακειφηεξα απφ ηα θφζηε αλακνλήο 

αζζελψλ θαη δηαηήξεζεο κνζρεπκάησλ. ΢ην παξφλ θνκκάηη ηεο κειέηεο καο, 

εμεηάδνληαη δηαθνξεηηθέο ηηκέο γηα ηηο παξακέηξνπο απηέο, δεκηνπξγψληαο λένπο 

ζπζρεηηζκνχο κεηαμχ ηνπο αιιά θαη κε ηα αληίζηνηρα θφζηε.  

Οη ελαιιαθηηθέο ηηκέο πνπ ιακβάλεη ε ζηαζεξά C αξρίδνπλ απφ 15, ζην 

ππνζεηηθφ νξηαθφ ζελάξην φπνπ ηζνχηαη κε ην κέζν θέξδνο Σr, απφ ην νπνίν είλαη ελ 

γέλεη πςειφηεξε. Σν άλσ φξην είλαη ε ηηκή 40, φπνπ ην κέγηζην θέξδνο 

κεηακφζρεπζεο ηζνζηαζκίδεη ην θφζηνο απνζήθεπζεο ελφο κνζρεχκαηνο. Σα 

απνηειέζκαηα παξνπζηάδνληαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα:  
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Πίνακασ 7 : Ανάλυςη ευαιςθηςίασ παραμζτρου C  
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 Όζνλ αθνξά ηελ παξάκεηξν Tr, είλαη εχινγν νη ηηκέο ηεο λα θπκαίλνληαη 

κεηαμχ ηεο ζηαζεξάο C θαη ηνπ κηζνχ ηεο, ζην δηάζηεκα δειαδή [10,20]. 

΢εκεηψλνπκε φηη ε ειάρηζηε ηηκή 10 γηα ην θέξδνο  tr αληηζηνηρεί ζηελ πεξίπησζε  

ηεο απζηεξήο ηήξεζεο ηεο πξνηεξαηφηεηαο FCFS ζην θνκκάηη ηεο νπξάο αζζελψλ.  
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 Σα ζπκπεξάζκαηα πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηα παξαπάλσ δεδνκέλα είλαη ζαθή. Η 

αχμεζε ηεο ζηαζεξάο C επηδξά ζεηηθά ζηα κειεηψκελα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ 

ζπζηήκαηνο. ΢πλίζηαηαη πςειφηεξε ηηκή γηα ην βέιηηζην θαηψθιη, θαζψο ην 

απμεκέλν αλακελφκελν θέξδνο απφ κεηακφζρεπζε ππεξηζρχεη πιένλ ζε πεξηζζφηεξεο 

θαηαζηάζεηο έλαληη ηνπ θφζηνπο απνζήθεπζεο λεθξψλ. Όζνλ αθνξά ηε ζπλάξηεζε u, 

ε αχμεζε ηεο είλαη εκθαλήο φρη ηφζν ζηελ ελδηάκεζε u(0) γηα θελφ ζχζηεκα φζν ζηε 

κέγηζηε ηηκή ηεο. Η ζεηηθή ηηκή πνπ ιακβάλεη ε max(u) γηα C=40 δελ έρεη άκεζε 

πξαθηηθή εξκελεία, θαηαδεηθλχεη φκσο ηελ αμηνζεκείσηε αχμεζε ηεο ζπλάξηεζεο 

νθέινπο ζε ζρέζε κε απηή πνπ επηηπγράλεηαη  κε ηηο κεηαβνιέο άιισλ παξακέηξσλ. 

Η αλαληηζηνηρία ζην ξπζκφ αχμεζεο ησλ u(0) θαη max(u) νθείιεηαη πηζαλφηαηα ζηελ 

παξνπζία ηεο ζηαζεξάο C κφλν ζηηο ζεηηθέο θαηαζηάζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο.  

 Αληίζεηα, ε παξάκεηξνο Tr δελ έρεη ηδηαίηεξε επηξξνή ζηνπο ηνκείο πνπ 

αθνξά ε αλάιπζή καο. Σν θαηψθιη απφξξηςεο παξακέλεη ακεηάβιεην ζε φιν ην 

εχξνο ησλ ηηκψλ πνπ εμεηάδνληαη. Παξάιιεια, γηα κεγαιχηεξεο ηηκέο ηνπ 

Πίνακασ 8 : Ανάλυςη ευαιςθηςίασ παραμζτρου Tr  
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αλακελφκελνπ θέξδνπο Tr, παξαηεξείηαη κηα θπζηνινγηθή ειαθξά αχμεζε ζηε 

ζπλάξηεζε u, ακειεηέα φκσο ζε ζρέζε κε ηηο αληίζηνηρεο κεηαβνιέο γηα άιιεο 

παξακέηξνπο. Ο δεπηεξεχσλ ξφινο ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ νθέινπο κεηακφζρεπζεο 

γίλεηαη θαηαλνεηφο δεδνκέλνπ φηη παξνπζηάδεηαη κφλν ζε θαηαζηάζεηο αλακνλήο 

αζζελψλ, νη νπνίεο απέρνπλ απφ ην θνκκάηη ηνπ ζπζηήκαηνο, φπνπ εζηηάδεηαη ην 

ελδηαθέξνλ καο.  

 Γηα ηελ νινθιήξσζε ηεο αλάιπζεο επαηζζεζίαο, απνκέλεη ε κειέηε ηεο 

επίδξαζεο ησλ θνζηψλ  CL θαη CK ζην θαηψθιη απφξξηςεο θαη ζηε ζπλάξηεζε u. 

Τπελζπκίδεηαη φηη ζην αξρηθφ ζεη παξακέηξσλ ε αλακνλή αζζελψλ ππνηέζεθε 

ειαθξψο πην δαπαλεξή απφ ηελ ζπληήξεζε λεθξψλ, ελψ ηα δχν θφζηε ζεσξήζεθαλ 

πςεινηέξα απφ ηα αλακελφκελα νθέιε κεηακφζρεπζεο ζε θαζεκηά απφ ηηο δχν 

πιεπξέο ηεο νπξάο. ΢ηε ζπλέρεηα, εμεηάδνληαη δηάθνξα ελαιιαθηηθά ζελάξηα, κε 

κεηαβνιέο ζηνπο παξαπάλσ ζπζρεηηζκνχο, θαζψο νη παξάκεηξνη  CL θαη CK θηλνχληαη 

ζε έλα επξχ θάζκα ηηκψλ. ΢πγθεθξηκέλα, ην θφζηνο αλακνλήο θπκαίλεηαη απφ 20, 

ηηκή ρακειφηεξε απφ ηνπ θφζηνπο ζπληήξεζεο, κέρξη 80, ηηκή δηπιάζηα ηεο αξρηθήο. 

Αληίζηνηρα, ην CK μεθηλάεη απφ 10, φπνπ ππνιείπεηαη ησλ αλακελφκελσλ νθειψλ 

επέκβαζεο, θαη θηάλεη κέρξη 50, φπνπ ππεξβαίλεη ην αξρηθά πςειφηεξν CL. 

 Σα παξαηεξνχκελα απνηειέζκαηα ελ γέλεη ζπλάδνπλ κε ηε δηαηζζεηηθή 

αληίιεςε γηα ην ξφιν ησλ ζπγθεθξηκέλσλ παξακέηξσλ. Η ζπλνπηηθή ηνπο 

παξνπζίαζε γίλεηαη ζηνπο παξαθάησ πίλαθεο: 
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Πίνακασ 9.1 : Ανάλυςη ευαιςθηςίασ παραμζτρου CL 
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Παξαηεξείηαη φηη αχμεζε ηνπ θφζηνπο αλακνλήο ππνςεθίσλ αληηζηνηρεί ζε 

ειαθξψο πςειφηεξεο ηηκέο ηνπ βέιηηζηνπ θαησθιίνπ απφξξηςεο. Μηα ηέηνηα εμέιημε 

είλαη αλακελφκελε, θαζψο νη θαηαζηάζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο, νη νπνίεο κνληεινπνηνχλ 

νπξά αζζελψλ, γίλνληαη πεξηζζφηεξν θνζηνβφξεο. ΢πλεπψο, ζπλίζηαηαη ε απνδνρή 

κεγαιχηεξνπ αξηζκνχ κνζρεπκάησλ, πξνθεηκέλνπ απηέο λα απνθεχγνληαη θαηά ην 

δπλαηφλ.  Βέβαηα, νη κεηαβνιέο ηνπ θαησθιίνπ ιφγσ ηνπ CL είλαη αλαινγηθά κηθξέο, 

θαζψο ε αιιειεπίδξαζε κεηαμχ ησλ δχν κεγεζψλ είλαη έκκεζε, φπσο γίλεηαη ζαθέο 

θαη απφ ηηο εμηζψζεηο βειηηζηνπνίεζεο ηεο ζπλάξηεζεο u. 

Αληίζεηα, ε αχμεζε ηεο παξακέηξνπ CK επηθέξεη αμηνζεκείσηε ειάηησζε ζην 

πξνηεηλφκελν θαηψθιη. Δίλαη εχινγν ε επηξξνή ηεο λα είλαη εληνλφηεξε απφ ηνπ CL, 

θαζψο ην θφζηνο ζπληήξεζεο θαηέρεη βαζηθφ ξφιν ζηνπο καζεκαηηθνχο ηχπνπο πνπ 

θαζνξίδνπλ αλ έλα αθηρζέλ λεθξφ ζα γίλεη απνδεθηφ ή ζα απνζηαιεί πξνο άιιε 

ηαηξηθή κνλάδα. Φπζηνινγηθά, πςειφηεξεο ηηκέο ηνπ θαζηζηνχλ ζε πεξηζζφηεξεο 

πεξηπηψζεηο αζχκθνξε ηελ απνζήθεπζε κνζρεπκάησλ, αθνχ νη απμεκέλεο δαπάλεο 

δελ είλαη εθηθηφ λα αληηζηαζκηζηνχλ απφ ηα αλακελφκελα νθέιε κέζσ επεκβάζεσλ. 

 Η ζπλάξηεζε νθέινπο u κεηαβάιιεηαη, φπσο είλαη θπζηθφ, αληίζηξνθα απφ 

ηηο παξακέηξνπο πνπ δειψλνπλ θφζηνο. Δληνχηνηο, εληνπίδνληαη νξηζκέλεο 

δηαθνξνπνηήζεηο κεηαμχ ησλ επηδξάζεσλ ησλ  CL θαη CK ζηηο ηηκέο u(0) θαη max(u). 

Πίνακασ 9.2 : Ανάλυςη ευαιςθηςίασ παραμζτρου CK 
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΢πγθεθξηκέλα, νη κεηαβνιέο ηνπ αλακελφκελνπ νθέινπο ζηελ θαηάζηαζε θελνχ 

ζπζηήκαηνο θαη ζε απηή πνπ επηηπγράλεηαη ην κέγηζην, πξαγκαηνπνηνχληαη ζρεηηθά 

νκνηφκνξθα κεηαμχ ηνπο ζπλαξηήζεη ηνπ θφζηνπο αλακνλήο αζζελψλ. ΢ηελ 

πεξίπησζε φκσο αχμεζεο ηνπ θφζηνπο ζπληήξεζεο λεθξψλ, ε κείσζε ηεο ηηκήο u(0) 

είλαη πξαθηηθά ακειεηέα, ελψ ν ξπζκφο πνπ ειαηηψλεηαη ε max(u) είλαη 

αλακθηζβήηεηα θζίλσλ. Μηα πηζαλή εμήγεζε έγθεηηαη ζηελ ζεκαληηθή κείσζε ηνπ 

θαησθιίνπ απφξξηςεο ζηε δεχηεξε πεξίπησζε. Αθελφο, ν κηθξφηεξνο αξηζκφο 

απνδεθηψλ κνζρεπκάησλ εμηζνξξνπεί ηα πςειά θφζηε απνζήθεπζεο, κε ζπλέπεηα ην 

αλακελφκελν φθεινο ζηελ θαηάζηαζε άδεηνπ ζπζηήκαηνο λα κελ επεξεάδεηαη 

ζεκαληηθά. Αθεηέξνπ, φζν ην CK απμάλεηαη, ην ζεκείν φπνπ επηηπγράλεηαη κέγηζην, 

δειαδή ην θαηψθιη, κεηαηνπίδεηαη φιν θαη πεξηζζφηεξν θνληά ζην 0, κε απνηέιεζκα 

ηα πεξηζψξηα γηα εληππσζηαθέο κεηαβνιέο ζην max(u) λα πεξηνξίδνληαη αηζζεηά. 

Όπσο πξναλαθέξζεθε, ην CL επηθέξεη κεηαβνιή ηνπ θαησθιίνπ κε αξγφ ξπζκφ, 

ζπλεπψο δελ κπνξεί λα ηζρχζεη αληίζηνηρε  ζπιινγηζηηθή γηα ηελ πεξίπησζή ηνπ. 

 Δπηζεκαίλεηαη, επίζεο, φηη γηα νξηζκέλεο απφ ηηο ελαιιαθηηθέο ηηκέο ησλ CL 

θαη CK, πξνθχπηνπλ αθφκε εληνλφηεξεο παξαβηάζεηο ησλ ζπλζεθψλ 1 Kr C θαη 

1 K Lr tr C C D      . Παξ’ φια απηά ε κνξθή ηνπ πίλαθα Α ζε φιεο ηηο 

πεξηπηψζεηο επηβεβαηψλεη φηη ε κνξθή ηεο βέιηηζηεο πνιηηηθήο δελ επεξεάδεηαη. 

Τπελζπκίδεηαη, επνκέλσο, φηη ε ηζρχο ησλ παξαπάλσ ζπλζεθψλ έρεη ζεκαζία θπξίσο 

γηα ηελ πιεξφηεηα ησλ ζεσξεηηθψλ καο απνηειεζκάησλ θαη δελ πεξηνξίδεη 

νπζηαζηηθά ηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Σέινο, ζεκεηψλνπκε φηη δελ θξίζεθε ζθφπηκν λα πξαγκαηνπνηεζεί αλάιπζε 

επαηζζεζίαο γηα ηηο παξακέηξνπο R, Μ θαη α, θαζψο ηα απνηειέζκαηα δελ ζα είραλ 

ελδηαθέξνπζα πξαθηηθή εξκελεία. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 4ν 

΢πκπεξάζκαηα-Δπεθηάζεηο 

 

 
 

΢ηελ εξγαζία απηή παξνπζηάζηεθε έλα κνληέιν νπξάο αλακνλήο δηπιήο 

φςεσο γηα αζζελείο θαη λεθξά, πνπ  θηάλνπλ ζην ζχζηεκα ηπραία κέζσ δηαδηθαζηψλ 

Poisson. Οη αληηζηνηρίζεηο κεηαμχ ηνπο κε ζθνπφ ηελ επέκβαζε πξαγκαηνπνηνχληαη 

κε ηνλ εμήο ηξφπν: φηαλ έλαο αζζελήο αθηρζεί ζε νπξά κε κνζρεχκαηα, ηφηε ιακβάλεη 

ην θαηαιιειφηεξν γηα απηφλ κφζρεπκα κε βάζε ην θξηηήξην ζπκβαηφηεηαο HLA, ελψ 

φηαλ έλα φξγαλν θηάζεη ζε νπξά ππνςεθίσλ, απνδίδεηαη ζηνλ παιαηφηεξα 

εγγεγξακκέλν ζχκθσλα κε ηελ πξνηεξαηφηεηα FCFS. Μηα ζεκαληηθή παξάκεηξνο 

ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη ε δπλαηφηεηα ζπληήξεζεο κνζρεπκάησλ, ζε ζρέζε κε ηελ 

νπνία εγείξνληαη ελδηαθέξνληα εξσηήκαηα. ΢πγθεθξηκέλα, φηαλ έλα λεθξφ αθηρζεί, 

ελψ βξίζθνληαη ήδε απνζεθεπκέλα κνζρεχκαηα ζην ζχζηεκα, παξέρεηαη ε επηινγή 

είηε λα ζπληεξεζεί κε νξηζκέλν θφζηνο είηε λα απνξξηθζεί θαη πηζαλφλ λα 

κεηαθεξζεί ζε θάπνηα άιιε κνλάδα. Η ζρεηηθή απφθαζε ιακβάλεηαη απφ έλαλ 

θνηλσληθφ δηαρεηξηζηή, ν νπνίνο επηδηψθεη λα κεγηζηνπνηήζεη ην ζπλνιηθφ φθεινο. Ωο 

εθ ηνχηνπ ε αλάιπζε καο πξαγκαηνπνηήζεθε απφ ηελ νπηηθή γσλία ηνπ θνηλσληθνχ 

απηνχ δηαρεηξηζηή. 

Γηα ηηο αλάγθεο ηεο αλάιπζεο νξίζηεθε κηα ζπλάξηεζε u, κε πεδίν νξηζκνχ 

φιεο ηηο θαηαζηάζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο, ε νπνία εθθξάδεη ην κέγηζην ππνιεηπφκελν 

θνηλσληθφ φθεινο πνπ αληηζηνηρεί ζε θαζεκηά απφ απηέο. Ο ηχπνο ηεο δηακνξθψζεθε 

κε βάζε ηα άκεζα θέξδε θαη θφζηε, ηα νπνία επηθέξνληαη αλάινγα κε ηνλ αξηζκφ ησλ 

ππνςεθίσλ ή ησλ κνζρεπκάησλ ζην ζχζηεκα, ζε ζπλδπαζκφ κε ηνπο ξπζκνχο - 

πηζαλφηεηεο κεηάβαζεο ζε άιιεο θαηαζηάζεηο. Κξίζεθε απαξαίηεην ε ζπλάξηεζε u 

λα πξνζεγγηζηεί κε ηε ρξήζε δπλακηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ κέζσ ζηαδίσλ, ελψ ζηε 

κνληεινπνίεζε ειήθζε ππ φςηλ θαη ν παξάγνληαο ειάηησζεο (discount factor). 

Γηαηππψζεθαλ νξηζκέλεο ηθαλέο ζπλζήθεο θαη κε ηε ρξήζε ηνπ εξγαιείνπ ηεο 

καζεκαηηθήο επαγσγήο ζεκειηψζεθαλ ηα δεηνχκελα ζεσξεηηθά απνηειέζκαηα ππφ 

ηελ ηζρχ ηνπο. Δηδηθφηεξα, απνδείρζεθε αθελφο φηη ην θνηλσληθφ φθεινο απνηειεί 

θζίλνπζα ζπλάξηεζε ησλ αζζελψλ πνπ βξίζθνληαη ζηελ αλακνλή θαη αθεηέξνπ φηη ε 

βέιηηζηε πνιηηηθή πνπ θαιείηαη λα αθνινπζήζεη ν θνηλσληθφο δηαρεηξηζηήο γηα ηελ 

απνδνρή ή κε απνδνρή ησλ αθηρζέλησλ κνζρεπκάησλ είλαη ηχπνπ θαησθιίνπ.  

΢ηε ζπλέρεηα πξνζδηνξίζηεθαλ ξεαιηζηηθέο ηηκέο γηα ηηο παξακέηξνπο ηνπ 

ζπζηήκαηνο θαη ππνινγίζηεθε ε ζπλάξηεζε νθέινπο γηα φιεο ηηο θαηαζηάζεηο κέζσ 

αξηζκεηηθψλ κεζφδσλ θαη ζπγθεθξηκέλα κε ηνλ αιγφξηζκν value iteration. 

Παξαηεξψληαο ηηο ηδηφηεηέο ηεο ζπλάξηεζεο, επηβεβαηψζεθαλ ηα ζεσξεηηθά 

απνηειέζκαηα ζηα νπνία είρακε θαηαιήμεη ζηελ πξνεγνχκελε ελφηεηα. Αθνινχζσο, 

πξαγκαηνπνηήζεθε αλάιπζε επαηζζεζίαο κε ζθνπφ λα κειεηεζεί ε ζπκπεξηθνξά ηνπ 
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ζπζηήκαηνο κε ηελ πξφθιεζε ζπζηεκαηηθψλ κεηαβνιψλ ζε θάζε κηα απφ ηηο 

παξακέηξνπο ηνπ. Σα ζπκπεξάζκαηα πνπ πξνέθπςαλ επηδέρνληαη ελ γέλεη εξκελεία 

πνπ ζπλάδεη κε ηε δηαίζζεζε, ελψ ηδηαίηεξν ελδηαθέξνλ παξνπζηάδνπλ νη 

ζπκκεηαβνιέο ησλ παξακέηξσλ δ (ξπζκφο reneging) θαη D (θφζηνο reneging), Γηα ηηο 

ελ ιφγσ ζπκκεηαβνιέο έγηλε πεξαηηέξσ αλάιπζε κε πίλαθεο θαη δηαγξάκκαηα. Σέινο, 

εμεηάζηεθαλ ελαιιαθηηθνί ζπζρεηηζκνί ησλ παξακέηξσλ, κε ηνπο νπνίνπο παχνπλ λα 

ηζρχνπλ νη ηθαλέο ζπλζήθεο πνπ δηαηππψζεθαλ ζην ζεσξεηηθφ θνκκάηη, θαη 

δηαπηζηψζεθε φηη ε παξαβίαζή ηνπο δελ επεξεάδεη ηειηθά ηελ ηζρχ ησλ 

απνδεηρζέλησλ απνηειεζκάησλ. 

Καηά ηελ εθηίκεζή καο είλαη θαίξην ζην ζεκείν απηφ λα παξαζέζνπκε 

νξηζκέλεο θαηεπζχλζεηο ζηηο νπνίεο ζα κπνξνχζε λα επεθηαζεί ε καζεκαηηθή έξεπλα 

κε αθεηεξία ηελ παξνχζα δηπισκαηηθή εξγαζία. Αξρηθά, έρεη αλαθεξζεί φηη ηα 

κνζρεχκαηα πνπ απνθαζίδεηαη απφ ηνλ θνηλσληθφ δηαρεηξηζηή λα κε γίλνπλ απνδεθηά 

είλαη δπλαηφ, πξνθεηκέλνπ λα κελ απνξξίπηνληαη , λα κεηαβηβάδνληαη ζε θάπνην άιιν 

ζχζηεκα, φπνπ ζα είλαη πεξηζζφηεξν απαξαίηεηα. Θα ήηαλ, επνκέλσο, ελδηαθέξνλ λα 

εμεηαζηεί έλα πνιππινθφηεξν δίθηπν κεηακνζρεχζεσλ, ζην νπνίν ζα κνληεινπνηεζεί 

ε ζπλεξγαζία κεηαμχ δηαθνξεηηθψλ ηαηξηθψλ κνλάδσλ, νη νπνίεο ιεηηνπξγνχλ σο 

νπξέο αλακνλήο δηπιήο φςεσο. ΢ηελ πεξίπησζε απηή ζα πξέπεη λα ρξεζηκνπνηεζεί 

έλαο επξχηεξνο ρψξνο θαηαζηάζεσλ, ν νπνίνο ζα πεξηιακβάλεη ηνλ αξηζκφ ησλ 

ππνςεθίσλ θαη λεθξψλ ζε θαζέλα απφ ηα ζπζηήκαηα. Δπίζεο, ζπληζηάηαη λα 

ιεθζνχλ ππ φςηλ επηπξφζζεηνη παξάγνληεο, φπσο ν ρξφλνο θαη ην θφζηνο κεηαθνξάο 

ησλ νξγάλσλ κεηαμχ ησλ κνλάδσλ.   

Μηα επηπιένλ πξφθιεζε ζα κπνξνχζε λα απνηειέζεη ε δηακφξθσζε ελφο πην 

ζχλζεηνπ κνληέινπ δηπιήο νπξάο αλακνλήο, ην νπνίν ζα ζπκπεξηιακβάλεη ηε 

δπλαηφηεηα επηινγήο ηνπ αζζελνχο. ΢πγθεθξηκέλα, πξνηείλεηαη λα δίλεηαη ζε θάζε 

ππνςήθην ην δηθαίσκα λα απνξξίςεη ηελ πξνζθνξά ελφο νξγάλνπ ζε ζπλεξγαζία κε 

ηνλ ζεξάπνληα ηαηξφ ηνπ, ζηελ πεξίπησζε πνπ θξηζεί φηη ην αλακελφκελν φθεινο πνπ 

ζα απνθνκίζεη απφ ελδερφκελε επέκβαζε δελ είλαη ηθαλνπνηεηηθφ. Γηα λα απνηππσζεί 

καζεκαηηθά κηα ηέηνηα επηινγή, είλαη αλαγθαίν λα κνληεινπνηεζεί θαηαιιήισο ε 

πγεία ηνπ εθάζηνηε αζζελνχο θαζψο θαη ν ηξφπνο κε ηνλ νπνίνλ απηή είλαη πηζαλφ λα 

κεηαβιεζεί. Δπηπιένλ, απαηηείηαη λα πξνζδηνξηζηεί κε ζαθήλεηα αλ πξνβιέπνληαη 

θάπνηνπ είδνπο πνηλέο γηα ηελ απφξξηςε ελφο κνζρεχκαηνο ή αλ ν ππνςήθηνο 

παξακέλεη θαλνληθά δηαζέζηκνο ψζηε λα ιάβεη άιιεο πξνζθνξέο νξγάλσλ ζχκθσλα 

κε ηελ πξνηεξαηφηεηα FCFS. Μηα πηζαλή πξνζέγγηζε ζε έλα ηέηνην κνληέιν είλαη λα 

αλαιπζεί ην πξφβιεκα απφ ηε ζθνπηά ησλ αζζελψλ θαη κε βάζε ηα απνηειέζκαηα 

απφ ηελ αλάιπζε απηή λα ραξαρζεί ε βέιηηζηε πνιηηηθή πνπ ζα εθαξκφζεη ν 

θνηλσληθφο δηαρεηξηζηήο. ΢εκεηψλεηαη φηη επεηδή ν θάζε ππνςήθηνο δξα αλεμάξηεηα 

απφ ηνπο ππφινηπνπο, πξνζπαζψληαο φκσο ζπγρξφλσο λα εθηηκήζεη ηηο δηθέο ηνπο 

πηζαλέο απνθάζεηο, ε αλάιπζε γίλεηαη ηδηαηηέξσο ελδηαθέξνπζα, θαζψο εκπιέθνληαη 

ζε απηήλ θαη παηγληνζεσξεηηθά ζηνηρεία.  
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Οινθιεξψλνληαο, επηζεκαίλεηαη φηη ζε παιαηφηεξεο δεκνζηεχζεηο δελ 

βξέζεθαλ δεδνκέλα  πξαγκαηηθψλ πξνβιεκάησλ πνπ λα ζπκπεξηιακβάλνπλ ηε 

ζπληήξεζε λεθξψλ εθηφο ηνπ αλζξψπηλνπ ζψκαηνο, θαζψο ε κέζνδνο απηή απνηειεί  

κηα λέα παξάκεηξν ζηα ζηνραζηηθά κνληέια ζπζηεκάησλ κεηακνζρεχζεσλ. 

Δπνκέλσο, θαη ε παξνχζα δηπισκαηηθή εξγαζία θηλήζεθε πεξηζζφηεξν ζε ζεσξεηηθφ 

πιαίζην. Δηδηθφηεξα, νη καζεκαηηθέο απνδείμεηο θαηέιαβαλ έλα ζεκαληηθφ ηεο ηκήκα 

θαη νη ηηκέο γηα ηελ αξηζκεηηθή καο αλάιπζε απνδφζεθαλ εκπεηξηθά κε θξηηήξην ηε 

κεγαιχηεξε δπλαηή πξνζέγγηζε ηεο πξαγκαηηθφηεηαο. Με βάζε ηα παξαπάλσ 

ζηνηρεία γίλεηαη αληηιεπηφο ν δηηηφο ζηφρνο ηνπ πνλήκαηνο, αθελφο λα ζεκειησζεί ην 

ππφβαζξν γηα ηε δηαδηθαζία εχξεζεο ηεο βέιηηζηεο θνηλσληθήο πνιηηηθήο θαη 

αθεηέξνπ λα παξαζρεζνχλ πιεξνθνξίεο γηα ηε ζπκπεξηθνξά ηνπ ζπζηήκαηνο 

αλάινγα κε ηηο κεηαβνιέο ησλ παξακέηξσλ ηνπ. Η αμηνπνίεζε ηεο εξγαζίαο ζε 

πξαθηηθφ επίπεδν απαηηεί σο επφκελν βήκα ηε ζπιινγή ησλ ηαηξηθψλ δεδνκέλσλ πνπ 

αθνξνχλ ηνλ ηνκέα ελδηαθέξνληνο θαη αθνινχζσο ηελ αλάιπζε ησλ δεδνκέλσλ 

απηψλ κε ηελ εθαξκνγή ηνπ πξνηεηλφκελνπ κνληέινπ. Με ηελ επέθηαζε απηή 

εγείξεηαη ε πξνζδνθία φηη ε παξνχζα εξγαζία  κπνξεί λα έρεη ηε δηθή ηεο ζπλεηζθνξά 

ζηε βειηίσζε ζηνλ δσηηθφ ηνκέα ησλ ζπζηεκάησλ κεηακνζρεχζεσλ, ππεξεηψληαο 

έηζη ην αλζξσπνθεληξηθφ φξακα ηεο επηζηήκεο. 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ - ΚΩΓΙΚΑ΢ 

 

΢ην παξάξηεκα απηφ παξαηίζεηαη αλαιπηηθά ν πξνγξακκαηηζηηθφο θψδηθαο 

πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε ζην ινγηζκηθφ Octave, πξνθεηκέλνπ λα ππνινγηζζνχλ ηα 

δεηνχκελα αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα γηα ην αξρηθφ ζεη παξακέηξσλ ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Πξνθαλψο, γηα ηελ πξαγκαηνπνίεζε ηεο αλάιπζεο επαηζζεζίαο, ρξεζηκνπνηείηαη 

αθξηβψο αλάινγε δηαδηθαζία γηα ηηο ελαιιαθηηθέο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ. 

 

function [u,A,B,sA,sB,n]=f(l,m,x,d,a,Cl,Ck,C,tr,D,M,R) 

   

#calculate normalization constant 

L=l+m+M*x; 

  

#define transplant benefit function 

r=zeros (1, 2*M+1); 

for i=1:( M+1) 

      r(i)=0; 

endfor 

for i=(M+2):(2*M+1) 

      r(i)=C*(i-M-1)/(i-M); 

endfor 

  

#create matrix u with values of current and previous iteration  

u=zeros (2, 2*M+1); 

  

#initialize for first 2 iterations 

n=1; 
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for i=1 :(2*M+1) 

     u(1,i)=0; 

endfor 

u(2,1)=-l*R/(L+a)-M*Cl/(L+a)+m*tr/(L+a); 

for i=2:M 

      u(2,i)=(i-M-1)*Cl/(L+a)+m*tr/(L+a); 

endfor 

u(2,M+1)=0; 

for i=(M+2):(2*M) 

      u(2,i)=l*r(i)/(L+a)-(i-M-1)*Ck/(L+a); 

endfor 

u(2,2*M+1)=l*r(2*M+1)/(L+a)-M*Ck/(L+a); 

#counter for number of iterations 

n=2; 

  

#matrix of absolute differences un and un-1 

Dif=zeros(1,2*M+1); 

for i=1:(2*M+1) 

     dif(i)=abs(u(2,i)-u(1,i)); 

end 

maxDif=max(dif); 

  

#repeat the procedure until the differences are very small 

while maxDif>0 

  for i=1:(2*M+1) 

       u(1,i)=u(2,i); 

  endfor 
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u(2,1)=-l*R/(L+a)-M*Cl/(L+a)+m*tr/(L+a)+(m+M*d)*u(1,2)/(L+a)-            

-M*d/(L+a)*D+(L-m-M*d)*u(1,1)/(L+a); 

  for i=2:M 

        u(2,i)=(i-M-1)*Cl/(L+a)+l/(L+a)*u(1,i-1)+m*tr/(L+a)+ 

        +[m+(M+1-i)*d]/(L+a)*u(1,i+1)-(M+1-i)*d/(L+a)*D+ 

        +[L-l-m-(M+1-i)*d]/(L+a)*u(1,i); 

  endfor 

u(2,M+1)=l/(L+a)*u(1,M)+m/(L+a)*max(u(1,M+1),u(1,M+2))+ 

+(L-l- m)/(L+a)*u(1,M+1); 

  for i=(M+2):(2*M) 

  u(2,i)=l*r(i)/(L+a)-(i-M-1)*Ck/(L+a)+ 

  +[l+(i-M-1)*x]/(L+a)*u(1,i-1)+m/(L+a)*(max(u(1,i+1),u(1,i)))+ 

  +[L-l-m-(i-M-1)*x]/(L+a)*u(1,i); 

  endfor 

  u(2,2*M+1)=l*r(2*M+1)/(L+a)M*Ck/(L+a)+ 

  +(l+M*x)/(L+a)*u(1,2*M)+(L-l-M*x)/(L+a)*u(1,2*M+1); 

 

 for i=1:(2*M+1) 

       dif(i)=abs(u(2,i)-u(1,i)); 

 end 

 maxDif=max(dif); 

 n=n+1; 

        endwhile 

  

  

#matrix that shows the policy for situations M:2M+1, namely 0:M kidneys 

A=zeros(1,M+1); 
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for i=(M+1):2*M 

    if u(2,i)<=u(2,i+1) 

      A(i-M)=1; 

    else 

      A(i-M)=0; 

    endif 

endfor 

sA=sum(A); 

  

#matrix for situations 0:M+1, namely M:0 patients 

B=zeros(1,M+1); 

for i=1:(M+1) 

    if u(2,i)<=u(2,i+1) 

        B(i)=1; 

    else 

        B(i)=0; 

    endif 

endfor 

sB=sum(B); 

  

endfunction 

  

#initialize parameters 

l=10; 

m=1; 

x=2; 

d=1; 
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a=2; 

Cl=40; 

Ck=30; 

C=20; 

tr=15; 

D=50; 

M=100; 

R=0; 

  

[u,A,B,sA,sB,n]=f(l,m,x,d,a,Cl,Ck,C,tr,D,M,R); 

sA 

sB 

u(2,M+1) 

max(u(2,:)) 

u(2,1) 

u(2,2*M+1) 

 

plot (u(2,:)) 

xlabel ("s") 

ylabel ("u(s)") 

axis([-50,250,-4000,1000],"square") 

hold on 

scatter(110, u(2,110),'*') 

scatter(101, u(2,101),'*') 

scatter(1, u(2,1),'*') 

scatter (201, u(2,201),'*') 
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Βηβιηνγξαθηθέο αλαθνξέο 

 

΢ε αξθεηά ζεκεία ηεο παξνχζαο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο, γίλνληαη αλαθνξέο 

ζε βηβιηνγξαθηθέο πεγέο, νη νπνίεο αθνξνχλ θαηά θχξην ιφγν δεκνζηεχζεηο ζρεηηθέο 

κε ην κειεηψκελν αληηθείκελν, θαζψο θαη ζπγγξάκκαηα ε ηαηξηθά δεδνκέλα. Οη πεγέο 
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