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Περίληψη

Οι αναπαραστάσεις της Schur άλγεβρας SK(n, r) ξεκίνησαν να μελετούνται από την ανάγκη που είχε
δημιουργηθεί για την μελέτη των αναπαραστάσεων της GLn(C). Οι ρίζες του θέματος αυτού ξεκινάν
από τη διδακτορική διατριβή του Schur [23] το 1901. Για την μελέτη των αναπαραστάσεων της GLn(C)
ο Schur έδειξε ότι αρκεί να μελετήσει τις ομογενείς αναπαραστάσεις βαθμού r. Μάλιστα ο Schur έλυ-
σε και το δεύτερο πρόβλημα, υπολογίζοντας όλους τους χαρακτήρες των irreducible αναπαραστάσεων
μέσω των συμμετρικών πολυωνύμων Sλ (τα λεγόμενα Schur functions). Στη πορεία τα αποτελέσματα
αυτά γενικεύθηκαν για τυχόν άπειρα σώματα K με chK = 0. Είναι σημαντικό να αναφερθεί ότι στη
περίπτωση που το K είναι πεπερασμένο σώμα, ο J.A. Green [5, σελ 269] υπολόγισε όλους τους χα-
ρακτήρες πάνω από την GLn(K) (ο J.A. Green ασχολήθηκε και με την περίπτωση όπου το K είναι
άπειρο σώμα και εν γένη το έργο του στη μελέτη των αναπαραστάσεων της GLn(K) θεωρείται ένας από
τους ακρογωνιαίους λίθους της σύγχρονης θεωρίας αναπαραστάσεων). Με βάση τα παραπάνω η μόνη

περίπτωση που εκκρεμεί και συγκεντρώνει όλο το ερευνητικό ενδιαφέρων τη παρούσα στιγμή, είναι αυτή

που K = άπειρο σώμα με chK = p > 0.

Η παρούσα εργασία εστιάζεται κυρίως στη μελέτη των αναπαραστάσεων της GLn(K) όταν K =
άπειρο σώμα, με εφαρμογές κυρίως στη περίπτωση όπου chK = 0 (θα δούμε βέβαια και κάποιες εφαρ-
μογές όταν chK = p > 0). Συγκεκριμένα χωρίζεται στα εξής τρία τμήματα:

i) Μελέτη των κατηγοριών MK(n, r) και mod(SK(n, r)).

Καταρχάς MK(n, r) = αναπαραστάσεις ομογενή βαθμού r της GLn(K) και mod(SK(n, r)) =
αναπαραστάσεις της SK(n, r). Θα μελετήσουμε βασικές ιδιότητες των δύο κατηγοριών και ιδιαι-
τέρως θα δείξουμε ότι είναι ισοδύναμες. Τα κεντρικά θεωρήματα θα είναι:

a) SK(n, r) ' EndKG(r)(E
⊗r).

b) Τα irreducible πρότυπα της MK(n, r) έρχονται σε 1-1 και επί αντιστοιχία με τα στοιχεία
του συνόλου Λ+(n, r)(= φθίνοντα partitions του r).

c) Σύγκριση του τυπικού χαρακτήρα ενός V ∈MK(n, r) με το φυσικό του χαρακτήρα.

ii) Μελέτη των προτύπων Dλ,K , Vλ,K .

Θα μελετήσουμε βασικές ιδιότητες των δύο προτύπων ξεχωριστά. Θα δείξουμε ότι είναι δυϊκά

μεταξύ τους και θα βρούμε μία K−βάση για το καθένα. Τα κεντρικά θεωρήματα θα είναι:

a) Το Dλ,K έχει Κ-βάση το σύνολο {(Tl : Ti) | i ∈ I(n, r), Ti = standard λ−tableaux }.
b) Το Vλ,K έχει Κ-βάση το σύνολο {bi = ξi,lfl | i ∈ I(n, r), Ti = standard λ−tableaux }.
c) Αν chK = 0 τότε τα irreducible πρότυπα της MK(n, r) είναι τα {Dλ,K | λ ∈ Λ+(n, r)} ή
εναλλακτικά τα {Vλ,K | λ ∈ Λ+(n, r)}.

iii) Εφαρμογές στη θεωρία αναπαραστάσεων της συμμετρικής ομάδας G(r)

Στο κομμάτι αυτό θα δούμε ότι η μελέτη των αναπαραστάσεων της G(r) ανάγεται στη μελέτη της
υποάλγεβρας S(ω) της Schur άλγεβρας SK(n, r). Στη μελέτη αυτή εισάγουμε τα Specht πρότυπα
STλ,K . Τα κεντρικά θεωρήματα θα είναι:
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a) S(ω) ' KG(r).

b) Αν chK = 0 τότε τα irreducible πρότυπα τηςmod(KG(r)) είναι τα {STλ,K | λ ∈ Λ+(n, r)}.
c) Αν chK = p > 0 τότε τα irreducible πρότυπα της mod(KG(r)) έρχονται σε 1-1 και επί
αντιστοιχία με τα column p-regular partitions του Λ+(n, r). Ιδιαιτέρως τα irreducible
πρότυπα της MK(n, r) που εμφυτεύονται μέσα στο E⊗r έρχονται και αυτά σε 1-1 και επί
αντιστοιχία με τα column p-regular partitions του Λ+(n, r).

Προκαταρτικά

Η εργασία αυτή αποτελεί μία προσπάθεια κατανόησης του πρώτου μέρους του εξαιρετικού βιβλίου του

J.A. Green [1]. Το βιβλίο του J.A. Green έχει το ιδιαίτερο πλεονέκτημα να εμβαθύνει σε προχωρημένα
μαθηματικά αποτελέσματα χωρίς την απαίτηση μεγάλου πλήθους προαπαιτούμενων γνώσεων, με λίγα

λόγια είναι αυτοτελές.

Το μόνο που θα χρειαστεί κανείς για να συμβαδίσει με το περιεχόμενο της εργασίας αυτής είναι τα

εξής:

i) Στοιχειώδης θεωρία ομάδων.

ii) Βασικές γνώσεις μη-μεταθετικής άλγεβρας.

iii) Multilinear άλγεβρα (τα πρώτα δύο κεφάλαια του βιβλίου του D. G. Northcott [3]).
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1 Εισαγωγή

1.1 Υπενθυμίσεις.

Η παράγραφος αυτή αφιερώνεται σε κάποιες υπενθυμίσεις βασικών εννοιών που στη πορεία θα χρησιμο-

ποιούμε χωρίς ιδιαίτερη μνεία.

Ορισμός 1.1.1. i) ΄Εστω R μεταθετικός δακτύλιος και A ένα R−πρότυπο. Αν το A είναι δα-

κτύλιος με την ιδιότητα r · (a · b) = (r · a) · b = a · (r · b) για κάθε r ∈ R, a, b ∈ A, τότε θα λέμε

ότι το A είναι R−άλγεβρα.
Παρακάτω θα μας απασχολήσουν περιπτώσεις όπου R = K =σώμα.

ii) ΄Εστω A,B δύο R−άλγεβρες, μία απεικόνιση φ : A −→ B θα λέγεται ομομορφισμός R−αλγεβρών
αν είναι ομομορφισμός δακτυλίων και R−προτύπων. Φυσιολογικά ορίζονται οι έννοιες του μονο-

μορφισμού, επιμορφισμού και ισομορφισμού.

Παρατήρηση 1.1.1. ΄Εστω R μεταθετικός δακτύλιος και K σώμα. Τότε:

i) ΄Εστω A μία R−άλγεβρα, τότε (r · 1A) ∈ C(A) για κάθε r ∈ R (όπου C(A) = {s ∈ A | rs =
sr, ∀s ∈ A} = κέντρο του A).

ii) Αν R μία K−άλγεβρα, τότε η απεικόνιση i : K −→ R, k 7−→ k · 1A, είναι μονομορφισμός

K−αλγεβρών (όπου K = K−άλγεβρα με φυσιολογικό τρόπο).

iii) Αν R μία K−άλγεβρα τότε κάθε R−πρότυπο V , γίνεται και K−πρότυπο με εξωτερικό πολλαπλα-

σιασμό k · v := (k · 1R) · v όπου k ∈ K, v ∈ V . Μάλιστα ισχύει k · (r · v) = (k · r) · v = r · (k · v)
για κάθε k ∈ K, r ∈ R, v ∈ V .

Σημείωση: Αν το V ήταν δεξιό R−πρότυπο, τότε γίνεται K−πρότυπο με εξωτερικό πολλαπλασια-

σμό k · v := v · (k · 1R) όπου k ∈ K, v ∈ V .

iv) Με τους συμβολισμούς του iii) κάθε ομομορφισμός R−προτύπων, είναι και Κ-προτύπων. Ιδιαι-

τέρως κάθε ισομορφισμός R−προτύπων είναι και Κ-προτύπων.

Παρατήρηση 1.1.2. ΄Εστω Γ ημιομάδα, τότε ορίζεται η Κ-άλγεβρα της ημιομάδας Γ με Κ-βάση το

Γ και συμβολίζεται K[Γ] (ή ΚΓ). Συγκεκριμένα, έχουμε την εξής κατασκευή:

i) ΚΓ :=
⊕
g∈Γ

Kg, Kg = K, όπου το
⊕
g∈Γ

Kg είναι ελεύθερο K−πρότυπο με βάση το {eh | h ∈ Γ}

(eh : Γ −→
⋃
g∈Γ

Kg, eh(h) = 1 και eh(x) = 0 ∀x 6= h). Συμβολικά eh := h. Ιδιαιτέρως αν x ∈

ΚΓ τότε x =
∑
g∈Γ

kgg όπου suppx := {g ∈ Γ | kg 6= 0} <∞ και η γραφή είναι μοναδική.
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ii) Το ΚΓ γίνεται δακτύλιος, μάλιστα Κ-άλγεβρα με πολλαπλασιασμό την επιμεριστική, δηλαδή αν

x, y ∈ ΚΓ με x =
∑
g∈Γ

kgg, y =
∑
h∈Γ

khh (όπου suppx, suppy < ∞), τότε ορίζουμε x · y =∑
g∈Γ

∑
h∈Γ

(kgkh)gh, όπου το gh είναι γινόμενο μέσα στην ημιομάδα Γ.

6



1.2 Βασικά στοιχεία.

Ορισμός 1.2.1. ΄Εστω Γ ημιομάδα και V K−διανυσματικός χώρος (δηλαδή K−πρότυπο). Μία

απεικόνιση τ : Γ −→ EndK(V ) με τις ιδιότητες τ(gh) = τ(g)τ(h), τ(1Γ) = 1EndK(V ) = IV , θα λέγεται

αναπαράσταση (representation ) της Γ στο V .

Επιπλέον ο τ επεκτείνεται σε ομομορφισμό K−αλγεβρών που καταχρηστικά θα τον συμβολίζουμε

με το ίδιο γράμμα και είναι ο τ : KΓ −→ EndK(V ), τ(
∑
g∈Γ

kgg) =
∑
g∈Γ

kgτ(g). Μάλιστα, στα παρακάτω

όταν μιλάμε για αναπαράστασεις θα αναφέρουμε απευθείας τον ομομορφισμό Κ-αλγεβρών.

Σχόλιο. Υπενθυμίζουμε ότι το EndK(V ) είναι Κ-άλγεβρα με πρόσθεση και βαθμωτό πολλαπλασιασμό

τους φυσιολογικούς και πολλαπλασιασμό (δακτυλίου) την σύνθεση απεικονίσεων.

Παρατήρηση 1.2.1. i) ΄Εστω V Κ-πρότυπο και τ : KΓ −→ EndK(V ) αναπαράσταση, τότε το V
γίνεται (αριστερό) ΚΓ-πρότυπο με εξωτερικό πολλαπλασιασμό k · v := τ(k)(v) για κάθε k ∈ΚΓ,

v ∈ V . Μάλιστα ο η δομή Κ-προτύπου που επάγει το ΚΓ στο V (δηλαδή k · v = (k · 1Γ) · v, όπου
k ∈ K, v ∈ V ) ταυτίζεται με την αρχική δομή K−προτύπου που είχε το V .

ii) ΄Εστω V ένα ΚΓ-πρότυπο, τότε το V γίνεται K−πρότυπο (βλέπε Παρατήρηση 1.1.1) και ορίζεται

η αναπαράσταση τ : KΓ −→ EndK(V ), k 7−→ τ(k), όπου τ(k) : V −→ V, τ(k)(v) = k · v.

iii) Αν ξεκινήσουμε με μία αναπαράσταση τ : KΓ −→ EndK(V ) και πάρουμε το επαγόμενο ΚΓ-

πρότυπο και μετά την επαγόμενη αναπαράσταση αυτού, τότε θα πέσουμε πάλι πάνω στην τ . Α-

νάποδα, αν πάρουμε ένα ΚΓ-πρότυπο V, μετά την επαγόμενη αναπαράσταση του και μετά το

επαγόμενο ΚΓ-πρότυπο αυτής, τότε θα πέσουμε πάλι στο ίδιο ΚΓ-πρότυπο V . Συνεπώς τα i), ii)
δεν έχει σημασία με ποια σειρά τα έχουμε. Συμβολικά γράφουμε V = (V, τ).

Απόδειξη.

Θα κάνουμε ενδεικτικά το i). ΄Εστω τ : KΓ −→ EndK(V ) ομομορφισμός Κ-αλγεβρών (∗) και
v, u ∈ V, k, s ∈ KΓ τότε:

1Γ · v = τ(1Γ)(v) = IV (v) = v.

(k + s) · v = τ(k + s)(v)
(∗)

=== (τ(k) + τ(s))(v) = τ(k)(v) + τ(s)(v) = k · v + s · v.

k · (v + u) = τ(k)(v + u)
τ(k)∈EndK(V )

=========== τ(k)(v) + τ(k)(u) = k · v + k · u.

k · (s · v) = k · τ(s)(v) = τ(k)(τ(s)(v)) = (τ(k) ◦ τ(s))(v) = (τ(k)τ(s))(v)
(∗)

=== τ(ks)(v) = (ks) · v.

΄Οσο για το τελευταίο σκέλος του i), αν k ∈ K, v ∈ V τότε.

(k · 1Γ) · v = τ(k · 1Γ)(v)
(∗)

=== (kτ(1Γ))(v) = (kIV)(v) = kv.

�

Παρατήρηση 1.2.2. ΄Εστω (V, τ), (W,ω) δύο ΚΓ-πρότυπα. Μία Κ-γραμμική f : V −→ W είναι

ομομορφισμός ΚΓ-προτύπων αν και μόνον αν ω(g) ◦ f = f ◦ τ(g) για κάθε g ∈ Γ.
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Απόδειξη.

Πράγματι, αν f ομομορφισμός ΚΓ-προτύπων, τότε f(g · v) = g · f(v) για κάθε g ∈ Γ, δηλαδή
f(τ(g)(v)) = ω(g)(f(v)) ⇐⇒ (f ◦ τ(g))(v) = (ω(g) ◦ f)(v) για κάθε v ∈ V, g ∈ Γ, άρα ω(g) ◦ f =
f ◦ τ(g) για κάθε g ∈ Γ. Ανάποδα, έστω k ∈ ΚΓ, v ∈ V , τότε k =

∑
g
kgg και εφόσον f = Κ-γραμμική

έχουμε,

f(k · v) =
∑
g

kgf(g · v) =
∑
g

kgf(τ(g)(v)) =
∑
g

kg(f ◦ τ(g))(v) =
∑
g

kg(ω(g) ◦ f)(v) =∑
g

kgω(g)(f(v)) =
∑
g

kgg · f(v) = (
∑
g

kgg) · f(v) = k · f(v)

�

Ορισμός 1.2.2. ΄Εστω Γ ημιομάδα, Κ σώμα. Μία αντι-αναπαράσταση (anti-representation ) της Γ σε

ένα Κ-διανυσματικό χώρο V είναι μία απεικόνιση τ : Γ −→ EndK(V ) με τις ιδιότητες τ(gh) = τ(h)τ(g),
τ(1Γ) = 1EndK(V ) = IV .

Επιπλέον τ επεκτείνεται σε αντι-ομομορφισμό K−αλγεβρών (δηλαδή, Κ-γραμμική με τ(ks) =
τ(s)τ(k) για κάθε k, s ∈ ΚΓ) που καταχρηστικά θα τον συμβολίζουμε με το ίδιο γράμμα και είναι

ο τ : KΓ −→ EndK(V ), τ(
∑
g∈Γ

kgg) =
∑
g∈Γ

kgτ(g).

Παρατήρηση 1.2.3. i) ΄Εστω V , Κ-πρότυπο και τ : KΓ −→ EndK(V ) αντί-αναπαράσταση, τότε

το V γίνεται (δεξιό) ΚΓ-πρότυπο με εξωτερικό πολλαπλασιασμό v · k := τ(k)(v) για κάθε k ∈ΚΓ,

v ∈ V . Μάλιστα ο η δομή Κ-προτύπου που επάγει το ΚΓ στο V (δηλαδή k · v = v · (k · 1Γ), όπου
k ∈ K, v ∈ V ) ταυτίζεται με την αρχική δομή K−προτύπου που είχε το V .

ii) ΄Εστω V ένα (δεξιό) ΚΓ-πρότυπο, τότε το V γίνεται K−πρότυπο (βλέπε Παρατήρηση 1.1.1) και ο-

ρίζεται η αντί-αναπαράσταση τ : KΓ −→ EndK(V ), k 7−→ τ(k), όπου τ(k) : V −→ V, τ(k)(v) =
v · k.

iii) Αν ξεκινήσουμε με μία αντί-αναπαράσταση τ : KΓ −→ EndK(V ) και πάρουμε το επαγόμενο

(δεξιό) ΚΓ-πρότυπο και μετά την επαγόμενη αντί-αναπαράσταση αυτού, τότε θα πέσουμε πάλι πάνω

στην τ . Ανάποδα, αν πάρουμε ένα (δεξιό) ΚΓ-πρότυπο V, μετά την επαγόμενη αντί-αναπαράσταση

του και μετά το επαγόμενο (δεξιό) ΚΓ-πρότυπο αυτής, τότε θα πέσουμε πάλι στο ίδιο ΚΓ-πρότυπο

V . Συνεπώς τα i), ii) δεν έχει σημασία με ποια σειρά τα έχουμε. Συμβολικά γράφουμε V = (V, τ).

Απόδειξη.

Παρόμοια με της παρατήρησης για τα αριστερά ΚΓ-πρότυπα.

�

Παρατήρηση 1.2.4. (Γενικά) ΄Εστω R Κ-άλγεβρα και V Κ-πρότυπο τότε:

i) ΄Εστω B := {ei | i ∈ I} μία Κ-βάση του R και τ : R −→ EndK(V ) Κ-γραμμική απεικόνιση

με τ(eiej) = τ(ei)τ(ej), για κάθε i, j ∈ I. Τότε η τ είναι ομομορφισμό K−αλγεβρών. Ενώ αν

τ(eiej) = τ(ej)τ(ei) για κάθε i, j ∈ I, τότε η τ είναι αντί-ομομορφισμός Κ-αλγεβρών.
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ii) ΄Εστω τ : R −→ EndK(V ) ομομορφισμός Κ-αλγεβρών με τ(1R) = IV , τότε το V γίνεται

R−πρότυπο με r · v := τ(r)(v) για κάθε r ∈ R, v ∈ V . Επιπλέον η δομή K−προτύπου που επάγει

το R στο V , δηλαδή k · v := (k · 1R) · v για k ∈ K, v ∈ V , ταυτίζεται με την αρχική δομή

Κ-προτύπου που είχε το V .

iii) ΄Εστω W ένα R−πρότυπο, τότε το W γίνεται Κ-πρότυπο (βλέπε Παρατήρηση 1.1.1) και ορίζεται

ο ομομορφισμός Κ-αλγεβρών τ : R −→ EndK(W ), όπου τ(r) : W −→W με τ(r)(v) = r · v.

iv) Αν ξεκινήσουμε με ένα ομομορφισμό Κ-αλγεβρών τ : R −→ EndK(V ) και πάρουμε το επαγόμενο

R-πρότυπο και μετά τον επαγόμενο ομομορφισμό Κ-αλγεβρών, τότε θα πέσουμε πάλι πάνω στην τ .
Ανάποδα, αν πάρουμε ένα R-πρότυπο V, μετά την επαγόμενο ομομορφισμό Κ-αλγεβρών και μετά

το επαγόμενο R-πρότυπο αυτού, τότε θα πέσουμε πάλι στο ίδιο R-πρότυπο V . Συνεπώς τα ii), iii)
δεν έχει σημασία με ποια σειρά τα βλέπουμε.

v) Αν τ : R −→ EndK(V ) είναι αντί-ομομορφισμός Κ-αλγεβρών (δηλαδή τ(rs) = τ(s)τ(r), για

κάθε r, s ∈ R), τότε έχουμε παρόμοια αποτελέσματα με αυτά των i), ii), iii) για δεξιά R−πρότυπα.

Απόδειξη.

Τα ii), iii), iv), v) είναι παρόμοια με αυτά τον προηγούμενων παρατηρήσεων. Ας δούμε το i) (κάνουμε
τον ομομορφισμό, ενώ ο αντί-ομορφισμός γίνεται παρόμοια), έστω r =

∑
i∈I

kiei, s =
∑
j∈I

tjej , όπου

ki, tj ∈ K, τότε:

τ(rs) = τ(
∑
i

∑
j

kitjeiej) =
∑
i

∑
j

kitjτ(eiej) =

∑
i

∑
j

kitjτ(ei)τ(ej) = (
∑
i∈I

kiτ(ei)) · (
∑
j∈I

tjτ(ej)) = τ(r) · τ(s).

�

Ορισμός 1.2.3. ΄Εστω Γ ημιομάδα και Κ σώμα, τότε ορίζουμε KΓ = {f : Γ −→ K | f απεικόνιση}.

Παρατήρηση 1.2.5. Το KΓ
είναι μία μεταθετική Κ-άλγεβρα με πρόσθεση, πολλαπλασιασμό (δακτυ-

λίου) κατά σημείο και εξωτερικό πολλαπλασιασμό (Κ-προτύπου) τον φυσιολογικό. Επιπλέον,

1KΓ : Γ −→ K, g 7−→ 1K και 0KΓ : Γ −→ K, g 7−→ 0K .

Σχόλιο. Στόχος μας είναι να δώσουμε δομή ΚΓ-προτύπου στο KΓ
(ισοδύναμα να βρούμε μία αναπα-

ράστασή της ημιομάδας Γ στο KΓ
).
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Ορισμός 1.2.4. ΄Εστω Γ ημιομάδα, Κ σώμα για κάθε s ∈ Γ και f ∈ KΓ
ορίζουμε τα εξής:

i) Το δεξιό translate της f στο s, Rsf : Γ −→ K, g 7−→ f(gs)

ii) Το αριστερό translate της f στο s, Lsf : Γ −→ K, g 7−→ f(sg).

Παρατήρηση 1.2.6.

i) ΄Εστω s ∈ Γ τότε η απεικόνιση Rs : KΓ −→ KΓ, f 7−→ Rsf είναι ομομορφισμός Κ-αλγεβρών.

Ιδιαιτέρως, η απεικόνιση R : Γ −→ EndK(KΓ), s 7−→ Rs είναι αναπαράσταση της Γ στο KΓ
.

ii) ΄Εστω s ∈ Γ τότε η απεικόνιση Ls : KΓ −→ KΓ, f 7−→ Lsf είναι ομομορφισμός Κ-αλγεβρών.

Ιδιαιτέρως, η απεικόνιση L : Γ −→ EndK(KΓ), s 7−→ Ls είναι αντί-αναπαράσταση της Γ στο KΓ
.

Απόδειξη.

Η απόδειξη είναι στοιχειώδης, οπότε κάνουμε ενδεικτικά ένα κομμάτι του i), ενώ το ii) θα είναι
παρόμοιο. ΄Εστω k ∈ K, f1, f2 ∈ KΓ

τότε:

Rs(f1 + f2) = Rsf1 + Rsf2: Rs(f1 + f2)(g) = (f1 + f2)(gs) = f1(gs) + f2(gs) = Rsf1(g) +
Rsf2(g) = (Rsf1 +Rsf2)(g), άρα Rs(f1 + f2) = Rsf1 +Rsf2.

Rs(f1f2) = (Rsf1)(Rsf2): ΄Ομοια.

Rs(kf) = kRsf : Rs(kf)(g) = (kf)(gs) = kf(gs) = kRs(f)(g) = (kRsf)(g), άρα Rs(kf) =
kRsf .

Πάμε να δούμε ότι R = αναπαράσταση. Πράγματι έστω s, t ∈ Γ τότε:

Rst = RsRt: ΄Εστω f ∈ KΓ, g ∈ Γ, τότε (Rstf)(g) = f(gst) = (Rtf)(gs) = (Rs(Rtf))(g) =
((Rs◦Rt)(f))(g), το g ήταν τυχόν άρα Rstf = (Rs◦Rt)(f), το f ήταν τυχόν άρα Rst = Rs◦Rt = RsRt.

R1Γ = IKΓ : (R1Γf)(g) = f(g1Γ) = f(g), άρα R1Γf = f = IKΓ(f), δηλαδή R1Γ = IKΓ .

�

Πόρισμα 1.2.1. Θεωρώντας τις επεκτάσεις των R,L από το ΚΓ στο EndK(V ) (που καταχρηστικά

θα συμβολίζονται με το ίδιο γράμμα), το KΓ
γίνεται ΚΓ-πρότυπο ως εξής:

i) (Αριστερό) ΚΓ-πρότυπο με k ◦ f = Rkf , k ∈ KΓ, f ∈ KΓ
. Ιδιαιτέρως, αν k =

∑
g
kgg ∈ KΓ

και f ∈ KΓ
τότε k ◦ f =

∑
g
kgRgf =

∑
g
kg(g ◦ f).

ii) (δεξιό) ΚΓ-πρότυπο με f ◦ k = Lkf , k ∈ KΓ, f ∈ KΓ
. Ιδιαιτέρως, αν k =

∑
g
kgg ∈ KΓ και

f ∈ KΓ
τότε f ◦ k =

∑
g
kgLgf =

∑
g
kg(f ◦ g).

iii) Το KΓ
είναι (ΚΓ,ΚΓ)-διπρότυπο, δηλαδή για κάθε s, t ∈ ΚΓ, f ∈ KΓ

ισχύει (s◦f)◦t = s◦(f ◦t).
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Απόδειξη.

i) Το πρώτο σκέλος είναι άμεσο από Παρατήρηση 1.2.1 το i). ΄Οσο για το ιδιαιτέρως, έχουμε
k◦f = (

∑
g
kgg)◦f = R(

∑
g
kgg)(f) = (

∑
g
kgRg)(f) =

∑
g
kgRgf , όπου τρίτη ισότητα ισχύει γιατί

η R : KΓ −→ EndK(V ) είναι ομομορφισμός Κ-αλγεβρών. Το ii) είναι όμοιο.

iii) Το κάνουμε πρώτα στη βάση του ΚΓ και μετά γενικά. Πράγματι, έστω g, h ∈ Γ τότε (g ◦ f) ◦h =
Rgf ◦ h = Lh(Rgf) και g ◦ (f ◦ h) = g ◦ Lhf = Rg(Lhf), όμως για κάθε r ∈ Γ έχουμε,

(Lh(Rgf))(r) = (Rgf)(hr) = f((hr)g) = f(h(rg)) = (Lhf)(rg) = (Rg(Lhf))(r).

Συνεπώς Rg(Lhf) = Lh(Rgf) ⇐⇒ (g ◦ f) ◦ h = g ◦ (f ◦ h). Γενικά τώρα αν s =
∑
g
kgg, t =∑

h

khh ∈ KΓ, τότε,

(s ◦ f) ◦ t = (
∑
g

kg(g ◦ f)) ◦ t =
∑
g

kg(g ◦ f) ◦ t =
∑
g

kg(
∑
h

kh(g ◦ f) ◦ h) =∑
g

∑
h

kgkhg ◦ (f ◦ h) =
∑
g

kg(g ◦ (
∑
h

kh(f ◦ h))) =
∑
g

kg(g ◦ (f ◦ t)) = s ◦ (f ◦ t).

΄Οπου η πέμπτη ισότητα ισχύει από Παρατήρηση 1.1.1 iii)

�

Πρόταση 1.2.1. ΄Εστω Γ ημιομάδα και Κ σώμα, θεωρούμε την Κ-αλγέβραKΓ
και ξέρουμε ότι ορίζεται

η Κ-άλγεβραKΓ⊗
K
KΓ = KΓ⊗KΓ

(με τις γνωστές πράξεις). Τότε υπάρχει μονομορφισμός Κ-αλγεβρών,

φ : KΓ ⊗KΓ −→ KΓ×Γ, με φ(f ⊗ g)(s, t) = f(s)g(t) για κάθε f, g ∈ KΓ, s, t ∈ Γ.

Απόδειξη.

΄Εστω h : KΓ × KΓ −→ KΓ×Γ
, με h(f, g) : Γ × Γ −→ K, h(f, g)(s, t) = f(s)g(t). Η h

είναι multilinear Κ-προτύπων, άρα υπάρχει ομομορφισμός Κ-προτύπων φ : KΓ ⊗ KΓ −→ KΓ×Γ
με

φ(f ⊗ g) = h(f, g), ιδιαιτέρως φ(f ⊗ g)(s, t) = f(s)g(t) για κάθε s, t ∈ Γ. Θα δείξουμε ότι η φ είναι
μονομορφισμός Κ-αλγεβρών. Πράγματι,

φ ομομορφισμός Κ-αλγεβρών: φ((f1 ⊗ g1) · (f2 ⊗ f2)) = φ(f1f2 ⊗ g1g2), όμως,

φ(f1f2 ⊗ g1g2)(s, t) = (f1f2)(s) · (g1g2)(t) = f1(s)g1(t)f2(t)g2(t) = φ(f1 ⊗ g1)(s, t) · φ(f2 ⊗ g2)(s, t).

΄Αρα φ((f1 ⊗ g1) · (f2 ⊗ f2)) = φ(f1 ⊗ g1)φ(f2 ⊗ g2). Γενικά, τώρα αν x, y ∈ KΓ ⊗ KΓ
, τότε x =

n∑
i=1

fi ⊗ hi, y =
m∑
j=1

gj ⊗ lj και

φ(x · y) = φ(

n∑
i=1

m∑
j=1

(fi ⊗ hi) · (gj ⊗ lj)) =

n∑
i=1

m∑
j=1

φ((fi ⊗ hi) · (gj ⊗ lj)) =

n∑
i=1

m∑
j=1

φ(fi ⊗ hi)φ(gj ⊗ hj) =

(
n∑
i=1

φ(fi ⊗ hi))(
m∑
j=1

φ(gj ⊗ lj)) = φ(
n∑
i=1

fi ⊗ hi)φ(
m∑
j=1

gj ⊗ lj) = φ(x)φ(y)
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φ 1-1 : ΄Εστω {g | g ∈ B} Κ-βάση του KΓ
(υπάρχει εφόσον KΓ

είναι Κ-διανυσματικός χώρος),

τότε το σύνολο {g ⊗ h | g, h ∈ B} είναι Κ-βάση του Κ-προτύπου KΓ ⊗KΓ
. ΄Εστω x ∈ KΓ ⊗KΓ

με

φ(x) = 0 τότε x =
n∑
i=1

ki(gi⊗hi), ki ∈ K, gi, hi ∈ B και χ.β.γ ki 6= 0 ∀i. Συνεπώς,
∑
i
kiφ(gi⊗hi) = 0,

άρα για κάθε s, t ∈ Γ έχουμε
∑
i
kiφ(gi⊗hi)(s, t) = 0 ⇐⇒

∑
i
kigi(s)hi(t) = 0. Οπότε

∑
i
kigi(s)hi = 0

για κάθε s ∈ Γ, άρα kigi(s) = 0 ∀i, s (αφού {h | h ∈ B} Κ-βάση του KΓ
), δηλαδή gi(s) = 0 ∀i, s (αφού

ki 6= 0), άρα gi = 0 ∀i, οπότε x = 0.
�

Ορισμός 1.2.5. ΄Εστω Γ ημιομάδα και Κ σώμα, τότε ορίζουμε τις εξής απεικονίσεις:

∆ : KΓ −→ KΓ×Γ, f 7−→ ∆f , όπου ∆f(s, t) = f(st).
ε : KΓ −→ K, f 7−→ f(1Γ).
Επιπλέον παρατηρούμε ότι οι ∆, ε είναι ομομορφισμοί Κ-αλγεβρών.

Για την απόδειξη των ομομορφισμών, ενδεικτικά θα κάνουμε το ∆(fg) = ∆f · ∆g και όλα τα
άλλα παρόμοια. Πράγματι, (∆fg)(s, t) = (fg)(st) = f(st)g(st) = (∆f)(s, t)(∆g)(s, t), συνεπώς
∆fg = ∆f∆g.

Ορισμός 1.2.6. ΄Ενα στοιχείο f ∈ KΓ
θα λέγεται finitary (ή representative function) αν το ΚΓ-

υποπρότυπο KΓ ◦ f = <f> έχει την ιδιότητα dimK<f> <∞.

(΄Οπου υπενθυμίζουμε ότι το <f> το βλέπουμε σαν Κ-πρότυπο με εξωτερικό πολλαπλασιασμό όπως

είδαμε στην Παρατήρηση 1.1.1 iii) ο οποίος ταυτίζεται με τον σύνηθη που έχουμε στο KΓ
λόγο Παρα-

τήρησης 1.2.1 i))

Πρόταση 1.2.2. ΄Εστω f ∈ KΓ
τότε τα παρακάτω είναι ισοδύναμα

i) f είναι finitary

ii) Αν το αριστερό ΚΓ-υποπρότυπο KΓ ◦ f = <f> έχει dimK<f> <∞

iii) Αν το δεξιό ΚΓ-υποπρότυπο f ◦KΓ = <f> έχει dimK<f> <∞

iv) ∆f ∈ Imφ όπου φ : KΓ ⊗KΓ −→ KΓ×Γ
ο μονομορφισμός Κ-αλγεβρών. Μάλιστα το iv) είναι

ισοδύναμο με τα εξής:

1) ∆f =
n∑
i=1

φ(fi ⊗ gi) για κάποια fi, gi ∈ KΓ
.

2) f(st) =
∑
i
fi(s)gi(t), ∀s, t ∈ Γ.

3) t ◦ f =
∑
i
gi(t)fi, ∀t ∈ Γ.

4) f ◦ s =
∑
i
fi(s)gi, ∀s ∈ Γ.
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Απόδειξη.

i)⇐⇒ ii): Εξ΄ ορισμού.

ii)⇐⇒ iii): Θα κάνουμε το (=⇒) και όμοια το (⇐=). Πράγματι, έστω ότι dimK(KΓ ◦ f) <∞
και {f1, ..., fn} μία Κ-βάση του KΓ ◦ f . Για κάθε g ∈ Γ, υπάρχουν μοναδικά {ki(g)}ni=1 ⊆ K ώστε,

g ◦ f =
n∑
i=1

ki(g)fi.

Λόγο μοναδικότητας ορίζονται καλά οι απεικονίσεις ki : Γ −→ K, g 7−→ ki(g) και ισχύει

(f ◦ s)(g) = f(sg) = (g ◦ f)(s) =
n∑
i=1

ki(g)fi(s), για κάθε g, s ∈ Γ.

΄Αρα f ◦ s =
n∑
i=1

fi(s)ki ∈ spanK{ki | i = 1, ..., n}, για κάθε s ∈ Γ. Τώρα επειδή το Γ είναι Κ-βάση του

KΓ έπεται άμεσα ότι f ◦KΓ ⊆ spanK{ki | i = 1, ..., n} και άρα dimK(f ◦KΓ) <∞.

iii) =⇒ iv): ΄Εστω ότι το δεξιό ΚΓ-πρότυπο f ◦KΓ έχει dimK(f ◦KΓ) < ∞ και {f1, ..., fn}
μία Κ-βάση του. Τότε για κάθε g ∈ Γ υπάρχουν μοναδικά k1(g), ..., kn(g) ∈ K ώστε,

f ◦ g =
n∑
i=1

ki(g)fi ⇐⇒ Lgf =
n∑
i=1

ki(g)fi ⇐⇒ (Lgf)(s) = f(gs) =
n∑
i=1

ki(g)fi(s) ∀s ∈ Γ.

Τώρα θεωρώντας τις απεικονίσεις ki : Γ −→ K, g 7−→ ki(g) (που είναι καλά ορισμένες λόγο μοναδι-

κότητας των ki(g) που αναφέραμε πιο πάνω) είναι σαφές ότι ∆f(g, s) =
n∑
i=1

φ(ki ⊗ fi)(g, s) ∀g, s ∈ Γ.

Συνεπώς ∆f =
n∑
i=1

φ(ki ⊗ fi) = φ(
n∑
i=1

ki ⊗ fi) ∈ Imφ.

Πάμε να δείξουμε τις διάφορες ισοδύναμες μορφές του iv). Ενδεικτικά, κάνουμε το 2) =⇒ 3) και
τα άλλα όμοια. Πράγματι, από το 2) έχουμε:

(Rtf)(s) = f(st) =
∑
i
fi(s)gi(t), για κάθε s, t ∈ Γ.

΄Αρα t ◦ f = Rtf =
∑
i
gi(t)fi, για κάθε t ∈ Γ.

iv) =⇒ i): Από την 3) ισοδύναμη μορφή του iv) έχουμε ότι το KΓ ◦ f είναι Κ-υποπρότυπο του
spanK({f1, ..., fn}), άρα dimK(KΓ ◦ f) ≤ dimK(spanK({f1, ..., fn})) <∞.

�

Ορισμός 1.2.7. Το σύνολο όλων τον finitary functions θα το συμβολίζουμε με F = F (KΓ).

Παρατήρηση 1.2.7. i) Το F (KΓ) είναι Κ-άλγεβρα (μάλιστα Κ-υποάλγεβρα του KΓ
).

ii) Υπάρχει μονομορφισμός Κ-αλγεβρών φF : F ⊗ F −→ KΓ×Γ
ώστε φF (f ⊗ g) = φ(f ⊗ g) για

κάθε f, g ∈ KΓ
. ΄Οπου Προσοχή οι ποσότητες f ⊗ g ∈ F ⊗ F, f ⊗ g ∈ KΓ ⊗KΓ

δεν είναι ίδιες

παρόλο που έχουν τον ίδιο συμβολισμό.
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Απόδειξη.

i) ΄Εστω f, g ∈ F, k ∈ K και {f1, ..., fn}, {g1, ..., gm} Κ-βάσεις των ΚΓ-υποπροτύπωνKΓ◦f, KΓ◦g
αντίστοιχα (υπάρχουν γιατί f, g ∈ F ). Τότε έχουμε:
kf ∈ F : Αφού KΓ ◦ kf = KΓ ◦ f και dimK(KΓ ◦ f) <∞.

f − g ∈ F : Αφού αν t ∈ KΓ, τότε t ◦ (f − g) = t ◦ f − t ◦ g =
∑
i
ki(t)fi −

∑
j
rj(t)gj ∈

spanK({f1, ..., fn, g1, ..., gm}), όπου ki(t), rj(t) ∈ K. Συνεπώς dimK(KΓ◦(f−g)) ≤ m+n <∞
και έτσι f − g ∈ F .

fg ∈ F : ΄Εστω t ∈ Γ τότε, υπάρχουν ki(t), rj(t) ∈ K, i, j = 1, ..., n, ώστε t ◦ f =
n∑
i=1

ki(t)fi

και t ◦ g =
n∑
j=1

rj(t)gj . Οπότε,

t ◦ (fg) = Rt(fg)
Παρατήρηση 1.2.6

============ (Rtf)(Rtg) = (t ◦ f)(t ◦ g) = (
∑
i

ki(t)fi)(
∑
j

rj(t)gj) =

∑
i

∑
j

(ki(t)rj(t))figj ∈ spanK{figj | i = 1, ..., n, j = 1, ...,m}.

Συνεπώς t ◦ (fg) ∈ spanK{figj | i = 1, ..., n, j = 1, ...,m}, για κάθε t ∈ Γ, άρα (επειδή Γ
είναι Κ-βάση του KΓ) έχουμε KΓ ◦ (fg) ⊆ spanK{figj | i = 1, ..., n, j = 1, ...,m} και έτσι
dimK(KΓ ◦ (fg)) ≤ mn <∞, δηλαδή fg ∈ F .

ii) ΄Εστω h : F×F −→ KΓ⊗KΓ, h(f, g) = f⊗g, η h είναιmultilinear Κ-προτύπων, οπότε υπάρχει
ψ : F⊗F −→ KΓ⊗KΓ

ώστε ψ(f⊗g) = f⊗g. Η ψ είναι και ομομορφισμός Κ-αλγεβρών (άμεσα)
και θα δείξουμε ότι είναι 1-1. Πράγματι, έστω {g | g ∈ B} Κ-βάση του F (υπάρχει εφόσον F
είναι Κ-διανυσματικός χώρος), τότε το σύνολο {g ⊗ h | g, h ∈ B} είναι Κ-βάση του Κ-προτύπου

F ⊗ F . ΄Εστω x ∈ F ⊗ F με ψ(x) = 0 τότε x =
n∑
i=1

ki(gi ⊗ hi), ki ∈ K, gi, hi ∈ B (όπου χ.β.γ

ki 6= 0 ∀i) και άρα
n∑
i=1

kiψ(gi⊗hi) =
n∑
i=1

ki(gi⊗hi) = 0 στο KΓ⊗KΓ
, τότε όμως αν θεωρήσουμε

τον γνωστό μονομορφισμό φ : KΓ⊗KΓ −→ KΓ×Γ
, έχουμε φ(

n∑
i=1

ki(gi⊗hi)) = 0, άρα για κάθε

s, t ∈ Γ έχουμε
∑
i
kiφ(gi ⊗ hi)(s, t) = 0 ⇐⇒

∑
i
kigi(s)hi(t) = 0. Οπότε,

∑
i
kigi(s)hi = 0 για

κάθε s ∈ Γ, άρα kigi(s) = 0 ∀i, s (αφού {hi | i = 1, ..., n} ⊆ {g | g ∈ B} = Κ-βάση του F ),
δηλαδή gi(s) = 0 ∀i, s (αφού ki 6= 0), άρα gi = 0 ∀i, οπότε x = 0. Τέλος η φF := φ ◦ ψ είναι η
ζητούμενη απεικόνιση.

�
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Θεώρημα 1.2.1. ΄Εστω Γ ημιομάδα, Κ σώμα, τότε ισχύουν τα εξής:

i) ∆(F ) ⊆ φF (F ⊗ F ), όπου φF : F ⊗ F −→ Imψ ⊆ KΓ×Γ
(όπου φF είναι ισομορφισμός (επί του

ImφF ) ).

ii) Θεωρούμε τις απεικονίσεις ∆F := φF
−1 ◦∆|F : F −→ F ⊗ F , εF := ε|F : F −→ K. Τότε το

ζευγάρι (F (KΓ), ∆F , εF ) είναι K − coalgebra. Μάλιστα το F είναι K − bialgebra.

Απόδειξη.

Βλέπε [8, σελ. 72, Κεφάλαιο 2, Θεώρημα 2.2.8, Λήμμα 2.2.9.]

�

Σχόλιο. Το Θεώρημα 1.2.1 και γενικά όσα αναφέρουμε σε αυτό το κεφάλαιο περί θεωρίας των

K−coalgebras δεν θα μας χρειαστούν στα παρακάτω κεφάλαια και γι αυτό δεν θα τα αποδείξουμε. Παρά

ταύτα είναι καλές αναφορές που γίνονται για να δούμε πως η θεωρία που πάμε να αναπτύξουμε εντάσεται

σε ένα γενικότερο και πιο ισχυρό πλαίσιο.

Ορισμός 1.2.8. ΄Εστω V KΓ−πρότυπο με dimKV < ∞ και {ub | b ∈ B} Κ-βάση του V. Τότε

για κάθε b ∈ B, g ∈ Γ υπάρχουν μοναδικά rab(g) ∈ K ώστε g · ub =
∑
a∈B

rab(g)ua. Μάλιστα αν

τ : KΓ −→ EndK(V ) η επαγόμενη αναπαράσταση τότε τ(g)(ub) = g · ub =
∑
a∈B

rab(g)ua. Τώρα,

ορίζουμε τα εξής:

i) Για κάθε a, b ∈ B ορίζουμε τις απεικόνισεις rab ∈ KΓ
, με rab : Γ −→ K, g 7−→ rab(g) και

θα τις λέμε coefficient functions (συντελεστές συναρτήσεις) του V = (V, τ) ως προς την βάση

{ub | b ∈ B}.

ii) Η Κ-γραμμική θήκη του {rab | a, b ∈ B} στο KΓ
θα λέγεται coefficient space του V = (V, τ) και

θα συμβολίζεται με cf(V ) = spanK{rab | a, b ∈ B}.

Παρατήρηση 1.2.8. ΄Εστω V KΓ−πρότυπο με dimKV < ∞, τότε ο coefficient space cf(V ) είναι

ανεξάρτητος της επιλογής της βάσης.

Απόδειξη.

΄Εστω {ub | b ∈ B}, {wc | c ∈ C} δύο βάσεις του V και οι αντίστοιχοι χώροι cfB(V ), cfC(V ). Θα
δείξουμε ότι cfC(V ) ⊆ cfB(V ) και ο άλλος εγκλεισμός όμοια. ΄Εστω g ∈ Γ, c ∈ C, τότε g · wc =∑
h∈C

rhc(g)wh και wc =
∑
b∈B

kbcub, kbc ∈ K. Συνεπώς,

g · wc =
∑
b∈B

kbc(g · ub) =
∑
b∈B

kbc(
∑
a∈B

rab(g)ua) =
∑
b∈B

∑
a∈B

kbcrab(g)ua =
∑
a∈B

(
∑
b∈B

kbcrab(g))ua.

Επιπλέον ua =
∑
h∈C

zhawh, για κάποια zha ∈ K. ΄Αρα από πριν έχουμε,
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g·wc =
∑
a∈B

((
∑
b∈B

kbcrab(g))(
∑
h∈C

zhawh)) =
∑
a∈B

∑
b∈B

∑
h∈C

(kbcrab(g)zha)wh =
∑
h∈C

(
∑
a∈B

∑
b∈B

kbcrab(g)zha)wh.

Τελικά, ∑
h∈C

rhc(g)wh = g · wc =
∑
h∈C

(
∑
a∈B

∑
b∈B

kbcrab(g)zha)wh.

Συνεπώς λόγο βάσης έχουμε rhc(g) =
∑
a∈B

∑
b∈B

kbczharab(g) για κάθε g ∈ Γ, h, c ∈ C, δηλαδή

rhc =
∑
a∈B

∑
b∈B

kbczharab ∈ cfB(V ), για κάθε h, c ∈ C και κατά συνέπεια cfC(V ) ⊆ cfB(V ).

�

Ορισμός 1.2.9. ΄Εστω V KΓ−πρότυπο με dimKV < ∞ και βάση {ub | b ∈ B}, τότε ορίζουμε

R := (rab)a,b∈B τον πίνακα των coefficient functions ο οποίος λέγεται αναλλοίωτος πίνακας (invariant
matrix). Συμβολικά, R(g) := (rab(g))a,b∈B.

Παρατήρηση 1.2.9. R(gh) = R(g)R(h), ∀g, h ∈ Γ και R(1Γ) = (δab)a,b.

Απόδειξη.

R(gh) = R(g)R(h) : ΄Εστω {ub | b ∈ B} βάση του V τότε,

(gh) · ub = g · (h · ub) ⇐⇒
∑
a∈B

rab(gh)ua = g · (
∑
a∈B

rab(h)ua) =
∑
a∈B

rab(h)(g · ua) =∑
a∈B

(rab(h)(
∑
c∈B

rca(g)uc)) =
∑
c∈B

(
∑
a∈B

rca(g)rab(h))uc.

΄Αρα,
∑
c∈B

rcb(gh)uc =
∑
c∈B

(
∑
a∈B

rca(g)rab(h))uc και λόγο βάσης πρέπει rcb(gh) =
∑
a∈B

rca(g)rab(h)

∀g, h ∈ Γ, συνεπώς R(gh) = R(g)R(h).

R(1Γ) = (δab)a,b : Καταρχάς, ub = 1Γ · ub =
∑
a∈B

rab(1Γ)ua, άρα λόγο βάσης πρέπει

rab(1Γ) =

{
0K , a 6= b
1K , a = b

Συνεπώς rab(1Γ) = δab και άρα R(1Γ) = (δab)a,b.
�

Πόρισμα 1.2.2. ΄Εστω V ΚΓ-πρότυπο με dimKV <∞ και cf(V ) = spanK{rab | a, b ∈ B} τότε:

i) ∆(rab) = φ(
∑
c∈B

rac ⊗ rcb) και ε(rab) = δab για κάθε a, b ∈ B. (΄Οπου φ : KΓ ⊗KΓ −→ KΓ×Γ
ο

γνωστός μονομορφισμός).

ii) cf(V ) ≤ F (KΓ) (Κ-υποπρότυπο).

iii) Αν C = cf(V ) τότε υπάρχει μονομορφισμός Κ-προτύπων:
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φC : C ⊗ C −→ KΓ×Γ
με φC(f ⊗ g) = φ(f ⊗ g), για κάθε f, g ∈ C.

Επιπλέον, θεωρώντας τις ∆C := φC
−1 ◦∆|C : C −→ C ⊗C (όπου η φC : C ⊗C −→ ImφC είναι

ισομορφισμός), εC := ε|C : C −→ K , το ζευγάρι (cf(V ), ∆C , εC) είναι K − coalgebra.

�

Απόδειξη.

i) Από προηγούμενη παρατήρηση έχουμε για κάθε g, h ∈ Γ ότι,

R(gh) = R(g)R(h) ⇐⇒ rcb(gh) =
∑
a∈B

rca(g)rab(h) ⇐⇒

∆(rcb)(g, h) = (
∑
c∈B

φ(rac ⊗ rcb))(g, h) = (φ(
∑
c∈B

rac ⊗ rcb))(g, h)

άρα ∆(rab) = φ(
∑
c∈B

rac ⊗ rcb). Επίσης ε(rab) = rab(1Γ) = δab (αφού (rab(1Γ))a,b = R(1Γ) =

(δab)a,b).

ii) Από το i) και Πρόταση 1.2.2 iv) έχουμε ότι {rab | a, b ∈ B} ⊆ F (KΓ) άρα,

cf(V ) = spanK{rab | a, b ∈ B} ⊆ F (KΓ).

iii) Η απόδειξη της ύπαρξης της φC είναι ίδια με αυτή της Παρατήρησης 1.2.7 ii). Επιπλέον η ∆C είναι

καλά ορισμένη καθώς από το i) ισχύει ότι ∆(C) ⊆ ImφC (πράγματι ∆(rab) = φ(
∑
c∈B

rac⊗ rcb) =∑
c∈B

φ(rac⊗rcb) =
∑
c∈B

φC(rac⊗rcb) = φC(
∑
c∈B

rac⊗rcb)) και άρα ορίζεται η σύνθεση φC−1 ◦∆|C .

΄Οσο για την μεταθετικότητα των διαγραμμάτων η απόδειξη είναι παρόμοια με αυτή του θεωρήματος

1.2.1.

�

Ορισμός 1.2.10. ΄Ενας Κ-υπόχωρος Α του F (KΓ) με ∆(A) ⊆ {φ(
∑
i
ai ⊗ bi) | ai, bi ∈ A} (συμβο-

λίκα: ∆(A) ⊆ A ⊗ A), θα λέγεται K − subcoalgebra του F (KΓ). ΄Οπου φ : KΓ ⊗KΓ −→ KΓ×Γ
ο

γνωστός μονομορφισμός K−προτύπων.

Σχόλιο. Ο λόγος που αποδίδουμε την ονομασία K−subcoalgebra σε έναν Κ-υπόχωρο του F (KΓ) με

την ιδιότητα ∆(A) ⊆ A ⊗ A αιτιολογείται από την παρακάτω παρατήρηση. Παρόλα αυτά, επειδή όπως

είπαμε δεν εμβαθύνουμε στη θεωρία των K−coalgebras, η ονομασία K−subcoalgebra για εμάς θα είναι

εντελώς τυπική παρά ουσιαστική και το μόνο που πρέπει να μας θυμίζει είναι τη συνθήκη ∆(A) ⊆ A⊗A.
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Παρατήρηση 1.2.10. ΄Εστω Α μία K − subcoalgebra του F (KΓ), τότε υπάρχει μονομορφισμός

Κ-προτύπων:

φA : A⊗A −→ KΓ×Γ
με φA(f ⊗ g) = φ(f ⊗ g), για κάθε f, g ∈ KΓ

.

(΄Οπου φ : KΓ ⊗KΓ −→ KΓ
ο μονομορφισμός της Πρότασης 1.2.1.)

Επιπλέον, θεωρώντας τις ∆A := φ−1
A ◦ ∆|A : A −→ A ⊗ A (όπου η φA : A ⊗ A −→ ImφA είναι

ισομορφισμός), εA := ε|A : A −→ K, το ζευγάρι (A, ∆A, εA) είναι K − coalgebra.

Απόδειξη.

Η απόδειξη ύπαρξης της φA είναι παρόμοια με αυτή της Παρατήρησης 1.2.7 ii) ενώ η απόδειξη του
δεύτερου σκέλους είναι παρόμοια με αυτή της απόδειξης του Θεωρήματος 1.2.1.

�

Παρατήρηση 1.2.11. Για κάθε f ∈ F (KΓ), υπάρχει ΚΓ-πρότυπο V με dimKV <∞ και f ∈ cf(V ).
Ιδιαιτέρως, για το ΚΓ-πρότυπο <f>= KΓ ◦ f ισχύει: cf(<f>) = <f> και dimK(<f>) <∞.

Απόδειξη.

Αρκεί να δείξουμε το ”ιδιαιτέρως”. Πράγματι, καταρχάς dimK(<f>) <∞ (αφού f ∈ F (KΓ)) και
cf(<f>) ⊆ <f> (άμεσα). Επιπλέον αν {fa | a ∈ B} Κ-βάση του <f>, τότε για κάθε g ∈ Γ έχουμε,

g ◦ fb =
∑
a∈B

rab(g)fa ⇐⇒ Rgfb =
∑
a

rab(g)fa ⇐⇒ (Rgfb)(s) =
∑
a

rab(g)fa(s) ∀s ∈ Γ,

δηλαδή fb(sg) =
∑
a
rab(g)fa(s) ∀g, s ∈ Γ, οπότε fb(g) =

∑
a
fa(1)rab(g) ∀g ∈ Γ. Τελικά, fb =∑

a
fa(1)rab ∈ cf(<f>) για κάθε b ∈ B και άρα <f>⊆ cf(<f>).

�

Σχόλιο. Η παρατήρηση αυτή είναι και ο λόγος που τα finitary functions λέγονται και representative
functions.

Ορισμός 1.2.11. i) ΄Εστω S Κ-άλγεβρα τότε ορίζουμε με mod(S) την κατηγορία με αντικείμενα

τα αριστερά S−πρότυπα V με dimKV < ∞ (όπου υπενθυμίζουμε ότι το V είναι Κ-πρότυπο με

k · v := (k · 1S) · v, k ∈ K, v ∈ V ) και μορφισμούς τους ομομορφισμούς S−προτύπων.
Παρόμοια ορίζεται η κατηγορίαmod′(S) με αντικείμενα τα δεξιά S−πρότυπα V ώστε dimKV <∞
(όπου k·v := v·(k·1S), k ∈ K, v ∈ V ) και μορφισμούς τους ομομορφισμούς (δεξιών) S−προτύπων.

ii) ΄Εστω A K− subcoalgebra της F (KΓ) τότε ορίζεται η κατηγορία modA(KΓ), με αντικείμενα τα

αριστερά KΓ−πρότυπα V ώστε dimKV <∞ και cf(V ) ⊆ A και μορφισμούς τους ομομορφισμούς

KΓ−προτύπων. Παρόμοια ορίζεται η modA
′
(KΓ).

Σημείωση: ΄Ενα ΚΓ-πρότυπο V θα λέγεται A− rational, αν cf(V ) ⊆ A.
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Σχόλιο. Σύμφωνα με τον J.A.Green για εμάς μια μελέτη τύπου θεωρίας A−αναπαραστάσεων μίας

ημιομάδας Γ πάνω από ένα σώμα Κ, θα είναι το εξής πρόβλημα:

Μας δίνεται μια Α Κ−subcoalgebra της F (KΓ) και θέλουμε να μελετήσουμε πλήρως την κατηγορία

modA(KΓ).

Παρατήρηση 1.2.12. i) Κάθε Κ−subcoalgebra του F (KΓ) είναι ΚΓ-υποπρότυπο του KΓ
. Ι-

διαιτέρως, αν V ∈ mod(KΓ), τότε το cf(V ) είναι ΚΓ-υποπρότυπο του KΓ
.

ii) ΄Εστω V,W ∈ mod(KΓ) με V 'W (Ισομορφισμός στην mod(KΓ)). Τότε cf(V ) = cf(W ) και

μάλιστα αν A είναι Κ−subcoalgebra του F (KΓ), τότε V ∈ modA(KΓ) ⇐⇒ W ∈ modA(KΓ)).

Απόδειξη.

i) ΄Εστω Α K−subcoalgebra του F (KΓ), τότε εξ΄ ορισμού το A είναι Κ-υπόχωρος, οπότε για
x, y ∈ A ισχύει x−y ∈ A. Μένει να δείξουμε ότι k ·f ∈ A για κάθε k ∈ KΓ, f ∈ A, πράγματι, από
υπόθεση ισχύει ότι∆(f) = φ(

∑
i
fi⊗gi), fi, gi ∈ A, τότε όμως (κάνοντας πράξεις, βλέπε Πρόταση

1.2.2 το iv)3) ⇐⇒ iv)1)) για κάθε s ∈ Γ έχουμε ότι s ◦ f =
∑
i
gi(s)fi ∈ A (ανήκει στο Α γιατί

Α Κ-υπόχωρος και fi ∈ A), γενικά αν k =
∑
s
kss ∈ KΓ και f ∈ A, τότε k ◦ f =

∑
s
ks(s ◦ f) ∈ A

( ανήκει στο Α από ειδική περίπτωση και επειδή A Κ-υπόχωρος). ΄Οσο για το ιδιαιτέρως, έστω
x ∈ cf(V ) τότε x =

∑
a,b

kabrab, όπου kab ∈ K και cf(V ) = spanK{rab | a, b ∈ B}, οπότε (από

Πόρισμα 1.2.2)∆(x) =
∑
a,b

kabφ(
∑
c∈B

rac⊗rcb) = φ(
∑
a,b

∑
c∈B

(kabrac)⊗rcb), όπου kabrac, rcb ∈ cf(V ),

άρα cf(V ) = K − subcoalgebra και έτσι από πρώτο σκέλος cf(V ) = KΓ−υποπρότυπο.

ii) ΄Εστω f : V −→W ισομορφισμόςKΓ−προτύπων και {e1, ...en} Κ-βάση του V τότε το {f(ei)}ni=1

είναι Κ-βάση τουW (αυτό γιατί η f είναι και Κ-ισομορφισμός ως ΚΓ-ισομορφισμός). ΄Εστω g ∈ Γ,
τότε g · f(ej) =

∑
i
rWij (g)f(ei) και g · f(ej) = f(g · ej) = f(

∑
i
rVij (g)ei) =

∑
i
rVij (g)f(ei), άρα

(λόγο βάσης) έχουμε ότι rVij (g) = rWij (g), για κάθε g ∈ Γ, όποτε rVij = rWij για κάθε i, j και άρα
cf(V ) = cf(W ).

�

Πρόταση 1.2.3. ΄Εστω Α K−subcoalgebra του F (KΓ) και V,W ∈ modA(KΓ) τότε:

i) Κάθε ΚΓ-υποπρότυπο του V ανήκει στη modA(KΓ).

ii) Κάθε ΚΓ-πρότυπο πηλίκο του V ανήκει στη modA(KΓ).

iii) V ⊕W ∈ modA(KΓ).

Απόδειξη.
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i) ΄Εστω L ΚΓ-υποπρότυπο του V τότε είναι και Κ-υποπρότυπο, οπότε dimKL ≤ dimKV < ∞.
Μένει να δείξουμε ότι cf(L) ⊆ A, πράγματι, αν B = {e1, ..., em} είναι Κ-βάση του L τότε την
επεκτείνουμε σε Κ-βάση έστω B1 = {e1, ..., em, d1, ..., dn} του V (δηλαδή B ⊆ B1) θεωρούμε τους

coefficent spaces των L, V ως προς αυτές τις βάσεις έστω cfB(L), cfB1(V ) αντίστοιχα (σημείωση,
από Παρατήρηση 1.2.8 δεν μας επηρεάζει η επιλογή συγκεκριμένων βάσεων).

Ισχυρισμός: cfB(L) ⊆ cfB1(V ).

Προφανώς, αν δειχθεί ο ισχυρισμός τελειώσαμε. Πράγματι, έστω g ∈ Γ τότε g · ej =
m∑
i=1

rLij(g)ei

και g · ej =
m∑
i=1

rVij (g)ei +
n∑
i=1

rVij (g)di, άρα (αφού B1 είναι βάση) έχουμε r
L
ij(g) = rVij (g) ∀g ∈ Γ,

όποτε rLij = rVij για κάθε i, j = 1, ...,m. Συνεπώς cfB(L) ⊆ cfB1(V ).

ii) ΄Εστω N ΚΓ-υποπρότυπο του V και {eb | b ∈ B} Κ-βάση του N , την οποία την επεκτείνουμε σε
Κ-βάση του V έστω {eb | b ∈ B} ∪ {ea | a ∈ A}, τότε το {ea + N | a ∈ A} είναι Κ-βάση του
V/N . ΄Εστω g ∈ Γ και a ∈ A, τότε g ·(ea+N) = g ·ea+N = (

∑
b∈B

rVba(g)eb+
∑
c∈A

rVca(g)ec)+N =∑
c∈A

rVca(g)ec +N =
∑
c∈A

rVca(g)(ec +N), άρα cf(V/N) = spanK{rVca | c, a ∈ A} ⊆ cf(V )

iii) Καταρχάς dimK(V⊕W ) = dimKV+dimKW <∞. Μένει να δειχθεί ότι cf(V⊕W ) ⊆ A. Πράγ-
ματι, έστω {ea | a ∈ A}, {eb | b ∈ B} βάσεις των V,W τότε το {(ea, 0), (0, eb) | a ∈ A, b ∈ B} είναι
βάση του V ⊕W . ΄Εστω g ∈ Γ τότε g ·(ea, 0) = (g ·ea, 0) = (

∑
c∈A

rVca(g)ec, 0) =
∑
c∈A

rVca(g)(ec, 0) =∑
c∈A

rVca(g)(ec, 0) +
∑
c∈B

0K(0, ec), όμοια g · (0, eb) =
∑
c∈A

0K(ec, 0) +
∑
c∈B

rWcb (g)(0, ec). Από τις τε-

λευταίες σχέσεις έχουμε ότι rV⊕Wcd =


rVcd, c, d ∈ A
rWcd , c, d ∈ B
0, αλλιώς

. Συνεπώς cf(V ⊕W ) ⊆ A.

�
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2 Πολυωνυμικές Αναπαραστάσεις της GLn(K): Η Schur άλγε-
βρα.

2.1 Βασικά Στοιχεία.

Παρακάτω, Κ = άπειρο σώμα και Γ = ΓK = GLn(K).

Ορισμός 2.1.1. i) Για κάθε μ,ν ∈ {1, ..., n}, ορίζουμε cµν ∈ KΓ
με cµν : Γ −→ K, g 7−→ gµν

(όπου gµν = (µ, ν)−συντελεστής του g). Τα cµν μπορούμε να τα λέμε και coordinate functions.

ii) Ορίζουμε με A = AK(n) την Κ-υποάλγεβρα του KΓ
που παράγεται από τα στοιχεία {cµν | µ, ν ∈

{1, ..., n}}. Δηλαδή AK(n) = {f(c11, ..., c1n, ..., cn1, ..., cnn) | f(x11, ..., xnn) ∈ K[x11, ..., xnn]}

iii) Ορίζουμε με AK(n, r) το Κ-υποπρότυπο του AK(n) που αποτελείται από όλες τις πολυωνυμικές

εκφράσεις των {cµν}µ,ν ομογενή βαθμού r. Δηλαδή,

AK(n, r) = {f(c11, ..., c1n, ..., cn1, ..., cnn) | f(x11, ..., xnn) ∈ K[x11, ..., xnn] και f ομογενές βαθ-

μού r}

Πρόταση 2.1.1. i) Το {cµν | µ, ν ∈ {1, ..., n}} είναι αλγεβρικά ανεξάρτητο πάνω από το K.

ii) dimKAK(n, r) <∞, ιδιαιτέρως dimKAK(n, r) =
(
n2+r−1

r

)
.

iii) Η AK(n) είναι graded Κ-άλγεβρα από την οικογένεια των Κ-υποπροτύπων της, (AK(n, r))r≥0.

Ιδιαιτέρως AK(n) =
⊕
r≥0

AK(n, r).

Απόδειξη.

i) ΄Εστω f(x11, ..., xnn) ∈ K[x11, ..., xnn] με f(x11, ..., xnn) =
∑

i11,...,inn

ki11,...,innx
i11
11 · ... · xinnnn (όπου

iµν = 0, ...,mµν) και f(c11, ..., cnn) = 0. Αν δείξουμε ότι ο μεγιστοβάθμιος συντελεστής
km11,...,mnn = 0, τότε f(x11, ..., xnn) = 0. Πράγματι, για κάθε k ∈ K ορίζουμε:

gk =


k k2 k3 ... kn

k2 (k2)2 (k2)
3

... (k2)
n

. . . ... .

. . . ... .

kn (kn)2 (kn)3 ... (kn)n

 όπου detgk =
∑
σ∈Sn

s(σ)
n∏
i=1

(gk)iσ(i) =
∑
σ∈Sn

s(σ)
n∏
i=1

(ki)σ(i) =

∑
σ∈Sn

s(σ)k

n∑
i=1

iσ(i)
= k

n∑
i=1

i2

+
∑

1 6=σ∈Sn
s(σ)k

n∑
i=1

iσ(i)
. Τώρα, επειδή

n∑
i=1

iσ(i) <
n∑
i=1

i2 για κάθε

1 6= σ ∈ Sn (έπεται από το Λήμμα 2.1.1 που θα δούμε παρακάτω), έχουμε ότι το πολυώνυμο

h(x) = x

n∑
i=1

i2

+
∑

16=σ∈Sn
s(σ)x

n∑
i=1

iσ(i)
είναι μη-μηδενικό στο K[x], οπότε δεν έχει άπειρες ρίζες.

΄Εστω A το σύνολο των ριζών του h(x), τότε gk ∈ Γ για κάθε k ∈ K \ A (αφού detgk 6= 0 για
κάθε k ∈ K \A) και μάλιστα |K \A| =∞ (αφού |K| =∞ και το h(x) δεν έχει άπειρες ρίζες).
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Από πριν έχουμε ότι f(c11, ..., cnn) = 0, συνεπώς f(c11, ..., cnn)(gk) = 0, ∀k ∈ K \A, οπότε

0 =
∑

i11,...,inn

ki11,...,innc
i11
11 (gk) · ... · cinnnn (gk) =

∑
i11,...,inn

ki11,...,innk
i11 · (k2)i12 · (k3)

i13 · ... · (kn)i1n · ... · (kn)in1 · ((kn)2)
in2 · ... · ((kn)n)inn =

∑
i11,...,inn

ki11,...,innk
i11+2i12+3i13 +...+ ni1n +...+ n·in1+2nin2 +...+ n2inn , για κάθε k ∈ K \A. (∗)

Συνεπώς, αν l(x) =
∑

i11,...,inn

ki11,...,innx
i11+2i12+3i13 +...+ ni1n +...+ n·in1+2nin2 +...+ n2inn ∈ K[x],

τότε το l(x) είναι πολυώνυμο με μεγιστοβάθμιο όρο το km11,...,mnn και άπειρες ρίζες από (∗), άρα
km11,...,mnn = 0.

ii) ΄Εστω x ∈ AK(n, r) τότε x =
∑

i11+...+inn=r
ki11,...,innc

i11
11 · ... · cinnnn , άρα AK(n, r) = spanK{ci11

11 ·

... · cinnnn | i11 + ...+ inn = r}. Επιπλέον, το {ci11
11 · ... · cinnnn | i11 + ...+ inn = r} είναι K−γραμμικά

ανεξάρτητο άμεσα από το γεγονός ότι το {cµν}µ,ν είναι αλγεβρικά ανεξάρτητο.

iii) AK(n) =
∑
r≥0

AK(n, r): Αν x ∈ AK(n) τότε x = f(c11, ..., cnn) =
∑

i11,...,inn

ki11,...,innc
i11
11 ·...·cinnnn ,

όπου ki11,...,innc
i11
11 · ... · cinnnn ∈ AK(n, i11 + ...+ inn) ∀i11, ..., inn. ΄Αρα AK(n) ⊆

∑
r≥0

AK(n, r), ο

άλλος εγκλεισμός είναι σαφές, οπότε AK(n) =
∑
r≥0

AK(n, r).

AK(n, r) ∩
∑
s 6=r

AK(n, s) = 0 ∀r: ΄Εστω x ∈ AK(n, r) ∩
∑
s 6=r

AK(n, s) τότε υπάρχει A ⊆

N \ {r}, |A| <∞, ώστε

x =
∑

i11+...+inn=r

ki11,...,innc
i11
11 · ... · c

inn
nn =

∑
s∈A

∑
j11+...+jnn=s

ksj11,...,jnnc
j11
11 · ... · c

jnn
nn ,

όπου ki11+...+inn , k
s
j11,...,jnn ∈ K. Επίσης θεωρούμε το πολυώνυμο

f(x11, ..., xnn) =
∑

i11+...+inn=r

ki11,...,innx
i11
11 · ... · x

inn
nn −

∑
s∈A

∑
j11+...+jnn=s

ksj11,...,jnnx
j11
11 · ... · x

jnn
nn ,

το οποίο επειδή r 6= s είναι σε μορφή αθροίσματος διακεκριμένων μονώνυμων παραγόντων (δηλαδή,
δεν βγαίνουν άλλοι κοινοί παράγοντες), όμως f(c11, ..., cnn) = 0 και {cµν}µ,ν είναι αλγεβρικά
ανεξάρτητο, οπότε ki11,...,inn = 0 ∀i11, ..., inn ώστε i11, ..., inn = r. Τελικά x = 0.

Επιπλέον επειδή γινόμενο ομογενών πολυωνύμων βαθμών r, s δίνει πολυώνυμο ομογενές βαθμού
r + s, έχουμε ότι, αν ar ∈ AK(n, r), as ∈ AK(n, s) τότε ar · as ∈ AK(n, r + s).
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Λήμμα 2.1.1. (Rearrangement - Permutation inequality)

΄Εστω 0 < a1 < ... < an, 0 < b1 < ... < bn. Τότε

n∑
i=1

aibσ(i) <
n∑
i=1

aibi, για κάθε 1 6= σ ∈ Sn.

Ισοδύναμα η ποσότητα

n∑
i=1

aibσ(i) μεγιστοποιείται αν και μόνον αν σ = 1.

Απόδειξη. Κάνουμε πρώτα την περίπτωση όπου n = 2. Για n = 2, S2 = {1, σ = (12)} και
a1bσ(1) + a2bσ(2) = a1b2 + a2b1. Οπότε,

a1bσ(1) + a2bσ(2) < a1b1 + a2b2 ⇐⇒ a1b2 − a1b1 < a2b2 − a2b1 ⇐⇒

a1(b2 − b1) < a2(b2 − b1)
b2−b1>0⇐⇒ a1 < a2

Αφού η τελευταία ισοδυναμία ισχύει, έχουμε πράγματι ότι a1bσ(1) + a2bσ(2) < a1b1 + a2b2.

Γενικά τώρα, έστω M = max
σ∈Sn

(
n∑
i=1

aibσ(i)). Θα δείξουμε ότι:
n∑
i=1

aibσ(i) = M =⇒ σ = 1.

Το τελευταίο εξασφαλίζει άμεσα το ζητούμενο. ΄Εστω για άτοπο, 1 6= σ ∈ Sn και
n∑
i=1

aibσ(i) = M .

Εφόσον σ 6= 1, υπάρχει i ∈ {1, ..., n} ώστε σ(i) 6= i και έστω j το μικρότερο τέτοιο. Τότε σ(j) 6= j
και σ(i) = i ∀i = 1, ..., j − 1 (αν φυσικά j > 1) (∗).
Από την (∗) έπεται άμεσα ότι: σ(j) > j και υπάρχει k > j ώστε σ(k) = j (∗∗).
Από (∗∗) και υπόθεση έχουμε ότι aj < ak και bσ(k) = bj < bσ(j), οπότε από την ειδική περίπτωση

n = 2, θέτοντας c1 = aj , c2 = ak, d1 = bj , d2 = bσ(j), έχουμε ότι c1d2 + c2d1 < c1d1 + c2d2,

ισοδύναμα:

ajbσ(j) + akbσ(k) < ajbσ(k) + akbσ(j)

ΟπότεM =
∑
i=1

aibσ(i) = ajbσ(j) +akbσ(k) +
∑
i 6=j,k

aibσ(i) < ajbσ(k) +akbσ(j) +
∑
i 6=j,k

aibσ(i). Επιπλέον

θεωρούμε την μετάθεση τ ∈ Sn, με τ(i) =


σ(i) i 6= k, j

σ(k) i = j

σ(j) i = k

(η τ είναι άμεσα καλά ορισμένη, γιατί (από

(∗∗)) j 6= k). Τελικά,

M < ajbσ(k) + akbσ(j) +
∑
i 6=j,k

aibσ(i)ajbτ(j) = ajbτ(j) + akbτ(k) +
∑
i 6=j,k

aibτ(i) =
n∑
i=1

aibτ(i) ≤M

Το τελευταίο δίνει άτοπο, άρα σ = 1.
�
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Πόρισμα 2.1.1. i) Η απεικόνιση φ : AK(n) −→ K[x11, ..., xnn], φ(f(c11, ..., cnn)) = f(x11, ..., xnn)
είναι ισομορφισμός Κ-αλγεβρών. Τρόπο τινά, μπορούμε να αντιμετωπίζουμε τα {cµν}µ,ν σαν με-

ταβλητές.

ii) Το AK(n, r) δεν είναι Κ-άλγεβρα για r ≥ 1.

Απόδειξη.

i) Το μόνο που θέλει προσοχή είναι το καλά ορισμένο της φ πράγμα που έπεται άμεσα από την
αλγεβρική ανεξαρτησία των {cµν}µ,ν .

ii) ΄Εστω ότι ήταν Κ-άλγεβρα, τότε από Πρόταση 2.1.1 iii), αν f(c11, ..., cnn), g(c11, ..., cnn) μη μηδε-
νικά στοιχεία του AK(n, r), πρέπει f(c11, ..., cnn)g(c11, ..., cnn) ∈ AK(n, r)∩AK(n, 2r) = 0, συνε-
πώς 0 = φ(f(c11, ..., cnn)g(c11, ..., cnn)) = f(x11, ..., xnn)g(x11, ..., xnn), όμως K[x11, ..., xnn] ε-
ίναι περιοχή, οπότε f(x11, ..., xnn) = 0 ή g(x11, ..., xnn) = 0, πράγμα που δίνει άμεσα f(c11, ..., cnn) =
0 ή g(c11, ..., cnn) = 0, άτοπο.

�

Ορισμός 2.1.2. Θέτουμε n = {1, ..., n} και ορίζουμε I(n, r) := {i : r −→ n | i απεικόνιση},
συμβολικά i(ρ) = iρ και i = (i1, ..., ir). Επιπλέον θέτουμε Sr =συμμετρική ομάδα := G(r) ή G.

Τώρα για κάθε r ≥ 1 ορίζονται οι εξής δύο δράσεις της G(r):

• Η G(r) δρα από δεξιά στο I(n, r) ως εξής, · : I(n, r) × G(r) −→ I(n, r), i · π = i ◦ π =
(iπ(1), ..., iπ(r)). Θα γράφουμε i ∼ j αν ανήκουν στην ίδια G(r)−τροχιά (ισοδύναμα, ∃π ∈ G(r)
ώστε i · π = j). ΄Ενα σύνολο αντιπροσώπων G(r)−τροχιών, θα συμβολίζεται με To.

• Η G(r) δρα από δεξιά στο I(n, r)× I(n, r) ως εξής, · : (I(n, r)× I(n, r))×G(r) −→ I(n, r)×
I(n, r), (i, j) · π = (i · π, j · π) = (i ◦ π, j ◦ π). Θα γράφουμε (i, j) ∼ (k, l) αν ανήκουν στην
ίδια G(r)−τροχιά (ισοδύναμα, ∃π ∈ G(r) ώστε (i, j) · π = (k, l)). ΄Ενα σύνολο αντιπροσώπων
G(r)−τροχιών, θα συμβολίζεται με T .

Σχόλιο. i) Επί της ουσίας η δράση της G(r) στο I(n, r) είναι δράση ”μετάθεσης θέσεων”.

ii) Δεν μπορούμε να δράσουμε από τα αριστερά με τον ίδιο τρόπο αφού αν π ∈ G(r) και i ∈ I(n, r)
τότε δεν έχει νόημα η σύνθεση π ◦ i για n 6= r.

iii) Δεν είναι σωστό ότι: (i ∼ k και j ∼ l) =⇒ (i, j) ∼ (k, l). Αυτό γιατί απαιτείτε το ίδιο π ώστε

i = k · π και j = l · π.

Ορισμός 2.1.3. Για κάθε i, j ∈ I(n, r) ορίζουμε ci,j = ci1j1 · ... · cirjr .
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Παρατήρηση 2.1.1. i) Το σύνολο των διακεκριμένων ci,j , i, j ∈ I(n, r) αποτελεί Κ-βάση του

AK(n, r).

ii) Τα ci,j δεν χαρακτηρίζονται μονοσήμαντα από το ζεύγος (i, j) ∈ I(n, r)× I(n, r).

iii) ci,j = ck,l ⇐⇒ (i, j) ∼ (k, l) ⇐⇒ ∃π ∈ G(r) ώστε (i, j) · π = (k, l).

iv) (i, i) ∼ (k, l) ⇐⇒ k = l ∼ i. Ιδιαιτέρως ci,i = ck,l ⇐⇒ k = l ∼ i.

Απόδειξη.

i) Το AK(n, r) αποτελείτε από τις πολυωνυμικές εκφράσεις των {cµν}µ,ν ομογενή βαθμού r, από
αυτό και τον ορισμό του ci,j άμεσα έχουμε ότι {ci,j | i, j ∈ I(n, r)} ⊆ AK(n, r) και AK(n, r) =
spanK{ci,j | i, j ∈ I(n, r)}. ΄Οσο για την γραμμική ανεξαρτησία, έπεται άμεσα από την αλγεβρική
ανεξαρτησία των {cµν}µ,ν .

ii) ΄Εστω r = 2, n = 5, δηλαδή r = {1, 2}, n = {1, 2, 3, 4, 5}. Θεωρούμε τις i, j ∈ I(n, r) με
i = (4, 5), j = (5, 4) και τότε ci,j = c45c54 = c54c45 = cj,i, ενώ (i, j) 6= (j, i).

iii) Η δεύτερη ισοδυναμία είναι σαφές. Ας δούμε την πρώτη:

(⇐=) : Αν (i, j) ∼ (k, l), τότε ∃ π ∈ G(r) ώστε iπ = k, jπ = l, άρα ck,l = ciπ,jπ =
ciπ(1)jπ(1)

· ... · ciπ(r)jπ(r)
= ci1j1 · ... · cirjr (όπου η τρίτη ισότητα ισχύει αφού π ∈ G(r) και

AK(n) ⊆ KΓ = μεταθετική Κ-άλγεβρα).

(=⇒) : Αν ci,j = ck,l, τότε ci1j1 · ... · cirjr − ck1l1 · ... · ckrlr = 0. Δηλαδή για τα αλγεβρικά
ανεξάρτητα {cµν}µ,ν και το πολ/μο f(x11, ..., xnn) = xi1j1 · ... · xirjr − xk1l1 · ... · xkrlr , ισχύει
f(c11, ..., cnn) = 0, συνεπώς πρέπει f(x11, ..., xnn) = 0 το οποίο συμβαίνει μόνο στη περίπτωση
που: xi1j1 · ... · xirjr = xk1l1 · ... · xkrlr ⇐⇒ μετά από αναδιάταξη έχουμε τις ίδιες μεταβλητές και

στα δύο μέλη ⇐⇒ υπάρχει π ∈ G(r) ώστε iπ(s) = ks, jπ(s) = ls για κάθε s ∈ r ⇐⇒ ∃ π ∈ G(r)
ώστε (i, j) · π = (k, l).

iv) Το (⇐=) είναι άμεσο. Αντίστροφα αν (i, i) ∼ (k, l) τότε υπάρχει π ∈ G(r) ώστε iπ = k, iπ = l,
άρα k = l ∼ i.

�

Πόρισμα 2.1.2. ΄Εστω T σύνολο αντιπροσώπων G(r)−τροχιών του I(n, r)×I(n, r). Τότε το σύνολο

{ci,j | (i, j) ∈ T } είναι Κ-βάση του AK(n, r). Ιδιαιτέρως |T | =
(
n2+r−1

r

)
.
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2.2 Οι κατηγορίες MK(n), MK(n, r).

Παρακάτω, Κ = άπειρο σώμα και Γ = ΓK = GLn(K).

Παρατήρηση 2.2.1. ΄Εστω φ : KΓ ⊗KΓ −→ KΓ×Γ
ο σύνηθες μονομορφισμός Κ-αλγεβρών, τότε:

i) ∆(cµν) = φ(
∑
p∈n

cµp ⊗ cpν) και ε(cµν) = δµν , για κάθε µ, ν ∈ n.

ii) ∆(ci,j) = φ(
∑

s∈I(n,r)
ci,s ⊗ cs,j) και ε(ci,j) = δi,j , για κάθε i, j ∈ I(n, r).

Απόδειξη.

i) ∆(cµν)(s, t) = cµν(st) =
∑
p∈n

cµp(s)cpν(t) =
∑
p∈n

φ(cµp ⊗ cpν)(s, t) = (
∑
p∈n

φ(cµp ⊗ cpν))(s, t) =

(φ(
∑
p∈n

cµp ⊗ cpν))(s, t), για κάθε s, t ∈ Γ. Συνεπώς ∆(cµν) = φ(
∑
p∈n

cµp ⊗ cpν). Επιπλέον,

ε(cµν) = cµν(1Γ) = δµν .

ii) ε(ci,j) = ε(ci1j1 · ... · cirjr) = ε(ci1j1) · ... · ε(cirjr) = δi1j1 · ... · δirjr =

{
1, ik = jk ∀k ∈ r
0, αλλιώς

={
1, i = j

0, i 6= j
= δi,j . ΄Οσο για το άλλο, αν i, j ∈ I(n, r) τότε έχουμε:

∆(ci,j) = ∆(ci1j1 · ... · cirjr) = ∆(ci1j1) · ... ·∆(cirjr)

= (φ(
∑
s1∈n

ci1s1 ⊗ cs1j1)) · ... · (φ(
∑
sr∈n

cirsr ⊗ csrjr))

=
∑
s1∈n

...
∑
sr∈n

(φ(ci1s1 ⊗ cs1j1) · ... · φ(cirsr ⊗ csrjr))

=
∑
s1∈n

...
∑
sr∈n

φ((ci1s1 ⊗ cs1j1) · ... · (cirsr ⊗ csrjr))

=
∑
s1∈n

...
∑
sr∈n

φ((ci1s1 · ... · cirsr)⊗ (cs1j1 · ... · csrjr))

=
∑

s∈I(n,r)

φ((ci1s1 · ... · cirsr)⊗ (cs1j1 · ... · csrjr)) =
∑

s∈I(n,r)

φ(ci,s ⊗ cs,j).

�

Πόρισμα 2.2.1. Οι AK(n, r), AK(n) είναι Κ-subcoalgebra της F (KΓ). Ιδιαιτέρως, αν x ∈ AK(n, r)

τότε ∆(x) = φ(
n∑
i=1

ai ⊗ bi), όπου ai, bi ∈ AK(n, r) (και όμοια αν x ∈ AK(n)).
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Απόδειξη.

AK(n) ⊆ F (KΓ) και Κ-subcoalgebra: Πράγματι, αν x = f(c11, ..., cnn) ∈ AK(n) τότε x =∑
i11,...,inn

ki11,...,innc
i11
11 · ... · cinnnn και ισχύει:

∆(f(c11, ..., cnn)) =
∑

i11,...,inn

ki11,...,inn∆(c11)i11 · ... ·∆(cnn)inn

=
∑

i11,...,inn

ki11,...,innφ(
∑
s1∈n

c1s1 ⊗ cs11)i11 · ... · φ(
∑
sn∈n

cnsn ⊗ csnn)inn

= φ(
∑

i11,...,inn

ki11,...,inn(
∑
s1∈n

c1s1 ⊗ cs11)
i11 · ... · (

∑
sn∈n

cnsn ⊗ csnn)
inn

)

Τώρα κάνοντας τις επιμεριστικές και χρησιμοποιώντας τις ιδιότητες k · (a⊗ b) = (ka)⊗ b,
(a ⊗ b) · (c ⊗ d) = (ab) ⊗ (cd) είναι σαφές ότι ∆(x) ∈ {φ(

∑
i
ai ⊗ bi) | ai, bi ∈ AK(n)}. Συνεπώς

∆(AK(n)) ⊆ {φ(
∑
i
ai ⊗ bi) | ai, bi ∈ AK(n)}, πράγμα που δείχνει και τα δύο ζητούμενα (Πρόταση

1.2.2, Ορισμός 1.2.10).

AK(n, r) ⊆ F (KΓ) και Κ-subcoalgebra: Θέτουμε I = I(n, r) και έστω x ∈ AK(n, r) τότε
(εξ΄ ορισμού του AK(n, r)) x =

∑
(i,j)∈I×I

k(i,j)ci,j , k(i,j) ∈ K. Τότε ∆(x) =
∑

(i,j)∈I×I
k(i,j)∆(ci,j) =∑

(i,j)∈I×I
k(i,j)φ(

∑
s∈I

ci,s ⊗ cs,j) = φ(
∑
(i,j)

∑
s

((k(i,j)ci,s)⊗ cs,j)) ∈ {φ(
∑
i
ai ⊗ bi) | ai, bi ∈ AK(n, r)}

�

Ορισμός 2.2.1. Εφόσον AK(n), AK(n, r) είναι Κ-subcoalgebras της F (KΓ), τότε ορίζονται οι κα-

τηγορίες modAK(n)(KΓ), modAK(n,r)(KΓ) που θα συμβολίζουμε με MK(n),MK(n, r) αντίστοιχα.

Σχόλιο. Κλείνουμε το κεφάλαιο αυτό αναφέροντας ένα σημαντικό θεώρημα το οποίο οφείλεται στον

Schur για την περίπτωση K = C και γενικεύθηκε ισχυρά από τον J.A.Green στην θεωρία των K-
coalgebras (Βλέπε [18, σελ. 156], [1, σελ. 12, Remark]).

Θεώρημα 2.2.1. ΄Εστω V ∈MK(n) τότε υπάρχει οικογένεια ΚΓ-υποπροτύπων {Vr}r≥0 του V ώστε

Vr ∈MK(n, r) και V =
⊕
r≥0

Vr.

Σχόλιο. Συνεπώς για την μελέτη της κατηγορίας MK(n), αρκεί να μελετήσουμε την κατηγορία

MK(n, r). Οπότε, από εδώ και πέρα εστιάζουμε την προσοχή μας στην κατηγορία MK(n, r).
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2.3 Η άλγεβρα του Schur : SK(n, r).

Παρακάτω, Κ = άπειρο σώμα και Γ = ΓK = GLn(K).

Ορισμός 2.3.1. Ορίζουμε SK(n, r) := AK(n, r)∗ = HomK(AK(n, r),K). Η SK(n, r) λέγεται δυ-

ϊκός χώρος (dual space) του AK(n, r). Το SK(n, r) είναι Κ-πρότυπο με το σύνηθες τρόπο.

Σχόλιο. Παρακάτω θα εφοδιάσουμε το SK(n, r) με δομή Κ-άλγεβρας και αυτή θα είναι η λεγόμενη

άλγεβρα του Schur.

Υπενθύμιση 2.3.1. (Από Γραμμική ΄Αλγεβρα). ΄Εστω V Κ-πρότυπο με dimKV = n < ∞ και

βάση {e1, ..., en}, τότε ορίζονται οι Κ-γραμμικές απεικονίσεις {f1, ..., fn} με fj(
n∑
i=1

kiei) = kj και α-

ποτελούν βάση του δυϊκού χώρου V ∗. Το {f1, ..., fn} λέγεται δυϊκή βάση της {e1, ..., en}. Ιδιαιτέρως

dimKV = dimKV
∗
.

Ορισμός 2.3.2. ΄Εστω (i, j) ∈ I(n, r)× I(n, r) τότε ορίζεται η Κ-γραμμική απεικόνιση

ξi,j : AK(n, r) −→ K, ξi,j(cp,q) =

{
1, (i, j) ∼ (p, q)

0, (i, j) � (p, q)
.

για κάθε (p, q) ∈ T . (Εννοείται ότι πρώτα ορίσαμε την ξi,j πάνω στη βάση {cp,q | (p, q) ∈ T } του

AK(n, r) και μετά επεκτείναμε Κ-γραμμικά). Μάλιστα, ξi,j(cp,q) =

{
1, (i, j) ∼ (p, q)

0, (i, j) � (p, q)
. για κάθε

p, q ∈ I(n, r) (άμεσα από Παρατήρηση 2.1.1 iii) και το γεγονός ότι T =σύνολο αντιπροσώπων).

Πρόταση 2.3.1. Το σύνολο {ξp,q | (p, q) ∈ T } αποτελεί Κ-βάση του SK(n, r) και είναι δυϊκή της

βάσης {cp,q | (p, q) ∈ T } του AK(n, r). Ιδιαιτέρως, dimKSK(n, r) = |T | =
(
n2+r−1

r

)
.

Απόδειξη.

Θεωρούμε την δυϊκή βάση {fp,q}(p,q)∈T της {cp,q}(p,q)∈T . Αν δείξουμε ότι fp,q = ξp,q τότε τελει-
ώσαμε. Για το λόγο αυτό αρκεί να δείξουμε ότι fp,q(ci,j) = ξp,q(ci,j), ∀(i, j) ∈ T . Πράγματι, έστω
(i, j) ∈ T . Αν (i, j) 6= (p, q), τότε fp,q(ci,j) = 0 (εξ΄ ορισμού της fp,q), επίσης (i, j) � (p, q) (γιατί
(i, j), (p, q) ∈ T =σύνολο αντιπροσώπων τροχιών και (i, j) 6= (p, q) ) άρα ξp,q(ci,j) = 0, συνεπώς
fp,q(ci,j) = ξp,q(ci,j). Ενώ αν (i, j) = (p, q), τότε άμεσα fp,q(ci,j) = ξp,q(ci,j) = 1.

�
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Παρατήρηση 2.3.1. ΄Εστω i, j ∈ I(n, r) τότε :

i) ξi,j = ξk,l ⇐⇒ (i, j) ∼ (k, l).

ii) ξi,i = ξj,j ⇐⇒ i ∼ j.

iii) ξi,i = ξk,l ⇐⇒ k = l ∼ i.

Απόδειξη.

i): ΄Εστω (i, j) ∼ (k, l), τότε είναι σαφές (εξ΄ ορισμού των ξi,j , ξk,l και του γεγονούς ότι ∼ είναι
σχέση ισοδυναμίας) ότι ξi,j(cp,q) = ξk,l(cp,q) ∀(p, q) ∈ T . Αντίστροφα, έστω ξi,j = ξk,l, τότε ξi,j(cp,q) =
ξk,l(cp,q) ∀(p, q) ∈ T , όμως T σύνολο αντιπροσώπων, οπότε υπάρχει (s, t) ∈ T ώστε (s, t) ∼ (k, l), έτσι
ξi,j(cs,t) = ξk,l(cs,t) = 1, συνεπώς πρέπει (εξ΄ ορισμού της ξi,j) (i, j) ∼ (s, t) και έτσι (i, j) ∼ (k, l).

ii): ξi,i = ξj,j
i)⇐⇒ (i, i) ∼ (j, j) ⇐⇒ i ∼ j.

iii): ΄Αμεσο από i) και Παρατήρηση 2.1.1. iv).
�

Πόρισμα 2.3.1. ΄Εστω A ⊆ I(n, r) × I(n, r) με ξi,j 6= ξp,q, για κάθε (i, j), (p, q) ∈ A με (i, j) 6=
(p, q). Τότε το σύνολο {ξi,j}(i,j)∈A είναι Κ-γραμμικά ανεξάρτητο.

Απόδειξη.

Για κάθε (i, j) ∈ A, υπάρχει (μοναδικό) (pi, qj) ∈ T ώστε (i, j) ∼ (pi, qj) ⇐⇒ ξi,j = ξqi,pj . ΄Ομως
ξqi,pj 6= ξqi′ ,pj′ , για κάθε (i, j), (i′, j′) ∈ A με (i, j) 6= (i′, j′) (αφού ξqi,pj = ξi,j 6= ξi′,j′ = ξqi′ ,pj′ ), άρα
από Πρόταση 2.3.1 έπεται το ζητούμενο.

�

Υπενθύμιση 2.3.2. ΄Εστω R μεταθετικός δακτύλιος και (A,∆, ε) μία R-coalgebra τότε ο δυϊκός

χώρος A∗ = HomR(A,R) γίνεται R−άλγεβρα, με πολλαπλασιασμό τον εξής, αν f, g ∈ A∗ τότε ορίζεται

η R−γραμμική fg : A −→ R, ώστε για κάθε a ∈ A αν ∆(a) =
n∑
i=1

ai⊗bi τότε (fg)(a) =
n∑
i=1

f(ai)g(bi).

Σχόλιο. Η παραπάνω υπενθύμιση δόθηκε για να έχουμε μία γενικότερη εικόνα της κατάστασης, εν΄

τούτης δεν θα την χρησιμοποιήσουμε για την απόδειξη του παρακάτω αποτελέσματος, αλλά θα δώσουμε

μία απόδειξη ασθενώς παρόμοια (δηλαδή δουλεύει για την ειδική περίπτωση SK(n, r) που μας ενδιαφέρει,

αλλά όχι για την γενική).

Πρόταση 2.3.2. Για κάθε ξ, η ∈ SK(n, r) ορίζουμε ξ · η = ξη : AK(n, r) −→ K, ώστε για κάθε

c ∈ AK(n, r) αν ∆(c) = φ(
n∑
i=1

ci ⊗ ti), ci, ti ∈ AK(n, r), (υπάρχει τέτοια γραφή από Πόρισμα 2.2.1)

τότε (ξη)(c) =
n∑
i=1

ξ(ci)η(ti). (΄Οπου φ : KΓ ⊗KΓ −→ KΓ×Γ
ο γνωστός μονομορφισμός).

Η ξ · η είναι καλά ορισμένη Κ-γραμμική και ο χώρος SK(n, r) εφοδιασμένος με αυτό το γινόμενο

γίνεται Κ-άλγεβρα με 1SK(n,r) = ε|AK(n,r) = (συμβολικά = ε).
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Απόδειξη.

ξη καλά ορισμένη: ΄Εστω f : AK(n, r) × AK(n, r) −→ K, με f(c, t) = ξ(c)η(t), τότε η f είναι
multilinear Κ-προτύπων (άμεσα) και άρα υπάρχει h : AK(n, r) ⊗ AK(n, r) −→ K, ομομορφισμός
Κ-προτύπων με h(c ⊗ t) = ξ(c)η(t). Από Παρατήρηση 1.2.10 υπάρχει μονομορφισμός Κ-προτύπων
φA : AK(n, r) ⊗ AK(n, r) −→ KΓ×Γ

με φA(c ⊗ t) = φ(c ⊗ t) για κάθε c, t ∈ AK(n, r). ΄Εστω ότι

∆(c) = φ(
n∑
i=1

ci ⊗ ti) = φ(
m∑
j=1

rj ⊗ lj), όπου ci, ti, rj , lj ∈ AK(n, r), τότε επειδή φA 1-1 και h καλά

ορισμένη, έχουμε:

φA(
n∑
i=1

ci ⊗ ti) = φA(
m∑
j=1

rj ⊗ lj) ⇐⇒
n∑
i=1

ci ⊗ ti =
m∑
j=1

rj ⊗ lj ∈ AK(n, r)⊗AK(n, r) =⇒

h(

n∑
i=1

ci ⊗ ti) = h(

m∑
j=1

rj ⊗ lj) ⇐⇒
n∑
i=1

ξ(ci)η(ti) =

n∑
i=1

ξ(ri)η(li)

ξη ∈ SK(n, r): ΄Εστω c1, c2 ∈ AK(n, r) με ∆(c1) = φ(
n∑
i=1

ci ⊗ ti), ∆(c2) = φ(
m∑
i=1

rj ⊗ lj), τότε

∆(c1+c2) = φ(
n∑
i=1

ci⊗ti+
m∑
i=1

rj⊗lj) και (ξη)(c1+c2) =
n∑
i=1

ξ(ci)η(ti)+
m∑
j=1

ξ(rj)η(lj) = ξη(c1)+ξη(c2).

Παρόμοια ξη(kc) = kξη(c), k ∈ K, c ∈ AK(n, r). Οπότε ξη ∈ SK(n, r).

Πάμε να δείξουμε ότι SK(n, r) είναι Κ-άλγεβρα. Καταρχάς SK(n, r) = K−πρότυπο. Οπότε μένει
να δείξουμε τα παρακάτω:

ξ(η1 + η2) = ξη1 + ξη2: ΄Εστω c ∈ AK(n, r) με ∆(c) = φ(
∑
i
ci ⊗ ti), ci, ti ∈ AK(n, r),

τότε ξ(η1 + η2)(c) =
∑
i
ξ(ci)(η1 + η2)(ti) =

∑
i
ξ(ci)η1(ti) +

∑
i
ξ(ci)η2(ti) = ξη1(c) + ξη2(c). Οπότε

ξ(η1 + η2) = ξη1 + ξη2.

(ξ1 + ξ2)η = ξ1η + ξ2η: ΄Ομοια με το προηγούμενο.

(ξ1ξ2)η = ξ1(ξ2η): Αρκεί να δείξουμε ((ξ1ξ2)η)(ci,j) = (ξ1(ξ2η))(ci,j) ∀(i, j) ∈ T (αφού
{ci,j}(i,j)∈T βάση του AK(n, r)). Καταρχάς ∆(ci,j) = φ(

∑
s∈I(n,r)

ci,s ⊗ cs,j). ΄Οποτε,

(ξ1(ξ2η))(ci,j) =
∑
s

ξ1(ci,s)(ξ2η)(cs,j) =
∑
s

ξ1(ci,s)(
∑
t

ξ2(cs,t)η(ct,j)) =∑
t

∑
s

ξ1(ci,s)ξ2(cs,t)η(ct,j) =
∑
t

(
∑
s

ξ1(ci,s)ξ2(cs,t))η(ct,j) =
∑
t

(ξ1ξ2)(ci,t)η(ct,j) = ((ξ1ξ2)η)(ci,j).

΄Αρα (ξ1ξ2)η = ξ1(ξ2η).
k(ξη) = (kξ)η = ξ(kη), k ∈ K: Παρόμοιας ιδεολογίας με το ξ(η1 + η2) = ξη1 + ξη2.

εξ = ξε = ξ: ΄Εστω c ∈ AK(n, r) με ∆(c) = φ(
∑
i
ci ⊗ ti), ci, ti ∈ AK(n, r), τότε ∆(c)(g, s) =

φ(
∑
i
ci⊗ti)(g, s), ∀g, s ∈ Γ, δηλαδή c(gs) =

∑
i
ci(g)ti(s), ∀g, s ∈ Γ, όποτε c(s) =

∑
i
ci(1)ti(s) ∀s ∈ Γ,

έτσι c =
∑
i
ci(1)ti. Τώρα, (εξ)(c) =

∑
i
ε(ci)ξ(ti) =

∑
i
ci(1)ξ(ti) = ξ(

∑
i
ci(1)ti) = ξ(c), άρα εξ = ξ.

΄Ομοια οι άλλες ισότητες.
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�

Σχόλιο. Ενδεικτικά, κάποια σημεία της απόδειξης που δείχνουν ότι δεν δουλεύει στην γενική περίπτω-

ση που είδαμε στην Υπενθύμιση 2.3.2 είναι εκεί που δείχνουμε ότι (ξ1ξ2)η = ξ1(ξ2η) και εξ = ξε = ξ
(στην γενική περίπτωση χρησιμοποιούμε την μεταθετικότητα των δύο διαγραμμάτων που επιβάλει η

coalgebra). Παρακάτω αποδίδουμε κάποιες γενικές ιδιότητες του πολλαπλασιασμού στην SK(n, r).

Πρόταση 2.3.3. ΄Εστω i, j, k, l ∈ I(n, r), ξ, η ∈ SK(n, r) τότε,

i) (ξη)(cp,q) =
∑

s∈I(n,r)
ξ(cp,s)η(cs,q), για κάθε p, q ∈ I(n, r).

ii) (Κανόνας πολ/μού του Schur). ξi,jξk,l =
∑

(p,q)∈T
(Z(i, j, k, l, p, q) · 1K)ξp,q, όπου Z(i, j, k, l, p, q) =

|{s ∈ I(n, r) | (i, j) ∼ (p, s) και (k, l) ∼ (s, q)}|.

iii) Αν j � k τότε ξi,jξk,l = 0. ΄Αρα αν ξi,jξk,l 6= 0 τότε j ∼ k.

iv) a) ξi,iξi,j = ξi,j = ξi,jξj,j .

b) ξ2
i,i = ξi,i και αν i � j τότε ξi,iξj,j = 0.

c) ε =
∑
i∈To

ξi,i.

Απόδειξη.

i) ΄Αμεσα εξ΄ ορισμού του πολ/μού στην SK(n, r) και της ταυτότητας ∆(cp,q) =
∑

s∈I(n,r)
cp,s ⊗ cs,q.

ii) ΄Εστω {cs,t}(s,t)∈T η Κ-βάση τουAK(n, r) και (s, t) ∈ T , τότε (ξi,jξk,l)(cs,t) =
∑

h∈I(n,r)
ξi,j(cs,h)ξk,l(ch,t),

όπου ξi,j(cs,h)ξk,l(ch,t) =

{
1K , ξi,j(cs,h) = ξk,l(ch,t) = 1.

0K , αλλιώς.
=

{
1K , (i, j) ∼ (s, h) και (k, l) ∼ (h, t).

0K , αλλιώς.
.

Συνεπώς, (ξi,jξk,l)(cs,t) = (Z(i, j, k, l, s, t) · 1K) =
∑

(p,q)∈T
(Z(i, j, k, l, p, q) · 1K)ξp,q(cs,t) (η τε-

λευταία ισότητα ισχύει αφού T σύνολο αντιπροσώπων και (s, t) ∈ T ). Συνεπώς, ξi,jξk,l =∑
(p,q)∈T

(Z(i, j, k, l, p, q) · 1K)ξp,q.

iii) ΄Εστω j � k τότε για κάθε (p, q) ∈ T έχουμε {s ∈ I(n, r) | (i, j) ∼ (p, s) και (k, l) ∼ (s, q)} = ∅,
πράγματι αν ήταν μη-κενό τότε θα έπρεπε να υπάρχει s ∈ I(n, r) ώστε j ∼ s ∼ k, άτοπο. ΄Αρα
Z(i, j, k, l, p, q) = 0 και από ii) έχουμε ξi,jξk,l = 0.

iv) a) ΄Εστω {cs,t}(s,t)∈T η Κ-βάση του AK(n, r) και (s, t) ∈ T τότε,
ξi,iξi,j(cs,t) =

∑
(p,q)∈T

(Z(i, i, i, j, p, q) ·1K)ξp,q(cs,t) = Z(i, i, i, j, s, t) ·1K (αφού T = σύνολο

αντιπροσώπων και (s, t) ∈ T ) (∗). Επιπλέον παρατηρούμε τα εξής:
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Z(i, i, i, j, s, t) = 0 ή 1 και μάλιστα Z(i, i, i, j, s, t) =

{
1, (s, t) ∼ (i, j).

0, (s, t) � (i, j).
(∗∗).

Πράγματι, για το πρώτο, αν B := {h ∈ I(n, r) | (i, i) ∼ (s, h) και (i, j) ∼ (h, t)} = ∅
τότε τελειώσαμε, ενώ αν είναι μη-κενό τότε για κάθε h μέσα εκεί, ισχύει (i, i) ∼ (s, h),
δηλαδή s = h ∼ i (Παρατήρηση 2.1.1) και άρα B = {s} ⇐⇒ Z(i, i, i, j, s, t) = 1. Πάμε το
δεύτερο σκέλος τώρα, αν (s, t) ∼ (i, j) τότε υπάρχει π ∈ G(r) ώστε i = sπ, j = tπ, δηλαδή
(i, i) ∼ (s, s) και (i, j) ∼ (s, t), άρα s ∈ B και από πρώτο σκέλος πρέπει Z(i, i, i, j, s, t) = 1.
Αν όμως (s, t) � (i, j) τότε Z(i, i, i, j, s, t) = 0 (αλλιώς Z(i, i, i, j, s, t) = 1, οπότε υπάρχει
h ∈ I(n, r) ώστε (i, i) ∼ (s, h) και (i, j) ∼ (h, t), δηλαδή h = s ∼ i και έτσι (i, j) ∼ (s, t),
άτοπο).

Τώρα από (∗), (∗∗) έχουμε, ξi,iξi,j(cs,t) =

{
1K , (s, t) ∼ (i, j).

0K , (s, t) � (i, j).
= ξi,j(cs,t) ∀(s, t) ∈ T .

΄Αρα ξi,iξi,j = ξi,j .

b) ΄Αμεσο από iv)a) και iii).

c) ΄Εστω {cp,q}(p,q)∈T η Κ-βάση τουAK(n, r), αν (p, q) ∈ T τότε, ε(cp,q) = δp,q =

{
1K p = q

0K p 6= q

και (από Παρατήρηση 2.1.1 iv), ορισμό των ξi,j)
∑
i∈To

ξi,i(cp,q) =

0K p 6= q∑
i∈To

ξi,i(cp,p) p = q

=

{
0K p 6= q

1K p = q
(η τελευταία ισότητα ισχύει γιατί (i, i) ∼ (p, p) ⇐⇒ i ∼ p και επιπλέον

To =σύνολο αντιπροσώπων). Τελικά, ε(cp,q) =
∑
i∈To

ξi,i(cp,q) ∀(p, q) ∈ T , έτσι ε =
∑
i∈To

ξi,i.

�
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2.4 Η απεικόνιση e : KΓ −→ SK(n, r).

Παρακάτω Κ = άπειρο σώμα και Γ = ΓK = GLn(K).

Ορισμός 2.4.1. Για κάθε g ∈ Γ ορίζουμε eg : AK(n, r) −→ K με eg(c) = c(g), ∀c ∈ AK(n, r).

Παρατήρηση 2.4.1. eg ∈ SK(n, r),∀g ∈ Γ και ισχύει ότι:

i) egeh = egh, ∀g, h ∈ Γ.

ii) e1 = ε|AK(n,r) ( συμβολικά e1 = ε)

Απόδειξη.

Καταρχάς eg = Κ-γραμμική (πράγματι, eg(c1 + c2) = (c1 + c2)(g) = c1(g) + c2(g) = eg(c1) + eg(c2)
και eg(kc) = (kc)(g) = kc(g) = keg(c), k ∈ K, c1, c2, c ∈ AK(n, r)).

i) ΄Εστω c ∈ AK(n, r) τότε (από Πόρισμα 2.2.1) ∆(c) = φ(
n∑
i=1

ci ⊗ ti), όπου ci, ti ∈ AK(n, r)

και άρα (εξ΄ ορισμού του πολ/μού στην SK(n, r)) (egeh)(c) =
∑
i
eg(ci)eh(ti) =

∑
i
ci(g)ti(h) =

φ(
n∑
i=1

ci ⊗ ti)(g, h) = ∆(c)(g, h) = c(gh) = egh(c) ΄Αρα egeh = egh.

ii) e1(c) = c(1) = ε(c), άρα e1 = ε.

�

Ορισμός 2.4.2. Ορίζεται ο ομομορφισμός Κ-αλγεβρών e : KΓ −→ SK(n, r),
∑
g
kgg 7−→

∑
g
kgeg.

Παρατήρηση 2.4.2. i) Η e : KΓ −→ SK(n, r) είναι πράγματι ομομορφισμός Κ-αλγεβρών.

ii) ΄Εστω c ∈ AK(n, r) τότε c : Γ −→ K και έστω c̃ : KΓ −→ K, η Κ-γραμμική επέκταση της c
(δηλαδή c̃(

∑
g
kgg) =

∑
g
kgc(g)). Τότε e(k)(c) = c̃(k), για κάθε k ∈ KΓ.

Απόδειξη.

i) e καλά ορισμένη άμεσα (αφού Γ Κ-βάση του KΓ) και e ομομορφισμός Κ-προτύπων (σαφές).

e ομομορφισμός δακτυλίων: ΄Εστω x, y ∈ KΓ με x =
∑
g
kgg και y =

∑
h

khh, τότε e(xy) =

e((
∑
g
kgg)(

∑
h

khh)) = e(
∑
g

∑
h

kgkhgh) =
∑
g

∑
h

kgkhegh =
∑
g

∑
h

kgkhegeh = (
∑
g
kgeg)(

∑
h

kheh) =

e(
∑
g
kgg)e(

∑
h

khh) = e(x)e(y).

ii) ΄Εστω k =
∑
g
kgg ∈ KΓ, τότε e(k)(c) = e(

∑
g
kgg)(c) = (

∑
g
kgeg)(c) =

∑
g
kgeg(c) =

∑
g
kgc(g) =

c̃(k).
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Πρόταση 2.4.1. i) Η e : KΓ −→ SK(n, r) είναι επί.

ii) ΄Εστω f ∈ KΓ
τότε, f ∈ AK(n, r) ⇐⇒ kere ⊆ kerf̃ ⇐⇒ f̃(kere) = 0. (΄Οπου f̃ : KΓ −→ K

η Κ-γραμμική επέκταση της f : Γ −→ K).

Λήμμα 2.4.1. (Από Γραμμική ΄Αλγεβρα).

i) ΄Εστω V Κ-πρότυπο με dimKV = n <∞, τότε η απεικόνιση τ : V −→ V ∗∗, με τ(v) : V ∗ −→ K
και τ(v)(f) = f(v) για κάθε f ∈ V ∗ είναι ισομορφισμός K−προτύπων και λέγεται φυσικός

ισομορφισμός.

ii) ΄Εστω V Κ-πρότυπο με dimKV = n < ∞ και W � V ∗ (γνήσιο Κ-υποπρότυπο) τότε υπάρχει

0 6= v ∈ V ώστε f(v) = 0, ∀f ∈W .

Σχόλιο. Εν΄ γένη, το Λήμμα 2.4.1 δεν ισχύει όταν dimKV =∞.

Απόδειξη. (Λήμματος)

i) Την τ πάνω κάτω την έχουμε συναντήσει και σε άλλα concepts όπως στην συναρτησιακή ανάλυση
(στους αυτοπαθής χώρους Banach), οπότε θα είμαστε σύντομοι στην απόδειξή. Καταρχάς η τ
είναι Κ-γραμμική με στοιχειώδεις πράξεις. Πάμε να δούμε τα 1-1, επί. Πράγματι έστω {v1, ..., vn}
βάση του V και {f1, ..., fn} η δυϊκή βάση του V ∗ (Υπενθύμιση 2.3.1), τότε:

τ 1-1: ΄Εστω v =
n∑
i=1

kivi ∈ V με τ(v) = 0, τότε τ(v)(f) = 0 ∀f ∈ V ∗, άρα τ(v)(fi) = 0, ∀i =

1, ..., n, δηλαδή fi(v) = ki = 0, ∀i = 1, ..., n. Συνεπώς v = 0.

τ επί: Εφόσον (από Υπενθύμιση 2.3.1) dimKV = dimKV
∗ = dimKV

∗∗
και τ : V −→ V ∗∗

μονομορφισμός Κ-προτύπων, έπεται το επί (πράγματι, αφού λόγο του 1-1 πρέπει dimKImτ =
dimKV − dimKkerτ = dimKV = dimKV

∗∗
, άρα Imτ = V ∗∗)

ii) ΄Εστω {φ1, ..., φm} βάση τουW μεm < n = dimKV
∗
(αφούW � V ∗), τότε επεκτείνουμε τοB σε

βάση A = {φ1, ..., φm, ψ1, ..., ψk} του V ∗ (όπου k > 0 και m+k = n). Τώρα θεωρούμε την δυϊκή
βάση του V ∗∗ ως προς την Α, έστω A∗ = {φ∗1, ..., φ∗m, ψ∗1, ..., ψ∗k}. Επιπλέον, από i) υπάρχουν
v1, ..., vm, w1, ..., wk ∈ V ώστε τ(vi) = φ∗i και τ(wj) = ψ∗j για κάθε i = 1, ...,m, j = 1, ..., k.
Τώρα, φi(w1) = τ(w1)(φi) = ψ∗1(φi) = 0, ∀i = 1, ...,m (η τρίτη ισότητα ισχύει επειδή A∗ δυϊκή
βάση της Α). Το τελευταίο σε συνδυασμό με το γεγονός ότι το {φ1, ..., φm} είναι βάση του W ,
δίνει ότι f(w1) = 0,∀f ∈W .

�

Απόδειξη. (Πρότασης)
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i) ΄Εστω ότι Ime � SK(n, r) = AK(n, r)∗ τότε (από Λήμμα 2.4.1) υπάρχει 0 6= c ∈ AK(n, r) ώστε
f(c) = 0, ∀f ∈ Ime, δηλαδή eg(c) = 0, ∀g ∈ Γ, άρα c(g) = 0, ∀g ∈ Γ, συνεπώς c = 0, άτοπο.
Τελικά πρέπει Ime = SK(n, r).

ii) (=⇒): ΄Εστω f ∈ AK(n, r) και k =
∑
g
kgg ∈ kere, τότε e(k) = 0 ⇐⇒

∑
g
kgeg = 0 =⇒∑

g
kgeg(f) = 0 =⇒

∑
g
kgf(g) = 0 =⇒ f̃(k) = 0, άρα k ∈ kerf̃ .

(⇐=): ΄Εστω f ∈ KΓ
με kere ⊆ kerf̃ . Τότε ορίζουμε y : SK(n, r) −→ K, e(k) 7−→ f̃(k) και

ισχύει ότι y ∈ SK(n, r)∗ = AK(n, r)∗∗. Πράγματι,

y καλά ορισμένη: Καταρχάς κάθε στοιχείο του SK(n, r) έχει την μορφή e(k) (αφού από i) η e
είναι επί). ΄Εστω τώρα e(k1) = e(k2) τότε k1 − k2 ∈ kere ⊆ kerf̃ , συνεπώς f̃(k1 − k2) = 0 ⇐⇒
f̃(k1) = f̃(k2).

y ομομορφισμός Κ-προτύπων: y(e(k1)+e(k2)) = y(e(k1 +k2)) = f̃(k1 +k2) = f̃(k1)+ f̃(k2) =
y(e(k1)) + y(e(k2)). ΄Ομοια το y(ke(s)) = ky(e(s)), για k ∈ K, s ∈ KΓ.

Τώρα από το Λήμμα 2.4.1, υπάρχει c ∈ AK(n, r) ώστε τ(c) = y. Οπότε,

τ(c)(e(k)) = y(e(k)), ∀k ∈ KΓ ⇐⇒ e(k)(c) = f̃(k), ∀k ∈ KΓ =⇒
e(g)(c) = f̃(g) = f(g), ∀g ∈ Γ ⇐⇒ c(g) = f(g), ∀g ∈ Γ =⇒ f = c ∈ AK(n, r).

�

Σχόλιο. Εν΄ γένη η ιδιότητα του επί της απεικόνισης e δεν είναι εύκολο να αποδειχθεί κατασκευα-

στικά, καθώς για παράδειγμα στην περίπτωση του SK(2, 2) μπορούμε να βρούμε i, j ∈ I(2, 2) ώστε

e(g) 6= ξi,j για κάθε g ∈ Γ, οπότε για την απόδειξη του επί είναι αναγκαίο να αναζητήσουμε ποσότητες

της μορφής k =
∑
g
kgg ∈ KΓ ώστε e(k) = ξi,j , πράγμα που το καθιστά ακόμα δυσκολότερο, αφού όχι

μόνο έχουμε να βρούμε αντιστρέψιμους πίνακες g ∈ Γ, αλλά και κατάλληλο γραμμικό συνδυασμό αυτών.

Πρόταση 2.4.2. ΄Εστω V ∈ mod(KΓ). Τότε, V ∈MK(n, r) ⇐⇒ kere · V = 0.

Απόδειξη.

Εφόσον V ∈ mod(KΓ), αρκεί να δείξουμε ότι, cf(V ) ⊆ AK(n, r) ⇐⇒ kere · V = 0. Πράγματι,
έστω {vb | b ∈ B} Κ-βάση του V , {rab}a,b τα coefficient functions και r̃ab : KΓ −→ K οι Κ-γραμμικές
επεκτάσεις των rab. Τότε:

kere · V = 0 ⇐⇒ kv = 0, ∀ v ∈ V, k ∈ kere (1)

⇐⇒ kvb = 0 ∀ b ∈ B, k ∈ kere (2)

⇐⇒ r̃ab(k) = 0, ∀ a, b ∈ B, k ∈ kere (3)

⇐⇒ r̃ab(kere) = 0, ∀ a, b ∈ B (4)
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Αιτιολόγηση της (2): Η (=⇒) είναι σαφές, ενώ για τη (⇐=) αν v ∈ V τότε v =
∑
a∈B

rava, ra ∈ K,

και kv =
∑
a∈B

ra(kva) = 0 (πρώτη ισότητα ισχύει αφού KΓ = K−άλγεβρα και V = KΓ−πρότυπο,

Παρατήρηση 1.1.1 iii)).
Αιτιολόγηση της (3): Αν k =

∑
g
kgg ∈ KΓ, τότε, kvb =

∑
g
kg(gvb) =

∑
g
kg(

∑
a∈B

rab(g)va) =∑
a∈B

(
∑
g
kgrab(g))va =

∑
a∈B

r̃ab(k)va, τώρα εφόσον {va | a ∈ B} είναι Κ-βάση του V έχουμε ότι :

kvb = 0, ∀ b ∈ B, k ∈ kere ⇐⇒
∑
a∈B

r̃ab(k)va = 0, ∀ b ∈ B, k ∈ kere ⇐⇒

r̃ab(k) = 0, ∀ a, b ∈ B, k ∈ kere.

Τελικά, έχουμε ότι kere · V = 0 ⇐⇒ r̃ab(kere) = 0, ∀ a, b ∈ B, άρα από Πρόταση 2.4.1 έπεται ότι
kere · V = 0 ⇐⇒ rab ∈ AK(n, r), ∀a, b ∈ B ⇐⇒ cf(V ) ⊆ AK(n, r).

�

Παρατήρηση 2.4.3. i) ΄Εστω V ∈MK(n, r) τότε το V μπορεί να γίνει SK(n, r)−πρότυπο ώστε

V ∈ mod(SK(n, r)), με εξωτερικό πολλαπλασιασμό e(k) · v := k · v για κάθε k ∈ KΓ, v ∈ V .

Επιπλέον η δομή Κ-προτύπου που επάγει η SK(n, r) στο V (δηλαδή, k · v := (k · 1SK(n,r)) · v, k ∈
K, v ∈ V ) είναι ίδια με την αρχική που είχε από την KΓ.

ii) ΄Εστω V ∈ mod(SK(n, r)), τότε το V μπορεί να γίνει KΓ−πρότυπο ώστε V ∈ MK(n, r), με

εξωτερικό πολλαπλασιασμό k ·v := e(k) ·v για κάθε k ∈ KΓ, v ∈ V . Επιπλέον η δομή Κ-προτύπου

που επάγει η KΓ στο V (δηλαδή, k · v := (k · 1KΓ) · v, k ∈ K, v ∈ V ) είναι ίδια με την αρχική

που είχε από την KΓ.

Απόδειξη.

i) Καταρχάς e επί, άρα το τυχόν στοιχείο στην SK(n, r) γράφεται ως e(k) για k ∈ KΓ. Επίσης αν
k1, k2 ∈ KΓ με e(k1) = e(k2) τότε k1−k2 ∈ kere, όμως kere ·V = 0 (αφού V ∈MK(n, r)), άρα
(k1 − k2)v = 0 ⇐⇒ k1v = k2v. ΄Οποτε ο εξωτερικός πολλαπλασιασμός είναι καλά ορισμένος.
΄Οσο για τις ιδιότητες του εξωτερικού πολ/μού είναι όλες άμεσες αφού e επιμορφισμός Κ-αλγεβρών

(αυτή που θέλει προσοχή είναι η 1SK(n,r) · v = v, η οποία ισχύει καθώς 1SK(n,r)
e επί

==== e(1KΓ)).
Τώρα το τελευταίο σκέλος, έστω k ∈ K, v ∈ V , τότε k · v = (k · 1SK(n,r)) · v = (k · e(1KΓ)) · v =
e(k · 1KΓ) · v = (k · 1KΓ)v = kv.

ii) Το V είναι KΓ−πρότυπο με τον ίδιο επαγόμενο εξωτερικό πολ/μό ως προς Κ παρόμοια με το
i). Επιπλέον, αφού V ∈ mod(SK(n, r)) και έχει την ίδια επαγόμενη δομή Κ-προτύπου και ως
KΓ−πρότυπο, αλλά και ως SK(n, r)−πρότυπο, τότε dimKV < ∞ και V ∈ mod(KΓ). ΄Οποτε
αν δείξουμε ότι cf(V ) ⊆ AK(n, r) τότε V ∈ MK(n, r), πράγματι από Πρόταση 2.4.2 αρκεί να
δείξουμε ότι kere · V = 0, πράγμα άμεσο εξ΄ ορισμού του εξωτερικού πολ/μού της KΓ στο V .

�
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Σχόλιο. Από εδώ και κάτω, όταν έχουμε ένα V ∈ MK(n, r) θα το βλέπουμε σαν αντικείμενο της

mod(SK(n, r)) με το τρόπο που είδαμε στην παρατήρηση και ανάποδα αν V ∈ mod(SK(n, r)), χωρίς

κάποια ιδιαίτερη αναφορά.

Πόρισμα 2.4.1. ΄Εστω V ∈MK(n, r) το οποίο είναι και SK(n, r)−πρότυπο (με e(k)·v = k·v, για κάθε

k ∈ KΓ, v ∈ V ), τότε ένα U ⊆ V είναι KΓ−υποπρότυπο αν και μόνον αν είναι SK(n, r)−υποπρότυπο,
ιδιαιτέρως {KΓ−υποπρότυπα του V } = {SK(n, r)−υποπρότυπα του V }. Επιπλέον αν V,W ∈MK(n, r),
τότε μία f : V −→ W είναι ομομορφισμός KΓ−προτύπων αν και μόνον αν είναι ομομορφισμός

SK(n, r)−προτύπων.

Απόδειξη.

΄Αμεσο εξ΄ ορισμού του τρόπου που συνδέονται οι εξωτερικοί πολλαπλασιασμοί της KΓ και SK(n, r)
στο V (Παρατήρηση 2.4.3)

�

Σχόλιο. Η επόμενη παρατήρηση αν και απλή είναι αρκετά σημαντική, καθώς μας υποδεικνύει τον

τρόπο με τον οποίο θα δρα η SK(n, r) πάνω σε ένα πρότυπο της MK(n, r).

Παρατήρηση 2.4.4. ΄Εστω V ∈ MK(n, r) και {vb | b ∈ B} (πεπερασμένη) Κ-βάση του V . Τότε

ξ · vb =
∑
a∈B

ξ(rab)va, για κάθε ξ ∈ SK(n, r), b ∈ B. (΄Οπου rab : Γ −→ K τα coefficient functions).

Απόδειξη.

Καταρχάς έχει νόημα το ξ(rab) αφού ξ : AK(n, r) −→ K και cf(V ) ⊆ AK(n, r) (γιατί V ∈
MK(n, r)). Τώρα, αν k =

∑
g
kgg ∈ KΓ και b ∈ B, έχουμε:

e(k) · ub = k · ub =
∑
g

kg(g · ub) =
∑
g

kg(
∑
a∈B

rab(g)va) =∑
a∈B

(
∑
g

kgrab(g))va =
∑
a∈B

(
∑
g

kgeg(rab))va =
∑
a∈B

((
∑
g

kge(g))(rab))va =
∑
a∈B

e(k)(rab)va.

Επειδή τα k ∈ KΓ, b ∈ B ήταν τυχόν και e : KΓ −→ SK(n, r) επί, έπεται το ζητούμενο για κάθε
ξ ∈ SK(n, r), b ∈ B.
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2.5 Z-forms.

Στο υποκεφάλαιο αυτό χοντρικά ο στόχος μας θα είναι η μελέτη της άλγεβρας του Schur και γενικά των

κατηγοριών MK(n, r),mod(SK(n, r)), μέσω μίας μεθόδου αποξένωσης του σώματος K και μελέτης

της ”υπόλοιπης άλγεβρας SK(n, r) πάνω από το Z και Q”. Θεμέλιο έναρξης μίας τέτοιας μελέτης θα

αποτελέσει η Πρόταση 2.5.1.

Ορισμός 2.5.1. i) Συμβολίζουμε με SZ(n, r) := spanZ{ξQi,j | i, j ∈ I(n, r)} το Z−υποπρότυπο
του SQ(n, r) που παραγέται (σαν Z−πρότυπο) από τα ξQi,j ∈ SQ(n, r) (i, j ∈ I(n, r)).

ii) Συμβολίζουμε με AZ(n, r) := spanZ{cQi,j | i, j ∈ I(n, r)} το Z−υποπρότυπο του AQ(n, r) που

παραγέται (σαν Z−πρότυπο) από τα cQi,j ∈ AQ(n, r) (i, j ∈ I(n, r)).

Σημείωση: από εδώ και πέρα όταν θέλουμε να δώσουμε έμφαση στα στοιχεία των SK(n, r), AK(n, r)
(για λόγους αποφυγής σύγχυσης), απλά βάζουμε στη δύναμη το σώμα K.

Παρατήρηση 2.5.1. i) SZ(n, r) = {ξ ∈ SQ(n, r) | ξ(AZ(n, r)) ⊆ Z}.

ii) Τα SZ(n, r), AZ(n, r) είναι ελεύθερα Z−πρότυπα με Z−βάσεις τα {ξQi,j | (i, j) ∈ T }, {c
Q
i,j | (i, j) ∈

T }, αντίστοιχα. (΄Οπου υπενθυμίζουμε ότι το T είναι σύνολο αντιπροσώπων τροχιών της δεξιάς

δράσης της G(r) στο I(n, r)× I(n, r)).

iii) Το SZ(n, r) είναι Z−υποάλγεβρα του SQ(n, r). (Υπενθυμίζουμε ότι κάθε δακτύλιος είναι Z−άλγεβρα,
άρα αρκεί το SZ(n, r) να είναι υποδακτύλιος του SQ(n, r)).

Απόδειξη.

i) ” ⊆ ”: ΄Εστω ξ ∈ SZ(n, r) και x ∈ AZ(n, r), τότε x =
∑

(i,j)∈I×I
ni,jc

Q
i,j και ξ =

∑
(p,q)∈I×I

mp,qξ
Q
p,q,

όπου ni,j ,mi,j ∈ Z, I = I(n, r). Συνεπώς ξ(x) =
∑

(p,q)

∑
(i,j)

mp,qni,jξ
Q
p,q(c

Q
i,j), το τελευταίο ανήκει

στο Z, αφού ξQp,q(c
Q
i,j) ∈ {1, 0} (από Ορισμός 2.3.2).

” ⊇ ”: ΄Εστω η ∈ {ξ ∈ SQ(n, r) | ξ(AZ(n, r)) ⊆ Z}, τότε από (Πρόταση 2.3.1) έχουμε ότι
η =

∑
(i,j)∈T

qi,jξ
Q
i,j , όπου qi,j ∈ Q. Από υπόθεση, για κάθε (k, l) ∈ T , έχουμε Z 3 η(cQk,l) = qk,l,

(η ισότητα ισχύει αφού T =σύνολο αντιπροσώπων) συνεπώς η ∈ SZ(n, r).

ii) Κάνουμε το SZ(n, r) και όμοια το άλλο. Καταρχάς το {ξQi,j | (i, j) ∈ T } είναι Q−βάση του
SQ(n, r), οπότε είναι άμεσα Z−γραμμικά ανεξάρτητο υποσύνολο του SZ(n, r). Μένει να δε-
ίξουμε ότι SZ(n, r) = spanZ{ξi,j | (i, j) ∈ T }, πράγματι ο εγκλεισμός ” ⊇ ” είναι σαφές,
ανάποδα αν ξ ∈ SZ(n, r), τότε ξ =

∑
(p,q)∈I×I

mp,qξ
Q
p,q όπου mp,q ∈ Z, όμως από Παρατήρηση

2.3.1 i) και επειδή T =σύνολο αντιπροσώπων, (βγάζοντας κοινούς παράγοντες) έχουμε ξ =∑
(i,j)∈T

(
∑

(p,q)∼(i,j)

mp,q)ξ
Q
i,j ∈ spanZ{ξi,j | (i, j) ∈ T }.
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iii) ΄Εστω (i, j), (k, l) ∈ I(n, r) × I(n, r), τότε ξQi,j · ξ
Q
k,l =

∑
(p,q)∈T

Z(i, j, k, l, p, q)ξp,q ∈ SZ(n, r)

(Πρόταση 2.3.3). Γενικά, αν x, y ∈ SZ(n, r) τότε x =
∑

(i,j)∈I×I
ni,jξ

Q
i,j , y =

∑
(k,l)∈I×I

rk,lξ
Q
k,l, όπου

ni,j , rk,l ∈ Z, άρα xy =
∑
(i,j)

∑
(p,q)

ni,jrk,lξ
Q
i,jξ

Q
k,l, όπου το τελευταίο ανήκει στο SZ(n, r) από ειδική

περίπτωση.

�

Υπενθύμιση 2.5.1. (Από multilinear άλγεβρα).

i) ΄Εστω R μεταθετικός δακτύλιος και Α, Β δύο R−άλγεβρες, τότε το R−πρότυπο A ⊗ B γίνεται

R−άλγεβρα με την ιδιότητα (a1 ⊗ b1) · (a2 ⊗ b2) = a1a2 ⊗ b1b2, για κάθε a1, a2 ∈ A, b1, b2 ∈ B.

ii) ΄Εστω R,S μεταθετικοί δακτύλιοι, αν M είναι R−πρότυπο, S−πρότυπο με r · (s ·m) = s · (r ·m),
όπου r ∈ R, s ∈ S, τότε θα λέμε το M ότι είναι (R,S)−πρότυπο.
Αν M1, ...,Mi−1,Mi+1, ...,Mn R−πρότυπα και Mi (R,S)−πρότυπο τότε το R−πρότυπο M1 ⊗

R

... ⊗
R
Mn γίνεται S−πρότυπο με την ιδιότητα s · (m1 ⊗ ... ⊗mn) = m1 ⊗ ... ⊗ s ·mi ⊗ ... ⊗mn,

ιδιαιτέρως το M1 ⊗ ...⊗Mn είναι (R,S)−πρότυπο.

iii) ΄Εστω R,S μεταθετικοί δακτύλιοι και A,B R−άλγεβρες ώστε το B να είναι (R,S)−πρότυπο.
Τότε το R−πρότυπο A⊗B γίνεται R−άλγεβρα (όπως το i)) και (R,S)−πρότυπο με την ιδιότητα

s · (a⊗ b) = a⊗ s · b, για κάθε s ∈ S, a, b ∈ B. Ιδιαιτέρως το A⊗B είναι S−άλγεβρα.

Υπενθύμιση 2.5.2. (Από multilinear άλγεβρα)(Πάνω στα ελεύθερα R−πρότυπα).

i) ΄Εστω R μεταθετικός δακτύλιος, M = ελεύθερο R−πρότυπο με R−βάση {mb}b∈B και N ένα

R−πρότυπο. Τότε το τυχόν στοιχείο x ∈ M ⊗
R
N , γράφεται κατά μοναδικό τρόπο ως x =∑

b∈B
mb⊗nb, όπου nb ∈ N και πεπερασμένο το πλήθος όροι είναι μη-μηδενικοί. Παρόμοια πράγματα

ισχύουν αν x ∈ N ⊗
R
M .

ii) ΄Εστω R,S μεταθετικοί δακτυλίοι ώστε ο S να είναι (R,S)−πρότυπο (S−πρότυπο με τον φυ-

σιολογικό τρόπο). Αν M είναι ελεύθερο R−πρότυπο με R−βάση το {vb}b∈B, τότε ορίζεται το

(R,S)−πρότυπο M ⊗
R
S το οποίο είναι ελεύθερο S−πρότυπο με S−βάση το {vb ⊗ 1S}b∈B.

Απόδειξη. Το ii) έπεται άμεσα από το i) και μπορούμε να το δούμε.
M = spanS{vb ⊗ 1S | b ∈ B}: ΄Εστω x ∈M ⊗

R
S τότε από i) γράφεται (μοναδικά) ως

x =
∑
b∈B

vb ⊗ sb =
∑
b∈B

sb · (vb ⊗ 1S), sb ∈ S.
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{vb⊗1S | b ∈ B} είναι S−γραμμικά ανεξάρτητο: Πράγματι, έστω {sb}b∈B ⊆ S με
∑
b∈B

sb·(vb⊗1S) = 0,

τότε
∑
b∈B

vb ⊗ sb = 0 και από μοναδικότητα γραφής (Υπενθύμιση 2.5.2) έχουμε ότι sb = 0, ∀b ∈ B.

�

Σχόλιο. Οι υπενθυμίσεις 2.5.1, 2.5.2 αποτελούν κλασικά εργαλεία (με στοιχειώδεις αποδείξεις). Τα

αναφέρουμε απλώς για να έχουμε μία γενικότερη εικόνα των ειδικών πραγμάτων που θα δούμε παρακάτω.

Πρόταση 2.5.1. i) ΄Εστω K =άπειρο σώμα τότε ορίζεται η Z−άλγεβρα SZ(n, r) ⊗
Z
K, η οποία

γίνεται K−πρότυπο με την ιδιότητα k′ · (a ⊗ k) = a ⊗ k′k, για κάθε a ∈ SZ(n, r), k′, k ∈ K.

Ιδιαιτέρως το SZ(n, r)⊗
Z
K είναι Κ-άλγεβρα.

ii) Υπάρχει ισομορφισμός Κ-αλγεβρών, φ : SZ(n, r) ⊗
Z
K −→ SK(n, r), με φ(ξQi,j ⊗ 1K) = ξKi,j για

κάθε i, j ∈ I(n, r).

Απόδειξη.

i) Εφόσον τα SZ(n, r),K είναι Z−άλγεβρες, τότε ορίζεται η Z−άλγεβρα SZ(n, r)⊗
Z
K. Επίσης το K

είναι (Z,K)−πρότυπο (με το φυσιολογικό τρόπο), οπότε το συμπέρασμα έπεται από Υπενθύμιση
2.5.1 iii).

ii) Ξέρουμε ότι το σύνολο {ξKi,j}(i,j)∈T αποτελείK−βάση του SK(n, r). Επίσης επειδή το {ξQi,j}(i,j)∈T
αποτελεί Z−βάση του SZ(n, r), τότε (από Υπενθύμιση 2.5.2 ii)) το σύνολο {ξQi,j ⊗ 1K}(i,j)∈T
αποτελεί K−βάση του SZ(n, r) ⊗

Z
K. Ιδιαιτέρως dimKSK(n, r) = dimK(SZ(n, r) ⊗

Z
K) = |T |.

Από τα τελευταία έχουμε ότι υπάρχει ισομορφισμός Κ-προτύπων ώστε:

φ : SZ(n, r)⊗
Z
K −→ SK(n, r), ξQi,j ⊗ 1K 7−→ ξKi,j , για κάθε (i, j) ∈ T .

Θα δείξουμε ότι η φ είναι ομομορφισμός δακτυλίων και άρα K−αλγεβρών. Πράγματι,
φ ομομορφισμός δακτυλίων: Θα κάνουμε την ειδική περίπτωση και μετά θα περάσουμε στην

γενική. ΄Εστω (p, q), (i, j) ∈ T τότε, a := φ((ξQi,j ⊗ k1) · (ξQp,q ⊗ k2)) = φ(ξQi,jξ
Q
p,q ⊗ k1k2), όμως

ξQi,jξ
Q
p,q =

∑
(k,l)∈T

Z(i, j, p, q, k, l)ξQk,l, άρα a =
∑

(k,l)∈T
(Z(i, j, p, q, k, l) · k1k2)ξKk,l =

= (k1k2)·
∑

(k,l)∈T
Z(i, j, p, q, k, l)ξKk,l = (k1k2)·ξKi,jξKp,q = (k1ξ

K
i,j)·(k2ξ

K
p,q) = φ(ξQi,j⊗k1)·φ(ξQp,q⊗k2).

Γενικά, αν x, y ∈ SZ(n, r)⊗K, τότε x =
m∑
s=1

ξs⊗ks και y =
r∑
t=1

ηt⊗lt, όπου ξs =
∑

(i,j)∈T
n

(s)
(i,j)ξ

Q
i,j ,

ξt =
∑

(p,q)∈T
n

(t)
(p,q)ξ

Q
p,q και n

(s)
(i,j), n

(t)
(p,q) ∈ Z. Επομένως, x =

∑
s

∑
(i,j)

n
(s)
(i,j) · (ξ

Q
i,j ⊗ ks) και y =∑

t

∑
(p,q)

n
(t)
(p,q) · (ξ

Q
p,q ⊗ lt). Τώρα αφού φ ομομορφισμός Z−προτύπων έχουμε

40



φ(x · y) =
∑
s

∑
(i,j)

∑
t

∑
(p,q)

n
(s)
(i,j)n

(t)
(p,q)φ((ξQi,j ⊗ ks)(ξ

Q
p,q ⊗ lt))

=
∑
s

∑
(i,j)

∑
t

∑
(p,q)

n
(s)
(i,j)n

(t)
(p,q)φ(ξQi,j ⊗ ks)φ(ξQp,q ⊗ lt) (από ειδική περίπτωση)

= (
∑
s

∑
(i,j)

n
(s)
(i,j)φ(ξQi,j ⊗ ks)) · (

∑
t

∑
(p,q)

n
(t)
(p,q)φ(ξQp,q ⊗ lt)) = φ(x)φ(y)

Ως τώρα, έχουμε φ : SZ(n, r)⊗K −→ SK(n, r) ισομορφισμό Κ-αλγεβρών με φ(ξQi,j ⊗ 1K) = ξKi,j ,
για κάθε (i, j) ∈ T , εμείς θα δείξουμε ότι η τελευταία σχέση ισχύει για κάθε i, j ∈ I(n, r).
Πράγματι, έστω (i, j) ∈ I(n, r) × I(n, r), τότε (επειδή T =σύνολο αντιπροσώπων) υπάρχει (μο-
ναδικό) (p, q) ∈ T ώστε (i, j) ∼ (p, q), δηλαδή ξKi,j = ξKp,q και ξ

Q
i,j = ξQp,q (Παρατήρηση 2.3.1), έτσι

φ(ξQi,j ⊗ 1K) = φ(ξQp,q ⊗ 1K) = ξKp,q = ξKi,j .

�

Ορισμός 2.5.2. ΄Εστω VQ ∈ MQ(n, r), ένα υποσύνολο VZ του VQ, θα λέγεται Z−form αν ισχύουν

τα εξής:

i) VZ = spanZ{vb | b ∈ B}, όπου {vb | b ∈ B} κάποια Q−βάση του VQ.

ii) VZ είναι κλειστό κάτω από την δράση του SZ(n, r). Δηλαδή, για κάθε ξ ∈ SZ(n, r) και x ∈ VZ
ισχύει ξ ·x ∈ VZ. (΄Οπου το VQ το βλέπουμε σαν SQ(n, r)−πρότυπο σύμφωνα με την Παρατήρηση

2.4.3)

Παράδειγμα 2.5.1. SQ(n, r) ∈MQ(n, r) και SZ(n, r) = Z−form του SQ(n, r).

Απόδειξη.

Το SQ(n, r) είναι SQ(n, r)−πρότυπο με dimQSQ(n, r) < ∞ (Πρόταση 2.3.1) άρα SQ(n, r) ∈
mod(SQ(n, r)) συνεπώς το SQ(n, r) γίνεται QΓQ−πρότυπο ώστε SQ(n, r) ∈ MQ(n, r) (Παρατήρη-

ση 2.4.3). Τώρα SZ(n, r) = spanZ{ξQi,j | (i, j) ∈ T } (όπου {ξ
Q
i,j | (i, j) ∈ T } = Q−βάση του SQ(n, r))

και προφανώς το SZ(n, r) είναι κλειστό κάτω από τη δράση του SZ(n, r), αφού SZ(n, r) = Z−άλγεβρα.
�

Σχόλιο. Κάθε QΓQ−πρότυπο στην MQ(n, r) περιέχει τουλάχιστον ένα Z−form . (Βλέπε [1, σελ. 16]

ή [19, σελ. 256, Κεφάλαιο 6] ή [18, σελ. 158 (2.2c)])

Παρατήρηση 2.5.2. i) Με του συμβολισμούς του Ορισμού 2.5.2, το VZ είναι κλειστό κάτω από

την δράση της SZ(n, r) αν και μόνον αν, ξQi,j · vb ∈ VZ για κάθε (i, j) ∈ T και b ∈ B.

ii) Το VZ είναι ελεύθερο Z−πρότυπο με Z−βάση το {vb | b ∈ B}.
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Απόδειξη.

i) Πράγματι το (=⇒) είναι σαφές, ενώ ανάποδα τώρα, αν ξ ∈ SZ(n, r) και v ∈ VZ, τότε ξ =∑
(i,j)∈T

ni,jξ
Q
i,j (Παρατήρηση 2.5.1 ii) ) και x =

∑
a∈B

mava, με ni,j ,ma ∈ Z , συνεπώς,

ξ · x =
∑
(i,j)

∑
a
ni,jma(ξ

Q
i,j · va), όπου από (⇐=) ανήκει στο VZ.

ii) Αν δείξουμε ότι το {vb | b ∈ B} είναι Z−γραμμικά ανεξάρτητο τότε τελειώσαμε. Αυτό όμως
ισχύει άμεσα καθώς είναι Q−γραμμικά ανεξάρτητο (ως Q−βάση του VQ) και Z ⊆ Q.

�

Ορισμός 2.5.3. ΄Εστω VQ ∈ MQ(n, r) και VZ ένα Z−form του. Τότε ορίζεται το Z−πρότυπο
VK := VZ ⊗

Z
K, το οποίο είναι K−πρότυπο με k · (v ⊗ l) = v ⊗ kl, v ∈ V, k, l ∈ K (βλέπε Υ-

πενθύμιση 2.5.1 ii)).

Πρόταση 2.5.2. ΄Εστω VQ ∈MQ(n, r), VZ ένα Z−form του VQ και {vb | b ∈ B} η Q−βάση του VQ
με VZ = spanZ{vb | b ∈ B}. Τότε ισχύουν τα παρακάτω:

i) Το {vb ⊗ 1K | b ∈ B} είναι K−βάση του VK = VZ ⊗ K. Ιδιαιτέρως dimKVK = dimQVQ =
dimZVZ.

ii) a) Το VK γίνεται SK(n, r)−πρότυπο με εξωτερικό πολλαπλασιασμό, · : SK(n, r)×VK −→ VK ,

(
∑

(i,j)∈T
ki,jξ

K
i,j) · (

m∑
s=1

vs ⊗ ks) :=
∑
(i,j)

∑
s

(ξQi,jvs) ⊗ (ki,jks), όπου ki,j , ks ∈ K και vs ∈ VZ.

Ιδιαιτέρως, rξKi,j · (v ⊗ k) = (ξQi,jv)⊗ rk για κάθε i, j ∈ I(n, r), v ∈ VZ και k, r ∈ K.

b) Η δομή K−προτύπου που επάγει η SK(n, r) στο VK (δηλαδή k · v := (k · 1SK(n,r)) · v)
ταυτίζεται με την αρχική δομή Κ-προτύπου που είχε (Ορισμό 2.5.3).

c) VK = VZ ⊗
Z
K ∈MK(n, r).

iii) ΄ΕστωRQ = (rQab)a,b ο αναλλοίωτος πίνακας του VQ ως προς τηνQ-βάση {vb}b∈B καιRK = (rKab)a,b
ο αναλλοίωτος πίνακας του VK ως προς την Κ-βάση {vb ⊗ 1K}b∈B τότε:

a) rQab ∈ AZ(n, r) και ξQi,j(r
Q
ab) ∈ Z για κάθε a, b ∈ B και i, j ∈ I(n, r).

b) rQab =
∑

(i,j)∈T
ξQi,j(r

Q
ab)c

Q
i,j και rKab =

∑
(i,j)∈T

ξQi,j(r
Q
ab)c

K
i,j , για κάθε a, b ∈ B.

c) ξKi,j(r
K
ab) = ξQi,j(r

Q
ab) · 1K , για κάθε i, j ∈ I(n, r) και a, b ∈ B.

Απόδειξη. (Πρότασης).
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i) Το K είναι (Z,K)−πρότυπο, το VZ είναι ελεύθερο Z−πρότυπο με Z−βάση το {vb}b∈B άρα από
Υπενθύμιση 2.5.2 το VK = VZ⊗

Z
K είναι ελεύθερο K−πρότυπο με K−βάση το {vb⊗1K | b ∈ B}.

ii) a), b). Θα γίνει με χρήση της Παρατήρησης 1.2.4: Θεωρούμε τ : {ξKi,j | (i, j) ∈ T } −→ EndK(VK)

με τ(ξKi,j)(
n∑
s=1

vs⊗ks) =
n∑
s=1

(ξQi,j ·vs)⊗ks. Η τ(ξKi,j) είναι άμεσα Κ-γραμμική και πρέπει να δείξουμε

ότι είναι καλά ορισμένη. Πράγματι, καταρχάς ξQi,jvs ∈ VZ (αφού VZ = Z−form) οπότε έχει νόημα

η ποσότητα (ξQi,jvs⊗ks) ∈ VK . ΄Εστω τώρα
n∑
r=1

vr⊗kr =
m∑
t=1

yt⊗lt, τότε θεωρούμε την απεικόνιση

ψ : VZ ×K −→ VZ ⊗K, με ψ(v, k) = ξQi,jv ⊗ k, η ψ είναι άμεσα multilinear Z−προτύπων, άρα
υπάρχει ομομορφισμός Z−προτύπων φ : VZ ⊗ K −→ VZ ⊗ K με φ(v ⊗ k) = ξQi,jv ⊗ k. Τώρα,

εφόσον

n∑
r=1

vr ⊗ kr =
m∑
t=1

yt ⊗ lt, πρέπει φ(
n∑
r=1

vr ⊗ kr) = φ(
m∑
t=1

yt ⊗ lt) ⇐⇒
∑
r=1

φ(vr ⊗ kr) =∑
t=1

φ(yt⊗ lt) ⇐⇒
∑
r=1

ξQi,jvr⊗kr =
∑
t=1

ξQi,jyt⊗ lt ⇐⇒ τ(ξKi,j)(
∑
r=1

vr⊗kr) = τ(ξKi,j)(
∑
t=1

yt⊗ lt).

΄Εστω (καταχρηστικά με το ίδιο σύμβολο) τ : SK(n, r) −→ EndK(VK) η Κ-γραμμική επέκταση
της τ . Τότε ισχύει ότι:

τ(ξKi,j ·ξKk,l) = τ(ξKi,j)◦τ(ξKk,l): Καταρχάς ξKi,jξ
K
k,l =

∑
(p,q)∈T

Z(i, j, k, l, p, q)ξKp,q όπου για συντομία

γράφουμε Z(i, j, k, l, p, q) = Zp,q. ΄Εστω x =
n∑
s=1

vs ⊗ ks ∈ VK τότε:

τ(ξKi,jξ
K
k,l)(x) = (

∑
(p,q)∈T

Zp,q · τ(ξKp,q))(x) =
∑

(p,q)∈T

Zp,q · τ(ξKp,q)(

n∑
s=1

vs ⊗ ks) =

∑
(p,q)∈T

Zp,q · (
n∑
s=1

(ξQp,q · vs)⊗ ks) =

n∑
s=1

((
∑

(p,q)∈T

Zp,qξ
Q
p,q) · vs)⊗ ks) =

n∑
s=1

((ξQi,j · ξ
Q
k,l) · vs)⊗ ks =

n∑
s=1

(ξQi,j · (ξ
Q
k,l · vs))⊗ ks = τ(ξKi,j)(

n∑
s=1

(ξQk,l · vs)⊗ ks) = τ(ξKi,j)(τ(ξKk,l)(x)) = τ(ξKi,j) ◦ τ(ξKk,l)(x)

Οπότε η τ : SK(n, r) −→ EndK(VK) είναι ομομορφισμός Κ-αλγεβρών και ισχύει τ(1SK(n,r)) =
IVK . Πράγματι,

τ(1SK(n,r)) = IVK : Καταρχάς για το τυχόν x =
n∑
s=1

vs ⊗ ks ∈ VK ισχύει ότι

τ(rξKi,j)(
n∑
s=1

vs ⊗ ks) =
n∑
s=1

(ξQi,j · vs)⊗ rks για κάθε i, j ∈ I(n, r), r ∈ K.

Πράγματι, έστω i, j ∈ I(n, r) τότε υπάρχει (μοναδικό) (ki, lj) ∈ T ώστε (i, j) ∼ (ki, lj), άρα

ξKi,j = ξKki,lj και ξ
Q
i,j = ξQki,lj , οπότε

τ(rξKi,j)(
∑
s=1

vs ⊗ ks) = rτ(ξKki,lj )(
∑
s=1

vs ⊗ ks) =
∑
s=1

(ξQki,lj · vs)⊗ rks) =
∑
s=1

(ξQi,j · vs)⊗ rks
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Συνεπώς,

τ(1SK(n,r))(x) =
∑
s=1

∑
i∈To

τ(ξKi,i)(vs ⊗ ks) =
∑
s=1

∑
i∈To

(ξQi,i · vs)⊗ ks =
∑
s=1

(
∑
i∈To

(ξQi,i · vs))⊗ ks∑
s=1

((
∑
i∈To

ξQi,i) · vs)⊗ ks =
∑
s=1

(1SQ(n,r) · vs)⊗ ks = x = IVK (x)

΄Αρα τ(1SK(n,r)) = IVK .

Συνεπώς το VK είναι SK(n, r)−πρότυπο με εξωτερικό πολ/μό τον εξής: ξ · v = τ(ξ)(v) για κάθε

ξ ∈ SK(n, r), v ∈ VK . ΄Αμεσα επαληθεύεται ότι (
∑

(i,j)∈T
ki,jξ

K
i,j) · (

m∑
s=1

vs ⊗ ks) =
∑
(i,j)

∑
s

(ξQi,jvs)⊗

(ki,jks) και από αυτό που δείξαμε στην ταυτότητα τ(1SK(n,r)) = IVK , άμεσα επίσης επαληθεύεται
ότι rξKi,j · (v ⊗ k) = (ξQi,jv)⊗ rk για κάθε i, j ∈ I(n, r), v ∈ VZ και k, r ∈ K.
c). Το VK είναι SK(n, r)−πρότυπο με dimKVK <∞ (από i) και ii)b)), άρα V ∈ mod(SK(n, r))
και έτσι από Παρατήρηση 2.4.3 ii) έπεται ότι VK ∈MK(n, r).

iii) a). ΄Εστω b ∈ B, τότε επειδή VZ = Z−form έχουμε ότι ξQi,j · vb ∈ VZ, οπότε ξ
Q
i,j · vb =

∑
a∈B

nabva,

όπου nab ∈ Z. Επιπλέον από Παρατήρηση 2.4.4 πρέπει ξQi,j · vb =
∑
a∈B

ξQi,j(r
Q
ab) · vb, όμως {vb}b∈B

είναι Q−βάση άρα ξQi,j(r
Q
ab) = nab ∈ Z για κάθε (i, j) ∈ T , a, b ∈ B. Θα το δείξουμε τώρα για

κάθε i, j ∈ I(n, r), πράγματι αυτό είναι άμεσο αφού για κάθε i, j ∈ I(n, r) υπάρχει (μοναδικό)
(ki, lj) ∈ T ώστε (i, j) ∼ (ki, lj) ⇐⇒ ξQi,j = ξQki,lj , δηλαδή ξ

Q
i,j(r

Q
ab) = ξQki,lj (r

Q
ab) ∈ Z. ΄Οσο για

το άλλο σκέλος, εφόσον rQab ∈ AQ(n, r) (αφού VQ ∈MQ(n, r)), έχουμε rQab =
∑

(i,j)∈T
qi,jc

Q
i,j , όπου

qi,j ∈ Q, τότε όμως (από πρώτο σκέλος και Ορισμό 2.3.2) πρέπει Z 3 ξQk,l(r
Q
ab) = qk,l για κάθε

(k, l) ∈ T , άρα rQab ∈ AZ(n, r).

b). Από iii)a) έστω rQab =
∑

(i,j)∈T
ni,jc

Q
i,j , ni,j ∈ Z. Οπότε για κάθε (k, l) ∈ T έχουμε, ξQk,l(r

Q
ab) =

ξQk,l(
∑

(i,j)∈T
ni,jc

Q
i,j) =

∑
(i,j)∈T

ni,jξ
Q
k,l(c

Q
i,j) = nk,l. (η τελευταία ισότητα ισχύει αφού (k, l) ∈ T =

σύνολο αντιπροσώπων). Συνεπώς rQab =
∑

(i,j)∈T
ξQi,j(r

Q
ab)c

Q
i,j . Πάμε να υπολογίσουμε τώρα τα {rKab},

θεωρούμε τον επιμορφισμό Κ-αλγεβρών eK : KΓK −→ SK(n, r), και για κάθε b ∈ B και g ∈ ΓK
έχουμε:

Υπάρχουν (Πρόταση 2.3.1) ki,j(g) ∈ K με eK(g) =
∑

(i,j)∈T
ki,j(g)ξKi,j και μάλιστα ki,j(g) = cKi,j(g)

(αφού ∀(k, l) ∈ T έχουμε cKk,l(g) = eK(g)(cKk,l) =
∑

(i,j)∈T
ki,j(g)ξKi,j(c

K
k,l) = kk,l(g)). Οπότε,
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g · (vb ⊗ 1K) = eK(g) · (vb ⊗ 1K) = (
∑

(i,j)∈T

cKi,j(g)ξKi,j) · (vb ⊗ 1K)
ii)a)

====
∑

(i,j)∈T

(ξQi,jvb ⊗ c
K
i,j(g)) =

∑
(i,j)∈T

((
∑
a∈B

ξQi,j(r
Q
ab)va)⊗ c

K
i,j(g))

ξQi,j(r
Q
ab)∈Z

========
∑

(i,j)∈T

∑
a∈B

ξQi,j(r
Q
ab) · (va ⊗ c

K
i,j(g)) =

∑
(i,j)∈T

∑
a∈B

ξQi,j(r
Q
ab)c

K
i,j(g) · (va ⊗ 1K) =

∑
a∈B

(
∑

(i,j)∈T

ξQi,j(r
Q
ab)c

K
i,j(g)) · (va ⊗ 1K).

οπότε rKab(g) =
∑

(i,j)∈T
ξQi,j(r

Q
ab)c

K
i,j(g), ∀g ∈ ΓK , άρα r

K
ab =

∑
(i,j)∈T

ξQi,j(r
Q
ab)c

K
i,j .

c). Από iii)a) έχουμε ξQi,j(r
Q
ab) ∈ Z άρα για κάθε (k, l) ∈ T από iii)b) έχουμε,

ξKk,l(r
K
ab) = ξKk,l(

∑
(i,j)∈T

ξQi,j(r
Q
ab)c

K
i,j) =

∑
(i,j)T

ξQi,j(r
Q
ab)ξ

Q
k,l(c

K
i,j) = ξQk,l(r

Q
ab) · 1K .

�

Πρόταση 2.5.3. ΄Εστω VQ ∈MQ(n, r) και VZ ένα Z−form του VQ με VZ = spanZ{vb | b ∈ B} όπου
{vb | b ∈ B} μία Q−βάση του VQ. Τότε υπάρχει ισομορφισμός στην MQ(n, r) ώστε:

δQ : VQ −→ VZ ⊗Q, vb 7−→ vb ⊗ 1.

Απόδειξη.

Καταρχάς VZ = ελεύθερο Z−πρότυπο με βάση το {vb | b ∈ B} και VZ⊗
Z
Q ∈MQ(n, r) με Q−βάση

το {vb⊗1Q | b ∈ B} (Πρόταση 2.5.2), ιδιαιτέρως dimQVQ = dimQVZ⊗Q. Οπότε υπάρχει ισομορφισμός
Q−προτύπων έστω:

δQ : VZ ⊗Q −→ VQ, vb ⊗ 1 7−→ vb.

δQ ομομορφισμός στην MQ(n, r): Αρκεί να δείξουμε ότι είναι ομομορφισμός SQ(n, r)−προτύπων.
΄Εστω ξ ∈ SQ(n, r) με ξ =

∑
(i,j)∈T

qi,jξ
Q
i,j ( όπου qi,j ∈ Q) και x ∈ VZ ⊗ Q με x =

∑
b∈B

qb(vb ⊗ 1Q) =∑
b∈B

(vb ⊗ qb) (όπου qb ∈ Q), τότε:

δQ(ξQi,j · (vb ⊗ qb)) = δQ((ξQi,j · vb)⊗ qb) = δQ((
∑
a∈B

ξQi,j(r
Q
ab)va)⊗ qb) =

∑
a∈B

ξQi,j(r
Q
ab)qbva =

qb
∑
a∈B

ξQi,j(r
Q
ab)va = qb(ξ

Q
i,j · vb) = ξQi,j · (qbvb) = ξQi,j · δQ(vb ⊗ qb).
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(Σημείωση, ξQi,j(r
Q
ab) ∈ Z από Πρόταση 2.5.2 iii)a)). Τελικά έχουμε:

δQ(ξ · x) = δQ(
∑

(i,j)∈T

∑
b∈B

ξQi,j · (vb ⊗ qb)) =
∑

(i,j)∈T

∑
b∈B

δQ(ξQi,j · (vb ⊗ qb)) =

∑
(i,j)∈T

∑
b∈B

ξQi,j · δQ(vb ⊗ qb) = (
∑

(i,j)∈T

qi,jξ
Q
i,j) · (

∑
b∈B

δQ(vb ⊗ qb)) = ξ · δQ(x).

�

Ορισμός 2.5.4. ΄Εστω ότι για κάθε άπειρο σώμα Κ έχουμε ένα αντικείμενο WK ∈MK(n, r). Λέμε

ότι η οικογένεια (WK)K ορίζεται πάνω από το Z (ή αλλιώς είναι Z−defined) αν υπάρχει Z−form έστω

WZ του WQ και για κάθε Κ ισομορφισμός στην κατηγορία MK(n, r) έστω δK : WZ⊗
Z
K −→WK . Τότε

λέμε ότι η οικογένεια (WK)K είναι Z−defined από το WZ και τους ισομορφισμούς (δK)K .

Παράδειγμα 2.5.2. ΄Εστω VQ ∈MQ(n, r) που περιέχει Z−form (υπάρχουν τέτοια π.χ. το SQ(n, r)).
Τότε για κάθε άπειρο σώμα, θεωρούμε τα VK = VZ ⊗

Z
K και δK = IVK . Τότε η οικογένεια (VK)K είναι

Z−defined από το VZ και τους ισομορφισμούς IVK : VZ ⊗K −→ VZ ⊗K = VK . Πλουσιότερα παραδείγ-

ματα θα δούμε στις παρακάτω ενότητες.

Ορισμός 2.5.5. ΄Εστω (WK)K , (RK)K οικογένειες αντικειμένων της MK(n, r) οι οποίες είναι

Z−defined από τα WZ, RZ, (δK)K , (ηK)K αντίστοιχα. Μία οικογένεια μορφισμών (θK)K στην κα-

τηγορία MK(n, r) με θK : WK −→ RK λέμε ότι είναι ορισμένη πάνω από το Z (ή Z−defined) αν

ισχύουν τα παρακάτω:

i) θQ(WZ) ⊆ RZ.

ii) Για κάθε άπειρο σώμα έχουμε ηK ◦ (θQ|WZ
⊗ IK) = θK ◦ δK , δηλαδή το παρακάτω διάγραμμα

μετατίθεται :

WZ ⊗K RZ ⊗K

WK RK

θQ|WZ
⊗IK

δK ηK

θK
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2.6 Τα πρότυπα E⊗r, Dr(E), ΛrE.

Παρακάτω Κ άπειρο σώμα και Γ = ΓK = GLn(K).

Ορισμός 2.6.1. ΄Εστω E = EK ένας Κ-διανυσματικός χώρος διάστασης n με βάση {eν | ν ∈ n}.
Το Ε γίνεται KΓ−πρότυπο ως εξής:

• Δράση στις βάσεις των KΓ, EK : Αν g ∈ Γ, ν ∈ n τότε ορίζουμε g · eν :=
∑
µ∈n

gµνeµ =∑
µ∈n

cµν(g)eµ.

• Δράση γενικά (επιμεριστική): Αν k =
∑
g
kgg ∈ KΓ, x =

∑
ν∈n

rνeν ∈ E, όπου kg, rν ∈ K, τότε

ορίζουμε k · x :=
∑
g

∑
ν∈n

kgrν(g · eν).

Παρατήρηση 2.6.1. i) Το Ε είναι όντως καλά ορισμένο KΓ−πρότυπο. Μάλιστα ο εξωτερικός

πολ/μός του K στο E που έπεται από το KΓ, ταυτίζεται με τον αρχικό (δηλαδή (k ·1KΓ) ·x = kx,
για κάθε k ∈ K, x ∈ E.

ii) Αν {rµν}µ,ν∈n τα coefficient functions ως (προς την βάση {eν}ν∈n), τότε rµν = cµν και άρα

cf(E) ≤ AK(n, 1), δηλαδή E ∈MK(n, 1).

Απόδειξη.

i) Θα γίνει με χρήση της Παρατήρησης 1.2.1. ΄Εστω τ : Γ −→ EndK(E), τ(g)(
∑
ν∈n

kνeν) =∑
ν∈n

kν(
∑
µ∈n

gµνeµ), για κάθε g ∈ Γ. Η τ(g) είναι καλά ορισμένη και Κ-γραμμική αφού {eν}ν∈n

είναι Κ-βάση του E. Επιπλέον ισχύουν τα εξής:

τ(gh) = τ(g) ◦ τ(h): Επειδή τ(gh), τ(g) ◦ τ(h) είναι Κ-γραμμικές, αρκεί να δείξουμε ότι
ταυτίζονται πάνω στη Κ-βάση {eν}ν∈n. Πράγματι, (τ(g) ◦ τ(h))(eν) = τ(g)(

∑
µ∈n

hµνeµ) =∑
µ∈n

hµντ(g)(eµ) =
∑
µ∈n

hµν(
∑
t∈n

gtµet) =
∑
t∈n

(
∑
µ∈n

gtµhµν)et =
∑
t∈n

(gh)tνet = τ(gh)(eν).

τ(1Γ) = IE : ΄Οπως πριν αρκεί να δειχθεί πάνω στη Κ-βάση {eν}ν∈n. Πράγματι, τ(1Γ)(eν) =∑
µ∈n

(In)µνeµ = (In)ννeν = eν .

΄Εστω (καταχρηστικά με το ίδιο σύμβολο) τ : KΓ −→ EndK(E) η Κ-γραμμική επέκταση της
τ (που είναι ομομορφισμός Κ-αλγεβρών), τότε το E γίνεται KΓ−πρότυπο με k · v = τ(k)(v)
για κάθε k ∈ KΓ, v ∈ E. Μάλιστα, αν k =

∑
g
kgg, v =

∑
ν∈n

rνeν , τότε k · v = τ(k)(v) =

(
∑
g
kgτ(g))(

∑
ν∈n

rνeν) =
∑
g
kg(
∑
ν∈n

rντ(g)(eν)) =
∑
g

∑
ν∈n

kgrν(g · eν).

ii) cf(E) ≤ AK(n, 1) άμεσα από ορισμό του εξωτερικού πολ/μού, ενώ dimKE < ∞ (από i) και
υπόθεση για το E).
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�

Υπενθύμιση 2.6.1. (Από multilinear άλγεβρα). Αν M1, ...,Mn ελεύθερα R−πρότυπα (όπου R
μεταθετικός με 1R) με R−βάσεις B1, ..., Bn αντίστοιχα. Τότε και το R−πρότυπο M1 ⊗ ...⊗Mn είναι

ελεύθερο R−πρότυπο με βάση {b1 ⊗ ...⊗ bn |bi ∈ Bi}.
Ιδιαιτέρως, αν Ε Κ-διανυσματικός χώρος διάστασης n με βάση {eν | ν ∈ n}, τότε ο Κ-διανυσματικός

χώρος E⊗r έχει βάση το σύνολο {ei = ei1 ⊗ ...⊗ ein | i ∈ I(n, r)}.

Ορισμός 2.6.2. ΄Εστω E = EK ένας Κ-διανυσματικός χώρος διάστασης n με βάση {eν | ν ∈ n}.
Το E⊗r γίνεται KΓ−πρότυπο ως εξής:

• Δράση στις βάσεις τωνKΓ, E⊗r: Αν g ∈ Γ, j ∈ I(n, r) τότε ορίζουμε g·ej := (g·ej1)⊗...⊗(g·ejr).

• Δράση γενικά (επιμεριστική): Αν k =
∑
g
kgg ∈ KΓ, x =

∑
j∈I(n,r)

rjej ∈ E⊗r, όπου kg, rj ∈ K,

τότε ορίζουμε k · x :=
∑
g

∑
j∈I(n,r)

kgrj(g · ej) =
∑
g

∑
j∈I(n,r)

kgrj((g · ej1)⊗ ...⊗ (g · ejr)).

Παρατήρηση 2.6.2. i) Το E⊗r είναι όντως καλά ορισμένο KΓ−πρότυπο. Μάλιστα ο εξωτερικός

πολ/μός τουK στο E⊗r που έπεται από τοKΓ, ταυτίζεται με τον αρχικό (δηλαδή (k ·1KΓ)·x = kx,
για κάθε k ∈ K, x ∈ E⊗r).

ii) Αν g ∈ Γ και j ∈ I(n, r) τότε g · ej =
∑

i∈I(n,r)
gi1j1 · ... · girjrei =

∑
i∈I(n,r)

ci,j(g)ei. Ιδιαιτέρως,

αν {ri,j}i,j τα coefficient functions (ως προς την βάση {ei}i∈I(n,r)) τότε rij = ci,j και άρα

cf(E⊗r) ≤ AK(n, r), δηλαδή το E⊗r ανήκει στην MK(n, r).

iii) Γενικά, g · (m1 ⊗ ...⊗mr) = (g ·m1)⊗ ...⊗ (g ·mr), για κάθε m1, ...,mr ∈ E.

Απόδειξη.

i) Θα γίνει με χρήση της Παρατήρησης 1.2.1. ΄Εστω τ : Γ −→ EndK(E⊗r), με τ(g)(
∑

i∈I(n,r)
kiei) =∑

i∈I(n,r)
ki(g · ei1 ⊗ ...⊗ g · eir), για κάθε g ∈ Γ. Η τ(g) είναι καλά ορισμένη και Κ-γραμμική, άμεσα

αφού {ei}i∈I(n,r) είναι Κ-βάση του E⊗r. Επιπλέον ισχύουν τα εξής:
τ(gh) = τ(g)◦τ(h): Αφού τ(gh), τ(g)◦τ(h) Κ-γραμμικές, αρκεί να δειχθεί η ισότητα πάνω στη
βάση {ei}i∈I(n,r). Πράγματι, τ(gh)(ei) = (gh)·ei1⊗...⊗(gh)·eir = (g·(h·ei1))⊗...⊗(g·(h·eir)) =
τ(g)(h · ei1 ⊗ ... ⊗ h · eir) = (τ(g) ◦ τ(h))(ei), όπου η δεύτερη ισότητα ισχύει από Παρατήρηση
2.6.1 i).

τ(1Γ) = IE⊗r : ΄Ομοια, αρκεί να δειχθεί η ισότητα πάνω στην βάση. Πράγματι, τ(1Γ)(ei) =
1Γ · ei1 ⊗ ...⊗ 1Γ · eir = ei, όπου η δεύτερη ισότητα ισχύει από Παρατήρηση 2.6.1 i).

΄Εστω (καταχρηστικά με το ίδιο σύμβολο) η Κ-γραμμική επέκταση τ : KΓ −→ EndK(E⊗r)
(που είναι ομομορφισμός Κ-αλγεβρών). Τότε το E⊗r γίνεται KΓ−πρότυπο με k · v = τ(k)(v),
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για κάθε k ∈ KΓ, v ∈ E⊗r. Μάλιστα (
∑
g
kgg) · (

∑
j∈I(n,r)

rjej) = τ(
∑
g
kgg)(

∑
j∈I(n,r)

rjej) =∑
g
kgτ(g)(

∑
j∈I(n,r)

rjej) =
∑
g
kg(
∑
j
rjτ(g)(ej)) =

∑
g

∑
j
kgrj(g · ej).

ii) Για κάθε g ∈ Γ και j ∈ I(n, r) έχουμε:

g · ej = g · ej1 ⊗ ...⊗ g · ejr = (
∑
µ1∈n

gµ1j1eµ1)⊗ ...⊗ (
∑
µr∈n

gµrjreµr) =

∑
µ1∈n

...
∑
µr∈n

(gµ1j1 · ... · gµrjr)(eµ1 ⊗ ...⊗ eµr) =
∑

µ∈I(n,r)

(gµ1j1 · ... · gµrjr)eµ =

∑
µ∈I(n,r)

(cµ1j1(g) · ... · cµrjr(g))eµ =
∑

µ∈I(n,r)

cµ,j(g)eµ.

΄Οσο για το ιδιαιτέρως, έχουμε cf(E) ≤ AK(n, r) άμεσα από αυτό που δείξαμε μόλις ενώ
dimKE <∞ (από i) και το γεγονός ότι το E⊗r έχει πεπερασμένη διάσταση ως προς τον αρχική
δομή που παίρνει από το K).

iii) ΄Εστω ότι m1 =
n∑

ν1=1
k1ν1eν1 , ...,mr =

n∑
νr=1

krνreνr , όπου k1ν1 , ..., krνr ∈ K. Τότε:

g · (m1 ⊗ ...⊗mr) =

g · (
∑
ν1=1

...
∑
νr=1

k1ν1 · ... · krνr(eν1 ⊗ ...⊗ eνr)) =
∑
ν1=1

...
∑
νr=1

k1ν1 · ... · krνr(g · (eν1 ⊗ ...⊗ eνr)) =∑
ν1=1

...
∑
νr=1

k1ν1 · ... · krνr(g · eν1)⊗ ...⊗ (g · eνr) = (
∑
ν1=1

k1ν1(g · eν1))⊗ ...⊗ (
∑
νr=1

krνr(g · eνr)) =

g · (
n∑

ν1=1

k1ν1eν1)⊗ ...⊗ g · (
n∑

νr=1

krνreνr) = g ·m1 ⊗ ...⊗ g ·mr.

�

Σχόλιο. Το E⊗r σαν KΓ−πρότυπο έχει αναλλοίωτο πίνακα R = (ci,j)i,j∈I(n,r) ∈Mnr×nr(K), όπου η

διάταξη των στοιχείων ci,j πάνω στον πίνακα, μπορεί να γίνει ως εξής: Φτιάχνουμε μία στήλη (κάθετη

διάταξη) nr× 1 με όλα τα στοιχεία (από ακριβώς μία φορά) του I(n, r) έστω


i1
i2
.
.
inr

 , και μία γραμμή

(οριζόντια διάταξη) nr × 1 με όλα τα στοιχεία (από ακριβώς μία φορά) του I(n, r) έστω
(
j1 ... jnr

)
.

Τέλος ορίζουμε στη (k, l)−θέση ο πίνακας R να έχει το στοιχείο cik,jl .

Πόρισμα 2.6.1. ΄Εστω E Κ-διανυσματικός χώρος πεπερασμένης διάστασης n με βάση {eν | ν ∈ n},
τότε το E⊗r γίνεται SK(n, r)−πρότυπο (Παρατήρηση 2.4.3) ώστε E⊗r ∈ mod(SK(n, r)), με Κ-βάση

{ej := ej1 ⊗ ...⊗ ejr | j ∈ I(n, r)}. Επιπλέον ξ · ej =
∑

i∈I(n,r)
ξ(ci,j) · ei.

49



Απόδειξη.

΄Αμεσο από Παρατήρηση 2.6.2 ii) και Παρατήρηση 2.4.4.
�

Ορισμός 2.6.3. Το E⊗r γίνεται δεξιό KG(r)−πρότυπο ως εξής: ΄Εστω {ej := ej1 ⊗ ...⊗ ejr | j ∈
I(n, r)} η σύνηθες βάση του, τότε ορίζουμε:

• Δράση στις βάσεις E⊗r,KG(r): ei · π := ei·π, όπου i ∈ I(n, r), π ∈ G(r) (βλέπε Ορισμό

2.1.2).

• Δράση γενικά (επιμεριστική): Αν x =
∑

j∈I(n,r)
rjej ∈ E⊗r,

∑
π
kππ ∈ KG(r), όπου kπ, rj ∈ K,

τότε ορίζουμε x · k :=
∑

j∈I(n,r)

∑
π
rjkπ(ej · π) =

∑
π

∑
j∈I(n,r)

kπrj(ej·π).

Παρατήρηση 2.6.3. i) Το E⊗r είναι όντως καλά ορισμένο KG(r)−πρότυπο. Μάλιστα ο (αρι-

στερός) εξωτερικός πολ/μός του K στο E⊗r που έπεται από το KG(r), ταυτίζεται με τον αρχικό

(δηλαδή k · x := x · (k · 1KG(r)) = kx, για κάθε k ∈ K, x ∈ E⊗r).

ii) Το E⊗r είναι (KΓ,KG(r))−διπρότυπο και (SK(n, r),KG(r))−διπρότυπο. Δηλαδή (k · x) · z =
k · (x · z), για κάθε k ∈ KΓ (ή SK(n, r)), x ∈ E⊗r και z ∈ KG(r).

Απόδειξη.

i) Θα γίνει με χρήση της Παρατήρησης 1.2.3. ΄Εστω τ : G(r) −→ EndK(E⊗r), με τ(π)(
∑

i∈I(n,r)
kiei) =∑

i∈I(n,r)
ki(eiπ), για κάθε π ∈ G(r). Η τ(π) είναι καλά ορισμένη και Κ-γραμμική, άμεσα αφού

{ei}i∈I(n,r) είναι Κ-βάση του E⊗r. Επιπλέον ισχύουν τα εξής:
τ(st) = τ(t) ◦ τ(s): Αφού τ(st), τ(t) ◦ τ(s) Κ-γραμμικές, αρκεί να δειχθεί η ισότητα πάνω στη
βάση {ei}i∈I(n,r). Πράγματι, τ(st)(ei) = eist = e(is)t = τ(t)(eis) = (τ(t) ◦ τ(s))(ei).

τ(1G(r)) = IE⊗r : ΄Ομοια, αρκεί να δειχθεί η ισότητα πάνω στην βάση. Πράγματι, τ(1G(r))(ei) =
ei·1G(r)

= ei.

΄Εστω (καταχρηστικά με το ίδιο σύμβολο) η Κ-γραμμική επέκταση τ : KG(r) −→ EndK(E⊗r)
(που είναι αντί-ομομορφισμός Κ-αλγεβρών). Τότε το E⊗r γίνεται δεξιό KG(r)−πρότυπο με
v · k = τ(k)(v), για κάθε k ∈ KG(r), v ∈ E⊗r. Μάλιστα,

(
∑

j∈I(n,r)

rjej) · (
∑
π

kππ) = τ(
∑
π

kππ)(
∑

j∈I(n,r)

rjej) =

∑
π

kπτ(π)(
∑

j∈I(n,r)

rjej) =
∑
π

kπ(
∑
j

rjτ(π)(ej)) =
∑
π

∑
j

kπrj(ejπ)

ii) Λόγο της σχέσης των εξωτερικών πολ/μών των KΓ, SK(n, r) (βλέπε Παρατήρηση 2.4.3) αρκεί να
δειχθεί ότι είναι (KΓ,KG(r))−διπρότυπο. Το κάνουμε πρώτα στα βασικά στοιχεία. Πράγματι,
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έστω g ∈ Γ, j ∈ I(n, r), π ∈ G(r), τότε (g · ej) · π = (
∑

i∈I(n,r)
ci,j(g)ei) · π =

∑
i∈I(n,r)

ci,j(g)ei·π =∑
i∈I(n,r)

ci·π−1,j(g)ei, τώρα επειδή (i · π−1, j) ∼ (i, j · π) έχουμε (από Παρατήρηση 2.1.1) ότι

(g · ej) · π =
∑

i∈I(n,r)
ci,j·π(g)ei = g · (ej·π) = g · (ej · π). Γενικά τώρα, έστω k =

∑
g
kgg, x =∑

j∈I(n,r)
rjej , z =

∑
π
tππ, όπου kg, rj , tπ ∈ K, τότε:

(k · x) · z = (
∑
g

∑
j

kgrj(g · ej)) · z =
∑
g

∑
j

∑
π

kgrjtπ(g · ej) · π =

∑
g

∑
j

∑
π

kgrjtπg · (ej · π) = (
∑
g

kgg) · (
∑
j

∑
π

rjtπ(ej · π)) = k · (x · z).

�

Θεώρημα 2.6.1. (Schur) ΄Εστω E Κ-διανυσματικός χώρος με dimKE = n <∞ και θεωρούμε τον

ομομορφισμός K−αλγεβρών ψ : SK(n, r) −→ EndK(E⊗r) που έπεται από το SK(n, r)−πρότυπο E⊗r.
Τότε:

i) kerψ = 0 και Imψ = EndKG(r)(E
⊗r).

ii) SK(n, r) ' EndKG(r)(E
⊗r) (Ισομορφισμός Κ-αλγεβρών).

Απόδειξη.

Καταρχάς, ψ : SK(n, r) −→ EndK(E⊗r) με ψ(ξ) : E⊗r −→ E⊗r και ψ(ξ)(x) = ξ · x. Επιπλέον το
ii) είναι άμεσο από το i) και το 1o Θεώρημα Ισομορφισμών. Μένει να δειχθεί το i), πράγματι:

kerψ = 0: Αν ψ(ξ1) = ψ(ξ2), τότε ψ(ξ1)(ej) = ψ(ξ2)(ej) για κάθε j ∈ I(n, r), δηλαδή
ξ1 · ej = ξ2 · ej για κάθε j ∈ I(n, r). ΄Αρα (από Πόρισμα 2.6.1)

∑
i∈I(n,r)

ξ1(ci,j)ei =
∑

i∈I(n,r)
ξ2(ci,j)ei για

κάθε j ∈ I(n, r). Συνεπώς ξ1(ci,j) = ξ2(ci,j) για κάθε i, j ∈ I(n, r), άρα ξ1 = ξ2 (αφού το AK(n, r)
παράγεται σαν Κ-πρότυπο από το σύνολο {ci,j | i, j ∈ I(n, r)}).

Imψ = EndKG(r)(E
⊗r): Αρχικά παρατηρούμε το εξής:

Παρατήρηση. ΄Εστω θ ∈ EndK(E⊗r), τότε, θ ∈ EndKG(r)(E
⊗r) ⇐⇒ αν (Ti,j) είναι ο πίνακας της

θ ως προς την βάση {ei | i ∈ I(n, r)} τότε Ti,j = Tiπ,jπ για κάθε π ∈ G(r), i, j ∈ I(n, r).

Απόδειξη (Παρατήρησης). ΄Εστω θ ∈ EndK(E⊗r) τότε θ(ej · π) = θ(ejπ) =
∑

i∈I(n,r)
Ti,jπei και

θ(ej) · π = (
∑

i∈I(n,r)
Ti,jei) · π =

∑
i
Ti,j(ei · π) =

∑
i
Ti,jeiπ =

∑
i
Tiπ−1,jei. Οπότε,

(=⇒): Αν θ ∈ EndKG(r)(E
⊗r) τότε θ(ej · π) = θ(ej) · π για κάθε j ∈ I(n, r), π ∈ G(r), άρα

(λόγο βάσης) Ti,jπ = Tiπ−1,j για κάθε j ∈ I(n, r), π ∈ G(r), αφού ισχύει για κάθε i, π, βάζοντας iπ
στη θέση του i έχουμε ότι Tiπ,jπ = Ti,j για κάθε i, j ∈ I(n, r), π ∈ G(r).
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(⇐=): Αν Tiπ,jπ = Ti,j για κάθε j ∈ I(n, r), π ∈ G(r). τότε Ti,jπ = Tiπ−1,j για κάθε j, π,
όποτε από πάνω πρέπει θ(ej · π) = θ(ej) · π για κάθε j ∈ I(n, r), π ∈ G(r). ΄Εστω x =

∑
i∈I(n,r)

riei ∈

E⊗r, k =
∑
π
tππ ∈ KG(r), όπου ri, tπ ∈ K, τότε:

θ(x · k) = θ(
∑
i

∑
π

ritπ(ei · π)) =
∑
i

∑
π

ritπθ(ei · π) =∑
i

∑
π

ritπ(θ(ei) · π) = (
∑
i

riθ(ei))(
∑
π

tππ) = θ(x) · k

Συνεχίζοντας, έστω T σύνολο αντιπροσώπων G(r)−τροχιών του I(n, r) × I(n, r). Για κάθε ω ∈ T
θέτουμε θω : E⊗r −→ E⊗r τον ομομορφισμό Κ-προτύπων που προκύπτει από τον πίνακα (Tωi,j) (ως προς

την βάση {ei | i ∈ I(n, r)} του E⊗r) με Tωi,j =

{
1K , (i, j) ∼ ω
0K , (i, j) � ω

. Δηλαδή θω(ej) =
∑

i∈I(n,r)
Tωi,jei,

για κάθε j ∈ I(n, r). Τώρα από τον ορισμό του (Tωi,j) έχουμε άμεσα ότι T
ω
i,j = Tωiπ,jπ για κάθε

i, j ∈ I(n, r), π ∈ G(r). Συνεπώς από παρατήρηση, πρέπει θω ∈ EndKG(r)(E
⊗r) για κάθε ω ∈ T .

Ισχυρισμός. i) EndKG(r)(E
⊗r) = spanK({θω | ω ∈ T }).

ii) ψ(ξp,q) = θ(p,q), (p, q) ∈ T .

΄Εστω ότι αποδείξαμε τον ισχυρισμό. Τότε από Πρόταση 2.3.1 και το ii) του ισχυρισμού έχουμε ότι
Imψ = ψ(SK(n, r)) = ψ(spanK{ξp,q | (p, q) ∈ T }) = spanK{ψ(ξp,q) | (p, q) ∈ T } = spanK({θω | ω ∈
T }) = EndKG(r)(E

⊗r).

Απόδειξη (Ισχυρισμού): ii) : Αρκεί να δείξουμε ότι ψ(ξp,q)(ej) = θ(p,q)(ej), για κάθε j ∈ I(n, r).

Πράγματι, ψ(ξp,q)(ej) = ξp,q·ej =
∑

i∈I(n,r)
ξp,q(ci,j)ei =

∑
i∈I: (i,j)∼(p,q)

ei και θ(p,q)(ej) =
∑

i∈I(n,r)
T

(p,q)
i,j ei =∑

i∈I: (i,j)∼(p,q)

ei (η τελευταία ισότητα ισχύει εξ΄ ορισμού του πίνακα (Tωi,j)), συνεπώς ψ(ξp,q) = θ(p,q).

i) : Ο εγκλεισμός ” ⊇ ” είναι σαφές (αφού θω ∈ EndKG(r)(E
⊗r) για κάθε ω ∈ T ). Αντίστροφα,

αν φ ∈ EndKG(r)(E
⊗r), τότε από προηγούμενη παρατήρηση, αν (Ti,j) ο πίνακας της φ ως προς την

βάση {ei | i ∈ I(n, r)} τότε Ti,j = Tiπ,jπ για κάθε i, j ∈ I(n, r), π ∈ G(r), ιδιαιτέρως (i, j) ∼
(k, l) ⇐⇒ Ti,j = Tk,l. Τώρα για κάθε ω ∈ T έχουμε θω(ej) =

∑
i
Tωi,jei =

∑
i∈I: (i,j)∼ω

ei και

φ(ej) =
∑

i∈I(n,r)
Ti,jei =

∑
ω∈T

Tω(
∑

i∈I(n,r): (i,j)∼ω
ei) =

∑
ω∈T

Tωθω(ej) (όπου η δεύτερη ισότητα ισχύει από

το ”ιδιαιτέρως” πάνω, βγάζοντας κοινούς παράγοντες), άρα (επειδή {ei | i ∈ I(n, r)} βάση του E⊗r)
φ =

∑
ω∈T

Tωθω ∈ spanK({θω | ω ∈ T }). (Σημείωση, αν ω = (i, j) τότε με Tω εννοούμε Ti,j).

�
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Πόρισμα 2.6.2. ΄ΕστωE Κ-διανυσματικός χώρος διάστασης n και T σύνολο αντιπροσώπωνG(r)−τροχιών
του I(n, r)× I(n, r). Αν ψ : SK(n, r) −→ EndK(E⊗r) ο ομομορφισμός Κ-αλγεβρών που έπεται από το

SK(n, r)−πρότυπο E⊗r τότε:

i) ΄Εστω θ ∈ EndK(E⊗r). Τότε, θ ∈ EndKG(r)(E
⊗r) ⇐⇒ αν (Ti,j) είναι ο πίνακας της θ ως προς

την βάση {ei | i ∈ I(n, r)} τότε Ti,j = Tiπ,jπ για κάθε π ∈ G(r), i, j ∈ I(n, r).

ii) Το {θω | ω ∈ T } είναι K−βάση του EndKG(r)(E
⊗r). ΄Οπου θω είναι η απεικόνιση που αντιστοιχεί

στο πίνακα (Tωi,j) (ως προς την βάση {ei | i ∈ I(n, r)}) με Tωi,j =

{
1K , (i, j) ∼ ω
0K , (i, j) � ω

.

iii) ψ(ξp,q) = θp,q για κάθε (p, q) ∈ T .

iv) dimKEndKG(r)(E
⊗r) = dimKSK(n, r) = dimKAK(n, r) = |T | =

(
n2+r−1

r

)
.

Απόδειξη.

΄Ολα τα σημεία του Πορίσματος (εκτός του iv) που έπεται από το προηγούμενο θεώρημα) τα είδαμε
μέσα στην απόδειξη του προηγούμενου θεωρήματος.

�

Θεώρημα 2.6.2. (Schur) ΄Εστω K άπειρο σώμα με chK = 0 ή chK = p > r. Τότε η SK(n, r) είναι

ημιαπλή Κ-άλγεβρα. Ιδιαιτέρως κάθε V ∈ MK(n, r) είναι ημιαπλό KΓ−πρότυπο (ισοδύναμα ημιαπλό

SK(n, r)−πρότυπο).

Απόδειξη.

Από υπόθεση έχουμε ότι chK = 0 ή chK - |G(r)|, οπότε από το Θεώρημα του Maschke πρέπει
KG(r) να είναι ημιαπλή Κ-άλγεβρα, συνεπώς από Θεώρημα τουWedderburn κάθε δεξιόKG(r)−πρότυπο
είναι ημιαπλό, άρα το E⊗r είναι ημιαπλό (δεξιό) KG(r)−πρότυπο. Συνεπώς από υπενθύμιση που
θα δούμε πιο κάτω έχουμε ότι το EndKG(r)(E

⊗r) είναι ημιαπλή Κ-άλγεβρα. ΄Αρα από Θεώρημα
2.6.1 έχουμε ότι το SK(n, r) είναι ημιαπλή Κ-άλγεβρα. ΄Οσο για το ”ιδιαιτέρως” πάλι από Wedder-
burn κάθε SK(n, r)−πρότυπο είναι ημιαπλό και επειδή κάθε απλό SK(n, r)−πρότυπο είναι και απλό
KΓ−πρότυπο (άμεσα από Πόρισμα 2.4.1), έπεται απευθείας ότι κάθε ημιαπλό SK(n, r)−πρότυπο είναι
ημιαπλό KΓ−πρότυπο στην MK(n, r).

�

Υπενθύμιση 2.6.2. (Από την μη μεταθετική άλγεβρα). ΄Εστω R Κ-άλγεβρα και M,N (δεξιά ή

αριστερά) R−πρότυπα. Τότε

i) EndR(Mn) 'Mn(EndR(M)) (Ισομορφισμός K−αλγεβρών).

ii) ΄Εστω {Mi}ni=1, {Nj}mj=1 οικογένειεςR−προτύπων. ΤότεHomR(
n⊕
i=1

Mi,
m⊕
j=1

Nj) '
⊕
i,j
HomR(Mi, Nj)

(Ισομορφισμός Z−προτύπων).

53



iii) ΄Εστω {Mi}ni=1 οικογένειαR−προτύπων μεHomR(Mi,Mj) = 0 για κάθε i 6= j τότεEndR(
n⊕
i=1

Mi) '
n⊕
i=1

EndR(Mi) (Ισομορφισμός Κ-αλγεβρών).

iv) (Λήμμα Schur). Αν M είναι απλό R−πρότυπο τότε το EndR(M) είναι δακτύλιο διαίρεσης. Ενώ

αν M,N απλά R−πρότυπα μη ισόμορφα τότε HomR(M,N) = 0.

v) Αν M ημιαπλό R−πρότυπο με dimKM <∞, τότε το EndR(M) είναι ημιαπλή Κ-άλγεβρα.

Απόδειξη.

Για λόγους οικονομίας, αλλά και επειδή αυτά είναι εν΄ γένη ευρέως γνωστά αποτελέσματα θα παρα-

λείψουμε τις αποδείξεις των i), ii), iii), iv) (οι οποίες είναι στοιχειώδεις) και θα κάνουμε μόνο το v) (το
οποίο αν κανείς ξέρει να αποδεικνύει το θεώρημα Wedderburn τότε μπορεί να το κάνει). Από υπόθεση
πρέπει M =

⊕
i∈I

Mi, όπου Mi απλά R−υποπρότυπα. Εφόσον, dimKM < ∞ τότε είναι και πεπερα-

σμένο παραγόμενο R−πρότυπο και έτσι μπορούμε να υποθέσουμε ότι |I| < ∞, ιδιαιτέρως (κάνοντας

ένα ”μάζεμα”) μπορούμε να γράψουμε ότι M '
m⊕
j=1

M
nj
j (Ισομορφισμός R−προτύπων) όπου Mj �Mi

για κάθε i 6= j. Συνεπώς, EndR(M) ' EndR(
m⊕
j=1

M
nj
j ) (Ισομορφισμός Κ-αλγεβρών), τώρα για κάθε

i 6= j έχουμε από ii) και iv) ότι HomR(Mni
i ,M

nj
j ) '

ni,nj⊕
i,j

HomR(Mi,Mj) = 0, άρα από iii) έχουμε

EndR(M) '
m⊕
j=1

EndR(M
nj
j ) '

m⊕
j=1

Mnj (EndR(Mj)) (Ισομορφισμοί Κ-αλγεβρών), και EndR(Mj)

δακτύλιος διαίρεσης, οπότε από Θεώρημα Wedderburn το EndR(M) είναι ημιαπλή Κ-άλγεβρα.
�

Σχόλιο. Αν Κ άπειρο σώμα με chK = 0 ή chK = p > r, τότε από Θεώρημα 2.2.1 και Θεώρημα 2.6.2,

έπεται ότι η μελέτη των κατηγοριώνMK(n),MK(n, r) ανάγεται στην μελέτη των απλώνKΓ−προτύπων
της MK(n, r), δηλαδή των απλών KΓ−προτύπων V , με dimKV <∞ και cf(V ) ≤ AK(n, r).

Συνεχίζουμε τώρα με την μελέτη δύο πολύ σημαντικών παραδειγμάτων KΓ−προτύπων, τα οποία

είναι πηλίκα του E⊗r.

Ορισμός 2.6.4. ΄Εστω Ε K−διανυσματικός χώρος πεπερασμένη διάστασης n τότε:

i) Θεωρούμε το Κ-υποπρότυπο Hr(E) του E⊗r που παράγεται σαν Κ-πρότυπο από τα στοιχεία,

m1 ⊗ ... ⊗ mr − ms(1) ⊗ ... ⊗ ms(r), όπου s ∈ G(r) και mi ∈ E. Παρατηρούμε (βλέπε Παρα-

τήρηση 2.6.4) ότι το Hr(E) είναι και KΓ−υποπρότυπο του E⊗r, οπότε ορίζεται το KΓ−πρότυπο
E⊗r/Hr(E) και ανήκει στην MK(n, r) (από Πρόταση 1.2.3). Το E⊗r/Hr(E) θα λέγεται rth −
symmetric power του E και θα συμβολίζεται με Dr,K = Dr(EK) = Dr(E)
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ii) Θεωρούμε το Κ-υποπρότυπο Jr(E) του E⊗r που παράγεται σαν Κ-πρότυπο από τα στοιχεία,

m1 ⊗ ... ⊗mr που έχουν κάποια επανάληψη (δηλαδή mi = mj για κάποια i 6= j). Παρατηρούμε

(βλέπε Παρατήρηση 2.6.4) ότι το Jr(E) είναι και KΓ−υποπρότυπο του E⊗r, οπότε ορίζεται το

KΓ−πρότυπο E⊗r/Jr(E) και ανήκει στην MK(n, r) (από Πρόταση 1.2.3). Το E⊗r/Jr(E) θα

λέγεται rth − exterior power του E και θα συμβολίζεται με ΛrE = ΛrEK .

(Σημείωση, αν r = 1 τότε θέτουμε Jr(E) = E).

Παρατήρηση 2.6.4. Τα Hr(E), Jr(E) είναι πράγματι KΓ−υποπρότυπα.

Απόδειξη.

Κάνουμε το Hr(E) και όμοια το Jr(E). Πράγματι, εξ΄ ορισμού του Hr(E) (και επειδή Γ βάση του
KΓ) εύκολα παρατηρούμε ότι αρκεί να δείξουμε ότι x := g · (m1 ⊗ ... ⊗mr −ms(1) ⊗ ... ⊗ms(r)) ∈
Hr(E), για κάθε g ∈ Γ, m1, ...,mr ∈ E και s ∈ G(r). Πράγματι, (από Παρατήρηση 2.6.2 iii) )
x = (g · m1) ⊗ ... ⊗ (g · mr) − (g · ms(1)) ⊗ ... ⊗ (g · ms(r)), αν θέσουμε τώρα g · mi = bi τότε
x = b1 ⊗ ...⊗ br − bs(1) ⊗ ...⊗ bs(r) ∈ Hr(E).

�

Υπενθύμιση 2.6.3. (Από multilinear άλγεβρα).

΄Εστω E Κ-διανυσματικός χώρος με βάση {eν | ν ∈ n}. Συμβολικά θα γράφουμε m1 ... mr =
m1 ⊗ ...⊗mr +Hr(E) και m1 ∧ ... ∧mr = m1 ⊗ ...⊗mr + Jr(E). Επιπλέον ισχύουν τα παρακάτω:

i) Για κάθε m1, ...,mr ∈ E και π ∈ G(r) ισχύει mπ(1) ... mπ(r) = m1 ... mr, mπ(1) ∧ ... ∧mπ(r) =
s(π)(m1 ∧ ... ∧mr).

ii) Αν To σύνολο αντιπροσώπων τροχιών της I(n, r) τότε σύνολο {ei1 ... eir | i ∈ To} είναι Κ-βάση

του Dr(E).

iii) Αν r ≤ n και To σύνολο αντιπροσώπων τροχιών της I(n, r) τότε το σύνολο {ei1 ∧ ...∧ eir | i ∈ To
και i = 1-1 } είναι Κ-βάση του ΛrE.

Παρατήρηση 2.6.5. i) Αν {rij}i,j∈To τα cofficient functions του Dr(E) ως προς την βάση

{ei1 ... eir | i ∈ To}, τότε rij =
∑
k∼i

ck,j (όπου εννοούμε rij =
∑
k∈[i]

ck,j)

ii) Αν T ∗o := {i ∈ To | i = 1-1} και {rij}i,j∈T ∗o τα cofficient functions του ΛrE ως προς την βάση

{ei1 ∧ ...∧ eir | i ∈ To και i = 1-1 }, τότε rij =
∑

π∈G(r)

s(π)ciπ,j =
∑

π∈G(r)

s(π)ci,jπ = detAi,j , όπου

Ai,j = (cikjl)k,l=1,...,r.

Απόδειξη.
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i) Για κάθε g ∈ Γ, j ∈ I(n, r) έχουμε:

g · (ej1 ... ejr) = g · (ej1 ⊗ ...⊗ ejr +Hr(E)) = g · ej +Hr(E) = (
∑

i∈I(n,r)

ci,j(g)ei) +Hr(E) =

∑
i∈I(n,r)

ci,j(g)(ei +Hr(E)) =
∑
i∈To

∑
k∼i

ck,j(g)(ek +Hr(E)) =
∑
i∈To

(
∑
k∼i

ck,j(g))(ei +Hr(E))

όπου η τελευταία ισότητα ισχύει εξ΄ ορισμού του Hr(E). Συνεπώς, rij(g) =
∑
k∼i

ck,j(g).

ii) ΄Εστω g ∈ Γ τότε g·(ej1∧...∧ejr) = g·(ej1⊗...⊗ejr+Jr(E)) = g·ej+Jr(E) = (
∑

i∈I(n,r)
ci,j(g)ei)+

Jr(E) =
∑

i∈I(n,r)
ci,j(g)(ei+Jr(E)) =

∑
i∈To

∑
k∼i

ck,j(g)(ek+Jr(E)) =
∑
i∈T ∗o

∑
k∼i

ck,j(g)(ek+Jr(E)) =∑
i∈T ∗o

∑
k∈[i]

ck,j(g)(ek + Jr(E)), όπου η προτελευταία ισότητα ισχύει εξ΄ ορισμού του Jr(E). Τώρα,

αν i ∈ T ∗o έχουμε [i] = {i · π | π ∈ G(r)} και iπ 6= iσ για κάθε π 6= σ (αφού αν iπ = iσ, τότε
i(π(t)) = i(σ(t)) για κάθε t ∈ r, όμως i = 1-1, άρα π(t) = σ(t) για κάθε t, δηλαδή π = σ, άτοπο).
Συνεπώς, g · (ej1 ∧ ...∧ ejr) =

∑
i∈T ∗o

∑
π∈G(r)

ciπ,j(g)(eiπ + Jr(E)) =
∑
i∈T ∗o

∑
π∈G(r)

ciπ,j(g)(eπ(1) ∧ ...∧

eπ(r)) =
∑
i∈T ∗o

∑
π∈G(r)

ciπ,j(g)(s(π)(e1 ∧ ... ∧ er)) =
∑
i∈T ∗o

(
∑

π∈G(r)

s(π)ciπ,j(g))e1 ∧ ... ∧ er . Οπότε

rij(g) =
∑

π∈G(r)

s(π)ciπ,j(g). Ας δούμε τώρα τις άλλες ισότητες, πράγματι, επειδή (iπ, j) ∼

(i, jπ−1) και s(π) = s(π−1), έχουμε
∑

π∈G(r)

s(π)ciπ,j =
∑

π∈G(r)

s(π−1)ci,jπ−1 =
∑

σ∈G(r)

s(σ)ci,jσ =

∑
σ∈G(r)

s(σ)(
r∏

h=1

cihjσ(h)
) = detAi,j .

�

Σχόλιο. Στην απόδειξη του ii) η συνθήκη, iπ 6= iσ για κάθε π 6= σ, όπου i ∈ T ∗o , χρειάστηκε στο να

αποφύγουμε επαναλήψεις όρων στο άθροισμα
∑
i∈T ∗o

∑
π∈G(r)

ciπ,j(g)(eiπ + Jr(E)) και έτσι να μπορέσουμε

να το πούμε ότι είναι ίσο με το άθροισμα
∑
i∈T ∗o

∑
k∈[i]

ck,j(g)(ek + Jr(E)).

Παράδειγμα 2.6.1. Θεωρούμε για κάθε άπειρο σώμα Κ τοWK := E⊗rK όπουEK είναι Κ-διανυσματικός

χώρος πεπερασμένης διάστασης n με Κ-βάση το {eν,K | ν ∈ n}. ΄Εστω επίσης η Κ-βάση {ei,K :=
ei1,K ⊗ ...⊗ eir,K | i ∈ I(n, r)} του E⊗rK . Τότε:

i) Το WZ := spanZ{ei,Q | i ∈ I(n, r)} είναι Z−form του WQ.

ii) Η οικογένεια (WK)K = (E⊗rK )K είναι Z− defined από το Z−form WZ και μία οικογένεια ισομορ-

φισμών στην MK(n, r) έστω (δK)K , όπου δK : WZ ⊗K −→ WK , ei,Q ⊗ 1K 7−→ ei,K για κάθε

i ∈ I(n, r).
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Απόδειξη.

i) Μένει να δειχθεί ότι είναι κλειστό από την δράση του SZ(n, r). Πράγματι, έστω ξ ∈ SZ(n, r)
και x ∈ WZ τότε (από Παρατήρηση 2.5.1) ξ =

∑
(p,q)∈T

np,qξ
Q
p,q και x =

∑
j∈I(n,r)

njej,Q, όπου

np,q, nj ∈ Z. Τώρα, ξ · x =
∑

(p,q)∈T

∑
j∈I(n,r)

np,qnj(ξ
Q
p,q · ej,Q). Οπότε αρκεί να δείξουμε ότι

ξQp,q · ej,Q ∈ WZ. Πράγματι, ξ
Q
p,q · ej,Q =

∑
i∈I(n,r)

ξQp,q(c
Q
i,j)ei,Q, όπου ξp,q(c

Q
i,j) ∈ {0, 1} ⊆ Z.

Συνεπώς, ξQp,q · ej,Q ∈WZ και άρα ξ · x ∈WZ.

ii) Το σύνολο {ei,K}i∈I(n,r) είναι Κ-βάση του WK και από Πρόταση 2.5.2 i) το {ei,Q ⊗ 1K}i∈I(n,r)
είναι Κ-βάση τουWZ⊗K. Ιδιαιτέρως, dimKWK = dimK(WZ⊗K). Οπότε υπάρχει ισομορφισμός
Κ-προτύπων ώστε

δK : WZ ⊗K −→WK , ei,Q ⊗ 1K 7−→ ei,K , για κάθε i ∈ I(n, r).

Μένει να δείξουμε ότι η δK είναι ομομορφισμόςKΓK−προτύπων (ή ισοδύναμα SK(n, r)−προτύπων).
Επειδή {ei,Q⊗1K}i∈I(n,r) Κ-βάση του WZ⊗K και {ξKi,j}(i,j)∈T είναι Κ-βάση του SK(n, r), αρκεί

να δείξουμε ότι δK(ξKp,q · (ej,Q ⊗ 1K)) = ξKp,q · δK(ej,Q ⊗ 1K), για κάθε j ∈ I(n, r) και (p, q) ∈ T .
Πράγματι,

δK(ξKp,q · (ej,Q ⊗ 1K)) = δK((ξQp,q · ej,Q)⊗ 1K)) = δK((
∑

i∈I(n,r)

ξQp,q(c
Q
i,j)ei,Q)⊗ 1K) =

∑
i∈I(n,r)

(ξQp,q(c
Q
i,j) · 1K)ei,K =

∑
i∈I(n,r)

ξKp,q(c
K
i,j)ei,K = ξKp,q · ej,K = ξKp,q · δK(ej,Q ⊗ 1K).

(Σημείωση: ΄Αμεσα από τον ορισμό των ξQp,q, ξ
K
p,q έπεται η ισότητα ξ

Q
p,q(c

Q
i,j) · 1K = ξKp,q(c

K
i,j)).

Γενικά τώρα, αν ξ ∈ SK(n, r), x ∈WZ⊗K, τότε ξ =
∑

(i,j)∈T
ki,jξ

K
i,j και x =

∑
h∈I(n,r)

rh(eh,Q⊗1K),

όπου ki,j , rh ∈ K και

δK(ξ · x) = δK(
∑
(i,j)

∑
h

ki,jrh(ξKi,j · (eh,Q ⊗ 1K))) =
∑
(i,j)

∑
h

ki,jrhδK(ξKi,j · (eh,Q ⊗ 1K)) =

∑
(i,j)

∑
h

ki,jrhξ
K
i,j · δK(eh,Q ⊗ 1K) = (

∑
(i,j)

ki,jξ
K
i,j) · (

∑
h

rhδK(eh,Q ⊗ 1K)) = ξ · δK(x).

�
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Παράδειγμα 2.6.2. Θεωρούμε για κάθε άπειρο σώμα Κ το WK := Dr(EK) όπου EK είναι Κ-

διανυσματικός χώρος πεπερασμένης διάστασης n με Κ-βάση το {eν,K | ν ∈ n}. ΄Εστω επίσης η

Κ-βάση {ẽi,K := ei1,K ... eir,K | i ∈ To} του Dr(EK). Τότε:

i) Το WZ = Dr,Z := spanZ{ẽi,Q | i ∈ To} είναι Z−form του WQ.

ii) Η οικογένεια (WK)K = (Dr(EK))K είναι Z−defined από το Z−form WZ = Dr,Z και μία οικο-

γένεια ισομορφισμών στηνMK(n, r) έστω (δK)K , όπου δK : WZ⊗K −→WK , ẽi,Q⊗1K 7−→ ẽi,K
για κάθε i ∈ To. Μάλιστα δK(ẽi,Q ⊗ 1K) = ẽi,K για κάθε i ∈ I(n, r).

Απόδειξη.

i) Μένει να δειχθεί ότι είναι κλειστό από την δράση του SZ(n, r). Από Παρατήρηση 2.5.2 αρκεί να
δείξουμε ότι ξQp,q · ẽj,Q ∈WZ για κάθε (p, q) ∈ T και j ∈ To. Πράγματι, από Παρατηρήσεις 2.4.4-
2.6.5 έχουμε ότι ξQp,q · ẽj,Q =

∑
i∈I(n,r)

ξp,q(
∑
k∼i

cQk,j)ẽi,Q =
∑

i∈I(n,r)
(
∑
k∼i

ξQp,q(c
Q
k,j))ẽi,Q όπου ξ

Q
p,q(c

Q
k,j) ∈

{0, 1} ⊆ Z. Συνεπώς, ξQp,q · ẽj,Q ∈WZ.

ii) ΄Οπως στο προηγούμενο παράδειγμα μπορούμε να ορίσουμε δK : WZ ⊗K −→ WK ισομορφισμό

Κ-προτύπων με δK(ẽi,Q ⊗ 1K) = ẽi,K , για κάθε i ∈ To. Ιδιαιτέρως για κάθε i ∈ I(n, r) τότε
υπάρχει j ∈ To ώστε i ∼ j, τότε όμως από Υπενθύμιση 2.6.3 i) έχουμε ότι ẽi,Q = ẽj,Q και
ẽi,K = ẽj,K , οπότε δK(ẽi,Q⊗1K) = δK(ẽj,Q⊗1K) = ẽj,K = ẽi,K . Μένει να δείξουμε ότι η δK είναι
ομομορφισμός KΓK−προτύπων (ή ισοδύναμα SK(n, r)−προτύπων) και όπως στο προηγούμενο
παράδειγμα, αρκεί να δείξουμε ότι δK(ξKp,q · (ẽi,Q ⊗ 1K)) = ξKp,q · δK(ẽi,Q ⊗ 1K). Πράγματι,

δK(ξKp,q · (ẽj,Q ⊗ 1K)) = δK((ξQp,q · ẽj,Q)⊗ 1K)) = δK((
∑
i∈To

ξQp,q(
∑
k∼i

cQk,j)ẽi,Q)⊗ 1K) =

∑
i∈To

ξQp,q(
∑
k∼i

cQk,j)δK(ẽi,Q ⊗ 1K) =
∑
i∈To

ξQp,q(
∑
k∼i

cQk,j)ẽi,K . (∗)

(όπου η προτελευταία ισότητα ισχύει αφού ξQp,q(
∑
k∼i

cQk,j) =
∑
k∼i

ξQp,q(c
Q
k,j) ∈ Z). Επιπλέον,

ξQp,q(
∑
k∼i

cQk,j) · 1K =
∑
k∼i

(ξQp,q(c
Q
k,j) · 1K) =

∑
k∼i

ξKp,q(c
K
k,j) = ξKp,q(

∑
k∼i

cKk,j). (∗∗)

Τελικά από (∗), (∗∗) έχουμε,

δK(ξKp,q · (ẽi,Q ⊗ 1K)) =
∑
i∈To

(ξKp,q(
∑
k∼i

cKk,j))ẽi,K = ξKp,q · ẽj,K

(όπου η τελευταία ισότητα ισχύει από Παρατήρηση 2.4.4 και Παρατήρηση 2.6.5).

�
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2.7 Contravariant duality.

Παρακάτω Κ άπειρο σώμα και Γ = ΓK = GLn(K).

Με λίγα λόγια, στόχος του υποκεφαλαίου αυτού είναι να μετατρέψουμε το δυϊκό χώρο V ∗ ενός αντι-

κειμένου V ∈MK(n, r) σε αντικείμενο της MK(n, r), και στη συνέχεια να δούμε πως συνδέεται με το

ίδιο το V . Παρακάτω έχουμε τα εξής:

• ΄Εστω V ∈ MK(n, r) τότε το V ∗ γίνεται δεξιό KΓ−πρότυπο ώστε για f ∈ V ∗, g ∈ Γ f · g =
fg : V −→ K, (fg)(v) = f(g · v). Γενικά, f · (

∑
g
kgg) =

∑
kg(f · g).

• ΄Εστω V ∈ MK(n, r) τότε το V ∗ γίνεται αριστερό KΓ−πρότυπο ώστε για f ∈ V ∗, g ∈ Γ
g · f = gf : V −→ K, (gf)(v) = f(g−1 · v). Γενικά, (

∑
g
kgg) · f =

∑
kg(g · f).

• ΄Εστω V ∈ MK(n, r) τότε το V ∗ γίνεται αριστερό KΓ−πρότυπο ώστε για f ∈ V ∗, g ∈ Γ
g · f = gf : V −→ K, (gf)(v) = f(gtr · v). Γενικά, (

∑
g
kgg) · f =

∑
kg(g · f). (όπου gtr = ο

ανάστροφος πίνακας του g).

Σχόλιο. Από τις τρεις εκδοχές που είδαμε πάνω θα ασχοληθούμε εκτενώς με την τρίτη. Ο λόγος για

την επιλογή αυτή θα φανεί παρακάτω.

Ορισμός 2.7.1. ΄Εστω V ∈ MK(n, r), τότε το V ∗ = HomK(V,K) γίνεται αριστερό KΓ−πρότυπο
με g · f = gf : V −→ K, (gf)(v) = f(gtr · v) και γενικά (

∑
g
kgg) · f =

∑
kg(g · f). Αυτό το αριστερό

KΓ−πρότυπο θα το συμβολίζουμε με V o
και θα λέγεται contravariant dual του V .

Παρατήρηση 2.7.1. ΄Εστω V ∈MK(n, r), τότε:

i) Το V o
είναι πράγματι KΓ−πρότυπο και ο εξωτερικός πολ/μός που επάγεται από το Κ στο V o

ταυτίζεται με τον αρχικό που είχε το V ∗ (δηλαδή (k · 1KΓ) · f = kf , για κάθε f ∈ V o, k ∈ K).

Ιδιαιτέρως dimKV
o = dimKV

∗ = dimKV και τα V ∗, V o
σαν K−πρότυπα είναι ίδια.

ii) ΄Εστω {eb}b∈B Κ-βάση του V και τα coefficient functions ως προς αυτή {rab}a,b∈B, αν {e∗b}b∈B η

δυϊκή βάση του Κ-προτύπου V ∗ = V o
με αντίστοιχα coefficient functions έστω {roab}a,b∈B. Τότε,

roab(g) = rba(g
tr) για κάθε g ∈ Γ, a, b ∈ B.

iii) V o ∈MK(n, r).

Απόδειξη.
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i) Θα γίνει με χρήση της Παρατήρηση 1.2.1. ΄Εστω τ : Γ −→ EndK(V o), με τ(g)(f) = gf , ώστε
(gf)(v) = f(gtr · v), για κάθε v ∈ V . Η τ(g) είναι καλά ορισμένη και Κ-γραμμική, πράγματι, για
κάθε f, h ∈ V o, k ∈ K:
τ(g)(f + h) = τ(g)(f) + τ(g)(h): Για κάθε v ∈ V έχουμε, τ(g)(f + h)(v) = (g(f + h))(v) =
(f + h)(gtr · v) = f(gtr · v) + h(gtr · v) = τ(g)(f)(v) + τ(g)(h)(v). Συνεπώς, τ(g)(f + h) =
τ(g)(f) + τ(g)(h).

τ(g)(kf) = kτ(g)(f): ΄Ομοια με πάνω.

Επιπλέον, ισχύουν τα παρακάτω:

τ(st) = τ(t) ◦ τ(s): Πράγματι, για κάθε f ∈ V o
και v ∈ V έχουμε τ(st)(f)(v) = ((st)f)(v) =

f((st)tr · v) = f(ttr · (str · v)) = (tf)(str · v) = (s(tf))(v) = τ(s)(τ(t)(f)(v)) = ((τ(s) ◦
τ(t))(f))(v). Το v ήταν τυχόν, άρα τ(st)(f) = (τ(s) ◦ τ(t))(f), όμως και το f ήταν τυχόν, άρα
τ(st) = τ(t) ◦ τ(s).

τ(1Γ) = IV o : Για κάθε f ∈ V o, v ∈ V έχουμε τ(1Γ)(f)(v) = (1Γf)(v) = f(1trΓ · v) =
f(1Γ · v) = f(v) = IV o(f)(v). Το v ήταν τυχόν, άρα τ(1Γ)(f) = IV o(f), όμως και το f ήταν
τυχόν, άρα τ(1Γ) = IV o .
΄Εστω (καταχρηστικά με το ίδιο σύμβολο) η Κ-γραμμική επέκταση τ : KΓ −→ EndK(V o) (που
είναι ομομορφισμός Κ-αλγεβρών). Τότε το V o

γίνεται KΓ−πρότυπο με k · v = τ(k)(v), για
κάθε k ∈ KΓ, v ∈ V o

. Μάλιστα, αν r =
∑
g
kgg, f ∈ V o

, r · f = τ(r)(f) = (
∑
g
kgτ(g))(f) =∑

g
kgτ(g)(f) =

∑
g
kg(g · f).

ii) ΄Εστω a, b ∈ B τότε (g · e∗b)(ea) = e∗b(g
tr · ea) = e∗b(

∑
c∈B

rca(g
tr)ec) =

∑
c
rca(g

tr)e∗b(ec) =

rba(g
tr)e∗b(eb) = rba(g

tr) =
∑
c
rbc(g

tr)e∗c(ea). ΄Αρα g · e∗b =
∑
c
rbc(g

tr)e∗c =
∑
a
rba(g

tr)e∗a. Επι-

πλέον g · e∗b =
∑
a
roab(g)e∗a, άρα λόγο Κ-βάσης, πρέπει r

o
ab(g) = rba(g

tr).

iii) Από i) το μόνο που μένει να δειχθεί είναι ότι cf(V o) ⊆ AK(n, r). ΄Εστω a, b ∈ B και I(n, r) = I
τότε από υπόθεση πρέπει rba ∈ AK(n, r) οπότε rba =

∑
(i,j)∈I×I

ki,jci,j , ki,j ∈ K, τότε όμως

roab(g) = rba(g
tr) =

∑
(i,j)

ki,jci,j(g
tr) =

∑
(i,j)

ki,jci1j1(gtr) · ... · cirjr(gtr) =

∑
(i,j)

ki,jcj1i1(g) · ... · cjrir(g) =
∑
(i,j)

ki,jcj,i(g)

Οπότε roab =
∑
(i,j)

ki,jcj,i ∈ AK(n, r), άρα cf(V o) ⊆ AK(n, r).

�
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Σχόλιο. Ας παρατηρήσουμε ότι το V ∗ σαν KΓ−πρότυπο με (g · f)(v) = f(g−1 · v) δεν έχει την

ιδιότητα να ανήκει κατ΄ ανάγκη στην MK(n, r). ΄Ενα κίνητρο για το λόγο αυτό είναι ότι στην απόδειξη

του iii) χρησιμοποιήσαμε το γεγονός ότι ci,j(g
tr) = cj,i(g), ενώ το ci,j(g

−1) δεν ξέρουμε με τι είναι

ίσο.

Πρόταση 2.7.1. Υπάρχει απεικόνιση J : SK(n, r) −→ SK(n, r) με τις εξής ιδιότητες:

i) J(ξi,j) = ξj,i για κάθε i, j ∈ I(n, r). Ιδιαιτέρως J =επί.

ii) Η J είναι involutory , anti-automorphism . Δηλαδή J2 = J ◦J = J , Κ-γραμμική και J(ξ1ξ2) =
J(ξ2)J(ξ1), για κάθε ξ1, ξ2 ∈ SK(n, r).

iii) J(ξ)(ci,j) = ξ(cj,i) και J(eg) = egtr για κάθε i, j ∈ I(n, r), g ∈ Γ.

iv) Το V o
ως αντικείμενο της MK(n, r) γίνεται SK(n, r)−πρότυπο ώστε V o ∈ mod(SK(n, r)) και

(ξ · f)(v) = f(J(ξ) · v) για κάθε ξ ∈ SK(n, r), f ∈ V o, v ∈ V .

Απόδειξη.

i) Ορίζουμε f : {ξi,j}(i,j)∈T −→ SK(n, r) με f(ξi,j) = ξj,i. Τότε (επειδή {ξi,j}(i,j)∈T είναι Κ-βάση
του SK(n, r)) η f επεκτείνεται σε ομομορφισμό Κ-προτύπων έστω J : SK(n, r) −→ SK(n, r), με
J(

∑
(i,j)∈T

ki,jξi,j) =
∑

(i,j)∈T
ki,jξj,i, όπου ki,j ∈ K. Τώρα θα δείξουμε ότι J(ξi,j) = ξj,i για κάθε

i, j ∈ I(n, r), πράγματι, έστω i, j ∈ I(n, r), τότε υπάρχει (p, q) ∈ T ώστε (i, j) ∼ (p, q) ⇐⇒
(j, i) ∼ (q, p), οπότε J(ξi,j) = J(ξp,q) = ξq,p = ξj,i (Παρατήρηση 2.3.1). ΄Οσο για το επί έχουμε
ότι J(ξj,i) = ξi,j για κάθε (i, j) ∈ T , άρα SK(n, r) = ImJ .

ii) J = involutary : Για κάθε (i, j) ∈ T έχουμε J(J(ξi,j)) = J(ξj,i) = ξi,j , όμως {ξi,j}(i,j)∈T
είναι Κ-βάση του SK(n, r) και J = Κ-γραμμική, άρα J2 = ISK(n,r).

J = anti-automorphism : J = Κ-γραμμική το είδαμε στο i). Πάμε να δείξουμε ότι J(ξ1ξ2) =
J(ξ2)J(ξ1), πράγματι, έστω i, j, k, l ∈ I(n, r):

J(ξi,j · ξk,l) = J(ξk,l) ◦ J(ξi,j): Αρκεί να δειχθεί η ισότητα πάνω στα {ci,j}i,j∈I(n,r) (αφού
AK(n, r) = spanK{ci,j | i, j ∈ I(n, r)}), πράγματι, έστω p, q ∈ I(n, r) τότε:

J(ξi,j · ξk,l)(cp,q)
iii)
= (ξi,j · ξk,l)(cq,p) =

∑
h∈I(n,r)

ξi,j(cq,h)ξk,l(ch,p) =

∑
h∈I(n,r)

ξj,i(ch,q)ξl,k(cp,h) = (ξl,k · ξj,i)(cp,q) = (J(ξk,l) · J(ξi,j))(cp,q).

΄Οπου η τρίτη ισότητα, ισχύει αφού (i, j) ∼ (q, h) ⇐⇒ (j, i) ∼ (h, q), δηλαδή (εξ΄ ορισμού)
ξi,j(cq,h) = ξj,i(ch,q), και όμοια ξk,l(ch,p) = ξl,k(cp,h). Γενικά τώρα, έστω x, y ∈ SK(n, r) με
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x =
∑

(p,q)∈T
kp,qξp,q, y =

∑
(i,j)∈T

ri,jξi,j , όπου kp,q, ri,j ∈ K τότε:

J(x · y) = J(
∑
(p,q)

∑
(i,j)

kp,qri,j(ξp,q · ξi,j)) =
∑
(p,q)

∑
(i,j)

kp,qri,jJ(ξp,q · ξi,j) =

∑
(p,q)

∑
(i,j)

ri,jkp,q(J(ξi,j) · J(ξp,q)) = (
∑
(i,j)

ri,jJ(ξi,j)) · (
∑
(p,q)

kp,qJ(ξp,q)) = J(y) · J(x).

iii) ΄Εστω (p, q) ∈ T τότε J(ξp,q)(ci,j) = ξq,p(ci,j) =

{
1, (q, p) ∼ (i, j)

0, (q, p) � (i, j)
=

{
1, (p, q) ∼ (j, i)

0, (p, q) � (j, i)
=

ξp,q(cj,i). Γενικά αν ξ ∈ SK(n, r) με ξ =
∑

(p,q)∈T
kp,qξp,q, kp,q ∈ K, τότε J(ξ)(ci,j) =

∑
(p,q)

kp,qJ(ξp,q)(ci,j) =∑
(p,q)

kp,qξp,q(cj,i) = ξ(cj,i).

Επιπλέον, J(eg)(ci,j) = eg(cj,i) = cj,i(g) = ci,j(g
tr) = egtr(ci,j), όμωςAK(n, r) = spanK{ci,j | i, j ∈

I(n, r)}, άρα J(eg) = egtr .

iv) Καταρχάς, υπενθυμίζουμε ότι το V o
γίνεται SK(n, r)−πρότυπο με e(k) · f = k · f για κάθε

k ∈ KΓ (Παρατήρηση 2.4.3), όπου e : KΓ −→ SK(n, r) ο γνωστός επιμορφισμός Κ-αλγεβρών.
Οπότε αρκεί να δείξουμε ότι (e(k) · f)(v) = f(J(e(k)) · v) για κάθε k ∈ KΓ, v ∈ V . Πράγματι,
έστω k =

∑
g
kgg ∈ KΓ, v ∈ V, όπου kg ∈ K, τότε (e(g) · f)(v) = (g · f)(v) = f(gtr · v) =

f(e(gtr) · v) = f(J(e(g)) · v). Τώρα (e(k) · f)(v) = ((
∑
g
kge(g)) · f)(v) = (

∑
g
kg(e(g) · f))(v) =∑

g
kg(e(g)·f)(v) =

∑
g
kgf(J(eg)·v)) = f(

∑
g
kg(J(eg)·v)) = f((

∑
g
kgJ(eg))·v) = f(J(e(k))·v).

�

Πρόταση 2.7.2. ΄Εστω V ∈ MK(n, r), τότε ο φυσικός ισομορφισμός τ : V −→ V ∗∗ επάγει ισομορ-

φισμό KΓ−προτύπων τ : V −→ V oo. Ιδιαιτέρως V ' V oo
(Ισομορφισμός KΓ−προτύπων).

Απόδειξη.

Καταρχάς η τ : V −→ V oo
είναι ισομορφισμός K−προτύπων (από Λήμμα 2.4.1). Μένει να δειχθεί

ότι είναι ισομορφισμός KΓ−προτυπών, πράγματι έστω k =
∑
g
kgg ∈ KΓ και v ∈ V , τότε για κάθε

f ∈ V o
έχουμε τ(g ·v)(f) = f(g ·v) = (gtr ·f)(v) = τ(v)(gtr ·f) = (g ·τ(v))(f), άρα τ(g ·v) = g ·τ(v).

Συνεπώς, τ(k · v) = τ(
∑
g
kg(g · v)) =

∑
g
kgτ(g · v) =

∑
g
kg(g · τ(v)) = (

∑
g
kgg) · τ(v) = k · τ(v).

�

Ορισμός 2.7.2. ΄Εστω V,W ∈ MK(n, r). Μία απεικόνιση (·, ·) : V ×W −→ K λέγεται K-bilinear
(Κ-διπροσθετική) αν ισχύουν τα παρακάτω:

(v1 + v2, w) = (v1, w) + (v2, w), για κάθε v1, v2 ∈ V, w ∈W .

(v, w1 + w2) = (v, w1) + (v, w2), για κάθε v ∈ V, w1, w2 ∈W .
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(k · v, w) = (v, k · w) = k · (v, w), για κάθε v, w ∈ V, k ∈ K.

Αν επιπλέον ισχύει (ξ · v, w) = (v, J(ξ) · w), για κάθε v, w ∈ V, ξ ∈ SK(n, r), τότε η (·, ·) λέγεται

contravariant form.

Πρόταση 2.7.3. ΄Εστω V,W ∈ MK(n, r) και A := {contravariant forms (·, ·) : V ×W −→ K},
B := {ομομορφισμοί KΓ−προτύπων Λ : V −→W o}. Τότε υπάρχει 1-1 και επί απεικόνιση φ : A −→ B,
ώστε φ((·, ·)) = Λ : V −→W o, με Λ(v)(w) = (v, w).

Απόδειξη.

φ καλά ορισμένη: Πρέπει να δείξουμε ότι φ((·, ·)) = Λ ∈ B. Πράγματι, για κάθε v, u ∈ V, w ∈W
έχουμε Λ(v+u)(w) = (v+u,w) = (v, w) + (u,w) = Λ(v)(w) + Λ(u)(w), συνεπώς Λ(v+u) = Λ(v) +
Λ(u), εύκολα δείχνουμε ότι Λ είναι και Κ-γραμμική. Επίσης αν k =

∑
g
kgg ∈ KΓ τότε Λ(g · v)(w) =

(g · v, w) = (eg · v, w) = (v, J(eg) · w) = Λ(v)(J(eg) · w) = (eg · Λ(v))(w) = (g · Λ(v))(w), (όπου
η πέμπτη ισότητα ισχύει από Πρόταση 2.7.1 iv) ) το w ήταν τυχόν, άρα Λ(g · v) = g · Λ(v), συνεπώς
Λ(k · v) = Λ(

∑
g
kg(g · v)) =

∑
g
kgΛ(g · v) =

∑
g
kg(g · Λ(v)) = (

∑
g
kgg) · Λ(v) = k · Λ(v).

φ 1-1: φ((·, ·)1) = φ((·, ·)2) =⇒ Λ1 = Λ2 =⇒ Λ1(v)(w) = Λ2(v)(w), για κάθε v ∈ V, w ∈W ,
άρα (v, w)1 = (v, w)2 ∀v ∈ V, w ∈W συνεπώς, (·, ·)1 = (·, ·)2.

φ επί: ΄Εστω Λ ∈ B τότε ορίζουμε (·, ·) : V ×W −→ K, με (v, w) = Λ(v)(w). Τότε αν δείξουμε
ότι (·, ·) ∈ A, έπεται άμεσα φ((·, ·)) = Λ. Πράγματι,

(v1 + v2, w) = (v1, w) + (v2, w): (v1 + v2, w) = Λ(v1 + v2)(w), όμως Λ είναι Κ-γραμμική, οπότε
Λ(v1 + v2)(w) = (Λ(v1) + Λ(v2))(w) = Λ(v1)(w) + Λ(v2)(w) = (v1, w) + (v2, w).

(v, w1 + w2) = (v, w1) + (v, w2): (v, w1 + w2) = Λ(v)(w1 + w2), όμως Λ(v) ∈ W o, άρα
Λ(v)(w1 + w2) = Λ(v)(w1) + Λ(v)(w2) = (v, w1) + (v, w2).

(k · v, w) = (v, k · w) = k · (v, w), όπου k ∈ K: ΄Ομοια με τα δύο προηγούμενα.

(·, ·) contravariant form : ΄Εστω k ∈ KΓ τότε (e(k) · v, w) = Λ(e(k) · v)(w) = Λ(k · v)(w) =
(k · Λ(v))(w) = (e(k) · Λ(v))(w) = Λ(v)(J(e(k)) · w) = (v, J(e(k)) · w). ΄Οπου η τρίτη ισότητα ισχύει
επειδή Λ ∈ B και η πέμπτη από Πρόταση 2.7.1 iv).

�

Ορισμός 2.7.3. ΄Εστω V,W ∈ MK(n, r). Μία K-bilinear form (·, ·) : V × W −→ K λέγεται

non-singular (ή non-degenerate) αν ισχύουν τα εξής:

i) Αν (v, w) = 0 για κάθε w ∈W τότε v = 0.

ii) Αν (v, w) = 0 για κάθε v ∈ V τότε w = 0.

Πρόταση 2.7.4. ΄Εστω V,W ∈ MK(n, r), και φ : A −→ B που είδαμε πριν. Τότε, μία απεικόνιση

(·, ·) : V ×W −→ K είναι non-singular contravariant form αν και μόνον αν η απεικόνιση φ((·, ·)) =
Λ : V −→ W o

με Λ(v)(w) = (v, w) είναι ισομορφισμός KΓ−προτύπων (⇐⇒ ισομορφισμός στην

MK(n, r)).

63



Απόδειξη.

(⇐=): ΄Εστω Λ : V −→ W o
ισομορφισμός στην MK(n, r) τότε από Πρόταση 2.7.3, η (·, ·) :

V ×W −→ K με (v, w) = Λ(v)(w) είναι contravariant form . Μένει να δείξουμε ότι είναι non-singular
. Πράγματι, αν (v, w) = 0 για κάθε w ∈ W τότε Λ(v)(w) = 0 για κάθε w ∈ W , δηλαδή Λ(v) = 0,
όμως Λ είναι 1-1, άρα v = 0.
΄Εστω τώρα ότι (v, w) = 0 για κάθε v ∈ V . Θεωρούμε {e1, ..., en} Κ-βάση του W και {f1, ...fn}

την αντίστοιχη δυϊκή Κ-βάση του W o
, (δηλαδή fi(

n∑
j=1

kjej) = kj , όπου kj ∈ K). Επειδή Λ ε-

ίναι επί, τότε υπάρχουν vi ∈ V ώστε Λ(vi) = fi για κάθε i ∈ n, άρα από υπόθεση έχουμε ότι
(vi, w) = 0 ⇐⇒ Λ(vi)(w) = 0 ⇐⇒ fi(w) = 0 για κάθε i ∈ n, άρα w = 0.

(=⇒): ΄Εστω ότι (·, ·) : V ×W −→ K non-singular contravariant form , τότε από Πρόταση
2.7.3 η Λ : V −→ W o

με Λ(v)(w) = (v, w) είναι ομομορφισμός στην MK(n, r). Μένει να δειχθεί ότι
είναι 1-1 και επί. Πράγματι,

Λ 1-1: Αν Λ(v) = 0 τότε Λ(v)(w) = 0 για κάθε w ∈ W , συνεπώς (v, w) = 0 για κάθε w ∈ W ,
άρα από υπόθεση v = 0.

Λ επί : Επειδή Λ είναι Κ-γραμμική (ως ομομορφισμός KΓ−προτύπων) και 1-1, αρκεί να δείξουμε
ότι dimKV = dimKW

o
. Πράγματι, θεωρούμε την απεικόνιση ψ1 : V −→ W o, v 7−→ (v,−), όπου

(v,−) : W −→ K, w 7−→ (v, w). Η ψ1 είναι K−γραμμική (άμεσα από τον ορισμό της και το γεγονός
ότι (·, ·) K-bilinear ) και 1-1 (αφού για ψ1(v) = 0 τότε (v,−) = 0 δηλαδή (v, w) = 0 για κάθε w ∈W ,
άρα v = 0), Συνεπώς ψ1 : V −→ W o

μονομορφισμός Κ-προτύπων, άρα dimKV ≤ dimKW
o
. ΄Ομοια

ορίζουμε ένα μονομορφισμό Κ-προτύπων ψ2 : W −→ V o
με w 7−→ (−, w) και από Παρατήρηση 2.7.1

i) έχουμε dimKW
o = dimKW ≤ dimKV

o = dimKV . Τελικά dimKV = dimKW
o
.

�

Παράδειγμα 2.7.1. Για το KΓ−πρότυπο E⊗r ∈ MK(n, r) υπάρχει symmetric contravariant non-
singular form 〈·, ·〉 : E⊗r ×E⊗r −→ K, ώστε 〈ei, ej〉 = δi,j για κάθε i, j ∈ I(n, r), όπου {ei}i∈I(n,r) η

σύνηθης Κ-βάση του E⊗r. Ιδιαιτέρως E⊗r ' (E⊗r)
o
(Ισομορφισμός KΓ−προτύπων).

Απόδειξη.

Το ιδιαιτέρως του Παραδείγματος ισχύει άμεσα αν εξασφαλίσουμε την ύπαρξη της 〈·, ·〉 (από Πρόταση
2.7.4). Τώρα, θέτουμε I = I(n, r) και ορίζουμε f : {ei}i∈I × {ei}i∈I −→ K με f(ei, ej) = δi,j , επειδή
{ei}i∈I είναι Κ-βάση του E⊗r μπορούμε να επεκτείνουμε την f Κ-διπροσθετικά σε μία Κ-διπροσθετική
απεικόνιση 〈·, ·〉 : E⊗r × E⊗r −→ K ώστε 〈

∑
i∈I

kiei,
∑
j∈I

rjej〉 =
∑
i∈I

∑
j∈I

kikjδi,j , όπου ki, rj ∈ K.

〈·, ·〉 = symmetric : ΄Εστω x, y ∈ E⊗r, τότε x =
∑
i∈I

kiei, y =
∑
j∈I

rjej , για κάποια ki, rj ∈ K.

Τώρα 〈ei, ej〉 = δij = δji = 〈ej , ei〉, για κάθε i, j ∈ I(n, r) οπότε,

〈x, y〉 =
∑
j∈I

∑
i∈I

kirj〈ei, ej〉 =
∑
j∈I

∑
i∈I

kirj〈ej , ei〉 = 〈y, x〉.

〈·, ·〉 = contravariant form : ΄Εστω ξ ∈ SK(n, r), x =
∑
i∈I

kiei ∈ E⊗r, y =
∑
j∈I

rjej ∈ E⊗r όπου
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ki, rj ∈ K. Τότε

〈ξ · ei, ej〉 = 〈
∑
h∈I

ξ(ch,i)eh, ej〉 =
∑
h∈I

ξ(ch,i)〈eh, ej〉 = ξ(cj,i)〈ej , ej〉 = ξ(cj,i) =

J(ξ)(ci,j) =
∑
h∈I

J(ξ)(ch,j)〈ei, eh〉 = 〈ei,
∑
h∈I

J(ξ)(ch,j)eh〉 = 〈ei, J(ξ) · ej〉

Επομένως,

〈ξ · x, y〉 =
∑
i∈I

∑
j∈I

kirj〈ξ · ei, ej〉 =
∑
i∈I

∑
j∈I

kirj〈ei, J(ξ) · ej〉 =

〈
∑
i∈I

kiei,
∑
j∈I

rj(J(ξ) · ej)〉 = 〈
∑
i∈I

kiei, J(ξ) · (
∑
j∈I

rjej)〉 = 〈x, J(ξ) · y〉.

〈·, ·〉 = non-singular : ΄Εστω v =
∑
i∈I

kiei ∈ E⊗r με 〈v, w〉 = 0 για κάθε w ∈ E⊗r, τότε 〈
∑
i∈I

kiei, ej〉 =

0 για κάθε j ∈ I, όμως 〈
∑
i∈I

kiei, ej〉 =
∑
i∈I

ki〈ei, ej〉 = kj〈ej , ej〉 = kj , άρα kj = 0 για κάθε j ∈ I,

συνεπώς v = 0. ΄Ομοια, αν 〈v, w〉 = 0 για κάθε v ∈ E⊗r τότε w = 0.
�

Ορισμός 2.7.4. Το contravariant form 〈·, ·〉 : E⊗r × E⊗r −→ K το ονομάζουμε canonical form
(κανονική μορφή) στο E⊗r.

Σχόλιο. Κλείνουμε την παράγραφο με κάποιες στοιχειώδεις παρατηρήσεις πάνω στην έννοια του con-
travariant duality .

Παρατήρηση 2.7.2. ΄Εστω V,W ∈ MK(n, r) με V ' W (Ισομορφισμός KΓ−προτύπων), τότε

V o 'W o
(Ισομορφισμός KΓ−προτύπων).

Απόδειξη.

΄Εστω φ : W −→ V ο ισομορφισμός KΓ−προτύπων, τότε θεωρούμε ψ : V o −→W o, με f 7−→ f ◦φ.
Τότε, άμεσα ψ είναι καλά ορισμένη και Κ-γραμμική. Επιπλέον,

ψ 1-1: ψ(f1) = ψ(f2) =⇒ f1 ◦ φ = f2 ◦ φ =⇒ f1 = f1 ◦ φ ◦ φ−1 = f2 ◦ φ ◦ φ−1 = f2.

ψ επί: Αν f ∈W o
τότε f ◦ φ−1 ∈ V o

και ψ(f ◦ φ−1) = f .
ψ ομομορφισμός KΓ−προτύπων: ΄Εστω k =

∑
g
kgg ∈ KΓ και f ∈ V o

τότε ψ(g ·f) = (g ·f)◦φ−1
.

΄Ομως, ((g · f) ◦ φ)(v) = (gf)(φ(v)) = f(gtrφ(v)) = f(φ(gtr · v)) = (f ◦ φ)(gtr · v) = (g(f ◦ φ))(v) =
(g · ψ(f))(v) για κάθε v ∈ V , συνεπώς ψ(g · f) = g · ψ(f). Τελικά, επειδή ψ Κ-γραμμική έχουμε,
ψ(k · f) =

∑
g
kgψ(g · f) =

∑
g
kg(g · ψ(f)) = (

∑
g
kgg) · ψ(f) = k · ψ(f).

�
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Παρατήρηση 2.7.3. i) Αν V,W ∈ MK(n, r) και f : V −→ W ομομορφισμός KΓ−προτύπων,
τότε ορίζεται ο εξής ομομορφισμός KΓ−προτύπων:

f◦ : W ◦ −→ V ◦, h 7−→ h ◦ f.

ii) Ορίζεται ο contravariant συναρτητής F := ◦ : MK(n, r) −→MK(n, r) ώστε

F(V ) = V ◦

F(f : V −→W ) = f◦ : W ◦ −→ V ◦

Για κάθε V,W ∈MK(n, r) και f : V −→W ομομορφισμό στην MK(n, r).

iii) Ο συναρτητής F = ◦ είναι ακριβής. Δηλαδή, για κάθε ακριβής ακολουθία της MK(n, r) έστω

0 −→ V
f−−→W

g−−→ N −→ 0.

έπεται η εξής ακριβής ακολουθία 0 −→ N◦
g◦−−→W ◦

f◦−−→ V ◦ −→ 0 της MK(n, r).

Απόδειξη.

i) Καταρχάς η f◦ είναι άμεσα καλά ορισμένη και ομομορφισμός Κ-προτύπων. Επιπλέον,

f είναι ομομορφισμός KΓ−προτύπων: Επειδή το Γ είναι Κ-βάση του KΓ και f είναι ομομορφι-
σμός Κ-προτύπων τότε αρκεί να δείξουμε ότι,

f◦(g · h) = g · f◦(h), για κάθε g ∈ Γ, h ∈W ◦.

Πράγματι, για κάθε v ∈ V έχουμε:

f◦(g · h)(v) = ((g · h) ◦ f)(v) = (g · h)(f(v)) = h(gtr · f(v)) = h(f(gtr · v)) =

(h ◦ f)(gtr · v) = f◦(h)(gtr · v)
f◦(h)∈V ◦

======== (g · f◦(h))(v)

Το v ∈ V ήταν τυχόν, άρα f◦(g · h) = g · f◦(h), για κάθε g ∈ Γ, h ∈W ◦.

ii) Ο συναρτητής F είναι καλά ορισμένος: ΄Αμεσα από i).

΄Εστω επίσης f : V −→W , g : N −→ V ομομορφισμοί στην MK(n, r) τότε:

F(f ◦ g) = F(g) ◦ F(f): Πράγματι, για κάθε h ∈W ◦ έχουμε,

F(f ◦ g)(h) = (f ◦ g)◦(h) = h ◦ (f ◦ g) = (h ◦ f) ◦ g = g◦(h ◦ f) = g◦(f◦(h)) = (g◦ ◦ f◦)(h).

F(IV ) = IV ◦ : Πράγματι, για κάθε h ∈ V ◦ έχουμε,

F(IV )(h) = I◦V (h) = IV ◦ h = h = IV ◦(h)
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iii) ΄Εστω η ακριβής ακολουθία 0 −→ V
f−−→W

g−−→ N −→ 0 (∗). Τότε,

g◦ = 1-1: ΄Εστω h ∈ N◦ με g◦(h) = 0 τότε,

h ◦ g = 0 =⇒ h(Img) = 0
(∗)

=⇒ h(N) = 0 =⇒ h = 0.

Img◦ ⊆ kerf◦: Για κάθε h ∈ N◦ έχουμε f◦(g◦(h)) = f◦(h◦g) = (h◦g)◦f = h◦(g◦f)
(∗)

=== 0.

kerf◦ ⊆ Img◦: ΄Εστω γ ∈ kerf◦ ⊆W ◦ τότε,

f◦(γ) = 0 ⇐⇒ γ(Imf) = 0
(∗)⇐⇒ γ(kerg) = 0. (∗∗)

Τώρα, για κάθε n ∈ N υπάρχει w ∈W ώστε g(w) = n και ορίζουμε,

h : N −→ K με h(n) := γ(w).

Παρατηρούμε ότι h ∈ N◦ και ας δούμε π.χ το καλά ορισμένο της h,
h είναι καλά ορισμένη: ΄Εστω n1 = n2 ∈ N και g(w1) = n1, g(w2) = n2 τότε g(w1) =
g(w2) ⇐⇒ w1 − w2 ∈ kerg και άρα από (∗∗) έχουμε γ(w1) = γ(w2) ⇐⇒ h(n1) = h(n2).

Τελικά h ∈ N◦ και g◦(h) = γ (αφού για κάθε w ∈W g◦(h)(w) = (h◦g)(w) = h(g(w)) = γ(w)).
΄Αρα γ ∈ Img◦.

f◦ = επί: Επειδή f◦ : W ◦ −→ V ◦ ομομορφισμόςK−προτύπων (ως ομομορφισμόςKΓ−προτύπων)
αρκεί να δείξουμε ότι dimKImf

◦ = dimKV
◦
. Πράγματι, από Παρατήρηση 2.7.1 i) έχουμε

dimKImf
◦ = dimKW

◦ − dimKkerf
◦ kerf◦=Img◦

========== dimKW
◦ − dimKImg

◦ g◦ 1-1
=====

dimKW
◦ − dimKN

◦ = dimKW − dimKN
(∗)

=== dimKW − (dimKW − dimKkerg) =

dimKkerg = dimKImf
(∗)

=== dimKV = dimKV
◦.

�

Πρόταση 2.7.5. ΄Εστω V ∈MK(n, r)

i) V = irreducible ⇐⇒ V ◦ = irreducible. (Εννοείται σαν KΓ−πρότυπα (⇐⇒ SK(n, r)−πρότυπα)).

ii) Αν το V έχει maximal KΓ−πρότυπο (⇐⇒ SK(n, r)−πρότυπο) έστω V max
, τότε:

a) Το V ◦ έχει irreducible KΓ−πρότυπο έστω V min
, με V min ' (V/V max)◦ (Ισομορφισμός

KΓ−προτύπων ⇐⇒ SK(n, r)−προτύπων).
b) Αν επιπλέον το V έχει μοναδικό maximal KΓ−πρότυπο, τότε και το V ◦ έχει μοναδικό irre-

ducible KΓ−πρότυπο (ως προς ισομορφισμό).
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Απόδειξη.

i) (=⇒): ΄Εστω W ≤ V ◦ και θεωρούμε την εξής ακριβής ακολουθία της MK(n, r):

0 −→W
i−−→ V ◦

π−−→ V ◦/W −→ 0.

΄Οπου i, π οι σύνηθες ένθεση και προβολή. Τότε από Παρατήρηση 2.7.3 έπεται η εξής ακριβής
ακολουθία της MK(n, r):

0 −→ (V ◦/W )◦
π◦−−→ V ◦◦

i◦−−→W ◦ −→ 0.

Το V ◦◦ είναι irreducible KΓ−πρότυπο (αφού V ' V ◦◦, βλέπε Πρόταση 2.7.2). Οπότε (από 1o

Θεώρημα Ισομορφισμών) πρέπει (V ◦/W )◦ ' Imπ◦ ≤ V ◦◦ = irreducible (όπου ο ισομορφισμός
είναι KΓ−προτύπων και κατά συνέπεια και Κ-προτύπων). Συνεπώς,

Imπ◦ = 0 ή Imπ◦ = V ◦◦

Αν (V ◦/W )◦ ' Imπ◦ = 0: Τότε (V ◦/W )◦ = 0 και από Παρατήρηση 2.7.1 i) πρέπει
dimK(V ◦/W ) = dimK(V ◦/W )◦ = 0. Συνεπώς, V ◦/W = 0 ⇐⇒ W = V ◦.

Αν (V ◦/W )◦ ' Imπ◦ = V ◦◦: Τότε από Παρατήρηση 2.7.1 i) πρέπει

dimK(V ◦/W ) = dimKV
◦ ⇐⇒ dimKW = 0 ⇐⇒ W = 0.

Τελικά W = 0 ή V ◦ και άρα V ◦ = irreducible .

(⇐=): Από (=⇒) πρέπει το V ◦◦ να είναι irreducible KΓ−προτύπο. ΄Ομως από Πρόταση 2.7.2
ισχύει V ' V ◦◦ (Ισομορφισμός KΓ−προτύπων) και έτσι V = irreducible KΓ−προτύπο.

ii) a) Εφόσον το V max
είναι maximal KΓ−υποπρότυπο του V , τότε το V/V max

είναι irreducible
KΓ−πρότυπο της MK(n, r). Θεωρούμε την ακριβής ακολουθία της MK(n, r):

0 −→ V max i−−→ V
π−−→ V/V max −→ 0.

΄Οπου i, π οι σύνηθες ένθεση και προβολή. Από Παρατήρηση 2.7.3 έπεται η εξής ακριβής
ακολουθία της MK(n, r):

0 −→ (V/V max)◦
π◦−−→ V ◦

i◦−−→ (V max)◦ −→ 0.

Τελικά, από 1o Θεώρημα Ισομορφισμών και i) έχουμε ότι:

irreducible KΓ−πρότυπο = (V/V max)◦ ' Imπ◦ ≤ V ◦.

Από το παραπάνω έπεται άμεσα το ζητούμενο.
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b) Αρκεί να δείξουμε ότι κάθε irreducible KΓ−υποπρότυπο του V ◦ είναι ισόμορφο με το
KΓ−πρότυπο (V/V max)◦. Πράγματι, έστω W ένα irreducible KΓ−υποπρότυπο του V ◦
και η επαγόμενη ακριβής ακολουθία της MK(n, r):

0 −→W
i−−→ V ◦

π−−→ V ◦/W −→ 0.

΄Οπου i, π οι σύνηθες ένθεση και προβολή. Από Παρατήρηση 2.7.3 έπεται η εξής ακριβής
ακολουθία της MK(n, r):

0 −→ (V/W )◦
π◦−−→ V ◦◦

i◦−−→W ◦ −→ 0.

Οπότε έχουμε ένα επιμορφισμό KΓ−προτύπων i◦ : V ◦◦ −→ W ◦, όμως V ◦◦ ' V (Ισο-
μορφισμός KΓ−προτύπων) και άρα έπεται (άμεσα) ένας επιμορφισμός KΓ−προτύπων έστω
f : V −→W ◦. Συνεπώς,

V/kerf 'W ◦ i)
=== irreducible KΓ−πρότυπο. (∗)

Από το τελευταίο πρέπει kerf = maximal KΓ−πρότυπο του V και αναγκαστικά από υ-
πόθεση πρέπει kerf = V max

. Οπότε από Πρόταση 2.7.2 και (∗) έχουμε

(V/V max)◦ 'W ◦◦ 'W (Ισομορφιμός KΓ− προτύπων).

�

Σχόλιο. Ας σημειωθεί ότι στο Κεφάλαιο 3 (βλέπε Πόρισμα 3.5.2) θα δούμε ότι ισχύει κάτι ισχυρότερο,

συγκεκριμένα όταν V = irreducible τότε V ' V ◦ (Ισομορφισμός KΓ−προτύπων).
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2.8 Το AK(n, r) ως KΓ−διπρότυπο.

Παρακάτω Κ άπειρο σώμα και Γ = ΓK = GLn(K).

Υπενθύμιση 2.8.1. i) Είδαμε στο κεφάλαιο 1 ότι το KΓ
είναι KΓ−διπρότυπο με

g ◦ f = Rgf, f ◦ g = Lgf για κάθε g ∈ Γ, f ∈ KΓ
.

Μάλιστα αν φ : KΓ ⊗KΓ −→ KΓ×Γ
ο μονομορφισμός Κ-αλγεβρών (της Πρότασης 1.2.1), τότε

για ∆f = φ(
∑
i
fi ⊗ hi) έχουμε ότι g ◦ f =

∑
i
hi(g)fi και f ◦ g =

∑
i
fi(g)hi.

ii) ΄Εστω c ∈ AK(n, r) τότε ∆(c) = φ(
∑
i
ci ⊗ di), όπου ci, di ∈ AK(n, r). (Πόρισμα 2.2.1).

Παρατήρηση 2.8.1. ΄Εστω AK(n, r) ο Κ-υπόχωρος του KΓ
τότε:

i) Το AK(n, r) είναι KΓ−διποϋποπρότυπο του KΓ
.

ii) ΄Εστω c ∈ AK(n, r) με ∆(c) = φ(
∑
i
ci ⊗ di), όπου ci, di ∈ AK(n, r). Αν k =

∑
g
kgg ∈ KΓ και

c̃i, d̃i οι Κ-γραμμικές επεκτάσεις των ci, di σε όλο KΓ, τότε k ·c =
∑
i
d̃i(k)ci και c ·k =

∑
i
c̃i(k)di

iii) AK(n, r) ∈MK(n, r), MK
′
(n, r). Ιδιαιτέρως cf(AK(n, r)) = AK(n, r).

Απόδειξη.

i) Επειδή KΓ
είναι KΓ−διπρότυπο, αρκεί να δείξουμε ότι το AK(n, r) είναι αριστερό και δεξιό

KΓ−υποπρότυπο, όμως AK(n, r) είναι ήδη Κ-υπόχωρος, οπότε αρκεί να δείξουμε ότι k · c, c ·k ∈
AK(n, r) για κάθε k ∈ KΓ, c ∈ AK(n, r). Πράγματι (κάνουμε το ένα και το άλλο όμοια), έστω
k =

∑
g
kgg ∈ KΓ και c ∈ AK(n, r), τότε από υπενθύμιση έχουμε ότι ∆(c) = φ(

∑
i
ci ⊗ di), όπου

ci, di ∈ AK(n, r), οπότε k · c =
∑
g
kg(g ◦ c) =

∑
g
kg(
∑
i
di(g)ci) =

∑
g

∑
i
kgdi(g)ci ∈ AK(n, r).

ii) Κάνουμε το ένα και το άλλο όμοια. Πράγματι, k · c =
∑
g
kg(g ◦ c) =

∑
g
kg(
∑
i
di(g)ci) =∑

g

∑
i
kgdi(g)ci =

∑
i

∑
g
kgdi(g)ci =

∑
i

(
∑
g
kgdi(g))ci =

∑
i
d̃i(k)ci

iii) Καταρχάς dimAK(n, r) < ∞ από Πρόταση 2.1.1 ii) και AK(n, r) = KΓ−πρότυπο. Μένει να
δείξουμε ότι cf(AK(n, r)) ⊆ AK(n, r). Πράγματι, θέτουμε I = I(n, r) και έστω (i, j) ∈ T τότε
(επειδή∆ci,j = φ(

∑
k

ci,k⊗ck,j)) έχουμε g◦ci,j =
∑
k∈I

ck,j(g)ci,k =
∑

(p,q)∈T
(

∑
k∈I:(i,k)∼(p,q)

ck,j(g))cp,q

(η τελευταία ισότητα ισχύει χρησιμοποιώντας ότι T = σύνολο αντιπροσώπων, την Παρατήρηση
2.1.1iii) και βγάζοντας κοινούς παράγοντες στο άθροισμα

∑
k∈I

ck,j(g)ci,k). Τώρα επειδή {cp,q}(p,q)∈T

είναι Κ-βάση του AK(n, r), έπεται άμεσα από την σχέση πάνω ότι τα coefficient function ζουν
μέσα στο AK(n, r), άρα cf(AK(n, r)) ⊆ AK(n, r).
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Πόρισμα 2.8.1. Το AK(n, r) γίνεται SK(n, r)−διπρότυπο. Επιπλέον αν ξ ∈ SK(n, r) και c ∈
AK(n, r) με ∆(c) = φ(

∑
i
ci⊗di), (όπου ci, di ∈ AK(n, r)) τότε ξ ◦ c =

∑
i
ξ(di)ci και c◦ ξ =

∑
i
ξ(ci)di.

Απόδειξη.

Κάνουμε το ένα και το άλλο όμοια. ΄Εστω e : KΓ −→ SK(n, r) επιμορφισμός Κ-αλγεβρών, τότε
αρκεί να δείξουμε ότι e(k) ◦ c =

∑
i
e(k)(di)ci για κάθε k ∈ KΓ. Πράγματι, έστω k =

∑
g
kgg ∈ KΓ

τότε e(k) ◦ c =
∑
g
kg(e(g) ◦ c) =

∑
g
kg(g ◦ c) =

∑
g
kg(
∑
i
di(g)ci) =

∑
i

(
∑
g
kgdi(g))ci =

∑
i
e(k)(di)ci.

�

Πρόταση 2.8.1. ΄Εστω η απεικόνιση (·, ·) : SK(n, r)×AK(n, r) −→ K με (ξ, c) = J(ξ)(c). Τότε:

i) Η (·, ·) είναι non-singular contravariant form .

ii) ΄Εστω c ∈ AK(n, r) με ∆(c) = φ(
∑
i
ai ⊗ bi), (όπου ai, bi ∈ AK(n, r)) και ξ, η ∈ SK(n, r) τότε :

(ξ · η, c) = (η, J(ξ) ◦ c) = (ξ, c ◦ J(η)) =
∑
i

(ξ, bi)(η, ai).

iii) a) SK(n, r) ' AK(n, r)o (Ισομορφισμός KΓ−προτύπων ⇐⇒ SK(n, r)−προτύπων).
b) SK(n, r)o ' AK(n, r) (Ισομορφισμός KΓ−προτύπων ⇐⇒ SK(n, r)−προτύπων).

(΄Οπου το SK(n, r) είναι KΓ−πρότυπο αφού είναι SK(n, r)−πρότυπο).

Απόδειξη.

i) (·, ·) K−διπροσθετική: (ξ1+ξ2,c) = J(ξ1+ξ2)(c) = (J(ξ1)+J(ξ2))(c) = J(ξ1)(c)+J(ξ2)(c) =
(ξ1, c) + (ξ2, c) (όπου η δεύτερη ισότητα ισχύει επειδή J = Κ-γραμμική).

(ξ, c1 + c2) = J(ξ)(c1 + c2) = J(ξ)(c1) + J(ξ)(c2) = (ξ, c1) + (ξ, c2) (όπου η δεύτερη ισότητα
ισχύει επειδή J(ξ) ∈ SK(n, r)). ΄Ομοια (kξ, c) = (ξ, kc) = k(ξ, c).

(·, ·) non-singular : ΄Εστω (ξ, c) = 0 για κάθε ξ ∈ SK(n, r), δηλαδή J(ξ)(c) = 0 για κάθε
ξ ∈ SK(n, r), έστω c =

∑
(i,j)∈T

ki,jci,j , τότε για κάθε (p, q) ∈ T έχουμε,

J(ξq,p)(c) = 0 ⇐⇒ ξp,q(c) = 0 ⇐⇒
∑

(i,j)∈T

ki,jξp,q(ci,j) = 0 ⇐⇒ kp,q = 0.

Οπότε c = 0. Ανάποδα, αν (ξ, c) = 0 για κάθε c ∈ AK(n, r), τότε για ξ =
∑

(i,j)∈T
ki,jξi,j ,

έχουμε
∑

(i,j)∈T
ki,j(ξi,j , c) = 0 ⇐⇒

∑
(i,j)∈T

J(ξi,j)(c) =
∑

(i,j)∈T
ki,jξj,i(c) = 0 για κάθε c ∈

AK(n, r). Τώρα, επειδή (i, j) ∼ (p, q) ⇐⇒ (j, i) ∼ (q, p), έχουμε ότι (q, p) � (j, i) για
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κάθε (i, j) ∈ T \ {(p, q)} και (p, q) ∈ T . Συνεπώς για κάθε (p, q) ∈ T και c = cq,p έχουμε
0 =

∑
(i,j)∈T

ki,jξj,i(cq,p) = kp,q, άρα ξ = 0.

(·, ·) contravariant form : Από Πρόταση 2.7.1 ii) και Πρόταση 2.3.2 έχουμε ότι:

(ξ · η, c) = J(ξ · η)(c) = (J(η) · J(ξ))(c) =
∑
i

(η, ai)(ξ,bi) =∑
i

(η, (ξ,bi)ai) = (η,
∑
i

(ξ,bi)ai) = (η,
∑
i

J(ξ)(bi)ai) = (η, J(ξ) ◦ c)

Επιπλέον,

(J(η) · J(ξ))(c) =
∑
i

J(η)(ai)J(ξ)(bi) =
∑
i

(η, ai)(ξ,bi) =∑
i

(ξ,(η, ai)bi) = (ξ,
∑
i

(η, ai)bi) = (ξ,
∑
i

J(η)(ai)bi) = (ξ, c ◦ J(η))

ii) Δείχθηκε στο i) εκεί που αποδείξαμε ότι (·, ·) είναι contravariant form.

iii) a) ΄Αμεσο από i) και Πρόταση 2.7.4.

b) ΄Αμεσο από iii)a), Πρόταση 2.7.2. και Παρατήρηση 2.7.2.

�
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3 Weights και Characters.

3.1 Weights.

Υπενθυμίζουμε ότι η ομάδα G(r) δρα στο I(n, r) από δεξιά με i ·π = (iπ(1), ..., iπ(r)), όπου i = (i1, ..., ir)
και π ∈ G(r).

Ορισμός 3.1.1. ΄Εστω i ∈ I(n, r), ορίζουμε a = ai = (a1, ..., an), όπου aν = |{p ∈ r | ip = ν}| για
κάθε ν ∈ n, συμβολικά γράφουμε i ∈ a. Επί της ουσίας, aν =(πλήθος των φορών που η απεικόνιση

i : r −→ n χτυπάει ν) = (το πλήθος των φορών που εμφανίζεται το ν στην ακολουθία (i1, ..., ir)).

Παρατήρηση 3.1.1. ΄Εστω i, j ∈ I(n, r) με αντίστοιχα διανύσματα ai, aj . Τότε,

ai = aj ⇐⇒ i ∼ j ⇐⇒ i, j ανήκουν στην ίδια G(r)−τροχιά.

Απόδειξη.

Μένει να δείξουμε την πρώτη ισοδυναμία. Πράγματι, ai = aj ⇐⇒ το πλήθος των φορών που

χτυπάει το i την τιμή ν είναι ίδιο με αυτό που χτυπάει το j την τιμή ν, για κάθε ν ∈ n, ισοδύναμα
(άμεσα) οι ακολουθίες (i1, ..., ir), (j1, ..., jr) έχουν τα ίδια στοιχειά (αλλά ενδεχομένως με άλλη σειρά),
ισοδύναμα υπάρχει π ∈ G(r) ώστε (iπ(1), ..., iπ(r)) = (j1, ..., jr), ισοδύναμα i · π = j ⇐⇒ i ∼ j.

�

Ορισμός 3.1.2. Λ(n, r) = {a = (a1, ..., an) | ai ∈ r,
n∑
i=1

ai = r}. Τα στοιχεία του Λ(n, r) θα

λέγονται weights (βάρη).

Παρατήρηση 3.1.2. Αν A είναι το σύνολο των G(r)−τροχιών της δεξιάς δράσης της G(r) στο

I(n, r), τότε υπάρχει 1-1 και επί αντιστοιχία φ : A −→ Λ(n, r), με φ([i]G(r)) = ai.

Απόδειξη. φ καλά ορισμένη και 1-1: Από Παρατήρηση 3.1.1 έχουμε, [i]G(r) = [j]G(r) ⇐⇒
i ∼ j ⇐⇒ ai = aj ⇐⇒ φ([i]G(r)) = φ([j]G(r)).
φ επί: ΄Εστω a ∈ Λ(n, r) τότε μπορούμε εύκολα να κατασκευάσουμε i ∈ I(n, r) ώστε i ∈ a (π.χ.

i = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
a1

, 2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
a2

, ..., n, ..., n︸ ︷︷ ︸
an

), το i είναι καλά ορισμένο και ανήκει στο I(n, r) (αφού
n∑
i=1

ai = r και

ai ∈ r) , ιδιαιτέρως a = ai, άρα φ([i]) = a.
�

Παρατήρηση 3.1.3. ΄Εστω W = G(n), τότε

i) Η W δρα στο I(n, r) από αριστερά ώστε αν w ∈ W, i = (i1, ..., ir) ∈ I(n, r) τότε w · i = w ◦ i =
(w(i1), ..., w(ir)).

ii) Η W δρα στο Λ(n, r) από αριστερά ώστε αν w ∈ W, a = (a1, ..., an) ∈ Λ(n, r), τότε w · a =
w(a) = (aw−1(1), ..., aw−1(n)).
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Απόδειξη.

Τα παραπάνω είναι όντως καλά ορισμένες δράσεις (άμεσα), το μόνο που θέλει προσοχή είναι να

επαληθεύσουμε ότι w · a = (aw−1(1), ..., aw−1(n)) ∈ Λ(n, r) (δηλαδή
∑
i
aw−1(i) = r και aw−1(i) ∈ r),

πράγμα που ισχύει καθώς το w · a είναι ένα ”ανακάτεμα” των όρων του a ∈ Λ(n, r).
�

Υπενθύμιση 3.1.1. (Από Θεωρία Ομάδων). ΄Εστω G ομάδα που δρα επί ενός συνόλου X και

φ : X −→ Y 1-1 και επί απεικόνιση. Τότε η G δρα στο Y με g · y := φ(g · φ−1(y)).

Παρατήρηση 3.1.4. i) (w · i) · π = w · (i · π) για κάθε w ∈W, i ∈ I(n, r), π ∈ G(r).

ii) Αν A είναι το σύνολο των G(r)−τροχιών της δεξιάς δράσης της G(r) στο I(n, r), και φ : A −→
Λ(n, r) η 1-1 και επί αντιστοιχία που είδαμε, τότε η W δρα στο A με w · [i] := φ−1(w · φ([i])).

Επί της ουσίας η δράση της W στο A αυτό που κάνει είναι το εξής: αν w ∈ W και [i] ∈ A, τότε
w · [i] = [j] =τροχιά με αντιπρόσωπο οποιοδήποτε j ∈ I(n, r) με αντίστοιχό διάνυσμα aj = w · ai.

Απόδειξη.

(w · i) · π = (w(i1), ..., w(ir)) · π = ((w ◦ i)1, ..., (w ◦ i)r) · π = ((w ◦ i)π(1), ..., (w ◦ i)π(r)) =
(w(i(π(1))), ..., w(i(π(r))) = (w(iπ(1)), ..., w(iπ(r))) = w · (iπ(1), ..., iπ(r)) = w · (i · π).

�

Παρατήρηση 3.1.5. Κάθε W−τροχιά του Λ(n, r) περιέχει ακριβώς ένα διάνυσμα λ = (λ1, ..., λn)
με λ1 ≥ ... ≥ λn. Το λ θα λέγεται dominant weights της τροχιάς [a]W .

Απόδειξη.

΄Εστω [a]W μία W−τροχιά του Λ(n, r) τότε:
΄Υπαρξη: Είναι σαφές ότι υπάρχει w ∈W ώστε aw(1) ≥ ... ≥ aw(n) (διατάσεις σε φθίνουσα σειρά

του όρους του a = (a1, ..., an)), όμως w−1 · a ∈ [a]W και w
−1 · a = (aw(1), ..., aw(n)), άρα έπεται η

ύπαρξη.

Μοναδικότητα: ΄Εστω x, y ∈ [a]W με x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn) και x1 ≥ ... ≥ xn, y1 ≥
... ≥ yn. Τότε από υπόθεση υπάρχει w ∈ W ώστε x = w · y ⇐⇒ xi = yw−1(i) για κάθε i = 1, ..., n.
Συνεπώς y1 ≥ ... ≥ yn και yw−1(1) ≥ ... ≥ yw−1(n), πράγμα που επιβάλει (Παρατήρηση 3.1.6) yi =
yw−1(i) για κάθε i ∈ n, άρα xi = yi για κάθε i ∈ n ⇐⇒ x = y.

�

Παρατήρηση 3.1.6. Γενικά, αν έχουμε μία πεπερασμένη φθίνουσα (αντίστοιχα αύξουσα) ακολουθία

x1 ≥ ... ≥ xn και ανακατεύοντας τους όρους της πάρουμε πάλι μία φθίνουσα (αντίστοιχα αύξουσα)

ακολουθία, τότε πεύτουμε πάλι πάνω στην αρχική (τυπικά αν w ∈ W = G(n) με xw(1) ≥ ... ≥ xw(n)

τότε xi = xw(i) για κάθε i = 1, ..., n).
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Απόδειξη.

Με επαγωγή στο n. Για n = 2 είναι σαφές. ΄Εστω ότι ισχύει για n− 1, τότε (επειδή x1 ≥ ... ≥ xn)
xw(1) ≤ x1 και (επειδή xw(1) ≥ ... ≥ xw(n) ) x1 ≤ xw(1), άρα x1 = xw(1). Θέτουμε yi = xi+1 για

κάθε i = 1, ..., n− 1 και έχουμε y1 ≥ ... ≥ yn−1, επιπλέον υπάρχει s ∈ G(n− 1) ώστε ys(i) = xw(i+1),

για κάθε i = 1, ..., n − 1, οπότε έχουμε y1 ≥ ... ≥ yn−1 και ys(1) ≥ ... ≥ ys(n−1), άρα από επαγωγική

υπόθεση πρέπει yi = ys(i) για κάθε i = 1, ..., n− 1, ισοδύναμα xi+1 = xw(i+1) για κάθε i = 1, ..., n− 1,
δηλαδή xi = xw(i) για κάθε i = 2, ..., n. Τελικά xi = xw(i) για κάθε i = 1, ..., n.

�

Ορισμός 3.1.3. Θα συμβολίζουμε με Λ+(n, r) το σύνολο των dominant weights του Λ(n, r).

Πόρισμα 3.1.1. Το Λ+(n, r) είναι σύνολο αντιπροσώπων W−τροχιών του Λ(n, r).
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3.2 Weights Spaces.

Παρακάτω Κ άπειρο σώμα και Γ = ΓK = GLn(K). Επίσης παρακάτω κάθε V ∈MK(n, r) το βλέπουμε

και σαν SK(n, r)−πρότυπο όπως στην Παρατήρηση 2.4.3.

Ορισμός 3.2.1. ΄Εστω i ∈ I(n, r) και a ∈ Λ(n, r) με i ∈ a, τότε θα γράφουμε ξi,i = ξa.

Παρατήρηση 3.2.1. i) Ο παραπάνω ορισμός είναι καλά ορισμένος (δηλαδή αν i, j ∈ a, όπου

a ∈ Λ(n, r), τότε ξi,i = ξj,j).

ii) 1SK(n,r) = ε =
∑
i∈To

ξi,i =
∑

a∈Λ(n,r)

ξa. (΄Οπου To σύνολο αντιπροσώπων τροχιών της δεξιάς δράσης

της G(r) στο I(n, r)).

iii) ξa · ξb =

{
ξa, a = b

0 a 6= b

Απόδειξη.

i) Αν i, j ∈ a ∈ Λ(n, r) τότε από Παρατήρηση 3.1.1 πρέπει i ∼ j, τότε όμως (i, i) ∼ (j, j), συνεπώς
ξi,i = ξj,j .

ii) Από Παρατήρηση 3.1.2 και το γεγονός ότι To =σύνολο αντιπροσώπων G(r)−τροχιών εύκολα
δείχνεται ότι η απεικόνιση ψ : To −→ Λ(n, r), i 7−→ ai είναι 1-1 και επί, από αυτό άμεσα φαίνεται
ότι ε =

∑
i∈To

ξi,i =
∑
i∈To

ξai =
∑

a∈Λ(n,r)

ξa.

iii) ΄Εστω i ∈ a και j ∈ b τότε ξa = ξi,i και ξb = ξj,j . Αν a = b τότε (από Παρατήρηση 3.1.1) i ∼ j,
συνεπώς (i, i) ∼ (j, j) και ξi,i = ξj,j , άρα (από Πρόταση 2.3.3) ξa · ξa = ξa. Αν a 6= b τότε (από
Παρατήρηση 3.1.1) i � j, και έτσι από (από Πρόταση 2.3.3) ξa · ξb = 0

�

Πρόταση 3.2.1. ΄Εστω V ∈MK(n, r), ξέρουμε (από Παρατήρηση 2.4.3) ότι το V γίνεται SK(n, r)−πρότυπο.
Αν για κάθε a ∈ Λ(n, r) θεωρήσουμε τον Κ-υπόχωρο ξaV = {ξa · v | v ∈ V }, τότε:

V =
⊕

a∈Λ(n,r)

ξaV.

Απόδειξη.

Το ξaV είναι άμεσα Κ-υπόχωρος. Τώρα,
V =

∑
a∈Λ(n,r)

ξaV : V = 1SK(n,r) · V = ε · V = (
∑

a∈Λ(n,r)

ξa) · V ⊆
∑

a∈Λ(n,r)

(ξa · V ). Ο άλλος

εγκλεισμός είναι άμεσος.
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ξaV ∩
∑
b 6=a

ξbV = 0, ∀a ∈ Λ(n, r): ΄Εστω x ∈ ξaV ∩
∑
b 6=a

ξbV , τότε x = ξava =
∑
b6=a

ξbvb, όπου

va, vb ∈ V . Τώρα, από Παρατήρηση 3.2.1 iii) έχουμε τα εξής: ξa ·x = ξa · ξa · va = ξava = x, συνεπώς
x = ξa · x =

∑
b 6=a

ξa · ξb · vb = 0.

�

Ορισμός 3.2.2. i) Συμβολίζουμε με Tn(K) την διαγώνια υποομάδα της GLn(K) όπου Tn(K) =
{x(t) | x(t) = diag(t1, ..., tn), ti ∈ K∗ = K \ {0}}.

ii) Για κάθε a = (a1, ..., an) ∈ Λ(n, r), ορίζουμε τον multiplicative character (πολλαπλασιαστικό

χαρακτήρα) χa : Tn(K) −→ K∗, χa(x(t)) = t1
a1 · ... · tnan .

iii) ΄Εστω V ∈MK(n, r), τότε για κάθε a = (a1, ..., an) ∈ Λ(n, r) ορίζουμε τον a−weight space :

V a = {v ∈ V | x(t) · v = t1
a1 · ... · tnan · v, ∀x(t) ∈ Tn(K)}.

= {v ∈ V | x(t) · v = χa(x(t)) · v, ∀x(t) ∈ Tn(K)}.
= {v ∈ V | e(x(t)) · v = χa(x(t)) · v, ∀x(t) ∈ Tn(K)}.

Παρατήρηση 3.2.2. Αν a, b ∈ Λ(n, r) με a 6= b, τότε χa 6= χb.

Απόδειξη. Αν a, b ∈ Λ(n, r) με a 6= b και χ.β.γ a1 6= b1 (όπου a = (a1, ..., an), b = (b1, ..., bn)).
Για κάθε k ∈ K∗ ορίζουμε d(k) = diag(k, 1, ..., 1) ∈ Tn(K) και χa(d(k)) = ka1 , χb(d(k)) = kb1 . Τώρα
επειδή το πολυώνυμο f(x) = xa1 − xb1 ∈ K[x] είναι μη-μηδενικό (γιατί a1 6= b1), δεν μπορεί έχεις ρίζες
όλο το K∗ (αφού K∗ = άπειρο), συνεπώς υπάρχει ko ∈ K∗ ώστε koa1 − kob1 6= 0 ⇐⇒ χa(d(ko)) 6=
χb(d(ko)),

�

Παρατήρηση 3.2.3. ΄Εστω V ∈MK(n, r) τότε:

i) Το V a
είναι Κ-υπόχωρος του V για κάθε a ∈ Λ(n, r).

ii) a) e(x(t)) =
∑

a∈Λ(n,r)

t1
a1 · ... · tnanξa.

b) e(x(t)) · ξa = ξa · e(x(t)) = t1
a1 · ... · tnanξa, για κάθε a ∈ Λ(n, r), x(t) ∈ Tn(K).

iii) ξbV
a =

{
V a b = a

0 b 6= a
, για κάθε a, b ∈ Λ(n, r).

Απόδειξη.

i) Το μόνο που θέλει προσοχή είναι το k · v ∈ V a
για κάθε k ∈ K και v ∈ V a

. Πράγματι, από

Παρατήρηση 1.1.1 iii) ισχύει x(t)·(k ·v) = k ·(x(t)·v) = k ·(t1a1 ·...·tnan ·v) = t1
a1 ·...·tnan ·(k ·v).
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ii) a). Αρκεί να δειχθεί πάνω στη Κ-βάση {ci,j | (i, j) ∈ T } του AK(n, r). Πράγματι, καταρχάς έστω
i ∈ a = (a1, ..., an) ∈ Λ(n, r), τότε:

e(x(t))(ci,j) = ci,j(x(t)) = ci1j1(x(t))·...·cirjr(x(t)) =

{
ti1 · ... · tir i = j

0 i 6= j
=

{
t1
a1 · ... · tnan i = j

0 i 6= j
.

Επιπλέον, (
∑

b∈Λ(n,r)

t1
b1 ·...·tnbnξb)(ci,j) =

∑
b∈Λ(n,r)

t1
b1 ·...·tnbnξb(ci,j). Τώρα, έστω To =σύνολο α-

ντιπροσώπων της δράσης τηςG(r) στο I(n, r), τότε από Παρατήρηση 3.1.1 έχουμε ότι
∑

b∈Λ(n,r)

t1
b1 ·

... · tnbnξb(ci,j) =
∑
k∈To

t1
b1 · ... · tnbnξk,k(ci,j) (όπου τα b1, ..., bn είναι τέτοια ώστε k ∈ (b1, ..., bn)),

επιπλέον από Παρατήρηση 2.1.1 ξέρουμε ότι (k, k) ∼ (i, j) ⇐⇒ i = j ∼ k, οπότε,

∑
k∈To

t1
b1 · ... · tnbnξk,k(ci,j) =


∑
k∈To

t1
b1 · ... · tnbnξk,k(ci,i) i = j

0 i 6= j
, επίσης εξ΄ ορισμού του To,

υπάρχει μοναδικό ko ∈ To ώστε i ∼ ko (τότε μάλιστα ισχύει ko ∈ a = (a1, ..., an)). Συνεπώς,

(
∑

b∈Λ(n,r)

t1
b1 · ... · tnbnξb)(ci,j) =

{
t1
a1 · ... · tnanξko,ko(ci,i) i = j

0 i 6= j
=

{
t1
a1 · ... · tnan i = j

0 i 6= j
.

b). Από a) και Παρατήρηση 3.2.1 iii) έχουμε:

e(x(t))ξa = (
∑

b∈Λ(n,r)

t1
b1 · ... · tnbnξb) · ξa =

∑
b∈Λ(n,r)

t1
b1 · ... · tnbn(ξbξa) = t1

a1 · ... · tnanξa =

∑
b∈Λ(n,r)

t1
b1 · ... · tnbn(ξaξb) = ξa(

∑
b∈Λ(n,r)

t1
b1 · ... · tnbnξb) = ξa · e(x(t)).

iii) Καταρχάς παρατηρούμε ότι ξaV ⊆ V a (∗).
Πράγματι, αν ξav ∈ ξaV , τότε x(t)·(ξav) = e(x(t))·(ξav) = (e(x(t))·ξa)·v = (t1

a1 ·...·tnanξa)·v =
t1
a1 · ... · tnan(ξa · v), συνεπώς ξav ∈ V a

. Τώρα,

Για b 6= a: Αν y ∈ ξbV a
με y = ξb · v και v ∈ V a

. Τότε, επειδή ξbV
a ⊆ ξbV ⊆ V b

, έχουμε

ότι x(t) · y = χb(x(t)) · y, για κάθε x(t) ∈ Tn(K). Επιπλέον, x(t) · y = (e(x(t)) · ξb) · v =
(ξb · e(x(t))) · v = ξb(e(x(t)) · v) = ξb(χ

a(x(t)) · v) = χa(x(t))((ξb · v) = χa(x(t)) · y, για κάθε
x(t) ∈ Tn(K).

Τελικά χa(x(t)) ·y = χb(x(t)) ·y, για κάθε x(t) ∈ Tn(K). Συνεπώς (χa(x(t))−χb(x(t))) ·y = 0,
για κάθε x(t) ∈ Tn(K), από Παρατήρηση 3.2.2 και a 6= b, έχουμε ότι υπάρχει d ∈ Tn(K) ώστε
χa(d)−χb(d) 6= 0 (άρα αντιστρέψιμο στοιχείο τουK), συνεπώς (χa(d)−χb(d))·y = 0 ⇐⇒ y = 0.
Οπότε ξbV

a = 0. (∗∗)

Για b = a: Από (∗), (∗∗) έχουμε V a = 1SK(n,r)V
a = (

∑
b∈Λ(n,r)

ξb) · V a ⊆
∑

b∈Λ(n,r)

ξbV
a =

ξaV
a ⊆ V a

. ΄Αρα ξaV
a = V a

.

�
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Πρόταση 3.2.2. ΄Εστω V ∈MK(n, r) τότε:

i) V a = ξaV για κάθε a ∈ Λ(n, r).

ii) V =
⊕

a∈Λ(n,r)

V a
(ευθύ εσωτερικό άθροισμα Κ-προτύπων).

Απόδειξη.

i) ξaV ⊆ V a
: ΄Εστω ξav ∈ ξaV (όπου v ∈ V ), τότε από Παρατήρηση 3.2.3 ii) έχουμε:

x(t) · (ξav) = e(x(t)) · (ξav) = (e(x(t)) · ξa) · v = (t1
a1 · ... · tnanξa) · v = t1

a1 · ... · tnan(ξav),
συνεπώς ξav ∈ V a

.

V a ⊆ ξaV : Από Παρατήρηση 3.2.3 iii) έχουμε V a = 1SK(n,r) ·V a = ε ·V a = (
∑

b∈Λ(n,r)

ξb) ·V a ⊆∑
b∈Λ(n,r)

(ξb · V a) = ξaV
a.

ii) ΄Αμεσο από i) και Πρόταση 3.2.1.

�

Πόρισμα 3.2.1. ΄Εστω V ∈MK(n, r), a ∈ Λ(n, r) και x ∈ V a
. Τότε ξb · x =

{
x b = a

0 b 6= a
.

Απόδειξη.

Αν b 6= a τότε ξbx = 0 άμεσα από Παρατήρηση 3.2.3 iii). Ενώ αν b = a, τότε (από Πρόταση 3.2.2
και x ∈ V a

) έχουμε ότι x = ξav, v ∈ V , συνεπώς από Παρατήρηση 3.2.1 iii) έχουμε ξax = x.
�

Σχόλιο. Κλείνουμε την παράγραφο με τον υπολογισμό των weight spaces των E⊗r,ΛrE. Στην πορεία

το παράδειγμα του ΛrE θα παίξει κομβικό ρόλο στην απόδειξη σημαντικών θεωρημάτων.

Λήμμα 3.2.1. ΄Εστω η σύνηθες (δεξιά) δράση της G(r) στο I(n, r) και i ∈ I(n, r). Τότε:

i) Αν i = 1-1, τότε όλα τα στοιχεία της τροχιάς [i]G(r) είναι 1-1. Ενώ αν i όχι 1-1, τότε κανένα

στοιχείο της τροχιάς δεν είναι 1-1.

ii) Η τροχιά [i]G(r) περιέχει ακριβώς μία γνησίως αύξουσα συνάρτηση αν i =1-1, ενώ δεν περιέχει

καμία γνησίως αύξουσα συνάρτηση αν i όχι 1-1.

Απόδειξη.

i) Αν i =1-1 τότε το i · π = i ◦ π είναι 1-1 (ως σύνθεση τέτοιων) για κάθε π ∈ G(r). Ενώ αν i όχι
1-1, τότε άμεσα το i · π = (iπ(1), ..., iπ(r)) δεν είναι 1-1 για κάθε π ∈ G(r).

79



ii) Πράγματι, αν i = 1-1 τότε η ακολουθία (i1, ..., ir) μετά από αναδιάταξή γίνεται γνησίως αύξουσα,
δηλαδή υπάρχει π ∈ G(r) ώστε το i · π = (iπ(1), ..., iπ(r)) να είναι γνησίως αύξουσα, μάλιστα
i · π ∈ [i]G(r), άρα το [i]G(r) περιέχει γνησίως αύξουσα. Αν j, k δύο γνησίως αύξουσες με
j, k ∈ [i]G(r) τότε υπάρχει π ∈ G(r) ώστε j = k ·π, δηλαδή k, kπ είναι γνησίως αύξουσες, συνεπώς
(από Παρατήρηση 3.1.6) πρέπει k = kπ ⇐⇒ k(i) = k(π(i)) ∀i ∈ r k 1-1⇐⇒ π(i) = i ∀i ∈ r, οπότε
π =ταυτοτική και έτσι j = k.

Αν τώρα i όχι 1-1 τότε για κάθε π ∈ G(r) το i · π = (iπ(1), ..., iπ(r)) δεν είναι 1-1 συνάρτηση,
οπότε το [i]G(r) δεν περιέχει γνησίως αύξουσα συνάρτηση.

�

Παράδειγμα 3.2.1. ΄Εστω 1 ≤ r ≤ n και E Κ-διανυσματικός χώρος διάστασης n με βάση

{e1, ..., en}, τότε:

i) Το KΓ−πρότυπο ΛrE έχει Κ-βάση το {ei1 ∧ ... ∧ eir | i ∈ I(n, r), i↗}. (΄Οπου το σύμβολο ↗
σημαίνει γνησίως αύξουσα συνάρτηση).

ii) ΄Εστω a ∈ Λ(n, r) και (από Παρατήρηση 3.1.2) η μοναδική τροχιά [i]G(r) ώστε i ∈ a. Τότε:

(ΛrE)a =

{
<ei1 ∧ ... ∧ eir> αν i = 1-1

0 αλλιώς

(Ας σημειωθεί ότι η συνθήκη i =1-1 είναι ανεξάρτητη του αντιπροσώπου της τροχιάς [i]G(r), λόγο

του Λήμματος 3.2.1).

iii) dimK(ΛrE)a =

{
1 αν υπάρχει i = 1-1 με i ∈ a
0 αλλιώς

=

{
1 αν υπάρχει i↗ με i ∈ a
0 αλλιώς

,

για κάθε a ∈ Λ(n, r).

Απόδειξη.

i) ΄Εστω To σύνολο αντιπροσώπων G(r)−τροχιών του I(n, r) τότε ξέρουμε (από Υπενθύμιση 2.6.3)
ότι το {ei1 ∧ ... ∧ eir | i ∈ To, i =1-1} είναι Κ-βάση του ΛrE.

Με βάση το προηγούμενο λήμμα, από κάθεG(r)−τροχιά επιλέγουμε αν έχει, την μοναδική γνησίως
αύξουσα συνάρτηση που περιέχει, ενώ αν δεν έχει, επιλέγουμε μία τυχόν συνάρτηση η οποία

αναγκαστικά δεν είναι 1-1. ΄Ετσι φτιάχνεται ένα σύνολο αντιπροσώπων To όπου όλες οι 1-1
συναρτήσεις του είναι αναγκαστικά γνησίως αύξουσες και περιέχει όλες τις γνησίως αύξουσες

συναρτήσεις. Οπότε από αυτό που προαναφέραμε στην αρχή, έπεται ότι το {ei1 ∧ ... ∧ eir | i ∈
I(n, r), i↗} είναι Κ-βάση του ΛrE.

ii) ΄Εστω i ∈ I(n, r) με i =1-1 και i ∈ ai = (a1, ..., an) ∈ Λ(n, r). Τότε:

< ei1 ∧ ... ∧ eir >⊆ (ΛrE)ai : Πράγματι έστω x(t) = diag(t1, ..., tn) ∈ Tn(K), τότε :
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x(t) · (ei1 ∧ ... ∧ eir) = x(t) · (ei1 ⊗ ...⊗ eir + Jr(E)) = (x(t) · ei1)⊗ ...⊗ (x(t) · eir) + Jr(E) =
(x(t)·ei1)∧...∧(x(t)·eir) = (

∑
µ∈n

x(t)µi1eµ)∧...∧(
∑
µ∈n

x(t)µireµ) = (x(t)i1i1eµ)∧...∧(x(t)irireµ) =

ti1 · ... · tir · (ei1 ∧ ... ∧ eir) = ta1
1 · ... · tann · (ei1 ∧ ... ∧ eir). ΄Αρα < ei1 ∧ ... ∧ eir >⊆ (ΛrE)ai .

Επιπλέον, αν i =1-1 τότε ei1 ∧ ...∧eir 6= 0 (αλλιώς αν ei1 ∧ ...∧eir = 0, τότε από Ορισμό 2.6.4 ii)
και Υπενθύμιση 2.6.3 θα είχαμε ότι ei1 ⊗ ...⊗ eir ∈ Jr(E) που είναι άτοπο, αφού i =1-1), οπότε
dimK(ΛrE)ai ≥ 1 (∗).
Συνεχίζοντας, από Πρόταση 3.2.2 έχουμε ότι ΛrE =

⊕
a∈Λ(n,r)

(ΛrE)a, άρα ΛrE '
⊕

a∈Λ(n,r)

(ΛrE)a

(= ευθύ εξωτερικό άθροισμα). Αν θέσουμε Γ = {a ∈ Λ(n, r) | υπάρχει i ∈ I(n, r) με i = 1-1
και i ∈ a }, τότε ΛrE ' (

⊕
a∈Γ

(ΛrE)a)⊕ (
⊕
a∈Γc

(ΛrE)a) και άρα:

dimKΛrE =
∑
a∈Γ

dimK(ΛrE)a +
∑
a∈Γc

dimK(ΛrE)a. (∗∗)

Επιπλέον dimKΛrE = |Γ|. Πράγματι, από i) έχουμε ότι dimKΛrE = |{i ∈ I(n, r) | i ∈ To, i =
1-1}|. Επίσης η απεικόνιση φ : {i ∈ I(n, r) | i ∈ To, i = 1-1} −→ Γ, i 7−→ ai (όπου ai όπως
στον Ορισμό 3.1.1) είναι 1-1 και επί.

φ 1-1: ΄Εστω φ(i) = φ(j) τότε (από Παρατήρηση 3.1.1) i ∼ j και επειδή i, j ∈ To =σύνολο
αντιπροσώπων, πρέπει i = j.

φ επί: ΄Εστω a ∈ Γ, τότε υπάρχει i =1-1 ώστε i ∈ a, όμως υπάρχει και j ∈ To με j ∼ i (και άρα
j = 1-1 με j ∈ a), συνεπώς φ(j) = aj = a.

Τελικά |Γ| = dimKΛrE, άρα από (∗) και (∗∗) έπεται ότι για κάθε a ∈ Γ πρέπει dimK(ΛrE)a = 1
και άρα (ΛrE)a = <ei1 ∧ ... ∧ eir> , ενώ για κάθε a ∈ Γc πρέπει (ΛrE)a = 0 .

iii) Η πρώτη ισότητα είναι άμεση από ii). Ενώ η δεύτερη ισότητα ισχύει καθώς οι συνθήκες (υπάρχει
i = 1-1 με i ∈ a), (υπάρχει i↗ με i ∈ a) είναι ισοδύναμες από Λήμμα 3.2.1.

�

Παράδειγμα 3.2.2. Θεωρούμε το E⊗r ∈MK(n, r) με την σύνηθες Κ-βάση {ei | i ∈ I(n, r)} τότε,

i) ξa · ei =

{
ei i ∈ a
0 i /∈ a

, για κάθε i ∈ I(n, r), a ∈ Λ(n, r).

ii) Το σύνολο {ei | i ∈ I(n, r), i ∈ a} αποτελεί Κ-βάση του (E⊗r)a. Ιδιαιτέρως, αν j ∈ a τότε

dimK(E⊗r)a = |[j]G(r)| = [G(r) : StabG(r)(j)].

Απόδειξη.

i) ΄Εστω j ∈ a τότε,

ξa · ei = ξj,j · ei
Πόρισμα 2.6.1

==========
∑

k∈I(n,r)

ξj,j(ck,i)ek
Παρατήρηση 2.1.1 iv)

=============== ξj,j(ci,i)ei =

{
ei i ∼ j
0 i � j

.

Από το τελευταίο και το γεγονός ότι i ∼ j ⇐⇒ i, j ∈ a, έπεται άμεσα το ζητούμενο.
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ii) Καταρχάς θέτουμε Ia = {i ∈ I(n, r) | i ∈ a} και έχουμε :

{ei | i ∈ Ia} ⊆ (E⊗r)a: Αν i ∈ a, τότε ei = ξa · ei ∈ ξaE⊗r = (E⊗r)a.

(E⊗r)a = spanK{ei | i ∈ Ia}: Ο ένας εγκλεισμός είναι άμεσος από πριν. Ανάποδα, αν

x ∈ (E⊗r)a τότε ξax = x και υπάρχουν {ki}i∈I(n,r) ⊆ K ώστε x =
∑

i∈I(n,r)
kiei, οπότε,

x = ξax =
∑

i∈I(n,r)

ki(ξaei)
i)

===
∑
i∈Ia

kiei ∈ spanK{ei | i ∈ Ia}.

{ei | i ∈ Ia} = Κ-γραμμικά ανεξάρτητο: ΄Αμεσα αφού {ei | i ∈ I(n, r)} = Κ-βάση του E⊗r.

�
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3.3 Βασικές ιδιότητες των Weight Spaces

Παρακάτω Κ άπειρο σώμα και Γ = ΓK = GLn(K). Επίσης παρακάτω κάθε V ∈MK(n, r) το βλέπουμε

και σαν SK(n, r)−πρότυπο όπως στην Παρατήρηση 2.4.3.

Πρόταση 3.3.1. ΄Εστω w ∈ W = G(n) και V ∈ MK(n, r), τότε V a ' V w(a)
(Ισομορφισμός

K−προτύπων). Ιδιαιτέρως dimKV
a = dimKV

w(a)
.

Απόδειξη.

΄Εστω {e1, ..., en} Κ-βάση του V , τότε το {ew(1), ..., ew(n)} (αφού είναι το ίδιο το {e1, ..., en}) είναι
και αυτό Κ-βάση του V . Θεωρούμε την απεικόνιση f : {e1, ..., en} −→ V, ei 7−→ ew(i) και στην συνέχεια

την επεκτείνουμε Κ-γραμμικά σε f̃ : V −→ V με f̃(ei) = ew(i), ιδιαιτέρως η f̃ είναι ισομορφισμός Κ-

προτύπων. Αν τώρα θέσουμε nw =τον πίνακα της γραμμικής απεικόνισης f̃ ως προς τις διατεταγμένες
βάσεις (e1, ..., en), (ew(1), ..., ew(n)), τότε:

nw ∈ Γ = GLn(K) (αφού f̃ ισομορφισμός) και nw έχει 1 στις (w(i), i) θέσεις και 0 αλλού (∗).

Τώρα ορίζουμε φ : V a −→ V w(a), v 7−→ nw ·v και θα δείξουμε ότι είναι ισομορφισμός Κ-προτύπων:
φ καλά ορισμένη: Αρκεί να δείξουμε ότι nw · v ∈ V w(a)

για κάθε v ∈ V a
. Πράγματι, έστω

x(t) = x(t1, ..., tn) ∈ Tn(K) τότε x(t) · (nw · v) = (x(t) · nw) · v. Τώρα παρατηρούμε ότι x(t) · nw =
nw · x(tw(1), ..., tw(n)) (θα το δείξουμε στο τέλος), οπότε:

(x(t) · nw) · v = (nw · x(tw(1), ..., tw(n))) · v = nw · (x(tw(1), ..., tw(n)) · v) = nw · (ta1

w(1) · ... · t
an
w(n) · v) =

nw · (t
aw−1(w(1))

w(1) · ... · t
aw−1(w(n))

w(n) · v) = nw · (t
aw−1(1)

1 · ... · t
aw−1(n)
n · v) = χw(a)(x(t))(nw · v).

Τελικά x(t) · (nw · v) = χw(a)(x(t))(nw · v), άρα nw · v ∈ V w(a)
.

x(t) · nw = nw · x(tw(1), ..., tw(n)): ΄Εστω x(t) = (xij), x(tw(1), ..., tw(n)) = (yij), nw = (nij). Ο

πίνακα x(t) · nw έχει στην (i, j)−θέση το στοιχείο
n∑
s=1

xisnsj = xiinij = tinij =

{
tw(j) i = w(j)

0 i 6= w(j)
,

(το τελευταίο ισχύει από (∗)). Επίσης, ο πίνακας nw · x(tw(1), ..., tw(n)) έχει στην (i, j)−θέση το
n∑
s=1

nis · ysj = nij · tw(j) =

{
tw(j) i = w(j)

0 i 6= w(j)
. Συνεπώς x(t) · nw = nw · x(tw(1), ..., tw(n)).

φ ομομορφισμός Κ-προτύπων: άμεσο.

φ 1-1: φ(v) = 0 =⇒ nw · v = 0 =⇒ v = 0 (το τελευταίο ισχύει επειδή nw αντιστρέψιμο).
φ επί: 1o Τρόπος. Εφόσον φ : V a −→ V w(a)

μονομορφισμός Κ-προτύπων, τότε για το επί, αρκεί

να δείξουμε ότι dimKV
a = dimKV

w(a)
, ιδιαιτέρως (επειδή dimKV

a ≤ dimKV
w(a)
), αρκεί να δειχθεί

ότι dimKV
w(a) ≤ dimKV

a
. Πράγματι, ξαναεφαρμόζοντας το προηγούμενο αποτέλεσμα έχουμε ότι η

απεικόνιση ψ : V w(a) −→ V w−1(w(a)) = V a, v 7−→ nw−1 · v είναι μονομορφισμός Κ-προτύπων, οπότε
dimKV

w(a) ≤ dimKV
a
.

2o Τρόπος. Παρατηρούμε ότι nw−1 = nw
−1
(με την βοήθεια της (∗) ελέχγουμε κατά σημείο ότι

nw−1 · nw = nw · nw−1 = In). Αν v ∈ V w(a)
τότε nw−1 · v ∈ V w−1(w(a)) = V a

και φ(nw−1 · v) =
nw · (nw−1 · v) = v.

83



�

Πρόταση 3.3.2. ΄Εστω 0 −→ V1
g−→ V

f−→ V2 −→ 0 μία ακριβής ακολουθία στην MK(n, r) (⇐⇒
στην mod(SK(n, r))), τότε οι παρακάτω ακολουθίες Κ-προτύπων είναι ακριβής:

i) 0 −→ ξaV1

g|ξaV1−→ ξaV
f |ξaV2−→ ξaV2 −→ 0.

ii) 0 −→ V1
a
g|V1

a

−→ V a
f |V1

a

−→ V2
a −→ 0.

Απόδειξη.

Από Πρόταση 3.2.2 αρκεί να δείξουμε το i). Πράγματι,
Η ακολουθία i) είναι καλά ορισμένη: Αυτό που πρέπει να δειχθεί είναι ότι g(ξaV1) ⊆ ξaV, f(ξaV ) ⊆

ξaV2. Κάνουμε το πρώτο (και το άλλο όμοια), πράγματι επειδή g ομομορφισμός SK(n, r)−προτύπων
έχουμε g(ξaV1) = ξag(V1) ⊆ ξaV .

g|ξaV1 , f |ξaV2 ομομορφισμοί Κ-προτύπων: Εφόσον οι g, f είναι ομομορφισμοί KΓ−προτύπων τότε
είναι και Κ-προτύπων (Παρατήρηση 1.1.1 iii)), άρα οι g|ξaV1 , f |ξaV2 είναι ομομορφισμοί Κ-προτύπων ως

περιορισμοί τέτοιων.

Μένει να δείξουμε ότι η ακολουθία i) είναι ακριβής. Πράγματι,
g|ξaV1 = 1-1: (ως περιορισμός της g που είναι 1-1).
f |ξaV2 = επί: Αν ξav2 ∈ ξaV2 (όπου v2 ∈ V2) τότε από το επί της f υπάρχει v ∈ V με f(v) = v2,

οπότε ξav2 = ξaf(v) = f(ξav) (το τελευταίο ισχύει αφού f ομομορφισμός SK(n, r)−προτύπων).
Img|ξaV1 = kerf |ξaV : Από πριν έχουμε g(ξaV1) ⊆ ξaV , ενώ από ακρίβεια της αρχικής ακολουθίας

έχουμε ότι g(ξaV1) ⊆ kerf . Συνεπώς Img|ξaV1 ⊆ kerf |ξaV . Αντίστροφα, αν x ∈ kerf |ξaV , τότε
x = ξav για κάποιο v ∈ V και επιπλέον από ακρίβεια της αρχικής ακολουθίας υπάρχει v1 ∈ V1 ώστε

g(v1) = x = ξav, τότε όμως (από Παρατήρηση 3.2.1 iii) ) ξag(v1) = ξa(ξav) ⇐⇒ g(ξav1) = ξav = x,
δηλαδή x ∈ Img|ξaV1 , άρα Img|ξaV1 ⊇ kerf |ξaV .

�

Σχόλιο. Προχωράμε τώρα στη μελέτη συμπεριφοράς του tensor ⊗ με την κατηγορία MK(n, r) αλλά

και τους a-weight spaces .

Ορισμός 3.3.1. ΄Εστω V,W ∈ mod(KΓ) τότε ορίζεται το V ⊗W = V ⊗
K
W και γίνεται KΓ−πρότυπο

με εξωτερικό πολλαπλασιασμό: Αν k =
∑
g
kgg ∈ KΓ, x =

n∑
i=1

vi ⊗ wi ∈ V ⊗W (όπου kg ∈ K, vi ∈

V, wi ∈W ), τότε k · x :=
∑
g

∑
i
kg((g · vi)⊗ (g · wi)). Ιδιαιτέρως g · (v ⊗ w) = (g · v)⊗ (g · w).

Παρατήρηση 3.3.1. i) Ο εξωτερικός πολλαπλασιασμός που ορίσαμε πιο πάνω, είναι πράγματι καλά

ορισμένος και καθιστά το V ⊗W KΓ−πρότυπο.

ii) Η δομή K−προτύπου που επάγει το KΓ στο V ⊗W με k ·x = (k ·1Γ) ·x, όπου k ∈ K, x ∈ V ⊗W ,

ταυτίζεται με την αρχική δομή Κ-προτύπου που είχε το V ⊗W .
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iii) V ⊗
K
W ∈ mod(KΓ).

Απόδειξη.

i), ii) Θα γίνει με χρήση Παρατήρηση 1.2.1. ΄Εστω τ : Γ −→ EndK(V ⊗W ), με τ(g)(
n∑
i=1

vi ⊗ wi) =

n∑
i=1

(g · vi) ⊗ (g · wi) . Η τ(g) είναι άμεσα Κ-γραμμική και καλά ορισμένη. Πράγματι, έστω

x =
n∑
i=1

vi ⊗ wi, y =
m∑
j=1

aj ⊗ bj με x = y (όπου vi, wi ∈ V, aj , bj ∈ W ). Τότε θεωρούμε την

φg : V ×W −→ V ⊗W, (v, w) 7−→ g ·v⊗g ·w, η φg είναι multilinear K−προτύπων, οπότε υπάρχει
ομομορφισμός Κ-προτύπων ψg : V ⊗W −→ V ⊗W , με ψg(v⊗w) = g · v⊗ g ·w. Τώρα, από το
καλά ορισμένο της ψg έχουμε ότι ψg(x) = ψg(y) ⇐⇒

∑
i
g · vi ⊗ g · wi =

∑
j
g · aj ⊗ g · bj ⇐⇒

τ(g)(x) = τ(g)(y). Επιπλέον ισχύουν τα παρακάτω:

τ(gh) = τ(g) ◦ τ(h): Πράγματι, έστω x =
n∑
i=1

vi ⊗ wi ∈ V ⊗W , τότε:

τ(gh)(x) = τ(gh)(
∑
i

vi ⊗ wi) =
∑
i

((gh) · vi)⊗ ((gh) · wi) =
∑
i

(g · (h · vi))⊗ (g · (h · wi)) =

τ(g)(
∑
i

(h · vi)⊗ (h · wi)) = τ(g)(τ(h)(
n∑
i=1

vi ⊗ wi)) = (τ(g) ◦ τ(h))(x).

τ(1Γ) = IV⊗W : ΄Εστω x =
n∑
i=1

vi ⊗ wi ∈ V ⊗W , τότε τ(1Γ)(x) =
∑
i

(1Γ · vi)⊗ (1Γ · wi) = x.

Τώρα, θεωρούμε (καταχρηστικά με το ίδιο σύμβολο) την τ : KΓ −→ EndK(V ) Κ-γραμμική ε-
πέκταση της τ (που είναι ομομορφισμός Κ-αλγεβρών) και ξέρουμε ότι το V⊗W γίνεταιKΓ−πρότυπο

με k ·x = τ(k)(x) για κάθε k ∈ KΓ, x ∈ V ⊗W . Επιπλέον, αν k =
∑
g
kgg, x =

n∑
i=1

vi⊗wi, τότε

τ(k)(x) = (
∑
g
kgτ(g))(x) =

∑
g
kgτ(g)(x) =

∑
g
kg(

n∑
i=1

(g·vi)⊗(g·wi)) =
∑
g

∑
i
kg((g·vi)⊗(g·wi)).

iii) Εφόσον V,W ∈ mod(KΓ) τότε από Υπενθύμιση 2.6.1 και το ii) έχουμε ότι V ⊗W ∈ mod(KΓ).

�

Πρόταση 3.3.3. i) ΄Εστω V ∈ MK(n, r) και W ∈ MK(n, s) τότε V ⊗
K
W ∈ MK(n, r + s). Εν΄

γένη αν V1, ..., Vm ∈MK(n, ti), τότε V1 ⊗ ...⊗ Vm ∈MK(n, t1 + ...+ tm).

ii) ΄Εστω {va}a∈A, {wb}b∈B Κ-βάσεις των V,W με coefficient functions {rVij}i,j∈A, {rWij }i,j∈B. Τότε

το {va ⊗ wb | (a, b) ∈ A×B} είναι Κ-βάση του V ⊗W (Υπενθύμιση 2.6.1) και

rV⊗W(c,k),(a,b) = rVcar
W
kb .
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Απόδειξη.

Καταρχάς από Παρατήρηση 3.3.1 πρέπει V ⊗W ∈ mod(KΓ). Μένει να δείξουμε ότι cf(V ⊗W ) ⊆
AK(n, r+s). Για το σκοπό αυτό έστω {va}a∈A, {wb}b∈B Κ-βάσεις των V,W αντίστοιχα και coefficient
functions {rVij}i,j∈A, {rWij }i,j∈B πάλι αντίστοιχα. Τότε το {va⊗wb | (a, b) ∈ A×B} είναι Κ-βάση του
V ⊗W (Υπενθύμιση 2.6.1). ΄Εστω g ∈ Γ και a ∈ A, b ∈ B τότε g · (va ⊗ wb) = (g · va) ⊗ (g · wb) =
(
∑
c∈A

rVca(g)vc) ⊗ (
∑
k∈B

rWkb (g)wk) =
∑
c∈A

∑
k∈B

rVca(g)rWkb (g)(vc ⊗ wk) =
∑

(c,k)∈A×B
rV⊗W(c,k),(a,b)(g)(vc ⊗ wk),

όπου rV⊗W(c,k),(a,b) = rVcar
W
kb ∈ AK(n, r + s) (γιατί rVca ∈ AK(n, r) και rWkb ∈ AK(n, s)).

�

Πρόταση 3.3.4. ΄Εστω V ∈ MK(n, s),W ∈ MK(n, r) και γ ∈ Λ(n, r + s). Επίσης θέτουμε

Iγ := {(a, b) ∈ Λ(n, s)× Λ(n, r) | a+ b = γ}, τότε :

i) Το τυχόν στοιχείο x ∈ (V ⊗
K
W )γ γράφεται ως x =

n∑
i=1

vai ⊗ wbi , όπου (ai, bi) ∈ Iγ και

vai ∈ V ai , wbi ∈W bi .

ii) (V ⊗
K
W )γ '

⊕
(a,b)∈Iγ

V a ⊗
K
W b

(συμβολικά =
⊕

a+b=γ

V a ⊗
K
W b

), Ισομορφισμός Κ-προτύπων.

Υπενθύμιση 3.3.1. (Από μη-μεταθετική άλγεβρα). ΄Εστω M R−πρότυπο με M =
⊕
i∈I

Mi και Mi

ελεύθερο R−πρότυπο με βάση Bi. Τότε το M είναι ελεύθερο R−πρότυπο με βάση B =
⋃
i∈I Bi.

Απόδειξη. (Πρότασης 3.3.4). Για συντομία θέτουμε I = Iγ .

i) ΄Εστω Ba = {ea1, ..., eaka}, Db = {zb1, ..., zbrb} Κ-βάσεις των V a,W b
αντίστοιχα, για κάθε

a ∈ Λ(n, s) και b ∈ Λ(n, r). Τότε από Πρόταση 3.2.2 και Υπενθύμιση 3.3.1 έχουμε ότι τα
B =

⋃
a∈Λ(n,s)Ba και D =

⋃
b∈Λ(n,r)Db, είναι Κ-βάσεις των V,W αντίστοιχα. Συνεπώς το

{eai ⊗ zbj | eai ∈ B, zbj ∈ D} είναι Κ-βάση του V ⊗W , τότε όμως αν x ∈ (V ⊗W )γ πρέπει:

x =
∑

(a,b)∈Λ(n,s)×Λ(n,r)

ka∑
i=1

rb∑
j=1

kai,bj(eai ⊗ zbj), όπου kai,bj ∈ K (και η γραφή είναι μοναδική).

Επιπλέον, (επειδή x ∈ (V ⊗W )γ) πρέπει x(t)·x = tγ1
1 ·...·t

γn
n ·x, ∀x(t) ∈ Tn(K). ΄Ομως, x(t)·x =∑

(a,b)

∑
i

∑
j
kai,bj((x(t) · eai)⊗ (x(t) · zbj)) =

∑
(a,b)

∑
i

∑
j
kai,bj((t

a1
1 · ... · tann eai)⊗ (tb11 · ... · tbnn zbj)) =

=
∑

(a,b)

∑
i

∑
j
kai,bjt

a1+b1
1 · ... · tan+bn

n (eai ⊗ zbj). Τελικά,

∑
(a,b)

∑
i

∑
j

kai,bjt
a1+b1
1 · ... · tan+bn

n (eai ⊗ zbj) =
∑
(a,b)

∑
i

∑
j

kai,bjt
γ1
1 · ... · t

γn
n (eai ⊗ zbj).

Αφού {eai ⊗ zbj | eai ∈ B, zbj ∈ D} Κ-βάση του V ⊗W τότε,
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kai,bjt
a1+b1
1 · ... · tan+bn

n = kai,bjt
γ1
1 · ... · t

γn
n ,

δηλαδή (χa+b(x(t))− χγ(x(t)))kai,bj = 0 για κάθε x(t) ∈ Tn(K).

Ας παρατηρήσουμε ότι αν a + b 6= γ τότε από Παρατήρηση 3.2.2 υπάρχει d ∈ Tn(K) ώστε
(χa+b(d) − χγ(d)) 6= 0 (άρα αντιστρέψιμο στοιχείο), αυτό όμως δίνει kai,bj = 0 (για κάθε a ∈
Λ(n, s), b ∈ Λ(n, r) ώστε a+ b 6= γ). Τελικά,

x =
∑

(a,b)∈I

∑
i

∑
j
kai,bj(eai⊗ zbj) =

∑
(a,b)∈I

∑
i

∑
j

(kai,bjeai)⊗ zbj , όπου kai,bjeai ∈ V a
και zbj ∈ V b

.

ii) ΄Εστω φ : V × W −→
⊕

(a,b)∈I
V a ⊗ W b

, με φ(v, w) = (ξav ⊗ ξbw)(a,b)∈I . Η φ είναι (άμεσα)

multilinear K−προτύπων και συνεπώς υπάρχει f : V ⊗W −→
⊕

(a,b)∈I
V a ⊗W b

ομομορφισμός

Κ-προτύπων με f(v ⊗ w) = (ξav ⊗ ξbw)(a,b)∈I . Επίσης θέτουμε f̃ := f |(V⊗W )γ .

Τώρα, για κάθε (a, b) ∈ I ορίζουμε ψa,b : V a ×W b −→ (V ⊗W )γ , με ψa,b(v, w) = v ⊗ w. Η
ψa,b είναι (άμεσα) multilinear Κ-προτύπων και καλά ορισμένη (δηλαδή ψa,b(v, w) ∈ (V ⊗W )γ),
πράγματι, αν x(t) ∈ Tn(K), v ∈ V a, w ∈W b

τότε:

x(t) · (v ⊗ w) = (x(t) · v)⊗ (x(t) · w) = (ta1
1 · ... · t

an
n v)⊗ (tb11 · ... · t

bn
n w) =

ta1
1 · ... · t

antb11 · ... · t
bn
n (v ⊗ w) = ta1+b1

1 · ... · tan+bn
n (v ⊗ w) = tγ1

1 · ... · t
γn
n (v ⊗ w)

Οπότε υπάρχει ομομορφισμός Κ-προτύπων ψ̃a,b : V a⊗W b −→ (V ⊗W )γ με ψ̃a,b(v⊗w) = v⊗w
(Προσοχή, άλλο το στοιχείο v ⊗ w ∈ V a ⊗W b

και άλλο το στοιχείο v ⊗ w ∈ (V ⊗W )γ).

Με βάση τα προηγούμενα ορίζουμε ψ̃ :
⊕

(a,b)∈I
V a ⊗W b −→ (V ⊗W )γ , με ψ̃((xa,b)(a,b)∈I) =∑

(a,b)∈I
ψ̃a,b(xa,b) η οποία είναι (άμεσα) καλά ορισμένη και ομομορφισμός Κ-προτύπων.

Ισχυρισμός: ψ̃ ◦ f̃ = Id(V⊗W )γ και f̃ ◦ ψ̃ = Id ⊕
(a,b)∈I

V a⊗W b . Πράγματι,

ψ̃ ◦ f̃ = Id(V⊗W )γ : ΄Εστω x ∈ (V ⊗ W )γ τότε από i) υπάρχουν {(ai, bi)}ni=1 ⊆ I ώστε

x =
n∑
i=1

vai ⊗ wbi , όπου vai ∈ V ai , wbi ∈W bi . Τότε:

ψ̃ ◦ f̃(x) = ψ̃(f̃(
∑
i

vai ⊗ wbi)) =
∑
i

ψ̃(f̃(vai ⊗ wbi)) =
∑
i

ψ̃((ξavai ⊗ ξbwbi)(a,b)∈I) =∑
i

∑
(a,b)∈I

ψ̃a,b(ξavai ⊗ ξbwbi) =
∑
i

∑
(a,b)∈I

ξavai ⊗ ξbwbi =
∑
i

ξaivai ⊗ ξbiwbi =
∑
i

vai ⊗ wbi = x

(όπου οι δύο προτελευταίες ισότητες ισχύουν από Πόρισμα 3.2.1).

87



f̃ ◦ ψ̃ = Id ⊕
(a,b)∈I

V a⊗W b : ΄Εστω x ∈
⊕

(a,b)∈I
V a ⊗W b

τότε x = (
∑
t
vat ⊗ wbt)(a,b)∈I και:

f̃ ◦ ψ̃(x) = f̃(
∑

(a,b)∈I

ψ̃a,b(
∑
t

vat ⊗ wbt)) = f̃(
∑

(a,b)∈I

∑
t

vat ⊗ wbt) =

∑
(a,b)∈I

∑
t

f̃(vat ⊗ wbt) =
∑

(a,b)∈I

∑
t

(ξkvat ⊗ ξlwbt)(k,l)∈I =
∑

(a,b)∈I

∑
t

(0, ...0, vat ⊗ wbt︸ ︷︷ ︸
(a,b)−θέση

, 0, ...) =

∑
(a,b)∈I

(0, ...0,
∑
t

vat ⊗ wbt, 0, ...) = (
∑
t

vat ⊗ wbt)(a,b)∈I = x

(όπου η πέμπτη ισότητα ισχύει από Πόρισμα 3.2.1).

�

Σχόλιο. Συνεχίζουμε με τη μελέτη των a-weight spaces του covariant extension ενός V ∈MK(n, r)
ως προς την επέκταση σωμάτων K ⊆ L.

Ορισμός 3.3.2. ΄Εστω V ∈ MK(n, r) και K ⊆ L επέκταση σωμάτων, τότε ορίζουμε VL = V ⊗
K
L.

(Συνηθίζεται να χρησιμοποιείται και ο συμβολισμός V L = V ⊗
K
L)

Παρατήρηση 3.3.2. i) Το VL γίνεται SL(n, r)−πρότυπο ως εξής: Καταρχάς θεωρούμε {ξLi,j}(i,j)∈T
την L−βάση του SL(n, r). Αν s ∈ SL(n, r), x ∈ VL με s =

∑
(i,j)∈T

λi,jξ
L
i,j , x =

∑
t
vt ⊗ lt, τότε

ορίζουμε:

(Επιμεριστική) : s · x :=
∑

(i,j)∈T

∑
t

(ξKi,jvt)⊗ (λi,jlt).

Μάλιστα, (λξLi,j) · (v ⊗ l) = (ξKi,jv) ⊗ (λl) για κάθε i, j ∈ I(n, r) και λ ∈ L. (Υπενθυμίζουμε ότι

T όπως στον Ορισμός 2.1.2 ii))

ii) Ο εξωτερικός πολλαπλασιασμός είναι καλά ορισμένος και καθιστά το VL SL(n, r)−πρότυπο, ισο-
δύναμα LΓL−πρότυπο.

iii) Η δομή L−προτύπου που επάγεται στο VL από το SL(n, r) ταυτίζεται με την αρχική που είχε το

VL = V ⊗
K
L (δηλαδή (λ · 1SL(n,r)) · x = λx για κάθε x ∈ VL και λ ∈ L).

Απόδειξη.

Θα γίνει με χρήση της Παρατήρησης 1.2.3. Θεωρούμε τ : {ξLi,j | (i, j) ∈ T } −→ EndL(V ⊗
K
L) με

τ(ξLi,j)(
n∑
s=1

vs⊗ ls) =
n∑
s=1

(ξKi,j ·vs)⊗ ls. Η τ(ξLi,j) είναι άμεσα L-γραμμική και πρέπει να δείξουμε ότι είναι

καλά ορισμένη. ΄Εστω

n∑
r=1

vr⊗ kr =
m∑
t=1

yt⊗ lt, τότε θεωρούμε την απεικόνιση ψ : V ×L −→ V ⊗L, με

88



ψ(v, l) = ξKi,jv⊗ l, η ψ είναι άμεσα multilinear K−προτύπων, άρα υπάρχει ομομορφισμός K−προτύπων

φ : V ⊗ L −→ V ⊗ L με φ(v ⊗ l) = ξKi,jv ⊗ l. Τώρα, εφόσον
n∑
r=1

vr ⊗ kr =
m∑
t=1

yt ⊗ lt, πρέπει

φ(
n∑
r=1

vr⊗kr) = φ(
m∑
t=1

yt⊗lt) ⇐⇒
∑
r=1

φ(vr⊗kr) =
∑
t=1

φ(yt⊗lt)⇐⇒
∑
r=1

ξKi,jvr⊗kr =
∑
t=1

ξKi,jyt⊗lt ⇐⇒

τ(ξLi,j)(
∑
r=1

vr ⊗ kr) = τ(ξLi,j)(
∑
t=1

yt ⊗ lt).

΄Εστω (καταχρηστικά με το ίδιο σύμβολο) τ : SL(n, r) −→ EndL(V ⊗
K
L) η L-γραμμική επέκταση

της τ (που είναι ομομορφισμός L-αλγεβρών), τότε:

τ(ξLi,j ·ξLk,l) = τ(ξLi,j)◦τ(ξLk,l): ΄Εστω x =
n∑
s=1

vs⊗ls ∈ V⊗L, τότε ξLi,jξLk,l =
∑

(p,q)∈T
Z(i, j, k, l, p, q)ξLp,q,

για συντομία γράφουμε Z(i, j, k, l, p, q) = Zp,q και έχουμε:

τ(ξLi,jξ
L
k,l)(x) = (

∑
(p,q)∈T

Zp,q · τ(ξLp,q))(x) =
∑

(p,q)∈T

Zp,q · τ(ξLp,q)(

n∑
s=1

vs ⊗ ls) =

∑
(p,q)∈T

Zp,q · (
n∑
s=1

(ξKp,q · vs)⊗ ls) =

n∑
s=1

((
∑

(p,q)∈T

Zp,qξ
K
p,q) · vs)⊗ ls) =

n∑
s=1

((ξKi,j · ξKk,l) · vs)⊗ ls =

n∑
s=1

(ξKi,j · (ξKk,l · vs))⊗ ls = τ(ξLi,j)(
n∑
s=1

(ξKk,l · vs)⊗ ls) = τ(ξLi,j)(τ(ξLk,l)(x)) = τ(ξLi,j) ◦ τ(ξLk,l)(x)

τ(1SL(n,r)) = IV⊗L: Καταρχάς ισχύει ότι τ(λξLi,j)(
n∑
s=1

vs ⊗ ls) =
n∑
s=1

(ξKi,j · vs) ⊗ λls για κάθε i, j ∈

I(n, r), λ ∈ L. Πράγματι, έστω i, j ∈ I(n, r) τότε υπάρχει (μοναδικό) (ki, lj) ∈ T ώστε (i, j) ∼ (ki, lj),
άρα ξLi,j = ξLki,lj και ξ

K
i,j = ξKki,lj , οπότε:

τ(λξLi,j)(
∑
s=1

vs ⊗ ls) = λτ(ξLki,lj )(
∑
s=1

vs ⊗ ls) =
∑
s=1

(ξKki,lj · vs)⊗ λls =
∑
s=1

(ξKi,j · vs)⊗ λls. Τώρα,

τ(1SL(n,r))(
∑
s=1

vs ⊗ ls) =
∑
s=1

τ(
∑
i∈To

ξLi,i)(vs ⊗ ls) =
∑
s=1

∑
i∈To

τ(ξLi,i)(vs ⊗ ks) =
∑
s=1

∑
i∈To

(ξKi,i · vs)⊗ ls =

∑
s=1

(
∑
i∈To

(ξKi,i · vs))⊗ ls =
∑
s=1

((
∑
i∈To

ξKi,i) · vs)⊗ ls =
∑
s=1

(1SK(n,r) · vs)⊗ ls =
∑
s=1

vs ⊗ ls

΄Αρα τ(1SL(n,r)) = IV⊗L.

Συνεπώς το V ⊗L είναι SL(n, r)−πρότυπο με εξωτερικό πολ/μό τον εξής: ξ · v = τ(ξ)(v) για κάθε
ξ ∈ SL(n, r), v ∈ V ⊗ L. Επιπλέον,

(
∑

(i,j)∈T

λi,jξ
L
i,j) · (

m∑
s=1

vs ⊗ ls) = τ(
∑
(i,j)

λi,jξ
L
i,j)(

∑
s

vs ⊗ ls) = (
∑
(i,j)

λi,jτ(ξLi,j))(
∑
s

vs ⊗ ls) =

∑
(i,j)

λi,jτ(ξLi,j)(
∑
s

vs ⊗ ls) =
∑
(i,j)

λi,j(
∑
s

((ξKi,j · vs)⊗ ls)) =
∑
(i,j)

∑
s

(ξKi,j · vs)⊗ (λi,jls)
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Τέλος από αυτό που δείξαμε στην ταυτότητα τ(1SL(n,r)) = IV⊗L άμεσα επίσης επαληθεύεται ότι:
λξLi,j · (v ⊗ l) = (ξKi,jv)⊗ λl για κάθε i, j ∈ I(n, r), v ∈ V και l, λ ∈ L.

�

Πρόταση 3.3.5. ΄Εστω V ∈ MK(n, r) με Κ-βάση το {e1, ..., en} και K ⊆ L επέκταση σωμάτων.

Τότε:

i) Το VL = V ⊗
K
L έχει βάση σαν L−πρότυπο το {e1⊗1L, ..., en⊗1L}. Ιδιαιτέρως dimKV = dimLVL.

ii) VL ∈ mod(SL(n, r)) και άρα VL ∈ ML(n, r) με εξωτερικό πολλαπλασιασμό s · x = eL(s) · x για

κάθε s ∈ LΓL και x ∈ VL (όπου eL : LΓL −→ SL(n, r), ο γνωστός επιμορφισμός L−αλγεβρών).

Υπενθύμιση 3.3.2. (Υπενθύμιση από την multilinear άλγεβρα). ΄Εστω M,N R−πρότυπα (όπου R
μεταθετικός) και M ελεύθερο με βάση {ei}i∈I . Τότε:

i) Το τυχόν στοιχείο x ∈ M ⊗
R
N γράφεται κατά μοναδικό τρόπο ως x =

∑
i∈I

ei ⊗ ni, όπου ni ∈ N

και πεπερασμένο το πλήθος ni είναι μη-μηδενικά.

ii) ΄Εστω R υποδακτύλιος ενός μεταθετικού δακτυλίου S, τότε το S γίνεται με το σύνηθες τρόπο

(R,S)−πρότυπο και άρα το M ⊗
R
S είναι φυσιολογικά (Υπενθύμιση 2.5.1) (R,S)−πρότυπο και

μάλιστα ελεύθερο S−πρότυπο με βάση {ei ⊗ 1S}i∈I

Απόδειξη. (Υπενθύμισης).

Θα κάνουμε το ii). Πράγματι, καταρχάς το τυχόν στοιχείο του x ∈M⊗
R
S γράφεται (κατά μοναδικό

τρόπο) ως x =
∑
i∈I

ei ⊗ si =
∑
i∈I

si(ei ⊗ 1S), όπου si ∈ S και πεπερασμένο το πλήθος si είναι μη-

μηδενικά. ΄Οσο για την γραμμική ανεξαρτησία, αν
∑
i∈I

ti(ei ⊗ 1S) =
∑
i∈I

si(ei ⊗ 1S), όπου si, ti ∈ S, τότε∑
i∈I

ei ⊗ ti =
∑
i∈I

ei ⊗ si και από μοναδικότητα γραφής έχουμε ti = si για κάθε i ∈ I.

�

Απόδειξη. (Πρότασης).

Το i) είναι άμεσο από Υπενθύμιση 3.3.2 το i) (για R = K, S = L και M = V ). ΄Οσο για το
ii), εφόσον VL SL(n, r)−πρότυπο με dimLVL < ∞ (από i) και Παρατήρηση 3.3.2 iii)) τότε VL ∈
mod(SL(n, r)) και από Παρατήρηση 2.4.3 ii) έπεται ότι VL ∈ML(n, r).

�
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Πρόταση 3.3.6. ΄Εστω V ∈MK(n, r) και K ⊆ L επέκταση σωμάτων. Τότε :

i) Για κάθε a ∈ Λ(n, r), ισχύει V a
L = spanL({v ⊗ 1L | v ∈ V a}) = spanZ({v ⊗ l | v ∈ V a, l ∈ L})

(συβμολικά V a
L = spanL(V a ⊗ 1L)).

ii) V a
L ' V a ⊗

K
L (Ισομορφισμός L−προτύπων), για κάθε a ∈ Λ(n, r).

iii) dimLV
a
L = dimKV

a
, για κάθε a ∈ Λ(n, r).

Απόδειξη.

i) V a
L ⊆ spanL(V a ⊗ 1L): ΄Εστω x ∈ V a

L τότε x = ξLa v, όπου v ∈ VL με v =
∑
i
vi ⊗ li και

vi ∈ V, li ∈ L. Τώρα, x = ξLa v =
∑
i
ξLa (vi ⊗ li) =

∑
i

(ξKa vi)⊗ li ∈ spanL(V a ⊗ 1L) (η τελευταία

ισότητα ισχύει αφού V a = ξKa V ).

V a
L ⊇ spanL(V a⊗1L): ΄Εστω x ∈ spanL(V a⊗1L), τότε x =

∑
i
li(vi⊗1L), όπου vi ∈ V a, li ∈

L, δηλαδή vi = ξKa wi, wi ∈ V και άρα x =
∑
i
li(ξ

K
a wi ⊗ 1L) =

∑
i
liξ

L
a (wi ⊗ 1L) ∈ V a

L .

ii) Από Πρόταση 3.2.2 αρκεί να δείξουμε ότι ξLa VL ' (ξKa V ) ⊗
K
L (Ισομορφισμός L−προτύπων).

Θεωρούμε φ : ξKa V × L −→ ξLa VL με φ(ξKa v, l) = (ξKa v) ⊗ l = ξLa (v ⊗ l), τότε η φ είναι άμεσα
multilinear Κ-προτύπων και άρα υπάρχει g : ξKa V ⊗ L −→ ξLa VL, με g((ξKa v) ⊗ l) = (ξKa v) ⊗ l
(όπου παρά τον ίδιο συμβολισμό, έχουμε δύο διαφορετικά στοιχεία). Επιπλέον η g είναι και άμεσα
ομομορφισμός L−προτύπων.
Τώρα θεωρούμε ψ : V × L −→ ξKa V ⊗

K
L με ψ(v, l) = (ξKa v) ⊗ l, η ψ είναι άμεσα multilinear

Κ-προτύπων και άρα υπάρχει ομομορφισμός Κ-προτύπων έστω ψ̃ : V ⊗
K
L −→ ξKa V ⊗

K
L, με

ψ̃(v ⊗ l) = (ξKa v) ⊗ l. Επιπλέον η ψ̃ είναι άμεσα ομομορφισμός L−προτύπων. Τέλος θεωρούμε
την f := ψ̃|ξLa VL : ξLa VL −→ ξKa V ⊗

K
L.

Ισχυρισμός: f ◦ g = IdξKa V⊗
K
L, g ◦ f = IdξLa VL . Πράγματι,

f ◦g = IdξKa V⊗
K
L: ΄Εστω x ∈ ξKa V ⊗

K
L, τότε x =

∑
i
ξKa vi⊗li και f(g(x)) =

∑
i
f(g(ξKa vi⊗li)) =∑

i
f(ξKa vi⊗ li) = (ξKa (ξKa vi))⊗ li =

∑
i
ξKa vi⊗ li = x (η τέταρτη ισότητα έπεται από Παρατήρηση

3.2.1).

g ◦f = IdξLa VL : ΄Εστω x ∈ ξLa VL, τότε x = ξLa (
∑
i
vi⊗ li) =

∑
i

(ξKa vi)⊗ li, όπου vi ∈ V, li ∈ L.

Τώρα g(f(x)) =
∑
i
g(f(ξKa vi⊗ li)) = g((ξKa (ξKa vi))⊗ li) =

∑
i
g(ξKa vi⊗ li) =

∑
i

(ξKa vi)⊗ li = x.

iii) ΄Από ii) και Υπενθύμιση 3.3.2 ii) έχουμε dimLV
a
L = dimLV

a ⊗
K
L = dimKV

a
.

�
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Σχόλιο. Προχωράμε τώρα στη μελέτη των weight spaces του contravariant space V o
. Επίσης θα

δούμε πως συνδέονται οι non-singular μορφές με τους weight spaces.

Παρατήρηση 3.3.3. ΄Εστω V,W ∈ MK(n, r) και (·, ·) : V ×W −→ K μία contravariant form.

Τότε:

i) (V a,W b) = 0 για κάθε a, b ∈ Λ(n, r) με a 6= b. (΄Οπου (V a,W b) = {(v, w) | v ∈ V a, w ∈W b}).

ii) Η (·, ·) : V ×W −→ K είναι non-singular αν και μόνον αν ο περιορισμός (·, ·) : V a ×W a −→ K
είναι non-singular για κάθε a ∈ Λ(n, r).

Απόδειξη.

i) ΄Εστω a 6= b και x ∈ V a = ξaV, y ∈W b = ξbW , τότε x = ξav, y = ξbw και (x, y) = (ξav, ξbw) =

(v, J(ξa)ξbw) = (v, ξaξbw)
Παρατήρηση 3.2.1

============ (v, 0) = 0.

ii) ΄Εστω ότι η (·, ·) είναι non-singular . ΄Εστω w ∈W a
με (v, w) = 0 για κάθε v ∈ V a

, αν δείξουμε

ότι (v, w) = 0 για κάθε v ∈ V τότε από υπόθεση πρέπει w = 0. Πράγματι, έστω v ∈ V τότε
(επειδή V =

⊕
b∈Λ(n,r) V

b
) πρέπει v =

∑
b∈Λ(n,r)

vb, όπου vb ∈ V b
, οπότε (v, w) =

∑
b∈Λ(n,r)

(vb, w)
i)
=

(va, w) = 0 . ΄Ομοια, αν v ∈ V a
με (v, w) = 0 για κάθε w ∈ W a

, τότε v = 0 και έτσι η
(·, ·)|V a×Wa είναι non-singular .

Ανάποδα, έστω ότι η (·, ·)|V a×Wa είναι non-singular για κάθε a ∈ Λ(n, r). ΄Εστω w ∈ W με

(v, w) = 0 για κάθε v ∈ V . Επειδή W =
⊕

b∈Λ(n,r)W
b
, έχουμε ότι w =

∑
b∈Λ(n,r)

wb, όπου

wb ∈ W b
. Επιπλέον από υπόθεση πρέπει (v, w) = 0 για κάθε v ∈ V a

και κάθε a ∈ Λ(n, r), άρα

για κάθε v ∈ V a
και κάθε a ∈ Λ(n, r) πρέπει: 0 = (v, w) =

∑
b∈Λ(n,r)

(v, wb)
i)
= (v, wa). Συνεπώς

(αφού (·, ·)|V a×Wa είναι non-singular ) έχουμε ότι wa = 0 για κάθε a ∈ Λ(n, r), δηλαδή w = 0.
΄Ομοια, αν v ∈ V με (v, w) = 0 για κάθε w ∈W , τότε v = 0 και έτσι η (·, ·) είναι non-singular .

�

Πρόταση 3.3.7. ΄Εστω V ∈MK(n, r) τότε:

i) Η μορφή (·, ·) : V × V o −→ K με (v, f) = f(v) είναι contravariant non-singular form.

ii) V a ' ((V o)a)∗ (Ισομορφισμός Κ-προτύπων), για κάθε a ∈ Λ(n, r). Ιδιαιτέρως dimKV
a =

dimK(V o)a.

Απόδειξη.
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i) Από Πρόταση 2.7.2 θεωρούμε τον φυσικό ισομορφισμό (KΓ−προτύπων) τ : V −→ V oo
και

παρατηρούμε ότι τ = Λ = φ((·, ·)), όπου Λ, φ όπως στην Πρόταση 2.7.3 (πράγματι, Λ(v)(f) =
(v, f) = f(v) = τ(v)(f) για κάθε v ∈ V, f ∈ V o

, οπότε τ = Λ). Συνεπώς από Πρόταση 2.7.4.
και το γεγονός ότι τ = ισομορφισμό (KΓ−προτύπων), έπεται ότι η (·, ·) είναι contravariant
non-singular form.

ii) Από i) και Παρατήρηση 3.3.3 ii) έπεται ότι η (·, ·) : V a × (V o)a −→ K είναι non-singular για
κάθε a ∈ Λ(n, r). Οπότε (χρησιμοποιώντας παρόμοια απόδειξη με αυτή της Πρότασης 2.7.4 για το
(=⇒)) έχουμε ότι η απεικόνιση Λ : V a −→ ((V o)a)∗ με Λ(v)(f) = (v, f) = f(v) για κάθε v ∈ V a

και f ∈ (V o)a, είναι ισομορφισμός Κ-προτύπων. Τελικά, dimKV
a = dimK((V o)a)∗, όμως από

Υπενθύμιση 2.3.1 και το γεγονός ότι dimK(V o)a <∞ έχουμε dimK((V o)a)∗ = dimK(V o)a.

�

Σχόλιο. Σαν τελευταίο κομμάτι αυτού του υποκεφαλαίου, θα μελετήσουμε την σχέση μεταξύ Z−forms
και weight spaces .

Ορισμός 3.3.3. ΄Εστω VQ ∈ MQ(n, r) και VZ ένα Z−form του VQ, τότε για κάθε a ∈ Λ(n, r)
ορίζουμε V a

Z = ξQa VZ.

Παρατήρηση 3.3.4. ΄Εστω VQ ∈MQ(n, r) και VZ ένα Z−form του VQ, τότε:

i) V a
Z = VZ ∩ V a

Q , για κάθε a ∈ Λ(n, r). Ιδιαιτέρως τα V a
Z είναι ελεύθερα Z−υποπρότυπα του VZ

(αφού VZ = ελεύθερο Z−πρότυπο).

ii) VZ =
⊕

a∈Λ(n,r) V
a
Z .

Απόδειξη.

i) V a
Z ⊆ VZ ∩ V a

Q : ΄Εστω x ∈ V a
Z τότε x = ξQa v με v ∈ VZ, άρα x ∈ VZ (αφού το VZ είναι Z−form

) και x ∈ V a
Q (αφού V

a
Q = ξQa VQ), συνεπώς x ∈ VZ ∩ V a

Q .

V a
Z ⊇ VZ ∩ V a

Q : ΄Εστω x ∈ VZ ∩ V a
Q , τότε x ∈ VZ και ξQa x = x (αφού x ∈ V a

Q και Πόρισμα

3.2.1), συνεπώς x ∈ V a
Z .

ii) VZ =
∑

a∈Λ(n,r)

V a
Z : Από i) άμεσα

∑
a∈Λ(n,r)

V a
Z ⊆ VZ. Ανάποδα, αν x ∈ VZ τότε (επειδή V =⊕

a∈Λ(n,r) V
a
) x =

∑
a∈Λ(n,r)

xa, όπου xa ∈ V a
Q . ΄Ομως για κάθε b ∈ Λ(n, r) έχουμε ξQb x ∈ VZ

και ξQb x =
∑

a∈Λ(n,r)

ξQb xa = ξQb xb = xb, συνεπώς xb ∈ VZ ∩ V b
Q = V a

Z . Τελικά x =
∑

a∈Λ(n,r)

xa με

xa ∈ V a
Z , άρα VZ ⊆

∑
a∈Λ(n,r)

V a
Z .

V a
Z ∩

∑
b 6=a

V b
Z = 0 για κάθε a ∈ Λ(n, r): V a

Z ∩
∑
b 6=a

V b
Z ⊆ ξQa VQ ∩

∑
b 6=a

ξQb VQ = V a
Q ∩

∑
b6=a

V b
Q = 0

(το τελευταίο κάνει μηδέν αφού VQ =
⊕

a∈Λ(n,r) V
a
Q).
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Πρόταση 3.3.8. ΄Εστω (VK)K μία οικογένεια προτύπων της MK(n, r) Z-defined από το Z−form
VZ και την οικογένεια ισομορφισμών (δK)K (Ορισμός 2.5.4). Τότε:

i) V a
K = spanK{δK(ξQa v ⊗ 1K) | v ∈ VZ} = spanZ{δK(v ⊗ k) | v ∈ V a

Z , k ∈ K}, για κάθε

a ∈ Λ(n, r).

ii) dimKV
a
K = dimZV

a
Z για κάθε a ∈ Λ(n, r), άρα η διάσταση dimKV

a
K είναι ανεξάρτητη του σώματος

K.

Απόδειξη.

i) ” ⊆ ”: ΄Εστω x ∈ V a
K = ξKa VK , τότε x = ξKa v με v ∈ VK . Επειδή η δK : VZ ⊗

Z
K −→ VK είναι

ισομορφισμός στηνMK(n, r), τότε υπάρχει y ∈ VZ⊗K με y =
∑
i
vi⊗ki (όπου vi ∈ VZ, ki ∈ K)

και v = δK(y), οπότε:

x = ξKa δK(
∑
i

vi ⊗ ki) = δK(ξKa (
∑
i

vi ⊗ ki)) = δK(
∑
i

(ξQa vi)⊗ ki) =
∑
i

δK((ξQa vi)⊗ ki) =∑
i

δK(ki((ξ
Q
a vi)⊗ 1K)) =

∑
i

kiδK((ξQa vi)⊗ 1K) ∈ spanK{δK(ξQa v ⊗ 1K) | v ∈ VZ}

(η τρίτη ισότητα ισχύει από Πρόταση 2.5.2 ii)a) και η πέμπτη από Ορισμό 2.5.3).

” ⊇ ”: ΄Εστω x ∈ spanK{δK(ξQa v ⊗ 1K) | v ∈ VZ}, τότε x =
∑
i
kiδK(ξQa vi ⊗ 1K), όπου

ki ∈ K, vi ∈ VZ. Αρκεί να δειχθεί ότι ξKa x = x, πράγματι, ξKa x =
∑
i
kiδK(ξKa (ξQa vi ⊗ 1K)) =∑

i
kiδK((ξQa ξ

Q
a vi)⊗ 1K)) =

∑
i
kiδK(ξQa vi ⊗ 1K) = x.

ii) Για κάθε a ∈ Λ(n, r) έστω {va | va ∈ Ba} μία Z−βάση του V a
Z (υπάρχει γιατί V

a
Z = Z−υποπρότυπο

του ελεύθερου Z−προτύπου VZ), τότε το {va | va ∈ Ba, a ∈ Λ(n, r)} είναι Z−βάση του VZ (αφού
VZ =

⊕
a∈Λ(n,r) V

a
Z και Υπενθύμιση 3.3.1).

Ισχυρισμός: Το {δK(va ⊗ 1K) | va ∈ Ba} είναι K−βάση του V a
K και άρα dimKV

a
K = dimZV

a
Z .

V a
K = spanK{δK(va ⊗ 1K) | va ∈ Ba}: Καταρχάς, spanK{δK(va ⊗ 1K) | va ∈ Ba} ⊆ V a

K (

άμεσα από i) και Ba ⊆ V a
Z ). Ανάποδα, αν x ∈ V a

K , τότε από i) πρέπει x =
∑
i
kiδK(ξQa vi ⊗ 1K),

όπου vi ∈ VZ, όμως ξ
Q
a vi =

∑
va∈Ba

ziava, όπου zia ∈ Z, άρα x =
∑
i

∑
va∈Ba

ziakiδ(va ⊗ 1K) ∈

spanK{δK(va ⊗ 1K) | va ∈ Ba}.
{δK(va ⊗ 1K) | va ∈ Ba} Κ-γραμμικά ανεξάρτητο: ΄Εστω

∑
va∈Ba

kvaδK(va ⊗ 1K) = 0, τότε

0 = δK(
∑

va∈Ba
kva(va ⊗ 1K)) = δK(

∑
va∈Ba

va ⊗ kva), άρα
∑

va∈Ba
va ⊗ kva = 0 ∈ VZ ⊗K (αφού δK

ισομορφισμός), συνεπώς από Υπενθύμιση 3.3.2 i) και αυτό που αναφέραμε στην αρχή, έπεται ότι
kva = 0 για κάθε va ∈ Ba.
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Παρατήρηση 3.3.5. ΄Εστω VQ ∈MQ(n, r) και VZ ένα Z−form του VQ με VZ = spanZ{vb | b ∈ B}
όπου {vb | b ∈ B} μία Q−βάση του VQ. Τότε :

i) (Υπενθύμιση). Υπάρχει ισομορφισμός στην MQ(n, r) έστω δQ : VZ⊗
Z
Q −→ VQ με δQ(vb⊗1Q) =

vb, για κάθε b ∈ B.

ii) dimQV
a
Q = dimZV

a
Z και V a

Q = spanQ{δQ(ξQa v ⊗ 1Q) | v ∈ VZ}.

Απόδειξη.

i) Το ξέρουμε από Πρόταση 2.5.3.

ii) Χρησιμοποιώντας τον ισομορφισμό που είδαμε στο i) η απόδειξη του ii) είναι ίδια με αυτή της
Πρότασης 3.3.8 με Q στη θέση του σώματος K.

�

Σχόλιο. Το ii) της Παρατήρησης 3.3.5 δεν προϋποθέτει την ύπαρξη κάποιας Z−defined οικογένειας

(VK)K της MK(n, r). Επιπλέον, η Παρατήρηση 3.3.5 θα μας χρειαστεί στο υποκεφάλαιο 5.6.
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3.4 Characters

Παρακάτω Κ άπειρο σώμα και Γ = ΓK = GLn(K). Επίσης παρακάτω κάθε V ∈MK(n, r) το βλέπουμε

και σαν SK(n, r)−πρότυπο όπως στην Παρατήρηση 2.4.3.

Ορισμός 3.4.1. ΄Εστω V ∈MK(n, r) τότε ο τυπικός χαρακτήρας (ή character ή formal character)
του V ορίζεται να είναι το πολυώνυμο, ΦV (x1, ..., xn) =

∑
a∈Λ(n,r)

(dimKV
a)xa1

1 · ... · xann ∈ Z[x1, ..., xn].

Παρατήρηση 3.4.1. ΄Εστω V ∈ MK(n, r) τότε το ΦV (x1, ..., xn) είναι συμμετρικό και ομογενές

πολυώνυμο βαθμού r.

Απόδειξη.

Καταρχάς, το ΦV (x1, ..., xn) είναι ομογενές άμεσα (αφού a ∈ Λ(n, r)). Μένει να δούμε ότι είναι
συμμετρικό. Πράγματι, έστω s ∈ G(n) τότε :

ΦV (xs(1), ..., xs(n)) =
∑

a∈Λ(n,r)

(dimKV
a) · xa1

s(1) · ... · x
an
s(n) =

∑
a∈Λ(n,r)

(dimKV
a)x

as−1(s(1))

s(1) · ... · x
as−1(s(n))

s(n) =
∑

a∈Λ(n,r)

(dimKV
a)x

as−1(1)

1 · ... · x
as−1(n)
n

Επιπλέον από Πρόταση 3.3.1 έχουμε dimKV
a = dimKV

s(a)
, όπου s(a) = (as−1(1), ..., as−1(n)),

συνεπώς ΦV (xs(1), ..., xs(n)) =
∑

a∈Λ(n,r)

(dimKV
s(a))x

as−1(1)

1 · ... ·x
as−1(n)
n , όμως καθώς το a διατρέχει το

Λ(n, r), το ίδιο κάνει και το s(a) = s·a (για την ακρίβεια s·Λ(n, r) = Λ(n, r) και s·a = s·b ⇐⇒ a = b,
για κάθε a, b ∈ Λ(n, r) ), συνεπώς ΦV (xs(1), ..., xs(n)) =

∑
a∈Λ(n,r)

(dimKV
a)xa1

1 ·...·xann = ΦV (x1, ..., xn).

�

Ορισμός 3.4.2. ΄Εστω λ ∈ Λ+(n, r) τότε ορίζουμεmλ(x1, ..., xn) :=
∑

a∈[λ]W

xa1
1 ·...·xann ∈ Z[x1, ..., xn].

Το πολυώνυμο mλ το λέμε μονώνυμη συμμετρική συνάρτηση (monomial symmetric function). (Υ-

πενθυμίζουμε ότι W = G(n) και δρα στο Λ(n, r) όπως στην Παρατήρηση 3.1.3).

Σχόλιο. Το mλ επι της ουσίας είναι το άθροισμα όλων των μονωνύμων xa1
1 · ... ·xann όπου το a διατρέχει

όλες τις ”μεταθέσεις” του λ = (λ1, ..., λn).

Παρατήρηση 3.4.2. ΄Εστω V ∈MK(n, r) τότε

i) Το mλ(x1, ..., xn) είναι ομογενές βαθμού r και συμμετρικό, για κάθε λ ∈ Λ+(n, r).

ii) ΦV (x1, ..., xn) =
∑

λ∈Λ+(n,r)

(dimKV
λ)mλ(x1, ..., xn).
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Απόδειξη.

i) ΄Εστω s ∈ G(n) τότε:

mλ(xs(1), ..., xs(n)) =
∑

a∈[λ]W

xa1

s(1) · ... · x
an
s(n) =

∑
a∈[λ]W

x
as−1(s(1))

s(1) · ... · x
as−1(s(n))

s(n) =
∑

a∈[λ]W

x
as−1(1)

1 · ... · x
as−1(n)
n .

΄Ομως s · a = (as−1(1), ..., as−1(n)) και καθώς το a διατρέχει το [λ]W , το ίδιο κάνει και το s · a
(για την ακρίβεια s · [λ]W = [λ]W και s · a = s · b ⇐⇒ a = b, για κάθε a, b ∈ [λ]W ),
συνεπώς mλ(xs(1), ..., xs(n)) =

∑
a∈[λ]W

xa1
1 · ... · xann = mλ(x1, ..., xn). Η ομογένεια είναι άμεση

αφού [λ]W ⊆ Λ(n, r).

ii) Εφόσον η W δρα στο Λ(n, r) και Λ+(n, r) είναι σύνολο αντιπροσώπων τροχιών της δράσης
(Πόρισμα 3.1.1) τότε Λ(n, r) =

∐
λ∈Λ+(n,r)

[λ]W (ξένη ένωση). Συνεπώς,

ΦV (x1, ..., xn) =
∑

a∈Λ(n,r)

(dimKV
a)xa1

1 · ... · xann =
∑

λ∈Λ+(n,r)

(
∑

a∈[λ]W

(dimKV
a)xa1

1 · ... · xann ),

όμως από Πρόταση 3.3.1 έχουμε ΦV (x1, ..., xn) =
∑

λ∈Λ+(n,r)

((dimKV
λ)

∑
a∈[λ]W

xa1
1 · ... · xann ) =∑

λ∈Λ+(n,r)

(dimKV
λ)mλ(x1, ..., xn)

�

Σχόλιο. Παρακάτω παραθέτουμε κάποιες από τις βασικές ιδιότητες που έχουν οι χαρακτήρες αντικει-

μένων της MK(n, r).

Πρόταση 3.4.1. i) ΄Εστω V,W ∈ MK(n, r) με V ' W (Ισομορφισμός KΓ−προτύπων), τότε

ΦV = ΦW .

ii) a) ΄Εστω μία ακριβής ακολουθία 0 −→ V1
g−→ V

f−→ V2 −→ 0 στην MK(n, r). Τότε,

ΦV = ΦV1 + ΦV2 .

b) ΄Εστω V ∈MK(n, r) και W ≤ V (KΓ−υποπρότυπο), τότε ΦV/W = ΦV − ΦW .

c) ΄Εστω V ∈ MK(n, r) και V1, ..., Vn ∈ MK(n, r) με V = V1 ⊕ ... ⊕ Vn (ευθύ εσωτερικό ή

εξωτερικό άθροισμα), τότε ΦV1⊕...⊕Vn = ΦV1 + ...+ ΦVn .

iii) ΄Εστω μία σειρά KΓ−υποπροτύπων 0 = V0 ⊆ V1 ⊆ ... ⊆ Vl = V στην MK(n, r). Τότε,

ΦV =
l∑

r=1
ΦVr/Vr−1

.
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iv) ΄Εστω V1, ..., Vm με Vi ∈MK(n, ti), τότε V1 ⊗
K
...⊗

K
Vm ∈MK(n, t1 + ...+ tm) και

ΦV1⊗...⊗Vm =
m∏
i=1

ΦVi .

v) ΦV = ΦV o .

Σχόλιο. Εν γένη το αντίστροφο του i) δεν ισχύει. Παρόλα αυτά παρακάτω θα δούμε ότι το αντίστροφο

ισχύει όταν chK = 0.

Απόδειξη.

i) ΄Εστω f : V −→ W ο ισομορφισμός KΓ−προτύπων τότε η f |ξaV : ξaV −→ f(ξaV ) είναι
ισομορφισμός K−προτύπων (είναι ομομορφισμός Κ-προτύπων εξ΄ ορισμού του εξωτερικού πολ-
λαπλασιασμού του K στο V , Παρατήρηση 1.1.1 iii)). Επίσης f(ξaV ) = ξaf(V ) = ξaW = W a

,

άρα η f |V a : V a −→W a
είναι ισομορφισμός Κ-προτύπων και συνεπώς dimKV

a = dimKW
a
για

κάθε a ∈ Λ(n, r), άρα ΦV = ΦW .

ii) a) Από Πρόταση 3.3.2 η ακολουθία 0 −→ V1
a
g|V1

a

−→ V a
f |V1

a

−→ V2
a −→ 0 είναι ακριβής Κ-

προτύπων. Τότε όμως από ακρίβεια πρέπει V a/kerf |V1
a ' V2

a
και kerf |V1

a ' V1
a
(Ι-

σομορφισμοί Κ-προτύπων). Συνεπώς, dimKV2
a = dimK(V a/kerf |V1

a) = dimKV
a −

dimK(kerf |V1
a) = dimKV

a − dimKV1
a
, άρα dimKV

a = dimkV1
a + dimKV2

a
. Από

το τελευταίο έπεται άμεσα ότι ΦV = ΦV1 + ΦV2 .

b) ΄Αμεσο από ii)a) αν θεωρήσουμε την ακριβής ακολουθία 0 −→ W
i
↪→ V

π−→ V/W −→ 0
KΓ−προτύπων. (΄Οπου i, π οι φυσιολογικές ένθεση και προβολή).

c) ΄Εστω V = V1 ⊕ ... ⊕ Vn (ευθύ εξωτερικό άθροισμα). Θα γίνει με επαγωγή .Θεωρούμε

την ακριβή ακολουθία 0 −→ V1
i
↪→ V1 ⊕ ... ⊕ Vn

π−→ V2 ⊕ ... ⊕ Vn −→ 0 στην MK(n, r)
(όπου i(v1) = (v1, 0, ..., 0) και π(v1, ..., vn) = (v2, ..., vn)). Για n = 2 έχουμε άμεσα από
ii)a) ότι ΦV1⊕V2 = ΦV1 + ΦV2 , ενώ για n ≥ 2 έχουμε πάλι από ii)a) ότι ΦV1⊕...⊕Vn =

ΦV1 +ΦV2⊕...⊕Vn
Επαγωγή

= ΦV1 +ΦV2 + ...+ΦVn . Αν τώρα V = V1⊕ ...⊕Vn (ευθύ εσωτερικό
άθροισμα), τότε V ' V1 × ...× Vn = (ευθύ εξωτερικό άθροισμα) και το συμπέρασμα έπεται
από i) και αυτό που δείξαμε μόλις.

iii) ΄Αμεσο από ii)b) και το γεγονός ότι Φ0 = 0 ∈ Z[x1, ..., xn].

iv) Το πρώτο σκέλος έπεται από Πρόταση 3.3.3. Το δεύτερο σκέλος θα γίνει με επαγωγή στο
m. Πράγματι, για m = 2, έστω V ∈ MK(n, s), W ∈ MK(n, r), τότε με τους συμβολισμούς της
Πρότασης 3.3.4 έχουμε ότι dimK(V⊗W )γ =

∑
a+b=γ

dimK(V a⊗W b) =
∑

a+b=γ

dimK(V a)dimK(W b)

(η τελευταία ισότητα ισχύει από Υπενθύμιση 2.6.1).

Συνεπώς ΦV⊗W =
∑

γ∈Λ(n,r+s)

(
∑

a+b=γ

dimK(V a)dimK(W b))xγ1
1 · ... · x

γn
n . Από την άλλη,

ΦV · ΦW = (
∑

a∈Λ(n,r)

(dimKV
a)xa1

1 · ... · xann )(
∑

b∈Λ(n,r)

(dimKV
b)xb11 · ... · xbnn ) =
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∑
a∈Λ(n,s)

∑
b∈Λ(n,r)

dimK(V a)dimK(W b)xa1+b1
1 · ... · xan+bn

n , οπότε βγάζοντας κοινούς παράγοντες

εύκολα έπεται ότι ΦV⊗W = ΦV ΦW . Γενικά τώρα, από Παρατήρηση 3.4.3ii) και i) έχουμε ότι

ΦV1⊗...⊗Vm = ΦV1⊗(V2⊗...⊗Vn) = ΦV1ΦV2⊗...⊗Vn
Επαγωγή

= ΦV1ΦV2 ...ΦVn .

v) ΄Αμεσο από Πρόταση 3.3.7 ii).

�

Παρατήρηση 3.4.3. i) (Υπενθύμιση από multilinear άλγεβρα). ΄Εστω M1, ...,Mn, N1, ..., Nk

R−πρότυπα (όπου R =μεταθετικός) τότε υπάρχει ισομορφισμός R−προτύπων
φ : (M1 ⊗

R
...⊗

R
Mn)⊗

R
(N1 ⊗

R
...⊗

R
Nk) −→M1 ⊗

R
...⊗

R
Mn ⊗

R
N1 ⊗

R
...⊗

R
Nk ώστε:

φ((m1⊗ ...⊗mn)⊗ (n1⊗ ...⊗nk)) = m1⊗ ...⊗mn⊗n1⊗ ...⊗nk, για κάθε mi ∈Mi, nj ∈ Nj .

ii) Στην περίπτωση που Mi ∈ MK(n, ri), Nj ∈ MK(n, tj) και R = K, τότε η απεικόνιση φ που

είδαμε στο i) είναι ισομορφισμός KΓ−προτύπων.

Απόδειξη.

Θα δείξουμε το ii). Από i) έχουμε ότι η φ είναι ισομορφισμός K−προτύπων, οπότε μένει να
δείξουμε ότι είναι ομομορφισμός KΓ−προτύπων. Για συντομία ας πούμε ότι n = 1 και k = 2, οπότε
φ : M1 ⊗ (N1 ⊗ N2) −→ M1 ⊗ N1 ⊗ N2. ΄Εστω λοιπόν x ∈ M1 ⊗ (N1 ⊗ N2), k ∈ KΓ, τότε

x =
s∑
i=1

mi1 ⊗ (ni1 ⊗ ni2) και k =
∑
g
kgg, όπου kg ∈ K,mi1 ∈M1, nij ∈ Nj . Οπότε από Ορισμό 3.3.1:

φ(g · (mi1 ⊗ (ni1 ⊗ ni2))) = φ((g ·mi1)⊗ (g · ((ni1 ⊗ ni2)))) = φ((g ·mi1)⊗ ((g · ni1)⊗ (g · ni2))) =

(g ·mi1)⊗ (g · ni1)⊗ (g · ni2) = g · (mi1 ⊗ ni1 ⊗ ni2) = g · φ((mi1 ⊗ (ni1 ⊗ ni2)).

Τελικά,

φ(k · x) = φ(
∑
g

∑
i

kgg · (mi1 ⊗ (ni1 ⊗ ni2))) =
∑
g

∑
i

kgφ(g · (mi1 ⊗ (ni1 ⊗ ni2))) =∑
g

∑
i

kgg · φ((mi1 ⊗ (ni1 ⊗ ni2))) = (
∑
g

kgg) · φ(
∑
i

(mi1 ⊗ (ni1 ⊗ ni2))) = k · φ(x).

�

Ορισμός 3.4.3. ΄Εστω 1 ≤ r ≤ n και λ = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
r

, 0, ..., 0) ∈ Λ+(n, r) τότε ορίζουμε το στοιχείο er :=

m(1,...,1,0,...,0) ∈ Z[x1, ..., xn] και το λέμε r−στοιχειώδες συμμετρικό πολυώνυμο (ή rth−elementary
symmetric function).

Παράδειγμα 3.4.1. ΄Εστω 1 ≤ r ≤ n, Ε Κ-διανυσματικός χώρος πεπερασμένης διάστασης n, τότε
ΦΛrE = er = m(1,...,1,0,...,0).
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Απόδειξη.

Καταρχάς, ΦΛrE(x1, ..., xn) =
∑

λ∈Λ+(n,r)

dimK(ΛrE)λmλ(x1, ..., xn) και από Παράδειγμα 3.2.1 ι-

σχύει ότι dimK(ΛrE)λ =

{
1 αν υπάρχει l ∈ I(n, r) με l↗ και l ∈ λ
0 αλλιώς

, για κάθε λ ∈ Λ+(n, r). ΄Εστω

l ∈ I(n, r) με l↗ (γνησίως αύξουσα) και l ∈ λ , τότε (επειδή l =1-1) για το διάνυσμα λ = (λ1, ..., λn)
ισχύει ότι λi = 0 ή 1. Επίσης, (επειδή λ1 ≥ ... ≥ λn) αν λi0 = 0 για κάποιο i0 ∈ {1, ..., n}, τότε πρέπει
λi = 0 για κάθε i ≥ i0. Συνεπώς λ = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸

k

, 0, ..., 0), όμως
∑
i
λi = r, άρα λ = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸

r

, 0, ..., 0).

Με λίγα λόγια, αν υπάρχει λ ∈ Λ+(n, r) για το οποίο να υπάρχει l ∈ I(n, r) με l ↗ και l ∈ λ, τότε
λ = (1, ..., 1, 0, ..., 0), μάλιστα για το λ αυτό υπάρχει πράγματι τέτοιο l (π.χ. το l ∈ I(n, r) με l(i) = i
για κάθε i ∈ r), οπότε ΦΛrE = 1 ·m(1,...,1,0,...,0) = er

�

Πόρισμα 3.4.1. ΄Εστω Ε Κ-διανυσματικός χώρος πεπερασμένης διάστασης n και µ = (µ1, ..., µt)

ένα partition του r (δηλαδή µ1 ≥ ... ≥ µt ≥ 0 και

t∑
i=1

µi = r) με µ1 ≤ n (και άρα µi ≤ n για κάθε i).

Τότε:

i) Λµ1E ⊗ ...⊗ ΛµtE ∈MK(n, r).

ii) ΦΛµ1E⊗...⊗ΛµtE = eµ1 · ... · eµt , όπου eµi = m(1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
µi

,0,...,0).

Απόδειξη.

Το i) έπεται από Πρόταση 3.3.3, ενώ το ii) από Πρόταση 3.4.1 iv) και Παράδειγμα 3.4.1.
�

Υπενθύμιση 3.4.1. (Από την μεταθετική άλγεβρα)

i) Συμβολίζουμε με Sym(n, r) το Z−υποπρότυπο του Z[x1, ..., xn] που αποτελείται από τα συμμετρικά

πολυώνυμα ομογενή βαθμού r.

ii) ΄Εστω R μεταθετικός δακτύλιος με μονάδα, τότε για κάθε t ∈ n ορίζουμε όπως πριν τα et :=
m(1, ..., 1︸ ︷︷ ︸

t

,0,...,0) και θα τα λέμε στοιχειώδη συμμετρικά πολυώνυμα του R[x1, ..., xn]. Ιδιαιτέρως:

e1 = m(1,0,...,0) = x1 + ...+ xn

e2 = m(1,1,0,...,0) = x1x2 + ...+ x1xn + x2x3 + ...+ x2xn + ...+ xn−1xn =

.

.

.

en = m(1,...,1) = x1x2 · ... · xn

Γενικά, et =
∑

i1<...<it

xi1 · ... · xit , όπου τα i1, ..., it διατρέχουν το n ώστε i1 < ... < it.
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iii) (Θεμελιώδες Θεώρημα συμμετρικών πολυωνύμων). ΄Εστω R μεταθετικός δακτύλιος με μονάδα

1R, τότε κάθε συμμετρικό πολυώνυμο στον R[x1, ..., xn] είναι πολυώνυμο των στοιχειωδών συμ-

μετρικών πολυωνύμων. (Δηλαδή αν f(x1, ..., xn) ∈ R[x1, ..., xn], τότε υπάρχει g(x1, ..., xn) ∈
R[x1, ..., xn] ώστε g(e1, ..., en) = f(x1, ..., xn)). (Βλέπε [12, σελ. 14-16]).

Θεώρημα 3.4.1. ΄Εστω E Κ-διανυσματικός χώρος διάστασης n και r ≥ 0. Τότε:

i) Sym(n, r) = spanZ{ΦΛµ1E⊗...⊗ΛµtE | µ = (µ1, ..., µt) partition του r με µ1 ≤ n }.

ii) Sym(n, r) = spanZ{ΦV | V ∈MK(n, r)}.

Λήμμα 3.4.1. ΄Εστω 1 ≤ r ≤ n, τότε Sym(n, r) = spanZ{eµ1 · ... · eµt | µ = (µ1, ..., µt) partition
του r με µ1 ≤ n}

Απόδειξη.

Καταρχάς {eµ1 · ... · eµt | µ = (µ1, ..., µt) partition του r με µ1 ≤ n} ⊆ Sym(n, r) (αφού γινόμενο

συμμετρικών πολυωνύμων είναι άμεσα συμμετρικό και το eµ1 · ... · eµt είναι ομογενές βαθμού
t∑
i=1

µi = r,

ως γινόμενο ομογενών πολυωνύμων βαθμών µ1, ..., µt αντίστοιχα). ΄Αρα έπεται ο εγκλεισμός ” ⊆ ”.
Ανάποδα, αν f(x1, ..., xn) ∈ Sym(n, r) τότε από Υπενθύμιση 3.4.1 υπάρχει g(x1, ..., xn) ∈ Z[x1, ..., xn],

με g(x1, ..., xn) =
λ1,...,λn∑
i1,...,in

ni1,...,inx
i1
1 · ... · xinn , ni1,...,in ∈ Z και g(e1, ..., en) = f(x1, ..., xn). Δηλαδή,

f(x1, ..., xn) =
λ1,...,λn∑
i1,...,in

ni1,...,ine
ii
1 · ... · einn =

∑
(i1,...,in)∈λ1×...×λn

ni1,...,in e1 · ... · e1︸ ︷︷ ︸
i1

·... · en · ... · en︸ ︷︷ ︸
in

.

Τώρα, παρατηρούμε ότι λ1 × ... × λn =
λ1·1+...+λn·n⊔

s=1
As, όπου As := {(i1, ..., in) ∈ λ1 × ... ×

λn | 1 + ...+ 1︸ ︷︷ ︸
i1

+... + n+ ...+ n︸ ︷︷ ︸
in

= s}. Ο εγκλεισμός ” ⊇ ” και η ξένη ένωση είναι άμεσα, μένει να

δειχθεί ο εγκλεισμός ” ⊆ ”, πράγματι αν x = (i1, ..., in) ∈ λ1 × ... × λn, τότε i1 · 1 + ... + in · n ≤
λ1 · 1 + ... + λn · n, οπότε έχει νόημα να πούμε x ∈ Ai1·1+...+in·n και έπεται το ζητούμενο. Οπότε
μπορούμε να γράψουμε:

f(x1, ..., xn) =

λ1·1+...+λn·n∑
s=1

∑
(i1,...,in)∈As

ni1,...,in e1 · ... · e1︸ ︷︷ ︸
i1

·... · en · ... · en︸ ︷︷ ︸
in

.

΄Ομως κάθε πολυώνυμο fs(x1, ..., xn) =
∑

(i1,...,in)∈As
ni1,...,in e1 · ... · e1︸ ︷︷ ︸

i1

·...·en · ... · en︸ ︷︷ ︸
in

, όπου (i1, ..., in) ∈

As, είναι ομογενές βαθμού s και το f(x1, ..., xn) είναι ομογενές βαθμού r, άρα fs(x1, ..., xn) = 0 για
κάθε s 6= r (αυτό γιατί το Z[x1, ..., xn] είναι graded Z−άλγεβρα από την οικογένεια {Bm}m∈N όπου
Bn = {g(x1, ..., xn) ∈ Z[x1, ..., xn] | g ομογενές βαθμού m}).
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Τελικά f(x1, ..., xn) =
∑

(i1,...,in)∈Ar
ni1,...,in e1 · ... · e1︸ ︷︷ ︸

i1

·... · en · ... · en︸ ︷︷ ︸
in

και το (n, ..., n︸ ︷︷ ︸
in

, ..., 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
i1

) είναι

partition του r, συνεπώς f(x1, ..., xn) ∈ spanZ{eµ1 · ... · eµt | µ = (µ1, ..., µt) partition του r με
µ1 ≤ n}.

�

Απόδειξη. (Θεωρήματος)

Το i) είναι άμεσο από Πόρισμα 3.4.1 και Λήμμα 3.4.1. Ενώ το ii) είναι άμεσο από i).
�

Σχόλιο. Το σύνολο γεννητόρων {ΦV | V ∈MK(n, r)} του Sym(n, r) είναι ανεξάρτητο της επιλογής

του άπειρου σώματος K. Κλείνουμε την παράγραφο αυτή με την έννοια του φυσικού χαρακτήρα ϕV
(natural character) και την σύγκρισή του με τον formal character ΦV .

Ορισμός 3.4.4. ΄Εστω (V, ρ) ∈MK(n, r) (όπου ρ : KΓ −→ EndK(V ) η επαγόμενη αναπαράσταση),

τότε ορίζουμε τον natural character ϕV : Γ −→ K, ϕV (g) = Trace(ρ(g)) (εν΄ συντομία trρ(g)).

Σχόλιο. i) ΄Οταν λέμε Traceρ(g) θα εννοούμε το trace του πίνακα της γραμμικής απεικόνισης

ρ(g) : V −→ V ως προς οποιαδήποτε Κ-βάση του V .

ii) Η τιμή του Traceρ(g) είναι ανεξάρτητη της επιλογής της βάσης του V , καθώς όλοι αυτοί οι πίνα-

κες της ρ(g) ως προς τις διάφορες βάσεις, είναι όμοιοι και ξέρουμε ότι όμοιοι πίνακες έχουν το ίδιο

trace (όμοιοι πίνακες έχουν το ίδιο trace άμεσα εξ΄ ορισμού της ομοιότητας και από την ιδιότητα

tr(AB) = tr(BA)).

Παρατήρηση 3.4.4. ΄Εστω (V, ρ) ∈MK(n, r) και {va}a∈B μία Κ-βάση του V με αναλλοίωτο πίνακα

R = (rab). Τότε:

i) ϕV (g) = trR(g).

ii) ϕV =
∑
a∈B

raa ∈ AK(n, r).

Απόδειξη.

i) Εξ΄ ορισμού της ϕV , αν (ρ(g) : B,B) ο πίνακας της ρ(g) ως προς την βάση {va}a∈B του V , τότε
ϕV (g) = tr(ρ(g) : B,B). Το (ρ(g) : B,B) έχει στην (i, j)−θέση το kij που προκύπτει από την

σχέση ρ(g)(vj) =
n∑
λ=1

kλjeλ, επιπλέον kij = rij(g) (αφού ρ(g)(vj) = g · vj και εξ΄ ορισμού των

coefficient functions (Ορισμός 1.2.8) ). Τελικά (ρ(g) : B,B) = R(g) και έπεται το ζητούμενο.

ii) Από i) έχουμε ότι ϕV =
∑
a∈B

raa ∈ AK(n, r).

�
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Πρόταση 3.4.2. ΄Εστω V ∈ MK(n, r), K ⊆ L επέκταση σωμάτων και VL = V ⊗
K
L ∈ ML(n, r).

Τότε:

i) ΦV = ΦVL .

ii) ϕVL |ΓK = ϕV , όπου ΓK = GLn(K), ΓL = GLn(L) με ΓK ⊆ ΓL και ϕVL : ΓL −→ L.

Απόδειξη.

i) ΄Αμεσο από Πρόταση 3.3.6 iii).

ii) ΄Εστω (V, ρ), (VL, ρL) με ρ : KΓK −→ EndK(V ) και ρL : LΓL −→ EndL(VL). ΄Εστω g ∈ ΓK ,
θέλουμε να δείξουμε ότι ϕVL (g) = ϕV (g) ⇐⇒ trρL(g) = trρ(g).

Για το λόγο αυτό έστω {e1, ..., en} Κ-βάση του V και {e1 ⊗ 1L, ..., en ⊗ 1L} η L−βάση του VL
(Πρόταση 3.3.5). Αν δείξουμε ότι (ρL(g) : {ei ⊗ 1L}i) = (ρK(g) : {ei}i) (πίνακες γραμμικών
απεικονίσεων), τότε έπεται άμεσα ότι ϕVL (g) = ϕV (g).

΄Εστω eL : LΓL −→ SL(n, r), eK : KΓK −→ SK(n, r) οι γνωστοί επιμορφισμοί αλγεβρών, τότε:

Ισχυρισμός: eL(g) · (em ⊗ 1L) = (eK(g) · em)⊗ 1L.

Πράγματι, έστω eL(g) =
∑

(i,j)∈T
li,jξ

L
i,j , όπου li,j ∈ L (και T όπως Πρόταση 2.3.1, Ορισμό 2.3.2).

Τότε για κάθε (p, q) ∈ T έχουμε eL(g)(cLp,q) = lp,q ⇐⇒ cLp,q(g) = lp,q ⇐⇒
g∈ΓK

cKp,q(g) = lp,q,

συνεπώς lp,q ∈ K για κάθε (p, q) ∈ T . Συνεπώς:

eL(g) · (em ⊗ 1L) =
∑

(i,j)∈T

(ξKi,jem)⊗ (li,j1L)
li,j∈K

=
∑

(i,j)∈T

(li,jξ
K
i,jem)⊗ 1L =

(
∑

(i,j)∈T

li,jξ
K
i,jem)⊗ 1L = ((

∑
(i,j)∈T

li,jξ
K
i,j) · em)⊗ 1L.

Οπότε αν δείξουμε ότι
∑

(i,j)∈T
li,jξ

K
i,j = eK(g), τότε αποδείχθηκε ο ισχυρισμός. Πράγματι, υπεν-

θυμίζουμε ότι το {cKp,q}(p,q)∈T είναι Κ-βάση του AK(n, r) και eK(g)(cKp,q) = cKp,q(g) = cLp,q(g)
πριν

=

lp,q =
∑

(i,j)∈T
li,jξ

K
i,j(c

K
p,q), για κάθε (p, q) ∈ T , άρα eK(g) =

∑
(i,j)∈T

li,jξ
K
i,j . Ο ισχυρισμός αποδε-

ίχθηκε.

Συνεπώς ρL(g)(em⊗1L) = g ·(em⊗1L) = eL(g)·(em⊗1L)
Ισχ

= (eK(g)·em)⊗1L = (g ·em)⊗1L =
(ρK(g)(em))⊗1L. Δηλαδή ρL(g)(em⊗1L) = (ρK(g)(em))⊗1L, οπότε αν ρK(g)(em) = g ·em =
n∑
i=1

rim(g)ei, όπου rim(g) ∈ K, τότε ρL(g)(em⊗1L) =
n∑
i=1

rim(g)(ei⊗1L), για κάθε m = 1, ..., n.

Από το τελευταίο έπεται ότι (ρL(g) : {ei ⊗ 1L}i) = (ρK(g) : {ei}i) ⇐⇒ ϕVL (g) = ϕV (g).

�

Θεώρημα 3.4.2. ΄Εστω (V, ρ) ∈ MK(n, r) και g ∈ GLn(K), αν ζ1, ...ζn είναι οι ιδιοτιμές του g
(ενδεχομένως σε κάποια επέκταση του σώματος K) τότε ϕV (g) = ΦV (ζ1, ..., ζn).
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Λήμμα 3.4.2. i) Υπάρχουν μη μηδενικά πολυώνυμα f11(x), ..., fnn(x) ∈ K[x] ώστε για άπειρα

k ∈ K ο πίνακας gk = (fij(k))i,j να είναι διαγωνοποιήσιμος και αντιστρέψιμος.

ii) ΄Εστω D := {g ∈ Γ | g = διαγωνοποιήσιμος}. Αν f, h ∈ AK(n) με f |D = h|D , τότε f = h.

Απόδειξη.

i) Πριν ξεκινήσουμε θα μας χρειαστεί η εξής παρατήρηση:

Αν 0 < a1 < ... < an, 0 < b1 < ... < bn είναι δύο ακολουθίες φυσικών αριθμών, τότε το

πολυώνυμο f(x) = det(gx) είναι μη-μηδενικό, όπου gx =


(xa1)b1 (xa1)b2 ... (xa1)bn

(xa2)b1 (xa2)b2 ... (xa2)bn

. . ... .

. . ... .

(xan)b1 (xan)b2 ... (xan)bn

.
Πράγματι:

f(x) =
∑
σ∈Sn

s(σ)

n∏
i=1

(gx)iσ(i) =
∑
σ∈Sn

s(σ)

n∏
i=1

(xai)bσ(i) =

∑
σ∈Sn

s(σ)x

n∑
i=1

aibσ(i)

= x

n∑
i=1

aibi
+

∑
16=σ∈Sn

s(σ)x

n∑
i=1

aibσ(i)

Από το τελευταίο και το γεγονός ότι

n∑
i=1

aibi >
n∑
i=1

aibσ(i) για κάθε 1 6= σ ∈ Sn (βλέπε Λήμμα

2.1.1 - permutation inequality), έχουμε ότι f(x) 6= 0 και αποδείχθηκε η παρατήρηση.

΄Εστω ο πίνακας gx =


x x2 ... xn

x2 (x2)2 ... (x2)
n

. . ... .

. . ... .

xn (xn)2 ... (xn)n

, τότε από παρατήρηση στην αρχή έχουμε ότι
το f(x) = detgx είναι μη-μηδενικό πολ/μο στο K[x], οπότε έχει πεπερασμένες το πλήθος ρίζες.
Επιπλέον |K| = ∞, άρα f(k) = detgk 6= 0 για άπειρα k ∈ K, ισοδύναμα gk ∈ Γ για άπειρα το
πλήθος k ∈ K. ΄Εστω A = {k ∈ K | gk ∈ Γ}, τότε |A| =∞.
Ξέρουμε (από γραμμική άλγεβρα) ότι g−1

k = 1
detgk

adj(gk), όπου ο adj(gk) έχει στην (i, j)−θέση
το στοιχείο (−1)i+jdet(gk)ji (όπου (gk)ji είναι ο πίνακας που προκύπτει αν αφαιρέσουμε από τον
gk την j−γραμμή και i−στήλη).
΄Εστω λ ∈ Z με λ > M + n, όπου M = max

i,j
deg(gx)ij και θεωρούμε τον πίνακα hk =

diag(k, k2, ..., kn−1, kλ) για κάθε k ∈ B := A \ 0K . Τότε ο πίνακας gkhkgk
−1
είναι άμεσα

αντιστρέψιμος και διαγωνοποιήσιμος για κάθε k ∈ B, ιδιαιτέρως |B| =∞. Συνεπώς, ο πίνακας

Dk = (detgk) · gkhkgk−1 = gk · diag(k, k2, ..., kn−1, kλ) · adj(gk)

είναι άμεσα αντιστρέψιμος και διαγωνοποιήσιμος, για κάθε k ∈ B (όπου |B| =∞).
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Ισχυρισμός: Ο Dk έχει σε κάθε (i, j)−θέση, στοιχείο της μορφής fij(k), όπου 0 6= fij(x) ∈ K[x].

Πράγματι, θα υπολογίσουμε το γινόμενο Dk = gk · diag(k, k2, ..., kn−1, kλ) · adj(gk). Καταρχάς,
άμεσα έχουμε:

diag(k, k2, ..., kn−1, kλ) · adj(gk) =


(−1)1+1k · det(gk)11 ... (−1)1+nk · det(gk)n1

(−1)2+1k2 · det(gk)12 ... (−1)2+nk2 · det(gk)n2

: ... :
(−1)n+1kλ · det(gk)1n ... (−1)n+nkλ · det(gk)nn



Οπότε Dk =


k ... kn

k2 ... (k2)
n

: ... :
kn ... (kn)n

 ·


(−1)1+1k · det(gk)11 ... (−1)1+nk · det(gk)n1

(−1)2+1k2 · det(gk)12 ... (−1)2+nk2 · det(gk)n2

: ... :
(−1)n+1kλ · det(gk)1n ... (−1)n+nkλ · det(gk)nn

.
Αν ονομάσουμε τους πίνακες του γινομένου πάνω με (aij)i,j , (bij)i,j αντίστοιχα, τότε ο Dk έχει

στην (i, j)−θέση το στοιχείο:

n∑
s=1

aisbsj = (ki)
n
(−1)n+jkλdet(gk)jn +

n−1∑
s=1

(ki)
s
(−1)s+jksdet(gk)js =

(−1)n+jkin+λdet(gk)jn +
n−1∑
s=1

(−1)s+jkis+sdet(gk)js

Θεωρούμε το πολυώνυμο fij(x) = (−1)n+jxin+λdet(gx)jn +
n−1∑
s=1

(−1)s+jxis+sdet(gx)js, όπου

fij(k) = (Dk)ij . Αν δείξουμε ότι fij(x) 6= 0 τότε τελειώσαμε. Πράγματι, εξ΄ ορισμού του πίνακα
gx έχουμε ότι ο πίνακας (gx)jn είναι της μορφής που προϋποθέτει η παρατήρηση που κάναμε στην
αρχή της απόδειξης, άρα 0 6= det(gx)jn ∈ K[x] και συνεπώς 0 6= (−1)n+jxin+λdet(gx)jn ∈ K[x].
Επιπλέον, από την υπόθεση λ > M + n, για κάθε s = 1, ..., n− 1 έχουμε :

deg((−1)n+jxin+λdet(gx)jn) = deg(xin+λdet(gx)jn) > deg(xin+M+ndet(gx)jn) =

deg(xin+n) + deg(xMdet(gx)jn) > deg((−1)s+jxis+s) + deg(det(gx)js) = deg((−1)s+jxis+sdet(gx)js)

Συνεπώς deg((−1)n+jxin+λdet(gx)jn) > deg((−1)s+jxis+sdet(gx)js) για κάθε s = 1, ..., n − 1,
άρα fij(x) 6= 0.

ii) Αρκεί να δείξουμε ότι: Αν φ ∈ AK(n) και φ(g) = 0 για κάθε g ∈ D, τότε φ = 0. Αν
δείξουμε αυτό, τότε η γενική περίπτωση έπεται άμεσα θεωρώντας την φ = f − h ∈ AK(n)
και εφαρμόζοντας την ειδική περίπτωση. ΄Εστω λοιπόν φ ∈ AK(n) με φ|D = 0, τότε υπάρχει
f(x11, ..., xnn) =

∑
i11,...,inn

ki11,...,innx11
i11 · ... · xnninn ∈ K[x11, ..., xnn], (όπου iµν = 0, ...,mµν)

ώστε φ = f(c11, ..., cnn). Αν δείξουμε ότι km11,...,mnn = 0, τότε f(x11, ..., xnn) = 0. Από i)
υπάρχουν μη-μηδενικά f11(x), ..., fnn(x) ∈ K[x] ώστε για άπειρα k ∈ K ο πίνακας gk = (fij(k))i,j
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να είναι διαγωνοποιήσιμος και αντιστρέψιμος. Συνεπώς από υπόθεση πρέπει φ(gk) = 0 για άπειρα
k ∈ K, άρα:

0 =
∑

i11,...,inn

ki11,...,innc11(gk)
i11 · ... · cnn(gk)

inn =

km11,...,mnnf11(k)m11 · ... · fnn(k)mnn +
∑

(i11,...,inn) 6=(m11,...,mnn)

ki11,...,innf11(k)i11 · ... · fnn(k)inn

Οπότε το πολυώνυμο:

f(x) := km11,...,mnnf11(x)m11 ·...·fnn(x)mnn +
∑

(i11,...,inn)6=(m11,...,mnn)

ki11,...,innf11(x)i11 ·...·fnn(x)inn

έχει άπειρες ρίζες στο K και άρα είναι μηδενικό. Συνεπώς αν r := μεγιστοβάθμιος συντελεστής
του f(x), τότε r = 0. Ας υπολογίσουμε το r: Πράγματι, έστω rij ο μεγιστοβάθμιος συντελεστής
του fij(x), τότε rij 6= 0 για κάθε i, j (αφού fij(x) 6= 0) οπότε άμεσα βλέπουμε ότι

r = km11,...,mnnr
m11
11 · ... · rmnnnn και άρα πρέπει km11,...,mnn = 0.

�

Σχόλιο. ΄Ολη η ιδέα της απόδειξης του ii) του λήμματος κρύβεται στο σημείο όπου εξασφαλίσαμε ότι

fij(x) 6= 0 (⇐⇒ rij 6= 0) για κάθε i, j. Αν δεν ίσχυε αυτό τότε δεν θα είχαμε κατ΄ ανάγκη μεγιστοβάθ-

μιο συντελεστή του f(x) που να περιέχει το km11,...,mnn . Το ii) του λήμματος δεν ισχύει φυσικά γενικά

στο KΓ
.

Απόδειξη. (Θεωρήματος).

΄Εστω K ⊆ L μία επέκταση σωμάτων με L =αλγεβρικά κλειστό (δηλαδή κάθε πολυώνυμο πάνω από
το L έχει όλες του τις ρίζες στο L), ξέρουμε ότι υπάρχει πάντα. Ο λόγος που θεωρούμε την επέκταση
είναι επειδή το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του g ∈ ΓK μπορεί να μην έχει όλες του τις ρίζες (ισοδύναμα
τις ιδιοτιμές του g) στο K. Αν δείξουμε ότι ϕVL (g) = ΦVL(ζ1, ..., ζn) τότε τελειώσαμε, καθώς από
Πρόταση 3.4.2 έχουμε ότι ΦV (ζ1, ..., ζn) = ΦVL(ζ1, ..., ζn) = ϕVL (g) = ϕVL |ΓK (g) = ϕV (g). Με βάση
τα προαναφερθέντα, μπορούμε να θεωρήσουμε χ.β.γ ότι K =αλγεβρικά κλειστό.

Θα χωρίσουμε την απόδειξη στα εξής τρία βήματα:

i) ΄Εστω C = (cµν) τότε det(xIn − C) = xn − f1x
n−1 + ... + (−1)nfn, όπου fr ∈ AK(n, r) και

fr(g) = er(ζ1, ..., ζn) για κάθε r = 1, ..., n.

ii) ϕV (g) = ΦV (ζ1, ..., ζn) για κάθε g ∈ ΓK με g =διαγωνονοποιήσιμος.

iii) ϕV (g) = ΦV (ζ1, ..., ζn) για κάθε g ∈ ΓK .
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Απόδειξη του i):

det(xIn − C) =
∑
s∈Sn

sgn(s)
n∏
i=1

(xIn − C)is(i) =
n∏
i=1

(x − cii) +
∑

16=s∈Sn
sgn(s)

n∏
i=1

(xIn − C)is(i) =

n∏
i=1

(x− cii) +
∑

16=s∈Sn
sgn(s)(

∏
i∈Fixs

(x− cii)) · (
∏

i/∈Fixs
cis(i)), όπου Fixs = {i ∈ n | s(i) = i}.

Τώρα, επαγωγικά μπορεί να δειχθεί ότι

n∏
i=1

(x− cii) = xn−g1x
n−1 + ...+(−1)n−1gn−1x+(−1)ngn,

όπου gr ∈ AK(n, r) (θα γίνει στο τέλος). Επίσης θέτουμε |Fixs| = ns ≤ n και για κάθε 1 6= s ∈ Sn
έχουμε (θα γίνει στο τέλος) ότι

∏
i∈Fixs

(x− cii) = xns − h1x
ns−1 + ...+ (−1)ns−1hns−1x+ (−1)nshns ,

όπου hr ∈ AK(n, r) για κάθε r = 1, ..., ns. Επομένως, θέτοντας fs =
∏

i/∈Fixs
cis(i) ∈ AK(n, n − ns),

έχουμε ότι:

sgn(s)(
∏

i∈Fixs
(x− cii)) · (

∏
i/∈Fixs

cis(i)) = (−1)n−ns(
∏

i∈Fixs
(x− cii)) · fs =

(−1)n−nsfsx
ns + (−1)n−(ns−1)fsh1x

ns−1 + ...+ (−1)n−1fshns−1x+ (−1)nfshns

όπου fs ∈ AK(n, ns), fsh1 ∈ AK(n, n− (ns − 1)), ..., fshns ∈ AK(n, n).
Με λίγα λόγια το γινόμενο sgn(s)(

∏
i∈Fixs

(x − cii)) · (
∏

i/∈Fixs
cis(i)) είναι ένα πολυώνυμο της μορφής

(−1)n−kzn−kx
k+(−1)n−(k−1)zn−(k−1)x

k−1 +...+(−1)n−1zn−1x+(−1)nzn, όπου zr ∈ AK(n, r), τότε

όμως βγάζοντας κοινούς παράγοντες από τον n− k όρο και μετά του πολυωνύμου
n∏
i=1

(x− cii) (δηλαδή

τον (−1)n−kgn−kx
k
) έχουμε ότι το πολυώνυμο

n∏
i=1

(x− cii) +sgn(s)(
∏

i∈Fixs
(x− cii)) · (

∏
i/∈Fixs

cis(i)) είναι

της μορφής που ζητάει η εκφώνηση, κάνοντας το αυτό για κάθε 1 6= s ∈ Sn έχουμε ότι το πολυώνυμο

det(xIn−C) =
n∏
i=1

(x− cii) +
∑

16=s∈Sn
sgn(s)(

∏
i∈Fixs

(x− cii)) · (
∏

i/∈Fixs
cis(i)) είναι της μορφής που ζητάει

η εκφώνηση.

Μένει να δειχθεί γιατί παίρνουν τις μορφές που είδαμε πιο πάνω, τα πολ/μα

n∏
i=1

(x−cii),
∏

i∈Fixs
(x−cii).

Εμείς θα δείξουμε το εξής γενικότερο:

΄Εστω {bi}mi=1 ⊆ AK(n, 1) τότε
m∏
i=1

(x − bi) = xm − g1x
m−1 + ... + (−1)m−1gm−1x + (−1)mgm,

όπου gr ∈ AK(n, r).
Πράγματι, για m = 2 έχουμε ότι (x − b1)(x − b2) = x2 − (b1 + b2)x + (−1)2b1b2, όπου b1 + b2 ∈

AK(n, 1), b1b2 ∈ AK(n, 2). ΄Εστω m ≥ 2, τότε:

m∏
i=1

(x− bi) = (x− bm)

m−1∏
i=1

(x− bi)
επαγωγή

= (x− bm)(xm−1 − g1x
m−2 + ...+ (−1)m−1gm−1) =

(xm − g1x
m−1 + ...+ (−1)m−1gm−1x) + (−bmxm−1 + (−1)2bmg1x

m−2 + ...+ (−1)mgm−1bm) =

xm − (bm + g1)︸ ︷︷ ︸
∈AK(n,1)

xm−1 + ...+ (−1)m−1 (gm−1 + gm−2bm)︸ ︷︷ ︸
AK(n,m−1)

x+ (−1)m gm−1bm︸ ︷︷ ︸
∈AK(n,m)

.
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Τέλος πρέπει να δείξουμε ότι fr(g) = er(ζ1, ..., ζn). Για να μην υπάρχει σύγχυση θα συμβολίζουμε το
στοιχείο er ∈ Z[x1, ..., xn] με er = enr (δηλαδή υπάρχει διάκριση ως προς τις μεταβλητές). Τώρα, εξ΄

ορισμού των ιδιοτιμών, έχουμε ότι det(xIn −C(g)) = det(xIn − g) =
n∏
i=1

(x− ζi), και με επαγωγή στο

n θα δείξουμε ότι
n∏
i=1

(x− ζi) = xn − en1 (ζ1, ..., ζn)xn−1 + ...+ (−1)nenn(ζ1, ..., ζn), πράγμα που εξάγει

άμεσα την σχέση fr(g) = er(ζ1, ..., ζn) για κάθε r = 1, ..., n. Πράγματι, για n = 2 έχουμε ότι:

det(xI2−C(g)) = (x− ζ1)(x− ζ2) = x2− (ζ1 + ζ2)x+ (−1)2ζ1ζ2 = x2− e2
1(ζ1, ζ2)x+ (−1)2e2

2(ζ1, ζ2).

΄Εστω n ≥ 2 τότε
n−1∏
i=1

(x− ζi) = xn−1− en−1
1 (ζ1, ..., ζn−1)xn−2 + ...+ (−1)n−1en−1

n−1(ζ1, ..., ζn−1). Τότε,

παρόμοια με αυτό που δείξαμε πιο πάνω για το

m∏
i=1

(x− bi) (με ζn αντί bm και en−1
i (ζ1, ..., ζn−1) αντί gi),

κάνοντας πράξεις έχουμε ότι:

n∏
i=1

(x− ζi) = (x− ζn)

n−1∏
i=1

(x− ζi) = xn − (ζn + en−1
1 (ζ1, ..., ζn−1))xn−1 + ...

...+ (−1)n−1(en−1
n−1(ζ1, ..., ζn−1) + en−1

n−2(ζ1, ..., ζn−1)ζn)x+ (−1)nen−1
n−1(ζ1, ..., ζn−1)ζn

΄Ομως ας παρατηρήσουμε ότι :

en−1
1 (ζ1, ..., ζn−1) + ζn = en1 (ζ1, ..., ζn)

en−1
2 (ζ1, ..., ζn−1) + ζne

n−1
1 (ζ1, ..., ζn−1) = en2 (ζ1, ..., ζn)

:

en−1
n−1(ζ1, ..., ζn−1) + en−1

n−2(ζ1, ..., ζn−1)ζn = enn−1(ζ1, ..., ζn)

en−1
n−1(ζ1, ..., ζn−1)ζn = enn(ζ1, ..., ζn).

Απόδειξη του ii):
΄Εστω g ∈ ΓK με g =διαγωνοποίησιμός, τότε υπάρχει z ∈ ΓK ώστε zgz

−1 = diag(ζ1, ..., ζn).
Επιπλέον αν B μία Κ-βάση του V , τότε ϕV (g) = ϕV (zgz−1). Πράγματι,

ϕV (zgz−1) = tr(ρ(zgz−1) : B) =

tr(ρ(z) ◦ ρ(g) ◦ ρ(z−1) : B) = tr((ρ(z) : B) · (ρ(g) : B) · (ρ(z−1) : B))
tr(AC)=tr(CA)

=

tr((ρ(z) : B) · (ρ(z−1) : B) · (ρ(g) : B)) = tr((ρ(z) ◦ ρ(z−1) : B) · (ρ(g) : B)) =

tr((IdV : B) · (ρ(g) : B)) = tr(In · (ρ(g) : B)) = ϕV (g)

Συνεπώς, αν δείξουμε ότι ϕV (zgz−1) = ΦV (ζ1, ..., ζn), τότε τελειώσαμε. Πράγματι, αρχικά έχουμε
ϕV (zgz−1) = ϕV (diag(ζ1, ..., ζn)) = trρ(diag(ζ1, ..., ζn)). Τώρα για τον υπολογισμό του trρ(diag(ζ1, ..., ζn))
θα διαλέξουμε κατάλληλη βάση του V . Για την ακρίβεια, για κάθε a ∈ Λ(n, r) διαλέγουμε μία K−βάση
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του V a
, έστω Ba = {ea1, ..., eala} και (αφού V =

⊕
a∈Λ(n,r)

V a
) ξέρουμε από Υπενθύμιση 3.3.1 ότι

το B =
⋃

a∈Λ(n,r)

Ba είναι Κ-βάση του V . Τώρα ρ(diag(ζ1, ..., ζn))(eai ) = diag(ζ1, ..., ζn) · eai
eai ∈V a=

ζa1
1 · ... · ζann eai , για κάθε i = 1, ..., la. Συνεπώς ο πίνακας (ρ(diag(ζ1, ..., ζn) : B) έχει στην διαγώνιο
το στοιχείο ζa1

1 · ... · ζann la = dimKV
a−φορές για κάθε a ∈ Λ(n, r), άρα tr(ρ(diag(ζ1, ..., ζn)) : B) =∑

a∈Λ(n,r)

dimKV
aζa1

1 · ... · ζann = ΦV (ζ1, ..., ζn).

Απόδειξη του iii):
Εφόσον ΦV ∈ Sym(n, r), τότε από Λήμμα 3.4.1 έχουμε ότι ΦV =

∑
µ∈M

bµeµ1 · ... · eµt , όπου bµ ∈ Z

και M = {(µ1, ..., µt) | t ∈ N και µ = (µ1, ...µt) = partition του r}. Επίσης ορίζουμε ψ : ΓK −→ K
με ψ =

∑
µ∈M

(bµ · 1K) · fµ1 · ... · fµt ∈ AK(n, r) και από βήμα i) έχουμε ότι ΦV (ζ1, ..., ζn) = ψ(g) για

κάθε g ∈ ΓK . ΄Αρα από βήμα ii) έχουμε ότι ϕV (g) = ψ(g) για κάθε g ∈ ΓK με g =διαγωνοποιήσιμο.
Τέλος από Λήμμα 3.4.2 έχουμε ότι ϕV (g) = ψ(g) για κάθε g ∈ Γ, οπότε ΦV (ζ1, ..., ζn) = ϕV (g), για
κάθε g ∈ Γ.

�

Σχόλιο. Στη συνέχεια και μέχρι το τέλος της παραγράφου αυτής στόχος μας είναι η απόδειξη του

παρακάτω θεωρήματος.

Θεώρημα 3.4.3. ΄Εστω V1, ..., Vt ∈ MK(n, r) μη-ισόμορφα ανά δύο absolutely irreducible πρότυπα

με characters Φ1, ...,Φt αντίστοιχα. Τότε το σύνολο {Φ1, ...,Φt} είναι Z−γραμμικά ανεξάρτητο υπο-

σύνολο του Sym(n, r).

Πριν προχωρήσουμε στην απόδειξη του θεωρήματος, θα χρειαστούμε κάποιες υπενθυμίσεις από την

μη-μεταθετική άλγεβρα. Οι υπενθυμίσεις αφοράν κυρίως την έννοια του absolutely irreducibility και το

Θεώρημα Frobenious-Schur.

Υπενθύμιση 3.4.2. (Μη-μεταθετική άλγεβρα)

i) ΄Εστω R = K−άλγεβρα, V ∈ mod(R) και K ⊆ L επέκταση σωμάτων. Τότε έχουμε τα εξής

αντικείμενα:

• Ορίζεται το Κ-πρότυπο V L := V ⊗
K
L, που γίνεται L−πρότυπο ώστε λ · (v⊗ l) = v⊗λl, για

κάθε v ∈ V, λ, l ∈ L.
• Ορίζεται το Κ-πρότυπο RL := R⊗

K
L, που γίνεται L−άλγεβρα ώστε λ · (r ⊗ l) = r ⊗ λl και

(r1 ⊗ l1) · (r2 ⊗ l2) = r1r2 ⊗ l1l2 για κάθε r1, r2 ∈ R λ, l, l1, l2 ∈ L.
• Το V L

γίνεται RL−πρότυπο ώστε (r⊗λ) ·(v⊗l) = rv⊗λl, για κάθε r ∈ R, v ∈ V, λ, l ∈ L.
Μάλιστα η δομή L-προτύπου που επάγει το RL στο V L

(δηλαδή λ · v = (λ · 1RL) · v, για

λ ∈ L, v ∈ V ) ταυτίζεται με την αρχική δομή L−προτύπου που είχε το V L
.
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ii) Αν {e1, ..., en} η Κ-βάση του V τότε το {e1 ⊗ 1L, ..., en ⊗ 1L} είναι L−βάση του V L
. Ιδιαιτέρως

V L ∈ mod(RL).

iii) ΄Εστω R = K−άλγεβρα και V ∈ mod(R) με V = irreducible (δηλαδή απλό R−πρότυπο) .

Λέμε ότι το V είναι absolutely irreducible αν για κάθε επέκταση σωμάτων K ⊆ L, το V L
είναι

irreducible RL−πρότυπο.

Απόδειξη.

i) Τα δύο πρώτα είναι άμεσα από Υπενθύμιση 2.5.1. Μένει να δείξουμε το τρίτο. Πράγματι,

΄Εστω s ∈ RL, v ∈ V L
με s =

n∑
i=1

ri ⊗ λi, v =
m∑
j=1

vj ⊗ lj τότε ορίζουμε:

s · v :=
n∑
i=1

m∑
j=1

rivj ⊗ λilj .

Η απόδειξη των ιδιοτήτων του εξωτερικού πολλαπλασιασμού είναι άμεσες με πράξεις. Αυτό που

έχει αξία να δούμε είναι το καλά ορισμένο. Πράγματι, έστω

n∑
i=1

r
(1)
i ⊗ λ

(1)
i =

n∑
i=1

r
(2)
i ⊗ λ

(2)
i ∈ RL

και

m∑
j=1

v
(1)
j ⊗ l

(1)
j =

m∑
j=1

v
(2)
j ⊗ l

(2)
j ∈ V L

. Για κάθε j = 1, ...,m θεωρούμε την

fj : R×L −→ V L, fj(r, λ) = rv
(1)
j ⊗λl

(1)
j . Η fj είναι multilinear Κ-προτύπων, συνεπώς υπάρχει

ομομορφισμός Κ-προτύπων hj : RL −→ V L
με hj(r ⊗ λ) = rv

(1)
j ⊗ λl

(1)
j . Οπότε έχουμε:

hj(
∑
i

r
(1)
i ⊗ λ

(1)
i ) = hj(

∑
i

r
(2)
i ⊗ λ

(2)
i ) ∀j ⇐⇒∑

i

r
(1)
i v

(1)
j ⊗ λ

(1)
i l

(1)
j =

∑
i

r
(2)
i v

(1)
j ⊗ λ

(2)
i l

(1)
j ∀j =⇒∑

j

∑
i

r
(1)
i v

(1)
j ⊗ λ

(1)
i l

(1)
j =

∑
j

∑
i

r
(2)
i v

(1)
j ⊗ λ

(2)
i l

(1)
j (∗).

Παρόμοια για κάθε i = 1, ..., n ορίζεται ομομορφισμός Κ-προτύπων έστω gi : V L −→ RL με

gi(v ⊗ l) = r
(2)
i v ⊗ λ(2)

i l και συνεπώς:

gi(
∑
j

v
(1)
j ⊗ l

(1)
j ) = gi(

∑
j

v
(2)
j ⊗ l

(2)
j ) ∀i⇐⇒

∑
j

r
(2)
i v

(1)
j ⊗ λ

(2)
i l

(1)
j =

∑
j

r
(2)
i v

(2)
j ⊗ λ

(2)
i l

(2)
j ∀i =⇒

∑
i

∑
j

r
(2)
i v

(1)
j ⊗ λ

(2)
i l

(1)
j =

∑
i

∑
j

r
(2)
i v

(2)
j ⊗ λ

(2)
i l

(2)
j (∗∗).

Από (∗), (∗∗) έπεται το καλά ορισμένο. ΄Οσο για το δεύτερο σκέλος, αν λ ∈ L και v =
∑
i
vi⊗ li ∈

V L
, τότε (λ · 1RL) · v = (1R ⊗ λ) · (

∑
i
vi ⊗ li) =

∑
i

1Rvi ⊗ λli =
∑
i
vi ⊗ λli = λv.
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ii) Είναι άμεσο από Υπενθύμιση 3.3.2.

�

Λήμμα 3.4.3. ΄Εστω R = K−άλγεβρα, K ⊆ L επέκταση σωμάτων και V,W R−πρότυπα με

dimKV <∞ (δηλαδή V ∈ mod(R)). Τότε υπάρχει ισομορφισμός L−προτύπων :

Θ : HomR(V,W )⊗
K
L −→ HomRL(V L,WL).

όπου Θ(f ⊗ λ)(v ⊗ l) = f(v)⊗ λl, για κάθε v ∈ V, λ, l ∈ L, f ∈ HomR(V,W ).

Απόδειξη. (Βλέπε [21, σελ. 110, (7.4) Lemma ] ή [4, σελ. 200, (29.5)])
΄Εστω {ai | i ∈ I} Κ-βάση του L και {e1, ..., en} Κ-βάση του V . Για κάθε (f, λ) ∈ HomR(V,W )×L,

θεωρούμε την φf,λ : V ×L −→WL
με φf,λ(v, l) = f(v)⊗ lλ, η φ είναι άμεσα multilinear Κ-προτύπων,

άρα υπάρχει ομομορφισμός Κ-προτύπων fλ : V L −→ WL
ώστε fλ(v ⊗ l) = f(v) ⊗ lλ, για κάθε

v ∈ V, l ∈ L. Μάλιστα η fλ είναι ομομορφισμός R
L−προτύπων, πράγματι έστω r =

m∑
i=1

ri ⊗ li ∈

RL, v =
t∑

j=1
vj ⊗ λj ∈ V L

τότε:

fλ((ri ⊗ li) · (vj ⊗ λj)) = fλ(rivj ⊗ liλj) = f(rivj)⊗ λliλj =

rif(vj)⊗ λliλj = (ri ⊗ li) · (f(vj)⊗ λλj) = (ri ⊗ li) · fλ((vj ⊗ λj)).

Συνεπώς, fλ(r · v) =
∑
i

∑
j
fλ((ri ⊗ li) · (vj ⊗ λj)) =

∑
i

∑
j

(ri ⊗ li) · fλ((vj ⊗ λj)) = r · f(v). ΄Αρα

fλ ∈ HomRL(V L,WL) για κάθε (f, λ) ∈ HomR(V,W )× L. ΄Ετσι ορίζεται:

h : HomR(V,W )× L −→ HomRL(V L,WL), (f, λ) 7−→ fλ

Μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι η h είναι multilinear K−προτύπων και άρα υπάρχει ομομορφισμός
Κ-προτύπων Θ : HomR(V,W ) ⊗

K
L −→ HomRL(V L,WL) ώστε Θ(f ⊗ λ) = fλ, μάλιστα η Θ είναι

ομομορφισμός L−προτύπων (πράγματι, αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε f,∈ HomR(V,W ), l, λ ∈ L
ισχύει: Θ(l · (f ⊗λ)) = Θ(f ⊗ lλ) = l ·Θ(f ⊗λ) ⇐⇒ flλ = lfλ, το τελευταίο όμως ελέγχεται εύκολα
κατά σημείο). Πάμε τώρα να δείξουμε ότι Θ είναι 1-1 και επί:

Θ 1-1: ΄Εστω x ∈ HomR(V,W )⊗
K
L με Θ(x) = 0. Από Υπενθύμιση 2.5.2 έχουμε x =

∑
i∈I

gi⊗ ai
όπου πεπερασμένο το πλήθος όροι είναι μη-μηδενικοί και η γραφή είναι μοναδική. Συνεπώς,

0 =
∑
i∈I

Θ(gi ⊗ ai) =⇒
∑
i∈I

Θ(gi ⊗ ai)(v ⊗ 1L) = 0 ∀v ∈ V =⇒
∑
i∈I

gi(v)⊗ ai = 0 ∀v ∈ V

Υπενθ 2.5.2
=⇒ gi(v) = 0 ∀v ∈ V, i ∈ I =⇒ gi = 0 ∀i ∈ I =⇒ x = 0.

Θ επί: ΄Εστω f ∈ HomRL(V L,WL), τότε (από Υπενθύμιση 2.5.2) f(v⊗ 1L) =
∑
i∈I

gi(v)⊗ ai (∗),

όπου πεπερασμένο το πλήθος όροι είναι μη-μηδενικοί και η γραφή είναι μοναδική. Για κάθε i ∈ I
θεωρούμε τις απεικονίσεις gi : V −→W, v 7−→ gi(v) .
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Ισχυρισμός. i) gi ∈ HomR(V,W ).

ii) Πεπερασμένο το πλήθος gi είναι μη-μηδενικά.

Απόδειξη (ισχυρισμού):

i) Καταρχάς, gi είναι καλά ορισμένες από μοναδικότητα γραφής στην σχέση (∗). Στη συνέχεια έστω
v1, v2 ∈ V, r ∈ R, τότε:∑

i∈I
gi(v1 + v2)⊗ ai = f((v1 + v2)⊗ 1L) = f(v1 ⊗ 1L) + f(v2 ⊗ 1L) =∑

i∈I
gi(v1)⊗ ai +

∑
i∈I

gi(v2)⊗ ai =
∑
i∈I

(gi(v1) + gi(v2))⊗ ai

Από το τελευταίο και μοναδικότητα γραφής στην (∗) έχουμε ότι gi(v1 + v2) = gi(v1) + gi(v2) για
κάθε i ∈ I. Επίσης,∑

i∈I
gi(rv)⊗ ai = f(rv ⊗ 1L) = f((r ⊗ 1L) · (v ⊗ 1L)) =

(r ⊗ 1L) · f(v ⊗ 1L) = (r ⊗ 1L) · (
∑
i∈I

gi(v)⊗ ai) =
∑
i∈I

rgi(v)⊗ ai

Από το τελευταίο και μοναδικότητα γραφής στην (∗) έχουμε ότι gi(rv) = rgi(v) για κάθε i ∈ I.

ii) Για κάθε j ∈ n θεωρούμε το σύνολο Aj := {i ∈ I | gi(ej) 6= 0}. Παρατηρούμε ότι |Aj | < ∞
για κάθε j ∈ n, πράγματι, f(ej ⊗ 1L) =

∑
i∈I

gi(ej) ⊗ ai όπου πεπερασμένο το πλήθος όροι είναι

μη-μηδενικοί, άρα gi(ej) ⊗ ai 6= 0 για πεπερασμένο το πλήθος i ∈ I, όμως για τα i ∈ I με
gi(ej) ⊗ ai = 0, πρέπει από Υπενθύμιση 2.5.2 να ισχύει gi(ej) = 0, συνεπώς |Aj | < ∞. ΄Εστω

τώρα το A =
n⋃
j=1

Aj , τότε |A| < ∞ και επειδή {e1, ..., en} είναι Κ-βάση του V , έχουμε ότι

gi = 0 ∀i /∈ A.

Με βάση τώρα τον ισχυρισμό ορίζεται καλά το στοιχείο h =
∑
i∈I

gi ⊗ ai και Θ(h) = f , πράγματι αν

x =
m∑
j=1

vj ⊗ lj , τότε:

Θ(h)(vj ⊗ lj) =
∑
i∈I

Θ(gi ⊗ ai)(vj ⊗ lj) =
∑
i∈I

gi(vj)⊗ ljai =

lj(
∑
i∈I

gi(vj)⊗ ai) = ljf(vj ⊗ 1L) = f(vj ⊗ lj)

Από το τελευταίο έχουμε Θ(h)(x) =
∑
j

Θ(h)(vj ⊗ lj) =
∑
j
f(vj ⊗ lj) = f(x). ΄Αρα Θ(h) = f .

�
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Παρατήρηση 3.4.5. Μέσα από την απόδειξη του Λήμματος 3.4.3 παρατηρούμε ότι χωρίς την υπόθε-

ση dimKV <∞, η Θ πάλι ορίζεται και είναι μονομορφισμός L−προτύπων.

Λήμμα 3.4.4. ΄Εστω K ⊆ L επέκταση σωμάτων. Τότε

i) Υπάρχει ισομορφισμός L−αλγεβρών ψ : SL(n, r) −→ SK(n, r)L = SK(n, r)⊗
K
L ώστε,

ψ(
∑

(i,j)∈T
li,jξ

L
i,j) =

∑
(i,j)∈T

ξKi,j ⊗ li,j . Μάλιστα ψ(λξLi,j) = ξKi,j ⊗ λ για κάθε i, j ∈ I(n, r), λ ∈ L.

ii) ΄Εστω V ∈ mod(SK(n, r)) τότε το V L = V ⊗
K
L γίνεται SK(n, r)L−πρότυπο και κατά συνέπεια

SL(n, r)−πρότυπο με εξωτερικό πολ/μό: s · x := ψ(s) · x, για κάθε s ∈ SL(n, r), x ∈ V L
.

Επιπλέον η δομή SL(n, r)−προτύπου που δώσαμε στο V L
ταυτίζεται με αυτή που ξέρουμε από την

Παρατήρηση 3.3.2.

Απόδειξη.

i) Η ιδέα είναι ίδια με αυτή της απόδειξης της Πρότασης 2.5.1 ii).

Ξέρουμε ότι το σύνολο {ξLi,j}(i,j)∈T αποτελεί L−βάση του SL(n, r). Επίσης επειδή το {ξKi,j}(i,j)∈T
αποτελεί K−βάση του SK(n, r), τότε (από Υπενθύμιση 3.3.2 ii)) το σύνολο {ξKi,j ⊗ 1L}(i,j)∈T
αποτελεί L−βάση του SK(n, r)⊗

K
L. Ιδιαιτέρως dimLSL(n, r) = dimL(SK(n, r)⊗

K
L) = |T |. Από

τα τελευταία έχουμε ότι υπάρχει ισομορφισμός L-προτύπων ώστε:

φ : SK(n, r)⊗
K
L −→ SL(n, r), ξKi,j ⊗ 1L 7−→ ξLi,j , για κάθε (i, j) ∈ T .

Θα δείξουμε ότι η φ είναι ομομορφισμός δακτυλίων και άρα L−αλγεβρών. Πράγματι,
φ ομομορφισμός δακτυλίων: Επειδή φ ομομορφισμός L-προτύπων και το {ξKi,j ⊗ 1L}(i,j)∈T
αποτελεί L−βάση του SK(n, r) ⊗

K
L, αρκεί να δείξουμε για κάθε (p, q), (i, j) ∈ T ότι ισχύει

φ((ξKi,j ⊗ 1L) · (ξKp,q ⊗ 1L)) = φ(ξKi,j ⊗ 1L) · φ(ξKp,q ⊗ 1L). Πράγματι,

φ((ξKi,j ⊗ 1L) · (ξKp,q ⊗ 1L)) = φ((
∑

(k,l)∈T

Z(i, j, p, q, k, l)ξKk,l)⊗ 1L) =
∑

(k,l)∈T

(Z(i, j, p, q, k, l) · 1L)ξLk,l =

∑
(k,l)∈T

Z(i, j, p, q, k, l)ξLk,l = ξLi,j · ξLp,q = φ(ξKi,j ⊗ 1L) · φ(ξKp,q ⊗ 1L).

Συνεπώς έχουμε ψ = φ−1 : SL(n, r) −→ SK(n, r)L ισομορφισμό L-αλγεβρών με ψ(ξLi,j) =

ξKi,j ⊗ 1L, για κάθε (i, j) ∈ T . Εμείς θα δείξουμε ότι η τελευταία σχέση ισχύει για κάθε i, j ∈
I(n, r). Πράγματι, έστω (i, j) ∈ I(n, r) × I(n, r), τότε (επειδή T =σύνολο αντιπροσώπων)
υπάρχει (μοναδικό) (p, q) ∈ T ώστε (i, j) ∼ (p, q), δηλαδή ξLi,j = ξLp,q και ξ

K
i,j = ξKp,q (Παρατήρηση

2.3.1), έτσι ψ(ξLi,j) = φ(ξLp,q)
(p,q)∈T

====== ξKp,q ⊗ 1L = ξKi,j ⊗ 1L. ΄Αρα ψ(λξLi,j) = λψ(ξLi,j) = ξKi,j ⊗ λ
για κάθε i, j ∈ I(n, r), λ ∈ L.
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ii) Το δεύτερο σκέλος έπεται άμεσα με πράξεις (δεδομένου του τύπου της ψ).

�

Υπενθύμιση 3.4.3. (Μη-μεταθετική άλγεβρα)

i) ΄Εστω R = K−άλγεβρα, V ∈ mod(R) και {e1, ..., en} μία Κ-βάση του V , τότε ορίζονται τα

coordinate functions fij : R −→ K από την σχέση r · ej =
n∑
i=1

fij(r)ej , μάλιστα το fij είναι

Κ-γραμμική.

ii) Θεώρημα (Frobenious-Schur): ΄ΕστωK αλγεβρικά κλειστό σώμα, R = K−άλγεβρα καιM1, ...,Mk

irreducible R−πρότυπα, μη ισόμορφα ανά δύο με dimKMr = nr (για κάθε 1 ≤ r ≤ k) και α-

ντίστοιχα coordinatefunctions τα {f (r)
ij }i,j . Τότε το σύνολο {f (r)

ij | 1 ≤ i, j ≤ nr, 1 ≤ r ≤ k}
είναι Κ-γραμμικά ανεξάρτητο.

Απόδειξη. Το Θεώρημα Frobenious-Schur είναι ένα αρκετά φημισμένο αποτέλεσμα στην θεωρία
αναπαραστάσεων (representation theory) και μια απόδειξη του μπορεί να βρει κανείς στο [4, σελ.183]

�

Σχόλιο. Είμαστε έτοιμοι τώρα να αποδείξουμε το Θεώρημα 3.4.3 και να κλείσουμε εδώ την παράγραφο

αυτή.

Απόδειξη. (Θεωρήματος 3.4.3)

Ιδέα: Θέλουμε να εφαρμόσουμε το θεώρημα Frobenious-Schur, αλλά μας λείπει η υπόθεση
του αλγεβρικού κλειστού σώματος. Για το λόγο αυτό θα περάσουμε στα πρότυπα V L

1 , ..., V
L
t , όπου

K ⊆ L =αλγεβρικά κλειστό. Αυτή η μετάβαση δεν μας πειράζει καθώς οι χαρακτήρες μένουν ίδιοι όπως
είδαμε στην Πρόταση 3.4.2. Αναλυτικά έχουμε τα εξής:

΄Εστω K ⊆ L = αλγεβρικά κλειστό (υπάρχει πάντα τέτοια επέκταση). Τότε ορίζονται τα V L
1 , ..., V

L
t

και είναι irreducible και μη-ισόμορφα ανά δύο SK(n, r)L−πρότυπα (∗).
Πράγματι, τα V L

1 , ..., V
L
t είναι irreducible (αφού τα V1, ..., Vt είναι absolutely irreducible). ΄Οσο

για το δεύτερο σκέλος, επειδή τα V1, ..., Vt είναι μη-ισόμορφα irreducible SK(n, r)−πρότυπα (ως μη-
ισόμορφα irreducible πρότυπα στην MK(n, r)) τότε πρέπει HomSK(n,r)(Vi, Vj) = 0 για κάθε i 6= j,

συνεπώς από Λήμμα 3.4.3 πρέπει HomSK(n,r)L(V L
i , V

L
j ) = 0 για κάθε i 6= j, άρα άμεσα τα V L

1 , ..., V
L
t

είναι μη-ισόμορφα SK(n, r)L−πρότυπα.

Από Λήμμα 3.4.4 i) υπάρχει ψ : SL(n, r) −→ SK(n, r)L (Ισομορφισμός L−αλγεβρών) άρα τα
V L

1 , ..., V
L
t γίνονται SL(n, r)−πρότυπα με εξωτερικό πολ/μό τον εξής: s · x := ψ(s)x, για κάθε

s ∈ SL(n, r), x ∈ V L
i .

Τώρα από (∗) εύκολα έπεται τα V L
1 , ..., V

L
t , είναι irreducible και μη-ισόμορφα ανά δύο SL(n, r)−πρότυπα

(⇐⇒ LΓL−πρότυπα, παράγραφο 2.4), με dimLV
L
i < ∞ (από Υπενθύμιση 3.4.2 ii) και γεγονός ότι
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dimKVi < ∞). Μάλιστα από Λήμμα 3.4.4 ii) το δεύτερο σκέλος μπορούμε να κάνουμε χρήση της
Πρόταση 3.4.2 και να πούμε ότι ΦV = ΦV L .

Τελικά, έχουμε L =αλγεβρικά κλειστό, LΓL = L−άλγεβρα, V L
1 , ..., V

L
t μη-ισόμορφα irreducible

LΓL−πρότυπα με dimLV
L
i = ni < ∞ για κάθε i = 1, ..., t. ΄Αρα θεώρημα των Frobenious-Schur, το

σύνολο των coordinate functions {r̃(i)
κλ | 1 ≤ κ, λ ≤ ni, 1 ≤ i ≤ t} είναι L−γραμμικά ανεξάρτητο. Ας

σημειωθεί ότι τα r̃
(i)
κλ : LΓL −→ L είναι οι L−γραμμικές επεκτάσεις των r(i)

κλ : ΓL −→ L που είναι τα
cofficient functions. (∗∗)
Στη συνέχεια θεωρούμε τους φυσικούς χαρακτήρες φLi των LΓL−προτύπων V L

i και τις L−γραμμικές

επεκτάσεις αυτών, έστω φ̃Li : LΓL −→ L. Από Παρατήρηση 3.4.4, έχουμε ότι φLi =
ni∑
j=1

r
(i)
jj και επομένως

φ̃Li =
ni∑
j=1

r̃
(i)
jj .

Τώρα από (∗∗) έπεται ότι το σύνολο {φ̃Li | i = 1, ..., t} είναι L−γραμμικά ανεξάρτητο. (∗ ∗ ∗)
΄Εστω λοιπόν ότι υπάρχουν z1, ..., zt ∈ Z όχι όλα μηδέν ώστε z1Φ1 + ...+ znΦt = 0. Τότε, η σχέση

ΦV = ΦV L , δίνει ότι z1ΦV L1
+ ...+ znΦV L1

= 0, οπότε άμεσα από Θεώρημα 3.4.2 καταλήγουμε στις εξής
σχέσεις:

z1φ
L
1 (g) + ...+ ztφ

L
t (g) = 0 ∀g ∈ ΓL =⇒

z1φ̃
L
1 (l) + ...+ ztφ̃

L
t (l) = 0 ∀l ∈ LΓL =⇒

(z1 · 1L)φ̃L1 + ...+ (zt · 1L)φ̃Lt = 0

Συνεπώς από (∗ ∗ ∗) πρέπει (zi · 1L) = 0 ∀i = 1, ..., t, πράγμα που θα δείξουμε ότι είναι αδύνατο
διακρίνοντας περιπτώσεις ως προς την χαρακτηριστική του σώματος L. Πράγματι,
Αν chL = 0: Τότε εξ΄ ορισμού της χαρακτηριστικής έχουμε ότι zi = 0 για κάθε i = 1, ..., t,

άτοπο.

Αν chL = p > 0: Τότε μπορούμε να πούμε χ.β.γ ότι υπάρχει i0 ώστε p - zi0 . Πράγματι, αν p | zi
για κάθε i, τότε υπάρχουν z

′
1, ..., z

′
t ∈ Z ώστε:

pz
′
1Φ1 + ...+ pz

′
tΦt = 0 ⇐⇒ z

′
1Φ1 + ...+ z

′
tΦt = 0.

΄Οπου η ισοδυναμία ισχύει επειδή το Z[x1, ..., xn] είναι περιοχή. Επαναλαμβάνοντας την διαδοχικά
την ίδια διαδικασία μπορούμε να καταλήξουμε σε z∗1 , ..., z

∗
t ∈ Z ώστε να υπάρχει i0 με p - z∗i0 και

z∗1Φ1 + ...+ z∗t Φt = 0. Από το τελευταίο έπεται ότι (z∗1 · 1L)φ̃L1 + ...+ (z∗t · 1L)φ̃Lt = 0, άρα από (∗ ∗ ∗)
(z∗i0 · 1L) = 0 ⇐⇒ p | z∗i0 , άτοπο.
Σε κάθε περίπτωση έχουμε άτοπο και έτσι έπεται το ζητούμενο.

�
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3.5 Απλά πρότυπα στην MK(n, r)

Παρακάτω Κ άπειρο σώμα και Γ = ΓK = GLn(K). Επίσης παρακάτω κάθε V ∈MK(n, r) το βλέπουμε

και σαν SK(n, r)−πρότυπο όπως στην Παρατήρηση 2.4.3.

Στόχος της παραγράφου αυτής, είναι να μελετήσουμε τα απλά (irreducible) πρότυπα της MK(n, r).
Γενικά, θα προσδιορίσουμε το πλήθος τους και θα εξάγουμε κάποιες πληροφορίες για τους χαρακτήρες

τους. Μάλιστα, στη παράγραφο 3.7 θα αναφέρουμε ακριβώς τους χαρακτήρες όλων των απλών προτύπων

για chK = 0. Πριν φτάσουμε στο κεντρικό θεώρημα, είναι μία καλή ευκαιρία να δούμε ένα παράδειγμα

irreducible προτύπου. Για την εύρεση ενός τέτοιου παραδείγματος σημαντική είναι η παρακάτω παρα-

τήρηση (που συνδέει την έννοια του irreducible προτύπου, με τον χαρακτήρα του).

Παρατήρηση 3.5.1. ΄Εστω V ∈MK(n, r), τότε ισχύουν τα εξής:

i) Αν το ΦV δεν μπορεί να γραφτεί σαν άθροισμα μη-τετριμμένων συμμετρικών πολυωνύμων, τότε

V = irreducible στην MK(n, r).

ii) Για κάθε λ ∈ Λ+(n, r), το mλ δεν μπορεί να γραφτεί σαν άθροισμα μη-τετριμμένων συμμετρικών

πολυωνύμων. Οπότε, αν υπάρχει λ ∈ Λ+(n, r), ώστε ΦV = mλ, τότε, V = irreducible στην

MK(n, r).

Απόδειξη.

i) ΄Εστω 0 ≤W ≤ V , τότε ΦV = ΦV/W +ΦW , όπου τα ΦV/W , ΦW είναι συμμετρικά πολυώνυμα του

Z[x1, ..., xn]. Συνεπώς, από υπόθεση πρέπει ΦV/W = 0 ή ΦW = 0, δηλαδή V/W = 0 ή W = 0,
ισοδύναμα V = W ή W = 0. (Σημείωση: αν V ∈ MK(n, r), με ΦV = 0, τότε dimKV

a = 0 για
κάθε a ∈ Λ(n, r) και επειδή V =

⊕
a∈Λ(n,r)

V a
, έπεται ότι V = 0).

ii) Αυτό που θέλει απόδειξη, είναι το πρώτο κομμάτι (καθώς το δεύτερο έπεται από το i)). Καταρ-
χάς, mλ =

∑
a∈[λ]W

xa1
1 · ... · xann , όπου η γραφή αυτή είσαι σε μορφή αθροισμάτων διακεκριμένων

μονώνυμων παραγόντων. Αν δείξουμε ότι, η παραπάνω γραφή δεν έχει μη-μηδενικό συμμετρικό

”υποτμήμα”, τότε τελειώσαμε. Πράγματι, έστωm′λ ένα γνήσιο υποτμήμα τουmλ, δηλαδή, υπάρχει

∅ 6= A ( [λ]W , ώστε m
′
λ =

∑
a∈A

xa1
1 · ... · xann . Τότε, υπάρχει σ ∈ W και b ∈ A, ώστε σ · b /∈ A

(πράγματι, έστω b ∈ A, τότε πρέπει να υπάρχει σ ∈ W , ώστε σ · b /∈ A, αλλιώς, αν σ · b ∈ A για
κάθε σ ∈ W , τότε [b]W ⊆ A

b∈[λ]W⇐⇒ [λ]W ⊆ A, άτοπο). Με βάση το τελευταίο, θα δείξουμε ότι,
το m′λ δεν είναι συμμετρικό, πράγματι,

m′λ(xσ(1), ..., xσ(n)) =
∑
a∈A

xa1

σ(1) · ... · x
an
σ(n) =

∑
a∈A

x
aσ−1(σ(1))

σ(1) · ... · x
aσ−1(σ(n))

σ(n) =

∑
a∈A

x
aσ−1(1)

1 · ... · x
aσ−1(n)
n = x

bσ−1(1)

1 · ... · x
bσ−1(n)
n +

∑
b 6=a

x
aσ−1(1)

1 · ... · x
aσ−1(n)
n

116



Τώρα, παρατηρούμε ότι το μονώνυμο x
bσ−1(1)

1 · ... · x
bσ−1(n)
n , δεν αποτελεί μονώνυμο παράγοντα

του πολυωνύμου m′λ =
∑
a∈A

xa1
1 · ... · xann . Πράγματι, αν αποτελούσε, τότε έπρεπε να υπάρχει

a ∈ A, ώστε, x
bσ−1(1)

1 · ... · x
bσ−1(n)
n = xa1

1 · ... · xann , δηλαδή bσ−1(i) = ai ∀i = 1, ..., n, ισοδύναμα
σ · b = a ∈ A, άτοπο. Από το τελευταίο έχουμε ότι m′λ(xσ(1), ..., xσ(n)) 6= m′λ(x1, ..., xn) και έτσι
το m′λ δεν είναι συμμετρικό.

�

Παράδειγμα 3.5.1. Για κάθε 1 ≤ r ≤ n, το ΛrE είναι irreducible πρότυπο της MK(n, r).

Απόδειξη. Ξέρουμε ότι ΦΛrE = er = m(1,...,1,0,...,0), άρα από προηγούμενη παρατήρηση έπεται το

ζητούμενο.

�

Σχόλιο. Προχωράμε τώρα στο κεντρικό θεώρημα της παραγράφου. Για το σκοπό αυτό παραθέτουμε

κάποιες βασικές υπενθυμίσεις και λήμματα.

Ορισμός 3.5.1. ΄Εστω R μεταθετικός δακτύλιος με 1R τότε:

i) Ορίζεται ολική διάταξη στα μονώνυμα πολυώνυμα του R[x1, ..., xn] ως εξής:

xa1
1 · ... · x

an
n > xb11 · ... · x

bn
n ⇐⇒ η πρώτη μη μηδενική διαφορά (ai − bi) είναι θετική.

Η διάταξη αυτή θα λέγεται λεξικογραφική ή Gaussian. (Παράδειγμα, x2
1x2 > x1x

2
2 > x1x2).

Σημείωση: Παρόμοια ορίζεται η λεξικογραφική διάταξη στο Λ(n, r).

ii) ΄Εστω f(x1, ..., xn) =
∑

i1,...,in

ri1,...,inx1
i1 · ... · xnin ∈ R[x1, ..., xn], όπου ri1,...,in ∈ R και ij =

0, ...,mj . Καλούμε κυρίαρχο μονώνυμο παράγοντα (ή leading term) του f(x1, ..., xn), το μεγα-

λύτερο (ως προς την λεξικογραφική διάταξη) μη-μηδενικό μονώνυμο ri1,...,inx1
i1 · ... · xnin .

Σχόλιο. Προσοχή, με την λεξικογραφική διάταξη ο leading term ενός πολυωνύμου δεν είναι κατ΄

ανάγκη ο μεγιστοβάθμιος όρος του.

Λήμμα 3.5.1. ΄Εστω n, r ≥ 1 τότε:

i) Το σύνολο {mλ |λ ∈ Λ+(n, r)} είναι Z−βάση του Sym(n, r). (΄Οπου mλ =
∑

a∈[λ]W

xa1
1 · ... · xann ).

ii) Sym(n, r) ' Z|Λ+(n,r)|
(Ισομορφισμός Z−προτύπων).
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Απόδειξη.

i) Sym(n, r) = spanZ{mλ |λ ∈ Λ+(n, r)}: Ο εγκλεισμός ” ⊇ ” είναι σαφές. Ανάποδα, έστω
f(x1, ..., xn) ∈ Sym(n, r), τότε f(x1, ..., xn) =

∑
i1+...+in=r

ni1,...,inx1
i1 · ... ·xnin , όπου ni1,...,in ∈ Z

και επιπλέον το f(x1, ..., xn) είναι συμμετρικό. Τώρα, αν W = G(n), ξέρουμε από Πόρισμα 3.1.1
ότι Λ(n, r) =

⊔
λ∈Λ+(n,r)

[λ]W , οπότε:

f(x1, ..., xn) =
∑

i1+...+in=r

ni1,...,inx1
i1 · ... · xnin =

∑
a∈Λ(n,r)

nax1
a1 · ... · xnan =

∑
λ∈Λ+(n,r)

(
∑

a∈[λ]W

nax1
a1 · ... · xnan). (∗∗)

Ισχυρισμός: nc = nb για κάθε c, b ∈ [λ]W .

Πράγματι, αν c, b ∈ [λ]W τότε υπάρχει σ ∈ W = G(n) ώστε c = σ · b και θέτουμε για συντομία
x = x1 · ... · xn και xa = x1

a1 · ... · xnan για κάθε a ∈ Λ(n, r). Τότε :∑
a∈Λ(n,r)

nax1
a1 · ... · xnan

(∗∗)
= f(x1, ..., xn) = f(xσ(1), ..., xσ(n))

(∗∗)
=

∑
a∈Λ(n,r)

nax
a1

σ(1) · ... · x
an
σ(n) =

∑
a∈Λ(n,r)

nax
aσ−1(σ(1))

σ(1) · ... · x
aσ−1(σ(n))

σ(n) =
∑

a∈Λ(n,r)

nax
aσ−1(1)

1 · ... · x
aσ−1(n)
n =

∑
a∈Λ(n,r)

nax
σ·a =

∑
a∈Λ(n,r)

n(σ−1·σ·a)x
σ·a =

∑
a∈Λ(n,r)

nσ−1·ax
a =

∑
a∈Λ(n,r)

nσ−1·ax1
a1 · ... · xnan .

Η προτελευταία ισότητα ισχύει γιατί σ ·Λ(n, r) = Λ(n, r) και σ · a 6= σ · d για κάθε a, d ∈ Λ(n, r)
με a 6= d. Τελικά,

∑
a∈Λ(n,r)

nax1
a1 · ... · xnan =

∑
a∈lnr

nσ−1·ax1
a1 · ... · xnan , συνεπώς na = nσ−1·a

για κάθε a ∈ Λ(n, r), οπότε nb = nσ−1·c = nc και ο ισχυρισμός αποδείχθηκε.

Τέλος από ισχυρισμό και (∗∗) έχουμε ότι:

f(x1, ..., xn) =
∑

λ∈Λ+(n,r)

nλ(
∑

a∈[λ]W

x1
a1 ·...·xnan) =

∑
λ∈Λ+(n,r)

nλmλ ∈ spanZ{mλ |λ ∈ Λ+(n, r)}.

{mλ | λ ∈ Λ+(n, r)} = Z−γραμμικά ανεξάρτητο: ΄Εστω {nλ}λ∈Λ+(n,r) ⊆ Z με
∑

λ∈Λ+(n,r)

nλmλ =

0 ⇐⇒
∑

λ∈Λ+(n,r)

∑
a∈[λ]W

nλx
a1
1 · ... · xann = 0. (∗)

Ισχυρισμός: ΄Εστω λ, λ1, λ2 ∈ Λ+(n, r) με λ1 6= λ2 τότε,

i) xa1
1 · ... · xann 6= xb11 · ... · xbnn για κάθε a ∈ [λ1]W , b ∈ [λ2]W .

ii) xa1
1 · ... · xann 6= xb11 · ... · xbnn για κάθε a 6= b με a, b ∈ [λ]W .
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Πράγματι, το ii) είναι σαφές, όσο για το i), αν είχαμε xa1
1 · ... ·xann = xb11 · ... ·xbnn , τότε θα έπρεπε

ai = bi για κάθε i = 1, ..., n, δηλαδή a = b. Συνεπώς, [λ1]W ∩ [λ2]W 6= ∅ ⇐⇒ [λ1]W = [λ2]W ,
όμως Λ+(n, r) =σύνολο αντιπροσώπων, άρα λ1 = λ2, άτοπο.

Τέλος, από ισχυρισμό έχουμε ότι το άθροισμα στην (∗) είναι σε μορφή αθροίσματος διακεκριμένων
(ως προς τις δυνάμεις) μονώνυμων παραγόντων του Z[x1, ..., xn], συνεπώς nλ = 0, ∀λ ∈ Λ+(n, r).

ii) Από i) έχουμε dimZSym(n, r) = dimZ|Λ+(n, r)|, άρα Sym(n, r) ' Z|Λ+(n,r)|.

�

Λήμμα 3.5.2. (Υπενθύμιση από μη-μεταθετική άλγεβρα).

i) ΄Εστω R δακτύλιος και V ένα ελεύθερο R−πρότυπο με R−βάση την {e1, ..., en}. Τότε το σύνολο

B = {e1} ∪ {ei +
i−1∑
j=1

rijej | i = 2, ..., n}, όπου {rij}i,j ⊆ R, είναι R−βάση του M .

ii) ΄Εστω R = Κ-άλγεβρα και 0 6= V ∈ mod(R), τότε το V περιέχει απλό R−πρότυπο.

Απόδειξη.

i) Θα το κάνουμε για n = 3 όπου θα φανεί ξεκάθαρα ποια είναι η ιδέα για την γενική περίπτωση.
Καταρχάς, B = {e1, e2 + r21e1, e3 + (r31e1 + r32e2)}.
B = R−γραμμικά ανεξάρτητο: ΄Εστω {ri}ni=1 ⊆ R με r1e1 + r2(e2 + r21e1) + r3(e3 + (r31e1 +
r32e2)) = 0, τότε (r1 + r2r21 + r3r31)e1 + (r2 + r3r32)e2 + r3e3 = 0. Από το τελευταίο έχουμε
ότι r3 = r2 + r3r32 = r1 + r2r21 + r3r31 = 0, το οποίο δίνει άμεσα r3 = r2 = r1 = 0.

V = spanRB: ΄Εστω v ∈ V , τότε υπάρχουν r1, r2, r3 ∈ R ώστε v = r1e1 + r2e2 + r3e3.

Επιπλέον, v = r3(e3 +(r31e1 +r32e2))+(r2−r3r32)(e2 +r21e1)+(r1−r3r31−r2r21 +r3r32r21)e1.

Με λίγα λόγια η ιδέα είναι: Ξεκινώντας από τον n−όρο της βάσης B, κάθε φόρα να βάζουμε
κατάλληλο συντελεστή λi μπροστά από τον i−όρο της βάσης B, ώστε να εμφανίζεται στοιχείο της
μορφής (riei + rei + ¨κάτι’) ώστε το rei να διαγράφεται με το στοιχείο r

∗ei που έχει δημιουργηθεί

από το προηγούμενο άθροισμα

i+1∑
t=n

λt(et +
∑
j<t

rtjej).

ii) Αν V =απλό, τότε τελειώσαμε, αν V όχι απλό τότε υπάρχει W1 ∈ mod(R) ώστε 0 6= W1 ( V ,
μάλιστα τοW1 θα είναι και K−υποπρότυπο του V με dimKW1 < dimKV <∞. ΑνW1 όχι απλό

R−πρότυπο τότε επαναλαμβάνουμε την ίδια διαδικασία για το W1 και παίρνουμε W2 ∈ mod(R)
ώστε 0 6= W2 (W1 ( V με dimKW2 < dimKW1 < dimKV <∞. Είναι σαφές ότι η διαδικασία
αυτή κάποια στιγμή τελειώνει και μάλιστα καταλήγει σε απλό R−πρότυπο.

�
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Ορισμός 3.5.2. ΄Εστω λ = (λ1, ..., λn) ∈ Λ+(n, r), τότε ορίζουμε το διάγραμμα (diagram) του λ να

είναι το σύνολο [λ] := {(s, t) ∈ Z × Z | 1 ≤ s, 1 ≤ t ≤ λs}. Σχηματικά μπορούμε να το βλέπουμε ως

εξής:

• • · · · • · · · • · · · • (λ1 − το πλήθος κουκίδες)
• • · · · • · · · • (λ2 − το πλήθος κουκίδες)
.
.
.

.

.

. · · ·
.
.
.

• • · · · • (λn − το πλήθος κουκίδες)
Ας σημειωθεί ότι το σχήμα αυτό δεν είναι πάνω στο καρτεσιανό επίπεδο.

Τέλος παρατηρούμε ότι ορίζεται ένα καινούργιο partition του r το µ = (µ1, ..., µλ1), όπου µi =
πλήθος κουκίδων της i−στήλης. Ιδιαιτέρως, µ ∈ Λ+(λ1, r), µi = |{j | λj ≥ i}| και µi ≤ n για κάθε i.
Το µ θα λέγεται συζυγής (conjugate) partition του λ.

Σχόλιο. Τελειώνουμε την προετοιμασία μας για το κεντρικό θεώρημα του κεφαλαίου, υπενθυμίζοντας

την έννοια του absolutley irreducible προτύπου (Υπενθύμιση 3.4.2) και χαρακτηρίζοντας την.

Λήμμα 3.5.3. (Χαρακτηρισμός των absolutley irreducible προτύπων).

΄Εστω R Κ-άλγεβρα και V irreducible R−πρότυπο με dimKV <∞. Τα παρακάτω είναι ισοδύναμα:

i) Το V είναι absolutley irreducible R−πρότυπο.

ii) EndR(V ) ' K (Ισομορφισμός Κ-προτύπων).

iii) Η απεικόνιση φ : K −→ EndR(V ) με φ(k)(v) = k ·v για κάθε k ∈ K, v ∈ V , είναι επιμορφισμός

Κ-προτύπων.

Απόδειξη. Μία απόδειξη μπορούμε να βρούμε στα [4, σελ. 202] ή [21, σελ. 111, (7.5) Theorem].

�

Πόρισμα 3.5.1. ΄Εστω R Κ-άλγεβρα και V irreducible R−πρότυπο με dimKV <∞, τότε:

i) Αν K =αλγεβρικά κλειστό, τότε V = absolultely irreducible R−πρότυπο.

ii) Αν επιπλέον το V είναι absolultely irreducible R−πρότυπο, τότε για κάθε επέκταση σωμάτων

K ⊆ L, το V L
είναι absolultely irreducible RL−πρότυπο.

Απόδειξη.

i) Αρκεί να δείξουμε ότι EndR(V ) ' K (Ισομορφισμός Κ-προτύπων), πράγμα που είναι γνωστό και
ως παραλλαγή του Λήμματος του Schur για αλγεβρικά κλειστά σώματα.

΄Εστω B μία Κ-βάση του V , όπου |B| <∞. Αν f ∈ EndR(V ), οι ιδιοτιμές της f σαν Κ-γραμμική
απεικόνιση είναι ακριβώς οι ιδιοτιμές του πίνακα (f : B,B). Τώρα επειδή K =αλγεβρικά κλειστό,
το χαρακτηριστικό πολ/μο του (f : B,B) έχει όλες του τις ρίζες στο K, οπότε (εξ΄ ορισμού
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της ιδιοτιμής) υπάρχει λ ∈ K ώστε ker(f − λIV ) 6= 0. Επιπλέον, εύκολα ker(f − λIV ) =
R−υποπρότυπο του V που είναι irreducible, άρα ker(f − λIV ) = V ⇐⇒ f = λIV . Επίσης ας
παρατηρήσουμε ότι η f έχει μοναδική ιδιοτιμή (αφού αν µ ήταν μία άλλη ιδιοτιμή, τότε όπως πριν

θα είχαμε f = µIV ⇐⇒ λIV = µIV
V 6=0⇐⇒ λ = µ).

Τέλος η απεικόνιση Φ : EndR(V ) −→ K, f 7−→ λ είναι άμεσα ισομορφισμός Κ-προτύπων
(μάλιστα Κ-αλγεβρών).

ii) Από υπόθεση για το V έχουμε ότι το V L
είναι irreducible RL−πρότυπο, και από Λήμμα 3.5.3

πρέπει EndR(V ) ' K (Ισομορφισμός Κ-προτύπων). Τέλος από και Λήμμα 3.4.4, έχουμε τους
εξής ισομορφισμούς L−προτύπων:

EndRL(V L) ' EndR(V )⊗
K
L ' K ⊗

K
L ' L.

Οπότε πάλι από Λήμμα 3.5.3 έχουμε το ζητούμενο.

�

Θεώρημα 3.5.1. ΄Εστω n ≥ 1, r ≥ 0 και K =άπειρο σώμα. Τότε,

i) Για κάθε λ ∈ Λ+(n, r) υπάρχει absolutley irreducible πρότυπο Fλ,K στην MK(n, r) με χαρα-

κτήρα Φλ,K που έχει leading term (ως προς την λεξικογραφική διάταξη) το xλ1
1 · ... · xλnn .

ii) Το σύνολο {Φλ,K | λ ∈ Λ+(n, r)} αποτελεί Z−βάση του Sym(n, r).

iii) Για κάθε irreducible πρότυπο V ∈ MK(n, r) υπάρχει μοναδικό λ ∈ Λ+(n, r) ώστε V ' Fλ,K
(Ισομορφισμός KΓ−προτύπων).

Απόδειξη.

i) ΄Εστω λ ∈ Λ+(n, r) και χωρίζουμε την απόδειξη στα εξής βήματα:

1) Υπάρχει V ∈MK(n, r) ώστε το ΦV να έχει leading term το x
λ1
1 · ... · xλnn .

2) Υπάρχει U ∈MK(n, r) ώστε U = irreducible πρότυπο και το ΦU να έχει leading term το
xλ1

1 · ... · xλnn .
3) Το U είναι absolutley irreducible.

Απόδειξη του 1): ΄Εστω µ = (µ1, ..., µλ1) το conjugate partition του λ και E ένας Κ-
διανυσματικός χώρος με dimKE = n. Εξ΄ ορισμού του conjugate partition πρέπει µi ≤ n για
κάθε i, οπότε από Πόρισμα 3.4.1 έχουμε ότι το V = Λµ1E ⊗ ... ⊗ Λµλ1E ανήκει στη MK(n, r)
και ΦV = eµ1 · ... · eµλ1

. Μένει να δείξουμε ότι το ΦV έχει leading term το x
λ1
1 · ... · xλnn .

Πράγματι, εξ΄ ορισμού το eµi έχει leading term το x1 · ... · xµi και άρα το ΦV έχει leading term

το

λ1∏
i=1

x1 · ... ·xµi
(∗)
= xλ1

1 · ... ·xλnn , όπου για να δούμε γιατί ισχύει η ισότητα (∗) μπορούμε βάλουμε
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τα x1 · ... · xµi κάθετα το ένα δίπλα στο άλλο και μετά να τα πολλαπλασιάσουμε, σχηματικά θα
έχουμε το εξής:

x1 x1 · · · x1 · · · x1 · · · x1

x2 x2 · · · x2 · · · x2 · · · x2
.
.
.

.

.

. · · ·
.
.
. · · ·

.

.

. · · ·
.
.
.

xµ1 xµ2 · · · xµλi · · · · · · · · · xµλ1

Το παραπάνω σχήμα εξ΄ ορισμού του conjugate partition είναι επί της ουσίας το διάγραμμα του
λ = (λ1, ..., λn) με μεταβλητές στις θέσεις των κουκίδων, άρα η i−γραμμή έχει λi το πλήθος

κουκίδες και έτσι έπεται ότι

λ1∏
i=1

x1 · ... · xµi = xλ1
1 · ... · xλnn .

Απόδειξη του 2): ΄Εστω V ∈MK(n, r) το πρότυπο που βρήκαμε στο 1) τότε dimKV <∞, άρα
σαν K−πρότυπο είναι του Artin και της Neother, όμως επειδή και κάθε αύξουσα ή φθίνουσα
ακολουθία KΓ−υποπροτύπων του V είναι αυτόματα και ακολουθία K−υποπροτύπων (εξ΄ ορισμού
του εξωτερικού πολ/μού τουK στο V , δηλαδή k·v = (k·1KΓ)·v), έχουμε άμεσα ότι το V είναι του
Artin και Neother σαν KΓ−πρότυπο, άρα έχει συνθετική σειρά, έστω 0 = V0 ⊆ ... ⊆ Vm = V .
Οπότε,

∑
a∈Λ(n,r)

dimKV
axa1

1 · ... · x
an
n = ΦV =

m∑
s=1

ΦVs/Vs−1
=

m∑
s=1

∑
a∈Λ(n,r)

dimK(Vs/Vs−1)axa1
1 · ... · x

an
n =

∑
a∈Λ(n,r)

(
m∑
s=1

dimK(Vs/Vs−1)a)xa1
1 · ... · x

an
n

Από το παραπάνω πρέπει dimKV
a =

m∑
s=1

dimK(Vs/Vs−1)a για κάθε s = 1, ...,m (∗∗). Τώρα εξ΄

ορισμού του ΦV και το γεγονός ότι ο leading term του είναι το x
λ1
1 · ... · xλnn , πρέπει dimKV

λ =

1, άρα 1 =
m∑
s=1

dimK(Vs/Vs−1)λ, δηλαδή υπάρχει t ∈ {1, ...,m} ώστε dimK(Vt/Vt−1)λ = 1.

Θέτουμε U = Vt/Vt−1, όπου U = απλό KΓ−πρότυπο με dimKU
λ = 1, οπότε μένει δείξουμε ότι

το ΦU έχει leading term το x
λ1
1 · ... · xλnn .

Πράγματι, το xλ1
1 ·...·xλnn συμμετέχει στο

∑
a∈Λ(n,r)

dimKU
axa1

1 ·...·xann = ΦU (αφού dimKU
λ = 1).

Αν δείξουμε ότι dimKU
a = 0 για κάθε a ώστε xa1

1 ·...·xann > xλ1
1 ·...·xλnn , τότε τελειώσαμε. ΄Εστω

λοιπόν a ∈ Λ(n, r) με xa1
1 · ... ·xann > xλ1

1 · ... ·xλnn , τότε, επειδή ΦV =
∑

a∈Λ(n,r)

dimKV
axa1

1 · ... ·xann

και xλ1
1 · ... · xλnn = leading term του ΦV , πρέπει:

dimKV
a = 0 ⇐⇒

m∑
s=1

dimK(Vs/Vs−1)a = 0 =⇒ dimKU
a = 0.

Απόδειξη του 3): Από Λήμμα 3.5.3, αρκεί να δείξουμε ότι κάθε f ∈ EndKΓ(U) είναι scalar
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(δηλαδή υπάρχει kf ∈ K ώστε f = kf IU ). ΄Εστω f ∈ EndKΓ(U) (⇐⇒ f ∈ EndSK(n,r)(U))
τότε,

f(Uλ) = f(ξλU) = ξλf(U) ⊆ ξλU = Uλ.

Συνεπώς f |
Uλ
∈ EndK(Uλ), όμως είδαμε στο 2) ότι dimKU

λ = 1, άρα υπάρχει a ∈ K ώστε
f |
Uλ

= aIUλ (γενικά, αν g ∈ EndK(V ) με dimKV = 1 και {e1} μία Κ-βάση του V , τότε
g = k1IV , όπου k1 ∈ K ώστε g(e1) = k1e1).

Εμείς θα δείξουμε ότι f = aIU . Πράγματι, έστω N = {u ∈ U | f(u) = a · u}, τότε το N είναι
KΓ−υποπρότυπο του U (άμεσα αφού f είναι ομομορφισμός KΓ−προτύπων) και N 6= 0 (αφού
Uλ ⊆ N και dimKU

λ = 1). ΄Ομως U =απλό KΓ−πρότυπο, άρα N = U ⇐⇒ f = aIU .

ii) Από Λήμμα 3.5.1, το {mλ | λ ∈ Λ+(n, r)} είναι Z−βάση του Sym(n, r), οπότε για κάθε λ ∈
Λ+(n, r) υπάρχουν {zλµ}µ∈Λ+(n,r) ⊆ Z ώστε:

Φλ,K =
∑

µ∈Λ+(n,r)

zλµmµ =
∑

µ∈Λ+(n,r)

∑
a∈[µ]W

zλµx
a1
1 · ... · x

an
n (∗)

Επιπλέον υπενθυμίζουμε ότι το Λ(n, r) επιδέχεται ολική διάταξη, την λεξικογραφική και μάλιστα
αν a, b ∈ Λ(n, r) τότε a > b ⇐⇒ xa1

1 · ... · xann > xb11 · ... · xbnn . Τώρα, επειδή το Φλ,K έχει

leading term το xλ1
1 · ... · xλnn και η (∗) είναι σε μορφή αθροίσματος διακεκριμένων (ως προς τις

δυνάμεις) μονώνυμων παραγόντων του Z[x1, ..., xn] (αυτό το επιχείρημα το έχουμε ξανά δει στη
απόδειξη του Λήμματος 3.5.1 προς το τέλος) πρέπει zλµ = 0 για κάθε µ > λ. Οπότε,

Φλ,K = mλ +
∑
µ<λ

zλµmλ, ∀λ ∈ Λ+(n, r).

Συνεπώς από Λήμμα 3.5.2 ii) έχουμε το ζητούμενο.

iii) ΄Εστω K ⊆ L =αλγεβρικά κλειστό, τότε για κάθε λ ∈ Λ+(n, r) ορίζεται το FLλ,K = Fλ,K ⊗
K
L

που είναι SL(n, r)−πρότυπο ώστε FLλ,K ∈ mod(SL(n, r)) ⇐⇒ FLλ,K ∈ ML(n, r) (βλέπε Λήμμα
3.4.4). Θα χωρίσουμε την απόδειξη στα εξής βήματα:

1) Για κάθε λ ∈ Λ+(n, r) το FLλ,K είναι absolutley irreducible SL(n, r)−πρότυπο.

2) Για κάθε irreducible πρότυπο X ∈ ML(n, r) υπάρχει λ ∈ Λ+(n, r) ώστε X ' FLλ,K (Ισο-
μορφισμός LΓL−προτύπων).

3) Για κάθε irreducible πρότυπο V ∈MK(n, r) υπάρχει μοναδικό λ ∈ Λ+(n, r) ώστε V ' Fλ,K
(Ισομορφισμός KΓ−προτύπων).

Απόδειξη του 1): Από υπόθεση για το Fλ,K έχουμε ότι το F
L
λ,K είναι irreducible SL(n, r)L−πρότυπο,

άρα από Λήμμα 3.4.4 γίνεται irreducible SL(n, r)−πρότυπο. Τώρα από Πόρισμα 3.5.1 i) για το
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SL(n, r)−πρότυπο FLλ,K , έπεται το ζητούμενο.

Απόδειξη του 2): ΄Εστω irreducible πρότυπο X ∈ ML(n, r) με X � FLλ,K για κάθε λ ∈
Λ+(n, r). Τότε το {FLλ,K | λ ∈ Λ+(n, r)} ∪ {X} είναι σύνολο από μη-ισόμορφα LΓL−πρότυπα
της ML(n, r). Πράγματι, για λ1 6= λ2 πρέπει F

L
λ1,K

� FLλ2,K
, αλλιώς θα είχαμε ΦFLλ1,K

=

ΦFLλ2,K
⇐⇒ ΦFλ1,K

= ΦFλ2,K
, όπου το τελευταίο είναι άτοπο καθώς τα ΦFλ1,K

,ΦFλ2,K
έχουν

διαφορετικούς leading terms. Επίσης X = absolutley irreducible SL(n, r)−πρότυπο (αφού
X = irreducible SL(n, r)−πρότυπο και Πόρισμα 3.5.1 i)).
Οπότε το σύνολοA = {FLλ,K | λ ∈ Λ+(n, r)}∪{X} αποτελείτε από absolutley irreducible SL(n, r)−
πρότυπα μη ισόμορφα ανά δύο. ΄ΟμωςEndLΓL(A) = EndSL(n,r)(A) ' L (Ισομορφισμός L−προτύπων),
για κάθε A ∈ A, άρα το σύνολο A αποτελείτε από absolutley irreducible LΓL−πρότυπα (στην
ML(n, r)) μη ισόμορφα ανά δύο. Το τελευταίο μαζί με το Θεώρημα 3.4.3, δίνουν ότι το σύνολο
{ΦFLλ,K

| λ ∈ Λ+(n, r)}∪{ΦX} ⊆ Sym(n, r) είναι Z−γραμμικά ανεξάρτητο με πλήθος στοιχείων
παραπάνω από το dimZSym(n, r), άτοπο.

Απόδειξη του 3): ΄Εστω V ∈MK(n, r) με V = irreducible, τότε ορίζεται το SL(n, r)−πρότυπο
V L
(ώστε V L ∈ mod(SL(n, r))), ισοδύναμα V L ∈ML(n, r). Από Λήμμα 3.5.2 ii) το V L

περιέχει

irreducible SL(n, r)−υποπρότυπο (ισοδύναμα LΓL−υποπρότυπο) έστωX. Τώρα από 2), υπάρχει
λ ∈ Λ+(n, r) ώστε X ' FLλ,K (Ισομορφισμός LΓL−προτύπων), άρα HomSL(n,r)(F

L
λ,K , V

L) 6= 0.
Επιπλέον έχουμε τους εξής ισομορφισμούς L−προτύπων:

0 6= HomSL(n,r)(F
L
λ,K , V

L) ' HomSK(n,r)L(FLλ,K , V
L) ' HomSK(n,r)(Fλ,K , V )⊗

K
L.

Από το τελευταίο έπεται ότι HomSK(n,r)(Fλ,K , V ) 6= 0. ΄Εστω 0 6= f ∈ HomSK(n,r)(Fλ,K , V ),
τότε (επειδή τα Fλ,K , V είναι irreducible KΓ−πρότυπα ⇐⇒ SK(n, r)−πρότυπα) η f είναι ισο-
μορφισμός KΓ−προτύπων ⇐⇒ SK(n, r)−πρότυπων.
΄Οσο για την μοναδικότητα, αν υπάρχει µ 6= λ με Fµ,K ' V ' Fλ,K , τότε θα πρέπει ΦFµ,K =
ΦFλ,K , άτοπο αφού έχουν διαφορετικά leading terms.

�

Πόρισμα 3.5.2. ΄Εστω n ≥ 1, r ≥ 0 και K =άπειρο σώμα. Τότε:

i) Το {Fλ,K | λ ∈ Λ+(n, r)} είναι full set από irreducible πρότυπα στην MK(n, r) (⇐⇒ στην

mod(SK(n, r))). (full set: σημαίνει ανά δύο μη ισόμορφα και κάθε άλλο irreducible πρότυπο

είναι ισόμορφο με κάποιο από αυτά).

ii) ΄Εστω V1, V2 ∈ MK(n, r) irreducible KΓ−πρότυπα. Τότε, ΦV1 = ΦV2 ⇐⇒ V1 ' V2 (Ισομορ-

φισμός KΓ−προτύπων).

iii) ΄Εστω V ∈MK(n, r) irreducible KΓ−πρότυπο, τότε V ' V ◦ (Ισομορφισμός KΓ−προτύπων).
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Απόδειξη. Τα i), ii) είναι άμεσα. ΄Οσο για το iii) από Πρόταση 2.7.5 έχουμε ότι τα V, V ◦ είναι
irreducible και επειδή ΦV ◦ = ΦV (βλέπε Πρόταση 3.4.1) έπεται από το ii) ότι V ' V ◦.

�

Θεώρημα 3.5.2. ΄Εστω n ≥ 1, r ≥ 0 και K =άπειρο σώμα με chK = 0 ή chK = p > r. Αν

V,W ∈MK(n, r), τότε V 'W ⇐⇒ ΦV = ΦW .

Απόδειξη.

Το (=⇒) το ξέρουμε γενικά (ανεξαρτήτως χαρακτηριστικής του K). Ανάποδα, έστω ΦV = ΦW .

Από Θεώρημα 2.6.2 έχουμε ότι τα V,W είναι ημιαπλά KΓ−πρότυπα, άρα V =
⊕
i∈I

Vi, W =
⊕
j∈J

Wj ,

όπου Vi,Wj είναι απλά KΓ−υποπρότυπα των V,W αντίστοιχα. Τώρα, επειδή dimKV, dimKW < ∞
έπεται ότι τα V,W είναι και πεπερασμένα παραγόμενα KΓ−πρότυπα, έτσι μπορούμε να υποθέσουμε ότι
|I|, |J | <∞. Από το τελευταίο και το Πόρισμα 3.5.2 i), έχουμε ότι:

V '
⊕

λ∈Λ+(n,r)

Fnλλ,K και W '
⊕

λ∈Λ+(n,r)

Fmλλ,K .

όπου ενδέχεται κάποια nλ,mλ να είναι μηδέν. Από τα τελευταίο έχουμε,

ΦV = ΦW ⇐⇒ Φ ⊕
λ∈Λ+(n,r)

F
nλ
λ,K

= Φ ⊕
λ∈Λ+(n,r)

F
mλ
λ,K

⇐⇒
∑

λ∈Λ+(n,r)

nλΦλ,K =
∑

λ∈Λ+(n,r)

mλΦλ,K

Συνεπώς, από Θεώρημα 3.5.1 ii) έχουμε nλ = mλ ∀λ ∈ Λ+(n, r), άρα V ' W (Ισομορφισμός

KΓ−προτύπων).
�

Παράδειγμα 3.5.2. (Υπολογισμός του F(1)r,K). ΄Εστω 1 ≤ r ≤ n, λ = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
r

, 0, ..., 0) ∈ Λ+(n, r)

και ορίζουμε Fλ,K := F(1)r,K

i) Το er = m(1,...,1,0,...,0) έχει leading term το xλ1
1 · ... · xλnn = x1 · ... · xr.

ii) Αν E Κ-πρότυπο με dimKE = n τότε:

F(1)r,K ' ΛrE, Ισομορφισμός KΓ−προτύπων(⇐⇒ SK(n, r)−προτύπων).

Απόδειξη.

i) Καταρχάς er = mλ = xλ1
1 · ... ·xλnn +

∑
λ 6=a∈[λ]W

xa1
1 · ... ·xann , όπου [λ]W = {w ·λ | w ∈W = G(n)}.

Μπορούμε να υποθέσουμε ότι [λ]W 6= {λ} αλλιώς το ζητούμενο έπεται άμεσα.

Ισχυρισμός. Αν w · λ 6= λ, τότε w · λ < λ. Ιδιαιτέρως xa1
1 · ... · xann < xλ1

1 · ... · xλnn για κάθε

a ∈ [λ]W \ {λ} και έτσι έπεται το ζητούμενο. (Η διάταξη είναι η λεξικογραφική).

125



Πράγματι, έστω w ∈ W με (λw−1(1), ..., λw−1(n)) = w · λ 6= λ, τότε υπάρχει s ∈ {1, ..., r} ώστε
λw−1(s) 6= λs. (αφού αν λw−1(i) = λi = 1 για κάθε i ≤ r τότε εξ΄ορισμού του λ = (1, ..., 1, 0, ..., 0)
θα πρέπει λw−1(i) = 0 για κάθε i > r, οπότε w · λ = λ, άτοπο). ΄Εστω τώρα το ελάχιστο τέτοιο

s (δηλαδή λw−1(i) = λi για κάθε i < s και λw−1(s) 6= λs) τότε λw−1(s) 6= λs
s≤r

==== 1 και άρα
λw−1(s) = 0. Τελικά λw−1(i) = λi για κάθε i < s και 0 = λw−1(s) < λs = 1, συνεπώς w · λ < λ.
Ο ισχυρισμός αποδείχθηκε.

ii) Καταρχάς (από Παράδειγμα 3.4.1) έχουμε ΦΛrE = er άρα από Θεώρημα 3.5.1 έπεται το ζητούμενο.

�

Σχόλιο. Το παραπάνω παράδειγμα ταξινομεί-υπολογίζει τα απλά KΓ−πρότυπα F(1)r,K για γενική χα-

ρακτηριστική του σώματος K. Εν΄ γένη για chK = 0 έχουν υπολογιστεί τα Fλ,0 = Fλ,K όπως θα δούμε

παρακάτω (βλέπε Πόρισμα 5.4.1 ii)). Για chK = p > 0 δεν έχουν υπολογιστεί ακόμη τα Fλ,p = Fλ,K
και οι χαρακτήρες Φλ,p (εν τούτης αποτελεί το κεντρικό πρόβλημα της θεωρίας αναπαραστάσεων).
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3.6 Skew symmetric functions και η κατασκευή των Schur functions.

Παρακάτω θέτουμε W = G(n).

Η παράγραφος αυτή αποτελεί ένα μικρό διάλειμμα από τον καθαρά αλγεβρικό χαρακτήρα που είχαν

οι προηγούμενες παράγραφοι και έχει ως στόχο την μελέτη των συμμετρικών και skew ( ”σχεδόν”)
συμμετρικών πολυωνύμων. Επιπλέον θα δούμε μία ιδιαίτερη κατασκευή, αυτή των Schur functions.
Παρακάτω, η μελέτη των Schur functions θα δούμε ότι μας δίνει μία πλήρη περιγραφή της κατηγορίας

MK(n, r) όταν chK = 0. (Πλούσια σχετική βιβλιογραφία αποτελεί τα [5, σελ. 40], [6, σελ. 1-10])

Υπενθύμιση 3.6.1. i) Η W = G(n) δρα στο Nn από τα αριστερά ως εξής:

π · (a1, ..., an) := (aπ−1(1), ..., aπ−1(n)), για κάθε π ∈W,a = (a1, ..., an) ∈ Nn.

ii) Με τον ίδιο τρόπο η W δρα από τα αριστερά στο Λ(n, r).

Ορισμός 3.6.1. ΄Εστω f(x1, ..., xn) ∈ Z[x1, ..., xn]

i) Θα λέμε το f(x1, ..., xn) symmetric αν: f(xσ(1), ..., xσ(n)) = f(x1, ..., xn), ∀σ ∈W.
Θα συμβολίζουμε με Λn (ή Sym(n)) το σύνολο των symmetric πολυωνύμων του Z[x1, ..., xn] και
είναι σαφές ότι το Λn είναι Z−υποάλγεβρα του Z[x1, ..., xn].

ii) Θα λέμε το f(x1, ..., xn) skew symmetric αν: f(xσ(1), ..., xσ(n)) = s(σ)f(x1, ..., xn), ∀σ ∈W.
Θα συμβολίζουμε με An το σύνολο των skew symmetric πολυωνύμων του Z[x1, ..., xn] και είναι

σαφές ότι το An είναι Z−υποπρότυπο του Z[x1, ..., xn] (αλλά όχι υποδακτύλιος).

Παρατήρηση 3.6.1. ΄Εστω f, g ∈ Z[x1, ..., xn], τότε:

i) Αν f, g ∈ An τότε fg ∈ Λn.

ii) Αν f, g ∈ An με g | f τότε f/g ∈ Λn.

iii) Αν f ∈ Λn, g ∈ An τότε fg ∈ An.

Από iii) έπεται άμεσα ότι το An γίνεται φυσιολογικά Λn−πρότυπο.

Απόδειξη. Τα ii), iii) είναι άμεσα όπως επίσης και το i) (αφού s(σ)2 = 1 για κάθε σ ∈W ).
�

Ορισμός 3.6.2. ΄Εστω a ∈ Nn, συμβολικά θα γράφουμε xa = xa1
1 · ... · xann .
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Παρατήρηση 3.6.2. ΄Εστω f(x1, ..., xn) ∈ An με f(x1, ..., xn) =
∑

i1,...,in

ni1,...,inx
i1
1 · ... · xinn όπου

χ.β.γ μπορούμε να υποθέσουμε ότι ij = 0, ...,m για κάθε j = 1, ..., n (αν χρειαστεί μηδενίζουμε τους

συντελεστές ni1,...,in που δεν χρειάζονται). Τότε,

i) ni1,...,in = s(σ)niσ(1),...,iσ(n)
, για κάθε σ ∈W . (Μάλιστα, niσ(1),...,iσ(n)

= s(σ)ni1,...in).

ii) Αν η ακολουθία (i1, ..., in) έχει επανάληψη (δηλαδή υπάρχουν k 6= r με ik = ir) τότε ni1,...,in = 0.

Απόδειξη.

i) Καταρχάς θέτουμε I = {0, ...,m} × ... × {0, ...,m} ⊆ Nn και συμβολίζουμε το τυχόν i ∈ I με
i = (i1, ..., in), μάλιστα μπορούμε να γράφουμε ni1,...,in = n(i1,...,in). Επιπλέον είναι σαφές ότι

w · I ⊆ I για κάθε w ∈W (μάλιστα w · I = I), οπότε ορίζεται καλά η δράση του W στο I ⊆ Nn.
Τώρα, από υπόθεση πρέπει f(x1, ..., xn) = s(σ)f(xσ(1), ..., xσ(n)) και άρα:∑
i1,...,in

ni1,...,inx
i1
1 · ... · x

in
n = s(σ)

∑
i1,...,in

ni1,...,inx
i1
σ(1) · ... · x

in
σ(n) =

s(σ)
∑
i1,...,in

ni1,...,inx
iσ−1(σ(1))

σ(1) · ... · x
iσ−1(σ(n))

σ(n) =
∑
i1,...,in

s(σ)ni1,...,inx
iσ−1(1)

1 · ... · x
iσ−1(n)
n =

∑
i∈I

s(σ)nix
σ·i =

∑
i∈I

s(σ)nσ−1(σ·i)x
σ·i =

∑
i∈σI

s(σ)nσ−1·ix
i σI=I

=====
∑
i1,...,in

s(σ)niσ(1),...,iσ(n)
xi11 · ... · x

in
n

Δηλαδή
∑

i1,...,in

ni1,...,inx
i1
1 · ... · xinn =

∑
i1,...,in

s(σ)niσ(1),...,iσ(n)
xi11 · ... · xinn και άρα ni1,...,in =

s(σ)niσ(1),...,iσ(n)
, για κάθε σ ∈W .

ii) Αν η ακολουθία (i1, ..., in) έχει επανάληψη έστω χ.β.γ i1 = i2, τότε θεωρώντας τη μετάθεση
σ = (12) ∈W έχουμε:

niσ(1),...,iσ(n)
= ni1,...,in

i)
=== s(σ)niσ(1),...,iσ(n)

= −niσ(1),...,iσ(n)
.

Οπότε niσ(1),...,iσ(n)
= −niσ(1),...,iσ(n)

⇐⇒ niσ(1),...,iσ(n)
= 0 και άρα ni1,...,in = 0.

�

Σχόλιο. Εφόσον περιγράψαμε στοιχειωδώς τα στοιχεία του An, πάμε να βρούμε μία Z−βάση του.

Ορισμός 3.6.3. ΄Εστω a = (a1, ..., an) ∈ N τότε ορίζεται το πολυώνυμο του Z[x1, ..., xn]:

aa = aa(x1, ..., xn) =
∑
w∈W

s(w)x
aw−1(1)

1 · ... · x
aw−1(n)
n =

∑
w∈W

s(w)xw·a.
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Παρατήρηση 3.6.3. ΄Εστω a ∈ Nn τότε, aa =
∑
w∈W

s(w)x
aw(1)

1 ·...·xaw(n)
n =

∑
w∈W

s(w)xa1

w(1) ·...·x
an
w(n)

Απόδειξη. aa
s(w)=s(w−1)

==========
∑
w∈W

s(w−1)x
aw−1(1)

1 · ... · x
aw−1(n)
n =

∑
w∈W

s(w)x
aw(1)

1 · ... · xaw(n)
n .

Η δεύτερη ισότητα ισχύει αφού καθώς το w διατρέχει το W το ίδιο κάνει και το w−1
. Επίσης,

aa =
∑
w∈W

s(w−1)x
aw−1(1)

w(w−1(1))
· ... · x

aw−1(n)

w(w−1(n))
=
∑
w∈W

s(w)xa1

w(1) · ... · x
an
w(n).

΄Οπου η δεύτερη ισότητα ισχύει καθώς w−1 ∈ G(n) και άρα τα στοιχεία(-γινόμενα) xa1

w(1) · ... · x
an
w(n),

x
aw−1(1)

w(w−1(1))
· ... · x

aw−1(n)

w(w−1(n))
έχουν τους ίδιους όρους με ενδεχομένως άλλη σειρά.

�

Παρατήρηση 3.6.4. ΄Εστω a = (a1, ..., an) ∈ Nn τότε,

i) Το aa είναι skew symmetric και aσ·a = s(σ)aa, για κάθε σ ∈W .

ii) aa = det((x
aj
i )i,j).

iii) aa = 0, αν το a = (a1, ..., an) έχει επανάληψη (δηλαδή δύο ίδια στοιχεία σε διαφορετικές θέσεις).

iv) Αν το a = (a1, ..., an) δεν έχει επανάληψη, τότε το aa 6= 0 και είναι ομογενές βαθμού |a| =
n∑
i=1

ai.

Απόδειξη.

i) aa είναι skew symmetric: ΄Εστω σ ∈W τότε από Παρατήρηση 3.6.1 έχουμε,

aa(xσ(1), ..., xσ(n)) =
∑
w∈W

s(w)xa1

w(σ(1)) · ... · x
an
w(σ(n)) = s(σ)

∑
w∈W

s(w)s(σ)xa1

w(σ(1)) · ... · x
an
w(σ(n)) =

s(σ)
∑
w∈W

s(wσ)xa1

(wσ)(1) · ... · x
an
(wσ)(n) = s(σ)

∑
π∈Wσ

s(π)xa1

π(1) · ... · x
an
π(n)

Wσ=W
====== s(σ)aa(x1, ..., xn).

΄Οσο για το δεύτερο σκέλος έχουμε,

aσ·a =
∑
w∈W

s(w)xw·(σ·a) = s(σ)
∑
w∈W

s(w)s(σ)x(wσ)·a = s(σ)
∑
w∈W

s(wσ)x(wσ)·a =

s(σ)
∑
π∈Wσ

s(π)xπ·a
Wσ=W

====== s(σ)aa.

ii) Υπενθυμίζουμε από την γραμμική άλγεβρα το εξής: det((aij)i,j) =
∑
w∈W

s(w)(
n∏
i=1

aiw(i)). Οπότε,

det((x
aj
i )i,j) =

∑
w∈W

s(w)(

n∏
i=1

x
aw(i)

i ) =
∑
w∈W

s(w)xw
−1·a s(w)=s(w−1)

==========
∑
w∈W

s(w−1)xw
−1·a = aa
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iii) ΄Εστω ότι ai = aj για i 6= j και χ.β.γ i < j τότε,

aa
ii)

=== det((x
aj
i )i,j) = det

· · · xai1 · · · x
aj
1 · · ·

· · ·
.
.
. · · ·

.

.

. · · ·
· · · xain · · · x

aj
n · · ·

 = 0

Η τελευταία ορίζουσα κάνει μηδέν γιατί έχει δύο διακεκριμένες στήλες ίσες (τις i, j).

iv) Εφόσον το a δεν έχει επανάληψη (δηλαδή ai 6= aj για κάθε i 6= j) τότε όλα τα στοιχεία

{(aw−1(1), ..., aw−1(n))}w∈W είναι διάφορα ανά δύο, οπότε το aa =
∑
w∈W

s(w)x
aw−1(1)

1 · ... ·x
aw−1(n)
n

είναι γραμμένο σε άθροισμα διακεκριμένων μονώνυμων παραγόντων. Επιπλέον

n∑
i=1

aw−1(i) = |a|

για κάθε w ∈W , άρα το aa είναι ομογενές βαθμού |a|.

�

Ορισμός 3.6.4. ΄Εστω n ∈ N τότε ορίζουμε,

i) L+(n) := {a = (a1, ..., an) ∈ Nn | a1 > ... > an ≥ 0}.

ii) Λ+(n) := {a = (a1, ..., an) ∈ Nn | a1 ≥ ... ≥ an ≥ 0}.

Παρατήρηση 3.6.5. i) ΄Εστω a ∈ L+(n) τότε τα πολυώνυμα {s(w)x
aw−1(1)

1 · ... · x
aw−1(n)
n }w∈W

είναι διακεκριμένα ανά δύο και άρα αποτελούν τους διακεκριμένους μονώνυμους παράγοντες του

aa. (Εν΄ γένη δεν είναι σωστό, π.χ. βλέπε Παρατήρηση 3.6.2 iii)).

ii) ΄Εστω a, b ∈ L+(n) με a 6= b τότε τα πολυώνυμα aa, ab δεν έχουν κοινό μονώνυμο παράγοντα.

Απόδειξη. Καταρχάς aa =
∑
w∈W

s(w)x
aw−1(1)

1 · ... · x
aw−1(n)
n , ab =

∑
w∈W

s(w)x
bw−1(1)

1 · ... · x
bw−1(n)
n .

Εφόσον όλα τα στοιχεία της ακολουθίας a = (a1, ..., an) είναι διακεκριμένα ανά δύο (γιατί a ∈ L+(n))

τότε τα πολυώνυμα {s(w)x
aw−1(1)

1 · ... · x
aw−1(n)
n }w∈W είναι διακεκριμένα ανά δύο και άρα (εξ΄ ορισμού

του aa) αποτελούν τους μονώνυμους παράγοντες του aa. ΄Ομοια για το ab.
΄Εστω για άτοπο ότι τα aa, ab έχουν κάποιον κοινό μονώνυμο παράγοντα, τότε υπάρχουν σ, π ∈W ,

ώστε s(σ)x
aσ−1(1)

1 · ... · x
aσ−1(n)
n = s(π)x

bπ−1(1)

1 · ... · x
bπ−1(n)
n , δηλαδή:

aσ−1(i) = bπ−1(i), για κάθε i = 1, ..., n.

Οπότε σ · a = π · b ⇐⇒ (π−1σ) · a = b. Οπότε βρήκαμε w ∈W ώστε w · a = b, τότε όμως θα έχουμε:

a1 > ... > an ≥ 0 και aw−1(1) > ... > aw−1(n) ≥ 0.

Το τελευταίο επιβάλει w = 1 άρα a = b, άτοπο. Συνεπώς τα aa, ab δεν έχουν κοινό μονώνυμο παράγοντα.
�
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Λήμμα 3.6.1. ΄Εστω Im = I := {a = (a1, ..., an) |ai ∈ {0, ...,m} και το a δεν έχει επανάληψη} ⊆ Nn
(για κάποιο m ∈ N), τότε w · I = I για κάθε w ∈ W και έτσι η δράση της W στο I ορίζεται καλά.

Ιδιαιτέρως αν θέσουμε I+
m = I+ := {a = (a1, ..., an) ∈ I | a1 > ... > an ≥ 0} τότε:

i) I =
⊔

a∈I+

[a]W , όπου [a]W = W−τροχιά του I.

ii) ΄Εστω a ∈ I+
τότε σ · a 6= π · a, για κάθε σ, π ∈W με σ 6= π.

Απόδειξη.

wI = I για κάθε w ∈W : Καταρχάς αν a = (a1, ..., an) ∈ I, w ∈W τότε w·a = (aw−1(1), ..., aw−1(n))
και επειδή το w · a είναι μία μετάθεση των στοιχείων του a είναι σαφές ότι aw−1(i) ∈ {0, ...,m} με
aw−1(i) 6= aw−1(j) για κάθε i 6= j. ΄Αρα w · I ⊆ I για κάθε w ∈ W . Ανάποδα αν a ∈ I τότε από πριν
έχουμε w−1 · a ∈ I και άρα a = w · (w−1 · a) ∈ w · I. Τελικά wI = I.

i) Καταρχάς είναι σαφές ότι
⋃

a∈I+

[a]W ⊆ I. Ανάποδα, αν a ∈ I είναι σαφές ότι υπάρχει μετάθεση

(που να βάζει σε γνησίως φθίνουσα σειρά τα στοιχεία του a = (a1, ..., an)) έστω w ∈ W με

aw(1) > ... > aw(n) ≥ 0, δηλαδή b := w−1 · a ∈ I+
και a = w · b ∈ [b]W ⊆

⋃
a∈I+

[a]W . Τελικά⋃
a∈I+

[a]W = I. Μένει να δείξουμε ότι η ένωση είναι ξένη. ΄Εστω a, b ∈ I+
με a 6= b και

[a]W ∩ [b]W 6= ∅, τότε [a]W = [b]W και άρα υπάρχει σ ∈W ώστε a = σb, οπότε:

a1 > ... > an ≥ 0 και aσ−1(1) > ... > aσ−1(n) ≥ 0.

Το τελευταίο επιβάλει σ = 1 και έτσι a = b, άτοπο. Συνεπώς η ένωση
⋃

a∈I+

[a]W είναι ξένη.

ii) ΄Εστω σ, π ∈W με σ · a = π · a ⇐⇒ (π−1σ) · a, τότε θέτουμε w = π−1σ ∈W και έχουμε:

a1 > ... > an ≥ 0 και aw−1(1) > ... > aw−1(n) ≥ 0.

Το τελευταίο επιβάλει w = 1 και έτσι a = b.

�

Πρόταση 3.6.1.

i) Το σύνολο {aa}a∈L+(n) αποτελεί Z−βάση του An.

ii) ΄Εστω δ = (n− 1, n− 2, ..., 0) ∈ L+(n) τότε το σύνολο {aλ+δ}λ∈Λ+(n) αποτελεί Z−βάση του An.

Απόδειξη.

i) {aa}a∈L+(n) = Z−γραμμικά ανεξάρτητο: ΄Εστω B ⊆ L+(n) (όπου |B| <∞) και {nb}b∈B ⊆ Z
με
∑
b∈B

nbab = 0. Από Παρατήρηση 3.6.5 ii) θα πρέπει nbab = 0, για κάθε b ∈ B. Οπότε,

∑
w∈W

nbs(w)x
bw−1(1)

1 · ... · x
bw−1(n)
n = 0, για κάθε b ∈ B.
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΄Ομως το παραπάνω άθροισμα είναι γραμμένο σε άθροισμα διακεκριμένων μονωνύμων παραγόντων

(βλέπε Παρατήρηση 3.6.5 i)) οπότε nbs(w) = 0, για κάθε b ∈ B,w ∈W , δηλαδή nb = 0 ∀b ∈ B.

An = spanZ{aa | a ∈ L+(n)}: ΄Εστω f(x1, ..., xn) =
∑

i1,...,in

ni1,...,inx
i1
1 · ... · xinn ∈ An όπου

χ.β.γ μπορούμε να υποθέσουμε ότι ij = 0, ...,m για κάθε j = 1, ..., n (αν χρειαστεί μηδενίζουμε
τους συντελεστές ni1,...,in που δεν χρειάζονται).

Επιπλέον θεωρούμε το I = {a = (a1, ..., an) |ai ∈ {0, ...,m} και το a δεν έχει επανάληψη} και
θέτουμε na1,...,an = n(a1,...,an) τότε από Παρατήρηση 3.6.2 και Λήμμα 3.6.1 έχουμε:

f(x1, ..., xn)
Παρατήρηση 3.6.2 ii)

==============
∑
a∈I

nax
a Λήμμα 3.6.1 i)

===========
∑
a∈I+

∑
b∈[a]W

nbx
b Λήμμα 3.6.1 ii)

===========

∑
a∈I+

∑
σ∈W

nσ·ax
σ·a Παρατήρηση 3.6.2 i)

==============
∑
a∈I+

∑
σ∈W

s(σ−1)nax
σ·a =

∑
a∈I+

na(
∑
σ∈W

s(σ)xσ·a) =
∑
a∈I+

naaa.

ii) Από i) αρκεί να δείξουμε ότι L+(n) = {λ + δ}λ∈Λ+(n). Πράγματι, καταρχάς είναι σαφές ότι

{λ + δ}λ∈Λ+(n) ⊆ L+(n). Ανάποδα αν a = (a1, ..., an) ∈ L+(n) τότε a1 > ... > an ≥ 0 και ως
γνησίως φθίνουσα ακολουθία φυσικών αριθμών πρέπει

a1 ≥ n− 1, a2 ≥ (n− 2), ..., an ≥ 0.

Από το τελευταίο θέτοντας λi = ai − (n− i) ≥ 0, έχουμε ότι λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λn ≥ 0. Πράγματι
επειδή ai > ai+1, τότε ai ≥ ai+1 + 1 και άρα λi = ai − (n − i) ≥ ai+1 + 1 − (n − i) = λi+1.

Οπότε λ = (λ1, ..., λn) ∈ Λ+(n) και άμεσα a = λ+ δ.

�

Σχόλιο. Αφού μελετήσαμε κάποια βασικά πράγματα γύρω από το Z−πρότυπο An, ας προχωρήσουμε

στην κατασκευή του Schur function (για την οποία το μόνο που θα χρειαστούμε από τα προηγούμενα

είναι τον ορισμό του aa). Πριν συνεχίσουμε, επειδή παρακάτω θα μιλήσουμε για διαιρετότητα στον

δακτύλιο Z[x1, ..., xn], ας υπενθυμίσουμε κάποιες βασικές έννοιες και ιδιότητες από τη βασική θεωρία

δακτυλίων.

Υπενθύμιση 3.6.2. (Από την μεταθετική άλγεβρα). ΄Εστω R μία περιοχή μοναδική παραγοντοπο-

ίησης (Π.Μ.Π) τότε,

i) (Ορισμός). ΄Εστω r, a, b ∈ R τότε,

a) Το r λέγεται ανάγωγο στοιχείο του R αν δεν είναι αντιστρέψιμο και επιπλέον κάθε γραφή της

μορφής r = cd (c, d ∈ R) επιβάλει c ή d να είναι αντιστρέψιμο.

b) Λέμε ότι τα a, b είναι συντροφικά αν υπάρχει d ∈ R αντιστρέψιμο, ώστε a = db.
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c) Λέμε ότι τα a, b είναι σχετικά πρώτα μεταξύ τους αν δεν υπάρχει ανάγωγο στοιχείο p ∈ R
ώστε p | a, b.

ii) ΄Εστω a, b, r ∈ R με a, b είναι σχετικά πρώτα μεταξύ τους και a, b | r. Τότε ab | r. (Εννοείται

αυτό γενικεύεται για a1, ..., an σχετικά πρώτα ανά δύο).

iii) (Θεώρημα). Ο δακτύλιος R[x1, ..., xn] είναι Π.Μ.Π.

iv) Τα στοιχεία {xi − xj}i<j είναι όλα μη-συντροφικά ανάγωγα στοιχεία του R[x1, ..., xn] και άρα

σχετικά πρώτα μεταξύ τους.

Απόδειξη.

Για τα i), ii), iii) μπορεί κανείς να βρει αρκετές πληροφορίες στο [11, Κεφάλαιο 2] . Ας δούμε
ενδεικτικά το iv). ΄Εστω i < j τότε:
Καταρχάς είναι σαφές ότι το xi − xj δεν είναι αντιστρέψιμο. ΄Εστω τώρα xi − xj = fg, όπου

(f, g ∈ Z[x1, ..., xn]), τότε f =
n∑
k=0

fkx
k
n, g =

m∑
r=0

grx
r
n με fi, gi ∈ Z[x1, ..., xn−1] και αναγκαστικά (αφού

xi − xj = fg) πρέπει n,m = 0, οπότε f = f0, g = g0 και xi − xj = f0g0 όπου f0, g0 ∈ Z[x1, ..., xn−1].
Συνεχίζοντας έτσι καταλήγουμε να έχουμε xi−xj = f ′0g

′
0, όπου f = f ′0, g = g′0 και f

′
0, g
′
0 ∈ Z[x1, ..., xj ],

όμως το xi − xj είναι ανάγωγο στο δακτύλιο Z[x1, ..., xj−1][xj ] (γενικά τα στοιχεία x − a,−x + a με
a ∈ R, είναι πάντα ανάγωγα στο δακτύλιο R[x]), άρα f ′0 ή g

′
0 αντιστρέψιμο στο Z[x1, ..., xj ], δηλαδή

f = f ′0 = ±1 ή g = g′0 = ±1. ΄Ετσι το xi − xj είναι ανάγωγο στο Z[x1, ..., xn].
�

Πρόταση 3.6.2. i) ΄Εστω a ∈ L+(n), τότε
∏

1≤i<j≤n
(xi − xj) | aa.

ii) ΄Εστω δ = (n− 1, n− 2, ..., 0) ∈ Nn, τότε
∏

1≤i<j≤n
(xi − xj) = det((xn−ji )i,j) = aδ.

Ας σημειωθεί το πολυώνυμο
∏

1≤i<j≤n
(xi−xj) είναι η γνωστή ορίζουσα Vandermonde : det((xn−ji )i,j).

Απόδειξη.

i) Θα δείξουμε με επαγωγή στο n ότι xi − xj | aa, για κάθε 1 ≤ i < j ≤ n. Για n = 2 έχουμε

aa = det

(
xa1

1 xa2
1

xa1
2 xa2

2

)
= xa1

1 x
a2
2 − x

a2
1 x

a1
2

a2<a1===== xa2
1 x

a2
2 (xa1−a2

1 − xa1−a2
2 ) = xa2

1 x
a2
2 (x1 − x2) · (κάτι).

΄Εστω n ≥ 2, για να υπολογίσουμε την ορίζουσα aa = det((x
aj
i )i,j) θα κάνουμε ανάπτυγμα ως

προς οποιαδήποτε γραμμή διάφορη των i, j−γραμμών. Ας πούμε χ.β.γ ότι i, j 6= 1, τότε θέτουμε
A = (x

aj
i )i,j και με ανάπτυξη ως προς τη πρώτη γραμμή έχουμε:

aa = (−1)1+1xa1
1 detA11 + (−1)1+2xa2

1 detA12 + ...+ (−1)1+nxan1 detA1n.
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΄Οπου A1k είναι ο πίνακας A με διαγραμμένες την 1−γραμμή και k−στήλη, δηλαδή:

A11 =

x
a2
2 · · · xan2
.
.
.

.

.

.

xa2
n · · · xann

 , ..., A1n =

x
a2
2 · · · x

an−1

2
.
.
.

.

.

.

xa2
n · · · x

an−1
n

 .

Από τα παραπάνω βλέπουμε ότι οι πίνακες A1k είναι σε μορφή όπως ο A με n − 1 μεταβλητές
και a2 > ... > ak−1 > ak+1 > ... > an ≥ 0, άρα από επαγωγική υπόθεση και το γεγονός ότι

i, j 6= 1 (δηλαδή υπάρχουν στον πίνακα A1k οι μεταβλητές xi, xj) πρέπει xj − xi | detA1k, για

κάθε k = 1, ..., n. Οπότε xj − xi | detA = aa.

Συνεπώς xi − xj | aa ∈ Z[x1, ..., xn] για κάθε 1 ≤ i < j ≤ n. Επιπλέον από Υπενθύμιση
3.6.2 έχουμε ότι τα πολυώνυμα {xi − xj}i<j είναι όλα σχετικά πρώτα ανά δύο και ο δακτύλιος
Z[x1, ..., xn] είναι Π.Μ.Π, άρα

∏
1≤i<j≤n

(xi − xj) | aa.

ii) Είναι άμεσο από την σημείωση που δώσαμε.

�

Πόρισμα 3.6.1. ΄Εστω δ = (n− 1, n− 2, ..., 0) ∈ Nn τότε για κάθε λ = (λ1, ..., λn) ∈ Λ+(n) ισχύει

aδ | aλ+δ και έτσι ορίζεται το πολυώνυμο:

Sλ = aλ+δ/aδ ∈ Z[x1, ..., xn].

΄Οπου aλ+δ = det((x
n+λj−j
i )i,j) και aδ = det((xn−ji )i,j).

Ορισμός 3.6.5. ΄Εστω λ = (λ1, ..., λn) ∈ Nn με λ1 ≥ ... ≥ λn ≥ 0, τότε το πολυώνυμο:

Sλ = aλ+δ/aδ ∈ Z[x1, ..., xn]

θα λέγεται Schur function.

Πόρισμα 3.6.2. ΄Εστω δ = (n− 1, n− 2, ..., 0) ∈ Nn τότε:

i) Το aδ διαιρεί κάθε στοιχείο του An.

ii) Η απεικόνιση φ : Λn −→ An, f 7−→ aδf είναι ισομορφισμός Z−προτύπων.

iii) Το An είναι ελεύθερο Λn−πρότυπο με Λn−βάση το {aδ}. Ιδιαιτέρως An = Λnaδ.

Απόδειξη.
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i) ΄Εστω f(x1, ..., xn) ∈ An τότε από Πρόταση 3.6.1 υπάρχουν {na}a∈L+(n) ⊆ Z ώστε f(x1, ..., xn) =∑
a∈L+(n)

naaa και το ζητούμενο έπεται άμεσα από Πρόταση 3.6.2.

ii) Η φ είναι καλά ορισμένη άμεσα από Παρατήρηση 3.6.1. Η φ είναι 1-1 άμεσα αφού το Z[x1, ..., xn]
είναι περιοχή. Επίσης είναι άμεσα ομομορφισμός Z−προτύπων. Μένει να δείξουμε ότι είναι επί,
πράγματι αν g ∈ An τότε από i) ισχύει g/aδ ∈ Z[x1, ..., xn] και εύκολα (επειδή g, aδ ∈ An) έχουμε
g/aδ ∈ Λn και κατά συνέπεια φ(g/aδ) = g.

iii) An = Λnaδ: ΄Εστω f ∈ An τότε από Πρόταση 3.6.1 υπάρχουν {na}a∈L+(n) ⊆ Z ώστε f =∑
a∈L+(n)

naaa. Επιπλέον από i) και Παρατήρηση 3.6.1 ii) έχουμε {aa/aδ}a∈L+(n) ⊆ Λn, οπότε

f = (
∑

a∈L+(n)

naaa/aδ)aδ ∈ Λnaδ.

Μένει να δείξουμε ότι το {aδ} είναι Λn−γραμμικά ανεξάρτητο. Πράγματι αν f ∈ Λn με faδ = 0,
τότε επειδή το Z[x1, ..., xn] είναι περιοχή και aδ 6= 0 πρέπει f = 0.

�

Θεώρημα 3.6.1. ΄Εστω n, r ∈ N τότε:

i) Το σύνολο {Sλ}λ∈Λ+(n) αποτελεί Z−βάση του Λn = Sym(n).

ii) Το σύνολο {Sλ}λ∈Λ+(n,r) αποτελεί Z−βάση του Sym(n, r).

Λήμμα 3.6.2. ΄Εστω R μεταθετικός δακτύλιος, A graded R−άλγεβρα από την οικογένεια {An}n≥0

και επιπλέον A είναι περιοχή. Αν x, y ∈ A με 0 6= x ∈ An, 0 6= xy ∈ Am, τότε m ≥ n και y ∈ Am−n.

Απόδειξη. Καταρχάς από υπόθεση έχουμε A =
⊕
r≥0

Ar. ΄Εστω λοιπόν y =
∑
r≥0

yr όπου y ∈ Ar

και am ∈ Am ώστε 0 6= am = xy =
∑
r≥0

xyr (όπου xyr ∈ An+r). Από το τελευταίο και το γεγονός ότι

A =
⊕
r≥0

Ar έπεται άμεσα xyr = 0 για κάθε r ≥ 0 με r + n 6= m και επιπλέον υπάρχει r0 ≥ 0 ώστε

n + r0 = m και am = xyr0 . Ιδιαιτέρως m ≥ n και r0 = m − n. Επιπλέον η σχέση xyr = 0 για κάθε
r ≥ 0 με r+n 6= m είναι ισοδύναμη με το να έχουμε xyr = 0 για κάθε 0 ≤ r 6= m−n, αλλά A =περιοχή
και x 6= 0 οπότε yr = 0 για κάθε 0 ≤ r 6= m− n. Τελικά y = ym−n ∈ Am−n.

�

Απόδειξη. (Θεωρήματος).

i) {Sλ}λ∈Λ+(n) ⊆ Sym(n): ΄Αμεσα αφού Sλ = aλ+δ/aδ και aλ+δ, aδ ∈ An (βλέπε Παρατήρηση
3.6.1 ii)).
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{Sλ}λ∈Λ+(n) = Z−γραμμικά ανεξάρτητο: ΄Εστω {nλ}λ∈Λ+(n) ⊆ Z με
∑

λ∈Λ+(n)

nλSλ = 0 τότε,

∑
λ∈Λ+(n)

nλ(aλ+δ/aδ) = 0 ⇐⇒ aδ · (
∑

λ∈Λ+(n)

nλ(aλ+δ/aδ)) = 0 ⇐⇒
∑

λ∈Λ+(n)

nλaλ+δ = 0

Από το τελευταίο όμως και το γεγονός ότι το {aλ+δ}λ∈Λ+(n) είναι Z−γραμμικά ανεξάρτητο (βλέπε
Πρόταση 3.6.1) έχουμε ότι nλ = 0 για κάθε λ ∈ Λ+(n).

Sym(n) = spanZ{Sλ | λ ∈ Λ+(n)}: ΄Εστω f ∈ Λn = Sym(n), τότε (από Παρατήρηση
3.6.1 iii)) πρέπει aδf ∈ An, οπότε (από Πρόταση 3.6.1) υπάρχουν {nλ}λ∈Λ+(n) ⊆ Z ώστε
aδf =

∑
λ∈Λ+(n)

nλaλ+δ. ΄Ομως aδ | aλ+δ και έτσι f =
∑

λ∈Λ+(n)

nλ(aλ+δ/aδ) =
∑

λ∈Λ+(n)

nλSλ

ii) Καταρχάς ξέρουμε το Z[x1, ..., xn] είναι graded Z−άλγεβρα από την οικογένεια {Br}r≥0, όπου

Br = {f ∈ Z[x1, ..., xn] | f είναι ομογενές βαθμού r}. Επίσης για κάθε a = (a1, ..., an) ∈ L+(n)

θέτουμε |a| =
n∑
i=1

ai και έχουμε:

{Sλ}λ∈Λ+(n,r) ⊆ Sym(n, r): ΄Οπως στο i) έχουμε {Sλ}λ∈Λ+(n,r) ⊆ Λn = Sym(n) και μένει να
δείξουμε ότι είναι ομογενή βαθμού r. ΄Εστω λ ∈ Λ+(n, r) τότε

Sλ = aλ+δ/aδ ⇐⇒ aλ+δSλ = aδ, όπου δ = (n− 1, n− 2, ..., 0) ∈ L+(n).

Αφού λ+ δ, δ ∈ L+(n) τότε από Παρατήρηση 3.6.4 iv) έχουμε

0 6= aλ+δ = aδSλ ∈ B|λ+δ|, 0 6= aδ ∈ B|δ|.

Συνεπώς από Λήμμα 3.6.2 το Sλ ∈ B|λ+δ|−|δ|
|λ+δ|=|λ|+|δ|

========== B|λ|.

{Sλ}λ∈Λ+(n,r) = Z−γραμμικά ανεξάρτητο: ΄Αμεσο από i) καθώς {Sλ}λ∈Λ+(n,r) ⊆ {Sλ}λ∈Λ+(n).

Sym(n, r) = spanZ{Sλ}λ∈Λ+(n,r): ΄Εστω f ∈ Sym(n, r) ⊆ Sym(n) = Λn, τότε (από i))
υπάρχουν {nλ}λ∈Λ+(n) ⊆ Z ώστε

f =
∑

λ∈Λ+(n)

nλSλ ⇐⇒ aδf =
∑

λ∈Λ+(n)

nλaλ+δ.

Τώρα από Παρατήρηση 3.6.4 iv) έχουμε aδ ∈ B|δ|, aλ+δ ∈ B|λ+δ| = B|λ|+|δ|, aδf ∈ B|δ|+r.
Οπότε

aδf −
∑

λ∈Λ+(n): |λ+δ|=|δ|+r

nλaλ+δ =
∑

λ∈Λ+(n): |λ+δ|6=|δ|+r

nλaλ+δ ∈ (B|δ|+r
⋂ ∑

n6=|δ|+r

Bn).

΄Ομως Z[x1, ..., xn] =
⊕
n≥0

Bn, άρα aδf −
∑

λ∈Λ+(n): |λ+δ|=|δ|+r
nλaλ+δ = 0. Επιπλέον, |λ + δ| =

|δ|+ r ⇐⇒ |λ| = r και άρα aδf =
∑

λ∈Λ+(n,r)

nλaλ+δ ⇐⇒ f =
∑

λ∈Λ+(n,r)

nλSλ.
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�

Παρατήρηση 3.6.6. i) Για κάθε a ∈ L+(n) το aa έχει leading term το xa1
1 · ... · xann .

ii) Για κάθε λ ∈ Λ+(n) το Sλ έχει leading term το xλ1
1 · ... · xλnn .

Απόδειξη.

i) aa =
∑
w∈W

s(w)x
aw−1(1)

1 · ... · x
aw−1(n)
n = xa1

1 · ... · xann +
∑

16=w∈W
s(w)x

aw−1(1)

1 · ... · x
aw−1(n)
n

Ισχυρισμός. a = (a1, ..., an) > (aw−1(1), ..., aw−1(n)) = w · a, για κάθε 1 6= w ∈W .

Πράγματι, επειδή a ∈ L+(n) πρέπει a1 > ... > an ≥ 0. ΄Εστω 1 6= w ∈ W και s το μικρότερο
στοιχείο του n ώστε w−1(s) 6= s, τότε w−1(i) = i για κάθε i < s και άρα w−1(s) ∈ {s+ 1, ..., n}.
Από τα τελευταία έχουμε ai = aw−1(i) για κάθε i < s και as > aw−1(s), συνεπώς a > w · a. Ο
ισχυρισμός αποδείχθηκε και το συμπέρασμα έπεται άμεσα από αυτόν.

ii) ΄Εστω λ = (λ1, ..., λn) ∈ Λ+(n) και δ = (n− 1, n− 2, ..., 0) ∈ L+(n) τότε

Sλ = aλ+δ/aδ ⇐⇒ aδSλ = aλ+δ.

΄Εστω kxk1
1 ·...·xknn (όπου k ∈ Z, k1, ..., kn ∈ N) ο leading term του Sλ. Επιπλέον δ, λ+δ ∈ L+(n)

και άρα από i) τα aδ, aλ+δ έχουν leading terms τα xδ11 · ... · xδnn , x
λ1+δ1
1 · ... · xλn+δn

n αντίστοιχα.

΄Ομως ο leading term του γινομένου δύο πολυωνύμων είναι το γινόμενο των leading term των
πολυωνύμων, οπότε

kxk1+δ1
1 · ... · xkn+δn

n = (kxk1
1 · ... · x

kn
n )(xδ11 · ... · x

δn
n ) = xλ1+δ1

1 · ... · xλn+δn
n

Από το τελευταίο έπεται ότι k = 1 και ki = λi για κάθε i = 1, ..., n.

�
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3.7 Formal characters στην MK(n, r) όταν chK = 0.

Παρακάτω Κ άπειρο σώμα και Γ = ΓK = GLn(K).

Η παράγραφος 3.6 αποτελεί μία καλή βάση για να μπορέσουμε να συζητήσουμε τι πραγματικά γίνεται

στην κατηγορία MK(n, r) όταν chK = 0. Συγκεκριμένα, έχουμε τα παρακάτω.

Ορισμός 3.7.1. ΄Εστω chK = 0 τότε για κάθε λ ∈ Λ+(n, r) ορίζουμε Fλ,K := Fλ,0 και Φλ,K := Φλ,0.

Θεώρημα 3.7.1. ΄Εστω chK = 0 τότε Φλ,0 = Sλ για κάθε λ ∈ Λ+(n, r).

Απόδειξη. Μία στοιχειώδης απόδειξη προσφέρεται στο [1, σελ. 30-31], προτού όμως ανατρέξει

κανείς εκεί θα χρειαστεί κάποιες επιπλέον προαπαιτούμενες ιδιότητες των Schur functions που θα βρει
στο [5, σελ. 62-64, 17-24] ή στο [6, σελ. 1-10].

�

Στα Κεφάλαια 4-5 (βλέπε Πόρισμα 5.4.1 i)) θα δούμε μία ακόμη καλύτερη περιγραφή του Φλ,0 μέσω

του προτύπου Dλ,K και της θεωρίας των λ−tableaux. Γενικά η εύρεση των Φλ,K όταν chK = p > 0
δεν έχει επιτευχθεί ακόμα, εντούτοις αποτελεί το κεντρικό πρόβλημα της θεωρίας αναπαραστάσεων.
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4 Τα πρότυπα Dλ,K.

4.1 λ-tableaux.

Ορισμός 4.1.1. ΄Εστω λ = (λ1, ..., λn) ∈ Λ+(n, r), τότε ορίζουμε το διάγραμμα (diagram) του λ να

είναι το σύνολο [λ] := {(s, t) ∈ Z × Z | 1 ≤ s, 1 ≤ t ≤ λs}. Σχηματικά μπορούμε να το βλέπουμε ως

εξής:

• • · · · • · · · • · · · • (λ1 − το πλήθος κουκίδες)
• • · · · • · · · • (λ2 − το πλήθος κουκίδες)
.
.
.

.

.

. · · ·
.
.
.

• • · · · • (λn − το πλήθος κουκίδες)
Ας σημειωθεί ότι το σχήμα αυτό δεν είναι πάνω στο καρτεσιανό επίπεδο.

Επιπλέον, παρατηρούμε ότι ορίζεται ένα καινούργιο partition του r το µ = (µ1, ..., µλ1), όπου

µi = πλήθος κουκίδων της i−στήλης. Ιδιαιτέρως, µ ∈ Λ+(λ1, r), µi = |{j | λj ≥ i}| και µi ≤ n,
για κάθε i. Το µ θα λέγεται συζυγής (conjugate) partition του λ.

Παράδειγμα 4.1.1. Για λ = (3, 3, 2, 1) ∈ Λ+(4, 9) έχουμε:

1) Σχήμα:

• • •
• • •
• •
•

2) conjugate partition : µ = (4, 3, 2) ∈ Λ+(3, 9).

Ορισμός 4.1.2. ΄Εστω λ ∈ Λ+(n, r), μία απεικόνιση Φ : [λ] −→ A, όπου A =σύνολο, θα λέγεται

λ-tableaux.

Παρατήρηση 4.1.1. Αν λ ∈ Λ+(n, r), τότε |[λ]| = r, οπότε υπάρχει τουλάχιστον μία 1-1 και επί

απεικόνιση Φ : [λ] −→ r.

Ορισμός 4.1.3. ΄Εστω λ ∈ Λ+(n, r), μία 1-1 και επί απεικόνιση T λ : [λ] −→ r θα λέγεται basic
λ−tableaux. Θα συμβολίζουμε τις εικόνες του T λ με T λ(s, t) = x(s, t) και σχηματικά ο πίνακας που

θα αναπαριστά το T λ θα είναι ο παρακάτω:

x(1, 1) x(1, 2) · · · · · · · · · · · · · · · x(1, λ1)
x(2, 1) x(2, 2) · · · · · · · · · x(2, λ2)

.

.

.
.
.
. · · ·

.

.

.

x(n, 1) x(n, 2) · · · x(n, λn)

Συνήθως για συντομία θα γράφουμε T = T λ.

Σχόλιο. Κάθε στοιχείο p ∈ r, εμφανίζεται ακριβώς μία φορά στο σχήμα του προηγούμενου ορισμού.

Η έννοια του basic λ-tableaux αντικαθιστά τις κουκίδες του διαγράμματος του λ με αριθμούς και έτσι

δίνει ώθηση για περαιτέρω μελέτη.

139



Παρατήρηση 4.1.2. ΄Εστω λ ∈ Λ+(n, r), T = T λ : [λ] −→ r ένα basic λ-tableaux και σ ∈ G(r).
Τότε το σ καθορίζεται μονοσήμαντα από τις τιμές σ(x(s, t)), (s, t) ∈ [λ] (αφού για το τυχόν i ∈ r
υπάρχει μοναδικό (si, ti) ∈ [λ] ώστε x(si, ti) = i).

Σχόλιο. Ο λόγος για τον οποίο κάναμε την παραπάνω παρατήρηση, είναι επειδή παρακάτω θα συνη-

θίζουμε να μελετάμε τα στοιχεία σ ∈ G(r) πάνω στο σύνολο {x(s, t) | (s, t) ∈ [λ]} = r.

Υπενθύμιση 4.1.1. i) ΄Εστω G = G(r) η συμμετρική ομάδα. Αν X ⊆ r, τότε ορίζουμε το

σύνολο ΣX := {σ ∈ G(r) | σ(i) = i, ∀i /∈ X} που είναι υποομάδα της G(r). Ιδιαιτέρως

σ(X) = X για κάθε σ ∈ ΣX .

ii) ΄Εστω X1, ..., Xn ⊆ r, με Xi ∩Xj = ∅ για κάθε i 6= j τότε:

a) σi · σj = σj · σi για κάθε i 6= j και σi ∈ ΣXi , σj ∈ ΣXj .

b) ΣX1 · ... · ΣXn ≤ G(r).

Απόδειξη.

Το i) είναι άμεσο. ΄Οσο για το ii), εφόσον Xi∩Xj = ∅ για κάθε i 6= j, τότε όλες οι μεταθέσεις του
ΣXi είναι ξένες ως προς τις μεταθέσεις του ΣXj για κάθε i 6= j, όμως ξένες μεταθέσεις μετατίθονται
στο γινόμενο και έτσι έπεται το a). Επιπλέον, αν s, t ∈ ΣX1 · ... ·ΣXn , τότε s = s1 · ... · sn, t = t1 · ... · tn
και s · t−1 = s1 · ... · sn · t−1

n · ... · t−1
1

a)
= s1t

−1
1 · ... · snt−1

n ∈ ΣX1 · ... · ΣXn και έτσι έπεται το b).
�

Ορισμός 4.1.4. ΄Εστω λ ∈ Λ+(n, r) και T = T λ : [λ] −→ r ένα basic λ−tableaux, τότε ορίζουμε:

i) Rp = Rp(T ) = {x(p, k) | 1 ≤ k ≤ λp} = p−γραμμή, όπου 1 ≤ p ≤ n.

ii) R(T ) = ΣR1 · ... · ΣRn = row stabilizer ≤ G(r).

iii) Cq = Cq(T ) = {x(k, q) | 1 ≤ k, q ≤ λk} = q−στήλη, όπου 1 ≤ q ≤ λ1.

iv) C(T ) = ΣC1 · ... · ΣCλ1
= column stabilizer ≤ G(r).

Παρατήρηση 4.1.3. ΄Εστω λ ∈ Λ+(n, r) και T = T λ : [λ] −→ r ένα basic λ-tableaux , τότε:

i) a) R(T ) = {σ ∈ G(r) | σ(Rp) = Rp ∀ 1 ≤ p ≤ n}. Ιδιαιτέρως, σ ∈ R(T ) ⇐⇒ σ(x(s, t)) =
x(s, t∗), ∀(s, t) ∈ [λ] και κάποιο t∗ (που ενδεχομένως εξαρτάται από το (s, t)).

b) C(T ) = {σ ∈ G(r) | σ(Cq) = Cq ∀ 1 ≤ q ≤ λ1}. Ιδιαιτέρως, σ ∈ C(T ) ⇐⇒ σ(x(s, t)) =
x(s∗, t), ∀(s, t) ∈ [λ] και κάποιο s∗ (που ενδεχομένως εξαρτάται από το (s, t)).

ii) Προσοχή, αν σ ∈ R(T ) τότε με βάση το i), θα διατηρεί και όχι σταθεροποιεί κατ΄ ανάγκη τις

γραμμές του T (παρόμοια για σ ∈ C(T )). Επίσης τα R(T ), C(T ) εξαρτώνται από την επιλογή

του basic λ−tableaux.

140



iii) C(T ) = ΣC1 ⊗ ...⊗ ΣCλ1
και R(T ) = ΣR1 ⊗ ...⊗ ΣRn (όπου εννοούμε ευθέα γινόμενα).

iv) C(T ) ∩R(T ) = 1.

Απόδειξη.

i) Κάνουμε το R(T ) και όμοια το C(T ). Θέτουμε A = {σ ∈ G(r) | σ(Rp) = Rp ∀ 1 ≤ p ≤ n} και
θα δείξουμε ότι R(T ) = A. Καταρχάς, επειδή η T : [λ] −→ r είναι 1-1 και επί, έπεται άμεσα ότι

r =
n⊔
p=1

Rp (ξένη ένωση). Οπότε έχουμε:

A ⊆ R(T ): ΄Εστω σ ∈ A, τότε για κάθε p ∈ n ορίζουμε σp ∈ G(r) με σp(i) =

{
σ(i) i ∈ Rp
i i /∈ Rp

.

Επειδή r =
n⊔
p=1

Rp και σ ∈ A, έπεται ότι η σp είναι καλά ορισμένη. Επιπλέον (από τον τύπο της

σp) έχουμε ότι σp ∈ ΣRp και σ
(∗)
=

n∏
p=1

σp ∈ ΣR1 · ... ·ΣRn = R(T ). Μένει να αιτιολογήσουμε την

(∗), έστω λοιπόν i ∈ r, τότε υπάρχει pi ∈ n ώστε i ∈ Rpi , συνεπώς σ(i) ∈ Rpi (αφού σ ∈ A) και:

(
n∏
p=1

σp)(i) = (σ1 · ... · σpi · ... · σn)(i)
i∈Rpi= (σ1 · ... · σpi)(i)

i∈Rpi= (σ1 · ... · σ)(i)
σ(i)∈Rpi= σ(i).

R(T ) ⊆ A: ΄Εστω σ ∈ R(T ) = ΣR1 · ... · ΣRn , τότε σ = σ1 · ... · σn, όπου σi ∈ ΣRi . ΄Εστω

1 ≤ p ≤ n και t ∈ Rp τότε:

σ(t) = (σ1 · ... · σn)(t)
t∈Rp
= (σ1 · ... · σp)(t)

σp(t)∈Rp
= σp(t) ∈ Rp.

΄Αρα σ(Rp) ⊆ Rp, όμως η σ είναι 1-1 και |Rp| < ∞, άρα σ(Rp) = Rp. Το p ήταν τυχόν, άρα
σ ∈ A.

iii) Κάνουμε το C(T ) και όμοια το R(T ):

C(T ) = ΣC1 · ... · ΣCλ1
: Εξ΄ ορισμού.

ΣCq C C(T ) για κάθε q = 1, ..., λ1: Πράγματι, έστω s ∈ ΣCq και σ ∈ C(T ), με σ = σ1 · ... ·σλ1 ,

όπου σi ∈ ΣCi . Αφού Ci ∩ Cj = ∅ για κάθε i 6= j, τότε από Υπενθύμιση 4.1.1 ii)a) έχουμε ότι
σ · s · σ−1 = σq · s · σ−1

q ∈ ΣCq .

ΣCq ∩
∏
j 6=q

ΣCj = 1 για κάθε q = 1, ..., λ1: ΄Εστω σ ∈ ΣCq ∩
∏
j 6=q

ΣCj , τότε σ(i) = i για κάθε

i /∈ Cq (αφού σ ∈ ΣCq) και σ(i) = i για κάθε i ∈ Cq (αφού σ ∈
∏
j 6=q

ΣCj ), άρα σ(i) = i, ∀i ∈ r.

iv) ΄Εστω ότι σ ∈ C(T ) ∩ R(T ). Αν i ∈ r, τότε υπάρχει (s, t) ∈ [λ] ώστε x(s, t) = i, άρα από i),
πρέπει σ(x(s, t)) = x(s, t) = i.

�
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Ορισμός 4.1.5. ΄Εστω λ ∈ Λ+(n, r), T = T λ : [λ] −→ r basic λ-tableaux και i ∈ I(n, r). Τότε

ορίζεται ένα νέο λ-tableaux το Ti := i ◦ T : [λ] −→ n και σχηματικά ο πίνακας που θα αναπαριστά το Ti
θα είναι ο παρακάτω:

ix(1,1) ix(1,2) · · · · · · · · · · · · · · · ix(1,λ1)

ix(2,1) ix(2,2) · · · · · · · · · ix(2,λ2)
.
.
.

.

.

. · · ·
.
.
.

ix(n,1) ix(n,2) · · · ix(n,λn)

Παράδειγμα 4.1.2. ΄Εστω λ = (3, 2, 0) ∈ Λ+(3, 5), τότε το T λ =

(
x(1, 1) x(1, 2) x(1, 3)
x(2, 1) x(2, 2)

)
=(

1 3 5
2 4

)
είναι ένα basic λ−tableaux, με R(T ) = Σ{1,3,5} · Σ{2,4} και C(T ) = Σ{1,2} · Σ{3,4} · Σ{5}.

Επιπλέον, αν i ∈ I(3, 5) τότε Ti =

(
i1 i3 i5
i2 i4

)
.

Παρατήρηση 4.1.4. ΄Εστω λ ∈ Λ+(n, r), T = T λ basic λ-tableaux και µ = (µ1, ..., µλ1) το

conjugate partition του λ. Τότε,

i) Για κάθε q = 1, ..., λ1, κάθε μετάθεση στη ΣCq(≤ Sr) χαρακτηρίζεται μονοσήμαντα από μία

μετάθεση στη Sµq και ανάποδα. Συγκεκριμένα,

η απεικόνιση Φ : Sµq −→ ΣCq , σq 7−→ σ′q, όπου σ
′
q(x(s, t)) =

{
x(σq(s), q) t = q

x(s, t) t 6= q
, είναι καλά

ορισμένη, 1-1 και επί.

ii) Για κάθε p = 1, ..., n, κάθε μετάθεση στη ΣRp(≤ Sr) χαρακτηρίζεται μονοσήμαντα από μία

μετάθεση στη Sλp και ανάποδα . Συγκεκριμένα,

η απεικόνιση Φ : Sλp −→ ΣRp , σp 7−→ σ′p, όπου σ
′
p(x(s, t)) =

{
x(p, σp(t)) s = p

x(s, t) s 6= p
, είναι καλά

ορισμένη, 1-1 και επί.

Απόδειξη. Κάνουμε το i) καθώς το ii) είναι παρόμοιο. Πράγματι,
Φ καλά ορισμένη: Αρκεί να δείξουμε ότι η σ′q είναι καλά ορισμένη. Καταρχάς η ποσότητα

x(σq(s), q) έχει νόημα για κάθε (s, q) ∈ [λ] αφού σq ∈ Sµq και µq =μήκος της q−στήλης. ΄Ε-
στω x(s1, t1) = x(s2, t2) τότε (επείδή T = 1-1 και επί) s1 = s2 και t1 = t2, άρα άμεσα έπεται ότι
σ′q(x(s1, t1)) = σ′q(x(s2, t2)).

Φ 1-1: ΄Εστω σ′q(x(s1, t1)) = σ′q(x(s2, t2)). Από τον τύπο της σ′q και επειδή T =1-1 και επί,
έπεται ότι t1 = t2 και (s1 = s2 ή σq(s1) = σq(s2)), όμως σq =1-1, άρα σε κάθε περίπτωση έχουμε
t1 = t2 και s1 = s2, δηλαδή x(s1, t1) = x(s2, t2).

Φ επί: Αφού Φ είναι 1-1 και |ΣCq | = |Cq|! = µq! = |Sµq |, έπεται το επί.
�
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Σχόλιο. Η παραπάνω παρατήρηση θα μπορούσε κανείς να πει ότι είναι αναμενόμενη αφού:

i) Τα στοιχεία του ΣCq επί της ουσία σταθεροποιούν όλα τα στοιχεία έξω από το Cq και μεταθέτουν

μόνο τα στοιχεία της στήλης Cq η οποία έχει μήκος µq, δηλαδή μιλάμε για μεταθέσεις µq−το
πλήθος στοιχείων.

ii) Τα στοιχεία του ΣRp επί της ουσία σταθεροποιούν όλα τα στοιχεία έξω από το Rp και μεταθέτουν

μόνο τα στοιχεία της γραμμής Rp η οποία έχει μήκος λp, δηλαδή μιλάμε για μεταθέσεις λp−το
πλήθος στοιχείων.

Ας σημειωθεί ότι η Παρατήρηση 4.1.4 αν και τεχνική θα παίξει το ρόλο της στην απόδειξη της

Πρότασης 4.2.1.
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4.2 Bideterminants.

Παρακάτω, K = άπειρο σώμα.

Ορισμός 4.2.1. ΄Εστω i, j ∈ I(n, r), λ ∈ Λ+(n, r) και T = T λ basic λ−tableaux, τότε ορίζουμε το

bideterminant των i, j να είναι:

(Ti : Tj)K = (Ti : Tj) :=
∑

σ∈C(T )

s(σ)ci,jσ ∈ AK(n, r).

΄Οπου s(σ) = το πρόσημο της μετάθεσης σ.

Παρατήρηση 4.2.1. ΄Εστω i, j ∈ I(n, r), τότε

i) (Ti : Tj) =
∑

σ∈C(T )

s(σ)ci,jσ =
∑

σ∈C(T )

s(σ)ciσ,j

ii) Για κάθε σ ∈ C(T ) ισχύει (Ti : Tjσ) = (Tiσ : Tj) = s(σ)(Ti : Tj).

Απόδειξη.

i) Εφόσον (i, jσ) ∼ (iσ−1, j), τότε ci,jσ = ciσ−1,j , επίσης s(σ) = s(σ−1), άρα:

(Ti : Tj) =
∑

σ∈C(T )

s(σ−1)ciσ−1,j =
∑

σ∈C(T )

s(σ)ciσ,j .

Η τελευταία ισότητα ισχύει επειδή καθώς το σ διατρέχει το C(T ), το ίδιο κάνει και το σ−1
.

ii) ΄Εστω σ ∈ C(T ), θα δείξουμε ότι (Ti : Tjσ) = s(σ)(Ti : Tj) (και η άλλη ισότητα όμοια). Πράγματι,

(Ti : Tjσ) =
∑

π∈C(T )

s(π)ci,(jσ)π
s(σ)2=1

= s(σ)2
∑

π∈C(T )

s(π)ci,(jσ)π =

s(σ)
∑

π∈C(T )

s(σπ)ci,j(σπ)
(∗)
= s(σ)

∑
π∈C(T )

s(π)ci,jπ = s(σ)(Ti : Tj).

Αιτιολόγηση της (∗): Αφού σ ∈ C(T ), τότε σC(T ) = C(T ), επιπλέον στ 6= σπ, ∀ τ, π ∈ C(T )
με τ 6= π. Συνεπώς καθώς το π διατρέχει το C(T ), το ίδιο κάνει και το σπ.

�
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Υπενθύμιση 4.2.1. (Laplacian formula) ΄Εστω A = (aij)i,j ∈Mn×n(R), όπου R δακτύλιος. Τότε,

detA =
∑
σ∈Sn

s(σ)

(
n∏
i=1

aiσ(i))

)
=
∑
σ∈Sn

s(σ)

(
n∏
i=1

aσ(i)i

)
.

Πρόταση 4.2.1. ΄Εστω i, j ∈ I(n, r), λ ∈ Λ+(n, r), T = T λ basic λ-tableaux και µ = (µ1, ..., µλ1)
το conjugate partition του λ. Τότε:

i) Αν για κάθε t = 1, ..., λ1 θεωρήσουμε τους πίνακες At = (cix(s,t)jx(s′,t))s,s′=1,...,µt τότε:

(Ti : Tj) =

λ1∏
t=1

detAt.

ii) Αν το Ti (ή το Tj) έχει στήλη με δύο ίδια στοιχεία σε διαφορετικές θέσεις, τότε (Ti : Tj) = 0.

Απόδειξη.

i) ΄Εστω At = (atss′)s,s′=1,...,µt με a
t
ss′ = cix(s,t)jx(s′,t) , τότε:

λ1∏
t=1

detAt =

λ1∏
t=1

 ∑
σ∈Sµt

s(σ)

(
µt∏
s=1

atsσ(s)

) =

∑
σ1∈Sµ1

· · ·
∑

σλ1
∈Sµλ1

s(σ1) · ... · s(σλ1)

(
µ1∏
s=1

a1
sσ1(s)

)
· ... ·

(µλ1∏
s=1

aλ1

sσλ1
(s)

)
=

∑
σ1∈Sµ1

· · ·
∑

σλ1
∈Sµλ1

s(σ1) · ... · s(σλ1)

(
µ1∏
s=1

cix(s,1)jx(σ1(s),1)

)
· ... ·

(µλ1∏
s=1

cix(s,λ1)jx(σλ1
(s),λ1)

)
(1)
=

∑
σ1∈ΣC1

· · ·
∑

σλ1
∈ΣCλ1

s(σ1) · ... · s(σλ1)

(
µ1∏
s=1

cix(s,1)jσ1(x(s,1))

)
· ... ·

(µλ1∏
s=1

cix(s,λ1)jσλ1
(x(s,λ1))

)
(2)
=

∑
σ1∈ΣC1

· · ·
∑

σλ1
∈ΣCλ1

s(σ1 · ... · σλ1)

(
µ1∏
s=1

cix(s,1)j(σ1·...·σλ1
)(x(s,1))

)
· ... ·

(µλ1∏
s=1

cix(s,λ1)j(σ1·...·σλ1
)(x(s,λ1))

)
(3)
=

∑
σ∈C(T )

s(σ)

(
µ1∏
s=1

cix(s,1)jσ(x(s,1))

)
· ... ·

(µλ1∏
s=1

cix(s,λ1)jσ(x(s,λ1))

)
(4)
=

∑
σ∈C(T )

s(σ)ci1(jσ)1
· ... · cir(jσ)r =

∑
σ∈C(T )

s(σ)ci,jσ = (Ti : Tj).

Αιτιολόγηση της (1): ΄Αμεσο από Παρατήρηση 4.1.4.
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Αιτιολόγηση της (2): ΄Αμεσο εξ΄ ορισμού των ΣCq .

Αιτιολόγηση της (3): ΄Αμεσο, αφού από Παρατήρηση 4.1.3 έχουμε C(T ) = ΣC1 ⊗ ... ⊗ ΣCλ1
,

δηλαδή το τυχόν σ ∈ C(T ) γράφεται κατά μοναδικό τρόπο ως σ = σ1 · ... · σλ1 , όπου σq ∈ ΣCq .

(Ας σημειωθεί ότι αν είχαμε μόνο C(T ) = ΣC1 · ... ·ΣCλ1
, τότε δεν θα ίσχυε η ισότητα). Γενικά,

αν έχουμε μία συνάρτηση f : G −→ F , όπου F αβελιανή ομάδα και G = G1 ⊗ ... ⊗ Gn, τότε∑
g∈G

f(g) =
∑

g1∈G1

· · ·
∑

gn∈Gn
f(g1 · ... · gn).

Αιτιολόγηση της (4): Επειδή T : [λ] −→ r είναι 1-1 και επί, τότε καθώς το s διατρέχει
το {1, ..., µq} τότε το x(s, q) διατρέχει όλη την q−στήλη του T , αν το κάνουμε αυτό για κάθε
q = 1, ..., λ1, τότε το x(s, q) διατρέχει όλο το πίνακα του T , δηλαδή όλο το r. ΄Αρα επί της

ουσίας στο γινόμενο

(
µ1∏
s=1

cix(s,1)jσ(x(s,1))

)
· ... ·

(µλ1∏
s=1

cix(s,λ1)jσ(x(s,λ1))

)
βλέπουμε το γινόμενο των

ci1(jσ)1
, ..., cir(jσ)r ενδεχομένως με άλλη σειρά, όμως ηK

Γ
είναι μεταθετική Κ-άλγεβρα, άρα έπεται

η (4).

ii) ΄Εστω ότι ix(s1,t0) = ix(s2,t0) για κάποια t0, s1 6= s2. Με τους συμβολισμούς του i) έχουμε

ότι (Ti : Tj) =
λ1∏
t=1

detAt. Ας παρατηρήσουμε ότι detAt0 = 0 και έτσι έπεται το ζητούμενο.

Πράγματι, εξ΄ ορισμού έχουμε ότι At0 =



cix(1,t0)jx(1,t0)
· · · cix(1,t0)jx(µt0

,t0)

.

.

. · · ·
.
.
.

cix(s1,t0)jx(1,t0)
· · · cix(s1,t0)jx(µt0

,t0)

.

.

. · · ·
.
.
.

cix(s2,t0)jx(1,t0)
· · · cix(s2,t0)jx(µt0

,t0)

.

.

. · · ·
.
.
.


. Ο At0 έχει

δύο διακεκριμένες γραμμές ίσες (τις s1 και s2), άρα detAt0 = 0.

�

Παράδειγμα 4.2.1. ΄Εστω λ = (3, 2, 0) ∈ Λ+(3, 5), µ = (2, 2, 1) (το conjugate) και T =

(
1 3 5
2 4

)
ένα basic λ−tableaux. Αν l, i ∈ I(3, 5) με Tl =

(
1 1 1
2 2

)
, Ti =

(
a d f
b e

)
. Τότε

(Tl : Ti) =

λ1∏
t=1

det((clx(s,t)ix(s′,t))s,s′=1,...,µt) =

|(clx(s,1)ix(s′,1)
)s,s′=1,2| · |(clx(s,2)ix(s′,2)

)s,s′=1,2| · |(clx(s,3)ix(s′,3)
)s,s′=1| =∣∣∣∣(c1a c1b

c2a c2b

)∣∣∣∣ · ∣∣∣∣(c1d c1e

c2d c2e

)∣∣∣∣ · |(c1f )| ∈ AK(3, 5).
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Παράδειγμα 4.2.2. ΄Εστω λ ∈ Λ+(n, r), µ = (µ1, ..., µλ1) (το conjugate), T ένα basic λ−tableaux.

΄Εστω επίσης l ∈ I(n, r) με Tl =


1 1 · · · 1 · · · 1
2 2 · · · 2
3 3 · · ·
.
.
.

.

.

.

, δηλαδή lx(s,t) = s για κάθε (s, t) ∈ [λ].

Αν συμβολίσουμε με C(m) τον m×m κύριο υποπίνακα του C = (cµν)µ,ν=1,...,n, τότε,

(Tl : Tl) =

λ1∏
t=1

det(C(µt)).

Απόδειξη.

(Tl : Tl) =

λ1∏
t=1

det((c
lx(s,t)lx(s′,t)

)s,s′=1,...,µt) =

λ1∏
t=1

det((css′)s,s′=1,...,µt) =

λ1∏
t=1

det(C(µt)).

�
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4.3 Το πρότυπο Dλ,K.

Παρακάτω, Κ άπειρο σώμα, Γ = ΓK = GLn(K), λ ∈ Λ+(n, r) και T = T λ : [λ] −→ r basic
λ−tableaux.

Σχόλιο. Ξεκινάμε με κάποιες υπενθυμίσεις από το 2.8 κεφάλαιο.

Υπενθύμιση 4.3.1. i) Είδαμε στο κεφάλαιο 1 ότι το KΓ
είναι KΓ−διπρότυπο με

g ◦ f = Rgf, f ◦ g = Lgf για κάθε g ∈ Γ, f ∈ KΓ
.

Μάλιστα αν φ : KΓ ⊗KΓ −→ KΓ×Γ
ο μονομορφισμός Κ-αλγεβρών (της Πρότασης 1.2.1), τότε

για ∆f = φ(
∑
i
fi ⊗ hi) έχουμε ότι g ◦ f =

∑
i
hi(g)fi και f ◦ g =

∑
i
fi(g)hi.

ii) ΄Εστω c ∈ AK(n, r) τότε ∆(c) = φ(
∑
i
ci ⊗ di), για κάποια ci, di ∈ AK(n, r). (Πόρισμα 2.2.1).

Υπενθύμιση 4.3.2. ΄Εστω AK(n, r) ο Κ-υπόχωρος του KΓ
τότε:

i) Το AK(n, r) είναι KΓ−διποϋποπρότυπο του KΓ
.

ii) ΄Εστω c ∈ AK(n, r) με ∆(c) = φ(
∑
i
ci ⊗ di), όπου ci, di ∈ AK(n, r). Αν k =

∑
g
kgg ∈ KΓ και

c̃i, d̃i οι Κ-γραμμικές επεκτάσεις των ci, di σε όλοKΓ, τότε k·c =
∑
i
d̃i(k)ci και c·k =

∑
i
c̃i(k)di.

Ιδιαιτέρως, για κάθε g ∈ Γ, i, j ∈ I(n, r), έχουμε g ◦ ci,j =
∑

s∈I(n,r)
cs,j(g)ci,s και ci,j ◦ g =∑

s∈I(n,r)
ci,s(g)cs,j .

iii) AK(n, r) ∈MK(n, r), M ′K(n, r). Ιδιαιτέρως cf(AK(n, r)) = AK(n, r).

Πόρισμα 4.3.1. Το AK(n, r) γίνεται SK(n, r)−διπρότυπο. Επιπλέον αν ξ ∈ SK(n, r) και c ∈
AK(n, r) με ∆(c) = φ(

∑
i
ci⊗di), (όπου ci, di ∈ AK(n, r)) τότε ξ ◦ c =

∑
i
ξ(di)ci και c◦ ξ =

∑
i
ξ(ci)di.

Ιδιαιτέρως, ξ ◦ cp,q =
∑

i∈I(n,r)
ξ(ci,q)cp,i, cp,q ◦ ξ =

∑
i∈I(n,r)

ξ(cp,i)ci,q για κάθε p, q ∈ I(n, r), ξ ∈ SK(n, r).

Απόδειξη.

Κάνουμε το ένα και το άλλο όμοια. ΄Εστω e : KΓ −→ SK(n, r) επιμορφισμός Κ-αλγεβρών, τότε
αρκεί να δείξουμε ότι e(k) ◦ c =

∑
i
e(k)(di)ci για κάθε k ∈ KΓ. Πράγματι, έστω k =

∑
g
kgg ∈ KΓ

τότε e(k) ◦ c =
∑
g
kg(e(g) ◦ c) =

∑
g
kg(g ◦ c) =

∑
g
kg(
∑
i
di(g)ci) =

∑
i

(
∑
g
kgdi(g))ci =

∑
i
e(k)(di)ci.

�

Ορισμός 4.3.1. Ορίζουμε l ∈ I(n, r) με l(x(s, t)) = s για κάθε (s, t) ∈ [λ].
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Παρατήρηση 4.3.1. i) Η l είναι καλά ορισμένη και εξαρτάται από την επιλογή του basic λ−tableaux.

ii) Tl =


1 1 · · · 1 · · · 1
2 2 · · · 2
.
.
.

n · · · n


iii) l ∈ λ (σύμφωνα με τον Ορισμό 3.1.1). Ιδιαιτέρως ξλ = ξl,l ∈ SK(n, r).

Απόδειξη.

i) Αν r1 = r2 τότε (επειδή T = επί) ∃ (s1, t1), (s2, t2) ∈ [λ] ώστε x(s1, t1) = r1 = r2 = x(s2, t2),
όμως T = 1-1 άρα s1 = s2 και t1 = t2. Συνεπώς, lr1 = lx(s1,t1) = s1 = s2 = lx(s2,t2) = lr2 .

ii) Tl =


lx(1,1) lx(1,2) · · · lx(1,t) · · · lx(1,λ1)

lx(2,1) lx(2,2) · · · lx(2,λ2)
.
.
.

lx(n,1) · · · lx(n,λn)

 =


1 1 · · · 1 · · · 1
2 2 · · · 2
.
.
.

n · · · n


iii) Από ii) και το γεγονός ότι T : [λ] −→ r είναι 1-1 και επί, έπεται άμεσα το ζητούμενο.

�

Ορισμός 4.3.2. Ορίζουμε Dλ,K := spanK({(Tl : Ti) | i ∈ I(n, r)}) και είναι Κ-υπόχωρο του

AK(n, r).

Παρατήρηση 4.3.2. i) Το Dλ,K είναι ανεξάρτητο από την επιλογή του basic λ-tableaux .

ii) ΄Εστω j ∈ I(n, r), τότε ξ ◦ (Tl : Tj) =
∑
i∈I

ξ(ci,j)(Tl : Ti) για κάθε ξ ∈ SK(n, r)

iii) Το Dλ,K είναι SK(n, r)−υποπρότυπο (⇐⇒ KΓ−υποπρότυπο) του AK(n, r). Ιδιαιτέρως, Dλ,K ∈
mod(SK(n, r)) ⇐⇒ Dλ,K ∈MK(n, r).

Απόδειξη.

i) ΄Εστω T, T ′ δύο basic λ−tableaux και l, l′ ∈ I(n, r) με lx(s,t) = s και l′x′(s,t) = s για κάθε

(s, t) ∈ [λ] (όπου T (s, t) = x(s, t) και T ′(s, t) = x′(s, t)). ΄Εστω επίσης τα:

Dλ,K = spanK({(Tl : Ti) | i ∈ I(n, r)} και D′λ,K = spanK({(T ′l′ : T ′i ) | i ∈ I(n, r)}.

Θα δείξουμε ότι Dλ,K ⊆ D′λ,K και όμοια ο άλλος εγκλεισμός. Πράγματι, επειδή T, T
′
είναι 1-1

και επί, τότε υπάρχει π ∈ G(r) ώστε T ′ = π ◦ T (∗) (συγκεκριμένα π = T ′ ◦ T−1
) . Τώρα για

κάθε j ∈ I(n, r) έχουμε:

T ′j = j ◦ T ′ = j ◦ (π ◦ T ) = (j ◦ π) ◦ T = (j · π) ◦ T = Tjπ.
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Συνεπώς, T ′j = Tjπ για κάθε j ∈ I(n, r), όποτε (για jπ−1
στη θέση του j) έχουμε και T ′jπ−1 = Tj

(∗∗). Επιπλέον ισχύει ότι l′ = lπ−1
, πράγματι, για κάθε (s, t) ∈ [λ] έχουμε:

l′(x′(s, t)) = s = l(x(s, t))
(∗)
= l(π−1(x′(s, t)))

Συνεπώς, l′ ◦ T ′ = (lπ−1) ◦ T ′ ⇐⇒ l′ = lπ−1 (∗ ∗ ∗). Τέλος, για κάθε i ∈ I(n, r) έχουμε:

(Tl : Ti)
(∗∗)
= (T ′lπ−1 : T ′iπ−1)

(∗∗∗)
= (T ′l′ : T ′iπ−1) ∈ D′λ,K .

Οπότε εξ΄ ορισμού του Dλ,K πρέπει Dλ,K ⊆ D′λ,K .

ii) ΄Εστω ξ ∈ SK(n, r) και i ∈ I(n, r), τότε:

ξ ◦ (Tl : Tj) = ξ ◦

 ∑
σ∈C(T )

s(σ)clσ,j

 =
∑

σ∈C(T )

s(σ)(ξ ◦ clσ,j) =
∑

σ∈C(T )

s(σ)

 ∑
i∈I(n,r)

ξ(ci,j)clσ,i

 =

∑
i∈I(n,r)

∑
σ∈C(T )

s(σ)ξ(ci,j)clσ,i =
∑

i∈I(n,r)

ξ(ci,j)

 ∑
σ∈C(T )

s(σ)clσ,i

 =
∑

i∈I(n,r)

ξ(ci,j)(Tl : Ti).

iii) Το ότι το Dλ,K είναι SK(n, r)−υποπρότυπο του AK(n, r) είναι άμεσο από ii). Επίσης,

dimKDλ,K ≤ dimKAK(n, r) <∞, άρα Dλ,K ∈ mod(SK(n, r)) ⇐⇒ Dλ,K ∈MK(n, r).

�

Πρόταση 4.3.1. Υπάρχει επιμορφισμός SK(n, r)−προτύπων (⇐⇒ KΓ−προτύπων):

ϕK : E⊗r −→ Dλ,K , με ϕK(ej) = (Tl : Tj) ∀j ∈ I(n, r).

Για συντομία θα γράφουμε ϕK = ϕ.

Απόδειξη.

Ξέρουμε ότι το {ei}i∈I(n,r) είναι Κ-βάση του E⊗r (βλέπε Υπενθύμιση 2.6.1). Ορίζουμε,

f : {ei}i∈I(n,r) −→ Dλ,K , ei 7−→ (Tl : Ti).

και την επεκτείνουμε σε Κ-γραμμική έστω ϕ : E⊗r −→ Dλ,K η οποία είναι επί (γιατί Dλ,K =
spanK({(Tl : Ti) | i ∈ I(n, r)})). Θα δείξουμε ότι η ϕ είναι ομομορφισμός SK(n, r)−προτύπων.
Πράγματι, έστω ξ ∈ SK(n, r) και x =

∑
j∈I(n,r)

kjej ∈ E⊗r, όπου kj ∈ K, τότε,

ϕ(ξ · ej) = ϕ(
∑

i∈I(n,r)

ξ(ci,j)ei) =
∑

i∈I(n,r)

ξ(ci,j)ϕ(ei) =
∑

i∈I(n,r)

ξ(ci,j)(Tl : Ti) = ξ ◦ (Tl : Tj) = ξ ◦ ϕ(ej).

Συνεπώς, ϕ(ξ · ej) = ξ ◦ ϕ(ej) για κάθε j ∈ I(n, r). Τώρα επειδή η ϕ είναι K−γραμμική, έχουμε,
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ϕ(ξ · x) =
∑

i∈I(n,r)

kiϕ(ξ · ei) =
∑

i∈I(n,r)

ki(ξ ◦ ϕ(ej)) = ξ ◦ ϕ(
∑

i∈I(n,r)

kiej) = ξ · ϕ(x).

�

Σχόλιο. Παρακάτω παραθέτουμε δύο σημαντικά παραδείγματα τα οποία στην επόμενη παράγραφο θα

μας δώσουν κίνητρο για την εύρεση Κ-βάσης του Dλ,K .

Παράδειγμα 4.3.1. ΄Εστω λ = (r, 0, ..., 0) ∈ Λ+(n, r) και ορίζουμε για basic λ-tableaux το T =
(x(1, 1) ... x(1, r)) = (1 2 ... r) (συμβολικά θα γράφουμε Dλ,K := Dr,K). Τότε,

i) Tl = (1 ... 1), Ti = (i1 ... ir), (Tl : Ti) = c1i1 · ... · c1ir για κάθε i ∈ I(n, r) (συμβολικά:

c1i1 · ... · c1ir = c1,i, όπου 1 ∈ I(n, r) με 1(p) = 1 για κάθε p ∈ r).

ii) Αν To =σύνολο αντιπροσώπων G(r)−τροχιών της δεξιάς δράσης της G(r) στο I(n, r) τότε το

{(Tl : Ti) | i ∈ To} αποτελεί Κ-βάση του Dr,K .

iii) Υπάρχει φ : Dr,K −→ Dr(E) ισομορφισμός KΓ−προτύπων (⇐⇒ SK(n, r)−προτύπων) ώστε

φ((Tl : Ti)) = ei1 · · · eir για κάθε i ∈ I(n, r).

Απόδειξη.

i) Tl = (lx(1,1) ... lx(1,r)) = (1 ... 1) και Ti = (ix(1,1) ... ix(1,r)) = (i1 ... ir). Επιπλέον, το
µ = (1, ..., 1)︸ ︷︷ ︸

r

είναι το conjugate partition του λ και από Πρόταση 4.2.1 έχουμε,

(Tl : Ti) =

λ1∏
t=1

det((clx(s,t)ix(s′,t))s,s′=1,...,µt) =

r∏
t=1

det((clx(1,t)ix(1,t)
)) =

r∏
t=1

det((c1it)) = c1i1 · ... · c1ir .

ii) Αν 1 ∈ I(n, r) με 1(i) = 1 για κάθε i ∈ r, τότε Dr,K
i)
= spanK({c1,i | i ∈ I(n, r)}). Επιπλέον,

για κάθε i, j ∈ I(n, r) ισχύει, (1, i) ∼ (1, j) ⇐⇒ i ∼ j (αυτό γιατί 1 ·π = 1 για κάθε π ∈ G(r)).
Συνεπώς,

c1,i = c1,j ⇐⇒ (1, i) ∼ (1, j) ⇐⇒ i ∼ j, ∀i, j ∈ I(n, r). (∗)

΄Αρα, Dr,K = spanK({c1,i | i ∈ To}). Επίσης, από (∗) και ορισμό του To, έχουμε ότι τα {c1,i}i∈To
είναι διακεκριμένα ανά δύο, άρα (από Παρατήρηση 2.1.1 i)) το σύνολο {c1,i}i∈To είναι και Κ-
γραμμικά ανεξάρτητο.

iii) Καταρχάς υπενθυμίζουμε ότι το Dr(E) έχει Κ-βάση το {ei1 · · · eir | i ∈ To} και coefficient
functions ως προς αυτή τη βάση, τα {rij}i,j∈To , όπου rij =

∑
k∼i

ck,j (βλέπε Υπενθύμιση 2.6.3).

Τώρα, dimKDr(E) = dimKDr,K με Κ-βάσεις {ei1 · · · eir}i∈To , {c1,i}i∈To , αντίστοιχα, άρα έπεται
ένας ισομορφισμός Κ-προτύπων φ : Dr,K −→ Dr(E), με φ(c1,i) = ei1 · · · eir για κάθε i ∈ To.
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Ισχυρισμός.

1) φ(c1,i) = ei1 · · · eir για κάθε i ∈ I(n, r).

2) Η φ είναι ομομορφισμός SK(n, r)−προτύπων.

Απόδειξη(Ισχυρισμού). Καταρχάς, είδαμε στο ii) ότι c1,i = c1,j ⇐⇒ i ∼ j (∗∗). Οπότε,

1) Αν i ∈ I(n, r) τότε υπάρχει (μοναδικό) j ∈ To ώστε i ∼ j (αφού To =σύνολο αντιπρο-
σώπων), άρα c1,i = c1,j και ei1 · · · eir = ej1 · · · ejr (βλέπε Υπενθύμιση 2.6.3). Συνεπώς,

φ(c1,i) = φ(c1,j)
j∈To

===== ej1 · · · ejr = ei1 · · · eir .

2) ΄Εστω ξ ∈ SK(n, r) και x =
∑
j∈To

kjc1,j ∈ Dr,K , kj ∈ K. Τότε,

φ(ξ ◦ c1,j) = φ(
∑

i∈I(n,r)

ξ(ci,j)c1,i)
(∗∗)
= φ(

∑
i∈To

(∑
k∼i

ξ(ck,j)

)
c1,i) =

∑
i∈To

(∑
k∼i

ξ(ck,j)

)
ei1 · · · eir

∑
i∈To

(
ξ(
∑
k∼i

ck,j)

)
ei1 · · · eir =

∑
i∈To

ξ(rij)ei1 · · · eir = ξ · (ej1 · · · ejr) = ξ · φ(c1,j).

΄Αρα, φ(ξ ◦ c1,j) = ξ · φ(c1,j) για κάθε j ∈ To. Τώρα επειδή η φ είναι Κ-γραμμική έχουμε,

φ(ξ ◦ x) =
∑
j∈To

kjφ(ξ ◦ c1,j) =
∑
j∈To

kj(ξ · φ(c1,j)) = ξ · φ(
∑
j∈To

kjc1,j) = ξ · φ(x).

�

Παράδειγμα 4.3.2. ΄Εστω r ≤ n, λ = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
r

, 0, ..., 0) ∈ Λ+(n, r) και ορίζουμε για basic λ-tableaux

το T =

x(1, 1)
.
.
.

x(r, 1)

 =

1
.
.
.

r

 (συμβολικά θα γράφουμε Dλ,K := D(1)r,K). Τότε,

i) Tl =

1
.
.
.

r

 , Ti =

i1...
ir

 , (Tl : Ti) = det((csis′ )s,s′=1,...,r) για κάθε i ∈ I(n, r). Ιδιαιτέρως,

l(s) = s, ∀s ∈ r.
ii) Το {(Tl : Ti) | i ∈ I(n, r), i↗} αποτελεί Κ-βάση του D(1)r,K (όπου το↗ σημαίνει γνησίως αύξουσα

συνάρτηση).

iii) Υπάρχει φ : D(1)r,K −→ ΛrE ισομορφισμός KΓ−προτύπων (⇐⇒ SK(n, r)−προτύπων) ώστε,

φ((Tl : Ti)) = ei1 ∧ ... ∧ eir για κάθε i ∈ I(n, r).

Απόδειξη.
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i) Αν µ = (r) το conjugate partition του λ, τότε,

(Tl : Ti) =

λ1∏
t=1

det((clx(s,t)ix(s′,t))s,s′=1,...,µt) = det((clx(s,1)ix(s′,1)
)s,s′=1,...,r) = det((csis′ )s,s′=1,...,r)

ii) Καταρχάς, (Tl : Ti) = 0 αν i όχι 1-1 (αυτό γιατί αν i όχι 1-1, τότε ο Ti που είναι μία στήλη,
θα έχει δύο ίδια στοιχεία σε διαφορετικές θέσεις, άρα από Πρόταση 4.2.1 έπεται (Tl : Ti) = 0).
΄Αρα D(1)r,K = spanK{(Tl : Ti) | i ∈ I(n, r), i 1-1} (∗). Επίσης, εξ΄ ορισμού του T πρέπει
C(T ) = G(r). Οπότε, αν i ∼ j, τότε υπάρχει π ∈ G(r) = C(T ) ώστε i = j · π και από
Παρατήρηση 4.2.1 έχουμε, (Tl : Ti) = s(π) · (Tl : Tj) (∗∗). Τέλος, υπενθυμίζουμε ότι αν i =
1-1 τότε η τροχιά [i]G(r) περιέχει ακριβώς μία γνησίως αύξουσα συνάρτηση (βλέπε Λήμμα 3.2.1)

(∗ ∗ ∗).
Από (∗), (∗∗) και (∗ ∗ ∗) έχουμε ότι D(1)r,K = spanK{(Tl : Ti) | i ∈ I(n, r) i ↗}. Μένει να
δείξουμε την Κ-γραμμική ανεξαρτησία. Πράγματι, θέτουμε I∗ := {i ∈ I(n, r) | i ↗} και έστω
{ki}i∈I∗ ⊆ K ώστε

∑
i∈I∗

ki(Tl : Ti) = 0
C(T )=G(r)⇐⇒

∑
i∈I∗

∑
σ∈G(r)

s(σ)kicl,iσ = 0, τότε,

Ισχυρισμός.

1) cl,iσ 6= cl,jσ′ , ∀σ, σ′ ∈ G(r) και ∀i, j ∈ I∗ με i 6= j.

2) cl,iσ 6= cl,iσ′ , ∀σ, σ′ ∈ G(r) με σ 6= σ′ και ∀i ∈ I∗.

Απόδειξη(Ισχυρισμού).

1) ΄Εστω για άτοπο, i, j ∈ I∗ με i 6= j και σ, σ′ ∈ G(r) ώστε cl,iσ = cl,jσ′ , τότε (l, iσ) ∼ (l, jσ′),
άρα iσ ∼ jσ′ ⇐⇒ i ∼ j, άτοπο από (∗ ∗ ∗).

2) ΄Εστω για άτοπο, σ, σ′ ∈ G(r) με σ 6= σ′ και i ∈ I∗, ώστε cl,iσ = cl,iσ′ , τότε υπάρχει
π ∈ G(r) ώστε l = lπ και iσ = iσ′π. Τώρα από i) έχουμε ότι l(s) = (lπ)(s) ⇐⇒ s = π(s)
για κάθε s ∈ r, οπότε π = 1G(r), άρα,

iσ = iσ′ ⇐⇒ i = iσ′σ−1 i∈I∗⇐⇒ σ′σ−1 = 1 ⇐⇒ σ = σ′.

Το τελευταίο είναι άτοπο και έτσι έπεται το ζητούμενο. (Ας σημειωθεί επίσης ότι, στις ι-

σοδυναμίες πάνω χρησιμοποιήσαμε το εξής: Αν i ∈ I(n, r), σ ∈ G(r) ώστε i, iσ να είναι
γνησίως αύξουσες, τότε σ = 1.)

Τέλος, με βάση τον ισχυρισμό έχουμε ότι τα {cl,iσ}i∈I∗,σ∈G(r) είναι διακεκριμένα ανά δύο,

άρα από Παρατήρηση 2.1.1 i), είναι Κ-γραμμικά ανεξάρτητα, συνεπώς ki = 0 για κάθε i ∈ I∗.

iii) Καταρχάς υπενθυμίζουμε ότι το ΛrE έχει Κ-βάση το {ei1 ∧ ... ∧ eir | i ∈ I∗} (βλέπε Πα-
ράδειγμα 3.2.1 i)), όπου I∗ = {i ∈ I(n, r) | i ↗} και coefficient functions ως προς αυτή τη
βάση, τα {rij}i,j∈I∗ , όπου rij =

∑
σ∈G(r)

s(σ)ciσ,j (βλέπε Υπενθύμιση 2.6.3). Τώρα, dimKΛrE =

dimKD(1)r,K με Κ-βάσεις {ei1 ∧ ... ∧ eir}i∈I∗ , {(Tl : Ti)}i∈I∗ , αντίστοιχα, άρα έπεται ένας ισο-
μορφισμός Κ-προτύπων φ : D(1)r,K −→ ΛrE, με φ((Tl : Ti)) = ei1 ∧ ... ∧ eir για κάθε i ∈ I∗.
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Ισχυρισμός.

1) φ((Tl : Ti)) = ei1 ∧ ... ∧ eir για κάθε i ∈ I(n, r).

2) Η φ είναι ομομορφισμός KΓ−προτύπων.

Απόδειξη(Ισχυρισμού).

1) ΄Εστω i ∈ I(n, r). Αν i όχι 1-1, τότε (Tl : Ti) = 0 και ei1 ∧ ...∧ eir = 0 (βλέπε Ορισμό 2.6.4
ii)), άρα φ((Tl : Ti)) = ei1 ∧ ... ∧ eir = 0. Ενώ, αν i είναι 1-1, τότε από Λήμμα 3.2.1 ii),
υπάρχει π ∈ G(r) ώστε iπ ↗ ⇐⇒ iπ ∈ I∗, τότε όμως,

φ((Tl : Ti)) = φ((Tl : Tiππ−1))
π−1∈G(r)=C(T )

============ φ(s(π−1)(Tl : Tiπ))
iπ∈I∗

=

s(π−1)eiπ(1)
∧ ... ∧ eiπ(r)

Υπενθύμιση 2.6.3

============ s(π−1)s(π)ei1 ∧ ... ∧ eir = ei1 ∧ ... ∧ eir

Τελικά, φ((Tl : Ti)) = ei1 ∧ ... ∧ eir για κάθε i ∈ I(n, r).

2) Θα δείξουμε ότι η ψ := φ−1 : ΛrE −→ D(1)r,K , είναι ομομορφισμός KΓ−προτύπων. Επειδή
η ψ είναι ομομορφισμός Κ-προτύπων και τα {ei1 ∧ ... ∧ eir | i ∈ I∗},Γ είναι Κ-βάσεις των
ΛrE, KΓ αντίστοιχα, αρκεί να δείξουμε ότι ψ(g · (ej1 ∧ ...∧ ejr)) = g ◦ψ(ej1 ∧ ...∧ ejr), για
κάθε i ∈ I∗, g ∈ Γ. Πράγματι,

ψ(g · (ej1 ∧ ... ∧ ejr)) = ψ

(∑
i∈I∗

rij(g)(ei1 ∧ ... ∧ eir)

)
=

ψ

∑
i∈I∗

 ∑
σ∈G(r)

s(σ)ciσ,j(g)

 (ei1 ∧ ... ∧ eir)

 =
∑
i∈I∗

∑
σ∈G(r)

s(σ)ciσ,j(g)(Tl : Ti)
C(T )=G(r)

=========

∑
i∈I∗

∑
σ∈G(r)

∑
π∈G(r)

s(σ)s(π)ciσ,j(g)cl,iπ =
∑
i∈I∗

∑
π∈G(r)

 ∑
σ∈G(r)

s(σ)s(π)ciσ,j(g)

 cl,iπ
(∗)
=

∑
i∈I∗

∑
π∈G(r)

 ∑
σ∈G(r)

s(σ−1π)ciπ,jσ−1π(g)

 cl,iπ =
∑
i∈I∗

∑
π∈G(r)

 ∑
τ∈G(r)

s(τ)ciπ,jτ (g)

 cl,iπ.

΄Οπου η (∗) ισχύει γιατί (iσ, j) ∼ (iπ, jσ−1π) και s(σ) = s(σ−1). Από την άλλη έχουμε ότι,

g ◦ ψ(ej1 ∧ ... ∧ ejr) = g ◦ (Tl : Tj)
i)
= g ◦ det((csjs′ )s,s′=1,...,r) =

g ◦

 ∑
π∈G(r)

s(π)
r∏
s=1

csjπ(s)

 l(s)=s
===== g ◦

 ∑
π∈G(r)

s(π)cl,jπ

 =
∑

π∈G(r)

s(π)(g ◦ cl,jπ) =

∑
π∈G(r)

s(π)

 ∑
i∈I(n,r)

ci,jπ(g)cl,i

 =
∑

i∈I(n,r)

 ∑
π∈G(r)

s(π)ci,jπ(g)

 cl,i =
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∑
i∈I(n,r)

(Ti : Tj)(g)cl,i
(∗∗)
=

∑
i∈I(n,r), i1-1

(Ti : Tj)(g)cl,i
(∗∗∗)
=

∑
i∈I∗

∑
π∈G(r)

(Tiπ : Tj)(g)cl,iπ
G(r)=C(T )

=========

∑
i∈I∗

∑
π∈G(r)

 ∑
τ∈G(r)

s(τ)ciπ,jτ (g)

 cl,iπ.

Αιτιολόγηση της (∗∗): Από i) έχουμε ότι Ti =

i1...
ir

, άρα από Πρόταση 4.2.1 έπεται
άμεσα το ζητούμενο.

Αιτιολόγηση της (∗ ∗ ∗): Από Λήμμα 3.2.1 έχουμε ότι {i ∈ I(n, r) | i 1-1} =
⊔
i∈I∗

[i]G(r),

επιπλέον για κάθε i ∈ I∗ έχουμε [i]G(r) = {i·π | π ∈ G(r)} και iπ 6= iσ για κάθε π, σ ∈ G(r)
με π 6= σ (αυτό γιατί, αν iπ = iσ, τότε i = iσπ−1

, δηλαδή οι i, iσπ−1
είναι γνησίως αύξουσες

και έτσι αναγκαστικά πρέπει σπ−1 = 1 ⇐⇒ σ = π, άτοπο).

Από αυτά που δείξαμε, έπεται ότι ψ(g · (ej1 ∧ ... ∧ ejr)) = g ◦ ψ(ej1 ∧ ... ∧ ejr), για κάθε
i ∈ I∗, g ∈ Γ.

�

Σχόλιο. Κλείνουμε την παράγραφο αυτή, με την μελέτη του δεξιού λ−weight space λAK(n, r) =
AK(n, r) ◦ ξλ και την σύνδεση του με το Dλ,K .

Παρατήρηση 4.3.3. ΄Εστω
λAK(n, r) := AK(n, r) ◦ ξλ, ο δεξιός λ−weight space τότε,

i) ci,j ◦ ξλ = ci,j ◦ ξl,l =

{
ci,j , i ∈ λ ⇐⇒ i ∼ l
0, i /∈ λ ⇐⇒ i � l

, για κάθε i, j ∈ I(n, r).

ii) ci,j ∈ λAK(n, r) ⇐⇒ i ∈ λ, για κάθε i, j ∈ I(n, r).

iii) Το {ci,j | i ∈ λ, (i, j) ∈ T } είναι Κ-βάση του
λAK(n, r) (όπου υπενθυμίζουμε ότι το T είναι όπως

στον Ορισμό 2.1.2). Ιδιαιτέρως,
λAK(n, r) = spanK{cl,i | i ∈ I(n, r)}.

iv) Το
λAK(n, r) είναι αριστερό SK(n, r)−πρότυπο (⇐⇒ KΓ−πρότυπο). Ιδιαιτέρως,

λAK(n, r) ∈
mod(SK(n, r)) ⇐⇒ λAK(n, r) ∈MK(n, r).

Απόδειξη.

i) ΄Εστω i, j ∈ I(n, r), τότε,

ci,j ◦ ξl,l =
∑

s∈I(n,r)

ξl,l(ci,s)cs,j
(∗)
= ξl,l(ci,i)ci,j =

{
ci,j i ∈ λ ⇐⇒ i ∼ l
0 i /∈ λ ⇐⇒ i � l

.

΄Οπου η (∗) ισχύει άμεσα από Ορισμό 2.3.2 και Παρατήρηση 2.1.1 iv).
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ii) ΄Εστω i, j ∈ I(n, r). Αν i ∈ λ τότε από i) έχουμε ότι ci,j = ci,j ◦ ξλ ∈ λAK(n, r). Ανάποδα, αν
ci,j ∈ λAK(n, r), τότε ci,j = c ◦ ξλ, όπου c ∈ AK(n, r), άρα από Πρόταση 2.3.3 iv)b) πρέπει,

ci,j ◦ ξλ = (c ◦ ξλ) ◦ ξλ = c ◦ ξλ = ci,j

΄Αρα από i) και το γεγονός ότι ci,j 6= 0, πρέπει i ∈ λ.

iii) λAK(n, r) = spanK{ci,j | i ∈ λ, (i, j) ∈ T }: Ο εγκλεισμός ” ⊇ ” είναι άμεσος από i).
Ανάποδα, έστω c ∈ λAK(n, r), τότε από Πόρισμα 2.1.2, c =

∑
(i,j)∈T

ki,jci,j , όπου ki,j ∈ K. Τώρα

(επειδή c ∈ λAK(n, r)) άμεσα (από Πρόταση 2.3.3 iv)b)) βλέπουμε ότι c = c ◦ ξλ και άρα,

c = c ◦ ξλ ⇐⇒ c =
∑

(i,j)∈T

ki,j(ci,j ◦ ξλ)
i)⇐⇒ c =

∑
(i,j)∈T , i∈λ

ki,jci,j

{ci,j | i ∈ λ, (i, j) ∈ T } = Κ-γραμμικά ανεξάρτητο: ΄Αμεσο αφού είναι υποσύνολο του

K−γραμμικά ανεξάρτητου συνόλου {ci,j}(i,j)∈T (βλέπε Πόρισμα 2.1.2).

΄Οσο για το δεύτερο σκέλος, από ii) έπεται άμεσα ότι spanK{cl,i}i∈I(n,r) ⊆ λAK(n, r). Ανάποδα,
αν (i, j) ∈ T με i ∈ λ, τότε i ∼ l, οπότε υπάρχει πi ∈ G(r) ώστε iπi = l, συνεπώς ci,j = ciπi,jπi =
cl,jπi ∈ spanK{cl,i}i∈I(n,r). Από το τελευταίο έπεται ότι λAK(n, r) ⊆ spanK{cl,i}i∈I(n,r).

iv) Καταρχάς dimK
λAK(n, r) < ∞ (ως Κ-υπόχωρος του AK(n, r)). Επίσης, επειδή λAK(n, r) =

AK(n, r)◦ξλ καιAK(n, r) = αριστερό (KΓ,KΓ)−διπρότυπο⇐⇒ (SK(n, r), SK(n, r))−διπρότυπο,
έπεται άμεσα ότι

λAK(n, r) = SK(n, r)−υποπρότυπο του AK(n, r). Από τα τελευταία έχουμε
λAK(n, r) ∈ mod(SK(n, r)) ⇐⇒ λAK(n, r) ∈MK(n, r).

�

Σχόλιο. Ας σημειωθεί ότι το
λAK(n, r) είναι αριστερό, αλλά όχι δεξιό SK(n, r)−πρότυπο. Παρόμοια

το AK(n, r)λ είναι δεξιό, αλλά όχι αριστερό SK(n, r)−πρότυπο.

Πόρισμα 4.3.2. Dλ,K ⊆ λAK(n, r), KΓ−υποπρότυπο (⇐⇒ SK(n, r)−υποπρότυπο).

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουμε ότι (Tl : Ti) ∈ λAK(n, r) για κάθε i ∈ I(n, r). Το τελευταίο όμως
είναι σαφές από προηγούμενη παρατήρηση, καθώς (Tl : Ti) =

∑
σ∈C(T )

s(σ)cl,iσ.

�
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4.4 Το Θεώρημα βάσης για το πρότυπο Dλ,K.

Παρακάτω, Κ άπειρο σώμα, Γ = ΓK = GLn(K), λ ∈ Λ+(n, r) και T = T λ : [λ] −→ r basic
λ−tableaux.

Στη παράγραφο αυτή, θα διατυπώσουμε το Θεώρημα βάσης για το πρότυπο Dλ,K και θα αποδείξουμε

μόνο το πρώτος μέρος αυτού (που είναι η γραμμική ανεξαρτησία). Προτού όμως ξεκινήσουμε, ας δούμε

πως μπορείς να οδηγηθεί κανείς σε αυτό το θεώρημα.

Κίνητρο. Στη παράγραφο 4.3 είδαμε τα εξής δύο παραδείγματα,

i) Το Dr,K έχει Κ-βάση το σύνολο {(Tl : Ti) | i ∈ To}, όπου To = σύνολο αντιπροσώπων δεξιών

G(r)−τροχιών και Ti = (i1, ..., ir). Επιπλέον, κάθε G(r)−τροχιά περιέχει (ακριβώς) μία αύξουσα

συνάρτηση (προσοχή, όχι κατ΄ ανάγκη γνησίως αύξουσα), άρα μπορούμε να θέσουμε To = {i ∈
I(n, r) | i αύξουσα}. Συνεπώς, το Dr,K έχει Κ-βάση το {(Tl : Ti) | i ∈ I(n, r) και i αύξουσα}.
Συμβολικά, θα λέμε ότι έχει Κ-βάση το σύνολο,

{(Tl : Ti) | i ∈ I(n, r), Ti = (i1 ≤ ... ≤ ir)}.

ii) Αν r ≤ n, τότε το D(1)r,K έχει Κ-βάση το {(Tl : Ti) | i ∈ I∗}, όπου I∗ = {i ∈ I(n, r) | i γνησίως

αύξουσα} και Ti =

i1...
ir

. Συμβολικά θα λέμε ότι έχει Κ-βάση το σύνολο

{(Tl : Ti) | i ∈ I(n, r), Ti =


i1
∧
.
.
.

∧
ir

}.
Σχόλιο. Με βάση τα δύο παραπάνω παραδείγματα, αναγόμαστε στην έννοια του standard λ-tableaux
και στην συνέχεια στη διατύπωση του θεωρήματος βάσης για το Dλ,K .

Ορισμός 4.4.1. ΄Εστω i ∈ I(n, r), θα λέμε ότι το λ-tableaux Ti είναι standard, αν κάθε γραμμή του

είναι αύξουσα (από αριστερά προς τα δεξιά) και κάθε στήλη του είναι γνησίως αύξουσα (από πάνω προς

τα κάτω).

Θεώρημα 4.4.1. (Βάσης τουDλ,K). ΤοDλ,K έχει Κ-βάση το σύνολο {(Tl : Ti) | i ∈ I(n, r), Ti standard}.

Λήμμα 4.4.1. i) ΄Εστω π ∈ G(r), τότε, lπ = l ⇐⇒ π ∈ R(T ).

ii) ΄Εστω i, j ∈ I(n, r), τότε, cl,i = cl,j ⇐⇒ ∃ π ∈ R(T ) με Ti = Tjπ (⇐⇒ i = jπ).
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Απόδειξη.

i) (=⇒). ΄Εστω lπ = l, τότε για κάθε (s, t) ∈ [λ], αν π(x(s, t)) = x(s′, t′) έχουμε,

lπ(x(s, t)) = l(x(s, t)) ⇐⇒ l(x(s′, t′)) = s ⇐⇒ s′ = s.

Συνεπώς, π(x(s, t)) = x(s, t′) για κάθε (s, t) ∈ [λ], άρα π ∈ R(T ).

(⇐=). ΄Εστω π ∈ R(T ), τότε για κάθε (s, t) ∈ [λ] έχουμε,

l(π(x(s, t)))
π∈R(T )

====== l(x(s, t′)) = s = l(x(s, t)).

΄Αρα lπ ◦ T = l ◦ T , όμως T = 1-1 και επί, άρα lπ = l.

ii) ΄Εστω i, j ∈ I(n, r) τότε,

cl,i = cl,j ⇐⇒ (l, i) ∼ (l, j) ⇐⇒ ∃ π ∈ G(r) ώστε lπ = l και iπ = j
i)⇐⇒

∃ π ∈ R(T ) ώστε iπ = j (⇐⇒ iπ ◦ T = j ◦ T ⇐⇒ Tiπ = Tj).

�

Ορισμός 4.4.2. ΄Εστω i ∈ I(n, r), τότε θέτουμε β(i) = (β1(i), ..., βn(i)), όπου βs(i) = το άθροισμα

της s−γραμμής του Ti (δηλαδή, βs(i) =
λs∑
t=1

ix(s,t)).

Υπενθύμιση 4.4.1. Το σύνολο Nn διατάσεται ολικά, μέσω της λεξικογραφικής διάταξης:

(a1, ..., an) > (b1, ..., bn) ⇐⇒ η πρώτη μη-μηδενική ποσότητα (ai − bi) είναι θετική.

Λήμμα 4.4.2. ΄Εστω i, j ∈ I(n, r) τότε,

i) Αν π ∈ R(T ), τότε β(iπ) = β(i).

ii) Αν cl,i = cl,j , τότε β(i) = β(j). Δηλαδή, αν β(i) 6= β(j), τότε cl,i 6= cl,j .

iii) Αν Ti standard και 1 6= π ∈ C(T ), τότε β(iπ) > β(i).

Απόδειξη.

i) ΄Εστω π ∈ R(T ) τότε π({x(s, 1), ..., x(s, λs)}) = {x(s, 1), ..., x(s, λs)}, για κάθε s = 1, ..., n.
Οπότε, για κάθε s = 1, ..., n έχουμε,

βs(i) =

λs∑
t=1

ix(s,t) =

λs∑
t=1

iπ(x(s,t)) =

λs∑
t=1

(i ◦ π)(x(s, t)) =

λs∑
t=1

iπx(s,t) = βs(iπ).

΄Αρα β(i) = β(iπ).
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ii) Αν cl,i = cl,j , τότε από Λήμμα 4.4.1 υπάρχει π ∈ R(T ) ώστε i = jπ, άρα β(i) = β(jπ)
i)
= β(j).

iii) Καταρχάς, έχουμε

Ti =

ix(1,1) ix(1,2) · · · ix(1,λ1)
.
.
.

ix(n,1) · · · ix(n,λn)

 , Tiπ =

(iπ)x(1,1) (iπ)x(1,2) · · · (iπ)x(1,λ1)
.
.
.

(iπ)x(n,1) · · · (iπ)x(n,λn)


Πάμε να συγκρίνουμε ένα-ένα τους όρους των β(i), β(iπ), όπου β(i) = (β1(i), ..., βn(i)), β(iπ) =
(β1(iπ), ..., βn(iπ)):

΄Εστω β1(i) =
λs∑
t=1

ix(s,t) και β1(iπ) =
λs∑
t=1

(iπ)x(s,t). Επειδή Ti = standard και π ∈ C(T ), έχουμε

ότι ix(1,t) ≤ iπ(x(1,t)) = (iπ)x(1,t) (∗), για κάθε t = 1, ..., λ1, συνεπώς β1(i) ≤ β1(iπ). Τώρα
διακρίνουμε περιπτώσεις:

1)Αν β1(i) < β1(iπ): Τότε, β(i) < β(iπ) και τελειώσαμε.

2)Αν β1(i) = β1(iπ): Τότε, θα δείξουμε ότι ix(1,t) = (iπ)x(1,t), για κάθε t = 1, ..., λ1. Πράγματι,

αν υπάρχει t0 ώστε ix(1,t0) 6= (iπ)x(1,t0), τότε από (∗) έχουμε ix(1,t0) < (iπ)x(1,t0) και

β1(i) = ix(1,t0) +
∑
t6=t0

ix(1,t) < (iπ)x(1,t0) +
∑
t6=t0

(iπ)x(1,t) = β1(iπ)

Το τελευταίο είναι άτοπο, άρα ix(1,t) = (iπ)x(1,t) = iπ(x(1,t)), για κάθε t = 1, ..., λ1. Επιπλέον,

πάλι επειδή Ti = standard και π ∈ C(T ), πρέπει π(x(1, t)) = x(1, t), για κάθε t = 1, ..., λ1.

Δεδομένου ότι β1(i) = β1(iπ), προχωράμε στη σύγκριση των β2(i) και β2(iπ).

Καταρχάς, θα δείξουμε ότι ix(2,t) ≤ (iπ)x(2,t), για κάθε t = 1, ..., λ2. Πράγματι, επειδή π ∈ C(T ),
τότε π(x(2, t)) ∈ {x(1, t), ..., x(µ2, t)}, όπου µ = conjugate partition, όμως πριν είδαμε ότι
π(x(1, t)) = x(1, t), άρα π(x(2, t)) ∈ {x(2, t), ..., x(µ2, t)}. Από το τελευταίο και το γεγονός ότι
Ti = standard, έχουμε ότι ix(2,t) ≤ (iπ)x(2,t), για κάθε t = 1, ..., λ2 (∗∗).
Τώρα, από αυτό που δείξαμε πάνω έχουμε άμεσα ότι β2(i) ≤ β2(iπ) και διακρίνουμε τις παρακάτω
περιπτώσεις:

2)a)Αν β2(i) < β2(iπ): Τότε, (επειδή β1(i) = β1(iπ)) β(i) < β(iπ) και τελειώσαμε.

2)b)Αν β2(i) = β2(iπ): Τότε, θα δείξουμε ότι ix(2,t) = (iπ)x(2,t), για κάθε t = 1, ..., λ2.

Πράγματι αν υπάρχει t0 ώστε ix(2,t0) 6= (iπ)x(2,t0), τότε από (∗∗) πρέπει ix(2,t0) < (iπ)x(2,t0) και

β2(i) = ix(2,t0) +
∑
t6=t0

ix(2,t) < (iπ)x(2,t0) +
∑
t6=t0

(iπ)x(2,t) = β2(iπ)

Το τελευταίο είναι άτοπο, άρα ix(2,t) = (iπ)x(2,t), για κάθε t = 1, ..., λ2. Συνεπώς, έχουμε

ix(2,t) = (iπ)x(2,t) = iπ(x(2,t)), για κάθε t = 1, ..., λ2, Ti = standard και π ∈ C(T ), άρα
π(x(2, t)) = x(2, t), για κάθε t = 1, ..., λ2.

Ως τώρα, δεδομένου ότι β1(i) = β1(iπ), β2(i) = β2(iπ), έχουμε ότι π(x(1, t)) = x(1, t), για κάθε
t = 1, ..., λ1 και π(x(2, t)) = x(2, t), για κάθε t = 1, ..., λ2. Συνεχίζοντας την ίδια διαδικασία, δύο

πράγματα μπορεί να προκύψουν:
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i) π(x(s, t)) = x(s, t), για κάθε (s, t) ∈ [λ], δηλαδή π = 1, ή,

ii) υπάρχει s0 ∈ n ώστε βs0(i) < βs0(iπ) και βs(i) = βs(iπ) για κάθε s ≤ s0 − 1, δηλαδή
β(i) < β(iπ)

Το πρώτο ενδεχόμενο είναι αδύνατο (αφού π 6= 1), άρα β(i) < β(iπ).

�

Σχόλιο. Το επιχείρημα iii) του Λήμματος 4.4.2 αποτελεί το πυρήνα της απόδειξης της Κ-γραμμικής

ανεξαρτησίας για το θεώρημα βάσης. Επιπλέον, θα μας φανεί χρήσιμο και στα παρακάτω κεφάλαια.

Πρόταση 4.4.1. (Μέρος I του θεωρήματος βάσης για το Dλ,K).

Το σύνολο {(Tl : Ti) | i ∈ I(n, r), Ti standard} είναι Κ-γραμμικά ανεξάρτητο υποσύνολο του Dλ,K .

Απόδειξη.

΄Εστω H = {i ∈ I(n, r) | Ti = standard}, και (ki)i∈H ⊆ K ώστε
∑
i∈H

ki(Tl : Ti) = 0. Τότε,

0 =
∑
i∈H

∑
π∈C(T )

s(π)kicl,iπ =
∑
i∈H

kicl,i +
∑
i∈H

∑
π∈C(T )\{1}

s(π)kicl,iπ. (∗)

Ισχυρισμός.

1) cl,i 6= cl,jπ, ∀i, j ∈ H, ∀π ∈ C(T ) \ {1}.

2) cl,i 6= cl,j , ∀i, j ∈ H με i 6= j.

Απόδειξη(Ισχυρισμού).

1) ΄Εστω i, j ∈ H και 1 6= π ∈ C(T ), ώστε cl,i = cl,jπ. Τότε από Λήμμα 4.4.1, υπάρχει s ∈ R(T )
ώστε i = jπs, άρα,

β(i) = β(jπs)
Λήμμα 4.4.2

========= β(jπ) > β(j),

όπου η ανισότητα ισχύει από Λήμμα 4.4.2 (αφού Tj = standard και 1 6= π ∈ C(T )).

Επιπλέον, is−1π−1 = j, άρα Tis−1π−1 = Tj = standard, οπότε

β(j) = β(is−1π−1) < β(is−1π−1π) = β(is−1)
s−1∈R(T )

======== β(i),

όπου η ανισότητα ισχύει από Λήμμα 4.4.2 (αφού Tis−1π−1 = standard και 1 6= π ∈ C(T )).
Συνεπώς β(i) < β(j) < β(i), άτοπο.
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2) ΄Εστω i, j ∈ H με cl,i = cl,j . Αν δείξουμε ότι i = j, τελειώσαμε. Πράγματι, από Λήμμα 4.4.1,
υπάρχει σ ∈ R(T ) ώστε i = jσ ⇐⇒ Ti = Tjσ. ΄Ετσι, i(x(s, t)) = jσ(x(s, t)), ∀(s, t) ∈ [λ]. Αν
δείξουμε ότι j(x(s, t)) = jσ(x(s, t)), ∀(s, t) ∈ [λ], τότε θα έχουμε Tj = Tjσ ⇐⇒ j = jσ = i
και άρα τελειώσαμε.

΄Εστω λοιπόν s ∈ n, επειδή Tj = standard και Tjσ = Ti = standard, έχουμε ότι:

jx(s,1) ≤ ... ≤ jx(s,λs) και jσ(x(s,1)) ≤ ... ≤ jσ(x(s,λs)).

Επιπλέον, σ({x(s, 1), ..., x(s, λs)}) = {x(s, 1), ..., x(s, λs)} (αφού σ ∈ R(T )), άρα (από Παρα-
τήρηση 3.1.6) έχουμε jx(s,t) = jσ(x(s,t)), για κάθε t = 1, ...λs. Το s ήταν τυχόν, άρα j(x(s, t)) =
jσ(x(s, t)), ∀(s, t) ∈ [λ] και έτσι αποδείχθηκε και το 2).

Τώρα, επειδή διακεκριμένα {ci,j} είναι Κ-γραμμικά ανεξάρτητα (βλέπε Παρατήρηση 2.1.1 i)), πρέπει
από (∗) και Ισχυρισμό 1) να ισχύει

∑
i∈H

kicl,i = 0, όμως από Ισχυρισμό 2) έπεται ki = 0 ∀i ∈ H.

�

Παρατήρηση 4.4.1. ΄Εστω σ ∈ R(T ) και i, j ∈ I(n, r) ώστε τα λ-tableaux Ti, Tj να είναι standard.
Τότε,

i) Tjσ = standard ⇐⇒ jσ = j.

ii) cl,i = cl,j ⇐⇒ i = j.

Απόδειξη.

i) Η συνεπαγωγή (⇐=) είναι σαφές. Ανάποδα, αν Tjσ = standard, τότε όπως στην απόδειξη του
Ισχυρισμού 2) (στην απόδειξη της Πρότασης 4.4.1) έχουμε ότι j = jσ.

ii) Η συνεπαγωγή (⇐=) είναι σαφές. Ανάποδα, αν cl,i = cl,j , τότε υπάρχει σ ∈ R(T ) ώστε Tjσ =

Ti = standard, συνεπώς i = jσ
i)
= j.

�
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4.5 Το Λήμμα Carter-Lusztig.

Παρακάτω, Κ άπειρο σώμα, Γ = ΓK = GLn(K), λ ∈ Λ+(n, r) και T = T λ : [λ] −→ r basic
λ−tableaux.

Στη παράγραφο αυτή στόχος μας είναι να αποδείξουμε το άλλο μισό κομμάτι του θεωρήματος βάσης

για το Dλ,K . Για την απόδειξη του θα χρησιμοποιήσουμε ένα συνδυαστικό λήμμα, συγκεκριμένα το

Λήμμα Carter-Lusztig. Το λήμμα αυτό αποτελεί την καρδιά της απόδειξης του θεωρήματος βάσης.

Ας σημειωθεί ότι το Λήμμα Carter-Lusztig έχει αρκετές παραλλαγές (είτε αλγεβρικού, είτε καθαρά

συνδυαστικού χαρακτήρα) όπως επίσης και εφαρμογές.

Σχόλιο. Παρακάτω, όπως προαναφέραμε και στην αρχή, θα δώσουμε την συνδυαστική εκδοχή του

λήμματος Carter Lusztig, πράγμα που μας στερεί ώθηση για διαίσθηση ή κίνητρα. Για μία πιο πλήρη

και φυσιολογική μελέτη του λήμματος Carter Lusztig, όπως επίσης και των Garnir relation που το

συνοδεύουν μπορεί να ανατρέξει κανείς στις εξής αναφορές [20, σελ. 27-30], [10, σελ. 91-94], [9, σελ

211-216].

Ορισμός 4.5.1. (Garnir relations, προετοιμασία) ΄Εστω f : I(n, r) −→ F μία απεικόνιση, F =
αβελιανή ομάδα και µ = (µ1, ..., µλ1) το conjugate partition του λ. Για κάθε h ∈ {1, ..., λ1 − 1} και

q ∈ {1, ..., µh+1}, θέτουμε:

i) J = {x(1, h+ 1), ..., x(q, h+ 1)} ⊆ Ch+1 = (h+ 1)−στήλη του T .

ii) J ′ = {x(q, h), ..., x(µh, h)} ⊆ Ch = h−στήλη του T .

iii) Y = {σ ∈ G(r) | σ(i) = i ∀i /∈ J ∪ J ′} = ΣJ∪J ′ και X = C(T ) ∩ Y (όπου X ≤ Y ≤ G(r)).

iv) G(J) ένα σύνολο αντιπροσώπων αριστερών συμπλόκων του X στο Y .

Με βάση τα παραπάνω, για κάθε i ∈ I(n, r) ορίζετε η ποσότητα
∑

σ∈G(J)

s(σ)f(iσ).

Παρατήρηση 4.5.1. (Τρόπος εύρεσης του G(J)). Με βάση τους συμβολισμούς του Ορισμού 4.5.1,

έχουμε ότι:

σ1X = σ2X ⇐⇒ σ1(J) = σ2(J) ή σ1(J ′) = σ2(J ′), για κάθε σ1, σ2 ∈ Y .

Οπότε, για την εύρεση ενός G(J), αρκεί να βρούμε μία οικογένεια από στοιχεία {σi}i∈I ⊆ Y ώστε

για κάθε A ⊆ J ∪ J ′ με |A| = |J | (όμοια αν |A| = |J ′|), να υπάρχει μοναδικό iA ∈ I ώστε σiA(J) = A.

Απόδειξη.

΄Εστω σ1, σ2 ∈ Y ≤ G(r), τότε,

σ1X = σ2X ⇐⇒ σ1σ
−1
2 ∈ X = C(T ) ∩ Y

σ1σ
−1
2 ∈Y⇐⇒ σ1σ

−1
2 ∈ C(T )

σ1σ
−1
2 ∈Y⇐⇒

σ1σ
−1
2 (J) = J ή σ1σ

−1
2 (J ′) = J ′ ⇐⇒ σ1(J) = σ2(J) ή σ1(J ′) = σ2(J ′)

�
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Λήμμα 4.5.1. (Carter-Lusztig). ΄Εστω f : I(n, r) −→ F μία απεικόνιση και F = αβελιανή ομάδα.

΄Εστω επίσης ότι η f ικανοποιεί τις παρακάτω συνθήκες:

i) f(i) = 0, αν το Ti έχει στήλη με δύο ίδια στοιχεία σε διακεκριμένες θέσεις.

ii) f(iσ) = s(σ)f(i), για κάθε i ∈ I(n, r) και σ ∈ C(T ).

iii) (Garnir relations).
∑

σ∈G(J)

s(σ)f(iσ) = 0, για κάθε i ∈ I(n, r), h ∈ {1, ..., λ1 − 1} και

q ∈ {1, ..., µh+1} (όπου G(J) είναι όπως τον Ορισμό 4.5.1).

Τότε Imf ⊆ spanZ{f(i) | i ∈ I(n, r), Ti standard}.

Παρατήρηση 4.5.2. Η συνθήκη ii) του Λήμματος Carter − Lusztig εξασφαλίζει ότι τα Garnir
relations, είναι ανεξάρτητα της επιλογής του σύνολου αντιπροσώπων G(J). Δηλαδή, αν G(J)′ ένα άλλο

σύνολο αντιπροσώπων, τότε
∑

σ∈G(J)

s(σ)f(iσ) =
∑

σ∈G(J)′
s(σ)f(iσ).

Υπενθύμιση 4.5.1. (Από τη Θεωρία Ομάδων). ΄Εστω G ομάδα, H ≤ G και T, T ′ δύο σύνολα

αντιπροσώπων αριστερών συμπλόκων της H στη G, τότε:

i) Για κάθε g ∈ G, υπάρχουν μοναδικά tg ∈ T, hg ∈ H, ώστε g = tghg.

ii) ΄Εστω για κάθε ν ∈ T , τα μοναδικά tν ∈ T ′, hν ∈ H, ώστε ν = tνhν . Τότε η απεικόνιση

φ : T −→ T ′, ν 7−→ tν είναι 1-1 και επί.

Απόδειξη. (Υπενθύμισης).

i) Από υπόθεση έχουμε G =
⋃
t∈T tH και έτσι άμεσα έπεται η ύπαρξη των tg, hg. Αν υπήρχαν t

′
g, h
′
g

με g = tghg = t′gh
′
g, τότε t

−1
g t′g ∈ H ⇐⇒ tgH = t′gH, όμως T = σύνολο αντιπροσώπων, άρα

tg = t′g και κατά συνέπεια hg = h′g.

ii) Η φ είναι καλά ορισμένη: ΄Αμεσα από μοναδικότητα της γραφής.

Η φ είναι 1-1: Αν φ(ν1) = φ(ν2) τότε,

tν1 = tν2 ⇐⇒ ν1h
−1
ν1

= ν2h
−1
ν2
⇐⇒ ν−1

2 ν1 = h−1
ν2
hν1 ∈ H,

δηλαδή ν1H = ν2H, όμως ν1, ν2 ∈ T , άρα ν1 = ν2.

Η φ είναι επί: ΄Εστω σ ∈ T ′, τότε ύπαρχουν τσ ∈ T, hσ ∈ H ώστε σ = τσhσ ⇐⇒ τσ = σh−1
σ .

Από το τελευταίο έχουμε φ(τσ) = σ.

�

Απόδειξη. (Παρατήρησης 4.5.2)

163



Από υπενθύμιση, για το τυχόν ν ∈ G(J) ⊆ Y , υπάρχουν μοναδικά σν ∈ G(J)′, πν ∈ X, ώστε
ν = σνπν . Επιπλέον, η απεικόνιση φ : G(J) −→ G(J)′, ν 7−→ σν είναι 1-1 και επί. Με βάση αυτά,
έχουμε, ∑

ν∈G(J)

s(ν)f(iν) =
∑

ν∈G(J)

s(σνπν)f(iσνπν)
πν∈C(T )

=======
∑

ν∈G(J)

s(σν)s(πν)s(πν)f(iσν) =

∑
ν∈G(J)

s(σν)f(iσν) =
∑

σ∈G(J)′

s(σ)f(iσ).

�

Απόδειξη. (Λήμματος Carter-Lusztig).

Για συντομία στους συμβολισμούς του Ορισμού 4.5.1, θέτουμε:

1) Ch+1(T ) = {b1, ..., bs} και J = {b1, ..., bq}, όπου bi = x(i, h+ 1), s = µh+1.

2) Ch(T ) = {a1, ..., at} και J ′ = {aq, ..., at}, όπου ai = x(i, h), t = µh.

3) T =



a1 b1
.
.
.
.
.
.

· · · aq bq · · ·
.
.
.
.
.
.

· · · as bs · · ·
.
.
.

at


και Y = {σ ∈ G(r) | σ(i) = i, ∀i /∈ {b1, ..., bq, aq, ..., at}}. Επιπλέον,

είναι σαφές ότι αν π ∈ Y τότε π({aq, ..., at, b1, ..., bq}) = {aq, ..., at, b1, ..., bq}.

Προχωράμε στην απόδειξη του λήμματος ξεκινώντας με κάποιες παρατηρήσεις. ΄Εστω i ∈ I(n, r)
τότε:

i) Μπορούμε να υποθέσουμε χ.β.γ ότι όλες οι στήλες του Ti έχουν όλα τους τα στοιχεία διακεκριμένα
ανά δύο αλλιώς από υπόθεση πρέπει f(i) = 0 και έτσι τελειώσαμε.

ii) Υπάρχει σ ∈ C(T ) ώστε κάθε στήλη του Tiσ να είναι σε γνησίως αύξουσα σειρά (από πάνω προς
τα κάτω). Επιπλέον έχουμε,

f(iσ) = s(σ)f(i) ⇐⇒ f(i) = s(σ)f(iσ).

iii) ΄Εστω h ∈ {1, ..., λ1 − 1}, q ∈ {1, ..., s} με:
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Ti =



· · · ia1 ≤ ib1 · · ·
· · · ∧ ∧ · · ·

· · ·
.
.
.

.

.

. · · ·
· · · ∧ ∧ · · ·
· · · iaq−1 ≤ ibq−1 · · ·
· · · ∧ ∧ · · ·
· · · iaq > ibq · · ·
· · · ∧ ∧ · · ·

.

.

.
.
.
.


(∗) και G(J) ώστε 1 ∈ G(J).

Τότε για κάθε 1 6= σ ∈ G(J) ισχύει ένα από τα παρακάτω δύο ενδεχόμενα:

a) Ο Tiσ έχει κάποια στήλη με δύο ίδια στοιχεία σε διακεκριμένες θέσεις και άρα f(iσ) = 0.

b) ΄Ολες οι στήλες του Tiσ έχουν όλα τους τα στοιχεία διακεκριμένα ανά δύο και αν πάρουμε
(με βάση το ii)) πσ = π ∈ C(T ) ώστε κάθε στήλη του Tiσπ να είναι σε γνησίως αύξουσα
σειρά, τότε έχουμε ότι:

Tiσπ =



· · · iσπ(a1) ≤ iσπ(b1) · · ·
· · · ∧ ∧ · · ·

· · ·
.
.
.

.

.

. · · ·
· · · ∧ ∧ · · ·
· · · iσπ(aq) ≤ iσπ(bq) · · ·

· · · ∧
.
.
. ∧ · · ·

· · ·
.
.
.

.

.

. · · ·


.

Ιδιαιτέρως, f(iσπσ) = s(πσ)f(iσ), δηλαδή f(iσ) = s(πσ)f(iσπσ). Οπότε, αν θέσουμε
B := {σ ∈ G(J) | Tiσ όπως στο b)} τότε,

f(i) = −
∑

16=σ∈G(J)

f(iσ) = −
∑

16=σ∈B
s(πσ)f(iσπσ).

Τα i), ii) είναι άμεσα. Αυτό που θέλει απόδειξη είναι το iii). ΄Εστω 1 6= σ ∈ G(J). Αν Tiσ είναι
όπως στο a), τότε τελειώσαμε. Αν το Tiσ δεν είναι όπως στο a) τότε όλες οι στήλες του Tiσ έχουν
όλα τους τα στοιχεία διακεκριμένα ανά δύο (∗∗). Από ii) παίρνουμε πσ ∈ C(T ) που για συντομία ας το
πούμε σκέτα π, ώστε το Tiσπ να έχει όλες τις στήλες γνησίως αύξουσες. Με την βοήθεια του παρακάτω
λήμματος θα αποδείξουμε το iii)b).

Λήμμα 4.5.2. ΄Εστω


m1 n1
.
.
.

.

.

.

ml nl
.
.
.

mr

 δύο στήλες από αριθμούς, όπου r ≥ l και όλα τα στοιχεία σε κάθε
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στήλη είναι διακεκριμένα ανά δύο. Αν q ∈ {1, ..., l} και mi1 , ...,miq διάφορα όλα ανά δύο, ώστε κάθε mij

να είναι μικρότερο από l − (j − 1) το πλήθος στοιχεία της δεύτερης στήλης, τότε βάζοντας τα στοιχεία

των δύο στηλών σε γνησίως αύξουσα σειρά, δημιουργείτε η εξής κατάσταση:



mk1 ≤ nt1
∧ ∧
.
.
.

.

.

.

mkq ≤ ntq
∧ ∧
.
.
.

.

.

.


Για να μην αποπροσανατολιζόμαστε ας αποδείξουμε το Λήμμα 4.5.2 στο τέλος. ΄Εστω µ = (µ1, ..., µλ1)

το conjugate partition του λ, επειδή σ ∈ G(J) ⊆ Y = {σ ∈ G(r) | σ(j) = j, ∀j /∈ J ∪ J ′}, έχουμε:

Ch(Tiσ) =



ia1

.

.

.

iaq−1

iσ(aq)
.
.
.

iσ(at)


, Ch+1(Tiσ) =



iσ(b1)
.
.
.

iσ(bq)

ibq+1

.

.

.

ibs


.

Τώρα, τα ia1 , ..., iaq−1 είναι διακεκριμένα ανά δύο (άμεσα από υπόθεση για το Ti, βλέπε (∗)) με
την ιδιότητα κάθε iaj (j = 1, ..., q − 1) να είναι μικρότερο από s − (j − 1) το πλήθος στοιχεία
της στήλης Ch+1(Tiσ). Πράγματι, αν j ≤ q − 1, τότε (από υπόθεση για το Ti, βλέπε (∗)) πρέπει
το iaj να είναι μικρότερο από κάθε στοιχείο από τα {ibq+1 , ..., ibs} ⊆ Ch+1(Tiσ). Επίσης, το iaj ε-
ίναι μικρότερο από τουλάχιστον q − (j − 1) το πλήθος στοιχεία από τα {iσ(b1), ..., iσ(bq)}, αυτό γιατί,
{iσ(b1), ..., iσ(bq)} ⊆ {iaq , ..., iat} ∪ {ib1 , ..., ibq} και iaj είναι γνήσια μικρότερο από κάθε στοιχείο του
συνόλου {iaq , ..., iat} και μικρότερο από τουλάχιστον q−(j−1) το πλήθος στοιχεία από τα {ib1 , ..., ibq}
(από υπόθεση για το Ti, βλέπε (∗)). Συνεπώς, για κάθε j ≤ q − 1, το iaj είναι ≤ από τουλάχιστον
(s− q) + q − (j − 1) = s− (j − 1) το πλήθος στοιχεία από την στήλη Ch+1(Tiσ).

Συνεχίζοντας, επειδή 1 6= σ ∈ G(J), πρέπει να υπάρχει r ≥ q, ώστε σ(ar) ∈ J ⊆ Ch+1. Πράγ-

ματι, αν σ(J ′) ⊆ J ′, τότε σ(J ′) = J ′ και άρα από Παρατήρηση 4.5.1, πρέπει σX = 1X, όμως G(J)
σύνολο αντιπροσώπων, άρα σ = 1, άτοπο. Θα δείξουμε ότι το iσ(ar) είναι μικρότερο από s− (q − 1) το
πλήθος στοιχεία της στήλης Ch+1(Tiσ). Εφόσον σ(ar) ∈ J = {b1, ..., bq} ⊆ Ch+1(T ), έχουμε ότι το
iσ(ar) είναι μικρότερο από κάθε στοιχείο του {ibq+1 , ..., ibs} ⊆ Ch+1(Tiσ). Επίσης, (παρόμοια με πάνω)
επειδή 1 6= σ ∈ G(J), πρέπει να υπάρχει z ≤ q, ώστε σ(bz) ∈ J ′. Συνεπώς, iσ(bz) ∈ {iaq , ..., iat} και
iσ(ar) ∈ {ib1 , ..., ibq}, τότε όμως από υπόθεση για το Ti (βλέπε (∗)) έχουμε ότι iσ(ar) < iσ(bz). ΄Αρα το

iσ(ar) είναι μικρότερο από (s− q) + 1 = s− (q − 1) το πλήθος στοιχεία της στήλης Ch+1(Tiσ).

Τελικά τα στοιχεία ia1 , ..., iaq−1 , iσ(ar) είναι διάφορα ανά δύο (από (∗∗)), και ικανοποιούν τις συν-
θήκες του Λήμματος 4.5.2, οπότε το Tiσπ είναι όπως προβλέπει το b). ΄Ετσι αποδείξαμε και το iii).

Τώρα με βάση τα i), ii), iii) έπεται σχεδόν άμεσα το ζητούμενο. Πράγματι, θέτουμε για συντομία
A = spanZ{f(i) | i ∈ I(n, r), Ti standard}. ΄Εστω j ∈ I(n, r), τότε από i) μπορούμε να υποθέσουμε
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ότι όλες οι στήλες του Tj έχουν όλα τα στοιχεία τους διακεκριμένα ανά δύο. Στην συνέχεια, από ii)
υπάρχει ν ∈ C(T ) ώστε f(j) = s(ν)f(jν) και το Tjν να έχει όλες τις στήλες σε γνησίως αύξουσα
σειρά. Τώρα, αν και όλες οι γραμμές του Tjν είναι σε αύξουσα σειρά, τότε έπεται άμεσα ότι f(j) ∈ A,
ενώ αν υπάρχει γραμμή του Tjν που δεν είναι αύξουσα, τότε θα έχουμε μία κατάσταση για το Tjν όπως
στην υπόθεση του iii) (για jν στη θέση του i) και σύμφωνα με τους συμβολισμούς του iii) μπορούμε
να γράψουμε f(jν) =

∑
16=σ∈B

s(πσ)f(jνσπσ), όπου τώρα τα Tjνσπσ έχουν ”διορθωμένο” το σημείο

το οποίο μας εμπόδιζε να είναι standard ο Tjν . Εφαρμόζοντας τις ίδιες διαδικασίες για τα Tjνσπσ ,

”διορθώνονται” όλα τα παθολογικά σημεία και έτσι καταλήγουμε ότι f(j) =
m∑
s=1

nsf(js), όπου ns ∈ Z

και Tjs = standard, δηλαδή f(j) ∈ A.
�

Απόδειξη. (Λήμματος 4.5.2). Πράγματι, έστω ότι βάλαμε σε γνησίως αύξουσα σειρά τα στοιχεία

των δύο στηλών, δηλαδή έχουμε,



mk1 nt1
∧ ∧
.
.
.

.

.

.

mkq ntq
∧ ∧
.
.
.

.

.

.


.

Θα δείξουμε ότι mk1 ≤ nt1 , mk2 ≤ nt2 , mk3 ≤ nt3 και όμοια τα υπόλοιπα. Πράγματι,
mk1 ≤ nt1 : Αφού mk1 είναι το μικρότερο στοιχείο της πρώτης στήλης, πρέπει mk1 < mi1 ≤ από

l το πλήθος στοιχεία της δεύτερης στήλης, δηλαδή mk1 ≤ από κάθε στοιχείο της δεύτερης στήλης και
έτσι έχουμε mk1 ≤ nt1 .

mk2 ≤ nt2 : ΄Εστω για άτοπο ότιmk2 > nt2 , τότε θα είχαμε την εξής κατάσταση:



mk1 ≤ nt1
∧ ∧
mk2 > nt2
.
.
.

.

.

.

∧ ∧
mkq ntq
∧ ∧
.
.
.

.

.

.


΄Οπως φαίνεται στο τελευταίο πίνακα, τα στοιχεία mk2 , ...,mkr θα είναι ≤ από το πολύ l − 2 το

πλήθος στοιχεία της δεύτερης στήλης, άρα (από υπόθεση) πρέπει mi1 ,mi2 /∈ {mk2 , ...,mkr} και έτσι
mi1 = mi2 = mk1 , άτοπο (αφού τα mi1 , ...,miq διάφορα όλα ανά δύο).

mk3 ≤ nt3 : Με παρόμοιο επιχείρημα όπως στο mk2 ≤ nt2 , καταλήγουμε ότι mi1 ,mi2 ,mi3 ∈
{mk1 ,mk2}, πράγμα που αντιφάσκει με την υπόθεση ότι τα mi1 , ...,miq είναι διάφορα όλα ανά δύο.

�
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Θεώρημα 4.5.1. ΄Εστω f : I(n, r) −→ Dλ,K , με f(i) = (Tl : Ti). Τότε, με τους συμβολισμούς του

Ορισμού 4.5.1, η f ικανοποιεί τις υποθέσεις του Λήμματος Carter-Lusztig και άρα,

Imf ⊆ spanZ{(Tl : Ti) | i ∈ I(n, r), Ti = standard}.

Σχόλιο. Οι ιδιότητες i), ii) του Λήμματος Carter Lusztig επαληθεύονται άμεσα από την θεωρία που

έχουμε ήδη αναπτύξει για τα bideterminants. Παρά ταύτα η ιδιότητα iii) δεν είναι προφανής και για

να την αποδείξουμε θα χρειαστούμε το παρακάτω συνδυαστικό λήμμα (όπου η ιδέα της απόδειξής του

οφείλεται στο J.A. Green [10, σελ. 92-93]).

Λήμμα 4.5.3. Με τους συμβολισμούς του Ορισμού 4.5.1 ισχύουν τα παρακάτω:

i) Υπάρχει φ : Y C(T ) −→ Y C(T ) 1-1 και επί, ώστε για κάθε σ ∈ Y C(T ) υπάρχει ρσ ∈ R(T ) με

ρσ = 2-κύκλος και φ(σ) = σρσ. Ιδιαιτέρως, ρ2
σ = 1, s(ρσ) = −1 και φ(φ(σ)) = σ.

ii) Το Y C(T ) γράφεται σαν ξένη ένωση συνόλων της μορφής {π, πκ}, όπου π ∈ Y C(T ), κ ∈ R(T )
και κ = 2-κύκλος (ιδιαιτέρως s(κ) = −1). (Ας σημειωθεί ότι το κ εξαρτάται από το π).

Απόδειξη.

ii) Καταρχάς, Y C(T ) =
⋃

σ∈Y C(T )

{σ, φ(σ)} (∗), όπου (από i)) φ(σ) = σρσ, με ρσ =2-κύκλος και

ρσ ∈ R(T ). Θα δείξουμε ότι, για κάθε σ1, σ2 ∈ Y C(T ), ισχύει,

{σ1, φ(σ1)} = {σ2, φ(σ2)} ή {σ1, φ(σ1)} ∩ {σ2, φ(σ2)} = ∅.(∗∗)

Πράγματι, αν {σ1, φ(σ1)}∩{σ2, φ(σ2)} = ∅ τότε τελειώσαμε, ενώ αν {σ1, φ(σ1)}∩{σ2, φ(σ2)} 6=
∅, τότε σ1 = σ2 ή σ1 = φ(σ2). Στην περίπτωση που σ1 = σ2, έπεται άμεσα ότι {σ1, φ(σ1)} =
{σ2, φ(σ2)}, ενώ αν σ1 = φ(σ2), τότε από i) πρέπει φ(σ1) = φ(φ(σ2)) = σ2 και έτσι πάλι έχουμε

{σ1, φ(σ1)} = {σ2, φ(σ2)}.
Τελικά, από τις (∗), (∗∗) έπεται το ζητούμενο.

i) Για συντομία στους συμβολισμούς του Ορισμού 4.5.1, θέτουμε:

1) Ch+1(T ) = {b1, ..., bs} και J = {b1, ..., bq}, όπου bi = x(i, h+ 1), s = µh+1.

2) Ch(T ) = {a1, ..., at} και J ′ = {aq, ..., at}, όπου ai = x(i, h), t = µh.

3) T =



a1 b1
.
.
.
.
.
.

· · · aq bq · · ·
.
.
.
.
.
.

· · · as bs · · ·
.
.
.

at


και Y = {σ ∈ G(r) | σ(i) = i, ∀i /∈ {b1, ..., bq, aq, ..., at}}.

Επιπλέον, είναι σαφές ότι αν π ∈ Y τότε π({aq, ..., at, b1, ..., bq}) = {aq, ..., at, b1, ..., bq} και
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π(i) = i για κάθε i /∈ {aq, ..., at, b1, ..., bq}.

Συνεχίζοντας, έστω σ ∈ Y C(T ), τότε σ = πc με π ∈ Y, c ∈ C(T ) και ισχύει ότι:

Ισχυρισμός. Υπάρχει i ∈ {1, ..., s} ώστε {σ(ai), σ(bi)} ⊆ {aq, ..., at, b1, ..., bq}.

Απόδειξη. (Ισχυρισμού). Καταρχάς όλα τα στοιχεία a1, ..., as, b1, ..., bs είναι είναι διάφορα ανά
δύο (άμεσα αφού ai = x(i, h), bj = x(j, h + 1) και T = 1-1, επί (ως basic λ−tableaux)).
Επομένως (επειδή σ ∈ G(r)) πρέπει:

Τα στοιχεία σ(a1), ..., σ(at), σ(b1), ..., σ(bs) είναι όλα διάφορα ανά δύο (∗).

Επίσης σ({a1, ..., at, b1, ..., bs}) = {a1, ..., at, b1, ..., bs} (∗∗). Πράγματι, επειδή σ = 1-1 αρκεί να
δείξουμε ότι σ({a1, ..., at, b1, ..., bs}) ⊆ {a1, ..., at, b1, ..., bs} (∗ ∗ ∗). ΄Ομως τα π, c έχουν την
ιδιότητα (∗ ∗ ∗) εξ΄ ορισμού των Y,C(T ) άρα (αφού σ = πc) πρέπει σ({a1, ..., at, b1, ..., bs}) ⊆
{a1, ..., at, b1, ..., bs}.
Τώρα έστω για άτοπο ότι {σ(aj), σ(bj)} * {aq, ..., at, b1, ..., bq}, για κάθε j ∈ {1, ..., s}. Τότε
από (∗) υπάρχουν τουλάχιστον s−το πλήθος στοιχεία από τα {σ(a1), σ(b1)..., σ(as), σ(bs)} που να
μην περιέχονται στο σύνολο {aq, ..., at, b1, ..., bq} και έτσι από (∗∗) θα πρέπει να περιέχονται στο
σύνολο {a1, ..., aq−1, bq+1, ..., bs} το οποίο έχει q−1+(s−q) = s−1 το πλήθος στοιχεία, δηλαδή
s ≤ s− 1, άτοπο. Συνεπώς υπάρχει i ∈ {1, ..., s} ώστε {σ(ai), σ(bi)} ⊆ {aq, ..., at, b1, ..., bq}.
Ο ισχυρισμός αποδείχθηκε.

Από ισχυρισμό μπορούμε να επιλέξουμε ελάχιστο τέτοιο i(σ) ∈ {1, ..., s}. Συνοψίζοντας:

{σ(ai(σ)), σ(bi(σ))} ⊆ {aq, ..., at, b1, ..., bq}, ∀σ ∈ Y C(T ) (και i(σ) ελάχιστο στο σύνολο {1, ..., s}
ως προς αυτή την ιδιότητα). (∗)

Για κάθε σ ∈ Y C(T ), ορίζουμε τον 2-κύκλο ρσ = (ai(σ) bi(σ)) ∈ G(r) και θεωρούμε την απει-
κόνιση:

φ : Y C(T ) −→ Y C(T ), σ 7−→ σρσ.

Είναι σαφές ότι ρσ ∈ R(T ) και θα δείξουμε ότι η φ είναι καλά ορισμένη, 1-1 και επί. Πράγματι,

φ καλά ορισμένη: Αρκεί να δείξουμε ότι σρσ ∈ Y C(T ), για κάθε σ ∈ Y C(T ). Πράγματι,

σρσ = σ(ai(σ) bi(σ)) = σ(ai(σ) bi(σ))σ
−1σ.

(Γενική) Παρατήρηση: τ · (a b) · τ−1 = (τ(a) τ(b)) για κάθε τ ∈ G(r), a, b ∈ r.

Απόδειξη(Παρατήρησης). Θα το ελέγξουμε κατά σημείο. ΄Εστω i ∈ r, τότε

(τ · (a b) · τ−1)(i) =


τ(τ−1(i)) τ−1(i) 6= a, b

τ(b) τ−1(i) = a

τ(a) τ−1(i) = b

=


i i 6= τ(a), τ(b)

τ(b) i = τ(a)

τ(a) i = τ(b)

= (τ(a) τ(b))(i).
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Το i ∈ r ήταν τυχόν, άρα τ · (a b) · τ−1 = (τ(a) τ(b)). Η Παρατήρηση αποδείχθηκε.

Με βάση τη παρατήρηση έχουμε σρσ = (σ(ai(σ)) σ(bi(σ)))σ, όπου (σ(ai(σ)) σ(bi(σ))) ∈ Y (άμεσα
αφού {σ(ai(σ)), σ(bi(σ))} ⊆ {aq, ..., at, b1, ..., bq} και ορισμό του Y ) και σ ∈ Y C(T ), δηλαδή
σρσ ∈ Y C(T ). ΄Ετσι η φ είναι καλά ορισμένη.

φ 1-1: Για την απόδειξη του 1-1 θα χρειαστούμε τον παρακάτω ισχυρισμό (μέσα από την

απόδειξη του οποίου φαίνεται ο λόγος που πήραμε i(σ) ελάχιστο):

Ισχυρισμός. Για κάθε σ ∈ Y C(T ), έχουμε σρσ ∈ Y C(T ) και i(σ) = i(σρσ).

Απόδειξη. (Ισχυρισμού). Καταρχάς σρσ ∈ Y C(T ) αφού δείξαμε ότι η φ είναι καλά ορισμένη.

i(σρσ) ≤ i(σ): Αφού ρσ = (ai(σ) bi(σ)), τότε {σρσ(ai(σ)), σρσ(bi(σ))} = {σ(bi(σ)), σ(ai(σ))} ⊆
{aq, ..., at, b1, ..., bq} (το ⊆ ισχύει από (∗)). Συνεπώς από ελαχιστικότητα του i(σρσ) (βλέπε (∗))
πρέπει i(σρσ) ≤ i(σ).

i(σ) ≤ i(σρσ): Αν δείξουμε ότι {σ(ai(σρσ)), σ(bi(σρσ))} ⊆ {aq, ..., at, b1, ..., bq}, τότε από
ελαχιστικότητα του i(σ) (βλέπε (∗)) θα πρέπει i(σ) ≤ i(σρσ). Δείχνουμε ότι σ(ai(σρσ)) ∈
{aq, ..., at, b1, ..., bq} και όμοια για το σ(bi(σρσ)). Καταρχάς, από (∗) έχουμε,

{σ(ai(σ)), σ(bi(σ))}, {σρσ(ai(σρσ)), σρσ(bi(σρσ))} ⊆ {aq, ..., at, b1, ..., bq}. (∗∗)

΄Ομως ρσ = (ai(σ) bi(σ)) οπότε,

σ(ai(σρσ)) =


σρσ(ai(σρσ)) ai(σρσ) 6= ai(σ), bi(σ)

σ(ai(σ)) ai(σρσ) = ai(σ)

σ(bi(σ)) ai(σρσ) = bi(σ)

,

όπου σε κάθε περίπτωση από (∗∗) έπεται ότι σ(ai(σρσ)) ∈ {aq, ..., at, b1, ..., bq} (όμοια σ(bi(σρσ)) ∈
{aq, ..., at, b1, ..., bq}). Συνεπώς από αυτά που αναφέραμε πάνω πρέπει i(σ) ≤ i(σρσ).

Ο ισχυρισμός αποδείχθηκε.

Με βάση τον ισχυρισμό θα δείξουμε το 1-1. ΄Εστω φ(σ1) = φ(σ2) ⇐⇒ σ1ρσ1 = σ2ρσ2 τότε,

σ1ρσ1 = σ2ρσ2 =⇒ i(σ1ρσ1) = i(σ2ρσ2) =⇒ i(σ1) = i(σ2) =⇒ ρσ1 = ρσ2 .

Η τελευταία συνεπαγωγή ισχύει γιατί εξ΄ορισμού ρσ = (ai(σ) bi(σ)). Συνεπώς ρσ1 = ρσ2 και

σ1 = σ2.

φ επί: ΄Αμεσα αφού φ : Y C(T ) −→ Y C(T ), 1-1 και |Y C(T )| <∞.

�

Απόδειξη. (Θεωρήματος 4.5.1)
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Οι i), ii) υποθέσεις του λήμματος Carter-Lusztig έπονται άμεσα από Πρόταση 4.2.1 ii) και Παρα-
τήρηση 4.2.1 ii). ΄Οσο για τη iii), καταρχάς παρατηρούμε ότι Y C(T ) = G(J)C(T ) και μάλιστα για το
τυχόν στοιχείο π ∈ Y C(T ) υπάρχουν μοναδικά νπ ∈ G(J), σπ ∈ C(T ) ώστε π = νπσπ (∗).
Πράγματι, καταρχάς G(J)C(T ) ⊆ Y C(T ) (αφού G(J) ⊆ Y ), ανάποδα, αν π ∈ Y C(T ) τότε

π = yc, με y ∈ Y, c ∈ C(T ), όμως εξ΄ ορισμού του G(J), υπάρχουν νπ ∈ G(J), xπ ∈ X = C(T ) ∩ Y
ώστε y = νπxπ και άρα π = νπ(xπc) ∈ G(J)C(T ), συνεπώς Y C(T ) ⊆ G(J)C(T ). ΄Οσο για την
μοναδικότητα, αν ν1, ν2 ∈ G(J), σ1, σ2 ∈ C(T ) με ν1σ1 = ν2σ2, τότε ν

−1
2 ν1 = σ2σ

−1
1 ∈ C(T )∩Y = X,

συνεπώς ν1X = ν2X, όμως G(J) = είναι σύνολο αντιπροσώπων, άρα ν1 = ν2 και κατά συνέπεια

σ1 = σ2. Συνεχίζοντας, έχουμε,∑
ν∈G(J)

s(ν)f(iν) =
∑

ν∈G(J)

s(ν)(Tl : Tiν) =
∑

ν∈G(J)

∑
σ∈C(T )

s(νσ)cl,iνσ
(∗)
=

∑
π∈Y C(T )

s(π)cl,iπ.

Από Λήμμα 4.5.3 ii), υπάρχει A ⊆ Y C(T ) ώστε Y C(T ) =
⊔
π∈A
{π, πκπ}, όπου κπ ∈ R(T ) με

s(κπ) = −1. Συνεπώς,
∑

ν∈G(J)

s(ν)f(iν) =
∑
π∈A

(s(π)cl,iπ + s(πκπ)cl,iπκπ). Επιπλέον,

s(π)cl,iπ + s(πκπ)cl,iπκπ
(l,iπκπ)∼(lκ−1

π ,iπ)
============= s(π)cl,iπ + s(π)s(κπ)clκ−1

π ,iπ

Λήμμα 4.4.1 i)
===========

s(π)cl,iπ − s(π)cl,iπ = 0

Τελικά,
∑

ν∈G(J)

s(ν)f(iν) = 0.

�

Θεώρημα 4.5.2. (Μερος ΙΙ του θεωρήματος βάσης για το Dλ,K).

i) Το {(Tl : Ti) | i ∈ I(n, r), Ti standard} είναι K−βάση του Dλ,K .

ii) ΄Εστω I∗ = {i ∈ I(n, r) | Ti standard} και j ∈ I(n, r). Τότε υπάρχουν {ni}i∈I∗ ⊆ Z, ώστε για

κάθε άπειρο σώμα K να ισχύει (Tl : Tj)K =
∑
i∈I∗

ni(Tl : Ti)K . Δηλαδή οι συντελεστές {ni}i∈I∗

είναι ανεξάρτητοι της επιλογής του K.

Απόδειξη.

i) Την γραμμική ανεξαρτησία την είδαμε στο προηγούμενη παράγραφο (Πρόταση 4.4.1). Επιπλέον,
έστω I∗ = {i ∈ I(n, r) | Ti standard}, τότε από θεώρημα 4.5.1 έχουμε:

Dλ,K = spanK{(Tl : Ti) | i ∈ I(n, r)} ⊆ spanK{(Tl : Ti) | i ∈ I∗} ⊆ Dλ,K .

΄Αρα Dλ,K = spanK{(Tl : Ti) | i ∈ I(n, r), Ti standard}.

ii) Είναι άμεσο από το γεγονός ότι η απόδειξη του Λήμματος Carter-Lusztig, όπως επίσης και η
απόδειξη του Θεωρήματος 4.5.1 δεν εμπλέκουν-χρησιμοποιούν πουθενά το σώμα K.

�
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4.6 Εφαρμογές του θεωρήματος βάσης.

Παρακάτω, Κ άπειρο σώμα, Γ = ΓK = GLn(K), λ ∈ Λ+(n, r) και T = T λ : [λ] −→ r basic
λ−tableaux.

Πρόταση 4.6.1. ΄Εστω a ∈ Λ(n, r), j ∈ I(n, r), τότε ισχύουν τα παρακάτω:

i) ξa ◦ (Tl : Tj) =

{
(Tl : Tj) j ∈ a
0 j /∈ a

. Ιδιαιτέρως {(Tl : Ti) | i ∈ a} ⊆ Da
λ,K .

ii) a) Αν (Tl : Tj) 6= 0, τότε, (Tl : Tj) ∈ Da
λ,K ⇐⇒ j ∈ a.

b) Το σύνολο {(Tl : Ti) | i ∈ a, Ti standard} είναι Κ-βάση του Da
λ,K .

iii) dimKD
a
λ,K = |{i ∈ I(n, r) | i ∈ a, Ti = standard}| και άρα η διάσταση του Da

λ,K και ακόμα

γενικότερα ο χαρακτήρας ΦDλ,K είναι σταθερός και ανεξάρτητος του σώματος K.

Απόδειξη.

i) ΄Εστω k ∈ I(n, r) με k ∈ a, τότε ξa = ξk,k, οπότε,

ξa ◦ (Tl : Tj)
Παρατήρηση 4.3.2

============
∑

i∈I(n,r)

ξk,k(ci,j)(Tl : Ti)
Παρατήρηση 2.1.1iv)

==============

ξk,k(cj,j)(Tl : Tj) =

{
(Tl : Tj) j ∈ a
0 j /∈ a

ii) a) (⇐=): ΄Εστω j ∈ a, τότε (Tl : Tj)
i)
= ξa ◦ (Tl : Tj) ∈ Da

λ,K .

(=⇒): ΄Εστω (Tl : Tj) ∈ Da
λ,K , τότε (από Πόρισμα 3.2.1) ξa ◦ (Tl : Tj) = (Tl : Tj) 6= 0,

άρα αναγκαστικά πρέπει j ∈ a.
b) Από i) έχουμε, Ba := {(Tl : Ti) | i ∈ a, Ti standard} ⊆ Da

λ,K . Επιπλέον, το Ba
είναι Κ-γραμμικά ανεξάρτητο από Θεώρημα βάσης για το Dλ,K . Μένει να δείξουμε ότι

Da
λ,K = spankBa. Πράγματι, θέτουμε I

∗ = {i ∈ I(n, r) | Ti standard} και έστω x ∈ Da
λ,K ,

τότε ξa ◦ x = x και από Θεώρημα 4.5.2, υπάρχουν {ki}i∈I∗ ⊆ K, ώστε, x =
∑
i∈I∗

ki(Tl : Ti).

Συνεπώς,

x = ξa ◦ x =
∑
i∈I∗

ki(ξa ◦ (Tl : Ti))
i)
=
∑
i∈Ba

ki(Tl : Ti).

iii) ΄Αμεσο από ii)b).

�
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Παρατήρηση 4.6.1. (Σύνδεση της απεικόνισης l με τα standard λ−tableaux ).

i) ΄Εστω σ ∈ G(r). Τότε, Tlσ = standard ⇐⇒ σ ∈ R(T ).

ii) ΄Εστω i ∈ I(n, r) με i ∼ l (⇐⇒ i ∈ λ) και Ti = standard. Τότε i = l.

Σχόλιο. Η προηγούμενη παρατήρηση, παρά την τεχνική της φύση, θα μας φανεί χρήσιμη για την

μελέτη του χώρων Dλ
λ,K , D

λ
λ,Z (και παρακάτω, των χώρων V λ

λ,K , V
λ
λ,Z).

Απόδειξη.

i) Αν σ ∈ R(T ), τότε (από Λήμμα 4.4.1) l = lσ ⇐⇒ Tlσ = Tl = standard. Αντίστροφα,
έστω σ ∈ G(r), ώστε Tlσ = standard. Θέλουμε να δείξουμε ότι σ ∈ R(T ). Διαισθητικά είναι

αναμενόμενο, καθώς Tl =


1 1 · · · 1 · · · 1
2 2 · · · 2
.
.
.

n · · · n

 και οπότε το μόνο ανακάτεμα στοιχείων
που θα μπορούσε να διατηρήσει τον πίνακα standard, είναι ανακάτεμα των γραμμών του.

Τυπικά, θα δείξουμε ότι lσ(x(s, t)) = s = l(x(s, t)), για κάθε (s, t) ∈ [λ] (και άρα lσ = l).
Πράγματι,

1) lσ(x(1, t)) = 1, ∀t = 1, ..., λ1: ΄Εστω ότι lσ(x(s0, t0)) = 1 τότε (επειδή Tlσ = standard)
πρέπει,

1 = lσ(x(s0, t0)) > lσ(x(s, t0)) ≥ 1, ∀s < s0.

Από το τελευταίο δεν πρέπει να υπάρχουν s ώστε s < s0 και άρα s0 = 1 . Συνεπώς, αν
lσ(x(s, t)) = 1, τότε πρέπει s = 1. Επιπλέον lσ ∈ λ (που σημαίνει ότι το lσ χτυπάει
λ1−φορές το 1), άρα lσ(x(1, t)) = 1, ∀t = 1, ..., λ1.

2) lσ(x(2, t)) = 2, ∀t = 1, ..., λ2: ΄Εστω ότι lσ(x(s0, t0)) = 2, τότε από 1) πρέπει s0 ≥ 2 και
lσ(x(s, t0)) ≥ 2, ∀s ≥ 2 (αφού στο 1) είδαμε ότι αν lσ(x(s, t0)) = 1, τότε πρέπει s = 1).
Οπότε (επειδή Tlσ = standard) πρέπει,

2 = lσ(x(s0, t0)) > lσ(x(s, t0)) ≥ 2, ∀ 2 ≤ s < s0.

Από το τελευταίο δεν πρέπει να υπάρχουν s ώστε 2 ≤ s < s0, δηλαδή s0 ≤ 2 και έτσι s0 = 2
(αφού πάνω είδαμε ότι s0 ≥ 2). Συνεπώς, αν lσ(x(s, t)) = 2, τότε πρέπει s = 2. Επιπλέον
lσ ∈ λ (που σημαίνει ότι το lσ χτυπάει λ2−φορές το 2), άρα lσ(x(2, t)) = 2, ∀t = 1, ..., λ2.

Συνεχίζοντας έτσι, μπορούμε να δείξουμε ότι lσ(x(s, t)) = s = l(x(s, t)), για κάθε (s, t) ∈ [λ]
και άρα lσ = l.

ii) Εφόσον i ∈ l, τότε υπάρχει σ ∈ G(r) ώστε i = lσ, άρα Tlσ = Ti = standard, συνεπώς (από i))
σ ∈ R(T ) και l = lσ = i.
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Πόρισμα 4.6.1. Dλ
λ,K = K(Tl : Tl) = spanK{(Tl : Tl)}. Ιδιαιτέρως, dimKD

λ
λ,K = 1.

Απόδειξη.

΄Εστω I = {i ∈ I(n, r) | Ti = standard}, τότε,

Dλ
λ,K

Πρόταση 4.6.1

========== spanK{(Tl : Ti) | i ∈ λ, i ∈ I∗}
Παρατήρηση 4.6.1

============ spanK{(Tl : Tl)} = K(Tl : Tl).

�

Πρόταση 4.6.2. i) ΄Εστω a ∈ Λ(n, r) με λ < a (ως προς την λεξικογραφική διάταξη) τότε,

{i ∈ I(n, r) | i ∈ a, Ti = standard} = ∅ και άρα dimKD
a
λ,K = 0.

ii) ΦDλ,K =
∑
a≤λ

dimKD
a
λ,Kx

a1
1 · ... · xann , ιδιαιτέρως το ΦDλ,K έχει leading term το xλ1

1 · ... · xλnn .

Απόδειξη.

i) ΄Εστω a = (a1, ..., an) > λ = (λ1, ..., λn) και ας υποθέσουμε για άτοπο ότι υπάρχει i ∈ a με
Ti = standard. Τότε έχουμε,

1) Αν ix(s,t) = 1 τότε s = 1: ΄Εστω ότι ix(s0,t0) = 1 τότε (επειδή Ti = standard) πρέπει,

1 = ix(s0,t0) > ix(s,t0) ≥ 1, ∀s < s0.

Από το τελευταίο έπεται ότι δεν πρέπει να υπάρχουν s ώστε s < s0 και άρα s0 = 1.

Τώρα i ∈ a που σημαίνει ότι το i χτυπάει a1−φορές το 1. Επιπλέον η πρώτη γραμμή του Ti
έχει μήκος λ1, συνεπώς πρέπει από 1) να ισχύει a1 ≤ λ1, όμως και λ1 ≤ a1 (αφού a > λ),
άρα a1 = λ1. Ιδιαιτέρως ix(1,t) = 1, για κάθε t = 1, ..., λ1 (∗).

2) Αν ix(s,t) = 2 τότε s = 2: ΄Εστω ότι ix(s0,t0) = 2, τότε από (∗) πρέπει s0 ≥ 2. Επιπλέον
από 1) και το γεγονός ότι Ti = standard έχουμε,

2 = ix(s0,t0) > ix(s,t0) ≥ 2, ∀1 < s < s0.

Από το τελευταίο έπεται ότι δεν πρέπει να υπάρχουν s ώστε 1 < s < s0, άρα s0 ≤ 2. Από
πάνω είχαμε και s0 ≥ 2, άρα s0 = 2.

Τώρα i ∈ a που σημαίνει ότι το i χτυπάει a2−φορές το 2. Επιπλέον η δεύτερη γραμμή του Ti
έχει μήκος λ2, συνεπώς πρέπει από 2) να ισχύει a2 ≤ λ2, όμως και λ2 ≤ a2 (αφού a1 = λ1

και a > λ), άρα a2 = λ2.

Συνεχίζοντας έτσι μπορούμε να δείξουμε ότι aj = λj , για κάθε j = 1, ..., n. ΄Αρα a = λ, άτοπο
(αφού λ < a). Οπότε {i ∈ I(n, r) | i ∈ a, Ti = standard} = ∅ και από Πρόταση 4.6.1 πρέπει
dimKD

a
λ,K = 0
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ii) Από i) και ορισμό του formal character έπεται άμεσα ότι ΦDλ,K =
∑
a≤λ

dimKD
a
λ,Kx

a1
1 · ... · xann .

Συνεπώς το ΦDλ,K έχει έχει leading term το dimKD
λ
λ,Kx

λ1
1 · ... · xλnn , όπου dimKD

λ
λ,K = 1

(βλέπε Πόρισμα 4.6.1).

�

Θεώρημα 4.6.1. i) ΦDλ,K = Sλ.

ii) Αν charK = 0, τότε το Dλ,K είναι irreducible KΓ−πρότυπο (⇐⇒ SK(n, r)−πρότυπο).

Απόδειξη.

i) Βλέπε [1, σελ. 39] ή [5, σελ. 101, (6.4)] ή (προτεινόμενη) [24].

ii) Ξέρουμε (από το Κεφάλαιο 3) ότι αν chK = 0, τότε ΦFλ,K = Sλ. Συνεπώς, στη περίπτωση όπου
chK = 0, έχουμε Φλ,K = ΦDλ,K , άρα από Θεώρημα 3.5.2,Dλ,K ' Fλ,K = irreducible KΓ−πρότυπο.

Μία εναλλακτική απόδειξη χωρίς να ξέρουμε ποιοι είναι (ακριβώς) χαρακτήρες των Dλ,K , Fλ,0
(δηλαδή χωρίς το Θεώρημα 4.6.1 i) και χωρίς να έχουμε γνώση ότι Φλ,0 = Sλ) μπορούμε να
παράξουμε στη παράγραφο 5.4 (βλέπε Πόρισμα 5.4.1)

�
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4.7 Z-forms στο Dλ,K.

Παρακάτω, Κ άπειρο σώμα, Γ = ΓK = GLn(K), λ ∈ Λ+(n, r) και T = T λ : [λ] −→ r basic
λ−tableaux.

Πρόταση 4.7.1. i) Το Dλ,Z := spanZ{(Tl : Ti)Q | i ∈ I(n, r), Ti = standard} είναι Z− form
του Dλ,Q. Ιδιαιτέρως, Dλ,Z = spanZ{(Tl : Ti)Q | i ∈ I(n, r)}

ii) Η οικογένεια (Dλ,K)K είναι Z−defined από το Dλ,Z και μία οικογένεια ισομορφισμών (dK)K ,

όπου dK : Dλ,Z ⊗
Z
K −→ Dλ,K , με dK((Tl : Ti)Q ⊗ 1K) = (Tl : Ti)K , για κάθε i ∈ I(n, r).

(Υπενθύμιζουμε ότι οι ισομορφισμοί (dK)K είναι στην MK(n, r) ⇐⇒ στην mod(SK(n, r))).

iii) Dλ
λ,Z = Z(Tl : Tl) = spanZ{(Tl : Tl)Q}. Ιδιαιτέρως το Dλ

λ,Z είναι κυκλικό Z−πρότυπο με

dimZD
λ
λ,Z = 1.

Απόδειξη.

i) Καταρχάς θα δείξουμε ότι,

Dλ,Z := spanZ{(Tl : Ti)Q | i ∈ I(n, r), Ti = standard} = spanZ{(Tl : Ti)Q | i ∈ I(n, r)}. (∗)

Πράγματι, ο εγκλεισμός ” ⊆ ” είναι σαφές. Ανάποδα, ξέρουμε ότι η απεικόνιση

f : I(n, r) −→ Dλ,Q, i 7−→ (Tl : Ti)Q,

έχει την ιδιότητα Imf ⊆ spanZ{(Tl : Ti)Q | i ∈ I(n, r), Ti = standard} (βλέπε Θεώρημα
4.5.1) και έτσι έπεται η (∗). ΄Οσο για την ιδιότητα του Z− form, από (∗) και το γεγονός ότι το
{(Tl : Ti)Q | i ∈ I(n, r), Ti = standard} είναι Q−βάση του Dλ,Q, αρκεί να δείξουμε ότι Dλ,Z
είναι κλειστό κάτω από την δράση του SZ(n, r). ΄Εστω i, j, k ∈ I(n, r) τότε,

ξQi,j ◦ (Tl : Tk)Q =
∑

p∈I(n,r)

ξQi,j(c
Q
p,k)︸ ︷︷ ︸

1 ή 0

(Tl : Tp)Q ∈ Dλ,Z.(∗∗)

Συνεπώς, από Παρατήρηση 2.5.2 το Dλ,Z είναι κλειστό κάτω από την δράση του SZ(n, r).

ii) ΄Εστω I∗ = {i ∈ I(n, r) | Ti = standard}, τότε για κάθε σώμα Κ, τα Dλ,Z ⊗
Z
K, Dλ,K (από

Πρόταση 2.5.2 i)) έχουν Κ-βάσεις τα {(Tl : Ti)Q⊗ 1K}i∈I∗ , {(Tl : Ti)K}i∈I∗ αντίστοιχα (και άρα
dimKDλ,Z ⊗K = dimKDλ,K). Συνεπώς, ορίζεται ο παρακάτω ισομορφισμός K−προτύπων

dK : Dλ,Z ⊗
Z
K −→ Dλ,K , με dK((Tl : Ti)Q ⊗ 1K) = (Tl : Ti)K , για κάθε i ∈ I∗.

Μένει να δούμε τα παρακάτω,

i) dK((Tl : Ti)Q ⊗ 1K) = (Tl : Ti)K , για κάθε i ∈ I(n, r).

ii) Η dK είναι ομομορφισμός KΓ−προτύπων (⇐⇒ SK(n, r)−προτύπων).
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Απόδειξη των i), ii):

i) Εμείς αυτό που ξέρουμε είναι ότι δK((Tl : Ti)Q ⊗ 1K) = (Tl : Ti)K , για κάθε i ∈ I∗.
΄Εστω λοιπόν j ∈ I(n, r), τότε, από Θεώρημα 4.5.2 ii), υπάρχουν {ni}i∈I∗ ⊆ Z ώστε
(Tl : Tj)Q =

∑
i∈I∗

ni(Tl : Ti)Q και (Tl : Tj)K =
∑
i∈I∗

ni(Tl : Ti)K . Συνεπώς,

dK((Tl : Tj)Q ⊗ 1K) = dK((
∑
i∈I∗

ni(Tl : Ti)Q)⊗ 1K) =

∑
i∈I∗

nidK((Tl : Ti)Q ⊗ 1K)
i∈I∗

====
∑
i∈I∗

ni(Tl : Ti)K = (Tl : Tj)K .

ii) Επειδή τα {ξKi,j}(i,j)∈T , {(Tl : Tp)Q ⊗ 1k}p∈I∗ είναι Κ-βάσεις των SK(n, r), Dλ,Z ⊗ K
αντίστοιχα και dK = ομομορφισμός Κ-προτύπων, αρκεί να δείξουμε ότι,

dK(ξKi,j · ((Tl : Tp)Q ⊗ 1k)) = ξKi,j ◦ dK((Tl : Tp)Q ⊗ 1k), για κάθε (i, j) ∈ T , p ∈ I∗.

Πράγματι,

dK(ξKi,j · ((Tl : Tp)Q ⊗ 1k)) = dK((ξQi,j ◦ (Tl : Tp)Q)⊗ 1k) = dK((
∑

k∈I(n,r)

ξQi,j(c
Q
k,p)(Tl : Tk)Q)⊗ 1K) =

=
∑

k∈I(n,r)

ξQi,j(c
Q
k,p)δK((Tl : Tk)Q ⊗ 1K)

i)
=

∑
k∈I(n,r)

ξQi,j(c
Q
k,p)(Tl : Tk)K . (∗)

Επιπλέον, με βάση των Ορισμό 2.3.2, έχουμε (άμεσα) ότι ξKi,j(c
K
k,p) = ξQi,j(c

Q
k,p) ·1K , συνεπώς,

dK(ξKi,j · ((Tl : Tp)Q ⊗ 1K))
(∗)
=

∑
k∈I(n,r)

ξKi,j(c
K
k,p)(Tl : Tk)K = ξKi,j ◦ (Tl : Tp)K

i)
=

ξKi,j ◦ dK((Tl : Tp)Q ⊗ 1k).

iii) Καταρχάς, θέτουμε I∗ := {i ∈ I(n, r) | Ti = standard}. ΄Εχουμε τα εξής,
Dλ
λ,Z ⊆ Z(Tl : Tl)Q: ΄Εστω x ∈ Dλ

λ,Z = ξQλDλ,Z, τότε (από i)) υπάρχουν {ni}i∈I∗ ⊆ Z ώστε,

x = ξQλ · (
∑
i∈I∗

ni(Tl : Ti)Q) =
∑
i∈I∗

ni(ξ
Q
λ · (Tl : Ti)Q)

Πρόταση 4.6.1

==========

∑
i∈I∗, i∈λ

ni(Tl : Ti)Q
Παρατήρηση 4.6.1

============ nl(Tl : Tl)Q ∈ Z(Tl : Tl)Q.

Z(Tl : Tl)Q ⊆ Dλ
λ,Z: ΄Αμεσο από i).

dimZD
λ
λ,Z = 1: Εφόσον το σύνολο B = {(Tl : Ti)Q | i ∈ I∗} αποτελεί Q−βάση του Dλ,Q

και Z ⊆ Q, τότε (από i)) το B αποτελεί και Z−βάση του Dλ,Z, επιπλέον (Tl : Tl)Q ∈ B και
Dλ
λ,Z = Z(Tl : Tl)Q, άρα dimZD

λ
λ,Z = 1.
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Σχόλιο. Στην παράγραφο 4.3 (βλέπε Παρατήρηση 4.3.3) είδαμε ότι ο δεξιός λ − weight space
λAK(n, r) ανήκει στην κατηγορία MK(n, r) και επιπλέον Dλ,K ⊆ λAK(n, r). Στη παράγραφο αυτή

θα δούμε ότι, η οικογένεια (λAK(n, r))K είναι Z−defined όπως επίσης και η οικογένεια των ενθέσεων

Dλ,K ↪→ λAK(n, r) είναι Z−defined (βλέπε Ορισμό 2.5.5).

Υπενθύμιση 4.7.1.
λAK(n, r) ∈ MK(n, r) (⇐⇒ λAK(n, r) ∈ mod(SK(n, r))) και το σύνολο

{cKi,j | i ∈ λ, (i, j) ∈ T } είναι μία Κ-βάση του. (Βλέπε Παρατήρηση 4.3.3).

Πρόταση 4.7.2. i) Το
λAZ(n, r) := spanZ{cQi,j | i ∈ λ, (i, j) ∈ T } είναι Z−form του

λAQ(n, r).

Ιδιαιτέρως,
λAZ(n, r) = spanZ{cQi,j | i, j ∈ I(n, r), i ∈ λ}.

ii) Η οικογένεια προτύπων (λAK(n, r))K της MK(n, r) είναι Z−defined από το
λAZ(n, r) και μία

οικογένεια ισομορφισμών (aK)K , όπου aK : λAZ(n, r)⊗
Z
K −→ λAK(n, r), με aK(cQi,j⊗1K) = cKi,j ,

για κάθε i, j ∈ I(n, r) με i ∈ λ.

Απόδειξη.

i) Καταρχάς θα δείξουμε ότι,

λAZ(n, r) := spanZ{cQi,j | i ∈ λ, (i, j) ∈ T } = spanZ{cQi,j | i, j ∈ I(n, r), i ∈ λ}.

Πράγματι, ο εγκλεισμός ” ⊆ ” είναι σαφές. Ανάποδα, αν x ∈ spanZ{cQi,j | i ∈ I(n, r), i ∈ λ}, τότε
x =

∑
i∈I(n,r), i∈λ

nic
Q
i,j , όπου ni ∈ Z. Τώρα, για κάθε i, j ∈ I(n, r) με i ∈ λ, υπάρχει (k, p) ∈ T

ώστε (i, j) ∼ (k, p) (βλέπε Ορισμό 2.1.2), ιδιαιτέρως cQi,j = cQk,p και k ∼ i ⇐⇒ k ∈ λ. Από το
τελευταίο έπεται ότι x ∈ spanZ{cQi,j | i ∈ λ, (i, j) ∈ T }.

Το
λAZ(n, r) είναι Z−form : Από Παρατήρηση 2.5.2, αρκεί να δείξουμε ότι, ξQk,p ◦c

Q
i,j ∈ λAZ(n, r)

για κάθε (k, p), (i, j) ∈ T , i ∈ λ. Πράγματι, ξQk,p ◦ c
Q
i,j =

∑
h∈I(n,r)

ξQk,p(c
Q
h,j)c

Q
i,h, όπου το τελευταίο

ανήκει
λAZ(n, r), γιατί ξQk,p(c

Q
h,j) ∈ {1, 0} και

λAZ(n, r) = spanZ{cQi,j | i, j ∈ I(n, r), i ∈ λ}.

ii) Επειδή τα {cQi,j | i ∈ λ, (i, j) ∈ T }, {cQi,j ⊗ 1K | i ∈ λ, (i, j) ∈ T } είναι Κ-βάσεις των
λAK(n, r), λAZ(n, r) ⊗

Z
K αντίστοιχα (και άρα dimK

λAZ(n, r) ⊗
Z
K = dimKAK(n, r)), έπεται

άμεσα ο παρακάτω ισομορφισμός Κ-προτύπων,

aK : λAZ(n, r)⊗
Z
K −→ AK(n, r), με aK(cQi,j ⊗ 1k) = cKi,j , για κάθε (i, j) ∈ T , i ∈ λ.

Μένει να δείξουμε ότι,
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i) aK(cQi,j ⊗ 1k) = cKi,j , για κάθε i, j ∈ I(n, r) με i ∈ λ.
ii) Η aK είναι ομομορφισμός SK(n, r)−προτύπων.

Απόδειξη των i), ii):

i) Εμείς ξέρουμε ότι aK(cQi,j ⊗ 1k) = cKi,j , για κάθε (i, j) ∈ T με i ∈ λ. ΄Εστω λοιπόν
i, j ∈ I(n, r) με i ∈ λ, τότε (από Ορισμό 2.1.2) υπάρχει (p, q) ∈ T ώστε (i, j) ∼ (p, q),
συνεπώς cQi,j = cQp,q, c

K
i,j = cKp,q και p ∼ i ⇐⇒ p ∈ λ. ΄Αρα,

aK(cQi,j ⊗ 1k) = aK(cQp,q ⊗ 1k) = cKp,q = cKi,j .

ii) Επειδή η aK είναι ομομορφισμός Κ-προτύπων και τα σύνολα {ξKp,q}(p,q)∈T , {c
Q
i,j⊗1K}i∈λ, (i,j)∈T

είναι Κ-βάσεις των SK(n, r), λAZ(n, r)⊗K αντίστοιχα, αρκεί να δείξουμε ότι,

aK(ξKp,q · (c
Q
i,j ⊗ 1K)) = ξKp,q ◦ aK(cQi,j ⊗ 1K),για κάθε (i, j), (p, q) ∈ T με i ∈ λ.

Πράγματι, για κάθε (i, j) ∈ T με i ∈ λ έχουμε,

aK(ξKp,q · (c
Q
i,j ⊗ 1K)) = aK((ξQp,q ◦ c

Q
i,j)⊗ 1K) = aK((

∑
s∈I(n,r)

ξQp,q(c
Q
s,j)c

Q
i,s)⊗ 1K)

ξQp,q(c
Q
s,j)∈Z

=========

∑
s∈I(n,r)

ξQp,q(c
Q
s,j)aK(cQi,s ⊗ 1K)

i)
=

∑
s∈I(n,r)

ξQp,q(c
Q
s,j)c

K
i,s

ξKp,q(c
K
s,j)=ξ

Q
p,q(c

Q
s,j)·1K

================
∑

s∈I(n,r)

ξKp,q(c
K
s,j)c

K
i,s =

ξKp,q ◦ cKi,j = ξKp,q ◦ δ(c
Q
i,j ⊗ 1K).

�

Πρόταση 4.7.3. ΄Εστω (Dλ,K)K , (λAK(n, r))K οι οικογένειες της MK(n, r) που είδαμε πριν, οι

οποίες είναι Z−defined από τα Z−forms Dλ,Z,
λAZ(n, r) αντίστοιχα και τις οικογένειες ισομορφισμών

(dK)K , (aK)K αντίστοιχα (που είδαμε στις Προτάσεις 4.7.1, 4.7.2). Αν για κάθε σώμα K (εννοείται

πάντα άπειρο) θεωρήσουμε την ένθεση θK : Dλ,K ↪→ λAZ(n, r), τότε η οικογένεια ομομορφισμών (της

MK(n, r)) (θK)K είναι Z−defined.

Απόδειξη. Με βάση των Ορισμό 2.5.5, αρκεί να δείξουμε τα παρακάτω,

i) θQ(Dλ,Z) ⊆ λAZ(n, r).

ii) aK ◦ (θQ|Dλ,Z ⊗ IdK) = θK ◦ dK , για κάθε άπειρο σώμα Κ.

Απόδειξη των i), ii):

i) Ξέρουμε ότι Dλ,Z = spanZ{(Tl : Ti)Q | i ∈ I(n, r)}, οπότε αρκεί να δείξουμε ότι θQ((Tl : Ti)Q) ∈
λAZ(n, r), για κάθε i ∈ I(n, r). Πράγματι,

θQ((Tl : Ti)Q) = (Tl : Ti)Q =
∑

σ∈C(T )

s(σ)cQl,iσ,

όμως (από Παρατήρηση 4.3.1) l ∈ λ και άρα από Πρόταση 4.7.2 πρέπει θQ((Tl : Ti)Q) ∈ λAZ(n, r).
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ii) Επειδή οι απεικονίσεις θK ◦ dK , aK ◦ (θQ|Dλ,Z ⊗ IdK) είναι ομομορφισμοί Κ-προτύπων και το

σύνολο B = {(Tl : Ti)Q ⊗ 1K | Ti = standard} είναι Κ-βάση του Dλ,Z ⊗ K (βλέπε Πρόταση
2.5.2 i)), τότε αρκεί να ελέγξουμε την ισότητα πάνω στο σύνολο B. Πράγματι, έστω i ∈ I(n, r)
με Ti = standard, τότε,

θK ◦ dK((Tl : Ti)Q ⊗ 1K) = θK((Tl : Ti)K) = (Tl : Ti)K .(∗)

Επιπλέον,

aK ◦ (θQ|Dλ,Z ⊗ IdK)((Tl : Ti)Q ⊗ 1K) = aK(θQ|Dλ,Z ((Tl : Ti)Q)⊗ IdK(1K)) = aK((Tl : Ti)Q ⊗ 1K) =

aK((
∑

σ∈C(T )

s(σ)cQl,iσ)⊗ 1K) =
∑

σ∈C(T )

s(σ)aK(cQl,iσ ⊗ 1K)
l∈λ
=

∑
σ∈C(T )

s(σ)cKl,iσ = (Tl : Ti)K .(∗∗)

Από (∗), (∗∗) έπεται το ζητούμενο.

�

Πρόταση 4.7.4. i) Το AZ(n, r) := spanZ{cQi,j | (i, j) ∈ T } είναι Z−form του AQ(n, r). Ιδιαι-

τέρως, AZ(n, r) = spanZ{cQi,j | i, j ∈ I(n, r)}.

ii) Η οικογένεια προτύπων (AK(n, r))K της MK(n, r) είναι Z−defined από το AZ(n, r) και μία

οικογένεια ισομορφισμών (AK)K , όπου AK : AZ(n, r)⊗
Z
K −→ AK(n, r), με AK(cQi,j⊗1K) = cKi,j ,

για κάθε i, j ∈ I(n, r).

iii) ΄Εστω (Dλ,K)K , (AK(n, r))K οι οικογένειες της MK(n, r) που είδαμε πριν, οι οποίες είναι

Z−defined από τα Z−formsDλ,Z, AZ(n, r) αντίστοιχα και τις οικογένειες ισομορφισμών (dK)K , (AK)K
αντίστοιχα. Αν για κάθε άπειρο σώμα K θεωρήσουμε την ένθεση θK : Dλ,K ↪→ AZ(n, r), τότε η

οικογένεια ομομορφισμών (της MK(n, r)) (θK)K είναι Z−defined.

Απόδειξη. Η απόδειξη δανείζεται ακριβώς-παρόμοιες ιδέες με αυτές των προηγούμενων τριών

Προτάσεων.

�
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5 Τα πρότυπα Carter-Lusztig Vλ,K.

5.1 Το πρότυπο Vλ,K.

Παρακάτω, Κ άπειρο σώμα, Γ = ΓK = GLn(K), λ ∈ Λ+(n, r) και T = T λ : [λ] −→ r basic
λ−tableaux.

Υπενθύμιση 5.1.1. i) Στη παράγραφο 4.3 είδαμε το παρακάτω επιμορφισμός SK(n, r)−προτύπων
(⇐⇒ KΓ−προτύπων),

ϕK : E⊗rK −→ Dλ,K , με ϕK(ej) = (Tl : Tj), για κάθε j ∈ I(n, r).

Εν΄ συντομία, θα γράφουμε E⊗rK = E⊗r και ϕK = ϕ.

ii) Στο 2.7 είδαμε ότι υπάρχει η παρακάτω K-bilinear, non-singular, contravariant form ,

〈 , 〉 : E⊗r × E⊗r −→ K, με 〈ei, ej〉 = δij , για κάθε i, j ∈ I(n, r).

Μάλιστα, η απεικόνιση 〈 , 〉 καλείται κανονική μορφή.

Ορισμός 5.1.1. ΄Εστω NK := kerϕK τότε ορίζουμε,

Vλ,K := {x ∈ E⊗r | 〈x,NK〉 = 0}.

Το Vλ,K θα λέγεται ορθογώνιο συμπλήρωμα του NK ως προς την κανονική μορφή 〈 , 〉.

Παρατήρηση 5.1.1. i) Η ακολουθία 0 −→ NK ↪→ E⊗r
ϕK−→ Dλ,K −→ 0, είναι ακριβή στην

MK(n, r) (⇐⇒ στην mod(SK(n, r)))

ii) Το Vλ,K είναι SK(n, r)−υποπρότυπο (⇐⇒ KΓ−υποπρότυπο) του E⊗r.

iii) Το Vλ,K είναι ανεξάρτητο της επιλογής του basic λ-tableaux Τ.

Απόδειξη.

i) Είναι άμεσο από Υπενθύμιση 5.1.1.

ii) ΄Εστω x, y ∈ Vλ,K και ξ ∈ SK(n, r) τότε,

x− y ∈ Vλ,K : 〈x− y,NK〉 = 〈x,NK〉 − 〈y,NK〉
x,y∈NK======= 0.

ξ ·x ∈ Vλ,K : Καταρχάς, J(ξ) ·NK ⊆ NK (επειδή το NK είναι SK(n, r)−υποπρότυπο του E⊗r),

συνεπώς, 〈ξ · x,NK〉 = 〈x, J(ξ) ·NK〉
x∈Vλ,K

====== 0

iii) ΄Αμεσο από ορισμό του Vλ,K και το γεγονός ότι το Dλ,K είναι ανεξάρτητο της επιλογής του basic
λ-tableaux (βλέπε Παρατήρηση 4.3.2 i)).
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Ορισμός 5.1.2. Ορίζουμε την απεικόνιση ( , ) : Vλ,K ×Dλ,K −→ K, με (x, ϕK(y)) = 〈x, y〉.

Παρατήρηση 5.1.2. Η απεικόνιση ( , ), είναι καλά ορισμένη, K-bilinear, contravariant form, και

left-non-singular (δηλαδή, αν (x, z) = 0, ∀z ∈ Dλ,K , τότε x = 0).

Απόδειξη.

Η ( , ) είναι καλά ορισμένη: ΄Εστω x1, x2 ∈ Vλ,K , y1, y2 ∈ E⊗r, ώστε x1 = x2 = x και
ϕK(y1) = ϕK(y2). Τότε y1 − y2 ∈ NK και άρα,

〈x, y1 − y2〉 = 0⇐⇒ 〈x1, y1〉 = 〈x1, y2〉 ⇐⇒ (x1, ϕK(y1)) = (x2, ϕK(y2)).

Η ( , ) είναι K-bilinear : ΄Αμεσο από το γεγονός ότι η 〈 , 〉 είναι K-bilinear και η ϕK ομομορφισμός
SK(n, r)−προτύπων και άρα και ομομορφισμός K−προτύπων.
Η ( , ) είναι contravariant form : ΄Εστω x ∈ Vλ,K , y ∈ E⊗r και ξ ∈ SK(n, r), τότε,

(ξ · x, ϕK(y)) = 〈ξ · x, y〉 = 〈x, J(ξ) · y〉 = (x, ϕK(J(ξ) · y)) = (x, J(ξ) · ϕK(y)).

Η ( , ) είναι left-non-singular : Πράγματι, έστω (x, z) = 0, ∀z ∈ Dλ,K , τότε,

(x, ϕK(y)) = 0, ∀y ∈ E⊗r ⇐⇒ 〈x, y〉 = 0, ∀y ∈ E⊗r.

Συνεπώς x = 0 (αφού η 〈 , 〉 είναι non-singular ).
�

Σχόλιο. Εν΄ γένη, η απεικόνιση ( , ) είναι και right-non-singular και άρα non-singular. Μία απόδειξη

για την ιδιότητα αυτή, μπορούμε να εξάγουμε από την παράγραφο 5.3 (Πόρισμα 5.3.1). Ας υποθέσουμε

προς στιγμήν ότι η ( , ) είναι όντως non-singular, τότε έχουμε τα εξής αποτελέσματα:

Πρόταση 5.1.1. Η απεικόνιση ( , ) είναι contravariant, non-singular και άρα ισχύουν τα παρακάτω,

i) Vλ,K ' D◦λ,K (Ισομορφισμός SK(n, r)−προτύπων ⇐⇒ KΓ−προτύπων).

ii) ΦVλ,K = ΦD◦λ,K
= ΦDλ,K (= Sλ)

iii) Αν chK = 0 τότε, Vλ,K ' Dλ,K ' Fλ,K = irreducible στην MK(n, r). Ιδιαιτέρως, τα Vλ,K , Dλ,K

είναι irreducible στην MK(n, r).

Απόδειξη.

i) ΄Αμεσο από Πρόταση 2.7.4.
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ii) ΄Αμεσο από i) και Πρόταση 3.4.1 i). (΄Οσο για το ΦDλ,K = Sλ βλέπε Θεώρημα 4.6.1).

iii) Αφού chK = 0, τότε, ΦFλ,0 = Sλ
ii)
= ΦVλ,K = ΦDλ,K , άρα από Θεώρημα 3.5.2 έπεται το ζητούμενο.

Μια εναλλακτική απόδειξη του iii) χωρίς να έχουμε γνώση ότι ΦFλ,0 = Sλ,ΦDλ,K = Sλ (δηλαδή
χωρίς τα Θεώρημα 4.6.1, Θεώρημα 3.7.1) δίνεται παρακάτω από το Πόρισμα 5.4.1.

�
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5.2 Το Vλ,K σαν Carter-Lusztig πρότυπο.

Παρακάτω, Κ άπειρο σώμα, Γ = ΓK = GLn(K), λ ∈ Λ+(n, r) και T = T λ : [λ] −→ r basic
λ−tableaux.

Σε όλη την έκταση της παραγράφου, υιοθετούμε τους συμβολισμούς που είχαμε στο Λήμμα Carter-
Lusztig (βλέπε παράγραφο 4.5, Ορισμό 4.5.1).

Ορισμός 5.2.1. Ορίζουμε τα εξής υποσύνολα του E⊗r.

i) R1 := {ei | i ∈ I(n, r) και το Ti έχει δύο ίδιες τιμές σε διαφορετικές θέσεις της ίδια στήλης}.

ii) R2 := {ei − s(σ)eiσ | i ∈ I(n, r), σ ∈ C(T )}.

iii) R3 := {
∑

ν∈G(J)

s(ν)eiν | i ∈ I(n, r), ∅ 6= J ⊆ {x(1, h+ 1), ..., x(q, h+ 1)}, h ∈ {1, ..., λ1− 1} και

q ∈ {1, ..., µh+1}}.

iv) R := R1 ∪R2 ∪R3.

Πρόταση 5.2.1. (Περιγραφή του Vλ,K μέσω του Λήμματος Carter-Lusztig).

i) NK = spanKR.

ii) Vλ,K = {x ∈ E⊗r | 〈x,Rs〉 = 0, s = 1, 2, 3}.

Απόδειξη.

i) spanKR ⊆ NK : Αρκεί να δείξουμε ότι Rs ⊆ NK για κάθε s = 1, 2, 3. Πράγματι,

1) ΄Εστω ei ∈ R1, τότε, ϕK(ei) = (Tl : Ti)
Πρόταση 4.2.1

========== 0, άρα ei ∈ kerϕK = NK .

2) ΄Εστω ei − s(σ)eiσ ∈ R2, με i ∈ I(n, r) και σ ∈ C(T ). Τότε,

ϕK(ei − s(σ)eiσ) = ϕK(ei)− s(σ)ϕK(eiσ) =

(Tl : Ti)− s(σ)(Tl : Tiσ)
σ∈C(T )

====== (Tl : Ti)− s(σ)s(σ)(Tl : Ti) = 0

3) ΄Εστω
∑

ν∈G(J)

s(ν)eiν ∈ R3, τότε, από Θεώρημα 4.5.1 έχουμε,

ϕK(
∑

ν∈G(J)

s(ν)eiν) =
∑

ν∈G(J)

s(ν)ϕK(eiν) =
∑

ν∈G(J)

s(ν)(Tl : Tiν) = 0.

NK ⊆ spanKR: Ας θέσουμε για συντομία N ′ := spanKR και I∗ := {i ∈ I(n, r) | Ti =
standard}. Τότε, θεωρούμε το K−πρότυπο F = E⊗r/N ′ και την απεικόνιση

ψ : F −→ Dλ,K , x+N ′ 7−→ ϕK(x).

Ισχύουν τα παρακάτω,
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a) Η ψ : F −→ Dλ,K , είναι ισομορφισμός Κ-προτύπων.

b) Το σύνολο {ei +N ′}i∈I∗ είναι Κ-βάση του F .

Απόδειξη των a), b):

Καταρχάς, η ψ είναι καλά ορισμένη, αφού για x1 +N ′ = x2 +N ′, τότε x1−x2 ∈ N ′ = spanKR ⊆
NK = kerϕK , άρα ϕK(x1) = ϕK(x2). Επίσης η ψ είναι άμεσα ομομορφισμός K−προτύπων.
Τώρα, αφήνουμε για λίγο την ψ και πάμε να δείξουμε το b). Θεωρούμε την απεικόνιση,

f : I(n, r) −→ F, i 7−→ ei +N ′ και παρατηρούμε ότι (άμεσα από τον ορισμό του N ′) ικανοποιεί
της υποθέσεις του Λήμματος Carter-Lusztig, συνεπώς,

{ei +N ′ | i ∈ I(n, r)} = Imf ⊆ spanZ{f(i) | i ∈ I∗} ⊆ spanK{f(i) | i ∈ I∗} ⊆ F.

Επιπλέον, F = spanK{ei + N ′ | i ∈ I(n, r)} (αφού το {ei}i∈I(n,r) είναι Κ-βάση του E⊗r), άρα
με βάση τα πιο πάνω έχουμε ότι,

F = spanK{ei +N ′ | i ∈ I(n, r)} ⊆ spanK{f(i) | i ∈ I∗} ⊆ F.

Συνεπώς F = spanK{f(i) | i ∈ I∗}. ΄Οσο για την Κ-γραμμική ανεξαρτησία, έστω {ki}i∈I∗ ⊆ K
με
∑
i∈I∗

ki(ei +N ′) = 0, τότε,

0 = ψ(
∑
i∈I∗

ki(ei +N ′)) =
∑
i∈I∗

kiψ(ei +N ′) =
∑
i∈I∗

kiϕK(ei) =
∑
i∈I∗

ki(Tl : Ti),

άρα από Θεώρημα 4.5.2, έχουμε ki = 0, για κάθε i ∈ I∗. ΄Ετσι δείχτηκε το b).
Τώρα, επειδή ψ(ei + N ′) = ϕK(ei) = (Tl : Ti) για κάθε i ∈ I∗ και τα σύνολα {ei + N ′}i∈I∗ ,
{(Tl : Ti)}i∈I∗ είναι Κ-βάσεις των F, Dλ,K αντίστοιχα, πρέπει η ψ να είναι ισομορφισμός Κ-
προτύπων.

Τελικά, έχουμε {x+N ′ | x ∈ kerϕK = NK} ⊆ kerψ
ψ 1−1

====== 0 = {N ′}. ΄Αρα, x+N ′ = N ′, για
κάθε x ∈ NK , δηλαδή NK ⊆ N ′ = spanKR.

ii) ΄Αμεσο από i) και ορισμό του Vλ,K .

�

Σχόλιο. Με βάση την προηγούμενη πρόταση και την επόμενη υπενθύμιση, μπορούμε να δώσουμε μία

περιγραφή των στοιχείων του Vλ,K μέσω του Λήμματος Carter-Lusztig. Συχνά μάλιστα, τα πρότυπα

Vλ,K αναφέρονται ως πρότυπα Carter-Lusztig.
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Υπενθύμιση 5.2.1.

i) Το E⊗r είναι δεξιό KG(r)−πρότυπο, με ei · π = eiπ, για κάθε i ∈ I(n, r), π ∈ G(r). Ιδιαιτέρως,

το E⊗r είναι (KΓ,KG(r))−διπρότυπο.

ii) 〈xπ, y〉 = 〈x, yπ−1〉, για κάθε x, y ∈ E⊗r και π ∈ G(r).

Απόδειξη.

Το i) το ξέρουμε από την παράγραφο 2.6. ΄Οσο για το ii), έστω x, y ∈ E⊗r και π ∈ G(r), τότε
x =

∑
i∈I(n,r)

kiei, y =
∑

j∈I(n,r)
rjej . Οπότε,

〈ei · π, ej〉 = 〈eiπ, ej〉 = δiπj
iπ=j ⇐⇒ i=jπ−1

============= δijπ−1 = 〈ei, ejπ−1〉 = 〈ei, ej · π−1〉.

Με βάση το παραπάνω και το γεγονός ότι η 〈 , 〉 είναι K-bilinear , έχουμε ότι,

〈x · π, y〉 =
∑
i

∑
j

kirj〈ei · π, ej〉 =
∑
i

∑
j

kirj〈ei, ej · π−1〉 = 〈x, yπ−1〉.

�

Πρόταση 5.2.2. (Περιγραφή των στοιχείων του Vλ,K μέσω του Λήμματος Carter-Lusztig). Το Vλ,K
είναι το σύνολο των σημείων x ∈ E⊗r που ικανοποιούν της παρακάτω τρεις συνθήκες:

i) 〈x, ei〉 = 0, για κάθε i ∈ I(n, r), ώστε το Ti έχει δύο ίδιες τιμές σε διαφορετικές θέσεις της ίδιας

στήλης.

ii) xσ = s(σ)x, για κάθε σ ∈ C(T ).

iii)
∑

ν∈G(J)

s(ν)xν−1 = 0, για κάθε ∅ 6= J ⊆ {x(1, h + 1), ..., x(q, h + 1)}, h ∈ {1, ..., λ1 − 1} και

q ∈ {1, ..., µh+1}.

Απόδειξη.

Θέτουμε A := {x ∈ E⊗r | x ικανοποιεί τις i), ii), iii)} και θέλουμε να δείξουμε ότι A = Vλ,K .
Ισοδύναμα (από Πρόταση 5.2.1) αρκεί να δείξουμε ότι A = {x ∈ E⊗r | 〈x,Rs〉 = 0, s = 1, 2, 3}.

A ⊆ Vλ,K : ΄Εστω x ∈ A και θέλουμε να δείξουμε ότι, 〈x,Rs〉 = 0, για κάθε s = 1, 2, 3. Πράγματι,

1) ΄Εστω ei ∈ R1, τότε 〈x, ei〉 = 0, γιατί το x ικανοποιεί την i) και ei ∈ R1.

2) ΄Εστω ei − s(σ)eiσ ∈ R2, όπου σ ∈ C(T ), τότε,

〈x, ei − s(σ)eiσ〉 = 〈x, ei〉 − s(σ)〈x, eiσ〉 = 〈x, ei〉 − s(σ)〈x, eiσ〉 =

〈x, ei〉 − s(σ)〈xσ−1, ei〉 = 〈x− s(σ)xσ−1, ei〉
x∈A

==== 〈0, ei〉 = 0.
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3) ΄Εστω
∑

ν∈G(J)

s(ν)eiν ∈ R3, τότε,

〈x,
∑

ν∈G(J)

s(ν)eiν〉 =
∑

ν∈G(J)

s(ν)〈x, eiν〉 =
∑

ν∈G(J)

s(ν)〈x, eiν〉 =

∑
ν∈G(J)

s(ν)〈xν−1, ei〉 = 〈
∑

ν∈G(J)

s(ν)xν−1, ei〉
x∈A

==== 〈0, ei〉 = 0.

Vλ,K ⊆ A: ΄Εστω x ∈ Vλ,K τότε,

1) 〈x,R1〉 = 0, δηλαδή 〈x, ei〉 = 0 για κάθε i ∈ I(n, r), ώστε το Ti έχει δύο ίδιες τιμές σε
διαφορετικές θέσεις της ίδιας στήλης. Οπότε το x ικανοποιεί την i).

2) 〈x,R2〉 = 0, δηλαδή 〈x, ei− s(σ)eiσ〉 = 0, για κάθε i ∈ I(n, r) και σ ∈ C(T ). Τώρα, (όπως στην
περίπτωση A ⊆ Vλ,K) κάνοντας πράξεις έχουμε ότι 0 = 〈x, ei − s(σ)eiσ〉 = 〈x − s(σ)xσ−1, ei〉,
για κάθε i ∈ I(n, r). ΄Ομως το {ei}i∈I(n,r) είναι Κ-βάση του E⊗r, άρα 〈x− s(σ)xσ−1, y〉 = 0, για
κάθε y ∈ E⊗r. Η απεικόνιση 〈 , 〉 είναι non-singular , οπότε x−s(σ)xσ−1 = 0 ⇐⇒ xσ = s(σ)x,
για κάθε σ ∈ C(T ). ΄Αρα το x ικανοποιεί την ii).

3) Παρόμοια με το 2) μπορούμε να δείξουμε ότι το x ικανοποιεί την iii).

�

Παράδειγμα 5.2.1. ΄Εστω λ = (r, 0, ..., 0) ∈ Λ+(n, r), συμβολικά θα γράφουμε Vλ,K = Vr,K και

ισχύουν τα εξής:

i) Vr,K = {x ∈ E⊗r | xν = x για κάθε αντιμετάθεση ν της G(r)}. Με βάση αυτό το Vr,K θα

λέγεται space of symmetric tensors .

ii) Vr,K ' D◦r,K ' Dr(E)◦ (Ισομορφισμός KΓ−προτύπων)

iii) a) Το σύνολο {va =
∑
i∈a

ei | a ∈ Λ(n, r)} είναι Κ-βάση του Vr,K .

b) ξbva =

{
va a = b

0 a 6= b
, για κάθε a, b ∈ Λ(n, r). Ιδιαιτέρως V a

r,K = Kva, για κάθε a ∈ Λ(n, r).

c) ΦVr,K =
∑

a∈Λ(n,r)

xa1
1 · ... · xann = hr = complete symmetric function .

iv) ΄Εστω η γνωστή Κ-βάση {(Tl : Tj) | j ∈ To} του Dr,K , και {va =
∑
i∈a

ei | a ∈ Λ(n, r)} η Κ-βάση

του Vr,K . Τότε η contravariant form ( , ) : Vr,K ×Dr,K −→ K, δίνεται από το τύπο,

(va, (Tl : Tj)) =

{
1 j ∈ a
0 j /∈ a

, για κάθε j ∈ To, a ∈ Λ(n, r).
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Απόδειξη.

i) Από υπόθεση έχουμε ότι T = (x(1, 1), ..., x(1, r)) =γραμμή, οπότε C(T ) = 1. Επίσης,

Vr,K = {x ∈ E⊗r | x ικανοποιεί τις συνθήκες i), ii), iii) της Πρόταση 5.2.2 }

Η συνθήκη i) είναι κενή, καθώς T =γραμμή. Η συνθήκη ii) ισχύει για κάθε x ∈ E⊗r, καθώς
C(T ) = 1. Οπότε,

Vr,K = {x ∈ E⊗r |
∑

ν∈G(J)

s(ν)xν−1 = 0, για κάθε μη κενό J }. (∗)

Θέτουμε A = {x ∈ E⊗r | xν = x για κάθε αντιμετάθεση ν της G(r)} και θέλουμε να δείξουμε
ότι A = Vr,K . Πράγματι,

Vr,K ⊆ A: ΄Εστω x ∈ Vr,K και ν = (ν1 ν2) = αντιμετάθεση της G(r), τότε θεωρούμε ένα
καινούργιο basic λ-tableaux, το Tν = (ν1 ν2 ∗ ... ∗) (όπου τα ∗ δεν μας νοιάζει τι είναι)
και βλέπουμε το Dr,K και κατα συνέπεια το Vr,K ως προς το basic λ-tableaux Tν (μπορούμε
γιατί τα Vλ,K , Dλ,K είναι ανεξάρτητα της επιλογής του basic λ-tableaux). Με του συμβολισμούς
του Λήμματος Carter-Lusztig (βλέπε Ορισμό 4.5.1), θέτοντας h = 1, q = 1 και J = {ν2} ⊆
C2(Tν), J ′ = {ν1} ⊆ C1(Tν), έχουμε ότι ν ∈ Y και (από Παρατήρηση 4.5.1) τα σύπλοκα 1X, νX
είναι διάφορα μεταξύ τους, με την ιδιότητα κάθε άλλο σύμπλοκο zX (με z ∈ Y ) να είναι ίσο με
κάποιο από τα δύο. ΄Αρα το {1, ν} αποτελεί σύνολο αντιπροσώπων αριστερών συμπλόκων του
Y/X, συνεπώς μπορούμε να θέσουμε G(J) = {1, ν}. Τώρα, επειδή x ∈ Vr,K , από (∗) έχουμε,∑

ν∈G(J)

s(ν)xν−1 = 0 ⇐⇒ s(1)x1−1 + s(ν)xν−1 = 0 ⇐⇒ x = xν−1 ⇐⇒ xν = x.

A ⊆ Vr,K : ΄Εστω x ∈ A. Με τους συμβολισμούς του Ορισμού 4.5.1, επειδή T =γραμμή, για
κάθε h ∈ {1, ..., λ1 − 1}, έχουμε αναγκαστικά q = 1 και J = {x(1, h + 1)}, J ′ = {x(1, h)},
οπότε Y = {σ ∈ G(r) | σ(i) = i ∀i /∈ J ∪ J ′} = {1, π = (x(1, h) x(1, h+ 1))}. Είναι σαφές από
Παρατήρηση 4.5.1, ότι τα σύμπλοκα 1X, πX είναι διάφορα και αναγκαστικά (επειδή Y = {1, π})
κάθε σύνολο αντιπροσώπων αριστερών συπλόκων έστω G(J), είναι ακριβώς το {1, π}. Συνεπώς,∑

ν∈G(J)

s(ν)xν−1 = 1x1−1 + s(π)xπ−1 = x− xπ−1 = x− xπ x∈A
==== 0

΄Αρα από (∗), πρέπει x ∈ Vr,K .

ii) ΄Αμεσα από Πρόταση 5.1.1 (και το σχόλιο πριν από αυτή) έχουμε ότι Vr,K ' D◦r,K . Επιπλέον, από
Παράδειγμα 4.3.1 έχουμε Dr,K ' Dr(E), άρα (από Παρατήρηση 2.7.2) D◦r,K ' Dr(E)◦

iii) a) ΄Εστω B = {va =
∑
i∈a

ei | a ∈ Λ(n, r)} τότε:
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B ⊆ Vr,K : ΄Εστω va ∈ B, όπου a ∈ Λ(n, r), τότε (από i)) αρκεί να δείξουμε ότι vaν = va,
για κάθε αντιμετάθεση ν. Πράγματι, έστω (ακόμα πιο γενικά) ν ∈ G(r) και j ∈ a, τότε

vaν =
∑
i∈a

eiν =
∑
i∈a

eiν =
∑
i∈[j]

eiν =
∑
i∈[j]·ν

ei
[j]·ν=[j]

=======
∑
i∈[j]

ei =
∑
i∈a

ei = va

B = Κ-γραμμικά ανεξάρτητο: Καταρχάς, το {ei}i∈I(n,r) είναι Κ-βάση του E⊗r. Επίσης,
για κάθε a, b ∈ Λ(n, r) με a 6= b, πρέπει ei 6= ej , για κάθε i ∈ a, j ∈ b (∗) (αλλιώς, αν
ei = ej , τότε, λόγο βάσης πρέπει i = j, άτοπο γιατί i ∈ a, j ∈ b και a 6= b). ΄Εστω λοιπόν
{ka}a∈Λ(n,r) ⊆ K, με

∑
a∈Λ(n,r)

kava = 0. Τότε, από (∗) και εξ΄ορισμού των va έχουμε ότι

kava = 0 για κάθε a ∈ Λ(n, r), δηλαδή,
∑
i∈a

kaei = 0 για κάθε a ∈ Λ(n, r), άρα ka = 0 για

κάθε a ∈ Λ(n, r).

Vr,K = spanKB: Ο εγκλεισμός ” ⊇ ” είναι άμεσος (αφού B ⊆ Vr,K). ΄Εστω x ∈ Vr,K ,
τότε x =

∑
i∈I(n,r)

kiei, όπου ki ∈ K. Για κάθε i, j ∈ I(n, r), θα δείξουμε τα παρακάτω:

1) Για κάθε αντιμετάθεση ν ∈ G(r), ισχύει ki = kiν .

2) Αν i ∼ j, τότε ki = kj .

Απόδειξη των i), ii):

1) Εφόσον x ∈ Vr,K , τότε x = xν, για κάθε αντιμετάθεση ν ∈ G(r). Οπότε,∑
i∈I(n,r)

kiei = x = xν =
∑

i∈I(n,r)

kieiν =
∑

i∈I(n,r)

kiνν−1eiν =

∑
i∈I(n,r)·ν

kiν−1ei
I(n,r)·ν=I(n,r)

===========
∑

i∈I(n,r)

kiν−1ei
ν=ν−1

======
∑

i∈I(n,r)

kiνei

Το σύνολο {ei}i∈I(n,r) είναι Κ-βάση του E⊗r, άρα ki = kiν .

2) ΄Εστω i ∼ j, τότε υπάρχει π ∈ G(r), ώστε i = jπ. Επιπλέον κάθε μετάθεση γράφεται
πάντα σαν γινόμενο αντιμεταθέσεων, οπότε π = ν1 · ... · νk, όπου νi = αντιμετάθεση.
Συνεπώς,

ki = kjπ = kjν1·...·νk
1)

=== kj .

΄Εστω To το σύνολο αντιπροσώπων τροχιών δράσης της G(r) στη I(n, r). Τότε, με βάση τα
παραπάνω έχουμε ότι x =

∑
t∈To

kt(
∑
i∈[t]

ei). Επιπλέον, για κάθε t ∈ To, έστω at ∈ Λ(n, r) με

t ∈ at, τότε x =
∑
t∈To

kt(
∑
i∈at

ei) =
∑
t∈To

ktvat ∈ spanKB

b), c) ΄Εστω k ∈ b, τότε ξb = ξk,k και έχουμε

ξbva =
∑
j∈a

ξk,kej =
∑
j∈a

∑
i∈I(n,r)

ξk,k(ci,j)ei
Παρατήρηση 2.1.1 iv)

===============

∑
j∈a

ξk,k(cj,j)ej =


∑
j∈a

ej a = b

0 a 6= b
=

{
va a = b

0 a 6= b
.
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΄Αρα va = ξava ∈ V a
r,K . Συνεπώς, Kva ⊆ V a

r,K . Από την άλλη, αν x ∈ V a
r,K , τότε ξax = x

και x =
∑

b∈Λ(n,r)

kbvb, για κάποια kb ∈ K, άρα,

x = ξax =
∑

b∈Λ(n,r)

kbξavb = kaξava = kava ∈ Kva.

΄Αρα V a
r,K ⊆ Kva και έτσι V a

r,K = Kva. Ιδιαιτέρως, dimKV
a
r,K = 1 για κάθε a ∈ Λ(n, r) και

κατά συνέπεια ΦVr,K =
∑

a∈Λ(n,r)

xa1
1 · ... · xann .

iv)

(va, (Tl : Tj)) = (
∑
i∈a

ei, ϕK(ej)) = 〈
∑
i∈a

ei, ej〉 =
∑
i∈a
〈ei, ej〉 ={

〈ej , ej〉 j ∈ a
0 j /∈ a

=

{
1 j ∈ a
0 j /∈ a

.

�

Παρατήρηση 5.2.1. (Παραλλαγή του iv) του προηγούμενου παραδείγματος).

i) ΄Εστω a, b ∈ Λ(n, r) και j ∈ b, τότε (va, (Tl : Tj)) = δab =

{
1 a = b

0 a 6= b
.

ii) Ξέρουμε ότι υπάρχει ισομορφισμός KΓ−προτύπων, έστω,

φ : Dr,K −→ Dr(E), με φ((Tl : Tj)) = ej1 · · · ejr , για κάθε j ∈ I(n, r).

Με βάση τα παραπάνω, έπεται άμεσα η εξής non-singular, contravariant form :

( , )E : Vr,K ×Dr(E) −→ K, με (x, z)E = (x, φ−1(z))

Για κάθε j ∈ I(n, r), b ∈ Λ(n, r), με j ∈ b, θα γράφουμε eb = ej1 · · · ejr (είναι καλά ορισμένο ο

συμβολισμός, αφού, αν i, j ∈ b τότε j ∼ i και από Υπενθύμιση 2.6.3, πρέπει ej1 · · · ejr = ei1 · · · eir).
Οπότε, αν a, b ∈ Λ(n, r) και j ∈ b, έχουμε,

(va, e
b)E = (va, (Tl : Tj))

i)
=

{
1 a = b

0 a 6= b
.
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Παράδειγμα 5.2.2. ΄Εστω r ≤ n και λ = (1, ..., 1, 0, ..., 0) ∈ Λ+(n, r), συμβολικά θα γράφουμε

Vλ,K = V(1)r,K και ισχύουν τα εξής:

i) V(1)r,K = {x ∈ E⊗r | xσ = s(σ)x, ∀σ ∈ G(r) και 〈x, ei〉 = 0 ∀i ∈ I(n, r), ώστε i όχι 1-1}. Με

βάση αυτό το V(1)r,K θα λέγεται space of antisymmetric tensors .

ii) ΦV(1)r,K
= ΦD◦

(1)r,K
= ΦD(1)r,K

= ΦΛrE = er = m(1,...,1,0,...,0)

iii) Το V(1)r,K είναι irreducible πρότυπο της MK(n, r) (⇐⇒ της mod(SK(n, r))).

iv) Το σύνολο {
∑

π∈G(r)

s(π)eiπ | i ∈ I(n, r), i ↗} είναι Κ-βάση του V(1)r,K (με το σύμβολο ↗

εννοούμε γνησίως αύξουσα συνάρτηση). Μάλιστα,
∑

π∈G(r)

s(π)eiπ = ei · (
∑

π∈G(r)

s(π)π).

v) Υπάρχει φ : ΛrE −→ V(1)r,K ισομορφισμός KΓ−προτύπων (⇐⇒ SK(n, r)−προτύπων) ώστε,

φ(ei1 ∧ ... ∧ eir) =
∑

π∈G(r)

s(π)eiπ = ei · (
∑

π∈G(r)

s(π)π), για κάθε i ∈ I(n, r).

vi) Τα πρότυπα V(1)r,K , V
◦

(1)r,K , D(1)r,K , D
◦
(1)r,K , ΛrE είναι όλα irreducible και ισόμορφα στην

MK(n, r) (⇐⇒ στην mod(SK(n, r))).

Απόδειξη.

Από υπόθεση έχουμε ότι T =

x(1, 1)
.
.
.

x(r, 1)

 = στήλη, οπότε C(T ) = G(r).

i) Καταρχάς, V(1)r,K = {x ∈ E⊗r | x ικανοποιεί της συνθήκες i), ii), iii) της Πρότασης 5.2.2}. Η
συνθήκη iii) είναι κενή, καθώς T =στήλη, η συνθήκη ii) παίρνει τη μορφή, xπ = s(π)x, για κάθε
π ∈ G(r) (αφού C(T ) = G(r)) και η συνθήκη i) παίρνει τη μορφή 〈x, ei〉 = 0 αν i όχι 1-1 (αφού

Ti =

ix(1,1)
.
.
.

ix(r,1)

). Με βάση τα προαναφερθέντα, έπεται το i).
ii) ΄Ολες οι ισότητες είναι άμεσες από γνωστή θεωρία, συγκεκριμένα,

ΦV(1)r,K

Πρόταση 5.1.1
========== ΦD◦

(1)r,K

Πρόταση 3.4.1 v)
============ ΦD(1)r,K

Παράδειγμα 4.3.2
============

ΦΛrE
Παράδειγμα 3.4.1

============ er = m(1,...,1,0,...,0)

iii) ΄Αμεσο από ii) και Παρατήρηση 3.5.1.

iv) ΄Εστω B = {
∑

π∈G(r)

s(π)eiπ | i ∈ I(n, r), i↗}, τότε,

B ⊆ V(1)r,K : ΄Εστω x =
∑

π∈G(r)

s(π)eiπ ∈ B (όπου i ↗), θα δείξουμε ότι x ∈ V(1)r,K με την

βοήθεια το i). Πράγματι, αν σ ∈ G(r), j ∈ I(n, r) με j όχι 1-1, τότε,
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(αʹ) xσ =
∑

π∈G(r)

s(π)(eiπ · σ) = s(σ)
∑

π∈G(r)

s(π)s(σ)eiπσ = s(σ)
∑

π∈G(r)

s(πσ)eiπσ = s(σ)x

(βʹ) 〈x, ej〉 =
∑

π∈G(r)

s(π)〈eiπ, ej〉
iπ 6=j

===== 0. Ας σημειωθεί ότι iπ 6= j, γιατί η iπ = i ◦ π είναι 1-1

(ως σύνθεση τέτοιων), ενώ η j όχι 1-1.

B = Κ-γραμμικά ανεξάρτητο: Καταρχάς, θέτουμε Ia := {i ∈ I(n, r) | i ↗}. ΄Εστω λοιπόν,
{ki}i∈Ia ⊆ K, με

∑
i∈Ia

ki(
∑

π∈G(r)

s(π)eiπ) = 0 ⇐⇒
∑
i∈Ia

∑
π∈G(r)

s(π)kieiπ = 0. (∗)

Παρατηρούμε το εξής: Αν i, j ∈ Ia και π, σ ∈ G(r), τότε, eiπ = ejσ ⇐⇒ i = j και σ = π. (∗∗)
Πράγματι, αν eiπ = ejσ, (επειδή {ei}i∈I(n,r) είναι Κ-βάση του E⊗r) τότε iπ = jσ ⇐⇒ i = jσπ−1

.

΄Αρα οι j, jσπ−1
είναι γνησίως αύξουσες. Το τελευταίο επιβάλει σπ−1 = 1 ⇐⇒ σ = π και κατ΄

συνέπεια i = j. Η (∗∗) αποδείχθηκε.
Τώρα, από (∗), (∗∗) και το γεγονός ότι το {ei}i∈I(n,r) είναι Κ-βάση του E⊗r, έχουμε ότι
s(π)ki = 0 ⇐⇒ ki = 0, για κάθε i ∈ Ia.

V(1)r,K = spanKB: Καταρχάς, από την (∗∗) (που δείξαμε πάνω) και αφού το {ei}i∈I(n,r)
είναι Κ-βάση του E⊗r, έχουμε άμεσα ότι

∑
π∈G(r)

s(π)eiπ 6=
∑

π∈G(r)

s(π)ejπ για κάθε i, j ∈ Ia με

i 6= j, οπότε |B| = |Ia|. Επιπλέον, V(1)r,K ' D◦(1)r,K (ισομορφισμός KΓ−προτύπων, άρα και
K−προτύπων), άρα,

dimKV(1)r,K = dimKD
◦
(1)r,K = dimKD(1)r,K

Παράδειγμα 4.3.2

============ |Ia| = |B|.

Συνεπώς, V(1)r,K = spanKB.

v) Καταρχάς, θέτουμε Ia = {i ∈ I(n, r) | i ↗} και τα {ei1 ∧ ... ∧ eir}i∈Ia , {
∑

π∈G(r)

s(π)eiπ}i∈Ia

αποτελούν Κ-βάσεις των ΛrE, V(1)r,K , ιδιαιτέρως dimKΛrE = dimKV(1)r,K . Συνεπώς, υπάρχει

ισομορφισμός Κ-προτύπων, έστω,

φ : ΛrE −→ V(1)r,K , με φ(ei1 ∧ ... ∧ eir) =
∑

π∈G(r)

s(π)eiπ, για κάθε i ∈ Ia.

Ισχυρισμός.

1) φ(ei1 ∧ ... ∧ eir) =
∑

π∈G(r)

s(π)eiπ, για κάθε i ∈ I(n, r).

2) Η φ είναι ομομορφισμός KΓ−προτύπων.

Απόδειξη(Ισχυρισμού).

1) Εμείς ξέρουμε ότι φ(ei1 ∧ ...∧ eir) =
∑

π∈G(r)

s(π)eiπ, για κάθε i ∈ Ia. ΄Εστω i ∈ I(n, r), τότε

διακρίνουμε περιπτώσεις:
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Αν i είναι 1-1: Τότε, υπάρχει σ ∈ G(r) ώστε iσ ∈ Ia, δηλαδή iσ ↗, τότε όμως,

φ(ei1 ∧ ... ∧ eir)
Υπενθύμιση 2.6.3

============ φ(s(σ)eiσ(1) ∧ ... ∧ eiσ(r)) =

s(σ)φ(e(iσ)1
∧ ... ∧ e(iσ)r)

iσ∈Ia===== s(σ)
∑

π∈G(r)

s(π)eiσπ =
∑

π∈G(r)

s(σπ)eiσπ =
∑

π∈G(r)

s(π)eiπ.

Αν i όχι 1-1: Τότε, από Ορισμό 2.6.4 ii) και Υπενθύμιση 2.6.3, έχουμε ότι ei1∧...∧eir = 0
και άρα φ(ei1 ∧ ...∧ eir) = 0. Επιπλέον, (από Λήμμα 5.2.1, το οποίο θα ζητήσουμε πιο κάτω
για να μην ξεφύγουμε από το βασικό σκοπό μας), έχουμε ότι

∑
π∈G(r)

s(π)eiπ = 0.

Σε κάθε περίπτωση έχουμε το ζητούμενο και έτσι έπεται το 1).

2) Επειδή, η φ : ΛrE −→ V(1)r,K είναι ομομορφισμός Κ-προτύπων και τα Γ, {ei1 ∧ ...∧eir}i∈Ia ,
αποτελούν Κ-βάσεις των KΓ,ΛrE, αντίστοιχα, τότε αρκεί να δείξουμε,

φ(g · (ej1 ∧ ... ∧ ejr)) = g · φ(ej1 ∧ ... ∧ ejr), για κάθε j ∈ Ia.

Για το σκοπό αυτό, έστω {rij}i,j∈Ia τα coeffecient functions του ΛrE ως προς την βάση
{ei1 ∧ ... ∧ eir}i∈Ia , όπου ξέρουμε (από Παρατήρηση 2.6.5) ότι rij =

∑
σ∈G(r)

s(σ)ciσ,j . Τότε,

αν g ∈ Γ, j ∈ Ia, έχουμε,

φ(g · (ej1 ∧ ... ∧ ejr)) = φ(
∑
i∈Ia

rij(g)ei1 ∧ ... ∧ eir) =
∑
i∈Ia

rij(g)(
∑

π∈G(r)

s(π)eiπ) =

∑
i∈Ia

∑
σ∈G(r)

∑
π∈G(r)

s(σ)s(π)ciσ,j(g)eiπ =
∑
i∈Ia

(
∑

σ∈G(r)

s(σ)ciσ,j(g))(
∑

π∈G(r)

s(π)eiπ). (∗)

Από την άλλη έχουμε,

g · φ(ej1 ∧ ... ∧ ejr) = g · (
∑

σ∈G(r)

s(σ)ejσ) =
∑

σ∈G(r)

s(σ)(g · ejσ)
Παρατήρηση 2.6.2 ii)

==============

∑
σ∈G(r)

s(σ)(
∑

i∈I(n,r)

ci,jσ(g)ei) =
∑

i∈I(n,r)

(
∑

σ∈G(r)

s(σ)ci,jσ(g))ei. (∗∗)

Τώρα, επειδή g ·φ(ej1∧...∧ejr) ∈ V(1)r,K , πρέπει από i) να ισχύει 〈g ·φ(ej1∧...∧ejr), eh〉 = 0,
για κάθε h ∈ I(n, r), με h όχι 1-1. ΄Ομως,

0 = 〈g · φ(ej1 ∧ ... ∧ ejr), eh〉 =
∑

i∈I(n,r)

(
∑

σ∈G(r)

s(σ)ci,jσ(g))〈ei, eh〉 =
∑

σ∈G(r)

s(σ)ch,jσ(g)

Συνεπώς, από (∗∗) έχουμε, g · φ(ej1 ∧ ... ∧ ejr) =
∑
i 1-1

(
∑

σ∈G(r)

s(σ)ci,jσ(g))ei. (∗ ∗ ∗)

Συνεχίζοντας, από Λήμμα 3.2.1 έχουμε ότι {i ∈ I(n, r) | i 1-1} =
⊔
i∈Ia

[i]G(r) (ξένη ένωση) και

iπ′ 6= iπ, για κάθε i ∈ Ia, π′, π ∈ G(r) με π′ 6= π (πράγματι, αν iπ′ = iπ, τότε i = iπ′π−1
,
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άρα οι i, iπ′π−1
είναι γνησίως αύξουσες, πράγμα που επιβάλει π′π−1 = 1 ⇐⇒ π′ = π,

άτοπο). Από το τελευταίο και την (∗ ∗ ∗), έπεται ότι,

g · φ(ej1 ∧ ... ∧ ejr) =
∑
i∈Ia

∑
h∈[i]G(r)

(
∑

σ∈G(r)

s(σ)ch,jσ(g))eh =

∑
i∈Ia

∑
π∈G(r)

(
∑

σ∈G(r)

s(σ)ciπ,jσ(g))eiπ =
∑
i∈Ia

∑
π∈G(r)

s(π)(
∑

σ∈G(r)

s(π)s(σ−1)ciπ,jσ(g))eiπ
(iπ,jσ)∼(iπσ−1,j)

=============

∑
i∈Ia

∑
π∈G(r)

s(π)(
∑

σ∈G(r)

s(πσ−1)ciπσ−1,j(g))eiπ =
∑
i∈Ia

∑
π∈G(r)

s(π)(
∑

σ∈G(r)

s(σ)ciσ,j(g))eiπ =

∑
i∈Ia

(
∑

σ∈G(r)

s(σ)ciσ,j(g))(
∑

π∈G(r)

s(π)eiπ). (∗ ∗ ∗∗)

Τελικά, από (∗), (∗∗∗∗), έπεται ότι φ(g·(ej1∧...∧ejr)) = g·φ(ej1∧...∧ejr), για κάθε j ∈ Ia.

vi) Από Πρόταση 5.1.1, Παράδειγμα 4.3.2 και το v), έχουμε τους εξής ισομορφισμούς:

D◦(1)r,K ' V(1)r,K ' ΛrE ' D(1)r,K .

Επιπλέον, από τον ισομορφισμό D◦(1)r,K ' V(1)r,K και την Πρόταση 2.7.2, έπεται ότι

D(1)r,K ' D◦◦(1)r,K ' V ◦(1)r,K .

Το συμπέρασμα έπεται από τα προηγούμενα και το iii).

�

Σχόλιο. Από το παραπάνω παράδειγμα, μας έχει μείνει να αιτιολογήσουμε την σχέση :∑
σ∈G(r)

s(σ)ejσ = 0, για κάθε j ∈ I(n, r) με j όχι 1-1.

Η σχέση αυτή είναι καθαρά συνδυαστικής φύσης, όπως θα φανεί από την απόδειξη που θα δώσουμε.

Λήμμα 5.2.1. (Γενική ιδιότητα).

i) ΄Εστω f : I(n, r) −→ A απεικόνιση και A αβελιανή ομάδα, τότε για κάθε j ∈ I(n, r) με j όχι 1-1,

ισχύει
∑

σ∈G(r)

s(σ)f(jσ) = 0.

ii) Αν j ∈ I(n, r) με j όχι 1-1, τότε
∑

σ∈G(r)

s(σ)ejσ = 0.

Απόδειξη.
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i) Καταρχάς, αφού j όχι 1-1, μπορούμε χ.β.γ να υποθέσουμε ότι j(1) = j(2). Πράγματι, αφού j
όχι 1-1, τότε υπάρχουν t 6= s, ώστε j(t) = j(s), θεωρώντας π ∈ G(r) ώστε jπ(1) = jπ(2) (π.χ.
π = (1t)(2s)), έχουμε ότι,∑

σ∈G(r)

s(σ)f(jσ) =
∑

σ∈G(r)

s(σ)f(jππ−1σ) = s(π)
∑

σ∈G(r)

s(π−1σ)f(jπ(π−1σ)) =

s(π)
∑

σ′∈G(r)

s(σ′)f(jπσ′) = s(π)
∑

σ∈G(r)

s(σ)f(jπσ).

Από το τελευταίο, έπεται ότι
∑

σ∈G(r)

s(σ)f(jσ) = 0
s(π)=±1⇐⇒

∑
σ∈G(r)

s(σ)f(jπσ) = 0 και έτσι

μπορούμε χ.β.γ να πούμε ότι j(1) = j(2).

Τώρα, για κάθε (n,m) ∈ r × r, ορίζουμε An,m = {σ ∈ G(r) | σ(n) = 1, σ(m) = 2}, R =
{(n,m) ∈ r × r | n 6= m} και είναι σαφές ότι G(r) =

⊔
(n,m)∈R

An,m. Οπότε,

∑
σ∈G(r)

s(σ)f(jσ) =
∑

(n,m)∈R

∑
σ∈An,m

s(σ)f(jσ) =
∑

(n,m)∈r×r, n 6=m

∑
σ∈An,m

s(σ)f(jσ). (∗)

Από το παραπάνω, έπεται ότι το
∑

σ∈G(r)

s(σ)f(jσ) γράφεται σαν άθροισμα στοιχείων της μορφής:∑
σ∈An,m

s(σ)f(jσ) +
∑

σ∈Am,n
s(σ)f(jσ), όπου το (m,n) διατρέχει κάποιο υποσύνολο R′ ⊆ R (συ-

γκεκριμένα, R′ = {(n,m) ∈ r × r | n < m}). Αν δείξουμε τον παρακάτω ισχυρισμό, τότε
τελειώσαμε.

Ισχυρισμός.
∑

σ∈An,m
s(σ)f(jσ) +

∑
σ∈Am,n

s(σ)f(jσ) = 0, για κάθε (n,m) ∈ r × r, με n 6= m.

Απόδειξη(Ισχυρισμού). ΄Εστω η απεικόνιση, φ : An,m −→ Am,n, σ 7−→ σ · (mn). Η φ είναι άμεσα
καλά ορισμένη, 1-1 και επί, συνεπώς, μπορούμε να γράψουμε,∑
σ∈An,m

s(σ)f(jσ) +
∑

σ∈Am,n

s(σ)f(jσ) =
∑

σ∈An,m

s(σ)f(jσ) +
∑

σ∈An,m

s(σ · (mn))f(j · (σ(mn))) =

∑
σ∈An,m

s(σ)f(jσ)−
∑

σ∈An,m

s(σ)f(j · (σ(mn))). (∗∗)

Επιπλέον, jσ · (mn) = jσ για κάθε σ ∈ An,m, πράγματι (jσ(mn))(i) = jσ(i) για κάθε i 6= n,m,
(jσ(mn))(n) = jσ(m) = j(2) = j(1) = jσ(n) και όμοια (jσ(mn))(m) = jσ(m). Από το
τελευταίο και την (∗∗) έπεται ότι,∑

σ∈An,m

s(σ)f(jσ) +
∑

σ∈Am,n

s(σ)f(jσ) =
∑

σ∈An,m

s(σ)f(jσ)−
∑

σ∈An,m

s(σ)f(jσ) = 0.

ii) ΄Αμεσο από i) αν θεωρήσουμε την απεικόνιση f : I(n, r) −→ E⊗r, i 7−→ ei.

�
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5.3 Η Carter-Lusztig βάση του Vλ,K.

Παρακάτω, Κ άπειρο σώμα, Γ = ΓK = GLn(K), λ ∈ Λ+(n, r) και T = T λ : [λ] −→ r basic
λ−tableaux.

Στη παράγραφο αυτή, στόχος μας είναι να βρούμε μία Κ-βάση για το Vλ,K . Θα μπορούσε κανείς να

πει ότι εφόσον ξέρουμε μία βάση για το Dλ,K και Vλ,K ' D◦λ,K , τότε μπορούμε απλά να θεωρήσουμε την

δυϊκη βάση του Dλ,K για το Vλ,K . Παρ΄ όλα αυτά, οι Carter-Lusztig βρήκαν μία άλλη βάση του Vλ,K , η

οποία αποδεικνύει ότι το Vλ,K είναι κυκλικό SK(n, r)−πρότυπο (⇐⇒ KΓ−πρότυπο). Πριν μιλήσουμε

για το κεντρικό θεώρημα, ξεκινάμε με κάποιες βασικές έννοιες και παρατηρήσεις.

Ορισμός 5.3.1. ΄Εστω X ⊆ G(r), τότε ορίζουμε τις εξής ποσότητες της Κ-άλγεβρας KG(r):

[X] :=
∑
π∈X

π, {X} =
∑
π∈X

s(π)π.

Ορισμός 5.3.2. ΄Εστω l ∈ I(n, r) η γνωστή απεικόνιση (βλέπε Ορισμό 4.3.1), τότε ορίζουμε,

fl := el{C(T )} =
∑

π∈C(T )

s(π)elπ ∈ E⊗r.

Υπενθύμιση 5.3.1. Το E⊗r είναι (KΓ,KG(r))−διπρότυπο (⇐⇒ (SK(n, r),KG(r))−διπρότυπο),
όπως είδαμε στο 2.6 (συγκεκριμένα Παρατήρηση 2.6.3).

Πρόταση 5.3.1. i) fl ∈ Vλ,K

ii) Αν j ∈ I(n, r) με j � l, τότε ξi,jfl = 0.

iii) ΄Εστω SK(n, r)fl = <fl> το κυκλικό SK(n, r)−υποπρότυπο του Vλ,K , τότε,

<fl>= spanK{ξi,jfl | i, j ∈ I(n, r)} = spanK{ξi,lfl | i ∈ I(n, r)}.

Απόδειξη.

i) Θα γίνει με χρήση της Πρότασης 5.2.2. Πράγματι,

(αʹ) ΄Εστω i ∈ I(n, r), ώστε το Ti να έχει δύο ίδια στοιχεία σε διαφορετικές θέσεις της ίδιας
στήλης, τότε,

〈fl, ei〉 = 〈el{C(T )}, ei〉 =
∑

π∈C(T )

〈elπ, ei〉.
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Αν δείξουμε ότι, lπ 6= i, για κάθε π ∈ C(T ), τότε 〈fl, ei〉 = 0 και έτσι τελειώσαμε. Πράγ-
ματι, αν υπάρχει π ∈ C(T ) ώστε lπ = i, τότε Tlπ = Ti και άρα το Tlπ έχει δύο ίδια στοιχεία
σε διαφορετικές θέσεις της ίδιας στήλης (∗). Το τελευταίο είναι άτοπο γιατί ο πίνακας
Tlπ είναι ένα ανακάτεμα των στηλών του Tl που δεν έχουν την ιδιότητα (∗), συγκεκριμένα
αν µ = (µ1, ..., µλ1) το conjugate partition του λ, τότε για κάθε h ∈ {1, ..., λ1}, έχου-
με lπ({x(1, h), ..., x(µh, h)}) = l({x(1, h), ..., x(µh, h)}) = {1, ..., µh}, από το τελευταίο,
φαίνεται ότι το Tlπ δεν έχει την ιδιότητα (∗).

(βʹ) ΄Εστω σ ∈ C(T ), τότε,

flσ =
∑

π∈C(T )

s(π)elπσ
s(σ)2=1

======= s(σ)
∑

π∈C(T )

s(π)s(σ)elπσ =

s(σ)
∑

π∈C(T )

s(πσ)elπσ
σ∈C(T )

====== s(σ)
∑

π′∈C(T )

s(π′)elπ′ = s(σ)fl

(γʹ) Η τρίτη συνθήκη, συγκεντρώνει το μεγαλύτερο ενδιαφέρον, καθώς στηρίζεται σε μέρος της

απόδειξη του Λήμματος Carter-Lusztig. Πράγματι,∑
ν∈G(J)

s(ν)flν
−1 =

∑
ν∈G(J)

s(ν)(
∑

π∈C(T )

s(π)elπ)ν−1 =
∑

ν∈G(J)

∑
π∈C(T )

s(π)s(ν)elπν−1
s(ν)=s(ν−1)

=========

∑
ν∈G(J)

∑
π∈C(T )

s(πν−1)elπν−1 =
∑

ν∈G(J)

∑
π∈C(T )

s(π−1ν−1)elπ−1ν−1 =
∑

ν∈G(J)

∑
π∈C(T )

s((νπ)−1)el(νπ)−1 .

Επειδή το G(J) είναι σύνολο αντιπροσώπων αριστερών συμπλόκων του X = C(T ) ∩ Y στο
Y (με τους συμβολισμούς του Ορισμού 4.5.1) έχουμε ότι Y C(T ) = G(J)C(T ) και για το
τυχόν στοιχείο π ∈ Y C(T ), υπάρχουν μοναδικά νπ ∈ G(J), σπ ∈ C(T ), ώστε π = νπσπ
(π.χ. το αποδείξαμε αυτό στην αρχή του θεωρήματος 4.5.2). Οπότε έχουμε,∑

ν∈G(J)

s(ν)flν
−1 =

∑
π∈Y C(T )

s(π−1)elπ−1 .

΄Ομως από Λήμμα 4.5.3, ξέρουμε ότι υπάρχει A ⊆ Y C(T ), ώστε Y C(T ) =
⊔
π∈A
{π, πκπ}, με

κπ ∈ R(T ) και s(κπ) = −1. Συνεπώς,∑
ν∈G(J)

s(ν)flν
−1 =

∑
π∈A

(s(π−1)elπ−1 + s((πκπ)−1)el(πκπ)−1) =

∑
π∈A

(s(π−1)elπ−1 − s(π−1)elκ−1
π π−1)

lκ−1
π =l

======
∑
π∈A

(s(π−1)elπ−1 − s(π−1)elπ−1) = 0.

Ας σημειωθεί ότι, lκ−1
π = l, επειδή κ−1

π ∈ R(T ) και Λήμμα 4.4.1.

ii) Από υπενθύμιση 5.3.1 έχουμε,

ξi,jfl = ξi,j(el{C(T )}) = (ξi,jel){C(T )} = (
∑

h∈I(n,r)

ξi,j(ch,l)eh){C(T )} l�j
==== 0.

Ας σημειωθεί ότι, j � l =⇒ (i, j) � (h, l) και άρα ξi,j(ch,l) = 0.
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iii) Αρκεί να δείξουμε τους παρακάτω εγκλεισμούς,

<fl> ⊆ A := spanK{ξi,jfl | i, j ∈ I(n, r)} ⊆ B := spanK{ξi,lfl | i ∈ I(n, r)} ⊆ <fl>.

<fl>⊆ A: Ξέρουμε (άμεσα από Πρόταση 2.3.1) ότι SK(n, r) = spanK{ξi,j | i, j ∈ I(n, r)}.
Συνεπώς για το τυχόν x = ξfl ∈ <fl>, υπάρχουν {ki,j}i,j∈I(n,r) ⊆ K, ώστε ξ =

∑
i,j∈I(n,r)

ki,jξi,j

και άρα x = (
∑

i,j∈I(n,r)
ki,jξi,j)fl =

∑
i,j∈I(n,r)

ki,j(ξi,jfl) ∈ A.

A ⊆ B: ΄Εστω i, j ∈ I(n, r), τότε ξi,jfl =

{
ξi,jfl j ∼ l
0 j � l

. Στην περίπτωση που j ∼ l, έπεται

ότι υπάρχει π ∈ G(r), ώστε j = lπ και άρα (i, j) = (i, lπ) ∼ (iπ−1, l), δηλαδή ξi,j = ξiπ−1,l.

Συνεπώς, σε κάθε περίπτωση πρέπει ξi,jfl ∈ B, για κάθε i, j ∈ I(n, r) και έτσι A ⊆ B.
B ⊆ <fl>: ΄Αμεσο αφού εξ΄ ορισμού, <fl>= SK(n, r)fl

�

Ορισμός 5.3.3. Για κάθε i ∈ I(n, r), ορίζουμε bi = ξi,lfl ∈ Vλ,K .

Λήμμα 5.3.1. ΄Εστω i, j ∈ I(n, r), τότε,

i) ξi,lel =
∑

h∈[i]R(T )

eh, όπου οι τροχιές είναι ως προς την δεξιά δράση του R(T ) (≤ G(r)) στο I(n, r).

ii) (bi, (Tl : Tj)) = 〈
∑

h∈[i]R(T )

eh, ej{C(T )}〉 = 〈
∑

h∈[i]R(T )

eh,
∑

σ∈C(T )

s(σ)ejσ〉.

Απόδειξη.

i) Πράγματι, ξi,lel =
∑

h∈I(n,r)
ξi,l(ch,l)eh

Ορισμό 2.3.2

=========
∑

h∈I(n,r): (i,l)∼(h,l)

eh. ΄Ομως, (i, l) ∼ (h, l) ⇐⇒

∃π ∈ G(r) ώστε i = hπ και l = lπ. Συνεπώς, από Λήμμα 4.4.1 έχουμε,

(i, l) ∼ (h, l) ⇐⇒ ∃π ∈ R(T ) ώστε i = hπ ⇐⇒ h ∈ [i]R(T ).

Από τα παραπάνω έπεται ότι ξi,lel =
∑

h∈[i]R(T )

eh.

ii) ΄Εστω ϕK : E⊗r −→ Dλ,K , η γνωστή απεικόνιση (από Πρόταση 4.3.1), τότε,
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(bi, (Tl : Tj)) = (bi, ϕK(ej))
Ορισμό 5.1.2

========= 〈bi, ej〉 = 〈ξi,lel{C(T )}, ej〉 =

〈
∑

σ∈C(T )

s(σ)ξi,lelσ, ej〉
Υπενθύμιση 5.2.1

============
∑

σ∈C(T )

s(σ)〈ξi,lel, ejσ−1〉 =

〈ξi,lel,
∑

σ∈C(T )

s(σ−1)ejσ
−1〉 = 〈ξi,lel, ej(

∑
σ∈C(T )

s(σ−1)σ−1)〉 i)
===

〈
∑

h∈[i]R(T )

eh, ej{C(T )}〉 άμεσα===== 〈
∑

h∈[i]R(T )

eh,
∑

σ∈C(T )

s(σ)ejσ〉.

�

Σχόλιο. Το παραπάνω λήμμα, ήταν το πρώτο κομμάτι του θεωρήματος και ήταν τρόπο τινά υπολο-

γιστικό. Το επόμενο λήμμα, αποτελεί τον πυρήνα του θεωρήματος και έχει ως ιδέα την δημιουργία

ενός unimodular πίνακα της μορφής (Ω(i, j))i,j∈I∗ , όπου I∗ = {i ∈ I(n, r) | Ti = standard} και

Ω(i, j) = (bi, (Tl : Tj)). Το πρόβλημα όμως εδώ είναι ότι θέλουμε να εφοδιάσουμε το I∗ με κατάλληλη

ολική διάταξη, πράγμα που διαπραγματευόμαστε παρακάτω.

Ορισμός 5.3.4. Για κάθε i, j ∈ I(n, r), ορίζουμε Ω(i, j) = (bi, (Tl : Tj)).

Παρατήρηση 5.3.1. ΄Εστω i, j ∈ I(n, r) καιA := {σ ∈ C(T ) | i, jσ βρίσκονται στη ίδιαR(T )−τροχιά},
τότε

Ω(i, j) = (bi, (Tl : Tj)) =


∑
σ∈A

s(σ) · 1K A 6= ∅

0 A = ∅
.

Απόδειξη.

Από Λήμμα 5.3.1 ii), έχουμε,

Ω(i, j) = (bi, (Tl : Tj)) = 〈
∑

h∈[i]R(T )

eh,
∑

σ∈C(T )

s(σ)ejσ〉 =
∑

h∈[i]R(T )

∑
σ∈C(T )

s(σ)〈eh, ejσ〉 =

∑
h∈[i]R(T )

∑
σ∈C(T ), h=jσ

s(σ) · 1K =


∑
σ∈A

s(σ) · 1K A 6= ∅

0 A = ∅
.

�

Υπενθύμιση 5.3.2. i) ΄Εστω i ∈ I(n, r), τότε θέτουμε β(i) = (β1(i), ..., βn(i)), όπου βs(i) = το

άθροισμα της s−γραμμής του Ti (δηλαδή, βs(i) =
λs∑
t=1

ix(s,t)).
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ii) Το Nn διατάσεται ολικά μέσω της λεξικογραφικής διάταξης και έτσι μπορούμε να συγκρίνουμε

λεξικογραφικά τα {β(i)}i∈I(n,r) μεταξύ τους.

iii) ΄Εστω i ∈ I(n, r), τότε ορίζεται s−γραμμή του Ti να είναι το Rs(Ti) = (ix(s,1), ..., ix(s,λs)) ∈ Nλs .
(Ορίζουμε έτσι γραμμές του Ti για να μπορέσουμε στην πορεία να τις συγκρίνουμε λεξικογραφικά).

Λήμμα 5.3.2. Μπορούμε να εφοδιάσουμε το I(n, r) με κάποια ολική διάταξη ” < ”, ώστε για κάθε

i, j ∈ I(n, r) να ισχύει: β(i) < β(j) =⇒ i < j. Συγκεκριμένα ορίζουμε τη παρακάτω διάταξη:

• Αν i = j, τότε δεν έχουμε κάτι να πούμε.

• Αν i 6= j, τότε διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις:

1) Αν β(i) > β(j), τότε ορίζουμε i > j.

2) Αν β(i) < β(j), τότε ορίζουμε i < j.

3) Αν β(i) = β(j), τότε, συγκρίνουμε λεξικογραφικά γραμμή πως γραμμή τους πίνακες των

λ−tableaux Ti, Tj και το λ−tableaux που εμφανίζει για πρώτη φορά γνήσια μεγαλύτερη

γραμμή καθορίζει το μεγαλύτερο στοιχείο.

Συγκεκριμένα, θεωρούμε το μικρότερο s0 ώστε, Rs(Ti) = Rs(Tj) για κάθε s < s0 και

Rs0(Ti) 6= Rs0(Tj). (υπάρχει τέτοιο, αλλιώς Tj = Ti ⇐⇒ i = j, άτοπο) και ορίζουμε:

i > j ⇐⇒ Rs0(Ti) > Rs0(Tj).

Συμβολικά για το την περίπτωση 3): αν π.χ. i > j, τότε θα γράφουμε β(i > j).

Απόδειξη.

Θα δείξουμε ότι η παραπάνω διάταξη είναι ολική.

1) ΄Εστω i, j ∈ I(n, r), τότε ισχύει ακριβώς ένα από τα παρακάτω: i > j, i < j, i = j.

Το ότι ισχύει ένα από τα παραπάνω είναι άμεσο από τον ορισμό. Πάμε να δούμε γιατί ισχύει

ακριβώς ένα από αυτά. Πράγματι,

΄Εστω ότι i = j: Τότε δεν μπορεί να έχουμε i < j ή i > j γιατί αυτό προϋποθέτει ότι i 6= j.

΄Εστω ότι i < j: Τότε (εξ΄ ορισμού) έχουμε i 6= j και β(i) < β(j) ή β(i < j). Αν είχαμε ότι
β(i) < β(j), τότε δεν μπορούμε να έχουμε i > j (αφού αυτό προϋποθέτει β(i) ≥ β(j), άτοπο),
ενώ αν είχαμε β(i < j), τότε β(i) = β(j) και σύμφωνα με τους συμβολισμούς πάνω πρέπει,
Rs0(Ti) < Rs0(Tj), οπότε ούτε τώρα i > j (αλλιώς Rs0(Ti) > Rs0(Tj), άτοπο).

΄Εστω ότι i < j: ΄Ομοια με πάνω δεν γίνεται i > j ή i = j.

2) ΄Εστω i, j, k ∈ I(n, r) με i ≤ j ≤ k, τότε i ≤ k.
Καταρχάς, αν i = j ή j = k, τότε άμεσα έχουμε i ≤ k και έτσι τελειώσαμε. ΄Εστω λοιπόν
i < j < k και πάμε να δείξουμε ότι i < k. Εφόσον i < j < k, τότε ισχύουν τα εξής:

(β(i) < β(j) ή β(i < j)) και (β(j) < β(k) ή β(j < k)).
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Θα δείξουμε ότι σε κάθε περίπτωση έπεται i < k. Πράγματι,

Αν β(i) < β(j) και β(j) < β(k): Τότε β(i) < β(k) (γιατί η λεξικογραφική διάταξη είναι ολική)
και άρα i < k.

Αν β(i) < β(j) και β(j < k): Τότε β(i) < β(j) = β(k) και άρα i < k.

Αν β(i = j) και β(j) < β(k): Τότε β(i) = β(j) < β(k) και άρα i < k.

Αν β(i < j) και β(j < k): Τότε β(i) = β(j) = β(k) και υπάρχουν λ0, ρ0 ∈ n, ώστε:

(αʹ) Rλ0(Ti) < Rλ0(Tj) και Rλ(Ti) = Rλ(Tj), για κάθε λ < λ0.

(βʹ) Rρ0(Tj) < Rρ0(Tk) και Rρ(Tj) = Rρ(Tk), για κάθε ρ < ρ0.

Καταρχάς, αν λ0 = 1, τότε R1(Ti) < R1(Tj) ≤ R1(Tk) και άρα i < k. Ενώ αν λ0 > 1, τότε
διακρίνουμε δύο υποπεριπτώσεις:

a). ΄Εστω Rλ(Ti) = Rλ(Tk), για κάθε λ < λ0: Τότε Rλ(Tj) = Rλ(Ti) = Rλ(Tk), για κάθε
λ < λ0, πράγμα που επιβάλει λ0 ≤ ρ0 (βλέπε (β΄)). Επιπλέον, Rλ0(Ti) < Rλ0(Tj) ≤ Rλ0(Tk) (η
τελευταία ανισότητα ισχύει επειδή λ0 ≤ ρ0). Οπότε, Rλ0(Ti) < Rλ0(Tk) και Rλ(Ti) = Rλ(Tk),
για κάθε λ < λ0, άρα i < k.

b). ΄Εστω ότι υπάρχει r < λ0 με Rr(Ti) 6= Rr(Tk): Τότε έστω r το μικρότερο τέτοιο,
δηλαδή Rλ(Ti) = Rλ(Tk), για κάθε λ < r (μπορούμε χ.β.γ, να πούμε ότι r > 1, αλλιώς

R1(Ti)
1<λ0===== R1(Tj) ≤ R1(Tk) και άρα i < k). Αν δείξουμε Rr(Ti) < Rr(Tk), τότε έπεται

i < k και έτσι τελειώσαμε. Πράγματι, εφόσον r < λ0, από (α΄) έχουμε Rr(Ti) = Rr(Tj). Ε-

πιπλέον, για κάθε λ < r, έχουμε Rλ(Tj)
λ<r<λ0======= Rλ(Ti)

λ<r
==== Rλ(Tk), πράγμα που επιβάλει

r ≤ ρ0 (βλέπε (β΄)). Τώρα, επειδή r ≤ ρ0 και Rr(Ti) 6= Rr(Tk), από (β΄) πρέπει r = ρ0, άρα

Rr(Ti)
r<λ0===== Rr(Tj) < Rr(Tk).

Σε κάθε περίπτωση i < k και έτσι αποδείχθηκε και το 2).

�

Ορισμός 5.3.5. ΄Εστω I∗ := {i ∈ I(n, r) | Ti = standard}, τότε ορίζουμε το πίνακα:

Ω = (Ω(i, j))i,j∈I∗ ,

όπου η διάταξη στις συντεταγμένες γίνεται σύμφωνα με το προηγούμενο λήμμα.

Πρόταση 5.3.2. Ο πίνακας Ω = (Ω(i, j))i,j∈I∗ έχει τις παρακάτω ιδιότητες:

i) Ο Ω είναι κάτω τριγωνικός, δηλαδή Ω(i, j) = 0, για κάθε i < j.

ii) Ω(i, i) = 1, για κάθε i ∈ I∗ και άρα detΩ = 1.

iii) Ω(i, j) ∈ Z1K , για κάθε i, j ∈ I∗.
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Απόδειξη.

i) ΄Εστω i, j ∈ I∗ με i < j. ΄Εχουμε, Ω(i, j) =


∑
σ∈A

s(σ) · 1K A 6= ∅

0 A = ∅
, όπου A := {σ ∈

C(T ) | i, jσ βρίσκονται στη ίδια R(T )−τροχιά} και β(i) ≤ β(j) (από Λήμμα 5.3.2). Θα δείξουμε
ότι A = ∅. Πράγματι, έστω για άτοπο ότι A 6= ∅, τότε υπάρχουν σ ∈ C(T ), π ∈ R(T ), ώστε
i = jσπ. Διακρίνουμε περιπτώσεις:

Αν σ = 1: Τότε, i = jπ ⇐⇒ Ti = Tjπ, άρα από Παρατήρηση 4.4.1 i), έχουμε j = jπ = i,
άτοπο αφού i < j.

Αν σ 6= 1: Τότε, β(i)
π−1∈R(T )

======== β(iπ−1) = β(jσ) > β(j) (η ανισότητα ισχύει από Λήμμα
4.4.2). Το τελευταίο είναι άτοπο, γιατί β(i) ≤ β(j).

Σε κάθε περίπτωση A = ∅, άρα Ω(i, j) = 0.

ii) Ω(i, i) =


∑
σ∈A

s(σ) · 1K A 6= ∅

0 A = ∅
, όπουA = {σ ∈ C(T ) | i, iσ βρίσκονται στη ίδιαR(T )−τροχιά}.

Θα δείξουμε ότι A = {1} (όπου είναι σαφές ότι 1 ∈ A). Πράγματι, αν σ ∈ A, τότε υπάρχει

π ∈ R(T ), ώστε iπ = iσ, οπότε β(i)
π∈R(T )

====== β(iπ) = β(iσ), το τελευταίο σε συνδυασμό με
το Λήμμα 4.4.2iii), επιβάλει σ = 1. Τέλος από i) και αυτό που δείξαμε μόλις, έπεται άμεσα ότι
detΩ = 1.

iii) ΄Αμεσο από Παρατήρηση 5.3.1.

�

Θεώρημα 5.3.1. (Βάσης του Vλ,K [9, σελ. 218, Theorem 3.5])

i) Το σύνολο {bi = ξi,lfl | i ∈ I(n, r), Ti = standard} είναι Κ-βάση του Vλ,K .

ii) Το Vλ,K είναι κυκλικό SK(n, r)−πρότυπο και μάλιστα Vλ,K = SK(n, r)fl = <fl>.

Απόδειξη.

i) Θέτουμε I∗ = {i ∈ I(n, r) | Ti = standard} και B = {bi | i ∈ I∗}. Τότε,
B ⊆ Vλ,K : Για κάθε i ∈ I(n, r), έχουμε bi = ξi,lfl και fl ∈ Vλ,K , άρα bi ∈ Vλ,K .
B είναι Κ-γραμμικά ανεξάρτητο: ΄Εστω {ki}i∈I∗ ⊆ K, με

∑
i∈I∗

kibi = 0. Αν j ∈ I∗, τότε,

0 = (
∑
i∈I∗

kibi, (Tl : Tj)) =
∑
i∈I∗

ki(bi, (Tl : Tj)) =
∑
i∈I∗

kiΩ(i, j)
Πρόταση 5.3.2

==========∑
i≥j

kiΩ(i, j) = kj +
∑
i>j

kiΩ(i, j)
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Δηλαδή, kj +
∑
i>j

kiΩ(i, j) = 0, για κάθε j ∈ I∗ (∗). Με βάση αυτό, θα δείξουμε ότι kj = 0, για

κάθε j ∈ I∗. Πράγματι, έστω j1 := max I∗, τότε από (∗) πρέπει 0 = kj1 +
∑
i>j1

kiΩ(i, j) = kj1 .

Στη συνέχεια, έστω j2 := max(I∗ \{j1}), τότε 0 = kj2 +
∑
i>j2

kiΩ(i, j) = kj2 +kj1Ω(j1, j2) = kj2 .

Συνεχίζοντας έτσι (π.χ. j3 := max(I∗ \ {j1, j2}), ...,), καταλήγουμε ότι kj = 0, ∀j ∈ I∗.
Vλ,K = spanKB: Από Παρατήρηση 5.1.2, ξέρουμε ότι η ( , ) : Vλ,K ×Dλ,K −→ K, είναι left-
non-singular, οπότε η απεικόνιση Λ : Vλ,K −→ D◦λ,K , με Λ(v) = (v,−), είναι μονομορφισμός Κ-

προτύπων (μάλιστα KΓ−προτύπων). ΄Αρα dimKVλ,K ≤ dimKD
◦
λ,K = dimKDλ,K

Θεώρημα 4.5.2

==========
|I∗| = |B| (η τελευταία ισότητα ισχύει επειδή το B είναι Κ-γραμμικά ανεξάρτητο). Τελικά, B =
Κ-γραμμικά ανεξάρτητο και dimKVλ,K ≤ |B|, άρα Vλ,K = spanKB.

ii) Καταρχάς <fl > ⊆ Vλ,K (αφού fl ∈ Vλ,K). Ανάποδα, έστω x ∈ Vλ,K , τότε υπάρχουν {ki}i∈I∗ ⊆
K, ώστε x =

∑
i∈I∗

kibi =
∑
i∈I∗

kiξi,lfl = (
∑
i∈I∗

kiξi,l)fl ∈ SK(n, r)fl = <fl>.

�

Πόρισμα 5.3.1. Η απεικόνιση ( , ) : Vλ,K ×Dλ,K −→ K, είναι non-singular.

Απόδειξη.

Ξέρουμε από Παρατήρηση 5.1.2 ότι η απεικόνιση ( , ) είναι contravariant, left-non-singular (δηλαδή,
αν (x, z) = 0, ∀z ∈ Dλ,K , τότε x = 0). Συνεπώς, η απεικόνιση Λ : Vλ,K −→ D◦λ,K , Λ(v)(w) = (v, w)
είναι μονομορφισμός Κ-προτύπων (μάλιστα KΓ−προτύπων). Επιπλέον, από θεώρημα βάσης έχουμε ότι
dimKVλ,K = dimKD

◦
λ,K , άρα η Λ είναι και επί. Τελικά η Λ είναι ισομορφισμός KΓ−προτύπων και έτσι

από Πρόταση 2.7.4 πρέπει η ( , ) να είναι non-singular .
�
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5.4 Εφαρμογές του θεωρήματος βάσης.

Πρόταση 5.4.1. ΄Εστω i ∈ I(n, r) και a ∈ Λ+(n, r), τότε:

i) ξabi =

{
bi i ∈ a
0 i /∈ a

. Ιδιαιτέρως, {bj | j ∈ I(n, r), j ∈ a} ⊆ V a
λ,K .

ii) Αν bi 6= 0, τότε bi ∈ V a
λ,K ⇐⇒ i ∈ a.

iii) Το σύνολο {bi | i ∈ a, Ti = standard} είναι Κ-βάση του V a
λ,K .

Απόδειξη.

i) ΄Εστω k ∈ a, τότε ξa = ξk,k και από ιδιότητες στην Πρόταση 2.3.3, έχουμε,

ξabi = ξk,k(ξi,lfl) = (ξk,kξi,l)fl =

{
(ξi,iξi,l)fl i ∼ k
0 i � k

=

{
ξi,lfl i ∼ k
0 i � k

=

{
bi i ∈ a
0 i /∈ a

.

ii) Αν i ∈ a, τότε bi
i)
= ξabi ∈ ξaVλ,K = V a

λ,K . Ανάποδα, αν bi ∈ V a
λ,K , τότε (από Πόρισμα 3.2.1)

ξabi = bi 6= 0, πράγμα που επιβάλει i ∈ a.

iii) Καταρχάς, (από i)) {bi | i ∈ a, Ti = standard} ⊆ V a
λ,K και {bi | i ∈ a, Ti = standard} =Κ-

γραμμικά ανεξάρτητο, από Θεώρημα 5.3.1. Μένει να δείξουμε ότι V a
λ,K = spanK{bi | i ∈ a, Ti =

standard} (όπου ο εγκλεισμός ” ⊇ ” είναι άμεσο). Πράγματι, έστω I∗ = {i ∈ I(n, r) | Ti =
standard}, αν x ∈ V a

λ,K , τότε υπάρχουν {ki}i∈I∗ ⊆ K ώστε x =
∑
i∈I∗

kibi. Οπότε,

x
x∈V aλ,K

====== ξax =
∑
i∈I∗

ki(ξabi)
i)

===
∑

i∈I∗, i∈a
kibi ∈ spanK{bi | i ∈ a, Ti = standard}.

�

Πρόταση 5.4.2. ΄Εστω chK = 0 και ϕ : E⊗r −→ Dλ,K , η γνωστή απεικόνιση με ϕ(ei) = (Tl : Ti),
για κάθε i ∈ I(n, r). Τότε η απεικόνιση,

ϕ|Vλ,K : Vλ,K −→ Dλ,K

είναι ισομορφισμός SK(n, r)−προτύπων(⇐⇒ KΓ−προτύπων) με ϕ(fl) = |C(T )|(Tl : Tl).
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Απόδειξη. Καταρχάς από Πρόταση 4.3.1 ξέρουμε ότι η ϕ είναι ομομορφισμός SK(n, r)−προτύπων.
Τώρα επειδή chK = 0, πρέπει από Πρόταση 5.1.1 τα Vλ,K , Dλ,K να είναι irreducible SK(n, r)−πρότυπα.
Οπότε, αν δειχθεί ότι φ 6= 0, έπεται απευθείας φ = ισομορφισμός. Πράγματι,

ϕ(fl) = ϕ(
∑

π∈C(T )

s(π)elπ) =
∑

π∈C(T )

s(π)ϕ(elπ) =
∑

π∈C(T )

s(π)(Tl : Tlπ)
Παρατήρηση 4.2.1 ii)

==============

∑
π∈C(T )

s(π)s(π)(Tl : Tl) =
∑

π∈C(T )

(Tl : Tl) = |C(T )|(Tl : Tl) = (|C(T )| · 1K)(Tl : Tl).

΄Ομως (|C(T )| ·1K)(Tl : Tl) 6= 0, αλλιώς αν (|C(T )| ·1K)(Tl : Tl) = 0, τότε επειδή (|C(T )| ·1K) 6= 0
(γιατί |C(T )| 6= 0 και chK = 0), πρέπει (Tl : Tl) = 0, άτοπο (αφού Tl = standard και το σύνολο
{(Tl : Ti) | Ti = standard}, αποτελεί Κ-βάση του Dλ,K).

�

Σχόλιο. Προχωράμε τώρα στη μελέτη των μέγιστων SK(n, r)−υποπροτύπων του Vλ,K . Για το σκοπό

αυτό θα χρειαστεί να μελετήσουμε πρώτα τον λ−weight space V λ
λ,K .

Πρόταση 5.4.3. i) bl = fl.

ii) V λ
λ,K = Kfl = spanK{fl} = κυκλικό Κ-πρότυπο. Ιδιαιτέρως, dimKV

λ
λ,K = 1.

Απόδειξη.

i) Καταρχάς έχουμε,

bl = ξl,lfl = ξl,l · (
∑

π∈C(T )

s(π)elπ) =
∑

π∈C(T )

s(π)(ξl,l · elπ) =
∑

π∈C(T )

s(π)(
∑

i∈I(n,r)

ξl,l(ci,lπ)ei).

Τώρα, (από Παρατήρηση 2.1.1 iv)) έχουμε (l, l) ∼ (i, lπ)⇐⇒ lπ = i ∼ l, οπότε,

bl =
∑

π∈C(T )

s(π)ξl,l(clπ,lπ)elπ =
∑

π∈C(T )

s(π)elπ = fl.

ii) Από Πρόταση 5.4.1, έχουμε,

V λ
λ,K = spanK{bi | i ∈ λ, Ti = standard} Παρατήρηση 4.6.1

============ spanK{bl}
i)
= spanK{fl}

�

Παρατήρηση 5.4.1. ΄Εστω M � Vλ,K (γνήσιο SK(n, r)−υποπρότυπο), τότε M ⊆
∑
a6=λ

V a
λ,K . (όπου

στο άθροισμα εννοούμε ότι το a διατρέχει το Λ(n, r) \ {λ}).
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Απόδειξη.

Από Θεώρημα 5.3.1 και υπόθεση έχουμε ότι, M � Vλ,K = SK(n, r)fl, συνεπώς fl /∈M . Επιπλέον
από Ορισμό 3.2.2 iii), έχουμε ότι Mλ = M ∩ V λ

λ,K

Πρόταση 5.4.2

========== M ∩ Kfl
fl /∈M===== 0. Τελικά, από

Πρόταση 3.2.2, έχουμε,

M =
∑

a∈Λ(n,r)

Ma =
∑

a∈Λ(n,r)

M ∩ V a
λ,K =

∑
a6=λ

M ∩ V a
λ,K ⊆

∑
a6=λ

V a
λ,K

�

Πρόταση 5.4.4.

i) Το Vλ,K έχει μοναδικό μέγιστο (maximal) SK(n, r)−υποπρότυπο (⇐⇒ KΓ−υποπρότυπο) που

θα το συμβολίζουμε με V
max

λ,K . Μάλιστα fl /∈ V
max

λ,K ⊆
∑
a6=λ

V a
λ,K .

ii) V
max

λ,K =
∑

M�Vλ,K
M =το άθροισμα όλως των γνήσιων SK(n, r)−υποπροτύπων του Vλ,K . Ιδιαι-

τέρως, το V
max

λ,K περιέχει όλα τα γνήσια SK(n, r)−υποπρότυπα του Vλ,K .

Απόδειξη.

Θέτουμε W =
∑

M�Vλ,K
M και από Παρατήρηση 5.4.1 έχουμε W ⊆

∑
a6=λ

V a
λ,K . Επίσης, fl /∈

∑
a6=λ

V a
λ,K

(και άρα fl /∈ W ). Πράγματι, αν είχαμε ότι fl ∈
∑
a6=λ

V a
λ,K , τότε (επειδή fl = bl ∈ V λ

λ,K) θα έπρεπε

bl ∈ V λ
λ,K ∩

∑
a6=λ

V a
λ,K , όμως V =

⊕
a∈Λ(n,r)

V a
, συνεπώς bl = 0, άτοπο (γιατί Tl = standard και άρα από

Θεώρημα 5.3.1 το bl αποτελεί στοιχείο της Κ-βάσης του Vλ,K).
Ως τώρα, fl /∈ W ⊆

∑
a6=λ

V a
λ,K . Μένει να δείξουμε ότι W = maximal SK(n, r)−υποπρότυπο του

Vλ,K και μοναδικό με αυτήν την ιδιότητα. Πράγματι,
W = maximal: Καταρχάς, W ( Vλ,K (αφού fl /∈ W ). Στη συνέχεια, έστω W ≤ U ≤ Vλ,K ,

αν U = Vλ,K , τότε τελειώσαμε, ενώ αν U ( Vλ,K , τότε εξ΄ ορισμού του W , πρέπει U ≤ W και άρα

W = U . Συνεπώς, W = maximal.
Μοναδικότητα: ΄Εστω W ′ ένα άλλο maximal SK(n, r)−υποπρότυπο του Vλ,K , τότε πρέπει

W ′ ( Vλ,K και άρα εξ΄ ορισμού του W , έχουμε W
′ ⊆ W ( Vλ,K . Από μεγιστικότητα του W

′
, έπεται

W = W ′.
�

Πρόταση 5.4.5. Ορίζεται το irreducible SK(n, r)−πρότυπο πηλίκο Vλ,K/V
max

λ,K και ισχύει,

Vλ,K/V
max

λ,K ' Fλ,K , Ισομορφισμός SK(n, r)−προτύπων (⇐⇒ KΓ−προτύπων).

Ιδιαιτέρως, ΦVλ,K/V
max
λ,K

= Φλ,K .
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Υπενθύμιση 5.4.1. ΄Εστω W,V ∈MK(n, r) με W ≤ V , τότε:

(leading term του ΦW ) ≤ (leading term του ΦV )

όπου η σύγκριση γίνεται ως προς την λεξικογραφική διάταξη που είδαμε στον Ορισμό 3.5.1.

Απόδειξη. (Υπενθύμισης).

Καταρχάς, ΦW =
∑

a∈Λ(n,r)

dimKW
axa1

1 · ... · xann και ΦV =
∑

a∈Λ(n,r)

dimKV
axa1

1 · ... · xann (όπου οι

γραφές είναι σε μορφή αθροίσματος διακεκριμένων μονώνυμων παραγόντων). Επιπλέον, από Ορισμό

3.2.2 iii), έχουμεW a = W ∩V a
, οπότε dimKW

a ≤ dimKV
a
, για κάθε a ∈ Λ(n, r). Από το τελευταίο

έπεται άμεσα το ζητούμενο.

�

Απόδειξη. (Πρότασης 5.4.4)

Καταρχάς, από Πρόταση 5.1.1 έχουμε ότι ΦVλ,K = ΦDλ,K όπου το ΦDλ,K έχει leading term το

xλ1
1 · ... · xλnn (βλέπε Πρόταση 4.6.2). Οπότε από Υπενθύμιση 5.4.1 έχουμε,

(leading term του ΦV
max
λ,K
) ≤ (leading term του ΦVλ,K ) = xλ1

1 · ... · xλnn

Ισχυρισμός: (leading term του ΦV
max
λ,K
) < (leading term του ΦVλ,K ) = xλ1

1 · ... · xλnn .
Πράγματι, ΦV

max
λ,K

=
∑

a∈Λ(n,r)

dimK(V
max

λ,K )axa1
1 · ... · xann και (V

max

λ,K )λ = 0, αφού

(V
max

λ,K )λ = V
max

λ,K ∩ V λ
λ,K

Πρόταση 5.4.2

========== V
max

λ,K ∩Kfl
Πρόταση 5.4.4

========== 0.

Ο ισχυρισμός αποδείχθηκε.

Συνεχίζοντας, έχουμε ΦVλ,K/V
max
λ,K

= ΦVλ,K − ΦV
max
λ,K
, άρα από ισχυρισμό πρέπει,

(leading term του ΦVλ,K/V
max
λ,K
) = xλ1

1 · ... · xλnn .

Το τελευταίο σε συνδυασμό με το Θεώρημα 3.5.1, δίνει ότι Vλ,K/V
max

λ,K ' Fλ,K .
�

Πρόταση 5.4.6.

i) ΤοDλ,K έχει μοναδικό irreducible KΓ−πρότυπο (⇐⇒ SK(n, r)−πρότυπο) έστωDmin

λ,K . Επιπλέον,

D
min

λ,K ' V/V
max

λ,K ' Fλ,K (Ισομορφισμοί KΓ−προτύπων (⇐⇒ SK(n, r)−πρότυπων) ).

ii) (D
min

λ,K)λ = K(Tl : Tl). Ιδιαιτέρως dimK(D
min

λ,K)λ = 1.

iii) D
min

λ,K = SK(n, r)(Tl : Tl) = KΓ(Tl : Tl) = <(Tl : Tl)>
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Απόδειξη. Θα κάνουμε το i) και μέσα από την απόδειξη του θα φανούν τα ii), iii).

Ξέρουμε από Πρόταση 5.4.4 ότι το Vλ,K έχει μοναδικό maximal KΓ−πρότυπο έστω V max

λ,K και άρα

από Πρόταση 2.7.5 ii)b, a) υπάρχει μοναδικό (ως προς ισομορφισμό) irreducible KΓ−πρότυπο έστω
V min

του V ◦λ,K με V
min ' (Vλ,K/V

max

λ,K )◦ (Ισομορφισμός KΓ−προτύπων (⇐⇒ SK(n, r)−προτύπων))
και συνεπώς από Πόρισμα 3.5.2 έχουμε:

V min ' Vλ,K/V
max

λ,K (Ισομορφισμός KΓ−προτύπων (⇐⇒ SK(n, r)−προτύπων))

Τώρα, επειδή V ◦λ,K ' Dλ,K (Ισομορφισμός KΓ−προτύπων), έπεται εύκολα ότι το Dλ,K έχει μοναδικό

(ως προς ισομορφισμό) irreducible KΓ−πρότυπο έστω Dmin

λ,K με D
min

λ,K ' Vλ,K/V
max

λ,K .

Επιπλέον από Πρόταση 5.4.5 έχουμε Vλ,K/V
max

λ,K ' Fλ,K . Εμείς θα δείξουμε (ακόμα ισχυρότερα)
ότι το Dλ,K έχει μοναδικό irreducible KΓ−πρότυπο ως προς ισότητα. Πράγματι, έστω D ένα τυχόν
irreducible KΓ−πρότυπο του Dλ,K , τότε:

Από αυτά που υπόθηκαν πάνω, πρέπει D ' D
min

λ,K ' Fλ,K . ΄Εστω f : D −→ Fλ,K ο ισομορφισμός
KΓ−προτύπων (⇐⇒ SK(n, r)−προτύπων) και κατ΄ συνέπεια K−προτύπων τότε,

f(Dλ) = f(ξλD) = ξλf(D) = ξλFλ,K = F λλ,K .

Οπότε η f |
Dλ

: Dλ −→ F λλ,K είναι ισομορφισμός K−προτύπων και έτσι,

dimKD
λ = dimKF

λ
λ,K

Θεώρημα 3.5.1 i)
============ 1

Επιπλέον,

Dλ Ορισμός 3.2.2
========== D ∩Dλ

λ,K
Πόρισμα 4.6.1

========== D ∩K(Tl : Tl)

Τελικά το Dλ
είναι Κ-υποπρότυπο του K(Tl : Tl) με dimKD

λ = dimKK(Tl : Tl) = 1, άρα Dλ =
K(Tl : Tl). Συνεπώς το τυχόν irreducible KΓ−υποπρότυπο έστω D του Dλ,K , περιέχει το στοιχείο

(Tl : Tl) που είναι μη μηδενικό (αφού Tl = standard και άρα αποτελεί βασικό στοιχείο του Dλ,K , βλέπε

Θεώρημα 4.5.2), άρα

0 6= KΓ(Tl : Tl) = SK(n, r)(Tl : Tl) ≤ D = irreducible

και αναγκαστικά D = KΓ(Tl : Tl) = SK(n, r)(Tl : Tl). ΄Ετσι έπεται η μοναδικότητα.
�

Σχόλιο. Μία πιο αναλυτική-οικονομική περιγραφή του D
min

λ,K μέσω της SK(n, r) δίνεται από τη παρα-

κάτω παρατήρηση. Η αναφορά στο πρότυπο D
min

λ,K και γενικά στη περιγραφή του, θα μας φανεί ιδιαίτερα

γόνιμη στη παράγραφο 6.4.

Παρατήρηση 5.4.2. D
min

λ,K = spanK{ξi,l◦(Tl : Tl) | i ∈ I(n, r)} και ξi,l◦(Tl : Tl) =
∑

h∈[i]R(T )

(Tl : Th).
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Απόδειξη.

Για συντομία θέτουμε S = SK(n, r) και από Πρόταση 5.4.6 έχουμε D
min

λ,K = S(Tl : Tl), οπότε,

spanK{ξi,l ◦ (Tl : Tl) | i ∈ I(n, r)} ⊆ Dmin

λ,K : ΄Αμεσα αφού D
min

λ,K = S(Tl : Tl).

D
min

λ,K ⊆ spanK{ξi,l ◦ (Tl : Tl) | i ∈ I(n, r)}: ΄Εστω x ∈ Dmin

λ,K = S(Tl : Tl), τότε (από Πρόταση
2.3.1) υπάρχουν {ki,j}(i,j)∈T ⊆ K ώστε

x = (
∑

(i,j)∈T

ki,jξi,j) ◦ (Tl : Tl) =
∑

(i,j)∈T

ki,j(ξi,j ◦ (Tl : Tl)). (∗)

΄Ομως για κάθε (i, j) ∈ T (από Παρατήρηση 4.3.2) έχουμε,

ξi,j ◦ (Tl : Tl) =
∑

h∈I(n,r)

ξi,j(ch,l)(Tl : Th).

Από το παραπάνω, αν j � l, πρέπει ξi,j ◦ (Tl : Tl) = 0. Ενώ αν j ∼ l, τότε υπάρχει πj ∈ G(r), ώστε

lπj = j και έτσι ξi,j = ξi,lπj
(iπ−1

j ,l)∼(i,lπj)
=========== ξiπ−1

j ,l. Συνεπώς,

x
(∗)

===
∑

(i,j)∈T , j∼l

ki,j(ξiπ−1
j ,l ◦ (Tl : Tl)) ∈ spanK{ξi,l ◦ (Tl : Tl) | i ∈ I(n, r)}

ξi,l ◦ (Tl : Tl) =
∑

h∈[i]R(T )

(Tl : Th): Καταρχάς, ξi,l ◦ (Tl : Tl) =
∑

h∈I(n,r)
ξi,l(ch,l)(Tl : Th), όμως

από Λήμμα 4.4.1 i) έχουμε (i, l) ∼ (h, l) ⇐⇒ ∃π ∈ R(T ) ώστε iπ = h ⇐⇒ h ∈ [i]R(T ). ΄Αρα,
ξi,l ◦ (Tl : Tl) =

∑
h∈[i]R(T )

(Tl : Th).

�

Σχόλιο. Με βάση τη Πρόταση 5.4.6 μπορούμε να δώσουμε μία εναλλακτική απόδειξη για το γεγο-

νός ότι τα formal characters {Φλ,0}λ∈Λ+(n,r) είναι ακριβώς τα Schur functions {Sλ}λ∈Λ+(n,r). Επίσης

μπορούμε να δώσουμε και εναλλακτικές αποδείξεις του Θεωρήματος 4.6.1 και Πρόταση 5.1.1 iii).

Πόρισμα 5.4.1. (Εναλλακτικές αποδείξεις κάποιων παλιών αποτελεσμάτων). ΄Εστω chK = 0 τότε,

i) ΦFλ,K := Φλ,0 = ΦDλ,K (= Sλ).

ii) Dλ,K ' Vλ,K ' Fλ,0 = irreducible πρότυπο της MK(n, r) (⇐⇒ της SK(n, r)). (΄Οπου οι

Ισομορφισμοί είναι KΓ−προτύπων (⇐⇒ SK(n, r)−προτύπων).

Απόδειξη.
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i) Καταρχάς, είναι σαφές ότι οι Προτάσεις 5.4.4, 5.4.5, 5.4.6, όπως επίσης και το Θεώρημα βάσης για
το Vλ,K (που χρησιμοποιείται για την απόδειξη αυτών) δεν χρησιμοποιούν πουθενά το γεγονός
ότι Φλ,0 = Sλ (που ξέρουμε με βάση την απόδειξη του Κεφαλαίου 3.6-3.7), άρα δικαιούμαστε να
τις χρησιμοποιήσουμε για αυτήν την εναλλακτική απόδειξη που θέλουμε να δώσουμε.

Εφόσον chK = 0 τότε η Κ-άλγεβρα SK(n, r) είναι ημιαπλή (βλέπε Θεώρημα 2.6.2), άρα από Θε-
ώρημα Wedderburn το Dλ,K είναι ημιαπλό SK(n, r)−πρότυπο (⇐⇒ KΓ−πρότυπο), άρα υπάρχει
σύνολο I ώστε,

Dλ,K =
⊕
i∈I

Di, Di = απλά SK(n, r)−πρότυπα (⇐⇒ KΓ-πρότυπα) (ευθύ εσωτερικό άθροισμα).

Επειδή dimKDλ,K <∞ τότε τοDλ,K είναι πεπερασμένα παραγόμενοK−πρότυπο και άρα (άμεσα)
πεπερασμένα παραγόμενο SK(n, r)−πρότυπο, οπότε μπορούμε να υποθέσουμε ότι |I| <∞. Από
το τελευταίο και τη Πρόταση 5.4.6 πρέπει να υπάρχει n ∈ N ώστε:

Dλ,K '
n⊕
i=1

Fλ,0, Ισομορφισμός SK(n, r)−προτύπων (⇐⇒ KΓ-προτύπων). (∗)

Συνεπώς ΦDλ,K
Πρόταση 3.4.1

========== nΦFλ,0 . Οπότε,∑
a∈Λ(n,r)

dimKD
a
λ,Kx

a1
1 · ... · x

an
n = ΦDλ,K = nΦFλ,0 =

∑
a∈Λ(n,r)

ndimKF
a
λ,0x

a1
1 · ... · x

an
n .

Συνεπώς, 1
Πόρισμα 4.6.1

========== dimKD
λ
λ,K = ndimKF

λ
λ,0

Θεώρημα 3.5.1 i)
============= n. ΄Αρα από (∗) πρέπει

Dλ,K ' Fλ,0 και κατά συνέπεια ΦFλ,0 := Φλ,0 = ΦDλ,K .

ii) Είδαμε στην απόδειξη του i) ότιDλ,K ' Fλ,0 (ΙσομορφισμόςKΓ−προτύπων), άραDλ,K =irreducible
πρότυπο. Συνεπώς από Πρόταση 2.7.5 πρέπει το D◦λ,K να είναι irreducible KΓ−πρότυπο, όμως
D◦λ,K ' Vλ,K , άρα το Vλ,K είναι irreducible KΓ−πρότυπο και έτσι από Πόρισμα 3.5.2 έχουμε,

Vλ,K ' V ◦λ,K ' Dλ,K ' Fλ,0 (Ισομορφισμοί KΓ−προτύπων (⇐⇒ SK(n, r)−προτύπων).

�

Σχόλιο. Με βάση το παραπάνω πόρισμα έχουμε ότι

Φλ,0
Πρόταση 4.6.1

==========
∑

a∈Λ(n,r)

|{i ∈ I(n, r) | i ∈ a, Ti = standard}|xa1
1 · ... · x

an
n .

Η παραπάνω περιγραφή του Φλ,0 είναι αρκετά αναλυτική, παρόλα αυτά μία τελευταία πινελιά θα ήταν

να είχαμε ένα κλειστό τύπο για τον πληθάριθμο |{i ∈ I(n, r) | i ∈ a, Ti = standard}|. Ο τύπος

που αναζητάμε είναι γνωστός ως hook formula (βλέπε [22, σελ. 2, Theorem 1]). Τέλος, είναι αρκετά

ενδιαφέρων το γεγονός ότι ξεκινήσαμε από την μελέτη ενός καθαρά αλγεβρικού προβλήματος που ήταν

η μελέτη των irreducible KΓ−προτύπων της MK(n, r) και καταλήξαμε σε ένα καθαρά συνδυαστικό

πρόβλημα που είναι η hook formula (εννοείται στην περίπτωση όπου chK = 0).
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5.5 Contravariant forms στο Vλ,K.

Παρακάτω, Κ άπειρο σώμα, Γ = GLn(K), λ ∈ Λ+(n, r) και T : [λ] −→ r basic λ−tableaux.

Στη παράγραφο αυτή, στόχος μας είναι η μελέτη των contravariant forms του Vλ,K . Συγκεκριμένα,

θα ταξινομήσουμε-προσδιορίσουμε όλα τα contravariant forms ως προς ένα συγκεκριμένο. Τέλος θα

δώσουμε μία εναλλακτική περιγραφή του προτύπου V
max

λ,K .

Σχόλιο. Για την μελέτη των contravariant forms στο Vλ,K θα μελετήσουμε ένα ευρύτερο υποπρότυπο,

συγκεκριμένα το E⊗r{C(T )}.

Παρατήρηση 5.5.1. ΄Εστω E⊗r{C(T )} := {x{C(T )} | x ∈ E⊗r}, τότε,

i) Το E⊗r{C(T )} είναι SK(n, r)−υποπρότυπο(⇐⇒ KΓ−υποπρότυπο) του E⊗r.

ii) Vλ,K ≤ E⊗r{C(T )}

iii) 〈x{C(T )}, y〉 = 〈x, y{C(T )}〉, για κάθε x, y ∈ E⊗r.

Απόδειξη.

i) ΄Αμεσο αφού το E⊗r είναι (SK(n, r),KG(r))−διπρότυπο (βλέπε Παρατήρηση 2.6.3 ii)).

ii) Ξέρουμε από Θεώρημα 5.3.1 ότι Vλ,K = <fl>= SK(n, r)fl, όπου fl = el{C(T )} ∈ E⊗r{C(T )}.
Συνεπώς, από i) έπεται ότι Vλ,K ≤ E⊗r{C(T )}

iii) ΄Εστω x, y ∈ E⊗r, τότε από Υπενθύμιση 5.2.1 έχουμε,

〈x{C(T )}, y〉 = 〈
∑

π∈C(T )

s(π)xπ, y〉 =
∑

π∈C(T )

s(π)〈xπ, y〉 =
∑

π∈C(T )

s(π)〈x, yπ−1〉 =

〈x,
∑

π∈C(T )

s(π)yπ−1〉 = 〈x,
∑

π∈C(T )

s(π−1)yπ−1〉 = 〈x, y{C(T )}〉.

�

Πρόταση 5.5.1. ΄Εστω η απεικόνιση 〈〈 , 〉〉 : E⊗r{C(T )} × E⊗r{C(T )} −→ K, με τύπο:

〈〈x{C(T )}, y{C(T )}〉〉 := 〈x, y{C(T )}〉 = 〈x{C(T )}, y〉.

Η 〈〈 , 〉〉 είναι καλά ορισμένη symmetric contravariant form .

Απόδειξη.

Η 〈〈 , 〉〉 είναι καλά ορισμένη: ΄Εστω x1{C(T )} = x2{C(T )} και y1{C(T )} = y2{C(T )}, τότε
από Παρατήρηση 5.5.1 iii) έχουμε,

〈〈x1{C(T )}, y1{C(T )}〉〉 = 〈x1, y1{C(T )}〉 = 〈x1, y2{C(T )}〉 =

〈x1{C(T )}, y2〉 = 〈x2{C(T )}, y2〉 = 〈〈x2{C(T )}, y2{C(T )}〉〉.
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Η 〈〈 , 〉〉 είναι contravariant form : ΄Εστω x, y ∈ E⊗r και ξ ∈ SK(n, r). Εφόσον E⊗r είναι
(SK(n, r),KG(r))−διπρότυπο και 〈 , 〉 είναι contravariant form έχουμε,

〈〈ξ · (x{C(T )}), y{C(T )}〉〉 = 〈〈(ξ · x){C(T )}, y{C(T )}〉〉 = 〈ξ · x, y{C(T )}〉 = 〈x, J(ξ) · (y{C(T )})〉 =

〈x, (J(ξ) · y){C(T )}〉 = 〈〈x{C(T )}, (J(ξ) · y){C(T )}〉〉 = 〈〈x{C(T )}, J(ξ) · (y{C(T )})〉〉.

Η 〈〈 , 〉〉 είναι symmetric : ΄Εστω x, y ∈ E⊗r, επειδή η απεικόνιση 〈 , 〉 : E⊗r×E⊗r −→ K είναι
symmetric, έπεται ότι,

〈〈x{C(T )}, y{C(T )}〉〉 = 〈x, y{C(T )}〉 = 〈y{C(T )}, x〉 = 〈y, x{C(T )}〉 = 〈〈y{C(T )}, x{C(T )}〉〉.

�

Παρατήρηση 5.5.2. (Σύνδεση των contravariant forms 〈〈 , 〉〉 και 〈 , 〉).

〈x, y〉 = |C(T )|〈〈x, y〉〉, για κάθε x, y ∈ E⊗r{C(T )}.

Ιδιαιτέρως, αν chK = 0 ή chK = p - |C(T )|, τότε 〈〈x, y〉〉 = 1
|C(T )|〈x, y〉.

Απόδειξη.

΄Εστω x = x1{C(T )}, y = y1{C(T )} ∈ E⊗r{C(T )}, τότε,

〈x, y〉 = 〈x1{C(T )}, y1{C(T )}〉 = 〈x1, y1{C(T )}2〉. (∗)

Θα δείξουμε ότι {C(T )}2 = |C(T )|{C(T )}. Πράγματι,

{C(T )}2 = {C(T )} · {C(T )} = (
∑

π∈C(T )

s(π)π) · (
∑

σ∈C(T )

s(σ)σ) =
∑

π∈C(T )

∑
σ∈C(T )

s(π)s(σ)πσ =

∑
π∈C(T )

(
∑

σ∈C(T )

s(πσ)πσ)
π∈C(T )≤G(r)

==========
∑

π∈C(T )

(
∑

τ∈C(T )

s(τ)τ) =
∑

π∈C(T )

{C(T )} = |C(T )|{C(T )}.

Από (∗) έχουμε 〈x, y〉 = |C(T )|〈x1, y1{C(T )}〉 = |C(T )|〈〈x, y〉〉.
�

Πόρισμα 5.5.1. Εφόσον Vλ,K ≤ E⊗r{C(T )}, έχουμε τα εξής:

i) Η απεικόνιση 〈〈 , 〉〉|Vλ,K×Vλ,K είναι symmetric contravariant form στο Vλ,K .

ii) 〈〈fl, fl〉〉 = 1. Ιδιαιτέρως η απεικόνιση 〈〈 , 〉〉|Vλ,K×Vλ,K είναι μη-μηδενική.

Για την αποφυγή μακροσκελών συμβολισμών, αντί να γράφουμε 〈〈 , 〉〉|Vλ,K×Vλ,K , θα λέμε απλά,

θεωρούμε το contravariant form 〈〈 , 〉〉 στο Vλ,K ή θα γράφουμε 〈〈 , 〉〉|Vλ,K .
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Απόδειξη. Το i) είναι άμεσο από Πρόταση 5.5.1. ΄Οσο για το ii) έχουμε,

〈〈fl, fl〉〉 = 〈〈el{C(T )}, el{C(T )}〉〉 = 〈el, el{C(T )}〉 =
∑

π∈C(T )

s(π)〈el, elπ〉.

Ας παρατηρήσουμε ότι, l = lπ ⇐⇒ π = 1, για κάθε π ∈ C(T ). Αυτό γιατί Tl = standard και (από
Λήμμα 4.4.2) β(l) < β(lπ), για κάθε 1 6= π ∈ C(T ). Συνεπώς, 〈〈fl, fl〉〉 = 〈el, el〉 = 1.

�

Θεώρημα 5.5.1. ΄Εστω ( , ) ένα contravariant form στο Vλ,K και θέτουμε c = (fl, fl) ∈ K. Τότε,

( , ) = c〈〈 , 〉〉.

Οπότε κάθε contravariant form ( , ) στο Vλ,K , διαφέρει κατά μία σταθερά c ∈ K από την contravariant
form 〈〈 , 〉〉 στο Vλ,K .

Απόδειξη.

Ισχυρισμός. Για κάθε x, y ∈ Vλ,K , υπάρχει kx,y ∈ K, ανεξάρτητο της ( , ), ώστε (x, y) = kx,y(fl, fl).
(΄Οταν λέμε ανεξάρτητο, εννοούμε ότι και για κάθε άλλη contravariant form έστω ( , )′, ισχύει πάλι

(x, y)′ = kx,y(fl, fl)
′
).

Πράγματι, έστω x, y ∈ Vλ,K = <f> και μία τυχόν contravariant form στο Vλ,K , έστω ( , ), τότε
υπάρχουν ξx, ξy ∈ SK(n, r), ώστε x = ξxfl, y = ξyfl. Οπότε,

(x, y) = (fl, J(ξx)ξyfl) = (fl, (J(ξx)ξy)fl)

Θέτουμε vx,y = J(ξx)ξyfl ∈ Vλ,K και έχουμε (x, y) = (fl, vx,y). Επιπλέον, Vλ,K =
⊕

a∈Λ(n,r)

V a
λ,K ,

άρα υπάρχουν vax,y ∈ V a
λ,K , ώστε vx,y =

∑
a∈Λ(n,r)

vax,y. Επίσης, fl ∈ V λ
λ,K (Πρόταση 5.4.3) και άρα

ξλfl = fl. Οπότε,

(x, y) = (fl, vx,y) =
∑

a∈Λ(n,r)

(fl, v
a
x,y) =

∑
a∈Λ(n,r)

(ξλfl, v
a
x,y) =

∑
a∈Λ(n,r)

(fl, J(ξλ)vax,y)
J(ξλ)=ξλ

=======
∑

a∈Λ(n,r)

(fl, ξλv
a
x,y)

Πόρισμα 3.2.1

========== (fl, v
λ
x,y).

Τώρα, επειδή vλx,y ∈ V λ
λ,K = Kfl, πρέπει να υπάρχει kx,y ∈ K, ώστε vλx,y = kx,yfl. Συνεπώς,

(x, y) = (fl, v
λ
x,y) = (fl, kx,yfl) = kx,y(fl, fl).

Είναι σαφές από την κατασκευή ότι το kx,y είναι ανεξάρτητο της ( , ). Ο ισχυρισμός αποδείχθηκε.
΄Εστω ( , ), μία contravariant form στο Vλ,K , τότε από τον ισχυρισμό έχουμε ότι, (x, y) = kx,y(fl, fl)

και 〈〈x, y〉〉 = kx,y〈〈fl, fl〉〉 = kx,y. Από τα τελευταία έπεται ότι, (x, y) = (fl, fl)〈〈x, y〉〉, για κάθε
x, y ∈ Vλ,K και άρα έχουμε το ζητούμενο.

�
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Πόρισμα 5.5.2. Κάθε contravariant form ( , ) στο Vλ,K είναι symmetric.

Θεώρημα 5.5.2. ([13, σελ. 362 Theorem 3B ]). Το radical (ριζικό) του 〈〈 , 〉〉|Vλ,K , είναι ακριβώς

το V
max

λ,K , δηλαδή,

V
max

λ,K = {v ∈ Vλ,K | 〈〈v, Vλ,K〉〉 = 0}.

Απόδειξη.

Θέτουμε M = {v ∈ Vλ,K | 〈〈v, Vλ,K〉〉 = 0}. Το M είναι SK(n, r)−υποπρότυπο του Vλ,K άμεσα
από το γεγονός ότι η 〈〈 , 〉〉 είναι contravariant form (η απόδειξη είναι παρόμοια με αυτή του που είχαμε
για το Vλ,K ότι είναι SK(n, r)−υποπρότυπο του E⊗r, βλέπε απόδειξη Παρατήρησης 5.1.1 ii)). Τώρα
έχουμε τα εξής:

M ≤ V max

λ,K : Καταρχάς,M ( Vλ,K αφού 〈〈fl, fl〉〉 = 1. Επιπλέον, τοM είναι SK(n, r)−υποπρότυπο
του Vλ,K , οπότε M � Vλ,K . ΄Αρα από Πρόταση 5.4.4 έχουμε M ≤

∑
N�Vλ,K

N = V
max

λ,K .

V
max

λ,K ≤ M : ΄Εστω x ∈ V
max

λ,K και θέλουμε να δείξουμε ότι x ∈ M , για το λόγο αυτό έστω
y ∈ Vλ,K = <fl>, τότε υπάρχει ξy ∈ SK(n, r), ώστε y = ξyfl. Οπότε,

〈〈x, y〉〉 = 〈〈x, ξyfl〉〉 = 〈〈J(ξy)x, fl〉〉.

΄Ομως, J(ξy)x ∈ V
max

λ,K ⊆
∑
a6=λ

V a
λ,K (βλέπε Πρόταση 5.4.4 ή Παρατήρηση 5.4.1), δηλαδή υπάρχουν

xa ∈ V a
λ,K ώστε J(ξy)x =

∑
a6=λ

xa και έτσι,

〈〈x, y〉〉 =
∑
a6=λ
〈〈xa, fl〉〉

fl∈V λλ,K
=======

∑
a6=λ
〈〈xa, ξλfl〉〉 =

∑
a6=λ
〈〈J(ξλ)xa, fl〉〉 =

∑
a6=λ
〈〈ξλxa, fl〉〉

Πόρισμα 3.2.1

========== 0.

Το y ∈ Vλ,K ήταν τυχόν, άρα 〈〈x, Vλ,K〉〉 = 0 ⇐⇒ x ∈M .
�

Σχόλιο. Κλείνουμε την παράγραφο αυτή με την μελέτη του contravariant form 〈〈 , 〉〉|Vλ,K και του

V
max

λ,K στην περίπτωση όπου λ = (r, 0, ..., 0).

Παράδειγμα 5.5.1. ΄Εστω λ = (λ, 0, ..., 0), τότε Vλ,K = Vr,K (βλέπε Παράδειγμα 5.2.1) και ισχύουν

τα παρακάτω:

i) E⊗r{C(T )} = E⊗r και 〈〈 , 〉〉 = 〈 , 〉. Ιδιαιτέρως 〈〈 , 〉〉|Vr,K = 〈 , 〉|Vr,K .
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ii) ΄Εστω {va =
∑
i∈a

ei | a ∈ Λ(n, r)} η Κ-βάση του Vr,K , επίσης για κάθε a ∈ Λ(n, r) ορίζουμε

(r, a) = r!
a1!·...·an! . Τότε (r, a) ∈ N και ισχύει:

〈va, vb〉 =

{
(r, a) · 1K a = b

0 a 6= b
, για κάθε a, b ∈ Λ(n, r).

iii) ΄Εστω chK = p > 0, τότε θα γράφουμε Vλ,K = Vr,p, V
max

λ,K = V
max

r,p και ισχύουν τα παρακάτω:

a) va ∈ V
max

r,p ⇐⇒ p | (r, a). Ιδιαιτέρως, V
max

r,p = {v ∈ Vr,p | 〈v, Vr,p〉 = 0} και το σύνολο

{va | p | (r, a)} αποτελεί Κ-βάση του V
max

r,p .

b) Το irreducible πρότυπο Vr,p/V
max

r,p έχει Κ-βάση το {va + V
max

r,p | a ∈ Λ(n, r), p - (r, a)}.

Ιδιαιτέρως (Vr,p/V
max

r,p )a = K(va + V
max

r,p ) και dimK(Vr,p/V
max

r,p )a =

{
1 p - (r, a)

0 p | (r, a).
, για

κάθε a ∈ Λ(n, r).

c) ΦVr,p/V
max
r,p

= ΦFr,p =
∑

a: p-(r,a)

xa1
1 · ... · xann και ΦVmaxr,p

=
∑

a: p|(r,a)

xa1
1 · ... · xann .

iv) Αν chK = 0, τότε θα γράφουμε Vλ,K = Vr,0, V
max

λ,K = V
max

r,o και ισχύει Vr,0 =irreducible με

V
max

r,o = 0

Απόδειξη.

i) Εφόσον λ = (r, 0, ..., 0), τότε T λ = (x(1, 1), ..., x(1, r)) =γραμμή και άρα C(T ) = 1. Από το
τελευταίο, έπεται άμεσα το ζητούμενο.

ii) Καταρχάς, ξέρουμε από Παράδειγμα 5.2.1 ότι το σύνολο {va =
∑
i∈a

ei | a ∈ Λ(n, r)} είναι όντως

Κ-βάση του Vr,K . Στη συνέχεια, έστω a, b ∈ Λ(n, r), τότε,

〈va, vb〉 = 〈
∑
i∈a

ei,
∑
j∈b

ej〉 =
∑
i∈a

∑
j∈b
〈ei, ej〉.

Αν a 6= b, τότε i 6= j, για κάθε i ∈ a, j ∈ b. Επομένως 〈va, vb〉 = 0, για a 6= b. Από την
άλλη, αν a = b, σταθεροποιούμε το h ∈ I(n, r), με h = (h1, ..., hr) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸

a1

, ..., n, ..., n︸ ︷︷ ︸
an

). ΄Αμεσα

βλέπουμε ότι h ∈ a και έτσι έχουμε,

〈va, vb〉 =
∑

i∈[h]G(r)

∑
j∈[h]G(r)

〈ei, ej〉 =
∑

i∈[h]G(r)

〈ei, ei〉 =
∑

i∈[h]G(r)

1K =

|[h]| · 1K = [G(r) : StabG(r)(h)] · 1K =
r!

a1! · ... · an!
· 1K = (r, a) · 1K
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Μένει να αιτιολογήσουμε την σχέση |StabG(r)(h)| = a1! · ... · an!. Πράγματι,

StabG(r)(h) = {σ ∈ G(r) | hσ = h} = {σ ∈ G(r) | (hσ(1), ..., hσ(r)) = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
a1

, ..., n, ..., n︸ ︷︷ ︸
an

)}.

Με βάση το τελευταίο, αν σ ∈ StabG(r)(h) τότε έχουμε,

Πιθανές τιμές του σ(1): {1, ..., a1} (a1 το πλήθος).

Πιθανές τιμές του σ(2): {1, ..., a1} \ {σ(1)} (a1 − 1 το πλήθος).

.

.

.

Πιθανές τιμές του σ(a1): {1, ..., a1} \ {σ(1), ..., σ(a1 − 1)} (1 το πλήθος).
΄Αρα για τα σ(1), ..., σ(a1) έχουμε a1! επιλογές (σημείωση, αν a1 = 0, τότε a1! = 1). Συνεχίζουμε,

Πιθανές τιμές του σ(a1 + 1): {a1 + 1, ..., a1 + a2} (a2 το πλήθος).

Πιθανές τιμές του σ(a1 + 2): {a1 + 1, ..., a1 + a2} \ {σ(a1 + 1)} (a2 − 1 το πλήθος).

.

.

.

Πιθανές τιμές του σ(a1 + a2): {a1 + 1, ..., a1 + a2} \ {σ(a1 + 1), ..., σ(a1 + (a2 − 1))} (1 το
πλήθος).

΄Αρα για τα σ(a1 + 1), ..., σ(a1 + a2) έχουμε a2! επιλογές (σημείωση, αν a2 = 0, τότε a2! = 1).

Συνεχίζοντας έτσι, τελικά έχουμε a1! · ... · an! επιλογές για την σ.

iii) a) Επειδή το {va}a∈Λ(n,r) είναι Κ-βάση του Vr,p, μπορούμε να γράψουμε,

V
max

r,p
Θεώρημα 5.5.2

========== {v ∈ Vr,p | 〈〈v, Vr,p〉〉 = 0} i)= {v ∈ Vr,p | 〈v, Vr,p〉 = 0} =

{v ∈ Vr,p | 〈v, va〉 = 0, για κάθε a ∈ Λ(n, r)}

΄Εστω λοιπόν b ∈ Λ(n, r), τότε,

vb ∈ V
max

r,p ⇐⇒ 〈vb, va〉 = 0, για κάθε a ∈ Λ(n, r)
ii)⇐⇒

〈vb, vb〉 = 0 ⇐⇒ (r, b) · 1K = 0
chK=p⇐⇒ p | (r, b).

Μένει να δείξουμε ότι το σύνολο {va | p | (r, a)} αποτελεί Κ-βάση του V max

r,p . Από ii) (ή

Παράδειγμα 5.2.1) αρκεί να δείξουμε ότι V
max

r,p = spanK{va | p | (r, a)}. Ο εγκλεισμός ” ⊇ ”

είναι σαφές από αυτά που δείξαμε πριν. ΄Οσο για τον εγκλεισμός ” ⊆ ”, έστω x ∈ V max

r,p ,

τότε υπάρχουν {ka}a∈Λ(n,r) ⊆ K, ώστε x =
∑

a∈Λ(n,r)

kava. Αν δείξουμε ότι kb = 0, για κάθε

b ∈ Λ(n, r) με p - (r, b), τότε x =
∑

p|(r,a)

kava και τελειώσαμε. Πράγματι, έστω b ∈ Λ(n, r)

με p - (r, b), τότε,

0
x∈Vmaxr,p

======= 〈x, vb〉 =
∑

a∈Λ(n,r)

ka〈va, vb〉 = kb〈vb, vb〉 = kb(r, b) · 1K ,

συνεπώς, kb(r, b) · 1K = 0, όμως p - (r, b) και chK = p, άρα πρέπει kb = 0.
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b) Θέτουμε B = {a ∈ Λ(n, r) | p - (r, a)} και από ii) έχουμε ότι,

Vr,p/V
max

r,p = spanK{va + V
max

r,p | a ∈ Λ(n, r)} iii)a)
===== spanK{va + V

max

r,p | a ∈ Λ(n, r), p - (r, a)}.

Μένει να δείξουμε ότι το σύνολο {va + V
max

r,p }a∈B είναι Κ-γραμμικά ανεξάρτητο. Πράγματι,
έστω {ka}a∈B ⊆ K, με

∑
a∈B

ka(va + V
max

r,p ) = 0 ⇐⇒
∑
a∈B

kava ∈ V
max

r,p . Τότε από iii)a)

έχουμε,

〈
∑
a∈B

kava, vb〉 = 0, ∀b ∈ B ⇐⇒
∑
a∈B

ka〈va, vb〉 = 0, ∀b ∈ B ii)⇐⇒ kb(r, b) · 1k = 0, ∀b ∈ B

΄Αρα kb(r, b) · 1k = 0, για κάθε b ∈ Λ(n, r) με p - (r, b), όμως chK = p και έτσι πρέπει
kb = 0, για κάθε b ∈ B. Μένει να αποδειχθεί το ιδιαιτέρως. Πράγματι,

K(va + V
max

r,p ) ⊆ (Vr,p/V
max

r,p )a: Αρκεί να δείξουμε ότι va + V
max

r,p ∈ (Vr,p/V
max

r,p )a.
Πράγματι,

ξa(va + V
max

r,p ) = ξava + V
max

r,p
Παράδειγμα 5.2.1 iii)

============== va + V
max

r,p .

΄Αρα va +V
max

r,p = ξa(va +V
max

r,p ) ∈ (Vr,p/V
max

r,p )a. Συνεπώς, K(va +V
max

r,p ) ⊆ (Vr,p/V
max

r,p )a.

(Vr,p/V
max

r,p )a ⊆ K(va+V
max

r,p ): ΄Εστω x ∈ (Vr,p/V
max

r,p )a, τότε x =
∑

b: p-(r,b)
kb(vb+V

max

r,p ),

για κάποια ka ∈ K και ξax = x, οπότε,

x = ξax =
∑

b: p-(r,b)

kb(ξavb + V
max

r,p )
Παράδειγμα 5.2.1 iii)

============== ka(va + V
max

r,p ) ∈ K(va + V
max

r,p ).

Συνεπώς (Vr,p/V
max

r,p )a ⊆ K(va + V
max

r,p )

c) Καταρχάς ΦVr,p/V
max
r,p

= ΦFr,p , άμεσα από Πρόταση 5.4.5. Επιπλέον,

ΦVr,p/V
max
r,p

=
∑

a∈Λ(n,r)

dimK(Vr,p/V
max

r,p )axa1
1 · ... · x

an
n

b)
===

∑
a: p-(r,a)

xa1
1 · ... · x

an
n

και

ΦVmaxr,p

Πρόταση 3.4.1 ii)b)
============= ΦVr,p − ΦVr,p/V

max
r,p

Παράδειγμα 5.2.1 iii)
==============∑

a∈Λ(n,r)

xa1
1 · ... · x

an
n −

∑
a: p-(r,a)

=
∑

a: p|(r,a)

xa1
1 · ... · x

an
n .

iv) ΄Αμεσο από Πρόταση 5.1.1 iii).

�
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5.6 Z-forms στο Vλ,K.

Παρακάτω, Κ άπειρο σώμα, Γ = ΓK = GLn(K), λ ∈ Λ+(n, r) και T = T λ : [λ] −→ r basic
λ−tableaux.

Ως τελευταία παράγραφο του κεφαλαίου 5, θέτουμε σαν στόχο μας την μελέτη των Z−forms του

Vλ,K . Για την ακρίβεια, θα δώσουμε δύο συγκεκριμένα παραδείγματα από Z−forms του Vλ,K και στη

συνέχεια θα αποδείξουμε ότι κάθε άλλο Z−form βρίσκεται ανάμεσα σε αυτά.

Ορισμός 5.6.1. i) (Υπενθύμιση).

a) Vλ,Q = {x ∈ E⊗rQ | 〈x,NQ〉 = 0}, όπου NQ = kerϕQ.

b) E⊗rZ = spanZ{ei,Q | i ∈ I(n, r)}. Μάλιστα το E⊗rZ είναι Z−form του E⊗rQ (βλέπε Παράδειγμα

2.6.1).

ii) Vλ,Z := E⊗rZ ∩ Vλ,Q.

Παράδειγμα 5.6.1. i) Το Vλ,Z έχει Z−βάση το B := {bi,Q | i ∈ I(n, r), Ti = standard}.
Ιδιαιτέρως, Vλ,Z = spanZ{bi,Q | i ∈ I(n, r), Ti = standard} = spanZ{bi,Q | i ∈ I(n, r)}.

ii) Το Vλ,Z είναι Z−form του Vλ,Q.

iii) Vλ,Z = SZ(n, r)fl, δηλαδή το Vλ,Z είναι κυκλικό SZ(n, r)−πρότυπο.

Για συντομία θα γράφουμε bi,Q = bi.

Απόδειξη.

i) Ξέρουμε από Θεώρημα 5.3.1, ότι το σύνολο B αποτελεί Q−βάση του Vλ,Q, άρα (επειδή Z ⊆ Q)
το B είναι Z−γραμμικά ανεξάρτητο. Οπότε μένει να δειχθεί spanZB = Vλ,Z.

spanZB ⊆ Vλ,Z: Αρκεί να δείξουμε B ⊆ Vλ,Z. Πράγματι, αν bi,Q ∈ B, τότε,

bi,Q = ξi,lfl = ξi,l · (
∑

π∈C(T )

s(π)elπ) =
∑

π∈C(T )

s(π)(ξi,lelπ) ∈ E⊗rZ ∩ Vλ,Q = Vλ,Z.

Το τελευταίο ανήκει στο E⊗rZ , γιατί το E
⊗r
Z είναι Z−form.

Vλ,Z ⊆ spanZB: Θέτουμε I∗ = {i ∈ I(n, r) | Ti = standard} και έστω x ∈ Vλ,Z = E⊗rZ ∩ Vλ,Q,
τότε από Θεώρημα 5.3.1 υπάρχουν {qi}i∈I∗ ⊆ Q ώστε x =

∑
i∈I∗

qibi,Q. Αν δείξουμε {qi}i∈I∗ ⊆ Z,

τότε x ∈ spanZB και τελειώσαμε. Καταρχάς παρατηρούμε ότι,∑
i∈I∗

qiΩ(i, j) =
∑
i∈I∗

qi(bi,Q, (Tl : Tj)Q)
Ορισμός 5.1.2

==========
∑
i∈I∗

qi〈bi,Q, ej,Q〉 = 〈x, ej〉, για κάθε j ∈ I∗.
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Επιπλέον, 〈x, ej〉 ∈ Z (αυτό γιατί x ∈ Vλ,Z = E⊗rZ ∩ Vλ,Q, οπότε x =
∑

i∈I(n,r)
niei για κάποια

{ni}i∈I(n,r) ⊆ Z και 〈x, ej〉 =
∑

i∈I(n,r)
ni〈ei, ej〉 =

∑
i∈I(n,r)

niδij ∈ Z). Συνεπώς, από Πρόταση

5.3.2, έχουμε,

∑
i≥j

qiΩ(i, j) =
∑
i∈I∗

qiΩ(i, j) ∈ Z, για κάθε j ∈ I∗. (∗)

Από το τελευταίο και σε συνδυασμό με το γεγονός ότι Ω(i, j) ∈ Z για κάθε i, j ∈ I∗ (βλέπε
Πρόταση 5.3.2), θα δείξουμε το ζητούμενο. Πράγματι, έστω j1 := max I∗, τότε από (∗) πρέπει
Z 3

∑
i≥j

qiΩ(i, j) = qj1 +
∑
i>j1

qiΩ(i, j) = qj1 . Στη συνέχεια, έστω j2 := max(I∗ \ {j1}), τότε

Z 3 qj2 +
∑
i>j2

qiΩ(i, j) = qj2 + qj1Ω(j1, j2), όμως qj1 ,Ω(j1, j2) ∈ Z, άρα qj2 ∈ Z. Συνεχίζοντας

έτσι (π.χ. j3 := max(I∗ \ {j1, j2}), ...,), καταλήγουμε ότι qj ∈ Z, ∀j ∈ I∗.

Μένει να δείξουμε ότι Vλ,Z = spanZ{bi,Q | i ∈ I(n, r)}. Ο εγκλεισμός ” ⊆ ” είναι σαφές. ΄Οσο για
το αντίστροφο, για κάθε i ∈ I(n, r), είδαμε πάνω ότι bi,Q =

∑
π∈C(T )

s(π)(ξi,lelπ) ∈ E⊗rZ ∩ Vλ,Q =

Vλ,Z, δηλαδή έπεται και ο ” ⊇ ”.

ii) Από i), αρκεί να δειχθεί ότι το Vλ,Z είναι κλειστό από την δράση της SZ(n, r), αυτό όμως είναι
άμεσο καθώς Vλ,Z = E⊗rZ ∩Vλ,Q και τα E

⊗r
Z , Vλ,Q είναι κλειστά κάτω από την δράση της SZ(n, r)

(το E⊗rZ ώς Z−form του E⊗rQ και το Vλ,Q ως SQ(n, r)−πρότυπο με SZ(n, r) ⊆ SQ(n, r)).

iii) Vλ,Z ⊆ SZ(n, r)fl: ΄Εστω x ∈ Vλ,Z, τότε (από i)) υπάρχουν {ni}i∈I(n,r) ⊆ Z ώστε,

x =
∑

i∈I(n,r)

nibi,Q =
∑

i∈I(n,r)

niξi,lfl = (
∑

i∈I(n,r)

niξi,l)fl ∈ SZ(n, r)fl.

SZ(n, r)fl ⊆ Vλ,Z: Καταρχάς, fl =
∑

π∈C(T )

s(π)elπ ∈ E⊗rZ και fl ∈ Vλ,Q (από Θεώρημα 5.3.1).

΄Αρα fl ∈ E⊗rZ ∩ Vλ,Q = Vλ,Z και κατ΄ συνέπεια SZ(n, r)fl ⊆ SZ(n, r)Vλ,Z
ii)
= Vλ,Z.

�

Σχόλιο. Πρίν προχωρήσουμε στο επόμενο παράδειγμα βασικού Z−form του Vλ,Q, θα αναφέρουμε (για

λόγους πληρότητας) μια σχεδόν άμεση παρατήρηση που θα χρησιμεύσει στη κατασκευή του.

Παρατήρηση 5.6.1. i) ΄Εστω V,W ∈MQ(n, r) και φ : V −→W ισομορφισμός στην MQ(n, r).
΄Ενα VZ ⊆ V είναι Z−form του V αν και μόνον αν το φ(VZ) είναι Z−form του W .

ii) ΄Εστω V ∈MK(n, r), VZ ένα Z−form του V και 0 6= q ∈ Q, τότε και το qVZ είναι Z−form.

Απόδειξη.
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i) ΄Εστω {vb | b ∈ B} η Q−βάση του V ώστε VZ = spanZ{vb | b ∈ B}. Τότε το {φ(vb) | b ∈ B}
είναι Q−βάση τουW με φ(VZ) = spanZ{φ(vb) | b ∈ B}. Επιπλέον επειδή η φ είναι ομομορφισμός
στην MQ(n, r) (⇐⇒ στην mod(SQ(n, r))) και SZ(n, r) ⊆ SQ(n, r), έχουμε,

SZ(n, r)φ(VZ) = φ(SZ(n, r)VZ)
VZ=Z−form

========== φ(VZ).

΄Οσο για το αντίστροφο, αν το φ(VZ) είναι Z−form, τότε με βάση αυτό που δείξαμε στο ευθύ, θα
πρέπει το φ−1(φ(VZ)) = VZ να είναι Z−form του V .

ii) ΄Εστω {vb | b ∈ B} η Q−βάση του V ώστε VZ = spanZ{vb | b ∈ B}. Τότε το {qvb | b ∈ B} είναι
Q−βάση του V ώστε qVZ = spanZ{qvb | b ∈ B}. Επιπλέον,

SZ(n, r)(qVZ) = q(SZ(n, r)VZ)
VZ=Z−form

========== qVZ.

΄Αρα το qVZ είναι Z−form .

�

Παράδειγμα 5.6.2. i) (Υπενθύμιση) Ορίζεται ισομορφισμός στην MQ(n, r) έστω

ϕ : Vλ,Q −→ Dλ,Q, με ϕ(fl) = |C(T )|(Tl : Tl). (βλέπε Πρόταση 5.4.2).

ii) ΄Εστω Dλ,Z = spanZ{(Tl : Ti) | i ∈ I(n, r)} το γνωστό Z−form του Dλ,Q (Πρόταση 4.7.1). Τότε

το Xλ,Z := ϕ−1(|C(T )|Dλ,Z) είναι Z−form του Vλ,Q.

Απόδειξη.

Το i) το ξέρουμε από Πρόταση 5.4.2 και το ii) έπεται άμεσα από Παρατήρηση 5.6.1.
�

Παρατήρηση 5.6.2. V λ
λ,Z = Xλ

λ,Z = Zfl.
Απόδειξη.

V λ
λ,Z = Zfl: Καταρχάς fl ∈ E⊗rZ ∩Vλ,Q = Vλ,Z και fl

Πρόταση 5.4.3
========== bl = ξl,lfl = ξλfl ∈ V λ

λ,Z. ΄Αρα

Zfl ⊆ V λ
λ,Z. Αντίστροφα, αν x ∈ V λ

λ,Z ⊆ Vλ,Z, τότε ξλx = x και (από Παράδειγμα 5.6.1) x =
∑
i∈I∗

nibi,Q,

όπου ni ∈ Z και I∗ = {i ∈ I(n, r) | Ti = standard}. Συνεπώς,

x = ξλx = ξλ(
∑
i∈I∗

nibi,Q) = (
∑
i∈I∗

niξλbi,Q)
Πρόταση 5.4.1

==========
∑

i∈I∗, i∈λ
nibi,Q

Παρατήρηση 4.6.1
============

nlbl,Q
Πρόταση 5.4.3

========== nlfl ∈ Zfl
Xλ
λ,Z = Zfl: Πράγματι,

Xλ
λ,Z = ξλϕ

−1(|C(T )|Dλ,Z) = ϕ−1(|C(T )|ξλDλ,Z)
Πρόταση 4.7.1

==========

ϕ−1(|C(T )|Z(Tl : Tl)) = Zϕ−1(|C(T )|(Tl : Tl))
Πρόταση 5.4.2

========== Zfl.

�
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Σχόλιο. Η παραπάνω παρατήρηση δεν είναι τυχαία, εν γένη ισχύει κάτι γενικότερο όπως θα δούμε

παρακάτω.

Παρατήρηση 5.6.3. (Γενικά). ΄Εστω L ένα Z−form του Vλ,Q, τότε,

i) (Υπενθύμιση). Lλ = L ∩ V λ
λ,Q και dimZL

λ = dimQV
λ
λ,Q = 1.

ii) Υπάρχει 0 6= y ∈ Q ώστε Lλ = Z(yfl). Ιδιαιτέρως, το y−1L είναι Z−form με (y−1L)λ = Zfl.

Απόδειξη.

i) ΄Αμεσο από Παρατήρηση 3.3.4 i) και Παρατήρηση 3.3.5 ii).

ii) Ξέρουμε από Πρόταση 5.4.3 ότι V λ
λ,Q = Qfl, οπότε dimZL

λ i)
= dimQV

λ
λ,Q = 1. Συνεπώς, υπάρχει

a ∈ Lλ ώστε Lλ = Za. ΄Ομως Lλ = L ∩ V λ
λ,Q, άρα a ∈ V λ

λ,Q = Qfl και έτσι πρέπει να υπάρχει
0 6= y ∈ Q ώστε a = yfl. Ιδιαιτέρως L

λ = Z(yfl). ΄Οσο για το τελευταίο σκέλος, το y
−1L είναι

Z−form άμεσα από Παρατήρηση 5.6.1 και επιπλέον,

(y−1L)λ = ξλ(y−1L) = y−1ξλL = y−1Z(yfl) = Zfl.

�

Σχόλιο. Η παραπάνω παρατήρηση επί της ουσίας μας λέει ότι η διαδικασία απαλοιφής του y από τον

γεννήτορα fl δεν μας χάνει ουσιώδη πληροφορία. Οπότε θα μπορούσε κανείς να μελετήσει τα Z−forms
του Vλ,Q έστω L με την ιδιότητα Lλ = Zfl. Συνεχίζοντας τώρα, παρακάτω θα δούμε πως συνδέονται τα

Z−forms Xλ,Z, Vλ,Z και ως εφαρμογή αυτού (αλλά και όσων είπαμε ως τώρα) θα πάρουμε το κεντρικό

αποτέλεσμα της παραγράφου.

Πρόταση 5.6.1. ΄Εστω 〈〈 , 〉〉 η γνωστή symmetric contravariant form στο Vλ,Q (βλέπε Πόρισμα

5.5.1) τότε,

Xλ,Z = {y ∈ Vλ,Q | 〈〈y, Vλ,Z〉〉 ⊆ Z}.

Λήμμα 5.6.1. ΄Εστω L ένα Z−form του Vλ,Z με Lλ = Zfl. Τότε L ⊆ {y ∈ Vλ,Q | 〈〈y, Vλ,Z〉〉 ⊆ Z}.

Απόδειξη. (Λήμματος).

΄Εστω x ∈ L και v ∈ Vλ,Z. Τότε (επειδή Vλ,Z = SZ(n, r)fl) υπάρχει ξ ∈ SZ(n, r) ώστε v = ξfl,
οπότε 〈〈x, v〉〉 = 〈〈J(ξ)x, fl〉〉. Τώρα, επειδή L είναι Z−form και J(SZ(n, r)) = SZ(n, r), έπεται
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ότι J(ξ)x ∈ L, άρα (επειδή L =
⊕

a∈Λ(n,r)

La (βλέπε Παρατήρηση 3.3.4)) υπάρχουν xa ∈ La, ώστε

J(ξ)x =
∑

a∈Λ(n,r)

xa. Συνεπώς,

〈〈x, v〉〉 = 〈〈J(ξ)x, fl〉〉 =
∑

a∈Λ(n,r)

〈〈xa, fl〉〉
fl∈V λλ,Q, (Πρόταση 5.4.3)

=================
∑

a∈Λ(n,r)

〈〈xa, ξλfl〉〉 =

∑
a∈Λ(n,r)

〈〈J(ξλ)xa, fl〉〉 =
∑

a∈Λ(n,r)

〈〈ξλxa, fl〉〉
Πόρισμα 3.2.1

========== 〈〈xλ, fl〉〉.

Αφού xλ ∈ Lλ = Zfl, τότε υπάρχει nλ ώστε xλ = nλfl και

〈〈x, v〉〉 = 〈〈nλfl, fl〉〉
〈〈fl,fl〉〉=1 (Πόρισμα 5.5.1)

================== nλ ∈ Z.

Το v ∈ Vλ,Z ήταν τυχόν και άρα 〈〈x, Vλ,Z〉〉 ⊆ Z.

�

Απόδειξη. (Πρότασης 5.6.1)

Ο εγκλεισμός ” ⊆ ” είναι άμεσος από το Λήμμα 5.6.1 καθώς Xλ
λ,Z = Zfl (βλέπε Παρατήρηση 5.6.2).

Θέτουμε Yλ,Z = {y ∈ Vλ,Q | 〈〈y, Vλ,Z〉〉 ⊆ Z} και μένει να δειχθεί ότι Yλ,Z ⊆ Xλ,Z. Πράγματι, έστω

z ∈ Yλ,Z, θεωρούμε την γνωστή απεικόνιση ϕ : Vλ,Q −→ Dλ,Q (Πρόταση 5.4.2) και από Θεώρημα 4.5.2

υπάρχουν {qj}j∈I∗ ⊆ Q ώστε 1
|C(T )|ϕ(z) =

∑
j∈I∗

qj(Tl : Tj) (όπου I
∗ = {i ∈ I(n, r) | Ti = standard}).

Συνεπώς,

ϕ(z) =
∑
j∈I∗

qj |C(T )|(Tl : Tj), qj ∈ Q. (∗)

Συνεχίζοντας, εφόσον (από Παράδειγμα 5.6.1) {bi}i∈I∗ ⊆ Vλ,Z, τότε 〈〈z, bi〉〉 ∈ Z, για κάθε i ∈ I∗
(αφού z ∈ Yλ,Z). ΄Ομως,

〈〈z, bi〉〉 = 〈〈bi, z〉〉
Παρατήρηση 5.5.2

============
1

|C(T )|
〈bi, z〉 =

1

|C(T )|
〈bi, ϕ−1(

∑
j∈I∗

qj |C(T )|(Tl : Tj))〉 =

∑
j∈I∗

qj〈bi, ϕ−1((Tl : Tj))〉
Ορισμός 5.1.2

==========
∑
j∈I∗

qj(bi, (Tl : Tj)) =
∑
j∈I∗

qjΩ(i, j)

άρα
∑
j∈I∗

qjΩ(i, j) ∈ Z, για κάθε i ∈ I∗. Συνεπώς, από Πρόταση 5.3.2, έχουμε,∑
j≤i

qjΩ(i, j) =
∑
j∈I∗

qjΩ(i, j) ∈ Z, για κάθε i ∈ I∗. (∗∗)

Από το τελευταίο και σε συνδυασμό με το γεγονός ότι Ω(i, j) ∈ Z για κάθε i, j ∈ I∗ (βλέπε
Πρόταση 5.3.2), θα δείξουμε ότι {qj}j∈I∗ ⊆ Z. Πράγματι, έστω i1 := min I∗, τότε από (∗∗) πρέπει
Z 3

∑
j≤i

qiΩ(i, j) = qi1 +
∑
j<i1

qjΩ(i, j) = qi1 . Στη συνέχεια, έστω i2 := min(I∗ \ {i1}), τότε Z 3
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qi2 +
∑
j<i2

qjΩ(i, j) = qi2 + qi1Ω(i1, i2), όμως qi1 ,Ω(i1, i2) ∈ Z, άρα qi2 ∈ Z. Συνεχίζοντας έτσι (π.χ.

i3 := min(I∗ \ {i1, i2}), ...,), καταλήγουμε ότι qi ∈ Z, ∀i ∈ I∗. Τελικά, από (∗) έχουμε

z = ϕ−1(|C(T )|(
∑
j∈I∗

qj(Tl : Tj))), qj ∈ Z.

Οπότε z ∈ ϕ−1(|C(T )|Dλ,Z) = Xλ,Z.

�

Θεώρημα 5.6.1. ([14, σελ. 681]). ΄Εστω L ένα Z−form του Vλ,Q με Lλ = Zfl. Τότε,

Vλ,Z ⊆ L ⊆ Xλ,Z.

Απόδειξη.

Από Πρόταση 5.6.1 και Λήμμα 5.6.1 έχουμε ότι L ⊆ Xλ,Z. Επιπλέον fl ∈ L (αφού Lλ = Zfl)
οπότε,

Vλ,Z
Παράδειγμα 5.6.1

============ SZ(n, r)fl ⊆ SZ(n, r)L = L.

Τελικά Vλ,Z ⊆ L ⊆ Xλ,Z.
�

Θεώρημα 5.6.2. (Γενίκευση). ΄Εστω L ένα Z−form του Vλ,Q. Τότε υπάρχει 0 6= y ∈ Q ώστε

Lλ = Z(yfl) και

yVλ,Z ⊆ L ⊆ yXλ,Z

Απόδειξη.

Από Παρατήρηση 5.6.3 ii) υπάρχει τέτοιο y και ιδιαιτέρως το y−1L είναι Z−form με (y−1L)λ = Zfl.
Συνεπώς, από Θεώρημα 5.6.1 έχουμε Vλ,Z ⊆ y−1L ⊆ Xλ,Z ⇐⇒ yVλ,Z ⊆ L ⊆ yXλ,Z.

�

Σχόλιο. Με λίγα λόγια τα Θεωρήματα 5.6.1 και 5.6.2 μας δίνουν άνω και κάτω φράγματα για τα

Z−forms του Vλ,Q. Συγκεκριμένα, από Παρατήρηση 5.6.3 ii) όλα τα Z−forms L του Vλ,Q έχουν την

ιδιότητα Lλ = Z(yfl) (όπου το y εξαρτάται από το L). Στην περίπτωση που Lλ = Zfl τα φράγματα είναι

ανεξάρτητα του L, ενώ στην περίπτωση που Lλ = Z(yfl) τα φράγματα διαστέλωνται συμμετρικά από

τον συντελεστή y.
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6 Θεωρία αναπαραστάσεων της συμμετρικής ομάδας.

6.1 Ο συναρτητής f : MK(n, r) −→ modKG(r) (r ≤ n).

Παρακάτω, όπου Κ εννοούμε πάντα άπειρο σώμα.

Γενικά στόχος μας είναι να μελετήσουμε τις αναπαραστάσεις της συμμετρική ομάδας G(r) (ισοδύνα-

μα να μελετήσουμε την κατηγορία mod(KG(r))). Στη παράγραφο αυτή θα δώσουμε μία εναλλακτική

περιγραφή της άλγεβρας KG(r) μέσω της άλγεβρας SK(n, r) του Schur. Μία τέτοια περιγραφή θα

ήταν ιδανική στη περίπτωση μας, καθώς έχουμε ήδη αναπτύξει αρκετή θεωρία γύρω από την κατηγόρια

mod(SK(n, r)) και την ισοδύναμη αυτής MK(n, r).

Ορισμός 6.1.1. i) Για συντομία από εδώ και κάτω θα γράφουμε S = SK(n, r).

ii) ΄Εστω a ∈ Λ(n, r), τότε ορίζεται η Κ-υποάλγεβρα S(a) = ξaSξa του S.

Παρατήρηση 6.1.1. Η S(a) είναι όντως Κ-υποάλγεβρα της S και 1S(a) = ξa 6= 1S .

Απόδειξη.

S(a) = K−υποπρότυπο: ΄Εστω s1, s2 ∈ S και k ∈ K, τότε

ξas1ξa − ξas2ξa = ξa(s1 − s2)ξa ∈ S(a) και

k(ξas1ξa)
S=K−άλγεβρα

=========== ξaks1ξa ∈ S(a).

S(a) = K−υποδακτύλιος: ΄Εστω s1, s2 ∈ S, τότε,

(ξas1ξa)(ξas2ξa) = ξa(s1ξaξas2)ξa ∈ S(a).

1S(a) = ξa 6= 1S : Καταρχάς ξa
Πρόταση 2.3.3 iv)b)

============== ξaξaξa ∈ S(a). Είναι σαφές από Πρόταση 2.3.3
iv)b) ότι 1S(a) = ξa. Μένει να δειχθεί ότι ξa 6= 1S . Πράγματι, από Πρόταση 2.3.2 και Παρατήρηση
3.2.1 έχουμε 1S = ε =

∑
b∈Λ(n,r)

ξb. ΄Εστω λοιπόν για άτοπο ότι 1S(a) = 1S , τότε θα έπρεπε
∑
b 6=a

ξb = 0

που είναι αδύνατο (αφού π.χ. αν σταθεροποιήσουμε c ∈ Λ(n, r) και i ∈ I(n, r) με c 6= a και i ∈ c, τότε
(
∑
b6=a

ξb)(ci,i) = ξc(ci,i) = ξi,i(ci,i) = 1K 6= 0K).

�

Υπενθύμιση 6.1.1. ΄Εστω G ομάδα και H ≤ G, ορίζουμε το σύνολο των διπλών συμπλόκων της H
στη G να είναι το H\G/H = {HxH | x ∈ G}.
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Πρόταση 6.1.1. ΄Εστω a ∈ Λ(n, r) τότε ισχύουν τα παρακάτω,

i) Αν i ∈ I(n, r) με i ∈ a, τότε S(a) = spanK{ξiπ,i | π ∈ G(r)}.

ii) Αν i ∈ I(n, r) με i ∈ a, τότε,

a) ξiπ,i = ξiπ′,i ⇐⇒ τα π, π′ ανήκουν στο ίδιο διπλό σύμπλοκο της Ga = StabG(r)(i).

b) ΄Εστω Ta ένα σύνολο αντιπροσώπων διπλών συμπλόκων του Ga\G(r)/Ga, τότε το σύνολο

{ξiπ,i | π ∈ Ta} αποτελεί Κ-βάση του S(a).

Απόδειξη.

i) spanK{ξiπ,i | π ∈ G(r)} ⊆ S(a): Από Πρόταση 2.3.3 iv) για κάθε π ∈ G(r), έχουμε

ξiπ,i = ξiπ,iπξiπ,iξi,i
iπ∼i∈a

====== ξaξiπ,iξa ∈ S(a).

Συνεπώς spanK{ξiπ,i | π ∈ G(r)} ⊆ S(a).

S(a) ⊆ spanK{ξiπ,i | π ∈ G(r)}: Αρκεί να δείξουμε την παρακάτω παρατήρηση:

Παρατήρηση. ΄Εστω k, h ∈ I(n, r), τότε ξaξk,hξa ∈ spanK{ξiπ,i | π ∈ G(r)}

Πράγματι, από Πρόταση 2.3.3 (Κανόνα πολ/μού του Schur) έχουμε:

ξaξk,h = ξi,iξk,h =
∑

(p,q)∈T

Z(i, i, k, h, p, q)ξp,q.

΄Οπου Z(i, i, k, h, p, q) = |B| με B = {s ∈ I(n, r) | (i, i) ∼ (p, s) και (k, h) ∼ (s, q)}. ΄Ομως,

(i, i) ∼ (p, s) ⇐⇒ p = s ∼ i, οπότε B =

{
{p} p ∼ i και (p, q) ∼ (k, h)

∅ αλλιώς
και άρα:

Z(i, i, k, h, p, q) =

{
1 p ∼ i και (p, q) ∼ (k, h)

0 p � i
, για κάθε (p, q) ∈ T .

Συνεπώς, θέτοντας Ti,k,h = {(p, q) ∈ T | p ∼ i και (p, q) ∼ (k, h)} έχουμε ότι,

ξaξk,h =
∑

(p,q)∈Ti,k,h

ξp,q.

Τώρα, ξaξk,hξa =
∑

(p,q)∈Ti,k,h
ξp,qξa και πάλι με την βοήθεια του κανόνα πολ/μού του Schur για

κάθε (p, q) ∈ Ti,k,h έχουμε,

ξp,qξi,i =
∑

(r,t)∈T

Z(p, q, i, i, r, t)ξr,t.
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όπου Z(p, q, i, i, r, t) = |{s ∈ I(n, r) | (p, q) ∼ (r, s) και (i, i) ∼ (s, t)}| και παρόμοια με πριν αν
θέσουμε Ti,p,q = {(r, t) ∈ T | (p, q) ∼ (r, t) και t ∼ i}, έχουμε ότι:

ξp,qξa =
∑

(r,t)∈Ti,p,q

ξr,t.

Τελικά, ξaξk,hξa =
∑

(p,q)∈Ti,k,h

∑
(r,t)∈Ti,p,q

ξr,t. ΄Ομως για κάθε (p, q) ∈ Ti,k,h και (r, t) ∈ Ti,p,q (εξ΄

ορισμού των Ti,k,h, Ti,p,q) έχουμε r ∼ p ∼ i ∼ t. Οπότε για κάθε (p, q) ∈ Ti,k,h και (r, t) ∈ Ti,p,q
υπάρχουν π, σ ∈ G(r) ώστε ξr,t = ξiπ,iσ

(iπ,iσ)∼(iπσ−1,i)
============ ξiπσ−1,i ∈ spanK{ξiπ,i | π ∈ G(r)}.

Από το τελευταίο έπεται ότι ξaξk,hξa ∈ spanK{ξiπ,i | π ∈ G(r)} και η παρατήρηση αποδείχθηκε.

Γενικά τώρα, αν ξ ∈ S, τότε από Πρόταση 2.3.1 υπάρχουν {kp,q}(p,q)∈T ⊆ K, ώστε ξ =∑
(p,q)∈T

kp,qξp,q και άρα από Παρατήρηση, ξaξξa =
∑

(p,q)∈T
kp,q(ξaξp,qξa) ∈ spanK{ξiπ,i | π ∈ G(r)}.

Συνεπώς S(a) ⊆ spanK{ξiπ,i | π ∈ G(r)}.

ii) a) (=⇒) : ΄Εστω ξiπ,i = ξiπ′,i, τότε (iπ, i) ∼ (iπ′, i), οπότε υπάρχει σ ∈ G(r) ώστε iπ = iπ′σ
και i = iσ. Δηλαδή π′σπ−1 ∈ Ga και σ ∈ Ga. Θέτοντας ga := π′σπ−1 ∈ Ga έχουμε ότι:

π′ = gaπσ
−1 ∈ GaπGa και π ∈ GaπGa.

(⇐=) : ΄Εστω π, π′ ∈ GaxGa, τότε π = sxt και π′ = s′xt′, όπου s, t, s′, t′ ∈ Ga. Επιπλέον,
αν θέσουμε σ = t−1t′, έχουμε:

iπσ = isxt′ = ixt′ = is′xt′ = iπ′

iσ = it−1t′ = i.

Από τα τελευταία έπεται (iπ, i) ∼ (iπ′, i) ⇐⇒ ξiπ,i = ξiπ′,i.

b) Από i) και ii)a) έχουμε άμεσα S(a) = spanK{ξiπ,i | π ∈ Ta}. Επιπλέον από ii)a) έχουμε
ξiπ,i 6= ξiπ′,i, για κάθε π, π

′ ∈ Ta με π 6= π′, άρα από Πόρισμα 2.3.1 το σύνολο {ξiπ,i | π ∈ Ta}
είναι και Κ-γραμμικά ανεξάρτητο.

�

Παρατήρηση 6.1.2. ΄Εστω a ∈ Λ(n, r) και V ∈ MK(n, r), τότε το V a
γίνεται φυσιολογικά

S(a)−πρότυπο, ώστε V a ∈ mod(S(a)). Μάλιστα ο εξωτερικός πολ/μός του K στο V a
που έπεται

από την Κ-άλγεβρα S(a), ταυτίζεται με τον αρχικό που είχε το V a
(δηλαδή (k · 1S(a)) · v = kv, για κάθε

k ∈ K, v ∈ V a
).

(Ας σημειωθεί ότι ο εξωτερικός πολ/μός του S(a) στο V a
είναι ο περιορισμός του · : S × V −→ V

στην S(a) ⊆ S και στο V a ⊆ V .)
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Απόδειξη.

Καταρχάς ο εξωτερικός πολ/μός είναι καλά ορισμένος, αφού αν s ∈ S(a), x ∈ V a = ξaV , τότε
s = ξaξξa, x = ξav για κάποια ξ ∈ S, v ∈ V και s · x = ξa(ξξaξav) ∈ ξaV = V a

. Επιπλέον, 1S(a) · x =

ξa(ξav)
ξ2
a=ξa

===== x και όσο για τις υπόλοιπες ιδιότητες του V a
σαν S(a)−προτύπου επαληθεύονται

όλες άμεσα καθώς S(a) ⊆ S, V a ⊆ V και V = S−πρότυπο. Τέλος, για κάθε k ∈ K έχουμε
(k · 1S(a)) · x = kξaξav = kξav = kx.

�

Πόρισμα 6.1.1. Για κάθε a ∈ Λ(n, r) ορίζεται ο συναρτητής fa : MK(n, r) −→ modS(a) ώστε:

fa(V ) = V a

fa(θ : V −→W ) = θa = θ|
V a

: V a −→W a,

για κάθε V,W ∈MK(n, r) και θ : V −→W ομομορφισμό στην MK(n, r).

Απόδειξη.

Οι ιδιότητες του συναρτητή επαληθεύονται άμεσα. Αυτό που έχει κάπως αξία να ελέγξουμε είναι ότι

η απεικόνιση θa είναι καλά ορισμένη. Πράγματι, για κάθε x = ξav ∈ ξaV = V a
ισχύει,

θ(x) = θ(ξav)
(∗)
= ξaθ(v) ∈ ξaW = W a.

΄Οπου η (∗) ισχύει γιατί η θ είναι ομομορφισμός στη MK(n, r) και ισοδύναμα στην modSK(n, r).
�

Ορισμός 6.1.2. ΄Εστω r ≤ n τότε υιοθετούμε τους εξής συμβολισμούς:

i) ω = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
r

, 0, ..., 0) ∈ Λ+(n, r)

ii) Θέτουμε u ∈ I(n, r) με u(i) = i, για κάθε i ∈ r. (Συμβολικά: u = (u1, ..., ur) = (1, 2, ..., r)).

Παρατήρηση 6.1.3. ΄Εστω r ≤ n τότε,

i) u ∈ ω.

ii) Gω = StabG(r)(u) = 1.

iii) Κάθε i ∈ ω γράφεται κατά μοναδικό τρόπο ως i = uπi, για κάποιο πi ∈ G(r).

Απόδειξη.

Το i) είναι άμεσο όσα για τα άλλα έχουμε

ii) uπ = u ⇐⇒ u(π(i)) = u(i) ∀i ∈ r ⇐⇒ π(i) = i ∀i ∈ r ⇐⇒ π = 1.
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iii) Αν i ∈ ω, τότε i ∼ u και άρα υπάρχει π ∈ G(r) ώστε i = uπ. Επίσης, αν υπήρχε άλλο π′ ώστε
uπ′ = i, τότε uπ = uπ′ ⇐⇒ π′π−1 ∈ Gω = 1, άρα π = π′.

�

Πρόταση 6.1.2. ΄Εστω r ≤ n τότε,

i) Το σύνολο {ξuπ,u | π ∈ G(r)} είναι Κ-βάση του S(ω).

ii) a) ξuπ,uξuσ,u = ξuπσ,u, για κάθε π, σ ∈ G(r).

b) Υπάρχει ο παρακάτω ισομορφισμός Κ-αλγεβρών

φ : S(ω) −→ KG(r), ξuπ,u 7−→ π, για κάθε π ∈ G(r).

Απόδειξη.

i) ΄Εστω Tω ένα σύνολο αντιπροσώπων διπλών συμπλόκων του Gω\G(r)/Gω, τότε το σύνολο
{ξuπ,u | π ∈ Tω} αποτελεί Κ-βάση του S(ω) (βλέπε Πρόταση 6.1.1). ΄Ομως

Gω = 1 ⇐⇒ Gω\G(r)/Gω = {{π} | π ∈ G(r)},

άρα Tω = G(r) και έπεται το ζητούμενο.

ii) a) ΄Ολη ιδέα είναι η εφαρμογή του κανόνα πολ/μού του Schur με κατάλληλο (για ευκολία)
σύνολο αντιπροσώπων. ΄Εστω T ένα σύνολο αντιπροσώπων τροχιών της δράσης της G(r)
στο I(n, r)× I(n, r), ώστε (uπσ, u) ∈ T , τότε από Πρόταση 2.3.3 έχουμε,

ξuπ,uξuσ,u =
∑

(p,q)∈T

Z(uπ, u, uσ, u, p, q)ξp,q.

΄Οπου Z(uπ, u, uσ, u, p, q) = |B := {s ∈ I(n, r) | (uπ, u) ∼ (p, s) και (uσ, u) ∼ (s, q)}| και
για λόγους διάκρισης γράφουμε B = B(uπ, u, uσ, u, p, q).

Ισχυρισμός. Z(uπ, u, uσ, u, p, q) =

{
1 (p, q) = (uπσ, u)

0 (p, q) 6= (uπσ, u)
και άρα ξuπ,uξuσ,u = ξuπσ,u.

Πράγματι, έστω (p, q) ∈ T με B(uπ, u, uσ, u, p, q) 6= ∅ και s ∈ B(uπ, u, uσ, u, p, q) τότε
υπάρχουν π0, σ0 ∈ G(r) (που εξαρτώνται από το s) ώστε :

uππ0 = p, uπ0 = s

uσσ0 = s, uσ0 = q. (∗)

Από τις παραπάνω σχέσεις έπεται ότι,

uσσ0 = uπ0 ⇐⇒ uσσ0π0
−1 = u ⇐⇒ σσ0π0

−1 ∈ Gω = 1 ⇐⇒ σσ0π0
−1 = 1 ⇐⇒ σ = π0σ0

−1.
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Επιπλέον, (p, q)
(∗)
= (uππ0, uσ0) ∼ (uππ0σ0

−1, u) = (uπσ, u). Συνεπώς (p, q) ∼ (uπσ, u)
και (uπσ, u), (p, q) ∈ T = σύνολο αντιπροσώπων τροχιών, άρα (p, q) = (uπσ, u).

Ως τώρα δείξαμε ότι, αν B(uπ, u, uσ, u, p, q) 6= ∅ τότε πρέπει (p, q) = (uπσ, u), οπότε
Z(uπ, u, uσ, u, p, q) = 0 για (p, q) 6= (uπσ, u). Μένει να δούμε τι γίνεται όταν (p, q) =
(uπσ, u). Θεωρούμε τοB(uπ, u, uσ, u, uπσ, u) και είναι σαφές ότι uσ ∈ B(uπ, u, uσ, u, uπσ, u).
Από την άλλη, αν s ∈ B(uπ, u, uσ, u, uπσ, u) τότε υπάρχουν π0, σ0 ∈ G(r) (που εξαρτώνται
από το s) ώστε :

uππ0 = uπσ, uπ0 = s

uσσ0 = s, uσ0 = u. (∗)

Οπότε σ0 ∈ Gω = 1 και s = uσσ0 = uσ =σταθερό. ΄Αρα B(uπ, u, uσ, u, uπσ, u) = {uσ}
και έτσι Z(uπ, u, uσ, u, p, q) = 1 για (p, q) = (uπσ, u)

b) Τα σύνολα {ξuπ,u}π∈G(r), {π}π∈G(r) αποτελούν Κ-βάσεις των Κ-αλγεβρών S(ω), KG(r),
ιδιαιτέρως dimKS(ω) = dimKKG(r). ΄Αρα έπεται ισομορφισμός Κ-προτύπων ώστε:

φ : S(ω) −→ KG(r), ξuπ,u 7−→ π, για κάθε π ∈ G(r).

Η φ είναι ομομορφισμός δακτυλίων: Πράγματι, έστω x, y ∈ S(ω) τότε x =
∑

π∈G(r)

kπξuπ,u, y =∑
σ∈G(r)

rσξuσ,u, για κάποια kπ, rσ ∈ K. Τώρα,

φ(xy) = φ((
∑

π∈G(r)

kπξuπ,u)(
∑

σ∈G(r)

rσξuσ,u)) =
∑

π∈G(r)

∑
σ∈G(r)

kπrσφ(ξuπ,uξuσ,u)
a)

===

∑
π∈G(r)

∑
σ∈G(r)

kπrσφ(ξuπσ,u) =
∑

π∈G(r)

∑
σ∈G(r)

kπrσπσ = (
∑

π∈G(r)

kππ)(
∑

σ∈G(r)

rσσ) = φ(x)φ(y).

�

Παρατήρηση 6.1.4. ΄Εστω r ≤ n και φ : S(ω) −→ KG(r) ο ισομορφισμός Κ-αλγεβρών με

ξuπ,u 7−→ π, για κάθε π ∈ G(r). Τότε ισχύουν τα παρακάτω,

i) Αν V ∈ modS(ω), τότε το V γίνεται KG(r)−πρότυπο με r · v := φ−1(r)v, για κάθε r ∈
KG(r), v ∈ V . Ιδιαιτέρως V ∈ modKG(r) και

π · v = ξuπ,uv, για κάθε π ∈ G(r).

Μάλιστα ο εξωτερικός πολ/μός του K στο V που επάγεται από την Κ-άλγεβρα KG(r), ταυτίζεται
με τον αρχικό (δηλαδή (k · 1KG(r)) · v = kv, για κάθε k ∈ K, v ∈ V ).
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ii) Αν V ∈ modKG(r), τότε το V γίνεται S(ω)−πρότυπο με ξ·v := φ(ξ)v, για κάθε ξ ∈ S(ω), v ∈ V .

Ιδιαιτέρως V ∈ modS(ω) και

ξuπ,u · v = πv, για κάθε π ∈ G(r).

Μάλιστα ο εξωτερικός πολ/μός του K στο V που επάγεται από την Κ-άλγεβρα S(ω), ταυτίζεται
με τον αρχικό (δηλαδή (k · 1S(ω)) · v = kv, για κάθε k ∈ K, v ∈ V ). Ιδιαιτέρως V ∈ modS(ω).

Απόδειξη.

Κάνουμε το ii) και το i) όμοια. Πράγματι, επειδή η φ : S(ω) −→ KG(r) είναι ισομορφισμός
Κ-αλγεβρών τότε ξέρουμε ότι το V γίνεται S(ω)−πρότυπο με ξ · v := φ(ξ)v. Επίσης,

(k · 1S(ω)) · v = φ(k · 1S(ω))v = kφ(1S(ω))v = (k · 1KG(r))v = kv.

Αφού ο καινούργιος εξωτερικός πολ/μός τουK ταυτίζεται με τον παλιό και επιπλέον V ∈ modKG(r),
τότε V ∈ modS(ω).

�

Πόρισμα 6.1.2. (r ≤ n). ΄Εστω V ∈ modKG(r) (παρόμοια αν V ∈ modS(ω)) το οποίο είναι και

S(ω)−πρότυπο σύμφωνα με την Παρατήρηση 6.1.4, τότε ένα U ⊆ V είναι KG(r)−υποπρότυπο αν και

μόνον αν είναι S(ω)−υποπρότυπο, ιδιαιτέρως {KG(r)−υποπρότυπα του V } = {S(ω)−υποπρότυπα του

V }. Επιπλέον αν V,W ∈ modKG(r), τότε μία f : V −→W είναι ομομορφισμός KG(r)−προτύπων αν

και μόνον αν είναι ομομορφισμός S(ω)−προτύπων.
Απόδειξη.

΄Επεται άμεσα από τον τρόπο που συνδέονται οι εξωτερικοί πολ/μοι των S(ω),KG(r) στο V .
�

Σύμβαση 6.1.1. Από εδώ και κάτω όταν έχουμε ένα KG(r)−πρότυπο στηνmodKG(r) θα το βλέπου-

με σαν S(ω)−πρότυπο τηςmodS(ω) όπως προβλέπει η Παρατήρηση 6.1.4 (και ανάποδα) χωρίς να γίνεται

κάποια ιδιαίτερη αναφορά.

Ορισμός 6.1.3. ΄Εστω r ≤ n τότε ορίζεται ο συναρτητής fω : MK(n, r) −→ modKG(r)

fω(V ) = V ω

fω(θ : V −→W ) = θω = θ|
V ω

: V ω −→Wω,

για κάθε V,W ∈ MK(n, r) και θ : V −→ W ομομορφισμό στην MK(n, r). ΄Οπου ξέρουμε ότι

V ω ∈ modS(ω) και το V ω
το βλέπουμε σαν KG(r)−πρότυπο με V ω ∈ modKG(r), όπως στη Πα-

ρατήρηση 6.1.4. (Ας σημειωθεί ότι ο συναρτητής fω καλείται και Schur functor.)

Σχόλιο. i) Η θεωρία που είδαμε για την Κ-άλγεβρα S(ω) γενικεύεται και στη Κ-άλγεβρα S(a),
όπου a ∈ Λ(n, r). Συγκεκριμένα S(a) ' HK(G,Ga) = Hecke ring (βλέπε [1, σελ. 54-55,

Remark ]). Προς το παρόν όμως θα περιοριστούμε στην S(ω).

ii) Με αφορμή τη Παρατήρηση 6.1.4 και το Πόρισμα 6.1.2, έχουμε ότι η μελέτη της κατηγορίας

modKG(r) είναι ισοδύναμη με τη μελέτη της κατηγορίας modS(ω).
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6.2 Γενική θεωρία του συναρτητή f : modS −→ modeSe.

Στην περασμένη παράγραφο είδαμε ότι η μελέτη της κατηγορίας modKG(r) είναι ισοδύναμη με

την μελέτη της κατηγορίας mod(S(ω)) = mod(ξωSξω) (όπου S = SK(n, r)). Στη παράγραφο αυτή

στόχος μας είναι να δούμε πως συνδέονται οι κατηγορίες modS και mod(ξωSξω). Ο λόγος για τον

οποίο θέτουμε έναν τέτοιο στόχο, είναι επειδή ήδη ξέρουμε πολλά πράγματα για την modS (⇐⇒ την

MK(n, r)), οπότε μία τέτοια σύνδεση θα μας διευκόλυνε ιδιαίτερα. Στα πλαίσια της παραγράφου αυτής θα

δούμε κάτι ακόμα γενικότερο, συγκεκριμένα για την τυχόν K−άλγεβρα S (πεπερασμένης διάστασης)

θα δούμε πως συνδέονται οι κατηγορίες modS και modeSe όπου 0 6= e ∈ S με e = idempotent.

Κίνητρο. Από Πόρισμα 3.5.2 ή Θεώρημα 3.5.1, ξέρουμε ότι το σύνολο {Fλ,K | λ ∈ Λ+(n, r)} είναι

full set από irreducible πρότυπα της MK(n, r), άρα (από Παρατήρηση 2.4.3 και Πόρισμα 2.4.1) είναι full
set από irreducible πρότυπα της modS. Οπότε γενάτε το εξής ερώτημα:

Πως από ένα full set από irreducible πρότυπα της modS μπορούμε να εξάγουμε ένα full set από

irreducible πρότυπα της modS(ω) = mod(ξωSξω);

Σύμβαση 6.2.1. Παρακάτω όπου S εννοούμε μία τυχαία Κ-άλγεβρα πεπερασμένης διάστασης πάνω

από το K και 0 6= e ∈ S ένα idempotent στοιχείο της (δηλαδή e2 = e).

Παρατήρηση 6.2.1. ΄Εστω S Κ-άλγεβρα 0 6= e idempotent στοιχείο της. Τότε:

i) Η eSe είναι Κ-υποάλγεβρα του S, με 1eSe = e.

ii) ΄Εστω V ∈ modS, τότε το Κ-υποπρότυπο eV γίνεται φυσιολογικά eSe−πρότυπο. Μάλιστα ο

εξωτερικός πολ/μός του K στο eV που έπεται από την Κ-άλγεβρα eSe, ταυτίζεται με τον αρχικό

που είχε το eV (δηλαδή (k ·1eSe) ·v = kv, για κάθε k ∈ K, v ∈ eV ). Ιδιαιτέρως eV ∈ mod(eSe).

(Ας σημειωθεί ότι ο εξωτερικός πολ/μός του eSe στο eV είναι ο περιορισμός του · : S×V −→ V
στην eSe ⊆ S και στο eV ⊆ V .)

iii) Ορίζεται ο συναρτητής f : modS −→ modeSe ώστε:

f(V ) = eV

f(θ : V −→W ) = θe := θ|eV : eV −→ eW,

για κάθε V,W ∈ modS και θ : V −→W ομομορφισμό στην modS.

Απόδειξη.

Οι ιδέες απόδειξης των i), ii), iii) είναι ακριβώς ίδιες κατά αντιστοιχία με αυτές της απόδειξης των
Παρατήρηση 6.1.1, Παρατήρηση 6.1.2 και Πόρισμα 6.1.1. Αυτό γιατί, το μόνο που χρησιμοποιούμε εκεί

είναι ότι ξ2
a = ξa, πράγμα που ισχύει και για το e (δηλαδή e

2 = e).
�
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Σύμβαση 6.2.2. Από εδώ και κάτω όταν έχουμε ένα V ∈ modS, τότε το eV θα το βλέπουμε πάντα σαν

eSe−πρότυπο τηςmod(eSe) έτσι όπως είδαμε στην Παρατήρηση 6.2.1 ii) εκτός αν αναφέρεται κάτι άλλο.

Παρατήρηση 6.2.2. Ο συναρτητής f : modS −→ modeSe είναι ακριβής. Δηλαδή, για κάθε ακριβής

ακολουθία στη modS έστω 0 −→ V ′
θ−→ V

λ−→ V ′′ −→ 0 η παρακάτω ακολουθία:

0 −→ eV ′
θe−→ eV

λe−→ eV ′′ −→ 0,

είναι ακριβής στην modeSe.

Απόδειξη.

Η ακολουθία 0 −→ eV ′
θe−→ eV

λe−→ eV ′′ −→ 0 είναι καλά ορισμένη: Αυτό που πρέπει να δειχθεί

είναι ότι θ(eV ′) ⊆ eV, λ(eV ) ⊆ eV ′′. Κάνουμε το πρώτο (και το άλλο όμοια), πράγματι επειδή θ
ομομορφισμός S−προτύπων έχουμε θ(eV ′) = eθ(V ′) ⊆ eV .

θe, λe ομομορφισμοί eSe-προτύπων: Οι θe, λe είναι ομομορφισμοί eSe-προτύπων ως περιορισμοί
των θ, λ που είναι ομομορφισμοί S−προτύπων με eSe ⊆ S.
Μένει να δείξουμε ότι η ακολουθία 0 −→ eV ′

θe−→ eV
λe−→ eV ′′ −→ 0 είναι ακριβής. Πράγματι,

θe = 1-1: (ως περιορισμός της θ που είναι 1-1).
λe = επί: Αν ev2 ∈ eV ′′ (όπου v2 ∈ V ′′) τότε από το επί της λ υπάρχει v ∈ V με λ(v) = v2,

οπότε ev2 = eλ(v) = λ(ev) = λe(ev).
Imθe = kerλe: Από πριν έχουμε θe(eV

′) ⊆ eV , ενώ από ακρίβεια της αρχικής ακολουθίας έχουμε
ότι θ(eV ′) = θe(eV

′) ⊆ kerλ. Συνεπώς Imθe ⊆ eV ∩ kerλ = kerλe. Αντίστροφα, αν x ∈ kerλe, τότε
x = ev για κάποιο v ∈ V και επιπλέον από ακρίβεια της αρχικής ακολουθίας υπάρχει v1 ∈ V ′ ώστε
θ(v1) = x = ev, τότε όμως

eθ(v1) = e(ev) ⇐⇒ θ(ev1) = ev = x,

δηλαδή x = θ(ev1) = θe(ev1) ∈ Imθe, άρα Imθe ⊇ kerλe.
�

Πρόταση 6.2.1. ΄Εστω V irreducible πρότυπο της modS, τότε:

eV = 0 ή eV είναι irreducible πρότυπο της mod(eSe).

Απόδειξη.

Αν eV = 0 τότε τελειώσαμε. ΄Εστω ότι eV 6= 0 και 0 6= W eSe−υποπρότυπο του eV .

Ισχυρισμός. W = eW

Αν x ∈ W , τότε x = ev για κάποιο v ∈ V και x = ev
e2=e

===== eev = ex ∈ eW , οπότε W = eW και

ο ισχυρισμός αποδείχθηκε.
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Από τον ισχυρισμό έχουμε sW = seW , για κάθε s ∈ S και άρα
∑
s∈S

sW =
∑
s∈S

seW . Το
∑
s∈S

sW

είναι άμεσα S−υποπρότυπο του V και μη-μηδενικό (αφού 0 6= W ⊆
∑
s∈S

sW ), όμως V = irreducible

άρα
∑
s∈S

seW =
∑
s∈S

sW = V . Συνεπώς,

e(
∑
s∈S

seW ) = eV ⇐⇒
∑
s∈S

eseW = eV.

Αν δείξουμε ότι
∑
s∈S

eseW = W , τότε W = eV και άρα eV = irreducible. Πράγματι
∑
s∈S

eseW ⊆ W

(αφού W = eSe−υποπρότυπο του eV ) και W = eW = e2W = (e1e)W ⊆
∑
s∈S

eseW .

�

Πόρισμα 6.2.1. ΄Εστω V irreducible πρότυπο της modS, τότε:

f(V ) = 0 ή f(V ) είναι irreducible πρότυπο της mod(eSe).

Ορισμός 6.2.1. ΄Εστω V ∈ modS, τότε ορίζουμε το εξής S−υποπρότυπο του V :

V(e) = άθροισμα όλων των S−υποπροτύπων V0 του V με eV0 = 0

Συμβολικά: V(e) =
∑

V0≤V : eV0=0

V0.

Παρατήρηση 6.2.3. ΄Εστω V ∈ modS τότε,

i) eV(e) = 0

ii) Το V(e) είναι το μεγαλύτερο S−υποπροτύπο του V που περιέχεται στο (1− e)V (δηλαδή για κάθε

άλλο S−υποπρότυπο W του V με W ⊆ (1− e)V πρέπει W ⊆ V(e)).

Απόδειξη. Το i) είναι άμεσο (εξ΄ ορισμού του V(e)). ΄Οσο για το ii) έχουμε:

V(e) ⊆ (1−e)V : ΄Εστω x ∈ V(e), τότε ex
i)
= 0 ⇐⇒ x = x−ex = (1−e)x ∈ (1−e)V(e) ⊆ (1−e)V .

V(e) είναι το μεγαλύτερο S−υποπροτύπο του V που περιέχεται στο (1−e)V : ΄ΕστωW S−υποπρότυπο
του (1 − e)V , τότε eW ⊆ e(1 − e)V = (e − e2)V = 0. Εφόσον eW = 0, τότε εξ΄ ορισμού του V(e)

πρέπει W ⊆ V(e).

�

233



Παρατήρηση 6.2.4. i) ΄Εστω V ∈ modS, τότε ορίζεται το S−πρότυπο a(V ) = V/V(e) και για

κάθε ομομορφισμό S−προτύπων θ : V −→W ισχύει:

a) θ(V(e)) ⊆W(e)

b) Επάγεται ο ομομορφισμός S−προτύπων, a(θ) : a(V ) −→ a(W ), v + V(e) 7−→ θ(v) +W(e).

ii) Ορίζεται ο συναρτητής a : modS −→ modS ώστε:

a(V ) = V/V(e)

a(θ : V −→W ) = a(θ) : a(V ) −→ a(W ),

για κάθε V,W ∈ modS και θ : V −→W ομομορφισμό στην modS.

Απόδειξη.

i) a) θ(V(e)) = S−υποπρότυπο του W (αφού θ ομομορφισμός S−προτύπων) και eθ(V(e)) =
θ(eV(e)) = θ(0) = 0, άρα εξ΄ ορισμού του W(e) έχουμε θ(V(e)) ⊆W(e).

b) Μόνο το καλά ορισμένο έχει αξία να ελεγχθεί. Πράγματι,

v1 + V(e) = v2 + V(e) =⇒ v1 − v2 ∈ V(e) =⇒ θ(v1)− θ(v2) ∈ θ(V(e)) ⊆W(e) =⇒
θ(v1) +W(e) = θ(v2) +W(e)

ii) ΄Ολες οι ιδιότητες του συναρτητή επαληθεύονται άμεσα.

�

Πρόταση 6.2.2. ΄Εστω V ∈ modS και aV : V −→ a(V ), v 7−→ v + V(e), η φυσική προβολή. Τότε

ο συναρτητής f : modS −→ mod(eSe) επάγει τον εξής ισομορφισμό στην mod(eSe):

f(aV ) : f(V ) −→ f(a(V )).

Δηλαδή, η απεικόνιση aV |eV : eV −→ e(V/V(e)), είναι ισομορφισμός eSe−προτύπων.

Λήμμα 6.2.1. (1− e)V ∩ eV = 0.

Απόδειξη.

΄Εστω x ∈ (1− e)V ∩ eV , τότε x = (1− e)v = ev′, για κάποια v, v′ ∈ V . Συνεπώς,

x = ev′ = e2v′ = e(1− e)v = ev − e2v = 0

�

Απόδειξη. (Πρότασης).
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f(aV ) = ομομορφισμός eSe−προτύπων: ΄Αμεσο αφού aV είναι ομομορφισμός στην modS και f
είναι συναρτητής από την modS στην modeSe.

f(aV ) = επί: ΄Εστω x ∈ f(a(V )) = e(V/V(e)), τότε x = e(v + V(e)), για κάποιο v ∈ V και

x = ev + V(e) = aV (ev) = aV |eV (ev) = f(aV )(ev).

f(aV ) = 1-1: kerf(aV ) = keraV |eV = keraV ∩ eV = V(e) ∩ eV , άρα από Παρατήρηση 6.2.3
έχουμε kerf(aV ) ⊆ (1− e)V ∩ eV = 0.

�

Σχόλιο. Μελετήσαμε κάποιες στοιχειώδης ιδιότητες του συναρτητή f και συγκεντρώνουμε τώρα την

προσοχή μας στην κατασκευή συναρτητών h : mod(eSe) −→ modS που να αποτελούν ”αντίστροφο”
(έστω και μερικώς αντίστροφο) για το συναρτητή f : modS −→ mod(eSe).

Ορισμός 6.2.2. ΄Εστω W ∈ mod(eSe), τότε ορίζουμε το Z−πρότυπο h(W ) := Se⊗eSeW .

Υπενθύμιση 6.2.1. (Από την multilinear μη-μεταθετική άλγεβρα).

΄Εστω R,S δακτύλιοι , A ένα δεξιό R−πρότυπο και B ένα αριστερό R−πρότυπο. Τότε:

i) Ορίζεται το Z−πρότυπο A⊗R B.

ii) Αν επιπλέον A είναι (S,R)−διπρότυπο (δηλαδή αριστερό S−προτυπο και δεξίο R−πρότυπο με
(sx)r = s(xr), για κάθε s ∈ S, x ∈ A, r ∈ R) τότε το A⊗R B είναι S−πρότυπο με

s · (a⊗ b) = (sa)⊗ b, για κάθε s ∈ S, a ∈ A, b ∈ B.

iii) ΄Εστω f : A −→ A′ ομομορφισμός δεξιώνR−προτύπων και g : B −→ B′ ομομορφισμός αριστερών
R−προτύπων τότε:

a) Ορίζεται ένας ομομορφισμός Z− προτύπων f ⊗ g : A⊗R B −→ A′ ⊗R B′ ώστε

(f ⊗ g)(a⊗ b) = f(a)⊗ g(b).

b) Αν επιπλέον τα A,A′ είναι (S,R)−διπρότυπα και η f ομομορφισμός αριστερών S−προτύπων
τότε η f ⊗ g είναι ομομορφισμός S−προτύπων.

c) Αν f ′ : A′ −→ C ομομορφισμός δεξιών R−προτύπων και g : B′ −→ K ομομορφισμός
αριστερών R−προτύπων, τότε (f ⊗ g) ◦ (f ′ ⊗ g′) = (f ◦ f ′)⊗ (g ◦ g′).
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Παρατήρηση 6.2.5. i) Το Se είναι φυσιολογικά δεξιό eSe−πρότυπο, οπότε αν W ένα αριστερό

eSe−πρότυπο, τότε ορίζεται καλά το Z−πρότυπο h(W ) = Se⊗eSeW .

ii) Το Se είναι (S, eSe)−διπρότυπο (δηλαδή (sx)s′ = s(xs′), για κάθε s ∈ S, x ∈ Se, s′ ∈ eSe)
οπότε το h(W ) = Se ⊗eSe W γίνεται S−πρότυπο ώστε: s · (a ⊗ b) = (sa) ⊗ b, για κάθε

s ∈ S, a ∈ Se και b ∈W . Ιδιαιτέρως h(W ) ∈ modS.

iii) Αν V,W ∈ modeSe και ψ : V −→W ομομορφισμός eSe−προτύπων τότε ορίζεται ο ομομορφισμός

S−προτύπων:

h(ψ) := 1Se ⊗ ψ : Se⊗eSe V −→ Se⊗eSeW.

΄Οπου (1Se ⊗ ψ)(a⊗ b) = 1Se(a)⊗ ψ(b) = a⊗ ψ(b), για κάθε a ∈ Se, b ∈ V . (με 1Se εννοούμε

την ταυτοτική)

iv) Ορίζεται ο συναρτητής h : mod(eSe) −→ modS ώστε:

h(V ) = Se⊗eSe V
h(θ : V −→W ) = h(θ) := 1Se ⊗ θ : h(V ) −→ h(W )

για κάθε V,W ∈ mod(eSe) και θ : V −→W ομομορφισμό στην modeSe.

Απόδειξη.

ii) Το h(W ) είναι S−πρότυπο άμεσα από Υπενθύμιση 6.2.1 ii). Μένει να δείξουμε ότι h(W ) ∈ modS,
ισοδύναμα dimKh(W ) <∞. Πράγματι, για αρχή έχουμε ότι dimKSe <∞ (αφού dimKS <∞
και Se = K-υποπρότυπο του S) και dimKW < ∞ (αφού W ∈ mod(eSe)). ΄Εστω λοιπόν
{a1, ..., am}, {b1, ..., bn} Κ-βάσεις των Se,W αντίστοιχα.

Ισχυρισμός. h(W ) = Se⊗eSeW = H := spanK{ai ⊗ bj | i = 1, ..., n, j = 1, ...,m}.

Πράγματι, έστω a ∈ Se, b ∈ W , τότε a =
n∑
i=1

kiai και b =
m∑
j=1

rjbj , για κάποια ki, rj ∈ K. Τότε

με βάση την Παρατήρηση 1.1.1 iii) έχουμε:

a⊗ b =
∑
i=1

∑
j=1

(kiai)⊗ ((rj · 1eSe)bj)
rj ·1eSe∈eSe

=========
∑
i=1

∑
j=1

(kiai(rj · 1eSe))⊗ bj
S=Κ-άλγεβρα

==========

∑
i=1

∑
j=1

(kirjaie)⊗ bj =
∑
i=1

∑
j=1

(kirj · 1S) · (aie⊗ bj) =

∑
i=1

∑
j=1

kirj(aie⊗ bj)
aie=ai, γιατί ai∈Se

==============
∑
i=1

∑
j=1

kirj(ai ⊗ bj) ∈ H

΄Αρα h(W ) = spanZ{a⊗ b |a ∈ Se, b ∈W} ⊆ H, συνεπώς dimKh(W ) <∞.

iv) Ο συναρτητής h είναι καλά ορισμένος από ii) και από Υπενθύμιση 6.2.1 iii) έχουμε:

h(IV ) = 1Se ⊗ IV = ISe⊗eSeW και

h(θ1 ◦ θ2) = 1Se ⊗ (θ1 ◦ θ2) = (1Se ◦ 1Se)⊗ (θ1 ◦ θ2) = (1Se ⊗ θ1) ◦ (1Se ⊗ θ2) = h(θ1) ◦ h(θ2).
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Πρόταση 6.2.3. (h = μερικώς αντίστροφος συναρτητής του f). ΄Εστω W ∈ mod(eSe) τότε,

i) f(h(W )) = spanZ{e⊗ w | w ∈W}
συμβ

===== e⊗W .

ii) Υπάρχει ισομορφισμός στην modeSe:

φ : W −→ f(h(W )), w 7−→ e⊗ w.

Ιδιαιτέρως W ' f(h(W )) = eh(W ) (Ισομορφισμός eSe−προτύπων).

Απόδειξη.

i) f(h(W )) ⊆ e ⊗ W : ΄Εστω x ∈ f(h(W )) = eh(W ), τότε x = e(
n∑
i=1

sie ⊗ wi), για κάποια

si ∈ S, wi ∈W , οπότε,

x = e(
∑
i=1

sie⊗ wi) =
∑
i=1

(esie)⊗ wi
e2=e

=====
∑
i=1

(eesie)⊗ wi
esie∈eSe=======

∑
i=1

e⊗ (esie)wi ∈ e⊗W.

e⊗W ⊆ f(h(W )): Επειδή f(h(W )) = S−πρότυπο τότε αρκεί να δείξουμε ότι e⊗w ∈ f(h(W )),
για κάθε w ∈W . Πράγματι, e⊗w = (ee)⊗w = e(e⊗w) ∈ e(Se⊗eSeW ) = eh(W ) = f(h(W )).

ii) Θεωρούμε την απεικόνιση φ : W −→ f(h(W )), w 7−→ e⊗ w και έχουμε:

φ = καλά ορισμένη: Πράγματι, φ(w) = e⊗ w ∈ e⊗W = f(h(W )), για κάθε w ∈W .

φ = ομομορφισμός eSe−προτύπων: ΄Εστω w1, w2 ∈W και ese ∈ eSe τότε,

φ(w1 + w2) = e⊗ (w1 + w2) = e⊗ w1 + e⊗ w2 και

φ((ese) · w) = e⊗ esew = eese⊗ w = esee⊗ w Παρατήρηση 6.2.5 ii)
============== ese · (e⊗ w) = eseφ(w).

φ = επί: ΄Αμεσο από i).

φ = 1-1: ΄Εστω η : Se×W −→ W, (se, w) 7−→ (ese) · w. Η η είναι άμεσα καλά ορισμένη και
eSe−διπροσθετική (π.χ. η(se · (es′e), w) = e(se · (es′e))w = ese ((es′e)w)︸ ︷︷ ︸

∈W

= η(se, (es′e) · w),

οι άλλες ιδιότητες της διπροσθετικότητας είναι σαφές). Συνεπώς, ορίζεται ένας ομομορφισμός

Z−προτύπων η̃ : Se⊗eSeW −→W με η̃(se⊗w) = (ese) ·w, για κάθε s ∈ S,w ∈W . Επιπλέον,

(η̃ ◦ φ)(w) = η̃(e⊗ w) = η̃(1Se⊗ w) = (e1Se) · w = ew = 1eSew
W∈modeSe

========= w.

΄Αρα (η̃ ◦ φ) = IW και έτσι πρέπει φ = 1-1.

�
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Σχόλιο. Ο συναρτητής h : mod(eSe) −→ modS παρόλο που είναι ”μερικώς αντίστροφος” του f , υ-
στερεί στο γεγονός ότι δεν απεικονίζει κατ΄ ανάγκη irreducible eSe−πρότυπα σε irreducible S−πρότυπα
(πράγμα που έκανε (ανάποδα) ”μερικώς” ο συναρτητής f , βλέπε Πόρισμα 6.2.1). Παρόλα αυτά με την

βοήθεια του h μπορούμε να κατασκευάσουμε ένα τέτοιο συναρτητή όπως θα δούμε παρακάτω.

Πρόταση 6.2.4. ΄Εστω W irreducible eSe−πρότυπο της modeSe, τότε,

i) Το h(W )(e) είναι γνήσιο S−υποπρότυπο του h(W ) και περιέχει κάθε άλλο γνήσιο S−υποπρότυπο
του h(W ).

ii) Το h(W )(e) είναι το μοναδικό maximal S−υποπρότυπο του h(W ).

iii) Το a(h(W )) είναι irreducible S−πρότυπο της modS.

Απόδειξη.

i) h(W )(e) ( h(W ): Πράγματι, από Πρόταση 6.2.2 και Πρόταση 6.2.3 έχουμε:

f(a(h(W ))) ' f(h(W )) 'W 6= 0 (Ισομορφισμοί eSe− προτύπων).

Από τα παραπάνω πρέπει a(h(W )) 6= 0 ⇐⇒ h(W )/h(W )(e) 6= 0 ⇐⇒ h(W )(e) ( h(W ).

Το h(W )(e) περιέχει κάθε άλλο γνήσιο S−υποπρότυπο του h(W ): ΄Εστω V ένα γνήσιο
S−υποπρότυπο του h(W ). Εφόσον το W είναι irreducible eSe−πρότυπο της modeSe και
eh(W ) = f(h(W )) ' W (Ισομορφισμός eSe−προτύπων) τότε και το eh(W ) είναι irreducible
eSe−πρότυπο της modeSe. Τώρα, θεωρούμε το eSe−πρότυπο eV (βλέπε Παρατήρηση 6.2.1) και
διακρίνουμε περιπτώσεις:

(αʹ) Αν eV = 0: Τότε εξ΄ ορισμού (βλέπε Ορισμό 6.2.1) πρέπει V ⊆ h(W )(e) και τελειώσαμε.

(βʹ) Αν eV 6= 0: Τότε 0 6= eV ⊆ eh(W ) = irreducible eSe−πρότυπο, άρα eV = eh(W ).
Δηλαδή,

h(W ) ) V ⊇ SeV = Seh(W )
(∗)

=== h(W ), άτοπο.

Μένει να αιτιολογήσουμε την (∗). Πράγματι, Seh(W ) ⊆ h(W ) (αφού h(W ) = S−πρότυπο),

ανάποδα αν x ∈ h(W ) = Se ⊗eSe W τότε x =
n∑
i=1

sie ⊗ wi για κάποια si ∈ S, wi ∈ W ,

δηλαδή x =
n∑
i=1

sie · (1Se⊗ wi) ∈ Seh(W ).

ii) h(W )(e) = maximal : Καταρχάς (από i)) h(W )(e) ( h(W ). Συνεχίζοντας, αν V S−πρότυπο
με h(W )(e) ⊆ V ⊆ h(W ), τότε από i) είτε V = h(W ) είτε V ( h(W ) και άρα V = h(W )(e).

h(W )(e) = μοναδικό maximal : Αν V ένα άλλο maximal S−υποπρότυπο του h(W ), τότε
V ( h(W ), άρα (από i)) V ⊆ h(W )(e) ( h(W ), όμως V = maximal και έτσι V = h(W )(e).
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iii) ΄Αμεσο από ii) και το γεγονός ότι a(h(W )) = h(W )/h(W )(e) (βλέπε Παρατήρηση 6.2.4 i)).

�

Παρατήρηση 6.2.6. ΄Εστω a : modS −→ modS, h : mod(eSe) −→ modS οι γνωστοί συναρτητές

τότε ορίζεται ο συναρτητής:

h∗ := ah : mod(eSe) −→ modS με

h∗(W ) = a(h(W )) = h(W )/h(W )(e)

h∗(θ : V −→W ) = a(h(θ)) = a(1Se ⊗ θ) : a(h(V )) −→ a(h(W )),

για κάθε V,W ∈ modeSe και θ : V −→W ομομομορφισμό στην modeSe.

Απόδειξη. Η h∗ είναι καλά ορισμένος συναρτητής ως σύνθεση συναρτητών.
�

Πρόταση 6.2.5. i) ΄Εστω W ∈ modeSe τότε f(h∗(W )) = e(h(W )/h(W )(e)) και υπάρχει ισο-

μορφισμός eSe−προτύπων:

φ : W −→ f(h∗(W )), w 7−→ e⊗ w + h(W )(e).

Ιδιαιτέρως, f(h∗(W )) 'W (Ισομορφισμός eSe−προτύπων).

ii) Η h∗ απεικονίζει irreducible eSe−πρότυπα σε irreducible S−πρότυπα. (Δηλαδή αν V είναι irre-
ducible eSe−πρότυπο της mod(eSe) τότε το h∗(V ) = h(V )/h(V )(e) είναι irreducible S−πρότυπο
της modS).

Απόδειξη.

i) Καταρχάς f(h∗(W )) = f(a(h(W ))) και από Πρόταση 6.2.3 και Πρόταση 6.2.2 έχουμε τους
παρακάτω ισομορφισμούς eSe−προτύπων:

f(h∗(W )) = f(a(h(W ))) ' f(h(W )) ' W (Ισομορφισμοί eSe− προτύπων).

΄Οσο για την εύρεση του ισομορφισμού που κάνει τη δουλειά, έχουμε από τις Πρόταση 6.2.3,

Πρόταση 6.2.2 του εξής ισομορφισμούς eSe−προτύπων:

φ : W −→ f(h(W )), w 7−→ e⊗ w
f(ah(W )) = a|

eh(W )
: f(h(W )) −→ f(a(h(W ))), x 7−→ x+ h(W )(e)

Η σύνθεση f(ah(W )) ◦ φ είναι ο ζητούμενος ισομορφισμός.

ii) ΄Εστω W irreducible eSe−πρότυπο της mod(eSe), τότε (από Πρόταση 6.2.4) το h∗(W ) =
a(h(W )) είναι irreducible S−πρότυπο της modS.
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Σχόλιο. Η προηγούμενη πρόταση εκπληρώνει σχεδόν όλες μας τις προσδοκίες μας. Συγκεκριμένα

φτιάξαμε ένα συναρτητή mod(eSe) −→ modS ώστε να αποτελεί δεξία-μερικώς αντίστροφο του f και

επιπλέον να απεικονίζει irreducible πρότυπα σε irreducible πρότυπα. Η h∗ μπορεί να μην αποτελεί εν΄

γένη αριστερά-μερικώς αντίστροφη, αλλά μπορεί να αντιστρέφει τον f από τα αριστερά πάνω στα ir-
reducible πρότυπα της modS όπως θα δούμε παρακάτω (πράγμα που μας αρκεί για να αποδείξουμε το

κεντρικό θεώρημα της παραγράφου).

Πρόταση 6.2.6. ΄Εστω V ∈ modS irreducible πρότυπο με f(V ) = eV 6= 0. Τότε h∗(f(V )) =
h(eV )/h(eV )(e) και υπάρχει ισομορφισμός S−προτύπων έστω:

φ : h∗(f(V )) −→ V, se⊗ ev + h(f(V ))(e) 7−→ sev, για κάθε s ∈ S, v ∈ V.

Δηλαδή h∗(f(V )) ' V (Ισομορφισμός S−προτύπων). (Αναλυτικά,
Se⊗eSeeV

(Se⊗eSeeV )(e)
' V ).

Απόδειξη.

΄Εστω ψ : Se × eV −→ V, (se, ev) 7−→ seev = sev, όπου s ∈ S, v ∈ V . Η φ είναι άμεσα καλά
ορισμένη και eSe−διπροσθετική (π.χ. ψ(se · (es′e), ev) = ψ((ses′)e, ev) = ses′eev = see (s′eev)︸ ︷︷ ︸

∈V

=

ψ(se, e(s′eev)) = ψ(se, (es′e) · ev)). Συνεπώς έπεται ένας ομομορφισμός Z−προτύπων,

β : Se⊗eSe eV −→ V, se⊗ ev 7−→ seev = sev, ∀s ∈ S, v ∈ V.

΄Αμεσα η β είναι και ομομορφισμός S−προτύπων. Επιπλέον, Se ⊗eSe eV = h(f(V )) και ισχύουν τα
παρακάτω:

Imβ = V : Εφόσον eV 6= 0, τότε υπάρχει v1 ∈ V , ώστε ev1 6= 0 και β(1Se ⊗ ev1) = 1Seev1 =
ev1 6= 0. Συνεπώς 0 6= Imβ ⊆ V = irreducible S−πρότυπο, άρα Imβ = V . (Σημείωση: αν και δεν
μας χρειάζεται, εύκολα δείχνεται ότι SeV = Imβ).

kerβ = h(f(V ))(e): Εφόσον Se ⊗eSe eV = h(f(V )) και h(f(V ))/kerβ ' Imβ = V = irre-
ducible S−πρότυπο, τότε πρέπει kerβ = maximal S−υποπρότυπο του h(f(V )). ΄Ομως από Πρόταση
6.2.1 (αφού eV 6= 0, V = irreducible S−πρότυπο) έχουμε ότι f(V ) =irreducible eSe−πρότυπο και
άρα από Πρόταση 6.2.4 kerβ = h(f(V ))(e).

Τελικά, h∗(f(V )) = a(h(f(V ))) = h(f(V ))/h(f(V ))(e) = h(f(V ))/kerβ ' Imβ = V (Ισο-
μορφισμός S−προτύπων). Μάλιστα η απεικόνιση που κάνει τη δουλεία (σύμφωνα με το 1o Θεώρημα
Ισομορφισμών) είναι η

g : h(f(V ))/kerβ −→ Imβ, x+ kerβ 7−→ β(x)

Ιδιαιτέρως, kerβ = h(f(V ))(e) και αν se⊗ev ∈ h(f(V )) = Se⊗eSe eV , τότε g(se⊗ev+h(f(V ))(e)) =
β(se⊗ ev) = seev = sev.

�
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Θεώρημα 6.2.1. ΄Εστω {Vλ | λ ∈ Λ} ένα full set από irreducible S−πρότυπα της modS, τότε το

σύνολο {eVλ | λ ∈ Λ, eVλ 6= 0} είναι full set από irreducible eSe−πρότυπα της mod(eSe). Μάλιστα

για κάθε λ ∈ Λ με eVλ 6= 0 ισχύει ότι,

Vλ ' h∗(eVλ) =
Se⊗eSe eVλ

(Se⊗eSe eVλ)(e)
(Ισομορφισμός S − προτύπων).

Απόδειξη.

Το {eVλ | λ ∈ Λ, eVλ 6= 0} = σύνολο από irreducible eSe−πρότυπα της mod(eSe): άμεσα από

Πρόταση 6.2.1.

Για κάθε λ 6= µ και eVλ, eVµ 6= 0 πρέπει eVλ � eVµ: Πράγματι, αν είχαμε g : eVλ −→ eVµ
ισομορφισμός eSe−προτύπων στην mod(eSe) τότε επειδή h∗ : mod(eSe) −→ modS είναι συναρτητής
πρέπει η απεικόνιση h∗(g) : h∗(eVλ) −→ h∗(eVµ) να είναι ισομορφισμός S−προτύπων. Συνεπώς από
Πρόταση 6.2.6 έχουμε,

Vλ ' h∗(f(Vλ)) = h∗(eVλ) ' h∗(eVµ) = h∗(f(Vµ)) ' Vµ (Ισομορφισμός S − προτύπων).

Το τελευταίο είναι άτοπο από υπόθεση για το σύνολο {Vλ | λ ∈ Λ}, άρα eVλ � eVµ.

Για κάθε irreducible eSe−πρότυπο της mod(eSe) έστω W , υπάρχει λ ∈ Λ ώστε eVλ ' W :
Πράγματι, από Πρόταση 6.2.5 ii) πρέπει h∗(W ) = irreducible S−πρότυπο της modS και από υπόθε-
ση πρέπει να υπάρχει λ ∈ Λ και g : h∗(W ) −→ Vλ (Ισομορφισμός S−προτύπων). Τώρα, επειδή
f : modS −→ mod(eSe) είναι συναρτητής πρέπει η f(g) : f(h∗(W )) −→ f(Vλ) = eVλ να είναι
ισομορφισμός eSe−προτύπων. Συνεπώς, από Πρόταση 6.2.5 έχουμε,

0 6= W ' f(h∗(W )) ' eVλ (Ισομορφισμοί eSe− προτύπων)

�

Σχόλιο. Το Θεώρημα 6.2.1 απαντάει στο ερώτημα που θέσαμε στη αρχή της παραγράφου. Παρ΄ όλα

αυτά γεννάει ένα καινούργιο ερώτημα το οποίο λέει:

Πιο είναι το σύνολο Λ′ := {λ ∈ Λ | eVλ 6= 0};

΄Οπως θα δούμε στις παραγράφους 6.3 − 6.4, αυτό το σύνολο μπορεί να μεταβάλετε ανάλογα με την

χαρακτηριστική του σώματος K.

Σχόλιο. Μία ενδιαφέρον ισοδύναμη παραλλαγή της υπόθεσης eV 6= 0 που θα μας χρησιμεύσει στην

απόδειξη του θεωρήματος του James (βλέπε παράγραφο 6.4), πηγάζει από την ακόλουθη παρατήρηση.
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Παρατήρηση 6.2.7. ΄Εστω V ∈ modS, τότε ισχύουν τα εξής:

i) HomS(Se, V ) ' eV (Ισομορφισμός Κ-προτύπων).

ii) Αν V irreducible S−πρότυπο τότε,

eV 6= 0 ⇐⇒ υπάρχει επιμορφισμός S−προτύπων φ : Se −→ V .

(Δηλαδή eV 6= 0 ⇐⇒ το V είναι ομομορφική εικόνα του Se).

Απόδειξη.

i) ΄Εστω φ : HomS(Se, V ) −→ eV , με φ(f) = f(e). Τότε,

φ καλά ορισμένη: Αρκεί να δείξουμε ότι f(e) ∈ eV , για κάθε f ∈ HomS(Se, V ). Πράγματι,

f(e) = f(e2)
f∈HomS(Se,V )

=========== ef(e) ∈ eV.

φ 1-1: Πράγματι, έστω f1, f2 ∈ HomS(Se, V ) τότε:

φ(f1) = φ(f2) ⇐⇒ f1(e) = f2(e) =⇒ sf1(e) = sf2(e), ∀s ∈ S =⇒
f1(se) = f2(se) ∀s ∈ S =⇒ f1 = f2.

φ ομομορφισμός Κ-προτύπων: ΄Αμεσο.

φ επί: ΄Εστω ev ∈ eV , τότε θεωρούμε την απεικόνιση

fv : Se −→ V, se 7−→ (se) · v, για κάθε s ∈ S.

fv ∈ HomS(Se, V ) (π.χ fv(s
′(se)) = fv(s

′se) = (s′se) · v = s′ · ((se) · v) = s′fv(se), για κάθε
s′, s ∈ S) και fv(e) = fv(1Se) = ev.

ii) Καταρχάς, eV 6= 0
i)⇐⇒ HomS(Se, V ) 6= 0. Το τελευταίο είναι ισοδύναμο με το να υπάρχει

f : Se −→ V μη-μηδενικός ομομορφισμός S−προτύπων, οπότε 0 6= Imf ≤ V = irreducible ,
πράγμα που σημαίνει Imf = V .

�
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6.3 Εφαρμογή I. Specht πρότυπα και τα δυϊκά τους.

Παρακάτω, Κ άπειρο σώμα, Γ = ΓK = GLn(K), λ ∈ Λ+(n, r) και T = T λ : [λ] −→ r basic
λ−tableaux.

Στη παράγραφο αυτή στόχος μας είναι να εφαρμόσουμε την γενική θεωρία που αναπτύξαμε στο 6.2

πάνω στο συναρτητή του Schur f : MK(n, r) −→ modKG(r), για r ≤ n. Θα μελετήσουμε τα Specht
πρότυπα και τον τρόπο που συνδέονται με την κατηγορία modKG(r) για γενική χαρακτηριστική του

σώματος K. Παρ΄ ταύτα το κεντρικό θεώρημα της παραγράφου θα δίνει μία περιγραφή της modKG(r)
στη περίπτωση όπου chK = 0.

Σύμβαση 6.3.1. Σε όλη την έκταση της παραγράφου 6.3 δουλεύουμε με r ≤ n και θα έχουμε τους

εξής συμβολισμούς:

i) S = SK(n, r) και G = G(r). (Θα χρησιμοποιούμε το συμβολισμό G όταν θέλουμε να αναφερθούμε

σε κυκλικά KG(r)-πρότυπα με γεννήτορα x και θα γράφουμε KGx αντί KG(r)x).

ii) ω = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
r

, 0, ..., 0) ∈ Λ+(n, r), u ∈ I(n, r) με u(i) = i, για κάθε i ∈ r και l ∈ I(n, r) με

l(x(s, t)) = s, για κάθε (s, t) ∈ [λ] (βλέπε Ορισμό 4.3.1).

Υπενθύμιση 6.3.1. i) a) Το σύνολο {ξuπ,u | π ∈ G(r)} είναι Κ-βάση του S(ω).

b) Υπάρχει ο παρακάτω ισομορφισμός Κ-αλγεβρών

φ : S(ω) −→ KG(r), ξuπ,u 7−→ π, για κάθε π ∈ G(r).

ii) (1o Παραλλαγή του συναρτητή του Schur). Ορίζεται ο συναρτητής fω : modS −→ modS(ω)

fω(V ) = V ω

fω(θ : V −→W ) = θω = θ|
V ω

: V ω −→Wω,

για κάθε V,W ∈ modS και θ : V −→W ομομορφισμό στην modS (βλέπε Παρατήρηση 6.1.2).

iii) ( 2o Παραλλαγή του συναρτητή του Schur). Ορίζεται ο συναρτητής fω : MK(n, r) −→ modKG(r)

fω(V ) = V ω

fω(θ : V −→W ) = θω = θ|
V ω

: V ω −→Wω,

για κάθε V,W ∈ MK(n, r) και θ : V −→ W ομομορφισμό στην MK(n, r). ΄Οπου ξέρουμε

ότι V ω ∈ modS(ω) (βλέπε Παρατήρηση 6.1.2) και το V ω
το βλέπουμε σαν KG(r)−πρότυπο με

V ω ∈ modKG(r), όπως στη Παρατήρηση 6.1.4.
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Υπενθύμιση 6.3.2. i) Dλ,K := spanK{(Tl : Ti) | i ∈ I(n, r)}, όπου (Tl : Ti) :=
∑

π∈C(T )

s(π)cl,iπ.

ii) Dλ,K ⊆ λAK(n, r) = AK(n, r) ◦ ξλ (βλέπε Πόρισμα 4.3.2).

iii) [R(T )] =
∑

π∈R(T )

π ∈ KG(r), {C(T )} =
∑

π∈C(T )

s(π)π ∈ KG(r).

Παρατήρηση 6.3.1. i) Dω
λ,K ⊆ λAK(n, r)ω = ξω ◦AK(n, r) ◦ ξλ.

ii) a) ξω ◦ ci,j ◦ ξλ =

{
ci,j i ∼ l και j ∼ u
0 αλλιώς

.

b) λAK(n, r)ω = spanK{cl,uπ | π ∈ G(r)} =
∑

π∈G(r)

Kcl,uπ

Απόδειξη.

i) ΄Αμεσο από Υπενθύμιση 6.3.2 ii).

ii) a) Ξέρουμε (από Παρατήρηση 2.8.1) ότι το AK(n, r) είναι KΓ−διπρότυπο, οπότε ξω ◦ci,j ◦ξλ =
ξω ◦ (ci,j ◦ ξλ). Τώρα, από Πόρισμα 2.8.1 έχουμε,

ci,j ◦ ξλ
l∈λ

==== ci,j ◦ ξl,l =
∑

s∈I(n,r)

ξl,l(ci,s)cs,j
Παρατήρηση 2.1.1 iv)

=============== ξl,l(ci,i)ci,j =

{
ci,j i ∼ l
0 i � l

.

Επιπλέον, πάλι με βάση το Πόρισμα 2.8.1 έχουμε,

ξω ◦ ci,j
u∈ω

==== ξu,u ◦ ci,j =
∑

s∈I(n,r)

ξu,u(cs,j)ci,s
Παρατήρηση 2.1.1 iv)

=============== ξu,u(cj,j)ci,j =

{
ci,j j ∼ u
0 j � u

.

Επομένως, ξω ◦ ci,j ◦ ξλ = ξω ◦ (ci,j ◦ ξλ) =

{
ci,j i ∼ l και j ∼ u
0 αλλιώς

.

b) spanK{cl,uπ | π ∈ G(r)} ⊆ λAK(n, r)ω: Επειδή l ∼ l και uπ ∼ u, πρέπει

cl,uπ
ii)a)

==== ξω ◦ cl,uπ ◦ ξλ ∈ λAK(n, r)ω, για κάθε π ∈ G(r).

Συνεπώς spanK{cl,uπ | π ∈ G(r)} ⊆ λAK(n, r)ω.

λAK(n, r)ω ⊆ spanK{cl,uπ | π ∈ G(r)}: ΄Εστω x ∈ λAK(n, r)ω, τότε υπάρχει c ∈
AK(n, r) ώστε x = ξω ◦ c ◦ ξλ. Από Πόρισμα 2.1.2 υπάρχουν {ki,j}(i,j)∈T ⊆ K ώστε
c =

∑
(i,j)∈T

ki,jci,j , επίσης θέτουμε Tl,u := {(i, j) ∈ T | i ∼ l και j ∼ u} και έχουμε,

x =
∑

(i,j)∈T

ki,j(ξω ◦ ci,j ◦ ξλ)
ii)a)

====
∑

(i,j)∈Tl,u

ki,jci,j . (∗)
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΄Ομως για (i, j) ∈ Tl,u, υπάρχουν σ, π ∈ G(r), ώστε i = lπ και j = uσ, οπότε:

ci,j = clπ,uσ
(lπ,uσ)∼(l,uσπ−1)

============= cl,uσπ−1 .

Από το τελευταίο και (∗) έχουμε ότι x ∈ spanK{cl,uπ | π ∈ G(r)}.

�

Πρόταση 6.3.1. i) Το
λAK(n, r) = AK(n, r) ◦ ξλ είναι αριστερό S = SK(n, r)−υποπρότυπο του

AK(n, r), οπότε το
λAK(n, r)ω είναι φυσιολογικά S(ω)−πρότυπο και ισοδύναμα KG(r)−πρότυπο

με π · x = ξuπ,u ◦ x, για κάθε x ∈ λAK(n, r)ω, π ∈ G(r).

ii) a) cl,uπ = cl,uπ′ ⇐⇒ π′ ∈ πR(T ) ⇐⇒ π′R(T ) = πR(T ).

b) ΄Εστω R =σύνολο αντιπροσώπων αριστερών συμπλόκων της R(T ) στη G(r), τότε το σύνολο

{cl,uπ | π ∈ R} αποτελεί Κ-βάση του
λAK(n, r)ω.

iii) ΄Εστω KG[R(T )] = <[R(T )]> το κυκλικό KG(r)−πρότυπο της KG(r). Τότε Υπάρχει ισομορ-

φισμός KG(r)−προτύπων έστω:

φ = φλ,ω : λAK(n, r)ω −→ KG[R(T )], με φ(cl,uπ) = π[R(T )], για κάθε π ∈ G(r).

Ιδιαιτέρως το σύνολο {π[R(T )] | π ∈ R} αποτελεί Κ-βάση του κυκλικούKG(r)−προτύπουKG[R(T )].

Απόδειξη.

i) Το λAK(n, r) = AK(n, r) ◦ ξλ είναι αριστερό S = SK(n, r)−υποπρότυπο του AK(n, r) άμε-
σα από Παρατήρηση 2.8.1 i), έπειτα από Παρατήρηση 6.1.2 το λAK(n, r)ω γίνεται φυσιολογικά
S(ω)−πρότυπο και άρα από Παρατήρηση 6.1.4 γίνεται KG(r)−πρότυπο με π · x = ξuπ,u ◦ x, για
κάθε x ∈ λAK(n, r)ω, π ∈ G(r).

ii) a) ΄Εστω π, π′ ∈ G(r) τότε,

cl,uπ = cl,uπ′
(∗)⇐⇒ ∃σ ∈ R(T ) ώστε uπ = uπ′σ ⇐⇒ u = uπ′σπ−1 (∗∗)⇐⇒

π′σπ−1 ∈ Gω = 1 ⇐⇒ π′σ = π ⇐⇒ π′ ∈ πR(T ) ⇐⇒ π′R(T ) = πR(T ).

Η (∗) ισχύει από Λήμμα 4.4.1 το ii) και η (∗∗) ισχύει από Παρατήρηση 6.1.3.
b) λAK(n, r)ω = spanK{cl,uπ | π ∈ R}: ΄Αμεσο από Παρατήρηση 6.3.1 ii)b) και αυτό που
δείξαμε στο ii)a).

{cl,uπ | π ∈ R} = K−γραμμικά ανεξάρτητο: Επειδή R = σύνολο αντιπροσώπων αριστερών
συμπλόκων της R(T ) στη G(r) τότε από ii)a) όλα τα στοιχεία του {cl,uπ}π∈R είναι διάφορα
ανά δύο. Συνεπώς από Παρατήρηση 2.1.1 έχουμε το ζητούμενο.

iii) ΄Εστω R όπως στο ii)b) και θεωρούμε απεικόνιση f : {cl,uπ}π∈R −→ KG[R(T )] με f(cl,uπ) =
π[R(T )], για κάθε π ∈ R. Επειδή το {cl,uπ}π∈R είναι Κ-βάση του λAK(n, r)ω, η f επεκτείνεται
σε ομομορφισμό Κ-προτύπων έστω:
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φ = φλ,ω : λAK(n, r)ω −→ KG[R(T )], με φ(cl,uπ) = π[R(T )], για κάθε π ∈ R.

Ισχυρισμός. Ισχύει κάτι γενικότερο: φ(cl,uπ) = π[R(T )], για κάθε π ∈ G(r).

Πράγματι, αν π ∈ G(r) τότε εξ΄ ορισμού του R, υπάρχει σ ∈ R ώστε πR(T ) = σR(T ). ΄Αρα,

φ(cl,uπ)
ii)a)

==== φ(cl,uσ)
σ∈R

==== σ[R(T )].

Οπότε αν δείξουμε ότι σ[R(T )] = π[R(T )], ο ισχυρισμός αποδείχθηκε. Πράγματι, εφόσον
πR(T ) = σR(T ), τότε υπάρχει π′ ∈ R(T ) ώστε ππ′ = σ, οπότε,

σ[R(T )] = ππ′[R(T )] = ππ′
∑

s∈R(T )

s = π
∑

s∈R(T )

π′s
π′∈R(T )≤G(r)

=========== π
∑

s′∈R(T )

s′ = π[R(T )].

Τελειώσαμε με τον ισχυρισμό και πάμε να δείξουμε ότι η φ είναι ισομορφισμός KG(r)−προτύπων.

Η φ είναι επί: ΄Εστω x ∈ KG[R(T )], τότε x = k[R(T )] για κάποιο k ∈ KG(r). Επιπλέον,
υπάρχουν {kπ}π∈G(r) ⊆ K ώστε k =

∑
π∈G(r)

kππ, οπότε,

x = (
∑

π∈G(r)

kππ)[R(T )] =
∑

π∈G(r)

kπ(π[R(T )])
Ισχυρισμό

========
∑

π∈G(r)

kπφ(cl,uπ) = φ(
∑

π∈G(r)

kπcl,uπ).

Η φ είναι 1-1: ΄Εστω x ∈ λAK(n, r)ω με φ(x) = 0. Από ii)b) υπάρχουν {kπ}π∈R ώστε
x =

∑
π∈R

kπcl,uπ. Οπότε,

0 = φ(x) = φ(
∑
π∈R

kπcl,uπ) =
∑
π∈R

kπ(π[R(T )]) =
∑
π∈R

∑
σ∈R(T )

kππσ. (∗)

Παρατήρηση. Για κάθε π, π′ ∈ R, σ, σ′ ∈ R(T ) ισχύει ότι: πσ = π′σ′ ⇐⇒ π = π′ και
σ = σ′.

Πράγματι, αν πσ = π′σ′, τότε π = π′ σ′σ−1︸ ︷︷ ︸
∈R(T )

, άρα πR(T ) = π′R(T ) και αναγκαστικά (αφού

π, π′ ∈ R) έχουμε π = π′ και κατά συνέπεια σ = σ′. Η παρατήρηση αποδείχθηκε.

Με βάση την παρατήρηση έχουμε ότι όλα τα στοιχεία πσ στο άθροισμα (∗) είναι διακεκριμένα ανά
δύο, άρα εφόσον το G(r) αποτελεί K−βάση του KG(r), έχουμε ότι kπ = 0, για κάθε π ∈ R.
Οπότε x = 0.

Η φ είναι ομομορφισμός KG(r)−προτύπων: Επειδή η φ : λAK(n, r)ω −→ KG[R(T )] ε-
ίναι ομομορφισμός Κ-προτύπων και τα σύνολα {cl,uπ}π∈R, {π}π∈G(r) αποτελούν Κ-βάσεις των

λAK(n, r)ω, KG(r) αντίστοιχα, αρκεί να δείξουμε ότι φ(σ·cl,uπ) = σ·φ(cl,uπ), για κάθε σ ∈ G(r).
Πράγματι,

σ · cl,uπ
i)

=== ξuσ,u ◦ cl,uπ
Πόρισμα 2.8.1

==========
∑

k∈I(n,r)

ξuσ,u(ck,uπ)cl,k. (∗∗)
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Επίσης,

(uσ, u) ∼ (k, uπ) ⇐⇒ ∃p ∈ G(r) ώστε uσp = k και up = uπ ⇐⇒
uσp = k και pπ−1 ∈ Gω = StabG(r)(u) = 1 ⇐⇒ uσp = k και p = π =⇒ uσπ = k

΄Αρα από (∗∗) έχουμε σ · cl,uπ = ξuσ,u(cuσπ,uπ)cl,uσπ = cl,uσπ. Συνεπώς,

φ(σ · cl,uπ) = φ(cl,uσπ) = σπ[R(T )] = σ · (π[R(T )]) = σ · φ(cl,uπ).

�

Υπενθύμιση 6.3.3. i) Το Dω
λ,K έχει Κ-βάση το {(Tl : Ti) | i ∈ ω, Ti = standard}.

ii) a) Dω
λ,K = spanK{(Tl : Tuπ) | π ∈ G(r)}

b) Το σύνολο {(Tl : Tuπ) | π ∈ G(r), Tuπ = standard} αποτελεί Κ-βάση του Dω
λ,K .

Απόδειξη.

Το i) είναι άμεσο από Πρόταση 4.6.1. ΄Οσο για το ii) (από Παρατήρηση 6.1.3 iii)) τα a), b) είναι
άμεσα Πρόταση 4.6.1.

�

Πρόταση 6.3.2. ΄Εστω φ = φλ,ω : λAK(n, r)ω −→ KG[R(T )] ο ισομορφισμός KG(r)−προτύπων
που είδαμε πριν, τότε,

i) φ((Tl : Tuπ)) = π{C(T )}[R(T )], για κάθε π ∈ G(r).

ii) φ(Dω
λ,K) = KG{C(T )}[R(T )] = <{C(T )}[R(T )]>= κυκλικό KG(r)−πρότυπο της KG(r).

iii) Η φ|
Dω
λ,K

: Dω
λ,K −→ KG{C(T )}[R(T )] είναι ισομορφισμός KG(r)−προτύπων.

Απόδειξη.

i) ΄Εστω π ∈ G(r) τότε,

φ((Tl : Tuπ)) = φ(
∑

σ∈C(T )

s(σ)cl,uπσ) =
∑

σ∈C(T )

s(σ)φ(cl,uπσ)
Πρόταση 6.3.1 iii)

=============

∑
σ∈C(T )

s(σ)πσ[R(T )] = π(
∑

σ∈C(T )

s(σ)σ)[R(T )] = π{C(T )}[R(T )].

ii) Εφόσον φ ομομορφισμός KG(r)−προτύπων (άρα ομομορφισμός και K−προτύπων) έχουμε,

φ(Dω
λ,K) = φ(spanK{(Tl : Tuπ) | π ∈ G(r)}) = spanK{φ((Tl : Tuπ)) | π ∈ G(r)} i)

===

spanK{π{C(T )}[R(T )] | π ∈ G(r)} G(r)=Κ-βάση του KG(r)
================= KG{C(T )}[R(T )].
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iii) ΄Αμεσο από ii).

�

Ορισμός 6.3.1. Ορίζουμε ST,K := KG{C(T )}[R(T )] = <{C(T )}[R(T )]>= κυκλικόKG(r)−πρότυπο
της KG(r). Το ST,K θα λέγεται Specht πρότυπο.

Θεώρημα 6.3.1. (Περιγραφή της modKG(r) μέσω των Specht προτύπων).

i) a) Υπάρχει ισομορφισμός KG(r)−προτύπων έστω

φ = φT,K : Dω
λ,K −→ ST,K , με φ((Tl : Tuπ)) = π{C(T )}[R(T )], για κάθε π ∈ G(r).

b) Το σύνολο {π{C(T )}[R(T )] | π ∈ G(r), Tuπ = standard} αποτελεί Κ-βάση για το Specht
πρότυπο ST,K .

ii) ΄Εστω chK = 0 τότε:

a) Το ST,K είναι irreducible KG(r)−πρότυπο.
b) Για κάθε λ ∈ Λ+(n, r), έστω T λ ένα basic λ-tableaux τότε θέτοντας Sλ,K = STλ,K έχουμε

ότι το {Sλ,K | λ ∈ Λ+(n, r)} είναι full set από irreducible KG(r)−πρότυπα της modKG(r).

Απόδειξη.

i) Είναι άμεσο από Πρόταση 6.3.2 και Υπενθύμιση 6.3.3.

ii) Κάνουμε απευθείας το b) από το οποίο έπεται άμεσα το a). Ξέρουμε από Πόρισμα 3.5.2, ότι το
σύνολο {Fλ,K | λ ∈ Λ+(n, r)} αποτελεί full set από irreducible KΓ−πρότυπα της MK(n, r).
΄Ομως chK = 0 και (από Πόρισμα 5.4.1) ΦDλ,K = ΦFλ,K (= Sλ), άρα (από Πόρισμα 3.5.2)

Dλ,K ' Fλ,K (Ισομορφισμός KΓ−προτύπων) για κάθε λ ∈ Λ+(n, r).

Συνεπώς το σύνολο {Dλ,K | λ ∈ Λ+(n, r)} αποτελεί full set από irreducible KΓ−πρότυπα
της MK(n, r). Ιδιαιτέρως (από Παρατήρηση 2.4.3 και Πόρισμα 2.4.1) το σύνολο {Dλ,K | λ ∈
Λ+(n, r)} αποτελεί full set από irreducible S = SK(n, r)−πρότυπα της modS. Οπότε (από
Θεώρημα 6.2.1) το σύνολο {Dω

λ,K | λ ∈ Λ+(n, r), Dω
λ,K 6= 0} είναι full set από irreducible

S(ω)−πρότυπα της modS(ω). Στη συνέχεια από Υπενθύμιση 6.3.3 i) (και το γεγονός ότι υπάρ-
χουν i ∈ I(n, r) ώστε i ∈ ω και Ti = standard) έχουμε ότι Dω

λ,K 6= 0, για κάθε λ ∈ Λ+(n, r)
και έτσι:

Το {Dω
λ,K | λ ∈ Λ+(n, r)} είναι full set από irreducible S(ω)−πρότυπα της modS(ω).

΄Ομως (από Πρόταση 6.1.2) S(ω) ' KG(r) (ΙσομορφισμόςK−αλγεβρών) και άρα (από Παρατήρη-
ση 6.1.4 και Πόρισμα 6.1.2) έχουμε ότι το σύνολο {Dω

λ,K | λ ∈ Λ+(n, r)} είναι full set από irre-
ducible KG(r)−πρότυπα της modKG(r) (όπου π ·x = ξuπ,u ◦x, για κάθε x ∈ Dω

λ,K , π ∈ G(r)).

Τέλος STλ,K ' Dω
λ,K (Ισομορφισμός KG(r)−προτύπων) για κάθε λ ∈ Λ+(n, r) και άρα,
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Το {STλ,K | λ ∈ Λ+(n, r)} είναι full set από irreducible KG(r)−πρότυπα της modKG(r).

�

Σχόλιο. Είδαμε ότι τα Specht πρότυπα συνδέονται άμεσα με τα πρότυπα Dλ,K . ΄Ομως ξέρουμε ότι το

πρότυπο Vλ,K είναι το δυικό του Dλ,K , οπότε είναι εύλογο κανείς να μελετήσεις τα δυικά Specht πρότυπα

μέσω του Vλ,K .

Υπενθύμιση 6.3.4. i) Το Vλ,K αποτελεί SK(n, r)−υποπρότυπο του E⊗r.

ii) ξa · ei =

{
ei i ∈ a
0 i /∈ a

, για κάθε i ∈ I(n, r), a ∈ Λ(n, r).

iii) Το σύνολο {ei | i ∈ I(n, r), i ∈ a} αποτελεί Κ-βάση του (E⊗r)a.

Πρόταση 6.3.3. i) Το σύνολο {euπ | π ∈ G(r)} είναι Κ-βάση του (E⊗r)ω.

ii) Ξέρουμε ότι το (E⊗r)ω είναι S(ω)−πρότυπο, ισοδύναμα KG(r)−πρότυπο με:

σ · euπ = ξuσ,u · euπ = euσπ, για κάθε σ, π ∈ G(r).

iii) Υπάρχει ισομορφισμός KG(r)−προτύπων έστω,

φ : (E⊗r)ω −→ KG(r), με φ(euπ) = π, για κάθε π ∈ G(r).

Απόδειξη.

i) ΄Αμεσο από Υπενθύμιση 6.3.4 και Παρατήρηση 6.1.3 iii)

ii) Αυτό που θέλει έλεγχο είναι η σχέση ξuσ,u ·euπ = euσπ (τα υπόλοιπα έπονται από την Παρατήρηση
6.1.4). Πράγματι, ξuσ,u · euπ =

∑
i∈I(n,r)

ξuσ,u(ci,uπ)ei. Επιπλέον,

(uσ, u) ∼ (i, uπ) ⇐⇒ ∃τ ∈ G(r) : uστ = i και uτ = uπ,

όμως uτ = uπ ⇐⇒ τπ−1 ∈ Gω = StabG(r)(u) = 1 ⇐⇒ τ = π. Οπότε (uσ, u) ∼ (i, uπ) ⇐⇒
uσπ = i, συνεπώς,

ξuσ,u · euπ =
∑

i∈I(n,r)

ξuσ,u(ci,uπ)ei = ξuσ,u(cuσπ,uπ)euσπ
(uσ,u)∼(uσπ,uπ)

============ euσπ
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iii) Τα σύνολα {euπ}π∈G(r), {π}π∈G(r) είναι Κ-βάσεις των (E⊗r)ω, KG(r) αντίστοιχα, ιδιαιτέρως
dimK(E⊗r)ω = dimKKG(r). ΄Αρα υπάρχει ισομορφισμός K−προτύπων έστω,

φ : (E⊗r)ω −→ KG(r), με φ(euπ) = π, για κάθε π ∈ G(r).

Επιπλέον από ii) έχουμε φ(σ · euπ) = φ(euσπ) = σπ = σ · φ(euπ), για κάθε π ∈ G(r). Οπότε
(από αυτά που αναφέραμε πάνω) η φ πρέπει να είναι και ομομορφισμός KG(r)−προτύπων, άρα
ισομορφισμός KG(r)−προτύπων.

�

Υπενθύμιση 6.3.5. i) Το V ω
λ,K έχει Κ-βάση το {bi | i ∈ ω, Ti = standard}.

ii) a) V ω
λ,K = spanK{buπ | π ∈ G(r)}

b) Το σύνολο {buπ | π ∈ G(r), Tuπ = standard} αποτελεί Κ-βάση του V ω
λ,K .

Απόδειξη. ΄Αμεσα από Πρόταση 5.4.1 και Παρατήρηση 6.1.3 iii).
�

Πρόταση 6.3.4. ΄Εστω φ : (E⊗r)ω −→ KG(r) ο ισομορφισμός KG(r)−προτύπων που είδαμε πριν,

τότε,

i) a) buπ = euπ[R(T )]{C(T )}, για κάθε π ∈ G(r)

b) φ(buπ) = π[R(T )]{C(T )}.

ii) φ(V ω
λ,K) = KG[R(T )]{C(T )} = <[R(T )]{C(T )}>= κυκλικό KG(r)−υποπρότυπο της KG(r).

iii) Η απεικόνιση φ|
V ω
λ,K

: V ω
λ,K −→ KG[R(T )]{C(T )} είναι ισομορφισμός KG(r)−προτύπων.

Απόδειξη.

i) a) Καταρχάς, buπ = ξuπ,lfl = ξuπ,lel{C(T )} Λήμμα 5.3.1

========= (
∑

h∈[uπ]R(T )

eh){C(T )}. Επιπλέον,

uπσ 6= uπσ′ για κάθε σ, σ′ ∈ R(T ) με σ 6= σ′ (αφού αν uπσ = uπσ′, τότε από Παρατήρηση
6.1.3 iii) πρέπει πσ = πσ′ ⇐⇒ σ = σ′). Συνεπώς

buπ = (
∑

σ∈R(T )

euπσ){C(T )} = euπ(
∑

σ∈R(T )

σ){C(T )} = euπ[R(T )]{C(T )}.

b) ΄Εστω π ∈ G(r) τότε,

φ(buπ) = φ(euπ[R(T )]{C(T )}) = φ(
∑

τ∈R(T )

∑
σ∈C(T )

s(σ)euπτσ)
Πρόταση 6.3.3

==========

∑
τ∈R(T )

∑
σ∈C(T )

s(σ)πτσ = π[R(T )]{C(T )}.
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ii) Επειδή η φ είναι ομομορφισμός KG(r)−προτύπων (άρα και Κ-προτύπων) έχουμε:

φ(V ω
λ,K) = φ(spanK{buπ | π ∈ G(r)}) = spanK{φ(buπ) | π ∈ G(r)} i)

===

spanK{π[R(T )]{C(T )} | π ∈ G(r)} G(r)=Κ-βάση του KG(r)
================= KG[R(T )]{C(T )}.

iii) ΄Αμεσο από ii).

�

Ορισμός 6.3.2. Ορίζουμε ST,K := KG[R(T )]{C(T )} = <[R(T )]{C(T )}>= κυκλικόKG(r)−πρότυπο
της KG(r). Το ST,K θα λέγεται δυικό Specht πρότυπο.

Θεώρημα 6.3.2. (Περιγραφή της modKG(r) μέσω των δυικών Specht προτύπων).

i) a) Υπάρχει ισομορφισμός KG(r)−προτύπων έστω

φ = φT,K : V ω
λ,K −→ ST,K , με φ(buπ) = π[R(T )]{C(T )}, για κάθε π ∈ G(r).

b) Το σύνολο {π[R(T )]{C(T )} | π ∈ G(r), Tuπ = standard} αποτελεί Κ-βάση για του δυϊκού

Specht πρότυπου ST,K .

ii) ΄Εστω chK = 0 τότε:

a) Το ST,K είναι irreducible KG(r)−πρότυπο.
b) Για κάθε λ ∈ Λ+(n, r), έστω T λ ένα basic λ-tableaux τότε θέτοντας Sλ,K = STλ,K έχουμε

ότι το {Sλ,K | λ ∈ Λ+(n, r)} είναι full set από irreducible KG(r)−πρότυπα της modKG(r).

Απόδειξη.

i) Είναι άμεσο από Πρόταση 6.3.4 και Υπενθύμιση 6.3.5.

ii) Η απόδειξη είναι ακριβώς ίδια με αυτή του Θεωρήματος 6.3.1, βάζοντας Vλ,K στη θέση του Dλ,K

(αυτό γιατί ΦVλ,K
Πρόταση 5.1.1

========== ΦDλ,K )

�

Σχόλιο. Οπότε καταφέραμε να περιγράψουμε την κατηγορία modKG(r) μέσω των Specht προτύπων

ST,K , ST,K . Αυτό που εκκρεμεί να αιτιολογηθεί, είναι η ονομασία περί δυικότητας των ST,K , ST,K ,

πράγμα που πραγματεύεται το επόμενο Θεώρημα.
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Παρατήρηση 6.3.2. i) (Υπενθύμιση). Ξέρουμε ότι υπάρχει non-singular, contravariant form
έστω ( , ) : Vλ,K ×Dλ,K −→ K.

ii) Ο περιορισμός ( , ) : V ω
λ,K×Dω

λ,K −→ K είναι non-singular, K-bilinear form τωνKG(r)−προτύπων
V ω
λ,K , D

ω
λ,K και μάλιστα:

(π · x, y) = (x, π−1 · y), για κάθε x ∈ V ω
λ,K , y ∈ Dω

λ,K , π ∈ G(r).

Απόδειξη.

i) Το ξέρουμε από Ορισμό 5.1.2 και Πόρισμα 5.3.1.

ii) Η ( , ) : V ω
λ,K ×Dω

λ,K −→ K είναι non-singular, K-bilinear form άμεσα από Παρατήρηση 3.3.3.
Επιπλέον,

(π · x, y)
Παρατήρηση 6.1.4

============ (ξuπ,u · x, y) = (x, J(ξuπ,u) · y) = (x, ξu,uπ · y)
(u,uπ)∼(uπ−1,u)

============

(x, ξuπ−1,u · y) = (x, π−1 · y).

�

Θεώρημα 6.3.3. Υπάρχει invariant, K-bilinear form έστω ( , )S : ST,K × ST,K −→ K ώστε:

(π[R(T )]{C(T )}, π′{C(T )}[R(T )])S = (buπ, (Tl : Tuπ′)) = Ω(uπ, uπ′) =
∑

σ∈Aπ,π′
s(σ)1K ,

όπου Aπ,π′ = {σ ∈ C(T ) | τα uπ, uπ′σ ανήκουν στην ίδια R(T )−τροχιά}, για κάθε π, π′ ∈ G(r).

Απόδειξη.

Θεωρούμε τους γνωστούς ισομορφισμούς KG(r)−προτύπων (άρα και K−προτύπων) έστω

φ = φT,K : Dω
λ,K −→ ST,K και ψ = φT,K : V ω

λ,K −→ ST,K

(βλέπε Θεώρημα 6.3.1 και Θεώρημα 6.3.2). Τότε από Παρατήρηση 6.3.2 ii) ορίζεται (άμεσα) η εξής
non-singular, K-bilinear form :

( , )S : ST,K × ST,K −→ K, με (x, y)S := (φ−1(x), ψ−1(y)).

Επίσης,

(π[R(T )]{C(T )}, π′{C(T )}[R(T )])S = (φ−1(π[R(T )]{C(T )}), ψ−1(π′{C(T )}[R(T )])) =

(buπ, (Tl : Tuπ′))
Ορισμός 5.3.4

========== Ω(uπ, uπ′)
Παρατήρηση 5.3.1

============
∑

σ∈Aπ,π′

s(σ).

Η ( , )S είναι invariant : ΄Εστω x ∈ ST,K , y ∈ ST,K και π ∈ G(r) τότε,

(π · x, π · y)S = (φ−1(π · x), ψ−1(π · y)) = (π · φ−1(x), π · ψ−1(y))
Παρατήρηση 6.3.2

============

(φ−1(x), π−1 · π · ψ−1(y)) = (φ−1(x), ψ−1(y)) = (x, y)S

�
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6.4 Εφαρμογή ΙΙ. Απλά KG(r)-πρότυπα, chK = p .

Παρακάτω, Κ άπειρο σώμα, Γ = ΓK = GLn(K), λ ∈ Λ+(n, r) και T = T λ : [λ] −→ r basic
λ−tableaux.

Στη παράγραφο 6.3 δώσαμε μία περιγραφή της κατηγορίας modKG(r) όταν chK = 0 (για r ≤ n).
Σε αυτή τη παράγραφο, θα δούμε ότι για chK = p τα πράγματα είναι διαφορετικά.

Κίνητρο. Ξέρουμε ότι το σύνολο {Fλ,K | λ ∈ Λ+(n, r)} είναι full set από irreducible πρότυπα

στη MK(n, r) ⇐⇒ στην modSK(n, r). ΄Αρα από Θεώρημα 6.2.1 και Παρατήρηση 6.1.4 το σύνο-

λο {Fωλ,K | λ ∈ Λ+(n, r), Fωλ,K 6= 0} αποτελεί full set από irreducible της modKG(r). Στην απόδειξη

του Θεωρήματος 6.3.1 με τη βοήθεια ότι chK = 0 είδαμε πως Fωλ,K ' Dω
λ,K 6= 0, για κάθε λ ∈ Λ+(n, r)

και άρα το σύνολο {Fωλ,K | λ ∈ Λ+(n, r)} είναι full set από irreducible πρότυπα στη modKG(r). Το

ερώτημα που προκύπτει τώρα είναι το εξής:

Πιο είναι το σύνολο {λ ∈ Λ+(n, r) | Fωλ,K 6= 0} όταν chK = p;

Ξεκινάμε την μελέτη μας, με κάποιες βασικές υπενθυμίσεις και συμβάσεις.

Σύμβαση 6.4.1. Σε όλη την έκταση της παραγράφου 6.4 δουλεύουμε για r ≤ n και θα έχουμε τους

εξής συμβολισμούς:

i) S = SK(n, r) και G = G(r). (Θα χρησιμοποιούμε το συμβολισμό G όταν θέλουμε να αναφερθούμε

σε κυκλικά KG(r)-πρότυπα με γεννήτορα x και θα γράφουμε KGx αντί KG(r)x).

ii) ω = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
r

, 0, ..., 0) ∈ Λ+(n, r), u ∈ I(n, r) με u(i) = i, για κάθε i ∈ r και l ∈ I(n, r) με

l(x(s, t)) = s, για κάθε (s, t) ∈ [λ] (βλέπε Ορισμό 4.3.1).

Παρατήρηση 6.4.1. ΄Εστω Xλ,K := D
min

λ,K , τότε

Xω
λ,K ' Fωλ,K (Ισομορφισμός KG(r)−προτύπων), για κάθε λ ∈ Λ+(n, r).

Ιδιαιτέρως το σύνολο {Xω
λ,K | λ ∈ Λ+(n, r), Xω

λ,K 6= 0} είναι full set από irreducible της modKG(r).

Απόδειξη. Ξέρουμε (από Πρόταση 5.4.6) ότι Fλ,K ' D
min

λ,K = Xλ,K (ΙσομορφισμόςKΓ−προτύπων
⇐⇒ S−προτύπων). Αν θ : Fλ,K −→ D

min

λ,K ο ισομορφισμός S−προτύπων τότε (από Παρατήρηση 6.2.1)
η απεικόνιση fω(θ) = θ|

Fω
λ,K

: Fωλ,K −→ Xω
λ,K είναι ισομορφισμός S(ω)−προτύπων, ισοδύναμα (από Πα-

ρατήρηση 6.1.4) ισομορφισμός KG(r)−προτύπων. Το ιδιαιτέρως έπεται άμεσα από αυτά που αναφέραμε
στην αρχή της παραγράφου (βλέπε Κίνητρο στην αρχή).

�
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Σχόλιο. Με βάση τη τελευταία παρατήρηση μπορούμε να στρέψουμε τη προσοχή μας στην μελέτη

του συνόλου {λ ∈ Λ+(n, r) | Xω
λ,K 6= 0} καθώς για το Xλ,K = D

min

λ,K έχουμε αρκετές πληροφορίες. Ξε-

κινάμε λοιπόν την προεργασία για το κεντρικό θεώρημα με ένα υπολογιστικό λήμμα πάνω στο πρότυπο

D
min

λ,K .

Λήμμα 6.4.1.

i) Xλ,K = D
min

λ,K = spanK{ξi,l ◦ (Tl : Tl) | i ∈ I(n, r)} και ξi,l ◦ (Tl : Tl) =
∑

h∈[i]R(T )

(Tl : Th).

ii) Xω
λ,K = spanK{ξi,l ◦ (Tl : Tl) | i ∈ ω} και ξi,l ◦ (Tl : Tl) =

∑
σ∈R(T )

(Tl : Tiσ), για κάθε i ∈ ω.

Απόδειξη.

i) Το ξέρουμε από Παρατήρηση 5.4.2

ii) spanK{ξi,l ◦ (Tl : Tl) | i ∈ ω} ⊆ Xω
λ,K : Πράγματι, αν i ∈ ω τότε,

ξi,l ◦ (Tl : Tl) = (ξi,iξi,l) ◦ (Tl : Tl) = ξω ◦ (ξi,l ◦ (Tl : Tl)) ∈ Xω
λ,K .

Το τελευταίο ανήκει στο Xω
λ,K , καθώς (από i)) ξi,l ◦ (Tl : Tl) ∈ D

min

λ,K = Xλ,K .

Xω
λ,K ⊆ spanK{ξi,l ◦ (Tl : Tl) | i ∈ ω}: ΄Εστω x ∈ Xω

λ,K , τότε (από i)) υπάρχουν {ki}i∈I(n,r)
ώστε x =

∑
i∈I(n,r)

ki(ξi,l ◦ (Tl : Tl)) και επιπλέον ξωx = x. Οπότε,

x = ξωx =
∑

i∈I(n,r)

ki((ξu,uξi,l) ◦ (Tl : Tl)).

Τώρα, αν u � i ⇐⇒ i /∈ ω, τότε ξu,uξi,l = 0. Ενώ αν u ∼ i ⇐⇒ i ∈ ω, τότε ξu,u = ξi,i και
άρα ξu,uξi,l = ξi,l. Οπότε, x =

∑
i∈I(n,r), i∈ω

ki(ξi,l ◦ (Tl : Tl)) ∈ spanK{ξi,l ◦ (Tl : Tl) | i ∈ ω}.

ξi,l ◦ (Tl : Tl) =
∑

σ∈R(T )

(Tl : Tiσ), για κάθε i ∈ ω: Καταρχάς, ξi,l ◦ (Tl : Tl) =
∑

h∈[i]R(T )

(Tl : Th).

Τώρα, εφόσον i ∈ ω, έπεται ότι: iπ 6= iσ για κάθε π, σ ∈ R(T ) με π 6= σ. (∗)
Πράγματι, εφόσον i ∼ u τότε υπάρχει τ ∈ G(r) ώστε i = uτ , οπότε,

iπ = iσ ⇐⇒ πσ−1 ∈ StabG(r)(i) = τStabG(r)(u)τ−1 = τGωτ
−1 = 1 ⇐⇒ π = σ.

Συνεπώς, ξi,l ◦ (Tl : Tl) =
∑

h∈[i]R(T )

(Tl : Th)
(∗)

===
∑

σ∈R(T )

(Tl : Tiσ).

�
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Παρατήρηση 6.4.2. ΄Εστω λ = (λ1, ..., λn) ∈ Λ+(n, r) και T = T λ : [λ] −→ r ένα basic λ-tableaux.

Τότε, το πλήθος των στηλών μήκους q είναι =

{
λq − λq+1 1 ≤ q ≤ n− 1

λn q = n
.

Απόδειξη.

Το ζητούμενο έπεται άμεσα κοιτώντας τον πίνακα που αναπαριστά το basic λ-tableaux έστω:

x(1, 1) x(1, 2) · · · · · · · · · · · · · · · x(1, λ1)
x(2, 1) x(2, 2) · · · · · · · · · x(2, λ2)
.
.
.

.

.

. · · ·
.
.
.

x(n, 1) x(n, 2) · · · x(n, λn)

�

Ορισμός 6.4.1. ΄Ενα partition λ = (λ1, ..., λn) ∈ Λ+(n, r) θα λέγεται column p-regular αν:

0 ≤ λ1 − λ2, ..., λn−1 − λn, λn ≤ p− 1.

Ορισμός 6.4.2. ΄Εστω λ = (λ1, ..., λn) ∈ Λ+(n, r), µ = (µ1, ..., µλ1) το conjugate partition και

T = T λ : [λ] −→ r ένα basic λ−tableaux, τότε:

i) (Υπενθύμιση) Για κάθε q ∈ {1, ..., λ1} ορίζεται η q−στήλη του T να είναι το σύνολο Cq(T ) =
Cq := {x(1, q), ..., x(µq, q)}.

ii) Ορίζεται η υποομάδα RC(T ) του R(T ) που διατηρεί το σύνολο των στηλών του T . Δηλαδή,

RC(T ) := {θ ∈ R(T ) | για κάθε t ∈ {1, ..., λ1}, υπάρχει qt ∈ {1, ..., λ1} ώστε θ(Ct) = Cqt}.

(Προσοχή, τα στοιχεία της RC(T ) διατηρούν το σύνολο των στηλών και όχι κατ΄ ανάγκη τις

στήλες).

Λήμμα 6.4.2. (Μέρος Ι)

i) |RC(T )| = (λ1 − λ2)! · ... · (λn−1 − λn)! · λn!.

ii) (Tl : Ti) = (Tl : Tiθ), για κάθε i ∈ I(n, r), θ ∈ RC(T ).

Απόδειξη.

i) ΄Εστω θ ∈ RC(T ), επειδή θ 1-1 και επί τότε µt = l(Ct) = l(θ(Ct)) = l(Cqt) = µqt (όπου με l
εννοούμε το μήκος της στήλης). Επίσης επειδή θ ∈ RC(T ) ⊆ R(T ), πρέπει να στέλνει στοιχεία
της s−γραμμής της στήλης Ct σε στοιχεία της s−γραμμής της στήλης Cqt δηλαδή,
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θ(x(s, t)) = x(s, qt) για κάθε s = 1, ..., µt.

Συνεπώς,

RC(T ) = {θ ∈ G(r) | ∀ t ∈ {1, ..., λ1}, ∃ qt ∈ {1, ..., λ1} ώστε θ(x(s, t)) = x(s, qt) ∀s = 1, ..., µt}
= {θ ∈ G(r) | θ ανταλλάζει στήλες ίδιου μήκους του T}

΄Οπου όταν λέμε ότι η θ ανταλλάζει δύο στήλες ίδιου μήκους έστω Ca, Cb, εννοούμε θ(x(s, a)) =
x(s, b) για κάθε s = 1, ..., µa = µb.

Με βάση την περιγραφή που δώσαμε για το RC(T ), για να μετρήσουμε το πλήθος των στοιχείων
του αρκεί να μετρήσουμε με πόσους διαφορετικούς τρόπους μπορούμε να εναλλάξουμε τις στήλες

ίδιου μήκους του basic λ−tableaux T .

΄Εστω λοιπόν θ ∈ RC(T ) και q ∈ {1, ..., n}. Θέτουμε με mq = το πλήθος των στηλών μήκους q
και θα δείξουμε ότι οι πιθανές εναλλαγές μεταξύ των στηλών μήκους q είναι mq!. Πράγματι αν

C
(q)
1 , ..., C

(q)
mq όλες οι στήλες μήκους q, τότε επειδή θ =1-1 και επί και τα σύνολα C

(q)
1 , ..., C

(q)
mq

είναι ξένα μεταξύ τους έχουμε:

θ(C
(q)
1 ) = mq − επιλογές

θ(C
(q)
2 ) = (mq − 1)− επιλογές

.

.

.

θ(C(q)
mq) = 1− επιλογή

Το q ήταν τυχόν και εξ΄ ορισμού του basic λ−tableux έχουμε ότι r =
n⊔
q=1

(
mq⊔
j=1

C
(q)
j ) (ξένες

ενώσεις), άρα για την θ : r −→ r έχουμε,

m1! · ... ·mn!
Παρατήρηση 6.4.2

============ (λ1 − λ2)! · ... · (λn−1 − λn)! · λn! το πλήθος επιλογές.

ii) ΄Εστω i ∈ I(n, r), θ ∈ RC(T ), τότε ξέρουμε από Πρόταση 4.2.1 ότι:

(Tl : Ti) =

λ1∏
t=1

det(clx(s,t)ix(s′,t))s,s′=1,...,µt =

λ1∏
t=1

det(csix(s′,t))s,s′=1,...,µt . (∗)

(Tl : Tiθ) =

λ1∏
t=1

det(clx(s,t)(iθ)x(s′,t)
)s,s′=1,...,µt =

λ1∏
t=1

det(cs(iθ)x(s′,t)
)s,s′=1,...,µt .

Τώρα, επειδή θ ∈ RC(T ) (είδαμε στο i)) ότι: ∀ t ∈ {1, ..., λ1} υπάρχει (μοναδικό επειδή T, θ
είναι 1-1) qt ∈ {1, ..., λ1} ώστε θ(x(s, t)) = x(s, qt) ∀s = 1, ..., µt. Οπότε,

(Tl : Tiθ) =

λ1∏
t=1

det(csix(s′,qt)
)s,s′=1,...,µt . (∗∗)
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Με βάση αυτό που αναφέραμε πάνω, η αντιστοιχία q : {1, ..., λ1} −→ {1, ..., λ1}, t 7−→ qt είναι
καλά ορισμένη, 1-1 και επί. ΄Αρα οι όροι του γινομένου (∗∗) είναι ίδιοι με τους όρους του γινομένου
(∗) (ενδεχομένως με άλλη σειρά), συνεπώς (Tl : Ti) = (Tl : Tiθ).

�

Σχόλιο. Το Λήμμα 6.4.2 αποτελεί το πρώτο κομμάτι της απόδειξης του Θεωρήματος Clausen-James.
Το επόμενο λήμμα που θα δούμε αποτελεί το δεύτερο μέρος της απόδειξης του θεωρήματος. Η κεντρική

ιδέα του δεύτερου λήμματος είναι:

Στα πρώτα δύο βήματα να υπολογίσει το στοιχείο ξu,l ◦ (Tl : Tl) ∈ Xω
λ,K μέσω των coordinate func-

tions {ci,j}i,j∈I(n,r) και στα επόμενα δύο βήματα να δημιουργήσει συνθήκες κάτω από τις οποίες ισχύει

ξu,l ◦ (Tl : Tl) 6= 0 (δηλαδή Xω
λ,K 6= 0).

Παρατήρηση 6.4.3. ΄Εστω µ = (µ1, ..., µλ1) το conjugate partition του λ, τότε ορίζεται καλά ένα

στοιχείο ϑ ∈ C(T ) ώστε:

ϑ(x(s, t)) = x(µt + 1− s, t), για κάθε (s, t) ∈ [λ].

Σχόλιο: Μπορεί κανείς να παρατηρήσει ότι το στοιχείο ϑ ∈ C(T ) επί της ουσίας έχει την ιδιότητα

να στρέφει ανάποδα τις στήλες του λ−tableaux Tl, δηλαδή ο Tlϑ έχει για στήλες τις ανάποδες του Tl).

Απόδειξη.

ϑ καλά ορισμένη και 1-1: ΄Εστω x1, x2 ∈ r με x1 = x2, τότε (αφού T
λ = basic λ−tableaux)

υπάρχουν (s1, t1) ∈ [λ], (s2, t2) ∈ [λ] ώστε x1 = x(s1, t1) και x2 = x(s2, t2). Οπότε,

x1 = x2 ⇐⇒ x(s1, t1) = x(s2, t2)⇐⇒ s1 = s2 και t1 = t2 ⇐⇒
µt1 + 1− s1 = µt2 + 1− s2 και t1 = t2 ⇐⇒ ϑ(x(s1, t1)) = ϑ(x(s2, t2)) ⇐⇒ ϑ(x1) = ϑ(x2).

Επίσης η ϑ είναι επί (αφού ϑ : r −→ r 1-1) και ϑ ∈ C(T ) άμεσα από τον τύπο της ϑ.
�

Λήμμα 6.4.3. (Μέρος ΙΙ)

i) Για κάθε π ∈ G(r) θέτουμε Aπ := {(σ, τ) ∈ C(T )×R(T ) | (lσ, uτ) ∼ (lπ, u)} και ισχύει:

ξu,l ◦ (Tl : Tl) = (
∑

(σ,τ)∈Aπ

s(σ))clπ,u +
∑

(σ,τ)∈Acπ

s(σ)clσ,uτ .

ii) Για κάθε π ∈ C(T ) θέτουμε Nπ = |{τ ∈ R(T ) | lπτ = lπ}| και ισχύει
∑

(σ,τ)∈Aπ
s(σ) = Nπs(π).

iii) Nϑ = γινόμενο αριθμών οι οποίοι είναι ≤ max{λ1 − λ2, ..., λn−1 − λn, λn}

iv) ΄Εστω chK = p και λ ∈ Λ+(n, r) με λ = column p-regular, τότε ξu,l ◦ (Tl : Tl) 6= 0.
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Σχόλιο. Αν και δεν θα μας χρειαστεί, έχει αξία να αναφέρουμε ότι για το iii) του Λήμματος ισχύει

το εξής ισχυρότερο: Nϑ =
∏
q≥1

((λq − λq−1)!)q.

Απόδειξη.

i) Από Λήμμα 6.4.1 ii) έχουμε,

ξu,l ◦ (Tl : Tl) =
∑

τ∈R(T )

(Tl : Tuτ ) =
∑

τ∈R(T )

∑
σ∈C(T )

s(σ)cl,uτσ
(lσ−1,uτ)∼(l,uτσ), s(σ)=s(σ−1)

======================

∑
τ∈R(T )

∑
σ∈C(T )

s(σ−1)clσ−1,uτ =
∑

τ∈R(T )

∑
σ∈C(T )

s(σ)clσ,uτ =
∑

σ∈C(T )

∑
τ∈R(T )

s(σ)clσ,uτ =

∑
(σ,τ)∈C(T )×R(T )

s(σ)clσ,uτ = (
∑

(σ,τ)∈Aπ

s(σ))clπ,u +
∑

(σ,τ)∈Acπ

s(σ)clσ,uτ .

ii) Το αποτέλεσμα προκύπτει άμεσα από την επόμενη παρατήρηση:

Παρατήρηση. ΄Εστω π ∈ C(T ) και (σ, τ) ∈ C(T )×R(T ) τότε:

(σ, τ) ∈ Aπ ⇐⇒ σ = π και lπτ = lπ.

Απόδειξη. (Παρατήρησης).

(⇐=): (lπ, u) · τ = (lπτ, uτ) = (lπ, uτ) = (lσ, uτ), άρα (lσ, uτ) ∼ (lπ, u) ⇐⇒ (σ, τ) ∈ Aπ.

(=⇒): ΄Εστω π ∈ C(T ), (σ, τ) ∈ C(T )×R(T ) με (σ, τ) ∈ Aπ, τότε υπάρχει γ ∈ G(r) ώστε,

lπγ = lσ και uγ = uτ.

΄Ομως uγ = uτ ⇐⇒ γτ−1 ∈ Gω = StabG(r)(u) = 1 ⇐⇒ γ = τ . Οπότε lπτ = lσ. (∗)
Αν δείξουμε ότι π = σ τότε το (=⇒) αποδείχθηκε. Για το λόγο αυτό θα δείξουμε πρώτα ότι
Tlπ = Tlσ. Καταρχάς, (επειδή π, σ ∈ G(r)) έχουμε Iml = Imlπ = Imlσ, οπότε ImTl =
ImTlπ = ImTlσ. Αν δείξουμε ότι το τυχόν m ∈ ImTl βρίσκεται στις ίδιες γραμμές και στήλες
των λ−tableaux Tlπ, Tlσ, τότε Tlπ = Tlσ. ΄Εστω m ∈ ImTl τότε:

Το m ανήκει στις ίδιες στήλες των Tlπ, Tlσ: ΄Εστω ότι lσ(x(s, t)) = m. Επειδή σ, π ∈ C(T )
έχουμε σ(Ct) = π(Ct) = Ct, οπότε υπάρχει (s′, t) ∈ [λ] ώστε σ(x(s, t)) = π(x(s′, t)), δηλαδή
lπ(x(s′, t)) = m. ΄Ομοια αν lπ(x(s, t)) = m, τότε υπάρχει (s′, t) ∈ [λ] ώστε lσ(x(s′, t)) = m.

Το m ανήκει στις ίδιες γραμμές των Tlπ, Tlσ: ΄Εστω ότι lσ(x(s, t)) = m. Από (∗) έχουμε
lπτ(x(s, t)) = m, όμως (επειδή τ ∈ R(T )) υπάρχει (s, t′) ∈ [λ] ώστε τ(x(s, t)) = x(s, t′) και άρα
lπ(x(s, t′)) = m. Ανάποδα, αν lπ(x(s, t)) = m, τότε πάλι (επειδή τ ∈ R(T )) υπάρχει (s, t′) ∈ [λ]

ώστε τ(x(s, t)) = x(s, t′) και άρα m = lπτ(x(s, t′))
(∗)

=== lσ(x(s, t′)).

Το m ∈ ImTl ήταν τυχόν, άρα Tlπ = Tlσ ⇐⇒ lπ = lσ. Συνεπώς από Λήμμα 4.4.1 i) πρέπει
πσ−1 ∈ R(T ), (όμως π, σ−1 ∈ C(T )) άρα πσ−1 ∈ R(T ) ∩ C(T ) = 1 ⇐⇒ π = σ.
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iii) Καταρχάς, Nϑ = |{τ ∈ R(T ) | lϑτ = lϑ}|. Για να μελετήσουμε το πληθάριθμο Nϑ αρκεί να

μελετήσουμε το σύνολο Bϑ := {τ ∈ R(T ) | lϑτ = lϑ}. Εξ΄ ορισμού του R(T ) ισχύει άμεσα ότι:

τ ∈ R(T ) ⇐⇒ ∀(s, t) ∈ [λ], ∃ μοναδικό τs(t) ∈ {1, ..., λ1} ώστε τ(x(s, t)) = x(s, τs(t)).

Οπότε έχουμε:

τ ∈ Bϑ ⇐⇒ τ ∈ R(T ) και lϑτ = lϑ ⇐⇒ lϑ(x(s, τs(t)) = lϑ(x(s, t)), ∀(s, t) ∈ [λ] ⇐⇒
l(x(µτs(t) + 1− s, τs(t)) = l(x(µt + 1− s, t)), ∀(s, t) ∈ [λ] ⇐⇒
µτs(t) + 1− s = µt + 1− s ∀(s, t) ∈ [λ] ⇐⇒ µτs(t) = µt ∀(s, t) ∈ [λ].

Ιδιαιτέρως,

Bϑ = {τ ∈ R(T ) | τ(x(s, t)) = x(s, τs(t)) και µτs(t) = µt, ∀(s, t) ∈ [λ]}
= {τ ∈ R(T ) | τ απεικονίζει τα στοιχεία κάθε στήλης του Τ σε στοιχεία στηλών ίδιου μήκους}

(Σχόλιο: Ενδέχεται η τ να απεικονίζει στοιχεία ίδιας στήλης σε διαφορετικές ίδιου μήκους στήλες,
πράγμα που διαφοροποιεί ασθενώς τα σύνολα Bϑ, RC(T )).

΄Εστω λοιπόν τ ∈ Bϑ, για να υπολογίσουμε το πλήθος επιλογών για το τ αρκεί να υπολογίσουμε
το πλήθος επιλογών για τις τιμές τ(i) με i ∈ r, όμως η T : [λ] −→ r είναι 1-1 και επί, οπότε αρκεί
να υπολογίσουμε το πλήθος επιλογών για τις τιμές τ(x(s, t)) με (s, t) ∈ [λ].

Για κάθε (s, t) ∈ [λ] έχουμε τ(x(s, t)) = x(s, τs(t)) και µτs(t) = µt. Οπότε για το x(s, t) η
απεικόνιση τ έχει τόσες επιλογές να το απεικονίσει όσες είναι και οι στήλες του T μήκους µt,

δηλαδή (από Παρατήρηση 6.4.2) έχει

{
λµt − λµt+1 1 ≤ µt ≤ n− 1

λn µt = n.
- το πλήθος επιλογές. Από

το τελευταίο έχουμε ότι για κάθε (s, t) ∈ [λ] το πλήθος επιλογών για τη τιμή τ(x(s, t)) είναι
≤ max{λ1 − λ2, ..., λn−1 − λn, λn}, άρα το πλήθος επιλογών για το στοιχείο τ ∈ Bϑ είναι
γινόμενο αριθμών οι οποίοι είναι ≤ max{λ1 − λ2, ..., λn−1 − λn, λn}.

iv) Καταρχάς,

ξu,l ◦ (Tl : Tl)
i)

=== (
∑

(σ,τ)∈Aϑ

s(σ))clϑ,u +
∑

(σ,τ)∈Acϑ

s(σ)clσ,uτ
ii)

=== (Nϑs(ϑ) · 1K)clϑ,u +
∑

(σ,τ)∈Acϑ

s(σ)clσ,uτ .

Θέτουμε a = Nϑs(ϑ) · 1K και αν δείξουμε ότι a 6= 0, τότε ξu,l ◦ (Tl : Tl) 6= 0 (αυτό γιατί αν
ξu,l ◦ (Tl : Tl) = 0, τότε επειδή διακεκριμένα ci,j είναι Κ-γραμμικά ανεξάρτητα (Παρατήρηση 2.1.1
i)) θα πρέπει εξ΄ ορισμού του Aϑ να ισχύει aclϑ,u = 0, δηλαδή a = 0 άτοπο). Πράγματι, εφόσον
λ = column p-regular τότε 0 ≤ λ1 − λ2, ..., λn−1 − λn, λn ≤ p− 1, άρα από το iii) έπεται ότι

p - Nϑs(ϑ)
chK=p⇐⇒ a = Nϑs(ϑ) · 1K 6= 0.

�
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Θεώρημα 6.4.1. (Clausen [15, σελ. 184 Lemma 6.4], James [16, Theorem 3.2]).

΄Εστω chK = p > 0, Xλ,K = D
min

λ,K και (όπως πάντα) r ≤ n, τότε:

{λ ∈ Λ+(n, r) | Fωλ,K 6= 0} = {λ ∈ Λ+(n, r) | Xω
λ,K 6= 0} = {λ ∈ Λ+(n, r) | λ = column p−regular }.

Ιδιαιτέρως τα σύνολα {Fωλ,K | λ = column p− regular}, {Xω
λ,K | λ = column p− regular} είναι full

sets από irreducible KG(r)−πρότυπα της modKG(r).

Απόδειξη.

Από Παρατήρηση 6.4.1 είναι όλα άμεσα εκτός από την ισότητα

{λ ∈ Λ+(n, r) | Xω
λ,K 6= 0} = {λ ∈ Λ+(n, r) | λ = column p−regular }.

Για συντομία θέτουμε Λ′ := {λ ∈ Λ+(n, r) | λ = column p−regular }, H := RC(T ) και έχουμε:

{λ ∈ Λ+(n, r) | Xω
λ,K 6= 0} ⊆ Λ′: ΄Εστω λ ∈ Λ+(n, r) με Xω

λ,K 6= 0. Ας υποθέσουμε για άτοπο

ότι λ /∈ Λ′, τότε υπάρχει k ∈ {λ1 − λ2, ..., λn−1 − λn, λn} ώστε k ≥ p, οπότε p | k!. ΄Αρα από Λήμμα
6.4.2 έχουμε:

p | |H|.
Θεωρούμε την δεξιά δράση της H στην R(T ): R(T ) ×H −→ R(T ), (r, h) 7−→ rh. Αν RH είναι

ένα σύνολο αντιπροσώπων H−τροχιών, τότε για κάθε i ∈ ω έχουμε,∑
τ∈R(T )

(Tl : Tiτ ) =
∑
σ∈RH

∑
s∈[σ]H

(Tl : Tis)
σh1=σh2 ⇐⇒ h1=h2, ∀h1,h2∈H

======================

∑
σ∈RH

∑
θ∈H

(Tl : Tiσθ)
Λήμμα 6.4.2

=========
∑
σ∈RH

|H|(Tl : Tiσ)
chK=p | |H|

========== 0.

Συνεπώς Xω
λ,K

Λήμμα 6.4.1
========= spanK{

∑
τ∈R(T )

(Tl : Tiτ ) | i ∈ ω} = 0, άτοπο αφού Xω
λ,K 6= 0. ΄Αρα

πρέπει λ ∈ Λ′.

Λ′ ⊆ {λ ∈ Λ+(n, r) | Xω
λ,K 6= 0}: ΄Εστω λ ∈ Λ′, τότε από Λήμμα 6.4.3 iv) και Λήμμα 6.4.1 ii)

ισχύει ότι,

0 6= ξu,l ◦ (Tl : Tl) ∈ Xω
λ,K .

Συνεπώς πρέπει λ ∈ {λ ∈ Λ+(n, r) | Xω
λ,K 6= 0}.

�

Σχόλιο. Το θεώρημα James-Clausen εκτός από την σημαντικότητα που έχει μόνο του σαν αποτέλε-

σμα, δίνει επίσης και άλλα ενδιαφέρον πορίσματα, ένα από αυτά είναι το Θεώρημα 6.4.2 (του James).
Για να φτάσουμε όμως εκεί θα χρειαστούμε την παρακάτω πρόταση η οποία είναι γενικού περιεχομένου

και ανεξάρτητη από όσα έχουμε πει ως τώρα στη παράγραφο 6.4.
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Πρόταση 6.4.1. i) Θεωρούμε το Sξω το οποίο είναι αριστερό S−πρότυπο και δεξιό S(ω)−πρότυπο
ισοδύναμα δεξιό KG(r)−πρότυπο (με s · π = s · ξuπ,u, για κάθε π ∈ G(r), s ∈ Sξω).

ii) Το σύνολο {ξi,u | i ∈ I(n, r)} αποτελεί Κ-βάση του Sξω.

iii) Υπάρχει ισομορφισμός αριστερών S−προτύπων και δεξιών KG(r)−προτύπων έστω,

φ : Sξω −→ E⊗r, με φ(ξi,u) = ei, για κάθε i ∈ I(n, r).

Λήμμα 6.4.4. (Εφαρμογή του Κανόνα Πολλαπλασιασμού του Schur).

i) (i, u) ∼ (j, u) ⇐⇒ i = j. Ιδιαιτέρως ξi,u = ξj,u ⇐⇒ i = j.

ii) ξp,q · ξi,u =
∑

h∈I(n,r)
ξp,q(ch,i)ξh,u, για κάθε p, q, i ∈ I(n, r).

iii) ξi,u · ξuπ,u = ξiπ,u, για κάθε i ∈ I(n, r), π ∈ G(r).

Απόδειξη. (Λήμματος)

i) (i, u) ∼ (j, u) ⇐⇒ ∃π ∈ G(r) με i = jπ και u = uπ. ΄Ομως uπ = u ⇐⇒ π = 1 και έτσι έπεται
το ζητούμενο.

ii) Από i) έχουμε (i, u) � (j, u) για κάθε i, j ∈ I(n, r) με i 6= j, οπότε μπορούμε να θεωρήσουμε
ένα σύνολο αντιπροσώπων τροχιών T (της δεξιάς δράσης της G(r) στο I(n, r) × I(n, r)), ώστε
{(i, u)}i∈I(n,r) ⊆ T . Τώρα, από Πρόταση 2.3.3 (Κανόνα πολ/μού του Schur) έχουμε,

ξp,q · ξi,u =
∑

(x,y)∈T

Z(p, q, i, u, x, y)ξx,y.

΄Οπου Z(p, q, i, u, x, y) = |{s ∈ I(n, r) | (p, q) ∼ (x, s) και (i, u) ∼ (s, y)}| και θα συμβολίζουμε
το ενδιάμεσο σύνολο με B(p, q, i, u, x, y). ΄Εστω (x, y) ∈ T με B(p, q, i, u, x, y) 6= ∅, τότε υπάρχει
s ∈ I(n, r) και π, σ ∈ G(r) (που εξαρτώνται από το s) ώστε:

pπ = x και qπ = s

iσ = s και uσ = y

Οπότε (x, y) = (pπ, uσ) ∼ (pπσ−1, u) και (x, y), (pπσ−1, u) ∈ T = σύνολο αντιπροσώπων
τροχιών, άρα πρέπει (x, y) = (pπσ−1, u). Με λίγα λόγια δείξαμε ότι: Αν (x, y) ∈ T με
B(p, q, i, u, x, y) 6= ∅, τότε (x, y) ∈ {(i, u)}i∈I(n,r). Οπότε,

B(p, q, i, u, x, y) = ∅ (⇐⇒ Z(p, q, i, u, x, y) = 0), για κάθε (x, y) ∈ T \ {(i, u)}i∈I(n,r).

Συνεπώς ξp,q · ξi,u =
∑

h∈I(n,r)
Z(p, q, i, u, h, u)ξh,u (∗∗). Συνεχίζοντας έχουμε,
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Ισχυρισμός. Z(p, q, i, u, h, u) = ξp,q(ch,i), για κάθε h ∈ I(n, r).

Πράγματι, έστω B(p, q, i, u, h, u) 6= ∅ και s ∈ B(p, q, i, u, h, u), τότε υπάρχουν π, σ ∈ G(r) (που
εξαρτώνται από το s) ώστε:

pπ = h και qπ = s

iσ = s και uσ = u

Από πάνω έπεται ότι σ ∈ Gω = StabG(r)(u) = 1, και άρα s = i. Συνεπώς B(p, q, i, u, h, u) ⊆ {i}
και έτσι:

B(p, q, i, u, h, u) =

{
{i} (p, q) ∼ (h, i) και (i, u) ∼ (i, u)

∅ αλλιώς
=

{
{i} (p, q) ∼ (h, i)

∅ (p, q) � (h, i)
.

Από το τελευταίο έπεται ότι Z(p, q, i, u, h, u) = ξp,q(ch,i) και ο ισχυρισμός αποδείχθηκε.

Τελικά από (∗∗) και Ισχυρισμό έχουμε ότι ξp,q · ξi,u =
∑

h∈I(n,r)
ξp,q(ch,i)ξh,u.

iii) ΄Εστω ένα σύνολο αντιπροσώπων τροχιών T (της δεξιάς δράσης της G(r) στο I(n, r)× I(n, r)),
ώστε (iπ, u) ∈ T . Τώρα, από Πρόταση 2.3.3 (Κανόνα πολ/μού του Schur) έχουμε,

ξi,u · ξuπ,u =
∑

(x,y)∈T

Z(i, u, uπ, u, x, y)ξx,y.

΄Οπου Z(i, u, uπ, u, x, y) = |{s ∈ I(n, r) | (i, u) ∼ (x, s) και (uπ, u) ∼ (s, y)}| και θα συμβο-
λίζουμε το ενδιάμεσο σύνολο με B(i, u, uπ, u, x, y). ΄Εστω (x, y) ∈ T με B(i, u, uπ, u, x, y) 6= ∅,
τότε υπάρχει s ∈ I(n, r) και τ, σ ∈ G(r) (που εξαρτώνται από το s) ώστε:

iτ = x και uτ = s

uπσ = s και uσ = y

Τότε uτ = uπσ ⇐⇒ πστ−1 ∈ Gω = 1 ⇐⇒ πσ = τ και άρα,

(x, y) = (iτ, uσ) ∼ (iτσ−1, u) = (iπ, u)

Συνεπώς, (x, y) ∼ (iπ, u) και (x, y), (iπ, u) ∈ T = σύνολο αντιπροσώπων τροχιών, άρα πρέπει
(x, y) = (iπ, u). Με λίγα λόγια δείξαμε ότι: Αν (x, y) ∈ T με B(i, u, uπ, u, x, y) 6= ∅, τότε
(x, y) = (iπ, u). Οπότε,

B(p, q, i, u, x, y) = ∅ (⇐⇒ Z(p, q, i, u, x, y) = 0), για κάθε (x, y) 6= (iπ, u).

Συνεπώς ξi,u · ξuπ,u = Z(i, u, uπ, u, iπ, u)ξiπ,u (∗∗). Συνεχίζοντας έχουμε,

Ισχυρισμός. Z(i, u, uπ, u, iπ, u) = 1.
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Πράγματι, έστω B(i, u, uπ, u, iπ, u) 6= ∅ και s ∈ B(i, u, uπ, u, iπ, u), τότε υπάρχουν τ, σ ∈ G(r)
(που εξαρτώνται από το s) ώστε:

iτ = iπ και uτ = s

uπσ = s και uσ = u

Από πάνω έπεται ότι σ ∈ Gω = StabG(r)(u) = 1, και άρα s = uπ. Συνεπώς B(i, u, uπ, u, iπ, u) ⊆
{uπ}, μάλιστα (άμεσα) uπ ∈ B(i, u, uπ, u, iπ, u) και έτσι B(i, u, uπ, u, iπ, u) = {uπ}. Από το
τελευταίο έπεται ότι Z(i, u, uπ, u, iπ, u) = 1 και ο ισχυρισμός αποδείχθηκε.

Τελικά από (∗∗) και Ισχυρισμό έχουμε ότι ξi,u · ξuπ,u = ξiπ,u.

�

Απόδειξη. (Πρότασης 6.4.1)

i) ΄Επεται με παρόμοιο τρόπο από αυτό που έπεται και η Παρατήρηση 6.1.4.

ii) spanK{ξi,u | i ∈ I(n, r)} = Sξω: Καταρχάς, από Πρόταση 2.3.3 έχουμε

ξi,u = ξi,uξu,u
u∈ω

==== ξi,uξω ∈ Sξω, για κάθε i ∈ I(n, r).

Οπότε spanK{ξi,u | i ∈ I(n, r)} ⊆ Sξω. Ανάποδα, αν x ∈ Sξω τότε x = ξξω για κάποιο ξ ∈ S.
Από Πρόταση 2.3.1 υπάρχουν {ki,j}(i,j)∈T ⊆ K, ώστε ξ =

∑
(i,j)∈T

ki,jξi,j και άρα

x = ξ =
∑

(i,j)∈T

ki,jξi,jξu,u
Πρόταση 2.3.3.

===========
∑

(i,j)∈T , j∼u

ki,jξi,jξu,u.

΄Ομως, αν (i, j) ∈ T με j ∼ u, τότε υπάρχει πj ∈ G(r) ώστε j = uπj , οπότε

ξi,j = ξi,uπj
(i,uπj)∼(iπ−1

j ,u)
============ ξiπ−1

j ,u και άρα,

x =
∑

(i,j)∈T , j∼u

ki,jξiπ−1
j ,uξu,u =

∑
(i,j)∈T , j∼u

ki,jξiπ−1
j ,u ∈ spanK{ξi,u | i ∈ I(n, r)}.

{ξi,u | i ∈ I(n, r)} = Κ-γραμμικά ανεξάρτητο: Από Λήμμα 6.4.4 i) έχουμε ξi,u 6= ξj,u, για κάθε
i, j ∈ I(n, r) με i 6= j. Επιπλέον διακεκριμένα ξi,j είναι Κ-γραμμικά ανεξάρτητα (βλέπε Πόρισμα
2.3.1) και έτσι έχουμε ζητούμενο.

iii) Τα σύνολα {ξi,u | i ∈ I(n, r)}, {ei | i ∈ I(n, r)} είναι Κ-βάσεις των Sξω, E⊗r, ιδιαιτέρως
dimKSξω = dimKE

⊗r
. Οπότε έπεται ένας ισομορφισμός Κ-προτύπων έστω:

φ : Sξω −→ E⊗r, με ξi,u 7−→ ei, για κάθε i ∈ I(n, r).
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Μένει να δείξουμε ότι η φ είναι ομομορφισμός δεξιώνKG(r)−προτύπων και αριστερών S−προτύπων:

φ ομομορφισμός αριστερών S−προτύπων: Επειδή τα σύνολα {ξi,u}i∈I(n,r), {ξp,q}(p,q)∈T είναι Κ-
βάσεις των Sξω, S αντίστοιχα και η φ είναι ομομορφισμός K−προτύπων τότε αρκεί να δείξουμε
ότι:

φ(ξp,q · ξi,u) = ξp,q · φ(ξi,u), για κάθε (p, q) ∈ T , i ∈ I(n, r).

Πράγματι,

φ(ξp,q · ξi,u)
Λήμμα 6.4.4

========= φ(
∑

h∈I(n,r)

ξp,q(ch,i)ξh,u) =
∑

h∈I(n,r)

ξp,q(ch,i)φ(ξh,u) =

∑
h∈I(n,r)

ξp,q(ch,i)eh
Πόρισμα 2.6.1

========== ξp,q · ei = ξp,q · φ(ξi,u).

φ ομομορφισμός δεξιών KG(r)−προτύπων: Επειδή τα σύνολα {ξi,u}i∈I(n,r), {π}π∈G(r) είναι Κ-

βάσεις των Sξω,KG(r) αντίστοιχα και η φ είναι ομομορφισμός K−προτύπων τότε αρκεί να δε-
ίξουμε ότι:

φ(ξi,u · π) = φ(ξi,u) · π για κάθε i ∈ I(n, r), π ∈ G(r).

Πράγματι,

φ(ξi,u · π) = φ(ξi,u · ξuπ,u)
Λήμμα 6.4.4

========= φ(ξiπ,u) = eiπ = ei · π = φ(ξi,u) · π.

�

Θεώρημα 6.4.2. (James [16, Theorem 3.2]).

i) ΄Εστω V ∈MK(n, r) irreducible KΓ−πρότυπο. Τότε:

V ω 6= 0 αν και μόνον αν το V είναι ισόμορφο με υποπρότυπο του E⊗r.

ii) ΄Εστω chK = p > 0, τότε το Fλ,K εμφυτεύεται στο E⊗r (σαν KΓ−πρότυπο ⇐⇒ S−πρότυπο) αν

και μόνο αν λ =column p-regular.

Απόδειξη.

i) Η ιδέα πηγάζει μέσα από την ακρίβεια του dual συναρτητή F := ◦ : MK(n, r) −→ MK(n, r)
(βλέπε Παρατήρηση 2.7.3) και τη Παρατήρηση 6.2.7.

΄Εστω V ω 6= 0: Τότε από Παρατήρηση 6.2.7 υπάρχει f : Sξω −→ V επιμορφισμός S−προτύπων
(⇐⇒ KΓ−προτύπων), όμως (από Πρόταση 6.4.1) Sξω ' E⊗r (Ισομορφισμός S−προτύπων ⇐⇒
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KΓ−προτύπων) οπότε έπεται (άμεσα) ένας επιμορφισμός KΓ−προτύπων έστω g : E⊗r −→ V .
Τώρα θεωρούμε την ακριβή ακολουθία KΓ−προτύπων:

0 −→ kerg
i−−→ E⊗r

g−−→ V −→ 0

΄Οπου i : kerg −→ E⊗r η ένθεση. Τότε από ακρίβεια του συναρτητή ◦ έπεται η εξής ακριβής
ακολουθία :

0 −→ V ◦
g◦−−→ (E⊗r)◦

i◦−−→ (kerg)◦ −→ 0

΄Αρα το V ◦ είναι ισόμορφο (σαν KΓ−πρότυπο) με υποπρότυπο του (E⊗r)◦. ΄Ομως, από Παράδειγ-
μα 2.7.1 και Πόρισμα 3.5.2 έχουμε:

(E⊗r)◦ ' E⊗r και V ◦ ' V (Ισομορφισμοί KΓ− προτύπων).

΄Ετσι έπεται (άμεσα) ότι το V είναι ισόμορφο με υποπρότυπο του E⊗r.

΄Εστω ότι το V είναι ισόμορφο με υποπρότυπο τουE⊗r: Τότε υπάρχει μονομορφισμόςKΓ−προτύπων
έστω g : V −→ E⊗r και έπεται η εξής ακριβή ακολουθία KΓ−προτύπων:

0 −→ V
g−−→ E⊗r

π−−→ E⊗r/Img −→ 0

΄Οπου π : kerg −→ E⊗r η φυσική προβολή. Συνεπώς, από ακρίβεια του συναρτητή ◦ έπεται η
εξής ακριβής ακολουθία :

0 −→ (E⊗r/Img)◦
π◦−−→ (E⊗r)◦

g◦−−→ (V )◦ −→ 0

΄Αρα έχουμε έναν επιμορφισμό KΓ−προτύπων έστω g◦ : (E⊗r)◦ −→ (V )◦. ΄Ομως, όπως πριν
(E⊗r)◦ ' E⊗r και V ◦ ' V (Ισομορφισμοί KΓ−προτύπων), οπότε έπεται (άμεσα) ένας επι-
μορφισμός KΓ−προτύπων (⇐⇒ S−προτύπων) έστω ḡ : E⊗r −→ V . Εφόσον Sξω ' E⊗r

(Ισομορφισμός S−προτύπων), τότε έπεται ένας επιμορφισμός S−προτύπων g̃ : Sξω −→ V , άρα
από Παρατήρηση 6.2.7 πρέπει V ω 6= 0.

ii) Από i) και Θεώρημα 6.4.1 έχουμε ότι το Fλ,K εμφυτεύεται στο E
⊗r
αν και μόνον αν Fωλ,K 6= 0

αν και μόνον αν λ =column p-regular .

�

Σχόλιο. ΄Εχοντας το θεώρημα James-Clausen βρισκόμαστε πολύ κοντά και σε άλλα σημαντικά α-

ποτελέσματα που αφοράν τα Specht πρότυπα και ακόμα γενικότερα την θεωρία αναπαραστάσεων της

συμμετρικής ομάδα G(r). Παρόλα αυτά είναι ένα καλό σημείο να κλείσουμε την εργασία αυτή με το

θεώρημα του James (το οποίο δεν είναι καθόλου προφανές και θα μπορούσε κανείς να το βάλει σε μία

από τις κορυφές της εργασίας, καθώς για να το αποδείξουμε χρησιμοποιήσαμε έμμεσα ή άμεσα την

πλειονότητα των εργαλείων που αναπτύξαμε στα κεφάλαια 1-6).
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