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Eisagwg 

Oi trigwnismènec kathgorÐec eis qjhsan stic arqèc thc dekaetÐac tou 60 apì ton J.L. Verdier sthn
didaktorik  tou diatrib  [Ver96] upì thn epÐbleyh tou A. Grothendieck , prokeimènou na katano sei
thn dom  thc paragìmenhc kathgorÐac miac abelian c kathgorÐac.

Sugkekrimèna, èstw A mia abelian  kathgorÐa. 'Estw C(A) h kathgorÐa twn aluswt¸n sumplìkwn
sthn A. H C(A) èqei gia antikeÐmena ta aluswt� sÔmploka kai morfismoÔc touc morfismoÔc alusw-
t¸n sumplìkwn, EpÐshc, èstw K(A) h omotopik  kathgorÐa thc C(A). H K(A) èqei gia antikeÐmena
thc ta antikeÐmena thc C(A), dhlad  ta aluswt� sÔmploka kai morfismoÔc tic kl�seic isoduna-
mÐac twn morfism¸n sthn C(A) wc thn sqèsh isodunamÐac pou ep�getai apì thn aluswt  omotopÐa.
Tèloc, jewroÔme thn paragìmenh kathgorÐa D(A) thc A. Dhlad , h D(A) eÐnai h topikopoÐhsh
thc K(A) wc proc thn kl�sh twn sqedìn−isomorfism¸n thc C(A). 'Enac morfismìc sthn C(A),
dhlad  ènac morfismìc sumplìkwn kaleÐtai sqedìn−isomorfismìc e�n oi epagìmenec apeikonÐseic
stic om�dec omologÐac ( antÐstoiqa sunomologÐac ) eÐnai isomorfismoÐ. Tìte, ufÐstatai h parak�tw
sÔnjesh sunartht¸n

A︸︷︷︸
abelian 

C(A)︸ ︷︷ ︸
abelian 

K(A)︸ ︷︷ ︸
prosjetik 

D(A)︸ ︷︷ ︸
prosjetik 

Sunep¸c, e�n h A eÐnai mia abelian  kathgorÐa, tìte h kathgorÐa C(A) eÐnai p�nta abelian , en¸
oi kathgorÐec eÐnai K(A) kai D(A) eÐnai en gènei prosjetikèc. Up�rqei k�poia prìsjeth dom 
sthn K(A), kai k�t' epèktash sthn D(A) pou sumplhr¸nei thn apolesjeÐsa abelian  dom  thc
C(A). H axiwmatikopoÐhsh aut c thc dom c od ghse sthn orismì thc trigwnismènhc kathgorÐac.
Qondrik� mil¸ntac, s' aut  thn nea kathgorÐa ja prèpei na skeftìmaste ta diakekrimèna trÐgwna
wc thn kat�llhlh ènnoia h opoÐa upokajist� aut  twn braqèwn akrib¸n akolouji¸n ( oi opoÐec den
up�rqoun genik�, afoÔ hK(A) den eÐnai abelian  ). H sunoptik  kataskeu  pou mìlic parousi�same,
brÐsketai analutik� me ìlec tic leptomèreiec sto �rjro [HJR10].

Sqedìn sugqrìnwc kai anex�rthta oi trigwnismènec kathgorÐec eis qjhsan epÐshc, apì touc
A. Dold kai D. Puppe sta plaÐsia thc axiwmatik c jemelÐwshc thc eustajoÔc jewrÐac omotopÐac
( stable homotopy theory ), sto �rjro touc [DP61]. H axiwmatik  perigraf  twn Dold−Puppe
 tan aut  twn pro−trigwnismènwn kathgori¸n. H axiwmatik  prosèggish tou Verdier ,  tan aut 
twn trigwnismènwn kathgori¸n, dhlad  h shmantik  suneisfor� tou Verdier  tan h prosj kh tou
axi¸matoc [TR4] ( Prìtash 1.4.6 ), to opoÐo proc tim n tou anafèretai, kai wc axÐwma tou Verdier.

'Elkontac thn proèleus  touc apì thn algebrik  gewmetrÐa kai thn algebrik  topologÐa, oi
trigwnismènec kathgorÐec èqoun plèon katasteÐ aparaÐthtec se pollèc diaforetikèc perioqèc twn
majhmatik¸n. H akìloujh sqhmatik  par�stash eÐnai endeiktik  kai brÐsketai sto �rjro [Sos12]

( tensor ) tr. cat.

alg. geom repr. th. st. hom. th motiv. th. noncomm. top.

Mia kal  phg  pou mporeÐ kaneÐc na antl sei plhj¸ra paradeigm�twn kai na l�bei mia eikìna tou
eÔrouc twn efarmog¸n twn trigwnismènwn kathgori¸n brÐsketai sta �rjra [BCN11] kai [De16].

Parìla aut�, oi trigwnismènec kathgorÐec den eÐnai tèleiec. H èlleiyh orÐwn, kai sunorÐwn, h
mh sunarthtikìthta twn k¸nwn, h adunamÐa kataskeu c nèwn trigwnismènwn kathgori¸n apì palièc,
k.lp., tic kajist� aneparkeÐc ¸ste na ekplhr¸soun ton arqikì touc skopì. Sunep¸c, me thn p�rodo
twn dekaeti¸n polloÐ majhmatikoÐ èqoun amfisbht sei ta axi¸mata tou Verdier, kai èqoun prote-
Ðnei di�forec ��belti¸seic�� ( “enhancements” ) touc, ìpwc A∞−categories, dg−categories, stable
model categories, ∞−categories, kai stable derivators. En¸ autèc oi jewrÐec katorj¸noun na epi-
diorj¸soun ta elatt¸mata pou proanafèrame, plhr¸noun to tÐmhma na eÐnai arket� pio dÔskolo na
ergasteÐ kaneÐc mazÐ touc, en sugkrÐsei me thn pio prosit  jewrÐa twn trigwnismènwn kathgori¸n
[De16].

'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa. To Je¸rhma Anaparastasimìthtac tou Brown ( ��gia thn
sunomologÐa�� ), e�n isqÔei gia thn T, isqurÐzetai ìti oi ( antalloÐwtoi ) anaparast�simoi sunarthtèc
T(−, h) eÐnai akrib¸c oi omologikoÐ sunarthtèc H : Top −−−−−→ Ab oi opoÐoi diathroÔn ta ginìmena,
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dhlad  apeikonÐzoun sugkinìmena sthn T se ginìmena sthn Ab ( Orismìc 7.2.1 ), kai to duðkì tou
( ��gia thn omologÐa�� ), e�n isqÔei gia thn T ( Orismìc 7.6.1 ), autì shmaÐnei ìti to Je¸rhma
Anaparastasimìthtac tou Brown ( ��gia thn sunomologÐa�� ) isqÔei gia thn Top, isqurÐzetai ìti oi
( sunalloÐwtoi ) anaparast�simoi sunarthtèc T(h,−) eÐnai akrib¸c oi omologikoÐ sunarthtèc H :
T −−−−−→ Ab oi opoÐoi diathroÔn ta ginìmena, dhlad  apeikonÐzoun ginìmena sthn T se ginìmena sthn
Ab, eÐnai endeqomènwc h pio qr simh dom  pou ja mporoÔsan na èqoun oi trigwnismènec kathgorÐec.
H lÐsta twn efarmog¸n tou Jewr matoc Anaparastasimìthtac tou Brown , ed¸ kai poll� qrìnia,
eÐnai ter�stia. Den ja epiqeir soume kan mia episkìphsh.

Up�rqei ìmwc mia ptuq  tou Jewr matoc Anaparastasimìthtac tou Brown , kai tou duðkoÔ tou,
pou eÐnai aut  pou ja jèlame na upogrammÐsoume sthn paroÔsa ergasÐa. EÐnai h dunatìthta pou mac
parèqei kataskeu c suzug¸n sunartht¸n.

Pio sugkekrimèna, upojètoume ìti S, T eÐnai trigwnismènec kathgorÐec me mikr� Hom−sÔnola,
kai F : S −−−−−→ T eÐnai ènac trigwnismènoc sunartht c. Upojètoume ìti, gia k�je antikeÐmeno
t ∈ T, o sunartht c T

(
F
(
−
)
, t
)

: Sop −−−−−→ Ab eÐnai anaparast�simoc. Autì shmaÐnei ìti, gia
k�je antikeÐmeno t ∈ T, up�rqei èna antikeÐmeno Gt ∈ S, kai ènac fusikìc isomorfismìc

T
(
F
(
−
)
, t
)
−−−−−−−−→ S

(
−,Gt

)
Dhlad , gia k�je antikeÐmeno s ∈ S, ufÐstatai ènac isomorfismìc

T
(
Fs, t

)
−−−−−−−−→ S

(
s,Gt

)
, ètsi ¸ste gia k�je morfismì f : s′ −−−−−→ s sthn S to parak�tw di�gramma na kajÐstatai
metajetikì

T
(
Fs, t

)
T
(
Fs′, t

)

S
(
s,Gt

)
S
(
s′,Gt

)

T(Ff,t)

' '

S(f,Gt)

'Estw G h apeikìnish h opoÐa apeikonÐzei to antikeÐmeno t ∈ T sto antikeÐmeno Gt ∈ S. S' aut  thn
perÐptwsh, up�rqei ènac monadikìc trìpoc na epekteÐnoume thn apeikìnish G apì mia apeikìnish sta
antikeÐmena t ∈ T se mia apeikìnish stouc morfismoÔc sthn T, ¸ste na katasteÐ ènac sunartht c
G : T −−−−−→ S dexiìc suzug c tou F : S −−−−−→ T, kai wc ek toÔtou h fusikìthta sta antikeÐmena
t ∈ T uponoeÐtai. Sunep¸c, e�n isqÔei to Je¸rhma Anaparastasimìthtac tou Brown gia thn S, kai
o sunartht c F : S −−−−−→ T diathreÐ ta sugkinìmena, dhlad  apeikonÐzei sugkinìmena sthn S se
sugkinìmena sthn T, tìte èqei ènan dexiì suzug  G : T −−−−−→ S ( Je¸rhma 7.4.10 ), o opoÐoc eÐnai
epÐshc trigwnismènoc ( L mma 5.3.4 ).

Kat� duðkì trìpo, upojètoume ìti S, T eÐnai trigwnismènec kathgorÐec me mikr� Hom−sÔnola,
kai F : S −−−−−→ T eÐnai ènac trigwnismènoc sunartht c. Upojètoume ìti, gia k�je antikeÐmeno
t ∈ T, o sunartht c T

(
t,F
(
−
))

: S −−−−−→ Ab eÐnai anaparast�simoc. Autì shmaÐnei ìti, gia k�je
antikeÐmeno t ∈ T, up�rqei èna antikeÐmeno Gt ∈ S, kai ènac fusikìc isomorfismìc

T
(
t,F
(
−
))
−−−−−−−−→ S

(
Gt,−

)
Dhlad , gia k�je antikeÐmeno s ∈ S, ufÐstatai ènac isomorfismìc

T
(
t,Fs

)
−−−−−−−−→ S

(
Gt, s

)
, ètsi ¸ste gia k�je morfismì f : s −−−−−→ s′ sthn S to parak�tw di�gramma na kajÐstatai
metajetikì

T
(
t,Fs

)
T
(
t,Fs′

)

S
(
Gt, s

)
S
(
Gt, s′

)

T(t,Ff)

' '

S(Gt,f)
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'Estw G h apeikìnish h opoÐa apeikonÐzei to antikeÐmeno t ∈ T sto antikeÐmeno Gt ∈ S. S' aut  thn
perÐptwsh, up�rqei ènac monadikìc trìpoc na epekteÐnoume thn apeikìnish G apì mia apeikìnish sta
antikeÐmena t ∈ T se mia apeikìnish stouc morfismoÔc sthn T, ¸ste na katasteÐ ènac sunartht c
G : T −−−−−→ S aristerìc suzug c tou F : S −−−−−→ T, kai wc ek toÔtou h fusikìthta sta
antikeÐmena t ∈ T uponoeÐtai. Sunep¸c, e�n isqÔei to duðkì Je¸rhma Anaparastasimìthtac tou
Brown gia thn S, kai o sunartht c F : S −−−−−→ T diathreÐ ta ginìmena, dhlad  apeikonÐzei
ginìmena sthn S se ginìmena sthn T, tìte èqei ènan aristerì suzug  G : T −−−−−→ S ( Je¸rhma
7.7.2 ), o opoÐoc eÐnai epÐshc trigwnismènoc ( L mma 5.3.4 ).

Autì mac dÐnei to enarkt rio laktisma na anazht soume trigwnismènec kathgorÐec oi opoÐec ika-
nopoioÔn to Je¸rhma Anaparastasimìthtac tou Brown , kai to duðkì tou. Up�rqei k�poia kl�sh
trigwnismènwn kathgori¸n ètsi ¸ste k�je mèloc thc na ikanopoieÐ to Je¸rhma Anaparastasimìth-
tac tou Brown , kai to duðkì tou ;

H ap�nthsh eÐnai jetik , nai up�rqei. H kl�sh twn ℵ0−sumpag¸c paragìmenwn trigwnismènwn
kathgori¸n katèqei aut  thn idiìthta. Mia trigwnismènh kathgorÐa kaleÐtai mia ℵ0−sumpag¸c pa-
ragìmenh trigwnismènh kathgorÐa, e�n èqei mikr�Hom−sÔnola, ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] , dhlad 
eÐnai kleist  wc proc ta sugkinìmena, kai perièqei èna ℵ0−sumpagèc par�gon sÔnolo antikeimènwn (
Orismìc 7.1.10 ). Ja apodeÐxoume ìti oi ℵ0−sumpag¸c paragìmenec trigwnismènec kathgorÐec ika-
nopoioÔn to Je¸rhma Anaparastasimìthtac tou Brown ( Prìtash 7.4.2 ). H apìdeixh eÐnai gnwst 
gia p�nw apì misì ai¸na, kai epi thc ousÐac eÐnai h klassik  apìdeixh [Bro62] tou E. H. Brown. To
gegonìc ìti oi ℵ0−sumpag¸c paragìmenec trigwnismènec kathgorÐec ikanopoioÔn to duðkì Je¸rhma
Anaparastasimìthtac tou Brown ( Je¸rhma 7.6.2 ) apoteleÐ shmantikì epÐteugma, kai apodeÐqjhke
prìsfata, k�pou sta tèlh thc dekaetÐac tou 1990 !

Up�rqoun arket� shmantik� paradeÐgmata ℵ0−sumpag¸c paragìmenwn trigwnismènwn kathgo-
ri¸n, p.q. h eustaj c omotopik  kathgorÐa ( stable homotopy category ), h eustaj c kathgorÐa
protÔpwn ( stable module category ), h paragìmenh kathgorÐaD(R) twn ( arister¸n ) R−protÔpwn,
ìpou o R eÐnai ènac prosetairistikìc daktÔlioc me 1 k.a. Wstìso, up�rqoun polÔ shmantikèc trigw-
nismènec kathgorÐec oi opoÐec en¸ den eÐnai ℵ0−sumpag¸c paragìmenec, p.q. h paragìmenh kathgorÐa
D(A) miac abelian c kathgorÐac A, den eÐnai ℵ0−sumpag¸c paragìmenh en gènei, all� ikanopoieÐ
to Je¸rhma Anaparastasimìthtac tou Brown [Nee05] . Sunep¸c, proseggÐzontac susthmatik� to
prìblhma, egeÐretai to er¸thma, m pwc up�rqei k�poia kat�llhlh ènnoia ��α−sumpag¸n�� antikei-
mènwn, h opoÐa na genikeÔei thn ènnoia twn ℵ0−sumpag¸n antikeimènwn, kai k�poia kat�llhlh ènnoia
kl�shc ��α−sumpag¸c�� paragìmenwn trigwnismènwn kathgori¸n h opoÐa na genikeÔei thn kl�sh twn
ℵ0−sumpag¸c paragìmenwn trigwnismènwn kathgori¸n, gia k�poion kanonikì plhj�rijmo α, ètsi
¸ste h D(A) na empÐptei s' aut n thn kl�sh, kai k�je mèloc thc, kai sunep¸c h D(A), na ikanopoieÐ
to Je¸rhma Anaparastasimìthtac tou Brown ;

Autì to er¸thma, apotèlese èna kÐnhtro gia ton A. Neeman na genikeÔsei kat�llhla, gia ìlouc touc
meg�louc kanonikoÔc plhj�rijmouc α, thn ènnoia twn ℵ0−sumpag¸n antikeimènwn, kai thn kl�sh twn
ℵ0−sumpag¸c paragìmenwn trigwnismènwn kathgori¸n, kai na orÐsei thn ènnoia twn α−sumpag¸n
antikeimènwn ( Orismìc 4.2.2 ), kai thn ènnoia thc kl�shc twn α−sumpag¸c paragìmenwn trigw-
nismènwn kathgori¸n ( Orismìc 7.1.10 ). Mia trigwnismènh kathgorÐa kaleÐtai mia α−sumpag¸c
paragìmenh trigwnismènh kathgorÐa, e�n èqei mikr� Hom−sÔnola, ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] ,
dhlad  eÐnai kleist  wc proc ta sugkinìmena, kai perièqei èna α−sumpagèc par�gon sÔnolo anti-
keimènwn. Parìlo pou, gia k�je kanonikì plhj�rijmo α, h kl�sh twn α−sumpag¸c paragìmenwn
trigwnismènwn kathgori¸n apoteleÐ thn kat�llhlh genÐkeush thc kl�shc twn ℵ0−sumpag¸c pa-
ragìmenwn trigwnismènwn kathgori¸n, prokeimènou na exasfalisteÐ mia idiaÐtera shmantik  ènnoia
kleistìthtac, thn opoÐa ja analÔsoume sthn amèswc epìmenh par�grafo, o A. Neeman ìrise telik�
mia nèa kl�sh trigwnismènwn kathgori¸n, thn ènwsh twn kl�sewn twn α−sumpag¸c paragìmenwn
trigwnismènwn kathgori¸n, gia ìlouc touc meg�louc kanonikoÔc plhj�rijmouc α, dhlad  thn kl�sh
h opoÐa apartÐzetai apì ìlec tic α−sumpag¸c paragìmenec trigwnismènec kathgorÐec, gia ìlouc
touc meg�louc kanonikoÔc plhj�rijmouc α. Aut  h nèa kl�sh, eÐnai h kl�sh twn kal¸c para-
gìmenwn trigwnismènwn kathgori¸n. Mia trigwnismènh kathgorÐa kaleÐtai mia kal¸c paragìmenh
trigwnismènh kathgorÐa, e�n eÐnai α−sumpag¸c paragìmenh trigwnismènh kathgorÐa, gia k�poion
kanonikì plhj�rijmo α. Sqhmatik�, gia k�je kanonikì plhj�rijmo α ≥ ℵ0, ufÐstantai oi austhroÐ
egkleismoÐ{

ℵ0−sumpag. parag.
trigwn. kathg.

}
⊂
{

α−sumpag. parag.
trigwn. kathg.

}
⊂
{

kal. parag.
trigwn. kathg.

}
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Den ja  tan kajìlou uperbol  na isquristoÔme ìti, o orismìc twn kal¸c paragìmenwn trigwni-
smènwn kathgori¸n apoteleÐ en tèlei thn kat�llhlh genÐkeush, gia ìlouc touc meg�louc kanonikoÔc
plhj�rijmouc α, tou orismoÔ twn ℵ0−sumpag¸c paragìmenwn trigwnismènwn kathgori¸n, kai eÐnai
kat�llhla prosarmosmènoc, ètsi ¸ste na mporèsei na efarmosteÐ h mèjodoc thc apìdeixhc tou
Jewr matoc Anaparastasimìthtac tou Brown ( Je¸rhma 7.3.3 ). Ja apodeÐxoume ìti oi kal¸c
paragìmenec trigwnismènec kathgorÐec ikanopoioÔn to Je¸rhma Anaparastasimìthtac tou Brown (
Prìtash 7.4.2 ).

Up�rqei èna idiaÐtera shmantikì gegonìc ìson afor� thn kl�sh twn ℵ0−sumpag¸c paragìme-
nwn trigwnismènwn kathgori¸n. EÐnai h mh kleistìthta thc kl�sewc wc proc tic topikopoi simec
upokathgorÐec oi opoÐec par�gontai apì sÔnola antikeimènwn, kai wc proc thn topikopoÐhsh Verdier
me topikopoi simec upokathgorÐec oi opoÐec par�gontai apì sÔnola antikeimènwn. H kl�sh twn
ℵ0−sumpag¸c paragìmenwn trigwnismènwn kathgori¸n eÐnai kleist  wc proc tic topikopoi simec
upokathgorÐec oi opoÐec par�gontai apì ℵ0−sumpag  sÔnola antikeimènwn, kai wc proc thn topi-
kopoÐhsh Verdier me topikopoi simec upokathgorÐec oi opoÐec par�gontai apì ℵ0−sumpag  sÔno-
la antikeimènwn. Autì shmaÐnei ìti, oi topikopoi simec upokathgorÐec oi opoÐec par�gontai apì
ℵ0−sumpag  sÔnola antikeimènwn, kai ta phlÐka Verdier twn ℵ0−sumpag¸c paragìmenwn trigw-
nismènwn kathgori¸n me topikopoi simec upokathgorÐec oi opoÐec par�gontai apì sÔnola antikei-
mènwn, eÐnai ℵ0−sumpag¸c paragìmenec trigwnismènec kathgorÐec ( Prìtash 7.4.13 ). All�, e�n
ta sÔnola twn antikeimènwn den eÐnai ℵ0−sumpag , eÐnai aujaÐreta, pou eÐnai kai h endiafèrousa
perÐptwsh, tìte oi topikopoi simec upokathgorÐec, kai ta phlÐka Verdier den eÐnai ℵ0−sumpag¸c
paragìmenec trigwnismènec kathgorÐec, eÐnai kal¸c paragìmenec trigwnismènec kathgorÐec. Autì
to apotèlesma, eÐnai eidik  perÐptwsh thc Prìtashc 7.4.8, h opoÐa eÐnai sumpèrasma tou Jewr matoc
TopikopoÐhshc twn Neeman−Thomason ( Je¸rhma 4.4.12 ), to opoÐo eÐnai h genÐkeush, gia ìlouc
touc meg�louc kanonikoÔc plhj�rijmouc α, tou perÐfhmou Jewr matoc TopikopoÐhshc tou Thoma-
son [ [TT90], L mma 5.5.1, sel. 343 ], se sunduasmì me to gegonoc ìti oi kal¸c paragìmenec trigw-
nismènec kathgorÐec ikanopoioÔn to Je¸rhma Anaparastasimìthtac tou Brown . EpÐshc, apì thn
Prìtash 7.4.8, gia k�je kanonikì plhj�rijmo α > ℵ0, sumperaÐnoume ìti h kl�sh twn α−sumpag¸c
paragìmenwn trigwnismènwn kathgori¸n eÐnai kleist  wc proc tic topikopoi simec upokathgorÐec oi
opoÐec par�gontai apì α−sumpag  sÔnola antikeimènwn, kai wc proc thn topikopoÐhsh Verdier me
topikopoi simec upokathgorÐec oi opoÐec par�gontai apì α−sumpag  sÔnola antikeimènwn. All�,
e�n ta sÔnola twn antikeimènwn den eÐnai α−sumpag , eÐnai aujaÐreta, tìte ek nèou apì thn Prìtash
7.4.8 èpetai ìti, oi kathgorÐec autèc den eÐnai α−sumpag¸c paragìmenec trigwnismènec kathgorÐec,
eÐnai kal¸c paragìmenec trigwnismènec kathgorÐec. Aut  h ènnoia mh kleistìthtac, gia k�je ka-
nonikì plhj�rijmo α ≥ ℵ0, thc kl�shc twn α−sumpag¸c paragìmenwn trigwnismènwn kathgori¸n,
apotèlese èna epiplèon kÐnhtro gia ton A. Neeman gia orismì thc kl�shc twn kal¸c paragìme-
nwn trigwnismènwn kathgori¸n. Sthn pragmatikìthta, apì thn Prìtash 7.4.8, sumperaÐnoume ìti h
kl�sh twn kal¸c paragìmenwn trigwnismènwn kathgori¸n eÐnai kleist  wc proc tic topikopoi simec
upokathgorÐec oi opoÐec par�gontai apì sÔnola antikeimènwn, kai wc proc thn topikopoÐhsh Verdier
me topikopoi simec upokathgorÐec oi opoÐec par�gontai apì sÔnola antikeimènwn !

Up�rqoun arket� endiafèronta paradeÐgmata kal¸c paragìmenwn trigwnismènwn kathgori¸n,
pou den eÐnai ℵ0−sumpag¸c paragìmenec trigwnismènec kathgorÐec, p.q. h omotopik  kathgorÐa
K(R-Proj) twn probolik¸n ( arister¸n ) R−protÔpwn, ìpou o R eÐnai ènac prosetairistikìc da-
ktÔlioc me 1, h opoÐa eÐnai eidikìtera mia ℵ1−sumpag¸c paragìmenh trigwnismènh kathgorÐa [Nee08],
h paragìmenh kathgorÐa D(A) miac abelian c kathgorÐac A en gènei [Nee01a] k.a. Mia olìklhrh
kl�sh paradeigm�twn, kal¸c paragìmenwn trigwnismènwn kathgori¸n, aporrèei apì to gegonìc ìti
ta phlÐka Verdier twn ℵ0−sumpag¸c paragìmenwn trigwnismènwn kathgori¸n me topikopoi simec
upokathgorÐec oi opoÐec par�gontai apì aujaÐreta sÔnola antikeimènwn, eÐnai kal¸c paragìmenec
trigwnismènec kathgorÐec, p.q. h paragìmenh kathgorÐa D(A) up�getai s' aut  thn kl�sh para-
deigm�twn, eidikìtera eÐnai èna phlÐko Verdier thc paragìmenhc kathgorÐac D(R) enìc daktulÐou R
( o opoÐoc eÐnai prosetairistikìc me 1 ), h opoÐa eÐnai mia ℵ0−sumpag¸c paragìmenh trigwnismènh
kathgorÐa, me thn topikopoi simh upokathgorÐa h opoÐa par�getai apì èna sÔnolo antikeimènwn
L ⊂ D(R) [ [Nee01a], Prìtash 2.1, sel. 487 ].

Oi kal¸c paragìmenec trigwnismènec kathgorÐec ex orismoÔ ikanopoioÔn to axÐwma [TR5]. Autì
shmaÐnei ìti eÐnai kleistèc wc proc ta sugkinìmena. Mia �mesh, kai kajìlou profan c ek twn pro-
tèrwn sunèpeia tou Jewr matoc Anaparastasimìthtac tou Brown , eÐnai ìti ikanopoioÔn epÐshc to
axÐwma [TR5*]. Autì shmaÐnei ìti, eÐnai kleistèc wc proc ta ginìmena. Autì mac odhgeÐ fusiologik�
na dierwthjoÔme, oi kal¸c paragìmenec trigwnismènec kathgorÐec ikanopoioÔn to duðkì Je¸rhma
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Anaparastasimìthtac tou Brown ;

O orismìc twn kal¸c paragìmenwn trigwnismènwn kathgori¸n den eÐnai auto−duðkìc, p.q. h duðk 
miac ℵ0−sumpagoÔc paragìmenhc trigwnismènhc kathgorÐac, ìqi mìno den eÐnai mia ℵ0−sumpag¸c
trigwnismènh kathgorÐa, all� den eÐnai kan mia kal¸c paragìmenh trigwnismènh kathgorÐa [ [Nee01b],
Par�rthma E, sel. 443-447 ]. Wstìso, h mèjodoc thc apìdeixhc tou Jewr matoc Anaparastasi-
mìthtac tou Brown ( Je¸rhma 7.3.3 ) genikeÔetai stic duðkèc twn kal¸c paragìmenwn trigwnismènwn
kathgori¸n ( Je¸rhma 7.6.2 ), all� dustuq¸c upì mia isqur  upìjesh, thc parousÐac arket¸n enèsi-
mwn antikeimènwn se k�poiec polÔ sugkekrimènec kathgorÐec sunartht¸n tic opoÐec ja melet soume
diexodik� sto Kef�laio 6.

10



EuqaristÐec :

PrwtÐstwc, ja  jela na euqarist sw jerm� ton Kajhght  k. Iw�nnh Emmanou l. Jewr¸
exairetik  tim  thn eukairÐa na ton gnwrÐsw kai na sunergast¸ mazÐ tou. Ton euqarist¸ gia thn
polÔtimh bo jeia tou, tic suzht seic mac, kai thn kajod ghsh tou sthn olokl rwsh thc ergasÐac.
H suneisfor� tou sthn diìrjwsh, kai sthn telik  diamìrfwsh tou keimènou thc ergasÐac up rxe
kajoristik .

Akìmh ja  jela na euqarist sw ton Kajhght  k. Miq�lh Mali�ka, kai ton EpÐkouro Kajhght 
k. Iw�nnh Ntìka pou dèqthkan na eÐnai mèlh thc trimeloÔc exetastik c epitrop c gia thn paroÔsa
ergasÐa.

Tèloc, ja  jela na euqarist sw ìlouc touc anjr¸pouc pou mou sumparast�jhkan, me upo-
st rixan, kai me enj�rrunan stic dÔskolec stigmèc, sumb�llontac kai autoÐ me to lijar�ki touc
sthn apoper�twsh aut c thc ergasÐac.

GewrgÐou Miq�lhc

Aj na 05 IounÐou, 2020
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1 Trigwnismènec KathgorÐec

1.1 Pro−trigwnismènec kathgorÐec
Se aut  thn Enìthta ja orÐsoume tic pro−trigwnismènec kathgorÐec.
Orismìc 1.1.1. 'Estw C mia prosjetik  kathgorÐa kai Σ ènac prosjetikìc endosunartht c.
Upojètw epiplèon ìti o endosunartht c Σ eÐnai antistrèyimoc, sunep¸c eÐnai ènac automorfismìc.
'Ena upoy fio trÐgwno sthn C ( wc prìc ton sunartht  Σ ) eÐnai èna di�gramma thc morf c :

X Y Z ΣXu v w

oÔtwc ¸ste oi sunjèseic na eÐnai oi mhdenikoÐ morfismoÐ. 'Enac morfismìc metaxÔ upoy fiwn tri-
g¸nwn èna metajetikì di�gramma

X Y Z ΣX

X ′ Y ′ Z ′ ΣX ′

u

f

v

g

w

h Σf

u′ v′ w′

sto opoÐo k�je gramm  eÐnai èna upoy fio trÐgwno.

Orismìc 1.1.2. MÐa pro−trigwnismènh kathgorÐa T eÐnai mia prosjetik  kathgorÐa, mazÐ me èna
prosjetikì automorfismì Σ, kai mia kl�sh upoy fiwn trig¸nwn ( wc prìc ton sunartht  Σ ) ta
opoÐa onom�zontai diakekrimèna trÐgwna. H kl�sh plhreÐ ta parak�tw axi¸mata :

[TR0] : K�je upoy fio trÐgwno to opoÐo eÐnai isìmorfo me èna diakekrimèno trÐgwno eÐnai epÐshc
diakekrimèno. To upoy fio trÐgwno

X X 0 ΣX1 0 0

eÐnai diakekrimèno.

[TR1] : Gia k�je morfismì f : X −−−−−→ Y sthn T up�rqei èna diakekrimèno trÐgwno pou ton
sumplhr¸nei, dhlad  èna diakekrimèno trÐgwno thc morf c

X Y Z ΣX
f

[TR2] : 'Estw èna diakekrimèno trÐgwno

X Y Z ΣXu v w

Tìte ta parak�tw upoy fia trÐgwna eÐnai epÐshc diakekrimèna

Y Z ΣX ΣY

Σ−1Z X Y Z

−v −w −Σu

−Σ−1w −u −v

[TR3] : Gia k�je metajetikì di�gramma thc parak�tw morf c

X Y Z ΣX

X ′ Y ′ Z ′ ΣX ′

u

f

v

g

w

Σf

u′ v′ w′

sto opoÐo oi grammèc eÐnai diakekrimèna trÐgwna, up�rqei ènac morfismìc h : Z −−−−−→ Z ′ sthn T,
ìqi aparaÐthta monadikìc, o opoÐoc to kajist� metajetikì
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X Y Z ΣX

X ′ Y ′ Z ′ ΣX ′

u

f

v

g

w

h Σf

u′ v′ w′

Parat rhsh 1.1.3. Ston Orismì 1.1.2 k�poiec apì tic proupojèseic eÐnai perittèc. Gia pa-
r�deigma, den eÐnai anagkaÐo na upojèsoume ìti ta diakekrimèna trÐgwna eÐnai upoy fia trÐgwna. Me
�lla lìgia, mporoÔme na upojèsoume ìti ta diakekrimèna trÐgwna eÐnai akoloujÐec thc morf c

X Y Z ΣXu v w

qwrÐc na apait soume oi sunjèseic v ◦ u,w ◦ v kai Σu ◦ w na mhdenÐzontai. 'Epetai apì ta upìloipa
axi¸mata ìti oi prohgoÔmenec sunjèseic mhdenÐzontai. Apl¸c jewroÔme to parak�tw di�gramma

X X 0 ΣX

X Y Z ΣX ′

1

1 u 1

u v w

H k�tw gramm  eÐnai èna diakekrimèno trÐgwno èx upojèsewc, en¸ h ep�nw gramm  eÐnai èna diakekri-
mèno trÐgwno apì to axÐwma [TR0] . All� apì to axÐwma [TR3] to di�gramma mporeÐ na sumplhrwjeÐ
se èna metajetikì di�gramma ( ìqi aparaÐthta monadikì )

X X 0 ΣX

X Y Z ΣX ′

1

1 u 1

u v w

apì to opoÐo eÔkola sumperaÐnoume oti h sÔnjesh v ◦ u mhdenÐzetai. O mhdenismìc twn upìloipwn
sunjèsewn èpetai qrhsimopoi¸ntac to prohgoÔmeno epiqeÐrhma kai to axÐwma [TR2] .

ShmeÐwsh 1.1.4. 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa. 'Otan ja anafèroume thn lèxh
trÐgwna sthn T, ja ennooÔme ta diakekrimèna trÐgwna. 'Otan ja ennooÔme upoyhfia trÐgwna, autì
ja anafèretai rht�.

Parat rhsh 1.1.5. 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa. Tìte h duðk  thc Top kajÐstatai
mia pro−trigwnismènh kathgorÐa, me prosjetikì automorfismì ton Σ−1, kai kl�sh diakekrimènwn
trig¸nwn ( wc prìc ton sunartht  Σ−1 ) thn kl�sh ìlwn twn upoy fiwn trig¸nwn thc morf c

Z Y X Σ−1Zv u Σ−1w

sthn Top, ìpou

X Y Z ΣXu v w

eÐnai èna diakekrimèno trÐgwno sthn T.

Prìtash 1.1.6.1. 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa. Tìte o sunartht c Σ diathreÐ ta
sugkinìmena. Pio sugkekrimèna, upojètoume ìti {Xλ, λ ∈ Λ} eÐnai èna sÔnolo antikeimènwn thc T,
kai upojètoume ìti to sugkinìmeno

∐
λ∈ΛXλ up�rqei sthn T. Tìte h fusik  apeikìnish

∐
λ∈Λ

ΣXλ Σ

(∐
λ∈Λ

Xλ

)

eÐnai ènac isomorfismìc. Me �lla lìgia, oi fusikèc apeikonÐseic ΣXλ −−−−−→ Σ
{∐

λ∈ΛXλ

}
efo-

di�zoun to antikeÐmeno Σ
{∐

λ∈ΛXλ

}
me thn domh enìc sugkinomènou sthn kathgoria T, ìpou h

apeikìnish Xλ −−−−−→
∐
λ∈ΛXλ eÐnai h kanonik  emfÔteush sto sugkinomèno, gia k�je λ ∈ Λ.

Apìdeixh. To ousiastikì shmeÐo thc apìdeixhc eÐnai ìti o sunartht c Σ eÐnai antistrèyimoc, �ra
epidèqetai ènan dexi� suzug  ( o opoÐoc eÐnai kai arister� suzug c ), kai tautÐzetai me ton antÐstrofo
tou Σ−1. Dhlad , up�rqei ènac isomorfismìc
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HomT(ΣX,Y ) ' HomT(X,Σ−1Y )

o opoÐoc eÐnai fusikìc sta antikeÐmena X,Y ∈ T. 'Enac sunartht c pou epidèqetai ènan dexi� suzug 
sunartht  diathreÐ ta sunìria, kai epomènwc diathreÐ ta sugkinìmena. Sunep¸c, o sunartht c Σ
diathreÐ ta sugkinìmena.

Prìtash 1.1.6.2. 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa. Tìte o sunartht c Σ diathreÐ ta
ginìmena. Pio sugkekrimèna, upojètoume ìti {Xλ, λ ∈ Λ} eÐnai èna sÔnolo antikeimènwn thc T, kai
upojètoume ìti to ginìmeno

∏
λ∈ΛXλ up�rqei sthn T. Tìte h fusik  apeikìnish

Σ

(∏
λ∈Λ

Xλ

) ∏
λ∈Λ

ΣXλ

eÐnai ènac isomorfismìc. Me �lla lìgia, oi fusikèc apeikonÐseic Σ
{∏

λ∈ΛXλ

}
−−−−−→ ΣXλ efodi-

�zoun to antikeÐmeno Σ
{∏

λ∈ΛXλ

}
me thn domh enìc ginomènou sthn kathgoria T, ìpou h apeikìnish∏

λ∈ΛXλ −−−−−→ Xλ eÐnai h kanonik  probol  tou ginomènou, gia k�je λ ∈ Λ.

Apìdeixh. Duðk  thc apìdeixhc thc Prìtashc 1.1.6.1.

Orismìc 1.1.7. 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa. 'Estw H : T −−−−−→ A ènac
sunartht c, ìpou A eÐnai mia abelian  kathgorÐa. O sunartht c H kaleÐtai omologikìc e�n gia
k�je ( diakekrimèno ) trÐgwno

X Y Z ΣXu v w

h akoloujÐa

H(X) H(Y ) H(Z)
H(u) H(v)

eÐnai akrib c sthn abelian  kathgorÐa A.

Parat rhsh 1.1.8. Ex aitÐac tou axi¸matoc [TR2] , to ( diakekrimèno ) trÐgwno

X Y Z ΣXu v w

mporeÐ na epektajeÐ �peira kai proc tic dÔo dieujÔnseic

· · · −−−−−→ Σ−1Z
Σ−1w
−−−−−→ X

u
−−−−−→ Y

v
−−−−−→ Z

w
−−−−−→ ΣX −−−−−→ · · ·

Sunep¸c, h akrib c akoloujÐa

H(X) H(Y ) H(Z)
H(u) H(v)

mporeÐ na epektajeÐ �peira kai proc tic dÔo dieujÔnseic. Me �lla lìgia, h �peirh akoloujÐa

· · · −−→ H(Σ−1Z)
H(Σ−1w)

−−→ H(X)
H(u)

−−→ H(Y )
H(v)

−−→ H(Z)
H(w)

−−→ H(ΣX) −−→ · · ·
eÐnai akrib c. Sunep¸c, ènac sunartht c H eÐnai omologikìc e�n apeikonÐzei k�je ( diakekrimèno )
trÐgwno se mia makr� akrib  akoloujÐa.

Parat rhsh 1.1.9. 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa. 'Enac omologikìc sunartht c
sthn Top ja kaleÐtai ènac sunomologikìc sunartht c sthn T. Autì shmaÐnei, ìti ènac sunomologikìc
sunartht c eÐnai ènac antalloÐwtoc sunartht c H : T −−−−−→ A, ètsi ¸ste gia k�je trÐgwno

X Y Z ΣXu v w

h akoloujÐa

H(Z) H(Y ) H(X)
H(v) H(u)

na eÐnai akrib c sthn abelian  kathgorÐa A.
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L mma 1.1.10. 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa, U èna antikeÐmeno thc kathgorÐac T.
Tìte o anaparast�simoc sunartht c HomT(U,−) eÐnai omologikìc.

Apìdeixh. Upojètoume ìti dÐnetai èna trÐgwno

X Y Z ΣXu v w

Prèpei na deÐxoume ìti h akoloujÐa

HomT(U,X) HomT(U, Y ) HomT(U,Z)
HomT(U,u) HomT(U,v)

eÐnai akrib c. GnwrÐzoume oti h parap�nw sÔnjesh mhdenÐzetai. 'Estw f ∈ HomT(U, Y ) mia apei-
kìnish pou apeikonÐzetai sto mhden thc HomT(U,Z) mèsw tou HomT(−, v). Autì shmaÐnei, ìti
sÔnjesh

U
f

−−−−−−−−→ Y
v

−−−−−−−−→ Z

mhdenizetai. Tìte ufÐstatai to parak�tw metajetikì di�gramma

U 0 ΣU ΣU

Y Z ΣX ΣY

f

−1

Σf

−v −w −Σu

H k�tw gramm  eÐnai èna trÐgwno apì to axÐwma [TR2] , h ep�nw gramm  eÐnai èna trÐgwno apì to
[TR0] kai to [TR2] . Epiplèon, apì to axÐwma [TR3] , up�rqei apeikìnish h : U −−−−−→ X oÔtwc
¸ste h apeikìnish Σh : ΣU −−−−−→ ΣX na kajist� to di�gramma metajetikì

U 0 ΣU ΣU

Y Z ΣX ΣY

f

−1

Σh Σf

−v −w −Σu

.

Piì sugkekrimèna autì shmaÐnei ìti to parak�tw tetr�gwno

ΣU ΣU

ΣX ΣY

−1

Σh Σf

−Σu

eÐnai metajetikì, kai kat� sunèpeia f = uh. 'Ara, br kame mia apeikìnish h ∈ HomT(U,X) h opoÐa
apeikonÐzetai sthn f ∈ HomT(U, Y ). Autì apodeiknÔei thn akrÐbeia.

Parat rhsh 1.1.11. Apì thn Parat rhsh 1.1.5, h duðk  kathgorÐa Top miac pro−trigwnismènhc
kathgorÐac T eÐnai mia pro−trigwnismènh kathgorÐa. Sunep¸c, apì to L mma 1.1.10, gia thn duðk 
kathgorÐa thc T, èpetai ìti o sunartht c HomT(−, U) einai sunomologikìc.

Orismìc 1.1.12. 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa. 'Estw H : T −−−−−→ A ènac
omologikìc sunartht c. O sunartht c H kaleÐtai decent e�n

1.1.12.1. H abelian  kathgorÐa A ikanopoieÐ to axÐwma [AB4*] . Autì shmaÐnei ìti, o sunartht c
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∏
λ∈Λ

(−) : A −−−−−−−−→ A

eÐnai akrib c, dhlad  ta ginìmena akrib¸n akolouji¸n sthn A eÐnai akribeÐc akoloujÐec.

1.1.12.2. O sunartht c H diathreÐ ta ginìmena. Gia k�je sullog  {Xλ, λ ∈ Λ} antikeimènwn
Xλ ∈ T twn opoÐwn to ginìmeno

∏
λ∈ΛXλ up�rqei sthn T, h fusik  apeikìnish

H

(∏
λ∈Λ

Xλ

)
−−−−−−−−→

∏
λ∈Λ

H(Xλ)

eÐnai ènac isomorfismìc. Me �lla lìgia, oi fusikèc apeikonÐseic H
(∏

λ∈ΛXλ

)
−−−−−→ H

(
Xλ)

efodi�zoun to antikeÐmeno H
(∏

λ∈ΛXλ

)
me thn domh enìc ginomènou sthn abelian  kathgoria A,

ìpou h apeikìnish
∏
λ∈ΛXλ −−−−−→ Xλ eÐnai h kanonik  probol  tou ginomènou, gia k�je λ ∈ Λ.

Par�deigma 1.1.13. O sunartht c HomT(U,−) : T −−−−−→ Ab eÐnai ènac decent omologikìc
sunartht c. EÐnai omologikìc apì to L mma 1.1.10, h kathgorÐa twn Ab ikanopoieÐ to axÐwma [AB4*]
, kai o sunartht c HomT(U,−) diathreÐ ta ginìmena.

Orismìc 1.1.14. 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa. 'Ena upoy fio trÐgwno

X Y Z ΣXu v w

kaleÐtai pro−trÐgwno e�n, gia k�je decent omologikì sunartht  H : T −−−−−→ A, h makr� akolou-
jÐa

· · · −−→ H(Σ−1Z)
H(Σ−1w)

−−→ H(X)
H(u)

−−→ H(Y )
H(v)

−−→ H(Z)
H(w)

−−→ H(ΣX) −−→ · · ·
eÐnai akrib c.

Par�deigma 1.1.15. Apì thn Parat rhsh 1.1.8, k�je omologikìc sunartht c H : T −−−−−→ A,
ìqi anagkastik� decent, apeikonÐzei èna trÐgwno se mia makr� akrib  akoloujÐa. Sunep¸c, k�je
trÐgwno eÐnai èna pro−trÐgwno.
Par�deigma 1.1.16. Apì thn sunj kh 1.1.12.2, k�je decent omologikìc sunartht c diathreÐ
ta ginìmena. Sunep¸c, k�je eujÔc prosjetèoc enìc pro−trig¸nou eÐnai èna pro−trÐgwno.

Sto epìmeno L mma ja apodeÐxoume ìti tuqaÐo ginìmeno pro−trig¸nwn eÐnai èna pro−trÐgwno.
L mma 1.1.17.1. 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa. 'Estw Λ èna sÔnolo deikt¸n, kai
upojètoume oti gia k�je λ ∈ Λ dÐnetai èna pro−trÐgwno

Xλ Yλ Zλ ΣXλ

Upojètoume epiplèon ìti ta trÐa ginìmena∏
λ∈Λ

Xλ,
∏
λ∈Λ

Yλ,
∏
λ∈Λ

Zλ

up�rqoun sthn T. H akoloujÐa∏
λ∈Λ

Xλ

∏
λ∈Λ

Yλ
∏
λ∈Λ

Zλ
∏
λ∈Λ

ΣXλ

tautÐzetai, apì thn Prìtash 1.1.6.2, me thn akoloujÐa

∏
λ∈Λ

Xλ

∏
λ∈Λ

Yλ
∏
λ∈Λ

Zλ Σ

{∏
λ∈Λ

Xλ

}

Isqurizìmaste ìti autì to upoy fio trÐgwno eÐnai èna pro−trÐgwno. Sunep¸c, to ginìmeno pro−trig¸-
nwn eÐnai èna pro−trÐgwno.

Apìdeixh. 'Estw H : T −−−−−→ A ènac decent omologikìc sunartht c. Epeid , gia k�je λ ∈ Λ, h
akoloujÐa

Xλ Yλ Zλ ΣXλ
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eÐnai pro−trÐgwno, efarmìzontac ton H lamb�noume mia makr� akrib  akoloujÐa

· · · −−→ H(Σ−1Zλ) −−→ H(Xλ) −−→ H(Yλ) −−→ H(Zλ) −−→ H(ΣXλ) −−→ · · ·

sthn A, kai epeid  èqoume upojèsei oti h kathgorÐa A ikanopoieÐ to axÐwma [AB4*] ( sunj kh
1.1.12.1 ), to ginìmeno aut¸n twn makr� akrib¸n akolouji¸n eÐnai mÐa makr� akrib c akoloujÐa

∏
λ∈Λ

H(Xλ)
∏
λ∈Λ

H(Yλ)
∏
λ∈Λ

H(Zλ)
∏
λ∈Λ

H(ΣXλ)

All� ìmwc èqoume upojèsei ìti o H eÐnai decent , epomènwc apì thn sunj kh 1.1.12.2 diathreÐ ta
ginìmena, sunep¸c ep�getai ènac isomorfismìc akolouji¸n

H

(∏
λ∈Λ

Xλ

)
H

(∏
λ∈Λ

Yλ

)
H

(∏
λ∈Λ

Zλ

)
H

(
Σ

{∏
λ∈Λ

Xλ

})

H

(∏
λ∈Λ

Xλ

)
H

(∏
λ∈Λ

Yλ

)
H

(∏
λ∈Λ

Zλ

)
H

(∏
λ∈Λ

ΣXλ

)

∏
λ∈Λ

H(Xλ)
∏
λ∈Λ

H(Yλ)
∏
λ∈Λ

H(Zλ)
∏
λ∈Λ

H(ΣXλ)

= = = '

' ' ' '

Epeid  k�tw akoloujÐa eÐnai akrib c, èpetai ìti h ep�nw akoloujÐa eÐnai epÐshc akrib c. Autì isqÔei
gia k�je decent omologikì sunartht  H, sunep¸c h akoloujÐa

∏
λ∈Λ

Xλ

∏
λ∈Λ

Yλ
∏
λ∈Λ

Zλ Σ

{∏
λ∈Λ

Xλ

}

eÐnai èna pro−trÐgwno.

L mma 1.1.17.2. 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa. 'Estw Λ èna sÔnolo deikt¸n, kai
upojètoume oti gia k�je λ ∈ Λ dÐnetai èna pro−trÐgwno

Xλ Yλ Zλ ΣXλ

Upojètoume epiplèon ìti ta trÐa sugkinìmena∐
λ∈Λ

Xλ,
∐
λ∈Λ

Yλ,
∐
λ∈Λ

Zλ

up�rqoun sthn T. H akoloujÐa∐
λ∈Λ

Xλ

∐
λ∈Λ

Yλ
∐
λ∈Λ

Zλ
∐
λ∈Λ

ΣXλ

tautÐzetai, apì thn Prìtash 1.1.6.1, me thn akoloujÐa

∐
λ∈Λ

Xλ

∐
λ∈Λ

Yλ
∐
λ∈Λ

Zλ Σ

{∐
λ∈Λ

Xλ

}
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Isqurizìmaste ìti autì to upoy fio trÐgwno eÐnai èna pro−trÐgwno. Sunep¸c, to sugkinìmeno
pro−trig¸nwn eÐnai èna pro−trÐgwno.

Apìdeixh. Duðk  thc apìdeixhc tou L mmatoc 1.1.17.1.

L mma 1.1.18. 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa. 'Estw H : T −−−−−→ A ènac decent
omologikìc sunartht c. 'Estw ìti to parak�tw di�gramma

X Y Z ΣX

X ′ Y ′ Z ′ ΣX ′

u

f

v

g

w

h Σf

u′ v′ w′

eÐnai ènac morfismìc pro−trig¸nwn. Upojètw ìti gia k�je n ∈ Z, oi H(Σnf) kai H(Σng) eÐnai
isomorfismoÐ. Tìte oi H(Σnh) eÐnai isomorfismoÐ, gia k�je n ∈ Z.

Apìdeixh. QwrÐc bl�bh thc genikìthtac, arkeÐ na apodeÐxoume oti o H(Σ0h) = H(h) eÐnai ènac
isomorfismìc. All� tìte to di�gramma

H(X) H(Y ) H(Z) H(ΣX) H(ΣY )

H(X ′) H(Y ′) H(Z ′) H(ΣX ′) H(ΣY ′)

H(f)

H(u)

H(g)

H(v)

H(h)

H(w)

H(Σf)

H(Σu)

H(Σg)

H(u′) H(v′) H(w′) H(Σu′)

eÐnai èna metajetikì di�gramma sthn abelian  kathgoria A me akrib c grammèc. Apì to 5 L mma,
sumperaÐnoume ìti o H(h) eÐnai ènac isomorfismìc.

L mma 1.1.19. 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa. 'Estw ènac morfismìc pro−trig¸nwn

X Y Z ΣX

X ′ Y ′ Z ′ ΣX ′

u

f

v

g

w

h Σf

u′ v′ w′

E�n oi f kai g èinai isomorfismoÐ, tìte gia k�je decent omologikì sunartht  H : T −−−−−→ A, o
H(h) eÐnai ènac isomorfismìc.

Apìdeixh. E�n oi f kai g eÐnai isomorfismoÐ, tìte efìson Σn eÐnai ènac automorfismìc gia k�je n,
oi Σnf kai Σng eÐnai epÐshc isomorfismoÐ gia k�je n. Sunep¸c apì to L mma 1.1.18 sumperaÐnoume
oti o H(h) eÐnai ènac isomorfismìc.

Sthn sunèqeia ja diatup¸soume to an�logo tou 5 L mmatoc, gia thn perÐptwsh twn trigwni-
smènwn kathgori¸n.

Prìtash 1.1.20. [ Trigwnismèno 5 L mma ] 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa. 'Estw
ènac morfismìc pro−trig¸nwn

X Y Z ΣX

X ′ Y ′ Z ′ ΣX ′

u

f

v

g

w

h Σf

u′ v′ w′
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E�n oi f kai g eÐnai isomorfismoÐ, tìte o h eÐnai epÐshc ènac isomorfismìc.

Apìdeixh. Apì to L mma 1.1.19 gnwrÐzoume ìti gia k�je decent omologikì sunartht H : T −−−−−→
Ab, o H(h) eÐnai ènac isomorfismìc. Apì to Par�deigma 1.1.13, o anaparast�simoc sunartht c
HomT(U,−) eÐnai decent , gia k�je antikeÐmeno U ∈ T. Sunep¸c, o morfismìc

HomT(U, h) : HomT(U,Z) −−−−−−−−→ HomT(U,Z ′)

eÐnai ènac isomorfismìc, gia k�je U ∈ T. All� tìte h apeikìnish

HomT(−, h) : HomT(−, Z) −−−−−−−−→ HomT(−, Z ′)

eÐnai ènac isomorfismìc. Apì to L mma Yoneda èpetai ìti h h : Z −−−−−→ Z ′ eÐnai epÐshc ènac
isomorfismìc.

Parat rhsh 1.1.21. 'Estw oti dÐnetai ènac morfismìc u : X −−−−−→ Y . Apì to axÐwma [TR1]
mporeÐ na sumplhrwjeÐ se èna trÐgwno. 'Estw

X Y Z ΣXu v w

kai

X Y Z ′ ΣXu v′ w′

dÔo diakekrimèna trÐgwna pou sumplhr¸noun ton morfismì u. 'Eqoume to parak�tw metajetikì
di�gramma

X Y Z ΣX

X Y Z ′ ΣX

u

1

v

1

w

1

u v′ w′

to opoÐo apì to axÐwma [TR3] mporeÐ na sumplhrwjeÐ se èna morfismì trig¸nwn

X Y Z ΣX

X Y Z ′ ΣX

u

1

v

1

w

h 1

u v′ w′

k�poio morfismì h : Z −−−−−→ Z ′. Epeid  oi 1 : X −−−−−→ X kai 1 : Y −−−−−→ Y eÐnai
profan¸c isomorfismoÐ, apì thn Prìtash 1.1.20 èpetai ìti o h eÐnai epÐshc ènac isomorfismìc.
Ousiastik� to trÐgwno pou sumplhr¸nei ton morfismì eÐnai kal� orismèno wc proc isomorfismì.
All� o isomorfismìc autìc den eÐnai en gènei kanonikìc. Me �lla lìgia, to trÐgwno pou sumplhr¸nei
ton morfismì eÐnai monadikì wc proc mh kanonikì isomorfismì.

1.2 Sunèpeiec tou trigwnismènou 5 L mmatoc

S' aut  thn Enìthta ja parousi�soume k�poiec sunèpeiec thc Prìtashc 1.1.20, oi opoÐec sqetÐzontai
me ta ginìmena kai ta sugkinìmena.

Prìtash 1.2.1.1. 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa kai Λ èna sÔnolo deikt¸n. Upo-
jètoume ìti gia k�je λ ∈ Λ dÐnetai èna ( diakekrimèno ) trÐgwno

Xλ Yλ Zλ ΣXλ

sthn T. Upojètoume ìti ta trÐa ginìmena∏
λ∈Λ

Xλ,
∏
λ∈Λ

Yλ,
∏
λ∈Λ

Zλ

up�rqoun sthn T. Apì to L mma 1.1.17.1, gnwrÐzoume ìti to ginìmeno twn pro−trig¸nwn
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∏
λ∈Λ

Xλ

∏
λ∈Λ

Yλ
∏
λ∈Λ

Zλ Σ

{∏
λ∈Λ

Xλ

}

eÐnai èna pro−trÐgwno. Isqurizìmaste oti autì eÐnai èna trÐgwno.

Apìdeixh. Apì to axÐwma [TR1] , h apeikìnish∏
λ∈Λ

Xλ −−−−−−−−→
∏
λ∈Λ

Yλ

mporeÐ na sumplhrwjeÐ se èna trÐgwno

∏
λ∈Λ

Xλ

∏
λ∈Λ

Yλ Q Σ

{∏
λ∈Λ

Xλ

}

sthn T. Gia k�je λ ∈ Λ, lamb�noume èna di�gramma sto opoÐo oi grammèc eÐnai trÐgwna

∏
λ∈Λ

Xλ

∏
λ∈Λ

Yλ Q Σ

{∏
λ∈Λ

Xλ

}

Xλ Yλ Zλ ΣXλ

Apì to axÐwma [TR3] , to di�gramma mporeÐ na sumplhr¸jei se ènan morfismì trig¸nwn

∏
λ∈Λ

Xλ

∏
λ∈Λ

Yλ Q Σ

{∏
λ∈Λ

Xλ

}

Xλ Yλ Zλ ΣXλ

Lamb�nontac to ginìmeno ìlwn aut¸n twn morfism¸n trig¸nwn, ep�getai ènac morfismìc

∏
λ∈Λ

Xλ

∏
λ∈Λ

Yλ Q Σ

{∏
λ∈Λ

Xλ

}

∏
λ∈Λ

Xλ

∏
λ∈Λ

Yλ
∏
λ∈Λ

Zλ Σ

{∏
λ∈Λ

Xλ

}1 1
1

pro−trig¸nwn. H ep�nw gramm  eÐnai èna trÐgwno, sunep¸c apì to Par�deigma 1.1.15, eÐnai èna
pro−trÐgwno, en¸ h k�tw gramm  eÐnai èna pro−trÐgwno apì to L mma 1.1.17.1, wc ginìmeno
pro−trig¸nwn. Apì thn Prìtash 1.1.20 èpetai ìti h prohgoÔmenh apeikìnish eÐnai ènac isomor-
fismìc thc ep�nw gramm c h opoÐa eÐnai diakekrimèno trÐgwno me thn k�tw gramm  h opoÐa eÐnai èna
pro−trÐgwno. Sunep¸c, apì to axÐwma [TR0] èpetai ìti h k�tw gramm  eÐnai èna trÐgwno.

Prìtash 1.2.1.2. 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa kai Λ èna sÔnolo deikt¸n. Upo-
jètoume ìti gia k�je λ ∈ Λ dÐnetai èna ( diakekrimèno ) trÐgwno
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Xλ Yλ Zλ ΣXλ

sthn T. Upojètoume ìti ta trÐa sugkinìmena∐
λ∈Λ

Xλ,
∐
λ∈Λ

Yλ,
∐
λ∈Λ

Zλ

up�rqoun sthn T. Apì to L mma 1.1.17.2, gnwrÐzoume ìti to sugkinìmeno twn pro−trig¸nwn

∐
λ∈Λ

Xλ

∐
λ∈Λ

Yλ
∐
λ∈Λ

Zλ Σ

{∐
λ∈Λ

Xλ

}

eÐnai èna pro−trÐgwno. Isqurizìmaste ìti autì eÐnai èna trÐgwno.

Apìdeixh. Duðk  thc apìdeixhc thc Prìtashc 1.2.1.1.

Prìtash 1.2.2. 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa. 'Estw

X Y Z ΣX

kai

X Y Z ΣX

dÔo upoy fia trÐgwna. Upojètoume ìti to eujÔ touc �jroisma

X ⊕X ′ Y ⊕ Y ′ Z ⊕ Z ′ ΣX ⊕ ΣX ′

eÐnai èna diakekrimèno trÐgwno. Tìte oi eujeÐc prosjetèoi eÐnai epishc diakekrimèna trÐgwna.

Apìdeixh. Lìgw summetrÐac, arkeÐ na apodeÐxoume ìti to upoy fio trÐgwno

X Y Z ΣX

eÐnai èna trÐgwno. Epeid  eÐnai ènac eujÔc prosjetèoc enìc trig¸nou, kai �ra enìc pro−trig¸nou,
apì to Par�deigma 1.1.16, èpetai oti eÐnai èna pro−trÐgwno. 'Estw

X Y Q ΣX

èna trÐgwno pou sumplhr¸nei ton morfismì X −−−−−→ Y sthn T. To parak�tw di�gramma

X Y Q ΣX

X ⊕X ′ Y ⊕ Y ′ Z ⊕ Z ′ ΣX ⊕ ΣX ′

1

0

 1

0

 1

0



apì to axÐwma [TR3] mporeÐ na sumplhrwjeÐ s' ènan morfismì trig¸nwn

X Y Q ΣX

X ⊕X ′ Y ⊕ Y ′ Z ⊕ Z ′ ΣX ⊕ ΣX ′

1

0

 1

0

 h
h′


1

0



Sunjètontac ton morfismì autì me thn probol 
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X ⊕X ′ Y ⊕ Y ′ Z ⊕ Z ′ ΣX ⊕ ΣX ′

X Y Z ΣX

[
1 0

] [
1 0

] [
1 0

] [
1 0

]

lamb�noume ènan morfismì pro−trig¸nwn

X Y Q ΣX

X Y Z ΣX

1 1 h 1

H ep�nw gramm  eÐnai èna trÐgwno ex orismoÔ, en¸ h k�tw gramm  eÐnai èna pro−trÐgwno epeid  eÐnai
ènac eujÔc prosjetèoc enìc trig¸nou, kai �ra apì to Par�deigma 1.1.15, enìc pro−trig¸nou. Apì
thn Prìtash 1.1.20, èpetai ìti o h eÐnai ènac isomorfismìc. Sunep¸c, h k�tw gramm  eÐnai isìmorfh
me thn ep�nw gramm  h opoÐa eÐnai èna trÐgwno. Sunep¸c, apì to axÐwma [TR0] èpetai ìti h k�tw
gramm 

X Y Z ΣX

eÐnai èna trÐgwno.

Prìtash 1.2.3.1. 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa kai upojètoume ìti dÐnetai èna
upoy fio trÐgwno thc morf c

X

a
b


−−−−−−−−→ A⊕ Y

1 α
β γ


−−−−−−−−→ A⊕ Z

[
c d

]
−−−−−−−−→ ΣX

Tìte autì mporeÐ na ekfrasteÐ wc to eujÔ �jroisma twn dÔo upoyhfÐwn trig¸nwn

0
0

−−−−−−−−→ A
1

−−−−−−−−→ A
0

−−−−−−−−→ 0

kai

X
b

−−−−−−−−→ Y
γ−βα

−−−−−−−−→ Z
d

−−−−−−−−→ ΣX

Apìdeixh. 'Estw u1, p1, v1 kai q1 oi kanonikoÐ morfismoÐ tou ginìmenou−sugkinìmenou A ⊕ Y , kai
u2, p2, v2 kai q2 oi kanonikoÐ morfismoÐ tou ginìmenou−sugkinìmenou A ⊕ Z. Dhlad , to A ⊕ Y
qarakthrÐzetai apo tic sqèseic :

p1u1 = 1A q1u1 = 0

q1v1 = 1Y p1v1 = 0

u1p1 + v1q1 = 1A⊕Y

OmoÐwc to A⊕ Z. OrÐzoume touc morfismoÔc

p′1 :=
[
1 α

]
: A⊕ Y −−−−−−−−→ A kai v′1 :=

[
−α
1

]
: Y −−−−−−−−→ A⊕ Y

Oi morfismoÐ u1, p
′
1, v
′
1 kai q1 efodi�zoun epÐshc to A⊕Y me thn dom  enìc ginìmenou−sugkinìmenou.

EÔkola epalhjeÔontai oi sqèseic :
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p′1u1 = 1A q1u1 = 0

q1v
′
1 = 1Y p′1v

′
1 = 0

u1p
′
1 + v′1q1 = 1A⊕Y

EpÐshc, orÐzoume touc morfismoÔc

u′2 :=

[
1
β

]
: A −−−−−−−−→ A⊕ Z kai q′2 :=

[
−β 1

]
: A⊕ Z −−−−−−−−→ Z

OmoÐwc oi morfismoÐ u′2, p2, v2 kai q
′
2 efodi�zoun epÐshc toA⊕Z me thn dom  enìc ginìmenou−sugkinì-

menou. Epomènwc, apì tic kajolikèc idiìthtec twn ginomènwn−sugkinomènwn A⊕Y, A⊕Z, oi palièc
domèc kajÐstantai isìmorfec me tic kainoÔrgiec mèsw twn antÐstoiqwn isomorfism¸n

Φ :=

[
1 α
0 1

]
: A⊕ Y −−−−−→ A⊕ Y kai Ψ :=

[
1 0
−β 1

]
: A⊕ Z −−−−−→ A⊕ Z

Sunep¸c, ep�getai to parak�tw di�gramma

A⊕ Y A⊕ Y A⊕ Z A⊕ Z

X ΣX

1 α

β γ


Φ Ψ

[
c d

] [
c d

]
◦Ψ−1a

b


Φ◦

a
b



Qrhsimopoi¸ntac, tic sqeseic pou prokÔptoun apì to dojèn upoy fio trÐgwno[
1 α
β γ

]
◦
[
a
b

]
= 0 kai

[
c d

]
◦
[

1 α
β γ

]
= 0

kai to prohgoÔmeno di�gramma, to dojèn upoy fio trÐgwno

X

a
b


−−−−−−−−→ A⊕ Y

1 α
β γ


−−−−−−−−→ A⊕ Z

[
c d

]
−−−−−−−−→ ΣX

metasqhmatÐzetai sto ( isìmorfo ) upoy fio trÐgwno sto opoÐo ta A⊕ Y, A⊕ Z èqoun apokt sei
tic nèec domèc ginìmenou−sugkinìmenou

X A⊕ Y A⊕ Z ΣX

Φ◦

a
b

 Ψ◦

1 α

β γ

◦Φ−1 [
c d

]
◦Ψ−1

to opoÐo isoÔtai me to upof fio trÐgwno

X A⊕ Y A⊕ Z ΣX

0

b

 1 0

0 γ−βα

 [
0 d

]

T¸ra, to zhtoÔmeno eÐnai �meso.

Prìtash 1.2.3.2. 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa kai upojètoume ìti dÐnetai èna
upoy fio trÐgwno thc morf c
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Q⊕X

[
a b

]
−−−−−−−−→ Y

c
d


−−−−−−−−→ ΣQ⊕ Z

1 α
β γ


−−−−−−−−→ Σ(Q⊕X)

Tìte autì mporeÐ na ekfrasteÐ wc to eujÔ �jroisma twn dÔo upoyhfÐwn trig¸nwn

Q
0

−−−−−−−−→ 0
0

−−−−−−−−→ ΣQ
1

−−−−−−−−→ ΣQ

kai

X
b

−−−−−−−−→ Y
d

−−−−−−−−→ Z
γ−βα

−−−−−−−−→ ΣX

Apìdeixh. 'Epetai �mesa apì thn Prìtash 1.2.3.1, kai to axÐwma [TR2] .

Prìtash 1.2.3.3. 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa kai upojètoume ìti dÐnetai èna
upoy fio trÐgwno thc morf c

Q⊕X

1 α
β γ


−−−−−−−−→ Q⊕ Y

[
a b

]
−−−−−−−−→ Z

c
d


−−−−−−−−→ Σ(Q⊕X)

Tìte autì mporeÐ na ekfrasteÐ wc to eujÔ �jroisma twn dÔo upoyhfÐwn trig¸nwn

Q
1

−−−−−−−−→ Q
0

−−−−−−−−→ 0
0

−−−−−−−−→ ΣQ

kai

X
γ−βα

−−−−−−−−→ Y
b

−−−−−−−−→ Z
d

−−−−−−−−→ ΣX

Apìdeixh. 'Epetai �mesa apì thn Prìtash 1.2.3.1, kai to axÐwma [TR2] .

To epìmeno Pìrisma, mac diabebai¸nei ìti h kl�sh twn diakekrimènwn trig¸nwn ( wc prìc
ton sunartht  Σ ) miac pro−trigwnismènhc kathgorÐac perièqei sÐgoura k�poia profan  upoy fia
trÐgwna.

Pìrisma 1.2.4. 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa. Mia apeikìnish f : X −−−−−→ Y
eÐnai ènac isomorfismìc e�n kai mìno e�n, gia k�poio Z ( to opoÐo anagkastik� eÐnai isìmorfo me to
mhdèn ), to upoy fio trÐgwno

X Y Z ΣX
f 0 0

eÐnai èna diakekrimèno trÐgwno.

Apìdeixh. 'Estw ìti h apeikìnish f eÐnai ènac isomorfismìc, tìte to parak�tw di�gramma

X X 0 ΣX

X Y 0 ΣX

1

1 f 1

f

eÐnai ènac isomorfismìc upoyhfÐwn trig¸nwn. H ep�nw gramm  eÐnai èna diakekrimèno trÐgwno,
epomènwc apì to axÐwma [TR0] , èpetai ìti kai k�tw gramm  eÐnai èna diakekrimèno trÐgwno. Sunep¸c,
mporoÔme na jèsoume Z := 0.

Antistrìrfwc, upojètoume ìti h akoloujÐa

X Y Z ΣX
f 0 0

eÐnai èna diakekrimèno trÐgwno. Autì to trig¸no eÐnai to �jroisma twn parak�tw duo upoyhfÐwn
trig¸nwn

X Y 0 ΣX
f
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kai

0 0 Z 0

ta opoÐa lìgw thc Prìtashc 1.2.2, ofeÐloun na eÐnai ( diakekrimèna ) trÐgwna. 'Omwc, tìte to
parak�tw di�gramma

X X 0 ΣX

X Y 0 ΣX

1

1 f 1 1

f

eÐnai ènac morfismìc trig¸nwn. GnwrÐzoume, ìti oi 1 : X −−−−−→ X kai 1 : 0 −−−−−→ 0 eÐnai
isomorfismoÐ. Sunep¸c, apì thn Prìtash 1.1.20, èpetai ìti o morfismìc f : X −−−−−→ Y eÐnai ènac
isomorfismìc. OmoÐwc, to parak�tw di�gramma trig¸nwn

X X 0 ΣX

X Y Z ΣX

1

1 f 1

f 0 0

eÐnai ènac morfismìc trig¸nwn, kai epeid  gnwrÐzoume ìti oi 1 : X −−−−−→ X kai f : X −−−−−→ Y
eÐnai isomorfismoÐ, èpetai ìti o 0 : 0 −−−−−→ Z eÐnai epÐshc ènac isomorfismìc. Sunep¸c, to
antikeÐmeno Z eÐnai isìmorfo me to mhdèn.

Pìrisma 1.2.5. 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa. K�je trÐgwno thc morf c

X Y Z ΣX0

eÐnai isìmorfo me to trÐgwno

X X ⊕ Z Z ΣX0

Autì shmainei ìti, e�n h apeikìnish : Z −−−−−→ ΣX mhdenÐzetai, tìte to trÐgwno diasp�tai.

Apìdeixh. Apì ta axi¸mata [TR0] kai [TR2] ta

X X 0 ΣX1

kai

0 Z Z 0
−1

eÐnai trÐgwna. Apì thn Prìtash 1.2.1, gnwrÐzoume ìti to eujÔ touc �jroisma

X X ⊕ Z Z ΣX0

eÐnai epÐshc èna trÐgwno. All� t¸ra to di�gramma

X X ⊕ Z Z ΣX

X Y Z ΣX

1

0

1 1

0

apì to axÐwma [TR3] mporeÐ na sumplhrwjeÐ se èna morfismì trig¸nwn
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X X ⊕ Z Z ΣX

X Y Z ΣX

1

0

1 1

0

, o opoÐoc apì thn Prìtash 1.1.20 kai to axÐwma [TR2], ofeÐlei na eÐnai ènac isomorfismìc.

L mma 1.2.6.1. 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa. 'Estw ìti dÐnetai èna trÐgwno

X Y Z ΣXu v w

E�n v′ : Z −−−−−→ Y eÐnai mia apeikìnish tètoia ¸ste h sÔnjesh

Z
v′

−−−−−−−−→ Y
v

−−−−−−−−→ Z

na isoÔtai me thn tautotik  apeikìnish sto Z, tìte w = 0, kai h apeikìnish twn trig¸nwn

X X ⊕ Z Z ΣX

X Y Z ΣX

1
[
u v′

]
0

1 1

u v w

eÐnai ènac isomorfismìc.

Apìdeixh. Kat' arq n parathroÔme ìti w = w1 = wvv′ = 0v′ = 0, kai epeid  eÐnai mia apeikìnish
trig¸nwn, ìpou dÔo apì tic k�jetec apeikonÐseic eÐnai isomorfismoÐ, apì thn Prìtash 1.1.20 kai to
axÐwma [TR2], èpetai ìti kai h trÐth apeikìnish[

u v′
]

: X ⊕ Z −−−−−−−−→ Y

eÐnai epÐshc ènac isomorfismìc.

L mma 1.2.6.2. 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa. 'Estw ìti dÐnetai to trÐgwno

X Y Z ΣXu v w

E�n u′ : Y −−−−−→ X eÐnai mia apeikìnish tètoia ¸ste h sÔnjesh

X
u

−−−−−−−−→ Y
u′

−−−−−−−−→ X

na isoÔtai me thn tautotik  apeikìnish sto X, tìte w = 0, kai h apeikìnish twn trig¸nwn

X Y Z ΣX

X X ⊕ Y Z ΣX

u

1

v

u′
v


w

1 1

0

eÐnai ènac isomorfismìc.

Apìdeixh. Duðk  thc apìdeixhc tou L mmatoc 1.2.6.1.

Parat rhsh 1.2.7. Dojèntoc enìc trig¸nou

X Y Z ΣXu v w

lamb�noume ènan kanonikì isomorfismì

Y ' X ⊕ Z

27



opoted pote dÐnetai mia paragontopoÐhsh thc tautotik c apeikìnishc sto Z wc

Z
v′

−−−−−−−−→ Y
v

−−−−−−−−→ Z

  mia paragontopoÐhsh thc tautotik c apeikìnishc sto X wc

X
u

−−−−−−−−→ Y
u′

−−−−−−−−→ X

Sto epìmeno L mma ja deÐxoume pìte autoÐ oi dÔo isomorfismoÐ sumpÐptoun.

L mma 1.2.8. 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa. Upojètoume ìti dÐnetai èna trÐgwno

X Y Z ΣXu v w

mia paragontopoÐhsh thc tautotik c apeikìnishc sto Z, kai mia paragontopoÐhsh thc tautotik c
apeikìnishc sto X, ìpwc sthn Parat rhsh 1.2.7. Tìte lamb�noume dÔo isomorfismoÔc, ènan apì
k�je paragontopoÐhsh. Oi dÔo isomorfismoÐ sumpÐptoun e�n kai mìno e�n h sÔnjesh

Z
v′

−−−−−−−−→ Y
u′

−−−−−−−−→ X

mhdenÐzetai.

Apìdeixh. Apì to L mma 1.2.6.1, h apeikìnish v′ : Z −−−−−→ Y ep�gei ènan isomorfismì

X ⊕ Z

[
u v′

]
−−−−−−−−→ Y

kai apì to duðkì tou, to L mma 1.2.6.2, h apeikìnish u′ : Y −−−−−→ X ep�gei epÐshc ènan isomorfismì

Y

u′
v


−−−−−−−−→ X ⊕ Z

OÐ dÔo isomorfismoÐ sumpÐptoun e�n kai mìno e�n o ènac eÐnai antÐstrofoc tou �llou. Gia na sumbeÐ
autì, arkeÐ na epalhjeÔsoume pìte h ( h mia apì tic dÔo ) sÔnjesh

X ⊕ Z

[
u v′

]
−−−−−−−−→ Y

u′
v


−−−−−−−−→ X ⊕ Z

dhlad ,

X ⊕ Z

u′u u′v′

vu vv′


−−−−−−−−→ X ⊕ Z

isoÔtai me thn tautotik  apeikonish stoX⊕Z. Epiplèon, gnwrÐzoume ex upojèsewc u′u = 1, vv′ = 1
kai vu = 0 epeid  eÐnai sÔnjesh dÔo diadoqik¸n apeikonÐsewn s' èna trÐgwno. Epomènwc, h sÔnjesh
lamb�nei thn morf 

X ⊕ Z

1 u′v′

0 1


−−−−−−−−→ X ⊕ Z

kai ja isoÔtai me thn tautotik  apeikìnish sto X ⊕Z e�n kai mono e�n h sunjesh u′v′ mhdenÐzetai.
Sunep¸c, oi dÔo isomorfismoÐ sumpÐptoun e�n kai mìno e�n u′v′ = 0 .
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1.3 Trigwnismènec kathgorÐec

Se aut  thn Enìthta ja orÐsoume tic trigwnismènec kathgorÐec.

Orismìc 1.3.1. 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa. Upojètoume oti dÐnetai ènac morfi-
smìc upoyhfÐwn trig¸nwn

X Y Z ΣX

X ′ Y ′ Z ′ ΣX ′

u

f

v

g

w

h Σf

u′ v′ w′

Up�rqei ènac trìpoc na orÐsoume èna nèo upoy fio trÐgwno. Autì eÐnai to di�gramma

Y ⊕X ′

−v 0
g u′


−−−−−−−−→ Z ⊕ Y ′

−w 0
h v′


−−−−−−−−→ ΣX ⊕ Z ′

−Σu 0
Σf w′


−−−−−−−−→ ΣY ⊕ ΣX ′

To nèo upoy fio trÐgwno kaleÐtai h apeikìnish k¸noc thc apeikìnishc twn upoy fiwn trig¸nwn.

Orismìc 1.3.2. 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa. DÔo apeikonÐseic metaxÔ upoyhfÐwn
trig¸nwn

X Y Z ΣX

X ′ Y ′ Z ′ ΣX ′

u

f

v

g

w

h Σf

u′ v′ w′

kai

X Y Z ΣX

X ′ Y ′ Z ′ ΣX ′

u

f ′

v

g′

w

h′ Σf ′

u′ v′ w′

kaloÔntai omotopikèc e�n diafèroun wc proc omotopÐa. Autì shmaÐnei ìti up�rqoun apeikonÐseic Θ,Φ
kai Ψ

X Y Z ΣX

X ′ Y ′ Z ′ ΣX ′

u v

Θ

w

Φ Ψ

u′ v′ w′

tètoiec ¸ste na isqÔoun oi parak�tw sqèseic

f − f ′ = Θu+ Σ−1{w′Ψ} g − g′ = Φv + u′Θ h− h′ = Ψw + v′Φ

L mma 1.3.3. 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa. 'Wc proc isomorfismì, h apeikìnish
k¸noc den exart�tai apì ton morfismì

X Y Z ΣX

X ′ Y ′ Z ′ ΣX ′

u

f

v

g

w

h Σf

u′ v′ w′

twn upoy fiwn trig¸nwn all� apì thn kl�sh omotopÐac tou morfismoÔ. E�n h parap�nw apeikìnish
eÐnai omotopik  me mia apeikìnish

29



X Y Z ΣX

X ′ Y ′ Z ′ ΣX ′

u

f ′

v

g′

w

h′ Σf ′

u′ v′ w′

, tìte oi apeikonÐseic k¸noi eÐnai isìmorfa upoy fia trÐgwna.

Apìdeixh. To parak�tw di�gramma

Y ⊕X ′ Z ⊕ Y ′ ΣX ⊕ Z ′ ΣY ⊕ ΣX ′

Y ⊕X ′ Z ⊕ Y ′ ΣX ⊕ Z ′ ΣY ⊕ ΣX ′

−v 0

g u′


1 0

Θ 1



−w 0

h v′


1 0

Φ 1



−Σu 0

Σf w′


1 0

Ψ 1

  1 0

ΣΘ 1


−v 0

g′ u′

 −w 0

h′ v′

 −Σu 0

Σf ′ w′



eÐnai metajetikì, kai oi k�jetec apeikonÐseic eÐnai isomorfismoÐ. Sunep¸c, ufÐstatai ènac isomorfi-
smìc thc ep�nw gramm c me thn k�tw.

Ta epìmena dÔo L mmata eÐnai dÔo stoiqei¸dh apotelèsmata thc Omologik c 'Algebrac.

L mma 1.3.4.1. 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa. Upojètoume ìti F : C −−−−−→ D
kai F ′ : C −−−−−→ D eÐnai dÔo morfismoÐ upoy fiwn trig¸nwn. Upojètoume epÐshc ìti oi F kai F ′

eÐnai omotopikoÐ. Tìte gia k�je apeikìnish G : C ′ −−−−−→ C, oi sunjèseic F ◦G : C ′ −−−−−→ D kai
F ′ ◦G : C ′ −−−−−→ D eÐnai omotopikèc.

Apìdeixh. [ [Mur07], L mma 20, sel. 15 ]

L mma 1.3.4.2. 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa. Upojètoume ìti F : C −−−−−→ D
kai F ′ : C −−−−−→ D eÐnai dÔo morfismoÐ upoy fiwn trig¸nwn. Upojètoume epÐshc ìti oi F kai F ′

eÐnai omotopikoÐ. Tìte gia k�je apeikìnish H : D −−−−−→ D′, oi sunjèseic H ◦ F : C −−−−−→ D′

kai H ◦ F ′ : C −−−−−→ D′ eÐnai omotopikèc.

Apìdeixh. Duðk  thc apìdeixhc tou L mmatoc 1.3.4.1.

Orismìc 1.3.5. 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa. 'Ena upoy fio trÐgwno kaleÐtai
sumptÔximo e�n h tautotik  apeikìnish 1 : C −−−−−→ C eÐnai omotopik  me thn mhdenik  apeikìnish
0 : C −−−−−→ C.

L mma 1.3.6.1. 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa. 'Estw C èna sumptÔximo upoy fio
trÐgwno, tìte k�je apeikìnish apì to C se èna opoiod pote upoy fio trÐgwno D, F : C −−−−−→ D
eÐnai omotopik  me thn mhdenik  apeikìnish 0 : C −−−−−→ D.

Apìdeixh. IsqÔei F = F◦1, kai epeid  to C eÐnai sumptÔximo, h tautotik  apeikìnish 1 : C −−−−−→ C
eÐnai omotopik  me thn mhdenik  apeikìnish 0 : C −−−−−→ C. Sunep¸c, apì to L mma 1.3.4.2, èpetai
ìti h apeikìnish F eÐnai omotopik  me thn apeikìnish F = F ◦ 0 = 0.

L mma 1.3.6.2. 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa. 'Estw C èna sumptÔximo upoy fio
trÐgwno, tìte k�je apeikìnish apì opoiod pote upoy fio trÐgwno D sto C, F : D −−−−−→ C eÐnai
omotopik  me thn mhdenik  apeikìnish 0 : D −−−−−→ C.
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Apìdeixh. Duðk  thc apìdeixhc tou L mmatoc 1.3.6.1.

L mma 1.3.7. 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa. 'Estw C èna sumptÔximo upoy fio
trÐgwno, tìte to C eÐnai èna pro−trÐgwno.

Apìdeixh. ArkeÐ na apodeÐxoume ìti e�nH : T −−−−−→ A eÐnai ènac opoiosd pote decent omologikìc
sunartht c, kai C eÐnai to upoy fio trÐgwno

X Y Z ΣXu v w

h makr� akoloujÐa

· · · −−→ H(Σ−1Z)
H(Σ−1w)

−−→ H(X)
H(u)

−−→ H(Y )
H(v)

−−→ H(Z)
H(w)

−−→ H(ΣX) −−→ · · ·

eÐnai akrib c. Sthn pragmatikìthta autì alhjeÔei ìqi mìno gia touc decent omologikoÔc sunarthtèc,
all� kai gia k�je prosjetikì sunartht , epeid  k�je prosjetikìc sunartht c, den diathreÐ mìno
touc tautotikoÔc morfismoÔc, ex orismoÔ epeid  eÐnai sunartht c, diathreÐ epÐshc kai touc mhdenikoÔc
morfismoÔc. To C eÐnai sumptÔximo, autì shmaÐnei ìti h tautotikh apeikìnish 1 : C −−−−−→ C einai
omotopik  me thn mhdenik  apeikìnish sto C. Sunep¸c, up�rqoun treÐc apeikonÐseic Θ, Φ kai Ψ

X Y Z ΣX

X Y Z ΣX

u v

Θ

w

Φ Ψ

u v w

tètoiec ¸ste na isqÔoun oi sqèseic

1X = Θu+ Σ−1{wΨ} 1Y = Φv + uΘ 1Z = Ψw + vΦ

Efarmìzoume ton decent omologikì sunartht  (   genikìtera prosjetikì sunartht  ) H sto C.
Tìte prokÔptoun treÐc apeikonÐseic H(Θ),H(Φ) kai H(Ψ)

H(X) H(Y ) H(Z) H(ΣX)

H(X) H(Y ) H(Z) H(ΣX)

H(u) H(v)

H(Θ)

H(w)

H(Φ) H(Ψ)

H(u) H(v) H(w)

, oi opoÐec ikanopoioÔn tic sqèseic

1H(X) = H(Θ)H(u) + H(Σ−1w)H(Σ−1Ψ)

1H(Y ) = H(Φ)H(v) + H(u)H(Θ)

1H(Z) = H(Ψ)H(w) + H(v)H(Φ)

Autì shmaÐnei ìti, h tautotik  apeikìnish 1 : H(C) −−−−−→ H(C) eÐnai aluswt� omotopik  me thn
mhdenik  apeikìnish sto H(C). Epomènwc, oi om�dec omologÐac ( antÐstoiqa sunomologÐac ) thc
makr�c akoloujÐac

· · · −−→ H(Σ−1Z)
H(Σ−1w)

−−→ H(X)
H(u)

−−→ H(Y )
H(v)

−−→ H(Z)
H(w)

−−→ H(ΣX) −−→ · · ·

eÐnai tetrimènec, sunep¸c h makr� akoloujÐa eÐnai akrib c.
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Ta sumptÔxima upoy fia trÐgwna, den eÐnai apl¸c pro−trÐgwna eÐnai m�lista trÐgwna ìpwc mac
upagoreÔei h epìmenh

Prìtash 1.3.8. 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa. 'Estw C èna sumptÔximo upoy fio
trÐgwno, tìte to C eÐnai èna trÐgwno.

Apìdeixh. 'Estw ìti to C einai to upoy fio trÐgwno

X Y Z ΣXu v w

Tìte h apeikìnish u : X −−−−−→ Y mporeÐ na sumplhrwjeÐ s' èna trÐgwno

X Y Q ΣXu v′ w′

sthn T. To C eÐnai sumptÔximo, autì shmaÐnei ìti h tautotikh apeikìnish 1 : C −−−−−→ C einai
omotopik  me thn mhdenik  apeikìnish sto C. Sunep¸c up�rqoun treÐc apeikonÐseic Θ,Φ kai Ψ

X Y Z ΣX

X Y Q ΣX

u v

Θ

w

Φ Ψ

u v′ w′

tètoiec ¸ste na isqÔoun oi sqèseic

1X = Θu+ Σ−1{w′Ψ} 1Y = Φv + uΘ 1Z = Ψw + v′Φ

JewroÔme thn apeikìnish wΨ. Epeid  isqÔei Σu ◦ w = 0, èpetai ìti Σu ◦ wΨ = 0. All� epeid  o
sunartht c HomT(ΣX,−) : T −−−−−→ Ab eÐnai omologikìc apeikonÐzei to trÐgwno

X Y Q ΣXu v′ w′

sthn akrib  akoloujÐa

HomT(ΣX,Q) HomT(ΣX,ΣX) HomT(ΣX,ΣY )
HomT(ΣX,w′) HomT(ΣX,Σu)

Apì thn akrÐbeia thc akoloujÐac sumperaÐnoume ìti up�rqei mia apeikìnish Ψ′ : ΣX −−−−−→ Q, ètsi
¸ste w′Ψ′ = wΨ. Tìte ep�getai èna metajetikì di�gramma

X Y Z ΣX

X Y Q ΣX

u

1

v

1

w

Ψ′w+v′Φ 1

u v′ w′

sto opoÐo oi grammèc eÐnai pro−trÐgwna, epomènwc ep�getai mia apeikìnish pro−trig¸nwn. H k�tw
gramm  eÐnai èna trÐgwno, sunep¸c apì to Par�deigma 1.1.15, eÐnai èna pro−trÐgwno, en¸ h ep�nw
gramm  eÐnai èna sumptÔximo upoy fio trÐgwno, sunep¸c apì to L mma 1.3.7, eÐnai èna pro−trÐgwno.
Apì thn Prìtash 1.1.20, èpetai ìti h prohgoÔmenh apeikìnish eÐnai ènac isomorfismìc thc ep�nw
gramm c h opoÐa eÐnai pro−trÐgwno me thn k�tw gramm  h opoÐa eÐnai èna diakekrimèno trÐgwno.
Sunep¸c, apì to axÐwma [TR0] èpetai ìti h ep�nw gramm  eÐnai èna trÐgwno.
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Apì ed¸ kai sto ex c, ta sumptÔxima upoy fia trÐgwna ja ta kaloÔme sumptÔxima trÐgwna.
Epeid  apì thn Prìtash 1.3.8, gnwrÐzoume ìti k�je sumptÔximo upoy fio trÐgwno, eÐnai èna trÐgwno.
Sunep¸c, den ufÐstatai kÐndunoc sÔgqushc.

L mma 1.3.9. 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa. 'Estw ìti to di�gramma

X Y Z ΣX

X ′ Y ′ Z ′ ΣX ′

u

f

v

g

w

h Σf

u′ v′ w′

eÐnai mÐa apeikìnish pro−trig¸nwn. Tìte h apeikìnish k¸noc eÐnai èna pro−trÐgwno.

Apìdeixh. 'Estw H ènac decent omologikìc sunartht c. Prèpei na deÐxoume ìti o H apeikonÐzei
thn apeikìnish k¸no se mÐa makr� akrib  akoloujÐa. All� epeid  k�je gramm  tou parap�nw
diagr�mmatoc eÐnai èna pro−trÐgwno, lamb�noume mia apeikìnish

· · · H(Σ−1Z) H(X) H(Y ) H(Z) H(ΣX) · · ·

· · · H(Σ−1Z ′) H(X ′) H(Y ′) H(Z ′) H(ΣX ′) · · ·

H(Σ−1w)

H(Σ−1h)

H(u)

H(f)

H(v)

H(g)

H(w)

H(h) H(Σf)

H(Σ−1w′) H(u′) H(v′) H(w′)

makr� akrib¸n akolouji¸n. H apeikìnish k¸noc miac apeikìnishc makr� akrib¸n akolouji¸n eÐnai
mia makr� akrib c akoloujÐa. Sunep¸c, h apeikìnish k¸noc thc prohgoÔmenhc apeikìnishc eÐnai mia
makr� akrib c akoloujÐa. 'Omwc, h apeikìnish aÔth tautÐzetai me thn akoloujÐa pou prokÔptei e�n
efarmìsoume ton decent omologikì sunartht  H sthn apeikìnish k¸no tou dojèntoc morfismoÔ
pro−trig¸nwn, dhlad  sto upoy fio trÐgwno

Y ⊕X ′

−v 0
g u′


−−−−−−−−→ Z ⊕ Y ′

−w 0
h v′


−−−−−−−−→ ΣX ⊕ Z ′

−Σu 0
Σf w′


−−−−−−−−→ ΣY ⊕ ΣX ′

Sunep¸c, to upoy fio trÐgwno autì, eÐnai èna pro−trÐgwno.

L mma 1.3.10. 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa. H apeikìnish k¸noc thc mhdenik c
apeikìnishc

X Y Z ΣX

X ′ Y ′ Z ′ ΣX ′

u

0

v

0

w

0 0

u′ v′ w′

metaxÔ duo trig¸nwn, eÐnai èna trÐgwno.

Apìdeixh. JewroÔme thn apeikìnish k¸no thc mhdenik c apeikìnishc

Y ⊕X ′

−v 0
0 u′


−−−−−−−−→ Z ⊕ Y ′

−w 0
0 v′


−−−−−−−−→ ΣX ⊕ Z ′

−Σu 0
0 w′


−−−−−−−−→ ΣY ⊕ ΣX ′

H akoloujÐa aut  mporeÐ na ekfrasteÐ wc to eujÔ �jroisma twn akolouji¸n

X Y Z ΣXu v w

kai
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Y Z ΣX ΣY
−v −w −Σu

H pr¸th akoloujÐa eÐnai èna trÐgwno ex' upojèsewc. H deÔterh akoloujÐa eÐnai èna trÐgwno apì to
axi¸ma [TR2] , epeid  to

X Y Z ΣXu v w

eÐnai èna trÐgwno. Sunep¸c, apì thn Prìtash 1.2.1 èpetai ìti to eujÔ touc �jroisma eÐnai èna
trÐgwno.

Pìrisma 1.3.11. 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa. 'Estw ìti dÐnetai mia apeikìnish
trig¸nwn

X Y Z ΣX

X ′ Y ′ Z ′ ΣX ′

u

f

v

g

w

h Σf

u′ v′ w′

E�n h apeikìnish eÐnai omotopik  me thn mhdenik  apeikìnish, tìte h apeikìnish k¸noc eÐnai èna
trÐgwno.

Apìdeixh. Apì to L mma 1.3.3 h apeikìnish k¸noc paramènei analloÐwth, wc proc isomorfismì,
dhlad  e�n antikatast soume mia apeikìnish apì mia omotopik  thc, tìte oi apeikìniseic k¸noi eÐnai
isìmorfa upoy fia trÐgwna. Sunep¸c, apì to L mma 1.3.10, èpetai to zhtoÔmeno.

Pìrisma 1.3.12.1. 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa. 'Estw èna sumptÔximo trÐgwno

X Y Z ΣXu v w

kai

X ′ Y ′ Z ′ ΣX ′u′ v′ w′

èna opoid pote trÐgwno, tìte h apeikìnish k¸noc opoiasd pote apeikìnishc

X Y Z ΣX

X ′ Y ′ Z ′ ΣX ′

u

f

v

g

w

h Σf

u′ v′ w′

eÐnai èna trÐgwno.

Apìdeixh. Apì to L mma 1.3.6.1, k�je apeikìnish apì èna sumptÔximo trÐgwno se èna opoiod pote
upoy fio trÐgwno, pìso m�llon trÐgwno, eÐnai omotopik  me thn mhdenik  apeikìnish. Sunep¸c, apì
to Pìrisma 1.3.11 èpetai to zhtoÔmeno.

Pìrisma 1.3.12.2. 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa. 'Estw èna opoid pote trÐgwno

X ′ Y ′ Z ′ ΣX ′u′ v′ w′

kai

X Y Z ΣXu v w

èna sumptÔximo trÐgwno, tìte h apeikìnish k¸noc opoiasd pote apeikìnishc
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X ′ Y ′ Z ′ ΣX ′

X Y Z ΣX

u′

f

v′

g

w′

h Σf

u v w

eÐnai èna trÐgwno.

Apìdeixh. Duðk  thc apìdeixhc tou PorÐsmatoc 1.3.12.1.

Orismìc 1.3.13. 'Estw T mia pro−trigwnismènh kathgorÐa, autì shmaÐnei ìti h T eÐnai mia
prosjetik  kathgorÐa, mazÐ me ènan prosjetikì automorfismì Σ, kai mia kl�sh upoy fiwn trig¸nwn
( wc prìc ton sunartht  Σ ), ètsi ¸ste h kl�sh na plhreÐ ta axi¸mata [TR0]−[TR3] . Tìte h T

ja kaleÐtai trigwnismènh e�n h kl�sh ikanopoieÐ to epiprìsjeto axÐwma :

[TR4’] : Gia k�je di�gramma

X Y Z ΣX

X ′ Y ′ Z ′ ΣX ′

u

f

v

g

w

Σf

u′ v′ w′

sto opoÐo oi grammèc eÐnai trÐgwna, apì to axÐwma [TR3] , up�rqei mia apeikìnish h : Z −−−−−→ Z ′,
h opoÐa kajist� to prohgoÔmeno di�gramma metajetikì. Aut  h apeikìnish mporeÐ na epilegeÐ, ètsi
¸ste h apeikìnish k¸noc

Y ⊕X ′

−v 0
g u′


−−−−−−−−→ Z ⊕ Y ′

−w 0
h v′


−−−−−−−−→ ΣX ⊕ Z ′

−Σu 0
Σf w′


−−−−−−−−→ ΣY ⊕ ΣX ′

na eÐnai èna trÐgwno.

Orismìc 1.3.14. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa. 'Enac morfismìc trig¸nwn ja kaleÐtai
kalìc e�n h apeikìnish k¸noc eÐnai èna trÐgwno.

Parat rhsh 1.3.15. Me b�sh ton Orismì 1.3.14 to axÐwma [TR4’] mporeÐ na anadiatupwjeÐ wc
ex c :

[TR4’] : K�je di�gramma

X Y Z ΣX

X ′ Y ′ Z ′ ΣX ′

u

f

v

g

w

Σf

u′ v′ w′

sto opoÐo oi grammèc eÐnai trÐgwna, mporeÐ na sumplhrwjeÐ se ènan kalì morfismì trig¸nwn.

1.4 To Oktaedrikì AxÐwma   to axÐwma tou Verdier

Arqik� ja parajèsoume ton orismì ton omotopik¸n kartesian¸n tetrag¸nwn.

Orismìc 1.4.1. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa. Tìte èna metajetikì tetr�gwno

Y Z

Y ′ Z ′

f

g g′

f ′

kaleÐtai omotopik� kartesianì (   Mayer−Vietoris tetr�gwno ) e�n up�rqei èna diakekrimèno trÐgwno
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Y

 g
−f


−−−−−−−−→ Y ′ ⊕ Z

[
f ′ g′

]
−−−−−−−−→ Z ′

ϑ
−−−−−−−−→ ΣY

gia k�poio morfismì ϑ : Z ′ −−−−−→ ΣY . O morfismìc ϑ kaleÐtai diaforikì tou tetrag¸nou.

ShmeÐwsh 1.4.2. E�n

Y Z

Y ′ Z ′

f

g g′

f ′

eÐnai èna omotopik� kartesianì tetr�gwno, kaloÔme to Y omotopikì pullback tou diagr�mmatoc

Z

Y ′ Z ′

g′

f ′

kai to Z ′ omotopikì pushout tou diagr�mmatoc

Y Z

Y ′

f

g

Apì to axÐwma [TR1] , èpetai ìti to omotopikì pushout enìc diagr�mmatoc

Y Z

Y ′

f

g

up�rqei p�nta. O morfismìc [
g
−f

]
: Y −−−−−−−−→ Y ′ ⊕ Z

mporeÐ na sumplhrwjeÐ s' èna trÐgwno

Y Y ′ ⊕ Z Z ′ ΣY

 g

−f

 [
f ′ g′

]
ϑ

sthn T, kai autì to trÐgwno, apì ton Orismì 1.4.1, me thn seir� tou orÐzei èna omotopik� kartesianì
tetr�gwno

Y Z

Y ′ Z ′

f

g g′

f ′

Apì thn Parat rhsh 1.1.21, to omotopikì pushout Z ′ eÐnai monadikì wc proc mh kanonikì isomor-
fismì. EpÐshc, k�je metajetikì tetr�gwno
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Y Z

Y ′ P

f

g g′′

f ′′

antistoiqeÐ se mia apeikìnish [
f ′′ g′′

]
: Y ′ ⊕ Z −−−−−−−−→ P

, ètsi ¸ste h sÔnjesh

Y

 g
−f


−−−−−−−−→ Y ′ ⊕ Z

[
f ′′ g′′

]
−−−−−−−−→ P

na mhdenÐzetai. All� o sunartht c HomT(−, P ) : T −−−−−→ Ab eÐnai sunomologikìc, kai sunep¸c
apeikonÐzei to trÐgwno

Y

 g
−f


−−−−−−−−→ Y ′ ⊕ Z

[
f ′ g′

]
−−−−−−−−→ Z ′

ϑ
−−−−−−−−→ ΣY

sthn akrib  akoloujÐa

HomT(Z ′, P ) −−−−−−−−→ HomT(Y ′ ⊕ Z,P ) −−−−−−−−→ HomT(Y, P )

Epeid  h sÔnjesh

Y

 g
−f


−−−−−−−−→ Y ′ ⊕ Z

[
f ′′ g′′

]
−−−−−−−−→ P

mhdenÐzetai, apì thn akrÐbeia thc akoloujÐac, up�rqei mia apeikìnish h : Z ′ −−−−−→ P ( ìqi apara-
Ðthta monadik  ), ètsi ¸ste

h ◦
[
f ′ g′

]
=
[
f ′′ g′′

]
, isodÔnama hf ′ = f ′′ kai hg′ = g′′. Sunep¸c, deÐxame ìti up�rqei mia apeikìnish h : Z ′ −−−−−→ P
h opoÐa apeikonÐzei to omotopik� kartesianì tetr�gwno

Y Z

Y ′ Z ′

f

g g′

f ′

sto metajetikì tetr�gwno

Y Z

Y ′ P

f

g g′′

f ′′

Autì shmaÐnei ìti h apeikìnish h : Z ′ −−−−−→ P kajist� ta parak�tw diagr�mmata

Y ′ Z ′ Z ′ Z

P P

f ′

f ′′
h h

g′

g′′

metajetik�.

Duðk�, to omotopikì pullback enìc diagr�mmatoc
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Z

Y ′ Z ′

g′

f ′

up�rqei p�nta, kai eÐnai monadikì wc proc mh kanonikì isomorfismì. EpÐshc, gia k�je metajetikì
tetr�gwno

P Z

Y ′ Z ′

f ′′

g′′ g′

f ′

up�rqei mÐa apeikìnish h : P −−−−−→ Y ( ìqi aparaÐthta monadik  ) h opoÐa to apeikonÐzei sto
omotopik� kartesianì tetr�gwno

Y Z

Y ′ Z ′

f

g g′

f ′

Autì shmaÐnei ìti h apeikìnish h : P −−−−−→ Y kajist� ta parak�tw diagr�mmata

P P

Y ′ Y Y Z

h
g′′

h
f ′′

g f

metajetik�.

L mma 1.4.3. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa. 'Estw èna metajetikì di�gramma thc morf c

X Y Z ΣX

X Y ′ Z ′ ΣX

f

1

v

g

w

1

gf v′ w′

sto opoÐo oi grammèc eÐnai trÐgwna.

Tìte, autì mporeÐ na sumplhrwjeÐ s' èna morfismì trig¸nwn

X Y Z ΣX

X Y ′ Z ′ ΣX

f

1

v

g

w

h 1

gf v′ w′

ètsi ¸ste to mesaÐo tetr�gwno

Y Z

Y ′ Z ′

v

g h

v′

na eÐnai omotopik� kartesianì. Sthn pragmatikìthta, ìpwc ja diapist¸soume kat� thn diadikasÐa
thc apìdeixhc, to diaforikì ϑ : Z ′ −−−−−→ ΣY tou tetrag¸nou mporeÐ na epilegeÐ, ètsi ¸ste na
isoÔtai me thn sÔnjesh
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Z ′ ΣX ΣYw′ Σf

Apìdeixh. Apì to axÐwma [TR4’] mporoÔme na sumplhr¸soume to metajetikì di�gramma

X Y Z ΣX

X Y ′ Z ′ ΣX

f

1

v

g

w

1

gf v′ w′

s' ènan kalì morfismì trig¸nwn

X Y Z ΣX

X Y ′ Z ′ ΣX

f

1

v

g

w

h 1

gf v′ w′

H apeikìnish k¸noc eÐnai to trÐgwno

Y ⊕X

−v 0
g gf


−−−−−−−−→ Z ⊕ Y ′

−w 0
h v′


−−−−−−−−→ ΣX ⊕ Z ′

−Σf 0
1 w′


−−−−−−−−→ ΣY ⊕ ΣX

to opoÐo mporeÐ na xanagrafeÐ wc

X ⊕ Y

 0 −v
gf g


−−−−−−−−→ Z ⊕ Y ′

−w 0
h v′


−−−−−−−−→ ΣX ⊕ Z ′

 1 w′

−Σf 0


−−−−−−−−→ ΣX ⊕ ΣY

Apì thn Prìtash 1.2.3.2 to trÐgwno auto mporeÐ na ekfrasteÐ wc to eujÔ �jroisma twn dÔo upo-
yhfÐwn trig¸nwn

X
0

−−−−−−−−→ 0
0

−−−−−−−−→ ΣX
1

−−−−−−−−→ ΣX

kai

Y

−v
g


−−−−−−−−→ Z ⊕ Y ′

[
h v′

]
−−−−−−−−→ Z ′

Σf◦w′

−−−−−−−−→ ΣY

to opoÐo mporeÐ na xanagrafeÐ wc

Y

 g
−v


−−−−−−−−→ Y ′ ⊕ Z

[
v′ h

]
−−−−−−−−→ Z ′

Σf◦w′

−−−−−−−−→ ΣY

Apì thn Prìtash 1.2.2, opoiosd pote eujÔc prosjetèoc enìc trig¸nou eÐnai èna trÐgwno. 'Ara, to
upoyhfÐo trÐgwno

Y

 g
−v


−−−−−−−−→ Y ′ ⊕ Z

[
v′ h

]
−−−−−−−−→ Z ′

Σf◦w′

−−−−−−−−→ ΣY

eÐnai èna diakekrimèno trÐgwno. Sunep¸c, lamb�noume to zhtoÔmeno.
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L mma 1.4.4. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa. 'Estw èna omotopik� kartesianì tetr�gwno

Y Z

Y ′ Z ′

f

g h

f ′

E�n to

Y Y ′ Y ′′ ΣY
g v w

eÐnai èna trÐgwno, tìte up�rqei èna trÐgwno

Z Z ′ Y ′′ ΣZh v′ w′

to opoÐo sumplhr¸nei to omotopik� kartesianì tetr�gwno se mia apeikìnish trig¸nwn

Y Y ′ Y ′′ ΣY

Z Z ′ Y ′′ ΣZ

f

g

f ′

v w

1 Σf

h v′ w′

Sthn pragmatikìthta, ìpwc ja diapist¸soume kat� thn diadikasÐa thc apìdeixhc, o morfismìc v′ :
Z ′ −−−−−→ Y ′′ mporeÐ na epilegeÐ, ètsi ¸ste to diaforikì ϑ : Z ′ −−−−−→ ΣY tou tetrag¸nou na
isoÔtai me thn sÔnjesh

Z ′ Y ′′ ΣYv′ w

Apìdeixh. GnwrÐzoume ìti to tetr�gwno

Y Z

Y ′ Z ′

f

g h

f ′

eÐnai omotopik� kartesianì. Dhlad , èqoume to trÐgwno

Y

 g
−f


−−−−−−−−→ Y ′ ⊕ Z

[
f ′ h

]
−−−−−−−−→ Z ′

ϑ
−−−−−−−−→ ΣY

All� to di�gramma

Y Y ′ ⊕ Z Z ′ ΣY

Y Y ′ Y ′′ ΣY

1

 g

−f

 [
f ′ h

]

[
1 0

]
ϑ

1

g v w

mporeÐ na sumplhrwjeÐ s' ènan kalì morfismì trig¸nwn
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Y Y ′ ⊕ Z Z ′ ΣY

Y Y ′ Y ′′ ΣY

1

 g

−f

 [
f ′ h

]

[
1 0

]
ϑ

g′ 1

g v w

dhlad , h apeikìnish k¸noc

Y ′ ⊕ Z ⊕ Y

−f ′ −h 0
1 0 g


−−−−−−→ Z ′ ⊕ Y ′

−ϑ 0
g′ v


−−−−−−→ ΣY ⊕ Y ′′


−Σg 0
Σf 0
1 w


−−−−−−→ ΣY ′ ⊕ ΣZ ⊕ ΣY

eÐnai èna trÐgwno, to opoÐo mporeÐ na xanagrafeÐ wc

Y ′ ⊕ Y ⊕ Z

 1 g 0
−f ′ 0 −h


−−−−−−→ Y ′ ⊕ Z ′

0 −ϑ
v g′


−−−−−−→ ΣY ⊕ Y ′′


−Σg 0

1 w
Σf 0


−−−−−−→ ΣY ′ ⊕ ΣY ⊕ ΣZ

Apì tic Prot�seic 1.2.3.2, kai 1.2.3.3 to trÐgwno autì mporeÐ na ekfrasteÐ wc to eujÔ �jroisma
twn tri¸n upoyhfÐwn trig¸nwn

Y ′
1

−−−−−−−−→ Y ′
0

−−−−−−−−→ 0
0

−−−−−−−−→ ΣY ′

Y
0

−−−−−−−−→ 0
0

−−−−−−−−→ ΣY
1

−−−−−−−−→ ΣY

kai

Z
−h

−−−−−−−−→ Z ′
g′

−−−−−−−−→ Y ′′
−Σf◦w

−−−−−−−−→ ΣZ

, ta opoÐa eÐnai trÐgwna, apì thn Prìtash 1.2.2, wc eujeÐc prosjetèoi enìc trig¸nou. T¸ra to
teleutaÐo trÐgwno eÐnai isìmorfo me to upoy fio trÐgwno

Z
h

−−−−−−−−→ Z ′
g′

−−−−−−−−→ Y ′′
Σf◦w

−−−−−−−−→ ΣZ

to opoÐo, apì to axÐwma [TR0] , ofeÐlei na eÐnai èna trÐgwno. Epomènwc, ep�getai èna metajetikì
di�gramma

Y Y ′ Y ′′ ΣY

Z Z ′ Y ′′ ΣZ

f

g v

f ′

w

1 Σf

h g′ Σf◦w

sto opoÐo oi grammèc eÐnai trÐgwna, dhlad  ènac morfismìc trig¸nwn. Sunep¸c, jètontac v′ := g′

kai w′ := Σf ◦ w lamb�noume to zhtoÔmeno.

Prìtash 1.4.5. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa. 'Estw u : X −−−−−→ Y, v : Y −−−−−→ Z
duo morfismoÐ kai vu : X −−−−−→ Z h sÔnjesh touc. 'Estw ìti dÐnontai ta trÐgwna

X Y Z ′ ΣXu j k

X Z Y ′ ΣXvu m n
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kai

Y Z X ′ ΣYv l i

Tìte mporoÔme na sumplhr¸soume to metajetikì di�gramma

X Y Z ′ ΣX

X Z Y ′ ΣX

0 X ′ X ′ 0

ΣX ΣY ΣZ ′ Σ2X

u

1

j

v

k

1

vu m

l

n

i

1

Σu Σj −Σk

s' èna metajetikì di�gramma

X Y Z ′ ΣX

X Z Y ′ ΣX

0 X ′ X ′ 0

ΣX ΣY ΣZ ′ Σ2X

u

1

j

v

k

f 1

vu m

l

n

g

i

1

h

Σu Σj −Σk

sto opoÐo h pr¸th kai deÔterh gramm , kai h deÔterh st lh eÐnai ta dojènta trÐa trÐgwna, en¸
oi upìloipec grammèc kai st lec, eÐnai ta profan  ( diakekrimèna ) trÐgwna. Epiprosjètwc, to
tetr�gwno

Y Z ′

Z Y ′

j

v f

m

eÐnai omotopik� kartesianì, me to diaforikì ϑ : Y ′ −−−−−→ ΣY tou tetrag¸nou na dÐnetai apì tic
Ðsec sunjèseic

Y ′ ΣX ΣYn Σu

kai

Y ′ X ′ ΣY
g i

Apìdeixh. Apì to L mma 1.4.3, to di�gramma
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X Y Z ′ ΣX

X Z Y ′ ΣX

u

1

j

v

k

1

vu m n

mporeÐ na sumplhrwjeÐ s'ena morfismì trig¸nwn

X Y Z ′ ΣX

X Z Y ′ ΣX

u

1

j

v

k

f 1

vu m n

ètsi ¸ste to tetr�gwno

Y Z ′

Z Y ′

j

v f

m

na eÐnai omotopik� kartesianì, kai to diaforikì ϑ : Y ′ −−−−−→ ΣY tou tetrag¸nou mporeÐ na
epilegeÐ, ètsi ¸ste na isoÔtai me thn sÔnjesh

Y ′ ΣX ΣYn Σu

Apì to L mma 1.4.4, to omotopik� kartesianì tetr�gwno autì kai to trÐgwno

Y Z X ′ ΣYv l i

mporoÔn na sumplhrwjoÔn se mia apeikìnish trig¸nwn

Y Z X ′ ΣX

Z ′ Y ′ X ′ ΣZ ′

v

j

l

m

i

1 Σj

f g h

, kai o morfismìc g : Y ′ −−−−−→ X ′ mporeÐ na epilegeÐ, ètsi ¸ste to diaforikì ϑ : Y ′ −−−−−→ ΣY
tou tetrag¸nou na isoÔtai me thn sÔnjesh

Y ′ X ′ ΣY
g i

Sunep¸c, lamb�noume to zhtoÔmeno.

Parat rhsh 1.4.6. Me �lla lìgia, h Prìtash 1.4.5 dojèntwn twn proupojèsewn problèpei
thn Ôparxh enìc ( mh tetrimmènou ) trig¸nou

Z ′ Y ′ X ′ ΣZ ′
f g h

H Prìtash 1.4.5 eÐnai gnwst  wc to axÐwma [TR4] ,   to Oktaedrikì AxÐwma,   to axÐwma tou Verdier.
To di�gramma tou sumper�smatoc thc Prìtashc 1.4.5 e�n up�rqei eÐnai gnwstì wc okt�edro. O
lìgoc gia autì to ìnoma eÐnai ìti apì tic grammèc kai tic st lec tou diagr�mmatoc prokÔptoun okt¸
trÐgwna : tèssera metajetik� trÐgwna ( to pr¸to metajetikì trÐgwno dÐnetai ex upojèsewc, en¸ ta
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upìloipa trÐa ep�gontai ), kai tèssera diakekrimèna trÐgwna ( ta trÐa diakekrimèna trÐgwna dÐnontai
ex upojèsewc, en¸ to tètarto ep�getai ).

Ta tèssera metajetik� trÐgwna eÐnai :

Y Z ′

X Z Y ′ ΣX

Z ΣY

Y ′ X ′ X ′ ΣZ ′

v f
k

vu

u

n

m
l

Σj

g h

i

Ta tèssera ( diakekrimèna ) trÐgwna eÐnai :

Y Z

X Z ′ Y ′ X

Z Y ′

Y X ′ X ′ Z ′

j mu

k n

vu

l

g
v

i h

f

Epiplèon, ikanopoioÔntai oi sqèseic :

ig = Σu ◦ n kai fj = mu

, ìpou h pr¸th sqèsh prokÔptei apì tic dÔo Ðsec ekfr�seic tou diaforikoÔ tou epagìmenou omotopik�
kartesianoÔ tetrag¸nou thc Prìtashc.

Ta okt¸ aut� trÐgwna ( èdrec ) tautopoi¸ntac kat�llhla tic koinèc pleurèc ( akmèc ) touc sunar-
mologoÔn ton skeletì enìc oktaedrikoÔ prÐsmatoc, ètsi ¸ste na ikanopoioÔntai oi prohgoÔmenec
sqèseic. Prokeimènou na epitÔqoume thn sqhmatik  par�stash tou oktaedrikoÔ prÐsmatoc uiojeto-
Ôme tic parak�tw sumb�seic. Me [1] : T −−−−−→ T sumbolÐzoume ton prosjetikì automorfismì Σ
thc kathgorÐac T kai sumbolÐzontac epiplèon me [1] tic pleurèc ( akmèc ) k, i, n kai h twn trig¸nwn
( edr¸n ) tou oktaèdrou uponooÔme ìti ta pèrata touc den eÐnai ta dhloÔmena, all� oi eikìnec aut¸n
mèsw tou [1] := Σ, p.q h pleur� h : X ′ −−−−−→ Z ′[1] tautÐzetai me thn h : X ′ −−−−−→ Z ′. Epiplèon,
oi pleurèc j kai u tautÐzontai me tic eikìnec touc mèsw tou [1], p.q h pleur� j : Y −−−−−→ Z ′

tautÐzetai me thn j[1] : Y [1] −−−−−→ Z ′[1]. Sunep¸c, to oktaedrikì prÐsma parÐstatai wc ex c :
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Y ′

g

  

n
[1]

��

Z′

f

>>

k [1]

��

X ′h

[1]
oo

i
[1]

��

X
vu //

u

  

Z

l

OO

m

XX

Y

v

>>

j

WW

, kai epiplèon oi dÔo diag¸niec èdrec tou prÐsmatoc eÐnai metajetik� diagr�mmata ( wc proc tic
prohgoÔmenec tautÐseic ). Gia kalÔterh epopteÐa parajètoume thn k�tw kai thn ep�nw k�toyh tou
oktaedrikoÔ prÐsmatoc

X′

[1]h

��

i

[1]

  

Z
loo

d

+ Y

v

>>

j

~~

+

d

Z′
[1]

k // X

u

`` vu

OO

( k�tw k�toyh )

X′

[1]h

��

Z
loo

m

��

+

d Y ′

g

``

[1]

n

��

d

+

Z′

f

>>

[1]

k // X

vu

OO

( ep�nw k�toyh )

, ìpou me ( d ) sumbolÐzoume ta diakekrimèna trÐgwna kai me ( + ) ta metajetik� trÐgwna.

MporeÐ na apodeiqjeÐ ìti k�je pro−trigwnismènh kathgorÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR4] an kai
mìno an ikanopoieÐ to axÐwma [TR4’] . 'Eqoume apodeÐxei thn mia kateÔjunsh. Gia thn akrÐbeia, èqoume
apodeÐxei ìti k�je pro−trigwnismènh kathgorÐa e�n ikanopoÐei to axÐwma [TR4’] tìte ikanopoieÐ to
axÐwma [TR4] . H apìdeixh thc �llhc kateÔjunshc brÐsketai sto �rjro [ [Nee91], Je¸rhma 1.8,
sel. 228 ].

Apì ta axi¸mata [TR0]−[TR2] , faÐnetai �mesa ìti k�je pro−trigwnismènh kathgorÐa èqei
arket� trÐgwna. Diaisjhtik� mil¸ntac h eisagwg  tou axi¸matoc [TR4] ( ⇐⇒ [TR4’] ) mac epitrèpei
na emploutÐsoume kat� mia ènnoia thn kl�sh twn trig¸nwn miac pro−trigwnismènhc kathgorÐac T

me mh tetrimmèna trÐgwna.

1.5 Trigwnismènec upokathgorÐec

Se aut  thn Enìthta ja orÐsoume tic trigwnismènec upokathgorÐec.

Orismìc 1.5.1. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa. MÐa pl rhc prosjetik  upokathgorÐa S

entìc thc T kaleÐtai mia trigwnismènh upokathgorÐa e�n eÐnai kleist  wc touc isomorfismoÔc twn
antikeimènwn thc sthn T, autì shmaÐnei ìti k�je antikeÐmeno thc T to opoÐo eÐnai isìmorfo me èna
antikeÐmeno thc S an kei epÐshc sthn S, h S eÐnai kleist  wc proc ton prosjetikì automorfismì Σ,
dhlad  ΣS = S, kai e�n gia k�je diakekrimèno trÐgwno

X Y Z ΣX

tètoio ¸ste ta antikeÐmena X kai Y na an koun sthn S, tìte to antikeÐmeno Z an kei sthn S.
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Parat rhsh 1.5.2. Apì to axÐwma [TR2] mporoÔme na sumper�noume ìti e�n S eÐnai mia trigw-
nismènh upokathgorÐa thc T kai

X Y Z ΣX

èna trÐgwno sthn T, tìte e�n opoiad pote dÔo apì ta antikeÐmena X,Y kai Z an koun sthn S tìte
kai to trÐto an kei epÐshc sthn S.

Orismìc 1.5.3. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa, kai S mia trigwnismènh upokathgorÐa. Ja
orÐsoume thn sullog  twn morfism¸nMorS thc T wc akoloÔjwc. 'Enac morfismoc f : X −−−−−→ Y
an kei sthn sullog  MorS an kai mìno an, up�rqei èna trÐgwno

X Y Z ΣX
f

pou ton sumplhr¸nei sthn T, ètsi ¸ste to antikeÐmeno Z na an kei sthn S.

Parat rhsh 1.5.4. 'Estw f : X −−−−−→ Y ènac morfismìc o opoÐoc an kei sthn sullog 
MorS. Autì shmaÐnei ìti up�rqei èna trÐgwno

X Y Z ΣX
f

pou ton sumplhr¸nei sthn T, ètsi ¸ste to antikeÐmeno Z na an kei sthn S. Apì thn Parat rhsh
1.1.21, to antikeÐmeno Z eÐnai monadikì wc proc mh kanonikì isomorfismì, kai apì ton Orismì 1.5.1,
h S eÐnai kleist  wc touc isomorfismoÔc twn antikeimènwn thc sthn T. Sunep¸c, h sullog  MorS
eÐnai kal¸c orismènh.

L mma 1.5.5. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa, kai S mia trigwnismènh upokathgorÐa. K�je
isomorfismìc f : X −−−−−→ Y an kei sthn kl�sh MorS.

Apìdeixh. 'Estw f : X −−−−−→ Y ènac isomorfismìc. Apì thn Prìtash 1.2.4 to upoy fio trÐgwno

X Y 0 ΣX
f

eÐnai èna trÐgwno sthn T. All� efìson S eÐnai prosjetik  upokathgorÐa thc T ex orismoÔ perilam-
b�nei to 0. Sunep¸c, o f an kei sthn kl�sh MorS.

L mma 1.5.6. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa, kai S mia trigwnismènh upokathgorÐa. 'Estw
f : X −−−−−→ Y kai g : Y −−−−−→ Y ′ dÔo morfismoÐ thc T. E�n dÔo apo touc morfismoÔc
f : X −−−−−→ Y, g : Y −−−−−→ Y ′ kai gf : X −−−−−→ Y ′ an koun sthn kl�sh MorS, tote an kei
kai o trÐtoc epÐshc.

Apìdeixh. Sumplhr¸noume, touc morfismoÔc f, g kai gf se trÐgwna

X Y Z ΣX
f

Y Y ′ Y ′′ ΣY
g

kai

X Y ′ Z ′ ΣX
gf

sthn T, antÐstoiqa. Apì to axÐwma tou Verdier ( Prìtash 1.4.5 ), ep�getai to parak�tw metajetikì
di�gramma trig¸nwn
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X Y Z ΣX

X Y ′ Z ′ ΣX

0 Y ′′ Y ′′ 0

ΣX ΣY ΣZ Σ2X

f

1 g 1

gf

1

Σf

O morfismìc f an kei sthn kl�shMorS an kai mìno an to antikeÐmeno Z an kei sthn S, o morfismìc
g an kei sthn kl�sh MorS an kai mìno an to antikeÐmeno Y ′′ an kei sthn S, kai o morfismìc gf
an kei sthn kl�sh MorS an kai mìno an to antikeÐmeno Z ′ an kei sthn S. T¸ra sto trÐgwno

Z Z ′ Y ′′ ΣZ

, apì thn Parat rhsh 1.5.2, gnwrÐzoume ìti e�n opoiad pote dÔo apì ta antikeÐmena Z,Z ′ kai Y ′′

an koun sthn S tìte kai to trÐto an kei epÐshc sthn S.

L mma 1.5.7. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa, kai S mia trigwnismènh upokathgorÐa. Tìte
up�rqei mia upokathgorÐa thc T thc opoÐac ta antikeÐmena apoteloÔntai apì ìla ta antikeÐmena thc
T, kai oi morfismoÐ thc apì ìlouc touc morfismoÔc oi opoÐoi an koun sthn kl�sh MorS.

Apìdeixh. 'Estw X èna antikeÐmeno thc kathgorÐac T. Apì to L mma 1.5.5 gnwrÐzoume ìti o tau-
totikìc morfismìc 1 : X −−−−−→ X, ìntac isomorfismìc, an kei sthn kl�sh MorS. All� apì
to L mma 1.5.6 gnwrÐzoume ìti h sÔnjesh morfism¸n pou an koun sthn MorS an kei epÐshc sthn
MorS. Sunep¸c, h kl�sh MorS eÐnai mÐa upokathgorÐa thc T.

L mma 1.5.8.1. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa, kai S mia trigwnismènh upokathgorÐa.
'Estw ìti to tetr�gwno

Y Z

Y ′ Z ′

f

g g′

f ′

eÐnai omotopik� kartesianì. An o f an kei sthn kl�shMorS tìte o f ′ an kei sthn kl�shMorS, kai
an o g an kei sthn kl�sh MorS tìte o g′ an kei sthn kl�sh MorS. Me �lla lìgia, to omotopikì
pushout morfism¸n pou an koun sthn klash MorS ep�gei morfismoÔc pou an koun sthn kl�sh
MorS.

Apìdeixh. Ja deÐxoume ìti an o g an kei sthn kl�sh MorS tìte kai o g′ an kei sthn kl�sh MorS.
O isqurismìc gia ton morfismì f eÐnai panomoiìtupoc. Apì to L mma 1.4.4 to omotopik� kartesianì
tetr�gwno mporeÐ na sumplhrwjeÐ s' èna morfismì trig¸nwn thc parak�tw morf c

Y Y ′ Y ′′ ΣY

Z Z ′ Y ′′ ΣZ

g

f f ′ 1 Σf

g′
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T¸ra epeid  o g an kei sthn kl�sh MorS, èpetai ìti to Y
′′ an kei sthn S. Sunep¸c, up�rqei èna

trÐgwno pou sumplhr¸nei ton morfismì g′ sthn T ètsi ¸ste to antikeÐmeno Y ′′ na an kei sthn S.
Epomènwc sumperaÐnoume ìti, an o g an kei sthn kl�sh MorS tìte o g′ an kei epÐshc sthn MorS.

L mma 1.5.8.2. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa, kai S mia trigwnismènh upokathgorÐa.
'Estw ìti to tetr�gwno

Y Z

Y ′ Z ′

f

g g′

f ′

eÐnai omotopik� kartesianì. Tìte an o f ′ an kei sthn kl�sh MorS tìte o f an kei sthn kl�sh
MorS, kai an o g′ an kei sthn kl�sh MorS tìte o g an kei sthn kl�sh MorS. Me �lla lìgia, to
omotopikì pullback morfism¸n pou an koun sthn klash MorS ep�gei morfismoÔc pou an koun sthn
kl�sh MorS.

Apìdeixh. Duðk  thc apìdeixhc tou L mmatoc 1.5.8.1.

1.6 Ta axi¸mata [TR5] kai [TR5*], kai ta omotopik� sunìria kai
ìria

S' aut  thn Enìthta ja orÐsoume ta sugkinìmena kai ta omotopik� sunìria, kaj¸c epÐshc kai ta
duðk� touc, ta ginìmena kai ta omotopik� ìria.

Orismìc 1.6.1. 'Estw α ènac �peiroc plhj�rijmoc. Mia trigwnismènh kathgorÐa T ja lègetai
ìti ikanopoieÐ to axÐwma [TR5(α) ] e�n, ektìc apì ta axi¸mata [TR1]−[TR4] , isqÔei to akìloujo :

[TR5(α)] : H T eÐnai kleist  wc proc ta α−sugkinìmena. Autì shmaÐnei ìti, gia k�je sÔnolo
Λ plhjikìthtac < α, kai gia k�je sullog , {Xλ, λ ∈ Λ} antikeimènwn thc T, to sugkinìmeno∐
λ∈ΛXλ an kei sthn T. E�n h kathgorÐa T ikanopoÐei to axÐwma [TR5(α)] gia ìlouc touc �peirouc

plhjarÐjmouc α, ja lème ìti h kathgorÐa T ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] .

Orismìc 1.6.2. 'Estw α ènac �peiroc plhj�rijmoc. Mia trigwnismènh kathgorÐa T ja lègetai
ìti ikanopoieÐ to axÐwma [TR5*(α) ] e�n, ektìc apì ta axi¸mata [TR1]-[TR4] , isqÔei to akìloujo :

[TR5*(α)] : H T eÐnai kleist  wc proc ta α−ginìmena. Autì shmaÐnei ìti, gia k�je sÔnolo Λ plh-
jikìthtac < α, kai gia k�je sullog , {Xλ, λ ∈ Λ} antikeimènwn thc T, to ginìmeno

∏
λ∈ΛXλ an kei

sthn T. E�n h kathgorÐa T ikanopoÐei to axÐwma [TR5*(α)] gia ìlouc touc �peirouc plhjarÐjmouc
α, ja lème ìti h kathgorÐa T ikanopoieÐ to axÐwma [TR5*] .

Parat rhsh 1.6.3. Apì tic Prìtaseic 1.2.1.1 kai 1.2.1.2 ta ginìmena kai ta sugkinìmena tri-
g¸nwn eÐnai trÐgwna. Eidikìtera, ean h kathgorÐa T ikanopoieÐ to axÐwma [TR5(α)] tìte dojèntoc
enìc sunìlou trig¸nwn plhjikìthtac < α, to sugkinìmeno touc up�rqei, kai sunep¸c apì thn Prìta-
sh 1.2.1.2 eÐnai èna trÐgwno. Kat� duðkì trìpo, ean h kathgorÐa T ikanopoieÐ to axÐwma [TR5*] tìte
dojèntoc enìc sunìlou trig¸nwn plhjikìthtac < α, to ginìmeno touc up�rqei, kai sunep¸c apì thn
Prìtash 1.2.1.1 eÐnai èna trÐgwno.

Orismìc 1.6.4.1. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5(ℵ1)]
, autì shmaÐnei ìti ta arijm sima sugkinìmena up�rqoun sthn T. 'Estw mia arijm simh akoloujÐa
apo antikeÐmena kai morfismoÔc thc T

X0 X1 X2 X3 · · ·j1 j2 j3 j4

To omotopikì sunìrio (   sunìrio Milnor ) thc akoloujÐac, to opoÐo sumbolÐzetai wc Hocolim−−−−−−→ Xi,
dÐnetai ex orismoÔ, wc proc mh kanonikì isomorfismì, wc to antikeÐmeno pou sumplhr¸nei ton mor-
fismì

1− shift :
∐
i∈N

Xi −−−−−−−−→
∐
i∈N

Xi
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s' èna trÐgwno

∐
i∈N

Xi

∐
i∈N

Xi Hocolim−−−−−−→ Xi Σ

{∐
i∈N

Xi

}
1−shift

sthn T. O morfismìc shift :
∐
i∈NXi −−−−−→

∐
i∈NXi eÐnai o ( monadikìc ) morfismìc pou ep�getai

sto pr¸to sugkinìmeno apì touc morfismoÔc ui+1 ◦ ji+1 : Xi −−−−−→
∐
i∈NXi. Autì shmaÐnei ìti,

gia k�je i ∈ N, to parak�tw di�gramma

Xi Xi+1

∐
i∈N

Xi

∐
i∈N

Xi

ji+1

ui ui+1

shift

kajÐstatai metajetikì, ìpou ui : Xi −−−−−→
∐
i∈NXi eÐnai h kanonik  emfÔteush tou Xi sto sugki-

nìmeno.

Orismìc 1.6.4.2. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa pou ikanopoieÐ to axÐwma [TR5*(ℵ1)] ,
autì shmaÐnei ìti ta arijm sima ginìmena up�rqoun sthn T. 'Estw mia arijm simh akoloujÐa apo
antikeÐmena kai morfismoÔc thc T

· · · X3 X2 X1 X0
j4 j3 j2 j1

To omotopikì ìrio (   ìrio Milnor ) thc akoloujÐac, to opoÐo sumbolÐzetai wc Holim←−−−− Xi, dÐnetai ex
orismoÔ, wc proc mh kanonikì isomorfismì, wc to antikeÐmeno pou sumplhr¸nei ton morfismì

1− shift :
∏
i∈N

Xi −−−−−−−−→
∏
i∈N

Xi

s' èna trÐgwno

Holim←−−−− Xi

∏
i∈N

Xi

∏
i∈N

Xi Σ
{
Holim←−−−− Xi

}
1−shift

sthn T. O morfismìc shift :
∏
i∈NXi −−−−−→

∏
i∈NXi eÐnai o ( monadikìc ) morfismìc pou ep�getai

sto deÔtero ginìmeno apì touc morfismoÔc ji+1 ◦ pi+1 :
∏
i∈NXi −−−−−→ Xi. Autì shmaÐnei ìti, gia

k�je i ∈ N, to parak�tw di�gramma

Xi+1 Xi

∏
i∈N

Xi

∏
i∈N

Xi

ji+1

shift

pi+1 pi

kajÐstatai metajetikì, ìpou pi :
∏
i∈NXi −−−−−→ Xi eÐnai h kanonik  probol  apì to ginìmeno sto

Xi.

Parat rhsh 1.6.5. Gia na akribologoÔme to omotopiko ìrio orÐzetai wc h eikìna to antikeimènou
pou epekteÐnei ton morfismì 1− shift :

∏
i∈NXi −−−−−→

∏
i∈NXi mèsw tou sunartht  Σ−1.

Parat rhsh 1.6.6. Upojètoume ìti èqoume ènan morfismì akolouji¸n, autì shmaÐnei oti up�r-
qoun apeikonÐseic fi : Xi −−−−−→ Yi tètoiec ¸ste na ufÐstatai to parak�tw metajetikì di�gramma

X0 X1 X2 X3 · · ·

Y0 Y1 Y2 Y3 · · ·

j1

f0

j2

f1

j3

f2

j4

f3

k1 k2 k3 k4

Epilègw èna omotopikì sunìrio gia k�je gramm . Sunep¸c, ep�getai to parak�tw metajetikì di-

49



�gramma ∐
i∈N

Xi

∐
i∈N

Xi Hocolim−−−−−−→ Xi Σ
∐
i∈N

Xi

∐
i∈N

Yi
∐
i∈N

Yi Hocolim−−−−−−→ Yi Σ
∐
i∈N

Yi

∐
i∈N

fi

1−shift

∐
i∈N

fi Σ
∐
i∈N

fi

1−shift

Apì to axÐwma [TR3] , up�rqei mia apeikìnish Hocolim−−−−−−→ Xi −−−−−→ Hocolim−−−−−−→ Yi, ìqi aparaÐthta
monadik , h opoÐa kajist� to prohgoÔmeno di�gramma metajetikì. EpÐshc, apì thn Prìtash 1.1.20,
èpetai ìti isìmorfec akoloujÐec èqoun ( mh kanonik� ) isìmorfa omotopik� sunìria. OmoÐwc, gia ta
omotopik� ìria.

Ta omotopik� sunìria kai ta omotopik� sunìria metatÐjentai wc proc ( mh kanonikì ) isomorfi-
smì, me ta ( peperasmèna ) eujèa ajroÐsmata. Ja deÐxoume thn pr¸th perÐptwsh, h �llh perÐptwsh
eÐnai duðk .

L mma 1.6.7. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5(ℵ1)] .
'Estw oti dÐnontai oi akoloujÐec

X0 X1 X2 X3 · · ·
kai

Y0 Y1 Y2 Y3 · · ·

tìte, wc proc mh kanonikì isomorfismì, isqÔei

Hocolim−−−−−−→
{
Xi ⊕ Yi

}
'
{
Hocolim−−−−−−→ Xi

}
⊕
{
Hocolim−−−−−−→ Yi

}
Apìdeixh. Apì thn Protash 1.1.2.1 to sugkinìmeno twn trig¸nwn

∐
i∈N

Xi

∐
i∈N

Xi Hocolim−−−−−−→ Xi Σ

{∐
i∈N

Xi

}
1−shift

kai

∐
i∈N

Yi
∐
i∈N

Yi Hocolim−−−−−−→ Yi Σ

{∐
i∈N

Yi

}
1−shift

eÐnai èna trÐgwno. Ex aitÐac tou isomorfismoÔ{∐
i∈N

Xi

}
⊕

{∐
i∈N

Yi

}
'
∐
i∈N

{
Xi ⊕ Yi

}
, kai tou gegonìtoc ìti to antikeÐmeno pou epekteÐnei ton morfismì

∐
i∈N

{
Xi ⊕ Yi

} ∐
i∈N

{
Xi ⊕ Yi

}1−shift

s' èna trÐgwno, eÐnai monadik� kajorismèno wc proc mh kanonikì isomorfismì, èpetai o zhtoÔmenoc
mh kanonikìc isomorfismìc.

L mma 1.6.8.1. [ Tèqnasma tou Eilenberg ] 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ
to axÐwma [TR5(ℵ1)] , autì shmaÐnei ìti ta arijm sima sugkinìmena up�rqoun sthn T. 'Estw X
èna antikeÐmeno sthn T. Tìte to sugkinìmeno

∐
i∈NXi enìc sunìlou antitÔpwn tou X plhjikìthtac
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ℵ0 up�rqei sthn T. JewroÔme tic fusikèc emfuteÔseic ui : Xi −−−−−→
∐
i∈NXi sto sugkinìmeno,

ìpou X = Xi, gia k�je i ∈ N. Isqurizìmaste ìti, oi apeikonÐseic u0 : X −−−−−→
∐
i∈NXi, kai

ui−1 − ui : X −−−−−→
∐
i∈NX, ìpou i ≥ 1, efodi�zoun epÐshc to antikeÐmeno

∐
i∈NXi me thn dom 

enìc sugkinomènou sthn T.

Apìdeixh. 'Estw ìti dÐnontai apeikonÐseic βi : Xi −−−−−→ Y gia k�je i ≥ 0. Tìte anadromik�
orÐzoume mia oikogèneia apeikonÐsewn γi : Xi −−−−−→

∐
i∈NXi, ìpou γ0 = β0 kai gia k�je i ≥ 1

γi = γi−1 − βi

Sunep¸c, apì thn kajolik  idiìthta tou sugkinomènou
∐
i∈NXi up�rqei mia monadik  apeikìnish

β :
∐
i∈NXi −−−−−→ Y h opoÐa kajist� ta parak�tw diagr�mmata

Xi

∐
i∈N

Xi Y

ui γi

β

metajetik�, dhlad  βui = γi, gia k�je i ≥ 0. Epagwgik� mporoÔme na epalhjeÔsoume ìti isqÔei
β(ui−1 − ui) = βi, gia k�je i ≥ 0, kai epeid  β eÐnai h monadik  apeikìnish m' aut  thn idiìthta,
èpetai to zhtoÔmeno.

L mma 1.6.8.2. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5(ℵ1)] .
'Estw X èna antikeÐmeno thc kathgorÐac T, kai èstw

X X X X · · ·1 1 1 1

h akoloujÐa sthn opoÐa ìlec oi apeikonÐseic oi tautotikèc 1. Tìte ufÐstatai ènac ismorfismìc

Hocolim−−−−−−→ X ' X

o opoÐoc eÐnai akìma kai kanonikìc.

Apìdeixh. JewroÔme èna sugkinìmeno
∐
i∈NX twn antikeimènwn thc akoloujÐac. EpÐshc, èstw

ui : X −−−−−→
∐
i∈NX h fusik  emfÔteush sto sugkinìmeno, gia k�je i ∈ N. Tìte h apeikìnish

1− shift :
∐
i∈NX −−−−−→

∐
i∈NX èqei sunist¸sec tic apeikonÐseic ui−1−ui : X −−−−−→

∐
i∈NX,

gia k�je i ≥ 1. Epomènwc, apì to L mma 1.6.8.1, oi apeikonÐseic u0 : X −−−−−→
∐
i∈NXi kai

1 − shift :
∐
i∈NX −−−−−→

∐
i∈NX efodi�zoun epÐshc to

∐
i∈NX me thn dom  enìc sugkinomènou

sthn T. Sunep¸c, apì thn kajolik  idiìthta tou sugkinomènou ep�getai ènac isomorfismìc

X ⊕
∐
i∈N

X
∐
i∈N

X

[
u0 1−shift

]

JewroÔme to upoy fio trÐgwno

∐
i∈N

X
∐
i∈N

X X Σ

{∐
i∈N

Xi

}
1−shift p 0

, ìpou p :
∐
i∈NX −−−−−→ X eÐnai h apeikìnish pou ep�getai sto sugkinìmeno

∐
i∈NX apì thn

apeikìnish 1 : X −−−−−→ X, gia k�je i ∈ N. To parak�tw di�gramma eÐnai ènac isomorfismìc
upoy fiwn trig¸nwn
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∐
i∈N

X X ⊕
∐
i∈N

X X Σ

{∐
i∈N

Xi

}

∐
i∈N

X
∐
i∈N

X X Σ

{∐
i∈N

Xi

}1
[
u0 1−shift

] 1

0

1

1−shift p 0

, ìpou
∐
i∈NX −−−−−→ X ⊕

∐
i∈NX kai X ⊕

∐
i∈NX −−−−−→ X eÐnai h deÔterh fusik  emfÔteush,

kai h pr¸th fusik  probol  tou ( peperasmènou ) ginomènou−sugkinomènou X⊕
∐
i∈NX, antÐstoiqa.

To ep�nw upoy fio trÐgwno isoÔtai me to eujÔ �jroisma twn trig¸nwn

∐
i∈N

X
∐
i∈N

X 0 Σ

{∐
i∈N

Xi

}
1

kai

0 X X 01

Sunep¸c, apì thn Prìtash 1.2.1.1 eÐnai èna trÐgwno. Epomènwc, apì to axÐwma [TR0] èpetai ìti
upoy fio trÐgwno

∐
i∈N

X
∐
i∈N

X X Σ

{∐
i∈N

Xi

}
1−shift p 0

eÐnai èna trÐgwno. Sunep¸c, apì thn Parat rhsh 1.1.21 sumperaÐnoume ìti Hocolim−−−−−−→ X ' X, wc
proc mh kanonikì isomorfismì. Tèloc, to ìti o isomorfismìc den eÐnai mh kanonikìc all� kanonikìc
ègkeitai sto gegonìc ìti to omotopikì sunìrio Hocolim−−−−−−→ X sthn pragmatikìthta ulopoieÐtai wc o
sunpur nac X tou monomorfismoÔ 1− shift.

L mma 1.6.9. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5(ℵ1)] .
'Estw

X0 X1 X2 X3 · · ·0 0 0 0

h akoloujÐa sthn opoÐa ìlec oi apeikonÐseic oi mhdenikèc 0. Tìte ufÐstatai ènac ismorfismìc

Hocolim−−−−−−→ Xi ' 0

Apìdeixh. 'Estw
∐
i∈NXi to sugkinìmeno twn antikeimènwn thc akoloujÐac. Epeid  h apeikìnish

1− shift = 1 eÐnai ènac isomorfismìc, apì to Pìrisma 1.2.4 up�rqei èna trÐgwno

∐
i∈N

Xi

∐
i∈N

Xi 0 Σ

{∐
i∈N

Xi

}
1

sthn T. Sunep¸c, apì thn Parat rhsh 1.1.21 èpetai to zhtoÔmeno.

'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5(α)], ìpou α ≥ ℵ1. Tìte
h T eÐnai Karoubian, autì shmaÐnei ìti oi tautodÔnamoi morfismoÐ diasp¸ntai sthn T, ìpwc mac lèei
h epìmenh

Prìtash 1.6.10. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa pou ikanopoieÐ to axÐwma [TR5(ℵ1)] .
'Estw X èna antikeÐmeno thc T, kai upojètoume ìti o e : X −−−−−→ X eÐnai ènac tautodÔnamoc
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morfismìc, dhlad  o e eÐnai ènac morfismìc, ètsi ¸ste e2 = e ◦ e = e. Tìte o e diasp�tai entìc thc
T. Autì shmaÐnei ìti, up�rqoun morfismoÐ f : X −−−−−→ Y kai g : Y −−−−−→ Z, ètsi ¸ste gf = e
kai fg = 1.

Apìdeixh. JewroÔme tic akoloujÐec

X X X · · ·

X X X · · ·

e e e

1−e 1−e 1−e

'Estw Y èna omotopikì sunìrio thc pr¸thc akoloujÐac, kai Z èna omotopikì sunìrio thc deÔte-
rhc akoloujÐac. Apì to L mma 1.6.7, to Y ⊕ Z eÐnai isìmorfo me to omotopikì sunìrio tou (
peperasmènou ) sugkinomènou twn akolouji¸n, dhlad  thc akoloujÐac

X ⊕X X ⊕X X ⊕X · · ·

e 0

0 1−e

 e 0

0 1−e

 e 0

0 1−e



H apeikìnish twn akolouji¸n

X ⊕X X ⊕X X ⊕X · · ·

X ⊕X X ⊕X X ⊕X · · ·

e 0

0 1−e


 e 1−e

1−e e



e 0

0 1−e


 e 1−e

1−e e



e 0

0 1−e


 e 1−e

1−e e


1 0

0 0

 1 0

0 0

 1 0

0 0



eÐnai ènac isomorfismìc. H apeikìnish[
e 1− e

1− e e

]
: X ⊕X −−−−−−−−→ X ⊕X

èqei antÐstrofo ton eautì thc. Apì thn Parat rhsh 1.6.6, èpetai ìti ta omotopik� sunìria twn
akolouji¸n eÐnai isìmorfa. To omotopikì sunìrio thc k�tw akoloujÐac eÐnai isìmorfo me to omo-
topikì sunìrio thc ep�nw akoloujÐac, dhlad  me to Y ⊕ Z. 'Omwc to omotopikì sunìrio thc k�tw
akoloujÐac

X ⊕X X ⊕X X ⊕X · · ·

1 0

0 0

 1 0

0 0

 1 0

0 0



, apì to L mma 1.6.7, eÐnai isìmorfo me to ( peperasmèno ) sugkinìmeno twn omotopik¸n sunorÐwn
twn duo akolouji¸n

X X X · · ·

X X X · · ·

1 1 1

0 0 0

Apì to L mma 1.6.8.1 to omotopikì sunìrio thc pr¸thc akoloujÐac eÐnai isìmorfo me to X, en¸
apì to L mma 1.6.9 to omotopikì sunìrio thc deÔterhc akoloujÐac eÐnai isìmorfo me to 0. Sunep¸c,
ep�getai ènac ( mh kanonikìc ) isomorfismìc[

g g′

0 0

]
: Y ⊕ Z −−−−−−−−→ X ⊕ 0.
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Analutikìtera, èstw
∐
i∈NX to sugkinìmeno enìc sunìlou antitÔpwn tou X plhjikìthtac ℵ0,

kai èstw ui : X −−−−−→
∐
i∈NX h fusik  emfÔteush sto sugkinìmeno, gia k�je i ∈ N. 'Estw

vY :
∐
i∈NX −−−−−→ Y , kai vZ :

∐
i∈NX −−−−−→ Z oi apeikonÐseic pou emfanÐzontai ston orismì

twn trig¸nwn twn omotopik¸n sunorÐwn twn akolouji¸n

X X X · · ·

X X X · · ·

e e e

1−e 1−e 1−e

Tìte to antikeÐmeno Y ⊕ Z, sto trÐgwno

∐
i∈N

X ⊕
∐
i∈N

X
∐
i∈N

X ⊕
∐
i∈N

X Y ⊕ Z Σ

{∐
i∈N

X

}
⊕ Σ

{∐
i∈N

X

}
1−shift vY ⊕vZ

, eÐnai èna omotopikì sunìrio tou ( peperasmènou ) sugkinomènou twn akolouji¸n aut¸n. OmoÐwc,
èstw p :

∐
i∈NX −−−−−→ X, kai 0 :

∐
i∈NX −−−−−→ 0 oi apeikonÐseic, twn Lhmm�twn 1.6.8.1,

kai 1.6.9, antÐstoiqa, pou emfanÐzontai ston orismì twn trig¸nwn twn omotopik¸n sunorÐwn twn
akolouji¸n

X X X · · ·

X X X · · ·

1 1 1

0 0 0

Tìte to antikeÐmeno X ' X ⊕ 0, sto trÐgwno

∐
i∈N

X ⊕
∐
i∈N

X
∐
i∈N

X ⊕
∐
i∈N

X X ⊕ 0 Σ

{∐
i∈N

X

}
⊕ Σ

{∐
i∈N

X

}
1−shift p⊕0

, eÐnai èna omotopikì sunìrio tou ( peperasmènou ) sugkinomènou twn akolouji¸n aut¸n. O epa-
gìmenoc isomorfismìc [

g g′

0 0

]
: Y ⊕ Z −−−−−−−−→ X ⊕ 0.

kajist� to parak�tw di�gramma

∐
i∈N

X ⊕
∐
i∈N

X
∐
i∈N

X ⊕
∐
i∈N

X Y ⊕ Z

∐
i∈N

X ⊕
∐
i∈N

X
∐
i∈N

X ⊕
∐
i∈N

X X ⊕ 0

1−shift

∐
i∈N

[
e 1−e

1−e e

] ∐
i∈N

[
e 1−e

1−e e

]
vY ⊕vZ

[
g g′

0 0

]
1−shift p⊕0

metajetikì. Apì to prohgoÔmeno metajetikì di�gramma me thn seir� touc, prokÔptoun ta parak�tw
metajetik� diagr�mmata
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∐
i∈N

X
∐
i∈N

X Y
∐
i∈N

X
∐
i∈N

X Z

∐
i∈N

X
∐
i∈N

X X
∐
i∈N

X
∐
i∈N

X X

1−shift

∐
i∈N

e
∐
i∈N

e

vY

g

1−shift

∐
i∈N

1− e

vZ

∐
i∈N

1− e g′

1−shift p 1−shift p

Me �lla lìgia, jewroÔme touc morfismoÔc twn parak�tw akolouji¸n

X X X · · ·

X X X · · ·

e

e

e

e

e

e

1 1 1

kai

X X X · · ·

X X X · · ·

1−e

1−e

1−e

1−e

1−e

1−e

1 1 1

Autì pou mìlic deÐxame eÐnai ìti oi apeikonÐseic g : Y −−−−−→ X kai g′ : Z −−−−−→ X mporoÔn na
diadram�tisoun ton rìlo twn epagìmenwn apeikonÐsewn sta omotopik� sunìria twn akolouji¸n twn
morfism¸n aut¸n, ètsi ¸ste h epagìmenh apeikìnish sto sugkinìmeno

[
g g′

]
: Y ⊕ Z −−−−−→ X

na eÐnai ènac isomorfismìc. Gia k�je i ∈ N, ufÐstantai ta parak�tw metajetik� diagramm�ta

X
∐
i∈N

X Y X
∐
i∈N

X Z

X
∐
i∈N

X X X
∐
i∈N

X X

ui

e
∐
i∈N

e

vY

g

ui

1−e

vZ

∐
i∈N

1− e g′

ui p ui p

, ta opoÐa den eÐnai �lla apì ta metajetik� diagr�mmata

X Y X Z

X X X X

e

vY ui

g 1−e

vZui

g′

pui pui

, dhlad  isqÔoun sqèseic gvY ui = puie, kai g
′vZui = pui ◦ (1 − e), gia k�je i ∈ N. 'Estw f

mia opoiad pote sÔnjesh vY ui, qwrÐc periorismì thc genikìthtac, gia i = 0, jètoume f := vY u0 :
X −−−−−→ Y . OmoÐwc, jètoume f ′ := vZu0 : X −−−−−→ Z. Tìte epeid  p◦u0 = 1, oi prohgoÔmenec
sqèseic gÐnontai e = gf kai 1− e = g′f ′, antÐstoiqa. Epomènwc, h sÔnjesh

X

f
f ′


−−−−−−−−→ Y ⊕ Z

[
g g′

]
−−−−−−−−→ X

isoÔtai me thn gf + g′f ′ = e + (1 − e) = 1, dhlad  me thn tautotik  apeikìnish sto X. Epeid , h
apeikìnish

[
g g′

]
: Y ⊕ Z −−−−−→ X eÐnai ènac isomorfismìc, èpetai ìti h apeikìnish
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[
f
f ′

]
: X −−−−−−−−→ Y ⊕ Z

eÐnai sugqrìnwc arister  kai dexi� antÐstrofoc thc. 'Ara, h sÔnjesh

Y ⊕ Z

[
g g′

]
−−−−−−−−→ X

f
f ′


−−−−−−−−→ Y ⊕ Z

isoÔtai me thn tautotik  apeikìnish sto Y , kai sunep¸c apoktoÔme thn deÔterh zhtoÔmenh sqèsh
fg = 1.

Parat rhsh 1.6.11. Duðk�, e�n h kathgorÐa T ikanopoieÐ to axÐwma [TR5*(ℵ1)] , tìte oi tauto-
dÔnamoi morfismoÐ diasp¸ntai. H apìdeixh eÐnai panomoiìtuph kai pragmatopoieÐtai qrhsimopoi¸ntac
omotopik� ìria.
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2 TopikopoÐhsh Verdier

2.1 TopikopoÐhsh Verdier, kai oi puknèc ( épaisse ) upokathgorÐec

Orismìc 2.1.1.1. 'Estw D1 kai D2 dÔo trigwnismènec kathgorÐec. 'Enac trigwnismènoc sunar-
tht c F : D1 −−−−−→ D2 eÐnai ènac prosjetikìc sunartht c F : D1 −−−−−→ D2 kai mia kl�sh
fusik¸n isomorfism¸n

φX : (F ◦ Σ)(X) −−−−−−−−→ (Σ ◦ F)(X)

, dhlad  h φ eÐnai mia fusik  isodunamÐa, ètsi ¸ste gia k�je diakekrimèno trÐgwno

X Y Z ΣXu v w

sthn kathgorÐa D1 to upoy fio trÐgwno

F(X) F(Y ) F(Z) Σ(F(X))
F(u) F(v) φX◦F(w)

eÐnai èna dikekrimèno trÐgwno sthn kathgorÐa D2.

Parat rhsh 2.1.1.2. O fusikìc metasqhmatismìc den eÐnai an�gkh na upotejeÐ isomorfismìc.
Pr�gmati, apì ta axi¸mata [TR0] , kai [TR2] to upoy fio trÐgwno

X 0 ΣX ΣX1

eÐnai èna trÐgwno sthn D1. O F apeikonÐzei to trÐgwno autì, sto trÐgwno

F(X) 0 F(ΣX) Σ(F(X))
φX◦F(1)

sthn D2. Apì to axÐwma [TR2] , to upoy fio trÐgwno

F(ΣX) Σ(F(X)) 0 Σ(F(ΣX))
φX

eÐnai èna trÐgwno. Sunep¸c, apì to Pìrisma 1.2.4, èpetai ìti, gia k�je antikeÐmeno X, h apeikìnish

φX : (F ◦ Σ)(X) −−−−−−−−→ (Σ ◦ F)(X)

eÐnai ènac isomorfismìc.

Sthn sunèqeia, ja epanadiatup¸soume ton Orismì 1.5.1, twn trigwnismènwn upokathgori¸n,
sthn gl¸ssa twn trigwnismènwn sunartht¸n.

Orismìc 2.1.2.1. 'Estw D mia trigwnismènh kathgorÐa, kai C mia pl rhc prosjetik  upokath-
gorÐa thc D h opoÐa eÐnai kleist  wc proc touc isomorfismoÔc twn antikeimènwn thc sthn D, autì
shmaÐnei ìti k�je antikeÐmeno thc D to opoÐo eÐnai isìmorfo me èna antikeÐmeno thc C, an kei epÐshc
sthn C. H C ja kaleÐtai mia trigwnismènh upokathgorÐa thc D, e�n eÐnai mia trigwnismènh kath-
gorÐa, kai o sunartht c fusik c ègkleishc i : C −−−−−→ D eÐnai ènac trigwnismènoc sunartht c.
MporoÔme na upojèsoume ìti h kl�sh twn fusik¸n isomorfism¸n

φX : (i ◦ Σ)(X) −−−−−−−−→ (Σ ◦ i)(X)

eÐnai oi tautotikèc apeikonÐseic sto ΣX.

L mma 2.1.2.2. 'Estw D mia trigwnismènh kathgorÐa, kai C mia trigwnismènh upokathgorÐa
thc D. Tìte o prosjetikìc automorfismìc Σ thc C eÐnai o periorismìc sthn C tou prosjetikoÔ
automorfismoÔ Σ thc D. Epiplèon, ta diakekrimèna trÐgwna sthn C eÐnai ta upoy fia trÐgwna sthn
C, ta opoÐa eÐnai diakekrimèna sthn D.

Apìdeixh. Epeid , o sunartht c fusik c ègkleishc i : C −−−−−→ D eÐnai ènac trigwnismènoc sunar-
tht c, gia k�je X sthn C, h kl�sh twn fusik¸n isomorfism¸n φX : (i ◦ Σ)(X) −−−−−→ (Σ ◦ i)(X)
eÐnai oi tautotikèc apeikonÐseic sto ΣX. 'Epetai �mesa ìti o prosjetikìc automorfismìc Σ thc C eÐnai
o periorismìc sthn C tou prosjetikoÔ automorfismoÔ Σ thc D. Epiplèon, epeid  o i : C −−−−−→ D

eÐnai ènac trigwnismènoc sunartht c k�je diakekrimèno trÐgwno sthn C eÐnai èna diakekrimèno trÐgw-
no sthn D. 'Estw

X Y Z ΣXu v w

èna upoy fio trÐgwno sthn C to opoÐo eÐnai diakekrimèno sthn D. Epeid , h C eÐnai mia trigwnismènh
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kathgorÐa mporoÔme na sumplhr¸soume ton morfismì u : X −−−−−→ Y s' èna diakekrimèno trÐgwno

X Y Z ′ ΣXu

sthn C, to opoÐo eÐnai èna diakekrimèno trÐgwno sthn D. Sunep¸c, apì to axÐwma [TR3] ep�getai
ènac morfimìc diakekrimènwn trig¸nwn sthn D

X Y Z ΣX

X Y Z ′ ΣX

u

1

v

1

w

1

u

o opoÐoc apì thn Prìtash 1.1.20 eÐnai ènac isomorfismìc. Epeid  h C mia pl rhc upokathgorÐa thc
D, o prohgoÔmenoc isomorfismìc eÐnai ènac isomorfismìc upoy fiwn trig¸nwn sthn C. Sunep¸c,
apì to axÐwma [TR1] èpetai ìti to upoy fio trÐgwno

X Y Z ΣXu v w

eÐnai diakekrimèno sthn C.

Prìtash 2.1.3. 'EstwD mia trigwnismènh kathgorÐa, kai C mia pl rhc prosjetik  upokathgorÐa
thc D. H C eÐnai mia trigwnismènh upokathgorÐa, ìpwc ston Orismì 1.5.1, e�n kai mìno e�n eÐnai
mia trigwnismènh upokathgorÐa, ìpwc ston Orismì 2.1.2.1.

Apìdeixh. 'Estw ìti h C eÐnai mia trigwnismènh upokathgorÐa, ìpwc ston Orismì 2.1.2.1. Epeid ,
o sunartht c fusik c ègkleishc i : C −−−−−→ D eÐnai ènac trigwnismènoc sunartht c, gia k�je X
sthn C, h kl�sh twn fusik¸n isomorfism¸n φX : (i ◦ Σ)(X) −−−−−→ (Σ ◦ i)(X) eÐnai oi tautotikèc
apeikonÐseic sto ΣX. 'Epetai �mesa ìti o prosjetikìc automorfismìc Σ thc C eÐnai o periorismìc
sthn C tou prosjetikoÔ automorfismoÔ Σ thc D, sunep¸c ΣC = C. 'Estw

X Y Z ΣXu v w

èna diakekrimèno trÐgwno sthn D, ìpou ta antikeÐmena X kai Y na an koun sthn C. Epeid  h C mia
pl rhc upokathgorÐa thc D, mporoÔme na sumplhr¸soume ton morfismì u : X −−−−−→ Y s' èna
diakekrimèno trÐgwno

X Y Z ′ ΣXu

sthn C, to opoÐo eÐnai èna diakekrimèno trÐgwno sthnD. Apì to axÐwma [TR3] ep�getai ènac morfimìc
diakekrimènwn trig¸nwn sthn D

X Y Z ΣX

X Y Z ′ ΣX

u

1

v

1

w

1

u

o opoÐoc apì thn Prìtash 1.1.20 eÐnai ènac isomorfismìc. Sunep¸c, Z ' Z ′. All� h C eÐnai kleist 
wc proc touc isomorfismoÔc twn antikeimènwn thc sthn D, sunep¸c to antikeÐmeno Z ′ an kei sthn
C.

Antistrìfwc, èstw ìti h C eÐnai mia trigwnismènh upokathgorÐa, ìpwc ston Orismì 1.5.1. Ja
efodi�soume thn C me thn dom  miac trigwnismènhc kathgorÐac. Epeid , ΣC = C, orÐzoume wc
prosjetikì automorfismì Σ thc C, ton periorismì sthn C tou prosjetikoÔ automorfismoÔ Σ thc D.
OrÐzoume wc kl�sh diakekrimènwn trig¸nwn ( wc proc ton sunartht  Σ ) sthn C thn kl�sh ìlwn twn
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upoy fiwn trig¸nwn sthn C ta opoÐa eÐnai diakekrimèna trÐgwna sthn D. 'Estw u : X −−−−−→ Y
ènac morfismìc sthn C. Tìte èx upojèsewc mporeÐ na sumplhrwjeÐ s' èna diakekrimèno trÐgwno

X Y Z ′ ΣXu

sthn D, ètsi ¸ste to antikeÐmeno Z ′ na an kei sthn C. Autì apodeiknÔei to axÐwma [TR1] . Epeid 
h C mia pl rhc upokathgorÐa thc D, ta upìloipa axi¸mata epalhjeÔontai �mesa.

Tèloc, o sunartht c fusik c ègkleishc i : C −−−−−→ D eÐnai ènac trigwnismènoc sunartht c
apì ton orismì thc kl�shc twn diakekrimènwn trig¸nwn sthn C.

Orismìc 2.1.4. 'Estw F : D −−−−−→ T ènac trigwnismènoc sunartht c. O pur nac tou F orÐzetai
wc h pl rhc upokathgorÐa C thc D thc opoÐac ta antikeÐmena apeikonÐzontai sta antikeÐmena thc T

ta opoÐa eÐnai isìmorfa me to 0. Autì shmaÐnei ìti,

C = {x ∈ Ob(D) | F(x) eÐnai isìmorfo me to 0}
L mma 2.1.5. 'Estw F : D −−−−−→ T ènac trigwnismènoc sunartht c. Tìte o pur nac C tou F

eÐnai mÐa trigwnismènh upokathgorÐa thc D.

Apìdeixh. 'Ena stoiqeÐo X ∈ D e�n kai mìno e�n to F(X) eÐnai isìmorfo me to 0. Epeid  o Σ eÐnai
ènac automorfismìc, èpetai ìti to F(X) eÐnai isìmorfo me to 0 e�n kai mìno e�n to ΣF(X) = F(ΣX)
eÐnai isìmorfo me to 0. Sunep¸c, to ΣX an kei ston pur na e�n kai mìno e�n to X an kei. 'Estw
èna trÐgwno

X Y Z ΣX

sthn D, tìte to

F(X) F(Y ) F(Z) F(ΣX)

eÐnai epÐshc èna trÐgwno sthn T. T¸ra e�n ta F(X) kai F(Y ) an koun ston pur na, dhlad  eÐnai
isìmorfa me to 0, tìte apì thn Parat rhsh 1.1.21 èpetai ìti to prohgoÔmeno trÐgwno eÐnai isìmorfo
me to trÐgwno

0 0 0 0

Sunep¸c, to F(Z) èinai isìmorfo me to 0. Epomènwc, e�n ta X kai Y an koun sthn C, tìte kai to
Z an kei sthn C.

L mma 2.1.6. 'Estw F : D −−−−−→ T ènac trigwnismènoc sunartht c. 'Estw C ⊂ D eÐnai
o pur nac tou sunartht  F. E�n X ⊕ Y eÐnai èna antikeÐmeno pou sthn C, tìte kai oi eujeÐc
prosjetèoi X kai Y an koun epÐshc sthn C.

Apìdeixh. Epeid  o sunartht c F eÐnai eÐnai ex orismoÔ prosjetikìc ikanopoieÐ thn sqèsh F(X ⊕
Y ) = F(X)⊕F(Y ), gia k�je X,Y ∈ C. Sunep¸c, e�n to F(X ⊕ Y ) eÐnai isìmorfo me to 0, tìte to
F(X) ⊕ F(Y ) eÐnai isìmorfo me to 0, kai �ra oi eujeÐc prosjetèoi F(X) kai F(Y ) eÐnai isìmorfoi
me to 0.

Orismìc 2.1.7.1. MÐa upokathgorÐa C miac trigwnismènhc kathgorÐac D kaleÐtai pukn  e�n eÐnai
trigwnismènh, kai epiplèon perièqei touc eujeÐc prosjetèouc twn antikeimènwn thc, autì shmaÐnei
ìti e�n X, Y ∈ D ètsi ¸ste X ⊕ Y ∈ C, tìte X, Y ∈ C.

Orismìc 2.1.7.2. MÐa upokathgorÐa C miac trigwnismènhc kathgorÐac D kaleÐtai épaisse e�n
eÐnai trigwnismènh kai epiplèon gia k�je di�gramma
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Z ′

X Y Z ΣX

tou opoÐou h b�sh eÐnai èna trÐgwno thc D, isqÔei ìti, e�n ta Z ′ kai Z an koun sthn C, tìte ta X kai
Y an koun epÐshc sthn C. Me �lla lìgia, e�n ènac morfismìc X −−−−−→ Y thc D parantopoieÐtai
mèsw enìc antikeimènou Z ′ thc C kai o k¸noc tou Z ( dhlad  to antikeÐmeno pou ton sumplhr¸nei
s' èna trÐgwno sthn D) an kei epÐshc sthn C, tìte o morfismìc an kei epÐshc sthn C.

Prìtash 2.1.7.3. [ Krit rio tou Rickard ] MÐa trigwnismènh upokathgorÐa C miac trigwnismènhc
kathgorÐac D eÐnai pukn  e�n kai mìno e�n eÐnai épaisse .

Apìdeixh. Upojètoume oti h C eÐnai épaisse . 'Estw X, Y ∈ D ètsi ¸ste X ⊕ Y ∈ C. JewroÔme ta
trÐgwna

X X 0 ΣX

0 Y Y 0

1 0 0

0 1 0

To eujÔ touc �jroisma eÐnai èna trÐgwno apì thn Prìtash 1.2.1.1, sunep¸c apì to axÐwma [TR2]
lamb�noume to trÐgwno

Σ−1Y X X ⊕ Y Y0

1

0

 [
0 1

]

Sunep¸c, ufÐstatai to metajetikì di�gramma

0

Σ−1Y X X ⊕ Y Y

0

0

0 1

0

 [
0 1

]

Epeid , ta 0 kai X ⊕ Y an koun sthn C, h opoÐa eÐnai ex upojèsewc épaisse , èpetai ìti ta Σ−1Y
kai X an koun sthn C kai �ra to X an kei sthn C, epeid  h C eÐnai trigwnismènh. OmoÐwc to Y .

Antistrìfwc, upojètoume oti h C eÐnai pukn , kai èstw ìti dÐnetai èna di�gramma

Z ′

X Y Z ΣX

β

u

α

v w

me ta Z ′ kai Z na an koun sthn C. Ja apodeÐxoume ìti ta X kai Y an koun epÐshc sthn C. 'Estw
èna trÐgwno

X Z ′ Z ′′ ΣXα v′ w′

pou sumplhr¸nei ton morfismo α : X −−−−−→ Z ′ sthn D. To eujÔ tou �jroisma me to trÐgwno

0 Y Y 00 1 0

apì thn Prìtash 1.2.1.1, eÐnai to trÐgwno
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X Y ⊕ Z ′ Y ⊕ Z ′′ ΣX

0

α

 1 0

0 v′

 [
0 w′

]

H apeikìnish

X Y ⊕ Z ′ Y ⊕ Z ′′ ΣX

X Y ⊕ Z ′ Y ⊕ Z ′′ ΣX

1

0

α

 1 0

0 v′


1 β

0 1



[
0 w′

]

1 1βα
α

 1 −β

0 v′

 [
0 w′

]

eÐnai ènac isomorfismìc upoy fiwn trig¸nwn, kai epeid  h ep�nw gramm  eÐnai èna trÐgwno, apì to
axÐwma [TR0] , èpetai ìti kai h k�tw gramm  eÐnai èna trÐgwno.

JewroÔme ta trÐgwna

X Y Z ΣX
βα v w

X Y ⊕ Z ′ Y ⊕ Z ′′ ΣX

βα
α

 1 −β

0 v′

 [
0 w′

]

Y ⊕ Z ′ Y ΣZ ′ Σ(Y ⊕ Z ′)

[
1 0

]
0

0

1



Apì to axÐwma tou Verdier ( Prìtash 1.4.5 ), ep�getai to parak�tw metajetikì di�gramma trig¸nwn

X Y ⊕ Z ′ Y ⊕ Z ′′ ΣX

X Y Z ΣX

0 ΣZ ′ ΣZ ′ 0

ΣX Σ(Y ⊕ Z ′) Σ(Y ⊕ Z ′′) Σ2X

1

βα
α

 1 −β

0 v′



[
1 0

]

[
0 w′

]

f 1

βα v

0

w

g

1

0

1

 hΣ(βα)

Σα

 1 −Σβ

0 Σv′

 [
0 −Σw′

]

Sunep¸c, lamb�noume èna trÐgwno

Y ⊕ Z ′′ Z ΣZ ′ Σ(Y ⊕ Z ′′)f g h

T¸ra to Y ⊕Z ′′ an kei sth C, epeid  h C eÐnai mia trigwnismènh upokathgorÐa, kai ta Z, Z ′ an koun
sthn C. Epeid  h C èqei upotejeÐ pukn  èpetai ìti o eujÔc prosjetèoc Y an kei sthn C. Tèloc,
apì to trÐgwno

X Y Z ΣX
βα v w
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, kai epeid  h C eÐnai mia trigwnismènh upokathgorÐa, èpetai ìti kai to X an kei sthn C.

Parat rhsh 2.1.8. B�sei tou OrismoÔ 2.1.7.1, to L mma 2.1.6 isqurÐzetai ìti o pur nac enìc
trigwnismènou sunartht  eÐnai mia pukn  upokathgorÐa.

S' autì to shmeÐo ja diatup¸soume to kentrikì Je¸rhma tou opoÐou h apìdeixh ja mac apo-
sqol sei se ìlo to Kef�laio, ofeilìmeno ston Verdier . H apìdeixh pou ja parousi�soume eÐnai
elafr¸c diaforopoihmènh apì thn klassik  tou Verdier . O orismìc thc pukn c upokathgorÐac (
Orismìc 2.1.7.2 ) tou Verdier eÐnai k�pwc dÔsqrhstoc. Gia autì to lìgo ja uiojet soume gia orismì
thc pukn c upokathgorÐac, ton Orismì 2.1.7.1 pou eÐnai isodÔnamoc me ton Orismì 2.1.7.2, apì to
Krit rio tou Rickard .

Je¸rhma 2.1.9. [ Je¸rhma TopikopoÐhshc tou Verdier ] 'Estw D mia trigwnismènh kathgorÐa,
kai C ⊂ D mia trigwnismènh upokathgorÐa ( ìqi aparaÐthta pukn  ). Tìte up�rqei ènac kajolikìc
trigwnismènoc sunartht c F : D −−−−−→ T ètsi ¸ste C ⊂ ker(F). Me �lla lìgia, up�rqei mia
trigwnismènh kathgorÐa D/C, kai ènac trigwnismènoc sunartht c Funiv : D −−−−−→ D/C ètsi
¸ste C ⊂ ker(Funiv), kai o Funiv eÐnai kajolikìc me aut  thn idiìthta. Autì shmaÐnei ìti, e�n
F : D −−−−−→ T eÐnai ènac opoiosd pote �lloc trigwnismènoc sunartht c ètsi ¸ste C ⊂ ker(F),
tìte up�rqei ènac monadikìc trigwnismènoc sunartht c G : D/C −−−−−→ T o opoÐoc kajist� to
parak�tw di�gramma

D D/C

T

Funiv

F
G

metajetikì.

O sunartht c Funiv : D −−−−−→ D/C kaleÐtai sunartht c topikopoÐhshc Verdier   topikopo-
Ðhsh Verdier kai h kathgorÐa D/C kaleÐtai phlÐko Verdier thc kathgorÐac D me thn upokathgorÐa
C   phlÐko Verdier .

Parat rhsh 2.1.10. Den isqurizìmaste ìti h upokathgorÐa C ⊂ D eÐnai pukn , kai epomènwc
den sumperaÐnoume ìti C = ker(Funiv). Apì thn Parat rhsh 2.1.8, o pur nac ker(Funiv) eÐnai mia
pukn  upokathgorÐa, kai perièqei thn C. M�lista eÐnai h mikrìterh upokathgorÐa thc D me aut  thn
idiìthta. Parak�tw sthn Prìtash 2.1.35 ja qarakthrÐsoume ton pur na wc thn pl rh upokathgorÐa
ìlwn twn antikeimènwn ta opoÐa eÐnai oi eujeÐc prosjetèoi sthn D twn antikeimènwn thc C, dhlad 

ker(Funiv) = {x ∈ Ob(D) | ∃y ∈ D ètsi ¸ste x⊕ y ∈ C}
H apìdeixh tou Jewr matoc 2.1.9 ja anablhjeÐ gia to tèloc tou KefalaÐou. Sthn sunèqeia ja

akolouj sei mia proparaskeu , orÐzontac thn kajolik  kathgorÐa D/C kai ton kajolikì sunartht 
Funiv, apodeiknÔontac mia swreÐa Lhmm�twn.

Ac xekin soume me ton orismì thc D/C. Ta antikeÐmena thc D/C orÐzontai wc ta antikeÐmena
thc kathgorÐac D, dhlad  Ob(D/C) := Ob(D). EpÐshc, orÐzoume o sunartht c Funiv na eÐnai o
tautotikìc sta antikeÐmena, dhlad  Funiv(X) = X, gia k�je X ∈ D/C.

Mènei na orÐsoume touc morfismoÔc sthn D/C. Autì akrib¸c ja k�noume mèqri to L mma 2.1.18.
Ston Orismì 1.5.3, gia k�je trigwnismènh upokathgorÐa C ⊂ D miac trigwnismènhc kathgorÐac D,
orÐsame thn kathgorÐa MorC ⊂ D. 'Enac morfismìc f : X −−−−−→ Y an kei sthn kathgorÐa MorC
an kai mìno an, up�rqei èna trÐgwno

X Y Z ΣX
f

pou ton epekteÐnei sthn D, tètoio ¸ste to antikeÐmeno Z na an kei sthn C.

'Estw F : D −−−−−→ T ènac trigwnismènoc sunartht c, ètsi ¸ste C ⊂ ker(F). O sunartht c
F apeikonÐzei to antikeÐmeno Z sto 0 e�n kai mìno e�n apeikonÐzei to diakekrimèno trigwno

X Y Z ΣX
f

s' èna trÐgwno isìmorfo me thn eikìna tou trig¸nou
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X X 0 ΣX1

mèsw tou F. IsodÔnama, apì to Pìrisma 1.2.4, o sunartht c F apeikonÐzei to antikeÐmeno Z sto
0 e�n kai mìno e�n o F(f) : F(X) −−−−−→ F(Y ) eÐnai ènac isomorfismìc. Pr�gmati, èstw ìti o
sunartht c F apeikonÐzei to antikeÐmeno Z sto 0. Tìte apì to axÐwma [TR3] ep�getai ènac morfismìc
trig¸nwn

F(X) F(Y ) F(Z) F(ΣX)

F(X) F(X) 0 F(ΣX)

F(f)

1 ' ' 1

1

, o opoÐoc apì thn Prìtash 1.1.20 ofeÐlei na eÐnai ènac isomorfismìc. H antÐstrofh kateÔjunsh
eÐnai �mesh.

Sunep¸c, e�n upojèsoume proc stigm  ìti o kajolikìc sunartht c Funiv : D −−−−−→ D/C
up rqei, tìte k�je morfismìc f ∈ MorC kajÐstatai antistrèyimoc sthn D/C, dhlad  o Funiv(f)
kajÐstatai antistrèyimoc sthn D/C. Epomènwc, eÐnai fusiologikì na orÐsoume

Orismìc 2.1.11. Gia k�je dÔo antikeÐmena X, Y thc D sumbolÐzoume me α(X,Y ) thn kl�sh
twn diagramm�twn thc morf c

Z Y

X

f

g

tètoia ¸ste f ∈ MorC. OrÐzoume mia sqèsh R(X,Y ) sthn kl�sh α(X,Y ) ètsi ¸ste, dÔo stoiqeÐa
(Z, f, g), (Z ′, f ′, g′) eÐnai isodÔnama wc proc thn sqèsh R(X,Y ) e�n kai mìno e�n up�rqoun èna
stoiqeÐo (Z ′′, f ′′, g′′) sthn α(X,Y ) kai morfismoÐ

Z ′′ Z

Z ′′ Z ′

u

v

oi opoÐoi kajistoÔn to parak�tw di�gramma

Z′ Y

Z′′

X Z

f ′

g′

f ′′

v

u

g′′

f

g

metajetikì.

L mma 2.1.12. Oi morfismoÐ u, v tou OrismoÔ 2.1.11 an koun anagkastik� sthn MorC.

Apìdeixh. Lìgw summetrÐac, arkeÐ na to apodeÐxoume gia ton morfismì u. Tìte ìmwc fu = f ′′, f
kai f ′′ an koun sthn MorC. Apì to L mma 1.5.6, èpetai ìti kai o u an kei epÐshc sthn MorC.

Parat rhsh 2.1.13. Ta stoiqeÐa thc kl�shc α(X,Y ) mporoÔme na ta antilambanìmaste san
kl�smata, dhlad  san apeikonÐseic gf−1 sthn D/C, epeid  k�je morfismìc f ∈ MorC eÐnai anti-
stèyimoc sthn D/C. 'Estw (Z, f, g), (Z ′, f ′, g′) dÔo isodÔnama diagr�mmata wc proc thn sqèsh
R(X,Y ). Autì shmaÐnei ìti up�rqoun èna stoiqeÐo (Z ′′, f ′′, g′′) sthn α(X,Y ) kai morfismoÐ

Z ′′ Z

Z ′′ Z ′

u

v
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oi opoÐoi kajistoÔn to parak�tw di�gramma

Z′ Y

Z′′

X Z

f ′

g′

f ′′

v

u

g′′

f

g

metajetikì. Tìte sumperaÐnoume

gf−1 = guu−1f−1

= {gu}{u−1f−1}
= {gu}{fu}−1

= g′′{f ′′}−1

= g′v{f ′v}−1

= g′vv−1f ′−1

= g′f ′−1

, dhlad  ta diagr�mmata (Z, f, g), (Z ′, f ′, g′) isoÔntai, e�n jewrhjoÔn wc apeikonÐseic sthn D/
C. Sunep¸c, h taÔtish twn diagramm�twn (Z, f, g), (Z ′, f ′, g′) wc proc thn sqèsh R(X,Y ) eÐnai
fusiologik .

L mma 2.1.14. H sqèsh R(X,Y ) eÐnai mia sqèsh isodunamÐac.

Apìdeixh. H autopajhtikìthta kai h anaklastikìthta apodeiknÔontai �mesa. Mènei na deÐxoume
thn metabatikìthta. 'Estw (Z1, f1, g1), (Z2, f2, g2) kai (Z3, f3, g3) trÐa stoiqeÐa sthn α(X,Y ) ètsi
¸ste to (Z1, f1, g1) na eÐnai isodÔnamo me to (Z2, f2, g2) kai to (Z2, f2, g2) na eÐnai isodÔnamo me to
(Z3, f3, g3) wc proc thn sqèsh R(X,Y ) antÐstoiqa. Autì shmaÐnei oti up�rqoun stoiqeÐa (Z, f, g)
kai (Z ′, f ′, g′) sthn α(X,Y ) kai morfismoÐ

Z Z1

Z Z2

u

v

Z ′ Z2

Z ′ Z3

u′

v′

oi opoÐoi kajistoÔn ta parak�tw diagr�mmata

Z1 Y

Z

X Z2

f1

g1

f

u

v

g

f2

g2

Z2 Y

Z′

X Z3

f2

g2

f ′

u′

v′

g′

f3

g3

metajetik�. Jewr¸ èna omotopikì pullback tetr�gwno

Z ′′ Z

Z ′ Z2

w

w′ v

u′

tou diagr�mmatoc
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Z

Z ′ Z2

v

u′

to opoÐo up�rqei p�nta, apì thn ShmeÐwsh 1.4.2. Apì to L mma 2.1.12 o morfismìc u′ an kei sthn
MorC, sunep¸c apì to L mma 1.5.8.2 èpetai ìti to omotopikì tou pullback an kei sthn MorC,
dhlad  o w an kei sthn MorC. Apì to L mma 1.5.6 èpetai ìti h sÔnjesh vw an kei sthn MorC,
kai p�li apì to L mma 1.5.6 èpetai ìti h sÔnjesh f2vw an kei epÐshc sthn MorC, epomènwc to
(Z ′′, f2vw, g2vw) ∈ α(X,Y ). Sunep¸c, up�rqoun èna stoiqeÐo (Z ′′, f2vw, g2vw) sthn α(X,Y ) kai
morfismoÐ

Z ′′ Z Z1

Z ′′ Z ′ Z3

w u

w′ v′

oi opoÐoi kajistoÔn to parak�tw di�gramma

Z1 Y

Z′′

X Z3

f1

g1

f2vw

uw

v′w′

g2vw

f3

g3

metajetikì. Sunep¸c, ta stoiqeÐa (Z1, f1, g1) kai (Z3, f3, g3) eÐnai isodÔnama wc proc thn sqèsh
R(X,Y ).

Orismìc 2.1.15. Gia k�je dÔo antikeÐmena X, Y thc D orÐzoume

′′Hom′′D/C(X,Y ) := α(X,Y )/R(X,Y )

thn kl�sh twn kl�sewn isodunamÐac sthn α(X,Y ) pou ep�getai apì thn sqèsh isodunamÐac R(X,Y ),
dhlad  ton q¸ro phlÐko, kai sumbolÐzoume me [(Z, f, g)]∼ thn kl�sh isodunamÐac tou (Z, f, g) wc
proc thn sqèsh isodunamÐac R(X,Y ).

'Estw èna stoiqeÐo (W1, f1, g1) ∈ α(X,Y ) kai èna stoiqeÐo (W2, f2, g2) ∈ α(Y,Z). JewroÔme
to di�gramma

W3 W2 Z

W1 Y

X

v

u

f2

g2

f1

g1

, ìpou to metajetikì tetr�gwno

W3 W2

W1 Y

v

u

f2

g1
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eÐnai èna omotopikì pullback twn morfism¸n g1, f2, to opoÐo up�rqei p�nta, kai eÐnai monadikì wc
proc mh kanonikì isomorfismì, apì thn ShmeÐwsh 1.4.2.

Sthn sunèqeia, kai sugkekrimèna sto L mma 2.1.18, ja deÐxoume ìti to omotopikì pullback morfi-
sm¸n pou an koun sthn kl�sh ′′Hom′′D/C(X,Y ) sthn pragmatikìthta orÐzei mia sÔnjesh morfism¸n.
Pr¸ta ìmwc ja apodeÐxoume ta epìmena dÔo L mmata.

L mma 2.1.16. Up�rqei mia kal� orismènh apeikìnish

Φ : α(Y,Z)× α(X,Y ) −−−−−−−−→ ′′Hom′′D/C(X,Z)

((W2, f2, g2), (W1, f1, g1)) −−−−−→ (W2, f2, g2) ◦ (W1, f1, g1) := [(W3, f1v, g2u)]∼

Apìdeixh. 'Estw èna stoiqeÐo (W1, f1, g1) ∈ α(X,Y ) kai èna stoiqeÐo (W2, f2, g2) ∈ α(Y, Z), kai
èstw

W3 W2

W1 Y

v

u

f2

g1

èna omotopikì pullback twn morfism¸n g1, f2. Epeid , o f2 ∈ MorC, apì to L mma 1.5.8.2, èpetai
ìti to omotopikì tou pullback an kei epÐshc sthn MorC, dhlad  o v ∈MorC. Epeid  o f1 ∈MorC,
apì to L mma 1.5.6 èpetai ìti h sÔnjesh f1v ∈ MorC. Sunep¸c, to (W3, f1v, g2u) ∈ α(X,Z). To
omotopikì pullback twn morfism¸n g1, f2 eÐnai monadikì wc proc ( mh kanonikì ) isomorfismì sthn
D. Dhlad , e�n upojèsoume ìti to metajetikì tetr�gwno

W ′3 W2

W1 Y

v′

u′

f2

g1

eÐnai epÐshc èna omotopikì pullback twn morfism¸n g1, f2, tìte apì thn ShmeÐwsh 1.4.2, up�rqei
ènac morfismìc w : W ′3 −−−−−→ W3, o opoÐoc sthn prokeimènh periptwsh eÐnai ènac isomorfismìc,
oÔtwc ¸ste na isqÔoun oi sqèseic v ◦ w = v′ kai u ◦ w = u′. Epeid , o f2 ∈ MorC, apì to
L mma 1.5.8.2, èpetai ìti to omotopikì tou pullback an kei epÐshc sthn MorC, dhlad  o v′ ∈
MorC. Epeid  o f1 ∈ MorC, apì to L mma 1.5.6 èpetai ìti h sÔnjesh f1v

′ ∈ MorC. Sunep¸c,
to (W ′3, f1v

′, g2u
′) ∈ α(X,Z). Epeid  o morfismìc w eÐnai ènac isomorfismìc, apì to L mma 1.5.5,

an kei sthnMorC. Sunep¸c, apì to L mma 1.5.6 èpetai ìti h sÔnjesh vw an kei sthnMorC. Epeid 
o f1 ∈ MorC, apì to L mma 1.5.6 èpetai ìti h sÔnjesh f1vw an kei epÐshc sthn MorC, epomènwc
to (W ′3, f1vw, g2uw) ∈ α(X,Z). Epomènwc, up�rqoun èna stoiqeÐo (W ′3, f1vw, g2uw) sthn α(X,Z)
kai morfismoÐ

W ′3 W ′3

W ′3 W3

1

w

oi opoÐoi kajistoÔn to parak�tw di�gramma

W ′
3 Z

W ′
3

X W3

f1v
′

g2u
′

f1vw

1

w

g2uw

f1v

g2u
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metajetikì. DeÐxame loipìn ìti ta stoiqeÐa (W ′3, f1v
′, g2u

′) kai (W3, f1v, g2u) eÐnai isodÔnama wc
proc thn sqèsh R(X,Z). Sunep¸c, h eikìna thc apeikìnishc Φ sto phlÐko ′′Hom′′D/C(X,Z) eÐnai
kal� orismènh, dhlad  eÐnai anex�rthth twn epilog¸n twn omotopik¸n pullback twn morfism¸n
g1, f2.

L mma 2.1.17. Dojèntoc enìc stoiqeÐou (W1, f1, g1) ∈ α(X,Y ), enìc stoiqeÐou (W2, f2, g2) ∈
α(Y, Z) kai enìc diagr�mmatoc

P W2 Z

W1 Y

X

v′

u′

f2

g2

f1

g1

me v′ ∈MorC, ta stoiqeÐa (W3, f1v, g2u) kai (P, f1v
′, g2u

′) eÐnai isodÔnama, dhlad  tautÐzontai sthn
′′Hom′′D/C(X,Z), ìpou to (W3, f1v, g2u) prokÔptei apì to di�gramma

W3 W2 Z

W1 Y

X

v

u

f2

g2

f1

g1

ìpou to metajetikì tetr�gwno

W3 W2

W1 Y

v

u

f2

g1

eÐnai èna omotopikì pullback twn morfism¸n g1, f2.

Apìdeixh. Apì thn ShmeÐwsh 1.4.2, up�rqei mÐa apeikìnish w : P −−−−−→ W3 h opoÐa apeikonÐzei
to metajetikì tetr�gwno

P W2

W1 Y

v′

u′

f2

g1

sto omotopikì pullback tetr�gwno

W3 W2

W1 Y

v

u

f2

g1
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Autì shmaÐnei ìti h apeikìnish w : P −−−−−→W3 kajist� ta parak�tw diagr�mmata

P P

W1 W3 W3 W2

w
v′

w
u′

v u

metajetik�, dhlad  isqÔoun oi sqèseic v ◦w = v′ kai u ◦w = u′, apì tic opoÐec ep�gontai oi sqèseic
f1v ◦ w = f1v

′ kai g2u ◦ w = g2u
′. To v′ ∈ MorC ex upojèsewc. Epeid  o f1 ∈ MorC, apì to

L mma 1.5.6 èpetai ìti h sÔnjesh f1v
′ an kei sthn MorC, epomènwc to (P, f1v

′, g2u
′) ∈ α(X,Z).

Sunep¸c, up�rqoun èna stoiqeÐo (P, f1v
′, g2u

′) sthn α(X,Z) kai morfismoÐ

P W3

P P

w

1

oi opoÐoi kajistoÔn to parak�tw di�gramma

W3 Z

P

X P

f1v

g2u

f1v
′

w

1

g2u
′

f1v
′

g2u
′

metajetikì. Sunep¸c, ta stoiqeÐa (W3, f1v, g2u) kai (P, f1v
′, g2u

′) eÐnai isodÔnama wc proc thn
sqèsh R(X,Z).

L mma 2.1.18. H apeikìnish h opoÐa orÐsthke sto L mma 2.1.16

Φ : α(Y,Z)× α(X,Y ) −−−−−−−−→ ′′Hom′′D/C(X,Z)

((W2, f2, g2), (W1, f1, g1)) −−−−−→ [(W2, f2, g2) ◦ (W1, f1, g1)]∼ := [(W3, f1v, g2u)]∼

eÐnai sumbat  me thn sqèsh isodunamÐac R(Y, Z)×R(X,Y ) sthn kl�sh α(Y,Z)×α(X,Y ). Sunep¸c,
ep�getai mia kal¸c orismènh apeikìnish

Φ : ′′Hom′′D/C(Y,Z)× ′′Hom′′D/C(X,Y ) −−−−−−−−→ ′′Hom′′D/C(X,Z)

([(W2, f2, g2)]∼, [(W1, f1, g1)]∼) −−−−−→ [(W2, f2, g2)]∼ ◦ [(W1, f1, g1)]∼ := [(W3, f1v, g2u)]∼

H Φ orÐzei mia sÔnjesh morfism¸n, dhlad  ikanopoieÐ ta parak�tw dÔo axi¸mata :

2.1.18.1. AxÐwma thc tautìthtac. Autì shmaÐnei ìti, gia k�je antikeÐmeno X up�rqei ènac
morfismìc [(X, 1, 1)]∼ ∈ ′′Hom′′D/C(X,X) o opoÐoc kaleÐtai o tautotikìc morfismìc sto X, ètsi

¸ste gia k�je morfismì [(W, f, g)]∼ ∈ ′′Hom′′D/C(Z,X) kai gia k�je morfismì [(W ′, f ′, g′)]∼ ∈
′′Hom′′D/C(X,Z ′), na isqÔoun oi sqèseic

[(X, 1, 1)]∼ ◦ [(W, f, g)]∼ = [(W, f, g)]∼ kai [(W ′, f ′, g′)]∼ ◦ [(X, 1, 1)]∼ = [(W ′, f ′, g′)]∼

2.1.18.2. AxÐwma thc prosetairistikìthtac. Autì shmaÐnei ìti, gia k�je morfismì [(W, f, g)]∼ ∈
′′Hom′′D/C(X,X ′), gia k�je morfismì [(W ′, f ′, g′)]∼ ∈ ′′Hom′′D/C(X ′, X ′′), kai gia k�je morfismì

[(W ′′, f ′′, g′′)]∼ ∈ ′′Hom′′D/C(X ′′, X ′′′), isqÔei h sqèsh

[(W ′′, f ′′, g′′)]∼ ◦ ([(W ′, f ′, g′)]∼ ◦ [(W, f, g)]∼) = ([(W ′′, f ′′, g′′)]∼ ◦ [(W ′, f ′, g′)]∼) ◦ [(W, f, g)]∼

Apìdeixh. Ergazìmaste me antipros¸pouc twn kl�sewn isodunamÐac. Jèloume na deÐxoume ìti h
apeikìnish Φ eÐnai mia kal¸c orismènh apeikìnish, dhlad  h apeikìnish Φ lamb�nei stajer  tim ,
anex�rthth thc epilog c twn antipros¸pwn twn kl�sewn isodunamÐac. Pr¸ta ja deÐxoume ìti h Φ
lamb�nei stajer  tim , anex�rthth thc epilog c twn antipros¸pwn twn kl�sewn isodunamÐac sthn
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pr¸th metablht . 'Estw (W, f, g) ∈ α(X,Y ) èna stajerì stoiqeÐo kai (W ′, f ′, g′), (W ′′, f ′′, g′′) ∈
α(Y, Z) dÔo isodÔnama stoiqeÐa wc proc thn sqèsh R(Y, Z). Sunep¸c, up�rqoun èna stoiqeÐo
(Z ′, p, q) sthn α(Y,Z) kai morfismoÐ

Z ′ W ′

Z ′ W ′′

q′

p′

oi opoÐoi kajistoÔn to parak�tw di�gramma

W ′′ Z

Z′

Y W ′

f ′′

g′′

p

p′

q′

q

f ′

g′

metajetikì. 'Estw Q èna omotopikì pullback twn morfism¸n g, f ′, Q′ èna omotopikì pullback twn
morfism¸n g, f ′′, kai T èna omotopikì pullback twn morfism¸n g, p. Sunep¸c ufÐstantai ta parak�tw
metajetik� diagr�mmata

Q W ′ Z Q′ W ′′ Z

W Y W Y

X X

ḡ

f̄ ′

g′

f ′

ḡ′

f̄ ′′

g′′

f ′′

g

f

g

f

T Z ′ Z

W Y

X

ḡ′′

p̄ p

q

f

g

Epeid  ta parak�tw tetr�gwna

T W ′ T W ′′

W Y W Y

q′ḡ′′

p̄ f ′ p̄

p′ḡ′′

f ′′

g g

eÐnai metajetik�, apì thn ShmeÐwsh 1.4.2 up�rqoun apeikonÐseic h : T −−−−−→ Q kai h′ : T −−−−−→
Q′ ( ìqi aparaÐthta monadikèc ) oi opoÐec kajistoÔn ta parak�tw diagr�mmata metajetik�
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T T Z ′

W Q Q W ′

T T Z ′

W ′′ Q′ Q′ W ′′

h
p̄

h

ḡ′′

q′

f̄ ′ ḡ

h′
p̄

h′

ḡ′′

p′

f̄ ′′ ḡ′

Epeid , o p ∈MorC, apì to L mma 1.5.8.2, èpetai ìti to omotopikì tou pullback an kei epÐshc sthn
MorC, dhlad  o p̄ ∈ MorC. Epeid  o f ∈ MorC, apì to L mma 1.5.6 èpetai ìti h sÔnjesh fp̄
an kei sthn MorC, epomènwc to (T, f p̄, qḡ′′) ∈ α(X,Z). Sunep¸c, axiopoi¸ntac ta prohgoÔmena
metajetik� diagr�mmata mporoÔme na sumper�noume ìti, up�rqoun èna stoiqeÐo (T, f p̄, qḡ′′) sthn
α(X,Z) kai morfismoÐ

T Q′

T Q

h′

h

oi opoÐoi kajistoÔn to parak�tw di�gramma

Q Z

T

X Q′

ff̄ ′

g′ḡ

fp̄

h qḡ′′

h′

ff̄ ′′

g′′ḡ′

metajetikì. Sunep¸c, ta stoiqeÐa

Q Z Q′ Z

X X

ff̄ ′

g′ḡ

f f̄ ′′

g′′ḡ′

eÐnai isodÔnama sthn ′′Hom′′D/C(X,Z), dhlad 

Φ((W ′, f ′, g′), (W, f, g)) = Φ((W ′′, f ′′, g′′), (W, f, g))

Entel¸c ìmoia apodeiknÔetai ìti h Φ lamb�nei stajer  tim , anex�rthth thc epilog c twn antipro-
s¸pwn twn kl�sewn isodunamÐac sthn deÔterh metablht , dhlad  e�n (W ′′, f ′′, g′′) ∈ α(Y,Z) eÐnai
èna stajerì stoiqeÐo kai (W, f, g), (W ′, f ′, g′) ∈ α(X,Y ) dÔo isodÔnama stoiqeÐa wc proc thn sqèsh
R(X,Y ) tìte

Φ((W, f, g), (W ′′, f ′′, g′′)) = Φ((W ′, f ′, g′), (W ′′, f ′′, g′′))

Sunep¸c, h Φ eÐnai mia kal¸c orismènh apeikìnish.

Sthn sunèqeia ja apodeÐxoume ìti h Φ ikanopoieÐ ta axi¸mata miac sÔnjeshc morfism¸n. To
axÐwma thc tautìthtac èpetai �mesa apì to L mma 2.1.17. Mènei na apodeÐxoume to axÐwma thc
prosetairistikìthtac. 'Estw (W, f, g) ∈ α(X,X ′), (W ′, f ′, g′) ∈ α(X ′, X ′′) kai (W ′′, f ′′, g′′) ∈
α(X ′′, X ′′′). JewroÔme to di�gramma

70



U V ′ W ′′ X ′′′

V W ′ X ′′

W X ′

X

ḡ′

f̄ ′′

ĝ′′

f̂ ′′

g′′

f ′′

f̂ ′

ĝ′ g′

f ′

g

f

sto opoÐo ìla ta tetr�gwna eÐnai ta omotopik� pullback tetr�gwna twn antÐstoiqwn morfism¸n.

Epeid  o f ′ ∈ MorC, apì to L mma 1.5.8.2, èpetai ìti to omotopikì tou pullback f̂ ′ ∈ MorC.

OmoÐwc, epeid  o f ′′ ∈MorC, èpetai ìti to omotopikì tou pullback f̂ ′′ ∈MorC kai �ra o f̄ ′′ ∈MorC,

ìntac omotopikì pullback tou f̂ ′′. Sunep¸c, ìloi oi k�jetoi morfismoÐ sto di�gramma an koun sthn
MorC, kai apì to L mma 1.5.6 èpetai ìti k�je dunat  sÔnjesh aut¸n an kei epÐshc sthn MorC.
Apì thn metajetikìthta twn tetrag¸nwn tou prohgoÔmenou diagr�mmatoc, ex aitÐac tou gegonìtoc
ìti oi k�jetoi morfismoÐ an koun sthn MorC, kai sunep¸c k�je dunat  sÔnjesh aut¸n, kai tou
L mmatoc 2.1.17, mporoÔme na sumper�noume ìti ta stoiqeÐa (W ′′, f ′′, g′′) ◦ ((W ′, f ′, g′) ◦ (W, f, g))
kai ((W ′′, f ′′, g′′) ◦ (W ′, f ′, g′)) ◦ (W, f, g) antÐstoiqa, sumpÐptoun sthn α(X,X ′′′), kai sunep¸c
sthn ′′Hom′′D/C(X,X ′′′). Pio analutik�, h sÔnjesh ( kataqrhstik� ennooÔme thn efarmog  thc

Φ ) twn stoiqeÐwn (W, f, g) ∈ α(X,X ′), (W ′, f ′, g′) ∈ α(X ′, X ′′) kai (W ′′, f ′′, g′′) ∈ α(X ′′, X ′′′)
me thn prohgoÔmenh seir� dÔnatai na ulopoihjeÐ ( L mma 2.1.17 ) mèsw twn parak�tw diadoqik¸n
diagramm�twn

U W ′′ X ′′′ U V ′ X ′′′

V X ′′ W ′ X ′

X X

ĝ′′ḡ′

f̄ ′′

g′′

f ′′

ḡ′

f̂ ′f̄ ′′

g′′ĝ′′

f ′f̂ ′′

g′ĝ′

ff̂ ′

g

f

U X ′′′ U X ′′′

X X

(ff̄ ′)f̄ ′′

g′′(ḡ′′ḡ′)

f(f̄ ′f̄ ′′)

(g′′ḡ′′)ḡ′

antÐstoiqa, ta opoÐa telik� apì thn prosetairistikìthta twn abelian¸n om�dwn HomD(U,X), kai
HomD(U,X ′′′), isoÔntai me to di�gramma

U X ′′′

X

ff̂ ′f̄ ′′

g′′ĝ′′ḡ′

Sunep¸c, deÐxame thn prosetairistikìthta se epÐpedo antipros¸pwn twn kl�sewn isodunamÐac, kai
h Φ mìlic deÐxame ìti eÐnai mia kal¸c orismènh apeikìnish. T¸ra to zhtoÔmeno èpetai �mesa.
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Orismìc 2.1.19. H kl�sh D/C kajÐstatai kathgorÐa me kl�sh antikeimènwn thn Ob(D/C) :=
Ob(D) kai kl�sh morfism¸n thn ′′Hom′′D/C(X,Y ) gia k�je X, Y ∈ D. Apì ed¸ kai sto ex c ja

gr�foume HomD/C(X,Y ) gia touc morfismoÔc sthn kathgorÐa D/C. EpÐshc, orÐzoume ènan sunar-
tht  Funiv : D −−−−−→ D/C o opoÐoc eÐnai o tautotikìc sta antikeÐmena, dhlad  Funiv(X) = X gia
k�je X ∈ D/C kai o opoÐoc apeikonÐzei k�je morfismì f ∈ HomD(X,Y ) sthn kl�sh isodunamÐac
tou diagr�mmatoc

X Y

X

1

f

, dhlad  ston morfismì [(X, 1, f)]∼ ∈ HomD/C(X,Y ).

L mma 2.1.20. 'Estw f : X −−−−−→ Y ènac morfismìc sthn MorC. Sthn kathgorÐa D/C, oi
morfismoÐ me antipros¸pouc

X Y X X

X Y

f

1

1

f

eÐnai o ènac antÐstrofoc tou �llou.

Apìdeixh. JewroÔme to di�gramma

X X X

X Y

X

1

1 f

1

f

1

To opoÐo apodeiknÔei ìti h sÔnjesh X −−−−−→ Y −−−−−→ X sthn D/C eÐnai h tautotik  apeikìnish
sto X sthn D/C.

OmoÐwc, jewroÔme to di�gramma

X X Y

X X

Y

1

1

1

f

f

1

Tìte h sÔnjesh Y −−−−−→ X −−−−−→ Y sthn D/C isoÔtai me thn apeikìnish
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X Y

Y

f

f

h opoÐa kajÐstatai mèsw thc apeikìnishc f : X −−−−−→ Y isodÔnamh me to di�gramma

Y Y

Y

1

1

to opoÐo eÐnai h tautotik  apeikìnish sto Y sthn D/C.

L mma 2.1.21. K�je apeikìnish sthn D/C me antiprìswpo

W X

Y

g

f

mporeÐ na ekfrasteÐ wc h sÔnjesh dÔo apeikonÐsewn sthn D/C me antipros¸pouc

W W W Y

X W

1

f

g

1

Apìdeixh. To di�gramma autì

W W Y

W W

X

1

1

1

g

1

f

apodeiknÔei to zhtoÔmeno.

Parat rhsh 2.1.22. Apì to L mma 2.1.20 gnwrÐzoume ìti e�n ènac morfismìc f : X −−−−−→
Y an kei sthn kl�sh MorC, tìte o morfismìc Funiv(f) ≡ [(X, 1, f)]∼ ∈ HomD/C(X,Y ) eÐnai
antistrèyimoc sthn D/C, me antÐstrofo ton Funiv(f)−1 ≡ [(X, f, 1)]∼ ∈ HomD/C(Y,X). Apì
to L mma 2.1.21, gnwrÐzoume ìti opoiosd pote morfismìc [(W, f, g)]∼ ∈ HomD/C(X,Y ), eÐnai thc
morf c [(W, 1, g)]∼ ◦ [(W, f, 1)]∼. Sunep¸c, k�je morfismìc [(W, f, g)]∼ ∈ HomD/C(X,Y ) mporeÐ
na grafeÐ sthn morf  Funiv(g)Funiv(f)−1 ( paraleÐpoume to ◦ gia aploÔsteush tou sumbolismoÔ
), ìpou f ∈MorC.

Prìtash 2.1.23. O sunartht c Funiv : D −−−−−→ D/C, tou OrismoÔ 2.1.19, eÐnai ènac kajolikìc
sunartht c metaxÔ ìlwn twn sunartht¸n F : D −−−−−→ T ètsi ¸ste C ⊂ ker(F),   isodÔnama
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pou apeikonÐzoun touc morfismoÔc sthn MorC se isomorfismoÔc sthn T. Autì shmaÐnei ìti, e�n
F : D −−−−−→ T eÐnai ènac opoiosd pote �lloc sunartht c ètsi ¸ste C ⊂ ker(F), tìte up�rqei ènac
monadikìc sunartht c G : D/C −−−−−→ T o opoÐoc kajist� to parak�tw di�gramma

D D/C

T

Funiv

F
G

metajetikì.

Apìdeixh. 'Estw F : D −−−−−→ T ènac sunartht c ètsi ¸ste o F(f) na eÐnai ènac isomorfi-
smìc, gia k�je f ∈ MorC. Dojèntwn antikeimènwn X,Y ∈ D, orÐzoume mia apeikìnish Z(−) :
α(X,Y ) −−−−−→ HomT(F(X),F(Y )) h opoÐa apeikonÐzei èna stoiqeÐo (Z, f, g) ∈ α(X,Y ) ston
morfismì F(g)F(f)−1, dhlad  Z((Z, f, g)) := F(g)F(f)−1. 'Estw (Z, f, g), (Z ′, f ′, g′) ∈ α(X,Y )
eÐnai isodÔnama wc proc thn sqèsh R(X,Y ), tìte apì thn Parat rhsh 2.1.13, isqÔei gf−1 = g′f ′−1,
epomènwc Z(f, g) = Z(f ′, g′). Sunep¸c, gia k�je X,Y ∈ D, ep�getai mia kal� orismènh apei-
kìnish Z′(−) : HomD/C(X,Y ) −−−−−→ HomT(F(X),F(Y )), h opoÐa apeikonÐzei ènan morfismì
[(Z, f, g)]∼ ∈ HomD/C(X,Y ) ston morfismì F(g)F(f)−1, dhlad  Z′([(Z, f, g)]∼) := F(g)F(f)−1.
OrÐzoume ton sunartht  G : D/C −−−−−→ T na sumpÐptei me ton F sta antikeÐmena, dhlad  G(X) :=
F(X) gia k�je X ∈ Ob(D/C), dhlad  G([(Z, f, g)]∼) := Z′([(Z, f, g)]∼) gia k�je [(Z, f, g)]∼ ∈
HomD/C(X,Y ). Epeid  o Funiv eÐnai ènac epimorfismìc, èpetai ìti eÐnai dexi� diagr�yimoc, sunep¸c
o G eÐnai monadikìc. Tèloc, gia k�je f ∈ HomD(X,Y ), isqÔei G◦Funiv(f) = G([(X, 1, f)]∼) = F(f).

Parat rhsh 2.1.24. H kajolik  sunj kh thc kathgorÐac D/C thc Prìtashc 2.1.23, eÐnai
auto−duðk . 'Estw D mia trigwnismènh kathgorÐa, kai C ⊂ D mia trigwnismènh upokathgorÐa. Tìte
h Cop eÐnai mia trigwnismènh upokathgorÐa thc Dop. Sunep¸c, mporoÔme na sqhmatÐsoume thn ka-
thgorÐa Dop/Cop, ìpwc ston Orismì 2.1.19. H kathgorÐa (D/C)

op ikanopoieÐ thn Ðdia kajolik 
sunj kh me thn kathgorÐa Dop/Cop. Sunep¸c, apì thn monadikìthta thc Dop/Cop, wc proc isomor-
fismì kathgori¸n, èpetai ìti up�rqei ènac ( monadikìc ) isomorfismìc Dop/Cop −−−−−→ (D/C)

op o
opoÐoc kajist� to parak�tw di�gramma

Dop Dop/Cop

(D/C)
op

'

metajetikì. Epomènwc, oi morfismoÐ pou an koun sthn HomD/C(X,Y ) mporoÔn epÐshc na perigra-
foÔn san diagr�mmata me antipros¸pouc thc morf c

Y

X Z

f

g

ìpou f ∈ MorC. H sqèsh isodunamÐac se tètoia diagr�mmata eÐnai h duðk  thc R(X,Y ) ( duðkìc
tou OrismoÔ 2.1.11 ). 'Ena tètoio di�gramma mporoÔme na fantazìmaste san èna kl�sma thc mor-
f c Funiv(f)−1Funiv(g) ( duðk  thc Parat rhshc 2.1.22 ). Sthn perÐptwsh aut , h sÔnjesh twn
morfism¸n ulopoieÐtai mèsw twn omotopik¸n pushout ( duðkì tou L mmatoc 2.1.18 ).

L mma 2.1.25. 'Estw f, g : X −−−−−→ Y dÔo morfismoÐ sthn kathgorÐa D. Tìte oi parak�tw
sunj kec eÐnai isodÔnamec

2.1.25.1. Funiv(f) = Funiv(g)

2.1.25.2. Up�rqei mia apeikìnish α : W −−−−−→ X h opoÐa an kei sthnMorC ètsi ¸ste na isqÔei
fα = gα.
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2.1.25.3. H apeikìnish f − g : X −−−−−→ Y paragontopoieÐtai mèsw enìc antikeimènou C.

Apìdeixh. Ja apodeÐxoume pr¸ta thn isodunamÐa twn sunjhk¸n 2.1.25.1 kai 2.1.25.2. Oi morfismoÐ
Funiv(f) kai Funiv(g) tautÐzontai sthn kathgorÐa D/C e�n kai mìno e�n oi antiprìswpoi

X Y X Y

X X

f

1

g

1

eÐnai isodÔnama diagr�mmata wc proc thn sqèsh R(X,Y ). Autì sumbaÐnei, e�n kai mìno e�n up�rqoun
èna stoiqeÐo (W, f, g) sthn α(X,Y ) kai morfismoÐ

W X

W X

α2

α1

oi opoÐoi kajistoÔn to parak�tw di�gramma

X Y

W

X X

1

f

f ′

α1

α2

g′

1

g

metajetikì. Apì to di�gramma auto prokÔptoun ta parak�tw metajetik� tetr�gwna

W X W X

X X X Y

α1

α2 1

α1

α2 f

1 g

.

Apì to pr¸to tetr�gwno prokÔptei ìti α1 = α2 = α, kai apì to deÔtero tetr�gwno prokÔptei ìti
fα = gα.

Mènei na apodeÐxoume thn isodunamÐa twn sunjhk¸n 2.1.25.2 kai 2.1.25.3. JewroÔme èna trÐgwno

W X C ΣWα β

pou sumplhr¸nei ton morfismì α sthn D. Epeid  o sunartht c HomD(−, Y ) eÐnai sunomologi-
kìc apeikonÐzei to trÐgwno se mia akrib  akoloujÐa. Apì thn akrÐbeia thc akoloujÐac sthn jèsh
HomD(X,Y ) èpetai ìti, up�rqei mia apeikìnish α : W −−−−−→ X, ètsi ¸ste (f − g) ◦ α = 0, e�n
kai mìno e�n, up�rqei mia apeikìnish w : C −−−−−→ Y , ètsi ¸ste w ◦ β = f − g, dhlad  h f − g
paragontopoieÐtai mèsw tou antikeimènou C. All� h apeikìnsh α ∈ MorC e�n kai mìno e�n to
antikeÐmeno C ∈ C. Sunep¸c, up�rqei mia apeikìnish α : W −−−−−→ X h opoÐa an kei sthn MorC
ètsi ¸ste na isqÔei fα = gα e�n kai mìno e�n h apeikìnish f − g : X −−−−−→ Y paragontopoieÐtai
mèsw enìc antikeimènou C ∈ C.

L mma 2.1.26. Dojèntwn duo morfism¸n α : X −−−−−→ Y kai β : Y −−−−−→ Z sthn kathgorÐa
D/C up�rqoun morfismoÐ a : X ′ −−−−−→ Y ′, b : Y ′ −−−−−→ Z ′ sthn kathgorÐa D kai morfismoÐ
s : X ′ −−−−−→ X, t : Y ′ −−−−−→ Y, q : Z ′ −−−−−→ Z sthn MorC oi opoÐoi kajistoÔn to parak�tw
di�gramma
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X ′ Y ′ Z ′

X Y Z

s

a

t

b

q

α β

metajetikì sthn D/C. Epiplèon, mporoÔme na epilèxoume Z = Z ′ kai q = 1.

Apìdeixh. 'Estw ( kataqrhstik� tautÐzoume ènan morfismì sthn kathgorÐaD/C me ènan opoiod pote
antiprìswpo tou ) α = (W, f, g) kai β = (W ′, f ′, g′) ìpou oi morfismoÐ f : W −−−−−→ X, f ′ :
W ′ −−−−−→ Y an koun sthn kathgorÐaMorC, kai oi morfismoÐ g : W −−−−−→ Y, g′ : W ′ −−−−−→ Z
an koun sthn kathgorÐa D. JewroÔme to parak�tw di�gramma

Q W ′ Z

W Y

X

m

n

f ′

g′

g

f

, ìpou to Q èna omotopikì pullback twn morfism¸n g, f ′. Sunep¸c, jètontacX ′ = Q,Y ′ = W ′, Z ′ =
Z kai a = n, b = g′, s = fm, t = f ′, q = 1 lamb�noume to epijumhtì di�gramma.

L mma 2.1.27. K�je metajetikì tetr�gwno sthn D/C eÐnai isìmorfo ( sthn D/C ) me thn eikìna
enìc metajetikoÔ tetrag¸nou sthn D. Pio sugkekrimèna gia k�je metajetikì tetr�gwno sthn D/C

W X

Y Z

up�rqoun èna metajetikì tetr�gwno sthn D

W ′ X ′

Y ′ Z ′

kai morfismoÐ W −−−−−→ W,X ′ −−−−−→ X,Y ′ −−−−−→ Y kai Z ′ −−−−−→ Z sthn MorC oi opoÐoi
kajistoÔn to parak�tw di�gramma

W ′ X′

Y ′ Z′

W X

Y Z

metajetikì sthn D/C.

Apìdeixh. Efarmìzoume to L mma 2.1.26 gia tic sunjèseicW −−−−−→ X −−−−−→ Z kaiW −−−−−→
Y −−−−−→ Z sthn D/C. Sunep¸c, ufÐstatai to parak�tw metajetikì di�gramma
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W1 X′ Z

W2 Y ′ Z

W X Z

W Y Z

1

1 1

sthn D/C. 'Estw W ′′ èna omotopikì pullback twn morfism¸n W1 −−−−−→ W kai W2 −−−−−→ W .
Tìte prokÔptei to metajetikì di�gramma

W ′′ W1 X′ Z

W ′′ W2 Y ′ Z

W X Z

W Y Z

1 1

1 1

Sunep¸c, jètontac W1 = W2 = W ′′, prokÔptei to metajetikì di�gramma

W ′′ X′ Z

W ′′ Y ′ Z

W X Z

W Y Z

1 1

1 1

sthn D/C. Apì thn metajetikìthta thc ep�nw pleur�c tou diagr�mmatoc, sumperaÐnoume ìti oi
sunjèseic W ′′ −−−−−→ X ′ −−−−−→ Z kai W ′′ −−−−−→ Y ′ −−−−−→ Z, oi opoÐec eÐnai sunjèseic
apeikonÐsewn thc D, tautÐzontai sthn D/C. Sunep¸c, apì to L mma 2.1.25, up�rqei ènac morfismìc
W ′ −−−−−→W ′′ sthn MorC, ètsi ¸ste oi W

′ −−−−−→W ′′ −−−−−→W ′′ −−−−−→ X ′ −−−−−→ Z kai
W ′ −−−−−→W ′′ −−−−−→W ′′ −−−−−→ Y ′ −−−−−→ Z na isoÔntai ( sthn D ), kai epomènwc ep�getai
to metajetikì di�gramma

W ′ X′ Z

W ′ Y ′ Z

W X Z

W Y Z

1 1

1 1

Sunep¸c, up�rqoun èna metajetikì tetr�gwno sthn D

W ′ X ′

Y ′ Z

kai morfismoÐ W ′ −−−−−→ W,X ′ −−−−−→ X,Y ′ −−−−−→ Y kai Z ′ −−−−−→ Z sthn MorC oi opoÐoi
kajistoÔn to parak�tw di�gramma
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W ′ X′

Y ′ Z′

W X

Y Z

metajetikì sthn D/C. Epiplèon, apì to L mma 2.1.26 mporoÔme na epilèxoume Z = Z ′ kai o
morfismìc Z ′ −−−−−→ Z na eÐnai o tautotikìc sto Z.

L mma 2.1.28. To antikeÐmeno 0 ∈ D eÐnai èna telikì kai sugqrìnwc èna arqikì antikeÐmeno
sthn D/C.

Apìdeixh. Epeid  oi dÔo isqurismoÐ eÐnai duðkoÐ, arkeÐ na apodeÐxoume ìti to 0 eÐnai telikì antikeÐmeno.
'Estw X èna antikeÐmeno thc D/C. To di�gramma

X 0

X

0

1

parist�nei ènan morfismì sthn D/C. Dojèntoc opoioud pote �llou morfismoÔ sthn D/C o opoÐoc
parÐstatai apì to di�gramma

P 0

X

0

f

Tìte o morfismìc f : P −−−−−→ X kajist� ta diagr�mmata

X 0 P 0

X X

0

1 f

0

isodÔnama. Sunep¸c, ufÐstatai mìno mia apeikìnish X −−−−−→ 0 sthn D/C.

L mma 2.1.29. 'Estw X kai Y dÔo antikeÐmena sthn D/C, ta opoÐa profan¸c an koun sthn D.
Tìte k�je ginìmeno−sugkinìmeno X⊕Y sthn D eÐnai epÐshc èna ginìmeno−sugkinìmeno sthn D/C.
Dhlad , ikanopoieÐ tic kajolikèc idiìthtec tìso enìc ginomènou ìso kai enìc sugkinomènou.

Apìdeixh. Up�rqoun apeikonÐseic sthn D

X ⊕ Y Y X ⊕ Y Y

X X

p1

p2 i2

i1
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oi opoÐec efodi�zoun to X ⊕Y me thn dom  enìc ginìmenou−sugkinìmenou sthn D. Ja deÐxoume ìti
oi eikìnec touc mèsw tou Funiv, efodi�zoun to X ⊕ Y me thn dom  enìc ginìmenou−sugkinìmenou
sthn D/C.

Epeid  oi dÔo isqurismoÐ eÐnai duðkoÐ metaxÔ touc, ja apodeÐxoume ton isqurismì gia ta sugki-
nìmena. 'Estw ìti dÐnontai duo morfismoÐ X −−−−−→ Q kai Y −−−−−→ Q sthn D/C, dhlad  dÐnontai
duo kl�seic isodunamÐac twn diagramm�twn

P Q P ′ Q

X Y

a

f

a′

g

Sumplhr¸noume touc morfismoÔc a kai a′ se trÐgwna

P X Z ΣP

P ′ Y Z ′ ΣP ′

a

a′

sthn D, kai epeid  oi a kai a′ an koun sthn MorC, ta antikeÐmena Z kai Z ′ na an koun sthn C. To
eujÔ �jroisma twn trig¸nwn aut¸n

P ⊕ P ′ X ⊕ Y Z ⊕ Z ′ ΣP ⊕ ΣP ′
a⊕a′

eÐnai èna trÐgwno, apì thn Prìtash 1.2.1.1. Epeid , to Z ⊕ Z ′ ∈ C èpetai ìti o morfismìc a ⊕ a′
an kei sthn MorC. Sunep¸c, to di�gramma

P ⊕ P ′ Q

X ⊕ Y

[
f g

]

a⊕a′

eÐnai ènac kal� orismènoc antiprìswpoc gia ènan morfismì sthn D/C. Sunjètontac to di�gramma
autì, me ta stoiqeÐa (X ⊕ Y, 1, il), ìpou l = 1, 2, dhlad  me ta diagr�mmata

X X ⊕ Y Y X ⊕ Y

X Y

1

i1

1

i2

lamb�noume ta parak�tw diagr�mmata

P P ⊕ P ′ Q P ′ P ⊕ P ′ Q

X X ⊕ Y Y X ⊕ Y

X Y

a

i′1

a⊕a′

[
f g

]
i′2

a′ a⊕a′

[
f g

]

1

i1

1

i2
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ta opoÐa isoÔntai akrib¸c me ta diagr�mmata

P Q P ′ Q

X Y

a

f

a′

g

, ìpou i′1 kai i′2 eÐnai oi kanonikèc emfuteÔseic sto sugkinìmeno P ⊕ P ′. Sunep¸c, deÐxame ìti
oi morfismoÐ X −−−−−→ Q kai Y −−−−−→ Q sthn D/C paragontopoioÔntai mèsw tou morfismoÔ
[(P ⊕ P ′, a⊕ a′, [f g])]∼, dhlad 

[(P ⊕ P ′, a⊕ a′, [f g])]∼ ◦ [(X, 1, i1)]∼ = [(P, a, f)]∼

[(P ⊕ P ′, a⊕ a′, [f g])]∼ ◦ [(Y, 1, i2)]∼ = [(P ′, a′, g)]∼

Mènei na apodeÐxoume thn monadikìthta thc paragontopoÐhshc [(P ⊕ P ′, a ⊕ a′, [f g])]∼. Gia
autìn ton skopì eÐnai bolikìtero na qrhsimopoi soume thn duðk  perigraf  twn morfism¸n sthn
D/C, apì thn Parat rhsh 2.1.24. Upojètoume ìti dÐnontai duo morfismoÐ sthn D/C, dhlad  dÐnontai
duo kl�seic isodunamÐac twn diagramm�twn

Q Q

X ⊕ Y P X ⊕ Y P ′
f g

, ètsi ¸ste oi sunjèseic touc me touc morfismoÔc Funiv(i1) kai Funiv(i2) na sumpÐptoun sthn D/
C. MporoÔme na upojèsoume ìti P = P ′ kai ìti oi Q −−−−−→ P kai Q −−−−−→ P ′ sumpÐptoun,
diaforetik� apl¸c antikajistoÔme ta P, P ′ me èna omotopikì pushout N , kai tic apeikonÐseic me tic
sunjèseic Q −−−−−→ P −−−−−→ N kai Q −−−−−→ P ′ −−−−−→ N pou prokÔptoun apì to omotopikì
pushout tetr�gwno

Q P

P ′ N

Sunep¸c, mporoÔme na isquristoÔme ìti èqoume duo diagr�mmata

Q Q

X ⊕ Y P X ⊕ Y P

a a

f g

kai oi sunjèseic touc me ta stoiqeÐa (X ⊕ Y, il, 1), ìpou l = 1, 2, dhlad  me ta diagr�mmata

X ⊕ Y X ⊕ Y

X X ⊕ Y Y X ⊕ Y

1 1

i1 i2

, dhlad  ta parak�tw diagr�mmata
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Q Q

X ⊕ Y P X ⊕ Y P

X X ⊕ Y P Y X ⊕ Y P

a a

f

1 1 1

g

1

il f il g

ep�goun ton Ðdio morfismì sthn D/C, dhlad 

Funiv(a)−1Funiv(fi1) = Funiv(a)−1Funiv(gi1) kai Funiv(a)−1Funiv(fi2) = Funiv(a)−1Funiv(gi2)

Pollaplasi�zontac ex arister¸n me ton isomorfismì Funiv(a), prokÔptei ìti

Funiv(fi1) = Funiv(gi1) kai Funiv(fi2) = Funiv(gi2)

T¸ra apì to L mma 2.1.25, èpetai ìti o morfismìc (f − g) ◦ i1 paragontopoieÐtai mèsw enìc antikei-
mènou C ∈ C, kai o morfismìc (f − g) ◦ i2 paragontopoieÐtai mèsw enìc antikeimènou C ′ ∈ C. Autì
shmaÐnei ìti o morfismìc f − g paragontopoieÐtai mèsw enìc antikeimènou C ⊕ C ′ ∈ C. Sunep¸c,
p�li apì to L mma 2.1.25 sumperaÐnoume ìti Funiv(f) = Funiv(g). Pollaplasi�zontac ex arister¸n
me ton isomorfismì Funiv(a)−1 lamb�noume thn

Funiv(a)−1Funiv(f) = Funiv(a)−1Funiv(g)

, gegonìc pou apodeiknÔei thn monadikìthta.

L mma 2.1.30. H kathgorÐa D/C eÐnai prosjetik  kai o sunartht c Funiv : D −−−−−→ D/C eÐnai
ènac prosjetikìc sunartht c.

Apìdeixh. H kathgorÐa D/C eÐnai estigmènh apì to L mma 2.1.28 to 0 eÐnai èna mhdenikì antikeÐmeno.
Apì to L mma 2.1.29 h D/C èqei peperasmèna ginìmena−sugkinìmena, kai epiplèon o sunartht c
Funiv : D −−−−−→ D/C diathreÐ ta ginìmena−sugkinìmena. DiathreÐ epÐshc to 0. Epeid  h kathgorÐa
D/C èqei peperasmèna ginìmena−sugkinìmena kai èna mhdenikì antikeÐmeno to 0 up�rqei mia kal�
orismènh prosjetik  dom  sthn D/C, h opoÐa orÐzetai wc

f + g := Funiv(5Y ) ◦ (f ⊕ g) ◦ Funiv(4X)

gia k�je f, g ∈ HomD/C(X,Y ), ìpou 4X : X −−−−−→ X ⊕ X eÐnai h diag¸nia apeikìnish kai
5Y : Y ⊕ Y −−−−−→ Y eÐnai h sun−diag¸nia apeikìnish sthn D antÐstoiqa, ètsi ¸ste oi kl�seic
HomD/C(X,Y ) na eÐnai metajetik� monoeid , kai h sÔnjesh morfism¸n na eÐnai di−prosjetik .
Sunep¸c gia na deÐxoume ìti oi kl�seic HomD/C(X,Y ) epidèqontai thn dom  miac abelian c o-
m�dac, apomènei na deÐxoume ìti k�je morfismìc f : X −−−−−→ Y sthn D/C èqei prosjetikì
antÐstrofo. 'Estw f : X −−−−−→ Y ènac morfismìc sthn D/C, tìte autìc mporeÐ na ekfrasteÐ wc
Funiv(a)−1Funiv(f). All� tìte

Funiv(a)−1Funiv(f) + Funiv(a)−1Funiv(−f) = Funiv(a)−1Funiv(f + (−f))

= Funiv(a)−1Funiv(0)

= 0

Sunep¸c, h kathgorÐa D/C eÐnai prosjetik . Tèloc, epeid  oi kathgorÐec D kai D/C eÐnai prosje-
tikèc kai o sunartht c Funiv : D −−−−−→ D/C diathreÐ ta ginìmena−sugkinìmena, èpetai ìti eÐnai
prosjetikìc. Pr�gmati, èstw ìti dÐnontai duo morfismoÐ f : X −−−−−→ Y kai g : X −−−−−→ Y sthn
D. Tìte
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Funiv(f + g) = Funiv(5Y ◦ (f ⊕ g) ◦ 4X)

= Funiv(5Y ) ◦ Funiv(f ⊕ g) ◦ Funiv(4X)

= Funiv(5Y ) ◦ (Funiv(f)⊕ Funiv(g)) ◦ Funiv(4X)

= Funiv(f) + Funiv(g)

L mma 2.1.31. E�n ènac morfismìc sthn D/C me antiprìswpo

P X

X

f

a

sumpÐptei me thn kl�sh isodunamÐac tou tautotikoÔ morfismoÔ 1 : X −−−−−→ X sthn D/C, tìte o
f ∈MorC.

Apìdeixh. Ex upojèsewc, apì thn isodunamÐa twn morfism¸n up�rqoun èna stoiqeÐo (W,β, g) sthn
α(X,X) kai morfismoÐ

W X

W P

u′

u

oi opoÐoi kajistoÔn to parak�tw di�gramma

P X

W

X X

α

f

β

u

u′

g

1

1

metajetikì. Apì to prohgoÔmeno di�gramma prokÔptoun ta parak�tw metajetik� diagr�mmata

W P W P

X X X X

u

u′ a

u

u′ f

1 1

Apì to pr¸to tetr�gwno ( L mma 2.1.12 ) èpetai ìti oi morfismoÐ u, u′ ∈MorC, en¸ apì to deÔtero
tetr�gwno èpetai ìti o morfismìc u′ = fu ∈ MorC. Sunep¸c, apì to L mma 1.5.6 sumperaÐnoume
ìti o morfismìc f an kei epÐshc sthn MorC.

L mma 2.1.32. 'Enac morfismìc sthn D/C me antiprìswpo

P Y

X

g

a
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eÐnai antistèyimoc e�n kai mìno e�n up�rqoun morfismoÐ f kai h sthn D ètsi ¸ste oi morfismoÐ gf
kai hg na an koun kai oi duo sthn MorC.

Apìdeixh. Upojètoume ìti o morfismìc Funiv(g)Funiv(a)−1 eÐnai antistèyimoc sthn D/C. Tìte o
Funiv(g) eÐnai epÐshc antistèyimoc sthn D/C. Jèloume na deÐxoume ìti up�rqoun morfismoÐ f kai h
sthn D ètsi ¸ste oi morfismoÐ gf kai hg na an koun kai oi duo sthn MorC. Epeid  oi isqurismoÐ
eÐnai duðkoÐ, arkeÐ na deÐxoume thn perÐptwsh gia ton f .

'Estw ènac morfismìc sthn D/C me antiprìswpo

Q P

Y

f

b

o opoÐoc eÐnai dexiìc antÐstrofoc sthn D/C tou morfismoÔ Funiv(g) : P −−−−−→ Y . Tìte h sÔnjesh
twn diagramm�twn

Q P Y

Q P

Y

1

f

1

g

b

f

an kei sthn kl�sh isodunamÐac thc tautotik c apeikìnishc 1 : Y −−−−−→ Y sthn D/C. Sunep¸c,
apì to L mma 2.1.31 èpetai ìti o morfismìc gf an kei sthn MorC.

Antistrìfwc, èstw ìti oi morfismoÐ f kai h eÐnai tètoioi ¸ste oi morfismoÐ gf kai hg na an koun
kai oi duo sthn MorC. Tìte oi morfismoÐ Funiv(hg) kai Funiv(gf),   isodÔnama oi morfismoÐ
Funiv(h)Funiv(g) kai Funiv(g)Funiv(f) eÐnai kai oi dÔo antistrèyimoi sthn D/C. Autì shmaÐnei ìti
o morfismìc Funiv(g) epidèqetai aristerì kai dexiì antÐstrofo sthn D/C, �ra eÐnai antistrèyimoc
sthn D/C. Sunep¸c, o morfismìc Funiv(g)Funiv(a)−1 eÐnai antistèyimoc sthn D/C.

L mma 2.1.33. 'Estw g : X −−−−−→ 0 o mhdenikìc morfismìc sthn D. Tìte o morfismìc
Funiv(g) eÐnai ènac isomorfismìc sthn D/C e�n kai mìno e�n up�rqei èna antikeÐmeno Y ∈ D ètsi
¸ste X ⊕ Y ∈ C.

Apìdeixh. 'Estw g : X −−−−−→ 0 o mhdenikìc morfismìc sthn D. Upojètoume ìti o morfismìc
Funiv(g) na eÐnai ènac isomorfismìc. Apì to L mma 2.1.32, up�rqei ènac morfismìc h : 0 −−−−−→ ΣY
ètsi ¸ste h sÔnjesh

X 0 ΣY
g h

na an kei sthn MorC. All� tìte èqoume èna trÐgwno

X ΣY Σ(X ⊕ Y ) ΣX0

sthn D. Epeid  o 0 : X −−−−−→ ΣY an kei sthn MorC, èpetai ìti to Σ(X ⊕ Y ) ∈ C. Epeid  h
kathgorÐa C eÐnai trigwnismènh, èpetai ìti to X ⊕ Y ∈ C.

Antistrìfwc, upojètoume ìti up�rqei èna antikeÐmeno Y ∈ D ètsi ¸ste X ⊕ Y ∈ C. 'Estw
h : 0 −−−−−→ ΣY kai f : 0 −−−−−→ X oi mhdenikoÐ morfismoÐ. Tìte o gf : 0 −−−−−→ 0 eÐnai
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isomorfismìc, en¸ o hg : X −−−−−→ ΣY eÐnai o mhdenikìc morfismìc. All� tìte èqoume èna
trÐgwno

X ΣY Σ(X ⊕ Y ) ΣX0

sthn D. Epeid  to Σ(X ⊕ Y ) ∈ C, èpetai ìti o morfismìc hg an kei sthn MorC. Sunep¸c, oi
morfismoÐ gf kai hg an koun sthn MorC. Epomènwc, apì to L mma 2.1.32 èpetai ìti o g eÐnai
antistrèyimoc sthn D/C.

To antikeÐmeno Y ∈ D tou L mmatoc 2.1.33 mporeÐ na epilegeÐ ètsi ¸ste na isoÔtai me to ΣX,
sÔmfwna me to epìmeno

L mma 2.1.34. 'Estw S mia trigwnismènh upokathgorÐa miac trigwnismènhc kathgorÐac T. Upo-

jètoume ìti h T eÐnai to puknì perÐblhma thc S, dhlad  T = Ŝ. Tìte gia k�je antikeÐmeno X ∈ T,
to antikeÐmeno X ⊕ ΣX an kei epÐshc sthn S.

Apìdeixh. Epeid  to X ∈ T kai h T eÐnai to puknì perÐblhma thc S, up�rqei èna antikeÐmeno Y sthn
T, ètsi ¸ste X ⊕ Y ∈ S. Epeid  h S mia trigwnismènh upokathgorÐa, to antikeÐmeno Σ(X ⊕ Y ) =
ΣX ⊕ ΣY an kei sthn S. Up�rqoun trÐa ( diakekrimèna ) trÐgwna sthn T

Y 0 ΣY ΣY

X X 0 ΣX

0 ΣX ΣX 0

1

1

1

Apì thn Prìtash 1.2.1.1, to eujÔ touc �jroisma

X ⊕ Y X ⊕ ΣX ΣX ⊕ ΣY ΣX ⊕ ΣY

eÐnai èna trÐgwno sthn T. Ta antikeÐmena X ⊕ Y kai ΣX ⊕ΣY an koun sthn S. Sunep¸c, epeid  h
S eÐnai trigwnismènh, to antikeÐmeno X ⊕ ΣX an kei epÐshc sthn S.

Prìtash 2.1.35. 'Estw g : Y −−−−−→ Y ′ ènac morfismìc sthn D. Tìte o morfismìc Funiv(g)
eÐnai ènac isomorfismìc sthn D/C e�n kai mìno e�n sto trÐgwno

Y Y ′ Z ΣY
g

pou sumplhr¸nei ton morfismì g sthn D, to antikeÐmeno Z ∈ D eÐnai ènac eujÔc prosjetèoc enìc
antikeimènou thc C, dhlad  up�rqei èna antikeÐmeno Z ′ ∈ D ètsi ¸ste Z ⊕ Z ′ ∈ C.

Apìdeixh. 'Estw ìti o morfismìc Funiv(g) eÐnai antistrèyimoc. Tìte apì to L mma 2.1.32 up�rqei
apeikìnish h : Y ′ −−−−−→ Y ′′ ètsi ¸ste h hg na an kei sthn MorC. JewroÔme thn apeikìnish twn
trig¸nwn

Y Y ′ Z ΣX

Y ′′ Y ′′ ⊕ Z Z ΣY ′′

hg

g

h
a


a

1 Σ(hg)1

0

 [
0 1

]
0

sthn D. To k�tw trÐgwno eÐnai sumptÔximo, autì shmaÐnei ìti h tautotik  apeikìnish sto trÐgwno
autì einai omotopik  me thn mhdenik  apeikìnish. Pr�gmati, jètoume
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u =

[
1
0

]
v =

[
0 1

]
w = 0

Tìte, up�rqoun treÐc apeikonÐseic

Θ =
[
1 0

]
Φ =

[
0
1

]
Ψ = 0

tètoiec ¸ste

Y ′′ Y ′′ ⊕ Z Z ΣY ′′

Y ′′ Y ′′ ⊕ Z Z ΣY ′′

u v

Θ

w

Φ Ψ

u v w

oi opoÐec ikanopoioÔn tic sqèseic

1Y ′′ = Θu+ Σ−1{wΨ} 1Y ′′⊕Z = Φv + uΘ 1Z = Ψw + vΦ

Apì thn Prìtash 1.3.12.2, k�je morfismìc apì èna trÐgwno se èna sumptÐximo trÐgwno eÐnai kalìc.
Sunep¸c, h parap�nw apeikìnish eÐnai ènac kalìc morfismìc trig¸nwn. Apì to axÐwma [TR2],
ep�getai h apeikìnish

Σ−1Z Y Y ′ Z

Σ−1Z Y ′′ Y ′′ ⊕ Z Z

1

g

hg

a

h
a

 1

0

1

0

 [
0 1

]

, h opoÐa eÐnai epÐshc ènac kalìc morfismìc trig¸nwn. Akrib¸c, ìpwc sthn apìdeixh tou L mmatoc
1.4.3, mporoÔme na sumper�noume ìti to tetr�gwno

Y Y ′

Y ′′ Y ′′ ⊕ Z

g

hg

h
a

1

0



eÐnai omotopik� kartesianì. All� h hg an kei sthn MorC. Sunep¸c, apì to L mma 1.5.8.1 èpetai
ìti h apeikìnish

Y ′ Y ′′ ⊕ Z

h
a



an kei epÐshc sthn MorC, dhlad  eÐnai ènac isomorfismìc sthn D/C. Epeid  h g : Y −−−−−→ Y ′

eÐnai ènac isomorfismìc sthn D/C, èpetai ìti h sÔnjesh

Y Y ′ Y ′′ ⊕ Zg

h
a



eÐnai epÐshc ènac isomorfismìc sthn D/C, kai epeid  isqÔei ag = 0, èpetai ìti h apeikìnish

85



Y Y ′′ ⊕ Z

hg
0



eÐnai ènac isomorfismìc sthn kathgorÐa D/C. Sunep¸c, h sÔnjesh

Y Y ′′ Y ′′ ⊕ Zhg

1

0



eÐnai ènac isomorfismìc sthn kathgorÐa D/C, kai epeid  h hg eÐnai ènac isomorfismìc sthn D/C,
èpetai ìti h apeikìnish

Y ′′ Y ′′ ⊕ Z

1

0



eÐnai epÐshc ènac isomorfismìc sthn kathgorÐa D/C. H sÔnjesh

Y ′′ Y ′′ ⊕ Z Y ′′

1

0

 [
1 0

]

eÐnai h tautotik  apeikìnish sto Y ′′ sthnD/C, kai epeid  h pr¸th apeikìnish eÐnai ènac isomorfismìc,
èpetai ìti h deÔterh apeikìnish eÐnai anagkastik� h amfÐpleurh antÐstrofìc thc. Sunep¸c, h sÔnjesh

Y ′′ ⊕ Z Y ′′ Y ′′ ⊕ Z

[
1 0

] 1

0



isoÔtai me thn tautotik  apeikìnish sto Y ′′ ⊕ Z. Sunep¸c, oi apeikonÐseic

Y ′′ ⊕ Z Y ′′ ⊕ Z

1 0

0 1


kai Y ′′ ⊕ Z Y ′′ ⊕ Z

1 0

0 0



sumpÐptoun sthn D/C. 'Epetai, ìti oi apeikonÐseic

Z Z1 kai Z Z0

sumpÐptoun epÐshc sthn D/C. Autì shmaÐnei ìti oi apeikonÐseic

Z 01 kai 0 Z0

eÐnai h mia antÐstrofoc thc �llhc. Eidikìtera, h apeikìnish g : Z −−−−−→ 0 eÐnai isomorfismìc sthn
D/C. Sunep¸c, apì to L mma 2.1.33 sumperaÐnoume ìti up�rqei èna antikeÐmeno Z ′ ∈ D ètsi ¸ste
Z ⊕ Z ′ ∈ C.

Antistrìfwc, upojètoume ìti up�rqei èna antikeÐmeno Z ′ ∈ D ètsi ¸ste Z ⊕Z ′ ∈ C. 'Estw èna
trÐgwno

Y Y ′ Z ΣY
g

pou sumplhr¸nei ton g sthn D. JewroÔme to trÐgwno

0 Z ′ Z ′ 01

Apì thn Prìtash 1.2.1.1, to eujÔ twn trig¸nwn eÐnai to trÐgwno
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Y Y ′ ⊕ Z ′ Z ⊕ Z ′ ΣX

g
0



Epeid  to Z ⊕ Z ′ an kei sthn C, èpetai ìti h apeikìnish[
g
0

]
: Y −−−−−−−−→ Y ′ ⊕ Z ′

an kei sthn MorC. 'Omwc h apeikìnish aut  paragontopoieÐtai wc

Y Y ′ Y ′ ⊕ Z ′g h

, ìpou h eÐnai h kanonik  emfÔteush sto sugkinìmeno. Epomènwc, up�rqei mia apeikìnish h ètsi
¸ste h apeikìnish hg na an kei sthn MorC. OmoÐwc jewr¸ntac to trÐgwno

Σ−1Z ′ 0 Z ′ Z ′1

, apodeiknÔetai ìti up�rqei mia apeikìnish f ètsi ¸ste h apeikìnish gf na an kei sthn MorC.
Sunep¸c, apì to L mma 2.1.32 èpetai ìti o morfismìc Funiv(g) eÐnai antistrèyimoc.

L mma 2.1.36.1. 'Estw èna metajetikì di�gramma

X Y Z ΣX

X Y ′ Z ′ ΣX

f

1 g 1

gf

sthn kathgorÐa D sto opoÐo oi grammèc eÐnai trÐgwna. Upojètoume ìti o morfismìc Funiv(g) eÐnai
ènac isomorfismìc. Tìte up�rqei ènac morfismìc h o opoÐoc kajist� to parak�tw di�gramma

X Y Z ΣX

X Y ′ Z ′ ΣX

f

1 g h 1

gf

ènan morfismì trig¸nwn, ètsi ¸ste o morfismìc Funiv(h) na eÐnai ènac isomorfismìc.

Apìdeixh. 'Estw èna trÐgwno

Y Y ′ Y ′′ ΣY
g

pou sumplhr¸nei ton morfismì g sthn D. Apì to axÐwma tou Verdier ( Prìtash 1.4.5 ), ep�getai
to parak�tw metajetikì di�gramma trig¸nwn
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X Y Z ΣX

X Y ′ Z ′ ΣX

0 Y ′′ Y ′′ 0

ΣX ΣY ΣZ Σ2X

f

1 g h 1

gf

1

Σf

Epeid  o morfismìc Funiv(g) eÐnai isomorfismìc, apì thn Prìtash 2.1.35 èpetai ìti to antikeÐmeno
Y ′′ eÐnai ènac eujÔc prosjetèoc enìc antikeimènou thc C. P�li apì thn Prìtash 2.1.35 gia to
trÐgwno

Z Z ′ Y ′′ ΣZh

èpetai ìti o morfismìc Funiv(h) eÐnai ènac isomorfismìc.

L mma 2.1.36.2. 'Estw èna metajetikì di�gramma

X Y Z ΣX

X Y ′ Z ′ ΣX

f

1 h 1

gf

sthn kathgorÐa D sto opoÐo oi grammèc eÐnai trÐgwna. Upojètoume ìti o morfismìc Funiv(h) eÐnai
ènac isomorfismìc. Tìte up�rqei ènac morfismìc g o opoÐoc kajist� to parak�tw di�gramma

X Y Z ΣX

X Y ′ Z ′ ΣX

f

1 g h 1

gf

ènan morfismì trig¸nwn, ètsi ¸ste o morfismìc Funiv(g) na eÐnai ènac isomorfismìc.

Apìdeixh. Duðk  thc apìdeixhc tou L mmatoc 2.1.36.1.

L mma 2.1.37. 'Estw ìti dÐnontai dÔo trÐgwna

X Y Z ΣX

X ′ Y ′ Z ′ ΣX ′

u v w

u′ v′ w′

sthn D kai èna metajetikì di�gramma

X Y Z ΣX

X ′ Y ′ Z ′ ΣX ′

u

α β

v w

Σα

u′ v′ w′
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sthn D/C ètsi ¸ste oi morfismoÐ α : X −−−−−→ X ′, β : Y −−−−−→ Y ′ sthn D/C na eÐnai
isomorfismoÐ. Tìte up�rqei ènac isomorfismìc γ : Z −−−−−→ Z ′ sthn D/C, o opoÐoc kajist� to
di�gramma

X Y Z ΣX

X ′ Y ′ Z ′ ΣX ′

u

α β

v w

γ Σα

u′ v′ w′

metajetikì sthn D/C.

Apìdeixh. Isqurizìmaste ìti arkeÐ na apodeÐxoume to apotèlesma gia thn perÐptwsh Y = Y ′ kai
β = 1. 'Estw β = (Y ′′, f, a) gia k�poiouc morfismoÔc f : Y ′′ −−−−−→ Y kai a : Y ′′ −−−−−→ Y ′

ètsi ¸ste f ∈ MorC. Sumplhr¸noume tic sunjèseic v′a, vf se trÐgwna sthn D, kai jewroÔme ta
diagr�mmata

X ′′ Y ′′ Z ′ ΣX ′′

X ′ Y ′ Z ′ ΣX ′

X̄ ′′ Y ′′ Z ΣX̄ ′′

X Y Z ΣX

v′a

a 1

v′

vf

f 1

v

O Funiv(a) eÐnai ènac isomorfismìc epeid  o β = (Y ′′, f, a) eÐnai ènac isomorfismìc ex upojèsewc,
en¸ o Funiv(f) eÐnai ènac isomorfismìc, epeid  o f ∈ MorC. Sunep¸c, apì to L mma 2.1.36.2
sumperaÐnoume ìti up�rqoun morfismoÐ m : X ′′ −−−−−→ X ′ kai n : X̄ ′′ −−−−−→ X ′ sthn D oi opoÐoi
kajistoÔn ta prohgoÔmena diagr�mmata metajetik� ( dhlad  morfismoÔc trig¸nwn ), ètsi ¸ste oi
morfismoÐ Funiv(m) kai Funiv(n) na eÐnai isomorfismoÐ. O morfismìc τ := Funiv(m)−1αFuniv(n) :
X̄ ′′ −−−−−→ X ′′ eÐnai ènac isomorfismìc sthn D/C, wc sÔnjesh isomorfism¸n. To di�gramma

X̄′′ Y ′′ Z ΣX̄′′

X′′ Y ′′ Z′ ΣX′′

X Y Z ΣX

X′ Y ′ Z′ ΣX′

n

τ

f

vf

1

1 Σn

Στ

m a

v′a

1 Σm
u

α β

v w

Σα
u′ v′ w′

, ìpou tautÐzoume ìlouc touc morfismoÔc sthnD me tic eikìnec touc sthnD/C, gia na aplopoi soume
ton sumbolismì, eÐnai ènac isomorfismìc sthn D/C tou k�tw diagr�mmatoc me to ep�nw di�gramma,
epeid  ìloi oi k�jetoi morfismoÐ eÐnai isomorfismoÐ sthn D/C. Sunep¸c, up�rqei ènac isomorfismìc
Z −−−−−→ Z ′ sthn D/C, o opoÐoc kajist� to k�tw di�gramma metajetikì sthn D/C e�n kai mìno
e�n up�rqei ènac isomorfismìc Z −−−−−→ Z ′ sthn D/C, o opoÐoc kajist� to ep�nw di�gramma
metajetikì sthn D/C. Epomènwc, ìpwc isqurist kame, mporoÔme na anaqjoÔme sthn perÐptwsh
ìpou Y = Y ′ kai β = 1.

'Estw α = (X ′′, g, b) gia k�poiouc morfismoÔc g : X ′′ −−−−−→ X kai b : X ′′ −−−−−→ X ′ ètsi
¸ste g ∈ MorC. Tìte h isìthta βFuniv(u) = Funiv(u

′)α sthn D/C isodunameÐ me thn isìthta
Funiv(ug) = Funiv(u

′b) sthn D/C. Sunep¸c, apì to L mma 2.1.25 up�rqei mia apeikìnish t :
W −−−−−→ X ′′ h opoÐa an kei sthn MorC ètsi ¸ste na isqÔei ugt = u′bt. Sumplhr¸noume ton
morfismì ugt : W −−−−−→ Y s' èna trÐgwno sthn D kai jewroÔme ta diagr�mmata
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W Y Z ′′ ΣW

X Y Z ΣX

W Y Z ′′ ΣW

X ′ Y Z ′ ΣX ′

ugt

gt 1 Σ(gt)

u v w

ugt

bt 1 Σ(bt)

u′ v′ w′

O Funiv(b) eÐnai ènac isomorfismìc epeid  o α = (X ′′, g, b) eÐnai ènac isomorfismìc ex upojèsewc,
en¸ oi Funiv(g) kai Funiv(t) eÐnai isomorfismoÐ, epeid  oi g kai t an koun sthn MorC. Epomènwc,
oi Funiv(gt) kai Funiv(bt) eÐnai isomorfismoÐ. Sunep¸c, apì to L mma 2.1.36.2 sumperaÐnoume ìti
up�rqoun morfismoÐ h : Z ′′ −−−−−→ Z kai c : Z ′′ −−−−−→ Z ′ sthn D oi opoÐoi kajistoÔn ta proh-
goÔmena diagr�mmata metajetik� ( dhlad  morfismoÔc trig¸nwn ), ètsi ¸ste oi morfismoÐ Funiv(h)
kai Funiv(c) na eÐnai isomorfismoÐ. Tìte to parak�tw metajetikì di�gramma

W Y Z′′ ΣW

W Y Z′′ ΣW

X Y Z ΣX

X′ Y Z′ ΣX′

gt

ugt

1

1

1

h

1

Σ(gt)

1

bt

ugt

1 c Σ(bt)u

α 1

v w

γ Σα
u′ v′ w′

, ìpou tautÐzoume ìlouc touc morfismoÔc sthnD me tic eikìnec touc sthnD/C, gia na aplopoi soume
ton sumbolismì, ìpwc prohgoumènwc, eÐnai ènac isomorfismìc sthn D/C, epeid  ìloi oi k�jetoi
morfismoÐ eÐnai isomorfismoÐ sthn D/C. Sunep¸c, o γ := Funiv(c)Funiv(h)−1 : Z −−−−−→ Z ′ eÐnai
o morfismìc pou y�qnoume.

Parat rhsh 2.1.38. Apì to L mma 2.1.30 h kathgorÐa D/C eÐnai prosjetik  kai o sunartht c
Funiv : D −−−−−→ D/C eÐnai prosjetikìc. 'Estw F : D −−−−−→ T ènac prosjetikìc sunartht c ètsi
¸ste C ⊂ ker(F),   isodÔnama apeikonÐzei touc morfismoÔc sthn MorC se isomorfismoÔc sthn T.
Tìte o monadikìc sunartht c G : D/C −−−−−→ T thc Prìtashc 2.1.23 eÐnai prosjetikìc. Pr�gmati,
apì thn Prìtash 2.1.23, G(f) = F(β)F(α)−1, gia k�je f := [(Z,α, β)]∼ ∈ HomD/C(X,Y ), kai
G ◦Funiv(g) = F(g), gia k�je g ∈ HomD(X,Y ). 'Estw ìti dÐnontai duo morfismoÐ f : X −−−−−→ Y
kai g : X −−−−−→ Y sthn D/C, dhlad  dÐnontai duo kl�seic isodunamÐac twn diagramm�twn

Z Y Z ′ Y

X X

α

β

α′

β′

Sto L mma 2.1.30, to �jroisma touc orÐsthke wc f + g := Funiv(5Y ) ◦ (f ⊕ g) ◦ Funiv(4X). Tìte
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G(f + g) = G(Funiv(5Y ) ◦ (f ⊕ g) ◦ Funiv(4X))

= G(Funiv(5Y )) ◦ G(f ⊕ g) ◦ G(Funiv(4X))

= F(5Y ) ◦ G(f ⊕ g) ◦ F(4X)

= F(5Y ) ◦ (F(β ⊕ β′) ◦ F−1(α⊕ α′)) ◦ F(4X)

= F(5Y ) ◦ (F(β)⊕ F(β′)) ◦ (F−1(α)⊕ F−1(α′)) ◦ F(4X)

= 5F(Y ) ◦ (F(β)⊕ F(β′)) ◦ (F−1(α)⊕ F−1(α′)) ◦ 4F(X)

= (5F(Y ) ◦ (F(β)⊕ F(β′))) ◦ ((F−1(α)⊕ F−1(α′)) ◦ 4F(X))

= F(β) ◦ F−1(α) + F(β′) ◦ F−1(α′)

= G(f) + G(g)

Sunep¸c, h Prìtash 2.1.23 mporeÐ na diatupwjeÐ se epÐpedo prosjetik¸n kathgori¸n kai prosje-
tik¸n sunartht¸n.

O sunartht c Σ : D −−−−−→ D eÐnai ènac prosjetikìc sunartht c. Sunep¸c, o sunartht c
Funiv ◦ Σ : D −−−−−→ D/C eÐnai prosjetikìc. Epeid  C ⊂ ker(Funiv ◦ Σ), apì thn Prìtash
2.1.23 up�rqei ènac monadikìc prosjetikìc sunartht c Σ : D/C −−−−−→ D/C o opoÐoc kajist� to
parak�tw di�gramma

D D

D/C D/C

Σ

Funiv Funiv

Σ

metajetikì sthn D/C. Akribèstera, o sunartht c Σ : D/C −−−−−→ D/C orÐzetai sta antikeÐmena
na lamb�nei tic timèc tou Σ, dhlad  ΣX = ΣX, gia k�je X ∈ Ob(D/C), kai stouc morfismoÔc wc
Σ([(Z, f, g)]∼) := [(ΣZ,Σf,Σg)]∼, gia k�je morfismì [(Z, f, g)]∼ ∈ HomD/C(X,Y ), kai eÐnai kal�
orismènoc stouc morfismoÔc, e�n ènac morfismìc f ∈ MorC, tìte o Σf ∈ MorC. OmoÐwc, orÐzetai

o prosjetikìc sunartht c Σ
−1

: D/C −−−−−→ D/C, o opoÐoc profan¸c eÐnai o antÐstrofoc tou Σ.
Sunep¸c, o Σ eÐnai ènac prosjetikìc automorfismìc thc prosjetik c kathgorÐac D/C. Tèloc, ja
tautÐzoume kataqrhstik� touc sunarthtèc Σ kai Σ, ìpwc k�name siwphr� sto L mma 2.1.37.

Prìtash 2.1.39. H prosjetik  kathgorÐa D/C eÐnai mia trigwnismènh kathgorÐa. Epiplèon, o
prosjetikìc sunartht c Funiv : D −−−−−→ D/C eÐnai ènac trigwnismènoc sunartht c.

Apìdeixh. UiojetoÔme proswrin� ton sumbolismì F gia ton Funiv. O Σ ≡ Σ eÐnai ènac prosjetikìc
automorfismìc thc prosjetik c kathgorÐac D/C, kai apì ton orismì tou, isqÔei ΣF(X) = F(ΣX).
Sunep¸c, orÐzoume h kl�sh twn isomorfism¸n φX : F(ΣX) −−−−−→ ΣF(X), na eÐnai oi tautotikèc
apeikonÐseic sto ΣX. OrÐzoume wc kl�sh diakekrimènwn trig¸nwn ( wc proc ton sunartht  Σ )
sthn D/C thn kl�sh ìlwn twn upoyhfÐwn trig¸nwn sthn D/C ta opoÐa eÐnai isìmorfa wc upoy fia
trÐgwna me ta upoy fia trÐgwna

F(X) F(Y ) F(Z) ΣF(X)
F(u) F(v) F(w)

ìpou to

X Y Z ΣXu v w

eÐnai èna diakekrimèno trÐgwno sthn D, kai F(w) = φX ◦F(w) epeid  o φX : F(ΣX) −−−−−→ ΣF(X)
eÐnai h tautotik  apeikìnish. Ta axi¸mata [TR0] kai [TR2] eÐnai profan  gia thn D/C. Gia to
axÐwma [TR1] , k�je morfismìc sthn D/C eÐnai thc morf c F(u)F(f)−1 gia k�poiouc morfismoÔc
f : P −−−−−→ X kai u : P −−−−−→ Y , ètsi ¸ste f ∈MorC. Apì to axÐwma [TR1] sumplhr¸nw ton
morfismì u s' èna trÐgwno

P Y Z ΣPu v w
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sthn D. JewroÔme to upoy fio trÐgwno sthn D/C

F(X) F(Y ) F(Z) ΣF(X)
F(u)F(f)−1 F(v) F(Σf)F(w)

Autì eÐnai èna diakekrimèno trÐgwno sthn D/C giatÐ eÐnai isìmorfo me to upoy fio trÐgwno

F(P ) F(Y ) F(Z) ΣF(X)
F(u) F(v) F(w)

mèsw tou isomorfismoÔ

F(P ) F(Y ) F(Z) ΣF(X)

F(X) F(Y ) F(Z) ΣF(X)

F(u)

F(f)

F(v)

1

F(w)

1 ΣF(f)

F(u)F(f)−1 F(v) F(Σf)F(w)

DeÐxame loipìn ìti o morfismìc F(u)F(f)−1 : X −−−−−→ Y mporeÐ na sumplhrwjeÐ s' èna trÐgwno

F(X) F(Y ) F(Z) ΣF(X)
F(u)F(f)−1 F(v) F(Σf)F(w)

sthn D/C. Mènei mìno na apodeÐxoume ta axi¸mata [TR3] kai [TR4’] ( ⇐⇒ [TR4] ). Epeid  to
[TR4’] eÐnai isqurìtero ja apodeÐxoume mìno autì. Jèloume na apodeÐxoume ìti gia k�je metajetikì
di�gramma

X Y Z ΣX

X ′ Y ′ Z ′ ΣX ′

sthn D/C, sto opoÐo oi grammèc oi grammèc eÐnai trÐgwna, up�rqei mia apeikìnish Z −−−−−→ Z ′ h
opoÐa kajist� to di�gramma ènan kalì morfismì trig¸nwn, autì shmaÐnei ìti h apeikìnish k¸noc
eÐnai èna trÐgwno. Apì to L mma 2.1.27 gia to aristerì metajetikì tetr�gwno tou prohgoÔmenou
metajetikoÔ diagr�mmatoc, up�rqoun èna metajetikì tetr�gwno sthn D

X Y

X
′

Y
′

kai morfismoÐ X −−−−−→ X,X
′ −−−−−→ X ′, Y

′ −−−−−→ Y ′ kai Y −−−−−→ Y sthnMorC, ètsi ¸ste
na ufÐstatai to parak�tw metajetikì di�gramma

X Y

X
′

Y
′

X Y Z ΣX

X′ Y ′ Z′ ΣX′
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.

Apì to axÐwma [TR4’] h ep�nw pleur� mporeÐ na sumplhrwjeÐ s' ènan kalì morfismì trig¸nwn sthn
D, kai sunep¸c s' ènan kalì morfismì trig¸nwn sthn D/C. Epomènwc lamb�noume to parak�tw
metajetikì di�gramma

X Y Z ΣX

X
′

Y
′

Z
′

ΣX
′

X Y Z ΣX

X′ Y ′ Z′ ΣX′

Apì to L mma 2.1.37, up�rqoun isomorfismoÐ Z −−−−−→ Z kai Z
′ −−−−−→ Z ′ sthn D/C, oi opoÐoi

kajistoÔn thn pÐsw kai thn mprostin  pleur� antÐstoiqa tou prohgoÔmenou metajetikoÔ diagr�m-
matoc metajetik� diagr�mmata sthn D/C. Sunep¸c, ufÐstatai to parak�tw metajetikì di�gramma

X Y Z ΣX

X
′

Y
′

Z
′

ΣX
′

X Y Z ΣX

X′ Y ′ Z′ ΣX′

Epeid  oi kaloÐ morfismoÐ paramènoun kaloÐ suntijèmenoi me isomorfismoÔc, sumperaÐnoume ìti h

sÔnjesh τ : Z −−−−−→ Z −−−−−→ Z
′ −−−−−→ Z ′ sumplhr¸nei to dojèn di�gramma

X Y Z ΣX

X ′ Y ′ Z ′ ΣX ′

τ

s' ènan kalì morfismì trig¸nwn sthn D/C.

Tèloc, o prosjetikìc sunartht c F : D −−−−−→ D/C efodiasmènoc me thn kl�sh twn isomor-
fism¸n φX : F(ΣX) −−−−−→ ΣF(X) kajÐstatai ènac trigwnismènoc sunartht c, apì ton orismì
thc kl�sewc twn diakekrimènwn trig¸nwn thc D/C.

AkoloujeÐ h apìdeixh tou Jewr matoc TopikopoÐhshc tou Verdier ( Je¸rhma 2.1.9 ) :

Apìdeixh. 'Eqoume kataskeu�sei mia trigwnismènh kathgorÐa D/C kai ènan trigwnismèno sunarth-
t  Funiv. Apì to L mma 2.1.33 gnwrÐzoume ìti C ⊂ ker(Funiv). 'Estw F : D −−−−−→ T ènac
opoiosd pote �lloc trigwnismènoc sunartht c kai η : F ◦ Σ −−−−−→ Σ ◦ F o antÐstoiqoc fusikìc
isomorfismìc, ètsi ¸ste C ⊂ ker(F). Tìte o F, o opoÐoc ex orismoÔ eÐnai prosjetikìc, apeiko-
nÐzei touc morfismoÔc sthn MorC se isomorfismoÔc sthn T, sunep¸c apì thn Parat rhsh 2.1.38,
up�rqei ènac monadikìc prosjetikìc sunartht c G : D/C −−−−−→ T o opoÐoc kajist� to parak�tw
di�gramma
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D D/C

T

Funiv

F
G

metajetikì, dhlad  G ◦ Funiv = F. Mènei na deÐxoume ìti o G eÐnai epÐshc ènac trigwnismènoc
sunartht c. Kat' arq�c isqÔei

Σ ◦ G ◦ Funiv = Σ ◦ F kai G ◦ Σ ◦ Funiv = G ◦ Funiv ◦ Σ = F ◦ Σ

, kai epeid  o η : F ◦ Σ −−−−−→ Σ ◦ F eÐnai ènac fusikìc isomorfismìc, dhlad  oi F ◦ Σ kai Σ ◦ F
eÐnai fusik� isìmorfoi, èpetai ìti oi G ◦ Σ ◦ Funiv kai Σ ◦ G ◦ Funiv eÐnai epÐshc fusik� isìmorfoi.
O η : F ◦Σ −−−−−→ Σ ◦F eÐnai ènac fusikìc isomorfismìc. Autì shmaÐnei ìti, gia k�je antikeÐmeno
X ∈ D, o ηX : (F ◦ Σ)(X) −−−−−→ (Σ ◦ F)(X) eÐnai ènac isomorfismìc, kai epiplèon, gia k�je
morfismì f : X −−−−−→ Y sthn D, to parak�tw di�gramma

(F ◦ Σ)(X) (F ◦ Σ)(Y )

(Σ ◦ F)(X) (Σ ◦ F)(Y )

(F◦Σ)(f)

ηX ηY

(Σ◦F)(f)

eÐnai metajetikì. Epeid  Ob(D/C) = Ob(D) kai o Funiv eÐnai tautotikìc sta antikeÐmena, gia k�je
antikeÐmeno X ∈ Ob(D/C), o isomorfismìc ηX : (G ◦ Σ ◦ Funiv)(X) −−−−−→ (Σ ◦ G ◦ Funiv)(X)
ep�gei ènan isomorfismì ηX : (G ◦Σ)(X) −−−−−→ (Σ ◦G)(X). Arqik� ja deÐxoume ìti o epagìmenoc
isomorfismìc η : G ◦Σ −−−−−→ Σ ◦G eÐnai ènac fusikìc isomorfismìc. 'Estw α : X −−−−−→ Y ènac
morfismìc sthn D/C, o opoÐoc anaparÐstatai apì to di�gramma

Z Y

X

g

f

Epeid  o η : F ◦ Σ −−−−−→ Σ ◦ F eÐnai ènac fusikìc metasqhmatismìc, ufÐstantai oi sqèseic

(Σ ◦ F)(f) ◦ ηZ = ηX ◦ (F ◦ Σ)(f) kai (Σ ◦ F)(g) ◦ ηZ = ηY ◦ (F ◦ Σ)(g)

Epeid  isqÔei G ◦ Funiv = F, h pr¸th sqèsh xanagr�fetai wc

(Σ ◦ G)(Funiv(f)) ◦ ηZ = ηX ◦ (G ◦ Σ)(Funiv(f))

,   isodÔnama wc

(Σ ◦ G)(Funiv(f)−1) ◦ ηX = ηZ ◦ (G ◦ Σ)(Funiv(f)−1)

, epeid  o Funiv(f) eÐnai ènac isomorfismìc sthn D/C. Sunep¸c,
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ηY ◦ (G ◦ Σ)(α) = ηY ◦ (G ◦ Σ)(Funiv(g)Funiv(f)−1)

= ηY ◦ (G ◦ Σ)(Funiv(g)) ◦ (G ◦ Σ)(Funiv(f)−1)

= (Σ ◦ G)(Funiv(g)) ◦ ηZ ◦ (G ◦ Σ)(Funiv(f)−1)

= (Σ ◦ G)(Funiv(g)) ◦ (Σ ◦ G)(Funiv(f)−1) ◦ ηX
= (Σ ◦ G)(Funiv(g)Funiv(f)−1) ◦ ηX
= (Σ ◦ G)(α) ◦ ηX

Autì shmaÐnei ìti, to parak�tw di�gramma

(G ◦ Σ)(X) (G ◦ Σ)(Y )

(Σ ◦ G)(X) (Σ ◦ G)(Y )

(G◦Σ)(α)

ηX ηY

(Σ◦G)(α)

eÐnai metajetikì. Sunep¸c, o η : G ◦ Σ −−−−−→ Σ ◦ G eÐnai ènac fusikìc isomorfismìc. Mènei na
deÐxoume ìti o G apeikonÐzei trÐgwna sthn D/C se trÐgwna sthn T. 'Estw

X Y Z ΣXw

èna trÐgwno sthn D/C.Autì shmaÐnei ìti, up�rqei èna trÐgwno

X ′ Y ′ Z ′ ΣX ′w′

sthn D, ètsi ¸ste na ufÐstatai ènac isomorfismìc twn trig¸nwn

Funiv(X
′) Funiv(Y

′) Funiv(Z
′) Funiv(ΣX

′)

X Y Z ΣX

a b

Funiv(w′)

c Σa

w

sthn D/C. Efarmìzontac ton G sto prohgoÔmeno di�gramma kai qrhsimopoi¸ntac ton fusikì iso-
morfismì η : G ◦ Σ −−−−−→ Σ ◦ G, lamb�noume ènan isomorfismì upoy fiwn trig¸nwn

F(X ′) F(Y ′) F(Z ′) ΣF(X ′)

G(X) G(Y ) G(Z) ΣG(X)

G(a) G(b)

ηZ′◦F(w′)

G(c) ΣG(a)

ηZ◦G(w)

Epeid , o F eÐnai ènac trigwnismènoc sunartht c, èpetai ìti h ep�nw pleur� tou diagr�mmatoc eÐnai
èna trÐgwno sthn T. Sunep¸c, apo to axÐwma [TR0] , èpetai ìti h k�tw pleur� tou diagr�mmatoc
eÐnai epÐshc èna trÐgwno sthn T. Epomènwc, o G eÐnai ènac trigwnismènoc sunartht c.

Orismìc 2.1.40.1. 'Estw D, T kai E trigwnismènec kathgorÐec. 'Estw F : D −−−−−→ T,
G : T −−−−−→ E dÔo trigwnismènoi sunarthtèc, kai φ : F ◦Σ −−−−−→ Σ ◦ F, ψ : G ◦Σ −−−−−→ Σ ◦ G
oi antÐstoiqec fusikèc isodunamÐec. O sunartht c GF : D −−−−−→ E kajÐstatai ènac trigwnismènoc
sunartht c, tou opoÐou h fusik  isodunamÐa γ : GF ◦ Σ −−−−−→ Σ ◦ GF orÐzetai sto antikeÐmeno
X ∈ D, apì thn sÔnjesh
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GFΣX GΣFX ΣGFX
GφX ψFX

, dhlad  γX = ψFX ◦ GφX .
Orismìc 2.1.40.2. 'Estw D kai T dÔo trigwnismènec kathgorÐec. 'Estw F,G : D −−−−−→ T dÔo
trigwnismènoi sunarthtèc, kai φ : F◦Σ −−−−−→ Σ◦F, ψ : G◦Σ −−−−−→ Σ◦G oi antÐstoiqec fusikèc
isodunamÐec. 'Enac fusikìc metasqhmatismìc trigwnismènwn sunartht¸n   ènac trigwnismènoc
fusikìc metasqhmatismìc eÐnai ènac fusikìc metasqhmatismìc η : F −−−−−→ G o opoÐoc èqei thn
epiplèon idiìthta, gia k�je antikeÐmeno X ∈ D, to parak�tw di�gramma

FΣX ΣFX

GΣX ΣGX

φX

ηΣX ΣηX

ψX

na kajÐstatai metajetikì. E�n o fusikìc metasqhmatismìc η : F −−−−−→ G eÐnai ènac isomor-
fismìc, tìte kaleÐtai ènac fusikìc isomorfismìc trigwnismènwn sunartht¸n   ènac trigwnismènoc
fusikìc isomorfismìc. Se aut  thn perÐptwsh, oi F kai G kaloÔntai fusik� isìmorfoi trigwnismènoi
sunarthtèc, kai sumbolÐzontai wc F ' G.

Orismìc 2.1.40.3.1. 'Estw D kai T dÔo trigwnismènec kathgorÐec. 'Enac trigwnismènoc sunar-
tht c F : D −−−−−→ T eÐnai mia fusik  isodunamÐa trigwnismènwn kathgori¸n   mia trigwnismènh
fusik  isodunamÐa, e�n up�rqei ènac trigwnismènoc trigwnismènoc sunartht c G : T −−−−−→ D,
ètsi ¸ste FG ' 1 kai GF ' 1, ìpou 1 o eÐnai tautotikìc trigwnismènoc sunartht c.

Orismìc 2.1.40.3.2. 'Estw D kai T dÔo trigwnismènec kathgorÐec. 'Enac trigwnismènoc sunar-
tht c F : D −−−−−→ T eÐnai ènac isomorfismìc trigwnismènwn kathgori¸n   ènac trigwnismènoc
isomorfismìc, e�n up�rqei ènac trigwnismènoc trigwnismènoc sunartht c G : T −−−−−→ D, ètsi
¸ste FG = 1 kai GF = 1, ìpou 1 o eÐnai tautotikìc trigwnismènoc sunartht c.

Diatup¸noume ta parak�tw dÔo shmantik� L mmata. Oi eujeÐec kateujÔnseic twn apodeÐxewn
den eÐnai kajìlou tetrimmènec. To ousiastikì shmeÐo thc apìdeixhc tou pr¸tou L mmatoc ( to de-
Ôtero L mma eÐnai �mesh sunèpeia tou pr¸tou L mmatoc, epeid  k�je isomorfismìc kathgori¸n eÐnai
profan¸c mia isodunamÐa ) eÐnai to axioshmeÐwto gegonìc ìti ènac aristerìc (   dexiìc ) suzug c
prosjetikìc sunartht c enìc trigwnismènou sunartht  eÐnai epÐshc trigwnismènoc, to opoÐo apodei-
knÔoume sto L mma 5.3.4. Gia autì ton lìgo ja anab�loume thn apìdeixh wsìtou apodeÐxoume to
L mma 5.3.4.

L mma 2.1.40.4. 'Estw D kai T dÔo trigwnismènec kathgorÐec. 'Estw F : D −−−−−→ T ènac
trigwnismènoc sunartht c, kai φ : F◦Σ −−−−−→ Σ◦F h antÐstoiqh fusik  isodunamÐa. Oi parak�tw
sunj kec eÐnai isodÔnamec :

2.1.40.4.1. O F : D −−−−−→ T eÐnai mia isodunamÐa kathgori¸n.

2.1.40.4.2. O F : D −−−−−→ T eÐnai fusik  isodunamÐa trigwnismènwn kathgori¸n.

L mma 2.1.40.5. 'Estw D kai T dÔo trigwnismènec kathgorÐec. 'Estw F : D −−−−−→ T ènac
trigwnismènoc sunartht c, kai φ : F◦Σ −−−−−→ Σ◦F h antÐstoiqh fusik  isodunamÐa. Oi parak�tw
sunj kec eÐnai isodÔnamec :

2.1.40.5.1. O F : D −−−−−→ T eÐnai ènac isomorfismìc kathgori¸n.

2.1.40.5.2. O F : D −−−−−→ T eÐnai ènac isomorfismìc trigwnismènwn kathgori¸n.

Sunep¸c, mporoÔme na orÐsoume

Orismìc 2.1.40.6.1. 'Estw D kai T dÔo trigwnismènec kathgorÐec. 'Enac trigwnismènoc su-
nartht c F : D −−−−−→ T eÐnai mia fusik  isodunamÐa trigwnismènwn kathgori¸n, e�n eÐnai mia
isodunamÐa kathgori¸n.

Orismìc 2.1.40.6.2. 'Estw D kai T dÔo trigwnismènec kathgorÐec. 'Enac trigwnismènoc sunar-
tht c F : D −−−−−→ T eÐnai ènac isomorfismìc trigwnismènwn kathgori¸n, e�n eÐnai ènac isomorfi-
smìc kathgori¸n.

Parat rhsh 2.1.41. 'Estw D mia trigwnismènh kathgorÐa, kai C ⊂ D mia trigwnismènh upoka-
thgorÐa. E�n to phlÐko Verdier up�rqei, tìte eÐnai monadikì, wc proc isomorfismì trigwnismènwn
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kathgori¸n. 'Estw F : D −−−−−→ T kai F : D −−−−−→ T′ eÐnai dÔo trigwnismènoi sunarthtèc
oi opoÐoi ikanopoioÔn thn kajolik  idiìthta enìc phlÐkou Verdier thc kathgorÐac D me thn upo-
kathgorÐa C. Tìte apì tic kajolikèc idiìthtec twn phlÐkwn T kai T′, gia touc trigwnismènouc
sunarthtèc F : D −−−−−→ T kai F : D −−−−−→ T′, up�rqoun monadikoÐ trigwnismènoi sunarthtèc
G : D/C −−−−−→ T oi opoÐoi kajistoÔn ta parak�tw diagr�mmata

D T D T′

T′ T

F

F
G

F

F

G′

metajetik�, dhlad  isqÔoun oi G ◦ F = F kai G′ ◦ F = F, antÐstoiqa. Tìte ìmwc isqÔei

F = G′ ◦ F = G′ ◦ G ◦ F = (G′ ◦ G) ◦ F
T¸ra apì thn kajolik  sunj kh tou phlÐkou T, gia ton sunartht  F : D −−−−−→ T, up�rqei ènac
monadikìc trigwnismènoc sunartht c H : T −−−−−→ T o opoÐoc kajist� to parak�tw di�gramma

D T

T

F

F
H

metajetikì, dhlad  isqÔei H ◦ F = F. Apì thn monadikìthta tou H, sumperaÐnoume ìti H =
1. Sunep¸c, epeid  o trigwnismènoc sunartht c G′ ◦ G kajist� epÐshc to prohgoÔmeno di�gramma
metajetikì, èpetai ìti G′ ◦G = 1. OmoÐwc apodeiknÔetai ìti G◦G′ = 1, kai epomènwc oi kathgorÐec T
kai T′ eÐnai isìmorfec wc prosjetikèc kathgorÐec. Sunep¸c, apì to L mma 2.1.40.5, eÐnai isìmorfec
wc trigwnismènec kathgorÐec.

Parat rhsh 2.1.42. 'EstwD mia trigwnismènh kathgorÐa, kai C ⊂ D mia trigwnismènh upokath-
gorÐa. Apì th Parat rhsh 2.1.8, o pur nac ker(Funiv) eÐnai mia pukn  upokathgorÐa thc D, dhlad 
eÐnai mia trigwnismènh kathgorÐa pou perièqei ìlouc touc eujeÐc prosjetèouc twn antikeimènwn thc.
Apì to L mma 2.1.33, gnwrÐzoume ìti C ⊂ ker(Funiv) ( h C eÐnai mia prosjetik  upokathgorÐa ),
kai o pur nac ker(Funiv) qarakthrÐzetai wc h pl rhc upokathgorÐa ìlwn twn antikeimènwn ta opoÐa
eÐnai oi eujeÐc prosjetèoi sthn D twn antikeimènwn thc C. Ja kaloÔme aut  thn kathgorÐa puknì (

épaisse ) perÐblhma thc C, kai ja thn sumbolÐzoume Ĉ.

Epeid  o pur nac enìc trigwnismènou sunartht  eÐnai mia trigwnismènh kathgorÐa, sumperaÐnoume

ìti gia k�je trigwnismènh upokathgorÐa C ⊂ D, h upokathgorÐa Ĉ eÐnai trigwnismènh. H trigwni-
smènh upokathgorÐa C ⊂ D eÐnai pukn  e�n kai mìno e�n tautÐzetai me to puknì thc perÐblhma,

dhlad  C = Ĉ.

2.2 Ta phlÐka Verdier den èqoun en gènei mikr� Hom−sÔnola
Sthn prohgoÔmenh Enìthta apodeÐxame to Je¸rhma TopikopoÐhshc tou Verdier ( Je¸rhma 2.1.9 ).
DojeÐshc miac trigwnismènhc, kathgorÐac D kai miac trigwnismènhc upokathgorÐac C, sqhmatÐsame
thn trigwnismènh kathgorÐa D/C. All� ìmwc up�rqei èna shmeÐo pou prèpei na tonÐsoume.

'Estw D mia trigwnismènh kathgorÐa me mikr� HomD−sÔnola, autì shmaÐnei ìti gia opoiad pote
dÔo antikeÐmena X kai Y sthn D, h kl�sh HomD(X,Y ) eÐnai èna sÔnolo. Tìte profan¸c h C, ìntac
upokathgorÐa èqei epÐshc mikr� HomC−sÔnola. Parìla aut� h kathgorÐa D/C den èqei en gènei
mikr� HomD/C−sÔnola. H kl�sh HomD/C(X,Y ) èqei oristeÐ wc h kl�sh isodunamÐac ìlwn twn
diagramm�twn thc morf c

W Y

X

f

a

ìpou o f an kei sthn MorC, wc proc thn sqèsh isodunamÐac R(X,Y ). H kl�sh HomD/C(X,Y )
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gia kanèna lìgo den ofeÐlei na eÐnai èna mikrì sÔnolo. E�n ìmwc h upokathgorÐa C eÐnai epiplèon
mikr , tìte isqÔei h epìmenh

Prìtash 2.2.1. 'Estw D mia trigwnismènh kathgorÐa me mikr� HomD−sÔnola. 'Estw C mia
mikr  trigwnismènh upokathgorÐa thc D, autì shmaÐnei ìti h kl�sh Ob(C) eÐnai èna sÔnolo. Tìte
h kathgorÐa D/C èqei mikr� HomD/C−sÔnola.

Apìdeixh. Epeid  o f ∈MorC, up�rqei èna trÐgwno

W X Z ΣW
f g

pou ton sumplhr¸nei sthn D, ètsi ¸ste Z ∈ C. E�n upotejeÐ ìti h C eÐnai epiplèon mikr , tìte
mporoÔme na sumper�noume ìti up�rqei mìno èna mikrì sÔnolo epilog¸n gia to antikeÐmeno Z, kai
�ra, gia k�je Z mìno èna mikrì sÔnolo epilog¸n gia ton morfismì g : X −−−−−→ Z. 'Epetai, ìti
up�rqei mìno èna ousiastik� mikrì sÔnolo epilog¸n gia ton morfismì f : W −−−−−→ X, dhlad  h
kl�sh twn kl�sewn isomorfismoÔ twn epilog¸n gia ton morfismì f eÐnai èna sÔnolo kai epomènwc
gia k�je mÐa apo autèc up�rqei èna mikrì sÔnolo epilog¸n gia ton morfismì a : W −−−−−→ Y .
Sunep¸c, h kl�sh twn kl�sewn isodunamÐac eÐnai èna mikrì sÔnolo.

Sthn pragmatikìthta h Prìtash 2.2.1 den eÐnai qr simh. Kat� kÔrio lìgo endiaferìmaste gia
trigwnismènec upokathgorÐec C ⊂ D oi opoÐec den eÐnai mikrèc, kai sunep¸c qreiazìmaste krit ria
pou mac diasfalÐzoun ìti h kathgorÐa D/C èqei mikr� HomD/C−sÔnola. Sto Kef�laio 4 ja
anaptÔxoume krit ria gia tic kathgorÐec C kai D pou eggu¸ntai ìti to phlÐko Verdier D/C èqei
mikr� HomD/C−sÔnola.
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3 Tèleiec kl�seic

3.1 Plhj�rijmoi

'Enac plhj�rijmoc α kaleÐtai idi�zwn, e�n o α mporeÐ na grafeÐ wc �jroisma enìc sunìlou plh-
jarÐjmwn plhjikìthtac < α, oi opoÐoi eÐnai ìloi mikrìteroi tou α. 'Estw ℵn o n-ostìc �peiroc
plhj�rijmoc. Autì shmaÐnei, ℵ0 eÐnai o mhdenikìc �peiroc plhj�rijmoc, dhlad  o arijm simoc plh-
j�rijmoc, ℵ1 eÐnai o pr¸toc �peiroc plhj�rijmoc, dhlad  o mikrìteroc uperarijm simoc plhj�rijmoc
kai oÔtw kajex c. O plhj�rijmoc ℵω orÐzetai wc o mikrìteroc plhj�rijmoc o opoÐoc eÐnai mega-
lÔteroc apo ìlouc touc ℵn gia ìla ta n ∈ N. Profan¸c, o

ℵω =

∞∑
n=1

ℵn

eÐnai h arijm simh ènwsh ìlwn twn plhjarÐjmwn, oi opoÐoi eÐnai austhr� mikrìteroi apo ton ℵω.
Sunep¸c, o ℵω eÐnai ènac id�zwn plhj�rijmoc. 'Enac plhj�rijmoc o opoÐoc den eÐnai idi�zwn kaleÐtai
kanonikìc. O diadoqikìc enìc plhjarÐjmou α, eÐnai o mikrìteroc plhj�rijmoc pou ton uperbaÐnei.
E�n β eÐnai o diadoqikìc plhj�rijmoc enìc �peirou plhjarÐjmou α, tìte to �jroisma enìc sunìlou
plhjarÐjmwn plhjikìthtac < β, oi opoÐoi eÐnai ìloi mikroteroi tou β, eÐnai èna �jroisma enìc
sunìlou plhjarÐjmwn plhjikìthtac ≤ α, oi opoÐoi eÐnai ìloi mikroteroi   Ðsoi tou α, eÐnai fragmèno
apì ton α× α = α. Sunep¸c, o diadoqikìc plhj�rijmoc tou α eÐnai ènac kanonikìc plhj�rijmoc.

3.2 Paragìmenec upokathgorÐec

Orismìc 3.2.1. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa pou ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] . 'Estw β

ènac �peiroc plhj�rijmoc. 'Estw S mia kl�sh antikeimènwn thc T. Tìte ja sumbolÐzoume me 〈S〉β
thn mikrìterh trigwnismènh upokathgorÐa S thc T pou ikanopoieÐ tic sunj kec :

3.2.1.1. Ta antikeÐmena thc kl�shc S an koun sthn S.

3.2.1.2. H S eÐnai kleist  wc proc ta β−sugkinìmena, dhlad  to sugkinìmeno ( sthn T ) opoiou-
d pote sunìlou antikeimènwn plhjikìthtac < β thc S an kei sthn S.

3.2.1.3. H upokathgorÐa S ⊂ T eÐnai pukn .

Parat rhsh 3.2.2. H upokathgorÐa 〈S〉β eÐnai kal� orismènh. EÐnai h tom  ìlwn twn trigwni-
smènwn upokathgori¸n S thc T pou ikanopoioÔn tic sunj kec 3.2.1.1, 3.2.1.2 kai 3.2.1.3.

'Ena shmantikì apotèlesma pou ja apodeÐxoume s' autì to Kef�laio eÐnai ìti, e�n T eÐnai mia
trigwnismènh kathgorÐa me mikr� HomT−sÔnola, h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5], kai S eÐnai mia
kl�sh antikeimènwn thc T h opoÐa eÐnai èna sÔnolo, tìte gia k�je �peiro plhj�rijmo β, h kathgorÐa

〈S〉β eÐnai ousiastik� mikr , dhlad  h kl�sh twn kl�sewn isomorfismoÔ twn antikeimènwn thc 〈S〉β
eÐnai èna sÔnolo.

L mma 3.2.3. E�n β ≤ γ kai S ⊂ T eÐnai èna sÔnolo antikeimènwn, tìte 〈S〉β ⊂ 〈S〉γ .

Apìdeixh. H 〈S〉γ èx orismoÔ ikanopoieÐ tic sunj kec 3.2.1.1 kai 3.2.1.3 oi opoÐec eÐnai anex�rthtec
tou γ, kaj¸c kai thn sunj kh 3.2.2 h opoÐa exart�tai apo ton γ, dhlad  to sugkinìmeno opoioud pote
sunìlou antikeimènwn plhjikìthtac < γ thc 〈S〉γ an kei sthn 〈S〉γ . Epomènwc, to sugkinìmeno enìc

sunìlou antikeimènwn plhjikìthtac < β thc 〈S〉γ asfal¸c an kei sthn 〈S〉γ . 'Omwc, h 〈S〉β eÐnai
h mikrìterh trigwnismènh upokathgorÐa thc T pou ikanopoieÐ tic prohgoÔmenec sunj kec. Sunep¸c,
èpetai o zhtoÔmenoc egkleismìc.

L mma 3.2.4.1. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa, kai S mia pl rhc upokathgorÐa kleist  wc
proc touc isomorfismoÔc twn antikeimènwn thc, autì shmaÐnei ìti k�je antikeÐmeno thc T isìmorfo
me èna antikeÐmeno thc S an kei sthn S. Tìte h S eÐnai mia trigwnismènh upokathgorÐa e�n kai mìno
e�n eÐnai kleist  wc proc ton prosjetikì automorfismì Σ−1, kai touc k¸nouc twn morfism¸n thc.
Autì shmaÐnei ìti, e�n f : X −−−−−→ Y eÐnai ènac morfimìc sthn S, kai Cf ∈ T èna antikeÐmeno pou
ton sumplhr¸nei s' èna trÐgwno
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X Y Cf ΣX
f

sthn T, tìte Cf ∈ S.

Apìdeixh. H mia kateÔjunsh eÐnai profan c. 'Estw S mia prosjetik  upokathgorÐa kleist  wc
proc touc isomorfismoÔc twn antikeimènwn thc, kai touc k¸nouc twn morfism¸n thc. 'Estw X èna
antikeÐmeno thc S. Apì ta axi¸mata [TR0] kai [TR2] up�rqoun ta trÐgwna

X X 0 ΣX

X 0 ΣX ΣX

1

1

Sunep¸c, h S perièqei ta mhdenik� antikeÐmena thc T, kai eÐnai kleist  wc proc ton prosjetikì
automorfismì Σ. 'Estw X,Y antikeÐmena thc S, dhlad  ΣS = S. P�li apì ta axi¸mata [TR0] kai
[TR2] up�rqoun ta trÐgwna

Σ−1Z 0 Z Z

0 X X 0

1

1

Apì thn Prìtash 1.2.1.2, to sugkinìmeno touc

Σ−1Z X X ⊕ Z Z0

eÐnai èna trÐgwno sthn T. Sunep¸c, h S eÐnai kleist  wc proc ta peperasmèna ginìmena−sugkinìme-
na, kai epomènwc eÐnai mia prosjetik  upokathgorÐa. Sunep¸c, h S eÐnai mia trigwnismènh upokath-
gorÐa.

L mma 3.2.4.2. 'Estw S eÐnai èna sÔnolo antikeimènwn miac trigwnismènhc kathgorÐac T. U-
pojètoume ìti h T èqei mikr� HomT−sÔnola. Tìte h mikrìterh trigwnismènh upokathgorÐa thc T

pou perièqei to S, sumbolizìmenh T (S), eÐnai ousiastik� mikr . Epiplèon, kat� thn diadikasÐa thc
apìdeixhc ja kataskeu�soume mia mikr  kathgorÐa T (S) isodÔnamh me thn T (S), h opoÐa perièqei
to S.

Apìdeixh. 'Estw T1(S) eÐnai h pl rhc upokathgorÐa thc T thc opoÐa ta antikeÐmena eÐnai h kl�sh
S ∪ {0}. Epeid  to S eÐnai èna sÔnolo, h kl�sh twn antikeimènwn thc T1(S) eÐnai èna sÔnolo,
sunep¸c h T1(S) eÐnai mikr . Ja orÐsoume epagwgik� thn kathgorÐa Tn+1(S). Upojètoume ìti
oi upokathgorÐec T1(S), T2(S), ... , Tn(S) èqoun oristeÐ, kai ìti eÐnai mikrèc. Gia k�je morfismì
f : X −−−−−→ Y sthn Tn(S), epilègoume ènan k¸no tou f , dhlad  èna antikeÐmeno thc T pou an kei
sthn kl�sh isomorfismoÔ enìc antikeimènou Z, pou ton sumplhr¸nei se èna trÐgwno

X Y Z ΣX
f

sthn T. KaloÔme autì to antikeÐmeno Cf . 'Estw Tn+1(S) h mikrìterh pl rhc upokathgorÐa thc T,
thc opoÐac h kl�sh twn antikeimènwn apoteleÐtai apo ìla ta antikeÐmena thc Tn(S) kai ta parak�tw
antikeÐmena :

3.2.4.2.1. To antikeÐmeno Cf gia k�je morfismì f : X −−−−−→ Y sthn Tn(S).

3.2.4.2.2. To antikeÐmeno Σ−1X gia k�je antikeÐmeno X ∈ Tn(S).

Epeid  h T èqei mikr� HomT−sÔnola, èpetai ìti h Tn+1(S) eÐnai mia mikrh kathgorÐa. T¸ra jètoume
T (S) =

⋃∞
n=1 Tn(S), h opoÐa eÐnai epÐshc mia mikr  kathgorÐa. Dojèntoc enìc opoioud pote morfi-

smoÔ f : X −−−−−→ Y sthn T (S), autìc an kei se k�poia Tn(S) gia k�poio n. All� tìte h Tn+1(S)
perièqei ènan k¸no Cf ∈ T tou f , dhlad  èna antikeÐmeno pou ton sumplhr¸nei s' èna trÐgwno

X Y Cf ΣX
f
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sthn T. Epiplèon, h T (S) eÐnai kleist  wc proc ton prosjetikì automorfismì Σ−1. Sunep¸c, apì
to L mma 3.2.4.1, h kleistìthta T (S) thc T (S), dhlad  h pl rhc upokathgorÐa thc T thc opoÐac
ta antikeÐmena eÐnai h kl�sh ìlwn twn antikeimènwn thc T ta opoÐa eÐnai isìmorfa me ta antikeÐmena
thc T (S) eÐnai mia trigwnismènh upokathgorÐa thc T, kai apì thn kataskeu  thc eÐnai h mikrìterh
trigwnismènh upokathgorÐa thc T h opoÐa perièqei to sÔnolo S. Sunep¸c, epeid  o egkleismìc
T (S) −−−−−→ T (S) eÐnai mia isodunamÐa prosjetik¸n kathgori¸n, sumperaÐnoume ìti h T (S) eÐnai
ousiastik� mikr .

L mma 3.2.4.3. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa kai S mia trigwnismènh upokathgorÐa.
Upojètoume ìti oi tautodÔnamoi morfismoÐ diasp¸ntai sthn S. Tìte h S eÐnai pukn .

Apìdeixh. Upojètoume ìti X⊕Y ∈ S gia k�poia antikeÐmena X, Y ∈ T. 'Estw u, p, v, q oi kanonikoÐ
morfismoÐ tou ginomènou−sugkinomènou X ⊕ Y . O morfismìc θ := up : X ⊕ Y −−−−−→ X ⊕ Y eÐnai
ènac tautodÔnamoc morfismìc sthn S, epeid  θθ = upup = u1p = up = θ. Sunep¸c, ex upojèsewc
ofeÐlei na diaspasteÐ. Dhlad , up�rqoun èna antikeÐmeno Q ∈ S kai morfismoÐ g : X ⊕Y −−−−−→ Q
kai f : Q −−−−−→ X ⊕ Y sthn S, ètsi ¸ste θ = fg kai gf = 1. EpÐshc, o u eÐnai ènac pur nac
sthn T tou (1 − θ). Pr�gmati, èstw α : Z −−−−−→ X ⊕ Y mia apeikìnish sthn T, ètsi ¸ste
(1 − θ)α = 0. Tìte u(pα) = upα = θα = α. Epeid  o u eÐnai ènac monomorfismìc, kai isqÔei
(1 − θ)u = u − upu = u − u1 = 0, sumperaÐnoume ìti o u eÐnai ènac pur nac tou (1 − θ). T¸ra,
epeid  isqÔei

(1− θ)f = f − θf = f − fgf = f − f1 = 0

, èpetai ìti up�rqei ènac ( monadikìc ) morfismìc t : Q −−−−−→ X sthn T, ètsi ¸ste ut = f . Epeid 
isqÔei gf = 1, èpetai ìti h f eÐnai ènac monomorfismìc, kai epeid  isqÔei ut = f , èpetai ìti h t eÐnai
epÐshc ènac monomorfismìc. EpÐshc, epeid  isqÔei t = put = pf , sumperaÐnoume ìti

t(gu) = pfgu = pθu = pupu = 1

Sunep¸c, o t eÐnai ènac epimorfismìc, kai �ra eÐnai ènac isomorfismìc. Epeid , h S eÐnai kleist  wc
proc touc isomorfismoÔc twn antikeimènwn thc sthn T, èpetai ìti to antikeÐmeno X an kei sthn S.
Entel¸c ìmoia jewr¸ntac ton morfismì θ := vq : X ⊕ Y −−−−−→ X ⊕ Y apodeiknÔetai ìti to Y
an kei epÐshc sthn S. Sunep¸c, h S eÐnai pukn .

Prìtash 3.2.4.4. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5 (ℵ1)].
'Estw S mia trigwnismènh upokathgorÐa kleist  wc proc ta ℵ1−sugkinìmena sthn T. Autì shmaÐnei
ìti to sugkinìmeno enìc sunìlou antikeimènwn plhjikìthtac < ℵ1 thc S up�rqei, wc sugkinìmeno
sthn T, kai eÐnai èna antikeÐmeno thc S. Tìte h S eÐnai pukn .

Apìdeixh. Epeid  h S eÐnai mia trigwnismènh kathgorÐa, kleist  wc proc ta ℵ1−sugkinìmena, apì
thn Prìtash 1.6.10 èpetai ìti oi tautodÔnamoi morfismoÐ diasp¸ntai sthn S. Sunep¸c apì to L mma
3.2.4.3, lamb�noume to zhtoÔmeno.

Prìtash 3.2.5. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa me mikr�HomT−sÔnola, h opoÐa ikanopoieÐ
to axÐwma [TR5]. Upojètoume ìti S eÐnai èna sÔnolo antikeimènwn thc T. 'Estw β ènac �peiroc

plhj�rijmoc. Tìte h kathgorÐa 〈S〉β eÐnai ousiastik� mikr .

Apìdeixh. Apì to L mma 3.2.3 gnwrÐzoume ìti, e�n β ≤ γ, tìte 〈S〉β ⊂ 〈S〉γ . Epomènwc, arkeÐ na
deÐxoume ìti e�n o β ènac �peiroc plhj�rijmoc kai γ eÐnai o diadoqikìc plhj�rijmoc tou β, tìte h
〈S〉γ eÐnai ousiastik� mikr . All�, o γ ìntac diadoqikìc plhj�rijmoc, eÐnai kanonikìc. Epiplèon,
γ > β ≥ ℵ0. Sunep¸c, antikajist¸ntac ton β me ton diadoqikì tou γ, mporoÔme na isquristoÔme
ìti o β eÐnai kanonikìc kai β > ℵ0.

ParathroÔme ìti k�je upokathgorÐa S thc T pou ikanopoieÐ thn sunj kh 3.2.1.2 ètsi ¸ste
β > ℵ0, ikanopoieÐ autom�twc thn sunj kh 3.2.1.3. Auto sumbaÐnei, diìti h S eÐnai kleist  wc proc ta
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β−sugkinìmena, sunep¸c eÐnai kleist  wc proc ta ℵ1−sugkinìmena, dhlad  perièqei ta sugkinìmena
opoioud pote arijm simou ( plhjikìthtac < ℵ1 ) sunìlou antikeimènwn thc, kai sunep¸c apì thn
Prìtash 3.2.4.4, èpetai ìti h eÐnai pukn , dhlad  ikanopoieÐ thn sunj kh 3.2.1.3.

Me �lla lìgia, e�n isqÔei β > ℵ0, tìte h sunj kh 3.2.1.3 eÐnai peritt , epomènwc h 〈S〉β eÐnai
h mikrìterh trigwnismènh upokathgorÐa thc T pou ikanopoieÐ tic sunj kec 3.2.1.1 kai 3.2.1.2.

Upojètoume ìti to sÔnolo S, perièqei to mhdenikì antikeÐmeno 0 thc T, diaforetik� jètoume
S := S ∪ {0}. 'Estw M èna sÔnolo plhjikìthtac β. JewroÔme to sÔnolo∏

µ∈M
Xµ

ìlwn twn akolouji¸n antikeimènwn tou S m kouc β. JewroÔme to uposÔnolo

G ⊂
∏
µ∈M

Xµ

pou apoteleÐtai ap' ìlec tic akoloujÐec, ètsi ¸ste to sunìlo twn mh mhdenik¸n ìrwn na eÐnai plh-
jikìthtac < β. Gia k�je akoloujÐa sto G, epilègw ènan antiprìswpo apì thn kl�sh isomorfismoÔ
tou sugkinomènou thc akoloujÐac sthn T. 'Estw CPβ,G(S) h pl rhc upokathgorÐa thc T, thc
opoÐac ta antikeÐmena eÐnai h ènwsh tou sunìlou S kai twn epilog¸n twn antipros¸pwn apo tic
kl�seic isomorfismoÔ twn sugkinomènwn m kouc < β sthn T. H CPβ,G(S) eÐnai mikr , perièqei to
S, kai perièqei èna antikeÐmeno isìmorfo me èna sugkinìmeno gia k�je sÔnolo antikeimènwn tou S
plhjikìthtac < β. Ja k�noume qr sh uperpeperasmènhc epagwg c. Epagwgik� ja orÐsoume tic ka-
thgorÐec Si, gia ìlouc touc diataktikoÔc arijmoÔc i. 'Estw S0 = T (S) h mikr  kathgorÐa isodÔnamh
me thn mikrìterh trigwnismènh kathgorÐa T (S) thc T pou perièqei to S, ìpwc sto L mma 3.2.4.2.
Gia ènan diadoqikì diataktikì arijmì i+ 1, orÐzoume

Si+1 := T (CPβ,G(Si))

Gia ènan oriakì diataktikì arijmì i, orÐzoume

Si :=
⋃
j<i

Sj

Profan¸c, k�je Si eÐnai mikr . IsqurÐzomai ìti h pl rhc upokathgorÐa Sβ thc T thc opoÐac ta
antikeÐmena eÐnai h kl�sh ìlwn twn antikeimènwn thc T ta opoÐa eÐnai isìmorfa me ta antikeÐmena
thc Sβ eÐnai trigwnismènh, kai ikanopoieÐ tic sunj kec 3.2.1.1 kai 3.2.1.2. H sunj kh 3.2.1.1 eÐnai
profan c, ek kataskeu c isqÔei o egkleismìc S ⊂ S0 ⊂ Sβ .
To gegonìc ìti h Sβ eÐnai mia trigwnismènh kathgorÐa apodeiknÔetai me epagwg . S0 = T (S), kai pro-
fan¸c S0 = T (S) eÐnai trigwnismènh. Gia k�je diadoqikì diataktikì arijmì, Si+1 = T (CPβ,G(Si))
eÐnai trigwnismènh kathgorÐa apì to L mma 3.2.4.2. All� e�n o i eÐnai ènac oriakìc diataktikìc
diataktikìc arijmìc, kai gia k�je j < i h Sj eÐnai trigwnismènh, tìte apì to gegonìc ìti h

Si =
⋃
j<i

Sj

eÐnai mia aÔxousa ènwsh trigwnismènwn kathgori¸n, sumperaÐnoume ìti h Si eÐnai trigwnismènh.
Sunep¸c, apì thn uperpeperasmènh epagwg , èpetai ìti h Si eÐnai trigwnismènh, gia k�je diataktikì
arijmì i. Eidikìtera, gia ton kanonikì plhj�rijmo β > ℵ0, h kathgorÐa Sβ eÐnai trigwnismènh.

Upojètoume ìti {Xλ, λ ∈ Λ} eÐnai mia sullog  antikeimènwn thc Sβ plhjikìthtac < β. O β
ìntac ènac �peiroc plhj�rijmoc, eÐnai profan¸c ènac oriakìc diataktikìc arijmìc. Sunep¸c,
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Sβ :=
⋃
j<β

Sj

, kai epeid  Xλ ∈ Sβ èpetai ìti gia k�poio jλ < β, to Xλ an kei sto Sjλ . Gia k�je λ ∈ Λ,
dialègw ènan jλ. 'Estw γ = ∪λ∈Λjλ o mikrìteroc diataktikìc arijmìc o opoÐoc eÐnai megalÔteroc
ap' ìlouc touc jλ, λ ∈ Λ. T¸ra k�je jλ < β, kai to pl joc touc eÐnai < β, giatÐ to sÔnolo Λ
èqei plhjikìthta < β. Epiplèon, to �jroisma twn jλ eÐnai èna �jroisma enìc sunìlou diataktik¸n
arijm¸n plhjikìthtac< β, oi opoÐoi eÐnai ìloi mikrìteroi tou β. 'Omwc o β eÐnai kanonikìc. Sunep¸c,
h plhjikìthta tou γ eÐnai austhr� mikrìterh apo thn plhjikìthta tou β, dhlad  γ < β. Epomènwc,
sumperaÐnoume ìti Xλ ∈ Sγ , gia k�je λ ∈ Λ. Tìte h kathgorÐa Sγ+1 := T (CPβ,G(Sγ)) ⊂ Sβ
perièqei èna antikeÐmeno isìmorfo me èna sugkinìmeno twn antikeimènwn thc sullog c {Xλ, λ ∈ Λ}.
Sunep¸c, h Sβ perièqei ta sugkinìmena opoioud pote sunìlou antikeimènwn thc plhjikìthtac < β.
Dhlad , h kathgorÐa Sβ ikanopoieÐ tic sunj kec 3.2.1.1 kai 3.2.1.2.

Tèloc, epeid  h kathgorÐa Sβ ikanopoieÐ tic sunj kec 3.2.1.1 kai 3.2.1.2, kai h 〈S〉β eÐnai h

mikrìterh kathgorÐa pou ikanopoieÐ autèc tic sunj kec, èpetai 〈S〉β ⊂ Sβ . All� epeid  h kathgorÐa

Sβ eÐnai isodÔnamh me thn mikr  kathgorÐa Sβ , eÐnai ousiastik� mikr . Sunep¸c, h 〈S〉β apì thn
sqèsh tou perièqesjai, èpetai ìti eÐnai epÐshc ousiastik� mikr .

Orismìc 3.2.6. 'Estw β ènac �peiroc plhj�rijmoc. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa
ikanopoeÐ to axÐwma [TR5] . Mia upokathgorÐa S ⊂ T kaleÐtai β−topikopoi simh e�n eÐnai pukn 
kai kleist  wc proc ta β−sugkinìmena, dhlad  to sugkinìmeno opoioud pote sunìlou antikeimènwn
plhjikìthtac < β thc S an kei sthn S. Autì shmaÐnei ìti to sugkinìmeno enìc sunìlou antikeimènwn
plhjikìthtac < β thc S up�rqei, wc sugkinìmeno sthn T, kai eÐnai èna antikeÐmeno thc S. Mia
upokathgorÐa S ⊂ T kaleÐtai topikopoi simh e�n eÐnai kleist  wc proc ta sugkinìmena, dhlad  eÐnai
β−topikopoi simh gia k�je β. Autì shmaÐnei, ìti e�n {Xλ, λ ∈ Λ} eÐnai mia oikogèneia antikeimènwn
thc S, tìte to sugkinìmeno ∐

λ∈Λ

Xλ

sthn T, eÐnai èna antikeÐmeno thc S.

Parat rhsh 3.2.7. E�n β > ℵ0, tìte k�je trigwnismènh upokathgorÐa thc S ⊂ T h opoÐa eÐnai
kleist  wc proc ta β−sugkinìmena eÐnai autom�twc pukn , kai sunep¸c eÐnai β−topikopoi simh.
GiatÐ se aut  thn perÐptwsh h S eÐnai kleist  wc proc ta ℵ1−sugkinìmena, dhlad  perièqei ta su-
gkinìmena opoioud pote arijm simou ( plhjikìthtac < ℵ1 ) sunìlou antikeimènwn thc, kai sunep¸c
apì thn Prìtash 3.2.4.4, èpetai ìti eÐnai pukn .

Par�deigma 3.2.8. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoeÐ to axÐwma [TR5].

'Estw S mia kl�sh antikeimènwn thc T. Tìte h upokathgorÐa 〈S〉β eÐnai β−topikopoi simh, kai
epiplèon eÐnai h mikrìterh β−topikopoi simh upokathgorÐa, h opoÐa perièqei thn S. EpÐshc, h ènwsh
ìlwn twn upokathgori¸n 〈S〉β , dhlad  h upokathgorÐa

⋃
β

〈S〉β

eÐnai topikopoi simh ( uponooÔme ìti o β diatrèqei ìlouc touc plhjarÐjmouc ), kai epiplèon eÐnai h
mikrìterh topikopoi simh upokathgorÐa, h opoÐa perièqei thn S.

Orismìc 3.2.9. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoeÐ to axÐwma [TR5] . 'Estw
S mia kl�sh antikeimènwn thc T. Tìte h kathgorÐa tou ParadeÐgmatoc 3.2.8

⋃
β

〈S〉β
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ja sumbolÐzetai me 〈S〉. Shmei¸noume, ìti akìmh kai e�n h kl�sh S eÐnai mikr  ( dhlad  eÐnai
èna sÔnolo ) kai h T èqei mikr� HomT−sÔnola, ìpou s' aut  thn perÐptwsh apì thn Prìtash 3.2.5

gnwrÐzoume ìti oi kathgorÐec 〈S〉β eÐnai ousiastik� mikrèc, h kathgorÐa sun jwc 〈S〉 ja eÐnai pel¸ria
( den ja eÐnai mikr , dhlad  sÔnolo ). H kathgorÐa 〈S〉 ja kaleÐtai h topikopoi simh upokathgorÐa
pou par�getai apì thn kl�sh S. Ja lème ìti h kl�sh S par�gei thn T, e�n isqÔei T = 〈S〉.

Kataqrhstik� ìpwc èqoume xanak�nei gia na aplopoi soume ton sumbolismì, apì ed¸ kai sto
ex c ja tautÐzoume touc morfismoÔc sta phlÐka Verdier me touc antipros¸pouc touc.

L mma 3.2.10. 'Estw β ènac �peiroc plhj�rijmoc. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa
ikanopoieÐ to axÐwma [TR5 (β)]. Autì shmaÐnei ìti eÐnai kleist  wc proc ta β−sugkinìmena, dhlad 
to sugkinìmeno opoioud pote sunìlou antikeimènwn plhjikìthtac < β thc T an kei sthn T. 'Estw
S mia β−topikopoi simh upokathgorÐa thc T. Tìte h kathgorÐa T/S ikanopoieÐ to axÐwma [TR5 (β)]
, kai o sunartht c topikopoÐhshc Verdier

Funiv : T −−−−−−−−→ T/S

diathreÐ ta β−sugkinìmena.

Apìdeixh. Epeid  ta antikeÐmena twn kathgori¸n T kai T/S tautÐzontai, arkeÐ na deÐxoume ìti èna
β−sugkinìmeno sthn T, eÐnai epÐshc èna β−sugkinìmeno sthn T/S. 'Estw Λ èna sÔnolo plhjikìthtac
< β, kai {Xλ, λ ∈ Λ} mia sullog  antikeimènwn thc T. Tìte to β−sugkinìmeno∐

λ∈Λ

Xλ

up�rqei sthn T. Ja deÐxoume ìti eÐnai epÐshc èna β−sugkinìmeno sthn T/S. 'Estw Y èna tuqaÐo
antikeÐmeno thc T/S. Ja deÐxoume ìti k�je sullog  twn morfism¸n

{Xλ −−−−−→ Y, λ ∈ Λ}

sthn T/S paragontopoieÐtai monadik� mèsw tou
∐
λ∈ΛXλ ∈ T/S. Dhlad , autì pou jèloume na

apodeÐxoume, eÐnai h Ôparxh kai h monadikìthta thc paragontopoÐhshc. Oi morfismoÐ sthn kathgorÐa
T/S parÐstantai apo diagr�mmata thc morf c

Pλ Y

Xλ

fλ

ètsi ¸ste fλ ∈MorS. Autì shmaÐnei, ìti up�rqoun trÐgwna

Pλ Xλ Zλ ΣPλ
fλ

pou sumplhr¸noun touc morfismoÔc f
λ
sthn T ètsi ¸ste Zλ ∈ S. T¸ra to sugkinìmeno twn

trig¸nwn

∐
λ∈Λ

Pλ
∐
λ∈Λ

Xλ

∐
λ∈Λ

Zλ Σ

{∐
λ∈Λ

Pλ

}∐
λ∈Λ

f
λ

apì thn Prìtash 1.2.1.2 eÐnai èna trÐgwno kai to
∐
λ∈Λ Zλ ìntac èna β−sugkinìmeno sthn S, an kei

sthn S. Epomènwc, h apeikìnish

∐
λ∈Λ

Pλ
∐
λ∈Λ

Xλ

∐
λ∈Λ

fλ
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an kei sthn MorS. Sunep¸c, to di�gramma

∐
λ∈Λ

Pλ Y

∐
λ∈Λ

Xλ

∐
λ∈Λ

fλ

eÐnai ènac morfismìc sthn T/S. H sÔnjesh tou me tic kanonikèc emfuteÔseic

Xλ

∐
λ∈Λ

Xλ
iλ

sthn T/S, dhlad  ta diagr�mmata

P
λ

∐
λ∈Λ

Pλ Y

Xλ

∐
λ∈Λ

Xλ

Xλ

fλ

i′λ

∐
λ∈Λ

fλ

iλ

1

isoÔntai me ta di�grammata

Pλ Y

Xλ

fλ

Sunep¸c, oi apeikonÐseic Xλ −−−−−→ Y sthn T/S paragontopoioÔntai mèsw thc apeikìnishc

∐
λ∈Λ

Pλ Y

∐
λ∈Λ

Xλ

∐
λ∈Λ

fλ

Mènei na deÐxoume thn monadikìthta thc paragontopoÐhshc. 'Estw ìti dÐnetai mia apeikìnish
sthn T/S thc morf c

φ :
∐
λ∈Λ

Xλ −−−−−−−−→ Y
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ètsi ¸ste oi sunjèseic φ◦iλ na mhdenÐzontai, ìpou iλ eÐnai oi kanonikèc emfuteÔseic tou sugkinomènou∐
λ∈ΛXλ sthn T. Prèpei na deÐxoume ìti h apeikìnish φ mhdenÐzetai. H φ apì thn Parat rhsh 2.1.24

enallaktik� parÐstatai wc èna di�gramma thc morf c

Y

∐
λ∈Λ

Xλ Q

g

ètsi ¸ste g ∈MorS. Tìte gia k�je λ ∈ Λ h sÔnjesh φ ◦ iλ h opoÐa parÐstatai apì to di�gramma

Y

Xλ Q

g

mhdenÐzetai sthn T/S. Apì to L mma 2.1.25, up�rqoun antikeÐmena Zλ ∈ S ètsi ¸ste oi morfismoÐ
Xλ −−−−−→ Q paragontopoioÔntai wc

Xλ Zλ Q

All� tìte h apeikìnish

∐
λ∈Λ

Xλ Q

paragontopoieÐtai wc

∐
λ∈Λ

Xλ

∐
λ∈Λ

zλ Q

kai epeid  to
∐
λ∈Λ Zλ, eÐnai èna β−sugkinìmeno sthn S, an kei sthn S. Sunep¸c, apì to L mma

2.1.25 èpetai ìti h apeikìnish φ mhdenÐzetai sthn T/S.

Tèloc, o sunartht c Funiv diathreÐ ta β−sugkinìmena, diìti èna opoiod pote β−sugkinìmeno∐
λ∈ΛXλ sthn T/S ulopoieÐtai mèsw twn kanonik¸n emfuteÔsewn Funiv(iλ) : Xλ −−−−−→

∐
λ∈ΛXλ

sthn T/S, ìpou iλ : Xλ −−−−−→
∐
λ∈ΛXλ eÐnai oi kanonikèc emfuteÔseic tou β−sugkinomènou∐

λ∈ΛXλ sthn T.

Pìrisma 3.2.11. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] . Autì
shmaÐnei ìti eÐnai kleist  wc proc ta sugkinìmena, dhlad  to sugkinìmeno opoioud pote sunìlou
antikeimènwn thc T an kei sthn T. 'Estw S mia topikopoi simh upokathgorÐa thc T. Tìte h
kathgorÐa T/S ikanopoeÐ to axÐwma [TR5] , kai o sunartht c topikopoÐhshc Verdier

Funiv : T −−−−−−−−→ T/S

diathreÐ ta sugkinìmena.

Apìdeixh. 'Ammesh apì to L mma 3.2.10.
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3.3 Tèleiec kl�seic

Orismìc 3.3.1. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] . 'Estw
β ènac �peiroc plhj�rijmoc. MÐa kl�sh antikeimènwn S ⊂ T kaleÐtai β−tèleia e�n isqÔoun oi
parak�tw sunj kec :

3.3.1.1. H S perièqei to mhdèn.

3.3.1.2. 'Estw {Xλ, λ ∈ Λ} mia sullog  antikeimènwn thc T. Upojètoume ìti h plhjikìthta tou
sunìlou Λ eÐnai < β. 'Estw k èna antikeÐmeno thc S. Tìte k�je apeikìnish

k
∐
λ∈Λ

Xλ

paragontopoieÐtai wc

k
∐
λ∈Λ

kλ
∐
λ∈Λ

Xλ

me kλ ∈ S. Akribèstera autì shmaÐnei ìti, gia k�je λ ∈ Λ, up�rqei èna antikeÐmeno kλ ∈ S kai mia
apeikìnish fλ : kλ −−−−−→ Xλ, ètsi ¸ste h apeikìnish na paragontopoieÐtai wc

k
∐
λ∈Λ

kλ
∐
λ∈Λ

Xλ

∐
λ∈Λ

fλ

3.3.1.3. Upojètoume xan� ìti Λ eÐnai èna sÔnolo plhjikìthtac < β. EpÐshc, upojètoume ìti k
kai kλ eÐnai opoiad pote antikeÐmena thc S kai Xλ eÐnai opoiad pote antikeÐmena thc T, ètsi ¸ste h
sÔnjesh

k
∐
λ∈Λ

kλ
∐
λ∈Λ

Xλ

∐
λ∈Λ

fλ

na mhdenÐzetai. Tìte oi apeikonÐseic fλ : kλ −−−−−→ Xλ dÔnatai na paragontopoihjoÔn wc

kλ lλ Xλ
gλ hλ

me lλ ∈ S, ètsi ¸ste h sÔnjesh

k
∐
λ∈Λ

kλ
∐
λ∈Λ

lλ

∐
λ∈Λ

gλ

na mhdenÐzetai.

L mma 3.3.2. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] . 'Estw
β ènac �peiroc plhj�rijmoc kai T mia β−tèleia kl�sh sthn T. Upojètoume ìti S ⊂ T eÐnai mia
isodÔnamh kl�sh, autì shmaÐnei ìti k�je antikeÐmeno thc S eÐnai isìmorfo me k�poio antikeÐmeno thc
T . Tìte h S eÐnai epÐshc mia β−tèleia kl�sh.

Apìdeixh. Profan c.

L mma 3.3.3. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] . 'Estw
β ènac �peiroc plhj�rijmoc. Upojètoume ìti S eÐnai mia β−tèleia kl�sh thc T. 'Estw T h kl�sh
ìlwn twn antikeimènwn sthn T ta opoÐa eÐnai oi eujeÐc prosjetèoi twn antikeimènwn thc S. Tìte h
T eÐnai epÐshc mia β−tèleia kl�sh.

Apìdeixh. Kat' arq n perièqei to 0. Upojètoume ìti dÐnetai èna antikeÐmeno k ∈ T , èna sÔnolo Λ
plhjikìthtac < β, mÐa oikogèneia antikeimènwn {Xλ, λ ∈ Λ} sthn T kai mÐa apeikìnish
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k
∐
λ∈Λ

Xλ

Epeid , k ∈ T , up�rqei k�poio k′ ∈ T , ètsi ¸ste k ⊕ k′ ∈ S. Jewr¸ thn sÔnjesh

k ⊕ k′ k
∐
λ∈Λ

Xλ

[
1 0

]

Epeid , k ⊕ k′ ∈ S kai h S eÐnai mia β−tèleia kl�sh, h apeikìnish paragontopoieÐtai wc

k ⊕ k′
∐
λ∈Λ

kλ
∐
λ∈Λ

Xλ

∐
λ∈Λ

fλ

me kλ ∈ S ⊂ T . All� t¸ra h apeikìnish

k k ⊕ k′
∐
λ∈Λ

kλ
∐
λ∈Λ

Xλ

1

0

 ∐
λ∈Λ

fλ

eÐnai mia paragontopoÐhsh thc arqik c apeikìnishc

k
∐
λ∈Λ

Xλ

Upojètoume t¸ra ìti dÐnetai mia sÔnjesh

k
∐
λ∈Λ

kλ
∐
λ∈Λ

Xλ

∐
λ∈Λ

fλ

h opoÐa mhdenÐzetai me k, kλ ∈ T . Epilègw èna k′ ∈ T , ètsi ¸ste k ⊕ k′ ∈ S, kai gia k�je λ ∈ Λ
epilègw èna èna k′λ ∈ T , ètsi ¸ste kλ ⊕ k′λ ∈ S. Tìte h sÔnjesh

k ⊕ k′ k
∐
λ∈Λ

kλ
∐
λ∈Λ

kλ ⊕ k′λ
∐
λ∈Λ

Xλ

[
1 0

] ∐
λ∈Λ

[
1

0

] ∐
λ∈Λ

[
fλ 0

]

mhdenÐzetai. Epeid , h S eÐnai mia β−tèleia kl�sh, gia k�je λ ∈ Λ h apeikìnish[
fλ 0

]
: kλ ⊕ k′λ −−−−−−−−→ Xλ

paragontopoieÐtai wc

kλ ⊕ k′λ lλ Xλ

[
hλ h′λ

]

me lλ ∈ S, ètsi ¸ste h sÔnjesh

k ⊕ k′ k
∐
λ∈Λ

kλ
∐
λ∈Λ

kλ ⊕ k′λ
∐
λ∈Λ

lλ

[
1 0

] ∐
λ∈Λ

[
1

0

] ∐
λ∈Λ

[
hλ h′λ

]
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na mhdenÐzetai. All� tìte h sÔnjesh

k k ⊕ k′ k
∐
λ∈Λ

kλ
∐
λ∈Λ

kλ ⊕ k′λ
∐
λ∈Λ

lλ

1

0

 [
1 0

] ∐
λ∈Λ

[
1

0

] ∐
λ∈Λ

[
hλ h′λ

]

mhdenÐzetai epÐshc. Sunep¸c, deÐxame ìti up�rqoun antikeÐmena lλ ∈ S, ètsi ¸ste h sÔnjesh

k
∐
λ∈Λ

kλ
∐
λ∈Λ

lλ

∐
λ∈Λ

hλ

na mhdenÐzetai. Sunep¸c, sumperaÐnoume ìti h T eÐnai mia β−tèleia kl�sh.

Orismìc 3.3.4. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] . 'Estw
S ⊂ T mia trigwnismènh upokathgorÐa. 'Estw β ènac �peiroc plhj�rijmoc. 'Ena antikeÐmeno k ∈ T

kaleÐtai β−kalì wc proc thn S e�n isqÔei h parak�tw sunj kh :

3.3.4.1. 'Estw {Xλ, λ ∈ Λ} mia oikogèneia antikeimènwn thc T. Upojètoume ìti h plhjikìthta
tou sunìlou Λ eÐnai < β. Tìte k�je apeikìnish

k
∐
λ∈Λ

Xλ

paragontopoieÐtai wc

k
∐
λ∈Λ

kλ
∐
λ∈Λ

Xλ

∐
λ∈Λ

fλ

me kλ ∈ S.

L mma 3.3.5. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] . 'Estw
S ⊂ T mia trigwnismènh upokathgorÐa. E�n k eÐnai èna antikeÐmeno thc T to opoÐo eÐnai β−kalì wc
proc thn S, tìte autom�twc isqÔei h parak�tw sunj kh :

3.3.5.1. Upojètoume ìti Λ eÐnai èna sÔnolo plhjikìthtac < β. EpÐshc, upojètoume ìti kλ eÐnai
opoiad pote antikeÐmena thc S kai Xλ eÐnai opoiad pote antikeÐmena thc T, ètsi ¸ste h sÔnjesh

k
∐
λ∈Λ

kλ
∐
λ∈Λ

Xλ

∐
λ∈Λ

fλ

na mhdenÐzetai. Tìte oi apeikonÐseic fλ : kλ −−−−−→ Xλ dÔnatai na paragontopoihjoÔn wc

kλ lλ Xλ
gλ hλ

me lλ ∈ S, ètsi ¸ste h sÔnjesh

k
∐
λ∈Λ

kλ
∐
λ∈Λ

lλ

∐
λ∈Λ

gλ

na mhdenÐzetai.

Apìdeixh. 'Estw Λ eÐnai èna sÔnolo plhjikìthtac < β. EpÐshc, upojètoume ìti kλ eÐnai opoiad pote
antikeÐmena thc S kai Xλ eÐnai opoiad pote antikeÐmena thc T, ètsi ¸ste h sÔnjesh
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k
∐
λ∈Λ

kλ
∐
λ∈Λ

Xλ

∐
λ∈Λ

fλ

na mhdenÐzetai. Gia k�je λ, jewr¸ ta trÐgwna

Yλ kλ Xλ ΣYλ
fλ

pou sumplhr¸noun touc morfismoÔc fλ sthn T. T¸ra to sugkinìmeno twn trig¸nwn

∐
λ∈Λ

Yλ
∐
λ∈Λ

kλ
∐
λ∈Λ

Xλ Σ

{∐
λ∈Λ

Yλ

}∐
λ∈Λ

f
λ

apì thn Prìtash 1.2.1.2 eÐnai èna trÐgwno.

O omologikìc sunartht c HomT(k,−) : T −−−−−→ Ab apeikonÐzei to trÐgwno autì se mia akrib 
akoloujÐa. Epeid  h sÔnjesh

k
∐
λ∈Λ

kλ
∐
λ∈Λ

Xλ

∐
λ∈Λ

f
λ

mhdenÐzetai, apì thn akrÐbeia thc prohgoÔmenhc akoloujÐac èpetai ìti h apeikìnish

k
∐
λ∈Λ

kλ

paragontopoieÐtai wc

k
∐
λ∈Λ

Yλ
∐
λ∈Λ

kλ

Apì thn upìjesh to antikeÐmeno k eÐnai β−kalì wc proc thn S, sunep¸c h apeikìnish

k
∐
λ∈Λ

Yλ

paragontopoieÐtai wc

k
∐
λ∈Λ

jλ
∐
λ∈Λ

Yλ

me jλ ∈ S. H sÔnjesh

jλ Yλ kλ Xλ
fλ

profan¸c mhdenÐzetai. Gia k�je λ, jewr¸ ta trÐgwna

jλ kλ lλ Σjλ
gλ

pou sumplhr¸noun touc morfismoÔc jλ −−−−−→ Yλ −−−−−→ kλ sthn T.

Gia k�je λ ∈ Λ, o sunomologikìc sunartht c HomT(−, Xλ) : T −−−−−→ Ab apeikonÐzei to anti-
stoiqo trÐgwno se mia akrib  akoloujÐa. Epeid  h sÔnjesh
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jλ Yλ kλ Xλ
fλ

mhdenÐzetai, apì thn akrÐbeia thc prohgoÔmenhc akoloujÐac èpetai ìti, gia k�je λ ∈ Λ, h apeikìnish

kλ Xλ
fλ

paragontopoieÐtai wc

kλ lλ Xλ
gλ hλ

Epeid , ta antikeÐmena jλ kai kλ an koun sthn S, kai h S eÐnai trigwnismènh upokathgorÐa, to lλ
an kei epÐshc sthn S. Sunep¸c, h sÔnjesh

k
∐
λ∈Λ

kλ
∐
λ∈Λ

lλ

∐
λ∈Λ

gλ

mhdenÐzetai, epeid  h sÔnjesh

k
∐
λ∈Λ

jλ
∐
λ∈Λ

kλ
∐
λ∈Λ

lλ

mhdenÐzetai, kaj¸c oi

jλ kλ lλ
gλ

eÐnai diadoqikoÐ morfismoÐ enìc trig¸nou.

Parat rhsh 3.3.6.1. Apì to L mma 3.3.5 gnwrÐzoume ìti e�n S eÐnai mia trigwnismènh upokath-
gorÐa thc T thc opoÐac ìla ta antikeÐmena eÐnai β−kal� wc proc thn S, tìte h S eÐnai mia β−tèleia
kl�sh, akribèstera h kl�sh ìlwn twn antikeimènwn thc S eÐnai mia β−tèleia kl�sh. Dhlad , k�je
antikeÐmeno k ∈ S, e�n ikanopoieÐ thn sunj kh 3.3.1.2, tìte h sunj kh 3.3.1.3 èpetai autom�twc.
Sta L mmata 3.3.7 kai 3.3.8 ja apodeÐxoume ìti den qrei�zetai na elègxoume ìti k�je antikeÐmeno thc
S eÐnai β−kalì wc proc thn S. ArkeÐ na elègxoume ta antikeÐmena miac arket� meg�lhc par�gousac
kl�shc.

L mma 3.3.6.2. 'Estw β ènac �peiroc plhj�rijmoc. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa
ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] . 'Estw S ⊂ T mia trigwnismènh upokathgorÐa. OrÐzoume thn pl rh
upokathgorÐa

Q =
{
k ∈ S | k eÐnai β−kalì wc proc thn S

}
thc T. Tìte h Q eÐnai mia trigwnismènh upokathgorÐa thc T. Epipleìn, e�n h S eÐnai pukn , tìte h
Q eÐnai epÐshc pukn .

Apìdeixh. Kat' arq n parathr¸ ìti to k eÐnai èna β−kalì antikeÐmeno wc proc thn S e�n kai mìno
e�n to antikeÐmeno Σk eÐnai β−kalì wc proc thn S. O sunartht c Σ eÐnai ènac aristerìc ( kai
dexiìc ) suzug c tou Σ−1, kai o sunartht c Σ−1 diathreÐ ta sugkinìmena apì thn Prìtash 1.6.1.1.
Sunep¸c, h apeikìnish

Σk
∐
λ∈Λ

Xλ

paragontopoieÐtai wc
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Σk
∐
λ∈Λ

kλ
∐
λ∈Λ

Xλ

∐
λ∈Λ

fλ

e�n kai mìno e�n h apeikìnish

k
∐
λ∈Λ

Σ−1Xλ

paragontopoieÐtai wc

k
∐
λ∈Λ

Σ−1kλ
∐
λ∈Λ

Σ−1Xλ

∐
λ∈Λ

Σ−1fλ

kai to
∐
λ∈Λkλ ∈ S e�n kai mìno e�n to

∐
λ∈ΛΣ−1kλ ∈ S. Sunep¸c, h Q eÐnai kleist  wc proc ton

prosjetikì automorfismì Σ, dhlad  ΣQ = Q. OmoÐwc, isqÔei Σ−1Q = Q.

H Q eÐnai kleist  wc proc isomorfismoÔc twn antikeimènwn thc. Pr�gmati, èstw k èna antikeÐmeno
thc T to opoÐo eÐnai isìmorfo me èna antikeÐmeno k′ thc Q, kai èstw k′ −−−−−→ k o antÐstoiqoc
isomorfismìc. 'Estw {Xλ, λ ∈ Λ} mia oikogèneia antikeimènwn thc T. Upojètoume ìti h plhjikìthta
tou sunìlou Λ eÐnai < β. JewroÔme thn apeikìnish

k′ k
∐
λ∈Λ

Xλ
'

Epeid , to k′ an kei sthn Q, h prohgoÔmenh apeikìnish na paragontopoieÐtai wc

k′
∐
λ∈Λ

kλ
∐
λ∈Λ

Xλ

∐
λ∈Λ

fλ

me kλ ∈ S. Sunep¸c, h arqik  apeikìnish paragontopoieÐtai wc

k k′
∐
λ∈Λ

kλ
∐
λ∈Λ

Xλ
'

∐
λ∈Λ

fλ

Epomènwc to k an kei sthn Q. Sunep¸c, h Q eÐnai mia pl rhc upokathgorÐa kleist  wc proc touc
isomorfismoÔc twn antikeimènwn thc, kaj¸c epÐshc kai wc proc touc prosjetikoÔc automorfismoÔc
Σ kai Σ−1. Apì to L mma 3.2.4.1, arkeÐ na deÐxoume ìti eÐnai kleist  wc proc touc k¸nouc twn
morfism¸n thc. 'Estw f : k −−−−−→ l ènac morfismìc sthn Q. Jewr¸ èna trÐgwno

k l m Σkw

pou ton sumplhr¸nei sthn T. GnwrÐzoume ìti ta k, l ∈ Q, Ja deÐxoume ìti to m an kei epÐshc sthn
Q.

'Estw {Xλ, λ ∈ Λ} èna sÔnolo antikeimènwn thc T, me Λ èna sÔnolo plhjikìthtac < β.
SqhmatÐzoume to β−sugkinìmeno

∐
λ∈ΛXλ sthn T. Epeid  o sunartht c HomT

(
−,
∐
λ∈ΛXλ

)
:

T −−−−−→ Ab eÐnai sunomologikìc apeikonÐzei to trÐgwno sthn akrib  akoloujÐa

HomT

(
m,
∐
λ∈Λ

Xλ

)
HomT

(
l,
∐
λ∈Λ

Xλ

)
HomT

(
k,
∐
λ∈Λ

Xλ

)
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Upojètoume ìti dÐnetai mia apeikìnish

m
∐
λ∈Λ

Xλ
h

sthn T. Apì thn akrÐbeia thc akoloujÐac, aut  antistoiqeÐ se mia apeikìnish

l
∐
λ∈Λ

Xλ

ètsi ¸ste h sÔnjesh

k l
∐
λ∈Λ

Xλ

na mhdenÐzetai. 'Omwc, to antikeÐmeno l eÐnai β−kalì wc proc thn S, sunep¸c ufÐstatai mia parago-
ntopoÐhsh

l
∐
λ∈Λ

lλ
∐
λ∈Λ

Xλ

∐
λ∈Λ

fλ

me lλ ∈ S. Epiplèon, h sÔnjesh

k l
∐
λ∈Λ

lλ
∐
λ∈Λ

Xλ

∐
λ∈Λ

fλ

epÐshc mhdenÐzetai, kai �ra epeid  to antikeÐmeno k eÐnai β−kalì wc proc thn S, sumperaÐnoume apì
to L mma 3.3.5 ìti oi apeikonÐseic fλ : lλ −−−−−→ Xλ dÔnatai na paragontopoihjoÔn wc

lλ mλ Xλ
gλ hλ

me mλ ∈ S, ètsi ¸ste h sÔnjesh

k l
∐
λ∈Λ

lλ
∐
λ∈Λ

mλ

∐
λ∈Λ

gλ

na mhdenÐzetai. Sunep¸c, apì thn akrÐbeia thc akoloujÐac h apeikìnish

l
∐
λ∈Λ

mλ

paragontopoieÐtai wc

l m
∐
λ∈Λ

mλ
w g

T¸ra, h sÔnjesh
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m
∐
λ∈Λ

mλ

∐
λ∈Λ

Xλ
g

∐
λ∈Λ

hλ

den sumpÐptei aparaÐthta me thn dojeÐsa apeikìnish

m
∐
λ∈Λ

Xλ
h

All� apì thn kataskeu , oi sunjèseic ek dexi¸n me thn apeikìnish w : l −−−−−→ m, dhlad  oi
sunjèseic h ◦ w kai

(∐
λ∈Λ hλ ◦ g

)
◦ w sumpÐptoun me thn sÔnjesh

l
∐
λ∈Λ

lλ
∐
λ∈Λ

mλ

∐
λ∈Λ

Xλ

∐
λ∈Λ

gλ
∐
λ∈Λ

hλ

Epomènwc, h diafor� touc
(
h −

∐
λ∈Λ hλ ◦ g

)
◦ w mhdenÐzetai, kai sunep¸c apì thn akrÐbeia thc

akoloujÐac sthn jèsh HomT

(
m,
∐
λ∈ΛXλ

)
h diafor� h−

∐
λ∈Λ hλ ◦ g paragontopoieÐtai wc

m Σk
∐
λ∈Λ

Xλ

Epeid  to antikeÐmeno k eÐnai β−kalì wc proc thn S, èpetai ìti to antikeÐmeno Σk eÐnai β−kalì wc
proc thn S, sunep¸c h apeikìnish

Σk
∐
λ∈Λ

Xλ

paragontopoieÐtai wc

Σk
∐
λ∈Λ

m′λ
∐
λ∈Λ

Xλ

∐
λ∈Λ

h′λ

me m′λ ∈ S. 'Ara, h diafor� h−
∐
λ∈Λ hλ ◦ g paragontopoieÐtai wc

m Σk
∐
λ∈Λ

m′λ
∐
λ∈Λ

Xλ

∐
λ∈Λ

h′λ

kai sunep¸c h apeikìnish

m
∐
λ∈Λ

Xλ
h

paragontopoieÐtai wc

m
∐
λ∈Λ

mλ ⊕m′λ
∐
λ∈Λ

Xλ

∐
λ∈Λ

[
hλ h′λ

]
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me mλ⊕m′λ ∈ S, dhlad  to antikeÐmeno m eÐnai β−kalì wc proc thn S, kai sunep¸c an kei sthn Q.

Tèloc, k�je eujÔc prosjetèoc sthn T enìc β−kaloÔ antikeimènou wc proc thn S, eÐnai epÐshc
èna β−kalì antikeÐmeno wc proc thn S. Sunep¸c, e�n h S eÐnai pukn , tìte h Q eÐnai epÐshc pukn .

L mma 3.3.7. 'Estw β ènac �peiroc plhj�rijmoc. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa
ikanopoeÐ to axÐwma [TR5] . 'Estw S mia kl�sh antikeimènwn thc T. Upojètoume ìti k�je antikeÐmeno
k ∈ S eÐnai β−kalì wc proc thn trigwnismènh upokathgorÐa T (S) ⊂ T. Tìte ta antikeÐmena thc
kathgorÐac T (S) sunistoÔn mia β−tèleia kl�sh.

Apìdeixh. OrÐzoume thn pl rh upokathgorÐa

Q = {k ∈ T (S) | k eÐnai β−kalì wc proc thn T (S)}

thc T. Profan¸c isqÔei Q ⊂ T (S). ArkeÐ na deÐxoume ìti T (S) ⊂ Q. Tìte, Q = T (S) kai apì thn
Parat rhsh 3.3.6.1, èpetai ìti h Q eÐnai mia β−tèleia kl�sh. Gia na deÐxoume ìti T (S) ⊂ Q, arkeÐ na
deÐxoume ìti h Q eÐnai mia trigwnismènh upokathgorÐa thc T h opoÐa perièqei thn kl�sh S. All� h Q

perièqei thn kl�sh S ex upojèsewc, kai apì to L mma 3.3.6.2 eÐnai mia trigwnismènh upokathgorÐa
thc T. Sunep¸c, h Q eÐnai mia β−tèleia kl�sh.

L mma 3.3.8. 'Estw α kai β �peiroi plhj�rijmoi. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa
ikanopoeÐ to axÐwma [TR5] . 'Estw S mia kl�sh antikeimènwn thc T. Upojètoume ìti k�je antikeÐmeno
k ∈ S eÐnai β−kalì wc proc thn trigwnismènh upokathgorÐa 〈S〉α ⊂ T. Tìte ta antikeÐmena thc
kathgorÐac 〈S〉α sunistoÔn mia β−tèleia kl�sh.

Apìdeixh. OrÐzoume thn pl rh upokathgorÐa

Q =
{
k ∈ 〈S〉α | k eÐnai β−kalì wc proc thn 〈S〉α

}
thc T. Profan¸c isqÔei Q ⊂ 〈S〉α. ArkeÐ na deÐxoume ìti 〈S〉α ⊂ Q. Tìte, Q = 〈S〉α kai apì thn
Parat rhsh 3.3.6.1, èpetai ìti h Q eÐnai mia β−tèleia kl�sh. Gia na deÐxoume ìti 〈S〉α ⊂ Q, arkeÐ na
deÐxoume ìti h Q eÐnai mia trigwnismènh upokathgorÐa thc T h opoÐa ikanopoieÐ tic sunj kec 3.2.1.1
, 3.2.1.2 kai 3.2.1.3. Apì to L mma 3.3.6.2, h Q eÐnai mia trigwnismènh upokathgorÐa. H Q perièqei
thn kl�sh S ex upojèsewc, sunep¸c ikanopoieÐ thn sunj kh 3.2.1.1. EpÐshc, apì to L mma 3.3.6.2
eÐnai pukn , epeid  h 〈S〉α eÐnai pukn , sunep¸c ikanopoieÐ thn sunj kh 3.2.1.2. Mènei na deÐxoume
ìti ikanopoieÐ thn sunj kh 3.2.1.2, dhlad  ìti eÐnai kleist  wc proc ta β−sugkinìmena.

'Estw {kµ, µ ∈M} mia sullog  antikeimènwn thc Q, me M eÐnai èna sÔnolo plhjikìthtac < α,
kai èstw èna sugkinìmeno

∐
µ∈Mkµ sthn T. Epeid  h 〈S〉α eÐnai α−topikopoi simh to sugkinìmeno

an kei epÐshc sthn 〈S〉α. Jèloume na deÐxoume ìti an kei sthn Q, dhlad  ìti eÐnai β−kalì wc proc
thn 〈S〉α. 'Estw {Xλ, λ ∈ Λ} mia sullog  antikeimènwn thc T, me Λ èna sÔnolo plhjikìthtac < β.
Upojètoume ìti dÐnetai mia apeikìnish

∐
µ∈M

kµ
∐
λ∈Λ

Xλ

Autì shmaÐnei ìti, gia k�je µ ∈M , èqoume mia apeikìnish

kµ
∐
λ∈Λ

Xλ

Epeid  to antikeÐmeno kµ ∈ Q, gia k�je µ ∈M , h prohgoÔmenh apeikìnish paragontopoieÐtai wc
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kµ
∐
λ∈Λ

kµ,λ
∐
λ∈Λ

Xλ

∐
λ∈Λ

fµ,λ

me kµ,λ ∈ 〈S〉α. Sunep¸c, h apeikìnish

∐
µ∈M

kµ
∐
λ∈Λ

Xλ

paragontopoieÐtai wc

∐
µ∈M

kµ
∐
µ∈M

∐
λ∈Λ

kµ,λ
∐
λ∈Λ

Xλ

∐
µ∈M

∐
λ∈Λ

fµ,λ

, isodÔnama wc

∐
µ∈M

kµ
∐
λ∈Λ

∐
µ∈M

kµ,λ
∐
λ∈Λ

Xλ

∐
λ∈Λ

∐
µ∈M

fµ,λ

, kai epeid  h kathgorÐa 〈S〉α eÐnai kleist  wc proc ta α−sugkinìmena, gia k�je λ ∈ Λ, to sugki-
nìmeno

∐
µ∈Mkµ,λ ∈ 〈S〉

α. DeÐxame loipìn ìti to
∐
µ∈Mkµ eÐnai β−kalì wc proc thn 〈S〉α, sunep¸c

an kei sthn upokathgorÐa Q.

Je¸rhma 3.3.9. 'Estw α kai β �peiroi plhj�rijmoi. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h
opoÐa ikanopoeÐ to axÐwma [TR5] . 'Estw {Si, i ∈ I} mia oikogèneia β−tèleiwn kl�sewn thc T.
UpenjumÐzoume ìti e�n sumbolÐsoume ∪Si thn ènwsh

⋃
i∈I

Si

, tìte T (∪Si) eÐnai h mikrìterh trigwnismènh upokathgorÐa thc T h opoÐa perièqei thn ènwsh ∪Si,
kai 〈∪Si〉α eÐnai h mikrìterh α−topikopoi simh upokathgorÐa S ⊂ T h opoÐa perièqei thn ènwsh ∪Si.
Isqurizìmaste ìti ta antikeÐmena thc kathgorÐac T (∪Si) sunistoÔn mia β−tèleia kl�sh. Epiplèon,
ta antikeÐmena thc kathgorÐac 〈∪Si〉α sunistoÔn epÐshc mia β−tèleia kl�sh.

Apìdeixh. Epeid  oi apodeÐxeic eÐnai panomoiìtupec, ja apodeÐxoume ton isqurismì gia thn kathgorÐa
〈∪Si〉α. Apì to L mma 3.3.8, arkeÐ na deÐxoume ìti k�je antikeÐmeno k ∈ ∪Si eÐnai β−kalì wc proc
thn trigwnismènh upokathgorÐa 〈∪Si〉α ⊂ T. 'Estw {Xλ, λ ∈ Λ} èna sÔnolo antikeimènwn thc T,
me Λ èna sÔnolo plhjikìthtac < β. 'Estw mia apeikìnish

k
∐
λ∈Λ

Xλ

Epeid  to k ∈ ∪Si, èpetai ìti gia k�poio i ∈ I, to k an kei se k�poia β−tèleia kl�sh Si. All�
tìte h prohgoÔmenh apeikìnish paragontopoieÐtai wc

k
∐
λ∈Λ

kλ
∐
λ∈Λ

Xλ

∐
λ∈Λ

fλ
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me kλ ∈ Si ⊂ 〈∪Si〉α.

Pìrisma 3.3.10. 'Estw β ènac �peiroc plhj�rijmoc. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa
ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] . 'Estw S mia trigwnismènh upokathgorÐa. H sullog  twn β−tèleiwn
kl�sewn Si ⊂ S thc T èqei èna monadikì megistikì mèloc, èstw S. Epiplèon, k�je β−tèleia kl�sh
R thc T, thc opoÐac ta antikeÐmena an koun sthn S, perièqetai sthn monadik  megistik  β−tèleia
kl�sh S.

Apìdeixh. 'Estw {Si, i ∈ I} h kl�sh ìlwn twn β−tèleiwn kl�sewn thc T, twn opoÐwn ìla ta
antikeÐmena an koun sthn S. Tìte apì to Je¸rhma 3.3.9, ta antikeÐmena thc kathgorÐac T (∪Si)
sunistoÔn mia β−tèleia kl�sh. Epeid , h kathgorÐa S eÐnai trigwnismènh kai perièqei thn ∪Si,
èpetai ìti perièqei thn T (∪Si). Epomènwc, h kathgorÐa T (∪Si) perièqetai sthn S, eÐnai β−tèleia,
kai perièqei ìlec tic β−tèleiec kl�seic Si ⊂ S thc T. Sunep¸c, jètontac S := T (∪Si), lamb�noume
thn monadik  megistik  β−tèleia kl�sh S ⊂ S thc T.

Orismìc 3.3.11. 'Estw β ènac �peiroc plhj�rijmoc. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa
ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] . 'Estw S mia trigwnismènh upokathgorÐa. H pl rhc upokathgorÐa thc
T thc opoÐac ta antikeÐmena apartÐzontai apo ta antikeÐmena thc megistik c β−tèleiac kl�shc S tou
PorÐsmatoc 3.3.10, ja sumbolÐzetai me Sβ .

Sthn apìdeixh tou PorÐsmatoc 3.3.10, h Sβ orÐsthke wc h mikrìterh trigwnismènh upokathgorÐa thc
T pou perièqei thn ènwsh ìlwn twn β−tèleiwn kl�sewn thc T pou perièqontai sthn S. Sunep¸c,
eÐnai ex orismoÔ mia trigwnismènh upokathgorÐa. Parìla aut�

Pìrisma 3.3.12. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] .
'Estw S mia trigwnismènh upokathgorÐa. 'Estw β ènac �peiroc plhj�rijmoc. Tìte h upokathgorÐa
Sβ eÐnai trigwnismènh.

Apìdeixh. H S eÐnai mia trigwnismènh upokathgorÐa h opoÐa perièqei thn upokathgorÐa Sβ , kai sune-
p¸c perièqei thn elaqistik  trigwnismènh upokathgorÐa kathgorÐa h opoÐa perièqei thn Sβ . Dhlad 
isqÔoun oi egkleismoÐ,

Sβ ⊂ T (Sβ) ⊂ S

All� h Sβ eÐnai mia β−tèleia kl�sh. Apì to Je¸rhma 3.3.9, èpetai ìti h T (Sβ) eÐnai epÐshc mia
β−tèleia kl�sh. Epeid  h Sβ eÐnai h megistik  β−tèleia kl�sh, perièqei thn T (Sβ). Dhlad  isqÔoun
oi egkleismoÐ,

T (Sβ) ⊂ Sβ ⊂ S

Sunep¸c, èpetai h isìthta Sβ = T (Sβ), kai epomènwc h Sβ eÐnai mia trigwnismènh upokathgorÐa.

Pìrisma 3.3.13. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] .
'Estw S mia trigwnismènh upokathgorÐa h opoÐa eÐnai pukn . 'Estw β ènac �peiroc plhj�rijmoc.
Tìte h trigwnismènh upokathgorÐa Sβ eÐnai pukn .

Apìdeixh. 'Estw T h kl�sh ìlwn twn antikeimènwn thc T ta opoÐa eÐnai isìmorfa me touc eujeÐc
prosjetèouc twn antikeimènwn thc Sβ , dhlad  T eÐnai to puknì perÐblhma thc Sβ sthn T. Epeid  h
S perièqei thn Sβ kai eÐnai pukn , perièqei thn T . Dhlad  isqÔoun oi egkleismoÐ,

Sβ ⊂ T ⊂ S

All� h T eÐnai mia β−tèleia kl�sh apì to L mma 3.3.3, kai epeid  h Sβ eÐnai h megistik  β−tèleia
kl�sh, perièqei thn T . Dhlad  isqÔoun oi egkleismoÐ,

T ⊂ Sβ ⊂ S
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Sunep¸c, èpetai h isìthta Sβ = T , kai epomènwc h Sβ eÐnai pukn .

Pìrisma 3.3.14. 'Estw α kai β �peiroi plhj�rijmoi. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h
opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5]. 'Estw S mia α−topikopoi simh upokathgorÐa thc T. Tìte h
trigwnismènh upokathgorÐa Sβ eÐnai α−topikopoi simh.

Apìdeixh. Epeid  h S eÐnai α−topikopoi simh kai perièqei thn Sβ , perièqei thn 〈Sβ〉α, h opoÐa eÐnai h
mikrìterh α−topikopoi simh upokathgorÐa h opoÐa perièqei thn Sβ . Dhlad  isqÔoun oi egkleismoÐ,

Sβ ⊂ 〈Sβ〉α ⊂ S

All� h Sβ eÐnai mia β−tèleia kl�sh. Apì to Je¸rhma 3.3.9, èpetai ìti h 〈Sβ〉α eÐnai epÐshc mia
β−tèleia kl�sh. Epeid  h Sβ eÐnai h megistik  β−tèleia kl�sh, perièqei thn 〈Sβ〉α. Dhlad  isqÔoun
oi egkleismoÐ,

〈Sβ〉α ⊂ Sβ ⊂ S

Sunep¸c, èpetai h isìthta Sβ = 〈Sβ〉α, kai epomènwc h Sβ eÐnai α−topikopoi simh.

Parat rhsh 3.3.15. 'Estw γ kai β �peiroi plhj�rijmoi. E�n S eÐnai mia γ−tèleia kl�sh, kai
γ > β, tìte h S eÐnai epÐshc mia β−tèleia kl�sh. Sunep¸c, gia kaje trigwnismènh upokathgorÐa
S ⊂ T, h kathgorÐa Sγ ìntac β−tèleia kl�sh, perièqetai sthn megistik  β−tèleia kl�sh Sβ .
Dhlad , gia kaje trigwnismènh upokathgorÐa S ⊂ T, e�n γ > β, tìte Sγ ⊂ Sβ .

'Estw β ènac �peiroc plhj�rijmoc. 'Estw R kai S trigwnismènec upokathgorÐec thc T, e�n
R ⊂ S ⊂ T, tìte h Rβ eÐnai mia β−tèleia kl�sh h opoÐa perièqetai sthn S, kai sunep¸c perièqetai
sthn megistik  β−tèleia kl�sh Sβ . Dhlad , gia opoiesd pote trigwnismènec kathgorÐec R kai S
thc T, e�n R ⊂ S ⊂ T, tìte Rβ ⊂ Sβ .

K�je trigwnismènh upokathgorÐa S ⊂ T eÐnai eÐnai mia ℵ0−tèleia klash, kai m�lista sumpÐptei
me thn monadik  megistik  ℵ0−tèleia klash thc T h opoÐa perièqetai sthn S, ìpwc isqurÐzetai h
epìmenh

Prìtash 3.3.16. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoeÐ to axÐwma [TR5] kai S
mia trigwnismènh upokathgorÐa. Tìte Sℵ0

= S.

Apìdeixh. Efìson, profan¸c isqÔei Sℵ0 ⊂ S, arkeÐ na deÐxoume ìti h S eÐnai mia ℵ0−tèleia kl�sh.
Upojètoume ìti dÐnetai èna antikeÐmeno k ∈ S, èna sÔnolo Λ plhjikìthtac < ℵ0, dhlad  èna pepe-
rasmèno sÔnolo, mÐa oikogèneia antikeimènwn {Xλ, λ ∈ Λ} sthn T, kai mÐa apeikìnish

k
∐
λ∈Λ

Xλ

Tìte h apeikìnish mporeÐ na paragontopoihjeÐ wc

k
∐
λ∈Λ

k
∐
λ∈Λ

Xλ
4

∐
λ∈Λ

fλ

me k ∈ S, ìpou 4 : k −−−−−→
∐
λ∈Λk eÐnai h diag¸nia apeikìnish. T¸ra upojètoume xan� ìti Λ

eÐnai èna sÔnolo plhjikìthtac < ℵ0, dhlad  èna peperasmèno sÔnolo. EpÐshc, upojètoume ìti k
kai kλ eÐnai opoiad pote antikeÐmena thc S kai Xλ eÐnai opoiad pote antikeÐmena thc T, ètsi ¸ste h
sÔnjesh
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k
∐
λ∈Λ

kλ
∐
λ∈Λ

Xλ
γ

∐
λ∈Λ

fλ

na mhdenÐzetai. Sunep¸c, fλγλ = 0, ìpou γλ eÐnai h λ−st  sunist¸sa thc apeikìnishc γ. Gia k�je
λ ∈ Λ, jewr¸ ta trÐgwna

k kλ lλ Σk
γλ gλ

pou sumplhr¸noun touc morfismoÔc γλ : k −−−−−→ kλ sthn T. Epeid  h S eÐnai mia trigwnismènh
upokathgorÐa, èpetai ìti lλ ∈ S. Gia k�je λ ∈ Λ, o sunomologikìc sunartht c HomT(−, Xλ) :
T −−−−−→ Ab apeikonÐzei to antistoiqo trÐgwno se mia akrib  akoloujÐa. Epeid , fλγλ = 0, apì
thn akrÐbeia thc prohgoÔmenhc akoloujÐac èpetai ìti gia k�je λ ∈ Λ, h apeikìnish fλ : k −−−−−→ Xλ

paragontopoieÐtai wc

kλ lλ Xλ
gλ hλ

me lλ ∈ S. All� tìte h sÔnjesh

k
∐
λ∈Λ

kλ
∐
λ∈Λ

lλ
γ

∐
λ∈Λ

gλ

mhdenÐzetai. Sunep¸c, h S eÐnai mia ℵ0−tèleia kl�sh, kai �ra perièqetai sthn megistik  ℵ0−tèleia
kl�sh Sℵ0

.
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4 TopikopoÐhsh Thomason

4.1 Mikr� antikeÐmena

Orismìc 4.1.1. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] . 'Estw
α ènac �peiroc plhj�rijmoc. 'Ena antikeÐmeno k ∈ T kaleÐtai α−mikrì e�n isqÔei h parak�tw
sunj kh :

4.1.1.1. 'Estw {Xλ, λ ∈ Λ} mia sullog  antikeimènwn thc T. Tìte gia k�je apeikìnish

k
∐
λ∈Λ

Xλ

, up�rqei èna uposÔnolo Λ′ ⊂ Λ, ìpou h plhjikìthta tou Λ′ eÐnai < α, ètsi ¸ste h apeikìnish na
paragontopoieÐtai wc

k
∐
λ∈Λ′

Xλ

∐
λ∈Λ

Xλ

, ìpou h deÔterh apeikìnish eÐnai h kanonik  emfÔteush sto sugkinìmeno.

Par�deigma 4.1.2. JewroÔme thn eidik  perÐptwsh ìpou α = ℵ0. 'Ena antikeÐmeno k ∈ T kaleÐtai
ℵ0−mikrì e�n, gia opoiod pote �peiro sugkinìmeno sthn T, dhlad  sugkinìmeno miac opoiad pote
oikogèneiac {Xλ, λ ∈ Λ} antikeimènwn thc T, k�je apeikìnish

k
∐
λ∈Λ

Xλ

paragontopoieÐtai mèsw enìc peperasmènou sugkinomènou. Autì shmaÐnei ìti, up�rqei èna uposÔnolo
Λ′ ⊂ Λ peperasmènhc plhjikìthtac, kai mia paragontopoÐhsh

k
∐
λ∈Λ′

Xλ

∐
λ∈Λ

Xλ

IsodÔnama, h fusik  apeikìnish∐
λ∈Λ

HomT(k,Xλ) −−−−−−−−→ HomT

(
k,
∐
λ∈Λ

Xλ

)
h opoÐa eÐnai p�nta ènac monomorfismìc, eÐnai epiplèon ènac epimorfismìc, sunep¸c eÐnai ènac isomor-
fismìc. Pio sugkekrimèna, èstw {Xλ, λ ∈ Λ} mia oikogèneia antikeimènwn thc T. Epeid  h T ikano-
poieÐ to axÐwma [TR5], to sugkinìmeno

∐
λ∈ΛXλ up�rqei sthn T. 'Estw iλ : Xλ −−−−−→

∐
λ∈ΛXλ

h kanonik  emfÔteush tou sugkinomènou, gia k�je λ ∈ Λ. Tìte ep�gontai oi apeikonÐseic

HomT

(
k,Xλ

)
HomT

(
k,
∐
λ∈Λ

Xλ

)
φλ

ìpou φλ := HomT

(
k, iλ

)
, gia k�je λ ∈ Λ. To sugkinìmeno

∐
λ∈ΛHomT

(
k,Xλ

)
up�rqei sthn Ab.

Sunep¸c, apì thn kajolik  idiìthta tou sugkinomènou up�rqei mia monadik  apeikìnish φ h opoÐa
kajist� to parak�tw di�gramma metajetikì

HomT

(
k,Xλ

)

∐
λ∈Λ

HomT

(
k,Xλ

)
HomT

(
k,
∐
λ∈Λ

Xλ

)φλ

φ

, ìpou i′λ : HomT

(
k,Xλ

)
−−−−−→

∐
λ∈ΛHomT

(
k,Xλ

)
eÐnai h kanonik  emfÔteush tou sugkino-

mènou, gia k�je λ ∈ Λ. To antikeÐmeno k ∈ T eÐnai ℵ0−mikrì, shmaÐnei akrib¸c ìti h apeikìnish φ
eÐnai ènac isomorfismìc.

Orismìc 4.1.3. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] . 'Estw
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α ènac �peiroc plhj�rijmoc. H pl rhc upokathgorÐa thc opoÐac ta antikeÐmena eÐnai ìla ta α−mikr�
antikeÐmena thc T ja sumbolÐzetai me T(α).

L mma 4.1.4. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoeÐ to axÐwma [TR5] . 'Estw α
ènac �peiroc plhj�rijmoc. Tìte h upokathgorÐa T(α) ⊂ T eÐnai trigwnismènh.

Apìdeixh. Kat' arq n parathr¸ ìti to k ∈ T(α) e�n kai mìno e�n to Σk ∈ T(α). O sunartht c Σ
eÐnai ènac aristerìc ( kai dexiìc ) suzug c tou Σ−1, kai o sunartht c Σ−1 diathreÐ ta sugkinìmena
apì thn Prìtash 1.6.1.1. Sunep¸c, gia thn apeikìnish

Σk
∐
λ∈Λ

Xλ

, up�rqei èna uposÔnolo Λ′ ⊂ Λ, ìpou h plhjikìthta tou Λ′ eÐnai < α, ètsi ¸ste h apeikìnish na
paragontopoieÐtai wc

Σk
∐
λ∈Λ′

Xλ

∐
λ∈Λ

Xλ

e�n kai mìno e�n h apeikìnish

k
∐
λ∈Λ

Σ−1Xλ

paragontopoieÐtai wc

k
∐
λ∈Λ′

Σ−1Xλ

∐
λ∈Λ

Σ−1Xλ

H T(α) eÐnai kleist  wc proc touc isomorfismoÔc twn antikeimènwn thc. Pr�gmati, èstw k èna
antikeÐmeno thc T to opoÐo eÐnai isìmorfo me èna antikeÐmeno k′ thc T(α), kai èstw k′ −−−−−→ k o
antÐstoiqoc isomorfismìc. 'Estw mia apeikìnish

k
∐
λ∈Λ

Xλ

JewroÔme thn apeikìnish

k′ k
∐
λ∈Λ

Xλ
'

Epeid , to k′ eÐnai α−mikrì, up�rqei èna uposÔnolo Λ′ ⊂ Λ, plhjikìthtac < α, ètsi ¸ste h
prohgoÔmenh apeikìnish na paragontopoieÐtai wc

k′
∐
λ∈Λ′

Xλ

∐
λ∈Λ

Xλ

Sunep¸c, h arqik  apeikìnish paragontopoieÐtai wc

k k′
∐
λ∈Λ′

Xλ

∐
λ∈Λ

Xλ
'
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, kai epomènwc to k eÐnai α−mikrì. Sunep¸c, h T(α) eÐnai mia pl rhc upokathgorÐa kleist  wc proc
touc isomorfismoÔc twn antikeimènwn thc, kaj¸c epÐshc kai wc proc touc prosjetikoÔc automorfi-
smoÔc Σ kai Σ−1. Apì to L mma 3.2.4.1, arkeÐ na deÐxoume ìti eÐnai kleist  wc proc touc k¸nouc
twn morfism¸n thc. 'Estw f : k −−−−−→ l ènac morfismìc sthn T(α). Jewr¸ èna trÐgwno

k l m Σkw

pou ton sumplhr¸nei sthn T. GnwrÐzoume ìti ta k, l ∈ T(α). Ja deÐxoume ìti to m an kei epÐshc
sthn T(α).

'Estw {Xλ, λ ∈ Λ} èna sÔnolo antikeimènwn thc T. SqhmatÐzoume to sugkinìmeno
∐
λ∈ΛXλ

sthn T. Epeid  o sunartht c HomT

(
−,
∐
λ∈ΛXλ

)
: T −−−−−→ Ab eÐnai sunomologikìc apeikonÐzei

to trÐgwno sthn akrib  akoloujÐa

HomT

(
m,
∐
λ∈Λ

Xλ

)
HomT

(
l,
∐
λ∈Λ

Xλ

)
HomT

(
k,
∐
λ∈Λ

Xλ

)

Upojètoume ìti dÐnetai mia apeikìnish

m
∐
λ∈Λ

Xλ
h

Apì thn akrÐbeia thc akoloujÐac up�rqei mia apeikìnish

l
∐
λ∈Λ

Xλ

ètsi ¸ste h sÔnjesh

k l
∐
λ∈Λ

Xλ

na mhdenÐzetai. All�, to l eÐnai α−mikrì, sunep¸c up�rqei èna uposÔnolo Λ′ ⊂ Λ, plhjikìthtac
< α, ètsi ¸ste h apeikìnish

l
∐
λ∈Λ

Xλ

na paragontopoieÐtai wc

l
∐
λ∈Λ′

Xλ

∐
λ∈Λ

Xλ
iΛ′

, ìpou iΛ′ eÐnai h kanonik  emfÔteush sto sugkinìmeno
∐
λ∈ΛXλ. Epomènwc, h sÔnjesh

k l
∐
λ∈Λ′

Xλ

∐
λ∈Λ

Xλ
iΛ′

mhdenÐzetai. Epeid  h apeikìnish

∐
λ∈Λ′

Xλ

∐
λ∈Λ

Xλ
iΛ′

eÐnai o egkleismìc enìc eujèoc prosjetèou entìc tou sugkinomènou
∐
λ∈ΛXλ, eÐnai ènac monomor-

fismìc sthn T. Sunep¸c, h sÔnjesh
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k l
∐
λ∈Λ′

Xλ

mhdenÐzetai epÐshc. Epeid  o sunartht c HomT

(
−,
∐
λ∈Λ′ Xλ

)
: T −−−−−→ Ab eÐnai sunomologikìc

apeikonÐzei to arqikì trÐgwno sthn akrib  akoloujÐa

HomT

(
m,

∐
λ∈Λ′

Xλ

)
HomT

(
l,
∐
λ∈Λ′

Xλ

)
HomT

(
k,
∐
λ∈Λ′

Xλ

)

Apì thn akrÐbeia thc akoloujÐac h apeikìnish

l
∐
λ∈Λ′

Xλ

paragontopoieÐtai wc

l m
∐
λ∈Λ′

Xλ
w g

T¸ra, h sÔnjesh

m
∐
λ∈Λ′

Xλ

∐
λ∈Λ

Xλ
g iΛ′

den sumpÐptei aparaÐthta me thn dojeÐsa apeikìnish

m
∐
λ∈Λ

Xλ
h

All� apì thn kataskeu , oi sunjèseic ek dexi¸n me thn apeikìnish w : l −−−−−→ m, dhlad  oi
sunjèseic h ◦ w kai (iΛ′ ◦ g) ◦ w sumpÐptoun me thn sÔnjesh

l
∐
λ∈Λ′

Xλ

∐
λ∈Λ

Xλ
iΛ′

Epomènwc, h diafor� touc (h − iΛ′ ◦ g) ◦ w mhdenÐzetai, kai sunep¸c apì thn akrÐbeia thc pr¸thc
akoloujÐac sthn jèsh HomT(m,

∐
λ∈ΛXλ) h diafor� h− iΛ′ ◦ g paragontopoieÐtai wc

m Σk
∐
λ∈Λ

Xλ

Epeid  to k ∈ T(α), èpetai ìti to Σk ∈ T(α), sunep¸c up�rqei èna uposÔnolo Λ′′ ⊂ Λ, plhjikìthtac
< α, ètsi ¸ste h apeikìnish

Σk
∐
λ∈Λ

Xλ

na paragontopoieÐtai wc

Σk
∐
λ∈Λ′′

Xλ

∐
λ∈Λ

Xλ
iΛ′′
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, ìpou iΛ′′ eÐnai h kanonik  emfÔteush sto sugkinìmeno
∐
λ∈ΛXλ. 'Ara, h diafor� h − iΛ′ ◦ g

paragontopoieÐtai wc

m Σk
∐
λ∈Λ′′

Xλ

∐
λ∈Λ

Xλ
iΛ′′

kai sunep¸c h apeikìnish

m
∐
λ∈Λ

Xλ
h

paragontopoieÐtai wc

m
∐

λ∈Λ′∪Λ′′

Xλ

∐
λ∈Λ

Xλ
iΛ′∪Λ′′

, ìpou iλ∈Λ′∪Λ′′ eÐnai h kanonik  emfÔteush sto sugkinìmeno
∐
λ∈ΛXλ. Epeid  o α eÐnai ènac �peiroc

plhj�rijmoc, kai ta uposÔnola Λ′,Λ′′ ⊂ Λ eÐnai plhjikìthtac < α èpetai ìti h plhjikìthta tou
uposunìlou Λ′ ∪ Λ′′ ⊂ Λ eÐnai < α. Sunep¸c, to m eÐnai α−mikrì.

L mma 4.1.5. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] . 'Estw
α ènac kanonikìc plhj�rijmoc, dhlad  o α den mporeÐ na grafeÐ wc �jroisma enìc sunìlou plhja-
rÐjmwn plhjikìthtac < α, oi opoÐoi eÐnai ìloi mikrìteroi tou α. Tìte h kathgorÐa T(α) eÐnai kleist 
wc proc ta α−sugkinìmena, autì shmaÐnei ìti to sugkinìmeno opoioud pote sunìlou antikeimènwn
plhjikìthtac < α thc T(α), an kei sthn T(α).

Apìdeixh. 'Estw {kµ, µ ∈M} mia sullog  antikeimènwn thc T(α), ìpou h plhjikìthta tou sunìlou
M eÐnai < α. 'Estw {Xλ, λ ∈ Λ} mia sullog  antikeimènwn thc T. Upojètoume ìti dÐnetai mia
apeikìnish

∐
µ∈M

kµ
∐
λ∈Λ

Xλ

Autì shmaÐnei ìti, gia k�je µ ∈M , èqoume mia apeikìnish

kµ
∐
λ∈Λ

Xλ

Epeid  to kµ eÐnai α−mikrì, gia k�je µ up�rqei èna uposÔnolo Λµ ⊂ Λ, plhjikìthtac < α, ètsi
¸ste h apeikìnish

kµ
∐
λ∈Λ

Xλ

na paragontopoieÐtai wc

kµ
∐
λ∈Λµ

Xλ

∐
λ∈Λ

Xλ

Sunep¸c, h apeikìnish

∐
µ∈M

kµ
∐
λ∈Λ

Xλ
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paragontopoieÐtai wc

∐
µ∈M

kµ
∐

λ∈∪µ∈MΛµ

Xλ

∐
λ∈Λ

Xλ

kai h plhjikìthta tou sunìlou ∪µ∈MΛµ eÐnai fragmènh apo to �jroisma twn plhjikot twn twn
uposunìlwn Λµ ⊂ Λ gia ìla ta µ ∈ M , to opoÐo eÐnai èna �jroisma enìc sunìlou plhjarÐjmwn
plhjikìthtac < α, oi opoÐoi eÐnai ìloi mikrìteroi tou α. Epomènwc, epeid  o α eÐnai ènac kanonikìc
plhj�rijmoc, to �jroisma auto eÐnai < α. Sunep¸c, to

∐
µ∈M kµ ∈ T(α).

L mma 4.1.6. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] . 'Estw
α ènac �peiroc plhj�rijmoc. Tìte h kathgorÐa T(α) eÐnai pukn .

Apìdeixh. Apì to L mma 4.1.4 gnwrÐzoume ìti h T(α) eÐnai mia trigwnismènh upokathgorÐa. Gia na
deÐxoume ìti h T(α) eÐnai pukn , arkeÐ na deÐxoume ìti opoiosd pote prosjetèoc enìc antikeimènou
thc T(α) an kei sthn T(α).

'Estw k, l antikeÐmena thc T kai upojètoume oti to sugkinìmeno touc k ⊕ l an kei sthn T(α),
dhlad  to k ⊕ l eÐnai α−mikrì. ArkeÐ na deÐxoume ìti to k eÐnai α−mikrì. 'Estw {Xλ, λ ∈ Λ} mia
sullog  antikeimènwn thc T. Upojètoume ìti dÐnetai mia apeikìnish

k
∐
λ∈Λ

Xλ
h

kai jewroÔme thn apeikìnish

k ⊕m
∐
λ∈Λ

Xλ

[
h 0

]

Epeid  to to k ⊕ l eÐnai α−mikrì, up�rqei èna uposÔnolo Λ′ ⊂ Λ, plhjikìthtac < α, ètsi ¸ste h
prohgoÔmenh apeikìnish na paragontopoieÐtai wc

k ⊕m
∐
λ∈Λ′

Xλ

∐
λ∈Λ

Xλ

kai sunep¸c h dojeÐsa apeikìnish

k
∐
λ∈Λ

Xλ
h

paragontopoieÐtai wc

k k ⊕m
∐
λ∈Λ′

Xλ

∐
λ∈Λ

Xλ

1

0



Sunep¸c, to k eÐnai α−mikrì.

L mma 4.1.7. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] . 'Estw
α ènac kanonikìc plhj�rijmoc. Tìte h kathgorÐa T(α) eÐnai α−topikopoi simh.
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Apìdeixh. Apì to L mma 4.1.5 h kathgorÐa T(α) eÐnai kleist  wc proc ta α−sugkinìmena, kai apì
to L mma 4.1.6 h kathgorÐa T(α) eÐnai pukn , sunep¸c eÐnai α−topikopoi simh.

Parat rhsh 4.1.8. E�n o α eÐnai ènac kanonikìc plhj�rijmoc > ℵ0, tìte to L mma 4.1.6 eÐnai
perittì. Apì to L mma 4.1.5, h kathgorÐa T(α) eÐnai kleist  wc proc ta α−sugkinìmena kai epeid 
α > ℵ0, apì thn Parat rhsh 3.2.7 èpetai ìti h T(α) eÐnai pukn .

4.2 Sumpag  antikeÐmena

'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5]. Sthn Enìthta 4.1 kata-
skeu�same, gia k�je �peiro plhj�rijmo α, mia trigwnismènh upokathgorÐa T(α) ⊂ T, thc opoÐac h
kl�sh twn antikeimènwn apartÐzetai apì thn kl�sh ìlwn twn α−mikr¸n antikeimènwn thc T. Sthn
Enìthta 3.3, dojeÐshc opoiasd pote trigwnismènhc upokathgorÐac S ⊂ T kai enìc �peirou plhjarÐj-
mou β, kataskeu�same mia trigwnismènh upokathgorÐa Sβ ⊂ T, thc opoÐac h kl�sh twn antikeimènwn
apartÐzetai apì thn kl�sh twn antikeimènwn thc monadik c megistik c β−tèleiac kl�shc thc T h
opoÐa perièqetai sthn S. Sthn paroÔsa Enìthta ja sundu�soume tic dÔo autèc kataskeuèc, kai ja
melet soume thn trigwnismènh upokathgorÐa{

T(α)
}
β
⊂ T

, thc opoÐac h kl�sh twn antikeimènwn apartÐzetai apì thn kl�sh twn antikeimènwn thc monadik c
megistik c β−tèleiac kl�shc thc T h opoÐa perièqetai sthn T(α).

L mma 4.2.1. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5]. 'Estw
α ènac �peiroc plhj�rijmoc. 'Estw S mia α−tèleia kl�sh α−mikr¸n antikeimènwn. Dhlad , h S
eÐnai mia α−tèleia kl�sh h opoÐa perièqetai sthn T(α), sunep¸c apì to Pìrisma 3.3.10, perièqetai
sthn monadik  megistik  α−tèleia kl�sh

{
T(α)

}
α
thc T, dhlad  S ⊂

{
T(α)

}
α
. Tìte h S eÐnai mia

β−tèleia kl�sh, gia ìlouc touc �peirouc plhjarÐjmouc β.

Apìdeixh. 'Estw k èna antikeÐmeno thc S, kai {Xλ, λ ∈ Λ} mia sullog  antikeimènwn thc T, ìpou h
plhjikìthta tou sunìlou Λ eÐnai < β. Epeid  to antikeÐmeno k eÐnai α−mikrì, gia k�je apeikìnish

k
∐
λ∈Λ

Xλ

, up�rqei èna uposÔnolo Λ′ ⊂ Λ, plhjikìthtac < α , ètsi ¸ste h apeikìnish na paragontopoieÐtai
wc

k
∐
λ∈Λ′

Xλ

∐
λ∈Λ

Xλ

Epeid  h S eÐnai mia α−tèleia kl�sh, h apeikìnish

k
∐
λ∈Λ′

Xλ

paragontopoieÐtai wc

k
∐
λ∈Λ′

kλ
∐
λ∈Λ′

Xλ

∐
λ∈Λ′

fλ

me kλ ∈ S. Gia λ /∈ Λ′, orÐzoume kλ = 0 kai fλ = 0. Sunep¸c, h apeikìnish

k
∐
λ∈Λ

Xλ
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paragontopoieÐtai wc

k
∐
λ∈Λ

kλ
∐
λ∈Λ

Xλ

∐
λ∈Λ

fλ

me kλ ∈ S.
Upojètoume xan� ìti to Λ eÐnai èna sÔnolo plhjikìthtac < β. EpÐshc, upojètoume ìti k kai kλ

eÐnai opoiad pote antikeÐmena thc S kai Xλ eÐnai opoiad pote antikeÐmena thc T, ètsi ¸ste h sÔnjesh

k
∐
λ∈Λ

kλ
∐
λ∈Λ

Xλ

∐
λ∈Λ

fλ

na mhdenÐzetai. Epeid  to k eÐnai α−mikrì, up�rqei èna uposÔnolo Λ′ ⊂ Λ, plhjikìthtac < α, ètsi
¸ste h apeikìnish

k
∐
λ∈Λ

kλ

na paragontopoieÐtai wc

k
∐
λ∈Λ′

kλ
∐
λ∈Λ

kλ
iΛ′

, ìpou iΛ′ eÐnai h kanonik  emfÔteush sto sugkinìmeno
∐
λ∈Λkλ. H sÔnjesh

k
∐
λ∈Λ′

kλ
∐
λ∈Λ

kλ
∐
λ∈Λ

Xλ
iΛ′

∐
λ∈Λ

fλ

isodÔnama, h sÔnjesh

k
∐
λ∈Λ′

kλ
∐
λ∈Λ′

Xλ

∐
λ∈Λ

Xλ

∐
λ∈Λ′

fλ

mhdenÐzetai, ìpou
∐
λ∈Λ′fλ :=

∐
λ∈Λfλ ◦ iΛ′ . Epeid  h S eÐnai mia α−tèleia kl�sh, gia k�je λ ∈ Λ′,

oi apeikonÐseic fλ : kλ −−−−−→ Xλ dÔnatai na paragontopoihjoÔn wc

kλ lλ Xλ
gλ hλ

me lλ ∈ S, ètsi ¸ste h sÔnjesh

k
∐
λ∈Λ′

kλ
∐
λ∈Λ′

lλ

∐
λ∈Λ′

gλ

na mhdenÐzetai. Gia k�je λ /∈ Λ′, orÐzoume gλ := 1 : kλ −−−−−→ kλ, kai hλ := fλ : kλ −−−−−→ Xλ,
antÐstoiqa. Tìte h apeikìnish
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k
∐
λ∈Λ

kλ
∐
λ∈Λ

lλ

∐
λ∈Λ

gλ

mhdenÐzetai, epeid  sthn pragmatikìthta isoÔtai me thn apeikìnish

k
∐
λ∈Λ′

kλ
∐
λ∈Λ

kλ
∐
λ∈Λ

lλ
iΛ′

∐
λ∈Λ

gλ

h opoÐa mìlic deÐxame ìti mhdenÐzetai. Sunep¸c, gia k�je λ ∈ Λ, oi apeikonÐseic fλ : kλ −−−−−→ Xλ

dÔnatai na paragontopoihjoÔn wc

kλ lλ Xλ
gλ hλ

me lλ ∈ S, ètsi ¸ste h sÔnjesh

k
∐
λ∈Λ

kλ
∐
λ∈Λ

lλ

∐
λ∈Λ

gλ

na mhdenÐzetai.

Orismìc 4.2.2. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] . 'Estw
α ènac �peiroc plhj�rijmoc. OrÐzoume

Tα :=
{
T(α)

}
α

, thn trigwnismènh upokathgorÐa thc T, thc opoÐac h kl�sh twn antikeimènwn apartÐzetai apì thn
kl�sh twn antikeimènwn thc monadik c megistik c α−tèleiac kl�shc thc T h opoÐa perièqetai sthn
T(α). Dhlad , h Tα eÐnai h megalÔterh α−tèleia kl�sh thc T h opoÐa apoteleÐtai apì α−mikr�
antikeÐmena.

L mma 4.2.3. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5]. 'Estw α
kai β �peiroi plhj�rijmoi. E�n α < β, tìte Tα ⊂ Tβ .

Apìdeixh. H Tα eÐnai mia α−tèleia kl�sh ( kai m�lista h monadik  megistik  α−tèleia ), thc opoÐac
ta antikeÐmena eÐnai α−mikr�. Apì to L mma 4.2.1, h Tα eÐnai mia β−tèleia kl�sh. Epeid , ta
antikeÐmena thc eÐnai α−mikr� kai α < β, eÐnai epÐshc β−mikr�. Epomènwc, h Tα eÐnai mia β−tèleia
kl�sh pou perièqetai sthn T(β), kai sunep¸c perièqetai sthn monadik  megistik  β−tèleia kl�sh
Tβ :=

{
T(β)

}
β
thc T(β).

L mma 4.2.4. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5]. 'Estw α
ènac �peiroc plhj�rijmoc. Tìte h kathgorÐa Tα eÐnai pukn .

Apìdeixh. Apì to L mma 4.1.6 èpetai ìti h kathgorÐa T(α) eÐnai pukn . Apì to Pìrisma 3.3.13, gia
k�je �peiro plhj�rijmo β, h kathgorÐa

{
T(α)

}
β
⊂ T eÐnai epÐshc pukn . Sugkekrimèna, jètontac

β = α, h kathgorÐa Tα :=
{
T(α)

}
α
⊂ T eÐnai pukn .

L mma 4.2.5. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5]. 'Estw α
ènac kanonikìc plhj�rijmoc. Tìte h kathgorÐa Tα eÐnai α−topikopoi simh.
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Apìdeixh. Epeid  o α eÐnai ènac kanonikìc plhj�rijmoc, apì to L mma 4.1.7 èpetai ìti h kath-
gorÐa T(α) eÐnai α−topikopoi simh. Apì to Pìrisma 3.3.14, gia k�je �peiro plhj�rijmo β, h
kathgorÐa

{
T(α)

}
β
eÐnai epÐshc α−topikopoi simh. Sugkekrimèna, jètontac β = α, h kathgorÐa

Tα :=
{
T(α)

}
α
⊂ T eÐnai α−topikopoi simh.

Parat rhsh 4.2.6. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5].
Apì thn Prìtash 3.3.16, gnwrÐzoume ìti gia k�je trigwnismènh upokathgorÐa S thc T, isqÔei Sℵ0

=
S. Sugkekrimèna gia thn kathgorÐa S := T(ℵ0), isqÔei{

T(ℵ0)
}
ℵ0

= T(ℵ0)

,   isodÔnama

Tℵ0 = T(ℵ0)

Dhlad , h kl�sh Tℵ0 twn antikeimènwn thc monadik c megistik c ℵ0−tèleiac kl�shc thc T h opoÐa
perièqetai sthn kl�sh T(ℵ0) twn ℵ0−mikr¸n antikeimènwn thc T, sumpÐptei akrib¸c me thn kl�sh
T(ℵ0).

Orismìc 4.2.7. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] . 'Estw
α ènac �peiroc plhj�rijmoc. Ta antikeÐmena thc trigwnismènhc upokathgorÐac Tα ja kaloÔntai
α−sumpag  antikeÐmena thc T. Sthn perÐptwsh α = ℵ0, ta antikeÐmena thc Tℵ0 kaloÔntai epÐshc
kai sumpag  antikeÐmena thc T.

Parat rhsh 4.2.8. Ta ℵ0−sumpag  antikeÐmena, eÐnai β−sumpag , gia k�je �peiro plhj�rijmo
β, giatÐ Tℵ0 ⊂ Tβ gia k�je �peiro plhj�rijmo β > ℵ0, apì to L mma 4.2.3.

4.3 ParagontopoÐhsh apeikonÐsewn mèsw thc upokathgorÐac 〈S〉β

'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] . 'Estw S mia kl�sh
antikeimènwn thc T, dhlad  S ⊂ T. UpenjumÐzoume ton Orismì 3.2.9. SumbolÐzoume me 〈S〉 thn
mikrìterh topikopoi simh upokathgorÐa thc T pou par�getai apo thn S. Autì shmaÐnei ìti,

〈S〉 =
⋃
β

〈S〉β

, ìpou 〈S〉β eÐnai h mikrìterh β−topikopoi simh upokathgorÐa thc T pou perièqei thn kl�sh S, gia
k�je �peiro plhj�rijmo β.

L mma 4.3.1. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] . 'Estw
β ènac kanonikìc plhj�rijmoc. 'Estw S mia kl�sh antikeimènwn thc Tβ , dhlad  S ⊂ Tβ . Tìte, h

upokathgorÐa 〈S〉β perièqetai sthn upokathgorÐa Tβ .

Apìdeixh. E�n o β eÐnai ènac kanonikìc plhj�rijmoc, tìte apì to L mma 4.2.5 h Tβ eÐnai β−topikopoi-
 simh. Apì thn upìjesh, h S perièqetai sthn Tβ . All� h 〈S〉β eÐnai h mikrìterh β−topikopoi simh
upokathgorÐa h opoÐa perièqei thn S. Sunep¸c, ufÐstatai o zhtoÔmenoc egleismìc 〈S〉β ⊂ Tβ .

Je¸rhma 4.3.2. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] .
'Estw β ènac kanonikìc plhj�rijmoc. 'Estw S mia kl�sh antikeimènwn thc Tβ , dhlad  S ⊂ Tβ .
'Estw x ∈ Tβ èna β−sumpagèc antikeÐmeno thc T. 'Estw z èna antikeÐmeno thc 〈S〉. Upojètoume
f : x −−−−−→ z eÐnai ènac morfismìc sthn T. Tìte, o f paragontopoieÐtai mèsw enìc antikeimènou

thc 〈S〉β , dhlad  up�rqei èna antikeÐmeno y ∈ 〈S〉β ⊂ 〈S〉 ∩ Tβ , ètsi ¸ste o f na paragontopoieÐtai
wc

x y z

Apìdeixh. 'Estw S h pl rhc upokathgorÐa thc T thc opoÐac h kl�sh twn antikeimènwn apoteleÐtai
apì ìla ta antikeÐmena z thc T ta opoÐa ikanopoioÔn to Je¸rhma gia k�je antikeÐmeno x ∈ Tβ . Autì
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shmaÐnei ìti, èna antikeÐmeno z ∈ T an kei sthn S e�n kai mìno e�n k�je morfismìc x −−−−−→ z sthn

T me x ∈ Tβ paragontopoieÐtai mèsw enìc antikeimènou thc 〈S〉β . Profan¸c, isqÔei o egkleismìc
S ⊂ 〈S〉. ArkeÐ na deÐxoume ton egkleismì 〈S〉 ⊂ S. Sunep¸c, arkeÐ na deÐxoume ìti h S eÐnai
mia topikopoi simh upokathgorÐa h opoÐa perièqei thn S, dhlad  perièqei thn S, eÐnai trigwnismènh,
kai eÐnai kleist  wc proc ta sugkinìmena, dhlad  perièqei to sugkinìmeno opoioud pote sunìlou
antikeimènwn thc.

H kathgorÐa S perièqei thn S. 'Estw opoiad pote antikeÐmena z ∈ S kai x ∈ Tβ , kai ènac

opoiosd pote morfismìc f : x −−−−−→ z sthn T. Epeid , z ∈ S, kai S ⊂ 〈S〉β , èpetai ìti to
z ∈ 〈S〉β . Sunep¸c, jètontac y := z, o morfismìc paragontopoieÐtai wc

x z z
f 1

EpÐshc, to z ∈ S e�n kai mìno e�n to Σz ∈ S. O sunartht c Σ eÐnai ènac dexiìc ( kai aristerìc
) suzug c tou Σ−1. Sunep¸c, h apeikìnish x −−−−−→ Σz mporeÐ na paragontopoihjeÐ wc

x y Σz

e�n kai mìno e�n h apeikìnish Σ−1x −−−−−→ z mporeÐ na paragontopoihjeÐ wc

Σ−1x Σ−1y z

kai to x ∈ Tβ e�n kai mìno e�n to Σ−1x ∈ Tβ , kai to Σ−1y ∈ 〈S〉β e�n kai mìno e�n to Σ−1y ∈ 〈S〉β .
Sunep¸c, h S eÐnai kleist  wc proc ton prosjetikì automorfismì Σ, dhlad  ΣS = S. OmoÐwc, isqÔei
Σ−1S = S.

H S eÐnai kleist  wc proc isomorfismoÔc twn antikeimènwn thc. Pr�gmati, èstw z èna antikeÐmeno
thc T to opoÐo eÐnai isìmorfo me èna antikeÐmeno z′ thc S, kai èstw z −−−−−→ z′ o antÐstoiqoc
isomorfismìc. 'Estw x ∈ Tβ kai mia apeikìnish x −−−−−→ z. JewroÔme thn apeikìnish

x z z′'

Epeid , to z′ an kei sthn S up�rqei èna antikeÐmeno y ∈ 〈S〉β , ètsi ¸ste h prohgoÔmenh apeikìnish
na paragontopoieÐtai wc

x y z′

Sunep¸c, up�rqei èna antikeÐmeno y ∈ 〈S〉β , ètsi ¸ste h arqik  apeikìnish paragontopoieÐtai wc

x y z′ z'

Epomènwc to z an kei sthn S. Sunep¸c, h S eÐnai mia pl rhc upokathgorÐa kleist  wc proc touc
isomorfismoÔc twn antikeimènwn thc, kaj¸c epÐshc kai wc proc touc prosjetikoÔc automorfismoÔc
Σ kai Σ−1. Apì to L mma 3.2.4.1, arkeÐ na deÐxoume ìti eÐnai kleist  wc proc touc k¸nouc twn
morfism¸n thc. 'Estw φ : z −−−−−→ z′ ènac morfismìc sthn S. Jewr¸ èna trÐgwno

z z′ z′′ Σz

pou ton sumplhr¸nei sthn T. GnwrÐzoume ìti ta z kai z′ an koun sthn S. Ja deÐxoume ìti to z′′

an kei epÐshc sthn S. 'Estw èna opoiod pote antikeÐmeno x ∈ Tβ , kai ènac opoiosd pote morfismìc

f : x −−−−−→ z′′ sthn T. Prèpei na deÐxoume ìti up�rqei èna antikeÐmeno y ∈ 〈S〉β , ètsi ¸ste o f
na paragontopoieÐtai wc

x y z′′

Kat' arq n, h sÔnjesh
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x z′′ Σz

eÐnai mia apeikìnish apo to x ∈ Tβ sto Σz ∈ S, sunep¸c up�rqei èna antikeÐmeno y ∈ 〈S〉β , ètsi
¸ste h sÔnjesh na paragontopoieÐtai wc

x y Σz

T¸ra h sÔnjesh

x z′′ Σz Σz′

mhdenÐzetai, kai isoÔtai me thn sÔnjesh

x y Σz Σz′

h opoÐa epÐshc mhdenÐzetai. Sumplhr¸nw, ton morfismì x −−−−−→ y s' èna trÐgwno

x y C Σx

sthn T. Epeid  o sunartht c HomT(−,Σz′) : T −−−−−→ Ab eÐnai sunomologikìc apeikonÐzei to
trÐgwno se mia akrib  akoloujÐa. Apì thn akrÐbeia thc akoloujÐac h sÔnjesh

y Σz Σz′

paragontopoieÐtai wc

y C Σz′

Sunep¸c, lamb�noume èna metajetikì tetr�gwno

y C

Σz Σz′

Apì thn upìjesh, to x ∈ Tβ . Apì thn kataskeu , to y ∈ 〈S〉β , kai epeid  o β eÐnai ènac kanonikìc

plhj�rijmoc kai S ⊂ Tβ , apì to L mma 4.3.1, gnwrÐzoume ìti 〈S〉β ⊂ Tβ , epomènwc to y ∈ Tβ .
Epeid , ta x, y ∈ Tβ kai h Tβ eÐnai trigwnismènh, èpetai ìti to C ∈ Tβ . Epeid , to Σz′ ∈ S, up�rqei

èna antikeÐmeno y′ ∈ 〈S〉β , ètsi ¸ste h apeikìnish C −−−−−→ Σz′ na paragontopoieÐtai wc

C y′ Σz′

Sunep¸c, to prohgoÔmeno metajetikì tetr�gwno mporeÐ na antikatastajeÐ apì èna �llo metajetikì
tetr�gwno

y y′

Σz Σz′

ìpou h ep�nw gramm  perilamb�nei mìno antikeÐmena thc 〈S〉β . Epeid  h sÔnjesh

x y C
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mhdenÐzetai, èpetai ìti h sÔnjesh

x y C y′

epÐshc mhdenÐzetai.

T¸ra sumplhr¸nw to deÔtero metajetikì tetr�gwno s' èna morfismì trig¸nwn

Σ−1y′′ y y′ y′′

z′′ Σz Σz′ Σz′′

sthn T. Epeid  ta y kai y′ an koun sthn 〈S〉β , èpetai ìti to y′′ an kei epÐshc sthn 〈S〉β . Epeid  o
sunartht c HomT(x,−) : T −−−−−→ Ab eÐnai omologikìc apeikonÐzei to ep�nw trÐgwno sthn akrib 
akoloujÐa

HomT(x,Σ−1y′′) HomT(x, y) HomT(x, y′)

Apì thn akrÐbeia thc akoloujÐac sthn jèsh HomT(x, y) h apeikìnish x −−−−−→ y paragontopoieÐtai
wc

x Σ−1y′′ y

Sunep¸c, lamb�noume èna metajetikì di�gramma

x Σ−1y′′ y

z′′ Σz

H sÔnjesh

x Σ−1y′′ z′′

den sumpÐptei aparaÐthta me thn apeikìnish

f : x z′′

pou xekin same. All� apì thn kataskeu , oi sunjèseic ex arister¸n me thn apeikìnish z′′ −−−−−→
Σz, dhlad  oi sunjèseic

x Σ−1y′′ z′′ Σz

kai

x z′′ Σz

sumpÐptoun me thn sÔnjesh

x Σ−1y′′ y Σz

Epomènwc, h diafor� touc mhdenÐzetai. Epeid  o sunartht c HomT(x,−) : T −−−−−→ Ab eÐnai omo-
logikìc apeikonÐzei to k�tw trÐgwno tou prohgoÔmenou morfismoÔ trig¸nwn, sthn akrib  akoloujÐa
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HomT(x, z′) HomT(x, z′′) HomT(x,Σz)

Sunep¸c, apì thn akrÐbeia thc akoloujÐac sthn jèsh HomT(x, z′′) h diafor� twn apeikonÐsewn

x Σ−1y′′ z′′

x z′′
f

parogontopoieÐtai wc

x z′ z′′

Epeid , to antikeÐmeno z′ ∈ S, up�rqei èna antikeÐmeno y ∈ 〈S〉β , ètsi ¸ste h apeikìnish x −−−−−→ z′

na paragontopoieÐtai wc

x y z′

'Ara, h prohgoÔmenh diafor� parogontopoieÐtai wc

x y z′ z′′

, sunep¸c h apeikìnish f : x −−−−−→ z′′ paragontopoieÐtai wc

x y ⊕ Σ−1y′′ z′′

, kai y⊕Σ−1y′′ ∈ 〈S〉β . Sunep¸c, jètontac y := y⊕Σ−1y′′, èpetai to zhtoÔmeno, dhlad  ìti z′′ ∈ S.

Mènei na deÐxoume ìti h S perièqei to sugkinìmeno opoioud pote sunìlou antikeimènwn thc.
'Estw {zλ, λ ∈ Λ} èna sÔnolo antikeimènwn thc S. SqhmatÐzoume to sugkinìmeno∐

λ∈Λ

zλ

sthn T. Jèloume na deÐxoume ìti eÐnai èna antikeÐmeno thc S. Dhlad , jèloume na deÐxoume ìti gia
k�je antikeÐmeno x ∈ Tβ , kai gia k�je apeikìnish

x
∐
λ∈Λ

zλ
f

, up�rqei èna antikeÐmeno y ∈ 〈S〉β , ètsi ¸ste h f na paragontopoieÐtai wc

x y
∐
λ∈Λ

zλ

'Estw

x
∐
λ∈Λ

zλ
f

mia opoiad pote apeikìnish. Epeid , to x ∈ Tβ ⊂ T(β), èpetai ìti to x eÐnai β−mikrì, sunep¸c
up�rqei èna uposÔnolo Λ′ ⊂ Λ, plhjikìthtac < β, ètsi ¸ste h apeikìnish f na paragontopoieÐtai
wc

x
∐
λ∈Λ′

zλ
∐
λ∈Λ

zλ
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To x den eÐnai mìno β−mikrì, eÐnai epiplèon β−sumpagèc. Dhlad , an kei sthn monadik  megistik 
β−tèleia kl�sh Tβ ⊂ T(β) thc T. Sunep¸c, gia k�je λ ∈ Λ′, up�rqei èna antikeÐmeno xλ ∈ Tβ , kai
mia apeikìnish hλ : xλ −−−−−→ zλ, ètsi ¸ste h apeikìnish

x
∐
λ∈Λ′

zλ

na paragontopoieÐtai wc

x
∐
λ∈Λ′

xλ
∐
λ∈Λ′

zλ

∐
λ∈Λ′

hλ

All�, gia k�je λ ∈ Λ′, èqoume xλ ∈ Tβ , zλ ∈ S kai mia apeikìnish hλ : xλ −−−−−→ zλ. Sunep¸c,

gia k�je λ ∈ Λ′, up�rqei èna antikeÐmeno yλ ∈ 〈S〉β , ètsi ¸ste h hλ na paragontopoieÐtai wc

xλ yλ zλ

Tìte, ìmwc h apeikìnish

x
∐
λ∈Λ′

xλ
∐
λ∈Λ′

zλ

∐
λ∈Λ′

hλ

paragontopoieÐtai wc

x
∐
λ∈Λ′

yλ
∐
λ∈Λ′

zλ

Sunep¸c, h apeikìnish f paragontopoieÐtai wc

x
∐
λ∈Λ′

yλ
∐
λ∈Λ′

zλ
∐
λ∈Λ

zλ

, kai to
∐
λ∈Λ′ yλ eÐnai èna β−sugkinìmeno thc 〈S〉

β , epomènwc an kei sthn 〈S〉β . Sunep¸c, jètontac
y :=

∐
λ∈Λ′ yλ, èpetai ìti to

∐
λ∈Λ zλ ∈ S.

4.4 ApeikonÐseic sto phlÐko Verdier

Upojètoume ìti T eÐnai mia trigwnismènh kathgorÐa me mikr� HomT−sÔnola, kai S eÐnai mia trigwni-
smènh upokathgorÐa. Tìte, to Je¸rhma TopikopoÐhshc tou Verdier ( Je¸rhma 2.1.9 ) isqurÐzetai ìti
to phlÐko Verdier T/S eÐnai mia trigwnismènh kathgorÐa. Apì thn Enìthta 2.2 gnwrÐzoume, ìti h T/S
endèqetai na mhn èqei mikr� HomT/S−sÔnola. Par� ìla aut�, s' aut  thn Enìthta sthn Prìtash
4.4.3, ja apodeÐxoume ìti upo orismènec proôpojèseic h kathgorÐa T/S èqei mikr� HomT/S−sÔnola.
Prìtash 4.4.1. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] . 'Estw
β ènac kanonikìc plhj�rijmoc. 'Estw S mia kl�sh antikeimènwn thc Tβ , dhlad  S ⊂ Tβ . Tìte
up�rqei ènac fusikìc trigwnismènoc sunartht c

T/〈S〉β −−−−−−−−→ T/〈S〉
'Estw y ∈ T èna tuqaÐo antikeÐmeno, kai x ∈ Tβ èna β−sumpagèc antikeÐmeno thc T. Tìte h fusik 
apeikìnish {

T/〈S〉β
}

(x, y) −−−−−−−−→
{
T/〈S〉

}
(x, y)
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eÐnai ènac isomorfismìc.

Apìdeixh. IsqÔei 〈S〉β ⊂ 〈S〉. Epeid  h kathgorÐa 〈S〉β an kei ston pur na tou sunartht  T −−−−−→
T/〈S〉, apì thn kajolik  sunj kh gia to phlÐko Verdier T/〈S〉β , èpetai ìti up�rqei ènac monadikìc
trigwnismènoc sunartht c T/〈S〉β −−−−−→ T/〈S〉, o opoÐoc kajist� to parak�tw di�gramma

T T/〈S〉β

T/〈S〉

metajetikì. Sunep¸c, up�rqei mia fusik  apeikìnish

φ :
{
T/〈S〉β

}
(x, y) −−−−−−−−→

{
T/〈S〉

}
(x, y)

Epeid  〈S〉β ⊂ 〈S〉, èpetai Mor〈S〉β ⊂ Mor〈S〉. Sunep¸c, k�je apeikìnish f h opoÐa an kei sthn
kl�sh Mor〈S〉β , mporeÐ na jewrhjeÐ ìti an kei sthn kl�sh Mor〈S〉. H φ apeikonÐzei èna di�gramma

p y

x

α

f

, ìpou f an kei sthn kl�sh Mor〈S〉β , to opoÐo anaparist� ènan morfismì sthn T/〈S〉β , sto Ðdio
di�gramma, ìpou h f jewroÔme ìti an kei sthn kl�sh Mor〈S〉, to opoÐo anaparist� ènan morfismì
sthn T/〈S〉. Jèloume na deÐxoume ìti h φ eÐnai ènac isomorfismìc.

H φ eÐnai ènac epimorfismìc. 'Estw x −−−−−→ y ènac morfismìc sthn T/〈S〉, o opoÐoc anapa-
rÐstatai apì èna di�gramma thc morf c

p y

x

α

f

me f ∈Mor〈S〉. 'Estw

p x z Σp
f

èna trÐgwno pou sumplhr¸nei ton f sthn T. Epeid  o f ∈ Mor〈S〉, èpetai ìti to z ∈ 〈S〉. Apì tic

upojèseic, isqÔei ìti x ∈ Tβ , S ⊂ Tβ kai z ∈ 〈S〉. Epomènwc, apì to Je¸rhma 4.3.2 up�rqei èna

antikeÐmeno z′ ∈ 〈S〉β , ètsi ¸ste o x −−−−−→ z na paragontopoieÐtai wc

x z′ z

Sunep¸c, lamb�noume èna metajetikì di�gramma

x z′

p x z Σp

1

f
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, to opoÐo mporeÐ na sumplhrwjeÐ se ènan morfismì trig¸nwn

p′ x z′ Σp′

p x z Σp

fg

g 1 Σg

f

sthn T. O morfismìc fg : p′ −−−−−→ x an kei sthn Mor〈S〉β epeid  to z′ ∈ 〈S〉β . Sunep¸c, to
di�gramma

p′ y

x

αg

fg

eÐnai ènac morfismìc sthn T/〈S〉β , tou opoÐou h eikìna mèsw thc φ eÐnai isodÔnamh me ton morfismì
x −−−−−→ y sthn T/〈S〉.

H φ eÐnai ènac monomorfismìc. 'Estw èna di�gramma

p y

x

α

f

to opoÐo anaparist� ènan morfismì x −−−−−→ y sthn T/〈S〉β , tou opoÐou h eikìna mèsw thc φ

mhdenÐzetai. Epeid  to di�gramma eÐnai ènac morfismìc sthn T/〈S〉β , èpetai ìti o f ∈ Mor〈S〉β .
'Estw

p x z Σp

èna trÐgwno pou sumplhr¸nei ton f sthn T. Epeid  o f ∈Mor〈S〉β , èpetai ìti to z ∈ 〈S〉
β . Epeid ,

o β eÐnai ènac kanonikìc plhj�rijmoc, kai S ⊂ Tβ apì to L mma 4.3.1 èpetai 〈S〉β ⊂ Tβ , �ra to
z ∈ Tβ . Sunep¸c, epeid  èx upojèsewc to x ∈ Tβ , kai h Tβ eÐnai trigwnismènh, èpetai ìti to p ∈ Tβ .
'Eqoume upojèsei ìti h eikìna tou morfismoÔ o opoÐoc anaparÐstatai apì to di�gramma

p y

x

α

f

mèsw thc fusik c apeikìnishc φ, mhdenÐzetai sthn T/〈S〉. Auto shmaÐnei ìti to di�gramma eÐnai
isodÔnamo, sthn T/〈S〉, me to di�gramma

p y

x

0

f

, to opoÐo anaparist� ton mhdenikì morfismì sthn T/〈S〉. Sunep¸c, apì to L mma 2.1.25, h apei-
kìnish α : p −−−−−→ y paragontopoieÐtai wc
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p z y

me z ∈ 〈S〉. 'Eqoume deÐxei ìti to p ∈ Tβ . Sunep¸c, gia to z ∈ 〈S〉 apì to Je¸rhma 4.3.2 up�rqei

èna antikeÐmeno z′ ∈ 〈S〉β , ètsi ¸ste h p −−−−−→ z na paragontopoieÐtai wc

p z′ z

Sunep¸c, epeid  h p −−−−−→ y paragontopoieÐtai wc

p z′ y

me z′ ∈ 〈S〉β , p�li apì to L mma 2.1.25, èpetai ìti h kl�sh isodunamÐac tou diagr�mmatoc

p y

x

α

f

pou anaparist� ton morfismì x −−−−−→ y, mhdenÐzetai sthn T/〈S〉β .

Pìrisma 4.4.2. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] . 'Estw
β ènac kanonikìc plhj�rijmoc. 'Estw S mia kl�sh antikeimènwn thc Tβ , dhlad  S ⊂ Tβ . Tìte o
fusikìc trigwnismènoc sunartht c

Tβ/〈S〉β −−−−−−−−→ T/〈S〉
eÐnai mia pl rhc emfÔteush.

Apìdeixh. Apì to L mma 4.3.1, isqÔei 〈S〉β ⊂ Tβ . Epeid  h kathgorÐa 〈S〉β an kei ston pur na
tou sunartht  Tβ −−−−−→ T −−−−−→ T/〈S〉, apì thn kajolik  sunj kh gia to phlÐko Verdier

Tβ/〈S〉β , èpetai ìti up�rqei ènac monadikìc trigwnismènoc sunartht c Tβ/〈S〉β −−−−−→ T/〈S〉, o
opoÐoc kajist� to parak�tw di�gramma

Tβ T

Tβ/〈S〉β T/〈S〉

metajetikì. Sunep¸c, up�rqei mia fusik  apeikìnish

φ :
{
Tβ/〈S〉β

}
(x, y) −−−−−−−−→

{
T/〈S〉

}
(x, y)

Epeid  Mor〈S〉β ⊂ Mor〈S〉 kai T
β ⊂ T k�je apeikìnish f h opoÐa an kei sthn kl�sh Mor〈S〉β ,

mporeÐ na jewrhjeÐ ìti an kei sthn kl�sh Mor〈S〉, kai antÐstoiqa, k�je apeikìnish α h opoÐa an kei

sthn Tβ , mporeÐ na jewrhjeÐ ìti an kei sthn T. H φ apeikonÐzei èna di�gramma

p y

x

α

f
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, ìpou f an kei sthn kl�shMor〈S〉β , kai α an kei sthn Tβ , to opoÐo anaparist� ènan morfismì sthn

Tβ/〈S〉β , sto Ðdio di�gramma, ìpou h f jewroÔme ìti an kei sthn kl�sh Mor〈S〉, kai antÐstoiqa,
h α jewroÔme ìti an kei sthn T, to opoÐo anaparist� ènan morfismì sthn T/〈S〉. Tèloc apì thn
Prìtash 4.4.1, èpetai ìti gia k�je x, y ∈ Tβ , h fusik  apeikìnish{

Tβ/〈S〉β
}

(x, y) −−−−−−−−→
{
T/〈S〉

}
(x, y)

eÐnai ènac isomorfismìc.

Sthn Prìtash 2.2.1, diatup¸same èna krit rio to opoÐo eggu�tai ìti to phlikì Verdier T/S miac
trigwnismènhc kathgorÐac T me mikr�HomT−sÔnola me mia mikr  (   ousiastik� mikr  ) trigwnismènh
upokathgorÐa S, èqei mikr� HomT/S−sÔnola. To krit rio autì den èqei praktik  axÐa, kat� kÔrio
lìgo endiaferìmaste gia trigwnismènec upokathgorÐec S ⊂ T oi opoÐec den eÐnai mikrèc. Epiplèon,
apì ton Orismì 3.2.9, gnwrÐzoume ìti akìmh kai e�n h kl�sh S ⊂ T eÐnai mikr  ( dhlad  eÐnai èna
sÔnolo ), kai h T èqei mikr� HomT−sÔnola, h topikopoi simh upokathgorÐa 〈S〉 pou par�getai
apì thn kl�sh S, kat� kanìna ja eÐnai gigantiaÐa ( dhlad  den ja eÐnai mikr  ). EntoÔtoic e�n
T =

⋃
β T

β , tìte isqÔei to epìmeno shmantikì

Pìrisma 4.4.3. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa me mikr� HomT−sÔnola, h opoÐa ikanopoieÐ
to axÐwma [TR5] . Upojètoume ìti T =

⋃
β T

β , dhlad  k�je antikeÐmeno thc T eÐnai β−sumpagèc,
gia k�poio �peiro plhj�rijmo β. Upojètoume ìti S eÐnai èna sÔnolo antikeimènwn thc Tα, dhlad 
S ⊂ Tα, gia k�poio �peiro plhj�rijmo α. Tìte h kathgorÐa T/〈S〉 èqei mikr� HomT/〈S〉−sÔnola.

Apìdeixh. 'Estw x kai y antikeÐmena thc T. Jèloume na deÐxoume ìti h kl�sh{
T/〈S〉

}
(x, y)

eÐnai èna sÔnolo. Apì thn upìjesh, isqÔei T =
⋃
β T

β . Sunep¸c, to x an kei se k�poia Tβ , gia
k�poio �peiro plhj�rijmo β. Apì to L mma 4.2.3 gnwrÐzoume ìti e�n β < γ �peiroi plhj�rijmoi, tìte
Tβ ⊂ Tγ . Sunep¸c mporoÔme na epilèxoume ènan plhj�rijmo β ètsi ¸ste na isqÔoun oi parak�tw
sunj kec :

4.4.3.1. To x eÐnai β−sumpagèc.
4.4.3.2. O β eÐnai kanonikìc.

4.4.3.3. O β eÐnai > α, ìpou α ≥ ℵ0.

Tìte x ∈ Tβ kai S ⊂ Tα ⊂ Tβ , kai sunep¸c apì thn Prìtash 4.4.1 èpetai ìti h fusik  apeikìnish{
T/〈S〉β

}
(x, y) −−−−−−−−→

{
T/〈S〉

}
(x, y)

eÐnai ènac isomorfismìc. Epeid , to S eÐnai sÔnolo, apì thn Prìtash 3.2.5 èpetai ìti h kathgorÐa

〈S〉β eÐnai ousiastik� mikr . All� apì thn Prìtash 2.2.1, to phlÐko Verdier thc T me mia mikr  (

  ousiastik� mikr  ) S èqei mikr� HomT/S−sÔnola. Epomènwc, h kl�sh
{
T/〈S〉β

}
(x, y) eÐnai èna

mikrì sÔnolo. Sunep¸c, h kl�sh
{
T/〈S〉

}
(x, y) ìntac isìmorfh, eÐnai epÐshc èna mikrì sÔnolo.

L mma 4.4.4.1. 'Estw D kai T trigwnismènec kathgorÐec. 'Estw F : D −−−−−→ T ènac pl rhc
kai pistìc trigwnismènoc sunartht c. Tìte h ousiastik  eikìna Im

(
F
)
tou F, ìpou Im

(
F
)
eÐnai h

eikìna tou, eÐnai mia trigwnismènh upokathgorÐa thc T.

Apìdeixh. H ousiastik  eikìna Im
(
F
)
tou F eÐnai ex orismoÔ h pl rhc upokathgorÐa thc T h opoÐa

apoteleÐtai apì ìla ta antikeÐmena thc T ta opoÐa eÐnai isìmorfa me ta antikeÐmena F(X), gia k�poio
antikeÐmeno X ∈ D. Epeid  o sunartht c F eÐnai trigwnismènoc eÐnai profan¸c prosjetikìc, kai
epeid  eÐnai pl rhc kai pistìc, ep�gei mia isodunamÐaD ' Im

(
F
)
prosjetik¸n kathgori¸n. Sunep¸c,

h kathgorÐa Im
(
F
)
eÐnai mia pl rhc prosjetik , kai ex orismoÔ kleist  wc proc touc isomorfismoÔc

twn antikeimènwn thc, upokathgorÐa thc T. 'Estw X èna antikeÐmeno thc Im
(
F
)
. Autì shmaÐnei
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ìti up�rqei èna antikeÐmeno X ′ ∈ D, ètsi ¸ste X ' F(X ′). Epeid  o F eÐnai trigwnismènoc, isqÔei
ΣX ' ΣF(X ′) ' FΣ(X ′) = F(ΣX ′). Sunep¸c, h Im

(
F
)
eÐnai kleist  wc proc ton prosjetikì

automorfismì Σ, dhlad  ΣIm
(
F
)

= Im
(
F
)
. 'Estw X −−−−−→ Y ènac morfismìc sthn Im

(
F
)
.

JewroÔme èna trÐgwno

X Y Z ΣX

pou ton sumplhr¸nei sthn T. GnwrÐzoume ìti ta antikeÐmena X kai Y an koun sthn Im
(
F
)
. Ja

deÐxoume ìti to antikeÐmeno Z an kei epÐshc sthn Im
(
F
)
. To gegonìc ìti o X −−−−−→ Y eÐnai

ènac morfismìc sthn Im
(
F
)
, shmaÐnei ìti up�rqei ènac morfismìc F(X ′) −−−−−→ F(Y ′) gia k�poia

antikeÐmena X ′, Y ′ ∈ D, ètsi ¸ste na ufÐstatai to parak�tw di�gramma

X Y Z ΣX

F(X ′) F(Y ′) ΣF(X ′)

' ' '

sthn T. Epeid  o sunartht c F eÐnai pl rhc kai pistìc, o morfismìc F(X ′) −−−−−→ F(Y ′) anti-
stoiqeÐ s' ènan monadikì morfismì X ′ −−−−−→ Y ′ sthn D. Sumplhr¸noume ton morfismì autì s'
èna trÐgwno

X ′ Y ′ Z ′ ΣX ′

sthn D. Tìte epeid  o F eÐnai trigwnismènoc, kai lìgw tou axi¸matoc [TR3] , ep�getai ènac
morfismìc trig¸nwn

X Y Z ΣX

F(X ′) F(Y ′) F(Z ′) ΣF(X ′)

' ' '

sthn T, o opoÐoc apì thn Prìtash 1.1.20 ofeÐlei na eÐnai ènac isomorfismìc. Sunep¸c, to Z ' F(Z ′),
kai epomènwc to Z an kei sthn Im

(
F
)
.

L mma 4.4.4.2. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] .
Upojètoume ìti T =

⋃
β T

β , dhlad  k�je antikeÐmeno thc T eÐnai β−sumpagèc gia k�poio �peiro
plhj�rijmo β. Upojètoume ìti S eÐnai mia kl�sh antikeimènwn thc Tα, dhlad  S ⊂ Tα, gia k�poio
�peiro plhj�rijmo α. Tìte gia k�je kanonikì plhj�rijmo β ≥ α, h eikìna thc Tβ mèsw tou
sunartht  Funiv : T −−−−−→ T/〈S〉 sthn kathgorÐa T/〈S〉 ikanopoieÐ ton egkleismì,

Tβ ⊂
{
T/〈S〉

}β
Me �lla lìgia, k�je antikeÐmeno thc eikìnac thc Tβ mèsw tou sunartht  Funiv paramènei β−mikrì
akìma kai sthn T/〈S〉. Sthn pragmatikìthta h eikìna thc kl�shc Tβ mèsw tou sunartht  Funiv
eÐnai mia β−tèleia kl�sh thc T/〈S〉, sunep¸c perièqetai sthn monadik  megistik  β−tèleia kl�sh{
T/〈S〉

}β
thc T/〈S〉.

Apìdeixh. Jèloume na deÐxoume ìti h eikìna thc Tβ mèsw tou sunartht  Funiv apoteleÐtai apo
β−mikr� antikeÐmena thc T/〈S〉, kai ìti h Tβ eÐnai mia β−tèleia kl�sh thc T/〈S〉. 'Estw k èna
antikeÐmeno thc Tβ . 'Estw {Xλ, λ ∈ Λ} èna sÔnolo antikeimènwn thc T/〈S〉. 'Estw ìti dÐnetai mia
apeikìnish sthn T/〈S〉

k
∐
λ∈Λ

Xλ
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Apì to Pìrisma 3.2.11, to sugkinìmeno
∐
λ∈ΛXλ up�rqei sthn T/〈S〉, kai orÐzetai wc h eikìna

tou antÐstoiqou sugkinomènou
∐
λ∈ΛXλ sthn T mèsw tou Funiv : T −−−−−→ T/〈S〉, kai epiplèon o

sunartht c Funiv diathreÐ ta sugkinìmena. Apì to L mma 4.2.3, isqÔei S ⊂ Tα ⊂ Tβ . Sunep¸c,
epeid  k ∈ Tβ , kai

∐
λ∈ΛXλ ∈ T, apì thn Prìtash 4.4.1, h fusik  apeikìnish

{
T/〈S〉β

}(
k,
∐
λ∈Λ

Xλ

)
−−−−−−−−→

{
T/〈S〉

}(
k,
∐
λ∈Λ

Xλ

)

eÐnai ènac isomorfismìc. Autì shmaÐnei ìti, h apeikìnish

k
∐
λ∈Λ

Xλ

sthn T/〈S〉 eÐnai h eikìna enìc monadikoÔ morfismoÔ k −−−−−→
∐
λ∈ΛXλ sthn T/〈S〉β . Sunep¸c,

anaparÐstatai apì èna di�gramma thc morf c

p
∐
λ∈Λ

Xλ

k

f

me f ∈Mor〈S〉β . Epomènwc, up�rqei èna trÐgwno

p k z Σp
f

pou sumplhr¸nei ton f sthn T, me z ∈ 〈S〉β ⊂ Tβ . Epeid , to k an kei sthn Tβ , kai h Tβ eÐnai
trigwnismènh, èpetai ìti to p an kei epÐshc sthn Tβ . Dhlad , to p eÐnai èna β−mikrì antikeÐmeno
thc T, sunep¸c up�rqei èna uposÔnolo Λ′ ⊂ Λ, plhjikìthtac < β, ètsi ¸ste h apeikìnish

p
∐
λ∈Λ

Xλ

na paragontopoieÐtai wc

p
∐
λ∈Λ′

Xλ

∐
λ∈Λ

Xλ

To p eÐnai epiplèon β−sumpagèc antikeÐmeno thc T, sunep¸c h apeikìnish

p
∐
λ∈Λ′

Xλ

paragontopoieÐtai sthn T wc

p
∐
λ∈Λ′

kλ
∐
λ∈Λ′

Xλ

me kλ ∈ Tβ . Epeid  o Funiv : T −−−−−→ T/〈S〉 diathreÐ ta sugkinìmena, h apeikìnish

p
∐
λ∈Λ

Xλ
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paragontopoieÐtai sthn T/〈S〉 wc

p
∐
λ∈Λ′

kλ
∐
λ∈Λ′

Xλ

∐
λ∈Λ

Xλ

me kλ ∈ Tβ . Sunep¸c, h apeikìnish

k
∐
λ∈Λ

Xλ

paragontopoieÐtai sthn T/〈S〉 wc

k
∐
λ∈Λ′

kλ
∐
λ∈Λ′

Xλ

∐
λ∈Λ

Xλ

me kλ ∈ Tβ . Epomènwc, deÐxame ìti to k eÐnai β−mikrì sthn T/〈S〉, kai epÐshc ìti eÐnai β−kalì
wc proc opoiad pote trigwnismènh upokathgorÐa thc T/〈S〉 h opoÐa perièqei thn kl�sh Tβ . Sune-
p¸c, k�je antikeÐmeno thc kl�shc Tβ eÐnai β−mikrì sthn T/〈S〉, kai epÐshc eÐnai β−kalì wc proc
opoiad pote trigwnismènh upokathgorÐa thc T/〈S〉 h opoÐa perièqei thn kl�sh Tβ . Apì to Pìrisma
4.4.2, gnwrÐzoume ìti h eikìna thc Tβ mèsw tou sunartht  Funiv : T −−−−−→ T/〈S〉 tautÐzetai me
thn eikìna thc pl rouc emfÔteushc Tβ/〈S〉β −−−−−→ T/〈S〉, dhlad 

Im
{
Tβ/〈S〉β −−−−−→ T/〈S〉

}
= Funiv

(
Tβ
)

, isodÔnama

Tβ/〈S〉β = Tβ

sthn T/〈S〉. Epomènwc, h ousiastik  eikìna E := Im
{
Tβ/〈S〉β −−−−−→ T/〈S〉

}
, tou sunartht 

Tβ/〈S〉β −−−−−→ T/〈S〉 eÐnai h pl rhc upokathgorÐa thc T/〈S〉 h opoÐa apoteleÐtai apì ìla ta
antikeÐmena thc T/〈S〉 ta opoÐa eÐnai isìmorfa me ta antikeÐmena thc Tβ sthn T/〈S〉, kai apì to
L mma 4.4.4.1 eÐnai mia trigwnismènh upokathgorÐa thc T/〈S〉. Sunep¸c, k�je antikeÐmeno thc Tβ

eÐnai β−kalì wc proc thn E sthn T/〈S〉. M�lista, k�je antikeÐmeno thc E eÐnai β−kalì wc proc
thn E sthn T/〈S〉. Tìte apì thn Parat rhsh 3.3.6.1, èpetai ìti h E eÐnai mia β−tèleia kl�sh sthn
T/〈S〉. Epeid  h Tβ ⊂ E eÐnai mia isodÔnamh kl�sh thc E, apì to L mma 3.3.2, sumperaÐnoume ìti h
Tβ eÐnai epÐshc mia β−tèleia kl�sh sthn T/〈S〉.

L mma 4.4.5. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] . 'Estw
S mia kl�sh antikeimènwn thc Tα, dhlad  S ⊂ Tα, gia k�poio �peiro plhj�rijmo α. Upojètoume ìti

〈S〉 = T. 'Estw β ènac kanonikìc plhj�rijmoc ≥ α. Tìte o egkleismìc 〈S〉β ⊂ Tβ tou L mmatoc
4.3.1, kajÐstatai mia isìthta.

Apìdeixh. 'Estw x èna antikeÐmeno thc Tβ . Jèloume na deÐxoume ìti to x an kei sthn 〈S〉β . Epeid 
x ∈ Tβ , kai x ∈ 〈S〉 = T, apì to Je¸rhma 4.3.2 up�rqei èna antikeÐmeno y ∈ 〈S〉β , ètsi ¸ste h
tautotik  apeikìnish x −−−−−→ x na paragontopoieÐtai wc

x y x

Epomènwc, to x eÐnai ènac eujÔc prosjetèoc tou y ∈ 〈S〉β . All� h 〈S〉β eÐnai pukn , sunep¸c to

x ∈ 〈S〉β .
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L mma 4.4.6. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] . 'Estw
S ⊂ Tα mia kl�sh α−sumpag¸n antikeimènwn, gia k�poio �peiro plhj�rijmo α. Upojètoume ìti
T = 〈S〉. Tìte, isqÔei T =

⋃
β T

β .

Apìdeixh. Jèloume na deÐxoume ìti èna opoiod pote antikeÐmeno thc T eÐnai β−sumpagèc gia k�poio

�peiro plhj�rijmo β. 'Estw x èna antikeÐmeno thc T. Epeid  T = 〈S〉 =
⋃
β 〈S〉

β , up�rqei ènac �pei-

roc plhj�rijmoc β, ètsi ¸ste x ∈ 〈S〉β . MporoÔme na upojèsoume ìti o β ≥ α kai antikajist¸ntac
ton β me ton diadoqikì tou e�n eÐnai anagkaÐo, mporoÔme na upojèsoume ìti o β eÐnai kanonikìc.

Tìte S ⊂ Tα ⊂ Tβ , kai apì to L mma 4.3.1 èpetai ìti 〈S〉β ⊂ Tβ . Sunep¸c, to x an kei sthn Tβ .

L mma 4.4.7.1. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] , kai S
mia trigwnismènh upokathgorÐa thc T. Upojètoume ìti dÐnetai mia trigwnismènh upokathgorÐa R thc
T/S. Tìte h antÐstrofh eikìna F−1

univ(R) thc R, dhlad  h pl rhc upokathgorÐa thc T thc opoÐac ta
antikeÐmena, tautÐzontai me ta antikeÐmena thc R mèsw tou sunartht  Funiv : T −−−−−→ T/S, eÐnai
mia trigwnismènh upokathgorÐa thc T. E�n h S eÐnai mia topikopoi simh upokathgorÐa sthn T, kai h
R eÐnai mia topikopoi simh upokathgorÐa sthn T/S, tìte h F−1

univ(R) eÐnai epÐshc mia topikopoi simh
upokathgorÐa sthn T.

Apìdeixh. 'Estw X ∈ F−1
univ(R), kai èstw Y èna antikeÐmeno thc T to opoÐo eÐnai isìmorfo me to

X. Tìte Funiv(X) ∈ R kai Funiv(X) ' Funiv(Y ) sthn T/S, kai epeid  h R eÐnai mia trigwnismènh
upokathgorÐa thc T/S, èpetai ìti Funiv(Y ) ∈ R, sunep¸c to Y ∈ F−1

univ(R). EpÐshc, epeid  o
Funiv eÐnai trigwnismènoc eÐnai profan¸c prosjetikìc, h F−1

univ(R) èpetai ìti eÐnai mia prosjetik 
upokathgorÐa thc T. 'EstwX ∈ F−1

univ(R). Autì shmaÐnei ìti to antikeÐmeno Funiv(X) an kei sthn R.
Epeid  o sunartht c Funiv eÐnai trigwnismènoc, isqÔei Funiv(ΣX) = FunivΣ(X) ' ΣFuniv(X) ∈ R,
sunep¸c to ΣX ∈ F−1

univ(R). Epomènwc, h F−1
univ(R) eÐnai mia pl rhc prosjetik  kleist  wc proc

touc isomorfismoÔc twn antikeimènwn thc, kaj¸c epÐshc kai wc proc ton prosjetikì automorfismì
Σ, dhlad  ΣF−1

univ(R) = F−1
univ(R), upokathgorÐa sthn T. 'Estw X −−−−−→ Y ènac morfismìc sthn

F−1
univ(R). JewroÔme èna trÐgwno

X Y Z ΣX

pou ton sumplhr¸nei sthn T. GnwrÐzoume ìti ta antikeÐmena X kai Y an koun sthn F−1
univ(R). Ja

deÐxoume ìti to antikeÐmeno Z an kei epÐshc sthn F−1
univ(R). Epeid  o Funiv eÐnai trigwnismènoc

apeikonÐzei to prohgoÔmeno trÐgwno, s' èna trÐgwno

Funiv(X) Funiv(Y ) Funiv(Z) ΣFuniv(X)

sthn T/S, to opoÐo an kei ex olokl rou sthn R epeid  eÐnai mia trigwnismènh upokathgorÐa, epomènwc
to Funiv(Z) ∈ R, kai sunep¸c to Z ∈ F−1

univ(R).

'Estw {Xλ, λ ∈ Λ} èna sÔnolo antikeimènwn sthn F−1
univ(R). JewroÔme to sugkinìmeno∐

λ∈ΛXλ sthn T. Epeid  h S eÐnai mia topikopoi simh upokathgorÐa sthn T, apì to Pìrisma 3.2.12,
h kathgorÐa T/S eÐnai kleist  wc proc ta sugkinìmena, kai o sunartht c Funiv : T −−−−−→ T/S
diathreÐ ta sugkinìmena. Sunep¸c,

Funiv

(∐
λ∈Λ

Xλ

)
'
∐
λ∈Λ

Funiv(Xλ)

Gia k�je λ ∈ Λ, to antikeÐmeno Xλ an kei sthn F
−1
univ(R), epomènwc to antikeÐmeno Funiv

(
Xλ

)
an kei

sthn R. Epeid  h R eÐnai topoikopoi simh, sumperaÐnoume ìti to Funiv
(∐

λ∈ΛXλ

)
∈ R, epomènwc to∐

λ∈ΛXλ ∈ F−1
univ(R).

L mma 4.4.7.2. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] . 'Estw

β ènac kanonikìc plhj�rijmoc. 'Estw S mia trigwnismènh upokathgorÐa, kai èstw Ŝ to puknì
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perÐblhma thc S. E�n h S eÐnai kleist  wc proc ta β−sugkinìmena, tìte h Ŝ eÐnai epÐshc kleist 
wc proc ta β−sugkinìmena.

Apìdeixh. 'Estw {Xλ, λ ∈ Λ} mia oikogèneia antikeimènwn thc Ŝ, ìpou to Λ eÐnai èna sÔnolo
plhjikìthtac < β. Gia λ ∈ Λ, up�rqei èna antikeÐmeno Yλ ∈ T, ètsi ¸ste Xλ ⊕ Yλ ∈ S. Tìte∐

λ∈Λ

Xλ ⊕
∐
λ∈Λ

Yλ '
∐
λ∈Λ

Xλ ⊕ Yλ ∈ S

, epeid  Xλ ⊕ Yλ ∈ S, kai h S eÐnai kleist  wc proc ta β−sugkinìmena. Epomènwc, to antikeÐmeno∐
λ∈ΛXλ ∈ Ŝ. Sunep¸c, h Ŝ eÐnai kleist  wc proc ta β−sugkinìmena.

Prìtash 4.4.8. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] . 'Estw
T ⊂ Tα kai S ⊂ Tα dÔo kl�seic α−sumpag¸n antikeimènwn, gia k�poio �peiro plhj�rijmo α.
Upojètoume ìti 〈T 〉 = T. 'Estw β ènac kanonikìc plhj�rijmoc ≥ α. Tìte, apì to L mma 4.4.4, h
eikìna thc Tβ mèsw tou sunartht  Funiv : T −−−−−→ T/〈S〉 sthn kathgorÐa T/〈S〉 ikanopoieÐ ton
egkleismì,

Tβ ⊂
{
T/〈S〉

}β
Autìc o egkleismìc eÐnai mia sqedìn isodunamÐa trigwnismènwn kathgori¸n, dhlad  k�je antikeÐmeno

thc
{
T/〈S〉

}β
eÐnai isìmorfo me ènan eujÔ prosjetèo thc eikìnac enìc β−sumpagoÔc antikeimènou

thc T mèsw tou sunartht  Funiv. Autì shmaÐnei ìti, h kl�sh twn β−sumpag¸n antikeimènwn thc
T/〈S〉 apartÐzetai, mèqric di�spashc tautodÔnamwn morfism¸n wc proc isomorfismì, apì tic eikìnec
twn β−sumpag¸n antikeimènwn thc T sthn T/〈S〉 mèsw tou Funiv.

Apìdeixh. Epeid  isqÔei T ⊂ Tα, kai 〈T 〉 = T, apì to L mma 4.4.6 isqÔei T =
⋃
β T

β . Epeid  isqÔei

S ⊂ Tα, apì to L mma 4.4.4.2 ufÐstatai o egkleismìc Tβ ⊂
{
T/〈S〉

}β
, kai epiplèon gnwrÐzoume ìti

h eikìna thc Tβ mèsw tou sunartht  Funiv : T −−−−−→ T/〈S〉 tautÐzetai me thn eikìna thc pl rouc

emfÔteushc Tβ/〈S〉β −−−−−→ T/〈S〉, dhlad  Im
{
Tβ/〈S〉β −−−−−→ T/〈S〉

}
= Funiv

(
Tβ
)
, isodÔnama

Tβ/〈S〉β = Tβ sthn T/〈S〉. 'Estw E, h ousiastik  eikìna tou sunarht  Tβ/〈S〉β −−−−−→ T/〈S〉.
Apì thn apìdeixh tou L mmatoc 4.4.4.2 gnwrÐzoume ìti E ⊂

{
T/〈S〉

}β
. EpÐshc, apì to L mma 4.2.4

h
{
T/〈S〉

}β
eÐnai pukn , sunep¸c perilamb�nei to puknì perÐblhma Ê thc E sthn T/〈S〉, dhlad 

isqÔei o egkleismìc,

Ê ⊂
{
T/〈S〉

}β
ArkeÐ na apodeÐxoume ton antÐstrofo egkleismì,{

T/〈S〉
}β ⊂ Ê

Epeid  o β eÐnai ènac kanonikìc plhj�rijmoc, apì to L mma 4.2.5, èpetai ìti h Tβ eÐnai mia
β−topikopoi simh upokathgorÐa sthn T, eidikìtera eÐnai kleist  wc proc ta β−sugkinìmena sthn
T. Oi kathgorÐec T, kai 〈S〉 eÐnai kleistèc wc proc ta β−sugkinìmena. Sunep¸c, apì to L mma
3.2.10, h kathgorÐa T/〈S〉 eÐnai kleist  wc proc ta β−sugkinìmena, kai m�lista to sugkinìmeno
enìc sunìlou antikeimènwn plhjikìthtac < β thc T/〈S〉, orÐzetai wc h eikìna tou antÐstoiqou
sugkinomènou tou sunìlou twn antikeimènwn aut¸n sthn T, mèsw tou Funiv : T −−−−−→ T/〈S〉.
Sunep¸c, h Tβ eÐnai kleist  wc proc ta β−sugkinìmena sthn T/〈S〉. Epomènwc, h kleistìthta
E wc proc touc isomorfismoÔc twn antikeimènwn sthn T/〈S〉 thc Tβ eÐnai mia kleist  wc proc ta

β−sugkinìmena trigwnismènh upokathgorÐa thc T/〈S〉, kai sunep¸c apì to L mma 4.4.7.2 h Ê eÐnai

epÐshc mia kleist  wc proc ta β−sugkinìmena trigwnismènh upokathgorÐa thc T/〈S〉. Tìte h Ê

eÐnai mia pukn , kleist  wc proc ta β−sugkinìmena sthn T/〈S〉, h opoÐa perièqei ta antikeÐmena thc

kl�shc T , efìson T ⊂ Tα ⊂ Tβ , trigwnismènh upokathgorÐa thc T/〈S〉, sunep¸c 〈T 〉β ⊂ Ê.

'Eqoume upojèsei ìti 〈T 〉 = T, autì shmaÐnei ìti h T eÐnai h mikrìterh topikopoi simh upokath-
gorÐa thc T h opoÐa perièqei thn T . Oi kathgorÐec T, kai 〈S〉 eÐnai kleistèc wc proc ta sugkinìmena.
Sunep¸c, apì to Pìrisma 3.2.11, h kathgorÐa T/〈S〉 eÐnai kleist  wc proc ta sugkinìmena, kai
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m�lista to sugkinìmeno enìc sunìlou antikeimènwn thc T/〈S〉, orÐzetai wc h eikìna tou antÐstoiqou
sugkinomènou tou sunìlou twn antikeimènwn aut¸n sthn T, mèsw tou Funiv : T −−−−−→ T/〈S〉. H
kl�sh T profan¸c mporeÐ na jewrhjeÐ wc mia kl�sh antikeimènwn thc T/〈S〉. JewroÔme thn topiko-
poi simh upokathgorÐa 〈T 〉 thc T/〈S〉. Apì to L mma 4.4.7.1 h F−1

univ(〈T 〉) eÐnai mia topikopoi simh
upokathgorÐa thc T. Tìte T ⊂ F−1

univ(〈T 〉), kai h T eÐnai h mikrìterh topikopoi simh upokathgorÐa
thc T h opoÐa perièqei thn T , epomènwc F−1

univ(〈T 〉) = T. O Funiv : T −−−−−→ T/〈S〉 eÐnai ènac
epimorfismìc trigwnismènwn kathgori¸n. Pr�gmati èstw G,H : T/〈S〉 −−−−−→ T′ trigwnismènoi
sunarthtèc, ètsi ¸ste GFuniv = HFuniv, tìte apì thn kajolik  idiìthta thc T/〈S〉, èpetai G = H.
Sunep¸c, 〈T 〉 = Funiv(T) = T/〈S〉, dhlad  h T/〈S〉 eÐnai h mikrìterh topikopoi simh upokathgorÐa
thc T/〈S〉 h opoÐa perièqei thn T , e�n jewrhjeÐ wc kl�sh thc T/〈S〉. Tèloc, epeid  h T eÐnai mia

kl�sh β−sumpag¸n antikeimènwn thc T/〈S〉, dhlad  T ⊂
{
T/〈S〉

}β
, apì to L mma 4.4.5 gia thn

T/〈S〉, èpetai o zhtoÔmenoc egkleismìc,{
T/〈S〉

}β
= 〈T 〉β ⊂ Ê

Pìrisma 4.4.9. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] . 'Estw
T ⊂ Tα kai S ⊂ Tα dÔo kl�seic α−sumpag¸n antikeimènwn, gia k�poio �peiro plhj�rijmo α.
Upojètoume ìti 〈T 〉 = T. 'Estw β ènac kanonikìc plhj�rijmoc ≥ α me β > ℵ0. Tìte, h ousiastik 
eikìna tou fusikoÔ trigwnismènou sunartht 

Tβ/〈S〉β −−−−−−−−→ T/〈S〉

eÐnai, wc proc isomorfismì, akrib¸c h trigwnismènh upokathgorÐa
{
T/〈S〉

}β
. Sugkekrimèna, o

fusikìc trigwnismènoc sunartht c

Tβ/〈S〉β −−−−−−−−→
{
T/〈S〉

}β
eÐnai mia isodunamÐa trigwnismènwn kathgori¸n.

Apìdeixh. Apì to Pìrisma 4.4.2, o sunartht c Tβ/〈S〉β −−−−−→ T/〈S〉 eÐnai mia pl rhc emfÔteush.
Sthn apìdeixh thc Prìtashc 4.4.8, diapist¸same ìti h ousiastik  tou eikìna E eÐnai mia kleist  wc
proc ta β−sugkinìmena trigwnismènh upokathgorÐa thc T/〈S〉. Epeid  β > ℵ0, apì thn Parat rhsh

3.2.7, èpetai ìti h E eÐnai pukn , sunep¸c isqÔei E = Ê =
{
T/〈S〉

}β
.

Parat rhsh 4.4.10. Apì to Pìrisma 4.4.9, e�n β > ℵ0, tìte isqÔei

Tβ/〈S〉β ⊂ E = Ê =
{
T/〈S〉

}β
Sunep¸c k�je antikeÐmeno thc

{
T/〈S〉

}β
eÐnai isìmorfo sthn T/〈S〉 me èna antikeÐmeno thc Tβ/

〈S〉β . IsodÔnama, epeid  apì to L mma 4.4.4.2 gnwrÐzoume ìti h eikìna thc Tβ mèsw tou sunartht 

Funiv : T −−−−−→ T/〈S〉 tautÐzetai me thn eikìna thc pl rouc emfÔteushc Tβ/〈S〉β −−−−−→ T/〈S〉,
k�je antikeÐmeno thc

{
T/〈S〉

}β
eÐnai isìmorfo sthn T/〈S〉 me thn eikìna enìc antikeimènou thc Tβ

mèsw tou sunartht  Funiv : T −−−−−→ T/〈S〉.
En¸, e�n β = ℵ0, tìte isqÔei

Tℵ0/〈S〉ℵ0 ⊂ E ⊂ Ê =
{
T/〈S〉

}ℵ0

Epeid  endèqetai o deÔteroc egkleismìc na eÐnai gn sioc, èpetai ìti k�je antikeÐmeno thc
{
T/〈S〉

}ℵ0

eÐnai isìmorfo sthn T/〈S〉 me ènan eujÔ prosjetèo enìc antikeimènou thc Tℵ0/〈S〉ℵ0 . IsodÔnama,

apì to L mma 4.4.4.2, k�je antikeÐmeno thc
{
T/〈S〉

}ℵ0 eÐnai isìmorfo sthn T/〈S〉 me ènan eujÔ
prosjetèo thc eikìnac enìc antikeimènou thc Tℵ0 mèsw tou sunartht  Funiv : T −−−−−→ T/〈S〉.
L mma 4.4.11. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] . 'Estw
S ⊂ Tα mia kl�sh α−sumpag¸n antikeimènwn, gia k�poio �peiro plhj�rijmo α. 'Estw S = 〈S〉
h topikopoi simh upokathgorÐa thc T, paragìmenh apo thn S. Upojètoume ìti β ≥ α eÐnai ènac
kanonikìc plhj�rijmoc. Tìte ufÐstatai ènac egkleismìc,

S ∩ Tβ ⊂ Sβ
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Apìdeixh. Ja deÐxoume ìti h S ∩ Tβ eÐnai mia β−tèleia kl�sh thc S, h opoÐa perièqetai sthn S(β),
sunep¸c ja perièqetai sthn monadik  megistik  β−tèleia kl�sh Sβ :=

{
S(β)

}
β
⊂ S(β) thc S.

'Estw k ∈ S ∩ Tβ , kai èstw {Xλ, λ ∈ Λ} mia oikogèneia antikeimènwn sthn S. JewroÔme to
sugkinìmeno

∐
λ∈ΛXλ. Epeid  h S eÐnai mia topikopoi simh upokathgorÐa thc T, to

∐
λ∈ΛXλ eÐnai

epÐshc èna sugkinìmeno sthn T. Upojètoume ìti dÐnetai mia apeikìnish

k
∐
λ∈Λ

Xλ

Epeid  to k ∈ Tβ , eÐnai β−mikrì sthn T, up�rqei èna uposÔnolo Λ′ ⊂ Λ, plhjikìthtac < β, ètsi
¸ste h prohgoÔmenh apeikìnish na paragontopoieÐtai wc

k
∐
λ∈Λ′

Xλ

∐
λ∈Λ

Xλ

Tìte to sugkinìmeno
∐
λ∈Λ′Xλ an kei sthn S. Autì apodeiknÔei ìti k�je antikeÐmeno k ∈ S ∩ Tβ

eÐnai β−mikrì sthn S, sunep¸c S ∩ Tβ ∈ S(β).

'Estw t¸ra {Xλ, λ ∈ Λ} mia oikogèneia antikeimènwn sthn S, ìpou to Λ eÐnai èna sÔnolo
plhjikìthtac < β, kai mia apeikìnish

k
∐
λ∈Λ

Xλ

To k ∈ Tβ , kai h Tβ eÐnai mia β−tèleia kl�sh thc T, epomènwc h apeikìnish paragontopoieÐtai wc

k
∐
λ∈Λ

kλ
∐
λ∈Λ

Xλ

∐
λ∈Λ

fλ

me kλ ∈ Tβ . Apì to L mma 4.2.3, isqÔei S ⊂ Tα ⊂ Tβ , sunep¸c epeid  kλ ∈ Tβ , kai Xλ ∈ S = 〈S〉,
apì to Je¸rhma 4.3.2, gia k�je λ ∈ Λ, up�rqei èna antikeÐmeno k′λ ∈ 〈S〉

β ⊂ S ∩ Tβ , ètsi ¸ste h
apeikìnish fλ : kλ −−−−−→ Xλ na paragontopoieÐtai wc

kλ k′λ Xλ

Sunep¸c, h apeikìnish paragontopoieÐtai wc

k
∐
λ∈Λ

Xλ

wc

k
∐
λ∈Λ

k′λ
∐
λ∈Λ

Xλ

, me k′λ ∈ S∩Tβ . DeÐxame ìti k�je antikeÐmeno thc S∩Tβ eÐnai β−kalì wc proc thn S∩Tβ . Sunep¸c,
epeid  h S ∩ Tβ eÐnai mia trigwnismènh upokathgorÐa, wc tom  trigwnismènwn upokathgori¸n, apì
thn Parat rhsh 3.3.6.1 èpetai ìti eÐnai mia β−tèleia kl�sh thc S.
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Je¸rhma 4.4.12. [ Je¸rhma TopikopoÐhshc twn Neeman−Thomason ] 'Estw T mia trigwni-
smènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] , S ⊂ T mia topikopoi simh upokathgorÐa.
'Estw α ènac �peiroc plhj�rijmoc, mia kl�sh antikeimènwn T ⊂ Tα, kai mia kl�sh antikeimènwn
S ⊂ S ∩ Tα, ètsi ¸ste

S = 〈S〉 kai T = 〈T 〉
Tìte gia k�je kanonikì plhj�rijmo β ≥ α,

〈S〉β = Sβ = S ∩ Tβ ,

〈T 〉β = Tβ

O fusikìc trigwnismènoc sunartht c

Tβ/Sβ −−−−−−−−→ T/S

paragontopoieÐtai wc

Tβ/Sβ −−−−−−−−→
{
T/S

}β −−−−−−−−→ T/S

kai o sunartht c

Tβ/Sβ −−−−−−−−→
{
T/S

}β
eÐnai pl rhc kai pistìc. E�n β > ℵ0, tìte o sunartht c

Tβ/Sβ −−−−−−−−→
{
T/S

}β
eÐnai mia isodunamÐa trigwnismènwn kathgori¸n. E�n β = ℵ0, tìte o sunartht c eÐnai mia sqe-
dìn isodunamÐa trigwnismènwn kathgori¸n, dhlad  o sunartht c eÐnai pl rhc kai pistìc, kai k�je

antikeÐmeno thc
{
T/S

}ℵ0
eÐnai isìmorfo me ènan eujÔ prosjetèo enìc antikeimènou thc Tℵ0/Sℵ0 .

Apìdeixh. Arqik�, parathroÔme ìti h 〈S〉β , h opoÐa eÐnai h mikrìterh pukn  β−topikopoi simh upo-
kathgorÐa thc T h opoÐa perièqei thn S, eÐnai epÐshc h mikrìterh pukn  β−topikopoi simh upoka-
thgorÐa thc S h opoÐa perièqei thn S, sunep¸c den ufÐstatai kÐndunoc sÔgqushc ston sumbolismì.
Epeid , isqÔei S ⊂ Tα, apì to L mma 4.4.11, ufÐstatai o egkleismìc S ∩ Tβ ⊂ Sβ . EpÐshc, isqÔei

〈S〉β ⊂ S ∩ Tβ , epeid  S = 〈S〉, kai 〈S〉β ⊂ Tβ apì to L mma 4.3.1, epeid  S ⊂ Tα ⊂ Tβ . Sunep¸c,
lamb�noume touc egkleismoÔc

〈S〉β ⊂ S ∩ Tβ ⊂ Sβ

Epeid , isqÔei S ⊂ S ∩ Tα ⊂ S ∩ Tβ ⊂ Sβ , apì to L mma 4.4.5 gia thn S, èpetai

〈S〉β = Sβ

Epomènwc, lamb�noume thn isìthta 〈S〉β = Sβ = S ∩ Tβ . Epeid , isqÔei T ⊂ Tα, apì to L mma
4.4.5, lamb�noume thn isìthta

〈T 〉β = Tβ

Apì to L mma 4.4.4.2, h eikìna tou fusikoÔ trigwnismènou sunartht 

Tβ/Sβ −−−−−−−−→ T/S

perièqetai sthn
{
T/S

}β
, sunep¸c paragontopoieÐtai wc

Tβ/Sβ −−−−−−−−→
{
T/S

}β −−−−−−−−→ T/S

Apì to Pìrisma 4.4.2, o sunartht c

Tβ/Sβ −−−−−−−−→
{
T/S

}β
eÐnai pl rhc kai pistìc. Apì to Pìrisma 4.4.9, o sunartht c
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Tβ/Sβ −−−−−−−−→
{
T/S

}β
eÐnai mia isodunamÐa trigwnismènwn kathgori¸n, e�n β > ℵ0. Tèloc, o isqurismìc gia β = ℵ0, èpetai
apì thn Parat rhsh 4.4.10.

Parat rhsh 4.4.13. 'Estw oi upojèseic ìpwc sto Je¸rhma 4.4.12. Epeid  T = 〈T 〉, profan¸c
isqÔei T = 〈Tα〉. Tìte apì to Je¸rhma 4.4.12, sumperaÐnoume ìti gia k�je kanonikì plhj�rijmo
β ≥ α,

〈Tα〉β = Tβ

Aut  h isìthta endeqomènwc na proxen sei sÔgqush me mia pr¸th mati�. Profan¸c eÐnai mia tau-
tologÐa, epeid  T = 〈Tα〉, apl¸c antikajist¸ thn 〈Tα〉 apì thn T. Episki�zei to gegonìc ìti

up�rqoun duo trìpoi na ermhneÔsoume to sÔmbolo 〈Tα〉β . O pr¸toc trìpoc eÐnai o ex c. Doje-
Ðshc miac trigwnismènhc kathgorÐac Q kleist c wc proc ta sugkinìmena, up�rqei ènac kanonikìc
trìpoc na kataskeu�soume mia trigwnismènh upokathgorÐa Qβ , kai sthn sunèqeia efarmìzoume thn
kataskeu  aut  gia thn trigwnismènh upokathgorÐa Q = 〈Tα〉. En¸ o deÔteroc trìpoc eÐnai o e-
x c. DojeÐshc miac kl�shc antikeimènwn Q ⊂ T, up�rqei ènac kanonikìc trìpoc na kataskeu�soume

mia trigwnismènh upokathgorÐa 〈Q〉β , kai sthn sunèqeia efarmìzoume thn kataskeu  aut  gia thn
kl�sh antikeimènwn Q = Tα. To Je¸rhma 4.4.12 isqurÐzetai ìti upì orismènec sunj kec oi duo
autoÐ trìpoi tautÐzontai, kai epomènwc den ufÐstatai kÐndunoc amfishmÐac. OmoÐwc, epeid  S = 〈S〉,
profan¸c isqÔei S = 〈S ∩ Tα〉. Tìte apì to Je¸rhma 4.4.12, sumperaÐnoume ìti gia k�je kanonikì
plhj�rijmo β ≥ α,

〈S ∩ Tα〉β = S ∩ Tβ = Sβ

Sunep¸c, ìpwc prohgoumènwc up�rqoun dÔo trìpoi na ermhneÔsoume to sÔmbolo 〈S ∩ Tα〉β . O
pr¸toc trìpoc eÐnai o ex c. DojeÐshc miac topikopoi simhc upokathgorÐac R ⊂ S ⊂ T, up�rqei
ènac kanonikìc trìpoc na kataskeu�soume mia trigwnismènh upokathgorÐa Rβ , kai sthn sunèqeia
efarmìzoume thn kataskeu  aut  gia thn trigwnismènh upokathgorÐa 〈S ∩ Tα〉. O deÔteroc trìpoc
eÐnai o ex c. DojeÐshc miac kl�shc antikeimènwn R ⊂ S, up�rqei ènac kanonikìc trìpoc na kata-

skeu�soume mia trigwnismènh upokathgorÐa 〈R〉β , kai sthn sunèqeia efarmìzoume thn kataskeu 
gia thn kl�sh antikeimènwn R = S∩Tα. To Je¸rhma 4.4.12 isqurÐzetai ìti upì orismènec sunj kec
oi duo autoÐ trìpoi tautÐzontai.

Prìtash 4.4.14. 'Opwc sto Je¸rhma 4.4.12, èstw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikano-
poieÐ to axÐwma [TR5] . All� se antÐjesh me to Je¸rhma 4.4.12, t¸ra upojètoume ìti h T èqei mikr�
HomT−sÔnola. 'Estw S ⊂ T mia topikopoi simh upokathgorÐa. 'Estw α ènac �peiroc plhj�rijmoc,
èna sÔnolo ( ìqi mìno mia kl�sh, ìpwc sto Je¸rhma 4.4.12 ) antikeimènwn T ⊂ Tα, kai èna sÔnolo
antikeimènwn S ⊂ S ∩ Tα, ètsi ¸ste

S = 〈S〉 kai T = 〈T 〉

Tìte gia k�je kanonikì plhj�rijmo β ≥ α, oi kathgorÐec Sβ ,Tβ kai
{
T/S

}β
eÐnai ousiastik� mikrèc.

Apìdeixh. Apì to Je¸rhma 4.4.12, gia k�je β ≥ α gnwrÐzoume ìti 〈S〉β = Sβ , kai 〈T 〉β = Tβ .
Epeid  èqoume upojèsei ìti oi kl�seic S kai T eÐnai sÔnola kai h T èqei mikr� HomT−sÔnola, apì
thn Prìtash 3.2.5 oi kathgorÐec 〈S〉β kai 〈T 〉β eÐnai ousiastik� mikrèc. Sunep¸c, oi kathgorÐec Sβ

kai Tβ eÐnai ousiastik� mikrèc. Epeid  h Tβ èqei mikr� HomTβ−sÔnola kai h Sβ eÐnai ousiastik�
mikr , apì thn Prìtash 2.2.1 to phlÐko Verdier Tβ/Sβ èqei mikr� HomTβ/Sβ−sÔnola, kai epeid  h

kl�sh twn antikeÐmenwn tou tautÐzetai me thn kl�sh twn antikeimènwn thc Tβ , èpetai ìti to phlÐko

eÐnai ousiastik� mikrì. Apì to Je¸rhma 4.4.12, e�n β > ℵ0, tìte o Tβ/Sβ −−−−−→
{
T/S

}β
eÐnai

mia isodunamÐa trigwnismènwn kathgori¸n. E�n β = ℵ0, tìte o Tℵ0/Sℵ0 −−−−−→
{
T/S

}ℵ0 eÐnai mia
sqedìn isodunamÐa trigwnismènwn kathgori¸n. Sunep¸c, kai stic duo peript¸seic epeid  h Tβ/Sβ

eÐnai ousiastik� mikr , èpetai ìti h
{
T/S

}β
eÐnai epÐshc ousiastik� mikr .

Sugkefalai¸nontac, to Je¸rhma 4.4.12 isqurÐzetai to ex c. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa
h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] , S ⊂ T mia topikopoi simh upokathgorÐa. Profan¸c gia k�je
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�peiro plhj�rijmo α p�nta up�rqei to parak�tw di�gramma

Sα Tα
{
T/S

}α

S T T/S
Funiv

sto opoÐo ìlec oi apeikonÐseic ektìc thc Funiv : T −−−−−→ T/S, eÐnai oi profaneÐc sunarthtèc
fusik c ègkleishc.

Upojètoume t¸ra ìti o α ènac kanonikìc plhj�rijmoc, kai èstw mia kl�sh antikeimènwn T ⊂ Tα,
kai mia kl�sh antikeimènwn S ⊂ S ∩ Tα, ètsi ¸ste

S = 〈S〉 kai T = 〈T 〉
Tìte apì to Je¸rhma 4.4.12, gia thn eidik  perÐptwsh β = α, ousiastik� sumperaÐnoume ìti oi
sunarthtèc fusik c ègkleishc S −−−−−→ T, kai topikopoÐhshc Verdier Funiv : T −−−−−→ T/S diath-
roÔn ta α−sumpag  antikeÐmena, dhlad  apeikonÐzoun α−sumpag  antikeÐmena se α−sumpag . Auto
shmaÐnei ìti to prohgoÔmeno di�gramma mporeÐ na sumplhrwjeÐ sto parak�tw metajetikì di�gramma

Sα Tα
{
T/S

}α

S T T/S

Funiv|Tα

Funiv

Epeid  h kathgorÐa Sα an kei ston pur na tou sunartht  Tα −−−−−→
{
T/S

}α
, dhlad  h sÔnjesh

Sα −−−−−→ Tα −−−−−→
{
T/S

}α
mhdenÐzetai, apo thn kajolik  sunj kh gia to phlÐko Verdier

Tα/Sα, èpetai ìti up�rqei ènac monadikìc trigwnismènoc sunartht c i : Tα/Sα −−−−−→
{
T/S

}α
, o

opoÐoc kajist� to parak�tw di�gramma

Sα Tα
{
T/S

}α
Tα/Sα

S T T/S

Funiv|Tα

i

Funiv

Tèloc, sumperaÐnoume to ex c. E�n α > ℵ0, tìte o sunartht c Tα/Sα −−−−−→
{
T/S

}α
eÐnai mia

isodunamÐa trigwnismènwn kathgori¸n, dhlad  eÐnai pl rhc, pistìc, kai ousiastik� epÐ. Sunep¸c,
k�je antikeÐmeno thc

{
T/S

}α
eÐnai isìmorfo me èna antikeÐmeno thc Tα/Sα. E�n α = ℵ0, tìte o

sunartht c i : Tℵ0/Sℵ0 −−−−−→
{
T/S

}ℵ0 eÐnai mia sqedìn isodunamÐa trigwnismènwn kathgori¸n,

dhlad  eÐnai pl rhc, pistìc, kai sqedìn ousiastik� epÐ. Sunep¸c, k�je antikeÐmeno thc
{
T/S

}ℵ0 eÐnai
isìmorfo me ènan eujÔ prosjetèo enìc antikeimènou thc Tℵ0/Sℵ0 . Akribèstera, gia k�je antikeÐmeno

t ∈
{
T/S

}ℵ0 up�rqoun antikeÐmena t′ ∈
{
T/S

}ℵ0 , kai s ∈ Tℵ0/Sℵ0 ètsi ¸ste t⊕ t′ ' i(s).
Ja epanèljoume sto Je¸rhma TopikopoÐhshc twn Neeman−Thomason, sto Kef�laio 7. H

spoudaiìthta tou, ja anafaneÐ sthn Prìtash 7.4.8.
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5 AbelianopoÐhsh Verdier

5.1 H abelianopoÐhsh A(S) thc S

'Estw S mia prosjetik  kathgorÐa. Den isqurizìmaste ìti h S eÐnai ousiastik� mikr .

Orismìc 5.1.1. H kathgorÐa Cat
(
Sop,Ab

)
èqei gia antikeÐmena ìlouc touc prosjetikoÔc sunar-

thtèc

F : Sop −−−−−−−−→ Ab

Oi morfismoÐ sthn Cat
(
Sop,Ab

)
eÐnai oi fusikoÐ metasqhmatismoÐ.

H kathgorÐa Cat
(
Sop,Ab

)
apodeiknÔetai ìti eÐnai mia abelian  kathgorÐa. UpenjumÐzoume ton

orismì thc akrÐbeiac sthn kathgorÐa Cat
(
Sop,Ab

)
. Upojètoume ìti dÐnetai mia akoloujÐa

0 F′
(
−
)

F
(
−
)

F′′
(
−
)

0

antikeimènwn kai morfism¸n sthn Cat
(
Sop,Ab

)
, dhlad  sunartht¸n kai fusik¸n metasqhmatism¸n.

H akoloujÐa eÐnai akrib c sthn Cat
(
Sop,Ab

)
e�n kai mìno e�n, gia k�je s ∈ S, h akoloujÐa twn

abelian¸n om�dwn

0 F′
(
s
)

F
(
s
)

F′′
(
s
)

0

eÐnai akrib c sthn Ab.

L mma 5.1.2. 'Estw S mia prosjetik  kathgorÐa. 'Estw Cat
(
Sop,Ab

)
na eÐnai ìpwc ston Orismì

5.1.1. Tìte o anaparast�simoc sunartht c S
(
−, s

)
eÐnai èna probolikì antikeÐmeno sthn kathgorÐa

Cat
(
Sop,Ab

)
.

Apìdeixh. O sunartht c Y
S

(
−
)

= S
(
−, s

)
eÐnai prosjetikìc, sunep¸c eÐnai èna antikeÐmeno thc

Cat
(
Sop,Ab

)
. 'Estw F èna opoiod pote antikeÐmeno thc kathgorÐac Cat

(
Sop,Ab

)
. To L mma Yoneda

isqurÐzetai ìti, oi morfismoÐ sthn Cat
(
Sop,Ab

)
, autì shmaÐnei oi fusikoÐ metasqhmatimoÐ

Y
S

(
−
)

= S
(
−, s

)
−−−−−−−−→ F

(
−
)

tÐjentai se mia èna proc èna kai epÐ antistoiqÐa me stoiqeÐa thc F
(
s
)
. 'Estw ìti dÐnetai mia akrib c

akoloujÐa sthn Cat
(
Sop,Ab

)
0 F′

(
−
)

F
(
−
)

F′′
(
−
)

0

O sunartht c

Cat
(
Sop,Ab

){
Y

S

(
−
)
,−
}

: Cat
(
Sop,Ab

)
−−−−−−−−→ Ab

apeikonÐzei thn akrib  akoloujÐa se mia akoloujÐa, h opoÐa apo to L mma Yoneda , eÐnai isìmorfh
me thn akrib  akoloujÐa abelian¸n om�dwn.

0 F′
(
s
)

F
(
s
)

F′′
(
s
)

0

'Ara, o sunartht c Cat
(
Sop,Ab

){
Y

S

(
−
)
,−
}
eÐnai akrib c. Sunep¸c, to Y

S

(
−
)

= S
(
−, s

)
eÐnai èna

probolikì antikeÐmeno.

Orismìc 5.1.3. 'Estw S mia trigwnismènh kathgorÐa, ìqi aparaÐthta ousiastik� mikr . H kath-
gorÐa Cat

(
Sop,Ab

)
, ìpwc ston Orismì 5.1.1, eÐnai h kathgorÐa ìlwn twn prosjetik¸n sunartht¸n

Sop −−−−−→ Ab. OrÐzoume thn kathgorÐa twn peperasmèna parast�simwn sunartht¸n (   coherent
sunartht¸n )

A(S) ⊂ Cat
(
Sop,Ab

)
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na eÐnai h pl rhc upokathgorÐa ìlwn twn antikeimènwn F thc Cat
(
Sop,Ab

)
, ta opoÐa epidèqontai

parast�seic

S
(
−, s

)
S
(
−, t
)

F
(
−
)

0

Parat rhsh 5.1.4. Me �lla lìgia, h kl�sh twn antikeimènwn thc kathgorÐac A(S) apartÐzetai
ap' ìla ta antikeÐmena thc Cat

(
Sop,Ab

)
, ta opoÐa epidèqontai probolikèc parast�seic apì probolik�

antikeÐmena, kai eidikìtera apì anaparast�sima antikeÐmena.

L mma 5.1.5. 'Estw S mia trigwnismènh kathgorÐa. Oi sunarthtèc sthn A(S) diathroÔn ta
ginìmena, dhlad  apeikonÐzoun sugkinìmena sthn S se ginìmena sthn Ab.

Apìdeixh. 'Estw F èna antikeÐmeno thc A(S), autì shmaÐnei ìti o F epidèqetai mia par�stash

S
(
−, s

)
S
(
−, t
)

F
(
−
)

0

EÐnai gnwstì ìti oi anaparast�simoi sunarthtèc S
(
−, s

)
kai S

(
−, t
)
apeikonÐzoun sugkinìmena sthn

S se ginìmena sthn Ab. 'Estw {Xλ, λ ∈ Λ} mia oikogèneia antikeimènwn thc S twn opoÐwn to
sugkinìmeno,

∐
λ∈ΛXλ, up�rqei sthn S. Tìte ep�getai èna metajetikì di�gramma me akribeÐc grammèc

S

(∐
λ∈Λ

Xλ, s

)
S

(∐
λ∈Λ

Xλ, t

)
F

(∐
λ∈Λ

Xλ

)
0

∏
λ∈Λ

S
(
Xλ, s

) ∏
λ∈Λ

S
(
Xλ, t

) ∏
λ∈Λ

F
(
Xλ

)
0

' ' h

H k�tw gramm  eÐnai akrib c giatÐ o sunartht c
∏
λ∈Λ

(
−
)

: A −−−−−→ A eÐnai dexi� akrib c, se
opoiad pote abelian  kathgorÐa A. Sunep¸c, apì to 5 L mma èpetai ìti h apeikìnish h eÐnai ènac
isomorfismìc, dhlad  o sunartht c F diathreÐ ta ginìmena.

L mma 5.1.6. 'Estw S mia trigwnismènh kathgorÐa. 'Estw F −−−−−→ G ènac morfismìc sthn
A(S). Tìte o sunpur nac eÐnai èna antikeÐmeno thc A(S).

Apìdeixh. 'Estw H o sunpur nac tou morfismoÔ F −−−−−→ G. Autì shmaÐnei ìti, up�rqei mia
akrib c akoloujÐa

F
(
−
)

G
(
−
)

H
(
−
)

0

, ìpou F kai G an koun sthn A(S). Ja deÐxoume ìti o H an kei epÐshc sthn A(S). Oi sunarthtèc
F kai G epidèqontai parast�seic

S
(
−, s′

)
S
(
−, t′

)
F
(
−
)

0

S
(
−, s

)
S
(
−, t
)

G
(
−
)

0

antÐstoiqa. EpÐshc dÐnetai mia apeikìnish F −−−−−→ G, sunep¸c lamb�noume to parak�tw di�gramma
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S
(
−, t′

)
F
(
−
)

G
(
−
)

Apì to L mma 5.1.2, o anaparast�simoc sunartht c S
(
−, t′

)
eÐnai èna probolikì antikeÐmeno, sune-

p¸c ep�getai to parak�tw metajetikì di�gramma

S
(
−, t′

)
F
(
−
)

S
(
−, t
)

G
(
−
)

Epomènwc, lamb�noume to parak�tw metajetikì di�gramma

S
(
−, t′

)
F
(
−
)

0

S
(
−, s

)
S
(
−, t
)

G
(
−
)

0

H
(
−
)

0

me akribeÐc grammèc, kai st lec. Apì to di�gramma autì, mporoÔme na sumper�noume ìti o H eÐnai
o sunpur nac thc epagìmenhc sto sugkinìmeno apeikìnishc

S
(
−, s⊕ t′

)
= S

(
−, s

)
⊕ S
(
−, t′

)
S
(
−, t
)

Epomènwc, up�rqei mia akrib c akoloujÐa

S
(
−, s⊕ t′

)
S
(
−, t
)

H
(
−
)

0

Sunep¸c, o sunpur nac H tou morfismoÔ F −−−−−→ G epidèqetai mia parar�stash apì probolik�
antikeÐmena, �ra an kei sthn A(S).

L mma 5.1.7. 'Estw S mia trigwnismènh kathgorÐa. Upojètoume ìti F eÐnai èna antikeÐmeno thc
A(S), kai φ : S

(
−, x

)
−−−−−→ F

(
−
)
eÐnai ènac epimorfismìc. Tìte o pur nac tou φ eÐnai èna

antikeÐmeno thc A(S).

Apìdeixh. Epeid  to F eÐnai èna antikeÐmeno thc A(S) epidèqetai mia par�stash

S
(
−, s

)
S
(
−, t
)

F
(
−
)

0
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EpÐshc dÐnetai mia apeikìnish φ : S
(
−, x

)
−−−−−→ F

(
−
)
, sunep¸c lamb�noume to parak�tw di�gram-

ma

S
(
−, x

)

S
(
−, s

)
S
(
−, t
)

F
(
−
)

0

φ

, ìpou h k�tw gramm  eÐnai akrib c. To antikeÐmeno S
(
−, x

)
eÐnai èna probolikì antikeÐmeno sthn

Cat
(
Sop,Ab

)
apì to L mma 5.1.2, sunep¸c h apeikìnish φ : S

(
−, x

)
−−−−−→ F

(
−
)
paragontopoieÐtai

wc

S
(
−, x

)
S
(
−, t
)

F
(
−
)

0

EpÐshc, èqoume èna di�gramma

S
(
−, x

)

S
(
−, s

)
S
(
−, t
)

F
(
−
)

0

, ìpou h k�tw gramm  eÐnai akrib c, kai h sÔnjesh

S
(
−, x

)

S
(
−, t
)

F
(
−
)

eÐnai o epimorfismìc φ. Epomènwc, mporoÔme na sumper�noume ìti epagìmenh sto sugkinìmeno
apeikìnish

S
(
−, x⊕ s

)
= S

(
−, x

)
⊕ S
(
−, s

)
S
(
−, t
)

, eÐnai ènac epimorfismìc.

Apì to L mma Yoneda , autìc o fusikìc metasqhmatismìc ep�getai apo ènan morfismì sthn S

x⊕ s t

To gegonìc ìti h

S
(
−, x⊕ s

)
S
(
−, t
)

eÐnai ènac epimorfismìc, shmaÐnei ìti h

S
(
t, x⊕ s

)
S
(
t, t
)

eÐnai ènac epimorfismìc, epomènwc h apeikìnish 1 : t −−−−−→ t an kei sthn eikìna. Sunep¸c,
paragontopoieÐtai wc

t x⊕ s t
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'Estw èna trÐgwno

r x⊕ s t Σr

pou sumplhr¸nei ton morfismì x⊕ s −−−−−→ t sthn S. Sunep¸c, apo to L mma 1.2.6.1 lamb�noume
ènan isomorfismì x⊕ s ' r ⊕ t. Sunep¸c, h akoloujÐa

r x⊕ s t

eÐnai mia diasp�simh akrib c akoloujÐa. O sunartht c tou L mmatoc Yoneda , o opoÐoc apeikonÐzei
to s ston anaparast�simo sunartht  S

(
−, s

)
, eÐnai prosjetikìc. Epomènwc ep�gei mia diasp�simh

akrib  akoloujÐa sthn Cat
(
Sop,Ab

)
S
(
−, r

)
S
(
−, x

)
⊕ S
(
−, s

)
S
(
−, t
)

Me �lla lìgia, to parak�tw tetr�gwno

S
(
−, r

)
S
(
−, x

)

S
(
−, s

)
S
(
−, t
)

, eÐnai èna dikartesianì tetr�gwno, dhlad  eÐnai sugqrìnwc èna pullback kai pushout tetr�gwno,
sthn abelian  kathgorÐa Cat

(
Sop,Ab

)
. Sunep¸c, lamb�nontac touc sunpur nec twn gramm¸n ep�ge-

tai èna metajetikì di�gramma me akribeÐc grammèc, kai h epagìmenh apeikìnish stouc sunpur nec eÐnai
ènac isomorfismìc

S
(
−, r

)
S
(
−, x

)
F′
(
−
)

0

S
(
−, s

)
S
(
−, t
)

F
(
−
)

0

'

Epomènwc, o epimorfismìc φ : S
(
−, x

)
−−−−−→ F

(
−
)
sumplhr¸netai se mia par�stash tou F

S
(
−, r

)
S
(
−, x

)
F
(
−
)

0
ρ φ

'Estw èna trÐgwno

q r x Σq

pou sumplhr¸nei ton morfismì r −−−−−→ x sthn S. Apì to L mma 1.1.10, èpetai ìti o sunartht c
tou L mmatoc Yoneda , eÐnai omologikìc. Sunep¸c, apeikonÐzei to trÐgwno autì se mia makr� akrib 
akoloujÐa

S
(
−, q

)
S
(
−, r

)
S
(
−, x

)
S
(
−,Σq

)ψ ρ θ

O sunartht c F
(
−
)
tautÐzetai me thn eikìna tou θ, dhlad  isqÔei F = Im

(
θ
)
, kai o pur nac Ker

(
φ
)

tou φ : S
(
−, x

)
−−−−−→ F

(
−
)
tautÐzetai me thn eikìna tou ρ, dhlad  isqÔei Ker

(
φ
)

= Im
(
ρ
)
.

Sunep¸c, epeid  isqÔei Im
(
ψ
)

= Ker
(
ρ
)
, o pur nac Ker

(
φ
)
epidèqetai mia par�stash

S
(
−, q

)
S
(
−, r

)
Ker

(
φ
)(
−
)

0
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, kai �ra eÐnai èna antikeÐmeno thc A(S).

L mma 5.1.8. 'Estw S mia trigwnismènh kathgorÐa. Upojètoume ìti

0 F
(
−
)

G
(
−
)

H
(
−
)

0

eÐnai mia akrib c akoloujÐa sunartht¸n sthn Cat
(
Sop,Ab

)
. Upojètoume ìti oi sunarthtèc F kai H

an koun sthn A(S). Tìte up�rqei èna metajetikì di�gramma me akribeÐc grammèc

0 S
(
−, f

)
S
(
−, g

)
S
(
−, h

)
0

0 F
(
−
)

G
(
−
)

H
(
−
)

0

, ìpou ìloi oi k�jetoi morfismoÐ eÐnai epimorfismoÐ.

Apìdeixh. Epeid  oi sunarthtèc F kai H an koun sthn A(S), mporoÔme na epilèxoume epimorfismoÔc

S
(
−, f

)
S
(
−, h

)

0 F
(
−
)

G
(
−
)

H
(
−
)

0

Apì to L mma 5.1.2 o sunartht c S
(
−, h

)
eÐnai èna probolikì antikeÐmeno sthn Cat

(
Sop,Ab

)
. Epo-

mènwc, h apeikìnish S
(
−, h

)
−−−−−→ H

(
−
)
paragontopoeÐtai mèsw tou epimorfismoÔ G −−−−−→ H.

Jètoume g = f ⊕ h, ìpou i : f −−−−−→ f ⊕ h kai p : f ⊕ h −−−−−→ h, eÐnai pr¸th emfÔteush kai
h deÔterh probol  tou ginomènou−sugkinomènou g = f ⊕ h, antÐstoiqa. Sunep¸c, lamb�noume èna
metajetikì di�gramma me akribeÐc grammèc

0 S
(
−, f

)
S
(
−, g

)
S
(
−, h

)
0

0 F
(
−
)

G
(
−
)

H
(
−
)

0

S(−,i) S(−,p)

, kai epeid  oi dÔo exwterikèc k�jetec apeikonÐseic eÐnai epimorfismoÐ, èpetai ìti h mesaÐa eÐnai epÐshc.

L mma 5.1.9. 'Estw S mia trigwnismènh kathgorÐa. Upojètoume ìti

0 F
(
−
)

G
(
−
)

H
(
−
)

0

eÐnai mia akrib c akoloujÐa sunartht¸n sthn Cat
(
Sop,Ab

)
. E�n opoioid pote dÔo apo touc F,G kai

H an koun sthn A(S), tìte kai o trÐtoc an kei epÐshc sthn A(S).

Apìdeixh. E�n oi sunarthtèc F kai G an koun sthn A(S), tìte apo to L mma 5.1.6 kai o H an kei
epÐshc sthn A(S). Epomènwc, arkeÐ na jewr soume tic �llec duo peript¸seic.

'Estw ìti oi sunarthtèc F kaiH an koun sthnA(S). Apì to L mma 5.1.8, up�rqei èna metajetikì
di�gramma me akribeÐc grammèc
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0 S
(
−, f

)
S
(
−, g

)
S
(
−, h

)
0

0 F
(
−
)

G
(
−
)

H
(
−
)

0

, ìpou ìloi oi k�jetoi morfismoÐ eÐnai epimorfismoÐ. Jewr¸ntac touc pur nec twn sthl¸n, prokÔptei
èna 3× 3 di�gramma me akribeÐc grammèc kai st lec

0 0 0

0 F′
(
−
)

G′
(
−
)

H′
(
−
)

0

0 S
(
−, f

)
S
(
−, g

)
S
(
−, h

)
0

0 F
(
−
)

G
(
−
)

H
(
−
)

0

0 0 0

kai apì to L mma 5.1.7 oi sunarthtèc F′ kai H′ an koun sthn A(S). Sunep¸c, apì to L mma 5.1.8
up�rqei èna metajetikì di�gramma me akribeÐc grammèc

0 S
(
−, f ′

)
S
(
−, g′

)
S
(
−, h′

)
0

0 F′
(
−
)

G′
(
−
)

H′
(
−
)

0

, ìpou ìloi oi k�jetoi morfismoÐ eÐnai epimorfismoÐ. Sunep¸c, prokÔptei èna metajetikì di�gramma
me akribeÐc grammèc kai st lec

0 S
(
−, f ′

)
S
(
−, g′

)
S
(
−, h′

)
0

0 S
(
−, f

)
S
(
−, g

)
S
(
−, h

)
0

0 F
(
−
)

G
(
−
)

H
(
−
)

0

0 0 0
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kai sugkekrimèna h mesaÐa st lh eÐnai akrib c

S
(
−, g′

)
S
(
−, g

)
G
(
−
)

0

, dhlad  o sunartht c G an kei sthn A(S).

Tèloc, mènei na deÐxoume ìti e�n oi sunarthtèc G kai H an koun sthn A(S), tìte kai o F an kei
epÐshc. Epeid , o G an kei sthn A(S), mporoÔme na epilèxoume ènan epimorfismì S

(
−, g

)
−−−−−→

G
(
−
)
. JewroÔme to parak�tw di�gramma me akribeÐc grammèc

0 0 S
(
−, g

)
S
(
−, g

)
0

0 F
(
−
)

G
(
−
)

H
(
−
)

0

1

JewroÔme touc pur nec kai touc sunpur nec twn sthl¸n, kai sunep¸c prokÔptei to parak�tw
metajetikì di�gramma

0 0

0 G′
(
−
)

H′
(
−
)

0 0 S
(
−, g

)
S
(
−, g

)
0

0 F
(
−
)

G
(
−
)

H
(
−
)

0

F
(
−
)

0 0

0

1

Apì to L mma tou FidioÔ, ep�getai mia akrib c akoloujÐa

G′
(
−
)

H′
(
−
)

F
(
−
)

0

Apì to L mma 5.1.7, oi sunarthtèc G′ kai H′ an koun sthn A(S), kai epomènwc apì to L mma 5.1.6
èpetai ìti o F an kei sthn A(S).

Prìtash 5.1.10. 'Estw S mia trigwnismènh kathgorÐa. H upokathgorÐa A(S) ⊂ Cat
(
Sop,Ab

)
eÐnai mia abelian  upokathgorÐa kleist  wc proc tic epekt�seic. Autì shmaÐnei ìti, e�n F −−−−−→ G

eÐnai ènac morfismìc antikeimènwn thc A(S), tìte o pur nac, h eikìna kai o sunpur nac, jewroÔmena
wc antikeÐmena thc abelian c kathgorÐac Cat

(
Sop,Ab

)
, an koun sthn A(S), kai k�je epèktash

antikeimènwn thc A(S) an kei sthn A(S).
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Apìdeixh. 'Estw f : F −−−−−→ G ènac morfismìc sthn A(S). Apì to L mma 5.1.6 o sunpur nac tou
morfismoÔ Coker

(
f
)
an kei sthn A(S). JewroÔme thn akrib  akoloujÐa

0 Im
(
f
)

G Coker
(
f
)

0

, kai epeid  oi sunarthtèc Coker
(
f
)
kai G an koun sthn A(S), apì to L mma 5.1.9, èpetai ìti o

Im
(
f
)
an kei epÐshc sthn A(S). OmoÐwc, jewroÔme thn akrib  akoloujÐa

0 Ker
(
f
)

F Im
(
f
)

0

, kai epeid  oi sunarthtèc Im
(
f
)
kai F an koun sthn A(S), apì to L mma 5.1.9 , èpetai ìti o Ker

(
f
)

an kei epÐshc sthn A(S).

'Estw

0 F
(
−
)

G
(
−
)

H
(
−
)

0

mia akrib c akoloujÐa sunartht¸n sthn Cat
(
Sop,Ab

)
. Apì to L mma 5.1.9, e�n opoioid pote dÔo

apì touc F,G kai H an koun sthn A(S), tìte kai o trÐtoc an kei epÐshc sthn A(S). Sunep¸c, h
upokathgorÐa A(S) ⊂ Cat

(
Sop,Ab

)
eÐnai mia abelian  kathgorÐa, kleist  wc proc tic epekt�seic

antikeimènwn thc.

L mma 5.1.11. 'Estw S mia trigwnismènh kathgorÐa. Oi anaparast�simoi sunarthtèc S
(
−, x

)
an koun sthn A(S), kai eÐnai probolik� antikeÐmena sthn A(S). Epiplèon, k�je probolikì antikeÐme-
no sthn A(S), eÐnai ènac eujÔc prosjetèoc enìc anaparast�simou sunartht  S

(
−, x

)
. E�n, ìloi oi

tautodÔnamoi morfismoÐ diasp¸ntai sthn S, p.q. e�n h S ikanopoieÐ to axÐwma [TR5(β)], ìpou β ≥ ℵ1,
tìte ta probolik� antikeÐmena sthn A(S) eÐnai akrib¸c oi anaparast�simoi sunarthtèc S

(
−, x

)
.

Apìdeixh. Ta antikeÐmena S
(
−, x

)
epidèqontai parast�seic

S
(
−, 0

)
S
(
−, x

)
S
(
−, x

)
0

, sunep¸c an koun sthn A(S). Apo to L mma 5.1.2 ta antikeÐmena S
(
−, x

)
eÐnai probolik� sthn

Cat
(
Sop,Ab

)
, sunep¸c eÐnai probolik� sthn A(S) ⊂ Cat

(
Sop,Ab

)
.

Upojètoume t¸ra ìti ìloi oi tautodÔnamoi morfismoÐ diasp¸ntai sthn S. 'Estw F
(
−
)
èna

probolikì antikeÐmeno sthn A(S), sunep¸c epidèqetai mia par�stash

S
(
−, s

)
S
(
−, t
)

F
(
−
)

0
ρ

Epeid  to F
(
−
)
eÐnai èna probolikì antikeÐmeno, o tautotikìc morfismìc 1 : F

(
−
)
−−−−−→ F

(
−
)

paragontopoieÐtai mèsw tou epimorfismoÔ ρ : S
(
−, t
)
−−−−−→ F

(
−
)
. Autì shmaÐnei ìti, up�rqei

ènac morfismìc ι : F
(
−
)
−−−−−→ S

(
−, t
)
, ètsi ¸ste ρ ◦ ι = 1.

Apì thn �llh meri�, o morfismìc ι◦ρ : S
(
−, t
)
−−−−−→ S

(
−, t
)
eÐnai anaparast�simoc. Sunep¸c,

apì to L mma Yoneda up�rqei ènac morfismìc e : t −−−−−→ t sthn S, ètsi ¸ste ι ◦ ρ = S
(
−, e

)
.

Epeid , isqÔei (ι◦ρ)◦(ι◦ρ) = ι◦ρ, sumperaÐnoume ìti S
(
−, e◦e

)
= S

(
−, e

)
. Sunep¸c, apì to L mma

Yoneda , èpetai ìti e ◦ e = e, dhlad  o e eÐnai ènac tautodÔnamoc morfismìc, epomènwc diasp�tai.
Autì shmaÐnei ìti, up�rqoun morfismoÐ i : t′ −−−−−→ t kai r : t −−−−−→ t′, ètsi ¸ste r ◦ i = 1 kai
i◦r = e. Tìte, oi morfismoÐ S

(
−, i
)

: S
(
−, t′

)
−−−−−→ S

(
−, t
)
kai S

(
−, r

)
: S
(
−, t
)
−−−−−→ S

(
−, t′

)
apoteloÔn mia di�spash tou tautodÔnamou morfismoÔ S

(
−, e

)
. All�, mia tètoia di�spash eÐnai

monadik , wc proc isomorfismì, sunep¸c o F
(
−
)
eÐnai fusik� isìmorfoc me ton anaparast�simo

sunartht  S
(
−, t′

)
.
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Se k�je abelian  kathgorÐa, oi morfismoÐ metaxÔ antikeimènwn, ep�goun morfismoÔc metaxÔ
twn antÐstoiqwn probolik¸n parast�sewn twn antikeimènwn. Autì mac odhgeÐ se mia isodÔnamh
perigraf  thc abelian c kathgorÐac A(S).

Orismìc 5.1.12. 'Estw S mia trigwnismènh kathgorÐa. 'Estw B(S) h prosjetik  kathgorÐa thc
opoÐac ta antikeÐmena eÐnai oi morfismoÐ {s −−→ t} ∈ S, kai oi morfismoÐ

{s −−→ t} −−−−−−−−→ {s′ −−→ t′}
sthn B(S) eÐnai kl�seic isodunamÐac metajetik¸n tetrag¸nwn

s t

s′ t′

H sqèsh isodunamÐac stouc morfismoÔc eÐnai prosjetik , kai ènac morfismìc eÐnai isodÔnamoc me
ton mhdenikì morfismì e�n sto di�gramma

s t

s′ t′

φ

h apeikìnish φ : t −−−−−→ t′ paragontopoieÐtai wc t −−−−−→ s′ −−−−−→ t′.

Prìtash 5.1.13. 'Estw S mia trigwnismènh kathgorÐa. Up�rqei ènac prosjetikìc sunartht c
B(S) −−−−−→ A(S) o opoÐoc apeikonÐzei èna antikeÐmeno thc B(S)

{s t}

ston sunpur na thc apeikìnishc

S
(
−, s

)
S
(
−, t
)

Autìc o sunartht c eÐnai mia isodunamÐa prosjetik¸n kathgori¸n.

Apìdeixh. Profan¸c k�je antikeÐmeno thc A(S) an kei sthn eikìna tou sunartht . 'Estw proboli-
kèc parast�seic

S
(
−, s

)
S
(
−, t
)

F
(
−
)

0

S
(
−, s′

)
S
(
−, t′

)
F′
(
−
)

0

, tìte oi apeikonÐseic F
(
−
)
−−−−−→ F′

(
−
)
brÐskontai se mia èna proc èna antistoiqÐa me tic

kl�seic omotopÐac twn epagìmenwn apeikonÐsewn metaxÔ twn antÐstoiqwn probolik¸n parast�sewn.
Pio sugkekrimèna, oi apeikonÐseic F

(
−
)
−−−−−→ F′

(
−
)
brÐskontai se mia èna proc èna kai epÐ

antistoiqÐa me tic kl�seic omotopÐac twn aluswt¸n apeikonÐsewn

S
(
−, s

)
S
(
−, t
)

S
(
−, s′

)
S
(
−, t′

)
Autì shmaÐnei ìti, dÔo aluswtèc apeikìniseic tautÐzontai ( wc proc aluswt  omotopÐa ), e�n oi diafo-
rèc twn apeikonÐsewn S

(
−, t
)
−−−−−→ S

(
−, t′

)
paragontopoioÔntai mèsw tou antikeimènou S

(
−, s′

)
.
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Sunep¸c, o sunartht c sunartht c B(S) −−−−−→ A(S) eÐnai pl rhc kai pistìc. Epeid  eÐnai epi-
plèon prosjetikìc kai epimorfismìc sta antikeÐmena, èpetai ìti eÐnai mia isodunamÐa prosjetik¸n
kathgori¸n.

H kathgorÐa Cat
(
Sop,Ab

)
den èqei aparaÐthta mikr� HomCat(Sop,Ab)−sÔnola, akìma kai e�n h

S èqei mikr� HomS−sÔnola.
Prìtash 5.1.14. 'Estw S mia trigwnismènh kathgorÐa me mikr�HomS−sÔnola. Tìte h abelian 
kathgorÐa A(S) èqei mikr� HomA(S)−sÔnola.

Apìdeixh. Apì thn isodÔnamh perigraf  thc B(S), èpetai ìti h kl�sh twn kl�sewn isodunamÐac twn
diagramm�twn

s t

s′ t′

eÐnai èna sÔnolo.

L mma 5.1.15. 'Estw S mia trigwnismènh kathgorÐa. O sunartht c Yoneda S −−−−−→ A(S), o
opoÐoc apeikonÐzei to s ston anaparast�simo sunartht  S

(
−, s

)
, eÐnai ènac omologikìc sunartht c.

Apìdeixh. H kathgorÐa A(S) eÐnai mia akrib c upokathgorÐa thc Cat
(
Sop,Ab

)
, autì shmaÐnei ìti oi

akribeÐc akoloujÐec stic duo kathgorÐec sumpÐptoun. Sunep¸c, arkeÐ na deÐxoume ìti o sunartht c
S −−−−−→ Cat

(
Sop,Ab

)
eÐnai omologikìc. 'Estw èna trÐgwno sthn S

r s t Σr

tìte h akoloujÐa

S
(
−, r

)
S
(
−, s

)
S
(
−, t
)

eÐnai akrib c sthn Cat
(
Sop,Ab

)
, apo to L mma 1.1.10.

Je¸rhma 5.1.16. [ Je¸rhma AbelianopoÐhshc tou Verdier ] 'Estw S mia trigwnismènh kathgorÐa.
O sunartht c Yoneda S −−−−−→ A(S) eÐnai ènac kajolikìc omologikìc sunartht c. Upojètoume ìti
dÐnetai ènac omologikìc sunartht c H : S −−−−−→ A, ìpou A eÐnai mia abelian  kathgorÐa. Up�rqei

ènac monadikìc, wc proc fusikì isomorfismì sunartht¸n, akrib c sunartht c H̃ : A(S) −−−−−→ A

o opoÐoc kajist� to parak�tw di�gramma

S A(S)

A

H

H̃

metajetikì. Epiplèon, k�je fusikìc metasqhmatismìc η : H −−−−−→ H′ metaxÔ omologik¸n su-
nartht¸n H,H′ : S −−−−−→ A paragontopoieÐtai monadik� mèsw enìc fusikoÔ metasqhmatismoÔ

η̃ : H̃ −−−−−→ H̃′ metaxÔ twn epagìmenwn akrib¸n sunartht¸n H̃, H̃′ : A(S) −−−−−→ A.
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Apìdeixh. 'Estw B mia abelian  kathgorÐa me arket� probolik� antikeÐmena, kai èstw P ⊂ B h
pl rhc upokathgorÐa thc B thc opoÐac h kl�sh twn antikeimènwn apoteleÐtai ap' ìla ta probolik�
antikeÐmena. Tìte opoiosd pote prosjetikìc sunartht c H : P −−−−−→ A epekteÐnetai, monadik�

wc proc fusikì isomorfismì sunartht¸n, s' ènan dexi� akrib  sunartht  H̃ : B −−−−−→ A. Sthn
perÐptwsh mac, S ⊂ A(S) eÐnai h pl rhc upokathgorÐa twn anaparast�simwn sunartht¸n. Apì
to L mma 5.5.11 ta antikeÐmena thc S eÐnai probolik� antikeÐmena sthn A(S). Sunep¸c, o dojèn
sunartht c H : S −−−−−→ A epekteÐnetai monadik�, wc proc fusikì isomorfismì sunartht¸n, s'

ènan dexi� akrib  sunartht  H̃ : A(S) −−−−−→ A. To gegonìc ìti o H den eÐnai ènac opoisd pote
sunartht c, all� eÐnai epiplèon omologikìc ja mac epitrèyei na deÐxoume ìti eÐnai akrib c.

O sunartht c H̃ orÐzetai sta antikeÐmena wc ex c. 'Estw ìti dÐnetai èna antikeÐmeno F sthn A(S).
Autì shmaÐnei ìti to F epidèqetai mia probolik  par�stash

S
(
−, s

)
S
(
−, t
)

F
(
−
)

0

Apì to L mma Yoneda h apeikìnish S
(
−, s

)
−−−−−→ S

(
−, t
)
ep�getai apo mia monadik  f : s −−−−−→

t sthn S. O H̃
(
F
)
orÐzetai wc o sunpur nac thc apeikìnishc H

(
f
)

: H
(
s
)
−−−−−→ H

(
t
)
, dhlad 

orÐzetai apo thn akrib  akoloujÐa

H
(
s
)

H
(
t
)

H̃
(
F
)

0

Sunep¸c,

H̃
(
F
)

:= Coker
{
H
(
s
)
−−−−−→ H

(
t
)}

Epiplèon, o H̃ orÐzetai stouc morfismoÔc wc ex c. 'Estw ìti dÐnontai dÔo antikeÐmena F kai G sthn
A(S), kai ènac morfismìc φ : F −−−−−→ G. Tìte ta F kai G epidèqontai probolikèc parast�seic

S
(
−, s

)
S
(
−, t
)

F
(
−
)

0

S
(
−, s′

)
S
(
−, t′

)
G
(
−
)

0

Sunep¸c, ep�getai èna metajetikì di�gramma

S
(
−, s

)
S
(
−, t
)

F
(
−
)

0

S
(
−, s′

)
S
(
−, t′

)
G
(
−
)

0

φ

Apì to L mma Yoneda oi apeikonÐseic sto aristerì metajetikì tetr�gwno ep�gontai apì mona-
dikèc apeikonÐseic sthn S. Sugkekrimèna, oi k�jetec apeikonÐseic S

(
−, s

)
−−−−−→ S

(
−, s′

)
kai

S
(
−, t
)
−−−−−→ S

(
−, t′

)
ep�gontai apì tic monadikèc apeikonÐseic g : s −−−−−→ s′ kai g′ : t −−−−−→

t′ sthn S antÐstoiqa. JewroÔme to parak�tw di�gramma

s t

s′ t′

g g′

O H̃
(
φ
)
orÐzetai wc h apeikìnish pou ep�getai stouc sunpur nec twn apeikonÐsewn H

(
s
)
−−−−−→

H
(
t
)
kai H

(
s′
)
−−−−−→ H

(
t′
)
tou parak�tw diagr�mmatoc
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H
(
s
)

H
(
t
)

H
(
s′
)

H
(
t′
)

H(g) H(g′)

, dhlad  orÐzetai apì to metajetikì di�gramma twn akrib¸n akolouji¸n

H
(
s
)

H
(
t
)

H̃
(
F
)

0

H
(
s′
)

H
(
t′
)

H̃
(
G
)

0

H(g) H(g′) H̃(φ)

Sunep¸c,

H̃
(
φ
)

:= Coker
{
H
(
s
)
−−−−−→ H

(
t
)}
−−→ Coker

{
H
(
s′
)
−−−−−→ H

(
t′
)}

O H̃ epekteÐnei ton H. Pr�gmati, èstw S
(
−, t
)
ènac anaparast�simoc sunartht c. Tìte autìc

epidèqetai mia probolik  par�stash

0 S
(
−, t
)

S
(
−, t
)

0

Sunep¸c, H̃
(
S
(
−, t
))

:= Coker
{

0 −−−−−→ H
(
t
)}

= H
(
t
)
, isodÔnama H̃ ◦ Y

(
t
)

= H
(
t
)
, ìpou

Y : S −−−−−→ A(S) eÐnai o sunartht c Yoneda . Mènei na deÐxoume ìti o H̃ eÐnai arister� akrib c.

JewroÔme thn perÐptwsh pou dÐnetai mia akrib c akoloujÐa sthn A(S) thc morf c

0 F′
(
−
)

S
(
−, f

)
F
(
−
)

0

Ja jèlame na deÐxoume ìti o H̃ apeikonÐzei aut  thn akrib  akoloujÐa sthn A(S) se mia akri-
b  akoloujÐa sthn A. Epeid  o F′ an kei sthn A(S), mporoÔme na epilèxoume ènan epimorfismì
S
(
−, f ′

)
−−−−−→ F′, dhlad  ufÐstatai to parak�tw di�gramma

S
(
−, f ′

)

0 F′
(
−
)

S
(
−, f

)
F
(
−
)

0

, kai sunep¸c lamb�noume mia par�stash tou F

S
(
−, f ′

)
S
(
−, f

)
F
(
−
)

0
φ

, kai o F′ tautÐzetai me thn eikìna tou φ, dhlad  isqÔei F′ = Im
(
φ
)
. Sumplhr¸noume ton morfismì

f ′ −−−−−→ f , s' èna trÐgwno

f ′′ f ′ f Σf ′′

sthn S. Epeid , o sunartht c S −−−−−→ A(S) eÐnai omologikìc, èpetai ìti h akoloujÐa

S
(
−, f ′′

)
S
(
−, f ′

)
S
(
−, f

)
F
(
−
)

0
ρ φ
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eÐnai akrib c sthn A(S), o sunartht c F eÐnai o sunpur nac tou φ kai o sunartht c F′ = Im
(
φ
)

eÐnai o sunpur nac tou ρ. Sunep¸c, o sunartht c F′ epidèqetai mia par�stash

S
(
−, f ′′

)
S
(
−, f ′

)
F′
(
−
)

0
ρ φ

Epeid , o sunartht c H eÐnai omologikìc apeikonÐzei to prohgoÔmeno trÐgwno se mia akrib  ako-
loujÐa

H
(
f ′′
)

H
(
f ′
)

H
(
f
)H(ρ) H(φ)

kai H̃
(
F
)

= Coker
(
H
(
φ
))
, en¸ H̃

(
F′
)

= Coker
(
H
(
ρ
))

= Im
(
H
(
φ
))
. Sunep¸c, up�rqei mia akrib c

akoloujÐa

0 H̃
(
F′
)

H
(
f
)

H̃
(
F
)

0

, kai epeid  isqÔei H̃ ◦ S
(
−, f

)
= H

(
f
)
, èpetai ìti o H̃ apeikonÐzei thn dojeÐsa akrib  akoloujÐa

sthn A(S) se mia akrib  akoloujÐa sthn A.

Upojètoume t¸ra ìti dÐnetai mia opoiad pote akrib c akoloujÐa sthn A(S)

0 F
(
−
)

G
(
−
)

K
(
−
)

0

Qrhsimopoi¸ntac to L mma 5.1.8, dÔnatai na par�xoume sthn A(S) èna 3× 3 di�gramma me akribeÐc
grammèc kai st lec

0 0 0

0 F′
(
−
)

G′
(
−
)

K′
(
−
)

0

0 S
(
−, f

)
S
(
−, g

)
S
(
−, k

)
0

0 F
(
−
)

G
(
−
)

K
(
−
)

0

0 0 0

Efarmìzontac ton sunartht  H̃ s' autì to di�gramma, lamb�noume èna metajetikì di�gramma
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0 0 0

H̃
(
F′
)

H̃
(
G′
)

H̃
(
K′
)

0

0 H
(
f
)

H
(
g
)

H
(
k
)

0

H̃
(
F
)

H̃
(
G
)

H̃
(
K
)

0

0 0 0

Sto anwtèrw di�gramma, h akrÐbeia twn sthl¸n èpetai apì thn prohgoÔmenh perÐptwsh pou mìlic
apodeÐxame. OmoÐwc h akrÐbeia thc mesaÐac gramm c èpetai apo thn prohgoÔmenh perÐptwsh, apl�

jètontac F′ = S
(
−, f

)
kai F = S

(
−, k

)
, en¸ oi akrianèc grammèc eÐnai dexi� akribeÐc, giatÐ o H̃ eÐnai

dexi� akrib c. Epeid  oi apeikonÐseic

H̃
(
F′
)

H
(
f
)

H
(
g
)

eÐnai èna proc èna, èpetai ìti kai h sÔnjesh touc eÐnai èna proc èna. Sunep¸c, apì thn metajetikìthta
tou tetrag¸nou

H̃
(
F′
)

H̃
(
G′
)

H
(
f
)

H
(
g
)

èpetai ìti h apeikìnish H̃
(
F′
)
−−−−−→ H̃

(
G′
)
, eÐnai epÐshc èna proc èna. Sunep¸c, lamb�noume to

metajetikì di�gramma
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0 0 0

0 H̃
(
F′
)

H̃
(
G′
)

H̃
(
K′
)

0

0 H
(
f
)

H
(
g
)

H
(
k
)

0

H̃
(
F
)

H̃
(
G
)

H̃
(
K
)

0

0 0 0

kai apì to 3× 3 L mma, èpetai h akrÐbeia thc k�tw gramm c

0 H̃
(
F
)

H̃
(
G
)

H̃
(
K
)

0

Tèloc, èstw H,H′ : S −−−−−→ A omologikoÐ sunarthtèc kai η : H −−−−−→ H′ ènac fusikìc
metasqhmatismìc. 'Estw F kai G dÔo antikeÐmena sthn A(S), kai φ : F −−−−−→ G ènac fusikìc
metasqhmatismìc. Tìte ta F kai G epidèqontai probolikèc parast�seic

S
(
−, s

)
S
(
−, t
)

F
(
−
)

0

S
(
−, s′

)
S
(
−, t′

)
G
(
−
)

0

Sunep¸c ep�getai èna metajetikì di�gramma

S
(
−, s

)
S
(
−, t
)

F
(
−
)

0

S
(
−, s′

)
S
(
−, t′

)
G
(
−
)

0

φ

Apì to L mma Yoneda oi apeikonÐseic sto aristerì metajetikì tetr�gwno ep�gontai apì monadikèc
apeikonÐseic sthn S. Sugkekrimèna, to aristerì metajetikì tetr�gwno ep�getai apì to metajetikì
tetr�gwno

s t

s′ t′

h

g g′

f

Tìte apì ton orismì twn sunartht¸n H̃ kai H̃′ ston φ antÐstoiqa, ufÐstantai ta parak�tw metajetik�
diagr�mmata
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H
(
s
)

H
(
t
)

H̃
(
F
)

0

H
(
s′
)

H
(
t′
)

H̃
(
G
)

0

H′
(
s
)

H′
(
t
)

H̃′
(
F
)

0

H′
(
s′
)

H′
(
t′
)

H̃′
(
G
)

0

H(h)

H(g)

h′

H(g′) H̃(φ)

H(f) f ′

H′(h)

H′(g)

h′′

H′(g′) H̃′(φ)

H′(f) f ′′

Sunep¸c, ep�getai èna di�gramma

H
(
s
)

H
(
t
)

H̃
(
F
)

0

H
(
s′
)

H
(
t′
)

H̃
(
G
)

0

H′(s) H′(t) H̃′
(
F
)

0

H′(s′) H′(t′) H̃′
(
G
)

0

H(h)

ηs

H(g)

ηt

H(g′)

h′

η̃F

H̃(φ)

H(f)

ηs′ ηt′

f ′

η̃G

H′(h)

H′(g)

h′′

H′(g′) H̃′(φ)

H′(f) f ′′

me akribeÐc grammèc, sto opoÐo h ep�nw kai k�tw pleur� eÐnai metajetik� diagr�mmata, en¸ h arister 
k�jeth, h dexi� k�jeth, h mprostin , kai h pÐsw pleur� tou aristeroÔ kÔbou eÐnai metajetik� diagr�m-

mata epeid  o η eÐnai ènac fusikìc metasqhmatismìc. Gia na deÐxoume ìti o η̃ : H̃ −−−−−→ H̃′ eÐnai ènac

fusikìc metasqhmatismìc metaxÔ twn epagìmenwn akrib¸n sunartht¸n H̃, H̃′ : A(S) −−−−−→ A, ar-
keÐ na deÐxoume ìti h dexi� k�jeth pleur� tou dexioÔ kÔbou eÐnai èna metajetikì di�gramma. Tìte

η̃G ◦ H̃
(
φ
)
◦ h′ = η̃G ◦ f ′ ◦H

(
g′
)

= f ′′ ◦ ηt′ ◦H
(
g′
)

= f ′′ ◦H′
(
g′
)
◦ ηt

= H̃′
(
φ
)
◦ h′′ ◦ ηt

= H̃′
(
φ
)
◦ η̃F ◦ h′

, kai epeid  h apeikìnish h′ eÐnai ènac epimorfismìc, èpetai ìti eÐnai dexi� diagr�yimh, sunep¸c
ufÐstatai h zhtoÔmenh isìthta

η̃G ◦ H̃
(
φ
)

= H̃′
(
φ
)
◦ η̃F

Apì ton orismì tou, wc epagìmenh apeikìnish stouc sunpur nec twn orizìntiwn gramm¸n enìc

metajetikoÔ tetrag¸nou, o η̃ : H̃ −−−−−→ H̃′ eÐnai monadikìc. Epeid  isqÔei H̃ ◦ S
(
−, t
)

= H
(
t
)
,

èpetai η̃S(−,t) = ηt, isodÔnama η̃ ◦ Y
(
t
)

= ηt, ìpou Y : S −−−−−→ A(S) eÐnai o sunartht c Yoneda.
Sunep¸c, o fusikìc metasqhmatismìc η : H −−−−−→ H′ metaxÔ twn omologik¸n sunartht¸n H,H′ :

S −−−−−→ A paragontopoieÐtai monadik� mèsw tou fusikoÔ metasqhmatismoÔ η̃ : H̃ −−−−−→ H̃′

metaxÔ twn epagìmenwn akrib¸n sunartht¸n H̃, H̃′ : A(S) −−−−−→ A.
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O sunartht c Yoneda S −−−−−→ A(S) anafèretai kai wc sunartht c abelianopoÐhshc Verdier
  abelianopoÐhsh Verdier , kai h kathgorÐa A(S) wc abelianopoÐhsh Verdier thc kathgorÐac S, kai
eÐnai monadik , wc proc isodunamÐa abelian¸n kathgori¸n.

Orismìc 5.1.17. 'Estw S mia trigwnismènh kathgorÐa. 'Estw C(S) h prosjetik  kathgorÐa thc
opoÐac ta antikeÐmena eÐnai ta trigwna sthn S

r s t Σr

, kai oi morfimoÐ sthn C(S) eÐnai kl�seic isodunamÐac morfism¸n trig¸nwn

r s t Σr

r′ s′ t′ Σr′

H sqèsh isodunamÐac stouc morfismoÔc eÐnai prosjetik , kai ènac morfismìc eÐnai isodÔnamoc me
ton mhdenikì morfismì e�n sto metajetikì tetr�gwno

s t

s′ t′

oi Ðsec sunjèseic

s s t

s′ t′ t′

mhdenÐzontai.

L mma 5.1.18. 'Estw S mia trigwnismènh kathgorÐa. Up�rqei ènac prosjetikìc sunartht c
C(S) −−−−−→ B(S) o opoÐoc apeikonÐzei èna antikeÐmeno thc C(S), dhlad  èna trÐgwno sthn S

r s t Σr

sto antikeÐmeno

{r s} ∈ B(S)

Autìc o sunartht c eÐnai mia isodunamÐa prosjetik¸n kathgori¸n.

Apìdeixh. O sunartht c C(S) −−−−−→ B(S) eÐnai kal� orismènoc. 'Estw ènac morfismìc sthn C(S)
o opoÐoc eÐnai isodÔnamoc me ton mhdenikì morfismì, ja deÐxoume ìti h eikìna tou sthn B(S) eÐnai
epÐshc isodÔnamh me to mhdenikì morfismì. 'Estw ènac morfismìc sthn C(S)

r s t Σr

r′ s′ t′ Σr′

isodÔnamoc me ton mhdenikì morfismì. Sunep¸c, h sÔnjesh

s t

s′ t′
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mhdenÐzetai. Epeid  o sunartht c HomS

(
s,−

)
: S −−−−−→ Ab eÐnai omologikìc, apeikonÐzei to

trÐgwno

r′ s′ t′ Σr′

se mia akrib  akoloujÐa. Epomènwc, apì thn akrÐbeia thc akoloujÐac h apeikìnish s −−−−−→ s′

paragontopoieÐtai wc s −−−−−→ r′ −−−−−→ s′. Sunep¸c, to tetr�gwno orÐzei

r s

r′ s′

ènan morfismì sthn B(S) isodÔnamo me ton mhdenikì morfismì.

K�je antikeÐmeno sthn B(S), dhlad  k�je morfismìc {r −−→ s} ∈ S, mporeÐ na sumplhrwjeÐ s'
èna trÐgwno

r s t Σr

sthn S, kai sunep¸c an kei sthn eikìna tou sunartht  C(S) −−−−−→ B(S). K�je metajetikì
tetr�gwno

r s

r′ s′

mporei na sumplhrwjeÐ s' ènan morfismì trig¸nwn

r s t Σr

r′ s′ t′ Σr′

sthn S, sunep¸c o sunarht c C(S) −−−−−→ B(S) eÐnai pl rhc. EpÐshc, e�n to tetr�gwno

r s

r′ s′

eÐnai isodÔnamo me ton mhdènikì morfismì, tìte h apeikìnish s −−−−−→ s′ paragontopoieÐtai wc
s −−−−−→ r′ −−−−−→ s′, kai se opoiad pote sumpl rwsh tou tetr�gwnou s' ènan morfismì trig¸nwn

r s t Σr

r′ s′ t′ Σr′

sthn S, h apeikìnish
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s

s′ t′

mhdenÐzetai, epeid  isoÔtai me thn sÔnjesh s −−−−−→ r′ −−−−−→ s′ −−−−−→ t′ h opoÐa mhdenÐzetai.
Sunep¸c, o sunartht c C(S) −−−−−→ B(S) eÐnai pistìc. Epeid  eÐnai epiplèon epimorfismìc sta
antikeÐmena, èpetai ìti eÐnai mia isodunamÐa prosjetik¸n kathgori¸n.

Parat rhsh 5.1.19. Oi isodunamÐec A(S) ' B(S) thc Prìtashc 5.1.13, kai A(S) ' C(S) tou
L mmatoc 5.1.18 antÐstoiqa, ìpwc ja doÔme mac dieukolÔnoun sthn apìdeixh tou L mmatoc 5.1.21.1.
EpÐshc, mporoÔn na qrhsimopoihjoÔn gia na deÐxoume ìti h kathgorÐa A(S) eÐnai mia Frobenius
abelian  kathgorÐa [ [Nee01b], Pìrisma 5.1.23, sel. 172 ]. Qrhsimopoi¸ntac to duðkì Je¸rhma
AbelianopoÐhshc tou Verdier ( Je¸rhma 5.1.16 ), ja parousi�soume sthn sunèqeia mia m�llon pio
sÔntomh apìdeixh.

Pìrisma 5.1.20. 'Estw S mia trigwnismènh kathgorÐa. Oi anaparast�simoi sunarthtèc S
(
−, s

)
den eÐnai mìno probolik� antikeÐmena sthn A(S), eÐnai epÐshc kai enèsima antikeÐmena. K�je probo-
likì   enèsimo antikeÐmeno sthn A(S), eÐnai ènac eujÔc prosjetèoc enìc antikeimènou S

(
−, s

)
. E�n

k�je tautodÔnamoc morfismìc diasp�tai sthn S, p.q. e�n h S ikanopoieÐ to axÐwma [TR5(β)], ìpou
β ≥ ℵ1, tìte ta probolik� ( = enèsima ) antikeÐmena sthn A(S) eÐnai akrib¸c oi anaparast�simoi
sunarthtèc S

(
−, s

)
. K�je antikeÐmeno F ∈ A(S) epidèqetai mia probolik  par�stash

S
(
−, s

)
S
(
−, t
)

F
(
−
)

0

, kai mia enèsimh par�stash

0 F
(
−
)

S
(
−, t′

)
S
(
−, s′

)
Me �lla lìgia, h kathgorÐa A(S) ' B(S) ' C(S) eÐnai mia Frobenius abelian  kathgorÐa. Autì
shmaÐnei ìti eÐnai mia abelian  kathgorÐa me arket� probolik� kai arket� enèsima antikeÐmena, kai
h kl�sh twn probolik¸n antikeimènwn sumpÐptei me thn kl�sh twn enèsimwn antikeimènwn.

Apìdeixh. Apì to L mma 5.1.11, oi anaparast�simoi sunarthtèc S
(
−, s

)
an koun sthn A(S), kai

eÐnai probolik� antikeÐmena sthn A(S). Sunep¸c, k�je antikeÐmeno F ∈ A(S), ex orismoÔ, epidèqetai
mia probolik  par�stash

S
(
−, s

)
S
(
−, t
)

F
(
−
)

0

Epiplèon, k�je probolikì antikeÐmeno sthn A(S), eÐnai ènac eujÔc prosjetèoc enìc anaparast�si-
mou sunartht  S

(
−, s

)
. E�n, ìloi oi tautodÔnamoi morfismoÐ diasp¸ntai sthn S, p.q. e�n h S

ikanopoieÐ to axÐwma [TR5(β)], ìpou β ≥ ℵ1, tìte ta probolik� antikeÐmena sthn A(S) eÐnai akrib¸c
oi anaparast�simoi sunarthtèc S

(
−, s

)
.

To Je¸rhma AbelianopoÐhshc tou Verdier ( Je¸rhma 5.1.16 ) eÐnai autoduðkì. Autì shmaÐnei ìti,
o antalloÐwtoc sunartht c Yoneda Sop −−−−−→ A(Sop), dhlad  o sunartht c, o opoÐoc apeikonÐzei
èna antikeÐmeno t ∈ S ston anaparast�simo sunartht  S

(
t,−
)
eÐnai ènac kajolikìc omologikìc

sunartht c. K�je antikeÐmeno F ∈ A(Sop), ex orismoÔ, epidèqetai mia par�stash

S
(
s,−

)
S
(
t,−
)

F
(
−
)

0

Apì to duðkì tou L mmatoc 5.1.11, oi anaparast�simoi sunarthtèc S
(
s,−

)
an koun sthn A(Sop),

kai eÐnai probolik� antikeÐmena sthn A(Sop). 'Estw Sop −−−−−→
{
A(S)

}op
o duðkìc sunartht c

tou sunalloÐwtou sunartht  Yoneda S −−−−−→ A(S). H kathgorÐa
{
A(S)

}op
ikanopoieÐ thn Ðdia

kajolik  sunj kh me thn abelianopoÐhsh Verdier A(Sop) thc Sop. Sunep¸c, apì thn monadikìthta
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thc A(Sop), wc proc isodunamÐa kathgori¸n, èpetai ìti up�rqei ènac monadikìc, wc proc fusikì iso-
morfismì sunartht¸n, akrib c sunartht c A(Sop) −−−−−→

{
A(S)

}op
o opoÐoc eÐnai mia isodunamÐa,

kai epiplèon kajist� to parak�tw di�gramma

Sop A(Sop)

{
A(S)

}op
metajetikì. O ( antalloÐwtoc ) sunartht c A(Sop) −−−−−→

{
A(S)

}op
apeikonÐzei to antikeÐmeno

S
(
t,−
)
sto antikeÐmeno S

(
−, t
)
, gia k�je t ∈ S. K�je antikeÐmeno F ∈

{
A(S)

}op
epidèqetai mia

par�stash

0 F
(
−
)

S
(
−, t′

)
S
(
−, s′

)
'Estw S

(
−, s′

)
èna antikeÐmeno sthn

{
A(S)

}op
. JewroÔme to parak�tw di�gramma

S
(
−, s′

)

0 F
(
−
)

G
(
−
)f

g

tou opoÐou h k�tw gramm  eÐnai akrib c. O A(Sop) −−−−−→
{
A(S)

}op
eÐnai mia isodunamÐa, sunep¸c

to di�gramma autì antistoiqeÐ s' èna di�gramma

S
(
s′,−

)

G′
(
−
)

F′
(
−
)

0

g′

f ′

tou opoÐou h k�tw gramm  eÐnai epÐshc akrib c, epeid  o A(Sop) −−−−−→
{
A(S)

}op
antanakl�

touc epimorfismoÔc. To antikeÐmeno S
(
s′,−

)
eÐnai èna probolikì antikeÐmeno sthn A(Sop), sunep¸c

up�rqei mia apeikìnish h : S
(
s′,−

)
−−−−−→ G′

(
−
)
, h opoÐa kajist� to parak�tw di�gramma

S
(
s′,−

)

G′
(
−
)

F′
(
−
)

0

g′
h

f ′

metajetikì. Tìte o A(Sop) −−−−−→
{
A(S)

}op
apeikonÐzei thn prohgoÔmenh apeikìnish se mia apei-

kìnish h′ : G
(
−
)
−−−−−→ S

(
−, s′

)
, h opoÐa kajist� to parak�tw di�gramma

S
(
−, s′

)

0 F
(
−
)

G
(
−
)f

g h′
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metajetikì. Sunep¸c, to antikeÐmeno S
(
−, s′

)
eÐnai èna probolikì antikeÐmeno sthn

{
A(S)

}op
. Epo-

mènwc, oi anaparast�simoi sunarthtèc S
(
−, s′

)
eÐnai probolik� antikeÐmena sthn

{
A(S)

}op
, dhlad 

enèsima antikeÐmena sthn A(S). Sunep¸c, deÐxame ìti k�je antikeÐmeno F ∈ A(S) epidèqetai mia
enèsimh par�stash.

'Estw S mia prosjetik  kathgorÐa. Wc gnwstìn o sunartht c tou L mmatoc Yoneda den
diathreÐ ta sunìria en gènei, epomènwc den diathreÐ ta sugkinìmena, kai sunep¸c den diathreÐ ta
β−sugkinìmena en gènei. Par' ìla aut�, e�n h S upotejeÐ trigwnismènh, diathreÐ ta β−sugkinìmena,
ìpwc ja deÐxoume sthn sunèqeia.

L mma 5.1.21.1. 'Estw β ènac �peiroc plhj�rijmoc. Upojètoume ìti h kathgorÐa S ikanopoie-
Ð to axÐwma [TR5(β)], autì shmaÐnei ìti h S eÐnai kleist  wc proc ta β−sugkinìmena. Tìte h
kathgorÐa A(S) ikanopoieÐ to axÐwma [AB3(β)], autì shmaÐnei ìti h A(S) eÐnai kleist  wc proc ta
β−sugkinìmena. O sunartht c abelianopoÐhshc Verdier S −−−−−→ A(S) diathreÐ ta β−sugkinìmena.
Epiplèon, ènac omologikìc sunartht c H : S −−−−−→ A diathreÐ ta β−sugkinìmena e�n kai mìno

e�n o epagìmenoc akrib c sunartht c H̃ : A(S) −−−−−→ A, tou Jewr matoc 5.1.16, diathreÐ ta
β−sugkinìmena.

Apìdeixh. Lìgw twn isodunami¸n abelian¸n kathgori¸n A(S) ' B(S) ' C(S), mporoÔme na qrhsi-
mopoioÔme tic isodÔnamec perigrafèc thc A(S) qwrÐc na k�noume idiaÐterh mneÐa.

Jèloume na deÐxoume ìti o sunartht c S −−−−−→ A(S) diathreÐ ta β−sugkinìmena. Epomènwc,
arkeÐ na deÐxoume ìti o sunartht c S −−−−−→ C(S), o opoÐoc apeikonÐzei to antikeÐmeno s ∈ S sto
trÐgwno sthn S

0 s s 01

diathreÐ ta β−sugkinìmena. Arqik� upojètoume ìti dÐnetai èna sÔnolo antikeimènwn thc C(S) plh-
jikìthtac < β. Autì shmaÐnei ìti dÐnetai èna sÔnolo Λ, plhjikìthtac < β, kai gia k�je λ ∈ Λ èna
antikeÐmeno thc C(S), dhlad  èna trÐgwno sthn S

rλ sλ tλ Σrλ

Epeid  h kathgorÐa S ikanopoieÐ to axÐwma [TR5(β)], mporoÔme na sqhmatÐsoume to sugkinìmeno
aut¸n twn trig¸nwn

∐
λ∈Λ

rλ
∐
λ∈Λ

sλ
∐
λ∈Λ

tλ Σ

{∐
λ∈Λ

rλ

}

Apì thn Prìtash 1.2.1.2 autì eÐnai èna trÐgwno sthn S, sunep¸c eÐnai èna antikeÐmeno thc C(S).
Upojètoume ìti, gia k�je λ ∈ Λ, dÐnetai ènac morfimìc sthn C(S), dhlad  dÐnetai ènac antiprìswpoc
thc kl�sewc isodunamÐac tou morfismoÔ twn trig¸nwn

rλ sλ tλ Σrλ

r s t Σr

wc proc thn sqèsh isodunamÐac tou OrismoÔ 5.1.17. Tìte apì tic kajolikèc idiìthtec twn sugkino-
mènwn, up�rqoun monadikèc apeikonÐseic oi opoÐec kajistoÔn to parak�tw di�gramma metajetikì
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rλ sλ tλ Σrλ

∐
λ∈Λ

rλ

∐
λ∈Λ

sλ

∐
λ∈Λ

tλ Σ

{∐
λ∈Λ

rλ

}

r s t Σr

Sunep¸c, to sugkinìmeno twn trig¸nwn ikanopoieÐ thn kajolik  idiìthta enìc sugkinomènou sthn
kathgorÐa C(S).

T¸ra jewroÔme thn eidik  perÐptwsh twn trig¸nwn thc morf c

0 sλ sλ 01

Autì shmaÐnei ìti, gia k�je λ ∈ Λ, to antÐstoiqo trÐgwno eÐnai h eikìna tou antikeimènou sλ ∈ S

mèsw tou S −−−−−→ C(S). Tìte ìmwc to sugkinìmeno twn trig¸nwn aut¸n eÐnai èna trÐgwno sthn
S, to opoÐo eÐnai isìmorfo me to trÐgwno

0
∐
λ∈Λ

sλ
∐
λ∈Λ

sλ 01

, to opoÐo eÐnai h eikìna tou
∐
λ∈Λsλ ∈ S mèsw tou S −−−−−→ C(S), dhlad  ufÐstatai ènac isomor-

fismìc

{
S −−−−−→ C(S)

}(∐
λ∈Λ

sλ

)
'
∐
λ∈Λ

{
S −−−−−→ C(S)

}(
sλ
)

sthn C(S). Sunep¸c, o sunartht c S −−−−−→ C(S) diathreÐ ta β−sugkinìmena.
'Estw ènac omologikìc sunartht c S −−−−−→ A. Apì Je¸rhma 5.1.16, up�rqei ènac monadikìc,

wc proc fusikì isomorfismì sunartht¸n, akrib c sunartht c A(S) −−−−−→ A o opoÐoc kajist� to
parak�tw di�gramma

S A(S)

A

metajetikì. GnwrÐzoume ìti o sunartht c S −−−−−→ C(S) −−−−−→ A(S) diathreÐ ta β−sugkinìmena.
Sunep¸c, e�n o sunartht c A(S) −−−−−→ A diathreÐ ta β−sugkinìmena, tìte apì to metajetikì
di�gramma èpetai ìti o sunartht c S −−−−−→ A diathreÐ ta β−sugkinìmena.

Antistrìfwc, upojètoume ìti H : S −−−−−→ A eÐnai ènac omologikìc sunartht c o opoÐoc

diathreÐ ta β−sugkinìmena. Jèloume na deÐxoume ìti o sunartht c H̃ : A(S) −−−−−→ A diathreÐ

ta β−sugkinìmena. Epomènwc, arkeÐ na deÐxoume ìti o sunartht c H̃ : B(S) −−−−−→ A, o opoÐoc
apeikonÐzei to antikeÐmeno {r −−→ s} ∈ B(S) ston sunpur na thc apeikìnishc

H
(
r
)

H
(
s
)

diathreÐ ta β−sugkinìmena. JewroÔme ton sunpur na thc prohgoÔmenhc apeikìnishc, autì shmaÐnei
ìti up�rqei mia akrib c akoloujÐa

H
(
r
)

H
(
s
)

H̃
(
{r −−→ s}

)
0
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Upojètoume ìti dÐnetai èna sÔnolo Λ, plhjikìthtac < β, kai gia k�je λ ∈ Λ, èna antikeÐmeno
{rλ −−→ sλ} ∈ B(S). 'Opwc prohgoumènwc upojètoume ìti, gia k�je λ ∈ Λ, dÐnetai ènac morfimìc
sthn B(S), dhlad  dÐnetai ènac antiprìswpoc thc kl�sewc isodunamÐac tou metajetikoÔ tetrag¸nou

rλ sλ

r s

wc proc thn sqèsh isodunamÐac tou OrismoÔ 5.1.12. Tìte apì tic kajolikèc idiìthtec twn sugkino-
mènwn, up�rqoun monadikèc apeikonÐseic oi opoÐec kajistoÔn to parak�tw di�gramma metajetikì

rλ sλ

∐
λ∈Λ

rλ

∐
λ∈Λ

sλ

r s

, sunep¸c to sugkinìmeno
∐
λ∈Λ{rλ −−→ sλ} up�rqei sthn B(S), kai eÐnai isìmorfo sthn B(S) me

to antikeÐmeno ( to opoÐo eÐnai mia apeikìnish sthn S ){∐
λ∈Λ

rλ
∐
λ∈Λ

sλ

}

O sunartht c H̃ : B(S) −−−−−→ A apeikonÐzei to antikeÐmeno autì ston sunpur na thc apeikìnishc

H

(∐
λ∈Λ

rλ

)
H

(∐
λ∈Λ

sλ

)

, sunep¸c ufÐstatai mia akrib c akoloujÐa

H

(∐
λ∈Λ

rλ

)
H

(∐
λ∈Λ

sλ

)
H̃

({∐
λ∈Λ

rλ −−→
∐
λ∈Λ

sλ

})
0

,   isodÔnama k�nontac qr sh tou prohgoÔmenou isomorfismoÔ mia akrib c akoloujÐa

H

(∐
λ∈Λ

rλ

)
H

(∐
λ∈Λ

sλ

)
H̃

(∐
λ∈Λ

{rλ −−→ sλ}

)
0

'Omwc, èx upojèsewc o sunartht c H : S −−−−−→ A diathreÐ ta β−sugkinìmena, epomènwc ufÐstatai
to parak�tw metajetikì di�gramma

∐
λ∈Λ

H
(
rλ
) ∐

λ∈Λ

H
(
sλ
)

H

(∐
λ∈Λ

rλ

)
H

(∐
λ∈Λ

sλ

)
' '

172



, sto opoÐo oi k�jetec apeikonÐseic eÐnai isomorfismoÐ. Sunep¸c, ep�getai èna metajetikì di�gramma
me akribeÐc grammèc

∐
λ∈Λ

H
(
rλ
) ∐

λ∈Λ

H
(
sλ
) ∐

λ∈Λ

H̃
(
{rλ −−→ sλ}

)
0

H

(∐
λ∈Λ

rλ

)
H

(∐
λ∈Λ

sλ

)
H̃

(∐
λ∈Λ

{rλ −−→ sλ}

)
0

' ' h

H ep�nw gramm  eÐnai akrib c giatÐ o sunartht c
∐
λ∈Λ

(
−
)

: A −−−−−→ A eÐnai dexi� akrib c, se
opoiad pote abelian  kathgorÐa A. Sunep¸c, apì to 5 L mma èpetai ìti h apeikìnish h eÐnai ènac

isomorfismìc, dhlad  o sunartht c H̃ diathreÐ ta β−sugkinìmena.

'Estw S mia prosjetik  kathgorÐa. Wc gnwstìn o sunartht c tou L mmatoc Yoneda diathreÐ
ta ìria, epomènwc diathreÐ ta ginìmena, kai sunep¸c diathreÐ ta β−ginìmena. E�n h S upotejeÐ
trigwnismènh, tìte profan¸c diathreÐ ta β−ginìmena, wstìso up�rqei mia m�llon suntomìterh
apìdeixh, ìpwc mac lèei to epìmeno

L mma 5.1.21.2. 'Estw β ènac �peiroc plhj�rijmoc. Upojètoume ìti h kathgorÐa S ikanopoieÐ to
axÐwma [TR5*(β)], autì shmaÐnei ìti h S eÐnai kleist  wc proc ta β−ginìmena. Tìte h kathgorÐa
A(S) ikanopoieÐ to axÐwma [AB3*(β)] , autì shmaÐnei ìti h A(S) eÐnai kleist  wc proc ta β−ginìmena.
O sunartht c abelianopoÐhshc Verdier S −−−−−→ A(S) diathreÐ ta β−ginìmena. Epiplèon, ènac
omologikìc sunartht c S −−−−−→ A diathreÐ ta β−ginìmena e�n kai mìno e�n o epagìmenoc akrib c
sunartht c A(S) −−−−−→ A, tou Jewr matoc 5.1.16, diathreÐ ta β−ginìmena.

Apìdeixh. Panomoiìtuph thc apìdeixhc tou L mmatoc 5.1.21.1, k�nontac qr sh thc Prìtashc 1.2.1.1.

Parat rhsh 5.1.22. Sthn pragmatikìthta to L mma 5.1.21.2, eÐnai to duðkì tou L mmatoc
5.1.21.1, ìpwc ja diapist¸soume sthn Parat rhsh 5.3.7.4, qrhsimopoi¸ntac thn autoduðkìthta tou
Jewr matoc AbelianopoÐhshc tou Verdier ( Je¸rhma 5.1.16 ).

5.2 UpoantikeÐmena kai antikeÐmena phlÐko thc abelianopoÐhshc
A(S) thc S

'Opwc se k�je abelian  kathgorÐa eÐnai eÔlogo na melet�me ta upoantikeÐmena kai antikeÐmena phlÐko,
to Ðdio ja jèlame na k�noume kai gia thn A(S). Gia autìn ton skopì ja eisag�goume mia trÐth
kathgorÐa D(S) isodÔnamh me thn A(S) h opoÐa ja mac dieukolÔnei sthn mèleth aut . Sun toic
�lloic, qrhsimopoi¸ntac thn D(S), ìpwc ja doÔme sto tèloc thc Enìthtac 6.4, o pur nac tou
sunartht  A(T) −−−−−→ Ex

(
Sop,Ab

)
ja apokt sei mia k�pwc pio katanoht  perigraf .

Orismìc 5.2.1. 'Estw S mia trigwnismènh kathgorÐa me mikr� HomS−sÔnola. 'Estw D(S) h
prosjetik  kathgorÐa thc opoÐac ta antikeÐmena eÐnai oi morfismoÐ {s −−→ t} ∈ S, kai oi morfimoÐ

{s −−→ t} −−−−−−−−→ {s′ −−→ t′}
sthn D(S) eÐnai kl�seic isodunamÐac metajetik¸n tetrag¸nwn

s t

s′ t′

H sqèsh isodunamÐac stouc morfismoÔc eÐnai prosjetik , kai ènac morfismìc eÐnai isodÔnamoc me
ton mhdenikì morfismì e�n sto metajetikì tetr�gwno
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s t

s′ t′

oi Ðsec sunjèseic

s s t

s′ t′ t′

mhdenÐzontai.

L mma 5.2.2. 'Estw S mia trigwnismènh kathgorÐa me mikr� HomS−sÔnola. Up�rqei ènac
prosjetikìc sunartht c C(S) −−−−−→ D(S) o opoÐoc apeikonÐzei èna antikeÐmeno thc C(S), dhlad 
èna trÐgwno sthn S

r s t Σr

sto antikeÐmeno

{s t} ∈ D(S)

Autìc o sunartht c eÐnai mia isodunamÐa prosjetik¸n kathgori¸n.

Apìdeixh. O sunartht c C(S) −−−−−→ D(S) eÐnai kal� orismènoc, isodÔnamoi morfismoÐ apeiko-
nÐzontai se isodÔnamouc morfismoÔc. Epi thc ousÐac, h sqèsh isodunamÐac stouc morfismoÔc stic
kathgorÐec C(S) kai D(S) eÐnai h Ðdia. 'Ara, o sunartht c C(S) −−−−−→ D(S) eÐnai pistìc.

K�je antikeÐmeno {s −−→ t} ∈ D(S), dhlad  k�je morfismìc s −−−−−→ t sthn S mporeÐ na
sumplhr¸jei s' èna trÐgwno

r s t Σr

sthn S, sunep¸c o sunartht c C(S) −−−−−→ D(S) eÐnai epimorfismìc sta antikeÐmena. Opoiod pote
metajetikì di�gramma

s t

s′ t′

mporeÐ na sumplhr¸jei s' ènan morfismì trig¸nwn

r s t Σr

r′ s′ t′ Σr′

sthn S. Epomènwc, o sunartht c C(S) −−−−−→ D(S) eÐnai pl rhc. Sunep¸c, eÐnai mia isodunamÐa
prosjetik¸n kathgori¸n.

Parat rhsh 5.2.3. Apì to L mma 5.1.18 up�rqei mia isodunamia kathgori¸n C(S) −−−−−→ B(S),
h opoÐa apeikìnÐzei èna antikeÐmeno thc C(S), autì shmaÐnei èna trÐgwno sthn S

r s t Σr
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s' èna antikeÐmeno thc B(S), dhlad  ènan morfismì

r s

sthn S. EpÐshc, apì thn Prìtash 5.1.13 up�rqei mia isodunamÐa kathgori¸n B(S) −−−−−→ A(S), h
opoÐa apeikonÐzei to antikeÐmeno

r s

ston sunpur na thc apeikìnishc

S
(
−, r

)
S
(
−, s

)
Apì to L mma 5.1.15 sunartht c Yoneda S −−−−−→ A(S), o opoÐoc apeikonÐzei to s ston anapara-
st�simo sunartht  S

(
−, s

)
, eÐnai ènac omologikìc sunartht c, sunep¸c apeikonÐzei to trÐgwno

r s t Σr

se mia akrib  akoloujÐa

S
(
−, r

)
S
(
−, s

)
S
(
−, t
)

Sunep¸c, h sÔnjesh ( isodunamÐa ) C(S) −−−−−→ B(S) −−−−−→ A(S), apeikìnÐzei èna antikeÐmeno
thc C(S), autì shmaÐnei èna trÐgwno sthn S

r s t Σr

ston sunpur na thc apeikìnishc

S
(
−, r

)
S
(
−, s

)
, opoÐoc tautÐzetai me thn eikìna thc apeikìnishc

S
(
−, s

)
S
(
−, t
)

Apì thn �llh meri�, apì to L mma 5.2.2 up�rqei mia isodunamia kathgori¸n D(S) −−−−−→ C(S),
h opoÐa apeikonÐzei èna antikeÐmeno {s −−→ t} ∈ D(S), dhlad  ènan morfismì sthn S s' èna trÐgwno

r s t Σr

pou ton sumplhr¸nei sthn S. Sunep¸c, ep�getai mia isodunamia kathgori¸n D(S) −−−−−→ A(S),
ìpwc faÐnetai ston parak�tw metajetikì di�gramma

C(S) B(S)

D(S) A(S)

'

'

'

'

, h opoÐa apeikonÐzei èna antikeÐmeno {s −−→ t} ∈ D(S) sthn eikìna thc apeikìnishc

S
(
−, s

)
S
(
−, t
)

Sunep¸c, èna antikeÐmeno {s −−→ t} sthn D(S), mporeÐ na jewrhjeÐ wc èna antikeÐmeno F
(
−
)
thc

A(S), mazÐ me mia emfÔteush s' èna enèsimo antikeÐmeno t ∈ S ⊂ A(S) kai mia apeikìnish epÐ apì
èna probolikì antikeÐmeno s ∈ S ⊂ A(S) s' autì. Dhlad , èna antikeÐmeno {s −−→ t} sthn D(S)
mporoÔme na to skeftìmaste wc èna antikeÐmeno F

(
−
)
sthn A(S), ètsi ¸ste

S
(
−, s

)
F
(
−
)

S
(
−, t
)φ θ

, ìpou h φ eÐnai epÐ kai h θ eÐnai eÐnai èna proc èna.

L mma 5.2.4. 'Estw S mia trigwnismènh kathgorÐa me mikr� HomS−sÔnola. 'Estw s èna a-
ntikeÐmeno thc S. Mèsw tou kajolikoÔ omologikoÔ sunartht  S −−−−−→ A(S) ' D(S), mporoÔme
na jewr soume to s wc èna antikeÐmeno thc D(S), mèsw thc taÔtishc s ≡ {1 : s −−→ s}. K�je
antikeÐmeno phlÐko tou s mporeÐ na parastajeÐ wc èna antikeÐmeno {s −−→ t} thc D(S), gia k�poio t
kai k�poio morfismì s −−−−−→ t sthn S. Eidikìtera, h kl�sh isodunamÐac tou parak�tw metajetikoÔ
tetrag¸nou
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s s

s t

1

1

eÐnai ènac epimorfismìc sthn D(S).

Apìdeixh. 'Estw ìti dÐnetai èna antikeÐmeno phlÐko tou s sthn D(S). Autì shmaÐnei ìti, dÐnetai èna
antikeÐmeno F kai ènac epimorfismìc s −−−−−→ F. Epilègoume mia emfÔteush tou F s' èna enèsimo
antikeÐmeno t ∈ S. Tìte

F = Im
{
S
(
−, s

)
−−−−−−−−→ S

(
−, t
)}

, gia k�poion ( monadikì ) morfismì s −−−−−→ t sthn S, o opoÐoc ep�getai apì to L mma Yoneda .
H apìdeixh tou deÔterou isqurismoÔ paraleÐpetai.

Prìtash 5.2.5. 'Estw S mia trigwnismènh kathgorÐa me mikr� HomS−sÔnola. 'Estw s èna
antikeÐmeno thc S. Ta antikeÐmena phlÐko tou s sthn kathgorÐa A(S) ' D(S) mporoÔn na anapara-
stajoÔn wc {s −−→ t} ∈ D(S). 'Estw {s −−→ t} kai {s −−→ t′} duo antikeÐmena phlÐko tou s sthn
D(S). Ta antikeÐmena phlÐko eÐnai isìmorfa e�n kai mìno e�n up�rqoun apeikonÐseic t −−−−−→ t′ kai
t′ −−−−−→ t oi opoÐec kajistoÔn ta parak�tw diagr�mmata metajetik� sthn S

s s s s

s t s t′

s t′ s t

1

1

1

1

1

1

1 1

Kat� duðkì trìpo, ta upoantikeÐmena tou s sthn kathgorÐa A(S) ' D(S) mporoÔn na anaparastajoÔn
wc {t −−→ s} ∈ D(S). 'Estw {t −−→ s} kai {t′ −−→ s} duo upoantikeÐmena tou s sthn D(S). Ta
upoantikeÐmena eÐnai isìmorfa e�n kai mìno e�n up�rqoun apeikonÐseic t −−−−−→ t′ kai t′ −−−−−→ t
oi opoÐec kajistoÔn ta parak�tw diagr�mmata metajetik� sthn S

t s t′ s

t′ s t s

s s s s

1

1

1

1

1 1

1 1

Apìdeixh. [ [Nee01b], Prìtash 5.2.6, sel. 180 ]

UpenjumÐzoume ìti se k�je abelian  kathgorÐa A ta antikeÐmena phlÐko kai ta upoantikeÐme-
na tÐjentai se mia amfimonos manth antistoiqÐa. Dhlad , k�je upoantikeÐmeno antistoiqeÐ s' èna
antikeÐmeno phlÐko, kai antistrìfwc.

Orismìc 5.2.6. Mia abelian  kathgorÐa A kaleÐtai well−powered e�n, gia k�je antikeÐmeno
a ∈ A, h kl�sh twn kl�sewn isomorfismoÔ twn upoantikeimènwn tou a eÐnai èna sÔnolo. IsodÔnama,
h kl�sh twn kl�sewn isomorfismoÔ twn antikeimènwn phlÐko tou a eÐnai èna sÔnolo.

Parat rhsh 5.2.7. E�n h kathgorÐa S eÐnai mia mikr  kathgorÐa, tìte h A(S) eÐnai epÐshc mia
mikr  kathgorÐa. H A(S) eÐnai profan¸c well−powered . All� gia sqedìn ìlec tic mh tetrimmènec

176



meg�lec trigwnismènec kathgorÐec S ( autì shmaÐnei ìti oi kl�seic twn antikeimènwn touc den eÐnai
mikrèc, dhlad  sÔnola ), h abelian  kathgorÐa A(S) den eÐnai potè well−powered [ [Nee01b], Enìthta
C.3, sel. 405-407 ].

5.3 Sunarthtikìthta thc abelianopoÐhshc A(S) thc S

DojeÐshc miac trigwnismènhc kathgorÐac S, sthn Enìthta 5.1, kai sugkekrimèna sto Je¸rhma 5.1.16,
m�jame, mèsw tou kajolikoÔ omologikoÔ sunartht  S −−−−−→ A(S), pwc na antistoiqÐsoume s'
aut n mia abelian  kathgorÐa A(S). Sthn pragmatikìthta aut  h antistoiqÐa A(−), ìpwc ja doÔme
s' aut n thn Enìthta, orÐzei ènan 2−kajolikì omologikì sunartht .

L mma 5.3.1.1. 'Estw S kai T trigwnismènec kathgorÐec me mikr� Hom−sÔnola. 'Estw F :
S −−−−−→ T ènac trigwnismènoc sunartht c. Up�rqei ènac monadikìc, wc proc fusikì isomorfismì
sunartht¸n, fusikìc akrib c sunartht c A(F) : A(S) −−−−−→ A(T) o opoÐoc kajist� ta parak�tw
di�gramma

S T

A(S) A(T)

F

A(F)

metajetikì. 'Estw β ènac �peiroc plhj�rijmoc. E�n oi kathgorÐec S kai T ikanopoioÔn to axÐwma
[TR5(β)], kai o sunartht c F : S −−−−−→ T diathreÐ ta β−sugkinìmena, tìte o epagìmenoc akrib c
sunartht c A(F) : A(S) −−−−−→ A(T) diathreÐ ta β−sugkinìmena.

Apìdeixh. JewroÔme to di�gramma

S T

A(S) A(T)

F

Y

Epeid  h sÔnjesh Y ◦ F : S −−−−−→ T −−−−−→ A(T) eÐnai ènac omologikìc sunartht c, apì thn
kajolik  sunj kh gia thn abelianopoÐhsh Verdier A(S) thc S, èpetai ìti up�rqei ènac monadikìc,
wc proc fusikì isomorfismì sunartht¸n, akrib c sunartht c

A(F) := Ỹ ◦ F : A(S) A(T)

o opoÐoc kajist� to parak�tw di�gramma

S T

A(S) A(T)

F

Y

A(F)

metajetikì. EpÐshc, èstw ìti dÐnetai èna antikeÐmeno G sthn A(S). Autì shmaÐnei ìti to G epidèqetai
mia probolik  par�stash

S
(
−, s

)
S
(
−, t
)

G
(
−
)

0

Tìte,

A(F)[G] = Coker
{
T
(
−,F

(
s
))
−−−−−→ T

(
−,F

(
t
))}
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, kai me ton profan  trìpo orÐzetai stouc morfismoÔc.

'Estw ìti oi kathgorÐec S kai T ikanopoioÔn to axÐwma [TR5(β)], kai ìti o sunartht c F :
S −−−−−→ T diathreÐ ta β−sugkinìmena. Epeid  h kathgorÐa T ikanopoieÐ to axÐwma [TR5(β)],
apì to L mma 5.1.21.1, èpetai ìti o sunartht c Y : T −−−−−→ A(T) diathreÐ ta β−sugkinìmena.
Epomènwc, epeid  o F : S −−−−−→ T diathreÐ ta β−sugkinìmena, èpetai ìti h sÔnjesh

S T

A(T)

F

Y

diathreÐ ta β−sugkinìmena. Apì to prohgoÔmeno metajetikì di�gramma sumperaÐnoume ìti, h sÔn-
jesh

S

A(S) A(T)
A(F)

diathreÐ ta β−sugkinìmena. Epeid  h kathgorÐa S ikanopoieÐ to axÐwma [TR5(β)], apì to L mma
5.1.21.1, èpetai ìti o sunartht c S −−−−−→ A(S) diathreÐ ta β−sugkinìmena. Sunep¸c, h proh-
goÔmenh sÔnjesh diathreÐ ta β−sugkinìmena e�n kai mìno e�n o epagìmenoc akrib c sunartht c
A(F) : A(S) −−−−−→ A(T) diathreÐ ta β−sugkinìmena.

L mma 5.3.1.2. 'Estw S kai T trigwnismènec kathgoriec me mikr� Hom−sÔnola. 'Estw F :
S −−−−−→ T ènac trigwnismènoc sunartht c. 'Estw β ènac �peiroc plhj�rijmoc. E�n oi kathgorÐec
S kai T ikanopoioÔn to axÐwma [TR5*(β)], kai o sunartht c F : S −−−−−→ T diathreÐ ta β−ginìmena,
tìte o epagìmenoc akrib c sunartht c A(F) : A(S) −−−−−→ A(T) diathreÐ ta β−ginìmena.

Apìdeixh. Duðk  thc apìdeixhc tou L mmatoc 5.3.1.1.

L mma 5.3.1.3. 'Estw S kai T trigwnismènec kathgorÐec me mikr� Hom−sÔnola. 'Estw η :
H −−−−−→ H′ ènac fusikìc metasqhmatismìc trigwnismènwn sunartht¸n H,H′ : S −−−−−→ T.
Tìte paragontopoieÐtai monadik� mèsw enìc fusikoÔ metasqhmatismoÔ A(η) : A(H) −−−−−→ A(H′)
metaxÔ twn epagìmenwn akrib¸n sunartht¸n A(H),A(H′) : A(S) −−−−−→ A(T).

Apìdeixh. 'Estw Y : S −−−−−→ A(S) o kajolikìc omologikìc sunartht c. Tìte ep�getai ènac
fusikìc metasqhmatismìc Y ◦ η : Y ◦H −−−−−→ Y ◦H′ omologik¸n sunartht¸n. Sunep¸c, apì thn
kajolik  sunj kh gia thn abelianopoÐhsh Verdier A(S) thc S, èpetai ìti paragontopoieÐtai monadik�
mèsw enìc fusikoÔ metasqhmatismoÔ

A(η) := Ỹ ◦ η : A(Y ◦H) −−−−−→ A(Y ◦H′)

metaxÔ twn epagìmenwn akrib¸n sunartht¸n A(Y ◦H),A(Y ◦H′) : A(S) −−−−−→ A(T). EpÐshc,
èstw F èna antikeÐmeno sthn A(S). Autì shmaÐnei ìti to F epidèqetai mia probolik  parast�sh

S
(
−, s

)
S
(
−, t
)

F
(
−
)

0

Tìte, [
A(η)

]
F

= Coker
{
T
(
−,H

(
t
))
−−−−−→ T

(
−,H′

(
t
))}
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Parat rhsh 5.3.2. 'Estw S kai T trigwnismènec kathgorÐec me mikr� Hom−sÔnola. 'Estw
F : S −−−−−→ T ènac trigwnismènoc sunartht c. Sto L mma 5.3.1.1 orÐsame ènan akrib  sunartht 
A(F) : A(S) −−−−−→ A(T). Apì thn Prìtash 5.1.13, apì to L mma 5.1.18, kai apì to L mma
5.2.2 up�rqoun oi isodunamÐec ( abelian¸n kathgori¸n ) A(S) −−−−−→ B(S), B(S) −−−−−→ C(S),
kai C(S) −−−−−→ D(S) antÐstoiqa. Sunep¸c, ep�gontai oi sunarthtèc B(F) : B(S) −−−−−→ B(T),
C(F) : C(S) −−−−−→ C(T), kai D(F) : D(S) −−−−−→ D(T) antÐstoiqa, ìpwc faÐnetai sta parak�tw
metajetik� diagr�mmata

A(S) A(T) B(S) B(T) C(S) C(T)

B(S) B(T) C(S) C(T) D(S) D(T)

'

A(F)

' '

B(F)

' '

C(F)

'

B(F) C(F) D(F)

O sunartht c A(F) orÐzetai sta antikeÐmena thc F′ ∈ A(S) wc

A(F)
[
F′
]

:= Coker
{
S
(
−,F′s

)
−−→ S

(
−,F′t

)}
, ìpou

S
(
−, s

)
S
(
−, t
)

F′
(
−
)

0

eÐnai mia probolik  par�stash tou F′. Epiplèon, o A(F) orÐzetai stouc morfismoÔc f : F′ −−−−−→ G′

thc A(S) wc

A(F)
[
f
]

:= Coker
{
S
(
−,F′s

)
−→ S

(
−,F′t

)}
−→ Coker

{
S
(
−,G′s′

)
−→ S

(
−,G′t′

)}
, ìpou

S
(
−, s

)
S
(
−, t
)

F′
(
−
)

0

S
(
−, s′

)
S
(
−, t′

)
G′
(
−
)

0

eÐnai duo probolikèc parast�seic twn F′ kai G′. Sunep¸c, oi sunarthtèc B(F), C(F), kai D(F)
eÐnai eÔkolo na perigrafoÔn. O B(F) apeikonÐzei èna antikeÐmeno sthn B(S), dhlad  ènan morfismì
s −−−−−→ s′ sthn S ston morfismì Fs −−−−−→ Fs′ sthn T, o C(F) apeikonÐzei èna antikeÐmeno sthn
C(S), dhlad  èna trÐgwno sthn S

s s′ s′′ Σs

sto trÐgwno sthn T

Fs Fs′ Fs′′ ΣFs

, kai o D(F) apeikonÐzei èna antikeÐmeno sthn D(S), dhlad  ènan morfismì s −−−−−→ s′ sthn S ston
morfismì Fs −−−−−→ Fs′ sthn T. Analìgwc, me ton profan  trìpo orÐzontai stouc morfismoÔc.

L mma 5.3.3. H antistoiqÐa A(−) eÐnai ènac lax sunartht c, apì thn 2−kathgorÐa twn tri-
gwnismènwn kathgori¸n kai twn trigwnismènwn sunartht¸n, sthn 2−kathgorÐa twn abelian¸n
kathgori¸n kai twn akrib¸n sunartht¸n. Autì shmaÐnei ìti, apeikonÐzei mia trigwnismènh kath-
gorÐa S sthn abelian  kathgorÐa A(S), apeikonÐzei ènan trigwnismèno sunartht  F : S −−−−−→ T

ston akrib  sunartht  A
(
F
)

: A(S) −−−−−→ A(T), kai apeikonÐzei ènan fusikì metasqhmatismì
η : F −−−−−→ G metaxÔ trigwnismènwn sunartht¸n F,G : S −−−−−→ T ston fusikì metasqh-
matismì A

(
η
)

: A
(
F
)
−−−−−→ A

(
G
)
metaxÔ twn epagìmenwn akrib¸n sunartht¸n A

(
F
)
,A
(
G
)

:
A(S) −−−−−→ A(T). DiathreÐ thn sÔnjesh ( me thn lax ènnoia, autì shmaÐnei ìti diathreÐ thn
sÔnjesh mèqric 2−isomorfism¸n ) kai tic tautìthtec.

Apìdeixh. 'Epetai �mesa apì to Je¸rhma 5.1.16, kai ta L mmata 5.3.1.1, kai 5.3.1.3.
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L mma 5.3.4. 'Estw S kai T trigwnismènec kathgoriec, kai F : S −−−−−→ T ènac trigwnismènoc
sunartht c. Upojètoume ìti o F èqei ènan suzug  ( aristerì   dexiì ) G : T −−−−−→ S. Tìte o G

eÐnai epÐshc ènac trigwnismènoc sunartht c.

Apìdeixh. 'Opwc k�noume p�nta ètsi kai ed¸ ja sumbolÐzoume touc prosjetikoÔc automorfismoÔc
twn trigwnismènwn kathgori¸n S kai T me Σ. Upojètoume ìti o G eÐnai ènac dexiìc suzug c su-
nartht c tou F, h perÐptwsh gia thn arister  suzugÐa eÐnai duðk . Epeid  o F eÐnai trigwnismènoc,
up�rqei ènac fusikìc isomorfismìc

φ : FΣ −−−−−−−−→ ΣF

Epeid  o sunartht c G eÐnai ènac dexiìc suzug c tou F, o sunartht c Σ ( Σ eÐnai o prosjetikìc
automorfismìc thc S ) eÐnai ènac dexiìc ( kai aristerìc ) suzug c tou Σ−1, kai o sunartht c Σ ( Σ
eÐnai o prosjetikìc automorfismìc thc T ) eÐnai ènac dexiìc ( kai aristerìc ) suzug c tou Σ−1, gia
k�je X ∈ S, kai gia k�je Y ∈ T, ufÐstantai oi fusikoÐ isomorfismoÐ

S
(
X,ΣGY

)
' S

(
Σ−1X,GY

)
' T

(
FΣ−1X,Y

)
' T

(
Σ−1FX,Y

)
' T

(
FX,ΣY

)
' S

(
X,GΣY

)
Sunep¸c, gia k�je X ∈ S, kai gia k�je Y ∈ T ufÐstatai ènac isomorfismìc S

(
X,ΣGY

)
'

S
(
X,GΣY

)
, isodÔnama gia k�je Y ∈ T, ufÐstatai ènac isomorfismìc S

(
−,ΣGY

)
' S

(
−,GΣY

)
.

Epomènwc, gia k�je Y ∈ T, apì to L mma Yoneda èpetai ìti h apeikìnish GΣY −−−−−→ ΣGY eÐnai
ènac isomorfismìc. Sunep¸c, lamb�noume ènan fusikì isomorfismì

ψ : GΣ −−−−−−−−→ ΣG

'Omwc qreiazìmaste thn akrib  perigraf  tou ψ. JewroÔme ton fusikì metasqhmatismì

ρ = GΣη ◦ GφG ◦ εΣG : ΣG −−−−−−−−→ GΣ

Ja deÐxoume ìti o ρ−1 eÐnai ènac fusikìc isomorfismìc, kai ìti o G efodiasmènoc me ton fusikì
isomorfismì

ρ−1 = ψ : GΣ −−−−−−−−→ ΣG

kajÐstatai ènac trigwnismènoc sunartht c.

'Estw ε : 1 −−−−−→ GF, kai η : FG −−−−−→ 1 h mon�da, kai antÐstoiqa h sun−mon�da thc suzugÐac
twn F kai G. To gegonìc ìti o sunartht c G eÐnai ènac dexiìc suzug c tou sunartht  F, shmaÐnei
ìti up�rqei ènac isomorfismìc

ΦX,Y : T
(
FX,Y

)
S
(
X,GY

)
o opoÐoc eÐnai fusikìc sta antikeÐmena X ∈ S kai Y ∈ T. Epiplèon, oi ΦX,Y , kai Φ−1

X,Y orÐzontai
apì ta parak�tw metajetik� diagr�mmata

X GFX FX FGY

GY Y

εX

ΦX,Y (f)
Gf

Fg

Φ−1
X,Y (g)

ηY
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, dhlad  ΦX,Y
(
f
)

= Gf ◦εX , gia k�je apeikìnish f : FX −−−−−→ Y sthn T, kai Φ−1
X,Y

(
g
)

= ηY ◦Fg,
gia k�je apeikìnish g : X −−−−−→ GY sthn S, antÐstoiqa.

'Estw ε′ : 1 −−−−−→ ΣΣ−1, kai η′ : Σ−1Σ −−−−−→ 1 h mon�da, kai antÐstoiqa h sun−mon�da thc
suzugÐac twn Σ−1 kai Σ ( Σ eÐnai o prosjetikìc automorfismìc thc S ). Epeid  o Σ eÐnai ènac
automorfismìc oi fusikoÐ metasqhmatismoÐ ε′, kai η′ eÐnai fusikoÐ isomorfismoÐ, sugkekrimèna eÐnai
oi tautotikoÐ fusikoÐ metasqhmatismoÐ. To gegonìc ìti o sunartht c Σ eÐnai ènac dexiìc suzug c
tou sunartht  Σ−1, shmaÐnei ìti up�rqei ènac isomorfismìc

Φ′X,Y : S
(
Σ−1X,Y

)
S
(
X,ΣY

)
o opoÐoc eÐnai fusikìc sta antikeÐmena X ∈ S kai Y ∈ S. Epiplèon, oi Φ′X,Y , kai Φ′−1

X,Y orÐzontai
apì ta parak�tw metajetik� diagr�mmata

X ΣΣ−1X Σ−1X Σ−1ΣY

ΣX Y

ε′X

Φ′X,Y (f)
Σf

Σ−1g

Φ′−1
X,Y (g)

η′Y

, dhlad  Φ′X,Y
(
f
)

= Σf ◦ ε′X = Σf , epeid  o ε′ eÐnai o tautotikìc fusikìc metasqhmatismìc, gia

k�je apeikìnish f : Σ−1X −−−−−→ Y sthn S, kai Φ′−1
X,Y

(
g
)

= η′Y ◦ Σ−1g = Σ−1g, epeid  o η′ eÐnai
ènac fusikìc isomorfismìc, gia k�je apeikìnish g : X −−−−−→ ΣY sthn S, antÐstoiqa.

OmoÐwc, èstw ε′′ : 1 −−−−−→ ΣΣ−1, kai η′′ : Σ−1Σ −−−−−→ 1 h mon�da, kai antÐstoiqa h sun−mon�da
thc suzugÐac twn Σ−1 kai Σ ( Σ eÐnai o prosjetikìc automorfismìc thc T ). Tìte, up�rqei ènac
isomorfismìc

Φ′′X,Y : T
(
Σ−1X,Y

)
T
(
X,ΣY

)
o opoÐoc eÐnai fusikìc sta antikeÐmena X ∈ T kai Y ∈ T. Epiplèon, Φ′′X,Y

(
f
)

= Σf ◦ ε′′X = Σf ,

gia k�je apeikìnish f : Σ−1X −−−−−→ Y sthn T, kai Φ′′−1
X,Y

(
g
)

= η′′Y ◦ Σ−1g = Σ−1g, gia k�je
apeikìnish g : X −−−−−→ ΣY sthn T, antÐstoiqa.

Gia k�je X ∈ T kai Y ∈ S, lìgw thc suzugÐac thc suzugÐac twn F kai G, ufÐstantai ta parak�tw
metajetik� diagr�mmata

GX GFGX FY FGFY

GX FY

εGX

ΦGX,X(ηX)=1GX

GηX

FεY

Φ−1
Y,FY (εY )=1FY

ηFY

Sugkekrimèna, gia k�je X ∈ T, apì to pr¸to metajetikì di�grammma èpetai h sqèsh

ΦGX,X

(
ηX
)

= GηX ◦ εGX = 1GX

'Estw X ∈ S kai Y ∈ T. Gia k�je apeikìnish h ∈ T
(
FΣ−1X,Y

)
, ufÐstatai to parak�tw

metajetikì di�gramma
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X = ΣΣ−1X ΣGFΣ−1X ΣGY

GFX = GFΣΣ−1X GFΣGFΣ−1X GFΣGY

GΣFΣ−1X GΣFGFΣ−1X GΣFGY

GΣFΣ−1X GΣY

ΣεΣ−1X

εX=εΣΣ−1X

ΣGh

εΣGFΣ−1X εΣGY

GFΣεΣ−1X

GφΣ−1X

GFΣGh

Gφ
GFΣ−1X GφGY

GΣFεΣ−1X GΣFGh

GΣη
FΣ−1X GΣηY

GΣh

Apì to di�gramma autì prokÔptei h sqèsh

GΣh ◦ GΣηFΣ−1X ◦ GΣFεΣ−1X ◦ GφΣ−1X ◦ εX = (GΣh ◦ GΣηFΣ−1X) ◦ GΣFεΣ−1X ◦ GφΣ−1X ◦ εX
= GΣηY ◦ GΣFGh ◦ GΣFεΣ−1X ◦ GφΣ−1X ◦ εX
= GΣηY ◦ GΣFGh ◦ (GΣFεΣ−1X ◦ GφΣ−1X) ◦ εX
= GΣηY ◦ GΣFGh ◦ GφGFΣ−1X ◦ GFΣεΣ−1X ◦ εX
= GΣηY ◦ (GΣFGh ◦ GφGFΣ−1X) ◦ GFΣεΣ−1X ◦ εX
= GΣηY ◦ GφGY ◦ GFΣGh ◦ GFΣεΣ−1X ◦ εX
= GΣηY ◦ GφGY ◦ GFΣGh ◦ (GFΣεΣ−1X ◦ εX)

= GΣηY ◦ GφGY ◦ GFΣGh ◦ εΣGFΣ−1X ◦ ΣεΣ−1X

= GΣηY ◦ GφGY ◦ (GFΣGh ◦ εΣGFΣ−1X) ◦ ΣεΣ−1X

= GΣηY ◦ GφGY ◦ εΣGY ◦ ΣGh ◦ ΣεΣ−1X

T¸ra qrhsimopoi¸ntac thn prohgoÔmenh sqèsh, lamb�noume thn sqèsh

G(Σ(h ◦ Σ−1φΣ−1X)) ◦ εX = GΣh ◦ GΣΣ−1φΣ−1X ◦ εX
= GΣh ◦ GφΣ−1X ◦ εX
= GΣh ◦ 1GΣFΣ−1X ◦ GφΣ−1X ◦ εX
= GΣh ◦ (GΣηFΣ−1X ◦ GΣFεΣ−1X) ◦ GφΣ−1X ◦ εX
= GΣh ◦ GΣηFΣ−1X ◦ GΣFεΣ−1X ◦ GφΣ−1X ◦ εX
= GΣηY ◦ GφGY ◦ εΣGY ◦ ΣGh ◦ ΣεΣ−1X

= (GΣηY ◦ GφGY ◦ εΣGY ) ◦ ΣGh ◦ ΣεΣ−1X

= ρY ◦ ΣGh ◦ ΣεΣ−1X

= ρY ◦ Σ(Gh ◦ εΣ−1X)

,   isodÔnama

ΦX,ΣY ◦ Φ′′FX,Y ◦ T(Σ−1φΣ−1X , Y )(h) = S(X, ρY ) ◦ Φ′X,GY ◦ ΦΣ−1X,Y (h)

Me �lla lìgia, deÐxame ìti to parak�tw di�gramma eÐnai metajetikì

T
(
Σ−1ΣFΣ−1X,Y

)
= T

(
FΣ−1X,Y

)
S
(
Σ−1X,GY

)
S
(
X,ΣGY

)

T
(
Σ−1FΣΣ−1X,Y

)
= T

(
Σ−1FX,Y

)
T
(
FX,ΣY

)
S
(
X,GΣY

)

ΦΣ−1X,Y

T(Σ−1φΣ−1X ,Y )

Φ′X,GY

S(X,ρY )

Φ′′FX,Y ΦX,ΣY
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, ìpou h apeikìnish Σ−1φΣ−1X : Σ−1FΣΣ−1X −−−−−→ Σ−1ΣFΣ−1X isoÔtai me thn apeikìni-
sh Σ−1φΣ−1X : Σ−1FX −−−−−→ FΣ−1X. Oi orizìntiec apeikonÐseic eÐnai isomorfismoÐ, en¸ h
k�jeth apeikìnish T

(
Σ−1φΣ−1X , Y

)
eÐnai ènac isomorfismìc, epeid  h apeikìnish Σ−1φΣ−1X eÐnai

ènac isomorfismìc. Sunep¸c, apì to prohgoÔmeno metajetikì di�gramma èpetai ìti h apeikìnish
S
(
X, ρY

)
: S
(
X,ΣGY

)
−−−−−→ S

(
X,GΣY

)
eÐnai epÐshc ènac isomorfismìc. DeÐxame loipìn ìti, gia

k�je Y ∈ T, h apeikìnish S
(
−, ρY

)
: S
(
−,ΣGY

)
−−−−−→ S

(
−,GΣY

)
eÐnai ènac fusikìc isomor-

fismìc ( ìloi oi isomorfismoÐ sto prohgoÔmeno metajetikì di�gramma eÐnai fusikoÐ ). Epomènwc,
gia k�je Y ∈ T, apì to L mma Yoneda èpetai ìti h apeikìnish ρY : ΣGY −−−−−→ GΣY eÐnai ènac
isomorfismìc, kai sunep¸c, gia k�je Y ∈ T, h antÐstrofh apeikìnish ρ−1

Y : GΣY −−−−−→ ΣGY eÐnai
ènac isomorfismìc.

'Estw

X Y Z ΣXu v w

èna trÐgwno sthn T. Jèloume na deÐxoume ìti to upoy fio trÐgwno

GX GY GZ ΣGX
Gu Gv ρ−1

X ◦Gw

eÐnai èna trÐgwno sthn S. Sumplhr¸noume ton morfismì Gu : GX −−−−−→ GY s' èna trÐgwno

GX GY C ΣGX
Gu v′ w′

sthn S. Epeid  o F eÐnai ènac trigwnismènoc sunartht c, to upoy fio trÐgwno

FGX FGY FC ΣFGX
FGu Fv′ φGX◦Fw′

eÐnai èna trÐgwno sthn T. Apì thn fusikìthta tou η : FG −−−−−→ 1 ufÐstatai to parak�tw
metajetikì di�gramma

FGX FGY

X Y

FGu

ηX ηY

u

sthn T, to opoÐo mporeÐ apì to axÐwma [TR3] na sumplhrwjeÐ s' ènan morfismì trig¸nwn

FGX FGY FC ΣFGX

X Y Z ΣX

FGu

ηX

Fv′

ηY

φGX◦Fw′

θ ΣηX

u v w

sthn T.

IsqÔoun oi park�tw sqèseic
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1GY ◦ Gu = (GηY ◦ εGY ) ◦ Gu
= GηY ◦ εGY ◦ Gu
= GηY ◦ (εGY ◦ Gu)

= GηY ◦ GFGu ◦ εGX
= G(ηY ◦ FGu) ◦ εGX
= G(u ◦ ηX) ◦ εGX
= Gu ◦ GηX ◦ εGX
= Gu ◦ (GηX ◦ εGX)

= Gu ◦ 1GX

Gθ ◦ εC ◦ v′ = Gθ ◦ (εC ◦ v′)
= Gθ ◦ GFv′ ◦ εGY
= G(θ ◦ Fv′) ◦ εGY
= G(v ◦ ηY ) ◦ εGY
= Gv ◦ GηY ◦ εGY
= Gv ◦ (GηY ◦ εGY )

= Gv ◦ 1GY

Gw ◦ Gθ ◦ εC = G(w ◦ θ) ◦ εC
= G(ΣηX ◦ φGX ◦ Fw′) ◦ εC
= GΣηX ◦ GφGX ◦ GFw′ ◦ εC
= GΣηX ◦ GφGX ◦ (GFw′ ◦ εC)

= GΣηX ◦ GφGX ◦ εΣGX ◦ w′

= (GΣηX ◦ GφGX ◦ εΣGX) ◦ w′

= ρX ◦ w′

= ρX ◦ 1ΣGX ◦ w′

,   isodÔnama

ρ−1
X ◦ Gw ◦ Gθ ◦ εC = 1ΣGX ◦ w′

Sunep¸c, ep�getai èna metajetikì di�gramma sthn S

GX GY C ΣGX ΣGY

GX GY GZ ΣGX ΣGY

Gu

1GX

v′

1GY

w′

Gθ◦εC 1ΣGX

ΣGu

1ΣGY

Gu Gv ρ−1
X ◦Gw ΣGu

IsqurÐzomai ìti h apeikìnish Gθ ◦ εC : C −−−−−→ GZ eÐnai ènac isomorfismìc. 'Estw R ∈ S.
Efarmìzontac ton sunartht  S

(
R,−

)
: S −−−−−→ Ab sto prohgoÔmeno metajetikì di�gramma,

ep�getai èna metajetikì di�gramma
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S
(
R,GX

)
S
(
R,GY

)
S
(
R,C

)
S
(
R,ΣGX

)
S
(
X,ΣGY

)

S
(
R,GX

)
S
(
R,GY

)
S
(
R,GZ

)
S
(
R,ΣGX

)
S
(
R,ΣGY

)
S(R,1GX) S(R,1GY ) S(R,Gθ◦εC) S(R,1ΣGX) S(R,1ΣGY )

me akribeÐc grammèc sto opoÐo ìlec oi k�jetec apeikonÐseic pl n thc mesaÐac apeikìnishc eÐnai iso-
morfismoÐ.

H ep�nw gramm  eÐnai akrib c epeid  o sunartht c S
(
R,−

)
: S −−−−−→ Ab eÐnai omologikìc, kai

sunep¸c apeikonÐzei to trÐgwno

GX GY C ΣGX

sthn makr� akrib  akoloujÐa

S
(
R,GX

)
S
(
R,GY

)
S
(
R,C

)
S
(
R,ΣGX

)
S
(
R,ΣGY

)
Apì thn �llh meri�, o sunartht c T

(
FR,−

)
: T −−−−−→ Ab eÐnai omologikìc, sunep¸c apeikonÐzei

to trÐgwno

X Y Z ΣX

sthn makr� akrib  akoloujÐa

T
(
FR,X

)
T
(
FR, Y

)
T
(
FR,Z

)
T
(
FR,ΣX

)
T
(
FR,ΣY

)
JewroÔme to parak�tw metajetikì di�gramma

S
(
R,GX

)
S
(
R,GY

)
S
(
R,GZ

)
S
(
R,ΣGX

)
S
(
R,ΣGY

)

S
(
R,GX

)
S
(
R,GY

)
S
(
R,GZ

)
S
(
R,GΣX

)
S
(
R,GΣY

)

T
(
FR,X

)
T
(
FR, Y

)
T
(
FR,Z

)
T
(
FR,ΣX

)
T
(
FR,ΣY

)

S(R,1GX) S(R,1GY ) S(R,1GZ) S(R,ρX) S(R,ρY )

Φ−1
R,X Φ−1

R,Y Φ−1
R,Z Φ−1

R,ΣX Φ−1
R,ΣY

sto opoÐo ìlec oi k�jetec apeikonÐseic eÐnai isomorfismoÐ. Epeid  h ep�nw gramm 

S
(
R,GX

)
S
(
R,GY

)
S
(
R,GZ

)
S
(
R,ΣGX

)
S
(
R,ΣGY

)
tou prohgoÔmenou metajetikoÔ diagr�mmatoc eÐnai isìmorfh me thn k�tw gramm  h opoÐa eÐnai mia
akrib c akoloujÐa, èpetai ìti eÐnai akrib c.

Sunep¸c, apì to 5 L mma èpetai ìti h apeikìnish S
(
R,Gθ ◦ εC

)
: S
(
R,C

)
−−−−−→ S

(
R,GZ

)
eÐnai

ènac isomorfismìc. DeÐxame loipìn ìti, h apeikìnish S
(
−,Gθ ◦ εC

)
: S
(
−, C

)
−−−−−→ S

(
−,GZ

)
eÐnai ènac isomorfismìc. Epomènwc, apì to L mma Yoneda èpetai ìti h mesaÐa apeikìnish Gθ ◦ εC :
C −−−−−→ GZ eÐnai ènac isomorfismìc. Tèloc, apì to axÐwma [TR0] sumperaÐnoume ìti to upoy fio
trÐgwno

GX GY GZ ΣGX
Gu Gv ρ−1

X ◦Gw
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eÐnai èna trÐgwno sthn S.

AkoloujeÐ h apìdeixh tou L mmatoc 2.1.40.3 :

Apìdeixh. H antÐstrofh kateÔjunsh eÐnai tetrimmènh. 'Estw ìti o sunartht c F : D −−−−−→ T

eÐnai mia isodunamÐa kathgori¸n. Tìte up�rqei dexiìc suzug c sunartht c G : T −−−−−→ D tou F,
ètsi ¸ste h mon�da ε : 1 −−−−−→ GF, kai antÐstoiqa h sun−mon�da η : FG −−−−−→ 1 thc suzugÐac
twn F kai G na eÐnai fusikoÐ isomorfismoÐ. Epiplèon, gia k�je Y ∈ T, lìgw thc suzugÐac twn F kai
G, ikanopoieÐtai h sqèsh

ηFY ◦ FεY = 1FY

Apì to L mma 5.3.4, o sunartht c G : T −−−−−→ D efodiasmènoc me ton fusikì isomorfismì
ρ−1 : G ◦ Σ −−−−−→ Σ ◦ G, kajÐstatai ènac trigwnismènoc sunartht c.
Apì ton Orismì 2.1.40.1, o sunartht c GF kajÐstatai ènac trigwnismènoc sunartht c, tou opoÐou
h fusik  isodunamÐa γ : GF ◦ Σ −−−−−→ Σ ◦ GF orÐzetai sto antikeÐmeno X ∈ D, apì thn sÔnjesh

GFΣX GΣFX ΣGFX
GφX ρ−1

FX

, dhlad  γX = ρ−1
FX ◦ GφX . Epiplèon, h mon�da ε : 1 −−−−−→ GF thc suzugÐac eÐnai ènac fusikìc

metasqhmatismìc trigwnismènwn sunartht¸n. Pr�gmati, gia k�je antikeÐmeno X ∈ D, isqÔei

ρFX ◦ ΣεX = GΣηFX ◦ GφGFX ◦ εΣGFX ◦ ΣεX

= GΣηFX ◦ GφGFX ◦ (εΣGFX ◦ ΣεX)

= GΣηFX ◦ GφGFX ◦ GFΣεX ◦ εΣX
= G(ΣηFX ◦ φGFX ◦ FΣεX) ◦ εΣX
= G(ΣηFX ◦ (φGFX ◦ FΣεX)) ◦ εΣX
= G(ΣηFX ◦ ΣFεX ◦ φX) ◦ εΣX
= GΣ(ηFX ◦ FεX) ◦ GφX ◦ εΣX
= GΣ(1FX) ◦ GφX ◦ εΣX
= 1GΣFX ◦ GφX ◦ εΣX
= GφX ◦ εΣX

Sunep¸c,

ΣεX ◦ 1ΣX = (ρ−1
FX ◦ GφX) ◦ εΣX

,   isodÔnama

ΣεX ◦ 1ΣX = γX ◦ εΣX

OmoÐwc, apì ton Orismì 2.1.40.1, o sunartht c FG kajÐstatai ènac trigwnismènoc sunartht c, tou
opoÐou h fusik  isodunamÐa δ : FG ◦ Σ −−−−−→ Σ ◦ FG orÐzetai sto antikeÐmeno Y ∈ T, apì thn
sÔnjesh

FGΣY FΣGY ΣFGY
Fρ−1

Y φGY
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, dhlad  δY = φGY ◦Fρ−1
Y . Epiplèon, h sun−mon�da η : FG −−−−−→ 1 thc suzugÐac eÐnai ènac fusikìc

metasqhmatismìc trigwnismènwn sunartht¸n. Pr�gmati, gia k�je antikeÐmeno Y ∈ T, isqÔei

ηΣY ◦ FρY = ηΣY ◦ F(GΣηY ◦ GφGY ◦ εΣGY )

= ηΣY ◦ FGΣηY ◦ FGφGY ◦ FεΣGY

= (ηΣY ◦ FGΣηY ) ◦ FGφGY ◦ FεΣGY

= ΣηY ◦ ηΣFGY ◦ FGφGY ◦ FεΣGY

= ΣηY ◦ (ηΣFGY ◦ FGφGY ) ◦ FεΣGY

= ΣηY ◦ φGY ◦ ηFΣGY ◦ FεΣGY

= ΣηY ◦ φGY ◦ (ηFΣGY ◦ FεΣGY )

= ΣηY ◦ φGY ◦ 1ΣGY

= ΣηY ◦ φGY

Sunep¸c,

1ΣY ◦ ηΣY = ΣηY ◦ (φGY ◦ Fρ−1
Y )

,   isodÔnama

1ΣY ◦ ηΣY = ΣηY ◦ δY

Sunep¸c, o sunartht c F : D −−−−−→ T eÐnai mia fusik  isodunamÐa trigwnismènwn kathgori¸n.

Parat rhsh 5.3.5. 'Estw F : A −−−−−→ B ènac akrib c sunartht c, kai G : B −−−−−→ A

ènac dexiìc suzug c tou F, tìte o G eÐnai genik� mìno arister� akrib c. E�n o G : B −−−−−→ A

eÐnai ènac aristerìc suzug c tou F, tìte o G eÐnai genik� mìno dexi� akrib c. E�n skeftoÔme ta
trÐgwna wc fusik� an�loga twn braqèwn akrib¸n akolouji¸n, kai touc trigwnismènouc sunarthtèc
metaxÔ trigwnismènwn kathgori¸n wc fusik� an�loga twn akrib¸n sunartht¸n metaxÔ abelian¸n
kathgori¸n, tìte to L mma 5.3.4 isqurÐzetai ìti h suzugÐa ek dexi¸n   ex arister¸n me ton F, diathreÐ
thn akrÐbeia. Sto epìmeno L mma briskìmaste sthn idanik  perÐptwsh pou o dexiìc suzug c enìc
akriboÔc sunartht , eÐnai epÐshc akrib c.

L mma 5.3.6. 'Estw S kai T trigwnismènec kathgorÐec me mikr� Hom−sÔnola. Upojètoume ìti
o F : S −−−−−→ T eÐnai ènac trigwnismènoc sunartht c. Upojètoume ìti o G : T −−−−−→ S eÐnai
ènac dexiìc suzug c tou F. Apo to L mma 5.3.4, o G eÐnai trigwnismènoc. Apo to L mma 5.3.1.1,
ep�gontai monadikoÐ, wc proc fusikì isomorfismì sunartht¸n, fusikoÐ akribeÐc sunarthtèc

A(S) A(T) A(S) A(T)
A(F) A(G)

Tìte o sunartht c A(G) eÐnai ènac dexiìc suzug c tou A(F).

Apìdeixh. Ja k�noume qr sh twn isodÔnamwn abelian¸n kathgori¸n B(S) ' A(S) kai B(T) '
A(T). 'Ena antikeÐmeno {s −−→ s′} ∈ B(S) eÐnai ènac morfismìc s −−→ s′ sthn S. Tìte apì thn
Parat rhsh 5.3.2,

B(F)
[
{s −−→ s′}

]
= {Fs −−→ Fs′}

'Enac morfismìc

B(F)
[
{s −−→ s′}

]
−−→ {t −−→ t′}

sthn B(T) eÐnai mia kl�sh isodunamÐac metajetik¸n diagramm�twn sthn T
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Fs Fs′

t t′

, ìpou duo diagr�mmata eÐnai isodÔnama e�n h diafor� twn apeikonÐsewn Fs′ −−−−−→ t′ paragonto-
poieÐtai wc Fs′ −−−−−→ t −−−−−→ t′. Apì thn suzugÐa èpetai ìti autìc o morfismìc tÐjetai se mia
èna proc èna kai epÐ antistoiqÐa me ènan morfismì

{s −−→ s′} −−→ B(G)
[
{t −−→ t′}

]
sthn B(S), dhlad  mia kl�sh isodunamÐac metajetik¸n diagramm�twn sthn S

s s′

Gt Gt′

, ìpou duo diagr�mmata eÐnai isodÔnama e�n h diafor� twn apeikonÐsewn s′ −−−−−→ Gt′ paragonto-
poieÐtai wc s′ −−−−−→ Gt −−−−−→ Gt′. Sunep¸c gia k�je antikeÐmeno {s −−→ s′} ∈ B(S) kai gia
k�je antikeÐmeno {t −−→ t′} ∈ B(T) up�rqoun èna proc èna kai epÐ apeikonÐseic

B(T)
[
B(F)

[
{s −→ s′}

]
, {t −→ t′}

]
−−→ B(S)

[
{s −→ s′},B(G)

[
{t −→ t′}

]]
oi opoÐec eÐnai fusikèc sta antikeÐmena {s −−→ s′} ∈ B(S) kai {t −−→ t′} ∈ B(T).

To endiafèron eÐnai ìti oi S kai T trigwnismènec kathgorÐec, kleistèc wc proc thn di�spash
tautodÔnamwn morfism¸n, autì sumbaÐnei p.q. e�n h S ikanopoieÐ to axÐwma [TR5(β)] , kai h T to
axÐwma [TR5(γ)] , ìpou β, γ > ℵ0, isqÔei kai to antÐstrofo.

Prìtash 5.3.7.1. 'Estw S kai T trigwnismènec kathgorÐec me mikr� Hom−sÔnola, kleistèc
wc proc thn di�spash tautodÔnamwn morfism¸n. O trigwnismènoc sunartht c F : S −−−−−→ T

èqei ènan dexiì suzug  e�n kai mìno e�n o akrib c sunartht c A(F) : A(S) −−−−−→ A(T) èqei
ènan dexiì suzug . Autì shmaÐnei, ìti e�n o A(F) : A(S) −−−−−→ A(T) èqei ènan dexiì suzhg 

G̃ : A(T) −−−−−→ A(S), tìte o F : S −−−−−→ T èqei ènan dexiì suzug  G : T −−−−−→ S, kai o A(F)

eÐnai fusik� isìmorfoc me ton G̃.

Apìdeixh. E�n o trigwnismènoc sunartht c F : S −−−−−→ T èqei ènan dexiì suzug  G : T −−−−−→ S,
tìte apo to L mma 5.3.6 gnwrÐzoume ìti o A(G) : A(T) −−−−−→ A(S) eÐnai ènac dexiìc suzug c tou
A(F) : A(S) −−−−−→ A(T). Ja deÐxoume thn antÐstrofh kateÔjunsh.

Upojètoume ìti o akrib c sunartht c A(F) : A(S) −−−−−→ A(T) èqei ènan dexiì suzug  G̃ :
A(T) −−−−−→ A(S). Epeid  o sunartht c A(F) : A(S) −−−−−→ A(T) eÐnai akrib c, èpetai ìti o

sunartht c G̃ : A(T) −−−−−→ A(S) diathreÐ ta enèsima antikeÐmena. Epeid  oi T kai S eÐnai kleistèc
wc proc thn di�spash tautodÔnamwn morfism¸n, apì to Pìrisma 5.1.20 ta enèsima ( = probolik�
) antikeÐmena sthn A(S) ( antÐstoiqa sthn A(T) ) eÐnai akrib¸c oi anaparast�simoi sunarthtèc

S ⊂ A(S) ( antÐstoiqa T ⊂ A(T) ). Sunep¸c o periorismìc tou G̃ sthn T ⊂ A(T), ep�gei ènan

sunartht  G := G̃|
T

: T −−−−−→ S. EpÐshc apo to Je¸rhma 5.1.16 o A(F) : A(S) −−−−−→ A(T)
epekteÐnei monadik� ton

S T A(T)F

, sunep¸c o periorismìc tou sthn S ⊂ A(S) tautÐzetai me ton F, dhlad  F = A(F)|
S

: S −−−−−→ T.
Apo thn suzugÐa up�rqoun èna proc èna kai epÐ apeikonÐseic
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A(T)
[
A(F)

[
X
]
, Y
]
−−−−−−−−→ A(S)

[
X, G̃

[
Y
]]

oi opoÐec eÐnai fusikèc sta antikeÐmena X ∈ A(S) kai Y ∈ A(T). Epomènwc, lamb�nontac touc
periorismoÔc stic S kai T antÐstoiqa, prokÔptoun oi èna proc èna kai epÐ apeikonÐseic

A(T)|
T

[
A(F)|

S

[
X
]
, Y
]
−−−−−−−−→ A(S)|

S

[
X, G̃|

T

[
Y
]]

,   isodÔnama

T
(
FX,Y

)
−−−−−−−−→ S

(
X,GY

)
oi opoÐec eÐnai profan¸c fusikèc sta antikeÐmena X ∈ S kai Y ∈ T. Sunep¸c, o G : T −−−−−→ S eÐnai
ènac dexiìc suzug c tou F : S −−−−−→ T. Apì to L mma 5.3.6 o epagìmenoc akrib c sunartht c
A(G) : A(T) −−−−−→ A(S) eÐnai ènac dexiìc suzug c tou A(F) : A(S) −−−−−→ A(T). Sunep¸c, eÐnai

fusik� isìmorfoc me ton G̃.

Apì to Pìrisma 5.1.20, oi A(S) ' B(S) ' C(S) ' D(S) kai A(T) ' B(T) ' C(T) ' D(T) eÐnai
Frobenius abelianèc kathgorÐec, autì shmaÐnei ìti eÐnai abelianèc kathgorÐec me arket� probolik�
kai arket� enèsima antikeÐmena, kai h kl�sh twn probolik¸n antikeimènwn sumpÐptei me thn kl�sh
twn enèsimwn antikeimènwn touc. Epiplèon, sthn perÐptwsh pou oi Sop kai Top eÐnai kleistèc wc proc
thn di�spash tautodÔnamwn morfism¸n, autì sumbaÐnei p.q. apì thn Parat rhsh 1.6.11, e�n h Sop

ikanopoieÐ to axÐwma [TR5(β)] , kai h Top to axÐwma [TR5(γ)] , dhlad  e�n h S ikanopoieÐ to axÐwma
[TR5*(β)] , kai h T to axÐwma [TR5*(γ)] , ìpou β, γ > ℵ0, ta probolik� ( = enèsima ) antikeÐmena
stic A(S) kai A(T) eÐnai akrib¸c oi anaparast�simoi sunarthtèc S ⊂ A(S) kai T ⊂ A(T). Sunep¸c,
isqÔei h duðk  thc Prìtashc 5.3.7.1.

Prìtash 5.3.7.2. 'Estw S kai T trigwnismènec kathgorÐec me mikr� Hom−sÔnola, kleistèc wc
proc thn di�spash tautodÔnamwn morfism¸n. O trigwnismènoc sunartht c F : S −−−−−→ T èqei
ènan aristerì suzug  e�n kai mìno e�n o akrib c sunartht c A(F) : A(S) −−−−−→ A(T) èqei ènan
aristerì suzug . Autì shmaÐnei, ìti e�n o A(F) : A(S) −−−−−→ A(T) èqei ènan aristerì suzhg 

G̃ : A(T) −−−−−→ A(S), tìte o F : S −−−−−→ T èqei ènan aristerì suzug  G : T −−−−−→ S, kai o

A(F) eÐnai fusik� isìmorfoc me ton G̃.

Apìdeixh. Duðk  thc apìdeixhc thc Prìtashc 5.3.7.1.

Sthn apìdeixh tou L mmatoc 5.3.1.2, kai thc Prìtashc 5.3.7.2, upainÐssetai h autoduðkìthta
tou Jewr matoc AbelianopoÐhshc tou Verdier ( Je¸rhma 5.1.16 ).

Parat rhsh 5.3.7.3. To Je¸rhma AbelianopoÐhshc tou Verdier ( Je¸rhma 5.1.16 ) eÐnai au-
toduðkì. Autì shmaÐnei ìti, o antalloÐwtoc sunartht c Yoneda Sop −−−−−→ A(Sop) eÐnai ènac
kajolikìc omologikìc sunartht c. 'Estw Sop −−−−−→

{
A(S)

}op
o duðkìc sunartht c tou sunal-

loÐwtou sunartht  Yoneda S −−−−−→ A(S). H kathgorÐa
{
A(S)

}op
ikanopoieÐ thn Ðdia kajolik 

sunj kh me thn abelianopoÐhsh Verdier A(Sop) thc Sop. Sunep¸c, apì thn monadikìthta thc A(Sop),
wc proc isodunamÐa kathgori¸n, èpetai ìti up�rqei ènac monadikìc, wc proc fusikì isomorfismì su-
nartht¸n, akrib c sunartht c A(Sop) −−−−−→

{
A(S)

}op
o opoÐoc eÐnai mia isodunamÐa, kai epiplèon

kajist� to parak�tw di�gramma

Sop A(Sop)

{
A(S)

}op
metajetikì. Sunep¸c, ep�getai to parak�tw metajetikì di�gramma
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Sop A(Sop)

{
A(S)

}op

Top A(Top)

{
A(T)

}op

Fop A(Fop)

'

{A(F)}op

'

Sunep¸c, o F : S −−−−−→ T diathreÐ ta β−ginìmena e�n kai mìno e�n o Fop : Sop −−−−−→ Top diathreÐ
ta β−sugkinìmena. Apì to L mma 5.3.1.1, o Fop : Sop −−−−−→ Top diathreÐ ta β−sugkinìmena e�n
kai mìno e�n o A(Fop) : A(Sop) −−−−−→ A(Top) diathreÐ ta β−sugkinìmena. IsodÔnama, apì to proh-
goÔmeno metajetikì di�gramma, e�n kai mìno e�n o

{
A(F)

}op
:
{
A(S)

}op −−−−−→ {
A(T)

}op
diathreÐ

ta β−sugkinìmena. Tèloc, o
{
A(F)

}op
:
{
A(S)

}op −−−−−→ {
A(T)

}op
diathreÐ ta β−sugkinìmena,

e�n kai mìno e�n o A(F) : A(S) −−−−−→ A(T) diathreÐ ta β−ginìmena.
OmoÐwc, o F : S −−−−−→ T èqei ènan aristerì suzug  e�n kai mìno e�n o Fop : Sop −−−−−→ Top

èqei ènan dexiì suzug . Apì th Prìtash 5.3.7.1, o Fop : Sop −−−−−→ Top èqei ènan dexiì suzug 
e�n kai mìno e�n o A(Fop) : A(Sop) −−−−−→ A(Top) èqei ènan dexiì suzug . IsodÔnama, apì to
prohgoÔmeno metajetikì di�gramma, e�n kai mìno e�n o

{
A(F)

}op
:
{
A(S)

}op −−−−−→ {
A(T)

}op
èqei ènan dexiì suzug . Tèloc, o

{
A(F)

}op
:
{
A(S)

}op −−−−−→ {
A(T)

}op
èqei ènan dexiì suzug ,

e�n kai mìno e�n o A(F) : A(S) −−−−−→ A(T) èqei ènan aristerì suzug .

Parat rhsh 5.3.7.4. Ergazìmenoi paromoÐwc ìpwc sthn Parat rhsh 5.3.7.3, mporoÔme e-
pÐshc na ex�goume to sumpèrasma tou L mmatoc 5.1.21.2, qrhsimopoi¸ntac thn autoduðkìthta tou
Jewr matoc AbelianopoÐhshc tou Verdier ( Je¸rhma 5.1.16 ). Sunep¸c, e�n h kathgorÐa S i-
kanopoieÐ to axÐwma [TR5*(β)], autì shmaÐnei ìti h Sop ikanopoieÐ to axÐwma [TR5(β)], tìte h
kathgorÐa A(Sop) ikanopoieÐ to axÐwma [AB3(β)]. IsodÔnama, h kathgorÐa

{
A(S)

}op
ikanopoie-

Ð to axÐwma [AB3(β)] , autì shmaÐnei ìti h kathgorÐa A(S) ikanopoieÐ to axÐwma [AB3*(β)]. O
sunartht c abelianopoÐhshc Verdier Sop −−−−−→ A(Sop) diathreÐ ta β−sugkinìmena. IsodÔnama,
o sunartht c Sop −−−−−→

{
A(S)

}op
diathreÐ ta β−sugkinìmena, autì shmaÐnei ìti o sunartht c

S −−−−−→ A(S) diathreÐ ta β−ginìmena. Epiplèon, ènac omologikìc sunartht c Sop −−−−−→ Aop

diathreÐ ta β−sugkinìmena e�n kai mìno e�n o epagìmenoc akrib c sunartht c A(Sop) −−−−−→ Aop,
diathreÐ ta β−sugkinìmena. IsodÔnama, ènac omologikìc sunartht c Sop −−−−−→ Aop diathre-
Ð ta β−sugkinìmena e�n kai mìno e�n o akrib c sunartht c

{
A(S)

}op −−−−−→ Aop, diathreÐ ta
β−sugkinìmena. Autì shmaÐnei ìti ènac omologikìc sunartht c S −−−−−→ A diathreÐ ta β−ginìmena
e�n kai mìno e�n o epagìmenoc akrib c sunartht c A(S) −−−−−→ A, diathreÐ ta β−ginìmena.
Parat rhsh 5.3.8. Ta Jewr mata Ôparxhc suzug¸n sunartht¸n stic abelianèc kathgorÐec
sun jwc exart¸ntai apì to gegonìc, oi kathgorÐec na eÐnai well−powered . Apì thn Parat rhsh
5.2.7, gnwrÐzoume ìti gia sqedìn ìlec tic mh tetrimmènec meg�lec trigwnismènec kathgorÐec S ( autì
shmaÐnei ìti oi kl�seic twn antikeimènwn touc den eÐnai mikrèc, dhlad  sÔnola ), h abelianopoÐhsh
A(S) apotugq�nei na eÐnai well−powered . Sunep¸c, oi Prot�seic 5.3.7.1 kai 5.3.7.2 sqedìn p�nta
eÐnai apÐjano na efarmostoÔn.
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6 H abelian  kathgorÐa Ex
(
Sop,Ab

)
6.1 H abelian  kathgorÐa Ex

(
Sop,Ab

)
ikanopoieÐ ta axi¸mata [AB3]

kai [AB3*]

'Estw α ènac kanonikìc plhj�rijmoc, ton opoÐo jewroÔme stajerì s' autì to Kef�laio. 'Estw S

mia kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ tic akìloujec upojèseic

Upìjesh 6.1.1. H kathgorÐa S lègetai ìti ikanopoieÐ thn Upìjesh 6.1.1 e�n

6.1.1.1. H S eÐnai mia ousiastik� mikr  prosjetik  kathgorÐa.

6.1.1.2. H S eÐnai kleist  wc proc ta α−sugkinìmena, dhlad  to sugkinìmeno opoioud pote sunìlou
antikeimènwn plhjikìthtac < α thc S an kei sthn S.

6.1.1.3. Ta omotopik� pullback up�rqoun sthn S. Autì shmaÐnei ìti, opoiod pote di�gramma sthn
S

x

x′ y

mporeÐ na sumplhrwjeÐ s' èna metajetikì tetr�gwno sthn S

p x

x′ y

, ètsi ¸ste gia k�je metajetikì tetr�gwno

s x

x′ y

na up�rqei mia ( ìqi aparaÐthta monadik  ) apeikìnish s −−−−−→ p, h opoÐa kajist� ta parak�tw
diagr�mmata

s s

x p p y

metajetik�. To antikeÐmeno p ja kaleÐtai to omotopiko pullback tou diagr�mmatoc

x

x′ y

kai to antÐstoiqo tetr�gwno

p x

x′ y

ja kaleÐtai to omotopikì pullback tetr�gwno tou diagr�mmatoc.
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6.1.1.4. H S eÐnai kleisth wc proc ta α−pullback , dhlad  to sugkinìmeno opoioud pote sunìlou
omotopik¸n pullback tetrag¸nwn plhjikìthtac < α eÐnai èna omotopikì pullback tetr�gwno. Autì
shmaÐnei ìti, èstw Λ èna sÔnolo plhjikìthtac < α. E�n gia k�je λ ∈ Λ dÐnetai èna omotopikì
pullback tetr�gwno

pλ xλ

x′λ yλ

, tìte to sugkinìmeno ∐
λ∈Λ

pλ
∐
λ∈Λ

xλ

∐
λ∈Λ

x′λ
∐
λ∈Λ

yλ

eÐnai epÐshc èna omotopikì pullback tetr�gwno.

Par�deigma 6.1.2. 'Estw S eÐnai mia ousiastik� mikr  trigwnismènh kathgorÐa. Tìte, h S

ìntac ousiastik� mikr , ikanopoieÐ thn sunj kh 6.1.1.1. Epiplèon e�n h S eÐnai kleist  wc proc ta
α−sugkinìmena, tìte ikanopoieÐ thn sunj kh 6.1.1.2. H Ôparxh omotopik¸n pullback èpetai apì ton
Orismì 1.4.1, kai thn ShmeÐwsh 1.4.2. Sunep¸c, h S ikanonopoieÐ thn sunj kh 6.1.1.3. Tèloc to
gegonìc ìti h S eÐnai kleisth wc proc ta α−pullback èpetai apì thn Prìtash 1.2.1.2. Sunep¸c,
e�n mia trigwnismènh kathgorÐa S ikanopoieÐ to axÐwma [TR5(α)] , tìte autom�twc ikanopoieÐ thn
Upìjesh 6.1.1.

Apì ed¸ kai sto ex c, s' autì to Kef�laio, upojètoume ìti h kathgorÐa S ikanopoieÐ thn
Upìjesh 6.1.1, epomènwc ikanopoieÐ thn sunj kh 6.1.1.1, dhlad  eÐnai ousiastik� mikr . Sunep¸c
h kathgorÐa Cat

(
Sop,Ab

)
èqei mikr� HomCat(Sop,Ab)−sÔnola.

Orismìc 6.1.3. 'Estw S mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ thn Upìjesh 6.1.1. H
kathgorÐa Ex

(
Sop,Ab

)
orÐzetai wc h pl rhc upokathgorÐa thc Cat

(
Sop,Ab

)
, thc opoÐac ta antike-

Ðmena eÐnai oi sunarthtèc Sop −−−−−→ Ab oi opoÐoi diathroÔn ta α−ginìmena, dhlad  apeikonÐzoun
α−sugkinìmena sthn S se α−ginìmena sthn Ab. Me �lla lìgia, èstw F : Sop −−−−−→ Ab ènac
prosjetikìc sunartht c. Tìte o F an kei sthn pl rh upokathgorÐa Ex

(
Sop,Ab

)
⊂ Cat

(
Sop,Ab

)
e�n, gia k�je oikogèneia {sλ, λ ∈ Λ} antikeimènwn plhjikìthtac < α thc S, h fusik  apeikìnish

F

(∐
λ∈Λ

sλ

) ∏
λ∈Λ

F
(
sλ
)

eÐnai ènac isomorfismìc.

L mma 6.1.4. 'Estw S mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ thn Upìjesh 6.1.1. H
kathgorÐa Ex

(
Sop,Ab

)
eÐnai mia abelian  upokathgorÐa thc Cat

(
Sop,Ab

)
. Autì shmaÐnei ìti, h

Ex
(
Sop,Ab

)
eÐnai mia abelian  kathgorÐa, kai o sunartht c fusik c ègkleishc

Ex
(
Sop,Ab

)
Cat
(
Sop,Ab

)
eÐnai ènac akrib c sunartht c.

Apìdeixh. 'Estw φ : F −−−−−→ F′ ènac morfismìc sthn Ex
(
Sop,Ab

)
. Autì shmaÐnei ìti oi sunarth-

tèc F kai F′ apeikonÐzoun α−sugkinìmena sthn S se α−ginìmena sthnAb, kai o φ : F −−−−−→ F′ eÐnai
ènac fusikìc metasqhmatismìc. Jèloume na deÐxoume ìti o pur nac K := Ker

(
φ
)
kai o sunpur nac

Q := Coker
(
φ
)
tou φ, oi opoÐoi apoteloÔn saf¸c antikeÐmena thc Cat

(
Sop,Ab

)
, sthn pragmatikìthta

an koun sthn Ex
(
Sop,Ab

)
⊂ Cat

(
Sop,Ab

)
.

Sumplhr¸nw ton φ : F −−−−−→ F′ se mia akrib  akoloujÐa sthn Cat
(
Sop,Ab

)
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0 K F F′ Q 0
φ

'Estw {sλ, λ ∈ Λ} èna sÔnolo antikeimènwn plhjikìthtac < α thc S. Epeid  oi F kai F′ an koun
sthn Ex

(
Sop,Ab

)
, oi fusikèc apeikonÐseic

F

(∐
λ∈Λ

sλ

) ∏
λ∈Λ

F
(
sλ
)

F′

(∐
λ∈Λ

sλ

) ∏
λ∈Λ

F′
(
sλ
)

eÐnai kai oi dÔo isomorfismoÐ. Epomènwc, ufÐstatai to parak�tw metajetikì di�gramma

F

(∐
λ∈Λ

sλ

)
F′

(∐
λ∈Λ

sλ

)

∏
λ∈Λ

F
(
sλ
) ∏

λ∈Λ

F′
(
sλ
)

' '

, sto opoÐo oi k�jetec apeikonÐseic eÐnai isomorfismoÐ. Sunep¸c, ep�getai èna metajetikì di�gramma
me akribeÐc grammèc

0 K

(∐
λ∈Λ

sλ

)
F

(∐
λ∈Λ

sλ

)
F′

(∐
λ∈Λ

sλ

)
Q

(∐
λ∈Λ

sλ

)
0

0
∏
λ∈Λ

K
(
sλ
) ∏

λ∈Λ

F
(
sλ
) ∏

λ∈Λ

F′
(
sλ
) ∏

λ∈Λ

Q
(
sλ
)

0

' '

H k�tw gramm  eÐnai akrib c giatÐ o sunartht c
∏
λ∈Λ

(
−
)

: A −−−−−→ A eÐnai akrib c, se
opoiod pote abelian  kathgorÐa A. Sunep¸c, apì to 5 L mma èpetai to zhtoÔmeno.

L mma 6.1.5. 'Estw S mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ thn Upìjesh 6.1.1. Tìte h
kathgorÐa Ex

(
Sop,Ab

)
ikanopoieÐ to axÐwma [AB3*], autì shmaÐnei ìti h Ex

(
Sop,Ab

)
eÐnai kleist 

wc proc ta ginìmena. EpÐshc, o sunartht c fusik c ègkleishc

Ex
(
Sop,Ab

)
Cat
(
Sop,Ab

)
diathreÐ ta ginìmena.

Apìdeixh. 'Estw {Fµ, µ ∈M} èna sÔnolo antikeimènwn sthn Ex
(
Sop,Ab

)
. H kathgorÐa Cat

(
Sop,Ab

)
èqei ginìmena. Sunep¸c, mporoÔme na sqhmatÐsoume to ginìmeno touc{∏

µ∈M
Fµ

}(
−
)

: Sop −−−−−−−−→ Ab

sthn Cat
(
Sop,Ab

)
. To ginìmeno orÐzetai me ton profan  trìpo sta antikeÐmena, dhlad  gia k�je

s ∈ S
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{∏
µ∈M

Fµ

}(
s
)

=
∏
µ∈M

Fµ
(
s
)

, kai kat' analogÐa stouc morfismoÔc. Ja deÐxoume ìti o sunartht c
∏
µ∈M Fµ eÐnai èna antikeÐmeno

thc kathgorÐac Ex
(
Sop,Ab

)
, dhlad  diathreÐ ta α−ginìmena.

'Estw {sλ, λ ∈ Λ} mia oikogèneia antikeimènwn plhjikìthtac < α thc S. Apì thn sunj kh
6.1.1.2 to α−sugkinìmeno

∐
λ∈Λsλ up�rqei sthn S. 'Estw iλ : sλ −−−−−→

∐
λ∈Λsλ h fusik  ènjesh

sto sugkinìmeno, gia k�je λ ∈ Λ. Tìte ep�gontai oi apeikonÐseic{∏
µ∈M

Fµ

}[∐
λ∈Λ

sλ

] {∏
µ∈M

Fµ

}(
sλ
)φλ

, ìpou φλ :=
{∏

µ∈MFµ

}(
iλ
)
, gia k�je λ ∈ Λ. To ginìmeno

∏
λ∈Λ

{∏
µ∈MFµ

}(
sλ
)
profan¸c

up�rqei sthn Ab. Sunep¸c, apì thn kajolik  idiìthta tou ginomènou up�rqei mia monadik  apeikìnish
φ h opoÐa kajist� to parak�tw di�gramma metajetikì{∏

µ∈M
Fµ

}(
sλ
)

{ ∏
µ∈M

Fµ

}[∐
λ∈Λ

sλ

] ∏
λ∈Λ

{∏
µ∈M

Fµ

}(
sλ
)φ

φλ

, ìpou pλ :
∏
λ∈Λ

{∏
µ∈MFµ

}(
sλ
)
−−−−−→

{∏
µ∈MFµ

}(
sλ
)
eÐnai h kanonik  probol  tou gino-

mènou, gia k�je λ ∈ Λ. Gia k�je µ ∈M , epeid  o Fµ ∈ Ex
(
Sop,Ab

)
, èpetai ìti h fusik  apeikìnish

Fµ

[∐
λ∈Λ

sλ

] ∏
λ∈Λ

Fµ
(
sλ
)

eÐnai ènac isomorfismìc. Efarmìzontac ton sunartht 
∏
µ∈M

(
−
)

: Ab −−−−−→ Ab, èpetai ìti h
apeikìnish

∏
µ∈M

Fµ

[∐
λ∈Λ

sλ

] ∏
µ∈M

∏
λ∈Λ

Fµ
(
sλ
)

eÐnai ènac isomorfismìc. T¸ra qrhsimopoi¸ntac ton isomorfismì

∏
µ∈M

∏
λ∈Λ

Fµ
(
sλ
) ∏

λ∈Λ

∏
µ∈M

Fµ
(
sλ
)

sumperaÐnoume ìti h apeikìnish

∏
µ∈M

Fµ

[∐
λ∈Λ

sλ

] ∏
λ∈Λ

∏
µ∈M

Fµ
(
sλ
)

, isodÔnama h apeikìnish
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φ :

{∏
µ∈M

Fµ

}[∐
λ∈Λ

sλ

] ∏
λ∈Λ

{∏
µ∈M

Fµ

}(
sλ
)

eÐnai ènac isomorfismìc. Sunep¸c, o sunartht c
∏
µ∈M Fµ o opoÐoc profan¸c up�rqei, wc èna

antikeÐmeno thc Cat
(
Sop,Ab

)
, eÐnai epiplèon èna antikeÐmeno thc Ex

(
Sop,Ab

)
. Autì akrib¸c shmaÐnei

ìti o sunartht c fusik c ègkleishc Ex
(
Sop,Ab

)
−−−−−→ Cat

(
Sop,Ab

)
diathreÐ ta ginìmena.

Parat rhsh 6.1.6. 'Estw {Fµ, µ ∈M} èna sÔnolo antikeimènwn thc Cat
(
Sop,Ab

)
. H kathgorÐa

Cat
(
Sop,Ab

)
èqei sugkinìmena. To sugkinìmeno touc{∐

µ∈M
Fµ

}(
−
)

: Sop −−−−−−−−→ Ab

orÐzetai me ton profan  trìpo sta antikeÐmena, dhlad  gia k�je s ∈ S{∐
µ∈M

Fµ

}(
s
)

=
∐
µ∈M

Fµ
(
s
)

, kai kat' analogÐa stouc morfismoÔc. 'Estw α = ℵ0, tìte h kathgorÐa Ex
(
Sop,Ab

)
ikanopoieÐ to

axÐwma [AB3], autì shmaÐnei ìti h Ex
(
Sop,Ab

)
eÐnai kleist  wc proc ta sugkinìmena. Epiplèon, to

sugkinìmeno opoioud pote sunìlou {Fµ, µ ∈ M} antikeimènwn thc Ex
(
Sop,Ab

)
ulopoieÐtai wc to

sugkinìmeno
∐
µ∈M Fµ tou sunìlou twn antikeimènwn aut¸n sthn Cat

(
Sop,Ab

)
. Me �lla lìgia,

o sunartht c fusik c ègkleishc Ex
(
Sop,Ab

)
−−−−−→ Cat

(
Sop,Ab

)
, o opoÐoc eÐnai o tautotikìc

sthn prokeimènh perÐptwsh, diathreÐ ta sugkinìmena. 'Estw α > ℵ0. 'Estw {Fµ, µ ∈ M} èna
sunìlo antikeimènwn sthn Ex

(
Sop,Ab

)
. Tìte o sunartht c

∐
µ∈M Fµ den eÐnai èna antikeÐmeno

thc Ex
(
Sop,Ab

)
, dhlad  den diathreÐ ta α−ginìmena. O lìgoc eÐnai o ex c. 'Estw {sλ, λ ∈ Λ}

mia oikogèneia antikeimènwn plhjikìthtac < α thc S. Apì thn sunj kh 6.1.1.2 to α−sugkinìmeno∐
λ∈Λsλ up�rqei sthn S. 'Estw iλ : sλ −−−−−→

∐
λ∈Λsλ h fusik  ènjesh sto sugkinìmeno, gia k�je

λ ∈ Λ. Tìte ep�gontai oi apeikonÐseic{∐
µ∈M

Fµ

}[∐
λ∈Λ

sλ

] {∐
µ∈M

Fµ

}(
sλ
)φλ

, ìpou φλ :=
{∐

µ∈MFµ

}(
iλ
)
, gia k�je λ ∈ Λ. To ginìmeno

∏
λ∈Λ

{∐
µ∈MFµ

}(
sλ
)
profan¸c

up�rqei sthn Ab. Sunep¸c, apì thn kajolik  idiìthta tou ginomènou up�rqei mia monadik  apeikìnish
φ h opoÐa kajist� to parak�tw di�gramma metajetikì{∐

µ∈M
Fµ

}(
sλ
)

{ ∐
µ∈M

Fµ

}[∐
λ∈Λ

sλ

] ∏
λ∈Λ

{∐
µ∈M

Fµ

}(
sλ
)φ

φλ

, ìpou pλ :
∏
λ∈Λ

{∐
µ∈MFµ

}(
sλ
)
−−−−−→

{∐
µ∈MFµ

}(
sλ
)
eÐnai h kanonik  probol  tou gino-

mènou, gia k�je λ ∈ Λ. Epeid , h apeikìnish∐
µ∈M

∏
λ∈Λ

Fµ
(
sλ
) ∏

λ∈Λ

∐
µ∈M

Fµ
(
sλ
)

den eÐnai ènac isomorfismìc ( sthn Ab ) en gènei, ergazìmenoi paromoÐwc op¸c sthn apìdeixh tou
L mmatoc 6.1.5, den mporoÔme na sumper�noume h apeikìnish φ eÐnai ènac isomorfismìc. Sunep¸c, den
mporoÔme na efodi�soume to sÔnolo {Fµ, µ ∈ M} twn antikeimènwn me thn dom  tou sugkinomènou
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tou sunìlou twn antikeimènwn aut¸n sthn Cat
(
Sop,Ab

)
.

Parìla aut�, mporoÔme na efodi�soume èna opoiod pote sÔnolo antikeimènwn thc Ex
(
Sop,Ab

)
me thn dom  enìc sugkinomènou. Apì ta L mmata 6.1.4, kai 6.1.5 o sunartht c fusik c ègkleishc

Ex
(
Sop,Ab

)
Cat
(
Sop,Ab

)
eÐnai akrib c kai diathreÐ ta ginìmena, epomènwc diathreÐ ta antÐstrofa ìria. Sunep¸c, mporoÔme na
deÐxoume ìti èqei ènan aristerì suzug 

L : Cat
(
Sop,Ab

)
Ex
(
Sop,Ab

)
Mia apìdeixh mporeÐ na brejeÐ sto �rjro [ [Nee02], Pìrisma 2.6, sel. 405 ]. 'Estw {Fµ, µ ∈ M}
èna sÔnolo antikeimènwn sthn Ex

(
Sop,Ab

)
. MporoÔme na sqhmatÐsoume to sugkinìmeno touc{∐
µ∈M

Fµ

}(
−
)

sthn Cat
(
Sop,Ab

)
. O L eÐnai ènac aristerìc suzug c, sunep¸c diathreÐ ta sugkinìmena. Tìte to

sugkinìmeno tou sunìlou twn antikeimènwn {Fµ, µ ∈M} sthn Ex
(
Sop,Ab

)
orÐzetai ( eÐnai isìmorfo

) wc h eikìna sthn Ex
(
Sop,Ab

)
tou sugkinomènou touc sthn Cat

(
Sop,Ab

)
mèsw tou L, dhlad 

orÐzetai ( kat�qrhsh sumbolismoÔ ) wc to antikeÐmeno{∐
µ∈M

Fµ

}(
−
)

:= L

({∐
µ∈M

Fµ

}(
−
))

Sunep¸c, h kathgorÐa Ex
(
Sop,Ab

)
ikanopoieÐ to axÐwma [AB3], autì shmaÐnei ìti h Ex

(
Sop,Ab

)
eÐnai

kleist  wc proc ta sugkinìmena. Epeid  ta sugkinìmena ja diadramatÐsoun ousiastikì rìlo efex c
sthn an�ptuxh thc JewrÐac, ja epijumoÔsame mia polÔ saf  perigraf  touc. Sqedìn ìlh h Enìthta
ja afierwjeÐ s' auton ton skopì.

Orismìc 6.1.7. 'Estw S mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ thn Upìjesh 6.1.1. 'Estw
s èna antikeÐmeno thc S. 'Estw {Fµ, µ ∈M} èna sÔnolo antikeimènwn sthn Ex

(
Sop,Ab

)
. OrÐzoume

to sÔnolo { ∨
µ∈M

Fµ

}(
s
)

=

 kl�sh twn zeug¸n thc morf c
s −−−−→

∐
λ∈Λsλ, β ∈

∏
λ∈ΛFλ(sλ)

ìpou Λ ⊂M plhjikìthtac < α


Epeid  èqoume upojèsei ìti h kathgorÐa S eÐnai ousiastik� mikr , h kl�sh

{∨
µ∈MFµ

}(
s
)
èpetai

ìti eÐnai èna mikrì sÔnolo. Sthn sunèqeia, dojèntoc enìc sunìlou sunartht¸n {Fµ, µ ∈ M}, ja
kataskeu�soume ton sunartht {∐

µ∈M
Fµ

}(
−
)

: Sop −−−−−−−−→ Ab

, kai ja deÐxoume ìti eÐnai èna antikeÐmeno thc kathgorÐac Ex
(
Sop,Ab

)
. O sunartht c ja kataskeua-

steÐ kata shmeÐo, dhlad  gia k�je s ∈ S, h eikìna tou
{∐

µ∈MFµ

}(
s
)
ja apokthjeÐ epib�llontac

mia kat�llhlh sqèsh isodunamÐac sto sÔnolo
{∨

µ∈MFµ

}(
s
)
.

Orismìc 6.1.8. 'Estw S mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ thn Upìjesh 6.1.1. 'Estw
s èna antikeÐmeno thc S. 'Estw {Fµ, µ ∈M} èna sÔnolo antikeimènwn sthn Ex

(
Sop,Ab

)
. 'Estw ìti

dÐnontai duo stoiqeÐa tou
{∨

µ∈MFµ

}(
s
)
, autì shmaÐnei ìti dÐnontai duo zeÔgh

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

sλ, β ∈
∏
λ∈Λ

Fλ(sλ)

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ′

tλ, β′ ∈
∏
λ∈Λ′

Fλ(tλ)

E�n λ /∈ Λ jètoume sλ = 0, kai omoÐwc e�n λ /∈ Λ′ jètoume tλ = 0. H S ikanopoieÐ thn Upìjesh
6.1.1, epomènwc eÐnai mia prosjetik  kathgorÐa, sunep¸c perièqei èna mhdenikì antikeÐmeno. Oi
apeikonÐseic

196



s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

sλ, s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ′

tλ

ep�goun mia apeikìnish

s
∐

λ∈Λ∪Λ′

sλ ⊕ tλ

, h opoÐa up�rqei epeid  h S ikanopoieÐ thn Upìjesh 6.1.1, epomènwc eÐnai mia prosjetik  kathgorÐa,
sunep¸c to sugkinìmeno ∐

λ∈Λ∪Λ′

sλ ⊕ tλ =

{ ∐
λ∈Λ∪Λ′

sλ

}
⊕

{ ∐
λ∈Λ∪Λ′

tλ

}
eÐnai èna ginìmeno−sugkinìmeno sthn S, eidikìtera eÐnai èna ginìmeno. Ta zeÔgh

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

sλ, β ∈
∏
λ∈Λ

Fλ(sλ)

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ′

tλ, β′ ∈
∏
λ∈Λ′

Fλ(tλ)

eÐnai isodÔnama, ean up�rqei mia oikogèneia {kλ, λ ∈ Λ ∪ Λ′} antikeimènwn ètsi ¸ste h apeikìnish

s −−−−−−−−→
∐

λ∈Λ∪Λ′

sλ ⊕ tλ

na paragontopoieÐtai wc

s
∐

λ∈Λ∪Λ′

kλ
∐

λ∈Λ∪Λ′

sλ ⊕ tλ

∐
λ∈Λ∪Λ′

fλ

, kai oi eikìnec twn β kai β′ sthn ∏
λ∈Λ∪Λ′

Fλ
(
kλ
)

mèsw thc apeikìnishc

∏
λ∈Λ∪Λ′

Fλ
(
sλ ⊕ tλ

) ∏
λ∈Λ∪Λ′

Fλ
(
kλ
)

∏
λ∈Λ∪Λ′

Fλ(fλ)

na sumpÐptoun. Akribèstera, jewroÔme ton antalloÐwto sunartht  ( o opoÐoc den ja prèpei na
sugqèetai me ton sunartht  tou L mmatoc 6.1.5 ){ ∏

λ∈Λ∪Λ′

Fλ

}(
−
)

:
∏

λ∈Λ∪Λ′

S −−−−−−−−→
∏

λ∈Λ∪Λ′

S

o opoÐoc sta antikeÐmena { ∏
λ∈Λ∪Λ′

Fλ

}( ∏
λ∈Λ∪Λ′

βλ

)
=

∏
λ∈Λ∪Λ′

Fλ
(
βλ
)

, kai kat' analogÐa stouc morfismoÔc. Gia k�je λ ∈ Λ ∪ Λ′, jewroÔme tic apeikonÐseic

s kλ sλ ⊕ tλ
fλ

Efarmìzontac, ton sunartht  lamb�noume mia apeikìnish

∏
λ∈Λ∪Λ′

Fλ
(
sλ ⊕ tλ

) ∏
λ∈Λ∪Λ′

Fλ
(
kλ
)

∏
λ∈Λ∪Λ′

Fλ(fλ)

Upojètoume ìti
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β =
∏
λ∈Λ

βλ ∈
∏
λ∈Λ

Fλ
(
sλ
)

kai β′ =
∏
λ∈Λ′

β′λ ∈
∏
λ∈Λ′

Fλ
(
tλ
)

tìte zeÔgh eÐnai

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

sλ, β =
∏
λ∈Λ

βλ ∈
∏
λ∈Λ

Fλ
(
sλ
)

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ′

tλ, β′ =
∏
λ∈Λ′

β′λ ∈
∏
λ∈Λ′

Fλ
(
tλ
)

isodÔnama e�n ∏
λ∈Λ∪Λ′

Fλ
(
fλ
)(
βλ
)

=
∏

λ∈Λ∪Λ′

Fλ
(
fλ
)(
β′λ
)

, ìpou e�n λ /∈ Λ upoqrewtik� jètoume βλ = 0, kai omoÐwc e�n λ /∈ Λ′ jètoume β′λ = 0. Prokeimènou
na aplopoi soume ton sumbolismì ja gr�foume{ ∏

λ∈Λ∪Λ′

Fλ
(
fλ
)}(

β
)

=

{ ∏
λ∈Λ∪Λ′

Fλ
(
fλ
)}(

β′
)

L mma 6.1.9. 'Estw S mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ thn Upìjesh 6.1.1. 'Estw
s èna antikeÐmeno thc S. 'Estw {Fµ, µ ∈ M} èna sÔnolo antikeimènwn sthn Ex

(
Sop,Ab

)
. Tìte h

sqèsh pou orÐsthke ston Orismì 6.1.8 eÐnai mia sqèsh isodunamÐac.

Apìdeixh. H sqèsh eÐnai profan¸c anaklastik  kai summetrik . Mènei na deÐxoume thn metabati-

kìthta. Upojètoume ìti dÐnontai dÔo zeÔgh isodÔnamwn stoiqeÐwn sthn
{∨

µ∈MFµ

}(
s
)

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

rλ, β ∈
∏
λ∈Λ

Fλ(rλ)

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ′

sλ, β′ ∈
∏
λ∈Λ′

Fλ(sλ)

kai

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ′

sλ, β′ ∈
∏
λ∈Λ′

Fλ(sλ)

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ′′

tλ, β′′ ∈
∏
λ∈Λ′′

Fλ(tλ)

antÐstoiqa. Jèloume na deÐxoume ìti ta zeÔgh

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

rλ, β ∈
∏
λ∈Λ

Fλ(rλ)

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ′′

tλ, β′′ ∈
∏
λ∈Λ′′

Fλ(tλ)

eÐnai isodÔnama. To gegonìc ìti ta zeÔgh

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

rλ, β ∈
∏
λ∈Λ

Fλ(rλ)

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ′

sλ, β′ ∈
∏
λ∈Λ′

Fλ(sλ)

eÐnai isodÔnama, shmaÐnei ìti up�rqei mia oikogèneia {kλ, λ ∈ Λ ∪ Λ′} antikeimènwn ètsi ¸ste h
apeikìnish

s −−−−−−−−→
∐

λ∈Λ∪Λ′

rλ ⊕ sλ

na paragontopoieÐtai wc
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s
∐

λ∈Λ∪Λ′

kλ
∐

λ∈Λ∪Λ′

rλ ⊕ sλ

∐
λ∈Λ∪Λ′

fλ

kai oi eikìnec twn β kai β′ sthn ∏
λ∈Λ∪Λ′

Fλ
(
kλ
)

mèsw thc apeikìnishc

∏
λ∈Λ∪Λ′

Fλ
(
rλ ⊕ sλ

) ∏
λ∈Λ∪Λ′

Fλ
(
kλ
)

∏
λ∈Λ∪Λ′

Fλ(fλ)

na sumpÐptoun. To gegonìc ìti ta zeÔgh

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ′

sλ, β′ ∈
∏
λ∈Λ′

Fλ(sλ)

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ′′

tλ, β′′ ∈
∏
λ∈Λ′′

Fλ(tλ)

eÐnai isodÔnama, shmaÐnei ìti up�rqei mia oikogèneia {lλ, λ ∈ Λ′ ∪ Λ′′} antikeimènwn ètsi ¸ste h
apeikìnish

s −−−−−−−−→
∐

λ∈Λ′∪Λ′′

sλ ⊕ tλ

na paragontopoieÐtai wc

s
∐

λ∈Λ′∪Λ′′

lλ
∐

λ∈Λ′∪Λ′′

sλ ⊕ tλ

∐
λ∈Λ′∪Λ′′

gλ

kai oi eikìnec twn β′ kai β′′ sthn ∏
λ∈Λ′∪Λ′′

Fλ
(
lλ
)

mèsw thc apeikìnishc

∏
λ∈Λ′∪Λ′′

Fλ
(
sλ ⊕ tλ

) ∏
λ∈Λ′∪Λ′′

Fλ
(
lλ
)

∏
λ∈Λ′∪Λ′′

Fλ(gλ)

na sumpÐptoun. Gia k�je λ ∈ Λ ∪ Λ′ ∪ Λ′′, jewroÔme ta diagr�mmata sthn S

kλ ⊕ tλ rλ ⊕ sλ ⊕ tλ

1⊕gλ

fλ⊕1

Apì thn upìjesh Upìjesh 6.1.1.3, ta diagr�mmata mporoÔn na sumplhrwjoÔn se omotopik� pullback
tetr�gwna
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mλ rλ ⊕ lλ

kλ ⊕ tλ rλ ⊕ sλ ⊕ tλ

1⊕gλ

fλ⊕1

Apì thn upìjesh Upìjesh 6.1.1.4, h S eÐnai kleisth wc proc ta α−pullback , sunep¸c to sugki-
nìmeno twn omotopik¸n pullback tetrag¸nwn

∐
λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

mλ

∐
λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

rλ ⊕ lλ

∐
λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

kλ ⊕ tλ
∐

λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

rλ ⊕ sλ ⊕ tλ

∐
λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

1⊕ gλ∐
λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

fλ ⊕ 1

eÐnai èna omotopikì pullback tetr�gwno. Apì thn �llh meri�, up�rqei èna profanèc metajetikì
di�gramma

s
∐

λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

rλ ⊕ lλ

∐
λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

kλ ⊕ tλ
∐

λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

rλ ⊕ sλ ⊕ tλ

∐
λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

1⊕ gλ∐
λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

fλ ⊕ 1

Sunep¸c, apì thn ShmeÐwsh 1.4.2 up�rqei mia apeikìnish

s −−−−−−−−→
∐

λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

mλ

( ìqi aparaÐthta monadik  ) h opoÐa kajist� ta parak�tw diagr�mmata

s
∐

λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

mλ s
∐

λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

mλ

∐
λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

kλ ⊕ tλ
∐

λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

rλ ⊕ lλ

metajetik�. 'Estw h apeikìnish

∐
λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

mλ

∐
λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

rλ ⊕ sλ ⊕ tλ

∐
λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

hλ

, ìpou gia k�je λ ∈ Λ ∪ Λ′ ∪ Λ′′, h apeikìnish hλ eÐnai qwrÐc bl�bh thc genikìthtac mia ek twn dÔo
sunjèsewn twn pleur¸n tou prohgoÔmenou omotopikoÔ pullback tetrag¸nou. Upojètoume ìti eÐnai
h sÔnjesh

mλ kλ ⊕ tλ rλ ⊕ sλ ⊕ tλ
fλ⊕1
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Apì ta parap�nw dedomèna, ep�getai èna metajetikì di�gramma

∏
λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

Fλ
(
rλ ⊕ sλ ⊕ tλ

) ∏
λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

Fλ
(
kλ ⊕ tλ

)

∏
λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

Fλ
(
rλ ⊕ lλ

) ∏
λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

Fλ
(
mλ

)

∏
λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

Fλ
(
fλ ⊕ 1

)

∏
λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

Fλ
(
1⊕ gλ

)

Apì thn metajetikìthta tou diagr�mmatoc, mporoÔme na sumper�noume ìti oi eikìnec twn β, β′ kai
β′′ sthn ∏

λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

Fλ
(
mλ

)
mèsw thc apeikìnishc

∏
λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

Fλ
(
rλ ⊕ sλ ⊕ tλ

) ∏
λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

Fλ
(
mλ

)
∏

λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

Fλ
(
hλ
)

sumpÐptoun. Epomènwc, deÐxame ìti up�rqei mia oikogèneia {mλ, λ ∈ Λ ∪Λ′ ∪Λ′′} antikeimènwn ètsi
¸ste h apeikìnish

s −−−−−−−−→
∐

λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

rλ ⊕ sλ ⊕ tλ

na paragontopoieÐtai wc

s
∐

λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

mλ

∐
λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

rλ ⊕ sλ ⊕ tλ

∐
λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

hλ

kai oi eikìnec twn β, β′ kai β′′ sthn ∏
λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

Fλ
(
mλ

)
mèsw thc apeikìnishc

∏
λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

Fλ
(
rλ ⊕ sλ ⊕ tλ

) ∏
λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

Fλ
(
mλ

)
∏

λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

Fλ
(
hλ
)

na sumpÐptoun. Sunep¸c, ta stoiqeÐa

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

rλ, β ∈
∏
λ∈Λ

Fλ(rλ)

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ′

sλ, β′ ∈
∏
λ∈Λ′

Fλ(sλ)

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ′′

tλ, β′′ ∈
∏
λ∈Λ′′

Fλ(tλ)
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eÐnai isodÔnama. Autì apodeiknÔei thn prosetairistikìthta.

Orismìc 6.1.10. 'Estw S mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ thn Upìjesh 6.1.1.
'Estw s èna antikeÐmeno thc S. 'Estw {Fµ, µ ∈M} èna sÔnolo antikeimènwn sthn Ex

(
Sop,Ab

)
. To

sÔnolo {∐
µ∈M

Fµ

}(
s
)

orÐzetai wc to phlÐko tou
{∨

µ∈MFµ

}(
s
)
wc proc thn sqèsh isodunamÐac tou OrismoÔ 6.1.8.

L mma 6.1.11. 'Estw S mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ thn Upìjesh 6.1.1. 'Estw
s èna antikeÐmeno thc S. 'Estw {Fµ, µ ∈M} èna sÔnolo antikeimènwn sthn Ex

(
Sop,Ab

)
. To sÔnolo{∐

µ∈MFµ

}(
s
)
èqei thn fusik  dom  miac abelian c om�dac.

Apìdeixh. Upojètoume ìti dÐnontai dÔo stoiqeÐa sthn
{∐

µ∈MFµ

}(
s
)

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

sλ, β ∈
∏
λ∈Λ

Fλ(sλ)

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ′

tλ, β′ ∈
∏
λ∈Λ′

Fλ(tλ)

OrÐzoume to �jroisma touc na eÐnai to zeÔgoc

s −−−−−−−−→
∐

λ∈Λ∪Λ′

sλ ⊕ tλ, β + β′ ∈
∏

λ∈Λ∪Λ′

Fλ(sλ ⊕ tλ)

H prìsjesh eÐnai kal¸c orismènh. Autì shmaÐnei ìti, isodÔnama stoiqeÐa sthn
{∨

µ∈MFµ

}(
s
)

èqoun isodÔnama ajroÐmata. Upojètoume ìti dÐnontai dÔo isodÔnama stoiqeÐa

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

sλ, β ∈
∏
λ∈Λ

Fλ(sλ)

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ′

s′λ, β′ ∈
∏
λ∈Λ′

Fλ(s′λ)

Autì shmaÐnei ìti up�rqei mia oikogèneia antikeimènwn {kλ, λ ∈ Λ ∪ Λ′} ètsi ¸ste h apeikìnish

s −−−−−−−−→
∐

λ∈Λ∪Λ′

sλ ⊕ s′λ

na paragontopoieÐtai wc

s
∐

λ∈Λ∪Λ′

kλ
∐

λ∈Λ∪Λ′

sλ ⊕ s′λ

∐
λ∈Λ∪Λ′

fλ

, ìpou gia k�je λ ∈ Λ ∪ Λ′

fλ =

[
gλ
g′λ

]
kai oi eikìnec twn β kai β′ sthn ∏

λ∈Λ∪Λ′

Fλ
(
kλ
)
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mèsw thc apeikìnishc

∏
λ∈Λ∪Λ′

Fλ
(
sλ ⊕ s′λ

) ∏
λ∈Λ∪Λ′

Fλ
(
kλ
)

∏
λ∈Λ∪Λ′

Fλ(fλ)

, ìpou gia k�je λ ∈ Λ ∪ Λ′

Fλ(fλ) =
[
Fλ(gλ) Fλ(g′λ)

]
na sumpÐptoun. EpÐshc, upojètoume ìti dÐnontai dÔo isodÔnama stoiqeÐa

s −−−−−−−−→
∐
λ∈M

tλ, γ ∈
∏
λ∈M

Fλ(tλ)

s −−−−−−−−→
∐
λ∈M ′

t′λ, γ′ ∈
∏
λ∈M ′

Fλ(t′λ)

Autì shmaÐnei ìti up�rqei mia oikogèneia antikeimènwn {lλ, λ ∈M ∪M ′} ètsi ¸ste h apeikìnish

s −−−−−−−−→
∐

λ∈M∪M ′
tλ ⊕ t′λ

na paragontopoieÐtai wc

s
∐

λ∈M∪M ′
lλ

∐
λ∈M∪M ′

tλ ⊕ t′λ

∐
λ∈M∪M ′

gλ

, ìpou gia k�je λ ∈M ∪M ′

gλ =

[
hλ
h′λ

]
kai oi eikìnec twn γ kai γ′ sthn ∏

λ∈M∪M ′
Fλ
(
lλ
)

mèsw thc apeikìnishc

∏
λ∈M∪M ′

Fλ
(
tλ ⊕ t′λ

) ∏
λ∈M∪M ′

Fλ
(
lλ
)

∏
λ∈M∪M ′

Fλ(gλ)

, ìpou gia k�je λ ∈M ∪M ′

Fλ(gλ) =
[
Fλ(hλ) Fλ(h′λ)

]
na sumpÐptoun. JewroÔme ta ajroÐsmata

s −−−−−−−−→
∐

λ∈Λ∪M

sλ ⊕ tλ, β + γ ∈
∏

λ∈Λ∪M

Fλ(sλ ⊕ tλ)

s −−−−−−−−→
∐

λ∈Λ′∪M ′
s′λ ⊕ t′λ, β′ + γ′ ∈

∏
λ∈Λ′∪M ′

Fλ(s′λ ⊕ t′λ)

Sundu�zontac ta parap�nw dedomèna sumperaÐnoume ìti up�rqei mia oikogèneia antikeimènwn {kλ ⊕
lλ, λ ∈ Λ ∪ Λ′ ∪M ∪M ′}, ètsi ¸ste h apeikìnish
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s −−−−−−−−→
∐

λ∈Λ∪Λ′∪M∪M ′
sλ ⊕ tλ ⊕ s′λ ⊕ t′λ

na paragontopoieÐtai wc

s
∐

λ∈Λ∪Λ′∪M∪M ′
kλ ⊕ lλ

∐
λ∈Λ∪Λ′∪M∪M ′

sλ ⊕ s′λ ⊕ tλ ⊕ t′λ

∐
λ∈Λ∪Λ′∪M∪M ′

fλ ⊕ gλ

, isodÔnama wc

s
∐

λ∈Λ∪M∪Λ′∪M ′
kλ ⊕ lλ

∐
λ∈Λ∪M∪Λ′∪M ′

sλ ⊕ tλ ⊕ s′λ ⊕ t′λ

∐
λ∈Λ∪M∪Λ′∪M ′

f ′λ ⊕ g′λ

, ìpou gia k�je λ ∈ Λ ∪M

f ′λ =

[
gλ 0
0 hλ

]
, kai gia k�je λ ∈ Λ′ ∪M ′

g′λ =

[
g′λ 0
0 h′λ

]
kai oi eikìnec twn β + γ kai β′ + γ′ sthn ∏

λ∈Λ∪M∪Λ′∪M ′
Fλ
(
kλ ⊕ lλ

)
mèsw thc apeikìnishc

∏
λ∈Λ∪M∪Λ′∪M ′

Fλ
(
sλ ⊕ tλ ⊕ s′λ ⊕ t′λ

) ∏
λ∈Λ∪M∪Λ′∪M ′

Fλ
(
kλ ⊕ lλ

)
∏

λ∈Λ∪M∪Λ′∪M ′
Fλ(f ′λ ⊕ g′λ)

, ìpou gia k�je λ ∈ Λ ∪M ∪ Λ′ ∪M ′

Fλ(f ′λ ⊕ g′λ) =

[
Fλ(gλ) 0 Fλ(g′λ) 0

0 Fλ(hλ) 0 Fλ(h′λ)

]
na sumpÐptoun.

H prìsjesh eÐnai prosetairistik . 'Estw ìti dÐnontai ta stoiqeÐa

s
∐
λ∈Λ

sλ,
f

β ∈
∏
λ∈Λ

Fλ(sλ)

s
∐
λ∈Λ′

tλ,
g

β′ ∈
∏
λ∈Λ′

Fλ(tλ)

s
∐
λ∈Λ′′

rλ,
h β′′ ∈

∏
λ∈Λ′′

Fλ(rλ)

Tìte ta stoiqeÐa
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s
∐

λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

(sλ ⊕ tλ)⊕ rλ,
g′

(β + β′) + β′′ ∈
∏

λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

Fλ((sλ ⊕ tλ)⊕ rλ)

s
∐

λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

(sλ ⊕ tλ)⊕ rλ,
g′

β + (β′ + β′′) ∈
∏

λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

Fλ(sλ ⊕ (tλ ⊕ rλ))

, ìpou

g′ =

fg
h


eÐnai isodÔnama. Pr�gmati, h apeikìnish

s
∐

λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

sλ ⊕ tλ ⊕ rλ ⊕ sλ ⊕ tλ ⊕ rλ
g′′

, ìpou

g′′ =

[
g′

g′

]
=


f
g
h
f
g
h


paragontopoieÐtai wc

s
∐

λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

sλ ⊕ tλ ⊕ rλ
∐

λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

sλ ⊕ tλ ⊕ rλ ⊕ sλ ⊕ tλ ⊕ rλ
g′

∐
λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

gλ

, ìpou gia k�je λ ∈ Λ ∪ Λ′ ∪ Λ′′

gλ =


1 0 0
0 1 0
0 0 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1


, kai oi eikìnec twn (β + β′) + β′′ kai β + (β′ + β′′) sthn∏

λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

Fλ(sλ ⊕ tλ ⊕ rλ)

mèsw thc apeikìnishc

∏
λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

Fλ
(
sλ ⊕ tλ ⊕ rλ ⊕ sλ ⊕ tλ ⊕ rλ

) ∏
λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

Fλ
(
sλ ⊕ tλ ⊕ rλ

)
∏

λ∈Λ∪Λ′∪Λ′′

Fλ(gλ)

, ìpou gia k�je λ ∈ Λ ∪ Λ′ ∪ Λ′′

Fλ(gλ) =

Fλ(1) 0 0 Fλ(1) 0 0
0 Fλ(1) 0 0 Fλ(1) 0
0 0 Fλ(1) 0 0 Fλ(1)

 =

1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1


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sumpÐptoun.

H prìsjesh eÐnai metajetik . 'Estw ìti dÐnontai ta stoiqeÐa

s
∐
λ∈Λ

sλ,
f

β ∈
∏
λ∈Λ

Fλ(sλ)

s
∐
λ∈Λ′

tλ,
g

β′ ∈
∏
λ∈Λ′

Fλ(tλ)

Tìte ta stoiqeÐa

s
∐

λ∈Λ∪Λ′

sλ ⊕ tλ,
g′

β + β′ ∈
∏

λ∈Λ∪Λ′

Fλ(sλ ⊕ tλ)

s
∐

λ∈Λ∪Λ′

tλ ⊕ sλ,
g′′

β′ + β ∈
∏

λ∈Λ∪Λ′

Fλ(tλ ⊕ sλ)

, ìpou

g′ =

[
f
g

]
, kai

g′′ =

[
g
f

]
eÐnai isodÔnama. Pr�gmati, h apeikìnish

s
∐

λ∈Λ∪Λ′

sλ ⊕ tλ ⊕ tλ ⊕ sλ
g′′′

, ìpou

g′′′ =

[
g′

g′′

]
=


f
g
g
f


paragontopoieÐtai wc

s
∐

λ∈Λ∪Λ′

sλ ⊕ tλ
∐

λ∈Λ∪Λ′

sλ ⊕ tλ ⊕ tλ ⊕ sλ
g′

∐
λ∈Λ∪Λ′

fλ

, ìpou gia k�je λ ∈ Λ ∪ Λ′

fλ =


1 0
0 1
0 1
1 0


, kai oi eikìnec twn β + β′ kai β′ + β sthn∏

λ∈Λ∪Λ′

Fλ(sλ ⊕ tλ)

mèsw thc apeikìnishc
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∏
λ∈Λ∪Λ′

Fλ
(
sλ ⊕ tλ ⊕ tλ ⊕ sλ

) ∏
λ∈Λ∪Λ′

Fλ
(
sλ ⊕ tλ

)
∏

λ∈Λ∪Λ′

Fλ(fλ)

, ìpou gia k�je λ ∈ Λ ∪ Λ′

Fλ(fλ) =

[
Fλ(1) 0 0 Fλ(1)

0 Fλ(1) Fλ(1) 0

]
=

[
1 0 0 1
0 1 1 0

]
sumpÐptoun.

'Enac antiprìswpoc thc kl�sewc isodunamÐac tou mhdenìc thc prìsjeshc eÐnai èna stoiqeÐo thc
morf c

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

sλ, 0 ∈
∏
λ∈Λ

Fλ(sλ)

, kai opoiad pote dÔo tètoia stoiqeÐa aut c thc morf c eÐnai isodÔnama. Tèloc, autì to stoiqeÐo

eÐnai to oudètero stoiqeÐo thc prìsjeshc, kai k�je stoiqeÐo to opoÐo an kei sthn
{∐

µ∈MFµ

}(
s
)

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

sλ, β ∈
∏
λ∈Λ

Fλ(sλ)

èqei prosjetikì antÐstrofo to stoiqeÐo

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

sλ, −β ∈
∏
λ∈Λ

Fλ(sλ)

L mma 6.1.12. 'Estw S mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ thn Upìjesh 6.1.1. 'Estw

{Fµ, µ ∈ M} èna sÔnolo antikeimènwn sthn Ex
(
Sop,Ab

)
. H antistoiqÐa

{∐
µ∈MFµ

}(
−
)
h opoÐa

apeikonÐzei èna antikeÐmeno s ∈ S sthn abelian  om�da
{∐

µ∈MFµ

}(
s
)
mporeÐ kat� fusikì trìpo na

epektajeÐ s' ènan prosjetikì antalloÐwto sunartht {∐
µ∈M

Fµ

}(
−
)

: Sop −−−−−−−−→ Ab

Apìdeixh. ArkeÐ na orÐsoume thn antistoiqÐa
{∐

µ∈MFµ

}(
−
)
stouc morfismoÔc sthn S. 'Estw

f : s −−−−−→ t ènac morfismìc sthn S. Jèloume na orÐsoume mia apeikìnish{∐
µ∈M

Fµ

}(
t
)
−−−−−−−−→

{∐
µ∈M

Fµ

}(
s
)

sthn Ab. Upojètoume ìti dÐnetai èna stoiqeÐo thc
{∐

µ∈MFµ

}(
t
)
, dhlad  èna zeÔgoc

t −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

tλ, β ∈
∏
λ∈Λ

Fλ
(
tλ
)

H sÔnjesh me thn apeikìnish f : s −−−−−→ t ep�gei èna zeÔgoc

s t
∏
λ∈Λ′

Fλ(tλ),
f

β ∈
∏
λ∈Λ

Fλ
(
tλ
)

to opoÐo anaparist� èna stoiqeÐo thc
{∐

µ∈MFµ

}(
s
)
. Epomènwc, h zhtoÔmenh apeikìnish eÐnai h
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{∐
µ∈M

Fµ

}(
t
) { ∐

µ∈M
Fµ

}(
s
)


∐
µ∈M

Fµ


(
f
)

H
{∐

µ∈MFµ

}(
f
)
eÐnai mia kal� orismènh apeikìnish, dhlad  apeikonÐzei dÔo stoiqeÐa ta opoÐa

eÐnai isodÔnama sthn
{∨

µ∈MFµ

}(
t
)
se dÔo stoiqeÐa ta opoÐa eÐnai isodÔnama sthn

{∨
µ∈MFµ

}(
s
)
.

Upojètoume ìti dÐnontai dÔo isodÔnama zeÔgh

t −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

sλ, β ∈
∏
λ∈Λ

Fλ(sλ)

t −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ′

tλ, β′ ∈
∏
λ∈Λ′

Fλ(tλ)

Autì shmaÐnei ìti, up�rqei mia oikogèneia {kλ, λ ∈ Λ ∪ Λ′} antikeimènwn ètsi ¸ste h apeikìnish

t −−−−−−−−→
∐

λ∈Λ∪Λ′

sλ ⊕ tλ

na paragontopoieÐtai wc

t
∐

λ∈Λ∪Λ′

kλ
∐

λ∈Λ∪Λ′

sλ ⊕ tλ

∐
λ∈Λ∪Λ′

fλ

, kai oi eikìnec twn β kai β′ sthn ∏
λ∈Λ∪Λ′

Fλ
(
kλ
)

mèsw thc apeikìnishc

∏
λ∈Λ∪Λ′

Fλ
(
sλ ⊕ tλ

) ∏
λ∈Λ∪Λ′

Fλ
(
kλ
)

∏
λ∈Λ∪Λ′

Fλ(fλ)

na sumpÐptoun. Tìte ta zeÔgh

s t
∐
λ∈Λ

sλ,
f

β ∈
∏
λ∈Λ

Fλ(sλ)

s t
∐
λ∈Λ′

tλ,
f

β′ ∈
∏
λ∈Λ′

Fλ(tλ)

profan¸c eÐnai isodÔnama.

H
{∐

µ∈MFµ

}(
f
)
eÐnai ènac omomorfismìc abelian¸n om�dwn wc proc thn prosjetik  dom  tou

L mmatoc 6.1.11. Upojètoume ìti dÐnontai dÔo stoiqeÐa sthn
{∐

µ∈MFµ

}(
t
)

t −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

sλ, β ∈
∏
λ∈Λ

Fλ(sλ)

t −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ′

tλ, β′ ∈
∏
λ∈Λ′

Fλ(tλ)
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, kai sumbolÐzoume ta stoiqeÐa aut� me B kai B′ antÐstoiqa. Tìte h eikìna tou ajroÐsmatoc twn B

kai B′ mèsw thc
{∐

µ∈MFµ

}(
f
)
, dhlad  to zeÔgoc

s t
∐

λ∈Λ∪Λ′

sλ ⊕ tλ,
f

β + β′ ∈
∏

λ∈Λ∪Λ′

Fλ(sλ ⊕ tλ)

profan¸c isoÔtai sthn
{∐

µ∈MFµ

}(
s
)
, me to �jroisma twn eikìnwn twn B kai B′ mèsw thc{∐

µ∈MFµ

}(
f
)
, dhlad  me to �jroisma twn zeug¸n

s t
∐
λ∈Λ

sλ,
f

β ∈
∏
λ∈Λ

Fλ(sλ)

s t
∐
λ∈Λ′

tλ,
f

β′ ∈
∏
λ∈Λ′

Fλ(tλ)

Sunep¸c, {∐
µ∈M

Fµ

}(
f
)(
B +B′

)
=

{∐
µ∈M

Fµ

}(
f
)(
B
)

+

{∐
µ∈M

Fµ

}(
f
)(
B′
)

H
{∐

µ∈MFµ

}(
−
)
kajÐstatai ènac sunartht c, dhlad  diathreÐ tic sunjèseic twn apeikonÐsewn

kai tic tautìthtec. Pr�gmati, jewroÔme èna zeÔgoc

t −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

tλ, β ∈
∏
λ∈Λ

Fλ
(
tλ
)

, kai èstw f : r −−−−−→ s, kai g : s −−−−−→ t apeikonÐseic sthn S. Tìte eikìna thc sÔnjeshc twn

f kai g mèsw thc
{∐

µ∈MFµ

}(
−
)
, dhlad  h apeikìnish

{∐
µ∈M

Fµ

}(
t
) { ∐

µ∈M
Fµ

}(
r
)


∐
µ∈M

Fµ


(
g ◦ f

)

profan¸c isoÔtai me thn sÔnjesh twn eikìnwn twn f kai g, mèsw thc
{∐

µ∈MFµ

}(
−
)
me thn

antÐstrofh seir�, dhlad  me thn apeikìnish

{∐
µ∈M

Fµ

}(
t
) { ∐

µ∈M
Fµ

}(
s
) { ∐

µ∈M
Fµ

}(
r
)


∐
µ∈M

Fµ


(
g
) 

∐
µ∈M

Fµ


(
f
)

Sunep¸c, {∐
µ∈M

Fµ

}(
g ◦ f

)
=

{∐
µ∈M

Fµ

}(
f
)
◦

{∐
µ∈M

Fµ

}(
g
)

EpÐshc, e�n 1 : s −−−−−→ s eÐnai h tautotik  apeikìnish sto s, tìte epalhjeÔetai �mesa ìti{∐
µ∈M

Fµ

}(
1) = 1
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Tèloc, o sunartht c
∐
µ∈MFµ eÐnai prosjetikìc. Pr�gmati, èstw ìti dÐnontai duo morfismoÐ

f : s −−−−−→ t kai g : s −−−−−→ t sthn S. Apì to L mma 6.1.13, o sunartht c
∐
µ∈MFµ diathreÐ

ta α−ginìmena, epomènwc diathreÐ ta peperasmèna ginìmena, kai �ra diathreÐ ta ( peperasmèna )
ginìmena−sugkinìmena. Sunep¸c,

{∐
µ∈M

Fµ

}(
f + g

)
=

{∐
µ∈M

Fµ

}(
5t ◦(f ⊕ g) ◦ 4s

)
=

{∐
µ∈M

Fµ

}(
4s
)
◦

{∐
µ∈M

Fµ

}(
f ⊕ g

)
◦

{∐
µ∈M

Fµ

}(
5t
)

=

{∐
µ∈M

Fµ

}(
4s
)
◦

({∐
µ∈M

Fµ

}(
f
)
⊕

{∐
µ∈M

Fµ

}(
g
))
◦

{∐
µ∈M

Fµ

}(
5t
)

= 5

{ ∐
µ∈M

Fµ

}
(s)
◦

({∐
µ∈M

Fµ

}(
f
)
⊕

{∐
µ∈M

Fµ

}(
g
))
◦ 4{ ∐

µ∈M
Fµ

}
(t)

=

{∐
µ∈M

Fµ

}(
f
)

+

{∐
µ∈M

Fµ

}(
g
)

, ìpou 4s : s −−−−−→ s⊕ s eÐnai h diag¸nia apeikìnish kai 5t : t⊕ t −−−−−→ t eÐnai h sun−diag¸nia
apeikìnish sthn S antÐstoiqa.

L mma 6.1.13. 'Estw S mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ thn Upìjesh 6.1.1. 'Estw
{Fµ, µ ∈M} èna sÔnolo antikeimènwn sthn Ex

(
Sop,Ab

)
. O sunartht c{∐

µ∈M
Fµ

}(
−
)

: Sop −−−−−−−−→ Ab

eÐnai èna antikeÐmeno thc kathgorÐac Ex
(
Sop,Ab

)
, dhlad  apeikonÐzei α−sugkinìmena sthn S se

α−ginìmena sthn Ab.

Apìdeixh. 'Estw {sγ , γ ∈ Γ} mia oikogèneia antikeimènwn plhjikìthtac < α thc S. Apì thn sunj kh
6.1.1.2 to α−sugkinìmeno

∐
γ∈Γsγ up�rqei sthn S. 'Estw iγ : sγ −−−−−→

∐
γ∈Γsγ h fusik  ènjesh

sto sugkinìmeno, gia k�je γ ∈ Γ. Tìte ep�gontai oi apeikonÐseic{∐
µ∈M

Fµ

}[∐
γ∈Γ

sγ

] {∐
µ∈M

Fµ

}(
sγ
)φγ

, ìpou φγ :=
{∐

µ∈MFµ

}(
iγ
)
, gia k�je γ ∈ Γ. To ginìmeno

∏
γ∈Γ

{∐
µ∈MFµ

}(
sγ
)
profan¸c

up�rqei sthn Ab. Sunep¸c, apì thn kajolik  idiìthta tou ginomènou up�rqei mia monadik  apeikìnish
φ h opoÐa kajist� to parak�tw di�gramma metajetikì{∐

µ∈M
Fµ

}(
sγ
)

{ ∐
µ∈M

Fµ

}[∐
γ∈Γ

sγ

] ∏
γ∈Γ

{∐
µ∈M

Fµ

}(
sγ
)φ

φγ
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, ìpou pγ :
∏
γ∈Γ

{∐
µ∈MFµ

}(
sγ
)
−−−−−→

{∐
µ∈MFµ

}(
sγ
)
eÐnai h kanonik  probol  tou ginomènou,

gia k�je γ ∈ Γ. H φ apeikonÐzei èna zeÔgoc∐
γ∈Γ

sγ −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

tλ, β =
∏
λ∈Λ

βλ ∈
∏
λ∈Λ

Fλ
(
tλ
)

sthn γ−�da

∏
γ∈Γ

{
sγ −−−−−−−−→

∐
γ∈Γ

sγ −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

tλ, β =
∏
λ∈Λ

βλ ∈
∏
λ∈Λ

Fλ
(
tλ
)}

Jèloume na deÐxoume ìti h apeikìnish φ eÐnai ènac isomorfismìc, dhlad  h φ eÐnai mia èna proc èna
kai epÐ apeikìnish.

H φ eÐnai epÐ. 'Estw ìti dÐnetai mia γ−�da sthn
∏
γ∈Γ

{∐
µ∈MFµ

}(
sγ
)
autì shmaÐnei ìti, gia

k�je γ ∈ Γ, dÐnetai èna zeÔgoc

sγ −−−−−−−−→
∐
λ∈Λγ

tγλ,
∏
λ∈Λγ

βγλ ∈
∏
λ∈Λγ

Fλ
(
tγλ
)

, ìpou Λγ ⊂M eÐnai èna uposÔnolo plhjikìthtac < α. Jètoume

Λ =
⋃
γ∈Γ

Λγ

, kai e�n λ /∈ Λγ jètoume tγλ = 0. Epeid  k�je sÔnolo Λγ ⊂M eÐnai plhjikìthtac < α kai to Γ eÐnai
epÐshc èna sÔnolo plhjikìthtac < α, h ènwsh

⋃
γ∈ΓΛγ èqei plhjikìthta fragmènh apo to �jroisma

enìc sunìlou plhjarÐjmwn plhjikìthtac < α, oi opoÐoi eÐnai ìloi mikrìteroi tou α. Epeid  o α eÐnai
ènac kanonikìc plhj�rijmoc, èpetai ìti h plhjikìthta tou Λ eÐnai < α.

To ginìmeno

∏
γ∈Γ

∏
λ∈Λ

βγλ ∈
∏
γ∈Γ

(∏
λ∈Λ

Fλ
(
tγλ
))

qrhsimopoi¸ntac ton isomorfismì

∏
γ∈Γ

(∏
λ∈Λ

Fλ
(
tγλ
)) ∏

λ∈Λ

(∏
γ∈Γ

Fλ
(
tγλ
))

antistoiqeÐ sto ginìmeno

∏
λ∈Λ

∏
γ∈Γ

βγλ ∈
∏
λ∈Λ

(∏
γ∈Γ

Fλ
(
tγλ
))

Gia k�je λ ∈ Λ, to antikeÐmeno Fλ an kei sthn Ex
(
Sop,Ab

)
, autì shmaÐnei ìti

∏
λ∈Λ

∏
γ∈Γ

βγλ ∈
∏
λ∈Λ

Fλ

(∐
γ∈Γ

tγλ

)

Sunep¸c, up�rqei mia apeikìnish

∐
γ∈Γ

sγ −−−−−−−−→
∐
γ∈Γ

{∐
λ∈Λ

tγλ

}
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, isodÔnama qrhsimopoi¸ntac ton isomorfismì

∐
γ∈Γ

{∐
λ∈Λ

tγλ

} ∐
λ∈Λ

{∐
γ∈Γ

tγλ

}

mia apeikìnish

∐
γ∈Γ

sγ −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

{∐
γ∈Γ

tγλ

}

, kai èna stoiqeÐo

∏
λ∈Λ

∏
γ∈Γ

βγλ ∈
∏
λ∈Λ

Fλ

(∐
γ∈Γ

tγλ

)

, dhlad  up�rqei èna zèugoc

∐
γ∈Γ

sγ −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

{∐
γ∈Γ

tγλ

}
,

∏
λ∈Λ

∏
γ∈Γ

βγλ ∈
∏
λ∈Λ

Fλ

(∐
γ∈Γ

tγλ

)

to opoÐo eÐnai èna stoiqeÐo thc
{∐

µ∈MFµ

}[∐
γ∈Γsγ

]
. H φ apeikonÐzei to stoiqeÐo autì sthn γ−�da

∏
γ∈Γ

{
sγ −−−−−−−−→

∐
γ∈Γ

sγ −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

{∐
γ∈Γ

tγλ

}
,

∏
λ∈Λ

∏
γ∈Γ

βγλ ∈
∏
λ∈Λ

Fλ

(∐
γ∈Γ

tγλ

)}

h opoÐa eÐnai isodÔnamh me thn arqik  γ−�da pou xekin same. Pr�gmati, gia k�je γ ∈ Γ, ta zeÔgh

sγ −−−−−−−−→
∐
λ∈Λγ

tγλ,
∏
λ∈Λγ

βγλ ∈
∏
λ∈Λγ

Fλ
(
tγλ
)

sγ −−−−−−−−→
∐
γ∈Γ

sγ −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

{∐
γ∈Γ

tγλ

}
,

∏
λ∈Λ

∏
γ∈Γ

βγλ ∈
∏
λ∈Λ

Fλ

(∐
γ∈Γ

tγλ

)

eÐnai profan¸c isodÔnama. Sunep¸c, h φ eÐnai epÐ.

H φ eÐnai èna proc èna. 'Estw ìti dÐnetai èna stoiqeÐo thc
{∐

µ∈MFµ

}[∐
γ∈Γsγ

]
to opoÐo

apeikonÐzetai sto mhdèn mèsw thc φ. To stoiqeÐo autì mporeÐ na anaparastajeÐ apo èna zeÔgoc∐
γ∈Γ

sγ −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

tλ, β ∈
∏
λ∈Λ

Fλ
(
tλ
)

To na isquristoÔme ìti h φ apeikonÐzei autì to stoiqeÐo sto mhdèn, isodunameÐ me to na isquristoÔme
ìti, gia k�je γ ∈ Γ, to zeÔgoc

sγ −−−−−−−−→
∐
γ∈Γ

sγ −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

tλ, β ∈
∏
λ∈Λ

Fλ
(
tλ
)

eÐnai isodÔnamo me mhdèn. Sunep¸c apo ton orismì thc sqèshc isodunamÐac, gia k�je γ ∈ Γ, up�rqei
mia oikogèneia {kγλ, λ ∈ Λ} antikeimènwn ètsi ¸ste h apeikìnish

sγ −−−−−−−−→
∏
λ∈Λ

tλ

na paragontopoieÐtai wc
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sγ
∐
λ∈Λ

kγλ

∐
λ∈Λ

tλ

∐
λ∈Λ

fγλ

, kai h eikìna tou β ∈
∏
λ∈ΛFλ

(
tλ
)
na mhdenÐzetai apì thn apeikìnish

∏
λ∈Λ

Fλ
(
tλ
) ∏

λ∈Λ

Fλ
(
kγλ
)

∏
λ∈Λ

Fλ(fγλ )

Epomènwc, apì thn kajolik  idiìthta tou ginomènou
∏
γ∈Γ

∏
λ∈ΛFλ

(
fγλ
)
kai k�nontac qr sh tou

prohgoÔmenou isomorfismoÔ, ep�getai mia ( monadik  ) apeikìnish

∏
λ∈Λ

Fλ
(
tλ
) ∏

λ∈Λ

∏
γ∈Γ

Fλ
(
kγλ
)

=
∏
λ∈Λ

F

(∐
γ∈Γ

kγλ

)∏
λ∈Λ

∏
γ∈Γ

Fλ
(
fγλ
)

h opoÐa epÐshc mhdenÐzei to β. Sunep¸c, h apeikìnish

∐
γ∈Γ

sγ
∐
λ∈Λ

tλ

paragontopoieÐtai wc

∐
γ∈Γ

sγ
∐
λ∈Λ

∐
γ∈Γ

kγλ

∐
λ∈Λ

tλ

∐
λ∈Λ

∐
γ∈Γ

fγλ

kai h eikìna tou β sthn

∏
λ∈Λ

F

(∐
γ∈Γ

kγλ

)

mèsw thc apeikìnishc

∏
λ∈Λ

Fλ
(
tλ
) ∏

λ∈Λ

F

(∐
γ∈Γ

kγλ

)∏
λ∈Λ

∏
γ∈Γ

Fλ
(
fγλ
)

mhdenÐzetai. Autì shmaÐnei ìti, ta zeÔgh∐
γ∈Γ

sγ −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

tλ, β ∈
∏
λ∈Λ

Fλ
(
tλ
)

∐
γ∈Γ

sγ −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

tλ, 0 ∈
∏
λ∈Λ

Fλ
(
tλ
)

eÐnai isodÔnama. Epomènwc o pur nac thc φ eÐnai tetrimmènoc ( dhlad  eÐnai isodÔnamoc me to mhdèn
wc proc thn sqèsh isodunamÐac ), sunep¸c h φ eÐnai èna proc èna.
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L mma 6.1.14. 'Estw S mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ thn Upìjesh 6.1.1. 'Estw
{Fµ, µ ∈ M} èna sÔnolo antikeimènwn sthn Ex

(
Sop,Ab

)
. Up�rqoun ( mh tetrimmènoi ) fusikoÐ

metasqhmatismoÐ

Fµ −−−−−−−−→
∐
µ∈M

Fµ

Apìdeixh. Gia k�je antikeÐmeno s ∈ S, orÐzoume thn apeikìnish

Fµ
(
s
) { ∐

µ∈M
Fµ

}(
s
)φ(s)

h opoÐa apeikonÐzei to β ∈ Fµ
(
s
)
sto zeÔgoc

s s,1 β ∈ Fµ
(
s
)

H apeikìnish φ
(
s
)
eÐnai ènac omomorfismìc abelian¸n om�dwn. Upojètoume ìti dÐnontai dÔo

stoiqeÐa β kai β′ sthn Fµ
(
s
)
. Tìte h eikìna tou ajroÐsmatoc twn β kai β′ mèsw thc φ

(
s
)
, dhlad 

to zeÔgoc

s s,1 β + β′ ∈ Fµ(s)

isoÔtai, dhlad  eÐnai isodÔnamo, sthn
{∐

µ∈MFµ

}(
s
)
, me to �jroisma twn eikìnwn twn β kai β′

mèsw thc φ
(
s
)
, dhlad  me to zeÔgoc

s s⊕ s,f
β + β′ ∈ Fµ

(
s⊕ s

)
, ìpou

f =

[
1
1

]
Pr�gmati, h apeikìnish

s s⊕ s⊕ sg

, ìpou

g =

[
1
f

]
=

1
1
1


paragontopoieÐtai wc

s s s⊕ s⊕ s1 g

, kai oi eikìnec twn β + β′ ∈ Fµ(s) kai β + β′ ∈ Fµ(s⊕ s) sthn Fµ(s) mèsw thc apeikìnishc

Fµ
(
s⊕ s⊕ s

)
Fµ
(
s
)Fµ(g)

, ìpou

Fµ(g) =
[
Fµ(1) Fµ(1) Fµ(1)

]
=
[
1 1 1

]
sumpÐptoun. Sunep¸c,
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φ
(
s
)(
β + β′

)
= φ

(
s
)(
β
)

+ φ
(
s
)(
β′
)

H apeikìnish φ eÐnai ènac fusikìc metasqhmatismìc. ArkeÐ na deÐxoume ìti gia k�je morfismì
f : s −−−−−→ t sthn S, to parak�tw tetr�gwno eÐnai metajetikì

Fµ
(
t
) { ∐

µ∈M
Fµ

}(
t
)

Fµ
(
s
) { ∐

µ∈M
Fµ

}(
s
)

φ(t)

Fµ
(
f
) 

∐
µ∈M

Fµ


(
f
)

φ(s)

'Estw β ∈ Fµ
(
t
)
. H apeikìnish φ(t) apeikonÐzei to β sto zeÔgoc

t t,1 β ∈ Fµ
(
t
)

Sunep¸c, h apeikìnish
{∐

µ∈MFµ

}(
f
)
me thn seir� thc apeikonÐzei to zeÔgoc autì sto zeÔgoc

s t t,
f 1 β ∈ Fµ

(
t
)

, dhlad  sto zeÔgoc

s t,
f

β ∈ Fµ
(
t
)

Apì thn �llh meri�, h apeikìnish Fµ
(
f
)

: Fµ
(
t
)
−−−−−→ Fµ

(
s
)
apeikonÐzei to β ∈ Fµ

(
t
)
sto

Fµ
(
f
)(
β
)
. Sunep¸c, h apeikìnish φ(s) me thn seir� thc apeikonÐzei to Fµ

(
f
)(
β
)
∈ Fµ

(
s
)
sto

zeÔgoc

s s,1
Fµ
(
f
)(
β
)
∈ Fµ

(
s
)

Epomènwc gia na deÐxoume thn metajetikìthta tou diagr�mmatoc, arkeÐ na deÐxoume ìti ta duo zeÔgh

s t,
f

β ∈ Fµ
(
t
)

s s,1
Fµ
(
f
)(
β
)
∈ Fµ

(
s
)

eÐnai isodÔnama. Pr�gmati, h apeikìnish

s s⊕ tg

, ìpou

g =

[
f
1

]
paragontopoieÐtai wc

s s s⊕ t1 g

kai oi eikìnec twn β kai Fµ
(
f
)(
β
)
sthn Fµ

(
s
)
mèsw thc apeikìnishc
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Fµ
(
s⊕ t

)
Fµ
(
s
)Fµ(g)

, ìpou

Fµ(g) =
[
Fµ(f) Fµ(1)

]
=
[
Fµ(f) 1

]
sumpÐptoun.

Prìtash 6.1.15. 'Estw S mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ thn Upìjesh 6.1.1.
'Estw {Fµ, µ ∈M} èna sÔnolo antikeimènwn sthn Ex

(
Sop,Ab

)
. Oi fusikoÐ metasqhmatismoÐ

Fµ −−−−−−−−→
∐
µ∈M

Fµ

tou L mmatoc 6.1.14. efodi�zoun to antikeÐmeno
∐
µ∈MFµ me thn dom  enìc sugkinomènou twn Fµ

sthn Ex
(
Sop,Ab

)
.

Apìdeixh. Prèpei na deÐxoume ìti to
∐
µ∈MFµ qarakthrÐzetai apì thn kajolik  idiìthta enìc su-

gkinomènou. 'Estw G èna antikeÐmeno sthn Ex
(
Sop,Ab

)
. Upojètoume ìti dÐnontai apeikonÐseic

φµ : Fµ −−−−−→ G gia k�je µ ∈ M . ArkeÐ na deÐxoume ìti up�rqei mia monadik  apeikìnish φ,
h opoÐa kajist� to parak�tw di�gramma

Fµ

∐
µ∈M

Fµ G

φµ

φ

metajetikì, ìpou iµ : Fµ −−−−−→
∐
µ∈MFµ eÐnai h kanonik  emfÔteush tou sugkinomènou, gia k�je

µ ∈M .

Arqik� prèpei na orÐsoume thn apeikìnish φ sto tuqaÐo antikeÐmeno s ∈ S, dhl�d  prèpei na

orÐsoume thn apeikìnish φ
(
s
)
sto tuqaÐo stoiqeÐo thc abelian c om�dac

{∐
µ∈MFµ

}(
s
)
. 'Estw èna

stoiqeÐo to opoÐo an kei sthn
{∐

µ∈MFµ

}(
s
)
. Tìte to stoiqeÐo autì mporeÐ na anaparastajeÐ apì

èna zeÔgoc

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

sλ, β ∈
∏
λ∈Λ

Fλ
(
sλ
)

E�n gnwrÐzame ìti h φ  tan ènac fusikìc metasqhmatismìc, tìte to tetr�gwno{∐
µ∈M

Fµ

}(∐
λ∈Λ

sλ

) {∐
µ∈M

Fµ

}(
s
)

G

(∐
λ∈Λ

sλ

)
G
(
s
)

φ(s)

ja èprepe na  tan metajetikì. Ja ekmaieÔsoume ton tÔpo thc φ
(
s
)
akolouj¸ntac thn eikìna tou

zeÔgouc
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1 :
∐
λ∈Λ

sλ −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

sλ, β ∈
∏
λ∈Λ

Fλ
(
sλ
)

to opoÐo an kei sthn
{∐

µ∈MFµ

}(∐
λ∈Λsλ

)
, perimetrik� tou prohgoÔmenou metajetikoÔ tetra-

g¸nou.

H apeikìnish {∐
µ∈M

Fµ

}(∐
λ∈Λ

sλ

) {∐
µ∈M

Fµ

}(
s
)

apeikonÐzei to zeÔgoc

1 :
∐
λ∈Λ

sλ −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

sλ, β ∈
∏
λ∈Λ

Fλ
(
sλ
)

sto zeÔgoc

s
∐
λ∈Λ

sλ
∐
λ∈Λ

sλ,
1 β ∈

∏
λ∈Λ

Fλ
(
sλ
)

, dhlad  sto zeÔgoc

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

sλ, β ∈
∏
λ∈Λ

Fλ
(
sλ
)

, apl¸c efarmìzoume ton sunartht 
∐
µ∈MFµ

(
−
)
ston morfismì s −−−−−→

∐
λ∈Λsλ ( L mma 6.1.12

). Sunep¸c, h metajetikìthta tetrag¸nou mac upodeiknÔei ìti gia na upologÐsoume thn eikìna tou
zeÔgouc

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

sλ, β ∈
∏
λ∈Λ

Fλ
(
sλ
)

sthn G
(
s
)
mèsw thc φ

(
s
)
, arkeÐ na prosdiorÐsoume poÔ apeikonÐzei h sÔnjesh

{∐
µ∈M

Fµ

}(∐
λ∈Λ

sλ

)

G

(∐
λ∈Λ

sλ

)
G
(
s
)

to zeÔgoc

1 :
∐
λ∈Λ

sλ −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

sλ, β ∈
∏
λ∈Λ

Fλ
(
sλ
)

K�je stoiqeÐo to opoÐo an kei sto ginìmeno
∏
λ∈ΛFλ

(
sλ
)
eÐnai mia λ−�da, sunep¸c mporeÐ na

grafeÐ wc mia oikogèneia

β =
∏
λ∈Λ

βλ
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, ìpou βλ ∈ Fλ
(
sλ
)
, gia k�je λ ∈ Λ. Gr�fw to β me autìn to trìpo, dhlad  β =

∏
λ∈Λβλ. EpÐshc,

e�n upojètame ìti, gia k�je µ ∈ M , oi apeikonÐseic φµ : Fµ −−−−−→ G paragontopoioÔntan mèsw
thc φ, tìte oi sunjèseic

Fµ
∐
µ∈M

Fµ G
φ

ja tautÐzontan me tic dojeÐsec apeikonÐseic φµ : Fµ −−−−−→ G, kai epomènwc to zeÔgoc

1 : sλ −−−−−−−−→ sλ, βλ ∈ Fλ
(
sλ
)

ja apeikonÐzontan sthn eikìna tou βλ ∈ Fλ
(
sλ
)
mèsw thc φλ : Fλ

(
sλ
)
−−−−−→ G

(
sλ
)
( antÐ gia

φλ,sλ gr�foume φλ gia na elafrÔnoume ton sumbolismì ). Sunep¸c, to zeÔgoc

1 :
∐
λ∈Λ

sλ −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

sλ,
∏
λ∈Λ

βλ ∈
∏
λ∈Λ

Fλ
(
sλ
)

ja apeikonÐzontan sto

∏
λ∈Λ

φλ
(
βλ
)
∈

∏
λ∈Λ

G
(
sλ
)

= G

(∐
λ∈Λ

sλ

)

mèsw thc apeikìnishc ∏
λ∈Λ

φλ :
∏
λ∈Λ

F
(
sλ
)
−−−−−−−−→

∏
λ∈Λ

G
(
sλ
)

Autì to stoiqeÐo upologÐzei thn eikìna tou zeÔgouc

1 :
∐
λ∈Λ

sλ −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

sλ,
∏
λ∈Λ

βλ ∈
∏
λ∈Λ

Fλ
(
sλ
)

mèsw thc apeikìnishc {∐
µ∈M

Fµ

}(∐
λ∈Λ

sλ

)
G

(∐
λ∈Λ

sλ

)

All� h sÔnjesh {∐
µ∈M

Fµ

}(∐
λ∈Λ

sλ

)

G

(∐
λ∈Λ

sλ

)
G
(
s
)

apeikonÐzei to zeÔgoc

1 :
∐
λ∈Λ

sλ −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

sλ,
∏
λ∈Λ

βλ ∈
∏
λ∈Λ

Fλ
(
sλ
)

sthn eikìna tou
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∏
λ∈Λ

φλ
(
βλ
)
∈

∏
λ∈Λ

G
(
sλ
)

= G

(∐
λ∈Λ

sλ

)

mèsw thc apeikìnishc

G

(∐
λ∈Λ

sλ

)
G
(
s
)

Sunep¸c, apì thn metajetikìthta tou diagr�mmatoc sumperaÐnoume ìti h eikìna tou zeÔgouc

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

sλ,
∏
λ∈Λ

βλ ∈
∏
λ∈Λ

Fλ
(
sλ
)

mèsw thc φ
(
s
)
, tautÐzetai me thn eikìna tou

∏
λ∈Λ

φλ
(
βλ
)
∈

∏
λ∈Λ

G
(
sλ
)

= G

(∐
λ∈Λ

sλ

)

mèsw thc apeikìnishc

G

(∐
λ∈Λ

sλ

)
G
(
s
)

, dhlad  h φ
(
s
)
apeikonÐzei to zeÔgoc{
s −−−−−−−−→

∐
λ∈Λ

sλ,
∏
λ∈Λ

βλ ∈
∏
λ∈Λ

Fλ
(
sλ
)}
∈

{∐
µ∈M

Fµ

}(
s
)

sto stoiqeÐo {
G

(∐
λ∈Λ

sλ

)
−−−−−−−−→ G

(
s
)}(∏

λ∈Λ

φλ
(
βλ
))
∈ G
(
s
)

Sunep¸c, gia k�je s ∈ S, orÐsame thn apeikìnish

φ
(
s
)

:
∐
µ∈M

Fµ
(
s
)

G
(
s
)

H apeikìnish φ eÐnai monadik� orismènh. 'Estw φ′ mia �llh apeikìnish, ètsi ¸ste, gia k�je
µ ∈M , oi sunjèseic

Fµ
∐
µ∈M

Fµ G
φ′

na mhdenÐzontai. Autì shmaÐnei ìti, gia k�je µ ∈ M , to stoiqeÐo βµ ∈ Fµ
(
sµ
)
apeikonÐzetai sto

mhdèn sthn G
(
sµ
)
mèsw thc apeikìnishc φµ : Fµ

(
sµ
)
−−−−−→ G

(
sµ
)
. Tìte h φ′

(
s
)
apeikonÐzei to

zeÔgoc {
s −−−−−−−−→

∐
λ∈Λ

sλ,
∏
λ∈Λ

βλ ∈
∏
λ∈Λ

Fλ
(
sλ
)}
∈

{∐
µ∈M

Fµ

}(
s
)

sto stoiqeÐo
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{
G

(∐
λ∈Λ

sλ

)
−−−−−−−−→ G

(
s
)}(∏

λ∈Λ

φλ
(
βλ
))
∈ G
(
s
)

to opoÐo isoÔtai me to mhdèn sthn G
(
s
)
, epeid 

∏
λ∈Λφλ

(
βλ
)

= 0. Sunep¸c, h φ′ eÐnai h mhdenik 
apeikìnish.

H φ eÐnai mia kal� orismènh apeikìnish, dhlad  apeikonÐzei isodÔnama zeÔgh sthn
{∨

µ∈MFµ

}(
s
)

sto Ðdio stoiqeÐo sthn G
(
s
)
. Upojètoume ìti dÐnontai dÔo isodÔnama zeÔgh

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

sλ, β ∈
∏
λ∈Λ

Fλ(sλ)

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ′

s′λ, β′ ∈
∏
λ∈Λ′

Fλ(s′λ)

, kai sumbolÐzoume ta zeÔgh aut� me B kai B′ antÐstoiqa. To gegonìc ìti ta zeÔgh eÐnai isodÔnama
shmaÐnei ìti up�rqei mia oikogèneia {kλ, λ ∈ Λ ∪ Λ′} antikeimènwn ètsi ¸ste h apeikìnish

s −−−−−−−−→
∐

λ∈Λ∪Λ′

sλ ⊕ s′λ

na paragontopoieÐtai wc

s
∐

λ∈Λ∪Λ′

kλ
∐

λ∈Λ∪Λ′

sλ ⊕ s′λ

∐
λ∈Λ∪Λ′

fλ

kai oi eikìnec twn β kai β′ sthn ∏
λ∈Λ∪Λ′

Fλ
(
kλ
)

mèsw thc apeikìnishc

∏
λ∈Λ∪Λ′

Fλ
(
sλ ⊕ s′λ

) ∏
λ∈Λ∪Λ′

Fλ
(
kλ
)

∏
λ∈Λ∪Λ′

Fλ
(
fλ
)

na sumpÐptoun. Gia k�je λ ∈ Λ ∪ Λ′ ⊂M , oi apeikonÐseic

Fλ −−−−−−−−→ G

eÐnai fusikoÐ metasqhmatismoÐ, sunep¸c ep�getai to parak�tw metajetikì di�gramma
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∏
λ∈Λ∪Λ′

Fλ
(
sλ ⊕ s′λ

) ∏
λ∈Λ∪Λ′

Fλ
(
kλ
)

∏
λ∈Λ∪Λ′

G
(
sλ ⊕ s′λ

) ∏
λ∈Λ∪Λ′

G
(
kλ
)

G

( ∐
λ∈Λ∪Λ′

sλ ⊕ s′λ

)
G

( ∐
λ∈Λ∪Λ′

kλ

)

G
(
s
)

G
(
s
)

' '

=

Apì thn metajetikìthta tou diagr�mmatoc, kai se sunduasmì me to gegonìc ìti ex upojèsewc isqÔei{ ∏
λ∈Λ∪Λ′

Fλ
(
fλ
)}(

β
)

=

{ ∏
λ∈Λ∪Λ′

Fλ
(
fλ
)}(

β′
)

, mporoÔme na sumper�noume �mesa ìti isqÔei h isìthta sthn G
(
s
)

{
G

( ∐
λ∈Λ∪Λ′

sλ

)
−→ G

(
s
)}({ ∏

λ∈Λ∪Λ′

φλ

}(
β
))

=

{
G

( ∐
λ∈Λ∪Λ′

s′λ

)
−→ G

(
s
)}({ ∏

λ∈Λ∪Λ′

φλ

}(
β′
))

, kai sunep¸c h isìthta sthn G
(
s
)

φ
(
s
)(
B
)

= φ
(
s
)(
B′
)

Sunep¸c, h φ eÐnai mia kal� orismènh apeikìnish.

H φ eÐnai fusik  sta antikeÐmena s ∈ S, dhlad  gia k�je morfismì f : s −−−−−→ t sthn S to
parak�tw di�gramma {∐

µ∈M
Fµ

}(
t
)

G
(
t
)

{ ∐
µ∈M

Fµ

}(
s
)

G
(
s
)

φ(t)


∐
µ∈M

Fµ


(
f
)

G
(
f
)

φ(s)

eÐnai metajetikì. Pr�gmati, èstw èna zeÔgoc

t −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

sλ, β ∈
∏
λ∈Λ

Fλ(sλ)

H apeikìnish
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{∐
µ∈M

Fµ

}(
t
) { ∐

µ∈M
Fµ

}(
s
)


∐
µ∈M

Fµ


(
f
)

apeikonÐzei to prohgoÔmeno zeÔgoc sto zeÔgoc

s −−−−−−−−→ t −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

sλ, β ∈
∏
λ∈Λ

Fλ(sλ)

Sthn sunèqeia h apeikìnish {∐
µ∈M

Fµ

}(
s
)

G
(
s
)φ(s)

apeikonÐzei me thn seir� thc prohgoÔmeno zeÔgoc sto stoiqeÐo

r :=

{
G

(∐
λ∈Λ

sλ

)
−−−−−−−−→ G

(
s
)}({∏

λ∈Λ

φλ

}(
β
))
∈ G
(
s
)

Apì thn �llh meri�, h apeikìnish {∐
µ∈M

Fµ

}(
t
)

G
(
t
)φ(t)

apeikonÐzei to zeÔgoc

t −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

sλ, β ∈
∏
λ∈Λ

Fλ(sλ)

sto stoiqeÐo

r′ :=

{
G

(∐
λ∈Λ

sλ

)
−−−−−−−−→ G

(
t
)}({∏

λ∈Λ

φλ

}(
β
))
∈ G
(
t
)

to opoÐo sthn sunèqeia h apeikonÐzetai mèsw thc

G
(
t
)

G
(
s
)G(f)

s' èna stoiqeÐo r′′ thc G
(
t
)
. O sunartht c G apeikonÐzei thn sÔnjesh

s t
∐
λ∈Λ

sλ

sthn sÔnjesh

G

(∐
λ∈Λ

sλ

)
G
(
t
)

G
(
s
)G(f)

Apì thn sÔnjesh na sumperaÐnoume �mesa ìti r′′ = r, epomènwc G
(
f
)(
r′
)

= r. Sunep¸c h φ eÐnai
ènac fusikìc metasqhmatismìc.

H φ eÐnai ènac omorfismìc abelian¸n om�dwn. 'Estw ìti dÐnontai dÔo zeÔgh sthn
{∐

µ∈MFµ

}(
s
)
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s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

sλ, β ∈
∏
λ∈Λ

Fλ(sλ)

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ′

s′λ, β′ ∈
∏
λ∈Λ′

Fλ(s′λ)

, kai sumbolÐzoume ta zeÔgh aut� me B kai B′ antÐstoiqa. JewroÔme to �jroisma touc, dhlad 
jewroÔme to zeÔgoc

s −−−−−−−−→
∐

λ∈Λ∪Λ′

sλ ⊕ s′λ, β + β′ ∈
∏

λ∈Λ∪Λ′

Fλ(sλ ⊕ s′λ)

Gia k�je λ ∈ Λ ∪ Λ′ ⊂ M , oi apeikonÐseic φλ : Fλ −−−−−→ G fusikoÐ metasqhmatismoÐ, sunep¸c
ep�getai to parak�tw metajetikì di�gramma

∏
λ∈Λ∪Λ′

Fλ
(
sλ ⊕ s′λ

) ∏
λ∈Λ∪Λ′

Fλ
(
sλ
)
⊕

∏
λ∈Λ∪Λ′

Fλ
(
s′λ
)

∏
λ∈Λ∪Λ′

G
(
sλ ⊕ s′λ

) ∏
λ∈Λ∪Λ′

G
(
sλ
)
⊕

∏
λ∈Λ∪Λ′

G
(
s′λ
)

G

( ∐
λ∈Λ∪Λ′

sλ ⊕ s′λ

)
G

( ∐
λ∈Λ∪Λ′

sλ

)
⊕ G

( ∐
λ∈Λ∪Λ′

s′λ

)

G
(
s
)

G
(
s
)

'

'

'

'

'

=

Apì thn metajetikìthta tou diagr�mmatoc, mporoÔme na sumper�noume �mesa ìti to stoiqeÐo{
G

( ∐
λ∈Λ∪Λ′

sλ

)
−→ G

(
s
)}({ ∏

λ∈Λ∪Λ′

φλ

}(
β + β′

))

isoÔtai sthn G
(
s
)
, me to stoiqeÐo{

G

( ∐
λ∈Λ∪Λ′

sλ

)
⊕ G

( ∐
λ∈Λ∪Λ′

sλ

)
−→ G

(
s
)}({ ∏

λ∈Λ∪Λ′

φλ

}(
β
)

+

{ ∏
λ∈Λ∪Λ′

φλ

}(
β′
))

Sunep¸c,

φ
(
s
)(
B +B′

)
= φ

(
s
)(
B
)

+ φ
(
s
)(
B′
)

Tèloc, ek kataskeu c oi sunjèseic

Fµ
∐
µ∈M

Fµ G
φ

tautÐzontai me tic dojeÐsec apeikonÐseic φµ : Fµ −−−−−→ G.
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Parat rhsh 6.1.16. SunoyÐzontac, s' aut  thn Enìthta deÐxame ìti h kathgorÐa Ex
(
Sop,Ab

)
eÐnai mia abelian  kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ ta axi¸mata [AB3] kai [AB3*] , dhlad  eÐnai kleist 
wc proc ta ginìmena kai ta sugkinìmena antÐstoiqa. EpÐshc, o sunartht c fusik c ègkleishc

Ex
(
Sop,Ab

)
Cat
(
Sop,Ab

)
eÐnai akrib c, kai diathreÐ ta ginìmena. All�, den diathreÐ ta sugkinìmena, ektìc e�n α = ℵ0. S' aut 
thn perÐptwsh ( α = ℵ0 ), apì thn kajolik  idiìthta twn sugkinomènwn èpetai ìti o orismìc twn
sugkinomènwn sthn Ex

(
Sop,Ab

)
thc Parat rhshc 6.1.6, tautÐzetai me ton orismì twn sugkinomènwn

thc Prìtashc 6.1.15.

Parat rhsh 6.1.17. Up�rqei ènac fusikìc sunartht c

S Ex
(
Sop,Ab

)
o opoÐoc apeikonÐzei to t ∈ S ston anaparast�simo sunartht  S

(
−, t
)
. O sunartht c autìc eÐnai

omologikìc. Apì to L mma 6.1.4 h Ex
(
Sop,Ab

)
eÐnai mia abelian  upokathgorÐa thc Cat

(
Sop,Ab

)
,

dhlad  oi akribeÐc akoloujÐec stic duo kathgorÐec sumpÐptoun. 'Estw ìti dÐnetai èna trÐgwno

r s t Σr

sthn S. Jèloume na deÐxoume ìti h akoloujÐa

S
(
−, r

)
S
(
−, s

)
S
(
−, t
)

eÐnai akrib c sthn Ex
(
Sop,Ab

)
,   isodÔnama, gia k�je k ∈ S, h akoloujÐa

S
(
k, r
)

S
(
k, s
)

S
(
k, t
)

eÐnai akrib c sthn Ab. All�, gia k�je k ∈ S, h akoloujÐa eÐnai akrib c sthn Cat
(
Sop,Ab

)
, apì to

L mma 1.1.10. Sunep¸c, apì to Je¸rhma 5.1.16, up�rqei ènac monadikìc, wc proc fusikì isomor-
fismì sunartht¸n, akrib c sunartht c A(S) −−−−−→ Ex

(
Sop,Ab

)
o opoÐoc kajist� to parak�tw

di�gramma

S A(S)

Ex
(
Sop,Ab

)
metajetikì. O akrib c autìc sunartht c eÐnai mia pl rhc emfÔteush. JewroÔme thn sÔnjesh

S A(S) Ex
(
Sop,Ab

)
Cat
(
Sop,Ab

)
Apì ton Orismì 5.1.3 h A(S) eÐnai mia pl rhc upokathgorÐa thc Cat

(
Sop,Ab

)
, autì shmaÐnei ìti

o sunartht c A(S) −−−−−→ Cat
(
Sop,Ab

)
eÐnai mia pl rhc emfÔteush. EpÐshc, apì ton Orismì

6.1.3 h Ex
(
Sop,Ab

)
eÐnai mia pl rhc upokathgorÐa thc Cat

(
Sop,Ab

)
, autì shmaÐnei ìti o sunar-

tht c Ex
(
Sop,Ab

)
−−−−−→ Cat

(
Sop,Ab

)
eÐnai mia pl rhc emfÔteush. Sunep¸c, o sunartht c

A(S) −−−−−→ Ex
(
Sop,Ab

)
eÐnai anagkastik� mia pl rhc emfÔteush. Me �lla lìgia, o omologi-

kìc sunartht c S −−−−−→ Ex
(
Sop,Ab

)
, den eÐnai �lloc apì ton sunartht  abelianopoÐhshc Verdier

S −−−−−→ A(S), apl¸c jewroÔme thn eikìna tou entìc thc kathgorÐac Ex
(
Sop,Ab

)
.

'Estw S mia trigwnismènh kathgorÐa. Upojètoume ìti h S ikanopoieÐ to axÐwma [TR5(α)]. Tìte
apì to L mma 5.1.21.1 èpetai ìti h kathgorÐa A(S) ikanopoieÐ to axÐwma [AB3(α)], autì shmaÐnei
ìti h A(S) eÐnai kleist  wc proc ta α−sugkinìmena, kai o sunartht c S −−−−−→ A(S) diathreÐ
ta α−sugkinìmena. Epiplèon, to sugkinìmeno enìc sunìlou antikeimènwn, plhjikìthtac < α, sthn
A(S), eÐnai akrib¸c to sugkinìmeno tou sunìlou twn antikeimènwn aut¸n sthn Cat

(
Sop,Ab

)
. Apì thn

Prìtash 6.1.15, h kathgorÐa Ex
(
Sop,Ab

)
ikanopoieÐ to axÐwma [AB3], eidikìtera ikanopoieÐ to axÐwma

[AB3(α)], autì shmaÐnei ìti h Ex
(
Sop,Ab

)
eÐnai kleist  wc proc ta α−sugkinìmena. All� apì thn

Parat rhsh 6.1.16, to sugkinìmeno enìc sunìlou antikeimènwn sthn Ex
(
Sop,Ab

)
, den ulopoieÐtai

wc to sugkinìmeno tou sunìlou twn antikeimènwn aut¸n sthn Cat
(
Sop,Ab

)
.

Sthn sunèqeia ja deÐxoume ìti o sunartht c S −−−−−→ Ex
(
Sop,Ab

)
diathreÐ ta α−sugkinìmena.
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L mma 6.1.18.1. 'Estw S mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ thn Upìjesh 6.1.1. O
sunartht c fusik c ègkleishc S −−−−−→ Ex

(
Sop,Ab

)
diathreÐ ta α−sugkinìmena.

Apìdeixh. 'Estw {tλ, λ ∈ Λ} èna sÔnolo antikeimènwn sthn S, ìpou Λ eÐnai èna sÔnolo plhjikìthtac
< α. Apo thn sunj kh 6.1.1.2 to α−sugkinìmeno

∐
λ∈Λtλ up�rqei sthn S. Ja deÐxoume ìti to

antikeÐmeno

S

(
−,
∐
λ∈Λ

tλ

)
∈ Ex

(
Sop,Ab

)
eÐnai to sugkinìmeno sthn Ex

(
Sop,Ab

)
twn antikeimènwn tou sunìlou

{
S
(
−, tλ

)
, λ ∈ Λ

}
. 'Estw

iλ : tλ −−−−−→
∐
λ∈Λtλ h kanonik  emfÔteush tou sugkinomènou, gia k�je λ ∈ Λ. Tìte ep�gontai

oi apeikonÐseic

S
(
−, tλ

)
S

(
−,
∐
λ∈Λ

tλ

)
φλ

, ìpou φλ := S
(
−, iλ

)
, gia k�je λ ∈ Λ. Apì thn Prìtash 6.1.15, to sugkinìmeno

∐
λ∈ΛS

(
−, tλ

)
up�rqei sthn Ex

(
Sop,Ab

)
. Sunep¸c, apì thn kajolik  idiìthta tou sugkinomènou up�rqei mia mo-

nadik  apeikìnish φ h opoÐa kajist� to parak�tw di�gramma metajetikì

S
(
−, tλ

)

∐
λ∈Λ

S
(
−, tλ

)
S

(
−,
∐
λ∈Λ

tλ

)φλ

φ

, ìpou i′λ : S
(
−, tλ

)
−−−−−→

∐
λ∈ΛS

(
−, tλ

)
eÐnai h kanonik  emfÔteush tou sugkinomènou, gia k�je

λ ∈ Λ. Jèloume na deÐxoume ìti h apeikìnish φ eÐnai ènac isomorfismìc. Epeid  to Λ eÐnai èna
sÔnolo plhjikìthtac < α, k�je stoiqeÐo thc{∐

λ∈Λ

S
(
−, tλ

)}(
s
)

, dhlad  k�je zeÔgoc

s −−−−−−−−→
∐
µ∈M

sµ,
∏
µ∈M

βµ ∈
∏
µ∈M

S
(
sµ, tµ

)
, ìpou M ⊂ Λ plhjikìthtac < α, eÐnai isodÔnamo me èna opoiod pote zeÔgoc

s −−−−−−−−→
∐
µ∈M

sµ −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

sλ,
∏
λ∈Λ

β′λ ∈
∏
λ∈Λ

S
(
sλ, tλ

)
, ìpou h apeikìnish

∐
µ∈Msµ −−−−−→

∐
λ∈Λsλ eÐnai h kanonik  emfÔteush sto sugkinìmeno, kai gia

k�je λ ∈M , jètoume β′λ = βλ, en¸ gia k�je λ /∈M , jètoume βλ = 0. Pr�gmati, h apeikìnish

s
∐
λ∈Λ

sλ ⊕ sλ

paragontopoieÐtai wc
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s
∐
λ∈Λ

sλ
∐
λ∈Λ

sλ ⊕ sλ

∐
λ∈Λ

gλ

, ìpou gia k�je λ ∈ Λ

gλ =

[
fλ
1

]
, kai gia k�je λ ∈ M , jètoume fλ = 1, en¸ gia k�je λ /∈ M , jètoume fλ = 0. Tìte oi eikìnec twn∏
λ∈Λβλ kai

∏
λ∈Λβ

′
λ sthn ∏

λ∈Λ

S
(
sλ, tλ

)
mèsw thc apeikìnishc

∏
λ∈Λ

S
(
sλ ⊕ sλ, tλ

) ∏
λ∈Λ

S
(
sλ, tλ

)
∏
λ∈Λ

S(gλ, tλ)

, ìpou gia k�je λ ∈ Λ

S(gλ, tλ) =
[
S(fλ, tλ) S(1, tλ)

]
sumpÐptoun.

H apeikìnish φ apeikonÐzei èna stoiqeÐo thc{∐
λ∈Λ

S
(
−, tλ

)}(
s
)

, dhlad  èna zeÔgoc

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

sλ,
∏
λ∈Λ

βλ ∈
∏
λ∈Λ

S
(
sλ, tλ

)
sthn apeikìnish

s
∐
λ∈Λ

sλ
∐
λ∈Λ

tλ

∐
λ∈Λ

φλ
(
βλ
)

, dhlad  sthn apeikìnish

s
∐
λ∈Λ

sλ
∐
λ∈Λ

tλ

∐
λ∈Λ

βλ

h opoÐa eÐnai èna stoiqeÐo thc S
(
s,
∐
λ∈Λtλ

)
. EpÐshc, h apeikìnish

S

(
−,
∐
λ∈Λ

tλ

) ∐
λ∈Λ

S
(
−, tλ

)ψ

h opoÐa apeikonÐzei èna stoiqeÐo thc
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S

(
s,
∐
λ∈Λ

tλ

)

, dhlad  mia apeikìnish s −−−−−→
∐
λ∈Λtλ, sto zeÔgoc

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

tλ,
∏
λ∈Λ

1 ∈
∏
λ∈Λ

S
(
tλ, tλ

)
to opoÐo eÐnai èna stoiqeÐo thc

{∐
λ∈ΛS

(
−, tλ

)}(
s
)
, eÐnai h antÐstrofh thc φ. H sÔnjesh φψ

apeikonÐzei èna stoiqeÐo thc

S

(
s,
∐
λ∈Λ

tλ

)

, dhlad  mia apeikìnish

s
∐
λ∈Λ

tλ

sthn apeikìnish

s
∐
λ∈Λ

tλ
∐
λ∈Λ

tλ

∐
λ∈Λ

φλ
(
1
)

, isodÔnama sthn apeikìnish

s
∐
λ∈Λ

tλ
∐
λ∈Λ

tλ

∐
λ∈Λ

1

, me thn opoÐa profan¸c tautÐzetai. Apo th �llh meri�, h sÔnjesh ψφ apeikonÐzei èna stoiqeÐo thc{∐
λ∈Λ

S
(
−, tλ

)}(
s
)

, dhlad  èna zeÔgoc

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ

sλ,
∏
λ∈Λ

βλ ∈
∏
λ∈Λ

S
(
sλ, tλ

)
sto zeÔgoc

s
∐
λ∈Λ

sλ
∐
λ∈Λ

tλ,

∐
λ∈Λ

φλ
(
βλ
) ∏

λ∈Λ

1 ∈
∏
λ∈Λ

S
(
tλ, tλ

)
, dhlad  sto zeÔgoc

s
∐
λ∈Λ

sλ
∐
λ∈Λ

tλ,

∐
λ∈Λ

βλ ∏
λ∈Λ

1 ∈
∏
λ∈Λ

S
(
tλ, tλ

)
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, me to opoÐo eÐnai isodÔnamo. Pr�gmati, h apeikìnish

s
∐
λ∈Λ

sλ ⊕ tλ

paragontopoieÐtai wc

s
∐
λ∈Λ

sλ
∐
λ∈Λ

sλ ⊕ tλ

∐
λ∈Λ

fλ

, ìpou gia k�je λ ∈ Λ

fλ =

[
1
βλ

]
, kai oi eikìnec twn

∏
λ∈Λβλ kai

∏
λ∈Λ1 sthn∏

λ∈Λ

S
(
sλ, tλ

)
mèsw thc apeikìnishc

∏
λ∈Λ

S
(
sλ ⊕ tλ, tλ

) ∏
λ∈Λ

S
(
sλ, tλ

)
∏
λ∈Λ

S(fλ, tλ)

, ìpou gia k�je λ ∈ Λ

S(fλ, tλ) =
[
S(1, tλ) S(βλ, tλ)

]
sumpÐptoun.

Se pl rh antistoiqÐa me to L mma 5.1.21.2, ja deÐxoume ìti o sunartht c S −−−−−→ Ex
(
Sop,Ab

)
diathreÐ ta α−ginìmena.
L mma 6.1.18.2. 'Estw S mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ thn Upìjesh 6.1.1. O
sunartht c fusik c ègkleishc S −−−−−→ Ex

(
Sop,Ab

)
diathreÐ ta α−ginìmena.

Apìdeixh. 'Estw {tλ, λ ∈ Λ} èna sÔnolo antikeimènwn sthn S, ìpou Λ eÐnai èna sÔnolo plhjikìthtac
< α. Upojètoume ìti to ginìmeno

∏
λ∈Λ tλ up�rqei sthn S. Ja deÐxoume ìti to antikeÐmeno

S

(
−,
∏
λ∈Λ

tλ

)
∈ Ex

(
Sop,Ab

)
eÐnai to ginìmeno sthn Ex

(
Sop,Ab

)
twn sunartht¸n S

(
−, tλ

)
. 'Estw pλ :

∐
λ∈Λtλ −−−−−→ tλ h

kanonik  probol  tou ginomènou, gia k�je λ ∈ Λ. Tìte ep�gontai oi apeikonÐseic

S

(
−,
∏
λ∈Λ

tλ

)
S
(
−, tλ

)φλ

, ìpou φλ := S
(
−, pλ

)
, gia k�je λ ∈ Λ. To ginìmeno

∏
λ∈ΛS

(
−, tλ

)
up�rqei sthn Cat

(
Sop,Ab

)
.

Sunep¸c, apì thn kajolik  idiìthta tou ginomènou up�rqei mia monadik  apeikìnish φ h opoÐa kajist�
to parak�tw di�gramma metajetikì
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S
(
−, tλ

)

S

(
−,
∏
λ∈Λ

tλ

) ∏
λ∈Λ

S
(
−, tλ

)
φλ

φ

, ìpou p′λ :
∏
λ∈ΛS

(
−, tλ

)
−−−−−→ S

(
−, tλ

)
eÐnai h kanonik  probol  tou ginomènou, gia k�je

λ ∈ Λ. O sunartht c Yoneda diathreÐ ta ìria, epomènwc diathreÐ ta ginìmena, kai sunep¸c ta
α−ginìmena. Autì akrib¸c shmaÐnei ìti h apeikìnish φ eÐnai ènac isomorfismìc. Apì to L mma
6.1.5, to antikeÐmeno

∏
λ∈ΛS

(
−, tλ

)
eÐnai epÐshc to ginìmeno sthn Ex

(
Sop,Ab

)
twn antikeimènwn tou

sunìlou
{
S
(
−, tλ

)
, λ ∈ Λ

}
.

6.2 H perÐptwsh thc upokathgorÐac S = Tα

'Estw α o kanonikìc plhj�rijmoc, ton opoÐo èqoume stajeropoi sei exarq c s' autì to Kef�laio.
'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] .

L mma 6.2.1.1. Upojètoume ìti h S eÐnai mia ousiastik� mikr  kathgorÐa. Upojètoume ìti h S

eÐnai mia α−topikopoi simh upokathgorÐa thc T. Tìte h S ikanopoieÐ thn Upìjesh 6.1.1.

Apìdeixh. Prèpei na deÐxoume ìti h S ikanopoieÐ tic tèsseric sunj kec thc Upìjeshc 6.1.1. Epeid 
èqoume upojèsei ìti h S eÐnai mia ousiastik� mikr  trigwnismènh upokathgorÐa, èpetai ìti ikano-
poieÐ thn 6.1.1.1. EpÐshc, èqoume upojèsei ìti h S eÐnai α−topikopoi simh, autì shmaÐnei ìti h S

eÐnai trigwnismènh kai kleist  wc proc ta α−sugkinìmena, sunep¸c ikanopoieÐ thn 6.1.1.2. Apo
to Par�deigma 6.1.2 èpetai ìti oi sunj kec 6.1.1.3 kai 6.1.1.4 isqÔoun autom�twc gia opoiad pote
trigwnismènh kathgorÐa.

Parat rhsh 6.2.1.2. Apì to L mma 4.2.5 h upokathgorÐa S = Tα eÐnai α−topikopoi simh.
E�n upìjesoume epiplèon ìti eÐnai ousiastik� mikr , p.q. autì sumbaÐnei sthn perÐptwsh pou h T

eÐnai mia α−sumpag¸c paragìmenh trigwnismènh kathgorÐa ( Orismìc 7.1.1 ), tìte ikanopoieÐ thn
Upìjesh 6.1.1.

Parat rhsh 6.2.2. UpenjumÐzoume, ìti e�n den upojèsoume ìti h S eÐnai ousiastik� mikr , tìte
en gènei den isqÔei ìti h kathgorÐa Cat

(
Sop,Ab

)
èqei mikr� HomCat(Sop,Ab)−sÔnola. EmeÐc ìpwc

èqoume xana anafèrei endiaferìmaste gia kathgorÐec me mikr� Hom−sÔnola.
L mma 6.2.3. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5]. Upojètou-
me ìti S ⊂ T eÐnai mia ousiastik� mikr  α−topikopoi simh upokathgorÐa. Up�rqei ènac fusikìc
sunartht c

T Ex
(
Sop,Ab

)
, o opoÐoc apeikonÐzei to t ∈ T ston sunartht  T

(
−, t
)∣∣

S
, dhlad  ston periorismì tou anaparast�simou

sunartht  T
(
−, t
)
sthn S ⊂ T.

Apìdeixh. Prèpei na deÐxoume ìti gia k�je t ∈ T, o sunartht c T
(
−, t
)∣∣

S
an kei sthn Ex

(
Sop,Ab

)
,

dhlad  apeikonÐzei α−sugkinìmena sthn S se α−ginìmena sthn Ab. Autì isqÔei epeid  h upokathgo-
rÐa S ⊂ T eÐnai α−topikopoi simh, sunep¸c to sugkinìmeno enìc sunìlou antikeimènwn plhjikìthtac
< α thc S up�rqei, wc sugkinìmeno sthn T, kai eÐnai èna antikeÐmeno thc S, kai epeid  oi anapara-
st�simoi sunarthtèc T

(
−, t
)
apeikonÐzoun sugkinìmena sthn T se ginìmena sthn Ab, kai sunep¸c oi

periorismoÐ touc T
(
−, t
)∣∣

S
sthn S apeikonÐzoun sugkinìmena sthn S se ginìmena sthn Ab, kai �ra

α−sugkinìmena sthn S se α−ginìmena sthn Ab.
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L mma 6.2.4. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] . Upo-
jètoume ìti S ⊂ T eÐnai mia ousiastik� mikr  α−topikopoi simh upokathgorÐa. Tìte o sunartht c
T −−−−−→ Ex

(
Sop,Ab

)
eÐnai omologikìc.

Apìdeixh. Apì to L mma 6.1.4 h Ex
(
Sop,Ab

)
eÐnai mia abelian  upokathgorÐa thc Cat

(
Sop,Ab

)
,

dhlad  oi akribeÐc akoloujÐec stic duo kathgorÐec sumpÐptoun. 'Estw ìti dÐnetai èna trÐgwno

r s t Σr

sthn T. Jèloume na deÐxoume ìti h akoloujÐa

T
(
−, r

)∣∣
S

T
(
−, s

)∣∣
S

T
(
−, t
)∣∣

S

eÐnai akrib c sthn Ex
(
Sop,Ab

)
,   isodÔnama, gia k�je k ∈ S, h akoloujÐa

T
(
k, r
)∣∣

S
T
(
k, s
)∣∣

S
T
(
k, t
)∣∣

S

eÐnai akrib c sthn Ab. All�, gia k�je k ∈ S, h akoloujÐa eÐnai akrib c sthn Cat
(
Sop,Ab

)
, apì to

L mma 1.1.10.

L mma 6.2.5. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] . Upo-
jètoume ìti S ⊂ T eÐnai mia ousiastik� mikr  α−topikopoi simh upokathgorÐa. Tìte o sunartht c
T −−−−−→ Ex

(
Sop,Ab

)
diathreÐ ta ginìmena.

Apìdeixh. 'Estw {tλ, λ ∈ Λ} èna sÔnolo antikeimènwn thc T. Upojètoume ìti to ginìmeno
∏
λ∈Λ tλ

up�rqei sthn T. Ja deÐxoume ìti to antikeÐmeno

T

(
−,
∏
λ∈Λ

tλ

)∣∣∣∣∣
S

∈ Ex
(
Sop,Ab

)
eÐnai to ginìmeno sthn Ex

(
Sop,Ab

)
twn antikeimènwn tou sunìlou

{
T
(
−, tλ

)∣∣
S
, λ ∈ Λ

}
. 'Estw

pλ :
∐
λ∈Λtλ −−−−−→ tλ h kanonik  probol  tou ginomènou, gia k�je λ ∈ Λ. Tìte ep�gontai oi

apeikonÐseic

T

(
−,
∏
λ∈Λ

tλ

)
T
(
−, tλ

)φλ

, ìpou φλ := T
(
−, pλ

)
, gia k�je λ ∈ Λ. To ginìmeno

∏
λ∈ΛT

(
−, tλ

)
up�rqei sthn Cat

(
Sop,Ab

)
.

Sunep¸c, apì thn kajolik  idiìthta tou ginomènou up�rqei mia monadik  apeikìnish φ h opoÐa kajist�
to parak�tw di�gramma metajetikì

T
(
−, tλ

)

T

(
−,
∏
λ∈Λ

tλ

) ∏
λ∈Λ

T
(
−, tλ

)
φλ

φ

, ìpou p′λ :
∏
λ∈ΛT

(
−, tλ

)
−−−−−→ T

(
−, tλ

)
eÐnai h kanonik  probol  tou ginomènou, gia k�je λ ∈ Λ.

O sunartht c Yoneda diathreÐ ta ìria, sunep¸c diathreÐ ta ginìmena. Autì akrib¸c shmaÐnei ìti
h apeikìnish φ eÐnai ènac isomorfismìc. Profan¸c, o periorismìc thc φ sthn S ⊂ T, dhlad  h
apeikìnish
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φ
∣∣
S

: T

(
−,
∏
λ∈Λ

tλ

)∣∣∣∣∣
S

∏
λ∈Λ

T
(
−, tλ

)∣∣
S

eÐnai ènac isomorfismìc. Apì to L mma 6.1.5, to antikeÐmeno
∏
λ∈ΛT

(
−, tλ

)∣∣
S
eÐnai to ginìmeno sthn

Ex
(
Sop,Ab

)
twn antikeimènwn tou sunìlou

{
T
(
−, tλ

)∣∣
S
, λ ∈ Λ

}
.

L mma 6.2.6. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] . Upo-
jètoume ìti S ⊂ T eÐnai mia ousiastik� mikr  α−topikopoi simh upokathgorÐa. E�n h S eÐnai mia
α−tèleia kl�sh, tìte o sunartht c T −−−−−→ Ex

(
Sop,Ab

)
diathreÐ ta α−sugkinìmena. E�n h S den

eÐnai mìno α−tèleia, all� k�je antikeÐmeno thc S eÐnai epÐshc α−mikrì, tìte o T −−−−−→ Ex
(
Sop,Ab

)
diathreÐ ta sugkinìmena.

Apìdeixh. 'Estw {tλ, λ ∈ Λ} èna sÔnolo antikeimènwn thc T. Epeid  h T ikanopoieÐ to axÐwma [TR5],
to sugkinìmeno

∐
λ∈Λ tλ up�rqei sthn T. Ja deÐxoume ìti e�n h S eÐnai mia α−tèleia kl�sh kai to

Λ eÐnai èna sÔnolo plhjikìthtac < α,   ìti e�n h S den eÐnai mìno α−tèleia all� k�je antikeÐmeno
thc S eÐnai epÐshc α−mikrì, dhlad  S ⊂ T(α), kai to Λ eÐnai èna sÔnolo opoiasd pote plhjikìthtac,
tìte ja deÐxoume ìti to antikeÐmeno

T

(
−,
∐
λ∈Λ

tλ

)∣∣∣∣∣
S

∈ Ex
(
Sop,Ab

)
eÐnai to sugkinìmeno sthn Ex

(
Sop,Ab

)
twn antikeimènwn tou sunìlou

{
T
(
−, tλ

)∣∣
S
, λ ∈ Λ

}
. 'Estw

iλ : tλ −−−−−→
∐
λ∈Λtλ h kanonik  emfÔteush tou sugkinomènou, gia k�je λ ∈ Λ. Tìte ep�gontai

oi apeikonÐseic

T
(
−, tλ

)∣∣
S

T

(
−,
∐
λ∈Λ

tλ

)∣∣∣∣∣
S

φλ

ìpou φλ := T
(
−, iλ

)∣∣
S
, gia k�je λ ∈ Λ. Apì thn Prìtash 6.1.15, to sugkinìmeno

∐
λ∈ΛT

(
−, tλ

)∣∣
S

up�rqei sthn Ex
(
Sop,Ab

)
. Sunep¸c, apì thn kajolik  idiìthta tou sugkinomènou up�rqei mia mo-

nadik  apeikìnish φ h opoÐa kajist� to parak�tw di�gramma metajetikì

T
(
−, tλ

)∣∣
S

∐
λ∈Λ

T
(
−, tλ

)∣∣
S

T

(
−,
∐
λ∈Λ

tλ

)∣∣∣∣∣
S

φλ

φ

, ìpou i′λ : T
(
−, tλ

)∣∣
S
−−−−−→

∐
λ∈ΛT

(
−, tλ

)∣∣
S
eÐnai h kanonik  emfÔteush tou sugkinomènou, gia

k�je λ ∈ Λ. H apeikìnish φ apeikonÐzei èna stoiqeÐo thc{∐
λ∈Λ

T
(
−, tλ

)∣∣
S

}(
s
)

, dhlad  èna zeÔgoc

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ′

sλ,
∏
λ∈Λ′

fλ ∈
∏
λ∈Λ′

T
(
sλ, tλ

)∣∣
S

sthn apeikìnish

231



s
∐
λ∈Λ′

sλ
∐
λ∈Λ

tλ

∐
λ∈Λ′

T
(
fλ, iλ

)∣∣∣
S

, dhlad  sthn apeikìnish

s
∐
λ∈Λ′

sλ
∐
λ∈Λ′

tλ
∐
λ∈Λ

tλ

∐
λ∈Λ′

fλ

h opoÐa eÐnai èna stoiqeÐo thc T
(
s,
∐
λ∈Λtλ

)∣∣
S
, ìpou h apeikìnish

∐
λ∈Λ′tλ −−−−−→

∐
λ∈Λtλ eÐnai h

kanonik  emfÔteush sto sugkinìmeno. Jèloume na dèixoume ìti h φ eÐnai ènac isomorfismìc.

H φ eÐnai epÐ. 'Estw èna stoiqeÐo thc

T

(
s,
∐
λ∈Λ

tλ

)∣∣∣∣∣
S

, dhlad  mia apeikìnish sthn T apo èna antikeÐmeno s ∈ S sto sugkinìmeno
∐
λ∈Λ tλ. E�n S ⊂ T(α)

tìte to s eÐnai α−mikrì, kai gia k�je apeikìnish

s
∐
λ∈Λ

tλ
f

, up�rqei èna uposÔnolo Λ′ ⊂ Λ, plhjikìthtac < α , ètsi ¸ste h apeikìnish na paragontopoieÐtai
wc

s
∐
λ∈Λ′

tλ
∐
λ∈Λ

tλ

E�n den upojèsoume ìti S ⊂ T(α), tìte upojètoume ìti to Λ eÐnai plhjikìthtac < α. Epeid  h S

eÐnai epÐshc α−tèleia, h prohgoÔmenh apeikìnish paragontopoieÐtai peraitèrw wc

s
∐
λ∈Λ′

sλ
∐
λ∈Λ′

tλ
∐
λ∈Λ

tλ

∐
λ∈Λ′

fλ

, me sλ ∈ S. Sunep¸c, up�rqei mia apeikìnish

s
∐
λ∈Λ′

sλ

kai èna stoiqeÐo ∏
λ∈Λ′

fλ ∈
∏
λ∈Λ′

T
(
sλ, tλ

)∣∣
S

, dhlad  èna zeÔgoc

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ′

sλ,
∏
λ∈Λ′

fλ ∈
∏
λ∈Λ′

T
(
sλ, tλ

)∣∣
S

to opoÐo apeikonÐzetai sthn f mèsw thc φ.

H φ eÐnai èna proc èna. 'Estw èna stoiqeÐo pou an kei ston pur na thc φ. Dhlad , èna zeÔgoc
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s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ′

sλ,
∏
λ∈Λ′

fλ ∈
∏
λ∈Λ′

T
(
sλ, tλ

)∣∣
S

to opoÐo apeikonÐzetai sto mhdèn mèsw thc φ. Autì shmaÐnei, ìti h sÔnjesh

s
∐
λ∈Λ′

sλ
∐
λ∈Λ′

tλ
∐
λ∈Λ

tλ

∐
λ∈Λ′

fλ

mhdenÐzetai. Epeid  h S eÐnai α−tèleia, oi apeikonÐseic fλ : sλ −−−−−→ tλ dÔnatai na paragontopoi-
hjoÔn wc

sλ qλ tλ

me qλ ∈ S, ètsi ¸ste h sÔnjesh

s
∐
λ∈Λ′

sλ
∐
λ∈Λ′

qλ

na mhdenÐzetai. Sumplhr¸nw k�je morfismì sλ −−−−−→ qλ s' èna trÐgwno

kλ sλ qλ Σkλ
gλ

sthn T, kai epeid  h S eÐnai trigwnismènh kai sλ, qλ ∈ S, èpetai ìti to kλ ∈ S. Apo thn Prìtash
1.2.1.2 to sugkinìmeno twn trig¸nwn

∐
λ∈Λ′

kλ
∐
λ∈Λ′

sλ
∐
λ∈Λ′

qλ Σ
∐
λ∈Λ′

kλ

∐
λ∈Λ′

gλ

eÐnai èna trÐgwno sthn T. H sÔnjesh

s
∐
λ∈Λ′

sλ
∐
λ∈Λ′

qλ

mhdenÐzetai. Epeid  o sunartht c T
(
s,−

)
: T −−−−−→ Ab eÐnai omologikìc apeikonÐzei to prohgo-

Ômeno trÐgwno se mia akrib  akoloujÐa. Apì thn akrÐbeia thc akoloujÐac èpetai ìti h apeikìnish

s
∐
λ∈Λ′

sλ

mporeÐ na paragontopoihjeÐ wc

s
∐
λ∈Λ′

kλ
∐
λ∈Λ′

sλ

∐
λ∈Λ′

gλ

EpÐshc, gia k�je λ ∈ Λ′, h sÔnjesh

kλ sλ qλ tλ
gλ

mhdenÐzetai, epeid  h sÔnjesh kλ −−−−−→ sλ −−−−−→ qλ mhdenÐzetai. Epomènwc, h eikìna tou∏
λ∈Λ′fλ sthn
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∏
λ∈Λ′

T
(
kλ, tλ

)∣∣
S

mèsw thc apeikìnishc

∏
λ∈Λ′

T
(
sλ, tλ

)∣∣
S

∏
λ∈Λ′

T
(
kλ, tλ

)∣∣
S

∏
λ∈Λ′

T
(
gλ, tλ

)∣∣∣
S

mhdenÐzetai. Sunep¸c, sumperaÐnoume ìti to zeÔgoc

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ′

sλ,
∏
λ∈Λ′

fλ ∈
∏
λ∈Λ′

T
(
sλ, tλ

)∣∣
S

eÐnai isodÔnamo me to zeÔgoc

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ′

sλ,
∏
λ∈Λ′

0 ∈
∏
λ∈Λ′

T
(
sλ, tλ

)∣∣
S

Epomènwc, o pur nac thc φ eÐnai tetrimmènoc, sunep¸c h φ eÐnai èna proc èna.

Sto L mma 6.2.6 e�n parakolouj soume prosektik� thn apìdeixh, sthn pragmatikìthta isqÔei
kai to antÐstrofo.

Je¸rhma 6.2.7. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5].Upojè-
toume ìti S ⊂ T eÐnai mia ousiastik� mikr  α−topikopoi simh upokathgorÐa. O sunartht c
T −−−−−→ Ex

(
Sop,Ab

)
diathreÐ ta α−sugkinìmena e�n kai mìno e�n h S eÐnai mia α−tèleia kl�sh.

EpÐshc, o fusikìc sunartht c T −−−−−→ Ex
(
Sop,Ab

)
diathreÐ ta sugkinìmena e�n kai mìno e�n h

S den eÐnai mìno α−tèleia, all� k�je antikeÐmeno thc S eÐnai epÐshc α−mikrì, dhlad  S ⊂ T(α),
sunep¸c perièqetai sthn monadik  megistik  α−tèleia thc T pou perièqetai sthn T(α), dhlad 
S ⊂ Tα :=

{
T(α)

}
α
⊂ T(α).

Apìdeixh. 'Estw {tλ, λ ∈ Λ} èna sÔnolo antikeimènwn thc T. Epeid  h T ikanopoieÐ to axÐwma [TR5],
to sugkinìmeno

∐
λ∈Λ tλ up�rqei sthn T. Ja deÐxoume ìti e�n to Λ eÐnai èna sÔnolo plhjikìthtac

< α kai o sunartht c T −−−−−→ Ex
(
Sop,Ab

)
diathreÐ ta α−sugkinìmena tìte h S eÐnai α−tèleia,  

ìti e�n to Λ eÐnai èna sÔnolo opoiasd pote plhjikìthtac kai o sunartht c T −−−−−→ Ex
(
Sop,Ab

)
diathreÐ ta sugkinìmena tìte h S den eÐnai mìno α−tèleia all� k�je antikeÐmeno thc S eÐnai epÐshc
α−mikrì, dhlad  S ⊂ T(α).

Upojètoume ìti o sunartht c T −−−−−→ Ex
(
Sop,Ab

)
diathreÐ ta sugkinìmena. Autì shmaÐnei ìti, h

apeikìnish

∐
λ∈Λ

T
(
−, tλ

)∣∣
S

T

(
−,
∐
λ∈Λ

tλ

)∣∣∣∣∣
S

φ

eÐnai ènac isomorfismìc.

H φ eÐnai epÐ. Autì shmaÐnei ìti, gia k�je apeikìnish

s
∐
λ∈Λ

tλ
f

up�rqei èna zeÔgoc

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ′

sλ,
∏
λ∈Λ′

fλ ∈
∏
λ∈Λ′

T
(
sλ, tλ

)∣∣
S

234



, ètsi ¸ste h apeikìnish f na paragontopoieÐtai wc

s
∐
λ∈Λ′

sλ
∐
λ∈Λ′

tλ
∐
λ∈Λ

tλ

∐
λ∈Λ′

fλ

me sλ ∈ S. E�n upojèsoume ìti to Λ eÐnai èna sÔnolo plhjikìthtac < α, tìte upojètoume ìti o
sunartht c T −−−−−→ Ex

(
Sop,Ab

)
diathreÐ ta α−sugkinìmena.

H φ eÐnai èna proc èna. Autì shmaÐnei ìti, e�n èna zeÔgoc

s −−−−−−−−→
∐
λ∈Λ′

sλ,
∏
λ∈Λ′

fλ ∈
∏
λ∈Λ′

T
(
sλ, tλ

)∣∣
S

to opoÐo apeikonÐzetai ston mhdèn mèsw thc φ, tìte eÐnai isodÔnamo me to mhdèn. IsodÔnama, e�n h
sÔnjesh

s
∐
λ∈Λ′

sλ
∐
λ∈Λ′

tλ
∐
λ∈Λ

tλ

∐
λ∈Λ′

fλ

eÐnai mhdèn, tìte up�rqei mia oikogèneia {kλ, λ ∈ Λ′} antikeimènwn ètsi ¸ste h apeikìnish

s
∐
λ∈Λ′

sλ

na paragontopoieÐtai wc

s
∐
λ∈Λ′

kλ
∐
λ∈Λ′

sλ

∐
λ∈Λ′

gλ

, kai h eikìna tou
∏
λ∈Λ′fλ sthn ∏

λ∈Λ′

T
(
kλ, tλ

)∣∣
S

mèsw thc apeikìnishc

∏
λ∈Λ′

T
(
sλ, tλ

)∣∣
S

∏
λ∈Λ′

T
(
kλ, tλ

)∣∣
S

∏
λ∈Λ′

T
(
gλ, tλ

)∣∣∣
S

na mhdenÐzetai. Sunep¸c, gia k�je λ ∈ Λ′, h sÔnjesh

kλ sλ tλ
gλ fλ

mhdenÐzetai. Epomènwc, h sÔnjesh

∐
λ∈Λ′

kλ
∐
λ∈Λ′

sλ
∐
λ∈Λ′

tλ

∐
λ∈Λ′

gλ
∐
λ∈Λ′

fλ

epÐshc mhdenÐzetai. Sumplhr¸nw k�je morfismì kλ −−−−−→ sλ s' èna trÐgwno
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Σ−1qλ kλ sλ qλ
gλ hλ

sthn T, kai epeid  h S eÐnai trigwnismènh kai kλ, sλ ∈ S, èpetai ìti to qλ ∈ S. Apo thn Prìtash
1.2.1.2 to sugkinìmeno twn trig¸nwn

Σ−1
∐
λ∈Λ′

qλ
∐
λ∈Λ′

kλ
∐
λ∈Λ′

sλ
∐
λ∈Λ′

qλ

∐
λ∈Λ′

gλ
∐
λ∈Λ′

hλ

eÐnai èna trÐgwno sthn T. H sÔnjesh

∐
λ∈Λ′

kλ
∐
λ∈Λ′

sλ
∐
λ∈Λ′

tλ

∐
λ∈Λ′

gλ
∐
λ∈Λ′

fλ

mhdenÐzetai. Epeid  o sunartht c T
(
−,
∐
λ∈Λ′tλ

)
: T −−−−−→ Ab eÐnai sunomologikìc apeikonÐzei

to prohgoÔmeno trÐgwno se mia makr� akrib  akoloujÐa. Apo thn akrÐbeia thc makr�c akoloujÐac
èpetai ìti h apeikìnish

∐
λ∈Λ′

kλ
∐
λ∈Λ′

sλ
∐
λ∈Λ′

qλ

∐
λ∈Λ′

gλ
∐
λ∈Λ′

hλ

mporeÐ na paragontopoihjeÐ wc

∐
λ∈Λ′

kλ
∐
λ∈Λ′

sλ
∐
λ∈Λ′

qλ
∐
λ∈Λ′

tλ

∐
λ∈Λ′

gλ
∐
λ∈Λ′

hλ

Tìte ìmwc h sÔnjesh

s
∐
λ∈Λ′

kλ
∐
λ∈Λ′

sλ
∐
λ∈Λ′

qλ

∐
λ∈Λ′

gλ
∐
λ∈Λ′

hλ

mhdenÐzetai, epeid  oi sunjèseic kλ −−−−−→ sλ −−−−−→ qλ mhdenÐzontai, wc diadoqikèc apeikonÐsec
trig¸nwn. Sunep¸c, oi apeikonÐseic fλ : sλ −−−−−→ tλ dÔnatai na paragontopoihjoÔn wc

sλ qλ tλ
hλ

me qλ ∈ S, ètsi ¸ste h sÔnjesh

s
∐
λ∈Λ′

sλ
∐
λ∈Λ′

qλ

∐
λ∈Λ

hλ

na mhdenÐzetai.

Parat rhsh 6.2.8. Me �lla lìgia, to eujÔ tou Jewr matoc 6.2.7, se ìti afor� ta sugkinìmena,
isqurÐzetai to ex c. JewroÔme thn oikogèneia ìlwn twn ousiastik� mikr¸n α−topikopoi simwn
upokathgori¸n S thc T, ètsi ¸ste o omologikìc sunartht c ton opoÐo sumbolÐzoume wc
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Y αS : T Ex
(
Sop,Ab

)
, gia na upodhl¸soume thn ex�rthsh apo ton kanonikì plhj�rijmo α kai thn α−topikopoi simh
upokathgorÐa S, na diathreÐ ta sugkinìmena. Upojètoume ìti h upokathgorÐa Tα h opoÐa eÐnai
α−topikopoi simh apì to L mma 4.2.5, eÐnai epiplèon ousiastik� mikr . Tìte h Tα eÐnai h mona-
dik  megistik  α−topikopoi simh upokathgorÐa thc T an kousa sthn oikogèneia, h opoÐa èqei thn
epiplèon idiìthta na perièqei k�je mèloc thc oikogèneiac ( Pìrisma 3.3.10 ). Sunep¸c, o Orismìc
4.2.2 twn upokathgori¸n Tα ⊂ T ( α kanonikìc plhj�rijmoc ) parìlo pou ek pr¸thc ìyewc f�nhke
musthri¸dhc, sthn pragmatikìthta eÐnai polÔ fusiologikìc.

Mia abelian  kathgorÐa A ja lème ìti ikanopoieÐ to axÐwma [AB4], e�n ikanopoieÐ to axÐwma
[AB3], dhlad  eÐnai kleist  wc proc ta sugkinìmena, kai ta sugkinìmena monomorfism¸n sthn A eÐnai
monomorfismoÐ. Mia abelian  kathgorÐa A ja lème ìti ikanopoieÐ to axÐwma [AB5α], e�n ikanopoieÐ
to axÐwma [AB4], kai ta α−filtrarismèna sunìria akrib¸n akolouji¸n eÐnai akrib  sthn A.

Tèloc, axÐzei na anafèroume qwrÐc apìdeixh ìti h upokathgorÐa Tα den eÐnai mìno h kalÔterh
dunat  epilog  metaxÔ twn mel¸n thc oikogèneiac ìpwc perigr�yame prohgoumènwc, all� epiplèon
qarakthrÐzetai apì mia kajolik  idiìthta ìpwc mac lèei to epìmeno

Je¸rhma 6.2.9. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5].Upojè-
toume ìti h T eÐnai mia α−sumpag¸c paragìmenh trigwnismènh kathgorÐa ( Orismìc 7.1.1 ). Tìte
o omologikìc sunartht c

Y αTα : T Ex
({

Tα
}op

,Ab
)

o opoÐoc apeikonÐzei to t ∈ T ston sunartht  T
(
−, t
)∣∣

Tα
, dhlad  ston periorismì tou anaparast�si-

mou sunartht  T
(
−, t
)
sthn Tα, eÐnai kajolikìc metaxÔ ìlwn twn omologik¸n sunartht¸n oi opoÐoi

diathroÔn ta sugkinìmena apì thn kathgorÐa T stic abelianèc kathgorÐec A oi opoÐec ikanopoioÔn
to axÐwma [AB5α] . Upojètoume ìti dÐnetai ènac omologikìc sunartht c H : T −−−−−→ A o opoÐoc
diathreÐ ta sugkinìmena. Up�rqei ènac monadikìc, wc proc fusikì isomorfismì sunartht¸n, akrib c

sunartht c H̃ : Ex
({

Tα
}op

,Ab
)
−−−−−→ A o opoÐoc diathreÐ ta sugkinìmena, kai o opoÐoc kajist�

to parak�tw di�gramma

T Ex
({

Tα
}op

,Ab
)

A

Y αTα

H

H̃

metajetikì. Epiplèon, k�je fusikìc metasqhmatismìc η : H −−−−−→ H′ metaxÔ omologik¸n su-
nartht¸n H,H′ : T −−−−−→ A oi opoÐoi diathroÔn ta sugkinìmena paragontopoieÐtai monadik� mèsw

enìc fusikoÔ metasqhmatismoÔ η̃ : H̃ −−−−−→ H̃′ metaxÔ twn epagìmenwn akrib¸n sunartht¸n

H̃, H̃′ : Ex
({

Tα
}op

,Ab
)
−−−−−→ A oi opoÐoi epÐshc diathroÔn ta sugkinìmena.

Apìdeixh. [ [Nee01b], Je¸rhma B.2.5, sel. 396 ]

Parat rhsh 6.2.10.1. Epeid  h T eÐnai mia α−sumpag¸c paragìmenh trigwnismènh kathgorÐa,
h trigwnismènh upokathgorÐa Tα ⊂ T eÐnai ousiastik� mikr  ( Orismìc 7.1.1 ). EpÐshc, apì to
L mma 4.2.5 èpetai ìti h Tα eÐnai α−topikopoi simh. Tèloc, apodeiknÔetai ìti h abelian  kathgorÐa
Ex
({

Tα
}op

,Ab
)
ikanopoieÐ to axÐwma [AB5α].

Parat rhsh 6.2.10.2. H pio endiafèrousa perÐptwsh pou ja mac apasqol sei ap' ed¸ kai sto
ex c, eÐnai ìtan S = Tα. Upojètoume ìti h Tα eÐnai ousiastik� mikr , p.q. sthn perÐptwsh pou h
T eÐnai mia α−sumpag¸c paragìmenh trigwnismènh kathgorÐa ( Orismìc 7.1.1 ), ìpou o α eÐnai o
kanonikìc plhj�rijmoc ton opoÐo èqoume jewr sei stajerì s' autì to Kef�laio. Apì to L mma
4.2.5 èpetai ìti h Tα eÐnai α−topikopoi simh. Ex orismoÔ Tα ⊂ T(α), sunep¸c h Tα apoteleÐtai mìno
apì α−mikr� antikeÐmena. EpÐshc, h Tα eÐnai α−tèleia, sthn pragmatikìthta eÐnai h megalÔterh
α−tèleia kl�sh thc T pou perièqetai sthn T(α). Epomènwc h S = Tα ikanopoieÐ tic upojèseic twn
Lhmm�twn 6.2.4, 6.2.5 kai 6.2.6. Sunep¸c, o fusikìc sunartht c
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Y αS : T Ex
(
Sop,Ab

)
eÐnai ènac omologikìc sunartht c, o opoÐoc diathreÐ ta ginìmena kai ta sugkinìmena. Tìte ìmwc,
apì to L mma 5.1.21.1 o monadikìc, wc proc fusikì isomorfismì sunartht¸n, epagìmenoc akrib c
sunartht c

παS := Ỹ αS : A(T) Ex
(
Sop,Ab

)
opoÐoc kajist� to parak�tw di�gramma

T A(T)

Ex
(
Sop,Ab

)
Y αS

Y

παS

metajetikì, tou Jewr matoc 5.1.16, diathreÐ epÐshc ta sugkinìmena. To gegonìc autì, se sundua-
smì me to ìti o sunartht c παS epidèqetai ènan aristerì suzug , o opoÐoc ja kataskeuasteÐ sthn
Prìtash 6.4.3, ja mac epitrèyei na sumper�noume ìti h abelian  kathgorÐa Ex

(
Sop,Ab

)
eÐnai epakri-

b¸c prosdiorismènh, gia thn akrÐbeia eÐnai èna phlÐko Gabriel thc abelianopoÐhshc A(T) thc T kai
m�lista eÐnai èna kajolikì phlÐko Gabriel thc A(T), apì thn optik  gwnÐa tou Jewr matoc 6.2.9.

Analutikìtera, upojètoume ìti h T ikanopoieÐ to axÐwma [TR5], autì shmaÐnei ìti eÐnai kleist  wc
proc ta sugkinìmena, p.q. autì sumbaÐnei sthn perÐptwsh pou h T eÐnai mia α−sumpag¸c paragìmenh
trigwnismènh kathgorÐa ( Orismìc 7.1.1 ). H kajolik  sunj kh thc abelianopoÐhshc A(T) thc T (
Je¸rhma 5.1.16 ) isqurÐzetai ìti oi omologikoÐ sunarthtèc T −−−−−→ A tÐjentai se mia èna proc
èna kai epÐ antistoiqÐa me touc akribeÐc sunarthtèc A(T) −−−−−→ A. OmoÐwc, h kajolik  sunj kh
thc Ex

(
Sop,Ab

)
( Je¸rhma 6.2.9 ) isqurÐzetai ìti oi omologikoÐ sunarthtèc T −−−−−→ A oi opoÐoi

diathroÔn ta sugkinìmena tÐjentai se mia èna proc èna kai epÐ antistoiqÐa me touc akribeÐc sunarthtèc
Ex
(
Sop,Ab

)
−−−−−→ A oi opoÐoi diathroÔn ta sugkinìmena. 'Estw T −−−−−→ A ènac omologikìc

sunartht c o opoÐoc diathreÐ ta sugkinìmena, kai èstw Y αS : T −−−−−→ Ex
(
Sop,Ab

)
o kajolikìc

omologikìc sunartht c tou Jewr matoc 6.2.9. Tìte apì to Je¸rhma 5.1.16, kai to Je¸rhma 6.2.9
ep�getai to parak�tw metajetikì di�gramma

T

A A(T)

Ex
(
Sop,Ab

)

Y

Y αS

παS

Apì to L mma 5.1.21.1, kai to Je¸rhma 6.2.9 oi epagìmenoi akribeÐc sunarthtèc A(T) −−−−−→ A,
παS : A(T) −−−−−→ Ex

(
Sop,Ab

)
, kai Ex

(
Sop,Ab

)
−−−−−→ A antÐstoiqa, diathroÔn ta sugkinìmena.

Me �lla lìgia, o akrib c sunartht c

παS : A(T) Ex
(
Sop,Ab

)
eÐnai kajolikìc metaxÔ ìlwn twn akrib¸n sunartht¸n oi opoÐoi diathroÔn ta sugkinìmena apì thn
kathgorÐa A(T) stic abelianèc kathgorÐec A oi opoÐec ikanopoioÔn to axÐwma [AB5α] . Upojètoume
ìti dÐnetai ènac akrib c sunartht c A(T) −−−−−→ A o opoÐoc diathreÐ ta sugkinìmena. Up�rqei ènac
monadikìc, wc proc fusikì isomorfismì sunartht¸n, akrib c sunartht c Ex

(
Sop,Ab

)
−−−−−→ A o

opoÐoc diathreÐ ta sugkinìmena, kai o opoÐoc kajist� to parak�tw di�gramma
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A(T) Ex
(
Sop,Ab

)

A

παS

metajetikì.

Orismìc 6.2.11. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5].Upojè-
toume ìti S ⊂ T eÐnai mia trigwnismènh upokathgorÐa. Ja lème ìti h S par�gei thn T e�n

HomT

(
−, x

)∣∣
S

= 0 =⇒ x = 0

Autì shmaÐnei ìti e�n x eÐnai èna antikeÐmeno thc T, kai gia k�je s ∈ S isqÔei T
(
s, x
)

= 0, tìte to
x eÐnai isìmorfo me to mhdèn sthn T.

6.3 H kathgorÐa Ex
(
Sop,Ab

)
èqei arket� probolik� antikeÐmena

'Estw S mia prosjetik  kathgorÐa ìqi aparaÐthta ousiastik� mikr . Apì to L mma 5.1.2 gnwrÐzoume
ìti oi anaparast�simoi sunarthtèc S

(
−, s

)
eÐnai probolik� antikeÐmena sthn kathgorÐa Cat

(
Sop,Ab

)
.

Upojètoume t¸ra ìti h S eÐnai ousiastik� mikr . 'Estw α o kanonikìc plhj�rijmoc, ton opoÐo
èqoume stajeropoi sei ex arq c s' autì to Kef�laio, kai èstw ìti h kathgorÐa S ikanopoieÐ thn
Upìjesh 6.1.1. Sthn sunèqeia, ja deÐxoume ìti h abelian  upokathgorÐa Ex

(
Sop,Ab

)
⊂ Cat

(
Sop,Ab

)
èqei arket� probolik� antikeÐmena. EÐnai �mesh sunèpeia tou L mmatoc 5.1.2. Par' ìla aut� h
Ex
(
Sop,Ab

)
den èqei en gènei arket� enèsima antikeÐmena.

L mma 6.3.1. 'Estw S mia kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ thn Upìjesh 6.1.1. 'Estw s èna antikeÐme-
no thc kathgorÐac S. Tìte o anaparast�simoc sunartht c S

(
−, s

)
eÐnai èna probolikì antikeÐmeno

sthn kathgorÐa Ex
(
Sop,Ab

)
.

Apìdeixh. O sunartht c Y
S

(
−
)

= S
(
−, s

)
eÐnai èna antikeÐmeno thc kathgorÐac Ex

(
Sop,Ab

)
. Apì to

L mma 5.1.2, o sunartht c S
(
−, s

)
eÐnai èna probolikì antikeÐmeno wc antikeÐmeno thc Cat

(
Sop,Ab

)
,

sunep¸c eÐnai èna probolikì antikeÐmeno wc antikeÐmeno thc abelian c upokathgorÐac Ex
(
Sop,Ab

)
.

O sunartht c

Cat
(
Sop,Ab

)∣∣∣
Ex(Sop,Ab)

{
Y

S

(
−
)
,−
}

: Ex
(
Sop,Ab

)
−−−−−−−−→ Ab

paramènei akrib c.

L mma 6.3.2. 'Estw S mia kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ thn Upìjesh 6.1.1. To sÔnolo twn pro-
bolik¸n antikeimènwn

{
S
(
−, s

)
, s ∈ S

}
par�gei thn Ex

(
Sop,Ab

)
. Gia thn akrÐbeia, epeid  h S eÐnai

ousiastik� mikr , epilègoume èna sÔnolo antikeimènwn S thc S, to opoÐo perièqei ènan antiprìswpo
apì k�je kl�sh isomorfismoÔ antikeimènwn thc S. Autì pou isqurizìmaste eÐnai ìti, to sÔnolo twn
probolik¸n antikeimènwn

{
S
(
−, s

)
, s ∈ S

}
par�gei thn Ex

(
Sop,Ab

)
.

Apìdeixh. Jèloume na deÐxoume ìti èna opoiod pote mh mhdenikì antikeÐmeno F ∈ Ex
(
Sop,Ab

)
epi-

dèqetai mia mh mhdenik  apeikìnish

S
(
−, s

)
F
(
−
)

gia k�poio s ∈ S. All� e�n to F eÐnai mh mhdenikì, tìte gia k�poio s ∈ S, F
(
s
)
6= 0. Apì to L mma

Yoneda gnwrÐzoume ìti to F
(
s
)
brÐsketai se mia èna proc e�n antistoiqÐa me tic fusikèc apeikonÐseic

S
(
−, s

)
F
(
−
)
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Sunep¸c, up�rqei mia mh mhdenik  apeikìnish S
(
−, s

)
−−−−−→ F

(
−
)
.

L mma 6.3.3. 'Estw S mia kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ thn Upìjesh 6.1.1. To antikeÐmeno
P =

∐
s∈SS

(
−, s

)
eÐnai ènac probolikìc genn torac thc abelian c kathgorÐac Ex

(
Sop,Ab

)
.

Apìdeixh. To antikeÐmeno P eÐnai probolikì wc sugkinìmeno probolik¸n antikeimènwn. EpÐshc apo
to L mma 6.3.2, èpetai �mesa ìti opoiod pote mh mhdenikì antikeÐmeno F ∈ Ex

(
Sop,Ab

)
epidèqetai

mia mh mhdenik  apeikìnish

S
(
−, s

)
F
(
−
)

Sunep¸c, k�je mh mhdenikì antikeÐmeno F ∈ Ex
(
Sop,Ab

)
epidèqetai mia mh mhdenik  apeikìnish

P
(
−
)

=
∐
s∈S

S
(
−, s

)
F
(
−
)

H Ex
(
Sop,Ab

)
èqei arket� probolik� antikeÐmena.

L mma 6.3.4.1. 'Estw S mia kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ thn Upìjesh 6.1.1. H kathgorÐa
Ex
(
Sop,Ab

)
èqei arket� probolik� antikeÐmena.

Apìdeixh. 'Estw F èna antikeÐmeno sthn Ex
(
Sop,Ab

)
. Epeid  èqoume upojèsei ìti h S eÐnai ou-

siastik� mikr , èpetai ìti h kathgorÐa Ex
(
Sop,Ab

)
èqei mikr� HomEx(Sop,Ab)−sÔnola. Sunep¸c,

h kl�sh ìlwn twn apeikonÐsewn P −−−−−→ F eÐnai èna sÔnolo, ìpou P eÐnai o probolikìc gen-
n torac tou L mmatoc 6.3.3. Epomènwc, apì thn Prìtash 6.1.15 to sugkinìmeno

∐
P−→FP up�rqei

sthn Ex
(
Sop,Ab

)
. JewroÔme to sugkinìmeno ìlwn aut¸n twn apeikonÐsewn P −−−−−→ F, dhlad 

jewroÔme thn apeikìnish

∐
P−→F

P F

'Estw Q o sunpur nac thc apeikìnishc, autì shmaÐnei ìti up�rqei mia akrib c akoloujÐa

∐
P−→F

P F Q 0

'Estw P −−−−−→ Q mia opoiad pote apeikìnish. Epeid  to P eÐnai èna probolikì antikeÐmeno, h
apeikìnish paragontopoieÐtai mèsw tou epimorfismoÔ F −−−−−→ Q, sunep¸c mporeÐ na grafeÐ wc
P −−−−−→ F −−−−−→ Q. All� h apeikìnish P −−−−−→ F paragontopoieÐtai mèsw thc apeikìnishc∐

P−→FP −−−−−→ F. Sunep¸c, h apeikìnish P −−−−−→ F −−−−−→ Q isoÔtai me thn mhdenik 
apeikìnish. Autì sumbaÐnei gia ìlec tic apeikonÐseic P −−−−−→ F, sunep¸c Q = 0. Epeid  to P

eÐnai ènac genn torac, k�je mh mhdenikì antikeÐmeno epidèqetai mia mh mhdenik  apeikìnish apo to P

s' autì. Sunep¸c Q = 0, kai h apeikìnish
∐

P−→FP −−−−−→ F eÐnai ènac epimorfismìc. Epiplèon,
to antikeÐmeno

∐
P−→FP eÐnai probolikì wc sugkinìmeno enìc sunìlou #

{
P −→ F

}
antitÔpwn

tou P. Sunep¸c deÐxame ìti gia k�je antikeÐmeno F up�rqei ènac epimorfismìc apì èna probolikì
antikeÐmeno s' autì, epomènwc h kathgorÐa Ex

(
Sop,Ab

)
èqei arket� probolik� antikeÐmena.

Parat rhsh 6.3.4.2. Apì to L mma 6.3.4.1, h kathgorÐa Ex
(
Sop,Ab

)
èqei arket� proboli-

k� antikeÐmena. Eidikìtera, gia k�je antikeÐmeno F sthn Ex
(
Sop,Ab

)
, up�rqei ènac epimorfismìc

π :
∐

P−→FP −−−−−→ F. JewroÔme ton pur na Ker
(
π
)
−−−−−→

∐
P−→FP thc prohgoÔmenhc a-

peikìnishc. Tìte gia to antikeÐmeno Ker
(
π
)
, p�li apì to L mma 6.3.4.1, up�rqei ènac epimorfismìc∐

P−→Ker(π)P −−−−−→ Ker
(
π
)
. Epomènwc, ep�getai to parak�tw metajetikì di�gramma
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∐
P−→Ker(π)

P
∐

P−→F

P F 0

Ker
(
π
)

π

tou opoÐou h gramm  eÐnai mia akrib c akoloujÐa. Sunep¸c, k�je antikeÐmeno F sthn Ex
(
Sop,Ab

)
epidèqetai mia par�stash∐

λ∈Λ

S
(
−, sλ

) ∐
µ∈M

S
(
−, tµ

)
F 0

Parat rhsh 6.3.4.3. Apì to L mma 6.3.3 h abelian  kathgorÐa Ex
(
Sop,Ab

)
èqei ènan genn tora

( kai m�lista probolikì ), sunep¸c eÐnai well−powered . Autì shmaÐnei ìti h kl�sh twn kl�sewn
isomorfismoÔ twn upoantikeimènwn,   isodÔnama twn antikeimènwn phlÐko enìc antikeimènou thc,
eÐnai èna sÔnolo [ [Fre66], Prìtash 3.35, sel. 69 ].

Mia abelian  kathgorÐaA ja lème ìti ikanopoieÐ to axÐwma [AB5], e�n ikanopoieÐ to axÐwma [AB3]
dhlad  eÐnai kleist  wc proc ta sugkinìmena, kai ta filtrarismèna sunìria akrib¸n akolouji¸n eÐnai
akrib  sthn A. Mia abelian  kathgorÐa A ja lème ìti eÐnai mia Grothendieck abelian  kathgorÐa,
e�n ikanopoieÐ to axÐwma [AB5] , kai èqei ènan genn tora.

Parat rhsh 6.3.5. H Ôparxh arket¸n enèsimwn antikeimènwn eÐnai arket� pio lept c fÔsewc.
H Ex

(
Sop,Ab

)
den èqei en gènei arket� enèsima antikeÐmena. E�n α = ℵ0, tìte h Ex

(
Sop,Ab

)
=

Cat
(
Sop,Ab

)
eÐnai mia Grothendieck abelian  kathgorÐa, kai sunep¸c apodeiknÔetai ìti èqei arket�

enèsima antikeÐmena [ [KS06], Je¸rhma 9.6.2, sel. 236 ]. All� e�n α > ℵ0, h kathgorÐa Ex
(
Sop,Ab

)
den eÐnai p�nta Grothendieck abelian , diìti den ikanopoieÐ en gènei to axÐwma [AB5] [ [Nee01b],
Parat rhsh 6.4.7, sel. 219 ]. Sunep¸c, den up�rqei susthmatik  diadikasÐa ( ìpwc sthn perÐptwsh
α = ℵ0 ) gia na apodeÐxoume ìti h Ex

(
Sop,Ab

)
èqei arket� enèsima antikeÐmena.

L mma 6.3.6. 'Estw S mia kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ thn Upìjesh 6.1.1. Upojètoume ìti h
kathgorÐa Ex

(
Sop,Ab

)
èqei arket� enèsima antikeÐmena. Tìte èqei ènan enèsimo sun−genn tora I.

Apìdeixh. Apì to L mma 6.3.3, to antikeÐmeno P =
∐
s∈SS

(
−, s

)
eÐnai ènac probolikìc genn torac

thc kathgorÐac Ex
(
Sop,Ab

)
. Tìte k�je mh mhdenikì antikeÐmeno k ∈ Ex

(
Sop,Ab

)
epidèqetai mia mh

mhdenik  apeikìnish P −−−−−→ k. Autì shmaÐnei ìti to k perièqei thn eikìna k�poiac mh mhdenik c
apeikìnishc P −−−−−→ k. Me �lla lìgia, to k perièqei èna mh mhdenikì upoantikeÐmeno, isìmorfo
me èna antikeÐmeno phlÐko tou genn tora P. Apì thn Parat rhsh 6.3.4.3 h kathgorÐa Ex

(
Sop,Ab

)
eÐnai well−powered . Sunep¸c, h kl�sh twn kl�sewn isomorfismoÔ twn antikeimènwn phlÐko tou P

eÐnai èna sÔnolo.

Upojètoume ìti h Ex
(
Sop,Ab

)
èqei arket� enèsima antikeÐmena. Gia k�je antikeÐmeno phlÐko tou

P, dhlad  gia k�je kl�sh isomorfismoÔ twn akrib¸n akolouji¸n

P q 0

epilègoume èna antikeÐmeno q ∈ Ex
(
Sop,Ab

)
kai mia emfÔteush q −−−−−→ Iq, ìpou to Iq eÐnai èna

enèsimo antikeÐmeno sthn Ex
(
Sop,Ab

)
. Epeid , h kl�sh twn kl�sewn isomorfismoÔ twn antikeimènwn

phlÐko tou P eÐnai èna sÔnolo, oi epilogèc twn antikeimènwn q apoteloÔn èna sÔnolo, sunep¸c apì
to L mma 6.1.5 to ginìmeno

I =
∏

P−→q−→0

Iq

up�rqei sthn Ex
(
Sop,Ab

)
.

Isqurizìmaste ìti o I eÐnai ènac enèsimoc sun−genn torac sthn Ex
(
Sop,Ab

)
, dhlad  eÐnai èna enèsimo

antikeÐmeno kai eÐnai ènac sun−genn torac. O I eÐnai èna enèsimo antikeÐmeno wc ginìmeno enèsimwn
antikeimènwn. Autì shmaÐnei ìti, o sunartht c Ex

(
Sop,Ab

)[
−, I

]
eÐnai akrib c. Mènei na deÐxoume

ìti eÐnai epiplèon pistìc. IsodÔnama, arkeÐ na deÐxoume ìti, gia k�je mh mhdenikì antikeÐmeno F ∈
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Ex
(
Sop,Ab

)
, to antikeÐmeno Ex

(
Sop,Ab

)[
F, I
]
eÐnai mh mhdenikì. Autì shmaÐnei ìti, up�rqei mia mh

mhdenik  apeikìnish

F I

'Estw F èna mh mhdenikì antikeÐmeno sthn Ex
(
Sop,Ab

)
. Epeid  èqoume upojèsei ìti h S eÐnai

ousiastik� mikr , èpetai ìti h kathgorÐa Ex
(
Sop,Ab

)
èqei mikr� HomEx(Sop,Ab)−sÔnola. Sunep¸c,

h kl�sh ìlwn twn apeikonÐsewn F −−−−−→ I eÐnai èna sÔnolo. Epomènwc, apì to L mma 6.1.5 to
ginìmeno

∏
F−→II up�rqei sthn Ex

(
Sop,Ab

)
. JewroÔme to ginìmeno ìlwn aut¸n twn apeikonÐsewn,

dhlad  jewroÔme thn apeikìnish

F
∏

F−→I

I

'Estw k o pur nac thc apeikìnishc, dhlad  k eÐnai h tom  twn pur nwn ìlwn twn apeikonÐsewn
F −−−−−→ I. ArkeÐ na deÐxoume ìti k = 0. Diaforetik�, e�n k 6= 0, tìte o k ja eÐqe èna mh mhdenikì
upoantikeÐmeno q, to opoÐo eÐnai èna antikeÐmeno phlÐko tou genn tora P. Epomènwc up�rqei mia
akrib c akoloujÐa

0 q k

, kai sunep¸c h emfÔteush q −−−−−→ Iq paragontopoieÐtai mèsw miac apeikìnishc k −−−−−→ Iq.
All� to k eÐnai èna upoantikeÐmeno tou F, sunep¸c h prohgoÔmenh apeikìnish paragontopoieÐtai
peraitèrw mèsw miac apeikìnishc F −−−−−→ Iq, kai epeid  isqÔei

Iq ⊂
∏

P−→q−→0

Iq = I

, sthn ousÐa paragontopoieÐtai mèsw miac apeikìnishc F −−−−−→ I. Ek kataskeu c, aut  h apei-
kìnish eÐnai mh mhdenik  sto q ⊂ k ⊂ F. Sunep¸c èqoume mia apeikìnish F −−−−−→ I, h opoÐa eÐnai
mh mhdenik  sto k ⊂ F, kai o k eÐnai o pur nac thc apeikìnishc

F
∏

F−→I

I

Gegonìc pou odhgeÐ se antÐfash, sunep¸c k = 0. Autì apodeiknÔei to zhtoÔmeno.

Parat rhsh 6.3.7. 'Estw S = Tα. Upojètoume ìti h Tα eÐnai ousiastik� mikr , p.q. autì
sumbaÐnei sthn perÐptwsh pou h T eÐnai mia α−sumpag¸c paragìmenh trigwnismènh kathgorÐa (
Orismìc 7.1.1 ). Apì to L mma 6.3.6, ufÐstatai h sunepagwg  Ex

(
Sop,Ab

)
èqei arket�
enèsima

 =⇒

 Ex
(
Sop,Ab

)
èqei enèsimo

sun−genn tora


H Ôparxh arket¸n enèsimwn antikeimènwn entìc thc kathgorÐac Ex

(
Sop,Ab

)
, kai sunep¸c apì to

L mma 6.3.6 h Ôparxh enìc enèsimou sun−genn tora eÐnai arket� isqur  sunj kh, tìso isqur  ¸ste,
na mac epitrèyei na genikeÔsoume thn mèjodo thc apìdeixhc tou Jewr matoc Anaparastasimìthtac
tou Brown ( Je¸rhma 7.3.3 ) gia thn duðk  miac α−sumpagoÔc paragìmenhc trigwnismènhc kathgo-
rÐac ( Je¸rhma 7.6.2 ).
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6.4 H kathgorÐa Ex
({

Tα
}op

,Ab
)
eÐnai èna kajolikì phlÐko Gabriel

thc abelianopoÐhshc A(T) thc T

'Estw α o kanonikìc plhj�rijmoc pou èqoume jewr sei stajerì apì thn arq  tou KefalaÐou.
Apì to Je¸rhma 5.1.16 gnwrÐzoume ìti dojeÐshc miac trigwnismènhc kathgorÐac T, up�rqei ènac
kajolikìc omologikìc sunartht c

T A(T)

, o sunartht c abelianopoÐhshc Verdier. Upojètoume ìti h T èqei mikr� HomT−sÔnola, kai ìti
ikanopoieÐ to axÐwma [TR5]. 'Estw Tα h α−topikopoi simh upokathgorÐa, h opoÐa antistoiqeÐ ston
kanonikì plhj�rijmo α, kai upojètoume epiplèon ìti eÐnai ousiastik� mikr , p.q. autì sumbaÐnei
sthn perÐptwsh pou h T eÐnai mia α−sumpag¸c paragìmenh trigwnismènh kathgorÐa ( Orismìc 7.1.1
). Tìte apì to L mma 6.2.4, up�rqei ènac fusikìc omologikìc sunartht c

T Ex
({

Tα
}op

,Ab
)

Sunep¸c, apì to Je¸rhma 5.1.16, up�rqei ènac monadikìc, wc proc fusikì isomorfismì sunartht¸n,
akrib c sunartht c A(T) −−−−−→ Ex

({
Tα
}op

,Ab
)
o opoÐoc kajist� to parak�tw di�gramma

T A(T)

Ex
({

Tα
}op

,Ab
)

metajetikì. Ja deÐxoume ìti o akrib c sunartht c

A(T) Ex
({

Tα
}op

,Ab
)

eÐnai mia topikopoÐhsh Gabriel , dhlad  h kathgorÐa Ex
({

Tα
}op

,Ab
)
eÐnai èna phlÐko Gabriel thc

kathgorÐac A(T). Gia na aplopoi soume ton sumbolismì, jètoume S = Tα.

L mma 6.4.1. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa me mikr� HomT−sÔnola, h opoÐa ikano-
poieÐ to axÐwma [TR5]. O fusikìc akrib c sunartht c π : A(T) −−−−−→ Ex

(
Sop,Ab

)
diathreÐ ta

sugkinìmena.

Apìdeixh. Apì ta L mmata 6.2.4 kai 6.2.6 o sunartht c T −−−−−→ Ex
(
Sop,Ab

)
eÐnai omologikìc

kai diathreÐ ta sugkinìmena. Epeid  h kathgorÐa T ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] kai o sunartht c
T −−−−−→ Ex

(
Sop,Ab

)
diathreÐ ta sugkinìmena, apì to L mma 5.1.21.1, èpetai ìti o akrib c sunar-

tht c

π : A(T) Ex
(
Sop,Ab

)
diathreÐ ta sugkinìmena.

L mma 6.4.2. O fusikìc sunartht c π : A(T) −−−−−→ Ex
(
Sop,Ab

)
apeikìnizei ènan sunartht 

F : Top −−−−−→ Ab ston sunartht  F
∣∣
S
, dhlad  ston periorismì tou F sthn S ⊂ T.

Apìdeixh. O omologikìc sunartht c H : T −−−−−→ Ex
(
Sop,Ab

)
apeikonÐzei èna antikeÐmeno t ∈ T

sto T
(
−, t
)∣∣

S
. Apì to Je¸rhma 5.1.16, o sunartht c π : A(T) −−−−−→ Ex

(
Sop,Ab

)
eÐnai o monadi-

kìc, wc proc fusikì isomorfismì sunartht¸n, akrib c sunartht c o opoÐoc kajist� to parak�tw
di�gramma
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T A(T)

Ex
({

Tα
}op

,Ab
) π

metajetikì. 'Estw èna antikeÐmeno F ∈ A(T), dhlad  ènac sunartht c F : Top −−−−−→ Ab, o opoÐoc
epidèqetai mia par�stash

T
(
−, s

)
T
(
−, t
)

F
(
−
)

0

me s, t ∈ T. To antikeÐmeno π
(
F
)
orÐzetai wc o sunpur nac thc apeikìnishc H

(
s
)
−−−−−→ H

(
t
)
,

dhlad  orÐzetai apì thn akrib  akoloujÐa

H
(
s
)

H
(
t
)

π
(
F
)

0

E�n periorÐsoume thn akrib  akoloujÐa sunartht¸n sthn T

T
(
−, s

)
T
(
−, t
)

F
(
−
)

0

sthn upokathgorÐa S = Tα ⊂ T, tìte epeid  h Ex
(
Sop,Ab

)
eÐnai mia abelian  upokathgorÐa thc

Cat
(
Sop,Ab

)
, lamb�noume mia akrib  aloujÐa sunartht¸n sthn S

T
(
−, s

)∣∣
S

T
(
−, t
)∣∣

S
F
(
−
)∣∣

S
0

All� H
(
s
)

= T
(
−, s

)∣∣
S
kai H

(
t
)

= T
(
−, t
)∣∣

S
. Sunep¸c, ep�getai to parak�tw metajetikì di�gram-

ma

H
(
s
)

H
(
t
)

π
(
F
)

0

T
(
−, s

)∣∣
S

T
(
−, t
)∣∣

S
F
(
−
)∣∣

S
0

= = '

apì to opoÐo prokÔptei ìti π
(
F
)

= F
(
−
)∣∣

S
.

Prìtash 6.4.3. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa me mikr�HomT−sÔnola, h opoÐa ikanopoieÐ
to axÐwma [TR5]. Jètw S = Tα. H kathgorÐa Ex

(
Sop,Ab

)
eÐnai èna phlÐko Gabriel thc kathgorÐac

A(T) me mia sun−topikopoi simh upokathgorÐa Serre thn opoÐa sumbolÐzoume B,   B(α) gia na
upodhl¸soume thn ex�rthsh apo ton kanonikì plhj�rijmo α. Akribèstera, o akrib c sunartht c
π : A(T) −−−−−→ Ex

(
Sop,Ab

)
èqei ènan aristerì suzug  L : Ex

(
Sop,Ab

)
−−−−−→ A(T), kai h

mon�da thc suzugÐac ε : 1 −−−−−→ πL eÐnai ènac isomorfismìc.

Apìdeixh. Jèloume na deÐxoume ìti o π : A(T) −−−−−→ Ex
(
Sop,Ab

)
tautopoieÐ thn kathgorÐa

Ex
(
Sop,Ab

)
wc èna phlÐko Gabriel A(T)/B, dhlad  èna phlÐko thc kathgorÐacA(T) me mia sun−topi-

kopoi simh upokathgorÐa Serre B. Apì thn duðk  thc Prìtashc A.2.12 [ [Nee01b], sel. 345 ], arkeÐ
na par�xoume ènan aristerì suzug  sunartht  L : Ex

(
Sop,Ab

)
−−−−−→ A(T) tou sunartht  π, ètsi

¸ste h mon�da thc suzugÐac ε : 1 −−−−−→ πL na eÐnai ènac isomorfismìc.

Apì thn Parat rhsh 6.3.4.2, k�je antikeÐmeno F ∈ Ex
(
Sop,Ab

)
epidèqetai mia par�stash
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∐
λ∈Λ

S
(
−, sλ

) ∐
µ∈M

S
(
−, tµ

)
F
(
−
)

0

JewroÔme thn kl�sh

Φ =

{∐
λ∈Λ

S
(
−, sλ

)
, Λ eÐnai èna sÔnolo

}

Apì to duðkì tou L mmatoc A.2.13 [ [Nee01b], sel. 347 ], gia na apodeÐxoume thn Ôparxh tou
aristeroÔ suzug  sunartht  L arkeÐ na deÐxoume ìti o sunartht c

Ex
(
Sop,Ab

){∐
λ∈Λ

S
(
−, sλ

)
, π
(
−
)}

: A(T) Ab

eÐnai anaparast�simoc sthn A(T), gia k�je antikeÐmeno
∐
λ∈ΛS

(
−, sλ

)
∈ Φ. Apo to duðkì tou

L mmatoc A.2.15 [ [Nee01b], sel. 348 ], gia na apodeÐxoume ìti mon�da thc suzugÐac ε : 1 −−−−−→ πL
eÐnai ènac isomorfismìc, arkeÐ na apodeÐxoume ìti o fusikìc metasqhmatismìc ε : 1 −−−−−→ πL eÐnai
ènac isomorfismìc gia k�je antikeÐmeno

∐
λ∈ΛS

(
−, sλ

)
∈ Φ.

'Estw G èna tuqaÐo antikeÐmeno sthn A(T), autì shmaÐnei ìti to G eÐnai ènac sunartht c
Top −−−−−→ Ab. Apo to L mma 6.4.2, o π

(
G
)
eÐnai o periorismìc tou G sthn S ⊂ T. To na

jewr soume ènan fusikì metasqhmatismì

∐
λ∈Λ

S
(
−, sλ

)
G
(
−
)∣∣

S

isodunameÐ, apì thn kajolik  idiìthta tou sugkinomènou
∐
λ∈ΛS

(
−, sλ

)
, me to na jewr soume gia

k�je λ ∈ Λ, ènan fusikì metasqhmatismì

S
(
−, sλ

)
G
(
−
)∣∣

S

Apì to L mma Yoneda oi fusikoÐ metasqhmatismoÐ S
(
−, sλ

)
−−−−−→ G

(
−
)∣∣

S
tÐjentai se mia èna

proc èna kai epi antistoiqÐa me ta stoiqeÐa tou G
(
sλ
)
. Sunep¸c up�rqei mia èna proc èna kai epi

antistoiqÐa metaxÔ twn fusik¸n metasqhmatism¸n

∐
λ∈Λ

S
(
−, sλ

)
G
(
−
)∣∣

S

kai twn stoiqeÐwn tou ∏
λ∈Λ

G
(
sλ
)

Apì to L mma 5.1.5 o G apeikonÐzei sugkinìmena sthn T se ginìmena sthn Ab, sunep¸c isqÔei

G

(∐
λ∈Λ

sλ

)
=

∏
λ∈Λ

G
(
sλ
)

Apì to L mma Yoneda ta stoiqeÐa tou G
(∐

λ∈Λsλ

)
tÐjentai se mia èna proc èna kai epi antistoiqÐa

me touc fusikoÔc metasqhmatismoÔc

T

(
−,
∐
λ∈Λ

sλ

)
G
(
−
)
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Sunep¸c, up�rqei mia èna proc èna kai epi antistoiqÐa metaxÔ twn fusik¸n metasqhmatism¸n

∐
λ∈Λ

S
(
−, sλ

)
πG
(
−
)

T

(
−,
∐
λ∈Λ

sλ

)
G
(
−
)

, dhlad  up�rqei ènac isomorfismìc

Ex
(
Sop,Ab

){∐
λ∈Λ

S
(
−, sλ

)
, πG

(
−
)}

' A
(
T
){

T

(
−,
∐
λ∈Λ

sλ

)
,G
(
−
)}

o opoÐoc ek kataskeu c ( apì to L mma Yoneda ) eÐnai fusikìc sta antikeÐmena G ∈ A(T). Auto
shmaÐnei ìti o sunartht c

Ex
(
Sop,Ab

){∐
λ∈Λ

S
(
−, sλ

)
, π
(
−
)}

: A(T) Ab

eÐnai anaparast�simoc sthn A(T), kai anaparist�tai apì to antikeÐmeno

L

(∐
λ∈Λ

S
(
−, sλ

))
:= T

(
−,
∐
λ∈Λ

sλ

)
∈ A(T)

Epomènwc, orÐsame mia apeikìnish L : Φ −−−−−→ A(T) ètsi ¸ste, gia k�je
∐
λ∈ΛS

(
−, sλ

)
∈ Φ, na

up�rqei ènac isomorfismìc

Ex
(
Sop,Ab

){∐
λ∈Λ

S
(
−, sλ

)
, π
(
−
)}

' A
(
T
){

L

(∐
λ∈Λ

S
(
−, sλ

))
,−

}

Sunep¸c, apì to duðkì tou L mmatoc A.2.13 [ [Nee01b], sel. 347 ], up�rqei ènac aristerìc suzug c
sunartht c L tou π, dhlad  h L mporeÐ na epektajeÐ se mia apeikìnish L : Ex

(
Sop,Ab

)
−−−−−→ A(T)

( kat�qrhsh sumbolismoÔ ), ètsi ¸ste na katasteÐ ènac ènac aristerìc suzug c sunartht c tou π.

O sunartht c L apeikonÐzei to

∐
λ∈Λ

S
(
−, sλ

)
sto T

(
−,
∐
λ∈Λ

sλ

)

Apì to L mma 6.4.2 o π me thn seir� tou apeikonÐzei to

T

(
−,
∐
λ∈Λ

sλ

)
sto T

(
−,
∐
λ∈Λ

sλ

)∣∣∣∣∣
S

All�, apì to L mma 6.2.6, o sunartht c T −−−−−→ Ex
(
Sop,Ab

)
, dhlad  o periorismìc tou π sthn

T ⊂ A(T), diathreÐ ta sugkinìmena. Autì shmaÐnei ìti,

T

(
−,
∐
λ∈Λ

sλ

)∣∣∣∣∣
S

=
∐
λ∈Λ

T
(
−, sλ

)∣∣
S

=
∐
λ∈Λ

S
(
−, sλ

)
H deÔterh isìthta isqÔei epeid 

{
sλ, λ ∈ Λ

}
⊂ S. Epomènwc o sunartht c πL apeikonÐzei to∐

λ∈ΛS
(
−, sλ

)
ston eautì tou, dhlad  h apeikìnish
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ε∐
λ∈ΛS(−, sλ) :

∐
λ∈Λ

S
(
−, sλ

)
πL

{∐
λ∈Λ

S
(
−, sλ

)}

eÐnai h tautotik  apeikìnish, sunep¸c eÐnai ènac isomorfismìc. Sunep¸c, apì to duðkì tou L mmatoc
A.2.15 [ [Nee01b], sel. 348 ], èpetai ìti o fusikìc metasqhmatismìc ε eÐnai ènac isomorfismìc, gia
k�je F ∈ Ex

(
Sop,Ab

)
.

Apì to L mma 5.1.21.2, èpetai ìti o sunartht c π : A(T) −−−−−→ Ex
(
Sop,Ab

)
diathreÐ ta

ginìmena. Wstìso,

Pìrisma 6.4.4. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa me mikr� HomT−sÔnola, h opoÐa ikanopoieÐ
to axÐwma [TR5]. O fusikìc sunartht c π : A(T) −−−−−→ Ex

(
Sop,Ab

)
diathreÐ ta ginìmena.

Apìdeixh. Epeid  o sunartht c π èqei ènan aristerì suzug , èpetai ìti diathreÐ ta ìria, kai sunep¸c
diathreÐ ta ginìmena.

Par�thrhsh 6.4.5. Sthn Prìtash 6.4.3 deÐxame ìti h kathgorÐa Ex
(
Sop,Ab

)
eÐnai èna phlÐko

Gabriel thc kathgorÐac A(T) me mia sun−topikopoi simh upokathgorÐa Serre B ⊂ A(T). Apì thn
duðk  thc Prìtashc A.2.12 [ [Nee01b], sel. 345 ], ta antikeÐmena thc B ⊂ A(T) apoteloÔntai apì
ìla ta antikeÐmena F ∈ A(T) ètsi ¸ste π

(
F
)

= 0, dhlad 

B := Ker
{
A(T) −−−−−→ Ex

(
Sop,Ab

)}
⊂ A(T)

Apì to L mma 6.4.2, o π
(
F
)
eÐnai o periorismìc tou F sthn S ⊂ T. Sunep¸c h B eÐnai h pl rhc

upokathgorÐa thcA(T) h opoÐa apoteleÐtai ap' ìlouc touc sunarthtèc thcA(T) oi opoÐoi mhdenÐzontai
sthn S.

L mma 6.4.6. Apì thn Prìtash 5.1.13, kai ta L mmata 5.1.18, kai 5.2.2 èpetai ìti up�rqei
mia isodunamÐa twn abelian¸n kathgori¸n D(T) ' A(T). 'Ena antikeÐmeno sthn D(T) eÐnai mia
apeikìnish {x −−→ y} ∈ T. To antikeÐmeno {x −−→ y} ∈ D(T) an kei ston pur na thc apeikìnishc

D(T) ' A(T) Ex
(
Sop,Ab

)
e�n kai mìno e�n h eikìna thc x −−−−−→ y mèsw thc apeikìnishc

T Ex
(
Sop,Ab

)
eÐnai mhdèn.

Apìdeixh. Apì thn Parat rhsh 5.2.3, èna antikeÐmeno {x −−→ y} ∈ D(T) mporeÐ na jewrhjeÐ wc
èna zeÔgoc apeikonÐsewn sthn A(T)

T
(
−, x

)
F
(
−
)

T
(
−, y

)α β

, ìpou o α eÐnai ènac epimorfismìc, kai o β eÐnai ènac monomorfismìc. Me �lla lìgia, h isodu-
namÐa D(T) −−−−−→ A(T) apeikonÐzei èna antikeÐmeno {x −−→ y} ∈ D(T) sthn eikìna F

(
−
)
thc

epagìmenhc apeikìnishc T
(
−, x

)
−−−−−→ T

(
−, y

)
sthn A(T), dhlad 

F
(
−
)

= Im
{
T
(
−, x

)
−−−−−→ T

(
−, y

)}
Apì to L mma 6.4.2, o sunartht c π : A(T) −−−−−→ Ex

(
Sop,Ab

)
eÐnai o periorismìc sthn upokath-

gorÐa S ⊂ T, dhlad  apeikìnizei ènan sunartht  F ston periorismì tou F
∣∣
S
sthn S ⊂ T. Sunep¸c, o

sunartht c D(T) ' A(T) −−−−−→ Ex
(
Sop,Ab

)
apeikonÐzei èna antikeÐmeno {x −−→ y} ∈ D(T) sto

Im
{
T
(
−, x

)
−−−−−→ T

(
−, y

)}∣∣∣
S

= Im
{
T
(
−, x

)∣∣
S
−−−−−→ T

(
−, y

)∣∣
S

}
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H isìthta aut  isqÔei epeid  o π eÐnai akrib c, kai epomènwc diathreÐ tic eikìnec. Sunep¸c, h eikìna
aut  Im

{
T
(
−, x

)∣∣
S
−−−−−→ T

(
−, y

)∣∣
S

}
eÐnai mhdèn ìtan kai mìno ìtan h eikìna thc x −−−−−→ y

mèsw thc apeikìnishc

T Ex
(
Sop,Ab

)
eÐnai mhdèn.

Epomènwc, eÐnai fusiologikì na orÐsoume

Orismìc 6.4.7. 'Enac morfismìc x −−−−−→ y sthn T kaleÐtai α−phantom apeikìnish e�n, h
eikìna thc mèsw thc fusik c apeikìnishc

T Ex
(
Sop,Ab

)
eÐnai mhdèn.

SÔmfwna me ton Orismì 6.4.7, mporoÔme na epanadiatup¸soume to L mma 6.4.6 wc ex c. O
pur nac tou sunartht 

D(T) ' A(T) Ex
({

Tα
}op

,Ab
)

apoteleÐtai akrib¸c apì tic α−phantom apeikonÐseic sthn T, e�n jewrhjoÔn wc antikeÐmena thc
D(T). SumbolÐzoume kataqrhstik� ton pur na autì

B(α) := Ker
{
D(T) −−−−−→ Ex

({
Tα
}op

,Ab
)}
⊂ D(T)

Sunep¸c apì thn Prìtash 6.4.3, èpetai ìti h kathgorÐa Ex
(
{Tα}op,Ab

)
eÐnai to phlÐko thc D(T)

me thn sun−topikopoi simh upokathgorÐa Serre B(α) ⊂ D(T), dhlad 

D(T)

B(α)
' Ex

({
Tα
}op

,Ab
)

, ìpou B(α) eÐnai h kl�sh ìlwn twn α−phantom apeikonÐsewn.

Parat rhsh 6.4.8. Epeid  h S = Tα eÐnai ousiastik� mikr , apì thn Parat rhsh 6.3.4.3, èpetai
ìti h kathgorÐa

Ex
(
Sop,Ab

)
eÐnai well−powered , dhlad  h kl�sh twn kl�sewn isomorfismoÔ twn upoantikeimènwn,   isodÔnama
twn antikeimènwn phlÐko enìc antikeimènou thc, eÐnai èna sÔnolo.
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7 Anaparastasimìthta Brown

7.1 Sumpag¸c paragìmenec trigwnismènec kathgorÐec

Upojètoume ìti ìlec oi kathgorÐec èqoun mikr� Hom−sÔnola.
Orismìc 7.1.1. 'Estw α ènac kanonikìc plhj�rijmoc. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa me
mikr� HomT−sÔnola, h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5]. E�n h upokathgorÐa Tα eÐnai ousiastik�
mikr , kai e�n 〈Tα〉 = T, ja lème ìti h T eÐnai α−sumpag¸c paragìmenh. Mia trigwnismènh
kathgorÐa T ja lègetai ìti eÐnai kal¸c paragìmenh e�n

7.1.1.1. H T èqei mikr� HomT−sÔnola.
7.1.1.2. H T ikanopoieÐ to axÐwma [TR5].

7.1.1.3. Gia k�poio kanonikì plhj�rijmo α, h T eÐnai α−sumpag¸c paragìmenh.
Parat rhsh 7.1.2. Profan¸c, mia kal¸c paragìmenh trigwnismènh kathgorÐa T eÐnai β−sumpa-
g¸c paragìmenh gia ìlouc touc arket� meg�louc kanonikoÔc plhjarÐjmouc β.

Orismìc 7.1.3.1. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa me mikr� HomT−sÔnola, h opoÐa ikano-
poieÐ to axÐwma [TR5]. 'Ena sÔnolo T antikeimènwn thc T kaleÐtai par�gon sÔnolo e�n

7.1.3.1.1. HomT

(
−, x

)∣∣
T

= 0 =⇒ x = 0, autì shmaÐnei ìti e�n x ∈ T ètsi ¸ste

∀t ∈ T, HomT

(
t, x
)

= 0

tìte to x eÐnai isìmorfo sthn T me to 0.

7.1.3.1.2. Wc proc isomorfismì, to sÔnolo T eÐnai kleistì wc proc ton prosjetikì automorfismì Σ,
autì shmaÐnei ìti dojèntoc enìc antikeimènou t ∈ T kai enìc akeraÐou n ∈ Z, up�rqei èna antikeÐmeno
sthn T isìmorfo me to Σnt.

Parat rhsh 7.1.3.2. 'Estw T èna sÔnolo antikeimènwn thc T to opoÐo ikanopoieÐ thn sunj kh
7.1.3.1.1. Tìte to sÔnolo

⋃
n∈Z

ΣnT :=
{

Σnt | n ∈ Z, t ∈ T
}

eÐnai kleistì wc proc ton prosjetikì automorfismì Σ, dhlad 

Σ

{ ⋃
n∈Z

ΣnT

}
=
⋃
n∈Z

ΣnT

Gia k�je n ∈ Z, o Σ−n eÐnai ènac dexiìc ( kai aristerìc ) suzug c tou Σn. Eidikìtera gia k�je
t ∈ T kai gia k�je x ∈ T up�rqei ènac fusikìc isomorfismìc

HomT

(
Σnt, x

)
' HomT

(
t,Σ−nx

)
'Estw HomT

(
Σnt, x

)
= 0, gia k�je t ∈ T . Tìte lìgw tou prohgoÔmenou isomorfismoÔ isqÔei

HomT

(
t,Σ−nx

)
= 0, gia k�je t ∈ T . Epeid  to sÔnolo T ikanopoieÐ thn sunj kh 7.1.3.1.1,

èpetai ìti to Σ−nx, kai sunep¸c to x, eÐnai isìmorfo sthn T me to 0. SumperaÐnoume loipìn ìti
to sÔnolo

⋃
n∈Z ΣnT ikanopoieÐ thn sunj kh 7.1.3.1.1. Epomènwc, h sunj kh 7.1.3.1.2 sthn ousÐa

peritteÔei. Sunep¸c, k�je par�gon sÔnolo gia thn T, ja mporoÔme na to jewroÔme kleistì wc proc
ton prosjetikì automorfismì Σ.

Orismìc 7.1.4. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa me mikr� HomT−sÔnola, h opoÐa ikanopoieÐ
to axÐwma [TR5]. 'Ena sÔnolo T antikeimènwn thc T kaleÐtai β−tèleio par�gon sÔnolo gia thn T

e�n eÐnai èna par�gon sÔnolo ìpwc ston Orismì 7.1.3.1, kai to sÔnolo T ∪ {0} eÐnai β−tèleio ìpwc
ston Orismì 3.3.1.

Parat rhsh 7.1.5. 'Estw α kai β �peiroi plhj�rijmoi. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa
h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5]. 'Estw T èna β−tèleio par�gon sÔnolo gia thn T. Apì thn
Prìtash 3.2.5 h kathgorÐa 〈T 〉α eÐnai ousiastik� mikr . 'Estw S èna sÔnolo antikeimènwn thc
〈T 〉α to opoÐo perièqei to T , kai to opoÐo perièqei ènan antiprìswpo apì k�je kl�sh isomorfismoÔ
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antikeimènwn thc 〈T 〉α. Tìte to sÔnolo S eÐnai èna β−tèleio par�gon sÔnolo gia thn T. Pr�gmati,
to sÔnolo S eÐnai kleistì wc proc ton prosjetikì automorfismì Σ, wc proc isomorfismì. Epeid 
to sÔnolo S perièqei to par�gon sÔnolo T , èpetai ìti eÐnai epÐshc èna par�gon sÔnolo gia thn T.
Tèloc, epeid  to T eÐnai èna β−tèleio sÔnolo, apì to Je¸rhma 3.3.9 h kathgorÐa 〈T 〉α eÐnai mia
β−tèleia kl�sh, kai epeid  k�je antikeÐmeno tou S ⊂ 〈T 〉α eÐnai isìmorfo me k�poio antikeÐmeno
thc 〈T 〉α, apì to L mma 3.3.2 to S eÐnai èna β−tèleio sÔnolo. Profan¸c, isqÔei kai to antÐstrofo
enall�sontac touc rìlouc twn α kai β.

Orismìc 7.1.6. 'Estw β ènac �peiroc plhj�rijmoc. Mia trigwnismènh kathgorÐa T h opoÐa
ikanopoieÐ to axÐwma [TR5] kaleÐtai β−tèleia paragìmenh e�n perièqei k�poio β−tèleio par�gon
sÔnolo T .

Parat rhsh 7.1.7. SÔmfwna me thn Parat rhsh 7.1.5, antikajist¸ntac to sÔnolo T me èna
sÔnolo S, to opoÐo perièqei to T , kai to opoÐo perièqei ènan antiprìswpo apì k�je kl�sh isomor-
fismoÔ antikeimènwn thc 〈T 〉α , ìpou o α eÐnai ènac opoiosd pote �peiroc plhj�rijmoc, mporoÔme
na upojèsoume ìti to S eÐnai, wc proc isodunamÐa kathgori¸n, to sÔnolo twn antikeimènwn thc
mikrìterhc α−topikopoi simhc upokathgorÐac 〈T 〉α thc T h opoÐa perièqei to T .

Orismìc 7.1.8. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5]. 'Estw
β ènac kanonikìc plhj�rijmoc. 'Ena sÔnolo T antikeimènwn thc T kaleÐtai β−sumpagèc par�gon gia
thn T e�n eÐnai èna β−tèleio par�gon sÔnolo ìpwc ston Orismì 7.1.4, kai ìla ta antikeÐmena tou T
eÐnai β−mikr�. Autì shmaÐnei ìti, T ⊂ T(β).

Parat rhsh 7.1.9.1. 'Estw T èna β−sumpagèc par�gon sÔnolo gia thn T. Tìte to T eÐnai
èna β−tèleio uposÔnolo thc T(β), sunep¸c perièqetai sthn monadik  megistik  β−tèleia kl�sh
Tβ :=

{
T(β)

}
β
⊂ T(β). Autì shmaÐnei ìti, to T perièqetai sthn trigwnismènh upokathgorÐa Tβ twn

β−sumpag¸n antikeimènwn sthn T.

Parat rhsh 7.1.9.2. 'Estw T èna β−sumpagèc par�gon sÔnolo gia thn T. JewroÔme to
sÔnolo

⋃
n∈Z ΣnT := {Σnt | n ∈ Z, t ∈ T} thc Parat rhshc 7.1.3.2. Tìte,

Σ

{ ⋃
n∈Z

ΣnT

}
=
⋃
n∈Z

ΣnT ⊂ Tβ

, epeid  h Tβ eÐnai mia trigwnismènh upokathgorÐa thc T, kai �ra ΣnTβ = Tβ , gia k�je n ∈ Z.
Sunep¸c, k�je β−sumpagèc par�gon sÔnolo gia thn T, ja mporoÔme na to jewroÔme kleistì wc
proc ton prosjetikì automorfismì Σ.

Orismìc 7.1.10. 'Estw α ènac kanonikìc plhj�rijmoc. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa
me mikr� HomT−sÔnola, h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5]. E�n h T perièqei èna α−sumpagèc
par�gon sÔnolo T , ja lème ìti h T eÐnai α−sumpag¸c paragìmenh. Mia trigwnismènh kathgorÐa T

ja lègetai ìti eÐnai kal¸c paragìmenh e�n

7.1.10.1. H T èqei mikr� HomT−sÔnola.
7.1.10.2. H T ikanopoieÐ to axÐwma [TR5].

7.1.10.3. Gia k�poio kanonikì plhj�rijmo α, h T eÐnai α−sumpag¸c paragìmenh, dhlad  perièqei
èna α−sumpagèc par�gon sÔnolo T .

Sthn Enìthta 7.4, sthn Prìtash 7.4.5 ja deÐxoume ìti oi OrismoÐ 7.1.1 kai 7.1.10 eÐnai isodÔna-
moi.

7.2 Anaparastasimìthta Brown

S' aut  thn Enìthta ja melet soume touc anaparast�simouc sunarthtèc H : Top −−−−−→ Ab. Apì
thn Parat rhsh 1.1.11, gnwrÐzoume ìti oi sunarthtèc T

(
−, h

)
eÐnai omologikoÐ, kai apo to L mma

5.1.5, ìti diathroÔn ta ginìmena, dhlad  apeikonÐzoun sugkinìmena sthn T se ginìmena sthn Ab.
OrÐzoume

Orismìc 7.2.1. Mia trigwnismènh kathgorÐa T ja lème ìti ikanopoieÐ to Je¸rhma Anaparasta-
simìthtac e�n

7.2.1.1. H T ikanopoieÐ to axÐwma [TR5].
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7.2.1.2. K�je sunartht c Top −−−−−→ Ab, o opoÐoc eÐnai omologikìc, kai diathreÐ ta ginìmena,
dhlad  apeikonÐzei sugkinìmena sthn T se ginìmena sthn Ab, eÐnai anaparast�simoc. Autì shmaÐnei
ìti eÐnai fusik� isìmorfoc me ènan sunartht  T

(
−, h

)
, gia k�poio antikeÐmeno h ∈ T.

Orismìc 7.2.2.1. 'Estw A mia abelian  kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [AB3*(ℵ1)] ,
autì shmaÐnei ìti ta arijm sima ginìmena up�rqoun sthn A. 'Estw mia arijm simh akoloujÐa apo
antikeÐmena kai morfismoÔc thc A

· · · X3 X2 X1 X0
j4 j3 j2 j1

To ìrio (   antÐstrofo ìrio ) thc akoloujÐac, to opoÐo sumbolÐzetai wc lim←− Xi, dÐnetai ex orismoÔ,
wc proc kanonikì isomorfismì, wc o pur nac tou morfismoÔ

1− shift :
∏
i≥0

Xi −−−−−−−−→
∏
i≥0

Xi

O morfismìc shift :
∏
i≥0Xi −−−−−→

∏
i≥0Xi eÐnai o ( monadikìc ) morfismìc pou ep�getai sto

deÔtero ginìmeno apì touc morfismoÔc ji+1 ◦ pi+1 :
∏
i≥0Xi −−−−−→ Xi. Autì shmaÐnei ìti, gia

k�je i ≥ 0, to parak�tw di�gramma

Xi+1 Xi

∏
i≥0

Xi

∏
i≥0

Xi

ji+1

shift

pi+1 pi

kajÐstatai metajetikì, ìpou pi :
∏
i≥0Xi −−−−−→ Xi eÐnai h kanonik  probol  apì to ginìmeno sto

Xi.

Orismìc 7.2.2.2. 'Estw A mia abelian  kathgorÐa h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [AB3(ℵ1)] , autì
shmaÐnei ìti ta arijm sima sugkinìmena up�rqoun sthn A. 'Estw mia arijm simh akoloujÐa apì
antikeÐmena kai morfismoÔc thc A

X0 X1 X2 X3 · · ·j1 j2 j3 j4

To eujÔ ìrio (   sunìrio ) thc akoloujÐac, colim−−−→ Xi, dÐnetai ex orismoÔ, wc proc kanonikì isomor-
fismì, wc o sun−pur nac tou morfismoÔ

1− shift :
∐
i≥0

Xi −−−−−−−−→
∐
i≥0

Xi

O morfismìc shift :
∐
i≥0Xi −−−−−→

∐
i≥0Xi eÐnai o ( monadikìc ) morfismìc pou ep�getai sto

pr¸to sugkinìmeno apì touc morfismoÔc ui+1 ◦ ji+1 : Xi −−−−−→
∐
i≥0Xi. Autì shmaÐnei ìti, gia

k�je i ≥ 0, to parak�tw di�gramma

Xi Xi+1

∐
i≥0

Xi

∐
i≥0

Xi

ji+1

ui ui+1

shift

kajÐstatai metajetikì, ìpou ui : Xi −−−−−→
∐
i≥0Xi eÐnai h kanonik  emfÔteush tou Xi sto sugki-

nìmeno.

L mma 7.2.3. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa me mikr� HomT−sÔnola, h opoÐa ikanopoieÐ
to axÐwma [TR5], kai T èna sÔnolo antikeimènwn sthn T. 'EstwH : Top −−−−−→ Ab ènac omologikìc
sunartht c. Autì shmaÐnei ìti o H eÐnai antalloÐwtoc kai apeikonÐzei trÐgwna se makrèc akribeÐc
akoloujÐec. Upojètoume ìti oH diathreÐ ta ginìmena. Autì shmaÐnei ìti, gia k�je sÔnolo {tλ, λ ∈ Λ}
antikeimènwn sthn T, h fusik  apeikìnish
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H

(∐
λ∈Λ

tλ

)
−−−−−−−−→

∏
λ∈Λ

H
(
tλ
)

eÐnai ènac isomorfismìc. Tìte eÐnai dunatìn na kataskeu�soume mia akoloujÐa antikeimènwn kai
morfism¸n sthn T

X0 X1 X2 · · ·j1 j2 j3

ètsi ¸ste

7.2.3.1. Gia k�je i ≥ 0, ta antikeÐmenaXi an koun sthn 〈T 〉, dhlad  thn mikrìterh topikopoi simh
upokathgorÐa thc T h opoÐa perièqei to T .

7.2.3.2. Gia k�je i ≥ 0, up�rqei ènac fusikìc metasqhmatismìc sunartht¸n sthn T

T
(
−, Xi

)
−−−−−−−−→ H

(
−
)

AutoÐ oi fusikoÐ metasqhmatismoÐ ikanopoioÔn mia sqèsh sumbatìthtac, ètsi ¸ste to parak�tw
di�gramma sunartht¸n kai fusik¸n metasqhmatism¸n

T
(
−, Xi

)

T
(
−, Xi+1

)
H
(
−
)

na kajÐstatai metajetikì, gia k�je i ≥ 0.

7.2.3.3. 'Estw X = Hocolim−−−−−−→ Xi to omotopikì sunìrio thc akoloujÐac. Up�rqei ènac fusikìc
metasqhmatismìc

T
(
−, X

)
−−−−−−−−→ H

(
−
)

o opoÐoc kajist� to di�gramma

T
(
−, Xi

)

T
(
−, X

)
H
(
−
)

metajetikì, gia k�je i ≥ 0.

7.2.3.4. Gia k�je antikeÐmeno t ∈ T , h eikìna thc apeikìnishc

T
(
t,Xi

)
−−−−−−−−→ T

(
t,Xi+1

)
apeikonÐzetai isomorfik� sthn H

(
t
)
mèsw thc apeikìnishc

T
(
t,Xi+1

)
−−−−−−−−→ H

(
t
)

, gia k�je i ≥ 0.

Apìdeixh. OrÐzoume

U0 =
⋃
t∈T

H
(
t
)

Ta stoiqeÐa tou U0 mporoÔme na ta skeftìmaste wc zeÔgh (α, t) me α ∈ H
(
t
)
. Jètoume

X0 =
∐

(α,t)∈U0

t

Profan¸c, to X0 eÐnai èna antikeÐmeno thc 〈T 〉, epeid  eÐnai èna sugkinìmeno twn t ∈ T kai h 〈T 〉
eÐnai topikopoÐhsimh.
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'Estw i(α,t) : t −−−−−→ X0 h kanonik  emfÔteush tou t sto sugkinìmeno X0 =
∐

(α,t)∈U0
t pou

antistoiqeÐ sto (α, t) ∈ U0. Tìte ep�gontai oi apeikonÐseic

H
(
i(α,t)

)
: H
(
X0

)
H
(
t
)

To ginìmeno
∏

(α,t)∈U0
H
(
t
)
profan¸c up�rqei sthn Ab. 'Estw p(α,t) :

∏
(α,t)∈U0

H
(
t
)
−−−−−→ H

(
t
)

h kanonik  probol  apì to ginìmeno
∏

(α,t)∈U0
H
(
t
)
sthn H

(
t
)
pou antistoiqeÐ sto (α, t) ∈ U0.

Sunep¸c, apì thn kajolik  idiìthta tou ginomènou up�rqei mia monadik  apeikìnish ψ h opoÐa kajist�
to parak�tw di�gramma metajetikì

H
(
t
)

H
(
X0

) ∏
(α,t)∈U0

H
(
t
)ψ

H(i(α,t)) p(α,t)

, gia k�je (α, t) ∈ U0. Apì thn upìjesh o H apeikonÐzei sugkinìmena sthn T se ginìmena sthn Ab,
autì akrib¸c shmaÐnei ìti h apeikìnish ψ eÐnai ènac isomorfismìc.

Up�rqei èna profanèc stoiqeÐo sthn H
(
X0

)
, to opoÐo apeikonÐzetai mèsw thc ψ, sto stoiqeÐo

(α)(α,t)∈U0
∈
∏

(α,t)∈U0
H
(
t
)
. SumbolÐzoume autì to stoiqeÐo me α0 ∈ H

(
X0

)
.

JewroÔme ton isomorfismì tou L mmatoc Yoneda

πX0,H : Cat
(
Top,Ab

)[
T
(
−, X0

)
,H
(
−
)]

H
(
X0

)'

Tìte apì to L mma Yoneda, up�rqei mia apeikìnish φ0 : T
(
−, X0

)
−−−−−→ H

(
−
)
, h opoÐa apeiko-

nÐzetai mèsw thc πX0,H, sto stoiqeÐo α0 ∈ H
(
X0

)
, dhlad  πX0,H

(
φ0

)
=
(
φ0

)
X0

(
1X0

)
= α0. Gia

k�je (α, t) ∈ U0, jewroÔme thn kanonik  emfÔteush i(α,t) pou antistoiqeÐ sto (α, t) ∈ U0. Gia k�je
tètoia apeikìnish i(α,t), apì thn fusikìthta tou L mmatoc Yoneda sta antikeÐmena thc T, ufÐstatai
to parak�tw metajetikì di�gramma

T
(
X0, X0

)
H(X0)

∏
(α,t)∈U0

H
(
t
)

T
(
t,X0

)
H(t) H(t)

T(i(α,t),X0)

(φ0)X0

H(i(α,t))

ψ

p(α,t)

(φ0)t =

Apì thn metajetikìthta tou dexioÔ tetrag¸nou, sumperaÐnoume ìti H
(
i(α,t)

)(
α0

)
= p(α,t) ◦ ψ

(
α0

)
,

isodÔnama H
(
i(α,t)

)(
α0

)
= α, epeid  p(α,t) ◦ ψ

(
α0

)
= α apì ton orismì thc ψ. Sunep¸c, gia k�je

(α, t) ∈ U0, up�rqei èna stoiqeÐo thc H
(
X0

)
kai m�lista to α0, to opoÐo apeikonÐzetai mèsw thc

H
(
i(α,t)

)
, sto α, dhlad  H

(
i(α,t)

)(
α0

)
= α.

Apì thn metajetikìthta tou aristeroÔ tetrag¸nou, sumperaÐnoume ìti
(
φ0

)
t
◦ T
(
i(α,t), X0

)(
1X0

)
=

H
(
i(α,t)

)
◦
(
φ0

)
X0

(
1X0

)
, isodÔnama

(
φ0

)
t

(
i(α,t)

)
= H

(
i(α,t)

)(
α0

)
, epeid  T

(
i(α,t), X0

)(
1X0

)
= i(α,t)

, kai
(
φ0

)
X0

(
1X0

)
= α0. Epeid  H

(
i(α,t)

)(
α0

)
= α, èpetai

(
φ0

)
t

(
i(α,t)

)
= α. Sunep¸c, gia

k�je (α, t) ∈ U0, up�rqei èna stoiqeÐo thc T
(
t,X0

)
, sugkekrimèna h kanonik  emfÔteush i(α,t) pou

antistoiqeÐ sto (α, t) ∈ U0, h opoÐa apeikonÐzetai mèsw thc
(
φ0

)
t
, sto α, dhlad 

(
φ0

)
t

(
i(α,t)

)
= α.

Sunep¸c, deÐxame ìti up�rqei ènac fusikìc metasqhmatismìc

φ0 : T
(
−, X0

)
−−−−−−−−→ H

(
−
)
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kai ìti, gia k�je t ∈ T , h apeikìnish(
φ0

)
t

: T
(
t,X0

)
−−−−−−−−→ H

(
t
)

eÐnai ènac epimorfismìc.

Upojètoume ìti gia k�poio i ≥ 0 èqoume orÐsei èna antikeÐmeno Xi ∈ 〈T 〉, kai ènan fusikì
metasqhmatismì

φi : T
(
−, Xi

)
−−−−−−−−→ H

(
−
)

Upojètoume epiplèon ìti, gia k�je t ∈ T , h apeikìnish(
φi
)
t

: T
(
t,Xi

)
−−−−−−−−→ H

(
t
)

eÐnai ènac epimorfismìc. Jèloume na suneqÐsoume me epagwg  orÐzontac èna antikeÐmeno Xi+1 ∈ 〈T 〉,
mia apeikìnish ji+1 : Xi −−−−−→ Xi+1, kai ènan fusikì metasqhmatismì

φi+1 : T
(
−, Xi+1

)
−−−−−−−−→ H

(
−
)

o opoÐoc na paragontopoieÐ ton fusikì metasqhmatismì

φi : T
(
−, Xi

)
−−−−−−−−→ H

(
−
)

wc

T
(
−, Xi

)
T
(
−, Xi+1

)
H
(
−
)T(−,ji+1) φi+1

, gia k�je t ∈ T , h apeikìnish (
φi+1

)
t

: T
(
t,Xi+1

)
−−−−−−−−→ H

(
t
)

na eÐnai ènac epimorfismìc, kai epiplèon, gia k�je t ∈ T , h eikìna thc apeikìnishc

T
(
t, ji+1

)
: T
(
t,Xi

)
−−−−−−−−→ T

(
t,Xi+1

)
na apeikonÐzetai isomorfik� sthn H

(
t
)
mèsw thc apeikìnishc(

φi+1

)
t

: T
(
t,Xi+1

)
−−−−−−−−→ H

(
t
)

OrÐzoume

Ui+1 =
⋃
t∈T

Ker
{(
φi
)
t

}
=
⋃
t∈T

Ker
{
T
(
t,Xi

)
−−−−−→ H

(
t
)}

'Ena stoiqeÐo tou Ui+1 mporoÔme na to skeftìmaste wc èna zeÔgoc (f, t), ìpou t ∈ T kai o f :
t −−−−−→ Xi eÐnai ènac morfismìc. Jètoume

Ki+1 =
∐

(f,t)∈Ui+1

t

, kai èstw

Ki+1 Xi

∐
(f,t)∈Ui+1

f
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h monadik  apeikìnish pou ep�getai sto sugkinìmeno Ki+1, dhlad  h apeikìnish h opoÐa tautÐzetai
me thn f ston par�gonta t tou sugkinomènou, o opoÐoc antistoiqeÐ sto zeÔgoc (f, t) ∈ Ui+1. Sumbo-
lÐzoume aut  thn apeikìnish me ki+1. 'Estw Xi+1 èna antikeÐmeno pou sumplhr¸nei thn apeikìnish
ki+1 : Ki+1 −−−−−→ Xi s' èna trÐgwno

Ki+1 Xi Xi+1 ΣKi+1
ki+1 ji+1

sthn T. To Xi ∈ 〈T 〉 apì thn epagwgik  upìjesh, to Ki+1 ∈ 〈T 〉 epeid  eÐnai èna sugkinìmeno
twn t ∈ T kai h 〈T 〉 eÐnai topikopoÐhsimh. Sunep¸c, epeid  h 〈T 〉 eÐnai trigwnismènh èpetai ìti to
Xi+1 ∈ 〈T 〉. Sunep¸c, kataskeu�same epagwgik� mia apeikìnish ji+1 : Xi −−−−−→ Xi+1 sthn 〈T 〉.
Sthn sunèqeia ja paragontopoi soume thn apeikìnish

φi : T
(
−, Xi

)
−−−−−−−−→ H

(
−
)

wc

T
(
−, Xi

)
T
(
−, Xi+1

)
H
(
−
)T(−,ji+1) φi+1

'Estw i(f,t) : t −−−−−→ Ki+1 h kanonik  emfÔteush tou t sto sugkinìmeno Ki+1 =
∐

(f,t)∈Ui+1
t

pou antistoiqeÐ sto (f, t) ∈ Ui+1. Tìte ep�gontai oi apeikonÐseic

H
(
i(f,t)

)
: H
(
Ki+1

)
H
(
t
)

To ginìmeno
∏

(f,t)∈Ui+1
H
(
t
)
up�rqei sthn Ab. 'Estw p(f,t) :

∏
(f,t)∈Ui+1

H
(
t
)
−−−−−→ H

(
t
)
h

kanonik  probol  apì to ginìmeno
∏

(f,t)∈Ui+1
H
(
t
)
sthn H

(
t
)
pou antistoiqeÐ sto (f, t) ∈ Ui+1.

Sunep¸c, apì thn kajolik  idiìthta tou ginomènou up�rqei mia monadik  apeikìnish ψ h opoÐa kajist�
to parak�tw di�gramma metajetikì

H
(
t
)

H
(
Ki+1

) ∏
(f,t)∈Ui+1

H
(
t
)ψ

H(i(f,t)) p(f,t)

, gia k�je (f, t) ∈ Ui+1. Ex upojèsewc o sunartht c H apeikonÐzei sugkinìmena sthn T se ginìmena
sthn Ab, ìpwc anafèrame prohgoumènwc autì shmaÐnei ìti h apeikìnish ψ eÐnai ènac isomorfismìc.

JewroÔme ton isomorfismì tou L mmatoc Yoneda

πXi,H : Cat
(
Top,Ab

)[
T
(
−, Xi

)
,H
(
−
)]

H
(
Xi

)'

Tìte apì to L mma Yoneda, h apeikìnish φi : T
(
−, Xi

)
−−−−−→ H

(
−
)
apeikonÐzetai mèsw thc

πXi,H, s' èna stoiqeÐo αi ∈ H
(
Xi

)
, dhlad  πXi,H

(
φi
)

=
(
φi
)
Xi

(
1Xi
)

= αi. H apeikìnish

H
(
ki+1

)
: H
(
Xi

)
H
(
Ki+1

)
apeikonÐzei to αi ∈ H

(
Xi

)
sto mhdèn. Pr�gmati, h apeikìnish ki+1 : Ki+1 −−−−−→ Xi eÐnai to

sugkinìmeno ìlwn twn apeikonÐsewn thc morf c f : t −−−−−→ Xi, gia k�poio t ∈ T , ètsi ¸ste h
apeikìnish

(
φi
)
t

(
f
)
na mhdenÐzetai. Gia k�je tètoia apeikìnish f : t −−−−−→ Xi, apì thn fusikìthta

tou L mmatoc Yoneda sta antikeÐmena thc T, ufÐstatai to parak�tw metajetikì di�gramma
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T
(
Xi, Xi

)
H
(
Xi

)
H
(
Ki+1

) ∏
(f,t)∈Ui+1

H
(
t
)

T
(
t,Xi

)
H
(
t
)

H
(
t
)

H
(
t
)

(φi)Xi

T(f,Xi)

H(ki+1)

H(f)

ψ

H(i(f,t)) p(f,t)

(φi)t = =

Apì thn metajetikìthta tou aristeroÔ tetrag¸nou, sumperaÐnoume ìti H
(
f
)
◦
(
φi
)
Xi

(
1Xi
)

=
(
φi
)
t
◦

T
(
f,Xi

)(
1Xi
)
, isodÔnama H

(
f
)(
αi
)

=
(
φi
)
t

(
f
)
, epeid 

(
φi
)
Xi

(
1Xi
)

= αi kai T
(
f,Xi

)(
1Xi
)

= f .

Epeid ,
(
φi
)
t

(
f
)

= 0, èpetai H
(
f
)(
αi
)

= 0. Sunep¸c, gia k�je (f, t) ∈ Ui+1, èpetai H
(
f
)(
αi
)

= 0.

Apì thn metajetikìthta tou mesaÐou tetrag¸nou, sumperaÐnoume ìti H
(
i(f,t)

)
◦ H

(
ki+1

)(
αi
)

=

H
(
f
)(
αi
)

= 0, sunep¸c H
(
ki+1

)(
αi
)

= 0. Me �lla lìgia, to gegonìc ìti o H apeikonÐzei su-

gkinìmena sthn T se ginìmena sthn Ab shmaÐnei akrib¸c ìti oi epagìmenec apeikonÐseic H
(
i(f,t)

)
:

H
(
Ki+1

)
−−−−−→ H

(
t
)
efodi�zoun to antikeÐmeno H

(
Ki+1

)
me thn dom  enìc ginomènou sthn Ab

( dexiì tetr�gwno ). Epomènwc, h apeikìnish H
(
ki+1

)
eÐnai h monadik  apeikìnish pou ep�getai

sto ginìmeno H
(
Ki+1

)
, dhlad  h apeikìnish h opoÐa tautÐzetai me thn H

(
f
)
ston par�gonta t tou

sugkinomènou, o opoÐoc antistoiqeÐ sto zeÔgoc (f, t) ∈ Ui+1. Sunep¸c, epeid  H
(
f
)(
αi
)

= 0, gia

k�je (f, t) ∈ Ui+1, èpetai H
(
ki+1

)(
αi
)

= 0.

All�, o sunartht c H eÐnai sunomologikìc, sunep¸c apeikonÐzei to prohgoÔmeno trÐgwno se mia
akrib  akoloujÐa

H
(
Xi+1

)
H
(
Xi

)
H
(
Ki+1

)H(ji+1) H(ki+1)

Epeid  H
(
ki+1

)(
αi
)

= 0, apì thn akrÐbeia thc akoloujÐac up�rqei èna stoiqeÐo αi+1 ∈ H
(
Xi+1

)
,

ètsi ¸ste H
(
ji+1

)(
αi+1

)
= αi. Epilègw èna tètoio stoiqeÐo èstw αi+1. Apì to L mma Yoneda

autì antistoiqeÐ s' ènan fusikì metasqhmatismì

φi+1 : T
(
−, Xi+1

)
−−−−−−−−→ H

(
−
)

, o opoÐoc kajist� metajetikì to parak�tw di�gramma

T
(
−, Xi

)

T
(
−, Xi+1

)
H
(
−
)

T(−,ji+1) φi

φi+1

Epeid  gia k�je t ∈ T , apì thn epagwgik  upìjesh, h sÔnjesh

(
φi
)
t

: T
(
t,Xi

)
T
(
t,Xi+1

)
H
(
t
)T(t,ji+1) (φi+1)t

eÐnai ènac epimorfismìc, sumperaÐnoume ìti, gia k�je t ∈ T , h apeikìnish(
φi+1

)
t

: T
(
t,Xi+1

)
−−−−−−−−→ H

(
t
)

eÐnai epÐshc ènac epimorfismìc.

Gia k�je t ∈ T , o sunartht c T
(
t,−
)
eÐnai omologikìc, sunep¸c apeikonÐzei to prohgoÔmeno

trÐgwno se mia akrib  akoloujÐa

T
(
t,Ki+1

)
T
(
t,Xi

)
T
(
t,Xi+1

)T(t,ki+1) T(t,ji+1)

Epomènwc, ep�getai to parak�tw metajetikì di�gramma
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T
(
t,Ki+1

)
T
(
t,Xi

)
T
(
t,Xi+1

)

H
(
t
)

T(t,ki+1) T(t,ji+1)

(φi)t
(φi+1)t

tou opoÐou h gramm  eÐnai mia akrib c akoloujÐa. Profan¸c isqÔei o egleismìc

Ker
{
T
(
t,Xi

)
−→ T

(
t,Xi+1

)}
⊂ Ker

{
T
(
t,Xi

)
−→ T

(
t,Xi+1

)
−→ H

(
t
)}

To sÔnolo Ui+1 apoteleÐtai apì ìla ta zeÔgh (f, t), ìpou t ∈ T kai o f : t −−−−−→ Xi eÐnai ènac
morfismìc, o opoÐoc apeikonÐzetai sto mhdèn mèsw thc apeikìnishc φi : T

(
−, Xi

)
−−−−−→ H

(
−
)
. H

apeikìnish ki+1 : Ki+1 −−−−−→ Xi eÐnai to sugkinìmeno ìlwn aut¸n twn apeikonÐsewn t −−−−−→ Xi.
Autì shmaÐnei ìti eÐnai h monadik  apeikìnish h opoÐa kajist� to parak�tw di�gramma

t

Ki+1 Xi

i(f,t) f

ki+1

metajetikì, gia k�je (f, t) ∈ Ui+1. Tìte, gia k�je (f, t) ∈ Ui+1, ep�getai to parak�tw metajetikì
di�gramma

T
(
t, t
)

T
(
t,Ki+1

)
T
(
t,Xi

)
T(t,i(f,t)) T(t,f)

T(t,ki+1)

Apì thn metajetikìthta tou diagr�mmatoc, sumperaÐnoume ìti T
(
t, ki+1

)
◦T
(
t, i(f,t)

)(
1t
)

= T
(
t, f
)(

1t
)

, isodÔnama T
(
t, ki+1

)(
i(f,t)

)
= f . Epomènwc, k�je apeikìnish f : t −−−−−→ Xi h opoÐa an kei ston

pur na thc apeikìnishc
(
φi
)
t

: T
(
t,Xi

)
−−−−−→ H

(
t
)
, èpetai ìti an kei sthn eikìna thc apeikìnishc

T
(
t, ki+1

)
: T
(
t,Ki+1

)
−−−−−→ T

(
t,Xi

)
, sunep¸c isqÔei o egkleismìc

Ker
{
T
(
t,Xi

)
−→ T

(
t,Xi+1

)
−→ H

(
t
)}
⊂ Im

{
T
(
t,Ki+1

)
−→ T

(
t,Xi

)}
H prohgoÔmenh akoloujÐa eÐnai akrib c, autì shmaÐnei ìti

Im
{
T
(
t,Ki+1

)
−→ T

(
t,Xi

)}
= Ker

{
T
(
t,Xi

)
−→ T

(
t,Xi+1

)}
, epomènwc lamb�noume ton antÐstrofo egkleismì

Ker
{
T
(
t,Xi

)
−→ T

(
t,Xi+1

)
−→ H

(
t
)}
⊂ Ker

{
T
(
t,Xi

)
−→ T

(
t,Xi+1

)}
Sunep¸c, gia k�je t ∈ T , o pur nac thc apeikìnishc

T
(
t, ji+1

)
: T
(
t,Xi

)
T
(
t,Xi+1

)
tautÐzetai me ton pur na thc apeikìnishc

(
φi
)
t

: T
(
t,Xi

)
T
(
t,Xi+1

)
H
(
t
)T(t,ji+1) (φi+1)t
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, dhlad  isqÔei h isìthta

Ker
{
T
(
t,Xi

)
−→ T

(
t,Xi+1

)}
= Ker

{
T
(
t,Xi

)
−→ T

(
t,Xi+1

)
−→ H

(
t
)}

Tìte ìmwc ep�getai èna metajetikì di�gramma

0 Ker
{
T
(
t, ji+1

)}
T
(
t,Xi

)
Im
{
T
(
t, ji+1

)}
0

0 Ker
{(
φi
)
t

}
T
(
t,Xi

)
Im
{(
φi
)
t

}
0

= = '

sto opoÐo oi grammèc eÐnai akribeÐc. Sunep¸c, gia k�je t ∈ T , h eikìna thc apeikìnishc

T
(
t, ji+1

)
: T
(
t,Xi

)
T
(
t,Xi+1

)
eÐnai isìmorfh me thn eikìna thc apeikìnishc

(
φi
)
t

: T
(
t,Xi

)
T
(
t,Xi+1

)
H
(
t
)T(t,ji+1) (φi+1)t

h opoÐa tautÐzetai me thn H
(
t
)
, epeid  h

(
φi
)
t

: T
(
t,Xi

)
−−−−−→ H

(
t
)
eÐnai ènac epimorfismìc,

dhlad  isqÔei o isomorfismìc

Im
{
T
(
t,Xi

)
−→ T

(
t,Xi+1

)}
' Im

{
T
(
t,Xi

)
−→ T

(
t,Xi+1

)
−→ H

(
t
)}

= H
(
t
)

Sunep¸c, deÐxame touc isqurismoÔc 7.2.3.1, 7.2.3.2 kai 7.2.3.4, kataskeu�zontac epagwgik� mia ako-
loujÐa antikeimènwn kai twn morfism¸n sthn T

X0 X1 X2 · · ·j1 j2 j3

Mènei na deÐxoume ton isqurismì 7.2.3.3, dhlad  ìti up�rqei ènac fusikìc metasqhmatismìc

φ : T
(
−, X

)
−−−−−−−−→ H

(
−
)

o opoÐoc paragontopoieÐ ton fusikì metasqhmatismì

φi : T
(
−, Xi

)
−−−−−−−−→ H

(
−
)

wc

T
(
−, Xi

)
T
(
−, X

)
H
(
−
)φ

, gia k�je i ≥ 0, ìpou X = Hocolim−−−−−−→ Xi eÐnai to omotopikì sunìrio thc akoloujÐac. To omotopikì
sunìrio X = Hocolim−−−−−−→ Xi orÐzetai wc to monadikì, wc proc mh kanonikì isomorfismì, antikeÐmeno

pou sumplhr¸nei ton morfismì 1− shift :
∐
i≥0Xi −−−−−→

∐
i≥0Xi s' èna trÐgwno

∐
i≥0

Xi

∐
i≥0

Xi Hocolim−−−−−−→ Xi Σ

{∐
i≥0

Xi

}
1−shift µ

sthn T. All� o sunartht c H eÐnai ènac sunomologikìc sunartht c, sunep¸c apeikonÐzei to proh-
goÔmeno trÐgwno sthn akrib  akoloujÐa
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H
(
X
)

H

(∐
i≥0

Xi

)
H

(∐
i≥0

Xi

)
H(µ) H(1−shift)

'Estw ui : Xi −−−−−→
∐
i≥0Xi h kanonik  emfÔteush tou Xi sto sugkinìmeno

∐
i≥0Xi, gia k�je

i ≥ 0. Tìte ep�gontai oi apeikonÐseic

H
(
ui
)

: H

(∐
i≥0

Xi

)
H
(
Xi

)
To ginìmeno

∏
i≥0H

(
Xi

)
up�rqei sthn Ab. 'Estw pi :

∏
i≥0H

(
Xi

)
−−−−−→ H

(
Xi

)
h kanonik 

probol  apì to ginìmeno
∏
i≥0H

(
Xi

)
sthn H

(
Xi

)
, gia k�je i ≥ 0. Sunep¸c, apì thn kajolik 

idiìthta tou ginomènou up�rqei mia monadik  apeikìnish ψ h opoÐa kajist� to parak�tw di�gramma
metajetikì

H
(
Xi

)

H

(∐
i≥0

Xi

) ∏
i≥0

H
(
Xi

)
H(ui)

ψ

pi

, gia k�je i ≥ 0. O sunartht cH apeikonÐzei sugkinìmena sthn T se ginìmena sthn Ab, autì shmaÐnei
ìti h apeikìnish ψ eÐnai ènac isomorfismìc. Tìte ep�getai to parak�tw metajetikì di�gramma

H
(
X
)

H

(∐
i≥0

Xi

)
H

(∐
i≥0

Xi

)

∏
i≥0

H
(
Xi

) ∏
i≥0

H
(
Xi

)

H(µ) H(1−shift)

ψ ψ

1−shift

to opoÐou h ep�nw gramm  eÐnai mia akrib c akoloujÐa. Efarmìzontac ton sunartht  H sthn
akoloujÐa twn antikeimènwn kai twn morfism¸n sthn T

X0 X1 X2 · · ·j1 j2 j3

lamb�noume thn akoloujÐa om�dwn kai omomorfism¸n om�dwn sthn Ab

· · · H
(
X2

)
H
(
X1

)
H
(
X0

)H(j3) H(j2) H(j1)

To stoiqeÐo
∏
i≥0αi ∈

∏
i≥0H

(
Xi

)
kataskeu�sthke epagwgik�, ètsi ¸ste H

(
ji+1

)(
αi+1

)
= αi,

isodÔnama H
(
ji+1

)(
αi+1

)
− αi = 0, gia k�je i ≥ 0. Epomènwc an kei ston pur na lim←− H

(
Xi

)
thc apeikìnishc 1 − shift :

∏
i≥0H

(
Xi

)
−−−−−→

∏
i≥0H

(
Xi

)
. Sunep¸c apì to prohgoÔmeno

di�gramma, epeid  h ep�nw gramm  eÐnai mia akrib c akoloujÐa, kai oi orizìntiec apeikonÐseic tou
metajetikoÔ tetrag¸nou tou diagr�mmatoc èqoun isìmorfouc pur nec ( h ψ eÐnai ènac isomorfismìc ),
sumperaÐnoume ìti up�rqei èna stoiqeÐo α ∈ H

(
X
)
to opoÐo apeikonÐzetai sto

∏
i≥0αi ∈

∏
i≥0H

(
Xi

)
,

mèsw thc apeikìnishc ψ ◦H
(
µ
)

: H
(
X
)
−−−−−→ H

(∐
i≥0Xi

)
−−−−−→

∏
i≥0H

(
Xi

)
. Autì shmaÐnei

ìti to α ∈ H
(
X
)
apeikonÐzetai sto αi ∈ H

(
Xi

)
, gia k�je i ≥ 0. Pio sugkekrimèna, gia k�je i ≥ 0,

jewroÔme to parak�tw metajetikì di�gramma
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H
(
X
)

H

(∐
i≥0

Xi

) ∏
i≥0

H
(
Xi

)

H
(
Xi

)
H
(
Xi

)

H(µ) ψ

H(ui) pi

=

Apì thn metajetikìthta tou diagr�mmatoc, sumperaÐnoume ìti up�rqoun apeikonÐseic H
(
µ ◦ ui

)
=

H
(
ui
)
◦H
(
µ
)

: H
(
X
)
−−−−−→ H

(∐
i≥0Xi

)
−−−−−→ H

(
Xi

)
oi opoÐec ep�gontai apì tic apeikonÐseic

µ ◦ ui : Xi −−−−−→
∐
i≥0Xi −−−−−→ X, ètsi ¸ste H

(
µ ◦ ui

)(
α
)

= αi, gia k�je i ≥ 0. Sunep¸c,
apì to L mma Yoneda up�rqei ènac fusikìc metasqhmatismìc

φ : T
(
−, X

)
−−−−−−−−→ H

(
−
)

, o opoÐoc kajist� metajetikì to parak�tw di�gramma

T
(
−, Xi

)

T
(
−, X

)
H
(
−
)

T(−,µ◦ui) φi

φ

, gia k�je i ≥ 0.

7.3 To Pr¸to Je¸rhma Anaparastasimìthtac

S' aut  thn Enìthta ja apodeÐxoume to Pr¸to Je¸rhma Anaparastasimìthtac k�nontac qr sh tou
L mmatoc 7.2.3, kai tou amèswc epìmenou

L mma 7.3.1. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa me mikr� HomT−sÔnola, h opoÐa ikanopoieÐ
to axÐwma [TR5], kai T èna sÔnolo antikeimènwn sthn T. Upojètoume epiplèon ìti to T eÐnai
èna par�gon sÔnolo antikeimènwn gia thn T, ìpwc ston Orismì 7.1.3.1. Apì to L mma 7.2.3, gia
k�je omologikì sunartht  H : Top −−−−−→ Ab o opoÐoc diathreÐ ta ginìmena, dhlad  apeikonÐzei
sugkinìmena sthn T se ginìmena sthn Ab, up�rqei toul�qiston mia akoloujÐa antikeimènwn Xi

sthn T, h opoÐa ikanopoieÐ tic sunj kec 7.2.3.1−7.2.3.4 tou L mmatoc. 'Estw to omotopikì sunìrio
X = Hocolim−−−−−−→ Xi thc akoloujÐac. Apì thn sunj kh 7.2.3.3 tou L mmatoc up�rqei ènac fusikìc

metasqhmatismìc T
(
−, X

)
−−−−−→ H

(
−
)
. E�n, gia k�je omologikì sunartht  H kai k�je t ∈ T ,

h apeikìnish

T
(
t,X

)
−−−−−−−−→ H

(
t
)

eÐnai ènac monomorfismìc, tìte

7.3.1.1. H kathgorÐa T eÐnai h mikrìterh topikopoi simh upokathgorÐa thc T h opoÐa perièqei to
T , autì shmaÐnei ìti

T = 〈T 〉
7.3.1.2. Gia k�je omologikì sunartht  H o fusikìc metasqhmatismìc

T
(
−, X

)
H
(
−
)φ

eÐnai ènac isomorfismìc, kai sunep¸c o H eÐnai anaparast�simoc.

Apìdeixh. Apì thn sunj kh 7.2.3.4 tou L mmatoc 7.2.3, h apeikìnish T
(
t,Xi

)
−−−−−→ H

(
t
)
eÐnai

ènac epimorfismìc, gia k�je i ≥ 0. Epiplèon, apì thn sunj kh 7.2.3.3, paragontopoieÐtai wc

T
(
t,Xi

)
−−−−−−−−→ T

(
t,X

)
−−−−−−−−→ H

(
t
)
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, kai epomènwc h apeikìnish T
(
t,X

)
−−−−−→ H

(
t
)
eÐnai epÐshc ènac epimorfismìc. Sunep¸c, epeid 

èqoume upojèsei ìti h apeikìnish T
(
t,X

)
−−−−−→ H

(
t
)
eÐnai ènac monomorfismìc, èpetai ìti, gia

k�je t ∈ T , eÐnai ènac isomorfismìc.
'Estw S ⊂ T h pl rhc upokathgorÐa ìlwn twn antikeimènwn y ∈ T ètsi ¸ste, gia k�je n ∈ Z,

h apeikìnish φ
(
Σny

)
: T
(
Σny,X

)
−−−−−→ H

(
Σny

)
eÐnai ènac isomorfismìc. Epeid  o sunartht c

T
(
Σn
(
−
)
, X
)

= T
(
−, X

)
◦ Σn

(
−
)
eÐnai prosjetikìc wc sÔnjesh prosjetik¸n sunartht¸n, h S

eÐnai mia prosjetik  upokathgorÐa thc T. Apì thn Parat rhsh 7.1.3.2, to sÔnolo T mporoÔme na
to jewr soume kleistì wc proc ton prosjetikì automorfismì Σ, dhlad  ΣT = T . H S profan¸c
perièqei to sÔnolo T , eÐnai kleist  wc proc touc isomorfismoÔc twn antikeimènwn thc sthn T, kai
eÐnai kleist  wc proc ton prosjetikì automorfismì Σ, dhlad  ΣS = S. 'Estw y kai y′ antikeÐmena
sthn S. JewroÔme èna trÐgwno

Σ−1y y′′ y′ y

pou sumplhr¸nei ton y′ −−−−−→ y sthn T. Ja deÐxoume ìti to y′′ an kei epÐshc sthn S. Gia k�je
n ∈ Z, o sunartht c T

(
Σn
(
−
)
, X
)
eÐnai sunomologikìc, en¸ o H

(
−
)
eÐnai sunomologikìc ex

upojèsewc, sunep¸c ep�getai to parak�tw metajetikì di�gramma me akribeÐc grammèc

T
(
Σny,X

)
T
(
Σny′, X

)
T
(
Σny′′, X

)
T
(
Σn−1y,X

)

H
(
Σny

)
H
(
Σny′

)
H
(
Σny′′

)
H
(
Σn−1y

)
φ(Σny) φ(Σny′) φ(Σny′′) φ(Σn−1y)

Ta antikeÐmena y kai y′ an koun sthn S, epomènwc oi pr¸tec dÔo kai h teleutaÐa k�jetec apeikonÐseic
eÐnai isomorfismoÐ. Apì to 5 L mma èpetai h apeikìnish φ

(
Σny′′

)
: T
(
Σny′′, X

)
−−−−−→ H

(
Σny′′

)
eÐnai ènac isomorfismìc. Sunep¸c, to y′′ ∈ S

'Estw {yλ, λ ∈ Λ} èna sÔnolo antikeimènwn sthn S ⊂ T. H T ikanopoieÐ to axÐwma [TR5],
sunep¸c to sugkinìmeno aut¸n twn antikeimènwn,

∐
λ∈Λyλ, up�rqei sthn T. Apì thn Prìtash

1.1.6.1, gia k�je n ∈ Z, o sunartht c Σn diathreÐ ta sugkinìmena, en¸ o H
(
−
)
ex upojèsewc

apeikonÐzei sugkinìmena sthn T se ginìmena sthn Ab, sunep¸c ufÐstatai to parak�tw metajetikì
di�gramma

∏
λ∈Λ

T
(
Σnyλ, X

) ∏
λ∈Λ

H
(
Σnyλ

)

T

(∐
λ∈Λ

{
Σnyλ

}
, X

)
H

(∐
λ∈Λ

{
Σnyλ

})

T

(
Σn

{∐
λ∈Λ

yλ

}
, X

)
H

(
Σn

{∐
λ∈Λ

yλ

})

'

∏
λ∈Λ

φ
(
Σnyλ

)

'

'

φ

∐
λ∈Λ

{
Σnyλ

}

'

φ

Σn


∐
λ∈Λ

yλ




Epeid  gia k�je λ ∈ Λ, to yλ ∈ S, h apeikìnish φ
(
Σnyλ

)
: T
(
Σnyλ, X

)
−−−−−→ H

(
Σnyλ

)
e-

Ðnai ènac isomorfismìc. Sunep¸c, apì to prohgoÔmeno di�gramma sumperaÐnoume ìti h apeikìnish
φ
(
Σn
{∐

λ∈Λyλ
})

: T
(
Σn
{∐

λ∈Λyλ
}
, X
)
−−−−−→ H

(
Σn
{∐

λ∈Λyλ
})

eÐnai ènac isomorfismìc, epo-
mènwc to

∐
λ∈Λyλ ∈ S. DeÐxame loipìn ìti, h S perièqei to sÔnolo T , eÐnai trigwnismènh, kai eÐnai

kleist  wc proc ta sugkinìmena, epomènwc perièqei thn 〈T 〉 pou eÐnai h mikrìterh trigwnismènh
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upokathgorÐa thc T me autèc tic idiìthtec. Sunep¸c, h φ : T
(
−, X

)
−−−−−→ H

(
−
)
eÐnai ènac

isomorfismìc sthn 〈T 〉. E�n deÐxoume thn sunj kh 7.3.1.1, dhlad  T = 〈T 〉, tìte h sunj kh 7.3.1.2
èpetai autom�twc.

'Estw Y èna antikeÐmeno sthn T, ja jèlame na deÐxoume ìti Y ∈ 〈T 〉. JewroÔme ton sunartht 

H
(
−
)

= T
(
−, Y

)
Apì to L mma 7.2.3 up�rqei toul�qiston mia akoloujÐa antikeimènwn Xi sthn T, h opoÐa ikano-
poieÐ tic sunj kec 7.2.3.1−7.2.3.4 tou L mmatoc. 'Estw to omotopikì sunìrio X = Hocolim−−−−−−→ Xi

thc akoloujÐac, apì thn sunj kh 7.2.3.3 tou L mmatoc up�rqei ènac fusikìc metasqhmatismìc
T
(
−, X

)
−−−−−→ T

(
−, Y

)
. Ta antikeÐmena Xi an koun sthn 〈T 〉, kai sunep¸c to X ∈ 〈T 〉. O

sunartht c T
(
−, Y

)
ikanopoieÐ tic upojèseic tou L mmatoc. Sunep¸c, gia k�je t ∈ T , h apeikìnish

T
(
t,X

)
−−−−−−−−→ T

(
t, Y

)
eÐnai ènac isomorfismìc.

Apì to L mma Yoneda , o fusikìc metasqhmatismìc

T
(
−, X

)
−−−−−−−−→ T

(
−, Y

)
antistoiqeÐ s' ènan morfismì X −−−−−→ Y sthn T. Sumplhr¸noume ton morfismì s' èna trÐgwno

X Y Z ΣX

sthn T. Gia k�je t ∈ T , o sunartht c T
(
t,−
)

: T −−−−−→ Ab eÐnai omologikìc, sunep¸c apeikonÐzei
to trÐgwno se mia makr� akrib  akoloujÐa

T
(
t,X

)
T
(
t, Y

)
T
(
t, Z
)

T
(
t,ΣX

)
T
(
t,ΣY

)
O sunartht c Σ−1 eÐnai ènac aristerìc ( kai dexiìc ) suzug c tou Σ, sunep¸c gia k�je t ∈ T ,
ufÐstatai to parak�tw metajetikì di�gramma

T
(
Σ−1t,X

)
T
(
Σ−1t, Y

)

T
(
t,ΣX

)
T
(
t,ΣY

)
' '

Epeid  ΣT = T , kai gia k�je t ∈ T , h apeikìnish T
(
t,X

)
−−−−−→ T

(
t, Y

)
eÐnai ènac isomor-

fismìc, èpetai ìti h apeikìnish T
(
Σ−1t,X

)
−−−−−→ T

(
Σ−1t, Y

)
eÐnai ènac isomorfismìc. Sune-

p¸c, apì to prohgoÔmeno metajetikì di�gramma, sumperaÐnoume ìti, gia k�je t ∈ T , h apeikìnish
T
(
t,ΣX

)
−−−−−→ T

(
t,ΣY

)
eÐnai epÐshc ènac isomorfismìc. Sunep¸c, gia k�je t ∈ T , apì thn

akrÐbeia thc makr�c akoloujÐac, èpetai ìti T
(
t, Z
)

= 0. Autì shmaÐnei ìti, gia k�je t ∈ T , den
up�rqoun mh mhdenikèc apeikonÐseic t −−−−−→ Z. 'Omwc to T eÐnai èna par�gon sÔnolo antikeimènwn
gia thn T, epomènwc apì ton Orismì 7.1.3.1, èpetai ìti Z = 0. Sunep¸c, apì to Pìrisma 1.2.4,
èpetai ìti h apeikìnish X −−−−−→ Y eÐnai ènac isomorfismìc. All� to X ∈ 〈T 〉, kai epeid  h 〈T 〉
eÐnai mia trigwnismènh upokathgorÐa, eÐnai kleist  wc proc touc isomorfismoÔc twn antikeimènwn
thc sthn T, sunep¸c to Y ∈ 〈T 〉.

Parat rhsh 7.3.2. To L mma 7.3.1 mac upodeiknÔei ènan trìpo gia na deÐxoume ìti mia trigwni-
smènh kathgorÐa T ikanopoieÐ to Je¸rhma Anaparastasimìthtac, ergazìmenoi wc ex c. Epilègoume
èna sÔnolo antikeimènwn T gia thn T, ìpwc sto L mma 7.3.1. Apì to L mma 7.2.3, gia k�je omo-
logikì sunartht  H : Top −−−−−→ Ab o opoÐoc apeikonÐzei sugkinìmena sthn T se ginìmena sthn
Ab, up�rqei ( toul�qiston ) mia akoloujÐa antikeimènwn Xi sthn T, h opoÐa ikanopoieÐ tic sun-
j kec 7.2.3.1−7.2.3.4. Eidikìtera, apì tic 7.2.3.3−7.2.3.4 gnwrÐzoume ìti up�rqei mia apeikìnish
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T
(
t,X

)
−−−−−→ H

(
t
)
h opoÐa eÐnai ènac epimorfismìc, gia k�je t ∈ T , ìpou X = Hocolim−−−−−−→ Xi eÐnai

to omotopikì sunìrio thc akoloujÐac. E�n mporoÔme na deÐxoume ìti gia k�je omologikì sunartht 
H : Top −−−−−→ Ab o opoÐoc apeikonÐzei sugkinìmena sthn T se ginìmena sthn Ab, h prohgoÔmenh
apeikìnish T

(
t,X

)
−−−−−→ H

(
t
)
eÐnai ènac monomorfismìc, gia k�je t ∈ T , tìte h T ikanopoieÐ

to Je¸rhma Anaparastasimìthtac. Epiplèon, h T isoÔtai me thn mikrìterh topikopoi simh upoka-
thgorÐa thc T h opoÐa perièqei to sÔnolo T , dhlad  T = 〈T 〉. E�n parathr soume thn apìdeixh
tou L mmatoc 7.3.1 epeid  to sÔnolo T , apì thn Parat rhsh 7.1.3.2, mporoÔme na to jewr soume
kleistì wc proc ton prosjetikì automorfismì Σ, dhlad  ΣT = T , pr¸ta apodeiknÔoume ìti o
periorismìc tou H : Top −−−−−→ Ab sthn 〈T 〉 ⊂ T eÐnai ènac anaparast�simoc sunartht c, dhlad 

H
(
−
)∣∣
〈T 〉 ' T

(
−, X

)∣∣
〈T 〉 = 〈T 〉

(
−, X

)
, ìpou h prohgoÔmenh isìthta isqÔei, epeid  gia k�je i ≥ 0, apì thn sunj kh 7.2.3.1, ta antikeÐmena
Xi thc akoloujÐac an koun sthn 〈T 〉, kai sunep¸c to omotopikì sunìrio X an kei epÐshc sthn 〈T 〉,
kai èpeita epeid  to T eÐnai epiplèon èna par�gon sÔnolo antikeimènwn gia thn T, apodeiknÔoume ìti
o H : Top −−−−−→ Ab eÐnai ènac anaparast�simoc sunartht c, dhlad 

H
(
−
)
' T

(
−, X

)
apodeiknÔontac ìti 〈T 〉 = T. Sunep¸c, oi apodeÐxeic twn Jewrhm�twn Anaparastasimìthtac pou
ja akolouj soun sthn sunèqeia ja arkestoÔn sthn kat�llhlh epilog  enìc sunìlou T gia thn T

( Enìthta 7.1 ), kai sthn apìdeixh ìti h apeikìnish T
(
t,X

)
−−−−−→ H

(
t
)
tou L mmatoc 7.2.3 eÐnai

ènac monomorfismìc, gia k�je t ∈ T .
AkoloujeÐ h apìdeixh tou Pr¸tou Jewr matoc Anaparastasimìthtac   tou Jewr matoc Ana-

parastasimìthtac gia mia ℵ1−tèleia paragìmenh trigwnismènh kathgorÐa.

Je¸rhma 7.3.3. [ Pr¸to Je¸rhma Anaparastasimìthtac ] 'Estw T mia trigwnismènh kathgo-
rÐa me mikr� HomT−sÔnola, h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5]. 'Estw T èna ℵ1−tèleio par�gon
sÔnolo antikeimènwn gia thn T ìpwc ston Orismì 7.1.4. Tìte h T ikanopoieÐ to Je¸rhma Anapa-
rastasimìthtac. Autì shmaÐnei ìti, gia k�je omologikì sunartht  H : Top −−−−−→ Ab, o opoÐoc
diathreÐ ta ginìmena, dhlad  apeikonÐzei sugkinìmena sthn T se ginìmena sthn Ab, up�rqei èna
antikeÐmeno h ∈ T kai ènac fusikìc isomorfismìc

T
(
−, h

)
' H

(
−
)

IsqurÐzomai epiplèon ìti h T sumpÐptei me thn mikrìterh topikopoi simh upokathgorÐa thc T h opoÐa
perièqei to sÔnolo T , dhlad 

〈T 〉 = T

Apìdeixh. Epeid  to T eÐnai ℵ1−tèleio, apì to L mma 3.3.7 h kathgorÐa S = 〈T 〉ℵ1 eÐnai mia

ℵ1−tèleia kl�sh. Epeid  to T eÐnai èna sÔnolo, apì thn Prìtash 3.2.5 h kathgorÐa S = 〈T 〉ℵ1

eÐnai ousiastik� mikr . Sunep¸c, mporoÔme na antikatast soume to sÔnolo T m' èna sÔnolo anti-
keimènwn thc S, to opoÐo perièqei to T , kai to opoÐo perièqei ènan antiprìswpo apì k�je kl�sh
isomorfismoÔ antikeimènwn thc S ( Parat rhsh 7.1.7, gia thn perÐptwsh β = α = ℵ1 ). Apì to
L mma 3.3.2 to T eÐnai èna ℵ1−tèleio sÔnolo. S' autì to shmeÐo ja epikalestoÔme thn JewrÐa pou
anaptÔxame sto KefalaÐo 6, gia thn perÐptwsh tou kanonikoÔ plhjarÐjmou α = ℵ1, kai thc kath-

gorÐac S = 〈T 〉ℵ1 . Apì to Par�deigma 3.2.8, h kathgorÐa S = 〈T 〉ℵ1 eÐnai ℵ1−topikopoi simh, autì
shmaÐnei ìti eÐnai kleist  wc proc ta ℵ1−sugkinìmena. 'Estw h abelian  kathgorÐa Ex

(
Sop,Ab

)
ìpwc ston Orismì 6.1.2. Autì shmaÐnei ìti, ta antikeÐmena thc Ex

(
Sop,Ab

)
eÐnai oi sunarthtèc

Sop −−−−−→ Ab oi opoÐoi diathroÔn ta ℵ1−ginìmena, dhlad  apeikonÐzoun ℵ1−sugkinìmena sthn S

se ℵ1−ginìmena sthn Ab.

Apì to L mma 7.2.3 up�rqei ( toul�qiston ) mia akoloujÐa antikeimènwn kai morfism¸n sthn T

X0 X1 X2 · · ·

h opoÐa ikanopoieÐ tic sunj kec 7.2.3.1−7.2.3.4. Aut  h akoloujÐa apì to L mma Yoneda antistoiqeÐ
se mia ( monadik  ) akoloujÐa antikeimènwn kai morfism¸n sthn Cat

(
Top,Ab

)
T
(
−, X0

)
T
(
−, X1

)
T
(
−, X2

)
· · ·
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Apì thn sunj kh 7.2.3.2, up�rqoun apeikonÐseic T
(
−, Xi

)
−−−−−→ H

(
−
)
, gia k�je i ≥ 0. Pe-

riorÐzontac thn prohgoÔmenh akoloujÐa sthn S ⊂ T, prokÔptei mia akoloujÐa antikeimènwn kai
morfism¸n sthn Ex

(
Sop,Ab

)
T
(
−, X0

)∣∣
S

T
(
−, X1

)∣∣
S

T
(
−, X2

)∣∣
S

· · ·θ0 θ1 θ2

, ìpou o fusikìc metasqhmatismìc θi eÐnai o periorismìc sthn S ⊂ T tou fusikoÔ metasqhmatismoÔ
T
(
−, Xi

)
−−−−−→ T

(
−, Xi+1

)
, gia k�je i ≥ 0. EpÐshc, èstw T

(
−, Xi

)∣∣
S
−−−−−→ H

(
−
)∣∣

S
oi

periorismoÐ sthn S ⊂ T twn apeikonÐsewn thc sunj khc 7.2.3.2, gia k�je i ≥ 0. Oi sunarthtèc
T
(
−, Xi

)∣∣
S
kai H

(
−
)∣∣

S
an koun sthn Ex

(
Sop,Ab

)
, epeid  apeikonÐzoun sugkinìmena sthn S se

ginìmena sthn Ab, sunep¸c apeikonÐzoun ℵ1−sugkinìmena sthn S se ℵ1−ginìmena sthn Ab.

Apì thn sunj kh 7.2.3.4, gia k�je t ∈ T ⊂ S, h eikìna thc apeikìnishc

T
(
t,Xi

)
T
(
t,Xi+1

)
eÐnai isìmorfh me thn eikìna thc apeikìnishc

T
(
t,Xi

)
H
(
t
)

h opoÐa eÐnai h H
(
t
)
, dhlad 

Im
{
T
(
t,Xi

)
−→ T

(
t,Xi+1

)}
' Im

{
T
(
t,Xi

)
−→ H

(
t
)}

= H
(
t
)

epeid  h T
(
t,Xi

)
−−−−−→ H

(
t
)
eÐnai ènac epimorfismìc, kai o pur nac thc tautÐzetai me ton pur na

Ki

(
t
)
thc apeikìnishc

T
(
t,Xi

)
H
(
t
)

, dhlad 

Ker
{
T
(
t,Xi

)
−→ T

(
t,Xi+1

)}
= Ker

{
T
(
t,Xi

)
−→ H

(
t
)}

= Ki

(
t
)

, ìpou Ki

(
−
)

= Ker
{
T
(
−, Xi

)
−−−−−→ T

(
−, Xi+1

)}
, gia k�je i ≥ 0. Me �lla lìgia, gia k�je

i ≥ 0, ufÐstantai oi parak�tw isomorfismoÐ

Im
{
T
(
−, Xi

)∣∣
T
−→ T

(
−, Xi+1

)∣∣
T

}
' Im

{
T
(
−, Xi

)∣∣
T
−→ H

(
−
)∣∣
T

}
= H

(
−
)∣∣
T

Ker
{
T
(
−, Xi

)∣∣
T
−→ T

(
−, Xi+1

)∣∣
T

}
= Ker

{
T
(
−, Xi

)∣∣
T
−→ H

(
−
)∣∣
T

}
= Ki

(
−
)∣∣
T

All� ta antikeÐmena thc kathgorÐac S eÐnai, wc proc isomorfismì, akrib¸c ta antikeÐmena tou su-
nìlou T ⊂ S. Sunep¸c, gia k�je i ≥ 0, oi prohgoÔmenoi isomorfismoÐ epekteÐnontai se olìklhrh
thn S, dhlad  ufÐstantai oi parak�tw isomorfismoÐ

Im
(
θi
)

= Im
{
T
(
−, Xi

)∣∣
S
−→ T

(
−, Xi+1

)∣∣
S

}
' Im

{
T
(
−, Xi

)∣∣
S
−→ H

(
−
)∣∣

S

}
= H

(
−
)∣∣

S

Ker
(
θi
)

= Ker
{
T
(
−, Xi

)∣∣
S
−→ T

(
−, Xi+1

)∣∣
S

}
= Ker

{
T
(
−, Xi

)∣∣
S
−→ H

(
−
)∣∣

S

}
= Ki

(
−
)∣∣

S

Gia k�je apeikìnish θi : T
(
−, Xi

)∣∣
S
−−−−−→ T

(
−, Xi+1

)∣∣
S
thc prohgoÔmenhc akoloujÐac antikei-

mènwn kai morfism¸n sthn Ex
(
Sop,Ab

)
, jewroÔme thn braqeÐa akrib  akoloujÐa

0 Ker
(
θi
)

T
(
−, Xi

)∣∣
S

Im
(
θi
)

0
ρi τi

kai sqhmatizoume to parak�tw di�gramma me akribeÐc grammèc sthn Ex
(
Sop,Ab

)
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0 Ker
(
θi−1

)
T
(
−, Xi−1

)∣∣
S

Im
(
θi−1

)
0

0 Ker
(
θi
)

T
(
−, Xi

)∣∣
S

Im
(
θi
)

0

0 Ker
(
θi+1

)
T
(
−, Xi+1

)∣∣
S

Im
(
θi+1

)
0

ρi−1

θi−1

τi−1

ρi

θi

τi

ρi+1 τi+1

H apeikìnish τi : T
(
−, Xi

)∣∣
S
−−−−−→ Im

(
θi
)
eÐnai h eikìna thc apeikìnishc θi, dhlad  tou perio-

rismoÔ sthn S ⊂ T tou fusikoÔ metasqhmatismoÔ T
(
−, Xi

)
−−−−−→ T

(
−, Xi+1

)
, h opoÐa, apì thn

sunj kh 7.2.3.4, eÐnai isìmorfh me thn eikìna tou periorismoÔ sthn S ⊂ T tou fusikoÔ metasqh-
matismoÔ T

(
−, Xi

)
−−−−−→ H

(
−
)
, h opoÐa eÐnai o H

(
−
)∣∣

S
, epeid  eÐnai ènac epimorfismìc, gia

k�je i ≥ 0. Me �lla lìgia, mporoÔme na epilèxoume thn apeikìnish τi : T
(
−, Xi

)∣∣
S
−−−−−→ Im

(
θi
)

na eÐnai o periorismìc sthn S ⊂ T tou fusikoÔ metasqhmatismoÔ T
(
−, Xi

)
−−−−−→ H

(
−
)
, thc

sunj khc 7.2.3.2, gia k�je i ≥ 0. Sunep¸c, ep�getai to parak�tw metajetikì di�gramma me akribeÐc
grammèc sthn Ex

(
Sop,Ab

)
0 Ker

(
θi−1

)
T
(
−, Xi−1

)∣∣
S

Im
(
θi−1

)
0

0 Ker
(
θi
)

T
(
−, Xi

)∣∣
S

Im
(
θi
)

0

0 Ker
(
θi+1

)
T
(
−, Xi+1

)∣∣
S

Im
(
θi+1

)
0

ρi−1

θi−1

τi−1

1

ρi

θi

τi

1

ρi+1 τi+1

Gia k�je i ≥ 0, h sÔnjesh θi ◦ ρi : Ker
(
θi
)
−−−−−→ T

(
−, Xi

)∣∣
S
−−−−−→ T

(
−, Xi+1

)∣∣
S
isoÔtai me

thn mhdenik  apeikìnish. Sunep¸c, ep�getai to parak�tw metajetikì di�gramma me akribeÐc grammèc
sthn Ex

(
Sop,Ab

)
0 Ker

(
θi−1

)
T
(
−, Xi−1

)∣∣
S

Im
(
θi−1

)
0

0 Ker
(
θi
)

T
(
−, Xi

)∣∣
S

Im
(
θi
)

0

0 Ker
(
θi+1

)
T
(
−, Xi+1

)∣∣
S

Im
(
θi+1

)
0

ρi−1

0 θi−1

τi−1

1χi

ρi

0 θi

τi

1χi+1

ρi+1 τi+1

, ìpou h apeikìnishKer
(
θi
)
−−−−−→ Ker

(
θi+1

)
, h opoÐa ofeÐlei na eÐnai h mhdenik , ep�getai apì thn

kajolik  idiìthta tou pur na Ker
(
θi+1

)
, en¸ h apeikìnish χi+1 : Im

(
θi
)
−−−−−→ T

(
−, Xi+1

)∣∣
S
,

ep�getai apì thn kajolik  idiìthta tou sun−pur na Im
(
θi
)
. Autì shmaÐnei ìti, oi grammèc tou

metajetikoÔ diagr�mmatoc eÐnai diasp�simec akribeÐc akoloujÐec. Sunep¸c, gia k�je i ≥ 1, ufÐstatai
ènac isomorfismìc
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T
(
−, Xi

)∣∣
S
' Im

(
θi
)
⊕Ker

(
θi
)

' Im
(
θi−1

)
⊕Ker

(
θi
)

, epeid  Im
(
θi
)
' Im

(
θi−1

)
, kai epiplèon to parak�tw di�gramma

Im
(
θi−2

)
⊕Ker

(
θi−1

)
Im
(
θi−1

)
⊕Ker

(
θi
)

Im
(
θi
)
⊕Ker

(
θi+1

)

T
(
−, Xi−1

)∣∣
S

T
(
−, Xi

)∣∣
S

T
(
−, Xi+1

)∣∣
S

1⊕0

'

1⊕0

' '

θi−1 θi

eÐnai metajetikì, ìpou[
χi ρi

]
: Im

(
θi−1

)
⊕Ker

(
θi
)
−−−−−−−−→ T

(
−, Xi

)∣∣
S

eÐnai o tÔpoc tou antÐstoiqou isomorfismoÔ, gia k�je i ≥ 1.

Me �lla lìgia, deÐxame ìti h akoloujÐa antikeimènwn kai morfism¸n sthn Ex
(
Sop,Ab

)
T
(
−, X1

)∣∣
S

T
(
−, X2

)∣∣
S

T
(
−, X3

)∣∣
S

· · ·θ1 θ2 θ3

eÐnai eÐnai isìmorfh me to eujÔ �jroisma twn akolouji¸n

H
(
−
)∣∣

S
H
(
−
)∣∣

S
H
(
−
)∣∣

S
· · ·

K1

(
−
)∣∣

S
K2

(
−
)∣∣

S
K3

(
−
)∣∣

S
· · ·

1 1 1

0 0 0

, dhlad  ufÐstatai èna metajetikì di�gramma

H
(
−
)∣∣

S
⊕K1

(
−
)∣∣

S
H
(
−
)∣∣

S
⊕K2

(
−
)∣∣

S
H
(
−
)∣∣

S
⊕K3

(
−
)∣∣

S
· · ·

T
(
−, X1

)∣∣
S

T
(
−, X2

)∣∣
S

T
(
−, X3

)∣∣
S

· · ·

1⊕0

'

1⊕0

'

1⊕0

'

θ1 θ2 θ3

, ìpou gia k�je i ≥ 1

H
(
−
)∣∣

S
' Im

(
θi−1

)
= Im

{
T
(
−, Xi−1

)∣∣
S
−→ T

(
−, Xi

)∣∣
S

}
Ki

(
−
)∣∣

S
= Ker

(
θi
)

= Ker
{
T
(
−, Xi

)∣∣
S
−→ T

(
−, Xi+1

)∣∣
S

}
Tìte ep�getai to parak�tw metajetikì di�gramma me akribeÐc grammèc

0

∞∐
i=1

{
H
(
−
)∣∣

S
⊕Ki

(
−
)∣∣

S

} ∞∐
i=1

{
H
(
−
)∣∣

S
⊕Ki

(
−
)∣∣

S

}

0

∞∐
i=1

T
(
−, Xi

)∣∣
S

∞∐
i=1

T
(
−, Xi

)∣∣
S

'

1−shift

'

1−shift
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Oi parak�tw braqeÐec akoloujÐec

0

∞∐
i=1

H
(
−
)∣∣

S

∞∐
i=1

H
(
−
)∣∣

S
H
(
−
)∣∣

S
0

0

∞∐
i=1

Ki

(
−
)∣∣

S

∞∐
i=1

Ki

(
−
)∣∣

S
0 0

1−shift

1−shift

, ìpou
∐∞
i=1H

(
−
)∣∣

S
−−−−−→ H

(
−
)∣∣

S
eÐnai h apeikìnish pou ep�getai sto sugkinìmeno

∐∞
i=1H

(
−
)∣∣

S

apì thn apeikìnish 1 : H
(
−
)∣∣

S
−−−−−→ H

(
−
)∣∣

S
, gia k�je i ≥ 1, eÐnai akribeÐc.

'Estw ui : H
(
−
)∣∣

S
−−−−−→

∐∞
i=1H

(
−
)∣∣

S
h kanonik  emfÔteush tou H

(
−
)∣∣

S
sto sugkinìmeno,

gia k�je i ≥ 1. H apeikìnish 1 − shift :
∐∞
i=1H

(
−
)∣∣

S
−−−−−→

∐∞
i=1H

(
−
)∣∣

S
èqei sunist¸sec

tic apeikonÐseic ui−1 − ui : H
(
−
)∣∣

S
−−−−−→

∐∞
i=1H

(
−
)∣∣

S
, gia k�je i ≥ 2. Epomènwc, apì to

Tèqnasma tou Eilenberg ( L mma 1.6.8.1 ), oi apeikonÐseic u1 : H
(
−
)∣∣

S
−−−−−→

∐∞
i=1H

(
−
)∣∣

S
kai

1− shift :
∐∞
i=1H

(
−
)∣∣

S
−−−−−→

∐∞
i=1H

(
−
)∣∣

S
, efodi�zoun epÐshc to antikeÐmeno

∐∞
i=1H

(
−
)∣∣

S
me thn dom  enìc sugkinomènou. Sunep¸c, apì thn kajolik  idiìthta tou sugkinomènou ep�getai
ènac isomorfismìc sthn Ex

(
Sop,Ab

)
H
(
−
)∣∣

S
⊕
∞∐
i=1

H
(
−
)∣∣

S

∞∐
i=1

H
(
−
)∣∣

S

[
u1 1−shift

]

Tìte to parak�tw metajetikì di�gramma

0

∞∐
i=1

H
(
−
)∣∣

S
H
(
−
)∣∣

S
⊕
∞∐
i=1

H
(
−
)∣∣

S
H
(
−
)∣∣

S
0

0

∞∐
i=1

H
(
−
)∣∣

S

∞∐
i=1

H
(
−
)∣∣

S
H
(
−
)∣∣

S
0

=
[
u1 1−shift

]
=

1−shift

, ìpou oi dÔo ep�nw apeikonÐseic eÐnai h deÔterh kanonik  emfÔteush, kai h pr¸th kanonik  probol 
tou ( peperasmènou ) ginomènou−sugkinomènou H

(
−
)∣∣

S
⊕
∐∞
i=1H

(
−
)∣∣

S
, antÐstoiqa, eÐnai ènac

isomorfismìc akolouji¸n. Sunep¸c, h pr¸th akoloujÐa eÐnai mia diasp�simh akrib c akoloujÐa.
Epeid  shift = 0, èpetai ìti h apeikìnish 1 − shift = 1 eÐnai ènac isomorfismìc. Epomènwc, kai
h deÔterh akoloujÐa eÐnai mia akrib c akoloujÐa. Sunep¸c, prosjètontac autèc tic dÔo akribeÐc
akoloujÐec, lamb�noume mia akrib  akoloujÐa sthn Ex

(
Sop,Ab

)
0

∞∐
i=1

H
(
−
)∣∣

S
⊕
∞∐
i=1

Ki

(
−
)∣∣

S

∞∐
i=1

H
(
−
)∣∣

S
⊕
∞∐
i=1

Ki

(
−
)∣∣

S
H
(
−
)∣∣

S
0

1−shift

JewroÔme ton parak�tw isomorfismì akolouji¸n sthn Ex
(
Sop,Ab

)
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0

∞∐
i=1

H
(
−
)∣∣

S
⊕
∞∐
i=1

Ki

(
−
)∣∣

S

∞∐
i=1

H
(
−
)∣∣

S
⊕
∞∐
i=1

Ki

(
−
)∣∣

S
H
(
−
)∣∣

S
0

0

∞∐
i=1

{
H
(
−
)∣∣

S
⊕Ki

(
−
)∣∣

S

} ∞∐
i=1

{
H
(
−
)∣∣

S
⊕Ki

(
−
)∣∣

S

}
H
(
−
)∣∣

S
0

0

∞∐
i=1

T
(
−, Xi

)∣∣
S

∞∐
i=1

T
(
−, Xi

)∣∣
S

H
(
−
)∣∣

S
0

1−shift

' ' =

1−shift

' ' =

1−shift

, ìpou T
(
−, Xi

)∣∣
S
−−−−−→ H

(
−
)∣∣

S
eÐnai oi periorismoÐ sthn S ⊂ T twn apeikonÐsewn thc sun-

j khc 7.2.3.2, gia k�je i ≥ 1. Apì to di�gramma autì, epeid  h ep�nw akoloujÐa eÐnai akrib c,
sumperaÐnoume ìti h k�tw akoloujÐa eÐnai akrib c

0

∞∐
i=1

T
(
−, Xi

)∣∣
S

∞∐
i=1

T
(
−, Xi

)∣∣
S

H
(
−
)∣∣

S
0

1−shift

JewroÔme thn parak�tw braqeÐa akrib  akoloujÐa sumplegm�twn sthn Ex
(
Sop,Ab

)
0 0 0

0

∞∐
i=1

T
(
−, Xi

)∣∣
S

∞∐
i=0

T
(
−, Xi

)∣∣
S

T
(
−, X0

)∣∣
S

0

0

∞∐
i=1

T
(
−, Xi

)∣∣
S

∞∐
i=0

T
(
−, Xi

)∣∣
S

T
(
−, X0

)∣∣
S

0

0 H
(
−
)∣∣

S
H
(
−
)∣∣

S
0 0

0 0 0

1−shift 1−shift 1

1

, ìpou
∐∞
i=1T

(
−, Xi

)∣∣
S
−−−−−→

∐∞
i=0T

(
−, Xi

)∣∣
S
, kai

∐∞
i=0T

(
−, Xi

)∣∣
S
−−−−−→ T

(
−, X0

)∣∣
S
, eÐnai h

deÔterh kanonik  emfÔteush, kai h pr¸th kanonik  probol  tou ( peperasmènou ) ginomènou−sugkino-
mènou

∐∞
i=0T

(
−, Xi

)∣∣
S

= T
(
−, X0

)∣∣
S
⊕
∐∞
i=1T

(
−, Xi

)∣∣
S
, antÐstoiqa. Epeid  h pr¸th, kai h trÐth

akoloujÐec eÐnai akribeÐc, sumperaÐnoume ìti kai h mesaÐa akoloujÐa eÐnai epÐshc akrib c

0

∞∐
i=0

T
(
−, Xi

)∣∣
S

∞∐
i=0

T
(
−, Xi

)∣∣
S

H
(
−
)∣∣

S
0

1−shift

, ìpou T
(
−, Xi

)∣∣
S
−−−−−→ H

(
−
)∣∣

S
eÐnai oi periorismoÐ sthn S ⊂ T twn apeikonÐsewn thc sunj khc

7.2.3.2, gia k�je i ≥ 0.
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H S eÐnai mia ℵ1−tèleia kl�sh. Sunep¸c, apì to L mma 6.2.6, o sunartht c T −−−−−→ Ex
(
Sop,Ab

)
,

o opoÐoc apeikonÐzei to t sto T
(
−, t
)∣∣

S
, diathreÐ ta ℵ1−sugkinìmena, autì shmaÐnei ìti

∞∐
i=0

T
(
−, Xi

)∣∣
S
' T

(
−,
∞∐
i=0

Xi

)∣∣∣∣∣
S

Epomènwc, ep�getai mia akrib c akoloujÐa sthn Ex
(
Sop,Ab

)
0 T

(
−,
∞∐
i=0

Xi

)∣∣∣∣∣
S

T

(
−,
∞∐
i=0

Xi

)∣∣∣∣∣
S

H
(
−
)∣∣

S
0

T(−,1−shift)|S

To omotopikì sunìrio X = Hocolim−−−−−−→ Xi thc akoloujÐac antikeimènwn kai morfism¸n sthn T, dÐnetai
ex orismoÔ, wc proc mh kanonikì isomorfismì, wc to antikeÐmeno pou sumplhr¸nei ton morfismì
1− shift :

∐∞
i=0Xi −−−−−→

∐∞
i=0Xi s' èna trÐgwno sthn T

∞∐
i=0

Xi

∞∐
i=0

Xi X Σ

{ ∞∐
i=0

Xi

}
1−shift

Epiplèon, apì to L mma 6.2.4 o sunartht c T −−−−−→ Ex
(
Sop,Ab

)
eÐnai omologikìc. Sunep¸c,

apeikonÐzei to prohgoÔmeno trÐgwno sthn makr� akrib  akoloujÐa

T

(
−,
∞∐
i=0

Xi

)∣∣∣∣∣
S

T
(
−, X

)∣∣
S

T

(
−,Σ

{ ∞∐
i=0

Xi

})∣∣∣∣∣
S

T

(
−,
∞∐
i=0

Xi

)∣∣∣∣∣
S

T

(
−,Σ

{ ∞∐
i=0

Xi

})∣∣∣∣∣
S

T(−,Σ{1−shift})|ST(−,1−shift)|S

Epeid  isqÔei ΣS = S, kai o sunartht c Σ−1 eÐnai ènac aristerìc ( kai dexiìc ) suzug c tou Σ,
ufÐstatai to parak�tw metajetikì di�gramma

T
(
Σ−1

(
−
)
, X0

)∣∣
S

T
(
Σ−1

(
−
)
, X1

)∣∣
S

T
(
Σ−1

(
−
)
, X2

)∣∣
S

· · ·

T
(
−,ΣX0

)∣∣
S

T
(
−,ΣX1

)∣∣
S

T
(
−,ΣX2

)∣∣
S

· · ·

' ' '

to opoÐo eÐnai ènac isomorfismìc akolouji¸n. Tìte ep�getai to parak�tw metajetikì di�gramma

∞∐
i=0

T
(
Σ−1

(
−
)
, Xi

)∣∣
S

∞∐
i=0

T
(
Σ−1

(
−
)
, Xi

)∣∣
S

∞∐
i=0

T
(
−,ΣXi

)∣∣
S

∞∐
i=0

T
(
−,ΣXi

)∣∣
S

'

1−shift

'

1−shift

Epeid , h apeikìnish
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∞∐
i=0

T
(
−, Xi

)∣∣
S

∞∐
i=0

T
(
−, Xi

)∣∣
S

1−shift

eÐnai ènac monomorfismìc, èpetai ìti h apeikìnish

∞∐
i=0

T
(
Σ−1

(
−
)
, Xi

)∣∣
S

∞∐
i=0

T
(
Σ−1

(
−
)
, Xi

)∣∣
S

1−shift

eÐnai ènac monomorfismìc. Epomènwc, apì to prohgoÔmeno metajetikì di�gramma èpetai o h apei-
kìnish

∞∐
i=0

T
(
−,ΣXi

)∣∣
S

∞∐
i=0

T
(
−,ΣXi

)∣∣
S

1−shift

eÐnai ènac monomorfismìc. Oi sunarthtèc Σ, kai T −−−−−→ Ex
(
Sop,Ab

)
diathroÔn ta ℵ1−sugkinìmena,

apì thn Prìtash 1.1.6.1 kai to L mma 6.2.6 antÐstoiqa, sunep¸c ep�getai èna metajetikì di�gramma

∞∐
i=0

T
(
−,ΣXi

)∣∣
S

∞∐
i=0

T
(
−,ΣXi

)∣∣
S

T

(
−,
∞∐
i=0

{
ΣXi

})∣∣∣∣∣
S

T

(
−,
∞∐
i=0

{
ΣXi

})∣∣∣∣∣
S

T

(
−,Σ

{ ∞∐
i=0

Xi

})∣∣∣∣∣
S

T

(
−,Σ

{ ∞∐
i=0

Xi

})∣∣∣∣∣
S

'

1−shift

'

'

T(−,1−shift)|S

'

T(−,Σ{1−shift})|S

Apì to di�gramma autì, èpetai ìti h apeikìnish

T

(
−,Σ

{ ∞∐
i=0

Xi

})∣∣∣∣∣
S

T

(
−,Σ

{ ∞∐
i=0

Xi

})∣∣∣∣∣
S

T(−,Σ{1−shift})|S

eÐnai epÐshc ènac monomorfismìc. Sunep¸c, apì thn akrÐbeia thc prohgoÔmenhc makr�c akoloujÐac
sumperaÐnoume ìti h apeikìnish

T

(
−,
∞∐
i=0

Xi

)∣∣∣∣∣
S

T
(
−, X

)∣∣
S

eÐnai ènac epimorfismìc. Epomènwc, lamb�noume mia braqeÐa akrib  akoloujÐa

0 T

(
−,
∞∐
i=0

Xi

)∣∣∣∣∣
S

T

(
−,
∞∐
i=0

Xi

)∣∣∣∣∣
S

T
(
−, X

)∣∣
S

0
T(−,1−shift)|S

Tèloc, ep�getai èna metajetikì di�gramma
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0 T

(
−,
∞∐
i=0

Xi

)∣∣∣∣∣
S

T

(
−,
∞∐
i=0

Xi

)∣∣∣∣∣
S

T
(
−, X

)∣∣
S

0

0 T

(
−,
∞∐
i=0

Xi

)∣∣∣∣∣
S

T

(
−,
∞∐
i=0

Xi

)∣∣∣∣∣
S

H
(
−
)∣∣

S
0

T(−,1−shift)|S

= =

T(−,1−shift)|S

me akribeÐc grammèc. Epomènwc, apì to 5 L mma sumperaÐnoume ìti h apeikìnish

T
(
−, X

)∣∣
S
−−−−−−−−→ H

(
−
)∣∣

S

, h opoÐa eÐnai o periorismìc sthn S ⊂ T thc apeikìnishc thc sunj khc 7.2.3.3, eÐnai ènac isomorfi-
smìc. H apeikìnish aut , profan¸c paramènei ènac isomorfismìc sto sÔnolo T ⊂ S. Sunep¸c, apì
to L mma 7.3.1 sÔmfwna me thn Parat rhsh 7.3.2, èpetai to zhtoÔmeno.

Parat rhsh 7.3.4. Apì to Je¸rhma 7.3.3, diathr¸ntac ton sumbolismì twn apeikonÐsewn tou
L mmatoc 7.2.3, mporoÔme na sumper�noume ìti k�je omologikìc sunartht c H : Top −−−−−→ Ab, o
opoÐoc diathreÐ ta ginìmena, dhlad  apeikonÐzei sugkinìmena sthn T se ginìmena sthn Ab, den eÐnai
mìno fusik� isìmorfoc me ènan anaparast�simo sunartht , eÐnai epiplèon fusik� isìmorfoc me to
eujÔ ìrio miac akoloujÐac antikeimènwn kai morfism¸n sthn Cat

(
Top,Ab

)
.

Pr�gmati, apì to L mma 7.2.3, up�rqei ( toul�qiston ) mia akoloujÐa antikeimènwn kai morfism¸n
sthn T

X0 X1 X2 · · ·j1 j2 j3

h opoÐa ikanopoieÐ tic sunj kec 7.2.3.1−7.2.3.4. To omotopikì sunìrio Hocolim−−−−−−→ Xi thc akoloujÐac
antikeimènwn kai morfism¸n sthn T, dÐnetai ex orismoÔ, wc proc mh kanonikì isomorfismì, wc to
antikeÐmeno pou sumplhr¸nei ton morfismì 1− shift :

∐∞
i=0Xi −−−−−→

∐∞
i=0Xi s' èna trÐgwno

∞∐
i=0

Xi

∞∐
i=0

Xi Hocolim−−−−−−→ Xi Σ

{ ∞∐
i=0

Xi

}
1−shift µ

sthn T. H apeikìnish µ mporeÐ na xanagrafeÐ wc èna sugkinìmeno, dhlad  µ =
∐∞
i=0µ ◦ ui, ìpou

ui : Xi −−−−−→
∐∞
i=0Xi eÐnai h kanonik  emfÔteush tou Xi sto sugkinìmeno, gia k�je i ≥ 0.

Jètoume µi := T
(
−, µ ◦ ui

)
, gia k�je i ≥ 0.

Apì to Je¸rhma AbelianopoÐhshc tou Verdier ( Je¸rhma 5.1.16 ) o sunalloÐwtoc sunartht c
Yoneda T −−−−−→ A(T), o opoÐoc apeikonÐzei èna antikeÐmeno t ∈ T ston anaparast�simo sunarth-
t  T

(
−, t

)
, eÐnai ènac kajolikìc omologikìc sunartht c. H T ikanopoieÐ to axÐwma [TR5], eidikìtera

ikanopoieÐ to axÐwma [TR5(ℵ1)], autì shmaÐnei ìti h T eÐnai kleist  wc proc ta ℵ1−sugkinìmena. Su-
nep¸c, apì to L mma 5.1.21.1, h abelianopoÐhsh Verdier A(T) thc T ikanopoieÐ to axÐwma [AB3(ℵ1)],
autì shmaÐnei ìti h A(T) eÐnai kleist  wc proc ta ℵ1−sugkinìmena, kai ìti o T −−−−−→ A(T) dia-
threÐ ta ℵ1−sugkinìmena, dhlad  apeikonÐzei ℵ1−sugkinìmena sthn T se ℵ1−sugkinìmena sthn Ab.
Sunep¸c, gia thn arijm simh ( plhjikìthtac < ℵ1 ) oikogèneia {Xi, i ≥ 0} twn antikeimènwn thc
prohgoÔmenhc akoloujÐac antikeimènwn kai morfism¸n sthn T, h fusik  apeikìnish

∞∐
i=0

T
(
−, Xi

)
T

(
−,
∞∐
i=0

Xi

)

eÐnai ènac isomorfismìc. Epeid , o T −−−−−→ A(T) eÐnai ènac omologikìc sunartht c, apeikonÐzei to
prohgoÔmeno trÐgwno se mia makr� akrib  akoloujÐa. Akrib¸c, ìpwc sthn apìdeixh tou Jewr matoc
7.3.3, sumperaÐnoume ìti h parak�tw braqeÐa akoloujÐa
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0 T

(
−,
∞∐
i=0

Xi

)
T

(
−,
∞∐
i=0

Xi

)
T
(
−, Hocolim−−−−−−→ Xi

)
0

T(−,1−shift) T(−,µ)

eÐnai akrib c. Sunep¸c, k�nontac qr sh tou prohgoÔmenou isomorfismoÔ, ep�getai h parak�tw
braqeÐa akrib c akoloujÐa

0

∞∐
i=0

T
(
−, Xi

) ∞∐
i=0

T
(
−, Xi

)
T
(
−, Hocolim−−−−−−→ Xi

)
0

1−shift

∞∐
i=0

µi

O morfismìc shift :
∐∞
i=0T

(
−, Xi

)
−−−−−→

∐∞
i=0T

(
−, Xi

)
eÐnai o ( monadikìc ) morfismìc pou e-

p�getai sto pr¸to sugkinìmeno apì touc morfismoÔc u′i+1 ◦ ji+1 : T
(
−, Xi

)
−−−−−→

∐∞
i=0T

(
−, Xi

)
.

Autì shmaÐnei ìti, isqÔei shift ◦ u′i = u′i+1 ◦ ji+1, ìpou u
′
i : T

(
−, Xi

)
−−−−−→

∐∞
i=0T

(
−, Xi

)
eÐnai

h kanonik  emfÔteush tou T
(
−, Xi

)
sto sugkinìmeno, kai ji+1 ≡ T

(
−, ji+1

)
, ìpou T

(
−, ji+1

)
:

T
(
−, Xi

)
−−−−−→ T

(
−, Xi+1

)
, mèsw tou sunalloÐwtou sunartht  Yoneda , prokeimènou na a-

plopoi soume ton sumbolismì, gia k�je i ≥ 0. Apì thn prohgoÔmenh akrib  akoloujÐa, èpetai∐∞
i=0µi ◦ (1− shift) = 0. Autì shmaÐnei ìti,

(∐∞
i=0µi ◦ (1− shift)

)
◦u′i = 0, gia k�je i ≥ 0. All�,

( ∞∐
i=0

µi ◦ (1− shift)

)
◦ u′i =

∞∐
i=0

µi ◦ u′i −
∞∐
i=0

µi ◦ (shift ◦ u′i)

= µi −
∞∐
i=0

µi ◦ (u′i+1 ◦ ji+1)

= µi −

( ∞∐
i=0

µi ◦ u′i+1

)
◦ ji+1

= µi − µi+1 ◦ ji+1

Epomènwc, µi − µi+1 ◦ ji+1 = 0. Sunep¸c, to parak�tw di�gramma sthn Cat
(
Top,Ab

)
T
(
−, Xi

)

T
(
−, Xi+1

)
T
(
−, Hocolim−−−−−−→ Xi

)
ji+1 µi

µi+1

kajÐstatai metajetikì, gia k�je i ≥ 0. Topojet¸ntac ta prohgoÔmena diagr�mmata mazÐ me ta
diagr�mmata twn sunjhk¸n 7.2.3.2 kai 7.2.3.3, s' èna eniaÐo di�gramma, lamb�noume to parak�tw
di�gramma sthn Cat

(
Top,Ab

)
T
(
−, Xi

)

T
(
−, Xi+1

)
T
(
−, Hocolim−−−−−−→ Xi

)
H
(
−
)

ji+1

µi φi

µi+1 φi+1
φ

to opoÐo eÐnai metajetikì, gia k�je i ≥ 0, kai h apeikìnish φ : T
(
−, Hocolim−−−−−−→ Xi

)
−−−−−→ H

(
−
)

thc sunj khc 7.2.3.3, apì to Je¸rhma 7.3.3, eÐnai ènac isomorfismìc.

Me �lla lìgia, oi apeikonÐseic µi : T
(
−, Xi

)
−−−−−→ T

(
−, Hocolim−−−−−−→ Xi

)
efodi�zoun to anti-

keÐmeno T
(
−, Hocolim−−−−−−→ Xi

)
me thn dom  enìc eujèwc orÐou sthn Cat

(
Top,Ab

)
. Autì pou isqurÐze-

tai epi thc ousÐac to Je¸rhma 7.3.3 eÐnai ìti mporoÔme na kataskeu�soume epagwgik� èna eujÔ
sÔsthma antikeimènwn kai morfism¸n sthn Cat

(
Top,Ab

)
, autì pou apoteleÐtai apì tic apeikonÐseic
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φi : T
(
−, Xi

)
−−−−−→ H

(
−
)
, ètsi ¸ste h apeikìnish φ : T

(
−, Hocolim−−−−−−→ Xi

)
−−−−−→ H

(
−
)
h

opoÐa sthn pragmatikìthta, eÐnai h ( monadik  ) apeikìnish h opoÐa ep�getai apì thn ep�getai apì
thn kajolik  sunj kh tou eujèwc orÐou, na eÐnai ènac isomorfismìc. Sunep¸c, gia k�je omologikì
sunartht H : Top −−−−−→ Ab, o opoÐoc diathreÐ ta ginìmena, up�rqei ( toul�qiston ) mia akoloujÐa
antikeimènwn kai morfism¸n sthn T

X0 X1 X2 · · ·j1 j2 j3

, ètsi ¸ste

T
(
−, Hocolim−−−−−−→ Xi

)
' H

(
−
)

Aut  h akoloujÐa apì to L mma Yoneda antistoiqeÐ se mia ( monadik  ) akoloujÐa antikeimènwn kai
morfism¸n sthn Cat

(
Top,Ab

)
T
(
−, X0

)
T
(
−, X1

)
T
(
−, X2

)
· · ·j1 j2 j3

Epiplèon,

colim−−−→ T
(
−, Xi

)
' T

(
−, Hocolim−−−−−−→ Xi

)
Parat rhsh 7.3.5. 'Estw β ènac kanonikìc plhj�rijmoc, ètsi ¸ste β > ℵ0. 'Estw T mia
β−tèleia paragìmenh trigwnismènh kathgorÐa. Autì shmaÐnei ìti, h T perièqei k�poio β−tèleio pa-

r�gon sÔnolo T . Apì to Je¸rhma 3.3.9 h kathgorÐa S = 〈T 〉β eÐnai mia β−tèleia kl�sh. Epeid  to

T eÐnai èna sÔnolo, apì thn Prìtash 3.2.5 h kathgorÐa S = 〈T 〉β eÐnai ousiastik� mikr . Sunep¸c,
mporoÔme na antikatast soume to sÔnolo T m' èna sÔnolo antikeimènwn thc S, to opoÐo perièqei
to T , kai to opoÐo perièqei ènan antiprìswpo apì k�je kl�sh isomorfismoÔ antikeimènwn thc S (
Parat rhsh 7.1.7, gia thn perÐptwsh β = α ). T¸ra apì to L mma 7.2.3, up�rqei toul�qiston
mia akoloujÐa antikeimènwn Xi sthn T, h opoÐa ikanopoieÐ tic sunj kec 7.2.3.1−7.2.3.4. S' aut 
thn perÐptwsh, oi sunarthtèc T

(
−, Xi

)∣∣
S
kai H

(
−
)∣∣

S
an koun sthn Ex

(
Sop,Ab

)
, epeid  apeiko-

nÐzoun sugkinìmena sthn S se ginìmena sthn Ab, sunep¸c apeikonÐzoun β−sugkinìmena sthn S se

β−ginìmena sthn Ab, kai h kathgorÐa S = 〈T 〉β , apì to Par�deigma 3.2.8, eÐnai β−topikopoi simh,
sunep¸c eÐnai kleist  wc proc ta β−sugkinìmena. Tèloc, epeid  h S eÐnai mia β−tèleia kl�sh,
apì to L mma 6.2.6, o sunartht c T −−−−−→ Ex

(
Sop,Ab

)
diathreÐ ta β−sugkinìmena, eidikìtera

diathreÐ ta ℵ1−sugkinìmena. E�n parathr soume prosektik� thn apìdeixh tou Jewr matoc 7.3.3,
diapist¸noume ìti mporoÔme na efarmìsoume b ma proc b ma akrib¸c thn Ðdia apìdeixh gia to sÔnolo
T . Me �lla lìgia, mporoÔme na deÐxoume ìti k�je β−tèleia paragìmenh paragìmenh trigwnismènh
kathgorÐa, ìpou β eÐnai ènac kanonikìc plhj�rijmoc, ètsi ¸ste β > ℵ0, ikanopoieÐ to Je¸rhma
Anaparastasimìthtac, qwrÐc na mesolab sei h ènnoia thc ℵ1−teleiìthtac. Wstìso, epeid  k�je
β−tèleia paragìmenh trigwnismènh kathgorÐa, ìpou β eÐnai ènac kanonikìc plhj�rijmoc, ètsi ¸ste
β > ℵ0, eÐnai ℵ1−tèleia paragìmenh, anagìmaste sto Je¸rhma 7.3.3. Pr�gmati, èstw γ kai β �pei-
roi plhj�rijmoi, ètsi ¸ste β > γ. Apì thn Parat rhsh 3.3.15 gnwrÐzoume ìti, e�n to S eÐnai èna
β−tèleio sÔnolo, tìte to S eÐnai epÐshc èna γ−tèleio sÔnolo. Sunep¸c, k�je β−tèleio par�gon
sÔnolo T , ìpou β eÐnai ènac kanonikìc plhj�rijmoc, ètsi ¸ste β > ℵ0, eÐnai ℵ1−tèleio par�gon.

Parat rhsh 7.3.6. 'Estw α ènac kanonikìc plhj�rijmoc. 'Estw T mia α−sumpag¸c paragìme-
nh trigwnismènh kathgorÐa, autì shmaÐnei ìti h T èqei mikr� HomT−sÔnola, ikanopoieÐ to axÐwma
[TR5], kai perièqei èna α−sumpagèc par�gon sÔnolo T , kai èstw H : Top −−−−−→ Ab ènac omologi-
kìc sunartht c, o opoÐoc diathreÐ ta ginìmena, dhlad  apeikonÐzei sugkinìmena sthn T se ginìmena
sthn Ab. Apì thn 7.4.2.2, thc Prìtashc 7.4.2, h S = Tα eÐnai ousiastik� mikr . Sunep¸c, mporoÔme
antikatast soume to sÔnolo T m' èna sÔnolo antikeimènwn thc S, to opoÐo perièqei to T , kai to
opoÐo perièqei ènan antiprìswpo apì k�je kl�sh isomorfismoÔ antikeimènwn thc S. T¸ra apì to
L mma 7.2.3, up�rqei toul�qiston mia akoloujÐa antikeimènwn Xi sthn T, h opoÐa ikanopoieÐ tic
sunj kec 7.2.3.1−7.2.3.4. S' aut  thn perÐptwsh, oi sunarthtèc T

(
−, Xi

)∣∣
S
kai H

(
−
)∣∣

S
an koun

sthn Ex
(
Sop,Ab

)
, epeid  apeikonÐzoun sugkinìmena sthn S se ginìmena sthn Ab, sunep¸c apeiko-

nÐzoun α−sugkinìmena sthn S se α−ginìmena sthn Ab, kai h kathgorÐa S = Tα, apì to L mma 4.2.5
eÐnai α−topikopoi simh, sunep¸c eÐnai kleist  wc proc ta α−sugkinìmena. Tèloc, epeid  h S den
eÐnai mìno mia α−tèleia kl�sh, k�je antikeÐmeno thc S eÐnai epÐshc α−mikrì, apì to L mma 6.2.6, o
sunartht c T −−−−−→ Ex

(
Sop,Ab

)
diathreÐ ta sugkinìmena, eidikìtera diathreÐ ta ℵ1−sugkinìmena.

E�n parathr soume prosektik� thn apìdeixh tou Jewr matoc 7.3.3, diapist¸noume ìti mporoÔme
na efarmìsoume b ma proc b ma akrib¸c thn Ðdia apìdeixh gia to sÔnolo T . Me �lla lìgia, mpo-
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roÔme na deÐxoume apeujeÐac ìti k�je α−sumpag¸c paragìmenh trigwnismènh kathgorÐa ikanopoieÐ
to Je¸rhma Anaparastasimìthtac, qwrÐc na mesolab sei h ènnoia thc ℵ1−teleiìthtac. Wstìso,
epeid  apì to L mma 4.2.1 k�je α−sumpag¸c paragìmenh trigwnismènh kathgorÐa, eÐnai ℵ1−tèleia
paragìmenh, anagìmaste sto Je¸rhma 7.3.3, ìpwc ja diapist¸soume sthn Prìtash 7.4.2.

7.4 Sunèpeiec thc Anaparastasimìthtac Brown

'Estw T èna ℵ1−tèleio par�gon sÔnolo antikeimènwn gia thn T. Sto Je¸rhma 7.3.3, deÐxame ìti to
T par�gei thn T, dhlad  T = 〈T 〉 ( Orismìc 3.2.9 ). IsqÔei kai to antÐstrofo.

Prìtash 7.4.1. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa me mikr� HomT−sÔnola, h opoÐa ikano-
poieÐ to axÐwma [TR5]. 'Estw T èna sÔnolo antikeimènwn thc T kleistì wc proc ton prosjetikì
automorfismì Σ, dhlad  ΣT = T . E�n T = 〈T 〉, tìte to T eÐnai èna par�gon sÔnolo gia thn T.
E�n upojèsoume epiplèon ìti to T eÐnai èna ℵ1−tèleio sÔnolo antikeimènwn gia thn T, tìte isqÔei
to antÐstrofo. E�n to T eÐnai èna par�gon sÔnolo gia thn T, tìte T = 〈T 〉.

Apìdeixh. H mia kateÔjunsh eÐnai �mesh sunèpeia tou L mmatoc 7.3.3, dhlad  e�n to T eÐnai èna
ℵ1−tèleio par�gon sÔnolo antikeimènwn gia thn T, tìte T = 〈T 〉. Jèloume na apodeÐxoume thn
antÐstrofh kateÔjunsh. 'Estw T èna sÔnolo antikeimènwn sthn T. Upojètoume ìti T = 〈T 〉.
Jèloume na deÐxoume ìti to T eÐnai èna par�gon sÔnolo gia thn T.

'Estw x ∈ T èna antikeÐmeno ètsi ¸ste HomT

(
−, x

)∣∣
T

= 0. 'Estw S ⊂ T h pl rhc upokathgorÐa

ìlwn twn antikeimènwn s ∈ T ètsi ¸ste, gia k�je n ∈ Z, isqÔei HomT

(
Σns, x

)
= 0. Epeid  o

sunartht c HomT

(
Σn
(
−
)
, x
)

= HomT

(
−, x

)
◦Σn

(
−
)
eÐnai prosjetikìc wc sÔnjesh prosjetik¸n

sunartht¸n, h S eÐnai mia prosjetik  upokathgorÐa thc T. Ex upojèsewc to sÔnolo T eÐnai kleistì
wc proc ton prosjetikì automorfismì Σ, dhlad  ΣT = T . H S profan¸c perièqei to sÔnolo T ,
eÐnai kleist  kleist  wc proc touc isomorfismoÔc twn antikeimènwn thc sthn T, kai eÐnai kleist  wc
proc ton prosjetikì automorfismì Σ, dhlad  ΣS = S. 'Estw s kai s′ antikeÐmena sthn S. JewroÔme
èna trÐgwno

s s′ s′′ Σs

pou sumplhr¸nei ton s −−−−−→ s′ sthn T. Ja deÐxoume ìti to s an kei epÐshc sthn S. Gia k�je
n ∈ Z, o sunartht c HomT

(
Σn
(
−
)
, x
)
eÐnai sunomologikìc, sunep¸c apeikonÐzei to prohgoÔmeno

trÐgwno se mia akrib  akoloujÐa

HomT

(
Σn+1s, x

)
HomT

(
Σns′′, x

)
HomT

(
Σns′, x

)
Ta antikeÐmena s kai s′ an koun sthn S, epomènwc isqÔei HomT

(
Σn+1s, x

)
= HomT

(
Σns′, x

)
= 0.

Apì thn thn akrÐbeia thc akoloujÐac, èpetai ìti HomT

(
Σns′′, x

)
= 0. Sunep¸c, to s′′ ∈ S.

'Estw {sλ, λ ∈ Λ} èna sÔnolo antikeimènwn sthn S ⊂ T. H T ikanopoieÐ to axÐwma [TR5],
sunep¸c to sugkinìmeno aut¸n twn antikeimènwn,

∐
λ∈Λsλ, up�rqei sthn T. Apì thn Prìtash

1.1.6.1, gia k�je n ∈ Z, o sunartht c Σn diathreÐ ta sugkinìmena, sunep¸c ufÐstantai oi parak�tw
isomorfismoÐ

HomT

(
Σn

{∐
λ∈Λ

sλ

}
, x

)
' HomT

(∐
λ∈Λ

{
Σnsλ

}
, x

)
'
∏
λ∈Λ

HomT

(
Σnsλ, x

)
Epeid  gia k�je λ ∈ Λ, to sλ ∈ S, isqÔei HomT

(
Σnsλ, x

)
= 0. Sunep¸c, apì touc prohgoÔmenouc

isomorfismoÔc sumperaÐnoume ìti HomT

(
Σn
{∐

λ∈Λsλ
}
, x
)

= 0, epomènwc to
∐
λ∈Λsλ ∈ S. DeÐxame

loipìn ìti, h S perièqei to sÔnolo T , eÐnai trigwnismènh, kai eÐnai kleist  wc proc ta sugkinìmena,
epomènwc perièqei thn 〈T 〉 pou eÐnai h mikrìterh trigwnismènh upokathgorÐa thc T me autèc tic
idiìthtec, dhlad  〈T 〉 ⊂ S. 'Omwc T = 〈T 〉, sunep¸c S = T. Autì shmaÐnei ìti, gia k�je s ∈ T, kai
gia k�je n ∈ Z, isqueÐ HomT

(
Σns, x

)
= 0, isodÔnama, gia k�je s ∈ T, isqueÐ HomT

(
s, x
)

= 0,
epomènwc x = 0. Sunep¸c, to T eÐnai èna par�gon sÔnolo gia thn T.
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Prìtash 7.4.2. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa me mikr�HomT−sÔnola, h opoÐa ikanopoieÐ
to axÐwma [TR5]. Upojètoume ìti h T eÐnai kal¸c paragìmenh. Autì shmaÐnei ìti up�rqei ènac
kanonikìc plhj�rijmoc α, ètsi ¸ste h T na eÐnai α−sumpag¸c paragìmenh. Tìte
7.4.2.1. H T ikanopoieÐ to Je¸rhma Anaparastasimìthtac

7.4.2.2. Gia k�je plhj�rijmo β h kathgorÐa Tβ eÐnai ousiastik� mikr .

7.4.2.3. IsqÔei,

T =
⋃
β≥α

Tβ

, ìpou o β diatrèqei touc kanonikoÔc plhjarÐjmouc ≥ α. IsodÔnama, mporoÔme na jewr soume ìti o
β diatrèqei ìlouc touc kanonikoÔc plhjarÐjmouc.

Apìdeixh. H T eÐnai α−sumpag¸c paragìmenh. Autì shmaÐnei ìti, perièqei èna α−sumpagèc par�gon
sÔnolo T . To T ⊂ T(α) eÐnai èna α−tèleio sÔnolo α−mikr¸n antikeimènwn. Sunep¸c apì to L mma
4.2.1 gia k�je �peiro plhj�rijmo β, to T eÐnai epÐshc β−tèleio. Sugkekrimèna, gia ton plhj�rijmo
β = ℵ1, to T eÐnai ℵ1−tèleio. Apì to Je¸rhma 7.3.3 gnwrÐzoume ìti h T ikanopoieÐ to Je¸rhma
Anaparastasimìthtac, kai ìti T = 〈T 〉.

Epeid  T ⊂ Tα, kai T = 〈T 〉 apì to L mma 4.4.5 gia k�je kanonikì plhj�rijmo β ≥ α, isqÔei

Tβ = 〈T 〉β . Epeid  to T eÐnai èna sÔnolo, apì thn Prìtash 3.2.5 h 〈T 〉β eÐnai ousiastik� mikr .
Sunep¸c, gia k�je kanonikì plhj�rijmo β ≥ α, h Tβ eÐnai ousiastik� mikr . Apì to L mma 4.2.3 e�n
γ < β, tìte Tγ ⊂ Tβ . Epeid  gia k�je �peiro plhj�rijmo γ mporoÔme na epilèxoume ènan kanonikì
plhj�rijmo β megalÔtero apo touc α kai γ, èpetai ìti h kathgorÐa Tγ eÐnai ousiastik� mikr  gia
ìlouc touc �peirouc plhjarÐjmouc γ.

Gia k�je kanonikì plhj�rijmo β ≥ α, isqÔei Tβ = 〈T 〉β , kai apì to L mma 3.2.3, e�n γ, δ �peiroi

plhj�rijmoi ètsi ¸ste γ < δ, tìte 〈T 〉γ ⊂ 〈T 〉δ. Sunep¸c

T = 〈T 〉

=
⋃
λ

〈T 〉λ

=
⋃
β≥α

〈T 〉β

=
⋃
β≥α

Tβ

, ìpou o β diatrèqei touc kanonikoÔc plhjarÐjmouc ≥ α. Tèloc, apì to L mma 4.2.3, e�n γ, δ
kanonikoÐ plhj�rijmoi ètsi ¸ste γ < δ, tìte Tγ ⊂ Tδ. Sunep¸c, sthn prohgoÔmenh ènwsh mporoÔme
na jewr soume ìti o β diatrèqei ìlouc touc kanonikoÔc plhjarÐjmouc.

Epanadiatup¸nontac thn Prìtash 7.4.2, sthn ousÐa shmaÐnei to ex c.

Prìtash 7.4.3. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa me mikr�HomT−sÔnola, h opoÐa ikanopoieÐ
to axÐwma [TR5]. H trigwnismènh kathgorÐa T eÐnai kal¸c paragìmenh e�n kai mìno e�n gia k�je
�peiro plhj�rijmo β, h kathgorÐa Tβ eÐnai ousiastik� mikr , kai gia ìlouc touc arket� meg�louc
plhjarÐjmouc β h Tβ par�gei, sÔmfwna me ton Orismì 6.2.11.

Apìdeixh. 'Estw β ènac arket� meg�loc plhj�rijmoc. 'Estw ìti h Tβ eÐnai ousiastik� mikr  kai
par�gei. O β mporeÐ na epilegeÐ na eÐnai kanonikìc. Epilègoume èna sÔnolo T antikeimènwn thc
Tβ to opoÐo perièqei ènan antiprìswpo apo k�je kl�sh isomorfismoÔ antikeimènwn thc Tβ . Tìte,
epeid  h Tβ par�gei kai ta antikeÐmena tou sunìlou T ⊂ Tβ eÐnai, wc proc isomorfismì, akrib¸c ta
antikeÐmena thc Tβ , èpetai ìti to T eÐnai èna β−sumpagèc par�gon sÔnolo gia thn T. Sunep¸c, h T

eÐnai kal¸c paragìmenh.
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'Estw t¸ra ìti h T eÐnai kal¸c paragìmenh. Autì shmaÐnei ìti, gia k�poion kanonikì plhj�rijmo
α, h T perièqei èna α−sumpagèc par�gon sÔnolo T . Apì to L mma 4.2.3, e�n γ kai β eÐnai �peiroi
plhj�rijmoi, ètsi ¸ste γ < β, tìte Tγ ⊂ Tβ . Epomènwc, gia k�je �peiro plhj�rijmo β ≥ α, isqÔei
T ⊂ Tα ⊂ Tβ . Epeid  h Tβ perièqei to par�gon sÔnolo T , èpetai ìti par�gei. Sunep¸c, gia ìlouc
touc arket� meg�louc plhjarÐjmouc β ( sthn pragmatikìthta ≥ α ), h Tβ par�gei. Tèloc, akrib¸c
ìpwc sthn apìdeixh thc 7.4.2.2, gia k�je plhj�rijmo β, h kathgorÐa Tβ eÐnai ousiastik� mikr .

Parat rhsh 7.4.4. Sthn pr�xh, h mình for� pou eÐnai qr simo na exet�soume upoy fia
α−sumpag  par�gonta sÔnola T , eÐnai ìtan jèloume na deÐxoume ìti mia trigwnismènh kathgo-
rÐa T eÐnai kal¸c paragìmenh. Pio sugkekrimèna, dojeÐshc miac trigwnismènhc kathgorÐac T, eÐnai
dÔskolo na upologÐsoume tic kathgorÐec Tα �mesa, kai m�lista na deÐxoume ìti gia ìlouc touc α, h
Tα eÐnai ousiastik� mikr , kai ìti gia ìlouc touc arket� meg�louc plhjarÐjmouc α par�gei. EÐnai
eukolìtero gia k�poio kanonikì plhj�rijmo α na par�xoume èna α−sumpagèc par�gon sÔnolo T ,
dhlad  èna α−tèleio par�gon sÔnolo, ètsi ¸ste T ⊂ T(α).

Sthn sunèqeia qrhsimopoi¸ntac to Je¸rhma 7.3.3 kai thn Prìtash 7.4.1, ja deÐxoume ìti oi
OrismoÐ 7.1.1 kai 7.1.10 eÐnai isodÔnamoi.

Prìtash 7.4.5. 'Estw α ènac kanonikìc plhj�rijmoc. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa me
mikr� HomT−sÔnola, h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5]. H T eÐnai α−sumpag¸c paragìmenh ìpwc
ston Orismì 7.1.1, dhlad  h upokathgorÐa Tα eÐnai ousiastik� mikr , kai 〈Tα〉 = T e�n kai mìno e�n
eÐnai α−sumpag¸c paragìmenh ìpwc ston Orismì 7.1.10, dhlad  perièqei èna α−sumpagèc par�gon
sÔnolo T . OmoÐwc, h T eÐnai kal¸c paragìmenh ìpwc ston Orismì 7.1.1 e�n kai mìno e�n eÐnai kal¸c
paragìmenh ìpwc ston Orismì 7.1.10.

Apìdeixh. 'Estw ìti h T eÐnai α−sumpag¸c paragìmenh ìpwc ston Orismì 7.1.1, dhlad  h upoka-
thgorÐa Tα eÐnai ousiastik� mikr , kai 〈Tα〉 = T. Epilègoume èna sÔnolo T antikeimènwn thc Tα to
opoÐo perièqei ènan antiprìswpo apo k�je kl�sh isomorfismoÔ antikeimènwn thc Tα. Tìte 〈T 〉 = T,
kai apì thn Parat rhsh 7.1.9.2, to T mporoÔme na to jewr soume kleistì wc proc ton prosjetikì
automorfismì Σ, dhlad  ΣT = T . Sunep¸c apì thn Prìtash 7.4.1, to T eÐnai èna par�gon sÔnolo
gia thn T, kai epeid  T ⊂ Tα, èpetai ìti to T eÐnai èna α−sumpagèc par�gon sÔnolo gia thn T.

Antistrìfwc, èstw ìti h T eÐnai α−sumpag¸c paragìmenh ìpwc ston Orismì 7.1.10, dhlad 
perièqei èna α−sumpagèc par�gon sÔnolo T . Epeid  T ⊂ Tα ⊂ T(α), apì to L mma 4.2.1 to T eÐnai
ℵ1−tèleio. Epomènwc to T eÐnai èna ℵ1−tèleio par�gon sÔnolo, kai sunep¸c apì to Je¸rhma 7.3.3
h T ikanopoieÐ to Je¸rhma Anaparastasimìthtac, kai T = 〈T 〉. Epeid  T ⊂ Tα, kai T = 〈T 〉 apì
to L mma 4.4.5 gia k�je kanonikì plhj�rijmo β ≥ α, isqÔei Tβ = 〈T 〉β , sunep¸c gia β = α, isqÔei
Tα = 〈T 〉α. Epeid  to T eÐnai èna sÔnolo, apì thn Prìtash 3.2.5 h 〈T 〉α eÐnai ousiastik� mikr .
Sunep¸c h Tα eÐnai ousiastik� mikr . Epeid  T = 〈T 〉, èpetai ìti T = 〈Tα〉.

B�sei thc Prìtashc 7.4.5, mporoÔme na epanadiatup¸soume ton Orismì 7.1.1 ( ⇐⇒ Orismìc
7.1.10 )

Orismìc 7.4.6. 'Estw α ènac kanonikìc plhj�rijmoc. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa me
mikr� HomT−sÔnola, h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5]. Ja lème ìti h T eÐnai α−sumpag¸c
paragìmenh, e�n h kathgorÐa Tα eÐnai ousiastik� mikr , kai o omologikìc sunartht c

T −−−−−−−−→ Ex
({

Tα
}op

,Ab
)

den mhdenÐzetai se kanèna antikeÐmeno.

L mma 7.4.7. 'Estw T kai T′ dÔo trigwnismènec kathgorÐec oi opoÐec ikanopoioÔn to axÐwma [TR5].
'Estw F : T −−−−−→ T′ ènac trigwnismènoc sunartht c o opoÐoc diathreÐ ta sugkinìmena. 'Estw T
èna sÔnolo antikeimènwn thc T. Tìte

Im
(
F
∣∣
〈T 〉

)
⊂
〈
F
(
T
)〉

, ìpou Im
(
F
∣∣
〈T 〉

)
eÐnai h ousiastik  eikìna tou sunartht  F

∣∣
〈T 〉.

Apìdeixh. JewroÔme thn pl rh upokathgorÐa S ⊂ T thc opoÐac h kl�sh twn antikeimènwn orÐzetai
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wc ex c. 'Ena antikeÐmeno X an kei sthn S e�n to antikeÐmeno F
(
X
)
an kei sthn

〈
F
(
T
)〉
. H S

profan¸c perièqei to sÔnolo T , kai eÐnai kleist  wc proc touc isomorfismoÔc twn antikeimènwn
thc sthn T. EpÐshc, epeid  o F eÐnai trigwnismènoc eÐnai profan¸c prosjetikìc, èpetai ìti eÐnai
prosjetik . 'Estw X èna antikeÐmeno thc S. Autì shmaÐnei ìti to antikeÐmeno F

(
X
)
an kei sthn〈

F
(
T
)〉
. Epeid  o F eÐnai trigwnismènoc, isqÔei F(ΣX) = FΣ(X) ' ΣF(X) ∈

〈
F
(
T
)〉
. Sunep¸c, h

S eÐnai kleist  wc proc ton prosjetikì automorfismì Σ, dhlad  ΣS = S. 'Estw X kai Y antikeÐmena
sthn S. JewroÔme èna trÐgwno

X Y Z ΣX

pou sumplhr¸nei ton X −−−−−→ Y sthn T. Ja deÐxoume ìti to Z an kei epÐshc sthn S. Epeid  o F

eÐnai trigwnismènoc apeikonÐzei to trÐgwno autì s' èna trÐgwno

F
(
X
)

F
(
Y
)

F
(
Z
)

ΣF
(
X
)

sthn T′. Ta antikeÐmena X kai Y an koun sthn S, epomènwc ta F
(
X
)
kai F

(
Y
)
an koun sthn〈

F
(
T
)〉
. Epeid  h

〈
F
(
T
)〉

eÐnai mia trigwnismènh upokathgorÐa thc T′, èpetai ìti to F
(
Z
)
an kei

sthn
〈
F
(
T
)〉
.

'Estw {Xλ, λ ∈ Λ} èna sÔnolo antikeimènwn sthn S ⊂ T. H T ikanopoieÐ to axÐwma [TR5],
sunep¸c to sugkinìmeno aut¸n twn antikeimènwn,

∐
λ∈ΛXλ, up�rqei sthn T. O F diathreÐ ta

sugkinìmena, autì shmaÐnei ìti

F

(∐
λ∈Λ

Xλ

)
'
∐
λ∈Λ

F
(
Xλ

)
Gia k�je λ ∈ Λ, to antikeÐmeno Xλ an kei sthn S, epomènwc to antikeÐmeno F

(
Xλ

)
an kei sthn

〈F
(
T
)〉
. Epeid  h

〈
F
(
T
)〉

eÐnai topoikopoi simh, sumperaÐnoume ìti to F
(∐

λ∈ΛXλ

)
∈ 〈F

(
T
)〉
,

epomènwc to
∐
λ∈ΛXλ ∈ S. DeÐxame loipìn ìti, h S perièqei to sÔnolo T , eÐnai trigwnismènh, kai

eÐnai kleist  wc proc ta sugkinìmena, epomènwc perièqei thn 〈T 〉 pou eÐnai h mikrìterh trigwnismènh
upokathgorÐa thc T me autèc tic idiìthtec, dhlad  〈T 〉 ⊂ S. Sunep¸c, h eikìna tou sunartht  F

∣∣
〈T 〉,

kai �ra h ousiastik  tou eikìna perièqetai sthn
〈
F
(
T
)〉
.

'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa me mikr� HomT−sÔnola, h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma
[TR5]. 'Estw α ènac kanonikìc plhj�rijmoc. 'Estw ìti h T eÐnai mia α−sumpag¸c paragìmenh
trigwnismènh kathgorÐa, kai èstw S ⊂ T mia topikopoi simh upokathgorÐa α−sumpag¸c paragìme-
nh sthn T. Autì shmaÐnei ìti, h S eÐnai h topikopoi simh upokathgorÐa pou par�getai apì èna
α−sumpagèc sÔnolo antikeimènwn S ⊂ S sthn T, dhlad  up�rqei èna sÔnolo S ⊂ S ∩ Tα, ètsi
¸ste S = 〈S〉. Apì to Je¸rhma TopikopoÐhshc twn Neeman−Thomason ( Je¸rhma 4.4.12 ), gia
thn eidik  perÐptwsh β = α, ìpou α ≥ ℵ0, ousiastik� sumperaÐnoume ìti oi sunarthtèc fusik c
ègkleishc, kai topikopoÐhshc Verdier

i : S −−−−−−−−→ T kai Funiv : T −−−−−−−−→ T/S

diathroÔn ta α−sumpag  sÔnola, dhlad  apeikonÐzoun α−sumpag  sÔnola se α−sumpag  sÔnola.
Apì thn Prìtash 7.4.8 sumperaÐnoume ìti, gia thn eidik  perÐptwsh α = α1 = α2, ìpou α ≥ ℵ1,
dhlad  sthn perÐptwsh pou h T eÐnai mia α−sumpag¸c paragìmenh trigwnismènh kathgorÐa, kai h
S ⊂ T mia topikopoi simh upokathgorÐa α−sumpag¸c paragìmenh sthn T, sumperaÐnoume ìti dia-
throÔn epÐshc ta par�gonta sÔnola, dhlad  apeikonÐzoun par�gonta sÔnola se par�gonta sÔnola,
epomènwc diathroÔn ta α−sumpag  par�gonta sÔnola. Autì shmaÐnei ìti, oi kathgorÐec S kai T/S
eÐnai α−sumpag¸c paragìmenec trigwnismènec kathgorÐec. Gia thn eidik  perÐptwsh α = α1 = α2,
ìpou α = ℵ0, dhlad  sthn perÐptwsh pou h T eÐnai mia ℵ0−sumpag¸c paragìmenh trigwnismènh
kathgorÐa, kai h S ⊂ T mia topikopoi simh upokathgorÐa ℵ0−sumpag¸c paragìmenh sthn T, su-
mperaÐnoume ìti o sunartht c i diathreÐ ta ℵ0−sumpag  par�gonta sÔnola, all� en¸ o sunartht c
Funiv diathreÐ ta ℵ0−sumpag  sÔnola, den mporoÔme na sumper�noume ìti diathreÐ ta par�gonta

sÔnola. O lìgoc eÐnai ìti, o fusikìc trigwnismènoc sunartht c Tℵ0/Sℵ0 −−−−−→
{
T/S

}ℵ0 eÐnai mia
sqedìn isodunamÐa trigwnismènwn kathgori¸n, kai m�lista apì thn Parat rhsh 4.4.10 gnwrÐzoume
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ìti, k�je antikeÐmeno tou R′ ⊂ {T/S
}ℵ0 , eÐnai wc proc isomorfismì sthn T/S, ènac eujÔc prosje-

tèoc enìc antikeimènou thc morf c Funiv
(
x
)
gia k�poio antikeÐmeno x ∈ T ′ ⊂ Tℵ0 , ìpou T ′ kai R′

eÐnai ta sÔnola thc apìdeixhc thc Prìtashc 7.4.8. Sunep¸c, den mporoÔme na sumper�noume ìti
〈R′〉 =

〈
Funiv

(
T ′
)〉
. Parìla aut�, h T/S eÐnai mia ℵ0−sumpag¸c paragìmenh trigwnismènh kath-

gorÐa, ìpwc ja apodeÐxoume sthn Prìtash 7.4.13, afoÔ se aut  thn perÐptwsh o sunartht c Funiv
eÐnai mia topikopoÐhsh Bousfield . Tèloc, e�n h T eÐnai mia α−sumpag¸c paragìmenh trigwnismènh
kathgorÐa, ìpou α ≥ ℵ0, kai h S ⊂ T eÐnai h topikopoi simh upokathgorÐa h opoÐa par�getai apì
èna opoiod pote sÔnolo S ⊂ S antikeimènwn thc T, pou eÐnai kai h endiafèrousa perÐptwsh, tìte
apì thn Prìtash 7.4.8 sumperaÐnoume ìti, oi sunarthtèc i kai Funiv den diathroÔn upoqrewtik�
ta α−sumpag  par�gonta sÔnola antikeimènwn, diathroÔn ìmwc ta β−sumpag  par�gonta sÔnola
antikeimènwn, gia k�poion kanonikì plhj�rijmo β ≥ α.

Epomènwc, h kl�sh twn α−sumpag¸c paragìmenwn trigwnismènwn kathgori¸n, ìpou α ≥ ℵ0,
den eÐnai kleist  wc proc tic topikopoi simec upokathgorÐec oi opoÐec par�gontai apì sÔnola a-
ntikeimènwn, kai wc proc thn topikopoÐhsh Verdier me topikopoi simec upokathgorÐec oi opoÐec
par�gontai apì sÔnola antikeimènwn. Autì to gegonìc ìpwc anafèrame sthn Eisagwg  apotèlese
èna apì ta kÐnhtra tou orismoÔ twn kal¸c paragìmenwn trigwnismènwn kathgori¸n. Me �lla lìgia,
h kl�sh twn kal¸c paragìmenwn trigwnismènwn kathgori¸n apoteleÐ thn kat�llhlh genÐkeush thc
kl�sewc twn ℵ0−sumpag¸c paragìmenwn trigwnismènwn kathgori¸n, prokeimènou na exasfalisteÐ
h prohgoÔmenh ènnoia kleistìthtac.

Prìtash 7.4.8. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa me mikr� HomT−sÔnola, h opoÐa ikano-
poieÐ to axÐwma [TR5]. Upojètoume ìti h T eÐnai mia kal¸c paragìmenh trigwnismènh kathgorÐa.
'Estw S ⊂ T mia topikopoi simh upokathgorÐa, h opoÐa par�getai apo èna sÔnolo antikeimènwn
thc T. Tìte oi kathgorÐec S kai T/S eÐnai kal¸c paragìmenec. EpÐshc, up�rqei ènac kanonikìc
plhj�rijmoc α, ètsi ¸ste

S =
⋃
β≥α

S ∩ Tβ T/S =
⋃
β≥α

Tβ/S ∩ Tβ

, ìpou h deÔterh isìthta isqÔei wc proc isodunamÐa trigwnismènwn kathgori¸n, kai o β diatrèqei
touc kanonikoÔc plhjarÐjmouc ≥ α. IsodÔnama, mporoÔme na jewr soume ìti o β diatrèqei ìlouc
touc kanonikoÔc plhjarÐjmouc.

Apìdeixh. 'Estw S èna sÔnolo antikeimènwn sthn T, ètsi ¸ste S = 〈S〉. Epeid  h T eÐnai mia kal¸c
paragìmenh trigwnismènh kathgorÐa, apì thn Prìtash 7.4.2 gnwrÐzoume ìti T =

⋃
α T

α, ìpou o α
diatrèqei ìlouc touc �peirouc kanonikoÔc plhjarÐjmouc. JewroÔme to sugkinìmeno

∐
s∈Ss ìlwn

twn antikeimènwn tou S. To S eÐnai èna sÔnolo, kai h T ikanopoieÐ to axÐwma [TR5], dhlad  eÐnai
kleist  wc proc ta sugkinìmena, epomènwc

∐
s∈S

s ∈ T =
⋃
α

Tα

Sunep¸c, up�rqei ènac kanonikìc plhj�rijmoc α1, ètsi ¸ste
∐
s∈Ss ∈ Tα1 . All�, apì to L mma

4.2.4 h Tα1 eÐnai pukn , sunep¸c S ⊂ Tα1 . Epeid  h T eÐnai mia kal¸c paragìmenh trigwnismènh
kathgorÐa, up�rqei èna α2 sumpagèc par�gon sÔnolo T ⊂ Tα2 , gia k�poio kanonikì plhj�rijmo α2.
Jètoume α = max(ℵ1, α1, α2). Tìte,

T ⊂ Tα2 ⊂ Tα, kai T = 〈T 〉
S ⊂ S ∩ Tα1 ⊂ S ∩ Tα, kai S = 〈S〉

Tìte apì to Je¸rhma TopikopoÐhshc twn Neeman−Thomason ( Je¸rhma 4.4.12 ), gia k�je kano-
nikì plhj�rijmo β ≥ α,

〈S〉β = Sβ = S ∩ Tβ ,

〈T 〉β = Tβ
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EpÐshc, o fusikìc trigwnismènoc sunartht c

Tβ/Sβ −−−−−−−−→ T/S

paragontopoieÐtai wc

Tβ/Sβ −−−−−−−−→
{
T/S

}β −−−−−−−−→ T/S

, kai o sunartht c

Tβ/Sβ −−−−−−−−→
{
T/S

}β
eÐnai mia isodunamÐa trigwnismènwn kathgori¸n ( β > ℵ0 ).

H S ⊂ T eÐnai topikopoi simh. Autì shmaÐnei ìti to sugkinìmeno enìc sunìlou antikeimènwn
thc S up�rqei, wc sugkinìmeno sthn T, kai eÐnai èna antikeÐmeno thc S. Sunep¸c, h S ikanopoieÐ to
axÐwma [TR5] . EpÐshc, h S eÐnai mia pl rhc upokathgorÐa thc T, autì shmaÐnei ìti gia k�je x, y ∈ S

h apeikìnish S(x, y) −−−−−→ T(x, y) eÐnai ènac isomorfismìc. Sunep¸c, epeid  h T èqei mikr�
HomT−sÔnola, èpetai ìti h S èqei epÐshc mikr� HomS−sÔnola. Epeid  to S eÐnai èna sÔnolo, apì

thn Prìtash 3.2.5 h 〈S〉β eÐnai ousiastik� mikr  gia ìlouc touc �peirouc plhjarÐjmouc β. Gia k�je

kanonikì plhj�rijmo β ≥ α èqoume 〈S〉β = Sβ . Sunep¸c, gia k�je kanonikì plhj�rijmo β ≥ α,
h Sβ eÐnai ousiastik� mikr . Epilègoume èna sÔnolo S′ antikeimènwn thc Sβ to opoÐo perièqei ènan
antiprìswpo apo k�je kl�sh isomorfismoÔ antikeimènwn thc Sβ , kai apì thn Parat rhsh 7.1.9.2, to
S′ mporoÔme na to jewr soume kleistì wc proc ton prosjetikì automorfismì Σ, dhlad  ΣS′ = S′.

Epeid  S ⊂ 〈S〉β = Sβ , sumperaÐnoume ìti S = 〈S〉 ⊂
〈
〈S〉β

〉
= 〈Sβ〉 = 〈S′〉, gia k�je kanonikì

plhj�rijmo β ≥ α. 'Omwc, h 〈S′〉 eÐnai h mikrìterh topikopoi simh upokathgorÐa thc T h opoÐa
perièqei to S′, kai S′ ⊂ S, sunep¸c 〈S′〉 = S. Epeid  ΣS′ = S′, apì thn Prìtash 7.4.1, to S′ eÐnai
èna par�gon sÔnolo antikeimènwn gia thn S. DeÐxame loipìn ìti h S eÐnai β−sumpag¸c paragìmenh
gia k�je kanonikì plhj�rijmo β ≥ α, sunep¸c eÐnai kal¸c paragìmenh.

Epeid  h S ⊂ T eÐnai topikopoi simh, apì to Pìrisma 3.2.11 èpetai ìti h T/S ikanopoieÐ to
axÐwma [TR5] . EpÐshc, epeid  T =

⋃
α T

α, apì to Pìrisma 4.4.3 èpetai ìti h T/S èqei mikr�
HomT/S−sÔnola. Epeid  h T eÐnai kal¸c paragìmenh, apì thn Prìtash 7.4.2 h kathgorÐa Tβ , eÐnai
ousiastik� mikr . Apì thn Prìtash 4.5.13, gia k�je kanonikì plhj�rijmo β ≥ α, h kathgorÐa{
T/S

}β ' Tβ/Sβ eÐnai ousiastik� mikr . 'Estw Funiv : T −−−−−→ T/S o sunartht c topikopoÐhshc
Verdier . Epilègoume èna sÔnolo T ′ antikeimènwn thc Tβ to opoÐo perièqei ènan antiprìswpo apì
k�je kl�sh isomorfismoÔ antikeimènwn thc Tβ , kai apì thn Parat rhsh 7.1.9.2, to T ′ mporoÔme
na to jewr soume kleistì wc proc ton prosjetikì automorfismì Σ, dhlad  ΣT ′ = T ′. OmoÐwc,

epilègoume èna sÔnolo R′ antikeimènwn thc {T/S
}β

, to opoÐo perièqei ènan antiprìswpo apo k�je

kl�sh isomorfismoÔ antikeimènwn thc {T/S
}β

, ètsi ¸ste ΣR′ = R′. O fusikìc trigwnismènoc

sunartht c Tβ/Sβ −−−−−→
{
T/S

}β
mia isodunamÐa trigwnismènwn kathgori¸n, kai m�lista apì thn

Parat rhsh 4.4.10 gnwrÐzoume ìti, k�je antikeÐmeno thc R′ ⊂ {T/S
}β

, eÐnai wc proc isomorfismì,

thc morf c Funiv
(
x
)
gia k�poio antikeÐmeno x ∈ T ′ ⊂ Tβ , sunep¸c 〈R′〉 =

〈
Funiv

(
T ′
)〉
. Apì

to Pìrisma 3.2.11, gnwrÐzoume ìti o sunartht c Funiv : T −−−−−→ T/S diathreÐ ta sugkinìmena,
sunep¸c apì to L mma 7.4.7, isqÔei Im

(
Funiv

∣∣
〈T ′〉

)
⊂
〈
Funiv

(
T ′
)〉
, ìpou Im

(
Funiv

∣∣
〈T ′〉

)
eÐnai h

ousiastik  eikìna tou sunartht  Funiv
∣∣
〈T ′〉. Epeid  h T eÐnai β−sumpag¸c paragìmenh, to sÔnolo

T ′ ⊂ Tβ eÐnai èna β−sumpagèc par�gon sÔnolo gia thn T. Apì to L mma 4.2.1 to T ′ eÐnai ℵ1−tèleio,
epomènwc eÐnai èna ℵ1−tèleio par�gon sÔnolo, kai sunep¸c apì thn Prìtash 7.4.1, sumperaÐnoume
ìti 〈T ′〉 = T. O Funiv : T −−−−−→ T/S eÐnai ènac epimorfismìc trigwnismènwn kathgori¸n. Pr�gmati
èstw G,H : T/S −−−−−→ T′ trigwnismènoi sunarthtèc, ètsi ¸ste GFuniv = HFuniv, tìte apì thn
kajolik  idiìthta thc T/S, èpetai G = H. Sunep¸c Im

(
Funiv

∣∣
〈T ′〉

)
= Im

(
Funiv

∣∣
T

)
= T/S. Tìte

T/S = Im
(
Funiv

∣∣
〈T ′〉

)
⊂
〈
Funiv

(
T ′
)〉

= 〈R′〉, epomènwc 〈R′〉 = T/S. Epeid  ΣR′ = R′, apì thn

Prìtash 7.4.1, to R′ eÐnai èna par�gon sÔnolo antikeimènwn gia thn T/S. Epomènwc, deÐxame ìti
h T/S eÐnai β−sumpag¸c paragìmenh gia k�je kanonikì plhj�rijmo β ≥ α, sunep¸c eÐnai kal¸c
paragìmenh.
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T¸ra o teleutaÐoc isqurismìc thc Prìtashc, èpetai �mesa apì to Je¸rhma 4.4.12, kai thn
Prìtash 7.4.2.

Pìrisma 7.4.9. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa me mikr�HomT−sÔnola, h opoÐa ikanopoieÐ
to axÐwma [TR5]. Upojètoume ìti h T eÐnai mia kal¸c paragìmenh trigwnismènh kathgorÐa. 'Estw
S ⊂ T mia topikopoi simh upokathgorÐa, h opoÐa par�getai apo èna sÔnolo antikeimènwn thc T. Tìte
oi kathgorÐec S kai T/S ikanopoioÔn to Je¸rhma Anaparastasimìthtac.

Apìdeixh. 'Epetai, �mesa apì tic Prot�seic 7.4.2 kai 7.4.8.

Mia shmantik  sunèpeia thc Anaparastasimìthtac Brown, eÐnai to Je¸rhma Suzug¸n Sunarth-
t¸n. UpenjumÐzoume ìti, apì to L mma 5.3.4 ènac dexiìc suzug c G : T −−−−−→ S enìc trigwnismènou
sunartht  F : S −−−−−→ T eÐnai trigwnismènoc.

Je¸rhma 7.4.10. 'Estw S kai T trigwnismènec kathgorÐec me mikr� Hom−sÔnola. Upojètoume
ìti

7.4.10.1. H S ikanopoieÐ to Je¸rhma Anaparastasimìthtac, autì sumbaÐnei, paradeÐgmatoc q�rin,
ìtan h S eÐnai β−tèleia paragìmenh, ìpou β eÐnai ènac kanonikìc plhj�rijmoc, ètsi ¸ste β > ℵ0,  
ìtan h S eÐnai α−sumpag¸c paragìmenh, ìpou α eÐnai ènac kanonikìc plhj�rijmoc.

7.4.10.2. O F : S −−−−−→ T eÐnai ènac trigwnismènoc sunartht c.

7.4.10.3. O F : S −−−−−→ T diathreÐ ta sugkinìmena. UpenjumÐzoume ìti den upojètoume ìti
up�rqoun sugkinìmena sthn T, mìno ìti oi eikìnec twn sugkinomènwn sthn S eÐnai sugkinìmena
sthn T. Dhlad , èstw {sλ, λ ∈ Λ} èna sÔnolo antikeimènwn sthn S. GnwrÐzoume ìti to Je¸rhma
Anaparastasimìthtac isqÔei gia thn S, kai sugkekrimèna apì thn sunj kh 7.2.1.1 h S ikanopoieÐ
to axÐwma [TR5]. To sugkinìmeno aut¸n twn antikeimènwn,

∐
λ∈Λsλ, up�rqei sthn S. All� tìte,

sthn T up�rqoun apeikonÐseic

F
(
sλ
)

F

(∐
λ∈Λ

sλ

)

, oi opoÐec eÐnai oi eikìnec twn fusik¸n enjèsewn sλ −−−−−→
∐
λ∈Λsλ sthn S mèsw tou F. To na

upojèsoume ìti o F diathreÐ ta sugkinìmena, isodunameÐ me to na upojèsoume ìti autèc oi apeikonÐseic
efodi�zoun to antikeÐmeno F

(∐
λ∈Λsλ

)
me thn dom  enìc sugkinomènou sthn T, twn antikeimènwn

tou sunìlou
{
F
(
sλ
)
, λ ∈ Λ

}
. Isqurizìmaste ìti wc proc tic parap�nw upojèseic, o F : S −−−−−→ T

èqei ènan dexiì suzug  G : T −−−−−→ S. Autì shmaÐnei, ìti gia k�je s ∈ S kai gia k�je t ∈ T,
up�rqei ènac isomorfismìc

T
(
Fs, t

)
S
(
s,Gt

)
o opoÐoc eÐnai fusikìc sta antikeÐmena s ∈ S kai t ∈ T.

Apìdeixh. 'Estw t èna antikeÐmeno sthn T. JewroÔme ton sunartht 

H
(
−
)

= T
(
F
(
−
)
, t
)

= T
(
−, t
)
◦ F
(
−
)

O F eÐnai ènac trigwnismènoc sunartht c, dhlad  apeikonÐzei trÐgwna sthn S se trÐgwna sthn T, kai
èx upojèsewc diathreÐ ta sugkinìmena, dhlad  apeikonÐzei sugkinìmena sthn S se sugkinìmena sthn
T. O T

(
−, t
)
eÐnai ènac sunomologikìc sunomologikìc, dhlad  apeikonÐzei trÐgwna sthn T se makrèc

akribeÐc akoloujÐec sthn Ab, kai epiplèon diathreÐ ta ginìmena, dhlad  apeikonÐzei sugkinìmena sthn
T se ginìmena sthn Ab. Sunep¸c, o sunartht c

T
(
F
(
−
)
, t
)

: Sop Ab
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eÐnai ènac sunomologikìc sunartht c, o opoÐoc apeikonÐzei sugkinìmena sthn S se ginìmena sthn
Ab. Sunep¸c apì to Je¸rhma 7.3.3, èpetai ìti eÐnai anaparast�simoc. Gia k�je t ∈ T, epilègw èna
antikeÐmeno Gt ∈ S pou ton anaparist�, autì shmaÐnei ìti up�rqei ènac isomorfismìc

T
(
F
(
−
)
, t
)

S
(
−,Gt

)
o opoÐoc eÐnai fusikìc sta antikeÐmena s ∈ S. 'Estw f : t −−−−−→ t′ mia apeikìnish sthn T. H
apeikìnish

T
(
F
(
−
)
, t
)

T
(
F
(
−
)
, t′
)

S
(
−,Gt

)
S
(
−,Gt′

)

T(F(−),f)

' '

eÐnai ènac fusikìc metasqhmatismìc S
(
−,Gt

)
−−−−−→ S

(
−,Gt′

)
. Sunep¸c, apì to L mma Yoneda ,

up�rqei mia monadik  apeikìnish Gf : Gt −−−−−→ Gt′ sthn S, h opoÐa kajist� to parak�tw di�gramma

T
(
F
(
−
)
, t
)

T
(
F
(
−
)
, t′
)

S
(
−,Gt

)
S
(
−,Gt′

)

T(F(−),f)

' '

S(−,Gf)

metajetikì. Sunep¸c, orÐsame mia apeikìnish G : T −−−−−→ S sta antikeÐmena kai stouc morfismoÔc
sthn T. H apeikìnish aut  eÐnai ènac sunartht c. 'Estw f : t −−−−−→ t′, kai g : t′ −−−−−→ t′′

apeikonÐseic sthn T. Apì ton orismì thc G : T −−−−−→ S, ufÐstantai to parak�tw metajetikì
diagr�mma

T
(
F
(
−
)
, t
)

T
(
F
(
−
)
, t′
)

T
(
F
(
−
)
, t′′
)

S
(
−,Gt

)
S
(
−,Gt′

)
S
(
−,Gt′′

)

T(F(−),g)

'

T(F(−),f)

' '

S(−,Gg) S(−,Gf)

to opoÐo xanagr�fetai wc

T
(
F
(
−
)
, t
)

T
(
F
(
−
)
, t′′
)

S
(
−,Gt

)
S
(
−,Gt′′

)

T(F(−),f◦g)

' '

S(−,Gf◦Gg)

Apì thn monadikìthta thc apeikìnishc G
(
f◦g

)
: Gt −−−−−→ Gt′′, sumperaÐnoume ìti G

(
f◦g

)
= Gf◦Gg.

OmoÐwc apodeiknÔetai ìti G
(
1
)

= 1. O isomorfismìc

T
(
Fs, t

)
S
(
s,Gt

)
eÐnai fusikìc sta antikeÐmena s ∈ S, giatÐ o isomorfismìc T

(
F
(
−
)
, t
)
−−−−−→ S

(
−,Gt

)
eÐnai fusikìc,

gia k�je t ∈ T. Mènei na deÐxoume ìti eÐnai fusikìc sta antikeÐmena t ∈ T. 'Estw s èna antikeÐmeno
sthn S, kai f : t −−−−−→ t′ mia apeikìnish sthn T. Tìte to parak�tw di�gramma
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T
(
Fs, t

)
T
(
Fs, t′

)

S
(
s,Gt

)
S
(
s,Gt′

)

T(Fs,f)

' '

S(s,Gf)

eÐnai metajetikì, apì thn kataskeu  thc apeikìnishc Gf . Sunep¸c, o isomorfismìc

T
(
Fs, t

)
S
(
s,Gt

)
eÐnai fusikìc sta antikeÐmena s ∈ S kai t ∈ T, kai epomènwc o G kajÐstatai ènac dexiìc suzug c tou
F.

Parat rhsh 7.4.11. Apì thn Prìtash 5.3.7.1, gnwrÐzoume ìti e�n S kai T eÐnai trigwnismènec
kathgorÐec me mikr� Hom−sÔnola, kleistèc wc proc thn di�spash tautodÔnamwn morfism¸n, tìte
to prìblhma thc Ôparxhc dexioÔ suzug  sunartht  an�getai me amfimonos manto trìpo sto prìblh-
ma thc Ôparxhc dexioÔ suzug  sunartht  metaxÔ twn abelianopoi sewn A(S) kai A(T) twn S kai T
antÐstoiqa. Sugkekrimèna, ènac trigwnismènoc sunartht c F : S −−−−−→ T èqei ènan dexiì suzug 
e�n kai mìno e�n o akrib c sunartht c A(F) : A(S) −−−−−→ A(T) èqei ènan dexiì suzug . Apì thn
Parat rhsh 5.3.8, gnwrÐzoume ìti ta Jewr mata Ôparxhc suzug¸n sunartht¸n metaxÔ abelian¸n
kathgori¸n exart¸ntai apì to gegonìc, oi kathgorÐec na eÐnai well−powered ( autì shmaÐnei ìti h
kl�sh twn kl�sewn isomorfismoÔ twn upoantikeimènwn,   isodÔnama twn antikeimènwn phlÐko enìc
antikeimènou thc, eÐnai èna sÔnolo ), kai ìti gia sqedìn ìlec tic mh tetrimmènec meg�lec trigwni-
smènec kathgorÐec S ( autì shmaÐnei ìti oi kl�seic twn antikeimènwn touc den eÐnai mikrèc, dhlad 
sÔnola ), h abelianopoÐhsh A(S) den eÐnai potè well−powered , sunep¸c gnwrÐzoume ìti h Prìta-
sh 5.3.7.1 den èqei praktik  axÐa par� mìno jewrhtikì endiafèron. Antijètwc, to Je¸rhma 7.4.10
eÐnai polÔ praktikì. E�n h S ikanopoieÐ to Je¸rhma Anaparastasimìthtac ( p.q. ìtan h S eÐnai
β−tèleia paragìmenh, ìpou β eÐnai ènac kanonikìc plhj�rijmoc, ètsi ¸ste β > ℵ0,   ìtan h S

eÐnai α−sumpag¸c paragìmenh, ìpou α eÐnai ènac kanonikìc plhj�rijmoc ), tìte ènac trigwnismènoc
sunartht c F : S −−−−−→ T èqei ènan dexiì suzug  e�n kai mìno e�n diathreÐ ta sugkinìmena.

Par�deigma 7.4.12. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa me mikr� HomT−sÔnola. Upojètoume
ìti isqÔei to Je¸rhma Anaparastasimìthtac gia thn T. 'Estw S mia topikopoi simh upokathgorÐa.
O sunartht c topikopoÐhshc Verdier Funiv : T −−−−−→ T/S eÐnai trigwnismènoc, kai apì to Pìrisma
3.2.11, diathreÐ ta sugkinìmena. E�n gnwrÐzoume ìti h kathgorÐa T/S èqei mikr� HomT/S−sÔnola,
p.q. e�n h T/S eÐnai kal¸c paragìmenh ( Prìtash 7.4.8 ), tìte apì to Je¸rhma 7.4.10 o sunartht c
Funiv : T −−−−−→ T/S èqei ènan dexiì suzug  G : T/S −−−−−→ T. Se aut  thn perÐptwsh, o Funiv
kaleÐtai mia topikopoÐhsh Bousfield , kai o dexiìc suzug c G kaleÐtai sunartht c topikopoÐhshc
Bousfield .

Prìtash 7.4.13. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa me mikr� HomT−sÔnola, h opoÐa ika-
nopoieÐ to axÐwma [TR5]. Upojètoume ìti h T eÐnai mia ℵ0−sumpag¸c paragìmenh trigwnismènh
kathgorÐa, kai èstw T èna ℵ0−sumpagèc par�gon sÔnolo antikeimènwn gia thn T. 'Estw S ⊂ T mia
topikopoi simh upokathgorÐa ℵ0−sumpag¸c paragìmenh sthn T. Autì shmaÐnei ìti, h S par�getai
apì èna ℵ0−sumpagèc sÔnolo antikeimènwn S ⊂ S gia thn T, dhlad  up�rqei èna sÔnolo S ⊂ S∩Tℵ0 ,
ètsi ¸ste S = 〈S〉. Tìte oi kathgorÐec S kai T/S eÐnai ℵ0−sumpag¸c paragìmenec trigwnismènec
kathgorÐec.

Apìdeixh. To gegonìc ìti h S eÐnai mia ℵ0−sumpag¸c paragìmenh trigwnismènh kathgorÐa, apodei-
knÔetai me ton Ðdio trìpo ìpwc sthn Prìtash 7.4.8, gia thn eidik  perÐptwsh α = α1 = α2, ìpou
α = ℵ0.

H T eÐnai mia ℵ0−sumpag¸c paragìmenh trigwnismènh kathgorÐa. Epomènwc, ex orismoÔ èqei
mikr� HomT−sÔnola. Apì thn 7.4.2.3, thc Prìtashc 7.4.2, isqÔei T =

⋃
β≥ℵ0

Tβ =
⋃
β T

β .
Sunep¸c, apì to Pìrisma 4.4.3, h T/S èqei mikr� HomT/S−sÔnola. O sunartht c topikopoÐh-
shc Verdier Funiv : T −−−−−→ T/S eÐnai trigwnismènoc, kai apì to Pìrisma 3.2.11, diathreÐ ta
sugkinìmena. Sunep¸c, apì to Je¸rhma 7.4.10, o Funiv : T −−−−−→ T/S èqei ènan dexiì suzug 
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G : T/S −−−−−→ T, dhlad  eÐnai mia topikopoÐhsh Bousfield ( Par�deigma 7.4.12 ). EpÐshc, h mon�da
ε : 1 −−−−−→ GFuniv thc suzugÐac twn Funiv kai G eÐnai ènac fusikìc isomorfismìc, autì shmaÐnei
ìti o dexiìc suzug c G : T/S −−−−−→ T eÐnai pl rhc kai pistìc [[Neeman ], L mma 9.1.7, sel. 321 ].

To sÔnolo T eÐnai èna ℵ0−sumpagèc par�gon sÔnolo antikeimènwn gia thn T, eidikìtera eÐnai èna
ℵ0−sumpagèc sÔnolo. Apì Je¸rhma TopikopoÐhshc twn Neeman−Thomason ( Je¸rhma 4.4.12 ), o
sunartht c Funiv : T −−−−−→ T/S diathreÐ ta ℵ0−sumpag  sÔnola. Autì shmaÐnei ìti to Funiv

(
T
)

eÐnai èna ℵ0−sumpagèc sÔnolo antikeimènwn gia thn T/S. Mènei na deÐxoume ìti eÐnai epiplèon èna
par�gon sÔnolo antikeimènwn gia thn T/S.

'Estw x ∈ T/S, kai HomT/S

(
Funiv

(
t
)
, x
)

= 0, gia k�je t ∈ T . Lìgw thc suzugÐac twn Funiv
kai G ufÐstatai o isomorfismìc

HomT/S

(
Funiv

(
t
)
, x
)
' HomT

(
t,G
(
x
))

Tìte HomT

(
t,G
(
x
))

= 0, gia k�je t ∈ T . 'Omwc, to T eÐnai èna ℵ0−sumpagèc par�gon sÔnolo

antikeimènwn gia thn T, epomènwc to G
(
x
)

= 0. Epeid  o G : T/S −−−−−→ T eÐnai pl rhc kai pistìc,

sumperaÐnoume ìti x = 0. Sunep¸c, to sÔnolo Funiv
(
T
)
eÐnai èna par�gon sÔnolo antikeimènwn gia

thn T/S.

Prìtash 7.4.14. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa me mikr� HomT−sÔnola. Upojètoume
ìti isqÔei to Je¸rhma Anaparastasimìthtac gia thn T. Tìte h T ikanopoieÐ to axÐwma [TR5*], autì
shmaÐnei ìti perièqei èna ginìmeno opoioud pote mikroÔ sunìlou antikeimènwn thc.

Apìdeixh. 'Estw {Xλ, λ ∈ Λ} èna sÔnolo antikeimènwn sthn T. Gia k�je λ ∈ Λ, o sunartht c
T
(
−, Xλ

)
eÐnai sunomologikìc, kai apeikonÐzei sugkinìmena thc T se ginìmena sthn Ab. All� tìte

o sunartht c

H
(
−
)

=
∏
λ∈Λ

T
(
−, Xλ

)
eÐnai epÐshc sunomologikìc sunartht c, kai apeikonÐzei sugkinìmena thc T se ginìmena sthn Ab.
Epeid  isqÔei to Je¸rhma Anaparastasimìthtac gia thn T, o H eÐnai anaparast�simoc. Sunep¸c
up�rqei èna antikeÐmeno X ∈ T, ètsi ¸ste

T
(
−, X

)
'

∏
λ∈Λ

T
(
−, Xλ

)
Me �lla lìgia, autì shmaÐnei ìti ufÐstatai to parak�tw metajetikì di�gramma

T
(
−, Xλ

)

T
(
−, X

) ∏
λ∈Λ

T
(
−, Xλ

)φ

pλ

, kai oi apeikonÐseic pλ ◦φ : T
(
−, X

)
−−−−−→ T

(
−, Xλ

)
, ìpou φ eÐnai o prohgoÔmenoc isomorfismìc,

efodi�zoun to antikeÐmeno T
(
−, X

)
me thn dom  enìc ginomènou sthn Cat

(
Top,Ab

)
, twn antikeimènwn

tou sunìlou
{
T
(
−, Xλ

)
, λ ∈ Λ

}
, ìpou pλ :

∏
λ∈ΛT

(
−, Xλ

)
−−−−−→ T

(
−, Xλ

)
eÐnai h kanonikèc

probolèc apì to ginìmeno
∏
λ∈ΛT

(
−, Xλ

)
sto T

(
−, Xλ

)
. Apì to L mmma Yoneda oi apeikonÐseic

pλ ◦ φ antistoiqoÔn se monadikèc apeikonÐseic X −−−−−→ Xλ sthn T, kai epiplèon kajistoÔn to
antikeÐmeno X èna ginìmeno sthn T, twn antikeimènwn tou sunìlou {Xλ, λ ∈ Λ}. Sunep¸c, to
antikeÐmeno

∏
λ∈ΛXλ up�rqei sthn T kai m�lista anaparist� ton H, dhlad 

T

(
−,
∏
λ∈Λ

Xλ

)
'

∏
λ∈Λ

T
(
−, Xλ

)
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7.5 Sunèpeiec thc Ôparxhc arket¸n enèsimwn antikeimènwn sthn

Ex
({

Tα
}op

,Ab
)
, kai o formalismìc twn phantom apeikonÐsewn

'Estw S = Tα. S' aut n thn Enìthta ja analÔsoume tic sunèpeiec thc Ôparxhc arket¸n enèsi-
mwn antikeimènwn sthn Ex

(
Sop,Ab

)
, ta opoÐa ìpwc proanafèrame sthn Parat rhsh 6.3.5, den eÐnai

anagkaÐo na up�rqoun.

Apo thn Prìtash 7.4.2, e�n h T eÐnai mia kal¸c paragìmenh trigwnismènh kathgorÐa, tìte
apì thn 7.4.2.1 h T ikanopoieÐ to Je¸rhma Anaparastasimìthtac, kai apì thn 7.4.2.2, gia k�je
kanonikì plhj�rijmo β h kathgorÐa Tβ eÐnai ousiastik� mikr . Sunep¸c, ìla ta apotelèsmata pou
parousi�zontai s' aut n thn Enìthta isqÔoun autom�twc, gia thn kl�sh twn kal¸c paragìmenwn
trigwnismènwn kathgori¸n.

Prìtash 7.5.1. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa me mikr�HomT−sÔnola, h opoÐa ikanopoieÐ
to axÐwma [TR5]. 'Estw α ènac kanonikìc plhj�rijmoc. Upojètoume ìti h kathgorÐa S = Tα

eÐnai ousiastik� mikr . Apì ta L mmata 6.2.4, 6.2.5, kai 6.2.6, kai thn Parat rhsh 6.2.10.2 tou
KefalaÐou 6, o fusikìc sunartht c

T Ex
(
Sop,Ab

)
eÐnai ènac omologikìc sunartht c, o opoÐoc diathreÐ ta ginìmena kai ta sugkinìmena. Upojètou-
me ìti h T ikanopoieÐ to Je¸rhma Anaparastasimìthtac. 'Estw I èna enèsimo antikeÐmeno sthn
Ex
(
Sop,Ab

)
. Up�rqei èna antikeÐmeno GI ∈ T ètsi ¸ste :

7.5.1.1. Gia k�je antikeÐmeno x ∈ T, up�rqei ènac fusikìc isomorfismìc

T
(
x,GI

)
Ex
(
Sop,Ab

)[
T
(
−, x

)∣∣
S
, I
(
−
)]

Apìdeixh. 'Estw I èna enèsimo antikeÐmeno sthn Ex
(
Sop,Ab

)
. Tìte mporoÔme na kataskeu�soume

ènan antalloÐwto sunartht  Top −−−−−→ Ab,

Ex
(
Sop,Ab

)[
T
(
−, x

)∣∣
S
, I
(
−
)]

= Ex
(
Sop,Ab

)[
−, I

(
−
)]
◦ T
(
−, x

)∣∣
S

o opoÐoc apeikonÐzei èna antikeÐmeno x ∈ T sthn om�da twn fusik¸n metasqhmatism¸n

Ex
(
Sop,Ab

)[
T
(
−, x

)∣∣
S
, I
(
−
)]

Apì thn Parat rhsh 6.2.10.2, o sunartht c

T Ex
(
Sop,Ab

)
o opoÐoc apeikonÐzei èna antikeÐmeno x ∈ T sto T

(
−, x

)∣∣
S
eÐnai ènac omologikìc sunartht c o opoÐoc

diathreÐ ta sugkinìmena. Epeid  to I eÐnai èna enèsimo antikeÐmeno, o sunartht c

Ex
(
Sop,Ab

)[
−, I

(
−
)]

:
{
Ex
(
Sop,Ab

)}op
Ab

eÐnai akrib c, kai apeikonÐzei sugkinìmena sthn Ex
(
Sop,Ab

)
se ginìmena sthn Ab. Sunep¸c o su-

nartht c

Ex
(
Sop,Ab

)[
T
(
−, x

)∣∣
S
, I
(
−
)]

eÐnai ènac omologikìc sunartht c Top −−−−−→ Ab, o opoÐoc apeikonÐzei sugkinìmena sthn T se
ginìmena sthn Ab. 'Eqoume upojèsei ìti h T ikanopoieÐ to Je¸rhma Anaparastasimìthtac. Sunep¸c
up�rqei èna antikeÐmeno GI ∈ T, ètsi ¸ste

284



T
(
−,GI

)
' Ex

(
Sop,Ab

)[
T
(
−,−

)∣∣
S
, I
(
−
)]

, dhlad  oi apeikonÐseic x −−−−−→ GI tÐjentai se mia èna proc èna kai epi antistoiqÐa me touc
fusikoÔc metasqhmatismoÔc sthn Ex

(
Sop,Ab

)
T
(
−, x

)∣∣
S

I
(
−
)

Pìrisma 7.5.2. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa me mikr� HomT−sÔnola, h opoÐa ikanopoieÐ
to axÐwma [TR5]. 'Estw α ènac kanonikìc plhj�rijmoc. Upojètoume ìti h kathgorÐa S = Tα

eÐnai ousiastik� mikr . Upojètoume ìti h T ikanopoieÐ to Je¸rhma Anaparastasimìthtac. Tèloc,
upojètoume ìti h kathgorÐa Ex

(
Sop,Ab

)
èqei arket� enèsima antikeÐmena. Tìte o fusikìc sunartht c

thc Enìthtac 6.4

π : A(T) Ex
(
Sop,Ab

)
èqei ènan dexiì suzug  G.

Apìdeixh. Sthn Prìtash 7.5.1, deÐxame ìti gia k�je antikeÐmeno x ∈ T kai gia k�je enèsimo antike-
Ðmeno I sthn Ex

(
Sop,Ab

)
, o sunartht c o opoÐoc apeikonÐzei èna antikeÐmeno x ∈ T sthn om�da twn

fusik¸n metasqhmatism¸n

Ex
(
Sop,Ab

)[
πx, I

(
−
)]

eÐnai anaparast�simoc. Dhlad , up�rqei ènac isomorfismìc, o opoÐoc eÐnai fusikìc sta antikeÐmena
x ∈ T,

T
(
x,GI

)
Ex
(
Sop,Ab

)[
πx, I

(
−
)]

O sunartht c Ex
(
Sop,Ab

)[
−, I

(
−
)]

eÐnai akrib c, epeid  to antikeÐmeno I eÐnai èna enèsimo a-

ntikeÐmeno sthn Ex
(
Sop,Ab

)
, en¸ o sunartht c π

(
−
)
eÐnai akrib c apì thn Enìthta 6.4. O

sunartht c sunartht c T
(
−,GI

)
eÐnai akrib c, epeid  eÐnai fusik� isìmorfoc me ton sunartht 

Ex
(
Sop,Ab

)[
π
(
−
)
, I
(
−
)]

= Ex
(
Sop,Ab

)[
−, I

(
−
)]
◦ π
(
−
)
o opoÐoc eÐnai akrib c wc sÔnje-

sh akrib¸n sunartht¸n, sunep¸c to antikeÐmeno GI eÐnai èna enèsimo antikeÐmeno sthn T. Apì to
Pìrisma 5.1.20, gnwrÐzoume ìti k�je enèsimo antikeÐmeno sthn A(T), eÐnai ènac eujÔc prosjetèoc
enìc antikeimènou sthn T, kai ìti e�n k�je tautodÔnamoc morfismìc diasp�tai sthn T, tìte ta e-
nèsima antikeÐmena sthn A(T) eÐnai akrib¸c ta antikeÐmena thc T. All�, h kathgorÐa T ikanopoieÐ
to axÐwma [TR5], sunep¸c apì thn Prìtash 1.6.10, k�je tautodÔnamoc morfismìc diasp�tai sthn
T. Epomènwc, to antikeÐmeno GI eÐnai èna enèsimo antikeÐmeno sthn A(T). Sunep¸c, o sunartht c
A(T)

[
−,T

(
−,GI

)]
eÐnai akrib c. Oi sunarthtèc Top −−−−−→ Ab

T
(
−,GI

)
kai Ex

(
Sop,Ab

)[
π
(
−
)
, I
(
−
)]

jewroÔmenoi wc sunarthtèc sto antikeÐmeno x ∈ T, eÐnai omologikoÐ sunarthtèc, kai sumpÐptoun me
touc periorismoÔc sthn T ⊂ A(T) twn akrib¸n sunartht¸n

{
A(T)

}op −−−−−→ Ab

A(T)
[
−,T

(
−,GI

)]
kai Ex

(
Sop,Ab

)[
π
(
−
)
, I
(
−
)]

Sunep¸c, oi sunarthtèc Top −−−−−→ Ab

A(T)
[
−,T

(
−,GI

)]∣∣∣
T⊂A(T)

kai Ex
(
Sop,Ab

)[
π
(
−
)
, I
(
−
)]∣∣∣

T⊂A(T)
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eÐnai fusik� isìmorfoi. To Je¸rhma AbelianopoÐhshc tou Verdier ( Je¸rhma 5.1.16 ) eÐnai au-
toduðkì. Autì shmaÐnei ìti, o antalloÐwtoc sunartht c Yoneda Top −−−−−→ A(Top), dhlad  o
sunartht c, o opoÐoc apeikonÐzei èna antikeÐmeno t ∈ T ston anaparast�simo sunartht  T

(
t,−
)

eÐnai ènac kajolikìc omologikìc sunartht c. 'Estw Sop −−−−−→
{
A(S)

}op
o duðkìc sunartht c

tou sunalloÐwtou sunartht  Yoneda S −−−−−→ A(S). H kathgorÐa
{
A(T)

}op
ikanopoieÐ thn Ðdia

kajolik  sunj kh me thn abelianopoÐhsh Verdier A(Top) thc Top. Sunep¸c, apì thn monadikìthta
thc A(Top), wc proc isodunamÐa kathgori¸n, èpetai ìti up�rqei ènac monadikìc, wc proc fusikì iso-
morfismì sunartht¸n, akrib c sunartht c A(Top) −−−−−→

{
A(T)

}op
o opoÐoc eÐnai mia isodunamÐa,

kai epiplèon kajist� to parak�tw di�gramma

Top A(Top)

{
A(T)

}op
metajetikì. O sunartht c A(Top) −−−−−→

{
A(T)

}op
apeikonÐzei to antikeÐmeno T

(
t,−
)
sto anti-

keÐmeno T
(
−, t
)
, gia k�je t ∈ T. UfÐstantai ta parak�tw metajetik� diagr�mmata

Top
{
A(T)

}op
Top

{
A(T)

}op

Ab Ab

A(T)[−,T(−,GI)] Ex(Sop,Ab)[π(−),I(−)]

, kai oi sunjèseic twn akrib¸n sunartht¸n
{
A(T)

}op −−−−−→ Ab

A(T)
[
−,T

(
−,GI

)]
kai Ex

(
Sop,Ab

)[
π
(
−
)
, I
(
−
)]

me ton kajolikì omologikì sunartht  Top −−−−−→
{
A(T)

}op
, oi opoÐoi sumpÐptoun me touc periori-

smoÔc sthn T ⊂ A(T) twn sunartht¸n aut¸n, dhlad  oi omologikoÐ sunarthtèc Top −−−−−→ Ab

A(T)
[
−,T

(
−,GI

)]∣∣∣
T⊂A(T)

kai Ex
(
Sop,Ab

)[
π
(
−
)
, I
(
−
)]∣∣∣

T⊂A(T)

, eÐnai fusik� isìmorfoi. Apì to duðkì Je¸rhma AbelianopoÐhshc tou Verdier ( Je¸rhma 5.1.16
), k�je fusikìc metasqhmatismìc metaxÔ omologik¸n sunartht¸n paragontopoieÐtai monadik� mèsw
enìc fusikoÔ metasqhmatismoÔ metaxÔ twn epagìmenwn akrib¸n sunartht¸n. EpÐshc, k�je fu-
sikìc isomorfismìc metaxÔ omologik¸n sunartht¸n, ep�gei ènan fusikì isomorfismì metaxÔ twn
epagìmenwn akrib¸n sunartht¸n. Sunep¸c, ep�getai ènac isomorfismìc, o opoÐoc eÐnai fusikìc sta
antikeÐmena x ∈ T ⊂ A(T),

A(T)
[
−,T

(
−,GI

)]
' Ex

(
Sop,Ab

)[
π
(
−
)
, I
(
−
)]

Jèloume na deÐxoume ìti o sunartht c π èqei ènan dexiì suzug . 'Eqoume deÐxei ìti o dexiìc
suzug c G eÐnai kal¸c orismènoc sthn kathgorÐa twn enèsimwn antikeimènwn I ∈ Ex

(
Sop,Ab

)
. 'Ex

upojèsewc h kathgorÐa Ex
(
Sop,Ab

)
èqei arket� enèsima antikeÐmena, dhlad  k�je antikeÐmeno epi-

dèqetai mia enèsimh par�stash. Sunep¸c, apì to L mma A.2.13 [ [Nee01b], sel. 347 ], o sunartht c
G epekteÐnetai se ìlh thn Ex

(
Sop,Ab

)
, orÐzontac me autìn ton trìpo èna dexiì suzug  sunartht 

tou π.

Parat rhsh 7.5.3. Apì thn Prìtash 6.4.3, gnwrÐzoume ìti h kathgorÐa Ex
(
Sop,Ab

)
eÐnai èna

phlÐko Gabriel A(T)/B. DeÐxame ìti to phlÐko eÐnai sun−topikopoi simo. Sto Pìrisma 7.5.2,
deÐxame ìti e�n h T ikanopoieÐ to Je¸rhma Anaparastasimìthtac, kai h kathgorÐa Ex

(
Sop,Ab

)
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èqei arket� enèsima antikeÐmena, to phlÐko Gabriel A(T)/B eÐnai epÐshc topikopoi simo. Sunep¸c,
o sunartht c π : A(T) −−−−−→ Ex

(
Sop,Ab

)
èqei ènan aristerì, kaj¸c kai ènan dexiì suzug 

sunartht .

Apì thn Prìtash A.2.10 [ [Nee01b], sel. 343 ], epeid  to phlÐko eÐnai topikopoi simo, èpetai
ìti h sun−mon�da thc suzugÐac η : πG −−−−−→ 1 eÐnai ènac isomorfismìc. Sugkekrimèna, gia k�je
I ∈ Ex

(
Sop,Ab

)
ufÐstatai ènac fusikìc isomorfismìc

T
(
−,GI

)∣∣
S

= π ◦ T
(
−,GI

)
= π ◦ G

(
I
)
' I

(
−
)

, isodÔnama

T
(
−,GI

)∣∣
S
' I

(
−
)

L mma 7.5.4. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa, h opoÐa ikanopoieÐ to Je¸rhma Anapara-
stasimìthtac, kai èstw α ènac kanonikìc plhj�rijmoc. Upojètoume ìti h kathgorÐa S = Tα eÐnai
ousiastik� mikr . E�n o fusikìc sunartht c

π : A(T) Ex
(
Sop,Ab

)
èqei ènan dexiì suzug  G : Ex

(
Sop,Ab

)
−−−−−→ A(T), tìte h kathgorÐa Ex

(
Sop,Ab

)
èqei ènan

sun−genn tora.

Apìdeixh. Apì to L mma 6.3.3, to antikeÐmeno P =
∐
s∈SS

(
−, s

)
eÐnai ènac probolikìc genn torac

thc kathgorÐac Ex
(
Sop,Ab

)
. Tìte k�je mh mhdenikì antikeÐmeno x ∈ Ex

(
Sop,Ab

)
epidèqetai mia mh

mhdenik  apeikìnish P −−−−−→ x. Autì shmaÐnei ìti to x perièqei thn eikìna k�poiac mh mhdenik c
apeikìnishc P −−−−−→ x. Me �lla lìgia, to x perièqei èna mh mhdenikì upoantikeÐmeno, isìmorfo
me èna antikeÐmeno phlÐko tou genn tora P. Apì thn Parat rhsh 6.4.8 h kathgorÐa Ex

(
Sop,Ab

)
eÐnai well−powered . Sunep¸c, h kl�sh twn kl�sewn isomorfismoÔ twn antikeimènwn phlÐko tou P

eÐnai èna sÔnolo.

'Estw Q = {qλ, λ ∈ Λ} èna sÔnolo antipros¸pwn ìlwn twn antikeimènwn phlÐko tou P. Tìte
k�je mh mhdenikì antikeÐmeno thc Ex

(
Sop,Ab

)
perièqei èna mh mhdenikì upoantikeÐmeno thc morf c

qλ ∈ Q. Epeid  h T ikanopoieÐ to Je¸rhma Anaparastasimìthtac, apì thn Prìtash 7.4.14, ikanopoieÐ
to axÐwma [TR5*], dhlad  eÐnai kleist  wc proc ta ginìmena, epomènwc apì to L mma 5.1.21.2,
mporoÔme na sumper�noume ìti h A(T) ikanopoieÐ to axÐwma [AB3*], dhlad  eÐnai kleist  wc proc
ta ginìmena. Sunep¸c, epeid  to Λ eÐnai èna sÔnolo, to ginìmeno∏

λ∈Λ

Gqλ

up�rqei sthn A(T).

Apì to L mma 5.1.11 h kathgorÐa A(T) èqei arket� enèsima antikeÐmena. 'Estw I èna enèsimo
antikeÐmeno sthn A(T), to opoÐo epidèqetai mia emfÔteush

∏
λ∈Λ

Gqλ I

Isqurizìmaste ìti to πI eÐnai ènac sun−genn torac sthn Ex
(
Sop,Ab

)
. Autì shmaÐnei ìti, o su-

nartht c Ex
(
Sop,Ab

)[
−, πI

]
eÐnai pistìc, dhlad  jèloume na deÐxoume ìti, gia k�je mh mhdenik 

apeikìnish φ : y −−−−−→ x sthn Ex
(
Sop,Ab

)
, h apeikìnish Ex

(
Sop,Ab

)[
φ, πI

]
eÐnai mh mhdenik .

Sunep¸c, arkeÐ na deÐxoume ìti up�rqei mia mh mhdenik  apeikìnish

y x πI
φ

'Estw φ : y −−−−−→ x mia mh mhdenik  apeikìnish sthn Ex
(
Sop,Ab

)
. Epeid  èqoume upojèsei ìti

h S = Tα eÐnai ousiastik� mikr , èpetai ìti h kathgorÐa Ex
(
Sop,Ab

)
èqei mikr�HomEx(Sop,Ab)−sÔno-

la. Sunep¸c, h kl�sh ìlwn twn apeikonÐsewn x −−−−−→ πI eÐnai èna sÔnolo. Epomènwc, apì to
L mma 6.1.5 to ginìmeno

∏
x−→πIπI up�rqei sthn Ex

(
Sop,Ab

)
. JewroÔme to ginìmeno ìlwn aut¸n

twn apeikonÐsewn, dhlad  jewroÔme thn apeikìnish
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x
∏

x−→πI

πI

'Estw k o pur nac thc apeikìnishc, dhlad  k eÐnai h tom  twn pur nwn ìlwn twn apeikonÐsewn
x −−−−−→ πI. ArkeÐ na deÐxoume ìti k = 0. 'Estw ìti o pur nac k eÐnai mh mhdenikìc. Tìte up�rqei
èna mh mhdenikì upoantikeÐmeno qλ tou k, ètsi ¸ste qλ ∈ Q, kai èstw qλ −−−−−→ k h antÐstoiqh
emfÔteush. Tìte lamb�noume mia sÔnjesh monomorfism¸n

qλ k x

O sunartht c G èqei ènan aristerì suzug  ( ton π ), kai epomènwc eÐnai arister� akrib c. Sunep¸c
efarmìzontac ton G sthn prohgoÔmenh sÔnjesh monomorfism¸n, prokÔptei mia sÔnjesh monomorfi-
sm¸n sthn A(T)

Gqλ Gk Gx

To I eÐnai èna enèsimo antikeÐmeno sthn A(T), to opoÐo perièqei to Gqλ, epeid  isqÔei

Gqλ ⊂
∏
λ∈Λ

Gqλ

Sunep¸c o monomorfismìc Gqλ −−−−−→ I epekteÐnetai se mia apeikìnish Gx −−−−−→ I, kai efar-
mìzontac ton sunartht  π lamb�noume èna metajetikì di�gramma

0 πGqλ πGx πI

0 qλ x

ηqλ ηx

H apeikìnish πGqλ −−−−−→ πI eÐnai ènac monomorfismìc epeid  h apeikìnish Gqλ −−−−−→ I eÐnai
ènac monomorfismìc, kai o π eÐnai akrib c sunartht c. Apì thn Prìtash A.2.10 [ [Nee01b], sel. 343
], gnwrÐzoume ìti h sun−mon�da thc suzugÐac η : πG −−−−−→ 1 eÐnai ènac isomorfismìc, sunep¸c
oi k�jetec apeikonÐseic sto metajetikì di�gramma eÐnai isomorfismoÐ. Epomènwc, èqoume breÐ mia
apeikìnish x −−−−−→ πI h opoÐa eÐnai ènac monomorfismìc sto qλ ⊂ k, kai k eÐnai h tom  twn
pur nwn ìlwn twn apeikonÐsewn x −−−−−→ πI. 'Epetai ìti qλ = 0. To mìno upoantikeÐmeno tou
pur na k thc morf c qλ eÐnai to mhdenikì antikeÐmeno. Sunep¸c, k = 0. Autì apodeiknÔei to
zhtoÔmeno.

Parat rhsh 7.5.5. Apì to Pìrisma 7.5.2, kai to L mma 7.5.4 ufÐstantai oi sunepagwgèc Ex
(
Sop,Ab

)
èqei arket�
enèsima

 =⇒

 A(T) −−→ Ex
(
Sop,Ab

)
èqei ènan

dexiì suzug 

 =⇒

 Ex
(
Sop,Ab

)
èqei ènan

sun−genn tora


'Estw ìti dÐnetai èna enèsimo antikeÐmeno I sthn Ex

(
Sop,Ab

)
. Apì thn Prìtash 7.5.1 gnwrÐzoume

ìti up�rqei èna antikeÐmeno GI ∈ T ètsi ¸ste na ufÐstatai o fusikìc isomorfismìc thc 7.5.1.1.
Ta antikeÐmena aut� ja diadramatÐsoun ousiastikì rìlo sthn apìdeixh tou DeÔterou Jewr matoc
Anaparastasimìthtac. Gia autì ton lìgo, sthn sunèqeia ja epiqeir soume na d¸soume ènan pio
katanohtì qarakthrismì gia thn kathgorÐa twn antikeimènwn aut¸n.

Apì thn Parat rhsh 6.4.5 h Ex
(
Sop,Ab

)
eÐnai èna phlÐko Gabriel thc kathgorÐac A(T) me mia

sun−topikopoi simh upokathgorÐa Serre thn opoÐa sumbolÐzoume B, h opoÐa apoteleÐtai apì ìla
ta antikeÐmena F ∈ A(T), ètsi ¸ste π

(
F
)

= 0. Dhlad , B eÐnai h pl rhc upokathgorÐa thc A(T)
h opoÐa apoteleÐtai ap' ìlouc touc sunarthtèc h opoÐoi mhdenÐzontai sthn S. Apì thn Prìtash
5.1.13, kai ta L mmata 5.1.18, kai 5.2.2 èpetai ìti up�rqei mia isodunamÐa twn abelian¸n kathgori¸n
D(T) ' A(T). Qrhsimopoi¸ntac aut  thn isodunamÐa, kai to L mma 6.4.6, eÐdame ìti h B ⊂ D(T)
mporeÐ na apokt sei mia pio katanoht  perigraf , wc ex c.
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UpenjumÐzoume ìti èna antikeÐmeno sthn D(T) eÐnai ènac morfismìc {x −−→ y} ∈ T. 'Enac
morfismìc

{x −−→ y} −−−−−−−−→ {x′ −−→ y′}
sthn D(T) eÐnai mia kl�sh isodunamÐac metajetik¸n tetrag¸nwn

x y

x′ y′

H sqèsh isodunamÐac stouc morfismoÔc eÐnai prosjetik , kai ènac morfismìc eÐnai isodÔnamoc me
ton mhdenikì morfismì e�n sto prohgoÔmeno metajetikì tetr�gwno oi Ðsec sunjèseic

x x y

x′ y′ y′

mhdenÐzontai. O sunartht c π : D(T) ' A(T) −−−−−→ Ex
(
Sop,Ab

)
apeikonÐzei èna antikeÐmeno

{x −−→ y} ∈ D(T) sthn eikìna thc apeikìnishc

T
(
−, x

)∣∣
S

T
(
−, y

)∣∣
S

Apì to L mma 6.4.6, èna antikeÐmeno {x −−→ y} ∈ D(T) an kei sthn B e�n kai mìno e�n h eikìna
thc x −−−−−→ y, mèsw thc apeikìnishc

T Ex
(
Sop,Ab

)
eÐnai mhdèn, dhlad  h x −−−−−→ y eÐnai mia α−phantom apeikìnish, sÔmfwna me ton Orismì 6.4.7.
Sunep¸c, h kathgorÐa Ex

(
Sop,Ab

)
eÐnai to phlÐko thc kathgorÐac D(T) me thn sun−topikopoi simh

upokathgorÐa Serre B ⊂ D(T), ìpou h B sugkroteÐtai apì thn kl�sh ìlwn twn α−phantom apei-
konÐsewn, e�n jewrhjoÔn wc antikeÐmena thc D(T).

L mma 7.5.6. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa, h opoÐa ikanopoieÐ to Je¸rhma Anapara-
stasimìthtac, kai èstw α ènac kanonikìc plhj�rijmoc. Upojètoume ìti h kathgorÐa S = Tα eÐnai
ousiastik� mikr . 'Estw I èna enèsimo antikeÐmeno sthn Ex

(
Sop,Ab

)
. 'Estw

π : A(T) Ex
(
Sop,Ab

)
o sun jhc fusikìc sunartht c. 'Estw GI ∈ T to antikeÐmeno pou antistoiqeÐ sto I, apì thn 7.5.1.1.
Tìte k�je α−phantom apeikìnish x −−−−−→ GI sthn T mhdenÐzetai. Epiplèon, to antikeÐmeno πGI
eÐnai fusik� isìmorfo me to I.

Apìdeixh. Apì thn Prìtash 7.5.1, gia k�je antikeÐmeno x ∈ T, up�rqei ènac fusikìc isomorfismìc

T
(
x,GI

)
Ex
(
Sop,Ab

)[
T
(
−, x

)∣∣
S
, I
(
−
)]

'Estw x −−−−−→ y mia α−phantom apeikìnish, tìte h apeikìnish

T
(
−, x

)∣∣
S

T
(
−, y

)∣∣
S

mhdenÐzetai, kai epeid  o Ex
(
Sop,Ab

)[
−, I

(
−
)]

eÐnai ènac prosjetikìc sunartht c, h apeikìnish

Ex
(
Sop,Ab

)[
T
(
−, y

)∣∣
S
, I
(
−
)]

Ex
(
Sop,Ab

)[
T
(
−, x

)∣∣
S
, I
(
−
)]
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mhdenÐzetai. Apì thn fusikìthta tou isomorfismoÔ thc Prìtashc 7.5.1 sta antikeÐmena x ∈ T èpetai
ìti h apeikìnish

T
(
y,GI

)
T
(
x,GI

)
epÐshc mhdenÐzetai. Sunep¸c, e�n y = GI, tìte gia k�je α−phantom apeikìnish x −−−−−→ GI h
apeikìnish

T
(
GI,GI

)
T
(
x,GI

)
mhdenÐzetai. Sugkekrimèna, f = 1GI ◦ f = 0. Sunep¸c, k�je α−phantom apeikìnish x −−−−−→ GI

mhdenÐzetai.

Mènei na deÐxoume ìti o sunartht c πGI eÐnai fusik� isìmorfoc me ton I. Apì to Pìrisma 7.5.2,
gnwrÐzoume ìti e�n h kathgorÐa Ex

(
Sop,Ab

)
èqei arket� enèsima antikeÐmena, tìte o dexiìc suzug c G

o opoÐoc ep�getai apì thn sunj kh 7.5.1.1 thc Prìtashc 7.5.1, eÐnai kal¸c orismènoc sthn kathgorÐa
twn enèsimwn antikeimènwn I ∈ Ex

(
Sop,Ab

)
, kai mporeÐ na epektajeÐ sthn Ex

(
Sop,Ab

)
monadik�,

wc proc fusikì isomorfismì, s' ènan dexiì suzug  G tou π. Tìte apì thn Parat rhsh 7.5.3, h
sun−mon�da thc suzugÐac η : πG −−−−−→ 1 eÐnai ènac isomorfismìc, dhlad  h ηI : πGI −−−−−→ I

eÐnai ènac isomorfismìc gia k�je I ∈ Ex
(
Sop,Ab

)
, ìqi mìno gia I enèsimo. 'All� akìmh kai e�n h

kathgorÐa Ex
(
Sop,Ab

)
stereÐtai arket¸n enèsimwn antikeimènwn, tìte gia k�je enèsimo antikeÐmeno

I up�rqei ènac fusikìc isomorfismìc πGI −−−−−→ I. Pr�gmati, ex orismoÔ to antikeÐmeno GI ∈ T,
anaparist� ton sunartht  Ex

(
Sop,Ab

)[
π
(
−
)
, I
(
−
)]
, dhlad  gia k�je x ∈ T up�rqei ènac fusikìc

isomorfismìc

T
(
x,GI

)
' Ex

(
Sop,Ab

)[
πx, I

(
−
)]

E�n x = s ∈ S ⊂ T, tìte πs = s. Sunep¸c

πGI
(
s
)
' T

(
s,GI

)∣∣
S
' Ex

(
Sop,Ab

)[
πs, I

(
−
)]

= Ex
(
Sop,Ab

)[
s, I
(
−
)]

' I
(
s
)

O teleutaÐoc isomorfismìc ofeÐletai sto gegonìc ìti h Ex
(
Sop,Ab

)
eÐnai mia pl rhc upokathgorÐa

thc Cat
(
Sop,Ab

)
, kai to L mma Yoneda , dhlad 

Ex
(
Sop,Ab

)[
s, I
(
−
)]

= Cat
(
Sop,Ab

)[
s, I
(
−
)]

' I
(
s
)

Sunep¸c, to antikeÐmeno πGI eÐnai fusik� isìmorfo me to I.

L mma 7.5.7. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa, h opoÐa ikanopoieÐ to Je¸rhma Anaparasta-
simìthtac, kai èstw α ènac kanonikìc plhj�rijmoc. Upojètoume ìti h kathgorÐa S = Tα eÐnai ousia-
stik� mikr . Upojètoume ìti t eÐnai èna antikeÐmeno sthn T, kai upojètoume ìti k�je α−phantom
apeikìnish x −−−−−→ t sthn T mhdenÐzetai. 'Estw

π : A(T) Ex
(
Sop,Ab

)
o sun jhc fusikìc sunartht c. E�n a eÐnai èna antikeÐmeno thc A(T) ètsi ¸ste πa = 0, tìte
A(T)[a, t] = 0.

Apìdeixh. JewroÔme thn isodunamÐa D(T) ' A(T) tou L mmatoc 5.2.2. 'Ena antikeÐmeno a ∈ D(T)
eÐnai ènac morfismìc {f : x −−→ y} ∈ T. O sunartht c T −−−−−→ A(T) −−−−−→ D(T) apeikonÐzei
èna antikeÐmeno t ∈ T sto {1 : t −−→ t} ∈ D(T). 'Enac morfismìc

{f : x −−→ y} −−−−−−−−→ {1 : t −−→ t}

sthn D(T) eÐnai mia kl�sh isodunamÐac metajetik¸n tetrag¸nwn
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x y

t t

f

1

E�n πa = 0, tìte h {f : x −−→ y} eÐnai mia α−phantom apeikìnish sthn T. Sunep¸c, h sÔnje-
sh x −−−−−→ y −−−−−→ t eÐnai epÐshc mia α−phantom apeikìnish sthn T. Ex upojèsewc, k�je
α−phantom apeikìnish x −−−−−→ t sthn T mhdenÐzetai. Sunep¸c h x −−−−−→ y −−−−−→ t mhde-
nÐzetai. Epeid , oi duo Ðsec sunjèseic

x x y

t t t

f

1

mhdenÐzontai, to metajetikì tetr�gwno

x y

t t

f

1

an kei sthn kl�sh isodunamÐac tou mhdenikoÔ morfismoÔ metaxÔ twn antikeimènwn {f : x −−→ y}
kai {1 : t −−→ t} sthn D(T). Sunep¸c, k�je apeikìnish {f : x −−→ y} −−−−−→ {1 : t −−→ t} sthn
D(T) mhdenÐzetai, dhlad 

D(T)
[
{x −−→ y},

{
T −−→ D(T)

}(
t
)]

= 0

L mma 7.5.8. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa, h opoÐa ikanopoieÐ to Je¸rhma Anaparasta-
simìthtac, kai èstw α ènac kanonikìc plhj�rijmoc. Upojètoume ìti h kathgorÐa S = Tα eÐnai ousia-
stik� mikr . Upojètoume ìti t eÐnai èna antikeÐmeno sthn T, kai upojètoume ìti k�je α−phantom
apeikìnish x −−−−−→ t sthn T mhdenÐzetai. 'Estw

π : A(T) Ex
(
Sop,Ab

)
o sun jhc fusikìc sunartht c. Tìte to πt eÐnai èna enèsimo antikeÐmeno sthn Ex

(
Sop,Ab

)
. Epi-

plèon, to antikeÐmeno Gπt eÐnai isìmorfo me to t, ìpou Gπt ∈ T eÐnai to antikeÐmeno pou antistoiqeÐ
sto πt, apì thn 7.5.1.1.

Apìdeixh. 'Estw x −−−−−→ y ènac monomorfismìc sthn Ex
(
Sop,Ab

)
. O sunartht c π èqei ènan

aristerì suzug  sunartht  L, o opoÐoc eÐnai dexi� akrib c, kai o opoÐoc den eÐnai anagkaÐa arister�
akrib c. Wstìso jewroÔme ton pur na thc apeikìnishc Lx −−−−−→ Ly. Sunep¸c, up�rqei mia
akrib c akoloujÐa sthn A(T)

0 k Lx Ly

JewroÔme to parak�tw metajetikì di�gramma
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x y

0 πk πLx πLy

εx εy

Epeid  o sunartht c π eÐnai akrib c, h k�tw gramm  tou diagr�mmatoc eÐnai akrib c. Apì thn
Prìtash 6.4.3, h mon�da thc suzugÐac ε : 1 −−−−−→ πL eÐnai ènac isomorfismìc, sunep¸c oi εx kai
εy eÐnai isomorfismoÐ. Epeid  h x −−−−−→ y eÐnai ènac monomorfismìc sthn Ex

(
Sop,Ab

)
, èpetai ìti

h πLx −−−−−→ πLy eÐnai ènac monomorfismìc sthn A(T), sunep¸c πk = 0. Apì to L mma 7.5.7,
sumperaÐnoume ìti A(T)[k, t] = 0.

Apì to Pìrisma 5.1.20 to antikeÐmeno t ∈ T ⊂ A(T) eÐnai èna enèsimo antikeÐmeno, wc antikeÐmeno
thc abelian c kathgorÐac A(T). O sunartht c A(T)[−, t] eÐnai arister� akrib c, sunep¸c apeikonÐzei
thn akrib  akoloujÐa

0 k Lx Ly

se mia akrib  akoloujÐa

A(T)[Ly, t] A(T)[Lx, t] A(T)[k, t] 0

Epeid  gnwrÐzoume ìti A(T)[k, t] = 0, èpetai ìti h apeikìnish

A(T)[Ly, t] A(T)[Lx, t]

eÐnai ènac epimorfismìc. O sunartht c L eÐnai ènac aristerìc suzug c sunartht c tou π, sunep¸c
apo thn fusikìthta thc suzugÐac sta antikeÐmena thc Ex

(
Sop,Ab

)
èpetai ìti h apeikìnish

Ex
(
Sop,Ab

)[
y, πt

]
Ex
(
Sop,Ab

)[
x, πt

]
eÐnai epÐshc ènac epimorfismìc. Epeid  h prohgoÔmenh apeikìnish eÐnai ènac epimorfismìc sthn A(T)
gia k�je monomorfismì x −−−−−→ y sthn Ex

(
Sop,Ab

)
, èpetai ìti o sunartht c Ex

(
Sop,Ab

)[
−, πt

]
eÐnai dexi� akrib c. Epeid  eÐnai arister� akrib c, èpetai ìti eÐnai akrib c. Sunep¸c, to πt eÐnai èna
enèsimo antikeÐmeno sthn Ex

(
Sop,Ab

)
.

Epeid  to πt eÐnai èna enèsimo antikeÐmeno sthn Ex
(
Sop,Ab

)
, apì thn Prìtash 7.5.1 up�rqei èna

antikeÐmeno Gπt ∈ T, ètsi ¸ste

T
(
−,Gπt

)
' Ex

(
Sop,Ab

)[
π
(
−
)∣∣

T
, πt
]

, dhlad  gia k�je x ∈ T ⊂ A(T) up�rqei ènac isomorfismìc

T
(
x,Gπt

)
' Ex

(
Sop,Ab

)[
πx, πt

]
Ja deÐxoume ìti to Gπt ∈ T eÐnai isìmorfo me to t. 'Estw η : Lπ −−−−−→ 1 h sun−mon�da thc
suzugÐac. Gia k�je x ∈ T ⊂ A(T), jewroÔme ton pur na kai ton sunpur na thc apeikìnishc

ηx : Lπx −−−−−−−−→ x

Sunep¸c, up�rqei mia akrib c akoloujÐa sthn A(T)

0 k Lπx x q 0
ηx

JewroÔme to parak�tw metajetikì di�gramma

292



πx πx

0 πk πLπx πx πq 0

επx

1

1

πηx

Epeid  o sunartht c π : A(T) −−−−−→ Ex
(
Sop,Ab

)
eÐnai akrib c, h k�tw gramm  tou diagr�mmatoc

eÐnai akrib c. Apì thn Prìtash 6.4.3, h mon�da thc suzugÐac ε : 1 −−−−−→ πL eÐnai ènac isomor-
fismìc, sunep¸c gia k�je x ∈ T ⊂ A(T), h apeikìnish επx eÐnai ènac isomorfismìc, kai epomènwc
h apeikìnish πηx eÐnai epÐshc ènac isomorfismìc. Epomènwc, apì thn akrÐbeia thc k�tw gramm c
sumperaÐnoume ìti

πk = 0 = πq

Sunep¸c, apì to L mma 7.5.7 èpetai ìti

A(T)[k, t] = 0 = A(T)[q, t]

Apì to Pìrisma 5.1.20 to antikeÐmeno t ∈ T ⊂ A(T) eÐnai èna enèsimo antikeÐmeno, wc antikeÐmeno thc
abelian c kathgorÐac A(T). O sunartht c A(T)[−, t] eÐnai arister� akrib c, sunep¸c apeikonÐzei
thn akrib  akoloujÐa

0 k Lπx x q 0
ηx

se mia akrib  akoloujÐa

A(T)[q, t] A(T)[x, t] A(T)[Lπx, t] A(T)[k, t]

Epeid  isqÔei A(T)[k, t] = 0 = A(T)[q, t], apì thn akrÐbeia thc akoloujÐac sumperaÐnoume ìti to
T
(
x, t
)

= A(T)[x, t] eÐnai fusik� isìmorfo me to A(T)[Lπx, t]. Epeid  o L eÐnai ènac aristerìc
suzug c tou π, gia k�je x ∈ T ⊂ A(T) up�rqei ènac fusikìc isomorfismìc

Ex
(
Sop,Ab

)[
πx, πt

]
' A(T)[Lπx, t]

Epomènwc se sunduasmì me L mma 7.5.1, gia k�je x ∈ T ⊂ A(T) up�rqei ènac fusikìc isomorfismìc

T
(
x,Gπt

)
' Ex

(
Sop,Ab

)[
πx, πt

]
' A(T)[Lπx, t] ' A(T)[x, t] = T

(
x, t
)

Sunep¸c, apì to L mma Yoneda èpetai ìti, to antikeÐmeno Gπt eÐnai isìmorfo me to t.

Parat rhsh 7.5.9. Ta L mmata 7.5.6 kai 7.5.8 mac epitrèpoun na tautÐsoume ta enèsima anti-
keÐmena I sthn Ex

(
Sop,Ab

)
me ta antikeÐmena t sthn T, ètsi ¸ste ìlec oi α−phantom apeikonÐseic

x −−−−−→ t sthn T na mhdenÐzontai. Apì to L mma 7.5.6, e�n to I ∈ Ex
(
Sop,Ab

)
eÐnai èna enèsimo

antikeÐmeno sthn Ex
(
Sop,Ab

)
, tìte to GI ∈ T den epidèqetai mh mhdenikèc α−phantom apeikonÐseic

x −−−−−→ GI sthn T, kai epiplèon isqÔei πGI ' I. Apì to L mma 7.5.8, e�n to t ∈ T den epidèqetai
mh mhdenikèc α−phantom apeikonÐseic x −−−−−→ t sthn T, tìte to πt eÐnai èna enèsimo antikeÐmeno
sthn Ex

(
Sop,Ab

)
, kai epiplèon isqÔei Gπt ' t.

Orismìc 7.5.10. 'Ena antikeÐmeno t ∈ T kaleÐtai orjog¸nio stic α−phantom apeikonÐseic, e�n
k�je α−phantom apeikìnish x −−−−−→ t sthn T mhdenÐzetai.

Parat rhsh 7.5.11. Epanadiatup¸nontac thn Parat rhsh 7.5.9, b�sei tou OrismoÔ 7.5.10,
èqoume ousiastik� to ex c. Ta enèsima antikeÐmena I ∈ Ex

(
Sop,Ab

)
tÐjentai se mia amfimonos manth

antistoiqÐa me ta antikeÐmena t ∈ T, ta opoÐa eÐnai orjog¸nia stic α−phantom apeikonÐseic sthn T.
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Orismìc 7.5.12. 'Estw T mia prosjetik  kathgorÐa. 'Ena ide¸dec J morfism¸n sthn kathgorÐa
T eÐnai mia kl�sh morfism¸n, kleist  wc proc thn prìsjesh, ètsi ¸ste e�n g ∈ J kai f kai h eÐnai
tuqaÐoi morfismoÐ sthn T, tìte fgh ∈ J, opoted pote h sÔnjesh up�rqei.

Par�deigma 7.5.13. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa, h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5].
'Estw α ènac kanonikìc plhj�rijmoc. H kl�sh Ph(T) ìlwn twn α−phantom apeikonÐsewn sthn
T eÐnai èna ide¸dec morfism¸n. Pr�gmati, èstw g : x −−−−−→ y mia α−phantom apeikìnish sthn
T. Autì shmaÐnei ìti, h apeikìnish T

(
−, g

)∣∣
S

: T
(
−, x

)∣∣
S
−−−−−→ T

(
−, y

)∣∣
S
mhdenÐzetai. 'Estw

f : y −−−−−→ t, kai h : t′ −−−−−→ x tuqaÐoi morfismoÐ sthn T. Tìte h sÔnjesh mhdenÐzetai

T
(
−, t′

)∣∣
S

T
(
−, x

)∣∣
S

T
(
−, y

)∣∣
S

T
(
−, t
)∣∣

S

T(−,h)|S T(−,g)|S T(−,f)|S

Epomènwc, h apeikìnish T
(
−, fgh

)∣∣
S

: T
(
−, t′

)∣∣
S
−−−−−→ T

(
−, t
)∣∣

S
epÐshc mhdenÐzetai. Sunep¸c,

fgh ∈ Ph(T).

Orismìc 7.5.14. 'Estw J èna ide¸dec morfism¸n. To orjog¸nio J⊥ tou J, orÐzetai na eÐnai
h sullog  ìlwn twn antikeimènwn t ∈ T, ètsi ¸ste èan {x −−→ t} ∈ J, tìte x −−−−−→ t eÐnai
h mhdenik  apeikìnish. E�n T eÐnai mia kl�sh antikeimènwn sthn T, to ide¸dec I{T} eÐnai to
ide¸dec ìlwn twn morfism¸n {f : x −−→ y} ∈ T, ètsi ¸ste gia k�je t ∈ T , ìlec oi sunjèseic

x y t
f

mhdenÐzontai.

Parat rhsh 7.5.15. Gia k�je ide¸dec J morfism¸n, isqÔei o egkleismìc

J ⊂ I{J⊥}
Pr�gmati, ènac morfismìc {f : x −−→ y} ∈ T an kei sto ide¸dec I{J⊥}, e�n gia k�je t ∈ J⊥, ìlec

oi sunjèseic x y t
f

mhdenÐzontai. E�n ènac morfismìc {f : x −−→ y} ∈ T

an kei sto ide¸dec J, tìte ìlec oi sunjèseic x y t
f

an koun sto ide¸dec

J, kai sunep¸c gia k�je t ∈ J⊥ mhdenÐzontai, ex orismoÔ tou J⊥. Par' ìla aut�, upì orismènec
sunj kec o egkleismìc, ìpwc ja doÔme sthn sunèqeia, kajÐstatai isìthta

J = I{J⊥}
L mma 7.5.16. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa, h opoÐa ikanopoieÐ to Je¸rhma Anapara-
stasimìthtac, kai èstw α ènac kanonikìc plhj�rijmoc. Upojètoume ìti h kathgorÐa S = Tα eÐnai
ousiastik� mikr . 'Estw J = Ph(T) to ide¸dec twn α−phantom apeikonÐsewn sthn T. H kathgorÐa
Ex
(
Sop,Ab

)
èqei arket� enèsima antikeÐmena e�n kai mìno e�n isqÔei

J = I{J⊥}

Apìdeixh. H kathgorÐa Ex
(
Sop,Ab

)
èqei arket� enèsima antikeÐmena e�n kai mìno e�n k�je mh mhde-

nikì antikeÐmeno F ∈ Ex
(
Sop,Ab

)
epidèqetai mia mh mhdenik  apeikìnish F −−−−−→ I, ìpou to I eÐnai

èna enèsimo antikeÐmeno sthn Ex
(
Sop,Ab

)
. Apì thn Parat rhsh 7.5.11, k�je enèsimo antikeÐmeno

I ∈ Ex
(
Sop,Ab

)
eÐnai ( fusik� ) isìmorfo me èna antikeÐmeno thc morf c πt, ètsi ¸ste to t ∈ T na

eÐnai orjog¸nio stic α−phantom apeikonÐseic, dhlad  t ∈ J⊥.

'Estw

π : D(T) ' A(T) Ex
(
Sop,Ab

)
o sun jhc fusikìc sunartht c. Epeid  h D(T) ' A(T) eÐnai mia isodunamÐa abelian¸n kathgori¸n,
k�je antikeÐmeno sthn Ex

(
Sop,Ab

)
eÐnai isìmorfo me èna antikeÐmeno thc morf c πa, ìpou to a eÐnai

èna antikeÐmeno sthn D(T). 'Ena antikeÐmeno a ∈ D(T) to opoÐo den an kei ston pur na tou π,
eÐnai ènac morfismìc {f : x −−→ y} ∈ T o opoÐoc den eÐnai α−phantom . Sunep¸c, h kathgorÐa
Ex
(
Sop,Ab

)
èqei arket� enèsima antikeÐmena e�n, k�je apeikìnish {f : x −−→ y} ∈ T h opoÐa den

eÐnai α−phantom , e�n jewrhjeÐ wc antikeÐmeno thc D(T), epidèqetai mia mh mhdenik  apeikìnish
{f : x −−→ y} −−−−−→ t, ìpou to t ≡ {1 : t −−→ t} eÐnai tètoio ¸ste to t ∈ J⊥. Apì thn par�grafo
pou prohg jhke, autì shmaÐnei ìti to mh mhdenikì antikeÐmeno π[{f : x −−→ y}] epidèqetai mia mh
mhdenik  apeikìnish π[{f : x −−→ y}] −−−−−→ πt, ìpou to t ∈ J⊥.

All� h apeikìnish {f : x −−→ y} −−−−−→ t sthn D(T) eÐnai mia kl�sh isodunamÐac metajetik¸n
tetrag¸nwn
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x y

t t

f

1

To na isquristoÔme ìti h apeikìnish den eÐnai isodÔnamh me thn mhdenik , isodunameÐ me to na isqu-
ristoÔme ìti duo Ðsec sunjeseic

x x y

t t t

f

1

den mhdenÐzontai. Me �lla lìgia, mia mh mhdenik  apeikìnish {f : x −−→ y} −−−−−→ t up�rqei sthn

D(T) e�n kai mìno e�n up�rqei mia mh mhdenik  sÔnjesh x y t
f

. Sunep¸c,

h kathgorÐa Ex
(
Sop,Ab

)
ja èqei arket� enèsima antikeÐmena e�n kai mìno e�n gia k�je apeikìnish

{f : x −−→ y} ∈ T h opoÐa den eÐnai mia α−phantom apeikìnish, up�rqei mia mh mhdenik  sÔnjesh

x y t
f

. IsodÔnama, e�n h sÔnjesh x y t
f

mhde-

nÐzetai gia k�je t ∈ J⊥, tìte h x −−−−−→ y ja prèpei na eÐnai mia α−phantom apeikìnish. Sunep¸c,
isqÔei o egkleismìc I{J⊥} ⊂ J. Apì thn Parat rhsh 7.5.15 isqÔei o antÐstrofoc egkleismìc,
sunep¸c lamb�noume thn isìthta

J = I{J⊥}

Sto L mma 7.5.16, metafr�same thn Ôparxh arket¸n enèsimwn antikeimènwn sthn Ex
(
Sop,Ab

)
sthn gl¸ssa twn α−phantom apeikonÐsewn. Ac diatup¸soume �llon ènan qarakthrismì.

L mma 7.5.17. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa, h opoÐa ikanopoieÐ to Je¸rhma Anapara-
stasimìthtac, kai èstw α ènac kanonikìc plhj�rijmoc. Upojètoume ìti h kathgorÐa S = Tα eÐnai
ousiastik� mikr . 'Estw J = Ph(T) to ide¸dec twn α−phantom apeikonÐsewn sthn T. H kathgorÐa
Ex
(
Sop,Ab

)
èqei arket� enèsima antikeÐmena e�n kai mìno e�n, gia k�je antikeÐmeno z ∈ T, up�rqei

èna trÐgwno sthn T

y z t Σy
f

, ìpou t ∈ J⊥ kai f : y −−−−−→ z eÐnai mia α−phantom apeikìnish sthn T.

Apìdeixh. H kathgorÐa Ex
(
Sop,Ab

)
èqei arket� enèsima antikeÐmena e�n kai mìno e�n k�je antike-

Ðmeno a ∈ Ex
(
Sop,Ab

)
emfuteÔetai s' èna enèsimo antikeÐmeno. Apì thn Prìtash 6.4.3 o fusikìc

sunartht c

π : A(T) Ex
(
Sop,Ab

)
èqei ènan aristerì suzug  L. H kathgorÐa A(T) èqei arket� enèsima antikeÐmena, eÐnai ta antikeÐmena
z ∈ T. Dojèntoc enìc antikeimènou a ∈ Ex

(
Sop,Ab

)
, up�rqei mia emfÔteush La −−−−−→ z, ìpou

z ∈ T èna enèsimo antikeÐmeno sthn A(T). Epeid  o π eÐnai ènac akrib c sunartht c, kai h mon�da
thc suzugÐac ε : 1 −−−−−→ πL eÐnai ènac isomorfismìc, h apeikìnish

a πLa πz

eÐnai epÐshc mia emfÔteush. Sunep¸c, h kathgorÐa Ex
(
Sop,Ab

)
èqei arket� enèsima antikeÐmena

e�n kai mìno e�n, k�je antikeÐmeno thc kl�shc {πz, z ∈ T} mporeÐ na emfuteujeÐ s' èna enèsimo
antikeÐmeno I ∈ Ex

(
Sop,Ab

)
.
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Apì thn Parat rhsh 7.5.11, k�je enèsimo antikeÐmeno I ∈ Ex
(
Sop,Ab

)
eÐnai ( fusik� ) isìmorfo

me èna antikeÐmeno thc morf c πt, ètsi ¸ste to t ∈ T na eÐnai orjog¸nio stic α−phantom apeiko-
nÐseic, dhlad  t ∈ J⊥. H kathgorÐa Ex

(
Sop,Ab

)
èqei arket� enèsima antikeÐmena e�n kai mìno e�n,

gia k�je z ∈ T ⊂ A(T), up�rqei mia emfÔteush sthn Ex
(
Sop,Ab

)
πz πt

, ìpou t ∈ J⊥. E�n t ∈ J⊥, apì thn apìdeixh tou L mmatoc 7.5.8 gnwrÐzoume ìti, gia k�je z ∈ T

up�rqei ènac fusikìc isomorfismìc

T
(
z, t
)
' Ex

(
Sop,Ab

)[
πz, πt

]
Me �lla lìgia h kathgorÐa Ex

(
Sop,Ab

)
èqei arket� enèsima antikeÐmena e�n kai mìno e�n, gia

k�je z ∈ T up�rqei ènac morfismìc z −−−−−→ t, ìpou t ∈ J⊥, sthn T, ètsi ¸ste h apeikìnish
πz −−−−−→ πt, ìpou t ∈ J⊥ na eÐnai ènac monomorfismìc.

'Estw èna trÐgwno

y z t Σy
f

pou sumplhr¸nei ton morfismì z −−−−−→ t sthn T. O sunartht c π eÐnai akrib c, kai o sunarththc
Yoneda Y : T −−−−−→ A(T) eÐnai omologikìc. Sunep¸c, o omologikìc sunartht c π ≡ π ◦ Y
apeikonÐzei to prohgoÔmeno trÐgwno se mia akrib  akoloujÐa

πy πz πt
πf

sthn Ex
(
Sop,Ab

)
. H apeikìnish πz −−−−−→ πt eÐnai ènac monomorfismìc e�n kai mìno e�n πf = 0,

dhlad  e�n f ∈ J. Sunep¸c, h kathgorÐa Ex
(
Sop,Ab

)
èqei arket� enèsima antikeÐmena e�n kai mìno

e�n, gia k�je antikeÐmeno z ∈ T, up�rqei èna trÐgwno

y z t Σy
f

, ìpou t ∈ J⊥ kai f ∈ J.

Sundu�zontac ta L mmata 7.5.16 kai 7.5.17, prokÔptei h epìmenh

Prìtash 7.5.18. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa, h opoÐa ikanopoieÐ to Je¸rhma Anapa-
rastasimìthtac, kai èstw α ènac kanonikìc plhj�rijmoc. Upojètoume ìti h kathgorÐa S = Tα eÐnai
ousiastik� mikr . 'Estw J = Ph(T) to ide¸dec twn α−phantom apeikonÐsewn sthn T. Ta parak�tw
eÐnai isodÔnama :

7.5.18.1. H kathgorÐa Ex
(
Sop,Ab

)
èqei arket� enèsima antikeÐmena.

7.5.18.2. To ide¸dec J ikanopoieÐ thn isìthta J = I{J⊥}.
7.5.18.3. Gia k�je antikeÐmeno z ∈ T, up�rqei èna trÐgwno sthn T

y z t Σy
f

, ìpou t ∈ J⊥ kai f ∈ J.

Apìdeixh. Apì to L mma 7.5.16, èqoume thn isodunamÐa 7.5.18.1 ⇐⇒ 7.5.18.2. Apì to L mma
7.5.17, èqoume thn isodunamÐa 7.5.18.1⇐⇒ 7.5.18.3. Sunep¸c, èqoume thn isodunamÐa 7.5.18.1⇐⇒
7.5.18.2⇐⇒ 7.5.18.3.
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Pìrisma 7.5.19. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa, h opoÐa ikanopoieÐ to Je¸rhma Ana-
parastasimìthtac, kai èstw α ènac kanonikìc plhj�rijmoc. Upojètoume ìti h kathgorÐa S = Tα

eÐnai ousiastik� mikr . Upojètoume ìti h kathgorÐa Ex
(
Sop,Ab

)
èqei arket� enèsima antikeÐmena.

Tìte k�je antikeÐmeno z ∈ T epidèqetai mia megistik  α−phantom apeikìnish y −−−−−→ z. Autì
shmaÐnei ìti, h y −−−−−→ z eÐnai mia α−phantom apeikìnish, kai k�je �llh α−phantom apeikìnish
x −−−−−→ z paragontopoeÐtai ( ìqi aparaÐthta monadik� ) wc

x y z

Apìdeixh. 'Estw J = Ph(T) to ide¸dec twn α−phantom apeikonÐsewn sthn T. Epeid  èqoume
upojèsei ìti h kathgorÐa Ex

(
Sop,Ab

)
èqei arket� enèsima antikeÐmena, apì to L mma 7.5.17, gia

k�je antikeÐmeno z ∈ T, up�rqei èna trÐgwno sthn T

y z t Σy
f

, ìpou t ∈ J⊥ kai f ∈ J. IsqurÐzomai, ìti h apeikìnish f : y −−−−−→ z eÐnai mia megistik  α−phantom
apeikìnish.

H {f : y −−→ z} ∈ J, epomènwc eÐnai mia α−phantom apeikìnish. Sunep¸c, mènei na deÐxoume
ìti eÐnai megistik . Upojètoume ìti h g : x −−−−−→ z eÐnai mia opoiad pote α−phantom apeikìnish.
H sÔnjesh

x z t
g

eÐnai mia α−phantom apeikìnish x −−−−−→ t. Sunep¸c, epeid  to t ∈ J⊥ eÐnai tètoio ¸ste èan
{x −−→ t} ∈ J, tìte x −−−−−→ t eÐnai h mhdenik  apeikìnish, èpetai ìti mhdenÐzetai. O sunarth-
t c HomT

(
x,−

)
: T −−−−−→ Ab eÐnai omologikìc. Sunep¸c apeikonÐzei to prohgoÔmeno trÐgwno

se mia akrib  akoloujÐa. Apo thn akrÐbeia thc akoloujÐac èpetai ìti h apeikìnish x −−−−−→ z
paragontopoieÐtai wc x −−−−−→ y −−−−−→ z.

Ac diatup¸soume sthn gl¸ssa twn α−phantom apeikonÐsewn ti shmaÐnei o sunartht c π :
A(T) −−−−−→ Ex

(
Sop,Ab

)
na èqei ènan dexiì suzug .

L mma 7.5.20. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa, h opoÐa ikanopoieÐ to axÐwma [TR5]. 'Estw
α ènac kanonikìc plhj�rijmoc. Upojètoume ìti h kathgorÐa S = Tα eÐnai ousiastik� mikr . O
fusikìc sunartht c

π : A(T) Ex
(
Sop,Ab

)
èqei ènan dexiì suzug  e�n kai mìno e�n, gia k�je antikeÐmeno z ∈ T, up�rqei mia megistik 
α−phantom apeikìnish y −−−−−→ z.

Apìdeixh. Apì thn Prìtash 6.4.3 o sunartht c

π : A(T) Ex
(
Sop,Ab

)
eÐnai mia topikopoÐhsh Gabriel . Autì shmaÐnei ìti h kathgorÐa Ex

(
Sop,Ab

)
eÐnai èna phlÐko Gabriel

thc kathgorÐac A(T) me mia sun−topikopoi simh upokathgorÐa Serre thn opoÐa sumbolÐzoume B,
ìpou B = Ker

(
π
)
. H kathgorÐa A(T) èqei arket� enèsima antikeÐmena, eÐnai ta antikeÐmena z ∈ T.

Sunep¸c, apì thn Prìtash A.2.20 [ [Nee01b], sel. 351 ], o sunartht c π ja èqei ènan dexiì suzug 
G : Ex

(
Sop,Ab

)
−−−−−→ A(T) e�n kai mìno e�n, k�je enèsimo antikeÐmeno z ∈ T ⊂ A(T) èqei èna

megistikì B−upoantikeÐmeno zm ⊂ z.
JewroÔme thn isodunamÐa D(T) ' A(T) tou L mmatoc 5.2.2. Apì thn Prìtash 5.2.5, ta upoanti-

keÐmena sthn D(T), enìc antikeimènou z ∈ T ⊂ D(T), mporoÔn na anaparastajoÔn apo morfismoÔc
sthn T thc morf c {y −−→ z}. 'Estw {y −−→ z} èna upoantikeÐmeno to opoÐo perièqei to antikeÐmeno
{x −−→ z}. Autì shmaÐnei ìti, up�rqei èna metajetikì tetr�gwno
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x z

y z

1

tou opoÐou h kl�sh isodunamÐac, eÐnai ènac monomorfismìc sthn D(T). Sunep¸c, h apeikìnish
x −−−−−→ z paragontopoieÐtai wc

x y z

O pur nac Ker
(
π
)
tou π : D(T) ' A(T) −−−−−→ Ex

(
Sop,Ab

)
tautÐzetai me thn kl�sh ìlwn twn

α−phantom apeikonÐsewn sthn T, e�n jewr joÔn wc antikeÐmena thc D(T). Sunep¸c, h Ôparxh
enìc megistikoÔ B−upoantikeimènou {y −−→ z}m tou z ≡ {1 : z −−→ z}, eÐnai isodÔnamh me thn
Ôparxh miac megistik c α−phantom apeikìnishc y −−−−−→ z sthn T.

Parat rhsh 7.5.21. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa me mikr� HomT−sÔnola, h opoÐa
ikanopoieÐ to axÐwma [TR5], kai èstw α ènac kanonikìc plhj�rijmoc. Upojètoume ìti h kathgorÐa
S = Tα eÐnai ousiastik� mikr . Upojètoume ìti h T ikanopoieÐ to Je¸rhma Anaparastasimìthtac.
Sthn Prìtash 7.5.18 epanadiatup¸same thn Ôparxh twn arket¸n enèsimwn antikeimènwn gia thn
Ex
(
Sop,Ab

)
sthn gl¸ssa twn α−phantom apeikonÐsewn. Sto L mma 7.5.20 epanadiatup¸same

thn Ôparxh enìc dexioÔ suzug  G : Ex
(
Sop,Ab

)
−−−−−→ A(T) tou π, epÐshc sthn gl¸ssa twn

α−phantom apeikonÐsewn. Apì to Pìrisma 7.5.2, gnwrÐzoume ìti h Ôparxh twn arket¸n enèsimwn
antikeimènwn gia thn Ex

(
Sop,Ab

)
sunep�getai thn Ôparxh enìc dexioÔ suzug  G tou π. To Pìrisma

7.5.19 epanadiatup¸nei to Pìrisma 7.5.2 sthn gl¸ssa twn α−phantom apeikonÐsewn.

Pio sugkekrimèna, apì thn Prìtash 7.5.18 gnwrÐzoume ìti h Ex
(
Sop,Ab

)
èqei arket� enèsima

antikeÐmena e�n kai mìno e�n, gia k�je antikeÐmeno z ∈ T, up�rqei èna trÐgwno sthn T

y z t Σy
f

, ìpou t ∈ J⊥ kai f ∈ J. Apì to Pìrisma 7.5.19, gnwrÐzoume ìti se opoiod pote tètoio trÐgwno, h
apeikìnish f : y −−−−−→ z eÐnai mia megistik  α−phantom apeikìnish sthn T. Tèloc, apì to L mma
7.5.20 gnwrÐzoume ìti o fusikìc sunartht c

π : A(T) Ex
(
Sop,Ab

)
èqei ènan dexiì suzug  G : Ex

(
Sop,Ab

)
−−−−−→ A(T) e�n kai mìno e�n, gia k�je antikeÐmeno z ∈ T,

up�rqei mia megistik  α−phantom apeikìnish y −−−−−→ z sthn T. Me �lla lìgia, qrhsimopoi¸ntac
ton formalismì twn α−phantom apeikonÐsewn, mporoÔme na anakt soume to sumpèrasma tou Po-
rÐsmatoc 7.5.2, dhlad  to gegonìc gia z ∈ T up�rqei èna trig¸no me tic proanaferjeÐsec idiìthtec,
perilamb�nei tìso thn plhroforÐa gia thn Ôparxh arket¸n enèsimwn antikeimènwn sthn Ex

(
Sop,Ab

)
kai thn up�rxh enìc dexioÔ suzug  tou π : A(T) −−−−−→ Ex

(
Sop,Ab

)
, ìso kai thn plhroforÐa gia

thn Ôparxh thc sunepagwg c Ex
(
Sop,Ab

)
èqei arket�
enèsima

 =⇒

 A(T) −−→ Ex
(
Sop,Ab

)
èqei ènan

dexiì suzug 


Ta enèsima antikeÐmena kai dexioÐ suzugeÐc sunarthtèc eÐnai arket� afhrhmèna antikeÐmena. Apì

thn �llh meri�, oi α−phantom apeikonÐseic faÐnontai na eÐnai polÔ pio filik� antikeÐmena. Dia-
tup¸nontac loipìn, ti shmaÐnei h kathgorÐa Ex

(
Sop,Ab

)
na èqei arket� enèsima antikeÐmena, kai ti

shmaÐnei o sunartht c π : A(T) −−−−−→ Ex
(
Sop,Ab

)
na èqei ènan dexiì suzug  sthn gl¸ssa twn

α−phantom apeikonÐsewn, metaxÔ twn �llwn, mporoÔme na deÐxoume ìti h kathgorÐa Ex
(
Sop,Ab

)
den èqei en gènei arket� enèsima antikeÐmena [ [Nee01b], Enìthta C.4, sel. 407-418 ].

Parat rhsh 7.5.22. 'Estw I ènac enèsimoc sun−genn torac thc Ex
(
Sop,Ab

)
. Eidikìtera, o

I eÐnai èna enèsimo antikeÐmeno. Apì thn Prìtash 7.5.1 up�rqei èna antikeÐmeno GI ∈ T to opoÐo
anaparist� ton sunartht 
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Ex
(
Sop,Ab

)[
π
(
−
)∣∣

T
, I
(
−
)]

: Top ⊂
{
A(T)

}op −−−−−−−−→ Ab

, ìpou o sunartht c π
(
−
)∣∣

T
: T ⊂ A(T) −−−−−→ Ex

(
Sop,Ab

)
, orÐzetai sto antikeÐmeno x ∈ T,

wc π ◦ Y
(
x
)

= π ◦
[
T
(
−, x

)]
= T

(
−, x

)∣∣
S
, ìpou Y : T −−−−−→ A(T) eÐnai o sunartht c Yoneda.

Ja sumbolÐzoume to antikeÐmeno GI me BC,   BC(α,T) gia na upodhl¸soume thn ex�rthsh apo ton
kanonikì plhj�rijmo α kai thn T, kai ja to kaloÔme, to antikeÐmeno Brown−Comenetz thc T pou
antistoiqeÐ ston enèsimo sun−genn tora I.

'Estw T mia α−sumpag¸c paragìmenh trigwnismènh kathgorÐa. Tìte apì ton Orismì 7.4.6 (
⇐⇒ Orismìc 7.1.1 ⇐⇒ Orismìc 7.1.10 ), h kathgorÐa Tα eÐnai ousiastik� mikr , kai o omologikìc
sunartht c

T Ex
({

Tα
}op

,Ab
)

den mhdenÐzetai se kanèna antikeÐmeno, dhlad  gia k�je x ∈ T, èan T
(
−, x

)∣∣
Tα

= 0, tìte x = 0.

Upojètoume ìti h Ex
({

Tα
}op

,Ab
)
èqei ènan enèsimo sun−genn tora I, kai èstw BC = BC(α,T) to

antikeÐmeno Brown−Comenetz thc T pou antistoiqeÐ ston enèsimo sun−genn tora I. JewroÔme to
sÔnolo T = {ΣnBC, n ∈ Z}. Tìte to sÔnolo T eÐnai èna sun−par�gon sÔnolo antikeimènwn gia
thn T,   isodÔnama eÐnai èna par�gon sÔnolo antikeimènwn gia thn Top. Pr�gmati, o I eÐnai ènac
enèsimoc sun−genn torac thc Ex

({
Tα
}op

,Ab
)
, eidikìtera eÐnai èna enèsimo antikeÐmeno. Sunep¸c,

apì to L mma 7.5.6 to antikeÐmeno πBC eÐnai fusik� isìmorfo me to I. Autì shmaÐnei ìti,

T
(
−,BC

)∣∣
Tα

= π ◦ T
(
−,BC

)
= π ◦ BC ' I

(
−
)

, isodÔnama

T
(
−,BC

)∣∣
Tα

' I
(
−
)

Dojèntoc enìc mh mhdenikoÔ antikeimènou x ∈ T, epeid  h T eÐnai α−sumpag¸c paragìmenh o sunar-
tht c T

(
−, x

)∣∣
Tα

eÐnai mh mhdenikìc. Sunep¸c, epeid  o T
(
−,BC

)∣∣
Tα

eÐnai ènac sun−genn torac,
up�rqei mia mh mhdenik  apeikìnish sthn Ex

({
Tα
}op

,Ab
)

T
(
−, x

)∣∣
Tα

T
(
−,BC

)∣∣
Tα

Apì thn sunj kh 7.5.1.1, tou L mmatoc 7.5.1, up�rqei ènac isomorfismìc

T
(
x,BC

)
' Ex

(
Sop,Ab

)[
T
(
−, x

)∣∣
Tα
,T
(
−,BC

)∣∣
Tα

]
, o opoÐoc eÐnai fusikìc sta antikeÐmena x ∈ T. Sunep¸c, h prohgoÔmenh mh mhdenik  apei-
kìnish antistoiqeÐ se mia ( monadik  ) apeikìnish x −−−−−→ BC. Sunep¸c, epeid  h apeikìnish
T
(
−, x

)∣∣
Tα
−−−−−→ T

(
−,BC

)∣∣
Tα

eÐnai mh mhdenik , sumperaÐnoume ìti h apeikìnish x −−−−−→ BC
eÐnai epÐshc mh mhdenik . Sunep¸c, gia k�je mh mhdenikì antikeimèno x ∈ T, up�rqei mia mh mhdenik 
apeikìnish x −−−−−→ BC. Gia k�je n ∈ Z, o Σ−n eÐnai ènac aristerìc ( kai dexiìc ) suzug c tou
Σn, dhlad  up�rqei ènac fusikìc isomorfismìc

T
(
Σ−nx,BC

)
' T

(
x,ΣnBC

)
'Estw x ∈ T èna mh mhdenikì antikeÐmeno, tìte to Σ−nx eÐnai mh mhdenikì. Epomènwc, up�rqei mia mh
mhdenik  apeikìnish Σ−nx −−−−−→ BC. Tìte h apeikìnish aut  mèsw tou prohgoÔmenou fusikoÔ
isomorfismoÔ apeikonÐzetai se mia apeikìnish ΣnΣ−nx = x −−−−−→ ΣnBC, h opoÐa eÐnai epÐshc mh
mhdenik , epeid  o Σn eÐnai ènac automorfismìc. Sunep¸c, gia k�je n ∈ Z, kai gia k�je mh mhdenikì
antikeÐmeno x ∈ T, up�rqei mia mh mhdenik  apeikìnish x −−−−−→ ΣnBC. Epomènwc, gia k�je x ∈ T,
èan T

(
x,−

)∣∣
T

= 0, tìte x = 0,   isodÔnama gia k�je x ∈ Top, èan Top
(
−, x

)∣∣
T

= 0, tìte x = 0.
Tèloc, to T eÐnai ex orismoÔ kleistì wc proc ton prosjetikì automorfismì Σ. Sunep¸c, apì ton
duðkì tou OrismoÔ 7.1.3.1, èpetai ìti to T eÐnai èna par�gon sÔnolo antikeimènwn gia thn Top.

7.6 To DeÔtero Je¸rhma Anaparastasimìthtac

S' aut  thn Enìthta ja melet soume touc anaparast�simouc sunarthtèc H : T −−−−−→ Ab. Apì
to L mma 1.1.10, gnwrÐzoume ìti oi sunarthtèc T

(
h,−

)
eÐnai omologikoÐ, kai apo to duðkì tou

L mmatoc 5.1.5, ìti diathroÔn ta ginìmena, dhlad  apeikonÐzoun ginìmena sthn T se ginìmena sthn
Ab. OrÐzoume

Orismìc 7.6.1. 'Estw T mia trigwnismènh kathgorÐa. Ja lème ìti h Top ikanopoieÐ to Je¸rhma

299



Anaparastasimìthtac   ìti h T ikanopoieÐ to duðkì Je¸rhma Anaparastasimìthtac e�n

7.6.1.1. H T ikanopoieÐ to axÐwma [TR5*].

7.6.1.2. K�je sunartht c T −−−−−→ Ab, o opoÐoc eÐnai omologikìc, kai diathreÐ ta ginìmena,
dhlad  apeikonÐzei ginìmena sthn T se ginìmena sthn Ab, eÐnai anaparast�simoc. Autì shmaÐnei ìti
eÐnai fusik� isìmorfoc me ènan sunartht  T

(
h,−

)
, gia k�poio antikeÐmeno h ∈ T.

AkoloujeÐ h apìdeixh tou DeÔterou Jewr matoc Anaparastasimìthtac   tou Jewr matoc A-
naparastasimìthtac gia thn duðk  kathgorÐa miac α−sumpagoÔc paragìmenhc trigwnismènhc kath-
gorÐac.

Je¸rhma 7.6.2. [ DeÔtero Je¸rhma Anaparastasimìthtac ] 'Estw α ènac kanonikìc plh-
j�rijmoc. 'Estw T mia α−sumpag¸c paragìmenh trigwnismènh kathgorÐa. 'Estw I ènac enèsimoc
sun−genn torac thc Ex

({
Tα
}op

,Ab
)
. 'Estw BC = BC(α,T) to antikeÐmeno Brown−Comenetz thc

T pou antistoiqeÐ ston sun−genn tora I. JewroÔme to sÔnolo T = {ΣnBC, n ∈ Z}. Apì thn
Parat rhsh 7.5.22, to T eÐnai èna par�gon sÔnolo antikeimènwn gia thn Top. Tìte h Top ikanopoieÐ
to Je¸rhma Anaparastasimìthtac. Autì shmaÐnei ìti h T ikanopoieÐ to axÐwma [TR5*], kai ìti k�je
sunartht c H : T −−−−−→ Ab o opoÐoc eÐnai omologikìc, kai diathreÐ ta ginìmena, dhlad  apeikonÐzei
ginìmena sthn T se ginìmena sthn Ab, eÐnai anaparast�simoc. Dhlad , up�rqei èna antikeÐmeno
h ∈ T kai ènac fusikìc isomorfismìc

T
(
h,−

)
' H

(
−
)

IsqurÐzomai, epiplèon ìti h Top sumpÐptei me thn mikrìterh topikopoi simh upokathgorÐa thc Top h
opoÐa perièqei to sÔnolo T , dhlad 

〈T 〉 = 〈BC〉 = Top

Apìdeixh. Epeid  h T eÐnai mia α−sumpag¸c paragìmenh trigwnismènh kathgorÐa, apì thn Prìtash
7.4.2 ikanopoieÐ to Je¸rhma Anaparastasimìthtac. Sunep¸c, apì thn Prìtash 7.4.14, h T ika-
nopoieÐ to axÐwma [TR5*]. Jètoume S = Tα. Efarmìzoume to L mma 7.2.3 ( gia thn Top ) gia
to sÔnolo T . Autì shmaÐnei ìti, gia k�je sunartht  H :

{
Top
}op −−−−−→ Ab o opoÐoc eÐnai o-

mologikìc, kai diathreÐ ta ginìmena, dhlad  apeikonÐzei ginìmena sthn
{
Top
}op

se ginìmena sthn
Ab, up�rqei toul�qiston mia akoloujÐa antikeimènwn Xi sthn Top h opoÐa ikanopoieÐ tic sunj kec
7.2.3.1−7.2.3.4. 'Estw to omotopikì sunìrio X = Hocolim−−−−−−→ Xi thc akoloujÐac. Apì thn sunj kh

7.2.3.3 tou L mmatoc 7.2.3, up�rqei ènac fusikìc metasqhmatismìc Top
(
−, X

)
−−−−−→ H

(
−
)
.

Kat� sunèpeia, gia na deÐxoume ìti h Top ikanopoieÐ to Je¸rhma Anaparastasimìthtac, kaj¸c e-
pÐshc ìti 〈T 〉 = 〈BC〉 = Top, arkeÐ apì to L mma 7.3.1 ( gia thn Top ) na deÐxoume ìti, gia k�je
n ∈ Z, h apeikìnish Top

(
ΣnBC, X

)
−−−−−→ H

(
ΣnBC

)
h opoÐa eÐnai ènac epimorfismìc, eÐnai epi-

plèon ènac monomorfismìc. IsodÔnama sthn T, arkeÐ na deÐxoume ìti, gia k�je n ∈ Z, h apeikìnish
T
(
X,ΣnBC

)
−−−−−→ H

(
ΣnBC

)
h opoÐa eÐnai ènac epimorfismìc, eÐnai epiplèon ènac monomorfismìc.

OmoÐwc ja diatup¸soume sthn T ti shmaÐnei ìti, gia to par�gon sÔnolo T ⊂ Top isqÔei to L mma
7.2.3. Dhlad , gia k�je sunartht  H :

{
Top
}op −−−−−→ Ab o opoÐoc eÐnai omologikìc, kai diathreÐ

ta ginìmena, up�rqei toul�qiston mia akoloujÐa antikeimènwn Xi sthn Top h opoÐa ikanopoieÐ tic
sunj kec 7.2.3.1−7.2.3.4.
ShmaÐnei ìti, gia k�je sunartht  H : T −−−−−→ Ab o opoÐoc eÐnai omologikìc, kai diathreÐ ta ginìme-
na, dhlad  apeikonÐzei ginìmena sthn T se ginìmena sthn Ab, up�rqei mia akoloujÐa antikeimènwn
kai morfism¸n sthn T

· · · X2 X1 X0

ètsi ¸ste

7.2.3.1. Gia k�je i ≥ 0, ta antikeÐmenaXi an koun sthn 〈T 〉, dhlad  thn mikrìterh sun−topikopoi si-
mh upokathgorÐa thc T h opoÐa perièqei to T , dhlad  thn mikrìterh upokathgorÐa thc T h opoÐa
perièqei to T , kai eÐnai kleist  wc proc ta ginìmena.

7.2.3.2. Gia k�je i, up�rqei ènac fusikìc metasqhmatismìc sunartht¸n sthn T

T
(
Xi,−

)
−−−−−−−−→ H

(
−
)
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AutoÐ oi fusikoÐ metasqhmatismoÐ ikanopoioÔn mia sqèsh sumbatìthtac, ètsi ¸ste to parak�tw
di�gramma sunartht¸n kai fusik¸n metasqhmatism¸n

T
(
Xi,−

)

T
(
Xi+1,−

)
H
(
−
)

na kajÐstatai metajetikì, gia k�je i ≥ 0.

7.2.3.3. 'Estw X = Holim←−−−− Xi to omotopikì ìrio thc akoloujÐac. Up�rqei ènac fusikìc metasqh-
matismìc

T
(
X,−

)
−−−−−−−−→ H

(
−
)

o opoÐoc kajist� to di�gramma

T
(
Xi,−

)

T
(
X,−

)
H
(
−
)

metajetikì, gia k�je i ≥ 0.

7.2.3.4. Gia k�je antikeÐmeno n ∈ Z, h eikìna thc apeikìnishc

T
(
Xi,Σ

nBC
)
−−−−−−−−→ T

(
Xi+1,Σ

nBC
)

apeikonÐzetai isomorfik� sthn H
(
ΣnBC

)
mèsw thc apeikìnishc

T
(
Xi+1,Σ

nBC
)
−−−−−−−−→ H

(
ΣnBC

)
, gia k�je i ≥ 0.

Epiplèon, apì thn sunj kh 7.2.3.4, gnwrÐzoume ìti, gia k�je i ≥ 0, kai gia k�je n ∈ Z, h eikìna
thc apeikìnishc T

(
Xi,Σ

nBC
)
−−−−−→ T

(
Xi+1,Σ

nBC
)
eÐnai isìmorfh me thn eikìna thc apeikìnishc

T
(
Xi,Σ

nBC
)
−−−−−→ H

(
ΣnBC

)
h opoÐa eÐnai h H

(
ΣnBC

)
, epeid  eÐnai ènac epimorfismìc, kai o

pur nac thc tautÐzetai me ton pur na Ki

(
ΣnBC

)
thc apeikìnishc T

(
Xi,Σ

nBC
)
−−−−−→ H

(
ΣnBC

)
.

Dhlad , gia k�je i ≥ 0, isqÔei

Im
{
T
(
Xi,−

)∣∣
T
−→ T

(
Xi+1,−

)∣∣
T

}
' Im

{
T
(
Xi,−

)∣∣
T
−→ H

(
−
)∣∣
T

}
= H

(
−
)∣∣
T

Ker
{
T
(
Xi,−

)∣∣
T
−→ T

(
Xi+1,−

)∣∣
T

}
= Ker

{
T
(
Xi,−

)∣∣
T
−→ H

(
−
)∣∣
T

}
= Ki

(
−
)

, ìpou Ki

(
−
)
eÐnai o pur nac tou periorismoÔ sto sÔnolo T ⊂ T tou fusikoÔ metasqhmatismoÔ

T
(
Xi,−

)
−−−−−→ T

(
Xi+1,−

)
.

Jèloume na deÐxoume ìti, gia k�je n ∈ Z, h apeikìnish T
(
X,ΣnBC

)
−−−−−→ H

(
ΣnBC

)
eÐnai ènac

isomorfismìc. QwrÐc periorismì thc genikìthtac, arkeÐ na deÐxoume ìti, gia thn perÐptwsh ìpou
n = 0, h apeikìnish T

(
X,BC

)
−−−−−→ H

(
BC
)
eÐnai ènac isomorfismìc. H apìdeixh, gia thn

perÐptwsh ìpou o n ∈ Z eÐnai ènac opoiosd pote mh mhdenikìc akèraioc, apodeiknÔetai akrib¸c me
ton Ðdio trìpo, ìpwc ja diapist¸soume sto teleutaÐo tm ma thc apìdeixhc.

Apì thn Prìtash 7.5.1, gia k�je antikeÐmeno y ∈ T, up�rqei ènac fusikìc isomorfismìc

T
(
y,BC

)
' Ex

(
Sop,Ab

)[
T
(
−, y

)∣∣
S
,T
(
−,BC

)∣∣
S

]
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, ìpou T
(
−,BC

)∣∣
S
' I
(
−
)
eÐnai o enèsimoc sun−genn torac thc Ex

(
Sop,Ab

)
( Parat rhsh 7.5.22

). S' autì to shmeÐo ja epikalestoÔme thn JewrÐa pou anaptÔxame sto KefalaÐo 6, gia thn perÐptw-
sh tou kanonikoÔ plhjarÐjmou α, kai thc kathgorÐac S = Tα. Apì to L mma 4.2.5, h kathgorÐa
S = Tα eÐnai α−topikopoi simh, autì shmaÐnei ìti eÐnai kleist  wc proc ta α−sugkinìmena. 'E-
stw h abelian  kathgorÐa Ex

(
Sop,Ab

)
ìpwc ston Orismì 6.1.2. Autì shmaÐnei ìti, ta antikeÐmena

thc Ex
(
Sop,Ab

)
eÐnai oi sunarthtèc Sop −−−−−→ Ab oi opoÐoi diathroÔn ta α−ginìmena, dhlad 

apeikonÐzoun α−sugkinìmena sthn S se α−ginìmena sthn Ab.

Apì to L mma Yoneda h prohgoÔmenh akoloujÐa antikeimènwn kai morfism¸n sthn T antistoiqeÐ
se mia ( monadik  ) akoloujÐa antikeimènwn kai morfism¸n sthn Cat

(
Top,Ab

)
, sunep¸c ep�gontai oi

fusikèc apeikonÐseic

T
(
−, Xi+1

)
T
(
−, Xi

)
T
(
−, Xi

)
T
(
−, Xi−1

)
PeriorÐzontac thn prohgoÔmenh akoloujÐa sthn S ⊂ T, prokÔptei mia akoloujÐa antikeimènwn kai
morfism¸n sthn Ex

(
Sop,Ab

)
, sunep¸c ep�gontai oi fusikèc apeikonÐseic

T
(
−, Xi+1

)∣∣
S

T
(
−, Xi

)∣∣
S

T
(
−, Xi

)∣∣
S

T
(
−, Xi−1

)∣∣
S

θi θi−1

, ìpou o fusikìc metasqhmatismìc θi eÐnai o periorismìc sthn S ⊂ T tou fusikoÔ metasqhmati-
smoÔ T

(
−, Xi+1

)
−−−−−→ T

(
−, Xi

)
, gia k�je i ≥ 0. Oi sunarthtèc T

(
−, Xi

)∣∣
S
an koun sthn

Ex
(
Sop,Ab

)
, epeid  apeikonÐzoun sugkinìmena sthn S se ginìmena sthn Ab, sunep¸c apeikonÐzoun

α−sugkinìmena sthn S se α−ginìmena sthn Ab. O prohgoÔmenoc isomorfismìc eÐnai fusikìc sta
antikeÐmena y ∈ T, autì shmaÐnei ìti, gia k�je apeikìnish Xi+1 −−−−−→ Xi thc prohgoÔmenhc
akoloujÐac antikeimènwn kai morfism¸n sthn T to parak�tw di�gramma

T
(
Xi,BC

)
Ex
(
Sop,Ab

)[
T
(
−, Xi

)∣∣
S
,T
(
−,BC

)∣∣
S

]

T
(
Xi+1,BC

)
Ex
(
Sop,Ab

)[
T
(
−, Xi+1

)∣∣
S
,T
(
−,BC

)∣∣
S

]

'

θi Ex(Sop,Ab)[θi,T(−,BC)|S]

'

kajÐstatai metajetikì, ìpou h apeikìnish θi eÐnai o periorismìc sto {BC} ⊂ T ⊂ T tou fusikoÔ
metasqhmatismoÔ T

(
Xi,−

)
−−−−−→ T

(
Xi+1,−

)
, gia k�je i ≥ 0.

Me �lla lìgia, sumperaÐnoume ìti h prohgoÔmenh akoloujÐa antikeimènwn kai morfism¸n sthn
Ex
(
Sop,Ab

)
apeikonÐzetai mèsw tou sunartht  Ex

(
Sop,Ab

)[
−,T

(
−,BC

)∣∣
S

]
se mia akoloujÐa anti-

keimènwn kai morfism¸n sthn Ab. Eidikìtera oi prohgoÔmenec apeikonÐseic antistoiqoÔn me thn
antÐstrofh seir� stic apeikonÐseic

T
(
Xi−1,BC

)
T
(
Xi,BC

)
T
(
Xi,BC

)
T
(
Xi+1,BC

)θi−1 θi

Autì shmaÐnei ìti, gia k�je i ≥ 0

Ex
(
Sop,Ab

)[
θi,T

(
−,BC

)∣∣
S

]
' θi

O T
(
−,BC

)∣∣
S
eÐnai èna enèsimo antikeÐmeno sthn Ex

(
Sop,Ab

)
, sunep¸c o antalloÐwtoc su-

nartht c Ex
(
Sop,Ab

)[
−,T

(
−,BC

)∣∣
S

]
eÐnai akrib c, dhlad  diathreÐ tic eikìnec kai touc pur nec

( diathreÐ thn omologÐa ). Akribèstera, apeikonÐzei sun−eikìnec sthn Ex
(
Sop,Ab

)
se eikìnec

sthn Ab, kai sun−pur nec sthn Ex
(
Sop,Ab

)
se pur nec sthn Ab. Eidikìtera, gia k�je apeikìnish

θi : T
(
−, Xi+1

)∣∣
S
−−−−−→ T

(
−, Xi

)∣∣
S
thc prohgoÔmenhc akoloujÐac antikeimènwn kai morfism¸n

sthn Ex
(
Sop,Ab

)
, ufÐstantai oi isomorfismoÐ
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Ex
(
Sop,Ab

)[
Coim

(
θi
)
,T
(
−,BC

)∣∣
S

]
' Im

[
Ex
(
Sop,Ab

)[
θi,T

(
−,BC

)∣∣
S

]]

Ex
(
Sop,Ab

)[
Coker

(
θi
)
,T
(
−,BC

)∣∣
S

]
' Ker

[
Ex
(
Sop,Ab

)[
θi,T

(
−,BC

)∣∣
S

]]

Epiplèon, ufÐstantai oi isomorfismoÐ

Im

[
Ex
(
Sop,Ab

)[
θi,T

(
−,BC

)∣∣
S

]]
' Im

(
θi
)
' H

(
BC
)

Ker

[
Ex
(
Sop,Ab

)[
θi,T

(
−,BC

)∣∣
S

]]
' Ker

(
θi
)

= Ki

(
BC
)

, ìpou o isomorfismìc twn eikìnwn kai twn pur nwn, antÐstoiqa, ep�getai apì to prohgoÔmeno
metajetikì di�gramma, en¸ oi upìloipoi dÔo isomorfismoÐ ufÐstantai apì ta dedomèna. Gia k�je
apeikìnish θi : T

(
−, Xi+1

)∣∣
S
−−−−−→ T

(
−, Xi

)∣∣
S
thc prohgoÔmenhc akoloujÐac antikeimènwn kai

morfism¸n sthn Ex
(
Sop,Ab

)
, jewroÔme thn braqeÐa akrib  akoloujÐa

0 Coim
(
θi
)

T
(
−, Xi

)∣∣
S

Coker
(
θi
)

0
τi ρi

kai sqhmatÐzoume to parak�tw di�gramma me akribeÐc grammèc sthn Ex
(
Sop,Ab

)
0 Coim

(
θi+1

)
T
(
−, Xi+1

)∣∣
S

Coker
(
θi+1

)
0

0 Coim
(
θi
)

T
(
−, Xi

)∣∣
S

Coker
(
θi
)

0

0 Coim
(
θi−1

)
T
(
−, Xi−1

)∣∣
S

Coker
(
θi−1

)
0

τi+1

θi

ρi+1

τi

θi−1

ρi

τi−1 ρi−1

O sunartht c Ex
(
Sop,Ab

)[
−,T

(
−,BC

)∣∣
S

]
eÐnai akrib c ( diathreÐ thn omologÐa ), sunep¸c apeiko-

nÐzei to di�gramma autì, s' èna metajetikì di�gramma me akribeÐc grammèc sthn Ab

0 Ker
(
θi−1

)
T
(
Xi−1,BC

)
Im
(
θi−1

)
0

0 Ker
(
θi
)

T
(
Xi,BC

)
Im
(
θi
)

0

0 Ker
(
θi+1

)
T
(
Xi+1,BC

)
Im
(
θi+1

)
0

ρi−1

θi−1

τ i−1

ρi

θi

τ i

ρi+1 τ i+1

Autì shmaÐnei ìti, gia k�je i ≥ 0

Ex
(
Sop,Ab

)[
τi,T

(
−,BC

)∣∣
S

]
' τ i

Ex
(
Sop,Ab

)[
ρi,T

(
−,BC

)∣∣
S

]
' ρi
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H apeikìnish τ i : T
(
Xi,BC

)
−−−−−→ Im

(
θi
)
eÐnai h eikìna thc apeikìnishc θi, dhlad  tou perio-

rismoÔ sto {BC} ⊂ T ⊂ T tou fusikoÔ metasqhmatismoÔ T
(
Xi,−

)
−−−−−→ T

(
Xi+1,−

)
, h opo-

Ða, apì thn sunj kh 7.2.3.4, eÐnai isìmorfh me thn eikìna tou periorismoÔ sto {BC} ⊂ T ⊂ T

tou fusikoÔ metasqhmatismoÔ T
(
Xi,−

)
−−−−−→ H

(
−
)
, h opoÐa eÐnai h H

(
BC
)
, epeid  eÐnai

ènac epimorfismìc, gia k�je i ≥ 0. Me �lla lìgia, mporoÔme na epilèxoume thn apeikìnish
τ i : T

(
Xi,BC

)
−−−−−→ Im

(
θi
)
na eÐnai o periorismìc sto {BC} ⊂ T ⊂ T tou fusikoÔ meta-

sqhmatismoÔ T
(
Xi,−

)
−−−−−→ H

(
−
)
, thc sunj khc 7.2.3.2, gia k�je i ≥ 0. Sunep¸c, ep�getai

to parak�tw metajetikì di�gramma me akribeÐc grammèc sthn Ab

0 Ker
(
θi−1

)
T
(
Xi−1,BC

)
Im
(
θi−1

)
0

0 Ker
(
θi
)

T
(
Xi,BC

)
Im
(
θi
)

0

0 Ker
(
θi+1

)
T
(
Xi+1,BC

)
Im
(
θi+1

)
0

ρi−1

θi−1

τ i−1

1

ρi

θi

τ i

1

ρi+1 τ i+1

Gia k�je i ≥ 0, h sÔnjesh θi ◦ ρi : Ker
(
θi
)
−−−−−→ T

(
Xi,BC

)
−−−−−→ T

(
Xi+1,BC

)
isoÔtai me

thn mhdenik  apeikìnish. Sunep¸c, ep�getai to parak�tw metajetikì di�gramma me akribeÐc grammèc
sthn Ab

0 Ker
(
θi−1

)
T
(
Xi−1,BC

)
Im
(
θi−1

)
0

0 Ker
(
θi
)

T
(
Xi,BC

)
Im
(
θi
)

0

0 Ker
(
θi+1

)
T
(
Xi+1,BC

)
Im
(
θi+1

)
0

0

ρi−1

θi−1

τ i−1

1
χi

0

ρi

θi

τ i

1
χi+1

ρi+1 τ i+1

, ìpou h apeikìnish Ker
(
θi
)
−−−−−→ Ker

(
θi+1

)
, h opoÐa ofeÐlei na eÐnai h mhdenik , ep�getai apì

thn kajolik  idiìthta tou pur na Ker
(
θi+1

)
, en¸ h apeikìnish χi+1 : Im

(
θi
)
−−−−−→ T

(
Xi+1,BC

)
,

ep�getai apì thn kajolik  idiìthta tou sun−pur na Im
(
θi
)
. Autì shmaÐnei ìti, oi grammèc tou

metajetikoÔ diagr�mmatoc eÐnai diasp�simec akribeÐc akoloujÐec. Sunep¸c, gia k�je i ≥ 1, ufÐstatai
ènac isomorfismìc

T
(
Xi,BC

)
' Im

(
θi
)
⊕Ker

(
θi
)

' Im
(
θi−1

)
⊕Ker

(
θi
)

, epeid  Im
(
θi
)
' Im

(
θi−1

)
, kai epiplèon to parak�tw di�gramma

Im
(
θi−2

)
⊕Ker

(
θi−1

)
Im
(
θi−1

)
⊕Ker

(
θi
)

Im
(
θi
)
⊕Ker

(
θi+1

)

T
(
Xi−1,BC

)
T
(
Xi,BC

)
T
(
Xi+1,BC

)
'

1⊕0 1⊕0

' '

θi−1 θi

eÐnai metajetikì, ìpou
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[
χi ρi

]
: Im

(
θi−1

)
⊕Ker

(
θi
)
−−−−−−−−→ T

(
Xi,BC

)
eÐnai o tÔpoc tou antÐstoiqou isomorfismoÔ, gia k�je i ≥ 1.

O T
(
−,BC

)∣∣
S
eÐnai ènac sun−genn torac thc Ex

(
Sop,Ab

)
, sunep¸c o antalloÐwtoc sunarth-

t c Ex
(
Sop,Ab

)[
−,T

(
−,BC

)∣∣
S

]
eÐnai pistìc. EpÐshc, h kathgorÐa Ex

(
Sop,Ab

)
eÐnai isorrophmènh

epeid  eÐnai abelian , èpetai loipìn ìti eÐnai ènac sunthrhtikìc sunartht c, epomènwc antanakl�
touc isomorfismoÔc, kai �ra touc tautotikoÔc morfismoÔc, kai ta metajetik� diagr�mmata sthn Ab.
Sunep¸c, to prohgoÔmeno metajetikì di�gramma sthn Ab antanakl�tai sto parak�tw metajetikì
di�gramma me akribeÐc grammèc sthn Ex

(
Sop,Ab

)
0 Coim

(
θi+1

)
T
(
−, Xi+1

)∣∣
S

Coker
(
θi+1

)
0

0 Coim
(
θi
)

T
(
−, Xi

)∣∣
S

Coker
(
θi
)

0

0 Coim
(
θi−1

)
T
(
−, Xi−1

)∣∣
S

Coker
(
θi−1

)
0

1

τi+1

θi

ρi+1

1

τi

θi−1

ρi

τi−1 ρi−1

Gia k�je i ≥ 0, h sÔnjesh ρi ◦ θi : T
(
−, Xi+1

)∣∣
S
−−−−−→ T

(
−, Xi

)∣∣
S
−−−−−→ Coker

(
θi
)
isoÔtai me

thn mhdenik  apeikìnish. Sunep¸c, ep�getai to parak�tw metajetikì di�gramma me akribeÐc grammèc
sthn Ex

(
Sop,Ab

)
0 Coim

(
θi+1

)
T
(
−, Xi+1

)∣∣
S

Coker
(
θi+1

)
0

0 Coim
(
θi
)

T
(
−, Xi

)∣∣
S

Coker
(
θi
)

0

0 Coim
(
θi−1

)
T
(
−, Xi−1

)∣∣
S

Coker
(
θi−1

)
0

1

τi+1

θi

ρi+1

χi+1
0

1

τi

θi−1

ρi

χi
0

τi−1 ρi−1

, ìpou h apeikìnish χi+1 : T
(
−, Xi+1

)∣∣
S
−−−−−→ Coim

(
θi
)
, ep�getai apì thn kajolik  idiìthta

tou pur na Coim
(
θi
)
, en¸ h apeikìnish Coker

(
θi+1

)
−−−−−→ Coker

(
θi
)
, h opoÐa ofeÐlei na eÐnai h

mhdenik , ep�getai apì thn kajolik  idiìthta tou sun−pur na Coker
(
θi+1

)
. Autì shmaÐnei ìti, oi

grammèc tou metajetikoÔ diagr�mmatoc eÐnai diasp�simec akribeÐc akoloujÐec. Sunep¸c, gia k�je
i ≥ 1, ufÐstatai ènac isomorfismìc

T
(
−, Xi

)∣∣
S
' Coim

(
θi
)
⊕ Coker

(
θi
)

' Coim
(
θi−1

)
⊕ Coker

(
θi
)

' Im
(
θi−1

)
⊕ Coker

(
θi
)

, epeid  Coim
(
θi
)
' Coim

(
θi−1

)
, kai Coim

(
θi−1

)
' Im

(
θi−1

)
, ìpou o pr¸toc isomorfismìc ufÐsta-

tai apì to prohgoÔmeno metajetikì di�gramma, en¸ o deÔteroc isomorfismìc ofeÐletai sto gegonìc
ìti h Ex

(
Sop,Ab

)
eÐnai mia abelian  kathgorÐa, kai epiplèon to parak�tw di�gramma
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T
(
−, Xi+1

)∣∣
S

T
(
−, Xi

)∣∣
S

T
(
−, Xi−1

)∣∣
S

Im
(
θi
)
⊕ Coker

(
θi+1

)
Im
(
θi−1

)
⊕ Coker

(
θi
)

Im
(
θi−2

)
⊕ Coker

(
θi−1

)
'

θi

'

θi−1

'

1⊕0 1⊕0

eÐnai metajetikì, ìpou [
χi
ρi

]
: T
(
−, Xi

)∣∣
S
−−−−−−−−→ Im

(
θi−1

)
⊕ Coker

(
θi
)

eÐnai o tÔpoc tou antÐstoiqou isomorfismoÔ, gia k�je i ≥ 1.

Me �lla lìgia, deÐxame ìti h akoloujÐa antikeimènwn kai morfism¸n sthn Ex
(
Sop,Ab

)
· · · T

(
−, X3

)∣∣
S

T
(
−, X2

)∣∣
S

T
(
−, X1

)∣∣
S

θ3 θ2 θ1

eÐnai isìmorfh me to eujÔ �jroisma twn akolouji¸n

· · · F
(
−
)

F
(
−
)

F
(
−
)

· · · Q3

(
−
)

Q2

(
−
)

Q1

(
−
)

1 1 1

0 0 0

, dhlad  ufÐstatai èna metajetikì di�gramma

· · · T
(
−, X3

)∣∣
S

T
(
−, X2

)∣∣
S

T
(
−, X1

)∣∣
S

· · · F
(
−
)
⊕ Q3

(
−
)

F
(
−
)
⊕ Q2

(
−
)

F
(
−
)
⊕ Q1

(
−
)

θ3 θ2

'

θ1

' '

1⊕0 1⊕0 1⊕0

, ìpou gia k�je i ≥ 1

F
(
−
)
' Im

(
θi−1

)
= Im

{
T
(
−, Xi

)∣∣
S
−−→ T

(
−, Xi−1

)∣∣
S

}
Qi
(
−
)

= Coker
(
θi
)

= Coker
{
T
(
−, Xi+1

)∣∣
S
−−→ T

(
−, Xi

)∣∣
S

}
Tìte ep�getai to parak�tw metajetikì di�gramma me akribeÐc grammèc

∞∏
i=1

T
(
−, Xi

)∣∣
S

∞∏
i=1

T
(
−, Xi

)∣∣
S

0

∞∏
i=1

{
F
(
−
)
⊕ Qi

(
−
)} ∞∏

i=1

{
F
(
−
)
⊕ Qi

(
−
)}

0

'

1−shift

'

1−shift

Oi parak�tw braqeÐec akoloujÐec
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0 F
(
−
) ∞∏

i=1

F
(
−
) ∞∏

i=1

F
(
−
)

0

0 0

∞∏
i=1

Qi
(
−
) ∞∏

i=1

Qi
(
−
)

0

1−shift

1−shift

, ìpou F
(
−
)
−−−−−→

∏∞
i=1F

(
−
)
eÐnai h apeikìnish pou ep�getai sto ginìmeno

∏∞
i=1F

(
−
)
apì

thn apeikìnish 1 : F
(
−
)
−−−−−→ F

(
−
)
, gia k�je i ≥ 1, eÐnai akribeÐc.

'Estw pi :
∏∞
i=1H

(
−
)∣∣

S
−−−−−→ H

(
−
)∣∣

S
h kanonik  probol  apì to ginìmeno sto H

(
−
)∣∣

S
, gia

k�je i ≥ 1. H apeikìnish 1 − shift :
∏∞
i=1H

(
−
)∣∣

S
−−−−−→

∏∞
i=1H

(
−
)∣∣

S
èqei sunist¸sec tic

apeikonÐseic pi−1−pi :
∏∞
i=1H

(
−
)∣∣

S
−−−−−→ H

(
−
)∣∣

S
, gia k�je i ≥ 2. Epomènwc, apì to Tèqnasma

tou Eilenberg ( L mma 1.6.8.1 ), gia thn Top, oi apeikonÐseic p1 :
∏∞
i=1H

(
−
)∣∣

S
−−−−−→ H

(
−
)∣∣

S
kai

1− shift :
∏∞
i=1H

(
−
)∣∣

S
−−−−−→

∏∞
i=1H

(
−
)∣∣

S
, efodi�zoun epÐshc to antikeÐmeno

∏∞
i=1H

(
−
)∣∣

S
me thn dom  enìc ginomènou. Sunep¸c, apì thn kajolik  idiìthta tou ginomènou ep�getai ènac
isomorfismìc sthn Ex

(
Sop,Ab

)
∞∏
i=1

F
(
−
)

F
(
−
)
⊕
∞∏
i=1

F
(
−
)[

p1 1−shift
]

Tìte to parak�tw metajetikì di�gramma

0 F
(
−
) ∞∏

i=1

F
(
−
) ∞∏

i=1

F
(
−
)

0

0 F
(
−
)

F
(
−
)
⊕
∞∏
i=1

F
(
−
) ∞∏

i=1

F
(
−
)

0

=

1−shift

[
p1 1−shift

]
=

, ìpou oi dÔo k�tw apeikonÐseic eÐnai h pr¸th kanonik  emfÔteush, kai h deÔterh kanonik  probol 
tou ( peperasmènou ) ginomènou−sugkinomènou F

(
−
)
⊕
∏∞
i=1F

(
−
)
, antÐstoiqa, eÐnai ènac isomor-

fismìc akolouji¸n. Sunep¸c, h pr¸th akoloujÐa eÐnai mia diasp�simh akrib c akoloujÐa. Epeid 
shift = 0, èpetai ìti h apeikìnish 1− shift = 1 eÐnai ènac isomorfismìc. Epomènwc, kai h deÔterh
akoloujÐa eÐnai mia akrib c akoloujÐa. Sunep¸c, prosjètontac autèc tic dÔo akribeÐc akoloujÐec,
lamb�noume mia akrib  akoloujÐa sthn Ex

(
Sop,Ab

)
0 F

(
−
) ∞∏

i=1

F
(
−
)
⊕
∞∏
i=1

Qi
(
−
) ∞∏

i=1

F
(
−
)
⊕
∞∏
i=1

Qi
(
−
)

0
1−shift

JewroÔme ton parak�tw isomorfismì akolouji¸n sthn Ex
(
Sop,Ab

)
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0 F
(
−
) ∞∏

i=1

T
(
−, Xi

)∣∣
S

∞∏
i=1

T
(
−, Xi

)∣∣
S

0

0 F
(
−
) ∞∏

i=1

{
F
(
−
)
⊕ Qi

(
−
)} ∞∏

i=1

{
F
(
−
)
⊕ Qi

(
−
)}

0

0 F
(
−
) ∞∏

i=1

F
(
−
)
⊕
∞∏
i=1

Qi
(
−
) ∞∏

i=1

F
(
−
)
⊕
∞∏
i=1

Qi
(
−
)

0

= '

1−shift

'

=

1−shift

' '

1−shift

, ìpou F
(
−
)
−−−−−→ T

(
−, Xi

)∣∣
S
eÐnai h eikìna thc θi, dhlad  h eikìna tou periorismoÔ sthn S ⊂ T

thc apeikìnishc T
(
−, Xi+1

)
−−−−−→ T

(
−, Xi

)
, gia k�je i ≥ 1.Apì to di�gramma autì, epeid  h

k�tw akoloujÐa eÐnai akrib c, sumperaÐnoume ìti h ep�nw akoloujÐa eÐnai akrib c

0 F
(
−
) ∞∏

i=1

T
(
−, Xi

)∣∣
S

∞∏
i=1

T
(
−, Xi

)∣∣
S

0
1−shift

JewroÔme thn parak�tw braqeÐa akrib  akoloujÐa sumplegm�twn sthn Ex
(
Sop,Ab

)
0 0 0

0 0 F
(
−
)

F
(
−
)

0

0 T
(
−, X0

)∣∣
S

∞∏
i=0

T
(
−, Xi

)∣∣
S

∞∏
i=1

T
(
−, Xi

)∣∣
S

0

0 T
(
−, X0

)∣∣
S

∞∏
i=0

T
(
−, Xi

)∣∣
S

∞∏
i=1

T
(
−, Xi

)∣∣
S

0

0 0 0

1

1 1−shift 1−shift

, ìpou T
(
−, X0

)∣∣
S
−−−−−→

∏∞
i=0T

(
−, Xi

)∣∣
S
, kai

∏∞
i=0T

(
−, Xi

)∣∣
S
−−−−−→

∏∞
i=1T

(
−, Xi

)∣∣
S
, eÐnai h

pr¸th kanonik  emfÔteush, kai h deÔterh kanonik  probol  tou ( peperasmènou ) ginomènou−sugkino-
mènou

∏∞
i=0T

(
−, Xi

)∣∣
S

= T
(
−, X0

)∣∣
S
⊕
∏∞
i=1T

(
−, Xi

)∣∣
S
, antÐstoiqa. Epeid  h trÐth, kai h pr¸th

akoloujÐec eÐnai akribeÐc, sumperaÐnoume ìti kai h mesaÐa akoloujÐa eÐnai epÐshc akrib c

0 F
(
−
) ∞∏

i=0

T
(
−, Xi

)∣∣
S

∞∏
i=0

T
(
−, Xi

)∣∣
S

0
1−shift

, ìpou F
(
−
)
−−−−−→ T

(
−, Xi

)∣∣
S
eÐnai h eikìna thc θi, dhlad  h eikìna tou periorismoÔ sthn S ⊂ T

thc apeikìnishc T
(
−, Xi+1

)
−−−−−→ T

(
−, Xi

)
, gia k�je i ≥ 0.
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Apì to L mma 4.2.5, h S eÐnai α−topikopoi simh. Sunep¸c, apì to L mma 6.2.5, o sunartht c
T −−−−−→ Ex

(
Sop,Ab

)
, o opoÐoc apeikonÐzei to t sto T

(
−, t
)∣∣

S
, diathreÐ ta ginìmena, eidikìtera

diathreÐ ta ℵ1−ginìmena, autì shmaÐnei ìti

T

(
−,
∞∏
i=0

Xi

)∣∣∣∣∣
S

'
∞∏
i=0

T
(
−, Xi

)∣∣
S

Epomènwc, ep�getai mia akrib c akoloujÐa sthn Ex
(
Sop,Ab

)
0 F

(
−
)

T

(
−,
∞∏
i=0

Xi

)∣∣∣∣∣
S

T

(
−,
∞∏
i=0

Xi

)∣∣∣∣∣
S

0
T(−,1−shift)|S

Apì thn Prìtash 7.5.1, gia to antikeÐmeno
∏∞
i=0Xi ∈ T, up�rqei ènac fusikìc isomorfismìc

T

( ∞∏
i=0

Xi,BC

)
' Ex

(
Sop,Ab

)[
T

(
−,
∞∏
i=0

Xi

)∣∣∣∣∣
S

,T
(
−,BC

)∣∣
S

]

O Ex
(
Sop,Ab

)[
−,T

(
−,BC

)∣∣
S

]
eÐnai ènac akrib c sunartht c, autì shmaÐnei ìti diathreÐ tic eikìnec

( diathreÐ thn omologÐa ), kai o F
(
−
)
eÐnai eikìna enìc fusikoÔ metasqhmatismoÔ, sugkekrimèna

isqÔei F
(
−
)
' Im

(
θi
)

= Im
{
T
(
−, Xi+1

)∣∣
S
−−−−−→ T

(
−, Xi

)∣∣
S

}
, gia k�je i ≥ 0. QwrÐc periorismì

thc genikìthtac epilègoume to i na isoÔtai me to 0. Epomènwc, up�rqei ènac isomorfismìc

Ex
(
Sop,Ab

)[
F
(
−
)
,T
(
−,BC

)∣∣
S

]
' Im

[
Ex
(
Sop,Ab

)[
θ0,T

(
−,BC

)∣∣
S

]]
' Im

(
θ0

)
' H

(
BC
)

Sunep¸c, efarmìzontac ton Ex
(
Sop,Ab

)[
−,T

(
−,BC

)∣∣
S

]
sthn prohgoÔmenh akrib  akoloujÐa, e-

p�getai mia akrib c akoloujÐa

0 T

( ∞∏
i=0

Xi,BC

)
T

( ∞∏
i=0

Xi,BC

)
H
(
BC
)

0
T(1−shift,BC)

To omotopikì ìrio X = Holim←−−−− Xi thc akoloujÐac antikeimènwn kai morfism¸n sthn T, dÐnetai
ex orismoÔ, wc proc mh kanonikì isomorfismì, wc to antikeÐmeno pou sumplhr¸nei ton morfismì
1− shift :

∏∞
i=0Xi −−−−−→

∏∞
i=0Xi s' èna trÐgwno sthn T

X

∞∏
i=0

Xi

∞∏
i=0

Xi ΣX
1−shift

Epiplèon, o sunartht c T
(
−,BC

)
: Top −−−−−→ Ab eÐnai sunomologikìc. Sunep¸c, apeikonÐzei to

prohgoÔmeno trÐgwno sthn makr� akrib  akoloujÐa

T

( ∞∏
i=0

Xi,BC

)
T
(
X,BC

)
T

(
Σ−1

{ ∞∏
i=0

Xi

}
,BC

)

T

( ∞∏
i=0

Xi,BC

)
T

(
Σ−1

{ ∞∏
i=0

Xi

}
,BC

)
T(Σ−1{1−shift},BC)T(1−shift,BC)

H apeikìnish
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T

( ∞∏
i=0

Xi,BC

)
T

( ∞∏
i=0

Xi,BC

)
T(1−shift,BC)

eÐnai ènac monomorfismìc. Epeid  o sunartht c Σ−1 : T −−−−−→ T eÐnai ex orismoÔ ènac prosjetikìc
automorfismìc ( Orismìc 1.1.1 ), ufÐstatai to parak�tw metajetikì di�gramma

· · · Σ−1X2 Σ−1X1 Σ−1X0

· · · X2 X1 X0

' ' '

to opoÐo eÐnai ènac isomorfismìc akolouji¸n. Tìte ep�getai to parak�tw metajetikì di�gramma

∞∏
i=0

{Σ−1Xi}
∞∏
i=0

{Σ−1Xi}

∞∏
i=0

Xi

∞∏
i=0

Xi

1−shift

' '

1−shift

Epiplèon, apì thn Prìtash 1.1.6.2, o Σ−1 : T −−−−−→ T diathreÐ ta ℵ1−sugkinìmena, sunep¸c
ep�getai to parak�tw metajetikì di�gramma

T

( ∞∏
i=0

Xi,BC

)
T

( ∞∏
i=0

Xi,BC

)

T

( ∞∏
i=0

{Σ−1Xi},BC

)
T

( ∞∏
i=0

{Σ−1Xi},BC

)

T

(
Σ−1

{ ∞∏
i=0

Xi

}
,BC

)
T

(
Σ−1

{ ∞∏
i=0

Xi

}
,BC

)

'

T(1−shift,BC)

'

'

T(1−shift,BC)

'

T(Σ−1{1−shift},BC)

Apì to di�gramma autì, èpetai ìti h apeikìnish

T

(
Σ−1

{ ∞∏
i=0

Xi

}
,BC

)
T

(
Σ−1

{ ∞∏
i=0

Xi

}
,BC

)
T(Σ−1{1−shift},BC)

eÐnai epÐshc ènac monomorfismìc. Sunep¸c, apì thn akrÐbeia thc prohgoÔmenhc makr�c akoloujÐac
sumperaÐnoume ìti h apeikìnish

T

( ∞∏
i=0

Xi,BC

)
T
(
X,BC

)
eÐnai ènac epimorfismìc. Epomènwc, lamb�noume mia braqeÐa akrib  akoloujÐa
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0 T

( ∞∏
i=0

Xi,BC

)
T

( ∞∏
i=0

Xi,BC

)
T
(
X,BC

)
0

T(1−shift,BC)

Tèloc, ep�getai èna metajetikì di�gramma

0 T

( ∞∏
i=0

Xi,BC

)
T

( ∞∏
i=0

Xi,BC

)
T
(
X,BC

)
0

0 T

( ∞∏
i=0

Xi,BC

)
T

( ∞∏
i=0

Xi,BC

)
H
(
BC
)

0

T(1−shift,BC)

= =

T(1−shift,BC)

me akribeÐc grammèc. Apì to 5 L mma sumperaÐnoume ìti h apeikìnish

T
(
X,BC

)
−−−−−−−−→ H

(
BC
)

, h opoÐa eÐnai o periorismìc sto {BC} ⊂ T ⊂ T thc apeikìnishc thc sunj khc 7.2.3.3, eÐnai
ènac isomorfismìc. Mènei na deÐxoume ìti, gia k�je mh mhdenikì akèraio n ∈ Z, h apeikìnish
T
(
X,ΣnBC

)
−−−−−→ H

(
ΣnBC

)
eÐnai ènac isomorfismìc.

Gia k�je mh mhdenikì akèraio n ∈ Z, jewroÔme to antikeÐmeno ΣnBC sthn T. Tìte k�je
α−phantom apeikìnish x −−−−−→ ΣnBC sthn T mhdenÐzetai. Pr�gmati, èstw x −−−−−→ ΣnBC mia
α−phantom apeikìnish sthn T. Autì shmaÐnei ìti, h apeikìnish T

(
−, x

)∣∣
S
−−−−−→ T

(
−,ΣnBC

)∣∣
S

mhdenÐzetai. IsodÔnama, h apeikìnish T
(
−, x

)∣∣
S
◦Σn

(
−
)
−−−−−→ T

(
−,ΣnBC

)∣∣
S
◦Σn

(
−
)
mhdenÐzetai,

epeid  o Σn eÐnai ènac automorfismìc, kai epiplèon isqÔei ΣnS = S. Epeid , gia k�je mh mhdenikì
akèraio n ∈ Z, o sunartht c Σn eÐnai ènac aristerìc ( kai dexiìc ) suzug c tou Σ−n, ep�getai to
parak�tw metajetikì di�gramma

T
(
Σn
(
−
)
, x
)∣∣

S
T
(
Σn
(
−
)
,ΣnBC

)∣∣
S

T
(
−,Σ−nx

)∣∣
S

T
(
−,BC

)∣∣
S

' '

Sunep¸c, h apeikìnish T
(
−,Σ−nx

)∣∣
S
−−−−−→ T

(
−,BC

)∣∣
S
epÐshc mhdenÐzetai. Apì to L mma

7.5.6 k�je α−phantom apeikìnish x −−−−−→ BC sthn T mhdenÐzetai. Sunep¸c, h apeikìnish
Σ−nx −−−−−→ BC mhdenÐzetai. Tìte h arqik  apeikìnish ΣnΣ−nx = x −−−−−→ ΣnBC epÐshc
mhdenÐzetai. Sunep¸c, gia k�je mh mhdenikì akèraio n ∈ Z, apì to L mma 7.5.8 to antikeÐme-
no πΣnBC, dhlad  to antikeÐmeno T

(
−,ΣnBC

)∣∣
S
, eÐnai èna enèsimo antikeÐmeno sthn Ex

(
Sop,Ab

)
.

Tìte apì thn Prìtash 7.5.1, gia k�je mh mhdenikì akèraio n ∈ Z, kai gia k�je antikeÐmeno y ∈ T,
up�rqei ènac fusikìc isomorfismìc

T
(
y,GT

(
−,ΣnBC

)∣∣
S

)
' Ex

(
Sop,Ab

)[
T
(
−, y

)∣∣
S
,T
(
−,ΣnBC

)∣∣
S

]
All� apì to L mma 7.5.8 to antikeÐmeno GπΣnBC, dhlad  to antikeÐmeno GT

(
−,ΣnBC

)∣∣
S
∈ T eÐnai

isìmorfo me to ΣnBC. Sunep¸c, gia k�je mh mhdenikì akèraio n ∈ Z, kai gia k�je antikeÐmeno
y ∈ T, o fusikìc isomorfismìc thc Prìtashc 7.5.1, lamb�nei thn parak�tw morf 

T
(
y,ΣnBC

)
' Ex

(
Sop,Ab

)[
T
(
−, y

)∣∣
S
,T
(
−,ΣnBC

)∣∣
S

]
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Epiplèon, gia k�je mh mhdenikì akèraio n ∈ Z, o sunartht c T
(
−,ΣnBC

)∣∣
S
eÐnai ènac sun−genn to-

rac. ArkeÐ na deÐxoume ìti, gia k�je mh mhdenikì antikeÐmeno F ∈ Ex
(
Sop,Ab

)
up�rqei mia mh mhdenik 

apeikìnish

F
(
−
)
−−−−−−−−→ T

(
−,ΣnBC

)∣∣
S

Pr�gmati, to antikeÐmeno F ◦ Σn
(
−
)
eÐnai mh mhdenikì, epeid  o Σn eÐnai ènac automorfismìc, kai

epiplèon isqÔei ΣnS = S. O sunartht c T
(
−,BC

)∣∣
S
eÐnai ènac enèsimoc sun−genn torac. Autì

shmaÐnei ìti, o sunartht c Ex
(
Sop,Ab

)[
−,T

(
−,BC

)∣∣
S

]
eÐnai akrib c kai pistìc, eidikìtera eÐnai

pistìc. Sunep¸c, up�rqei mia mh mhdenik  apeikìnish

F ◦ Σn
(
−
)

T
(
−,BC

)∣∣
S

IsodÔnama, up�rqei mia mhdenik  apeikìnish F◦ΣnΣ−n
(
−
)

= F
(
−
)
−−−−−→ T

(
−,BC

)∣∣
S
◦Σ−n

(
−
)
,

epeid  o Σ−n eÐnai ènac automorfismìc, kai epiplèon isqÔei Σ−nS = S. Gia k�je mh mhdenikì akèraio
n ∈ Z, o sunartht c Σ−n eÐnai ènac aristerìc ( kai dexiìc ) suzug c tou Σn, epomènwc ep�getai h
parak�tw apeikìnish

F T
(
Σ−n

(
−
)
,BC

)∣∣
S

T
(
−,ΣnBC

)∣∣
S

'

h opoÐa profan¸c eÐnai mh mhdenik . Sunep¸c, gia k�je mh mhdenikì akèraio n ∈ Z, o sunartht c
T
(
−,ΣnBC

)∣∣
S
eÐnai ènac enèsimoc sun−genn torac.

Akolouj¸ntac b ma proc b ma thn apìdeixh ìti h apeikìnish T
(
X,BC

)
−−−−−→ H

(
BC
)
eÐnai ènac

isomorfismìc, sumperaÐnoume ìti, gia k�je mh mhdenikì akèraio n ∈ Z, h apeikìnish

T
(
X,ΣnBC

)
−−−−−−−−→ H

(
ΣnBC

)
eÐnai ènac isomorfismìc. Me �lla lìgia, deÐxame ìti h apeikìnish

T
(
X,−

)∣∣
T
−−−−−−−−→ H

(
−
)∣∣
T

, h opoÐa eÐnai o periorismìc sto T ⊂ T thc apeikìnishc thc sunj khc 7.2.3.3, eÐnai ènac isomorfismìc.
Sunep¸c, apì to L mma 7.3.1 ( gia thn Top ), sÔmfwna me thn Parat rhsh 7.3.2 ( gia thn Top ),
prokÔptei to zhtoÔmeno.

Parat rhsh 7.6.3. Apì to Je¸rhma 7.6.2, diathr¸ntac ton sumbolismì twn apeikonÐsewn
tou duðkoÔ tou L mmatoc 7.2.3, mporoÔme na sumper�noume ìti k�je omologikìc sunartht c H :
T −−−−−→ Ab, o opoÐoc diathreÐ ta ginìmena, dhlad  apeikonÐzei ginìmena sthn T se ginìmena sthn
Ab, den eÐnai mìno fusik� isìmorfoc me ènan anaparast�simo sunartht , eÐnai epiplèon fusik�
isìmorfoc me to eujÔ ìrio miac akoloujÐac antikeimènwn kai morfism¸n sthn Cat

(
T,Ab

)
.

Pr�gmati, apì to duðkì tou L mmatoc 7.2.3, up�rqei ( toul�qiston ) mia akoloujÐa antikeimènwn
kai morfism¸n sthn T

· · · X2 X1 X0
j3 j2 j1

h opoÐa ikanopoieÐ tic duðkec twn sunj kwn 7.2.3.1−7.2.3.4. To omotopikì ìrio Holim←−−−− Xi thc
akoloujÐac antikeimènwn kai morfism¸n sthn T, dÐnetai ex orismoÔ, wc proc mh kanonikì isomorfismì,
wc to antikeÐmeno pou sumplhr¸nei ton morfismì 1−shift :

∏∞
i=0Xi −−−−−→

∏∞
i=0Xi s' èna trÐgwno

Holim←−−−− Xi

∞∏
i=0

Xi

∞∏
i=0

Xi Σ
{
Holim←−−−− Xi

}
µ 1−shift

sthn T. H apeikìnish µ mporeÐ na xanagrafeÐ wc èna ginìmeno, dhlad  µ =
∏∞
i=0pi ◦ µ, ìpou

pi :
∏∞
i=0Xi −−−−−→ Xi eÐnai h kanonik  probol  apì to ginìmeno sto Xi, gia k�je i ≥ 0. Jètoume

µi := T
(
pi ◦ µ,−

)
, gia k�je i ≥ 0.
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To Je¸rhma AbelianopoÐhshc tou Verdier ( Je¸rhma 5.1.16 ) eÐnai autoduðkì. Autì shmaÐnei ìti, o
antalloÐwtoc sunartht c Yoneda Top −−−−−→ A(Top), o opoÐoc apeikonÐzei èna antikeÐmeno t ∈ T

ston anaparast�simo sunartht  T
(
t,−
)
eÐnai ènac kajolikìc omologikìc sunartht c. Epeid  h

T eÐnai mia α−sumpag¸c paragìmenh trigwnismènh kathgorÐa, apì thn Prìtash 7.4.2 ikanopoieÐ
to Je¸rhma Anaparastasimìthtac. Sunep¸c, apì thn Prìtash 7.4.14, h T ikanopoieÐ to axÐwma
[TR5*] , eidikìtera ikanopoieÐ to axÐwma [TR5*(ℵ1)], autì shmaÐnei ìti h T eÐnai kleist  wc proc
ta ℵ1−ginìmena. IsodÔnama h Top ikanopoieÐ to axÐwma [TR5(ℵ1)], autì shmaÐnei ìti h Top eÐnai
kleist  wc proc ta ℵ1−sugkinìmena. Sunep¸c, apì to duðkì tou L mmatoc 5.1.21.1, èpetai ìti h
kathgorÐa A(Top) ikanopoieÐ to axÐwma [AB3(ℵ1)] , autì shmaÐnei ìti h A(Top) eÐnai kleist  wc proc
ta ℵ1−sugkinìmena, kai ìti o Top −−−−−→ A(Top), diathreÐ ta ℵ1−sugkinìmena, dhlad  apeikonÐzei
ℵ1−ginìmena sthn T se ℵ1−sugkinìmena sthn Ab. Sunep¸c, gia thn arijm simh ( plhjikìthtac
< ℵ1 ) oikogèneia {Xi, i ≥ 0} twn antikeimènwn thc prohgoÔmenhc akoloujÐac antikeimènwn kai
morfism¸n sthn T, h fusik  apeikìnish

∞∐
i=0

T
(
Xi,−

)
T

( ∞∏
i=0

Xi,−

)

eÐnai ènac isomorfismìc. Epeid , o Top −−−−−→ A(Top) eÐnai ènac omologikìc sunartht c, apeiko-
nÐzei to prohgoÔmeno trÐgwno se mia makr� akrib  akoloujÐa. Akrib¸c, ìpwc sthn apìdeixh tou
Jewr matoc 7.6.2, sumperaÐnoume ìti h parak�tw braqeÐa akoloujÐa

0 T

( ∞∏
i=0

Xi,−

)
T

( ∞∏
i=0

Xi,−

)
T
(
Holim←−−−− Xi,−

)
0

T(1−shift,−) T(µ,−)

eÐnai akrib c. Sunep¸c, k�nontac qr sh tou prohgoÔmenou isomorfismoÔ, ep�getai h parak�tw
braqeÐa akrib c akoloujÐa

0

∞∐
i=0

T
(
Xi,−

) ∞∐
i=0

T
(
Xi,−

)
T
(
Holim←−−−− Xi,−

)
0

1−shift

∞∐
i=0

µi

O morfismìc shift :
∐∞
i=0T

(
Xi,−

)
−−−−−→

∐∞
i=0T

(
Xi,−

)
eÐnai o ( monadikìc ) morfismìc pou e-

p�getai sto pr¸to sugkinìmeno apì touc morfismoÔc ui+1 ◦ ji+1 : T
(
Xi,−

)
−−−−−→

∐∞
i=0T

(
Xi,−

)
.

Autì shmaÐnei ìti, isqÔei shift ◦ ui = ui+1 ◦ ji+1, ìpou ui : T
(
Xi,−

)
−−−−−→

∐∞
i=0T

(
Xi,−

)
eÐnai

h kanonik  emfÔteush tou T
(
Xi,−

)
sto sugkinìmeno, kai ji+1 ≡ T

(
ji+1,−

)
, ìpou T

(
ji+1,−

)
:

T
(
Xi,−

)
−−−−−→ T

(
Xi+1,−

)
, mèsw tou antalloÐwtou sunartht  Yoneda , prokeimènou na a-

plopoi soume ton sumbolismì, gia k�je i ≥ 0. Apì thn prohgoÔmenh akrib  akoloujÐa, èpetai∐∞
i=0µi ◦ (1− shift) = 0. Autì shmaÐnei ìti,

(∐∞
i=0µi ◦ (1− shift)

)
◦ui = 0, gia k�je i ≥ 0. All�,

( ∞∐
i=0

µi ◦ (1− shift)

)
◦ ui =

∞∐
i=0

µi ◦ ui −
∞∐
i=0

µi ◦ (shift ◦ ui)

= µi −
∞∐
i=0

µi ◦ (ui+1 ◦ ji+1)

= µi −

( ∞∐
i=0

µi ◦ ui+1

)
◦ ji+1

= µi − µi+1 ◦ ji+1

Epomènwc, µi − µi+1 ◦ ji+1 = 0. Sunep¸c, to parak�tw di�gramma sthn Cat
(
T,Ab

)
T
(
Xi,−

)

T
(
Xi+1,−

)
T
(
Holim←−−−− Xi,−

)
ji+1 µi

µi+1
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kajÐstatai metajetikì, gia k�je i ≥ 0. Topojet¸ntac ta prohgoÔmena diagr�mmata mazÐ me ta
diagr�mmata twn duðk¸n twn sunjhk¸n 7.2.3.2 kai 7.2.3.3, s' èna eniaÐo di�gramma, lamb�noume to
parak�tw di�gramma sthn Cat

(
T,Ab

)
T
(
Xi,−

)

T
(
Xi+1,−

)

T
(
Holim←−−−− Xi,−

)
H
(
−
)

ji+1

µi φi

µi+1 φi+1

φ

to opoÐo eÐnai metajetikì, gia k�je i ≥ 0, kai h apeikìnish φ : T
(
Holim←−−−− Xi,−

)
−−−−−→ H

(
−
)
thc

duðk c thc sunj khc 7.2.3.3, apì to Je¸rhma 7.6.2, eÐnai ènac isomorfismìc.

Me �lla lìgia, oi apeikonÐseic µi : T
(
Xi,−

)
−−−−−→ T

(
Holim←−−−− Xi,−

)
efodi�zoun to anti-

keÐmeno T
(
Holim←−−−− Xi,−

)
me thn dom  enìc eujèwc orÐou sthn Cat

(
T,Ab

)
. Autì pou isqurÐze-

tai epi thc ousÐac to Je¸rhma 7.6.2 eÐnai ìti mporoÔme na kataskeu�soume epagwgik� èna eujÔ
sÔsthma antikeimènwn kai morfism¸n sthn Cat

(
T,Ab

)
, autì pou apoteleÐtai apì tic apeikonÐseic

φi : T
(
Xi,−

)
−−−−−→ H

(
−
)
, ètsi ¸ste h apeikìnish φ : T

(
Holim←−−−− Xi,−

)
−−−−−→ H

(
−
)
h

opoÐa sthn pragmatikìthta, eÐnai h ( monadik  ) apeikìnish h opoÐa ep�getai apì thn ep�getai apì
thn kajolik  sunj kh tou eujèwc orÐou, na eÐnai ènac isomorfismìc. Sunep¸c, gia k�je omologikì
sunartht  H : T −−−−−→ Ab, o opoÐoc diathreÐ ta ginìmena, up�rqei ( toul�qiston ) mia akoloujÐa
antikeimènwn kai morfism¸n sthn T

· · · X2 X1 X0
j3 j2 j1

, ètsi ¸ste

T
(
Holim←−−−− Xi,−

)
' H

(
−
)

Aut  h akoloujÐa apì to duðkì L mma Yoneda antistoiqeÐ se mia ( monadik  ) akoloujÐa antikeimènwn
kai morfism¸n sthn Cat

(
T,Ab

)
T
(
X0,−

)
T
(
X1,−

)
T
(
X2,−

)
· · ·j1 j2 j3

Epiplèon,

colim−−−→ T
(
Xi,−

)
' T

(
Holim←−−−− Xi,−

)
7.7 Sunèpeiec thc duðk c Anaparastasimìthtac Brown

Parat rhsh 7.7.1. UpenjumÐzoume ìti apì thn Parat rhsh 6.3.7, ufÐstatai h sunepagwg 
Ex
({

Tα
}op

,Ab
)

èqei arket�
enèsima

 =⇒


Ex
({

Tα
}op

,Ab
)

èqei enèsimo
sun−genn tora


Sunep¸c, e�n T mia α−sumpag¸c paragìmenh trigwnismènh kathgorÐa, kai h Ex

({
Tα
}op

,Ab
)
èqei

arket� enèsima antikeÐmena, tìte isqÔei to Je¸rhma Anaparastasimìthtac gia thn Top.

Mia shmantik  sunèpeia thc duðk c Anaparastasimìthtac Brown , eÐnai to duðkì Je¸rhma, tou
Jewr matoc Suzug¸n Sunartht¸n ( Je¸rhma 7.4.10 ), upì thn ènnoia thc Ôparxhc arket¸n enèsimwn
antikeimènwn sthn Ex

({
Tα
}op

,Ab
)
. UpenjumÐzoume ìti, apì to L mma 5.3.4 ènac aristerìc suzug c

G : T −−−−−→ S enìc trigwnismènou sunartht  F : S −−−−−→ T eÐnai trigwnismènoc.

Je¸rhma 7.7.2. 'Estw S kai T trigwnismènec kathgorÐec me mikr� Hom−sÔnola. Upojètoume
ìti

7.7.2.1. H S ikanopoieÐ to duðkì Je¸rhma Anaparastasimìthtac, autì sumbaÐnei, paradeÐgmatoc
q�rin, ìtan h S eÐnai α−sumpag¸c paragìmenh, ìpou α eÐnai ènac kanonikìc plhj�rijmoc, kai h
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kathgorÐa Ex
({

Tα
}op

,Ab
)
arket� enèsima antikeÐmena.

7.7.2.2. O F : S −−−−−→ T eÐnai ènac trigwnismènoc sunartht c.

7.7.2.3. O F : S −−−−−→ T diathreÐ ta ginìmena. UpenjumÐzoume ìti den upojètoume ìti up�rqoun
ginìmena sthn T, mìno ìti oi eikìnec twn ginomènwn sthn S eÐnai ginìmena sthn T. Dhlad , èstw
{sλ, λ ∈ Λ} èna sÔnolo antikeimènwn sthn S. GnwrÐzoume ìti to duðkì Je¸rhma Anaparastasimìth-
tac isqÔei gia thn S, kai sugkekrimèna apì thn sunj kh 7.6.1.1 h S ikanopoieÐ to axÐwma [TR5*].
To ginìmeno aut¸n twn antikeimènwn,

∏
λ∈Λsλ, up�rqei sthn S. All� tìte, sthn T up�rqoun

apeikonÐseic

F

(∏
λ∈Λ

sλ

)
F
(
sλ
)

, oi opoÐec eÐnai oi eikìnec twn fusik¸n probol¸n
∏
λ∈Λsλ −−−−−→ sλ sthn S mèsw tou F. To na

upojèsoume ìti o F diathreÐ ta ginìmena, isodunameÐ me to na upojèsoume ìti autèc oi apeikonÐseic
efodi�zoun to antikeÐmeno F

(∏
λ∈Λsλ

)
me thn dom  enìc ginomènou sthn T, twn antikeimènwn tou

sunìlou
{
F
(
sλ
)
, λ ∈ Λ

}
. Isqurizìmaste ìti wc proc tic parap�nw upojèseic, o F : S −−−−−→ T

èqei ènan aristerì suzug  G : T −−−−−→ S. Autì shmaÐnei, ìti gia k�je s ∈ S kai gia k�je t ∈ T,
up�rqei ènac isomorfismìc

T
(
t,Fs

)
S
(
Gt, s

)
o opoÐoc eÐnai fusikìc sta antikeÐmena s ∈ S kai t ∈ T.

Parat rhsh 7.7.3. Apì thn Parat rhsh 6.3.5, e�n α = ℵ0, tìte h Ex
({

Tℵ0
}op

,Ab
)
eÐnai

mia Grothendieck abelian  kathgorÐa, kai sunep¸c èqei arket� enèsima antikeÐmena. Sunep¸c, to
Je¸rhma Suzug¸n Sunartht¸n ( Je¸rhma 7.4.10 ) eÐnai autoduðko gia thn perÐptwsh thc kl�shc
twn ℵ0−sumpag¸c paragìmenwn trigwnismènwn kathgori¸n !

Parat rhsh 7.7.4. Apì thn Prìtash 5.3.7.2, gnwrÐzoume ìti e�n S kai T eÐnai trigwnismènec
kathgorÐec me mikr� Hom−sÔnola, kleistèc wc proc thn di�spash tautodÔnamwn morfism¸n, tìte
to prìblhma thc Ôparxhc aristeroÔ suzug  sunartht  an�getai me amfimonos manto trìpo sto
prìblhma thc Ôparxhc aristeroÔ suzug  sunartht  metaxÔ twn abelianopoi sewn A(S) kai A(T)
twn S kai T antÐstoiqa. Sugkekrimèna, ènac trigwnismènoc sunartht c F : S −−−−−→ T èqei ènan
aristerì suzug  e�n kai mìno e�n o akrib c sunartht cA(F) : A(S) −−−−−→ A(T) èqei ènan aristerì
suzug . Apì thn Parat rhsh 5.3.8, gnwrÐzoume ìti ta Jewr mata Ôparxhc suzug¸n sunartht¸n
metaxÔ abelian¸n kathgori¸n exart¸ntai apì to gegonìc, oi kathgorÐec na eÐnai well−powered ( autì
shmaÐnei ìti h kl�sh twn kl�sewn isomorfismoÔ twn upoantikeimènwn,   isodÔnama twn antikeimènwn
phlÐko enìc antikeimènou thc, eÐnai èna sÔnolo ), kai ìti gia sqedìn ìlec tic mh tetrimmènec meg�lec
trigwnismènec kathgorÐec S ( autì shmaÐnei ìti oi kl�seic twn antikeimènwn touc den eÐnai mikrèc,
dhlad  sÔnola ), h abelianopoÐhsh A(S) den eÐnai potè well−powered , sunep¸c gnwrÐzoume ìti h
Prìtash 5.3.7.2 den èqei praktik  axÐa par� mìno jewrhtikì endiafèron. Antijètwc, to Je¸rhma
7.7.2 eÐnai polÔ praktikì. E�n h S ikanopoieÐ to duðkì Je¸rhma Anaparastasimìthtac ( p.q. ìtan
h S eÐnai ℵ0−sumpag¸c paragìmenh,   ìtan h S eÐnai α−sumpag¸c paragìmenh, ìpou α eÐnai ènac
kanonikìc plhj�rijmoc, kai h kathgorÐa Ex

({
Tα
}op

,Ab
)
èqei arket� enèsima antikeÐmena ), tìte

ènac trigwnismènoc sunartht c F : S −−−−−→ T èqei ènan aristerì suzug  e�n kai mìno e�n diathreÐ
ta ginìmena.
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don Mathematical Society Lecture Notes Series, No. 375, Cambridge University Press (2010),
1-51.

[KS06] : Masaki Kashiwara, Pierre Schapira, Categories and Sheaves, Springer (2006).

[Mur06] : Daniel Murfet, Triangulated Categories Part II, Part III, lecture notes, 2006.

[Mur07] : Daniel Murfet, Triangulated Categories Part I, lecture notes, 2007.

[Nee91] : Amnon Neeman, Some new axioms for triangulated categories, J. Algebra 139 (1991),
221–255.

[Nee92] : Amnon Neeman, The connection between the K–theory localisation theorem of Thoma-
son, Trobaugh and Yao, and the smashing subcategories of Bousfield and Ravenel, Ann. Sci. École
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