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Πρόλογος

ΤαπρότυπαBianchi μελετήθηκαναρχικάστοπλαίσιο της κοσμολογίας.Πρόκειται για τηναπλούστερη
γενίκευση του προτύπου FLRW, καθώς διατηρείται η ομογένεια των τρισδιάστατων, χωρικών υπερ-
επιφανειώναλλάδεν υπάρχει πλέονη χωρική ισοτροπία.Πιο συγκεκριμένα, αντί να υπάρχει ένας μοναδικός
παράγοντας κλίμακας όπως στη περίπτωση των FLRW, έχουμε πολλούς, σε κάποιες περιπτώσεις έως και
εννέα. Ωστόσο, όπως θα δούμε παρακάτω, ο αριθμός αυτός δεν είναι πραγματικός, καθώς με διάφορα
μαθηματικά επιχειρήματαμπορεί ναμειωθεί σημαντικά.Ηαναζήτηση λύσεωνκαι επιπλέονημοναδικότητα
αυτών, για το εκάστοτε πρότυπο Bianchi, δεν είναι καθόλου τετριμμένη υπόθεση καθώς, το σύστημα
των εξισώσεων Einstein είναι ένα μη-γραμμικό, πεπλεγμένο σύνολο από συνήθεις διαφορικές εξισώσεις
δευτέρου βαθμού. Οι πρώτες προσπάθειες που έγιναν από την επιστημονική κοινότητα στην αναζήτηση
λύσεων, βασίστηκανσε διαισθητικές απλοποιήσεις της χωρικής μετρικής, οδηγώντας έτσι σεαπλουστεύσεις
τουσυστήματος των εξισώσεωνκαι τελικάστην επίλυσηαυτού.Ωστόσο, χωρίς να είναι καλάκαθορισμένη
η γενικότητα αυτών των λύσεων.

Οι προσπάθειες έγινανμεθοδικές και μαθηματικάπιοπλήρεις από τηστιγμήπουάρχισε να χρησιμοποιείται
η έννοια της συμμετρίας: Συμμετρίες του ίδιου του χωρόχρονου και συμμετρίες τωνδιαφορικών εξισώσεων
Einstein. Όπως θα δούμε παρακάτω, η θεωρία του Lie σχετικά με την ολοκλήρωση των διαφορικών
εξισώσεων με χρήση των συμμετριών τους, οδηγεί στην εύρεση όλου του χώρου λύσεων για κάποια από
ταπρότυπα, απαντώντας τελικά και στο ερώτημα της μοναδικότητας. Καθοριστικό ρόλο κατέχει η ομάδα
των Αυτομορφισμών η οποία υποδεικνύει τους γεννήτορες των συμμετριών Lie.

Ένας από τους σκοπούς αυτής της εργασίας είναι να αναδείξουμε την σημαντικότητα των προτύπων
Bianchi τόσο στην σύχρονη κοσμολογία (μελέτη τετραδιάστατων και πενταδιάστατων προτύπων) καθώς
και την εμφάνιση τους σε άλλου είδους χωροχρόνους όπως οι pp-wave. Παράλληλα, επιθυμούμε να
καταστεί προφανής και η αναγκαιότητα χρήσης της μεθόδου Lie ώστε να επιτευχθεί η μαθηματική
πληρότητα στην ολοκλήρωση του συστήματος των εξισώσεων.

Συγκεκριμένα, η εργασία αποτελείται από τρία μέρη:Μέρος Ι: Θεωρία,Μέρος ΙΙ: Εφαρμογές,Μέρος
ΙΙΙ: Εφαρμογές σε εξέλιξη.

Σχετικά με το πρώτο μέρος, παρουσιάζουμε όλη τη βασική θεωρία που θα χρησιμοποιήσουμε στα
υπόλοιπαδύομέρη.Αυτήαποτελείται από τις εξής ενότητες: I) Σημειακές συμμετρίες διαφορικών εξισώσεων,
II) (d+1) Ανάλυση, III) Ομογενείς υπερ-επιφάνειες (Κλάσεις “Bianchi”), IV) Συμμετρίες των εξισώσεων
Einstein+Maxwell+Ρευστά σε ομογενείς χωροχρόνους.

Όσον αφορά το δεύτερο μέρος παρουσιάζουμε τις εργασίες που δημοσιεύθηκαν στο πλαίσιο της
διατριβής, συγκεκριμένα:

1) Ο χώρος λύσεων των εξισώσεων Einstein στο κενό, για το (4+1)-διάστατο πρότυπο
Bianchi I (Type 4A1).

ThesolutionspaceofEinstein’s vacuumfield equations for the caseof five-dimensional
Bianchi Type I (Type 4A1) July 26, 2018 Classical and Quantum Gravity 35(14), 145003.

Αναζητήθηκε ο χώρος των λύσεων των εξισώσεωνEinstein στο κενό για τηνπερίπτωση τουπενταδιάστατου
προτύπου Bianchi Type I (Type 4A1). Συγκεκριμένα, χρησιμοποιώντας την ομάδα των Aυτομορφισμών
των αλγεβρών Lie, η οποία στην προκειμένη περίπτωση είναι η γενική γραμμική τετραδιάστατη ομάδα,
βρέθηκαν 7 οικογένειες λύσεων, 21 διαφορετικές μετρικές εκ των οποίων μόνο οι 5 ήταν γνωστές. Η
διαδικασία σαρώνει όλο το χώρο των λύσεων. Για μια από αυτές, αναζητήθηκε μια φυσική ερμηνεία στα
πλαίσια της κοσμολογίας βράνης. Τοβασικόαποτέλεσμαήτανπωςηύληστον τετραδιάστατο χωρόχρονο,
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αν αναπαρασταθεί με τον τανυστή ενέργειας ορμής ενός ιδανικού ρευστού, τότε ο τετραδιάστατος
χωρόχρονος γίνεται FLRWκαι μπορεί να ερμηνευθείως η κίνηση της βράνης στονπενταδιάστατο χωρόχρονο.
Ακόμη, εκφράστηκαν οι σταθερές οι οποίες εμφανίζονται μέσα στις λύσεις, σαν συνάρτηση αναλλοίωτων
ποσοτήτων, το οποίο εγγυάται πως είναι ουσιώδεις. Επιπλέον, εξετάστηκαν σε μικρό βαθμό οι αλλαγές
που θα προκύψουν αν κανείς λάβει υπόψη του και την ύπαρξη κοσμολογικής σταθεράς.

2)Κλασσική και κβαντική ανάλυση 3D ηλεκτρομαγνητικών pp-wave χωροχρόνων.
Classical and quantumanalysis of 3D electromagnetic pp-wave spacetime T Pailas, N

Dimakis, AKaragiorgos, Petros A Terzis, GOPapadopoulos and TChristodoulakis, 2019
Class.Quantum Grav. 36 135010.

Μελετήθηκε το σύστημα των εξισώσεων Einstein-Maxwell στις τρεις διαστάσεις υπό την υπόθεση
pp-wave μετρικής. Βρέθηκε όλος ο χώρος λύσεων ο οποίος αποτελείται από δύο κατηγορίες. Η πρώτη
κατηγορία αποτελείται από τρεις κλάσεις, ενώ η δεύτερη περιγράφεται από μια εξίσωση Riccati η οποία
περιέχει μιααυθαίρετησυνάρτηση.Αποδείχθηκε ότι για κάθε διαφορετικήμορφή τηςσυνάρτησηςπροκύπτει
και διαφορετική γεωμετρία.Όσοναφορά τις τρεις πρώτες κλάσεις αναπαράχθηκεη λύσημέσωΧαμιλτονιανού
φορμαλισμού παρότι η Einstein-Hilbert δράση είναι ταυτοτικά μηδέν λόγω της υποθέσεως pp-wave
μετρικής. Η Χαμιλτονιανή περιέχει ένα μη πραγματικό βαθμό ελευθερίας n(t). Οι κλασσικές λύσεις
μπορούν νααναπαραχθούναντιμετωπίζοντας τονμηπραγματικό βαθμό ελευθερίας, είτεως δυναμική(παραλλαγή
της δράσης ως προς n(t)) ή μη δυναμική(αυθαίρετη συνάρτηση του t χωρίς παραλλαγή) μεταβλητή. Στη
συνέχεια η κανονική κβάντωση έδωσε τις κυματοσυναρτήσεις τουσυστήματος.Οι λύσεις (κυματοσυναρτήσεις)
προέκυψαν μέσω της επίλυσης της εξίσωσης Schrödinger (n(t)=μη δυναμική μεταβλητή) και αντίστοιχα
μέσω της Wheeler-DeWitt (n(t)=δυναμική μεταβλητή). Η ερμηνεία των κυματοσυναρτήσεων μέσω της
ανάλυσης κατάBohmοδήγησεσε δυοδιαφορετικές ημικλασσικάδιορθωμένες μετρικές, υποδεικνύοντας
πως έχει αρθεί πλέον η κλασσική ισοδυναμία των δύο θεωρήσεων του n(t).

3)Δυναμικά ισοδύναμες εξισώσεις ΛCDM υπό την ύπαρξη γεωμετρίας Bianchi.
Dynamically equivalent ΛCDMequationswith underlying Bianchi Type geometry. T.

Pailas, T. Christodoulakis, JCAP 07 (2019) 029
Σεαυτή την εργασίαμελετήθηκαν τα τετραδιάσταταπρότυπαBianchi υπό τηνπαρουσία ενός σύμμορφου

διανυσματικούπεδίουKilling. Συγκεκριμένα, έχοντας χρησιμοποιηθεί η ομάδα τωνσταθερώναυτομορφισμών
ημετρικήμετασχηματίζεται στηνπλέονανάγωγημορφή της. Λόγω τουσύμμορφουδιανυσματικούπεδίου
Killing, υπάρχει ένας μοναδικός παράγοντας κλίμακας με αποτέλεσμα η ανισοτροπία των προτύπων να
είναι «παγωμένη»(όχι χρονικώς εξελισόμενη). Υποθέτοντας την ύπαρξη ηλεκτρομαγνητικού πεδίου και
φορτισμένης ύλης, μπορεί να «απορροφηθεί» αυτή η παραμένουσα ανισοτροπία, οδηγώντας έτσι τις
εξισώσεις να είναι ισοδύναμες με εκείνες του κοσμολογικούπροτύπουΛCDM.Ωςαποτέλεσμα, αποδεικνύεται
σε μαθηματικό επίπεδο, πωςηομογένεια και ισοτροπία της κοσμικήςακτινοβολίας υποβάθρουδεν οδηγεί
μονοσήμαντα στην επιλογή FLRW μετρικής η οποία χρησιμοποιείται στο κοσμολογικό πρότυπο ΛCDM.

4)H απειροδιάστατη ομάδα συμμετρίας των εξισώσεων Friedmann
Infinite dimensional symmetry groups of the Friedmann equations. T. Pailas, N. Di-

makis, Andronikos Paliathanasis, Petros A. Terzis, T. Christodoulakis, Phys. Rev. D 102,
063524 (2020)

Θεωρήσαμε γεωμετρία FLRW υπό την παρουσία κοσμολογικής σταθεράς και ενός ιδανικού ρευστού
με τυχαία αλλά δοθείσα καταστατική εξίσωση. Αναζητήσαμε τις συμμετρίες των εξισώσεων, θεωρώντας
διάφορες παραλλαγές, για παράδειγμα, θεώρηση της πίεσης ως βαθμού ελευθερίας στη μια περίπτωση
καιωςσυνάρτηση τηςπυκνότητας ενέργειας σεάλλη.Αποδείξαμεπωςηομάδασυμμετρίας είναι απειροδιάστατη.
Με την χρήση των συμμετριών, βρήκαμε νέες λύσεις από ήδη γνωστές. Επιπλέον, δείξαμε με ποιόν τρόπο
μέσωτωνσυμμετριών, μπορούμε ναπαράξουμε τις καταστατικές εξισώσεις τωνδιαφόρωνκοσμολογικών
εποχών, ξεκινώνταςαπό την εποχή τουπληθωρισμού. Τέλος, αναζητήσαμε την επίδραση τωνσυμμετριών
στο επίπεδο της βασικής θεωρίας. Συγκεκριμένα, θεωρήσαμε έναβαθμωτόπεδίο και τοαντίστοιχο ρευστό
με το οποίο αυτό μπορεί να αναπαρασταθεί.



5)“Χρονικά”-συναλλοίωτη εξίσωση Schrödinger και η κανονική κβάντωση της μελανής
οπής Reissner-Nordström

“Time”-CovariantSchrödingerEquationand theCanonicalQuantizationof theReissner–
Nordström Black Hole. Theodoros Pailas, Quantum Reports 2020, 2(3), 414-441.

Στη συγκεκριμένη εργασία κατασκευάσαμε μια “χρονικά” συναλλοίωτη εξίσωση Schrödinger για
την περίπτωση της μελανής οπής Reissner-Nordström. Ακολουθήσαμε μια διαφορετική μέθοδο από τις
υπάρχουσες στηβιβλιογραφία.Ηδιαφορετικότητα εντοπίζεται στοσημείο αντιμετώπισης της συνδεσμικής
εξίσωσης. Συγκεκριμένα, επιλύονταςαυτήν την εξίσωσηωςπρος τον βαθμό ελευθερίαςLapse, μπορέσαμε
να κατασκευάσουμε μια λαγκρανζιανή η οποία είναι μη-ιδιάζουσα (regular) και “χρονικά” εξαρτημένη.
Συνεπώς, δεν υπάρχει πλέονσυνδεσμική εξίσωσηκαι εμφανίζεται μιαπαράμετρος μέσαστην λαγκρανζιανή
ηοποίαμπορεί νααντιμετωπιστείωςπαράμετρος “χρόνου”. Επιπλέον, εξακολουθεί να υπάρχει η ελευθερία
επιλογής βαθμίδας, επομένως, οι διαφορετικές κβαντικές περιγραφές, για διαφορετικη επιλογήβαθμίδας,
είναι εξ’ ορισμού ισοδύναμες. Αποδείξαμε την ισοδυναμία του παραπάνω συστήματος με εκείνο της
εργασίας (2), στο επίπεδο των εξισώσεων.Παρουσιάσαμε ένακριτήριο σχετικάμε τα ιδιάζοντα (ανωμαλίες)
σημεία: “λιγότερο” ιδιάζων χαρακτηρίζεται εκείνος ο χωρόχρονος του οποίουηανωμαλία είναι πιο εντοπισμένη
γύρω από το σημείο ενδιαφέροντος.

Τέλος, εντοπίσαμεμιαασυμφωνίασχετικάμε την ύπαρξηανωμαλίας, μεταξύ της γεωμετρικής ερμηνείας
στοπλαίσιο τηςανάλυσηςBohmκαι τηνπρότασηDeWitt (μηδενικήπυκνότηταπιθανότητας στο κλασσικό
σημείο ανωμαλίας).

Όσον αφορά το τρίτο μέρος της διατριβής, παρουσιάζουμε την έως τώρα ανάλυση που έχει γίνει,
σχετικάμε την δυνατότητασύγκρισης τωναποτελεσμάτωνπουπαράχθηκανστην εργασία (3), με παρατηρήσεις.





Μέρος I

Θεωρία
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Κεφάλαιο 1

Σημειακές συμμετρίες διαφορικών
εξισώσεων

I Εισαγωγή

Η έννοια της συμμετρίας εμφανίζεται σε κάθε θεμελιώδη θεωρία της φυσικής (Ειδική και Γενική
Σχετικότητα,Κβαντικήθεωρίαπεδίου,ΚαθιερωμένοΠρότυπο,...). Για μια εκτενήανάλυσηπαραπέμπουμε
στο βιβλίο [1]. Υπάρχουν αρκετοί κλάδοι οι οποίοι αντιστοιχούν στα διαφορετικά είδη συμμετριών. Ένας
από τους σημαντικότερους είναι ο κλάδος που αναφέρεται ως “συνεχείς συμμετρίες διαφορικών
εξισώσεων” και αφορά τημελέτη τωνσυνεχών (και αντιστρέψιμων) μετασχηματισμών, οι οποίοι απεικονίζουν
λύσεις σε λύσεις των εξισώσεωνπροςμελέτη, είτε αυτές είναι συνήθεις είτε μερικές διαφορικές εξισώσεις.
Την έννοια των ομάδων των συνεχών μετασχηματισμών συμμετρίας (οι οποίες πλέον καλούνται ομάδες
Lie) εισήγαγε και μελέτησε αρχικά, σε μια σειρά δημοσιεύσεων [2–7], ο Sophus Lie; ο βασικός στόχος
του ήταν η ενοποίηση και η επέκταση μεθόδων σχετιζόμενες με, ομογενείς και χωριζομένων μεταβλητών
εξισώσεις, μετασχηματισμό Laplace, μείωση της τάξης μιας διαφορικής και άλλα. Η μέθοδος του Lie
μπορεί να εφαρμοστεί σε κάθε επιστήμη στην οποία εμφανίζονται διαφορικές εξισώσεις.

Μεσκοπό να εκφράσουμε τησημαντικότητααυτού του κλάδου, αναφέρουμεμερικές από τηνπληθώρα
εφαρμογώνκαι γενικεύσεων της μεθόδουLie. Καταστευή ειδικών λύσεων, μερικώνδιαφορικών εξισώσεων
με χρήση μετασχηματισμών συμμετρίας παρουσιάστηκαν αρχικά στις [8–11]. Ειδικές λύσεις οι οποίες
αναφέρονται ως λύσεις ομοιότητας (similarity solutions) για κάποιες διαφορικές εξισώσεις, καθώς και
συνθήκες υπό τις οποίες κάποιες μη-γραμμικές διαφορικές εξισώσεις είναι ισοδύναμες με κάποιες αντίστοιχες
γραμμικές, μελετήθηκαν στις εξής δημοσιεύσεις [12–18]. Η E. Noether μελέτησε [19] τις συμμετρίες του
ολοκληρώματος δράσης και τη σύνδεση αυτών με διατηρήσιμες ποσότητες επί των εξισώσεων Euler-
Lagrange. Αυτές οι συμμετρίες μπορούν να βρεθούν με τη μέθοδο του Lie, καθώς αποτελούν συμμετρίες
των αντίστοιχων εξισώσεων.

Στο πεδίο της Γενικής Σχετικότητας υπάρχουν πολλές εφαρμογές επίσης. Σημειακές συμμετρίες Lie
των γεωδαισιακών εξισώσεων μελετήθηκαν στη [20] και εφαρμόστηκαν στα παρακάτω παραδείγματα:
χωρόχρονοι Einstein, Schwarzschild και FLRW. Λύση της εξίσωσης Wheeler-DeWitt που αντιστοιχεί
σε ασυμπίεστο ιδανικό ρευστό, παράχθηκε με τη βοήθεια των συμμετριών Lie [21]. Επίσης, βρέθηκαν
λύσεις και περιορισμοί μέσω της μεθόδου σε f(R) θεωρίες βαρύτητας [22]. Ο χώρος λύσεων για τα
τετραδιάσταταπρότυπαBianchi Type I−V II στο κενό, βρέθηκεμε τηβοήθεια της ομάδας τωνΑυτομορφισμών.
Αυτή η ομάδα, όπως θα δούμε και παρακάτω, αποτελεί υποσύνολο της ομάδας των συμμετριών Lie των
εξισώσεων Einstein για τη γεωμετρία των προτύπων Bianchi. [23–25]. Τέλος, μελετήθηκαν οι σημειακές
συμμετρίες Lie για πρότυπα minisuperspace στη βαρύτητα και ο τρόπος που βοηθούν ώστε να βρεθεί η
αναλυτική λύση [26].

Ο A. V. Bäcklund στις δημοσιεύσεις [27–30] παρουσίασε μια γενίκευση της μεθόδου Lie, όπου οι
μετασχηματισμοί “αναμειγνύουν” όχι μόνο τις εξαρτημένες με τις ανεξάρτητες μεταβλητές, αλλά και
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με τις παραγώγους αυτών. Μια συγκεκριμένη υπο-περίπτωση αποτελούν οι μετασχηματισμοί “επαφής”
(contact transformations), [31] και κάποιες εφαρμογές μπορούν να βρεθούν στη [32]. Ο Robert Geroch
στις δημοσιεύσεις [33, 34], παρουσίασε μια μέθοδο παραγωγής νέων λύσεων των εξισώσεων Einstein,
από ήδη γνωστές, οι οποίες επιδέχονται κάποιο γεννήτορα συμμετρίας Killing. Ο μετασχηματισμός που
συνδέει τις δύο μετρικές αποδεικνύεται πως είναι μετασχηματισμός Lie-Bäcklund, παρόλο που ο Ge-
roch δεν ακολούθησε αυτή τη μέθοδο. Οι μετασχηματισμοί Lie-Bäcklund μελετώνται λεπτομερώς από
τους Anderson και Ibragimov [35], Ibragimov [36] και Olver [37]. Όπως αποδείχθηκε από τον Olver
[37], η αναλοιώτητα κάποιας μερικής διαφορικής εξίσωσης υπό μετασχηματισμόLie-Bäcklund, συνήθως
οδηγεί στην ύπαρξη άπειρου πλήθους τέτοιων μετασχηματισμών και αντίστοιχα συμμετριών, οι οποίες
συνδέονται μέσω τελεστών “επανάληψης” (recursion operators).

Υπάρχει γενίκευση της μεθόδου Lie και στη περίπτωση όπου οι εξισώσεις προς μελέτη είναι εξισώσεις
διαφορών [38]. Επίσης, η περίπτωση συνδυασμού εξισώσεων διαφορικών-διαφορών και η εφαρμογή
στο “πλέγμα” Toda (Toda lattice) μελετήθηκε από τουςD. Levi και P.Winterwitz [39]. Τέλος, μια μέθοδος
εύρεσης τωνσημειακώνσυμμετριώνσεσύστημαμερικώνδιαφορικών-διαφορών εξισώσεωνπαρουσιάστηκε
στη [40]. Αυτή η μέθοδος εφαρμόστηκε στην εξίσωση Kacvan-Moerbeke και βρέθηκε πως οι γεννήτορες
των συμμετριών σχηματίζουν άλγεβρα Kac-Moody-Virasoro.

Μια από τις σημαντικότερες εφαρμογές των συμμετριών Lie, είναι η χρήση τους στη μείωση της
τάξης και επομένως στη (μερική ή ολική) ολοκλήρωση των συνήθων, διαφορικών εξισώσεων. Μέχρι
στιγμής υπάρχουν τρεις βασικές μέθοδοι να επιτευχθεί μια τέτοια μείωση της τάξης. Κάποιες από αυτές
παρουσιάζονται και μελετώνται εκτενώςστη [37], ενώάλλες στις [41] και [42].Έναβασικόπρόβλημαστο
οποίο όλες προσπαθούν νααπαντήσουν είναι, πώςμπορούν οι γεννήτορες συμμετριών να χρησιμοποιηθούν
με τον “καλύτερο” τρόπο.Όπουως “καλύτερο”, εννοούμε τη χρήσηόσοπερισσότερων γεννητόρωνγίνεται.

Η πρώτη μέθοδος η οποία εμφανίζεται σε όλα τα παραπάνω βιβλία, αναφέρεται ως “Κανονική μορφή
των γεννητόρων στο χώρο των μεταβλητών”. Για απλότητα θα αναφέρουμε αυτή τη μέθοδο ως “Πρώτη
μέθοδος ολοκλήρωσης”. Αυτήθαπαρουσιαστεί εκτενώςσεπαρακάτωκεφάλαια, συνεπώςδεν θα επεκταθούμε
περισσότερο εδώ.

Ηδεύτερημέθοδος η οποίαπαρουσιάζεται στο βιβλίο [41] καλείται “Κανονικήμορφή τωνγεννητόρων
στο χώρο τωνπρώτωνολοκληρωμάτων”.Όπωςαποδεικνύεται εκεί, αυτήημέθοδοςμπορεί να χρησιμοποιηθεί
όταν τοπλήθος των γεννητόρωνσυμμετρίας είναι ίσο ήμεγαλύτεροαπό την τάξη της διαφορικής εξίσωσης.
Ένασημαντικόσημείο, άξιο αναφοράς, είναι πως οι γεννήτορεςπρέπει να χρησιμοποιηθούνμεσυγκεκριμένη
σειρά.Αυτή εξαρτάται από τηνάλγεβρα των γεννητόρων.Ότανυπάρχει “επιλύσιμη” υπο-άλγεβραδιάστασης
ίσης με την τάξη της διαφορικής και επιπλέον η ολοκλήρωση γίνεται με τη σωστή σειρά, τότε η λύση
δίνεται πλήρωςμε τηβοήθεια ολοκληρωμάτων.Παρατηρούμεπως έχουμε ένασυνδυασμόμιας συγκεκριμένης
μεθόδου ολοκλήρωσης και μιας ιδιότητας της άλγεβρας των γεννητόρων που χρησιμοποιούμε, δηλαδή
την επιλυσιμότητα.

Η τελευταία μέθοδος σκιαγραφείται στο [41] (σελίδες 87 − 88), και μελετάται εκτενώς στο [37].
Αναφέρεταιωςημέθοδος των “Διαφορικώναναλλοιώτων”.Έχει αποδειχθεί πως όλα ταδιαφορικάαναλλοίωτα
ανώτερης τάξης, προκύπτουν από την παράγωγο των δύο αναλλοιώτων χαμηλότερης τάξης, θεωρώντας
το ένα ως ανεξάρτητη και το άλλο ως εξαρτημένη μεταβλητή. Αυτή η μέθοδος μπορεί να συνδυαστεί με
την ιδιότητα της επιλυσιμότητας, ενώ ταυτόχρονα πρέπει να ακολουθήσουμε τη σωστή σειρά ώστε να
χρησιμοποιηθούν όλοι οι γεννήτορες.

Τομειονέκτημα της δεύτερηςμεθόδου είναι πωςαπαιτεί την ύπαρξηαριθμού γεννητόρων τουλάχιστον
ίσουμε την τάξη της διαφορικής. Στις περισσότερες περιπτώσεις, ειδικά ότανμελετάμεσύστημα εξισώσεων
και όχι μόνο μια, δε συμβαίνει κάτι τέτοιο. Η τρίτη μέθοδος δεν απαιτεί κάποιο κάτω όριο γεννητόρων
ώστε να χρησιμοποιηθεί, όμως δεν είναι εύκολο να χρησιμοποιηθεί στηνπερίπτωσησυστήματος εξισώσεων.
Αυτό οφείλεται στο ότι η κατασκευή των διαφορικών αναλλοιώτων ανώτερης τάξης από τα δύο πρώτα,
είναι μακράν μη τετριμμένη.Ηπιο απλή μέθοδοςφαίνεται πως είναι η πρώτη.Η χρήση της δεν εξαρτάται
από το πλήθος των γεννητόρων, ούτε και από το αν θα εφαρμοστεί σε σύστημα ή μόνο σε μια εξίσωση.

Κλείνουμεαυτή την εισαγωγήαναφέροντας επιγραμματικά τις ενότητες πουθαπαρουσιάσουμεπαρακάτω,
το περιεχόμενο των οποίων μελετήθηκε και χρησιμοποιήθηκε στη διάρκεια αυτής της διατριβής:

1. Παραμετρικοί, σημειακοί μετασχηματισμοί
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2. Απειροστοί, παραμετρικοί μετασχηματισμοί

3. Επεκτεταμένος γεννήτορας

4. Συνθήκη συμμετρίας, πρώτος φορμαλισμός

5. Συνθήκη συμμετρίας, δεύτερος φορμαλισμός

6. Πρώτη μέθοδος ολοκλήρωσης

I.1 Παραμετρικοί, σημειακοί μετασχηματισμοί
Ηανάλυση και οι συμβολισμοί που θα χρησιμοποιήσουμε στη παρούσα ενότητα βασίζεται κατά κύριο

λόγο στο βιβλίο [41]. Ας ξεκινήσουμε θεωρώντας κάποια συνήθης διαφορική εξίσωση μ-οστής-τάξεως η
οποία μπορεί εν γένει να γραφεί στη μορφή

H(x, y, y1, y2, ..., ym) = 0, (1.1)

όπου,x είναι ηανεξάρτητη και y η εξαρτημένημεταβλητή, ήτοι y = y(x), ενώμε (y1, y2, ...)θασυμβολίζουμε
τις παραγώγους, y1 = dy

dx , y2 = dy1

dx , και ούτω καθεξής.
Η αναζήτηση σημειακών μετασχηματισμών συμμετρίας της (1.1), ξεκινά με την υπόθεση ύπαρξης

κάποιου αντιστρέψιμου μετασχηματισμού της μορφής

x̃ = x̃(x, y), ỹ = ỹ(x, y), (1.2)

όπου (x̃, ỹ) οι νέες, ανεξάρτητη και εξαρτημένη μεταβλητές αντίστοιχα. Η λέξη σημειακοί, εκφράζει τη
μη εξάρτηση αυτών των μετασχηματισμών από παραγώγους της εξαρτημένης μεταβλητής ως προς την
ανεξάρτητη. Από εδώ και στο εξής, για λόγους απλότητας δεν θα αναφέρουμε τη λέξη σημειακοί, εκτός
και αν απαιτηθεί, εννοώντας βέβαια πως εξετάζουμε αυτού του είδους τους μετασχηματισμούς. Εφόσον
η εξίσωση (1.1) εξαρτάται και από τις παραγώγους, θα πρέπει να υποθέσουμε μετασχηματισμούς των
παραγώγων αντίστοιχα, (ỹ1 = ỹ1(x, y, y1), ỹ2 = ỹ2(x, y, y1, y2), ...), οι οποίοι όμως “δεσμεύονται” μέσω
των συνθηκών συνέπειας, δηλαδή από την απαίτηση

(
ỹ1 = dỹ

dx̃ , ỹ2 = dỹ1

dx̃ , ...
)
. Η αναζήτηση τέτοιων

γενικώνμετασχηματισμώνσυμμετρίας (1.2) είναι εν γένει εξαιρετικά δύσκοληκαι σίγουραόχι αλγοριθμική.
Η ιδέα του Lie βασίστηκε στην αναζήτηση παραμετρικών μετασχηματισμών, δηλαδή

x̃ = x̃(x, y; ϵ), ỹ = ỹ(x, y; ϵ), (1.3)

όπου ϵ κάποια παράμετρος, ως προς την οποία ο παραπάνω μετασχηματισμός αποτελεί ομάδα υπό την
πράξη της σύνθεσης των συναρτήσεων.

1. “Κλειστότητα” (Closure). Δοδέντων δύο παραμετρικών μετασχηματισμών

x̃ = x̃(x, y; ϵ1), ỹ = ỹ(x, y; ϵ1) και x̂ = x̂(x̃, ỹ; ϵ2), ŷ = ŷ(x̃, ỹ; ϵ2), (1.4)

τότε υπάρχει παράμετρος ϵ3 = f(ϵ1, ϵ2), τέτοια ώστε

x̄ := x̂ ◦ x̃ = x̄(x, y; ϵ3), ȳ := ŷ ◦ ỹ = ȳ(x, y; ϵ3). (1.5)

2. Προσεταιριστικότητα (Associativity). Για μετασχηματισμούς (x, y), (x̃, ỹ), (x̂, ŷ) ισχύει ηπροσε-
ταιριστική ιδιότητα

(x ◦ x̃) ◦ x̂ = x ◦ (x̃ ◦ x̂) , (y ◦ ỹ) ◦ ŷ = y ◦ (ỹ ◦ ŷ) . (1.6)

3. Ύπαρξη ταυτoτικού στοιχείου (Existence of identity element). Υπάρχει στοιχείο ϵ0 για το
οποίο

x̃ = x̃(x, y; ϵ0) = x, ỹ = ỹ(x, y; ϵ0) = y. (1.7)

Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να επιλέξουμε ϵ0 = 0.
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4. Ύπαρξη αντιστρόφου στοιχείου (Existence of inverse element). Για κάθε παράμετρο ϵ̃
πρέπει να υπάρχει παράμετρος ϵ̂ έτσι ώστε η σύνθεση των μετασχηματισμών (x̃, ỹ) και (x̂, ŷ) να
είναι ο ταυτοτικός μετασχηματισμός ή ισοδύναμα

ϵ̄ = f(ϵ, ϵ̂) ⇔
ϵ0 = f(ϵ, ϵ̂) ⇔
f(ϵ, ϵ̂) = 0. (1.8)

Ηομάδα τωνπαραμετρικώνμετασχηματισμώνπου ικανοποιούν τις παραπάνω ιδιότητες ονομάζεται
“μονοπαραμετρική ομάδα Lie”, με την προϋπόθεση πως η συνάρτηση f είναι αναλυτική.

I.2 Απειροστοί, παραμετρικοί μετασχηματισμοί
Η ύπαρξη της παραμέτρου δεν απλοποιεί τη διαδικασία εύρεσης των μετασχηματισμών συμμετρίας

χωρίς κάποια επιπλέον πληροφορία. Η πληροφορία αυτή μας δίνεται από την απαίτηση η f να είναι
αναλυτική,ώστε ναμπορούμε νααναλύσουμε κατάTaylor τους μετασχηματισμούς “κοντά” στην ταυτότητα.
Μιλώντας μη αυστηρά, ο λόγος που εισήχθη η παράμετρος είναι η “γραμμικοποίηση” του εν γένει μη
γραμμικούμετασχηματισμού (1.3), αναμένονταςπωςοι συνθήκες συμμετρίας, τις οποίες θαδούμεπαρακάτω,
θα είναι επίσης γραμμικές εξισώσεις. Επομένως

x̃ ≃ x+
∂x̃(x, y; ϵ)

∂ϵ

∣∣∣
ϵ=0

ϵ+O
(
ϵ2
)
, ỹ ≃ y +

∂ỹ(x, y; ϵ)

∂ϵ

∣∣∣
ϵ=0

ϵ+O
(
ϵ2
)
⇔

x̃ ≃ x+ ξ(x, y)ϵ+O
(
ϵ2
)
, ỹ ≃ y + η(x, y)ϵ+O

(
ϵ2
)
⇔

x̃ ≃ x+ ϵZ(x) +O
(
ϵ2
)
, ỹ ≃ y + ϵZ(y) +O

(
ϵ2
)
, (1.9)

όπου

ξ(x, y) =
∂x̃(x, y; ϵ)

∂ϵ

∣∣∣
ϵ=0

, η(x, y) =
∂ỹ(x, y; ϵ)

∂ϵ

∣∣∣
ϵ=0

, (1.10)

ενώ ο τελεστής Z ορίζεται ως

Z := ξ(x, y)
∂

∂x
+ η(x, y)

∂

∂y
. (1.11)

Για απλότητα από εδώκαι στο εξής θα χρησιμοποιήσουμε το συμβολισμό
(
∂x = ∂

∂x , ...
)
. Ο τελεστής αυτός

ονομάζεται γεννήτορας των πεπερασμένων παραμετρικών μετασχηματισμών. Μπορεί να ειδωθεί ως
έναανυσματικόπεδίο στον εφαπτόμενο χώροόπουηβάσηαποτελείται από ταανυσματικάπεδία (∂x, ∂y).
Οι μεταβλητές (x, y)αντιμετωπίζονταιωςανεξάρτητες. Σε κάθεσημείο της καμπύλης [x̃ = x̃(x, y; ϵ), ỹ = ỹ(x, y; ϵ)]
ο Z αναπαριστά το εφαπτόμενο άνυσμα. Η ονομασία γεννήτορας βασίζεται στο ότι ο πεπερασμένος
παραμετρικός μετασχηματισμός μπορεί να βρεθεί εαν γνωρίζουμε τις συνιστώσες του Z, επιλύοντας το
σύστημα των εξισώσεων

ξ [x̃(ϵ), ỹ(ϵ)] =
dx̃(ϵ)

dϵ
, η [x̃(ϵ), ỹ(ϵ)] =

dỹ(ϵ)

dϵ
, (1.12)

με τις συνθήκες
x̃(0) = x, ỹ(0) = y. (1.13)

Η ύπαρξη λύσεων του παραπάνω προβλήματος αρχικών τιμών, αποδεικνύεται μέσω του θεωρήματος
Peano, όπου οι συναρτήσεις ξ, η είναι συνεχείς στις μεταβλητές τους. Η μοναδικότητα της λύσης απαιτεί
πιο “ισχυρή” συνέχεια και αποδεικνύεται μέσω του θεωρήματος Picard–Lindelöf. Η σημαντικότητα των
παραπάνωθεωρημάτων είναι προφανήςαναναλογιστούμεπως, βρίσκοντας τουςαπειροστούς μετασχηματισμούς
συμμετρίας μιας διαφορικής εξίσωσης, οι αντίστοιχοι πεπερασμένοι θαμπορούνπάντα νακατασκευαστούν.
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I.2.1 Πολυ-παραμετρικοί απειροστοί μετασχηματισμοί και η άλγεβρα των γεννητόρων

Στη περίπτωση που αναζητούμε μετασχηματισμούς εξαρτώμενους πέραν της μιας παραμέτρου, τότε
αναφερόμαστε σεπολυ-παραμετρικούςαπειροστούςμετασχηματισμούς, με τις προηγούμενες σχέσεις
να γενικεύονται σχετικά απλά

x̃ ≃ x+ ϵIZI(x) +O
(
ϵIϵJ

)
, ỹ ≃ y + ϵIZI(y) +O

(
ϵIϵJ

)
, (1.14)

όπουοι δείκτες (I, J, ...)μετρούν τοπλήθος των γεννητόρωνκαι έχει χρησιμοποιηθεί ηαθροιστικήσύμβαση.
Γνωρίζουμε βέβαια πως δεν υπάρχει κάποια γεωμετρική δομή στο σύνολο των γεννητόρων, συνεπώς δεν
έχει σημασία αν οι δείκτες βρίσκονται “πάνω” ή “κάτω” στο εκάστοτε αντικείμενο. Αποδεικνύεται πως
το σύνολο των γεννητόρων ZI ικανοποιούν τις ιδιότητες (αξιώματα) της άλγεβρας υπό την πράξη της
αγκύλης Lie [·, ·]. Η δράση της ορίζεται ως

[ZI ,ZJ ] = ZI(ZJ)− ZJ(ZI), (1.15)

επομένως

[ZI ,ZJ ] = CM
IJZM , (1.16)

όπου με βάση τα θεωρήματα Lie, τα CM
IJ ικανοποιούν τις παρακάτω ιδιότητες

1. CM
IJ =σταθερές,

2. CM
IJ = −CM

JI ,

3. CM
IJC

N
LM + CM

JLC
N
IM + CM

LIC
N
JM = 0,

4. CM
IJC

L
LM = 0.

ΤασύμβολαCM
IJ ονομάζονταισταθερέςδομής. Οι σταθερές δομής δεν είναι μοναδικές για την εκάστοτε

άλγεβρα. Υποθέτοντας την ύπαρξηκάποιουσταθερούκαι αντιστρέψιμουπίνακαBI
L, ο οποίος μετασχηματίζει

τους γεννήτορες ZI στους YL μέσω της σχέσης YL = BI
LZI , μπορεί να αποδειχθεί πως

[YL,YS ] = C̃N
LSYN , (1.17)

όπου

BI
LB

J
SC

M
IJ = C̃N

LSB
M
N . (1.18)

Στηνπερίπτωση λοιπόνπου έχουμε δύοσύνολα γεννητόρωνμεσταθερές δομήςCM
(1)IJ ,C

M
(2)IJ και υπάρχει

πίνακαςBI
J ώστε να ικανοποιείται η εξίσωση (1.18), τότε λέμε πως τα σύνολα ανήκουν στην ίδια κλάση,

ενώστηναντίθετηπερίπτωσησε διαφορετικές.Παρατηρούμε λοιπόνπωςμπορεί να υπάρξει κατηγοριοποίηση
τωναλγεβρώνσε κλάσεις με βάση τις σταθερές δομής τους [43–50]. Σεπαρακάτωκεφάλαια θαασχοληθούμε
μεμιασυγκεκριμένη οικογένεια τέτοιων κλάσεωνηοποία ονομάζεταιBianchiκαι οι αντίστοιχες κλάσεις
Bianchi Types. Να τονίσουμε το γενονός πως η κατηγοριοποίηση δεν απαιτεί την πραγμάτωση (ή
αλλιώς αναπαράσταση) των γεννητόρων σε κάποια βάση.

I.3 Επεκτεταμένος γεννήτορας (Prolonged generator)
Όπως αναφέραμε παραπάνω, η εξίσωση εξαρτάται και από τις παραγώγους, συνεπώς απαιτούμε (ή

αναμένουμε) σε απειροστή μορφή να ισχύει

ỹ1 = y1 + ϵη(1)(x, y, y1) +O
(
ϵ2
)
,

ỹ2 = y2 + ϵη(2)(x, y, y1, y2) +O
(
ϵ2
)
,

.

.

ỹm = ym + ϵη(m)(x, y, y1, y2, ..., ym) +O
(
ϵ2
)
,
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ή ισοδύναμα

ỹ1 = y1 + ϵP(m)
Z (y1) +O

(
ϵ2
)
,

ỹ2 = y2 + ϵP(m)
Z (y2) +O

(
ϵ2
)
,

.

.

ỹm = ym + ϵP(m)
Z (ym) +O

(
ϵ2
)
,

όπου ορίσαμε τον τάξεως (m) επεκτεταμένο γεννήτορα ως

P(m)
Z = ξ(x, y)∂x + η(x, y)∂y + η(1)(x, y, y1)∂y1 + η(2)(x, y, y1, y2)∂y2 + ...+ η(m)(x, y, y1, y2, ..., ym)∂ym .

(1.19)

Οι μεταβλητές (x, y, y1, ..., ym) θεωρούνται ανεξάρτητες στο χώρο διαστάσεως (m), ενώ ταυτόχροναστον
εφαπτόμενο χώροησυντεταγμένηβάση είναι (∂x, ∂y, ∂y1 , ∂y2 , ..., ∂ym). Οι συνιστώσες του επεκτεταμένου
γεννήτορα

(
η(1)(x, y, y1), η

(2)(x, y, y1, y2), ..., η
(m)(x, y, y1, y2, ..., ym)

)
, λόγω των συνθηκών συνέπειας

αποδεικνύεται πως είναι εξαρτημένες από τις συνιστώσες του βασικού γεννήτορα (ξ(x, y), η(x, y)). Για
την η(1)(x, y, y1) έχουμε

ỹ1 =
dỹ

dx̃
⇔

ỹ1 =

∂ỹ
∂x + ∂ỹ

∂yy1
∂x̃
∂x + ∂x̃

∂y y1
⇔

ỹ1 =
y1 + ϵ

(
∂η
∂x + ∂η

∂y y1

)
1 + ϵ

(
∂ξ
∂x + ∂ξ

∂yy1

) ⇒

ỹ1 = y1 + ϵ

[(
∂η

∂x
+
∂η

∂y
y1

)
−
(
∂ξ

∂x
+
∂ξ

∂y
y1

)
y1

]
+O

(
ϵ2
)
, (1.20)

όπου από την προ-τελευταία στην τελευταία σχέση χρησιμοποιήσαμε ανάπτυγμα Taylor ως προς την
παράμετρο ϵ κρατώντας έωςπρώτης τάξης όρους. Ανακαλώντας τηνπροηγούμενησχέση του ỹ1, προκύπτει

η(1)(x, y, y1) =

(
∂η

∂x
+
∂η

∂y
y1

)
−
(
∂ξ

∂x
+
∂ξ

∂y
y1

)
y1, (1.21)

ή ισοδύναμα

η(1)(x, y, y1) =
dη

dx
− dξ

dx
y1. (1.22)

Με αντίστοιχο τρόπο βρίσκονται και οι υπόλοιπες συνιστώσες, καταλήγωντας στην αναδρομική σχέση

η(m)(x, y, y1, y2, ..., ym) =
dη(m−1)

dx
− dξ

dx
ym. (1.23)

Είναι σημαντικό να αναφέρουμε πως μέχρι στιγμής δεν έχουμε χρησιμοποιήσει σε κάποιο σημείο τη
διαφορική εξίσωση, παράμόνοως εναρκτήριο λάκτισμα. Συνεπώς, όλα ταπαραπάνωείναι καλώς ορισμένα
και χωρίς την ύπαρξη κάποιας διαφορικής εξίσωσης. Για μια πιο γεωμετρική προσέγγιση στην εύρεση
του επεκτεταμένου γεννήτορα παραπέμπουμε στο βιβλίο [35]. Επίσης, οι επεκτεταμένοι ικανοποιούν
την ίδια άλγεβρα με τους βασικούς γεννήτορες. Μια απόδειξη αυτού υπάρχει στο [41].
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I.3.1 Παράδειγμα

Αςδώσουμε έναπαράδειγμαώστε να γίνουνπιο κατανοητές οι παραπάνωέννοιες. Δίνεται ο γεννήτορας
Z = −y∂x + x∂y και επομένως

ξ(x, y) = −y, η(x, y) = x. (1.24)

Θα υπολογίσουμε τον (2)-ης τάξης επεκτεταμένο γεννήτορα P(2)
Z .

η(1)(x, y, y1) =
dη

dx
− dξ

dx
y1 ⇔

η(1)(x, y, y1) =

(
∂η

∂x
+
∂η

∂y
y1

)
−
(
∂ξ

∂x
+
∂ξ

∂y
y1

)
y1 ⇒ (1.25)

η(1)(x, y, y1) = 1 + y21 . (1.26)

Για την τελευταία συνιστώσα έχουμε

η(2)(x, y, y1, y2) =
dη(1)

dx
− dξ

dx
y2 ⇔

η(2)(x, y, y1, y2) =

(
∂η(1)

∂x
+
∂η(1)

∂y
y1 +

∂η(1)

∂y1
y2

)
−
(
∂ξ

∂x
+
∂ξ

∂y
y1

)
y2 ⇒ (1.27)

η(2)(x, y, y1, y2) = 3y1y2, (1.28)

συνεπώς, με βάση τις (1.26), (1.28)

P(2)
Z = −y∂x + x∂y +

(
1 + y21

)
∂y1

+ 3y1y2∂y2
. (1.29)

Σχετικά με τον πεπερασμένο, παραμετρικό μετασχηματισμό, οι εξισώσεις (1.12) έχουν ως λύση

x̃(ϵ) = c1 cos ϵ− c2 sin ϵ, ỹ(ϵ) = c2 sin ϵ+ c1 cos ϵ, (1.30)

με την επιβολή των (1.13) να δίνει

x̃(x, y; ϵ) = x cos ϵ− y sin ϵ, ỹ(x, y; ϵ) = y sin ϵ+ x cos ϵ. (1.31)

Αυτόπουπαρατηρούμε είναι πως οι “σταθερές” ολοκλήρωσης είναι συναρτήσεις τωναρχικώνσυντεταγμένων
(x, y) οι οποίες όμως παραμένουν “βουβές” κατά την ολοκλήρωση των εξισώσεων (1.12), με την έννοια
πως αντιμετωπίζονται ως οι αρχικές τιμές των συναρτήσεων (x̃, ỹ).

I.4 Συνθήκη συμμετρίας, πρώτος φορμαλισμός
Μέχρι στιγμής μελετήσαμε μετασχηματισμούς των μεταβλητών μιας διαφορικής εξίσωσης. Ας δούμε

τώρα πως μετασχηματίζεται η ίδια η διαφορική υπό τους μετασχηματισμούς (1.2):

H(x, y, y1, ..., ym) = 0 ⇒
H(x(x̃, ỹ), y(x̃, ỹ), y1(x̃, ỹ, ỹ1), ..., ym(x̃, ỹ, ỹ1, ..., ỹm)) = 0 ⇒
H̃(x̃, ỹ, ỹ1, ..., ỹm) = 0, (1.32)

όπου H̃ είναι η νέα μορφή της διαφορικής εξίσωσης. Συνεπώς, ο νόμος μετασχηματισμού είναι ίδιος με
το νόμο μετασχηματισμού ενός βαθμωτού μεγέθους.

H(x, y, y1, ..., ym) = H̃(x̃, ỹ, ỹ1, ..., ỹm). (1.33)
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Ο εκάστοτε μετασχηματισμός θα καλείταιμετασχηματισμός συμμετρίας αν η μορφή της διαφορικής
εξίσωσης παραμένει ίδια, είτε την εκφράσουμε στις νέες είτε στις παλαιές μεταβλητές:

H(x, y, y1, ..., ym) = H̃(x, y, y1, ..., ym), (1.34)
ή

H̃(x̃, ỹ, ỹ1, ..., ỹm) = H(x̃, ỹ, ỹ1, ..., ỹm). (1.35)

Σε αυτό το σημείο θα αναζητήσουμε τη συνθήκη συμμετρίας που πρέπει να ικανοποιείται θεωρώντας
τουςαπειροστούς, παραμετρικούς μετασχηματισμούςπουμελετήσαμεπαραπάνω.Ξεκινάμεαπό τησχέση
(1.33)

H(x, y, y1, ..., ym) = H̃(x̃, ỹ, ỹ1, ..., ỹm) ⇒
H(x, y, y1, ..., ym) = H̃(x+ ϵξ, y + ϵη, y1 + ϵη(1), ..., ym + ϵη(m)) ⇒

H(x, y, y1, ..., ym) = H̃(x, y, y1, ..., ym) + ϵ

[
∂H̃

∂x̃

∣∣∣
ϵ=0

ξ +
∂H̃

∂x̃

∣∣∣
ϵ=0

η + ...+
∂H̃

∂ỹm

∣∣∣
ϵ=0

η(m)

]
(1.34)
===⇒

0 =
∂H̃

∂x̃

∣∣∣
ϵ=0

ξ +
∂H̃

∂x̃

∣∣∣
ϵ=0

η + ...+
∂H̃

∂ỹm

∣∣∣
ϵ=0

η(m) ⇒

ξ
∂H

∂x
+ η

∂H

∂x
+ ...+ η(m) ∂H

∂ym
= 0

(1.19)
===⇒

P(m)
Z H = 0, (1.36)

όπου χρησιμοποιήσαμε το γεγονός πως σε πρώτη τάξη ισχύει ∂H̃
∂x̃

∣∣∣
ϵ=0

= ∂H
∂x , .... Η εξίσωση (1.36) περιέχει

παραγώγους των συναρτήσεων ξ(x, y), η(x, y) ως προς τις μεταβλητές (x, y) και είναι πολυωνυμική ως
προς τις μεταβλητές (y1, y2, ..., ym). Επειδή θέλουμε να επιβάλουμε την παραπάνω συνθήκη επί των
λύσεων της εξίσωσης (δηλαδήστην υπερεπιφάνειαH = 0 του επεκτεταμένου χώρου), πριν αναζητήσουμε
λύσεις για τις συναρτήσεις ξ(x, y), η(x, y) θα πρέπει να χρησιμοποιήσουμε και την ίδια την εξίσωση.
Αυτό μπορεί να γίνει επιλύοντας την (1.1) ως προς κάποια από τις παραγώγους, συνήθως επιλέγουμε
τη μέγιστης τάξης, υποθέτωντας πως κάτι τέτοιο μπορεί να γίνει για την εξίσωση που μελετάμε.

H(x, y, y1, ..., ym) = 0 ⇔
ym = ω(x, y, y1, ..., ym). (1.37)

Ως επακόλουθο, η συνθήκη (1.36) θα γραφεί ως

P(m)
Z H = 0, modH = 0. (1.38)

Στη παρακάτω υπο-ενότητα θα βρούμε τους γεννήτορες συμμετρίας για ένα συγκεκριμένο παράδειγμα
ώστε να γίνουν πιο κατανοητές οι έννοιες που αναφέραμε.

I.4.1 Παράδειγμα

Σε αυτό το παράδειγμα θα μελετήσουμε τη διαφορική εξίσωση

y2 + cy2 = 0, (1.39)

όπου c σταθερά διάφορη του μηδενός. Στη παραπάνω εξίσωση οι παράγωγοι είναι ως προς τη μεταβλητή
x. Η συνθήκη συμμετρίας πριν αντικαταστήσουμε την εξίσωση είναι

2cyη(x, y) + y2∂yη(x, y)− 3y1y2∂yξ(x, y) + y21∂y,yη(x, y)− y31∂y,yξ(x, y)− 2y2∂xξ(x, y)+

+2y1∂x,yη(x, y)− 2y21∂x,yξ(x, y) + ∂x,xη(x, y)− y1∂x,xξ(x, y) = 0, (1.40)
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ενώ αντικαθιστώντας τη μέγιστη παράγωγο από την εξίσωση (y2 = −cy2) έχουμε
−y31∂y,yξ(x, y) + y21 [∂y,yη(x, y)− 2∂x,yξ(x, y)] + y1

[
3cy2∂yξ(x, y) + 2∂x,yη(x, y)− ∂x,xξ(x, y)

]
+

+
(
2cyη(x, y)− cy2∂yη(x, y) + 2cy2∂xξ(x, y) + ∂x,xη(x, y)

)
= 0. (1.41)

Η εξίσωση (1.41) είναι πολυωνυμική τρίτου βαθμούωςπρος τημεταβλητή y1 μεσυντελεστές συναρτήσεις
των (x, y). Η απαίτηση να λύνεται η παραπάνω εξίσωση για κάθε y1, παράγει ένα σύστημα τεσσάρων
διαφορικών εξισώσεων για τις συναρτήσεις ξ(x, y), η(x, y):

∂y,yξ(x, y) = 0, ∂y,yη(x, y)− 2∂x,yξ(x, y) = 0, 3cy2∂yξ(x, y) + 2∂x,yη(x, y)− ∂x,xξ(x, y) = 0

2cyη(x, y)− cy2∂yη(x, y) + 2cy2∂xξ(x, y) + ∂x,xη(x, y) = 0.

Οι δύο πρώτες εξισώσεις λύνονται σχετικά απλά

ξ(x, y) = y ξ1(x) + ξ2(x), η(x, y) = y η1(x) + η2(x) + y2∂xξ(x). (1.42)

Συνεχίζουμε αντικαθιστώντας τις (1.42) στις υπόλοιπες δύο εξισώσεις:

y3 (2c∂xξ1(x)) + y2 [cη2(x) + 2c∂xξ2(x) + ∂x,x,xξ1(x)] + y [2cη1(x) + [∂x,xη2(x)] + ∂x,xη1(x)] = 0, (1.43)

y2 (3cξ1(x)) + 3y∂x,xξ1(x) + [2∂xη2(x)− ∂x,xξ2(x)] = 0. (1.44)

Όπωςκαι πριν, θέλουμε λύση για κάθε y συνεπώςμηδενίζουμε κάθεσυντελεστή. Από την (1.44) προκύπτει
ξ1(x) = 0 και η2(x) = m1+

∂xξ2(x)
2 όπουm1 =σταθερά. Αντικαθιστώντας στην εξίσωση (1.43) προκύπτει

y2c

[
m1 +

5

2
∂xξ2(x)

]
+ y

[
2cη1(x) +

1

2
∂x,x,xξ2(x)

]
+ ∂x,xη1(x) = 0.

Από τον συντελεστή του y2 και τον “σταθερό” όρο έχουμε η1(x) = m2x+m3, ξ2(x) = − 2m1x
5 +m4. Τέλος,

ο συντελεστής του y δίνει

m3 +m2x = 0,

συνεπώς για κάθεxπρέπει να ισχύειm3 = 0, m2 = 0. Ο γεννήτοραςπροκύπτειως γραμμικός συνδυασμός
των δύο γεννητόρων βάσης

Z = m4Z1 −
5

2
m1Z2, (1.45)

όπου

Z1 = ∂x, Z2 = x∂x − 2y∂y. (1.46)

Η άλγεβρα των γεννητόρων είναι μη αβελιανή

[Z1,Z2] = −Z1. (1.47)

Οπεπερασμένος, παραμετρικός μετασχηματισμόςπουπαράγει τοανυσματικόπεδίοZ1 είναι μιαμετάθεση

x̃(x, y; ϵ1) = x+ ϵ1, ỹ(x, y; ϵ1) = y. (1.48)

Εφόσον δεν υπάρχει εκπεφρασμένη εξάρτηση της εξίσωσης (1.39) από τη μεταβλητή x, είναι εύκολο να
παρατηρήσουμε πως ο (1.48) είναι μετασχηματισμός συμμετρίας. Ο δεύτερος γεννήτορας παράγει τον
πεπερασμένο, παραμετρικό μετασχηματισμό

x̃(x, y; ϵ2) = xeϵ2 , ỹ(x, y; ϵ2) = y e−2ϵ2 . (1.49)

Υπολογίζοντας τις ỹ1, ỹ2 έχουμε ỹ1 = y1e
−3ϵ2 , ỹ2 = y2e

−4ϵ2 , ενώ ο αντίστροφος μετασχηματισμός είναι

x = x̃e−ϵ2 , y = ỹe2ϵ2 , y1 = ỹ1e
3ϵ2 , y2 = ỹ2e

4ϵ2 . (1.50)

Αντικαθιστώντας τις (1.50) στην εξίσωση (1.39) προκύπτει

e4ϵ2
(
ỹ2 + cỹ2

)
= 0 ⇒

ỹ2 + cỹ2 = 0. (1.51)

Παρατηρούμε λοιπόν πως και ο Z2 γεννά μετασχηματισμούς συμμετρίας.
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I.5 Συνθήκη συμμετρίας, δεύτερος φορμαλισμός
Υπάρχει και δεύτερος φορμαλισμός της συνθήκης συμμετρίας ο οποίος κάνει προφανή τη σύνδεση

μεταξύ μιας συνήθους διαφορικής εξίσωσης και μιας γραμμικής μερικής διαφορικής εξίσωσης πρώτης
τάξης. Έστω πως η διαφορική εξίσωση (1.1) μπορεί να γραφεί στη μορφή

ym = ω(x, y, y1, ..., ym−1). (1.52)

Έναπρώτοολοκλήρωμα της κίνησηςαυτής της διαφορικής, θα έχει εν γένει τημορφήw = w(x, y, y1, ..., ym−1)
και θα ικανοποιεί την εξίσωση

dw

dx
= 0, (1.53)

επί της εξίσωσης (1.52). Χρησιμοποιώντας τον κανόνα της αλυσίδας έχουμε

dw

dx
= 0 ⇒

∂xw + y1∂yw + ...+ ym∂ym−1
w = 0 ⇒

∂xw + y1∂yw + ...+ ω(x, y, y1, ..., ym−1)∂ym−1
w = 0 ⇒

Aw = 0, (1.54)

όπουαντικαταστήσαμε τηνανώτερης τάξηςπαράγωγοαπό την εξίσωση (1.52). Λόγωαυτής τηςαντικατάστασης,
ο τελεστής A αναπαριστά την εξίσωση στο χώρο των ανυσματικών πεδίων με διάστασηm+ 1.

A = ∂x + y1∂y + ...+ ω(x, y, y1, ..., ym−1)∂ym−1
. (1.55)

Καταλήγουμε στο συμπέρασμα:
Κάθε ολοκλήρωμα της κίνησης μιας συνήθους διαφορικής εξίσωσης τάξης m, (1.52), είναι λύση μιας

μερικής διαφορικής εξίσωσης πρώτης τάξης σεm+ 1 μεταβλητές, (1.54). Ισχύει και το αντίστροφο.
Όσον αφορά τη συνθήκη συμμετρίας σε αυτό το φορμαλισμό, αυτή είναι

[P(m−1)
Z ,A] = λ(x, y, y1, ..., ym−1)A ≡ − (Aξ)A. (1.56)

Ηαπόδειξηπωςη (1.56) αποτελεί συνθήκησυμμετρίας καθώςκαι η ισοδυναμίαμεταξύ τωνδύοφορμαλισμών
αποδεικνύεται στο βιβλίο [41]. Παρατηρούμε τα εξής:

1. Σε αντίθεση με τον πρώτοφορμαλισμό, εδώ χρειαζόμαστε τον επεκτεταμένο γεννήτορα τάξης (m−
1) και όχι τάξηςm.

2. Η συνθήκη (1.56) είναι ανυσματική ενώ η (1.38) είναι βαθμωτή. Παρόλα αυτά, προκύπτει πως όλες
οι συνιστώσες της (1.56) εκτός της τελευταίας, ικανοποιούνται ταυτοτικά.

3. Ο φορμαλισμός μέσω ανυσματικών πεδίων παρέχει ευχέρεια σχετικά με κάποιες ιδιότητες που
αφορούν στη χρήση των γεννητόρων, όπως θα δούμε παρακάτω.

I.6 Πρώτη μέθοδος ολοκλήρωσης
Έστω η παρακάτω διαφορική εξίσωση και ο αντίστοιχος διαφορικός τελεστής της

ym = ω(x, y, y1, ..., ym−1), (1.57)
A = ∂x + y1∂y + ...+ ω(x, y, y1, ..., ym−1)∂ym−1 . (1.58)

Επιπλέον, υποθέτουμε πως η (1.57) επιδέχεται μια ομάδα συμμετρίας διαστάσεως r με γεννήτορες ZI ,
I = 1, ..., r. Επιλέγουμε έναν από τους γεννήτορες, χωρίς βλάβη της γενικότητας τον Z1. Aναζητούμε
αντιστρέψιμουςμετασχηματισμούς t(x, y), s(x, y)όπου tηνέαανεξάρτητη και sηνέα εξαρτημένημεταβλητή,
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έτσι ώστε στις νέες συντεταγμενες (t, s) ο γεννήτορας να μετασχηματιστεί στην κανονική του μορφή,
δηλαδή είτε Z1 = ∂t, είτε Z1 = ∂s. Αυτή ονομάζεται “κανονική μορφή των γεννητόρων στο χώρο
των μεταβλητών”. Αποδεικνύεται πως για ένα γεννήτορα, αυτό μπορεί πάντα να επιτευχθεί. Στις νέες
μεταβλητές η εξίσωση καθώς και ο αντίστοιχος τελεστής αποκτούν τη μορφή

sm = ω̃(t, s, s1, ..., sm−1), (1.59)
A = ∂t + s1∂s + ...+ ω(t, s, s1, ..., sm−1)∂sm−1

. (1.60)

I.6.1 Περίπτωση Z1 = ∂t

Εφαρμόζουμε τη συνθήκη συμμετρίας (1.56) σε αυτή την περίπτωση παρατηρώντας πως η επέκταση
κάθε ταξής ενός γεννήτορα στην κανονική του μορφή, ταυτίζεται με το γεννήτορα, P(m−1)

Z1 = ∂t.

[P(m−1)
Z1 ,A] = −(Aξ1)A⇒

∂tω̃(t, s, s1, ..., sm−1) = 0 ⇒
ω̃(t, s, s1, ..., sm−1) = ω̃(s, s1, ..., sm−1). (1.61)

Συνεπώς, η εξίσωση (1.59) είναιαυτόνομηστις νέες μεταβλητές, δηλαδήδεν εξαρτάται από τηνανεξάρτητη
μεταβλητή,

sm = ω̃(s, s1, ..., sm−1). (1.62)

Το μόνο που κάναμε ήταν να επιλέξουμε ένα διαφορετικό σύστημα μεταβλητών, επομένως οι εξισώσεις
(1.57), (1.62) περιγράφουν το ίδιοφυσικόσύστημα.Αυτόσυνεπάγεται πωςημηαυτονομίαμιας διαφορικής
εξίσωσης, η οποία επιδέχεται ένα τουλάχιστον γεννήτορα συμμετρίας, μπορεί να θεωρηθεί ως “κακή”
επιλογή συστήματος μεταβλητών.

I.6.2 Περίπτωση Z1 = ∂s

Ο επεκτεταμένος γεννήτορας και σε αυτή την περίπτωση έχει τις ίδιες μη μηδενικές συνιστώσες με
το βασικό γεννήτορα, P(m−1)

Z1 = ∂s οδηγώντας μέσω της συνθήκης συμμετρίας στην απλοποίηση

ω̃(t, s, s1, ..., sm−1) = ω̃(t, s1, ..., sm−1). (1.63)

Παρατηρούμε λοιπόν πως η εξίσωση θα λάβει τη μορφή

sm = ω̃(t, s1, ..., sm−1), (1.64)

δηλαδή δεν εξαρτάται από τη μεταβλητή s. Αυτό δίνει τη δυνατότητα να περιοριστούμε στην υπερ-
επιφάνεια s =σταθερά, η οποία ορίζουμε πως θα έχει ως “εσωτερικές” μεταβλητές τις t, u, u1, ..., um−1.
Η μετάβαση από τον πλήρη χώρο στην υπερ-επιφάνεια δίνεται από τη σχέση s =σταθερά,u = s1, u1 =
s2, ..., um−1 = sm. Επομένως, η εξίσωση (1.64) είναι ισοδύναμη με μια εξίσωση τάξεως (m − 1) και ένα
ολοκλήρωμα

um−1 = ω̃(t, u, u1, ..., um−2), (1.65)

s(t) =

∫
u(t)dt+ c1, (1.66)

όπου c1 κάποια σταθερά ολοκλήρωσης. Καταλήγουμε λοιπόν στο εξής θεώρημα:
Θεώρημα 1:
Οι λύσεις μιας συνήθους διαφορικής εξίσωσης (Σ. Δ. Ε.) τάξεως (m), η οποία επιδέχεται τουλάχιστον

ένα γεννήτορα συμμετρίας (Γ. Σ.), μπορούν να βρεθούν από την επίλυση μιας συνήθους διαφορικής
εξίσωσης τάξεως (m− 1) και ένα ολοκλήρωμα.

(Σ. Δ. Ε.) τάξεως (m) + 1(Γ. Σ.) ≡ (Σ. Δ. Ε.) τάξεως (m− 1) + 1(Ολοκλήρωμα). (1.67)

Παρατηρήσεις:
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1. Έχονταςμια εξίσωση τηςμορφής (1.57), θαμπορούσε κάποιος νααναζητήσει στην “τύχη” μετασχηματισμούς
των μεταβλητών που οδηγούν είτε σε μια ισοδύναμη αυτόνομη εξίσωση (Περίπτωση 1), είτε σε μια
ισοδύναμη εξίσωση τάξεως κατά ένα μικρότερης συν ένα ολοκλήρωμα (Περίπτωση 2). Ένα από τα
πλεονεκτήματα που παρέχει η γνώση των γεννητόρων συμμετρίας είναι ένας συστηματικός τρόπος
εύρεσης αυτών των μετασχηματισμών.

2. Όσοναφορά την επίλυση της εξίσωσης, παρατηρούμεπως εν γένει είναι “καλύτερο” ναμετασχηματίσουμε
το γεννήτορα σε κανονική μορφήως προς τη νέα εξαρτημένη μεταβλητή (Περίπτωση 2) καθώς έτσι
θαμειωθεί η τάξη της διαφορικής εξίσωσηςμε την εισαγωγή τωνμεταβλητών της υπερ-επιφάνειας.

3. Όπωςθαδούμεπαρακάτω, υπάρχει τρόποςώστε να γνωρίζουμεποιοι από τους υπόλοιπους γεννήτορες
συμμετρίας της αρχικής διαφορικής εξίσωσης, θα “κληροδοτηθούν” στη μειωμένης τάξης (1.65).
Αυτό εξαρτάται από την επιλογή του Z1.

4. Εάν επαναλάβουμε τη συνθήκη συμμετρίας για την εξίσωση (1.65), ο αριθμός των γεννητόρων
συμμετρίας που θα βρεθούν, θα διαφέρει εν γένει από τον αριθμό των κληρονομηθέντων. Ωστόσο,
σε αρκετές περιπτώσεις οι γεννήτορες που κληρονομούνται είναι το καλύτερο που μπορούμε να
κάνουμε, καθώςη επίλυση τωνσυνθηκώνσυμμετρίας είναι αρκετάδύσκολη. Επιπλέον, όταν καταλήξουμε
σε μια διαφορική εξίσωση πρώτης τάξης, αυτή επιδέχεται άπειρο πλήθος συμμετριών, ωστόσο δεν
υπάρχει αλγοριθμικός τρόπος να βρεθεί ούτε μια [41].Όπως θα δούμε και σε μια από τις εφαρμογές
με τις οποίες ασχοληθήκαμε στη συγκεκριμένη διατριβή, σε κάποιες περιπτώσεις η εύρεση των
γεννητόρων συμμετρίας γίνεται μέσω γεωμετρικών συνθηκών-απαιτήσεων χωρίς να ασχοληθούμε
με τις συνθήκες συμμετρίας. Αν δεν υπάρχει κάποιος γεννήτορας που κληρονομείται τότε δεν μένει
άλλη επιλογή από τις συνθήκες συμμετρίας.

5. Τετριμμένα μπορεί κάποιος να καταλήξει στο συμπέρασμα: εαν η διαδικασία μείωσης της τάξης
μπορεί να επαναληφθεί (m)φορές, δηλαδήόσοκαι η τάξη της διαφορικής εξίσωσης, τότε ηαναλυτική
της λύση μπορεί να βρεθεί μέσω της λύσης μιας αλγεβρικής εξίσωσης και (m) ολοκληρωμάτων.

I.6.3 Συνθήκες “κληρονομικότητας”

Ας δούμε τώρα ποιές συνθήκες πρέπει να ικανοποιεί ένας γεννήτορας ώστε να αποτελεί γεννήτορα
συμμετρίας και της μειωμένης τάξης διαφορικής εξίσωσης.Ηαπόδειξη τουπαρακάτωθεωρήματος βρίσκεται
στο βιβλίο [41].

Θεώρημα 2:
Έστωδιαφορική εξίσωση τάξεως (m)μεαντίστοιχο διαφορικό τελεστήAστις μεταβλητές (x, y, y1, ..., ym−1),

η οποία επιδέχεται r το πλήθος ZM γεννήτορες συμμετρίας,M = 1, ..., r. Χρησιμοποιούμε μεταβλητές
(t, s) στις οποίες ένας από τους γεννήτορες, έστω ο Z1, μετασχηματίζεται σε κανονική μορφή ως προς
τη μεταβλητή s. Τότε οι γεννήτορες Zl̃, l̃ = 2, ..., M̃ ≤ M , οι οποίοι κληρονομούνται θα πρέπει να
ικανοποιούν τη συνθήκη “κληρονομικότητας”

[Z1,Zl̃] = C1
1l̃
Z1 ⇔ Cµ

1l̃
= 0, µ = 2, ...,M. (1.68)

Αξίζει να σημειώσουμε, αν και είναι σχετικά προφανές, πως η βέλτιστη επιλογή Z1 είναι εκείνη για
την οποία το πλήθος των Zl̃ είναι μέγιστο. Τέλος, η διαφορική εξίσωση μειωμένης τάξης θα έχει ως
βασικές μεταβλητές τις (t, u), όπου u = s1, συνεπώς οι γεννήτορες που θα κληρονομηθούν θα πρέπει
να εκφραστούν στη βάση (∂t, ∂u). Επειδή u = s1, για να κατασκευάσουμε το σωστό γεννήτορα που
κληρονομείται και παράγει σημειακές συμμετρίες της μειωμένης τάξης διαφορικής εξίσωσης, θα πρέπει
να χρησιμοποιήσουμε την πρώτη επέκταση των γεννητόρων Zl̃:

Yl̃ = P(1)
Z~l (t)∂t + P(1)

Z~l (u)∂u. (1.69)

Ελπίζουμε πως αυτή η διαδικασία θα γίνει κατανοητή με το παρακάτω παράδειγμα.
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I.6.4 Παράδειγμα

Θεωρούμε τη διαφορική εξίσωση δεύτερης τάξης

y2 −
(xy1 − y)

3

x2
= 0, (1.70)

η οποία επιδέχεται δύο γεννήτορες συμμετρίας

Z1 = x∂x, Z2 = x∂y, [Z1,Z2] = Z2. (1.71)

Λαμβάνοντας υπόψη τηνάλγεβραπουσχηματίζουν και τις συνθήκες κληρονομικότητας, πρέπει να ξεκινήσουμε
τη διαδικασία με το γεννήτορα Z2.

I.6.5 “Ορθή” διαδικασία μείωσης της τάξης

Αναζητούμε νέα ανεξάρτητη t(x, y) και εξαρτημένη μεταβλητή s(x, y) έτσι ώστε

Z2(t(x, y)) = 0, Z2(s(x, y)) = 1 ⇔
x∂yt(x, y) = 0, x∂ys(x, y) = 1 ⇒

t(x, y) = t̃(x), s(x, y) =
y

x
+ s̃(x). (1.72)

Οι συναρτήσεις t̃(x), s̃(x) είναι αυθαίρετες εν γένει, ωστόσο η περίπτωση t̃(x) = 0 δεν είναι αποδεκτή,
διότι ο μετασχηματισμόςπρέπει να είναι αντιστρέψιμος. Για λόγουςαπλότητας επιλέγουμε t̃(x) = x, s̃(x) =
0. Υπολογίζουμε τις παραγώγους s1 = ds

dt , s2 = ds1
dt ,

s1 =
xy1 − y

x2
, s2 =

x2y2 + 2 (y − xy1)

x3
, (1.73)

και αντιστρέφοντας το μετασχηματισμό έχουμε

x = t, y = st, y1 = s+ s1t, y2 = 2s1 + s2t. (1.74)

Υπό το μετασχηματισμό (1.74) η εξίσωση (1.70), οι γεννήτορες και η πρώτη επέκταση τους λαμβάνουν
τη μορφή

s2 −
s1
(
−2 + s21t

4
)

t
= 0. (1.75)

Z1 = t∂t − s∂s, Z2 = ∂s, P
(1)
Z1 = t∂t − s∂s − 2s1∂s1 , P

(1)
Z2 = ∂s. (1.76)

Η μείωση της τάξης είναι προφανής στις μεταβλητές (t, u) όπου u = s1, καθώς

u1 −
u
(
−2 + u2t4

)
t

= 0. (1.77)

Ηεξίσωση μπορεί νααντιμετωπιστείωςμια νέα εξίσωσημεμεταβλητές (t, u). Οι σημειακές της συμμετρίες
θα παράγονται από γεννήτορες οι οποίοι θα έχουν συνιστώσες στη βάση (∂t, ∂u). Όμως επειδή ισχύει
u = s1 για να γίνει σωστά η σύνδεση μεταξύ των γεννητόρων στα δύο “επίπεδα”, χρειαζόμαστε την
πρώτη επέκταση αυτών στις μεταβλητές (x, y). Αναλυτικά θα έχουμε

Y1 = P(1)
Z1 (t)∂t + P(1)

Z1 (u)∂u ⇔
Y1 = [t∂t(t)− s∂s(t)− 2s1∂s1(t)] ∂t + [t∂t(u)− s∂s(u)− 2s1∂s1(u)] ∂u ⇔
Y1 = [t∂t(t)− s∂s(t)− 2s1∂s1(t)] ∂t + [t∂t(s1)− s∂s(s1)− 2s1∂s1(s1)] ∂u ⇔

Y1 = t∂t − 2s1∂u
(1.73)
===⇒

Y1 = t∂t − 2u∂u. (1.78)
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Ακολουθώντας τα ίδια βήματα καταλήγουμε στο μάλλον αναμενόμενο αποτέλεσμαY2 = 0. Ας ελέγξουμε
πωςπράγματι ο γεννήτοραςY1 παράγει συμμετρίες της διαφορικής εξίσωσης (1.77). Επιλύουμε τις εξισώσεις
(1.12) με τις αρχικές συνθήκες (1.13) για το γεννήτορα Y1 και προκύπτει

t̃ = eλt, ũ = e−2λu, ũ1 = e−3λu1,

με αντίστροφο

t = e−λt̃, u = e2λũ, u1 = e3λũ1. (1.79)

Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (1.79) στην εξίσωση (1.77) προκύπτει

e3λũ1 −
e2λũ

(
−2 + e4λũ2e−4λt̃4

)
e−λt̃

= 0 ⇔

e3λ

[
ũ1 −

ũ
(
−2 + ũ2t̃4

)
t̃

]
= 0 ⇒

ũ1 −
ũ
(
−2 + ũ2t̃4

)
t̃

= 0. (1.80)

Πράγματι λοιπόν παράγει συμμετρίες ο Y1 καθώς η εξίσωση είναι ίδια στη μορφή στο σύστημα (t̃, ũ),
συνεπώς μπορούμε να συνεχίσουμε τη διαδικασία.

Έστωνέες μεταβλητές (τ, w)στις οποίες ο γεννήτοραςY1 λαμβάνει τημορφήY1 = ∂w. Ομετασχηματισμός
είναι

τ = t2u, w = ln t, w1 =
1

2t2u+ t3u1
, (1.81)

t = ew, u = e−2wτ, u1 =
e−3w (1− 2w1τ)

w1
, (1.82)

με την εξίσωση (1.77) να μετασχηματίζεται στη

w1 =
1

τ3
. (1.83)

Σε αυτό το σημείο η περαιτέρω εισαγωγή μεταβλητής q = w1 ώστε να είναι προφανής η μείωση της τάξης
είναι τετριμμένη, καθώς η παραπάνω εξίσωση ολοκληρώνεται.

w(τ) = m1 −
1

2τ2
, (1.84)

όπουm1 σταθεράολοκλήρωσης. Αν θέλουμε να επιστρέψουμεστις αρχικές μεταβλητές, αρκεί ναανακαλέσουμε
τους μετασχηματισμούς που κάναμε σε κάθε βήμα. Από τις μεταβλητές (τ, w) επιστρέφουμε στις (t, u)
μέσω του (1.81).

ln t = m1 −
1

2t4u2
⇒ u(t) = ± 1√

2t2
√
m1 − ln t

. (1.85)

Τώρα επιστρέφουμε στο αρχικό επίπεδο όπου u = s1

s1 = ± 1√
2t2

√
m1 − ln t

⇒ s(t) = ±
∫

1√
2t2

√
m1 − ln t

dt⇒

s(t) = m2 ∓ e−m1

√
π

2
Erfi

(√
m1 − ln t

)
, (1.86)
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όπουErfi η μιγαδική συνάρτηση σφάλματος καιm2 η δεύτερη σταθερά ολοκλήρωσης. Τέλος, μέσω του
μετασχηματισμού (1.72) πηγαίνουμε από τις μεταβλητές (t, s) στις (x, y). Η λύση έχει τη μορφή

y(x) = x

[
m2 ∓ e−m1

√
π

2
Erfi

(√
m1 − lnx

)]
. (1.87)

Σε αυτό το σημείο αξίζει να σημειώσουμε πως σε αρκετές περιπτώσεις καταλήγουμε να έχουμε βρει
τη γενική λύση στις συντεταγμένες (t, s) αλλά όταν χρησιμοποιήσουμε τις συντεταγμένες (x, y) η λύση
δεν μπορεί να γραφεί στη μορφή y = f(x). Αυτό δε σημαίνει πως η λύση δεν έχει βρεθεί, καθώς όπως
παρατηρούμε, ήδη στο επίπεδο που έχουμε την έκφραση s = s(t), έχουμε τη γενική λύση της αρχικής
εξίσωσηςαπλώςσε έναδιαφορετικόσύστημαμεταβλητών.Θεωρούμεσεαυτό τοσημείοπωςησυμβολική
αναπαράσταση των βημάτων που ακολουθήσαμε θα βοηθούσε:

(x,y) Kανονική μορφή τουZ2−−−−−−−−−−−−−→
[Z1,Z2]=Z2

(t, s)
Μείωση τάξης (u=s1)−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

Z1→Y1=P
(1)
Z1

(t)∂t+P
(1)
Z1

(u)∂u

(t,u) →

(t,u) Κανονική μορφή τουY1−−−−−−−−−−−−−→ (τ ,w)
Τετριμμένη μείωση τάξης−−−−−−−−−−−−−−→

Ολοκλήρωση
w = w(τ,m1) →

w = w(τ,m1)
w=w(t,u)−−−−−−−→
τ = τ(t, u)

u = u(t,m1)
u=s1−−−−−−−→

Ολοκλήρωση
s = s(t,m1,m2) →

s = s(t,m1,m2)
t=t(x,y)−−−−−→
s=s(x,y)

y = y(x,m1,m2). (1.88)

I.6.6 Μη “ορθή” διαδικασία μείωσης της τάξης

Σε αυτή την υπο-ενότητα θα επιβεβαιώσουμε πως αν ξεκινήσουμε τη διαδικασία με το γεννήτορα
Z1 τότε ο γεννήτορας Z2 δε θα παραμείνει γεννήτορας συμμετρίας της μειωμένης τάξης διαφορικής
εξίσωσης. Θεωρούμε και πάλι μεταβλητές (t, s) στις οποίες Z1 = ∂s υπό το μετασχηματισμό

t = y, s = lnx, s1 =
1

xy1
, s2 = −y1 + xy2

x2y31
, (1.89)

x = es, y = t, y1 =
e−s

s1
, y2 = −

e−2s
(
s21 + s2

)
s31

. (1.90)

Η εξίσωση, οι γεννήτορες και οι πρώτες επεκτάσεις των γεννητόρων είναι

s2 = (−1 + s1t)
3 − s21, (1.91)

Z1 = ∂s, Z2 = es∂t, P
(1)
Z1 = ∂s, P

(1)
Z2 = es

(
∂t − s21∂s

)
. (1.92)

Στην επιφάνεια s =σταθερά με τις μεταβλητές (t, u) όπου u = s1, ο παράγοντας es μπροστά από το
γεννήτορα Z2 είναι σταθερός. Η τάξη της εξίσωσης μειώνεται και ο αντίστοιχος γεννήτορας Y2 είναι

u1 = (−1 + ut)
3 − u2, (1.93)

Y2 = ∂t − u2∂u. (1.94)

Το ερώτημα που πρέπει να απαντήσουμε είναι εαν ο Y2 είναι γεννήτορας συμμετρίας της (1.93). Όπως
και πριν, βρίσκουμε τον πεπερασμένο μετασχηματισμό

t̃ = t+ λ, ũ =
u

1 + uλ
, ũ1 =

u1

(1 + uλ)
2 , (1.95)

t = t̃− λ, u =
ũ

1− ũλ
, u1 =

ũ1

(1− ũλ)
2 . (1.96)
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Χρησιμοποιούμε τις (1.96) στην εξίσωση (1.93) και καταλήγουμε στην παρακάτω μορφή

ũ1 = −ũ2 + 1− 3t̃ũ+ 3t̃2ũ2 − t̃3ũ3

−1 + ũλ
. (1.97)

Παρατηρούμε πως αυτή η εξίσωση διαφέρει σε μορφήαπό την (1.93), συνεπώς οY2 δεν είναι γεννήτορας
συμμετρίας.Όπωςαναφέραμεστηπαρατήρηση (4) της ενότητας II.2.2, δεν υπάρχει αλγοριθμικός τρόπος
να βρεθεί κάποια συμμετρία μιας πρώτης τάξης διαφορικής εξίσωσης, συνεπώς ακολουθώντας αυτή τη
διαδρομή δε μπορούμε να καταλήξουμε στην ολοκλήρωση του συστήματος.



Κεφάλαιο 2

(d + 1) Ανάλυση

I Εισαγωγή

Ο (3 + 1) φορμαλισμός (και αντίστοιχα η (d + 1) γενίκευση αυτού) είναι μια μέθοδος μελέτης της
γενικής σχετικότητας η οποίαβασίζεται στη δυνατότηταπεριγραφής τηςπολλαπλότηταςM ωςΚαρτεσιανό
γινόμενοR×S, όπου S είναι 3−διάστατες υπερ-επιφάνειες καιR το σύνολο των πραγματικών αριθμών.
Αυτή η μέθοδος μπορεί να ειδωθεί ως ανάλυση του χωρόχρονου σε “χώρο”+ “χρόνο”, επιτρέποντας τη
μελέτη της χρονικής εξέλιξης μεγεθών τα οποία είναι ορισμένα στις υπερ-επιφάνειες. Φυσικά αυτή η
ανάλυση δεν αποτελεί κάποια a priori δομή του χωρόχρονου, αλλά επαφίεται στην εκάστοτε επιλογή
συστήματος συντεταγμένων. Ταυτόχρονα επιτρέπει και τη μορφοποίηση των εξισώσεων Einstein ως ένα
πρόβλημα Cauchy με συνδέσμους. Ωστόσο, με στόχο να διατηρηθεί η μορφή της μετρικής σε αυτή την
επιλογήσυστήματος συντεταγμένων, “χαλάει” η συναλλοιώτητα των εξισώσεωνEinstein υπό χωροχρονικούς
μετασχηματισμούς. Παραμένει βέβαια η θεωρία συναλλοίωτη κάτω από “χωρικούς” και “χρονικούς”
ξεχωριστά μετασχηματισμούς. Η πρώτη αναφορά αυτής της ανάλυσης έγινε από τον George Darmois
[51]. Στη συνέχεια έχουμε τη συμβολή του Andre Lichnerowicz με τις εξής δημοσιεύσεις [52–54]. Η
Yvonne Choquet-Bruhat κατάφερε να αποδείξει πως το πρόβλημα Cauchy έχει μοναδική λύση τοπικά
[55,56].

Η προσπάθεια κατασκευής Χαμιλτονιανής η οποία θα περιγράφει τη δυναμική των εξισώσεων Ein-
stein ξεκίνησεαπό τονDirac [58,231], με τησυνέχεια να γίνεται από τον Schwinger ο οποίος χρησιμοποίησε
το φορμαλισμό της γενικής σχετικότητας μέσω των τετράδων [59,60]. Στις μέρες μας, ο Χαμιλτονιανός
φορμαλισμός που χρησιμοποιείται περισσότερο είναι εκείνος των Arnowitt, Deser, and Misner (ADM)
[62–64,232]. ΟWheeler ήταν αυτός που εισήγαγε αυτό που σήμερα καλείται γεωμετροδυναμική και τις
ονομασίες lapse και shift [240]. Η (3 + 1) ανάλυση χρησιμοποιείται ευρέως στις αριθμητικές μεθόδους
ολοκλήρωσης των εξισώσεωνEinstein. ΟYork κατέχει το ρόλο του εισηγητή καθώς έφερε στη κατάλληλη
μορφή τις αντίστοιχες εξισώσεις, οι οποίες χρησιμοποιούνται πλέον από την κοινότητα [66,67].

Στη βιβλιογραφία εμφανίζεται και ο όρος (1+3) ανάλυση ο οποίος μπορεί να δημιουργήσει σύγχυση.
Στην ουσία πρόκειται για έναφορμαλισμό ο οποίος προσπαθεί να αναλύσει και να περιγράψει τα φυσικά
πεδία μέσω ποσοτήτων, όπως η πυκνότητα, η πίεση και τα λοιπά. Η όλη προσπάθεια βασίζεται στον
ορισμόαυτών τωνποσοτήτωνμεσυναλλοίωτο τρόπο, δηλαδήαποφεύγοντας τη χρήσηκάποιουσυστήματος
συντεταγμένων.Αυτό είναι εφικτόμε την εισαγωγή ενόςανυσματικούπεδίου, του οποίου οι ολοκληρωτικές
γραμμές διατρέχουν το χωρόχρονο. Συνεπώς έχουμε μονοδιάστατες ολοκληρωτικές καμπύλες, (1 + 3)
ανάλυση έναντι, 3− διάστατων υπερ-επιφανειών, (3+1)ανάλυση.Οι δύοαυτοί φορμαλισμοί συμπίπτουν
όταν το ανυσματικό πεδίο είναι αστρόβιλο και οι αντίστοιχες υπερ-επιφάνειες στις οποίες είναι κάθετο
χρησιμοποιούνται ώστε να αναλυθεί η πολλαπλότητα σε γινόμενοR×S. Οι συνιστώσες κάθε τανυστικού
αντικειμένου αναλύονται κάθετα και παράλληλα ως προς αυτό το πεδίο. Παραθέτουμε μόνο ελάχιστες
από τις αναφορές. Η αρχή έγινε με τους Heckmann, Schucking και Raychaudhuri [68, 69]. Η εξίσωση
Raychaudhuri είναι αυτή που χρησιμοποείται ευρέως στη μελέτη των ανωμαλιών, για παράδειγμα σε

23
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βαρυτική κατάρρευση ή στην ανωμαλία της μεγάλης έκρηξης [70,71]. Μια σύγχρονη αναδρομή δίνεται
στις [72,73]. Εκτενής είναι η χρήση της συγκεκριμένης ανάλυσης και στο πεδίο της κοσμολογίας [74,75].

Στην παρούσα διατριβή, οι συμβολισμοί βασίζονται κατά κύριο λόγο στα εξής βιβλία [75–77]. Όπως
και στο προηγούμενο κεφάλαιο, αναφέρουμε επιγραμματικά τις ενότητες

1. Κινηματική ανάλυση

2. Υπερ-επιφάνειες, μοναδιαίο άνυσμα κάθετο σε υπερ-επιφάνεια

3. Βαρύτητα+Ηλεκτρομαγνητισμός+Ρευστά

I.1 Κινηματική ανάλυση
Έστω πολλαπλότητα M διάστασης (d + 1) και σύστημα συντεταγμένων U με συντεταγμένες xµ.

Θεωρούμε την πολλαπλότητα εφοδιασμένη με μετρική g = gµν(x
σ)dxµ ⊗ dxν . Για λόγους απλότητας,

θα θεωρήσουμε δεδομένη την εξάρτηση από τις συντεταγμένες, αναγράφοντας τα αντικείμενα ως εξής
Aµν...(x

σ) = Aµν... εκτός και αν χρειαστεί να αναφέρουμε κάτι διαφορετικό. Υποθέτουμε την ύπαρξη
ενός τυχαίου ανυσματικού πεδίου uµ δεσμεύοντάς το με τη συνθήκη σταθερού, μη μηδενικού μέτρου

uµuµ = ϵ ≡

{
−1, χρονοειδές,
1, χωροειδές.

(2.1)

Η ύπαρξη αυτού του ανυσματικού πεδίου παρέχει μια “κατεύθυνση” μέσα στο χωρόχρονο. Κάθε άλλο
πεδίο μπορεί να αναλυθεί “κάθετα” και “παράλληλα” ως προς αυτό. Οι ολοκληρωτικές γραμμές αυτού
του πεδίου διατρέχουν το χωρόχρονο ως “νήματα” και οδηγούν στη λεγόμενη (1 + d) ανάλυση, όπως
αναφέραμε και στην εισαγωγή.Ηδιαφοράμε τη (d+1)ανάλυση την οποία θαδούμεπαρακάτω, βασίζεται
στο ότι το πεδίο αυτό, εν γένει δεν είναι αστρόβιλο. Ως αποτέλεσμα, δεν μπορεί να βρεθεί βαθμωτόΦ έτσι
ώστε το uµ = gµν∂νΦ να είναι το κάθετο ανυσματικό πεδίο στις επιφάνειες Φ − c = 0, όπου c σταθερά.
Επομένως, δεν μπορεί ο χωρόχρονος να “φυλλοποιηθεί” με βάση d-διάστατες υπερ-επιφάνειες.Θαδούμε
περισσότερα σε παρακάτω ενότητες.

Ο τρόπος ώστε να προβάλλουμε “κάθετα” στο ανυσματικό πεδίο uµ θα γίνει μέσω του ορισμού του
προβολικού τανυστικού πεδίου h(µ)(ν). Από εδώ και στο εξής, η παρένθεση γύρω από κάθε δείκτη θα
συμβολίζει τη “κάθετη” προβολή.Θέλουμε να κατασκευάσουμε αυτό το τανυστικό πεδίο απόαντικείμενα
που ήδη έχουμε ορίσει να υπάρχουν, δηλαδή τη μετρική και το ανυσματικό πεδίο. Εν γένει θα ισχύει

h(µ)(ν) = αgµν + βuµuν , (2.2)

όπου α, β συναρτήσεις προς προσδιορισμό. Απαιτούμε ο h(µ)(ν) να ικανοποιεί τις παρακάτω ιδιότητες

1. h(µ)(ν)uµ = 0 = h(µ)(ν)u
ν ,

2. h(µ)(ν)h(µ)(ν) = d,

όπου h(µ)(ν) = gµσh(σ)(ρ)g
ρν . Με βάση τις δύο αυτές ιδιότητες και την gµνgµν = d+1, καταλήγουμε στις

β = −ϵα, α = ±1. (2.3)

Επιλέγουμε το πρόσημο (+1) για το α έτσι ώστε ο h(µ)(ν) να έχει το ίδιο πρόσημο στην υπογραφή του με
τη μετρική. Καταλήγουμε λοιπόν στον εξής ορισμό και κάποιες χρήσιμες αναδιατυπώσεις του

h(µ)(ν) = gµν − ϵuµuν , h(µ)
(ν) = δµ

ν − ϵuµu
ν , δµ

ν = h(µ)
(ν) + ϵuµu

ν . (2.4)

Η τρίτη εξίσωση αναφέρεται και ως ανάλυση του ταυτοτικού πίνακα.
Θα δούμε τώρα πως αναλύεται ένα αντικείμενο στα ανάγωγα (δεν αναλύονται περαιτέρω) μέρη

του. Συγκεκριμένα θα ασχοληθούμε με τις συνιστώσες του τανυστικού πεδίου ∇u = ∇µuνdx
µ ⊗ dxν .
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Χρησιμοποιούμε την ανάλυση του ταυτοτικού πίνακα υπενθυμίζοντας πως για τη συνοχή Levi-Civita
που χρησιμοποιούμε στην παρούσα διατριβή, ισχύει ∇µδν

α = 0. Αυτό μας δίνει τη δυνατότητα γραφής
της ταυτότητας

∇µuν = δµ
κδν

λ∇κuλ
(2.4)
==⇒

∇µuν =
(
h(µ)

(κ) + ϵuµu
κ
)(

h(ν)
(λ) + ϵuνu

λ
)
∇κuλ ⇒

∇µuν = h(µ)
(κ)h(ν)

(λ)∇κuλ + ϵ
(
h(µ)

(κ)uλ∇κuλ

)
uν + ϵuµ

(
uκh(ν)

(λ)∇κuλ

)
+ ϵ2uµuν

(
uκuλ∇κuλ

)
⇒

∇µuν = Ω(µ)(ν) + ϵuµα(ν), (2.5)

όπου ο δεύτερος και ο τέταρτος όρος είναι μηδέν λόγω της παρακάτω εξίσωσης

uλ∇κuλ = ∇κ

(
uλuλ

)
− uλ∇κu

λ (2.1)
==⇒

uλ∇κuλ = ∇κϵ− uλ∇κuλ ⇒
uλ∇κuλ = 0. (2.6)

Το τανυστικό πεδίο Ω(µ)(ν) μπορεί να αναλυθεί στο αντι-συμμετρικό ω(µ)(ν) και το συμμετρικό κομμάτι
τουΣ(µ)(ν). Επιπλέον, το συμμετρικό, στο ίχνος και στο άϊχνο συμμετρικό κομμάτι του. Συνολικά έχουμε

∇µuν = ω(µ)(ν) + σ(µ)(ν) +
1

d
θh(µ)(ν) + ϵuµα(ν), (2.7)

όπου ω(µ)(ν) ο τανυστής “στροβιλισμού” (vorticity), σ(µν) ο τανυστής “διάτμησης” (shear), θ το βαθμωτό
“διαστολής” (expansion) και α(ν) το άνυσμα “επιτάχυνσης” (acceleration) δίνονται από τις σχέσεις

ω(µ)(ν) = h[(µ)
(κ)h(ν)]

(λ)∇κuλ, σ(µ)(ν) = h((µ)
(κ)h(ν))

(λ)∇κuλ − 1

d
θh(µ)(ν), (2.8)

θ = h(κ)(λ)∇κuλ ≡ ∇κu
κ, α(ν) = h(ν)

(λ)uκ∇κuλ ≡ h(ν)
(λ)u̇λ, (2.9)

με τις εξής ιδιότητες να ικανοποιούνται

h(µ)(ν)ω(µ)(ν) = 0, h(µ)(ν)σ(µ)(ν) = 0. (2.10)

Ορίσαμε τοαντικείμενο u̇λ = uκ∇κuλ και το ονομάζουμε “παράλληλη”παράγωγο, ενώχρησιμοποιήσαμε
τοσυνήθησυμβολισμό ενός συμμετρικού και ενόςαντι-συμμετρικού τανυστή,A(µν) =

1
2 (Aµν +Aνµ), A(µν) =

1
2 (Aµν −Aνµ). Η εξίσωση (2.7) είναι μια ταυτότητα. Συνήθως υπάρχουν δύο τρόποι χρήσης αυτής. Είτε
γνωρίζουμε τις τέσσερις αυτές ανάγωγες ποσότητες, είτε γνωρίζουμε το συνολικό αντικείμενο∇µuν και
για λόγους καλύτερης γεωμετρικής κατανόησης τις υπολογίζουμε.

Στην παρούσα διατριβή θα περιοριστούμε στην περίπτωση όπου το αντι-συμμετρικό κομμάτι είναι
μηδέν, ω(µ)(ν) = 0.

I.1.1 “Παράλληλη” και“Κάθετη” παράγωγος

Σεαναλογίαμε τηνπαράγωγο Ȧµ = uκ∇κA
µ, μπορεί να οριστεί και η “κάθετη”παράγωγος∇(ν)A(µ) =

h(ν)
(κ)h(µ)

(λ)∇κA(λ) για το χωρικό κομμάτι της ένα-μορφής Aµ, ήτοι A(µ). Αποδεικνύεται πως αυτή
ικανοποιεί όλες τις ιδιότητες πουπρέπει να ικανοποιεί μιαπαράγωγος. Επιπλέον, πρόκειται για συναλλοίωτη
παράγωγοLevi-Civita αν θεωρήσουμεπωςημετρική του “κάθετου” χώρου είναι ηh(µ)(ν). Θααποδείξουμε
μόνο το τελευταίο.

∇(κ)h(µ)(ν) = h(κ)
(λ)h(µ)

(τ)h(ν)
(π)∇λh(τ)(π)

(2.4)
==⇒

∇(κ)h(µ)(ν) = h(κ)
(λ)h(µ)

(τ)h(ν)
(π) [∇λgτπ − ϵ(∇κuτ )uπ − ϵuτ (∇κuπ)] ⇒

∇(κ)h(µ)(ν) = 0, (2.11)
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όπου ο πρώτος όρος είναι μηδέν λόγω της συνοχής Levi-Civita στο μεγάλο χώρο, ενώ οι δύο άλλοι όροι
μηδενίζονται λόγω της ιδιότητας h(κ)

(β)uβ = 0. Σε αυτό το σημείο αξίζει να σχολιάσουμε το εξής: ο
τανυστής h(µ)(ν) δε μπορεί να θεωρηθεί ως η μετρική κάποιας υπερ-επιφάνειας: πρώτον είναι ορισμένος
στην πολλαπλότητα Μ(συνεπώς είναι αντικείμενο διάστασης (d+1) και πάντα έχει μηδενική ορίζουσα)
και δεύτερον το uµ δεν είναι εν γένει αστρόβιλο ώστε να μπορούμε να βρούμε υπερ-επιφάνειες στις
οποίες είναι κάθετο. Παρακάτω θα δούμε υπό ποιές συνθήκες και με ποιό τρόπο μπορεί να οριστεί
μετρική σε κάποια υπερ-επιφάνεια.

I.2 Υπερ-επιφάνειες, μοναδιαίο άνυσμα κάθετο σε υπερ-επιφάνεια
Με τον όρο υπερ-επιφάνεια, θα αναφερόμαστε σε επιφάνειες οποιασδήποτε διάστασης. Υπάρχουν

δύο βασικοί τρόποι ώστε να ορίσουμε μια υπερ-επιφάνεια. Δοθέντος ενός συστήματος συντεταγμένων
με συντεταγμένες xµ, µ = 1, ..., NM , η υπερ-επιφάνεια S μπορεί να οριστεί ως ο γεωμετρικός τόπος
των σημείων (ως ένας δεσμός), τα οποία ικανοποιούν κάποια συγκεκριμένη εξίσωση. Αυτή η εξίσωση
μπορεί να γραφεί στη μορφή

Φ(xµ) = 0. (2.12)

Η (2.12) μετασχηματίζεται ως βαθμωτό κάτω από αλλαγές του συστήματος συντεταγμένων.
Οδεύτερος τρόπος είναι ηπαραμετρικήπεριγραφή της υπερ-επιφάνειας, εννοώντας εύρεσηκατάλληλων

συντεταγμένων yi, i = 1, ..., NS < NM επί της επιφάνειας, έτσι ώστε οι xµ = fµ(yi) να ικανοποιούν την
(2.12). Οι yi αντιμετωπίζονται ως “εσωτερικές” συντεταγμένες της υπερ-επιφάνειας.

Έστωηπεριγραφή της υπερ-επιφάνειας μέσωτηςΦ(xµ). Ορίζουμε την ένα-μορφή dΦ και τοαντίστοιχο
άνυσμα ∇⃗Φ

dΦ = ∂µΦdx
µ, ∇⃗Φ = ∂µΦ∂µ, (2.13)

όπου ∂µ = gµν∂ν με gµν τον αντίστροφο της μετρικής gµν . Λόγω της Φ = 0 ισχύει dΦ = 0 αλλά όχι και
∂µΦ = 0, καθώς νοείται πως πρώτα υπολογίζουμε τις παραγώγους και στη συνέχεια επιβάλουμε το δεσμό
Φ = 0. Η απόδειξη πως το άνυσμα ∇⃗Φ είναι κάθετο στην υπερ-επιφάνεια είναι σχετικά απλή, αρκεί να
θεωρήσουμε καμπύλη επί της υπερ-επιφάνειας και να χρησιμοποιήσουμε την εξίσωση dΦ = 0.

Ορίζουμε το άνυσμα n = nµ∂µ έτσι ώστε οι συνιστώσες του να δίνονται από τη σχέση

nµ = ± ∂µΦ√
ϵ∂νΦ∂νΦ

, (2.14)

όπου ϵ = ±1 με την υπόθεση ∂µΦ∂µΦ ̸= 0. Για το μέτρο του ανύσματος ισχύει

nµnµ = ϵ ≡

{
−1, χρονοειδές,
1, χωροειδές.

(2.15)

Η σταθερά ϵ μπορεί να λάβει τιμή (−1) μόνο αν υποθέσουμε πως μελετάμε χώρο με υπογραφή Lorentz
(−,+,+, ...). Επίσης, συνήθως επιλέγουμε τοπρόσημο (+)στησχέση (2.14) αλλά είναι απλώςμιασύμβαση.
Εφόσον το άνυσμα n είναι κάθετο στην υπερ-επιφάνεια, τότε το εσωτερικό γινόμενο του με κάθε άνυσμα
επί της υπερ-επιφάνειας θα είναι μηδέν. Αυτό συνεπάγεται πως για μετρική με υπογραφή Lorentz, όταν
το n είναι χρονοειδές, η επιφάνεια είναι χωροειδής και αντίστροφα.

I.2.1 Τανυστής εξωτερικής καμπυλότητας

Στη κινηματική ανάλυση που κάναμε παραπάνω αντικαθιστούμε το ανυσματικό πεδίο uµ με το nµ.
Όπως θα δούμε ωστόσο, ο αντι-συμμετρικός τανυστής ω(µ)(ν) είναι μηδέν. Χρησιμοποιούμε τη σχέση
nµ = λ∇µΦ, όπου λ = 1√

ϵ∂νΦ∂νΦ
, ενώ η μερική παράγωγος αντικαταστάθηκε από τη συναλλοίωτη για
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λόγους απλότητας. Αυτό δεν μπορεί να ισχύει, εκτός ανπρόκειται για συναλλοίωτηπαράγωγοLevi-Civita
και ταυτόχρονα δρα σε βαθμωτό πεδίο.

ω(µ)(ν) =
1

2
h(µ)

(τ)h(ν)
(π) (∇τnπ −∇πnτ ) ⇒

ω(µ)(ν) =
1

2
h(µ)

(τ)h(ν)
(π) [(∇τλ)(∇πΦ) + λ∇τ∇πΦ− (∇πλ)(∇τΦ)− λ∇π∇τΦ] ⇒

ω(µ)(ν) =
1

2
h(µ)

(τ)h(ν)
(π)

(
∇τλ

λ
nπ − ∇πλ

λ
nτ

)
+
λ

2
h(µ)

(τ)h(ν)
(π) (∇τ∇πΦ−∇π∇τΦ) ⇒

ω(µ)(ν) = 0. (2.16)

Ηπρώτηπαρένθεση είναι μηδέν διότι κάθε όροςπεριέχει προβολήκατάμήκος τουn και συνεπώςμηδενίζεται
λόγω του όρου h(µ)

(τ)h(ν)
(π). Η δεύτερη παρένθεση μηδενίζεται διότι έχουμε θεωρήσει συνοχή χωρίς

στρέψη (Levi-Civita).
Ορίζουμε ως εξωτερική καμπυλότητα το συμμετρικό κομμάτι, δηλαδή

K(µ)(ν) = −Σ(µ)(ν), (2.17)

όπου το πρόσημο είναι απλή σύμβαση. Συνολικά θα έχουμε

h(µ)
(ν) = δµ

ν − ϵnµn
ν , nµn

ν = ϵ, h(µ)
(ν)nµ = 0 = h(µ)

(ν)nν , (2.18)
∇µnν = −K(µ)(ν) + ϵnµα(ν), (2.19)

K(µ)(ν) = −h((µ)(κ)h(ν))(λ)∇κnλ, K = −∇µn
µ. (2.20)

Εξ’ ορισμού, ο τανυστής εξωτερικής καμπυλότητας είναι συμμετρικός και αναπαριστά τοσυνολικό τανυστή
διάτμησης για την εκάστοτε υπερ-επιφάνεια. Το ίχνος του είναι το βαθμωτό διαστολής.

I.2.2 “Εσωτερικός” προβολικός τανυστής

Εως αυτό το σημείο έχουμε ορίσει αντικείμενα τα οποία είναι κάθετα στο άνυσμα nµ, ωστόσο είναι
ορισμένα στο χωρόχρονοM και όχι στην υπερ-επιφάνεια S. Αν θέλουμε λοιπόν να ορίσουμε αντικείμενα
“εσωτερικά” στην S, πρέπει να πρώτα να ορίσουμε μια απεικόνιση από τον χώροM στο χώρο S. Επειδή
NM > NS αυτή η απεικόνιση δεν θα είναι αντιστρέψιμη. Ένας τρόπος να βρούμε αυτή την απεικόνιση
είναι μέσω τηςπαραμετρικήςπεριγραφής της υπερ-επιφάνειας και συγκεκριμέναορίζοντας τον “εσωτερικό”
προβολικό τανυστή

e(µ)i =
∂xµ(y)

∂yi
, e(µ)inµ = 0, (2.21)

όπου xµ,µ = 1, ..., NM οι συντεταγμένες στο χωρόχρονο και yi, i = 1, ..., NS οι συντεταγμένες στην υπερ-
επιφάνεια. Το αντικείμενο αυτό μετασχηματίζεται ως άνυσμα κάτω από μετασχηματισμούς xµ → x̃µ =
fµ(xν), ενώ ως ένα-μορφή κάτω από μετασχηματισμούς yi → ỹi = f i(yj). Με βάση αυτό τον τανυστή
μπορούμε να ορίσουμε την εσωτερική μετρική γij(y) ως εξής

γij(y) = gµν(x(y))e
(µ)

ie
(ν)

j , γij(y) = h(µ)(ν)e
(µ)

ie
(ν)

j . (2.22)

Εξ ορισμού, με το αντικείμενο e(µ)i μπορούμε να προβάλουμε μόνο συναλλοίωτα αντικείμενα τηςM στην
S. Γνωρίζοντας ένα αντικείμενο ορισμένο στην υπερ-επιφάνεια, τότε μπορούμε να ανακατασκευάσουμε
μόνο το ανταλλοίωτο κάθετο κομμάτι ενός αντικειμένου στο χωρόχρονο. Για παράδειγμα, γνωρίζοντας
τη μετρική γij(y), βρίσκουμε την αντίστροφή της γij(y) και από αυτή κατασκευάζουμε τον ανταλλοίωτο
προβολικό τανυστή

h(µ)(ν) = γije(µ)ie
(ν)

j . (2.23)
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Αυτή η διαδικασία μπορεί εφαρμοστεί σε οποιοδήποτε αντικείμενο. Ένα σημαντικό αντικείμενο που
μπορούμε και πρέπει να ορίσουμε είναι η εσωτερική συναλλοίωτη παράγωγος

DiAi = (∇(µ)A(ν))e
(µ)

ie
(ν)

j , (2.24)

η οποία αποδεικνύεται πως είναι Levi-Civita ως προς τη μετρική γij [76].

I.2.3 Παράδειγμα

Παραθέτουμε το εξήςπαράδειγμαώστε να γίνουνπιο κατανοητά ταπαραπάνωαντικείμενα.Θεωρούμε
τον τρισδιάστατο Ευκλείδιο χώρο με συντεταγμένες (x, y, z) και διαγώνια μετρική g = diag(1, 1, 1).
Θεωρούμε την υπερ-επιφάνεια

Φs :=
(x
α

)2
+
( y
α

)2
+
( z
α

)2
− 1. (2.25)

Μιαπροφανήςπαραμετρικήπεριγραφή της υπερ-επιφάνειας δίνεται μέσω των εσωτερικώνσυντεταγμένων
x̃, ỹ όπου

x = x̃, y = ỹ, z = ±
√
α2 − x̃2 − ỹ2.

Ωστόσο, υπάρχει παραμετρική περιγραφή η οποία κάνει πιο προφανείς κάποιες γεωμετρικές ιδιότητες
της υπερ-επιφάνειας:

x = α sin θ cosϕ, y = α sin θ sinϕ, z = α cos θ,

με θ ∈ [0, π) και ϕ = [0, 2π). Λόγω της συγκεκριμένης μορφής υπερ-επιφάνειας, είναι προτιμότερο
να εκφράσουμε εξ αρχής τη μετρική του χώρου σε σφαιρικές συντεταγμένες x = r sin θ cosϕ, y =
r sin θ sinϕ, z = r cos θ, έτσι ώστε η υπερ-επιφάνεια να εκφράζεται ως συνθήκη επί μίας εκ των νέων
συντεταγμένων

Φs =
( r
α

)2
− 1. (2.26)

Η μετρική του χώρου αποκτά τη μορφή g = diag(1, r2, r2 sin2 θ). Η παραμετρική περιγραφή της (2.26)
δίνεται μέσω των συντεταγμένων (θ̃, ϕ̃)

r = α, θ = θ̃, ϕ = ϕ̃. (2.27)

Η ένα-μορφή και ο αντίστοιχος προβολικός τανυστής είναι

n = dr, h = r2dθ ⊗ dθ + r2 sin2 θdϕ⊗ dϕ. (2.28)

Η εξωτερική καμπυλότητα και το ίχνος της δίνονται αντίστοιχα από τις παρακάτω σχέσεις

K = rdθ ⊗ dθ + r sin2 θdϕ⊗ dϕ, K =
2

r
. (2.29)

Θέλοντας τώρα να ορίσουμε τα αντίστοιχα εσωτερικά αντικείμενα, υπολογίζουμε πρώτα το αντικείμενο
e(µ)i

e(µ)i =


∂θ̃(α) ∂ϕ̃(α)

∂θ̃(θ) ∂ϕ̃(θ)

∂θ̃(ϕ) ∂ϕ̃(ϕ)

 (2.27)
===⇒ e(µ)i =


0 0

1 0

0 1

 . (2.30)
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Έτσι καταλήγουμε στα εσωτερικά αντικείμενα

γ = α2
(
dθ̃ ⊗ dθ̃ + sin2 θ̃dϕ̃⊗ dϕ̃

)
, K = α

(
dθ̃ ⊗ dθ̃ + sin2 θ̃dϕ̃⊗ dϕ̃

)
, K =

2

α
(2.31)

Όπως ήταν αναμενόμενο, τα εσωτερικά αντικείμενα δεν εξαρτώνται από την μεταβλητή r, παρά μόνο
από την τιμή που λαμβάνει αυτή στην εκάστοτε υπερ-επιφάνεια, δηλαδή α. Η μετρική γ είναι εκείνη
μιας σφαιρικής υπερ-επιφάνειας δύο διαστάσεων ακτίνας α. Ανακαλώντας τον ορισμό του ίχνους της
βαθμωτής καμπυλότητας K = ∇µn

µ, παρατηρούμε πως η απόκλιση του καθέτου ανύσματος σε κάθε
σφαιρική υπερ-επιφάνεια έχει μη μηδενική απόκλιση, η οποία μάλιστα εξαρτάται αντιστρόφα από την
ακτίνα της σφαίρας.

I.2.4 Συνάρτηση μετάπτωσης (Lapse function) και άνυσμα μετατόπισης (Shift vector)

Η περιγραφή των εξισώσεων Einstein ως δυναμική εξέλιξη d−διάστατων επιφανειών, απαιτεί την
εισαγωγή ενός ειδικού συστήματος συντεταγμένων, που κατά κάποιο τρόπο “σπάει” την τετραδιάστατη
συναλλοιότητα, με απώτερο στόχο την ευκολότερη εξαγωγήφυσικών και γεωμετρικών συμπερασμάτων.
Το σύστημα αυτό ονομάζεται συνήθως προσαρμοσμένο σύστημα συντεταγμένων (adapted coordi-
nate system) [76]. Έστω οι συντεταγμένες (t, yi) όπου η t αναπαριστά τη μεταβλητή του “χρόνου” ενώ οι
yi τις εσωτερικές μεταβλητές σε κάθε υπερ-επιφάνεια t =σταθερά. Ως συνάρτηση Lapse (N) ορίζεται
ο συντελεστής κανονικοποίησης στη μονάδα του κάθετου ανύσματος nµ στις επιφάνειες t− c = 0, όπου
c σταθερά. Συγκεκριμένα

nµ = −N∇µt, nµn
µ = ϵ, N =

1√
ϵgµν∇µt∇νt

, (2.32)

όπου έχει επιλεγεί το πρόσημο (−) για λόγους σύμβασης. Στο συγκεκριμένο σύστημα συντεταγμένων
προκύπτει

n = −Ndt, N =
1√
ϵgtt

. (2.33)

Έστω τώρα καμπύλες xµ(λ) με παράμετρο λ, οι οποίες διαπερνούν τις υπερ-επιφάνειες t − c = 0.
Επιλέγουμε ως παράμετρο τη μεταβλητή t. Αυτό συνεπάγεται πως το εφαπτόμενο άνυσμα σε αυτές τις
καμπύλες θα είναι το

U =
dxµ

dt

∂

∂xµ
⇒ U =

dt

dt
∂t +

dyi

dt
∂yi ⇒ U = ∂t, (2.34)

όπου χρησιμοποιήσαμε το γεγονός πως οι συντεταγμένες είναι ανεξάρτητες dyi

dt = 0. Το άνυσμα U έχει
συνιστώσες κάθετα και παράλληλα στις υπερ-επιφάνειες t− c = 0. Η ανάλυση του είναι η εξής

U = Uµ∂µ ⇒
U = δµνU

ν∂µ ⇒

U =
(
h(µ)(ν) + ϵnµnν

)
Uν∂µ ⇒

U =
(
h(µ)(ν)U

ν + ϵnνU
νnµ

)
∂µ ⇒

U =
(
h(µ)(ν)δ

ν
0 + ϵnνδ

ν
0n

µ
)
∂µ ⇒

U =
(
h(µ)(0) − ϵNnµ

)
∂µ ⇒

U =
(
N (µ) − ϵNnµ

)
∂µ,
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όπου ορίσαμε N (µ) = h(µ)(0). Ανακαλώντας πωςU = ∂t, έχουμε σε ανυσματική και μορφή συνιστωσών

∂t = −ϵNn+N, δµ0 = −ϵNnµ +N (µ). (2.35)

Παράλληλα, ο εσωτερικός προβολικός τανυστής αποκτά την απλή μορφή e0i = 0, eii = δij . Συνεπώς,
μπορούμε να θεωρήσουμε πως υπάρχει N i στις υπερ-επιφάνειες το οποίο είναι άνυσμα ως προς τις
συντεταγμένες yi, και ισχύει N (µ) = e(µ)iN

i. Οι N i αποτελούν τις συνιστώσες του αποκαλούμενου
ανυσματικού πεδίου μετατόπισης (Shift vector field). Η μετρική σε αυτές τις συντεταγμένες αποκτά
τη μορφή

g =
(
ϵN2 + γijN

iN j
)
dt⊗ dt+ 2γijN

jdt⊗ dyj + γijdy
i ⊗ dyj , (2.36)

με την αντίστροφή της να είναι

g =
1

ϵN2
∂t ⊗ ∂t − 2

N i

ϵN2
∂t ⊗ ∂yi +

(
γij +

1

ϵN2
N iN j

)
∂yi ⊗ ∂yj . (2.37)

Η ορίζουσα δίνεται από την απλή σχέσηDet(gµν) = ϵN2Det(γij). Το αντικείμενο γij αποτελεί τη μετρική
των υπερ-επιφανειών t− c = 0. Η (2.36) αποτελεί τη (d+1) ανάλυση της μετρικής. Τέλος, ο προβολικός
τανυστής σε αυτές τις συντεταγμένες έχει ως συνιστώσες

h(µ)(ν) =

γijN iN j Nj

Ni γij

 , h(µ)
(ν) =

0 N j

0 δi
j

 , h(µ)(ν) =

0 0

0 γij

 . (2.38)

Όπως έχουμεαναφέρει, η σύνδεσημεταξύαντικειμένων της υπερ-επιφάνειας και του χωρόχρονου γίνεται
μέσω του h και του εσωτερικού προβολικού τανυστικού πεδίου. Η μετρική έχει παραμετροποιηθεί μέσω
των

(
N,N i, γij

)
οι οποίες αποτελούν τις δυναμικές μεταβλητές για το βαρυτικόπεδίο.Ένααπό τασημαντικότερα

επακόλουθααυτής τηςπαραμετροποίησης είναι η δυνατότητα εύρεσηςσυστήματος συντεταγμένωνόπου
(N = 1, N i = 0). Αυτό σημαίνει πως (d+1) συνιστώσες από τις (d+1)(d+2)

2 αντιστοιχούν σε ένα “ψεύτικο”
βαρυτικό πεδίο, δηλαδή ένα πεδίο το οποίο μπορεί να εξαφανιστεί με κατάλληλη επιλογή συστήματος
συντεταγμένων. Οι συντεταγμένες αυτές ονομάζονται Gauss και θα τις συναντήσουμε παρακάτω.

I.3 Βαρύτητα+Ηλεκτρομαγνητισμός+Ρευστά
Σε αυτή τη διατριβή θα χρησιμοποιήσουμε τις εξισώσεις της βαρύτητας και του ηλεκτρομαγνητισμού

καθώς και τις εξισώσεις διατήρησης για ένα ρευστό. Η (d + 1) ανάλυση αυτών, χρησιμοποιώντας το
προσαρμοσμένο σύστημα συντεταγμένων μπορεί να βρεθεί σε διάφορα βιβλία. Θεωρούμε πως δεν είναι
σκόπιμο νααναπαραγάγουμε τη διαδικασία εύρεσηςαυτών των εξισώσεωνστηπαρούσα εργασία. Υπάρχουν
κάποιες διαφορές σχετικά με συμβάσεις και ορισμούς αντικειμένων μεταξύ της βιβλιογραφίας και αυτών
πουθαπαρουσιάσουμεπαρακάτω, όμωςαποδεικνύεται πως είναι ισοδύναμες.Θαπαρουσιάσουμε λοιπόν
τις εξισώσεις και θα σχολιάσουμε τα αντικείμενα που εμφανίζονται σε αυτές, καθώς και τις ενδεχόμενες
διαφορές με τη βιβλιογραφία. Υποθέτουμε συντεταγμένες (t, xi), όπου οι Λατινικοί χαρακτήρες (i, j, l, ...)
λαμβάνουν τιμές (1, 2, 3). Το σύστημα που θα μελετήσουμε αποτελείται από τη βαρύτητα συζευγμένη
με ένα σύνολο από ρευστά. Για τους σκοπούς αυτής της εργασίας, ο συνολικός τανυστής ενέργειας
ορμήςTµν

(tot) αποτελείται από τρία κομμάτια: το κομμάτι πουαντιστοιχεί σε ηλεκτρομαγνητικάαφόρτιστη
ύλη Tµν

(u), εκείνο της ηλεκτρομαγνητικά φορτισμένης ύλης T
µν
(u) και το ηλεκτρομαγνητικό κομμάτι T

µν
(em),

όπου οι ελληνικοί δείκτες λαμβάνουν τις τιμές (1, 2, 3, 4). Έχουμε θεωρήσει την ανάλυση του εκάστοτε
τανυστή ενέργειας-ορμής στα ανάγωγα μέρη του και τέλος έχουμε επιλέξει το κάθετο άνυσμα n να είναι
χρονοειδές (ϵ = −1), συνεπώς οι επιφάνειες t − c = 0 έχουν χωροειδή χαρακτήρα. Η συγκεκριμένη
μορφή των εξισώσεων παρουσιάστηκε σε μια από τις εργασίες αυτής της διατριβής [78].

Εξισώσεις πεδίου του Einstein (EFE)

Gµν = κTµν ⇔
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R(d) +K2 −KijK
ij = 2κρ(tot), (2.39)

DiK −DjKi
j = κq

(tot)
i , (2.40)

∂tKij − LN⃗Kij = NR
(d)
ij −N

(
2Ki

lKlj −KKij

)
−DjDiN − κN

[
π
(tot)
ij +

1

d− 1

(
ρ(tot) − P (tot)

)
γij

]
.

(2.41)

Τα αντικείμενα R
(d)
ij , R

(d),Kij ,K, αντιστοιχούν στον τανυστή και το βαθμωτό Ricci, στην εξωτερική
καμπυλότητα, και το ίχνος αυτής, των d−διάστατων υπερ-επιφανειών t−c = 0. Ηπαράγωγος Lie [79,80]
κατά μήκος του ανύσματος μετατόπισης αναπαρίσταται ως LN⃗ και θα χρησιμοποιείται από εδώ και στο
εξής όπου χρειάζεται. Επιπλέον, η εξωτερική καμπυλότηταKij εκφράζεται ως συνάρτηση των γij ,N και
Ni

Kij = − 1

2N
(∂tγij −DjNi −DiNj) . (2.42)

Όσον αφορά τον ολικό τανυστή ενέργειας-ορμής, έχουμε χρησιμοποιήσει την αναπαράστασηως ρευστό,
ως προς το κάθετο άνυσμα n =

(
1
N ,−

Ni

N

)
στις υπερ-επιφάνειες. Αυτό συνεπάγεται πως η “ταχύτητα”

του ρευστού ταυτίζεται με αυτό το άνυσμα. Στη βιβλιογραία [75, 76], υπάρχει ανάλυση ως προς κάποιο
άλλο άνυσμα, για παράδειγμα uµ, το οποίο αναλύεται αντίστοιχα παράλληλα και κάθετα ως προς το n.
Οι ποσότητες ρ(tot), P (tot), q(tot)i , π(tot)

ij αντιστοιχούν στην πυκνότητα, ισοτροπική πίεση, ροή και άϊχνο
μέρος του ανισοτροπικού τανυστή πίεσης ως προς το άνυσμα n. Σε κάποια βιβλία η ροή αναφέρεται και
ως ορμή [76]. Τέλος, κ είναι η σταθερά συζευξής κ = 8πG

c4 με G τη βαρυτική σταθερά του Νεύτωνα και c
η ταχύτητα του φωτός.

Συνεχίζουμεμε τη διατήρηση του τανυστή ενέργειας-ορμής, το οποίο μαςπαρέχει τις εξισώσεις κίνησης
των ρευστών.

Εξισώσεις ηλεκτρομαγνητικά αφόρτιστης ύλης (UMFE)

∇νT
µν
(u) = 0 ⇔

∂tρ(u) − LN⃗ρ(u) −
(
ρ(u) + P(u)

)
NK −Di

(
Nqi(u)

)
− qi(u)DiN −Nπij

(u)Kij = 0, (2.43)

∂tq
(u)
i − LN⃗q

(u)
i −

(
ρ(u) + P (u)

)
DiN −NDiP

(u) −NKq
(u)
i −Dj

(
Nπ

(u)j
i

)
= 0. (2.44)

Οι εξισώσεις αυτές αποτελούν τη γενίκευση των εξισώσεων διατήρησης της ενέργειας και της ορμής
αντίστοιχα. Στο [76] βρίσκεται μια σύντομη απόδειξη στο πώς αυτές καταλήγουν στις εξισώσεις Euler
λαμβάνοντας τα κατάλληλα όρια.

Εξισώσεις ηλεκτρομαγνητικά φορτισμένης ύλης (CMFE)

∇νT
µν
(c) +∇νT

µν
(em) = 0 ⇒ ∇νT

µν
(c) − FµσJσ = 0 ⇔

∂tρ(c) − LN⃗ρ(c) −
(
ρ(c) + P(c)

)
NK −Di

(
Nqi(c)

)
− qi(c)DiN −Nπij

(c)Kij = NEiJi, (2.45)

∂tq
(c)
i − LN⃗q

(c)
i −

(
ρ(c) + P (c)

)
DiN −NDiP

(c) −NKq
(c)
i −Dj

(
Nπ

(c)j
i

)
= −N

(
ρ(e)Ei +BijJ

j
)
,

(2.46)

όπου Fµσ ο τανυστής Faraday και Jσ η πυκνότητα ρεύματος η οποία έχει ως “χρονική” συνιστώσα την
πυκνότηταφορτίου ρ(e) καιως “χωρικές” συνιστώσες τη χωρικήπυκνότηταρεύματοςJi. Χρησιμοποιήσαμε
το θεώρημα Poynting∇νT

µν
(em) = −FµσJσ το οποίο ισχύει επί των εξισώσεωνMaxwell. Σε αυτό το σημείο
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είναι που διαφοροποιούμαστε από τη συνήθη βιβλιογραφία. Έχουμε το ηλεκτρικό πεδίοEi ως συνήθως,
όμως ορίζουμε το μαγνητικό πεδίο ως ένα τανυστή δεύτερης τάξης, αντι-συμμετρικό Bij . Ο λόγος είναι
ότι έχουμε αναλύσει τις εξισώσεις για κάθε διάσταση (d + 1). Μόνο στην περίπτωση d = 3 υπάρχει
ο πλήρως αντι-συμμετρικός τανυστής Levi-Civita, ϵkij , με τον οποίο μπορούμε να αναπαραστήσουμε
πλήρως το μαγνητικό πεδίο ως άνυσμα, Bk = 1

2ϵ
kijBij .

Το αριστερό μέλος αυτών των εξισώσεων είναι ίδιες με τις προηγούμενες, όμως στο δεξιό έχουμε
τους όρους αλληλεπίδρασης της ηλεκτρομαγνητικά φορτισμένης ύλης με το ηλεκτρομαγνητικό πεδίο.
Συγκεκριμένα, στην εξίσωση (2.45) εμφανίζεται ο όρος EiJi ο οποίος αντιστοιχεί στο παραγόμενο έργο
λόγωτηςαλληλεπίδρασης τωνφορτίωνμε τοηλεκτρικόπεδίο, ενώστηναντίστοιχη εξίσωση τουΝεύτωνα
(2.46), εμφανίζεται ηπυκνότητα της δύναμηςLorentz

(
ρ(e)Ei +BijJ

j
)
.Η ενδεχόμενηδιαφοράσεπρόσημα

βασίζεται σε συμβάσεις.
Το επόμενο βήμα είναι οι εξισώσεις Maxwell.
Εξισώσεις πεδίου του Maxwell (MFE)

∇νF
µν = µ0J

µ, ∇[κFµν] = 0 ⇔

DiE
i = µ0ρ(e), ∂tE

i − LN⃗E
i −Dj

(
NBij

)
−NKEi + µ0NJ

i = 0, (2.47)
D[lBij] = 0, ∂tBij − LN⃗Bij + 2D[iNEj] = 0. (2.48)

Οι πρώτες δύο εξισώσεις αντιστοιχούν στον ηλεκτρικό νόμο Gauss και στην εξίσωση Ampere-Maxwell.
Οι (2.48) αντιστοιχούν στο μαγνητικό νόμο Gauss και στο νόμο Faraday. Οι εξισώσεις αποκτούν μια πιο
γνώριμη μορφή όταν επιλέξουμε το σύστημα συντεταγμένων όπου (N = 1, N i = 0).

Εξίσωση διατήρησης ηλεκτρικού φορτίου (CCFE)

∇µJ
µ = 0 ⇒ ∂tρ(e) − LN⃗ρ(e) −NKρ(e) +Di

(
NJ i

)
= 0. (2.49)



Κεφάλαιο 3

Ομογενείς υπερ-επιφάνειες
(Κλάσεις “Bianchi”)

I Εισαγωγή

Σεαυτό το κεφάλαιο θααναφερθούμεστις ομογενείς υπερ-επιφάνειες. Τι ονομάζουμε όμωςομογένεια?
Μέσω της καθημερινότητας μας έχουμε την εξής διαίσθηση: Στεκόμαστε σε σημείο Α δεχόμενοι την
έλξη της βαρύτητας από τη γη και την αντίδραση του δαπέδου. Κάνουμε ένα βήμα ως προς οποιαδήποτε
κατεύθυνση καταλήγοντας σε σημείο Β. Αν δεν αντιληφθούμε κάποια αλλαγή στην έλξη της βαρύτητας
τότε λέμε πως η δύναμη της βαρύτητας είναι ίδια στο σημείο Α και στο σημείο Β. Το βαθύτερο νόημα
είναι το εξής: Αν κάποιος μας τοποθετήσει είτε στο σημείο Α είτε στο σημείο Β, δε θα μπορέσουμε
μέσω κάποιου πειράματος που βασίζεται στη δύναμη της βαρύτητας να καταλάβουμε σε πιο σημείο
βρισκόμαστε.Μεαυτή τη λογική, τασημεία είναι ισοδύναμα. Στο όριοπου τασημεία βρίσκονται απειροστά
κοντά και επαναλάβουμε τη διαδικασία αρκετές φορές βρίσκοντας συνεχώς τα ίδια αποτελέσματα, τότε
κατασκευάζουμε στη ουσία μια καμπύλη από ισοδύναμα σημεία. Λέμε λοιπόν πως η βαρύτητα κατά
μήκος αυτής της καμπύλης είναι ομογενής.

Ωστόσο, θέλουμε να απαλλαγούμε από την αίσθηση μας, καθώς έτσι θα μπορούμε να κατανοήσουμε
την ομογένεια και σε χώρους με πιο περίεργη γεωμετρία. Επομένως, αυτό που πρέπει να γίνει είναι η
έκφραση αυτών των εννοιών με μαθηματικό τρόπο, στην ουσία, η κατασκευή καμπύλης ισοδύναμων
σημείων. Αυτός ο στόχος έχει επιτευχθεί και συνδέεται με όσα αναφέραμε και στο πρώτο κεφάλαιο. Η
μελέτη μας έχει βασιστεί στα εξής βιβλία [79,82–84,253].

Αναφέρουμε επιγραμματικά τις ενότητες αυτού του κεφαλαίου

1. Μη μεταβατική, απλά και πολλαπλά μεταβατική δράση

2. Ομογενής υπερ-επιφάνεια και αναλλοίωτη βάση

3. Εμβάπτιση των ομογενών d− διάστατων υπερ-επιφανειών σε (d+ 1) διαστάσεις.

I.1 Μη μεταβατική, απλά και πολλαπλά μεταβατική δράση

Θαξεκινήσουμεμε ένααπλόπαράδειγμα. Για λόγουςαπλότητας και καλύτερης κατανόησης θεωρούμε
υπερ-επιφάνεια S δύο διαστάσεων, με συντεταγμένες (x, y). Έστω πως η μετρική γ της S επιδέχεται το
εξής άνυσμα ξ1 = ∂x ως συμμετρία Killing.

Lξ1γ = 0, (3.1)

33
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Οιπεπερασμένοι μετασχηματισμοί που επάγονται απόαυτό τοάνυσμα είναι οι ολοκληρωτικές του γραμμές
σε αντιστοιχία με ό,τι είχαμε αναφέρει στο κεφάλαιο 1.

x1 = x+ λ, y1 = y, (3.2)

όπου λ η παράμετρος. Έστω σημείο A με συντεταγμένες (xA, yA). Για κάθε σημείο B με συντεταγμένη
yB = yA, υπάρχει τιμή της παραμέτρου λ, συγκεκριμένα (λ = xB − xA) τέτοια ώστε τα δύο σημεία να
συνδέονται με τον μετασχηματισμό συμμετρίας. Δηλαδή τα δύο αυτά σημεία είναι ισοδύναμα. Υπάρχουν
όμως σημεία Γ στο χώρο για τα οποία ισχύει yΓ ̸= yA. Ως αποτέλεσμα, σε αυτή την περίπτωση δεν
μπορούμε να συνδέσουμε όλα τα σημεία του διδιάστατου χώρου μεταξύ τους με το μετασχηματισμό
συμμετρίας. Αυτού του είδους η δράση θα ονομαστεί μη μεταβατική. Αφότου δούμε και τις υπόλοιπες
δυνατές περιπτώσεις θα δώσουμε ένα πιο γενικό ορισμό.

Στη δεύτερη περίπτωση θεωρούμε την ύπαρξη ενός επιπλέον ανύσματος Killing ξ2 = ∂y, του οποίου
οι ολοκληρωτικές γραμμές είναι

x2 = x, y2 = y + s, (3.3)

με sκάποιαπαράμετροαντίστοιχα.Όπωςκαι πριν, θεωρούμεσημείαA καιB μεσυντεταγμένες (xA, yA),
(xB , yB) αντίστοιχα. Χωρίς να περιορίσουμε το σύνολο των σημείωνB, είναι εύκολο να δούμε πως με τα
δύο Killing μπορούμε να συνδέσουμε οποιαδήποτε σημεία (A,B) με κατάλληλες τιμές των παραμέτρων,
συγκεκριμένα (λ = xB − xA, s = yB − yA). Η δράση αυτή θα καλείται μεταβατική. Τρεις σημαντικές
παρατηρήσεις: 1) Το πλήθος των πεδίων Killing ισούται με τη διάσταση του χώρου στον οποίο δρουν, σε
αντίθεσημε τηνπερίπτωση τηςμημεταβατικής δράσης. 2) Ταδύοπεδία είναι γραμμικάκαι συναρτησιακά
ανεξάρτητα. 3) Εφόσον έχουμε δύο πεδία, μπορούμε να ακολουθήσουμε δύο διαδρομές από το εκάστοτε
σημείοA στο σημείοB. Είναι αυτές οι διαδρομές ισοδύναμες;Ηαπάντηση σε αυτό το ερώτημα βασίζεται
στην άλγεβρα που ικανοποιούν αυτά τα πεδία. Αν η άλγεβρα είναι Αβελιανή τότε οι δυο διαδρομές είναι
ισοδύναμες, ενώ σε αντίθετη περίπτωση όχι.

Τέλος, θεωρούμε ένα ακόμη άνυσμα Killing ξ3 = −y∂x + x∂y με ολοκληρωτικές γραμμές

x3 = x cos τ − y sin τ, y3 = y cos τ + x sin τ, (3.4)

με τ την αντίστοιχη παράμετρο. Εφόσον αυτός ο χώρος ήδη έχει χαρακτηριστεί ως μεταβατικός λόγω
των (ξ1, ξ2), τι επιπλέον προσφέρει το άνυσμα ξ3; Αυτό που προσφέρει είναι πολλαπλοί τρόποι σύνδεσης
δύο σημείων με μετασχηματισμούς συμμετρίας. Να το εξηγήσουμε καλύτερα, υπάρχουν σημεία τα οποία
μπορούν νασυνδεθούνμε οποιοδήποτεαπό τα τρία ζεύγη, (ξ1, ξ2), (ξ1, ξ3) και (ξ2, ξ3). Επομένως διαχωρίζουμε
τις δύο περιπτώσεις, καλώντας την προηγούμενη δράση ως απλά μεταβατική και αυτή ως πολλαπλά
μεταβατική, για προφανή λόγο. Να σημειώσουμε τα εξής: 1) Το πλήθος των ανυσμάτων σε αυτή την
περίπτωση είναι μεγαλύτερο από τη διάσταση του χώρου. 2) Τα ανύσματα είναι γραμμικά ανεξάρτητα,
όχι όμως και συναρτησιακά, καθώς ξ3 = −yξ1 + xξ2.

Σε αυτό το σημείο μπορούμε να δώσουμε τους γενικούς ορισμούς.
Ορισμός:
Έστω υπερ-επιφάνεια S διαστάσεως d με μετρική γ και N > d το πλήθος γραμμικά ανεξάρτητα,

ανυσματικά πεδία Killing ξI , (LξIγ = 0), όπου ο δείκτης I μετρά το πλήθος των πεδίων (I = 1, ..., N),
τα οποία σχηματίζουν άλγεβρα Lie. Υποθέτουμε την ύπαρξη υπο-άλγεβρας A διαστάσεως NA < N με
ανύσματα ζJ , (J = 1, ..., NA). Η δράση τηςA επί της S χαρακτηρίζεται ως

1. Μημεταβατική: Εάν η διάσταση της υπο-άλγεβραςA είναι μικρότερη από τη διάσταση της υπερ-
επιφάνειας S,NA < d.

2. Απλά μεταβατική: Εάν η διάσταση της υπο-άλγεβρας A είναι ίση με τη διάσταση της υπερ-
επιφάνειας S,NA = d, και τα ανυσματικά πεδία ζJ είναι γραμμικά και συναρτησιακά ανεξάρτητα.

3. Πολλαπλά μεταβατική: Εάν η διάσταση της υπο-άλγεβραςA είναι μεγαλύτερη από τη διάσταση
της υπερ-επιφάνειαςS,NA > d και κάποιο υποσύνολο τουσυνόλου των ζJ , αποτελούνσυναρτησιακά
εξαρτημένα πεδία Killing.
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I.2 Ομογενής υπερ-επιφάνεια και αναλλοίωτη βάση
Έχοντας ορίσει τις δράσεις μιας υπο-άλγεβρας επί μιας υπερ-επιφάνειας, και σε συνάρτηση, αλλά

όχι μιλώντας αυστηρά, με το παράδειγμα που δώσαμε, προκύπτει ο εξής ορισμός
Ορισμός: Ορίζουμε ως ομογενή, εκείνη την υπερ-επιφάνεια διαστάσεως d και μετρικής γ, η οποία

επιδέχεται μιααπλάμεταβατική ομάδα, της οποίας οι γεννήτορες ικανοποιούν τησχέσηLξIγ = 0, (I =
1, ..., d).

Θεωρούμε τη συντεταγμένη βάση ανυσμάτων {∂xi} με (i = 1, ..., d) και την ανταλλοίωτη της {dxi}
έτσι ώστε dxi(∂xj ) = δij . Σε αυτή τη βάση η μετρική δίνεται από τη σχέση

γ = γij(x)dx
i ⊗ dxj , (3.5)

και η παράγωγος Lie αυτής υπολογίζεται σε τανυστική μορφή ως εξής:

LξI [γ(∂i, ∂j)] = (LξIγ) (∂i, ∂j) + γ (LξI∂i, ∂j) + γ (∂i,LξI∂j) . (3.6)

Ηαπαίτηση τα ξI να είναι ανύσματαKilling της μετρικής γ, δηλαδήLξIγ = 0 οδηγεί στην εξίσωσηKilling

LξI [γ(∂i, ∂j)] = γ (LξI∂i, ∂j) + γ (∂i,LξI∂j) , (3.7)

όπου γ(∂i, ∂j) = γlmdx
l ⊗ dxm(∂i, ∂j) = γlmdx

l(∂i)dx
m(∂j) = γij .

Η εξίσωση Killing (3.7) μπορεί να απλοποιηθεί αν αντί της βάσης ∂i, χρησιμοποιήσουμε κάποια
αναλλοίωτη βάση ανυσμάτων ηI . Αναλλοίωτη εννοούμε ως προς τη δράση της ομάδας, δηλαδή

LξIηJ = 0. (3.8)

Μια τέτοια βάση δε μπορεί πάντα να βρεθεί, όμως στη περίπτωση των ομογενών υπερ-επιφανειών αυτό
είναι πάντα εφικτό. Την αντίστοιχη δϋική βάση των ηI θα τη συμβολίσουμε ως σI , σI(ηJ) = δIJ . Η
σύνδεση μεταξύ των συντεταγμένων βάσεων και των αναλλοίωτων είναι

ηI = ηI
i(x)∂i, ∂i = ηi

I(x)ηI , (3.9)

σI = σI
i(x)dx

i, dxi = σi
I(x)dx

I . (3.10)

Συνεπώς, στηναναλλοίωτηβάσηημετρική είναι γ = γIJ(x)σ
I(x)⊗σJ(x), όπου γIJ(x) = γij(x)σ

i
I(x)σ

j
J(x).

Μετά από κάποιες απλές πράξεις μπορεί να δειχθεί πως η εξίσωση Killing λαμβάνει τη μορφή

ξI
i(x) [∂iγJL(x)] ηj

J(x)ηl
L(x) = 0. (3.11)

Επειδή τα ανύσματα ξI είναι συναρτησιακά ανεξάρτητα, αντίστοιχα και τα ηJ , οι πίνακες ξI i(x), ηiJ(x)
έχουν αντίστροφο, συνεπώς η (3.11) είναι ισοδύναμη με

∂iγJL(x) = 0 ⇒ γJL(x) = γJL ≡ σταθερές. (3.12)

Παρατηρούμε λοιπόνπως εκφράζοντας τημετρικήστηναναλλοίωτηβάση, οι συνιστώσες της είναι σταθερές
ως προς αυτή. Ας ξεκαθαρίσουμε το εξής: Είτε εκφράσουμε τη μετρική στη συντεταγμένη βάση, είτε στην
αναλλοίωτη, είτε σε οποιαδήποτε άλλη, αυτό δεν αλλάζει το γεγονός πως θα αναφερόμαστε σε ομογενή
υπερ-επιφάνεια. Ισοδύναμα, σε οποιαδήποτε βάση θα επιδέχεται κάποια απλά μεταβατική ομάδα. Αυτό
που κάνει ιδιαίτερη την αναλλοίωτη βάση είναι η “απορρόφηση” της (xi) εξάρτησης στα ανύσματα
βάσης. Επομένως, τα γεωμετρικά αντικείμενα, όπως ο τανυστής Einstein, η καμπυλότητα και άλλα,
σε αυτή τη βάση είναι ανεξάρτητα από τις συντεταγμένες (xi). Παρατηρούμε λοιπόν κάποια σύνδεση
με τη διαίσθηση που αναφέραμε στην εισαγωγή. Ωστόσο, θα γίνει καλύτερα κατανοητή η έννοια της
ομογένειας και αντίστοιχα τηςανισοτροπίας, η οποία είναι εγγενής σεαυτά ταπρότυπα, όταν εμβαπτίσουμε
τις υπερ-επιφάνειες σε ένα χώρο διαστάσεως (d+1). Επειδή οι συνιστώσες της μετρικής είναι σταθερές,
ενδεχομένως κάποιος θα περίμενε πως η καμπυλότητα της d-διάστατης υπερ-επιφάνειας θα ήταν μηδέν
και ημετρικήθαπεριέγραφε τον επίπεδο χώρο.Όμωςπρέπει ναπροσέξουμεπωςηβάσηπου χρησιμοποιούμε
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δεν είναι η συντεταγμένη και ως αποτέλεσμα τα στοιχεία της δεν μετατίθενται, δηλαδή αποδεικνύεται
[253] πως ισχύει

dσL = −1

2
CL

IJσ
I ∧ σJ , (3.13)

[ξI , ξJ ] = CL
IJξL, (3.14)

όπου CL
IJ οι σταθερές δομής της άλγεβρας Lie, dσL η εξωτερική παράγωγος των σL και σI ∧ σJ =

1
2

(
σI ⊗ σJ − σJ ⊗ σI

)
. Σε μη συντεταγμένη βάση λοιπόν, η καμπυλότητα ενός χώρου έχει συνεισφορά

και από τις σταθερές δομής. Ως αποτέλεσμα, υπάρχουν τόσοι διαφορετικοί ομογενείς χώροι, όσες και οι
διαφορετικές κλάσεις. Όπως είχαμε αναφέρει σε παραπάνω κεφάλαιο υπάρχουν πολλές τέτοιες κλάσεις
η κατηγοριοποίηση τωνοποίων γίνεται μέσωτωνσταθερώνδομής. Αςαναφέρουμεμόνο κάποιαπράγματα
για τις 2 και 3 διαστάσεις.

I.2.1 Ομογενείς υπερ-επιφάνειες διαστάσεως d = 2

Σε δύο διαστάσεις έχουμε δύο ανύσματα Killing. Η μία προφανής κλάση είναι πάντα η αβελιανή,
δηλαδή όλες οι σταθερές δομής είναι μηδέν, [ξ1, ξ2] = 0. Οι υπόλοιπες κλάσεις είναι μη-αβελιανές δηλαδή
θα ισχύει εν γένει, [ξ1, ξ2] = C1

12ξ1 + C2
12ξ2. Όμως αποδεικνύεται πως πρόκειται για μόνο μια κλάση η

οποία μπορεί πάντα, με μια αλλαγή βάσης ξI = BI
JζJ μεBI

J σταθερό αντιστρέψιμο πίνακα, να γραφεί
στη μορφή [ζ1, ζ2] = ζ1 ή ισοδύναμα [ζ1, ζ2] = ζ2. Στον παρακάτω πίνακα έχουμε τις σταθερές δομής,
μια από τις δυνατές πραγματώσεις των ανυσματικών πεδίων ξI και τις αντίστοιχες ένα-μορφές σI σε
σύστημα με συντεταγμένες (x, y).

Σταθερές δομής ξI σI

C1
12 = 0 = −C1

21, ξ1 = ∂x, ξ2 = ∂y σ1 = dx, σ2 = dy

C1
12 = 1 = −C1

21, ξ1 = ∂x, ξ2 = x∂x + y∂y σ1 = 1
ydx, σ

2 = 1
ydy

Πίνακας 3.1: Αυτός ο πίνακας περιέχει τις δύο κλάσεις ομογενών χώρων, τα ανύσματα Killing και τις
αντίστοιχες ένα-μορφές.

Οι συνιστώσες των αντίστοιχων μετρικών στη συντεταγμένη βάση για αυτές τις δύο κλάσεις είναι

Κλάση I, γij =

c1 c2

c2 c3

 , Κλάση II, γij =
1

y2

α1 α2

α2 α3

 , (3.15)

όπου, ci και αi, (i = 1, 2, 3) σταθερές. Η πρώτη μετρική αντιστοιχεί σε επίπεδο χώρο, είτε Ευκλείδειας
είτε Lorentz υπογραφής. Η δεύτερη αντιστοιχεί σε χώρο σταθερής καμπυλότητας, με καμπυλότητα Ricci
R = 2α1

α2
2−α1α3

.

I.2.2 Ομογενείς υπερ-επιφάνειες διαστάσεως d = 3

Σε αυτή την περίπτωση έχουμε τρία ανύσματα Killing. Η κατηγοριοποίηση των κλάσεων δόθηκε από
τον Bianchi [43] και οι αντίστοιχες κλάσεις αναφέρονται ως Bianchi Types. Υπάρχουν εννιά τέτοια
πρότυπα.Πώς είναι δυνατόν ναυπάρχουν9διαφορετικοί ομογενείς χώροι; Αρχικάμπορούμε νασκεφτούμε
πως υπάρχουν θετικής, αρνητικής και μηδενικής καμπυλότητας τριδιάστατες υπερ-επιφάνειες. Αυτές
χωρίζονται περαιτέρω με βάση τις διδιάστατες υπερ-επιφάνειες που μπορούν να υποστηρίξουν. Αυτό
συνδέεται άμεσα με το αν η άλγεβρα των γεννητόρων εμπεριέχει υπο-άλγεβρες και ποιά η διάστασή
τους. Επειδή κάποια στιγμή θα αναφέρουμε τις σταθερές δομής αυτών σε κάποια από τις εφαρμογές,
είναι περιττό να τις αναφέρουμε και εδώ. Η βιβλιογραφία που έχουμε χρησιμοποιήσει για τις σταθερές
δομής και τις αντίστοιχες πραγματώσεις είναι κυρίως [49,50,85,253].
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I.3 Εμβάπτιση τωνομογενών d−διάστατωνυπερ-επιφανειώνσε (d+1)διαστάσεις
Οι χωρόχρονοι πουθέλουμε ναμελετήσουμε, επιθυμούμε να είναι διαστάσεως (d+1)και να εμπεριέχουν

ομογενείς υπερ-επιφάνειες διαστάσεως d. Δηλαδή επιθυμούμε η (d + 1) μετρική να δέχεται τα ίδια και
μόνο αυτά, πεδία Killing που επιδέχεται η μετρική των υπερ-επιφανειών. Όμως αυτά είναι διαστάσεως d
εφόσον τα κατασκευάσαμε για την μετρική γ. Πως θα κατασκευάσουμε την αντίστοιχη επέκταση τους;
Ένας τρόπος είναι η τετριμμένη επέκταση, δηλαδή θεωρούμε μηδενική την επιπλέον συνιστώσα του
ανύσματος Killing. Αυτή η επιλογή εξασφαλίζει πως και η άλγεβρα των ανυσμάτων παραμένει ίδια.
Μπορούμε λοιπόν ναυποθέσουμεπως χωρίς βλάβη της γενικότητας, η μετρικήσεσύστημασυντεταγμένων
(t, xi) θα έχει τη γενική μορφή

g = g00(t, x)dt⊗ dt+ g0i(t, x)
1

2

(
dt⊗ dxi + dxi ⊗ dt

)
+ γIJ(t)σ

I
i(x)σ

J
j(x)dx

i ⊗ dxj . (3.16)

Για ποιό λόγο αφήσαμε το γIJ(t) να εξαρτάται από τη μεταβλητή t ενώ είχαμε δείξει πως πρέπει να
είναι σταθερά; Η απάντηση είναι πως πρέπει να είναι ανεξάρτητη μόνο από τις μεταβλητές της υπερ-
επιφάνειας, δηλαδή τα xi και όχι από τις επιπλέον μεταβλητές του χωρόχρονου στον οποίο εμβαπτίσαμε
τις υπερ-επιφάνειες. Επιπλεόν, δεναρκεί να επεκτείνουμε τετριμμένα τους γεννήτορες. Για να εξασφαλίσουμε
πως είναι γεννήτορες συμμετριών και της μετρικής g, πρέπει να ισχύει

g00(t, x) = g00(t), g0i(t, x) = g0I(t)σ
I
i(x). (3.17)

Χρησιμοποιώντας ταυτόχρονα τη (d + 1) ανάλυση, η μετρική για χωρόχρονους οι οποίοι επιδέχονται
ομογενείς υπερ-επιφάνειες διαστάσεως d αποκτά τη μορφή

g =
[
ϵN(t)2 +NI(t)N

I(t)
]
dt⊗ dt+NI(t)σ

I
i(x)

1

2

(
dt⊗ dxi + dxi ⊗ dt

)
+ γIJ(t)σ

I
i(x)σ

J
j(x)dx

i ⊗ dxj ,

(3.18)

ή ισοδύναμα,

g =
[
ϵN(t)2 +NI(t)N

I(t)
]
dt⊗ dt+NI(t)

1

2

(
dt⊗ σI + σI ⊗ dt

)
+ γIJ(t)σ

I ⊗ σJ . (3.19)

Το επόμενο βήμα είναι να εκφράσουμε τις εξισώσεις του προηγούμενου κεφαλαίου χρησιμοποιώντας
αυτή τη μετρική. Οι πράξεις για το πώς καταλήγουμε στις εξισώσεις βρίσκονται στο παράρτημα. Για
απλότητα, οι Λατινικοί δείκτες της συντεταγμένης βάσης θα αντικατασταθούν από ελληνικούς. Η μορφή
αυτών παρουσιάστηκε στην εργασία [78] αυτής της διατριβής.

(EFE)

R(d) +K2 −KαβK
αβ = 2κρ(tot), (3.20)

Kα
βCα

βλ +Kλ
βCα

βα = κq
(tot)
λ , (3.21)

K̇αβ = NR
(d)
αβ −N

(
2Kα

λKλβ −KKαβ

)
−N ϵ

(
KαλC

λ
ϵβ +KβλC

λ
ϵα

)
− κN

(
π
(tot)
αβ +

ρ(tot) − P (tot)

d− 1
γαβ

)
,

(3.22)

όπου η εξωτερική και η καμπυλότητα Ricci δίνονται από τις εκφράσεις

Kαβ = − 1

2N

(
γ̇αβ +NλCϵ

λβγϵα +NλCϵ
λαγϵβ

)
, (3.23)

R(d)
µν = −1

2
Cα

βµ

(
Cβ

αν + γβϵγαζC
ζ
ϵν

)
+

1

4
γµαγνβγ

ζτγϵθCα
ζϵC

β
τθ −

1

2
Cβ

τβγ
τα
(
Cζ

αµγνζ + Cζ
ανγµζ

)
. (3.24)
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(UMFE)

ρ̇(u) −
(
ρ(u) + P(u)

)
NK +Nqµ(u)C

α
µα −Nπαµ

(u)Kαµ = 0, (3.25)

q̇(u)µ +Nβq(u)α Cα
βµ −NKq(u)µ +N

(
Cα

βαπ
(u)β
µ + π(u)β

α Cα
βµ

)
= 0. (3.26)

(CMFE)

ρ̇(c) −
(
ρ(c) + P(c)

)
NK +Nqµ(c)C

α
µα −Nπαµ

(c)Kαµ = NEαJα, (3.27)

q̇(c)µ +Nβq(c)α Cα
βµ −NKq(c)µ +N

(
Cα

βαπ
(c)β
µ + π(c)β

α Cα
βµ

)
= −N

(
ρ(e)Eµ +BµαJ

α
)
. (3.28)

(MFE)

Cα
µαE

µ = −µ0ρ(e), Ė
µ + EβNαCµ

βα +N

(
BµλCα

λα +
1

2
Cµ

λαB
λα

)
−NKEµ + µ0NJ

µ = 0, (3.29)

Bµ[αC
µ
βλ] = 0, Ḃµν +Nα

(
BµλC

λ
αν +BλνC

λ
αµ

)
−NEλC

λ
µν = 0. (3.30)

(CCFE)

ρ̇(e) −NKρ(e) −NCα
µαJ

µ = 0. (3.31)

Σε αυτό το σημείο πρέπει να κάνουμε τις εξής παρατηρήσεις:

1. Το σύμβολο (·) αναπαριστά παράγωγο ως προς τη μεταβλητή t. Όλα τα παραπάνω αντικείμενα
εξαρτώνται μόνο από αυτή τη μεταβλητή, συνεπώς οι εξισώσεις του συστήματος μετατράπηκαν
από μερικές διαφορικές σε συνήθεις. Αυτό είναι και το βασικό αποτέλεσμα της ομογένειας: Η
δυναμική του συστήματος περιγράφεται από βαθμούς ελευθερίας που δεν εξαρτώνται από τις xi
συντεταγμένες. Στις περιπτώσεις όπου η μεταβλητή t αναπαριστά το χρόνο, τότε έχουμε χωρική
ομογένεια.

2. Αν κάνουμε ένα μετασχηματισμό συντεταγμένων ή αλλάξουμε τη βάση, τότε η μορφή της μετρικής
(3.19) θα “χαλάσει”. Αυτό δεν συνεπάγεται πως η μετρική δεν επιδέχεται πλέον ομογενείς υπερ-
επιφάνειες, απλώς δεν είναι προφανής η ομογένεια. Θα ονομάσουμε τη μορφή (3.19) προφανή.

3. Για να γραφούν οι εξισώσεις σεαυτή τημορφή, έχουμε υποθέσει τα εξήςEi(t, x) = Eα(t)σ
α
i(x), Bij(t, x) =

Bαµ(t)σ
α
i(x)σ

µ
j(x)καιJi(t, x) = Jα(t)σ

α
i(x). Αντίστοιχηανάλυσηθεωρήσαμε και για τις ποσότητες

που περιγράφουν τα ρευστά. Θα εξηγήσουμε στοΠαράρτημα για ποιο λόγο πρέπει να υποθέσουμε
κάτι τέτοιο.



Κεφάλαιο 4

Συμμετρίες των εξισώσεων
Einstein+Maxwell+Ρευστών σε
ομογενείς χωροχρόνους.

I Εισαγωγή

Στο πεδίο της γενικής σχετικότητας οι συμμετρίες της μετρικής (και επομένως των εξισώσεων Ein-
stein) έχουν χρησιμοποιηθεί σε μεγάλο βαθμό προς απλοποίηση και σε κάποιες περιπτώσεις επίλυση των
εξισώσεωνEinstein. Επίσης με βάση τις συμμετρίες της μετρικής μπορεί να υπάρξει και κατηγοριοποίηση
των λύσεων.Μια εκτενής μελέτη μπορεί να βρεθεί στα [83], [84]. Ένα ενδιαφέρον παράδειγμα αποτελεί
η ομάδα τωνΑυτομορφισμών, η οποίααποτελεί ομάδασυμμετρίας των εξισώσεωνEinstein στηνπερίπτωση
χωροχρόνων με εμβαπτισμένες ομογενείς υπερ-επιφάνειες. Μια διαφορετική ονομασία με την οποία
μπορούν να βρεθούν στη βιβλιογραφία είναι “rigid” συμμετρίες [86]. Οι Ashtekar και Samuel ήταν οι
πρώτοι που μελέτησαν την ομάδα των Αυτομορφισμών από γεωμετρική σκοπιά [87]. Στην περίπτωση
των εξισώσεων Einstein στο κενό στις (3 + 1) διαστάσεις, για τις κλάσεων Bianchi, η χρήση της ομάδας
τωνΑυτομορφισμώναποδείχθηκεπολύ χρήσιμη, καθώςοδήγησε τελικώςστην εύρεση του χώρου λύσεων
για τις κλάσεις Bianchi (I-VII) [88], [23], [24], [25]. Επιπλέον, η ομάδα αυτή παρέχει έναν αλγόριθμο
ώστε να μετρηθεί το πλήθος των ουσιωδών σταθερών σε αυτές τις γεωμετρίες και ως αποτέλεσμα να
υπάρξει αναλλοίωτος χαρακτηρισμός τωνπροςμελέτη χωροχρόνων [89], [90], [91].Ουσιώδεις ονομάζονται
εκείνες οι σταθερές οι οποίες δενμπορούν να “απορροφηθούν” (εξαφανιστούν) με κάποιο μετασχηματισμό
συντεταγμένων, όπως για παράδειγμα η “μάζα” στη μετρική Schwarzschild.

Σεαυτό το κεφάλαιο λοιπόν θαμελετήσουμεσυμμετρίες των εξισώσεωνEinstein γιααυτής της μορφής
χωχοχρόνους. Στη γενικότητα τους, οι εξισώσεις Einstein επιδέχονται ως γεννήτορα συμμετρίας Lie τον

Z = ξµ(xλ)
∂

∂xµ
−
[
∂µξ

σ(xλ)gσν(x
λ) + ∂νξ

σ(xλ)gµσ(x
λ) + αgµν(x

λ)
∂

∂gµν

]
, (4.1)

όπουxλ, gµν(xλ)οι συντεταγμένες και ημετρική του χωροχρόνου [41].Παρατηρούμεπωςαυτός ο γεννήτορας
εμπεριέχει μια σταθερά α η οποία αντιστοιχεί σε σημειακή, παραμετρική συμμετρία Lie. Επομένως
έχουμεμονοπαραμετρική ομάδαLie. Σε τι αντιστοιχεί αυτήησυμμετρία;Αν έχουμεμια λύση των εξισώσεων,
τότε μπορούμε ναπολλαπλασιάσουμε με μια σταθερά τημετρική και θα είναι επίσης λύση των εξισώσεων
Einstein. Όμως υπάρχει και ένα αυθαίρετο άνυσμα. Εν γένει, ο γεννήτορας των σημειακών συμμετριών
Lie των μερικών διαφορικών εξισώσεων ενδέχεται να περιέχει αυθαίρετες συναρτήσεις σε αντίθεση
με τις συνήθεις διαφορικές εξισώσεις. Αυτό μπορεί να οφείλεται στην ελευθερία επιλογής συνοριακών
συνθηκών για τις μερικές διαφορικές εξισώσεις, σε κάποια εγγενή gauge ελευθερία ή και σε συνδυασμό
των δύο. Στη συγκεκριμένη περίπτωση, αυτή η συμμετρία οφείλεται στη συναλλοιότητα των εξισώσεων

39
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ΟΜΟΓΕΝΕΙΣ ΧΩΡΟΧΡΟΝΟΥΣ.

Einstein υπό γενικούς μετασχηματισμούς συντεταγμένων.Να τονίσουμεσεαυτό τοσημείοπως τοσύνολο
των γεννητόρων οι οποίοι περιέχουν αυθαίρετες συναρτήσεις δεν σχηματίζουν άλγεβρα Lie.

Τι γίνεται λοιπόν στη περίπτωση που μελετάμε εμείς; Προφανώς δεν εξετάζουμε τις εξισώσεις Ein-
stein στη γενικότητα τους αλλά έχουμε περιοριστεί σε μια συγκεκριμένη οικογένεια. Ως αποτέλεσμα του
συγκεκριμένου περιορισμού οι εξισώσεις από μερικές διαφορικές έχουν μετατραπεί σε συνήθεις. Αυτό
που ενδεχομένως περιμένουμε είναι να εμφανιστούν περισσότερες σταθερές στο γεννήτορα και έτσι η
ομάδα των συμμετριών Lie να γίνει από μονοπαραμετρική, πολυπαραμετρική.

Οι ενότητες που περιλαμβάνονται είναι οι εξής

1. “Χρονικά” εξαρτώμενοι Αυτομορφισμοί

2. Χρήση των Αυτομορφισμών

3. Ομάδα των σταθερών Αυτομορφισμών

I.1 “Χρονικά” εξαρτώμενοι Αυτομορφισμοί
Ανακαλούμε την προφανή ομογενή μορφή του στοιχείου μήκους για ένα χωρόχρονο με ομογενείς

υπερ-επιφάνειες. Θα θεωρήσουμε ϵ = −1

ds2 =
[
−N(t)2 +Nµ(t)N

µ(t)
]
dt2 + 2Nµ(t)σ

µ
i(x)dtdx

i + γµν(t)σ
µ
i(x)σ

ν
j(x)dx

idxj , (4.2)

όπου (µ, ν = 1, ..., d) και (i, j = 1, ..., d). Η ιδέα είναι η αναζήτηση μετασχηματισμών οι οποίοι διατηρούν
την προφανή ομογένεια και ως επιπλέον αποτέλεσμα αποτελούν συμμετρίες των εξισώσεων Einstein.
Παραθέτουμε συνοπτικά την ιδέα η οποία μπορεί να βρεθεί αναλυτικά στις εξής εργασίες [92, 93].
Ταυτόχρονα, τίθεται και το ερώτημα αν μπορούμε ακόμη να βρούμε συντεταγμένες Gauss (N(t) =
0, Nµ(t) = 0), δηλαδή αφότου έχουμε μετασχηματίσει τη μετρική στην προφανή ομογενή μορφή της.
Όπως θα δούμε στη συνέχεια, η απάντηση είναι ναι.

Ας θεωρήσουμε τους παρακάτω αντιστρέψιμους μετασχηματισμούς

t 7→ t̃ = t, (4.3)

xi 7→ x̃i = hi(t, xl), xi = f i(t̃, x̃l), (4.4)

οι οποίοι ύστερα από κάποιες πράξεις μετασχηματίζουν το στοιχείο μήκους στη μορφή

ds2(d+1) =

{[
−N(t̃)2 +Nµ(t̃)N

µ(t̃)
]
+ 2Nµ(t̃)σ

µ
i(f)

∂f i

∂t̃
+ γµν(t̃)σ

µ
i(f)

∂f i

∂t̃
σν

j(f)
∂f j

∂t̃

}
dt̃2+

2

[
Nµ(t̃)σ

µ
i(f)

∂f i

∂x̃m
+ γµν(t̃)σ

µ
i(f)

∂f i

∂t̃
σν

j(f)
∂f j

∂x̃m

]
dt̃dx̃m + γµν(t̃)σ

µ
i(f)

∂f i

∂x̃m
σν

j(f)
∂f i

∂x̃n
dx̃mdx̃n.

(4.5)

Για λόγους απλότητας εισάγουμε τις συντομογραφίες

σµ
i(f)

∂f i

∂t̃
= Pµ(t̃, x̃), (4.6)

σµ
i(f)

∂f i

∂x̃m
= Λµ

m(t̃, x̃), (4.7)

με το στοιχείο μήκους να αποκτά τη μορφή

ds2(d+1) =

{[
−N(t̃)2 +Nµ(t̃)N

µ(t̃)
]
+ 2Nµ(t̃)P

µ(t̃, x̃) + γµν(t̃)P
µ(t̃, x̃)P ν(t̃, x̃)

}
dt̃2+

2
[
Nµ(t̃)Λ

µ
m(t̃, x̃) + γµν(t̃)P

µ(t̃, x̃)Λν
m(t̃, x̃)

]
dt̃dx̃m + γµν(t̃)Λ

µ
m(t̃, x̃)Λν

n(t̃, x̃)dx̃
mdx̃n. (4.8)
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Όπως εξηγήσαμε και παραπάνω, το (4.8) επιδέχεται την ίδια ομάδα συμμετρίας με το (4.2). Αν δεν
επιβάλουμε κάποιασυνθήκη επί τωνPµ,Λµ

ν , τότε απλώς “χαλάσαμε” τηνπροφανήομογένεια. Απαιτώντας
να διατηρείται η προφανής ομογένεια, τότε πρέπει ο πίνακας Λµ

ν και η d−πλέτα Pµ να ικανοποιούν τις
εξισώσεις

Λµ
m(t̃, x̃) = Λµ

ν(t̃)σ
ν
m(x̃), (4.9)

Pµ(t̃, x̃) = Pµ(t̃). (4.10)

Οπεριορισμός (4.9) εισάγει τηνπαλαιάβάση των ένα-μορφώνυπολογισμένωνστο νέοσύστημασυντεταγμένων.
Οι εξισώσεις (4.6), (4.7) γίνονται

σµ
i(f)

∂f i

∂t̃
= Pµ(t̃), (4.11)

σµ
i(f)

∂f i

∂x̃m
= Λµ

ν(t̃)σ
ν
m(x̃), (4.12)

ενώ το στοιχείο μήκους (4.8) αποκτά τη μορφή

ds2(d+1) =
[
−Ñ(t̃) + Ñµ(t̃)Ñ

µ(t̃)
]
dt̃2 + 2Ñµ(t̃)σ

µ
m(x̃)dt̃dx̃m + γ̃µν(t̃)σ

µ
m(x̃)σν

n(x̃)dx̃
mdx̃n. (4.13)

Παρατηρούμε πως το στοιχείο μήκους έχει την ίδια μορφή με το αρχικό, όμως χρησιμοποιήσαμε τις εξής
συντομεύσεις

γ̃αβ(t̃) = γµν(t̃)Λ
µ
α(t̃)Λ

ν
β(t̃), (4.14)

Ñα(t̃) =
(
Nµ(t̃) + γµν(t̃)P

ν(t̃)
)
Λµ

α(t̃), (4.15)

Ñ
(
t̃
)
= N

(
t̃
)
. (4.16)

Εφόσον το στοιχείο μήκους αποκτά την ίδια μορφή, αυτό συνεπάγεται πως αν βρούμε μια λύση των
εξισώσεωνEinstein (N(t), Nµ(t), γµν(t)), τότε και ηαντίστοιχη τριπλέτα (Ñ(t̃), Ñµ(t̃), γ̃µν(t̃))πουπροκύπτει
από τις (4.14)−(4.16), θα είναι και πάλι λύση των εξισώσεων.Πρώταβέβαια θαπρέπει να εξασφαλίσουμε
πως υπάρχουν τέτοιες συναρτήσεις f i(t̃, x̃) για κάποια Λµ

ν(t) και Pµ(t) αντίστοιχα.
Το σύστημα των (4.11), (4.12) αποτελείται από d(d+ 1) πρώτης τάξης, μερικές διαφορικές εξισώσεις

ως προς τις συναρτήσεις f i. Εκμεταλλευόμαστε την αντιστρεψιμότητα των σµ
i(f), πολλαπλασιάζοντας

και τις δύο σχέσεις με τους αντίστροφους πίνακες σi
µ(f)

∂f i

∂t̃
= σi

µ(f)P
µ(t̃), (4.17)

∂f i

∂x̃m
= σi

µ(f)Λ
µ
ν(t̃)σ

ν
m(x̃). (4.18)

Η ύπαρξη λύσεων του συστήματος (4.17), (4.18) εγγυάται από το θεώρημα Frobenius αν και μόνο αν
ικανοποιούνται οι παρακάτω ικανές και αναγκαίες συνθήκες:

∂2f i

∂x̃m∂t̃
− ∂2f i

∂t̃∂x̃m
= 0, (4.19)

∂2f i

∂x̃m∂x̃n
− ∂2f i

∂x̃n∂x̃m
= 0, (4.20)

Μετά από αρκετές πράξεις προκύπτουν οι εξής περιορισμοί επί των Λµ
ν(t), Pµ(t)

Λα
µ

(
t̃
)
Cµ

βν = Cα
µσΛ

µ
β

(
t̃
)
Λσ

ν

(
t̃
)
, (4.21)

Λ̇α
β

(
t̃
)
= Λµ

β

(
t̃
)
Cα

µνP
ν
(
t̃
)
, (4.22)

όπου Cµ
νσ οι σταθερές δομής της ομάδας συμμετρίας.
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1. Αποδεικνύεται [93] πως τα Λµ
ν(t), Pµ(t) σχηματίζουν ομάδα, με εσωτερικές πράξεις

Λµ
(3)α(t̃) = Λµ

(1)β(t̃)Λ
β
(2)α(t̃), (4.23)

Pµ
(3)(t̃) = Pµ

(1)(t̃) + Λµ
(1)β(t̃)P

β
(2)(t̃), (4.24)

για κάθε
(
Pµ
(1)(t̃), P

µ
(2)(t̃), Λ

µ
(1)β(t̃), Λ

µ
(2)β(t̃)

)
τα οποία ικανοποιούν τις (4.21),(4.22).

2. Παρατηρούμε επιπλέονπως για κάθε διαφορετική κλάση (διαφορετικές σταθερές δομής) αναμένουμε
διαφορετικές λύσεις των εξισώσεων (4.21),(4.22).

3. Η εξίσωση (4.21) είναι αλγεβρική, επομένως μπορεί να βρεθεί η λύση της ανεξάρτητα από την
(4.22). Επιπλέον, μοιάζει με την εξίσωση (1.18) η οποία μας δίνει το νόμο μετασχηματισμού των
σταθερών δομής,

Bα
µC̃

µ
βν = Cα

µσB
µ
βB

σ
ν . (4.25)

Όμως σε αυτή την περίπτωση, ισχύει C̃µ
βν = Cµ

βν , επομένως οι Λ
µ
α(t̃) είναι πίνακες οι οποίοι

διατηρούν τη μορφή των σταθερών δομής. Αποτελούν στην ουσία, ομάδα συμμετρίας της ομάδας
συμμετρίας του χωρόχρονου. Τέτοιου είδους πίνακες ονομάζονται Αυτομορφισμοί.

I.2 Χρήση των Αυτομορφισμών
Ας ανακαλέσουμε τι βρήκαμε μέχρι στιγμής: Αναζητήσαμε μετασχηματισμούς οι οποίοι διατηρούν

την προφανή ομογένεια του στοιχείου μήκους. Αποδεικνύεται πως τέτοιοι μετασχηματισμοί υπάρχουν
και δίνονται ως συναρτήσεις των Λµ

α(t), P
µ, τα οποία ικανοποιούν τις σχέσεις

Λα
µ

(
t̃
)
Cµ

βν = Cα
µσΛ

µ
β

(
t̃
)
Λσ

ν

(
t̃
)
, (4.26)

Λ̇α
β

(
t̃
)
= Λµ

β

(
t̃
)
Cα

µνP
ν
(
t̃
)
. (4.27)

Για κάθε λύση των εξισώσεων Einstein (N(t), Nµ(t), γµν(t)), η τριπλέτα (Ñ(t̃), Ñµ(t̃), γ̃µν(t̃)) η οποία
δίνεται από τις σχέσεις

γ̃αβ(t̃) = γµν(t̃)Λ
µ
α(t̃)Λ

ν
β(t̃), (4.28)

Ñα(t̃) =
(
Nµ(t̃) + γµν(t̃)P

ν(t̃)
)
Λµ

α(t̃), (4.29)

Ñ
(
t̃
)
= N

(
t̃
)
, (4.30)

αποτελεί και πάλι λύση των εξισώσεων Einstein: αποδεικνύεται πως οι τελευταίες μετασχηματίζονται
συναλλοίωτα υπό τους μετασχητισμούς (4.28)-(4.30). Φυσικά, υπό την παρουσία ύλης, τα αντίστοιχα
πεδία θαμετασχηματιστούν κατάλληλα. Συμπερασματικά, οι μετασχηματισμοί αυτοί αποτελούνσημειακούς
μετασχηματισμούς συμμετρίας των εξισώσεων Einstein. Σε συνδυασμό με το κεφάλαιο των σημειακών
συμμετριώνLie, το σύστημααποτελείται από συνήθεις διαφορικές εξισώσεις με εξαρτημένες μεταβλητές
τα (N(t), Nµ(t), γµν(t)) και ανεξάρτητη τη μεταβλητή t. Ο μετασχηματισμός μεταξύ παλαιών και νέων
εξαρτημένων μεταβλητών δίνεται από τις (4.28)-(4.30) ενώ για την ανεξάρτητη μεταβλητή ισχύει t = t̃.
Μπορούμε λοιπόν να χρησιμοποιήσουμε αυτές τις συμμετρίες ώστε να απλοποιήσουμε ή ακόμη και
να ολοκληρώσουμε το σύστημα των εξισώσεων. Παρατηρούμε πως λόγω των (4.28),(4.29), αυτοί οι
μετασχηματισμοί δεν αποτελούν εν γένει συμμετρίες της ίδιας της μετρικής.

Ωστόσο, πρέπει πρώτα να απαντήσουμε στο κατά πόσο γίνεται να βρούμε συντεταγμένες Gauss και
ταυτόχρονα ναδιατηρήσουμε τηνπροφανήομογένεια.Ηαπάντησηδίνεται από το νόμομετασχηματισμού
(4.29) ο οποίος μοιάζει με το νόμο μετασχηματισμού μιας συνοχής. Δηλαδή μπορούμε να απαιτήσουμε
το μετασχηματισμένο άνυσμα μετατόπισης να ισούται με μηδέν

Ñµ(t̃) = 0 ⇒ P ν(t̃) = −γνµ(t̃)Nµ(t̃). (4.31)
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Αυτό βέβαια δεσμεύει το P ν(t̃). Πώς είμαστε σίγουροι πως κάτι τέτοιο μπορεί πάντα να γίνει για κάθε
κλάση; Με άλλα λόγια, πώς είμαστε σίγουροι πως η λύση των συνθηκών ύπαρξης (4.26), (4.27), θα
περιέχει d αυθαίρετες συναρτήσεις του t για κάθε κλάση, όσες δηλαδή και οι συνιστώσες του ανύσματος
μετατόπισης που θέλουμε να μηδενίσουμε; Από όσο γνωρίζουμε δεν υπάρχει κάποια αυστηρή απόδειξη,
ωστόσο έχει βρεθεί πως ισχύει για όλες τις κλάσεις στις (d = 2, d = 3) διαστάσεις και κάποιες κλάσεις
(αυτές που χρησιμοποιούμε σε αυτή την εργασία) σε d = 4.

Οι εξισώσεις με Nµ(t) = 0 απλοποιούνται αρκετά καθώς και το στοιχείο μήκους,

ds2(d+1) = −N(t)2dt2 + γµν(t)σ
µ
i(x)σ

ν
j(x)dx

idxj . (4.32)

Τι γίνεται με το N(t); Δεν είναι δύσκολο να δούμε πως με ένα μετασχηματισμό t → h(t̃),xi → x̃i

προκύπτει πως το N(t) και το γµν(t) μετασχηματίζονται ως

Ñ(t̃) = N(h(t̃))
dh(t̃)

dt̃
, (4.33)

γ̃µν(t̃) = γµν(h(t̃)), (4.34)

με το αντίστοιχο στοιχείο μήκους να γράφεται ως

ds2(d+1) = −Ñ(t)2dt2 + γ̃µν(t̃)σ
µ
i(x)σ

ν
j(x)dx

idxj . (4.35)

Λόγω της (4.33) μπορούμε να επιλέξουμε Ñ(t̃) = 1, το οποίο αποδεικνύει πως μπορούμε να βρούμε
συντεταγμένες Gauss και ταυτόχρονα να διατηρηθεί η προφανής ομογένεια. Καταλήγουμε λοιπόν πως
το στοιχείο μήκους και οι εξισώσεις για χώρους με εμβαπτισμένες ομογενείς υπερ-επιφάνειες μπορούν
πάντα να αποκτήσουν τη μορφή

ds2(d+1) = −dt2 + γµν(t)σ
µ
i(x)σ

ν
j(x)dx

idxj . (4.36)

(EFE)

R(d) +K2 −KαβK
αβ = 2κρ(tot), (4.37)

Kα
βCα

βλ +Kλ
βCα

βα = κq
(tot)
λ , (4.38)

K̇αβ = R
(d)
αβ −

(
2Kα

λKλβ −KKαβ

)
− κ

(
π
(tot)
αβ +

ρ(tot) − P (tot)

d− 1
γαβ

)
. (4.39)

Η εξωτερική καμπυλότητα απλοποιείται σε μεγάλο βαθμό

Kαβ = −1

2
γ̇αβ , (4.40)

R(d)
µν = −1

2
Cα

βµ

(
Cβ

αν + γβϵγαζC
ζ
ϵν

)
+

1

4
γµαγνβγ

ζτγϵθCα
ζϵC

β
τθ −

1

2
Cβ

τβγ
τα
(
Cζ

αµγνζ + Cζ
ανγµζ

)
. (4.41)

(UMFE)

ρ̇(u) −
(
ρ(u) + P(u)

)
K + qµ(u)C

α
µα − παµ

(u)Kαµ = 0, (4.42)

q̇(u)µ −Kq(u)µ +
(
Cα

βαπ
(u)β
µ + π(u)β

α Cα
βµ

)
= 0. (4.43)

(CMFE)

ρ̇(c) −
(
ρ(c) + P(c)

)
K + qµ(c)C

α
µα − παµ

(c)Kαµ = EαJα, (4.44)

q̇(c)µ −Kq(c)µ +
(
Cα

βαπ
(c)β
µ + π(c)β

α Cα
βµ

)
= −

(
ρ(e)Eµ +BµαJ

α
)
. (4.45)
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(MFE)

Cα
µαE

µ = −µ0ρ(e), Ė
µ +

(
BµλCα

λα +
1

2
Cµ

λαB
λα

)
−KEµ + µ0J

µ = 0, (4.46)

Bµ[αC
µ
βλ] = 0, Ḃµν − EλC

λ
µν = 0. (4.47)

(CCFE)

ρ̇(e) −Kρ(e) − Cα
µαJ

µ = 0. (4.48)

I.3 Ομάδα σταθερών Αυτομορφισμών
Στηνπροηγούμενη ενότηταφάνηκεπως χρησιμοποιήσαμε όλη την ελευθερία έτσιώστε ναμηδενίσουμε

τον παράγοντα μετατόπισης και να κάνουμε το lapse μονάδα. Ωστόσο, για το σύστημα των παραπάνω
εξισώσεωνυπάρχει παραμένουσασυμμετρία, η οποία είναι υπο-ομάδα τηςπροηγούμενης. Συγκεκριμένα,
καταλήξαμε στο στοιχείο μήκους

ds2(d+1) = −dt2 + γµν(t)σ
µ
i(x)σ

ν
j(x)dx

idxj . (4.49)

Θέλουμε να διατηρήσουμε μηδενικό το shift και μονάδα το lapse, συνεπώς η μεταβλητή t δεν μπορεί να
περιέχεται στις νέες μεταβλητές x̃i. Ο μετασχηματισμός είναι

t = t̃, (4.50)

xi = f i(x̃). (4.51)

Δε χρειάζεται να επαναλάβουμε τη διαδικασία, η διαφορά έγκειται στο ότι έχουμε σταθερούς πίνακες
Λµ

ν οι οποίοι ικανοποιούν την εξίσωση των Αυτομορφισμών

Λα
µC

µ
βν = Cα

µσΛ
µ
βΛ

σ
ν , (4.52)

με τις συνιστώσες της μετρικής των υπερ-επιφανειών να μετασχηματίζονται ως εξής:

γ̃µν(t̃) = γσρ(t̃)Λ
σ
µΛ

ρ
ν . (4.53)

Όπως μπορούμε να παρατηρήσουμε, στην εξίσωση (4.53) οι συνιστώσες της μετρικής είναι εξαρτώμενες
από τη μεταβλητή t̃ ενώ οι πίνακες Λσ

µ είναι σταθεροί. Τι μπορεί λοιπόν να μας προσφέρει αυτός ο
πίνακα;

Σε αυτό το σημείο αναγνωρίζουμε δύο περιπτώσεις. Στην πρώτη περίπτωση η μετρική έχει την ειδική
μορφή (λόγω φυσικών-γεωμετρικών απαιτήσεων)

γµν(t) = α(t)mµν , (4.54)

όπου mµν σταθερός, συμμετρικός πίνακας. Μπορούμε λοιπόν να χρησιμοποιήσουμε τους πίνακες Λσ
µ

που θα προκύψουν για κάθε κλάση, έτσι ώστε να απλοποιήσουμε το πίνακα mµν . Αυτή την περίπτωση
μελετήσαμε σε μια από τις εργασίες της διατριβής και θα την παρουσιάσουμε στο δεύτερο μέρος με
αρκετές λεπτομέρειες.

Στη δεύτερηπερίπτωσηδεπεριορίζουμε τημορφή τηςμετρικής,ωστόσομπορούμε να χρησιμοποιήσουμε
και πάλι την εξίσωση (4.53)ωςμετασχηματισμόLie, όπουοι αρχικές ανεξάρτητη και εξαρτημένες μεταβλητές
είναι οι (t, γµν(t)), ενώ οι μετασχηματισμένες οι (t̃, γ̃µν(t̃)). Έχουμε δηλαδή σημειακές συμμετρίες Lie
των εξισώσεων, για χωροχρόνους με ομογενείς υπερ-επιφάνειες. Σε σύνδεση με όσα αναφέραμε στην
εισαγωγή, στις περισσότερες περιπτώσεις ο πίνακας Λσ

µ αποτελείται από παραμέτρους πέραν της μιας.
Πριν ολοκληρώσουμε όμωςαυτή την ενότητα, αξίζει να δούμε τοναπειροστό, παραμετρικόμετασχηματισμό

των (4.53). Θεωρούμε παραμετρικούς πίνακες Λσ
µ(ϵ), όπου ϵI οι παράμετροι, έτσι ώστε Λσ

µ(0) = δσµ.
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Χρησιμοποιώντας ανάπτυγμα Taylor, έχουμε

Λσ
µ(ϵ) ≃ δσµ + ϵI

dΛσ
µ

dϵI

∣∣∣∣∣
ϵJ=0

+O
(
ϵIϵJ

)
⇔

Λσ
µ(ϵ) ≃ δσµ + ϵIλσ(I)µ +O

(
ϵIϵJ

)
. (4.55)

Η εξίσωση (4.53) μέσω της (4.55) ισούται με

γ̃µν(ϵ) ≃ γµν + ϵI
(
γµβλ

β
(I)ν + γβνλ

β
(I)µ

)
+O

(
ϵIϵJ

)
. (4.56)

Οι πίνακες λσ(I)µ θαπρέπει να ικανοποιούν σε πρώτη τάξη και τη συνθήκη ύπαρξης (4.52) η οποία ισούται
με

λσ(I)βC
β
µν = Cσ

µβλ
β
(I)ν + Cσ

βνλ
β
(I)µ. (4.57)

Η εξίσωση (4.57) ικανοποιείται αν επιλέξουμε λσ(I)β = Cσ
Iβ λόγω της ταυτότητας Jacobi που ικανοποιούν

οι σταθερές δομής. Επομένως από όλους τους Αυτομορφισμούς, κάποιοι παράγονται από τις σταθερές
δομής της εκάστοτε κλάσης. Αυτοί ονομάζονταιεσωτερικοί (Inner)Αυτομορφισμοί και εξωτερικοί(Outer)
οι υπόλοιποι. Μάλιστα, σε κάποια πρότυπα όπως τα (3 + 1) Bianchi Type V III,IX υπάρχουν μόνο οι
εσωτερικοί. Για περισσότερες πληροφορίες παραπέμπουμε στην αναφορά [94].
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Κεφάλαιο 5

Ο χώρος λύσεων των εξισώσεων
Einstein στο κενό, για το
(4 + 1)-διάστατο πρότυπο Bianchi I,
(Type 4A1)

I Εισαγωγή

Η ύπαρξη επιπλέον διαστάσεων εισήχθη στη μαθηματική φυσική με τις εργασίες των Kaluza και
Klein [95], [96]. Η θεωρία τους ήταν ένα αρχέτυπο για θεωρίες που εξελίχθηκαν στα επόμενα χρόνια
όπως, θεωρία χορδών, θεωρία βρανών, υπερ-βαρύτητα, υπερ-συμμετρία κ.λ.π. Παραθέτουμε ενδεικτικά
κάποιες εργασίες [97–104].

Στο πλαίσιο της κοσμολογίας σε επιπλεόν διαστάσεις έχουν επίσης υπάρξει αρκετές εργασίες. Οι P.
Forgacs και Z. Horvath [105], μελετήσανε ομογενή και ισοτροπικά σύμπαντα υπό τη παρουσία πεδίων
βαθμίδας (gauge fields) και δύο επιπλέον συμπαγών (compact) διαστάσεων. Η ιδέα πως οι ιδιότητες
της ύλης του τετραδιάστατου σύμπαντος, μπορούν να περιγραφούν γεωμετρικά προσθέτοντας επιπλέον
διαστάσεις, βρίσκεται σε εξαιρετική συμφωνία για τη περίπτωση των επίπεδων κοσμολογικών λύσεων
θεωρώντας επίσης την ύπαρξη ιδανικώνρευστών [106].Η επέκτασηαυτής, στηπερίπτωση τωνπροτύπων
FLRW με οποιαδήποτε τιμή χωρικής καμπυλότητας, παρουσιάστηκε στην εργασία [107]. Επίσης, μια
κλάση κυματικών-λύσεων παρήχθησαν στην [108]. Πιο πρόσφατα [109], βρέθηκαν μη-διαχωρίσιμες
πενταδιάστατες λύσεις στις οποίες η εμβαπτισμένη μετρική έχει τη μορφή της FLRW λύσης.

Η πρώτη απόπειρα μελέτης ανισοτροπικών πενταδιάστατων προτύπων έγινε από τους Alan Cho-
dos και Steven Detweiler [110], οι οποίοι μελέτησαν πενταδιάστατες επεκτάσεις της λύσης Kasner [111],
[112]. Μια σειρά εργασιών με θέμα, ανώτερης διάστασης ανισοτροπικές λύσης των εξισώσεων Einstein,
παραλλαγέςαυτής όπωςηθεωρίαBrans-Dicke και η υπερ-βαρύτητα, παρουσιάστηκαναπό τονD.Lorenz-
Petzold [113–120]. Η ύπαρξη χαοτικών λύσεων σε κάποιους πενταδιάστατους ομογενείς χωροχρόνους
μελετήθηκε από τον Paul Halpern [121]. Στη δημοσίευση [122], ο Sigbjorn Hervik κατηγοριοποιεί τα
πενταδιάστατακοσμολογικάπρότυπαμεβάση τοαν οι χωρικές υπερ-επιφάνειες αντιστοιχούνσεσυνεκτικές
ή απλά συνεκτικές πολλαπλότητες Riemann. Τέλος, αξίζει να σημειώσουμε πως έχουν βρεθεί κυματικές
λύσεις του κενού για πενταδιάστατα ομογενή πρότυπα [123].

Όπως αναφέραμε και στο κομμάτι της θεωρίας, η βασική ιδέα είναι να χρησιμοποιήσουμε την ομάδα
των Αυτομορφισμών με σκοπό την ολοκλήρωση των εξισώσεων Einstein για συγκεκριμένα πρότυπα
Bianchi. Στησυγκεκριμένη εφαρμογή, θεωρούμεαπουσία ύλης και μελετάμε το χώρο λύσεων τουπενταδιάστατου
προτύπου Bianchi I. Πρόκειται για ένα από τα πιο απλά πρότυπα καθώς οι σταθερές δομής του είναι όλες
ίσες με μηδέν, δηλαδή τα ανύσματα Killing σχηματίζουν Αβελιανή άλγεβρα.

48
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Παρουσιάζουμε επιγραμματικά τις ενότητες του κεφαλαίου.

1. Η μορφή των εξισώσεων για τα πρότυπα Bianchi I.

2. Η χρήση των σταθερών Αυτομορφισμών.

3. Ο χώρος των λύσεων και η μελέτη των ιδιοτήτων τους.

4. Φυσική εφαρμογή στο πλαίσιο της κοσμολογίας “βράνης”.

5. Ύπαρξη κοσμολογικής σταθεράς.

6. Συζήτηση επί των αποτελεσμάτων.

I.1 Η μορφή των εξισώσεων για τα πρότυπα Bianchi I
Όπωςαναφέραμε στην εισαγωγή, δεν υπάρχει παρουσία ύλης. Θεωρούμε ομογενείς υπερ-επιφάνειες

διαστάσεως 4, εμβαπτισμένες σε 5-διάστατηπολλαπλότητα.Αρχικά επιλέγουμε τοσύστημασυντεταγμένων
στο οποίο το άνυσμα μετατόπισης είναι μηδέν, ενώ το Lapse παραμένει αυθαίρετο. Οι εξισώσεις (4.37)-
(4.41) αποκτούν την εξής μορφή

R(4) +K2 −KαβK
αβ = 0, (5.1)

Kα
βCα

βλ +Kλ
βCα

βα = 0, (5.2)

K̇αβ = NR
(4)
αβ −N

(
2Kα

λKλβ −KKαβ

)
, (5.3)

όπου

Kαβ = − 1

2N
γ̇αβ , (5.4)

R(4)
µν = −1

2
Cα

βµ

(
Cβ

αν + γβϵγαζC
ζ
ϵν

)
+

1

4
γµαγνβγ

ζτγϵθCα
ζϵC

β
τθ −

1

2
Cβ

τβγ
τα
(
Cζ

αµγνζ + Cζ
ανγµζ

)
. (5.5)

Η ομάδα συμμετρίας των προτύπων Bianchi I είναι Αβελιανή

Cα
βλ = 0, ∀α, β, λ,= 1, 2, 3, 4, (5.6)

οδηγώντας σε υπερ-επιφάνειες με μηδενική, εσωτερική καμπυλότητα Ricci R(4)
αβ = 0. Οι εξισώσεις (5.2)

ικανοποιούνται ταυτοτικά, ενώ οι υπόλοιπες απλοποιούνται ως εξής:

K2 −KαβK
αβ = 0, (5.7)

K̇αβ + 2NKα
λKλβ −NKKαβ = 0. (5.8)

Ηπρώτηαπόαυτές τις εξισώσεις αντιστοιχεί στον τετραγωνικόσύνδεσμο, ενώ το δεύτεροσεταντιστοιχεί
στις δυναμικές. Χρησιμοποιώντας τον ορισμό (5.4) στην εξίσωση (5.8), καταλήγουμε στις δυναμικές
εξισώσεις εκφρασμένες ως προς τη χωρική μετρική και το Lapse

γ̈αβ − γ̇αλγ
λργ̇ρβ =

(
Ṅ

N
− 1

2
γµν γ̇µν

)
γ̇αβ . (5.9)

Σε αυτό το σημείο μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την ισότητα

√̇
γ

√
γ
=

1

2
γµν γ̇µν , (5.10)
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όπου γ η ορίζουσα της μετρικής, γ = Det(γµν), έτσι ώστε

γ̈αβ − γ̇αλγ
λργ̇ρβ =

(
Ṅ

N
−

√̇
γ

√
γ

)
γ̇αβ . (5.11)

Σε αυτό το σημείο, μπορούμε να εκμεταλλευτούμε την παραμένουσα ελευθερία επιλογής του Lapse.
Υπάρχει το σύστημα συντεταγμένων Gauss, στο οποίο ισχύει N = 1 όπου η μετρική αποκτά σχετικά
απλή μορφή. Ωστόσο, αυτό δεν σημαίνει πως είναι πάντα η “καλύτερη” επιλογή βαθμίδας όσον αφορά
την απλοποίηση των εξισώσεων. Στη συγκεκριμένη περίπτωση, η “καλύτερη” επιλογή φαίνεται να είναι
ηN =

√
γ, καθώς οι δυναμικές εξισώσεις αποκτούν την απλή μορφή

γ̈αβ − γ̇αλγ
λργ̇ρβ = 0. (5.12)

Μάλιστα, σε αυτή τη μορφή μπορούν να ολοκληρωθούν σχετικά απλά:

γ̈αβ − γ̇αλγ
λργ̇ρβ = 0 ⇒

γσαγ̈αβ − γσαγ̇αλγ
λργ̇ρβ = 0 ⇒

d

dt
(γσαγ̇αβ)− γ̇σαγ̇αβ − d

dt
(γσαγαλ) γ

λργ̇ρβ + γ̇σαγαλγ
λργ̇ρβ = 0 ⇒

d

dt
(γσαγ̇αβ)− γ̇σαγ̇αβ − d

dt
(δσλ) γ

λργ̇ρβ + γ̇σαδραγ̇ρβ = 0 ⇒

d

dt
(γσαγ̇αβ)− γ̇σαγ̇αβ + γ̇σαγ̇αβ = 0 ⇒

d

dt
(γσαγ̇αβ) = 0 ⇒

γσαγ̇αβ = θσβ ⇒
γµσγ

σαγ̇αβ = γµσθ
σ
β ⇒

γ̇µβ = γµσθ
σ
β , (5.13)

όπου ο θσβ είναι κάποιος σταθερός πίνακας. Με μορφή πινάκων η εξίσωση (5.13) μπορεί να γραφεί ως

γ̇ = γθ, (5.14)
ή ισοδύναμα

γ̇ = θT γ, (5.15)

όπου πλέον με γ θα συμβολίζουμε τη μετρική σε μορφή πίνακα και θT ο ανάστροφος του πίνακα θ. Η
εξίσωση (5.15) ισχύει λόγω της ιδιότητας της μετρικής γ = γT . Η γενική λύση της (5.15) μπορεί να γραφεί
στη μορφή

γ = ceθ
T t, (5.16)

όπου c κάποιος σταθερός πίνακας. Το γινόμενο ceθ
T t πρέπει να είναι συμμετρικό.

Έως αυτό το σημείο έχουμε επιλύσει μόνο τις δυναμικές εξισώσεις, παραμένει και ο τετραγωνικός
σύνδεσμος

K2 −KαβK
αβ = 0 ⇒(

− 1

2
√
γ
γαβ γ̇αβ

)(
− 1

2
√
γ
γµν γ̇µν

)
−
(
− 1

2
√
γ
γ̇αβ

)
γαµγβν

(
− 1

2
√
γ
γ̇µν

)
= 0

(5.13)
===⇒

γαβγασθ
σ
βγ

µνγµρθ
ρ
ν − γασθ

σ
βγ

αµγβνγµρθ
ρ
ν = 0 ⇒

δβσθ
σ
βδ

ν
ρθ

ρ
ν − δµσθ

σ
βθµ

β = 0 ⇒
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θσσθ
ρ
ρ − θσβθσ

β = 0 ⇔ (Trθ)2 − Tr(θ2) = 0, (5.17)

όπου με Tr αναφερόμαστε στο ίχνος.
Επομένως, η γενική λύση δίνεται από τη σχέση (5.16), με τον πίνακα να ικανοποιεί τις αλγεβρικές

εξισώσεις (5.17). Εν γένει, ο πίνακας έχει 16 μη μηδενικές συνιστώσες. Ακόμη και στην περίπτωση που
μπορούσαμε να ικανοποιήσουμε τις αλγεβρικές εξισώσεις (5.17), το να υπολογίσουμε το εκθετικό ενός
τέτοιου πίνακα θα ήταν αρκετά δύσκολο, οδηγώντας παράλληλα σε μια “άσχημη”, αναλυτική μορφή
μετρικής, δύσκολη να εξάγουμε οποιοδήποτε φυσικό συμπέρασμα. Σε αυτό το σημείο μπορούμε να
χρησιμοποιήσουμε την ομάδα των σταθερών Αυτομορφισμών και να “χωρίσουμε” τις αναλυτικές λύσεις
σε οικογένειες. Εφόσον οιΑυτομορφισμοί είναι συμμετρίες των εξισώσεων, δενπρόκειται να χαθεί κάποια
λύση, απλώς θα διαχωριστούν με βάση κάποια χαρακτηριστικά.

I.2 Η χρήση των σταθερών Αυτομορφισμών

Ας θυμηθούμε την εξίσωση των Αυτομορφισμών

Λα
µC

µ
βν = Cα

µσΛ
µ
βΛ

σ
ν . (5.18)

Εφόσονοι σταθερές δομήςαυτού τουπροτύπου είναι μηδέν, οι εξισώσεις (5.18) ικανοποιούνται ταυτοτικά,
αφήνοντας το Λα

β ελεύθερο, δηλαδή Λ ∈GL(4,R). Σε μορφή πινάκων ισχύει για τη μετρική

γ̃ = ΛT γΛ. (5.19)

Παραγωγίζουμε και απαιτούμε να ισχύει ˙̃γ = θ̃T γ̃ ώστε να έχουμε της ίδιας μορφής λύσεις.

˙̃γ = ΛT γ̇Λ ⇒
θ̃T γ̃ = ΛT θT γΛ ⇒
θ̃TΛT γΛ = ΛT θT γΛ ⇒
θ̃TΛT γΛ = ΛT θT (ΛT )−1ΛT γΛ ⇒[
θ̃T − ΛT θT (ΛT )−1

]
ΛT γΛ = 0 ⇒

θ̃T = ΛT θT (ΛT )−1, (5.20)
ή ισοδύναμα,

θ̃ = Λ−1θΛ. (5.21)

Παρατηρούμε λοιπόνπωςοι πίνακες θ, θ̃, συνδέονται με μετασχηματισμόομοιότητας, με τοναντιστρέψιμο
πίνακα νααντιστοιχεί στονπίνακα τωνσταθερώνΑυτομορφισμών.Όπως έχει γίνει κατανοητό έως τώρα,
σε αυτή την περίπτωση δε θα χρειαστεί να χρησιμοποιήσουμε τη μέθοδο Lie για την ολοκλήρωση των
εξισώσεων, λόγω της απλότητας αυτών. Ωστόσο, το γεγονός πως αυτές επιδέχονται αναλυτικές λύσεις
είναι απόρροια της ύπαρξης συμμετριών.

Το ερώτημα που τίθεται τώρα είναι ο βαθμός απλοποίησης του πίνακα θ. Ο βαθμός εξαρτάται από τα
ιδιοανύσματα του πίνακα, τη διάσταση που αυτά καλύπτουν, καθώς και αν είναι πραγματικά ή μιγαδικά.
Συγκεκριμένα, όταν τα ιδιοανύσματα είναι πραγματικά, ο πίνακας μπορεί να μετασχηματιστεί στις
κανονικές μορφές Jordan, ενώ αν περιέχει ζεύγη συζυγών ιδιοανυσμάτων, μπορεί να μετασχηματιστεί
στις κανονικές ρητές μορφές. Παρουσιάζουμε τις διαφορετικές περιπτώσεις στον πίνακα 5.1.
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Ιδιοανύσματα Μορφή του πίνακα θ

Τέσσερα πραγματικά, γραμμικά ανεξάρτητα


p1 0 0 0

0 p2 0 0

0 0 p3 0

0 0 0 p4



Τρία πραγματικά, γραμμικά ανεξάρτητα


p1 0 0 0

0 p2 0 0

0 0 p3 1

0 0 0 p3



Δύο πραγματικά, γραμμικά ανεξάρτητα


p1 0 0 0

0 p2 1 0

0 0 p2 1

0 0 0 p2



Ένα πραγματικό ιδιοάνυσμα


p1 1 0 0

0 p1 1 0

0 0 p1 1

0 0 0 p1



Τέσσερα γραμμικά ανεξάρτητα, εκ των οποίων, δύο συζυγή μιγαδικά


p1 0 0 0

0 p2 0 0

0 0 p3 p4

0 0 −p4 p3



Τρία γραμμικά ανεξάρτητα, εκ των οποίων, δύο συζυγή μιγαδικά


p1 1 0 0

0 p1 0 0

0 0 p2 p3

0 0 −p3 p2



Τέσσερα γραμμικά ανεξάρτητα, δύο ζεύγη συζυγή μιγαδικά θ =


p1 p2 0 0

−p2 p1 0 0

0 0 p3 p4

0 0 −p4 p3


Πίνακας 5.1: Τα πλήθος ανεξάρτητων ιδιοανυσμάτων και οι κανονικές μορφές του πίνακα με (pi, i =
1, 2, 3, 4) τις ιδιοτιμές.
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I.3 Ο χώρος των λύσεων και η μελέτη των ιδιοτήτων τους
Θεωρούμε πως είναι χρήσιμο να παρουσιάσουμε αναλυτικά τις πράξεις για την εύρεση των λύσεων

σε δύο από τις οικογένειες. Στις υπόλοιπες ακολουθούμε την ίδια διαδικασία εύρεσης και μπορούν να
βρεθούν είτε σε μορφή αρχείου mathematica, είτε σε μορφή pdf. στο link https://www.dropbox.com/
sh/zkmih77ha1ulyyw/AABq_v5aVMBuP-KvIFOqTDnWa?dl=0.

Να τονίσουμε σε αυτό το σημείο το εξής: μέχρι στιγμής, δεν έχουμε κάνει κάποια υπόθεση ώστε να
περιορίσουμε την υπογραφή των λύσεων που θα προκύψουν, ούτε έχουμε υποθέσει πως η μεταβλητή t
αντιστοιχεί στη “χρονική” μεταβλητή.Όπωςθαδούμε, προκύπτει πληθώραλύσεωνοι οποίες δεν μπορούν
να χαρακτηριστούν ως “κοσμολογικές”. Εν γένει, η ύπαρξη ομογενών υπερ-επιφανειών δεν περιορίζεται
στη κοσμολογία. Αρχικά όμως χρησιμοποιήθηκαν για τη μελέτη χωρικά ανισοτροπικών κοσμολογικών
προτύπων για αυτό και έχουν συνδεθεί με αυτή. Ωστόσο, είναι παράλληλα αρκετά δύσκολο να βρεθεί
κάποια άλλη φυσική εφαρμογή τους.

I.3.1 Τρία πραγματικά, γραμμικά ανεξάρτητα ιδιοανύσματα

Σε αυτή την περίπτωση ο πίνακας θ μετασχηματίζεται στη μορφή

θ =


p1 0 0 0

0 p2 0 0

0 0 p3 1

0 0 0 p3

 ,

με pi, (i = 1, 2, 3) τις ιδιοτιμές. Το τετραδιάστατο στοιχείο μήκους μπορεί να γραφεί ως

ds2(4) = k1e
p1tdx2 + k2e

p2tdy2 + 2k3e
p3tdz dw + (k4 + k3t) e

p3tdw2,

όπου ki ∀(i = 1, 2, 3, 4) είναι σταθερές οι οποίες παρέμειναν από τον πίνακα c μετά τη συμμετροποίηση.
Ο τετραγωνικός σύνδεσμος αποκτά τη μορφή

p1p2 + 2p1p3 + 2p2p3 + p23 = 0. (5.22)

Αν όλες οι ιδιοτιμές είναι μηδενικές, τότε το στοιχείο μήκους αντιστοιχεί στον επίπεδο χώροMinkowski.
Αναζητώντας μη τετριμένες λύσεις υποθέτουμε πως τουλάχιστον μια από τις ιδιοτιμές είναι μη μηδενική,
έστωη p3. Διαιρούμε τοσύνδεσμο (5.22) με p23 και σχηματίζουμε τους λόγους των ιδιοτιμών

(
α = p1

p3
, β = p2

p3

)
έτσι ώστε

1 + 2α+ 2β + αβ = 0. (5.23)

Για λύσεις του κενού, επιλύουμε την (5.23) ως προς μια εκ των σταθερών, επιλέγουμε την α,

α = −1 + 2β

2 + β
.

Ο κλάδος (β = −2), οδηγεί την εξίσωση του συνδέσμου να είναι της μορφής (−3 = 0,∀α) η οποία είναι
αδύνατη. Η πενταδιάστατη μετρική αποκτά τη μορφή

ds2(5) = k1k2k
2
3e

ϕ3p3tdt2 + k1e
ϕ4p3tdx2 + k2e

βp3tdy2 + 2k3e
p3tdz dw + (k4 + k3t) e

p3tdw2,

όπου
(
ϕ3 = 3+2β+β2

2+β , ϕ4 = − 1+2β
2+β

)
. Οι ιδιοτιμές της μετρικής είναι

λµ =
(
k1k2k

2
3e

ϕ3p3t, k1e
ϕ4p3t, k2e

βp3t, λ4, λ5
)
,

https://www.dropbox.com/sh/zkmih77ha1ulyyw/AABq_v5aVMBuP-KvIFOqTDnWa?dl=0
https://www.dropbox.com/sh/zkmih77ha1ulyyw/AABq_v5aVMBuP-KvIFOqTDnWa?dl=0
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με

λ4 =
1

2
ep3t

(
k4 + k3t−

√
k24 + 2k3k4t+ k23 (4 + t2)

)
,

λ5 =
1

2
ep3t

(
k4 + k3t+

√
k24 + 2k3k4t+ k23 (4 + t2)

)
.

Τα πρόσημα των σταθερών (k3, k4) επηρεάζουν μόνο τις ιδιοτιμές (λ4, λ5), όμως πάντα η μία είναι θετική
και η άλλη αρνητική (∀t ∈ R). Συνεπώς, η διαφορετική υπογραφή της μετρικής εξαρτάται μόνο από τα
πρόσημα των (k1, k2). Θα παρουσίασουμε μόνο μια από τις περιπτώσεις.

I.3.1.1 ki > 0,∀ (i = 1, 2) Χρησιμοποιώντας ένα πραγματικό μετασχηματισμό συντεταγμένων και
επαναορίζοντας την ιδιοτιμή p3,

t =
t̃

p3
, x =

√
k2k3
p3

x̃, y =

√
k1k3
p3

ỹ, z =

√
k1k2
k3

1

2p
3/2
3

(k4p3w̃ − 2k3z̃) , w = −

√
k1k2k3
p3

w̃,

p3 =

√
k1k2
m

k3,

το πενταδιάστατο στοιχείο μήκους αποκτά τη μορφή

ds2(5) = eϕ3tdt2 + eϕ4tdx2 + eβtdy2 + 2etdz dw + t etdw2,

όπου η σταθερά m η οποία εμφανίστηκε στον επαναορισμό της p3 απορροφήθηκε λόγω της ύπαρξης
ομοθετικού ανυσματικού πεδίου

ξh =

[
1,

2 + β

2
x,

3y

4 + 2β
,
z
(
1 + β + β2

)
− w (2 + β)

2 (2 + β)
,
w
(
1 + β + β2

)
2 (2 + β)

]
.

για τησυγκεκριμένημετρική. Ας σημειώσουμεπωςσυμβολίσαμε και πάλι τις συντεταγμένεςως (t, x, y, z, w)
για λόγους απλότητας.

Υπογραφή:
Ο τρόπος να αποφανθούμε για την υπογραφή αυτής της μετρικής είναι μέσω των ιδιοτιμών της

λµ =

[
eϕ3t, eϕ4t, eβt,

1

2
et
(
t−

√
4 + t2

)
,
1

2
et
(
t+

√
4 + t2

)]
.

Ισχύει (λ4 < 0,∀t ∈ R) ενώ όλες οι υπόλοιπες είναι θετικές. Η υπογραφή είναι Lorentz s= (1, 4) και η
συντεταγμένη με το “χρονικό” χαρακτήρα είναι είτε η z είτε η w.

AKVF:
Η συγκεκριμένη λύση επιδέχεται επιπλέον ανύσματα Killing για συγκεκριμένες τιμές των λόγων.

α β ξ5

1 −1 (0, w, 0,−x, 0)

−1 1 (0, 0, w,−y, 0)

Αυτό συνεπάγεται πως ο χώρος εκτός από ομογενής, στις συγκεκριμένες περιπτώσεις εμφανίζει και
ισοτροπία γύρω από κάποιον άξονα.
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I.3.2 Τρία γραμμικά ανεξάρτητα ιδιοανύσματα εκ των οποίων, δύο συζυγή μιγαδικά

Ο πίνακας θ μετασχηματίζεται στη μορφή

θ =


p1 1 0 0

0 p1 0 0

0 0 p2 p3

0 0 −p3 p2

 ,

όπου (p2, p3) είναι το πραγματικό και το φανταστικό μέρος των μιγαδικών ιδιοτιμών αντίστοιχα. Το
τετραδιάστατο στοιχείο μήκους αποκτά τη μορφή

ds2(4) = 2k1e
p1tdx dy + (k2 + k1t) e

p1tdy2 + ep2t [k3 cos(p3t) + k4 sin(p3t)]
(
−dz2 + dw2

)
+2ep2t [k4 cos(p3t)− k3 sin(p3t)] dz dw,

και ο τετραγωνικός σύνδεσμος είναι

p21 + 4p1p2 + p22 + p23 = 0. (5.24)

Τοφανταστικόμέρος τωνμιγαδικών ιδιοτιμώνπρέπει να είναι διαφορετικό τουμηδενός, p3 ̸= 0. Διαιρούμε
την (5.24) με p23 σχηματίζοντας τους λόγους,

(
α = p1

p3
, β = p2

p3

)
.

1 + α2 + 4αβ + β2 = 0. (5.25)

Για λύσεις του κενού, επιλύουμε την (5.25) ως προς α.

α = −2β + ϵ
√
−1 + 3β2, β ∈ R−

(
− 1√

3
,
1√
3

)
.

όπου το σύμβολο ϵ αντιστοιχεί σε ± και θα χρησιμοποιείται όπου χρειάζεται. Ο περιορισμός στο πεδίο
ορισμού του β είναι λόγω της απαίτησης η ιδιοτιμή α να είναι πραγματική. Το πενταδιάστατο στοιχείο
μήκους αποκτά τη μορφή

ds2(5) = −k21
(
k23 + k24

)
eϕ7p3tdt2 + 2k1e

ϕ8p3tdx dy + (k2 + k1t) e
ϕ8p3tdy2

+ eβp3t [k3 cos (p3t) + k4 sin (p3t)]
(
−dz2 + dw2

)
+ 2eβp3t [k4 cos (p3t)− k3 sin (p3t)] dz dw,

όπου
(
ϕ7 = −2β + 2ϵ

√
−1 + 3β2, ϕ8 = −2β + ϵ

√
−1 + 3β2

)
, ενώ οι αντίστοιχες ιδιοτιμές είναι

λµ =

[
−k21

(
k23 + k24

)
eϕ7p3t, λ2, λ3,−

√
k23 + k24e

βp3t,
√
k23 + k24e

βp3t

]
,

με

λ2 =
1

2
eϕ8p3t

(
k2 + k1t−

√
k22 + 2k1k2t+ k21 (4 + t2)

)
,

λ3 =
1

2
eϕ8p3t

(
k2 + k1t+

√
k22 + 2k1k2t+ k21 (4 + t2)

)
.

Οι ιδιοτιμές (λ2, λ3) εξαρτώνται από τα πρόσημα των (k1, k2), όμως πάντα η μια είναι θετική και η
άλλη αρνητική. Επίσης, μόνο τα τετράγωνα των (k3, k4) εμφανίζονται, συνεπώς τα πρόσημα τους δεν
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επηρεάζουν την υπογραφή της μετρικής. Επομένως, υπάρχει μόνο μια περίπτωση. Χρησιμοποιούμε τον
παρακάτω μετασχηματισμό και τον επαναορισμό του p3

t =
t̃

p3
, x = −

√
k23 + k24
k1

1

2p
3/2
3

(2k1x̃+ k2p3ỹ) , y =

√
k1 (k23 + k24)

p3
ỹ,

z =
k1

[
−k4w̃ +

(
−k3 +

√
k23 + k24

)
z̃
]

√
2
(
−k3 +

√
k23 + k24

)
p3

, w =
k1

[
k4z̃ +

(
−k3 +

√
k23 + k24

)
w̃
]

√
2
(
−k3 +

√
k23 + k24

)
p3

,

p3 =

√
k21
k23 + k24
m

,

ώστε να μετασχηματίσουμε το στοιχείο μήκους στην απλή μορφή

ds2(5) = −eϕ7tdt2 − 2eϕ8tdx dy + teϕ8tdy2 + cos t eβt
(
dz2 − dw2

)
+ 2 sin t eβtdz dw,

με το αντίστοιχο ομοθετικό πεδίο να απορροφά και πάλι τη σταθερά m

ξh =

(
1,
y + ϵx

√
−1 + 3β2

2
,
ϵy
√

−1 + 3β2

2
, ξh4, ξh5

)
,

ξh4 = −w + 3βz − 2zϵ
√
−1 + 3β2

2
,

ξh5 =
z − 3βw + 2wϵ

√
−1 + 3β2

2
.

Υπογραφή:
Οι ιδιοτιμές είναι

λµ =

(
−eϕ7t,

t−
√
4 + t2

2
eϕ8t,

t+
√
4 + t2

2
eϕ8t, eβt,−eβt

)
.

και η αντίστοιχη υπογραφή, s= (3, 2), με μεταβλητή “χρόνου” είτε (t, x, w) είτε (y, z).

AKVF:
Για τις τιμές

(
α = − ϵ√

2
, β = ϵ√

2

)
το επιπλέον πεδίο Killing είναι

ξ5 =

(
1,
y + ϵ√

2
x

2
,
ϵy

2
√
2
,−2w + ϵz

√
2

4
,
2z − ϵw

√
2

4

)
.

Σε αυτό το σημείο παρουσιάζουμε τους πίνακες με τις λύσεις που βρήκαμε για τις 7 διαφορετικές
οικογένειες. Επίσης, υπάρχει ένας πίνακας στον οποίο εμφανίζονται τα επιπλέον ανύσματα Killling και
το ομοθετικό.

I.3.3 Πίνακες λύσεων
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Τέσσερα πραγματικά, γραμμικά ανεξάρτητα

Όνομα λύσης Στοιχείο μήκους Υπογραφή/ “Χρονική” μεταβλητή(ες)

s1 ds2(5) = −eϕ1tdt2 + etdx2 + eϕ2tdy2 + eβtdz2 + eγtdw2 (1, 4) / t

s2 ds2(5) = eϕ1tdt2 + etdx2 + eϕ2tdy2 + eβtdz2 − eγtdw2 (1, 4) /w

s3 ds2(5) = −eϕ1tdt2 + etdx2 + eϕ2tdy2 − eβtdz2 − eγtdw2 (3, 2) / (t, z, w) ή (x, y)

s4 ds2(5) = eϕ1tdt2 + etdx2 − eϕ2tdy2 − eβtdz2 − eγtdw2 (3, 2) / (y, z, w) ή (t, x)

s5 ds2(5) = ±
(
eϕ1tdt2 + etdx2 + eϕ2tdy2 + eβtdz2 + eγtdw2

)
(5, 0) ή (0, 5) /(t, x, y, z, w)ή καμία

Πίνακας 5.2: Χρησιμοποιήθηκαν οι εξής συντομεύσεις
(
ϕ1 = 1+β+γ+βγ+β2+γ2

1+β+γ , ϕ2 = −β+γ+βγ
1+β+γ

)
. Οι

περιορισμοί για τους λόγους των ιδιοτιμών είναι
(
β ̸= {−1− γ} ,∀γ ∈ R−

{
− 1

2

})
.

Τρία πραγματικά, γραμμικά ανεξάρτητα

Όνομα λύσης Στοιχείο μήκους Υπογραφή/ “Χρονική μεταβλητή(ες)

s6 ds2(5) = eϕ3tdt2 + eϕ4tdx2 + eβtdy2 + 2etdz dw + t etdw2 (1, 4) / z ή w

s7 ds2(5) = −eϕ3tdt2 + eϕ4tdx2 − eβtdy2 + 2etdz dw + t etdw2 (3, 2) / (t, y, z) ή (x, z)

s8 ds2(5) = eϕ3tdt2 − eϕ3tdx2 − eβtdy2 + 2etdz dw + t etdw2 (3, 2) / (x, y, z) ή (t, z)

Πίνακας 5.3: Χρησιμοποιήθηκαν οι εξής συντομεύσεις
(
ϕ3 = 3+2β+β2

2+β , ϕ4 = − 1+2β
2+β

)
. Οι περιορισμοί

στους λόγους των ιδιοτιμών είναι β ∈ R− {−2, }.

Δύο πραγματικά, γραμμικά ανεξάρτητα

Όνομα λύσης Στοιχείο μήκους Υπογραφή/ “Χρονική” μεταβλητή(ες)

s9 ds2(5) = e(1+3α)tdt2 + etdx2 + 2eαtdy dw + eαtdz2 + 2t eαtdz dw + 1
2 t

2eαtdw2 (1, 4) / y

s10 ds2(5) = −e(1+3α)tdt2 + etdx2 − 2eαtdy dw − eαtdz2 + 2t eαtdz dw − 1
2 t

2eαtdw2 (3, 2) / (t, z, w) ή (x, y)

s11 ds2(5) = e(1+3α)tdt2 − etdx2 − 2eαtdy dw − eαtdz2 + 2t eαtdz dw − 1
2 t

2eαtdw2 (3, 2) / (x, z, w) ή (t, y)

Πίνακας 5.4: Υπάρχουν μόνο δύο δυνατές τιμές των λόγων για τις οποίες υπάρχει λύση του κενού,
(α = 0 or a = −1).

Ένα πραγματικό ιδιοάνυσμα

Όνομα λύσης Στοιχείο μήκους Υπογραφή/ “Χρονική” μεταβλητή(ες)

s12 ds2(5) = −dt2 − 2dx dw − 2dy dz − 2t dy dw + t dz2 + t2dz dw + t3

6 dw
2 (3, 2) / (t, z, w) ή (x, y)

s13 ds2(5) = −
(
dt2 + 2dx dw + 2dy dz + 2t dy dw + t dz2 + t2dz dw + t3

6 dw
2
)

(3, 2) / (x, z, w) ή (t, y)

Πίνακας 5.5: Δεν χρησιμοποιήθηκανσυντομεύσεις
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Τέσσερα γραμμικά ανεξάρτητα, εκ των οποίων, δύο συζυγή μιγαδικά

Όνομα λύσης Στοιχείο μήκους Υπογραφή/ “Χρονική” μεταβλητή(ες)

s14 ds2(5) = eϕ5tdt2 + eϕ6tdx2 + eβtdy2 + cos t eγt
(
dz2 − dw2

)
+ 2 sin t eγtdz dw (1, 4) /w

s15 ds2(5) = −eϕ5tdt2 + eϕ6tdx2 − eβtdy2 + cos t eγt
(
dz2 − dw2

)
+ 2 sin t eγtdz dw (3, 2) / (t, y, w) ή (x, z)

s16 ds2(5) = eϕ5tdt2 − eϕ6tdx2 − eβtdy2 + cos t eγt
(
dz2 − dw2

)
+ 2 sin t eγtdz dw (3, 2) / (x, y, w) ή (t, z)

s17 ds2(5) = eαt
(
dt2 + dx2

)
+ e

− 2ϵ√
3
t
dy2 + cos t e

ϵ√
3
t (
dz2 − dw2

)
+ 2 sin t e

ϵ√
3
t
dz dw (1, 4) /w

s18 ds2(5) = eαt
(
−dt2 + dx2

)
− e

− 2ϵ√
3
t
dy2 + cos t e

ϵ√
3
t (
dz2 − dw2

)
+ 2 sin t e

ϵ√
3
t
dz dw (3, 2) / (t, y, w) ή (x, z)

s19 ds2(5) = eαt
(
dt2 − dx2

)
− e

− 2ϵ√
3
t
dy2 + cos t e

ϵ√
3
t (
dz2 − dw2

)
+ 2 sin t e

ϵ√
3
t
dz dw (3, 2) / (x, y, w) ή (t, z)

Πίνακας 5.6: Οι εξής συντομεύσεις χρησιμοποιήθηκαν
(
ϕ5 = −1+β2+2βγ+3γ2

β+2γ , ϕ6 = − 1+2βγ+γ2

β+2γ

)
. Οι

περιορισμοί στους λόγους των ιδιοτιμών είναι β∈R− {−2γ, },∀γ ∈ R, α ∈ R.

Τρία γραμμικά ανεξάρτητα, εκ των οποίων, δύο συζυγή μιγαδικά

Όνομα λύσης Στοιχείο μήκους Υπογραφή/ “Χρονική” μεταβλητή(ες)

s20 ds2(5) = −eϕ7tdt2 − 2eϕ8tdx dy + teϕ8tdy2 + cos t eβt
(
dz2 − dw2

)
+ 2 sin t eβtdz dw (3, 2) / (t, x, w) ή (y, z)

Πίνακας 5.7:Οι εξής συντομεύσεις χρησιμοποιήθηκαν
(
ϕ7 = −2β + 2ϵ

√
−1 + 3β2, ϕ8 = −2β + ϵ

√
−1 + 3β2

)
.

Οι περιορισμοί στους λόγους των ιδιοτιμών είναι β ∈ R−
(
− 1√

3
, 1√

3

)
.

Τέσσερα γραμμικά ανεξάρτητα, δύο ζεύγη συζυγή μιγαδικά

Όνομα της λύσης Στοιχείο μήκους Υπογραφή/ “Χρονική” μεταβλητή(ες)

s21 ds2(5) = −eϕ9tdt2 + cos (βt) eϕ10t
(
dx2 − dy2

)
+ 2 sin (βt) eϕ10tdx dy + 2 sin t eγtdz dw + cos t eγt

(
dz2 − dw2

)
(3, 2) / (t, y, w) ή (x, z)

Πίνακας 5.8:Οι συντομεύσειςϕ9, ϕ10 είναι
(
ϕ9 = −2γ + 2ϵ

√
−1− β2 + 3γ2, ϕ10 = −2γ + ϵ

√
−1− β2 + 3γ2

)
.

Οι περιορισμοί επί των λόγων των ιδιοτιμών είναιβ ∈
(
−
√
−1 + 3γ2,

√
−1 + 3γ2

)
−
{

1
2

(
−2γ + ϵ

√
−2 + 2γ2

)}
,

γ ∈ R−
(
− 1√

3
, 1√

3

)
.
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S AKVF/Τιμές για τις οποίες εμφανίζονται Ομοθετικό πεδίο

s1

(0,−y, x, 0, 0)/α = 1,β = − 1+2γ
2+γ , γ = R− {−2,−1, 1}

(0,−z, 0, x, 0)/α = − 1+2γ
2+γ ,β = 1, γ = R− {−2,−1, 1}

(0,−w, 0, 0, x)/α = − 1+2β
2+β ,β = R− {−2,−1, 1}, γ = 1

s2

ίδιο με s1

ίδιο με s1

(0, w, 0, 0, x)/α = − 1+2β
2+β ,β = R− {−2,−1, 1}, γ = 1

s3

ίδιο με s1

(0, z, 0, x, 0)/α = − 1+2γ
2+γ ,β = 1, γ = R− {−2,−1, 1}

[
1, β

2+γ2+βγ
2(1+β+γ) x,

y(1+β+γ)
2 , z(1+γ+γ2)

2(1+β+γ) ,
w(1+β+β2)
2(1+β+γ)

]
ίδιο με s2

s4

(0, y, x, 0, 0)/α = 1,β = − 1+2γ
2+γ , γ = R− {−2,−1, 1}

ίδιο με s3

ίδιο με s2

s5

ίδιο με s1

ίδιο με s1

ίδιο με s1

s6
(0, w, 0,−x, 0)/α = 1,β = −1

(0, 0, w,−y, 0)/α = −1,β = 1

s7
ίδιο με s6

[
1, 2+β

2 x, 3y
4+2β ,

z(1+β+β2)−w(2+β)

2(2+β) ,
w(1+β+β2)

2(2+β)

]
(0, 0, w, y, 0)/α = −1,β = 1

s8
(0, w, 0, x, 0)/α = 1,β = −1

ίδιο με s7

s9 κανένα επιπλέον Killing πεδίο

s10 κανένα επιπλέον Killing πεδίο
[
1, 3α2 x,

(y−z+2αy)
2 , (−w+z+2αz)

2 , 1+2α
2 w

]
s11 κανένα επιπλέον Killing πεδίο

s12
(
1,−y

2 ,
z
2 ,−

w
2 , 0
) (

t, 5x2 ,
3y
2 ,

z
2 ,−

w
2

)
s13

(
1,−y

2 ,−
z
2 ,−

w
2 , 0
)

s14

s15

[
1,

x
(
γ+ϵ

√
1−2γ2

)
2 ,

y
(
γ−ϵ

√
1−2γ2

)
2 ,−w+zγ

2 , z−wγ
2

]
/

[
1, β+2γ

2 x, −1+3γ2

2(β+2γ)y, ξh4, ξh5

]
α =

−1+γ2−2ϵγ
√

1−2γ2

γ+ϵ
√

1−2γ2
ξh4 =

−w(β+2γ)+z(−1+β2+βγ+γ2)
2(β+2γ)

β = −γ + ϵ
√
1− 2γ2 ξh5 =

z(β+2γ)+w(−1+β2+βγ+γ2)
2(β+2γ)

− 1√
2
< γ < 1√

2

s16
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S AKVF/Τιμές για τις οποίες εμφανίζονται Ομοθετικό πεδίο

s17 (
1, 0, y

√
3α+2ϵ
2
√
3
, 3αz−3w−ϵz

√
3

6 , 3αw+3z−ϵw
√
3

6

)
s18

(
1, 0, ϵy√

3
,− 3w+ϵz

√
3

6 , 3z−ϵw
√
3

6

)
/α = 0

s19

s20

(
1,

√
2y+ϵx

2
√
2
, ϵy

2
√
2
,− 2w+ϵz

√
2

4 , 2z−ϵw
√
2

4

)
/

(
1,

y+ϵx
√

−1+3β2

2 ,
ϵy
√

−1+3β2

2 , ξh4, ξh5

)
(
α = − ϵ√

2
, β = ϵ√

2

)
ξh4 = −w+3βz−2zϵ

√
−1+3β2

2 , ξh5 =
z−3βw+2wϵ

√
−1+3β2

2

s21

(
1,

|γ|x−y
√

−1+2γ2

2 ,
|γ|y+x

√
−1+2γ2

2 , ξ4, ξ5

) (
1,

−βy+ϵx
√

−1−β2+3γ2

2 ,
βx+ϵy

√
−1−β2+3γ2

2 , ξh4, ξh5

)
ξ4 = −w

2 + z
(
− 3γ

2 + |γ|
)
, ξ5 = z

2 + w
(
− 3γ

2 + |γ|
)
/ ξh4 = −w

2 − 3γz
2 + ϵz

√
−1− β2 + 3γ2

α = −2γ + ϵ|γ|,β = ϵ
√
−1 + 2γ2 ξh5 = z

2 − 3γw
2 + ϵw

√
−1− β2 + 3γ2

γ ∈ R−
(
− 1√

3
, 1√

3

)

I.3.4 Αναλλοίωτος χαρακτηρισμός των λύσεων

Στις λύσεις πουπαρουσιάσαμεπαραπάνω, υπάρχουν κάποιες σταθερές οι οποίες ενδέχεται να “φέρουν”
κάποιοφυσικό νόημα (ανεξάρτητααπό το ποιό είναι αυτό). Εάν μια σταθερά δεν μπορεί να απορροφηθεί
με κάποιο μετασχηματισμό συντεταγμένων, τότε θα την ονομάζουμε “ουσιώδη” και θα αντιστοιχεί σε
σταθερά που περιέχει κάποιο φυσικό νόημα. Οι υπόλοιπες σταθερές θα αναφέρονται ως “μη ουσιώδεις”.
Στη περίπτωση των προτύπων με τα οποία ασχολούμαστε (χωρόχρονοι με ομογενείς υπερ-επιφάνειες),
ο αναμενόμενος μέγιστος αριθμός των ουσιωδών σταθερών ισούται (για d + 1 διαστάσεις) N=(2× #
ανεξάρτητα γαβ-2×# ανεξάρτητες εξισώσεις συνδέσμων-#διάσταση των εξωτερικών Αυτομορφισμών).
Όσοναφορά τοBianchi Type I οι σταθερές δομής είναι μηδέν, επομένωςοι γραμμικοί σύνδεσμοι ικανοποιούνται
ταυτοτικά, ενώ ταυτόχρονα οι εξωτερικοί Αυτομορφισμοί αποτελούνται από τηνGL(4,R). Συνεπώς,N =
(2 × 10 − 2 − 16) = 2, το οποίο ικανοποιείται από όλες τις λύσεις που έχουμε βρει. Με ποιό τρόπο
μπορούμε να αποφανθούμε για το αν μια σταθερά είναι ουσιώδης; Φαίνεται πως υπάρχουν δύο βασικές
μέθοδοι. Η πρώτη μέθοδος βασίζεται στις αναλλοίωτες σχέσεις, δηλαδή σχέσεις μεταξύ των βαθμωτών
καμπυλότητας και βαθμωτά των παραγώγων της καμπυλότητας. Τα βαθμωτά καμπυλότητας παρέχουν
ένα τρόπο χαρακτηρισμού των διαφορετικών γεωμετριών. Έτσι και εδώ, αν μπορέσουμε να εκφράσουμε
μια σταθερά ως ένα συνδυασμό από βαθμωτά, τότε αυτή δε θα μπορεί να απορροφηθεί από κάποιο
μετασχηματισμό συντεταγμένων. Ας εξετάσουμε το παράδειγμα των λύσεων s17 − s19. Αυτές περίεχουν
τη σταθερά α. Εφόσον είναι λύσεις του κενού, δε μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τον τανυστή RicciRµν

και το αντίστοιχο βαθμωτό R. Το πρώτο βαθμωτό θα είναι το Kretschmann K = RµνσρRµνσρ το οποίο
ισούται με

K =
4αe−2αt

√
3

. (5.26)

Παρατηρούμε πως εμφανίζεται η σταθερά , αλλά και η μεταβλητή t. Χρειαζόμαστε λοιπόν άλλο ένα
τουλάχιστον βαθμωτό ώστε να απαλειφθεί η μεταβλητή t. Κατασκευάζουμε το Q = gµν∇µK∇νK το
οποίο ισούται με

Q =
64

3
α4e−5αt. (5.27)
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S Αναλλοίωτες σχέσεις Αριθμός ουσιωδών σταθερών

s1-s5 Q
K5/2 = f1 (β, γ), W

K3/2 = f2 (β, γ) 2

s6-s8 Q
K5/2 = f3 (β) 1

s9-s11/α = −1 Q
K5/2 = 16

√
2

3 0

s9-s11/α = 0 None 0

s12-s13 None 0

s14-s16 Q
K5/2 = f4 (β, γ), W

K3/2 = f5 (β, γ) 2

s17-s19 Q
K5/2 = 2× 31/4α3/2 1

s20
Q

K5/2 = f6 (β) 1

s21
Q

K5/2 = f7 (β, γ), W
K3/2 = f8 (β, γ) 2

Πίνακας 5.9: Ισχύουν οι συντομεύσειςK = RµνσρRµνσρ, Q = gµν∇µK∇νK,W = ∇λRµνσρ∇λRµνσρ.

Τα δύο βαθμωτά πρέπει να είναι ανεξάρτητα ώστε να μπορούν να χρησιμοποιηθούν. Συγκεκριμένα
μπορούμε να απαιτήσουμε τη μη μηδενικότητα της ορίζουσας του παρακάτω πίνακα

A =

∂tK ∂αK

∂tQ ∂αQ

 .

Προκύπτει

Det(A) = −256α5e−7αt

√
3

̸= 0, (5.28)

συνεπώς η μεταβλητή t απαλείφεται και η σταθερά α μπορεί να εκφραστεί ως

α =
Q2/3

22/3 6
√
3K5/3

. (5.29)

Η (5.29) είναι η αναλλοίωτη σχέση η οποία εκφράζει τον ουσιώδη χαρακτήρα της σταθεράς α.
Η δεύτερη μέθοδος βασίζεται στην αναζήτηση λύσεων σε μια εξίσωση παράμοια με την εξίσωση

Killing

Lξgαβ = ∂λgαβ , (5.30)

όπου λ η σταθερά προς εξέταση. Εάν υπάρχει ξ, τότε η λ είναι απορροφήσιμη και οι ολοκληρωτικές
γραμμές του ξ ορίζουν τομετασχηματισμόαπορρόφησης. Εαν δεν υπάρχει τέτοιο ξ τότε ηλ είναι ουσιώδης.
Η μέθοδος αυτή και ο τρόπος εύρεσης της εξίσωσης (5.30) δίνονται στη [124]. Η δεύτερη μέθοδος έχει
το πλεονέκτημα πως μπορεί να χρησιμοποιηθεί και στην περίπτωση χωροχρόνων όπως τα pp-waves, τα
οποία έχουν όλα τα βαθμωτά καμπυλότητας εξ’ορισμού ίσα με μηδέν. Στον πίνακα 5.9 παρουσιάζουμε
τις αναλλοίωτες σχέσεις και τον αριθμό των ουσιωδών σταθερών. Η ακριβής μορφή των συναρτήσεων
fi, i = 1, ..., 8μπορεί ναβρεθεί στο https://www.dropbox.com/sh/zkmih77ha1ulyyw/AABq_v5aVMBuP-KvIFOqTDnWa?
dl=0.

Σε αυτό το σημείο ας κάνουμε τις εξής παρατηρήσεις

https://www.dropbox.com/sh/zkmih77ha1ulyyw/AABq_v5aVMBuP-KvIFOqTDnWa?dl=0
https://www.dropbox.com/sh/zkmih77ha1ulyyw/AABq_v5aVMBuP-KvIFOqTDnWa?dl=0
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I.3.4.1 Παρατηρήσεις

1. Έχονταςψάξει όσοπερισσότερομπορούσαμεστηβιβλιογραφία, καταλήξαμεστο ό,τι μόνοηπρώτη
οικογένεια λύσεων είναι γνωστή. Αυτή αντιστοιχεί στις πενταδιάστατες λύσεις Kasner [111], [112].

2. Για τις λύσεις s1-s5 υπάρχει η δυνατότητα επιλογής οποιουδήποτε από τους λόγους των ιδιοτιμών
να ισούται με μηδέν, ας υποθέσουμε γ = 0. Αυτήη ειδικήπερίπτωσηαντιστοιχεί στις τετραδιάστατες
μετρικές Kasner [111], [112], εμβαπτισμένες σε μια πενταδιάστατη πολλαπλότητα.

3. Στις περιπτώσεις (s9, s10, s11), για μια εκ των δύο δυνατών τιμών του λόγου, (α = 0), το πεδίο
Killing (ξ = ∂y) ικανοποιεί τις ιδιότητες,

ξµξ
µ = 0,

∇µξν = 0.

Αυτός είναι ο ορισμός των pp-wave [125] χωροχρόνων, οι οποίοι είναι λύσεις των εξισώσεων Ein-
stein και αναπαριστούν “ισχυρά” βαρυτικά κύματα διαδιδόμενα κατάμήκοςφωτοειδών καμπυλών.
Στην περίπτωσή μας, το εφαπτόμενο άνυσμα στις φωτοειδείς καμπύλες είναι το ξ = ∂y. Θα δούμε
περισσότερα για αυτού του είδους τις λύσεις σε παρακάτω κεφάλαιο.

4. Οι λύσεις (s12, s13) είναι επίσης pp-waves, με (ξ = ∂x) να είναι το φωτοειδές άνυσμα.

I.4 Φυσική εφαρμογή στο πλαίσιο της κοσμολογίας “βράνης”
Σε αυτό το σημείο θα θέλαμε να σχολιάσουμε τη δυνατότητα σύνδεσης αυτών των πενταδιάστατων

λύσεων με τετραδιάστατα κοσμολογικά πρότυπα. Θα ερευνήσουμε αυτή τη δυνατότητα στο πλαίσιο
της κοσμολογίας “βράνης”, δηλαδή θεωρώντας πως το τετραδιάστατο σύμπαν είναι περιορισμένο σε
μια βράνη (υπερ-επιφάνεια) (Σ, hab) μέσα στον πενταδιάστατο χωρόχρονο (V, gµν) [126]. Οι ενεργές
βαρυτικές εξισώσεις θα δίνονται μέσω των εξισώσεων Gauss-Codazzi στη βράνη [127], και λαμβάνοντας
υπόψη τις συνθήκες συνέχειας του Israel [128, 129]. Δηλαδή θεωρούμε λύσεις των εξισώσεων Einstein
οι οποίες έχουν τη μορφή κατανομής.

Θεωρούμε το κάθετο nµ άνυσμα στις υπερ-επιφάνεις και τον εσωτερικό προβολικό τανυστή e(µ)i. Η
μετρική της βράνης και η εξωτερική καμπυλότητα θα οριστούν όπως και στο πρώτο μέρος με τη μόνη
διαφορά ένα πρόσημο στην εξωτερική καμπυλότητα

hij = gµνe
(µ)

ie
(ν)

j , (5.31)

Kij = ∇µnνe
(µ)

(ie
(ν)

j). (5.32)

Ο τανυστής ενέργειας-ορμής αναλύεται σε δύο μέρη, εκείνο που αντιστοιχεί στη βράνη Tαβ
Σ και εκείνο

έξωαπόαυτήTαβ
V . Θαθεωρήσουμε τηβράνηωςμιαπολύ λεπτή επιφάνεια, το οποίο μπορεί ναμεταφραστεί

ως

Tαβ
Σ = δ(ℓ)Sαβ , (5.33)

όπου δ(ℓ) η δυνάρτηση δέλτα του Dirac, με l την παράμετρο της καμπύλης η οποία τέμνει κάθετα την
υπερ-επιφάνεια Σ. Για την ακρίβεια, θεωρούμε πλήθος καμπυλών, συνεπώς η l μπορεί να θεωρηθεί ως
βαθμωτό πεδίο. Συγκεκριμένα, το άνυσμα nµ ορίζεται ως

nµ = ϵgµν∂νℓ, (5.34)

όπου ϵ = ±. Ο τανυστής ενέργειας-ορμήςSαβ ορίζεται μόνο επί της υπερ-επιφάνειας, συνεπώςσυνδέεται
με τον εσωτερικό τανυστή Sij της βράνης, όπως κάθε τανυστικό αντικείμενο, μέσω του εσωτερικού
προβολικού τανυστή

Sij = Sµνe
(µ)

ie
(ν)

j . (5.35)
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Χρησιμοποιούμε τοσυμβολισμό [A] = A (ℓ→ 0+)−A (ℓ→ 0−)όπουAοποιαδήποτε τανυστικήποσότητα
η οποία ορίζεται και στις δύο πλευρές της υπερ-επιφάνειας. Αν επιθυμούμε τα σύμβολα Christoffel να
έχουν και αυτά μορφή κατανομής, τότε αποδεικνύεται πως η μετρική της υπερ-επιφάνειας πρέπει να
είναι συνεχής (για μια πλήρη περιγραφή [77])

[hij ] = 0. (5.36)

Παράλληλα, αποδεικνύεται πως ο τανυστήςRiemann έχει μορφή κατανομής, όμως περιέχει όρο ο οποίος
απειρίζεται επί της υπερ-επιφάνειας. Αυτό ο όρος μεταφέρεται στον τανυστή ενέργειας-ορμής μέσω
των εξισώσεων Einstein και εμφανίζεται με τη μορφή του Sij , ο οποίος εκφράζεται ως συνάρτηση του
τανυστή εξωτερικής καμπυλότητας

Sij = − ϵ

κ
([Kij ]− hij [K]) , (5.37)

όπου κ μια κατάλληλη σταθερά των εξισώσεων Einstein. Στην περίπτωση [Kij ] = 0, τότε ο τανυστής Rie-
mannδεν εμφανίζει απειρισμόστην υπερ-επιφάνεια. Στηναντίθετηπερίπτωση, εμφανίζεται απειρισμός,
όμως υπάρχει άμεσηφυσική εξήγηση: υπάρχει επιφανειακόφορτίοSij κατάμήκος της υπερ-επιφάνειας.
Εφόσον, στησυγκεκριμένηπερίπτωση εμείς επιθυμούμε ναυπάρχει, πρέπει να επιβάλουμε κάποιασυνθήκη
για την εξωτερική καμπυλότητα. Η πιο συνήθης επιλογή είναι αυτή της συμμετρίας Z2 δηλαδή,

K+
ij = −K−

ij =
1

2
[Kij ] . (5.38)

Στην περίπτωση μας, έχουμε λύσει τις εξισώσεις Einstein στο κενό, Tαβ
V = 0 και στις δύο πλευρές της

υπερ-επιφάνειας. Από όλες τις λύσεις που βρήκαμε, θα επικεντρωθούμε στην s1. Επιπλεόν, θέλουμε το
επιφανειακό φορτίο Sab να έχει τη μορφή ενός ιδανικού ρευστού, ώστε να μπορεί να περιγράψει κάποια
συγκεκριμένη μορφή του κοσμολογικού προτύπου ΛCDM.

Ας ξεκινήσουμε τηνανάλυσημας υποθέτονταςπωςηβράνηπεριγράφεται απόμια εξίσωση τηςμορφής
w − F (t) = 0. Το στοιχείο μήκους της θα δίνεται από τη μορφή

ds2(4) = −
(
eϕ1t − eγtF ′(t)2

)
dt2 + etdx2 + eϕ2tdy2 + eβtdz2. (5.39)

Οι συνιστώσες του εσωτερικού προβολικού τανυστή καθώς και το μοναδιαίο άνυσμα (επιλέξαμε ε=-1)
αποκτούν τη μορφή

e1 = ∂t + F ′(t)∂w, e2 = ∂x, e3 = ∂y, e4 = ∂z, (5.40)

nµ = − 1√
e−γt − e−ϕ1tF ′(t)2

(
e−ϕ1tF ′(t)∂t + e−γt∂z

)
, (5.41)

όπου e−γt−e−ϕ1tF ′(t)2 ̸= 0 (διαφορερικάηυπερ-επιφάνεια θαήτανφωτοειδής), και ο τανυστής ενέργειας
ορμής Sij

Sij = (ρ+ p)uiuj + phij , (5.42)

όπουui τοανυσματικόπεδίο το οποίοπεριγράφει την ταχύτητα τουρευστού.Θεωρούμεπως είναι κανονικοποιημένο
στη μονάδα, έτσι ώστε

ui =

(
−
√
eϕ1t − eγtF ′(t)2, 0, 0, 0

)
. (5.43)

Οι συνθήκες συνέχειας (5.37) επιβάλουν τις παρακάτω τιμές για τις σταθερές β, γ

β = 1, γ = −1, (5.44)
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και ταυτόχρονα η πυκνότητα ρ και πίεση p δίνονται από τις σχέσεις

ρ = −
3
√
et − e−2tF ′(t)2

(
F ′(t)3 − 2e3t (2F ′(t)− F ′′(t))

)
2κG (e3t − F ′(t)2)

2 , (5.45)

p =
3e−2tF ′(t)

2κG
√
et − e−2tF ′(t)2

, (5.46)

όπου κG η συνήθης σταθερά των εξισώσεων Einstein. Το ενδιαφέρον της παραπάνω κατασκευής είναι
πως για να έχουμε ιδανικό ρευστό στη βράνη πρέπει να η μετρική να είναι χωρικά ισοτροπική (το οποίο
συμβαίνει εδώ για τις τιμές β=1, γ=-1),

ds2(4) = −
(
e2t − e−tF ′(t)2

)
dt2 + et

(
dx2 + dy2 + dz2

)
, (5.47)

κάτι το οποίο είχε παρατηρηθεί και στο [130]. Επιπλέον, η συνάρτηση F (t) παραμένει αυθαίρετη, το
οποίο μας δίνει τη δυνατότητα να επιλέξουμε τη μορφή της καταστατικής εξίσωσης που επιθυμούμε. Αν
υποθέσουμε μια βαροτροπική καταστατική εξίσωση p = Qρ, τότε η συνάρτησηF (t)πρέπει να ικανοποιεί
την παρακάτω εξίσωση

F ′′(t) =
e−3t F ′(t)

2Q

(
e3t(4Q− 1)− (Q− 1)F ′(t)2

)
, (5.48)

όπου ο κλάδος (Q = 0) οδηγεί σε μια “στατική” βράνη F (t) =σταθερά. Όμως μια τέτοια βράνη δεν
μπορεί να αντιστοιχεί σε τανυστή ενέργειας-ορμής ιδανικού ρευστού, καθώς όπως βλέπουμε από τις
(5.45),(5.46), οδηγεί σε μηδενική πυκνότητα και πίεση. Η εξίσωση (5.48) μπορεί να απλοποιηθεί με το
μετασχηματισμό της ανεξάρτητης μεταβλητής t = 2Q/(4Q − 1) ln ξ, ο οποίος οδηγεί στην ισοδύναμη
εξίσωση

F ′′(ξ) = −µξνF ′(ξ)3, µ =
(4Q− 1)(Q− 1)

4Q2
, ν =

2Q+ 1

−4Q+ 1
. (5.49)

Αυτή η διαφορική εξίσωση ολοκληρώνεται οδηγώντας στη λύση

F (t) = k2 +
2
√
k1

|α+ 3|
e(α+3)t/2

2F1

[
1

2
,
α+ 3

2α
,
3(α+ 1)

2α
,−k1eαt

]
, (5.50)

όπου α = (Q − 1)/Q, k1, k2 είναι σταθερές ολοκλήρωσης και 2F1 η υπερ-γεωμετρική συνάρτηση. Η
μετρική στη βράνη αποκτά τη μορφή

ds2(4) = − e2t

1 + k1eαt
dt2 + et

(
dx2 + dy2 + dz2

)
, (5.51)

με τις αντίστοιχες πυκνότητα και πίεση να δίνονται από τις σχέσεις

p = ± 3

4κ
e(α−2)t/2

√
k1, (5.52)

ρ = ± 3

4κ
e(α−2)t/2

√
k1(1− α), (5.53)

(όπου±αντιστοιχεί σεQ< 1
4 καιQ>

1
4 ). Επίσης, παρατηρούμεπως για να έχουμεπραγματικήπυκνότητα

και πίεση, πρέπει η k1 να είναι θετική σταθερά (k1 > 0).
Υπάρχουν δύο κλάδοι με βάση τη μορφή της F (t). Η περίπτωση

(
α = −3 ⇒ Q = 1

4

)
οδηγεί σε μορφή

μετρικής ίδια με την (5.51), όμως η επιφάνεια προκύπτει φανταστική, εκτός και αν k1 < 0 το οποίο οδηγεί
σε φανταστική πυκνότητα και πίεση, συνεπώς απορρίπτεται. Η άλλη περίπτωση είναι η (α = 0 ⇒ Q = 1)
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η οποία οδηγεί στις εξής εκφράσεις

F (t) =
2

3
e3t/2

√
k1

1 + k1
+ k2, (5.54)

ρ =
3

4κ
e−t
√
k1, (5.55)

p =
3

4κ
e−t
√
k1, (5.56)

ds2(4) = − e2t

1 + k1
dt2 + et

(
dx2 + dy2 + dz2

)
. (5.57)

Οι πράξεις βρίσκονται αναλυτικά στο φάκελο “Brane interpretation s1 solution” στο dropbox https:
//www.dropbox.com/sh/zkmih77ha1ulyyw/AABq_v5aVMBuP-KvIFOqTDnWa?dl=0.

I.5 Ύπαρξη κοσμολογικής σταθεράς
Μια ενδιαφέρουσα περίπτωση είναι εκείνη όπου υποθέτουμε μη μηδενική κοσμολογική σταθερά στις

πέντε διαστάσεις. Άμεσα μπορούμε να συμπεράνουμε πως όλες οι λύσεις pp-wave δε θα υπάρχουν για
τον εξής λόγο: Το ίχνος των εξισώσεων Einstein ισούται με

2−D

2
R = −ΛD, (5.58)

όπουD η διάσταση του χωροχρόνου. Μια από τις χαρακτηριστικές ιδιότητες των χωροχρόνων pp-wave,
είναι πως όλα τα βαθμωτά καμπυλότητας είναι μηδέν. Λαμβάνοντας υπόψη την εξίσωση (5.58) πρέπει
αναγκαστικά Λ = 0.

Εκτός από αυτή την απλή παρατήρηση, μπορούμε να περιγράψουμε σε κάποιο βαθμό τη μορφή που
αναμένουμε να έχουν οι λύσεις. Ο τετραγωνικός σύνδεσμος και οι δυναμικές εξισώσεις θα αλλάξουν ως
εξής (θεωρώντας την ίδια επιλογή βαθμίδας),(

γ̇

γ

)2

− γ̇σργ
σαγρβ γ̇αβ = 8γΛ, (5.59)

∂t (γ
σργ̇ρκ) =

4

3
Λγδσκ , (5.60)

όπου γ ηορίζουσα της τετραδιάστατης υπερ-επιφάνειας. Υπολογίζοντας το ίχνος της (5.60) και χρησιμοποιώντας
το στην ίδια, καταλήγουμε στη μορφή

∂t

(
γσργ̇ρκ − 1

4

γ̇

γ
δσκ

)
= 0, (5.61)

η οποία ολοκληρώνεται

γ̇σρ =
1

4

γ̇

γ
γσρ + γσκθ̃

κ
ρ , (5.62)

όπου θ̃κρ είναι πλέον ένας άϊχνος, σταθερός πίνακας. Η εξίσωση (5.62) μπορεί να χρησιμοποιηθεί στον
τετραγωνικό σύνδεσμο, το οποίο οδηγεί σε μια πρώτης τάξης διαφορική εξίσωση για την ορίζουσα της
μετρικής,

3

4

(
γ̇

γ

)2

− Tr(θ̃2) = 8γΛ, (5.63)

με λύση

γ = −Tr(θ̃
2)

8Λ
sech

[
1

2

√
Tr(θ̃2)

(
m− 2√

3
t

)]2
, (5.64)

https://www.dropbox.com/sh/zkmih77ha1ulyyw/AABq_v5aVMBuP-KvIFOqTDnWa?dl=0
https://www.dropbox.com/sh/zkmih77ha1ulyyw/AABq_v5aVMBuP-KvIFOqTDnWa?dl=0
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καιm σταθερά ολοκλήρωσης. Η χρήση της (5.64) στη (5.62) οδηγεί, σε μορφή πίνακα,

γ̇ = f(t)γ + θ̃Tγ, (5.65)

η οποία αποτελεί τροποποίηση της (5.15). Η γενική λύση της έχει τη μορφή

γ = H(t)eθ̃
T tc. (5.66)

Οι συναρτήσεις f(t),H(t) δίνονται παρακάτω

f(t) =
1√
3

√
Tr(θ̃2)tanh

[
1

2

√
Tr(θ̃2)

(
m− 2√

3
t

)]
, (5.67)

H(t) ≡ e
∫
f(t)dtI =

1√
cosh

[
1
2

(
m− 2√

3
t
)
Tr(θ̃2)

]I, (5.68)

όπου I ο τετραδιάστατος, ταυτοτικός πίνακας.Η ορίζουσα της (5.66) θα πρέπει να είναι ίση με την (5.64),
δίνοντας μια σχέση μεταξύ του σταθερού πίνακα c και της κοσμολογικής σταθεράς.

Όπως και στην περίπτωση Λ = 0, η ομάδα των αυτομορφισμών μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την
απλοποίηση του πίνακα θ̃. Έχοντας τη γενική μορφή της λύσης, μπορούμε να δούμε πως η αλλαγή που
έχει επιφέρει η ύπαρξη της κοσμολογικής σταθεράς είναι η συνάρτησηH(t). Αν γιαπαράδειγμα, θεωρήσουμε
όριο t → ∞, τότε η H(t) έχει την ασυμπτωτική μορφή

(
∼ e−(Tr(θ̃2)/2

√
3)t
)
η οποία εν γένει μπορεί

να “αποσβέσει” (damp) κάποιον από τους όρους
(
∼ eθt

)
. Η ανισοτροπία του προτύπου δεν επιτρέπει

την πλήρη “απόσβεση” (damping) όπως συμβαίνει σε ένα πρότυπο FLRW. Αυτή η ιδιότητα μπορεί να
χρησιμοποιηθεί σε κοσμολογικά πρότυπα βράνης όπου απαιτούμε η επιπλέον διάσταση να μην είναι
συμπαγής, δηλαδή φαίνεται να υπάρχει ένας φυσικός τρόπος ώστε οι επιπλέον διαστάσεις να μην είναι
παρατηρήσιμες σε κλίμακες του παρατηρήσιμου σύμπαντος.

I.6 Συζήτηση επί των αποτελεσμάτων
Όπως είδαμε, η ομάδα των μετασχηματισμών τα οποία διατηρούν την προφανή ομογενή μορφή

του στοιχείου μήκους (σταθεροί Αυτομορφισμοί), παρέχουν ένα τρόπο απλοποίησης και ολοκλήρωσης
των εξισώσεων Einstein. Στo συγκεκριμένο πρότυπο, με κατάλληλη επιλογή του Lapse, οι εξισώσεις
ολοκληρώθηκαν χωρίς να χρειαστεί να εφαρμόσουμε κάποιααπό τις μεθόδους ολοκλήρωσηςπουπεριγράψαμε
στο πρώτο κεφάλαιο της θεωρίας. Ένας από τους λόγους που φαίνεται να ήταν δυνατή η ολοκλήρωση,
ήταν ο μηδενισμός του τανυστή Ricci της ομογενούς υπερ-επιφάνειας λόγω των σταθερών δομής του
προτύπου Cα

µν = 0. Αυτό είχε ως αποτέλεσμα να μην εξαρτάται ο τετραγωνικός σύνδεσμος από το
βαθμωτόRicci. Αυτό δεν ισχύει για κανένααπό ταάλλαπρότυπα.Ηεκπεφρασμένημορφή τωναναλυτικών
λύσεων, κατέστη δυνατή λόγω τουδιαχωρισμού του χώρου των λύσεωνσε οικογένειες. Αυτός ο διαχωρισμός
έγινε με βάση την ομάδα τωνσταθερώνΑυτομορφισμών (τα οποίααποτελούνσυμμετρίες των εξισώσεων),
συνεπώςδεν υπήρξε κάποιαβλάβη της γενικότητας.Μεβάσηαυτή τημέθοδο, καταφέραμε νααναπαράγουμε
τις ήδη γνωστές λύσεις, καθώς και νέες. Στο σύνολο, προέκυψαν 7 οικογένειες λύσεων με 21 διαφορετικές
λύσεις. Κάποιες από αυτές έχουν υπογραφή Lorentz, κάποιες Ευκλείδεια και κάποιες υπογραφή (3, 2). Η
συντεταγμένη t η οποία εμφανίζεται ως η ανεξάρτητη μεταβλητή στις διαφορικές εξισώσεις, σε κάποιες
λύσεις μπορεί να χαρακτηριστεί ως χρονική (θα μπορούσε να περιγράφει κοσμολογικό πρότυπο) και σε
άλλες ως χωρική (κάποιο είδος χωροχρόνου το οποίο περιέχει ομογενείς χωροχρονικές, τετραδιάστατες
υπερ-επιφάνειες). Παράλληλα, προέκυψαν λύσεις της οικογένειας των pp-wave, δηλώνοντας ακόμη πιο
έντονα το πλούσιο περιεχόμενο των προτύπων Bianchi. Χρησιμοποιήθηκαν αναλλοίωτες σχέσεις προς
χαρακτηρισμό των διαφορετικών γεωμετριών, μέσω των ουσιωδών σταθερών που αυτές φέρουν.

Χρησιμοποιώντας τη λύση s1 (γενίκευση της λύσηςKasner), παρουσιάσαμε ταφυσικά χαρακτηριστικά
που πρέπει να έχει ένα κοσμολογικό πρότυπο το οποίο περιγράφει το σύμπαν, αν θεωρηθεί πως αποτελεί
μια βράνη μέσα στον πενταδιάστατο χωρόχρονο. Οι συνθήκες συνέχειας και η υπόθεση, το επιφανειακό
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φορτίο της βράνης να περιγράφεται ως ιδανικό ρευστό, επέβαλλαν στη μετρική της βράνης να είναι
χωρικά ισοτροπική (ανήκει δηλαδή στη κλάση των FLRW). Επιπλέον, απαιτώντας το ιδανικό ρευστό να
περιγράφεται απόβαροτροπική καταστατική εξίσωση, προσδιορίσαμε την επιφάνεια ηοποίαπεριγράφει
τη βράνη.

Τέλος, σκιαγραφήσαμε τον τρόπο που θα αλλάξουν τα αποτελέσματα αν επιλέξουμε την ύπαρξη
κοσμολογικής σταθεράς. Ως πρώτο συμπέρασμα, αποδείξαμε πως δε μπορούν να υπάρξουν λύσεις pp-
wave. Σε δεύτερο βήμα, είδαμε πως η ουσιώδης διαφορά είναι η ύπαρξη ενός πολλαπλασιαστικού όρου
στη γενική μορφή της λύσης που βρήκαμε παραπάνω, ο οποίος εξαρτάται από την κοσμολογική σταθερά.
Αυτός ο όρος, μπορεί ενδεχομένως να “ακυρώσει” τη χρονική εξέλιξη του παράγοντα κλίμακας κατά
μήκοςμιας χωρικής διάστασης.Παρατηρήσαμεπως λόγω τηςανισοτροπίας δε γίνεται να υπάρξει καθολική
“ακύρωση” όπως σε κάποιο πρότυπο FLRW. Αυτό αφήνει ανοιχτό το ενδεχόμενο χρήσης αυτής της
ιδιότητας σε κοσμολογικά πρότυπα βράνης, στα οποία η επιπλέον διάσταση απαιτούμε να μην είναι
συμπαγής.Νααναφέρουμεσεαυτό τοσημείοπωςανυποθέσουμεπαραπάνωαπόμια επιπλέον διαστάσεις,
η κοσμολογική σταθερά θα μπορέσει να ακυρώσει μόνο μια εξ αυτών.



Κεφάλαιο 6

Κλασσική και κβαντική ανάλυση 3D
ηλεκτρομαγνητικών pp-wave
χωροχρόνων

I Εισαγωγή

Θα ξεκινήσουμε αυτό το κεφάλαιο με μια μικρή, ιστορική αναδρομή στην έννοια των βαρυτικών
κυμάτων.Η ιδέα των βαρυτικών κυμάτων στην προσέγγιση ασθενούς πεδίου είχε προβλεφθεί θεωρητικά
από τον ίδιο τον Einstein [131], [132]. Ο Eddington ήταν από τους πρώτους που σχολίασαν τις κυματικές
βαρυτικές λύσεις και την ταχύτητα με την οποία αυτά τα κύματα διαδίδονται [133]. Αργότερα, οι Ein-
stein και Rosen δημοσίευσαν μια εργασία στην οποία προβλέπεται η ύπαρξη κυλινδρικών βαρυτικών
κυμάτων.Οι ίδιοι τη χαρακτήρησανωςμη-φυσική, καθώςπαρουσιάζεται ανωμαλία [134].Όπωςπαρατηρήθηκε
από τονHowardP.Robertsonμε γράμμα τουστους συγγραφείς, αυτήήτανμιαανωμαλία τουσυστήματος
συντεταγμένων και όχι της γεωμετρίας. Από τότε, έχει υπάρξει αρκετή πρόοδος στο συγκεκριμένο πεδίο,
με ένα από τα σημαντικότερα γεγονότα να είναι η έμμεση ανίχνευση των βαρυτικών κυμάτων από τους
Russel Alan Hulse και Joseph Hooton Taylor Jr. μέσω των ενεργειακών απωλειών και των απωλειών
στροφορμής, ενός διπλού pulsar [135], [136]. Η άμεση παρατήρηση βαρυτικών κυμάτων έγινε μόλις το
2015: η συγχώνευση δύο μελανών οπών προκάλεσε την εκπομπή βαρυτικών κυμάτων [137].

Όλες οι εργασίες τις οποίες αναφέραμε στη προηγούμενηπαράγραφο, είχανως εναρκτήριο λάκτισμα
τις γραμμικοποιημένες εξισώσεις Einstein. Η ύπαρξη αναλυτικών λύσεων των μη-γραμμικών εξισώσεων
Einstein, έχει επίσης αποδειχθεί θεωρητικά. Η πρώτη φαίνεται να παρουσιάζεται από τον Brinkmann
[138] ο οποίος μελετούσε σύμμορφες απεικονίσεις μεταξύ χώρων Einstein. Οι Baldwin και Jeffery στη
δημοσίευση [139] θεώρησαν σύζευξη βαρύτητας και ηλεκτρομαγνητισμού, υποθέτοντας επίπεδα κύματα
ταοποία διαδίδονται με μιασυγκεκριμένη ταχύτητα.Λόγωόμως τωνδυσκολιώνστον ορισμό ενός κύματος
εν τη απουσία μη-δυναμικού υποβάθρου, έπρεπε να υπάρξει κάποιος γεωμετρικός ορισμός. Ο Petrov
κατάφερε νακατηγοριοποιήσει αλγεβρικά τον τανυστήWeyl, ο οποίος είναι το κομμάτι εκείνο του τανυστή
καμπυλότητας το οποίο δεν επηρεάζεται από τηπαρουσία τοπικής ύλης [140].Μεβάση την ονοματολογία
αυτή, ο τύπος N συνδέεται με βαρυτική ακτινοβολία, σε αντιστοιχία με τα ηλεκτρομαγνητικά κύματα
τα οποία χαρακτηρίζονται από “φωτοειδές” πεδίo Maxwell. Αργότερα, ο Sachs εισήγαγε την οπτική
βαρυτικών κυμάτων [141] και ο Kundt μελέτησε επίπεδα βαρυτικά κύματα [125].

Μια ειδική κλάση αυτών καλούνται pp-waves τα οποία έχουν την ιδιότητα όλα τα πρώτου είδους
βαθμωτά καμπυλότητας να είναι ίσα με μηδέν. Ακόμη ένα ενδιαφέρον χαρακτηριστικό είναι πως αυτοί οι
χωρόχρονοι δεν είναι καθολικάυπερβολικοί, όπωςαπέδειξε οRoger Penrose [142].Οι pp-wave χωρόχρονοι
εμφανίζονται σε αρκετά ευρύ πεδίο, από τη γενική σχετικότητα, στη θεωρία χορδών και βρανών καθώς
και στην υπερ-βαρύτητα.Αναφέρουμε ενδεικτικά κάποιαπαραδείγματα.Οι συγγραφείς της δημοσίευσης
[143], μετασχημάτισαν τις εξισώσεις του Νεύτωνα για Ν μη σχετικιστικά αλληλεπιδρώντα σωματίδια,

68
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στη μορφή φωτοειδών γεωδαισιακών, σε pp-wave χωρόχρονο διαστάσεως (3N +2). Στην εργασία [144]
αποδείχθηκε πως η σύμμορφη αναλλοιώτητα ενος σ- προτύπου, δεν οδηγεί μόνο σε μετρική Robertson-
Walker, αλλά και σε ένα συγκεκριμένο είδος pp-wave. Στη περίπτωση μποζονικής χορδής σε ειδικά
επιλεγμένο pp-wave χωρόχρονο, η σύμμορφη ανωμαλία εξαφανίζεται [145], ενώ αποδείχθηκε πως τα
pp-waves, είναι κατάλληλα, με κάποιους περιορισμούς, ώστε να παρέχουν, για διαταρακτικά πρότυπα
σίγμα, την κατάστασηκενούσε όλες τις τάξεις [146]. Επίσης, Brinkmannχωρόχρονοι σεανώτερες διαστάσεις,
των οποίων οι επιπλέον συνιστώσες της μετρικής μπορούν να θεωρηθούν ως εξωτερικά πεδία βαθμίδας,
με τη μάζα ως σταθερά σύζευξης, μελετήθηκαν στην εργασία [147]. Το όριο Penrose σε υπόβαθρα της
Θεωρίας-Μδιερευνήθηκεστην [148].ΟιBrandhuber και Sfetsos μελέτησανpp-waves τα οποίαπροκύπτουν
ως το όριο Penrose βρανών-D3 [149]. Όσον αφορά την εξίσωση της γεωδαισιακής απόκλισης, οι Svarc
και Podolsky διερεύνησαν τις ιδιότητες αυτής σε χωροχρόνους Kundt κάθε διάστασης, όπως αναφέρουν
στη δουλειά τους [150]. Το ανάλογο των pp-waves εισήχθη στη γεωμετρία Finsler από τους Fuster και
Pabst [151]. Σχετικά πιο πρόσφατα [152], κατηγοριοποιήθηκαν οι συμμετρίες της κυματικής και της
εξίσωσης Klein-Gordon θεωρώντας υπόβαθρο pp-wave. Η γεωμετρία αυτής της κλάσης χωροχρόνων
εμφανίστηκε ως ο θεσεογραφικός χώρος της minisuperspace Λαγκρανζιανής για το πρότυπο Bianchi III
LRS σε σύζευξη με το ηλεκτρομαγνητικό πεδίο [153]. Τέλος, κάποιες από τις λύσεις για τετραδιάστατα
και πενταδιάστατα πρότυπα Bianchi στο κενό, αναγνωρίσθηκαν ως pp-waves [88], [154].

Μέχρι στιγμής, το σύμπαν φαίνεται να περιγράφεται με βάση την ύπαρξη τεσσάρων διαστάσεων.
Παρόλα αυτά, η μελέτη των νόμων της φυσικής σε διαστάσεις λιγότερες ή περισσότερες των τεσσάρων,
οδηγεί στην απόκτηση χρήσιμων πληροφοριών. Για παράδειγμα, η μελέτη της βαρύτητας στις (2 + 1)
διαστάσεις είναι ενδιαφέρουσα λόγω της απουσίας τοπικών, βαρυτικών βαθμών ελευθερίας. Ο Edward
Wittenμελέτησε τησχέσημεταξύ της θεωρίαςChern-Simons και τηςαντίστοιχης βαρυτικής, υποθέτοντας
συγκεκριμένη ομάδα βαθμίδας. [155], [156]. Η πιο γνωστή λύση στις (2 + 1) διαστάσεις αποτελεί η
μελανή οπή BTZ η οποία ονομάστηκε έτσι προς τιμή των συγγραφέων Maximo Bañados, Claudio Teit-
elboim και Jorge Zanelli [157]. Στη [158], οι συγγραφείς μελέτησαν τη σύμμορφη βαρύτητα στις (2 +
1) διαστάσεις, όπου ο τανυστής Cotton τέθηκε ίσος με τον τανυστή ενέργειας-ορμής ενός βαθμωτού
πεδίου. Βρέθηκαν ακριβείς λύσεις σε pp-wave χωρόχρονο και παράλληλα προέκυψε ισοδυναμία με την
τοπολογικά “μαζική” βαρύτητα (massive gravity). Πληθώρα αναλυτικών λύσεων μπορεί να βρεθεί στο
βιβλίο [159]. Τέλος, μια πιο πρόσφατη δημοσίευση παρέχει το χώρο λύσεων στις (2 + 1) διαστάσεις σε
χωροχρόνους με Λ, ακτινοβολία και gyratons [160].

Στησυγκεκριμένη εργασία, σκοπόςμας είναι ναμελετήσουμεpp-wave χωροχρόνους υπό τηνπαρουσία
ηλεκτρομαγνητικούπεδίου, τόσοσε κλασσικό όσοκαι σε κβαντικό επίπεδο.Παράλληλα, θααναζητήσουμε
κατηγοριοποίηση των λύσεων με βάση τις συμμετρίες τους και θα δούμε αν υπάρχει κάποια σύνδεση
αυτών με τα πρότυπα Bianchi στις (2+1) διαστάσεις. Η μελέτη στο κβαντικό επίπεδο θα γίνει στην
περίπτωση που υπάρχει τρόπος κατασκευής κάποιας minisuperspace Λαγκρανζιανής. Η ανάλυση κατά
Bohm θα χρησιμοποιηθεί ώστε να ερμηνεύσουμε τις κυματοσυναρτήσεις με γεωμετρικούς όρους.

Παραθέτουμε επιγραμματικά τις ενότητες

1. Η γενική κλασσική λύση.

2. Κατηγοριοποίηση με βάση τα πεδία Killing.

3. Κατασκευή Minisuperspace Λαγκρανζιανής.

4. Minisuperspace Χαμιλτονιανή.

5. Κλασσική περιγραφή, μη-δυναμικό n(t).

6. Κλασσική περιγραφή, δυναμικό n(t).

7. Kβαντική περιγραφή, μη-δυναμικό n(t).

8. Κβαντική περιγραφή, δυναμικό n(t).

9. Ανάλυση Bohm.

10. Συζήτηση επί των αποτελεσμάτων.
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I.1 Κλασσική περιγραφή

I.1.1 Η γενική κλασσική λύση

Τοσημείο εκκίνησης είναι ηπαράθεση τωνσυνιστωσώνμιας τρισδιάστατης μετρικής η οποία επιδέχεται
ένα φωτοειδές ανυσματικό πεδίο Killing. Έστω (w, r, u) οι συντεταγμένες ως προς τις οποίες το άνυσμα
έχει την κανονική του μορφή. Επιπλέον, θεωρώντας τη (2+1)ανάλυσηωςπρος τη μεταβλητή r, η μετρική
αποκτά την εξής μορφή [159]

gµν =


0 0 f(r, u)

0 1 0

f(r, u) 0 h(r, u)

 , (6.1)

με το ανυσματικό πεδίο Killing να είναι το

ξµ = (1, 0, 0) . (6.2)

Στη συγκεκριμένη εργασία θα μελετήσουμε μια ακόμη πιο περιορισμένη οικογένεια γεωμετριών, εκείνη
στην οποία το (6.2) είναι συναλλοίωτα σταθερό. Αυτή η νέα απαίτηση οδηγεί στην επιπλέον συνθήκη

f(r, u) = f̃(u). (6.3)

Η μετρική (6.1) μπορεί να γραφεί ως

gµν =


0 0 1

0 1 0

1 0 h(r, u)

 , (6.4)

όπου η συνάρτηση f̃(u) έχει απορροφηθεί με ένα μετασχηματισμό συντεταγμένων της μορφής (w →
w̃, r → r̃, u→ ũ =

∫
f̃(u)du), όπου για λόγουςαπλότητας, χρησιμοποιήσαμε τα ίδια σύμβολααναπαράστασης

των συντεταγμένων. Η μετρική (6.4) καλείται pp−wave μετρική [125], και έχει την ιδιότητα πως όλα τα
βαθμωτά καμπυλότητας πρώτους είδους, όπως (R,RµνR

µν , RµνσρR
µνσρ, ...) είναι ίσα με μηδέν [161]. Η

μοναδική μη-μηδενική συνιστώσα του τανυστή Einstein (Gµν) είναι η

G33 = −1

2
∂rrh(r, u), (6.5)

όπου συμβολίζουμε με ∂rr τη δεύτερη παράγωγο ως προς τη μεταβλητή r και θα χρησιμοποιείται από
εδώ και στο εξής όπου απαιτείται.

Όσον αφορά το ηλεκτρομαγνητικό μέρος του συστήματος που μελετάμε, παραθέτουμε τον τανυστή
Faraday ως συνάρτηση του ηλεκτρικού και του μαγνητικού πεδίου,

Fµν =


0 −E1(w, r, u) −E2(w, r, u)

E1(w, r, u) 0 B1(w, r, u)

E2(w, r, u) −B1(w, r, u) 0

 . (6.6)

Ηαρχική χρήση τουηλεκτρικού και μαγνητικούπεδίου έναντι τουηλεκτρομαγντικού δυναμικούAµ (w, r, u)
γίνεται μόνο για την απλοποίηση των διαφορικών εξισώσεων. Όπως θα δούμε, κάποιες συνθήκες είναι
πιο απλές αν χρησιμοποιήσουμε αυτά τα πεδία. Σε αυτό το σημείο ας ξεκαθαρίσουμε πως τα σύμβολα,
ηλεκτρικό (E) και μαγνητικό (B) πεδίο, είναι μόνο κατ’ όνομα, με την έννοια πως δεν γνωρίζουμε εξ’
αρχής ποιά από τις μεταβλητές θα έχει το ρόλο του “χρόνου”. Για περισσότερες πληροφορίες σχετικά με
το θέμα [162].
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Το σύστημα των διαφορικών εξισώσεων Einstein-Maxwell ¹ σε μορφή τανυστικών συνιστωσών είναι
το εξής

Gµν = Tµν , (6.7)
∇νF

µν = 0, (6.8)
∇[σFµν] = 0, (6.9)

όπου οι αγκύλες [] αναφέρονται στον πλήρη αντι-συμμετροποίηση ως προς τους έγκλειστους δείκτες, και
Tµν ο τανυστής ενέργειας-ορμής του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου

Tµν = FµσFν
σ − 1

4
gµνFσρF

σρ. (6.10)

Πριν ξεκινήσουμε την αναζήτηση λύσεων, είναι πιο απλό να προβούμε σε κάποιες απλοποιήσεις. Οι
χωρόχρονοι pp-wave ικανοποιούν την εξής ιδιότητα

Gµν ξ
µ ξν = 0

(6.7)
==⇒ Tµν ξ

µ ξν = 0 ⇒ E1(w, r, u) = 0. (6.11)

Επιπλέον, ισχύουν οι εξής αλγεβρικές συνθήκες βασισμένες στο μηδενισμό κάποιων εκ των συνιστωσών
του τανυστή Einstein,

∀i, j with i = j ̸= 3, Gij = 0
(6.7)
==⇒ Tij = 0 ⇒ E2(w, r, u) = 0. (6.12)

Τέλος, ισχύει η συνθήκη Killing,

Lξgµν = 0 ⇒ LξGµν = 0
(6.7)
==⇒ LξTµν = 0, (6.13)

όπου Lξ η παράγωγος Lie, και οδηγεί στην απλοποίηση

B1(w, r, u) = B(r, u). (6.14)

Υπό το πρίσμα των παραπάνω, οι εξισώσεις (6.7), (6.8) αποκτούν τη μορφή

1

2
∂rrh(r, u) +B(r, u)2 = 0, (6.15)

∂rB(r, u) = 0, (6.16)

ενώ η (6.9) ικανοποιείται ταυτοτικά. Το σύστημα των δύο παραπάνω εξισώσεων ολοκληρώνεται σχετικά
απλά, με τη γενική λύση να είναι της μορφής

h(r, u) = −r2b(u)2 + r h2(u) + h1(u), (6.17)
B(r, u) = b(u), (6.18)

με τις συναρτήσεις (b(u), h1(u), h2(u)) να παραμένουν αυθαίρετες. Μπορεί να αποδειχθεί πως με τη
χρήσηκατάλληλωνμετασχηματισμώνσυντεταγμένωνκαι ηλεκτρομαγνητικώνμετασχηματισμώνβαθμίδας,
οι συναρτήσεις (h1(u), h2(u)) είναι απορροφήσιμες. Επομένως, μπορούμε να τις αγνοήσουμε πλήρως
εφόσον δεν υπάρχει κάποια φυσική σημασία με την οποία να είναι συνδεδεμένες. Παρατηρούμε πως
για b(u) = 0, h1(u) ̸= 0, h2(u) ̸= 0 το σύστημα αναπαριστά τον επίπεδο χώρο Minkowski. Καταλήγουμε
λοιπόν, πως η γενική αναλυτική λύση έχει τη μορφή

gµν =


0 0 1

0 1 0

1 0 −r2b(u)2

 , (6.19)

Aµ = (0, 0, r b(u)), (6.20)

¹Οι εξισώσεις δίνονται στο σύστημα μονάδων Gauss και επιπλέον επιλέγουμε για απλότητα c = 1,G = 1
2
, ~ = 1, όπου c η

ταχύτητα του φωτός,G η Νευτώνεια βαρυτική σταθερά και ~ η σταθερά του Planck.
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όπουAµ το ηλεκτρομαγνητικό δυναμικό, με b(u) κάποια τυχαία συνάρτηση. Θεωρήσαμε Fµν = ∇µAν −
∇νAµ ώστε να προσδιορίσουμε το Aµ.

Το ερώτημαπου τίθεται σεαυτό τοσημείο είναι το κατάπόσοοι διαφορετικές μορφές της συνάρτησης
b(u) ορίζουν διαφορετικές γεωμετρίες. Με το σκεπτικό να απαντήσουμε στο παραπάνω ερώτημα, είναι
πιο βολικό να μετασχηματίσουμε τη μετρική και το δυναμικό στις συντεταγμένες ũ, dũ = b(u)du, ενώ
ονομάζουμε και πάλι το ũ ως u για λόγους απλότητας.

gµν =


0 0 f(u)

0 1 0

f(u) 0 −r2

 , (6.21)

Aµ = (0, 0, r), (6.22)

Ησυνάρτηση b(u) “απορροφήθηκε” από τη συνιστώσα guu της (6.19) και αναπαρίσταται πλέονως f(u) =
1

b(u) . Μια πολλαπλασιαστική σταθερά (k0) στη συνιστώσα guu δεν λήφθηκε υπόψη, καθώς το μόνο που
προσέφερε είναι η ύπαρξη του επίπεδου χωροχρόνου (για k0 = 0). Το ηλεκτρομαγνητικό δυναμικό
γίνεται ανεξάρτητο της μεταβλητής u ενώ αντίστοιχα ο τανυστής Faraday αποκτά μόνο μια μη-μηδενική
σταθερή συνιστώσα, Fru = 1. Το μόνο που χρειάζεται να ελέγξουμε για να απαντήσουμε στο ερώτημα
είναι κατά πόσο μια άλλη μετρική με διαφορετική συνάρτηση, f1(u), μπορεί να συνδεθεί με τη (6.21)
μέσω ενός μετασχηματισμού συντεταγμένων.

Ας ξεκινήσουμε με την (6.21) υποθέτοντας ένα γενικό μετασχηματισμό συντεταγμένων της μορφής

w = h1(w1, r1, u1), r = h2(w1, r1, u1), u = h3(w1, r1, u1), (6.23)

απαιτώντας η νέα μετρική να είναι της μορφής

gµν(w1, r1, u1) =


0 0 f1(u1)

0 1 0

f1(u1) 0 −r21

 , (6.24)

Αν ο παραπάνω μετασχηματισμός πράγματι συνδέει τις δύο μετρικές, τότε το ίδιο θα κάνει και για τους
αντίστοιχους τανυστές Ricci. Όμως και οι δύο τανυστές Ricci έχουν μόνο μια μη-μηδενική συνιστώσα
Ruu = 1. Τα δύο σύνολα εξισώσεων

gστ (w1, r1, u1) = gµν(w, r, u)
∂qµ

∂q̃σ
∂qν

∂q̃τ
, Rστ (w1, r1, u1) = Rµν(w, r, u)

∂qµ

∂q̃σ
∂qν

∂q̃τ
, (6.25)

όπου qµ = (w, r, u), q̃σ = (w1, r1, u1), δεσμεύουν τις συναρτήσεις f1 σε απλό πολλαπλάσιο της f με μια
σταθερά. Η σταθερά αυτή μπορεί να απορροφηθεί με ένα μετασχηματισμό βαθμονόμησης (scaling) της
συντεταγμένης w1. Επομένως, το συμπέρασμα είναι πως οι συναρτήσεις f(u) είναι ουσιώδεις, δηλαδή
κάθε διαφορετική f(u) αντιστοιχεί σε διαφορετική γεωμετρία. Παρατηρούμε μια περίεργη κατάσταση
στην οποία, ένα σύνολο από γεωμετρίες (παραμετροποιημένες με f(u)) είναι συνεπής με μοvαδικό στη
μορφή, συναλλοίωτο τανυστή Faraday, Fru = 1. Ποιός είναι ο βαθύτερος λόγος αυτής της περίεργης
συμπεριφοράς; Είναι ηαπουσίαβαρυτικώνβαθμών ελευθερίας στις 3διαστάσεις ήαποτελεί χαρακτηριστικό
του συστήματος (pp-wave + ηλεκτρομαγνητικό πεδίο); Ένα κομμάτι της απάντησης πιστεύουμε πως
βρίσκεται σε μια διαφορετική ερμηνεία του ενεργού τανυστή ενέργειας-ορμήςσχετιζόμενουμεμια οικογένεια
γεωμετριών (6.21). Πράγματι, ένα άμαζο βαθμωτό πεδίο μπορεί επίσης να αποτελέσει πηγή με ϕ(u) =
u ≡ f−1(f(u)), με τη μόνη μη-μηδενική του συνιστώσα να είναι η Tuu = (∂uϕ(u))

2; επομένως το f(u)
πλέον ανήκει και στη γεωμετρία αλλά και στο κομμάτι της ύλης. Ο εκφυλισμός λοιπόν φαίνεται να
υπάρχει λόγω τουηλεκτρομαγνητικούπεδίου. Τοάλλο κομμάτι της απάντησηςαπαιτεί τη γνώσηκάποιου
αντίστοιχουπροτύπου (3+1), όπουβαρυτικοί βαθμοί ελευθερίας θαυπάρχουνσίγουρα. Ευτυχώς, μπορούμε
να εμβαπτίσουμε το παραπάνω σύστημα σε ένα τετραδιάστατο. Όσον αφορά τη μετρική, ds2(4) = dt2 +
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2f(u)dwdu + dr2 − r2du2, με t την τρίτη χωρική μεταβλητή. Επίσης χρησιμοποιούμε τις τετριμμένες
επεκτάσεις τουφωτοειδούςανυσματικούπεδίου και τουηλεκτρομαγνητικού δυναμικού, ξ(4) = (0, 1, 0, 0),
A

(4)
µ = (0, 0, 0, r) αντίστοιχα. Μπορεί εύκολα να αποδειχθεί πως το ξ(4) είναι φωτοειδές ανυσματικό

πεδίο Killing το οποίο είναι ταυτόχρονα συναλλοίωτα σταθερό, οδηγώντας μας στο συμπέρασμα πως ο
χωρόχρονος είναι 4D pp-wave. Ο τανυστής Faraday έχει μόνο μια μη-μηδενική συνιστώσα όπως και
πριν. Μπορούμε λοιπόν να συμπεράνουμε πως, ενώ υπάρχουν βαρυτικοί βαθμοί ελευθερίας, ο ίδιος
εκφυλισμόςπαραμένει.Ωςαποτέλεσμα, καταλήγουμεπωςο εκφυλισμός οφείλεται στοηλεκτρομαγνητικό
πεδίο και την υπόθεσηpp-wave χωροχρόνων.Η ίδια ηύπαρξη τυχαίωνσυναρτήσεωνστημετρική, αποτελεί
μια συνέπεια της φύσης των pp-wave χωροχρόνων. Στη τελευταία ενότητα, θα επανέλθουμε σε μια
σχετική συζήτηση επ’ αυτού.

I.1.2 Κατηγοριοποίηση με βάση τα πεδία Killing

Όπωςαναφέραμεπαραπάνω, κάθε διαφορετικήσυνάρτηση f(u)αντιστοιχεί σε διαφορετικές γεωμετρίες.
Ωστόσο, μπορεί να υπάρχουν οικογένειες διαφορετικών γεωμετριών οι οποίες διαχωρίζονται με βάση τις
ισομετρίες. Αναζητούμε λοιπόν τα ανύσματα Killing της παραπάνω μετρικής, όπου κατά την επίλυση,
μπορεί να προκύψουν κλάδοι για τη συνάρτηση f(u). Κλάδους εννοούμε τις περιπτώσεις εκείνες για τις
οποίες όταν το f(u) θα λαμβάνει κάποια συγκεκριμένη μορφή, το πλήθος και η άλγεβρα Lie των πεδίων
Killing θα διαφέρει. Όπως θα δούμε, προέκυψαν δύο οικογένειες τις οποίες και θα παρουσιάσουμε. Ας
αναφέρουμε για πληρότητα την εξίσωση Killing-Homothetic

Lξgµν = ω gµν , (6.26)

όπου ξ κάποιο γενικό ανυσματικό πεδίο και ω η ομοθετική παράμετρος. Η κατηγοριοποίηση θα βασιστεί
στοπλήθος τωνKilling,ωστόσομας ενδιαφέρει και η ενδεχόμενηύπαρξηκάποιου ομοθετικούανύσματος.
Αρχικά, επειδή κάποιαμη-ουσιώδηςσταθεράμπορεί νααπορροφηθεί μέσω τωνολοκληρωτικών γραμμών
αυτού του πεδίου. Επίσης, σύμφωνα με το [163], εάν υπάρχει ομοθετικό και η βαθμίδα ενός ανύσματος
Killing, τότε μπορεί να κατασκευαστεί έναςμη-τετριμμένος τανυστήςKilling, ο οποίος μπορεί ναβοηθήσει
στην ολοκλήρωση των γεωδαισιακών εξισώσεων.
Ξεκινάμε λοιπόν από ένα γενικό ανυσματικό πεδίο ξ, επιλύουμε την εξίσωση Killing-Homothetic έως
ότου φτάνουμε στο εξής σημείο

c1

(
ḟ(u)2

f(u)
− f̈(u)

)
= 0, (6.27)

ζ̇(u)− ḟ(u)

f(u)
ζ(u)− ζ(u)2 − 1 = 0, (6.28)

με το ανυσματικό πεδίο να έχει τη μορφή (μέχρι αυτό το σημείο)

ξ =

(
c2 + wω +

r

f(u)
ζ(u)ec3−

∫
ζ(u)du − c1w

ḟ(u)

f(u)
, ec3−

∫
ζ(u)du +

r ω

2
, 0

)
. (6.29)

Οι σταθερές c1, c2, c3, ω είναι οι παράμετροι οι οποίες συνδέονται με τους γεννήτορες Killing και Homo-
thetic αντίστοιχα.Η εξίσωση (6.28) εφόσον είναι πρώτης τάξης, αναμένεται να δώσει μια ακόμησταθερά
το πολύ. Επομένως, το μέγιστο πλήθος Killing αναμένεται να είναι τέσσερα. Όσον αφορά την εξίσωση
(6.27), υπάρχουν δύο επιλογές: είτε c1 είναι μηδέν, επομένως η διάσταση της Lie άλγεβρας θα είναι 3 με
την f(u) να παραμένει αυθαίρετη, ή c1 ≠ 0 και η συνάρτηση αποκτά συγκεκριμένη μορφή.

I.1.2.1 Περίπτωση I, Τέσσερα ανυσματικά πεδία Killing Όπως αναφέρεται και στον τίτλο,
αυτή η περίπτωση προκύπτει για c1 ̸= 0 και επομένως από την (6.27) προκύπτει

f(u) =Memu. (6.30)
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Η σταθεράM μπορεί να απορροφηθεί από τη μετρική (6.21) μέσω ενός μετασχηματισμού της μορφής
w = w̃

M , r = r̃, u = ũ. Με βάση τις τιμές της σταθεράς m οι εξής περιπτώσεις προκύπτουν, οι οποίες
διαφέρουν ως προς την άλγεβρα Lie:

f(u) Killing πεδία Σταθερές δομής

1
ξ1 = (1, 0, 0), ξ2 = (0, 0, 1), C4

23 = −C4
32 = −1, C3

24 = −C3
42 = 1,

ξ3 = (rsinu, cosu, 0), ξ4 = (−rcosu, sinu, 0) C1
34 = −C1

43 = −1

e2u

ξ1 = (1, 0, 0), ξ2 = (−2w, 0, 1), C1
12 = −C1

21 = −2, C3
23 = −C3

32 = 1,

ξ3 = (−r(1 + u)e−u, ueu, 0), C4
23 = −C4

32 = 1,C4
24 = −C4

42 = 1,

ξ4 = (−re−u, eu, 0) C1
34 = −C1

43 = 1

emu,m ̸= 0, 2

ξ1 = (1, 0, 0), ξ2 = (−mw, 0, 1), C1
12 = −C1

21 = −m,C3
23 = −C3

32 = m−α
2 ,

ξ3 = (− r(m−α)
2 e−1/2(m+α)u, e1/2(m−α)u, 0), C4

24 = −C4
42 = (m+α)

2 ,C1
34 = −C1

43 = −α

ξ4 = (− r(m+α)
2 e−1/2(m−α)u, e1/2(m+α)u, 0)

όπου α =
√
−4 +m2. Όλες οι περιπτώσεις επιδέχονται το ίδιο ομοθετικό πεδίο ξh = (w, r2 , 0). Έχουμε

επιβεβαιώσει πως υπάρχουνμετασχηματισμοί της βάσης τωνKilling, οι οποίοι απεικονίζουν τις ευρεθείσες
σταθερές δομής, σε εκείνες των τετραδιάστατωναλγεβρώνA(4,10),A(4,7),Ab

(4,9), με 0 < |b| < 1, αντίστοιχα.
Η σταθεράm πρέπει να επαναοριστεί με βάση τη σταθερά bωςm = 1+b√

b
. Αυτός ο τρόπος αρίθμησης των

αλγεβρών μπορεί να βρεθεί στην εργασία των J. Patera και P. Winternitz [49], επομένως είναι ασφαλές
να πούμε πως υπάρχουν τρεις διαφορετικές κλάσεις στην ίδια οικογένεια.

Παρατηρήσεις:

1. Όλες οι μετρικές έχουν υπογραφή Lorentz, με σύμβαση προσήμων (+,+,−).

2. Δεν φαίνεται να υπάρχει κάποιος περιορισμός στο πεδίο ορισμού των μεταβλητών, w, r, u ∈ R.

3. Ημεταβλητήuαντιστοιχεί στημεταβλητή “χρόνου”, εφόσονη νόρμα των εφαπτόμενωνανυσμάτων,
vµ = (0, 0, 1), στις καμπύλεςw = σταθερά, r = σταθερά, αντιστοιχεί σε χρονοειδές πεδίο ∀w, r, u ∈
R.

4. Για όλες τις περιπτώσεις, υπάρχει μια μόνο απλά μεταβατική υπο-ομάδα. Αυτή δρα στο επίπεδο
(w, u) και αποτελείται από τα δύο πρώτα Killing πεδία κάθε κλάσης. Η μόνη διαφορά είναι πως
στη πρώτη κλάση, η άλγεβρα τους είναι Αβελιανή, ενώ είναι μη-Αβελιανή στις άλλες δύο.

5. Με βάση την αναζήτηση που πραγματοποιήσαμε, αυτές είναι καινούργιες λύσεις εκτός από την
πρώτη κλάση. Στην εργασία του Clement [164] μια λύση με το ίδιο φυσικό περιεχόμενο (pp-wave
ηλεκτρομαγνητικός χωρόχρονος) έχει βρεθεί, μέσω μιας διαφορετικής μεθόδου και εκφρασμένη
σε διαφορετικές μεταβλητές (t, ρ, θ),

gµν =


0 0 α

0 − 1
α2 0

α 0 θ0
mα2

(
ρ2 + c

)
 ,

Aµ =

(
0, 0,

π0

α
ρ

)
, (6.31)
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όπου
(
α, θ0, m, c, π

0
)
είναι σταθερές.Ησταθεράmδενσχετίζεται με τη δικήμας.Μιαδιαφορετική

σύμβαση έχει επιλεγεί για την υπογραφή Lorentz (+,−,−). Λόγω αυτού, ο μετασχηματισμός που
συνδέει τις δύο μετρικές είναι φανταστικός,

w = α

√
m√
θ0
t+

c

2α2

√
θ0√
m
θ, r =

i

α
ρ, u =

√
θ0√
m
θ. (6.32)

Επίσης, ισχύουν οι εξής σχέσεις μεταξύ των σταθερών, θ0 = −m (π0)
2,
(
m < 0 and π0 > 0

)
έτσι

ώστε να συμβαδίζει με τις δικές μας συμβάσεις των μονάδων μέτρησης.

I.1.2.2 Περίπτωση II, Τρία ανυσματικά πεδία Killing Σε αυτή την περίπτωση, c1 = 0 και η
συνάρτηση f(u) παραμένει απροσδιόριστη. Ο μόνος περιορισμός είναι πως οι συγκεκριμένες μορφές οι
οποίες αντιστοιχούνστις κλάσεις τηςπρώτηςπερίπτωσης (1, e2u, emu) πρέπει νααποκλειστούν, διαφορετικά
θα έχουμε χάσει κάποιο από τα Killing. Η τελευταία συνιστώσα της εξίσωσης Killing-Homothetic που
μένει να επιλυθεί είναι η

ζ̇(u)− ḟ(u)

f(u)
ζ(u)− ζ(u)2 − 1 = 0. (6.33)

Η (6.33) είναι μια εξίσωση Riccati. Έως αυτό το σημείο το γενικό άνυσμα έχει τη μορφή

ξ =

(
c2 + wω +

r

f(u)
ζ(u)ec3−

∫
ζ(u)du, ec3−

∫
ζ(u)du +

r ω

2
, 0

)
, (6.34)

όπου c2, c3 είναι παράμετροι από τις οποίες θα προκύψουν τα δύο εκ των ανυσμάτων Killing και ω
η ομοθετική παράμετρος. Όμως αναφέραμε και προηγουμένως η (6.33) είναι πρώτης τάξης συνήθης
διαφορικήωςπρος τημεταβλητή ζ(u), επομένωςμόνομιασταθεράολοκλήρωσηςαναμένεται ναπροκύψει.
Συνεπώς, θα υπάρχουν τρεις γεννήτορες Killing.

I.1.3 Κατασκευή Minisuperspace Λαγκρανζιανής.

Σε αυτή την παράγραφο θέλουμε να κατασκευάσουμε μια minisuperspace Λαγκρανζιανή η οποία
θα περιγράφει τη δυναμική του παραπάνω συστήματος. Πρέπει πρώτα να παρατηρήσουμε το εξής, μια
απαραίτητησυνθήκη για την ύπαρξημιας τέτοιαςΛαγκρανζιανής είναι πως, ένας χωρόχρονος διαστάσεως
(d + 1) πρέπει να επιδέχεται μια μεταβατική (απλά ή πολλαπλά) ομάδα συμμετρίας Lie, η οποία θα
δρα σε υπερ-επιφάνειες διαστάσεως d. Στην προηγούμενη παράγραφο ξεκινήσαμε από μια μετρική η
οποία επιδέχεται ένα συναλλοίωτα σταθερό, πεδίο Killing. Φυσικά, επί των λύσεων, επιπλέον Killing
εμφανίστηκαν, τα οποίαπαρουσιάσαμεστην κατηγοριοποίηση.Μόνο οι κλάσεις της πρώτηςπερίπτωσης
βρέθηκε πως επιδέχονται μια απλά μεταβατική ομάδα διαστάσεως 2, η οποία δρα στις υπερ-επιφάνειες
r = σταθερό. Επομένως, αναμένουμε σε αυτή την περίπτωση να υπάρχει μιαminisuperspace περιγραφή
γιααυτές τις κλάσεις. Ισοδύναμα, θαμπορούσαμε να είχαμε ξεκινήσει απόμιαμετρικήηοποία επιδέχεται
αυτές τις απλάμεταβατικές ομάδες και νααναπαράξουμε τις σωστές λύσεις τηςπροηγούμενηςπαραγράφου.
Για κάθε κλάσηη ομάδα είναι διαφορετική.Παρατηρούμε πως για τη κλάσηA(4,10) τα πεδίαKilling είναι,
{ξ1 = (1, 0, 0), ξ2 = (0, 0, 1)} τα οποία σχηματίζουν Αβελιανή υπο-άλγεβρα, ενώ στις κλάσεις A(4,7),
{ξ1 = (1, 0, 0), ξ2 = (−2w, 0, 1)} καιAb

(4,9), {ξ1 = (1, 0, 0), ξ2 = (−mw, 0, 1)}ηυπο-άλγεβρα είναι μη-Αβελιανή.
Λόγω της απλά μεταβατικής τους δράσης, αυτές οι ομάδες ανήκουν στις δύο υπάρχουσες διδιάστατες
κλάσεις “Bianchi”. Στηνπαρακάτωπαράγραφοπαρουσιάζουμε τημετρική και τααντίστοιχαηλεκτρομαγνητικά
δυναμικά. Ο λόγος που αυτά αποκτούν τη συγκεκριμένη μορφή παρουσιάζεται στο Παράρτημα.
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I.1.3.1 ΚλάσηA(4,10). Οισυνιστώσες της μετρικής σε συντεταγμένες (z, t, τ)και τουηλεκτρομαγνητικού
δυναμικού αποκτούν τη μορφή

g̃µ ν =


0 0 ω̃

0 n(t)2 0

ω̃ 0 c(t)

 , (6.35)

Ãµ = (0, 0, A(t)) , (6.36)

όπου ω̃ κάποιασταθερά.Ας γράψουμε το σύστημα των εξισώσεωνEinstein-Maxwell και ας αναφερθούμε
σε ένα ενδιαφέρον χαρακτηριστικό τους.

c̈(t) = −2 Ȧ(t)2 + ċ(t)
ṅ(t)

n(t)
, (6.37)

Ä(t) = Ȧ(t)
ṅ(t)

n(t)
. (6.38)

όπουη (·) αναπαριστά τηνπαράγωγοωςπρος t. Υπάρχουνμόνο δύοδεύτερης τάξης, συνήθεις διαφορικές
εξισώσεις, και καθόλου σύνδεσμος. Αυτό έρχεται σε αντίθεση με το τι ενδεχομένως θα περιμέναμε,
καθώς εξακολουθεί να υπάρχει η ελευθερία επαναορισμού της μεταβλητής t. Διαφορετικά, μπορεί να
ειπωθεί ως εξής; το n(t) είναι μη-πραγματικός βαθμός ελευθερίας (δηλαδή, είναι μια συνάρτηση Lapse),
παρόλα αυτά δεν υπάρχει εξίσωση συνδέσμου. Φαίνεται πως αυτό είναι χαρακτηριστικό της γεωμετρίας
των pp-wave. Επιλέγουμε n(t) = 1 και βρίσκουμε τη λύση

A(t) = µ1 + µ2 t, (6.39)

c(t) = −µ2
2 t

2 + µ3 t+ µ4, (6.40)

όπου οι µ1, µ2, µ3, µ4 είναι σταθερές ολοκλήρωσης. Με τον παρακάτω μετασχηματισμό, η μετρική (6.35)
αποκτά τη μορφή την οποία βρήκαμε στην προηγούμενη ενότητα,

z =
µ2

ω̃
w − µ3

2 + 4µ4 µ
2
2

8µ3
2 ω̃

u, t = r +
µ3

2µ2
2

, τ =
1

µ2
u.

Επιπλέον, το δυναμικό (6.22) μπορεί ναπαραχθεί μέσωμετασχηματισμούσυντεταγμένωνκαι μετασχηματισμού
βαθμίδας από το (6.36), επί της λύσης

Aµ = Ãν
∂xν

∂yµ
+∇µΛ,

όπου το Λ είναι

Λ(w, r, u) = −2µ1µ2 + µ3

2µ2
2

u,

και xν = (ζ, t, τ), yµ = (w, r, u).
Ας επιστρέψουμε τώρα στην αρχική μας επιθυμία να βρούμε μια minisuperspace Λαγκρανζιανή. Ο

συνήθης τρόπος αναζήτησης μιας τέτοιας Λαγκρανζιανής είναι να υπολογίσουμε τη δράση Einstein-
Hilbert+Ηλεκτρομαγνητική για τη μετρική (6.35) και το δυναμικό (6.36). Ωστόσο αυτή η μέθοδος δεν
μπορεί να λειτουργήσει εδώκαθώςόπως έχουμεαναφέρει, για κάθεpp-wave χωρόχρονο όλα ταβαθμωτά
καμπυλότητας είναι μηδέν.Μπορούμε ναπαρακάμψουμεαυτό τοπρόβλημα, προσπαθώντας νακατασκευάσουμε
μια Λαγκρανζιανή μέσω παρατήρησης των εξισώσεων (6.37), (6.38). Όπως μπορούμε να δούμε, δεν
υπάρχει “δυναμικό” μέρος, επομένωςηΛαγκρανζιανήθααποτελείται μόνοαπό “κινητικό” όρο. Υπάρχουν
δύο δυναμικοί βαθμοί ελευθερίας (c(t), A(t)) οι οποίοι σχετίζονται με τις δύο δεύτερης τάξης, συνήθεις
διαφορικές εξισώσεις οι οποίες είναι γραμμικές στη δεύτερη παράγωγο. Επομένως, αν το “κινητικό”
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μέρος εξαρτάται τετραγωνικά ως προς τις “ταχύτητες”
(
ċ(t), Ȧ(t)

)
αυτό θα είναι αρκετό. Επιπλέον,

εφόσον εμφανίζεται μόνο πρώτη παράγωγος του n(t) στις εξισώσεις, η Λαγκρανζιανή θα πρέπει να
εξαρτάται το πολύ από το n(t). Αυτά τα στοιχεία μας επιτρέπουν να γράψουμε τη γενική μορφή

L = G̃i j (n, c, A) q̇
i q̇j ,

όπου qi = (c, A), ενώ η εξάρτηση από το t έχει παραβλεφθεί για λόγους απλότητας. Σε αυτό το σημείο,
μπορούμε να χρησιμοποιήσουμεπρωθύστερη γνώσησχετικάμεminisuperspaceΛαγκρανζιανές, συνδεσμικών
συστημάτων

L =
1

2n
Gi j (c, A) q̇

i q̇j .

Μεαυτή, μπορούμε νααναπαραγάγουμε τις εξισώσεις (6.37), (6.38) μέσωτων εξισώσεωνEuler-Lagrange,
αν και μόνο αν η minisuperspace μετρική Gi j έχει τη μορφή

Gi j =

0 1

1 4A

 . (6.41)

Ωστόσο μια εξίσωση συνδέσμου θα προκύψει, λόγω της μεταβολής ως προς n

ċ+ 2AȦ = 0. (6.42)

Υπολογίζοντας αυτή επί των λύσεων, η εξής σχέση πρέπει να ικανοποιείται για τις σταθερές

µ2 (2µ1 µ2 + µ3) = 0. (6.43)

Αυτό φαίνεται να έρχεται σε αντίθεση με τις λύσεις των εξισώσεων της προηγούμενης ενότητας.
Η επιπλέον συνδεσμική εξίσωση (6.42) φαίνεται πως επιβάλει περιορισμούς στις σταθερές οι οποίες
εμφανίζονται στις λύσεις (6.39), (6.40). Ένας τρόπος να το αποφύγουμε αυτό είναι να αντιμετωπίσουμε
το n ως μια μη-δυναμική μεταβλητή, αλλά ως ένα “χρονικά” εξαρτώμενο όρο 1/‘‘μάζα′′ και επομένως να
μην υπολογίσουμε τη μεταβολή της δράσης ως προς αυτή. Αν το αντιμετωπίσουμε με αυτό τον τρόπο,
τότε έχουμε μόνο τις εξισώσεις (6.37), (6.38).

Ωστόσο, το ενδιαφέρον είναι πως ακόμη και αν αντιμετωπίσουμε το n(t) δυναμικά και επομένως
να καταλήξουμε στην (6.42), η συνθήκη (6.43) δεν έχει καμία επίπτωση επί του φυσικού περιεχομένου
των λύσεων. Ο λόγος είναι πως δεν υπάρχουν ουσιώδεις σταθερές στη γεωμετρίας αυτής της κλάσης,
όσες εμφανίζονται είναι απορροφήσιμες μέσω μετασχηματισμών συντεταγμένων ή ηλεκτρομαγνητικής
βαθμίδας και συνεπώς η εξίσωση του συνδέσμου θα ικανοποιείται πάντα επί των λύσεων. Φαίνεται
λοιπόν να υπάρχουν δύο τρόποι αντιμετώπισης του n, οι οποίοι οδηγούν στις ίδιες κλασσικές λύσεις.
Ίσως, ο λόγος που συμβαίνει κάτι τέτοιο είναι πως δεν υπάρχουν ουσιώδεις σταθερές. Ας δούμε αν
συμβαίνει κάτι αντίστοιχο και στη δεύτερη κλάση.

I.1.3.2 Κλάσεις A(4,7),Ab
(4,9). Λόγω της μη-Αβελιανής φύσης της ομάδας στις δύο αυτές κλάσεις,

μπορούμε να τις αντιμετωπίσουμε και τις δύο ταυτόχρονα. Εισάγουμε τηνπαράμετρο m̃προςπαραμετροποίηση
των δύο κλάσεων. Θυμίζουμε πως η μετρική η οποία επιδέχεται τη μη-Αβελιανή ομάδα, διαχωρίζεται στις
δύο αυτές κλάσεις μόνο αφότου οι δύο λύσεις έχουν βρεθεί. Τα βήματα που ακολουθούμε είναι ίδια με
πριν, επομένως παρουσιάζουμε μόνο τα σημαντικά ευρήματα. Παρέχουμε τις συνιστώσες της μετρικής
και του ηλεκτρομαγνητικού δυναμικού.

g̃µν =


0 0 em̃τ ω̃

0 n(t)2 0

em̃τ ω̃ 0 c(t)

 , m̃ ̸= 0,

Ãµ = (0, 0, A(t)).
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Προκύπτει πως οι εξισώσεις Einstein-Maxwell, και για τις δύο κλάσεις είναι ίδιες στη μορφή με
εκείνες της κλάσηςA(4,10) όπως δίνονται στις (6.37), (6.38). Επομένως θα προκύψουν οι ίδιες λύσεις για
τα c(t), A(t). Οι μετασχηματισμοί συντεταγμένωνκαι ηλεκτρομαγνητικής βαθμίδας οι οποίοι μετασχηματίζουν
τις λύσεις στη μορφή που δίνονται στην προηγούμενη παράγραφο είναι

z =
µ2

ω̃
w +

µ2
3 + 4µ4µ

2
2

8µ2
2ω̃m̃

e−
m̃
µ2

u, t = r +
µ3

2µ2
2

, τ =
u

µ2
,

Λ(w, r, u) = −2µ1µ2 + µ3

2µ2
2

u,

όπου χρησιμοποιήσαμε και πάλι την ελευθερία να θέσουμε n(t) = 1. Η κλάση A(4,7) προκύπτει για m̃ =

2µ2, ενώ η κλάση Ab
(4,9) όταν m̃ = mµ2,m ̸= 0, 2.

Εφόσον οι εξισώσεις για τα c(t), A(t) είναι ίδιες, η Λαγκρανζιανή η οποία μπορεί να αναπαράξει τη
δυναμική τους θα είναι ίδια με εκείνη της προηγούμενης κλάσης.Όπως και πριν, ο σύνδεσμος δεν μπορεί
να επηρεάσει τοφυσικόπεριεχόμενο των λύσεων, εφόσον καμίααπό τις σταθερές οι οποίες εμφανίζονται
στο σύνδεσμο δεν είναι ουσιώδης, παρόλο που η κλάση Am

(4,9) έχει μια ουσιώδη σταθερά, τηνm.
Ακόμη ένα σημείο άξιο αναφοράς είναι το εξής: Αν συγκρίνουμε το βαθμωτό της ηλεκτρομαγνητικής

βαθμίδαςΛ για κάθε κλάση, και τον επί των λύσεων σύνδεσμο (6.43), είναι εύκολο να δούμε πως υπάρχει
ένας κοινός παράγοντας

2µ1 µ2 + µ3.

Όταν μια λύση αυτής της εξίσωσης έχει δοθεί, δηλαδή ο σύνδεσμος έχει ικανοποιηθεί, φαίνεται πως δεν
υπάρχει λόγος χρήσηςηλεκτρομαγνητικούμετασχηματισμούβαθμίδας, ο μετασχηματισμός συντεταγμένων
αρκεί ώστε να μετασχηματιστεί το Ãµ στη μορφή (6.22). Ίσως αυτό αποτελεί μια ακόμη δυνατή εξήγηση
για ποιο λόγο οι εξισώσεις είναι φυσικά ισοδύναμες, είτε θεωρήσουμε το n δυναμική ή μη-δυναμική
μεταβλητή: ο σύνδεσμος είναι ενσωματωμένος στην ηλεκτρομαγνητική βαθμίδα.

Τέλος, όπως είδαμε, υπάρχει ισοδυναμίαστο επίπεδο τωνκλασσικών λύσεωνμεταξύ τωνδύοδιαφορετικών
τρόπων αντιμετώπισης του n(t). Θα ήταν ενδιαφέρον να δούμε εάν κάτι τέτοιο συνεχίζει να υφίσταται
και στο κβαντικό επίπεδο.

I.1.4 Minisuperspace Χαμιλτονιανή

Σε αυτή την ενότητα θα κατασκευάσουμε την αντίστοιχη minisuperspace Χαμιλτονιανή για τις τρεις
Κλάσεις. Όπως αναφέραμε και παραπάνω έχουμε μόνο μια Λαγκρανζιανή, επομένως θα υπάρχει μόνο
μια Χαμιλτονιανή. Ωστόσο, η κατασκευή αυτής εξαρτάται από το αν θα αντιμετωπίσουμε το n(t) ως
δυναμικό ή μη-δυναμικό βαθμό ελευθερίας. Θα εξετάσουμε και τις δύο περιπτώσεις. Ως αρχικό σημείο,
ας αναφέρουμε κάποια στοιχεία για την minisuperspace μετρική τα οποία θα προσφέρουν μια πιο απλή
περιγραφή του συστήματος.

Είναι εύκολο να επιβεβαιώσουμεπωςη (6.41) αντιστοιχεί σε μια επίπεδημετρική υπογραφήςLorentz.
Συνεπώς, υπάρχει μετασχηματισμός συντεταγμένωνοοποίοςφέρει τημετρικήστησυνήθημορφήMinkowski,
διαγώνια με ιδιοτιμές (−1, 1):

c = − (y + x)
2 − 1

2
(y − x) , A = y + x.

Η Λαγκρανζιανή σε αυτή την παραμετροποίηση αποκτά τη μορφή

L =
1

2n

(
−ẏ2 + ẋ2

)
,

όπου (·) είναι η παράγωγος ως προς t. Εφόσον ο χώρος είναι επίπεδος, υπάρχουν τα εξής Killling

ζ1 = (1, 0) , ζ2 = (0, 1) , ζ3 = (x, y) ,
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με το πρώτο στοιχείο να αντιστοιχεί στη μεταβλητή y, ενώ ικανοποιούν την άλγεβρα Lie

[ζ1, ζ2]L = 0, [ζ2, ζ3]L = ζ1, [ζ3, ζ1]L = −ζ2.

Οι αντίστοιχες εξισώσεις Euler-Lagrange είναι απλά

ẏ2 − ẋ2 = 0, ÿ =
ṅ

n
ẏ, ẍ =

ṅ

n
ẋ.

όπου το n αντιμετωπίστηκε ως δυναμική μεταβλητή. Αν όχι, τότε απλώς δεν λαμβάνουμε υπόψη το
σύνδεσμο.

Στις επόμενες παραγράφους, οι δύο Χαμιλτονιανές περιγραφές παρουσιάζονται.

I.1.5 Κλασσική περιγραφή, Μη-δυναμικό n(t)

Εφόσον το n(t) αντιμετωπίζεται ως μη-δυναμική μεταβλητή, η Λαγκρανζιανή είναι ομαλή (regular)
και κατασκευάζουμε την κανονική Χαμιλτονιανή ως συνήθως, υπολογίζοντας τις “ορμές” των δυναμικών
μεταβλητών:

py = − ẏ
n
, px =

ẋ

n
.

Λύνοντας αυτές τις εξισώσεις ως προς τις “ταχύτητες” προκύπτει

ẏ = −n py, ẋ = n px,

με την αντίστοιχη κανονική Χαμιλτονιανή να δίνεται μέσω του μετασχηματισμού Legendre

Hcan =
n

2

(
−p2y + p2x

)
.

Η χρονική εξέλιξη μια ποσότητας B στο φασικό χώρο θα δίνεται από την εξίσωση

dB

dt
=
∂ B

∂t
+ {B,Hcan} ,

όπου B = B(t, y, x, py, px). Οι εξισώσεις κίνησης στο φασικό χώρο είναι

ẏ = −n py, ẋ = n px, ṗy = 0, ṗx = 0.

Εξαιτίας της εκπεφρασμένης εξάρτησης της Χαμιλτονιανής από το “χρόνο”, αυτή δε διατηρείται

dHcan

dt
=

1

2

(
−p2y + p2x

)
ṅ ≡ Hcan

ṅ

n
.

Λόγω του θεωρήματος της Noether, κάθε ένα από τα ανύσματα Killing συνδέεται με μια διατηρήσιμη
ποσότητα, στην περίπτωση μας αυτές είναι

Q1 = py, Q2 = px, Q3 = x py + y px.

Αυτά τα φορτία θα αποδειχθούν αρκετά χρήσιμα στην κβαντική περιγραφή.

I.1.6 Κλασσική περιγραφή, δυναμικό n(t)

Στην περίπτωση που το n(t) θεωρείται δυναμική μεταβλητή η Λαγκρανζιανή είναι ιδιάζουσα (singu-
lar). Επομένως, ακολουθούμε τη διαδικασία εύρεσης Χαμιλτονιανής για συνδεσμικά συστήματα.

Οι κανονικές “ορμές” ορίζονται ως συνήθως

py = − ẏ
n
, px =

ẋ

n
, pn = 0.
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Αντίστοιχα η κανονική Χαμιλτονιανή

Hcan =
n

2

(
−p2y + p2x

)
, (6.44)

ενώ ο πρωτογενής σύνδεσμος είναι

Φ1 := pn.

Η πλήρης Χαμιλτονιανή ορίζεται ως

Htot := Hcan + λΦ1,

όπουλ κάποιος πολλαπλασιαστής Lagrange, ο οποίος παραμένει αυθαίρετος επί των κλασσικών τροχιών.
Ο σύνδεσμος πρέπει να ικανοποιεί την “ασθενή ισότητα”

Φ1 ≈ 0,

όπου εννοείται πωςπρώταθαυπολογιστούν οι εγκύλεςPoisson και στησυνέχεια επιβάλλεται ο σύνδεσμος.
Με τηναπαίτησηπαραμονής στην επιφάνεια τουσυνδέσμουκατά την εξέλιξη τουσυστήματος, προκύπτει
η εξής συνθήκη

Φ̇1 := [Φ1,Htot]P ≈ 0,

η οποία οδηγεί στο δευτερογενή σύνδεσμο

Φ2 :=
1

2

(
−p2y + p2x

)
.

Η διατήρηση αυτού, ικανοποιείται ταυτοτικά, επομένως δεν υπάρχει άλλος σύνδεσμος. Με βάση τη
θεωρία του Dirac, αυτοί οι δύο ονομάζονται πρώτης τάξης, καθώς ικανοποιούν την ιδιότητα

[Φ1,Φ2]P ≈ 0.

Υπό τοπρίσμα τωνπαραπάνω, η ολικήΧαμιλτονιανήμπορεί να γραφείως γραμμικός συνδυασμόςπρώτης
τάξης συνδέσμων

Htot = nΦ2 + λΦ1.

Αυτή η Χαμιλτονιανή αναπαράγει σωστά τις εξισώσεις κίνησης. Οι δύο σύνδεσμοι διατηρούνται καθώς
και τα αντίστοιχα φορτία τα οποία αναφέραμε στην προηγούμενη ενότητα.

I.2 Κβαντική περιγραφή
Για το σκοπό αυτής της εργασίας επιλέγουμε τη διαδικασία της κανονικής κβάντωσης. Οι κανονικές

“ορμές” και “θέσεις” μετατρέπονται σε τελεστές
(
pj → p̂j , x

j → x̂j
)
οι οποίοι ικανοποιούν τις εξής ιδιότητες

1. Αυτο-συζυγής

⟨p̂jψ|ϕ⟩ =
⟨
ψ|p̂∗jϕ

⟩
,
⟨
x̂jψ|ϕ

⟩
=
⟨
ψ|(x̂j)∗ϕ

⟩
,

με ⟨ψ|ϕ⟩ =
∫
d2xµψ∗ ϕ το εσωτερικό γινόμενο και µ =

√
|det (Gjl)| το μέτρο [165].

2. κανονικές σχέσεις μετάθεσης[
x̂j , x̂l

]
C
= 0,

[
x̂j , p̂l

]
C
= i δjl , [p̂j , p̂l]C = 0,

όπου [·, ·]C ομεταθέτης και δ
j
l το δέλτα τουKronecker.Ηαναπαράστασηθέσηςαρκείώστε να ικανοποιούνται

οι προηγούμενες ιδιότητες

p̂j = −i ∂j , x̂j = xj .
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I.3 Κβαντική περιγραφή, μη-δυναμικό n(t)
Όπως είναι γνωστό, κατά τη μετάβαση από την κλασσική στην κβαντική περιγραφή εμφανίζεται

το πρόβλημα της σειράς δράσης των τελεστών (factor ordering problem). Η επίλυση αυτού μπορεί να
βασιστεί στο κλασσικό σύστημα. Το κλασσικό σύστημα είναι συναλλοίωτο κάτω από μετασχηματισμούς
n → ñ ω−1(y, x), όταν το Lapse αντιμετωπίζεται ως δυναμικός βαθμός ελευθερίας, οδηγώντας στην
ασθενή ισότητα με το μηδέν, της Χαμιλτονιανής. Επομένως, ο Χαμιλτονιανός τελεστής πρέπει να είναι
συναλλοίωτος υπό τον παραπάνω μετασχηματισμού. Μπορούμε λοιπόν να επιλέξουμε την σύμμορφη
Λαπλασιανή ή αλλιώς τον τελεστή Yamabe,

Ĥcan = −n
(
1

2

1

µ
∂j
(
µGjl∂l

)
− d− 2

8(d− 1)
R
)
. (6.45)

Στην περίπτωση που το n δεν είναι δυναμικό και επομένως η Χαμιλτονιανή δεν είναι ασθενώς μηδέν, το
παραπάνω επιχείρημα δεν μπορεί να χρησιμοποιηθεί. Ωστόσο, για λόγους καθολικότητας, μπορούμε
και πάλι να χρησιμοποιήσουμε τον ίδιο τελεστή. Παρατηρούμε πως στη συγκεκριμένη περίπτωση, η
τελική μορφή του τελεστή είναι αυτή του Laplace-Beltrami καθώς ο χώρος είναι επίπεδος, R = 0, και
διδιάστατος. Όσον αφορά τα διατηρήσιμα φορτία, κατασκευάζουμε τους εξής γραμμικούς τελεστές

Q̂I = −i
[
ζjI∂j +

1

2µ
∂j

(
µ ζjI

)]
, (6.46)

όπου (I = 1, 2, 3). Παρατηρούμε πως επειδή τα ζI είναι πεδία Killing, ο δεύτερος όρος εξαφανίζεται.
Εύκολα αποδεικνύεται πως[

Ĥcan, Q̂I

]
C
ψ = 0,

[
Q̂1, Q̂2

]
C
ψ = 0,

[
Q̂2, Q̂3

]
C
ψ = −i Q̂1ψ,

[
Q̂3, Q̂1

]
C
ψ = i Q̂2ψ, (6.47)

επομένως υπάρχουν δύο μέγιστες, διαφορετικές υπο-άλγεβρες οι οποίες μας ενδιαφέρουν. Η πρώτη
είναι η

(
Q̂1, Q̂2, Ĥcan

)
και η δεύτερη η

(
Q̂3, Ĥcan

)
.

Το πιο ενδιαφέρον στοιχείο αυτής της περίπτωσης, το οποίο σχετίζεται με το μη-δυναμικό χαρακτήρα
του n(t) και επομένως την ιδιότητας της Λαγκρανζιανής να είναι ομαλή (regular), είναι η δυνατότητα
ορισμούμιας εξίσωσης τύπουSchrodinger αντί της συνήθουςWheeler-DeWitt για συνδεσμικάσυστήματα.
Αυτό δεν είναι καθόλουσύνηθες, καθώςστις περισσότερες περιπτώσεις (δηλαδήκοσμολογίαήσημειακές
πηγές), αν όχι σε όλες, ηminisuperspaceΛαγκρανζιανή είναι ιδιάζουσα (singular) και ορισμένοι περιορισμοί
απαιτούνταιώστε νακαταλήξουμεμεμια εξίσωση τύπουSchrödinger.Ωςαποτέλεσμααυτού του ενδιαφέροντος
στοιχείου, οι κβαντικές καταστάσεις υπόκεινται σε χρονική εξέλιξηωςπρος τηνπαράμετρο t. Υποθέτουμε
πως το t, όπου εδώ το αντιμετωπίζουμε ως παράμετρο, είναι σε αντιστοιχία με την παράμετρο “χρόνου”
που εμφανίζεται στην κβαντική περιγραφή, μη-σχετικιστικών σωματιδίων. Επομένως, το σύστημα των
εξισώσεων προς επίλυση για κάθε υπο-άλγεβρα είναι

i ∂tψ = Ĥcanψ, (6.48)

Q̂Iψ = pIψ, (6.49)

με pν τις ιδιοτιμές. Παρατηρούμε πως η (6.48), σε αντίθεση με τη συνήθη εξίσωση Schrodinger, είναι
συναλλοίωτηυπόμετασχηματισμούς της μορφής t→ t̃ = t̃(t). Αυτό οφείλεται στο νόμομετασχηματισμού
του n(t) (το οποίο κληρονομείται από το γεωμετρικό του χαρακτήρα) και στο γεγονός πως η μερική
παράγωγοςστοαριστερόμέλος έχει τον ίδιο νόμομετασχηματισμού.Αναμένουμε λοιπόν, τααποτελέσματα
να μην εξαρτώνται από την επιλογή του n(t). Στον παρακάτω πίνακα παρουσιάζουμε τις λύσεις των
(6.48), (6.49).

Υπο-άλγεβρα Ιδιοκατάσταση(
Q̂1, Q̂2, Ĥcan

)
ψ12 (t, y, x) =

1
2π e

−iE12

∫
n(t) dt ei(p1y+p2x)(

Q̂3, Ĥcan

)
ψ3 (t, σ, θ) = e−iE3

∫
n(t)dteip3θ

[
q1Jip3(−i

√
2E3σ) + q2Yip3(−i

√
2E3σ)

]
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όπουE12 = 1
2

(
−p21 + p22

)
, και οι ιδιοκαταστάσειςψ12 έχουν κανονικοποιηθεί με τη χρήση της συνάρτησης

δέλτα του Dirac.

⟨ψp1p2
(y, x)|ψp̃1p̃2

(y, x)⟩ = δ (p1 − p̃1) δ (p2 − p̃2) .

Επίσης, οι Jν(z), Yν(z) αναπαριστούν τις συναρτήσεις Bessel πρώτου και δευτέρου είδους αντίστοιχα,
q1, q2 είναι σταθερές ολοκλήρωσης καιE3 η ιδιοτιμή της t-ανεξάρτητης εξίσωσης Schrodinger.Οι μεταβλητές
σ, θ, είναι εκείνες οι οποίες μετασχηματίζουν τον τελεστή Q̂3 στην κανονική του μορφή.

y = σCoshθ, x = σSinhθ,⇔ σ =
√
y2 − x2, θ = ArcTanh

(
x

y

)
, Gjl =

−1 0

0 σ2

 .

Κάποιες πληροφορίες σχετικάμε την ορθοκανονικότητα τηςψ3 μπορούν ναβρεθούνστοΠαράρτημα.

I.4 Κβαντική περιγραφή, δυναμικό n(t)
Για την περίπτωση δυναμικού n, ακολουθούμε τον αλγόριθμο Dirac-Bergmann, εννοώντας πως οι

τελεστές που αντιστοιχούν στους συνδέσμους, καθώς δρουν στις φυσικές καταστάσεις θα πρέπει να
δίνουν μηδενικό αποτέλεσμα, Φ̂Jψ = 0. Το σύνολο των τελεστών αποτελείται από

Φ̂2 = −1

2

1

µ
∂j
(
µGjl∂l

)
+

d− 2

8(d− 1)
R,

Φ̂1 = −i∂n,

Q̂I = −i
[
ζjI∂j +

1

2µ
∂j

(
µ ζjI

)]
.

Οι λύσεις παρουσιάζονται παρακάτω,

Υπο-άλγεβρα Ιδιοκατάσταση(
Q̂1, Q̂2, Φ̂1, Φ̂2

)
ψ12 (n, y, x) =

1
2π e

i(p1y+p2x)(
Q̂3, Φ̂1, Φ̂2

)
ψ3 (n, σ, θ) = eip3θ

(
q1e

ip3σ + q2e
−ip3σ

)
όπου η εξίσωση

−p21 + p22 = 0 (6.50)

πρέπει να ικανοποιείται και η ψ12 κανονικοποιήθηκε όπως και πριν. Για τους ίδιους λόγους με πριν, στη
δεύτερη υπο-άλγεβρα εφαρμόστηκε ο εξής μετασχηματισμός,

y = eσCoshθ, x = eσSinhθ,⇔ σ =
1

2
Log(y2 − x2), θ = ArcTanh

(
x

y

)
, Gjl = e2σ

−1 0

0 1

 .

Στο Παράρτημα υπάρχουν πληροφορίες σχετικά με την κανονικοποίηση της ψ3 .

II Ανάλυση Bohm

Στην προηγούμενη ενότητα βρήκαμε την αναλυτική έκφραση των κυματοσυναρτήσεων για όλες τις
περιπτώσεις. Λόγω της δυσκολίας στην ερμηνεία των κυματοσυναρτήσεων στο πλαίσιο της συνήθους
κβαντομηχανικής, θα χρησιμοποιήσουμε τηνανάλυσηBohm[273–275] η οποίαπαρέχει ντετερμινιστικές
τροχιές (δηλαδή γεωμετρίες). Αυτήηανάλυση εμπεριέχει την έννοια της κλασσικής τροχιάς και επομένως
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μας δίνει τη δυνατότητα σύγκρισης κβαντικά διορθωμένων μετρικών με τις αντίστοιχες κλασσικές. Στη
συγκεκριμένη εργασία θα επιλέξουμε να αναλύσουμε και να συγκρίνουμε τις λύσεις για τις υπο-άλγεβρες(
Q̂1, Q̂2, Ĥcan

)
και

(
Q̂1, Q̂2, Φ̂1, Φ̂2

)
. Ας ανακαλέσουμεσε λίγες γραμμές τηνανάλυσηκατάBohm:Έστω,

η περιγραφή ενός συστήματος από το Χαμιλτονιανό τελεστή

Ĥ = −α∇j∇j + V,

και οι αντίστοιχες καταστάσεις οι οποίες μπορούν να γραφούν στη μορφή

ψ = ΩeiS , (6.51)

όπου V (xj) κάποιο δυναμικό,Ω(xj) είναι το πλάτος και S(xj) η φάση.Με χρήση της (6.51) στην εξίσωση
Schrödinger, το φανταστικό μέρος μπορεί να αντιστοιχηθεί σε κάποιου είδους εξίσωση συνέχειας

∂Ω

∂ρ
+ 2α∇jΩ∇jS + αΩ∇j∇jS = 0,

ενώ το πραγματικό με μια εξίσωση μορφής Hamilton-Jacobi
∂S

∂ρ
+ α∇jS∇jS + V −Q = 0,

όπου Q = α
∇j∇jΩ

Ω , το αποκαλούμενο κβαντικό δυναμικό. Σε αυτή την ανάλυση λοιπόν, φαίνεται πως οι
κβαντικές διορθώσεις εμπεριέχονται στο λεγόμενο κβαντικό δυναμικό, το οποίο είναι η νέα προσθήκη
στην κατά τα άλλα, κλασσικής μορφής, εξίσωση Hamilton-Jacobi. Κατά τον Bohm, η σύνδεση με το
κλασσικό επίπεδο μπορεί να επιτευχθεί αν υποθέσουμε πως ο όρος∇jS μπορεί να θεωρηθεί ως η “ορμή”
τουσυστήματος. Συνεπώς, η ταυτοποίησημε τη κλασσική “ορμή” οδηγεί στο εξής σύστημα των εξισώσεων

∇jS =
∂L
∂ẋj

. (6.52)

Εν τη απουσία του κβαντικού δυναμικού, αναμένουμε να προκύψουν οι κλασσικές λύσεις.

II.1 Μη-δυναμικό n(t)

II.1.1 Ιδιοκατάσταση

Η ιδιοκατάσταση ψ12 είναι ήδη στην απαιτούμενη μορφή, συνεπώς το πλάτος και η φάση έχουν τη
μορφή

Ω =
1

2π
, S = p1y + p2x− 1

2
(−p21 + p22)

∫
n(t) dt.

Εφόσον το Ω είναι σταθερό, το κβαντικό δυναμικό είναι μηδέν.
Η λύση των (6.52) είναι

y(t) = ν1 − p1

∫
n(t)dt, x(t) = ν2 + p2

∫
n(t)dt, (6.53)

όπου ν1, ν2 σταθερές ολοκλήρωσης. Μετασχηματίζουμε τις λύσεις στους βαθμούς ελευθερίας c, f , και
χρησιμοποιούμε την ελευθερία να θέσουμε n(t) = 1. Οι τρείς κλάσεις προκύπτουν όπως αναμέναμε, αν
χρησιμοποιήσουμε επιπλέον τους μετασχηματισμούς συντεταγμένων και ηλεκτρομαγνητικής βαθμίδας

1. Κλάση A(4,10)

z =
p2 − p1
ω̃

w +
p22 (1− 16ν1) + p21 (1 + 16ν2) + 2p1p2 (1 + 8ν1 − 8ν2)

32ω̃ (p1 − p2)
3 u,

t = r +
(p2 + p1)− 4(p2 − p1)(ν1 + ν2)

4(p1 − p2)2
, τ =

1

p2 − p1
u,

Λ = − p1 + p2

4 (p1 − p2)
2u.
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2. Κλάσεις A(4,7),Ab
(4,9)

z =
p2 − p1
ω̃

w +
p22 (1− 16ν1) + p21 (1 + 16ν2) + 2p1p2 (1 + 8ν1 − 8ν2)

32ω̃m̃ (p1 − p2)
2 e−m̃u/(p2−p1),

t = r +
(p2 + p1)− 4(p2 − p1)(ν1 + ν2)

4(p1 − p2)2
, τ =

1

p2 − p1
u,

Λ = − p1 + p2

4 (p1 − p2)
2u,

όπου m̃ = 2 (p2 − p1) για την A(4,7) και m̃ = m (p2 − p1) για την Ab
(4,9),m ̸= 0, 2.

Η επιλογή p1 = p2 στην (6.53) οδηγεί στον επίπεδο χώρο.
Όπως ήταν αναμενόμενο, η απουσία του κβαντικού δυναμικού οδηγεί τις ημι-κλασσικές τροχιές να

ταυτιστούνμε τις κλασσικές.Προκύπτει το εξής ερώτημα.Είναι δυνατό ναπροκύψει κάποια διαφορετική
λύση από τις κλασσικές;Ηαπάντηση είναι ναι, όμως πρέπει να χρησιμοποιήσουμε καταστάσεις οι οποίες
δεν είναι ιδιοκαταστάσεις.

II.1.2 Gaussian αρχική κατάσταση

Υποθέτουμεπωςηαρχική κατάσταση τουσυστήματοςπεριγράφεται απόμια υπέρθεση ιδιοκαταστάσεων,
η οποία στη συγκεκριμένη περίπτωση είναι μια Gaussian,

Φ0(y, x) =

√
λ

π
e−

λ
2 (y

2+x2),

με την “χρονική” της εξέλιξη να δίνεται από την

ψ(t, y, x) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
c(p1, p2)Φp1p2(y, x)e

−iE12

∫
n(t)dtdp1dp2, (6.54)

όπου

Φp1p2
(y, x) =

1

2π
eip1yeip2x, c(p1p2) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
Φ∗

p1p2
Φ0(y, x)dydx.

Η παράμετρος λ καθορίζει τη συγκέντρωση της αρχικής κατάστασης στην περιοχή του σημείου (y, x) =
(0, 0).Όσοπιο μεγάληη τιμή της, τόσομεγαλύτερηησυγκέντρωση.Ύστερααπόκάποιες πράξεις, βρίσκουμε
την επιθυμητή μορφή της κατάστασης (6.54), με το πλάτος και τη φάση να είναι

Ω =

√
λ

π

1√
1 + λ2B(t)2

exp

[
− λ

2 (1 + λ2B(t)2)

(
y2 + x2

)]
, S =

λ2B(t)

2 (1 + λ2B(t)2)

(
x2 − y2

)
,

όπου B(t) =
∫
n(t)dt. Το κβαντικό δυναμικό δεν είναι μηδέν πλέον

Q =
n(t)

(
−y2 + x2

)
λ2

2
[
1 + λ2

(∫
n(t)dt

)2]2 .
Ακολουθώντας τα ίδια βήματα με πριν, η λύση για n(t) = 1 είναι

y(t) = ν1
√

1 + t2λ2, x(t) = ν2
√

1 + t2λ2.

Ως αποτέλεσμα, οι εξής ημι-κλασσικές λύσεις προέκυψαν
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1. Αβελιανό (Bianchi Type I)

gµν =


0 0 1

0 1 0

1 0 −r2
(
1 + σ

√
1+r2λ2

r2λ2

)
 , Aµ =

(
0, 0,

√
1 + r2λ2

λ

)
, (6.55)

όπου σ = ν1−ν2

2(ν1+ν2)
2 , ενώ χρησιμοποιήθηκαν και οι εξής μετασχηματισμοί συντεταγμένων

z =
λ(ν1 + ν2)

ω̃
w +

ν1 + ν2
2λω̃

u, t = r, τ =
1

λ(ν1 + ν2)
u.

Ο κλάδος ν1 + ν2 = 0, οδηγεί στη λύση

gµν =


0 0 1

0 1 0

1 0
√
1 + r2λ2

 , Aµ = (0, 0, 0) , (6.56)

μετά το μετασχηματισμό

z =

√
ν2
ω̃

w, t = r, τ =
1

√
ν2
u.

2. Μη-Αβελιανό(Bianchi Type II)

gµν =


0 0 em̃u/λ(ν1+ν2)

0 1 0

em̃u/λ(ν1+ν2) 0 −r2
(
1 + σ

√
1+r2λ2

r2λ2

)
 , Aµ =

(
0, 0,

√
1 + r2λ2

λ

)
, (6.57)

με τον αντίστοιχο μετασχηματισμό να είναι

z =
λ(ν1 + ν2)

ω̃
w − (ν1 + ν2)

2

2m̃ω̃
e−m̃u/λ(ν1+ν2), t = r, τ =

1

λ(ν1 + ν2)
u.

Αντίστοιχα, ο κλάδος ν1 + ν2 = 0 οδηγεί στη λύση

gµν =


0 0 em̃u/

√
ν2

0 1 0

em̃u/
√
ν2 0

√
1 + r2λ2

 , Aµ = (0, 0, 0) , (6.58)

με

z =

√
ν2
ω̃

w, t = r, τ =
1

√
ν2
u.

Παρατηρήσεις:

1. Η μετρική (6.55) επιδέχεται μόνο τα δύο αρχικά πεδία Killing του Αβελιανού προτύπου, ξ1 =
(1, 0, 0), ξ2 = (0, 0, 1), και όχι το ομοθετικό. Το ίδιο ισχύει και για την (6.57) με τη μη-Αβελιανή
ομάδα να αποτελείται από τα, ξ1 = (1, 0, 0), ξ2 =

(
− m̃w

λ(ν1+ν2)
, 0, 1

)
.
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2. Καμία εκ τωνδύο λύσεων (6.55),(6.57), δεν ικανοποιεί τις εξισώσειςEinstein-Maxwell χωρίςφορτία.
Η ύπαρξη ενός τρι-ρεύματος και ενός επιπλέον τανυστή ενέργειας-ορμής απαιτείται και για τις δύο
περιπτώσεις,

Tµν =


0 0 0

0 0 0

0 0 2
√
1+r2λ2+σ

2(1+r2λ2)3/2

 , Jµ =

(
0, 0,− λ

4π(1 + r2λ2)3/2

)
. (6.59)

3. Οι δύο κλάδοι που εμφανίζονται, (6.56),(6.58), χαρακτηρίζονται από τηναπουσίαηλεκτρομαγνητικού
πεδίου, ωστόσο, δεν αντιστοιχούν στον επίπεδο χώρο, όπως ίσως θα αναμέναμε. Για την ακρίβεια,
ικανοποιούν τις εξισώσεις Einstein, με τανυστή ενέργειας ορμής της μορφής

Tµν =


0 0 0

0 0 0

0 0 λ2

2(1+r2λ2)3/2

 .

II.2 Δυναμικό n(t)

II.2.1 Υπο-άλγεβρα Q̂1, Q̂2, Φ̂1, Φ̂2

Η ιδιοκατάσταση είναι ήδη στην επιθυμητή μορφή, επομένως

Ω =
1

2π
, S = p1y + p2x.

Προκύπτει πως οι λύσεις είναι ίδιες με τις αρχικές, όπως περιγράφονται στην (6.53). Αν λάβουμε υπόψη
τη συνθήκη (6.50), τότε έχουμε τον επίπεδο χωρόχρονο για p1 = p2. Για p1 = −p2, οι κλασσικές λύσεις
ανακτώνται στημορφήπουδίνεται παραπάνω, αν χρησιμοποιήσουμε τους μετασχηματισμούς συντεταγμένων
και ηλεκτρομαγνητικής βαθμίδας

1. Κλάση A(4,10)

z =
2p2
ω̃
w +

ν1 − ν2
8p2

u, ρ = r − ν1 + ν2
2p2

, τ =
1

2p2
u, Λ = 0.

2. Κλάσεις A(4,7),Ab
(4,9)

z =
2p2
ω̃
w − ν1 − ν2

4m̃ω̃
e−m̃u/2p2 , ρ = r − ν1 + ν2

2p2
, τ =

1

2p2
u, Λ = 0.

με m̃ = 4p2 for A(4,7) and m̃ = 2mp2,m ̸= 0, 2, for Ab
(4,9).

Οι ημι-κλασσικές και κλασσικές τροχιές ταυτίζονται όπως αναμέναμε. Σε αντίθεση με την περίπτωση
όπου το n ήταν μη-δυναμικό, η χρήση μιας άλλης αρχικής κατάστασης, όπως για παράδειγμα Gaussian,
δεν θα οδηγούσε σε μια επιθυμητή μορφή όπως η (6.51), έτσι ώστε να χρησιμοποιήσουμε την ανάλυση.
Αυτό οφείλεται στην απουσία “χρονικής εξέλιξης” σε συνδεσμικά συστήματα (κατάσταση “παγωμένη”
στο “χρόνο”). Επομένως, δεν υπάρχει τρόπος να κατασκευάσουμε μη-μηδενικό κβαντικό δυναμικό σε
αυτή την περίπτωση. Καταλήγουμε στο συμπέρασμα πως οι δύο τρόποι αντιμετώπισης του n διαφέρουν
στο κβαντικό επίπεδο σε αντίθεση με το κλασσικό.
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II.3 Συζήτηση επί των αποτελεσμάτων
Σεαυτή την εργασίαμελετήσαμε χωροχρόνους pp-wave, διαστάσεως (2+1)μεπεδίο ύλης τοηλεκτρομαγνητικό.

Ξεκινήσαμε χρησιμοποιώντας τη (2+1)ανάλυσηκαι επιλέγοντας (N i = 0, N = 1). Το δεύτεροβημαήταν
να επιβάλλουμε τις απαραίτητες ιδιότητες ώστε ένας χωρόχρονος να χαρακτηριστεί ως pp-wave. Στη
συνέχεια, ένα σύνολο από συνθήκες, προερχόμενες από τις συμμετρίες του προβλήματος, επιβλήθηκαν
επί του τανυστή ενέργειας-ορμής, οδηγώντας τελικά σε μόνο δύο μερικές διαφορικές εξισώσεις προς
επίλυση. Η λύση τους βρέθηκε, ενώ ταυτόχρονα προέκυψε το ενδιαφέρον αποτέλεσμα: αυτή εξαρτάται
απόμιααυθαίρετησυνάρτηση.Αποδείξαμεπωςαυτήησυνάρτηση είναι ουσιώδης, δηλαδήκάθε διαφορετική
μορφή της, οδηγεί σε διαφορετική γεωμετρία. Μάλιστα, υπάρχει σύστημα συντεταγμένων στο οποίο
ο συναλλοίωτος τανυστής Faraday είναι σταθερός, συνεπώς, υπάρχουν άπειρες διαφορετικές λύσεις
για μια και μόνο μορφή του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου. Από όσο γνωρίζουμε, αυτό δε συμβαίνει σε
κοσμολογικές ή λύσεις με εντοπισμένη ύλη, καθώς σε εκείνες τις περιπτώσεις μια συγκεκριμένη μορφή
τουηλεκτρομαγνητικούπεδίουπροσδιορίζει τη γεωμετρία τοπολύμε την ύπαρξησταθερών. (γιαπαράδειγμα
η λύσηReisner-Nordstrom).Μεσκοπό να το εξηγήσουμε αυτό κάπως καλύτερα, ας θεωρήσουμε την εξής
περίπτωση: Έστω οι γραμμικοποιημένες εξισώσεις Einstein (για τις οποίες το hij παρακάτω, θεωρείται
πως ικανοποιεί τη συνθήκη |hij | << 1 ), και το στοιχείο μήκους, επίπεδων κυμάτων κατά μήκος του
άξονα z, το οποίο μπορεί να γραφεί στη μορφή

ds2 = −dt2 + dz2 + (δij + hij(z − t)) dyidyj , (6.60)

όπου hij(z − t) είναι αυθαίρετες συναρτήσεις, (t, z, yi) οι συντεταγμένες του χωροχρόνου, δij η μετρική
του επίπεδουΕυκλείδειου χώρουκαι οι δείκτες iμπορούν να λάβουν οποιαδήποτε μετρήσιμη τιμή, επομένως
η (6.60) ισχύει για κάθε διάσταση. Στην περίπτωση λύσεων του κενού, ο πίνακας hij πρέπει να είναι
άϊχνος, ενώ σε αντίθετη περίπτωση, κάποιου είδους συνθήκη θα επιβληθεί, λαμβάνοντας υπόψη την
παρούσαύλη.Ηαυθαιρεσία της συνάρτησης, συνδέεται με το γεγονόςπως είναι δυνατήηύπαρξη λύσεων
οι οποίες αποτελούν υπέρθεση. Ας χρησιμοποιήσουμε τις συντεταγμένες του κώνουφωτόςU = 1√

2
(z−t),

V = 1√
2
(z + t) οι οποίες μετασχηματίζουν το στοιχείο μήκους στη μορφή

ds2 = 2dUdV +
(
δij + hij(

√
2U)

)
dyidyj .

Ανηυπόθεσηπως τοhij είναι σχετικά μικρό δεν ισχύει πια, και μπορούμε ναβρούμε μια λύση της μορφής

ds2 = 2dUdV + g̃ij(U)dyidyj , (6.61)

τότε η (6.61) θα λέμε πως αναπαριστά επίπεδο κύμα των μη-γραμμικών εξισώσεων Einstein. Οι (U, V, yi)
ονομάζονται συντεταγμένες Rosen. Αν για κάποιο λόγο, οι συναρτήσεις g̃ij(U) παραμείνουν αυθαίρετες,
τότε η υπέρθεση θα εξακολουθεί να ισχύει και στο μη-γραμμικό επίπεδο. Μέχρι στιγμής, όσα είπαμε
ισχύουν για οποιαδήποτε διάσταση.

Στην περίπτωση μας, η γενική λύση (6.19) παρουσιάστηκε στις λεγόμενες συντεταγμένες Brinkmann

ds2 = 2dwdu− r2b(u)2du2 + dr2.

Με ένα μετασχηματισμό της μορφής w = V − y2M(U)
2 Exp[2

∫
M(U)dU ], r = yExp[

∫
M(U)dU ], u = U

το στοιχείο μήκους μετασχηματίζεται στις συντεταγμένες Rosen

ds2 = 2dUdV + Exp[2

∫
M(U)dU ]dy2, (6.62)

αν και μόνο αν, η συνάρτησηM(U) ικανοποιεί την εξίσωση Riccati

Ṁ(U) +M(U)2 + b(U)2 = 0. (6.63)

H (6.62) έχει την ίδια μορφήμε την (6.61) για i = 1, j = 1.Ηαυθαιρεσία της συνάρτησης b(U)μεταφέρεται
στη μετρική (6.62) μέσω των λύσεων της εξίσωσης (6.63). Επομένως, η φυσική σημασία της αυθαίρετης
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συνάρτησης b(u) εντοπίζεται στην υπέρθεση των λύσεωνηλεκτρομαγνητο-βαρυτικώνpp-wave χωροχρόνων.
Εν τη απουσία, πραγματικών βαρυτικών βαθμών ελευθερίας, αν η b(u) ήταν μηδέν (επομένως απουσία
ηλεκτρομαγνητικού πεδίου), τότε η λύση αντιστοιχεί σε επίπεδο χωρόχρονο. Παρατηρούμε λοιπόν πως η
ύπαρξη αυθαίρετης συνάρτησης είναι χαρακτηριστικό της κυματικήςφύσης των λύσεων και αναμένουμε
να ισχύει σε κάθε διάσταση. Σε αντίθεση, αν θεωρήσουμε δύο εντοπισμένες πηγές, οι οποίες αποτελούν
λύση των εξισώσεων Einstein, η υπέρθεση τους δε θα αποτελεί και πάλι λύση. Σε αυτό το σημείο, θα
παρουσιάσουμε κάποια συγκεκριμένα παραδείγματα συναρτήσεων b(U) για τα οποία είναι εμφανής η
υπέρθεση. Στον επόμενοπίνακαπαρουσιάζουμε τις συγκεκριμένες μορφές τωνσυναρτήσεων b(U),M(U)
σε τρεις περιπτώσεις. Επιπλέον, δίνεται ο όροςExp[2

∫
M(U)dU ] τουστοιχείουμήκους(6.62).Οι επιλεγμένες

συναρτήσεις b(U),M(U) ικανοποιούν την εξίσωση (6.63) και οδηγούν σε συγκεκριμένο παράδειγμα
υπέρθεσης λύσεων.

b(u) M(u) Exp[2
∫
M(U)dU ]√

2sec(2U)2 − tan(2U)2 −tan(2U) cos(2U)√
2csc(2U)2 − cot(2U)2 cot(2U) sin(2U)√

3+sin(4U)
1+sin(4U)

cos(2U)−sin(2U)
cos(2U)+sin(2U) cos(2U) + sin(2U)

Αξίζει να παρατηρήσουμε πως η υπέρθεση δεν ισχύει για το ηλεκτρομαγνητικό δυναμικό, το οποίο στις
συντεταγμένες Rosen έχει τη μορφή

Aµ = (0, 0, y b(U)Exp[

∫
M(U)dU ]),

από την οποία είναι προφανές το παραπάνω.
Όσον αφορά την ιδέα κατηγοριοποίησης του χώρου των λύσεων με βάση τις ομάδες συμμετρίες,

φάνηκε πως απέδωσε καρπούς. Συγκεκριμένα, προέκυψαν δύο περιπτώσεις:
Η περίπτωση I χωρίστηκε σε τρεις Κλάσεις, όπου η αυθαίρετη συνάρτηση που αναφέραμε παραπάνω
αποκτούσε συγκεκριμένη μορφή, διαφορετική σε κάθε μια Κλάση. Βρέθηκε η μορφή των πεδίων Killing
σε κάθε μια από τις Κλάσεις και ο αριθμός αυτών, ο οποίος είναι τέσσερα.
Ηπερίπτωση II, στην οποίαησυνάρτησηπαρέμεινε αυθαίρετη ενώοαριθμός τωνπεδίωνKilling μειώθηκε
σε τρία. Δε δίνεται η συγκεκριμένη μορφή τους, αλλά καταφέραμε να περιορίσουμε το άγνωστο κομμάτι
τους στην εύρεση της λύσης μιας εξίσωσης Riccati.

Σχετικά με τις τρεις Κλάσεις της περίπτωσης I, καταφέραμε να αναπαραγάγουμε τις λύσεις μέσω
μιας minisuperspace Λαγκρανζιανής, αφότου πρώτα είδαμε πως το στοιχείο μήκους αυτών (Κλάσεων),
μπορεί ναπροκύψει από ταπρότυπαBianchi στις (2+1)διαστάσεις.Οθεσεογραφικός χώρος τηςΛαγκρανζιανής
είναι διαστάσεως τρία. Η μεταβολή της αντίστοιχης δράσης ως προς τις δύο δυναμικές μεταβλητές,
οδηγεί στις δύο μοναδικές, διαφορικές εξισώσεις οι οποίες περιγράφουν το σύστημα. Ο τρίτος βαθμός
ελευθερίας, το Lapse n(t); όταν θεωρείται δυναμικός βαθμός ελευθερίας (ισοδύναμα η Λαγκρανζιανή
είναι ιδιάζουσα (singular), προκύπτει μια επιπλέον εξίσωση συνδέσμου, συνεπώς υπάρχει διαφορά στον
αριθμό των εξισώσεωνEuler-Lagrange και τουσυστήματος.Όταν τοn(t)θεωρείται μη-δυναμικό, (δηλαδή
ομαλή (regular) Λαγκρανζιανή), δηλαδή ως μια απλά t-εξαρτώμενη συνάρτηση, δεν υπάρχει διαφορά
στον αριθμό των εξισώσεων. Παρόλα αυτά, στο κλασσικό επίπεδο αυτή η διαφορά δεν είναι ουσιώδης,
καθώς αποδείξαμε πως οι λύσεις είναι ισοδύναμες. Φαίνεται πως οι λύσεις δεν επηρεάζονται από τον
τρόποπουαντιμετωπίζουμε τοn(t). Προσπαθώντας να εξηγήσουμε γιατί συμβαίνει αυτό, παρουσιάσαμε
δύοπιθανούς λόγους: ο πρώτος βασίζεται στηναπουσία ουσιωδώνσταθερώνστην εξίσωση τουσυνδέσμου
όταν την υπολογίσουμε επί των λύσεων των δυναμικών εξισώσεων. Ο δεύτερος σχετίζεται με την πλήρη
απορρόφηση του συνδέσμου μέσα στη βαθμίδα του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου.

Θέλωντας να κατανοήσουμε λίγο καλύτερα τη σημασία της απουσίας συνδέσμου, σχετικά με τις
μετρικές II.4, II.4.1, θεωρούμε καταλληλότερη τη χρήση του παρακάτω συστήματος συντεταγμένων.
Ανακαλούμε πως οι αρχικές συντεταγμένες είναι οι (z, t, τ) όπου το t είναι χωρική συντεταγμένη, ενώ το



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΚΛΑΣΣΙΚΗ ΚΑΙ ΚΒΑΝΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ 3D ΗΛΕΚΤΡΟΜΑΓΝΗΤΙΚΩΝ PP-WAVE
ΧΩΡΟΧΡΟΝΩΝ 89

φωτοειδές άνυσμα στη διεύθυνση διάδοσης του κύματος είναι ξ = ∂z. Οι μετασχηματισμοί για την (II.4)
και τη μη-Αβελιανή περίπτωση (II.4.1) έχουν τη μορφή

z = − 1

2ω̃
[(u− y) + (u+ y) c(x)] , t = x, τ = u+ y, (II.4)

z =
1

2

[
− (u− y) +

c(x)

m̃2 (u+ y)

]
, t = x, τ = − 1

m̃
Log

[
ω̃

m̃ (u+ y)

]
, (II.4.1)

όπου οι νέες συντεταγμένες είναι οι (u, x, y) με u τη χρονική συντεταγμένη. Η x είναι σε ένα προς ένα
αντιστοιχία με την t, επομένως οι εξισώσειςEinstein-Maxwell δεναλλάζουν, ούτε και ημορφή τηςΛαγκρανζιανής
η οποία περιγράφει τη δυναμική του συστήματος. Το στοιχείο μήκους και το ηλεκτρομαγνητικό δυναμικό
(II.4) αποκτούν τη μορφή

ds(2+1) = n(x)2dx2 − (u+ y)ċ(x) dx du− (u+ y)ċ(x) dx dy − du2 + dy2,

A = A(x) du+A(x) dy,

ενώ για την (II.4.1)

ds(2+1) = n(x)2dx2 +
ċ(x)

m̃2 (u+ y)
dx du+

ċ(x)

m̃2 (u+ y)
dx dy − du2 + dy2,

A =
A(x)

m̃ (u+ y)
du+

A(x)

m̃ (u+ y)
dy.

Χρησιμοποιώντας την (2+1) ανάλυση της μετρικής κατά μήκος της χωρικής συντεταγμένης x, μπορούμε
νακατανοήσουμε την ύπαρξησυνάρτησηςLapsen(x)και ανύσματος ShiftN = − (u+y)ċ(x)

2 du− (u+y)ċ(x)
2 dy

καιN = ċ(x)
2m̃2(u+y)du+

ċ(x)
2m̃2(u+y)dy, στις δύοπεριπτώσεις αντίστοιχα. Τοστοιχείο μήκους για τις επιφάνειες

x =σταθερά, είναι ds(2) = −du2+dy2. Ως προς την εσωτερική μετρική, τα Shift είναι φωτοειδή, και είναι
αυτά που εμπεριέχουν τις δυναμικές μεταβλητές του συστήματος σε αυτές τις συντεταγμένες. Επιπλέον,
το κυματικό άνυσμα διάδοσης αποκτά τη μορφή ξ = −∂u + ∂y. Ας ανακαλέσουμε τις εξισώσεις των
συνδέσμων στην (2 + 1) ανάλυση:

G00 =
1

2

(
−R(2) +K2 −KijK

ij
)
,

G0i = DiK −DjKi
j ,

όπουR(2),Kij ,K το βαθμωτό Ricci των επιφανειών x =σταθερά, ο τανυστής εξωτερικής καμπυλότητας
και το ίχνος του αντίστοιχα, ενώDi ησυναλλοίωτηπαράγωγοςως προς την εσωτερική μετρική.Ο δείκτης
i αναφέρεται στις συντεταγμένες (u, y) των επιφανειών. Ο τανυστήςKij μπορεί να εκφραστεί ως

Kij =
1

2n(x)
(∂xhij −DiNj −DjNi) ,

με την μετρική να είναι

hij =

−1 0

0 1

 ,

Μεβάση τη μορφή της εσωτερικής μετρικής, μπορούμε να κατανοήσουμε πως οι διδιάστατες επιφάνειες
είναι επίπεδες με υπογραφήLorentz, συνεπώςR(2) = 0, και στις δύοπεριπτώσεις.Ο τανυστής εξωτερικής
καμπυλότητας έχει την εξής μορφή, στις δύο περιπτώσεις,

Kij =
ċ(x0)

2n(x0)

1 1

1 1

 , Kij =
ċ(x0)

2m̃2 (u+ y)
2
n(x0)

1 1

1 1

 ,
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όπου έχει υπολογιστεί σε κάποια επιφάνεια x = x0 αφότου υπολογίσαμε τις παραγώγους.
Ηπληροφορίασχετικάμε την εμβάπτισηαυτών των επίπεδων επιφανειώνστον τρισδιάστατο χωρόχρονο,

δίνεται μέσω του τανυστή της εξωτερικής καμπυλότητας. Εύκολα μπορεί να υπολογιστεί πως K = 0,
KijK

ij = 0,DjKi
j = 0. Κάτωαπόμετασχηματισμούς τωνσυντεταγμένων (u, y), οι πρώτες δύοποσότητες

μετασχηματίζονται ως βαθμωτά, ενώ το τρίτο ως ένα-μορφή, επομένως είναι ίσα με μηδέν και στο
μετασχηματισμένο σύστημα. Η ισότητα K = 0, δηλώνει πως μια δέσμη καμπυλών οι οποίες τέμνουν
κάθετα τις επιφάνειες, δεν θαπαρουσιάζει ούτε σύγκλιση ούτεαπόκλιση. Επομένως, ο τανυστής εξωτερικής
καμπυλότητας, δραως άϊχνος τανυστής διάτμησης σε καμπύλες επί της επιφάνειας. Η ισότηταKijK

ij =
0 ισχύει μόνοστηνπερίπτωσηπουη επιφάνεια έχει μετρικήμε υπογραφήLorentz, ενώ εφόσονη επιφάνεια
έχει διάσταση 2, οι συνιστώσες τουKij είναι ίσες. Μια πιο οπτική προσέγγιση σχετικά με την επίδραση
του τανυστή διάτμησης μπορεί να βρεθεί στην εργασία [77]. Τέλος, η εξίσωση DjKi

j = 0, μπορεί να
ερμηνευθείως ηανάλυση του τανυστή εξωτερικής καμπυλότητας σε δύομηδενικήςαπόκλισηςανυσματικά
πεδία,K1

j ,K2
j . Μια δέσμηφωτοειδών καμπυλών επί της επιφάνειας, η οποία παράγεται από το άνυσμα

διάδοσης, δεν επηρεάζεται από τον τανυστή διάτμησης.
Συνοψίζοντας, η απουσία συνδέσμου μπορεί να ερμηνευθεί ως η εμβάπτιση διδιάστατων, υπογραφής

Lorentz, επίπεδων επιφανειών στον τρισδιάστατο χωρόχρονο, κατά μήκος της χωρικής μεταβλητής x.
Αυτές οι επιφάνειες είναι παράλληλες ημιαστηνάλλη λόγω τηςK = 0. Ωςφυσικόσυμπέρασμα, προκύπτει
πως ένας παρατηρητής ο οποίος στέκεται σε συντεταγμένη απόσταση x = x0, θα παρατηρεί κύματα να
διαδίδονται κατά μήκος της διεύθυνσης y με την ταχύτητα του φωτός στο κενό.

Όσον αφορά το κβαντικό επίπεδο, επιβάλλαμε την κανονική κβάντωση και στις δύο περιπτώσεις
Λαγκρανζιανών.Μεσκοπό την ερμηνεία τωνκυματοσυναρτήσεωνσε γεωμετρικόπλαίσιο, χρησιμοποιήσαμε
την ανάλυση Bohm. Όπως αποδείξαμε, μόνο όταν η Λαγκρανζιανή είναι ομαλή (regular) και η κβαντική
κατάστασηαποτελεί υπέρθεση των ιδιοκαταστάσεων, (συγκεκριμένα θεωρήσαμε αρχική κατάσταση της
μορφής ενός Gaussian κυματοπακέτου) προκύπτει μη-μηδενικό κβαντικό δυναμικό και ως αποτέλεσμα
οι ημι-κλασσικές λύσεις διαφέρουν από τις κλασσικές. Καταλήγοντας, η ισοδυναμία που φαίνεται να
υπάρχει στο επίπεδο των λύσεων στην κλασσική περιγραφή, μεταξύ των δύο τρόπων θεώρησης του n(t),
δεν ισχύει στο κβαντικό επίπεδο.

Οι μη-τετριμμένες ημι-κλασσικές λύσεις που βρέθηκαν, δεν ικανοποιούν τις ελεύθερες εξισώσεις
Einstein-Maxwell; απαιτείται να θεωρήσουμε την ύπαρξη ενός τρι-ρεύματος και επιπλέον ενός τανυστή
ενέργειας ορμής. Ταδύοαυτά επιπρόσθετααντικείμενα, εξαφανίζονται για μεγάλες τιμές της συντεταγμένης
r, r → ∞, το οποίοαντιστοιχεί σε απλωμένο κυματοπακέτοσεσχέσημε τηναρχική κατάσταση.Παρατηρούμε
πως σε αυτό το όριο, η λύση (6.55) ταυτίζεται με αυτή της κλάσης A(4,10), ενώ η (6.57) με εκείνη της
κλάσης A(4,7) όταν m̃ = 2λ(ν1 + ν2) και με την Ab

(4,9) όταν m̃ = mλ(ν1 + ν2),m ̸= 0, 2. Συνεπώς, το
σημαντικόσυμπέρασμα είναι πωςπαρόλοπουθεωρήσαμεμιασχετικάαπλήαρχική κβαντική κατάσταση,
όλες οι Κλάσεις εμπεριέχονται στην ημι-κλασσική λύση.

Τέλος, ακόμη μια ενδιαφέρουσα παρατήρηση είναι η εξής: όταν αντιμετωπίζουμε το n(t) ως μη-
δυναμική μεταβλητή, η Χαμιλτονιανή του συστήματος μοιάζει με εκείνη η οποία περιγράφει την κίνηση
ενός ελευθέρουσωματιδίουμεμεταβλητήμάζαστις δύο διαστάσεις.Όμωςυπάρχει μια σημαντική διαφορά;
Η εξίσωση Schrodinger ήταν αναλλοίωτη κάτω από μετασχηματισμούς t→ f(t̃) και αυτό οφείλεται στο
νόμο μετασχηματισμού του n(t). Αυτό δεν ισχύει στην περίπτωση της μεταβλητής μάζας καθώς αυτή
μετασχηματίζεται ως βαθμωτό.Με βάση αυτή τη σκέψη, εφόσον έχουμε κατασκευάσει χώροHilbert στη
περίπτωση της Gaussian αρχικής κατάστασης, μπορούμε να κατασκευάσουμε πυκνότητα πιθανότητας

P (t, y, x) =
λ

π
[
1 + λ2

(∫
n(t)dt

)2] exp
[
−

λ
(
y2 + x2

)
1 + λ2

(∫
n(t)dt

)2
]
.

Πράγματι, ακόμη και αν κάποιος δεν ήθελε να ερμηνεύσει τις κυματοσυναρτήσεις μέσω της κλασσικής,
γεωμετρικής οδού, η πυκνότητα πιθανότητας δεν εξαρτάται από την επιλογή του t.



Κεφάλαιο 7

Δυναμικά ισοδύναμες εξισώσεις
ΛCDM υπό την ύπαρξη γεωμετρίας
Bianchi

I Εισαγωγή

Με βάση τις πιο πρόσφατες παρατηρήσεις του τηλεσκοπίου Planck [169], η Κοσμική Ακτινοβολία
Υποβάθρου (CMB) είναι ισοτροπική και ομογενής σε μεγάλες κλίμακες (250 εκατομμύρια έτη φωτός).
Αυτές οι παρατηρήσεις υποστηρίζουν τη λεγόμενη Κοσμολογική Αρχή, δηλαδή πως το σύμπαν είναι
ομογενές και ισοτροπικόστις προαναφερθείσες κλίμακες.Μέχρι στιγμής, τοπρότυποπου χρησιμοποιείται
για τη καλύτερη περιγραφή των παρατηρήσεων είναι το επονομαζόμενο ΛCDM , όπου η γεωμετρία
περιγράφεται από τη μετρική FLRW. Όπως είναι γνωστό, το χαρακτηριστικό μιας FLRW μετρικής,
είναι η χωρική ομογένεια και ισοτροπία της, επομένως φαίνεται να είναι η καταλληλότερη υποψήφια
για τη περιγραφή των παρατηρήσεων. Μπορεί να τεθεί το εξής ερώτημα: Αν κάποιος λάβει υπόψη του
τις παρατηρήσεις για το CMB και αναζητήσει τη μετρική η οποία θα αναπαραγάγει τις παρατηρήσεις,
τότε καταλήγει αναγκαστικά στην FLRW μετρική για το χωρόχρονο;

Οι J. Ehlers, P. Geren και R. K. Sachs μελέτησαν σε κάποιο βαθμό, σε μορφή θεωρήματος γνωστό ως
(EGS), το ερώτημα, κατά πόσο η ισοτροπία του CMB υπονοεί την ισοτροπία της χωροχρονικής μετρικής
[170]. Γενικεύσεις αυτού του θεωρήματος μπορούν να βρεθούν στη δημοσίευση [171], καθώς και στις
[172–174]. Όπως έχει αποδειχθεί στην [175], ένας χωρόχρονος ο οποίος επιδέχεται ένα σύμμορφο πεδίο
Killing (∇(σξµ) = ωgσµ, όπου ω κάποιος σύμμορφος παράγοντας), το οποίο είναι παράλληλο με την
ταχύτητα του ρευστού που αναπαριστά την ύλη, οδηγεί σε ένα σύμπαν χωρίς παράλλαξη. Επιπλέον, η
ύπαρξη του εγγυάται πως η θερμοκρασία Τ ενός ρευστού ακτινοβολίας (υποθέτοντας φάσμα μελανού
σώματος) είναι ανεξάρτητηαπό την κατεύθυνσηπαρατήρησης [176]. Ας θεωρήσουμεσύστημασυντεταγμένων
στο οποίο ισχύει (N = 1, N i = 0, i = 1, 2, 3). Το στοιχείο μήκους θα έχει εν γένει τη μορφή

ds2(4) = −dt2 + γij(t, x)dx
idxj . (7.1)

Υποθέτουμε πως είμαστε παρατηρητές συγκινούμενοι με τα κοσμικά ρευστά: το ανυσματικό πεδίο της
τετραταχύτητας και το σύμμορφο πεδίο Killing θα έχουν λοιπόν τη μορφή

uµ = (1, 0, 0, 0), (7.2)
ξµ = a(t)uµ. (7.3)

Ο μόνος τρόπος ώστε να υπάρχει τέτοιο σύμμορφο πεδίο Killing, είναι η μετρική να περιοριστεί στη
μορφή

ds2(4) = −dt2 + a(t)2γij(x)dx
idxj . (7.4)
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Όσον αφορά τη θερμοκρασία μελανού σώματος, αποδεικνύεται [177] πως ισχύει εν γένει

To = Te
(kµuµ)o
(kµuµ)e

. (7.5)

όπου το o συμβολίζει τη λήψη και το e την εκπομπή του φωτεινού σήματος, ενώ kµ είναι το εφαπτόμενο
άνυσμαστις καμπύλεςφωτός, οι οποίες συνδέουν τοσημείο εκπομπής και το σημείο λήψης. Αυτόσημαίνει
πως η θερμοκρασία εν γένει θα εξαρτάται από την κατεύθυνση παρατήρησης [178]. Όσον αφορά τις
καμπύλες φωτός, υποθέτουμε την προσέγγιση γεωμετρικής οπτικής (ray optics approximation), έτσι
ώστε να ισχύει

kµkµ = 0, (7.6)
kµ∇µk

ν = 0. (7.7)

Η πρώτη εξίσωση αντιστοιχεί στο φωτοειδή χαρακτήρα του εφαπτόμενου ανύσματος, ενώ η δεύτερη
στο ότι οι καμπύλες είναι γεωδαισιακές. Έστω λ μια παράμετρος των φωτοειδών καμπυλών xµ(λ). Τότε
το γινόμενο kµξµ είναι σταθερό κατά μήκος αυτών των καμπυλών

d

dλ
(kµξµ) = kσ∇σ (k

µξµ)

= (kσ∇σk
µ) ξµ + kσkµ∇(σξµ)

= ωkσkµgσµ = 0. (7.8)

Ο πρώτος όρος είναι ίσος με μηδέν επειδή τα φωτόνια κινούνται σε γεωδαισιακές, ενώ ο δεύτερος επειδή
αυτές οι γεωδαισιακές είναι φωτοειδείς. Λαμβάνοντας αυτό υπόψη, προκύπτει πως

kµuµ =
c

a(t)
, (7.9)

όπου c κάποια σταθερά. Με χρήση της (7.9) στην (7.5) καταλήγουμε στη σχέση

To = Te
a(te)

a(to)
. (7.10)

Παρατηρούμε λοιπόν πως η θερμοκρασία εξαρτάται μόνο από τον παράγοντα κλίμακας και όχι από την
κατεύθυνση. Αυτό αντιστοιχεί σε ισοτροπικό φάσμα. Το στοιχείο μήκους (7.4) περιλαμβάνει πληθώρα
γεωμετριών και μάλιστα, αντιστοιχεί και σε γεωμετρίες οι οποίες είναι χωρικά ανομοιογενείς. Ένας
τρόπος να περιορίσουμε το φάσμα των επιλογών είναι να ασχοληθούμε με τα πρότυπα Bianchi, τα οποία
όπως έχουμε αναφέρει, είναι χωρικά ομογενή αλλά ανισοτροπικά. Η ανισοτροπία αυτών των προτύπων
είναι δυναμική εν γένει, κάτι το οποίο θα προκαλούσε ανισοτροπία του CMB σε μεγάλες κλίμακες, το
οποίο δε προκύπτει από τα παρατηρησιακά δεδομένα, [179–181]. Με σκοπό τα πρότυπα Bianchi να
επιδέχονται ένα σύμμορφο πεδίο Killing όπως αναφέραμε παραπάνω, η ανισοτροπία τους πρέπει να
είναι “παγωμένη” και όχι δυναμική, δηλαδή γµν = α(t)2mµν , όπου γµν και mµν είναι η χωρική μετρική
και ένας σταθερός πίνακας αντίστοιχα, στη βάση των Bianchi.

Το επόμενοβήμα είναι ηαναζήτησηπεδίων ικανά να “απορροφήσουν” αυτή την “παγωμένη”ανισοτροπία.
Με τη λέξη απορρόφηση εννοούμε πως θα ικανοποιήσουν εκείνο το κομμάτι των εξισώσεων Einstein το
οποίο δεν αντιστοιχεί στην εξέλιξη του παράγοντα κλίμακας a(t). Στη [182] οι δύο συγγραφείς μελέτησαν
το πρότυπο Bianchi III με την ύπαρξη ενός ελευθέρου βαθμωτού πεδίου και κατάφεραν να βρούν μια
λύση. Οι σχέσεις μεταξύ απόστασης-ερυθρομετατόπισης και η εκτίμηση των κοσμολογικών παραμέτρων
στοσυγκεκριμένοπρότυποβρέθηκανστην [183].Παράλληλα, πρότυπα ταοποία είναι ελεύθεραδιατμήσεων
αλλάπαραμένουνανισοτροπικά έχουνμελετηθεί εκτενώς [184–187].Ηπερίπτωση τηςμελέτης της χωρικής
κατανομής των υπερκαινοφανών με χρήση μοντέλων Bianchi, τα οποία παρουσιάζουν συμπεριφορά
FLRW εμφανίζεται στη δημοσίευση [188]. Μια ενδιαφέρουσα και εκτεταμένη εργασία εκτελέστηκε από
τονMikjel Thorsrud [189] όπου χρησιμοποιήθηκε ένασύνολοαπόnανεξάρτητες p-μορφές, προς “απορρόφηση”
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τηςανισοτροπίας. Απέδειξε πως τομόνοπρότυποBianchi, στο οποίο ηανισοτροπίαμπορεί να “απορροφηθεί”
μόνο από ένα ελεύθερο βαθμωτό πεδίο το οποίο έχει θετική ενεργειακή πυκνότητα, είναι το Τοπικά
Περιστρεφόμενο Συμμετρικό (LRS) πρότυπο III, το οποίο είχε προηγουμένως μελετηθεί στην [182].
Τέλος, ενδιαφέρον παρουσιάζει και η μελέτη κοσμολογικών διαταραχών σε ανισοτροπικό υπόβαθρο
όπως παρουσιάστηκε στις [190–194].

Στησυγκεκριμένη εργασία έχουμεωςβασικόσκοπό να χρησιμοποιήσουμε έναπεδίοπρος “απορρόφηση”
της ανισοτροπίας, το οποίο γνωρίζουμε πως υπάρχει στη φύση, συγκεκριμένα το ηλεκτρομαγνητικό.
Η ύπαρξη ηλεκτρομαγνητικών πεδίων σε σύζευξη με τη βαρύτητα θεωρώντας γεωμετρία προτύπων
Bianchi, έχει μελετηθεί από πολλούς συγγραφείς στη διάρκεια των ετών. Παρουσιάζουμε μόνο μερικές
εκ των δημοσιεύσεων. Λύσεις με μεγάλης κλίμακας μαγνητικά πεδία έχουν βρεθεί στην εργασία [195].
Στην [196] οι συγγραφείς κατάφεραν να απομονώσουν το πρόβλημα της διάδοσης ηλεκτρομαγνητικών
κυμάτων στο πρότυπο Bianchi I, στην ολοκλήρωση μιας δεύτερης τάξης, διαφορική εξίσωση. Ο M.S.
Madsenμελέτησε τησυμπεριφορά τουβαθμωτούηλεκτρομαγνητισμούστοπροηγούμενοπρότυπο [197].
Αναλυτικές λύσεις ενός άμαζου πεδίου Dilaton σε αλληλεπίδραση με το ηλεκτρομαγνητικό πεδίο έχουν
βρεθεί για τα πρότυπα Bianchi I, II καθώς και για τα Kantowski-Sachs [198]. Ο συγγραφέας Kei Ya-
mamoto έδειξε με χρήση της ανάλυσης δυναμικών συστημάτων, πως μια οικογένεια από επίπεδα κύματα
είναι λύσεις των εξισώσεων Einstein-Maxwell και συγκεκριμένα αποτελούν το σταθερό ελκυστή για
επιταχυνόμενα σύμπαντα στη περίπτωση των προτύπων Bianchi Κλάσης Β [199]. Η κβαντική ανάλυση
ενός προτύπου Bianchi III LRS συζευγμένου με ηλεκτρομαγνητικό πεδίο παρουσιάστηκε στην [153].

Όπως έχει αποδειχθεί, [182], [189], το ελεύθεροηλεκτρομαγνητικόπεδίο δενμπορεί να “απορροφήσει”
την ανισοτροπία. Με βάση αυτό, θα θεωρήσουμε πως υπάρχει φορτισμένο ρευστό το οποίο “κουβαλά”
πυκνότητα τετραρεύματος και αλληλεπιδρά με το ηλεκτρομαγνητικό πεδίο. Αυτός ο συνδυασμός ύλης,
ενδέχεται να υπάρχει στο σύμπαν κατά τηνπερίοδο της νουκλεοσύνθεσης (BigBangnucleosynthesis) και
την εποχή τωνφωτονίων (Photon epoch), όπου οι θερμοκρασίες είναι πολύ υψηλέςώστε να εμφανίζονται
ουδέτεραάτομα.Θεωρούμε λοιπόν, πωςαυτήη επιλογή είναι σε κάποιο βαθμό,φυσικάαποδεκτή. Επιπλέον,
με βάση τη μορφή της μετρικής που αναφέραμε παραπάνω, μπορούν να χρησιμοποιηθούν οι σταθεροί
Αυτομορφισμοί κατευθείαν επί της χωρικής μετρικής. Βρισκόμαστε δηλαδή στη δεύτερη περίπτωση
την οποία περιγράψαμε στο κομμάτι της θεωρίας. Η σημαντικότητα αυτού βρίσκεται στο εξής: Με το
πέρας της χρήσης των Αυτομορφισμών, η μετρική δε θα περιλαμβάνει μη-ουσιώδεις σταθερές, δηλαδή
σταθερές οι οποίες μπορούν να απορροφηθούν με μετασχηματισμούς συντεταγμένων. Ο αριθμός των
ουσιωδών σταθερών θα είναι ελάχιστος, το οποίο συνεπάγεται πως είναι πιο εύκολο να συγκριθούν
τα αποτέλεσματα με τις παρατηρήσεις και να ταυτοποιήσουμε ποιές από αυτές έχουν κάποια φυσική
σημασία.Έναχαρακτηριστικόπαράδειγμα είναι ημάζα τουσυμπαγούςαντικείμενουστημετρικήSchwarzschild.
Συνεπώς, θα έχουμε τηνπιοαπλήμορφήλύσης χωρίς βλάβη της γενικότητας.Έχουμεσκοπό νααπαραγάγουμε
τη λύση τουπροτύπουBianchi III υπό τηνπαρουσία ελευθέρουβαθμωτούπεδίοώστε να επιβεβαιώσουμε
αυτόν τον ισχυρισμό.

Η δομή που ακολουθείται είναι η εξής:

1. Πρωταρχική υπόθεση και χρήση των σταθερών Αυτομορφισμών.

2. “Απορρόφηση” μέσω ελεύθερου βαθμωτού πεδίου.

3. “Απορρόφηση” μέσω ηλεκτρομαγνητικού πεδίου.

4. Συζήτηση επί των αποτελεσμάτων.

I.1 Πρωταρχική υπόθεση και χρήση των σταθερών Αυτομορφισμών
Όπως αναφέραμε στην εισαγωγή, ένας χωρόχρονος ο οποίος επιδέχεται ένα σύμμορφο ανυσματικό

πεδίο Killing, παράλληλο με το ανυσματικό πεδίο το οποίο περιγράφει τον συγκινούμενο παρατηρητή
και αντίστοιχα το ρευστό ακτινοβολίας, είναι ελεύθερο παραλλακτικών φαινομένων και η θερμοκρασία,
υποθέτοντας πως ως προς τον παρατηρητή έχουμε φάσμα μελανού σώματος, δεν εξαρτάται από τη
διεύθυνση παρατήρησης. Όσον αφορά τα πρότυπα Bianchi, για να επιδέχονται ένα τέτοιο σύμμορφο
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πεδίο Killing πρέπει να ικανοποιούν την εξής συνθήκη

γµν = a(t)2mµν , (7.11)

όπου mµν είναι ένα σταθερός, συμμετρικός πίνακας 3 × 3. Θυμίζουμε πως οι δείκτες µ, ν είναι δείκτες
της βάσης των σµ και λαμβάνουν τιμές από 1 έως 3. Ο αντίστροφος πίνακας δίνεται από τη σχέση

γµν =
1

a(t)2
mµν , έτσι ώστε γλµγµν = δλν ⇒ mλµmµν = δλν . (7.12)

Όπως εξηγήσαμε στο κομμάτι της θεωρίας, το στοιχείο μήκους λαμβάνει τη μορφή

ds2(4) = −dt2 + α(t)2mµνσ
µ(x)σν(x). (7.13)

Με τον όρο “παγωμένη” ανισοτροπία αναφερόμαστε στην ύπαρξη μόνο ενός παράγοντα κλίμακας α(t).
Ισοδύναμα, υπάρχει μεταβλητή χρόνου t̃ έτσιώστε τοστοιχείο μήκους να γραφεί στη “σύμμορφη” χρονική
βαθμίδα

ds2(4) = α̃(t̃)
[
−dt̃2 +mµνσ

µ(x)σν(x)
]
, (7.14)

Το σύμμορφο πεδίο Killing στις αρχικές και στις τελικές συντεταγμένες έχει τη μορφή

ξ(c) = α(t)n, και, ξ(c) = ã(t̃)ñ (7.15)

όπου n = ∂t και ñ = 1
α̃(t̃)

∂t̃ το κάθετο άνυσμα στις επιφάνειες t = σταθερό. Στην ανάλυση μας, αυτό
αντιστοιχεί στην τετραταχύτητα των ρευστών ως προς τα οποία οι παρατηρητές είναι συγκινούμενοι.
Είναι εύκολο να δειχθεί πως για κάθε πρότυπο Bianchi ισχύει

Lξ(c)gIJ = 2α̇(t)gIJ , (7.16)

όπου gIJ η μετρική του χωροχρόνου για το στοιχείο μήκους (7.13), (I, J = 1, 2, 3, 4). Οι εξισώσεις Einstein
λαμβάνουν την εξής μορφή:

(EFE)

H2 = κ
ρ(tot)

3
− R̃

6

1

a2
, (7.17)

Ḣ +H2 = −κ1
6

(
ρ(tot) + 3P (tot)

)
, (7.18)

q(tot)µ = 0, (7.19)

π(tot)
µν =

1

κ

(
R̃µν − 1

3
R̃mµν

)
, (7.20)

όπου η εξάρτηση από το χρόνο έχει αμεληθεί για λόγους απλότητας και H = ȧ
a είναι η συνάρτηση

Hubble. Στο παράρτημα παρέχονται κάποιες λεπτομέρειες για το πώς καταλήξαμε στη μορφή αυτών
των εξισώσεων. Παρατηρούμε επίσης πως ο τανυστής R̃µν είναι σταθερός και δίνεται από τη σχέση
(4.41) με την αντικατάσταση της γµν από τον πίνακα mµν , συνεπώς αντίστοιχα ισχύει R̃ = mµνR̃µν .
Με τον επαναορισμό R̃ = 6 k (όπου k θα αναπαριστά σε ειδικές περιπτώσεις την χωρική καμπυλότητα
των προτύπων FLRW) οι εξισώσεις (7.17), (7.18) είναι ίδιες σε μορφή, με εκείνες που θα είχαμε αν το
πρότυπο που είχε επιλεγεί ήταν το FLRW. Όπως παρατηρούμε, το ρευστό το οποίο θα “απορροφήσει”
την ανισοτροπία θα πρέπει να έχει: μηδενική ροή (7.19), και ο άϊχνος ανισοτροπικός τανυστής να δίνεται
από την εξίσωση (7.20). Η “παγωμένη” ανισοτροπία των προτύπων Bianchi έχει “απορροφηθεί”, αν και
μόνοαν οι εξισώσεις (7.19), (7.20) ικανοποιηθούν. Σεαυτό τοσημείο, δίνουμε και τις υπόλοιπες εξισώσεις
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των ρευστών.

(UMFE)

ρ̇(u) + 3
(
ρ(u) + P(u)

)
H + qµ(u)C

α
µα = 0, (7.21)

q̇(u)µ + 3q(u)µ H +
(
Cα

βαπ
(u)β
µ + π(u)β

α Cα
βµ

)
= 0. (7.22)

(CMFE)

ρ̇(c) + 3
(
ρ(c) + P(c)

)
H + qµ(c)C

α
µα = EαJα, (7.23)

q̇(c)µ + 3q(c)µ H +
(
Cα

βαπ
(c)β
µ + π(c)β

α Cα
βµ

)
= −

(
ρ(e)Eµ +BµαJ

α
)
. (7.24)

(MFE)

Cα
µαE

µ = −µ0ρ(e), Ė
µ + 3EµH +

(
BµλCα

λα +
1

2
Cµ

λαB
λα

)
+ µ0J

µ = 0, (7.25)

Bµ[αC
µ
βλ] = 0, Ḃµν − EλC

λ
µν = 0. (7.26)

(CCFE)

ρ̇(e) + 3ρ(e)H − Cα
µαJ

µ = 0. (7.27)

Προτούσυνεχίσουμεμε τηναναζήτησηρευστών ταοποίαμπορούν νααπορροφήσουν την “παγωμένη”
ανισοτροπία, ας δούμε με ποιό τρόπο θα χρησιμοποιήσουμε τους σταθερούς Αυτομορφισμούς. Όπως
αναφέραμε και στο κομμάτι της θεωρίας, είμαστε στην ειδική περίπτωση (4.54), συνεπώς καταλήγουμε
στην εξίσωση

m̃µν = mαβΛ
α
µΛ

β
ν . (7.28)

Μπορούμε λοιπόν να χρησιμοποιήσουμε τους σταθερούς Αυτομορφισμούς ώστε να απλοποιήσουμε όσο
το δυνατόν περισσότερο τον πίνακαmαβ . Σε μορφή πίνακα, παρέχουμε τους,Λα

µ,mαβ για κάθε ένα από
τα πρότυπαBianchi. Οι σταθερές δομής που έχουμε χρησιμοποιήσει μπορούν να βρεθούν στις παρακάτω
δημοσιεύσεις [253], [49], [85]. Για να είναι συνεπής με τις συμβάσεις μας, ένα μείον απαιτείται Cα

βµ →
−Cα

βµ. Για κάθε πρότυπο παρουσιάζουμε μόνο τις μη-μηδενικές σταθερές δομής. Οι πράξεις με τις οποίες
καταλήξαμε στις παρακάτω μορφές βρίσκονται στο φάκελο “Automorphisms” του dropbox https://
www.dropbox.com/sh/zkmih77ha1ulyyw/AABq_v5aVMBuP-KvIFOqTDnWa?dl=0.

https://www.dropbox.com/sh/zkmih77ha1ulyyw/AABq_v5aVMBuP-KvIFOqTDnWa?dl=0
https://www.dropbox.com/sh/zkmih77ha1ulyyw/AABq_v5aVMBuP-KvIFOqTDnWa?dl=0
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Πρότυπα Bianchi, Σταθερές δομής Αυτομορφισμοί Μετρική

I


eb1 b2 b3

b4 eb5 b6

b7 b8 eb9



1 0 0

0 1 0

0 0 1



II, C1
23 = −1


eb5+b6 − b3b4 b1 b2

0 eb5 b3

0 b4 eb6



1 0 0

0 1 0

0 0 m1



III, C1
13 = −1


eb1 0 b2

0 eb3 b4

0 0 1




1 m1 0

m1 1 0

0 0 m2



IV, C1
13 = −1, C1

23 = −1, C2
23 = −1


eb1 b2 b3

0 eb1 b4

0 0 1



1 0 0

0 m1 0

0 0 m2



V, C1
13 = −1, C2

23 = −1


eb1 b2 b3

b4 eb5 b6

0 0 1



1 0 0

0 1 0

0 0 m1



V I(h), h ̸= {0, 1}, C1
13 = −1, C2

23 = −h


eb1 0 b2

0 eb3 b4

0 0 1




1 m1 0

m1 1 0

0 0 m2



V II(h), h ≥ 0, C1
13 = −h, C2

13 = 1, C1
23 = −1, C2

23 = −h


eb1 −b2 b3

b2 eb1 b4

0 0 1



1 0 0

0 m1 0

0 0 m2



VIII, C1
23 = 1, C2

13 = 1, C3
12 = −1 Λµ

(1)αΛ
α
(2)βΛ

β
(3)ν


m1 0 0

0 m2 0

0 0 m3



IX, C1
23 = −1, C2

13 = 1, C3
12 = −1 Λµ

(4)αΛ
α
(5)βΛ

β
(6)ν


m1 0 0

0 m2 0

0 0 m3


Πίνακας 7.1: Αυτός ο πίνακας περιέχει τις σταθερές δομής, τους σταθερούς πίνακες των Αυτομορφισμών
και την ανάγωγη μορφή της μετρικής για κάθε πρότυπο Bianchi.

Παρατηρούμε πως η σταθεράm1 η οποία εμφανίζεται στη μετρική των προτύπων Types III, VI πρέπει
να έχει πεδίο ορισμού το (-1,1). Σε όλες τις άλλες περιπτώσεις, οι σταθερέςm1,m2,m3, πρέπει να είναι
θετικές έτσι ώστε ο mαβ να είναι θετικά ορισμένος και η μετρική του χωρόχρονου να έχει υπογραφή



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7. ΔΥΝΑΜΙΚΑ ΙΣΟΔΥΝΑΜΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΛCDM ΥΠΟ ΤΗΝ ΥΠΑΡΞΗ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ
BIANCHI 97

Lorentz. Επίσης, για τα πρότυπα VIII, IX οι πίνακες των Αυτομορφισμών δίνονται παρακάτω.

Λµ
(1)α =


Cosh(b1) Sinh(b1) 0

Sinh(b1) Cosh(b1) 0

0 0 1

 ,Λα
(2)β =


Cosh(b2) 0 Sinh(b2)

0 1 0

Sinh(b2) 0 Cosh(b2)

 ,Λβ
(3)ν =


1 0 0

0 Cos(b3) −Sin(b3)

0 Sin(b3) Cos(b3)

 ,

Λµ
(4)α =


Cos(b1) −Sin(b1) 0

Sin(b1) Cos(b1) 0

0 0 1

 ,Λα
(5)β =


Cos(b2) 0 −Sin(b2)

0 1 0

Sin(b2) 0 Cos(b2)

 ,Λβ
(6)ν =


1 0 0

0 Cos(b3) −Sin(b3)

0 Sin(b3) Cos(b3)

 .

Ένασημείο το οποίοαξίζει νααναφέρουμε είναι ένας διαφορετικός τρόπος κατηγοριοποίησης τωνπροτύπων
Bianchi, ο οποίος βασίζεται στην ανάλυση Behr, στην οποία οι σταθερές δομής αναλύονται ως εξής

Ck
ij = ϵijlη

lk + al
(
δki δ

l
j − δkj δ

l
i

)
, (7.29)

όπου τα al, ηlk δίνονται από τις σχέσεις

ai = −1

2
Cj

ij , (7.30)

ηmk = C
(k
ij ϵ

m)ij . (7.31)

Για περισσότερες πληροφορίες, καθώς και την έκφραση του τανυστή και του βαθμωτού Ricci των υπερ-
επιφανειών, ως συνάρτηση των al, ηlk μπορούν να βρεθούν στη [200].

Το επόμενο βήμα είναι ο υπολογισμός του τανυστή και του βαθμωτού Ricci, καθώς και του άϊχνου,
ανισοτροπικού πίνακα όπως αυτός δίνεται από τη σχέση (7.20). Παρέχουμε ένα πίνακα με τον π(tot)

αβ και
το βαθμωτό Ricci, ώστε να σχολιάσουμε το αν οι υπερ-επιφάνειες έχουν θετική, αρνητική ή μηδενική
καμπυλότητα. Οι πράξεις βρίσκονται στο ίδιο αρχείο του dropbox που αναφέραμε παραπάνω.
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Πρότυπο Bianchi π
(tot)
αβ R̃

I


0 0 0

0 0 0

0 0 0

 0

II 1
κ


2

3m1
0 0

0 − 1
3m1

0

0 0 − 1
3

 − 1
2m1

< 0

III 1
κ

1

3(1−m2
1)


−1+3m2

1

m2

2m1

m2
0

2m1

m2

2
m2

0

0 0 −1

 − 4−3m2
1

2m2(1−m2
1)
< 0

IV 1
κ

1
3m1


2

m2
− 3m1

m2
0

− 3m1

m2
−m1

m2
0

0 0 −1

 − 1+12m1

2m1m2
< 0

V


0 0 0

0 0 0

0 0 0

 − 6
m1

< 0

VI, h ̸= 0, 1 1
κ


(−1+h)(1+2h−3m2

1)
3(1−m2

1)m2

2(−1+h)2m1

3(1−m2
1)m2

0

2(−1+h)2m1

3(1−m2
1)m2

f

3(1−m2
1)m2

0

0 0 −(−1+h)2

3(1−m2
1)

 − 4(1+h+h2)−3(1+h)2m2
1

2(1−m2
1)m2

< 0

VII, h ≥ 0 1
κ


2−m1(1+m1)

3m1m2

h(−1+m1)
m2

0

h(−1+m1)
m2

−1+m1(2m1−1)
3m2

0

0 0 − (−1+m1)
2

3m1

 − 1+m1(−2+12h2+m1)
2m1m2

< 0

VIII 1
κ


f1

3m2m3
0 0

0 f2
3m1m3

0

0 0 f3
3m1m2

 −m1[m1+2(m2+m3)]+(m2−m3)
2

2m1m2m3
< 0

IX 1
κ


f4

3m2m3
0 0

0 f5
3m1m3

0

0 0 f6
3m1m2

 −m1[m1−2(m2+m3)]+(m2−m3)
2

2m1m2m3

Πίνακας 7.2: Ο άϊχνος, ανισοτροπικός τανυστής και το βαθμωτό Ricci R̃ παραθέτονται σε αυτό τον
πίνακα. Επίσης, με βάση το πρόσημο του R̃, η καμπυλότητα των υπερ-επιφανειών χαρακτηρίζεται ως
θετική, αρνητική ή μηδέν.

Χρησιμοποιήσαμε τις εξής συντομεύσεις, για το πρότυποTypeVI, f = (−1+h)
[
−2 + h(−1 + 3m2

1)
]
,

για το Type VIII, f1 = m1 (2m1 +m2 +m3) − (m2 −m3)
2, f2 = m2 (2m2 +m1 −m3) − (m1 +m3)

2,
f3 = m3 (2m3 +m1 −m2) − (m1 +m2)

2 και για το Type IX, f4 = m1 (2m1 −m2 −m3) − (m2 −m3)
2,

f5 = m2 (2m2 −m1 −m3)− (m1 −m3)
2, f6 = m3 (2m3 −m1 −m2)− (m1 −m2)

2.
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Για το πρότυπο IX δε χρησιμοποιήσαμε κάποιο σύμβολο ανισότητας και ο λόγος είναι πως μπορούν
να υπάρξουν και οι τρεις περιπτώσεις. Συγκεκριμένα,

R̃(IX) =

{
≥ 0, m2 +m3 − 2

√
m2m3 ≤ m1 ≤ m2 +m3 + 2

√
m2m3,

< 0, διαφορετικές τιμές.
(7.32)

Είναι στο όριο της μικρής ανισοτροπίας που το πρότυπο Bianchi Type IX έχει θετική καμπυλότητα Ricci.
Αυτό γίνεται ξεκάθαρο αν υποθέσουμε μικρές διαταραχές

mi = 1 + ϵ̃i, i = 1, 2, 3, (7.33)
ϵ̃i << 1, (7.34)

με 1 την τιμή του υποβάθρου (η οποία οδηγεί στο κλειστό FLRW). Υπό αυτή την υπόθεση, έχουμε

−m1 [m1 − 2(m2 +m3)] + (m2 −m3)
2

2m1m2m3
=

3

2
− 1

2
(ϵ̃1 + ϵ̃2 + ϵ̃3) +O

(
ϵ̃2
)
. (7.35)

Επομένως, η τιμή της καμπυλότητας υποβάθρου είναι θετική όπωςθαπεριμέναμε. Σεπρώτη τάξη, έχουμε
παραμόρφωση της σφαιρικής γεωμετρίας σε ελλειψοειδές. Οι διορθώσεις ανώτερης τάξης, μπορούν να
λάβουν οποιοδήποτε πρόσημο. Για περισσότερες πληροφορίες στο συγκεκριμένο θέμα, παραθέτουμε τις
εξής εργασίες [201], [202].

Τα πρότυπα I και V αντιστοιχούν στο επίπεδο και το ανοιχτό FLRW (για την υπόθεση που έχουμε
κάνει) αντίστοιχα, επομένως δε θα ασχοληθούμε μαζί τους περαιτέρω. Το κλειστό FLRWπαρέχεται από
το πρότυπο IX ότανm1 = m2 = m3, επομένως, ούτε και αυτή η περίπτωση θα μας απασχολήσει. Ακόμη
ένας λόγος που δε θα μας απασχολήσουν είναι πως ο άϊχνος, ανισοτροπικός τανυστής είναι μηδέν, ενώ
εμείς ενδιαφερόμαστε για ανισοτροπικές υπερ-επιφάνειες. Σε αυτό το σημείο, θα μελετήσουμε τα πεδία
που θα μπορούσαν να “απορροφήσουν” αυτή την ανισοτροπία η οποία αναπαρίσταται μέσω του π(tot)

αβ .

II “Απορρόφηση” μέσω ελεύθερου βαθμωτού πεδίου

Σε αυτή την παράγραφο, δεν υπάρχει ηλεκτρομαγνητικό πεδίο, ηλεκτρικά φορτισμένο ρευστό, ούτε
και πυκνότητα τετραρεύματος, επομένως οι αντίστοιχες εξισώσεις (4.44)-(4.48) ικανοποιούνται ταυτοτικά.
Όσον αφορά το αφόρτιστο ρευστό, υποθέτουμε πως αποτελείται από ένα σύνολο ιδανικών ρευστών
(σκόνη, ακτινοβολία, κοσμολογική σταθερά), και ένα ελεύθερο βαθμωτό πεδίο. Επιπλέον, υποθέτουμε
πως τα ρευστά είναι μη-αλληλεπιδρώντα. Λαμβάνοντας όλα αυτά υπόψη, καταλήγουμε

ρ(tot) = ρ(d) + ρ(r) + ρ(Λ) + ρ(ϕ), (7.36)

P (tot) = P (d) + P (r) + P (Λ) + P (ϕ), (7.37)

q(tot)µ = q(ϕ)µ , (7.38)

π(tot)
µν = π(ϕ)

µν , (7.39)

όπου το (d) συμβολίζει τη σκόνη, το (r) την ακτινοβολία , το (Λ) την κοσμολογική σταθερά και το (ϕ)
το βαθμωτό πεδίο. Συνεπώς, η ολική ροή και ο άϊχνος, ανισοτροπικός τανυστής πίεσης, είναι ίσοι με
τα αντίστοιχα του βαθμωτού πεδίου. Ο τανυστής ενέργειας-ορμής, καθώς και οι αντίστοιχες (3 + 1)
ποσότητες για το βαθμωτό πεδίο δίνονται παρακάτω

Tµν =M

(
∂µϕ∂νϕ− 1

2
gµν∂σϕ∂

σϕ

)
, (7.40)
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όπουM είναι κάποιασταθερά.Οι δείκτεςµ, ν αντιστοιχούνσε δείκτες συντεταγμένης βάσης και λαμβάνουν
τιμές από 1 έως 4.

ρ(ϕ) =
M

2

[
(∂tϕ)

2 + ∂iϕ∂
iϕ
]
, P (ϕ) =

M

2

[
(∂tϕ)

2 − 1

3
∂iϕ∂

iϕ

]
, (7.41)

q
(ϕ)
i =M∂tϕ∂iϕ, (7.42)

π
(ϕ)
ij =M

(
∂iϕ∂jϕ− 1

3
γij∂lϕ∂

lϕ

)
. (7.43)

Σε συνδυασμό, οι εξισώσεις (7.19), (7.38), (7.42), οδηγούν είτε σε ∂tϕ = 0 είτε σε ∂iϕ = 0. Αν ισχύει
το δεύτερο, τότε από την (7.43) ο άϊχνος, ανισοτροπικός τανυστής πίεσης μηδενίζεται. Επομένως, η
μοναδική επιλογή για το σκοπό μας είναι η ∂tϕ = 0. Επιπλέον, ο όρος ∂iϕ εκφράζεται αναγκαστικά στη
βάση των προτύπων Bianchi, ∂iϕ(t, x) = ϕασ

a
i (x), όπου ϕα κάποια σταθερή μορφή, η οποία ικανοποιεί

την εξής συνθήκη

ϕαC
α
βλ = 0. (7.44)

Οι δείκτες α, β, λ λαμβάνουν τιμές από 1 έως 3. Μια απόδειξη αυτού βρίσκεται στο παράρτημα. Οι
ποσότητες του ρευστού αποκτούν τη μορφή

ρ(ϕ) =
M

2a2
ϕαϕ

α, P (ϕ) = − M

6a2
ϕαϕ

α, (7.45)

q(ϕ)α = 0, π
(ϕ)
αβ =M

(
ϕαϕβ − 1

3
mαβϕλϕ

λ

)
, (7.46)

όπου ϕαϕα = ϕαm
αβϕβ .

Χρησιμοποιώντας τώρα τις καταστατικές εξισώσεις των ρευστών καθώς και όσα αναφέραμε για το
βαθμωτό πεδίο, οι εξισώσεις λαμβάνουν τη μορφή

(EFE)

H2 =
κ

3

(
ρ(d) + ρ(r) + ρ(Λ)

)
− 1

6

(
R̃− κMϕαϕ

α
)

a2
, (7.47)

Ḣ +H2 = −κ
6

(
ρ(d) + 2ρ(r) − 2ρ(Λ)

)
, (7.48)

M

(
ϕαϕβ − 1

3
mαβϕλϕ

λ

)
=

1

κ

(
R̃αβ − 1

3
R̃mαβ

)
. (7.49)

(UMFE)

ρ̇(d) + 3ρ(d)H = 0, (7.50)

ρ̇(r) + 4ρ(r)H = 0, (7.51)

ρ̇(Λ) = 0. (7.52)

Οι αντίστοιχες εξισώσεις συνέχειας για το βαθμωτό πεδίο ικανοποιούνται ταυτοτικά. Αν μια λύση
βρεθεί για την εξίσωση (7.49) οι εξισώσεις που παραμένουν είναι ισοδύναμες σε μορφή με εκείνες του
ΛCDM, όπου υπάρχει φυσικά μια ενεργός καμπυλότητα της υπερ-επιφάνειας και δίνεται από τη σχέση
k(eff) = 1

6

(
R̃− κMϕαϕ

α
)
. Δε θα επεκταθούμε περισσότερο στην εύρεση της λύσης, καθώς όπως έχει

αποδειχθεί, [182], [189], η μόνη περίπτωση όπου ικανοποιείται η (7.49) και το βαθμωτό πεδίο έχει θετική
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πυκνότητα ενέργειας είναι τοπρότυποBianchi III.Μεβάση τημέθοδοπουακολουθήσαμεπαρουσιάζουμε
τη λύση η οποία έχει εκκαθαριστεί από όλες τις μη-ουσιώδεις σταθερές, χωρίς βλάβη της γενικότητας.

ds2(4) = −dt2 + a(t)2
(
m2dx

2 + e−2xdy2 + dz2
)
, ϕ = ± z√

κm2M
, (7.53)

H2 =
κ

3

(
ρ
(d)
0

a(t)3
+

ρ
(r)
0

a(t)4
+ ρ

(Λ)
0

)
+

1

2m2a(t)2
, (7.54)

όπου χρησιμοποιήθηκαν οι γνωστές λύσεις των εξισώσεων (7.50), (7.51) και (7.52)

ρ(d) =
ρ
(d)
0

a(t)3
, ρ(r) =

ρ
(r)
0

a(t)4
, ρ(Λ) = ρ

(Λ)
0 , (7.55)

με ρ(d)0 , ρ
(r)
0 , ρ

(Λ)
0 κάποιες σταθερές. Η σταθερά m1 του προτύπου έπρεπε να είναι ίση με μηδέν ώστε

να υπάρχει κάποια λύση. Τέλος, η ενεργός καμπυλότητα είναι k(eff) = − 1
2m2

, το οποίο σημαίνει πως
αντιστοιχεί σε ένα ενεργά, ανοιχτό σύμπαν.Ηπαράμετροςm2 σχετίζεται με την καμπυλότητα τουσύμπαντος
και είναι η μόνη που σχετίζεται με τη γεωμετρία. Υπάρχει επίσης η δυνατότητα κανονικοποίησης της
σταθεράςM έτσι ώστεM = 1

κm2
και

ϕ = ±z. (7.56)

III “Απορρόφηση” μέσω ηλεκτρομαγνητικού πεδίου

Σεαυτή τηνπερίπτωση, θεωρούμε την ύπαρξη ενός ηλεκτρικάφορτισμένουρευστού το οποίοαλληλεπιδρά
με το ηλεκτρομαγνητικό πεδίο. Ταυτόχρονα θεωρούμε τα συνήθη μη-αλληλεπιδρώντα ιδανικά ρευστά
(σκόνη, ακτινοβολία, κοσμολογικήσταθερά).Θαθεωρήσουμεπωςκαι τοφορτισμένορευστό είναι ιδανικό
με καταστατική εξίσωση της μορφής P (c) = wρ(c). Έχουμε λοιπόν

ρ(tot) = ρ(d) + ρ(r) + ρ(Λ) + ρ(c) + ρ(em), (7.57)

P (tot) = P (d) + P (r) + P (Λ) + P (c) + P (em), (7.58)

q(tot)µ = q(em)
µ , π(tot)

µν = π(em)
µν , (7.59)

Οι δείκτες µ, ν, λ σε αυτή την ενότητα είναι δείκτες τριάδων, με τιμές από 1 έως 3. Παράλληλα,
με βάση αυτό που αποδείξαμε για το ηλεκτρικό και το μαγνητικό πεδίο στα πρότυπα Bianchi, δείτε
Παράρτημα, η αναπαράσταση του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου ως ρευστό οδηγεί στις εξής ποσότητες

ρ(em) =
1

2µ0

(
EµE

µ +
1

2
BµνB

µν

)
, P (em) =

1

6µ0

(
EµE

µ +
1

2
BµνB

µν

)
, (7.60)

q(em)
µ = − 1

µ0
BµνE

ν , π(em)
µν =

1

µ0

(
BµλBν

λ − a2

3
BλσB

λσmµν − EµEν +
a2

3
EλE

λmµν

)
, (7.61)

όπου α ο παράγοντας κλίμακας.
Τοηλεκτρομαγνητικόπεδίο ικανοποιεί καταστατική εξίσωση τηςμορφήςP (em) = 1

3ρ
(em).Παρατηρούμε

επίσης πως τα εσωτερικά γινόμενα υπολογίζονται με βάση τη μετρική γµν . Καταλήγουμε στις παρακάτω
εξισώσεις προς επίλυση.
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(EFE)

H2 =
κ

3

(
ρ(d) + ρ(r) + ρ(Λ)

)
− R̃

6

1

a2
+
κ

3

(
ρ(c) + ρ(em)

)
(7.62)

Ḣ +H2 = −κ
6

(
ρ(d) + 2ρ(r) − 2ρ(Λ)

)
− κ

6

[
(1 + 3w) ρ(c) + 2ρ(em)

]
, (7.63)

− 1

µ0
BµνE

ν = 0, (7.64)

1

µ0

(
BµλBν

λ − a2

3
BλσB

λσmµν − EµEν +
a2

3
EλE

λmµν

)
=

1

κ

(
R̃µν − 1

3
R̃mµν

)
. (7.65)

(UMFE)

ρ̇(d) + 3ρ(d)H = 0, ρ̇(r) + 4ρ(r)H = 0, ρ̇(Λ) = 0. (7.66)

(CMFE)

ρ̇(c) + 3(1 + w)ρ(c)H − EµJµ = 0, ρ(e)Eµ +BµνJ
ν = 0. (7.67)

(MFE)

Cα
µαE

µ = −µ0ρ(e), Ė
µ + 3EµH +

(
BµλCα

λα +
1

2
Cµ

λαB
λα

)
+ µ0J

µ = 0, (7.68)

Bµ[αC
µ
βλ] = 0, Ḃµν − EλC

λ
µν = 0. (7.69)

(CCFE)

ρ̇(e) + 3ρ(e)H − Cα
µαJ

µ = 0. (7.70)

Όπωςμπορούμε ναδούμε, οι εξισώσεις (7.62), (7.63) περιέχουνσυνεισφοράαπό τοηλεκτρομαγνητικό
πεδίο και το φορτισμένο ρευστό, με πιο περίπλοκο τρόπο από την περίπτωση του βαθμωτού πεδίου.
Περίπλοκο με την εξής έννοια, δεν είναι σίγουρο αν αυτά θα συνεισφέρουν μόνο στην ενεργό χωρική
καμπυλότητα. Στην επερχόμενη ενότητα παρουσιάζουμε τις λύσεις που προέκυψαν. Λύσεις βρέθηκαν
μόνο για 3 πρότυπα.

III.1 Πρότυπο VI(−1) ή A3,4 ή E(1, 1)

Σεαυτή την ενότηταθαπαρουσιάσουμε εκτενώς τοπωςβρήκαμε τη λύσηγια τοσυγκεκριμένοπρότυπο.
Στις επόμενες ενότητες μόνο τα αποτελέσματα θα δοθούν, οι πράξεις μπορούν να βρεθούν στο αρχείο
“CodeBianchi EMandFluid” τουdropbox https://www.dropbox.com/sh/zkmih77ha1ulyyw/AABq_v5aVMBuP-KvIFOqTDnWa?
dl=0. Όλες οι λύσεις βρέθηκαν με τη βοήθεια του λογισμικούMathematica©. Ας ξεκινήσουμε δίνοντας
τα εξής αντικείμενα Eµ, Bµν , Jµ:

Eµ = (E1(t), E2(t), E3(t)) , (7.71)

Bµν =


0 B1(t) −B2(t)

−B1(t) 0 B3(t)

B2(t) −B3(t) 0

 , (7.72)

Jµ = (J1(t), J2(t), J3(t)) . (7.73)

Με τη χρήση των σταθερών δομής για το εξής πρότυπο, βρίσκουμε τα αποτελέσματα:

https://www.dropbox.com/sh/zkmih77ha1ulyyw/AABq_v5aVMBuP-KvIFOqTDnWa?dl=0
https://www.dropbox.com/sh/zkmih77ha1ulyyw/AABq_v5aVMBuP-KvIFOqTDnWa?dl=0
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Ḃµν(t)− Eλ(t)C
λ
µν = 0 ⇒

Ḃ1(t) = 0, (7.74)

E1(t)− Ḃ2(t) = 0, (7.75)

E2(t)− Ḃ3(t) = 0. (7.76)

Από την (7.74) προκύπτει B1(t) = β. Οι λύσεις των εξισώσεων (7.64), (7.65) βρίσκονται με αλγεβρικό
τρόπο να είναι

E1(t) = 0, E2(t) = 0, B2(t) = 0, B3(t) = 0, (7.77)

E3(t) =

√
−κm2β2 + 2µ0a(t)2√

κa(t)
,m1 = 0. (7.78)

Το επόμενο βήμα είναι οι εξισώσεις (7.68) τις οποίες γράφουμε στη μορφή

ρ(e)(t) = 0, (7.79)
J1(t) = 0, (7.80)
J2(t) = 0, (7.81)

J3(t) +
2α̇(t)

√
κ
√

−κm2β2 + 2µ0α(t)2
= 0, (7.82)

όπου από την τελευταία προκύπτει J3(t) = − 2α̇(t)
√
κ
√

−κm2β2+2µ0α(t)2
. Συνολικά έχουμε

Eµ =

(
0, 0,

√
−κm2β2 + 2µ0α2(t)√

κα(t)

)
, (7.83)

Bµν =


0 β 0

−β 0 0

0 0 0

 , (7.84)

Jµ =

(
0, 0,− 2α̇(t)

√
κ
√
−κm2β2 + 2µ0α(t)2

)
. (7.85)

Για να εκφράσουμε το στοιχείο μήκους και τον τανυστή Faraday στη συντεταγμένη βάση, ανακαλούμε
τις ένα-μορφές για το συγκεκριμένο πρότυπο [253]

σλ
i =


e−z 0 0

0 ez 0

0 0 1

 , (7.86)

και υπολογίζουμε τις εκφράσεις Ei(t, x) = Eα(t)σ
α
i (x), Bij(t, x) = Bαµ(t)σ

α
i (x)σ

µ
j (x) και Ji(t, x) =

Jα(t)σ
α
i (x). Ο τανυστής F και το τετράρευμα J δίνονται από τις σχέσεις F = −Eidt∧ dxi +Bijdx

i ∧ dxj ,
J = −ρ(e)dt + Jidx

i, με j > i, i, j = 1, 2, 3. Παρατηρούμε επίσης πως xi = (x, y, z). Οι εκφράσεις είναι
αναλυτικά

ds2(4) = −dt2 + a(t)2
(
e−2zdx2 + e2zdy2 +m2dz

2
)
, (7.87)

F = −
√
−κm2β2 + 2µ0a(t)2√

κa(t)
dt ∧ dz + βdx ∧ dy, (7.88)

J = − 2ȧ(t)
√
κ
√
−κm2β2 + 2µ0a2(t)

dz, (7.89)
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όπου το σύμβολο∧ αναφέρεται στο εξωτερικό γινόμενο dt∧dz = dt⊗dz−dz⊗dt. Η αρχική παράμετρος
m1 ισούται με μηδέν και παραμένει μόνο η m2. Αυτή η μετρική, επιδέχεται μόνο τα τρία αρχικά πεδία
Killing του προτύπου Bianchi V I(h).

Ένα σημαντικό σημείο είναι το εξής: με σκοπό το τετράρευμα και ο τανυστής Faraday να παραμένουν
πραγματικά, πρέπει ο παράγοντας κλίμακας να είναι κάτω φραγμένος.

−κm2β
2 + 2µ0a

2(t) ≥ 0 ⇒ a2(t) ≥ κm2β
2

2µ0
. (7.90)

Ηελάχιστη τιμή εξαρτάται από τησταθερή τιμή τουμαγνητικούπεδίουβ, τη σχετιζόμενημε τη γεωμετρία
παράμετροm2, και τις δύο εμπλεκόμενες σταθερές της φύσης, κ, µ0.

Όσοναφορά τοηλεκτρικάφορτισμένορευστό, μελετήσαμε τρεις περιπτώσεις καταστατικών εξισώσεων,
μη σχετικιστικό (w = 0), σχετικιστικό (w = 1

3 ), και σκοτεινής ενέργειας (w = −1). Στον παρακάτω
πίνακα, δίνονται η ενεργειακή πυκνότητα του ρευστού, το δεξιό μέλος της εξίσωσης (7.62) και η ενεργός
καμπυλότητα.

w ρ(c) H2 k(eff)

0 − 2
κm2a(t)2

+
ρ
(c)
0

a(t)3
κ
3

(
ρ
(d)
0 +ρ

(c)
0

a(t)3 +
ρ
(r)
0

a(t)4 + ρ
(Λ)
0

)
0

1
3 − 1

κm2a(t)2
+

ρ
(c)
0

a(t)4
κ
3

(
ρ
(d)
0

a(t)3 +
ρ
(r)
0 +ρ

(c)
0

a(t)4 + ρ
(Λ)
0

)
+ 1

3m2a(t)2
− 1

3m2
< 0

−1 1
κm2a(t)2

+ ρ
(c)
0

κ
3

(
ρ
(d)
0

a(t)3 +
ρ
(r)
0

a(t)4 + ρ
(Λ)
0 + ρ

(c)
0

)
+ 1

m2a(t)2
− 1

m2
< 0

Πίνακας 7.3: Η πυκνότητα ενέργειας του φορτισμένου ρευστού ρ(c), το τετράγωνο της συνάρτησης
Hubble H2 και η ενεργός, χωρική καμπυλότητα k(eff) παρουσιάζονται για τις τρεις περιπτώσεις
καταστατικών εξισώσεων του ηλεκτρικά φορτισμένου ρευστού: μη-σχετικιστικό w = 0, σχετικιστικό
w = 1

3 και σκοτεινή ενέργεια w = −1.

Η ενεργειακήπυκνότητα τουηλεκτρομαγνητικούπεδίου είναι ίδια και για τις τρεις περιπτώσεις καταστατικών
εξισώσεων, ρ(em) = 1

κm2a(t)2
> 0. Για a(t) θετικό ∀t ∈ R, ο όρος της ρ(c) που περιέχει τη σταθερά ρ(c)0

κυριαρχεί στο όριο a(t) → 0 για τις δύο πρώτες περιπτώσεις. Επομένως, το ρ(c)0 πρέπει να είναι θετικό
ώστε η ενεργειακή πυκνότητα να είναι θετική σε αυτό το όριο. Ωστόσο, με σκοπό να ικανοποιείται η
ασθενής ενεργειακήσυνθήκη (weak energy condition) [203] σε όλη την εξέλιξη τουπαράγοντα κλίμακας,
πρέπει να υπάρχει άνω όριο για τις δύο πρώτες περιπτώσεις.

w = 0 → a(t)2 ≤

(
κm2ρ

(c)
0

2

)2

, w =
1

3
→ a(t)2 ≤ κm2ρ

(c)
0 . (7.91)

Όσοναφορά την τρίτηπερίπτωση, ησταθερά ρ(c)0 κυριαρχεί στο όριο a(t) → ∞, επομένως, χρησιμοποιώντας
το ίδιο επιχείρημα όπως προηγουμένως, πρέπει ρ(c)0 > 0. Σε αυτή την περίπτωση δεν υπάρχει άνω όριο.
Παρατηρούμε επίσης πως η ενεργειακή πυκνότητα του ηλεκτρικά φορτισμένου ρευστού, συνεισφέρει
στη συνήθη ύλη με την οποία έχει την ίδια καταστατική εξίσωση, για παράδειγμα, όταν w = 0 ⇒ ρ(c) ∼
ρ
(c)
0

a(t)3 και ούτω καθεξής. Αυτό οφείλεται στο χαρακτήρα της μάζας του ρευστού. Εκτός από αυτό, υπάρχει
συνεισφορά η οποία εξαρτάται από τον παράγοντα κλίμακας ως εξής ∼ 1

a(t)2 και πηγάζει από τον όρο∫
EiJidt; την αλληλεπίδραση του φορτισμένου ρευστού με το ηλεκτρομαγνητικό πεδίο. Για τη συνήθη

ύλη, w = 0, w = 1
3 , αυτός ο όρος έχει ένα πρόσημο μείον, το οποίο θα λέγαμε πως αντιστοιχεί σε

ενεργειακές απώλειες. Στη τρίτη περίπτωση, όταν w = −1 το πρόσημο είναι θετικό; κατά κάποιο τρόπο,
το ρευστό κερδίζει ενέργεια από την αλληλεπίδραση του με το ηλεκτρομαγνητικό πεδίο. Θα συζητήσουμε
ξανά αυτό το θέμα στο τέλος του κεφαλαίου.
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III.2 Πρότυπο VIII ή A3,8 ή SU(1, 1)

Οι λύσεις που βρέθηκαν σε αυτό το πρότυπο μπορούν να χωριστούν σε δύο περιπτώσεις. Η δομή του
κειμένου που ακολουθούμε είναι ίδια με την προηγούμενη ενότητα.

III.2.1 Περίπτωση 1,m2 > m1

ds2(4) = −dt2 + a(t)2
[
m1dx

2 − 2m1sinhy dxdz +
(
m2 −m1sin

2x
)
dy2

− 2m1cosx sinx coshy dydz +
[(
m2 −m1cos

2x
)
cosh2y +m1sinh

2y
]
dz2
]
, (7.92)

F = −
√

2m2m1µ0a(t)2 − κ(m2 −m1)A(t)2√
κm2m1a(t)2

[
sinx dt ∧ dy − cosx cosh(y)dt ∧ dz

]
+

A(t)
[
− cosx dx ∧ dy + sinx coshy dx ∧ dz − cosx sinhy dy ∧ dz

]
, (7.93)

J = −
2
√
m2m1ȧ(t)√

κ
√
2m2m1µ0a(t)2 − κ(m2 −m1)A(t)2

[sinx dy + cosx coshy dz] . (7.94)

Η συνάρτηση A(t) πρέπει να προσδιοριστεί από την εξής πρώτης τάξης διαφορική εξίσωση

Ȧ(t) =

√
2m2m1µ0a(t)2 − κ(m2 −m1)A(t)2√

κm2m1a(t)2
. (7.95)

Παρόλο που δε μπορούμε να βρούμε την αναλυτική έκφραση του A(t) ως συνάρτηση του a(t), αυτό δεν
επηρεάζει την “απορρόφηση” της ανισοτροπίας, ούτε και την έκφραση για το H2. Αυτή η συνάρτηση
εμφανίζεται μόνο στον τανυστή Faraday και το τετράρευμα, επομένως για κάθε λύση a(t) των ενεργών
εξισώσεων ΛCDM , μια λύση της προηγούμενης εξίσωσης θα μπορεί να δοθεί, αν δύναται, αναλυτικά.
Η παράμετροςm3 εκφράζεται μέσω τωνm1 καιm2 ωςm3 = m2 −m1, έτσι καταλήγουμε στη συνθήκη
m2 > m1. Όπως και πριν, υπάρχει κάτω φράγμα για τον παράγοντα κλίμακας

a(t)2 ≥ κ(m2 −m1)A(t)
2

2m2m1µ0
. (7.96)

Σχετικά με τις ενεργές εξισώσεις ΛCDM και τα άνω όρια για τον παράγοντα κλίμακας όσον αφορά τις
δύο πρώτες καταστατικές εξισώσεις, έχουν την ίδια μορφή με το πρότυπο V I(−1). Η μόνη διαφορά είναι
πως η παράμετρος m2 του προτύπου Type V I(−1) έχει αντικατασταθεί από τη διαφορά m2 − m1 των
παραμέτρωνm2,m1 του προτύπου V III.

w ρ(c) H2 k(eff)

0 − 2
κ(m2−m1)a(t)2

+
ρ
(c)
0

a(t)3
κ
3

(
ρ
(d)
0 +ρ

(c)
0

a(t)3 +
ρ
(r)
0

a(t)4 + ρ
(Λ)
0

)
0

1
3 − 1

κ(m2−m1)a(t)2
+

ρ
(c)
0

a(t)4
κ
3

(
ρ
(d)
0

a(t)3 +
ρ
(r)
0 +ρ

(c)
0

a(t)4 + ρ
(Λ)
0

)
+ 1

3(m2−m1)a(t)2
− 1

3(m2−m1)
< 0

−1 1
κ(m2−m1)a(t)2

+ ρ
(c)
0

κ
3

(
ρ
(d)
0

a(t)3 +
ρ
(r)
0

a(t)4 + ρ
(Λ)
0 + ρ

(c)
0

)
+ 1

(m2−m1)a(t)2
− 1

(m2−m1)
< 0

Πίνακας 7.4: Η πυκνότητα ενέργειας του φορτισμένου ρευστού ρ(c), το τετράγωνο της συνάρτησης
Hubble H2 και η ενεργός χωρική καμπυλότητα k(eff) παρουσιάζονται για τις τρεις περιπτώσεις
καταστατικών εξισώσεων του φορτισμένου ρευστού: μη-σχετικιστικό w = 0, σχετικιστικό w = 1

3 και
σκοτεινή ενέργεια w = −1.
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w = 0 → a(t)2 ≤

(
κ(m2 −m1)ρ

(c)
0

2

)2

, w =
1

3
→ a(t)2 ≤ κ(m2 −m1)ρ

(c)
0 . (7.97)

Η ενεργειακή πυκνότητα του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου ισούται με ρ(em) = 1
κ(m2−m1)a(t)2

> 0.

III.2.2 Περίπτωση 2,m3 > m1

ds2(4) = −dt2 + a(t)2
[
m1dx

2 − 2m1sinhy dxdz +
(
m3 −m1cos

2x
)
dy2

+ 2m1cosx sinx coshy dydz +
[(
m3 −m1sin

2x
)
cosh2y +m1sinh

2y
]
dz2
]
, (7.98)

F = −
√
2m3m1µ0a(t)2 − κ(m3 −m1)A(t)2√

κm3m1a(t)2

[
cosx dt ∧ dy − sinx coshy dt ∧ dz

]
+

A(t)
[
sinx dx ∧ dy + cosx coshy dx ∧ dz + sinx sinhy dy ∧ dz

]
, (7.99)

J = −
2
√
m3m1ȧ(t)√

κ
√
2m3m1µ0a(t)2 − κ(m3 −m1)A(t)2

[cosx dy − sinx coshy dz] . (7.100)

ΗσυνάρτησηA(t) καθορίζεται από την ίδιας μορφής εξίσωσηόπως και πριν με τηνm2 νααντικαθίσταται
από τηνm3. Η παράμετροςm2 δίνεται ως συνάρτηση τωνm1 καιm3 ωςm2 = m3 −m1, έτσι προκύπτει
η συνθήκη m3 > m1. Η μέγιστη τιμή για τον παράγοντα κλίμακας και οι ενεργές εξισώσεις είναι ίδιες
με εκείνες της προηγούμενης περίπτωσης, όπου το m2 πρέπει να αντικατασταθεί από το m3. Αυτή η
μετρική, επιδέχεται μόνο τα τρία αρχικά πεδία Killing του προτύπου Bianchi VIII.

III.3 Πρότυπο IX ή A3,9 ή SU(2)

Τέλος, παρουσιάζουμε τις λύσεις που βρέθηκαν για το πρότυπο IX. Υπάρχουν τρείς περιπτώσεις.

III.3.1 Περίπτωση 1,m2 > m3,m3 = m2 −m4,m4 > 0

ds2(4) = −dt2 + a(t)2
[
m2dx

2 + 2m2siny dxdz +
(
m2 −m4sin

2x
)
dy2

− 2m4cosx sinx cosy dydz +
[
m2 −m4cos

2x cos2y
]
dz2
]
, (7.101)

F = −
√
m2 −m4

√
m4µ0a(t)2 − κA(t)2√
κm2a(t)

[
sinx dt ∧ dy + cosx cosy dt ∧ dz

]
+

A(t)
[
− cosx dx ∧ dy + sinx cosy dx ∧ dz + cosx siny dy ∧ dz

]
, (7.102)

J = − m4
√
m2 −m4ȧ(t)√

κm2

√
m4µ0a(t)2 − κA(t)2

[sinx dy + cosx cosy dz] . (7.103)

ΗσυνάρτησηA(t)θαπρέπει ναπροσδιοριστεί από τηδιαφορική εξίσωση Ȧ(t) =
√
m2−m4

√
m4µ0a(t)2−κA(t)2√
κm2a(t)

.
Έχουμε εισάγει τη παράμετροm4 προς απλοποίηση των εκφράσεων, ενώ ηm1 είναι ίση με τηνm2. Όπως
και στις προηγούμενες περιπτώσεις υπάρχει κάτω όριο για τον παράγοντα κλίμακας

a(t)2 ≥ κA(t)2

m4µ0
. (7.104)

Στον παρακάτω πίνακα παρουσιάζουμε τις ενεργές εξισώσεις
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w ρ(c) H2 k(eff)

0 − m4

κm2
2a(t)

2 +
ρ
(c)
0

a(t)3
κ
3

(
ρ
(d)
0 +ρ

(c)
0

a(t)3 +
ρ
(r)
0

a(t)4 + ρ
(Λ)
0

)
− m2+m4

4m2
2a(t)

2
m2+m4

4m2
2

> 0

1
3 − m4

2κm2
2a(t)

2 +
ρ
(c)
0

a(t)4
κ
3

(
ρ
(d)
0

a(t)3 +
ρ
(r)
0 +ρ

(c)
0

a(t)4 + ρ
(Λ)
0

)
− 3m2+m4

12m2
2a(t)

2
3m2+m4

12m2
2

> 0

−1 m4

2κm2
2a(t)

2 + ρ
(c)
0

κ
3

(
ρ
(d)
0

a(t)3 +
ρ
(r)
0

a(t)4 + ρ
(Λ)
0 + ρ

(c)
0

)
− m2−m4

4m2
2a(t)

2
m2−m4

4m2
2

> 0

Πίνακας 7.5: Η πυκνότητα ενέργειας του φορτισμένου ρευστού ρ(c), το τετράγωνο της συνάρτησης
Hubble H2 και η ενεργός χωρική καμπυλότητα k(eff) παρουσιάζονται για τις τρεις περιπτώσεις
καταστατικών εξισώσεων του φορτισμένου ρευστού: μη-σχετικιστικό w = 0, σχετικιστικό w = 1

3 και
σκοτεινή ενέργεια w = −1.

Η ενεργειακήπυκνότητα τουηλεκτρομαγνητικούπεδίου δίνεται από την έκφραση ρ(em) = m4

2κm2
2a(t)

2 > 0.
Παρατηρούμε πως αυτή η μετρική επιδέχεται μόνο τα τρία αρχικά Killing. Ακόμη ένα χαρακτηριστικό
είναι πως η ενεργός χωρική καμπυλότητα για w = 0, είναι μη-μηδενική και για την ακρίβεια είναι
πάντοτε θετική. Παρόλα αυτά, πρέπει να υπάρχουν όρια για τον παράγοντα κλίμακας.

w = 0 → a(t)2 ≤

(
κm2

2ρ
(c)
0

m4

)2

, w =
1

3
→ a(t)2 ≤ 2κm2

2ρ
(c)
0

m4
. (7.105)

III.3.2 Περίπτωση 2,m3 > m2,m2 = m3 −m4,m4 > 0

ds2(4) = −dt2 + a(t)2
[
m3dx

2 + 2m3siny dxdz +
(
m3 −m4cos

2x
)
dy2+

2m4cosx sinx cosy dydz +
[
m3 −m4sin

2x cos2y
]
dz2
]
, (7.106)

F = −
√
m3 −m4

√
m4µ0a(t)2 − κA(t)2√
κm3a(t)

[
cosx dt ∧ dy − sinx cosy dt ∧ dz

]
+

A(t)
[
sinx dx ∧ dy + cosx cosy dx ∧ dz − sinx siny dy ∧ dz

]
, (7.107)

J = − m4
√
m3 −m4ȧ(t)√

κm3

√
m4µ0a(t)2 − κA(t)2

[cosx dy − sinx cosy dz] . (7.108)

Η συνάρτησηA(t) και οι ενεργές εξισώσεις είναι ίδιες με την προηγούμενη περίπτωση με μόνη διαφορά
την αντικατάσταση του m2 από το m3. Η αρχική παράμετρος m1 είναι ίση με την m3. Αυτή η μετρική
επιδέχεται τα ίδια πεδία Killing με την προηγούμενη.

III.3.3 Περίπτωση 3,m3 > m1,m3 = m1 +m4,m4 > 0

ds2(4) =− dt2 + a(t)2
[
m1dx

2 + 2m1siny dxdz + (m1 +m4)dy
2 +

[
m1 +m4cos

2y
]
dz2
]
, (7.109)

F =−
√
m1

√
m4µ0a(t)2 − κA(t)2√
κ(m1 +m4)a(t)

[
dt ∧ dx+ siny dt ∧ dz

]
−A(t)cosy dy ∧ dz, (7.110)

J =−
√
m1m4ȧ(t)√

κ(m1 +m4)
√
m4µ0a(t)2 − κA(t)2

[dx+ siny dz] . (7.111)
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ΗσυνάρτησηA(t)πρέπει ναπροσδιοριστεί από την εξίσωση Ȧ(t) =
√
m1

√
m4µ0a(t)2−κA(t)2√
κ(m1+m4)a(t)

.Ηπαράμετρος
m2 είναι ίση με τηνm3. Τα ίδια όρια ισχύουν για τον παράγοντα κλίμακας όπως και πριν. Στο παρακάτω
πίνακα δίνονται οι ενεργές εξισώσεις.

w ρ(c) H2 k(eff)

0 − m4

κ(m1+m4)2a(t)2
+

ρ
(c)
0

a(t)3
κ
3

(
ρ
(d)
0 +ρ

(c)
0

a(t)3 +
ρ
(r)
0

a(t)4 + ρ
(Λ)
0

)
− m1+2m4

4(m1+m4)2a(t)2
m1+2m4

4(m1+m4)2
> 0

1
3 − m4

2κ(m1+m4)2a(t)2
+

ρ
(c)
0

a(t)4
κ
3

(
ρ
(d)
0

a(t)3 +
ρ
(r)
0 +ρ

(c)
0

a(t)4 + ρ
(Λ)
0

)
− 3m1+4m4

12(m1+m4)2a(t)2
3m1+4m4

12(m1+m4)2
> 0

−1 m4

2κ(m1+m4)2a(t)2
+ ρ

(c)
0

κ
3

(
ρ
(d)
0

a(t)3 +
ρ
(r)
0

a(t)4 + ρ
(Λ)
0 + ρ

(c)
0

)
− m1

4(m1+m4)2a(t)2
m1

4(m1+m4)2
> 0

Πίνακας 7.6: Η πυκνότητα ενέργειας του φορτισμένου ρευστού ρ(c), το τετράγωνο της συνάρτησης
Hubble H2 και η ενεργός χωρική καμπυλότητα k(eff) παρουσιάζονται για τις τρεις περιπτώσεις
καταστατικών εξισώσεων του φορτισμένου ρευστού: μη-σχετικιστικό w = 0, σχετικιστικό w = 1

3 και
σκοτεινή ενέργεια w = −1.

Τέλος, η ενεργειακή πυκνότητα του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου έχει τη μορφή ρ(em) = m4

2κ(m1+m4)2a(t)2
>

0. Παρατηρούμε σε αντίθεση με όλες τις άλλες περιπτώσεις, πως αυτή η μετρική επιδέχεται ένα ακόμη
πεδίο Killing, ζ = ∂x, το οποίο σημαίνει πως ανήκει στην υπο-οικογένεια των Τοπικά,Περιστρεφόμενων,
Συμμετρικών (LRS) χωροχρόνων του προτύπου ΙΧ. Η μέγιστη τιμή του παράγοντα κλίμακας για τις δύο
πρώτες περιπτώσεις είναι

w = 0 → a(t)2 ≤

(
κ(m1 +m4)

2ρ
(c)
0

m4

)2

, w =
1

3
→ a(t)2 ≤ 2κ(m1 +m4)

2ρ
(c)
0

m4
. (7.112)

III.4 Συζήτηση επί των αποτελεσμάτων
Στηπαρούσα εργασίαμελετήσαμε υπόποιές προϋποθέσεις, προκύπτουν δυναμικά ισοδύναμες ενεργές

εξισώσεις ΛCDM , θεωρώντας πως η γεωμετρία είναι εκείνη των προτύπων Bianchi. Η πρωταρχική
υπόθεση είναι η ύπαρξημοναδικούπαράγοντακλίμακας, το οποίο συνεπάγεται το “πάγωμα” τηςανισοτροπίας
των προαναφερθέντων προτύπων. Αυτή είναι ισοδύναμη με την ύπαρξη ενός σύμμορφου πεδίου Killing,
παράλληλουστην τετραταχύτητα τωνσυγκινούμενωνπαρατηρητών.Απόαυτόσυνεπάγεται πως ο χωρόχρονος
είναι ελεύθεροςπαραλλακτικώνφαινομένωνκαι η θερμοκρασία ενός συγκινούμενουρευστούακτινοβολίας,
όπως το CMB, θεωρώντας φάσμα μελανού σώματος, είναι ανεξάρτητο της διεύθυνσης παρατήρησης
[175], [176]. Το επόμενο βήμα ήταν η αναζήτηση πεδίων τα οποία είναι ικανά να “απορροφήσουν” αυτή
την ανισοτροπία, έτσι ώστε να παραμείνουν μόνο οι εξισώσεις του ΛCDM . Αποδείξαμε πως για να
συμβεί κάτι τέτοιο πρέπει η ροή των ρευστών να ισούται με μηδέν και ο άϊχνος, ανισοτροπικός τανυστής
να είναι συνάρτηση του τανυστήRicciRµν και τουαντίστοιχουβαθμωτούR, των χωρικώνυπερ-επιφανειών.

Ένα σημαντικό εργαλείο στην ανάλυση μας ήταν η ομάδα των σταθερών Αυτομορφισμών, η οποία
χρησιμοποιήθηκε για το μετασχηματισμό του πίνακα mµν στην ανάγωγη μορφή του, δηλαδή περιέχει
μόνο τις ουσιώδεις σταθερές που χαρακτηρίζουν το χώρο.Παρουσιάσαμε για κάθε πρότυπο τους πίνακες
τωνΑυτομορφισμώνΛµ

ν και τοναντίστοιχοπίνακαmµν : ΤοπρότυποBianchi I δεν έχει καμίαπαραμένουσα
σταθερά, τα πρότυπα II, V έχουν από μια, τα πρότυπα V III, IX έχουν τρείς, ενώ τα υπόλοιπα (III,
IV , V I(h), V II(h)) από δύο. Ο μέγιστος αριθμός ανήκει στα πρότυπα V III, IX έτσι, κατά κάποιο τρόπο,
αυτά αποτελούν τις πιο “πλούσιες” γεωμετρίες του συνόλου. Η τελική μορφή της μετρικής είναι η πιο
απλή, χωρίς βλάβη της γενικότητας. Θεωρούμε πως αυτό μπορεί να αποδειχθεί χρήσιμο, αν οι λύσεις
συγκριθούν με παρατηρησιακά δεδομένα, εφόσον οι σταθερές που παραμένουν είναι μόνο οι ουσιώδεις
και αναμένουμε νασχετίζονται με κάποιαφυσικήποσότητα. Γιαπαράδειγμα, στηνπερίπτωση τουπροτύπου
V I(−1) η μόνη παραμένουσα σταθερά είναι η m2 η οποία εμφανίζεται στην ενεργό καμπυλότητα keff .
Στηνπερίπτωσημη-χρήσης τωνΑυτομορφισμών, εκτός της δυσκολίας στις πράξεις, εμφανίζονται πολλές
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σταθερέςαπό τις οποίες είναι δύσκολο νααπομονώσουμε τις ουσιώδεις. Για του λόγου τοαληθές, υποθέτοντας
την ύπαρξη ενός ελεύθερουβαθμωτούπεδίου, αναπαράξαμεμιαήδη γνωστή λύση.Ημορφήπουπαρουσιάσαμε
έχει μόνο μια ουσιώδη σταθερά και ισχυριζόμαστε πως είναι η πιο γενική λύση που μπορεί να βρεθεί,
χωρίς βλάβη της γενικότητας.Ηπαράμετρος αυτή εμφανίζεται στην ενεργό καμπυλότητα k(eff) = − 1

2m2

και εφόσον ηm2 είναι αυστηρά θετική (ώστε ο χωρόχρονος να έχει υπογραφή Lorentz) ισχύει k(eff) < 0.
Ο δεύτερος και βασικός σκοπόςήτανη “απορρόφηση” τηςανισοτροπίας μέσωτουηλεκτρομαγνητικού

πεδίου. Ένας τρόπος για να υπάρξει ένα τέτοιο ενδεχόμενο είναι να υποθέσουμε παράλληλα την ύπαρξη
ενόςφορτισμένουρευστού το οποίοαλληλεπιδράμε τοηλεκτρομαγνητικόπεδίο.Ηδευτερογενής υπόθεση
ήταν πως αυτό το ρευστό είναι ιδανικό με καταστατική εξίσωση P (c) = wρ(c). Συνεπώς, η ολική ροή και
ο άϊχνος ανισοτροπικός τανυστής, ταυτίζονται με εκείνα του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου. Μελετήσαμε
τρεις περιπτώσεις καταστατικών εξισώσεων, μη-σχετικιστικό (w = 0), σχετικιστικό (w = 1

3 )και σκοτεινής
ενέργειας (w = −1) για το φορτισμένο ρευστό. Οι λύσεις που βρέθηκαν αντιστοιχούν στα πρότυπα
V I(−1), V III, IX.

Σχετικά με την περίπτωση του V I(−1): Από τις δύο αρχικές παραμέτρους, μόνο μια παρέμεινε επί
της λύσης. Με σκοπό η λύση να είναι πραγματική, ο παράγοντας κλίμακας a(t)2 πρέπει να είναι κάτω
φραγμένος. Αυτό το όριο, εξαρτάται από τη γεωμετρική παράμετρο, το σταθερό μαγνητικό πεδίο και δύο
σταθερές της φύσης. Η ύπαρξη ενός τέτοιου ορίου μπορεί να ερμηνευθεί ως ένα σύμπαν χωρίς αρχική
ανωμαλία (Big Bang). Η ενεργός καμπυλότητα είναι ίση με μηδέν στην περίπτωση w = 0; συνεπώς
πρόκειται για ισοδύναμοπρότυπο με εκείνο του επίπεδου FLRW.Οι άλλες δύο περιπτώσεις αντιστοιχούν
σεανοιχτόFLRW, k(eff) < 0.Η γεωμετρικήπαράμετρος εμφανίζεται και στις δύοπεριπτώσεις. Επιπλέον,
όταν w = 0, w = 1

3 , με σκοπό η ενεργειακή πυκνότητα του φορτισμένου ρευστού να είναι θετική πρέπει
να υπάρχει και άνω όριο στον παράγοντα κλίμακας, διαφορετικό σε κάθε περίπτωση. Αυτό το όριο
εξαρτάται από το κ και κάποια σταθερά η οποία σχετίζεται με την ενεργειακή πυκνότητα του ρευστού.
Η λύση επιδέχεται μόνο τα τρία πεδία Killing τα οποία αντιστοιχούν στις ομογενείς υπερ-επιφάνειες.

Σχετικά με το πρότυπο V III, δύο περιπτώσεις εμφανίστηκαν: από τις τρεις αρχικές παραμέτρους,
μόνο δύο παρέμειναν σε κάθε περίπτωση. Μια πρώτης τάξης, διαφορική εξίσωση για τη συνάρτηση
A(t) μένει να επιλυθεί, ώστε να έχουμε την ακριβή μορφή του τανυστή Faraday και της πυκνότητας
τετραρεύματος. Αυτό ωστόσο δεν επηρεάζει την όλη ανάλυση περί “απορρόφησης” της ανισοτροπίας.
Αυτή η συνάρτηση είναι συνδεδεμένη με το μαγνητικό πεδίο. Όπως και στην προηγούμενη περίπτωση
εμφανίζεται κάτω όριο το οποίο εξαρτάται από τις δύο γεωμετρικές παραμέτρους, τη συνάρτηση A(t)
και τις δύο σταθερές κ, µ0. Γιαw = 0 η ενεργός καμπυλότητα μηδενίζεται, συνεπώς έχουμε το ισοδύναμο
επίπεδοFLRW, ενώστις άλλες δύοπεριπτώσεις προκύπτει και πάλι ανοιχτόFLRW.Στην ενεργό καμπυλότητα
των ανοιχτών χώρων, μόνο η διαφορά των δύο γεωμετρικών παραμέτρων εμφανίζεται. Ύπαρξη άνω
ορίου εμφανίζεται και εδώ για τον παράγοντα κλίμακας, στις περιπτώσεις w = 0 και w = 1

3 . Τα πεδία
Killing των λύσεων είναι μόνο αυτά του αντίστοιχου προτύπου.

Τέλος, στην περίπτωση του προτύπου IX, υπάρχουν τρεις περιπτώσεις: σε κάθε μια παραμένουν δύο
γεωμετρικές παράμετροι.Όπως και στο πρότυποVIII, παραμένει μια συνάρτηση προς προσδιορισμό και
υπάρχει κάτω φράγμα για τον παράγοντα κλίμακας. Για κάθε περίπτωση και είδος ρευστού, η ενεργός
καμπυλότητα είναι θετική, συνεπώς αντιστοιχεί σε κλειστό FLRW. Σε συμφωνία με τα προηγούμενα
αποτελέσματα, υπάρχουν άνω όρια για τον παράγοντα κλίμακας στις περιπτώσεις σχετικιστικού και μη-
σχετικιστικού φορτισμένου ρευστού. Στην τρίτη περίπτωση, ένα επιπλέον πεδίο Killing εμφανίζεται με
την προκύπτουσα μετρική να ανήκει στην οικόγενεια των (LRS) προτύπων.

Παρατηρούμε λοιπόν πως βρέθηκαν με ενεργό τρόπο, όλες οι γεωμετρίες FLRW, κλειστή, ανοιχτή και
επίπεδη. Ωστόσο, αυτό προκύπτει με κάποιο κόστος, δηλαδή, την ύπαρξη άνω ορίων για τον παράγοντα
κλίμακας.Θα έπρεπε οι παραπάνωλύσεις να χαρακτηριστούνωςμη-φυσικές; Ανηπυκνότητα τουφορτισμένου
ρευστού ήταν καθαρά αρνητική για κάθε χρονική στιγμή, τότε η απάντηση θα ήταν ναι. Στις περιπτώσεις
που μελετήσαμε εδώ, η εξάρτηση της ρ(c) από τον παράγοντα κλίμακας είναι τέτοια ώστε, ενώ αρχικά
είναι θετική, όταν ο a(t) ξεπεράσει τα συγκεκριμένα όρια, αυτή γίνεται αρνητική. Η εξήγηση αυτής της
συμπεριφοράςμπορεί ίσως να εντοπιστεί στην ισορροπίαμεταξύ του χαρακτήρα “μάζας” τουφορτισμένου
ρευστού, ο οποίος δίνει συνεισφορά 1

a(t)3 ή
1

a(t)4 (αν αναφερόμαστε σε μη-σχετικιστικό ή σχετικιστικό
ρευστό αντίστοιχα), και το χαρακτήρα του “φορτίου” ο οποίος συνεισφέρει ως − 1

a(t)2 και σχετίζεται με
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τον όρο
∫
EiJi dt. Το πρόβλημα της αρνητικής ενεργειακής πυκνότητας εντοπίζεται στο συνδυασμό του

αρνητικούπροσήμου και της δύναμης τουπαράγοντα κλίμακας στον όρο
∫
EiJi dt. Το αρνητικό πρόσημο

μπορεί να ερμηνευθείως ενεργειακές απώλειες λόγω τηςαλληλεπίδρασηςμε τοηλεκτρομαγνητικόπεδίο.
Με σκοπό να γίνει πιο ξεκάθαρο, ας θεωρήσουμε την περίπτωση w = 0 για το πρότυπο V I(−1) και
την ίδια στιγμή, ας υποθέσουμε πως ο παράγοντας κλίμακας βρίσκεται εντός των επιτρεπτών ορίων για
συγκεκριμένη χρονική στιγμή t0, a(t) = a(t0): για ένα αφόρτιστο ρευστό, η ενεργειακή πυκνότητα έχει
τη μορφή

ρ(d) =
ρ0

a(t0)3
, (7.113)

ενώ για ένα φορτισμένο με την ίδια καταστατική εξίσωση, έχουμε

ρ(c) =
ρ0

a(t0)3
− 2

κm2a(t0)2
, (7.114)

όπου θεωρήσαμε πως και στις δύο περιπτώσεις, τα ρευστά έχουν την ίδια αρχική ενεργειακή πυκνότητα
ρ0. Είναι προφανέςπως ρ(c) < ρ(d) συνεπώς, κάποιο τμήμα της ενέργειας έχει καταναλωθεί στηναλληλεπίδραση.
Όσοναφορά τηδύναμηστην οποία εμφανίζεται οπαράγοντας κλίμακαςστον όρο

∫
EiJi dt, αυτήσυνδέεται

άμεσα με την “απορρόφηση” της ανισοτροπίας και για αυτό είναι ίδια σε κάθε περίπτωση καταστατικής
εξίσωσης. Μάλιστα, είναι ο όρος που συνεισφέρει και στην ενεργό καμπυλότητα. Για να κλείσουμε αυτή
την παράγραφο, οι λύσεις θα πρέπει να θεωρούνται φυσικά αποδεκτές, μόνο για συγκεκριμένο χρονικό
(και επομένως για παράγοντα κλίμακας) διάστημα.

Θεωρήσαμε και την περίπτωση που το φορτισμένο ρευστό έχει την ίδια καταστατική εξίσωση με
ένα ρευστό σκοτεινής ενέργειας. Σε αντίθεση με τις δύο προηγούμενες περιπτώσεις, δεν υπάρχει το
πρόβλημα της αρνητικής ενεργειακής πυκνότητας, λόγω του θετικού προσήμου στον όρο 1

a(t)2 . Φαίνεται
πωςσεαυτή τηνπερίπτωση τορευστόαπορροφάενέργειααπό τηναλληλεπίδρασημε τοηλεκτρομαγνητικό
πεδίο.

Ας τονίσουμε ένα ακόμη σημαντικό στοιχείο σχετικά με την περίπτωση αυτής της καταστατικής
εξίσωσης: θεωρούμε το πρότυπο V I(−1), όπου η πρώτη εξίσωση Friedmann και η ενεργειακή πυκνότητα
του φορτισμένου ρευστού έχουν τη μορφή

H2 =
κ

3

(
ρ
(d)
0

a(t)3
+

ρ
(r)
0

a(t)4
+ ρ

(Λ)
0 + ρ

(c)
0

)
+

1

m2a(t)2
, (7.115)

ρ(c) =
1

κm2a(t)2
+ ρ

(c)
0 . (7.116)

Φαίνεται πως υπάρχει η δυνατότητα να μη λάβουμε υπόψη μας το αφόρτιστο κοσμολογικό ρευστό που
αναπαριστά την σκοτεινή ενέργεια, ή αλλιώς να ταυτοποιήσουμε ως ρ(Λ)

0 την ρ(c)0 ; οι εξισώσεις θα είναι
και πάλι δυναμικά ισοδύναμες με εκείνες του ΛCDM όπου έχουμε ενεργά, ανοιχτή γεωμετρία FRLW.

H2 =
κ

3

(
ρ
(d)
0

a(t)3
+

ρ
(r)
0

a(t)4
+ ρ

(Λ)
0

)
+

1

m2a(t)2
, (7.117)

ρ(c) =
1

κm2a(t)2
+ ρ

(Λ)
0 . (7.118)

Επομένως, για a(t) → 0, η ενεργειακήπυκνότητα τουφορτισμένουρευστού, συμπεριφέρεταιως 1
κm2a(t)2

,
με άλλα λόγια ως η ενεργός καμπυλότητα, ενώ για a(t) → ∞ ακολουθεί τη συμπεριφορά ενός ρευστού
σκοτεινής. Καταλήγουμε λοιπόν στο συμπέρασμα πως υπάρχει η πιθανότητα το ρευστό της σκοτεινής
ενέργειας να είναι ηλεκτρομαγνητικά φορτισμένο.

Ας σχολιάσουμε επίσης κάτι σχετικάμε την νόρμα τηςπυκνότητας ρεύματοςJ i: θεωρούμε τοπρότυπο
V I(−1) στο οποίο υπάρχει η ακριβής μορφή.

|J | =

√
4

κm2 (−κm2β2 + 2µ0a(t)2)
H(t). (7.119)
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Σε παράγοντες κλίμακας μακριά από το κάτω όριο ισχύει

|J | ∼ 1

a(t)
H(t). (7.120)

Αν για παράδειγμα μελετάμε την εποχή στην οποία κυριαρχεί η ακτινοβολία, H2 ∼ 1
a(t)4 ⇒ |J | ∼ 1

a(t)3 ,
επομένως συμπεριφέρεται ως μη σχετικιστική ύλη. Ενδεχομένως να υπάρχουν αποτυπώματα αυτής της
πυκνότητας ρεύματος στο CMB, ωστόσο πρέπει να εξετάσουμε πιο ενδελεχώς αυτή την ιδέα σε κάποια
μελλοντική εργασία.

Εν κατακλείδι, σε μαθηματικό επίπεδο, θεωρούμε πως απαντήσαμε (αρνητικά) στο ερώτημα του
κατά πόσο, η μεγάλης κλίμακας ισοτροπία του CMB, οδηγεί στη θεώρηση της γεωμετρίας FLRW ως το
μοναδικόπρότυπο.Φυσικά, αυτό ισχύει λαμβάνοντας υπόψηόλους τουςπεριορισμούςπουπαρουσιάσαμε
παραπάνω.



Κεφάλαιο 8

Η απειροδιάστατη ομάδα
συμμετρίας των εξισώσεων
Friedmann

I Εισαγωγή

Στα προηγούμενα κεφάλαια έχουμε ήδη εκθειάσει τη σημαντικότητα της μεθόδου Lie. Μια ομάδα
απειροστών μετασχηματισμών η οποία αφήνει αναλλοίωτες τις εξισώσεις ενός δυναμικού συστήματος,
μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την εύρεση νόμων διατήρησης. Επίσης, αν μια λύση του συστήματος
είναι γνωστή, τότε οι συμμετρίες μπορούν να χρησιμοποιηθούν ώστε να παραχθούν νέες λύσεις. Ένα
παράδειγμα είναι η ιδιότητα Gasperini-Veneziano του πεδίου dilaton [208], σε ένα χωρικά επίπεδο
χωρόχρονο Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker (FLRW): πρόκειται για μια διακριτή συμμετρία η
οποίασυνδέεται με μια συνεχήσυμμετρία [209]. Συγκεκριμένα, ηO (d, d)αναλλοιώτητα του διδιάστατου
γραμμικούσυστήματος με υπογραφήLorentz, μπορεί ναμετασχηματιστεί στη δυϊκήαναλλοιώτηταGasperini-
Veneziano [210].

Μια οικογένεια μετασχηματισμών οι οποίοι συνδέουν διαφορετικές πληθωριστικές συμπεριφορές
υπό την παρουσία ενός βαθμωτού πεδίου μελετήθηκαν στην εργασία [212]. Σχετικά με μια εναλλακτική
μέθοδο αναπαραγωγής πληθωριστικών λύσεων από άλλες γνωστές λύσεις παραθέτουμε τη δημοσίευση
[213]. Πιο πρόσφατα, [214], παρουσιάστηκε ένας νέος σημειακός μετασχηματισμός ο οποίος αφήνει
αναλλοίωτες τις εξισώσεις ενός χωρικά επίπεδουFLRWχωροχρόνουυπό τηνπαρουσία ιδανικούρευστού.

Σεαυτή την εργασία θεωρούμε χωρόχρονοFLRWυπό τηνπαρουσία κοσμολογικής σταθεράς και ενός
ιδανικού ρευστού με τυχαία αλλά δοθείσα καταστατική εξίσωση. Όπως θα αποδείξουμε, υπάρχουν τρεις
απειροδιάστατες οικογένειες συμμετριών οι οποίες αφήνουν αναλλοίωτες τις εξισώσεις. Ως αποτέλεσμα,
γενικεύουμε κάποια προηγούμενα ευρήματα και επιπλέον, με τις νέες αυτές συμμετρίες παράγουμε νέες
λύσεις ξεκινώντας από κάποια γνωστή.

Η δομή που ακολουθεί είναι η εξής:

1. Οι κοσμολογικές εξισώσεις και οι συμμετρίες τους.

2. Αναπαραγωγή γνωστών αποτελεσμάτων.

3. Παραγωγή νέων λύσεων από ήδη γνωστές.

4. Συζήτηση επί των αποτελεσμάτων.

112
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II Οι κοσμολογικές εξισώσεις και οι συμμετρίες τους

Ας ξεκινήσουμε από το στοιχείο μήκους Friedmann–Lemaître–Robertson–Walker

ds2 = −N(t)2dt2 + a(t)2
[

dr2

1− kr2
+ r2

(
dθ2 + sin2 θdφ2

)]
, (II.1)

σε συνδυασμό με ένα ιδανικό ρευστό ενεργειακής πυκνότητας ρ και πίεσης P . Ο τανυστής ενέργειας-
ορμής θα έχει τη μορφή

Tµν = (ρ+ P )uµuν + Pgµν , (II.2)

όπου uµ = (N, 0, 0, 0) η τετραταχύτητα των συγκινούμενων παρατηρητών, uµuµ = −1.
Το σύστημα των προς επίλυση εξισώσεων αποτελείται από τις εξισώσεις Einstein

Rµν − 1

2
gµνR+ Λgµν = 8πTµν , (II.3)

σε συνδυασμόμε τις εξισώσεις συνέχειας∇µT
µν = 0 (όπουθεωρούμε μονάδεςG = c = 1). Οι τελευταίες,

με ταυτόχρονη χρήση της χρονικής συνιστώσας των (II.3), αποτελούν ένα σύστημα από πρώτης τάξης
συνήθεις διαφορικές εξισώσεις

E1 := Λ− 3k

a2
+ 8πρ− 3

(
ȧ

Na

)2

= 0, (II.4)

E2 := 3
ȧ

a
(P + ρ) + ρ̇ = 0. (II.5)

Από τις χωρικές συνιστώσες των εξισώσεων (II.3) μόνο μια είναι ανεξάρτητη

E3 := Λ− k

a2
− 8πP − 3

(
ȧ

Na

)2

− 2

N

d

dt

(
ȧ

Na

)
= 0, (II.6)

η οποία ωστόσο, μπορεί να παραχθεί με τη χρήση των (II.4), (II.5) και τις παραγώγους αυτών.

II.1 Συμμετρίες οι οποίες διατηρούν την καταστατική εξίσωση
Ξεκινούμε τηνανάλυσημας θεωρώντας δεδομένηκαταστατική εξίσωση, συνεπώςηπίεσηP θεωρείται

ως συνάρτηση της ενεργειακής πυκνότητας ρ στις εξισώσεις (II.4)-(II.6). Ως αποτέλεσμα, σε αυτή την
περίπτωση δεν λαμβάνουμε υπόψημεταβολέςως προς τη μεταβλητήP . Οι ανεξάρτητες μεταβλητές είναι
οι x = (N, a, ρ) και ο αντίστοιχος γεννήτορας είναι της μορφής

X = χ(t,N, a, ρ)
∂

∂t
+ ξ1(t,N, a, ρ)

∂

∂N
+ ξ2(t,N, a, ρ)

∂

∂a
+ ξ3(t,N, a, ρ)

∂

∂ρ
. (II.7)

Το σύστημα μας αποτελείται από δύο εξισώσεις πρώτης τάξης, E1 = 0 και E2 = 0. Όπως έχουμε
αναφέρει, η συνθήκη συμμετρίας απαιτεί η δράση του επεκτεταμένου γεννήτορα πάνω στις εξισώσεις να
είναι μηδέν επί των εξισώσεων.Αυτόμπορεί να τυποποιηθείως εξής: απαιτούμεηδράση του επεκτεταμένου
γεννήτορα να είναι ένα πολλαπλάσιο των εξισώσεων

pr2X(E1) = (σ1ȧ+ σ2ρ̇+ σ3)E1 +
(
σ4ȧ

2 + σ5ȧ+ σ6
)
E2, (II.8α�)

pr2X(E2) = (σ7ȧ+ σ8ρ̇+ σ9)E1 +
(
σ10ȧ

2 + σ11ȧ+ σ12ρ̇+ σ13Ṅ + σ14

)
E2, (II.8β�)

όπου όλα τα σi, i = 1, ..., 14 είναι συναρτήσεις των t, a, ρ και N . Η εκπεφρασμένη εξάρτηση από τις
παραγώγους των ȧ, ρ̇ και Ṅ στο δεξιό μέλος των (II.8) έχει επιλεχθεί έτσι ώστε να είναι σε συμφωνία με
την τάξη όρων που προκύπτουν στο αριστερό μέλος. Εφόσον οι συναρτήσεις χ και ξ δεν εξαρτώνται από
τις παραγώγους, οι συντελεστές των όρων που περιλαμβάνουν παραγώγους στις (II.8) πρέπει να είναι
ξεχωριστά ίσες με μηδέν. Ως αποτέλεσμα, προκύπτει ένα σύνολο από μερικές διαφορικές εξισώσεις για
τα χ, ξ και αλγεβρικές για τα σi.

Το γενικό άνυσμα που ικανοποιεί τις εξισώσεις (II.8) ανήκει σε κάποια από τις εξής τρεις κατηγορίες:
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1. Το άνυσμα

X1 = χ1(t)χ2(a, ρ)
∂

∂t
−Nχ̇1(t)χ2(a, ρ)

∂

∂N
, (II.9)

με χ1(t) τυχαία συνάρτηση, ενώ η χ2(a, ρ) πρέπει να ικανοποιεί τη συνθήκη

a
∂χ2

∂a
− 3(P (a, ρ) + ρ)

∂χ2

∂ρ
= 0. (II.10)

Η ειδική λύση χ2 =σταθερά οδηγεί στο γεννήτορα αναπαραμετροποίησης

Xpar = χ1(t)
∂

∂t
−Nχ̇1(t)

∂

∂N
. (II.11)

Περιγράφει την γνωστή ιδιότητα των εξισώσεων (II.4),(II.5) και (II.6) να είναι αναλλοίωτες κάτω
από τυχαίες αλλαγές της χρονικής μεταβλητής: αυτήησυμμετρία είναι παρούσασε όλα τακοσμολογικά
συστήματα [217].

2. Η δεύτερη περίπτωση χαρακτηρίζεται από τον γεννήτορα

X2 =
4πa2Nf(a, ρ)

3k − a2(Λ + 8πρ)

∂

∂N
+ f(a, ρ)

∂

∂ρ
, (II.12)

υπό τη συνθήκη

3f(a, ρ)

(
∂P

∂ρ
+ 1

)
− 3

∂f

∂ρ
(P (a, ρ) + ρ) + a

∂f

∂a
= 0. (II.13)

3. Τέλος, έχουμε το γεννήτορα συμμετρίας

X3 = N

[
∂ξ

∂a
− 3

a
(P (a, ρ) + ρ)

∂ξ

∂ρ
+
a (12πP (a, ρ) + 4πρ− Λ)

a2(Λ + 8πρ)− 3k
ξ(a, ρ)

]
∂

∂N

+ ξ(a, ρ)
∂

∂a
− 3(P (a, ρ) + ρ)

a
ξ(a, ρ)

∂

∂ρ
,

(II.14)

όπου ξ(a, ρ) μια τυχαία συνάρτηση.

Παρατηρούμε επίσης πως οι παραπάνω γεννήτορες είναι ταυτοτικά συμμετρίες και της εξίσωσης E3

pr2Xi(E3) = ΣjEj , i, j = 1, 2, 3, (II.15)

όπου Σi πολλαπλασιαστικές συναρτήσεις.
Υπάρχουν λοιπόν τρείς διαφορετικές απειροδιάστατες ομάδες συμμετρίας. Μπορεί να δειχθεί πως,

μέσω των συνθηκών (II.10) και (II.13), οι υποάλγεβρες X1, X2 και X3 είναι ξεχωριστά κλειστές. Για
παράδειγμα, ο μεταθέτης δύο διαφορετικών γεννητόρων του είδουςX1, είναι και πάλι άνυσμα του είδους
X1. Σχετικά με τους υπόλοιπους μεταθέτες έχουμε: [X1, X2] είναι ένα X1 άνυσμα, [X2, X3] είναι του
είδουςX3, ενώ [X1, X3] = 0 μέσω της (II.13).

Σε όλα τα παραπάνω βήματα, θεωρήσαμε P = P (a, ρ). Ωστόσο, η διαδικασία μπορεί να γενικευτεί
ώστε να περιλαμβάνει μια καταστατική εξίσωση η οποία εμπεριέχει τη συνάρτηση Hubble. Μπορούμε
λοιπόν να υποθέσουμε πως η πίεση είναι P = P (a, ρ, ȧ

N ). Ο συνδυασμός ȧ
N έχει επιλεγεί καθώς είναι

βαθμωτό κάτω από χρονικούς μετασχηματισμούς και εφόσον η συνάρτηση Hubble σε γενική βαθμίδα
έχει τη μορφήH = 1

N
ȧ
a . Ας υποθέσουμε για απλότητα πως υπάρχει ένας όρος σε κάποια δύναμη,

P = P1(a, ρ) + P2(a, ρ)

(
ȧ

N

)µ

. (II.16)

Με τη χρήσημιας τέτοιας έκφρασης, θεωρώντας επίσηςP2 ∝ a−µ, μπορεί να εμφανιστεί μια εξάρτηση
τηςμιοστής δύναμης της συνάρτησηςHubble.Μπορεί νααποδειχθεί πως οι παρακάτωγεννήτορεςπαράγουν
συμμετρίες των εξισώσεων:
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1. Ο γεννήτοραςX1 της (II.9) υπό τη συνθήκη

a
∂χ2

∂a
− 3

[
ρ+ P1(a, ρ) + 3P2(a, ρ)Σ(a, ρ)

µ/2
] ∂χ2

∂ρ
= 0. (II.17)

2. ΟX2 της (II.12) για οποιαδήποτε λύση της συνθήκης

3f(a, ρ)

[
∂P1

∂ρ
+ 1 + Σ(a, ρ)µ/2

∂P2

∂ρ
+

4µπ

3
a2Σ(a, ρ)

µ−2
2 P2(a, ρ)

]
− 3

[
P1(a, ρ) + ρ+ P2(a, ρ)Σ(a, ρ)

µ/2
] ∂f
∂ρ

+
∂f

∂a
= 0.

(II.18)

Η σύγκριση με τις προηγούμενες περιπτώσεις είναι εμφανής, καθώς θέτοντας P2 = 0 στις (II.17)
και (II.18) οδηγούμαστε στις (II.10) και (II.13) αντίστοιχα.

3. Τέλος, έχουμε το γεννήτορα συμμετρίας

X3 =N

[
∂ξ

∂a
−

3
(
P1 + P2Σ(a, ρ)

µ/2 + ρ
)

a

∂ξ

∂ρ
+
a
(
12π

(
P1 + P2Σ(a, ρ)

µ/2
)
+ 4πρ− Λ

)
3Σ(a, ρ)

ξ(a, ρ)

]
∂

∂N

+ ξ(a, ρ)
∂

∂a
−

3
(
P1 + P2Σ(a, ρ)

µ/2 + ρ
)

a
ξ(a, ρ)

∂

∂ρ
,

(II.19)

με ξ(a, ρ)μια τυχαία συνάρτηση, όπου για απλότητα έχουμε θέσειΣ(a, ρ) = 1
3a

2(Λ+8πρ)−k σε όλες
τις προηγούμενες σχέσεις. Προφανώς, θέτονταςP2 = 0, επιστρέφουμε και πάλι στην προηγούμενη
περίπτωση και το γεννήτορα (II.14).

II.2 Συμμετρίες των εξισώσεων για διαφορετικές καταστατικές εξισώσεις

Μέχρι στιγμής έχουμε συζητήσει την αναλλοιότητα των εξισώσεων για μια δεδομένη καταστατική
εξίσωση. Ωστόσο, σε αυτή την ενότητα θα επιτρέψουμε τοP να είναι δυναμική μεταβλητή.Με αυτόν τον
τρόπο θα μπορέσουμε να χρησιμοποιήσουμε τα ανύσματα συμμετρίας ώστε να απεικονίσουμε γνωστές
λύσεις με απλή καταστατική εξίσωση, σε πιο περίπλοκες.

Θεωρούμε τον γεννήτορα

X = χ(t,N, a, ρ, P )
∂

∂t
+ ξ1(t,N, a, ρ, P )

∂

∂N
+ ξ2(t,N, a, ρ, P )

∂

∂a
+ ξ3(t,N, a, ρ, P )

∂

∂ρ

+ ξ4(t,N, a, ρ, P )
∂

∂P
.

(II.20)

Επεκτείναμε λοιπόν τον γεννήτορα με μια επιπλέον συνιστώσα, ∂P , ενώ και οι συντελεστές μπορούν να
εξαρτώνται και από το P . Η συνθήκη συμμετρίας έχει τη μορφή

pr2X(E1) = (σ1ȧ+ σ2ρ̇+ σ3)E1 +
(
σ4ȧ

2 + σ5ȧ+ σ6
)
E2 (II.21α�)

pr2X(E2) = (σ7ȧ+ σ8ρ̇+ σ9)E1 +
(
σ10ȧ

2 + σ11ȧ+ σ12ρ̇+ σ13Ṅ + σ14Ṗ + σ15

)
E2, (II.21β�)

με τη διαφορά να έγκειται στην εισαγωγή ενός επιπλέον όρου γραμμικού στο Ṗ .
Οι γεννήτορες που προκύπτουν είναι

1. Το ανυσματικό πεδίοXpar, (II.11).
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2. Ο γεννήτορας συμμετρίας

X4 = X2 +

[
(P + ρ)

∂f

∂ρ
− a

3

∂f

∂a
− f(a, ρ)

]
∂

∂P
, (II.22)

όπου ο X2 δίνεται από την (II.12), με τη διαφορά πως η συνάρτηση f(a, ρ) που εμφανίζεται εδώ
δεν είναι δεσμευμένη από τη συνθήκη (II.13): είναι μια τυχαία συνάρτηση.

3. Ο γεννήτορας

X5 =N

[
∂σ

∂a
− 3(P + ρ)

a

∂σ

∂ρ
− a(Λ + 8πρ)

a2(Λ + 8πρ)− 3k
σ(a, ρ)

]
∂

∂N
+ σ(a, ρ)

∂

∂a

+

[
3(P + ρ)2

a

∂σ

∂ρ
− (P + ρ)

∂σ

∂a
+

(P + ρ)

a
σ(a, ρ)

]
∂

∂P
,

(II.23)

όπου σ(a, ρ) ακόμη μια τυχαία συνάρτηση.

Επομένως, εμφανίστηκαν δύο επιπλέον γεννήτορες οι οποίοι περιλαμβάνουν μετασχηματισμούς στο
επίπεδο της πίεσης. Όσον αφορά την άλγεβρα, για X(f)

4 και X(σ)
5 με συναρτήσεις f(a, ρ) και σ(a, ρ)

αντίστοιχα, έχουμε:

[X
(f)
4 , X

(σ)
5 ] = −

(
X

˜(f)
4 +X

˜(σ)
5

)
,

όπου f̃(a, ρ)και σ̃(a, ρ) είναι συναρτήσεις οι οποίες συνδέονται με τις f(a, ρ) καισ(a, ρ)μέσωτωνδιαφορικών
εξισώσεων

σ(a, ρ)
∂f

∂a
= f̃(a, ρ), f(a, ρ)

∂σ

∂ρ
= −σ̃(a, ρ).

III Αναπαραγωγή γνωστών αποτελεσμάτων

Σε αυτή την ενότητα θα ασχοληθούμε με την σύνδεση των αποτελεσμάτων μας με αποτελέσματα της
βιβλιογραφίας και τον τρόπο με τον οποίο αυτά γενικεύονται.

Πρόσφατα, μια νέα συμμετρία των εξισώσεων Friedmann για τη περίπτωση χωρικά επίπεδου FLRW
χωροχρόνου, χωρίς τηνπαρουσία κοσμολογικής σταθεράς και με καταστατική εξίσωσηP = wρ, μελετήθηκε
στην εργασία [214]. Ας αποδείξουμε με ποιον τρόπο, αυτή είναι συγκεκριμένη περίπτωση που προκύπτει
από τονπαραπάνωγεννήτοραX3 όπωςαυτός είναι εκφρασμένος στην (II.14).Ομετασχηματισμός συμμετρίας
που παρουσιάστηκε στην [214] είναι:

ã = as, ρ̃ = a−3(w+1)(s−1)ρ, dt̃ = sa
3
2 (w+1)(s−1)dt, (III.1)

όπου s =σταθερή είναι ηπαράμετρος τουμετασχηματισμού.Αυτός ομετασχηματισμόςαποτελεί συμμετρία
των εξισώσεωνFriedmannστη χρονικήβαθμίδα Ñ = 1. Στον δικόμαςφορμαλισμό, όπου χρησιμοποιούμε
γενική χρονική βαθμίδα, οι προηγούμενες σχέσεις μπορούν να θεωρηθούν ως αλλαγές του N , ενώ το t
δεν αλλάζει. Επομένως, μπορούμε να θεωρήσουμε

Ñ = sa
3
2 (w+1)(s−1)N, t̃ = t. (III.2)

Ο γεννήτορας συμμετρίας θα έχει τη μορφή(
dt̃

ds

∣∣∣
s=1

)
∂

∂t
+

(
dÑ

ds

∣∣∣
s=1

)
∂

∂N
+

(
dã

ds

∣∣∣
s=1

)
∂

∂a
+

(
dρ̃

ds

∣∣∣
s=1

)
∂

∂ρ
=

N(1 +
3

2
(w + 1) ln(a))

∂

∂N
+ a ln(a)

∂

∂a
− 3(w + 1)ρ ln(a)

∂

∂ρ
.
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Όμως, αυτός είναι ο γεννήτορας που θααποκτήσουμε, αν στο γεννήτοραX3, θέσουμεP = wρ, k = Λ = 0
και ξ(a, ρ) = a ln(a).

Μπορούμε τώρα να δούμε πως θα γενικευθεί το προηγούμενο αποτέλεσμα στην περίπτωση, των
χωρικά καμπυλομένων προτύπων. Θεωρώντας k ̸= 0 ̸= Λ, από την (II.14) λαμβάνουμε

X3 = N

[
1 +

3 ln(a)
(
k − 4πa2ρ(w + 1)

)
3k − a2(Λ + 8πρ)

]
∂

∂N
+ a ln(a)

∂

∂a
− 3(w + 1)ρ ln(a)

∂

∂ρ
, (III.3)

και στο μετασχηματισμό

ã = as, ρ̃ = a−3(w+1)(s−1)ρ, Ñ =
sNa

1
2 s(3w+5)−1

√
3k − a2(Λ + 8πρ)√

3ka3s(w+1) − 8πρa2s+3(w+1) − Λas(3w+5)
, t̃ = t. (III.4)

Αντίστοιχα, αν επιθυμούμε αναλλοιότητα στη βαθμίδα Ñ = 1 και θεωρήσουμε χρονικό μετασχηματισμό,
τα παραπάνω μπορούν να ερμηνευθούν ως

ã = as, ρ̃ = a−3(w+1)(s−1)ρ, dt̃ =
sa

1
2 s(3w+5)−1

√
3k − a2(Λ + 8πρ)√

3ka3s(w+1) − 8πρa2s+3(w+1) − Λas(3w+5)
dt, (III.5)

οδηγώντας έτσι στη γενίκευση των (III.1) για την περίπτωση μη μηδενικής χωρικής καμπυλότητας και
κοσμολογικής σταθεράς.

Στην εργασία [211] μιαάλλησυμμετρία των εξισώσεωνFriedmann εν τηαπουσία χωρικής καμπυλότητας
και κοσμολογικής σταθεράςπαρουσιάζεται. Εμπεριέχει μιααυθαίρετησυνάρτησηκαι επομένωςαντιστοιχεί
σε απειροδιάστατη ομάδα συμμετρίας. Συγκεκριμένα, ο μετασχηματισμός

ρ̄ = ρ̄(ρ), (III.6α�)

H̄ =

(
ρ̄

ρ

)1/2

H, (III.6β�)

P̄ = −ρ̄+
(
ρ

ρ̄

)1/2

(ρ+ P )
dρ̄

dρ
, (III.6γ�)

όπουH = ȧ
a η συνάρτηση Hubble στη βαθμίδαN = 1 αφήνει τις εξισώσεις

3H2 − 8πρ = 0 and ρ̇+ 3H(P + ρ) = 0, (III.7)

αναλλοίωτες.
Προς έκπληξη μας, ο συγκεκριμένος μετασχηματισμός συμμετρίας δεν έχει ακριβές ισοδύναμο στην

ανάλυση που κάναμε παραπάνω και αυτό οφείλεται στο ότι η αντιμετώπιση τουH ως βασική μεταβλητή
αλλάζει τον φορμαλισμό. Ας δούμε ωστόσο με κάποια λεπτομέρεια τι συμβαίνει και πώς η παραπάνω
συμμετρία μπορεί να ανακτηθεί από τους γεννήτορες που παρουσιάσαμε παραπάνω.

Ο γεννήτορας X4, (II.22), οδηγεί σε ένα μετασχηματισμό της πίεσης όπως στην εργασία (III.6α�)
αν θεωρήσουμε την περίπτωση k = 0 = Λ και f = f(ρ): τότε,

X4 = −Nf(ρ)
2ρ

∂

∂N
+ f(ρ)

∂

∂ρ
+ [(P + ρ)f ′(ρ)− f(ρ)]

∂

∂P
. (III.8)

Η απειροστή αλλαγή σε πρώτη τάξη ως προς την παράμετρο του μετασχηματισμού, έστω λ, είναι

ρ̄ ∼ ρ+ λf(ρ), (III.9)

N̄ ∼ N − λ
Nf(ρ)

2ρ
, (III.10)

P̄ ∼ P + λ [(P + ρ)f ′(ρ)− f(ρ)] . (III.11)
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Με χρήση των (III.9) και (III.10) έχουμε

H̄ =
˙̄a

N̄ā
∼ 1

N(1− λ f(ρ)
2ρ )

ȧ

a
∼
(
1 + λ

f(ρ)

2ρ

)
H, (III.12)

ο οποίος είναι ο απειροστός μετασχηματισμός που προκύπτει από την (III.6β�) για ρ̄(ρ) να δίνεται από
την (III.9), εφόσον

H̄ =

(
ρ̄

ρ

)1/2

H ∼ H

(
1 + λ

f(ρ)

2ρ

)
. (III.13)

Επομένως, ο αναγκαίος μετασχηματισμός του H που αφήνει αναλλοίωτη την εξίσωση (II.4) οφείλεται
στην αλλαγή της μεταβλητής βαθμίδαςN . Ωστόσο, η περίπτωση για την πίεση δεν είναι ίδια: Εισάγουμε
την (III.9) στην (III.6γ�)

P̄ = −ρ̄+
(
ρ

ρ̄

)1/2

(ρ+ P )
dρ̄

dρ
∼ P + λ [(P + ρ)f ′(ρ)− f(ρ)] + λ(P + ρ)f ′(ρ), (III.14)

η οποία είναι διαφορετική από την (III.11).
Ο λόγος για την παραπάνωδιαφορά είναι η θεώρηση τουH στη θέση των a καιN , ή αντίστοιχα του dt,

ως βασικήμεταβλητή.ΗσυνάρτησηHubble σε μια γενικήβαθμίδα είναιH = ȧ
Na . Κάθεμετασχηματισμός

τουH , μπορεί να οφείλεται στο a ή το N και dt εναλλακτικά. Στην προκειμένη περίπτωση του (III.8), η
αλλαγή στο H οφείλεται στο μετασχηματισμό του N , ή ισοδύναμα στο χρόνο του a-φορμαλισμού αν
θέλουμε να θεωρήσουμε το N δεδομένο (παράδειγμα N = 1). Ας θεωρήσουμε τις εξισώσεις (III.7)
στη βαθμίδα N = 1. Μέσω ενός τέτοιου μετασχηματισμού, ο όρος ρ̇ που εμφανίζεται στη δεύτερη
εκ των (III.7) θα μετασχηματιστεί επίσης. Στην αντίθετη περίπτωση, αν “ξεχάσουμε” πως το H έχει
κατασκευαστεί και το θεωρήσουμεωςβασικήμεταβλητή, δεν υπάρχει λόγος να επιβάλλουμε έναμετασχηματισμό
στον όρο ρ̇ στην εξίσωση (III.7). Επομένως, η διαφορά μεταξύ των δύο καταστάσεων θα περάσει στην
πίεση, η οποία οφείλει να είναι διαφορετική ώστε να παραμείνουν οι εξισώσεις αναλλοίωτες στις δύο
αυτές διαφορετικές περιπτώσεις. Αυτός είναι και ο λόγος για τη διαφορά που εμφανίζεται μεταξύ (III.14)
και (III.11).

Όπως και στις προηγούμενες ενότητες, μπορούμε να βρούμε το γεννήτορα συμμετρίας για την ειδική
περίπτωση του μετασχηματισμού (III.6) στον H-φορμαλισμό των εξισώσεων Friedmann. Θεωρούμε το
γεννήτορα της μορφής

X = χ(t,H, ρ, P )
∂

∂t
+ ξ1(t,H, ρ, P )

∂

∂H
+ ξ2(t,H, ρ, P )

∂

∂ρ
+ ξ3(t,H, ρ, P )

∂

∂P
, (III.15)

ο οποίος απαιτούμε να παράγει συμμετρίες των εξισώσεων

,EH
1 := −3H2 + 8πρ+ Λ = 0, (III.16α�)

EH
2 := 3H(P + ρ) + ρ̇ = 0, (III.16β�)

EH
3 := −3H2 − 2Ḣ + Λ− 8πP = 0. (III.16γ�)

Θεωρούμε επιπλέον και την ύπαρξη κοσμολογικής σταθεράς.
Εφόσον η πρώτη εξίσωση είναι αλγεβρική, θα ξεκινήσουμε από τις δύο επόμενες,

pr1X(EH
2 ) = 0, mod EH

2 = 0, EH
3 = 0, (III.17)

pr1X(EH
3 ) = 0, mod EH

2 = 0, EH
3 = 0. (III.18)

Οι γεννήτορες συμμετρίας που προκύπτουν ικανοποιούν και την εξίσωσηX(E1) = 0, ενώ μπορούν να
χωριστούν σε δύο μέρη:
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1. Ο πρώτος γεννήτορας συνδέεται με τις αλλαγές που επιβάλλει στις υπόλοιπες μεταβλητές, ένας
μετασχηματισμός στη μεταβλητή του χρόνου

X6 =χ
∂

∂t
− 4π

∫
(ρ+ P )

∂χ

∂P
dP

∂

∂H
− 3H

∫
(ρ+ P )

∂χ

∂P
dP

∂

∂ρ
+

[
3H

∫
(ρ+ P )

∂χ

∂P
dP

− 4π(ρ+ P )

∫
(ρ+ P )

∂2χ

∂P∂H
dP +

∫
(ρ+ P )

∂2χ

∂P∂t
dP − 3H(P + ρ)

∫
(ρ+ P )

∂2χ

∂P∂H
dP

− (ρ+ P ) (∂tχ+ 3Hχ) + (ρ+ P )2
(
3H

∂χ

∂ρ
+ 4π

∂χ

∂H

)]
∂

∂P
,

(III.19)

όπου χ = χ(t,H, ρ, P ) κάποια τυχαία συνάρτηση.

2. Στο δεύτερο μέρος έχουμε

X7 = h(t,H, ρ)
∂

∂H
+

3H

4π
h(t,H, ρ)

∂

∂ρ
+

1

4π

[
(ρ+ P )

(
3H

∂h

∂ρ
+ 4π

∂h

∂H

)
− ∂h

∂t
− 3Hh(t,H, ρ)

]
∂

∂P
,

(III.20)
όπου και πάλι η h(t,H, ρ) είναι μια τυχαία συνάρτηση.

Ησυγκεκριμένηπερίπτωση τουμετασχηματισμούσυμμετρίας (III.6) προκύπτει όταν θέσουμεh(t,H, ρ) =
4πf(ρ)
3H το οποίο οδηγεί στο γεννήτορα

X7 =
4πf(ρ)

3H

∂

∂H
+ f(ρ)

∂

∂ρ
+

[
(P + ρ)f ′(ρ)− f(ρ)− 4π(P + ρ)

3H2
f(ρ)

]
∂

∂P
. (III.21)

Ο συγκεκριμένος γεννήτορας είναι συνεπής με το μετασχηματισμό (III.6) της πίεσης, με την επιπλέον
χρήση της σχέσηςH2 = 8πρ

3 . Ωστόσο, με απλή χρήση της σχέσηςH2 = 8πρ
3 + Λ

3 στην (III.21) η γενίκευση
του (III.6) στην περίπτωση Λ ̸= 0 μπορεί να επιτευχθεί. Παρατηρούμε λοιπόν πως η χρήση του H ως
βασική μεταβλητή, οδηγεί σε διαφορετικό γεννήτορα συμμετρίας από την περίπτωση θεώρησης του
παράγοντα κλίμακας ως βασικής μεταβλητής.

IV Παραγωγή νέων λύσεων από ήδη γνωστές

Σε αυτή την ενότητα θα ασχοληθούμε με την παραγωγή ή καλύτερα την απεικόνιση γνωστών λύσεων
σε νέες. Επίσης, θα δούμε πώς συνδέεται η έννοια της συμμετρίας στο επίπεδο της πυκνότητας και της
πίεσης, με εκείνη της βασικής θεωρίας, για παράδειγμα θεωρώντας ένα βαθμωτό πεδίο.

Ας ξεκινήσουμε με τους γεννήτορες X4 και X5 οι οποίοι θα χρησιμοποιηθούν ώστε να συνδέσουμε
κοσμολογικάπρότυπαμε διαφορετικές καταστατικές εξισώσεις, τα οποίααντιστοιχούνστις διαφορετικές
κοσμολογικές εποχές.

Ας ξεκινήσουμε με κάποια γενικά στοιχεία. Η μέθοδος παραγωγής νέων λύσεων από ήδη γνωστές
μπορεί ναβρεθεί στις [215,216].Παρουσιάζουμεσυνοπτικά τημέθοδο.Ας υποθέσουμεπως είναι γνωστός
ο γεννήτορας συμμετρίας και για κάποιο σύστημα μερικών διαφορικών εξισώσεων έχει τη μορφή

Z = ξi(xj , uβ)
∂

∂xi
+ ηα(xj , uβ)

∂

∂uα
, (IV.1)

με ξi(xj , uβ), ηα(xj , uβ) γνωστές συναρτήσεις. Ο πεπερασμένος μετασχηματισμός μπορεί να παραχθεί,
όπως έχουμε αναφέρει, μέσω των ολοκληρωτικών γραμμών του συστήματος

ξl
[
x̃j(λ), ũβ(λ)

]
=
dx̃l(λ)

dλ
, ηα

[
x̃j(λ), ũβ(λ)

]
=
dũα(λ)

dλ
, (IV.2)

με αρχικές συνθήκες

x̃i(0) = xi, ũα(0) = uα. (IV.3)
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Το αποτέλεσμα θα είναι εν γένει

x̃i = x̃i(xj , uβ ;λ), ũα = ũα(xj , uβ ;λ), (IV.4)

και εφόσον ο μετασχηματισμός είναι αντιστρέψιμος,

xi = xi(x̃j , ũβ ;λ), uα = uα(x̃j , ũβ ;λ), (IV.5)

όπου λ η παράμετρος.
Κάποια απλή ειδική λύση του συστήματος των εξισώσεων θα έχει εν γένει τη μορφή

uα = fα(xi), ή, uα − fα(xi) = 0 ⇔ F (uα, xi) = 0. (IV.6)

Επομένως, μπορούμε να αντιληφθούμε τη λύση ως μια επιφάνεια η οποία περιγράφεται από την (IV.6)
στο χώρο των μεταβλητών (xi, uα). Λόγω της (IV.5) έχουμε

F (uα, xi) = 0
(IV.5)
===⇒

F [xi(x̃j , ũβ ;λ), uα(x̃j , ũβ ;λ)] = 0 ⇒
F̃ (x̃j , ũβ ;λ) = 0. (IV.7)

Η επιφάνεια (IV.7) θα αναπαριστά μια νέα μορφή της λύσης και ελπίζουμε πως θα είμαστε σε θέση να
την εκφράσουμε στη μορφή

ũβ = f̃β(x̃j ;λ), (IV.8)

όπου η παράμετρος λ θα θεωρείται ως σταθερά ολοκλήρωσης.
Πότε αναμένουμε να βρούμε μια διαφορετική μορφή λύσης; Η επιφάνεια η οποία αναπαριστά την

αρχική λύση, δεν θα πρέπει να είναι αναλλοίωτη κάτω από τη δράση του γεννήτορα, δηλαδή

Z[F (uα, xi)] ̸= 0. (IV.9)

Αν η παραπάνω συνθήκη δεν ισχύει, τότε θα ανακτήσουμε την ίδια μορφή λύσης στις νέες μεταβλητές
x̃i, ũα.

IV.1 Κοσμολογικές εποχές
Η αφετηρία είναι η λύση των εξισώσεων Einstein υπό την παρουσία ιδανικού ρευστού για επίπεδη

μετρική FLRW (k = 0), θεωρώντας παράλληλα (Λ = 0). Υποθέτουμε την καταστατική εξίσωση (P =
w1ρ) με w1 < − 1

3 , η οποία αντιστοιχεί στην πληθωριστική εποχή. Επιπλέον, θα επιλέξουμε τη βαθμίδα
(N = 1). Ως αποτέλεσμα, οι εξισώσεις αποκτούν τη μορφή

8πρ− 3

(
ȧ

a

)2

= 0, (IV.10)

3(1 + w1)
ȧ

a
ρ+ ρ̇ = 0, (IV.11)

με λύση

P = w1ρ, (IV.12)
N = 1, (IV.13)

ρ = ρ0a
−3(1+w1), (IV.14)

a(t) =
[
6π(1 + w1)

2ρ0
]1/3(1+w1)

t2/3(1+w1). (IV.15)
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Σχηματίζουμε το γεννήτορα

Z = X4 +X5. (IV.16)

Οι συναρτήσειςσ(a, ρ), f(a, ρ) είναι τυχαίες, συνεπώςμπορούμε να τις επιλέξουμε κατάλληλα.Απαιτούμε
η συνιστώσα ∂N του γεννήτορα να είναι ίση με μηδέν έτσι ώστε να παραμείνουμε στη βαθμίδα Ñ =
1, όπου Ñ η μετασχηματισμένη μεταβλητή. Αυτή η επιλογή υπονοεί πως οι παρατηρητές παραμένουν
συγκινούμενοι στο μετασχηματισμένο σύστημα. Επιπρόσθετα, επιλέγουμε τη συνιστώσα ∂ρ να είναι
ίση με ρ, που οδηγεί τη συνιστώσα του ∂P να είναι ανεξάρτητη του a. Επομένως, η μετασχηματισμένη
καταστατική εξίσωση θα παραμείνει μια συνάρτηση των ρ̃, P̃ . Αυτές οι απλοποιήσεις οδηγούν στη μορφή
του γεννήτορα

σ(a, ρ) =
a

2
ln a, f(a, ρ) = ρ, (IV.17)

Z =
a

2
ln a∂a + ρ∂ρ +

P − ρ

2
∂P . (IV.18)

Οι εξισώσεις (IV.2) για τον γεννήτορα Z έχουν τη μορφή

dt̃

dλ

∣∣∣
λ=0

= 0,
dÑ

dλ

∣∣∣
λ=0

= 0,
dã

dλ

∣∣∣
λ=0

=
ã

2
ln ã,

dρ̃

dλ

∣∣∣
λ=0

= ρ̃,
dP̃

dλ

∣∣∣
λ=0

=
P̃ − ρ̃

2
, (IV.19)

όπου λ η παράμετρος των καμπυλών, η οποία έχει επιλεγεί έτσι ώστε για λ = 0 ο μετασχηματισμός να
είναι ο ταυτοτικός. Ο μετασχηματισμός καθώς και ο αντίστροφός του είναι

t̃ = t, Ñ = N, ã = ae
λ/2

, ρ̃ = eλρ, P̃ = −eλρ+ eλ/2 (P + ρ) , (IV.20)

t = t̃, N = Ñ , a = ãe
−λ/2

, ρ = e−λρ̃, P = e−λ
[
−ρ̃+ eλ/2

(
P̃ + ρ̃

)]
. (IV.21)

Το μόνο που έχουμε να κάνουμε τώρα είναι να χρησιμοποιήσουμε την (IV.21) στις (IV.12)-(IV.15) και να
λύσουμε ως προς τις νέες μεταβλητές

P̃ =
(
−1 + (1 + w1)e

−λ/2
)
ρ̃, (IV.22)

Ñ = 1, (IV.23)

ρ̃ = eλρ0ã
−3(1+w1)e

−λ/2

, (IV.24)

ã(t̃) =
[
6π(1 + w1)

2ρ0
]1/3(1+w1)e

λ/2

t̃2/3(1+w1)e
λ/2

. (IV.25)

Με την επιλογή λ = 2 ln 3(1+w1)
4 και τον επαναορισμό ρ0 = 16

9(1+w1)2
ρ̃0, η λύση που αντιστοιχεί στην

εποχή του πληθωρισμού, μετασχηματίζεται στην εποχή της ακτινοβολίας.

P̃ =
1

3
ρ̃, (IV.26)

Ñ = 1, (IV.27)

ρ̃ = ρ̃0ã
−4, (IV.28)

ã(t̃) = 2

(
2π

3
ρ̃0

)1/4

t̃1/2. (IV.29)

Στη συνέχεια μπορούμε να επαναλάβουμε το μετασχηματισμό (IV.21) με μια διαφορετική παράμετρο
λ και ως γνωστές λύσεις τις (IV.26)-(IV.29). Υπάρχει παράμετρος λ η οποία μετασχηματίζει την εποχή
ακτινοβολίας στην εποχή της ύλης. Στον παρακάτω πίνακα παρουσιάζουμε τις τιμές της παραμέτρου και
τις αντίστοιχες μεταβάσεις μεταξύ των εποχών, καθώς και τις καταστατικές εξισώσεις.

Όπως μπορούμε να δούμε, η τελευταία μετάβαση μπορεί να επιτευχθεί μόνο ως όριο της παραμέτρου
λ.
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Μεταβάσεις λ Καταστατικές εξισώσεις

Πληθωρισμός→ Ακτινοβολία, 2 ln 3(1+w1)
4 wi < − 1

3 → wr = 1
3

Ακτινοβολία→ Ύλη, ln 16
9 wr = 1

3 → wd = 0

Ύλη→ De Sitter, → ∞ wd = 0 → wdS = −1

Πίνακας 8.1: Απεικόνιση μεταξύ των λύσεων για διαφορετικές τιμές του λ.

IV.2 Δύσκαμπτηύλη (stiffmatter) και γενικευμένο (Αντι-)Chaplyginρευστό
από καταστατική εξίσωση δύσκαμπτου(stiff) ρευστού

Ας υποθέσουμε καταστατική εξίσωση η οποία περιγράφει δύσκαμπτη ύλη P = ρ και k = 0 με τυχαίο
Λ. Η λύση είναι

P = ρ, (IV.30)
N = 1, (IV.31)

ρ = ρ0a
−6 (IV.32)

a(t) =
√
2
(πρ0

Λ

)1/6
sinh1/3

(√
3Λt
)
. (IV.33)

Για τη συγκεκριμένηπερίπτωση, μόνο ο γεννήτοραςX4 θα χρησιμοποιηθεί, ενώ επιλέγουμε ησυνάρτηση
f(a, ρ) να έχει τη μορφή

f(a, ρ) = ρ−ν , (IV.34)

X4 = −4πNρ−ν

Λ + 8πρ
∂N + ρ−ν∂ρ − ρ−1−ν [νP + (1 + ν) ρ] ∂P , (IV.35)

όπου ν κάποια τυχαία σταθερά. Οι μετασχηματισμένες λύσεις είναι

P̃ = ρ̃− 2λ(1 + ν)

ρ̃ν
, (IV.36)

Ñ =

√
Λ + 8πρ̃√

Λ + 8π [(1 + ν)λ+ ρ̃1+ν ]
1

1+ν

, (IV.37)

ρ̃ =
[(
ρ0ã

−6
)1+ν

+ (1 + ν)λ
]1/(1+ν)

, (IV.38)

ã =
√
2
(πρ0

Λ

)1/6
sinh1/3

(√
3Λt̃
)
. (IV.39)

Από την (IV.36) η γενικευμένη Αντι-Chaplygin ύλη μπορεί να βρεθεί αν λ < 0 ενώ η Chaplygin για λ > 0
(υποθέτωντας φυσικά πως για τον εκθέτη του ρ̃ ισχύει ν > 0). Παρατηρούμε ωστόσο, στην περίπτωση
αυτή οι παρατηρητές δεν είναι συγκινούμενοι πια, καθώς Ñ ̸= 1.

IV.3 Καταστατικήεξίσωσηεξαρτώμενηαπό τονπαράγοντακλίμακας, μέσω
της P = 0.

Ημόνηδιαφοράμε τηνπρώτηυποενότητα είναι η επιλογήδιαφορετικώνσυναρτήσεωνσ(a, ρ), f(a, ρ)
και επιλέγουμε ως αρχική λύση την περίπτωση ύλης P = 0. Θέλουμε να διατηρήσουμε την επιλογή
βαθμίδας, αλλά δεν υπάρχει άλλος περιορισμός. Οι συναρτήσεις και ο γεννήτορας έχουν τη μορφή

σ(a, ρ) = α2, f(a, ρ) = 2aρ, (IV.40)

Z = α2∂a + 2aρ∂ρ + a

(
P − 5

3
ρ

)
∂P . (IV.41)
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Ο επαγόμενος μετασχηματισμός είναι

t = t̃, N = Ñ , a =
ã

1 + λã
, ρ =

ρ̃

(1 + λã)2
, P =

3P̃ (1 + λã) + 5λãρ̃

3(1 + λã)2
, (IV.42)

και η νέα λύση

P̃ = − 5λã

3(1 + λã)
ρ̃, (IV.43)

Ñ = 1, (IV.44)

ρ̃ =
(1 + λã)5

ã3
ρ0, (IV.45)

ã(t̃) =
(6πρ0)

1/3t̃2/3

1− λ(6πρ0)1/3t̃2/3
. (IV.46)

Όπως παρατηρούμε από την (IV.43), η καταστατική εξίσωση εξαρτάται από τον παράγοντα κλίμακας.
Επιπλέον, με χρήση της (IV.46) και επαναορισμό της παραμέτρου λ, ως λ = − 32/3

5(2πρ0)1/3
w, η καταστατική

εξίσωση αποκτά τη μορφή

P̃ = wt̃2/3ρ̃. (IV.47)

IV.4 Επίδραση των συμμετριών στο επίπεδο της βασικής θεωρίας
Με γεννήτορες της μορφήςXi, i = 1, 2, 3 βρήκαμε μετασχηματισμούς οι οποίοι σε αφήνουν στην ίδια

θεωρία, δηλαδή δεν αλλάζουν την καταστατική εξίσωση. Αντίθετα, μετασχηματισμοί που προκύπτουν
από τα Xi, i = 4, ..., 7 μας παρέχουν σύνδεση μεταξύ διαφορετικών ρευστών. Το πρώτο σετ μπορεί να
χρησιμοποιηθεί στη μείωση του βαθμού των εξισώσεων, που όμως λόγω της απλότητας αυτών η μείωση
θα είναι κατά κάποιο τρόπο τετριμμένη. Παράλληλα, αυτοί οι γεννήτορες μπορούν να χρησιμοποιηθούν
ώστε να παραχθούν γενικές λύσεις μέσω της γνώσης κάποιας ειδικής. Η σημαντικότητα του δεύτερου
σετ εντοπίζεται στην εξαγωγή πληροφοριών όσον αφορά κάποια βασική θεωρία.

Ας θεωρήσουμε για παράδειγμα τον γεννήτοραX7 της (III.20) ο οποίος είναι συμμετρία της (III.16).
Έστωπως έχουμεστα χέριαμας έναπρότυπομεσυνάρτησηHubbleH(t)και επιθυμούμε ναμελετήσουμε
ποιό πρότυπο θα μας έδινε μια νέα συνάρτηση Hubble H 7→ H̄ = Hλ. Ένας νόμος δύναμης μπορεί
να παραχθεί θεωρώντας στην (III.20) μια συνάρτηση της μορφής h(t,H, ρ) = H lnH . Με μια τέτοια
επιλογή, ο γεννήτοραςX7 μπορεί να γραφεί ως

X7 = H lnH
∂

∂H
+

3

4π
H2 lnH

∂

∂ρ
+

[(
−3H2

4π
+ P + ρ

)
lnH + P + ρ

]
∂

∂P
, (IV.48)

ο οποίος μας οδηγεί στον επιθυμητό μετασχηματισμό ρ 7→ ρ̄ και P 7→ P̄ . Συνολικά έχουμε:

H = H̄
1
λ , (IV.49α�)

ρ = ρ̄+
3

8π

(
H̄

2
λ − H̄2

)
, (IV.49β�)

P =
H̄

1−λ
λ

λ

(
P̄ + ρ̄

)
− ρ̄− 3

8π

(
H̄

2
λ − H̄2

)
, (IV.49γ�)

όπου λ η παράμετρος του μετασχηματισμού’ η ταυτοτική απεικόνιση προκύπτει για λ = 1.
Παρατηρούμεπωςομετασχηματισμός είναι γενικός, δηλαδήδεν εξαρτάται απόκάποιο συγκεκριμένο

πρότυπο. Στόχος είναι ναβρούμεποιά θεωρίαθαμας δώσειHλ, ξεκινώνταςαπό έναοποιοδήποτεπρότυπο
με συνάρτησηHubbleH . Για παράδειγμα, αν ξεκινήσουμε από μια θεωρία μεP = wρ, τότε με χρήση των
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(IV.49β�), (IV.49γ�)και της εξίσωσηςσυνδέσμου−3H̄2+8πρ̄+Λ = 0από την οποία θααντικαταστήσουμε
το H̄ , μπορούμε να βρούμε τη νέα καταστατική εξίσωση

P̄ (ρ̄) =
3−

λ+1
2λ λ(w + 1)

8π
(Λ + 8πρ̄)

λ−1
2λ

(
3(Λ + 8πρ̄)

1
λ − 3

1
λΛ
)
− ρ̄. (IV.50)

Σε αυτό το επίπεδο, είναι δύσκολο να καταλάβουμε ποιά θεωρία θα μπορούσε να περιγράφεται από μια
τέτοια καταστατική εξίσωση.

Ας θεωρήσουμε την ύπαρξη ενός βαθμωτού πεδίου συζευγμένου με τη βαρύτητα. Η αντίστοιχη πίεση
και πυκνότητα δίνονται από τις εξισώσεις

P =
ϕ̇

2
− V (ϕ), ρ =

ϕ̇

2
+ V (ϕ). (IV.51)

Οι παραπάνω εκφράσεις μας δίνουν έναν τρόπο σύνδεσης των νέων μεταβλητών με τις παλαιές, δηλαδή
(t,H, ρ, P ) 7→ (t,H, ϕ̇, V ). Παρατηρούμε πως η παρουσία των ϕ̇ στις συντεταγμένες, δεν παράγει μια
ανώτερης τάξης συμμετρία στις νέες μεταβλητές, διότι το V θεωρείται ανεξάρτητο του ϕ̇ (όσο φυσικά
δεν επιλέγουμε μια συγκεκριμένη μορφή V (ϕ)). Στις νέες συντεταγμένες έχουμε για τον γεννήτορα X7

της (IV.48)

X7 = H lnH
∂

∂H
+

1

2
(lnH + 1)ϕ̇

∂

∂ϕ̇
+

[
1

4π

(
3H2 − 2πϕ̇2

)
lnH − ϕ̇2

2

]
∂

∂V
. (IV.52)

Μπορεί εύκολα νααποδειχθεί πως είναι μια συμμετρίαLie των εξισώσεων (III.16) όταν οι (IV.51) χρησιμοποιούνται.
Ο μετασχηματισμός (ϕ̇, V ) 7→ (ψ̇, U) σε ένα νέο βαθμωτό πρότυπο, εκτός από την (IV.49α�) που

μένει ίδια, είναι

ϕ̇ =

√
1

λ
H̄

1
2 (

1
λ−1)ψ̇, (IV.53α�)

V = U +
3

8π

(
H̄

2
λ − H̄2

)
+

(
λH̄ − H̄1/λ

)
2Gλ

ψ̇2. (IV.53β�)

Ο στόχος είναι να δούμε ποιό δυναμικό U(ψ) μπορεί να αλλάξει τη συνάρτηση Hubble από H (η οποία
δίνεται για V (ϕ)) σεHλ. Ας θεωρήσουμε μια γνωστή λύση με Λ = 0

H(t) =
κ

t
, ϕ(t) = −

√
κ

2
√
π
ln t, V (ϕ) =

κ(3κ− 1)

8π
e

4
√

πϕ√
κ . (IV.54)

Αυτή είναι μια ειδική λύση. Η γενική λύση για ένα εκθετικό βαθμωτό πεδίο μπορεί να βρεθεί στην [218].
Αυτή η λύση αντιστοιχεί σε P =

(
2
3κ − 1

)
ρ.

Με χρήση της (IV.54) είναι εύκολο νακαταλάβουμεαπό τις (IV.49α�)και (IV.53), πως για νααποκτήσουμε
ένα ρυθμό μεταβολής H̄ = Hλ = κλ

tλ
χρειαζόμαστε δυναμικό της μορφής

U(ψ) =
3

8
π

λ+1
λ−1

(
(λ− 1)2

κλ

) 2λ
λ−1

ψ
4λ

λ−1 − λ2

8
π

2
λ−1 (λ− 1)

2(λ+1)
λ−1

(
1

κλ

) 2λ
λ−1

ψ
2(λ+1)
λ−1 . (IV.55)

με το βαθμωτό πεδίο να είναι

ψ(t) =

√
λκλ/2√
π(λ− 1)

t(1−λ)/2 (IV.56)

Για τις τιμές 0 < λ < 1 ο παραπάνω τύπος δυναμικού λέγεται πως περιγράφει ένα είδος ενδιάμεσου
πληθωρισμού, με την έννοια πως ο ρυθμός μεταβολής είναι κάτι ανάμεσα σε εκθετικό νόμο και νόμο
δύναμης. Παρατηρούμε επίσης πως στο όριο λ >> 1, κ ∼ λ προσεγγίζει δυναμικό της μορφής Higgs.
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Επιπλέον, αν επιτρέψουμε αρνητικές τιμές του λ, τότε η λύση αντιστοιχεί σε πεδίο phantomμε τοψ(t) να
γίνεταιφανταστικό.Παράλληλα, ο χαρακτηρισμός phantomμπορεί να δικαιολογηθεί με την καταστατική
εξίσωση για τη νέα λύση, καθώς από την (IV.50) με Λ = 0 προκύπτει

P̄ (ρ̄) =
1

3

−3ρ̄+ λ
2

+3−λ
2λ

(
3
π

)−1+λ
2λ ρ̄

1+λ
2λ

κ

 ,

συνεπώς για λ < 0 ⇒ P̄ (ρ̄) < 0.
Επομένως, ο μετασχηματισμός συμμετρίας μας βοήθησε να βρούμε με αλγοριθμικό τρόπο την θεωρία

υποβάθρου που θα χρειαζόταν ώστε να αλλάξουμε τον ρυθμό μεταβολής κατά επιθυμητό τρόπο.

V Συζήτηση επί των αποτελεσμάτων

Όπως είδαμε, μελετήσαμε τις εξισώσεις Friedmann και βρήκαμε πως οι ομάδες συμμετρίας τους είναι
απειροδιάστατες. Μάλιστα, θεωρήσαμε όσο το δυνατόν πιο γενικά πρότυπα, μη επιβάλλοντας κάποια
συγκεκριμένη βαθμίδα.

Μελετήσαμε δύοσενάρια: Στηνπρώτηπερίπτωση, η καταστατική εξίσωσηδίνεται και αντικαθίσταται
στις εξισώσεις κίνησης.Ωςαποτέλεσμα, οι γεννήτορες συμμετρίας αφήνουναναλλοίωτη την καταστατική
εξίσωση. Στη δεύτερηπερίπτωση, θεωρούμε τηνπίεσηωςανεξάρτητημεταβλητή.Θεωρώντας μια τέτοια
αλλαγή τωνμεταβλητών, μπορεί να υπάρξει σύνδεσημεταξύ λύσεωνοι οποίες έχουν διαφορετική καταστατική
εξίσωση.

Ως εφαρμογή, θεωρήσαμε τομετασχηματισμόοοποίος συνδέει τις διαφορετικές κοσμολογικές εποχές.
Επίσης, ξεκινήσαμε από μια απλή λύση η οποία αντιστοιχεί σε μια γραμμική καταστατική εξίσωση, όπως
P = ρ, και αποδείξαμε πως μπορεί μέσω ενός μετασχηματισμού συμμετρίας να απεικονιστεί σε ένα πιο
περίεργο πρότυπο, της μορφής ενός stiff ρευστού σε σύνδεση με ρευστόChaplygin. Επιπλέον, είδαμε πως
μπορούμε να παράγουμε και καταστατική εξίσωση η οποία εξαρτάται από τον παράγοντα κλίμακας.

Για να προβάλλουμε τη γενίκευση που προσφέρει η ανάλυση μας, συγκρίναμε τα απολέσματα μας
με ήδη γνωστά. Επιπλέον, θεωρήσαμε τη σύνδεση με μια θεωρία βαθμωτού πεδίου και του ρευστού με
το οποίο αυτή μπορεί να αναπαρασταθεί. Μέσω ενός απλού παραδείγματος, παρουσιάσαμε τον τρόπο
με τον οποίο ένας μετασχηματισμός σε κάποια μεταβλητή όπως ο παράγοντας Hubble, μπορεί να μας
δώσει πληροφορίες για την βασική θεωρία. Είναι ενδιαφέρον να τονίσουμε σε αυτό το σημείο πως οι
εξισώσεις Friedmann φαίνεται να εκτείνονται και στο φάσμα πέραν της κοσμολογίας. Παραθέτουμε
κάποιες σχετικές δημοσιεύσεις [219,220].

Τέλος, αξίζει νασημειώσουμεπωςακόμημεγαλύτερηομάδασυμμετρίας μπορεί ναβρεθεί αν επιτρέψουμε
τον προσδιορισμό τουN μέσω του τετραγωνικού συνδέσμουE2. Σε αυτή την περίπτωση, δεν θα υπάρχει
συνιστώσα ∂

∂N και θα υπάρχει μόνο μια εξίσωση να ικανοποιηθεί, η E1. Η εφαρμογή αυτής της ιδέας,
όπως και η θεώρηση άλλων κοσμολογικών προτύπων, βρίσκεται σε εξέλιξη.



Κεφάλαιο 9

“Χρονικά”-συναλλοίωτη εξίσωση
Schrödinger και η κανονική
κβάντωση της μελανής οπής
Reissner-Nordström

I Εισαγωγή

Η κβάντωση της βαρύτητας κατέχει θεμελειώδη ρόλο στη θεωρητική φυσική. Σύμφωνα με τον Claus
Kiefer [221], υπάρχουν τρεις βασικοί λόγοι οι οποίοι παρακινούνμια τέτοιααναζήτηση: οπρώτος βασίζεται
περισσότεροσεφιλοσοφικές αναζητήσεις και στην ιδέαπωςόλες οι θεμελειώδεις αλληλεπιδράσεις οφείλουν
να είναι ενοποιημένες σε κάποια ενεργειακή κλίμακα. Επομένως, αν υπάρχει κάποια κβαντική θεωρία
η οποία περιγράφει όλες αυτές τις αλληλεπιδράσεις, μέσα σε αυτές θα πρέπει να εμπεριέχεται και η
βαρύτητα.Οδεύτερος λόγος συνδέεται με την εμφάνιση χωροχρονικώνανωμαλιώνστην κλασσικήθεωρία
της βαρύτητας.Η ελπίδα είναι πωςηκβαντικήθεωρία της βαρύτητας δε θα εμφανίζει τέτοιες παθολογικές
καταστάσεις. Τέλος, ο τρίτος λόγος είναι αυτόςπουαποκαλείταιως “πρόβλημα του χρόνου” όπωςαναφέρεται
στις [222–227]. Ο βασικός λόγος που εμφανίζεται ένα τέτοιο πρόβλημα είναι διότι στη συνήθη κβαντική
θεωρία, ο χρόνος είναι μια εξωτερική παράμετρος, ενώ στη γενική θεωρία της σχετικότητας, δεν υπάρχει
προτιμητέα μεταβλητή η οποία να “κουβαλά” την έννοια του χρόνου. Αυτό οφείλεται στη αναλλοιότητα
της θεωρίας υπό τους διαφορομορφισμούς (diffeomorphism invariance). Επιπλέον, αυτήηαναλλοιότητα
έχει ως αποτέλεσμα την περιγραφή της θεωρίας μέσω μιας ιδιάζουσας (singular) λαγκρανζιανής και
χαμιλτονιανήςπυκνότηταςαντίστοιχα, η οποίαμε τησειρά της οδηγεί στην ύπαρξησυνδεσμικών εξισώσεων.
Η σύνδεση μεταξύ διαφορομορφισμών και συνδεσμικών εξισώσεων μπορεί να βρεθεί στις [228], [229].

Η εμφάνιση των συνδέσμων οδήγει σε δύο βασικές μεθόδους κβάντωσης τέτοιων συστημάτων: η
πρώτη είναι η λύση των συνδεσμικών εξισώσεων πριν τη κβάντωση, ενώ η δεύτερη στην εφαρμογή
των συνδέσμων επί του κβαντικού επιπέδου, ως περιορισμοί του χώρου των λύσεων. Όσον αφορά την
διαδικασία, μια από αυτές είναι η λεγόμενη “κανονική κβάντωση”, όπου οι κανονικές μεταβλητές οι
οποίες περιγράφουν το βαρυτικό πεδίο αντικαθίστανται από τελεστές, με τον μεταθέτη των τελεστών να
λαμβάνει τη θέση των αγκύλων Poisson. Από τις αρχικές εργασίες στην κατεύθυνση του χαμιλτονιανού
φορμαλισμού είναι οι [230–239].

Σχετικά με τη δεύτερη διαδικασία, το πιο γνωστό αποτέλεσμα είναι η εξίσωσηWheeler-DeWitt [240–
245] η οποία προέρχεται από τον τετραγωνικό σύνδεσμο των εξισώσεων Einstein, η με άλλα λόγια στη
μεταβολή της βαρυτικής δράσης ως προς τη συνάρτηση Lapse στα πλαίσια της κανονικής κβάντωσης.
Αυτή η εξίσωση δεν περιέχει καμία μεταβλητή στην οποία η έννοια του χρόνου μπορεί να αποδοθεί. Λόγω
της υπερβολικής της φύσης, η παράμετρος “χρόνος”, εμπεριέχεται ανάμεσα στους βαθμούς ελευθερίας,
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για αυτό και συνήθως καλείται ως “εσωτερικός χρόνος”. Επομένως, επιπλέον υποθέσεις απαιτούνται έτσι
ώστε να οριστεί μια μεταβλητή “χρόνου” και να φτάσει κανείς σε μια εξίσωση της μορφής Schrödinger.
Ένα από τα προβλήματα που εμφανίζονται σε αυτή τη μέθοδο είναι η δυσκολία ορισμού του χώρου
Hilbert.

Όσοναφορά τηνπρώτηδιαδικασία, η συνήθηςπροσέγγιση είναι η εισαγωγήποσοτήτωνχA, οι οποίες
θα είναι συναρτησοειδή των βαθμών ελευθερίας, και επιβάλουν την επιλογή βαθμίδας.Μέσω αυτού, μια
“πραγματική” χαμιλτονιανή πυκνότητα hA μπορεί να κατασκευαστεί, η οποία εξαρτάται μόνο από τους
πραγματικούς βαθμούς ελευθερίας. Η εξίσωση του συνδέσμου θα έχει τη μορφή

PA + hA = 0, (I.1)

όπου PA θα είναι οι συζυγείς ορμές των ποσοτήτων χA. Μια εξίσωση της μορφής Schrödinger μπορεί να
κατασκευαστεί, με την αντικατάσταση PA = ih δ

δχA

ih
δΨ

δχA
= ĥAΨ. (I.2)

Μια εκτεταμένη ανάλυση αυτής της μεθόδου μπορεί να βρεθεί στις εργασίες [225, 246, 247]. Εφόσον
στην γενική μορφή του συνδέσμου, οι ορμές εμφανίζονται με τετραγωνικό τρόπο, σε πολλές περιπτώσεις
είναι δύσκολο να καταλήξουμε σε μια κλειστής μορφής χαμιλτονιανή πυκνότητα hA. Αυτός είναι ένας
από τους λόγους που αρκετοί συγγραφείς έχουν υποθέσει την ύπαρξη ύλης ώστε να ορίσουν μέσω αυτής
τη μεταβλητή του χρόνου [248–251]. Σε αυτή τη περίπτωση, μπορεί να κατασκευαστεί χώροςHilbert και
παράλληλα μπορεί να υπάρξει πιθανοκρατική ερμηνεία των αποτελεσμάτων [225]. Ωστόσο, όπως έχει
αναφερθεί από τον Barvinsky [226], επιλέγοντας μια συγκεκριμένη βαθμίδα, “σπάει” η αναλλοιότητα
της θεωρίας, επομένως, για κάθε διαφορετική βαθμίδα (κλασσικά ισοδύναμα συστήματα) εμφανίζονται
διαφορετικές κβαντικές θεωρίες, οι οποίες κάθε φορά θα πρέπει να αποδειχθεί πως είναι ισοδύναμες.
Ακόμη έναπρόβλημα, είναι πωςη χαμιλτονιανήπυκνότηταhA είναι η τετραγωνικήρίζα τωνπραγματικών
βαθμών ελευθερίας και των μεταβλητών του χρόνου, το οποίο σημαίνει πως θα είναι πραγματική μόνο
για συγκεκριμένα τιμές του πεδίου ορισμού. Επιπλέον, εφόσον θα αναπαρασταθεί ως ένας τελεστής
τετραγωνικής ρίζας, γνωρίζουμε πως μπορεί να είναι καλώς ορισμένος ως τελεστής, μόνο αν η υπόριζη
ποσότητα έχει τις ιδιότητες: self-adjoint, θετικά ορισμένη [225]. Παρατηρούμε επίσης πως οι ĥA είναι
“χρονικά” εξαρτώμενες, επομένως δεν μπορεί να παραχθεί η εξίσωση Wheeler-DeWitt από αυτές (I.2).
Φυσικά, αυτό από μόνο του δεν είναι κάτι αρνητικό, απλώς αποκαλύπτει τις διαφορετικές κατευθύνσεις
που μπορεί να ακολουθήσει κανείς, όσον αφορά την κβάντωση της βαρύτητας. Μια ενδιαφέρουσα νέα
προσέγγιση σχετικά με το πρόβλημα του χρόνου, παρουσιάζεται στην εργασία [252].

Αυτές οι ενδιαφέρουσες ερωτήσεις είναι πολύ δύσκολο να αντιμετωπιστούν στην πλήρη θεωρία της
βαρύτητας.Με σκοπό να αποκτηθεί κάποια γνώση σχετικά με το τι συμβαίνει, η επιστημονική κοινότητα
έχει εργαστεί σε απλοποιημένα πρότυπα, όπως για παράδειγμα minisuperspace λαγκρανζιανές, όπου
οι ισομετρίες του χωρόχρονου είναι αρκετές ώστε το σύστημα μετατρέπεται από απειροδιάστατο σε
πεπερασμένης διάστασης. Γιαπαράδειγμα, στην κοσμολογία τέτοιαπαραδείγματα είναι οι FLRWγεωμετρίες,
τα πρότυπα Bianchi και τα Kantowski-Sachs [253]. Επιπλέον, υπάρχουν οι λύσεις που περιγράφουν
σημειακές πηγές όπως οι Schwarzschild (S) [254] και Reissner-Nordström (RN) [255] χωρόχρονοι. Για
παράδειγμα, στην [256] ο συγγραφέας υπερασπίζεται τηνάποψηπωςοι κλασσικές ιδιότητες μιας “εσωτερικής”
χρονικής μεταβλητής, όπως ο παράγοντας κλίμακας στη γεωμετρία FLRW, θα προκύψει κατά κάποιο
τρόπομέσωτηςαλληλεπίδρασηςμεφερμιονικούς βαθμούς ελευθερίας.Ηημικλασσική, κβαντική κοσμολογία
για το minisuperspace FLRW πρότυπο με ηλεκτρομαγνητικές διαταραχές ως προς το υπόβαθρο, έχουν
μελετηθεί στην εργασία [257]. Κυματοπακέτα έχουν κατασκευαστεί για τη σύζευξη της βαρύτητας με ένα
άμαζο καθώς και ένα βαθμωτό πεδίο με μάζα στη γεωμετρία FLRW [258]. Ακόμη μια εργασία με την
ίδια γεωμετρία και την παρουσία βαθμωτού πεδίου μπορεί είναι η [259]. Για την περίπτωση, γενικών
χωρικώς ομογενών χωροχρόνων υπό την παρουσία βαθμωτού πεδίου έχουν βρεθεί αναλυτικές λύσεις
[260]. Έχει αποδειχθεί [261], πως στην περίπτωση όπου η εξισώση Hamilton-Jacobi είναι διαχωρίσιμη
(separable) για τα κοσμολογικά πρότυπα προς μελέτη, τότε μπορεί να εφαρμοστεί η κβάντωση όπως για
τα συνήθη βαθμιδικά συστήματα. Οι λύσεις της εξίσωσης Wheeler-DeWitt για τη μελανή οπή Reissner-
Nordström-deSitter έχουν ερμηνευτεί μέσω της θεωρίας de Broglie-Bohmστην εργασία [262]. H θεωρία
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των υπό συνθήκη (conditional) συμμετριών για την περίπτωση της κβαντικής περιγραφής του προτύπου
Bianchi I, έχει εφαρμοστεί στην εργασία [263]. Στο ίδιο μήκος κύματος, η κανονική κβάντωση τηςμελανής
οπής Reissner-Nordström μπορεί να βρεθεί στην [264], όπου η ερμηνεία των λύσεων της εξίσωσης
WDW βασίζεται στην ημικλασσικά διορθωμένη γεωμετρία μέσω της ανάλυσης Bohm. Μια εργασία με
την οποία η παρούσα έχει κάποια κοινά στοιχεία είναι η [265]. Οι συγγραφείς έχουν καταφέρει να
αποδεσμεύσουν τηναναλλοιότηταπαραμετροποίησης για κάποιαπρότυπαminisuperspace και επομένως
νααπλοποιήσουν τοσύστημα.Επιπλέον, παρέχουν ένα γενικευμένο ορισμόπιθανότητας. Γιαμια ερμηνεία
των κυματοσυναρτήσεων μέσω του ορισμού ομοθετικού χρόνου παραθέτουμε την εργασία [266]. Μια
διαφορετική οπτική σχετικά με τις κβαντικές διορθώσεις της μελανής οπής Schwarzschild δίνεται στην
[267]. Οι συγγραφείς μελετούν επίσης την συνεισφορά στην εντροπία Bekenstein λόγω των κβαντικών
διορθώσεων.Ακόμημια διαφορετικήπροσέγγισημπορεί ναβρεθεί στις [268] και [269] όπουμια εξίσωση
τηςμορφήςSchrödinger για τις μελανές οπές Schwarzschild καιReissner-Nordströmέχει κατασκευαστεί.
Οι κβαντικές μελανές οπέςαντιμετωπίζονταιως έναβαρυτικόάτομουδρογόνου και παρέχεται το ενεργειακό
τους φάσμα. Οι συγγραφείς της [270] περιγράφουν μια κβαντική οπή Schwarzschild μέσω ενός μη-
ιδιάζοντος κυματοπακέτου αποτελούμενου από επίπεδα κύματα, τα οποία είναι ιδιοκαταστάσεις του
συζυγούς τελεστή ορμής του τελεστήμάζας. Επιπλέον, στην [271], υπάρχει μια ερμηνεία ενόςπροκείπτοντος
χωροχρόνουως το κβαντικό κενόSchwarzschild, το οποίοφαίνεται πως είναι άμαζο, αλλά έχει μημηδενική
αβεβαιότητα στη μάζα. Αυτές είναι μόνο μερικές εργασίες από όλη τη λίστα εργασιών με κβαντικά min-
isuperspace πρότυπα.

Στόχος αυτής της εργασίας είναι να κατασκευάσουμε μια εξίσωση της μορφής Schrödinger για την
minisuperspace μελανή οπήReissner-Nordström, χωρίς τη χρήση κάποια συγκεκριμένης βαθμίδας, ούτε
και με την εισαγωγή επιπλέον συναρτησοειδών της μορφήςχA με σκοπό την επιλογή κάποια μεταβλητής
“χρόνου”. Ένας τρόπος ώστε να πετύχουμε κάτι τέτοιο, είναι να αναγνωρίσουμε αρχικά πως μια από τις
πηγές των διαφόρων προβλημάτων που παρουσιάσαμε παραπάνω, είναι η ύπαρξη των συνδεσμικών
εξισώσεων και επομένως η ιδιάζουσα μορφή της λαγκρανζιανής πυκνότητας. Ο σκοπός μας είναι να
ικανοποιήσουμε την εξίσωση του συνδέσμου χωρίς να επιβάλουμε κάποια συνθήκη και στη συνέχεια
να κατασκευάσουμε κάποια λαγκρανζιανή πυκνότητα η οποία δεν θα είναι ιδιάζουσα ως προς κάποιους
βαθμούς ελευθερίας, ενώ ταυτόχρονα δεν θα έχει τη μορφή τετραγωνικής ρίζας. Εφόσον η ελευθερία
βαθμίδας δεν θα έχει “σπάσει”, αναμένουμε μηπραγματικούς βαθμούς ελευθερίας να εμφανίζονται μέσα
στην λαγκρανζιανή πυκνότητα. Αυτοί θα μας βοηθήσουν να εντοπίσουμε κάποια παράμετρο η οποία θα
μπορεί να ερμηνευτεί ως η μεταβλητή του “χρόνου” και επομένως να κατασκευάσουμε μια εξίσωση της
μορφής Schrödinger. Για όποιες κυματοσυναρτήσεις προκύψουν, έχουμε σκοπό να χρησιμοποιήσουμε
τηνανάλυσηκατάBohmέτσιώστε να ερμηνεύσουμε τααποτελέσματαμαςμε γεωμετρικάμέσα. Επιπλέον,
παρέχουμε ένα κριτήριο με το οποίο θα αποφασίσουμε, ποιός μεταξύ δύο ιδιαζόντων χωροχρόνων είναι
πιο “ιδιάζων” σε σύγκριση.Με την κατασκευή του χώρουHilbert, μια πυκνότητα πιθανότητας θα μπορεί
να κατασκευαστεί, στην οποία εφαρμόζουμε την ιδέα του DeWitt σχετικά με το πότε δεν υπάρχουν
ιδιάζουσες επιφάνειες και σημεία αντίστοιχα. (Η πυκνότητα πιθανότητας πρέπει να είναι μηδέν στα
σημεία του θεσεογραφικού χώρου στα οποία απαντάται η κλασσική ιδιομορφία).

Η εργασία αποτελείται από τις εξής ενότητες:

1. Κλασσική περιγραφή.

2. Κβαντική περιγραφή.

3. Ανάλυση Bohm.

4. Συζήτηση επί των αποτελεσμάτων.
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II Κλασσική περιγραφή

II.1 Στατική, σφαιρικά συμμετρική μετρική
Το σημείο από το οποίο θα ξεκινήσουμε είναι η δράση Einstein-Hilbert-Maxwell η οποία περιγράφει

την αλληλεπίδραση της βαρύτητας με το ηλεκτρομαγνητικό πεδίο

S =
1

c

∫ √
−gdx4

(
1

2κ
R− 1

4µ0
F

)
, (II.1)

όπου R = Rµνg
µν και F = FµνF

µν , με Rµν , gµν , Fµν το βαθμωτό Ricci, τη μετρική και τον τανυστή
Faradayαντίστοιχα. Επιπλέον, c είναι η ταχύτητα τουφωτός στο κενό,µ0 ημαγνητική διαπερατότητα και
κ = 8πG

c4 , με G την βαρυτική σταθερά του Νεύτωνα. Το σύστημα των εξισώσεων σε μορφή συνιστωσών
είναι

Gµν = κTµν , (II.2)
∇νF

µν = 0, (II.3)

όπου

Gµν = Rµν − 1

2
Rgµν , (II.4)

Tµν =
1

µ0

(
FµσFν

σ − 1

4
Fgµν

)
, (II.5)

Fµν = ∇µAν −∇νAµ, (II.6)

και Aµ =
(
−Φ

c , Ai

)
, το ηλεκτρομαγνητικό δυναμικό, (µ, ν = 0, 1, 2, 3), (i = 1, 2, 3).

Οπεριορισμός στη οικογένεια των χωροχρόνωνπουμας ενδιαφέρουν (στατικοί, σφαιρικάσυμμετρικοί)
επιτυγχάνεται με την απαίτηση η μετρική να επιδέχεται την άλγεβρα Lie, αποτελούμενη από τα εξής
ανύσματα

ξ1 = sinϕ∂θ + cosϕ cot θ∂ϕ, ξ2 = cosϕ∂θ − sinϕ cot θ∂ϕ, ξ3 = ∂ϕ, ξ4 = ∂t. (II.7)

Οι συντεταγμένες (t, r, θ, ϕ) έχουν επιλεγεί με τέτοιο τρόποώστε, χωρίς βλάβη της γενικότητας, το στοιχείο
μήκους αποκτά τη μορφή

ds2(4) = −a(r)2dt2 + n(r)2dr2 + b(r)2
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
. (II.8)

Με χρήση της (II.8), όλες οι μη διαγώνιες συνιστώσες του τανυστή Einstein είναι ίσες με μηδέν. Όσον
αφορά τοηλεκτρομαγνητικό δυναμικό, οι εξής ιδιότητες μπορούν να χρησιμοποιηθούνώστε νακαταλήξουμε
στις μη μηδενικές συνιστώσες του:

1. “Κληρονομιά” των ισομετριών

∀ξI : LξIgµν = 0 ⇒ LξIGµν = 0 ⇒ LξITµν = 0. (II.9)

2. Αλγεβρικές συνθήκες για την συγκεκριμένη μετρική

∀µ, ν = 0, 1, 2, 3 : ν > µ⇒ Gµν = 0 ⇒ Tµν = 0, (II.10)

G44 = sin2 θG33 ⇒ T44 = sin2 θT33. (II.11)

3. Ηλεκτρομαγνητική ελευθερία βαθμίδας

Ãµ = Aµ +∇µΛ. (II.12)
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Κάθεμιααπό τις παραπάνω ιδιότητες δενπεριέχει κάποια υπόθεση, επομένως, χωρίς βλάβη της γενικότητας,
το ηλεκτρομαγνητικό δυναμικό αποκτά τη γενική μορφή

Aµ =

(
−Φ(r)

c
, 0, 0,Bcos θ

)
, (II.13)

όπου B κάποια τυχαία σταθερά. Στη συγκεκριμένη εργασία θα υποθέσουμε πως αυτή είναι μηδέν, έτσι
καταλήγουμε

Aµ =

(
−Φ(r)

c
, 0, 0, 0

)
. (II.14)

II.2 Ιδιάζουσα, minisuperspace λαγκρανζιανή
Οι βαθμοί ελευθερίας που περιγράφουν αυτό το σύστημα είναι οι a(r), n(r), b(r) και Φ(r). Ωστόσο,

δεν είναι όλοι τους πραγματικοί. Για να δούμε ποιοί εξ αυτών είναι, θα θεωρήσουμε ένα μετασχηματισμό
της μορφής r = f(r̃). Οι βαθμοί ελευθερίας μετασχηματίζονται ως εξής

a(f(r̃)) = ã(r̃), n(f(r̃))
df(r̃)

dr̃
= ñ(r̃), b(f(r̃)) = b̃(r̃), Φ(f(r̃)) = Φ̃(r̃). (II.15)

Ο νόμος μετασχηματισμού ενός βαθμωτού αντιστοιχεί στους (a, b,Φ) και εκείνος μιας πυκνότητας στο n.
Συνεπώς, η παραμένουσα ελευθερία μπορεί να χρησιμοποιηθεί έτσι ώστε οποιαδήποτε από τις (a, b,Φ)
να τεθεί ίση με μια συνάρτηση του r αλλά όχι σταθερά, ενώ για το n, ακόμη και κάποια σταθερή τιμή
είναι επιτρεπτή. Η συνήθης “βαθμιδική” επιλογή είναι b(r) = r2 έτσι ώστε το στοιχείο μήκους για (t =
, r = α = ) είναι εκείνο που περιγράφει κάποια σφαίρα με ακτίνα α.

Στην παρούσα εργασία, δεν θα υπάρξει κάποια επιλογή βαθμίδας, πριν την επίλυση των εξισώσεων.
Λόγω της παραμένουσας ελευθερίας, το σύστημα των εξισώσεων Einstein-Maxwell αποτελείται από
τρεις δυναμικές εξισώσεις, δηλαδή, τρεις, δεύτερης τάξης, συνήθεις διαφορικές εξισώσεις οι οποίες μπορούν
να γραφούν στη μορφή

ä = −an
2

2b2
− ȧḃ

b
+
aḃ2

2b2
+
ȧṅ

n
+

3κΦ̇2

4c2µ0a
, (II.16)

b̈ =
n2

2b
− ḃ2

2b
+
ḃṅ

n
− κbΦ̇2

4c2µ0a2
, (II.17)

Φ̈ =
ȧΦ̇

a
− 2ḃΦ̇

b
+
ṅΦ̇

n
, (II.18)

και μια συνδεσμική εξίσωση

−n
2

b2
+

2ȧḃ

ab
+
ḃ2

b2
+

κΦ̇2

2c2µ0a2
= 0, (II.19)

όπου δεν εμφανίζεται δεύτερη παράγωγος των βαθμών ελευθερίας. Την ίδια στιγμή, δεν υπάρχει σε
καμία από τις εξισώσεις, δεύτερη παράγωγος του n. Αν κάποιος μπορούσε να επιλύσει τις δυναμικές
εξισώσεις, τότε ο σύνδεσμος θα επέβαλλε περιορισμούς επί των λύσεων.

Στη προσπάθεια κατασκευής μιας λαγκρανζιανής πυκνότητας από την οποία θα μπορούσαμε να
παράξουμε τις εξισώσεις (II.16)-(II.19) μέσω της μεθόδου Euler-Lagrange, η μορφή της μετρικής (II.8)
και του δυναμικού (II.14) μπορεί να χρησιμοποιηθεί στη δράση Einstein-Hilbert-Maxwell. Λόγω της
εξάρτησης των βαθμών ελευθερίας μόνο από την μεταβλητή r, και παράλληλα αμελώντας κάποιους
επιφανειακούς όρους, η δράση μπορεί να γραφεί ως

S =

∫
V dx3

∫
L(n, a, ȧ, b, ḃ,Φ, Φ̇)dr. (II.20)
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Εφόσον, ύστερααπό ολοκλήρωση ο όρος
∫
V dx3 είναι απλώς μια πολλαπλασιαστική σταθερά (αυτή είναι

πάντα άπειρη λόγω της ολοκληρωσης ως προς t, ωστόσο δεν θα ασχοληθούμε περαιτέρω), η επιθυμητή
μορφή τηςminisuperspace λαγκρανζιανής πυκνότητας μέσω της οποίας μπορούμε να αναπαράξουμε τις
εξισώσεις είναι

L =
1

2n
Gµν(q)q̇

µq̇ν − nV (q), (II.21)

όπου qµ = (a, b,Φ), q̇ = dqµ

dr , Gµν(q) η minisuperspace μετρική

Gµν(q) =


0 2

κb 0

2
κb

2
κa 0

0 0 1
c2µ0

b2

α

 , (II.22)

και το δυναμικό

V (q) = − 1

κ
a. (II.23)

Η ιδιάζουσαμορφή της λαγκρανζιανήςπυκνότητας σχετίζεται με τηναπουσία όρου της μορφή ṅ, επομένως,
η εξίσωση του συνδέσμου προκύπτει από τη μεταβολή ως προς το n. Όπως αναφέραμε στην εισαγωγή,
κάποια από τα προβλήματα στην κβάντωση της βαρύτητας οφείλονται στην ιδιάζουσα αυτή μορφή, και
οι περισσότερες συζητήσεις περιστρέφονται γύρω από τον τρόπο με τον οποίο θα αντιμετωπιστούν οι
σύνδεσμοι κατά την κβαντική διαδικασία.

II.3 Απλοποιημένη,μη-ιδιάζουσα, “χρονικά” εξαρτημένηλαγκρανζιανήπυκνότητα

Από που επιθυμούμε να πετύχουμε σε αυτήν την ενότητα είναι να μετατρέψουμε το σύστημα των
εξισώσεων σε μη-ιδιάζον, δηλαδή να κατασκευάσουμε μια λαγκρανζιανή με αυτή την ιδιότητα, ενώ
ταυτόχρονα να διατηρήσουμε την συναλλοιότητα κάτω από μετασχηματισμούς της μορφής r = f(r̃).
Η διαδικασία είναι η εξής: αρχικά επιλύουμε την συνδεσμική εξίσωση ως προς τη μεταβλητή n. Αυτό
γίνεται απλά, καθώς αυτή εμφανίζεται στην εξίσωση με αλγεβρικό τρόπο. Συγκεκριμένα έχουμε

n =
1√
2µ0c

1

a

√
4c2µ0abȧḃ+ 2c2µ0a2ḃ2 + κb2Φ̇2. (II.24)

Ωςαποτέλεσμα, η εξίσωση (II.19) ικανοποιείται ταυτοτικά, ενώοι υπόλοιπες τρεις (II.16)-(II.18), απλοποιούνται.
Για να είμαστε ακριβείς, μόνο δύο εξ αυτών είναι ανεξάρτητες,

ä = − ȧ
2

a
− 2ȧḃ

b
+

κ

2µ0c2
Φ̇2

a
+ ȧ

b̈

ḃ
, (II.25)

Φ̈ = −2ḃΦ̇

b
+ Φ̇

b̈

ḃ
. (II.26)

Με τη συνήθη επιλογή βαθμίδας b(r) = r, η λύση των εξισώσεων είναι

Φ = −γ1
r

+ γ2, α =

√
γ21κ+ 4c2r(γ3 + γ4r)µ0√

2c
√
µ0r

, (II.27)

όπου γ1, γ2, γ3, γ4 = σταθερές. Η επιλογή γ2 = 0 συνεπάγεται πως στο όριο r → ∞ το ηλεκτρομαγνητικό
δυναμικό ισούται με μηδέν. Επιπλέον, με τον επαναορισμόγ3 = −rsγ4, γ1 =

2c
√
γ4µ0rq√
κ

και τονμετασχηματισμό
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συντεταγμένων t = t̃√
2γ4

, η γνωστή λύση Reissner-Nordström προκύπτει

gµν =



−
(
1− rs

r +
r2q
r2

)
0 0 0

0 1(
1− rs

r +
r2q

r2

) 0 0

0 0 r2 0

0 0 0 r2 sin2 θ


, (II.28)

Aµ = (−
√
2
µ0

κ

rq
r
, 0, 0, 0), (II.29)

όπου ισχύουν οι εξής σχέσεις r2q = Q2κ
32π2µ0c

2, και rs = 2GM
c2 η ακτίνα Schwarzschild.

Σε αυτό το σημείο αξίζει να κάνουμε κάποιες παρατηρήσεις
Παρατηρήσεις

1. Η εξίσωση (II.24) δεν αποτελεί επιλογή βαθμίδας. Υπάρχουν δύο βασικοί τρόποι με τους οποίους
μπορούμε να κατανοήσουμε κάτι τέτοιο: ο πρώτος τρόπος βασίζεται στην παρατήρηση πως μόνο
δύο εξισώσεις παραμένουν (II.25)-(II.26) ενώυπάρχουν τρεις βαθμοί ελευθερίας (a, b,Φ). Ο δεύτερος
βασίζεται στην εκτέλεση ενός μετασχηματισμού της μορφής r = f(r̃) και στην παρατήρηση πως η
ελευθερία επιλογής βαθμίδας παραμένει. Με βάση την μορφή που έχουμε εκφράσει τις εξισώσεις,
αυτή η ελευθερία μεταφέρθηκε στην συνάρτηση b.

2. Αν λοιπόν αυτό που κάναμε δεν ήταν επιλογή βαθμίδας, τότε τι είναι; Από ό,τι φαίνεται, είναι
απλώς μια “πολύ καλή” αρχική παραμετροποίηση του στοιχείου μήκους με την εξής έννοια: Αν
κάποιος ήταν αρκετά τυχερός ή έξυπνος, θα μπορούσε να είχε κάνει εξαρχής αυτήν την επιλογή
για το n(r) όπως δίνεται στην (II.24), πριν καν υπολογίσει τις εξισώσεις Einstein-Maxwell. Σε αυτή
την περίπτωση, δεν θα υπήρχε καμία εξίσωση συνδέσμου. Για να είμαστε πιο ακριβείς, η εξίσωση
του συνδέσμου θα ικανοποιηθεί ταυτοτικά μόλις βρεθεί η λύση των (II.25), (II.26).

3. Οι απλοποιημένες εξισώσεις θα μπορούσαν να λυθούν για ένα, οποιοδήποτε, από τα ζεύγη (ä, Φ̈),
(ä, b̈) ή (b̈, Φ̈). Εμείς απλώς επιλέξαμε το πρώτο.

Ας συνεχίσουμε τώρα με την απλοποιημένη λαγκρανζιανή πυκνότητα. Αυτή μπορεί να κατασκευαστεί
μέσω της αντικατάστασης (II.24) στην (II.21),

L =
1

cκ
√
µ0

√
8c2µ0abȧḃ+ 4c2µ0a2ḃ2 + 2κb2Φ̇2. (II.30)

Αυτή εξακολουθεί να είναι ιδιάζουσα όσον αφορά τις δυναμικές μεταβλητές (a, b,Φ), εφόσον η ορίζουσα
του πίνακα A, είναι μηδέν

A =
∂L

∂q̇µq̇ν
, (II.31)

Det(A) = 0. (II.32)

Ωστόσο, εφόσον η συνδεσμική εξίσωση ικανοποιείται ταυτοτικά έχοντας πρώτα επιλύσει τις δυναμικές
εξισώσεις, αυτό μας οδηγεί να σκεφτούμε πως η μεταβλητή b μπορεί να θεωρηθεί ως μη δυναμικός
βαθμός ελευθερίας, αλλά μόνο ως μια συνάρτηση του “χρόνου” (r). Η μεταβολή ως προς τους βαθμούς
ελευθερίας (a,Φ) παράγει τις εξισώσεις (II.25), (II.26). Λαμβάνοντας υπόψη την προηγούμενη υπόθεση,
η λαγκρανζιανή τώρα είναι μη-ιδιάζουσα, αλλά “χρονικά” εξαρτημένη. Παρατηρούμε πως η λέξη χρόνος
χρησιμοποιείται μόνο κατ΄ όνομα, εφόσο η μεταβλητή r είναι μια χωρική συντεταγμένη στο επίπεδο
της γεωμετρίας. Ο λόγος που την αποκαλούμε παράμετρο “χρόνου” θα γίνει αντιληπτός στις επόμενες
ενότητες.
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Παρόλα αυτά, λόγω της τετραγωνικής ρίζας, η διαδικασία της κανονικής κβάντωσης θα είναι αρκετά
δύσκολη.Μεσκοπό ναπαρακάμψουμε αυτό το πρόβλημα, αναζητούμε λαγκρανζιανήπυκνότητα η οποία
θα αναπαράγει τις σωστές εξισώσεις και θα έχει τη μορφή

L =
1

2
h(b, ḃ)Gµν(q)q̇

µq̇ν , (II.33)

όπου qµ = (a,Φ). Κάποιος θα μπορούσε να προβλέψει αυτή τη μορφή με τον εξής τρόπο: δεν υπάρχει
πουθενάστις εξισώσεις κάποιο δυναμικό κομμάτι (II.25), (II.26), συνεπώςδεν χρειάζεται κάποιασυνάρτηση
δυναμικού στην λαγκρανζιανή πυκνότητα. Επίσης, οι εξισώσεις είναι γραμμικές ως προς την δεύτερη
παράγωγο των δυναμικών βαθμών ελευθερίας, με αποτέλεσμα η τετραγωνική εξάρτηση ως προς τις
“ταχύτητες” να είναι αρκετή. Επιπλέον, συγκεκριμένος συνδυασμός τωνμεταβλητών b, ḃ έχει ρόλοπαρόμοιο
με εκείνο της συνάρτησης Lapse. Εν κατακλείδι, η λαγκρανζιανή πυκνότητα έχει τη μορφή

L(r) =
1

2

b2

ḃ
Gµν q̇

µq̇ν , (II.34)

όπου

Gµν =

 a2 − κ
2µ0c2

aΦ

− κ
2µ0c2

aΦ
κ2Φ2−8µ2

0c
4

4µ2
0c

4

 . (II.35)

Οσυγκεκριμένος συνδυασμός b2

ḃ
εγγυάται πωςη λαγκρανζιανήπυκνότηταμετασχηματίζεταιωςπυκνότητα

κάτω από επαναπαραμετροποιήσεις της (r), εννοώντας πως η δράση S =
∫
Ldr είναι αναλλοίωτη κάτω

από αυτές, το ίδιο και οι εξισώσεις Euler-Lagrange. Για πληρότητα, το γεγονός πως η λαγκρανζιανή
πυκνότητα είναι μη-ιδιάζουσα στο χώρο των μεταβλητών (a,Φ), αποδεικνύεται μέσω της ορίζουσας

Det

(
∂L

∂q̇µq̇ν

)
= −2a2b4

ḃ2
. (II.36)

II.4 Minisuperspace γεωμετρία και μετασχηματισμοί των μεταβλητών. Η
γενική λύση σε τυχαία βαθμίδα.

Ηminisuperspace μετρική (II.35) αντιστοιχεί στον επίπεδο χώρομε υπογραφήLorentz. Αυτόσημαίνει
πως υπάρχουν μεταβλητές, έστω (u,w) τέτοιες ώστε, αυτή να αποκτά την απλή διαγώνια μορφή της
μετρικής Minkowski. Ο μετασχηματισμός είναι

a =

√
κu2 + 8µ0c2w

2c
√
µ0

, (II.37)

Φ =
u√
2
. (II.38)

Επιπλέον, μπορούμε να ορίσουμε μια νέα συνάρτησηm(r) τέτοια ώστε

b2(r)

ḃ(r)
=

1

m(r)
⇒ b(r) = − 1∫

m(r)dr
, (II.39)

Λόγω της (II.39), η νέα συνάρτηση m(r) μετασχηματίζεται ως μια συνάρτηση Lapse. Με βάση αυτούς
τους μετασχηματισμούς, η λαγκρανζιανή πυκνότητα αποκτά τη μορφή

L =
1

2m(r)
G̃µν q̇

µq̇ν , (II.40)
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όπου

G̃µν =

−1 0

0 1

 , qµ = (u,w). (II.41)

Σε αυτές τις μεταβλητές, οι εξισώσεις (II.25), (II.26), μετασχηματίζονται στην απλή μορφή

ü =
ṁ

m
u̇, ẅ =

ṁ

m
ẇ. (II.42)

Αυτό που κάναμε είναι να χρησιμοποιήσουμε την πληροφορία σχετικά με την γεωμετρία της minisuper-
space μετρικής, και νααναζητήσουμε τις μεταβλητές εκείνες στις οποίες ημετρική και το ηλεκτρομαγνητικό
δυναμικό οδηγούν τις εξισώσειςEinstein-Maxwell νααποκτήσουν τηνμορφή (II.42). Για λόγουςπληρότητας,
η χωροχρονική μετρική και το ηλεκτρομαγνητικό δυναμικό σε αυτές τις μεταβλητές έχουν την μορφή

g00 = −
(
κu2

4µ0c2
+ 2w

)
, (II.43)

g11 =
m2
(
κu2 + 8µ0c

2w
)
+ κ

(∫
mdr

)2
u̇2 − 2m

∫
mdr

(
κuu̇+ 4µ0c

2ẇ
)

(κu2 + 8µ0c2w)
(∫
mdr

)4 , (II.44)

g22 =
1(∫
mdr

)2 =
1

sin2 θ
g33, (II.45)

A0 = − 1√
2c
u. (II.46)

Προφανώς, αυτές οι εκφράσεις δεν είναι τόσο “κομψες”, όμωςμπορούμε να το υπομείνουμε λαμβάνοντας
υπόψη τηναπλήμορφή των εξισώσεων.Παρατηρούμεακόμηπωςαυτοί οι μετασχηματισμοί, μετασχηματίζουν
τις εξισώσεις σεαυτή τημορφήανεξάρτητααπό τοποιάminisuperspace λαγκρανζιανήπυκνότητα χρησιμοποιήσαμε.
Η λαγκρανζιανή πυκνότητα (II.34) απλώς μας βοήθησε να τους αποκαλύψουμε.

Υπάρχει ακόμη ένα σημείο άξιο παρατήρησης. Η ίδια μορφή εξισώσεων έχει βρεθεί και στην εργασία
[272] η οποία περιγράφει 3D ηλεκτρομαγνητικές pp-waves μετρικές. Ποιός είναι ο λόγος αυτής της
ισοδυναμίας; Ένας λόγος θα μπορούσε να είναι πως και οι δύο χωρόχρονοι είναι επίπεδοι κατά Ricci,
R = 0. Αυτό ισχύει στις τέσσερις διαστάσεις, λόγω της μηδενικότητας του ίχνους του ηλεκτρομαγνητικού
τανυστή T = gµνTµν = 0. Αυτή είναι μια ιδιότητα του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου σε κάθε χωρόχρονο,
όταν η διάσταση αυτού ισούται με τέσσερα. Στην περίπτωση των τριών διαστάσεων, αυτή είναι ιδιότητα
των pp-wave χωροχρόνων, επομένως, η συνθήκη T = 0 επιβάλλεται.

Επομένως, μπορούμε νααποκτήσουμε τη γενική, ηλεκτρικάφορτισμένη, στατική και σφαιρικάσυμμετρική
μετρική, σε τυχαίαβαθμίδα, με την επίλυσημιααλγεβρικής εξίσωσης (II.19), και μιας διαφορικής εξίσωσης
της μορφής

ÿ =
ṁ

m
ẏ. (II.47)

Αυτή μπορεί να ολοκληρωθεί πολύ απλά,

d

dr
ln ẏ =

d

dr
lnm⇒

ln ẏ = lnm+ µ1 ⇒
ẏ = µ2m⇒

y(r) = µ3 + µ2

∫
m(r)dr. (II.48)

Συνεπώς,

u(r) = c2 + c1

∫
m(r)dr, w(r) = c4 + c3

∫
m(r)dr, (II.49)
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όπου (c1, c2, c3, c4)σταθερές ολοκλήρωσης. Τώραμπορούμε να επιστρέψουμεστηνσυνάρτηση b(r), μέσω
της (II.39), εφόσον οι συνιστώσες της μετρικής είναι πιο γνώριμες με βάση αυτή την τυχαία συνάρτηση.
Με τις εξής επιλογές των σταθερών

c2 = 0, c1 =
√
2
Q
√
2c4

4πϵ0
, c3 = rsc4, (II.50)

και τον μετασχηματισμό t = −t̃√
2c4
, η χωροχρονική μετρική και το ηλεκτρομαγνητικό δυναμικό αποκτούν

την μορφή

gµν =



−
(
1− rs

b(r) +
r2q

b(r)2

)
0 0 0

0 ḃ(r)2(
1− rs

b(r)
+

r2q

b(r)2

) 0 0

0 0 b(r)2 0

0 0 0 b(r)2 sin2 θ


, (II.51)

Aµ = (−
√
2
µ0

κ

rq
b(r)

, 0, 0, 0) (II.52)

Η σταθερά c2 θεωρείται ίση με μηδέν καθώς επιθυμούμε το ηλεκτρομαγνητικό δυναμικό να ισούται με
μηδέν καθώς b(r) → ∞.

III Κβαντική περιγραφή

III.1 Επαναορισμοί μεταβλητών
Σε αυτήν την ενότητα θα ασχοληθούμε με την διαδικασία κβάντωσης. Ωστόσο, πριν κάνουμε κάτι

τέτοιο, αξίζει να μελετήσουμε τις φυσικές μονάδες των αντικειμένων που έχουν οριστεί μέχρι στιγμής.
Εφόσον, οι μεταβλητές “θέσης” οι οποίες θα εμφανίζονται στον τελεστή της χαμιλτονιανής πυκνότητας
είναι οι (u,w), είναι απαραίτητο να ορίσουμε ένα νέο ζεύγος (τ, σ) το οποίο θα έχει μονάδες μήκους. Δύο
χαρακτηριστικά μεγέθη μήκους που εμφανίζονται στην κλασσική λύση είναι τα (rs, rq). Παρατηρούμε
επίσης πως, η μεταβλητή w είναι αδιάστατη, ενώ η u έχει μονάδες ηλεκτρομαγνητικού δυναμικού. Αυτό
μπορεί να βρεθεί από την (II.38). Συνεπώς, οι κατάλληλοι επαναορισμοί είναι

u = 2c

√
µ0

κ

τ

rq
, w =

1

2

σ

rs
. (III.1)

Παράλληλα, ηm(r) θα επαναοριστεί έτσι ώστε, η λαγκρανζιανή η οποία περιγράφει το σύστημα να έχει
μονάδες ενέργειας. Στη συνήθη βαθμίδα, m(r) ∼ 1

[μήκος]2 , επομένως εισάγουμε τυχαίες σταθερές με τις
κατάλληλες μονάδες ως εξής

m =
Mpc

2

r2pM
, (III.2)

όπου Mpc
2 ∼ [ενέργεια], rp ∼ [μήκος] and M ∼ [ενέργεια]. Ως αποτέλεσμα, η παλαιά λαγκρανζιανή

πυκνότητα, μπορεί να γραφεί ως το γινόμενο μιας σταθεράς και μιας νέας λαγκρανζιανής πυκνότητας

L =
r2p

Mpc2
L̃, L̃ =

M(r)

2

(
−τ̇2 + σ̇2

)
. (III.3)

Για απλότητα, θα χρησιμοποιήσουμε και πάλι το σύμβολο L. Οι εξισώσεις κίνησης δεν εξαρτώνται από
καμία εκ τωνπροηγούμενωνσταθερώνπου εισήχθησαν, λόγω της ύπαρξης ενός ομοθετικούανυσματικού
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πεδίου το οποίο επιδέχεται η minisuperspace μετρική. Η μόνη αλλαγή που προκύπτει είναι ένα μείον
πρόσημο λόγω της σχέσηςm ∼ 1

M . Συγκεντρωτικά,

L =
M(r)

2

(
−τ̇2 + σ̇2

)
, (III.4)

τ̈ = −Ṁ
M
τ̇ , σ̈ = −Ṁ

M
σ̇, (III.5)

όπουM ∼ [ενέργεια], (τ, σ) ∼ [μήκος], (τ̇ , σ̇) ∼ [αδιάστατες] και L ∼ [ενέργεια]. Αυτή η λαγκρανζιανή
μοιάζει με εκείνη ενός ελεύθερουσχετικιστικούσωματίου, με “χρονικά” εξαρτώμενημάζα.Παρατηρούμε
ωστόσο πως αυτή η περιγραφή δεν μπορεί να είναι ισοδύναμη με εκείνη των συστημάτων με χρονικά
εξαρτώμενη μάζα καθώς, η M(r) έχει διαφορετικό νόμο μετασχηματισμού λόγω της γεωμετρικής της
προέλευσης. Η μάζα μετασχηματίζεται ως βαθμωτό, ενώ ηM(r) ως πυκνότητα.

III.2 Κανονική χαμιλτονιανή πυκνότητα και διατηρήσιμα φορτία
Η διαδικασία που θα ακολουθήσουμε είναι η κανονική κβάντωση, συνεπώς θα ξεκινήσουμε από

τον ορισμό της χαμιλτονιανής πυκνότητας μέσω του μετασχηματισμού Legendre. Οι κανονικές ορμές
ορίζονται ως

pτ = −Mτ̇, pσ =Mσ̇, (III.6)

τ̇ = − pτ
M
, σ̇ =

pσ
M
. (III.7)

Η κανονική χαμιλτονιανή πυκνότητα αποκτά τη μορφή

Hcan =
1

2M

(
−p2τ + p2σ

)
. (III.8)

και η εξέλιξη κάποια ποσότηταςB στον χώρο των φάσεων, ως προς την παράμετρο r θα δίνεται από την
σχέση

dB

dr
=
∂ B

∂r
+ {B,Hcan} , (III.9)

όπου B = B(r, τ, σ, pτ , pσ). Επομένως, οι εξισώσεις στον χώρο των φάσεων είναι

τ̇ = − pτ
M
, σ̇ =

pσ
M
, ṗτ = 0, ṗσ = 0. (III.10)

Λόγω της εκπεφρασμένης εξάρτησης από το r, η κανονική χαμιλτονιανή πυκνότητα δεν διατηρείται,

dHcan

dr
=
∂Hcan

∂r
+ {Hcan,Hcan} ⇒

dHcan

dr
=
∂Hcan

∂r
⇒

dHcan

dr
= − 1

2M2
Ṁ(−p2τ + p2σ) ⇒

Ḣcan = −Ṁ
M
Hcan ⇒

d

dr
(MHcan) = 0. (III.11)

Όπως βλέπουμε όμως, υπάρχει διατηρήσιμη ποσότητα, και αυτή είναι ηHcon,

Hcon =MHcan ⇒

Hcon =
1

2

(
−p2τ + p2σ

)
. (III.12)
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Επιπρόσθετα, με βάση το θεώρημα της Noether, κάθε Killing ανυσματικό πεδίο της minisuperspace
μετρικής σχετίζεται με ένα διατηρήσιμο φορτίο. Στη περίπτωση μας έχουμε

Q1 = pτ , Q2 = pσ, Q3 = σ pτ + τ pσ. (III.13)

III.3 “Χρονικά”-συναλλοίωτη εξίσωση Schrödinger
Όπωςκαι στησυνήθηκβάντωση ενός ελευθέρουσωματιδίου, οι κανονικές θέσεις και ορμές θααντικατασταθούν

από τελεστές, (qµ → q̂µ, pµ → p̂µ) οι οποίοι θα ικανοποιούν τις ιδιότητες: αυτο-συζυγής

⟨p̂jψ|ϕ⟩ =
⟨
ψ|p̂∗jϕ

⟩
,
⟨
x̂jψ|ϕ

⟩
=
⟨
ψ|(x̂j)∗ϕ

⟩
, (III.14)

και κανονικές συνθήκες μετάθεσης[
x̂j , x̂l

]
C
= 0,

[
x̂j , p̂l

]
C
= i~c δjl , [p̂j , p̂l]C = 0, (III.15)

όπου [·, ·]C είναι ο μεταθέτης, δ
j
l το δέλτα του Kronecker, ⟨ψ|ϕ⟩ =

∫
d2x

√
|µ|ψ∗ ϕ το εσωτερικό γινόμενο

και
√
|µ| ένα κατάλληλο μέτρο. Σε αυτή την περίπτωση, επιλέγουμε µ = det

(
G̃µν

)
. Η αναπαράσταση

θέσης αρκεί ώστε να ικανοποιηθούν οι παραπάνω ιδιότητες.

p̂τ = −i~c∂τ , p̂σ = −i~c∂σ, (III.16)
τ̂ = τ, σ̂ = σ, (III.17)

όπουη ταχύτητα τουφωτός cστον τελεστή της ορμής χρησιμοποιήθηκε για διαστατικούς λόγους. Σε αυτή
την εργασία, μας ενδιαφέρουν κυματοσυναρτήσεις οι οποίες θα είναι ιδιοσυναρτήσεις των τελεστών
Ĥcan, Q̂1, Q̂2. Οι τελεστές αυτοί έχουν την μορφή

Ĥcan =
1

M
Ĥcon, (III.18)

Ĥcon = −~2c2

2
(−∂τ,τ + ∂σ,σ) , (III.19)

Q̂1 = −i~c∂τ , (III.20)

Q̂2 = −i~c∂σ, (III.21)

και επιδέχονται κοινό σύνολο ιδιοκαταστάσεων

[Ĥcon, Q̂1] = 0, [Ĥcon, Q̂2] = 0, [Q̂1, Q̂2] = 0. (III.22)

Παρατηρήστεπωςδεν χρειάζεται να ελέγξουμε τηνμεταθετικότηταμε την Ĥcan, είναι αρκετό να χρησιμοποιήσουμε
την Ĥcon, εφόσον διαφέρουν μόνο κατά έναν πολλαπλασιαστικό παράγοντα ο οποίος είναι ανεξάρτητος
των θέσεων και των ορμών.

Ας συνεχίσουμε με την κβαντική εξίσωση η οποία θα περιγράφει αυτό το σύστημα. Όπως έχουμε ήδη
αναφέρει, η χαμιλτονιανή πυκνότητα είναι μη-ιδιάζουσα, “χρονικά” εξαρτώμενη και μετασχηματίζετια
ως πυκνότητα κάτω από τον νόμο μετασχηματισμού τουM(r). Δεν έχουμε επιλέξει κάποια μεταβλητή
“χρόνου” όπως μπορεί να γίνει αντιληπτό από την υπερβολική φύση του τελεστή της χαμιλτονιανής
πυκνότητας. Επομένως, δεν θαακολουθήσουμε την διαδικασία του “εσωτερικού χρόνου” τον οποίοαναφέραμε
στην εισαγωγή. Επιπλέον, λόγω του ότι η χαμιλτονιανή πυκνότητα είναι μη-ιδιάζουσα, μπορούμε να
ορίσουμε αντί της εξίσωσηςWheeler-DeWitt, μια εξίσωση της μορφής Schrödinger και να έχουμε εξέλιξη
των καταστάσεων, σε αντίθεση με την “παγωμένη” εικόνα η οποία σχετίζεται με την κβάντωση των
συνδεσμικών συστημάτων.Ποιά θα είναι η “χρονική” παράμετρος στην εξίσωση Schrödinger εφόσον δεν
έχουμε ξεχωρίσει κάποια “χρονική” μεταβλητή; Σε αυτή την εργασία, υπερασπιζόμαστε την άποψη πως
η επιθυμητή παράμετρος παρέχεται στο σημείο όπου ηM(r)αντιμετωπίζεται ως συνάρτηση του r και όχι
ως δυναμική μεταβλητή. Επομένως, η r εμφανίζεται ως μια εξωτερική παράμετρος στην χαμιλτονιανή
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πυκνότητακαι κάνει την τελευταία να είναι r-εξαρτώμενη. Επιπρόσθετα, η επιθυμία νακατασκευάσουμε
μια συναλλοίωτη εξίσωση Schrödinger κάτω από “χρονικούς” μετασχηματισμούς και να αποφύγουμε
τη μοίρα του φορμαλισμού του “εσωτερικού” χρόνου (διαφορετικές “χρονικές” επιλογές οδηγούν σε
διαφορετική κβαντική περιγραφή), περιορίζει το πεδίο επιλογών “χρόνου” στην παράμετρο r. Για να
είμαστε πιο ακριβείς, κάθε συνάρτηση του r μπορεί να αντιμετωπιστεί ως “χρονική” παράμετρος, όμως
αυτή η ελευθερία περιέχεται ήδη στην συναλλοιώτητα της εξίσωσης. Εν κατακλείδι, η πιο απλή έκφραση
είναι

i~c
∂Ψ

∂r
= ĤcanΨ ⇔ i~c

∂Ψ

∂r
=

1

M
ĤconΨ. (III.23)

Παρατηρούμε πως λόγω του μετασχηματισμού της M , ο οποίος προέρχεται από την γεωμετρική της
φύσηκαι τουμετασχηματισμού τουαριστερούμέλους της εξίσωσης, κάτωαπό επαναπαραμετροποιήσεις
της μορφής r = f(r̃)με τυχαίες συναρτήσεις f , αυτή η εξίσωση είναι πράγματι συναλλοίωτη, σε αντίθεση
με τη συνήθη εξίσωση Schrödinger η οποία είναι το πολύ αναλλοίωτη κάτω από μετασχηματισμούς
r → r̃ + α, όπου α κάποια σταθερά. Σε αυτό το σημείο μπορούμε να κατανοήσουμε για ποιο λόγο η
χρήση της λέξης “χρόνος” για την παράμετρο r είναι μόνο κατ’ όνομα: όπως παρατηρούμε από την (77),
εμφανίζεται στη θέση της χρονικής παραμέτρου στη συνήθη κβαντική μηχανική.

Οι λύσεις που μας ενδιαφέρουν είναι οι κοινές ιδιοσυναρτήσεις ψ(τ, σ) των τελεστών (Ĥcon, Q̂1, Q̂2),
επομένως το σύστημα προς επίλυση είναι το

Ĥconψ = −E
2c4

2
ψ, (III.24)

Q̂1ψ = k1ψ, (III.25)

Q̂2ψ = k2ψ, (III.26)

όπου (E, k1, k2) κάποιες σταθερές. Το σημείο εκκίνησης είναι να υποθέσουμε πως Ψ = T (r)ψ(τ, σ),

(III.23)⇒ i~cṪ (r)ψ(τ, σ) =
1

M(r)
T (r)Ĥconψ(τ, σ) ⇒

i~cM(r)
Ṫ (r)

T (r)
=
Ĥconψ(τ, σ)

ψ(τ, σ)
⇒ (III.27)

i~cM(r)
Ṫ (r)

T (r)
= −E

2c4

2
⇒ (III.28)

T (r) = νe
i

2~cE
2c4

∫
1

M(r)
dr, (III.29)

όπου ν κάποια σταθερά κανονικοποίησης η οποία θα απορροφηθεί εν τέλει στις ιδιοσυναρτήσεις ψ. Οι
ιδιοσυναρτήσεις ψ μπορούν να προσδιοριστούν μέσω των εξισώσεων (III.25), (III.26),

ψ(τ, σ) =
1

2π~c
e

i
~ck1τe

i
~ck2σ, (III.30)

όπου ο πολλαπλασιαστικός παράγοντας προσδιορίστηκε μέσω της κανονικοποίησης της ψ, με χρήση της
συνάρτησης δέλτα του Dirac ⟨

ψk1,k2
|ψk̃1,k̃2

⟩
= δ(k1 − k̃1)δ(k2 − k̃2). (III.31)

Συνδυάζοντας τις (III.30) και (III.24) το αποτέλεσμα είναι

Ψ =
1

2π~c
e

i
2~cE

2c4
∫

1
M(r)

dre
i
~ck1σe

i
~ck2τ , (III.32)

E2c4 = k21 − k22. (III.33)
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Όπως αναμέναμε, οι καταστάσεις αυτού του συστήματος έχουν καλά καθορισμένες ορμές (k1, k2) λόγω
τηςμορφής των Q̂1 ↔ p̂τ , Q̂2 ↔ p̂σ. Επιπλέον, η κατάσταση είναι αναλλοίωτηκάτωαπό επαναπαραμετροποιήσεις,
καθώς προέκυψε ως λύση μιας εξίσωσης που μοιράζεται την ίδια ιδιότητα.

Ένααπό ταπιο σημαντικά επακόλουθα είναι πωςμπορούμε ναπαρατηρήσουμε εξέλιξη τωνκαταστάσεων.
Θα μελετήσουμε δύο περιπτώσεις, η μια θα αποτελεί το όριο της άλλης. Να θυμίσουμε σε αυτό το σημείο
πως, δεδομένης μιας αρχικής κατάστασης Ψ0(τ, σ), η εξέλιξη της θα δίνεται από την

Ψevo(r, τ, σ) =

∫ ∞

−∞

∫ +∞

−∞
c(k1, k2)Ψ(r, τ, σ)dk1dk2, (III.34)

όπου Ψ(r, τ, σ) η ιδιοκατάσταση (III.32) και η c(k1, k2) προκύπτει από

c(k1, k2) =

∫ ∞

−∞

∫ +∞

−∞
ψ∗(τ, σ)Ψ0(τ, σ)dτdσ, (III.35)

με ψ∗(τ, σ) τη συζυγή μιγαδική κατάσταση της (III.30).

III.3.1 Συνάρτηση δέλτα του Dirac

Σε αυτήν την υποενότητα υποθέτουμε αρχική κατάσταση της μορφής

Ψ0(τ, σ) = δ(τ − τ0)δ(σ − σ0). (III.36)

Η “θέση” έχει καλά καθορισμένη τιμή. Με βάση αυτή την αρχική κατάσταση καταλήγουμε στις

c(k1, k2) =
1

2π~c
e−

i
~ck1τ0e−

i
~ck2σ0 , (III.37)

Ψδ(r, τ, σ) = Ω(r, τ, σ)e
i
~cS(r,τ,σ), (III.38)

Ω(r, τ, σ) =
1

2π~cB(r)
, (III.39)

S(r, τ, σ) =
1

2B(r)

[
−(τ − τ0)

2 + (σ − σ0)
2
]
, (III.40)

όπου για απλότητα χρησιμοποιήσαμε την συντόμευσηB(r) =
∫

1
M(r)dr και θα την χρησιμοποιούμε όπου

χρειάζεται. Εφόσον ο χώρος Hilbert είναι καλώς ορισμένος, η πιθανότητα και η πυκνότητα πιθανότητας
μπορούν να οριστούν επίσης

Π(k1, k2) = c∗(k1, k2)c(k1, k2) =
1

(2π~c)2
, (III.41)

P (r, τ, σ) = Ψ∗
δ(r, τ, σ)Ψδ(r, τ, σ) =

1

(2π~cB(r))2
. (III.42)

Όπως ήταν αναμενόμενο, εφόσον η “θέση” έχει καλά καθορισμένη τιμή, όλες οι τιμές της “ορμής” έχουν
την ίδιαπιθανότητα (III.41).Ηπυκνότηταπιθανότητας είναι αναλλοίωτηκάτωαπό επαναπαραμετροποιήσεις
επομένως το ίδιο θα ισχύει και για την πιθανότητα.

III.3.2 Αρχική κατάσταση Gauss

Η αρχική κατάσταση έχει τη μορφή

Ψ0(τ, σ) =

√
2

πλ2
e−

(τ−τ0)2

λ2 e−
(σ−σ0)2

λ2 . (III.43)
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Η αρχική κατάσταση της προηγούμενης ενότητας μπορεί να αντιμετωπιστεί ως το όριο λ → 0 της
παραπάνω. Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία με πριν, έχουμε

c(k1, k2) =
1

2π~c
√
2πλ2e−

λ2

4~2c2
k2
1− i

~c τ0k1e−
λ2

4~2c2
k2
2− i

~cσ0k2 , (III.44)

ΨG(r, τ, σ) = Ω(r, τ, σ)e
i
~cS(r,τ,σ), (III.45)

Ω(r, τ, σ) =
λ2

2π~c
√
2πλ2

1√
1 +

(
2~cB(r)

λ2

)2 e−[(τ−τ0)
2+(σ−σ0)

2]/λ2
[
1+( 2~cB(r)

λ2 )
2
]
, (III.46)

S(r, τ, σ) =
2~2c2B(r)

λ4
[
1 +

(
2~cB(r)

λ2

)2] [−(τ − τ0)
2 + (σ − σ0)

2
]
. (III.47)

Οι αντίστοιχες πυκνότητες πιθανότητας αποκτούν την μορφή

Π(k1, k2) =
2πλ2

(2π~c)2
e−

λ2

2~2c2
k2
1e−

λ2

2~2c2
k2
2 , (III.48)

P (r, τ, σ) = λ4
2πλ2

(2π~c)2
1

1 +
(

2~cB(r)
λ2

)2 e−2[(τ−τ0)
2+(σ−σ0)

2]/λ2
[
1+( 2~cB(r)

λ2 )
2
]
. (III.49)

Σε αντίθεση με την προηγούμενη περίπτωση, οι τιμές της “ορμής” δεν είναι όλες ισοπίθανες.

IV Ανάλυση Bohm

Παρόλο που έχουμε βρει τις λύσεις και υπάρχει η δυνατότητα για πιθανοκρατική ερμηνεία, θεωρούμε
πωςθα είναι πιο εύκολο να ερμηνεύσουμεαυτές τις λύσεις με την επίδραση τους στο επίπεδο της γεωμετρίας.
Δηλαδή, τι είδους κβαντικές διορθώσεις θα εμφανιστούν επί των κλασσικών λύσεων.

Ένας από τους τρόπους για να γίνει κάτι τέτοιο βασίζεται στην ανάλυση κατά Bohm [273–275]. Η
ερμηνεία de Broglie-Bohm για την περίπτωση της πλήρους βαρύτητας (χωρίς περιορισμό σε κάποιο
minisuperspace πρότυπο) μπορεί να βρεθεί στην εργασία [276]. Επίσης, μια πιο πρόσφατη ανάλυση
παρουσιάζεται στην [277].Όπωςπεριγράψαμε και σεπροηγούμενο κεφάλαιο, για καταστάσεις της μορφής

Ψ(r, q) = Ω(r, q)e
i
~cS(r,q), (IV.1)

όπου Ω(r, q), S(r, q) πραγματικές συναρτήσεις οι οποίες καλούνται πλάτος και φάση της κατάστασης
αντίστοιχα, το πραγματικό και το φανταστικό μέρος της εξίσωσης Schrödinger είναι

∂Ω2

∂r
+∇µ

[
Ω2 ∇µS

m(r)

]
= 0, (IV.2)

∂S

∂r
+

1

2M(r)
∇µS∇µS + V −Qp = 0, (IV.3)

όπου

Qp =
~2c2

2M(r)

∇µ∇µΩ

Ω
, (IV.4)

το αποκαλούμενο “κβαντικό δυναμικό”. Η εξίσωση (IV.2) έχει τη μορφή μιας εξίσωσης συνέχειας με Ω2

την “πυκνότητα” και ∇µS
M(r) την “ταχύτητα” του “ρευστού”. Αυτή είναι η έκφραση της τοπικής διατήρησης

της πιθανότητας. Επιπρόσθετα, η (IV.3) είναι μια παραλλαγή της εξίσωσης Hamilton-Jacobi, η οποία
οφείλεται στο κβαντικό δυναμικό.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9. “ΧΡΟΝΙΚΑ”-ΣΥΝΑΛΛΟΙΩΤΗ ΕΞΙΣΩΣΗ SCHRÖDINGER ΚΑΙ Η ΚΑΝΟΝΙΚΗ
ΚΒΑΝΤΩΣΗ ΤΗΣ ΜΕΛΑΝΗΣ ΟΠΗΣ REISSNER-NORDSTRÖM 141

Η σύνδεση με το κλασσικό επίπεδο επιτυγχάνεται στην υπόθεση πως η “ορμή του ρευστού” (p(Q)
µ =

∇µS) είναι ίση με την κλασσική (pµ = ∂L
∂q̇µ ), δηλαδή

p(Q)
µ = pµ ⇔

∇µS =
∂L

∂q̇µ
. (IV.5)

Η εξίσωση (IV.5) είναι ένα σύστημα πρώτης τάξης διαφορικών εξισώσεων για τις “θέσεις” qµ, και η
επίλυση του μας οδηγεί σε αυτό που αποκαλείται “ημικλασσικές τροχιές”.

Για λόγους απλότητας, ο απλούστερος τρόπος να συγκρίνουμε τις κλασσικές με τις ημικλασσικές
τροχιές είναι να επιλέξουμε την γνωστή βαθμίδα

M(r) = −Mpc
2

r2p
r2, (IV.6)

η οποία σημαίνει πως για t = σταθερά, r = σταθερά το στοιχείο μήκους έχει τη μορφή

ds2(2) = r2(dθ2 + sin2 θdϕ2). (IV.7)

IV.1 Συνάρτηση δέλτα του Dirac
Σε αυτή την περίπτωση, το κβαντικό δυναμικό είναι ίσο με μηδέν. Αυτό ήταν αναμενόμενο καθώς

όπως παρατηρούμε από την (III.39), το πλάτος της κατάστασης είναι ανεξάρτητο από τις συντεταγμένες
(τ, σ). Η εξίσωση συνέχειας ικανοποιείται, με “ρεύμα πυκνότητας πιθανότητας”

Jµ = −
M2

p c
2

4π2~2r4p
(τ − τ0, σ − σ0) . (IV.8)

Όπως είναι αναμενόμενο, οι εξισώσεις (IV.5) είναι της μορφής

τ̇ = −1

r
(τ − τ0) , σ̇ = −1

r
(σ − σ0) , (IV.9)

η ολοκλήρωση των οποίων οδηγεί στις κλασσικές λύσεις

τ = τ0 +
ν1
r
, σ = σ0 +

ν1
r
. (IV.10)

Παρατηρούμεπωςοι σταθερές (τ0, σ0) τις οποίες είχαμε εισάγει στηναρχική κβαντική κατάσταση, εμφανίζονται
ως σταθερές ολοκλήρωσης για τις ημικλασσικές τροχιές. Το πιο σημαντικό αποτέλεσμα είναι πως, με
βάση τη συγκεκριμένη κβαντική περιγραφή, όταν η αρχική κατάσταση είναι καλά εντοπισμένη στον
χώρο των θέσεων, δηλαδή έχει άπειρη “απροσδιοριστία” στις “ορμές”, η ημικλασσική λύση ταυτίζεται με
την κλασσική.

IV.2 Αρχική κατάσταση Gauss
Ηεισαγωγήμιαςαρχικής κατάστασηςGauss αναμένεται ναμας δώσει έναναπό τους δυνατούς τρόπους

με τον οποίο μπορούμε να βρούμε μια κβαντικά διορθωμένη λύση, εφόσον προσεγγίζει την συνάρτηση
δέλτα μόνο στο όριο λ→ 0, όπως αναφέραμε και προηγουμένως. Για να απλοποιήσουμε τις εκφράσεις,
τις οποίες εισαγάγαμε για διαστατικούς λόγους, θεωρούμε την παράμετρο lp μέσω της σχέσης

λ =

√
2~
cMp

rp
1√
lp
, (IV.11)

ή με βάση το μήκος Planck,

λ =
√
2
r
3/2
p

l
1/2
p

. (IV.12)
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Συνεπώς, η κατάστασηδέλταπροκύπτει στο όριο lp → ∞ και αντίστοιχα οι κλασσικές τροχιές.Παρατηρούμε
επίσης πως η lp έχει μονάδες μήκους.

Το κβαντικό δυναμικό είναι διάφορο του μηδενός σε αυτή την περίπτωση

Qp =
Mpc

2l2p
2r2p(l

2
p + r2)2

(τ + σ − τ0 − σ0) (τ − σ − τ0 + σ0) , (IV.13)

και η εξίσωση συνέχειας ικανοποιείται και πάλι, με “ρεύμα πυκνότητας πιθανότητας”

Jµ = −
4~r6pr

πc5M3
p lp
(
l2p + r2

)2Exp
[
−
Mpclpr

2
[
(τ − τ0)

2 + (σ − σ0)
2
]

~r2p
(
l2p + r2

) ]
(τ − τ0, σ − σ0) . (IV.14)

Οι εξισώσεις (IV.5) είναι της μορφής

τ̇ = −
l2p

r
(
l2p + r2

) (τ − τ0) , (IV.15)

σ̇ = −
l2p

r
(
l2p + r2

) (σ − σ0) , (IV.16)

οι οποίες δεν ταυτίζονται με τις κλασσικές. Οι ημικλασσικές λύσεις είναι

τ = τ0 +

√
1 +

(
r

lp

)2
ν1
r
, (IV.17)

σ = σ0 +

√
1 +

(
r

lp

)2
ν2
r
, (IV.18)

όπουοι σταθερές ολοκλήρωσης (ν1, ν2)θαοριστούνμε τέτοιο τρόποώστεστακατάλληλαόρια, να ταυτίζεται
η λύση με την κλασσική. Επομένως, οι ακτίνες rq, rs εισάγονται και πάλι. Η αντιστοιχία μεταξύ των
σταθερώνμπορεί ναβρεθεί στο όριο ταύτισης των λύσεων lp → ∞. Έχουμε λοιπόν c2 ↔ τ0, c1 ↔ ν1, c4 ↔
σ0, c3 ↔ ν2. Η τελική μορφή της μετρικής και του ηλεκτρομαγνητικού δυναμικού είναι

gµν =



−g00(r) 0 0 0

0 1
g00(r)

[
1−

(
rq
lp

)2

1+
(

r
lp

)2

]
− 1−g00(r)

g00(r)

(
r
lp

)2

1+
(

r
lp

)2 0 0

0 0 r2 0

0 0 0 r2 sin2 θ


, (IV.19)

Aµ = (−
√
2
µ0

κ

√
1 +

(
r

lp

)2
rq
r
, 0, 0, 0), (IV.20)

όπου η g00(r) είναι ίση με

g00(r) = 1−

√
1 +

(
r

lp

)2
rs
r

+
(rq
r

)2
+

(
rq
lp

)2

. (IV.21)

Επιπλέον, ανεξάρτητα από την διαφορετική μορφή της μετρικής και του ηλεκτρομαγνητικού δυναμικού
από τις κλασσικές εκφράσεις, οι (IV.19), (IV.20) δεν ικανοποιούν τις ελεύθερες εξισώσειςEinstein-Maxwell.
Πρέπει να προστεθεί ένας τανυστής ενέργειας ορμής και ένα τετράρευμα,

Gµν = κ
(
T (em)
µν + T (Q)

µν

)
, (IV.22)

∇νF
µν = µ0J

µ
(Q). (IV.23)
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Τα T (Q)
µν , Jµ

(Q) θεωρούνται κβαντομηχανικής προέλευσης. Για πληρότητα, παρέχουμε τις μη μηδενικές
συνιστώσες τους

T
(Q)
00 =

1

κ

g00(r)
2

l2p

2
(

rq
lp

)2
−
√
1 +

(
r
lp

)2 (
rs
r

)
[
1 +

(
r
lp

)2
g00(r)−

(
rq
lp

)2]2 , (IV.24)

T
(Q)
22 =

1

4κ

4
(

rq
lp

)2
−
(

rs
lp

)2
[
1 +

(
r
lp

)2
g00(r)−

(
rq
lp

)2]2 , (IV.25)

T
(Q)
33 = T22 sin

2 θ, (IV.26)

J0
(Q) = −

√
2

κµ0

rq

l2pr

√
1 +

(
r
lp

)2 1 +
(

r
lp

)2
g00(r)− 1

2

√
1 +

(
r
lp

)2
rs
r[

1 +
(

r
lp

)2
g00(r)−

(
rq
lp

)2]2 . (IV.27)

Υπολογίζοντας προσεχτικά το όριο lp → ∞ των παραπάνω εκφράσεων, παρατηρούμε πως τείνουν στο
μηδέν, όπωςθαπεριμέναμε. Συνεπώς, ηπραγμάτωση τωνκβαντικώνφαινομένων εντοπίζεται στηναλλαγή
της μορφής των πεδίων, καθώς και στην εισαγωγή πηγών στο σύνολο των εξισώσεων.

IV.3 Ιδιάζοντα σημεία
Σε αυτή την ενότητα θα συζητήσουμε για τη ύπαρξη ανωμαλιών ή αλλιώς ιδιαζουσών επιφανειών.

Όσοναφορά την κλασσική λύση, το βαθμωτόRicci ισούται με μηδέν, λόγω της ιδιότητας τουηλεκτρομαγνητικού
πεδίου στις τέσσερις διαστάσεις, δηλαδή το ίχνος του τανυστή ενέργειας ορμής είναι ίσο με μηδέν. Αυτό
είναι γενικό ανεξάρτητα αν αναφερόμαστε σε κλασσική ή ημικλασσική λύση. Όπως έχουμε δει, για την
ημικλασσική λύση χρειάζεται να προστεθεί ακόμη ένας επιπλέον τανυστής ενέργειας ορμής. Αυτό οδηγεί
σε ένα μη μηδενικό βαθμωτό Ricci το οποίο μηδενίζεται στο όριο lp → ∞. Η συμπεριφορά αυτού του
βαθμωτού για μικρές τιμές του r (παρουσιάζουμε μόνο τους όρους που απειρίζονται) είναι

R ≃ −
rsr

2
q

l2p

1

r3
+

4r2q
(
r2q − r2s

)
+ l2p

(
−4r2q + 3r2s

)
2l4p

1

r2
+
rs
[
−2l4p + 12r4q − 6r2qr

2
s + l2p

(
−11r2q + 6r2s

)]
2l6p

1

r
.

(IV.28)

Επομένως, μπορούμε να βγάλουμε το συμπέρασμα πως αυτός ο χωρόχρονος παρουσιάζει ένα ιδιάζον
σημείο στο r = 0. Εφόσον στην κλασσική περίπτωση ισχύει R = 0, το βαθμωτό Ricci δεν είναι ένας
αρκετά καλός τρόπος σύγκρισης για το αν η ημικλασσική μετρική είναι “περισσότερο” ή “λιγότερο”
ιδιάζουσα από την κλασσική μετρική Reissner-Nordström. Ας εξηγήσουμε σε αυτό το σημείο τι εννοούμε
με το “περισσότερο” ή “λιγότερο” ιδιάζουσα:

Θεωρούμε τις περιπτώσεις των μελανών οπών Schwarzschild και Reissner-Nordström. Εφόσον και
στις δύο περιπτώσεις R = 0, θα χρησιμοποιήσουμε το βαθμωτό KretschmannK = RµνσρRµνσρ για τον
σκοπό μας, το οποίο είναι αντίστοιχα

K(S) =
12r2s
r6

, (IV.29)

K(RN) =
56r4q
r8

−
48r2qrs

r7
+

12r2s
r6

. (IV.30)

Θέλοντας να δουλέψουμε με αδιάστατα αντικείμενα, πολλαπλασιάζουμε και τα δύο με r4s και παρέχουμε
τις (rq, r) ως συναρτήσεις του rs, συγκεκριμένα rq = α rs

2 , r = xrs, με (0 ≤ α < 1 έτσι ώστε να μην
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Figure 9.1: Το γράφημα τηςX στον χώρο των παραμέτρων (x, α).

υπάρχουν γυμνές ανωμαλίες.)

X(RN) = K(RN)r
4
s =

7

2

α4

x8
− 12

α2

x7
+

12

x6
, (IV.31)

X(S) = K(S)r
4
s =

12

x6
. (IV.32)

Η διαφορά μεταξύ των δύο ορίζεται

X = X(RN) −X(S) =
7

2

α4

x8
− 12

α2

x7
, (IV.33)

και παρουσιάζουμε το γράφημα αυτής στον χώρο των δύο παραμέτρων (α, x).
Όπως μπορούμε να δούμε από την εικόνα 9.1, η συνάρτηση X λαμβάνει μόνο αρνητικές τιμές στο

πεδίο ορισμού τωνπαραμέτρων.Αυτόσημαίνει πως |X(S)| > |X(RN)|, και επομένωςμπορούμε να “κινηθούμε”
προς μικρότερες τιμές του x (ή r) στη περίπτωση της Reissner-Nordström αντί της Schwarzschild, πριν η
καμπυλότητα “εκτιναχθεί” στο άπειρο. Κατά κάποιο τρόπο, η εισαγωγή του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου
(ένασημειακόφορτίο), οδηγεί σε μια πιο εντοπισμένηανωμαλία γύρωαπό το σημείο r = 0 και επομένως,
με βάση αυτό το κριτήριο, μια “λιγότερο” ιδιάζουσα μετρική.

Συνεπώς, θα συγκρίνουμε την κλασσική Reissner-Nordström με την κβαντικά διορθωμένη (QRN)
βασιζόμενοι στο παραπάνω κριτήριο. Η σταθερά lp εκφράζεται μέσω της rs ως lp = rs

β , όπου για β →
0 προκύπτει η κλασσική Reissner-Nordström. Η κβαντική RN έχει αρκετούς όρους που απειρίζονται,
κρατάμε όμωςμόνο τουςανώτερης τάξης, οι οποίοι συμπίπτουνσε δυνάμεις του r με εκείνους της κλασσικής
λύσης. Για πληρότητα,

X(QRN) = X(RN) +
23

4

(
α2β

)2
x7

+
(αβ)

2

x6

{
−37

2
+ α2

[
1

2
+
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16
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8
(αβ)

2

]}
, (IV.34)

X =
23
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(
α2β

)2
x7

+
(αβ)

2

x6

{
−37

2
+ α2

[
1

2
+

111

16
β2 − 9

8
(αβ)

2

]}
. (IV.35)

Τώραο χώρος τωνπαραμέτρων είναι τρισδιάστατος και θαμπορούσαμε ναπαρουσιάσουμε ένα γράφημα
πυκνότητας. Ωστόσο, είδαμε πως δεν ήταν ευπαρουσίαστο και δεν θα μπορούσαν εύκολα να βγουν
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Figure 9.2: Αυτά είναι τα γραφήματα της X στον χώρο των παραμέτρων (α, β) για τιμές του x, (x =
0.01), (x = 0.1).
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Figure 9.3: Αυτά είναι τα γραφήματα της X στον χώρο των παραμέτρων (α, β) για τιμές του x, (x =
0.3), (x = 5).

κάποιασυμπεράσματα.Αποφασίσαμε νακατασκευάσουμε επίπεδαγραφήματαστον χώρο τωνπαραμέτρων
(α, β) για συγκεκριμένες τιμές του x. Τα αποτελέσματα παρουσιάζονται στις εικόνες 9.2, 9.3.

Έχουμε τις εξής παρατηρήσεις: Αρχικά, υπάρχουν τιμές των παραμέτρων για τις οποίες |X(QRN)| >
|X(RN)|, το οποίο σημαίνει πως ο κβαντικά διορθωμένος χωρόχρονος είναι “περισσότερο” ιδιάζων από
τον κλασσικόμε βάση τοπαραπάνωκριτήριο. Το δεύτερο είναι πως και στις τέσσερις περιπτώσεις υπάρχει
η βαθιά μπλέ περιοχή η οποία αντιστοιχεί σε |X(QRN)| < |X(RN)| και συνεπώς ο κβαντικά διορθωμένος
χωρόχρονος είναι “λιγότερο” ιδιάζων. Τέλος, καθώςπλησιάζουμε το (x = 0), η επιθυμητήπεριοχή γίνεται
όλο και μικρότερη. Συνεπώς, πάντα μπορούμε να βρούμε “λιγότερο” ιδιάζουσα μετρική για κάποιες
τιμές του β, όμως τα χαρακτηριστικά αυτών των μελανών οπών (τα οποία περιγράφονται μέσω του α)
είναι περιορισμένα σε συγκεκριμένα όρια. Αν τώρα εστιάσουμε σε μια συγκεκριμένη απόσταση x, τότε
παρατηρούμε πως για μεγαλύτερες τιμές του β, δηλαδή ισχυρότερα κβαντικά φαινόμενα, η περιοχή με
τις επιθυμητές τιμές του α είναι πιο κοντά στο α = 0, το οποίο αντιστοιχεί σε μελανή οπή Schwarzschild.
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IV.4 Ορίζοντες γεγονότων
Στη λύσηπουβρήκαμε εμφανίζονται και ορίζοντες γεγονότωνόπωςστηκλασσικήReissner-Nordström.

Από την (IV.19) η επίλυση της g00(r) = 0 οδηγεί στην απόκλιση του δεύτερου, μη μηδενικού, στοιχείου
μήκους της μετρικής. Υπάρχουν τέσσερις λύσεις, όμως μόνο δύο έχουν θετικό πρόσημο για το r. Το
αποτέλεσμα είναι

r
(Q)
+ = r+

√
l2p

l2p − r2+
, r

(Q)
− = r−

√
l2p

l2p − r2−
, (IV.36)

όπου r± ο εσωτερικός και εξωτερικός ορίζοντας της μετρικής Reissner-Nordström

r+ =
1

2

(
rs +

√
−4r2q + r2s

)
, r− =

1

2

(
rs −

√
−4r2q + r2s

)
. (IV.37)

Αξίζει να παρατηρήσουμε τα εξής.

1. Ηύπαρξη εσωτερικού και εξωτερικού ορίζοντα γεγονότων είναι δυνατήμόνοαν ισχύει η παρακάτω
ανισότητα

lp > r+. (IV.38)

2. Στη περίπτωση lp = r+ υπάρχει μόνο ένας ορίζοντας την ακτίνα του οποίου θα συμβολίσουμε με
r(+−)

r
(Q)
(+−) =

r+r−√
r2+ − r2−

⇔ r
(Q)
(+−) =

r2q
√
rs
(
−4r2q + r2s

)1/4 . (IV.39)

3. Στηνπερίπτωση lp = r− δεν υπάρχει καθόλου ορίζοντας.Ένας καλύτερος τρόπος να το εκφράσουμε
είναι πως η τιμή της μεταβλητής r στην οποία g00(r) = 0, είναι φανταστική. Για την συγκεκριμένη
τιμή, lp = r− η παράμετρος β γίνεται συνάρτηση του α, β = 2

1−
√
1−α2

. Εν τη απουσία ορίζοντα,
παρατηρούμε την ύπαρξη γυμνής ανωμαλίας, καθώς, όπως παρατηρείται και στην εικόνα 9.4, δεν
υπάρχουν τιμές (α, x) για τις οποίες |X(QRN)| < |X(RN)|.

4. Από τις δύο παραπάνω παρατηρήσεις, συμπεραίνουμε πως όσο τα κβαντικά φαινόμενα γίνονται
πιο ισχυρά, δηλαδή lp → 0, οι ορίζοντες εξαφανίζονται. Για παράδειγμα, μια μελανή οπή με lp >
r+, θα εμπεριέχει μια περιοχή r ≤ r

(Q)
+ από την οποία δεν θα μπορούσε να διαφύγει κάποια

πληροφορία. Στην περίπτωση lp = r+, αυτή η περιοχή ορίζεται ως r ≤ r
(Q)
+− . Εφόσον r

(Q)
+− < r

(Q)
+ ,

τότε πληροφορίες μπορούν να διαφύγουν από περιοχές που δεν μπορούσαν προηγουμένως.

5. Υπάρχει επίσης και η περίπτωση του extremal ορίζοντα rs = 2rq και αντιστοιχεί σε εκφυλισμό
όπως και στην κλασσική περίπτωση

r
(Q)
+ = r

(Q)
− . (IV.40)

Αυτή η περίπτωση δεν θα μπορούσε να υπάρχει για lp = r+.

6. Στο αποδεκτό πεδίο ορισμού του lp, με σκοπό να υπάρχουν οιr
(Q)
+ , r

(Q)
− , πρέπει να ικανοποιούνται

οι εξής ανισότητες

r
(Q)
+ > r+, (IV.41)

r
(Q)
− > r−. (IV.42)

Επιπλέον, ακόμη μια ισχύει για lp >
r+r−√
r2+−r2−

r
(Q)
− > r+. (IV.43)

Επομένως, οι ορίζοντες της (QRN) έχουν μεγαλύτερη ακτίνα από εκείνους της κλασσικής λύσης.
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Figure 9.4: Αυτό είναι το γράφημα τηςX στον χώρο των παραμέτρων (x, α).

V Συζήτηση επί των αποτελεσμάτων

Ο πρωταρχικός στόχος αυτής της εργασίας ήταν η κατασκευή μιας εξίσωσης ίδιας στη μορφή με
την εξίσωση Schrödinger, αντί της Wheeler-DeWitt, για την περίπτωση της κβαντικής περιγραφής μιας
μελανής οπήςReissner-Nordström, με την ιδιότηταπωςθα είναι συναλλοίωτηκάτωαπό επαναπαραμετροποιήσεις
της επιλεγμένης “χρονικής” παραμέτρου. Για να επιτύχουμε κάτι τέτοιο, ακολουθήσαμε μια διαφορετική
διαδικασίααπό τις ήδηυπάρχουσες στηβιβλιογραφία. Συγκεκριμένα, η ιδιάζουσα λαγκρανζιανήπυκνότητα
(II.21), (II.22), (II.23), η οποία περιγράφει το σύστημα, έχει εξάρτηση από τους βαθμούς ελευθερίας
(a, b,Φ) και το Lapse n. Η μεταβολή της δράσης ως προς το n οδηγεί σε μια συνδεσμική εξίσωση (II.19),
ενώ δυναμικές εξισώσεις προκύπτουν από την μεταβολή ως προς τους υπόλοιπους βαθμούς ελευθερίας
(II.16), (II.17), (II.18). Εφόσον, πολλά από τα προβλήματα που υπάρχουν όσον αφορά τις διαδικασίες
κβάντωσης σχετίζονται με την ύπαρξη συνδεσμικών εξισώσεων, θεωρήσαμε πως θα ήταν καλύτερο αν
δεν υπήρχαν, ή πιο σωστά, αν αυτοί ικανοποιούνται ταυτοτικά επί της λύσης των δυναμικών εξισώσεων.
Ένας τρόπος για να γίνει κάτι τέτοιο, χωρίς να επιλέξουμε κάποια συγκεκριμένη βαθμίδα, είναι να
λύσουμε την εξίσωση του συνδέσμου ως προς την συνάρτηση Lapse. Συνεπώς, από τις προκύπτουσες
εξισώσεις, μόνο δύο εξ αυτών είναι ανεξάρτητες (II.25), (II.26), ενώπαραμένουν τρεις βαθμοί ελευθερίας
(a, b,Φ). Αυτό υποδεικνύει πως η ελευθερία επιλογής βαθμίδας υπάρχει ακόμη και θα μπορούσαμε να
έχουμεφτάσει σεαυτές τις δύο εξισώσεις από τηναρχή, ανμε κάποιον τρόπο είμασταν ικανοί ναμαντέψουμε
την κατάλληλη μορφή του Lapse ως συνάρτηση των υπολοίπων βαθμών ελευθερίας (II.24).

Η απλοποιημένη λαγκρανζιανή πυκνότητα έχει μορφή τετραγωνικής ρίζας (II.30) και εξακολουθεί
να είναι ιδιάζουσα στις μεταβλητές (a, b,Φ) όσο όλες τους θεωρούνται ως βαθμοί ελευθερίας. Ωστόσο,
εφόσονυπάρχουνμόνο δύοανεξάρτητες εξισώσεις, αυτές μπορούν ναπαραχθούναπό τηναπλοποιημένη
λαγκρανζιανήπυκνότηταθεωρώνταςμεταβολήμόνοωςπρος δύοβαθμούς ελευθερίας εξ αυτών. Υπάρχει
η ελευθερία να επιλέξουμε ένα οποιοδήποτε από τα ζευγάρια (a, b), (a,Φ) ή (b,Φ). Εμείς επιλέξαμε το
(a,Φ), επομένως το b θεωρείται πλέον ως συνάρτηση της συντεταγμένης r και όχι ως βαθμός ελευθερίας.
Εν κατακλείδι, η λαγκρανζιανήπυκνότητα είναι μη-ιδιάζουσαωςπρος τις (a,Φ), είναι “χρονικά” εξαρτημένη
λόγω της ύπαρξης του b(r) και η ελευθερία επιλογής βαθμίδας παραμένει.

Όπως υποδείξαμε παραπάνω, η λαγκρανζιανή πυκνότητα έχει μορφή τετραγωνικής ρίζας και όπως
είναι γνωστό, προβλήματα προκύπτουν στη διαδικασία κβάντωσης τέτοιων συστημάτων.Προς αποφυγή
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τους, αναζητήσαμε μια τετραγωνική στις “ταχύτητες” λαγκρανζιανή πυκνότητα η οποία αναπαράγει τις
εξισώσεις κίνησης (II.34), (II.35), (II.36).

Πρινπροχωρήσουμεστην κβαντικήπεριγραφή, παρατηρήσαμεπωςηminisuperspace μετρικήαντιστοιχεί
σε επίπεδο χωρόχρονο Minkowski. Αυτό υπονοεί την ύπαρξη νέων συντεταγμένων (u,w) στις οποίες οι
μετρικήαποκτάδιαγώνιαμορφήμε ιδιοτιμές (−1, 1). Συνεπώς, ηαπλοποιημένη λαγκρανζιανήπυκνότητα
αποκτά τηνμορφή (II.42) και η λύσησε γενικήβαθμίδαβρέθηκεμε την επίλυσημιαςαλγεβρικής εξίσωσης
και μιας γραμμικής, δεύτερης τάξης, διαφορικής εξίσωσης. Θεωρούμε πως αυτός είναι ένας από τους πιο
απλούς τρόπους εύρεσης της συγκεκριμένης λύσης σε τυχαία βαθμίδα.

Σε αυτό το σημείο παρατηρήσαμε την ύπαρξη μιας ισοδυναμίας: οι παραπάνω εξισώσεις κίνησης,
έχουνακριβώς την ίδια μορφήκαι είναι ίσες σεαριθμό, με τις εξισώσεις κίνησης για ένα3Dηλεκτρομαγνητικό
pp-wave χωρόχρονο, τον οποίο μελετήσαμεσεπροηγούμενη εργασία [272]. Αυτήη ενδιαφέρουσασύμπτωση
μας βάζει σε σκέψεις σχετικά με την ύπαρξη κάποιας κατηγοριοποίησης χωροχρόνων+ύλης, βασισμένη
στην ισοδυναμία της μορφής των εξισώσεων, με τονπιθανό λόγο ναβρίσκεται στα γεωμετρικά χαρακτηριστικά
της minisuperspace μετρικής.

Η εύρεση της χαμιλτονιανήςπυκνότητας ήτανσχετικάαπλή.Παρατηρήσαμεπως εφόσον είναι “χρονικά”
εξαρτημένη ποσότητα, δεν διατηρείται. Ωστόσο, υπάρχει ηHcon (III.12) και τρία φορτίαNoether (III.13)
τα οποία διατηρούνται επί των εξισώσεων. Σχετικά με την κβαντική περιγραφή, ακολουθήσαμε την
κανονική κβάντωση, δηλαδή, τα παρατηρήσιμα μεγέθη περιγράφονται από αυτοσυζυγείς τελεστές και οι
αγκύλες Poisson αντικαθίστανται από μεταθέτες. Εφόσον η χαμιλτονιανή πυκνότητα είναι μη ιδιάζουσα,
η κατασκευή μιας εξίσωσης της μορφής Schrödinger αποδείχθηκε πιθανή. Επιπλέον, η υπερβολική φύση
της χαμιλτονιανήςπυκνότητας υποδεικνύει πως δεν έχουμε ορίσει κάποια “εσωτερικήμεταβλητή χρόνου”
(δεν έχουμε “σπάσει” την ελευθερία βαθμίδας).Η ιδέαήταν να χρησιμοποιήσουμεωςπαράμετρο “χρόνου”
τηνμεταβλητή (r), η οποία εμφανίζεται εκπεφρασμέναστην χαμιλτονιανήπυκνότηταμέσωτηςσυνάρτησης
M(r) (ή b(r) ισοδύναμα). Η εξίσωση αυτή (III.23) μοιάζει σαν υβρίδιο μεταξύ της εξίσωσης “εσωτερικού
χρόνου” Schrödinger και της Wheeler-DeWitt τις οποίες περιγράψαμε στην εισαγωγή. Η διαφορά με
την πρώτη βρίσκεται στην ιδιότητα της “χρονικής”-συναλλοιώτητας, επομένως εξ ορισμού, οι κβαντικές
περιγραφές για κάθε διαφορετική επιλογήβαθμίδας, είναι ισοδύναμες. Σχετικάμε την δεύτερη, η διαφορά
εμφανίζεται στην δυνατότητα εξέλιξης τωνκαταστάσεωνστηνπεριγραφήμας, σεαντίθεσημε την “παγωμένη”
εικόνα της εξίσωσης Wheeler-DeWitt. Παρατηρούμε πως η λέξη “χρόνος” χρησιμοποιήθηκε μόνο κατ’
όνομα στα διάφορα σημεία του κειμένου, καθώς όπως μπορούμε να δούμε από το χωροχρονικό στοιχείο
μήκους, η μεταβλητή r είναι μια χρονική συντεταγμένη. Παράλληλα, κάθε αναφορά σε εξέλιξη των
καταστάσεων είναι ως προς την “εξωτερική” παράμετρο r και δεν θα πρέπει να υπάρχει σύγχυση με
τη συνήθη χρονική εξέλιξη των καταστάσεων στο πεδίο της κβαντικής μηχανικής.

Οι λύσεις αυτής της εξίσωσηςβρέθηκαν για τηνπερίπτωση τωνκοινών ιδιοκαταστάσεων των τελεστών
Ĥcon, Q̂1, Q̂2. Η εξέλιξη δύο αρχικών καταστάσεων μελετήθηκε με την χρήση των συναρτήσεων δέλτα
τουDirac καιGauss. Αυτές οι δύοσυνδέονται, καθώςηπαράμετροςπουκαθορίζει τοπλάτος της συνάρτησης
Gauss, για συγκεκριμένο όριο, οδηγεί στην δέλτα.Οι ιδιοκαταστάσεις υπολογίστηκαν καθώςκαι οι πυκνότητες
πιθανότητας (III.42), (III.49) αντίστοιχα. Με σκοπό να αποδώσουμε κάποια γεωμετρική ερμηνεία στα
αποτελέσματα μας, χρησιμοποιήσαμε την ανάλυση κατά Bohm. Τα αποτελέσματα είναι τα εξής: για την
αρχική κατάσταση δέλτα, το κβαντικό δυναμικό ισούται με μηδέν, συνεπώς οι ημικλασσικές τροχιές
ταυτίζονται με τις κλασσικές.Όσοναφορά τηναρχική κατάστασηGauss, προέκυψεμημηδενικό κβαντικό
δυναμικό, το οποίο με τησειρά του οδήγησεσεημικλασσικές τροχιές διαφορετικές από τις κλασσικές(IV.19),
(IV.20), (IV.21). Οι κβαντικές διορθώσεις στο επίπεδο του χωρόχρονου, εμφανίζονται ως διορθώσεις επί
των κλασσικών λύσεων, καθώς και την ανάγκη θεώρησης ενός επιπλέον τανυστή ενέργειας ορμής T (Q)

µν

και μιαςπυκνότητας τετραρεύματοςJµ
(Q) στοσύστημα των εξισώσεωνEinstein-Maxwell.Ησυγκεκριμένη

μορφήαυτώνμπορεί ναβρεθεί στις εξισώσεις (IV.24)-(IV.27).Ένασημαντικό χαρακτηριστικό τωνημικλασσικών
λύσεων είναι πως αναπαράγουν τις κλασσικές, σε κατάλληλο όριο, συγκεκριμένα στο όριο που τα T (Q)

µν ,
Jµ
(Q) μηδενίζονται.
Όπως αναφέραμε στην εισαγωγή, ένα από τα κίνητρα στην αναζήτηση μιας κβαντικής θεωρίας της

βαρύτητας είναι η αποφυγή τωνανωμαλιών.Όπωςπροέκυψεστην ενότητα IV.3, η κβαντικά διορθωμένη
μετρικήRNεξακολουθεί ναπεριέχει ανωμαλία.Ένας τρόποςπαρατήρησηςαυτού είναι μέσω τουβαθμωτού
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Ricci, το οποίο οφείλεται μόνο στον τανυστή ενέργειας ορμής T (Q)
µν . Για μικρές τιμές της r, αυτός ο όρος

αποκλίνει ωςR ∼ 1
r3 , συνεπώς καθώς r → 0, απειρίζεται. Σε αυτό το σημείο, εφόσον η κλασσική λύσηRN

έχει μηδενικό βαθμωτό Ricci, θεωρήσαμε πιο προσοδοφόρο να συγκρίνουμε τα βαθμωτά Kretschmann
των δύο χωροχρόνων. Ορίσαμε ένα κριτήριο με το οποίο θα αποφασίσουμε κατά πόσο η κατάσταση είναι
καλύτερη ή χειρότερη όσον αφορά την QRN σχετικά με την απόκλιση του βαθμωτού Kretschmann. Το
κριτήριο είναι το εξής:

Μεταξύ δύο χωροχρόνων οι οποίοι έχουν την ίδιας μορφής ανωμαλία, στη συγκεκριμένη περίπτωση
μια σημειακή, “λιγότερο” ιδιάζων θα χαρακτηριστεί εκείνος του οποίου η ανωμαλία είναι πιο εντοπισμένη
γύρω από το σημείο ενδιαφέροντος.

Σχετικά με τις μελανές οπές QRN και RN, υπάρχουν αποδεκτές τιμές των παραμέτρων για τις οποίες
η QRN είναι “λιγότερο” ιδιάζουσα, καθώς και τιμές για τις οποίες είναι “περισσότερο”. Στις εικόνες
που παρουσιάσαμε, υπάρχει η εξής τάση: καθώς β → ∞, (δηλαδή πιο ισχυρά κβαντικά φαινόμενα,
απομάκρυνσηαπό τηνσυνάρτησηδέλτα) τα χαρακτηριστικά εκείνων τωνμελανώνοπών, τα οποίαπεριγράφονται
μέσω του α, για τις οποίες η QRN είναι “λιγότερο” ιδιάζουσα, πλησιάζουν στο μηδέν. Η άνω τιμή του α
για συγκεκριμένες τιμές του β, εξαρτάται επίσης και από την εγγύτητα στο σημείο r = 0.

Ακόμη ένα ενδιαφέρον αποτέλεσμα το οποίο σχετίζεται με την ύπαρξη των ανωμαλιών είναι το εξής:
Εφόσον έχουμε κατασκευάσει τον χώρο Hilbert και έχουμε υπολογίσει τις πυκνότητες πιθανότητας,
μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τηνπρόταση τουDeWitt [243] η οποίααναφέρει ότι: αν μια κυματοσυνάρτηση
ήκαλύτεραηπυκνότηταπιθανότηταςμηδενίζεται στασημεία τουθεσεογραφικού χώρουόπου εμφανίζεται
η κλασσική ανωμαλία, τότε αυτή δεν υπάρχει στο κβαντικό επίπεδο. Η κλασσική ανωμαλία εμφανίζεται
στο r → 0 το οποίο μεταφράζεται σε τ → ∞, σ → ∞. Υπολογίζοντας προσεκτικά το όριο, οι πυκνότητες
πιθανότητας και για τις δύο περιπτώσεις αρχικών καταστάσεων, (III.42), (III.49) είναι ίσες με μηδέν.
Συνεπώς, με βάση την παραπάνω πρόταση, οι ανωμαλίες δεν υπάρχουν στο κβαντικό επίπεδο. Υπάρχει
λοιπόν διαφορά μεταξύ των αποτελεσμάτων. Μια πιθανή εξήσηση θα μπορούσε να είναι πως η ανάλυση
κατά Bohm, είναι προσεγγιστική μέθοδος και βασίζεται στην ταυτοποίηση (IV.5) της κλασσικής και
ημικλασσικής ορμής. Ένα πρόσφατο άρθρο σχετικά με την αποφυγή των ανωμαλιών και την εξάρτηση
αυτών στην επιλογή του χρόνου είναι το [278].

Ας αναφερθούμε επίσης σε κάποια πιθανή ερμηνεία των πυκνοτήτων πιθανότητας. Όπως έχουμε
εξηγήσει, η εξωτερικήπαράμετρος r θεωρείταιωςηπαράμετρος του “χρόνου” στην εξίσωσηSchrödinger.
Συνεπώς, η P (r, τ, σ) = |Ψ(r, τ, σ)|2 μπορεί να γίνει κατανοητή ως η πυκνότητα πιθανότητας για τις
μεταβλητές (τ, σ) στο “χρόνο” r. Αυτού του είδους η ερμηνεία δεν είναι άγνωστη, εμφανίζεται και στον
φορμαλισμό του “εσωτερικού χρόνου” τηςπλήρους βαρύτητας, όπουμια εξίσωσηSchrödinger κατασκευάζεται
μεπολλές παραμέτρους “χρόνου”. Γιαπερισσότερεςπληροφορίες παραθέτουμε την [225]. Στησυγκεκριμένη
εργασία, χρησιμοποιήσαμε συμμετρίεςώστε ναπεριοριστούμε σε έναminisuperspace πρότυπο, το οποίο
σημαίνει πως για τοσυγκεκριμένοπρότυπο, μόνομια χωρικήπαράμετρος, η r, παραμένειώστε να χαρακτηριστεί
ως “χρόνος”. Αν κάποιο κοσμολογικό πρότυπο είχε χρησιμοποιηθεί αντίστοιχα, θα παρέμενε η χρονική
μεταβλητή t. Σχετικάμε την κατάρρευση της κυματοσυνάρτησης ύστερααπόκάποιαμέτρηση, θαμπορούσαμε
να πούμε πως η συνήθης κβαντομηχανική ερμηνεία μπορεί να χρησιμοποιηθεί. Ωστόσο, εν τη απουσία
μιας κβαντικής θεωρίας της πλήρους βαρύτητας, είναι σχεδόν απίθανο να γνωρίζουμε αν κάποια τέτοια
κβαντικήπεριγραφή ενόςminisuperspaceπροτύπουθαμπορούσε ναπροκύψειως κάποιο όριο τηςπλήρους
θεωρίας και συνεπώς να καταστεί αυτή φυσική. Σε αυτό το σημείο, το καλύτερο που μπορούμε να πούμε
είναι πως πρόκειται περισσότερο για ένα μαθηματικό πρότυπο, με κάποια εν δυνάμει φυσική ερμηνεία
μόνο μέσω της ανάλυσης Bohm: θα μπορούσε να υπάρξει κάποια σύγκριση της κβαντικά διορθωμένης
μετρικής με τις παρατηρήσεις.

Ορίζοντες γεγονότων (εσωτερικός και εξωτερικός) εμφανίζονται και στην μελανή οπή QRN, υπό την
υπόθεση πως η σταθερά lp, ικανοποιεί την συνθήκη lp > r+, όπου r+ ο εξωτερικός ορίζοντας της RN.
Σε σύγκριση με τους ορίζοντες της κλασσικής λύσης, βρήκαμε πως έχουν μεγαλύτερη ακτίνα. Ο λόγος
για κάτι τέτοιο, ενδέχεται να οφείλεται στην παρουσία του επιπλέον τανυστή ενέργειας-ορμής. Υπάρχει
επίσης η περίπτωση ενός extremal ορίζοντα. Επιπρόσθετα, για διαφορετικές τιμές της παραμέτρου lp,
υπάρχουν οι περιπτώσεις που εμφανίζονται δύο ορίζοντες, μόνο ένας εκφυλισμένος και κανένας, με την
τελευταία να υποδηλώνει την ύπαρξη γυμνής ανωμαλίας. Όλα τα αποτελέσματα που προέκυψαν μέσω
της ανάλυσης Bohm, είναι συμβατά και με την μελανή οπή Schwarzschild, με την υπόθεση πως rq = 0.
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Σε μελλοντική εργασία θα ήταν ενδιαφέρον να εξετάσουμε τις γεωδαισιακές εξισώσεις και τις αλλαγές
που εμφανίζονται λόγω των κβαντικών διορθώσεων.

Επιγραμματικά αναφέρουμε τα πιο σημαντικά σημεία:

1. Απλοποίηση της ιδιάζουσαςminisuperspace λαγκρανζιανής (χαμιλτονιανής) πυκνότητας της μελανής
οπής Reissner-Nordström, σε μη-ιδιάζουσα, “χρονικά”-εξαρτημένη λαγκρανζιανή (χαμιλτονιανή)
πυκνότητα, χωρίς την επιλογή βαθμίδας.

2. Απόδειξη ισοδυναμίας στο επίπεδο των εξισώσεων, μεταξύ του παραπάνω συστήματος και ενός 3D
ηλεκτρομαγνητικού pp-wave.

3. Κατασκευή μιας “χρονικά”-συναλλοίωτης εξίσωσης Schrödinger, ως ένα υβρίδιο ανάμεσα στους
φορμαλισμούς της “εσωτερικού χρόνου” εξίσωσης Schrödinger και της εξίσωσηςWheeler-DeWitt.

4. Κριτήριο σχετικάμε ιδιάζοντασημεία: “λιγότερο” ιδιάζωνμεταξύ δύο χωροχρόνωνθαχαρακτηρίζεται
εκείνος του οποίου η ανωμαλία είναι πιο εντοπισμένη γύρω από το σημείο ενδιαφέροντος.

5. Αποκάλυψη μη-συμφωνίας σχετικά με την ύπαρξη ανωμαλίας, μεταξύ της γεωμετρικής ερμηνείας
στο πλαίσιο της ανάλυσης Bohm και την πρόταση DeWitt (μηδενική πυκνότητα πιθανότητας στο
κλασσικό σημείο ανωμαλίας).



Μέρος III

Εφαρμογές σε εξέλιξη
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Κεφάλαιο 10

Παρατηρησιακές παράμετροι για
ένα ανισοτροπικό κοσμολογικό
πρότυπο, με δυναμικά ισοδύναμες
εξισώσεις ΛCDM

I Το ανισοτροπικό κοσμολογικό πρότυπο

Από τα πρότυπα που βρέθηκαν στο μέρος ΙΙ, κεφάλαιο (7) θα εστιάσουμε στις λύσεις του προτύπου
Bianchi IX. Θα ανακαλέσουμε τη μορφή των λύσεων και θα εφαρμόσουμε κάποιες αλλαγές οι οποίες θα
απλοποιήσουν τη μελέτη.

I.1 Πρότυπο IX ή A3,9 ή SU(2)

I.1.1 Περίπτωση 1,m2 > m3,m3 = m2 −m4,m4 > 0,m3 > 0

ds2(4) = −dt2 + a(t)2
[
m2dx

2 + 2m2siny dxdz +
(
m2 −m4sin

2x
)
dy2

− 2m4cosx sinx cosy dydz +
[
m2 −m4cos

2x cos2y
]
dz2
]
, (I.1)

F = −
√
m2 −m4

√
m4µ0a(t)2 − κA(t)2√
κm2a(t)

[
sinx dt ∧ dy + cosx cosy dt ∧ dz

]
+

A(t)
[
− cosx dx ∧ dy + sinx cosy dx ∧ dz + cosx siny dy ∧ dz

]
, (I.2)

J = − m4
√
m2 −m4ȧ(t)√

κm2

√
m4µ0a(t)2 − κA(t)2

[sinx dy + cosx cosy dz] . (I.3)

ΗσυνάρτησηA(t)πρέπει να προσδιοριστεί από τη διαφορική εξίσωση Ȧ(t) =
√
m2−m4

√
m4µ0a(t)2−κA(t)2√
κm2a(t)

,
όπουm2,m4 είναι σταθερές.Μεστόχο τοηλεκτρομαγνητικόπεδίο και το τετράρευμανα είναι πραγματικά,
υπάρχει κάτω φράγμα για τον παράγοντα κλίμακας.

a(t)2 ≥ κA(t)2

m4µ0
. (I.4)

Στον παρακάτω πίνακα παρουσιάζονται οι ενεργές εξισώσεις

153



154
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 10. ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΙΑΚΕΣ ΠΑΡΑΜΕΤΡΟΙ ΓΙΑ ΕΝΑ ΑΝΙΣΟΤΡΟΠΙΚΟ ΚΟΣΜΟΛΟΓΙΚΟ

ΠΡΟΤΥΠΟ, ΜΕ ΔΥΝΑΜΙΚΑ ΙΣΟΔΥΝΑΜΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΛCDM

w ρ(c) H2 k(eff)

0 − m4

κ(m1+m4)2a(t)2
+

ρ
(c)
0

a(t)3
κ
3

(
ρ
(d)
0 +ρ

(c)
0

a(t)3 +
ρ
(r)
0

a(t)4 + ρ
(Λ)
0

)
− m1+2m4

4(m1+m4)2a(t)2
m1+2m4

4(m1+m4)2
> 0

1
3 − m4

2κ(m1+m4)2a(t)2
+

ρ
(c)
0

a(t)4
κ
3

(
ρ
(d)
0

a(t)3 +
ρ
(r)
0 +ρ

(c)
0

a(t)4 + ρ
(Λ)
0

)
− 3m1+4m4

12(m1+m4)2a(t)2
3m1+4m4

12(m1+m4)2
> 0

−1 m4

2κ(m1+m4)2a(t)2
+ ρ

(c)
0

κ
3

(
ρ
(d)
0

a(t)3 +
ρ
(r)
0

a(t)4 + ρ
(Λ)
0 + ρ

(c)
0

)
− m1

4(m1+m4)2a(t)2
m1

4(m1+m4)2
> 0

Πίνακας 10.1: Η πυκνότητα ενέργειας του φορτισμένου ρευστού ρ(c), το τετράγωνο της συνάρτησης
Hubble H2 και η ενεργός χωρική καμπυλότητα k(eff) παρουσιάζονται για τις τρεις περιπτώσεις
καταστατικών εξισώσεων του φορτισμένου ρευστού: μη-σχετικιστικό w = 0, σχετικιστικό w = 1

3 και
σκοτεινή ενέργεια w = −1.

Η ενεργειακή πυκνότητα του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου δίνεται από τη σχέση ρ(em) = m4

2κm2
2a(t)

2 > 0.
Αυτή η μετρική επιδέχεται μόνο τα αρχικά, τρία πεδία Killing του προτύπου. Η ενεργός καμπυλότητα
είναι θετική σε κάθε περίπτωση. Ο παράγοντας κλίμακας πρέπει να είναι άνω φραγμένος για τις δύο
πρώτες καταστατικές εξισώσεις.

w = 0 → a(t)2 ≤

(
κm2

2ρ
(c)
0

m4

)2

, w =
1

3
→ a(t)2 ≤ 2κm2

2ρ
(c)
0

m4
. (I.5)

I.1.2 Περίπτωση 3,m3 > m1,m3 = m1 +m4,m4 > 0

ds2(4) =− dt2 + a(t)2
[
m1dx

2 + 2m1siny dxdz + (m1 +m4)dy
2 +

[
m1 +m4cos

2y
]
dz2
]
, (I.6)

F =−
√
m1

√
m4µ0a(t)2 − κA(t)2√
κ(m1 +m4)a(t)

[
dt ∧ dx+ siny dt ∧ dz

]
−A(t)cosy dy ∧ dz, (I.7)

J =−
√
m1m4ȧ(t)√

κ(m1 +m4)
√
m4µ0a(t)2 − κA(t)2

[dx+ siny dz] . (I.8)

Η συνάρτηση A(t) μένει να προσδιοριστεί από την εξίσωση Ȧ(t) =
√
m1

√
m4µ0a(t)2−κA(t)2√
κ(m1+m4)a(t)

. Το ίδιο όριο
για τον παράγοντα κλίμακας εμφανίζεται όπως και πριν. Στον παρακάτωπίνακα εμφανίζονται οι ενεργές
εξισώσεις.

w ρ(c) H2 k(eff)

0 − m4

κ(m1+m4)2a(t)2
+

ρ
(c)
0

a(t)3
κ
3

(
ρ
(d)
0 +ρ

(c)
0

a(t)3 +
ρ
(r)
0

a(t)4 + ρ
(Λ)
0

)
− m1+2m4

4(m1+m4)2a(t)2
m1+2m4

4(m1+m4)2
> 0

1
3 − m4

2κ(m1+m4)2a(t)2
+

ρ
(c)
0

a(t)4
κ
3

(
ρ
(d)
0

a(t)3 +
ρ
(r)
0 +ρ

(c)
0

a(t)4 + ρ
(Λ)
0

)
− 3m1+4m4

12(m1+m4)2a(t)2
3m1+4m4

12(m1+m4)2
> 0

−1 m4

2κ(m1+m4)2a(t)2
+ ρ

(c)
0

κ
3

(
ρ
(d)
0

a(t)3 +
ρ
(r)
0

a(t)4 + ρ
(Λ)
0 + ρ

(c)
0

)
− m1

4(m1+m4)2a(t)2
m1

4(m1+m4)2
> 0

Πίνακας 10.2: Η πυκνότητα ενέργειας του φορτισμένου ρευστού ρ(c), το τετράγωνο της συνάρτησης
Hubble H2 και η ενεργός χωρική καμπυλότητα k(eff) παρουσιάζονται για τις τρεις περιπτώσεις
καταστατικών εξισώσεων του φορτισμένου ρευστού: μη-σχετικιστικό w = 0, σχετικιστικό w = 1

3 και
σκοτεινή ενέργεια w = −1.
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Τέλος, η ενεργειακή πυκνότητα του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου έχει τη μορφή ρ(em) = m4

2κ(m1+m4)2a(t)2
>

0. Ανακαλούμε επίσης πως ένα επιπλέον ανυσματικό πεδίο Killing εμφανίστηκε για αυτή τη μετρική,
ζ = ∂x, το οποίο την κατατάσσει στην οικογένεια των (LRS) μετρικών, του συγκεκριμένου προτύπου. Η
μέγιστη τιμή του παράγοντα κλίμακας για τις δύο πρώτες καταστατικές εξισώσεις έχει τη μορφή

w = 0 → a(t)2 ≤

(
κ(m1 +m4)

2ρ
(c)
0

m4

)2

, w =
1

3
→ a(t)2 ≤ 2κ(m1 +m4)

2ρ
(c)
0

m4
. (I.9)

Παρατηρήστε πως δεν αναφέραμε την περίπτωση 2 η οποία παρουσιάστηκε στην εργασία [204],
διότι αποδείξαμε εκ τωνυστέρωνπωςπρόκειται για ισοδύναμηπερίπτωσημε την 1, υπό τομετασχηματισμό
συντεταγμένων (x = x̄+ π

2 ).

I.2 Αλλαγές και ορισμοί
Παρατηρούμε το εξής: και στις δύο περιπτώσεις τα πεδία Killing για t =σταθερό, x =σταθερό, είναι

ίδια στη μορφή με εκείνα των σφαιρικά συμμετρικών, διδιάστατων επιφανειών. Τη συνήθη μορφή που
αυτάπαρουσιάζονται μέσω τωνσυντεταγμένων (θ, ϕ), μπορούμε να τηναποκτήσουμεμε τονμετασχηματισμό
συντεταγμένων (y = θ − π

2 , z = ϕ). Επιπλέον, μπορούμε να θεωρήσουμε το κλειστό πρότυπο FLRW στο
οποίο η συντεταγμένη χ, συνδέεται με αυτή που χρησιμοποιούμε παραπάνω μέσω του μετασχηματισμού
(x = χ + π

2 ). Λαμβάνοντας υπόψη αυτούς τους μετασχηματισμούς, τα πεδία Killing και οι ένα-μορφές
του προτύπου λαμβάνουν τη μορφή

ξ(1) =
cosϕ
sin θ

∂χ + sinϕ∂θ + cosϕ cot θ∂ϕ (I.10)

ξ(2) = −sinϕ
sin θ

∂χ + cosϕ∂θ − sinϕ cot θ∂ϕ (I.11)

ξ(3) = ∂ϕ (I.12)

σ(1) = dχ− cos θdϕ (I.13)
σ(2) = − sinχdθ − cosχ sin θdϕ (I.14)
σ(3) = cosψdθ − sinχ sin θdϕ (I.15)

Σε αυτό το σημείο, μπορούμε να ορίσουμε την αδιάστατη σταθερά ϵ2 = m4

m2
έτσι ώστε με τον επαναορισμό

του παράγοντα κλίμακας ως a(t) → a(t)√
m2
, υπάρχει μόνο μια ουσιώδης σταθερά και αυτή είναι η ϵ.

Επιπλέον, μπορούμε να ορίσουμε την αδιάστατη συνάρτηση q(t) από την εξίσωση

sin q(t) =
√

κ

µ0

1

|ϵ|
A(t)

a(t)
, (I.16)

έτσι ώστε η ύπαρξη κάτω ορίου για τον παράγοντα κλίμακας να δίνεται από την γνωστή ανισότητα

−1 ≤ sin q(t) ≤ 1, (I.17)

ενώ η εξίσωση που προσδιορίζει αυτή τη συνάρτηση και αντίστοιχα το ηλεκτρομαγνητικό πεδίο αποκτά
μια διαφορετική μορφή όπως θα δούμε παρακάτω.Όσον αφορά τις μονάδες των διαφόρων μεγεθών που
εμφανίζονται, [t] ∼ μήκος, [χ], [θ], [ϕ] ∼ αδιάστατες, [a(t)] ∼ μήκος, [q(t)] ∼ αδιάστατο. Παράλληλα
έχουμε τα πεδία ορισμού t ∈ (−∞,+∞), χ ∈ [0, 2π), θ ∈ (0, π), ϕ ∈ [0, 2π), ϵ ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1). Η τιμή
ϵ = 0 δεν είναι αποδεκτή καθώς ο τανυστής ενέργειας ορμής του πεδίου είναι μηδέν, ενώ ο τανυστής
Faraday είναι μιγαδικός. Αντίστοιχα οι τιμές (−1,+1) δεν είναι αποδεκτές διότι μηδενίζεται η ορίζουσα
της μετρικής.

Σχετικά με την περίπτωση δύο, το μόνο που αλλάζει σε σχέση με τα παραπάνω είναι ο ορισμός της ϵ,
ϵ2 = m4

m1
, ο επαναορισμός a(t) → a(t)√

m1
και το πεδίο ορισμού για το ϵ το οποίο είναι ϵ ∈ (−∞, 0)∪ (0,+∞).
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Παράλληλα, για καλύτερη κατανόηση της μορφής του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου, θα εκφράσουμε
τον τανυστή Faraday μέσω του ηλεκτρικού και του μαγνητικού πεδίου αντίστοιχα. Στην ανάλυση έχει
χρησιμοποιηθεί ο πλήρως αντισυμμετρικός τανυστή Levi-Civita Lµνσρ =

√
−Det(g)ϵµνσρ, όπου ϵµνσρ

τα αντίστοιχα σύμβολα. Με χρήση του εσωτερικού προβολικού τανυστή και της τετραταχύτητας των
συγκινούμενων παρατηρητών uµ, μπορούμε να ορίσουμε τον τανυστή Levi-Civita στις τρεις διαστάσεις

ϵijk = ϵµνσρe
µ
ie

ν
je

σ
ku

ρ. (I.18)

Λαμβάνοντας όλες αυτές τις αλλαγές υπόψη, έχουμε για τις δύο περιπτώσεις:

I.2.1 Περίπτωση I, ϵ ∈ (−1,0) ∪ (0, 1)

ds2(4) = −dt2 + a(t)2
[
dχ2 − 2 cos θ dχdϕ+

(
1− ϵ2 cos2 χ

)
dθ2

+ 2ϵ2 cosχ sinχ sin θ dθdϕ+
(
1− ϵ2 sin2 χ sin2 θ

)
dϕ2
]
, (I.19)

Ei =
|ϵ|√
1− ϵ2

√
µ0

κ

cos q(t)
a(t)2

Si(χ, θ), (I.20)

Bi = tan q(t)Ei, J i = − 1

µ0
H(t)

1

cos2 q(t)
Ei, (I.21)

όπου Si(χ, θ) οι συνιστώσες του ανύσματος

S(χ, θ) = − cot θ sinχ∂χ + cosχ∂θ − csc θ sinχ∂ϕ. (I.22)

Για τις νόρμες των πεδίων ισχύει

|E| = |ϵ|
√
µ0

κ

cos q(t)
a(t)

, |B| = tan q(t)|E|, |J | = 1

µ0

H(t)

cos2 q(t)
|E|. (I.23)

Η διαφορική εξίσωση για το q(t) έχει τη μορφή

q̇(t) +H(t) tan q(t) =
√
1− ϵ2

a(t)
. (I.24)

Τέλος, οι ενεργές εξισώσεις καθώς και τα άνω φράγματα είναι

ρ(c) =
ρ
(c)
0

a(t)3(1+w)
− ϵ2

κ(1 + 3w)a(t)2
, (I.25)

H2 =
κ

3

(
ρ
(Λ)
0 +

ρ
(d)
0

a(t)3
+

ρ
(r)
0

a(t)4
+

ρ
(c)
0

a(t)3(1+w)

)
− 1 + 3w + (1− w)ϵ2

4(1 + 3w)

1

a(t)2
, (I.26)

k(eff) =
1 + 3w + (1− w)ϵ2

4(1 + 3w)
. (I.27)

w = 0 → a(t)2 ≤

(
κρ

(c)
0

ϵ2

)2

, w =
1

3
→ a(t)2 ≤ 2κρ

(c)
0

ϵ2
. (I.28)
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I.2.2 Περίπτωση II, ϵ ∈ (−∞,0) ∪ (0,+∞)

ds(4) = −dt2 + a(t)2
[
dχ2 − 2 cos θdχdϕ+ (1 + ϵ2)dθ2 + (1 + ϵ2 sin2 θ)dϕ2

]
, (I.29)

Ei =
|ϵ|

1 + ϵ2

√
µ0

κ

cos q(t)
a(t)2

Si(χ), (I.30)

Bi = tan q(t)Ei, J i = − 1

µ0
H(t)

1

cos2 q(t)
Ei, (I.31)

όπου Si(χ) οι συνιστώσες του ανύσματος

S(χ) = ∂χ. (I.32)

Οι νόρμες των πεδίων έχουν τη μορφή

|E| = |ϵ|
1 + ϵ2

√
µ0

κ

cos q(t)
a(t)

, |B| = tan q(t)|E|, |J | = 1

µ0

H(t)

cos2 q(t)
|E|. (I.33)

ενώ η διαφορική εξίσωση για το q(t) είναι

q̇(t) +H(t) tan q(t) =
1

(1 + ϵ2)a(t)
. (I.34)

Τέλος, οι ενεργές εξισώσεις καθώς και τα άνω φράγματα αποκτούν τη μορφή

ρ(c) =
ρ
(c)
0

a(t)3(1+w)
− ϵ2

κ(1 + 3w)(1 + ϵ2)2a(t)2
, (I.35)

H2 =
κ

3

(
ρ
(Λ)
0 +

ρ
(d)
0

a(t)3
+

ρ
(r)
0

a(t)4
+

ρ
(c)
0

a(t)3(1+w)

)
− 1 + 3w + 2(1 + w)ϵ2

4(1 + 3w)(1 + ϵ2)2
1

a(t)2
, (I.36)

k(eff) =
1 + 3w + 2(1 + w)ϵ2

4(1 + 3w)(1 + ϵ2)2
. (I.37)

w = 0 → a(t)2 ≤

(
κ(1 + ϵ2)2ρ

(c)
0

ϵ2

)2

, w =
1

3
→ a(t)2 ≤ 2κ(1 + ϵ2)2ρ

(c)
0

ϵ2
. (I.38)

H ουσιώδης σταθερά ϵ, η οποία υπάρχει και στις δύο περιπτώσεις, σχετίζεται με την καμπυλότητα Ricci
του χωρόχρονου και εμφανίζεται στην ενεργό χωρική καμπυλότητα τωνπροτύπων.Παρατηρούμε επίσης
πως το ηλεκτρικό, το μαγνητικό και η πυκνότητα ρεύματος είναι παράλληλα μεταξύ τους, με το ρεύμα
να έχει αντίθετη φορά από τα άλλα δύο.

II Κοσμολογικές παράμετροι

Εφόσονοι εξισώσεις έχουν την ίδια δυναμικήμορφήμε εκείνες τουπροτύπου k−ΛCDM , οι περισσότερες
κοσμολογικές σχέσεις έχουν επίσης την ίδια μορφή. Ορίζουμε μόνο κάποιες από αυτές:

a(z) E(z) χ(z) to q(z)

1
1+z

√
Ω

(r)
0 (1 + z)4 +Ω

(d)
0 (1 + z)4 +Ω

(ϵ)
0 (1 + z)2 +Ω

(Λ)
0

1
H0

∫ z

0
dz̃

E(z̃)
1
H0

∫∞
0

dz̃
(1+z̃)E(z̃) −1 + (1 + z)E

‘(z)
E(z)

Πίνακας 10.3: a(z) είναι ο παράγοντας κλίμακας, z η ερυθρομετατόπιση, E(z) = H(z)
H0

, οι παράμετροι

πυκνότηταςΩ(r)
0 ,Ω

(d)
0 ,Ω

(ϵ)
0 ,Ω

(Λ)
0 ,χ(z)ηαπόσταση γιαφωτοειδείς καμπύλες με θ, ϕ =σταθερά, to ηηλικία

του σύμπαντος και q(z) η παράμετρος επιβράδυνσης.
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Έχουμε εκφράσει όλες τις ποσότητες συναρτήσει της ερυθρομετατόπισης z. Επιπλόν, ο παράγοντας
κλίμακας έχει κανονικοποιηθεί ώστε να έχει τιμή ίση με τη μονάδα στη σημερινή εποχή, z = 0. Ως

συνήθως, Ω(r)
(0) =

ρ
(r)
0

ρ0
,Ω

(d)
0 =

ρ
(d)
0

ρ0
,Ω

(Λ)
(0) =

ρ
(Λ)
0

ρ0
, όπου ρ0 =

3H2
0

κ και H0 η παράμετρος Hubble σήμερα.

Τέλος, Ω(ϵ)
0 = −k(eff)

H2
0

όπου k(eff) είναι πάντοτε θετικό στις περιπτώσεις μας αλλά διαφορετικό σε κάθε
μια.

II.1 Γωνιακή απόσταση και απόσταση φωτεινότητας
Όπως αποδεικνύεται στις [188], [205] και χρησιμοποιείται στην [183], ο ορισμός της απόστασης

,γωνιακής διαμέτρου (angular-diameter) πρέπει να αλλάξει ώστε να ληφθεί υπόψη και η ανισοτροπία
των προτύπων. Συγκεκριμένα, ο ορισμός που δίνεται είναι

dA =

√
dA

dΩ
, (II.1)

όπου dA =
√
Det(g

(2)
(µν))dθdϕηαναλλοίωτη επιφάνεια τωνδιδιάστατων επιφανειών t =σταθερό,χ =σταθερό

και Ω = sin θdθdϕ η στερεά γωνία. Λόγω του θεωρήματος αμοιβαιότητας (reciprocity theorem), [206],
σε κάθε μετρική Riemann, η απόσταση φωτεινότητας δίνεται από τη σχέση

dL = (1 + z)2dA. (II.2)

Στον παρακάτω πίνακα έχουν υπολογιστεί αυτά τα αντικείμενα για τις δύο περιπτώσεις

dA dL

Περίπτωση I 1
1+z

(√
1−ϵ2(cos2 χ(z)+sin2 χ(z) sin2 θ)

sin θ

)1/2

(1 + z)

(√
1−ϵ2(cos2 χ(z)+sin2 χ(z) sin2 θ)

sin θ

)1/2

Περίπτωση II 1
1+z

(√
(1+ϵ2)(1+ϵ2 sin2 θ)

sin θ

)1/2

(1 + z)

(√
(1+ϵ2)(1+ϵ2 sin2 θ)

sin θ

)1/2

Πίνακας 10.4: χ(z) είναι η ιδιοαπόσταση των φωτοειδών καμπυλών για θ, ϕ =σταθερά.

Παρατηρούμε πως, σε αντίθεση με τα πρότυπα FLRW, η απόσταση φωτεινότητας εξαρτάται και από
τη γωνία παρατήρησης. Αναμένουμε δηλαδή, δύο ίδιοι υπερκαινοφανείς, ο ένας σε γωνία θ = π

3 και
ο άλλος σε θ = π

4 , να παρουσιάζουν διαφορετική απόσταση φωτεινότητας λόγω της ανισοτροπίας του
χωρόχρονου.





Επίλογος

Ηπαρούσα εργασίααποτελεί στην ουσία ένασύνολοαπόμικρότερες εργασίες. Στο τέλος κάθε εργασίας
αναφέραμε τα σχετικά συμπεράσματα που αποτυπώνουν την σημαντικότητα αυτής.

Κλείνοντας, θα θέλαμε να τονίσουμε ακόμη περισσότερο την προσφορά αυτής της εργασίας στην
επιστημονική κοινότητα, παρουσιάζοντας συνοπτικά για κάθε μια από τις εργασίες, τις προοπτικές που
ανοίγονται.

1) Ο χώρος λύσεων των εξισώσεων Einstein στο κενό, για το (4 + 1)-διάστατο πρότυπο
Bianchi I, (Type 4A1)

1. Χρησιμοποιώντας την ίδια μέθοδο, μπορούν να μελετηθούν τα υπόλοιπα πενταδιάστατα πρότυπα
Bianchi.

2. Εκτενής μελέτη του χώρου λύσεων για την περίπτωση παρουσίας κοσμολογικής σταθεράς.Μπορεί
η ύπαρξη κοσμολογικής σταθεράς να “ακυρώσει” τη χρονική εξέλιξη του παράγοντα κλίμακας
κατά μήκος μιας χωρικής διάστασης και να οδηγήσει με φυσικό τρόπο από τις πέντε στις τέσσερις
διαστάσεις;

2) Κλασσική και κβαντική ανάλυση 3D ηλεκτρομαγνητικών pp-wave χωροχρόνων.

1. Ανάλυση τουαντίστοιχου τετραδιάστατουσυστήματος και μελέτη τωνδιαφορών λόγω τηςπαρουσίας
βαρυτικών βαθμών ελευθερίας.

2. Κατασκευή κάποια λαγκρανζιανής η οποία είναι ικανή να περιγράψει το σύστημα της Περίπτωσης
ΙΙ. Πιθανή κβαντική περιγραφή.

3) Δυναμικά ισοδύναμες εξισώσεις ΛCDM υπό την ύπαρξη γεωμετρίας Bianchi

1. Αναζήτηση άλλου είδους πεδίου το οποίο μπορεί να απορροφήσει την ανισοτροπία των προτύπων
Bianchi, όπως για παράδειγμα κάποιο πεδίο Dirac.

2. Επέκταση της μεθόδου πέραν των προτύπων Bianchi. Παρουσία ανομοιογενειών.

3. Αναζήτηση τρόπου σύγκρισης των αποτελεσμάτων με παρατηρησιακά δεδομένα. Ειδικά σε ό,τι
αφορά το ηλεκτρομαγνητικό πεδίο και την πυκνότητα τετραρεύματος.

4) Η απειροδιάστατη ομάδα συμμετρίας των εξισώσεων Friedmann

1. Επίλυση της συνδεσμικής εξίσωσηςωςπρος τονπαράγονταLapse (N) και αναζήτηση τωνσυμμετριών
της παραμένουσας εξίσωσης. Σύγκριση με τα παραπάνω αποτελέσματα.

2. Εκτενής μελέτη της σύνδεσης μεταξύ των συμμετριών, στο επίπεδο περιγραφής της θεωρίας μέσω
ενός ρευστού και στη βασική θεωρία (π.χ. ηλεκτρομαγνητικό πεδίο). Αναζήτηση για τυχόν ανάγκη
ορισμού ανώτερης συμμετρίας (contact συμμετρίες,...).
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5) “Χρονικά”-συναλλοίωτη εξίσωση Schrödinger και η κανονική κβάντωση της μελανής
οπής Reissner-Nordström

1. Εφαρμογή της μεθόδου σε κοσμολογικά πρότυπα.

2. Πιθανή επέκτασηαυτής σεmidisuperspaceπρότυπαήακόμηκαι στηνπλήρηθεωρία της βαρύτητας.

3. Μελέτη του κριτηρίου για ιδιάζοντα σημεία και σε άλλα πρότυπα. Σύγκριση με άλλα κριτήρια.

4. Κατηγοριοποίηση minisuperspace προτύπων με βάση την ισοδυναμία των εξισώσεων τους και τις
γεωμετρικές ιδιότητες της minisuperspace μετρικής.
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I Εξισώσεις για χωροχρόνουςμε εμβαπτισμένεςομογενείς υπερ-
επιφάνειες

Ξεκινάμε με τις ένα-μορφές σI οι οποίες ικανοποιούν τις σχέσεις

dσL = −1

2
CL

IJσ
I ∧ σJ ⇒

1

2

(
∂iσ

L
j − ∂jσ

L
i

)
dxi ∧ dxj = −1

2
CL

IJσ
I
iσ

J
jdx

i ∧ dxj ⇒

∂iσ
L
j − ∂jσ

L
i = −CL

IJσ
I
iσ

J
j . (I.1)

Επίσης, λόγω της σχέσης σl
Lσ

L
j = δlj παραγωγίζοντας προκύπτει

∂iσ
M

j = −σL
j

(
∂iσ

l
L

)
σM

l, ∂iσ
l
M = −σj

M

(
∂iσ

L
j

)
σl

L. (I.2)

Τώρα υπολογίζουμε τα σύμβολα Christoffel

Γl
ij =

1

2
γls (∂iγsj + ∂jγsi − ∂sγij) ⇒

Γl
ij =

1

2
σl

Iσ
s
Jγ

IJ
[
∂i
(
σA

sσ
B
jγAB

)
+ ∂j

(
σA

sσ
B
iγAB

)
− ∂s

(
σA

iσ
B
jγAB

)]
⇒

Γl
ij =

1

2
σl

Iσ
s
Jγ

IJσA
s

(
∂iσ

B
j + ∂jσ

B
i

)
γAB +

1

2
σl

Iσ
s
Jγ

IJ
(
∂iσ

A
s − ∂sσ

A
i

)
σB

jγAB+

+
1

2
σl

Iσ
s
Jγ

IJ
(
∂jσ

A
s − ∂sσ

A
j

)
σB

iγAB
(I.1)
==⇒

Γl
ij =

1

2
σl

Iσ
s
Jγ

IJσA
s

(
∂iσ

B
j + ∂jσ

B
i

)
γAB − 1

2
σl

Iσ
s
Jγ

IJCA
TPσ

T
iσ

P
sσ

B
jγAB−

− 1

2
σl

Iσ
s
Jγ

IJCA
TPσ

T
jσ

P
sσ

B
iγAB ⇒

Γl
ij =

1

2
σl

B

(
∂iσ

B
j + ∂jσ

B
i

)
− 1

2
CA

TJσ
lJ
(
σAjσ

T
i + σAiσ

T
j

)
, (I.3)

όπου σAi = σB
iγAB και σlJ = σl

Iγ
IJ .

Μπορούμε να αρχίσουμε την ανάλυση με τον τανυστή εξωτερικής καμπυλότητας.

Kij = − 1

2N
(∂tγij −DiNj −DjNi) ⇒

Kij = − 1

2N

(
γ̇ABσ

A
iσ

B
j − ∂iNj + Γl

ijNl − ∂jNi + Γl
jiNl

)
⇒

Kij = − 1

2N

(
γ̇ABσ

A
iσ

B
j − ∂iNj − ∂jNi + 2Γl

ijNl

) (I.3)
==⇒

Kij = − 1

2N

[
γ̇ABσ

A
iσ

B
j − ∂iNj − ∂jNi + σl

B

(
∂iσ

B
j + ∂jσ

B
i

)
Nl − CA

TJσ
lJ
(
σAjσ

T
i + σAiσ

T
j

)
Nl

]
⇒

Kij = − 1

2N

[
γ̇ABσ

A
iσ

B
j − ∂iNj − ∂jNi +NB∂iσ

B
j +NB∂jσ

B
i − CA

TJN
J
(
σAjσ

T
i + σAiσ

T
j

)]
⇒

Kij = − 1

2N

[
γ̇ABσ

A
iσ

B
j − ∂iNj − ∂jNi + ∂i

(
NBσ

B
j

)
+ ∂j

(
NBσ

B
i

)
− CA

TJN
J
(
σAjσ

T
i + σAiσ

T
j

)]
⇒

Kij = − 1

2N

[
γ̇ABσ

A
iσ

B
j − ∂iNj − ∂jNi + ∂iNj + ∂jNi − CA

TJN
J
(
σAjσ

T
i + σAiσ

T
j

)]
⇒

Kij = − 1

2N

[
γ̇ABσ

A
iσ

B
j − CA

TJN
J
(
σAjσ

T
i + σAiσ

T
j

)]
⇒

Kij = − 1

2N

(
γ̇AB +NLCM

LBγMA +NLCM
LAγMB

)
σA

iσ
B
j ⇒

Kij = KABσ
A
iσ

B
j ,
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όπουβγάλαμε τους κοινούςπαράγοντες και χρησιμοποιήσαμε τηνμη εξάρτηση τουσA
i από το t. Καταλήγουμε

λοιπόν στη σχέση

KAB = − 1

2N

(
γ̇AB +NLCM

LBγMA +NLCM
LAγMB

)
. (I.4)

Συνεχίζουμε με όρους που υπάρχουν στις εξισώσεις, συγκεκριμένα υπολογίζουμε τον όρο LNKij

LNKij = LN
(
KABσ

A
iσ

B
j

)
⇒

LNKij = KAB

(
LNσA

i

)
σB

j +KABσ
A
i

(
LNσB

j

)
⇒

LNKij = KAB

(
N l∂lσ

A
i + σA

l∂iN
l
)
σB

j +KABσ
A
i

(
N l∂lσ

B
j + σB

l∂jN
l
)
⇒

LNKij = KAB

[
N l∂lσ

A
i + ∂i

(
σA

lN
l
)
−N l∂iσ

A
l

]
σB

j +KABσ
A
i

[
N l∂lσ

B
j + ∂j

(
σB

lN
l
)
−N l∂jσ

B
l

]
⇒

LNKij = KAB

(
N l∂lσ

A
i + ∂iN

A −N l∂iσ
A
l

)
σB

j +KABσ
A
i

(
N l∂lσ

B
j + ∂jN

B −N l∂jσ
B
l

)
⇒

LNKij = KABN
l
(
∂lσ

A
i − ∂iσ

A
l

)
σB

j +KABσ
A
iN

l
(
∂lσ

B
j − ∂jσ

B
l

)
⇒

LNKij = −KABN
lCA

IJσ
I
lσ

J
iσ

B
j −KABσ

A
iN

lCB
IJσ

I
lσ

J
j ⇒

LNKij = −N I
(
KABC

A
IJσ

J
iσ

B
j +KABσ

A
iC

B
IJσ

J
j

)
⇒

LNKij = −N I
(
KJBC

J
IAσ

A
iσ

B
j +KAJσ

A
iC

J
IBσ

B
j

)
⇒

LNKij = −N I
(
KJLC

J
IA +KAJC

J
IL

)
σA

iσ
L
j . (I.5)

Υπάρχουν και άλλοι όροι πουπεριλαμβάνουν τηνπαράγωγοLieωςπρος τοάνυσμαμετατόπισης,LNqi, LNρ, LNEi

και LNBij . Για τον τελευταίο όρο θα έχουμε ακριβώς την ίδια σχέση με την (I.5), παρόλο που το Kij

είναι συμμετρικό ενώ το Bij αντι-συμμετρικό, δεν χρησιμοποιήσαμε αυτή την ιδιότητα στην εξαγωγή
της παραπάνω σχέσης. Συνεπώς

LNBij = −N I
(
BJLC

J
IA +BAJC

J
IL

)
σA

iσ
L
j . (I.6)

Όσον αφορά τους όρους LNqi, LNEi. Ξεκινάμε με το qi το οποίο είναι συναλλοίωτο άνυσμα όπως και
το Kij όμως με ένα μόνο δείκτη. Αυτό συνεπάγεται πως υπάρχει μόνο ένας όρος και αυτός θα είναι ο
αντίστοιχος πρώτος όρος της (I.5).

LNqi = −N IqJC
J
IAσ

A
i (I.7)

Τέλος, έχουμε τον όρο LNρ, ο οποίος ισούται με μηδέν καθώς θεωρούμε πως λόγω της ομογένειας η
πυκνότητα εξαρτάται μόνο από το t.

LNρ = 0. (I.8)

Ας μελετήσουμε τώρα τους όρους που περιλαμβάνουν τη συναλλοίωτη παράγωγοDi. Όπως και πριν, για
όλους τους όρους οι οποίοι μετασχηματίζονται ως βαθμωτά υπό τις συντεταγμένες xi ισχύει

DiK = 0, DiN = 0, DiP = 0. (I.9)

Έχουμε επιπλέον τους όρους της μορφήςDlKij .

DlKij = KIJDl

(
σI

i

)
σJ

j +KIJσ
I
iDl

(
σJ

j

)
⇒

DlKij = KIJ

(
∂lσ

I
i − Γs

liσ
I
s

)
σJ

j +KIJσ
I
i

(
∂lσ

J
j − Γs

ljσ
J
s

)
⇒

DlKij = KIJσ
J
j∂lσ

I
i −KIJσ

I
sσ

J
j

[
1

2
σs

M

(
∂lσ

M
i + ∂iσ

M
l

)
− 1

2
CA

TQσ
sQ
(
σAiσ

T
l + σAlσ

T
i

)]
+KIJσ

I
i∂lσ

J
j −KIJσ

J
sσ

I
i

[
1

2
σs

M

(
∂lσ

M
j + ∂jσ

M
l

)
− 1

2
CA

TQσ
sQ
(
σAjσ

T
l + σAlσ

T
j

)]
⇒
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DlKij = KIJσ
J
j∂lσ

I
i −KIJσ

J
j
1

2

(
∂lσ

I
i + ∂iσ

I
l

)
+

1

2
KIJC

A
TQσ

J
jγ

IQ
(
σAiσ

T
l + σAlσ

T
i

)
+KIJσ

I
i∂lσ

J
j −KIJσ

I
i
1

2

(
∂lσ

J
j + ∂jσ

J
l

)
+

1

2
KIJC

A
TQσ

I
iγ

JQ
(
σAjσ

T
l + σAlσ

T
j

)
⇒

DlKij =
1

2
KIJσ

J
j

(
∂lσ

I
i − ∂iσ

I
l

)
+

1

2
KIJC

A
TQσ

J
jγ

IQ
(
σAiσ

T
l + σAlσ

T
i

)
+

1

2
KIJσ

I
i

(
∂lσ

J
j − ∂jσ

J
l

)
+

1

2
KIJC

A
TQσ

I
iγ

JQ
(
σAjσ

T
l + σAlσ

T
j

)
⇒

DlKij = −1

2
KIJσ

J
jC

I
LAσ

L
lσ

A
i +

1

2
KQ

JC
A
TQσ

J
j

(
σAiσ

T
l + σAlσ

T
i

)
− 1

2
KIJσ

I
iC

J
LAσ

L
lσ

A
j +

1

2
KI

QCA
TQσ

I
i

(
σAjσ

T
l + σAlσ

T
j

)
⇒

DlKij = −1

2

(
KAJC

A
LI +KIAC

A
LJ

)
σI

iσ
J
jσ

L
l +

1

2
KQ

JC
A
TQσ

J
j

(
γAMσ

M
iσ

T
l + γAMσ

M
lσ

T
i

)
+

1

2
KI

QCA
TQσ

I
i

(
γAMσ

M
jσ

T
l + γAMσ

M
lσ

T
j

)
⇒

DlKij = −1

2

(
KAJC

A
LI +KIAC

A
LJ

)
σI

iσ
J
jσ

L
l +

1

2
KQ

J

(
CA

LQγAI + CA
IQγAL

)
σI

iσ
J
jσ

L
l

+
1

2
KI

Q
(
CA

LQγAJ + CA
JQγAL

)
σI

iσ
J
jσ

L
l ⇒

DlKij =
1

2

[
−
(
KAJC

A
LI +KIAC

A
LJ

)
+KQ

J

(
CA

LQγAI + CA
IQγAL

)
+KI

Q
(
CA

LQγAJ + CA
JQγAL

)]
σI

iσ
J
jσ

L
l.

(I.10)

Η ίδιας μορφής εξίσωση ισχύει για το Bij και το πij .

DlBij =
1

2

[
−
(
BAJC

A
LI +BIAC

A
LJ

)
+BQ

J

(
CA

LQγAI + CA
IQγAL

)
+BI

Q
(
CA

LQγAJ + CA
JQγAL

)]
σI

iσ
J
jσ

L
l.

(I.11)

Dlπij =
1

2

[
−
(
πAJC

A
LI + πIAC

A
LJ

)
+ πQ

J

(
CA

LQγAI + CA
IQγAL

)
+ πI

Q
(
CA

LQγAJ + CA
JQγAL

)]
σI

iσ
J
jσ

L
l.

(I.12)

Αρχικάθαυπολογίσουμε τους όρουςDlKi
l, Dl

(
NBi

l
)
= NDlBi

l, Dl

(
Nπi

l
)
= NDlπi

l οι οποίοι εμφανίζονται
στις εξισώσεις.

DlKi
l = γljDlKij ⇒

DlKi
l =

1

2

[
−
(
KAJC

A
LI +KIAC

A
LJ

)
+KQ

J

(
CA

LQγAI + CA
IQγAL

)
+KI

Q
(
CA

LQγAJ + CA
JQγAL

)]
σI

iγ
JL ⇒

DlKi
l =

1

2

[
−
(
KAJγ

JLCA
LI +KIAC

A
LJγ

JL
)
+KQ

Jγ
JL
(
CA

LQγAI + CA
IQγAL

)]
σI

i+

+
1

2
KI

Q
(
CA

LQγAJγ
JL + CA

JQγALγ
JL
)
σI

i ⇒

DlKi
l =

1

2

(
−KA

LCA
LI +KL

AC
A
IL +KI

QCL
LQ +KI

QCL
LQ

)
σI

i ⇒

DlKi
l =

1

2

(
−2KA

LCA
LI + 2KI

QCL
LQ

)
σI

i ⇒

DlKi
l =

(
KI

MCL
LM −KM

LCM
LI

)
σI

i. (I.13)

Χρησιμοποιήσαμε το γεγονόςπως
(
CL

IJγ
IJ = 0, CL

IJK
IJ = 0

)
ωςσυστολήαντι-συμμετρικού και συμμετρικού

αντικειμένου στους δείκτες (I, J). Επειδή και το αντικείμενο πIJ είναι συμμετρικό στους αντίστοιχους
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δείκτες, προκύπτει η ίδια ακριβώς έκφραση

Dlπi
l =

(
πI

MCL
LM − πM

LCM
LI

)
σI

i. (I.14)

Τα πράγματα διαφέρουν λίγο για το BIJ λόγω αντι-συμμετρικότητας

DlBi
l =

1

2

[
−
(
BAJγ

JLCA
LI +BIAC

A
LJγ

JL
)
+BQ

Jγ
JL
(
CA

LQγAI + CA
IQγAL

)]
σI

i+

+
1

2
BI

Q
(
CA

LQγAJγ
JL + CA

JQγALγ
JL
)
σI

i ⇒

DlBi
l =

1

2

(
−BA

LCA
LI +BQLCA

LQγAI +BQLCA
IQγAL + 2BI

QCL
LQ

)
σI

i ⇒

DlBi
l =

1

2

(
−BA

LCA
LI −BLQCA

LQγAI +BL
AC

A
IL + 2BI

QCL
LQ

)
σI

i ⇒

DlBi
l =

1

2

(
−BA

LCA
LI −BLQCA

LQγAI +BA
LCA

LI + 2BI
QCL

LQ

)
σI

i ⇒

DlBi
l =

(
BI

MCL
LM − 1

2
BLMCA

LMγAI

)
σI

i. (I.15)

Οι όροι πουμένει να υπολογίσουμε είναι οιDiE
i, Diq

i, DiJ
i, οι οποίοι θα έχουν την ίδια μορφή.Μπορούμε

να χρησιμοποιήσουμε το αποτέλεσμα για τον όροDlKij ώστε να καταλήξουμε γρήγορα στον όροDlEi.
Για την ακρίβεια μπορούμε να μαντέψουμε και από τη σχέση (I.13) ή την (I.15)

DlKi
l =

(
KI

MCL
LM −KM

LCM
LI

)
σI

i.

Η διαφορά μεταξύ του DlKi
l ή αντίστοιχα του DlBi

l με τον όρο DlE
l βρίσκεται στο δείκτη i. Συνεπώς

μπορούμε να μαντέψουμε πως από το τελικό αποτέλεσμα θα λείπουν οι όροι που αθροίζεται αυτός ο
δείκτης, διότι δεν θα μπορούσαν να υπάρχουν εξ’ αρχής. Το αποτέλεσμα είναι

DlE
l = EMCL

LM . (I.16)

Φυσικά έχουμε επιβεβαιώσει με πράξεις πως αυτό ισχύει, θεωρούμε όμως πως αυτός είναι ένας απλός
τρόπος να φτάσει κανείς στο σωστό αποτέλεσμα.

Αντικαθιστώντας όλες τις παραπάνω σχέσεις στις εξισώσεις (2.39)-(2.49) και χρησιμοποιώντας το
γεγονόςπωςοι πίνακεςσI

i έχουναντίστροφο, καταλήγουμεστις εξισώσεις για χωροχρόνους με ομογενείς
υπερ-επιφάνειες.

Μένει νασκιαγραφήσουμε τηναπόδειξη για τοπώςκαταλήγει κάποιος στην έκφρασηγια τον τανυστή
Ricci των υπερ-επιφανειών. Σε μη συντεταγμένη βάση, αποδεικνύεται πως ο τανυστής Riemann έχει τη
μορφή

RM
IPJ = eP

(
ΓM
JI

)
− eJ

(
ΓM
PI

)
+ ΓM

PAΓ
A
JI − ΓM

JAΓ
A
PI − CA

PJΓ
M
AI , (I.17)

όπου eP ταανύσματα της μησυντεταγμένης βάσης,CA
PJ οι συντελεστές δομής τους (εν γένει μησταθερές).

Οι συντελεστές συνοχής ΓM
AI δίνονται από τη σχέση

ΓM
JI = ΓM

(c)JI +
1

2

(
CM

JI + γMAγJBC
B
AI + γMAγBIC

B
AJ

)
, (I.18)

όπου ΓM
(c)JI τα σύμβολα Christoffel. Στην περίπτωση ομογενούς υπερ-επιφάνειας όλα τα αντικείμενα

έχουν εξάρτησημόνοαπό τημεταβλητή t και οι συντελεστές δομής είναι σταθερές. Συνεπώςμηδενίζονται
οι εξής όροι

ΓM
(c)JI = 0, eP

(
ΓM
JI

)
= 0, eJ

(
ΓM
PI

)
= 0. (I.19)

Ο τανυστής Ricci δίνεται από τη σχέση

RIJ = RM
IMJ = ΓM

MAΓ
A
JI − ΓM

JAΓ
A
MI − CA

MJΓ
M
AI . (I.20)

Μετάαπόαυτό τοσημείο είναι απλήαντικατάσταση τωνσυντελεστώνσυνοχής και χρήση των ταυτοτήτων
που ικανοποιούν οι σταθερές δομής.
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II Υπόθεση Ei(t, x), Bij(t, x), Ji(t, x)

Στην περίπτωση όπου μια μετρική επιδέχεται ένα σύνολο από πεδία Killing, τότε αποδεικνύεται πως
ισχύει

Lξgµν = 0 ⇒ LξGµν = 0 ⇒ LξT
(tot)
µν = 0, (II.1)

όπουT (tot)
µν οολικός τανυστής ενέργειας-ορμής.Όπωςαναφέραμεσεπαραπάνωενότητα, ο ολικός τανυστής

αποτελείται από ρευστά και ηλεκτρομαγνητικό πεδίο. Για να μπορέσουμε να γράψουμε τις εξισώσεις
Einstein στη βάση των ομογενών υπερ-επιφανειών, πρέπει να υποθέσουμε πως κάθε ανάγωγη ποσότητα
του τανυστή ενέργειας-ορμής έχει την κατάλληλη μορφή. Έστω λοιπόν πως ισχύει LξT

(fluids)
µν = 0,

τότε μένει να ικανοποιήσουμε τη συνθήκη LξT
(other)
µν = 0, όπου T (em)

µν = 1
µ0

(
FµσFν

σ − 1
4gµνF

)
και

F = FσρF
σρ. Παρατηρούμε πως εν γένει, η συμμετρία δεν κληρονομείται στον τανυστή Faraday:

LξT
(em)
µν = 0 ̸=> LξFµν = 0, (II.2)

ενώ το αντίθετο είναι πάντα αληθές (εφόσον η παράγωγος Lie ικανοποιεί τον κανόνα του Leibniz)

LξFµν = 0 ⇒ LξT
(em)
µν = 0. (II.3)

Περισσότερες πληροφορίες σχετικά με αυτό μπορούν να βρεθούν στο κεφάλαιο 11 του δεύτερου μέρους
του βιβλίου (αναφορά Stephani et.al). Ας εκφράσουμε τον τανυστή Faraday στη συντεταγμένη βάση

F = Fµνdx
µ ⊗ dxν = F0idt⊗ dxi + Fi0dx

i ⊗ dt+ Fijdx
i ⊗ dxj ⇒

F = F0idt ∧ dxi + Fijdx
i ∧ dxj . (II.4)

Εισάγουμε το ηλεκτρικό και μαγνητικό πεδίο

F = −Ei(t, x)dt ∧ dxi +Bij(t, x)dx
i ∧ dxj . (II.5)

όπου Bij(t, x) = −Bji(t, x). Κάνοντας ένα μετασχηματισμό βάσης, dxi = σi
α(x)σ

σ όπου σα η βάση των
ένα-μορφών για τους ομογενείς χωροχρόνους, η (II.5) τώρα γράφεται ως ακολούθως:

F = −Ei(t, x)σ
i
α(x)dt ∧ σα +Bij(t, x)σ

i
α(x)σ

j
β(x)σ

α ∧ σb. (II.6)

Όλες οι συμμετρίες του χωρόχρονου (π.χ. των ομογενών υπερ-επιφανειών) θα κληρονομηθούν στον
τανυστή Faraday, αν και μόνο αν

Ei(t, x)σ
i
α(x) = Eα(t) ⇒

Ei(t, x) = Eα(t)σ
α
i (x), (II.7)

Bij(t, x)σ
i
α(x)σ

j
β(x) = Bαβ(t) ⇒

Bij(t, x) = Bαβ(t)σ
α
i (x)σ

β
j (x), (II.8)

όπουσα
i (x) οαντίστροφος τουσi

α. Επομένως, οι προηγούμενες εξισώσεις είναι υποθέσεις, εφόσον μπορεί
να είχαμε εν γένει

Ei(t, x)σ
i
α(x) = Eα(t, x), (II.9)

Bij(t, x)σ
i
α(x)σ

j
β(x) = Bαβ(t, x), (II.10)

όπου κάποιες από τις συμμετρίες θα είχαν κληρονομηθεί λόγω της LξT
(em)
µν = 0, αλλά ενδεχομένως όχι

όλες.Με το ίδιο σκεπτικό οδηγούμαστε και στην ίδια υπόθεση για τοJι(t, x). Τέλος, αξίζει νασημειώσουμε
πως αν οι (II.7),(II.8), δεν ίσχυαν, τότε οι εξισώσεις (3.27)-(3.31) δε θα μπορούσαν να γραφούν σε αυτή
τη μορφή.
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III Minisuperspace για 2D Κλάσεις “Bianchi”

Στοπλαίσιο του κανονικούφορμαλισμού [232] το στοιχείο μήκους γιαμια (2+1)-διάστατηπολλαπλότητα
M , σε συντεταγμένες (υ, yi), i = 1, 2, έχει τη μορφή

ds2(2+1) =
(
n2 +NiN

i
)
dυ2 + 2Ni dy

i dυ + γij dy
i dyj , (III.1)

όπου n(υ, yl), Ni(υ, y
l) είναι το Lapse και το Shift αντίστοιχα, όπως τα ορίσαμε στο πρώτο μέρος. Επίσης

γij(υ, y
l) η μετρική των διδιάστατων υπερ-επιφανειών υ = constant.

Εφόσονμας ενδιαφέρει μιαπολλαπλότηταM ηοποία επιδέχεται μια ομάδα ισομετρίαςG 2-διαστάσεων,
η οποία δρα απλά μεταβατικά στις υπερ-επιφάνειες υ = constant, γνωρίζουμε πως υπάρχει βάση από
ένα-μορφές {σα} οι οποίες ικανοποιούν τις σχέσεις στροβιλισμού [253]

dσα = −1

2
Cα

β ϵ σ
β ∧ σϵ ⇔ ∂iσ

α
j − ∂jσ

α
i = −Cα

β ϵ σ
β
i σ

ϵ
j ,

όπου οι Ελληνικοί δείκτες λαμβάνουν τιμές 1 εως 2 και Cα
βϵ οι σταθερές δομής της ομάδας ισομετρίας.

Υπάρχει λοιπόν σύστημα συντεταγμένων στο οποίο η μετρική αποκτά τη μορφή

ds2(2+1) =
[
n(t)2 +Nα(t)N

α(t)
]
dt2 + 2Nα(t)σ

α
i (x

l) dxi dt+ γαβ(t)σ
α
i (x

l)σβ
j (x

l) dxi dxj .

Όπως έχουμε αποδείξει στο πρώτο μέρος, μπορούμε πάντα να μετασχηματίσουμε τη μετρική στη μορφή

ds2(2+1) = n(t)2dt2 + γαβ(t)σ
α
i (x

l)σβ
j (x

l)dxidxj . (III.2)

III.1 Κλάση “Bianchi” I

Επιλέγουμε να αναπαραστήσουμε τις συντεταγμένες xi της (III.2) ως (z, τ). Οι συνιστώσες των ένα-
μορφών για την Αβελιανή περίπτωση είναι

σα
i =

1 0

0 1

 .

Θεωρούμε πως οι γαβ είναι

γαβ =

a(t) b(t)

b(t) c(t)

 ,

τότε η μετρική του τρισδιάστατου χώρου στις συντεταγμένες (z, t, τ) θα έχει τη μορφή

g̃µ ν =


a(t) 0 b(t)

0 n(t)2 0

b(t) 0 c(t)

 .

Αυτή η μορφή μοιάζει με εκείνη που κάποιος θα ξεκινούσε ώστε να αναπαράξει την μελανή οπή BTZ
[207]. Όπως αναφέραμε στην παράγραφο με τη minisuperspace λαγκρανζιανή, υποθέτουμε πως ένα
από τα πεδία Killing, συγκεκριμένα το ξ1 = (1, 0, 0), είναι φωτοειδές και συναλλοίωτα σταθερό, το οποίο
οδηγεί στην έκφραση

g̃µ ν =


0 0 ω̃

0 n(t)2 0

ω̃ 0 c(t)

 ,

όπου ω̃ κάποια σταθερά, ενώ το ηλεκτροδυναμικό δυναμικό αποκτά τη μορφή

Ãµ = (0, 0, A(t)) .
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III.2 Κλάση “Bianchi” II
Όπως και πριν, το άνυσμα που απαιτούμε να είναι φωτοειδές και συναλλοίωτα σταθερό είναι το

ξ1 = (1, 0, 0). Οι συνιστώσες των 1-μορφών για την μη-Αβελιανή περίπτωση είναι

σα
i =

em̃τ 0

0 1

 , m̃ ̸= 0.

Ακολουθώντας τα ίδια βήματα με την προηγούμενη περίπτωση, καταλήγουμε στα εξής

g̃µ ν =


0 0 em̃τ ω̃

0 n(t)2 0

em̃τ ω̃ 0 c(t)

 , Ãµ = (0, 0, A(t)).

IV Ορθογωνιότητα των κυματοσυναρτήσεων

IV.1 Μη-δυναμικό n(t), ιδιοκατάσταση ψ3

Ας ανακαλέσουμε την ιδιοκατάσταση

ψ3 (t, σ, θ) = e−iE3

∫
n(t)dteip3θ

[
q1Jip3

(−i
√
2E3σ) + q2Yip3

(−i
√

2E3σ)
]
,

όπου σ ∈ (0,+∞), θ ∈ (−1, 1). Η διαφορική εξίσωση

σ
d

dσ

(
σ
dF

dσ

)
− (a2σ2 − k2)F = 0,

έχει τη γενική λύση

F = C1Jik(iaσ) + C2Yik(iaσ),

με a ∈ R να είναι η ιδιοτιμή της εξίσωσης. Ας επιλέξουμε μια λύση από εκείνες που ανήκουν στην F , την
οποία καλούμε fk,a. Φυσικά, ικανοποιεί την ίδια εξίσωση

σ
d

dσ

(
σ
dfk,a
dσ

)
− (a2σ2 − k2)fk,a = 0. (IV.1)

Δεδομένου πως σ, k ∈ R, θεωρούμε τη συζυγή μιγαδική αυτής της εξίσωσης, θεωρώντας διαφορετική
ιδιοτιμή την οποία καλούμε b ∈ R και έχουμε

σ
d

dσ

(
σ
dfk,b
dσ

)
− (b2σ2 − k2)fk,b = 0. (IV.2)

Πολλαπλασιασμός της (IV.1) με fk,b, της (IV.2) με fk,a και αφαίρεση κατά μέλη των δύο οδηγεί στις εξής
σχέσεις

d

dσ

[
σ

(
fk,b

d

dσ
fk,a − fk,a

d

dσ
fk,b

)]
− (a2 − b2)σfk,bfk,a = 0.

Ολοκληρώνοντας στο πεδίο ορισμού της σ καταλήγουμε στη

(a2 − b2)

∫ +∞

0

σfk,bfk,adσ =

[
σ

(
fk,b

d

dσ
fk,a − fk,a

d

dσ
fk,b

)]+∞

0

. (IV.3)
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Από το δεξιό μέλος παρατηρούμε πως για ορθογωνιότητα, όταν το a ̸= ±b, χρειαζόμαστε μια συνάρτηση,
η οποία και αυτή και η παράγωγος της είναι πεπερασμένες στο σ → 0, και τείνουν στο μηδέν πιο γρήγορα
όταν το σ τείνει στο άπειρο.

Αν θεωρήσουμε a, b > 0, τέτοια συνάρτηση είναι η Hankel δευτέρου είδους η οποία ορίζεται ως

H(2)
ν (z) = Jν(z)− iYν(z),

όπου ν, z έχουν επιλεγεί έτσι ώστε

H
(2)
ik (−iaσ) = Jik(−iaσ)− iYik(−iaσ).

Οι συναρτήσεις Bessel πρώτου είδους δίνονται από τη σειρά

Jν(z) =

(
1

2
z

)ν ∞∑
j=0

(−1)j
(
1
4z

2
)j

j!Γ(ν + j + 1)
,

ενώ για εκείνες του δευτέρου είδους ισχύει

Yν(z) =
cos(νπ)Jν(z)− J−ν(z)

sin(νπ)
.

Αυτό σημαίνει πως στο όριο σ → 0 η συνάρτησηH(2)
ik (−iaσ) ταλαντώνεται αλλά με πεπερασμένο πλάτος.

Επίσης ισχύει πως

d

dz
Cν(z) =

ν

z
Cν(z)− Cν+1(z), ν, z ∈ C, (IV.4)

όπου Cν(z) μπορεί να είναι οποιαδήποτε από τις Jν(z), Yν(z), H(1)
ν (z), H(2)

ν (z) ή κάποιος συνδυασμός
τους. Καταλήγουμε λοιπόν στο εξής

lim
σ→0

[
σ

(
fk,b

d

dσ
fk,a − fk,a

d

dσ
fk,b

)]
= 0,

με fk,a = H
(2)
ik (−iaσ). Παρατηρούμε επίσης πως fk,b = H

(2)
ik (−ibσ) = H

(1)
−ik(ibσ), όπουH

(1)
ν (z) = Jν(z)+

iYν(z) είναι η συνάρτηση Hankel πρώτου είδους. Σύμφωνα με την (IV.4) προκύπτει

d

dσ
fk,a =

d

dσ
H

(2)
ik (−iaσ) = ia

(
H

(2)
1+ik(−iaσ) +

k

aσ
H

(2)
ik (−iaσ)

)
, (IV.5)

d

dσ
fk,b =

d

dσ
H

(1)
−ik(ibσ) = −ib

(
H

(1)
1−ik(ibσ) +

k

bσ
H

(1)
−ik(ibσ)

)
. (IV.6)

Με σκοπό να υπολογίσουμε το όριο του δεξιού μέλους της (IV.3) στο άπειρο χρειαζόμαστε μόνο τους
κυρίαρχους όρους σ → +∞. Για τις δύο συναρτήσεις Hankel που εμπλέκονται, αυτοί είναι (εφόσον
έχουμε υποθέσει πως ισχύει a, b > 0):

H
(2)
ik (−iaσ) = i

√
2√

πaσ
e−

πk
2 −aσ, H

(1)
−ik(ibσ) =

(1− i)√
iπbσ

e−
πk
2 −bσ.

Αντικαθιστώντας την τελευταία και τη (IV.5) καταλήγουμε στις

lim
σ→+∞

[
σ

(
fk,b

d

dσ
fk,a − fk,a

d

dσ
fk,b

)]
= lim

σ→+∞

[
e−σ(a+b)

(
−2(a− b)

π
√
ab

e−πk +O(σ−1)

)]
= 0.

Επομένως, μπορούμε να γράψουμε την (IV.3) στη μορφή

(a2 − b2)

∫ +∞

0

σfk,bfk,adσ = −2(a− b)

π
√
ab

e−πk lim
σ→+∞

(
e−σ(a+b)

)
= 0, a ̸= b.

Ως αποτέλεσμα, για a ̸= b η fk,a = H
(2)
ik (−iaσ) είναι ορθογώνια (με βάρος σ) με τη συζυγή της να έχει

μια διαφορετική ιδιοτιμή.
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IV.2 Δυναμικό n(t), ιδιοκατάσταση ψ3

Η αντίστοιχη ιδιοκατάσταση είναι

ψ3 = eip3θ
(
q1e

ip3σ + q2e
−ip3σ

)
.

Ας επιλέξουμε q2 = −q1 έτσι ώστε

ψ3 = 2q1ie
ip3θ sin(p3σ).

Παρατηρούμε πως είναι σημαντικό να πάρουμε τη συνάρτηση ημιτόνου, αφού αντίστοιχη ανάλυση δεν
ισχύει για τη συνάρτηση του συνημιτόνου.

Για να κανονικοποιήσουμε τη πιθανότητα χρειαζόμαστε

P =

∫
µψ3(p

′
3)

∗ψ3(p3)dθdσ = 4q21

∫ +∞

−∞
e−i(p′

3−p3)θdθ

∫ ∞

−∞
e2σ sin(p′3σ) sin(p3σ)dσ

= 8πq21δ(p
′
3 − p3)

∫ ∞

−∞
e2σ sin2(p3σ)dσ,

όπου λόγω της συνάρτησης δέλταπρέπει να επιλέξουμε p′3 = p3 στοπαραμένον ολοκλήρωμα.Αςμελετήσουμε
το ολοκλήρωμα

I =

∫ ∞

−∞
e2σ sin2(p3σ)dσ = lim

L→+∞

∫ L

−L

e2σ sin2(p3σ)dσ

= lim
L→+∞

[ e2L

4(1 + p23)

(
p23 − p3 sin(2p3L)− cos(2p3L) + 1

)
− e−2L

4(1 + p23)

(
p23 + p3 sin(2p3L)− cos(2p3L) + 1

) ]
.

(IV.7)

Μπορούμε τώρα να συσχετίσουμε την p3 με το όριο και θεωρούμε πως είναι συνάρτηση p3(L) έτσι ώστε
η εξίσωση

p23 − p3 sin(2p3L)− cos(2p3L) + 1 = 4(1 + p23)e
−2L, (IV.8)

να ικανοποιείται. Παρατηρούμε πως η δύναμη στο εκθετικό του δεξιού μέλους πρέπει να είναι ακριβώς
−2L έτσι ώστε στο όριο το οποίο εμφανίζεται στην (IV.7) δε θα είναι ούτε μηδέν, ούτε θα αποκλίνει.
Μια πολλαπλασιαστική σταθερά μπορούμε να υποθέσουμε πως υπάρχει στο δεξιό μέλος, εφόσον όμως
απορροφηθεί από την κανονικοποίηση, δεν έχει νόημα η χρήση της.

Λήμμα: Υπάρχει θετικός αριθμός L = L0, έτσι ώστε η αλγεβρική εξίσωση (IV.8) έχει τουλάχιστον
δύο λύσεις ως προς p3.

Απόδειξη: Θεωρούμε τη συνάρτηση

f(p3) = p23 − p3 sin(2p3L)− cos(2p3L) + 1− 4(1 + p23)e
−2L.

Αρχικά παρατηρούμε πως f(0) = −4e−2L < 0. Παρατηρούμε πως για p3 ≥ 0 μπορούμε να γράψουμε
(θεωρώντας το ημίτονο και το συνημίτονο υπολογισμένα στις ελάχιστες τιμές τους)

f(p3) >
(
1− 4e−2L

)
p23 − p3 − 4e−2L. (IV.9)

Υποθέτουμε πως το L = L0 είναι τέτοιο ώστε e2L0 > 4 τότε η εξίσωση
(
1− 4e−2L

)
p23 − p3 − 4e−2L =

0 έχει μια θετική ρίζα, έστω p
(+)
3 > 0. Όταν p3 > p

(+)
3 η έκφραση στο δεξιό μέλος της ανισότητας

(IV.9) και αντίστοιχα η f(p3) είναι θετική. Ως αποτέλεσμα έχουμε αποδείξει πως για L = L0 έχουμε
αλλαγή προσήμου για την f(p3) καθώς η p3 παίρνει τιμές από μηδέν έως p

(+)
3 . Επομένως, δεδομένης

της συνέχειας της f(p3), μια πραγματική λύση p3 = p
(0)
3 της f(p3) = 0 υπάρχει σε αυτή την περιοχή.
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Εφόσον f(p3) = f(−p3), αν p3 = p
(0)
3 είναι μια λύση, τότε η p3 = −p(0)3 είναι επίσης λύση. Επιπλέον,

μπορούμε να δούμε από τη μορφή της p(+)
3 =

1+
√

1+16e−2L0−64e−4L0

2(1−4e−2L0)
, πως το p(+)

3 τείνει στο μηδέν όταν το

L0 γίνεται ολοένα και μεγαλύτερο. Επομένως οι δύο ρίζες p3 = ±p(0)3 οι οποίες βρίσκονται στην περιοχή
(−p(+)

3 , p
(+)
3 ) τείνουν να “συναντηθούν” στο μηδέν καθώς L→ ∞.

Το τελευταίο σημαίνει ως limL→∞ p
(0)
3 (L) = 0, όπου p(0)3 (L) ικανοποιεί την εξίσωη (IV.8). Τότε, αυτό

συνεπάγεται πως I = 1 και
P = 8πq21δ(p

′
3 − p3),

έτσι ώστε η σταθερά κανονικοποίησης πρέπει να είναι q1 = 1
2(2π)1/2

και η κυματοσυνάρτηση γίνεται

ψ3 =
i

(2π)1/2
eip3θ sin(p3σ),

με τις τιμές του p3 να συγκεντρώνονται “ισχυρά” γύρω από το μηδέν για ένα χώρο με σύνορο στο άπειρο.

V Εξισώσεις Einstein υπό την υπόθεση γµν = a(t)2mµν

Ας ξεκινήσουμε από τον τανυστή και το βαθμωτό Ricci. Ο τανυστής Ricci εξαρτάται από τις σταθερές
δομής της εκάστοτε άλγεβρας, τη χωρική μετρική και την αντίστροφή της, όπως μπορούμε να δούμε
από τη σχέση (3.24). Η εξάρτηση από τη μετρική και την αντίστροφή της εμφανίζεται πάντα σε ζεύγη,
εννοώντας γµνγσλ, το οποίο σημαίνει πως ο παράγοντας κλίμακας a(t)2 απλοποιείται, οδηγώντας στη
σχέσηRµν(t) = R̃µν . Επομένως, όσον αφορά το βαθμωτό Ricci, μπορούμε να συνάγουμε το εξής:R(t) =
γµν(t)Rµν(t) =

1
a(t)2m

µνR̃µν ⇒ R(t) = 1
a(t)2 R̃. Τώρααςσυνεχίσουμεμε τον τανυστή εξωτερικής καμπυλότητας

ο οποίος υπολογίζεται πως είναι Kµν(t) = −a(t)ȧ(t)mµν , ενώ το αντίστοιχο βαθμωτό K(t) = −3 ȧ(t)
a(t) =

−3H . Με τη χρήση αυτών των εκφράσεων στις εξισώσεις (4.37), (4.38), (4.39) το αποτέλεσμα είναι

(4.37)→ H2 = κ
ρ(tot)

3
− R̃

6

1

a2
, (V.1)

(4.38)→ q(tot)µ = 0, (V.2)

(4.39)→ ä

a
mµν = −2H2mµν +

κ

2

(
ρ(tot) − P (tot)

)
mµν +

κ

a2
π(tot)
µν − 1

a2
R̃µν . (V.3)

Με αντικατάσταση τουH2 στη (V.3) από την (V.1) καταλήγουμε στις εξισώσεις

ä

a
mµν = −κ

6

(
ρ(tot) + 3P (tot)

)
mµν +

κ

a2
π(tot)
µν − 1

a2

(
R̃µν − 1

3
R̃mµν

)
. (V.4)

Το ίχνος της (V.4) μας παρέχει τη μοναδική δυναμική εξίσωση

ä

a
= −κ

6

(
ρ(tot) + 3P (tot)

)
or Ḣ +H2 = −κ

6

(
ρ(tot) + 3P (tot)

)
, (V.5)

με τη χρήση της οποίας η (V.4) αναγκάζει τον αΐχνο τανυστή ανισοτροπικής πίεσης να είναι

π(tot)
µν =

1

κ

(
R̃µν − 1

3
R̃mµν

)
. (V.6)

VI Απόδειξη των σχέσεων ∂iϕ(t, x) = ϕασ
a
i (x), ϕαCα

βλ = 0

Σε αυτή την ενότητα, οι Ελληνικοί δείκτες µ, ν,.. λαμβάνουν τιμές από 0 έως 3, οι κεφαλαίοι Λατινικοί,
I, J,.. από 1 έως 3 και τέλος οι πεζοί Λατινικοί i, j,.. από 1 έως 3. Ο τανυστής ενέργειας-ορμής T (ϕ)

µν και το
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ίχνος του T (ϕ) για κάποιο ελεύθερο βαθμωτό πεδίο έχει τη μορφή

T (ϕ)
µν =M

(
∂µϕ∂νϕ− 1

2
gµν∂σϕ∂

σϕ

)
, T (ϕ) = −M d− 1

2
∂σϕ∂

σϕ, (VI.1)

όπου d η διάσταση της υπερ-επιφάνειας.
Αν ο χωρόχρονος επιδέχεται μια συμμετρία Killing, τότε ισχύει

Lξgµν = 0 ⇒ LξGµν = 0 ⇒ LξT
(tot)
µν = 0, (VI.2)

όπου χρησιμοποιήθηκαν οι εξισώσεις Einstein από το δεύτερο στο τρίτο βήμα και T (tot)
µν είναι ο ολικός

τανυστής ενέργειας-ορμής. Στην περίπτωση που μελετάμε, αυτός αναλύεται στον τανυστή ενέργειας-
ορμής ενός συνόλου ιδανικώνρευστώνT (pf)

µν και τονT (ϕ)
µν .Η εξίσωσηLξT

(pf)
µν = 0 ικανοποιείται ταυτοτικά

για τις ομάδες συμμετρίας των προτύπων Bianchi, επομένως μένει να ικανοποιηθεί και η

LξT
(ϕ)
µν = 0 ⇒ Lξ (∂µϕ) ∂νϕ+ ∂µϕLξ (∂νϕ)− gµν∂

σϕLξ (∂σϕ) = 0. (VI.3)

Υπολογίζουμε το ίχνος της (VI.3) και για d ̸= 1 βρίσκουμε

∂σϕLξ (∂σϕ) = 0. (VI.4)

Με χρήση της (VI.4) στη (VI.3) προκύπτει

Lξ (∂µϕ) ∂νϕ+ ∂µϕLξ (∂νϕ) = 0. (VI.5)

Υπολογίζουμε τη συστολή της (VI.5) με το άνυσμα ∂σϕ

∂µϕLξ (∂µϕ) ∂νϕ+ ∂µϕ∂µϕLξ (∂νϕ) = 0
(VI.4)
===⇒ ∂µϕ∂µϕLξ (∂νϕ) = 0 ⇒

∂µϕ∂µϕ = 0 or Lξ (∂νϕ) = 0. (VI.6)

Όπως παρατηρούμε υπάρχουν δύο πιθανά ενδεχόμενα. Στην περίπτωση μας, ∂tϕ = 0 επομένως ισχύει
∂µϕ∂µϕ = ∂iϕ∂iϕ, ενώ η απαίτηση, η χωρική μετρική να είναι θετικά ορισμένη οδηγεί στο συμπέρασμα
πως ∂iϕ∂iϕ ̸= 0 για πραγματικό βαθμωτό πεδίο και μη-τετριμμένες περιπτώσεις ϕ =σταθερό (Εφόσον η
μετρική είναι θετικά ορισμένη, μπορεί κάποιος ναθεωρήσει μιααντιστρέψιμη, πραγματική, μη-συντεταγμένη
βάση êI στην οποία η μετρική γίνεται εκείνη του Ευκλείδειου χώρου και η παραπάνω συνθήκη λαμβάνει
τημορφή

(
ê1[ϕ])

2 + (ê2[ϕ])
2 + (ê3[ϕ])

2 = 0
)
. Καταλήγουμε λοιπόνστοσυμπέρασμα, πωςπρέπει να ικανοποιείται

ο δεύτερος κλάδος

Lξ (∂νϕ) = 0. (VI.7)

Αυτή η εξίσωση χωρίζεται σε χρονική και χωρικές συνιστώσες. Θεωρούμε επίσης τα ανύσματα Killing
των προτύπων Bianchi, έτσι έχουμε

ν = t, LξI (∂tϕ) = 0 ⇒ ξiI∂i (∂tϕ) = 0 ⇒ ∂t (∂iϕ) = 0, (VI.8)

ν = j, LξI (∂jϕ) = 0 ⇒ ∂jϕ(t, x) = ϕJ(t)σ
J
j (x), (VI.9)

όπου χρησιμοποιήσαμε την ύπαρξη του αντιστρόφου του ξiI και το γεγονός πως το βαθμωτό πεδίο έχει
“καλή” συμπεριφορά στο πεδίο ορισμού που μας ενδιαφέρει ϕ, ∂i∂tϕ = ∂t∂iϕ. Με χρήση της (VI.9) στην
(VI.8) το αποτέλεσμα είναι ϕJ(t) = ϕJ εφόσον υπάρχει ο αντίστροφος των σJ

j .
Το τελευταίο βήμα είναι να υπολογίσουμε τη χωρική παράγωγο της (VI.9)

∂l∂jϕ = ϕJ∂lσ
J
j (VI.10)
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εναλλάσσοντας τους δείκτες l, j, αφαιρώντας κατάμέλη και χρησιμοποιώντας την εξίσωση ∂l∂jϕ = ∂j∂lϕ
καταλήγουμε στη σχέση

ϕJ
(
∂lσ

J
j − ∂jσ

J
l

)
= 0

(3.13)
===⇒ −ϕJCJ

ILσ
I
l σ

L
j = 0, (VI.11)

από την οποία βρίσκουμε

ϕJC
J
IL = 0, (VI.12)

το οποίο και ολοκληρώνει την απόδειξη.
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