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Στη µνήµη του δασκάλου µου ∆ηµήτρη Γατζούρα



Φτάνοντας στο τέλος της συγγραφής της µεταπτυχιακής µου εργασίας και συγχρόνως στην
ολοκλήρωση των µεταπτυχιακών µου σπουδών τα συναισθήµατα που επικρατούν είναι ανάµει-
κτα, απ’ τη µία υπάρχει η χαρά για την ολοκλήρωση ενός απαιτητικού προγράµµατος σπουδών,
ενός προγράµµατος που υπηρέτησε επάξια τις απαιτήσεις και τις προσδοκίες µου και απ’ την
άλλη η λύπη για την ξαφνική απώλεια του καθηγητή ∆ηµητρίου Γατζούρα µε τον οποίο περάσα-
µε πολλές ώρες µαζί δουλεύοντας για τη συγκεκριµένη διπλωµατική εργασία.

Νιώθω υποχρεωµένος να τονίσω και από αυτό το σηµείο τη σπουδαία δουλεία που έκανε
διδάσκοντας µαθήµατα τόσο σε προπτυχιακό όσο και σε µεταπτυχιακό επίπεδο αλλά και την
επιρροή που είχε στους ϕοιτητές του και ειδικότερα σε µένα. Είχα την τύχη να ξεκινήσω τις
µεταπτυχιακές µου σπουδές ένα χρόνο µετά τον ερχοµό του στο τµήµα Μαθηµατικών. Η πρώτη
µας γνωριµία έγινε στα µαθήµατα της Εργοδικής Θεωρίας και της Αρµονικής Ανάλυσης που
δίδασκε. Απ’ την πρώτη στιγµή µου είχε κάνει εντύπωση η ικανότητά του να αναλαµβάνει τη
διδασκαλία πλήθους διαφορετικών µαθηµάτων της µαθηµατικής ανάλυσης και να τα ϕέρνει εις
πέρας στο µέγιστο δυνατό ϐαθµό. Αυτή του η ικανότητα σε συνδυασµό µε την οικειότητα που
απέπνεε στους γύρω του ήταν και οι λόγοι που µε οδήγησαν στο να του Ϲητήσω να επιβλέψει
τη διπλωµατική µου εργασία. Η στιγµή που δέχτηκε µε ιδιαίτερη χαρά να αναλάβει αυτή
την ευθύνη είναι ϐαθιά χαραγµένη στη µνήµη µου. Η συνεργασία µας επιβεβαίωσε και µε το
παραπάνω την επιλογή µου, οι ώρες που αφιέρωσε στις συναντήσεις µας υπήρξαν υπεράνω των
προσδοκιών µου. Υπήρχαν ϕορές που καθόµασταν 3 και 4 ώρες στο γραφείο του συζητώντας
για τα µαθηµατικά, την εργασία αλλά και για διάφορα άλλα ϑέµατα. Ακόµα ϑυµάµαι τη
Ϲεστή του χειραψία όταν είχαµε συναντηθεί µετά από καιρό στο τµήµα σε µία από τις άδειες της
στρατιωτικής µου ϑητείας. Το γεγονός ότι πρόλαβα να παρουσιάσω τη διπλωµατική µου εργασία
και να τον ευχαριστήσω για τη συνεργασία µας µου δηµιουργεί ένα αίσθηµα ανακούφισης.

Κλείνοντας, ϑα ήθελα να εκφράσω τα ϑερµά µου συλληπητήρια στους δικούς του αν-
ϑρώπους. Θα ήθελα να τονίσω για ακόµα µια ϕορά ότι ο κ. ∆ηµήτρης έκανε τη δουλειά
του πολύ περισσότερο από καλά και πως ϑα πρέπει να είναι πολύ περήφανοι γι’ αυτόν.
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Περίληψη

Το 1931 οι J. von Neumann και G.D Birkhoff µε την απόδειξη δύο εργοδικών ϑεωρηµάτων
έθεσαν τα ϑεµέλια και άνοιξαν το δρόµο για τη µελέτη της εργοδικής ϑεωρίας. Από εκείνο
το σηµείο κι έπειτα η εργοδική ϑεωρία αποτελεί αυτόνοµο κλάδο των µαθηµατικών έχοντας
έντονη επίδραση στη ϑεωρία πιθανοτήτων, τη συναρτησιακή ανάλυση και τη ϑεωρία τελεστών,
την απειροσυνδιαστική αλλά και σε άλλες επιστήµες όµως για παράδειγµα τη ϕυσική.

Σκοπός µας κατά κύριο λόγο είναι να αναδείξουµε το κοµµάτι της εργοδικής ϑεωρίας που
συνδέεται µε τη συναρτησιακή ανάλυση και τη ϑεωρία τελεστών παρουσιάζοντας κάποια ϐασικά
εργοδικά ϑεωρήµατα που χρησιµοποιούν τεχνικές από τους δύο παραπάνω κλάδους. Φυσικά
δεν µπορούµε να αντισταθούµε στο πειρασµό του να παρουσιάσουµε και εργοδικά αποτελέσµα-
τα πιθανοθεωρητικής ϕύσης µιας και αυτός ο κλάδος είναι εξίσου σηµαντικός και ελκυστικός
µε αυτόν της συναρτησιακής σκοπιάς.

Γενικά µιλώντας ενδιαφερόµαστε για τη σύγκλιση των µέσων όρων ποσοτήτων που παράγο-
νται κατά στάσιµο τρόπο. Πιο συγκεκριµένα η ϑεωρία ανά κεφάλαιο διαµορφώνεται ως εξής :

Στο 1ο κεφάλαιο εξετάζεται η κλασική περίπτωση της εργοδικής ϑεωρίας όπου η στασιµότητα
περιγράφεται από ένα µετασχηµατισµό τ που διατηρεί το µέτρο και οι µέσοι όροι που µας
ενδιαφέρουν είναι της µορφής

f + f ◦ τ + ... + f ◦ τn−1

n
, (1)

για κάποια ολοκλήρωσιµη συνάρτηση f . Το µοντέλο αυτό αντιστοιχεί στην πιθανοθεωρητική
ερµηνεία της στασιµότητας. Εποµένως το 1ο κεφάλαιο περιέχει τα δύο ϑεµελιώδη εργοδικά
ϑεωρήµατα των von Neumann και Birkhoff και τη διάσπαση Hopf. Το 1ο κεφάλαιο κλείνει µε
το ϑεώρηµα του Kingman το οποίο γενικεύει το εργοδικό ϑεώρηµα του Birkhoff στο πλαίσιο των
υποπροσθετικών διαδικασιών.

Στο κεφάλαιο 2 γενικεύοντας στο επίπεδο της συναρτησιακής ανάλυσης αντικαθιστούµε τον
µετασχηµατισµό τ από οποιονδήποτε γραµµικό τελεστή T σε ένα χώρο συναρτήσεων και τώρα
οι υπό µελέτη µέσοι όροι είναι της µορφής

f + Tf + ... + Tn−1f

n
. (2)

Εποµένως αφού ο Tn προκύπτει εφαρµόζοντας τον T n−ϕορές έχουµε και εδώ κάποιου είδους



· vii

στασιµότητα. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει το µέσο εργοδικό ϑεώρηµα το οποίο γενικεύει
το ϑεώρηµα του von Neumann στο πλαίσιο των χώρων Banach. Επίσης, µελετώνται οι συν-
ϑήκες υπό τις οποίες ισχύει ανάλογη διάσπαση του χώρου όπως στο ϑεώρηµα von Neumann.
Ακόµα γενικότερα µελετάµε ηµιόµαδες τελεστών S (µε πράξη τη σύνθεση) σε τοπικά κυρτο-
ύς τοπολογικούς διανυσµατικούς χώρους. Τώρα, οι µέσοι όροι της (2) υλοποιούνται µέσω της
αφηρηµένης έννοιας του εργοδικού δικτύου.

Με τον όρο εργοδικό ϑεώρηµα εννούµε τα ϑεωρήµατα που αφορούν τη σύγκλιση των µέσων
όρων που αναφέρθηκαν προηγουµένως (ως προς τη νόρµα ή σηµειακά) αλλά και ϑεωρήµατα
που προκύπτουν ως συνέπεια της σύγκλισης τέτοιων µέσων όρων.

Στο κεφάλαιο 3 µελετώνται εργοδικά ϑεωρήµατα που αφορούν ϑετικές συστολές στον L1.
Τα κυριότερα αποτελέσµατα είναι η διάσπαση Hopf η οποία γενικεύει τη διάσπαση του 1ου
κεφαλαίου και το ϑεώρηµα των Chacon-Ornstein καθώς επίσης και η ταυτοποίηση του ορίου
στο ϑεώρηµα Chacon-Ornstein από τους Neveu-Chacon.

Να σηµειώσουµε ότι για το κύριο µέρος της εργασίας ακολουθήσαµε το ϐιβλίο του U. Kren-
gel µε τίτλο Ergodic theorems [13]. Βιβλίο το οποίο περιέχει σαφώς περισσότερα αποτελέσµατα
αλλά σε αρκετά πιο συµπυκνωµένη µορφή. Τα προαπαιτούµενα για την οµαλή ανάγνωση της
εργασίας είναι η γνώση προπτυχιακής ϑεωρίας µέτρου, συναρτησιακής ανάλυσης και πραγµα-
τικής ανάλυσης. Στα παραρτήµατα Α΄ και Β΄ έχουµε συµπεριλάβει όλα όσα χρειάζονται (ίσως
και λίγα παραπάνω) από τους τοπολογικούς διανυσµατικούς χώρους και τις διάφορες ασθενείς
τοπολογίες που χρησιµοποιούνται στην εργασία. Στο παράρτηµα Γ΄ δίνονται όλα τα απαραίτητα
αποτελέσµατα από τη ϑεωρία αλγεβρών Banach. Ο σκοπός της ύπαρξης του παραρτήµατος
είναι αυτή η εργασία να είναι όσο περισσότερο αυτόνοµη γίνεται χωρίς πολλές παραποµπές σε
ϐιβλιογραφία η οποία µπορεί να µην είναι προσβάσιµη στον αναγνώστη.



Abstract

The main purpose of this thesis is the study of ergodic theorems mainly in the context
of functional analysis. We also present some ergodic theorems in the classical setting of
ergodic theory, i.e. measure preserving systems. In particular, we are concerned about the
convergence of averages of the form

f + f ◦ τ + ... + f ◦ τn−1

n
(1)

where τ is a measure preserving transformation and f an integrable function. More generally,
we study the convergence of averages of the form

x + Tx + ... + Tn−1x

n
(2)

where T is an operator in a Banach space X and x ∈ X . Generalizing even further, T can be
replaced by a semigroup of operators in a topological vector space. In this case the averages
x+Tx+...+Tn−1x

n are being substituted by the abstract notion of an ergodic net.
This thesis develops as follows: in chapter one we are interested in averages of the form

(1). We present the proofs of the fundamental theorems of Birkhoff and Von-Neumann and
we give the motivation to study the averages of the form (2). At the end of the chapter,
generalizing Birkhoff’s theorem we present the subadditive ergodic theorem of Kingman and
one of its applications regarding the convergence of random matrices. In chapter two we
develop the theory related to the averages of the form in (2). The theorem of Eberlein is of
great importance since it provides necessary and sufficient conditions for the convergence of
such averages. Also, we treat the case where T is being replaced by a general semigroup of
operators. In the 3rd and last chapter we examine the case where T is a positive contraction
in L1. We prove the pointwise theorem of Chacon-Ornstein which ensures us that the ratio

f + Tf + ... + Tn−1f

g + Tg + ... + Tn−1g

converges almost everywhere on the set {S∞g > 0}, where S∞ = supn(g + ... + Tn−1g) for every
positive function g ∈ L1. Brunel’s lemma allow us to describe the limit of the ratio, a result
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originally due to Neveu-Chacon. An extended appendix has been added in order to keep the
thesis as self contained as possible. This way the reader can refer to the corresponding entry
for notions that may not be familiar.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

Τα ϐασικά ϑεωρήµατα της εργοδικής Θεωρίας

1.1 Εργοδικότητα

Το κίνητρο για την απόδειξη των εργοδικών ϑεωρηµάτων των von Neumann και Birkhoff ήρθε
από τη ϕυσική και συγκεκριµένα από τη στατιστική µηχανική. Στα τέλη του 1800 ο ϑεωρητικός
ϕυσικός L. Boltzmann µελετώντας προβλήµατα από την περιοχή της στατιστικής µηχανικής
διατύπωσε την εργοδική υπόθεση.

Η εργοδική υπόθεση µας λέει ότι σε ένα σύστηµα το οποίο µεταβάλλεται µε το χρόνο οι
χρονικοί µέσοι όροι του συστήµατος ισούνται µε τους χωρικούς µέσους όρους. Πιο συγκεκρι-
µένα, ας συµβολίσουµε µε X το σύνολο των καταστάσεων του συστήµατος, µε τ : X → X τη
µεταβολή του συστήµατος σε µια χρονική µονάδα και µε f : X → R κάποια µέτρηση που αφορά
το σύστηµα (π.χ. την πίεση). Τότε, η εργοδική υπόθεση λέει ότι

f (x) + f (τ(x)) + ... + f (τn−1(x))
n

n→∞
−→

∫
X
f , x ∈ X

όπου f (x)+f (τ(x))+...+f (τn−1(x))
n οι χρονικοί µέσοι όροι και

∫
X
f οι χωρικοί µέσοι όροι του συστήµατος.

Το πλεονέκτηµα της παραπάνω σύγκλισης είναι ότι οι χρονικοί µέσοι όροι υπολογίζονται απλά
παρατηρώντας την εξέλιξη του συστήµατος.

Αν και ο Boltzmann δεν διατύπωσε την εργοδική υπόθεση στο πλαίσιο των χώρων µέτρου,
και ειδικότερα των µετρήσιµων δυναµικών συστηµάτων, παρ’ όλα αυτά αποδείχθηκε αργότερα
µε το ϑεώρηµα του Birkhoff ότι αυτό είναι το ϕυσικό περιβάλλον για την απόδειξη της εργο-
δικής υπόθεσης. Σε αυτή την παράγραφο ορίζουµε και αποδεικνύουµε ϐασικές ιδιότητες των
µετρήσιµων δυναµικών συστηµάτων και εξετάζουµε την έννοια της εργοδικότητας κάτω από την
οποία ισχύει η εργοδική υπόθεση.

1.1.1 Βασικοί ορισµοί και ιδιότητες

Ορισµός 1.1.1 (Σύστηµα που διατηρεί το µέτρο). ΄Εστω (Ω,A , µ) ένας χώρος µέτρου και τ :
Ω → Ω µια µετρήσιµη συνάρτηση (µετρήσιµος µετασχηµατισµός). Θα λέµε ότι η τ διατηρεί
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το µέτρο µ αν µ(A) = µ(τ−1A) για κάθε A ∈ A . Η τετράδα (Ω,A , µ, τ) είναι ένα σύστηµα που
διατηρεί το µέτρο (σ.δ.µ).

΄Ενα σύνολο A ∈ A καλείται µ−µηδενικό αν µ(A) = 0. Λίγο γενικότερα συστήµατα από τα
συστήµατα που διατηρούν το µέτρο είναι τα συστήµατα που διατηρούν τα µ−µηδενικά σύνολα.

Ορισµός 1.1.2 (Σύστηµα που διατηρεί τα µ−µηδενικά σύνολα). ΄Εστω (Ω,A , µ) ένας χώρος
µέτρου και τ : Ω → Ω ένας µετρήσιµος µετασχηµατισµός. Θα λέµε ότι ο τ διατηρεί τα
µ−µηδενικά σύνολα αν για κάθε A ∈ A µε µ(A) = 0 ισχύει µ(τ−1(A)) = 0. Η τετράδα (Ω,A , µ, τ)
είναι ένα σύστηµα που διατηρεί τα µ-µηδενικά σύνολα (σ.δ.µ.µ).

Πρόταση 1.1.3. ΄Εστω (Ω,A , µ) ένα σ.δ.µ και f : X → R µια µη αρνητική συνάρτηση. Τότε,∫
Ω

f ◦ τ dµ =

∫
Ω

f dµ. (1.1.1)

Επίσης, η (1.1.1) ισχύει και για ολοκληρώσιµες συναρτήσεις (όχι απαραίτητα µη αρνητικές).

Απόδειξη. Αν η f είναι χαρακτηριστική της µορφής 1A για A ∈ A τότε αφού 1A ◦ τ = 1τ−1(A) ϑα
έχουµε ∫

Ω

f ◦ τ dµ =

∫
Ω

1A ◦ τ dµ

=

∫
Ω

1τ−1(A) dµ

= µ(τ−1(A)).

΄Οµως, ο τ διατηρεί το µ, άρα µ(τ−1(A)) = µ(A) =
∫
Ω
f dµ. Συνεπώς, η (1.1.1) ισχύει για τις

χαρακτηριστικές συναρτήσεις. Από τη γραµµικότητα του ολοκληρώµατος έχουµε ότι η (1.1.1)
ϑα ισχύει και για τις απλές συναρτήσεις. Για τη γενική περίπτωση ϑεωρούµε µια ακολουθία
απλών συναρτήσεων (sn)∞n=1 µε sn ↗ f . Τότε, αφού sn ◦ τ ↗ f ◦ τ απ’ το ϑεώρηµα µονότονης
σύγκλισης ϑα έχουµε ότι∫

Ω

f ◦ τ dµ =

∫
Ω

lim
n→∞

sn ◦ τ dµ = lim
n→∞

∫
Ω

sn ◦ τ dµ

= lim
n→∞

∫
Ω

sn dµ =

∫
Ω

lim
n→∞

sn dµ

=

∫
Ω

f dµ.

Για µια ολοκληρώσιµη συνάρτηση f εφαρµόζουµε την (1.1.1) ξεχωριστά για τις µη αρνητικές
συναρτήσεις f +, f − και χρησιµοποιούµε την ολοκληρωσιµότητα ώστε να είναι καλά ορισµένη η
διαφορά

∫
X
f + dµ −

∫
X
f − dµ . �

Για ένα χώρο µέτρου (Ω,A , µ) γράφουµε {f < g} για το σύνολο
{
ω ∈ Ω : f (ω) < g(ω)

}
, αντίστοιχη

είναι και η ερµηνεία των {f , g} και {f ≥ g} κτλ. Για το µ({f < g}) γράφουµε απλά µ(f < g),
αντίστοιχα γράφουµε µ(f , g) και µ(f ≥ g). Επίσης, ο συµβολισµός f = g (mod µ) σηµαίνει ότι
µ(f , g) = 0. Για 1 ≤ p < ∞ γράφουµε Lp(µ)=Lp(Ω,A , µ) για το σύνολο

Lp(Ω,A , µ) =
{
f : X → C ή R | f µετρήσιµη µε

∫
X
|f |pdµ < ∞

}
.
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Η σχέση f ∼ g αν και µόνο αν f = g (mod µ) είναι σχέση ισοδυναµίας στο σύνολο όλων των
µετρήσιµων συναρτήσεων f : X → C ή R. Με [f ] συµβολίζουµε την κλάση ισοδυναµίας της f , ο
χώρος Lp(µ) = Lp(Ω,A , µ) είναι ο χώρος ο οποίος αποτελείται από όλα τα σύνολα των κλάσεων
ισοδυναµίας [f ] για τις οποίες

∫
Ω
|f |pdµ < ∞. Αντί του [f ] ϑα γράφουµε απλά f . Ο Lp(µ) γίνεται

χώρος Banach µε νόρµα την

‖f ‖p =

(∫
Ω

|f |pdµ
)1/p

Αντίστοιχα, ορίζεται και ο L∞(µ) = L∞(Ω,A , µ) ο οποίος αποτελείται από όλες τις µετρήσιµες
συναρτήσεις f : X → C ή R για τις οποίες υπάρχει t > 0 µε

µ
(
{ω ∈ Ω : |f (ω)| > t}

)
= 0.

Τότε για κάθε f, g ∈ L∞(µ) η σχέση f ∼ g αν και µόνο αν f = g (mod µ) είναι σχέση ισοδυναµίας
στον L∞. Ο χώρος L∞(µ) = L∞(Ω,A , µ) είναι ο χώρος ο οποίος αποτελείται από όλα τα σύνολα
των κλάσεων ισοδυναµίας [f ] για f ∈ L∞(µ). Αντί του [f ] γράφουµε απλά f . Ο L∞(µ) γίνεται
χώρος Banach µε νόρµα που δίνεται από την

‖f ‖∞ = inf
{
t > 0 : µ({ω ∈ Ω : |f (ω)| > t}) = 0

}
.

Επίσης, αποδεικνύεται ότι µ(|f | > ‖f ‖∞) = 0, δηλαδή, µε άλλα λόγια

‖f ‖∞ = min
{
t > 0 : µ({ω ∈ Ω : |f (ω)| > t}) = 0}.

Ο τρόπος µέσω του οποίου γίνεται η σύνδεση των σ.δ.µ µε τη συναρτησιακή ανάλυση και τη
ϑεωρία τελεστών είναι µέσω του τελεστή Koopman Uτ ο οποίος ορίζεται µέσω της Uτf = f ◦ τ για
κάθε f ∈ Lp(µ) µε 1 ≤ p ≤ ∞. Φυσικά πρέπει να αποδείξουµε ότι αυτός είναι καλά ορισµένος
και ϕραγµένος γραµµικός τελεστής.

Πρόταση 1.1.4. ΄Εστω (Ω,A , µ) ένα σ.δ.µ. Τότε, ο τελεστής Koopman Uτ : Lp(µ)→ Lp(µ) είναι
ισοµετρία για κάθε 1 ≤ p ≤ ∞.

Απόδειξη. Η γραµµικότητα είναι προφανής αφού για λ, µ ∈ C και f, g ∈ Lp έχουµε

Uτ(λf + µg) = (λf + µg) ◦ τ

= λf ◦ τ + µg ◦ τ

= λUτf + µUτg.

Τώρα, αν 1 ≤ p < ∞ από την Πρόταση 1.1.3 έχουµε

‖Uτ‖
p
p =

∫
Ω

|f ◦ τ|pdµ

=

∫
Ω

|f |p ◦ τ dµ

=

∫
Ω

|f |pdµ = ‖f ‖pp ,
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άρα ‖Uτf ‖p = ‖f ‖p απ’ όπου έπεται ότι Uτf ∈ Lp(µ) και ‖Uτ‖ = 1. Στην περίπτωση που p = ∞

και f ∈ L∞(µ) αφού ο τ διατηρεί το µέτρο µ ϑα έχουµε µ
(
τ−1({|f | > α})

)
= µ

(
|f | > α

)
για κάθε

α ∈ R. ΄Οµως τ−1({|f | > α}) = {|f ◦ τ| > α}, απ’ όπου έπεται ότι

µ
(
|f ◦ τ| > ‖f ‖∞

)
= µ

(
|f | > ‖f ‖∞

)
= 0.

΄Αρα, ‖Uτf ‖∞ ≤ ‖f ‖∞. Απ’ την άλλη µεριά όµως, έχουµε

µ
(
|f | > ‖f ◦ τ‖∞

)
= µ

(
τ−1({|f | > ‖f ◦ τ‖∞})

)
= µ

(
|f ◦ τ| > ‖f ◦ τ‖∞

)
= 0

απ’ όπου έπεται και η ‖f ‖∞ ≤ ‖Uτf ‖∞. Οπότε, συνοψίζοντας έχουµε Uτf ∈ L∞ και ‖Uτ‖ = 1. �

Παρατηρούµε τώρα πως αν υπάρχει σύνολο A ∈ A µε τ−1(A) = A, µ(A) > 0 και µ(Ω \ A) > 0
τότε η εργοδική υπόθεση δεν µπορεί να ισχύει. Πράγµατι, ϑεωρώντας f = 1A έχουµε για x ∈ A
ότι

f (x) + f (τ(x)) + ... + f (τn−1(x))
n

→ 1

ενώ για x ∈ Ac,
f (x) + f (τ(x)) + ... + f (τn−1(x))

n
→ 0

και έτσι οι χρονικοί µέσοι όροι δεν µπορούν να ισούνται µε τη σταθερά
∫
Ω
f dµ = µ(A).

Ορισµός 1.1.5 (Αναλλοίωτο σύνολο). ΄Εστω (Ω,A , µ, τ) ένα σ.δ.µ.µ. ΄Ενα σύνολο A ∈ A ϑα
καλείται αναλλοίωτο αν τ−1(A) = A και µ−σχεδόν αναλλοίωτο αν µ(A4 τ−1(A)) = 0.1

Σε ένα σ.δ.µ.µ τα µ-σχεδόν αναλλοίωτα σύνολα διαφέρουν από τα αναλλοίωτα σύνολα κατά
κάποιο σύνολο µέτρου µηδέν όπως ϕαίνεται και από την παρακάτω πρόταση. Μάλιστα όπως
ϑα ϕανεί και από την απόδειξη τα µ−σχεδόν αναλλοίωτα (άρα και τα αναλλοίωτα) σύνολα έχουν
την ιδιότητα ότι µ−σχεδόν κάθε στοιχείο τους επανέρχεται άπειρες ϕορές.

Πρόταση 1.1.6. ΄Εστω (Ω,A , µ, τ) ένα σ.δ.µ.µ και A ∈ A ένα µ−σχεδόν αναλλοίωτο σύνολο.
Τότε, το σύνολο

A∞ = lim sup
n

τ−n(A) =

∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

τ−k(A)

όλων των σηµείων που περνάνε άπειρες ϕορές από το A είναι αναλλοίωτο και µ(A4A∞) = 0.

Απόδειξη. Θεωρούµε τη ϕθίνουσα ακολουθία συνόλων Bn =
⋃∞
k=n τ

−k(A). Τότε,

τ−1(A∞) =

∞⋂
n=2

∞⋃
k=n

τ−k(A) =

∞⋂
n=2

Bn =

∞⋂
n=1

Bn = A∞

1όπου A4B = (A \ B) ∪ (B \ A) η συµµετρική διαφορά των A, B
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απ’ όπου έπεται ότι το A∞ είναι αναλλοίωτο. Τώρα, αν x ∈ A \ A∞ = A ∩ lim infn τ−n(Ω \ A) ϑα
υπάρχει ελάχιστος n0 ώστε x ∈ A και x ∈ τ−n(Ω \ A) για κάθε n ≥ n0. ΄Αρα x ∈ τn0−1(A) \ τn0(A)
απ’ όπου έπεται ότι

A \ A∞ ⊆
∞⋃
n=0

τ−n(A) \ τ−(n+1)(A).

Επειδή µ(A4 τ−1(A)) = 0 ϑα έχουµε και µ(A \ τ−1(A)) = 0. Συνεπώς, αφού ο τ διατηρεί τα
µ-µηδενικά σύνολα ϑα έχουµε µ(τ−n(A) \ τ−(n+1)(A)) = 0 για κάθε n ≥ 0, απ’ όπου έπεται ότι
µ(A \ A∞) = 0. Από την άλλη µεριά, για x ∈ A∞ \ A ϑα υπάρχει ο ελάχιστος n0 µε x ∈ τ−n0(A)
και x < τ−(n0−1)(A). ∆ηλαδή,

A∞ \ A ⊆
∞⋃
n=0

τ−(n+1)(A) \ τ−n(A).

΄Οµως, αφού µ(τ−1(A) \ A) = 0 ϑα έχουµε ότι µ(τ−(n+1)(A) \ τ−n(A)) = 0 για κάθε n ≥ 0. ΄Αρα
µ(A∞ \ A) = 0. Οπότε τελικά, ϑα έχουµε

µ(A4A∞) = µ((A \ A∞) ∪ (A∞ \ A))

= µ(A \ A∞) + µ(A∞ \ A) = 0.

�

Ορισµός 1.1.7 (Αναλλοίωτη συνάρτηση). Μια µετρήσιµη συνάρτηση f : X → C ϑα καλείται
αναλλοίωτη αν f = f ◦ τ και µ−σχεδόν αναλλοίωτη αν f = f ◦ τ µ−σχεδόν παντού.

1.1.2 Ιδιότητες και κριτήρια εργοδικότητας

΄Οπως αναφέραµε και προηγουµένως αν το σύστηµα (Ω,A , µ, τ) περιέχει µη τετριµµένα αναλ-
λοίωτα σύνολα τότε η εργοδική υπόθεση δεν µπορεί να ισχύει. Τα εργοδικά συστήµατα είναι
τα συστήµατα τα οποία δεν περιέχουν µη τετριµµένα αναλλοίωτα σύνολα. Χονδρικά µιλώντας
σε ένα εργοδικό σύστηµα δεν µπορεί να υπάρξει ένα γνήσιο υποσύνολο καταστάσεων του Ω µε
ϑετικό µέτρο ώστε όταν το σύστηµα ϐρεθεί µέσα σε αυτό να παραµείνει για πάντα σε αυτό.

Θα δούµε παρακάτω µε το εργοδικό ϑεώρηµα του Birkhoff πως το όριο των χρονικών µέσων
όρων υπάρχει (σχεδόν παντού) στο πλαίσιο των συστηµάτων που διατηρούν το µέτρο. ΄Οταν το
σύστηµα είναι εργοδικό και µ(Ω) = 1 τότε ϑα έχουµε ότι το όριο ϑα ισούται µε

∫
Ω
f dµ.

Ορισµός 1.1.8 (Εργοδικότητα). ΄Ενα σ.δ.µ.µ (Ω,A , µ, τ) καλείται εργοδικό όταν δεν υπάρχει
αναλλοίωτο σύνολο A ∈ A µε µ(A) > 0 και µ(Ω \ A) > 0.

Παρατηρούµε πως αν το (Ω,A , µ, τ) λέγεται εργοδικό από την Πρόταση 1.1.6 ϑα έχουµε ότι για
κάθε µ-σχεδόν αναλλοίωτο σύνολο A ∈ A ϑα ισχύει µ(A) = 0 ή µ(Ω \ A) = 0. Πράγµατι, αφού
το σύνολο A∞ = lim supn τ

−n(A) είναι αναλλοίωτο ϑα πρέπει µ(A∞) = 0 ή µ(Ω \ A∞) = 0. ΄Οµως,
µ(A4A∞) = 0 και συνεπώς µ(A) = 0 ή µ(Ω \ A) = 0.

Πρόταση 1.1.9. ΄Εστω (Ω,A , µ, τ) ένα εργοδικό σ.δ.µ µε µ(Ω) > 0. Τότε, κάθε µ-σχεδόν
αναλλοίωτη συνάρτηση f : X → C είναι σχεδόν παντού σταθερή.
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Απόδειξη. Περνώντας σε πραγµατικό και ϕανταστικό µέρος µπορούµε να υποθέσουµε ότι η f
παίρνει τιµές στο R. Επίσης µπορούµε να υποθέσουµε και ότι f ≥ 0 καθώς αν f = f ◦τ µ-σχεδόν
παντού γράφοντας f = f + − f − ϑα έχουµε

(f ◦ τ)+ = f + ◦ τ = f + και (f ◦ τ)− = f − ◦ τ = f −

µ-σχεδόν παντού και οι f +, f − είναι ϑετικές. Οπότε, αν η f ≥ 0 είναι µ-σχεδόν αναλλοίωτη τότε
για κάθε α ∈ R, λόγω του εγκλεισµού

(τ−1({f < α}))4({f < α}) = ({f ◦ τ < α})4({f < α})

⊆ {f ◦ τ , f }

και επειδή µ(f ◦ τ , f ) = 0 ϑα έχουµε ότι µ
(
τ−1({f < α})4({f < α})

)
= 0 , το οποίο σηµαίνει ότι το

{f < α} είναι µ-σχεδόν αναλλοίωτο. Συνεπώς από την εργοδικότητα του συστήµατος ϑα έχουµε
µ(Fα) = 0 ή µ(Ω \ Fα) = 0 για κάθε α ∈ R, όπου Fα = {f < α}. Τώρα, αφού

{f < ∞} =

∞⋃
n=1
{f < n} =

∞⋃
n=1

Fn

και η (Fn)∞n=1 είναι αύξουσα ϑα ισχύει µ(f < ∞) = limn µ(Fn). ΄Οµως, η f παίρνει τιµές στο R
άρα µ(f = ∞) = µ(∅) = 0, απ’ όπου έπεται ότι µ(f < ∞) = µ(Ω) > 0. ΄Ετσι ϑα υπάρχει n0 µε
µ(Fn0) > 0. Αφού f ≥ 0 ϑα ισχύει µ(f < 0) = 0, συνεπώς το σύνολο C =

{
c ∈ R : µ(Fc) = 0

}
είναι µη κενό και άνω ϕραγµένο υποσύνολο του R. Εποµένως, ο c∗ = sup(C) είναι πραγµατικός
αριθµός. Ισχυριζόµαστε ότι f = c∗ µ-σχεδόν παντού. Πράγµατι, αφού

Fc∗− 1
n
↗ Fc∗ και µ(Fc∗− 1

n
) = 0,

για κάθε n ∈ N ϑα έχουµε
µ(Fc∗) = lim

n
µ(Fc∗− 1

n
) = 0

απ’ όπου έπεται ότι f ≥ c∗ µ-σχεδόν παντού. Απο την άλλη µεριά αφού για κάθε α > c∗ έχουµε
µ(Fα) > 0 τότε µ(Ω \ Fα) = 0 για α > c∗. ∆ηλαδή, µ(Ω \ Fα+ 1

n
) = 0 για κάθε n ∈ N. ΄Αρα

µ
( ∞⋃
n=1

(
Ω \ Fc∗+ 1

n

))
= 0

όµως Ω \ Fc∗+ 1
n
↗ {f > c∗} απ’ όπου έπεται ότι µ(f > c∗) = 0 και συνεπώς f ≤ c∗ µ-σχεδόν

παντού. �

Κλείνουµε την παράγραφο µε κάποιες ισοδύναµες µορφές της εργοδικότητας στο πλαίσιο των
συστηµάτων που διατηρούν το µέτρο στην περίπτωση που µ(Ω) < ∞.

Πρόταση 1.1.10. ΄Εστω (Ω,A , µ, τ) ένα σ.δ.µ µε µ(Ω) < ∞. Τότε τα εξής είναι ισοδύναµα:

(i) Το σύστηµα είναι εργοδικό.

(ii) Για κάθε µ-σχεδόν αναλλοίωτο σύνολο A ∈ A ισχύει µ(A) ∈ {0, µ(Ω)}.

(iii) Για κάθε A ∈ A µε µ(A) > 0 έχουµε µ
(⋃∞

n=0 τ
−n(A)

)
= µ(Ω).
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(iv) Για κάθε A, B ∈ A µε µ(A)µ(B) > 0 υπάρχει n ∈ N τέτοιο ώστε µ(A ∩ τ−n(B)) > 0.

Απόδειξη. (i) =⇒ (ii) Αν το A είναι µ-σχεδόν αναλλοίωτο τότε από την Πρόταση 1.1.6 ϑα έχουµε
µ(A4A∞) = 0 και τ−1(A∞) = A∞. Από την εργοδικότητα του συστήµατος ϑα πρέπει µ(A∞) ∈
{0, µ(Ω}) και άρα µ(A) ∈ {0, µ(Ω)}.

(ii) =⇒ (iii) Για το σύνολο B =
⋃∞
n=0 τ

−n(A) ισχύει ότι

τ−1(B) =

∞⋃
n=1

τ−n(A) ⊆ B.

Αφού µ(Ω) < ∞ και το µ διατηρεί το µέτρο ϑα έχουµε

µ(B \ τ−1(B)) = µ(B) − µ(τ−1(B))

= µ(B) − µ(B) = 0

δηλαδή το B είναι µ-σχεδόν αναλλοίωτο και άρα µ(B) = 0 ή µ(B) = µ(Ω). ΄Οµως επειδή A ⊆ B
και µ(A) > 0 ϑα πρέπει υποχρεωτικά µ(B) = µ(Ω).

(iii) =⇒ (iv) Αφού µ(B) > 0 ϑα έχουµε ότι µ(
⋃∞
n=0 τ

−1(B)) = µ(Ω) άρα

µ
( ∞⋃
n=0

τ−n(B) ∩ A
)

= µ
( ∞⋃
n=0

τ−n(B)
)

+ µ(A) − µ
( ∞⋃
n=0

τ−n(B) ∪ A
)

= µ(Ω) + µ(A) − µ(Ω)

= µ(A)

και επειδή µ(A) > 0 ϑα υπάρχει n ∈ N µε µ(A ∩ τ−n(B)) > 0.

(iv) =⇒ (i) Αν το σύστηµα δεν είναι εργοδικό ϑα υπάρχει ένα αναλλοίωτο σύνολο A µε µ(A) > 0
και µ(Ω \ A) > 0. ΄Οµως τότε ϑα έχουµε µ(A)µ(Ω \ A) > 0 και εποµένως ϑα υπάρχει n ∈ N
µε µ(A ∩ τ−n(Ω \ A)) > 0. Ειδικότερα ϑα ισχύει A ∩ τ−n(Ω \ A) , ∅. Αυτό όµως είναι άτοπο
καθώς αφού το A είναι αναλλοίωτο ϑα έχουµε τ−1(A) = A και άρα τ−1(Ω \ A) = Ω \ A. Οπότε,
επειδή τ(Ω \ A) = τ(τ−1(Ω \ A) ⊆ Ω \ A ϑα έχουµε και τn(Ω \ A) ⊆ Ω \ A απ’ όπου έπεται ότι
A ∩ τ−n(Ω \ A) = ∅. �

1.2 Το ϑεώρηµα του von Neumann

Για ένα χώρο Hilbert H και T : H → H ένα ϕραγµένο γραµµικό τελεστή συµβολίζουµε µε T ∗

τον συζυγή τελεστή του T για τον οποίο ισχύει < Tf, g >=< f, T ∗g > για f, g ∈ H και ‖T‖ = ‖T ∗‖.
Στην περίπτωση που ‖T‖ ≤ 1 ο T ϑα καλείται συστολή.
Οι εξής συµβολισµοί ϑα χρησιµοποιούνται αρκετά συχνά:

Sn(T ) =

n−1∑
k=0

Tk και An(T ) = n−1
n−1∑
k=0

Tk

όπου Tk = T ◦ ... ◦ T︸      ︷︷      ︸
k−ϕορές

. ΄Οταν δεν τίθεται ϑέµα σύγχυσης από την ύπαρξη διαφορετικών τελεστών

ϑα γράφουµε για το n−οστό µερικό άθροισµα Sn(T ) απλά Sn και για τους µέσους όρους An(T )
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ϑα γράφουµε An. Παρατηρήστε ότι όταν ο T είναι ϕραγµένος γραµµικός τελεστής τότε είναι και
οι Sn, An. Τέλος, µε F = F (T ) συµβολίζουµε τον υπόχωρο που αποτελείται από όλα τα σταθερά
σηµεία του T . ∆ηλαδή,

F (T ) =
{
h ∈ H : Th = h

}
Το ϑεώρηµα του von Neumann είναι το πρώτο εργοδικό ϑεώρηµα που µας δίνει τη σύγκλιση
των µέσων όρων An(T )(h) για h ∈ H και T : H → H συστολή. Η απόδειξη ϐασίζεται σε δύο
λήµµατα:

Λήµµα 1.2.1. ΄Εστω H ένας χώρος Hilbert και T : H → H µια συστολή. Τότε, για h ∈ H ισχύει
Th = h αν και µόνο αν T ∗h = h. Με άλλα λόγια, F (T ) = F (T ∗).

Απόδειξη. Αν Th = h τότε έχουµε∥∥∥T ∗h − h∥∥∥2
= 〈T ∗h − h, T ∗h − h〉

= 〈T ∗h, T ∗h − h〉 − 〈h, T ∗h − h〉

= 〈T ∗h, T ∗h〉 − 〈T ∗h, h〉 − 〈h, T ∗h〉 + 〈h, h〉

=
∥∥∥T ∗h∥∥∥2

− 〈h, Th〉 − 〈Th, h〉 + ‖h‖2

=
∥∥∥T ∗h∥∥∥2

− 2 ‖h‖2 + ‖h‖2

όµως αφού ο T είναι συστολή τότε ϑα είναι και ο T ∗ ΄Αρα, ‖T ∗h‖2 ≤ ‖h‖2 απ’ όπου έπεται ότι
‖T ∗h − h‖2 ≤ 2 ‖h‖2 − 2 ‖h‖2 = 0. ∆ηλαδή, T ∗h = h. Αν τώρα T ∗h = h τότε αντικαθιστώντας στη
ϑέση του T ∗ τον T καταλήγουµε στο ότι Th = h. �

Από τη συνέχεια του T έπεται πως ο υπόχωρος F = F (T ) των σταθερών σηµείων του T είναι
κλειστός. Συνεπώς, H = F ⊕ F⊥. Το επόµενο λήµµα δίνει µια περιγραφή του F⊥.

Λήµµα 1.2.2. ΄Εστω T µια συστολή σε ένα χώρο Hilbert H. Τότε, F⊥ = N όπου N = {h − Th :
h ∈ H}.

Απόδειξη. Αν h ∈ F τότε για κάθε g ∈ H ϑα έχουµε

〈g − Tg, h〉 = 〈g, h〉 − 〈Tg, h〉

= 〈g, h〉 − 〈g, T ∗h〉

όµως από το Λήµµα 1.2.1 T ∗h = h. ΄Αρα, 〈g − Tg, h〉 = 0, απ’ όπου έπεται ότι g − Tg ∈ F⊥.
∆ηλαδή, N ⊆ F⊥ και επειδή ο F⊥ είναι κλειστός ϑα έχουµε N ⊆ F⊥. Αν τώρα h ∈ N

⊥
τότε για

κάθε g ∈ H ϑα έχουµε 〈g−Tg, h〉 = 0. ∆ηλαδή, 〈g, h−T ∗h〉 = 0 για κάθε g ∈ H, απ’ όπου έπεται
ότι T ∗h = h, άρα και Th = h. Οπότε ϑα έχουµε N

⊥
⊆ F και συνεπώς F⊥ ⊆

(
N
⊥)⊥

. ΄Οµως, αφού
H = N

⊥
⊕

(
N
⊥)⊥

= N ⊕ N
⊥

ϑα πρέπει υποχρεωτικά να ισχύει
(
N
⊥)⊥

= N . ΄Ετσι, παίρνουµε και
τον αντίστροφο εγκλεισµό F⊥ ⊆ N . �

Με P ϑα συµβολίζουµε την προβολή του H στον υπόχωρο F = F (T ) των σταθερών σηµείων του
T .
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Θεώρηµα 1.2.3 (Εργοδικό ϑεώρηµα von Neumann). ΄Εστω T µια συστολή σε ένα χώρο Hilbert
H. Τότε, ‖Anh − Ph‖ → 0, δηλαδή ∥∥∥∥∥∥∥1

n

n−1∑
k=0

Tkh − Ph

∥∥∥∥∥∥∥→ 0 (1.2.1)

καθώς το n → ∞.

Απόδειξη. Από το Λήµµα 1.2.2 έχουµε H = F ⊕ N . ΄Αρα για h ∈ H ϑα υπάρχουν Ph = f ∈ F
και g ∈ N µε h = f + g. Τότε, αφού Tkf = f για κάθε k ϑα έχουµε και Anf = f για κάθε n.
Ισχυριζόµαστε ότι ‖Ang‖ → 0. Πράγµατι, για ϸ > 0 ϑα υπάρχει φ ∈ H µε

‖g − (φ − Tφ)‖ <
ϸ

2
.

Τότε

‖Anh‖ = ‖Anh − An(φ − Tφ) + An(φ − Tφ)‖

≤ ‖An(h − φ + Tφ)‖ + ‖An(φ − Tφ)‖

≤ ‖An‖ ‖h − (φ − Tφ)‖ + ‖An(φ − Tφ)‖ .

΄Οµως, αφού ο T είναι συστολή έχουµε ‖An‖ = n−1
∥∥∥∑n−1

k=0 T
k
∥∥∥ ≤ 1 και

‖An(φ − Tφ)‖ = n−1
∥∥∥φ − Tnφ∥∥∥

≤ n−12 ‖φ‖

απ’ όπου έπεται ότι ‖An(φ − Tφ)‖ → 0. Συνεπώς, ϑα υπάρχει n0 ∈ N ώστε για κάθε n ≥ n0 να
ισχύει ‖An(φ − Tφ)‖ < ϸ/2. Οπότε, συνοψίζοντας, για κάθε n ≥ n0 ϑα έχουµε

‖Anh‖ ≤ ‖An‖ ‖h − (φ − Tφ)‖ + ‖An(φ − Tφ)‖

≤ ‖h − (φ − Tφ)‖ + ‖An(φ − Tφ)‖

<
ϸ

2
+
ϸ

2
= ϸ.

΄Αρα ‖Anh − Ph‖ = ‖Ang‖ → 0 καθώς το n → ∞. �

Αναδιατυπώνοντας το ϑεώρηµα του von Neumann στο πλαίσιο των συστηµάτων που διατηρούν
το µέτρο και µε T τον τελεστή Koopman Uτ έχουµε:

Θεώρηµα 1.2.4. ΄Εστω (Ω,A , µ, τ) ένα σ.δ.µ. Τότε, για κάθε f ∈ L2(Ω,A , µ) υπάρχει µια
τ−αναλλοίωτη συνάρτηση f̃ ∈ L2(µ) ώστε

∥∥∥An(Uτ)f − f̃
∥∥∥

2 → 0, δηλαδή∥∥∥∥∥∥∥1
n

n−1∑
k=0

f ◦ τk − f̃

∥∥∥∥∥∥∥
2

→ 0 (1.2.2)

καθώς το n → ∞.
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Υπενθυµίζουµε σε αυτό το σηµείο πως αν (Ω,A , µ) είναι ένας χώρος σ-πεπερασµένου µέτρου και
B είναι µια υποάλγεβρα της A τότε από το ϑεώρηµα Radon-Nikodym για κάθε f ∈ L1(Ω,A , µ)
υπάρχει µια µ-σχεδόν παντού µοναδική, B-µετρήσιµη και ολοκληρώσιµη συνάρτηση g µε∫

A
f dµ =

∫
A
g dµ για κάθε A ∈ B. (1.2.3)

Η συνάρτηση g είναι η δεσµευµένη µέση τιµή της f ως προς τη σ-άλγεβρα B και συµβολίζεται
µε E( f |B).

Θεωρώντας τώρα την υποοικογένεια B της A που αποτελείται από όλα τα αναλλοίωτα σύνο-
λα παρατηρούµε ότι η B είναι σ-άλγεβρα στον Ω και πως κάθε κάθε A −µετρήσιµη συνάρτηση
f είναι αναλλοίωτη αν και µόνο αν είναι B−µετρήσιµη. Πράγµατι, για τον τελευταίο ισχυρισµό
περνώντας αν χρειαστεί σε πραγµατικό και ϕανταστικό µέρος µπορούµε να υποθέσουµε ότι η
f παίρνει πραγµατικές τιµές. Τότε, αν είναι αναλλοίωτη έχουµε πως για κάθε α ∈ R το σύνολο
{f < α} είναι αναλλοίωτο και έτσι {f < α} ∈ B. ∆ηλαδή η f είναι B-µετρήσιµη. Αντίστροφα, αν
η f είναι B−µετρήσιµη τότε το σύνολο {f < α} είναι αναλλοίωτο για κάθε α. ΄Αρα, γράφοντας

{f , f ◦ τ} =
⋃
q∈Q

(
{f < q < f ◦ τ}

)
=

⋃
q∈Q

(
{f < q} ∩ {q < f ◦ τ}

)
=

⋃
q∈Q

(
{f < q} ∩ τ−1({q < f })

)
και χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι ({f < q} ∩ τ−1({q < f }) = ∅ ϑα έχουµε και {f , f ◦ τ} = ∅.
Οπότε, για κάθε x ∈ X ϑα ισχύει f (x) = f (τ(x)), άρα η f είναι αναλλοίωτη.

Σε ένα σ.δ.µ (Ω,A , µ, τ) µε µ(Ω) < ∞ µπορούµε να περιγράψουµε το όριο Pf για f ∈ L2 ως τη
δεσµευµένη µέση τιµή της f ως προς τη σ-άλγεβρα B.

Πρόταση 1.2.5. ΄Εστω (Ω,A , µ, τ) ένα σ.δ.µ µε µ(Ω) < ∞. Τότε, για κάθε f ∈ L2(µ) η προβολή
Pf ισούται µε τη δεσµευµένη µέση τιµή της f ως προς τη σ-άλγεβρα B. ∆ηλαδή, Pf = E(f |B).

Απόδειξη. Αφού η προβολή Pf είναι τ−αναλλοίωτη από τις παραπάνω παρατηρήσεις ϑα έχουµε
ότι είναι και B−µετρήσιµη. Επειδή το µ είναι πεπερασµένο έχουµε L2(µ) ⊆ L1(µ) και έτσι ϑα
υπάρχει η E(f | B). Για να δείξουµε ότι Pf = E(f | B) αρκεί να δείξουµε ότι∫

A
Pf dµ =

∫
A
E(f | B) dµ

για κάθε A ∈ B. Από την ανισότητα Cauchy-Schwarz και τη σύγκλιση ‖Anf − Pf ‖2 → 0 ϑα
έχουµε ότι 〈Anf, g〉 → 〈Pf, g〉 για κάθε g ∈ L2(µ). Αφού το µ είναι πεπερασµένο η g = 1A για
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A ∈ B ϑα ανήκει στον L2(µ), συνεπώς

〈Anf,1A〉 =
1
n
〈

n−1∑
k=0

f ◦ τk ,1A〉

=
1
n

n−1∑
k=0

∫
Ω

f ◦ τk · 1A dµ

=
1
n

n−1∑
k=0

∫
A
f ◦ τk dµ.

΄Οµως, το A είναι αναλλοίωτο, άρα
∫
A
f ◦τk dµ =

∫
A
f dµ για κάθε k. Πράγµατι, για τον τελευταίο

ισχυρισµό εργαζόµαστε µε την κλασική διαδικασία. Αν η f είναι χαρακτηριστική της µορφής
1B για B ∈ A τότε αφού τ−k(A) = A ϑα έχουµε∫

A
f ◦ τk dµ =

∫
A
1τ−k (B) dµ

=

∫
Ω

1τ−k (B)∩A dµ

= µ(τ−k(B) ∩ A),

όµως µ(τ−k(B)∩A) = µ(τk(B)∩ τ−k(A)) = µ(τ−k(A∩B)) = µ(A∩B) =
∫
A
f dµ. Οπότε τώρα από τη

γραµµικότητα του ολοκληρώµατος ϑα ισχύει και για απλές, ύστερα µε το ϑεώρηµα µονότονης
και κυριαρχηµένης σύγκλισης έχουµε το Ϲητούµενο για f ≥ 0 και για γενική ολοκληρώσιµη f
αντίστοιχα. ΄Αρα αφού n−1 ∑n−1

k=0

∫
A
f ◦ τk dµ =

∫
A
f dµ ϑα έχουµε

〈Anf,1A〉 →

∫
A
f dµ

και επειδή 〈Anf,1A〉 → 〈Pf,1A〉 ϑα έχουµε
∫
A
f dµ =

∫
A
Pf dµ. ΄Οµως, από την (1.2.3) έχουµε∫

A
f dµ =

∫
A
E(f | B) για A ∈ B και έτσι έχουµε το Ϲητούµενο. �

Η περιγραφή του ορίου Pf ως τη δεσµευµένη µέση τιµή της f ως προς τη σ-άλγεβρα B των
αναλλοίωτων υποσυνόλων του Ω (για µ(Ω) < ∞) µας επιτρέπει να υπολογίσουµε ακριβώς το όριο
Pf στην περίπτωση που το σύστηµα είναι εργοδικό. Πράγµατι, από την Πρόταση 1.1.9 η Pf ϑα
πρέπει να είναι σταθερή σχεδόν παντού. ΄Αρα αν Pf = c τότε από την ισότητα

∫
X
f dµ =

∫
X
Pf dµ

ϑα έχουµε ότι c = µ(Ω)−1
∫
X
f dµ. ∆ηλαδή, Pf = 1

µ(Ω)

∫
X

f dµ. Φυσικά στην περίπτωση που

µ(Ω) = 1 ϑα έχουµε ότι ∥∥∥∥∥∥ f + f ◦ τ + ... + f ◦ τk−1

n
−

∫
X
f dµ

∥∥∥∥∥∥
2
→ 0

επιβεβαιώνοντας µε αυτό τον τρόπο την εργοδική υπόθεση ως προς την L2 σύγκλιση.

1.3 Το εργοδικό ϑεώρηµα του Birkhoff

Σε αυτή την παράγραφο δίνουµε µια απόδειξη του εργοδικού ϑεωρήµατος του Birkhoff. Σε
αντίθεση µε το ϑεώρηµα του von Neumann, αυτή τη ϕορά ενδιαφερόµαστε για την κατά σηµείο



1.3 Το εργοδικό ϑεώρηµα του Birkhoff · 12

σύγκλιση (σχεδόν παντού) των µέσων όρων

An(Uτ)(f ) =
f + f ◦ τ + ... + f ◦ τn−1

n
,

για κάποια ολοκληρώσιµη συνάρτηση f ορισµένη σε ένα σύστηµα (Ω, A , µ, τ) που διατηρεί το
µέτρο.

Θυµίζουµε ότι για ένα τελεστή T : Lp(µ)→ Lp(µ) και f ∈ Lp(µ), Sn(T )(f ) = Sn(f ) =
∑n−1
k=0 T

k και
An(T )(f ) = An(f ) = n−1Sn(f ). Επιπλέον, ϑα γράφουµε

MS
n = max{S1(f ), ..., Sn(f )},

Mn = max{A1(f ), ..., An(f )}

και M∞ = sup
n∈N

Mn(f ).

Κεντρικό ϱόλο στην απόδειξη του κατά σηµείο εργοδικού ϑεωρήµατος παίζει το µεγιστικό εργο-
δικό ϑεώρηµα το οποίο ανακαλύφθηκε στην περίπτωση των µετασχηµατισµών τ που διατηρούν
το µέτρο από τους Yosida-Kakutani (1939-[21]) και για γενικές ϑετικές συστολές στον L1(µ)
από τον Hopf (1954-[10]).

Ορισµός 1.3.1 (Θετική συστολή). ΄Εστω (Ω, A , µ) ένας χώρος µέτρου και T : L1(µ) → L1(µ)
µια συστολή (‖T‖ ≤ 1). Η T είναι ϑετική όταν Tf ≥ 0 µ-σχεδόν παντού για κάθε f ∈ L1(µ) µε
f ≥ 0 µ-σχεδόν παντού.

Θεώρηµα 1.3.2 (Μεγιστικό εργοδικό ϑεώρηµα). ΄Εστω (Ω, A , µ) ένας χώρος µέτρου και T :
L1(µ)→ L1(µ) µια ϑετική συστολή. Τότε, για κάθε f ∈ L1(µ) έχουµε ότι∫

{Mn(f )≥0}

f dµ ≥ 0 (1.3.1)

και ∫
{M∞(f )≥0}

f dµ ≥ 0. (1.3.2)

Απόδειξη. Το επιχείρηµα οφείλεται στον Garsia (1965-[9]). Θέτουµε En = {Mn(f ) ≥ 0} =

{MS
n (f ) ≥ 0} και E = {M∞(f ) ≥ 0} και παρατηρούµε ότι En ⊆ En+1 και

⋃∞
n=1 En = E. Για

να δείξουµε την (1.3.1), αφού για k = 1, ..., n έχουµε (MS
n (f ))+ ≥ Sk(f ) και επειδή ο T είναι

ϑετικός ϑα έχουµε και T (MS
n (f ))+ ≥ TSk(f ) = Sk+1(f ) − f . ∆ηλαδή, T (MS

n (f ))+ + f ≥ Sk+1(f ) για
k = 1, ..., n. ΄Οµως, επειδή T (Mn(f ))+ + f ≥ S1f = f ϑα έχουµε ότι T (MS

n (f ))+ + f ≥ Sk(f ) για
k = 1, ..., n. ∆ηλαδή, T (MS

n (f ))+ + f ≥ MS
n (f ). Οπότε, γράφοντας∫

En

fdµ ≥

∫
En

MS
n (f )dµ −

∫
En

T (MS
n (f ))+dµ

και χρησιµοποιώντας την
∫
En
T (MS

n (f ))+dµ ≤
∫
Ω

(MS
n (f ))+dµ (Τ συστολή) ϑα έχουµε ότι∫

En

fdµ ≥

∫
En

MS
n (f )dµ −

∫
Ω

(Mn(f ))+dµ

=

∫
Ω

(MS
n (f ))+dµ −

∫
Ω

(Mn(f ))+dµ,
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δηλαδή
∫
En
fdµ ≥ 0 αποδεικνύοντας µε αυτό τον τρόπο την (1.3.1). Για την (1.3.2) αφού

f · 1En
n→∞
−→ f · 1E και |f · 1En | ≤ |f |, από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης ϑα έχουµε

ότι ∫
En

fdµ →

∫
E
fdµ

καθώς το n → ∞. Συνεπώς, επειδή
∫
En
fdµ ≥ 0 για κάθε n = 1,2, ..., ϑα έχουµε και

∫
E
fdµ ≥

0. �

Πόρισµα 1.3.3 (Μεγιστική ανισότητα). ΄Εστω (Ω, A , µ, τ) ένα σ.δ.µ. Τότε,

µ(Mn(f ) ≥ α) ≤
‖f ‖1
α

(1.3.3)

για κάθε f ∈ L1(µ) µε πραγµατικές τιµές και α > 0.

Απόδειξη. Θεωρούµε τα σύνολα Ak = {|f | ≥ 1/k} και A =
⋃∞
k=1 Ak. Απ’ την ολοκληρωσιµότητα

της f και επειδή η τ διατηρεί το µέτρο µ ϑα έχουµε µ(τ−nAk) < ∞ για κάθε n, k. Συµβολίζουµε
An,k = τ−nAk για n = 0,1, ..., k = 1,2, ... και ϑέτουµε BN =

⋃N
n=1

⋃N
k=1 An,k και B =

⋃∞
N=1 BN .

Αφού κάθε An,k έχει πεπερασµένο µετρο ϑα έχουµε ότι µ(BN ) < ∞, επίσης BN ⊆ BN+1. Τώρα,
αν ω < B επειδή B =

⋃∞
n=0 τ

−nA ϑα έχουµε ότι f ◦ τn(ω) = 0 για κάθε n = 0,1, ... . ∆ηλαδή,
Mn(f )(ω) = 0 για κάθε ω < B το οποίο µε τη σειρά του µας δίνει ότι {Mn(f ) ≥ α} ⊆ B. Εποµένως,
αν αποδείξουµε ότι

µ
(
BN ∩ {Mn(f ) ≥ α}

)
≤
‖f ‖1
α
, (1.3.4)

αφήνοντας το N → ∞ και χρησιµοποιώντας την µ(BN ∩ {Mn(f ) ≥ α})→ µ(Mn(f ) ≥ α) ϑα έχουµε
αποδείξει την (1.3.3). Για να δείξουµε την (1.3.4) ϑεωρούµε τη συνάρτηση g = f −α1BN , η οποία
είναι ολοκληρώσιµη εξαιτίας της µ(BN ) < ∞. ΄Αρα, από το µεγιστικό εργοδικό ϑεώρηµα έχουµε
ότι ∫

{Mn(g)≥0}
fdµ ≥ αµ

(
{Mn(g) ≥ 0} ∩ BN

)
. (1.3.5)

΄Οµως τώρα, για ω ∈ {Mn(f ) ≥ α} ϑα υπάρχει 1 ≤ k ≤ n µε Sk(f )(ω) ≥ kα. Αλλά, kα ≥
α

∑k−1
i=0 1τ−i (BN ) = αSk(1BN ), απ’ όπου έπεται ότι Sk(g) = Sk(f − 1BN )(ω) ≥ 0. ∆ηλαδή, ω ∈

{Mn(g) ≥ 0} και κατά συνέπεια ϑα έχουµε ότι {Mn(f ) ≥ α} ⊆ {Mn(g) ≥ 0}. Οπότε τώρα, από την
(1.3.5) ϑα έχουµε ότι ∫

Ω

|f |dµ ≥

∫
{Mn(g)≥0}

fdµ ≥ αµ
(
{Mn(f ) ≥ α} ∩ BN

)
αποδεικνύοντας µε αυτό τον τρόπο την (1.3.4). �

Θεώρηµα 1.3.4 (Εργοδικό ϑεώρηµα Birkhoff). ΄Εστω (Ω, A , µ, τ) ένα σ.δ.µ και f ∈ L1(µ) (πραγ-
µατική ή µιγαδική). Τότε, οι µέσοι όροι An(f ) συγκλίνουν µ-σχεδόν παντού σε µια τ-αναλλοίωτη
συνάρτηση f̃ µε

∥∥∥f̃ ∥∥∥1 ≤ ‖f ‖1. Επιπλέον, για κάθε τ−αναλλοίωτο σύνολο A ∈ A (τ−1A = A) µε
µ(A) < ∞ ισχύει ότι ∫

A
fdµ =

∫
A
f̃ dµ. (1.3.6)
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Απόδειξη. Αποδεικνύουµε πρώτα την περίπτωση που η f παίρνει τιµές στο R. Ορίζουµε f ∗ =

lim supn An(f ) και f∗ = lim infn An(f ). Από την ταυτότητα

An+1(f ) = (n + 1)−1f +
n

n + 1
(
An(f ) ◦ τ

)
(1.3.7)

και από τις (n+1)−1f (ω)→ 0 και n/(n+1)→ 1 µπορούµε να συµπεράνουµε ότι οι f ∗, f∗ είναι τ-
αναλλοίωτες. Πράγµατι, ας ϑεωρήσουµε ένα ω ∈ Ω και µια υπακολουθία Akn+1(f )(ω) → f ∗(ω).
Τότε, ϑα έχουµε

Akn (f )(τ(ω)) =
kn + 1
kn

Akn+1(f )(ω) −
f (ω)
kn

απ’ όπου έπεται ότι Akn (f )(τ(ω)) → f ∗(ω). ΄Αρα, ϑα έχουµε f ∗(ω) ≤ f ∗(τ(ω)). Αυτό δείχνει ότι
f ∗ ≤ f ∗ ◦ τ. Για την αντίστροφη ανισότητα, ϑεωρούµε µια υπακολουθία Akn (f )(τ(ω))→ f ∗(τ(ω)).
Τότε, από την (1.3.7) ϑα έχουµε

Akn+1(f )(ω) = (kn + 1)−1f (ω) +
kn

kn + 1
(Akn (f )(τ(ω))

οπότε, αφήνοντας το n → ∞ παίρνουµε Akn+1(f )(ω) → f ∗(τ(ω)), απ’ όπου έπεται ότι f ∗(τ(ω)) ≤
f ∗(ω). ΄Αρα, f ∗ ◦ τ ≤ f ∗ και έτσι η f ∗ είναι τ−αναλλοίωτη. Με παρόµοιο τρόπο δείχνουµε ότι
και η f∗ είναι τ−αναλλοίωτη. Τώρα, ισχυριζόµαστε ότι µ(f ∗ = ∞) = µ(f∗ = −∞) = 0. Πράγµατι,
ϑέτουµε Dα = {f ∗ > α}. Τότε, Dα ⊆

⋃∞
n=1{Mn(f ) ≥ α}. ΄Οµως, από την µεγιστική ανισότητα

έχουµε

µ(Dα) ≤ lim
n→∞

µ(Mn(f ) ≥ α) ≤
‖f ‖1
α
.

΄Αρα, αφού {f ∗ = ∞} ⊆ Dα για κάθε α > 0, αφήνοντας το α → ∞ καταλήγουµε στο ότι
µ(f ∗ = ∞) = 0. Για να δείξουµε ότι µ(f∗ = −∞) = 0, ϑεωρούµε τα σύνολα D′α = {f∗ < α} για
α < 0. Γράφοντας, f∗ = − lim supn An(−f ) έχουµε ότι D′α = {lim supn An(−f ) > −α}. ΄Οµως,
D′α ⊆

⋃∞
n=1{Mn(−f ) ≥ −α}, άρα χρησιµοποιώντας τη µεγιστική ανισότητα για την −f ϑα έχουµε

ότι

µ(D′α) ≤ lim
n→∞

µ(Mn(−f ) ≥ −α) ≤
‖f ‖1
|α|

.

΄Οµως, µ(f∗ = −∞) ≤ µ(D′α) για κάθε α < 0, οπότε, αφήνοντας το α → −∞ ϑα έχουµε ότι
µ(f∗ = −∞) = 0. Ας υποθέσουµε τώρα, πως µ(f∗ < f ∗) > 0. Τότε, επειδή

{ω ∈ Ω : f∗(ω) < f ∗(ω)} =
⋃
α, �∈Q

{f∗ < α < � < f
∗},

ϑα υπάρχουν α, � ∈ Q µε µ(Eα, �) > 0, όπου Eα, � = {f∗ < α < � < f ∗}. Αν � > 0 ϑα έχουµε
Eα, � ⊆ D� απ’ όπου έπεται ότι

µ(Eα, �) ≤ µ(D�) ≤
‖f ‖1
�

< ∞.

Στην περίπτωση που � ≤ 0, επειδή α , � ϑα έχουµε α < 0, άρα Eα, � ⊆ D′α το οποίο µας δίνει
µε τη σειρά του ότι

µ(Eα, �) ≤ µ(D′α) ≤
‖f ‖1
|α|

< ∞.
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΄Αρα, σε κάθε περίπτωση έχουµε µ(Eα, �) < ∞. Συνεπώς, οι συναρτήσεις gα = (α − f ) · 1Eα, �
και g� = (f − �) · 1Eα, � είναι ολοκληρώσιµες και µηδενίζονται έξω από το σύνολο Eα, �. Επειδή
οι f ∗, f∗ είναι τ−αναλλοίωτες το σύνολο Eα, � ϑα είναι και αυτό τ−αναλλοίωτο. ΄Αρα, Sn(gα) =∑n−1
k=0(f ◦ τk − �) · 1Eα, � και Sn(g�) =

∑n−1
k=0(α − f ◦ τi) · 1Eα, � απ’ όπου έπεται ότι οι Sn(gα), Sn(g�)

µηδενίζονται έξω από το Eα, �. ΄Αρα, {Mn(gα) > 0} ⊆ Eα, � και {Mn(g�) > 0} ⊆ Eα, � για κάθε n.
Συνεπώς, {M∞(g�) > 0} ⊆ Eα, � και {M∞(gα) > 0} ⊆ Eα, �. Θα δείξουµε ότι Eα,� = {M∞(g�) > 0} =

{M∞(gα) > 0}. Πράγµατι, αν ω ∈ Eα, � τότε αφού f ∗(ω) > � ϑα υπάρχει n1 ώστε An1(f )(ω) > � =

� · 1Eα, �(ω) =
�
n1
Sn1(1Eα, �)(ω) απ’ όπου έπεται ότι Mn1(g�)(ω) > 0. ∆ηλαδή, ω ∈ {M∞(g�) > 0}

απ’ όπου έπεται ότι Eα, � ⊆ {M∞(g�) > 0}. Με παρόµοιο τρόπο δείχνουµε και τον εγκλεισµό
Eα,� ⊆ {Mn(gα) > 0}. ΄Αρα, χρησιµοποιώντας την (1.3.2) εναλλάξ για τις g�, gα ϑα έχουµε από
την µία ∫

Eα, �

fdµ ≥ �µ(Eα, �)

και απ’ την άλλη

αµ(Eα, �) ≥
∫
Eα, �

fdµ

απ’ όπου έπεται ότι αµ(Eα,�) ≥ �µ(Eα,�) και επειδή έχουµε υποθέσει ότι µ(Eα,�) > 0 ϑα έχουµε
ότι α ≥ � καταλήγοντας σε άτοπο. ΄Αρα, τελικά µ(f∗ < f ∗) = 0 απ’ όπου έπεται ότι το limAn(f ) =

f̃ = f ∗ = f∗ υπάρχει µ-σχεδόν παντού και η f̃ είναι µετρήσιµη και τ−αναλλοίωτη. Για να
δείξουµε ότι

∥∥∥f̃ ∥∥∥1 ≤ ‖f ‖1 γράφουµε f = f + − f −. Από την παραπάνω διαδικασία έχουµε ότι
οι f1 = limn An(f +), f2 = limn An(f −) ορίζονται µ-σχεδόν παντού και 0 ≤ f1, f2 < ∞ µ-σχεδόν
παντού. ΄Αρα, αφού An(f ) = An(f +)−An(f −) ϑα έχουµε ότι f̃ = f1 − f2 µ-σχεδόν παντού. ∆ηλαδή,
|f̃ | ≤ f1 + f2. Χρησιµοποιώντας το λήµµα του Fatou και την Πρόταση 1.1.3 ϑα έχουµε∫

Ω

f1dµ =

∫
Ω

lim inf
n

An(f +)dµ

≤ lim inf
n

∫
Ω

An(f +)dµ

≤ lim inf
n

1
n

n−1∑
k=0

∫
Ω

f + ◦ τkdµ

=

∫
Ω

f +dµ.

Οµοίως για την f2 ϑα έχουµε
∫
Ω
f2dµ ≤

∫
Ω
f −dµ, απ’ όπου έπεται ότι∫

Ω

|f̃ |dµ ≤

∫
Ω

f1dµ +

∫
Ω

f2dµ

≤

∫
Ω

f +dµ +

∫
Ω

f −dµ

=

∫
Ω

|f |dµ.

Με άλλα λόγια,
∥∥∥f̃ ∥∥∥1 ≤ ‖f ‖1. Για να αποδείξουµε την (1.3.6) υποθέτουµε πρώτα ότι A = Ω και

µ(Ω) < ∞. Θεωρούµε ένα ϸ > 0. Τότε, από την ολοκληρωσιµότητα της f ϑα υπάρχει M > 0
ώστε ∫

{|f |>M}
|f |dµ < ϸ.
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Θέτουµε AM = {|f | ≤ M} και γράφουµε f = f · 1AM + f · 1AcM . Τότε,∫
Ω

(|An(f )| −M)+dµ ≤

∫
Ω

(|An(f · 1AM )| −M)+ dµ

+

∫
{|An(f )|>M}

|An(f · 1AcM )|dµ.

΄Οµως An(f · 1AM ) = n−1 ∑n−1
k=0 f ◦ τ

k
1τ−kAM και επειδή |f | ◦ τk ≤ M στο τ−kAM ϑα έχουµε

|An(f · 1AM )| ≤ An(|f | · 1AM ) ≤ M

απ’ όπου έπεται ότι ∫
Ω

(|An(f · 1AM )| −M)+ = 0,

άρα ∫
Ω

(|An(f )| −M)+dµ ≤

∫
{|An(f )|>M}

|An(f · 1AcM )|dµ

≤

∫
Ω

An(|f | · 1AcM )dµ

=

∫
{|f |>M}

|f |dµ

και έτσι ϑα έχουµε ότι
∫
Ω

(|An(f )| − M)+dµ < ϸ για κάθε n. Με άλλα λόγια, η (An(f ))∞n=1
είναι οµοιόµορφα ολοκληρώσιµη (ϐλ. (2.1.7)). ΄Αρα, από την Πρόταση 2.1.9-(iii) και από την
ολοκληρωσιµότητα της f̃ ϑα υπάρχει δ > 0 ώστε

∫
A
|An(f )|dµ < ϸ

3 και
∫
A
|f̃ |dµ < ϸ

3 για κάθε

A ∈ A µε µ(A) < δ. Επειδή An(f )
σ.π
−→ f̃ και µ(Ω) < ∞ ϑα έχουµε ότι µ(Aϸn) → 0 όπου

Aϸn =

{∣∣∣An(f ) − f̃
∣∣∣ > ϸ

3µ(X )

}
. Συνεπώς, ϑα υπάρχει n0 ώστε µ(Aϸn) < δ για κάθε n ≥ n0. ΄Αρα,

γράφοντας ∫
Ω

|An(f ) − f̃ |dµ =

∫
Ω\Aϸn

|An(f ) − f̃ |dµ +

∫
Aϸn

|An(f ) − f̃ |dµ

≤ µ(Aϸn)
ϸ

2µ(X )
+

∫
Aϸn

|An(f )|dµ +

∫
Aϸn

|f̃ |dµ

και χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι µ(Aϸn) < δ για κάθε n ≥ n0 ϑα έχουµε
∥∥∥An(f ) − f̃

∥∥∥
1 < ϸ για

κάθε n ≥ n0. ∆ηλαδή,
∥∥∥An(f ) − f̃

∥∥∥
1 → 0 καθώς το n → ∞. Ειδικότερα,

∫
Ω
An(f )dµ →

∫
Ω
f̃ dµ.

΄Οµως, ∫
Ω

An(f )dµ =
1
n

n−1∑
k=0

∫
Ω

f ◦ τk dµ =

∫
Ω

f dµ

απ’ όπου έπεται ότι
∫
Ω
f dµ =

∫
Ω
f̃ dµ. Για γενικό τ−αναλλοίωτο σύνολο A µε µ(A) < ∞ πε-

ϱιοριζόµαστε στο υποσύστηµα (A, AA, µA, τ|A) όπου AA = {B ⊆ A : B ∈ A }, µA(B) = µ(B)
για κάθε B ∈ AA. Τέλος, αν η f παίρνει τιµές στο C, χωρίζοντας σε πραγµατικό και ϕαντα-
στικό µέρος f = u + iv, ϑα υπάρχουν δύο τ−αναλλοίωτες συναρτήσεις ũ, ṽ µε An(u) → ũ και
An(v) → ṽ µ-σχεδόν παντού. Τότε, ϑα έχουµε An(f ) = An(u) + iAn(v) → ũ + iṽ = f̃ , µ-σχεδόν
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παντού και η f̃ είναι τ−αναλλοίωτη. Για να δείξουµε ότι
∥∥∥f̃ ∥∥∥1 ≤ ‖f ‖ αρκεί να παρατηρήσουµε ότι

|An(f )| ≤ An(|f |). ΄Οπου τώρα το An(|f |) υπάρχει µ-σχεδόν παντού. ΄Αρα από το λήµµα του Fatou∫
Ω

|f̃ |dµ ≤ lim inf
n

∫
Ω

|An(f )|dµ

≤ lim inf
n

∫
Ω

An(|f |)dµ.

΄Οµως,
∫
Ω
An(|f |)dµ =

∫
Ω
|f |dµ, απ’ όπου έπεται ότι

∫
Ω
|f̃ |dµ ≤

∫
Ω
|f |dµ όπως ϑέλαµε. �

Παρατηρούµε τώρα, πως στην περίπτωση που το σύστηµα είναι εργοδικό και µ(Ω) = ∞, αφού
η f̃ είναι σταθερή και ολοκληρώσιµη ϑα πρέπει υποχρεωτικά να ισχύει f̃ = 0 µ-σχεδόν παντού.
΄Αρα, σε αυτή την περίπτωση έχουµε ότι

f + f ◦ τ + ... + f ◦ τn−1

n
→ 0

σχεδόν παντού. Απ’ την άλλη, αν το σύστηµα είναι εργοδικό και 0 < µ(Ω) < ∞ τότε ϑα έχουµε
f̃ = 1

µ(Ω)

∫
Ω
f dµ. ∆ηλαδή, σε αυτή την περίπτωση ϑα έχουµε

f + f ◦ τ + ... + f ◦ τn−1

n
→

1
µ(Ω)

∫
Ω

f dµ

µ-σχεδόν παντου. Ειδικότερα, αν µ(Ω) = 1 τότε

f + f ◦ τ + ... + f ◦ τn−1

n
→

∫
Ω

f dµ

µ-σχεδόν παντού, επιβεβαιώνοντας µε αυτό τον τρόπο την εργοδική υπόθεση του Boltzmann.

1.4 Επαναφορά

1.4.1 Το conservative και το dissipative µέρος ενός µετασχηµατισµού

Θεωρούµε (Ω, A , µ) ένα χώρο σ-πεπερασµένου µέτρου και τ : Ω → Ω ένα µετασχηµατισµό
που διατηρεί τα µ-µηδενικά σύνολα. ΄Οπως ϑα δούµε παρακάτω, υπάρχουν δύο ξένα σύνολα
C, D µε Ω = C ∪ D τα οποία καθορίζονται µοναδικά (αν εξαιρέσουµε τα σύνολα µέτρου µηδέν)
απ’ τις εξής ιδιότητες :

(i) Αν A ⊆ C, τότε σχεδόν κάθε σηµείο του A επανέρχεται άπειρες ϕορές στο A.

(ii) Το D είναι το πολύ αριθµήσιµη ξένη ένωση συνόλων Dn όπου κανένα στοιχείο του Dn δεν
επιστρέφει ξανά στο Dn.

Με άλλα λόγια, σε κάθε σ.δ.µ.µ (µε µ σ-πεπερασµένο) ο χώρος Ω διασπάται σε δύο σύνολα
C, D, όπου αντιθέτως µε το D, στο C µπορούµε κατά κάποιο τρόπο να προβλέψουµε την εξέλιξη
του συστήµατος. Η παραπάνω διάσπαση είναι η διάσπαση Hopf του Ω και όπως ϑα δούµε και
στο 3ο κεφάλαιο ισχύει και στο γενικότερο πλαίσιο των ϑετικών συστολών στον L1(µ).

Ορισµός 1.4.1. Θεωρούµε ένα χώρο σ-πεπερασµένου µέτρου (Ω, A , µ) και τ : Ω → Ω ένα
µετασχηµατισµό που διατηρεί τα µ-µηδενικά σύνολα. ΄Ενα σύνολο W ∈ A ϑα ονοµάζεται
περιπλανώµενο (wandering) αν τα σύνολα (τ−kW )∞k=0 είναι ξένα ανά δύο. Επίσης, ϑα λέµε ότι :
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(i) ο τ είναι επανερχόµενος (recurrent) αν για κάθε A ∈ A ισχύει µ(A \ Aret) = 0, όπου
Aret = A ∩ (

⋃∞
n=1 τ

−1A) το σύνολο των σηµείων του A που επανέρχονται στο A.

(ii) ο τ είναι άπειρα επανερχόµενος (infinitely recurrent) αν για κάθε A ∈ A ισχύει µ(A\Ainf) =

0, όπου Ainf = A∩ (lim supn τ
−nA) το σύνολο των σηµείων του A που επανέρχονται άπειρες

ϕορές στο A.

(iii) ο τ είναι συντηρητικός (conservative) αν η A δεν περιέχει περιπλανώµενα σύνολα ϑετικού
µέτρου.

(iv) ο τ είναι ασυµπίεστος (incompressible) αν για κάθε A ∈ A µε A ⊆ τ−1A ισχύει µ(τ−1A\A) =

0.

Παρατηρήστε ότι ένα σύνολο W ∈ A είναι περιπλανώµενο αν και µόνο αν κανένα στοιχείο του
W δεν επιστρέφει ποτέ στο W . Πράγµατι, αν το σύνολο W είναι περιπλανώµενο, τότε αφού τα
W, τ−nW είναι ξένα για κάθε n ≥ 1 ϑα έχουµε ότι W ∩ τ−nW = ∅ για κάθε n ≥ 1. Εποµένως,
κανένα στοιχείο του W δε ϑα επιστρέφει ποτέ στο W .

Αντίστροφα, αν υπάρχει ω ∈ τ−nW ∩ τ−mW για κάποια n < m, τότε το ω′ = τn(ω) ϑα ανήκει
στο W ∩ τ−(m−n)W . ∆ηλαδή, το ω′ ξεκινάει απ’ το W και σε m − n ϐήµατα ϐρίσκεται πάλι στο
W . Αυτό όµως δεν µπορεί να γίνει αν κανένα στοιχείο του w δεν επιστρέφει ποτέ στο W . ΄Αρα,
τελικά έχουµε ότι τα (τ−nW )∞n=0 είναι ξένα ανά δύο και έτσι το W είναι περιπλανώµενο. Τέλος,
περνώντας σε συµπληρώµατα παρατηρούµε ότι ο τ είναι ασυµπίεστος αν για κάθε A ∈ A µε
τ−1A ⊆ A ισχύει µ(A \ τ−1A) = 0.

Θεώρηµα 1.4.2 (Θεώρηµα επαναφοράς). ΄Εστω (Ω, A , µ) ένας χώρος µέτρου και τ : Ω → Ω

ένας µετασχηµατισµός που διατηρεί τα µ-µηδενικά σύνολα. Τα εξής είναι ισοδύναµα:

(i) Ο τ είναι συντηρητικός.

(ii) Ο τ είναι επανερχόµενος.

(iii) Ο τ είναι άπειρα επανερχόµενος.

(iv) Ο τ είναι ασυµπίεστος.

Απόδειξη. (i) =⇒ (ii) Το σύνολο A \ Aret αποτελείται απο όλα τα στοιχεία του A που δεν ε-
πιστρέφουν στο A. Ειδικότερα, κανένα στοιχείο του A \ Aret δεν ϑα επιστρέφει στο A \ Aret.
΄Αρα, από τις παραπάνω παρατηρήσεις, το A \ Aret είναι περιπλανώµενο, και επειδή ο τ είναι
συντηρητικός ϑα πρέπει µ(A \ Aret) = 0.

(ii) =⇒ (iii) Αφού µ(A \ Aret) = 0 και ο τ διατηρεί τα µ-µηδενικά σύνολα ϑα έχουµε µ(τ−n(A \

Aret)) = 0 για κάθε n ≥ 0. ΄Αρα, µ
(⋃∞

n=0 τ
−n(A \ Aret)

)
= 0. ΄Οµως, για ω ∈ A \ Ainf ϑα υπάρχει

n ≥ 0 ώστε ω ∈ τ−nA και ω < τ−kA για κάθε k > n. ∆ηλαδή, ω ∈ τ−k(A \ Aret), απ’ όπου έπεται
ότι A \ Ainf ⊆

⋃∞
n=0 τ

−n(A \ Aret). ΄Αρα, τελικά µ(A \ Ainf) = 0.

(iii) =⇒ (iv) Θεωρούµε ένα A ∈ A µε τ−1A ⊆ A. Τότε, η ακολουθία (τ−nA)∞n=0 ϑα είναι ϕθίνουσα.
΄Αρα, A \ τ−1A = A \

⋃∞
n=1 τ

−nA = A \ Aret. ΄Οµως, A \ Aret ⊆ A \ Ainf, απ’ όπου έπεται ότι
µ(A \ τ−1A) ≤ µ(A \ Ainf) = 0.
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(iv) =⇒ (i) Θεωρούµε ένα περιπλανώµενο σύνολοW ∈ A . Τότε, τ−1B ⊆ B, όπου B =
⋃∞
n=0 τ

−nW .
΄Αρα, αφού ο τ ασυµπιέστος ϑα έχουµε µ(B \ τ−1B) = 0. ΄Οµως, τα (τ−nW )∞n=0 είναι ξένα ανά δυο.
Εποµένως, B \ τ−1B = W , απ’ όπου έπεται ότι µ(W ) = 0 όπως ϑέλαµε. �

Στην περίπτωση που το µ είναι πεπερασµένο και ο τ είναι µετασχηµατισµός που διατηρεί το
µέτρο µ, για κάθε περιπλανώµενο σύνολο W αφού τα (τ−nW )∞n=0 είναι ξένα ανά δύο ϑα έχουµε
µ(

⋃∞
n=0 τ

−nW ) =
∑∞
n=0 µ(τ−nW ) =

∑∞
n=0 µ(W ). Επόµενως, ϑα πρέπει υποχρεωτικά να ισχύει

µ(W ) = 0. ΄Αρα, από το Θεώρηµα 1.4.2 ο τ ϑα είναι άπειρα επανερχόµενος. ΄Ετσι, µε αυτό τον
τρόπο έχουµε αποδείξει το ϑεώρηµα επαναφοράς του Poincaré το οποίο αποτελεί ίσως το πρώτο
αποτέλεσµα της εργοδικής ϑεωρίας :

Θεώρηµα 1.4.3 (Θεώρηµα επαναφοράς του Poincaré). ΄Εστω (Ω, A , µ, τ) ένα σύστηµα που
διατηρεί το µέτρο µ µε µ(Ω) < ∞ και A ∈ A . Τότε, για σχεδόν κάθε ω ∈ A υπάρχει γνήσιως
αύξουσα ακολουθία ϕυσικών αριθµών (kn)∞n=1 (η οποία εξαρτάται απ’ το ω) ώστε τkn (ω) ∈ A για
κάθε n.

Για ένα χώρου µέτρου (Ω, A , µ) και A, B ∈ A ϑα γράφουµε A = B (mod µ) όταν µ(A4B) = 0
και A ⊆ B (mod µ) όταν µ(A \ B) = 0. Περνάµε τώρα στη διάσπαση Hopf για συστήµατα που
διατηρούν τα µ-µηδενικά σύνολα µε µ σ-πεπερασµένο.

Θεώρηµα 1.4.4 (∆ιάσπαση Hopf). ΄Εστω (Ω, A , µ, τ) ένα σ.δ.µ.µ µε µ σ-πεπερασµένο. Τότε,
υπάρχουν δύο ξένα σύνολα C, D ∈ A µε C ∪ B = Ω και :

(i) C ⊆ τ−1C (mod µ).

(ii) Ο περιορισµός του τ στο C είναι συντηρητικός.

(iii) Το D = Ω \ C είναι το πολύ αριθµήσιµη ένωση περιπλανώµενων συνόλων.

Η απόδειξη ϐασίζεται στο εξής γενικότερο επιχείρηµα εξάντλησης :

Λήµµα 1.4.5. ΄Εστω (Ω, A , µ) ένας χώρος σ-πεπερασµένου µέτρου και P ⊆ A µια ιδιότητα
που αφορά τα µετρήσιµα υποσύνολα του Ω η οποία είναι κλειστή ως προς τα υποσύνολα. ∆ηλαδή,
για κάθε A, B ∈ A µε A ⊆ B, αν το B έχει την ιδιότητα P (B ∈P) τότε και το A έχει την ιδιότητα
P (A ∈ P). Τότε, υπάρχουν δύο σύνολα C, D ∈ A πλήρως καθορισµένα (mod µ) απ’ τις εξής
ιδιότητες :

(i) C ∪ D = Ω και C ∩ D = ∅.

(ii) Το D είναι το πολύ αριθµήσιµη ξένη ένωση συνόλων που έχουν την ιδιότητα P.

(iii) Για κάθε A ⊆ C που έχει την ιδιότητα P ισχύει µ(A) = 0.

΄Οπου µε το πλήρως καθορισµένα (modµ) εννούµε πως αν C′, D′ είναι ένα άλλο Ϲευγάρι συνόλων
µε τις ιδιότητες (i)-(iii) τότε µ(C4C′) = µ(D 4D′) = 0.

Απόδειξη. Η ιδέα είναι να αναχθούµε σε ένα πεπερασµένο µέτρο ν το οποίο να έχει τα ίδια
σύνολα µέτρου µηδέν µε το µ. Για να το κάνουµε αυτό, αφού το µ είναι σ-πεπερασµένο,
ϑεωρούµε µια ακολουθία (En)∞n=1 ⊆ A από ξένα ανά δύο σύνολα µε µ(En) < ∞ και

⋃∞
n=1 En =
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Ω. Τώρα, είναι εύκολο να δούµε ότι το µέτρο ν(A) =
∑∞
n=1 2−n µ(A∩En)

µ(En) είναι πεπερασµένο και
µ ∼ ν (ν � µ και µ � ν). Αφού τα µ, ν έχουν τα ίδια σύνολα µέτρου µηδέν αρκεί να ϐρούµε τα
C, D και να αποδείξουµε τις (i)-(iii) ως προς το µέτρο ν. Υποθέτουµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας
ότι ∅ ,P , {∅} και πως υπάρχει A ∈P µε ν(A) > 0 (αλλιώς D = ∅, C = Ω). Θέτουµε

α1 = sup{ν(A) : A ∈P}

και ϐρίσκουµε D1 ∈ P µε ν(D1) ≥ α1
2 . Υποθέτουµε ότι υπάρχει A ⊆ Ω \ D1 µε ν(A) > 0 και

A ∈ P, διαφορετικά, παίρνουµε C = Ω \ D1 και D = D1 και το Ϲευγάρι C, D ικανοποιεί τις
(i)-(iii). Θέτουµε

α2 = sup{ν(A) : A ⊆ Ω \ Di και A ∈P}

και ϐρίσκουµε D2 ⊆ Ω \ D1 µε D2 ∈ P και ν(D2) ≥ α2
2 . Στην περίπτωση που η παραπάνω

διαδικασία τερµατίζει, ϑα έχουµε ϐρει σύνολα D1, ..., Dn ∈ P µε Dj ⊆ Ω \
⋃j−1
i=1 Di για j ≥

1, (D0 = ∅), ν(Dj) ≥
αj
2 για j ≥ 1, όπου αj = sup{ν(A) : A ⊆ Ω \

⋃j−1
i=1 Di} και για κάθε A ∈ P

µε A ⊆ Ω \
⋃n
i=1 Di να ισχύει ν(A) = 0. Τότε, το Ϲευγάρι C, D µε C = Ω \

⋃n
i=1 Di και D =⋃n

i=1 Di ικανοποιεί τις (i)-(iii). Στην πιο ενδιαφέρουσα περίπτωση που η παραπάνω διαδικασία
συνεχίζεται επ’ άπειρον, αναδροµικά κατασκευάζεται µια ακολουθία συνόλων (Dn)∞n=1 µε Dn ∈
P, Dn ⊆ Ω\

⋃n−1
k=1 Dk (D0 = ∅) και ν(Dn) ≥ αn

2 όπου αn = sup{ν(A) : A ⊆ Ω\
⋃n−1
k=1 Dk και A ∈P}.

Θέτουµε D =
⋃∞
n=1 Dn και C = Ω \ C και δείχνουµε ότι το Ϲευγάρι C, D έχει τις ιδιότητες (i)-(iii).

Προφανώς, ισχύει C ∪D = Ω και C ∩D = ∅ και ότι το D είναι αριθµήσιµη ξένη ένωση στοιχείων
της P. Για την (iii) ϑεωρούµε ένα A ⊆ C µε A ∈P. Τότε, ϑα έχουµε A ⊆ Ω \

⋃n
k=1 Dk για κάθε

n. ∆ηλαδή, ν(A) ≤ αn για κάθε n. ΄Οµως,

∞ > ν(D) = ν
( ∞⋃
n=1

Dn
)
≤

∞∑
n=1

ν(Dn) ≥
∞∑
n=1

αn
2

απ’ όπου έπεται ότι αn → 0. ΄Αρα, ϑα έχουµε ν(A) = 0. Για τη µοναδικότητα τώρα, αν C′, D′

είναι ένα άλλο Ϲευγάρι µε τις (i)-(iii), τότε ϑα υπάρχουν σύνολα D′n µε την ιδιότητα P ώστε
D′ =

⋃∞
n=1 D

′
n. ΄Οµως τότε, D′n \ D ⊆ C και επειδή η P είναι κλειστή ως προς τα υποσύνολα,

αφού το D′n έχει την P ϑα πρέπει να την έχει και το D′n \D. ΄Αρα, από την ιδιότητα (iii) για το C ϑα
έχουµε ν(D′n \D) = 0. Οπότε, αφού

⋃∞
n=1 D

′
n \D = D′\D ϑα έχουµε ν(D′\D) = 0. Εναλλάσσοντας

τους ϱόλους των D′, D και χρησιµοποιώντας το ίδιο επιχείρηµα, ϑα έχουµε και ν(D \ D′) = 0.
Οπότε, τελικά ν(D 4D′) = 0. Τώρα, αφού C ∪ D = C′ ∪ D′ = Ω και C ∩ D = C′ ∩ D′ = ∅ ϑα
έχουµε C4C′ = D 4D′, απ’ όπου έπεται και ότι ν(C4C′) = 0 αποδεικνύοντας µε αυτό τον τρόπο
τη µοναδικότητα. �

Απόδειξη του Θεωρήµατος 1.4.4. Θεωρούµε την P = {W ⊆ Ω : W περιπλανώµενο} και παρα-
τηρούµε πως αν το A ⊆ B και το B είναι περιπλανώµενο τότε και το A είναι περιπλανώµενο.
Χρησιµοποιώντας το Λήµµα 1.4.5 ϐρίσκουµε δύο σύνολα C, D ∈ A τα οποία να είναι πλήρως
καθορισµένα (mod µ) απ’ τις εξής ιδιότητες :

(i) C ∪ D = Ω και C ∩ D = ∅.

(ii) Υπάρχουν ξένα ανά δύο περιπλανώµενα σύνολα (Dn)∞n=1 µε D =
⋃∞
n=1 Dn.

(iii) Αν το A ⊆ C είναι περιπλανώµενο, τότε µ(A) = 0.
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Τώρα, το τ−1(D ∩Dn) \D ⊆ C είναι περιπλανώµενο γιατί τ−1(D ∩Dn) \D ⊆ τ−1(Dn) και το τ−1Dn
είναι περιπλανώµενο. ΄Αρα, από την ιδιότητα (iii) ϑα πρέπει µ(τ−1(D ∩ Dn) \ D) = 0, απ’ όπου
έπεται ότι

µ(τ−1D \ D) = µ
( ∞⋃
n=1

τ−1(D ∩ Dn) \ D
)
≤

∞∑
n=1

µ(τ−1(D ∩ Dn) \ D) = 0.

Με άλλα λόγια, τ−1D ⊆ D (mod µ). ΄Οµως, τ−1D \D =
(
τ−1(Ω\C)

)
\Ω\C =

(
Ω\τ−1C

)
\Ω\C = C\

τ−1C. Εποµένως, ϑα έχουµε µ(C \ τ−1C) = 0. ∆ηλαδή, C ⊆ τ−1C (mod µ). Θεωρώντας τα σύνολα
C′ = C ∩ C \ τ−1C και D′ = Ω \ C′ και χρησιµοποιώντας ότι οι ιδιότητες (i)-(iii) εξακολουθούν
να ισχύουν αν αλλάξουµε τα C, D σε σύνολα µέτρου µηδέν, µπορούµε να υποθέσουµε χωρίς
ϐλάβη της γενικότητας ότι C ⊆ τ−1C. Τώρα, ο περιορισµός τ|C : C → C είναι συντηρητικός και
έτσι έχουµε ότι το Ϲευγάρι C, D ικανοποιεί τις (i)-(iii). �

1.5 Υποπροσθετικές διαδικασίες

1.5.1 Το ϑεώρηµα του Kingman

Σε αυτή την παράγραφο ϑα δώσουµε µια απόδειξη του υποπροσθετικού ϑεωρήµατος του King-
man (1968-[12]) το οποίο γενικεύει το εργοδικό ϑεώρηµα του Birkhoff στο πλαίσιο των υπο-
προσθετικών διαδικασιών. Τέλος, παρουσιάζουµε µια εφαρµογή του ϑεωρήµατος σε ένα γνωστό
αποτέλεσµα που αφορά τα όρια γινοµένων τυχαίων πινάκων.

Θέτουµε Q = {(i, k) : 0 ≤ i < k} όπου i, k ακέραιοι. Παρατηρήστε ότι αν (Ω, A , µ, τ) είναι ένα
σ.δ.µ και f µια ολοκληρώσιµη συνάρτηση, αν ορίσουµε

Fi,k =

k−1∑
j=i

f ◦ τj, (i, k) ∈ Q (1.5.1)

τότε η οικόγεινεια συναρτήσεων (Fi,k)(i,k)∈Q έχει τις εξής ιδιότητες :

(i) Fi,k ◦ τ = Fi+1,k+1 για κάθε (i, k) ∈ Q.

(ii) Fi,k = Fi,l + Fl,k για κάθε (i, l), (l, k) ∈ Q.

(iii) inf
n∈N

n−1
∫
Ω

F0,n dµ =
∫
Ω
f dµ > −∞.

Η οικογένεια (Fi,k)(i,k)∈Q αποτελεί ένα παράδειγµα υποπροσθετικής διαδικασίας :

Ορισµός 1.5.1 (Υποπροσθετική διαδικασία). ΄Εστω (Ω,A, µ, τ) ένα σύστηµα που διατηρεί το
µέτρο (σ.δ.µ) και Q = {(i, k) : 0 ≤ i < k} όπου i, k ακέραιοι. Μια οικογένεια F ≡ (Fi,k)(i,k)∈Q
ολοκληρώσιµων συναρτήσεων ϑα καλείται υποπροσθετική αν ικανοποιεί τα εξής :

(α) Fi,k ◦ τ = Fi+1,k+1 για κάθε (i, k) ∈ Q.

(�) Fi,k ≤ Fi,l + Fl,k για κάθε (i, l), (l, k) ∈ Q.

(γ) γ−(F ) := inf
n∈N

n−1
∫
Ω

F0,ndµ > −∞.
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Επιπλέον, η διαδικασία F ϑα καλείται υπερπροσθετική όταν η (−Fi,k)(i,k)∈Q είναι υποπροσθετική.
Τέλος, η F ϑα καλείται προσθετική όταν είναι συγχρόνως υποπροσθετική και υπερπροσθετική.
Παρατηρήστε ότι στην περίπτωση που η διαδικασία είναι υπερπροσθετική έχουµε ότι

(�′) Fi,k ≥ Fi,l + Fl,k για κάθε (i, l), (l, k) ∈ Q.

(γ′) γ+(F ) := sup
n∈N

n−1
∫
Ω

F0,ndµ < ∞.

Αν F είναι µια υποπροσθετική διαδικασία και ορίσουµε gn :=
∫
F0,ndµ τότε ϑα έχουµε ότι η

(gn)n≥1 είναι µια υποπροσθετική ακολουθία. ∆ηλαδή, για κάθε n,m ϑα ισχύει

gn+m ≤ gn + gm .

Πράγµατι, χρησιµοποιώντας την υποπροσθετικότητα (�) της F και το γεγονός ότι ο τ διατηρεί το
µ ϑα έχουµε ότι

gn+m =

∫
Ω

F0,n+m dµ ≤

∫
Ω

F0,n dµ +

∫
Ω

Fn,n+m dµ

=

∫
Ω

F0,n dµ +

∫
Ω

F0,m ◦ τ
n dµ

=

∫
Ω

F0,n dµ +

∫
Ω

F0,m dµ

= gn + gm .

Οπότε τώρα χρησιµοποιώντας το παρακάτω λήµµα µπορούµε να συµπεράνουµε ότι

n−1gn =
1
n

∫
Ω

F0,ndµ
n→∞
−−−−→ γ−(F ). (1.5.2)

Λήµµα 1.5.2. ΄Εστω (gn)n≥1 µια υποπροσθετική ακολουθία πραγµατικών αριθµών. Τότε,

gn
n

n→∞
−−−−→ inf

{gn
n

: n ∈ N
}
.

Απόδειξη. Θεωρούµε N και για κάθε n > N γράφουµε n = Nkn + rn µε 0 ≤ rn < N . Τότε,
χρησιµοποιώντας διαδοχικά την υποπροσθετικότητα της gn ϑα έχουµε ότι

gn ≤ gNkn + grn ≤ kngN + grn

απ’ όπου έπεται ότι
gn
n
≤
Nkn
n
·
gN
N

+
grn
n
,

όµως τώρα για ϸ > 0, αφού Nkn
n → 1 και grnn → 0 ϑα υπάρχει n0 ώστε για κάθε n ≥ n0

gn
n
≤
gN
N

+ ϸ,

το οποίο µε τη σειρά του δίνει ότι
lim sup
n→∞

gn
n
≤
gN
N

+ ϸ
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και αφού το N ήταν τυχόν ϑα έχουµε ότι

lim sup
n→∞

gn
n
≤ inf
n∈N

gn
n
.

�

΄Οπως και στην απόδειξη του εργοδικού ϑεωρήµατος του Birkhoff η απόδειξη του υποπροσθετι-
κού ϑεωρήµατος ϐασίζεται στη µεγιστική ανισότητα του Πορίσµατος 1.3.3 η οποία ισχύει και για
τις υπερπροσθετικές διαδικασίες. Η απόδειξη της οφείλεται στους Akcoglu-Krengel (1981-[1]).

Θεώρηµα 1.5.3 (Μεγιστική ανισότητα). ΄Εστω (Ω,A, µ, τ) ένα σ.δ.µ και F ≡ (Fi,k)(i,k)∈Q µια
υπερπροσθετική διαδικασία. Τότε, για κάθε α > 0 ισχύει ότι

µ
({
ω ∈ Ω : sup

n∈N

F0,n(ω)
n

> α
})
≤ α−1γ+(F ). (1.5.3)

Απόδειξη. Ορίζουµε

E =

{
ω ∈ Ω : sup

n∈N

F0,n(ω)
n

> α

}
και

EN =

{
ω ∈ Ω : sup

1≤n≤N

F0,n(ω)
n

> α

}
.

Τότε, ισχύει ότι EN ⊆ EN+1 και E =
⋃∞
N=1 EN . Σταθεροποιούµε ένα ϕυσικό αριθµό N ≥ 1. Για

K > N και ω ∈ Ω ϑεωρούµε το σύνολο A(ω) =
{
0 ≤ k < K −N : τk(ω) ∈ EN

}
. Υποθέτουµε προς το

παρόν πως το A(ω) είναι µη κενό και ϑεωρούµε k1 το ελάχιστο στοιχείο του. Τότε, ϑα υπάρχει
1 ≤ n1 ≤ N µε

1
n1
F0,n1(τk1(ω)) > α.

Στη συνέχεια ϑεωρούµε k2 τον ελάχιστο k στο A(ω) µε k ≥ k1 +n1. Τότε, ϑα υπάρχει 1 ≤ n2 ≤ N
µε

1
n2
F0,n2(τk2(ω)) > α.

Αφού το A(ω) είναι πεπερασµένο αυτή η διαδικασία κάποια στιγµή ϑα τερµατίσει και τότε ϑα
έχουµε ϐρει k1, ..., kr , n1, ..., nr µε 0 ≤ ki < K − N , 1 ≤ ni ≤ N , ki+1 ≥ ni + ki και

1
ni
F0,ni (τ

ki (ω)) > α. (1.5.4)

Τότε, δεν ϑα υπάρχει στοιχείο του A(ω) µεγαλύτερο ή ίσο του kr + nr και επειδή kr + nr < K ϑα
έχουµε ότι

A(ω) ⊆
r⋃
i=1

[ki , ki + ni) ⊆ [0, K], (1.5.5)
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όπου τα διαστήµατα [ki , ki + ni) είναι ξένα ανά δύο. Τότε, χρησιµοποιώντας διαδοχικά την
ιδιότητα (�′) της F και τις (1.5.3),(1.5.4) ϑα έχουµε ότι

F0,K (ω)
(�′),(1.5.4)
≥

r∑
i=1

Fki ,ki+ni (ω)

=

r∑
i=1

nin
−1
i F0,ni (τ

ki (ω))

(1.5.3)
≥ α

r∑
i=1

ni
(1.5.4)
≥ α

∣∣∣A(ω)
∣∣∣,

όπου
∣∣∣A(ω)

∣∣∣ ο πληθάριθµος του A. Γράφοντας
∣∣∣A(ω)

∣∣∣ =
K−N−1∑
i=0

1τ−i (EN )(ω), παρατηρούµε ότι η

ω 7→
∣∣∣A(ω)

∣∣∣ είναι µετρήσιµη και επειδή

1
K

∫
Ω

F0,K (ω)dµ(ω) ≥
α

K

∫
{A(ω),∅}

∣∣∣A(ω)
∣∣∣dµ(ω)

=
α

K

∫
Ω

∣∣∣A(ω)
∣∣∣dµ(ω)

=
α

K

K−N−1∑
i=0

µ(τ−i(EN )) = α ·
K − N

K
µ(EN )

από το Λήµµα 1.5.2 ϑα έχουµε ότι K−1
∫
Ω
F0,K (ω)dµ(ω)

K→∞
−−−−→ γ(F+), απ’ όπου έπεται ότι µ(EN ) ≤

α−1γ+(F ). Οπότε, τώρα αφήνοντας το N → ∞ παίρνουµε την (1.5.3). �

Παρατηρήστε πως αν F είναι η προσθετική διαδικασία της (1.5.1) τότε το προηγούµενο ϑεώρηµα
µας δίνει µιας απόδειξη της µεγιστικής ανισότητας

µ
({
ω ∈ Ω : sup

n∈N

An(f )(ω)
n

> α
})
≤
‖f ‖1
α

του Πορίσµατος 1.3.3 χωρίς τη χρήση του µεγιστικού ϑεωρήµατος.

Λήµµα 1.5.4. ΄Εστω (gn)n≥1 αύξουσα ακολουθία πραγµατικών αριθµών. Τότε γιαm ≥ 1 ισχύουν
οι εξής ισότητες :

lim sup
n→∞

gn
n

= lim sup
n→∞

gnm
nm

και
lim inf
n→∞

gn
n

= lim inf
n→∞

gnm
nm

.

Απόδειξη. Θα δείξουµε µόνο ότι lim sup gn
n = lim sup gnm

nm καθώς η απόδειξη για την άλλη ισότητα
είναι τελείως ανάλογη. Αφού έτσι και αλλιώς ισχύει ότι

lim sup
n→∞

gn
n
≥ lim sup

n→∞

gnm
nm

,
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αρκεί να δείξουµε την αντίστροφη ανισότητα. Σταθεροποιούµε n και γράφουµε n = mkn + rn
όπου 0 ≤ rn < m. Τότε, αφού η gn είναι αύξουσα και επειδή n ≤ m(kn + 1) ϑα έχουµε ότι

gn
n
≤
gm(kn+1)

n
=
m(kn + 1)

n
·
gm(kn+1)

m(kn + 1)
.

΄Οµως m(kn+1)
n → 1 απ’ όπου έπεται ότι

lim sup
n→∞

gn
n
≤ lim sup

n→∞

gm(kn+1)

m(kn + 1)
≤ lim sup

n→∞

gnm
nm

.

�

Θεώρηµα 1.5.5 (Kingman). ΄Εστω (Ω,A, µ, τ) ένα σ.δ.µ και F ≡ (Fi,k)(i,k)∈Q µια υποπροσθετική
διαδικασία. Τότε, υπάρχει µια τ−αναλλοίωτη συνάρτηση f̃ ∈ L1(Ω,A, µ) ώστε

1
n
F0,n(ω)

n→∞
−−−−→ f̃ (ω)

για µ−σχεδόν κάθε ω ∈ Ω. Επιπλέον, αν το µ είναι πεπερασµένο τότε η παραπάνω σύγκλιση είναι
και στον L1 και ισχύει ότι

∫
Ω
f̃ dµ = γ−(F ).

Απόδειξη. Θεωρώντας την (−Fi,k)(i,k)∈Q µπορούµε να υποθέσουµε ότι η F είναι υπερπροσθετική.

Προσθαφαιρώντας την προσθετική διαδικασία Hi,k =
k−1∑
j=i
F0,1 ◦ τj, όπου απ’ το ϑεώρηµα του

Birkhoff το όριο της n−1H0,n υπάρχει σχεδόν παντού και χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι Fi,k −
Hi,k ≥ 0 µπορούµε να υποθέσουµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ότι Fi,k ≥ 0. Ορίζουµε

f ∗ := lim sup
1
n
F0,n και f∗ := lim inf

1
n
F0,n

και
gn :=

1
n

∫
F0,ndµ.

Απ’ το Λήµµα 1.5.2 και το λήµµα του Fatou έχουµε ότι∫
Ω

f∗dµ ≤ lim inf n−1
∫

Ω

F0,ndµ

= lim inf n−1gn = limn−1gn = γ+(F ) < ∞

απ’ όπου έπεται ότι η f∗ είναι ολοκληρώσιµη και f∗ < ∞ µ-σχεδόν παντού. Θα δείξουµε ότι
f ∗ = f∗ σχεδόν παντού δείχνοντας ότι µ

(
|f ∗ − f∗| > α

)
= 0 για κάθε α > 0. Για ϸ > 0 ϐρίσκουµε

m0 ώστε για κάθε m ≥ m0 να ισχύει

m−1gm > γ(F+) − ϸ. (1.5.6)

Σταθεροποιούµε m ≥ m0 και ορίζουµε τις διαδικασίες Hm = (Hm
i,k) και Fm = (Fmi,k) όπου

Hm
i,k :=

k−1∑
j=i

F0,m ◦ τ
jm και Fmi,k := Fim,km − H

m
i,k.
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Τότε, είναι εύκολο να ελεγχθεί ότι η Hm είναι προσθετική και η Fm είναι υπερπροσθετική
διαδικασία µε Fmi,k ≥ 0. Επίσης,

γ+(Fm) = sup
k

1
k

∫
Ω

Fm0,kdµ = sup
k

1
k

(∫
Ω

F0,kmdµ −

∫
Ω

Hm
0,kdµ

)
= m sup

k

1
km

∫
Ω

Fm0,kdµ +

(
sup
k
−

1
k

k−1∑
j=0

∫
Ω

F0,m ◦ τ
jmdµ

)
= mγ+(F ) −

∫
Ω

F0,mdµ

= mγ+(F ) − gm
(1.5.5)
≤ ϸm,

δηλαδή
γ(Fm+ ) ≤ ϸm. (1.5.7)

Απ’ το Λήµµα 1.5.4 γνωρίζουµε ότι οι f ∗, f∗ είναι ίσες µε lim sup(nm)−1gnm , lim inf(nm)−1gnm
αντίστοιχα. Επίσης, απ’ το ϑεώρηµα του Birkhoff το όριο της k−1Hm

0,k υπάρχει σχεδόν παντού.
Οπότε, για τα ω ∈ Ω για τα οποία ισχύει ότι f∗(ω) < ∞ ϑα έχουµε ότι

f ∗ − f∗ = lim sup
k

(km)−1F0,km − lim inf
k

(km)−1F0,km

= lim sup
k

( 1
km

Fm0,k +
1
km

Hm
0,k

)
− lim inf

k

( 1
km

Fm0,k +
1
km

Hm
0,k

)
= lim sup

k

1
km

Fm0,k − lim inf
k

1
km

Fm0,k

Fm0,k≥0
≤ sup

k

1
km

Fm0,k ,

οπότε τώρα χρησιµοποιώντας τη µεγιστική ανισότητα (1.5.4) και την (1.5.6) καταλήγουµε στην

µ
(
|f ∗ − f∗| > α

)
≤

1
mα

γ(Fm+ ) ≤
ϸ

α
(1.5.8)

απ’ όπου έπεται ότι f̃ := f ∗ = f∗ ∈ L1(Ω,A, µ) και n−1F0,n → f̃ σχεδόν παντού. Για να δείξουµε
ότι η f̃ είναι τ−αναλλοίωτη γιαm ≥ m0 γράφουµε hm για το τm−αναλλοίωτο όριο της (nm)−1Hm

0,n.
Τότε, αφού

1
km

F0,km −
1
km

Hm
0,k =

1
km

Fm0,k ≤ sup
k

1
km

Fm0,k

αφήνοντας το k → ∞ ϑα έχουµε ότι

0 ≤ f̃ − hm ≤ sup
k

1
km

Fm0,k. (1.5.9)

Τώρα, χρησιµοποιώντας διαδοχικά το ότι η hm είναι τm-αναλλοίωτη,την (1.5.8),την (1.5.4) και
την (1.5.6) ϑα έχουµε ότι

µ
(
|f̃ − f̃ ◦ τm | > 2α

)
≤ µ

(
|f̃ − hm | > α

)
+ µ

(
|hm − f̃ ◦ τm | > α

)
= µ

(
|f̃ − hm | > α

)
+ µ

(
|f̃ − hm | > α

)
(1.5.8)
≤ 2µ

(
sup
k

1
km

Fm0,k > α
)

(1.5.4)
≤

2γ+(Fm)
mα

(1.5.6)
≤

2ϸ
α
.
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Οµοίως για την hm+1 ϑα έχουµε

µ
(
|f̃ − f̃ ◦ τm+1| > 2α

)
≤

2ϸ
α
.

Οπότε, συνδυάζοντας τις δύο παραπάνω ανισότητες παίρνουµε ότι

µ
(
|f̃ − f̃ ◦ τ| > 4α

)
= µ

(
|f̃ ◦ τm − f̃ ◦ τm+1| > 4α

)
≤ µ

(
|f̃ − f̃ ◦ τm | > 2α

)
+ µ

(
|f̃ − f̃ ◦ τm+1| > 2α

)
≤

4ϸ
α

απ’ όπου έπεται ότι f̃ = f̃ ◦ τ σχεδόν παντού, δηλαδή ότι η f̃ είναι τ−αναλλοίωτη. Αν τώρα το
µ είναι πεπερασµένο τότε απ’ το ϑεώρηµα του Birkhoff η σύγκλιση της (nm)−1Hm

0,n στην hm ϑα
είναι και στον L1. Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες (α), (�′) της F ϑα έχουµε ότι

H2m
0,k =

k−1∑
j=0

F0,2m ◦ τ
2mj

≥

k−1∑
j=0

F0,m ◦ τ
2mj +

k−1∑
j=0

Fm,2m ◦ τ
2mj

=

k−1∑
j=0

F2mj,m+2mj +

k−1∑
j=0

Fm+2mj,2m+2mj

=

2k−1∑
j=0

F0,m ◦ τ
mj = Hm

0,2k ,

οπότε διαιρώντας µε 2mk και αφήνοντας το k → ∞ καταλήγουµε στο ότι h2m ≥ hm . Εποµένως,
η ακολουθία h2i είναι αύξουσα, συνεπώς ϑα υπάρχει το h∞ := limi h2i και επειδή hm ≥ 0 απ’
το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης ϑα έχουµε και ότι∫

Ω

h∞dµ = lim
i→∞

∫
Ω

h2idµ.

΄Οµως απ’ την άλλη αφού η (nm)−1Hm
0,n συγκλίνει στην hm και ως προς την ‖·‖1 και

1
nm

∫
Ω

Hm
0,ndµ =

1
mn

n−1∑
j=0

∫
Ω

F0,m ◦ τ
mjdµ

=
1
m

∫
Ω

F0,mdµ = m−1gm

ϑα έχουµε ότι
∫
Ω
hmdµ = m−1gm απ’ όπου έπεται ότι∫

Ω

h∞dµ = γ+(F ).

Οπότε τώρα ϑεωρώντας η > 0 ϐρίσκουµε m της µορφής 2i ώστε ‖h∞ − hm‖1 < η και
∣∣∣m−1gm −

γ+(F )
∣∣∣ < η. Για n > m γράφουµε n = mkn + rn µε 0 ≤ rn < m. Τότε, αφού η F0,n είναι αύξουσα

ως προς n ϑα έχουµε ότι
F0,kn(m+1) − H

m
0,kn ≥ F0,n − H

m
0,kn ,
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άρα ∫
Ω

(
F0,n − H

m
0,kn

)
dµ ≤

∫
Ω

(
F0,kn(m+1) − H

m
0,kn

)
dµ

= gkn(m+1) − kngm

≤ (kn + 1)mγ+(F ) − kngm
≤ mγ+(F ) + knmη

οπότε ∥∥∥∥∥ 1
knm

F0,n − h
∞

∥∥∥∥∥
1
≤

1
knm

∥∥∥F0,n − H
m
0,kn

∥∥∥
1 +

∥∥∥∥∥ 1
knm

Hm
0,kn − h

m
∥∥∥∥∥

1
+

∥∥∥hm − h∞∥∥∥
1

≤
γ+(F )
kn

+ 2η +

∥∥∥∥∥ 1
knm

Hm
0,kn − h

m
∥∥∥∥∥

1
.

Παίρνοντας lim sup και χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι kn → ∞ ϑα έχουµε ότι

lim sup
n→∞

∥∥∥∥∥ 1
knm

F0,n − h
∞

∥∥∥∥∥
1
≤ 2η.

∆ηλαδή,
∥∥∥∥ 1
knm

F0,n − h∞
∥∥∥∥

1
→ 0 και επειδή n

knm
→ 1 έπεται και ότι

∥∥∥ 1
nF0,n − h∞

∥∥∥
1 → 0. ΄Οµως

επειδή n−1F0,n → f̃ σχεδόν παντού ϑα πρέπει να έχουµε h∞ = f̃ σχεδόν παντού. �

Στην περίπτωση που το µέτρο µ είναι πεπερασµένο η σχεδόν παντού σύγκλιση του Θεωρήµα-
τος 1.5.5 µπορεί να επιτευχθεί µε ασθενέστερες υποθέσεις :

Θεώρηµα 1.5.6. ΄Εστω (Ω, A , µ) ένας χώρος πιθανότητας και τ : Ω→ Ω ένας µετασχηµατισµός
που διατηρεί το µέτρο µ. Θεωρούµε µια οικογένεια µετρήσιµων συναρτήσεων F ≡ (Fi,k)(i,k)∈Q µε
τιµές στο [−∞,+∞] που ικανοποιεί τα εξής :

(i) Fi,k ◦ τ = Fi+1,k+1.

(ii) Fi,k ≤ Fi,l + Fl,k.

(iii)
∫
Ω
F+

0,1 dµ =
∥∥∥F+

0,1

∥∥∥
1 < ∞.

Τότε, υπάρχει µια τ−αναλλοίωτη συνάρτηση f ∞ ∈ L1(µ), ώστε n−1F0,n → f ∞ µ-σχεδόν παντού
και ∫

Ω

f ∞ dµ = inf
n∈N

1
n

∫
Ω

F0,n dµ = γ−(F ). (1.5.10)

Απόδειξη. Επειδή (Fi,k ◦ τ)+ = F+
i,k ◦ τ και

∥∥∥F+
0,1

∥∥∥
1 < ∞ από την ιδιότητα (i) και επειδή ο τ

διατηρεί το µ ϑα έχουµε ότι
∥∥∥F+

i,i+1

∥∥∥
1 < ∞. Από την ιδιότητα (ii) έχουµε Fi,k ≤

∑k−1
j=i Fj,j+1 για

κάθε 0 ≤ i < k. ΄Αρα, αφού F+
i,k ≤

∑k−1
j=i F

+
j,j+1 ϑα έχουµε

∥∥∥F+
i,k

∥∥∥
1 < ∞. Ειδικότερα,

∥∥∥F+
0,n

∥∥∥
1 < ∞

για κάθε n, απ’ όπου έπεται ότι το 1
n

∫
Ω
F0,n dµ είναι καλά ορισµένο και ανήκει στο [−∞,∞). Για
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σταθερό N ≥ 1 ϑεωρούµε την οικογένεια συναρτήσεων FN ≡ (FNi,k) µε FNi,k = max{Fi,k , −N(k − i)}.
Τότε, FNi,k ◦ τ = Fi+1,k+1 και για i < l < k έχουµε

FNi,k = max{Fi,k , −N(k − i)}

= max{Fi,k , −N(k − l) − N(l − i)}

≤ max{Fi,l + Fi,k ,−N(k − l) − N(l − i)}

≤ max{Fi,l − N(k − l)} + max{Fi,k ,−N(l − i)}

= Fi,l + Fl,k.

Επίσης,

1
n

∫
Ω

FN0,n dµ =
1
n

∫
Ω

max{F0,n,−Nn}dµ

≥
−Nn

n
= −N > −∞,

απ’ όπου έπεται ότι η FN είναι µια υποπροσθετική διαδικασία. Συνεπώς, από το Θεώρηµα 1.5.5
υπάρχει µια τ−αναλλοίωτη συνάρτηση f N µε n−1FN0,n → f N µ-σ.π και

∥∥∥n−1FN0,n − f
N
∥∥∥

1 → 0,
αφού το µ είναι πεπερασµένο. Επειδή FN0,n ≥ F

N+1
0,n ϑα έχουµε και f N+1 ≤ f N . Θέτουµε f ∞ =

limN f N και παρατηρούµε ότι η f ∞ είναι τ−αναλλοίωτη. Από την n−1F0,n ≤ n−1FN0,n παίρνουµε
ότι lim supn n

−1F0,n ≤ f N . ΄Αρα, αφήνοντας το N → ∞ ϑα έχουµε lim supn n
−1F0,n ≤ f ∞. Για

να δείξουµε ότι f ∞ ≤ lim infn n−1F0,n αρκεί να δείξουµε ότι f ∞(ω) ≤ lim infn n−1F0,n(ω) για
f ∞(ω) > −∞. Ισοδύναµα, αρκεί για τυχόν ϸ > 0 να δείξουµε ότι

1
n
F0,n(ω) < f ∞(ω) − ϸ (1.5.11)

για πεπερασµένα το πλήθος n. Αν η (1.5.11) ισχύει για άπειρα το πλήθος n ϑα υπάρχει
υπακολουθία k−1

n F0,kn που να ικανοποιεί την (1.5.11). ΄Οµως τότε ϑα έχουµε

1
kn
F0,kn (ω) < f ∞(ω) − ϸ < f N (ω)

για κάθε n και N . ΄Αρα, αφού k−1
n FN0,kn (ω) → f N (ω) ϑα υπάρχει kn ≡ kn(N) µε k−1

n F0,kn (ω) <
f ∞(ω) − ϸ ≤ k−1

n FN0,kn (ω), απ’ όπου έπεται ότι k−1
n FN0,kn (ω) = −N καταλήγοντας στην −∞ <

f ∞(ω) − ϸ ≤ −N για κάθε N η οποία µας οδηγεί σε αντίφαση. ΄Αρα τελικά f ∞ ≤ lim infn n−1F0,n.
Οπότε, n−1F0,n → f ∞ µ-σχεδόν παντού. Από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης έχουµε ότι

1
n

∫
Ω

FN0,n dµ →
1
n

∫
Ω

F0,n dµ

καθώς το N → ∞. ΄Αρα γράφοντας∫
Ω

f ∞ dµ ≤

∫
Ω

f N dµ = g−(FN ) ≤
1
n

∫
Ω

FN0,n dµ

και αφήνοντας το N → ∞ ϑα έχουµε ότι
∫
Ω
f ∞ dµ ≤ n−1

∫
Ω
F0,n dµ απ’ όπου έπεται ότι

∫
Ω
f ∞ dµ ≤

γ−(F ). Απ’ την άλλη γ−(F ) ≤ n−1
∫
Ω
FN0,n dµ και επειδή

∥∥∥n−1FN0,n − f
N
∥∥∥

1 → 0 ϑα έχουµε ότι
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γ−(F ) ≤
∫
Ω
f N dµ. Αφού f N+1 ≤ f N έπεται πως το limN

∫
Ω
f N dµ υπάρχει. Γράφοντας∫

Ω

(f 1 − f ∞)dµ ≤ lim inf
N

∫
Ω

(f 1 − f N )dµ

=

∫
Ω

f 1 dµ − lim
N→∞

∫
Ω

f N dµ

και χρησιµοποιώντας το ότι η f 1 είναι ολοκληρώσιµη ϑα έχουµε limN

∫
Ω
f N dµ =

∫
Ω
f ∞ dµ, απ’

όπου έπεται ότι γ−(F ) ≤
∫
Ω
f ∞ dµ. �

1.5.2 Μια εφαρµογή του υποπροσθετικού ϑεωρήµατος

Σε αυτό το σηµείο παρουσιάζουµε µια εφαρµογή του υποπροσθετικού ϑεωρήµατος µέσα από
την οποία ϕαίνεται η ισχύς του σε σύγκριση µε το ϑεώρηµα του Birkhoff. Η εφαρµογή αφορά
ένα αποτέλεσµα των Furstenberg-Kesten οι οποίοι απέδειξαν στην εργασία τους [8], χωρίς τη
ϐοήθεια του ϑεωρήµατος του Kingman το οποίο αποδείχθηκε το 1968, το εξής ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 1.5.7 (H. Furstenberg-H. Kesten). ΄Εστω (Ω, A , P) ένας χώρος πιθανότητας και
(X̃n)∞n=0 µια στάσιµη ακολουθία τυχαίων πινάκων µε τιµές στο Rk×k ή στο Ck×k. Θεωρούµε µια
νόρµα πινάκων που ικανοποιεί την

‖A · B‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖ , A, B ∈ Mk(R) ή Mk(C) (1.5.12)

και υποθέτουµε ότι E
((

log
∥∥∥X̃0

∥∥∥)+) < ∞ Τότε, υπάρχει −∞ ≤ E ≤ ∞ ώστε

E = lim
n→∞

1
n
E
(
log

∥∥∥X̃0 · ... · X̃n−1
∥∥∥). (1.5.13)

Αν υποθέσουµε επιπλέον ότι η (X̃n)∞n=0 είναι και ανεξάρτητη, τότε

1
n

log
∥∥∥X̃0 · ... · X̃n−1

∥∥∥ σ.π
−→ E. (1.5.14)

Μάλιστα ϑα αποδείξουµε ότι αν E
((

log
∥∥∥X̃0

∥∥∥)+) < ∞ τότε το όριο limn n−1 log
∥∥∥X̃0 · ... · X̃n−1

∥∥∥
υπάρχει σχεδόν παντού χωρίς να είναι απαραίτητα η (X̃n)∞n=0 ανεξάρτητη.

Ορισµός 1.5.8 (Τυχαίος πίνακας). ΄Εστω (Ω, A , P) ένας χώρος πιθανότητας. ΄Ενας τυχαίος
k × k πραγµατικός πίνακας είναι µια Borel-µετρήσιµη απεικόνιση X̃ : Ω → Rk×k. ΄Οπου τον
Rk×k τον ταυτίζουµε µε τον Rk

2
και ϑεωρούµε την Borel σ-άλγεβρα B(Rk

2
). Εποµένως, επειδή

B(Rk×k) = B(R) ⊗ ... ⊗B(R)︸                  ︷︷                  ︸
k2−ϕορές

ϑα έχουµε ότι η

X̃ =


X11 X12 . . . X1k
X21 X22 . . . X2k
...

...
. . .

...
Xk1 Xk2 . . . Xkk


είναι Borel-µετρήσιµη αν και µόνο αν η Xlm : Ω → R είναι Borel-µετρήσιµη για κάθε 1 ≤ l ≤
k, 1 ≤ m ≤ k. Αντίστοιχα ορίζεται και ο τυχαίος k × k µιγαδικός πίνακας.
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Μια ακολουθία τυχαίων πινάκων (X̃n)∞n=0 ϑα καλείται στάσιµη αν

P
(
X̃0 ∈ B0, X̃1 ∈ B1, ..., X̃n−1 ∈ Bn−1

)
= P

(
X̃m ∈ B0, X̃m+1 ∈ B1, ..., X̃n+m ∈ Bn−1

)
(1.5.15)

για κάθε n, m ≥ 1 και B0, B1, ...Bn−1 ∈ B(Rk×k), και ανεξάρτητη αν

P
(
X̃m ∈ B0, X̃m+1 ∈ B1, ..., X̃n+m ∈ Bn−1

)
=

n−1∏
i=0
P
(
X̃m+i ∈ Bi

)
(1.5.16)

για κάθε n, m ≥ 0 και B0, B1, ..., Bn−1 ∈ B(Rk×k).

Ο τρόπος µε τον οποίο περνάµε από ένα χώρο πιθανότητας (Ω, A , P) και µια στάσιµη ακολουθία
τυχαίων πινάκων (X̃n)∞n=0 σε ένα σ.δ.µ (X, B, µ, τ) είναι ο εξής : Θεωρούµε X = (Rk×k)N, όπου

(Rk×k)N =
{
(̃xn)∞n=0 : x̃i ∈ Rk×k , για i = 0,1,2, ...

}
και B = σ(π0, π1, ...), όπου πi : X → Rk×k η προβολή στην i-οστή συντεταγµένη. Η B είναι
επίσης η σ-άλγεβρα που παράγεται από την άλγεβρα των µετρήσιµων κυλίνδρων της µορφής

π−1
0 (B0) ∩ π−1

1 (B1) ∩ ... ∩ π−1
n−1(Bn−1) (1.5.17)

για κάθε n ≥ 1 και B0, ..., Bn−1 ∈ B(Rk×k). Θεωρούµε την απεικόνιση X̃ : Ω → X µε X̃ (ω) =

(X̃n(ω))∞n=0. Τότε, αφού X̃−1(π−1
i (B)) = X̃−1

i (B) ∈ A και τα σύνολα π−1
i (B) για B ∈ B(Rk×k)

παράγουν την B, ϑα έχουµε X̃−1(B) ∈ A για κάθε B ∈ B. ∆ηλαδή, η X̃ είναι (A , B)-
µετρήσιµη. Συνεπώς, η συνολοσυνάρτηση µ : B → R µε µ(B) = P(X̃−1(B)) είναι ένα µέτρο
πιθανότητας στον (X, B). Τέλος, ϑεωρούµε την απεικόνιση τ : X → X µε

τ((̃x0, x̃1, x̃2, ...)) = (̃x1, x̃2, x̃3, ...)

η οποία είναι µετρήσιµη καθώς τ−1(π−1
i (B)) = π−1

i+1(B) ∈ B για κάθε i και B ∈ B(Rk×k).
Συνεπώς, για να δείξουµε ότι το (X, B, µ, τ) είναι ένα σ.δ.µ αρκεί να δείξουµε ότι µ(τ−1(B)) =

µ(B) για κάθε B ∈ B. ΄Οµως, επειδή τα σύνολα της µορφής π−1
i (B), για B ∈ B(Rk×k) παράγουν

την B αρκεί να δείξουµε την παραπάνω ισότητα γι’ αυτά τα σύνολα. Οπότε, γράφοντας

µ(τ−1(π−1
i (B))) = µ(π−1

i+1(B))

= P(X̃−1(π−1
i+1(B)))

= P(X̃i+1 ∈ B)

και χρησιµοποιώντας την P(X̃i+1 ∈ B) = P(X̃i ∈ B) = µ(π−1
i (B)), λόγω της στασιµότητας της

(X̃n)∞n=0, ϑα έχουµε τελικά ότι µ(τ−1(π−1
i (B))) = µ(π−1

i+1(B)) = µ(π−1
i (B)). Τέλος, αν υποθέσουµε

επιπλέον ότι η (X̃n)∞n=0 είναι και ανεξάρτητη, τότε το (X, B, µ, τ) ϑα είναι εργοδικό. Για να το
δούµε αυτό, ϑεωρούµε ένα B ∈ B µε τ−1(B) = B και ϸ > 0. Αφού τα σύνολα της (1.5.17)
αποτελούν άλγεβρα και παράγουν την B ϑα υπάρχει A = π−1

0 (B0) ∩ π−1
1 (B1) ∩ ... ∩ π−1

n−1(Bn−1)
µε µ(A4B) < ϸ. Τότε, επειδή

τ−n(A) =τ−n((π−1
0 (B0) ∩ π−1

1 (B1) ∩ ... ∩ π−1
n−1(Bn−1)))

= τ−n(π−1
0 (B0)) ∩ τ−n(π−1

1 (B1)) ∩ ... ∩ τ−n(π−1
n−1(Bn−1))

= π−1
n (B0) ∩ π−1

n+1(B1) ∩ ... ∩ π−1
2n−1(Bn−1),
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λόγω της ανεξαρτησίας και της στασιµότητας ϑα έχουµε ότι

µ(A ∩ τ−n(A)) = P
(
X̃0 ∈ B0, X̃1 ∈ B1, ..., X̃n−1 ∈ Bn−1, X̃n ∈ B0, X̃n+1 ∈ B1, ..., X̃2n−1 ∈ Bn−1

)
= P

(
X̃0 ∈ B0, X̃1 ∈ B1, ..., X̃n−1 ∈ Bn−1

)
P
(
X̃n ∈ B0, X̃n+1 ∈ B1, ..., X̃2n−1 ∈ Bn−1

)
= P

(
X̃0 ∈ B0, X̃1 ∈ B1, ..., X̃n−1 ∈ Bn−1

)
P
(
X̃0 ∈ B0, X̃1 ∈ B1, ..., X̃n−1 ∈ Bn−1

)
= µ(A)2.

΄Αρα,

|µ(A) − µ(A)2| = |µ(A) − µ(A ∩ τ−n(A))|

≤ µ(A4(A ∩ τ−nA))

≤ µ(A4τ−nA).

Χρησιµοποιώντας την τ−1B = B ϑα έχουµε µ(τ−1A4B) = µ(τ−1(A4B)) = µ(A4B) < ϸ. Επόµένως,
απ’ τον εγκλεισµό A4τ−nA ⊆ (A4B) ∪ (τ−nA4B) ϑα έχουµε τελικά ότι |µ(A) − µ(A)2| ≤ µ(A4B) +

µ(τ−n4B) < 2ϸ. Οπότε, γράφοντας

|µ(B) − µ2(B)| = |µ(B) − µ(A) + µ(A) − µ(A)2 + µ(A)2 − µ(B)2|

≤ |µ(B) − µ(A)| + |µ(A) − µ(A)2| + 2|µ(A) − µ(B)|

≤ 3µ(A4B) + |µ(A) − µ(A)2|,

ϑα έχουµε |µ(B) − µ(B)2| < 5ϸ. ∆ηλαδή, µ(B) = µ(B)2 απ’ όπου έπεται ότι µ(B) ∈ {0,1}.

Απόδειξη Θεωρήµατος 1.5.7. Θεωρούµε το σύστηµα (X, B, µ, τ) που κατασκευάσαµε προηγου-
µένως και ορίζουµε την οικογένεια συναρτήσεων Fi,k : X → [−∞,∞) µε

Fi,k
(
(̃xn)∞n=0

)
=

log
∥∥∥x̃i · ... · x̃k−1

∥∥∥ , x̃i · ... · x̃k−1 , 0
−∞, διαφορετικά

για κάθε 0 ≤ i < k. Τότε,

Fi,k(τ (̃x∞n=0)) =

log
∥∥∥x̃i+1 · ... · x̃k

∥∥∥ , x̃i+1 · ... · x̃k , 0
−∞, διαφορετικά

,

απ’ όπου έπεται ότι Fi,k ◦ τ = Fi+1,k+1. Επίσης, για 0 ≤ i < l < k από την ιδιότητα (1.5.12) της
νόρµας έχουµε

Fi,k
(
(̃xn)∞n=0

)
= log

∥∥∥∥∥∥∥∥
l−1∏
j=i

x̃j ·
k−1∏
j=l

x̃j

∥∥∥∥∥∥∥∥
≤ log

(∥∥∥∥∥∥∥
l−1∏
j=i

x̃j

∥∥∥∥∥∥∥ ·
∥∥∥∥∥∥∥∥
k−1∏
j=l

x̃j

∥∥∥∥∥∥∥∥
)

≤ log

∥∥∥∥∥∥∥
l−1∏
j=i

x̃j

∥∥∥∥∥∥∥ · log

∥∥∥∥∥∥∥∥
k−1∏
j=l

x̃j

∥∥∥∥∥∥∥∥ .
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∆ηλαδή, Fi,k ≤ Fi,l + Fl,k. Από την E
((

log
∥∥∥X̃0

∥∥∥)+) < ∞ έχουµε ότι∫
X

(F0,1)+ dµ =

∫
Ω

(F0,1 ◦ X̃ )+ dP

=

∫
Ω

(log
∥∥∥X̃0

∥∥∥)+ dP

= E
((

log
∥∥∥X̃0

∥∥∥)+) < ∞.
Εποµένως, η οικογένεια (Fi,k)i,k∈Q ικανοποιεί τις συνθήκες του Θεωρήµατος 1.5.6. Συνεπώς, το
n−1E

(
log

∥∥∥X̃0 · ... · X̃n−1
∥∥∥) είναι καλά ορισµένο και ανήκει στο [−∞,∞). Από την (1.5.2) παίρ-

νουµε ότι n−1E
(
log

∥∥∥X̃0 · ... · X̃n−1
∥∥∥)→ E, όπου

E = inf
{1
n
E
(
log

∥∥∥X̃0 · ... · X̃n−1
∥∥∥) : n ∈ N

}
.

Από το Θεώρηµα 1.5.6, υπάρχει µια τ−αναλλοίωτη συνάρτηση f ∞ µε
∫
X

(f ∞)+ dµ < ∞ και∫
Ω

f ∞ ◦ X̃ dP = inf
{1
n

∫
Ω

log
∥∥∥X̃0 · ... · X̃n−1

∥∥∥ dP : n ∈ N
}

= inf
{1
n
E
(
log

∥∥∥X̃0 · ... · X̃n−1
∥∥∥) : n ∈ N

}
ώστε n−1F0,n → f ∞ µ-σχεδόν παντού. Με άλλα λόγια, υπάρχει ένα σύνολο B ∈ B µε µ(Bc) = 0
ώστε n−1F0,n(x̃) → f ∞(x̃) για κάθε x̃ = (x̃n)∞n=0 ∈ B. Θεωρούµε το σύνολο A = X̃−1(B) ∈ A .
Τότε, P(Ac) = P(X̃−1(Bc)) = µ(Bc) = 0 και για κάθε ω ∈ A ϑα έχουµε n−1F0,n(X̃ (ω))→ f ∞(X̃ (ω)).
∆ηλαδή,

1
n

log
∥∥∥X̃0 · ... · X̃n−1(ω)

∥∥∥→ f ∞(X̃ (ω))

για P-σχεδόν κάθε ω ∈ Ω. Τέλος, αν η ακολουθία είναι ανεξάρτητη, τότε το (X, B, µ, τ) ϑα
είναι εργοδικό. ΄Αρα, αφού η f ∞ είναι τ−αναλλοίωτη ϑα πρέπει να είναι σταθερή. Λόγω της∫
Ω
f ∞ ◦ X̃ dP = E παίρνουµε ότι f ∞ = E. Εποµένως, στην περίπτωση της ανεξαρτησίας ϑα

έχουµε ότι
1
n

log
∥∥∥X̃0 · ... · X̃n−1

∥∥∥→ E

P-σχεδόν παντού. �



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

Μέσοι όροι σε τοπολογικούς διανυσµατικούς χώρους

Σε αυτό το σηµείο γενικεύουµε τους µέσους όρους f +f ◦τ+...+f ◦τn−1

n αντικαθιστώντας τον τελεστή
Koopman Uτ µε οποιονδήποτε ϕραγµένο γραµµικό τελεστή T : X → X όπου τώρα ο X είναι
χώρος Banach. Οι υπό µελέτη µέσοι όροι τώρα είναι της µορφής An(T ) =

f +Tf +...+Tn−1f
n .

Γενικότερα, ενδιαφερόµαστε για µέσους όρους πάνω στην τροχιά στοιχείων ενός τοπολογικού
διανυσµατικού χώρου (τ.δ.χ) X κάτω από µια ηµιοµάδα τελεστών. Στην περίπτωση που ο X
είναι χώρος Banach εξετάζουµε επίσης την οµοιόµορφη σύγκλιση (σύγκλιση ως προς τη νόρµα
τελεστή) µέσων όρων τελεστών η οποία επιτυγχάνεται στους ψευδοσυµπαγείς τελεστές.

2.1 Χώροι Banach Ι

Σε αυτή την παράγραφο ασχολούµαστε µε τους µέσους όρους An(T )x = Anx για x ∈ X όπου
X ένας χώρος Banach. Απαραίτητο εργαλείο για τη µελέτη της (Anx)∞n=1 είναι η ασθενής
τοπολογία Tw και η ασθενής* τοπολογία Tw∗ . Για τους ορισµούς και τις ϐασικές ιδιότητες των
ασθενών τοπολογιών παραπέµπουµε τον αναγνώστη στις Παραγράφους Αʹ.3.2, Βʹ.1.1, Βʹ.1.2.
Επίσης ϑα χρησιµοποιηθούν αρκετές συνέπειες και ιδιότητες από την Παράγραφο Βʹ.2.1 των δύο
παραπάνω τοπολογιών στο πλαίσιο των χώρων Banach. Ο αναγνώστης που είναι εξοικειωµένος
µε τους ϐασικούς ορισµούς µπορεί να συνεχίσει κανονικά την ανάγνωση της παραγράφου και
στα σηµεία που χρησιµοποιείται κάποιο αποτέλεσµα που είναι καθαρά ϑέµα συναρτησιακής
ανάλυσης ϑα υπάρχει αντίστοιχη παραποµπή στο παράρτηµα.

Πριν ξεκινήσουµε τις αποδείξεις των ϐασικών αποτελεσµάτων της παραγράφου να συµφωνήσου-
µε στο συµβολισµό που ϑα χρησιµοποιούµε : Για ένα διανυσµατικό χώρο X πάνω από το F = R

ή C και A, B ⊆ X συµβολίζουµε µε spanA τη γραµµική ϑήκη του A. Με convA την κυρτή ϑήκη
του A η οποία περιγράφεται ως convA =

{∑n
i=1 λixi : λi ∈ F, xi ∈ A και n ∈ N

}
. Γράφουµε

A + B = {α + � : α ∈ A, � ∈ B} και λA = {λα : α ∈ A} για λ ∈ F. Αν οι A, B είναι υπόχωροι
και A ∩ B = {0} τότε A ⊕ B είναι το ευθύ άθροισµα των A, B. Αν ο X είναι χώρος Banach µε
BX συµβολίζουµε την κλειστή µοναδιαία µπάλα του X , δηλαδή το σύνολο {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1}, µε
X ∗, X ∗∗ συµβολίζουµε τον πρώτο και αντίστοιχα τον δεύτερο δυϊκό του X . Με jX συµβολίζουµε
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την κανονική εµφύτευση του X στον X ∗∗ (ϐλ. Βʹ.2.1), αν δεν τίθεται ϑέµα σύγχυσης ϑα γράφου-
µε απλά j. Με B(X ) συµβολίζουµε το σύνολο των ϕραγµένων γραµµικών τελεστών από τον X
στον X . Για T ∈ B(X ) ο T ∗ είναι ο συζυγής τελεστής του T (ϐλ. Βʹ.3.1). Για x ∈ X, h ∈ X ∗ ϑα
γράφουµε 〈Tx, h〉 αντί του h(Tx) και 〈x, h〉 αντί του h(x). Για ένα σύνολο A συµβολίζουµε µε A
την κλειστή ϑήκη του A ως προς τη νόρµα, µε A

w
την κλειστή ϑήκη ως προς την ασθενή τοπο-

λογία και µε A
w∗

την κλειστή ϑήκη ως προς την ασθενή* τοπολογία. Τέλος, για x ∈ X, h ∈ X ∗

και xn ∈ X, hn ∈ X ∗ γράφουµε xn
w
−→ x όταν η (xn)∞n=1 συγκλινει ασθενώς στο x και hn

w∗
−→ x∗

όταν η (h∗n)∞n=1 συγκλίνει ασθενώς* στο x∗.

2.1.1 Το µέσο εργοδικό ϑεώρηµα

Ορισµός 2.1.1. ΄Εστω X ένας χώρος Banach. ΄Ενας τελεστής T ∈ B(X ) ϑα καλείται :

(i) power bounded αν έχει οµοιόµορφα ϕραγµένες δυνάµεις, δηλαδή supn∈N ‖T
n‖ < ∞.

(ii) ϕραγµένος κατά Cesàro αν supn∈N ‖An‖ < ∞.

Παρατηρούµε πως αν ο T είναι power bounded τότε ϑα είναι και ϕραγµένος κατά Cesàro καθώς

‖An‖ =

∥∥∥∥∥∥∥n−1
n−1∑
k=0

Tk
∥∥∥∥∥∥∥ ≤ n−1

n−1∑
k=0

∥∥∥Tk∥∥∥ ≤ sup
n∈N

∥∥∥Tn∥∥∥ ,
απ’ όπου έπεται ότι supn∈N ‖An‖ ≤ supn∈N ‖T

n‖ < ∞. Λόγω της ταυτότητας

An −
n − 1
n

An−1 =
Tn−1

n
(2.1.1)

η συνθήκη
Tn−1x

n
→ 0 καθώς το n → ∞ (2.1.2)

για x ∈ X είναι αναγκαία για τη σύγκλιση της (Anx)∞n=1. Η (2.1.2) όπως ϕαίνεται και από το
παρακάτω λήµµα µας λέει πως το όριο της (Anx)∞n=1 (αν υπάρχει) ϑα πρέπει να είναι σταθερό
σηµείο του T .

Λήµµα 2.1.2. ΄Εστω T ∈ B(X ) όπου X ένας χώρος Banach. Αν για κάποιο x ∈ X ισχύει η (2.1.2)
τότε ∥∥∥AnTkx − Anx∥∥∥ n→∞

−→ 0 (2.1.3)

για κάθε k ≥ 1.

Απόδειξη. ΄Εστω k ≥ 1. Τότε για n > k έχουµε

AnT
kx − Anx =

Tkx + ... + Tn−1x + Tnx + ... + Tn−1+kx

n

−
x + ... + Tkx + ... + Tn−1x

n

=
Tnx + ... + Tn−1+kx

n
−
x + ... + Tk−1x

n

= n−1
k∑
j=1

Tn−1+jx − n−1
k−1∑
j=0

T jx.
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΄Οµως για 1 ≤ j ≤ k έχουµε
Tn−1+jx

n
=

n + j

n(n + j)
Tn−1+jx

και επειδή n+j
n → 1 και n−1Tn−1x → 0 ϑα έχουµε ότι n−1Tn−1+jx → 0. Αφού το k είναι

ανεξάρτητο του n ϑα έχουµε n−1 ∑k
j=1 T

n−1+jx → 0. Επίσης,∥∥∥∥∥∥∥∥n−1
k−1∑
j=0

T jx

∥∥∥∥∥∥∥∥ ≤ n−1
k−1∑
j=0

∥∥∥T jx∥∥∥
≤ n−1 ‖x‖M → 0,

όπου M =
∑k−1
j=0

∥∥∥T j∥∥∥ < ∞. ΄Αρα, συνοψίζοντας,

∥∥∥AnTkx − Anx∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥∥n−1
k∑
j=1

Tn−1+jx − n−1
k−1∑
j=0

T jx

∥∥∥∥∥∥∥∥
≤ n−1 ‖x‖M +

∥∥∥∥∥∥∥∥n−1
k∑
j=1

Tn−1+jx

∥∥∥∥∥∥∥∥→ 0.

�

Το πρώτο αποτέλεσµα που αφορά τη σύγκλιση της (Anx)∞n=1 είναι το µέσο εργοδικό ϑεώρηµα το
οποίο όπως ϑα δούµε παρακάτω γενικεύει το ϑεώρηµα του von Neumann.

Θεώρηµα 2.1.3 (Μέσο εργοδικό ϑεώρηµα). ΄Εστω T ένας ϕραγµένος κατά Cesàro τελεστής σε
ένα χώρο Banach X . Τότε, για κάθε x ∈ X που ικανοποιεί την (2.1.2) και για κάθε y ∈ X τα εξής
είναι ισοδύναµα:

(i) Ty = y και y ∈ conv{x, Tx, T2x, ...}.

(ii) Anx → y.

(iii) Anx
w
−→ y.

(iv) Το y είναι ασθενές υπακολουθιακό όριο της ακολουθίας (Anx)∞n=1. Με άλλα λόγια υπάρχει
υπακολουθία της (Anx)∞n=1 που συγκλίνει ασθενώς στο y.

Απόδειξη. (i) =⇒ (ii) ΘέτουµεM = supn∈N ‖An‖ και ϑεωρούµε ϸ > 0. Αφού y ∈ conv{x, Tx, T2x, ...}
ϑα υπάρχει N ∈ N και λi ≥ 0 µε

∑N
i=0 λi = 1 ώστε∥∥∥∥∥∥∥

N∑
i=0

λiT
ix − y

∥∥∥∥∥∥∥ < ϸ

2M
. (2.1.4)

Από την (2.1.3) ϑα έχουµε ότι ‖AnT ix − Anx‖ → 0 για 0 ≤ i ≤ N . Οπότε ϑα υπάρχει n0 ∈ N

ώστε για κάθε n ≥ n0 να ισχύει∥∥∥AnT ix − Anx∥∥∥ < ϸ

2
για 0 ≤ i ≤ N. (2.1.5)
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Επειδή Ty = y ϑα έχουµε και Tky = y το οποίο µε τη σειρά του µας δίνει ότι Any = y.
Χρησιµοποιώντας τις (2.1.4),(2.1.5) και την ισότητα Any = y, για n ≥ n0 ϑα έχουµε

‖Anx − y‖ =

∥∥∥∥∥∥∥Anx − An(
N∑
i=0

λiT
ix

)
+ An

( N∑
i=0

λiT
ix

)
− Any

∥∥∥∥∥∥∥∑
i λi=1
≤

∥∥∥∥∥∥∥
N∑
i=0

λi(Anx − AnT ix)

∥∥∥∥∥∥∥ + ‖An‖

∥∥∥∥∥∥∥
N∑
i=0

λiT
ix − Any

∥∥∥∥∥∥∥
≤

N∑
i=0

λi
∥∥∥Anx − AnT ix∥∥∥ +M

ϸ

2M

<
ϸ

2
+
ϸ

2
= ϸ,

απ’ όπου έπεται ότι Anx → y.

Οι συνεπαγωγές (ii) =⇒ (iii) =⇒ (iv) είναι προφανείς. Για την (iv) =⇒ (i) αρκεί να δείξουµε ότι
〈y, h〉 = 〈Ty, h〉 για κάθε h ∈ X ∗. Θεωρούµε ϸ > 0. Επειδή το y είναι ασθενές υπακολουθιακό
όριο της (Anx)∞n=1 ϑα υπάρχει υπακολουθία (Aknx)∞n=1 µε Aknx

w
−→ y. ΄Αρα, 〈Aknx, h〉 → 〈y, h〉.

Από την (2.1.3) έχουµε AknTx−Aknx → 0. ΄Αρα λόγω της συνέχειας του h, 〈AknTx−Aknx, h〉 → 0.
Τώρα, επειδή T ∗h ∈ X ∗ ϑα έχουµε και 〈Aknx − y, T

∗y〉 → 0. ΄Οµως

〈Aknx − y, T
∗y〉 = 〈T (Aknx − y), h〉

= 〈AknTx − Ty, h〉.

Οπότε τώρα γράφοντας

|〈y − Ty, h〉| = |〈y − Aknx, h〉 + 〈Aknx − AknTx, h〉 + 〈AknTx − Ty, h〉|

≤ |〈y − Aknx, h〉| + |〈Aknx − AknTx, h〉| + |〈AknTx − Ty, h〉|

και αφήνοντας το n → ∞ καταλήγουµε στο ότι 〈y − Ty, h〉 = 0, ∆ηλαδή 〈y, h〉 = 〈Ty, h〉

όπως ϑέλαµε. Τέλος, επειδή Aknx ∈ conv{x,Tx,T2x, ...} και Aknx
w
−→ y ϑα έχουµε y ∈

convw{x, Tx, T2x, ...}. ΄Οµως από το ϑεώρηµα του Mazur (ϐλ. Βʹ.1.3), conv{x, Tx, T2x, ...} =

convw{x, Tx, T2x, ...}. �

Η παραπάνω διατύπωση του µέσου εργοδικού ϑεωρήµατος είναι ειδική περίπτωση του ϑεωρήµα-
τος του Eberlein (1949-[5]) που ϑα δούµε παρακάτω. Παρ’ όλα αυτά οι ϐασικοί ισχυρισµοί είχαν
ήδη αποδειχθεί µε τις εργασίες του F. Riesz (1938-[18]) για X = Lp και ανεξάρτητα µε τη δου-
λειά των K. Yosida (1938-[20]) και S. Kakutani (1938-[11]) για γενικό χώρο Banach (ϐλ. [13]
σελ.73).

Η ισοδυναµία των (ii),(iv) ανάγει τη σύγκλιση της ακολουθίας (Anx)∞n=1 στην εύρεση ενός
ασθενούς υπακολουθιακού ορίου. Πρόβληµα το οποίο µε τη ϐοήθεια της συναρτησιακής α-
νάλυσης αντιµετωπίζεται πιο εύκολα όπως ϕαίνεται στα παρακάτω αποτελέσµατα.

Θεώρηµα 2.1.4. Αν T είναι ένας power bounded τελεστής σε έναν αυτοπαθή χώρο Banach X
τότε οι µέσοι όροι Anx συγκλίνουν ως προς τη νόρµα σε ένα T−αναλλοίωτο όριο για κάθε x ∈ X .

Απόδειξη. Αφού ο T είναι power bounded ϑα είναι και ϕραγµένος κατά Cesàro, έτσι η ακολου-
ϑία (Anx)∞n=1 ϑα είναι ϕραγµένη, οπότε ϑα υπάρχει M > 0 µε Anx ∈ MBX για κάθε n ∈ N. Αφού
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ο X είναι αυτοπαθής, η κλειστή µπάλα MBX ϑα είναι ασθενώς συµπαγής (ϐλ. Θεώρηµα Βʹ.2.9).
΄Οµως τότε από το ϑεώρηµα Eberlein-Smulian (ϐλ. Θεώρηµα Βʹ.2.10) ϑα είναι και ασθενώς
ακολουθιακά συµπαγής. ΄Αρα η (Anx)∞n=1 ϑα έχει ασθενές υπακολουθιακό όριο και τώρα το
Ϲητούµενο έπεται από το Θεώρηµα 2.1.3. �

Το Θεώρηµα 2.1.4 αποδείχθηκε µε διαφορετικό τρόπο από τον E. Lorch (1939-[15]). Παρακάτω
ϑα δούµε το επιχείρηµά του.

Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 2.1.4 στους Lp οι οποίοι είναι αυτοπαθείς για 1 < p < ∞ µε
τελεστή τον τελεστή Koopman ο οποίος είναι ισοµετρία (άρα και power bounded) παίρνουµε το
Lp−µέσο εργοδικό ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 2.1.5 (Lp-µέσο εργοδικό ϑεώρηµα). ΄Εστω (Ω,A , µ) ένας χώρος µέτρου και τ :
Ω → Ω ένας µετασχηµατισµός που διατηρεί το µέτρο µ. Τότε, για κάθε f ∈ Lp(µ) υπάρχει
µια τ−αναλλοίωτη συνάρτηση f̃ ∈ Lp(µ) µε∥∥∥∥∥∥∥1

n

n−1∑
k=0

f ◦ τk − f̃

∥∥∥∥∥∥∥
p

→ 0 (2.1.6)

καθώς το n → ∞.

2.1.2 Μια συνθήκη για σύγκλιση στον L1

Η αυτοπάθεια είναι καταλυτικός παράγοντας για το Θεώρηµα 2.1.4 µιας και στον L1 δεν µπορο-
ύµε να έχουµε αντίστοιχο αποτέλεσµα. Πράγµατι, ϑεωρώντας Ω = R, A = B(R), µ =το µέτρο
Lebesgue και τ(x) = x + α για α > 0 σταθερό, έχουµε ότι η τετράδα (Ω,A , µ, τ) είναι ένα σ.δ.µ.
Αν ισχύει το Θεώρηµα 2.1.4 για τον L1 τότε για τη συνάρτηση f = 1[0,α) ∈ L1 ϑα υπάρχει µια
τ−αναλλοίωτη συνάρτηση f̃ ώστε να ισχύει η (2.1.6) για p = 1. ΄Οµως, για ω ∈ R έχουµε

1
n

n−1∑
k=0

f ◦ τk(ω) =
1
n

n−1∑
k=0

1τ−k ([0,α))(ω)

=
1
n

n−1∑
k=0

1[−kα,−(k−1)α))(ω)

και επειδή τα ([−kα,−(k − 1)α))∞k=0 είναι ξένα ανά δύο ϑα έχουµε 1
n

∑n−1
k=0 f ◦ τ

k(ω) → 0. ΄Αρα,
αφού η n−1 ∑n−1

k=0 f ◦ τ
k συγκλίνει στον L1 στην f̃ ϑα συγκλίνει και κατά µέτρο, συνεπώς, ϑα

υπάρχει υπακολουθία της n−1 ∑n−1
k=0 f ◦ τ

k που ϑα συγκλίνει σχεδόν παντού στην f̃ και άρα ϑα
πρέπει f̃ = 0. ∆ηλαδή, ∥∥∥∥∥∥∥1

n

n−1∑
k=0

f ◦ τk
∥∥∥∥∥∥∥

1

n→∞
−→ 0.

΄Οµως από την άλλη έχουµε∥∥∥∥∥∥∥1
n

n−1∑
k=0

f ◦ τk
∥∥∥∥∥∥∥

1

=
1
n

∫
R

n−1∑
k=0

1[−kα,−(k−1)α) dµ

=
1
n

n−1∑
k=0

µ([−kα,−(k − 1)α)) = α > 0
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και έτσι καταλήγουµε σε άτοπο. Παρ’ όλα αυτά το µέσο εργοδικό ϑεώρηµα µπορεί να µας δώσει
σύγκλιση στον L1 στην παρακάτω ειδική περίπτωση:

Θεώρηµα 2.1.6. ΄Εστω (Ω,A , µ) ένας χώρος µέτρου και T : L1 → L1 µια συστολή. Υποθέτουµε
επιπλέον ότι υπάρχει µια γνήσια ϑετική συνάρτηση p ∈ L1 ώστε για κάθε f ∈ L1 µε |f | ≤ p να
ισχύει |Tf | ≤ p. Τότε, υπάρχει µια συνάρτηση f̃ ∈ L1 µε T f̃ = f̃ ώστε∥∥∥∥∥∥∥1

n

n−1∑
k=0

Tkf − f̃

∥∥∥∥∥∥∥
1

→ 0 (2.1.7)

καθώς το n → ∞.

Η απόδειξη του Θεωρήµατος 2.1.6 ϐασίζεται στο ϑεώρηµα των Dunford-Pettis (1940-[4]) το
οποίο χαρακτηρίζει τα υποσύνολα του L1 που είναι ασθενώς συµπαγή µέσω της έννοιας της
οµοιόµορφης ολοκληρωσιµότητας.

Ορισµός 2.1.7 (Οµοιόµορφη ολοκληρωσιµότητα). ΄Εστω (Ω, A , µ) ένας χώρος µέτρου. Μια
οικογένεια συναρτήσεων F ⊆ L1(µ) λέγεται οµοιόµορφα ολοκληρώσιµη αν για κάθε ϸ > 0
υπάρχει µια µη αρνητική συνάρτηση gϸ ∈ L1(µ) ώστε∫

Ω

(|f | − gϸ)+ dµ < ϸ (2.1.8)

για κάθε f ∈ F .

Το ϑεώρηµα των Dunford-Pettis µας λέει ότι :

Θεώρηµα 2.1.8 (Dunford-Pettis). ΄Εστω (Ω, A , µ) ένας χώρος µέτρου και F ⊆ L1(µ). Τότε,
το F

w
είναι ασθενώς συµπαγές υποσύνολο του L1(µ) αν και µόνο αν η F είναι οµοιόµορφα

ολοκληρώσιµη.

Να αναφέρουµε ότι οι Dunford-Pettis στην εργασία τους [4] απέδειξαν το ϑεώρηµα στην ειδική
περίπτωση που το µέτρο µ είναι σ-πεπερασµένο. Συγκεκριµένα, απέδειξαν ότι το F

w
είναι

ασθενώς συµπαγές αν και µόνο αν για την F ισχύουν οι εξής τρεις συνθήκες :

(i) Το F είναι ϕραγµένο υποσύνολο του L1(µ).

(ii) Για κάθε ϸ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε αν E ∈ A µε µ(E) < δ τότε
∫
E
|f |dµ < ϸ για κάθε

f ∈ F .

(iii) Για κάθε (En)∞n=1 ⊆ A ακολουθία ξένων ανά δύο συνόλων µε
⋃∞
n=1 En = Ω και µ(En) < ∞

ισχύει ότι

lim
n→∞

sup
f ∈F

∞∑
k=n

∣∣∣∣∣∫
Ek

f dµ
∣∣∣∣∣ = 0.

Στην περίπτωση του σ-πεπερασµένου µέτρου οι παραπάνω συνθήκες είναι ισοδύναµες µε τον
Ορισµό 2.1.7 της οµοιόµορφης ολοκληρωσιµότητας. Παρ’ όλα αυτά για µέτρο µ όχι απαραίτητα
σ-πεπερασµένο οι παραπάνω τρεις συνθήκες δεν αρκούν για να αποδειχθεί ότι το F

w
είναι

ασθενώς συµπαγές. ΄Οµως, το Θεώρηµα 2.1.8 ισχύει και στην περίπτωση άπειρου µέτρου. Μια



2.1 Χώροι Banach Ι · 40

απόδειξη, µε χρήση υπερφίλτρων, για τη γενική περίπτωση του Θεωρήµατος 2.1.8 µπορεί να
ϐρεθεί στο [7]-σελ.192.

Για την απόδειξη του εργοδικού Θεωρήµατος 2.1.6 η κατεύθυνση του Θεωρήµατος 2.1.8
που µας χρειάζεται είναι πως αν η F είναι οµοιόµορφα ολοκληρώσιµη οικογένεια συναρτήσεων
στον L1(µ) τότε το F

w
είναι ασθενώς συµπαγές υποσύνολο του L1(µ). Μιας και η περίπτωση του

σ-πεπερασµένου µέτρου αρκεί για τα περισσότερα παραδείγµατα αλλά και για την αποφυγή
της έννοιας του υπερφίλτρου ϑα δώσουµε µια απόδειξη του παραπάνω στο πλαίσιο των σ-
πεπερασµένων µέτρων χρησιµοποιώντας ένα διαφορετικό επιχείρηµα από αυτό των Dunford-
Pettis.

Πρόταση 2.1.9. ΄Εστω (Ω, A , µ) ένας χώρος µέτρου και F ⊆ L1(µ) µια οµοιόµορφα ολοκλη-
ϱώσιµη οικογένεια συναρτήσεων. Τότε :

(i) Το F είναι ϕραγµένο υποσύνολο του L1(µ).

(ii) lim
M→∞

sup
f ∈F

∫
{|f |>M}

|f |dµ = 0.

(iii) Για κάθε ϸ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε
∫
A
|f |dµ < ϸ για κάθε A ∈ A µε µ(A) < δ και f ∈ F .

Απόδειξη. (i) Αφού η F είναι οµοιόµορφα ολοκληρώσιµη ϑα υπάρχει µια µη αρνητική συνάρ-
τηση g ∈ L1(µ) µε ∫

Ω

(|f | − g)+ dµ < 1

για κάθε f ∈ F . Τότε, γράφοντας∫
Ω

|f |dµ =

∫
Ω

(|f | − g)dµ +

∫
Ω

g dµ

≤

∫
Ω

(|f | − g)+ dµ +

∫
Ω

g dµ

< 1 + ‖g‖1 ,

ϑα έχουµε ότι sup
f ∈F
‖f ‖1 ≤ 1 + ‖g‖1.

(ii) Από το (i) έχουµε ότι A = supf ∈F ‖f ‖1 < ∞. Θεωρούµε ϸ > 0. Τότε, ϑα υπάρχει µια µη
αρνητική g ∈ L1(µ) µε ∫

Ω

(|f | − g)+ dµ <
ϸ

3
(2.1.9)

για κάθε f ∈ F . Αφού η g είναι ολοκληρώσιµη ϑα υπάρχει M0 > 0 ώστε∫
{g>M}

g dµ <
ϸ

3
(2.1.10)
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για κάθε M ≥ M0. Τότε, χρησιµοποιώντας τις (2.1.9),(2.1.10) και γράφοντας∫
{|f |>M}

|f |dµ =

∫
{|f |>M}

(|f | − g)dµ +

∫
{|f |>M}

g dµ

≤

∫
{|f |>M}

(|f | − g)+ dµ +

∫
{|f |>M}∩{g>M0}

g dµ +

∫
{|f |>M}∩ {g≤M0}

g dµ,

ϑα έχουµε για M > M0 ότι ∫
{|f |>M}

|f |dµ <
ϸ

3
+
ϸ

3
+M0µ

(
|f | > M

)
<
ϸ

3
+
ϸ

3
+
M0

M
A

για κάθε f ∈ F . ΄Αρα,

lim sup
M→∞

sup
f ∈F

∫
{|f |>M}

|f |dµ ≤
2ϸ
3
,

απ’ όπου έπεται ότι lim
M→∞

sup
f ∈F

∫
{|f |>M}

|f |dµ = 0.

(iii) Θεωρούµε ένα ϸ > 0 και ϐρίσκουµε µια µη αρνητική ολοκληρώσιµη συνάρτηση g µε∫
Ω

(|f | − g)+ dµ < ϸ
2 για κάθε f ∈ F . Από την ολοκληρώσιµοτητα της g υπάρχει δ > 0 ώστε∫

A
g dµ < ϸ

2 για κάθε A ∈ A µε µ(A) < δ. Τότε, γράφοντας∫
A
|f |dµ =

∫
A

(|f | − g)dµ +

∫
A
g dµ

≤

∫
A

(|f | − g)+ dµ +

∫
A
g dµ,

ϑα έχουµε
∫
A
|f |dµ < ϸ για κάθε A ∈ A µε µ(A) < δ και f ∈ F . �

Για F ⊆ L1(µ) οµοιόµορφα ολοκληρώσιµη ϑέτουµε ϸ(M) = sup
f ∈F

∫
|f |>M

|f |dµ. Χρησιµοποιώντας

το ότι ϸ(M) → 0 για M → ∞, µπορούµε να δείξουµε ότι το F
w

είναι ασθενώς συµπαγές στην
περίπτωση που το µ είναι σ-πεπερασµένο :

Θεώρηµα 2.1.10. ΄Εστω (Ω, A , µ) ένας χώρος σ-πεπερασµένου µέτρου και F ⊆ L1(µ) µια
οµοιόµορφα ολοκληρώσιµη οικογένεια συναρτήσεων. Τότε, το F

w
είναι ασθενώς συµπαγές.

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι το µ είναι πεπερασµένο. Για M > 0 ορίζουµε

FM =
{
f · 1{|f |≤M} : f ∈ F

}
και

F M =
{
f · 1{|f |>M} : f ∈ F

}
.
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Τότε F ⊆ FM+F M . Από την Πρόταση 2.1.9 το F είναι ϕραγµένο υποσύνολο του L1(µ). Συνεπώς,
το j(F ) είναι ϕραγµένο υποσύνολο του (L1(µ))∗∗. ΄Αρα, το j(F )

w∗
είναι w∗−συµπαγές. Αφού η

j είναι (w,w∗)-συνεχής, για να δείξουµε ότι το F
w

είναι ασθενώς συµπαγές αρκεί να δείξουµε
ότι

j(F )
w∗
⊆ j(L1(µ)). (2.1.11)

Από την F ⊆ FM+F M έχουµε j(F ) ⊆ j(FM )+j(F M ) απ’ όπου έπεται ότι j(F )
w∗
⊆ j(FM ) + j(F M )

w∗

.
Τώρα, επειδή τα j(FM ), j(F M ) είναι ϕραγµένα, τα j(FM )

w∗
, j(F M )

w∗

ϑα είναι w∗-συµπαγή. Συ-
νεπως, το j(FM )

w∗
+ j(F M )

w∗

είναι w∗-συµπαγές, και επειδή j(FM ) + j(F M ) ⊆ j(FM )
w∗

+ j(F M )
w∗

ϑα έχουµε ότι j(FM ) + j(F M )
w∗

⊆ j(FM )
w∗

+ j(F M )
w∗

. ∆ηλαδή, j(F )
w∗
⊆ j(FM )

w∗
+ j(F M )

w∗

. ΄Αρα,
για να δείξουµε την (2.1.11) αρκεί να δείξουµε ότι j(FM )

w∗
⊆ j(L1(µ)) και j(F M )

w∗

⊆ j(L1(µ)).
Αφού το µ είναι πεπερασµένο ϑα έχουµε ότι FM ⊆ L2(µ). ΄Οµως, ο L2(µ) είναι αυτοπαθής, απ’
όπου έπεται ότι το jL2(FM )

w∗
⊆ jL2(L2(µ)). ΄Αρα, το FM

w
είναι w−συµπαγές (ως προς την ασθενή

τοπολογία του L2). ΄Οµως, για f ∈ L2(µ) έχουµε∫
Ω

|f |dµ =

∫
Ω

|f |1Ω dµ

≤

(∫
Ω

|f |2 dµ
)1/2

µ(Ω)1/2,

απ’ όπου έπεται ότι η εµφύτευση ι : L2(µ)→ L1(µ) είναι (‖·‖2 , ‖·‖1)-συνεχής και κατ’ επέκταση
και (w,w)−συνεχής. ΄Αρα, το FM

w
είναι w−συµπαγές υποσύνολο του L1(µ). ΄Αρα, το j(FM

w
) ϑα

είναι w∗-συµπαγές υποσύνολο του j(L1(µ)) και επειδή j(FM ) ⊆ j(FM
w

) ϑα έχουµε ότι j(FM )
w∗
⊆

j(L1(µ)). Χρησιµοποιώντας τώρα το ότι ϸ(M) → 0 για M → ∞ µπορούµε να δείξουµε και την
j(F M )

w∗

⊆ j(L1(µ)). Πράγµατι, αφού για κάθε f ∈ F M έχουµε ότι ‖f ‖1 ≤ ϸ(M) ϑα ισχύει ότι

j(F M ) ⊆ ϸ(M)BL∗∗1 . ΄Οµως, η BL∗∗1 είναι w∗-συµπαγής, συνεπώς j(F M )
w∗

⊆ ϸ(M)BL∗∗1 . ΄Αρα,
συνοψίζοντας έχουµε

j(F )
w∗
⊆ j(FM )

w∗
+ j(F M )

w∗

⊆ j(L1(µ)) + ϸ(M)BL∗∗1 .

Συνεπώς, για f ∈ j(F )
w∗

ϑα υπάρχει gM ∈ L1(µ) µε ‖f − j(gM )‖L∗∗1 ≤ ϸ(M). Ειδικότερα, ϑα
έχουµε d(f, j(L1(µ)) ≤ ϸ(M) για κάθε M > 0. ΄Αρα, αφού ϸ(M) → 0 για M → ∞ ϑα πρέπει να
ισχύει d(f, j(L1(µ))) = 0 και επειδή ο j(L1(µ)) είναι κλειστός ϑα έχουµε ότι f ∈ j(L1(µ)). ∆ηλαδή,
καταλήγουµε στην j(F )

w∗
⊆ j(L1(µ)) ολοκληρώνοντας µε αυτό τον τρόπο την απόδειξη στην

περίπτωση που το µ είναι πεπερασµένο.

Στην περίπτωση που το µ είναι σ-πεπερασµένο ϑα υπάρχουν (En)∞n=1 ⊆ A ξένα ανά δύο µε

0 < µ(En) < ∞ και
⋃∞
n=1 En = Ω. Θεωρούµε την g =

∞∑
n=1

2−n 1En
µ(En) για την οποία ισχύει∫

Ω
g dµ = 1 και ορίζουµε ν : A → R µε

ν(A) =

∫
A
g dµ.
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Τότε το ν είναι µέτρο πιθανότητας στον (Ω, A ). Τώρα, αφού η g είναι γνησίως ϑετική για A ∈ A
ϑα έχουµε ∫

A
g−1 dν =

∫
A
dµ = µ(A),

δηλαδή dµ
dν = g−1. Θεωρούµε την απεικόνιση S : L1(µ) → L1(ν) µε S(f ) = fg−1. Τότε, η S είναι

1-1, επί, γραµµική και για κάθε f ∈ L1(µ) µε f ≥ 0∫
Ω

Sf dν =

∫
Ω

fg−1 dν

=

∫
Ω

f dµ,

απ’ όπου έπεται ότι ‖f ‖1 = ‖Sf ‖1. ΄Αρα, η S είναι ισοµετρικός ισοµορφισµός. Ειδικότερα, η
S ϑα είναι (w,w)-συνεχής. Για να το δούµε αυτό ϑεωρούµε h ∈ (L1(ν))∗ και V ⊆ R ανοικτό.
Τότε, S−1(h−1(V )) = (h ◦ S)−1(V ). ΄Οµως, αφού η S είναι (‖·‖L1(µ) , ‖·‖L1(ν))-συνεχής ϑα έχουµε
h ◦S ∈ (L1(µ))∗. ΄Αρα, το S−1(h−1(V )) είναι ασθενώς ανοικτό απ’ όπου έπεται ότι η S αντιστρέφει
ασθενώς ανοικτά σε ασθενώς ανοικτά. Τώρα, αν F ⊆ L1(µ) είναι µια οµοιόµορφα ολοκληρώσιµη
οικογένεια συναρτήσεων έχουµε ότι η S(F ) ⊆ L1(ν) είναι επίσης οµοιόµορφα ολοκληρώσιµη.
Πράγµατι, για ϸ > 0 ϑα υπάρχει µια µη αρνητική h ∈ L1(µ) µε∫

Ω

(|f | − h)+ dµ < ϸ

για κάθε f ∈ F . Τότε, η Sh = hg−1 είναι µη αρνητική και Sh ∈ L1(ν). Αφού η g−1 είναι γνησίως
ϑετική τότε ϑα έχουµε

(fg−1 − hg−1)+ = (f − h)+g−1,

απ’ όπου έπεται ότι ∫
Ω

(|Sf | − Sh)+ dν =

∫
Ω

(|f |g−1 − hg−1)+ dν

=

∫
Ω

(|f | − h)+g−1 dν

=

∫
Ω

(|f | − h)+ dµ < ϸ

για κάθε f ∈ F . ∆ηλαδή, η S(F ) είναι οµοιόµορφα ολοκληρώσιµη. Συνεπώς, αφού το ν είναι
πεπερασµένο το S(F )

w
ϑα είναι w−συµπαγές. Απ’ την (w,w)-συνέχεια της S, το S−1(S(F )

w
)

ϑα είναι w−συµπαγές. ΄Οµως, F
w

= S−1(S(F )
w

). �

Απόδειξη Θεωρήµατος 2.1.6. ΄Εστω f ∈ L1(µ). Θεωρούµε ϸ > 0. Αφού η p είναι γνήσια ϑετική
έχουµε f · 1{|f |>Mp} → 0 καθώς το M → ∞, και επειδή |f · 1{|f |>Mp}| ≤ |f | ϑα έχουµε ότι∫

{|f |>Mp}

|f |dµ
M→∞
−→ 0.

Οπότε, ϑα υπάρχει M > 0 µε ∫
{|f |>Mp}

|f |dµ < ϸ. (2.1.12)
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Γράφουµε f = fM + f ′M όπου fM = f · 1{|f |≤Mp} και f ′M = f · 1{|f |>Mp}. Τότε, από την |fM | ≤ Mp ϑα
έχουµε διαδοχικά ότι |TkfM | ≤ Mp, απ’ όπου έπεται ότι |AnfM | ≤ Mp. Επίσης, από την (2.1.12)
έχουµε ότι

∥∥∥f ′M∥∥∥
1 < ϸ. ΄Οµως, η T είναι συστολή, άρα,

∥∥∥Tkf ′M∥∥∥
1 ≤

∥∥∥f ′M∥∥∥
1 για κάθε k ≥ 0, απ’

όπου έπεται ότι
∥∥∥Anf ′M∥∥∥

1 ≤
∥∥∥f ′M∥∥∥

1 < ϸ. Οπότε τώρα χρησιµοποιώντας το ότι η Mp ∈ L1(µ) είναι
µη αρνητική και (|AnfM | + |Anf ′M | −Mp)+ ≤ (|AnfM | −Mp)+ + |Anf ′M | γράφουµε∫

Ω

(|Anf | −Mp)+ dµ ≤

∫
Ω

(|AnfM | −Mp)+ dµ +

∫
Ω

|Anf
′
M |dµ

≤

∫
{|An fM |>Mp}

(|AnfM | −Mp)dµ +
∥∥∥Anf ′M∥∥∥

1 ,

και επειδή |AnfM | ≤ Mp ϑα έχουµε ∫
{|An fM |>Mp}

(|AnfM | −Mp)dµ = 0.

Οπότε τελικά, για κάθε n ∈ N ∫
Ω

(|Anf | −Mp)+ dµ ≤
∥∥∥Anf ′M∥∥∥

1 < ϸ,

απ’ όπου έπεται ότι η F = (Anf )∞n=1 είναι οµοιόµορφα ολοκληρώσιµη. ΄Αρα, από το Θεώρη-
µα 2.1.8 το F

w
ϑα είναι w−συµπαγές. Από το Θεώρηµα Βʹ.2.10 ϑα είναι και ακολουθιακά

ασθενώς συµπαγές. Συνεπώς, η (Anf )∞n=1 ϑα έχει υπακολουθία που συγκλίνει ασθενώς. Οπότε
τώρα, η (2.1.6) έπεται από το µέσο εργοδικό ϑεώρηµα. �

2.2 Το ϑεώρηµα διάσπασης

Γνωρίζουµε από το ϑεώρηµα von Neumann (και συγκεκριµένα το Λήµµα 1.2.2) ότι αν (Ω,A , µ, τ)
είναι ένα σ.δ.µ τότε

L2 = F (Uτ) ⊕ N, (2.2.1)

όπου F (Uτ) =
{
f ∈ L2 : f ◦ τ = f

}
και N =

{
f − f ◦ τ : f ∈ L2

}
= (I −Uτ)L2. Σε αυτή την παράγραφο

εξετάζουµε την παραπάνω διάσπαση στο πλαίσιο των χώρων Banach. Ο χώρος στον οποίο ισχύει
ανάλογη διάσπαση µε αυτή της (2.2.1) δεν είναι όλος ο X αλλά ο υπόχωρος όλων των σηµείων
που έχουν µέσους όρους. ∆ηλαδή, ο Xme =

{
x ∈ X : το limn Anx υπάρχει

}
όπου T ∈ B(X ).

Στην περίπτωση που ισχύει X = Xme ο τελεστής T ϑα καλείται εργοδικός. Επίσης γράφουµε,

N =
{
x − Tx : x ∈ X

}
, F∗ = F ∗(T ) =

{
h ∈ X ∗ : T ∗h = h

}
και N∗ =

{
h −T ∗h : h ∈ X ∗

}
= (I −T ∗)X ∗. Τώρα, για x ∈ Xme ορίζεται η απεικόνιση P : Xme → X

µε Px = limn Anx η οποία είναι γραµµική. Στην περίπτωση που ο T είναι ϕραγµένος κατά
Cesàro ο Xme είναι κλειστός και η P συνεχής όπως ϕαίνεται και από την παρακάτω πρόταση.

Πρόταση 2.2.1. ΄Εστω X ένας χώρος Banach και T ∈ B(X ) ένας ϕραγµένος κατά Cesàro
τελεστής. Τότε, ο Xme είναι κλειστός υπόχωρος του X και η Px = limn Anx, x ∈ Xme είναι
γραµµική και συνεχής.
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Απόδειξη. Το ότι ο Xme είναι υπόχωρος και η P γραµµική ισχύει ανεξάρτητα απ’ το αν ο T είναι
ϕραγµένος κατά Cesàro. Τώρα, αν ο T είναι ϕραγµένος κατά Cesàro για (xk)∞k=1 ⊆ Xme µε
xk → x έχουµε ότι limn Anxk = yk για κάθε k ∈ N. Οπότε, αν M = supn∈N ‖An‖ και ϸ > 0,
ϑα υπάρχει n0 ∈ N τέτοιο ώστε για κάθε k,m ≥ n0 να ισχύει ‖xk − xm‖ < ϸ

3M . ΄Αρα, για κάθε
k,m ≥ n0

‖yk − ym‖ ≤ ‖yk − Anyk‖ + ‖Anxk − Anxm‖ + ‖Anxm − ym‖

≤ ‖yk − Anxk‖ +
ϸ

2
+ ‖Anxm − ym‖

και έτσι αφήνοντας το n → ∞ ϑα έχουµε ‖yk − ym‖ ≤ ϸ
2 για κάθε k,m ≥ n0. ∆ηλαδή, η (yk)∞k=1

είναι ϐασική. Εποµένως, ϑα υπάρχει y ∈ X µε yk → y. ∆είχνοντας ότι limn Anx = y ϑα έχουµε
ότι ο Xme είναι κλειστός και η P συνεχής. Γι’ αυτό, ϑεωρούµε ϸ > 0 και ϐρίσκουµε k0 ∈ N µε∥∥∥xk0 − x

∥∥∥ < ϸ

3M
και

∥∥∥yk0 − y
∥∥∥ < ϸ

3
.

Τότε, αφού Anxk0 → yk0 ϑα υπάρχει n0 ∈ N τέτοιο ώστε για κάθε n ≥ n0 να ισχύει
∥∥∥Anxk0 − yk0

∥∥∥ <
ϸ
3 . ΄Αρα, για κάθε n ≥ n0

‖Anx − y‖ ≤
∥∥∥Anx − Anxk0

∥∥∥ +
∥∥∥Anxk0 − yk0

∥∥∥ +
∥∥∥yk0 − y

∥∥∥
≤ M

∥∥∥x − xk0

∥∥∥ +
∥∥∥Anxk0 − yk0

∥∥∥ +
∥∥∥yk0 − y

∥∥∥
<
ϸ

3
+
ϸ

3
+
ϸ

3
= ϸ.

�

Αν υποθέσουµε επιπλέον ότι ο T είναι ϕραγµένος κατά Cesàro και ισχύει η (2.1.2) για όλα
τα x ∈ X , τότε από το µέσο εργοδικό ϑεώρηµα ϑα έχουµε ότι το όριο Px είναι T−αναλλοίωτο,
δηλαδή Px ∈ F (T ) για x ∈ Xme. Συνεπώς, P2x = Px και έτσι η P ϑα είναι µια προβολή στον
Xme (ϐλ. Ορισµό Βʹ.3.5). ΄Αρα από την Πρόταση Βʹ.3.6 ϑα έχουµε ότι Xme = ImP ⊕ ker P και
επειδή ImP = F (T ) ϑα έχουµε τελικά ότι Xme = F (T )⊕ ker P. ΄Αρα δείχνοντας ότι ker P = N όπου
N =

{
x − Tx : x ∈ X

}
ϑα έχουµε πετύχει τη γενίκευση της (2.2.1). Οι παραπάνω ισχυρισµοί

συνοψίζονται στο παρακάτω ϑεώρηµα του οποίου το µεγαλύτερο µέρος της απόδειξης οφείλεται
στον K. Yosida (1938-[20]).

Θεώρηµα 2.2.2 (Θεώρηµα διάσπασης). ΄Εστω T ∈ B(X ) ένας ϕραγµένος κατά Cesàro τελεστής
για τον οποίο η (2.1.2) ισχύει για όλα τα x ∈ X . Τότε, Xme = F ⊕N . Ο τελεστής Px = limn Anx, x ∈
Xme είναι η προβολή του Xme στον F και P = P2 = PT = TP. Επιπλέον, για z ∈ X τα εξής είναι
ισοδύναµα:

(i) Anz → 0.

(ii) 〈z, h〉 = 0 για κάθε h ∈ F∗.

(iii) z ∈ N .

Απόδειξη. Από τις παραπάνω παρατηρήσεις έχουµε ότι X = F ⊕ ker P και ο P είναι η προβολή
του Xme στον F (άρα P2 = P). Επίσης, από το Λήµµα 2.1.2 ϑα έχουµε ‖AnTx − Anx‖ → 0 απ’
όπου έπεται ότι PTx = Px για κάθε x ∈ Xme και επειδή TAn = AnT ϑα έχουµε και TP = P. ΄Αρα
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τελικά, P = P2 = PT = TP. Αποδεικνύοντας τις ισοδυναµίες των (i),(ii),(iii) (συγκεκριµένα των
(i),(iii)) ϑα έχουµε αποδείξει ότι N = ker P και έτσι ϑα έχουµε ότι Xme = F ⊕ N .

(i) =⇒ (ii) Αφού T ∗h = h και επειδή (Tk)∗ = (T ∗)k (ϐλ. µετά την Πρόταση Βʹ.3.2) ϑα έχουµε ότι
A∗nh = h για κάθε n ∈ N. ΄Αρα αφού 〈Anz, h〉 = 〈z, A∗nh〉 = 〈z, h〉 και επειδή Anz → 0 ϑα έχουµε
ότι 〈z, h〉 = 0.

(ii) =⇒ (iii) Αν z < N από το ϑεώρηµα Hahn-Banach (ϐλ. Πρόταση Αʹ.3.3) ϑα υπάρχει h ∈ X ∗

µε 〈z, h〉 , 0 και h |N = 0. ∆ηλαδή, για κάθε x ∈ X ϑα έχουµε 〈x, h〉 = 〈Tx, h〉, απ’ όπου έπεται
ότι h ∈ F∗. ΄Οµως τότε ϑα πρέπει 〈z, h〉 = 0 και έτσι καταλήγουµε σε άτοπο.

(iii) =⇒ (i) Από το Λήµµα 2.1.2 έχουµε ‖An(x − Tx)‖ = ‖Anx − AnTx‖ → 0. ΄Αρα για κάθε z ∈ N
ϑα ισχύει ‖Anz‖ → 0. Στην περίπτωση που z ∈ N ϑεωρώντας ϸ > 0 και ϑέτοντας M = sup ‖An‖
ϐρίσκουµε x ∈ X µε ‖z − (x − Tx)‖ < ϸ

2M . ΄Αρα, αφού ‖An(x − Tx)‖ → 0 ϑα υπάρχει n0 ∈ N ώστε
για κάθε n ≥ n0 να ισχύει ‖An(x − Tx)‖ < ϸ

2 . Τότε, για κάθε n ≥ n0 ϑα έχουµε

‖Anz‖ ≤ ‖An(z − (x − Tx))‖ + ‖An(x − Tx)‖

≤ M ‖z − (x − Tx)‖ + ‖An(x − Tx)‖

< M
ϸ

2M
+
ϸ

2
= ϸ,

απ’ όπου έπεται ότι ‖Anz‖ → 0. �

Ορισµός 2.2.3 (Προβολή που απορροφά τον Τ). Θα λέµε ότι µια προβολή Q ∈ B(X ) είναι µια
προβολή που απορροφά τον T αν Q = QT = TQ.

Εποµένως, σύµφωνα µε το παραπάνω ϑεώρηµα η P είναι µια προβολή που απορροφά τον T . Το
παρακάτω ϑεώρηµα οφείλεται στον R. Sine (1970-[19]) και µας δίνει µια ικανή και αναγκαία
συνθήκη για το πότε ένας τελεστής T είναι εργοδικός.

Θεώρηµα 2.2.4. ΄Εστω T ένας ϕραγµένος κατά Cesàro τελεστής για τον οποίο ισχύει η (2.1.2)
για όλα τα x ∈ X . Τότε, ο T είναι εργοδικός (δηλ. X = Xme) αν και µόνο αν ο F διαχωρίζει τον F∗,
µε την έννοια ότι για κάθε h ∈ F∗ µε h , 0 υπάρχει x ∈ F µε 〈x, h〉 , 0.

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι ο T είναι εργοδικός και ϑεωρούµε h , 0 µε h ∈ F∗. Αφού
h , 0 ϑα υπάρχει σε πρώτη ϕάση x ∈ X µε 〈x, h〉 , 0. Αφού ο T είναι εργοδικός ϑα έχουµε ότι
X = F ⊕ N και έτσι ϑα υπάρχουν x1 ∈ F και x2 ∈ N µε x = x1 + x2. ΄Οµως αφού h ∈ F∗ από το
Θεώρηµα 2.2.2 ϑα έχουµε 〈x2, h〉 = 0. ΄Αρα τελικά 0 , 〈x, h〉 = 〈x1, h〉 απ’ όπου έπεται ότι ο F
διαχωρίζει τον F∗. Αντίστροφα, αν υποθέσουµε πως ο T δεν είναι εργοδικός ϑα έχουµε X , Xme.
Αφού ο Xme είναι κλειστός υπόχωρος του X από το ϑεώρηµα Hahn-Banach ϑα υπάρχει h ∈ X ∗

µε h , 0 και h |Xme = 0. ΄Οµως, Xme = F ⊕ N . ΄Αρα από τη µία ϑα έχουµε 〈x, h〉 = 〈Tx, h〉 για
κάθε x ∈ X (δηλαδή h ∈ F∗) και από την άλλη ϑα έχουµε h |F = 0. Αυτό όµως δεν µπορεί να
συµβεί αφού ο F διαχωρίζει τον F∗. �

Μιας και η περίπτωση που ο X είναι αυτοπαθής αρκεί για αρκετές εφαρµογές κλείνουµε αυτή
την παράγραφο µε το επιχείρηµα του E. Lorch για την απόδειξη του Θεωρήµατος 2.1.4.
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Απόδειξη Θεωρήµατος 2.1.4. Αν E⊥ =
{
h ∈ X ∗ : 〈x, h〉 = 0 για κάθε x ∈ E

}
είναι ο κάθετος του

E ⊆ X , τότε αφού ο X είναι αυτοπαθής ταυτίζοντας τον X µε τον X ∗∗ έχουµε ότι (E⊥)⊥ = E.
Πράγµατι, ο εγκλεισµός E ⊆ (E⊥)⊥ είναι προφανής. Απ’ την άλλη, αν x ∈ (E⊥)⊥ \ E τότε
〈x, h〉 , 0 και 〈y, h〉 = 0 για κάθε y ∈ E και κάποιο h ∈ X ∗. ΄Οµως, τότε h ∈ E⊥ απ’ όπου ϑα
πρέπει να ισχύει 〈x, h〉 = 0, αφού x ∈ (E⊥)⊥. Αυτό όµως είναι άτοπο, άρα τελικά E = (E⊥)⊥.
Επίσης, στον X ∗ ισχύει ότι F∗∩N∗ = {0}. Πράγµατι, αν h ∈ F∗∩N∗, τότε για x ∈ X και γράφοντας
h = h1 − T ∗h1 έχουµε

〈x, h〉 = 〈x, A∗nh〉

= 〈Anx, h〉

= 〈Anx, h1 − T
∗h1〉

= 〈Anx, h1〉 − 〈AnTx, h1〉.

΄Οµως, Anx − AnTx → 0, απ’ όπου έπεται ότι 〈x, h〉 = 0. Τώρα, αν h ∈ F∗ ∩ N∗ για ϸ > 0
ϐρίσκουµε h1 ∈ N∗ µε ‖h − h1‖ < ϸ. ΄Οµως τότε,

|〈x, h〉| = |〈x, A∗nh〉| = |〈Anx, h〉|

≤ |〈Anx, h〉 − 〈Anx, h1〉| + |〈Anx, h1〉|

≤ M ‖h − h1‖ + |〈Anx, h1〉|,

όπου M = sup ‖An‖. ΄Οµως, 〈Anx, h1〉 → 0 απ’ όπου έπεται ότι 〈x, h〉 = 0. ΄Αρα, F∗ ∩ N∗ = {0}.
Για να δείξουµε ότι X = Xme = F ⊕ N αρκεί να δείξουµε ότι κάθε h ∈ (F ⊕ N)⊥ είναι ταυτοτικά
µηδέν. Αν h ∈ (F ⊕ N)⊥, τότε h ∈ N⊥ = F∗ και h ∈ F⊥. ΄Οµως, χρησιµοποιώντας πάλι την
αυτοπάθεια του X ϑα έχουµε ότι x ∈ N⊥∗ αν και µόνο αν 〈x, h〉 = 〈x, T ∗h〉 για κάθε h ∈ X ∗

δηλαδή 〈Tx, h〉 = 〈x, h〉 για κάθε h ∈ X ∗, το οποίο είναι ισοδύναµο µε την Tx = x. ΄Αρα, δείξαµε
ότι N⊥∗ = F . Οπότε, λόγω αυτοπάθειας, F⊥ = N∗. Εποµένως, h ∈ F∗ ∩ F⊥ = F∗ ∩ N∗ = {0}. �

2.3 Ηµιοµάδες τελεστών και εργοδικά δίκτυα σε τοπολογικούς διανυσµατικο-
ύς χώρους

2.3.1 Το ϑεώρηµα του Eberlein

Περνάµε τώρα και στην πιο γενική περίπτωση µέσων όρων που ϑα µελετήσουµε, τα εργοδικά
δίκτυα. Τώρα, ο χώρος Banach X αντικαθίσταται από έναν τοπικά κυρτό τοπολογικό διανυ-
σµατικό χώρο και ο τελεστής T από µια ηµιοµάδα (µε πράξη τη σύνθεση) τελεστών S . Για τους
ϐασικούς ορισµούς και τις ιδιότητες των τοπολογικών διανυσµατικών χώρων και των τοπικά
κυρτών τοπολογικών διανυσµατικών χώρων παραπέµπουµε τον αναγνώστη στις Παραγράφους
Αʹ.1 και Αʹ.3.

Ορισµός 2.3.1 (Ισοσυνεχής οικογένεια τελεστών). ΄Εστω X ένας τοπικά κυρτός τοπολογικός
διανυσµατικός χώρος (τ.κ.τ.δ.χ) καιN(0) =

{
V ⊆ X : 0 ∈ V ◦

}
το σύστηµα περιοχών του µηδενός.

Μια οικογένεια (Si)i∈I γραµµικών τελεστών από τον X στον X ϑα καλείται ισοσυνεχής αν για
κάθε V ∈ N(0) υπάρχει U ∈ N(0) µε SiU ⊆ V για κάθε i ∈ I.

Παρατήρηση 2.3.2. Αν ο X είναι χώρος µε νόρµα τότε η οικογένεια γραµµικών τελεστών (Si)i∈I
είναι ισοσυνεχής αν και µόνο αν supi∈I ‖Si‖ < ∞.
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Απόδειξη. (=⇒) Αφού η (Si)i∈I είναι ισοσυνεχής για ϸ = 1 > 0 ϑα υπάρχει δ > 0 µε Si(δBX ) ⊆
BX . ∆ηλαδή, SiBX ⊆ 1

δBX . ΄Αρα αν x , 0 ϑα έχουµε x
‖x‖ ∈ BX απ’ όπου έπεται ότι ‖Six‖ ≤

‖x‖
δ για κάθε i ∈ I και άρα supi∈I ‖Si‖ ≤

1
δ < ∞.

(⇐=) Για ϸ > 0 και M = supi∈I ‖Si‖ < ∞ έχουµε ότι U = ϸ
MBX ∈ N(0) και για κάθε x ∈ U έχουµε

‖Six‖ ≤ M
ϸ
M ≤ ϸ, δηλαδή SiU ⊆ ϸBX για κάθε ∈ I απ’ όπου έπεται ότι η οικογένεια (Si)i∈I είναι

ισοσυνεχής. �

Οι µέσοι όροι που ϑα µελετήσουµε υλοποιούνται µέσων των εργοδικών δικτύων που γενικεύουν
τους µέσους όρους An = An(T ). Ιδιαίτερα χρήσιµες ιδιότητες των An για τα αποτελέσµατα των
δύο προηγούµενων παραγράφων ήταν οι εξής :

(i) Anx ∈ conv{x, Tx, T2x, ...}.

(ii) supn∈N ‖An‖ < ∞.

(iii) ‖AnTx − Anx‖ → 0.

΄Οπως ϕαίνεται και στον παρακάτω ορισµό οι ιδιότητες αυτές συνεχίζουν να ισχύουν και στα
εργοδικά δίκτυα.

Ορισµός 2.3.3 (S −εργοδικά δίκτυα). ΄Εστω X ένας τ.κ.τ.δ.χ και S µια ηµιοµάδα (µε πράξη
τη σύνθεση) συνεχών γραµµικών τελεστών. Θα λέµε ότι η S επιδέχεται ένα δεξί εργοδικό δίκτυο
αν υπάρχει µια οικογένεια (Aλ)λ∈Λ ώστε το Λ να είναι κατευθυνόµενο και επιπλέον :

(I1) Κάθε Aλ είναι γραµµικός τελεστής από τον X στον X .

(I2) Για κάθε x ∈ X και λ ∈ Λ ισχύει ότι Aλx ∈ convS x, όπου S x =
{
Tx : T ∈ S

}
.

(I3) Η οικογένεια (Aλ)λ∈Λ είναι ισοσυνεχής.

(I4δ) Για κάθε x ∈ X και T ∈ S ισχύει ότι lim
λ

(AλTx − Aλx) = 0.

Αν τώρα η (I4δ) αντικατασταθεί από την

(I4α) Για κάθε x ∈ X και T ∈ S ισχύει lim
λ

(TAλx − Aλx) = 0,

ϑα λέµε ότι η οικογένεια (Aλ)λ∈Λ είναι ένα αριστερό S −εργοδικό δίκτυο για την S . Αν ισχύουν
ταυτόχρονα οι (I4δ) και (I4α) ϑα λέµε ότι η οικογένεια είναι ένα S −εργοδικό δίκτυο. Τέλος, αν
η σύγκλιση στην (I4δ) αντικατασταθεί από την ασθενή σύγκλιση τότε ϑα λέµε ότι η οικογένεια
(Aλ)λ∈Λ είναι ένα ασθενώς δεξί εργοδικό δίκτυο κτλ.

΄Ενα από τα πιο σηµαντικά παραδείγµατα εργοδικών δικτύων είναι το πολυπαραµετρικό εργο-
δικό δίκτυο της ηµιοµάδας S που παράγεται από τους T1, ..., Td οι οποίοι µετατίθενται. Πιο
συγκεκριµένα:

Παράδειγµα 2.3.4. ΄Εστω T1, ..., Td power bounded τελεστές µε TiTj = TjTi σε ένα χώρο Banach
X . Αν S είναι η ηµιοµάδα που παράγουν οι T1, ..., Td, δηλαδή S =

{
Tn1

1 ...Tndd : n1, ..., nd ∈ N
}
,

τότε η οικογένεια (Aλ)λ∈Λ όπου Λ = Nd µε 1

Aλx =
1

n1...nd

n1−1∑
i1=0

...
nd−1∑
id=0

T i11 ...T
id
d x (2.3.1)

1όπου στο Nd έχουµε τη διάταξη (n1, ..., nd) ≤ (λ1, ..., λd) ανν ni ≤ λi για i = 1, ..., d
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και λ = (n1, ..., nd) είναι ένα S −εργοδικό δίκτυο.

Απόδειξη. Είναι προφανές πως κάθε Aλ είναι γραµµικός τελεστής από τον X στον X και Aλx ∈
convS x. Αφού κάθε Ti είναι power bounded ϑα υπάρχει M > 0 µε supn∈N∪{0}

∥∥∥Tni ∥∥∥ ≤ M για
i = 1, ..., d. Τότε,

‖Aλ‖ =

∥∥∥∥∥∥∥ 1
n1...nd

n1−1∑
i1=0

...
nd−1∑
id=0

T i11 ...T
id
d

∥∥∥∥∥∥∥
≤

1
n1...nd

n1−1∑
i1=0

...
nd−1∑
id=0

∥∥∥T i11 ∥∥∥ ... ∥∥∥T idd ∥∥∥
≤
n1...nd
n1...nd

Md = Md ,

απ’ όπου έπεται ότι supλ∈Λ ‖Aλ‖ ≤ Md < ∞ και άρα η (Aλ)λ∈Λ είναι και ισοσυνεχής. Αφού
TAλ = AλT για T ∈ S αρκεί να δείξουµε µόνο την (I4δ). Τώρα, για 1 ≤ j ≤ d έχουµε

∥∥∥AλTjx − Aλx∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥ 1
n1...nd

n1−1∑
i1=0

...
nd−1∑
id=0

(T i11 ...T
id
d )Tjx −

1
n1...nd

n1−1∑
i1=0

...
nd−1∑
id=0

T i11 ...T
id
d x

∥∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥∥ 1
n1...nd

(n2−1∑
i2=0

...
nd−1∑
id=0

(T i22 ...T
id
d )Tnjj x −

n2−1∑
i2=0

...
nd−1∑
id=0

T i22 ...T
id
d x

)∥∥∥∥∥∥∥
≤
Md−1

nj

∥∥∥∥Tnjj x − x∥∥∥∥
≤
Md

nj
‖x‖ +

Md−1

nj
‖x‖ .

Οπότε για ϸ > 0, διαλέγοντας λ0 = (n1, ..., nj, ..., nd) µε Md+Md−1

nj
‖x‖ < ϸ ϑα έχουµε για κάθε

λ ≥ λ0 ότι
∥∥∥AλTjx − Aλx∥∥∥ < ϸ. Με τον ίδιο τρόπο δείχνουµε ότι AλTkj x − Aλx → 0. Τώρα, αν

S, T είναι γραµµικοί τελεστές µε ‖S‖ ≤ M, ‖T‖ ≤ M οι οποίοι µετατίθενται µεταξύ τους και µε
τους Aλ, για τους οποίους ισχύει AλSx − Aλx → 0 και AλTx − Aλx → 0, τότε ϑα έχουµε

‖AλSTx − Aλx‖ ≤ ‖AλSTx − AλSx‖ + ‖AλSx − Aλx‖

≤ ‖S‖ ‖AλTx − Aλx‖ + ‖AλSx − Aλx‖ ,

απ’ όπου έπεται ότι AλSTx − Aλx → 0. Οπότε αφού οι Tn1
1 , ..., Tndd µετατίθενται µεταξύ τους και

µε τους Aλ και επιπλέον ισχύει και ότι AλT
nj
j x − Aλx → 0 για 1 ≤ j ≤ d, ϑα έχουµε τελικά ότι

AλTx − Aλx → 0 για κάθε T ∈ S . �

Η απόδειξη του µέσου εργοδικού Θεωρήµατος 2.1.3 περνάει και στο γενικότερο πλαίσιο που
παρουσιάσαµε σε αυτή την παράγραφο. Αυτή είναι η γενική µορφή του µέσου εργοδικού
ϑεωρήµατος που απέδειξε αρχικά ο Eberlein.

Θεώρηµα 2.3.5 (Eberlein-1949). ΄Εστω X ένας τ.κ.τ.δ.χ και S µια ηµιοµάδα συνεχών γραµµι-
κών τελεστών στον X . Αν η S επιδέχεται ένα S -εργοδικό δίκτυο (Aλ)λ∈Λ τότε για κάθε x, y ∈ X
τα εξής είναι ισοδύναµα:
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(i) Ty = y για κάθε T ∈ S και y ∈ convS x.

(ii) Aλx −→ y.

(iii) Aλx
w
−→ y.

(iv) Υπάρχει υποδίκτυο του (Aλx) που συγκλίνει ασθενώς στο y.

Απόδειξη. (i) =⇒ (ii) ΄Εστω V ∈ N(0). Αφού ο X είναι τ.κ.τ.δ.χ υπάρχει ανοικτή, κυρτή περιοχή
U του µηδενός ώστε U +U ⊆ V . Απ’ την ισοσυνέχεια των (Aλ) υπάρχει ανοικτή κυρτή περιοχήW
του µηδενός µε AλW ⊆ U για κάθε λ ∈ Λ. Αφού y ∈ convS x ϑα υπάρχουν λ1, ..., λM ≥ 0 και

T1, ..., TM ∈ S ώστε
M∑
i=1
λi = 1 και

∑M
i=1 λiTix − y ∈ W . Τώρα όµως για κάθε 1 ≤ i ≤ M ισχύει

ότι Aλ(x − Tix) → 0, συνεπώς µπορούµε να ϐρούµε λ0 ∈ Λ ώστε Aλ(x − Tix) ∈ U για κάθε λ ≥
λ0 και κάθε 1 ≤ i ≤ M. Αφού το U κυρτό , τότε για κάθε λ ≥ λ0 ϑα έχουµε Aλ

(
x −

∑M
i=1 λiTix

)
∈

U . Απ’ την άλλη όµως Ty = y για κάθε T ∈ S άρα convS y = {y} απ’ όπου έπεται ότι Aλy = y,
αφού Aλy ∈ convS y. Οπότε για κάθε λ ≥ λ0 έχουµε ότι

Aλx − y = Aλx −
M∑
i=1

λiAλTix +

M∑
i=1

λiAλTix − Aλy

= Aλ
(
x −

M∑
i=1

λiTix
)

+ Aλ
( M∑
i=1

λiTix − y
)

∈ U + U ⊆ V,

απ’ όπου έπεται ότι Aλx → y.

Οι συνεπαγωγές (ii) =⇒ (iii) =⇒ (iv) είναι προφανείς.

(iv) =⇒ (i) ΄Εστω ένα υποδίκτυο Aλµx του Aλx που συγκλίνει ασθενώς στο y. Αφού Aλx ∈ convS
για κάθε λ ϑα έχουµε και Aλµx ∈ convS για κάθε µ. ΄Οµως από το ϑεώρηµα του Mazur (ϐλ.

Θεώρηµα Βʹ.1.3) έχουµε convwS = convS . ΄Αρα αφού Aλµx
w
−→ y ϑα έχουµε ότι y ∈ convS x.

Για να δείξουµε ότι Ty = y για κάθε T ∈ S ϑεωρούµε h ∈ X ∗. Τότε, ϑα έχουµε h ◦ T ∈ X ∗.
Εποµένως, αφού Aλµx

w
−→ y ϑα ισχύει ότι

|〈Aλµx, h〉 − 〈y, h〉| → 0 και |〈Aλµx, h ◦ T 〉 − 〈y, h ◦ T 〉| → 0.

Αφού η οικογένεια (Aλ)λ∈Λ είναι ένα S −εργοδικό δίκτυο από την (I4α) ϑα έχουµε TAλµx−Aλx →
0 και ειδικότερα |〈TAλµx − Aλx, h〉| → 0. Οπότε, συνοψίζοντας ϑα έχουµε ότι

|〈y − Ty, h〉| ≤ |〈y, h〉 − 〈Aλµx, h〉| + |〈Aλµx, h〉 − 〈TAλµx, h〉|

+ |〈TAλµx, h〉 − 〈Ty, h〉| → 0,

απ’ όπου έπεται ότι |〈y − Ty, h〉| = 0 και άρα αφού το h ∈ X ∗ ήταν τυχόν ϑα πρέπει y = Ty. �

2.3.2 Εφαρµογές του ϑεωρήµατος Eberlein

Σε αυτό το σηµείο παρουσιάζουµε δύο εφαρµογές του ϑεωρήµατος Eberlein µέσα απ’ τις οποίες
ϕαίνεται η γενικότητα των εργοδικών δικτύων σε σχέση µε τους µέσους όρους An(T ).
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Η πρώτη εφαρµογή αφορά τις συνεχείς σχεδόν περιοδικές συναρτήσεις. Θεωρούµε

BC(R) = {f : R→ R : f συνεχής και ϕραγµένη}

µε νόρµα την ‖f ‖∞ = supx∈R |f (x)| και για κάθε t ∈ R τις µεταφορές Tt : BC(R) → BC(R) µε
Tt f (s) = f (t + s) για κάθε s ∈ R.

Ορισµός 2.3.6 (Σχεδόν περιοδική συνάρτηση). Μια f ∈ BC(R) ϑα καλείται σχεδόν περιοδική αν
το σύνολο {Tt f : t ∈ R} είναι σχετικά συµπαγές υποσύνολο του BC(R). ∆ηλαδή, το {Tt f : t ∈ R}
είναι συµπαγές υποσύνολο του BC(R) ως προς την ‖·‖∞.

Πρόταση 2.3.7. Κάθε συνεχής σχεδόν περιοδική συνάρτηση είναι οµοιόµορφα συνεχής.

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε ότι η f δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής. Τότε, ϑα υπάρχουν ϸ0 > 0
και δύο ακολουθίες πραγµατικών tn, xn µε tn → 0 ώστε

|f (xn + tn) − f (xn)| ≥ ϸ0 για κάθε n ∈ N. (2.3.2)

΄Οµως τότε η ακολουθία Ttn f ϑα περιέχεται στο συµπαγές σύνολο {Tt f : t ∈ R}. Συνεπώς ϑα έχει
συγκλίνουσα υπακολουθία. ∆ηλαδή, ϑα υπάρχει g ∈ BC(R) και tkn ώστε∥∥∥Ttkn f − g∥∥∥∞ n→∞

−−−−→ 0.

΄Οµως τότε για κάθε x ∈ R ϑα έχουµε ότι απ’ την µία

|f (x + tkn ) − g(x)| → 0

και απ’ την άλλη λόγω της συνέχειας της f και επειδή tkn → 0

|f (x + tkn ) − f (x)| → 0,

απ’ όπου έπεται ότι g(x) = f (x). ΄Αρα τελικά ϑα έχουµε
∥∥∥Ttkn f − f ∥∥∥∞ n→∞

−−−−→ 0 πράγµα το οποίο
έρχεται σε αντίφαση µε την (2.3.2). �

Πρόταση 2.3.8. ΄Εστω f µια σχεδόν περιοδική συνάρτηση. Τότε, το σύνολο conv{Tt f : t ∈ R}
είναι συµπαγές υποσύνολο του BC(R).

Απόδειξη. Η απόδειξη ϐασίζεται στην παρατήρηση ότι αν K είναι ολικά ϕραγµένο υποσύνολο
ενός χώρου µε νόρµα X (ισχύει και γενικότερα σε τ.κ.τ.δ.χ) τότε η κυρτή ϑήκη conv(K) είναι
ολικά ϕραγµένο υποσύνολο του X . Πράγµατι αν ισχύει αυτό, τότε αφού το {Tt f : t ∈ R} είναι
ολικά ϕραγµένο τότε ϑα είναι και το {Tt f : t ∈ R} ως υποσύνολό του. ΄Οµως τότε, το conv{Tt f :
t ∈ R} ϑα είναι ολικά ϕραγµένο και άρα και το conv{Tt f : t ∈ R}. Τώρα, επειδή είναι και κλειστό
υποσύνολο στον πλήρη (BC(R), ‖·‖∞) ϑα είναι και συµπαγές.
Για την απόδειξη της παρατήρησης ϑεωρούµε ένα ϸ > 0. Αφού το K είναι ολικά ϕραγµένο ϑα
υπάρχουν x1, ..., xm ∈ K τέτοια ώστε

K ⊆ B
(
x1,

ϸ

2

)
∪ ... ∪ B

(
xm ,

ϸ

2

)
. (2.3.3)

Θεωρούµε το F = conv{x1, ..., xn} το οποίο είναι συµπαγές και ϐρίσκουµε y1, ..., yn ∈ F τέτοια
ώστε

F ⊆ B
(
y1,

ϸ

2

)
∪ ... ∪ B

(
yn,

ϸ

2

)
(2.3.4)

Απ’ την (2.3.3) έχουµε ότι K ⊆ F + B(0, ϸ/2) και επειδή το F + B(0, ϸ/2) είναι κυρτό ϑα ισχύει
conv(K) ⊆ F +B(0, ϸ/2) και έτσι απ’ την (2.3.4) έπεται ότι conv(K) ⊆ B(y1, ϸ)∪ ...∪B(yn, ϸ). �
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Εφαρµογή 2.3.9 (΄Υπαρξη µέσων για σχεδόν περιοδικές συναρτήσεις). Θεωρούµε τον χώρο
Banach (BC(R), ‖·‖∞). Για f ∈ BC(R) σχεδόν περιοδική και για λ > 0 ορίζουµε τους µέσους
όρους

Aλf (s) =
1
λ

∫ λ

0
Tt f (s)dt για κάθε s ∈ R

Τότε, υπάρχει µια σταθερά c(f ) ώστε ‖Aλf − c(f )‖∞
λ→∞
−−−−→ 0.

Απόδειξη. Θεωρούµε τις οικογένειες γραµµικών τελεστών S = (Tt)t∈R και (Aλ)λ>0 όπου

Tt : BC(R)→ BC(R) µε Tt f (s) = f (t + s)

για κάθε f ∈ BC(R) και t ∈ R. Επίσης ϑεωρούµε

Aλ : BC(R)→ BC(R) µε Aλf (s) = λ−1
∫ λ

0
Tt f (s)dt

για κάθε f ∈ BC(R) και λ > 0. Ισχυριζόµαστε ότι η S είναι ηµιοµάδα και ότι η (Aλ)λ>0 είναι
ένα S −εργοδικό δίκτυο για την S . Ας υποθέσουµε προς στιγµήν πως αυτός ο ισχυρισµός είναι
αληθής. Τότε, για µια f σχεδόν περιοδική ϑα έχουµε για λ > 0 ότι Aλf ∈ conv{Tt f : t ∈ R}
το οποίο απ’ την Πρόταση 2.3.8 είναι συµπαγές. ΄Ετσι, το δίκτυο (Aλf )λ>0 ϑα έχει σηµείο
συσσώρευσης. Απ’ το ϑεώρηµα του Eberlein υπάρχει g ∈ BC(R) η οποία παραµένει αναλλοίωτη
απ’ την ηµιοµάδα S και επιπλέον

‖Aλf − g‖∞
λ→∞
−−−−→ 0.

΄Οµως, αφου Ttg = g για κάθε t ∈ R ϑα έχουµε ότι η g = c(f ) είναι σταθερή. �

Η (Aλ)λ∈Λ είναι S -εργοδικό δίκτυο. Είναι σαφές ότι κάθε Tt : BC(R) → BC(R) είναι γραµµική
ισοµετρία και Tt ◦ Ts = Tt+s για κάθε s, t. Συνεπώς, η οικογένεια S = {Tt : t ∈ R} είναι
µια ηµιοµάδα ϕραγµένων γραµµικών τελεστών. Επιπλέον, κάθε Aλ : BC(R) → BC(R) είναι
γραµµικός τελεστής και επειδή για f ∈ BC(R) και s ∈ R ισχύει ότι

|Aλf (s)| ≤ λ−1
∫ λ

0
|f (t + s)|dt ≤ ‖f ‖∞ ,

ϑα έχουµε ‖Aλ‖∞ ≤ 1 απ’ όπου έπεται ότι η οικογένεια (Aλ)λ>0 είναι και ισοσυνεχής. Ας
υποθέσουµε ότι η f είναι σχεδόν περιοδική. Θεωρούµε µια ακολουθία διαµερίσεων

Pn = {xn0 < ... < xnkn }

του [0, λ] µε Pn ⊆ Pn+1 και µε λεπτότητα ‖Pn‖ → 0. Τότε, για s ∈ R αν

Rn(s) = λ−1
n−1∑
j=0

(xnj+1 − xnj)Ttnj f (s)

= λ−1
n−1∑
j=0

(xnj+1 − xnj)f (tnj + s) όπου tnj ∈ [xnj, xnj+1]
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ϑα ισχύει ότι Rn ∈ convS f και Rn(s)
n→∞
−−−−→ Aλf (s). Πράγµατι, αφού η f είναι σχεδόν περιοδική

απ’ την Πρόταση 2.3.7 ϑα είναι και οµοιόµορφα συνεχής, οπότε για ϸ > 0 ϑα υπάρχει δ > 0
ώστε για κάθε |x − y| < δ να ισχύει |f (x) − f (y)| < λϸ. ∆ιαλέγοντας n0 µε

∥∥∥Pn0

∥∥∥ < δ ϑα έχουµε
για κάθε n,m ≥ n0 ότι

|Rm(s) − Rn(s)| ≤ ϸ για κάθε s ∈ R.

∆ηλαδή, για κάθε n,m ≥ n0 ισχύει ότι ‖Rn − Rm‖∞ ≤ ϸ απ’ όπου έπεται ότι η (Rn)n≥1 είναι
ϐασική στον πλήρη (BC(R), ‖·‖∞). ΄Οµως, επειδή Rn

κ.σ
−−−→ Aλf ϑα έχουµε ότι Rn

ο.µ
−−→ Aλf και

συνεπώς Aλf ∈ convS f . Για u > 0 και λ > u γράφοντας

∣∣∣AλTuf (s) − Aλf (s)
∣∣∣ = λ−1

∣∣∣∣∣
λ∫

0

f (s + u + t)dt −

λ∫
0

f (s + t)dt
∣∣∣∣∣

= λ−1
∣∣∣∣∣
λ+u∫
u

f (s + t)dt −

λ∫
0

f (s + t)dt
∣∣∣∣∣

= λ−1
∣∣∣∣∣
λ+u∫
λ

f (s + t)dt −

u∫
0

f (s + t)dt
∣∣∣∣∣

≤ 2
u

λ
‖f ‖∞ ,

συµπεραίνουµε ότι
‖AλTuf − Aλf ‖∞ ≤ 2

u

λ
‖f ‖∞ ,

απ’ όπου έπεται ότι ‖AλTuf − Aλf ‖∞
λ→∞
−−−−→ 0. Τέλος, το ότι η (Aλ) είναι και αριστερό εργοδικό

δίκτυο έπεται άµεσα απ’ το γεγονός ότι Tu ◦ Ts = Ts ◦ Tu . �

Περνάµε και στη 2η εφαρµογή του ϑεωρήµατος Eberlein. Ο χώρος µας αυτή τη ϕορά αποτε-
λείται από όλες τις συνεχείς και 2π περιοδικές συναρτήσεις f : R → R µε ‖f ‖∞ = supx∈R |f (x)|.
Συµβολίζουµε µε Dn τον n−οστό πυρήνα του Dirichlet και µε Kn τον n−οστό πυρήνα του Fejér.
∆ηλαδή,

Dn(t) =

n∑
k=−n

eikt

και

Kn(t) =
1

n + 1

n∑
k=0

Dk(t)

Επίσης αν

f ∗ g =
1

2π

2π∫
0

f (t − s)g(s)ds

είναι η συνέλιξη των f, g συµβολίζουµε µε Σn(t) = Dn ∗ f το n−οστό µερικό άθροισµα της σειράς
Fourier της f και µε sn(f ) = Kn ∗ f τους n−οστούς Cesàro µέσους της Σn(f ). Θυµίζουµε ότι
οι απεικονίσεις f 7→ Σn(f ) και f 7→ σn(f ) είναι ϕραγµένοι γραµµικοί τελεστές µε ‖Σn‖ ∼ logn
και ‖σn‖ ≤ 1. Τότε, µε τη ϐοήθεια του ϑεωρήµατος του Eberlein µπορούµε να αποδείξουµε το
ϑεώρηµα του Fejér:
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Εφαρµογή 2.3.10 (Θεώρηµα Fejér). ΄Εστω f : R → R µια συνεχής 2π-περιοδική συνάρτηση.
Τότε,

‖f − σn(f )‖∞ → 0 (2.3.5)

καθώς το n → ∞.

Σε αυτό το σηµείο υπενθυµίζουµε χωρίς απόδειξη (για την απόδειξη ϐλ.σελ.390-[16]) το ϑεώρη-
µα των Arzelà-Ascoli που ϑα χρειαστούµε παρακάτω για την απόδειξη της (2.3.10).

Ορισµός 2.3.11 (Ισοσυνεχής οικογένεια συναρτήσεων). ΄Εστω (X, d) συµπαγής µετρικός χώρος
και C(X ) ο χώρος των συνεχών συναρτήσεων f : X → R µε ‖f ‖∞ = supx∈X |f (x)|. Μια οικογένεια
F ⊆ C(X ) λέγεται ισοσυνεχής στο x0 αν για κάθε ϸ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε για κάθε d(x, x0) < δ
να ισχύει

|f (x) − f (x0)| < ϸ για κάθε f ∈ F .

Το σύνολο F ϑα καλείται ισοσυνεχές όταν η οικογένεια F είναι ισοσυνεχής σε κάθε x ∈ X .

Θεώρηµα 2.3.12 (Θεώρηµα Arzelà-Ascoli). ΄Εστω (X, d) συµπαγής µετρικός χώρος. Τότε ένα
υποσύνολο F ⊆ C(X ) είναι σχετικά συµπαγές (F είναι συµπαγές) αν και µόνο αν το F είναι
ϕραγµένο και ισοσυνεχές.

Απόδειξη της Εφαρµογής 2.3.10. Θεωρούµε τον συµπαγή µετρικό χώρο X =
(
[0,2π), d

)
όπου

d(x, y) = min{|x − y|,2π − |x − y|}. Τότε, κάθε συνεχής 2π−περιοδική συνάρτηση f : R → R
αντιστοιχεί µέσω της απεικόνισης f 7→ f̃ όπου f̃ (x) = f (x) για x ∈ [0,2π) σε µία και µόνο µία
d−συνεχή συνάρτηση f : [0,2π)→ R. Επειδή ‖f − σn(f )‖∞ → 0 αν και µόνο αν

∥∥∥f̃ − σn(f̃ )
∥∥∥
∞
→

0 αρκεί να δείξουµε την (2.3.5) για τις συνεχείς συναρτήσεις στον X .
Θεωρούµε την οικογένεια S = {I} ∪ {Un : n ≥ 0} όπου I : C(X ) → C(X ) µε I(f ) = f και

Un : C(X )→ C(X ) µε Un(f ) = f − Σn(f ). Επίσης ϑεωρούµε την οικογένεια (An)n≥0 µε

An(f ) =
1

n + 1

n∑
k=0

Uk(f )

= f − σn(f )

και ισχυριζόµαστε ότι η S είναι µια ηµιοµάδα γραµµικών τελεστών στον C(X ) και πως η (An)n≥0
είναι ένα S −εργοδικό δίκτυο. Ας υποθέσουµε προς στιγµήν πως ο ισχυρισµός είναι αληθής.
Τότε, χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι η f είναι οµοιόµορφα συνεχής και το ότι η οικογένεια
(An)n≥0 αποτελείται από ισοσυνεχείς τελεστές (ειδικότερα sup ‖An‖ ≤ 2) µπορούµε να δείξουµε
ότι το Ff = {f } ∪ {An(f ) : n ≥ 1} είναι ϕραγµένο και ισοσυνεχές υποσύνολο του C(X ) µε την
έννοια του Ορισµού 2.3.11.

Πράγµατι, για ϸ > 0, η 2π-περιοδική επέκταση της f, F (x) = f (2π(x−[x])) ϑα είναι και αυτή
οµοιόµορφα συνεχής. ΄Αρα, ϑα υπάρχει 0 < δ < π ώστε για |t | < δ να ισχύει |F (x)−F (x+ t)| < ϸ.
Για |t | < δ ϑεωρούµε τις Ft(x) = F (x + t) και ft = Ft |[0,2π). Τότε, η ft ανήκει στον C(X ) και για
|t | < δ έχουµε ότι supx∈[0,2π)|f (x) − ft(x)| ≤ ϸ

2 . Επειδή supn∈N∪{0} ‖An‖ ≤ 2 ϑα έχουµε ότι

|Anf (x) − Anft(x)| ≤ sup
x∈[0,2π)

|Anf (x) − Anft(x)|

= ‖Anf − Anft‖∞
≤ ‖An‖ ‖f − ft‖∞ ≤ ϸ.
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Τώρα είναι εύκολο να δείξουµε ότι η (Anf )n≥0 είναι ισοσυνεχής. Πράγµατι, ϑεωρούµε x, y ∈
[0,2π) και d(x, y) < δ. Τότε επειδή 0 < δ < π ϑα έχουµε και d(x, y) = |y − x | < δ. ΄Αρα για
t = sgn(y − x)|y − x |2 ϑα ισχύει x + t = y και |t | < δ. Εποµένως,

|Anf (x) − Anf (y)| = |Anf (x) − Anft(x)|

≤ ‖Anf − Anft‖∞
≤ ϸ

απ’ όπου έπεται ότι το {f } ∪ {Anf : n ≥ 1} είναι ισοσυνεχές. ΄Αρα, αφού το {f } ∪ {Anf : n ≥ 1}
είναι και ϕραγµένο υποσύνολο του C(X ) από το Θεώρηµα 2.3.12 το {f } ∪ {Anf : n ≥ 1} ϑα είναι
συµπαγές. Από το ϑεώρηµα του Eberlein ϑα υπάρχει µια gf ∈ C(X ) µε Ungf = gf για κάθε n ≥ 0
και

∥∥∥Anf − gf ∥∥∥∞ → 0. Από την Ungf = gf παίρνουµε ότι Σn(gf ) = 0 για κάθε n ≥ 0. Συνεπώς,
ϑα έχουµε και ĝf (n) = 0 για n ≥ 0 όπου (ĝf )∞n=0 οι συντελεστές Fourier της gf . ∆ηλαδή, ϑα
ισχύει ότι gf ≡ 0. ΄Αρα τελικά ϑα έχουµε ‖Anf ‖∞ = ‖f − σn(f )‖∞ → 0. �

Η S είναι ηµιοµάδα και η (An)n≥0 ένα S -εργοδικό δίκτυο. Είναι προφανές πως για κάθε n ≥ 0
η Un = I − Σn είναι ένας ϕραγµένος γραµµικός τελεστής στον C(X ). Επίσης, αφού για m < n
έχουµε

UnUm = (I − Σn)(I − Σm)

= I − Σn − Σm + ΣnΣm

= I − Σn − Σm + Σm

= I − Σn = Un,

ϑα έχουµε ότι UnUm ∈ S για n,m και έτσι η S είναι µια ηµιοµάδα ϕραγµένων γραµµικών
τελεστών στον C(X ). Τώρα, οι An = (n + 1)−1 ∑n

k=0 Uk = I − σn ∈ convS είναι ϕραγµένοι
γραµµικοί τελεστές στον C(X ) και επειδή ‖σn‖ ≤ 1 ϑα έχουµε ότι ‖An‖ ≤ 2 για κάθε n ≥ 0.
΄Αρα, η (An)n≥0 είναι µια ισοσυνεχής οικογένεια τελεστών µε Anf ∈ convS f για κάθε f ∈ C(X ).
Τέλος, αφού UnUm = Umax{n,m} = UmUn αρκεί να δείξουµε µόνο µία από τις ιδιότητες (I4δ), (I4α).
Οπότε για n > m γράφουµε

AnUm f − Anf =

( 1
n + 1

n∑
k=0

Uk
)
Um f −

1
n + 1

n∑
k=0

Ukf

=

( 1
n + 1

n∑
k=0

Umax{k,m}

)
f −

1
n + 1

n∑
k=0

Ukf

=
m + 1
n + 1

Um f +
1

n + 1

n∑
k=m+1

Ukf −
1

n + 1

n∑
k=0

Ukf

=
m + 1
n + 1

Um f −
1

n + 1

m∑
k=0

Ukf,

2όπου sgn(α) = 1 αν α = 1 και sgn(α) = −1 αν α = −1.
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απ’ όπου έπεται ότι

‖AnUm f − Anf ‖∞ ≤
∥∥∥∥∥m + 1
n + 1

Um f
∥∥∥∥∥
∞

+

∥∥∥∥∥∥∥ 1
n + 1

m∑
k=0

Ukf

∥∥∥∥∥∥∥
∞

≤
m + 1
n + 1

‖Um‖ ‖f ‖∞ +
‖f ‖∞
n + 1

m∑
k=0

‖Uk‖ −→ 0

καθώς το n → ∞ (αφού το m είναι σταθερό). �

2.4 Το ϑεώρηµα διάσπασης για ηµιοµάδες

Σε αυτή την παράγραφο γενικεύουµε το Θεώρηµα 2.2.2 στο πλαίσιο των τοπικά κυρτών τοπο-
λογικών διανυσµατικών χώρων. Σε όλα τα παρακάτω υποθέτουµε ότι ο X είναι ένας πλήρης
τ.κ.τ.δ.χ. Υπενθυµίζουµε ότι ένα δίκτυο (xρ) στον X είναι ένα δίκτυο Cauchy όταν για κάθε
V ∈ N(0) υπάρχει ρ0 ώστε για κάθε ρ, µ ≥ ρ0 να ισχύει ότι xρ − xµ ∈ V .

Τότε, ο X είναι πλήρης τ.κ.τ.δ.χ όταν κάθε δίκτυο Cauchy του X συγκλίνει σε κάποιο x ∈ X .
Ορίζουµε τον υπόχωρο F (S) όλων των σηµείων του X που παραµένουν αναλλοίωτα απ’ την
ηµιοµάδα S , δηλαδή

F (S ) ≡ F = {x ∈ X : Tx = x για κάθε T ∈ S }.

Ορίζουµε επίσης τον υπόχωρο N(S ) που παράγεται απ’ το σύνολο {x − Tx : x ∈ X και T ∈ P},
δηλαδή

N(S ) ≡ N = span{x − Tx : x ∈ X, T ∈ S }

και τον υπόχωρο F∗(S ) του X ∗ όλων των σηµείων που παραµένουν αναλλοίωτα απ’ την οικο-
γένεια S ∗ = {T ∗ : T ∈ S } όπου T ∗ ο συζυγής τελεστής του T , δηλαδή

F∗(S ) ≡ F∗ = {h∗ : T ∗h∗ = h∗ για κάθε T ∈ S }.

Υποθέτουµε την ύπαρξη ενός ασθενούς δεξιού S −εργοδικού δικτύου (Aλ)λ∈Λ για την ηµιοµάδα
S . Τότε, συµβολίζουµε µε D τον υπόχωρο του X ο οποίος αποτελείται από όλα τα σηµεία που
έχουν ασθενείς µέσους όρους, δηλαδή

D = {x ∈ X : w − lim
λ
Aλx υπάρχει}.

Για x ∈ D ορίζουµε τη γραµµική απεικόνιση Px = w − limλ Aλx. Με D(0) συµβολίζουµε τον
πυρήνα ker P της P και ϑέτουµε D(F ) = {x ∈ D : Px ∈ F }.

Παρατήρηση 2.4.1. Η συνάρτηση Px = w − lim
λ
Aλx για x ∈ D είναι γραµµική και συνεχής.

Απόδειξη. Το ότι η P είναι γραµµική είναι προφανές. Για τη συνέχεια ϑεωρούµε V ∈ N(0) και
τότε αφού ο X είναι τοπικά κυρτός υπάρχει W ∈ N(0) κυρτό ώστε W + W ⊆ V . ΄Οµως επειδή
W =

⋂
{G+W : G ανοικτό µε 0 ∈ G} (ϐλ. Πρόταση Αʹ.1.5) έπεται ότιW ⊆ V. Απ’ την ισοσυνέχεια

της (Aλ) υπάρχει U ∈ N(0) ώστε AλU ⊆ W για κάθε λ ∈ Λ. Τώρα, αφού το W είναι κυρτό και
κλειστό ϑα είναι και ασθενώς κλειστό, οπότε για x ∈ D ∩ U και επειδή Aλx ∈ W ϑα έχουµε ότι
και Px ∈ W ⊆ V . ∆ηλαδή, PU ∩ D ⊆ V απ’ όπου έπεται ότι η P : D → X είναι συνεχής. �
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Πρόταση 2.4.2. Αν ο X είναι ένας πλήρης τ.κ.τ.δ.χ και (Aλ)λ∈Λ ένα ασθενώς δεξί S -εργοδικό
δίκτυο για µια ηµιοµάδα τελεστών S , τότε :

(i) ο D είναι κλειστός υπόχωρος του X µε TD ⊆ D για κάθε T ∈ S .

(ii) PD ⊆ D και η P είναι γραµµική και συνεχής στο D.

(iii) στο D ισχύει PT = P για κάθε T ∈ S .

Απόδειξη. (i) Είναι προφανές πως ο D είναι υπόχωρος του X . Αφού ο X είναι πλήρης, για να
δείξουµε ότι ο D είναι κλειστός αρκεί να δείξουµε πως είναι πλήρης. Γι’ αυτό ϑεωρούµε ένα
δίκτυο Cauchy (xρ) στον D. Τότε, ϑα υπάρχει x ∈ X µε xρ → x. Αφού η P είναι συνεχής
το δίκτυο Pxρ ϑα είναι Cauchy. Συνεπώς ϑα υπάρχει y ∈ X µε Pxρ → y. Αν δείξουµε ότι
y = w − limAλx ϑα έχουµε ότι Px = y και άρα x ∈ D και xρ → x και έτσι ο D ϑα είναι πλήρης.

Για να δείξουµε ότι Aλx
w
−→ y ϑεωρούµε µια ασθενώς κυρτή περιοχή V του 0. Από την

ισοσυνέχεια της (Aλ)λ∈Λ ϑα υπάρχει ανοικτή περιοχή U του 0 µε AλU ⊆ 1
3V για κάθε λ ∈ Λ.

Από τις συγκλίσεις xρ → x, Pxρ → y ϑα υπάρχει ρ0 µε x − xρ0 ∈ U και Pxρ0 − y ∈
1
3V . Αφού

Aλxρ0

w
−→ Pxρ0 ϑα υπάρχει λ0 ∈ Λ ώστε για λ ≥ λ0 να ισχύει Aλxρ0 − Pxρ0 ∈

1
3V . Τότε, για

λ ≥ λ0 ϑα έχουµε

Aλx − y = Aλx − Aλxρ0 + Aλxρ0 − Pxρ0 + Pxρ0 − y

= Aλ(x − xρ0) + Aλxρ0 − Pxρ0 + Pxρ0 − y

∈
1
3
V +

1
3
V +

1
3
V.

΄Οµως επειδή το V είναι κυρτό ϑα έχουµε

1
3
V +

1
3
V +

1
3
V = V,

οπότε τελικά για λ ≥ λ0 ϑα ισχύει Aλx − y ∈ V απ’ όπου έπεται ότι Aλx
w
−→ y. Ο εγκλεισµός

TD ⊆ D προκύπτει από τη σύγκλιση AλTx − Aλx
w
−→ 0 που ισχύει για κάθε T ∈ S .

(ii) Το ότι η P είναι γραµµική και συνεχής έπεται άµεσα από την Παρατήρηση 2.4.1. Τώρα, από
τον εγκλεισµό TD ⊆ D ϑα έχουµε και S x ⊆ D για κάθε x ∈ D. ΄Αρα αφού ο D είναι κλειστός
υπόχωρος ϑα πρέπει και convS x ⊆ D. ΄Οµως, Aλx ∈ convS x και επειδή Aλx

w
−→ Px από το

ϑεώρηµα του Mazur ϑα έχουµε Px ∈ convS x. ΄Αρα τελικά Px ∈ D για x ∈ D, απ’ όπου έπεται
ότι PD ⊆ D.

(iii) Αφού AλTx − Aλx
w
−→ 0 και επειδή Aλx

w
−→ Px για κάθε x ∈ D ϑα έχουµε ότι AλTx

w
−→ Px

για x ∈ D. Με άλλα λόγια, PTx = Px για κάθε x ∈ D. �

Πόρισµα 2.4.3. ΄Υπο τις προϋποθέσεις της Πρότασης 2.4.2 έχουµε ότι :

(i) Οι F, D(F ) και D(0) είναι κλειστοί υπόχωροι του D µε

F = PD(F ) ⊆ D(F ) ⊆ D. (2.4.1)

(ii) Για κάθε T ∈ S ισχύει TD(F ) ⊆ D(F ) και για λ ∈ Λ ισχύει AλD(F ) ⊆ D(F ).
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(iii) Στον D(F ) έχουµε P = P2 = PT = TP για κάθε T ∈ S .

Απόδειξη. (i) Το ότι ο F είναι υπόχωρος του X έπεται άµεσα από τη γραµµικότητα των T ∈ S .
Τώρα, αφού ο F αποτελείται από τα αναλλοίωτα σηµεία της ηµιοµάδας S αναµένουµε οι «µέσοι
όροι» (Aλ)λ∈Λ να είναι σταθεροί πάνω στον F . Πράγµατι, αφού Tx = x για T ∈ S και x ∈ F
ϑα ισχύει ότι convS x = {x} και κατ’ επέκταση convS x = {x}. ΄Οµως, Aλx ∈ convS x για κάθε
λ ∈ Λ απ’ όπου έπεται ότι Aλx = x για κάθε λ και x ∈ F . ΄Αρα, αφού Aλx = x για x ∈ F ϑα
έχουµε ότι Px = x στον F και συνεπώς F ⊆ D(F ). Τώρα, για να δείξουµε ότι ο F είναι κλειστός,
ϑεωρούµε ένα δίκτυο (xµ)µ∈M ⊆ F µε xµ → x. Τότε, από τη συνέχεια του T ϑα έχουµε Txµ → Tx.
΄Οµως, Txµ = xµ για κάθε µ ∈ M, απ’ όπου έπεται ότι Tx = x για κάθε T ∈ S και άρα x ∈ F .

Το ότι ο D(F ) είναι υπόχωρος του X προκύπτει από το γεγονός ότι η P είναι γραµµική και
ο F υπόχωρος του X . Εξ’ ορισµού του D(F ) έχουµε ότι D(F ) ⊆ D. Για να δείξουµε ότι είναι
κλειστός, ϑεωρούµε ένα δίκτυο (xµ)µ∈M ⊆ D(F ) µε xµ → x. Τότε, από τη συνέχεια της P ϑα
έχουµε Pxµ → Px. ΄Οµως, Pxµ ∈ F για κάθε µ ∈ M και ο F είναι κλειστός. ΄Αρα, Px ∈ F και έτσι
έχουµε ότι x ∈ D(F ) απ’ όπου έπεται ότι ο D(F ) είναι κλειστός.

Το ότι ο D(0) είναι κλειστός υπόχωρος του D έπεται από την ισότητα D(0) = D∩ker P = ker P
και τη συνέχεια της P. Για τους εγκλεισµούς της (2.4.1), αφού για x ∈ F έχουµε Aλx = x για
κάθε λ ∈ Λ. Τότε, Px = x για x ∈ F . ΄Αρα, αφού x ∈ F ⊆ D(F ) ϑα έχουµε x ∈ PD(F ) απ’ όπου
έπεται ότι F ⊆ PD(F ). Ο εγκλεισµός PD(F ) ⊆ F έπεται άµεσα από τον ορισµό του D(F ). ΄Αρα
τελικά F = PD(F ) ⊆ D(F ) ⊆ D.

(ii),(iii) Για x ∈ D(F ) έχουµε Px ∈ F . ΄Οµως, η οικογένεια (Aλ)λ∈Λ είναι ένα ασθενώς δεξί
S −εργοδικό δίκτυο. ΄Αρα, AλTx − Aλx

w
−→ 0 απ’ όπου έπεται ότι PTx = Px ∈ F για κάθε

x ∈ D(F ). ΄Αρα, TD(F ) ⊆ D(F ) και PT = P στον D(F ) για κάθε T ∈ S .
Τώρα, αφού TD(F ) ⊆ D(F ) για T ∈ S και ο D(F ) είναι κλειστός ϑα έχουµε convS x ⊆ D(F )

για x ∈ D(F ). ΄Αρα,
Aλx ∈ convS x ⊆ D(F )

για κάθε λ ∈ Λ και x ∈ D(F ), απ’ όπου έπεται ότι AλD(F ) ⊆ D(F ) για λ ∈ Λ. Τέλος, αφού για
x ∈ D(F ) έχουµε Px ∈ F ϑα πρέπει AλPx = Px για κάθε λ ∈ Λ. ΄Αρα, AλPx → Px, απ’ όπου
έπεται ότι P2x = Px για x ∈ D(F ). Η ισότητα TPx = Px για x ∈ D(F ) και T ∈ S έπεται άµεσα
από την Px ∈ F για x ∈ D(F ). ΄Αρα τελικά στον D(F ) ϑα ισχύει P = P2 = TP = PT για κάθε
T ∈ S . �

΄Οπως και στην περίπτωση του Θεωρήµατος 2.2.2 όπου ο N αποτελείται από όλα τα σηµεία του
X για τα οποία οι µέσοι όροι An(T )(x) συγκλίνουν στο 0 έτσι και στη γενική περίπτωση των
ηµιοµάδων ο N αποτελείται από όλα τα x ∈ X για τα οποία Aλx

w
−→ 0 όπως ϕαίνεται και από το

παρακάτω λήµµα.

Λήµµα 2.4.4. D(0) = N .

Απόδειξη. Αφού η οικογένεια (Aλ)λ∈Λ είναι ένα ασθενώς δεξί S −εργοδικό δίκτυο ϑα έχουµε
AλTx − Aλx

w
−→ 0 για κάθε T ∈ S . ΄Αρα, ϑα ισχύει ότι{

x − Tx : T ∈ S , x ∈ X
}
⊆ D(0)
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και επειδή ο D(0) είναι κλειστός υπόχωρος ϑα έχουµε και N ⊆ D(0). Αν τώρα ισχύει N * D(0)
από το Θεώρηµα Αʹ.3.4 ϑα υπάρχει x0 ∈ D(0) και h ∈ X ∗ µε 〈x0, h〉 , 0 και 〈y, h〉 = 0 για y ∈ N .
∆ηλαδή, 〈x − Tx, h〉 = 0 για x ∈ X και T ∈ S απ’ όπου έπεται ότι 〈x, h〉 = 〈Tx, h〉 για x ∈ X και
T ∈ S . Ειδικότερα, ϑα έχουµε 〈x0, h〉 = 〈Tx0, h〉 για κάθε T ∈ S . ΄Ετσι, για y ∈ convS x0 ϑα
έχουµε 〈y, h〉 = 〈x0, h〉. Με άλλα λόγια, h(convS x0) = {〈x0, h〉}. ΄Οµως, το h είναι συνεχές και
άρα

h(convS x0) ⊆ h(convS x0)

= {〈x0, h〉}

= {〈x0, h〉}

δηλαδή,
h(convS x0) = {〈x0, h〉} (2.4.2)

Απ’ την άλλη όµως x0 ∈ D(0) και εποµένως ϑα πρέπει

〈Aλx0, h〉
w
−→ 0 (2.4.3)

αλλά Aλx0 ∈ convS x0 για κάθε λ ∈ Λ και έτσι από την (2.4.2) ϑα πρέπει 〈Aλx0, h〉 = 〈x0, h〉 , 0
πράγµα το οποίο έρχεται σε αντίφαση µε την (2.4.3). ΄Αρα τελικά, D(0) = N . �

Ορισµός 2.4.5 (Προβολή που απορροφά την ηµιοµάδα S ). Θα λέµε ότι η προβολήQ απορροφά
την ηµιοµάδα τελεστών S όταν Q = Q2 = QT = TQ για κάθε T ∈ S .

Το αντίστοιχο αποτέλεσµα του Θεωρήµατος 2.2.2 στο πλαίσιο των ηµιοµάδων στους τοπικά
κυρτούς τοπολογικούς διανυσµατικούς χώρους συνοψίζεται στο παρακάτω ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 2.4.6. ΄Εστω X ένας τ.κ.τ.δ.χ και (Aλ)λ∈Λ ένα ασθενώς δεξί S -εργοδικό δίκτυο για
µια ηµιοµάδα συνεχών γραµµικών τελεστών S στον X . Τότε :

(i) Ο D(F ) είναι κλειστός υπόχωρος του X µε SD(F ) ⊆ D(F ), D(F ) = F⊕N και η P : D(F )→ F
είναι µια προβολή που απορροφά την S .

(ii) Ισχύει ότι D(F ) = X αν και µόνο αν ο F διαχωρίζει τον F∗, µε την έννοια ότι για κάθε h ∈ F∗
µε h , 0 υπάρχει x ∈ F µε 〈x, h〉 , 0.

(iii) Αν ο D είναι ένας κλειστός υπόχωρος του X µε S D ⊆ D και ηQ είναι µια συνεχής προβολή
στον D που απορροφά την S µε Qx ∈ convS x για κάθε x ∈ X , τότε D ⊆ D(F ) και η Q
συµφωνεί µε την P στον D .

(iv) Αν η οικογένεια (Aλ)λ∈Λ είναι και ασθενώς αριστερό εργοδικό δίκτυο τότε D = D(F ).

(v) Αν η οικογένεια (Aλ)λ∈Λ είναι ένα δεξί S -εργοδικό δίκτυο τότε Aλx → Px για κάθε x ∈ D(F ).

Απόδειξη. (i) Το ότι ο D(F ) είναι κλειστός υπόχωρος του X µε SD(F ) ⊆ D(F ) έπεται από το
Πόρισµα (2.4.3)-(i),(ii). Επίσης, από την Πρόταση 2.4.2 και το Πόρισµα (2.4.3)-(iii) έχουµε ότι
η P : D(F )→ F είναι µια συνεχής γραµµική προβολή που απορροφά την S .

Τώρα, αν x ∈ F ∩ N ϑα έχουµε από τη µία ότι Aλx = x για κάθε λ ∈ Λ και από την άλλη
αφού N = D(0) ϑα έχουµε Aλx

w
−→ 0 απ’ όπου έπεται ότι x = 0. Συνεπώς, F ∩ N = {0}. ΄Αρα,
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αφού F, N ⊆ D(F ) ϑα έχουµε ότι F ⊕ N ⊆ D(F ). Για τον αντίστροφο εγκλεισµό, για x ∈ D(F )
γράφοντας x = Px + x − Px και χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι

Aλ(x − Px)
w
−→ 0

ϑα έχουµε ότι x − Px ∈ D(0) = N και Px ∈ F . ΄Αρα τελικά x = Px + x − Px ∈ F ⊕ N απ’ όπου
έπεται ότι D(F ) ⊆ F ⊕ N .

(ii) (=⇒) Θεωρούµε ένα h ∈ F∗ µε h , 0. Τότε, σε πρώτη ϕάση υπάρχει x ∈ X µε 〈x, h〉 , 0.
΄Οµως, X = D(F ) = F ⊕ N . Συνεπώς, ϑα υπάρχουν x1 ∈ F και x2 ∈ N µε x = x1 + x2. Αφού
h ∈ F∗ ϑα ισχύει ότι

〈x2, T
∗h〉 = 〈x2, h〉 ⇐⇒ 〈Tx2, h〉 = 〈x2, h〉

για κάθε T ∈ S . ΄Αρα, h(convS x2) = {〈x2, h〉} και άρα από τη συνέχεια του h ϑα έχουµε
h(convS x2) = {〈x2, h〉}. ΄Οµως, x2 ∈ D(0) και άρα 〈Aλx2, h〉 → 0 απ’ όπου έπεται ότι 〈x2, h〉 = 0.
΄Αρα τελικά,

0 , 〈x, h〉
= 〈x1 + x2, h〉

= 〈x1, h〉 + 〈x2, h〉

= 〈x1, h〉

και επειδή x1 ∈ F έπεται ότι ο F διαχωρίζει τον F∗.

(⇐=) Ας υποθέσουµε ότι D(F ) * X . Τότε, αφού ο D(F ) είναι κλειστός υπόχωρος του X από το
Θεώρηµα Αʹ.3.4 ϑα υπάρχει h ∈ X ∗ µε h , 0 το οποίο να µηδενίζεται στον D(F ). ΄Οµως,

D(F ) = F ⊕ N.

Συνεπώς, το h ϑα µηδενίζεται σε καθέναν από τους F, N . Αφού το h µηδενίζεται στον N για
κάθε T ∈ S και x ∈ X ϑα ισχύει 〈x, h〉 = 〈Tx, h〉. Με άλλα λόγια,

〈x, h〉 = 〈x, T ∗h〉

για κάθε T ∈ S . ΄Αρα ϑα έχουµε ότι T ∗h = h για κάθε T ∈ S , δηλαδή h ∈ F∗. Τότε, από την
υπόθεση ότι ο F διαχωρίζει τον F∗ και h , 0 ϑα υπάρχει x ∈ F µε 〈x, h〉 , 0. Αυτό όµως είναι
άτοπο αφού το h µηδενίζεται πάνω στον F .

(iii) Αφού ο D είναι κλειστός υπόχωρος του X και επειδή S D ⊆ D µπορούµε να υποθέσουµε
χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ότι X = D . ΄Αρα, αρκεί να δείξουµε ότι D(F ) = X και P = Q. Για
να δείξουµε ότι X = D(F ) από το (ii) αρκεί να δείξουµε ότι ο F διαχωρίζει τον F∗. Θεωρούµε
h ∈ F∗ µε h , 0. Τότε, υπάρχει x ∈ X µε 〈x, h〉 , 0. Αφού h ∈ F∗ ϑα έχουµε ότι

h(convS x) = {〈x, h〉}.

΄Οµως, Qx ∈ convS x απ’ όπου έπεται ότι 〈Qx, h〉 , 0. Αφού η Q απορροφά την S ϑα έχουµε
TQx = Qx και έτσι Qx ∈ F και 〈Qx, h〉 , 0. ∆ηλαδή, ο F διαχωρίζει τον F∗. Αφού για x ∈ X
έχουµε QTx = Qx για T ∈ S ϑα έχουµε ότι QSx = Qx για S ∈ convS . ∆ηλαδή,

Q(convS x) = {Qx}
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και επειδή η Q είναι συνεχής ϑα ισχύει και Q(convS x) = {Qx}. ΄Οµως, Aλx ∈ convS x απ’ όπου
έπεται ότι QAλx = Qx. Από την TQx = Qx ϑα έχουµε ότι convSQx = {Qx} και κατ’ επέκταση
convSQx = {Qx} απ’ όπου έπεται ότι AλQx = Qx. ΄Αρα τελικά, AλQ = QAλ = Q το οποίο µας
δίνει ότι PQ = QP = Q. Από την άλλη, αφού PT = P και επειδή Qx ∈ convS x από τη συνέχεια
της P ϑα έχουµε ότι PQ = P. Συνεπώς, P = PQ = Q.

(iv) Αν το δίκτυο (Aλ)λ∈Λ είναι και αριστερά ασθενώς S -εργοδικό τότε από την TAλx −Aλx
w
−→ 0

για κάθε x ∈ D ϑα ισχύει TPx = Px, δηλαδή Px ∈ F για κάθε x ∈ D. Αυτό σηµαίνει ότι x ∈ D(F )
για κάθε x ∈ D. ΄Αρα, D ⊆ D(F ) και επειδή D(F ) ⊆ D ϑα έχουµε D = D(F ).

(v) Αφού D(F ) = F ⊕ N και επειδή Aλx = x για κάθε λ ∈ Λ και x ∈ F για να δείξουµε ότι
Aλx → Px για κάθε x ∈ D(F ) αρκεί να δείξουµε ότι Aλx → 0 για κάθε x ∈ N . Από τη σύγκλιση

AλTx − Aλx −→ 0,

έχουµε ότι x − Tx ∈ {x ∈ X : Aλx → 0} για x ∈ X και T ∈ S . ΄Αρα αφού το {x ∈ X : Aλx → 0}
είναι υπόχωρος του X ϑα έχουµε N ⊆ {x ∈ X : Aλx → 0}. Τώρα, αν (xµ)µ∈M ⊆ {x ∈ X : Aλx → 0}
είναι ένα δίκτυο µε xµ → x και V µια περιοχή του µηδενός τότε ϑα υπάρχει ανοικτή περιοχή U
το µηδενός µε

U + U ⊆ V.

Από την ισοσυνέχεια της (Aλ)λ∈Λ ϑα υπάρχει ανοικτή περιοχή W του µηδενός µε AλW ⊆ U .
Τότε, αφού xµ → x ϑα υπάρχει µ0 µε

x − xµ0 ∈ W.

Αφού Aλxµ0 → 0 ϑα υπάρχει λ0 ∈ Λ ώστε για κάθε λ ≥ λ0 να ισχύει Aλxµ0 ∈ U . Οπότε,
συνοψίζοντας, για λ ≥ λ0 ϑα έχουµε

Aλx = Aλx − Aλxµ0 + Aλxµ0

= Aλ(x − xµ0) + Aλxµ0

∈ AλW + U

⊆ U + U

και επειδή U +U ⊆ V ϑα έχουµε ότι Aλx ∈ V για λ ≥ λ0. ∆ηλαδή, Aλx → 0 απ’ όπου έπεται ότι
x ∈ {x ∈ X : Aλx → 0} και έτσι το {x ∈ X : Aλx → 0} είναι κλειστός υπόχωρος του X . Συνεπώς,
N ⊆ {x ∈ X : Aλx → 0}. �

Παρατηρήστε ότι η περιγραφή του D(F ) ώς το ευθύ άθροισµα των F, N στο προηγούµενο
ϑεώρηµα είναι ανεξάρτητη από το δίκτυο (Aλ)λ∈Λ. Ειδικότερα, αν (Aλ)λ∈Λ, (Bµ)µ∈M είναι δύο
S −εργοδικά δίκτυα τότε τα σύνολα των σταθερών σηµείων στα οποία συγκλίνουν τα παραπάνω
δίκτυα συµπίπτουν µεταξύ τους και τα όρια των (Aλx)λ∈Λ, (Bµ)µ∈M είναι τα ίδια.

2.5 Χώροι Banach ΙΙ

2.5.1 Ηµιοµάδες τελεστών σε χώρους Banach

Σε όλα τα αποτελέσµατα της προηγούµενης παραγράφου υποθέταµε την ύπαρξη ενός δεξιού
ασθενούς S -εργοδικού δικτύου για την ηµιοµάδα τελεστών S .
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Σε αυτή την παράγραφο αποδεικνύουµε ϑεωρήµατα που αφορούν ηµιοµάδες τελεστών σε
χώρους Banach χωρίς την ύπαρξη εργοδικών δικτύων αλλά και ένα εργοδικό ϑεώρηµα που
αφορά πεπερασµένους το πλήθος τελεστές T1, ..., Tm που µετατίθενται µεταξύ τους.

Το πρώτο ϑεώρηµα είναι ένα αποτέλεσµα των Alaoglu-Birkhoff (1940-[2]) και δίνει µια συνθήκη
για την ύπαρξη σταθερών σηµείων για µια ηµιοµάδα συστολών S σε ένα χώρο Banach. Για
την απόδειξη του ϑεωρήµατος ϑα χρειαστούµε τους ορισµούς και τις ϐασικές ιδιότητες της
οµοιόµορφης και της γνήσιας κυρτότητας της παραγράφου Βʹ.2.2 του Παραρτήµατος Β΄.

Θεώρηµα 2.5.1 (Alaoglu-Birkhoff). ΄Εστω S µια ηµιοµάδα από συστολές σε ένα χώρο Banach
X . Υποθέτουµε επιπλέον ότι ο X είναι οµοιόµορφα κυρτός και ο X ∗ γνήσια κυρτός (ϐλ. Ορι-
σµό Βʹ.2.11). Τότε, για κάθε x ∈ X υπάρχει µοναδικό Px ∈ convS x µε TPx = Px για κάθε
T ∈ S .

Απόδειξη. Πρώτα αποδεικνύουµε τη µοναδικότητα. Γι’ αυτό ας υποθέσουµε πως για x ∈ X
υπάρχουν x1, x2 ∈ convS x µε Tx1 = x1 και Tx2 = x2 για κάθε T ∈ S . Τότε, αν x1 , x2 από το
Hahn-Banach ϑα υπάρχει h ∈ X ∗ µε

〈x1 − x2, h〉 = ‖x1 − x2‖ , 0. (2.5.1)

Αφού ‖T ∗‖ ≤ 1 για T ∈ S τότε ϑα έχουµε και ‖S∗‖ ≤ 1 για S∗ ∈ convS ∗. Από αυτό µπορούµε
να δείξουµε ότι το convw

∗

S ∗h είναι ϕραγµένο. Πράγµατι, για h1 ∈ convw
∗

S ∗h ϑα υπάρχει

δίκτυο S∗i ∈ convS ∗h µε S∗i h
w∗
−→ h1 τότε από την Πρόταση Βʹ.2.4-(ii) ϑα έχουµε

‖h1‖ ≤ lim inf
i

∥∥∥S∗i h∥∥∥
≤ ‖h‖ lim inf

i

∥∥∥S∗i ∥∥∥
≤ ‖h‖ .

∆ηλαδή, το convS ∗h είναι ϕραγµένο υποσύνολο του X ∗ και έτσι ϑα υπάρχει M > 0 µε
convw

∗

S ∗h ⊆ MBX∗ . ΄Οµως από το Θεώρηµα Βʹ.2.5 το MBX∗ είναι ασθενώς* συµπαγές και
έτσι ϑα είναι και το convw

∗

S ∗h. Εποµένως, αν (hn)∞n=1 ⊆ convw
∗

S ∗h είναι µια ακολουθία µε

‖hn‖
n→∞
−→ d(0, convw

∗

S ∗h),

από την w∗-συµπάγεια ϑα υπάρχει υποδίκτυο (hni ) της (hn)∞n=1 και h∗ ∈ convw
∗

S ∗h µε hni
w∗
−→

h∗. Τότε, χρησιµοποιώντας πάλι την (Βʹ.2.4)-(ii) ϑα έχουµε∥∥∥h∗∥∥∥ ≤ lim inf
i

∥∥∥hni∥∥∥
= d(0, convw

∗

S ∗h),

απ’ όπου έπεται ότι ‖h∗‖ = d(0, convw
∗

S ∗h). Αφού ο X είναι γνήσια κυρτός, από την Παρα-
τήρηση Βʹ.2.12 το h∗ ϑα είναι και το µοναδικό πλησιέστερο σηµείο του convw

∗

S ∗h στο 0. ΄Οµως
τώρα αφού η S ∗ είναι ηµιοµάδα (µε πράξη τη σύνθεση πάντα) για T ∗ ∈ S ∗ και S∗ ∈ convS ∗

ϑα έχουµε ότι T ∗S∗ ∈ convS ∗. ∆ηλαδή, T ∗(convS ∗) ⊆ convS ∗ και επειδή ο T ∗ είναι (w∗, w∗)-
συνεχής (ϐλ. Πρόταση Βʹ.3.3-(ii)) ϑα έχουµε ότι

T ∗(convw
∗

S ∗h) ⊆ T ∗(convS ∗h)
w∗

⊆ convw
∗

S ∗h,
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απ’ όπου έπεται ότι T ∗h∗ ∈ convw
∗

S ∗h για κάθε T ∈ S . ΄Ετσι, αφού ‖T ∗h∗‖ ≤ ‖T ∗‖ ‖h∗‖ ≤ ‖h∗‖
και από τη µοναδικότητα του h∗ ως πλησιέστερου σηµείου στο 0 έπεται ότι T ∗h∗ = h∗ για κάθε
T ∈ S . ∆ηλαδή, το h∗ παραµένει αναλλοίωτο από την S ∗ πράγµα το οποίο σε συνδυασµό µε
τη γραµµικότητα του h∗ µας δίνει

〈Sx, h∗〉 = 〈x, S∗h∗〉

= 〈x, Sh∗〉

για κάθε S ∈ convS . Τώρα, αν y ∈ convS x ϑα υπάρχει δίκτυο Si ∈ convS µε ‖Six − y‖ → 0.
Οπότε, απ’ τη συνέχεια του h∗ ϑα έχουµε

〈y, h∗〉 = lim
i
〈Six, h

∗〉

= 〈x, h∗〉.

Ειδικότερα, αφού x1, x2 ∈ convS x ϑα έχουµε 〈x1, h∗〉 = 〈x2, h∗〉 = 〈x, h∗〉 απ’ όπου έπεται ότι

〈x1 − x2, h
∗〉 = 0. (2.5.2)

΄Οµως τώρα τα x1, x2 είναι αναλλοίωτα από την S οπότε

〈xj, S
∗h〉 = 〈Sxj, h〉

= 〈xj, h〉 (2.5.3)

για j = 1,2 και S ∈ convS . Αφού h∗ ∈ convw
∗

S ∗h ϑα υπάρχει δίκτυο Si ∈ convS µε

S∗i h
w∗
−→ h∗. Τότε, από την (2.5.3) ϑα έχουµε 〈xj, h〉 = 〈xj, h∗〉 για j = 1,2.. Οπότε, από τη µία

ϑα έχουµε ότι 〈x1 − x2, h〉 = 〈x1 − x2, h∗〉 = 0 και από την (2.5.1) 〈x1 − x2, h〉 , 0 καταλήγοντας
σε άτοπο.

Για την ύπαρξη ϑέτουµε C = convS x και υποθέτουµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ότι 0 <
convS x αλλιώς το 0 ϑα είναι το Ϲητούµενο Px. Οπότε, αν 0 < convS x, αφού ο X είναι
οµοιόµορφα κυρτός, από την Πρόταση Βʹ.2.13 ϑα υπάρχει µοναδικό πλησιέστερο σηµείο Px ∈
convS x στο 0. ΄Οµως τότε, αφού η S είναι ηµιοµάδα ϑα έχουµε Ty ∈ convS x για y ∈ convS x
και άρα λόγω της συνέχειας του T ϑα πρέπει να ισχύει Ty ∈ convS x για κάθε y ∈ convS x. ΄Αρα
από τις ‖TPx‖ ≤ ‖Px‖ και TPx ∈ convS x για T ∈ S ϑα έπεται ότι TPx = Px για κάθε T ∈ S . �

Να αναφέρουµε σε αυτό το σηµείο πως τα δίκτυα που χρησιµοποιήθηκαν για την απόδειξη του
Θεωρήµατος 2.5.1 µπορούν να αντικατασταθούν από ακολουθίες. Αυτό οφείλεται στο ϑεώρηµα
των Milman-Pettis (Βʹ.2.15) το οποίο µας λέει πως κάθε οµοιόµορφα κυρτός χώρος Banach
πρέπει να είναι αυτοπαθής, έτσι η ασθενής* τοπολογία ϑα συµπίπτει µε την ασθενή τοπολο-
γία στον X ∗. ΄Οµως, από το ϑεώρηµα Eberlein-Smulian Βʹ.2.10 η ασθενής συµπάγεια είναι
ισοδύναµη µε την ασθενή ακολουθιακή συµπάγεια.

΄Οπως ήδη γνωρίζουµε οι χώροι B(X ) και B(X ∗) είναι χώροι Banach µε νόρµα τη νόρµα τελεστή:

‖T‖ = sup
x,0

‖Tx‖

‖x‖
= sup
‖x‖≤1

‖Tx‖

για T ∈ B(X ) (ή και T ∈ B(X ∗)). Η τοπολογία που παράγει η νόρµα τελεστή καλείται πολλές
ϕορές και τοπολογία της οµοιόµορφης σύγκλισης. ΄Οπως και στην περίπτωση της ασθενούς
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και της ασθενούς* τοπολογίας ενός χώρου Banach, έτσι και στους χώρους B(X ) (γενικότερα
B(X, Y )) και B(X ∗) (γενικότερα B(Y ∗, X ∗)) µπορούµε µε τη ϐοήθεια µιας οικογένειας ηµινορµών
να παράξουµε και άλλες τοπολογίες. Οι πιο σηµαντικές που ϑα χρειαστούµε για τα παρακάτω
είναι η ισχυρή τοπολογία, η ασθενής και η ασθενής* τοπολογία τελεστών. Για τους ορισµούς
και τις ϐασικές ιδιότητες παραπέµπουµε τον αναγνώστη στις Παραγράφους Βʹ.4.1, Βʹ.4.2 και
Βʹ.4.3.

Για A ⊆ B(X ) ϑα συµβολίζουµε µε A την κλειστή ϑήκη του A ως προς τη νόρµα τελεστή και
µε A

so
, A

wo
την κλειστή ϑήκη του A ως προς την ισχυρή και την ασθενή τοπολογία τελεστών

αντιστοίχως. Τέλος, για B ⊆ B(X ∗) µε Bw
∗o ϑα συµβολίζουµε την κλειστή ϑήκη ως προς την

ασθενή* τοπολογία τελεστών.

Από το Θεωρήµα διάσπασης 2.2.2 αν ο τελεστής T είναι εργοδικός (δηλ. X = Xme) τότε η
απεικόνιση Px = limn An(T )x είναι µια προβολή µε PT = TP. Επειδή An(T )x ∈ conv{Tn : n =

0,1, ...}, γράφοντας τη σύγκλιση δικτύων ως προς την ισχυρή τοπολογία τελεστών ϐλέπουµε πως
η σύγκλιση Px = limn An(T )x για κάθε x ∈ X µας δίνει ότι P ∈ convso{Tn : n = 0,1...} (ϐλ. µετά
τον Ορισµό Βʹ.4.1). Αυτές οι παρατηρήσεις µας επιτρέπουν να δώσουµε τον παρακάτω ορισµό:

Ορισµός 2.5.2 (Εργοδική ηµιοµάδα τελεστών). ΄Εστω S ⊆ B(X ) µια ηµιοµάδα τελεστών σε ένα
χώρο Banach X . Θα λέµε ότι η S είναι εργοδική αν υπάρχει µια προβολή P ∈ convsoS µε
P = PT = TP για κάθε T ∈ S .

Παρατηρήσεις 2.5.3. Αν η ηµιοµάδα S είναι εργοδική τότε από την P ∈ convsoS υπάρχει
δίκτυο (Si) ⊆ convS µε Si

so
−→ P. ΄Οµως, η παραπάνω σύγκλιση είναι ισοδύναµη µε την

Six → Px για κάθε x ∈ X . Αφού οι Si είναι κυρτοί συνδυασµοί στοιχείων της ηµιοµάδας και το
όριο Px παραµένει αναλλοίωτο από την ηµιοµάδα για κάθε x ∈ X , έχουµε ένα είδους εργοδικού
ϑεωρήµατος σε αυτό το γενικό πλαίσιο. Παρατηρήστε επίσης πως από το ϑεώρηµα του Eberlein
αν η S είναι εργοδική και (Aλ)λ∈Λ είναι ένα S -εργοδικό δίκτυο τότε ϑα έχουµε Aλx → Px για
κάθε x ∈ X .

Το ϑεώρηµα του Nagel (1973-[17]) µας δίνει ικανές και αναγκαίες συνθήκες για το πότε µια
ϕραγµένη ηµιοµάδα τελεστών είναι εργοδική. Από την ισοδυναµία των (i),(iv) και τις Παρατήρη-
σεις 2.5.3 ϕαίνεται η εργοδική ϕύση του Θεωρήµατος 2.5.1.

Θεώρηµα 2.5.4 (Nagel). ΄Εστω S µια ϕραγµένη ηµιοµάδα γραµµικών τελεστών σε ένα χώρο
Banach X . Τα εξής είναι ισοδύναµα:

(i) Υπάρχει µια προβολή P ∈ convsoS που απορροφά την S (P = PT = TP).

(ii) Υπάρχει µια (w∗, w∗)-συνεχής προβολή P′ ∈ convw
∗oS ∗ που απορροφά την S ∗ (P′ =

P′T ∗ = T ∗P′).

(iii) Ισχύει ότι convS x ∩ F , ∅ και convw
∗

S ∗h ∩ F∗ , ∅ για κάθε x ∈ X και h ∈ X ∗.

(iv) Για κάθε x ∈ X το convS x ∩ F είναι µονοσύνολο.

(v) Υπάρχει προβολή P που απορροφά την S µε Px ∈ convS x για κάθε x ∈ X .
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Απόδειξη. (i) =⇒ (ii) Θεωρούµε P′ = P∗ όπου P∗ ο συζυγής τελεστής του P. Τότε, από τις
P = P2 = PT = TP ϑα έχουµε ότι P′ = (P′)2 = T ∗P′ = P′T ∗ (ϐλ. µετά την Πρόταση Βʹ.3.2). ΄Αρα,
η P′ είναι µια προβολή που απορροφά την S ∗. Από το Θεώρηµα Βʹ.4.4 έχουµε

convsoS = convwoS . (2.5.4)

΄Αρα, αφού P ∈ convwoS ϑα υπάρχει δίκτυο (Ti) ⊆ convS µε Ti
wo
−→ P. Τότε, από την Πα-

ϱατήρηση Βʹ.4.6 ϑα έχουµε T ∗i
w∗o
−→ P′ απ’ όπου έπεται ότι P′ ∈ convw

∗oS ∗. Το ότι η P′ είναι
(w∗, w∗)-συνεχής έπεται από την Πρόταση Βʹ.3.3-(ii).

(ii) =⇒ (i) Αφού η P′ είναι (w∗, w∗)-συνεχής ϑα έχουµε (όπως στην απόδειξη του Πορίσµα-
τος Βʹ.3.4) ότι P ∈ B(X ) όπου P = j−1 ◦ (P′)∗ ◦ j. Ισχυριζόµαστε ότι P∗ = P′. Αυτό ελέγχεται
εύκολα καθώς για x ∈ X και h ∈ X ∗ έχουµε

〈x, P∗h〉 = 〈Px, h〉

= 〈(j−1(P′)∗j)x, h〉

= 〈h, (P′)∗j(x)〉

= 〈P′h, j(x)〉

= 〈x, P′h〉,

απ’ όπου έπεται ότι P′h = P∗h για κάθε h ∈ X ∗. ΄Οπου τώρα από τις ισότητες P′ = (P′)2 = P′T ∗ =

T ∗P′ και το γεγονός ότι j−1 ◦ T ∗∗ ◦ j = T (ϐλ. Πόρισµα Βʹ.3.4) ϑα έχουµε ότι P = P2 = PT = TP
και έτσι η P είναι µια προβολή που απορροφά την S . Από τις P∗ = P′ και P′ ∈ convw

∗oS ∗ ϑα
έχουµε P ∈ convwoS (Παρατήρηση Βʹ.4.6) και άρα από την (2.5.4) P ∈ convsoS .

(i),(ii) =⇒ (iii) Αφού P ∈ convsoS και P′ ∈ convw
∗oS ∗ για x ∈ X και h ∈ X ∗ ϑα έχουµε

Px ∈ convS x και P′x ∈ convw
∗

S ∗h. Οι Px ∈ F και P′h ∈ F∗ προκύπτουν από τις TPx = Px και
T ∗P′h = P′h.

(iii) =⇒ (iv) ΄Εστω πως υπάρχουν x1 , x2 µε x1, x2 ∈ convS x ∩ F . Τότε, από το ϑεώρηµα
Hahn-Banach ϑα υπάρχει h ∈ X ∗ µε

〈x1 − x2, h〉 , 0. (2.5.5)

Τότε, αφού convw
∗

S ∗h ∩ F∗ , ∅ ϐρίσκουµε h∗ ∈ convw
∗

S ∗h ∩ F∗. Από την h∗ ∈ convw
∗

S ∗h

ϐρίσκουµε δίκτυο (S∗i ) ⊆ convS ∗ µε S∗i h
w∗
−→ h∗. Επειδή xj ∈ F ϑα έχουµε Sixj = xj για κάθε i

και j = 1,2. ΄Αρα για j = 1,2 γράφοντας

〈xj, h
∗〉 = lim

i
〈xj, S

∗
i h〉

= lim
i
〈Sixj, h〉

= 〈xj, h〉

ϑα έχουµε 〈x1, h〉 = 〈x1, h∗〉 και 〈x2, h〉 = 〈x2, h∗〉. Οπότε χρησιµοποιώντας την (2.5.5) προ-
κύπτει

〈x1 − x2, h
∗〉 , 0. (2.5.6)
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Από την x1 ∈ convS x ϑα υπάρχει δίκτυο (Si) ⊆ convS µε Six → x1. ΄Οµως, επειδή h∗ ∈ F∗ ϑα
έχουµε ότι S∗i h∗ = h∗ για κάθε i. ΄Αρα γράφοντας

〈x1, h
∗〉 = lim

i
〈Six, h

∗〉

= lim
i
〈x, S∗i h

∗〉

= 〈x, h∗〉

ϑα έχουµε 〈x1, h∗〉 = 〈x, h∗〉. Με ακριβώς ίδιο τρόπο δείχνουµε και ότι 〈x2, h∗〉 = 〈x, h∗〉. ∆ηλαδή,
〈x1−x2, h∗〉 = 0 πράγµα το οποίο έρχεται σε αντίφαση µε την (2.5.6). Οπότε, υπάρχει µοναδικό
Px ∈ convS x ∩ F .

(iv) =⇒ (v) Συµβολίζουµε µε Px το µοναδικό στοιχείο του convS x∩F . Χρησιµοποιώντας το ότι το
convS x∩F είναι µονοσύνολο και η S ηµιοµάδα είναι εύκολο να δείξουµε ότι P = P2 = PT = TP
για T ∈ S . Πράγµατι, αφού η S είναι ηµιοµάδα ϑα έχουµε SR, RS ∈ convS για κάθε
S, R ∈ convS . Τότε, ϑα έχουµε S(convS x) ⊆ convS x και convS Sx ⊆ convS x για κάθε
x ∈ X . Οπότε, από τη συνέχεια του S ϑα έχουµε

S(convS x) ⊆ S(convS x)

⊆ convS x

και από τον εγκλεισµό convS S ⊆ convS ϑα έχουµε convS Sx ⊆ convS x. Οπότε, παίρνοντας
τοµή µε τον F ϑα έχουµε

convS Sx ∩ F ⊆ convS x ∩ F

και
S(convS x ∩ F ) ⊆ convS x ∩ F,

απ’ όπου έπεται ότι PSx = Px = SPx για κάθε S ∈ S . Ειδικότερα, PTx = Px = TPx. Για
την P2 = P αφού P2x ∈ convS Px ϑα υπάρχει δίκτυο (Si) ⊆ convS µε SiPx → P2x. ΄Οµως,
SiPx = Px απ’ όπου έπεται ότι Px = P2x. Μένει να δείξουµε ότι η P είναι γραµµική. Αφού
Sλ = λS για κάθε S ∈ convS από την Πρόταση Αʹ.1.5-(ii) ϑα έχουµε ότι convS λx = λconvS x
όπου τώρα λόγω της µοναδικότητας έπεται ότι Pλx = λPx για κάθε λ. Για να δείξουµε ότι
P(x1 + x2) = Px1 + Px2 αρκεί να δείξουµε ότι Px1 + Px2 ∈ convS (x1 + x2). Γι’ αυτό ϑεωρούµε
ϸ > 0 και M = supT∈S ‖T‖ < ∞ (η S είναι ϕραγµένη). Από την Px1 ∈ convS x1 ϑα υπάρχει
R ∈ convS µε

‖Rx1 − Px1‖ < ϸ. (2.5.7)

Επειδή, convS Rx2 = convS x2 και Px2 ∈ convS x2 ϑα υπάρχει S ∈ convS µε

‖SRx2 − Px2‖ < ϸ. (2.5.8)

Χρησιµοποιώντας τις (2.5.7),(2.5.8), την ισότητα SRx1 = SPx1 και το γεγονός ότι SR ∈ convS
γράφοντας

‖SR(x1 + x2) − Px1 − Px2‖ ≤ ‖SRx1 − Px1‖ + ‖SRx2 − Px2‖

= ‖SRx1 − SPx1‖ + ‖SRx2 − Px2‖

≤ ‖S‖ ‖Rx1 − Px1‖ + ‖SRx2 − Px2‖

≤ Mϸ + ϸ,
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ϑα έχουµε (
(Mϸ + ϸ)BX + Px1 + Px2

)
∩ convS (x1 + x2) , ∅

απ’ όπου έπεται ότι Px1 + Px2 ∈ convS (x1 + x2).

(v) =⇒ (i) Για να δείξουµε ότι P ∈ convsoS αρκεί να δείξουµε ότι

convS ∩
{
T ∈ B(X ) : ‖Txi − Pxi‖ < ϸ, i = 1, ..., m

}
, ∅ (2.5.9)

για ϸ > 0 και x1, ..., xm ∈ X . Αφού Px ∈ convS x η (2.5.9) ϑα είναι αληθής για m = 1.
Υποθέτουµε πως η (2.5.9) ισχύει για κάθε ϸ > 0 και κάθε x1, ..., xm ∈ X και δείχνουµε ότι ισχύει
για m + 1 σηµεία. ΄Εστω ϸ > 0 και x1, ..., xm , xm+1 ∈ X . Θέτουµε M = supT∈S ‖T‖ < ∞. Από την
επαγωγική υπόθεση υπάρχει S ∈ convS µε

‖Sxi − Pxi‖ <
ϸ

2M
(2.5.10)

για 1 ≤ i ≤ m. Τότε, αφού PSxm+1 ∈ convS Sxm+1 ϑα υπάρχει T ∈ convS µε

‖TSxm+1 − PSxm+1‖ < ϸ. (2.5.11)

Επειδή η S είναι ηµιοµάδα ϑα έχουµε TS ∈ convS και επειδή TP = P για 1 ≤ i ≤ m από την
(2.5.10) ϑα έχουµε

‖TSxi − Pxi‖ = ‖TSxi − TPxi‖

≤ ‖T‖ ‖Sxi − Pxi‖

< ϸ

και από την (2.5.11) και την PS = P ϑα έχουµε ‖TSxm+1 − Pxm+1‖ < ϸ. �

2.5.2 Κυρτοί συνδυασµοί εργοδικών τελεστών

Σε αυτή την παράγραφο ασχολούµαστε µε κυρτούς συνδυασµούς πεπερασµένων το πλήθος
εργοδικών τελεστών T1, ..., Tm που µετατίθενται µεταξύ τους. Συγκεκριµένα, αποδεικνύουµε το
εξής :

Θεώρηµα 2.5.5. ΄Εστω X χώρος Banach και T1, ..., Tm ∈ B(X ) power bounded τελεστές οι
οποίοι µετατίθενται µεταξύ τους. Αν κάθε Ti για 1 ≤ i ≤ m είναι εργοδικός τότε είναι εργοδικός
και κάθε S ∈ conv{T1, ..., Tm}.

Η απόδειξη ϐασίζεται σε δύο γενικότερα λήµµατα:

Λήµµα 2.5.6. ΄Εστω X χώρος Banach και S ⊆ B(X ) το σύνολο όλων των συστολών. Τότε, ο
ταυτοτικός τελεστής I είναι ακραίο σηµείο του S.

Απόδειξη. ΄Εστω πως ο I δεν είναι ακραίο σηµείο του S. Τότε, αφού το S είναι κυρτό ϑα
υπάρχουν συστολές T1 , T2 µε

I =
T1 + T2

2
. (2.5.12)
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Θέτουµε T = I − T1 όπου από την (2.5.12) και επειδή T1 , T2 ϑα πρέπει T , 0. Γνωρίζουµε
ότι η BX∗ είναι w∗−συµπαγής (ϐλ. Θεώρηµα Βʹ.2.5) οπότε από το ϑεώρηµα Krein-Milman (ϐλ.
Θεώρηµα Αʹ.3.12) έχουµε

BX∗ = convw
∗(

ext(BX∗)
)
. (2.5.13)

Ειδικότερα, αφού ext(BX∗) , 0 για h ∈ ext(BX∗) από την (2.5.12) ϑα έχουµε h =
T ∗1h+T ∗2h

2 . ΄Οµως,
επειδή οι T1, T2 είναι συστολές ϑα έχουµε T ∗1h, T

∗
2h ∈ BX∗ . Εποµένως, αφού το h είναι ακραίο

σηµείο της BX∗ ϑα πρέπει T ∗1h = T ∗2h = h. Με άλλα λόγια, T ∗h = 0 για κάθε h ∈ ext(BX∗).
Από τη γραµµικότητα του T ∗ ϑα έχουµε T ∗h = 0 για κάθε h ∈ conv ext(BX∗). Επειδή ο T ∗ είναι
(w∗, w∗)-συνεχής ϑα έχουµε

T ∗
(
convw

∗(
ext(BX∗)

))
⊆ T (conv ext(BX∗)),

απ’ όπου έπεται ότι T ∗h = 0 για κάθε h ∈ convw
∗(

ext(BX∗)
)
. Οπότε, από την (2.5.13) ϑα έχουµε

T ∗|BX∗ το οποίο µε τη σειρά του δίνει ότι T ∗ = 0. Αυτό όµως είναι άτοπο αφού T , 0. �

Λήµµα 2.5.7. ΄Εστω (αn)∞n=1 µια ακολουθία γνήσια ϑετικών αριθµών µε
∑∞
n=1 αn = 1. ΄Εστω

(Tn)∞n=1 ⊆ B(X ) µια ακολουθία συστολών σε ένα χώρο Banach που µετατίθενται µεταξύ τους.
Τότε,

F (T ) =

∞⋂
n=1

F (Tn), (2.5.14)

όπου T =
∞∑
n=1

αnTn.

Απόδειξη. Καταρχάς έχουµε T ∈ B(X ) αφού
∑∞
n=1 ‖αnTn‖ ≤

∑∞
n=1 αn < ∞ και ο B(X ) είναι

χώρος Banach. Για x ∈
⋂∞
n=1 F (Tn) ϑα έχουµε

Tx =

∞∑
n=1

αnTnx

= x
∞∑
n=1

αn = x

απ’ όπου έπεται ότι x ∈ F (T ). ΄Αρα,
⋂∞
n=1 F (Tn) ⊆ F (T ). Αφού οι Tn µετατίθενται µεταξύ τους

για m ∈ N και x ∈ F (T ) ϑα έχουµε

Tmx = TmTx = Tm

∞∑
n=1

αnTnx

=

∞∑
n=1

αnTmTnx =

∞∑
n=1

αnTnTmx = TTmx,

απ’ όπου έπεται ότι Tm(F (T )) ⊆ F (T ) για κάθε m ∈ N. Τότε, αφού ο F (T ) είναι κλειστός
υπόχωρος του X ϑα έχουµε S(F (T )) ⊆ F (T ) όπου S = (1 − αm)−1 ∑

n,m αnTn ∈ B(X ). Οι Tm , S
είναι συστολές και T = αmTj + (1 − αm)S. Αφού στον F (T ) ισχύει T = I από το Λήµµα 2.5.6 ϑα
έχουµε Tj = I, δηλαδή Tj(x) = x για κάθε x ∈ F (T ). Με άλλα λόγια, F (T ) ⊆ F (Tm) απ’ όπου
έπεται ότι F (T ) ⊆

⋂∞
n=1 F (Tn). �
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Απόδειξη Θεωρήµατος 2.5.5. Μπορούµε περνώντας στην ισοδύναµη νόρµα

|||x ||| = sup
{∥∥∥Tk1

1 ...Tknn x
∥∥∥ : k1, ..., kn ≥ 0

}
να υποθέσουµε ότι κάθε Ti είναι συστολή. Πράγµατι, αφού κάθε Ti είναι power bounded ϑα
υπάρχει M > 0 ώστε

∥∥∥Tki ∥∥∥ ≤ M για κάθε k ≥ 0 και 1 ≤ i ≤ m. Τότε, ϑα έχουµε απ’ τη µία ότι
|||x ||| ≤ Mm ‖x‖ και απ’ την άλλη ‖x‖ ≤ |||x |||. ∆ηλαδή, οι ‖·‖ , |||·||| είναι ισοδύναµες. Επίσης, αφού
|||Tix ||| ≤ |||x ||| ϑα έχουµε ότι κάθε Ti είναι συστολή ως προς την |||·||| για κάθε 1 ≤ i ≤ m. Θεωρούµε
έναν S ∈ conv{T1, ..., Tm}. Αφού οι ‖·‖ , |||·||| είναι ισοδύναµες, ο S ϑα είναι εργοδικός ως προς
την ‖·‖ αν και µόνο αν είναι εργοδικός ως προς την |||·|||. Οπότε υποθέτουµε χωρίς ϐλάβη της
γενικότητας ότι κάθε Ti είναι συστολή ως προς την ‖·‖. ∆είχνουµε πρώτα το ϑεώρηµα για την
περίπτωση m = 2. ∆ηλαδή, ϑεωρούµε S ∈ conv{T1, T2}. Τότε, από το Λήµµα 2.5.7 έχουµε

F (S) = F (T1) ∩ F (T2)

και επειδή οι T ∗1 , T
∗
2 είναι επίσης συστολές και S∗ ∈ conv{T ∗1 , T

∗
2} ϑα έχουµε και

F (S∗) = F (T ∗1) ∩ F (T ∗2).

Οπότε, για να δείξουµε ότι ο S είναι εργοδικός από το Θεώρηµα 2.2.4 αρκεί να δείξουµε ότι
ο F (T1) ∩ F (T2) διαχωρίζει τον F (T ∗1) ∩ F (T ∗2). Γι’ αυτό ϑεωρούµε h ∈ F (T ∗1) ∩ F (T ∗2) µε h , 0.
Αφού ο T1 είναι εργοδικός υπάρχει x1 ∈ F (T1) µε 〈x1, h〉 , 0. Τότε, από την εργοδικότητα του
T2 ϑα υπάρχει το x2 = limn An(T2)x και x2 ∈ F (T2). Αφού οι T1, T2 µετατίθενται τότε

An(T2)x1 = An(T2)T1x1

= T1(An(T2)x1)
n→∞
−→ T1(x2),

όµως An(T2)x1 → x2, άρα T1(x2) = x2 απ’ όπου έπεται ότι x2 ∈ F (T1). Συνεπώς, x2 ∈ F (T1) ∩
F (T2). Αν δείξουµε ότι 〈x2, h〉 , 0 τότε ϑα έχουµε το Ϲητούµενο. Αφού h ∈ F (T ∗2) έχουµε ότι

〈x1, h〉 = 〈x1, An(T2)∗h〉

= 〈An(T2)x1, h〉

και επειδή An(T2)x1 → x2 ϑα έχουµε 〈x2, h〉 = 〈x1, h〉 , 0. Για γενικόm προχωράµε επαγωγικά.
Υποθέτουµε ότι το Ϲητούµενο ισχύει για m ≥ 2 και δείχνουµε την περίπτωση m + 1. Αν S ∈
conv{T1, ..., Tm , Tm+1} ϑα υπάρχουν α1, ..., αm , αm+1 ≥ 0 µε

m+1∑
i=1

αi = 1 και S =

m+1∑
i=1

αiTi .

Θέτουµε λ =
∑m
i=1 αi και ϑεωρούµε τον

S′ =

m∑
i=1

αi
λ
Ti

για τον οποίο ισχύει ότι S′ ∈ conv{T1, ..., Tm}. Από την επαγωγική υπόθεση ο S′ είναι εργοδικός.
Τώρα, αφού αm , λ ≥ 0 µε λ + αm = 1 και S = λS′ + αmTm από την περίπτωση m = 2 ϑα έχουµε
ότι και ο S είναι εργοδικός. �
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2.6 Οµοιόµορφη σύγκλιση

Στις προηγούµενες παραγράφους ασχολήθηκαµε µε τη σηµειακή σύγκλιση των µέσων όρων
(An(T )x)∞n=1 όπως και µε τη σηµειακή σύγκλιση (Aλx)λ∈Λ όπου (Aλ)λ∈Λ είναι ένα εργοδικό
δίκτυο για µια ηµιοµάδα τελεστών. Σε αυτή την παράγραφο εξετάζουµε την οµοιόµορφη σύγκλι-
ση (ως προς τη νόρµα τελεστή) των δύο παραπάνω µέσων όρων. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει
η έννοια του ψευδοσυµπαγούς τελεστή η οποία δίνει µια ικανή συνθήκη για την οµοιόµορφη
σύγκλιση των µέσων όρων An και Aλ.

2.6.1 Το οµοιόµορφο εργοδικό ϑεώρηµα

Ορισµός 2.6.1 (Οµοιόµορφα εργοδικός τελεστής). ΄Εστω X ένας χώρος Banach, (Sn)∞n=1 ⊆ B(X )
και S, T ∈ B(X ). Θα λέµε ότι η ακολουθία (Sn)∞n=1 συγκλίνει οµοιόµορφα στον S, αν ‖Sn − S‖ →
0. Ο T ϑα καλείται οµοιόµορφα εργοδικός αν η ακολουθία (An(T ))∞n=1 συγκλίνει οµοιόµορφα
στον T .

Παρατηρήστε ότι λόγω της (2.1.1) κάθε οµοιόµορφα εργοδικός τελεστής T ϑα πρέπει να ικανο-
ποιεί την ∥∥∥∥∥∥Tn−1

n

∥∥∥∥∥∥→ 0 καθώς το n → ∞. (2.6.1)

Επίσης, αν ο T είναι οµοιόµορφα εργοδικός τότε ϑα υπάρχει τελεστής S ∈ B(X ) µε ‖An − S‖ → 0.
Ειδικότερα, για κάθε x ∈ X ϑα έχουµε

‖Anx − Sx‖ ≤ ‖x‖ ‖An − S‖ → 0

καθώς το n → ∞. ∆ηλαδή, ο T ϑα είναι εργοδικός. Συνεπώς, από το Θεώρηµα 2.2.2 ϑα έχουµε
X = N ⊕ F και Px = Sx για κάθε x ∈ X . ΄Αρα τελικά η ακολουθία (An(T ))∞n=1 ϑα συγκλίνει
οµοιόµορφα στην προβολή P του X ως προς τον υπόχωρο F των αναλλοίωτων σηµειών του T .
Το επόµενο ϑεώρηµα οφείλεται στον Lin (1974-[14]) και µας λέει µάλιστα ότι X = F ⊕ N .

Θεώρηµα 2.6.2 (Οµοιόµορφο εργοδικό ϑεώρηµα). ΄Εστω T ∈ B(X ) όπου X ένας χώρος Banach.
Υποθέτουµε ότι ο T ικανοποιεί την (2.6.1). Τότε, τα εξής είναι ισοδύναµα:

(i) Ο T είναι οµοιόµορφα εργοδικός.

(ii) Ο N είναι κλειστός υπόχωρος του X .

Πριν την απόδειξη του ϑεωρήµατος να ϑυµίσουµε µια συνέπεια του ϑεωρήµατος ανοικτής απει-
κόνισης που ϑα χρειαστούµε : Αν X, Y είναι δύο χώροι Banach και ο S ∈ B(X, Y ) είναι επί, τότε
υπάρχει µια σταθερά M > 0 ώστε για κάθε y ∈ Y να υπάρχει xy ∈ X µε

Txy = y και
∥∥∥xy∥∥∥ ≤ M ‖y‖ . (2.6.2)

Απόδειξη. Από το ϑεώρηµα ανοικτής απεικόνισης ϑα υπάρχει M > 0 ώστε

BY ⊆ MT (BX ). (2.6.3)

Τότε, αφού για y ∈ Y µε y , 0 έχουµε y
‖y‖ ∈ BY , από την (2.6.3) ϑα υπάρχει x ∈ BX µε

MTx =
y
‖y‖ . ∆ηλαδή, T (M ‖y‖ x) = y. Θέτουµε xy = M ‖y‖ x ∈ X . Τότε, Txy = y και επειδή

‖x‖ ≤ 1 ϑα ισχύει
∥∥∥xy∥∥∥ = ‖M ‖y‖ x‖ ≤ M ‖y‖. �
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Απόδειξη Θεωρήµατος 2.6.2. (i) =⇒ (ii) ΄Εστω Y = N . Τότε, αφού Py = 0 για κάθε y ∈ Y
και επειδή ‖An(T ) − P‖ → 0 για τον S = T |Y ∈ B(Y ) ϑα ισχύει ‖An(S)‖ → 0. Επόµενως, ϑα
υπάρχει n ∈ N µε ‖An(S)‖ < 1. Ειδικότερα, ο I − An(S) ϑα είναι αντιστρέψιµος στον B(Y ) (ϐλ
Πρόταση Γʹ.1.5). Λόγω της ταυτότητας

I − An(S) = I −
1
n
I −

1
n
S − ... −

1
n
Sn−1

=
n − 1
n

I +
n − 2
n

S + ... +
2
n
Sn−3 +

1
n
Sn−2

−
n − 1
n

S −
n − 2
n

S2 − ... −
2
n
Sn−2 −

1
n
Sn−1

= (I − S)
(n − 1
n

I +
n − 2
n

S + ... +
2
n
Sn−3 +

1
n
Sn−2

)
(2.6.4)

και επειδή οι παράγοντες της (2.6.4) µετατίθενται µεταξύ τους ϑα έχουµε ότι ο (I − S) είναι
αντιστρέψιµος στον B(Y ). ΄Αρα, Y = (I − S)Y = (I − T )Y ⊆ (I − T )X = N . ∆ηλαδή, Y ⊆ N απ’
όπου έπεται ότι Y = N και συνεπώς ο N είναι κλειστός.

(ii) =⇒ (i) Αντίστροφα, αν N = Y , τότε η απεικόνιση (I−T ) : X → Y είναι µια συνεχής, γραµµική
και επί απεικόνιση µεταξύ των χώρων Banach X, Y . Οπότε, από την (2.6.2) ϑα υπάρχει M > 0
ώστε για κάθε y ∈ Y να υπάρχει z ∈ X µε

(I − T )z = y και ‖z‖ ≤ M ‖y‖ . (2.6.5)

Τότε, γράφοντας

‖An(T )y‖ = ‖An(T )z − An(T )Tz‖

=
‖Iz − Tnz‖

n

≤
‖I − Tn‖

n
‖z‖

≤ M ‖y‖
‖I − Tn‖

n
,

ϑα έχουµε

‖An(S)‖ ≤ M
‖I − Tn‖

n

και επειδή από την (2.6.1) ισχύει n−1
∥∥∥Tn−1

∥∥∥ → 0 ϑα έπεται ότι ‖An(S)‖ → 0. Οπότε, ακριβώς
όπως πριν ο I − S ϑα αντιστρέφεται στον N . ΄Αρα, (I − T )X = (I − T )Y . Εποµένως, για x ∈ X ϑα
υπάρχει y ∈ Y µε

(I − T )x = (I − T )y. (2.6.6)

Τώρα, υπάρχει z ∈ X που να ικανοποιεί την (2.6.4). Από την (2.6.5) το x − y παραµένει
αναλλοίωτο από τον T συνεπώς χρησιµοποιώντας την (2.6.5) και την (2.6.6) και γράφοντας

‖An(T )x − (x − y)‖ = ‖An(T )y‖ = ‖An(T )(z − Tz)‖

=
‖(I − Tn)z‖

n
≤
‖I − Tn‖

n
‖z‖

≤
‖I − Tn‖

n
K ‖y‖

≤ KK′
‖I − Tn‖

n
‖I − T‖ ‖x‖ , (2.6.7)
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(µε K′ =
∥∥∥(I − S)−1(I − T )

∥∥∥) ϑα έχουµε ότι An(T )x → x − y, απ’ όπου έπεται ότι Px = x − y.
Συνεπώς, από την (2.6.7) ϑα έχουµε

‖An(T ) − P‖ ≤ KK′
‖I − Tn‖

n
‖I − T‖ .

Οπότε, αφήνοντας το n → ∞ και χρησιµοποιώντας τη σύγκλιση n−1
∥∥∥Tn−1

∥∥∥ → 0 ϑα έχουµε ότι
‖An(T ) − P‖ → 0. �

∆εν είναι τώρα δύσκολο, µε τη ϐοήθεια του Θεωρήµατος 2.6.2 να εξαγάγουµε ένα αποτέλεσµα
οµοιόµορφης σύγκλισης για την πολυδιάστατη περίπτωση του Παραδείγµατος 2.3.4.

Πόρισµα 2.6.3. ΄Εστω T1, ..., Td power bounded τελεστές σε ένα χώρο Banach X οι οποίοι
µετατίθενται µεταξύ τους. Θεωρούµε την ηµιοµάδα S που παράγουν οι T1, .., Td , δηλαδή S ={
Tn1

1 ...Tndd : n1, ..., nd ∈ N
}
και (Aλ)λ∈Λ όπου Λ = Nd και

Aλ =
1

n1...nd

n1−1∑
i1=0

...
nd−1∑
id=0

T i11 ...T
id
d

όπου λ = (n1, ..., nd). Τότε, η ακολουθία Aλ(n) συγκλίνει οµοιόµορφα για όλες τις γνησίως
αύξουσες ακολουθίες λ(n) ∈ Λ αν και µόνο αν ο (I − Ti)X είναι κλειστός για κάθε i = 1, ..., d.

Απόδειξη. Σταθεροποιούµε ένα 1 ≤ i ≤ d και υποθέτουµε ότι η ακολουθία Aλ(k) συγκλίνει οµοι-
όµορφα για όλες τις γνησίως αύξουσες ακολουθίες λ(n) ∈ Λ. Θεωρούµε λ(n) = (λ1(n), ..., λd(n))
όπου

λj(n) =

1, αν j , i
n, αν j = i

Τότε, αφού Aλ(n) = An(Ti) ϑα έχουµε ότι η ακολουθία (An(Ti))∞n=1 συγκλίνει οµοιόµορφα. Ε-
ποµένως, από το Θεώρηµα 2.6.2 ο (I − Ti)X ϑα είναι κλειστός υπόχωρος του X . Αντίστρο-
ϕα τώρα, υποθέτουµε ότι κάθε (I − Ti)X είναι κλειστός για 1 ≤ i ≤ d και ϑεωρούµε λ(n) =

(λ1(n), ..., λd(n)) ∈ Λ µια γνησίως αύξουσα ακολουθία. Τότε, από το Θεώρηµα 2.6.2 ϑα έχου-
µε ότι ‖An(Ti)i − Pi‖ → 0 για κάθε 1 ≤ i ≤ d. Θέτουµε P = P1...Pd και ισχυριζόµαστε ότι∥∥∥Aλ(n) − P

∥∥∥ → 0 καθώς το n → ∞. Πράγµατι, αφού η λ(n) είναι γνησίως αύξουσα ϑα υπάρχει
1 ≤ i ≤ d ώστε το {λi(n) : n ∈ N} να είναι άπειρο. Τότε, αφού η λi(n) είναι αύξουσα και επειδή
‖An(Ti) − Pi‖ → 0 ϑα έχουµε

∥∥∥Aλi (n) − Pi
∥∥∥ → 0 καθώς το n → ∞. Επίσης, αφού κάθε Ti είναι

power bounded ϑα έχουµε∥∥∥Aλi (n)(Ti) − Pi
∥∥∥ ≤ sup

n∈N∪{0}

(∥∥∥Tni ∥∥∥ + ‖Pi‖
)

=: Mi < ∞,

οπότε γράφοντας∥∥∥Aλ(n) − P
∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥ 1
λ1(n)...λd(n)

λ1(n)−1∑
i1=0

...
λd(n)−1∑
id=0

T i11 . . . T
id
d − P1...Pd

∥∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥∥ 1
λ1(n)...λd(n)

(λ1(n)−1∑
i1=0

...
λd(n)−1∑
id=0

(
T i11 ...T

id
d − P1...Pd

))∥∥∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥Aλ1(n)(T1) − P1
∥∥∥ ... ∥∥∥Aλd(n)(Td) − Pd

∥∥∥ ,
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ϑα έχουµε ότι ∥∥∥Aλ(n) − P
∥∥∥ ≤ ∥∥∥Aλ1(n)(T1) − P1

∥∥∥ ... ∥∥∥Aλd(n)(Td) − Pd
∥∥∥

≤
∏
j,i

Mj
∥∥∥Aλi (n) − Pi

∥∥∥→ 0

καθώς το n → ∞. �

2.6.2 Οµοιόµορφη σύγκλιση για ηµιοµάδες τελεστών

Ορισµός 2.6.4 (Οµοιόµορφο εργοδικό δίκτυο). ΄Εστω X ένας χώρος Banach και S ⊆ B(X ) µια
ϕραγµένη ηµιοµάδα τελεστών. Θα λέµε ότι µια οικογένεια τελεστών (Aλ)λ∈Λ ⊆ B(X ) είναι ένα
οµοιόµορφο εργοδικό δίκτυο αν :

(i) Aλ ∈ convS για κάθε λ ∈ Λ.

(ii) Ισχύει ότι ‖AλT − Aλ‖ → 0 και ‖TAλ − Aλ‖ → 0 για κάθε T ∈ S .

Παρατηρήστε ότι από την ιδιότητα (i) και επειδή η S είναι ϕραγµένη η οικογένεια (Aλ)λ∈Λ ϑα
είναι ϕραγµένη. Πράγµατι, ϑέτοντας M = supT∈S ‖T‖ και T ∈ convS µπορούµε να ϐρούµε
(Sn)∞n=1 ⊆ convS µε ‖T − Sn‖ → 0. Συνεπώς, γράφοντας

‖T‖ = ‖T − Sn + Sn‖

≤ ‖T − Sn‖ + ‖Sn‖

και χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι ‖Sn‖ ≤ M για κάθε n ∈ N (αφού Sn ∈ convS ) αφήνοντας το
n → ∞ ϑα έχουµε ότι ‖T‖ ≤ M. ∆ηλαδή, supT∈S ‖T‖ < ∞. Οπότε, αφού Aλ ∈ convS ϑα έχουµε
ότι supλ∈Λ ‖Aλ‖ < ∞. Επίσης, από την (i) ϑα έχουµε Aλx ∈ convS x και από την (ii) ϑα ισχύει
‖AλTx − Tx‖ → 0 και ‖TAλx − Tx‖ → 0 για κάθε T ∈ S . Οι παρατηρήσεις αυτές δείχνουν ότι η
οικογένεια (Aλ)λ∈Λ είναι ένα S −εργοδικό δίκτυο.

Θεώρηµα 2.6.5. ΄Εστω (Aλ)λ∈Λ ένα οµοιόµορφο εργοδικό δίκτυο για µια ϕραγµένη ηµιοµάδα
τελεστών S σε ένα χώρο Banach X . Τότε, το δίκτυο (Aλ)λ∈Λ συγκλίνει οµοιόµορφα στον B(X ) αν
και µόνο αν υπάρχει P ∈ convS µε TP = PT = P για κάθε T ∈ S .

Απόδειξη. Αν το δίκτυο (Aλ)λ∈Λ συγκλίνει οµοιόµορφα στον B(X ) τότε ϑα υπάρχει ένας τελεστής
P ∈ B(X ) µε ‖Aλ − P‖ → 0. Αφού Aλ ∈ convS για κάθε λ ∈ Λ ϑα έπεται ότι P ∈ convS . Τώρα,
για να δείξουµε ότι TP = P γράφουµε

‖TP − P‖ = ‖TP − TAλ − TAλ − P‖

≤ ‖TP − TAλ‖ + ‖TAλ − P‖

≤ ‖T‖ ‖P − Aλ‖ + ‖TAλ − P‖ ,

όπου τώρα χρησιµοποιώντας το ότι η S είναι ϕραγµένη και τις συγκλίσεις ‖P − Aλ‖ → 0, ‖TAλ − P‖ →
0 ϑα έχουµε ότι

‖T‖ ‖P − Aλ‖ + ‖TAλ − P‖ → 0

απ’ όπου έπεται ότι TP = P. Χρησιµοποιώντας την ‖AλT − Aλ‖ → 0 µε παρόµοιο τρόπο δείχνου-
µε και την PT = P.
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Αντίστροφα, υποθέτουµε πως υπάρχει ένας τελεστής P ∈ convS µε PT = TP = P και ισχυρι-
Ϲόµαστε ότι ‖Aλ − P‖ → 0. Θέτουµε M = sup

λ∈Λ
‖Aλ‖ και ϑεωρούµε ϸ > 0. Αφού P ∈ convS ϑα

υπάρχει S ∈ convS µε
‖S − P‖ <

ϸ

2M
. (2.6.8)

Από την ‖AλT − Aλ‖ → 0 ϑα έχουµε και ‖AλS − Aλ‖ → 0. Πράγµατι, αυτό έπεται γράφοντας

S =
N∑
i=1
λiTi όπου λi ≥ 0,

∑
i
λi = 1 και Ti ∈ S . Τότε,

‖AλS − Aλ‖ =

∥∥∥∥∥∥∥Aλ(
N∑
i=1

λiTi
)
− Aλ

∥∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥∥
N∑
i=1

(
λiAλTi − Aλ

)∥∥∥∥∥∥∥
≤

N∑
i=1

λi ‖AλTi − Aλ‖

και επειδή ‖AλTi − Aλ‖ → 0 για i = 1, ..., N ϑα έχουµε και
N∑
i=1
λi ‖AλTi − Aλ‖ → 0 απ’ όπου

έπεται ότι ‖AλS − Aλ‖ → 0. Συνεπώς, ϑα υπάρχει λ0 ∈ Λ ώστε για κάθε λ ≥ λ0 να ισχύει

‖AλS − Aλ‖ <
ϸ

2
. (2.6.9)

Τώρα, από την TP = P για κάθε T ∈ S ϑα έχουµε και S′P = P για κάθε S′ ∈ convS . Για να το
δούµε αυτό, ϑεωρούµε (Sn)∞n=1 ⊆ convS µε ‖S′ − Sn‖ → 0. Τότε, από την TP = P για T ∈ S ϑα
έχουµε και SnP = P (αφού Sn ∈ convS ). Οπότε,∥∥∥S′P − P∥∥∥ = ‖SP − SnP + SnP − P‖

≤
∥∥∥S′P − SnP∥∥∥ + ‖SnP − P‖

≤ ‖P‖
∥∥∥S′ − Sn∥∥∥→ 0,

απ’ όπου έπεται ότι SP = P για κάθε S ∈ convS . Ειδικότερα, αφού Aλ ∈ convS ϑα έχουµε
AλP = P για κάθε λ ∈ Λ. Χρησιµοποιώντας αυτή την παρατήρηση και τις (2.6.8),(2.6.9), για
κάθε λ ≥ λ0 γράφουµε

‖Aλ − P‖ = ‖Aλ − AλS + AλS − P‖

≤ ‖Aλ − AλS‖ + ‖Aλ(S − P)‖

≤ ‖Aλ − AλS‖ + ‖Aλ‖ ‖S − P‖

και έχουµε ότι ‖Aλ − P‖ < ϸ. Οπότε, τελικά ‖Aλ − P‖ → 0. �

Το παραπάνω ϑεώρηµα µας επιτρέπει να δώσουµε τον επόµενο ορισµό:

Ορισµός 2.6.6 (Οµοιόµορφα εργοδική ηµιοµάδα τελεστών). ΄Εστω X ένας χώρος Banach και
S ⊆ B(X ) µια ϕραγµένη ηµιοµάδα τελεστών. Η S ϑα καλείται οµοιόµορφα εργοδική αν
υπάρχει ένας τελεστής P ∈ convS µε PT = TP = P για κάθε T ∈ S .
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Φυσικά, αφού convS ⊆ convsoS κάθε οµοιόµορφα εργοδική ηµιοµάδα τελεστών ϑα είναι και
εργοδική (Ορισµός 2.5.2). Παρατηρήστε επίσης, ότι στην περίπτωση που η S είναι οµοιόµορφα
εργοδική, από το Θεώρηµα 2.6.5 ϑα έχουµε ‖Aλ − P‖ → 0 για οποιοδήποτε οµοιόµορφο S -
εργοδικό δίκτυο. ∆ηλαδή, αν (Aλ)λ∈Λ, (Bµ)µ∈M είναι δύο οµοιόµορφα S -εργοδικά δίκτυα ϑα
συγκλίνουν οµοιόµορφα και τα δύο στο ίδιο όριο P.

2.6.3 Ψευδοσυµπαγείς τελεστές

Ιδιαίτερα σηµαντικές και στενά συνδεδεµένες µε την κατά σηµείο και την οµοιόµορφη σύγκλιση
εργοδικών δικτύων είναι οι έννοιες των ασθενώς ψευδοσυµπαγών και ψευδοσυµπαγών τελεστών.

΄Οπως ϑα δούµε παρακάτω, αν το convS περιέχει έναν ασθενώς ψευδοσυµπαγή τελεστή τότε
το όριο (Aλx)λ∈Λ ϑα υπάρχει για κάθε x ∈ X . Αντίστοιχα, αν το convS περιέχει έναν ψευδο-
συµπαγή τελεστή τότε οποιοδήποτε οµοιόµορφο S -εργοδικό δίκτυο ϑα συγκλίνει οµοιόµορφα.
Στο τέλος της παραγράφου, µε τη ϐοήθεια της ϕασµατικής ϑεωρίας πετυχαίνουµε έναν χαρα-
κτηρισµό της οµοιόµορφης σύγκλισης ο οποίος µε τη σειρά του µας οδηγεί σε ένα ϑεώρηµα
ϕασµατικής ανάλυσης για τους power bounded ψευδοσυµπαγείς τελεστές.

Για την ανάπτυξη των αποτελεσµάτων αυτής της παραγράφου ϑα χρειαστούµε τους ορισµούς
και τις ϐασικές ιδιότητες των συµπαγών τελεστών και των ασθενώς συµπαγών τελεστών που
ϐρίσκονται στις Παραγράφους Βʹ.3.3 και Βʹ.3.4.

Ορισµός 2.6.7 (Ψευδοσυµπαγείς και ασθενώς ψευδοσυµπαγείς τελεστές). ΄Εστω X ένας χώρος
Banach και T ∈ B(X ). Ο T ϑα καλείται (ασθενώς) ψευδοσυµπαγής αν υπάρχει (ασθενώς)
συµπαγής τελεστής Q ώστε ∥∥∥Tm − Q∥∥∥ < 1 (2.6.10)

για κάποιον ϑετικό ακέραιο m.

Για τα παρακάτω ϑα χρησιµοποιήσουµε το γεγονός ότι οι γραµµικοί συνδυασµοί και τα οµοι-
όµορφα όρια (ασθενώς) συµπαγών τελεστών είναι (ασθενώς) συµπαγείς τελεστές καθώς και το ότι
το γινόµενο ενός (ασθενώς) συµπαγούς τελεστή µε οποιονδήποτε ϕραγµένο γραµµικό τελεστή
είναι (ασθενώς) συµπαγής τελεστής. (ϐλ. Προτάσεις Βʹ.3.10, Βʹ.3.11,Βʹ.3.15 και Βʹ.3.16).

Λήµµα 2.6.8. ΄Ενας τελεστής T είναι (ασθενώς) ψευδοσυµπαγής αν και µόνο αν υπάρχει µια
ακολουθία (ασθενώς) συµπαγών τελεστών (Qn)∞n=1 µε ‖Tn − Qn‖ → 0 καθώς το n → ∞.

Απόδειξη. Αν ο T είναι (ασθενώς) ψευδοσυµπαγής τότε ϑα υπάρχει ένας (ασθενώς) συµπαγής
τελεστής Q που να ικανοποιεί την (2.6.10). Θέτουµε ∆ = Tm −Q και έχουµε ‖∆‖ < 1. Τότε, για
n ≥ m γράφουµε n = snm + rn όπου 0 ≤ rn < m. Θεωρούµε την ακολουθία

Qn = Tn − T r∆s

= T rn (T snm − ∆sn ).

Τότε, αφού στο ανάπτυγµα του ∆sn ο µόνος όρος που δεν περιέχει τον Q ως παράγοντα είναι ο
T snm ϑα έχουµε ότι ο Qn είναι (ασθενώς) συµπαγής για κάθε n ≥ m. Επίσης, γράφοντας∥∥∥Tn − Qn∥∥∥ =

∥∥∥T rn∆sn∥∥∥
≤ sup

0≤r<m

∥∥∥T r∥∥∥ ‖∆‖sn
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και χρησιµοποιώντας την ‖∆‖sn → 0 (αφού ‖∆‖ < 1) ϑα έχουµε ότι ‖Tn − Qn‖ → 0 καθώς το
n → ∞. Η αντίστροφη κατεύθυνση είναι προφανής. �

Θεώρηµα 2.6.9. ΄Εστω S ⊆ B(X ) µια ηµιοµάδα σε ένα χώρο Banach X και (Aλ)λ∈Λ ένα S -
εργοδικό δίκτυο. Αν το convS περιέχει έναν (ασθενώς) ψευδοσυµπαγή τελεστή T τότε, το limλ Aλx
υπάρχει για κάθε x ∈ X και ο Px = limλ Aλx είναι (ασθενώς) συµπαγής.

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι ο T είναι ασθενώς ψευδοσυµπαγής. Τότε, υπάρχει ασθενώς
συµπαγής τελεστής Q ώστε ‖∆‖ < 1, όπου ∆ = Tm − Q. Από την Πρόταση Γʹ.1.5 έχουµε ότι ο
I − ∆ αντιστρέφεται. Τότε, πολλαπλασιάζοντας από αριστερά την

(I − ∆)Aλ = Aλ − T
mAλ + QAλ (2.6.11)

µε τον (I − ∆)−1 ϑα έχουµε ότι

Aλ = (I − ∆)−1QAλ + (I − ∆)−1(Aλ − TmAλ). (2.6.12)

Αφού η (Aλ)λ∈Λ είναι ένα S -εργοδικό δίκτυο ϑα έχουµε ‖Aλx − SAλx‖ → 0 για κάθε S ∈ convS .
Ισχυριζόµαστε ότι ‖Aλx − SAλx‖ → 0 για κάθε S ∈ convS . Πράγµατι, αν (Sn)∞n=1 ⊆ convS µε
‖Sn − S‖ → 0 τότε αφού

‖Aλx − SAλx‖ = ‖Aλx − SnAλx + SnAλx − SAλx‖

≤ ‖Aλx − SnAλx‖ + ‖Sn − S‖ ‖Aλ‖ ‖x‖ ,

ϑεωρώντας N µε
‖SN − S‖ <

ϸ

2M ‖x‖
(όπου M = supλ∈Λ ‖Aλ‖ < ∞) και χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι ‖Aλx − SNAλx‖ → 0 ϑα
έχουµε ότι

‖Aλx − SAλx‖ → 0 (2.6.13)

για S ∈ convS . Αφού T ∈ convS ϑα έχουµε επαγωγικά ότι Tm ∈ convS . Για να το δούµε
αυτό, ϑεωρούµε (Sn)∞n=1 ⊆ convS µε ‖Sn − T‖ → 0 και δείχνουµε ότι

∥∥∥Smn − Tm∥∥∥ → 0. Αν
υποθέσουµε πως ισχύει για κάποιον k τότε, γράφοντας∥∥∥Sk+1

n − Tk+1
∥∥∥ =

∥∥∥SknSn − SknT + SknT − T
kT

∥∥∥
≤

∥∥∥Skn∥∥∥ ‖Sn − T‖ + ‖T‖
∥∥∥Skn − Tk∥∥∥

και χρησιµοποιώντας τις συγκλίσεις ‖Sn − T‖ → 0 και
∥∥∥Skn − Tk∥∥∥→ 0 ϑα έχουµε ότι∥∥∥Sk+1 − Tk+1

∥∥∥→ 0.

΄Οµως, η S είναι ηµιοµάδα και έτσι ϑα έχουµε SW ∈ convS για κάθε S, W ∈ convS . Ει-
δικότερα, (επαγωγικά) ϑα έχουµε Skn ∈ convS για κάθε n ∈ N. Οπότε τελικά, ϑα έχου-
µε ότι Tk ∈ convS για κάθε k (άρα και για m = k). Οπότε, από την (2.6.13) ϑα έχουµε
‖Aλx − TmAλx‖ → 0. ΄Ετσι, για να δείξουµε ότι το limλ Aλx υπάρχει από την (2.6.12) αρκεί να
δείξουµε ότι υπάρχει το limλ(I − ∆)−1QAλx. Από την ανισότητα ‖Aλx‖ ≤ M ‖x‖ ϑα έχουµε ότι

(I − ∆)−1QAλx ∈ (I − ∆)−1Q
(
M ‖x‖BX

)
,
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όπως επειδή ο (I − ∆)−1Q είναι ασθενώς συµπαγής το (I − ∆)−1Q
(
M ‖x‖BX

)
ϑα είναι ασθενώς

σχετικά συµπαγές. Συνεπώς, το δίκτυο
(
(I−∆)−1QAλx

)
λ∈Λ ϑα έχει ασθενές σηµείο συσσώρευσης.

Εποµένως, το (Aλx)λ∈Λ ϑα έχει ασθενές σηµείο συσσώρευσης και έτσι από το ϑεώρηµα του
Eberlein ϑα υπάρχει το όριο Px = limλ Aλx. Από την (2.6.12) ϑα έχουµε ότι

P = (I − ∆)−1QP + (I − ∆)−1(P − TmP)

και επειδή TmP = P ϑα έχουµε ότι P = (I −∆)−1QP όπου τώρα από την Πρόταση Βʹ.3.15 έπεται
ότι ο P είναι ασθενώς συµπαγής. Στην περίπτωση που ο T είναι ψευδοσυµπαγής ο Q ϑα είναι
συµπαγής. Οπότε, καταλήγοντας ακριβώς µε τον ίδιο τρόπο στην P = (I − ∆)−1QP από την
Πρόταση Βʹ.3.10 ο P ϑα είναι συµπαγής αυτή τη ϕορά. �

Πόρισµα 2.6.10. Στην περίπτωση που η S είναι ϕραγµένη και το convS περιέχει έναν ψευ-
δοσυµπαγή τελεστή T , ο υπόχωρος F (S ) των αναλλοίωτων σηµείων της ηµιοµάδας ϑα είναι
πεπερασµένης διάστασης.

Απόδειξη. Πράγµατι, όπως και στην απόδειξη του Θεωρήµατος 2.6.9 ϑα έχουµε Tm ∈ convS
για κάθε m ≥ 1. Αφού η S είναι ϕραγµένη, το convS ϑα είναι ϕραγµένο υποσύνολο του
B(X ). Ειδικότερα, ο T ϑα είναι power bounded. ΄Αρα, η ακολουθία (An(T ))∞n=1 ϑα είναι ένα
εργοδικό δίκτυο για την ηµιοµάδα S ′ = {Tn : n ≥ 0}. Συνεπώς, αφού ο T ∈ convS ′ είναι
ψευδοσυµπαγής, από το Θεώρηµα 2.6.9 η προβολή P στον υπόχωρο F (T ) των αναλλοίωτων
σηµείων του T ϑα είναι συµπαγής. Οπότε, το P(BX ) ϑα είναι συµπαγές υποσύνολο του X .
΄Οµως, για y ∈ F (T ) ∩ BX έχουµε Py = y και ‖y‖ ≤ 1, απ’ όπου έπεται ότι y ∈ P(BX ). ∆ηλαδή,
F (T ) ∩ BX ⊆ P(BX ) και επειδή το F (T ) ∩ BX είναι και κλειστό ϑα είναι και συµπαγές. ∆ηλαδή,
η µοναδιαία µπάλα F (T ) ∩ BX του F (T ) είναι συµπαγής. ΄Αρα, ο F (T ) είναι πεπερασµένης
διάστασης. ΄Οµως, F (S ) ⊆ F (T ) απ’ όπου έπεται ότι ο F (S ) είναι πεπερασµένης διάστασης. �

Αποδεικνύουµε τώρα και το αντίστοιχο αποτέλεσµα του Θεωρήµατος 2.6.9 στην περίπτωση της
οµοιόµορφης σύγκλισης.

Θεώρηµα 2.6.11. ΄Εστω (Aλ)λ∈Λ ένα οµοιόµορφο εργοδικό δίκτυο για µια ηµιοµάδα S . Αν
υπάρχει ψευδο-συµπαγής τελεστής T ∈ convS , τότε ‖Aλ − P‖ → 0.

Απόδειξη. Θέτουµε M = sup
λ∈Λ
‖Aλ‖. Αφού ο T είναι ψευδοσυµπαγής ϑα υπάρχει ένας συµπαγής

τελεστής Q ώστε ∥∥∥Tm − Q∥∥∥ < 1

για κάποιον ϑετικό ακέραιο m. Θέτουµε ∆ = Tm − Q. Τότε, επειδή ‖∆‖ < 1 από την Πρότα-
ση Γʹ.1.5 ο I − ∆ ϑα αντιστρέφεται. Γράφοντας

Aλ = Aλ − AλT
m + AλQ

και πολλαπλασιάζοντας από δεξιά µε τον (I − ∆)−1 ϑα έχουµε ότι

Aλ = (Aλ − AλTm)(I − ∆)−1 + AλQ(I − ∆)−1 (2.6.14)

για κάθε λ ∈ Λ. Τώρα, ισχυρίζοµαστε ότι

‖Aλ − AλS‖ → 0 (2.6.15)
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για κάθε S ∈ convS . Πράγµατι, η (2.6.15) έπεται άµεσα από την ιδιότητα (ii) του Ορισµού 2.6.4
και την τριγωνική ανισότητα για τον S ∈ convS . Αν τώρα S ∈ convS και ϸ > 0, τότε ϑα υπάρχει
S′ ∈ convS µε ∥∥∥S − S′∥∥∥ < ϸ

2M
. (2.6.16)

Αφού ‖Aλ − AλS′‖ → 0 ϑα υπάρχει λ0 ∈ Λ ώστε

‖Aλ − AλS‖ <
ϸ

2
(2.6.17)

για κάθε λ ≥ λ0. Γράφοντας

‖Aλ − AλS‖ =
∥∥∥Aλ − AλS′ + AλS′ − AλS∥∥∥
≤

∥∥∥Aλ − AλS′∥∥∥ + ‖Aλ‖
∥∥∥S′ − S∥∥∥

και χρησιµοποιώντας τις (2.6.16) και (2.6.17) ϑα έχουµε ότι ‖Aλ − AλS‖ < ϸ για κάθε λ ≥ λ0.
∆ηλαδή, ‖Aλ − AλS‖ → 0. ΄Αρα, η (2.6.15) ισχύει για κάθε S ∈ convS . Ειδικότερα, αφού
Tm ∈ convS ϑα έχουµε ότι ‖Aλ − AλTm‖ → 0, απ’ όπου έπεται ότι∥∥∥(Aλ − AλTm)(I − ∆)−1

∥∥∥→ 0. (2.6.18)

Αφού η οικογένεια (Aλ)λ∈Λ είναι ένα οµοιόµορφο εργοδικό δίκτυο ϑα είναι και S −εργοδικό
δίκτυο για την S . Οπότε, από το Θεώρηµα 2.6.9 ϑα ισχύει

‖Aλx − Px‖ → 0 (2.6.19)

για κάθε x ∈ X . Θα δείξουµε ότι
∥∥∥AλQ(I − ∆)−1 − P

∥∥∥ → 0. Αφού ο Q είναι συµπαγής, ο
Q(I−∆)−1 ϑα είναι και αυτός συµπαγής. Ειδικότερα, το Q(I−∆)−1(BX ) ϑα είναι ολικά ϕραγµένο.
Θεωρούµε ϸ > 0. Τότε ϑα υπάρχουν x1, ..., xn ∈ BX µε

Q(I − ∆)−1(BX ) ⊆
n⋃
j=1
B
(
Q(I − ∆)−1xj,

ϸ

3M

)
. (2.6.20)

Από την (2.6.19) παίρνουµε ότι ‖P‖ ≤ M και
∥∥∥Aλyj − Pyj∥∥∥ → 0, για yj = Q(I − ∆)−1xj και

j = 1, ..., n. Συνεπώς, ϑα υπάρχει λ ∈ Λ ώστε∥∥∥Aλyj − Pyj∥∥∥ < ϸ

3
(2.6.21)

για κάθε λ ≥ λ0. Για τυχόν x ∈ BX από την (2.6.20) ϑα υπάρχει 1 ≤ j ≤ n ώστε∥∥∥Q(I − ∆)−1x − yj
∥∥∥ < ϸ

3M
. (2.6.22)

΄Αρα γράφοντας∥∥∥AλQ(I − ∆)−1x − PQ(I − ∆)−1x
∥∥∥ ≤ ∥∥∥AλQ(I − ∆)−1x − Aλyj

∥∥∥ +
∥∥∥Aλyj − Pyj∥∥∥

+
∥∥∥Pyj − PQ(I − ∆)−1x

∥∥∥
≤ ‖Aλ‖

∥∥∥Q(I − ∆)−1x − yj
∥∥∥ +

∥∥∥Aλyj − Pyj∥∥∥
+ ‖P‖

∥∥∥yj − Q(I − ∆)−1x
∥∥∥
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και χρησιµοποιώντας τις (2.6.21),(2.6.22) και την ‖P‖ ≤ M ϑα έχουµε ότι∥∥∥AλQ(I − ∆)−1x − PQ(I − ∆)−1x
∥∥∥ < ϸ

3

για κάθε λ ≥ λ0 και x ∈ BX , απ’ όπου έπεται ότι
∥∥∥AλQ(I − ∆)−1 − PQ(I − ∆)−1

∥∥∥ ≤ ϸ για κάθε
λ ≥ λ0. ∆ηλαδή,

∥∥∥AλQ(I − ∆)−1 − PQ(I − ∆)−1
∥∥∥ → 0. ΄Οµως, για x ∈ X αφού Aλx → Px, Aλx −

AλTmx → 0 και AλQ(I − ∆)−1x → PQ(I − ∆)−1x από την (2.6.14) ϑα έχουµε Px = PQ(I − ∆)−1x
για κάθε x ∈ X . ΄Αρα τελικά

‖Aλ − P‖ =
∥∥∥Aλ − PQ(I − ∆)−1

∥∥∥
≤

∥∥∥Aλ − AλTm∥∥∥ +
∥∥∥AλQ(I − ∆)−1 − PQ(I − ∆)−1

∥∥∥ ,
απ’ όπου έπεται ότι ‖Aλ − P‖ → 0. �

Τα Θεωρήµατα 2.6.9 και 2.6.11 είναι γενικεύσεις που οφείλονται στον Eberlein (1949-[5]) των
αποτελεσµάτων των Yosida-Kakutani (1941-[22]) οι οποίοι ασχολήθηκαν µε την ειδική περίπτω-
ση όπου Aλ = An(T ). Οι Yosida και Kakutani απέδειξαν στην ίδια εργασία και ένα ϑεώρηµα
ϕασµατικής ανάλυσης για τις δυνάµεις ενός power bounded ψευδοσυµπαγούς τελεστή. Η
απόδειξη που ϑα παρουσιάσουµε ϐασίζεται σε κάποια ϐασικά αποτελέσµατα που αφορούν τη
ϑεωρία αλγεβρών Banach. Παρακάτω δίνουµε τους απαραίτητους ορισµούς και τα αποτελέσµα-
τα που ϑα χρειαστούµε παραπέποντας για την απόδειξη των αποτελεσµάτων στο Παράρτηµα Γ΄.

Θεωρούµε ένα ϕραγµένο γραµµικό τελεστή T σε ένα µιγαδικό χώρο Banach X . Το ϕάσµα
του T είναι το σύνολο σ(T ) = {λ ∈ C : ο λI − T δεν αντιστρέφεται}. Από το Θεώρηµα Γʹ.2.2 το
σ(T ) είναι µη κενό, συµπαγές υποσύνολο του C µε σ(T ) ⊆ {λ ∈ C : |λ| < ‖T‖}. Αφού το σ(T )
είναι µη κενό και συµπαγές ορίζεται η ϕασµατική ακτινά r(T ) = sup{|λ| : λ ∈ σ(T )} για την οποία
ισχύει r(T ) ≤ ‖T‖. Το Θεώρηµα Γʹ.2.4 µας λέει ότι r(T ) = lim

n→∞
‖Tn‖1/n. Με ρ(T ) συµβολίζουµε

το συµπλήρωµα C \ σ(T ) του ϕάσµατος σ(T ). Αφού για λ ∈ ρ(T ) ορίζεται ο τελεστής (λI − T )−1,
ορίζεται η συνάρτηση R(λ, T ) : ρ(T ) → B(X ) µε R(λ, T ) = (λI − T )−1. Από την απόδειξη του
Θεωρήµατος Γʹ.2.2 (ϐλ.(Γʹ.2.3)) και επειδή το ρ(T ) είναι ανοικτό σύνολο έπεται ότι η R(λ, T ) είναι
ολόµορφη σε κάθε λ0 ∈ ρ(T ) µε

∂

∂λ

∣∣∣∣∣
λ=λ0

R(λ, T ) = (λ0I − T )−2, (2.6.23)

όπου µε την (2.6.23) εννοούµε ότι για κάθε ϸ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε αν 0 < |λ − λ0| < δ τότε∥∥∥∥∥R(λ, T ) − R(λ0, T )
λ − λ0

− (λ0I − T )−2
∥∥∥∥∥ < ϸ.

Επίσης, από την (Γʹ.2.2) ϑα έχουµε ότι

R(λ, T ) =

∞∑
n=0

Tn

λn+1 (2.6.24)

για κάθε |λ| > ‖T‖. Τώρα, για Φ ∈ (B(X ))∗ η Φ ◦ R(λ, T ) είναι ολόµορφη για κάθε λ ∈ ρ(T ).
Ειδικότερα, η Φ ◦ R(λ, T ) ϑα είναι ολόµορφη για κάθε |λ| > r(T ). Οπότε, η Φ ◦ R(λ, T ) ϑα έχει
ένα ανάπτυγµα Laurent στον δακτύλιο {λ ∈ C : |λ| > r(T )}. ΄Οµως, λόγω της συνέχειας του Φ

από την (2.6.24) ϑα έχουµε ότι

Φ ◦ R(λ, T ) =

∞∑
n=0

Φ(Tn)
λn+1
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για κάθε |λ| > ‖T‖. Οπότε, από τη µοναδικότητα του αναπτύγµατος Laurent ϑα έχουµε ότι
η παραπάνω ισότητα ϑα ισχύει για κάθε |λ| > r(T ). Ειδικότερα, για κάθε Φ ∈ (B(X ))∗ και

|λ| > r(T ) ϑα έχουµε Φ(R(λ, T )) = Φ

( ∞∑
n=0

Tn

λn+1

)
, απ’ όπου έπεται ότι

R(λ, T ) =

∞∑
n=0

Tn

λn+1 (2.6.25)

για κάθε |λ| > r(T ). Τέλος, ϑα λέµε ότι το λ0 είναι πόλος τάξης m για την R(λ, T ) εάν υπάρχει
µια συνάρτηση Q(λ, T ) : C→ B(X ) µε Q(λ0, T ) , 0 και δ > 0 ώστε η Q(λ, T ) να είναι ολόµορφη
στη µπάλα B(λ0, δ) και

R(λ, T ) =
Q(λ, T )

(λ − λ0)m

για εκείνα τα λ , λ0 τα οποία περιέχονται στη µπάλα µε κέντρο λ0 και ακτίνα δ > 0.

Πρόταση 2.6.12. ΄Εστω T ένας power bounded τελεστής σε ένα µιγαδικό χώρο Banach X .
Υποθέτουµε ότι το 1 είναι πόλος τάξης 1 για την R(λ, T ). Τότε, ο τελεστής Q(1, T ), όπου Q(λ, T ) η
συνάρτηση για την οποία ισχύει

R(λ, T ) = (λI − T )−1 =
Q(λ, T )
λ − 1

για λ κοντά στο 1, είναι µια προβολή στον υπόχωρο F (T ) των αναλλοίωτων σηµείων του T µε
Q(1, T )T = TQ(1, T ) = Q(1, T ).

Απόδειξη. Αφού ο T είναι power bounded, r(T ) = limn ‖Tn‖
1/n ≤ 1. Ισχυριζόµαστε ότι

TQ(1, T ) = Q(1, T )T = Q(1, T ). Πράγµατι, για να δείξουµε π.χ. ότι TQ(1, T ) = Q(1, T ) αρ-
κεί να δείξουµε ότι Q(1, T )(I − T ) = 0. ΄Οµως, για λ κοντά στο 1 έχουµε ότι

(λI − T )−1 = (λ − 1)−1Q(λ, T ),

απ’ όπου έπεται ότι
(λ − 1)I = Q(λ, T )(λI − T ).

Οπότε τώρα, γράφοντας

‖Q(1, T )(I − T )‖ ≤ ‖Q(1, T )(I − T ) − Q(λ, T )(λI − T )‖ + ‖Q(λ, T )(λI − T )‖

≤ ‖Q(1, T )(I − T ) − Q(1, T )(λI − T )‖

+ ‖Q(1, T )(λI − T ) − Q(λ, T )(λI − T )‖ + ‖(λ − 1)I‖

≤ |λ − 1| ‖Q(1, T )‖ + ‖λI − T‖ ‖Q(1, T ) − Q(λ, T )‖ + |λ − 1|

και χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι η Q(λ, T ) είναι ολόµορφη στο 1, αφήνοντας το λ → 1 ϑα
έχουµε ότι ‖Q(1, T ) − Q(λ, T )‖ → 0. Οπότε, τελικά ϑα έχουµε ‖Q(1, T )(I − T )‖ = 0. ∆ηλαδή,
Q(1, T )(I − T ) = 0. Με παρόµοιο τρόπο δείχνουµε και την (I − T )Q(1, T ) = 0. ΄Αρα τελικά
ισχύει ότι TQ(1, T ) = Q(1, T )T = Q(1, T ). Για να δείξουµε ότι η Q(1, T ) είναι προβολή στον F ,
χρησιµοποιώντας την Q(1, T )Tn = Q(1, T ) για κάθε n ≥ 0 και την

R(λ, T ) =

∞∑
n=0

Tn

λn+1 ,
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για |λ| > 1 έχουµε

Q(1, T )R(λ, T ) = Q(1, T ) lim
N→∞

N∑
n=0

Tn

λn + 1
= lim
N→∞

Q(1, T )
N∑
n=0

Tn

λn+1

= lim
N→∞

N∑
n=0

Q(1, T )Tn

λn+1 = lim
N→∞

N∑
n=0

Q(1, T )
λn+1 = (λ − 1)−1Q(1, T ),

οπότε πολλαπλασιάζοντας µε λ − 1 ϑα έχουµε Q(1, T )Q(λ, T ) = Q(1, T ) για κάθε λ κοντά
στο 1. Αφήνοντας το λ → 1 και χρησιµοποιώντας τη συνέχεια της Q(λ, T ) στο 1 ϑα έχουµε
ότι Q(1, T )2 = Q(1, T ). ∆ηλαδή, ο τελεστής Q(1, T ) είναι προβολή. Μένει να δείξουµε ότι
Q(1, T )X = F . Αφού TQ(1, T ) = Q(1, T ) ϑα έχουµε ότι Q(1, T )X ⊆ F . Απ’ την άλλη, αν x ∈ F
τότε αφού Tnx = x για κάθε n ≥ 0 ϑα έχουµε για κάθε |λ| > 1 ότι

R(λ, T )x =

∞∑
n=0

Tnx

λn+1 = (λ − 1)−1Ix,

δηλαδή (λ − 1)R(λ, T )x = x για κάθε |λ| > 1. ΄Οµως, για λ κοντά στο 1 ισχύει και (λ −
1)R(λ, T )x = Q(λ, T )x. Οπότε, αφήνοντας το λ → 1 και χρησιµοποιώντας το ότι η Q(λ, T ) είναι
συνεχής στο 1, ϑα έχουµε ότι

‖Q(1, T )x − x‖ = ‖Q(1, T )x − Q(λ, T )x‖

≤ ‖Q(1, T ) − Q(λ, T )‖ ‖x‖ → 0

για λ → 1. ΄Αρα τελικά, Q(1, T )x = x απ’ όπου έπεται ότι x ∈ Q(1, T )X . �

Τώρα, µπορούµε να αποδείξουµε ένα χαρακτηρισµό για το πότε ένας power bounded τελεστής
T είναι οµοιόµορφα εργοδικός.

Θεώρηµα 2.6.13. ΄Ενας power bounded τελεστής T σε ένα χώρο Banach X είναι οµοιόµορφα
εργοδικός αν και µόνο αν το 1 ανήκει στο σύνολο ρ(T ) ή το 1 είναι πόλος τάξης 1 της R(λ, T ).

Απόδειξη. Αν ο T είναι οµοιόµορφα εργοδικός, τότε από το Θεώρηµα 2.6.2 ο N = (I − T )X ϑα
είναι κλειστός υπόχωρος του X και X = F ⊕ N . Θεωρούµε S τον περιορισµό του T στον Y και
την προβολή P του X επί του F . Λόγω του εγκλεισµού

TN = T (I − T )X = (I − T )TX ⊆ (I − T )X

ϑα έχουµε ότι TN ⊆ N . ∆ηλαδή, S ∈ B(Y ). Από την ‖S‖ ≤ ‖T‖ έπεται ότι ο S είναι power
bounded και r(S) ≤ r(T ) ≤ 1. ΄Αρα, ρ(T ) ⊆ ρ(T ). Αφού TN ⊆ N ϑα έχουµε ότι (λI − T )N ⊆ N
για κάθε λ ∈ C. Ειδικότερα, αν λ ∈ ρ(S) τότε για y ∈ N ϑα έχουµε R(λ, S)(λI − S)y = y και
επειδή R(λ, S)y ∈ N ϑα έχουµε και (λI − T )R(λ, S)y = (λI − S)R(λ, S)y = y. Με άλλα λόγια,
R(λ, S) = R(λ, T )|N για κάθε λ ∈ ρ(S). Τώρα, ισχυριζόµαστε ότι

R(λ, T ) = (λ − 1)−1P + R(λ, S)(I − P) (2.6.26)

για κάθε λ ∈ ρ(S) µε λ , 1. Καταρχάς παρατηρούµε ότι λόγω της X = F ⊕ N αρκεί να δείξουµε
την (2.6.26) ξεχωριστά για x ∈ F και x ∈ N . Αν x ∈ F τότε επειδή Px = x ϑα έχουµε ότι
R(λ, S)(I − P)x = 0. Επίσης, αφού Tx = x έχουµε

(λI − T )(λ − 1)−1Px = (λ − 1)−1(λI − T )x

= (λ − 1)−1(λ − 1)x = x
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και

(λ − 1)−1P(λI − T )x = λ(λ − 1)−1Px − (λ − 1)−1

= (λ − 1)−1(λ − 1)x = x.

∆ηλαδή, (λI − T )(λ − 1)−1Px = (λ − 1)−1P(λI − T )x = x για κάθε x ∈ F . Συνεπώς, για x ∈ F
έχουµε

(λI − T )[(λ − 1)−1P + R(λ, S)(I − P)]x (2.6.27)
= [(λ − 1)−1P + R(λ, S)(I − P)](λI − T )x = x.

Τώρα, αν x ∈ N ϑα υπάρχει z ∈ X µε x = z − Tz. Οπότε, επειδή Pz = PTz ϑα έχουµε
(λI − T )(λ − 1)−1Px = (λI − T )(λ − 1)−1P(z − Tz) = 0 και

(λ − 1)−1P(λI − T )x = (λ − 1)−1P(λI − T )(z − Tz)

= (λ − 1)−1[λPz − λPTz − PTz + PT z]

= (λ − 1)−1[λPz − λPz − Pz + Pz] = 0.

∆ηλαδή, (λI − T )(λ − 1)−1Px = (λ − 1)−1P(λI − T )x = 0. Απ’ την άλλη, αφού R(λS) = R(λ, T )|N
και P |N = 0 ϑα έχουµε ότι

(λI − T )R(λ, S)(I − P)x = (λI − T )R(λ, S)x

= (λI − S)R(λ, S)x = x

και

R(λ, S)(I − P)(λI − T )x = R(λ, S)(I − P)(λI − S)x

= R(λ, S)(λI − S)x = x.

Συνοψίζοντας, έχουµε δείξει ότι

(λI − T )[(λ − 1)−1P + R(λ, S)(I − P)]x (2.6.28)
= [(λ − 1)−1P + R(λ, S)(I − P)](λI − T )x = x

για κάθε x ∈ N . Από τις (2.6.27), (2.6.28) έπεται ότι ο (λ − 1)−1P + R(λ, S)(I − P) είναι ο
αντίστροφος του RλI − T για κάθε λ ∈ ρ(S) µε λ , 1. Συνεπώς, έχουµε αποδείξει την (2.6.26).
Οπότε, τελικά ϑα έχουµε ότι ρ(T ) = ρ(S) \ {1}. Τώρα, αφού ο T είναι οµοιόµορφα εργοδικός,
ακριβώς όπως και στην απόδειξη του Θεωρήµατος 2.6.2 ο I − S ϑα είναι αντίστρεψιµος. Με
άλλα λόγια, 1 ∈ ρ(S). Επειδή το ρ(S) είναι ανοικτό, ϑα υπάρχει δ > 0 ώστε η µπάλα B(1, δ) να
περιέχεται στο ρ(S). Οπότε, στην περίπτωση που F , {0} από την (2.6.26) ϑα έχουµε ότι

R(λ, T ) =
P + (λ − 1)R(λ, S)(I − P)

λ − 1

για κάθε λ ∈ B(1, δ). Τότε, αν x ∈ F µε x , 0 επειδή P + (λ − 1)R(1, S)(I − P)x = Px = x , 0 ϑα
έχουµε ότι P+ (λ−1)R(1, S)(I −P) , 0 και επειδή η R(λ, S) είναι ολόµορφη για κάθε λ ∈ B(1, δ)
ϑα έχουµε ότι η P + (λ − 1)R(λ, S)(I − P) είναι ολόµορφη στην B(1, δ). ΄Αρα, όταν F , {0} το 1
είναι πόλος τάξης 1 για την R(λ, T ). Στην περίπτωση που F = {0} ϑα έχουµε X = N και T = S,
οπότε αφού 1 ∈ ρ(S) ϑα έχουµε και 1 ∈ ρ(T ).
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Αντίστροφα τώρα, αν το 1 ∈ ρ(T ) τότε ο I−T ϑα είναι αντιστρέψιµος. Ειδικότερα, N = (I−T )X = X
απ’ όπου έπεται ότι ο N είναι κλειστός και άρα ο T ϑα είναι οµοιόµορφα εργοδικός λόγω του
Θεωρήµατος 2.6.2. Αν τώρα το 1 είναι πόλος τάξης 1 του R(λ, T ) τότε ϑα υπάρχει δ > 0 και µια
ολόµορφη συνάρτηση Q(λ, T ) : B(1, δ)→ B(X ) µε

R(λ, T ) =
Q(λ, T )
λ − 1

για κάθε λ ∈ B(0, δ). Από την Πρόταση 2.6.12 ο Q(1, T ) ϑα είναι προβολή επί του F µε
Q(1, T )T = TQ(1, T ) = Q(1, T ). Οπότε, ϑα έχουµε ότι

Q(1, T )(z − Tz) = Q(1, T ) − Q(1, T )Tz

= Q(1, T )z − Q(1, T )z = 0.

∆ηλαδή, Q(1, T )(N) = {0}. Οπότε από τη συνέχεια της Q(1, T ) ϑα έχουµε ότι Q(1, T )(Y ) = {0},
όπου Y = N . Τώρα, επειδή (λI − T )N ⊆ Y ϑα έχουµε και (λI − T )Y ⊆ Y απ’ όπου έπεται ότι
R(λ, S) = R(λ, T )|Y µε S = T |Y . ΄Αρα,

R(λ, S) = R(λ, T )|Y =
Q(λ, T )|Y
λ − 1

=
Q(λ, T )|Y − Q(1, T )|Y

λ − 1

και επειδή η Q(λ, T ) είναι ολόµορφη στο 1,

Q′(1, T ) :=
∂

∂λ

∣∣∣∣∣
λ=1

Q(λ, T ) = lim
λ→1

Q(λ, T )|Y − Q(1, T )|Y
λ − 1

.

΄Οµως τότε, γράφοντας για λ ∈ B(1, δ)∥∥∥I − (I − S)Q′(1, T )
∥∥∥ =

∥∥∥(λI − S)R(λ, S) − (I − S)Q′(1, T )
∥∥∥

≤
∥∥∥(λI − S)R(λ, S) − (λI − S)Q′(1, T )

∥∥∥ +
∥∥∥(λI − S)Q′(1, T ) − (I − S)Q′(1, T )

∥∥∥
≤ ‖(λI − S)‖

∥∥∥R(λ, S) − Q′(1, T )
∥∥∥ +

∥∥∥Q′(1, T )
∥∥∥ ‖(λ − 1)I‖

και αφήνοντας το λ → 1 ϑα έχουµε τελικά ότι I = (I −S)Q′(1, T ). Με παρόµοιο τρόπο δείχνουµε
και ότι I = Q′(1, T )(I − S). Συνεπώς, ο I − S είναι αντιστρέψιµος, άρα Y = (I − S)Y ⊆ (I − T )X =

N . ΄Επεται ότι ο N είναι κλειστός, και έτσι από το Θεώρηµα 2.6.2 ϑα έχουµε ότι ο T είναι
οµοιόµορφα εργοδικός. �

Ας ϑεωρήσουµε τώρα έναν power bounded ψευδοσυµπαγή τελεστή T . Τότε, επειδή M =

sup
n∈N
‖Tn‖ < ∞, η ακολουθία (An)∞n=1 είναι ένα οµοιόµορφο εργοδικό δίκτυο για την ηµιοµάδα

S = {Tn : n ≥ 0}. Πράγµατι, είναι προφανές ότι An ∈ convS , και γράφοντας για n > k

∥∥∥AnTk − An∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥∥1
n

(n−1∑
j=0

T j+k −
n−1∑
j=0

T j
)∥∥∥∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥∥∥∥1
n

(k+n−1∑
j=n

T j −
k−1∑
j=0

T j
)∥∥∥∥∥∥∥∥

≤
1
n

k+n−1∑
j=n

∥∥∥T j∥∥∥ +
1
n

k−1∑
j=0

∥∥∥T j∥∥∥ ≤ 2kM
n

,
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ϑα έχουµε και
∥∥∥AnTk − An∥∥∥ → 0 καθώς το n → ∞. Από την AnTk = TkAn ϑα έχουµε και∥∥∥TkAn − An∥∥∥ → 0 για n → ∞. ΄Αρα, η ακολουθία (An)∞n=1 είναι όντως ένα οµοιοµόρφο S -

εργοδικό δίκτυο. Επειδή ο T ∈ convS είναι ψευδο-συµπαγής, το Θεώρηµα 2.6.11 µας εξα-
σφαλίζει ότι ‖An − P‖ → 0 για n → ∞, όπου P η προβολή του X επί του F = {x ∈ X : Tx = x}.
Με άλλα λόγια, ο T είναι οµοιόµορφα εργοδικός, οπότε από το Θεώρηµα 2.6.13 το 1 είτε
ϑα είναι πόλος τάξης 1 για την R(λ, T ) είτε 1 ∈ ρ(T ). Τώρα, ισχυριζόµαστε ότι το σύνολο
σ(T )∩ {λ ∈ C : |λ| = 1} είναι το πολύ πεπερασµένο και κάθε στοιχείο του (εάν υπάρχει) ϑα είναι
πόλος τάξης 1 για την R(λ, T ). Με άλλα λόγια, η R(λ, T ) έχει το πολύ πεπερασµένες το πλήθος
ανωµαλίες στην περιφέρεια του κύκλου και όλες αυτές είναι πόλοι τάξης 1. Για να το δούµε
αυτό, ϑεωρούµε ένα ξ ∈ C µε |ξ | = 1. Τότε, αφού ο T είναι ψευδοσυµπαγής, ϑα υπάρχει m και
Q συµπαγής ώστε ‖Tm − Q‖ < 1. Οπότε, γράφοντας∥∥∥(ξ−1T )m − ξ−mQ

∥∥∥ = |ξ−m |
∥∥∥Tm − Q∥∥∥ < 1

και χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι ο ξ−mQ είναι και αυτός συµπαγής ϑα έχουµε ότι ο ξ−1T
είναι ψευδοσυµπαγής. Οπότε, µε τον ίδιο ακριβώς τρόπο όπως και στην περίπτωση του T
προκύπτει ότι το 1 είτε ϑα είναι πόλος τάξης 1 για την R(λ, ξ−1T ) είτε 1 ∈ ρ(ξ−1T ). ΄Οµως,
παρατηρούµε ότι

R(λ, T ) = (λI − T )−1 = ξ−1(ξ−1λI − ξ−1T )−1 = ξ−1R(ξ−1λ, ξ−1T ), (2.6.29)

απ’ όπου έπεται ότι το λ = ξ είτε είναι πόλος τάξης 1 για την R(λ, T ) είτε ξ ∈ ρ(ξ−1T ) = ρ(T ).
Οπότε, δείξαµε ότι το σ(T ) ∩ {λ ∈ C : |λ| = 1} περιέχει µόνο πόλους τάξης 1. Αν υποθέσουµε
τώρα πως είναι άπειρο, τότε απ’ τη συµπάγεια του {λ ∈ C : |λ| = 1} το σ(T )∩ {λ ∈ C : |λ| = 1} ϑα
έχει σηµείο συσσώρευσης. ∆ηλαδή, ϑα υπάρχει |λ0| = 1 και (λn) µε λn → λ0 και κάθε λn ϑα
είναι πόλος τάξης 1 για την R(λ, T ). Αν λ0 ∈ ρ(T ) τότε καταλήγουµε σε άτοπο διότι το ρ(T ) είναι
ανοικτό. Αν απ’ την άλλη το λ0 είναι πόλος τάξης 1, τότε ϑα υπάρχει δ > 0 και µια ολόµορφη
Q(λ, T ) : B(λ0, δ)→ B(X ) µε Q(λ0, T ) , 0 και

R(λ, T ) =
Q(λ, T )
λ − λ0

για κάθε λ , λ0 µε λ ∈ B(λ0, δ). Ειδικότερα, ϑα έχουµε ότι B(λ, δ) \ {λ0} ⊆ ρ(T ), πράγµα το
οποίο έρχεται σε αντίφαση µε το ότι λn → λ0 και λn ∈ σ(T ). ΄Αρα, το σ(T ) ∩ {λ ∈ C : |λ| = 1}
είναι το πολύ πεπερασµένο. Αν τώρα, σ(T ) ∩ {λ ∈ C : |λ| = 1} = {λ1, ..., λk} όπου λi πόλοι
τάξης 1 για την R(λ, T ), τότε, από την (2.6.29) ϑα έχουµε ότι το 1 είναι πόλος τάξης 1 για τον
Ti = λ−1

i T . Χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 2.6.11 για τον Ti ϑα έχουµε ότι ‖An(Ti) − Pi‖ → 0
καθώς το n → ∞, όπου Pi η προβολή στον υπόχωρο Fi = {x ∈ X : Tx = λix}. Τώρα, το
Θεώρηµα 2.6.9 και το Πόρισµα (2.6.10) µας εξασφαλίζουν ότι ο Pi είναι συµπαγής και ο Fi
πεπερασµένης διάστασης. Από την απόδειξη του Θεωρήµατος 2.6.13 αφού το 1 είναι πόλος
τάξης 1 για τον Ti ϑα έχουµε ότι Fi , {0}. Με άλλα λόγια, το λi ϑα είναι ιδιοτιµή για τον T . ΄Αρα,
Fi ∩ Fj = ∅ για κάθε i , j. Επειδή οι An(Ti), Am(Tj) µετατίθενται ϑα έχουµε ότι µετατίθενται και
οι προβολές Pi , Pj. Οπότε, για x ∈ X ϑα έχουµε PiPjx = PjPix ∈ Fi ∩ Fj = {0}, απ’ όπου έπεται
ότι PiPj = 0 για κάθε i , j. Θέτουµε

S = T −
k∑
i=1

λiPi . (2.6.30)
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Από τις TiPi = PiTi = P2
i = Pi και PiPj = 0 για κάθε i , j ϑα έχουµε ότι

PjS = PjT −
k∑
i=1

λiPjPi = λjPjTj − λjP
2
j = 0

δηλαδή, PjS = 0. Με παρόµοιο τρόπο δείχνουµε και ότι SPj = 0. Με ϐάση τις παραπάνω
παρατηρήσεις είµαστε σε ϑέση να διατυπώσουµε το ϑεώρηµα ϕασµατικής ανάλυσης των Yosida-
Kakutani για τις δυνάµεις των power bounded ψευδοσυµπαγών τελεστών :

Θεώρηµα 2.6.14. ΄Εστω T ένας power bounded, ψευδοσυµπαγής τελεστής σε ένα µιγαδικό
χώρο Banach X . Τότε, κάθε Tn έχει µια αναπαράσταση της µορφής

Tn =

k∑
i=1

λni Pi + Sn (2.6.31)

µε Pi να είναι η προβολή στον υπόχωρο Fi = {x ∈ X : Tx = λix} και λi οι ιδιοτιµές του T πάνω
στην περιφέρεια του µοναδιαίου κύκλου. Επιπλέον, ο S είναι ψευδοσυµπαγής µε ‖Sn‖ ≤ Mρn για
κάποιες σταθερές 0 < ρ < 1, M > 0.

Απόδειξη. Αφού ο T είναι power bounded ϑα έχουµε r(T ) ≤ 1. Αν τώρα, ο T δεν έχει ιδιοτιµές
στην περιφέρεια του κύκλου, από τις παρατηρήσεις που προηγήθηκαν ϑα έχουµε ότι σ(T )∩{λ ∈
C : |λ| = 1} = ∅. ∆ηλαδή, r(T ) < 1. Οπότε, αφού

lim
n→∞

∥∥∥Tn∥∥∥1/n
= r(T ) < 1,

ϑα υπάρχει 0 < ρ < 1 και M > 0 ώστε ‖Tn‖ ≤ Mρn. ΄Αρα, ϑέτοντας S = T ϑα έχουµε το
Ϲητούµενο. Συνεπώς, µπορούµε να υποθέσουµε πως ο T έχει ιδιοτιµές λ1, ..., λk στην περιφέρεια
του µοναδιαίου κύκλου. Ισοδύναµα, τα λ1, ..., λk είναι οι πόλοι τάξης 1 του R(λ, T ) πάνω στην
περιφέρεια του µοναδιαίου κύκλου. Οπότε, από την (2.6.30) ϑα έχουµε ότι

T =

k∑
i=1

λiPi + S

όπου Pi η προβολή στον Fi = {x ∈ X : Tx = λix}. Από τις προηγούµενες παρατηρήσεις έχουµε
ότι κάθε Pi είναι ψευδοσυµπαγής µε PiPj = 0 για i , j και PjS = SPj = 0. Ειδικότερα, αφού ο T
είναι ψευδοσυµπαγής ϑα είναι ψευδοσυµπαγής και ο S. Τώρα, αν υποθέσουµε πως η (2.6.31)
ισχύει για τον n, γράφοντας

Tn+1 = TTn = T
( k∑
i=1

λni Pi + Sn
)

=

( k∑
j=1

λjPj + S
)( k∑
i=1

λni Pi + Sn
)

=

k∑
j=1

k∑
i=1

λjλ
n
i PjPi +

k∑
i=1

λni SPi +

k∑
j=1

λjPjS
n + Sn+1
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και χρησιµοποιώντας τις PjPi = 0 για i , j και SPi = PiS = 0 ϑα έχουµε ότι

Tn+1 =

k∑
i=1

λn+1
i Pi + Sn+1

και εποµένως η (2.6.31) ισχύει για κάθε n = 1,2, ... . Τώρα, από την ισότητα Sn = Tn−
∑k
i=1 λ

n
i Pi

και επειδή |λi | = 1 και ο T είναι power bounded ϑα έχουµε ότι και ο S είναι power bounded.
Συνεπώς, r(S) ≤ 1. Αν υποθέσουµε τώρα πως r(S) = 1 τότε ο S ϑα έχει ιδιοτιµή λ πάνω στην
περιφέρεια του µοναδιαίου κύκλου. ΄Εστω ένα x , 0 µε Sx = λx. Τότε, λ2x = S2x = TSx = Tλx
απ’ όπου έπεται ότι το λ είναι ιδιοτιµή του T . ΄Αρα, πρέπει να είναι κάποιο από τα λi . Τότε,
όµως ϑα έχουµε ότι x ∈ Fi για κάποιο i απ’ όπου έπεται ότι λx = Sx = Tx − λiPi = λix − λi = 0
και καταλήγουµε σε άτοπο αφού x , 0. ΄Αρα, τελικά

r(S) = lim
n→∞

∥∥∥Sn∥∥∥1/n
< 1

απ’ όπου έπεται η υπάρξη των 0 < ρ < 1, M > 0 µε ‖Sn‖ ≤ Mρn. �



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

Θετικές Συστολές στον L1

3.1 ∆ιάσπαση κατά Hopf

΄Εστω (Ω, A , µ) ένας χώρος σ-πεπερασµένου µέτρου. Υπεθυµίζουµε πως µια συστολή T :
Lp(µ) → Lp(µ) (1 ≤ p ≤ ∞) καλείται ϑετική όταν Tf ≥ 0 µ−σχεδόν παντού για κάθε f ∈ Lp(µ)
µε f ≥ 0 µ−σχεδόν παντού. Συµβολίζοντας µε L+

p = {f ∈ Lp(µ) : f ≥ 0 µ − σχεδόν παντού}
παρατηρούµε ότι µια συστολή T είναι ϑετική αν και µόνο αν T (L+

p (µ)) ⊆ L+
p (µ). Επίσης, για T

ϑετική συστολή και f ∈ L+
p (µ) γράφουµε S∞f = supn∈N Snf =

∑∞
n=0 Snf , όπου Snf =

∑n−1
k=1 T

kf .

΄Οπως ϑα δούµε παρακάτω, για οποιαδήποτε ϑετική συστολή T στον L1(Ω, A , µ) υπάρχουν δύο
µοναδικά (αν εξαιρέσουµε τα σύνολα µέτρου µηδέν) σύνολα C, D ∈ A µε τις εξής ιδιότητες :

(i) C ∪ D = Ω και C ∩ D = ∅.

(ii) Για κάθε f ∈ L+
1 (µ) έχουµε S∞f = ∞ σχεδόν παντού στο C ∩ {S∞f > 0}.

(iii) Για κάθε f ∈ L+
1 (µ) έχουµε S∞f < ∞ σχεδόν παντού στο D.

Πριν ξεκινήσουµε τη διαδικασία για την απόδειξη της παραπάνω διάσπασης ϑα περιγράψουµε
τη σύνδεση που υπάρχει µεταξύ των ϑετικών συστολών στον L1 και των στοχαστικών πυρήνων
από τη ϑεωρία των στοχαστικών διαδικασιών Markov.

Ορισµός 3.1.1 (Στοχαστικός πυρήνας). ΄Εστω (Ω, A ) ένας µετρήσιµος χώρος. Μια απεικόνιση
P : Ω ×A → R+ καλείται υποστοχαστικός πυρήνας αν :

(i) Για κάθε ω ∈ Ω η απεικόνιση A 7→ P(ω, A) είναι ένα µέτρο στον (Ω, A ) µε P(ω, Ω) ≤ 1.

(ii) Για κάθε A ∈ A η απεικόνιση ω 7→ P(ω, A) είναι µετρήσιµη.

Η P καλείται στοχαστικός πυρήνας αν ικανοποιεί τις (i),(ii) και επιπλέον P(ω,Ω) = 1 για κάθε
ω ∈ Ω.
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Μπορούµε να σκεφτοµάστε τον Ω ως το σύνολο όλων των καταστάσεων ενός συστήµατος το οποίο
παρακολουθούµε τις χρονικές στιγµές 0,1,2... και την P(ω, A) ως την πιθανότητα µετάβασης
από την κατάσταση ω στο σύνολο των καταστάσεων A σε µια χρονική µονάδα.
Για ένα µετρήσιµο χώρο (Ω, A ) γράφουµε B(A ) για το σύνολο όλων των µετρήσιµων πραγµα-
τικών συναρτήσεων f : Ω→ R µε ‖f ‖∞ = supω∈Ω|f (ω)| < ∞ και M = M (A ) για το σύνολο όλων
προσηµασµένων µέτρων ν : A → R µε ‖ν‖ < ∞, όπου ‖ν‖ = ν+(Ω) + ν−(Ω) η ολική κύµαν-
ση του µέτρου ν. Οι (B(A ), ‖·‖∞), (M , ‖·‖) είναι χώροι Banach. Θεωρούµε τις απεικόνισεις
T : M →M και T ∗ : B(A )→ B(B) µε

Tν(A) =

∫
Ω

P(ω, A)dν(ω), A ∈ A (3.1.1)

και
T ∗h(ω) =

∫
Ω

h(y)P(ω, dy), ω ∈ Ω (3.1.2)

όπου µε
∫
Ω
h(y)P(ω, dy) συµβολίζουµε το ολοκλήρωµα της h ως προς το µέτρο A 7→ P(ω, A), A ∈

A .

Πρόταση 3.1.2. Οι T, T ∗ είναι καλά ορισµένες ϑετικές συστολές στους M , B(A ) αντίστοιχα,
όπου όταν λέµε ότι ο T είναι ϑετικός στον M εννοούµε ότι Tν ≥ 0 για κάθε ν ≥ 0 µε ν ∈M .

Απόδειξη. Είναι προφανές ότι Tν(∅) = 0. Τώρα, αν ν είναι πεπερασµένο ϑετικό µέτρο και
(An)∞n=1 ⊆ A είναι ξένα ανά δύο σύνολα, τότε αφού P(ω,

⋃∞
n=1 An) =

∑∞
n=1 P(ω, An), χρησιµο-

ποιώντας το ϑεώρηµα Beppo-Levi ϑα έχουµε

Tν
( ∞⋃
n=1

An
)

=

∫
Ω

P
(
ω,

∞⋃
n=1

An
)
dν(ω)

=

∞∑
n=1

∫
Ω

P(ω, An)dν(ω)

=

∞∑
n=1

Tν(An).

Στην περίπτωση που το ν είναι τυχόν προσηµασµένο µέτρο ν ∈ M αναλύοντας το ν = ν+ − ν−

στο ϑετικό και αρνητικό µέρος του, αφού τα ν+, ν− είναι πεπερασµένα ϑετικά µέτρα, χρησιµο-

ποιώντας το παραπάνω επιχείρηµα ϑα έχουµε Tν
(⋃∞

n=1 An
)

=
∑∞
n=1 Tν(An). ΄Αρα, Tν ∈ M για

κάθε ν ∈ M , απ’ όπου έπεται ότι η T είναι καλά ορισµένη. Επίσης, είναι προφανές ότι η T
είναι γραµµική. Τώρα, γράφοντας ν = ν+ − ν− ϑα έχουµε Tν = Tν+ − Tν−, και επειδή ν+ ⊥ ν−

και ν+, ν− ≥ 0 ϑα έχουµε Tν+ ⊥ Tν− και Tν+, Tν− ≥ 0. Οπότε, λόγω της µοναδικότητας της
ανάλυσης Tν = (Tν)+ − (Tν)− ϑα έχουµε ότι Tν+ = (Tν)+ και Tν− = (Tν)−. Οπότε, γράφοντας

‖Tν‖ = Tν+(Ω) + Tν−(Ω)

=

∫
Ω

P(ω, Ω)dν+(ω) +

∫
Ω

P(ω, Ω)dν−(ω)
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και χρησιµοποιώντας την υπόθεση ότι P(ω, Ω) ≤ 1 ϑα έχουµε ‖Tν‖ ≤ ν+(Ω) + ν−(Ω). Με άλλα
λόγια, ‖T‖ ≤ 1. Αφού P(ω, A ) ≥ 0 είναι προφανές ότι Tν ≥ 0 για κάθε ν ∈ M µε ν ≥ 0. Για
την T ∗ τώρα, καταρχάς παρατηρούµε ότι

|T ∗h(ω)| =
∣∣∣∣∣∫

Ω

h(y)P(ω, dy)
∣∣∣∣∣

≤

∫
Ω

|h(y)|P(ω, dy)

≤ ‖h‖∞ ,

απ’ όπου έπεται ότι η Th είναι καλά ορισµένη και Th ∈ B(A ). Παρατηρώντας εύκολα πως είναι
και γραµµική, απ’ τον παραπάνω υπολογισµό έπεται ότι ‖T ∗h‖∞ ≤ ‖h‖∞ απ’ όπου ϐλέπουµε ότι
‖T ∗‖ ≤ 1. Τέλος, αφού P ≥ 0 είναι προφανές ότι T ∗h ≥ 0 για κάθε h ∈ B(A ) µε h ≥ 0. �

Αν h(y) είναι κάποια µέτρηση που αφορά την κατάσταση y ∈ Ω (π.χ. αµοιβή), τότε µπορούµε να
σκεφτόµαστε την ποσότητα T ∗h(ω) ως την αναµενόµενη αµοιβή που ϑα έχουµε σε µια χρονική
µονάδα αν ξεκινήσουµε από την κατάσταση ω. Ειδικότερα, T ∗1A = P(ω, A). Στην περίπτωση
που το ν είναι ϑετικό µέτρο, µπορούµε να σκεφτόµαστε την ποσότητα Tν ως τη µεταφορά
ύλης. Η ύλη εξαπλώνεται τυχαία στην κατάσταση ω ανάλογα µε τις πιθανότητες µετάβασης
P(ω, A), A ∈ A . Η ποσότητα Tν είναι η νέα κατανοµή της µάζας. Αν το ν παίρνει και αρνητικές
τιµές, γράφοντας ν = ν+ − ν−, µπορούµε να σκεφτόµαστε το ν− ως αντιµάζα.

Η απεικόνιση 〈·, ·〉 : M × B(A )→ R µε 〈ν, h〉 =
∫
Ω
h dν είναι διγραµµική και λόγω της∫

Ω

(∫
Ω

h(y)P(ω, dy)
)
dν(ω) =

∫
Ω

h(y)dTν(y), (3.1.3)

έχουµε ότι
〈Tν, h〉 = 〈ν, T ∗h〉, (ν ∈M , h ∈ B(A )). (3.1.4)

Απόδειξη της (3.1.3). Αναλύοντας το ν = ν+ − ν− και χρησιµοποιώντας τις (Tν)+ = Tν+ και
(Tν)− = Tν− µπορούµε να υποθέσουµε ότι ν ≥ 0. Αν h = 1A για A ∈ A , τότε∫

Ω

h(y)dTν(y) =

∫
Ω

P(ω, A)dν(ω)

=

∫
Ω

(∫
Ω

1A(y)P(ω, dy)
)
dν(ω)

=

∫
Ω

(∫
Ω

h(y)P(ω, dy)
)
dν(ω).

Λόγω γραµµικότητας του ολοκληρώµατος η (3.1.3) ϑα ισχύει και για h ≥ 0 απλές. Για h ≥ 0
µε h ∈ B(A ) ϐρίσκουµε µια ακολουθία απλών συναρτήσεων hn µε hn ↗ h. Τότε, επειδή η T ∗

είναι ϑετική ϑα έχουµε T ∗hn+1 ≥ T ∗hn. ∆ηλαδή,
∫
Ω
hn(y)P(ω, dy) ≤

∫
Ω
hn+1(y)P(ω, dy). Οπότε,
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χρησιµοποιώντας τρεις ϕορές το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης ϑα έχουµε∫
Ω

h(y)dTν(y) = lim
n→∞

∫
Ω

hn(y)dTν(y)

= lim
n→∞

∫
Ω

(∫
Ω

hn(y)P(ω, dy)
)
dν(ω)

=

∫
Ω

lim
n→∞

(∫
Ω

hn(y)P(ω, dy)
)
dν(ω)

=

∫
Ω

(∫
Ω

h(y)P(ω, dy)
)
dν(ω).

Για γενική συνάρτηση h ∈ B(A ) γράφουµε h = h+ − h− και χρησιµοποιούµε το προηγούµενο
επιχείρηµα για τις h+, h− ξεχωριστά. �

Για τη µελέτη των εργοδικών ϑεωρηµάτων ϑα χρειαστούµε και ένα µέτρο αναφοράς. Θεωρούµε
στον (Ω, A ) ένα σ-πεπερασµένο µέτρο µ και συµβολίζουµε µε L̃1(µ) τον χώρο των προσηµα-
σµένων µέτρων ν ∈M τα οποία είναι απολύτως συνεχή ως προς το µέτρο µ. ∆ηλαδή,

L̃1(µ) = {ν ∈M : ν � µ}.

Θα λέµε ότι ο πυρήνας P διατηρεί τα µ-µηδενικά σύνολα αν P(ω, A) = 0 µ-σχεδόν παντού για
κάθε A ∈ A µε µ(A) = 0. Θεωρούµε ένα µετρήσιµο µετασχηµατισµό τ : Ω → Ω και ϑέτουµε
Pτ(ω, A) = 1τ−1A(ω). Ο Pτ είναι στοχαστικός πυρήνας.

Πρόταση 3.1.3. Ο πυρήνας Pτ διατηρεί τα µ-µηδενικά σύνολα αν και µόνο αν ο τ διατηρεί τα
µ-µηδενικά σύνολα. Επιπλέον, οι τελεστές των (3.1.1) και (3.1.2) δίνονται απ’ τις Tν = ν ◦ τ−1

και T ∗h = h ◦ τ.

Απόδειξη. Αν ο Pτ διατηρεί τα µ-µηδενικά σύνολα και µ(A) = 0, τότε αφού P(ω, A) = 1τ−1A(ω) =

0 µ−σχεδόν παντού, συµπεραίνουµε ότι µ(τ−1A) = 0. ∆ηλαδή, µ ◦ τ−1 � µ και ο τ διατηρεί τα
µ−µηδενικά σύνολα. Απ’ την άλλη αν µ ◦ τ−1 � µ, τότε για µ(A) = 0 ϑα έχουµε µ(τ−1A) = 0,
απ’ όπου έπεται ότι P(ω, A) = 0 µ-σχεδόν παντού. Τώρα, για A ∈ A και ν ∈M έχουµε

Tν(A) =

∫
Ω

P(ω, A)dν(ω) =

∫
Ω

1τ−1A(ω)dν(ω) = ν(τ−1A).

΄Αρα, Tν = ν ◦ τ−1. Για h ∈ B(A ) µε h = 1A, έχουµε

T ∗h(ω) =

∫
Ω

h(y)P(ω, dy) = P(ω, A) = 1τ−1A(ω).

∆ηλαδή, T ∗h(ω) = h ◦ τ. Λόγω γραµµικότητας του ολοκληρώµατος, η προηγούµενη ισότητα ϑα
ισχύει και για απλές συναρτήσεις. Τώρα, για h ∈ B(A ) µε h ≥ 0, ϐρίσκουµε µια ακολουθία
απλών µετρήσιµων συναρτήσεων hn µε hn ↗ h. Επειδή, hn ◦ τ ↗ h ◦ τ, χρησιµοποιώντας το
ϑεωρήµα µονότονης σύγκλισης ϑα έχουµε

T ∗h(ω) = lim
n→∞

∫
Ω

hn(y)P(ω, dy)

= lim
n→∞

hn(τ(ω)) = h(τ(ω)).

Τέλος, για τη γενική περίπτωση, γράφοντας h = h+ − h− ϑα έχουµε T ∗h(ω) = T ∗h+(ω) −
T ∗h−(ω) = h+ ◦ τ−h− ◦ τ και χρησιµοποιώντας τις h+ ◦ τ = (h ◦ τ)+, h− ◦ τ = (h ◦ τ)− καταλήγουµε
στην T ∗h(ω) = h ◦ τ(ω). �
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Λήµµα 3.1.4. ΄Εστω (Ω, A , µ) ένας χώρος σ-πεπερασµένου µέτρου και P ένας υποστοχαστικός
πυρήνας. Τότε, ο P διατηρεί τα µ-µηδενικά σύνολα αν και µόνο αν T (L̃1(µ)) ⊆ L̃1(µ).

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι ο P διατηρεί τα µ-µηδενικά σύνολα και ϑεωρούµε ν ∈ L̃1(µ) και A ∈
A µε µ(A) = 0. Τότε, αφού ν � µ ϑα έχουµε ν(A) = 0. ΄Αρα, Tν(A) =

∫
Ω
P(ω, A)dν(ω) = 0 απ’

όπου έπεται ότι Tν � µ. ∆ηλαδή, Tν ∈ L̃1(µ). Απ’ την άλλη αν υποθέσουµε ότι T (L̃1(µ)) ⊆ L̃1(µ)
και ότι ο P δεν διατηρεί τα µ-µηδενικά σύνολα, ϑα υπάρχει ένα A ∈ A µε µ(A) = 0 και ένα
B ∈ A µε µ(B) > 0 ώστε P(ω, A) > 0 για κάθε ω ∈ B. Αφού το µ είναι σ-πεπερασµένο, τέµνοντας
το B µε σύνολα πεπερασµένου µέτρου που καλύπτουν τον χώρο µπορούµε να υποθέσουµε ότι
µ(B) < ∞. Τότε, ϑεωρώντας το ν(Γ) = µ(Γ ∩ B) έχουµε ότι ν ∈ L̃1(µ). Επειδή T (L̃1(µ)) ⊆ L̃1(µ)
και µ(A) = 0 ϑα έχουµε Tν(A) = 0. ∆ηλαδή,

0 = Tν(A) =

∫
Ω

P(ω, A)dν(ω) =

∫
B
P(ω, A)dµ(ω),

πράγµα το οποίο έρχεται σε αντίφαση µε τις µ(A) = 0 και P(ω, A) > 0 για κάθε ω ∈ B. �

Στην περίπτωση που το µ είναι σ-πεπερασµένο µπορούµε να δουλεύουµε στον L1(µ) αντί για
τον L̃1(µ) ταυτίζοντας τον T : L̃1(µ) → L̃1(µ) µε ένα τελεστή T̃ : L1(µ) → L1(µ). Αυτό γίνεται ως
εξής : Αφού το µ είναι σ-πεπερασµένο, για κάθε ν ∈ L̃1(µ) από το ϑεώρηµα Radon-Nikodym
ϑα υπάρχει µια µ-σχεδόν παντού µοναδική ολοκληρώσιµη συνάρτηση dν

dµ : Ω → R µε ν(A) =∫
A
dν
dµ dµ για κάθε A ∈ A . Θεωρούµε την απεικόνιση φµ : L̃1(µ)→ L1(µ) µε φµ(ν) = dν

dµ , η οποία
είναι γραµµική, 1-1, επί µε αντίστροφη την φ−1

µ (f )(A) =
∫
A
f dµ για A ∈ A . Επιπλέον, από την∫

Ω

∣∣∣∣∣dνdµ
∣∣∣∣∣dµ =

∫
Ω

(dν
dµ

)+

dµ −

∫
Ω

(dν
dµ

)−
dµ

= ν+(Ω) − ν−(Ω)

έπεται ότι
∥∥∥φµ(ν)

∥∥∥
1 = ‖ν‖. ∆ηλαδή, η φµ είναι ισοµετρικός ισοµορφισµός. Τώρα, ϑέτουµε

T̃ = φµ ◦ T ◦ φ−1
µ και επειδή η φµ είναι ισοµετρικός ισοµορφισµός και η T ϑετική συστολή, η T̃

ϑα είναι ϑετική συστολή στον L1(µ). Τώρα, αν ο στοχαστικός πυρήνας P διατηρεί τα µ-µηδενικά
σύνολα ϑα έχουµε T ∗(L∞(µ)) ⊆ L∞(µ) και ότι ο T ∗ περιορισµένος στον L∞(µ) είναι µια ϑετική
συστολή µε ∫

Ω

T̃ f · h dµ =

∫
Ω

f · T ∗h dµ, (3.1.5)

για κάθε f ∈ L1(µ) και h ∈ L∞(µ). ∆ηλαδή, 〈T̃ f, h〉 = 〈f, T ∗h〉, όπου 〈f, h〉 =
∫
Ω
f · h dµ για

f ∈ L1(µ) και h ∈ L∞(µ).

Απόδειξη του εγκλεισµού T ∗(L∞(µ)) ⊆ L∞(µ) και της (3.1.5). Για h ∈ L∞(µ) έχουµε |T ∗h(ω)| ≤
‖h(ω)‖∞. Οπότε, για να δείξουµε ότι T ∗(L∞(µ)) ⊆ L∞(µ) αρκεί να δείξουµε ότι για h1, h2 ∈ L∞(µ)
µε h1 = h2 µ-σχεδόν παντού ισχύει και T ∗h1 = T ∗h2 µ-σχεδόν παντού. Ισοδύναµα, αρκεί
για h = 0 µ-σχεδόν παντού να δείξουµε ότι T ∗h = 0 µ-σχεδόν παντού. Στην περίπτωση που
h = 1A = 0 ϑα έχουµε µ(A) = 0. ΄Αρα, αφού ο P διατηρεί τα µ−µηδενικά σύνολα ϑα έχουµε
P(ω, A) = 0 µ-σχεδόν παντού. ΄Αρα, για τα ω µε P(ω, A) = 0 ϑα έχουµε

T ∗h(ω) =

∫
Ω

h(y)P(ω, dy) =

∫
A
P(ω, dy) = P(ω, A) = 0
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απ’ όπου έπεται ότι T ∗h = 0 µ−σχεδόν παντού. Τώρα, εύκολα χρησιµοποιώντας το προηγούµενο
επιχείρηµα και τη γραµµικότητα του ολοκληρώµατος δείχνουµε ότι T ∗h = 0 µ-σχεδόν παντού
για h = 0 µ−σχεδόν παντού και h απλή µετρήσιµη. Για γενική h µε h = 0 µ−σχεδόν παντού
προσεγγίζουµε µε απλές hn ↗ h και hn ≥ 0. Για την (3.1.5) πάλι µε την κλασική τεχνική, αν
h = 1A τότε γράφοντας∫

Ω

T̃ f (ω) · 1A(ω)dµ(ω) =

∫
A
φ ◦

(
T ◦ φ−1

µ
)
(f )dµ(ω)

= T ◦ φ−1
µ (f )(A)

=

∫
Ω

P(ω, A)dφ−1
µ (f )(ω)

=

∫
Ω

P(ω, A)f (ω)dµ(ω)

=

∫
Ω

(∫
Ω

1A(y)P(ω, dy)
)
f (ω)dµ(ω)

και παρατηρώντας ότι
∫
Ω
1A(y)P(ω, dy) = T ∗h(ω) ϑα έχουµε∫

Ω

T̃ f · 1A dµ(ω) =

∫
Ω

T ∗h(ω)f (ω)dµ(ω).

Με άλλα λόγια, 〈T̃ f, h〉 = 〈f, T ∗h〉. Τώρα, λόγω γραµµικότητας η (3.1.5) ϑα ισχύει και για απλές.
Για h ≥ 0 ϐρίσκουµε ακολουθία απλών µετρήσιµων συναρτήσεων hn µε hn ↗ h. Τότε, ϑα
έχουµε T̃ f · hn ↗ T̃ f · h και επειδή |T̃ f · h − T̃ f · hn | ≤ 2|T̃ f · h | από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης
σύγκλισης ϑα έχουµε ∫

Ω

T̃ f · h dµ = lim
n→∞

∫
Ω

T̃ f · hn dµ (3.1.6)

Τώρα, για σταθερό ω, από το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης ϑα έχουµε

T ∗h(ω) =

∫
Ω

h(y)P(ω, dy) = lim
n→∞

∫
Ω

hn(y)P(ω, dy).

∆ηλαδή, T ∗hn ↗ T ∗h. Οπότε, αφού |f ·T ∗h − f ·T ∗hn | ≤ 2|f ·T ∗h | χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα
κυριαρχηµένης σύγκλισης ϑα έχουµε και∫

Ω

f · T ∗h dµ = lim
n→∞

∫
Ω

f · T ∗hn dµ. (3.1.7)

Οπότε χρησιµοποιώντας τις (3.1.6),(3.1.7) και γράφοντας∫
Ω

T̃ f · h dµ = lim
n→∞

∫
Ω

T̃ f · hn dµ

= lim
n→∞

∫
Ω

f · T ∗hn dµ

=

∫
Ω

lim
n→∞

f · T ∗hn dµ

=

∫
Ω

f · T ∗h dµ,
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ϑα έχουµε ότι η (3.1.5) ισχύει για h ∈ L∞(µ) µε h ≥ 0. Για γενική h ∈ L∞(µ) γράφουµε
h = h+ − h−. Τότε, ∫

Ω

T̃ f · h dµ =

∫
Ω

T̃ f · h+ dµ +

∫
Ω

T̃ f · h− dµ

=

∫
Ω

f · T ∗h+ dµ −

∫
Ω

f · T ∗h− dµ

=

∫
Ω

f · T ∗(h+ − h−)dµ

=

∫
Ω

f · T ∗h dµ.

΄Ετσι έχουµε την (3.1.5) για όλες τις f ∈ L1(µ) και h ∈ L∞(µ), άρα ο T ∗ είναι ο συζυγής τελεστής
του T ≡ T̃ δικαιολογώντας µε αυτό τον τρόπο τον συµβολισµό του T ∗. �

Συνεπώς, για ένα στοχαστικό πυρήνα P ο οποίος διατηρεί τα µ-µηδενικά σύνολα σε ένα χώρο
σ-πεπερασµένου µέτρο (Ω, A , µ) οι T : L1(µ) → L1(µ), T ∗ : L∞(µ) → L∞(µ) (ταυτίζοντας την T
µε την T̃ ) που κατασκευάσαµε παραπάνω, είναι ϑετικές συστολές µε 〈Tf, h〉 = 〈f, T ∗h〉 για κάθε
f ∈ L1(µ) και h ∈ L∞(µ). ΄Εχοντας την παραπάνω σύνδεση µπορούµε να ξεκινήσουµε τη µελέτη
των ϑετικών συστολών στον L1:

Θεωρούµε ένα χώρο σ-πεπερασµένου µέτρου (Ω, A , µ) και µια ϑετική συστολή T : L1(µ) →
L1(µ). Γνωρίζουµε ότι (L1(µ))∗ = L∞(µ) µέσω της απεικόνισης ψµ : L∞(µ)→ (L1(µ))∗ µε ψµ(h) =

ψh , όπου ψh(f ) =
∫
Ω
f · h dµ για f ∈ L1(µ). Μέσω της ψµ µπορούµε να ταυτίσουµε τον συζυγή

τελεστή T ∗ : (L1(µ))∗ → (L1(µ))∗ του T µε έναν τελεστή S : L∞(µ)→ L∞(µ) για τον οποίο ισχύει∫
Ω

Tf · h dµ =

∫
Ω

f · Sh dµ (3.1.8)

για κάθε f ∈ L1(µ) και h ∈ L∞(µ). ∆ηλαδή, συµβολικά 〈Tf, h〉 = 〈f, Sh〉. Πράγµατι, ορίζουµε
S = ψ−1

µ ◦ T
∗ ◦ ψµ. Τότε, αφού

∥∥∥ψµ∥∥∥ =
∥∥∥ψ−1

µ

∥∥∥ = 1 ϑα έχουµε από τη µία ‖S‖ ≤ ‖T ∗‖, και απ’ την
άλλη ‖T ∗‖ =

∥∥∥ψµ ◦ S ◦ ψµ∥∥∥ ≤ ‖S‖. ΄Αρα, ‖S‖ = ‖T ∗‖ ≤ 1, απ’ όπου έπεται ότι ο S είναι συστολή
στον L∞(µ). Για την (3.1.8), για h∗ ∈ L∗1 και f ∈ L1 έχουµε

h∗(f ) = ψµ ◦
(
ψ−1
µ ◦ h

∗)(f ) =

∫
Ω

ψ−1
µ ◦ h

∗ · f dµ,

άρα αφού T ∗ ◦ ψµ(h) ∈ L∗1 χρησιµοποιώντας την ιδιότητα του συζυγούς τελεστή T ∗ ϑα έχουµε∫
Ω

f · Sh dµ =

∫
Ω

f · ψ−1
µ ◦

(
T ∗ ◦ ψµ

)
(h)dµ

= T ∗ ◦ ψµ(h)(f ) = ψµ(h)(Tf )

=

∫
Ω

Tf · h dµ

αποδεικνύοντας µε αυτό τον τρόπο την (3.1.8). Μάλιστα, ο S είναι ο µοναδικός τελεστή S : L∞ →
L∞ που ικανοποιεί την (3.1.8). Πράγµατι, αν υπάρχει άλλος τελεστής S′ µε την ίδια ιδιότητα,
τότε χρησιµοποιώντας την (3.1.8) για την f = 1A όπου An = {Sh > S′h} ∩ En, µε µ(En) < ∞ και
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⋃∞
n=1 En = Ω, ϑα έχουµε ∫

An

Sh dµ =

∫
A
S′h dµ

=⇒

∫
An

(Sh − S′h)dµ = 0

απ’ όπου έπεται ότι µ(An) = 0. ΄Αρα, αφού An ↗ {Sh > S′h} ϑα έχουµε µ(Sh > S′h) = 0. Με
παρόµοιο τρόπο δείχνουµε και την µ(S′h < Sh) = 0. ΄Αρα, τελικά Sh = S′h µ−σχεδόν παντού.
Μιας και ο L∞ είναι πιο κατανοητός απ’ τον L∗1 ϑα δουλεύουµε µε τον S, έτσι ταυτίζουµε τον T ∗

µε τον S, όπου τώρα η (3.1.8) γίνεται 〈Tf, h〉 = 〈f, T ∗h〉 για f ∈ L1(µ) και h ∈ L∞(µ).

Ορισµός 3.1.5 (Υπο-Μαρκοβιανοί και Μαρκοβιανοί τελεστές). Μια ϑετική συστολή στον L∞(µ)
καλείται υπο-Μαρκοβιανός τελεστής αν ισχύει Shn → 0 µ−σχεδόν παντού για κάθε ϕθίνουσα
ακολουθία hn ∈ L∞(µ) µε hn → 0 µ−σχεδόν παντού. Οι T, T ∗, όπου T µια ϑετική συστολή στον
L1(µ), ϑα καλούνται Μαρκοβιανοί αν T ∗1 = 11.

Λήµµα 3.1.6. ΄Εστω (Ω, A , µ) ένας χώρος σ-πεπερασµένου µέτρου και T µια ϑετική συστολή
στον L1. Τότε :

(i) Ο T ∗ είναι υπο-Μαρκοβιανός τελεστής µε T ∗1 ≤ 1.

(ii) Για κάθε µετρήσιµη f ≥ 0 και κάθε ακολουθία (fn)∞n=1 ολοκληρώσιµων µη αρνητικών
συναρτήσεων µε fn ↗ f το Tf = limn Tfn είναι καλά ορισµένο και ανεξάρτητο της (fn).

(iii) Για κάθε µετρήσιµη h ≥ 0 και κάθε ακολουθία hn ↗ h µη αρνητικών συναρτήσεων στον
L∞(µ), το T ∗h = limn T ∗hn είναι καλά ορισµένο και ανεξάρτητο της (hn).

Απόδειξη. (i) Αφού ‖T ∗‖ = ‖T‖ και ο T είναι συστολή, ο T ∗ ϑα είναι επίσης συστολή. Αφού το
µ είναι σ-πεπερασµένο, υπάρχουν (En)∞ ⊆ A µε En ⊆ En+1, µ(En) < ∞ και

⋃∞
n=1 En = Ω. Για

να δείξουµε ότι ο T ∗ είναι ϑετικός, ϑεωρούµε µια h ∈ L∞ µε h ≥ 0. Τότε, η f kn = 1Akn
όπου

Akn = {T ∗h < −1
k } ∩ En είναι ολοκληρώσιµη και µη αρνητική. ΄Αρα,

0 ≤
∫

Ω

Tf kn · h dµ =

∫
Ω

f kn · T
∗h dµ =

∫
Akn

T ∗h dµ

απ’ όπου έπεται ότι µ(Akn) = 0 για κάθε k, n. ΄Αρα, αφήνοντας πρώτα το k → ∞ έχου-
µε µ({T ∗h < 0} ∩ En) = 0 και ύστερα αφήνοντας το n → ∞, µ(T ∗h < 0) = 0. ∆ηλαδή,
T ∗h ≥ 0 µ−σχεδόν παντού. Για να δείξουµε ότι είναι υπο-Μαρκοβιανός, ϑεωρούµε µια ϕθίνου-
σα ακολουθία (hn)∞n=1 ⊆ L∞(µ) µε hn → 0 και ένα ϸ > 0. Αφού ο T ∗ είναι ϑετικός έχουµε
T ∗hn+1 ≤ T ∗hn. ΄Αρα, το limm→∞ T ∗hm = lim infm T ∗hm ≥ 0 υπάρχει. Ορίζουµε τα σύνολα An =

{lim infm T ∗hm > ϸ} ∩ En για τα οποία ισχύει µ(An) < ∞ και limn µ(An) = µ(lim infm T ∗hm > ϸ).
΄Αρα, η fn = 1An είναι ολοκληρώσιµη. Χρησιµοποιώντας το λήµµα του Fatou έχουµε

0 =

∫
Ω

Tfn · lim inf
m

hm dµ ≤ lim inf
m

∫
Ω

Tfn · hm dµ

= lim inf
m

∫
Ω

fn · T
∗hm dµ ≥

∫
An

lim inf
m

T ∗hm dµ

≥ ϸ · µ(An),

1όπου 1 = 1Ω
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απ’ όπου έπεται ότι µ(An) = 0 και κατ’ επέκταση µ(lim infm T ∗hm > ϸ) = 0. Ειδικότερα, για
κάθε k έχουµε µ(lim infm T ∗hm > 1

k ) = 0 απ’ όπου έπεται ότι µ(lim infm T ∗hm > 0) = 0. ∆ηλαδή,
limm T ∗hm = lim infm T ∗hm = 0 µ−σχεδόν παντού όπως ϑέλαµε. Για την T ∗1 ≤ 1 ϑεωρούµε τις
ολοκληρώσιµες συναρτήσεις fn = 1An όπου An = {T ∗1 > 1}∩En. Τότε, επειδή ο T είναι συστολή
έχουµε ∫

Ω

fn · T
∗
1 =

∫
Ω

Tfn dµ ≤

∫
Ω

fn · 1dµ.

∆ηλαδή, ∫
An

(T ∗1 − 1)dµ =

∫
Ω

fn · (T ∗1 − 1)dµ ≤ 0

απ’ όπου έπεται ότι µ(An) = 0. ΄Αρα, αφήνοντας το n → ∞ ϑα έχουµε µ(T ∗1 > 1) = 0. ∆ηλαδή,
T ∗1 ≤ 1 µ−σχεδόν παντού.

(ii) Αφού fn ≤ fn+1 και ο T είναι ϑετικός ϑα έχουµε Tfn ≤ Tfn+1. ΄Αρα, το limn Tfn(ω) υπάρ-
χει για κάθε ω ∈ Ω. Θεωρούµε µια άλλη ακολουθία gn ↗ f και δείχνουµε ότι limn Tfn =

limn Tgn µ−σχεδόν παντού. Σταθεροποιούµε ένα k. Τότε, gk · 1En ≤ f · 1En και επειδή η T είναι
ϑετική και οι παραπάνω συναρτήσεις είναι ολοκληρώσιµες ϑα έχουµε Tgk ·1En ≤ Tf ·1En . ΄Οµως,
limm fm · 1En

κ.σ
−→ f · 1En και επειδή |fm · 1En − f · 1En | ≤ f · 1En , από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης

σύγκλισης ϑα έχουµε fm ·1En
L1
−→ f ·1En . Οπότε, λόγω συνέχειας, Tfm ·1En

L1
−→ Tf ·1En ΄Αρα, ϑα

υπάρχει υπακολουθία Tfml · 1En
κ.σ
−→ Tf · 1En . ΄Οµως, Tfml · 1En ≤ Tfml ≤ liml Tfl απ’ όπου έπεται

ότι Tf ·1En ≤ liml Tfl . Οπότε, Tgk ·1En ≤ Tf ·1En ≤ liml Tfl. ∆είχνοντας ότι Tgk ·1En
κ.σ
−→ Tgk καθώς

το n → ∞ ϑα έχουµε δείξει ότι Tgk ≤ liml Tfl. Οπότε, για k → ∞ ϑα έχουµε limk Tgk ≤ liml Tfl.

Για τον τελευταίο ισχυρισµό παρατηρούµε ότι gk · 1En
L1
−→ gk. Τώρα, λόγω συνέχειας του T

ϑα έχουµε Tgk · 1En
L1
−→ Tgk. Συνεπώς, ϑα υπάρχει υπακολουθία Tgk · 1Emn → Tgk καθώς το

n → ∞. ΄Οµως, επιλέγοντας τα En ώστε En ⊆ En+1 και χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι gk ≥ 0
και ότι ο T είναι ϑετικός, ϐλέπουµε ότι η Tgk · 1En ϑα είναι αύξουσα ως προς n. ΄Αρα, τελικά
ϑα έχουµε Tgk · 1En

κ.σ
−→ Tgk όπως ϑέλαµε. Λόγω συµµετρίας του επιχειρήµατος ϑα έχουµε και

limn Tfn ≤ limn Tgn.

(iii) Αφού ο T ∗ είναι ϑετικός ϑα έχουµε T ∗hn ≤ T ∗hn+1. ∆ηλαδή, το limn T ∗hn υπάρχει. Θεω-
ϱούµε µια άλλη ακολουθία (sn)∞n=1 µη αρνητικών συναρτήσεων στον L∞ µε sn ↗ h. Σταθερο-
ποιούµε ένα k και ϑεωρούµε τα σύνολα An = {T ∗sk > limm T ∗hm} ∩ En, όπου µ(En) < ∞ µε
En ↗ Ω. Τότε, η f = 1An είναι µη αρνητική και ολοκληρώσιµη. Επειδή, sk ≤ h = limm hm
χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης ϑα έχουµε∫

Ω

Tf · sk dµ ≤

∫
Ω

Tf · h dµ

= lim
m→∞

∫
Ω

Tf · hm dµ

= lim
m→∞

∫
Ω

f · T ∗hm dµ

=

∫
Ω

f · lim
m→∞

T ∗hm dµ.
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΄Οµως ∞ >
∫
Ω
Tf · sk dµ =

∫
Ω
f · T ∗sk dµ, απ’ όπου έπεται ότι

0 ≤
∫

Ω

f · ( lim
m→∞

T ∗hm − T
∗sk)dµ

=

∫
An

lim
m→∞

T ∗hm − T
∗sk dµ, (3.1.9)

όπου τώρα αν υποθέσουµε ότι µ(An) > 0 ϑα υπάρχουν ϱητοί q1, q2 µε µ(Aq1, q2
n ) > 0, όπου

Aq1, q2
n = {T ∗sk > q1 > q2 > limm T ∗hm}. ΄Αρα,∫

An

lim
m→∞

T ∗hm − T
∗sk dµ ≤

∫
A
q1 , q2
n

lim
m→∞

T ∗hm − T
∗sk dµ

≤

∫
A
q1 , q2
n

q2 − q1 dµ

= µ(Aq1, q2
n )(q2 − q1) < 0,

πράγµα το οποίο έρχεται σε αντίφαση µε την (3.1.9). ΄Αρα, µ(An) = 0 για κάθε n, απ’ όπου
έπεται ότι µ(T ∗sk > limm T ∗hm) = 0. ∆ηλαδή, T ∗sk ≤ limm T ∗hm µ−σχεδόν παντού. Οπότε,
αφήνοντας το k → ∞ ϑα έχουµε limk T ∗sk ≤ limm T ∗hm µ−σχεδόν παντού. Λόγω συµµετρίας
του επιχείρηµατος ϑα έχουµε και limm T ∗hm ≤ limk T ∗sk. �

Περνάµε τώρα στη διάσπαση κατά Hopf του συνόλου Ω = C ∪ D δίνοντας τρεις διαφορετικές
αλλά ισοδύναµες περιγραφές των συνόλων C, D. Το C καλείται το συντηρητικό µέρος της
ϑετικής συστολής T ενώ το D το dissipative µέρος. Στην περίπτωση που Ω = C, ο T καλείται
συντηρητικός.

Ορισµός 3.1.7 (Υπερ-αρµονικές και αρµονικές συναρτήσεις). ΄Εστω (Ω, A , µ) ένας χώρος σ-
πεπερασµένου µέτρου και T µια ϑετική συστολή στον L1(µ). Μια συνάρτηση h µε T ∗h = h
καλείται αρµονική. Μια µη αρνητική συνάρτηση h καλείται υπερ-αρµονική αν h ≥ T ∗h. Τέλος,
µια υπερ-αρµονική συνάρτηση h καλείται γνήσια υπερ-αρµονική στο A ∈ A , αν h > T ∗h
σχεδόν παντού στο A.

Στα παρακάτω ϑεωρήµατα µπορούµε να αγνοήσουµε την έννοια του σχεδόν παντού µιας και
ασχολούµαστε µε κλάσεις συναρτήσεων που σχηµατίζονται µέσω της ισοδυναµίας f ∼ g ανν
f = g (mod µ).

Θεώρηµα 3.1.8. ΄Εστω (Ω, A , µ) ένας χώρος σ-πεπερασµένου µέτρου και T µια ϑετική συστολή
στον L1(µ). Τότε, υπάρχουν δύο σύνολα C, D ∈ A τα οποία καθορίζονται πλήρως (modµ) απ’ τις
εξής ιδιότητες :

(i) C ∪ D = Ω και C ∩ D = ∅.

(C1) Αν η h είναι υπερ-αρµονική, τότε h = T ∗h στο C.

(D1) Υπάρχει µια ϕραγµένη υπερ-αρµονική συνάρτηση h0, η οποία είναι γνήσια υπερ-αρµονική
στο D. Επιπλέον, η h0 µπορεί να επιλεγεί έτσι ώστε (T ∗)nh0 → 0 στο D και h0 = 0 στο C.

Εδώ, όταν λέµε πως τα C, D καθορίζονται πλήρως (modµ) εννοούµε πως αν C′, D′ ∈ A είναι ένα
άλλο Ϲευγάρι µε τις ιδιότητες (i),(C1),(D1), τότε µ(C4C′) = µ(D 4D′) = 0.
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Απόδειξη. Θεωρούµε την οικογένεια P ⊆ A όλων των συνόλων D ∈ A για τα οποία υπάρχει
ϕραγµένη υπερ-αρµονική συνάρτηση gD η οποία να είναι γνήσια υπερ-αρµονική στο D. Πα-
ϱατηρούµε πως η P είναι κλειστή ως προς τα υποσύνολα. ∆ηλαδή, αν A, B ∈ A µε A ⊆ B και
B ∈P, τότε A ∈P. Χρησιµοποιώντας το επιχείρηµα εξάντλησης του Λήµµατος 1.4.5 ϐρίσκου-
µε µια ακολουθία (Dn)∞n=1 ⊆ A ξένων ανά δύο συνόλων τα οποία να έχουν την ιδιότητα P και
για κάθε A ⊆ Ω \

⋃∞
n=1 Dn µε A ∈P να ισχύει µ(A) = 0. ΄Εστω gn µια ϕραγµένη υπερ-αρµονική

η οποία να είναι γνήσια υπερ-αρµονική στο Dn. ΄Εστω cn ένα άνω ϕράγµα για την gn. Θέτουµε
D =

⋃∞
n=1 Dn και g =

∑∞
n=1 2−nc−1

n gn. Τότε, επειδή

‖g‖∞ ≤
∞∑
n=1

‖gn‖∞
2ncn

<
∞∑
n=1

1
2n

< ∞

έχουµε
∑N
n=1 2−nc−1

n gn
L∞
−→ g. ΄Αρα, λόγω συνέχειας του T ∗ ισχύει T ∗g =

∑∞
n=1 2−nc−1

n T
∗gn.

Εποµένως, από την T ∗gn ≤ gn έχουµε ότι T ∗g ≤ g. ∆ηλαδή, η g είναι ϕραγµένη και υπερ-
αρµονική. Τώρα, αφού στο Dn ισχύει T ∗gn < gn ϑα έχουµε T ∗g < g στο D, απ’ όπου έπεται
ότι η g είναι γνήσια υπερ-αρµονική στο D. Μένει να δείξουµε πως το C = Ω \ D έχει την
ιδιότητα (C1). Γνωρίζουµε ότι για κάθε A ⊆ C µε A ∈ P ισχύει µ(A) = 0. Υποθέτουµε πως
υπάρχει A ⊆ C µε µ(A) > 0 και µια υπερ-αρµονική συνάρτηση gA (µη ϕραγµένη) µε T ∗gA < gA
στο A. Εδώ, µε T ∗gA εννοούµε την επέκταση του T ∗ του Λήµµατος 3.1.6-(iii). Τότε, υπάρχει
ϱητός q ώστε µ(Aq) > 0, όπου Aq = {ω ∈ A : T ∗gA(ω) < q < gA(ω)}. Θεωρούµε τη ϕραγµένη
συνάρτηση g′A = min{q, gA}. Από το Λήµµα 3.1.6 έχουµε T ∗q ≤ q και επειδή η gA είναι υπερ-
αρµονική T ∗gA ≤ gA. Επειδή ο T ∗ είναι ϑετικός έχουµε ότι T ∗g′A ≤ T ∗q και T ∗g′A ≤ T ∗gA.
∆ηλαδή, T ∗g′A ≤ min{T ∗q, T ∗gA} ≤ min{q, gA} = g′A. Με άλλα λόγια, η g′A είναι ϕραγµένη και
υπερ-αρµονική. Επίσης, για ω ∈ Aq έχουµε T ∗g′A(ω) < q = g′A(ω). ∆ηλαδή, η g′A είναι γνήσια
υπερ-αρµονική στο Aq. Αυτό όµως είναι άτοπο αφού Aq ⊆ C και µ(Aq) > 0. Απ’ αυτό έπεται
πως το C έχει την ιδιότητα (C1) αλλά και η µοναδικότητα των C, D.

Για την κατασκευή της h0, αφού T ∗g ≤ g ϑα έχουµε ότι hn = (T ∗)n−1 είναι ϕθίνουσα και
µη αρνητική, και κάθε hn είναι υπερ-αρµονική. Θέτουµε h∞ = limn hn. Αφού ο T ∗ είναι υπο-
Μαρκοβιανός έχουµε ότι T ∗h∞ = limn T ∗hn = limn hn+1 = h∞. Θέτουµε h0 = g − h∞. Τότε,
(T ∗h0)n = (T ∗g)n − h∞ → 0 και επειδή T ∗g = g στο C ϑα έχουµε (T ∗g)n = g = h∞ στο C, απ’
όπου έπεται ότι h0 = 0 στο C. �

Από την παραπάνω περιγραφή των C, D, και επειδή η 1 είναι υπερ-αρµονική, έπεται ότι T ∗1 = 1

στο C. Για ένα στοχαστικό πυρήνα P και µια υπερ-αρµονική συνάρτηση h, ερµηνεύοντας την
ποσότητα T ∗h(ω) της (3.1.2) ως την αναµενόµενη αµοιβή σε ένα ϐήµα όταν ϐρισκόµαστε στην
κατάσταση ω, τότε σχεδόν για κάθε ω ∈ C αναµένουµε η αµοιβή να παραµένει η ίδια. Αυτό
δικαιολογεί και την ονοµασία του C ως το συντηρητικό µέρος του T ∗.
Θυµίζουµε τον συµβολισµό Sn(f ) =

∑n−1
k=0 T

kf για µια ϑετική συστολή T και f ∈ L1. Πα-
ϱατηρήστε ότι S∗n(T ) =

∑n−1
k=0(T ∗)kh για h ∈ L∞. Επίσης, για h ∈ L∞ µε h ≥ 0, γράφουµε

S∗∞ = supn∈N S
∗
nh, όπου επειδή h ≥ 0 και T ∗ ϑετικός ϑα έχουµε S∗∞h =

∑∞
n=0(T ∗)nh.

Θεώρηµα 3.1.9. Τα σύνολαC, D της διάσπασης Hopf του Θεωρήµατος 3.1.8 καθορίζονται επίσης
πλήρως (modµ) και απ’ τις ιδιότητες :

(C2) Για κάθε h ∈ L+
∞(µ) ισχύει S∗∞h = ∞ (σχεδόν παντού) στο C ∩ {S∗∞h > 0}.

(D2) Υπάρχει µια συνάρτηση hD ∈ L+
∞(µ) µε {hD > 0} = D (mod µ) και S∗∞hD ≤ 1.
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Απόδειξη. Πολλαπλασιάζοντας τη συνάρτηση h0 του Θεωρήµατος 3.1.8 µε κατάλληλη σταθερά,
µπορούµε να υποθέσουµε ότι h0 ≤ 1. Τότε, η hD = h0 − T ∗h0 είναι γνήσια ϑετική στο D και
hD = 0 σχεδόν παντού στο C. ΄Αρα, {hD > 0} = D (mod µ). Επίσης, παρατηρώντας ότι

S∗nhD =

n−1∑
k=0

(T ∗)khD −
n−1∑
k=0

(T ∗)k+1hD = hD − (T ∗)n+1hD

και χρησιµοποιώντας την 0 ≤ (T ∗)n+1hD ≤ hD, έχουµε ότι S∗nhD ≤ hD ≤ 1 για κάθε n, απ’
όπου έπεται ότι S∗∞hD ≤ 1. Εποµένως, το D έχει την ιδιότητα (D2). ΄Εστω τώρα πως δεν ισχύει
η (C2). Τότε, ϑα υπάρχει µια συνάρτηση h ∈ L∞(µ)+, ένα j και A ⊆ C ώστε (T ∗)jh > 0 και
S∗∞h < ∞ στο A (σχεδόν παντού). Ορίζουµε hn =

∑n
i=j(T

∗)ih και h̃ = limn hn. Αφού hn ≥ 0
και hn ↗ h̃, από το Λήµµα 3.1.6 ϑα έχουµε T ∗h̃ = limn T ∗hn. ΄Οµως, T ∗hn =

∑n+1
i=j+1(T ∗)ih.

΄Αρα, T ∗h̃ =
∑∞
i=j+1(T ∗)ih ≤ h̃. Με άλλα λόγια, η h̃ είναι υπερ-αρµονική. Οπότε, από την

ιδιότητα (C1) ϑα ισχύει (T ∗)kh̃ = h̃ στο C. ΄Οµως, (T ∗)kh̃ =
∑∞
i=k+j(T

∗)ih ≤ S∗∞h < ∞ στο A ⊆ C.
Αφήνοντας το k → ∞ έχουµε 0 = limk(T ∗)kh̃ = h̃ στο A. Αυτό όµως έρχεται σε αντίφαση µε
το ότι h̃ > (T ∗)jh > 0 στο A. Για τη µοναδικότητα τώρα, έστω C′, D′ ένα άλλο Ϲευγάρι µε τις
ιδιότητες (C2), (D2) και µε C′ ∪ D′ = Ω και C′ ∩ D′ = ∅. Τότε, για την hD′ ισχύει S∞hD′ ≤ 1 και
S∗∞hD′ > 0 στο D′ \D ⊆ C. Οπότε, από την (C2) ϑα πρέπει υποχρεωτικά να έχουµε µ(D′ \D) = 0.
Λόγω συµµετρίας ϑα ισχύει και µ(D \ D′) = 0. ΄Αρα, τελικά µ(D 4D′) = 0. �

Θεώρηµα 3.1.10. Τα σύνολα C, D της διάσπασης Hopf καθορίζονται πλήρως (mod µ) και απ’
τις ιδιότητες :

(C3) Για κάθε f ∈ L+
1 (µ), S∞f = ∞ στο C ∩ {S∞f > 0}.

(D3) Για κάθε f ∈ L+
1 (µ), S∞f < ∞ στο D.

Απόδειξη. Από την (D2) υπάρχει h+
D ∈ L

+
∞(µ) µε {hD > 0} = D και S∗∞hD ≤ 1. Τότε, γράφοντας

〈S∞f, hD〉 = lim
n

∫
Snf · hD dµ

= lim
n

∫
f · S∗nhD dµ

= 〈f, S∗∞hD〉 ≤ 〈f,1〉 < ∞

και χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι hD > 0 σχεδόν παντού στο D ϑα έχουµε την (D3). Για
την (C3) υποθέτουµε ότι S∞f < ∞ σε ένα σύνολο F ⊆ C ∩ {f > 0} µε 0 < µ(F ) < ∞. Τότε, η
h = 1F (1 + S∞f )−1 είναι γνήσια ϑετική στο F . Από την (C2) ϑα έχουµε S∗∞h = ∞ στο F . Αλλά,

〈f, S∗∞h〉 = 〈S∞f, h〉

=

∫
(S∞f )1F (1 + S∞f )−1 dµ

≤ µ(F ) < ∞,

το οποίο έρχεται σε αντίφαση µε το ότι f > 0 στο F . ΄Αρα, S∞f = ∞ σχεδόν παντού στο C∩{f > 0}.
Επαναλαµβάνοντας το ίδιο επιχείρηµα µε την Tnf στη ϑέση της f ϐλέπουµε ότι S∞f = ∞ σχεδόν
παντού στο C∩{Tnf > 0} για κάθε n ≥ 0. ΄Αρα, επειδή C∩{S∞f > 0} = ∪∞n=0C∩{T

nf > 0} έπεται
και η (C3). �
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Για κάθε 1 ≤ p ≤ ∞ ϑα συµβολίζουµε µε Lp(B) το σύνολο {f ∈ Lp : {f , 0} ⊆ B}.

Ορισµός 3.1.11. ΄Εστω (Ω, A , µ) ένας χώρος σ-πεπερασµένου µέτρου και T µια ϑετική συ-
στολή στον L1. ΄Ενα σύνολο B ∈ A καλείται T−απορροφούν αν Tf ∈ L1(B) για κάθε f ∈ L1(B).

Θεώρηµα 3.1.12. Το συντηρητικό κοµµάτιC µιας ϑετικής συστολής T στον L1 είναι T−αναλλοίωτο.

Απόδειξη. Θεωρούµε µια γνήσια ϑετική συνάρτηση p στον L1. Από τις (C3) και (D3) έχουµε
C = {S∞p = ∞}. Για f ∈ L+

1 (C) έχουµε nf ≤ S∞p για κάθε n. ΄Αρα, nTf ≤ TS∞p =
∑∞
i=1 T

ip
για κάθε n. Ειδικότερα, S∞p = ∞ στο {Tf > 0} και λόγω µοναδικότητας του C έπεται ότι
{Tf > 0} ⊆ C. ∆ηλαδή, Tf ∈ L1(C). �

Θεώρηµα 3.1.13. ΄Ενα σύνολο B ∈ A είναι T−απορροφούν αν και µόνο αν T ∗1Bc ≤ 1Bc .

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι το B είναι T−απορροφούν και f ∈ L+
1 µε {f > 0} = B. Τότε,

αφού Tf ∈ L1(B) ϑα έχουµε 0 = 〈Tf,1Bc 〉 = 〈f, T ∗1Bc 〉. ΄Αρα, T ∗1Bc = 0 στο B. Χρησιµοποιώντας
την T ∗1Bc ≤ 1 καταλήγουµε στην T ∗1Bc ≤ 1Bc . Αντίστροφα, αν ισχύει η τελευταία ανισότητα
και g ∈ L+

1 (B) τότε, 0 ≤ 〈Tg,1Bc 〉 = 〈g, T ∗1Bc 〉 ≤ 〈g,1Bc 〉 = 0 απ’ όπου έπεται ότι Tg ∈ L1(B). Για
γενική g ∈ L1(B) γράφουµε g = g+ − g−. �

3.2 Το ϑεώρηµα των Chacon-Ornstein

Θεωρούµε µια ϑετική συστολή T στον L1. Περνάµε τώρα στη σχεδόν ϐεβαίως σύγκλιση του
Snf/Sng στο σύνολο {S∞g > 0} για f ∈ L1 και g ∈ L+

1 . Γράφουµε f
1
→ g αν f ∈ L+

1 και
υπάρχουν r, s ∈ L+

1 µε f = r + s και g = r + Ts (η g προκύπτει αν το κοµµάτι r της f παραµείνει
σταθερό και το υπόλοιπο κοµµάτι s απεικονιστεί µέσω του T ). Για n ≥ 2 γράφουµε f

n
→ g αν

υπάρχουν g1 µε f
n−1
→ g1 και g1

1
→ g. Ο µη γραµµικός τελεστής U µε Uh = Th+ − h− καλείται

«τελεστής γεµίσµατος» (filling operator). Στην περίπτωση που h = f − g µε f, g ∈ L+
1 µπορούµε

να σκεφτόµαστε την f ως µάζα και την g ως αντιµάζα. Ο U (f − g) προκύπτει ως εξής : Πρώτα
το κοµµάτι f ∧ g της f και η g αλληλοεξουδετερώνονται, το υπόλοιπο κοµµάτι h+ απεικονίζεται
µέσω του T και το υπόλοιπο κοµµάτι h− της g παραµένει σταθερό. Πολλές ϕορές, η g ϑεωρείται
ως µια τρύπα. Το κοµµάτι f ∧ g πέφτει µέσα στην τρύπα και τη γεµίζει µερικώς. Αν πάρουµε
τον U2, ένα κοµµάτι του Th+ ϑα πέσει πάλι στην τρύπα γεµίζοντάς την ακόµα περισσότερο και
το υπόλοιπο ϑα απεικονιστεί µέσω του T . Η συνεχόµενη χρήση του U καλείται «διαδικασία
γεµίσµατος» (filling scheme).

Λήµµα 3.2.1. Για κάθε f, g ∈ L+
1 και n ≥ 0 υπάρχει fn ∈ L+

1 µε f
n
→ fn και Un(f − g) = fn − g.

Απόδειξη. Για n = 0 µπορούµε να επιλέξουµε f0 = f . Προχωρώντας επαγωγικά, αν η fn έχει
κατασκευαστεί, τότε η tn = fn − [Un(f − g)]+ = fn ∧ g είναι µη αρνητική και [Un(f − g)]− =

−Un(f −g) + [Un(f −g)]+ = g− tn. Οπότε, Un+1(f −g) = T (fn − tn)− (g− tn) και έτσι, επιλέγοντας
fn+1 = T (fn − tn) + tn έχουµε το Ϲητούµενο. �

∆ιαισθητικά, η tn είναι η ποσότητα που πέφτει στην τρύπα τη χρονική στιγµή n και η fn είναι
το άθροισµα των tn. Το επόµενο ϑεώρηµα µας εξασφαλίζει ότι στο σύνολο {MS

nh > 0} η τρύπα
ϑα έχει γεµίσει µέχρι τη χρονική στιγµή n − 1.

Θεώρηµα 3.2.2. Για h ∈ L1, n ≥ 1 και T, U όπως παραπάνω, έχουµε Un−1h ≥ 0 στο σύνολο
{MS

nh > 0} = {Mnh > 0}.
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Απόδειξη. Από τον ορισµό του U έχουµε ότι η ακολουθία (Ukh)−, (k = 0,1,2, ...), είναι ϕθίνου-
σα. Οπότε, αρκεί να δείξουµε ότι για σχεδόν κάθε ω ∈ {MS

nh > 0} υπάρχειm µε 0 ≤ m ≤ n−1 και
(Umh)+(ω) > 0. Αυτό είναι ισοδύναµο µε το να δείξουµε ότι η ποσότητα φk(ω) =

∑k
m=0(Umh)+(ω)

είναι γνήσια ϑετική για κάποιο 0 ≤ k ≤ n − 1. Μιας και (Umh)+ είναι το κοµµάτι του Tmh+ το
οποίο δεν ϑα πέσει στην τρύπα τη χρονική στιγµή m ϑα πρέπει να ισχύει

φk ≥
k∑

m=0
Tmh = Sk+1h. (3.2.1)

Αποδεικνύοντας την (3.2.1) ϑα έχουµε και το Ϲητούµενο. Για k = 0 η (3.2.1) ισχύει αφού είναι
η ανισότητα h+ ≥ h. Αν η (3.2.1) ισχύει για κάποιον k, τότε χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι ο
T είναι ϑετικός, την TSk+1f ≤ Tφk και γράφοντας

Sk+2f = h + TSk+1f ≤ h + Tφk = h +

k∑
m=0

T (Umh)+

= h +

k∑
m=0

(Um+1h + (Umh)−)

= h +

k∑
m=0

[(Um+1h)+ − (Um+1h)− + (Umh)−]

= h + (φk+1 − h
+) + h− − (Uk+1h)− ≤ φk+1,

έχουµε το Ϲητούµενο και για τον k + 1. �

Το Θεώρηµα 3.2.2 και το Λήµµα 3.2.1 δίνουν µια διαφορετική απόδειξη του µεγιστικού εργο-
δικού Θεωρήµατος 1.3.2 του Hopf: Για h ∈ L1 ϑέτουµε f = h+, g = h− και ϐρίσκουµε fn−1 µε
(fn−1 − g) = Un−1h και f

n−1
→ fn−1 όπως στο Λήµµα 3.2.1 µε Un−1h ≥ 0 στο σύνολο {Mnh > 0}.

Τώρα, ισχυριζόµαστε ότι αν f
k
→ f ′ τότε

∫
f dµ ≥

∫
f ′ dµ. Πράγµατι, αν k = 1 τότε f = r + s µε

r, s ∈ L+
1 και f ′ = r + Ts. Αφού ο T είναι συστολή ϑα έχουµε∫

f dµ =

∫
r + s dµ

≥

∫
r + Ts dµ

=

∫
f ′ dµ.

Αν τώρα έχουµε τον ισχυρισµό για τον k − 1 και f
k
→ f ′, ϑα υπάρχει f ′1 ∈ L

+
1 µε f

k−1
→ f ′1 και

f ′1
1
→ f ′. Από την επαγωγική υπόθεση και την περίπτωση k = 1 έχουµε∫

f dµ ≥

∫
f ′1 dµ ≥

∫
f ′ dµ.

Εποµένως, λόγω της f
n−1
→ fn−1 έχουµε

∫
f dµ ≥

∫
fn−1 dµ. Αφού το σύνολο {h+ > 0} περιέχεται
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στο E = {Mnh > 0} έχουµε ∫
E
h dµ =

∫
E
h+ dµ −

∫
E
h− dµ

=

∫
Ω

h+ dµ −

∫
E
g dµ

≥

∫
Ω

fn−1 dµ −

∫
E
g dµ

=

∫
E
Un−1h ≥ 0.

Εποµένως, δείξαµε το ϑεώρηµα, µόνο που στη ϑέση του {Mnh ≥ 0} έχουµε το {Mnh > 0}. Για
να δείξουµε ότι ισχύει και για το {Mnh ≥ 0} ϑεωρούµε µια γνησίως ϕθίνουσα ακολουθία hn που
ϕθίνει προς την h (π.χ. hk = h+ − sk όπου sk+1 < sk µε sk ↗ h−). Τότε, τα σύνολα {Mnhk > 0}
ϕθίνουν προς το {Mnh ≥ 0}. Εποµένως,∫

{Mnh≥0}

h dµ = lim
k

∫
{Mnhk>0}

hk dµ ≥ 0.

Λήµµα 3.2.3 (Chacon-Ornstein). ΄Εστω T µια ϑετική συστολή στον L1, f ∈ L1 και g ∈ L+
1 . Τότε,

lim
n→∞

Tnf

Sn+1g
= 0 (3.2.2)

σχεδόν παντού στο σύνολο {S∞g > 0}.

Απόδειξη. Μπορούµε να υποθέσουµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ότι f ≥ 0. Τότε, ορίζουµε
rnm = Tn(Tm f ) − ϸSn+1Tmg και

Anm =

{
ω ∈ Ω :

Tn(Tm f )
Sn+1Tmg

(ω) > ϸ
}
∩ {Tmg > 0}

για κάθε m, n και ϸ > 0. Τότε, επειδή ο T είναι ϑετικός έχουµε

rnm = Trn−1m − ϸT
mg ≤ T (rn−1m)+ − ϸTmg. (3.2.3)

Με τη ϐοήθεια της (3.2.3) µπορούµε να δείξουµε ότι

(rnm)+ ≤ T (rn−1m)+ − ϸ · 1AnmT
mg. (3.2.4)

Παρατηρώντας ότι Ω = {Tmg = 0} ∪ (Acnm ∩ {T
mg > 0}) ∪ Anm αρκεί να ελέγξουµε την (3.2.4) σε

καθένα από τα παραπάνω σύνολα. Στο {Tmg = 0} η (3.2.4) ισχύει λόγω της (3.2.3). Στο Anm
έχουµε rnm = (rnm)+ συνεπώς η (3.2.4) προκύπτει και πάλι από την (3.2.3). Στο Acnm∩{Tmg > 0}
έχουµε (rnm)+ = 0 ενώ T (rn−1m)+ − ϸ · 1AnmT

mg = T (rn−1m)+ ≥ 0. Χρησιµοποιώντας την (3.2.4)
έχουµε

N∑
n=1

∫
ϸ · 1AnmT

mg dµ ≤
N∑
n=1

∫ (
T (rn−1m)+ − (rnm)+)dµ.



3.2 Το ϑεώρηµα των Chacon-Ornstein · 102

΄Οµως, ο T είναι συστολή, άρα
∫
T (rn−1m)+ dµ ≤

∫
(rn−1m)+ dµ. Οπότε, ϑα έχουµε

N∑
n=1

∫
ϸ · 1AnmT

mg dµ ≤
N∑
n=1

∫ (
(rn−1m)+ − (rnm)+)dµ

=

∫
(r0m)+ dµ −

∫
(rNm)+ dµ.

Επειδή, (r0m)+ =
(
Tm f − ϸTmg

)
· 1A0m ,

∫
(rNm)+ dµ ≥ 0,

∫
Tm f dµ ≤

∫
f dµ και

∫
Tmg dµ ≥ 0

έχουµε
N∑
n=1

∫
ϸ · 1AnmT

mg dµ ≤

∫
f dµ,

απ’ όπου έπεται ότι ∫ ∞∑
n=1

ϸ · 1AnmT
mg dµ ≤

∫
f dµ.

΄Αρα, 1AnmT
mg → 0 σχεδόν παντού. Αν Bnm = {ω : Tn(Tm f )(ω) > ϸSn+1Tmg} και επειδή

Anm = Bnm ∩ {Tmg > 0} ϑα πρέπει για σχεδόν κάθε ω ∈ {Tmg > 0} να ισχύει ω < lim supn Bnm ,
διαφορετικά ϑα έχουµε 1AnmT

mg 6→ 0. ΄Αρα, για σχεδόν κάθε ω ∈ {Tmg > 0} ϑα ισχύει
ω ∈ lim infn Bcnm το οποίο είναι ισοδύναµο µε την

lim
n→∞

Tn(Tm f )
Sn+1Tmg

(ω) = 0

για σχεδόν κάθε ω ∈ {Tmg > 0}. Παρατηρήστε ότι επειδή η g είναι ϑετική και ο T ϑετικός ϑα
έχουµε g+ ...+ Tm−1g ≥ 0. ΄Αρα, Sn+1Tmg = Sm+n+1g− (g+ ...+ Tm−1g) ≤ Sm+n+1g. Εποµένως,
στο {Tmg > 0} έχουµε

Tn+m f

Sn+m+1g
≤
Tn(Tm f )
Sn+1Tmg

.

∆ηλαδή,

lim
n→∞

Tnf

Sn+1g
(ω) = 0

για σχεδόν κάθε ω ∈ {Tmg > 0}. Με άλλα λόγια υπάρχει Cm ⊆ {Tmg > 0} ώστε Tnf/Sn+1g → 0
στο Cm και µ({Tmg > 0} \ Cm) = 0. Θέτοντας C = ∪∞m=0Cm και παρατηρώντας ότι ∪∞m=0{T

mg >
0} = {S∞g > 0} έχουµε το Ϲητούµενο. �

Λήµµα 3.2.4. ΄Εστω f, g ∈ L+
1 , n ≥ 1, g

n
→ g1, γ > 1. Τότε,

{lim sup
n

Sn(f − g) > 0} ⊆ {lim sup
n

Sn(γf − g1) > 0} (mod µ). (3.2.5)

Απόδειξη. Προχωράµε µε επαγωγή στο n. Για n = 1, αφού g
1
→ g1, υπάρχουν r, s ∈ L+

1 µε
g = r + s και g1 = r + Ts. Γράφουµε

Sn(γf − g1) = Sn(γf − r − Ts)

=

n−1∑
k=0

Tk(γf − r − Ts)

=

n−1∑
k=0

Tk(γf − r − s) + s − Tn−1(Ts).
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∆ηλαδή, Sn(γf −g1) = Sn(γf −g)+s−Tn−1(Ts). Προσθαφαιρώντας το Sn(f ) και χρησιµοποιώντας
την s ≥ 0 έχουµε

Sn(γf − g1) = Sn(γf − g) + s − Tn−1(Ts)

≥ (γ − 1)Sn(f ) − Tn−1(Ts) + Sn(f − g).

Από το Λήµµα 3.2.3 σχεδόν παντού στο σύνολο {S∞f > 0} έχουµε ότι Tn−1(Ts)/Sn(f ) → 0.
΄Οµως, {lim supn Sn(f − g) > 0} ⊆ {S∞f > 0}. Οπότε, ϑεωρώντας ω ∈ {lim supn Sn(f − g) > 0} µε

Tn−1(Ts)
Sn(f )

(ω)→ 0

και επειδή γ − 1 > 0 µπορούµε να ϐρούµε n0 ώστε Tn−1(Ts)(ω) ≤ (γ − 1)Sn(f )(ω). ΄Αρα, για
κάθε n ≥ n0 ϑα έχουµε Sn(γf − g1)(ω) ≥ Sn(f − g)(ω) απ’ όπου έπεται ότι

lim sup
n

Sn(γf − g1)(ω) ≥ lim sup
n

Sn(f − g)(ω) ≥ 0.

Εποµένως, για σχεδόν κάθε ω ∈ {lim supn Sn(f − g) > 0} ϑα έχουµε lim supn Sn(γf − g1)(ω) ≥ 0.
Με άλλα λόγια, ισχύει η (3.2.5). Υποθέτουµε τώρα ότι η (3.2.5) ισχύει για όλες τις f, g ∈
L+

1 , h ∈ L1 µε g
n−1
→ h και όλα τα γ > 1. Θεωρούµε γ > 1 και g

n
→ g1 µε n ≥ 2. Τότε,

ϑα υπάρχει h µε g
n−1
→ h και h

1
→ g1. Γράφουµε γ = γ2

1 µε γ1 =
√
γ. Επειδή, γ > 1 ϑα

έχουµε γ1 > 1. Τότε, από την επαγωγική υπόθεση έχουµε µ(A \ B) = 0 και µ(B \ C) = 0 όπου
A = {lim supn Sn(f − g) > 0}, B = {lim supn Sn(γ1f − h) > 0} και C = {lim supn Sn(γf − g1) > 0}.
Τώρα, το επαγωγικό ϐήµα ολοκληρώνεται από τον εγκλεισµό A \ C ⊆ A \ B ∪ B \ C. �

Για H ∈ A , f ∈ L+
1 και n ≥ 0 ορίζουµε

Ψn
H = sup

{∫
H
g dµ : f

n
→ g

}
και ΨH = lim

n→∞
Ψn
H .

Παρατηρήστε ότι επειδή η f
n
→ g συνεπάγεται την f

n+1
→ g προκύπτει ότι η ακολουθία Ψn

H
είναι αύξουσα. ∆ιαισθητικά, Ψn

H είναι η µεγιστή δυνατή ποσότητα µάζας που µπορούµε να
µεταφέρουµε στο σύνολο H απεικονίζοντας διάφορα κοµµάτια της f το πολύ n ϕορές. Τώρα,
επειδή αν f

1
→ g µε f ∈ L+

1 ϑα έχουµε ότι ‖g‖1 ≤ ‖f ‖1, προκύπτει ότι ΨH f ≤ ‖f ‖1. Τέλος, οι Ψn
H

και ΨH είναι ϑετικά οµογενείς. ∆ηλαδή, Ψn
H (αf ) = αΨn

H f και ΨH (αf ) = αΨH (f ) για κάθε α > 0.
Με E∞(h) συµβολίζουµε την ένωση των συνόλων En(h) = {Mnh > 0}.

Λήµµα 3.2.5. Για f, g ∈ L+
1 , h = f − g και n ≥ 1, αν H ⊆ En(h) τότε Ψn−1

H f ≥
∫
1Hg dµ και αν

H ⊆ E∞(h) τότε ΨH f ≥
∫
1Hg dµ.

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα 3.2.2, η Un−1h είναι µη αρνητική στο σύνολο En(h) και από το
Λήµµα 3.2.1 έχουµε Un−1h = fn−1 − g µε f

n−1
→ fn−1. Αν H ⊆ En(h), τότε η 0 ≤

∫
1HUn−1h =∫

1H (fn−1 − g) µας δίνει τον πρώτο ισχυρισµό. Ο δεύτερος ισχυρισµός προκύπτει χρησιµοποι-
ώντας τον πρώτο ισχυρισµό στα σύνολα Hn = H ∩ En(h) και αφήνοντας το n → ∞. �

Λήµµα 3.2.6. Αν H ⊆ {lim supn Sn(f − g) > 0} µε f, g ∈ L+
1 τότε ΨH f ≥ ΨHg.
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Απόδειξη. ΄Εστω n ≥ 1 και g
n
→ g1. Τότε, από το Λήµµα 3.2.4 έχουµε

µ
(
H \ {lim sup

n
Sn(γf − g1) > 0}

)
= 0

για κάθε γ > 1. Γράφουµε H = A ∪ B µε A = H \ {lim supn Sn(γf − g1) > 0} και B =

H ∩ {lim supn Sn(γf − g1) > 0}. Τότε, B ⊆ E∞(γf − g1). ΄Αρα, από το Λήµµα 3.2.5 έχουµε

γΨB(f ) = ΨH (γf ) ≥
∫
1Bg1 dµ

=

∫
1Hg1 dµ.

Από τον εγκλεισµό B ⊆ H έπεται ότι ΨH (f ) ≥ ΨB(f ). ΄Αρα τελικά, γΨH (f ) ≥
∫
1Hg1 dµ. Αφού το

γ > 1 είναι τυχόν, ϑα ισχύει ΨH (f ) ≥
∫
1Hg1 dµ απ’ όπου έπεται η ΨH (f ) ≥ ΨH (g). �

Με τα παραπάνω εργαλεία είµαστε πια σε ϑέση να αποδείξουµε το ϑεώρηµα των Chacon-
Ornstein.

Θεώρηµα 3.2.7 (Chacon-Ornstein). ΄Εστω T µια ϑετική συστολή στον L1, f ∈ L1 και g ∈ L+
1 .

Τότε ο λόγος Snf/Sng συγκλίνει σχεδόν παντού στο σύνολο {S∞g > 0} σε ένα πεπερασµένο όριο.

Απόδειξη. Υποθέτουµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ότι f ≥ 0. Παρατηρώντας ότι g
n
→ Tng για

κάθε H ⊆ {S∞g > 0} µε µ(H) > 0 ϑα έχουµε ΨH (g) > 0. Πράγµατι, γράφοντας H = ∪∞n=0H ∩An

όπου An = {Tng > 0} ϐρίσκουµε n µε µ(H ∩ An) > 0. Από την g
n
→ Tng έχουµε

ΨH (g) ≥
∫
1H∩AnT

ng dµ > 0.

Στο σύνολο {S∞g > 0} ϑέτουµε h = lim sup(Snf/Sng) και h = lim inf(Snf/Sng). Για α > 0 στο
σύνολο {h > α} έχουµε ότι lim sup(Sn(f −αg)/Sng) > 0. Αυτό έπεται άµεσα από την παρατήρηση
ότι α = Sn(αg)/Sng. Τώρα, επειδή ο T είναι ϑετικός, η ακολουθία Sng είναι ϕθίνουσα. ΄Αρα, αν
lim sup(Sn(f − αg)/Sng)(ω) > 0, αφού ω ∈ {S∞g > 0} ϑα υπάρχει m µε Smg(ω) > 0. Εποµένως,
για κάθε n > m

Sn(f − αg)
Smg

(ω) ≥
Sn(f − αg)

Sng
(ω),

απ’ όπου έπεται ότι

(Smg(ω))−1 lim sup
n

Sn(f − αg)(ω) ≥ lim sup
n

Sn(f − αg)
Sng

(ω) > 0.

∆ηλαδή, lim supn Sn(f − αg)(ω) > 0. ΄Αρα, τελικά {h > α} ⊆ {lim supn Sn(f − αg)(ω) > 0}. Αν
υποθέσουµε τώρα ότι το {h = ∞}∩ {S∞g > 0} έχει ϑετικό µέτρο τότε από το Λήµµα 3.2.6 και τις
προηγούµενες παρατηρήσεις έχουµε για κάθε α > 0

ΨH (f ) ≥ ΨH (αg) = αΨH (g) µε ΨH (g) > 0.

Αυτό όµως έρχεται σε αντίφαση µε την ΨH (f ) ≤ ‖f ‖1. ΄Αρα, h < ∞ σχεδόν παντού στο {S∞g > 0}.
Αν τώρα µ(h < h) > 0 ϑα υπάρχουν δύο ϱητοί α < � µε µ(h < α < � < h) > 0. Θέτοντας
G = {h < α < � < h} όπως προηγουµένως ϑα έχουµε G ⊆ {lim supSn(f − �g) > 0} και
G ⊆ {lim supSn(αg − f ) > 0}. Χρησιµοποιώντας πάλι το Λήµµα 3.2.6, έχουµε αΨG(g) ≥ ΨG(f )
και ΨG(f ) ≥ �ΨG(g) πράγµα το οποίο έρχεται σε αντίφαση µε την 0 < ΨG(g) < ∞. �
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3.3 Περιγραφή του ορίου στο ϑεώρηµα Chacon-Ornstein

Στην προηγούµενη παράγραφο αποδείξαµε ότι για µια ϑετική συστολή T στον L1(µ) και f ∈
L1, g ∈ L+

1 η ακολουθία Snf/Sng συγκλίνει σχεδόν παντού στο {S∞g > 0} σε ένα πεπερασµένο
όριο. Σε αυτή την παράγραφο µε τη ϐοήθεια του λήµµατος του Brunel δίνουµε µια περιγραφή
του ορίου.

Ορισµός 3.3.1 (Μερική εφαρµογή ενός τελεστή). Στον L1(Ω, A , µ) ϑεωρούµε µια ϑετική
συστολή T και µια µετρήσιµη συνάρτηση α στον Ω µε 0 ≤ α ≤ 1. Τότε, η απεικόνιση
f 7→ Tαf := αf + T ((1 − α)f ) είναι ϑετική συστολή στον L1. Ο Tα καλείται µερική εφαρµο-
γή του T .

Παρατήρηστε ότι ο τελεστής γεµίσµατος που ορίστηκε στην προηγούµενη παράγραφο µε Uf =

f − + Tf + είναι της µορφής Uf = Tαf µε α = 1{f<0}. Επίσης, για f, g ∈ L+
1 η σχέση f

1
→ g είναι

ισοδύναµη µε την ύπαρξη µετρήσιµης συνάρτησης 0 ≤ α ≤ 1 µε g = Tαf . Η µία κατεύθυνση
είναι προφανής. Για την αντίστροφη κατεύθυνση, αν f

1
→ g τότε ϑα υπάρχουν r, s ∈ L+

1 µε
f = r + s και g = r + Ts. Τότε, η α = r

r+s1{f>0} είναι καλά ορισµένη, µετρήσιµη, µε 0 ≤ α ≤ 1
και αf + T (1 − α)f = g. Συνεπώς, ϑα έχουµε

ΨEf = sup
{∫

E
g dµ : f

n
→ g

}
= sup

{∫
E
TαnTαn−1 ...Tα1f dµ

}
, (3.3.1)

όπου το sup υπολογίζεται πάνω από όλες τις ακολουθίες που αποτελούνται από n µετρήσιµες
συναρτήσεις αi : Ω → [0,1]. Τέλος, αν α = 1E και IE είναι ο τελεστής f 7→ IEf = 1Ef , τότε η
µερική εφαρµογή TE := T1E του T µπορεί να γραφτεί ως TE = IE + TIEc .

Λήµµα 3.3.2. Για κάθε f ∈ L+
1 και n ≥ 1 ισχύει Ψn

Ef =
∫
E
TnE f dµ.

Απόδειξη. Το λήµµα προκύπτει αν αποδείξουµε ότι∫
E
TnETαf dµ ≤

∫
E
Tn+1
E f dµ (3.3.2)

για κάθε n ≥ 0, f ∈ L+
1 και οποιαδήποτε µετρήσιµη α : Ω→ [0,1]. Πράγµατι, χρησιµοποιώντας

την (3.3.1) έχουµε ότι
∫
E
TEf dµ ≤ ΨEf . Οπότε, αν για κάποιο n ισχύει

∫
E
TnE f dµ ≤ Ψn

Ef τότε∫
E
Tn+1
E f dµ =

∫
E
TnETEf dµ ≤ Ψn

ETEf . ΄Οµως,

Ψn
ETEf = sup

{∫
E
Tαn ...Tα1TEf dµ

}
≤ sup

{∫
E
Tαn+1Tαn ...Tα1f dµ

}
= Ψn+1

E f,

απ’ όπου έπεται ότι
∫
E
Tn+1
E f dµ ≤ Ψn+1

E f . ∆ηλαδή,
∫
E
TnE f dµ ≤ Ψn

Ef για κάθε n. Η αντίστρο-
ϕη ανισότητα Ψn

Ef ≤
∫
E
TnE f dµ προκύπτει από την (3.3.2). Πράγµατι, για n = 0 ϑα έχουµε
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∫
E
Tαf dµ ≤

∫
E
TEf dµ και παίρνοντας sup ως προς όλες τις µετρήσιµες α : Ω→ [0,1] ϑα έχουµε

ΨEf ≤
∫
E
TEf dµ. Συνεχίζοντας επαγωγικά, αν για κάποιο n ισχύει Ψn

Ef ≤
∫
E
TnE f dµ τότε∫

E
Tn+1
E f dµ ≥

∫
E
TnETαf dµ

≥ Ψn
E(Tαf )

= sup
{∫

E
Tαn ...Tα1Tαf dµ

}
,

όπου επειδή οι παραπάνω ανισότητες ισχύουν για κάθε µετρήσιµη α : Ω → [0,1] ϑα έχουµε
από την (3.3.1) ότι

∫
E
Tn+1
E f dµ ≥ Ψn+1

E f . Για την απόδειξη της (3.3.2) ϑεωρούµε � = α1E και
ισχυριζόµαστε ότι

TnET�f − T
n
ETαf = (TIEc )n+1(αf ) − IEc (TIEc )n(αf ) (3.3.3)

για κάθε n ≥ 0. Πράγµατι, για n = 0,

T�f − Tαf = �f + T (1 − �)f − αf − T (1 − αf

= T (1Ecαf ) − 1Ecαf

Αν η (3.3.3) ισχύει για κάποιο n, τότε

Tn+1
E T�f − T

n+1
E Tαf = (IE + TIEc )((TIEc )n+1(αf ) − IEc (TIEc )n(αf )

= (TIEc )n+2(αf ) + IE(TIEc )n+1(αf ) − (TIEc )IEc (TIEc )n(αf )

= (TIEc )n+2(αf ) − IEc (TIEc )n+1(αf )

το οποίο αποδεικνύει το επαγωγικό ϐήµα. Τώρα, πολλαπλασιάζοντας την (3.3.3) µε την 1E
έχουµε

1ET
n
ET�f − 1ET

n
ETαf = 1E(TIEc )n+1(αf ),

όµως επειδή 1E(TIEc )n+1(αf ) ≥ 0 ϑα έχουµε ότι 1ETnETαf ≤ 1ET
n
ET�f . Η τελευταία ανισότητα

µας επιτρέπει να δείξουµε την (3.3.2) µόνο για τις µετρήσιµες α : Ω → [0,1] για τις οποίες
1Ecα = 0. Πράγµατι, αν έχουµε την (3.3.2) για αυτές, ϑεωρώντας την � = 1Eα ϑα έχουµε
ότι

∫
E
TnETαf dµ ≤

∫
E
TnET�f dµ ≤

∫
E
Tn+1
E f dµ. Εποµένως, αν 1Ecα = 0 τότε χρησιµοποιώντας

διαδοχικά τον TE ϑα έχουµε

TEf − Tαf = (1E − α)f − T (1E − α)f

T2
E f − TETαf = (1E − α)f − TET (1E − α)f

Tn+1
E f − TnETαf = (1E − α)f − TnET (1E − α)f. (3.3.4)

΄Οµως, επειδή οι TnE , T είναι συστολές ϑα έχουµε∫
E
TnETf (1E − α)dµ ≤

∫
Ω

f (1E − α)dµ =

∫
E
f (1E − α)dµ. (3.3.5)

Ολοκληρώνοντας την (3.3.4) και χρησιµοποιώντας την (3.3.5) και την
∫
E
TnET (1E − α)f ≥ 0 ϑα

έχουµε ∫
E
TnETαf dµ ≤

∫
E
Tn+1
E f dµ.

�
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Από εδώ και στο εξής ϑεωρούµε ότι το µέτρο µ είναι σ-πεπερασµένο. Ταυτίζοντας τον L∗1 µε
τον L∞ ϑυµίζουµε πως T ∗ : L∞ → L∞ είναι ο συζυγής τελεστής του T (ϐλ. (3.1.8)) ο οποίος
χαρακτηρίζεται από τη σχέση∫

Ω

Tf · h dµ =

∫
Ω

f · T ∗h dµ για f ∈ L1, h ∈ L∞.

Συµβολικά, 〈Tf, h〉 = 〈f, T ∗h〉. Στην περίπτωση που ο T είναι ϑετική συστολή έχουµε ότι ο T ∗

είναι υπο-Μαρκοβιανός τελεστής µε T ∗1 ≤ 1 (ϐλ. (3.1.6)). Παρατηρήστε ότι ο τελεστής IE που
ορίστηκε παραπάνω είναι µια ϑετική συστολή και (IE)∗h = 1E · h για κάθε h ∈ L∞. Επαγωγικά
και εφαρµόζοντας διαδοχικά τον TE έχουµε

TnE =

n−1∑
i=0

IE(TIEc )i + (TIEc )n. (3.3.6)

Εποµένως, από το Λήµµα 3.3.2 έχουµε για κάθε f ∈ L+
1

Ψn
Ef =

∫
E

n∑
i=0

(TIEc )i f dµ =

∫
fψnE dµ (3.3.7)

και

ΨEf = lim
n

Ψn
Ef =

∫
E

∞∑
i=0

(TIEc )i f dµ =

∫
fψE dµ, (3.3.8)

όπου ψnE :=
∑n
i=0(IEcT ∗)i1E και ψE := limn ψnE =

∑∞
i=0(IEcT ∗)i1E.

Παρατηρήσεις 3.3.3. Παρατηρήστε ότι ψnE ≤ 1 για κάθε n ≥ 0. Πράγµατι, για n = 0 έχουµε
ψ0
E = 1E ≤ 1. Αν ψnE ≤ 1 για κάποιο n, τότε επειδή ο T ∗ είναι ϑετικός ϑα έχουµε T ∗ψnE ≤
1. Εποµένως, 1 ≥ 1E ∨ T ∗ψnE = 1E + 1EcT ∗ψnE = ψn+1

E . Επίσης, η ψE είναι η µικρότερη
υπεραρµονική συνάρτηση που ϐρίσκεται πάνω από την 1E. Πράγµατι, από τα παραπάνω
έχουµε 1E ≤ ψnE ≤ 1E ∨ T

∗ψnE = ψn+1
E ≤ ψE. ΄Αρα, η ψnE είναι αύξουσα και T ∗ψnE ≤ ψn+1

E .
Εποµένως, αφού limn ψnE = ψE έχουµε T ∗ψnE = limn T ∗ψnE ≤ limn ψn+1

E = ψE. ΄Αρα, η ψE είναι
υπεραρµονική µε ψE ≥ 1E. Αν τώρα h ≥ 1E για κάποια υπεραρµονική h τότε, χρησιµοποιώντας
τη σχέση ψn+1

E = 1E ∨ T ∗ψnE δείχνουµε επαγωγικά ότι ψnE ≤ h, απ’ όπου έπεται ότι ψE ≤ h.

Τώρα, µε τη ϐοήθεια των (3.2.6) και (3.3.2) µπορούµε να αποδείξουµε το λήµµα του Brunel.

Θεώρηµα 3.3.4 (Λήµµα του Brunel). ΄Εστω T µια ϑετική συστολή στον L1(µ) µε το µ σ-
πεπερασµένο και f ∈ L1(µ). Τότε, για κάθε µετρήσιµο σύνολο E µε E ⊆ {ω ∈ Ω : Snf (ω) >
0 για άπειρα n} ισχύει

∫
fψE dµ ≥ 0.

Απόδειξη. Θεωρούµε µια γνήσια ϑετική συνάρτηση p ∈ L1. Τέτοια συνάρτηση υπάρχει αφού
µπορούµε να ϐρούµε ξένα ανα δύο (An) µε ∪∞n=1 = Ω και να πάρουµε p =

∑∞
n=1 2−n · 1An .

Για κάθε ϸ > 0 ϑέτουµε fϸ = f + ϸp. Αφού η p είναι γνήσια ϑετική και ο T ϑετικός, έχουµε
Snp(ω) ≥ p(ω) > 0 για κάθε ω. ΄Αρα, αν ω ∈ E αφού Snf (ω) > 0 για άπειρα n, ϑα έχουµε και
lim supn Snf (ω) ≥ 0. ΄Οµως τότε,

lim sup
n

Sn(fϸ)(ω) = lim sup
n

Sn(f + ϸp)(ω)

= lim sup
n

(Snf (ω) + ϸSnp(ω))

≥ lim sup
n

Snf (ω) + ϸp(ω)

≥ ϸp(ω) > 0.
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∆ηλαδή, E ⊆ {ω : lim supn Sn(fϸ)(ω) > 0}. Γράφοντας fϸ = f +
ϸ − f

−
ϸ και χρησιµοποιώντας το

Λήµµα 3.2.6 έχουµε
ΨEf

+
ϸ ≥ ΨEf

−
ϸ . (3.3.9)

Γράφοντας f +
ϸ = fϸ ∨ 0 = (|fϸ | + fϸ)/2 και παρατηρώντας ότι fϸ′ < fϸ για κάθε ϸ′ < ϸ και

|fϸ | → |f |, fϸ → f καθώς το ϸ → 0 έχουµε ότι f +
ϸ ↘ f + για ϸ → 0. Με παρόµοιο τρόπο, έχουµε

f −ϸ ↗ f − για ϸ → 0. Από την ψnE ≤ 1 έπεται ότι ψE ≤ 1. ∆ηλαδή, η ψE ανήκει στον L∞. ΄Αρα,
για κάθε ϸ < ϸ0 έπεται ότι

|f +
ϸ − f

+|ψE ≤ 2f +
ϸ0ψE

και επειδή η τελευταία συνάρτηση είναι ολοκληρώσιµη, από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλι-
σης ϑα έχουµε ότι

lim
ϸ→0

∫
f +
ϸ ψE dµ =

∫
f +ψE dµ.

Με ανάλογο τρόπο, limϸ→0
∫
f −ϸ ψE dµ =

∫
f −ψE dµ. Χρησιµοποιώντας τώρα την (3.3.8) και την

(3.3.9) έχουµε ∫
f +ψE dµ = lim

ϸ→0

∫
f +
ϸ ψE dµ = lim

ϸ
ΨEf

+
ϸ ≥ lim

ϸ
ΨEf

−
ϸ

= lim
ϸ

∫
f −ϸ ψE dµ =

∫
f −ψE dµ

ολοκληρώνοντας µε αυτό τον τρόπο την απόδειξη. �

Παρατήρηση 3.3.5. Για µια ϑετική συστολή T στον L1(Ω, A , µ) ϑεωρούµε την οικόγενεια E
όλων των T−απορροφούντων υποσυνόλων του C, όπου C το συντηρητικό κοµµάτι του T . Στην
περίπτωση που Ω = C, δηλαδή όταν ο T είναι συντηρητικός, η E είναι µια υπο-σ-άλγεβρα της
A .

Απόδειξη. Πράγµατι, αφού ο T είναι συντηρητικός, από την (C1) (ϐλ. (3.1.8)) ϑα έχουµε T ∗1 =

1. Επίσης, από το Θεώρηµα 3.1.13 έχουµε ότι A ∈ E ανν T ∗1Ac ≤ 1Ac . ΄Αρα, αν A ∈ E ϑα
έχουµε T ∗1Ac = 1Ac όµως 1A = 1 − 1Ac = T ∗(1 − 1Ac ) = T ∗1A απ’ όπου έπεται ότι Ac ∈ E . Αν
(An) είναι µια ϕθίνουσα ακολουθία µέσα στην E και A = ∩∞n=1An ϑα έχουµε 1An ↘ 1A. ΄Οµως,
ο T ∗ είναι υπο-Μαρκοβιανός, άρα T ∗1An ↘ T ∗1A. Επειδή, T ∗1An = 1An ϑα έχουµε T ∗1A = 1A
απ’ όπου έπεται ότι A ∈ E . �

Λήµµα 3.3.6. Υποθέτουµε ότι Ω = C. Τότε, µια συνάρτηση h ∈ L∞ είναι αρµονική αν και µόνο
αν είναι E−µετρήσιµη.

Απόδειξη. Αν h = T ∗h τότε οι T ∗h+ ≥ h και T ∗h+ ≥ 0 µας δίνουν T ∗h+ ≥ h+. ΄Αρα, η
g = ‖h‖∞ 1 − h

+ είναι υπερ-αρµονική και άρα αρµονική (αφού Ω = C). Οπότε, T ∗h+ = h+.
΄Αρα, αν B = {h > 0} τότε,

T ∗1B = T ∗(lim
n

(nh+ ∧ 1)

= lim
n
T ∗(nh+ ∧ 1)

≤ lim
n

(nh∗ ∧ 1) = 1B,

το οποίο µε τη σειρά του µας δίνει ότι T ∗1B = 1B. ∆ηλαδή, B ∈ E . Εφαρµόζοντας το ίδιο στην
h−α καταλήγουµε στην {h > α} ∈ E για κάθε α. Για την αντίστροφη κατεύθυνση προσεγγίζουµε
την h µε απλές συναρτήσεις hn για τις οποίες η T ∗hn = hn είναι προφανής. �
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Σε αυτό το σηµείο να κάνουµε κάποιες υπενθυµίσεις σχετικά µε το ϑεώρηµα Radon-Nikodym
που ϑα µας χρειαστούν στα παρακάτω: Αν (Ω,A ) είναι ένας µετρήσιµος χώρος και ν1, ν2
δύο πεπερασµένα ϑετικά µέτρα, τότε γνωρίζουµε πως υπάρχει µια ν1-σχεδόν παντού µοναδική
ολοκληρώσιµη συνάρτηση h και ένα ϑετικό πεπερασµένο µέτρο µε λ ⊥ ν1 ώστε

ν2(A) =

∫
A
h dν1 + λ(A) (3.3.10)

για κάθε A ∈ A . Η παραπάνω διάσπαση καλείται διάσπαση Lebesgue του ν2 ως προς το ν1 και
είναι µοναδική, υπό την έννοια ότι αν ν2 = h′dν1 + λ′ µε λ′ ⊥ ν1, τότε h = h′ σχεδόν παντού
και λ = λ′. Αν τώρα, B ⊆ Ω, B ∈ A και αν ϑεωρήσουµε τον µετρήσιµο χώρο (B,A ∩ B) τότε η
Lebesgue διάσπαση του ν2|A ∩B ως προς το ν2|A ∩B είναι η

ν2(A ∩ B) =

∫
A∩B

h dν1 + λ(A ∩ B) (3.3.11)

Με τη ϐοήθεια του λήµµατος του Brunel και τις παραπάνω παρατηρήσεις µπορούµε να δώσουµε
µια περιγραφή του limSn(f )/Sn(g) στην περίπτωση που ο T είναι συντηρητικός.

Θεώρηµα 3.3.7 (Neveu-Chacon-περίπτωση Ω = C). ΄Εστω T µια ϑετική συστολή στον L1(Ω, A , µ)
µε µ σ-πεπερασµένο και Ω = C. Για f ∈ L1(µ), g ∈ L+

1 (µ) ϑεωρούµε την διάσπαση Lebesgue

fdµ = h(gdµ) + λ (3.3.12)

του fdµ ως προς το gdµ. Τότε, ανA = {S∞g > 0} και E είναι η υπο-σ-άλγεβρα των T−απορροφούντων
υποσυνόλων του Ω έχουµε ότι (fdµ)|E∩A � (gdµ)|E∩A και

lim
n→∞

Snf

Sng
= h =

d
(
(fdµ)|E∩A

)
d(

(
gdµ)

∣∣∣
E∩A

) (3.3.13)

µ−σχεδόν παντού στο A. Στην περίπτωση που το µ είναι πεπερασµένο έχουµε

lim
n→∞

Snf

Sng
=
E( f |E )
E( g |E )

(3.3.14)

σχεδόν παντού στο σύνολο A.

Απόδειξη. Πρώτα δείχνουµε ότι A ∈ E . Θεωρούµε µια t ∈ L1(A). Τότε, απ’ την (C3) του
Θεωρήµατος 3.1.10 έχουµε Sng → ∞ στο A. ΄Αρα, για την tn = h ∧ Sng έχουµε tn ↗ t στο A.
Απ’ τον εγκλεισµό {t , 0} ⊆ A έχουµε t = 0 στο Ac. Εποµένως, αφού Sng = 0 στο Ac η tn ↗ t
ϑα ισχύει και στο Ac. ΄Αρα, tn ↗ t στον Ω. ΄Οµως, ο T είναι ϑετικός. ΄Αρα, Ttn ↗ Tt. Από την
tn ≤ Sng έχουµε και Ttn ≤ Sn+1g. ΄Οµως, Sng = 0 στο Ac, απ’ όπου έπεται ότι Ttn = 0 στο Ac,
το οποίο µε τη σειρά του µας δίνει ότι Tt = 0 στο Ac. ΄Αρα, {Tt , 0} ⊆ A απ’ όπου έπεται ότι
το A είναι T− απορροφούν. Υποθέτουµε πρώτα ότι f ≥ 0. Τότε, από το Θεώρηµα 3.2.7 έχουµε
limn Sn(f )/Sn(g) ∈ [0,∞) στο A. Θεωρούµε µια αρίθµηση {qm : m ∈ N} των ϱητών του [0,∞).
Για k ≥ 1 ϑεωρούµε τα σύνολα

Bkm =

{
ω ∈ A : −1/k + qm < lim

n→∞

Sn(f )(ω)
Sn(g)(ω)

< 1/k + qm

}
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Παρατηρήστε ότι για k σταθερό,
⋃∞
m=1 B

k
m = A. Σταθεροποιούµε ένα Ϲευγάρι k,m και γράφουµε

χάριν συντοµίας B = Bkm και α = −1/k + qm , � = 1/k + qm . Στο B έχουµε Sn(f − αg) > 0 για
άπειρα n. Συνεπώς, από το λήµµα του Brunel∫

(f − αg) · ψB dµ ≥ 0. (3.3.15)

Θέτουµε B′ = {ψB = 1}. Από τις Παρατηρήσεις 3.3.3 η ψB είναι η µικρότερη υπεραρµονική
που ϐρίσκεται πάνω από την 1B. Αφού ο T είναι συντηρητικός, η ψB είναι αρµονική, και άρα
E -µετρήσιµη (Λήµµα 3.3.6). ΄Αρα, ο εγκλεισµός, B ⊆ B′ ∈ E και η 1B ≤ 1B′ = T ∗1B′ µας δίνουν
ψB ≤ 1B′ . Εποµένως, ψB = 1B′ . ΄Αρα, η (3.3.15) γίνεται∫

(f − αg) · 1B′ dµ ≥ 0. (3.3.16)

Αντικαθιστώντας το B′ µε το B′ ∩ G για G ∈ E , µε ανάλογο επιχείρηµα έχουµε∫
B′∩G

(f − αg)dµ ≥ 0. (3.3.17)

Ανάλογα, δουλέυοντας µε την (�g − f ) έχουµε και∫
B′∩G

(�g − f )dµ ≥ 0. (3.3.18)

Συµπτύσσοντας τις παραπάνω σε µια ανίσωση παίρνουµε

α

∫
B′∩G

g dµ ≤

∫
B′∩G

f dµ ≤ �

∫
B′∩G

g dµ (3.3.19)

για κάθε G ∈ E . Η τελευταία δείχνει ότι fdµ � gdµ στον (B′, B′ ∩ E ). Χρησιµοποιώντας το
γεγονός ότι η (3.3.12) ισχύει για την B′ ∩ E και τη µοναδικότητα της διάσπασης Lebesgue στον
(B′, B′ ∩ E ) συµπεραίνουµε ότι h =

d(fdµ)
d(gdµ) σχεδόν παντού στο B′ και λ(B′ ∩ G) = 0 για κάθε

G ∈ E . ΄Αρα, ∫
B′∩G

f dµ =

∫
B′∩G

h d(gµ) =

∫
B′∩G

h · g dµ

για κάθε G ∈ E . Εποµένως, από την (3.3.19) καταλήγουµε στο ότι α ≤ h ≤ � σχεδόν παντού
στο B′. Αφού η f είναι µη αρνητική, το λ είναι και αυτό ϑετικό. ΄Αρα, αφού Bkm = B ⊆ B′ και
λ(B′ ∩ G) = 0 ϑα έχουµε και λ(Bkm ∩ G) = 0. Εποµένως, από την A =

⋃∞
m=1 B

k
m προκύπτει

ότι λ(A ∩ G) = 0 για κάθε G ∈ E . Αυτή η παρατήρηση, µαζί µε την (3.3.12) µας δίνουν ότι
(fdµ)|E∩A � (gdµ)|E∩A. Μένει να δείξουµε την (3.3.13). ΄Εχουµε δείξει προς το παρόν ότι h =
d(fdµ)|E∩A
d(gdµ)|E∩A

σχεδόν παντού στο B′ και α ≤ h ≤ � στο B′. Επειδή Bkm ⊆ B′ τα παραπάνω ϑα ισχύουν
και σχεδόν παντού στο Bkm . Εποµένως, ϑα ισχύουν και σχεδόν παντού στο A = Bk =

⋃∞
m=1 B

k
m

για κάθε k. ΄Αρα, ϑα υπάρχουν Γk ⊆ Bk µε µ(Γk) = 0 και∣∣∣∣∣ d(fdµ)|E
d(gdµ)|E

(ω) − lim
n→∞

Snf

Sng
(ω)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣h(ω) − lim
n→∞

Snf

Sng
(ω)

∣∣∣∣∣ ≤ 1
k

για κάθε ω ∈ Bk \ Γk. Θέτοντας, Γ =
⋃∞
k=1 Γk έχουµε Γ ⊆ A, µ(Γ) = 0 και

lim
n→∞

Snf

Sng
= h =

d(fdµ)|E
d(gdµ)|E
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στο A \ Γ. Για γενική f ∈ L1(µ), γράφουµε f = f + − f − και χρησιµοποιούµε το γεγονός ότι
fdµ = f +dµ − f −dµ. Αν τώρα το µ είναι πεπερασµένο, τότε οι E( f |E ), E( g |E ) ορίζονται καλά.
Ακολουθώντας ακριβώς τα ίδια ϐήµατα όπως προηγουµένως, καταλήγουµε πάλι στην (3.3.19)
όπου τώρα επειδή B′, G ∈ E µπορούµε να γράψουµε

α

∫
B′∩G

E( g |E )dµ ≤
∫
B′∩G

E( f |E )dµ ≤ �
∫
B′∩G

E( g |E )dµ (3.3.20)

η οποία µας δίνει αE( g |E ) ≤ E( f |E ) ≤ �E( g |E ) σχεδόν παντού στο B′. Για να τελειώσουµε
το επιχείρηµα, αρκεί να δείξουµε ότι E( g |E ) > 0 σχεδόν παντού στο A. Ας υποθέσουµε ότι
αυτό δεν ισχύει. Τότε, υπάρχει F ∈ E µε F ⊆ A, µ(F ) > 0 και E( g |E ) = 0 στο F. Τότε,∫

F
g dµ =

∫
F
E( g |E )dµ = 0

απ’ όπου έπεται ότι g = 0 στο F . Επειδή το F είναι απορροφούν, απο το Θεώρηµα 3.1.13 και
χρησιµοποιώντας διαδοχικά τον T έχουµε (T ∗)m1F ≤ 1F . Εποµένως,∫

F
Tmg dµ =

∫
Tmg · 1F dµ

=

∫
g · (T ∗)m1F dµ

≤

∫
g · 1F dµ = 0,

απ’ όπου έπεται ότι Tmg = 0 στο F . ΄Αρα, (σχεδόν παντού) στο F έχουµε S∞g = 0. Αυτό όµως
έρχεται σε αντίφαση µε τον εγκλεισµό F ⊆ A. �

Πριν συζητήσουµε και τη γενική περίπτωση που Ω , C να κάνουµε κάποια σχόλια σχετικά µε
το προηγούµενο ϑεώρηµα.

Το πρώτο σχόλιο είναι πως αν το µ είναι σ-πεπερασµένο, τότε µπορούµε από την περιγραφή
της (3.3.13) να περάσουµε στην (3.3.14). Αυτό µπορεί να γίνει ϑεωρώντας µια γνήσια ϑετική και
ολοκληρώσιµη συνάρτηση p ∈ L1(µ) µε

∫
p dµ = 1 (π.χ. την p =

∑∞
n=1 2−n 1An

µ(An) για 0 < µ(An) <
∞ και An ↗ Ω). Τότε, τα µέτρα µ′ = pdµ, µ έχουν τα ίδια µ−µηδενικά σύνολα, το pdµ είναι
µέτρο πιθανότητας και µ = p−1dµ′. ΄Αρα, η S : L1(µ) → L1(µ′) µε Sf = p−1f είναι ισοµετρικός
ισοµορφισµός. Θεωρούµε τον T ′ : L1(µ′) → L1(µ′) µε T ′ = S ◦ T ◦ S−1, ο οποίος είναι µια
ϑετική συστολή στον L1(µ′). Εύκολα ϐλέπουµε ότι T ′f ′ = p−1T (pf ′) και (T ′)nf ′ = p−1Tn(pf ′)
και εποµένως, T (f ) = pT ′(p−1f ) και Tn(f ) = p(T ′)n(p−1f ). ∆εν είναι δύσκολο να δούµε πως οι
T, T ′ έχουν το ίδιο συντηρητικό κοµµάτι C και τα ίδια απορροφούντα σύνολα. Συνεπώς, αν ο T
είναι συντηρητικός σύµφωνα µε τις προηγούµενες παρατηρήσεις και την (3.3.14) έχουµε

lim
n→∞

Snf

Sng
=
E( p−1f |E )
E( p−1g |E )

(3.3.21)

σχεδόν παντού στο {S∞g > 0}. Εδώ ϕυσικά οι παραπάνω δεσµευµένες τιµές χαρακτηρίζονται
από την ∫

G
E( p−1f |E )dµ =

∫
G
p−1f dµ

για κάθε G ∈ E . Το δευτέρο σχόλιο έχει να κάνει µε την κατά σηµείο σύγκλιση των µέσων
όρων της µορφής An(f ) = n−1Sn(f ), όπου ϕυσιολογικά ϑα µπορούσε να αναρωτηθεί κανείς
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γιατί γίνεται η µελέτη του λόγου Sn(f )/Sn(g) αντί του An(f ). ΄Ενας λόγος είναι πως αν υπάρχει
µια γνήσια ϑετική ολοκλήρωσιµη συνάρτηση p µε Tp = p, τότε Anf = p Sn fSnp

και εποµένως η
σύγκλιση των An(f ) είναι ισοδύναµη µε τη σύγκλιση των Snf/Snp. Στην περίπτωση που δε
ϐάλουµε κάποια υπόθεση για τον T µπορεί το limn An(f ) να αποκλίνει σχεδόν παντού. (ϐλ. [13]
σελ.151).

Επιστρέφοντας πάλι στη συνθήκη Tp = p παρατηρήστε ότι αυτή µας δίνει το εξής : Αν
f ∈ L1(µ) µε |f | ≤ p τότε |Tf | ≤ p. Για να το δούµε αυτό, επειδή ο T είναι ϑετικός, έχουµε σε
πρώτη ϕάση ότι T |f | ≤ p για |f | ≤ p. ΄Οµως, |Tf | = |Tf + − Tf −| ≤ Tf + + Tf − = T |f |, το οποίο
αποδεικνύει το Ϲητούµενο. Από το Θεώρηµα 2.1.6 γνωρίζουµε ότι η An(f ) συγκλίνει στον L1(µ)
σε µια T -αναλλοίωτη συνάρτηση f̃ . Με το Θεώρηµα 3.3.7 µπορούµε να περιγράψουµε την f̃ :

Θεώρηµα 3.3.8. ΄Εστω T µια ϑετική συστολή στον L1(Ω, A , µ) µε το µ σ-πεπερασµένο. Υπο-
ϑέτουµε πως υπάρχει µια γνήσια ϑετική και ολοκληρώσιµη συνάρτηση p µε Tp = p. Τότε, ο T
είναι συντηρητικός, και για f ∈ L1(µ) έχουµε

lim
n→∞

An(f ) = p ·
d
(
(f · dµ)|E∩A

)
d
(
(p · dµ)|E∩A

) = p ·E( p−1f |E ) (3.3.22)

σχεδόν παντού στον Ω.

Απόδειξη. Αν υποθέσουµε ότι ο T είναι συντηρητικός, τότε από την An(f ) = p Sn fSnp
και τις

(3.3.13),(3.3.21) έχουµε το Ϲητούµενο. Για να δείξουµε ότι ο T είναι συντηρητικός, από το
Θεώρηµα 3.1.8 αρκεί να δείξουµε ότι κάθε υπερ-αρµονική T ∗h ≤ h είναι αρµονική στον Ω. Γι’
αυτό γράφουµε ∫

Ω

p · h dµ =

∫
Ω

Tp · h dµ

=

∫
Ω

p · T ∗h dµ.

∆ηλαδή,
∫
Ω
p · (h − T ∗h)dµ = 0 και επειδή p > 0 και h ≥ T ∗h ϑα έχουµε υποχρεωτικά

T ∗h = h. �

Τέλος, κλείνουµε αυτή την παράγραφο διατυπώνοντας το ϑεώρηµα Neveu-Chacon στην πλήρη
γενικότητά του, όπου ο T δεν είναι συντηρητικός, παραπέποντας για την αποδειξή του στο [13]
για την αποδειξή του. Παρακάτω, µε HC συµβολίζουµε τη ϑετική συστολή στον L1 που ορίζεται
από την IC

(∑∞
n=1(TICc )n

)
, όπου IA ο τελεστής µε f 7→ f · 1A.

Θεώρηµα 3.3.9 (Neveu-Chacon). ΄Εστω T µια ϑετική συστολή στον L1(µ) µε το µ σ-πεπερασµένο
και έστω C το συντηρητικό κοµµάτι του T . Τότε, για f ∈ L1(µ) και g ∈ L+

1 (µ) έχουµε

lim
n→∞

Snf

Sng
=
d
(
(HCf )dµ|E

)
d (HCg)dµ|E

)
σχεδόν παντού στο σύνολο C ∩ {S∞ > 0}, όπου E είναι η οικογένεια των T−απορροφούντων
υποσυνόλων του C.



Παράρτηµα



ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Αʹ

Τοπολογικοί ∆ιανυσµατικοί Χώροι

Αʹ.1 Βασικοί Ορισµοί και Ιδιότητες

΄Οπως οι τοπολογικοί χώροι αποτελούν γενίκευση των µετρικών χώρων έτσι και οι τοπολογικοί
διανυσµατικοί χώροι αποτελούν γενίκευση των χώρων µε νόρµα. Σε αυτό το σηµείο δίνουµε
τον ορισµό του τοπολογικού διανυσµατικού χώρου και αναπτύσσουµε τις ϐασικές ιδιότητες που
είναι απαραίτητες για τη ϐασική ϑεωρία της εργασίας.

Ορισµός Αʹ.1.1 (Τοπολογικός ∆ιανυσµατικός Χώρος). ΄Εστω (X,+, ·) ένας διανυσµατικός χώρος
πάνω από το σώµα F (= R ή C) και T µια τοπολογία στον X ως προς την οποία οι πράξεις της
πρόσθεσης + : X × X → X και του πολλαπλασιασµού · : F × X → X είναι συνεχείς (όπου στους
X × X και F × X ϑεωρούµε την καρτεσιανή τοπολογία). Τότε, η τετράδα (X,+, ·,T ) ϑα καλείται
τοπολογικός διανυσµατικός χώρος.

Μια άµεση αλλά και χρήσιµη συνέπεια του ορισµού Αʹ.1.1 είναι ότι οι απεικονίσεις µεταφοράς
Tx : X → X µε Tx (y) = y + x και επιµήκυνσης Lλ : X → X µε Lλ(y) = λy για λ , 0 είναι
οµοιοµορφισµοί του X .
Πράγµατι, είναι ϕανερό ότι οι παραπάνω απεικονίσεις είναι 1−1 και επί του X αφού Tx ◦T−x =

T−x ◦Tx = IX και Lλ ◦Lλ−1 = Lλ−1 ◦Lλ = IX . Για τη συνέχεια της Tx ϑεωρούµε ένα ανοικτό σύνολο
G µε Tx (y) = x + y ∈ G. Τότε, απ’ τη συνέχεια της πρόσθεσης ϑα υπάρχουν δύο ανοικτά σύνολα
V1, V2 µε x ∈ V1 και y ∈ V2 ώστε

V1 + V2 ⊆ G.

Ειδικότερα, ϑα έχουµε ότι x + V2 ⊆ G, άρα αφού y ∈ V2 και Tx (V2) = x + V2 ⊆ G έπεται πως
η Tx είναι συνεχής στο τυχόν y και άρα είναι συνεχής παντού. Αφού η συνέχεια της T−x έπεται
ακριβώς µε τον ίδιο τρόπο έχουµε ότι η µεταφορά Tx είναι οµοιοµορφισµός του X . Οµοίως
ελέγχεται και η περίπτωση της Lλ.

Υπενθυµίζουµε σε αυτό το σηµείο δύο ϐασικούς ορισµούς απ’ την τοπολογία.



αʹ.1 Βασικοί Ορισµοί και Ιδιότητες · 115

Ορισµός Αʹ.1.2. ΄Εστω (X,T ) ένας τοπολογικός χώρος. Τότε

(i) Για x ∈ X το σύστηµα περιοχών του x είναι το σύνολο N(x) =
{
V ⊆ X : x ∈ V ◦

}
.

(ii) Μια υποοικογένεια Bx του συστήµατος περιοχών του x καλείται ϐάση περιοχών του x αν
για κάθε V ∈ N(x) υπάρχει B ∈ Bx ώστε B ⊆ V .

Στο πλαίσιο των τ.δ.χ µπορούµε να περιγράψουµε το σύστηµα περιοχών N(x) µέσω του συ-
στήµατος περιοχών του µηδενός N(0).

Πράγµατι, αφού η απεικόνιση Tx είναι οµοιοµορφισµός έχουµε ότι Tx (N(0)) = N(x), δηλα-
δή N(x) =

{
x + V : V ∈ N(0)

}
.

Στην ανάπτυξη της ϑεωρίας των χώρων µε νόρµα χρήσιµο ήταν το γεγονός ότι οι ϐασικές περιοχές
του µηδενός, δηλαδή οι µπάλες

B(0, r) =
{
x ∈ X : ‖x‖ < r

}
είχαν καλές ιδιότητες, όπως για παράδειγµα

(i) B(0, r1) + B(0, r2) ⊆ B(0, r) για κάθε r1 + r2 < r.

(ii) Για κάθε x ∈ X υπάρχει λ > 0 ώστε λx ∈ B(0, r)
(
π.χ. λ = r

2‖x‖
)
.

(iii) Ισχύει ότι
⋃
|λ|≤1 λB(0, r) = B(0, r).

(iv) Η B(0, r) είναι κυρτό σύνολο.

Η αντίστοιχη ιδιότητα της (i) σε έναν τ.δ.χ X µεταφράζεται στην ακόλουθη: για κάθε G ∈ N(0)
υπάρχουν U, V ∈ N(0) µε

U + V ⊆ G,

πράγµα το οποίο είναι εύκολο να ελεγχθεί πως ισχύει καθώς αφού 0 + 0 = 0 ∈ G◦ απ’ τη
συνέχεια της πρόσθεσης ϑα υπάρχουν ανοικτά U, V µε U + V ⊆ G.

Παρακάτω στην Πρόταση Αʹ.1.5-(x) γίνεται ϕανερό πως πάντα σε έναν τ.δ.χ X µπορούµε να
ϐρίσκουµε µια ϐάση περιοχών του µηδενός η οποία να έχει καλές ιδιότητες όπως τις (ii), (iii).

Ορισµός Αʹ.1.3 (Τοπικά κυρτός τοπολογικός διανυσµατικός χώρος). Οι χώροι οι οποίοι ικανο-
ποιούν και την ιδιότητα (iv), δηλαδή έχουν µια ϐάση περιοχών του µηδενός η οποία αποτελείται
από κυρτά σύνολα ονοµάζονται τοπικά κυρτοί τοπολογικοί διανυσµατικοί χώροι (τ.κ.τ.δ.χ).

Οι τοπικά κυρτοί χώροι αποτελούν ίσως την πιο σπουδαία κατηγορία τοπολογικών διανυσµα-
τικών χώρων καθώς σε αυτούς µπορούν να εφαρµοστούν τα διαχωριστικά ϑεωρήµατα τα οποία
είναι ενα σηµαντικό εργαλείο για την εξαγωγή συµπερασµάτων που αφορούν διάφορα υποσύνο-
λα του χώρου. Αυτοί οι χώροι και τα διαχωριστικά ϑεωρήµατα ϑα εξεταστούν παρακάτω σε αυτό
το παράρτηµα. Προς το παρόν δίνουµε ένα όνοµα στα σύνολα που ικανοποιούν τις (ii),(iii) και
αποδεικνύουµε όσα συζητήσαµε παραπάνω.

Ορισµός Αʹ.1.4. ΄Εστω X ένας διανυσµατικός χώρος και A ⊆ X . Το A ϑα καλείται :

(i) απορροφούν αν για κάθε x ∈ X υπάρχει λ > 0 ώστε λx ∈ A.
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(ii) ισορροπηµένο αν
⋃
|λ|≤1 λA = A, (δηλαδή, αν για κάθε λ ∈ F µε |λ| ≤ 1 και x ∈ A έχουµε

ότι λx ∈ A.

Παρατηρούµε πως αν το A είναι απορροφούν τότε πρέπει να ισχύει 0 ∈ A αφού για το 0 ∈ X ϑα
υπάρχει λ > 0 µε 0 = λ · 0 ∈ A. Επίσης, κάθε ανοικτό σύνολο G µε 0 ∈ G είναι απορροφούν
αφού για x ∈ X έχουµε ότι 0 · x = 0 ∈ G και συνεπώς απ΄τη συνέχεια του πολλαπλασιασµού ϑα
υπάρχει ϸ > 0 ώστε για κάθε |λ| < ϸ να ισχύει ότι λx ∈ G. Τέλος, αν το A είναι µη κενό και
ισορροπηµένο τότε 0 ∈ A και A = −A.

Πρόταση Αʹ.1.5. ΄Εστω X ένας τοπολογικός διανυσµατικός χώρος. Τότε

(i) x + A = x + A για κάθε A ⊆ X και x ∈ X .

(ii) λA = λA για κάθε A ⊆ X και λ ∈ F.

(iii) A + B ⊆ A + B για κάθε A, B ⊆ X .

(iv) Το A + G είναι ανοικτό για κάθε A ⊆ X και G ⊆ X ανοικτό.

(v) A =
⋂{
A + G : G ανοικτό,0 ∈ G

}
.

(vi) Αν ο Y είναι διανυσµατικός υπόχωρος του X τότε και ο Y είναι διανυσµατικός υπόχωρος του
X .

(vii) Αν το A είναι ισορροπηµένο τότε και το A είναι ισορροπηµένο.

(viii) Αν το A είναι ισορροπηµένο και 0 ∈ A◦ τότε και το A◦ είναι ισορροπηµένο.

(ix) Αν το A είναι κυρτό, τότε τα A◦ και A είναι κυρτά.

(x) Αν το A είναι ανοικτό και 0 ∈ A, τότε υπάρχει K ανοικτό και ισορροπηµένο ώστε 0 ∈ K ⊆ A.
Αν επιπλέον το A είναι και κυρτό τότε υπάρχει ανοικτό, ισορροπηµένο και κυρτό σύνολο B
ώστε 0 ∈ B ⊆ A.

Απόδειξη. (i) Αφού η Tx είναι οµοιοµορφισµός του X ϑα έχουµε ότι το x + A = Tx (A) είναι
κλειστό υποσύνολο του X και επειδή x + A ⊆ x + A ϑα έχουµε ότι x + A ⊆ x + A. Απ’ την άλλη
µεριά χρησιµοποιώντας την T−x ϑα έχουµε ότι A = T−x (x + A) ⊆ T−x (x + A), όπου τώρα επειδή
το T−x (x + A) είναι κλειστό ϑα έχουµε ότι A ⊆ T−x (x + A). ΄Αρα x +A = Tx (A) ⊆ Tx ◦T−x (x + A) =

x + A απ’ όπου έπεται ότι x + A ⊆ x + A. Το (ii) έπεται µε παρόµοιο τρόπο χρησιµοποιώντας τις
Lλ, Lλ−1 .
Για το (iii) αφού η πράξη της πρόσθεσης είναι συνεχής και το A × B είναι κλειστό υποσύνολο
του X × X ϑα έχουµε ότι

A + B = +(A × B) ⊆ +(A × B) = A + B.

Για το (iv) αρκεί να παρατηρήσουµε ότι A+B =
⋃
α∈A(α +G) και ότι τα α +G είναι όλα ανοικτά.
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Για το (v) έχουµε ότι

x ∈ A ⇐⇒ για κάθε G ανοικτό µε x ∈ G ισχύει G ∩ A , ∅
⇐⇒ για κάθε G ανοικτό µε 0 ∈ G ισχύει (x − G) ∩ A , ∅

⇐⇒ για κάθε G ανοικτό µε 0 ∈ G ισχύει x ∈ A + G

⇐⇒ x ∈
⋂{

A + G : G ανοικτό,0 ∈ G
}
.

(vi) Θεωρούµε λ, µ ∈ F και χρησιµοποιώντας διαδοχικά τις (i),(ii) και το ότι λY + µY ⊆ Y έχουµε
ότι

λY + µY = λY + µY ⊆ λY + µY ⊆ Y .

(vii) Είναι προφανές ότι A ⊆
⋃
|λ|≤1 λA. Για τον αντίστροφο εγκλεισµό χρησιµοποιώντας την (ii)

έχουµε ότι ⋃
|λ|≤1

λA =
⋃
|λ|≤1

λA ⊆
⋃
|λ|≤1

λA ⊆ A.

(viii) Αφού για κάθε λ , 0 έχουµε ότι (λA)◦ = λA◦ έπεται ότι⋃
|λ|≤1,λ,0

λA◦ =
⋃

|λ|≤1,λ,0

(λA)◦ ⊆
( ⋃
|λ|≤1,λ,0

λA
)◦
⊆ A◦

και επειδή 0 ∈ A◦ στις παραπάνω ενώσεις µπορούµε να ϐγάλουµε τον περιορισµό λ , 0 και να
πάρουµε ότι ⋃

|λ|≤1

λA◦ ⊆ A◦

και επειδή ο αντίστροφος εγκλεισµός ισχύει έτσι και αλλιώς έχουµε το Ϲητούµενο.

(ix) Το ότι το A είναι κυρτό αποδεικνύεται µε παρόµοιο τρόπο όπως το (vi). Απ’ το (iv) έχουµε
ότι το A◦ + B◦ είναι ανοικτό και επειδή περιέχεται στο A + B ϑα έχουµε ότι A◦ + B◦ ⊆ (A + B)◦.
΄Αρα για κάθε t ∈ (0,1) έχουµε ότι

tA◦ + (1 − t)A◦ = (tA)◦ + ((1 − t)A)◦ ⊆ (tA + (1 − t)A)◦ ⊆ A◦.

(x) Αφού το A είναι ανοικτό και 0 ∈ A απ’ τη συνέχεια του πολλαπλασιασµού ϑα υπάρχει
ϸ > 0 και G ανοικτό σύνολο µε 0 ∈ G ώστε για κάθε |λ| ≤ ϸ να ισχύει λG ⊆ A. Θεωρώντας
το K =

⋃
|λ|≤1 λϸG έχουµε ότι το K είναι ανοικτό ως ένωση ανοικτών, 0 ∈ K και είναι και

ισορροπηµένο. Τέλος, αν το A είναι και κυρτό ϑεωρούµε το σύνολο (conv(K))◦ το οποίο απ’ το
(ix) είναι κυρτό, ανοικτό και επειδή η κυρτή ϑήκη ισορροπηµένου είναι ισορροπηµένο απ’το
(viii) είναι και ισορροπηµένο. �

Παρατήρηση Αʹ.1.6. Απ’ το (x) της Πρότασης Αʹ.1.5 γίνεται ϕανερό ότι σε οποιονδήποτε τ.δ.χ X
µπορούµε να δουλεύουµε µε ϐάσεις περιοχών του µηδενός οι οποίες αποτελούνται από ανοικτά
και ισορροπηµένα σύνολα. Αν επιπλέον ο X είναι και τοπικά κυρτός τότε µπορούµε να έχουµε
ϐάσεις περιοχών του µηδενός που αποτελούνται από ανοικτά, κυρτά και ισορροπηµένα σύνολα.
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Αʹ.2 ∆ιαχωριστικά Θεωρήµατα σε τ.δ.χ

Ορισµός Αʹ.2.1. ΄Εστω X ένας R-διανυσµατικός χώρος και p : X → R µια συνάρτηση. Η p
καλείται :

(i) υποπροσθετική αν p(x + y) ≤ p(x) + p(y) για κάθε x, y ∈ X .

(ii) ϑετικά οµογενής αν p(λx) = λp(x) για κάθε λ ≥ 0.

(iii) υπογραµµική αν ικανοποιεί τα (i),(ii).

(iv) ηµινόρµα αν είναι υποπροσθετική και επιπλέον p(λx) = |λ|p(x) για κάθε x ∈ X και λ ∈ R.

(v) νόρµα αν είναι ηµινόρµα και p(x) = 0 αν και µόνο αν x = 0.

Παρατηρήσεις Αʹ.2.2. Είναι άµεσο απ’ τον παραπάνω ορισµό ότι ισχύουν οι συνεπαγωγές

νόρµα =⇒ ηµινόρµα =⇒ υπογραµµική

Αν η p είναι υπογραµµική απ’ την ιδιότητα (ii) παρατηρούµε ότι p(0) = 0. Επίσης, λόγω της
ιδιότητας (i) έχουµε ότι 0 = p(0) = p(x−x) ≤ p(x)+p(−x) απ’ όπου παίρνουµε ότι −p(x) ≤ p(−x)
και −p(−x) ≤ p(x).

΄Οπως και στην περίπτωση των γραµµικών συναρτήσεων για να ελέγξουµε τη συνέχεια µιας
υπογραµµικής συνάρτησης αρκεί να ελέγξουµε αν αυτή είναι συνεχής στο 0. Συγκεκριµένα
έχουµε την εξής πρόταση.

Πρόταση Αʹ.2.3. ΄Εστω X τ.δ.χ και p : X → R µια υπογραµµική συνάρτηση στον X . Τότε, τα
εξής είναι ισοδύναµα:

(i) Η p είναι συνεχής.

(ii) Η p είναι συνεχής στο 0.

(iii) Η p είναι ϕραγµένη σε περιοχή του µηδενός, δηλαδή υπάρχει M > 0 και U ∈ N(0) ώστε
p(U ) ⊆ (−M,M).

Απόδειξη. Η κατεύθυνση (i) =⇒ (ii) είναι προφανής. Για την (ii) =⇒ (iii) για ϸ = 1 > 0 απ’
τη συνέχεια της p στο 0 ϑα υπάρχει ανοικτό σύνολο U µε 0 ∈ U ώστε p(U ) ⊆ (−1,1) και έτσι
έχουµε το Ϲητούµενο.

(iii) =⇒ (ii) Θεωρούµε ϸ > 0 και το σύνολο V = ϸ
MU το οποίο είναι ανοικτό µε 0 ∈ V . Επίσης,

αφού η p είναι ηµινόρµα ϑα έχουµε ότι

p(V ) =
ϸ

M
p(U ) ⊆

ϸ

M
(−M,M) = (−ϸ, ϸ),

δηλαδή p(V ) ⊆ (−ϸ, ϸ) απ’ όπου έπεται ότι η p είναι συνεχής στο 0.
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(ii) =⇒ (i) Θεωρούµε ένα δίκτυο xλ → x, τότε xλ − x → 0 οπότε λόγω της συνέχειας της p στο 0
ϑα έχουµε ότι p(x − xλ)→ 0 και p(xλ − x)→ 0. Οπότε τώρα γράφοντας απ’ τη µία

p(xλ) = p(xλ − x + x) ≤ p(xλ − x) + p(x)

και απ’ την άλλη
p(x) = p(x − xλ + xλ) ≤ p(x − xλ) + p(xλ) =⇒

p(xλ) ≥ p(x) − p(x − xλ)

καταλήγουµε στο ότι
−p(x − xλ) ≤ p(xλ) − p(x) ≤ p(xλ − x)

απ’ όπου έπεται ότι p(xλ)→ p(x). �

Η σηµασία των υπογραµµικών συναρτήσεων γίνεται εµφανής µέσα απ’ το ϑεώρηµα των Hahn-
Banach, ένα απ’ το πιο σηµαντικά και απαραίτητα ϑεωρήµατα στη µελέτη της ϑεωρίας χώρων
Banach αλλά και στο γενικότερο πλαίσιο των τοπολογικών διανυσµατικών χώρων. Υπενθυµίζου-
µε για λόγους πληρότητας το ϑεώρηµα παραπέµποντας στο [16] (σελ.92) για την αποδειξή του.

Θεώρηµα Αʹ.2.4 (Θεώρηµα Hahn-Banach). ΄Εστω X ένας R-διανυσµατικός χώρος, p : X → R
µια υπογραµµική συνάρτηση και Y ένας υπόχωρος του X . Αν h : Y → R είναι µια γραµµική
συνάρτηση για την οποία ισχύει ότι h(y) ≤ p(y) για κάθε y ∈ Y , τότε υπάρχει µια γραµµική
συνάρτηση h̃ : X → R για την οποία ισχύει ότι h̃ |Y = h και h̃(x) ≤ p(x) για κάθε x ∈ X .

Το ϑεώρηµα των Hahn-Banach είναι το ϐασικό εργαλείο για την απόδειξη των διαχωριστικών
ϑεωρηµάτων, παρ’ όλα αυτά απαραίτητη προϋπόθεση για την εφαρµογή του είναι η ύπαρξη µιας
κατάλληλης υπογραµµικής συνάρτησης. Το ϱόλο αυτό έρχεται να παίξει το συναρτησοειδές του
Minkowski.

Ορισµός Αʹ.2.5 (Συναρτησοειδές Minkowski). ΄Εστω X ένας διανυσµατικός χώρος και A ⊆ X
ένα απορροφούν υποσύνολο του X . Το συναρτησοειδές του Minkowski που αντιστοιχεί στο
σύνολο A είναι η συνάρτηση pA : X → R που ορίζεται ως εξής :

pA(x) = inf
{
t > 0 : x ∈ tA

}
. (Αʹ.2.1)

Αφού το σύνολο A είναι απορροφούν, για κάθε x ∈ X υπάρχει t > 0 ώστε tx ∈ A, δηλαδή x ∈ 1
t A.

Συνεπώς, το σύνολο
{
t > 0 : x ∈ tA

}
είναι µη κενό και έτσι η pA είναι καλά ορισµένη απ’ την

(Αʹ.2.1).

Πρόταση Αʹ.2.6. ΄Εστω X ένας διανυσµατικός χώρος και A ⊆ X κυρτό και απορροφούν υπο-
σύνολο του X . Τότε, το συναρτησοειδές Minkowski pA είναι υπογραµµική συνάρτηση και{

x ∈ X : pA(x) < 1
}
⊆ A ⊆

{
x ∈ X : pA(x) ≤ 1

}
. (Αʹ.2.2)
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Απόδειξη. Καταρχάς, για λ > 0 έχουµε ότι

pA(λx) = inf
{
t > 0 : λx ∈ tA

}
= λ inf

{ t
λ
> 0 : x ∈

t

λ
A
}

= λpA(x)

και επειδή pA(0) = 0 έχουµε ότι pA(λx) = λpA(x) για κάθε λ ≥ 0. Για να δείξουµε ότι η pA
είναι υποπροσθετική ϑεωρούµε x, y ∈ X και ϸ > 0. Τότε, απ’ τον ορισµό της pA ϑα υπάρχουν
t1, t2 > 0 ώστε x ∈ t1A, y ∈ t2A και

t1 < pA(x) + ϸ/2, t2 < pA(y) + ϸ/2.

΄Οµως λόγω της κυρτότητας του A ϑα έχουµε ότι

t1
t1 + t2

A +
t2

t1 + t2
A ⊆ A,

δηλαδή
t1A + t2A ⊆ (t1 + t2)A

και επειδή έτσι και αλλιώς ισχύει (t1 + t2)A ⊆ t1A + t2A ϑα έχουµε ότι (t1 + t2)A = t1A + t2A.
΄Αρα αφού x + y ∈ t1A + t2A ϑα έχουµε ότι

pA(x + y) ≤ t1 + t2 < pA(x) + pA(y) + ϸ

απ’ όπου έπεται ότι pA(x + y) ≤ pA(x) + pA(y). Για την (Αʹ.2.2) αν pA(x) < 1 τότε υπάρχει ένα
0 < t < 1 ώστε x ∈ tA. ΄Οµως τότε λόγω της κυρτότητας του A και επειδή 0 ∈ A (το A είναι
απορροφούν) ϑα έχουµε ότι

x ∈ tA = (1 − t)0 + tA ⊆ A,

δηλαδή
{
x ∈ X : pA(x) < 1

}
⊆ A. Τέλος, αν x ∈ A ϑα έχουµε ότι 1 ∈

{
t > 0 : x ∈ tA

}
και συνεπώς

pA(x) ≤ 1, δηλαδή x ∈
{
x ∈ X : pA(x) ≤ 1

}
. Συνεπώς, A ⊆

{
x ∈ X : pA(x) ≤ 1

}
. �

Παρατηρήσεις Αʹ.2.7. (i) Αν το A είναι και ισορροπηµένο τότε η pA είναι ηµινόρµα.

(ii) ΄Εστω 0 ∈ A◦ τότε το συναρτησοειδές του Minkowski pA είναι συνεχής συνάρτηση.

(iii) ΄Εστω X τ.δ.χ, p : X → R συνεχής, υπογραµµική συνάρτηση και h : X → R γραµµική µε
h(x) ≤ p(x) για κάθε x ∈ X . Τότε, η h είναι συνεχής.

Απόδειξη. (i) Αρκεί να δείξουµε ότι pA(λx) = −λpA(x) για κάθε λ < 0. Γράφουµε

pA(λx) = inf
{
t > 0 : λx ∈ tA

}
= −λ inf

{
−
t

λ
> 0 : x ∈ −

t

λ
(−A)

}
A=−A

= −λ inf
{
−
t

λ
> 0 : x ∈ −

t

λ
A
}

= −λpA(x).
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(ii) Από την Πρόταση Αʹ.2.3 αρκεί να δείξουµε οτι η pA είναι ϕραγµένη σε περιοχή του µηδενός.
Θεωρούµε το U = A◦ και από την (Αʹ.2.2) έχουµε ότι pA(U ) ⊆ pA(A) ⊆ [−1,1].

(iii) Αφού η h είναι υπογραµµική από την Πρόταση Αʹ.2.3 αρκεί να δειχτεί ότι είναι συνεχής
στο 0. ΄Οµως, αφού h(x) ≤ p(x) για κάθε x ∈ X και επειδή −h(x) = h(−x) ≤ p(−x) = p(x) ϑα
έχουµε ότι

∣∣∣h(x)
∣∣∣ ≤ p(x) από όπου τώρα έπεται εύκολα πως η h είναι συνεχής στο 0. �

Είµαστε πια σε ϑέση µε τα παραπάνω εργαλεία να διατυπώσουµε και να αποδείξουµε τα δια-
χωριστικά ϑεωρήµατα. Η κεντρική ιδέα κάθε ϕορά είναι ϐρίσκουµε κατάλληλο υπόχωρο Y και
µια γραµµική συνάρτηση h ορισµένη πάνω σε αυτόν ώστε να ισχύει h(y) ≤ pA(y) για κάθε y ∈ Y
όπου το A να είναι ένα κατάλληλο σύνολο. Το ϑεώρηµα Hahn-Banach ϑα κάνει τα υπόλοιπα.

Θεώρηµα Αʹ.2.8 (1ο Θεµελιώδες ∆ιαχωριστικό Θεώρηµα). ΄Εστω X τ.δ.χ και A ⊆ X ανοικτό και
κυρτό και x0 ∈ X \ A. Τότε, υπάρχει µια συνεχής και γραµµική συνάρτηση h : X → R ώστε

sup
x∈A

h(x) ≤ h(x0). (Αʹ.2.3)

Απόδειξη. Καταρχάς µπορούµε να υποθέσουµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ότι 0 ∈ A. Πράγ-
µατι, αν έχουµε το διαχωριστικό στην περίπτωση που 0 ∈ A τότε αν 0 < A ϑεωρώντας A′ = A − y
για κάποιο y ∈ A ϑα έχουµε ότι το A′ είναι ανοικτό και ότι x0 − y < A′. ΄Αρα ϑα υπάρχει
h : X → R συνεχής και γραµµική ώστε για κάθε x ∈ A να ισχύει

h(x − y) ≤ h(x0 − y),

δηλαδή supx∈A h(x) ≤ h(x0). Οπότε υποθέτουµε ελεύθερα ότι 0 ∈ A. Θέτουµε Y = span(x0),
h : Y → R µε h(λx0) = λ και pA το συναρτησοειδές του Minkowski. Τότε, η h είναι προφανώς
γραµµική και επειδή x0 < A από την (Αʹ.2.2) έχουµε ότι pA(x0) ≥ 1. ΄Οµως τότε για λ ≥ 0 ϑα
έχουµε

h(λx0) = λ ≤ λpA(x0) = pA(λx0)

και για λ < 0
h(λx0) = λ < 0 ≤ pA(λx0).

∆ηλαδή, για κάθε y ∈ Y έχουµε h(y) ≤ pA(y). Οπότε από το ϑεώρηµα Hahn-Banach Αʹ.2.4
ϑα υπάρχει γραµµική h̃ : X → R η οποία επεκτείνει την h και ικανοποιεί την h̃(x) ≤ pA(x)
για κάθε x ∈ X . Γράφουµε για συντοµία h̃ = h. Τότε, αφού h(x) ≤ pA(x) για κάθε x ∈ X
από την Παρατήρηση Αʹ.2.7-(iii) έχουµε ότι η h είναι συνεχής. Τέλος, για κάθε x ∈ A έχουµε
h(x) ≤ pA(x) ≤ 1 = h(x0). �

Θεώρηµα Αʹ.2.9 (2ο ∆ιαχωριστικό Θεώρηµα). ΄Εστω X τ.δ.χ και A, B ⊆ X κυρτά υποσύνολα του
X µε το A να είναι ανοικτό και A∩B = ∅. Τότε, υπάρχει συνεχής γραµµική h : X → R τέτοια ώστε

sup
x∈A

h(x) ≤ inf
x∈B

h(x). (Αʹ.2.4)

Απόδειξη. Θεώρούµε το σύνολο A − B το οποίο από την Πρόταση Αʹ.1.5-(iv) είναι ανοικτό και
επειδή τα A, B είναι κυρτά είναι και κυρτό. Αφού A ∩ B = ∅ έπεται πως 0 < A − B συνεπώς
από το 1ο ∆ιαχωριστικό Θεώρηµα υπάρχει h : X → R γραµµική και συνεχής τέτοια ώστε
h(x) ≤ h(0) = 0 για κάθε x ∈ A − B το οποίο είναι ισοδύναµο µε το ότι h(α) ≤ h(�) για κάθε
α ∈ A και � ∈ B. �
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Αʹ.3 Τοπικά κυρτοί τ.δ.χ

Αʹ.3.1 ∆ιαχωριστικά Θεωρήµατα

Περνάµε τώρα και στα διαχωριστικά ϑεωρήµατα που αφορούν τους τοπικά κυρτούς τοπολογι-
κούς διανυσµατικούς χώρους. Στα παρακάτω ϑα υποθέτουµε ότι οι τοπολογικοί διανυσµατικοί
χώροι είναι και Hausdorff δηλαδή για κάθε δύο διαφορετικά σηµεία του χώρου x, y υπάρχουν
ανοικτα σύνολα U, V µε x ∈ U , y ∈ V και U ∩ V = ∅.

Θυµίζουµε σε αυτό το σηµείο ότι από την Πρόταση Αʹ.1.5-(x) όταν ο X είναι τοπικά κυρτός
τότε µπορούµε να ϐρούµε µια ϐάση περιοχών του 0 η οποία να αποτελείται από ανοικτά, κυρτά
και ισορροπηµένα σύνολα (άρα και συµµετρικά).

Πρόταση Αʹ.3.1. ΄Εστω X τ.κ.τ.δ.χ και K ⊆ X συµπαγές, F ⊆ X κλειστό µε K ∩ F = ∅. Τότε,
υπάρχει V ⊆ X ανοικτή, κυρτή και συµµετρική περιοχή του 0 τέτοια ώστε (K + V ) ∩ F = ∅.

Απόδειξη. Για σταθερό x ∈ K αφού x ∈ X \F υπάρχειWx ανοικτή περιοχή του 0 µε (x+Wx )∩F =

∅. Αφού ο X είναι τοπικά κυρτός ϑα υπάρχει ανοικτή, κυρτή και συµµετρική περιοχή Vx του 0
µε Vx + Vx ⊆ Wx . Τότε, η οικογένεια (Vx )x∈K αποτελεί ένα ανοικτό κάλυµµα του K. ΄Αρα λόγω
συµπάγειας ϑα υπάρχουν x1, ..., xn ∈ K ώστε

K ⊆ (x1 + Vx1) ∪ ... ∪ (xn + Vxn ).

Θέτουµε V = Vx1 ∩ ... ∩ Vxn το οποίο είναι ανοικτό, κυρτό και συµµετρικό. Ισχυριζόµαστε ότι
(K + V ) ∩ F = ∅. Πράγµατι, έχουµε ότι

K + V ⊆
( n⋃
i=1

(xi + Vxi )
)

+ V

=

n⋃
i=1

(
xi + Vxi + V

)
⊆

n⋃
i=1

(xi + Vxi + Vxi ),

όµως για κάθε i έχουµε ότι x + Vxi + Vxi ⊆ xi + Wxi και επειδή xi + Wxi ∩ F = ∅ ϑα πρέπει και
(x + Vxi + Vxi ) ∩ F = ∅. ΄Αρα (K + V ) ∩ F = ∅. �

Θεώρηµα Αʹ.3.2 (3ο ∆ιαχωριστικό Θεώρηµα). ΄Εστω X τ.κ.τ.δ.χ, K ⊆ X συµπαγές και κυρτό
υποσύνολο του X και F ⊆ X κλειστό υποσύνολο του X µε K ∩ F = ∅. Τότε, υπάρχει συνεχής και
γραµµική h : X → R τέτοια ώστε

sup
x∈K

h(x) < inf
x∈F

h(x). (Αʹ.3.1)

Απόδειξη. Από την προηγούµενη πρόταση υπάρχει ανοικτή, κυρτή και συµµετρική περιοχή V
του µηδενός µε (K + V + V ) ∩ F = ∅. ΄Οµως τότε ϑα έχουµε ότι (K − F + V ) ∩ V = ∅. Πράγµατι,
αν δεν ισχύει κάτι τέτοιο ϑα υπάρχουν x ∈ K, y ∈ F z1, z2 ∈ V µε x − y + z1 = z2. ∆ηλαδή,
y = x + z1 − z2 και επειδή η V είναι συµµετρική ϑα ισχύει ότι −z2 ∈ V και συνεπώς ϑα έχουµε
ότι (K + V + V ) ∩ F , ∅ το οποίο δεν µπορεί να συµβεί. ΄Αρα αφού το V είναι ανοικτό και
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(K − F + V ) ∩ V = ∅ από το 2ο διαχωριστικό Θεώρηµα Αʹ.3.2 ϑα υπάρχει h : X → R γραµµική
και συνεχής µε

sup
x∈K−F+V

h(x) ≤ inf
x∈V

h(x).

΄Οµως αφού h , 0 και το V είναι ανοικτό ϑα υπάρχει x0 ∈ V µε h(x0) , 0 και αφού η V είναι
και συµµετρική µπορούµε να υποθέσουµε ότι h(x0) < 0. ΄Αρα αφού 0 ∈ V ϑα έχουµε ότι για
κάθε x ∈ K, y ∈ F

h(x) − h(y) ≤ h(x0) < 0

συνεπώς ϑα έχουµε ότι supx∈K h(x) ≤ h(x0) + h(y) < h(y) για κάθε y ∈ F και επειδή h(x0) , 0
ϑα έχουµε ότι

sup
x∈K

h(x) ≤ h(x0) + inf
x∈F

h(x) < inf
x∈F

h(x).

�

Το τελευταίο διαχωριστικό ϑεώρηµα γενικεύει το γνωστό αλλά και ταυτόχρονα πολύ χρήσιµο
πόρισµα του ϑεωρήµατος Hahn-Banach το οποίο χρησιµοποιείται αρκετές ϕορές στην παρούσα
εργασία. Το διατυπώνουµε αποδεικνύοντας µόνο τη γενικότερη περίπτωση.

Πρόταση Αʹ.3.3. ΄Εστω X χώρος µε νόρµα και Y ( X ένας γνήσιος κλειστός υπόχωρος του X
και x0 ∈ X \ Y . Τότε, υπάρχει h ∈ X ∗ µε ‖h‖ = 1 ώστε h(y) = 0 για κάθε y ∈ Y και h(x0) , 0.

Θεώρηµα Αʹ.3.4. ΄Εστω X τ.κ.τ.δ.χ και Y , X κλειστός υπόχωρος του X . Τότε, για κάθε x0 < Y
υπάρχει h : X → R γραµµική και συνεχής ώστε h(x0) , 0 και h(y) = 0 για κάθε y ∈ Y .

Απόδειξη. Αφού x0 < Y ϑα ισχύει ότι 0 < Y − x0. Αφού Y − x0 κλειστό υποσύνολο του X τότε
ϑα υπάρχει A ανοικτή,κυρτή και ισορροπηµένη περιοχή του 0 µε A ∩ (Y − x0) = ∅. Θεωρούµε
pA(t) = inf{t > 0 : x ∈ tA} το συναρτησοειδές του Minkowski και τον υπόχωρο Z που παράγεται
απ’ τον Y και το x0. Ορίζουµε h(y + λx0) = λ για κάθε y ∈ Y και λ ∈ R. Τότε, η h είναι
γραµµική και µηδενίζεται στον Y . Επιπλέον, αν υπάρχουν y, λ > 0 µε

λ = h(y + λx0) > pA(y + λx0)

τότε ϑα υπάρχει 0 < t < λ µε y + λx0 ∈ tA. ∆ηλαδή, x0 ∈
t
λA − y

′ ⊆ A + Y . Πράγµα το οποίο
δε γίνεται να συµβεί αφού A ∩ (Y − x0) = ∅. ΄Αρα για κάθε z ∈ Z ϑα έχουµε ότι h(z) ≤ pA(z).
Οπότε απ’ το ϑεώρηµα Hahn-Banach ϑα υπάρχει h̃ ≡ h : X → R γραµµική που επεκτείνει την
h µε h(x) ≤ pA(x) για κάθε x ∈ X . Τώρα, αφού το A είναι ισορροπηµένο η pa είναι ηµινόρµα
και εποµένως είναι εύκολο να δειχθεί ότι |h | ≤ pA και επειδή η pA είναι συνεχής έπεται ότι και
η h είναι συνεχής. �

Αʹ.3.2 Τοπολογίες Παραγόµενες από Οικογένειες Ηµινορµών

΄Οπως αναφέραµε και προηγούµενως οι τοπικά κυρτοί τοπολογικοί διανυσµατικοί χώροι απο-
τελούν την πιο σηµαντική κατηγορία τ.δ.χ. ∆εν είναι δύσκολο να δείξει κανείς µε τη ϑεωρία
που έχει αναπτυχθεί στο προηγούµενο µέρος του Παραρτήµατος ότι οι τοπικά κυρτοί τ.δ.χ είναι
αυτοί που η τοπολογία τους παράγεται από µια οικογένεια ηµινορµών. Παρ’ όλα αυτά αυτό
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ξεφεύγει από τα πλαίσια της παρούσας εργασίας, όποιος ενδιαφέρεται µπορεί να δει π.χ. στο
[16].

Αυτό όµως που ϑα µας απασχολήσει είναι το αντίστροφο, δηλαδή το πως από µια οικογένεια
ηµινορµών σε έναν τ.δ.χ X µπορεί κάποιος να κατασκευάσει µια τοπολογία η οποία ϑα κάνει
την οικογένεια συνεχή και ϑα είναι συµβατή µε τις πράξεις του χώρου, δηλαδή οι πράξεις της
πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού ϑα είναι συνεχείς ως προς την καινούργια τοπολογία.
Αυτή η παράγραφος είναι στην ουσία η εισαγωγή στο Β′ µέρος του Παραρτήµατος όπου ϑα
µελετηθούν οι τοπολογίες που χρησιµοποιούνται αρκετά σε αυτή την εργασία.

Η κατασκευή της τοπολογίας ϑα γίνει προσδιορίζοντας µια ϐάση περιοχών Bx για κάθε
x ∈ X . Συνεπώς ϑα χρειαστούµε το γνωστό ϑεώρηµα από την Τοπολογία το οποίο µας λέει ποιές
ιδιότητες πρέπει να έχει η Bx .

Θεώρηµα Αʹ.3.5. ΄Εστω X ένα µη κενό σύνολο και για κάθε x ∈ X µια µη κενή οικογένεια Bx
υποσυνόλων του X µε τις εξής ιδιότητες :

(i) Αν B ∈ Bx , τότε x ∈ B.

(ii) Αν B1, B2 ∈ Bx τότε υπάρχει B3 ∈ Bx ώστε B3 ⊆ B1 ∩ B2.

(iii) Για κάθε B ∈ Bx υπάρχει G ⊆ B ώστε για κάθε y ∈ G υπάρχει By ∈ By µε y ∈ By ⊆ G.

Τότε, η οικογένεια

T =
{
G ⊆ X : για κάθε y ∈ G υπάρχει By ∈ By µε By ⊆ G

}
(Αʹ.3.2)

είναι µια τοπολογία στον X και η Bx είναι ϐάση περιοχών του x ως προς την T για κάθε x ∈ X .

Θεωρούµε έναν τ.δ.χ X και µια οικογένεια Γ ηµινορµών στον X (ϐλ. Ορισµό Αʹ.2.1). Για κάθε
x ∈ X ϑεωρούµε την οικογένεια Bx που αποτελείται από όλα τα σύνολα της µορφής

W (x,∆, ϸ) =
{
y ∈ X : p(x − y) < ϸ για κάθε p ∈ ∆

}
, (Αʹ.3.3)

όπου ∆ ⊆ Γ πεπερασµένο και ϸ > 0.

Πρόταση Αʹ.3.6. Για κάθε x ∈ X η οικογένεια

Bx =
{
W (x,∆, ϸ) : ∆ ⊆ Γ πεπερασµένο και ϸ > 0

}
(Αʹ.3.4)

ικανοποιεί τις συνθήκες (i)-(iii) του Θεωρήµατος Αʹ.3.5.

Απόδειξη. Είναι προφανές ότι x ∈ W (x,∆, ϸ) για κάθε ∆ ⊆ Γ και ϸ > 0, συνεπώς ισχύει η
συνθήκη (i). Για τη συνθήκη (ii) ϑεωρούµε ∆1,∆2 ⊆ Γ πεπερασµένα και ϸ1, ϸ2 > 0. Τότε
ϑεώρωντας το πεπερασµένο σύνολο ∆ = ∆1 ∪ ∆2 και ϸ = min{ϸ1, ϸ2} > 0 ϑα έχουµε ότι

W (x,∆, ϸ) ⊆ W (x,∆1, ϸ1) ∩W (x,∆2, ϸ2).
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Τέλος για την (iii) ϑεωρούµε ∆ ⊆ Γ πεπερασµένο και ϸ > 0. Θέτουµε G = W (x,∆, ϸ) και για
y ∈ W (x,∆, ϸ) ϑεωρούµε το σύνολο By ∈ By µε By = W (y,∆, ϸ′) όπου ϸ′ = ϸ − p(x − y) > 0. Αν
z ∈ By τότε

p(x − z) = p(x − y + y − z)

≤ p(x − y) + p(y − z)

< p(x − y) + ϸ − p(x − y) = ϸ

απ’ όπου έπεται ότι z ∈ G. ΄Αρα By ⊆ G και έτσι έχουµε και την (iii). Μάλιστα δείξαµε ότι κάθε
W (x,∆,Γ) ικανοποιεί τη συνθήκη της (Αʹ.1.1) και συνεπώς τα ϐασικά σύνολα είναι και ανοικτά
ως προς την τοπολογία που ορίζει το Θεώρηµα Αʹ.3.5. �

Συνεπώς σύµφωνα µε το Θεώρηµα Αʹ.3.5 υπάρχει µια τοπολογία στον τ.δ.χ X µε την οποία κάθε
x ∈ X έχει ως ϐάση περιοχών την (Αʹ.3.4). Συµβολίζουµε αυτή την τοπολογία µε TΓ. ∆εν είναι
δύσκολο να παρατηρήσουµε πως κάθε p ∈ Γ είναι συνεχής ως προς την TΓ. Πράγµατι το σύνολο

U =
{
y ∈ X : p(y) < 1

}
= W (0, {p},1)

είναι ανοικτό σύνολο ως προς την TΓ και p(U ) ⊆ [−1,1], δηλαδή η p είναι ϕραγµένη σε µια
TΓ-περιοχή του µηδενός και συνεπώς από την Πρόταση Αʹ.2.3 είναι συνεχής ως προς την TΓ.
Μάλιστα, η τοπολογία TΓ είναι και η ελάχιστη τοπολογία στον X ως προς την οποία η οικογένεια
Γ είναι συνεχής. Πράγµατι, αν ϑεωρήσουµε µια τοπολογία T στον X ως προς την οποία η Γ

είναι συνεχής τότε για ∆ = {p1, ..., pm} και ϸ > 0 ϑα έχουµε ότι

W (x, {pi}, ϸ) = p−1
i (x − ϸ, x + ϸ) ∈ T

αφού κάθε pi είναι συνεχής ως προς την T . ΄Αρα ϑα έχουµε ότι

W (x,∆, ϸ) =

m⋂
i=1

W (x, {pi}, ϸ) ∈ T ,

οπότε η T ϑα περιέχει όλη την οικογένεια Bx για κάθε x ∈ X και συνεπώς ϑα έχουµε ότι TΓ ⊆ T .
Φυσικά µένει να δείξουµε ότι η τοπολογία TΓ είναι συµβατή µε τις πράξεις της πρόσθεσης

και του πολλαπλασιασµού του X .

Πρόταση Αʹ.3.7. ΄Εστω (X,+, ·,T ) ένας τ.δ.χ. Τότε, ο (X,+, ·,TΓ) είναι ένας τοπικά κυρτός τ.δ.χ.

Απόδειξη. Είναι προφανές ότι οι ϐασικές περιοχές του µηδενός W (0,∆, ϸ) µε ∆ ⊆ Γ και ϸ > 0
είναι κυρτά σύνολα. Συνεπώς µένει να δειχθεί η συνέχεια των πράξεων. Για την πρόσθεση ϑεω-
ϱούµε x, y ∈ X καιW (x+y,∆, ϸ) µια ϐασική περιοχή του x+y. Τότε, τα σύνολαW (x,∆, ϸ/2) και
W (y,∆, ϸ/2) είναι ϐασικές περιοχές των x, y αντίστοιχα και για z ∈ W (x,∆, ϸ/2) +W (y,∆, ϸ/2)
ϑα έχουµε ότι z = z1 + z2 όπου z1 ∈ W (x,∆, ϸ/2) και z2W (y,∆, ϸ/2). ΄Αρα

p(x + y − z) = p(x − z1 + y − z2)

≤ p(x − z1) + p(y − z2) < ϸ/2 + ϸ/2 = ϸ,

δηλαδή z ∈ W (x + y,∆, ϸ) απ’ όπου έπεται ότι

W (x,∆, ϸ/2) +W (y,∆, ϸ/2) ⊆ W (x + y,∆, ϸ)
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και συνεπώς η πράξη της πρόσθεσης είναι συνεχής. Για τη συνέχεια του πολλαπλασιασµού
ϑεωρούµε λ , 0 και x ∈ X, W (λx,∆, ϸ) µια ϐασική περιοχή του λx. Τότε, για |λ − µ| < α και
y ∈ X έχουµε ότι

p(λx − µy) = p(λx − µx + µx − µy)

≤ p(λx − µx) + p(µx − µy)

= |λ − µ|p(x) + |µ|p(x − y)

< αp(x) +
(
α + |λ|

)
p(x − y),

όπου τώρα επειδή µπορούµε το α και το p(x − y) να τα ϕέρουµε όσα κοντά στο µηδέν ϑέλουµε
ϑα µπορούµε να ϐρούµε α′ > 0 και ϸ′ > 0 ώστε (λ − α′, λ + α′)W (x,∆, ϸ′) ⊆ W (λx,∆, ϸ). �

Η σύγκλιση των δικτύων ως προς την τοπολογία TΓ περιγράφεται µε απλό τρόπο όπως ϕαίνεται
και από την παρακάτω πρόταση.

Πρόταση Αʹ.3.8. ΄Ενα δίκτυο (xλ)λ∈Λ συγκλίνει ως προς την τοπολογία TΓ στο x ∈ X (συµβ.

xλ
TΓ
→ x ) αν και µόνο αν p(x − xλ)→ 0 για κάθε p ∈ Γ.

Απόδειξη. (=⇒) Θεωρούµε µια p ∈ Γ και ϸ > 0. Αφού xλ
TΓ
→ x για την ανοικτή περιοχή

W (x, {p}, ϸ) του x ϑα υπάρχει λ0 ∈ Λ ώστε για κάθε λ ≥ λ0 να ισχύει xλ ∈ W (x, {p}, ϸ). ∆ηλαδή,
για κάθε λ ≥ λ0 ϑα έχουµε ότι p(x − xλ) < ϸ, το οποίο µας δίνει ότι p(x − xλ)→ 0.
(⇐=) Θεωρούµε µια ϐασική περιοχή W (x,∆, ϸ) του x. Αφού το ∆ ⊆ Γ είναι πεπερασµένο
µπορούµε να γράψουµε ∆ = {p1, ..., pm}. Από την υπόθεση έχουµε ότι pi(x − xλ)→ 0 για κάθε
i = 1, ..., m. Συνεπώς, εφαρµόζοντας διαδοχικά την παραπάνω σύγκλιση και χρησιµοποιώντας
το γεγονός ότι το Λ είναι κατευθυνόµενο ϐλπεπουµε ότι ϑα υπάρχει λ0 ∈ Λ τέτοιο ώστε pi(x −
xλ) < ϸ για κάθε λ ≥ λ0 και i = 1, ..., m. ΄Οµως τότε ϑα έχουµε ότι xλ ∈ W (x,∆, ϸ) για κάθε
λ ≥ λ0. �

Ορισµός Αʹ.3.9 (∆ιαχωρίζουσα οικογένεια ηµινορµών). Θα λέµε ότι η οικογένεια ηµινορµών Γ

διαχωρίζει τα σηµεία του X ή ότι η Γ είναι διαχωρίζουσα αν για κάθε x , y υπάρχει p ∈ Γ µε
p(x − y) > 0.

Πρόταση Αʹ.3.10. Αν η οικογένεια Γ διαχωρίζει τα σηµεία του X τότε ο (X,+, ·,TΓ) είναι χώρος
Hausdorff. Ειδικότερα, αν p(x − y) = 0 για κάθε p ∈ Γ τότε x = y.

Απόδειξη. Θεωρούµε x , y και πρέπει να ϐρούµε δύο ανοικτές περιοχές Wx ,Wy των x, y α-
ντίστοιχα µε Wx ∩Wy = ∅. Αφού η Γ διαχωρίζει τα σηµεία του X υπάρχει p ∈ Γ µε p(x − y) > 0.
Θέτουµε Wx = W (x, {p}, ϸ) και Wy = W (y, {p}, ϸ) µε ϸ = p(x − y)/2 > 0. Τότε, αν υπάρχει
z ∈ Wx ∩Wy ϑα έχουµε ότι

p(x − y) = p(x − z + z − y)

≤ p(x − z) + p(z − y) < 2ϸ = p(x − y)

πράγµα το οποίο δεν µπορεί να συµβεί. Συνεπώς έχουµε ότι Wx ∩Wy = ∅. �

Κλείνουµε αυτή την παράγραφο διατυπώνοντας το γνωστό και χρήσιµο ϑεώρηµα των Krein-
Milman και παραπέµπουµε στο [16] για την αποδειξή του.
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Ορισµός Αʹ.3.11 (Ακραία σηµεία). ΄Εστω X ένας R−διανυσµατικός χώρος και K ⊆ X ένα
υποσύνολο του X . Το x0 ∈ K ϑα καλείται ακραίο σηµείο του K όταν δεν υπάρχουν x , y µέσα
στο K και t ∈ (0,1) µε x0 = tx + (1 − t)y. Το σύνολο των ακραίων σηµείων του K συµβολίζεται
µε ext(K).

Θεώρηµα Αʹ.3.12 (Θεώρηµα Krein-Milman). ΄Εστω X ένας τοπικά κυρτός και Hausdorff τοπο-
λογικός διανυσµατικός χώρος και K ⊆ X ένα συµπαγές υποσύνολο του X . Τότε, ext(K) , ∅ και
K = conv(ext(K)).



ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Βʹ

Σηµαντικές Τοπολογίες

Βʹ.1 Ασθενείς Τοπολογίες

Στο Α΄ µέρος του Παραρτήµατος περιγράψαµε πώς µπορούµε από µια οικογένεια ηµινορµών Γ

σε έναν τοπολογικό διανυσµατικό χώρο X να κατασκευάσουµε µια τοπικά κυρτή τοπολογία TΓ

στον X ως προς την οποία οι πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού να είναι συνεχείς.
Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα ορίσουµε και ϑα µελετήσουµε ϐασικές ιδιότητες των τοπολογιών που
χρησιµοποιούνται σε αυτή την εργασία.

Οι τοπολογίες αυτές έχουν ανεξάρτητο ενδιαφέρον και είναι ιδιαίτερα σηµαντικές λόγω της
χρησιµοτητάς τους σε διάφορους κλάδους των µαθηµατικών όπως π.χ στη ϑεωρία Τελεστών, στη
ϑεωρία χώρων Banach αλλά και στις µερικές διαφορικές εξισώσεις.

Για έναν τοπολογικό διανυσµατικό χώρο X συµβολίζουµε µε X ∗ τον δυϊκό του χώρο ο οποίος
αποτελείται από όλες τις συνεχείς και γραµµικές συναρτήσεις h : X → R. Τα στοιχεία του X ∗

καλούνται συνεχή γραµµικά συναρτησοειδή και ϑα τα συµβολίζουµε µε x∗, y∗ και ούτω κάθεξής.

Βʹ.1.1 Η Ασθενής Τοπολογία

Ορισµός Βʹ.1.1 (Ασθενής Τοπολογία). ΄Εστω (X,+, ·,T ) ένας τοπικά κυρτός τ.δ.χ. Η ασθενής
τοπολογία Tw στον X είναι η τοπολογία που παράγεται από την οικογένεια ηµινορµών

{
ph : h ∈

X ∗
}
όπου ph(x) = |h(x)| για κάθε x ∈ X και h ∈ X ∗.

Σύµφωνα µε την Πρόταση Αʹ.3.8 έχουµε ότι ένα δίκτυο (xλ) συγκλίνει στο x ως προς την Tw
(συµβ. xλ

w
−→ x) αν και µόνο αν h(xλ)→ h(x) για κάθε h ∈ X ∗.

Επίσης η οικογένεια ηµινορµών
{
ph : h ∈ X ∗

}
είναι και διαχωρίζουσα αφού για x , y και

επειδή το {x} είναι συµπαγές, κυρτό και το {y} είναι κλειστό και κυρτό από το 3ο διαχωριστικό
Θεώρηµα Αʹ.3.2 ϑα υπάρχει h ∈ X ∗ µε h(x) < h(y) δηλαδή h(x−y) , 0 και συνεπώς ph(x−y) >
0.
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Τέλος, αφού κάθε h ∈ X ∗ είναι συνεχές ως προς την αρχική τοπολογία T και επειδή η Tw
είναι η ελάχιστη τοπολογία ως προς την οποία οι ηµινόρµες ph είναι συνεχείς ϑα έχουµε ότι
Tw ⊆ T . Μάλιστα η Tw είναι η ελάχιστη τοπολογία ως προς την οποία κάθε h ∈ X ∗ είναι
συνεχής. Αυτό έπεται άµεσα από την παρατήρηση ότι η ph είναι συνεχής αν και µόνο αν η h
είναι συνεχής (αφού |h(x) − h(y)| = ph(x − y)). Συνεπώς, κάθε γραµµικό συναρτησοειδές που
είναι Tw−συνεχές είναι και T−συνεχές και αντίστροφα. Συνοψίζοντας όλα τα παραπάνω έχουµε
αποδείξει το ακόλουθο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα Βʹ.1.2. ΄Εστω (X,+, ·,T ) ένας τοπικά κυρτός τ.δ.χ. Τότε, ο (X,+, ·) µε την ασθενή
τοπολογία Tw είναι ένας τοπικά κυρτός Hausdorff τ.δ.χ και η Tw είναι η ελάχιστη τοπολογία
στον X ως προς την οποία κάθε h ∈ X ∗ είναι συνεχής (δηλ. Tw ⊆ T ). Επίσης, τα γραµµικά
συναρτησοειδή που είναι συνεχή ως προς την Tw είναι συνεχή και ως προς την T και αντίστροφα.
∆ηλαδή,

(X,Tw)∗ = X ∗. (Βʹ.1.1)

Τέλος, ένα δίκτυο (xλ)λ∈Λ συγκλίνει ως προς την ασθενή τοπολογία στο x ∈ X (συµβ. xλ
w
−→ x )

αν και µόνο αν h(xλ)→ h(x) για κάθε h ∈ X ∗.

Αφού η ασθενής τοπολογία Tw είναι ασθενέστερη από την αρχική τοπολογία T του χώρου, για
κάθε υποσύνολο C ⊆ X ϑα ισχύει C ⊆ C

w
. Το παρακάτω ϑεώρηµα του Mazur, που χρησιµο-

ποιείται αρκετές ϕορές σε αυτή την εργασία µας λέει ότι η κλειστή ϑήκη των δύο τοπολογιών
ταυτίζεται στα κυρτά υποσύνολα του χώρου.

Θεώρηµα Βʹ.1.3 (Θεώρηµα Mazur). ΄Εστω X ένας τοπικά κυρτός χώρος και C ⊆ X ένα κυρτό
υποσύνολο του X . Τότε, C = C

w
.

Απόδειξη. Αφού Tw ⊆ T ϑα έχουµε ότι C ⊆ C
w
. Αν υπάρχει x0 ∈ C

w
\C τότε αφού το {x0} είναι

κυρτό και συµπαγές και το C είναι κλειστό και κυρτό, από το 3ο ∆ιαχωριστικό Θεώρηµα Αʹ.3.2
ϑα υπάρχει h ∈ X ∗ και α ∈ R ώστε

sup
x∈C

h(x) < α < h(x0),

όµως τότε ϑα έχουµε ότι C ⊆ h−1((−∞, α]
)
και επειδή το σύνολο h−1((−∞, α]

)
είναι κλειστό ως

προς την ασθενή τοπολογία (η h είναι συνεχής ως προς τηνTw) ϑα έχουµε ότι C
w
⊆ h−1((−∞, α]

)
.

΄Οµως αυτό είναι άτοπο αφού x0 ∈ C
w

και x0 < h−1((−∞, α]
)
. �

Βʹ.1.2 Η Ασθενής* Τοπολογία

Περνάµε τώρα και στην ασθενή*-τοπολογία η οποία ορίζεται στον δυϊκό χώρο X ∗ ενός χώρου µε
νόρµα X . Θυµίζουµε ότι όταν ο X είναι χώρος µε νόρµα ‖·‖ τότε και ο δυϊκός χώρος X ∗ του X
είναι χώρος µε νόρµα που ορίζεται από την

‖h‖X∗ = sup
x,0

|h(x)|
‖x‖

= sup
‖x‖≤1
|h(x)| (Βʹ.1.2)

και µάλιστα είναι και πλήρης ως προς αυτή τη νόρµα. Πολλές ϕορές ϑα γράφουµε απλά ‖h‖
αντί για ‖h‖X∗ .
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Ορισµός Βʹ.1.4 (Ασθενής* Τοπολογία). ΄Εστω X ένας χώρος µε νόρµα και X ∗ ο δυϊκός χώρος
του X . Η ασθενής* τοπολογία Tw∗ στον X ∗ είναι η τοπολογία που παράγεται από την οικογένεια
ηµινορµών

{
px : x ∈ X

}
όπου px (x∗) = |x∗(x)| για κάθε x ∈ X και x∗ ∈ X ∗.

΄Οπως και στην περίπτωση της ασθενούς τοπολογίας η σύγκλιση των δικτύων σύµφωνα µε την
Πρόταση Αʹ.3.8 περιγράφεται µε απλό τρόπο. Πιο συγκεκριµένα, ένα δίκτυο (x∗λ) στον X ∗

συγκλίνει στο x∗ ως προς την ασθενή* τοπολογία (συµβ. xλ
w∗
−→ x∗) αν και µόνο αν x∗λ(x)→ x∗(x)

για κάθε x ∈ X . Επίσης, αφού για κάθε x∗ , y∗ υπάρχει x ∈ X µε x∗(x) , y∗(x) άρα
px (x∗ − y∗) > 0, έπεται πως η οικογένεια ηµινορµών

{
px : x ∈ X

}
είναι και διαχωρίζουσα.

Επίσης, ισχύει ότι Tw∗ ⊆ T‖·‖X∗ , όπου T‖·‖X∗ η τοπολογία που παράγει η νόρµα της (Βʹ.1.2) στον
X ∗. Πράγµατι, από την (Αʹ.3.3) µια ϐασική περιοχή του x∗ ∈ X ∗ έχει τη µορφή

W (x∗,∆, ϸ) =
{
y∗ ∈ X ∗ : |x∗(x) − y∗(x)| < ϸ για κάθε x ∈ ∆

}
(Βʹ.1.3)

όπου ∆ ⊆ X πεπερασµένο και ϸ > 0. ΄Οµως τότε γράφοντας ∆ =
{
x1, ..., xm

}
και ϑέτοντας

M = max{‖x1‖ , ..., ‖xm‖} > 0 και r = ϸ/M > 0 ϑα έχουµε ότι αν y∗ ∈ B(x∗, r) τότε για κάθε x ∈ ∆

|x∗(x) − y∗(x)| ≤
∥∥∥x∗ − y∗∥∥∥ ‖x‖

< r ‖x‖ =
ϸ

M
‖x‖ < ϸ

απ’ όπου έπεται ότι B(x∗, r) ⊆ W (x∗,∆, ϸ) το οποίο µε τη σειρά του µας δίνει ότι Tw∗ ⊆ T‖·‖X∗ .
Οπότε σύµφωνα µε τα παραπάνω έχουµε αποδείξει το εξής ϑεώρηµα:

Θεώρηµα Βʹ.1.5. ΄Εστω X ένας χώρος µε νόρµα. Τότε, ο X ∗ µε την ασθενή* τοπολογία Tw∗ είναι
ένας τοπικά κυρτός Hausdorff τ.δ.χ µε Tw∗ ⊆ T‖·‖X∗ . Τέλος, ένα δίκτυο (x∗λ)λ∈Λ συγκλίνει ως προς

την ασθενή* τοπολογία σε ένα x∗ ∈ X ∗ (συµβ. x∗λ
w∗
−→ x∗) αν και µόνο αν x∗λ(x) → x∗(x) για κάθε

x ∈ X .

Βʹ.2 Χώροι Banach

Βʹ.2.1 Συνέπειες των ασθενών τοπολογιών

΄Οπως αναφέραµε και στην αρχή του Παραρτήµατος Β΄, οι ασθενείς τοπολογίες αποτελούν ένα
ιδιαίτερα χρήσιµο εργαλείο για τη µελέτη των χώρων Banach. Σε αυτή την παράγραφο διατυ-
πώνουµε και αποδεικνύουµε αποτελέσµατα που ϑα χρησιµοποιηθούν σε αυτή την εργασία.

Ορισµός Βʹ.2.1 (Κανονική Εµφύτευση και Αυτοπάθεια). ΄Εστω ένας χώρος Banach X . Η κα-
νονική εµφύτευση του X στον X ∗∗ είναι η απεικόνιση j : X → X ∗∗ που ορίζεται µέσω της
j(x)(x∗) = x∗(x) για x ∈ X και x∗ ∈ X ∗. Ο X καλείται αυτοπαθής αν η j είναι επί, δηλαδή
j(X ) = X ∗∗.

Θυµίζουµε ότι η j : X → X ∗∗ είναι γραµµική ισοµετρία, δηλαδή ‖j(x)‖ = ‖x‖ για κάθε x ∈ X .
Επίσης, από τις ισοδυναµίες xλ

w
−→ x ⇐⇒ x∗(xλ) → x∗(x) για κάθε x∗ ∈ X ∗ ⇐⇒ j(xλ)(x∗) →

j(x)(x∗) για κάθε x∗ ∈ X ∗ προκύπτει ότι η j είναι (w,w∗)−συνεχής.
Στον δυϊκό χώρο X ∗ έχουµε τρεις τοπολογίες, την τοπολογία T‖·‖X∗ της νόρµας, την ασθενή

τοπολογία Tw και την ασθενή* τοπολογία Tw∗ . Αφού η Tw∗ είναι η ελάχιστη τοπολογία που
κάνει την οικογένεια ηµινορµών

Γ1 =
{
px : x ∈ X

}
µε px (x∗) = |x∗(x)| για κάθε x∗ ∈ X ∗
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συνεχή και επειδή η Γ1 περιέχεται στην οικογένεια

Γ =
{
px∗∗ : x∗∗ ∈ X ∗∗

}
µε px∗∗(x∗) = |x∗∗(x∗)| για κάθε x∗ ∈ X ∗

που παράγει την ασθενή τοπολογία Tw στον X ∗ ϑα έχουµε ότι Tw∗ ⊆ Tw ⊆ T‖·‖X∗ . Να σηµειώσου-
µε σε αυτό το σηµείο πως οι παραπάνω τοπολογίες έχουν περισσότερο νόηµα στην περίπτωση
που ο X είναι απειροδιάστατος (αλλιώς Tw∗ = Tw = T‖·‖X∗ ).

Παρακάτω εξετάζονται ϐασικές ιδιότητες της ασθενούς και της ασθενούς* τοπολογίας σχε-
τικά µε τη νόρµα του χώρου. Μερικές από τις αποδείξεις αυτών χρησιµοποιούν την Αρχή του
Οµοιόµορφου ϕράγµατος, ενός ϐασικού εργαλείου στη µελέτη των χώρων Banach.

Θεώρηµα Βʹ.2.2 (Αρχή Οµοιόµορφου ϕράγµατος). ΄Εστω X ένας χώρος Banach, Y ένας χώρος
µε νόρµα και Ti : X → Y (i ∈ I), µια οικογένεια ϕραγµένων γραµµικών τελεστών για την οποία
ισχύει ότι για κάθε x ∈ X υπάρχει 0 < Mx < ∞ µε supi∈I ‖Ti(x)‖ ≤ Mx τότε υπάρχει 0 < M < ∞
ώστε sup

i∈I
‖Ti‖ 1 ≤ M.

Πρόταση Βʹ.2.3. ΄Εστω X ένας χώρος µε νόρµα και K ⊆ X ένα υποσύνολο του X . Τότε, τα εξής
είναι ισοδύναµα:

(i) Το K είναι ασθενώς ϕραγµένο, δηλαδή για κάθε x∗ ∈ X ∗ το σύνολο {x∗(x) : x ∈ K} είναι
ϕραγµένο υποσύνολο του R.

(ii) Το K είναι ‖·‖-ϕραγµένο, δηλαδή υπάρχει M > 0 µε ‖x‖ ≤ M για κάθε x ∈ K.

Απόδειξη. Η κατεύθυνση (ii) =⇒ (i) είναι προφανής αφού για x∗ ∈ X ∗ ϑα έχουµε ότι |x∗(x)| ≤
‖x∗‖ ‖x‖ ≤ M ‖x∗‖, δηλαδή |x∗(x)| ≤ M ‖x∗‖ για κάθε x ∈ K και συνεπώς το

{
x∗(x) : x ∈ K

}
είναι

ϕραγµένο υποσύνολο του R.
(i) =⇒ (ii) Υποθέτουµε ότι για κάθε x∗ ∈ X ∗ υπάρχει Mx∗ > 0 µε |x∗(x)| ≤ Mx∗ για κάθε x ∈ K.
Τότε, για την οικογένεια γραµµικών τελεστών (j(x))x∈K µε j(x) : X ∗ → R ϑα ισχύει ότι

sup
x∈K
|j(x)(x∗)| < ∞

για κάθε x∗ ∈ X ∗. Οπότε, από την Αρχή οµοιόµορφου ϕράγµατος ϑα υπάρχει M > 0 µε
supx∈K ‖j(x)‖ ≤ M. ΄Οµως επειδή ‖j(x)‖ = ‖x‖ ϑα έχουµε τελικά ότι supx∈K ‖x‖ ≤ M. �

Πρόταση Βʹ.2.4. ΄Εστω X ένας χώρος Banach. Τότε,

(i) Για κάθε δίκτυο (xλ)λ∈Λ µε xλ
w
−→ x ισχύει ότι ‖x‖ ≤ lim inf

λ∈Λ
‖xλ‖ 2.

(ii) Για κάθε δίκτυο (x∗λ)λ∈Λ µε xλ
w∗
−→ x∗ ισχύει ότι ‖x∗‖ ≤ lim inf

λ∈Λ

∥∥∥x∗λ∥∥∥ .
1όπου µε ‖T‖ εννοούµε τη νόρµα του τελεστή T που ορίζεται ως ‖T‖ = sup

x,0
‖T (x)‖ / ‖x‖

2όπου lim inf
λ∈Λ

‖xλ‖ = sup
λ≥µ0

inf
µ≥µ0
‖xλ‖, αντίστοιχα ορίζεται και το lim supλ∈Λ ‖xλ‖ και ισχύουν ανάλογες ιδιότητες όπως

στις ακολουθίες.
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Απόδειξη. (i) Αφού το
{
xλ : λ ∈ Λ

}
είναι ασθενώς ϕραγµένο, από την Πρόταση Βʹ.2.3 ϑα έχουµε

ότι lim inf
λ∈Λ

‖xλ‖ < ∞. Επίσης, για κάθε x∗ ∈ X ∗ µε ‖x∗‖ ≤ 1 ισχύει

|j(x)(x∗)| = |x∗(x)| = lim
λ∈Λ
|x∗(xλ)|

= lim inf
λ∈Λ

|x∗(xλ)|

≤
∥∥∥x∗∥∥∥ lim inf

λ∈Λ
‖xλ‖ ,

δηλαδή |j(x)(x∗)| ≤ lim infλ∈Λ ‖xλ‖ για κάθε ‖x∗‖ ≤ 1. ΄Οµως,

‖j(x)‖ = sup
‖x∗‖≤1

|j(x)(x∗)|

και επειδή ‖j(x)‖ = ‖x‖ ϑα έχουµε τελικά ότι ‖x‖ ≤ lim infλ∈Λ ‖xλ‖.

(ii) Για κάθε x ∈ X µε ‖x‖ ≤ 1 έχουµε ότι

|x∗(x)| = lim
λ∈Λ
|x∗λ(x)|

= lim inf
λ∈Λ

|x∗λ(x)|

≤ ‖x‖ lim inf
λ∈Λ

∥∥∥x∗λ∥∥∥ = lim inf
λ∈Λ

∥∥∥x∗λ∥∥∥ ,
δηλαδή για κάθε ‖x‖ ≤ 1 ϑα έχουµε ότι |x∗(x)| ≤ lim infλ∈Λ

∥∥∥x∗λ∥∥∥ απ’ όπου έπεται ότι ‖x∗‖ ≤
lim infλ∈Λ

∥∥∥x∗λ∥∥∥. �

Μια ένδειξη του πόσο µικρότερη είναι η ασθενής* τοπολογία από την τοπολογία της νόρµας
στην περίπτωση που ο X είναι απειροδιάστατος δίνει το ϑεώρηµα του Αλάογλου:

Θεώρηµα Βʹ.2.5 (Θεώρηµα Αλάογλου). ΄Εστω X ένας χώρος Banach. Τότε, η κλειστή µοναδιαία
µπάλα BX∗ =

{
x∗ ∈ X ∗ : ‖x∗‖ ≤ 1

}
του X ∗ είναι w∗−συµπαγής.

Απόδειξη. Θεωρούµε το καρτεσιανό γινόµενο

D =
∏
x∈X

[− ‖x‖ , ‖x‖]

και TK την καρτεσιανή τοπολογία στο D. Από το ϑεώρηµα του Tychonoff ο (D,TK ) είναι συµπα-
γής τοπολογικός χώρος. ΄Εστω φ : BX∗ → D µε φ(x∗) = (x∗(x))x∈X . Τότε, η φ είναι καλά ορισµένη
αφού για x∗ ∈ BX∗ έχουµε ότι |x∗(x)| ≤ ‖x∗‖ ‖x‖ ≤ ‖x‖ απ’ όπου έπεται ότι x∗(x) ∈ [− ‖x‖ , ‖x‖].
΄Αρα, φ(x∗) ∈ D. Επίσης, η φ είναι και 1-1 αφού αν φ(x∗) = φ(y∗) τότε x∗(x) = y∗(x) για κάθε
x ∈ X . Ειδικότερα, η ισότητα ϑα ισχύει για κάθε x ∈ BX απ’ όπου έπεται ότι∥∥∥x∗ − y∗∥∥∥ = sup

‖x‖≤1
|x∗(x) − y∗(x)| = 0.

Με άλλα λόγια, x∗ = y∗. Τώρα, αν (x∗λ) είναι ένα δίκτυο στον X ∗ µε x∗λ
w∗
−→ x∗ τότε για κάθε

x ∈ X ϑα έχουµε ότι x∗λ(x) → x∗(x). ∆ηλαδή, πx ◦ φ(x∗λ) → πx ◦ φ(x∗) για κάθε x ∈ X , όπου
πx : D → [− ‖x‖ , ‖x‖] η προβολή στην x−οστή συντεταγµένη. ΄Οµως η τελευταία σύγκλιση είναι
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ισοδύναµη µε το ότι φ(x∗λ)
TK
−→ φ(x∗) το οποίο µας δίνει ότι η φ είναι (w∗,TK )-συνεχής. Τέλος,

ισχυριζόµαστε ότι το φ
(
BX

)
είναι κλειστό υποσύνολο του D. Πράγµατι, ϑεωρούµε z = (zx )x∈X ∈ D

και ένα δίκτυο x∗λ στην BX∗ µε φ(x∗λ)
TK
−→ z. Τότε, περνώντας σε σύγκλιση ως προς τις προβολές

ϑα έχουµε ότι x∗λ(x) → zx για κάθε x ∈ X . Ορίζουµε τη συνάρτηση h : X → R µε h(x) = zx .
Αφού x∗λ(x) → h(x) για κάθε για κάθε x ∈ X έπεται πως η h είναι και γραµµική και από την
Πρόταση Βʹ.2.4-(ii) ϑα έχουµε ότι ‖h‖ ≤ lim infλ∈Λ

∥∥∥x∗λ∥∥∥ ≤ 1, άρα h ∈ BX∗ και επειδή φ(h) = z
έπεται πως το φ

(
BX

)
είναι κλειστό υποσύνολο του D και συνεπώς είναι συµπαγές. ΄Οµως, η BX∗

είναι οµοιοµορφική µε το φ
(
BX

)
. �

Παρατηρήστε ότι αντικαθιστώντας στο παραπάνω ϑεώρηµα τον X µε τον X ∗ παίρνουµε ότι η BX∗∗
είναι w∗−συµπαγής όπου τώρα έχουµε την ασθενή*-τοπολογία στον X ∗∗. Μια άλλη ενδιαφέρου-
σα ιδιότητα της BX∗∗ είναι ότι ισούται µε την w∗-κλειστή ϑήκη της BX , αυτό είναι το ϑεώρηµα
του Goldstine. Για την αποδειξή του ϑα πρέπει να προσδιορίσουµε τα γραµµικά συναρτησοειδή
h : X ∗∗ → R τα οποία είναι w∗−συνεχή.

Λήµµα Βʹ.2.6. ΄Εστω X ένας R− διανυσµατικός χώρος και h, h1, ..., hm : X → R γραµµικές
συναρτήσεις. Τότε, υπάρχουν λ1, ..., λm ∈ R µε h = λ1h1 + ... + λmhm αν και µόνο αν ισχύει ότι

m⋂
i=1

ker hi ⊆ ker h. (Βʹ.2.1)

Απόδειξη. Η κατεύθυνση (=⇒) είναι προφανής. Για την αντίστροφη κατεύθυνση µπορούµε να
υποθέσουµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ότι h , 0. Θεωρούµε την απεικόνιση T : X → Rm

µε T (x) = (h1(x), ..., hm(x)) η οποία είναι γραµµική. ΄Αρα η εικόνα T (X ) είναι ένας υπόχωρος
του Rm . Θεωρούµε τώρα την απεικόνιση S : T (X )→ R µε S((h1(x), ..., hm(x)) = h(x). Λόγω της
(Βʹ.1.1) είναι καλά ορισµένη αφού αν (h1(x), ..., hm(x)) = (h1(y), ..., hm(y)) τότε x−y ∈

⋂m
i=1 ker hi

απ’ όπου έπεται ότι x − y ∈ ker h και έτσι ϑα έχουµε ότι h(x) = h(y). Επίσης, η S είναι και
γραµµική, συνεπώς επεκτείνεται σε γραµµική συνάρτηση S : Rm → R. Τότε, ϑέτοντας λi = S(ei)
όπου (ei)mi=1 η συνήθης ϐάση του Rm ϑα έχουµε ότι για κάθε x ∈ X

h(x) = S((h1(x), ..., hm(x))

= h1(x)S(e1) + ... + hm(x)S(em)

= λ1h1(x) + ... + λmhm(x)

∆ηλαδή h = λ1h1 + ... + hmλm . �

Πρόταση Βʹ.2.7. ΄Εστω X ένας χώρος Banach. Τότε, ένα γραµµικό συναρτησοειδές h : X ∗ → R
είναι w∗−συνεχές αν και µόνο αν h ∈ j(X ). ∆ηλαδή, (X ∗,Tw∗)∗ = j(X ).

Απόδειξη. (=⇒) Αφού το h είναι w∗-συνεχές ϑα υπάρχουν x1, ..., xm ∈ X και ϸ > 0 ώστε για
κάθε x∗ ∈ X ∗

αν |x∗(xi)| < ϸ για κάθε i = 1, ..., m τότε |h(x∗)| < 1 (Βʹ.2.2)

Θεωρούµε τα συναρτησοειδή j(x1), ..., j(xm) ∈ j(X ) και ισχυριζόµαστε ότι

m⋂
i=1

ker j(xi) ⊆ ker h.
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Πράγµατι, αν |x∗(xi)| = j(xi)(x∗) = 0 για i = 1, ..., m, τότε το nx∗ ϑα ικανοποιεί την (Βʹ.2.2)
για κάθε n ∈ N. Οπότε, για κάθε n ∈ N ϑα έχουµε ότι |h(x∗)| < 1/n, απ’ όπου έπεται ότι
h(x∗) = 0 και συνεπώς x∗ ∈ ker h. ΄Αρα από το Λήµµα Βʹ.2.6 ϑα υπάρχουν λ1, ..., λm µε
h = λ1j(x1) + ... + λm j(xm) και έτσι ϑα έχουµε ότι h ∈ j(X ).
(⇐=) Αν h ∈ j(X ) τότε ϑα υπάρχει x0 ∈ X µε h = j(x0). Τότε, αφού το h είναι γραµµικό
συναρτησοειδές αρκεί να ελέγξουµε τη συνέχεια στο 0. ΄Οµως, για ϸ > 0 έχουµε ότι h−1(−ϸ,+ϸ) =

W (0, {x0}, ϸ) το οποίο είναι w∗−ανοικτό και έτσι έχουµε ότι το h είναι w∗−συνεχές. �

Αναδιατυπώνοντας την παραπάνω πρόταση µε τον X αυτή τη ϕορά να είναι ο X ∗ έχουµε ότι ένα
γραµµικό συναρτησοειδές h : X ∗∗ → R είναι w∗−συνεχές αν και µόνο αν h ∈ j(X ∗), δηλαδή
υπάρχει x∗ ∈ X ∗ µε h(x∗∗) = x∗∗(x∗) για κάθε x∗∗ ∈ X ∗∗.

Θεώρηµα Βʹ.2.8 (Θεώρηµα Goldstine). ΄Εστω X ένας χώρος Banach. Τότε,

j(BX )
w∗

= BX∗∗ . (Βʹ.2.3)

Απόδειξη. Από την Πρόταση Βʹ.2.4-(ii) έπεται πως η BX∗∗ είναι w∗−κλειστή (ή αλλιώς είναι
w∗−συµπαγής). Οπότε επειδή j(BX ) ⊆ BX∗∗ ϑα έχουµε ότι j(BX )

w∗
⊆ BX∗∗ . Αν η (Βʹ.2.1) δεν

ισχύει ϑα υπάρχει
∥∥∥x∗∗0 ∥∥∥ ≤ 1 µε x∗∗0 < j(BX )

w∗
. ΄Οµως τώρα το {x0} είναι κυρτό, w∗−συµπαγές

και ξένο από το κυρτό και w∗−κλειστό j(BX )
w∗

. ΄Αρα από το 3ο ∆ιαχωριστικό Θεώρηµα Αʹ.3.2
ϑα υπάρχει w∗-συνεχές γραµµικό συναρτησοειδές h : X ∗∗ → R και α ∈ R µε

sup
{
h(x∗∗) : x∗∗ ∈ j(BX )

}
= sup
‖x‖≤1

h(j(x)) < α < h(x∗∗0 ). (Βʹ.2.4)

Από τις παραπάνω παρατηρήσεις ϑα υπάρχει x∗ ∈ X ∗ µε h(x∗∗) = x∗∗(x∗). Οπότε, αφού
h(j(x)) = x∗(x) από την (Βʹ.2.4) έχουµε ότι για κάθε ‖x‖ ≤ 1 ισχύει x∗(x) < α < x∗∗0 (x∗) ≤
|x∗∗0 (x∗)|. ΄Οµως τότε ϑα έχουµε από τη µια ότι α < |x∗∗0 (x∗)| ≤

∥∥∥x∗∗0 ∥∥∥ ‖x∗‖ = ‖x∗‖ και από την
άλλη ότι ‖x∗‖ = sup‖x‖≤1 x

∗(x) ≤ α και µε αυτό τον τρόπο καταλήγουµε σε άτοπο. �

Το ϑεώρηµα Goldstine σε συνδυασµό µε την w∗−συµπάγεια της BX∗∗ µας δίνουν ένα χαρακτη-
ϱισµό της αυτοπάθειας.

Θεώρηµα Βʹ.2.9 (Χαρακτηρισµός Αυτοπάθειας). ΄Εστω X ένας χώρος Banach. Τότε, ο X είναι
αυτοπαθής αν και µόνο αν η κλειστή µοναδιαία µπάλα BX είναι ασθενώς συµπαγής.

Απόδειξη. Εάν ο X είναι αυτοπαθής τότε ϑα έχουµε ότι ο j(BX ) = BX∗∗ , όµως αφού η j είναι
(w,w∗)−συνεχής οµοιοµορφισµός και η BX∗∗ ασθενώς* συµπαγής, τότε η BX ϑα είναι ασθενώς
συµπαγής.

Αντίστροφα, εάν η BX είναι ασθενώς συµπαγής τότε η j(BX ) ϑα είναι ασθενώς* συµπαγής
ως εικόνα συµπαγούς µέσω συνεχούς συνάρτησης. Από το ϑεώρηµα Goldstine ϑα έχουµε ότι
j(BX ) = BX∗∗ απ’ όπου έπεται ότι j(X ) = X ∗∗ και συνεπώς ο X είναι αυτοπαθής. �

Φυσικά, αν ο X είναι αυτοπαθής τότε η ασθενής τοπολογία ϑα συµπίπτει µε την ασθενή* το-
πολογία στον δυϊκό χώρο X ∗. Αλλά ισχύει και το αντίστροφο καθώς αν στον X ∗ έχουµε ότι
Tw = Tw∗ τότε η κλειστή µοναδιαία µπάλα BX∗ ϑα είναι ασθενώς συµπαγής µε αποτελέσµα ο
X ∗ να είναι αυτοπαθής. Οπότε, στον X ∗∗ η ασθενής τοπολογία ϑα συµπίπτει µε την ασθενή*
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τοπολογία. ΄Αρα κάθε x∗∗ ∈ X ∗∗ ϑα είναι w∗-συνεχές και έτσι από την Πρόταση Βʹ.2.7 ϑα έχουµε
ότι x∗∗ ∈ j(X ), δηλαδή j(X ) = X ∗∗. ΄Αρα η κλάση των χώρων Banach για τους οποίους η ασθενής
τοπολογία στον X ∗ συµπίπτει µε την ασθενή* τοπολογία είναι ακριβώς οι αυτοπαθείς χώροι.

Το ότι η κλειστή µοναδιαία µπάλα BX∗ είναι ασθενώς* συµπαγής είναι αδιαµφησβήτητα µια
από τις σηµαντικότερες ιδιότητες της ασθενούς* τοπολογίας. Στο πλαίσιο της ασθενούς τοπολο-
γίας έχουµε το ϑεώρηµα των Eberlein-Smulian το οποίο µας λέει πως η ασθενής τοπολογία ενός
χώρου Banach συµπεριφέρεται σαν την τοπολογία ενός µετρικού χώρου στα ασθενώς συµπαγή
υποσύνολα του χώρου.

Θεώρηµα Βʹ.2.10 (Θεώρηµα Eberlein-Smulian). ΄Εστω K ένα υποσύνολο ενός χώρου Banach.
Τα εξής είναι ισοδύναµα:

(i) Το K είναι ασθενώς συµπαγές.

(ii) Το K είναι ακολουθιακά ασθενώς συµπαγές.

(iii) Το K είναι αριθµήσιµα ασθενώς συµπαγές.

Για την απόδειξη του παραπάνω ϑεωρήµατος παραπέµπουµε στο [16] .

Βʹ.2.2 Οµοιόµορφη κυρτότητα

Η οµοιόµορφη κυρτότητα είναι µια έννοια η οποία αφορά την κλειστή µοναδιαία µπάλα BX .
Πολύ χονδρικά οι οµοιόµορφα κυρτοί χώροι είναι αυτοί που η µοναδιαία τους µπάλα BX δεν έχει
«γωνίες». ΄Οπως ϑα δούµε παρακάτω η έννοια της οµοιόµορφης κυρτότητας είναι µια ιδιαίτερα
ισχυρή έννοια αφού κάθε οµοιόµορφα κυρτός χώρος πρέπει να είναι αυτοπαθής (ϑεώρηµα
Milman-Pettis).

Σε αυτή την παράγραφο δίνουµε τους απαραίτητους ορισµούς και αποδεικνύουµε τις ϐασι-
κές ιδιότητες που ϑα χρησιµοποιηθούν στο κύριο µέρος της εργασίας.

Ορισµός Βʹ.2.11 (Γνήσια και Οµοιόµορφη κυρτότητα). ΄Εστω X ένας χώρος Banach. Ο X ϑα
καλείται :

(i) γνήσια κυρτός όταν για κάθε x , y µε ‖x‖ = ‖y‖ = 1 ισχύει ότι
∥∥∥ x+y

2

∥∥∥ < 1.

(ii) οµοιόµορφα κυρτός αν για κάθε ϸ > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε ‖x‖ = ‖y‖ = 1
µε ‖x − y‖ > ϸ να ισχύει ότι

∥∥∥ x+y
2

∥∥∥ < 1 − δ.

Παρατηρήσεις Βʹ.2.12. Είναι ϕανερό από τους παραπάνω ορισµούς πως κάθε οµοιόµορφα
κυρτός χώρος είναι και γνήσια κυρτός. Αν ο X είναι γνήσια κυρτός και C είναι ένα µη κενό,
κλειστό και κυρτό υποσύνολο του X , τότε για κάθε x0 ∈ X \ C αν υπάρχει x ∈ C που «πιάνει»
την ελάχιστη απόσταση από το x0, δηλαδή ‖x − x0‖ = d(x0, C) = inf

{
‖x − x0‖ : x ∈ C

}
τότε αυτό

είναι και µοναδικό.
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Απόδειξη. Ας υποθέσουµε πρώτα ότι x0 = 0 και 0 < C. ΄Εστω πως υπάρχει y ∈ C µε y , x και
‖y‖ = d όπου d = d(0, C). Αφού το C είναι κλειστό και 0 < C έχουµε ότι d > 0. Αφού το C είναι
κυρτό τότε το µέσο x+y

2 των x, y ϑα ανήκει στο C. Θεωρούµε τα x ′ = x/d και y′ = y/d για τα
οποία ισχύει ότι x ′ , y′ και ‖x ′‖ = ‖y′‖ = 1. Από τη γνήσια κυρτότητα του X∥∥∥∥∥x ′ + y′2

∥∥∥∥∥ < 1 =⇒

∥∥∥∥∥x + y

2

∥∥∥∥∥ < d,
πράγµα το οποίο είναι άτοπο αφού x+y

2 ∈ C και d = d(0, C). Για τη γενική περίπτωση ϑεω-
ϱούµε το κυρτό C′ = C − x0, οπότε 0 < C′ και d(0, C′) = d(x0, C) = ‖x − x0‖ και εποµένως η
µοναδικότητα του x ∈ C έπεται από την παραπάνω ειδική περίπτωση. �

Είδαµε πως αν ο X είναι γνήσια κυρτός, C είναι κυρτό υποσύνολο του X και x0 < C τότε υπάρχει
το πλησιέστερο σηµείο του C ως προς το x0 τότε αυτό είναι µοναδικό. Παρ’ όλα αυτά κανείς
δε µας εγγυάται πως αυτό ϑα υπάρχει απαραίτητα. Η ύπαρξη εξασφαλίζεται όταν ο X είναι
οµοιόµορφα κυρτός.

Πρόταση Βʹ.2.13. ΄Εστω X ένας οµοιόµορφα κυρτός χώρος Banach. Αν C είναι ένα µη κενό,
κυρτό, κλειστό υποσύνολο του X και x0 < C τότε υπάρχει µοναδικό x ∈ C µε d(x0, C) = ‖x − x0‖.

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι x0 = 0 και 0 < C. Αφού d = d(0, C) = inf
{
‖x‖ : x ∈ C

}
> 0,

υπάρχει ακολουθία (xn) στοιχείων του C µε ‖xn‖ → d. Θεωρούµε την ακολουθία x ′n = xn/ ‖xn‖
και ισχυριζόµαστε πως αυτή είναι ϐασική. Πράγµατι, αν αυτό δεν ισχύει ϑα υπάρχει ϸ0 > 0 και
δύο υπακολουθίες (x ′kn ),(x ′mn ) της (x ′n) µε∥∥∥x ′kn − x ′mn∥∥∥ > ϸ0 για κάθε n ∈ N.

Από την οµοιόµορφη κυρτότητα του X ϑα υπάρχει δ > 0 ώστε∥∥∥∥∥∥x ′kn + x ′mn
2

∥∥∥∥∥∥ < 1 − δ για κάθε n ∈ N. (Βʹ.2.5)

΄Οµως, ∥∥∥∥∥x ′n − xnd
∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥ xn
‖xn‖

−
xn
d

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥dxn − ‖xn‖ xnd ‖xn‖

∥∥∥∥∥
=

∣∣∣d − ‖xn‖∣∣∣
d

→ 0

καθώς το n → ∞. Οπότε από την τριγωνική ανισότητα ϑα έχουµε ότι∥∥∥∥∥∥x ′kn + x ′mn
2

−
xkn + xmn

2d

∥∥∥∥∥∥ ≤ 1
2

∥∥∥∥∥x ′kn − xknd
∥∥∥∥∥ +

1
2

∥∥∥∥∥x ′mn − xmnd
∥∥∥∥∥→ 0

καθώς το n → ∞. ΄Αρα και ∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥x ′kn + x ′mn

2

∥∥∥∥∥∥ −
∥∥∥∥∥xkn + xmn

2d

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣∣ −→ 0
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για n → ∞. Από την παραπάνω σύγκλιση και την (Βʹ.2.5) ϑα υπάρχει n ∈ N µε∥∥∥∥∥xkn + xmn
2

∥∥∥∥∥ < d(1 − δ) < d,

αυτό όµως είναι άτοπο αφού xkn+xmn
2 ∈ C και d = d(0, C). ΄Αρα η (x ′n) είναι ϐασική και συνεπώς

ϑα είναι και συγκλίνουσα. ΄Οµως τότε αφού η (x ′n) πρέπει να έχει το ίδιο όριο µε την (xn/d)
έπεται πως η (xn) είναι συγκλίνουσα σε κάποιο x ∈ X . Αφού το C είναι κλειστό έχουµε x ∈ C
και επειδή ‖xn‖ → d ϑα πρέπει ‖x‖ = d και έτσι έχουµε αποδείξει την ύπαρξη του πλησιέστερου
σηµείου στην περίπτωση που x0 = 0. Η µοναδικότητα έπεται από την Παρατήρηση Βʹ.2.12.
Για τη γενική περίπτωση ϑεωρούµε το κυρτό και κλειστό C′ = x0 − C για το οποίο ισχύει ότι
0 < C′. �

Η παρακάτω πρόταση µας λέει πως όταν ο X είναι οµοιόµορφα κυρτός τότε η συνθήκη (ii) του
Ορισµού Βʹ.2.11 ισχύει για ολόκληρη τη µοναδιαία µπάλα και όχι µόνο για την περιφέρειά της.

Πρόταση Βʹ.2.14. ΄Εστω X ένας χώρος Banach. Τότε, ο X είναι οµοιόµορφα κυρτός αν και
µόνο αν για κάθε ϸ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε για κάθε ‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1 µε ‖x − y‖ ≥ ϸ να ισχύει∥∥∥ x+y

2

∥∥∥ ≤ 1 − δ..

Απόδειξη. Η κατεύθυνση (⇐=) είναι η προφανής, καθώς αν η συνθήκη οµοιόµορφης κυρτότητας
ισχύει για ολόκληρη τη µπάλα ϑα ισχύει ειδικότερα και για την περιφέρειά της.

Ας υποθέσουµε τώρα ότι η συνθήκη οµοιόµορφης κυρτότητας ισχύει για την περιφέρεια της
µοναδιαίας µπάλας αλλά όχι για ολόκληρη τη µπάλα. Τότε, ϑα υπάρχει ένα ϸ0 > 0 και δύο
ακολουθίες ‖xn‖ ≤ 1, ‖yn‖ ≤ 1 µε

‖xn − yn‖ > ϸ0 αλλά
∥∥∥∥∥xn + yn

2

∥∥∥∥∥ > 1 −
1
n

για κάθε n ∈ N, (Βʹ.2.6)

δηλαδή ∥∥∥∥∥xn + yn
2

∥∥∥∥∥→ 1

καθώς το n → ∞. ΄Οµως, αφού ‖xn‖ , ‖yn‖ ≤ 1 ϑα έχουµε∥∥∥∥∥xn + yn
2

∥∥∥∥∥ ≤ ‖xn‖2
+
‖yn‖

2
≤ 1 για κάθε n ∈ N,

συνεπώς λόγω της (Βʹ.2.6) ϑα πρέπει υποχρεωτικά να ισχύει ‖xn‖ → 1 και ‖yn‖ → 1 καθώς
το n → ∞. Οπότε τώρα ϑεωρώντας τις ακολουθίες x ′n = xn/ ‖xn‖ και y′n = yn/ ‖yn‖ οι οποίες
ϐρίσκονται στην περιφέρεια της µπάλας ϑα έχουµε∥∥∥xn − x ′n∥∥∥ =

1
‖xn‖

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣‖xn‖ xn − xn ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣1 − ‖xn‖∣∣∣→ 0

καθώς το n → ∞ και οµοίως
∥∥∥yn − y′n∥∥∥→ 0 απ’ όπου έπεται ότι∣∣∣∣∣‖xn − yn‖ − ∥∥∥x ′n − y′n∥∥∥∣∣∣∣∣ ≤ ∥∥∥xn − x ′n + y′n − yn

∥∥∥
≤

∥∥∥xn − x ′n∥∥∥ +
∥∥∥y′n − yn∥∥∥→ 0
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καθώς το n → ∞. Συνεπώς, ϑα υπάρχει n0 ώστε
∥∥∥x ′n − y′n∥∥∥ > ϸ0 για κάθε n ≥ n0. Επίσης, µε

παρόµοιο τρόπο δείχνουµε και ότι∣∣∣∣∣ ∥∥∥∥∥x ′n + y′n
2

∥∥∥∥∥ − ∥∥∥∥∥xn + yn
2

∥∥∥∥∥ ∣∣∣∣∣→ 0

για n → ∞. Τώρα λόγω της (Βʹ.2.6) ϑα έχουµε ότι∥∥∥∥∥x ′n + y′n
2

∥∥∥∥∥→ 1,

αυτό όµως έρχεται σε αντίφαση µε τη συνθήκη της οµοιόµορφης κυρτότητας που ισχύει στην
περιφέρεια της µοναδιαίας µπάλας. �

΄Οπως αναφέραµε και προηγουµένως η οµοιόµορφη κυρτότητα είναι µια ιδιαίτερα ισχυρή έννοια
και αυτό ϕαίνεται από το ϑεώρηµα των Milman-Pettis:

Θεώρηµα Βʹ.2.15 (Θεώρηµα Milman-Pettis). ΄Εστω X ένας οµοιόµορφα κυρτός χώρος Banach.
Τότε ο X είναι αυτοπαθής.

Απόδειξη. ΄Εστω πως ο X δεν είναι αυτοπαθής. Τότε, ϑα υπάρχει ‖x∗∗‖ = 1 µε x∗∗ < j(X ). Αφού,
ο X είναι πλήρης, ο j(X ) ϑα είναι κλειστό υποσύνολο του X ∗∗ και άρα ϑα είναι κλειστό και το
j(BX ). Οπότε από την οµοιόµορφη κυρτότητα του X για το ϸ0 = d(x∗∗, j(BX )) > 0 ϑα υπάρχει
δ > 0 ώστε για κάθε x, y ∈ X µε ‖x‖ = ‖y‖ = 1 µε∥∥∥∥∥ j(y) + j(x)

2

∥∥∥∥∥ > 1 − δ

να ισχύει ‖j(x) − j(y)‖ < ϸ0
2 . Αφού ‖x∗∗‖ = 1 ϑα υπάρχει ‖x∗‖ = 1 µε x∗∗(x∗) > 1 − δ. Τότε, το

V =
{
y∗∗ ∈ X ∗∗ : y∗∗(x∗) > 1 − δ

}
είναι ασθενώς*-ανοικτή περιοχή του x∗∗. Από το ϑεώρηµα Goldstine (Βʹ.2.8) ϑα ισχύει j(BX ) ∩
V , ∅ , συνεπώς ϑα υπάρχει ‖x‖ ≤ 1 µε x∗(x) > 1 − δ. Τότε, για κάθε ‖y‖ ≤ 1 και y ∈ V έχουµε
ότι

‖x + y‖ ≥ |x∗(x) + x∗(y)| > 2 − 2δ,

δηλαδή ∥∥∥∥∥ j(x) + j(y)
2

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥x + y

2

∥∥∥∥∥ > 1 − δ,

απ’ όπου έπεται ότι ‖j(x) − j(y)‖ < ϸ0
2 , άρα V ∩ j(BX ) ⊆ j(x) +

ϸ0
2 BX∗∗ . ΄Οµως το j(x) + ϸ0BX∗∗ είναι

w∗-κλειστό απ’ όπου έπεται ότι

V ∩ j(BX )
w∗
⊆ j(x) +

ϸ0
2
BX∗∗

όµως x∗∗ ∈ V ∩ j(BX )
w∗

το οποίο µας δίνει ότι ‖x∗∗ − j(x)‖ < ϸ0/2 πράγµα το οποίο είναι άτοπο
αφού ϸ0 = d(x∗∗, j(BX )). �
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Βʹ.3 Τελεστές µεταξύ χώρων Banach

Για δύο χώρους µε νόρµα X, Y συµβολίζουµε µε B(X, Y ) το σύνολο των ϕραγµένων γραµµικών
τελεστών T : X → Y . ∆ηλαδή,

B(X, Y ) =
{
T : X → Y : T γραµµική µε ‖T‖ < ∞

}
όπου ‖T‖ = sup‖x‖≤1 ‖Tx‖ η νόρµα τελεστή. Υπενθυµίζουµε ότι στην περίπτωση που ο Y είναι
χώρος Banach τότε ο B(X, Y ) µε τη νόρµα τελεστή είναι και αυτός χώρος Banach.

Σε αυτή την παράγραφο ορίζουµε τον συζυγή τελεστή, τους συµπαγείς και τους ασθενώς
συµπαγείς τελεστές, και αποδεικνύουµε τις ϐασικές ιδιότητές τους.

Βʹ.3.1 Συζυγής Τελεστής

Ορισµός Βʹ.3.1 (Συζυγής Τελεστής). ΄Εστω X, Y δύο χώροι Banach και T ∈ B(X, Y ). Ο συζυγής
τελεστής T ∗ του T είναι ο τελεστής T ∗ : Y ∗ → X ∗ που ορίζεται από την T ∗y∗(x) = y∗(Tx) για
κάθε y∗ ∈ Y ∗ και x ∈ X .

Πρόταση Βʹ.3.2. Ο T ∗ είναι ϕραγµένος γραµµικός τελεστής, δηλαδή T ∗ ∈ B(Y ∗, X ∗) και µάλιστα
‖T ∗‖ = ‖T‖.

Απόδειξη. Η γραµµικότητα του T ∗ είναι προφανής. Για y∗ ∈ Y ∗ και x ∈ X έχουµε∥∥∥T ∗y∗(x)
∥∥∥ =

∥∥∥y∗(Tx)
∥∥∥

≤
∥∥∥y∗∥∥∥ ‖Tx‖
≤

∥∥∥y∗∥∥∥ ‖T‖ ‖x‖
απ’ όπου έπεται ότι ‖T ∗y∗‖ ≤ ‖y∗‖ ‖T‖ < ∞ δηλαδή T ∗y∗ ∈ X ∗, άρα ο T ∗ είναι καλά ορισµένος
και ‖T ∗‖ ≤ ‖T‖.
Τώρα για να δείξουµε ότι ‖T‖ ≤ ‖T ∗‖ µπορούµε να υποθέσουµε ότι T , 0 αλλίως T ∗ = 0 και
‖T ∗‖ = ‖T‖ = 0. Αφού T , 0 υπάρχει ‖x‖ ≤ 1 µε Tx , 0. Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα
Hahn-Banach ϐρίσκουµε ‖y∗‖ = 1 µε y∗(Tx) = ‖Tx‖. Τότε,

‖Tx‖ = |y∗(Tx)|

= |T ∗y∗(x)|

≤
∥∥∥T ∗y∗∥∥∥ ‖x‖
≤

∥∥∥T ∗∥∥∥ ‖x‖ ,
δηλαδή για κάθε ‖x‖ ≤ 1 έχουµε ‖Tx‖ ≤ ‖T ∗‖ ‖x‖ απ’ όπου έπεται ότι ‖T‖ ≤ ‖T ∗‖. �

Για y∗ ∈ Y ∗ και x ∈ X αντί για T ∗y∗(x) ϑα γράφουµε 〈x, T ∗y∗〉. Οπότε η ισότητα T ∗y∗(x) = y∗(Tx)
γίνεται 〈x, T ∗y∗〉 = 〈Tx, y〉. Επίσης, αντί για x∗(x) ϑα γράφουµε 〈x, x∗〉 όταν το x∗(x) εµφανίζεται
στην ίδια σχέση µε τον συζυγή τελεστή T ∗.

Φυσικά τα παραπάνω συµφωνούν µε τη ϑεωρία των χώρων Hilbert. Στην ειδική περίπτωση
όπου X = H είναι ένας χώρος Hilbert, από το ϑεώρηµα αναπαράστασης του Riesz γνωρίζουµε
ότι κάθε x∗ ∈ H∗ αναπαρίσταταται ώς x∗(x) = 〈x, yx∗〉 για κάποιο yx∗ ∈ H. Στην περίπτωση
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X = Y = H ο συζυγής τελεστής του Ορισµού Βʹ.3.1 γενικεύει τον συζυγή τελεστή T ∗ ενός
ϕραγµένου γραµµικού τελεστή T : H → H ο οποίος ικανοποιεί την 〈x, T ∗y〉 = 〈Tx, y〉 για κάθε
x, y ∈ H. Με αυτές τις παρατήρησεις ο παραπάνω συµβολισµός είναι συνεπής µε την ήδη γνωστή
ϑεωρία των χώρων Hilbert.

Για T ∈ B(X, Y ) και S ∈ B(Y, Z ) έχουµε ότι (ST )∗ = T ∗S∗. Πράγµατι, για z∗ ∈ Z ∗ και x ∈ X
έχουµε

〈x, (ST )∗z∗〉 = 〈STx, z∗〉

= 〈Tx, S∗z∗〉

= 〈x, T ∗S∗z∗〉

άρα (ST )∗z∗ = T ∗S∗z∗ για κάθε z∗ ∈ Z ∗ απ’ όπου έπεται ότι (ST )∗ = T ∗S∗.

Κατ’ αναλογία ορίζεται και ο συζυγής τελεστής T ∗∗ : X ∗∗ → Y ∗∗ του T ∗ από την 〈y∗, T ∗∗x∗∗〉 =

〈T ∗y∗, x∗∗〉 ο οποίος είναι ϕραγµένος γραµµικός τελεστής και ‖T‖ = ‖T ∗‖ = ‖T ∗∗‖. Ο T ∗∗ είναι ο
δεύτερος συζυγής του T .

΄Ενας λόγος που είναι ιδιαίτερα χρήσιµοι οι συζυγείς τελεστές είναι επειδή διατηρούν τις ασθενείς
τοπολογίες.

Πρόταση Βʹ.3.3. ΄Εστω X, Y χώροι Banach και T ∈ B(X, Y ). Τότε,

(i) Ο T ∗ : Y ∗ → X ∗ είναι (Tw,Tw)−συνεχής.

(ii) Ο T ∗ : Y ∗ → X ∗ είναι (Tw∗ ,Tw∗)−συνεχής.

(iii) Ο T ∗∗ : X ∗∗ → Y ∗∗ είναι (Tw,Tw)−συνεχής.

(iv) Ο T ∗∗ : X ∗∗ → Y ∗∗ είναι (Tw∗ ,Tw∗)−συνεχής.

Απόδειξη. (i) Για y∗ ∈ Y ∗ και (y∗λ) δίκτυο στον Y ∗ µε y∗λ
w
−→ y∗ έχουµε για x∗∗ ∈ X ∗∗

〈T ∗y∗λ, x
∗∗〉 = 〈y∗λ, T

∗∗x∗∗〉.

΄Οµως T ∗∗x∗∗ ∈ Y ∗∗ άρα αφού y∗λ
w
−→ y∗ ϑα έχουµε 〈y∗λ, T

∗∗x∗∗〉 → 〈y∗, T ∗∗x∗∗〉. ΄Οµως

〈y∗, T ∗∗x∗∗〉 = 〈T ∗y∗, x∗∗〉. ΄Αρα τελικά 〈T ∗y∗λ, x
∗∗〉 → 〈T ∗y∗, x∗∗〉 απ’ όπου έπεται ότι T ∗y∗λ

w
−→

T ∗y∗.

(ii) Για y∗ ∈ Y ∗ και y∗λ δίκτυο στον Y ∗ µε y∗λ
w∗
−→ y∗ έχουµε για x ∈ X

〈x, T ∗y∗λ〉 = 〈Tx, y∗λ〉.

΄Οµως Tx ∈ Y και y∗λ
w∗
−→ y άρα

〈Tx, y∗λ〉 → 〈Tx, y
∗〉

οπότε
〈x, T ∗y∗λ〉 → 〈Tx, y

∗〉 = 〈x, T ∗y∗〉

απ’ όπου έπεται ότι T ∗y∗λ
w∗
−→ T ∗y∗ και συνεπώς ο T ∗ είναι (Tw∗ ,Tw∗ )-συνεχής.

Τα (iii),(iv) έπονται άµεσα από τα (i),(ii) και από το γεγονός ότι ο T ∗∗ είναι ο συζυγής τελεστής
του T ∗. �
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Πόρισµα Βʹ.3.4. ΄Εστω X, Y δύο χώροι Banach και T ∈ B(X, Y ). Τότε j−1
Y ◦ T

∗∗ ◦ jX = T .

Απόδειξη. Αφού ο T ∗ είναι (w∗, w∗)-συνεχής (ϐλ. Πρόταση Βʹ.3.3-(ii)) για κάθε x ∈ X το συ-

ναρτησοειδές T ∗∗jX (x) ϑα είναι w∗-συνεχές. Πράγµατι, αν y∗i
w∗
−→ y∗ τότε χρησιµοποιώντας τη

σύγκλιση T ∗y∗i
w∗
−→ T ∗y∗ και γράφοντας

〈y∗, T ∗∗jX (x)〉 = 〈T ∗y∗, jX (x)〉

= 〈x, T ∗y∗〉

= lim
i
〈x, T ∗y∗i 〉

= lim
i
〈T ∗y∗i , jX (x)〉

= lim
i
〈y∗i , T

∗∗jX (x)〉

ϑα έχουµε το Ϲητούµενο. ΄Οµως, από την Πρόταση Βʹ.2.7 ϑα πρέπει να έχουµε T ∗∗jX (x) ∈ jY (Y ).
Με άλλα λόγια, T ∗∗(jX (X )) ⊆ jY (Y ). ΄Αρα για τον S = j−1

Y ◦ T
∗∗ ◦ jX έχουµε ότι S ∈ B(X, Y ).

Ισχυριζόµαστε ότι S = T . Πράγµατι, για x ∈ X και h ∈ Y ∗ έχουµε ότι

〈Sx − Tx, h〉 = 〈Sx, h〉 − 〈x, T ∗h〉

= 〈h, T ∗∗jX (x)〉 − 〈x, T ∗h〉

= 〈T ∗h, jX (x)〉 − 〈x, T ∗h〉

= 〈x, T ∗h〉 − 〈x, T ∗h〉

απ’ όπου έπεται ότι 〈Sx − Tx, h〉 = 0 για κάθε h ∈ Y ∗. ∆ηλαδή, Sx = Tx. �

Βʹ.3.2 Προβολές

Γνωρίζουµε ότι αν H είναι ένας χώρος Hilbert και F ⊆ H είναι ένας κλειστός υπόχωρος τότε για
κάθε x ∈ H υπάρχει µοναδικό πλησιέστερο σηµείο Px του F στο x. ∆ηλαδή, ‖x − Px‖ = d(x, F ).
Το Px συµβολίζει την προβολή του x στον F . Η απεικόνιση x 7→ Px ορίζει έναν ϕραγµένο
γραµµικό τελεστή µε P2 = P και ο X γράφεται ως τον ευθύ άθροισµα των ker P και ImP.

Σε αυτή την παράγραφο γενικεύουµε την παραπάνω ιδέα στο πλαίσιο των χώρων Banach.

Ορισµός Βʹ.3.5 (Προβολή). ΄Εστω X ένας χώρος Banach. ΄Ενας ϕραγµένος γραµµικός τελεστής
P : X → X ονοµάζεται προβολή αν P2 = P.

Πρόταση Βʹ.3.6. Αν P είναι µια προβολή σε ένα χώρο µε νόρµα X τότε ‖P‖ ≥ 1, οι ker P, ImP είναι
κλειστοί υπόχωροι του X και ο X είναι το ευθύ άθροισµα των ker P, ImP. ∆ηλαδή, X = ker P⊕ImP.

Απόδειξη. Από την P2 = P έχουµε ‖P‖ =
∥∥∥P2

∥∥∥ ≤ ‖P‖2 άρα ‖P‖ ≥ 1. Αφού η P είναι ϕραγµένος
γραµµικός τελεστής ο πυρήνας ker P ϑα είναι κλειστός υπόχωρος του X . Για x ∈ X έχουµε ότι
x − Px ∈ ker P αφού

P(x − Px) = Px − P2x

= Px − Px = 0,
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άρα x = x − Px + Px απ’ όπου έπεται ότι X = ker P + ImP. Αν x ∈ ker P ∩ ImP τότε x = Py και
Px = 0 όµως αφού P2 = P ϑα έχουµε Px = P2y = Py = 0 άρα x = Py = 0. ΄Αρα ker P ∩ ImP = {0}
και συνεπώς X = ker P ⊕ ImP.

Τέλος, για να δείξουµε ότι ο ImP είναι κλειστός ϑεωρούµε (yn)∞n=1 ⊆ ImP µε yn → y. Αφού
yn ∈ ImP υπάρχουν xn µε Pxn = yn. Αφού X = ker P ⊕ ImP γράφουµε xn = zn + wn µε
zn ∈ ker P,wn ∈ ImP και y = z + w µε z ∈ ker P, w ∈ ImP. Τότε, Pxn = wn = yn → y και από
τη συνέχεια της P ϑα έχουµε Pwn → Py = w. ΄Οµως Pxn = P2xn = Pwn άρα yn = Pxn → w και
επειδή yn → y ϑα έχουµε y = w ∈ ImP απ’ όπου έπεται ότι ο ImP είναι κλειστός υπόχωρος του
X . �

Εποµένως, σύµφωνα µε την προηγούµενη πρόταση έχουµε ότι κάθε προβολή επάγει µια γραφή
του X ως ευθύ άθροισµα δύο κλειστών υποχώρων του, του πυρήνα ker P και της εικόνας ImP.

Το ενδιαφέρον είναι ότι ισχύει και το αντίστροφο. ∆ηλαδή, αν Y, Z είναι κλειστοί υπόχωροι µε
X = Y ⊕Z τότε υπάρχει µια προβολή P : X → Z µε ImP = Z και ker P = Y . Η απόδειξη ϐασίζεται
στο ϑεώρηµα κλειστού γραφήµατος. ∆ιατυπώνουµε και αποδεικνύουµε αυτό το απότελεσµα.

Θεώρηµα Βʹ.3.7. ΄Εστω X ένας χώρος Banach και Y, Z δύο κλειστοί υπόχωροι του X µε X =

Y ⊕ Z . Τότε, υπάρχει προβολή P : X → Z µε ker P = Y και ImP = Z .

Απόδειξη. Αφού X = Y ⊕ Z , για x ∈ X υπάρχουν µοναδικοί y ∈ Y και z ∈ Z ώστε x = y + z.
Συνεπώς, η απεικόνιση x 7→ Px := z είναι καλά ορισµένη και γραµµική. Επίσης, είναι άµεσο
ότι ker P = Y, ImP = Z και P2 = P. Για να δείξουµε ότι η P είναι ϕραγµένη αφού οι X, Z είναι
χώροι Banach αρκεί να δείξουµε ότι το γράφηµα

Gr(P) =
{
(x,w) ∈ X × Z : Px = w

}
είναι κλειστό υποσύνολο του X × Z ως προς τη νόρµα ‖(x,w)‖ = ‖x‖ + ‖w‖. Θεωρούµε
(xn, wn)∞n=1 ⊆ Gr(P) µε ‖(xn, wn) − (x,w)‖ → 0. Τότε, Pxn = wn, xn → x και wn → w. Α-
ϕού X = Y ⊕ Z γράφουµε xn = yn + zn µε yn ∈ Y, zn ∈ Z . Τότε, Pxn = zn = wn → w, άρα
yn → xn − zn → x −w και επειδή ο Y είναι κλειστός ϑα έχουµε x −w ∈ Y = ker P. Εποµένως,
Px = Pw όµως επειδή wn = zn ∈ Z, wn → w και ο Z είναι κλειστός ϑα έχουµε w ∈ Z άρα
Pw = w, εποµένως Px = w απ’ όπου έπεται ότι (x,w) ∈ Gr(P).

�

Βʹ.3.3 Συµπαγείς Τελεστές

Ορισµός Βʹ.3.8 (Συµπαγής Τελεστής). ΄Εστω X, Y δύο χώροι Banach. ΄Ενας γραµµικός τελεστής
T : X → Y καλείται συµπαγής αν το T (BX ) είναι σχετικά συµπαγές υποσύνολο του Y , δηλαδή
το T (BX ) είναι συµπαγές.

΄Αµεση συνέπεια του ορισµού είναι πως κάθε συµπαγής τελεστής πρέπει να είναι ϕραγµένος.
Αυτό έπεται από το ότι το T (BX ) πρέπει να είναι ϕραγµένο ως υποσύνολο του συµπαγούς T (BX ).

Θεώρηµα Βʹ.3.9. ΄Εστω X, Y δύο χώροι Banach και T : X → Y ένας γραµµικός τελεστής. Τα
εξής είναι ισοδύναµα:

(i) Ο T είναι συµπαγής.
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(ii) Για κάθε ακολουθία (xn)∞n=1 ⊆ BX η (Txn)∞n=1 έχει συγκλίνουσα υπακολουθία.

(iii) Το T (BX ) είναι ολικά ϕραγµένο υποσύνολο του Y .

Απόδειξη. (i) =⇒ (ii) Αφού το T (BX ) είναι συµπαγές και Txn ∈ T (BX ) για κάθε n ∈ N τότε η
(Txn) ϑα έχει συγκλίνουσα υπακολουθία.
(ii) =⇒ (iii) Από το (ii) έπεται πως το T (BX ) είναι συµπαγές άρα είναι και ολικά ϕραγµένο. Τότε,
το T (BX ) ϑα είναι και αυτό ολικά ϕραγµένο ως υποσύνολο του T (BX ).
(iii) =⇒ (i) Αφού το T (BX ) είναι ολικά ϕραγµένο, ϑα είναι ολικά ϕραγµένο και το T (BX ) το οποίο
είναι ταυτόχρονα και κλειστό. Αφού ο Y είναι πλήρης, το T (BX ) ϑα είναι συµπαγές. �

Η παρακάτω πρόταση µας περιγράφει πώς συµπεριφέρεται η έννοια του συµπαγούς τελεστή ως
προς τις πράξεις της πρόσθεσης, του πολλαπλασιασµού και της σύνθεσης τελεστών.

Πρόταση Βʹ.3.10. ΄Εστω X, Y, Z τρεις χώροι Banach, S, T ∈ B(X, Y ) και W ∈ B(Y, Z ). Τότε :

(i) Αν οι S, T είναι συµπαγείς τότε οι S + T και λT είναι συµπαγείς.

(ii) Αν ο T είναι συµπαγής τότε είναι συµπαγής και ο W ◦ T .

(iii) Αν ο W είναι συµπαγής τότε είναι συµπαγής και ο W ◦ T .

Απόδειξη. (i) Για το άθροισµα των S, T από το Θεώρηµα Βʹ.3.9 αρκεί να δείξουµε ότι το T (BX ) +

S(BX ) είναι ολικά ϕραγµένο υποσύνολο του Y . Γι’ αυτό ϑεωρούµε ϸ > 0 και παρατηρούµε
ότι αφού οι T, S είναι συµπαγείς τα T (BX ), S(BX ) ϑα είναι ολικά ϕραγµένα υποσύνολα του Y .
Οπότε ϑα υπάρχουν x1, ..., xm , y1, ..., yn ∈ X ώστε

T (BX ) ⊆
m⋃
i=1

B
(
Txi ,

ϸ

2

)
και S(BX ) ⊆

n⋃
i=1

B
(
Syi ,

ϸ

2

)
. (Βʹ.3.1)

Τότε για z ∈ T (BX ) + S(BX ) ϑα έχουµε z = z1 + z2 µε z1 ∈ T (BX ), z2 ∈ S(BX ). ΄Αρα από την
(Βʹ.3.1) ϑα υπάρχουν xi και yj µε

z1 ∈ B
(
Txi ,

ϸ

2

)
και z2 ∈ B

(
Syj,

ϸ

2

)
,

όµως τότε ϑα έχουµε

z = z1 + z2 ∈ B
(
Txi ,

ϸ

2

)
+ B

(
Syj,

ϸ

2

)
= B

(
Txi + Syj, ϸ

)
,

απ’ όπου έπεται ότι
T (BX ) + S(BX ) ⊆

⋃
i,j

B
(
Txi + Syj, ϸ

)
και άρα το T (BX ) + S(BX ) είναι ολικά ϕραγµένο.

Για το λT (BX ) αρκεί να παρατηρήσουµε ότι λT (BX ) = λT (BX ) και τώρα επειδή η απεικόνιση
Tλ(x) = λx είναι οµοιοµορφισµός ϑα έχουµε ότι το λT (BX ) είναι συµπαγές αφού το T (BX ) είναι
συµπαγές.
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(ii) Υποθέτουµε ότι W , 0 αλλιώς W ◦ T = 0 ο οποίος είναι συµπαγής κατά τετριµµένο τρόπο.
Για ϸ > 0 από τη συµπάγεια του T ϐρίσκουµε x1, ..., xm ∈ X µε

T (BX ) ⊆
m⋃
i=1

B
(
Txi ,

ϸ

2 ‖W ‖

)
.

Τότε για w ∈ W (T (BX )) έχουµε ότι w = W (Tx) όπου ‖x‖ ≤ 1, άρα υπάρχει xi µε Tx ∈

B
(
Txi ,

ϸ
2‖W ‖

)
όµως τότε

‖W (Tx) −W (Txi)‖ ≤ ‖W ‖ ‖Tx − Txi‖

≤ ‖W ‖
ϸ

2 ‖W ‖

=
ϸ

2
< ϸ,

δηλαδή W (Tx) ∈ B
(
W (Txi), ϸ

)
απ’ όπου έπεται ότι

W (T (BX )) ⊆
m⋃
i=1

B
(
W (Txi), ϸ

)
και άρα το W (T (BX )) είναι ολικά ϕραγµένο και κατ’ επέκταση ο W ◦ T είναι συµπαγής.

(iii) ΄Εχουµε ότι T (BX ) ⊆ ‖T‖BY , άρα W (T (BX )) ⊆ ‖T‖W (BY ). ΄Οµως τώρα αφού ο W είναι
συµπαγής το W (BY ) ϑα είναι ολικά ϕραγµένο, άρα ϑα είναι ολικά ϕραγµένο και το W (T (BX ))
ως υποσύνολό του. ΄Αρα από το Θεώρηµα Βʹ.3.9 ο W ◦ T είναι συµπαγής. �

Σύµφωνα µε την παραπάνω πρόταση ϑεωρώντας τον B(X ) ≡ B(X, X ) ως δακτύλιο µε πρόσθε-
ση τη συνήθη πρόσθεση τελεστών και πολλαπλασιασµό τη σύνθεση έχουµε ότι το σύνολο των
συµπαγών τελεστών από τον X στον X είναι ένα αµφίπλευρο ιδεώδες.

Η παρακάτω πρόταση µας λέει πως το αµφίπλευρο ιδεώδες των συµπαγών τελεστών είναι
και κλειστό ως προς τη νόρµα τελεστή.

Πρόταση Βʹ.3.11. ΄Εστω X, Y δύο χώροι Banach και (Tn)∞n=1 ακολουθία συµπαγών τελεστών µε
‖Tn − T‖ → 0 όπου T : X → Y γραµµικός τελεστής. Τότε, ο T είναι συµπαγής.

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα Βʹ.3.9 αρκεί να δείξουµε ότι το T (BX ) είναι ολικά ϕραγµένο υπο-
σύνολο του Y . Σταθεροποιούµε ϸ > 0 και αφού ‖Tn − T‖ → 0 ϐρίσκουµε n0 ∈ N µε∥∥∥Tn0 − T

∥∥∥ < ϸ

3
.

Αφού ο Tn0 είναι συµπαγής ϑα υπάρχουν x1, ..., xm ∈ BX µε

Tn0(BX ) ⊆
m⋃
i=1

B
(
Tn0xi ,

ϸ

3

)
.

Τότε για x ∈ BX ϑα υπάρχει i µε
∥∥∥Tn0x − Tn0xi

∥∥∥ < ϸ/3, άρα γράφοντας

‖Tx − Txi‖ =
∥∥∥Tx − Tn0x + Tn0x − Tn0xi + Tn0xi − Txi

∥∥∥
≤

∥∥∥Tx − Tn0x
∥∥∥ +

∥∥∥Tn0x − Tn0xi
∥∥∥ +

∥∥∥Tn0xi − Txi
∥∥∥

≤
∥∥∥T − Tn0

∥∥∥ ‖x‖ +
∥∥∥Tn0x − Tn0xi

∥∥∥ +
∥∥∥Tn0 − T

∥∥∥ ‖xi‖
<
ϸ

3
+
ϸ

3
+
ϸ

3
= ϸ
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καταλήγουµε στο ότι Tx ∈ B
(
Txi , ϸ

)
, δηλαδή

T (BX ) ⊆
m⋃
i=1

B
(
Txi , ϸ

)
απ’ όπου έπεται ότι το T (BX ) είναι ολικά ϕραγµένο και άρα ο T συµπαγής. �

Βʹ.3.4 Ασθενώς Συµπαγείς Τελεστές

Ορισµός Βʹ.3.12 (Ασθενώς συµπαγής τελεστής). ΄Εστω X, Y δύο χώροι Banach. ΄Ενας γραµ-
µικός τελεστής T : X → Y καλείται ασθενώς συµπαγής αν το T (BX ) είναι σχετικά ασθενώς
συµπαγές υποσύνολο του Y . ∆ηλαδή, το T (BX )

w
είναι ασθενώς συµπαγές υποσύνολο του Y .

Σκόπιµα στον παραπάνω ορισµό δεν υποθέσαµε ότι ο T είναι ϕραγµένος αφού από την Πρότα-
ση Βʹ.2.3 όταν ο T είναι ασθενώς συµπαγής ϑα πρέπει υποχρεωτικά το T (BX ) να είναι ϕραγµένο
υποσύνολο του Y και άρα ο T να είναι και ϕραγµένος.

΄Οπως και στην περίπτωση των συµπαγών τελεστών ισχύει ότι το σύνολο των ασθενώς συµπαγών
τελεστών από τον X στον X είναι κλειστό αµφίπλευρο ιδεώδες του B(X ). Για να το αποδείξουµε
αυτό στην ασθενή περίπτωση χρειαζόµαστε το εξής λήµµα:

Λήµµα Βʹ.3.13. ΄Εστω X, Y χώροι Banach και T ∈ B(X, Y ). Ο T είναι ασθενώς συµπαγής αν και
µόνο αν T ∗∗(X ∗∗) ⊆ jY (Y ).

Παρατήρηση Βʹ.3.14. Ισχύει ότι jY ◦ T = T ∗∗ ◦ jX

Απόδειξη. Για x ∈ X και y∗ ∈ Y ∗ έχουµε

〈y∗, jY (Tx)〉 = 〈Tx, y∗〉

= 〈x, T ∗y∗〉

= 〈T ∗y∗, jX (x)〉

= 〈y∗, T ∗∗(jX (x))〉,

δηλαδή 〈y∗, jY (Tx)〉 = 〈y∗, T ∗∗(jX (x))〉 για κάθε y∗ ∈ Y ∗ απ’ όπου έπεται ότι jY ◦ T = T ∗∗ ◦ jX . �

Απόδειξη Λήµµατος 5.3.13. Αν ο T είναι ασθενώς συµπαγής τότε λόγω της (Tw,Tw∗)-συνέχειας
της jY ϑα έχουµε ότι το jY

(
T (BX )

w)
είναι w∗−συµπαγές υποσύνολο του Y . ΄Οµως,

jY (T (BX )) ⊆ jY
(
T (BX )

w)
,

άρα από την Παρατήρηση Βʹ.3.14 ϑα έχουµε

T ∗∗(jX (BX )) ⊆ jY (T (BX )
w

)

και επειδή το jY (T (BX )
w

) είναι w∗−συµπαγές (άρα και w∗-κλειστό) ϑα έχουµε

T ∗∗(jX (BX ))
w∗
⊆ jY (T (BX )

w
).
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Αφού ο T ∗∗ είναι (Tw∗ ,Tw∗ )-συνεχής (ϐλ. Πρόταση Βʹ.3.3) έχουµε

T ∗∗(jX (BX )
w∗

) ⊆ T ∗∗(jX (BX ))
w∗
,

δηλαδή
T ∗∗(jX (BX )

w∗
) ⊆ jY (T (BX )

w
),

όµως από το ϑεώρηµα Goldstine έχουµε jX (BX )
w∗

= BX∗∗ άρα

T ∗∗(BX∗∗) ⊆ jY (T (BX )
w

)

και επειδή T (BX )
w
⊆ Y ϑα έχουµε

T ∗∗(BX∗∗) ⊆ jY (Y )

απ’ όπου έπεται ότι T ∗∗(X ∗∗) ⊆ jY (Y ).

Αντίστροφα, αν T ∗∗(X ∗∗) ⊆ jY (Y ) τότε T ∗∗(BX∗∗) ⊆ jY (Y ). ΄Οµως, η BX∗∗ είναι w∗-συµπαγής και
άρα λόγω της (Tw∗ ,Tw∗ )-συνέχειας του T ∗∗ το T ∗∗(BX∗∗) ϑα είναι w∗−συµπαγές υποσύνολο του
Y ∗∗ (άρα και w∗-κλειστό). Συνεπώς,

jY (T (BX )
w

) ⊆ jY (T (BX ))
w∗

= T ∗∗(jX (BX ))
w∗

⊆ T ∗∗(BX∗∗)
w∗

= T ∗∗(BX∗∗).

΄Αρα, αφού jY (T (BX )
w

) ⊆ T ∗∗(BX∗∗) ⊆ jY (Y ) και το T ∗∗(BX∗∗) είναι οµοιοµορφικό µε το j−1
Y (T ∗∗(BX∗∗))

ϑα έχουµε ότι το j−1
Y (T ∗∗(BX∗∗)) είναι w-συµπαγές και άρα το T (BX )

w
⊆ j−1

Y (T ∗∗(BX∗∗)) ϑα είναι
w−συµπαγές ως w−κλειστό υποσύνολο συµπαγούς. Εποµένως, ο T είναι ασθενώς συµπα-
γής. �

Πρόταση Βʹ.3.15. ΄Εστω X, Y, Z χώροι Banach και T, S ∈ B(X, Y ), W ∈ B(Y, Z ). Τότε :

(i) Αν οι T, S είναι ασθενώς συµπαγείς τότε είναι ασθενώς συµπαγείς και οι S + T , λT .

(ii) Αν ο T είναι ασθενώς συµπαγής τότε είναι και ο W ◦ T .

(iii) Αν ο W είναι ασθενώς συµπαγής τότε είναι και ο W ◦ T .

Απόδειξη. (i) Για το άθροισµα των T, S από το Λήµµα Βʹ.3.13 έχουµε ότι S∗∗(X ∗∗) ⊆ jY (Y ) και
T ∗∗(X ∗∗) ⊆ jY (Y ). ΄Αρα,

(S + T )∗∗(X ∗∗) = S∗∗(X ∗∗) + T ∗∗(X ∗∗)

⊆ jY (Y ) + jY (Y )

= jY (Y ),

δηλαδή (S + T )∗∗(X ∗∗) ⊆ jY (Y ) απ’ όπου έπεται ότι ο S + T είναι ασθενώς συµπαγής.
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Για τον λT αρκεί να παρατηρήσουµε ότι

(λT )∗∗(X ∗∗) = λT ∗∗(X ∗∗)

⊆ λjY (Y )

= jY (Y ).

(ii) ΄Εχουµε

(W ◦ T )∗∗(X ∗∗) = W ∗∗ ◦ T ∗∗(X ∗∗)

⊆ W ∗∗ ◦ jY (Y )

= jZ ◦W (Y )

⊆ jZ (Z ).

(iii) Γράφουµε

(W ◦ T )∗∗(X ∗∗) = W ∗∗ ◦ T ∗∗(X ∗∗)

⊆ W ∗∗(Y ∗∗)

⊆ jZ (Z ).

�

Σύµφωνα µε την προγούµενη πρόταση έχουµε ότι το σύνολο των συµπαγών τελεστών από τον
X στον X είναι ένα αµφίπλευρο ιδεώδες του δακτυλίου B(X ). Τέλος, χρησιµοποιώντας το
Λήµµα Βʹ.3.13 δείχνουµε ότι είναι και κλειστό.

Πρόταση Βʹ.3.16. ΄Εστω X, Y χώροι Banach, (Tn)∞n=1 ακολουθία ασθενώς συµπαγών τελεστών
και T : X → Y γραµµικός τελεστής µε ‖Tn − T‖ → 0. Τότε, ο T είναι ασθενώς συµπαγής.

Απόδειξη. Από το Λήµµα Βʹ.3.13 αρκεί να δείξουµε ότι T ∗∗(X ∗∗) ⊆ jY (Y ). Αφού ‖Tn − T‖ → 0
ϑα έχουµε και

∥∥∥T ∗∗n − T ∗∗∥∥∥ → 0. Οπότε, για x∗∗ ∈ X ∗∗ έχουµε
∥∥∥T ∗∗n x∗∗ − T ∗∗x∗∗∥∥∥ → 0. ΄Οµως,

ο Y είναι πλήρης άρα ο jY (Y ) ϑα είναι κλειστός υπόχωρος του Y ∗∗. Οπότε απ’ την ασθενή
συµπάγεια των (Tn) ϑα έχουµε T ∗∗n x∗∗ ∈ jY (Y ) για κάθε n ∈ N και επειδή

∥∥∥T ∗∗n x∗∗ − T ∗∗x∗∗∥∥∥→ 0
ϑα έχουµε ότι T ∗∗x∗∗ ∈ jY (Y ). ∆ηλαδή, T ∗∗(X ∗∗) ⊆ jY (Y ). �

Βʹ.4 Ασθενείς τοπολογίες σε χώρους τελεστών

Στις προηγούµενες παραγράφους ορίσαµε και µελετήσαµε ϐασικές ιδιότητες της ασθενούς και
της ασθενούς* τοπολογίας ενός χώρου Banach X . Στην περίπτωση που τα στοιχεία του X
είναι ϕραγµένοι γραµµικοί τελεστές υπάρχουν άλλες δύο σηµαντικές τοπολογίες οι οποίες µας
ϐοηθούν να αντλήσουµε πληροφορίες όταν η τοπολογία της νόρµας τελεστή δεν επαρκεί.
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Βʹ.4.1 Η ισχυρή τοπολογία τελεστών

Ορισµός Βʹ.4.1. ΄Εστω X, Y δύο χώροι Banach. Η ισχυρή τοπολογία τελεστών (strong operator
topology-Tso) στον B(X, Y ) είναι η τοπολογία που παράγεται από την οικογένεια ηµινορµών{
px : x ∈ X

}
όπου px (T ) = ‖Tx‖ για κάθε T ∈ B(X, Y ).

Οι ϐασικές περιοχές του T ∈ B(X, Y ) είναι της µορφής

W (T,∆, ϸ) =
{
S ∈ B(X, Y ) : ‖Tx − Sx‖ < ϸ για x ∈ ∆

}
,

όπου ∆ ⊆ X πεπερασµένο και ϸ > 0.
Σύµφωνα µε την Πρόταση Αʹ.3.8 ένα δίκτυο τελεστών (Ti) στον B(X, Y ) συγκλίνει στον T ∈

B(X, Y ) ως προς την ισχυρή τοπολογία (συµβ. Ti
so
−→ T ) αν και µόνο αν ‖Tix − Tx‖ → 0 για

x ∈ X . Από την παραπάνω σύγκλιση έπεται ότι Tso ⊆ T‖·‖, όπου T‖·‖ η τοπολογία που παράγει
η νόρµα τελεστή στον B(X, Y ).

Βʹ.4.2 Η ασθενής τοπολογία τελεστών

Ορισµός Βʹ.4.2 (Ασθενής τοπολογία τελεστών). ΄Εστω X, Y χώροι Banach. Η ασθενής τοπολογία
τελεστών (weak operator topology- Two) στον B(X, Y ) είναι η τοπολογία που παράγεται από
την οικογένεια ηµινορµών

{
px,h : x ∈ X, h ∈ Y ∗

}
όπου px,h(T ) = |h(Tx)|.

Οι ϐασικές περιοχές του T ∈ B(X, Y ) είναι της µορφής{
S ∈ B(X, Y ) : |hi(Txi) − hi(Sxi)| < ϸ , i = 1, ..., m

}
,

όπου ϸ > 0 και m ∈ N. Επίσης, αφού px,h(T − S) = |h(Tx) − h(Sx)| έπεται πως η px,h είναι
‖·‖ −συνεχής αν και µόνο αν η T 7→ h(Tx) είναι συνεχής. Συνεπώς η Two είναι η ελάχιστη
τοπολογία ως προς την οποία η οικογένεια συναρτήσεων{

T 7→ h(Tx) : x ∈ X, h ∈ Y ∗
}

είναι συνεχής. Τέλος, ένα δίκτυο τελεστών (Ti) στον B(X, Y ) συγκλίνει στον T ∈ B(X, Y ) ως προς
την ασθενή τοπολογία τελεστών (συµβ. Ti

wo
−→ T ) αν και µόνο αν |h(Tix) − h(Tx)| → 0 για κάθε

x ∈ X και h ∈ Y ∗. Παρατηρήστε ότι η τελευταία σύγκλιση είναι ισοδύναµη µε την Tix
w
−→ Tx

για κάθε x ∈ X . Από την παραπάνω σύγκλιση προκύπτει ότι Two ⊆ Tso ⊆ T‖·‖.

Ιδιαίτερα χρήσιµο στις ασθενείς τοπολογίες είναι το ϑεώρηµα του Mazur το οποίο µας λέει πως
στα κυρτά σύνολα η κλειστή ϑήκη ως προς τη νόρµα συµπίπτει µε την κλειστή ϑήκη ως προς
την ασθενή τοπολογία. Το ϑεώρηµα του Mazur ισχύει και για τις τοπολογίες τελεστών µόνο που
αυτή τη ϕορά τη ϑέση της τοπολογίας T‖·‖ παίρνει η Tso.

Λήµµα Βʹ.4.3. ΄Ενα γραµµικό συναρτησοειδές F στον B(X, Y ) είναι Two-συνεχές αν και µόνο αν
είναι Tso-συνεχές.

Απόδειξη. Αν το F είναι Two-συνεχές αφού Two ⊆ Tso ϑα είναι και Tso-συνεχές. Αντίστροφα,
έστω πως το F είναι Tso-συνεχές. Τότε, ϑα υπάρχουν x1, ..., xm ∈ X και ϸ > 0 ώστε για κάθε
S ∈ B(X, Y ) αν ‖Sxi‖ < ϸ για i = 1, ..., m τότε |F (S)| < 1. Θεωρούµε τον Ym = Y × ... × Y︸       ︷︷       ︸

m

ο

οποίος γίνεται χώρος Banach µε νόρµα την

‖(y1, ..., ym)‖ = max{‖yi‖ : i = 1, ..., m}.
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Επίσης, ϑεωρούµε τη γραµµική απεικόνιση H : Z → Ym µε H(T ) = (Tx1, ..., Txm), όπου
Z = B(X, Y ). ΄Αρα, ο H(Z ) είναι γραµµικός υπόχωρος του Ym . Ορίζουµε F̃ : H(Z ) → R µε
F̃ (Tx1, ..., Txm) = F (T ). Τότε, η F̃ είναι καλά ορισµένη αφού αν Txi = Sxi για i = 1, ..., m ϑα
έχουµε

‖n(T − S)xi‖ < ϸ

για κάθε n ∈ N. Οπότε, ϑα ισχύει

|F (T − S)| <
1
n

για κάθε n ∈ N, απ’ όπου έπεται ότι F (T ) = F (S), δηλαδή F̃ (S) = F̃ (T ). Επίσης, αφού η F είναι
γραµµική ϑα είναι γραµµική και η F̃ . Τέλος, η F̃ είναι και συνεχής, καθώς αν (Tnx1, ..., Tnxm)
είναι µια ακολουθία στον H(Z ) µε

‖(Tnx1, ..., Tnxm)‖ → 0,

τότε ϑα έχουµε ότι Tnxi → 0 για i = 1, ..., m. Οπότε για κάθε k ∈ N ϑα υπάρχει nk ώστε
‖kTnxi‖ < ϸ για κάθε n ≥ nk και i = 1, ..., m. ∆ηλαδή, |F (Tn)| < 1

k για κάθε n ≥ nk, απ’ όπου
έπεται ότι supn≥nk |F (Tn)| ≤ 1

k . ΄Αρα,

lim sup
n→∞

|F (Tn)| ≤
1
k
.

΄Ετσι, ϑα έχουµε |F (Tn)| → 0 πράγµα το οποίο αποδεικνύει τη συνέχεια της F̃ στο 0. Από το
ϑεώρηµα Hahn-Banach η F̃ ϑα επεκτείνεται σε ολόκληρο τον Ym . Οπότε, ϑα έχουµε

F (T ) = F̃ (Tx1, ..., Txm)

= F̃ (Tx1,0, ...,0) + ... + F̃ (0,0, ..., Txm)

= f1(T ) + ... + fm(T )

και επειδή τα f1, ..., fm είναι Two-συνεχή έπεται πως το F είναι Two-συνεχές. �

Θεώρηµα Βʹ.4.4. ΄Εστω X, Y δύο χώροι Banach και C ένα κυρτό υποσύνολο του B(X, Y ). Τότε,
η κλειστή ϑήκη του C ως προς την ισχυρή τοπολογία τελεστών συµπίπτει µε την κλειστή ϑήκη του
ως προς την ασθενή τοπολογία. ∆ηλαδή, C

so
= C

wo
.

Απόδειξη. Αφού Two ⊆ Tso ϑα ισχύει ότι C
so
⊆ C

wo
. Αν τώρα έχουµε ότι C

so
* C

wo
τότε από το

Θεώρηµα Αʹ.3.4 ϑα υπάρχει ένα Tso−συνεχές γραµµικό συναρτησοειδές F, S ∈ C
wo
\ C

so
και

ένας πραγµατικός αριθµός α ώστε
F (T ) < α < F (S) (Βʹ.4.1)

για κάθε T ∈ C
so
. ΄Οµως, τότε ϑα έχουµε ότι C

so
⊆ F−1((−∞, α]). Αφού το F είναι Tso-συνεχές

από το Λήµµα Βʹ.4.3 ϑα είναι και Two−συνεχές. ΄Αρα το F−1((−∞, α]) είναι ένα Two−κλειστό
σύνολο που περιέχει το C. Αυτό όµως είναι άτοπο αφού S ∈ C

wo
και από την (Βʹ.4.1) έχουµε

S < F−1((−∞, α]). �
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Βʹ.4.3 Η ασθενής* τοπολογία τελεστών

Ορισµός Βʹ.4.5. ΄Εστω X, Y δύο χώροι Banach. Η ασθενής* τοπολογία τελεστών (weak* o-
perator topology-Tw∗o) στον B(Y ∗, X ∗) είναι η τοπολογία που παράγεται από την οικογένεια
ηµινορµών {px,h : x ∈ X, h ∈ Y ∗} όπου px,h(T ) = |T (hx)|.

Οι ϐασικές περιοχές του T ∈ B(Y ∗, X ∗) είναι της µορφής{
S∗ ∈ B(Y ∗, X ∗) : |T (hixi) − S(hixi)| < ϸ, i = 1, ..., m

}
,

όπου ϸ > 0 και m ∈ N. Επίσης, αφού px,h(T − S) = |T (hx) − S(hx)| έπεται πως η px,h είναι
‖·‖ −συνεχής αν και µόνο αν η T 7→ T (hx) είναι συνεχής. Συνεπώς, η Tw∗o είναι η ελάχιστη
τοπολογία ως προς την οποία η οικογένεια συναρτήσεων{

T 7→ T (hx) : x ∈ X, h ∈ Y ∗
}

είναι συνεχής. Τέλος, ένα δίκτυο τελεστών (Ti) στον B(Y ∗, X ∗) συγκλίνει ως προς την ασθενή*

τοπολογία τελεστών (συµβ. Ti
w∗o
−→ T ) αν και µόνο αν |Ti(hx) − T (hx)| → 0 για κάθε x ∈ X και

h ∈ Y ∗. Παρατηρήστε ότι η τελευταία σύγκλιση είναι ισοδύναµη µε την Tih
w∗
−→ Th για κάθε

h ∈ Y ∗.

Παρατήρηση Βʹ.4.6. ΄Εστω X, Y δύο χώροι Banach και (Ti) ένα δίκτυο στον B(X, Y ) και T ∈
B(X, Y ). Τότε τα εξής είναι ισοδύναµα:

(i) Ti
wo
−→ T .

(ii) T ∗i
w∗o
−→ T ∗.

Απόδειξη. Γράφουµε

Ti
wo
−→ T ⇐⇒ h(Tix)→ h(Tx) για κάθε x ∈ X, h ∈ Y ∗

⇐⇒ T ∗i (hx)→ T ∗(hx) για κάθε x ∈ X, h ∈ Y ∗

⇐⇒ T ∗i
w∗o
−→ T.

�



ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Γʹ

΄Αλγεβρες Banach

Σε αυτό το µέρος του παραρτήµατος δίνουµε τους ϐασικούς ορισµούς και τα αποτελέσµατα
της ϑεωρίας των αλγεβρών Banach που χρησιµοποιούµε στο κύριο µέρος της εργασίας. Τα
αποτελέσµατα αυτά αφορούν τα αντιστρέψιµα στοιχεία, και συγκεκριµένα το κριτήριο αντιστρε-
ψιµότητας, ϐασικές ιδιότητες του ϕάσµατος καθώς και της ϕασµατικής ακτίνας ενός στοιχείου
µιας άλγεβρας Banach.

Γʹ.1 Βασικοί ορισµοί και ιδιότητες

Ορισµός Γʹ.1.1 (΄Αλγεβρα Banach). ΄Εστω (X, ‖·‖) ένας χώρος Banach πάνω από το C. Υποθέτου-
µε επιπλέον ότι ο X είναι εφοδιασµένος και µε µια πράξη πολλαπλασιασµού · : X ×X → X ώστε
η τριάδα (X,+, ·) να έχει τη δοµή δακτυλίου (όπου + η πρόσθεση του διανυσµατικόυ χώρου) και
τέτοια ώστε για κάθε x, y ∈ X και λ ∈ C να ισχύει

λ(x · y) = (λx) · y = x · (λy) (Γʹ.1.1)

και
‖x · y‖ ≤ ‖x‖ ‖y‖ . (Γʹ.1.2)

Τότε, η τετράδα (X, ‖·‖ ,+, ·) είναι µια άλγεβρα Banach πάνω από το C.

Για λόγους ευκολίας, για µια άλγεβρα Banach (X, ‖·‖ ,+, ·) πάνω από το C ϑα γράφουµε απλά
X χωρίς να κάνουµε ιδιαίτερη αναφορά (εάν αυτό δεν κρίνεται απαραίτητο) στη νόρµα και τις
πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού. Επίσης, για κάθε x, y ∈ X ϑα γράφουµε
πολλές ϕορές xy αντί του x · y.

Η συνθήκη της (Γʹ.1.1) µας λέει εµµέσως πως η πράξη του πολλαπλασιασµού είναι συνεχής
ως προς τη νόρµα του χώρου:

Παρατήρηση Γʹ.1.2. ΄Εστω X µια άλγεβρα Banach πάνω από το C. Τότε, για κάθε xn, yn, x, y ∈
X µε xn → x και yn → y ισχύει xnyn → xy.
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Απόδειξη. Γράφουµε

‖xnyn − xy‖ = ‖xnyn − xny + xny − xy‖

≤ ‖xnyn − xny‖ + ‖xny − xy‖

≤ ‖xn(yn − y)‖ + ‖(xn − x)y‖

≤ ‖xn‖ ‖yn − y‖ + ‖xn − x‖ ‖y‖

όπου τώρα λόγω των συγκλίσεων ‖xn − x‖ → 0, ‖yn − y‖ → 0 έπεται ότι ‖xnyn − xy‖ → 0. �

Ορισµός Γʹ.1.3. Θα λέµε ότι µια άλγεβρα Banach X είναι :

(i) άλγεβρα µε µονάδα, αν υπάρχει ένα στοιχείο e ∈ X ώστε ex = xe = x για κάθε x ∈ X .

(ii) µεταθετική άλγεβρα, αν xy = yx για κάθε x, y ∈ X .

Παρατηρήστε πως το µοναδιαίο στοιχείο e αν υπάρχει τότε είναι και µοναδικό. Το κύριο πα-
ϱάδειγµα µε το οποίο ϑα ασχοληθούµε είναι η άλγεβρα Banach B(X ) όπου X ένας χώρος
Banach πάνω από το C. ΄Οπως έχουµε αναφέρει και προηγουµένως (ϐλ. Βʹ.3) ο B(X ) είναι
χώρος Banach µε νόρµα τη νόρµα τελεστή που δίνεται από την

‖T‖ = inf
{
M > 0 : ‖Tx‖ ≤ M ‖x‖ για κάθε x ∈ X

}
= sup
x,0

‖Tx‖

‖x‖

για T ∈ B(X ). Η πράξη του πολλαπλασιασµού είναι η πράξη της σύνθεσης TS = T ◦ S δύο
τελεστών T, S ∈ B(X ). Η (Γʹ.1.1) είναι εύκολο να ελεγχθεί. Για την (Γʹ.1.2) για x ∈ X αρκεί να
γράψουµε

‖TS(x)‖ = ‖T (S(x))‖

≤ ‖T‖ ‖Sx‖

≤ ‖T‖ ‖S‖ ‖x‖

απ’ όπου έπεται ότι ‖ST‖ ≤ ‖S‖ ‖T‖. Τέλος, αφού IT = TI = T όπου I ο ταυτοτικός τελεστής,
έχουµε ότι η B(X ) είναι µια άλγεβρα Banach µε µονάδα.

Ορισµός Γʹ.1.4 (Αντιστρέψιµο στοιχείο). ΄Ενα στοιχείο x σε µια άλγεβρα Banach X µε µονάδα
e λέγεται αντιστρέψιµο εάν υπάρχει z ∈ X µε xz = zx = e. Το z είναι ο αντίστροφος του x. Το
σύνολο όλων των αντιστρέψιµων στοιχείων της X συµβολίζεται µε G (X ).

Παρατηρήστε ότι στην περίπτωση που το x είναι αντιστρέψιµο τότε ο αντίστροφος του x είναι
µοναδικός. Θα γράφουµε x−1 για τον αντίστροφο του x. Το πρώτο ϐασικό αποτελέσµα είναι το
παρακάτω κριτήριο αντιστρεψιµότητας :

Πρόταση Γʹ.1.5. ΄Εστω X µια άλγεβρα Banach µε µονάδα και έστω x ∈ X . Αν ‖e − x‖ < 1 τότε
το x είναι αντιστρέψιµο και

x−1 =

∞∑
n=0

(e − x)n (Γʹ.1.3)
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Απόδειξη. Θεωρούµε πρώτα ένα y ∈ Y µε ‖y‖ < 1. Τότε,
∑∞
n=0 ‖y‖

n < ∞ και επειδή ‖yn‖ ≤ ‖y‖n

ϑα έχουµε και
∑∞
n=0 ‖y

n‖ < ∞. Αφού ο X είναι χώρος Banach η ακολουθία sN =
∑N
n=0 y

n ϑα
συγκλίνει σε κάποιο z ∈ X . Οπότε, γράφοντας

(e − y)sN = (e − y)
N∑
n=0

yn

=

N∑
n=0

yn −
N+1∑
n=1

yn

= e − yn

και χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι yn → 0 ϑα έχουµε ότι (e − y)z = e. Με παρόµοιο τρόπο
έχουµε και z(e − y) = e απ’ όπου έπεται ότι (e − y) ∈ G (X ) και

(e − y)−1 =

∞∑
n=0

yn.

Τώρα, αν ‖e − x‖ < 1 από πριν ϑα έχουµε ότι x = e − (e − x) ∈ G (X ) και

x−1 =

∞∑
n=0

(e − x)n

όπως ϑέλαµε. �

Πρόταση Γʹ.1.6. Το σύνολο των αντιστρέψιµων στοιχείων G (X ) µια άλγεβρας Banach µε µονάδα
είναι ανοικτό υποσύνολο του X , και η απεικόνιση x 7→ x−1 είναι µια συνεχής απεικόνιση από το
G (X ) στο G (X ).

Απόδειξη. Θεωρούµε ένα x0 ∈ G (X ). Τότε, για κάθε x ∈ X έχουµε x = x0x−1
0 x. Οπότε αφού∥∥∥e − x−1

0 x
∥∥∥ =

∥∥∥x−1
0 (x0 − x)

∥∥∥ ≤ ∥∥∥x−1
0

∥∥∥ ‖x0 − x‖

αν ‖x0 − x‖ <
∥∥∥x−1

0

∥∥∥−1 από την Πρόταση Γʹ.1.5 ϑα έχουµε ότι x−1
0 x ∈ G (X ) και

(x−1
0 x)−1 =

∞∑
n=0

(e − x−1
0 x)n.

Τώρα, είναι εύκολο να δούµε πως το x ϑα αντιστρέψιµο και ο αντιστροφός του είναι ο (x−1
0 x)−1x−1

0 .
Πράγµατι, έχουµε (x−1

0 x)−1x−1
0 x = e και

x(x−1
0 x)−1x−1

0 = x0x
−1
0 x(x−1

0 x)−1x−1
0

= x0x
−1
0 = e.

΄Αρα, αν ‖x − x0‖ <
∥∥∥x−1

0

∥∥∥−1 τότε x ∈ G (X ) και

x−1 = (x−1
0 x)−1x−1

0 =

∞∑
n=0

[x−1
0 (x0 − x)]nx−1

0
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και έτσι το G (X ) είναι ανοικτό υποσύνολο του X . Τώρα, για να δείξουµε ότι η x 7→ x−1 είναι
συνεχής ϑεωρούµε µια ακολουθία (xn)∞n=1 ⊆ G (X ) και x ∈ G (X ) µε xn → x και δείχνουµε ότι
x−1
n → x−1. Γράφουµε

x−1 − x−1
n = x−1xnx

−1
n − x

−1xx−1
n

= x−1(xn − x)x−1
n

απ’ όπου έπεται ότι
∥∥∥x−1 − x−1

n

∥∥∥ ≤ ∥∥∥x−1
∥∥∥ ‖xn − x‖ ∥∥∥x−1

n

∥∥∥. Από την xn → x ϐρίσκουµε n0 ώστε∥∥∥x − xn0

∥∥∥ < 1
‖x−1‖

για κάθε n ≥ n0. Τότε, για κάθε n ≥ n0 ϑα έχουµε ότι∣∣∣∣∣∥∥∥x−1
n

∥∥∥ − ∥∥∥x−1
∥∥∥∣∣∣∣∣ ≤ ∥∥∥x−1

n − x
−1

∥∥∥
≤

∥∥∥x−1
∥∥∥ ‖xn − x‖ ∥∥∥x−1

n

∥∥∥
≤

∥∥∥x−1
n

∥∥∥
2

απ’ όπου έπεται ότι
∥∥∥x−1
n

∥∥∥ ≤ 2
∥∥∥x−1

∥∥∥. ∆ηλαδή, η (x−1
n )∞n=1 είναι ϕραγµένη, άρα από την∥∥∥x−1 − x−1

n

∥∥∥ ≤ ∥∥∥x−1
∥∥∥ ‖xn − x‖ ∥∥∥x−1

n

∥∥∥ ϑα έχουµε ότι x−1
n → x−1. �

Γʹ.2 Το ϕάσµα και η ϕασµατική ακτίνα

Ορισµός Γʹ.2.1 (Φάσµα και ϕασµατική ακτίνα). ΄Εστω X µια άλγεβρα Banach µε µονάδα και
έστω x ∈ X . Το ϕάσµα του x είναι το υποσύνολο σX (x) του C που αποτελείται από όλους τους
µιγαδικούς αριθµούς λ για τους οποίους ο λe − x δεν έχει αντίστροφο, δηλαδή

σX (x) = {λ ∈ C : λe − x < G (X )}.

Η ϕασµατική ακτίνα rX (x) του x στην περίπτωση που το ϕάσµα του x είναι µη κενό ορίζεται ως

rX (x) = sup
{
|λ| : λ ∈ σX (x)

}
.

Επίσης, για το συµπλήρωµα του ϕάσµατος γράφουµε ρX (x) = C \ σX (x).

Θεώρηµα Γʹ.2.2. ΄Εστω X µια άλγεβρα Banach µε µονάδα και έστω x ∈ X . Τότε, το ϕάσµα
σX (x) του x είναι µη κενό, συµπαγές υποσύνολο του C µε

σX (x) ⊆ {λ ∈ C : |λ| ≤ ‖x‖} (Γʹ.2.1)

Απόδειξη. Για x ∈ X ισχυριζόµαστε ότι το λe − x είναι αντιστρέψιµο όταν |λ| > ‖x‖. Πράγµατι,
γράφοντας (λe − x) = λ(e − x

λ ) αν |λ| > ‖x‖ από την Πρόταση Γʹ.1.5 ϑα έχουµε ότι το e − x
λ

αντιστρέφεται. Οπότε, ϑα αντιστρέφεται και το λe − x για |λ| > ‖x‖ και

(λe − x)−1 =
1
λ

∞∑
n=0

(x
λ

)n
. (Γʹ.2.2)

΄Αρα, αφού για κάθε λ > ‖x‖ ισχύει λ ∈ C \ σX (x) έχουµε αποδείξει την (Γʹ.2.1). Ειδικότερα,
το σX (x) είναι ϕραγµένο. Θεωρούµε τώρα την απεικόνιση f : C → X µε f (λ) = λe − x.
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Τότε, λ < σX (x) αν και µόνο αν λe − x ∈ G (X ) αν και µόνο αν λ ∈ f −1(G (X )). ∆ηλαδή,
ρX (x) = f −1(G (X )). ΄Οµως, η f είναι συνεχής, συνεπώς αφού το G (X ) είναι ανοικτό υποσύνολο
του X (Πρόταση Γʹ.1.6) ϑα έχουµε ότι το ρX (x) είναι ανοικτό υποσύνολο του C. ∆ηλαδή, το
σX (x) είναι κλειστό υποσύνολο του C. ΄Αρα τελικά το σX (x) ϑα είναι συµπαγές ως κλειστό και
ϕραγµένο υποσύνολο του C.

Μένει να δείξουµε ότι το σX (x) είναι µη κενό. Υποθέτουµε προς άτοπο πως σX (x) = ∅.
Τότε, το λe − x αντιστρέφεται για κάθε λ ∈ C. Ισχυριζόµαστε ότι η απεικόνιση g : C → X µε
g(λ) = (λe − x)−1 είναι διαφορίσιµη µε παράγωγο (λe − x)−2. ∆ηλαδή, ισχυριζόµαστε ότι

lim
ζ→0

g(λ + z) − g(λ)
ζ

= (λe − x)−2. (Γʹ.2.3)

Πράγµατι, µπορούµε να γράψουµε

(αe − x)−1 − (�e − x)−1 = (αe − x)−1[(�e − x) − (αe − x)](�e − x)−1

= (αe − x)−1(� − α)(�e − x)−1,

οπότε τώρα για ζ , 0 έχουµε

g(λ + ζ ) − g(λ)
ζ

=
[(λ + ζ )e − x]−1 − (λe − x)−1

ζ

=
[(λ + ζ )e − x]−1ζ (λe − x)−1

ζ

= [(λ + ζ )e − x]−1(λe − x)−1 ζ→0
−→ (λe − x)−2.

΄Αρα η g είναι διαφορίσιµη στο C. Απ’ αυτό έπεται πως η h ◦ g : C → C είναι ολόµορφη στο C
για κάθε h ∈ X ∗. Για να το δούµε αυτό γράφουµε∣∣∣∣∣h(g(λ + ζ )) − h(g(λ))

ζ
− h

(
λe − x)−2)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣h(g(λ + ζ ) − g(λ))
ζ

− (λe − x)−2
)∣∣∣∣∣

≤ ‖h‖
∥∥∥∥∥g(λ + ζ ) − g(λ)

ζ
− (λe − x)−2

∥∥∥∥∥ ζ→0
−→ 0.

΄Οµως, για |λ| > ‖x‖ έχουµε

g(λ) =
1
λ

∞∑
n=0

(x
λ

)n
, (Γʹ.2.4)

οπότε λόγω συνέχειας της h

h(g(λ)) =
1
λ

∞∑
n=0

h
((x
λ

)n)
, (Γʹ.2.5)

άρα για κάθε |λ| > ‖x‖ έχουµε

‖h(g(λ))‖ ≤
1
|λ|

∞∑
n=0

∥∥∥∥∥h((xλ
)n)∥∥∥∥∥

≤
‖h‖

|λ|

∞∑
n=0

∥∥∥∥∥xλ
∥∥∥∥∥n

=
‖h‖

|λ|

|λ|

|λ| − ‖x‖
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και έτσι αφήνοντας το λ → ∞ ϑα έχουµε ‖h(g(λ))‖ → 0. ΄Αρα, η h ◦ g ϑα είναι ολόµορφη
και ϕραγµένη στο C. Από το ϑεώρηµα του Liouville ϑα πρέπει υποχρεωτικά η h ◦ g να είναι
σταθερή, και επειδή ‖h(g(λ))‖ → 0 για λ → ∞ ϑα έχουµε τελικά ότι h(g(λ)) = 0 για κάθε λ ∈ C.
Αφού το h ∈ X ∗ ήταν τυχόν, έχουµε g(λ) = 0 για κάθε λ ∈ C. Αυτό όµως είναι άτοπο καθώς
g(0) = −x , 0 (αφού x ∈ G (X )). ΄Αρα τελικά το σX (x) είναι µη κενό ! �

Πρόταση Γʹ.2.3. ΄Εστω X µια άλγεβρα Banach µε µονάδα και έστω x ∈ X . Τότε :

(i) σX (p(x)) = p(σX (x)) για κάθε µιγαδικό πολυώνυµο p.

(ii) Αν το x είναι αντιστρέψιµο, τότε σX (x−1) = σX (x)−1 = {λ−1 : λ ∈ σX (x)}.

Απόδειξη. (i) Υποθέτουµε ότι το p έχει ϐαθµό n ≥ 1. Για µ ∈ C έστω λ1, ..., λn οι n ϱίζες του
πολυωνύµου p − µ. Τότε, για z ∈ C έχουµε p(z) − µ = α(z − λ1)...(z − λn) για κάποιον µη
µηδενικό α ∈ C. ΄Αρα, p(x) − µe = α(x − λ1e)...(x − λne).

Τώρα, ισχυριζόµαστε πως αν α1, ..., αn ∈ X είναι στοιχεία του X που µετατίθενται ανά δύο µε-
ταξύ τους τότε το γινόµενο α1...αn αντιστρέφεται αν και µόνο αν καθένα από τα αi αντιστρέφεται.
Αν κάθε αi αντιστρέφεται τότε προφανώς και το γινόµενο α1...αn ϑα αντιστρέφεται (ανεξάρτητα
από το αν τα αi µετατίθενται µεταξύ τους) και ο αντίστροφος είναι ο α−1

n ...α
−1
1 . Τώρα, αν το

γινόµενο α1...αn αντιστρέφεται ϑα έχουµε

α2α1α3...αn(α1...αn)−1 = α1...αn(α1...αn)−1

= (α1...αn)−1α1...αn

= (α1...αn)−1α1α3...αnα2

πράγµα το οποίο δείχνει ότι το α2 είναι αντιστρέψιµο. Με παρόµοιο τρόπο, δείχνουµε ότι κάθε αi
είναι αντιστρέψιµο. Τώρα, αν µ ∈ σX (p(x)) ϑα έχουµε ότι το p(x)−µe δεν αντιστρέφεται, συνεπώς
ϑα υπάρχει 1 ≤ i ≤ n ώστε το x−λie να µην αντιστρέφεται. ∆ηλαδή, λi ∈ σX (x). ΄Οµως, p(λi) = µ
απ’ όπου έπεται ότι µ ∈ p(σX (x)) και σX (p(x)) ⊆ p(σX (x)). Αντίστροφα, αν µ ∈ p(σX (x)) τότε
µ = p(λ) για κάποιο λ ∈ σX (x). Οπότε, γράφοντας το p − µ στη µορφή α(x − λ1e)...(x − λne)
ϑα έχουµε ότι λ = λi για κάποιο i. ΄Οµως, οι παράγοντες στην ανάλυση του p − µ µετατίθενται
µεταξύ τους. Οπότε, επειδή το x −λe = x −λie δεν αντιστρέφεται ϑα έχουµε ότι και το p(x)−µe
δεν αντιστρέφεται. ∆ηλαδή, µ ∈ σX (p(x)) απ’ όπου έπεται ότι p(σX (x)) ⊆ σX (p(x)).

(ii) Αν το x είναι αντιστρέψιµο, τότε 0 < σX (x). Τώρα, αφού για κάθε λ ∈ C µε λ , 0 έχουµε

x − λe = x(e − λx−1) = xλ(λ−1e − x−1)

έπεται πως το x −λe δεν αντιστρέφεται αν και µόνο αν το x−1−λ−1e δεν αντιστρέφεται. Με άλλα
λόγια, σX (x−1) = σX (x)−1. �

΄Οπως είδαµε προηγουµένως (Θεώρηµα Γʹ.2.2) το σX (x) είναι µη κενό και ϕραγµένο υποσύνολο
του C. Συνεπώς, η ϕασµατική ακτίνα rX (x) του x ορίζεται καλά και rX (x) ≤ ‖x‖. Το επόµενο
ϑεώρηµα µας δίνει έναν τρόπο υπολογισµού της ϕασµατικής ακτίνας.

Θεώρηµα Γʹ.2.4 (Τύπος ϕασµατικής ακτίνας). ΄Εστω X µια άλγεβρα Banach µε µονάδα και
έστω x ∈ X . Τότε, το όριο limn ‖xn‖

1/n υπάρχει και µάλιστα :

lim
n→∞

∥∥∥xn∥∥∥1/n
= rX (x) = inf

n

∥∥∥xn∥∥∥1/n
. (Γʹ.2.6)
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Απόδειξη. Θέτουµε
γ(x) = inf{

∥∥∥xn∥∥∥1/n : n = 1,2, ...}

και δείχνουµε ότι ‖xn‖1/n → γ(x) καθώς το n → ∞. Θεωρούµε ϸ > 0 και σταθεροποιούµε k ∈ N
µε ∥∥∥xk∥∥∥1/k

< γ(x) + ϸ. (Γʹ.2.7)

Για κάθε n ∈ N γράφουµε το n ως n = αnk + �n όπου 0 ≤ �n < k και αn, �n ∈ N. Τότε,
�n/n → 0 καθώς το n → ∞ και κατ’ επέκταση αnk

n → 1 καθώς το n → ∞. ∆ηλαδή, α
n →

1
k

καθώς το n → ∞. Οπότε, γράφοντας∥∥∥xn∥∥∥1/n
=

∥∥∥(xk)αnx�n
∥∥∥1/n

≤
∥∥∥xk∥∥∥αn/n ‖x‖�n/n

και χρησιµοποιώντας τη σύγκλιση
∥∥∥xk∥∥∥αn/n ‖x‖�n/n → ∥∥∥xk∥∥∥1/k για n → ∞, από την (Γʹ.2.7) ϑα

έχουµε
lim sup
n→∞

∥∥∥xn∥∥∥1/n
< γ(x) + ϸ

απ’ όπου έπεται ότι lim supn ‖x
n‖1/n ≤ γ(x) και επειδή γ(x) ≤ lim infn ‖xn‖1/n ϑα έχουµε τελικά

ότι limn ‖xn‖
1/n = γ(x). Μένει να δείξουµε ότι limn ‖xn‖

1/n = rX (x). Από την Πρόταση Γʹ.2.3
έχουµε ότι {λn : λ ∈ σX (x)} = σX (xn). ΄Αρα, rX (xn) = rX (x)n για κάθε n ∈ N. ΄Οµως, rX (xn) ≤
‖xn‖ απ’ όπου έπεται ότι

rX (x)n = rX (xn) ≤
∥∥∥xn∥∥∥

=⇒ rX (x) ≤
∥∥∥xn∥∥∥1/n

=⇒ rX (x) ≤ γ(x).

Για την αντίστροφη ανισότητα ϑεωρούµε τυχόν h ∈ X ∗. Τότε, ακριβώς όπως και στην απόδειξη
του Θεωρήµατος Γʹ.2.2 έχουµε ότι η h◦g όπου g : λ 7→ (λe−x)−1 είναι αναλυτική στο C\σX (x) =

ρX (x). Εποµένως, η h ◦ g ϑα έχει ένα ανάπτυγµα Laurent στο δακτύλιο {λ : |λ| > rX (x)}. ΄Οµως,
από την (Γʹ.2.5) έχουµε

h(g(λ)) =

∞∑
n=0

h
( xn

λn+1

)
για |λ| > ‖x‖. Είδικότερα, το παραπάνω ανάπτυγµα (από τη µοναδικότητα του αναπτύγµατος
Laurent) ϑα ισχύει και για |λ| > rX (x). ΄Αρα, η παραπάνω σειρά ϑα συγκλίνει οµοιόµορφα
στο σύνολο {λ : |λ| > rX (x)}. Οπότε, h

(
xn/λn+1) → 0 για |λ| > rX (x). Συνεπώς, από την

Πρόταση Βʹ.2.3 η ακολουθία (xn/λn+1)∞n=1 ϑα είναι ‖·‖ −ϕραγµένη. ∆ηλαδή, ϑα υπάρχει M > 0
ώστε ∥∥∥∥∥ xn

λn+1

∥∥∥∥∥ ≤ M =⇒∥∥∥xn∥∥∥ ≤ M |λ||λn | =⇒∥∥∥xn∥∥∥1/n
≤ (M |λ|)1/n |λ|.

Τότε, αφήνοντας το n → ∞ ϑα έχουµε γ(x) ≤ |λ| για κάθε |λ| > rX (x). Απ’ όπου έπεται ότι
rX (x) ≤ γ(x) ολοκληρώνοντας την απόδειξη. �
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