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Περίληψη 

Είναι γνωστό ότι για 0 < 𝑝 < 1 αν η συνάρτηση 𝑓 ανήκει στην κλάση του Hardy 𝐻𝑝, στον 

μοναδιαίο δίσκο του επιπέδου, τότε η παράγουσα 𝐹 της 𝑓 ανήκει στο χώρο 𝐻𝑞 όπου 𝑞 =
𝑝

1−𝑝
. 

Ακόμη για κάθε 𝛼 > 𝑞 υπάρχει συνάρτηση 𝑔𝑝,𝑎 κλάσης 𝐻𝑝 ώστε η παράγουσα της δεν ανή-

κει στο χώρο 𝐻𝛼. 
Ένας πρώτος στόχος της εργασίας είναι την 𝑔𝑝,𝑎 να την διαλέξουμε ανεξάρτητη του α 

και να δείξουμε ότι το σύνολο όλων αυτών των συναρτήσεων 𝑔𝑝 είναι 𝐺𝛿 και πυκνό 

υποσύνολο στον χώρο 𝐻𝑝(2
ης

 κατηγορίας). Ακόμη να θεωρήσουμε τις τοπικοποιημένες μορ-

φές αυτού του αποτελέσματος καθώς και αντικατάσταση του χώρου 𝐻𝑝 από χώρους της μορ-

φής ⋂ 𝐻𝛽𝛽<𝑝  και να δείξουμε παρόμοια αποτελέσματα με αυτά των χώρων Hardy 𝐻𝑝. 
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Όταν υπάρχει ένα αντικείμενο με μία κακή ιδιότητα, μία γενική αρχή είναι ότι το 

σύνολο όλων των αντικειμένων με αυτή την κακή ιδιότητα είναι μεγάλο, δηλαδή 

υπάρχουν πολλά τέτοια αντικείμενα. Για παράδειγμα ένας ρητός αριθμός είναι καλός 

και ένας άρρητος κακός. Σύμφωνα με την προηγούμενη αρχή, το σύνολο των 

αρρήτων είναι μεγάλο υπό τις επόμενες έννοιες: 

1. Το πλήθος των αρρήτων είναι υπεραριθμήσιμο ενώ των ρητών είναι 

αριθμήσιμο. (πληθαριθμική έννοια) 

2. Το σύνολο των αρρήτων είναι 𝐺𝛿 και πυκνό στο ℝ (2
ης

 κατηγορίας), ενώ το 

σύνολο των ρητών είναι αριθμήσιμη ένωση κλειστών με κενό εσωτερικό 

συνόλων δηλαδή 1
ης

 κατηγορίας (τοπολογική έννοια). 

3. Το μέτρο Lebesgue των ρητών είναι 𝜆(ℚ) = 0 ενώ των αρρήτων είναι 

𝜆(ℝ\ℚ) = +∞ (μετροθεωρητική έννοια). 

Σύμφωνα με αυτή την γενική αρχή, βασιζόμενοι στο Θεώρημα 5.12 του βιβλίου του 

Peter L. Duren [1] και αρχικά στο Θεώρημα Baire, για σταθεροποιημένα 0 < 𝑝 < 1 

και 𝛼 > 𝑞 =
𝑝

1−𝑝
, η ύπαρξη συνάρτησης 𝑔 του χώρου Hardy 𝐻𝑝, της οποίας η 

παράγουσα 𝐹(𝑔) ∉ 𝐻𝑎, συνεπάγεται την ύπαρξη ενός συνόλου τέτοιων συναρτήσεων 

πυκνού και 𝐺𝛿 στον 𝐻𝑝. 

Ομοίως σε μία Πρόταση της Μ. Συσκάκη, η ύπαρξη μη φραγμένης συνάρτησης έχει 

ως συνέπεια το σύνολο όλων των μη φραγμένων συναρτήσεων να είναι 𝐺𝛿 και πυκνό. 

Ωστόσο σε αυτό το αποτέλεσμα δεν προϋποτίθεται η πληρότητα του χώρου στον 

οποίο εργαζόμαστε και κατ’ επέκταση δεν γίνεται χρήση του θεωρήματος του Baire. 

Σε αυτή την εργασία, στο Κεφάλαιο 2, θα χρησιμοποιήσουμε την Πρόταση της Μ. 

Συσκάκη για να ισχυροποιήσουμε το αποτέλεσμα του Θεωρήματος 5.12 του βιβλίου 

του Peter L. Duren [1] και το Θεώρημα του Baire για να αποδείξουμε την 

πλειονότητα των θεωρημάτων του Κεφαλαίου 2. 

Το ισχυρότερο αποτέλεσμα σχετικά με το Θεώρημα 5.12 του βιβλίου του Peter L. 

Duren [1] το οποίο επιτυγχάνουμε είναι το ακόλουθο. Έστω 0 < 𝑝 < 1 τότε υπάρχει 

𝑓 ∈ 𝐻𝑝 ώστε η παράγουσα 𝐹(𝑓) να ικανοποιεί 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1 ∫ |𝐹(𝑓)(𝑟𝑒𝑖𝜃)|
𝑞𝜋

−𝜋
𝑑𝜃 < +∞, 

όπου 𝑞 =
𝑝

1−𝑝
, ενώ για κάθε 𝛼 > 𝑞 και οποιοδήποτε κλειστό διάστημα [𝐴, 𝐵] με 

𝐴, 𝐵 ∈ ℝ και 𝐴 < 𝐵 να ισχύει 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1 ∫ |𝐹(𝑓)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝑎𝛣

𝛢
𝑑𝜃 = +∞. Μάλιστα το σύνολο 

αυτών των κακών συναρτήσεων αποδεικνύεται ότι είναι  𝐺𝛿 και πυκνό στον 𝐻𝑝.   

Ένα παρόμοιο φαινόμενο παρουσιάζεται στο τέλος του Κεφαλαίου 2 με τον 

τοπολογικό διανυσματικό χώρο Y = ⋂ 𝐻𝑝0<𝑝<1  να είναι μεν πολύ κοντά στον 𝐻1, 

αλλά σε αντίθεση με το ότι συμβαίνει στον 𝐻1, όπου για κάθε 𝑓 ∈ 𝐻1 η παράγουσα 

είναι φραγμένη, το σύνολο των 𝑓 ∈ Y ούτως ώστε η παράγουσα 𝐹(𝑓) να είναι ολικά 

μη φραγμένη στον 𝐷(0,1), να είναι 𝐺𝛿 και πυκνό σε αυτόν. Σημειώνουμε ότι μία 
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συνάρτηση είναι ολικά μη φραγμένη στο 𝐷(0,1) αν δεν είναι φραγμένη σε κάθε 

περιοχή κάθε σημείου της μοναδιαίας περιφέρειας. 

 

Τέλος η οργάνωση της εργασίας αυτής είναι ως ακολούθως. Το κεφαλαίο 1 περιέχει 

προκαταρκτικά στοιχεία, τα οποία είτε είναι άμεσα απαραίτητα για την επίλυση των 

Θεωρημάτων του Κεφαλαίου 2 είτε έχουν έμμεση σχέση με αυτό. Στο Κεφάλαιο 2 

περιέχονται τα πρωτότυπα αποτελέσματα αυτής της εργασίας που αφορούν τους 

χώρους 𝐻𝑝 για 0 < 𝑝 < 1. Στο κεφάλαιο 3 γίνεται μία σκιαγράφηση περαιτέρω 

αποτελεσμάτων των οποίων οι αποδείξεις είναι παρόμοιες με αυτές των θεωρημάτων 

του κεφαλαίου 2. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1: Προκαταρτικά 

Σε αυτό το κεφάλαιο θα αναφέρουμε κάποια αποτελέσματα τα οποία είτε είναι άμεσα 

απαραίτητα για την επίλυση των Θεωρημάτων του Κεφαλαίου 2 είτε έχουν έμμεση 

σχέση. Τα αποτελέσματα αυτά προέρχονται κατά κύριο λόγο από τα βιβλία του Peter 

L. Duren [1] και του Paul Koosis [3]. Στη συνέχεια παραθέτουμε κάποιους βασικούς 

ορισμούς και ιδιότητες που σχετίζονται με τις συναρτήσεις, ορισμένες στον ανοικτό 

μοναδιαίο δίσκο, που ανήκουν στους χώρους Hardy 𝐻𝑝 για  𝑝 ∈ (0,+∞]. 

 

Ορισμός 1.1:  𝐷(0,1) = {𝑧 ∈ ℂ: |𝑧| < 1} 

 

 

Ορισμός 1.2: Έστω 𝑓 ∈ { ℎ: 𝐷(0,1) → ℂ |ℎ 𝜊𝜆ό𝜇𝜊𝜌𝜑𝜂 } και έστω 𝑟 ∈ (0,1). Ορίζουμε 

τις ποσότητες, 

𝛭𝑝(𝑟, 𝑓) = (∫ |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)|
𝑝+𝜋

−𝜋
𝑑𝜃)

1

𝑝
  για  𝑝 ∈ (0,+∞) 

𝛭∞(𝑟, 𝑓) = 𝑠𝑢𝑝−𝜋<𝜃≤𝜋|𝑓(𝑟𝑒
𝑖𝜃)| = 𝑚𝑎𝑥−𝜋<𝜃≤𝜋|𝑓(𝑟𝑒

𝑖𝜃)|  για  𝑝 = +∞ 

Παρατηρούμε ότι αν η 𝑓 είναι ολόμορφη στον ανοικτό μοναδιαίο δίσκο τότε τα 

𝛭𝑝(𝑟, 𝑓) είναι αύξουσες ως προς 𝑟 ∈ (0,1) για κάθε 𝑝 ∈ (0,+∞]. Τότε  θα λέμε ότι 

𝑓 ∈ 𝐻𝑝(𝛸ώ𝜌𝜊𝜍 𝐻𝑎𝑟𝑑𝑦) για 𝑝 ∈ (0,+∞], αν  

𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1𝛭𝑝(𝑟, 𝑓) < +∞ 

 

Ορισμός 1.3: Θέτουμε για 𝑝 ∈ (0,+∞), 

‖𝑓‖𝑝 = 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1 (
1

2𝜋
∫ |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)|

𝑝
+𝜋

−𝜋

𝑑𝜃)

1
𝑝

 

και  

𝑑𝑝(𝑓, 𝑔) = 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1
1

2𝜋
∫ |(𝑓 − 𝑔)(𝑟𝑒𝑖𝜃)|

𝑝+𝜋

−𝜋
𝑑𝜃. 

Εάν 𝑝 = +∞ θέτουμε, 

‖𝑓‖∞ = 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1𝑠𝑢𝑝−𝜋<𝜃≤𝜋|𝑓(𝑟𝑒
𝑖𝜃)| 

 

Η απεικόνιση ‖ ‖𝑝: 𝐻𝑝 → [0,+∞) είναι νόρμα για 1 ≤ 𝑝 ≤ +∞ και η απεικόνιση 

𝑑𝑝: 𝐻𝑝𝑥𝐻𝑝 → [0,+∞) είναι μετρική στον 𝐻𝑝  για 0 < 𝑝 < 1. 
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Για την περίπτωση που 1 ≤ 𝑝 ≤ +∞, η ιδιότητα της τριγωνικής ανισότητας οφείλεται 

στην ανισότητα Minkowski. Συγκεκριμένα σταθεροποιούμε ένα 0 < 𝑟 < 1 και 

κάνοντας χρήση της ανισότητας Minkowski για κάθε ℎ ∈ 𝐻𝑝 ,προκύπτει ότι, 

(∫ |(𝑓 − 𝑔)(𝑟𝑒𝑖𝜃)|
𝑝

+𝜋

−𝜋

𝑑𝜃)

1
𝑝

≤ (∫ |(𝑓 − ℎ)(𝑟𝑒𝑖𝜃)|
𝑝

+𝜋

−𝜋

𝑑𝜃)

1
𝑝

+ (∫ |(𝑔 − ℎ)(𝑟𝑒𝑖𝜃)|
𝑝

+𝜋

−𝜋

𝑑𝜃)

1
𝑝

 

Κατά συνέπεια μπορούμε να μεταβούμε στο supremum των όρων της προηγούμενης 

ανισότητας, 

‖𝑓 − 𝑔‖𝑝 = 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1 (
1

2𝜋
∫ |(𝑓 − 𝑔)(𝑟𝑒𝑖𝜃)|

𝑝
+𝜋

−𝜋

𝑑𝜃)

1
𝑝

≤ 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1 (
1

2𝜋
∫ |(𝑓 − ℎ)(𝑟𝑒𝑖𝜃)|

𝑝
+𝜋

−𝜋

𝑑𝜃)

1
𝑝

+ 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1 (
1

2𝜋
∫ |(𝑔 − ℎ)(𝑟𝑒𝑖𝜃)|

𝑝
+𝜋

−𝜋

𝑑𝜃)

1
𝑝

= ‖𝑓 − ℎ‖𝑝 + ‖ℎ − 𝑔‖𝑝 

 

Για την περίπτωση όπου 0 < 𝑝 < 1, η ιδιότητα της τριγωνικής ανισότητας οφείλεται 

στο ακόλουθο λήμμα. 

 

 

Λήμμα 1.4: έστω 0 ≤ 𝑎, 0 ≤ 𝑏 και 0 < 𝑝 < 1. Τότε ισχύει ότι (𝑎 + 𝑏)𝑝 ≤ 𝑎𝑝 + 𝑏𝑝. 

 

Απόδειξη: Θεωρούμε το 𝑏 σταθερό και ορίζουμε την απεικόνιση 𝑔: [0,+∞) → ℝ με 

𝑔(𝑎) = (𝑎 + 𝑏)𝑝 − 𝑎𝑝 − 𝑏𝑝 

Παραγωγίζοντας την 𝑔 προκύπτει ότι, 

𝑔′(𝑎) = 𝑝(
𝑎1−𝑝 − (𝑎 + 𝑏)1−𝑝

𝑎1−𝑝(𝑎 + 𝑏)1−𝑝
) ≤ 0 

Εφόσον το 𝑔(0) = 0, είναι άμεσο ότι 𝑔(𝑎) ≤ 0. Δηλαδή για κάθε 0 ≤ 𝑎 και 0 ≤ 𝑏 

ισχύει ότι  

(𝑎 + 𝑏)𝑝 ≤ 𝑎𝑝 + 𝑏𝑝 

που είναι και το ζητούμενο. 

 

 

Συνεπώς έχουμε ότι για κάθε 0 < 𝑟 < 1, 
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∫ |(𝑓 + 𝑔)(𝑟𝑒𝑖𝜃)|
𝑝

+𝜋

−𝜋

𝑑𝜃 ≤ ∫ |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)|
𝑝

+𝜋

−𝜋

𝑑𝜃 + ∫ |𝑔(𝑟𝑒𝑖𝜃)|
𝑝

+𝜋

−𝜋

𝑑𝜃 

Είναι άμεσο ότι για κάθε ℎ ∈ 𝐻𝑝 , με 0 < 𝑝 < 1, ισχύουν τα ακόλουθα, 

𝑑𝑝(𝑓, 𝑔) = 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1
1

2𝜋
∫ |(𝑓 − 𝑔)(𝑟𝑒𝑖𝜃)|

𝑝
+𝜋

−𝜋

𝑑𝜃

≤ 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1
1

2𝜋
∫ |(𝑓 − ℎ)(𝑟𝑒𝑖𝜃)|

𝑝
+𝜋

−𝜋

𝑑𝜃

+ 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1
1

2𝜋
∫ |(ℎ − 𝑔)(𝑟𝑒𝑖𝜃)|

𝑝
+𝜋

−𝜋

𝑑𝜃 ≤ 𝑑𝑝(𝑓, ℎ) + 𝑑𝑝(ℎ, 𝑔) 

 

Οι αποδείξεις των επόμενων προτάσεων μπορούν να βρεθούν στα βιβλία του Peter L. 

Duren [1] και του Paul Koosis [3]. 

 

 

Πρόταση 1.5: Οι χώροι 𝐻𝑝 για 1 ≤ 𝑝 ≤ +∞ είναι Banach. Οι χώροι 𝐻𝑝, για 0 < 𝑝 <

1, είναι τοπολογικοί διανυσματικοί χώροι των οποίων η τοπολογία ορίζεται από μία 

μετρική και είναι πλήρεις ως προς αυτή την μετρική.  

 

 

Θεώρημα 1.6: (Ανισότητα Jensen) Έστω χώρος θετικού μέτρου (𝛺,𝒜, 𝜇) με 

𝜇(𝛺) = 1 και 𝑓 μία πραγματική συνάρτηση ορισμένη στο 𝛺, με 𝑓 ∈ 𝐿1(𝜇), έτσι ώστε 

𝑎 < 𝑓(𝑥) < 𝑏 για κάθε 𝑥 ∈ 𝛺. Αν η 𝜑 είναι κυρτή στο ανοικτό διάστημα (𝑎, 𝑏) τότε, 

𝜑 (∫ 𝑓
𝛺

𝑑𝜇) ≤ ∫ 𝜑𝑜𝑓
𝛺

𝑑𝜇 

 

 

 

Πρόταση 1.7: Εάν 0 < 𝑝 < 𝑞 ≤ +∞, τότε 𝛨∞ ⊆ 𝐻𝑞 ⊆ 𝐻𝑝. 

Απόδειξη: Έστω 𝑓 ∈ 𝐻𝑞. Σταθεροποιώντας το 0 < 𝑟 < 1 και κάνοντας χρήση της 

ανισότητας Jensen, ισχύουν τα ακόλουθα,  

(∫ |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)|
𝑞

+𝜋

−𝜋

𝑑𝜃

2𝜋
)

1
𝑞

= (∫ (|𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)|
𝑝
)

𝑞
𝑝

+𝜋

−𝜋

𝑑𝜃

2𝜋
)

1
𝑞

≥ (∫ |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)|
𝑝

+𝜋

−𝜋

𝑑𝜃

2𝜋
)

𝑞
𝑝𝑞

= (∫ |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)|
𝑝

+𝜋

−𝜋

𝑑𝜃

2𝜋
)

1
𝑝

 

Εφόσον το 𝑟 είναι τυχαίο, ισχύει ότι η ‖𝑓‖𝑝 ≤ ‖𝑓‖𝑞. Δηλαδή έχουμε ότι 𝐻𝑞 ⊆ 𝐻𝑝. 

Σημειώνουμε ότι στην προηγούμενη ανισότητα η σχέση, 
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‖𝑓‖𝑝 = 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1 (
1

2𝜋
∫ |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)|

𝑝
+𝜋

−𝜋

𝑑𝜃)

1
𝑝

 

ισχύει ακόμα και για 𝑝 < 1. Μόνο που για 0 < 𝑝 < 1 η συνάρτηση ‖ ‖𝑝 δεν είναι 

νόρμα στον 𝐻𝑝, ενώ για 1 ≤ 𝑝 αυτή είναι νόρμα.  

Σταθεροποιώντας το  0 < 𝑟 < 1 για κάθε 0 < 𝑝 < +∞  ισχύει ότι, 

∫ |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)|
𝑝

+𝜋

−𝜋

𝑑𝜃

2𝜋
≤ 𝑠𝑢𝑝−𝜋≤𝜃<𝜋|𝑓(𝑟𝑒

𝑖𝜃)|
𝑝

 

 

Συνεπώς για κάθε 0 < 𝑝 < +∞ προκύπτει ότι ‖𝑓‖𝑝 ≤ ‖𝑓‖∞. Άρα για κάθε 0 < 𝑝 <

+∞  έχουμε ότι 𝛨∞ ⊆ 𝐻𝑝. 

 

 

Επίσης είναι άμεσο από την Ανισότητα Jensen και την Πρόταση 1.7 πως για 

1 ≤ 𝑝 < 𝑞 ≤ +∞, και {{𝑓𝑛}𝑛∈ℕ, 𝑓} ⊆ 𝐻𝑞, αν ‖𝑓𝑛 − 𝑓‖𝑞 → 0 τότε ‖𝑓𝑛 − 𝑓‖𝑝 → 0 καθώς 

𝑛 → +∞, δεδομένου ότι ‖𝑓𝑛 − 𝑓‖𝑝 ≤ ‖𝑓𝑛 − 𝑓‖𝑞 για κάθε 𝑛 ∈ ℕ. Ομοίως αν 0 < 𝑝 <

𝑞 < 1 και 𝑑𝑞(𝑓𝑛, 𝑓) → 0 τότε 𝑑𝑝(𝑓𝑛, 𝑓) → 0 καθώς 𝑛 → +∞. Σημειώνουμε επίσης ότι τα 

προηγούμενα αποτελέσματα επεκτείνονται εύκολα και στην περίπτωση που 0 < 𝑝 <

1 ≤ 𝑞 ≤ +∞. 

 

Στη συνέχεια αναφέρουμε κάποια σημαντικά θεωρήματα των χώρων Hardy. Κάποια 

από αυτά είναι απαραίτητα για την διεκπεραίωση των αποτελεσμάτων του κεφαλαίου 

2. 

  

Θεώρημα 1.8: Η σύγκλιση στους χώρους 𝐻𝑝 για 0 < 𝑝 ≤ +∞ συνεπάγεται την 

ομοιόμορφη σύγκλιση στα συμπαγή υποσύνολα του ανοικτού μοναδιαίου δίσκου. 

Δηλαδή αν {{𝑓𝑛}𝑛∈ℕ, 𝑓} ⊆ 𝐻𝑝 με 𝑓𝑛 → 𝑓 για 𝑛 → +∞, ως προς την τοπολογία του 𝐻𝑝 

τότε η {𝑓𝑛}𝑛∈ℕ συγκλίνει ομοιόμορφα στην 𝑓, σε κάθε συμπαγές υποσύνολο του 

ανοικτού μοναδιαίου δίσκου  𝐷(0,1). 

 

Έστω 𝑓 ∈ 𝐻𝑝 με 0 < 𝑝 < +∞, για 0 < 𝑟 < 1 ορίζουμε την συνάρτηση 𝑓𝑟 με 𝑓𝑟(𝑧) =

𝑓(𝑟𝑧). Προφανώς αυτή η συνάρτηση είναι ολόμορφη σε ένα δίσκο με κέντρο 0 και 

ακτίνα γνήσια μεγαλύτερη του 1. Άρα προσεγγίζεται ομοιόμορφα στο 𝐷(0,1) από τα 

μερικά της αθροίσματα, τα οποία είναι πολυώνυμα. Η ομοιόμορφη προσέγγιση στο 

𝐷(0,1), συνεπάγεται την προσέγγιση στην τοπολογία του 𝐻𝑝. Άρα κάθε 𝑓𝑟 μπορεί να 

προσεγγιστεί από πολυώνυμα στην τοπολογία του 𝐻𝑝.  
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Ακόμα στα βιβλία του Peter L. Duren και του Paul Koosis αναφέρεται ότι για 𝑝 < +∞ 

οι 𝑓𝑟 συγκλίνουν στην 𝑓 ως προς την τοπολογία του 𝐻𝑝 όταν 𝑟 → 1 με 0 < 𝑟 < 1. Με 

την βοήθεια της τριγωνικής ανισότητας καταλήγουμε ότι κάθε 𝑓 ∈ 𝐻𝑝, 0 < 𝑝 < +∞, 

μπορεί να προσεγγιστεί στην τοπολογία του 𝐻𝑝 από πολυώνυμα. Έτσι καταλήγουμε 

στο ακόλουθο θεώρημα: 

 

 

Θεώρημα 1.9: Για 0 < 𝑝 < +∞ τα πολυώνυμα είναι πυκνά στον 𝐻𝑝. Για 𝑝 = +∞  τα 

πολυώνυμα δεν είναι πυκνά στον 𝐻∞. Η κλειστότητα τους μέσα στον 𝐻∞ είναι η 

άλγεβρα  

𝛢(𝐷(0,1)) = {𝑓: 𝐷(0,1) → ℂ |𝑓 𝜊𝜆ό𝜇𝜊𝜌𝜑𝜂 𝜇𝜀 𝜎𝜐𝜈𝜀𝜒ή 𝜀𝜋έ𝜅𝜏𝛼𝜎𝜂  𝜎𝜏𝜂𝜈 𝐷(0,1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅} 

η οποία είναι γνήσιο υποσύνολο του 𝐻∞. 

 

 

Θεώρημα 1.10: Μία από τις βασικότερες ιδιότητες των χώρων Hardy είναι η ύπαρξη 

του πεπερασμένου ακτινικού ορίου lim𝑟→1 𝑓(𝑟𝑒
𝑖𝜃) =𝑓(𝑒𝑖𝜃) με 0 < 𝑟 < 1, σχεδόν 

παντού στο [−𝜋, 𝜋) για κάθε 𝑓 ∈ 𝐻𝑝 με 𝑝 ∈ (0,+∞]. Δηλαδή ορίζεται η συνοριακή 

συνάρτηση της 𝑓 στο μοναδιαίο κύκλο, και τη συμβολίζουμε ως 𝑓. Ισχύει ότι 

𝑓(𝑒𝑖𝜃) ∈ 𝐿𝑝([−𝜋, 𝜋)). 

Ισχύει και κάτι ισχυρότερο. Σχεδόν παντού τα προηγούμενα ακτινικά όρια 

συμπίπτουν με μη εφαπτομενικά όρια. Αλλά δεν θα επεκταθούμε σε αυτή την 

κατεύθυνση.  

 

 

Πρόταση 1.11: Έστω 𝑓(𝑧) =
1

1−𝑧
 τότε η 𝑓 ∈ 𝐻𝑝 αν και μόνο αν 0 < 𝑝 < 1. 

Απόδειξη: Υποθέτουμε ότι η 𝑓 ∈ 𝐻𝑝 και θα δείξουμε ότι 0 < 𝑝 < 1. Αν η 𝑓 ∈ 𝐻𝑝 τότε 

η συνοριακή συνάρτηση, 

𝑓(𝑒𝑖𝜃) =
1

1 − 𝑒𝑖𝜃
∈ 𝐿𝑝([−𝜋, 𝜋]) 

κατά συνέπεια (∫ |
1

1−𝑒𝑖𝜃
|
𝑝𝜋

−𝜋
𝑑𝜃)

1

𝑝
< +∞.  

Όμως ισχύει ότι  |1 − 𝑒𝑖𝜃| ≤ |𝜃| στο [−𝜋, 𝜋]. Άρα ισχύει ότι 
1

|𝜃|𝑝
≤

1

|1−𝑒𝑖𝜃|
𝑝 για κάθε 

𝜃 ∈ [−𝜋, 𝜋]. Είναι άμεσο ότι 

∫
1

|𝜃|𝑝
𝑑𝜃

𝜋

−𝜋

≤ ∫
1

|1 − 𝑒𝑖𝜃|𝑝

𝜋

−𝜋

𝑑𝜃 < +∞ 
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Άρα η 
1

𝜃
∈ 𝐿𝑝([−𝜋, 𝜋]). Αυτό συνεπάγεται ότι 𝑝 < 1. Δεδομένου ότι εργαζόμαστε για 

𝑝 > 0 καταλήγουμε στο ζητούμενο. 

Αντίστροφα υποθέτουμε ότι 0 < 𝑝 < 1 και θα δείξουμε ότι 𝑓 ∈ 𝐻𝑝, δηλαδή, 

𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1∫ |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)|
𝑝

+𝜋

−𝜋

𝑑𝜃 = 𝑠𝑢𝑝1
2
<𝑟<1

∫ |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)|
𝑝

+𝜋

−𝜋

𝑑𝜃 < +∞ 

Σημειώνουμε ότι η προηγούμενη ισότητα ισχύει διότι υπάρχει μονοτονία των 

ολοκληρωμάτων ως προς 0 < 𝑟 < 1 [1]. Ακόμα για να δείξουμε ότι 𝑓 ∈ 𝐻𝑝 αρκεί το 

𝑠𝑢𝑝1
2
<𝑟<1 ∫ |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)|

𝑝+𝜋

−𝜋
𝑑𝜃 < +∞, διότι η 𝑓 είναι φραγμένη στο 𝐷 (0,

1

2
)

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
.  

Ας σταθεροποιήσουμε ένα 
1

2
< 𝑟 < 1. Θεωρούμε την μεσοκάθετο 𝜀 του ευθυγράμμου 

τμήματος [𝑟, 1]. O κύκλος 𝐶(0, 𝑟) βρίσκεται στο ημιεπίπεδο ως προς 𝜀 που περιέχει το 

𝑟. Κατά συνέπεια, 

𝑑(𝑟𝑒𝑖𝜃, 𝑟) ≤ 𝑑(𝑟𝑒𝑖𝜃, 1) . Άρα   𝑟|1 − 𝑒𝑖𝜃| ≤ |1 − 𝑟𝑒𝑖𝜃| 

για κάθε −𝜋 ≤ 𝜃 < 𝜋. Συνεπώς, 

1

|1 − 𝑟𝑒𝑖𝜃|𝑝
≤

1

𝑟𝑝|1 − 𝑒𝑖𝜃|𝑝
 

για κάθε −𝜋 ≤ 𝜃 < 𝜋. Όμως υπάρχει σταθερά 0 < 𝑐 < +∞ έτσι ώστε |1 − 𝑒𝑖𝜃| ≥ 𝑐|𝜃| 

για κάθε −𝜋 ≤ 𝜃 < 𝜋. Από τα προαναφερόμενα προκύπτει ότι, 

1

|1 − 𝑟𝑒𝑖𝜃|𝑝
≤

1

𝑟𝑝|1 − 𝑒𝑖𝜃|𝑝
≤

1

𝑐𝑝(|𝜃|. 𝑟)𝑝
 

Δεδομένου ότι  0 < 𝑝 < 1 ισχύει ∫
1

|𝜃|𝑝
+𝜋

−𝜋
𝑑𝜃 = 𝑚 < +∞. Άρα το  

𝑠𝑢𝑝1
2
<𝑟<1

∫
1

|1 − 𝑟𝑒𝑖𝜃|𝑝

+𝜋

−𝜋

𝑑𝜃 ≤ 𝑠𝑢𝑝1
2
<𝑟<1

∫
1

𝑐𝑝(|𝜃|. 𝑟)𝑝

+𝜋

−𝜋

𝑑𝜃 ≤
𝑚. 2𝑝

𝑐𝑝
< +∞ 

Έτσι η απόδειξη ολοκληρώθηκε. 

 

Η προηγούμενη απόδειξη της Πρόταση 1.11 υποδείχθηκε από τον Βασίλη 

Νεστορίδη. 

  

 

Πόρισμα 1.12: Έστω ℎ(𝑧) =
1

(1−𝑧)𝛾
 με 0 < 𝛾 < +∞ και έστω 0 < 𝑝 < +∞. Τότε ισχύει 

ℎ ∈ 𝐻𝑝 αν και μόνο αν 𝛾. 𝑝 < 1. Ισοδύναμα 𝑝 <
1

𝛾
. 

Απόδειξη: Ισχύουν τα ακόλουθα, 

ℎ ∈ 𝐻𝑝  αν και μόνο αν  
1

(1−𝑧)𝛾𝑝
∈ 𝐻1. Ισοδύναμα  𝛾. 𝑝 < 1  

που είναι και το ζητούμενο. 
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Το ακόλουθο αποτέλεσμα είναι το Θεώρημα 5.12 στο βιβλίο του Peter L. Duren [1]. 

Θεώρημα 1.13: Εάν 𝑓 ∈ 𝐻𝑝 για κάποιο 0 < 𝑝 < 1, τότε 𝐹(𝑓) ∈ 𝐻𝑞 όπου 𝑞 =
𝑝

1−𝑝
. Με 

𝐹(𝑓) συμβολίζουμε την παράγουσα της 𝑓, η οποία μηδενίζεται στο μηδέν δηλαδή 

𝐹(𝑓)(𝑧) = ∫ 𝑓(𝜔)
𝑧

0
𝑑𝜔. Για κάθε τιμή του 0 < 𝑝 < 1 ο όρος 𝑞 είναι ο καλύτερος 

δυνατός υπό την έννοια ότι αν 𝑎 > 𝑞 τότε υπάρχει 𝑔 ∈ 𝐻𝑝 τέτοιο ώστε 𝐹(𝑔) ∉ 𝐻𝑎. 

 

 

Συναρτήσεις με την ιδιότητα αυτή μπορούν να επιλεγούν να είναι της μορφής αυτής 

𝑔(𝑧) =
1

(1−𝑧)𝛽
∈ 𝐻𝑝, για κατάλληλο 𝛽 > 0. Συγκεκριμένα αν 0 < 𝑝 < 1 τότε για κάθε 

𝑎 > 𝑞 υπάρχει συνάρτηση 𝑔 ∈ 𝐻𝑝 της μορφής 𝑔(𝑧) =
1

(1−𝑧)𝛽
 , για κατάλληλο 𝛽 > 0, 

της οποίας η παράγουσα 𝐹(𝑔) ∉ 𝐻𝑎, δηλαδή το 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1 ∫ |𝐹(𝑔)(𝑟𝑒𝑖𝜃)|
𝛼
𝑑𝜃

2𝜋

0
= +∞.  

Αρκεί να επιλέξουμε το 𝛽 ∈ [1 +
1

𝑎
,
1

𝑝
).  Θα δείξουμε ότι το σύνολο αυτό συμπίπτει με 

το σύνολο {𝛽 > 0:
1

(1−𝑧)𝛽
∈ 𝛨𝑝 𝜅𝛼𝜄 𝐹 (

1

(1−𝑧)𝛽
) ∉ 𝐻𝑎}.  

Για 𝛽 = 1 η παράγουσα της 𝑔 είναι η συνάρτηση 𝐹 (
1

(1−𝑧)𝛽
) = −𝑙𝑜𝑔(1 − 𝑧). Αύτη η 

τελευταία συνάρτηση ανήκει σε όλους τους 𝛨𝑎 με 0 < 𝑎 < +∞. Άρα το 𝛽 = 1 δεν 

ανήκει στο προηγούμενο σύνολο. 

Θεωρούμε τώρα 𝛽 ≠ 1. Τότε η παράγουσα της 𝑔 είναι η συνάρτηση 𝐹 (
1

(1−𝑧)𝛽
) =

1

𝛽−1
(

1

(1−𝑧)𝛽−1
− 1). Εφαρμόζοντας τώρα το Πόρισμα 1.12 οι απαιτήσεις μας είναι 

ισοδύναμες με το σύστημα 𝛽𝑝 < 1 και  (𝛽 − 1)𝑎 ≥ 1. Λύνοντας αυτό το σύστημα 

βρίσκουμε πράγματι ότι το σύνολο που ψάχνουμε είναι το [1 +
1

𝑎
,
1

𝑝
). 

Σημειώνουμε ότι εφόσον το 𝛼 > 𝑞 =
𝑝

1−𝑝
 για 0 < 𝑝 < 1, προκύπτει ότι 1 +

1

𝛼
<
1

𝑝
. 

Δηλαδή το διάστημα [1 +
1

𝛼
,
1

𝑝
) είναι μη κενό.  

 

Σε αποτελέσματα του κεφαλαίου 2 θα είναι απαραίτητη η χρήση του Θεωρήματος 

Baire, δεδομένου ότι οι χώροι Hp είναι πλήρεις.  

 

Θεώρημα 1.14 (Baire): Έστω (𝑋, 𝑑) πλήρης μετρικός χώρος και {𝑈𝑛}𝑛∈ℕ αριθμήσιμη 

οικογένεια ανοικτών και πυκνών υποσυνόλων του 𝛸. Τότε η τομή ⋂ 𝑈𝑛𝑛∈ℕ  είναι 

πυκνή στον 𝛸. 

 

Με χρήση των τύπων του De Morgan περνώντας σε συμπληρώματα, το προηγούμενο 

θεώρημα παίρνει την ακόλουθη μορφή. Έστω (𝑋, 𝑑) πλήρης μετρικός χώρος και 

{𝛫𝑛}𝑛∈ℕ αριθμήσιμη οικογένεια κλειστών υποσυνόλων του 𝛸 με κενό εσωτερικό, τότε 
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η ένωση των {𝛫𝑛}𝑛∈ℕ έχει κενό εσωτερικό στο 𝛸. Αυτό προκύπτει έυκολα αν λάβουμε 

υπόψη μας την ακόλουθη Πρόταση 1.15. 

 

Πρόταση 1.15: Έστω (𝑋, 𝑑) μετρικός χώρος και 𝐹 ⊆ 𝑋 κλειστό. Τότε το 𝑖𝑛𝑡𝐹 = ∅ αν 

και μόνο αν το 𝛸\𝐹 είναι ανοικτό και πυκνό στον 𝛸.  

 

Το σύνολο ⋂ 𝑈𝑛𝑛∈ℕ  στο Θεώρημα 1.14 είναι 𝐺𝛿 και πυκνό στον 𝛸 και το σύνολο των 

⋃ 𝛫𝑛𝑛∈ℕ  είναι 𝐹𝜎 1
ης

 κατηγορίας (𝐹𝜎 -meager). Άμεση συνέπεια του θεωρήματος 

Baire είναι το Θεώρημα 1.16. 

 

 

Θεώρημα 1.16: Έστω (𝑋, 𝑑) πλήρης μετρικός χώρος και έστω 𝑋 = ⋃ 𝐹𝑛𝑛∈ℕ  και 

{𝐹𝑛}𝑛∈ℕ αριθμήσιμη οικογένεια κλειστών υποσυνόλων του 𝛸. Τότε υπάρχει 𝑛𝜊 ∈ ℕ  

έτσι ώστε 𝑖𝑛𝑡𝐹𝑛𝑜 ≠ ∅. 

 

 

Πρόταση 1.17(Ανισότητα Hardy): Για κάθε 𝑓 ∈ 𝐻1, με ανάπτυγμα Taylor 𝑓(𝑧) =

∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=0 𝑧𝑛 στον ανοικτό μοναδιαίο δίσκο, ισχύει ότι, 

∑
|𝑎𝑛|

𝑛 + 1

∞

𝑛=0

≤ 𝜋‖𝑓‖1 

 

 

Ένα από τα βασικά θεωρήματα του κεφαλαίου 2 μπορεί να αποδειχθεί χωρίς τη 

χρήση του Θεωρήματος Baire. Συγκεκριμένα το Θεώρημα 2.3 του κεφαλαίου 2 

είναι άμεσο Πόρισμα ενός αποτελέσματος της Μ. Συσκάκη [5] που δημοσιεύθηκε 

στο J.M.A.A.. Η Πρόταση 5.2 του άρθρου της Μ. Συσκάκη [5] που έχει αναρτηθεί 

στο arxiv:1611.05386 είναι η ακόλουθη, 

 

 

Πρόταση 1.18: Έστω (𝑉, 𝒯𝑉) ένας τοπολογικός διανυσματικός χώρος πάνω στο σώμα 

ℝ ή ℂ. Έστω 𝛸 ένα μη κενό σύνολο και ℂ𝛸 το σύνολο των μιγαδικών συναρτήσεων 

ℎ: 𝛸 → ℂ. Θεωρούμε 𝑇: 𝑉 → ℂ𝛸 γραμμικό τελεστή έτσι ώστε για κάθε 𝑥 ∈ 𝛸 η 

απεικόνιση 𝑉 ∋ 𝑓 → 𝛵(𝑓)(𝑥) ∈ ℂ να είναι συνεχής. 

Θέτουμε 𝑆 = {𝑓 ∈ 𝑉: 𝑇(𝑓) 𝛿𝜀𝜈 𝜀ί𝜈𝛼𝜄 𝜑𝜌𝛼𝛾𝜇έ𝜈𝜂 𝜎𝜏𝜊 𝛸}. Τότε ή 𝑆 = ∅ ή  𝑆 πυκνό και 𝐺𝛿 

υποσύνολο του 𝑉. 

Στην συνέχεια η Πρόταση 5.2 του άρθρου της Μ. Συσκάκη [5] ελαφρά 

τροποποιήθηκε από τους Κιουλάφα, Νεστορίδη και Χατζιαφράτη. Στο άρθρο που έχει 

αναρτηθεί στο arxiv:1703.00423 [2] αποδεικνύεται ότι η προηγούμενη πρόταση 

εξακολουθεί να ισχύει ακόμα και αν ο τελεστής 𝛵: 𝑉 → ℂ𝛸 δεν είναι γραμμικός, αρκεί 

να ικανοποιεί |𝑇(𝑓 + 𝑔)| ≤ |𝑇(𝑓)| + |𝑇(𝑔)| και |𝑇(𝜆𝑓)| = |𝜆||𝑇(𝑓)| για κάθε 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑉 

και 𝜆 βαθμωτό. 
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Εύκολα παρατηρεί κανείς ότι η συνθήκη |𝑇(𝜆𝑓)| = |𝜆||𝑇(𝑓)| μπορεί να 

αντικατασταθεί με την συνθήκη |𝑇(𝜆𝑓)| = |𝜆|𝑐|𝑇(𝑓)| για κάθε 𝑓 ∈ 𝑉 και 𝜆 βαθμωτό, 

όπου 0 < 𝑐 < +∞ μία σταθερά ανεξάρτητη του 𝑓 και 𝜆. 

 

 

Πρόταση 1.19:  Έστω (𝑉, 𝒯𝑉) ένας τοπολογικός διανυσματικός χώρος πάνω στο 

σώμα ℝ ή ℂ. Έστω 𝛸 ένα μη κενό σύνολο και ℂ𝛸 το σύνολο των μιγαδικών 

συναρτήσεων ℎ: 𝛸 → ℂ. Θεωρούμε  τελεστή  𝑇: 𝑉 → ℂ𝛸 ο οποίος ικανοποιεί τις 

συνθήκες, 

|𝑇(𝑓 + 𝑔)| ≤ |𝑇(𝑓)| + |𝑇(𝑔)|  και  |𝑇(𝜆𝑓)| = |𝜆|𝑐|𝑇(𝑓)| 

έτσι ώστε για κάθε 𝑥 ∈ 𝛸 η απεικόνιση 𝑉 ∋ 𝑓 → 𝛵(𝑓)(𝑥) ∈ ℂ να είναι συνεχής, όπου 

0 < 𝑐 < +∞ είναι σταθερά ανεξάρτητη του 𝑓 και 𝜆. 

Θέτουμε 𝑆 = {𝑓 ∈ 𝑉: 𝑇(𝑓) 𝛿𝜀𝜈 𝜀ί𝜈𝛼𝜄 𝜑𝜌𝛼𝛾𝜇έ𝜈𝜂 𝜎𝜏𝜊 𝛸}. Τότε ή 𝑆 = ∅ ή  𝑆 πυκνό και 𝐺𝛿 

υποσύνολο του 𝑉. 

Απόδειξη: Ισχύουν οι ακόλουθες ισότητες, 

𝑆 = {𝑓 ∈ 𝑉: 𝑇(𝑓) 𝛿𝜀𝜈 𝜀ί𝜈𝛼𝜄 𝜑𝜌𝛼𝛾𝜇έ𝜈𝜂 𝜎𝜏𝜊 𝛸} = ⋂ ⋃ {𝑓 ∈ 𝑉: |𝑇(𝑓)(𝑥)| > 𝑚}𝑥∈𝑋𝑚∈ℕ . 

Αλλά το ακόλουθο σύνολο, 

{𝑓 ∈ 𝑉: |𝑇(𝑓)(𝑥)| > 𝑚} = 𝑇( )(𝑥)−1((𝑚,+∞)) 

είναι ανοικτό, εφόσον η 𝑇( )(𝑥) είναι συνεχής. Συνεπώς το σύνολο 𝑆 είναι 𝐺𝛿. 

Έστω 𝑆 ≠ ∅ και 𝑓 ∈ 𝑆. Άρα η 𝛵(𝑓) δεν είναι φραγμένη. 

Έστω 𝑆 όχι πυκνό στο 𝑉. Τότε υπάρχει 𝑔 ∈ 𝑈 ⊆ 𝑉\𝑆, όπου 𝑈 ανοικτό, 𝑈⋂𝑆 = ∅ και 

𝑇(𝑔) φραγμένο στο 𝛸. Έστω |𝑇(𝑔)(𝑥)| < 𝑀 < +∞ για κάθε 𝑥 ∈ 𝛸. 

Εφόσον ο (𝑉, 𝒯𝑉) είναι τοπολογικός διανυσματικός χώρος τότε ισχύει ότι 

𝑔 +
1

𝑛
𝑓
𝑛→+∞
→    𝑔 ως προς την τοπολογία 𝒯𝑉. 

Άρα υπάρχει 𝑛𝜊 ∈ ℕ έτσι ώστε για κάθε 𝑛 ≥ 𝑛𝜊 να ισχύει ότι 𝑔 +
1

𝑛
𝑓 ∈ 𝑈 ⊆ 𝑉\𝑆. 

Συνεπώς για κάθε 𝑛 ≥ 𝑛𝜊 η συνάρτηση 𝑇 (𝑔 +
1

𝑛
𝑓) είναι φραγμένη. 

Λόγω των υποθέσεων της Πρότασης 1.19 για τον τελεστή 𝑇, για κάθε 𝑥 ∈ 𝛸 και για 

κάθε 𝑛 ∈ ℕ ισχύει ότι, 

(
1

𝑛
)
𝑐
|𝑇(𝑓)(𝑥)| = |𝑇 (𝑔 +

1

𝑛
𝑓 − 𝑔) (𝑥)| ≤ |𝑇 (𝑔 +

1

𝑛
𝑓) (𝑥)| + |𝑇(𝑔)(𝑥)|. 

Συνεπώς για κάθε 𝑥 ∈ 𝛸 και για κάθε 𝑛 ∈ ℕ έχουμε ότι, 

(
1

𝑛
)
𝑐

|𝑇(𝑓)(𝑥)| < |𝑇 (𝑔 +
1

𝑛
𝑓) (𝑥)| + 𝛭 

Άρα, 
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+∞ = 𝑠𝑢𝑝𝑥∈𝑋 (
1

𝑛
)
𝑐

|𝑇(𝑓)(𝑥)| ≤ 𝑀 + 𝑠𝑢𝑝𝑥∈𝑋 |𝑇 (𝑔 +
1

𝑛
𝑓) (𝑥)| 

Συνεπώς ισχύει ότι, 

𝑠𝑢𝑝𝑥∈𝑋 |𝑇 (𝑔 +
1

𝑛
𝑓) (𝑥)| = +∞. 

Άτοπο. Άρα το 𝑆 είναι πυκνό στο τοπολογικό διανυσματικό χώρο (𝑉, 𝒯𝑉). 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  2: Τα αποτελέσματα 

Σύμφωνα με το Θεώρημα 5.12 στο βιβλίο του Peter L. Duren [1] εάν 𝑓 ∈ 𝐻𝑝 για 

κάποιο 0 < 𝑝 < 1, τότε 𝐹(𝑓) ∈ 𝐻𝑞 όπου 𝑞 =
𝑝

1−𝑝
. Με 𝐹(𝑓) συμβολίζουμε την 

παράγουσα της 𝑓, η οποία μηδενίζεται στο μηδέν δηλαδή 𝐹(𝑓)(𝑧) = ∫ 𝑓(𝜔)
𝑧

0
𝑑𝜔. 

Για κάθε τιμή του 0 < 𝑝 < 1 ο όρος 𝑞 είναι ο καλύτερος δυνατός υπό την έννοια αν 

𝑎 > 𝑞 τότε υπάρχει 𝑔 ∈ 𝐻𝑝 τέτοιο ώστε 𝐹(𝑔) ∉ 𝐻𝑎. 

Υπάρχουν συναρτήσεις 𝑔 ∈ 𝐻𝑝 ώστε η παράγουσα τους 𝐹(𝑔) ∉ 𝐻𝑎. Σαν τέτοιες 

συναρτήσεις μπορούμε να διαλέξουμε συναρτήσεις της μορφής, 

𝑔(𝑧) =
1

(1−𝑧)𝛽
, 

για κατάλληλο 𝛽 > 0. Αρκεί να επιλέξουμε το 𝛽 ∈ [1 +
1

𝑎
,
1

𝑝
). Από τη σχέση 𝑎 > 𝑞 =

𝑝

1−𝑝
 για 0 < 𝑝 < 1  είναι άμεσο ότι το διάστημα αυτό είναι μη κενό. 

Στη συνέχεια θα δείξουμε κάτι ποιο γενικό. Συγκεκριμένα οι συναρτήσεις αυτές 

ικανοποιούν 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1 ∫ |𝐹(𝑔)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝛼
𝑑𝜃

𝛣

𝛢
= +∞ για οποιαδήποτε 𝐴, 𝐵 ∈ ℝ με 

𝐴 < 0 < 𝐵. 

 

 

Πρόταση 2.1: Έστω 0 < 𝑝 < 1 και 𝑎 > 𝑞 =
𝑝

1−p
. Έστω 𝐴, 𝐵 ∈ ℝ με 𝐴 < 0 < 𝐵, τότε 

υπάρχει συνάρτηση της μορφής 𝑔(𝑧) =
1

(1−𝑧)𝛽
 έτσι ώστε να ισχύει  𝑔 ∈ 𝐻𝑝 και 

𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1 ∫ |𝐹(𝑔)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝑎𝛣

𝛢
𝑑𝜃 = +∞. 

 

Απόδειξη: Έστω 𝑎 > 𝑞 =
𝑝

1−p
. Τότε όπως είδαμε, υπάρχει συνάρτηση της μορφής 

𝑔(𝑧) =
1

(1−𝑧)𝛽
∈ 𝐻𝑝 με 𝐹(𝑔) ∉ 𝛨𝑎. Εφόσον η 𝑔 είναι ολόμορφη στον απλά συνεκτικό 

τόπο 𝐷(0,1) έχει παράγουσα της μορφής, 

𝐹(𝑔)(𝑧) = ∫
1

(1−𝜔)𝛽
𝑧

0
𝑑𝜔 =

1

𝛽−1
(

1

(1−𝑧)𝛽−1
− 1). 

Συνεπώς ισχύουν τα ακόλουθα,  

 

+∞ = 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1∫ |𝐹(𝑔)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝛼

2𝜋

0

𝑑𝜃

= 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1∫|𝐹(𝑔)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝛼

𝛣

𝛢

𝑑𝜃 + 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1 ∫ |𝐹(𝑔)(𝑟𝑒𝑖𝜃)|
𝛼

2𝜋+𝛢

𝛣

𝑑𝜃 

 

όπου 𝐴 < 0 < 𝐵.  
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Εφόσον η  𝐹(𝑔) είναι συνεχής στο συμπαγές σύνολο 𝐷(0,1)\𝐿, όπου 𝐿 = {𝑧 ∈

𝐷(0,1): 𝛾𝜄𝛼 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃𝜇𝜀 𝛢 < 𝜃 < 𝛣 𝜅𝛼𝜄 0 ≤ 𝑟 ≤ 1 }, όπου 𝐷(0,1) να είναι ο κλειστός 

μοναδιαίος δίσκος, συνεπάγεται ότι υπάρχει 𝛭 > 0 έτσι ώστε για κάθε 𝛣 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋 +

𝛢 και για κάθε 0 ≤ 𝑟 ≤ 1  να ισχύει |𝐹(𝑔)(𝑟𝑒𝑖𝜃)| ≤ 𝛭. 

Κατά συνέπεια προκύπτει η ακόλουθη ανισότητα, 

 

∫ |𝐹(𝑔)(𝑟𝑒𝑖𝜃)|
𝛼

2𝜋+𝛢

𝛣

𝑑𝜃 ≤ 𝛭𝑎 ∫ 𝑑𝜃

2𝜋+𝛢

𝛣

= 𝛭𝑎(2𝜋 + 𝛢 − 𝛣) < +∞ 

 

για κάθε 0 ≤ 𝑟 ≤ 1. Αυτό έχει ως αποτέλεσμα, 

 

𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1 ∫ |𝐹(𝑔)(𝑟𝑒𝑖𝜃)|
𝛼2𝜋+𝛢

𝛣
𝑑𝜃 ≤ 𝑠𝑢𝑝0≤𝑟≤1 ∫ |𝐹(𝑔)(𝑟𝑒𝑖𝜃)|

𝛼2𝜋+𝛢

𝛣
𝑑𝜃 < +∞. 

 

Άρα προκύπτει ότι, 

𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1 ∫ |𝐹(𝑔)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝛼𝛣

𝛢
𝑑𝜃 = +∞. 

 

που είναι και το ζητούμενο. 

 

 

Πρόταση 2.2: Έστω 𝛢 < 𝛣 με 𝐴, 𝐵 ∈ ℝ και 𝑎 > 𝑞 =
𝑝

1−p
 με 0 < 𝑝 < 1. Τότε υπάρχει 

συνάρτηση 𝜑𝛢,𝛣,𝑎,𝑝 ∈ 𝛨𝑝, τέτοια ώστε το 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1 ∫ |𝐹(𝜑𝛢,𝛣,𝑎,𝑝)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝛼𝛣

𝛢
𝑑𝜃 = +∞. 

 

Απόδειξη: Έστω 𝐴 < 𝑤 < 𝐵 τότε 𝐴 − 𝑤 < 0 < 𝐵 −𝑤. Εφαρμόζουμε την Πρόταση 

2.1 στο ανοικτό διάστημα (𝐴 − 𝑤,𝐵 − 𝑤). Τότε για 0 < 𝑝 < 1 και 𝑎 > 𝑞 =
𝑝

1−𝑝
  

υπάρχει 𝑔 ∈ 𝐻𝑝 έτσι ώστε το 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1 ∫ |𝐹(𝑔)(𝑟𝑒𝑖𝜃)|
𝑎𝛣−𝑤

𝛢−𝑤
𝑑𝜃 = +∞.  

Θέτουμε 𝜑𝛢,𝛣,𝑎,𝑝(𝑧) = 𝑔(𝑧𝑒
−𝑖𝑤). Εύκολα επαληθεύεται ότι 

𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1∫|𝐹(𝜑𝛢,𝛣,𝑎,𝑝)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝛼

𝛣

𝛢

𝑑𝜃 = 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1 ∫ |𝐹(𝑔)(𝑟𝑒𝑖𝜃)|
𝑎

𝛣−𝑤

𝛢−𝑤

𝑑𝜃 = +∞ 

που είναι και το ζητούμενο. 

 

 

Στο τέλος αυτού του κεφαλαίου θα δούμε ότι οι συναρτήσεις 𝜑𝛢,𝛣,𝑎,𝑝 μπορούν να 

γίνουν ανεξάρτητες από τα 𝛢, 𝛣, 𝑎. 

 

 

Θεώρημα 2.3: Έστω 𝐴 < 𝐵 με 𝐴, 𝐵 ∈ ℝ και 𝛼 > 𝑞 =
𝑝

1−p
 με 0 < 𝑝 < 1. Όλα αυτά είναι 

σταθεροποιημένα. Τότε το σύνολο  
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𝛭 = {𝑓 ∈ 𝐻𝑝: 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1∫|𝐹(𝑓)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝛼
𝑑𝜃 = +∞

𝐵

𝐴

} 

είναι 𝐺𝛿 και πυκνό στο 𝛨𝑝.  

 

Απόδειξη: Εφόσον ο χώρος (𝐻𝑝, 𝑇𝛨𝑝) είναι πλήρης μετρικός χώρος, αρκεί ισοδύναμα 

να δείξουμε ότι το συμπλήρωμα 

𝛭𝑐 = {𝑓 ∈ 𝐻𝑝: 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1∫|𝐹(𝑓)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝛼
𝑑𝜃 < +∞

𝐵

𝐴

} 

είναι αριθμήσιμη ένωση κλειστών συνόλων στον (𝛨𝑝, 𝑇𝛨𝑝) με κενό εσωτερικό. 

Ισχύουν τα ακόλουθα,  

 

𝛭𝑐 = {𝑓 ∈ 𝐻𝑝: 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1∫|𝐹(𝑓)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝛼
𝑑𝜃 < +∞

𝐵

𝐴

}

=⋃{𝑓 ∈ 𝐻𝑝: 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1∫|𝐹(𝑓)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝛼
𝑑𝜃 ≤ 𝑛

𝐵

𝐴

}

𝑛∈ℕ

=⋃𝑊𝑛
𝑛∈ℕ

 

 

όπου θέτουμε, 

𝑊𝑛 = {𝑓 ∈ 𝐻𝑝: 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1 ∫ |𝐹(𝑓)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝛼
𝑑𝜃 ≤ 𝑛

𝐵

𝐴
}. 

Συνεπώς αρκεί να αποδείξουμε τους ακόλουθους δύο ισχυρισμούς, 

 

1. Το εσωτερικό σύνολο του 𝑊𝑛 είναι το κενό. 

2. Το σύνολο 𝑊𝑛 είναι κλειστό στον 𝛨𝑝. 

 

Αποδεικνύουμε τώρα τον ισχυρισμό 1. Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις: i)1 > 𝑎 > 𝑞 και 

ii) 𝑎 ≥ 1. 

 

i)1 > 𝑎 > 𝑞. Έστω 𝑖𝑛𝑡𝑊𝑛 ≠ ∅, τότε υπάρχει 𝑓 ∈ 𝑉 ⊆ 𝑊𝑛 με 𝑉 ∈ 𝑇𝛨𝑝. Επίσης από την 

Πρόταση 2.2 υπάρχει  𝑔 ∈ 𝛨𝑝 με 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1 ∫ |𝐹(𝑔)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝛼
𝑑𝜃 = +∞

𝐵

𝐴
.  

Εφόσον ο (𝛨𝑝, 𝑇𝛨𝑝) είναι τοπολογικός διανυσματικός χώρος προκύπτει ότι 𝑓 +

1

𝑚
𝑔
𝑚→∞
→   𝑓. Από τον ορισμό της σύγκλισης υπάρχει 𝑚𝑜 ∈ ℕ έτσι ώστε για κάθε 

𝑚 ≥ 𝑚𝑜 να ισχύει ότι 𝑓 +
1

𝑚
𝑔 ∈ 𝑉, διότι το σύνολο 𝑉 είναι ανοικτό. Συνεπώς 𝑓 +

1

𝑚𝜊
𝑔, 𝑓 ∈ 𝑉 ⊆ 𝑊𝑛 ⊆ 𝑀

𝑐. Άρα για κάθε 0 < 𝑟 < 1 ισχύει 
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1

𝑚𝑜
𝑎∫|𝐹(𝑔)(𝑟𝑒

𝑖𝜃)|
𝛼
𝑑𝜃 =

𝐵

𝐴

∫ |𝐹 (𝑓 +
1

𝑚𝑜
𝑔) (𝑟𝑒𝑖𝜃) − 𝐹(𝑓)(𝑟𝑒𝑖𝜃)|

𝛼

𝑑𝜃

𝐵

𝐴

≤ ∫ (|𝐹 (𝑓 +
1

𝑚𝑜
𝑔) (𝑟𝑒𝑖𝜃)| + |𝐹(𝑓)(𝑟𝑒𝑖𝜃)|)

𝑎

𝑑𝜃

𝐵

𝐴

≤ ∫ |𝐹 (𝑓 +
1

𝑚𝑜
𝑔) (𝑟𝑒𝑖𝜃)|

𝛼

𝑑𝜃

𝐵

𝐴

+∫|𝐹(𝑓)(𝑟𝑒𝑖𝜃)|
𝛼
𝑑𝜃

𝐵

𝐴

≤ 2𝑛 

 

Η τριγωνική ιδιότητα, που εφαρμόστηκε στις προαναφερθείσες ανισότητες, οφείλεται 

στη χρήση της ανισότητας (𝛼 + 𝑏)𝑝 ≤ 𝛼𝑝 + 𝑏𝑝 για 𝑎, 𝑏 ≥ 0 και 0 < 𝑝 < 1. 

Από τα προαναφερθέντα καταλήγουμε στη σχέση, 

 

+∞ = 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1 ∫ |𝐹(𝑔)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝛼
𝑑𝜃

𝐵

𝐴
≤ 2𝑛𝑚𝑜

𝑎 < +∞, 

 

Το οποίο είναι άτοπο. Άρα 𝑖𝑛𝑡𝑊𝑛 = ∅, το οποίο είναι και το ζητούμενο. 

 

ii) Θεωρούμε τώρα την περίπτωση 𝑎 ≥ 1. Υποθέτουμε ότι 𝑖𝑛𝑡𝑊𝑛 ≠ ∅. Όπως και πριν 

υπάρχει 𝑓 ∈ 𝑉 ⊆ 𝑊𝑛 με 𝑉 ∈ 𝑇𝛨𝑝. Έχει αποδειχθεί ότι υπάρχει 𝑔 ∈ 𝛨𝑝 έτσι ώστε στο 

κλειστό διάστημα [𝛢, 𝛣], με 𝛢 < 𝛣 να ισχύει  𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1 ∫ |𝐹(𝑔)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝛼
𝑑𝜃 = +∞

𝐵

𝐴
.  

Όπως και στην προηγούμενη περίπτωση, ισχύει η ακόλουθη σύγκλιση 𝑓 +
1

𝑚
𝑔
𝑚→∞
→   𝑓  

ως προς την τοπολογία 𝑇𝛨𝑝. Άρα υπάρχει 𝑚𝑜 ∈ ℕ έτσι ώστε η 𝑓 +
1

𝑚𝜊
𝑔 ∈ 𝑉. Κατά 

συνέπεια για κάθε 0 < 𝑟 < 1 ισχύουν τα ακόλουθα, 

 

(
1

𝑚𝑜
𝑎∫|𝐹(𝑔)(𝑟𝑒

𝑖𝜃)|
𝛼
𝑑𝜃

𝐵

𝐴

)

1
𝑎

≤ (∫ (|𝐹 (𝑓 +
1

𝑚𝑜
𝑔) (𝑟𝑒𝑖𝜃)| + |𝐹(𝑓)(𝑟𝑒𝑖𝜃)|)

𝑎

𝑑𝜃

𝐵

𝐴

)

1
𝑎

≤ (∫ |𝐹 (𝑓 +
1

𝑚𝑜
𝑔) (𝑟𝑒𝑖𝜃)|

𝛼

𝑑𝜃

𝐵

𝐴

)

1
𝑎

+(∫|𝐹(𝑓)(𝑟𝑒𝑖𝜃)|
𝛼
𝑑𝜃

𝐵

𝐴

)

1
𝑎

≤ 2𝑛 

 

Η τριγωνική ιδιότητα οφείλεται στην ανισότητα Minkowski δεδομένου ότι το 𝑎 ≥ 1. 

Εφόσον η προαναφερόμενη ανισότητα ισχύει για κάθε 0 < 𝑟 < 1  καταλήγουμε στο 

εξής άτοπο,  

 

+∞ = 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1 ∫ |𝐹(𝑔)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝛼
𝑑𝜃

𝐵

𝐴
≤ 2𝑎𝑛𝑚𝑜

𝑎 < +∞. Συνεπώς το 𝑖𝑛𝑡𝑊𝑛 = ∅ 

 

Συνεχίζουμε τώρα με την απόδειξη του ισχυρισμού 2. 

 

Πρώτος τρόπος. Πράγματι έστω (𝑓𝑚)𝑚∈ℕ ⊆ 𝑊𝑛 με 𝑓𝑚
𝑚→∞
→   𝑓 ως προς την τοπολογία 

της 𝛨𝑝. Τότε για κάθε 𝑧𝜖𝐷(0, 𝑟) = {𝑤: |𝑤| ≤ 𝑟} ισχύει ότι, 
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|𝐹(𝑓𝑚)(𝑧) − 𝐹(𝑓)(𝑧)| = |∫ 𝑓𝑚(𝜔)
𝑧

0
𝑑𝜔 − ∫ 𝑓(𝜔)

𝑧

0
𝑑𝜔| ≤ ∫ |𝑓𝑚(𝜔) − 𝑓(𝜔)|

𝑧

0
|𝑑𝜔| ≤

𝑟. 𝑠𝑢𝑝|x|≤𝑟{|𝑓𝑚(𝑥) − 𝑓(𝑥)|}. 

 

Έστω 0 < 𝑟 < 1 σταθεροποιημένο, τότε για κάθε 𝑧𝜖𝐷(0, 𝑟) = {𝑤: |𝑤| ≤ 𝑟}, όπου 

𝑧 = 𝑟𝜊𝑒
𝑖𝜃 με 0 < 𝑟𝑜 ≤ 𝑟 και 𝐴 < θ < 𝛣, ισχύει η κατά σημείο σύγκλιση,  

|𝐹(𝑓𝑚)(𝑟𝜊𝑒
𝑖𝜃)|

𝑚→∞
→   |𝐹(𝑓)(𝑟𝜊𝑒

𝑖𝜃)| 

Κατ’ επέκταση, για κάθε 0 < 𝑟 < 1 και για κάθε 𝐴 < θ < 𝛣, συνεπάγεται η κατά 

σημείο σύγκλιση, 

|𝐹(𝑓𝑚)(r𝑒
𝑖𝜃)|

𝑎

𝑚→∞
→   |𝐹(𝑓)(r𝑒𝑖𝜃)|

𝑎
 

Από το λήμμα Fatou, για κάθε 0 < 𝑟 < 1 σταθεροποιημένο προκύπτει ότι, 

 

∫ |𝐹(𝑓)(𝑟𝑒𝑖𝜃)|
𝛼
𝑑𝜃

𝐵

𝐴
= ∫ 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑛𝑓|𝐹(𝑓𝑚)(𝑟𝑒

𝑖𝜃)|
𝛼
𝑑𝜃

𝐵

𝐴
≤ 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑛𝑓 ∫ |𝐹(𝑓𝑚)(𝑟𝑒

𝑖𝜃)|
𝛼
𝑑𝜃

𝐵

𝐴
≤ 𝑛. 

Δηλαδή το 𝑓 ∈ 𝑊𝑛. Το οποίο είναι και το ζητούμενο. 

 

Δεύτερος τρόπος. Έχει ήδη δειχθεί στον πρώτο τρόπο, ότι η ακολουθία 

𝐹(𝑓𝑚)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)

𝑚→∞
→   𝐹(𝑓)(𝑟𝑒𝑖𝜃) συγκλίνει ομοιόμορφα ως προς 𝜃 ∈ [Α, Β], για 

οποιοδήποτε σταθεροποιημένο 0 < 𝑟 < 1.  

Κατά συνέπεια και η ακολουθία |𝐹(𝑓𝑚)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝑚→∞
→   |𝐹(𝑓)(𝑟𝑒𝑖𝜃)| συγκλίνει 

ομοιόμορφα ως προς 𝜃 ∈ [Α, Β], για κάθε 0 < 𝑟 < 1.  

Για συγκεκριμένο 0 < 𝑟 < 1 οι απεικονίσεις {|𝐹(𝑓𝑚)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|}

𝑚∈ℕ
 και |𝐹(𝑓)(𝑟𝑒𝑖𝜃)| είναι 

συνεχείς ως προς 𝜃 στο [Α, Β]. Συνεπώς είναι ομοιόμορφα φραγμένες στο [Α, Β], 

δηλαδή υπάρχει 𝛭 > 0 έτσι ώστε για κάθε 𝑚 ∈ ℕ και για κάθε 𝜃 ∈ [Α, Β] να ισχύει 

|𝐹(𝑓𝑚)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|, |𝐹(𝑓)(𝑟𝑒𝑖𝜃)| ∈ [0,𝑀].  

Η απεικόνιση 𝜑(𝑥) = 𝑥𝛼 με 𝜑: [0,𝛭] → [0,𝛭𝛼], είναι ομοιόμορφα συνεχής. Συνεπώς 

αν 𝜀 > 0, τότε υπάρχει 𝛿(𝜀) > 0 έτσι ώστε για κάθε 𝑥,𝑤 ∈ [0,𝛭] με |𝑥 − 𝑤| < 𝛿(𝜀) να 

ισχύει |𝑥𝑎 −𝑤𝑎| < 𝜀. Δεδομένου ότι για συγκεκριμένο 0 < 𝑟 < 1 η ακολουθία 

{|𝐹(𝑓𝑚)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|}

𝑚∈ℕ
 συγκλίνει ομοιόμορφα στο |𝐹(𝑓)(𝑟𝑒𝑖𝜃)| ως προς 𝜃 ∈ [Α, Β], 

υπάρχει 𝑚𝛿(𝜀) ∈ ℕ έτσι ώστε για κάθε 𝑚 ≥ 𝑚𝛿(𝜀) να ισχύει ότι 

||𝐹(𝑓𝑚)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)| − |𝐹(𝑓)(𝑟𝑒𝑖𝜃)|| < 𝛿(𝜀) 

για κάθε 𝜃 ∈ [Α, Β]. Άρα   

||𝐹(𝑓𝑚)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝛼
− |𝐹(𝑓)(𝑟𝑒𝑖𝜃)|

𝛼
| < 𝜀 

για κάθε 𝑚 ≥ 𝑚𝛿(𝜀) και για κάθε 𝜃 ∈ [Α, Β]. Δηλαδή η ακολουθία {|𝐹(𝑓𝑚)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝛼
}
𝑚∈ℕ

 

συγκλίνει ομοιόμορφα στο |𝐹(𝑓)(𝑟𝑒𝑖𝜃)|
𝛼

 ως προς το 𝜃 ∈ [Α, Β]. Αυτό έχει ως 

συνέπεια τα ολοκληρώματα της ακολουθίας να συγκλίνουν, 
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∫ |𝐹(𝑓𝑚)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝛼
𝑑𝜃

𝛣

𝛢 𝑚→∞
→   ∫ |𝐹(𝑓)(𝑟𝑒𝑖𝜃)|

𝛼
𝑑𝜃

𝛣

𝛢
. 

 

Δεδομένου ότι για κάθε 𝑚 ∈ ℕ και για κάθε 0 < 𝑟 < 1 ισχύει ότι 

∫ |𝐹(𝑓𝑚)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝛼
𝑑𝜃

𝛣

𝛢
≤ 𝑛, είναι άμεσο ότι ∫ |𝐹(𝑓)(𝑟𝑒𝑖𝜃)|

𝛼
𝑑𝜃

𝛣

𝛢
≤ 𝑛. Δηλαδή 𝑓 ∈ 𝑊𝑛.  

Έτσι ολοκληρώθηκε η απόδειξη του Θεωρήματος 2.3. 

 

 

Παρατήρηση 2.4: Στην απόδειξη του Θεωρήματος 2.3 χρησιμοποιούμε το 

Θεώρημα του Baire και την πληρότητα των χώρων 𝐻𝑃. Αυτό όμως δεν είναι 

απαραίτητο όπως παρατήρησε η κυρία Ειρήνη Δεληγιάννη. Έχουμε να δείξουμε δύο 

πράγματα, 

 

1. Ότι το σύνολο 𝛭 = {𝑓 ∈ 𝐻𝑝: 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1 ∫ |𝐹(𝑓)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝛼
𝑑𝜃 = +∞

𝐵

𝐴
} είναι 𝐺𝛿. 

2. Το 𝛭 είναι πυκνό στον 𝐻𝑝. 

Για το πρώτο γράφουμε 𝛭𝑐 = ⋃ 𝑊𝑛𝑛∈ℕ  και δείχνουμε ότι κάθε 𝑊𝑛 είναι κλειστό όπως 

το κάνουμε στην απόδειξη του Θεωρήματος 2.3. Έτσι δείχνουμε ότι το 𝛭𝑐 είναι 𝐹𝜎 

σύνολο, δηλαδή το 𝛭 είναι 𝐺𝛿 σύνολο.  

Για το δεύτερο αρκεί το 𝛭𝑐 να έχει εσωτερικό κενό. Όμως  

𝛭𝑐 = {𝑓 ∈ 𝐻𝑝: 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1∫|𝐹(𝑓)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝛼
𝑑𝜃 < +∞

𝐵

𝐴

} 

Και εύκολα μπορεί να δει κανείς ότι ο 𝛭𝑐 είναι διανυσματικός χώρος και υπόχωρος 

του 𝐻𝑝 γνήσιος, διότι η συνάρτηση 𝜑𝛢,𝛣,𝑎,𝑝 ∈ 𝛭. 

Όμως κάθε γνήσιος διανυσματικός υπόχωρος κάθε τοπολογικού διανυσματικού 

χώρου έχει κενό εσωτερικό και η απόδειξη ολοκληρώθηκε χωρίς την χρήση του 

Θεωρήματος Baire. 

Παρόλα αυτά σε μελλοντικά αποτελέσματα θα είναι απαραίτητη η χρήση της 

πληρότητας των χώρων 𝐻𝑝 και του Θεωρήματος Baire.  

Στην επόμενη παρατήρηση θα δούμε ότι το Θεώρημα 2.3 είναι άμεσο Πόρισμα ενός 

αποτελέσματος της Μ. Συσκάκη [5] που δημοσιεύθηκε στο J.M.A.A. και στην 

συνέχεια ελαφρά τροποποιήθηκε από τους Κιουλάφα, Νεστορίδη και Χατζιαφράτη 

[2]. Σε αυτά τα αποτελέσματα δεν υποτίθεται η πληρότητα των χώρων και δεν 

χρησιμοποιήθηκε το Θεώρημα του Baire. 

 

Παρατήρηση 2.5: Η Πρόταση 5.2 του άρθρου της Μ. Συσκάκη που έχει αναρτηθεί 

στο arxiv:1611.05386 [5] είναι η ακόλουθη, 

 

Πρόταση: Έστω 𝑉 ένας τοπολογικός διανυσματικός χώρος πάνω στο σώμα ℝ ή ℂ και 

Χ ένα μη κενό σύνολο. Θέτουμε ℂ𝛸 να είναι το σύνολο των μιγαδικών συναρτήσεων 
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από το Χ στο ℂ. Θεωρούμε ένα γραμμικό τελεστή 𝛵: 𝑉 → ℂ𝛸 με την ιδιότητα ότι, για 

κάθε 𝑥 ∈ 𝑋 η απεικόνιση 𝑉 ∋ 𝑓 → 𝑇(𝑓)(𝑥) ∈ ℂ να είναι συνεχής. Έστω  

𝑆 = {𝑓 ∈ 𝑉: 𝑇(𝑓) 𝛿𝜀𝜈 𝜀ί𝜈𝛼𝜄 𝜑𝜌𝛼𝛾𝜇έ𝜈𝜂 𝜎𝜏𝜊 𝛸} 

Τότε ή 𝑆 = ∅ ή το 𝑆 είναι πυκνό και 𝐺𝛿 υποσύνολο του 𝑉. 

Στο άρθρο που έχει αναρτηθεί στο arxiv:1703.00423 [2] αποδεικνύεται μεταξύ άλλων 

ότι η προηγούμενη πρόταση εξακολουθεί να ισχύει ακόμα και αν ο τελεστής 𝛵: 𝑉 →

ℂ𝛸 δεν είναι γραμμικός, αρκεί να ικανοποιεί |𝑇(𝑓 + 𝑔)| ≤ |𝑇(𝑓)| + |𝑇(𝑔)| και 

|𝑇(𝜆𝑓)| = |𝜆||𝑇(𝑓)| για κάθε 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑉 και 𝜆 βαθμωτό. 

Εύκολα παρατηρεί κανείς ότι η συνθήκη |𝑇(𝜆𝑓)| = |𝜆||𝑇(𝑓)| μπορεί να 

αντικατασταθεί με την συνθήκη |𝑇(𝜆𝑓)| = |𝜆|𝑐|𝑇(𝑓)| για κάθε 𝑓 ∈ 𝑉 και 𝜆 βαθμωτό, 

όπου 0 < 𝑐 < +∞ μία σταθερά ανεξάρτητη του 𝑓 και 𝜆. Αυτό το αποτέλεσμα έχει 

αποδειχθεί στο τέλος του Κεφαλαίου 1. 

Το Θεώρημα 2.3 έπεται άμεσα. Αρκεί να θέσουμε 𝑉 = 𝛨𝑝 με 0 < 𝑝 < 1, 𝑋 = [0,1], 

𝑥 = 𝑟 με 𝑟 ∈ (0,1) και 

𝑇(𝑓)(𝑟) =

{
  
 

  
 

(∫|𝐹(𝑓)(𝑟𝑒𝑖𝜃)|
𝛼
𝑑𝜃

𝛣

𝛢

)

1
𝑎

, 1 ≤ 𝑎

∫|𝐹(𝑓)(𝑟𝑒𝑖𝜃)|
𝛼
𝑑𝜃

𝛣

𝛢

, 0 < 𝑎 < 1

 

Το επόμενο θεώρημα συμπληρώνει το Θεώρημα 2.3. 

 

 

Θεώρημα 2.6: Έστω 0 < 𝑝 < 1, τότε το σύνολο  

{𝑓 ∈ 𝛨𝑝: 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1𝑠𝑢𝑝𝐴<𝜃<𝐵|𝐹(𝑓)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)| = +∞} 

είναι πυκνό και 𝐺𝛿 υποσύνολο του 𝐻𝑝. 

Απόδειξη: Θέτουμε στην Πρόταση της Παρατήρησης 2.5, όπου 𝑉 = 𝛨𝑝 με 0 < 𝑝 <

1, Χ = {𝑧 ∈ 𝐷(0,1): 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃, 0 < 𝑟 < 1 𝜅𝛼𝜄 𝐴 < 𝜃 < 𝐵 } και 𝑇(𝑓)(𝑧) = 𝐹(𝑓)(𝑧). 

Παρατηρούμε επίσης η απεικόνιση 𝛵:𝛨𝑝 → ℂ
𝛸 πληροί τις δύο ιδιότητες της  

Πρότασης. 

1. Η  𝑇( )(𝑧):𝛨𝑝 → ℂ είναι συνεχής.  

Πράγματι έστω (𝑓𝑚)𝑚∈ℕ ⊆ 𝛨𝑝 με 𝑓𝑚
𝑚→∞
→   𝑓 ως προς 𝛨𝑝, κατά συνέπεια ισχύουν τα 

ακόλουθα, 
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|𝐹(𝑓𝑚)(𝑧) − 𝐹(𝑓)(𝑧)| = |∫ 𝑓𝑚(𝜔)
𝑧

0

𝑑𝜔 −∫ 𝑓(𝜔)
𝑧

0

𝑑𝜔| ≤ ∫ |𝑓𝑚(𝜔) − 𝑓(𝜔)|
𝑧

0

𝑑𝜔

≤ 𝑟. 𝑠𝑢𝑝|𝑥|≤𝑟|𝑓𝑚(𝑥) − 𝑓(𝑥)| → 0 

2. Η 𝛵:𝛨𝑝 → ℂ
𝛸 είναι γραμμική. Είναι άμεσο, εφόσον η παράγουσα είναι γραμμική. 

Από την Πρόταση της Παρατήρησης 2.5 προκύπτει για το σύνολο, 

𝑆 = {𝑓 ∈ 𝛨𝑝: 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1𝑠𝑢𝑝𝐴<𝜃<𝐵|𝐹(𝑓)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)| = +∞} 

= {𝑓 ∈ 𝛨𝑝: 𝑇(𝑓) 𝛿𝜀𝜈 𝜀ί𝜈𝛼𝜄 𝜑𝜌𝛼𝛾𝜇έ𝜈𝜊 𝜎𝜏𝜊𝜈 𝜅𝜐𝜅𝜆𝜄𝜅ό 𝜏𝜊𝜇έ𝛼 0 < 𝑟 < 1 𝜅𝛼𝜄 𝐴 < 𝜃 < 𝐵} 

ότι ή 𝑆 = ∅ ή  𝑆 είναι πυκνό και 𝐺𝛿 υποσύνολο του 𝛨𝑝.  

Το σύνολο 𝑆 είναι μη κενό. Πράγματι αν θέσουμε 𝑓(𝜔) =
1

1−𝜔𝑒−𝑖𝛿
 , με 𝐴 < 𝛿 < 𝐵, η 

παράγουσα της είναι η 𝐹(𝑓)(𝑧) = ∫
1

1−𝜔𝑒−𝑖𝛿
𝑧

0
𝑑𝜔 = 𝑐. 𝑙𝑜𝑔(1 − 𝑧𝑒−𝑖𝛿), όπου 𝑐 είναι μη 

μηδενική σταθερά. Άρα για 𝑧 → 𝑒𝑖𝛿 το 𝐹(𝑓)(𝑧) = 𝑐. 𝑙𝑜𝑔(1 − 𝑧𝑒−𝑖𝛿) → +∞.  

Αφού 𝑝 < 1 η συνάρτηση 𝑓 ∈ 𝛨𝑝. Άρα 𝑆 ≠ ∅. Κατά συνέπεια το 𝑆 είναι πυκνό και 𝐺𝛿 

υποσύνολο του 𝛨𝑝. 

 

 

Πρόταση 2.7: Έστω 𝛢, 𝛣 ∈ ℝ με 𝛢 < 𝛣 και 0 < 𝑎 < 𝑏. Τότε υπάρχει πεπερασμένη 

σταθερά 𝑐 = 𝐶(𝛢, 𝛣, 𝑎, 𝑏) ώστε για κάθε συνεχή συνάρτηση ℎ να ισχύει, 

(∫ |ℎ(𝑥)|𝑎
𝛣

𝛢

𝑑𝑥)

1
𝑎

≤ 𝑐 (∫ |ℎ(𝑥)|𝑏
𝛣

𝛢

𝑑𝑥)

1
𝑏

 

 

Απόδειξη: Βασιζόμενοι στην ανισότητα Jensen, αν υποθέσουμε ότι  𝛺 = [𝛢, 𝛣] με 

𝛢, 𝛣 ∈ ℝ και  𝛢 < 𝛣,  𝛴 = 𝐵𝑜𝑟𝑒𝑙([𝐴, 𝐵]),  𝜇 =
1

𝛣−𝛢
𝜆|[𝛢,𝛣] και 𝑔: [𝐴, 𝐵] → ℝ  με 𝑔 ≥ 0, 

προκύπτει άμεσα ότι ισχύει, 

𝜑 (
1

𝐵−𝐴
∫ 𝑔(𝑥)
𝛣

𝛢
𝑑𝑥) ≤

1

𝐵−𝐴
∫ 𝜑(𝑔(𝑥))
𝛣

𝛢
𝑑𝑥, 

όπου 𝜑(𝑥) = 𝑥𝑟 με 𝑟 ≥ 1 και 𝜑: [0, +∞) →[0,+∞). Η 𝜑 είναι κυρτή και όχι φθίνουσα 

διότι η πρώτη και η δεύτερη παραγωγός της είναι θετικές σε όλο το [0, +∞). 

Θεωρούμε τώρα συνεχή συνάρτηση ℎ: [𝐴, 𝐵] → ℝ και κατά συνέπεια οι |ℎ|𝑎, |ℎ|𝑏 ∈

𝐿1([𝛢, 𝛣]). Βασιζόμενοι στην προηγούμενη ανισότητα ισχύουν τα ακόλουθα, 
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(
1

𝐵 − 𝐴
∫|ℎ(𝑥)|𝑏
𝛣

𝛢

𝑑𝑥)

1
𝑏

= (
1

𝐵 − 𝐴
∫|ℎ(𝑥)|𝑎

𝑏
𝑎

𝛣

𝛢

𝑑𝑥)

1
𝑏

= (
1

𝐵 − 𝐴
∫(|ℎ(𝑥)|𝑎)

𝑏
𝑎

𝛣

𝛢

𝑑𝑥)

1
𝑏

≥

(

 
 
(

1

𝐵 − 𝐴
∫|ℎ(𝑥)|𝑎
𝛣

𝛢

𝑑𝑥)

𝑏
𝑎

)

 
 

1
𝑏

=
1

(𝐵 − 𝐴)
1
𝑎

(∫|ℎ(𝑥)|𝑎
𝛣

𝛢

𝑑𝑥)

1
𝑎

 

Ισοδύναμα έχουμε ότι, 

𝐶(𝛢, 𝛣, 𝑎, 𝑏)(∫|ℎ(𝑥)|𝑏
𝛣

𝛢

𝑑𝑥)

1
𝑏

≥ (∫|ℎ(𝑥)|𝑎
𝛣

𝛢

𝑑𝑥)

1
𝑎

 

όπου 𝐶(𝛢, 𝛣, 𝑎, 𝑏) = (𝐵 − 𝐴)
1

𝑎
−
1

𝑏. 

 

 

Παρατήρηση 2.8: Θεωρούμε ότι ισχύουν οι προϋποθέσεις της Πρότασης 2.7 και 

συνεπώς 0 < 𝑎 < 𝑏. Για κάθε ολόμορφη συνάρτηση 𝑓, η Πρόταση 2.7 συνεπάγεται 

άμεσα τα ακόλουθα δύο πορίσματα, 

1. Αν  𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1 ∫ |𝑓(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝑏
𝑑𝜃 < +∞

𝐵

𝐴
 τότε  𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1 ∫ |𝑓(𝑟𝑒

𝑖𝜃)|
𝛼
𝑑𝜃 < +∞

𝐵

𝐴
. 

2. Αν  𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1 ∫ |𝑓(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝑎
𝑑𝜃 = +∞

𝐵

𝐴
 τότε  𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1 ∫ |𝑓(𝑟𝑒

𝑖𝜃)|
𝑏
𝑑𝜃 = +∞

𝐵

𝐴
. 

 

 

Θεώρημα 2.9: Θεωρούμε τις συνθήκες,  0 < 𝑝 < 1,  𝑞 =
𝑝

1−𝑝
  και 𝛢, 𝛣 ∈ ℝ, με 𝛢 < 𝛣, 

να είναι σταθεροποιημένα. Το σύνολο  

{𝑓 ∈ 𝐻𝑝: ∀ 𝑎 > 𝑞  𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1∫|𝐹(𝑓)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝛼
𝑑𝜃 = +∞

𝛣

𝛢

} 

είναι 𝐺𝛿 και πυκνό στον 𝛨𝑝. 

 

Απόδειξη: Ορίζουμε το σύνολο 

𝐶𝐴,𝐵 = {𝑓 ∈ 𝐻𝑝: ∀ 𝑎 > 𝑞  𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1∫|𝐹(𝑓)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝛼
𝑑𝜃 = +∞

𝛣

𝛢

} =⋂𝐴𝑎
𝑎>𝑞

 

 όπου, 

𝐴𝑎 = {𝑓 ∈ 𝐻𝑝: 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1∫|𝐹(𝑓)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝛼
𝑑𝜃 = +∞

𝛣

𝛢

} 
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Από το δεύτερο πόρισμα της Παρατήρησης 2.8, προκύπτει ότι αν 𝑎 < 𝑎′ με 

𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1 ∫ |𝐹(𝑓)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝛼
𝑑𝜃 = +∞

𝛣

𝛢
, τότε και το 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1 ∫ |𝐹(𝑓)(𝑟𝑒

𝑖𝜃)|
𝛼′

𝑑𝜃 = +∞
𝛣

𝛢
. 

Συνεπώς 𝐴𝑎 ⊆ 𝐴𝑎′. Αυτό έχει ως αποτέλεσμα, 

𝐶𝐴,𝐵 = ⋂ 𝐴𝑎𝑎>𝑞 = ⋂ 𝐴
𝑞+

1

𝑛
𝑛∈ℕ . 

Από το Θεώρημα 2.3 τα σύνολα 𝐴
𝑞+

1

𝑛

 είναι 𝐺𝛿 και πυκνά στον 𝛨𝑝. Συγκεκριμένα 

𝐴
𝑞+

1

𝑛

= ⋂ 𝑉𝑚
𝑛

𝑚∈ℕ  με 𝑉𝑚
𝑛 ανοικτό και πυκνό στον 𝛨𝑝, για κάθε 𝑚 ∈ ℕ.  

Εφόσον ο χώρος (𝛨𝑝, 𝑑𝑝) είναι πλήρης μετρικός χώρος και ισχύει 

𝐶𝐴,𝐵 =⋂𝐴𝑎
𝑎>𝑞

=⋂⋂ 𝑉𝑚
𝑛

𝑚∈ℕ𝑛∈ℕ

 

από το Θεώρημα του Baire το 𝐶𝐴,𝐵 είναι 𝐺𝛿 και πυκνό στον 𝛨𝑝. 

 

 

Θεώρημα 2.10: Θεωρούμε ότι 0 < 𝑝 < 1 και 𝑞 =
𝑝

1−𝑝
. Τότε το σύνολο {𝑓 ∈ 𝐻𝑝: ∀ 𝑎 >

𝑞 το 𝐹(𝑓) ∉ 𝐻𝑎} είναι 𝐺𝛿 και πυκνό στον 𝛨𝑝. 

 

Απόδειξη: Στο Θεώρημα 2.9 έχουμε δείξει ότι για σταθεροποιημένα 𝛢, 𝛣 ∈ ℝ με 

𝛢 < 𝛣, το σύνολο {𝑓 ∈ 𝐻𝑝: ∀ 𝑎 > 𝑞 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1 ∫ |𝐹(𝑓)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝛼
𝑑𝜃 = +∞

𝐵

𝐴
} είναι 𝐺𝛿 και 

πυκνό στον 𝐻𝑝. Αν θέσουμε όπου Α = 0 και όπου Β = 2π τότε το σύνολο,  

{𝑓 ∈ 𝐻𝑝: ∀ 𝑎 > 𝑞  𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1∫ |𝐹(𝑓)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝛼
𝑑𝜃 = +∞

2𝜋

0

} = {𝑓 ∈ 𝐻𝑝: ∀ 𝑎 > 𝑞 𝐹(𝑓) ∉ 𝐻𝑎} 

είναι 𝐺𝛿 και πυκνό στον 𝐻𝑝.  

 

 

Θεώρημα 2.11: Θεωρούμε ότι 0 < 𝑝 < 1 και 𝑎 > 𝑞 =
𝑝

1−𝑝
  σταθεροποιημένο. Τότε το 

σύνολο 

𝐶𝑎 = {𝑓 ∈ 𝐻𝑝 : ∀𝐴, 𝐵 ∈ ℝ  𝜇𝜀  𝐴 < 𝐵, 𝜏𝜊  𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1∫|𝐹(𝑓)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝛼
𝑑𝜃 = +∞

𝛣

𝛢

} 

 είναι 𝐺𝛿 και πυκνό στον 𝛨𝑝. 

 

Απόδειξη: Από το Θεώρημα 2.3 γνωρίζουμε ότι αν σταθεροποιήσουμε τα 𝐴, 𝐵 ∈

ℝ με 𝐴 < 𝐵 και για σταθεροποιημένο 𝑎 > 𝑞 το σύνολο, 

{𝑓 ∈ 𝐻𝑝:  𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1∫|𝐹(𝑓)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝛼
𝑑𝜃 = +∞

𝛣

𝛢

} 
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είναι 𝐺𝛿 και πυκνό στον 𝐻𝑝. Έστω 𝐴, 𝐵 ∈ ℝ με 𝐴 < 𝐵 τότε από την πυκνότητα των 

ρητών στο ℝ υπάρχουν 𝛢′, 𝛣′ ∈ ℚ , με 𝛢′ < 𝛣′, έτσι ώστε [𝛢′, 𝛣′] ⊆ [𝛢, 𝛣]. Όλα τα 

κλειστά διαστήματα με ρητά άκρα και γνήσια θετικό μήκος είναι αριθμήσιμα το 

πλήθος, άρα μπορούν να παρασταθούν με μια ακολουθία {[𝐴𝑛, 𝐵𝑛]}𝑛∈ℕ. Άρα για το 

διάστημα [𝛢, 𝛣] υπάρχει 𝑛 ∈ ℕ ώστε [𝐴𝑛, 𝐵𝑛] ⊆ [𝛢, 𝛣]. Αν η 

ℎ ∈ 𝐶𝐴𝑛,𝐵𝑛 = {𝑓 ∈ 𝐻𝑝:  𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1 ∫ |𝐹(𝑓)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝛼
𝑑𝜃 = +∞

𝛣𝑛

𝛢𝑛

} 

τότε για κάθε 0 < 𝑟 < 1 έχουμε ότι, 

∫ |𝐹(ℎ)(𝑟𝑒𝑖𝜃)|
𝛼
𝑑𝜃

𝛣𝑛
𝛢𝑛

≤ ∫ |𝐹(ℎ)(𝑟𝑒𝑖𝜃)|
𝛼
𝑑𝜃

𝛣

𝛢
  

συνεπώς,  

+∞ =  𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1 ∫ |𝐹(ℎ)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝛼
𝑑𝜃

𝛣𝑛

𝛢𝑛

≤  𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1∫|𝐹(ℎ)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝛼
𝑑𝜃

𝛣

𝛢

 

Κατά συνέπεια ισχύει ℎ ∈ 𝐶𝛢,𝛣 = {𝑓 ∈ 𝐻𝑝:  𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1 ∫ |𝐹(𝑓)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝛼
𝑑𝜃 = +∞

𝛣

𝛢
}. 

Δηλαδή έχουμε ότι 𝐶𝐴𝑛,𝐵𝑛 ⊆ 𝐶𝛢,𝛣. Τότε είναι άμεσο ότι η 

⋂ 𝐶𝐴𝑛,𝐵𝑛𝑛∈ℕ = ⋂ 𝐶𝐴,𝐵𝐴,𝐵∈ℝ &𝐴<𝐵 . 

Εφόσον ο χώρος (𝐻𝑝, 𝑑𝑝) είναι πλήρης και τα {𝐶𝐴𝑛,𝐵𝑛}𝑛∈ℕ
 είναι 𝐺𝛿 και πυκνά στον 

(𝐻𝑝, 𝑑𝑝), από το Θεώρημα Baire και η τομή ⋂ 𝐶𝐴𝑛,𝐵𝑛𝑛∈ℕ  είναι 𝐺𝛿 και πυκνή στον 

(𝐻𝑝, 𝑑𝑝). Άρα το σύνολο 

𝐶𝑎 = ⋂ 𝐶𝐴,𝐵
𝐴,𝐵∈ℝ &𝐴<𝐵

=⋂𝐶𝐴𝑛,𝐵𝑛
𝑛∈ℕ

 

είναι 𝐺𝛿 και πυκνό στον (𝐻𝑝, 𝑑𝑝) που είναι και το ζητούμενο.  

 

 

Θεώρημα 2.12: Θεωρούμε ότι ισχύουν οι ακόλουθες συνθήκες, 0 < 𝑝 < 1 και 

𝑞 =
𝑝

1−𝑝
. Τότε προκύπτει ότι το σύνολο 

𝐷𝑝 = {𝑓 ∈ 𝐻𝑝 : ∀𝐴, 𝐵 ∈ ℝ  𝜇𝜀  𝐴 < 𝐵,

∀ 𝛼 > 𝑞 𝜏𝜊  𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1∫|𝐹(𝑓)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝛼
𝑑𝜃 = +∞

𝛣

𝛢

} 

είναι 𝐺𝛿 και πυκνό στον (𝐻𝑝, 𝑑𝑝).  
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Απόδειξη: Από το Θεώρημα 2.11 το σύνολο,  

𝐶𝑎 = {𝑓 ∈ 𝐻𝑝 : ∀𝐴, 𝐵 ∈ ℝ  𝜇𝜀  𝐴 < 𝐵, 𝜏𝜊  𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1∫|𝐹(𝑓)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝛼
𝑑𝜃 = +∞

𝛣

𝛢

} 

για κάθε 𝛼 > 𝑞, είναι 𝐺𝛿 και πυκνό στον (𝐻𝑝, 𝑑𝑝). 

Έστω 𝑓 ∈ 𝐶𝑎 και 𝑎 < 𝑏. Τότε για 𝐴, 𝐵 ∈ ℝ με 𝐴 < 𝐵 ισχύει 

 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1 ∫ |𝐹(𝑓)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝛼
𝑑𝜃 = +∞

𝛣

𝛢
. 

Από το δεύτερο πόρισμα της Παρατήρησης 2.8 προκύπτει ότι  

 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1 ∫ |𝐹(𝑓)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝑏
𝑑𝜃 = +∞

𝛣

𝛢
. 

Δηλαδή 𝐶𝑎 ⊆ 𝐶𝑏, διότι αν το 𝑓 ∈ 𝐶𝑎 τότε  𝑓 ∈ 𝐶𝑏. Κατά συνέπεια προκύπτει ότι το 

σύνολο 𝐷𝑝 = ⋂ 𝐶𝑎𝑎>𝑞   συμπίπτει με την αριθμήσιμη τομή ⋂ 𝐶
𝑞+

1

𝑛
𝑛∈ℕ   .  

Εφόσον ο (𝐻𝑝, 𝑑𝑝) είναι πλήρης, από το Θεώρημα Baire, το σύνολο 𝐷𝑝 είναι 𝐺𝛿 και 

πυκνό στον (𝐻𝑝, 𝑑𝑝), το οποίο είναι και το ζητούμενο. 

 

 

Παρατήρηση 2.13: Το Θεώρημα 2.12 είναι το ισχυρότερο αποτέλεσμα του 

Κεφαλαίου 2. Εκτός των άλλων συνεπάγεται ότι οι συναρτήσεις 𝜑𝛢,𝛣,𝑎,𝑝 της 

Πρότασης 2.2 μπορούν να επιλεγούν ανεξάρτητα από τα 𝛢, 𝛣, 𝑎. 

Λαμβάνοντας υπόψη το Θεώρημα 5.12 του βιβλίου του Peter L. Duren [1], η 

εκφώνηση του Θεωρήματος 2.12 μπορεί να πάρει την ακόλουθη μορφή. 

 

 

Θεώρημα: Έστω 0 < 𝑝 < 1 και 𝑞 =
𝑝

1−𝑝
 τότε υπάρχει συνάρτηση 𝑓 ∈ 𝐻𝑝  ώστε 

 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1 ∫ |𝐹(𝑓)(𝑟𝑒𝑖𝜃)|
𝑞
𝑑𝜃 < +∞

2𝜋

0
. Aλλά για κάθε 𝐴, 𝐵 ∈ ℝ με 𝐴 < 𝐵 και για κάθε 

𝛼 > 𝑞 , να ισχύει  𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1 ∫ |𝐹(𝑓)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝑎
𝑑𝜃 = +∞

𝛣

𝛢
. Το σύνολο αυτών των 

συναρτήσεων 𝑓 ∈ 𝐻𝑝  είναι 𝐺𝛿 και πυκνό υποσύνολο του (𝐻𝑝, 𝑑𝑝). 

 

 

Παρατήρηση 2.14: Τα σύνολα των Θεωρημάτων 2.9, 2.10, 2.11 και 2.12 δεν 

μεταβάλλονται αν το 𝑎 επιτρέπεται να πάρει την τιμή +∞ ή όχι. Διότι αν 𝛽 < +∞ και 

για ℎ μία συνεχή συνάρτηση αν ισχύει ότι ∫ |ℎ(𝑥)|𝛽𝑑𝑥 = +∞
𝛣

𝛢
 τότε αυτόματα έχουμε 

 𝑠𝑢𝑝𝑥∈[𝐴,𝐵]|ℎ(𝑥)| = +∞. Αυτό οφείλεται στην ανισότητα, 

1

𝛣−𝛢
∫ |ℎ(𝑥)|𝛽𝑑𝑥
𝛣

𝛢
≤  𝑠𝑢𝑝𝑥∈[𝐴,𝐵]|ℎ(𝑥)|

𝛽. 
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Επανερχόμενοι στο Θεώρημα 2.6 παρατηρούμε ότι αν [𝛢𝑛, 𝐵𝑛] για 𝑛 = 1,2, … είναι 

μία αρίθμηση των κλειστών διαστημάτων με θετικό μήκος και ρητά άκρα, τότε 

σύμφωνα με το Θεώρημα Baire και το Θεώρημα 2.6, η τομή 

⋂{𝑓 ∈ 𝐻𝑝: 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1𝑠𝑢𝑝𝐴𝑛<𝜃<𝛣𝑛|𝐹(𝑓)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)| = +∞}

𝑛∈ℕ

 

είναι 𝐺𝛿 και πυκνό υποσύνολο του (𝐻𝑝, 𝑑𝑝)  για  0 < 𝑝 < 1. Επειδή κάθε κλειστό 

διάστημα της μορφής [𝛢, 𝛣] με 𝛢, 𝛣 ∈ ℝ  και 𝛢 < 𝛣, περιέχει ένα [𝛢𝑛, 𝛣𝑛] για κάποιο 

𝑛 ∈ ℕ, η προηγούμενη τομή συμπίπτει με το σύνολο, 

{𝑓 ∈ 𝐻𝑝: ∀𝐴, 𝛣 ∈ ℝ 𝜇𝜀 𝐴 < 𝛣 𝜄𝜎𝜒ύ𝜀𝜄 ό𝜏𝜄 𝜏𝜊 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1𝑠𝑢𝑝𝐴<𝜃<𝛣|𝐹(𝑓)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)| = +∞} 

Έτσι έχουμε αποδείξει το ακόλουθο, 

 

 

Θεώρημα 2.15: Έστω 0 < 𝑝 < 1. Τότε το σύνολο, 

{𝑓 ∈ 𝐻𝑝: ∀𝐴, 𝛣 ∈ ℝ 𝜇𝜀 𝐴 < 𝛣 𝜄𝜎𝜒ύ𝜀𝜄 ό𝜏𝜄 𝜏𝜊 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1𝑠𝑢𝑝𝐴<𝜃<𝛣|𝐹(𝑓)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)| = +∞} 

είναι πυκνό και 𝐺𝛿 υποσύνολο του χώρου (𝐻𝑝, 𝑑𝑝). 

 

 

Η συνθήκη 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1𝑠𝑢𝑝𝐴<𝜃<𝛣|𝐹(𝑓)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)| = +∞, για κάθε 𝐴, 𝛣 ∈ ℝ με 𝐴 < 𝛣, είναι 

ισοδύναμη με το ότι για κάθε 𝜁 ∈ ℂ με |𝜁| = 1 και κάθε 𝑟 > 0 o περιορισμός της 

συνάρτησης 𝐹(𝑓) στην τομή 𝐷(0,1)⋂𝐷(𝜁, 𝑟) είναι συνάρτηση μη φραγμένη, δηλαδή 

η 𝐹(𝑓) είναι ολικά μη φραγμένη συνάρτηση στο 𝐷(0,1) (Totally unbounded) [4],[2]. 

 

 

Έτσι το Θεώρημα 2.15 έχει την επαναδιατύπωση ότι το σύνολο, 

{𝑓 ∈ 𝐻𝑝: 𝜂 𝐹(𝑓) 𝜀ί𝜈𝛼𝜄 𝜊𝜆𝜄𝜅ά 𝜇𝜂 𝜑𝜌𝛼𝛾𝜇έ𝜈𝜂 𝜎𝜏𝜊 𝐷(0,1)} 

είναι 𝐺𝛿 και πυκνό υποσύνολο του χώρου 𝐻𝑝 όταν 0 < 𝑝 < 1. 

 

 

Αυτό είναι σε πλήρη αντίθεση με το τι συμβαίνει για 𝑝 = 1. Αν 𝑓 ∈ 𝐻1, τότε 

σύμφωνα με την ανισότητα του Hardy, δες Κεφάλαιο 1, η παράγουσα 𝐹(𝑓) έχει 

σειρά Taylor που συγκλίνει απολύτως. Πράγματι αν 𝑓(𝜁) = ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1 𝜁𝑛 με |𝜁| < 1, 

τότε η παράγουσα της έχει την μορφή 𝐹(𝑓)(𝜁) = ∑
𝑎𝑛

𝑛+1
∞
𝑛=1 𝜁𝑛+1. Κατά συνέπεια, 

κάνοντας χρήση της ανισότητας Hardy, ισχύουν τα ακόλουθα , 

|𝐹(𝑓)(𝜁)| ≤ ∑ |
𝑎𝑛
𝑛 + 1

|

∞

𝑛=1

≤ 𝜋‖𝑓‖𝐻1 < +∞ 

Οπότε η 𝐹(𝑓) είναι φραγμένη στο 𝐷(0,1). 
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Ένας άλλος τοπολογικός διανυσματικός χώρος Y πολύ κοντά στον 𝐻1, με 𝐻1 ⊆ Y 

είναι Y = ⋂ 𝐻𝑝0<𝑝<1 . Σε αυτό τον χώρο επίσης κατ’ αντίθεση με το ότι συμβαίνει 

στον 𝐻1, το σύνολο των 𝑓 ∈ Y ώστε 𝐹(𝑓) να είναι ολικά άφρακτη στον 𝐷(0,1) είναι 

𝐺𝛿 και πυκνό. 

Η απόδειξη είναι παρόμοια με την απόδειξη του Θεωρήματος 2.15, δεδομένου ότι  

𝑔(𝑧) =
1

1−𝑧
∈ Y, αλλά 𝑔 ∉ 𝛨1. 

Θέτουμε  

𝛫 = {𝑊 ⊆ ⋂ 𝐻𝑝
0<𝑝<1

: 𝜐𝜋ά𝜌𝜒𝜀𝜄 𝑝′ < 1 𝜅𝛼𝜄  𝑈 ∈ 𝒯𝑝′   έ𝜏𝜎𝜄 ώ𝜎𝜏𝜀 𝑊 = 𝑈⋂ ⋂ 𝐻𝑝
0<𝑝<1

} 

Ο χώρος (⋂ 𝐻𝑝0<𝑝<1 , 𝒯(𝛫)) είναι πλήρης μετρικοποιήσιμος τοπολογικός διανυσματικός 

χώρος.  

Για σταθεροποιημένα 𝐴, 𝐵 ∈ ℝ με 𝐴 < 𝐵, κάνοντας χρήση της Πρόταση 5.2 του άρθρου 

της Μ. Συσκάκη [5], θέτουμε όπου 𝑉 = ⋂ 𝐻𝑝0<𝑝<1 , Χ = {𝑧 ∈ 𝐷(0,1): 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 𝜇𝜀  0 <

𝑟 < 1 𝜅𝛼𝜄 𝐴 < 𝜃 < 𝐵 } και 𝑇(𝑓)(𝑧) = 𝐹(𝑓)(𝑧) με 𝛵:⋂ 𝐻𝑝0<𝑝<1 → ℂ𝛸. 

 

1) Η  𝑇( )(𝑧):⋂ 𝐻𝑝0<𝑝<1 → ℂ είναι συνεχής.  

Πράγματι έστω {(𝑓𝑚)𝑚∈ℕ, 𝑓} ⊆ ⋂ 𝐻𝑝0<𝑝<1  με 𝑓𝑚
𝑚→∞
→   𝑓 ως προς την τοπολογία της 

⋂ 𝐻𝑝0<𝑝<1 . Από τον ορισμό της τοπολογίας 𝒯(𝛫) προκύπτει ότι η 𝑓𝑚
𝑚→∞
→   𝑓 ως προς 

την τοπολογία της 𝐻𝑝 για κάθε 0 < 𝑝 < 1. Κατά συνέπεια για κάθε συμπαγές 

υποσύνολο του μοναδιαίου ανοικτού δίσκου ισχύει ότι η 𝑓𝑚
𝑚→∞
→   𝑓 ομοιόμορφα. 

Συνεπώς ισχύουν τα ακόλουθα, 

|𝐹(𝑓𝑚)(𝑧) − 𝐹(𝑓)(𝑧)| ≤ 𝑟. 𝑠𝑢𝑝|𝑥|≤𝑟|𝑓𝑚(𝑥) − 𝑓(𝑥)| 

όπου 𝑧 ∈ 𝐷(0,1) και 0 < 𝑟 < 1 έτσι ώστε |𝑧| ≤ 𝑟. 

2) Είναι άμεσο ότι η απεικόνιση 𝛵:⋂ 𝐻𝑝0<𝑝<1 → ℂ𝛸 είναι γραμμική.  

Από την Πρόταση 1.11 για την απεικόνιση 𝑔(𝑥) =
1

1−𝑥𝑒−𝑖𝛿
, με 𝐴 < 𝛿 < 𝐵, ισχύει ότι η 

𝑔 ∈ ⋂ 𝐻𝑝0<𝑝<1  ενώ η 𝑔 ∉ 𝐻𝛼 για κάθε 𝛼 ≥ 1. Επίσης όπως έχει ήδη δειχθεί στο 

Θεώρημα 2.6 η παράγουσα της 𝑔 στο σύνολο Χ είναι μη φραγμένη. Άρα το σύνολο, 

𝑆 = {𝑓 ∈ ⋂ 𝐻𝑝
0<𝑝<1

: 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1𝑠𝑢𝑝𝐴<𝜃<𝐵|𝐹(𝑓)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)| = +∞} 

είναι μη κενό. Συνεπώς, από την Πρόταση 5.2 του άρθρου της Μ. Συσκάκη [5], το 𝑆 

είναι πυκνό και 𝐺𝛿 υποσύνολο του χώρου  (⋂ 𝐻𝑝0<𝑝<1 , 𝒯(𝛫)).  
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Όπως έχει ήδη δειχθεί στο Θεώρημα 2.15 ισχύουν τα ακόλουθα, 

𝛭 = {𝑓 ∈ ⋂ 𝐻𝑝
0<𝑝<1

: ∀𝐴, 𝛣 ∈ ℝ 𝜇𝜀 𝐴 < 𝛣 𝜄𝜎𝜒ύ𝜀𝜄 ό𝜏𝜄 𝜏𝜊 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1𝑠𝑢𝑝𝐴<𝜃<𝛣|𝐹(𝑓)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

= +∞} =⋂{𝑓 ∈ ⋂ 𝐻𝑝
0<𝑝<1

: 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1𝑠𝑢𝑝𝐴𝑛<𝜃<𝛣𝑛|𝐹(𝑓)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)| = +∞}

𝑛∈ℕ

 

όπου [𝛢𝑛, 𝐵𝑛] για 𝑛 = 1,2, … είναι μία αρίθμηση των κλειστών διαστημάτων με θετικό 

μήκος και ρητά άκρα.  

Συνεπώς από το Θεώρημα Baire το σύνολο 𝛭 είναι πυκνό και 𝐺𝛿 υποσύνολο του 

χώρου (⋂ 𝐻𝑝0<𝑝<1 , 𝒯(𝛫)). 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  3: Σκιαγράφηση περαιτέρω αποτελεσμάτων 

Στο παρόν κεφάλαιο αρχικά, για κάθε 0 < 𝑝 ≤ 1, θα αντικαταστήσουμε τον χώρο 𝐻𝑝 

με το χώρο ⋂ 𝐻𝛼0<𝛼<𝑝  του οποίου η τοπολογία 𝒯 = 𝒯(𝐶) είναι η ελάχιστη που 

περιέχει το σύνολο,  

𝐶 = {𝑉 ∈ 𝑃(⋂ 𝐻𝛼0<𝛼<𝑝 ): 𝜐𝜋ά𝜌𝜒𝜀𝜄 𝛼 < 𝑝 𝜅𝛼𝜄  𝑊 ∈ 𝒯𝛼  έ𝜏𝜎𝜄 ώ𝜎𝜏𝜀 𝑉 = 𝑊⋂⋂ 𝐻𝛼0<𝛼<𝑝 } . 

Η τομή ⋂ 𝐻𝛼0<𝛼<𝑝  ως προς την τοπολογία 𝒯 είναι μετρικοποιήσιμος τοπολογικός 

διανυσματικός χώρος ο οποίος είναι πλήρης. 

 

Παρατηρούμε ότι, αν 0 < 𝑝 και 𝑓(𝑧) =
1

(1−𝑧)𝛾
 με 𝑓 ∈ ⋂ 𝐻𝛼0<𝛼<𝑝 , από το Πόρισμα 

1.12, εφόσον 𝑓 ∈ 𝐻𝛼 για κάθε 𝛼 < 𝑝 συνεπάγεται ότι 𝛾 ≤
1

𝑝
. Αν 𝛾 =

1

𝑝
 και 𝑓 ∈ 𝛨𝑝 τότε 

προκύπτει ότι 
1

1−𝑧
∈ 𝐻1 το οποίο έρχεται σε αντίφαση με την Πρόταση 1.11.  

Άρα αν 𝛾 =
1

𝑝
  η 𝑓 ∉ 𝐻𝑝 ενώ ανήκει στην ⋂ 𝐻𝛼0<𝛼<𝑝 . Το τελευταίο προκύπτει από την 

Πρόταση 1.11, εφόσον για να ισχύει 𝑓(𝑧) =
1

(1−𝑧)
1
𝑝

∈ ⋂ 𝐻𝛼0<𝛼<𝑝 , αρκεί 
1

𝑝
𝛼 < 1 για 

κάθε 0 < 𝛼 < 𝑝, το οποίο και ισχύει. 

 

Για 𝑝 = 1 τότε η 𝑓 ∈ ⋂ 𝐻𝛼0<𝛼<1  και είναι άμεσο από το Θεώρημα 5.12 του βιβλίου 

του Peter L. Duren [1] ότι η παράγουσα 𝐹(𝑓) ∈ ⋂ 𝐻𝑐0<𝑐<+∞ . 

Επίσης από το Πόρισμα 1.12 και το Θεώρημα 5.12 του βιβλίου του Peter L. Duren 

[1] για 0 < 𝑝 < 1 και 𝑞 =
𝑝

1−𝑝
 και 𝑓(𝑧) =

1

(1−𝑧)
1
𝑝

, παρατηρούμε ότι η παράγουσα  

𝐹(𝑓)(𝑧) =
𝑝

1 − 𝑝
(

1

(1 − 𝑧)
1
𝑝
−1
− 1) ∈ ⋂ 𝐻𝑐

0<𝑐<𝑞

 

ενώ η 𝐹(𝑓) ∉ 𝐻𝑞.  

Πράγματι για κάθε 0 < 𝑐 < +∞ ισχύουν τα ακόλουθα: Ο 𝐻𝑐 είναι διανυσματικός 

χώρος και αν 𝑔 μία σταθερή συνάρτηση τότε 𝑔 ∈ 𝐻𝑐. Αν ισχύει ότι η 𝐹(𝑓) ∈ 𝐻𝑞 τότε  
𝑞

(1−𝑧)
1
𝑞

=
𝑞

(1−𝑧)
1
𝑞

− 𝑞 + q ∈ 𝐻𝑞. Από το Πόρισμα 1.12 καταλήγουμε σε άτοπο εφόσον 

𝑞

(1−𝑧)
1
𝑞

∉ 𝐻𝑞.  

Συνεπώς η 𝐹(𝑓) ∉ 𝐻𝑟 για κάθε 𝑟 ≥ 𝑞.  

 

Από το Θεώρημα 5.12 του βιβλίου του Peter L. Duren [1] ισχύει ότι αν ℎ ∈

⋂ 𝐻𝛼0<𝛼<𝑝 , με 0 < 𝑝 < 1 και 𝑞 =
𝑝

1−𝑝
, η παράγουσα της 𝐹(ℎ) ∈ ⋂ 𝐻 𝛼

1−𝛼
0<𝛼<𝑝 =

⋂ 𝐻𝑐0<𝑐<𝑞  ενώ για 𝑝 = 1 η 𝐹(ℎ) ∈ ⋂ 𝐻 𝛼

1−𝛼
0<𝛼<1 = ⋂ 𝐻𝑐0<𝑐<+∞ .  

Οι ισότητες των τομών οφείλονται στο ότι η συνάρτηση 
𝑥

1−𝑥
 με 𝑥 ∈ (0,1) είναι 

αύξουσα και συνεχής.  
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Από τα προηγούμενα συνεπάγεται ότι για 0 < 𝑝 < 1 ο χώρος ⋂ 𝐻𝑐0<𝑐<𝑞  είναι ο 

καλύτερος δυνατός με την έννοια που αναφέρεται στο τέλος του Θεωρήματος 5.12 

του βιβλίου του Peter L. Duren [1]. 

 

Τα αποτελέσματα που προκύπτουν στους χώρους (⋂ 𝐻𝛼0<𝛼<𝑝 , 𝒯) για 0 < 𝑝 < 1 είναι 

παρόμοια με αυτά του κεφαλαίου 2 και βασίζονται στο ακόλουθο θεώρημα,   

Έστω 𝐴 < 𝐵 όπου 𝐴, 𝐵 ∈ ℝ και 𝑐 ≥ 𝑞 =
𝑝

1−p
 για 0 < 𝑝 < 1. Όλα αυτά είναι 

σταθεροποιημένα. Τότε το σύνολο  

𝛭 = {𝑓 ∈ ⋂ 𝐻𝛼
0<𝛼<𝑝

: 𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1∫|𝐹(𝑓)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝑐
𝑑𝜃 = +∞

𝐵

𝐴

} 

είναι 𝐺𝛿 και πυκνό στο χώρο ⋂ 𝐻𝛼0<𝛼<𝑝 . 

Το ισχυρότερο αποτέλεσμα που έχουμε σε αυτή την περίπτωση είναι το ακόλουθο, 

 

 Έστω 0 < 𝑝 < 1 και 𝑞 =
𝑝

1−𝑝
 τότε υπάρχει συνάρτηση 𝑓 ∈ ⋂ 𝐻𝛼0<𝛼<𝑝  

ώστε 𝑠𝑢𝑝0≤𝑟<1 ∫ |𝐹(𝑓)(𝑟𝑒𝑖𝜃)|
𝑐
𝑑𝜃 < +∞

2𝜋

0
 για κάθε 𝑐 < 𝑞. Aλλά για κάθε 𝐴, 𝐵 ∈ ℝ με 

𝐴 < 𝐵 και για κάθε 𝑐 ≥ 𝑞 , να ισχύει ότι το  𝑠𝑢𝑝0≤𝑟<1 ∫ |𝐹(𝑓)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝑐
𝑑𝜃 = +∞

𝛣

𝛢
. Το 

σύνολο αυτών των συναρτήσεων είναι 𝐺𝛿 και πυκνό υποσύνολο του (⋂ 𝐻𝛼0<𝛼<𝑝 , 𝒯). 

 

 

Αποτελέσματα παρόμοια με αυτά του κεφαλαίου 2, για 0 < 𝑝 < 1, μπορούμε να 

δούμε και σε ένα μεγαλύτερο πλήρη μετρικοποιήσιμο τοπολογικό διανυσματικό χώρο 

του 𝐻𝑝. Ο χώρος αυτός είναι ο τοπικοποιημένος Hardy 𝐻𝑝,𝐽 [6], όπου 𝐽 = {𝑒𝑖𝜃: 𝑥 ≤

𝜃 ≤ 𝑤}, για κάποια 𝑥,𝑤 ∈ ℝ με 𝑥 < 𝑤, ο οποίος αποτελείται από τις ολόμορφες 

συναρτήσεις ορισμένες στον μοναδιαίο δίσκο με  𝑠𝑢𝑝0≤𝑟<1 ∫ |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)|
𝑝
𝑑𝜃 < +∞

𝑤

𝑥
. Για 

1 ≤ 𝑝 < +∞ η τοπολογία των 𝐻𝑝,𝐽 [6], είναι η Frechet τοπολογία η οποία παράγεται 

από τις ημινόρμες, 

‖𝑓‖1,𝑝,𝐽 =  𝑠𝑢𝑝0≤𝑟<1(∫ |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)|
𝑝
𝑑𝜃

𝑤

𝑥
)

1

𝑝
 για 𝑚 = 1 

και  

‖𝑓‖𝑚,𝑝,𝐽 =  𝑠𝑢𝑝|𝑧|≤1− 1
𝑚

|𝑓(𝑧)| για 𝑚 = 2,3,4, … 

Η αντίστοιχη μετρική, για 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐻𝑝,𝐽, είναι, 

 

𝑑𝑝,𝐽(𝑓, 𝑔) = ∑
1

2𝑚
‖𝑓 − 𝑔‖𝑚,𝑝,𝐽

1 + ‖𝑓 − 𝑔‖𝑚,𝑝,𝐽

+∞

𝑚=1
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Για 0 < 𝑝 < 1 θέτουμε 

𝑑1,𝑝,𝐽(𝑓, 𝑔) =  𝑠𝑢𝑝0≤𝑟<1∫|𝑓(𝑟𝑒
𝑖𝜃) − 𝑔(𝑟𝑒𝑖𝜃)|

𝑝
𝑑𝜃

𝑤

𝑥

 

 

και  

𝑑𝑚,𝑝,𝐽(𝑓, 𝑔) =  𝑠𝑢𝑝|𝑧|≤1− 1
𝑚

|𝑓(𝑧) − 𝑔(𝑧)|   για 𝑚 = 2,3,4,… 

Σε αυτή τη περίπτωση η μετρική έχει την ακόλουθη μορφή, 

𝑑𝑝,𝐽(𝑓, 𝑔) = ∑
1

2𝑚
𝑑𝑚,𝑝,𝐽(𝑓, 𝑔)

1 + 𝑑𝑚,𝑝,𝐽(𝑓, 𝑔)

+∞

𝑚=1

 

 

 

Για σταθεροποιημένα 0 < 𝑝 < 1 και 𝛼 > 𝑞 =
𝑝

1−𝑝
, η ύπαρξη συνάρτησης 𝑔 στους 

χώρους 𝐻𝑝,𝐽, της οποίας η παράγουσα 𝐹(𝑔) ∉ 𝐻𝑎,𝐼 είναι άμεση από τα αποτελέσματα 

του κεφαλαίου 2 στους χώρους Hardy 𝐻𝑝, διότι ο 𝐻𝑝,𝐽  περιέχει τον 𝐻𝑝. Το γεγονός 

αυτό συνεπάγεται την ύπαρξη ενός συνόλου τέτοιων συναρτήσεων πυκνού και 𝐺𝛿 

στον 𝐻𝑝,𝐽. Για τα διαστήματα 𝐼, 𝐽 ισχύουν τα ακόλουθα είτε 𝐼 = 𝐽 είτε 𝐼 ≠ 𝐽 με 𝐼⋂𝐽 ≠ ∅ 

είτε 𝐼⋂𝐽 = ∅. 

Σύμφωνα με αυτή την αρχή το ισχυρότερο αποτέλεσμα το οποίο επιτυγχάνουμε για 

αυτούς τους χώρους είναι το ακόλουθο, 

 

Έστω 0 < 𝑝 < 1 και 𝑞 =
𝑝

1−𝑝
, τότε υπάρχει ολόμορφη συνάρτηση 𝑓 ∈ 𝐻𝑝,𝐽 ώστε για 

κάθε 𝛼 > 𝑞 και οποιοδήποτε κλειστό διάστημα [𝐴, 𝐵] με 𝐴, 𝐵 ∈ ℝ και 𝐴 < 𝐵 να ισχύει 

𝑠𝑢𝑝0<𝑟<1 ∫ |𝐹(𝑓)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝑎𝛣

𝛢
𝑑𝜃 = +∞. Το σύνολο αυτών των συναρτήσεων είναι  𝐺𝛿 και 

πυκνό στον 𝐻𝑝,𝐽.   

Σημειώνουμε ότι στην προηγούμενη διατύπωση δεν μπορούμε να ισχυριστούμε ότι η 

παράγουσα της συνάρτησης 𝑓 ανήκει στον 𝐻𝑞,𝐽 διότι δεν γνωρίζουμε αν το Θεώρημα 

5.12 του βιβλίου του Peter L. Duren [1], εξακολουθεί να ισχύει στους 𝐻𝑝,𝐽. 

Πιστεύουμε μάλιστα ότι δεν ισχύει. 

 

Στη συνέχεια για κάθε 0 < 𝑝 < 1, αντικαθιστούμε τον χώρο 𝐻𝑝,𝐽 με το χώρο 

⋂ 𝐻𝛼,𝐽0<𝛼<𝑝  του οποίου η τοπολογία 𝒯𝐽 = 𝒯𝐽(𝐶) είναι η ελάχιστη που περιέχει το 

σύνολο, 

𝐶 = {𝑉 ∈ 𝑃(⋂ 𝐻𝛼,𝐽0<𝛼<𝑝 ): 𝜐𝜋ά𝜌𝜒𝜀𝜄 𝛼 < 𝑝 𝜅𝛼𝜄  𝑊 ∈ 𝒯𝛼,𝐽  έ𝜏𝜎𝜄 ώ𝜎𝜏𝜀 𝑉 =

𝑊⋂⋂ 𝐻𝛼,𝐽0<𝛼<𝑝 }. 

Το σύνολο ⋂ 𝐻𝛼,𝐽0<𝛼<𝑝  ως προς την τοπολογία 𝒯𝐽 είναι μετρικοποιήσιμος τοπολογικός 

διανυσματικός χώρος ο οποίος είναι και πλήρης. 
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Παρόμοια με τη περίπτωση του χώρου ⋂ 𝐻𝛼0<𝛼<𝑝  για 0 < 𝑝 < 1, υπάρχει συνάρτηση 

𝑓 ∈ ⋂ 𝐻𝛼,𝐽0<𝛼<𝑝  έτσι ώστε η παράγουσα της 𝐹(𝑓) ∉ 𝐻𝑞,𝐼. Όμοια με την περίπτωση του 

χώρου ⋂ 𝐻𝛼0<𝛼<𝑝  για 0 < 𝑝 < 1, αποδεικνύεται ότι το σύνολο των συναρτήσεων που 

παρουσιάζουν αυτά τα χαρακτηριστικά είναι πυκνό και 𝐺𝛿 στον χώρο ⋂ 𝐻𝛼,𝐽0<𝛼<𝑝 . 

 

Και σε αυτή την περίπτωση το ισχυρότερο αποτέλεσμα το οποίο επιτυγχάνουμε είναι 

το ακόλουθο, 

  

Έστω 0 < 𝑝 < 1 και 𝑞 =
𝑝

1−𝑝
 τότε υπάρχει ολόμορφη συνάρτηση 𝑓 ∈ ⋂ 𝐻𝛼,𝐽0<𝛼<𝑝  

ώστε για κάθε 𝐴, 𝐵 ∈ ℝ με 𝐴 < 𝐵 και για κάθε 𝑐 ≥ 𝑞 , να ισχύει ότι το 

 𝑠𝑢𝑝0≤𝑟<1 ∫ |𝐹(𝑓)(𝑟𝑒
𝑖𝜃)|

𝑐
𝑑𝜃 = +∞

𝛣

𝛢
. 

 

Το σύνολο αυτών των συναρτήσεων 𝑓 ∈ ⋂ 𝐻𝛼,𝐽0<𝛼<𝑝 , είναι 𝐺𝛿 και πυκνό υποσύνολο 

του χώρου (⋂ 𝐻𝛼,𝐽0<𝛼<𝑝 , 𝒯𝐽). 
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