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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Η Οµολογία και η Συνοµολογία ϑεωρούνται εν γένει δυικές µεταξύ τους. Αν
όµως η οµάδα G είναι πεπερασµένη ϕαίνεται να έχουν περισσότερο «όµοιες»
παρά δυικές ιδιότητες. Η συνοµολογία του Tate η οποία ϑα παρουσιαστεί
στο στο σχετικό κεφάλαιο, είναι ένας καλός τρόπος να περιγραφούν οι οµοι-
ότητες αυτές. Αργότερα, ϑα προχωρήσουµε στην περίγραφή της equivariant
Οµολογίας η οποία παρέχει ένα εργαλείο για την εξαγωγή συµπερασµάτων
σχετικά µε την G από την δράση της G σε έναν τοπολογικό χώρο X. Τέλος, ο
ορισµός των H∗(G,M) και H∗(G,M) µας επιτρέπει την επιλογή αιθαίρετων
προβολικών αναλύσεων π.χ. P = (Pi)i≤0 του Z πάνω στο ZG. ΄Οµοια, στην
περίπτωση που δούµε την κατασκευή αυτή από την οπτική της τοπολογίας,
µπορούµε να υπολογίσουµε τις H∗(G,M) και H∗(G,M) µέσω αυθαίρετου
K(G, 1) συµπλόκου (complex) Y . Εφόσον υπάρχει αυτή η ελευθερία επιλο-
γής, είναι λογικό να προσπαθήσει κανείς να επιλέξει P (ή Y αντίστοιχα) όσο το
δυνατόν «µικρότερα». Αυτό οδηγεί σε διάφορες συνθήκες περατότητας για την
οµάδα G. Η ανάλυσή µας δεν ϑα περιοριστεί αποκλειστικά στις συνθήκες πε-
ϱατότητας αλλά ϑα επεκταθούµε σε διάφορες σχετιζόµενες έννοιες ή ιδιότητες
που έχουν ενδιαφέρον για την Συνοµολογία Οµάδων.
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Κεφάλαιο 2

Κάποιες ϐασικές προτάσεις

Το κεφάλαιο αυτό δεν ακολουθεί την λογική δοµή των υπολοίπων αλλά έχει
κύριο σκοπό την καταγραφή/παρουσίαση κάποιων ειδικών προτάσεων που ε-
ίναι µεγάλης σηµασίας για την πληρότητα των αποδείξεων στα κεφάλαια που
ακολουθούν. Κάποιες προτάσεις ϑα αποδειχθούν αναλυτικά ενώ άλλες µόνο
ϑα διατυπωθούν. Σε κάθε περίπτωση για το µεγαλύτερο µέρος της εργασίας
ϑα ϑεωρούµε πως ο αναγνώστης έχει κάποια εξοικείωση µε τα ϐασικά εργα-
λεία της συνοµολογίας οµάδων. Για ακόµα πιο στοιχειώδη αντιµετώπιση των
εννοιών ο αναγνώστης παραπέµπεται στην προπτυχιακή µου εργασία [2] και
στα εισαγωγικά κεφάλαια της σχετικής ϐιβλιογραφίας [1].

Λήµµα 1. Τα ελεύθερα πρότυπα είναι προβολικά.

Απόδειξη. ΄Εστω F ελεύθερο πρότυπο µε ϐάση (ea), και ϑεωρούµε το πρόβλη-
µα απεικόνισης

F

M ′ M M ′′

ψ
φ

0

i j

Με ακριβή σειρά. Τότε φ(ea) ∈ kerj = imi, και έτσι µπορούµε να ε-
πιλέξουµε xa ∈ M ′ µε i(xa) = φ(ea). Θέτουµε το ψ να είναι η µοναδική
R-πρότυπο απεικόνιση µε ψ(ea) = xa.

Λήµµα 2. Υποθέτουµε πως δίνεται το παρακάτω διάγραµµα:

P Q

M ′ M M ′′

g

d

f

d1 d2

΄Οπου d2fd = 0 και ϑέλουµε ένα g έτσι ώστε d1g = fd. Αν το P είναι προβολικό
και η κατώτερη σειρά είναι ακριβής, τότε ένα τέτοιο g υπάρχει.
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Απόδειξη. Το διάγραµµα είναι ίδιο µε το διάγραµµα του 2, αρκεί να ϑέσουµε
fd = φ και d2fd = 0.

Λήµµα 3. Υποθέτουµε πως δίνεται ένα διάγραµµα (όχι απαραίτητα µεταθετικό)

P Q

M ′ M M ′′

k
f

d

h

d1 d2

όπου d2hd = d2f και ϑέλουµε ένα k έτσι ώστε d1k + hd = f . Αν το P είναι
προβολικό, και η κατώτερη σειρά είναι ακριβής, τότε ένα τέτοιο k υπάρχει.

Απόδειξη. Το πρόβληµα είναι της µορφής 1 µε φ = f − hd. Αυτό γιατί αντι-
καθιστώντας το f µε φ+hd παίρνουµε, d1k+hd = f → d1k+hd = φ+hd→
d1k = φ.

Λήµµα 4. ΄Εστω (C, ∂) και (C ′, ∂′) να είναι αλυσιδωτά σύµπλοκα και r ένας
ακέραιος. ΄Εστω (fi : Ci → C ′i)i6r να είναι µια οικογένεια απεικονίσεων τ.ω.
∂′ifi = fi−1∂i για i 6 r. Αν το Ci είναι προβολικό για i > r και Hi(C

′) = 0
για i > r, τότε η (fi)i6r επεκτείνεται σε µια αλυσιδωτή απεικόνιση f : C → C ′,
και f είναι µοναδική ως προς την οµοτοπία. Συγκεκριµένα, οποιεσδήποτε δύο
επεκτάσεις, είναι οµοτοπικές µε µια οµοτοπία h τ.ω. hi = 0 για i 6 r.

Απόδειξη. Θεωρούµε επαγωγικά, πως η fi έχει οριστεί για i 6 n, όπου n > r,
και ότι ∂′ifi = fi−1∂i για i 6 n. ΄Ετσι έχουµε ένα πρόβληµα απεικόνισης :

Cn+1 Cn Cn−1

C ′n+1 C ′n C ′n−1

∂

fn+1 fn

∂

fn−1

∂′ ∂′

όπου ∂′fn∂ = fn−1∂∂ = 0. ΄Αρα η επιθυµητή fn+1 υπάρχει, απο το 2. Τώρα
υποθέτουµε ότι η g είναι µια δεύτερη επέκταση της (fi)i6r. Θα ϑέλαµε να
ϐρούµε µια οµοτοπία h µεταξύ της f και g. Θεωρούµε επαγωγικά ότι hi :
Ci → C ′i+1 έχει οριστεί για i 6 n, όπου n > r, και ότι ∂′hi + hi−1∂ = fi − gi.
Θέτοντας τi = fi − gi, οδηγούµαστε στο πρόβληµα απεικόνισης :

Cn+1 Cn Cn−1

C ′n+2 C ′n+1 C ′n

∂

τn+1
hn+1

τn

∂

hn

hn−1

∂′ ∂′
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µε
∂′hn∂ = (τn − hn−1∂)∂ = τn∂ = ∂′τn+1

η πρώτη ισότητα από επαγωγική υπόθεση,
η δεύτερη γιατί ∂2 = 0
και η τρίτη εφόσον το τ είναι µια αλυσιδωτή απεικόνιση.
΄Αρα το επιθυµητό hn+1 µε ∂′hn+1 +hn∂ = τn+1 υπάρχει, λόγω του Λήµµατος
3.

Λήµµα 5. ΄Εστω Fn → ...→ F0 → Z µια ακριβής ακολουθία από ZG-πρότυπα
όπου κάθε Fi είναι προβολικό. Τότε HiG ∼= Hi(FG) για i < n και υπάρχει µια
ακριβής ακολουθία

0→ Hn+1(G)→ (HnF )G → Hn(FG)→ Hn(G)→ 0

Απόδειξη. Επεκτείνουµε την F σε µια πλήρη ανάλυση F+ επιλέγοντας ένα
προβολικό πρότυπο F ′n+1 που να απεικονίζεται επί του HnF , δηλαδή:

... F ′n+2 F ′n+1 Fn ... F0 Z 0

HnF

Μπορούµε να ελενξουµε ότι Hi(F
+
G ) = Hi(FG) για i < n και ότι υπάρχει µια

ακριβής ακολουθία :

0→ Hn+1(F+
G )→ A→ Hn(FG)→ Hn(F+

G )→ 0

όπου A = Coker(F ′n+2)G → (F ′n+1)G. Αυτός ο συ-πυρήνας µπορεί τα ταυτι-
στεί µε (HnF )G και έτσι προκύπτει το λήµµα.

Πρόταση 6. Για ένα S-πρότυπο και µια απεικόνιση R-προτύπων f : M → N ,
υπάρχει µοναδική απεικόνιση S-προτύπων g : S ⊗RM → N τ.ω. gi = f :

M S ⊗RM

N

i

f
g

από όπου προκύπτει και ο ισοµορφισµός :

HomS(S ⊗RM,N) ≈ HomR(M,N).

Αντίστοιχα µε την παραπάνω, ισχύει και η δυική της κατασκευή µε χρήση
Hom αντί για ⊗:

Πρόταση 7. Για ένα S-πρότυπο N και µια απεικόνιση R-προτύπων f : N →
M , υπάρχει µοναδική απεικόνιση S-προτύπων g : N → HomR(S,M) τ.ω.
πg = f :
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HomR(S,M)

N M

π
g

f

από όπου προκύπτει και ο ισοµορφισµός :

HomS(N,HomR(S,M)) ≈ HomR(N,M)

Παρατήρηση. Αν ϑέσουµε στην 7 M = N ϑεωρώντας τα ως R-πρότυπα, και
f = idN , παίρνουµε την κανονική απεικόνιση S-προτύπων:

N → HomR(S,N).

Πρόταση 8. ΄Εστω M ένα G-πρότυπο και M0 η σχετική αβελιανή οµάδα του.
Τότε το ZG ⊗ M (µε την διαγώνια G-δράση) είναι ισοµορφικό (µε κανονικό
τρόπο) µε το επαγόµενο (ινδυςεδ) πρότυπο ZG ⊗M0. Ειδικότερα το ZG ⊗M
είναι ελεύθερο ZG-πρότυπο αν το M είναι ελεύθερο ως Z-πρότυπο.

Πρόταση 9. Αν (G : H) <∞ τότε IndGH ≈ CoindGHM.

Πρόταση 10. ΄Εστω M και N να είναι G-πρότυπα. Αν M είναι ελεύθερο
Z-στρέψης τότε

TorG∗ (M,N) ≈ H∗(G,M ⊗N),

όπου η G δρα διαγώνια στο M ⊗N . Αν το M είναι Z-ελεύθερο, τότε :

Ext∗G(M,N) ≈ H∗(G,Hom(M,N)),

όπου η G δρα διαγώνια στο Hom(M,N).

Πρόταση 11 (λήµµα του Shapiro). Αν H ⊆ G και M ένα H-πρότυπο, τότε
ισχύουν οι ισοµορφισµοί :

H∗(H,M) ≈ H∗(G, IndGHM)

και
H∗(H,M) ≈ H∗(G,CoindGHM).

Απόδειξη. ΄Εστω F µια προβολική ανάλυση του Z πάνω στο ZG. Σε αυτή την
περίπτωση η F µπορεί επίσης να ϑεωρηθεί σαν προβολική ανάλυση του Z
πάνω στο ZH. Μπορούµε δηλαδή αν γράψουµε:

H∗(H,M) ≈ H∗(F ⊗ZH M).

� Ο πρώτος ισοµορφισµός έπεται από:

F ⊗ZH M ≈ F ⊗ZG (ZG⊗ZH M) ≈ F ⊗G (IndGHM).

� Ο δεύτερος ισοµορφισµός προκύπτει από την καθολική co-induction
ιδιότητα :

HomH(F,M) ≈ HomG(F,CoindGHM).



Κεφάλαιο 3

Συνοµολογία πεπερασµένων
οµάδων

Συνηθίζεται να ϐλέπει κανείς την οµολογία και την συνοµολογία ως έννοιες
δυικές η µία της άλλης λόγω του πλήθους των δυικών ιδιοτήτων τους. ΄Ο-
ταν όµως πρόκειται για µια πεπερασµένη οµάδα G, τότε η οµολογία και η
συνοµολογία έχουν περισσότερο ¨όµοιες¨ παρά ¨δυικές¨ ιδιότητες. Ο Tate
περιέγραψε έναν τρόπο να διερευνηθούν αυτές οι οµοιότητες των H∗ και H∗

στην περίπτωση της πεπερασµένης οµάδας G. Ειδικότερα, έδειξε την ύπαρξη
ενός πηλίκου της H0, δηλαδή του H̃0 και ενός υποσυναρτητή H̃0 ⊆ Ho ώστε
οι συναρτητές

. . . , H2, H1, H̃0, H̃
0, H1, H2 . . .

να ¨ταιριάζουν¨ µε τρόπο που να δηµιουργούν µια ϑεωρία συνοµολογίας Ĥ∗

όπου

. . . , H2 = Ĥ−3, H1 = Ĥ−2, H̃0 = Ĥ−1, H̃0 = Ĥ0, H1 = Ĥ1, H2 = Ĥ2, . . .

και ούτω καθεξής για όλους τους δείκτες. Ο κύριος σκοπός αυτού του κεφαλα-
ίου ϑα είναι να κατασκευάσουµε αυτή την οµολογική ϑεωρία του Tate και να
δείξουµε την χρησιµότητά της παρουσιάζοντας την ϑεωρία συνοµολογίας για
συνοµολογικά τετριµµένα πρότυπα των Nakayama-Rim, και στην συνέχεια
την ϑεωρία οµάδων µε περιοδική συνοµολογία.

3.1 Σχετική (Relative) Οµολογική ΄Αλγεβρα

Θα συµβολίζουµε G και H µια οµάδα και µια υποοµάδα της αντίστοιχα. Η
περίπτωση που ϑα µας ενδιαφέρει κυρίως σε αυτό το κεφάλαιο, ϑα είναι η
περίπτωση όπου G είναι πεπερασµένη και H = {1}.
Ορισµός 12 (admissible εµφύτευση). Μια εµφύτευση i : M ′ ↪→ M από G-
πρότυπα, ϑα καλείται ¨admissible¨ εάν είναι διασπαστική εµφύτευση όταν ϑεω-
ϱηθεί ως µια εµφύτευση απόH-πρότυπα. ∆ηλαδή αν υπάρχει µιαH-απεικόνιση
π : M →M ′ τ.ω. πi = idM ′
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Ορισµός 13 (admissible ακριβής ακολουθία). Μια ακριβής ακολουθία

M ′
i−→M

j−→M ′′

ϑα καλείται admissible εάν ο εγκλεισµός im(j) ↪→M ′′ είναι admissible

Ορισµός 14 (admissible αλυσιδωτά σύµπλοκα). ΄Ενα άκυκλο αλυσιδωτό σύµπλο-
κο C από G-πρότυπα, ϑα καλείται admissible εάν κάθε ακριβής ακολουθία
Ci+1 → Ci → Ci−1 είναι admissible

Ορισµός 15 (σχετικά εµφυτεύσιµο). ΄Ενα G-πρότυπο Q ϑα καλείται ¨σχετικά
εµφυτεύσιµο¨ αν ικανοποιεί τις παρακάτω ισοδύναµες συνθήκες :

1. Το πρόβληµα απεικόνισης

M ′ M M ′′

Q
0

µε την ακριβή σειρά να είναι admissible µπορεί να λυθεί

2. Κάθε πρόβληµα απεικόνισης της µορφής

M ′ M

Q

i

µε την i να είναι admissible εµφύτευση µπορεί να λυθεί

3. Ο contravariant συναρτητής HomG(_, Q) στέλνει admissible εµφυτε-
ύσεις από G-πρότυπα σε επιµορφοσµούς αβελιανών οµάδων.

Πρόταση 16. Για οποιοδήποτεH-πρότυπο N , το G-πρότυπο CoindGH(N) είναι
σχετικά εµφυτεύσιµο

Απόδειξη. Από την καθολική ιδιότητα της co-induction 7 , έχουµε

HomG(_, CoindGH(N)) ≈ HomH(ResGH(_), N)

Ο συναρτητής στα δεξιά στέλνει κάθε admissible εµφύτευση από G-πρότυπα
σε έναν επιµορφισµό αβελιανών οµάδων.

Συµπέρασµα 17. Για κάθε G-πρότυπο M υπάρχει µια κανονική admissible
εµφύτευση M ↪→ M , όπου M είναι σχετικά εµφυτεύσιµο. Αν (G : H) < ∞,
τότε αυτή η κατασκευή έχει τις ακόλουθες ιδιότητες : (α) Αν M είναι ελεύθερο
(αντίστοιχα προβολικό) ως ZH-πρότυπο, τότε το M είναι ελευθερο (αντίστοιχα
προβολικό) στο ZG. (ϐ) Αν τοM είναι πεπερασµένα παραγόµενο ωςG-πρότυπο,
τότε το ίδιο ισχύει και για το M
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Απόδειξη. Παίρνουµε τοM = CoindGHRes
G
H και µε χρήση τηςH-διασπαστικής

εµφύτευσης M ↪→ M της παρατήρησης 2 που ϐασίζεται την πρόταση 7. Αν
(G : H) < ∞, τότε έχουµε CoindGH(_) ≈ IndGH(_) και εξ αυτών προκύπτουν
τα (α) και (ϐ).

Συµπέρασµα 18. Υποθέτουµε ότι (G : H) < ∞. Τότε κάθε ZG-προβολικό
πρότυπο είναι σχετικά εµφυτεύσιµο.

Απόδειξη. Μπορεί κανείς να δει ότι το ευθύ άθροισµα σχετικά εµφυτεύσιµων
προτύπων είναι σχετικά εµφυτεύσιµο. Εποµένως αρκεί να εργαστούµε µε
ελεύθερα πρότυπα. Αν το F είναι ελεύθερο ZG-πρότυπο, τότε

F ≈ ZG⊗ZH F ′ = IndGH(F ′)

όπου F ′ είναι ελεύθερο ZH-πρότυπο της ίδιας τάξης. ΄Οµως

IndGH(F ′) ≈ CoindGH(F ′)

που λόγο της πρότασης 16 είναι σχετικά εµφυτεύσιµο.

Τώρα ϑα προχωρήσουµε στην ϐασικότερη πρόταση της παραγράφου, την
πρόταση αυτή µπορεί κανείς αν την δεί σαν δυική της 4:

Πρόταση 19. ΄Εστω δύο αλυσιδωτά σύµπλοκα C και C ′ από αλυσιδωτά G-
πρότυπα και έστω r ένας ακέραιος. Υποθέτουµε ότιC ′i είναι σχετικά εµφυτεύσιµο
για i < r και ότι Ci+1 → Ci → Ci−1 είναι ακριβής και admissible για i ≤ r

αʹ) Κάθε οικογένεια (fi : Ci → C ′i)i≥r απεικονίσεων που µετατίθονται µε τους
συνοριακούς τελεστές, επεκτείνεται σε µια αλυσιδωτή απεικόνιση C → C ′

ϐʹ) ΄Εστω οι αλυσιδωτές απεικονίσεις f, g : C → C ′ και έστω (hi : Ci →
C ′i+1)i≥r−1 µια οικογένεια απεικονίσεων τ.ω. ∂′i+1hi + hi−1∂i = fi − gi
για i ≥ r. Τότε η (hi)i≥r−1 επεκτείνεται σε µια οµοτοπία από την f στην g

Απόδειξη. Ακριβώς αντίστοιχη µε της 4 , µε τα ϐέλη των απεικονίσεων όµως
να είναι αντίστροφα.

Ορισµός 20 (σχετικά εµφυτεύσιµες αναλύσεις). Σχετικά εµφυτεύσιµες ανα-
λύσεις ενόςG-προτύπου, ϑα ονοµάζουµε ένα µη-αρνητικό συναλυσιδωτό σύµπλο-
κο Q από σχετικά αναλύσιµα, το οποίο επιπλέον ικανοποιεί µια ασθενή ισοδυ-
ναµία η : M → Q τ.ω. το επαυξηµένο σύµπλοκο

0→M → Q0 → Q1 → ...

να είναι admissible

Το παρακάτω συµπέρασµα είναι άµεση συνέπεια της πρότασης 19
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Συµπέρασµα 21. ∆ύο οποιεσδήποτε σχετικά εµφυτεύσιµες αναλύστεις του M
είναι οµοτοπικά ισοδύναµες

Πρόταση 22. Υποθέτουµε ότι (G : H) <∞. Αν τοM είναι ένα ZG-πρότυπο το
οποίο είναι επίσης προβολικό (αντ. πεπερασµένα παραγόµενο και προβολικό) ως
ZH-πρότυπο, τότε το M δέχεται µια σχετικά εµφυτεύσιµη ανάλυση η : M → Q
τ.ω. κάθε Qn να είναι προβολικό (αντ. πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό)
ZG-πρότυπο.

Απόδειξη. Υπάρχουν σχετικά εµφυτεύσιµες αναλύσεις για οποιοδήποτε M .
Για να το δούµε αυτό µπορούµε να πάρουµε την απεικόνιση

η : M → Q0

να είναι η κανονική admissible εµφύτευση του συµπεράσµατος 17 και να
εφαρµόσουµε το 17 ξανά ώστε να πάρουµε µια admissible εµφύτευση

coker(η) ↪→ Q1

και ούτω καθεξής. Επιπλέον αν (G : H) < ∞ και το M είναι προβολικό ως
ZG-πρότυπο, τότε τα πρότυπα Qn αυτής της ανάλυσης ϑα είναι προβολικά
πάνω στο ZG. Συνεχίζοντας επαγωγικά αποδεικνύεται το Ϲητούµενο. (΄Οµοια
αν M πεπερασµένα παραγόµενο, τότε το ίδιο ισχύει και για κάθε Qn).

3.2 Πλήρεις Αναλύσεις

Στην παράγραφο αυτή ϑα ασχοληθούµε µε την εξειδικευµένη µορφή της σχε-
τικής (relative) οµολογικής άλγεβρας που περιγράφεται στην παράγραφο 3.1,
δηλαδή περιορισµένη στην περίπτωση όπου η G είναι πεπερασµένη και η
H = {1}.

Ορισµός 23 (πλήρης ανάλυση). Πλήρης ανάλυση (complete resolution) ϑα
καλείται ένα άκυκλο σύµπλοκο F = (Fi)i∈Z προβολικών ZG-προτύπων, µαζί
µε µια απεικόνιση ε : F0 → Z τέτοια ώστε ε : F+ → Z να είναι µια ανάλυση (µε
τον συνήθη ορισµό) όπου F+ = (Fi)i≥0.

Για παράδειγµα, µπορούµε να κατασκευάσουµε µια πλήρη ανάλυση χρη-
σιµοποιώντας την πρόταση 22:

Παράδειγµα. Από την προταση 22 γνωρίζουµε πως το G-πρότυπο Z έχει την
αντίστροφη ανάλυση:

0→ Z→ Q0 → Q1 → Q2 → · · ·

όπου κάθε ένα από ταQ∗ είναι πεπερασµένα παραγόµενο και προβολικό. Θέτο-
ντας Fi = Q−i−1 παίρνει την µορφή:

0→ Z η−→ F−1 → F−2 → · · ·
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Συγκολλώντας τώρα την τελευταία ανάλυση σε µια ϕυσιολογική προβολική
ανάλυση

ε : (Fn)n≥0 → Z
καταλήγουµε σε ένα άκυκλο σύµπλοκο :

· · · F2 F1 F0 F−1 F−2 · · ·

Z

ε
η

το οποίο ικανοποιεί τον ορισµό της πλήρης ανάλυσης όπως περιγράφηκε παρα-
πάνω.

Λήµµα 24. Κάθε άκυκλο αλυσιδωτό σύµπλοκο C από ελεύθερες αβελιανές
οµάδες είναι συσταλτό.

Απόδειξη. Η αβελιανή οµάδα Zn από n-κύκλους είναι ελεύθερη ως υποοµάδα
µιας ελεύθερης αβελιανής οµάδας. Εποµένως η ακολουθία

0→ Zn+1 → Cn+1 → Zn → 0

είναι διασπαστική.

Πρόταση 25. Αν οι ε : F → Z και ε′ : F ′ → Z είναι πλήρεις αναλύσεις,
τότε υπάρχει µια µοναδική κλάση οµοτοπίας από απεικονίσεις από το F στο F ′

που διατηρούν τις επαυξήσεις (augmentation-preserving). Αυτές οι απεικονίσεις
είναι οµοτοπικές ισοδυναµίες.

Απόδειξη. Απο το 4 µπορούµε να ϐρούµε µια αλυσιδωτή απεικόνιση τ+ :
F+ → F ′+ που διατηρεί τις επαυξήσεις. Από το λήµµα 24, η F είναι άκυκλη
και admissible και η F ′ είναι (για κάθε διάσταση) σχετικά εµφυτεύσιµη. ΄Αρα
η τ+ µπορεί να επεκταθεί και στις αρνητικές διαστάσεις από την πρόταση
19. ΄Οµοια, αν µας δωθούν δύο απεικονίσεις που διατηρούν τις επαυξήσεις :
τ, τ ′ : F → F ′, έχουµε από το 4 µια οµοτοπία µεταξύ των τ+ και τ ′+ η
οποία µπορεί να επεκταθεί και στις αρνητικές διαστάσεις µέσω της πρότασης
19. Εποµένως λόγω µοναδικότητας, κάθε απεικόνιση πλήρων αναλύσεων είναι
µια οµοτοπική ισοδυναµία.

Τώρα ϑα δείξουµε ότι το ¨αρνητικό¨ τµήµα µιας πεπερασµένης πλήρης
ανάλυσης είναι δυικό µιας κλασσικής προβολικής ανάλυσης του Z πάνω στο
ZG.

Πρόταση 26. Για κάθε πεπερασµένη οµάδα G και κάθε αριστερό G-πρότυπο
M , υπάρχει ένας ισοµορφισµος G-προτύπων:

ψ : Hom(M,Z)→M∗ = HomG(M,ZG)

ο οποίος ορίζεται ως

ψ(u)(m) =
∑
g∈G

u(g−1m)g µε u ∈ Hom(M,Z), m ∈M
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Απόδειξη. Το ZG είναι το επαγόµενο (induced) πρότυπο ZG⊗Z και εποµένως
είναι ισοµορφικό µε το coinduced πρότυπο Hom(ZG,Z) λόγο της πρότασης
9. Εποµένως έχουµε ότι

HomG(M,ZG) ≈ Hom(M,Z)

λόγο της καθολικής ιδιότητας 7 του coinduction. Από τα δύο ϑεωρήµατα
που αναφέρθηκαν προκύπτει η ύπαρξη ενός ισοµορφισµού ψ ο οποίος είναι
συµβατός µε την G-δράση.

Ορισµός 27 (δυικό αλυσιδωτού συµπλόκου F ). Θα ονοµάζουµε ¨δυικό του
αλυσιδωτού συµπλόκου F¨ πάνω σε τυχαίο δακτύλιο, το σύµπλοκο

F = HomR(F,R)

Εποµένως έχουµε

F
n

= F−n = HomR(Fn, R) = (Fn)∗.

Πρόταση 28. ΄Εστω µια πεπερασµένη προβολική ανάλυση ε : P → Z του Z
πάνω στο ZG µε πεπερασµένη G. Τότε η ε∗ : Z∗ = Z → P είναι µια αντίστρο-
ϕη προβολική ανάλυση. Επιπλέον κάθε πεπερασµένη αντίστροφη προβολική
ανάλυση παράγεται µε αυτό τον τρόπο (ύπο ισοµορφισµό).

Απόδειξη. Το επαυξηµένο αλυσιδωτό σύµπλοκο που σχετίζεται µε την

ε : P → Z

είναι συσταλτό ως σύµπλοκο αβελιανών οµάδων λόγω του 24. Εποµένως πα-
ϱαµένει συσταλτό όταν εφαρµοστεί ο συναρτητής ( )∗ ≈ Hom(_,Z) και άρα
η

ε∗ : Z∗ = Z→ P

είναι µια αντίστροφη προβολική ανάλυση. Με όµοιο τρόπο µπορούµε να ταυ-
τίσουµε το Q µιας οποιαδήποτε πεπερασµένης και αντίστροφης προβολικής
ανάλυσης Z→ Q (της οποίας το δυικό είναι µια κανονική προβολική ανάλυση
Q→ Z) µε το δυικό του Q.

3.3 Κατασκευή της συνοµολογίας Tate

Ορισµός 29 (συνοµολογία Tate). ΄Εστω G µια πεπερασµένη οµάδα. Η Tate
συνοµολογία της G µε παράγοντες σε ένα G-πρότυπο M ορίζεται ως

Ĥ i(G,M) = Hi(HomG(F,M))

για κάθε i ∈ Z, όπου το F είναι πλήρης ανάλυση για G. Το H i είναι καλά
ορισµένο από το 25 (υπό κανονικό ισοµορφισµό).
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Παρατήρηση. ΄Εστω F+ = (Fi)i≥0 και F− = (Fi)i≤0 και έστω C+ (ή αντ.
C−) το σύµπλοκο HomG(F+,M) (ή αντίστοιχα µε F−). Τότε από το λήµµα 5
έχουµε :

Ĥ i(G,M) =

{
H i(C+) i > 0

H i(C−) i < −1

και υπάρχει µια ακριβής ακολουθία :

0→ Ĥ−1(G,M)→ H−1(C−)
α−→ H0(C+)→ Ĥ0(G,M)→ 0

όπου η α επάγεται από το συ-συνοριακό τελεστή δ : C−1 → C0. ∆ηλαδή
προσδιορίζεται από το παρακάτω διάγραµµα:

C−1 C0

H−1(C−) H0(C+)

δ

α

Παρατήρηση. ΄Εστω ε : F+ → Z µια προβολική ανάλυση του Z και έτσι
H i(C+) ≈ H i(G,M). Υποθέτοντας ότι F πεπερασµένο, τότε από πρόταση 28,
έπεται ότι F− = ΣP για κάποια πεπεραρσµένη προβολική ανάλυση P → Z. Ο
ισοµορφισµός δυικότητάς του µας δίνει

C− = HomG(F−,M) = HomG(ΣP ,M) ≈ ΣP ⊗GM

και έτσι έχουµε

H i(C−) ≈ H−i(ΣP ⊗GM) = H−i−1(P ⊗GM) = H−i−1(G,M)

άρα καταλήγουµε

? Ĥ i(G,M) =

{
H i(G,M) i > 0

H−i−1(G,M) i < −1

και εποµένως υπάρχει η ακριβής ακολουθία

0→ Ĥ−1(G,M)→ H0(G,M)
α−→ H0(G,M)→ Ĥ0(G,M)→ 0.

Πρόταση 30. Η απεικόνιση α είναι η απεικόνιση norm N : MG →MG.

Απόδειξη. Εφόσον οι αναλύσεις F+ και P της παρατήρησης 3.3 είναι τυχαίες
πεπερασµένες προβολικές, µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι έχουν το ZG στην
µηδενική διάσταση και ότι ξεκινούν και οι δύο µε την κανονική επαύξηση ZG.
Τότε η απεικόνιση

η = ε∗ : Z→ ZG
δίνεται ως

η(1) =
∑
g∈G

g

Το διάγραµµα της παρατήρησης 3.3 ϑα πάρει την µορφή:
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M M

H0(G,M) H0(G,M)

N

α

γιατί
HomG(ZG,M) = M

Εδώ οι κάθετες απεικονίσεις είναι κανονικές απεικονίσεις M � MG και
MG ↪→M .

Συµπέρασµα 31. ΄Εχουµε εποµένως δείξει τα εξής

? Ĥ−1(G,M) = ker(N) ⊆ H0(G,M)

και
? Ĥ0(G,M) = coker(N)� H0(G,M).

∆ηλαδή έχουµε καταλήξει στα :

Ĥ i =


H i i > 0

H−i−1 i < −1

ker(N) i = −1

coker(N) i = 0

µε αντίστοιχα επιχειρήµατα καταλήγουµε στα:

Ĥi =


Hi i > 0

H−i−1 i < −1

coker(N) i = −1

ker(N) i = 0

∆ηλαδή Ĥi = Ĥ−i−1.

Τέλος, στο παρακάτω διάγραµµα συνοψίζουµε τα αποτελέσµατα:

H0 H1 H2 · · ·

· · · Ĥ−3 Ĥ−2 Ĥ−1 Ĥ0 Ĥ0 Ĥ2 · · ·

· · ·H2 H1 H0

N
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3.4 Ιδιότητες της συνοµολογίας Tate

Η συνοµολογία Tate ορίστηκε µέσω αναλύσεων και έτσι µπορεί να δειχθεί πως
πολλές ιδιότητες της H∗ συνεχίζουν να ισχύουν και για την Ĥ∗. Τέτοιες προ-
τάσεις είναι οι παρακάτω:

Πρόταση 32. Μια ϐραχεία ακριβής ακολουθία

0→M ′ →M →M ′′ → 0

από G-πρότυπα οδηγεί σε µια µακρά ακριβής ακολουθία

· · · δ−→ Ĥ i(G,M ′)→ Ĥ i(G,M)→ Ĥ i(G,M ′′)
δ−→ Ĥ i+1(G,M ′)→ · · ·

Το λήµµα του Shapiro πέρνει την παρακάτω µορφή:

Πρόταση 33. Αν H ⊆ G και M ένα H-πρότυπο, τότε

Ĥ∗(H,M) ≈ Ĥ∗(G,ZG⊗ZH M).

Απόδειξη. Εφόσον µια πλήρη αναλύση για την G µπορεί επίσης να ϑεωρηθεί
πλήρης ανάλυση οποιουδήποτε H ⊆ G, το λήµµα του Shapiro µπορεί να
περιγραφεί και σε αυτή την περίπτωση. Εφόσον η G είναι πεπερασµένη το
co-induction και το induction ταυτίζονται.

Πρόταση 34. Η Ĥ∗(G,ZG⊗A) = 0 για κάθε αβελιανή οµάδαA, και συνεπώς
κάθε Ĥ i είναι effaceable και co-effaceable.

Απόδειξη. Αυτό προκύπτει παίρνοντας H = {1} και παρατηρώντας ότι

Ĥ∗({1}, _) = 0.

Τα 32 και 34 µας επιτρέπουν να κάνουµε shifting-διάστασης. ∆ηλαδή για
δοθέν G-πρότυπο M µπορούν να ϐρεθούν G-πρότυπα K και C τ.ω.:

Πρόταση 35. Ĥ i(G,M) ≈ Ĥ i+1(G,K) και Ĥ i(G,M) ≈ Ĥ i−1(G,C) για
κάθε ακέραιο i.

Με επιχειρήµατα ανάλογα όπως στην H∗, µπορεί τώρα να δειχθεί ότι η
Tate συνοµολογία ορίζεται πλήρως από οποιοδήποτε µεµονωµένο συναρτητή
Ĥ i.

Σηµείωση. Για µία οποιαδήποτε H ⊆ G και ένα G-πρότυπο M , έχουµε τις
απεικονίσεις περιορισµού

HomG(F,M) ↪→ HomH(F,M)

και
HomH(F,M) ↪→ HomG(F,M)

όπου η δεύτερη απεικόνιση είναι µια απεικόνιση µεταφοράς.
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Πρόταση 36. Για µια H ⊆ G και ένα G-πρότυπο M , έχουµε µια απεικόνιση
περιορισµού

Ĥ∗(G,M)→ Ĥ∗(H,M)

και την απεικόνιση συ-περιορισµού

Ĥ∗(H,M)→ Ĥ∗(G,M).

Οι ιδιότητες των απεικονίσεων αυτών είναι ανάλογες όσων ισχύουν για τις απει-
κονίσεις περιορισµού και συ-περιορισµού.

Τώρα ϑα περιγράψουµε πως η ϑεωρία των cup γινοµένων επεκτείνεται στην
περίπτωση της Ĥ∗:

Πρόταση 37. Υπάρχει ένα γινόµενο cup

Ĥp(G,M)⊗ Ĥq(G,N)→ Ĥp+q(G,M ⊗N)

το οποίο έχει τις αντίστοιχες ιδιότητες που έχει και το cup όπως ορίζεται για την
περίπτωση της H∗(_, _).

Η κατασκευή του cup γινοµένου δεν µπορεί να γίνει µε ακριβώς τον ίδιο
τρόπο όπως στην περίπτωση της απλής συν-οµολογίας. Αυτό γιατί επιχει-
ϱώντας κανείς να εφαρµόσει µεθόδους όπως αυτόν που ϐασίζεται στο γεγο-
νός ότι το τανυστικό γινόµενο αναλύσεων είναι ανάλυση, δεν ϑα οδηγήσει σε
κάποια προφανή µέθοδο για τον ορισµό του γινοµένου cup εφόσον για µια
πλήρη ανάλυση F δεν είναι απαραίτητο η F ⊗ F να είναι επίσης πλήρης
ανάλυση. ΄Ετσι η εναλλακτική µέθοδος της διαγώνιας προσέγγισης είναι απα-
ϱαίτητη στην περίπτωση της Tate συν-οµολογίας αφού όµως χρησιµοποιηθεί
η κατάλληλη απεικόνιση διαγώνιας προσέγγισης.

Ορισµός 38 (πλήρες τανυστικό γινόµενο). Το γινόµενο C⊗̂C ′, όπου C, C ′

είναι διαβαθµισµένα πρότυπα, ϑα ορίζεται ως

(C⊗̂C ′)n =
∏

p+q=n

Cp ⊗ C ′q

και ϑα καλείται πλήρες τανυστικό γινόµενο

Παρατήρηση. Για δύο διαφορετικά διαβαθµισµένα πρότυπα D, D′ και απει-
κονίσεις u : C → D και v : C ′ → D′ ϐαθµού r και s αντίστοιχα, υπάρχει η
απεικόνιση ϐαθµού r + s:

u⊗̂v : C⊗̂C ′ → D⊗̂D′

που ορίζεται ως :

(u⊗̂v)n =
∏

p+q=n

(−1)psup ⊗ vq :
∏

p+q=n

Cp ⊗ C ′q →
∏

p+q=n

Dp+r ⊗D′q+s
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Σηµείωση. Για διαφορικό d, και F πλήρη ανάλυση ε : F → Z, το F ⊗̂F έχει
«µερικά διαφορικά» d⊗̂idF και idF ⊗̂d τα οποία µπορεί να ελεγθεί πως είναι
αντιµεταθετικά και µηδέν για «τετράγωνα». Εποµένως το «πλήρες διαφορικό»

∂ = d⊗̂idF + idF ⊗̂d

είναι µηδέν για τετράγωνα και κάνει το F ⊗̂F αλυσιδωτό σύµπλοκο.
Επιπλέον ϑα έχουµε την «επαύξηση»

ε⊗̂ε : F ⊗̂F → Z⊗̂Z = Z

Ορισµός 39 (πλήρης διαγώνια προσέγγιση). Με τον όρο «πλήρης διαγώνια
προσέγγιση» ϑα εννοούµε την αλυσιδωτή απεικόνιση ∆ : F → F ⊗̂F η οποία
διατηρεί τις επαυξήσεις.

Την ύπαρξη της παραπάνω απεικόνισης ϑα δείξουµε αργότερα (προσωρινά
ϑα υποθέτουµε την ύπαρξή της).

Ορισµός 40 (συν-αλυσιδωτό γινόµενο cup). Το συν-αλυσιδωτό γινόµενο cup
ϑα ορίζεται ως

HomG(F,M)⊗HomG(F,N)
^−→ HomG(F,M ⊗N)

όπου u ^ v = (u⊗̂v) ◦∆

Τώρα µε χρήση shifting-διάστασης επιχειρηµάτων ϑα δείξουµε πως το γι-
νόµενο cup είναι ανεξάρτητο της επιλογής των F και ∆.

Λήµµα 41. Υπάρχει ένα το πολύ γινόµενο cup για Ĥ∗(G, _), το οποίο να ικα-
νοποιεί τις αντίστοιχες ιδιότητες συµβατότητας µε τον συνδετικό οµοµορφισµό δ
και για τις ιδιότητες για γινόµενο cup για συντελεστές διάστασης 0, Ĥ0.

Απόδειξη. ΄Εστω ένα πρότυποM . Θεωρούµε το M̄ που έπεται από το πρότυπο
ZG⊗M και ϑεωρούµε την κανονική -διασπαστική ακριβής ακολουθία :

0→ K → M̄ →M → 0.

Για οποιοδήποτε G-πρότυπο N , η ακολουθία

0→ K ⊗N → M̄ ⊗N →M ⊗N → 0

είναι ακριβής και από αυτή έπεται το πρότυπο M̄⊗N . Εποµένως έχουµε τους
ισοµορφισµούς shifting-διάστασης :

δ : Ĥ i(G,M)
≈−→ Ĥ i+1(G,K)

και
δ : Ĥ i(G,M ⊗N)

≈−→ Ĥ i+1(G,K ⊗N)

επιπλέον κάθε γινόµενο cup συµβατό µε τον συνδετικό οµοµορφισµό, είναι
συµβατό µε αυτούς τους ισοµορφισµούς µε την έννοια ότι το παρακάτω δι-
άγραµµα µετατίθεται για κάθε v ∈ Ĥq(G,N):
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Ĥp(G,M) Ĥp+1(G,K)

Ĥp+q(G,M ⊗N) Ĥp+q+1(G,K ⊗N)

∗^v ∗^v

Ας υποθέσουµε τώρα πως υπάρχουν δύο τέτοια γινόµενα cup Ĥp ⊗ Ĥq →
Ĥp+q. Τότε αυτά ϑα συµφωνούν για p = q = 0 απο υπόθεση. Εποµένως
το παραπάνω διάγραµµα επιτρέπει να δείξουµε πως συµφωνούν στο p για
p ≤ 0 και q = 0 (µέσω ϕθίνουσας επαγωγής). ΄Οµοια, γράφοντας το N ως
πηλίκο ενός επαγόµενου (induced) προτύπου, µπορούµε να επεκτείνουµε την
επαγωγή στο q για την περίπτωση p ≤ 0, q ≤ 0. Στην συνέχεια εµφυτεύοντας
το M σε ένα επαγόµενο πρότυπο δείχνουµε επαγωγικά πως τα γινόµενα cup
συµφωνούν για αυθαίρετο p και q ≤ 0. Τέλος εµφυτεύοντας και το N σε
επαγόµενο πρότυπο δείχνουµε πως συµφωνούν για κάθε p και q.

Υποθέτοντας την ύπαρξη της ∆ µπορούν να δειχθούν όλες οι αντίστοιχες ιδι-
ότητες του γινοµένου cup, όπως:

� προσεταιριστικότητα (µε shifting διάστασης)

� µεταθετικότητα (ανάλογη απόδειξη ή έµµεσα µε χρήση λήµµατος 41)

� το 1 ∈ Z/|G| · Z = Ĥ0(G,Z) αποτελεί ταυτότητα (ανάλογη απόδειξη ή
µε shifting διάστασης)

� το γινόµενο cup σέβεται τις απεικονίσεις περιορισµού και συ-περιορισµού
(αποδείξεις ανάλογες ή µέσω shifting διάστασης)

Θα χρειαστούµε τρία λήµµατα για να προχωρήσουµε στην απόδειξη ύπαρξης
της «διαγώνιας προσέγγισης», ολοκληρώνοντας έτσι την κατασκευή του γινο-
µένου cup:

Λήµµα 42. Το F ⊗̂F είναι άκυκλο και σχετικά εµφυτεύσιµο (για κάθε διάσταση)

Απόδειξη. Από το γεγονός ότι για κάθε κατευθυνόµενο γινόµενο σχετικών εµ-
ϕυτεύσεων είναι σχετικά εµφυτεύσιµο, έπεται ότι είναι σχετικά εµφυτεύσιµο.
Τώρα για το «άκυκλο», έστω h : F → F µια συσταλτή οµοτοπία για το F ϑε-
ωρούµενο ως σύµπλοκο αβελιανών οµάδων και έστω H = h⊗̂idF . Το H είναι
µια συσταλτή οµοτοπία για το F ⊗̂F γιατί έχουµε:

∂H +H∂ = (d⊗̂idF + idF ⊗̂d) ◦ (h⊗̂idF )

+ (h⊗̂idF ) ◦ (d⊗̂idF + idF ⊗̂d)

= dh⊗̂idF − h⊗̂d+ hd⊗̂idF + h⊗̂d
= (dh+ hd)⊗̂idF
= idF ⊗̂idF
= idF ⊗̂F
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απ΄όπου έπεται το Ϲητούµενο.

Λήµµα 43. ΄Εστω (C, ∂) και (C ′, ∂′) δύο άκυκλα αλυσιδωτά σύµπλοκα από
ZG-πρότυπα. Υποθέτουµε πως τα Ci είναι προβολικά και κάθε C ′i είναι σχετικά
εµφυτεύσιµο. Εάν τ0 : C0 → C ′0 είναι µια απεικόνιση τ.ω. ∂′0τ0∂1 = 0, τότε η τ0

επεκτείνεται σε µια αλυσιδωτή απεικόνιση τ : C → C ′.

Απόδειξη. Εφόσον το C είναι προβολικό και το C ′ άκυκλο, η (τi)i≥0 µπορεί
να κατασκευαστεί όµοια όπως η αντίστοιχη απεικόνιση στην πρόταση 19. Από
το 24 γνωρίζουµε ότι το C ′ είναι σχετικά εµφυτεύσιµο και άκυκλο, εποµένως
η (τi)i≥0 µπορεί να επεκταθεί για αρνητικές διαστάσεις µέσω της 19.

Λήµµα 44. ΄Εστω C ένα admissible άκυκλο σύµπλοκο από ZG-πρότυπα. Για
κάθε προβολικό ZG-πρότυπο P το πρότυπο P ⊗C (υπό την διαγώνια G-δράση)
είναι συσταλτό ως σύµπλοκο ZG-προτύπων.

Απόδειξη. Αρκεί να δειθχούν τα προηγούµενα για P = ZG. Από την πρόταση
8 έχουµε ότι ZG ⊗ C είναι ισοµορφικό µε το επαγόµενο σύµπλοκο ZG ⊗ C ′
όπου C ′ είναι το C ϑεωρούµενο ως σύµπλοκο αβελιανών οµάδων. Εφόσον το
C ′ είναι συσταλτό (από υπόθεση) έπεται ότι το ZG⊗ C είναι συσταλτό.

Τώρα έχουµε ότι χρειάζεται για να προχωρήσουµε στην απόδειξη του 37.

Απόδειξη (του 37). Υπό την οπτική των 42 και 43 η κατασκευή της ∆ : F →
F ⊗̂F µπορεί να αναθχεί στην κατασκευή µιας απεικόνισης α = (αp) : F0 →∏
p∈Z Fp ⊗ F−p τ.ω.

1. ∂α|B0 = 0

2. και (ε⊗ ε)α0 = ε όπου B0 ⊂ F0 είναι το πρότυπο ΄συνόρων΄.

΄Εστω
∂′pq = dp ⊗ Fq : Fp ⊗ Fq → Fp−1 ⊗ Fq

και έστω
∂′′pq = (−1)pFp ⊗ dq : Fp ⊗ Fq → Fp ⊗ Fq−1.

Τότε η
∂α : F0 →

∏
p∈Z

Fp−1 ⊗ F−p

έχει συνιστώσες ∂′p,−pαp+∂′′p−1,1−pαp−1. ΄Ετσι το (1) είναι ισοδύναµο µε το (1΄):
(∂′αp+∂′′αp−1)|B0 = 0 (µε παράληψη των δεικτών στα διαφορικά). Αρχίζουµε
την κατασκευή της α ϑεωρώντας πως η απεικόνιση α0 : F0 → F0 ⊗ F0 είναι
οποιαδήποτε απεικόνιση ικανοποιεί το (2). Αυτό είναι εφικτό διότι το F0 είναι
προβολικό. Υποθέτοντας πως p > 0 και ότι η αp−1 έχει οριστεί, ϑα ϑέλαµε να
ορίσουµε µια αp : Fp ⊗ F−p τ.ω. το παρακάτω διάγραµµα:
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B0

Fp ⊗ F−p Fp−1 ⊗ F−p Fp−2 ⊗ F−p

β|B0

αp|B0

∂′ ∂′

όπου β = −∂′′αp−1, να είναι µεταθετικό.
Ισχυριζόµαστε πως ∂′β|B0 = 0. Ειδικότερα αν p > 1 µπορούµε να υπο-

ϑέσουµε επαγωγικά ότι (∂′αp−1 + ∂′′αp−2)|B0 = 0 ώστε στο B0 να έχουµε

∂′β = −∂′∂′′αp−1

= −∂′′∂′αp−1

= −∂′′∂′′αp−2

= 0

στην περίπτωση που p = 1 τότε στο B0 έχουµε

∂′β = −∂′∂′′α0

= −(d0 ⊗ d0)α0

= −(η ⊗ η)(ε⊗ ε)α0

= −(η ⊗ η)ε

= 0

Αυτό αποδεικνύει τον ισχυρισµό. Από το λήµµα 44 έχουµε ότι το σύµπλο-
κο (F∗ ⊗ F−p, ∂′) είναι συσταλτό. Και εποµένως µπορούµε να συµπληρώσου-
µε το επαγωγικό ϐήµα επιλέγοντας µια συσταλτή οµοτοπία h και ϑέτοντας
αp = hβ. Με αντίστοιχο επιχείρηµα µπορεί να κατασκευαστεί το αp για p < 0
µε ϕθίνουσα επαγωγή. ΄Ετσι η απόδειξη του 37 είναι πλήρης.

Με ανάλογο τρόπο ορίζει κανείς γινόµενα cap για την ϑεωρία Tate.

3.5 ΄Ενα ϑεώρηµα δυικότητας

Σκοπός αυτής της παραγράφου ϑα είναι να δείξουµε πως οι οµάδες Ĥ i(G,Z)
και Ĥ−i(G,Z) είναι δυικές πεπερασµένες αβελιανές οµάδες των οποίων η
δυικότητα δίνεται από το γινόµενο cup:

Ĥ i(G,Z)⊗ Ĥ−i(G,Z)→ Ĥ0(G,Z) = Z/|G| · Z.

Θα δώσουµε µια απόδειξη µε χρήση της οµολογίας Tate. ΄Οµως πρώτα,
ϑα παρουσιάσουµε κάποια στοιχεία δυικότητας αβελιανών οµάδων:
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Για κάθε αβελιανή οµάδα A ϑέτουµε A′ = Hom(A,Q/Z). Ο συναρτητής
(_)′ είναι contravariant και ακριβής και το Q/Z εµφυτευτικό. Εάν nA = 0
για κάποιο ϑετικό n τότε µπορούµε να ταυτίσουµε το A′ µε Hom(A,Zn) διότι
ϑα έχουµε

Hom(A,Q/Z) = Hom(A,n−1Z/Z) ≈ Hom(A,Z/nZ).

Συγκεκριµένα αν το A είναι n τάξης τότε το ίδιο ισχύει και για το A′. ΄Αρα
καταλήξαµε στο παρακάτω:

Λήµµα 45. A ≈ A′ για κάθε πεπερασµένη αβελιανή οµάδα A.

Σηµείωση. Ο παραπάνω ισοµορφισµός δεν είναι ο ϕυσικός, για τον ϕυσικό ϑα
πρέπει να περάσουµε στο δις-δυικό δηλαδή: Υπάρχει µια ϕυσική απεικόνιση
A → A′′ δωσµένη ως α 7→ (f 7→ f(α)) που είναι ισοµορφισµός αν το A είναι
πεπερασµένο.

Ορισµός 46 (Ϲεύγος δυικότητας). Θα λέµε ότι µια απεικόνιση ρ : A⊗B → Q/Z
η οποία επάγει µια απεικόνιση ρ : A → B′ είναι Ϲεύγος δυικότητας (duality
pairing) αν η ρ είναι ισοµορφισµός.

Λήµµα 47. ΄Ενα Ϲεύγος δυικότητας από πεπερασµένες αβελιανές οµάδες πα-
ϱέχει έναν ισοµορφισµό απο την µία στο δυικό της άλλης.

Απόδειξη. Η απεικόνιση ρ επάγει (επιπλέον) µια απεικόνιση

ρ : B → A′

η οποία είναι ισοδύναµη µε την σύνθεση B → B′′
ρ′−→ A′. ΄Επεται πως αν τα

A και B είναι πεπερασµένα τότε η ρ είναι Ϲεύγος δυικότητας ανν η ρ είναι
ισοµορφισµός.

Αν nA = 0 και nB = 0 τότε µπορούµε µε όµοιο τρόπο να µιλούµε για δυικό
Ϲεύγος A⊗B → Zn.

Ορισµός 48 (evaluation Ϲεύγος). Για οµάδα G και M ένα G-πρότυπο, έχουµε
ότι τοM ′ = Hom(M,Q/Z) µπορεί να δεχθεί µιαG-δράση µε τον συνήθη τρόπο :
(gu)(m) = u(g−1m) για g ∈ G, u ∈M ′, m ∈M . Η

ρ : H i(G,M ′)⊗Hi(G,M)→ Q/Z

ϑα ονοµάζεται evaluation Ϲεύγος και κατασκευάζεται µε σύνθεση της 〈·, ·〉 (των
γινοµένων cap) και της evaluation απεικόνισης

M ′ ⊗GM → Q/Z.

΄Οµοια, για G πεπερασµένη, υπάρχει το Ϲεύγος

ρ̂ : Ĥ i(G,M)⊗ Ĥi(G,M)→ Q/Z.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΣΥΝΟΜΟΛΟΓΙΑ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΩΝ ΟΜΑ∆ΩΝ 22

Πρόταση 49. Τα Ϲεύγη ρ και ρ̂ είναι Ϲεύγη δυικότητας. ΄Αρα

H i(G,M ′) ≈ Hi(G,M)′

για κάθεG καιM , και επιπλέόν Ĥ i(G,M ′) ≈ Ĥi(G,M)′ αν ηG πεπερασµένη.

Απόδειξη. ΄Εστω F µια προβολική ανάλυσηZ πάνω στοZG. Τότε HomG(F,M ′) =
HomG(F,Hom(M,Q/Z)) ≈ HomG(F⊗M,Q/Z) = HomG(F⊗GM,Q/Z) =
(F ⊗GM)′. Εφόσον ο (_)′ είναι ακριβής, µπορούµε να περάσουµε σε οµολο-
γίες και έχουµε

H∗(G,M ′) ≈ H∗(G,M ′).

Εύκολα ελέγχεται ότι αυτός ο ισοµορφισµός αντιστοιχεί στο Ϲεύγος ρ. Με
αντίστοιχο επιχείρηµα δείχνεται για το ρ̂.

Τώρα ϑα υποθέτουµε ότι η G είναι πεπερασµένη. Θα δείξουµε την ύπαρξη
ενός ισοµορφισµού της µορφής Ĥ i(G,M) ≈ Ĥ−1−i(G,M), ο οποίος δίνεται
µέσω γινοµένου cap µε µια ¨θεµελιώδης κλάση¨.

Λήµµα 50. ΄Εστω C αλυσιδωτό σύµπλοκο πεπερασµένα παραγόµενων προ-
ϐολικών R-προτύπων, και C το δυικό σύµπλοκο πεπερασµένα παραγόµενων
προβολικών δεξιών R-προτύπων HomR(C,R). Για κάθε z ∈ (C⊗̂RC)n
και κάθε αλυσιδωτό σύµπλοκο C ′, υπάρχει µια διαβαθµισµένη απεικόνιση
ψz : HomR(C,C ′) → C⊗̂RC ′ τάξης n και δίνεται ως ψz(u) = (idC⊗̂u)(z).
Θεωρώντας τα παραπάνω, υπάρχει ένας ¨κύκλος¨ z ∈ (C⊗̂RC)0 ώστε για κάθε

C ′, ψz να είναι το αντίστροφο του ισοµορφισµού φ : C⊗̂RC ′
≈−→ HomR(C,C ′).

Πρόταση 51. Υπάρχει ένα στοιχείο z ∈ Ĥ−1(G,Z) τέτοιο ώστε η απεικόνιση
γινοµένου cap _ z : Ĥ i(G,M) → Ĥ−1−i(G,M) να είναι ισοµορφισµός για
κάθε G-πρότυπο M .

Απόδειξη. ΄Εστω (F, d) µια πλήρης ανάλυση πεπερασµένου τύπου, µε d0 = ηε
(όπως στην υποπαράγραφο 3.2) και έστω F το δυικό σύµπλοκο HomG(F,ZG).
Εποµένως F i = (F−i)

∗. Από την απόδειξη 28 γνωρίζουµε ότι το F ϑα παραµε-
ίνει προβολικό και άκυκλο. Ο συνοριακός τελεστής F 1 → F 2 είναι η σύνθεση

(F−1)∗
η∗−→ Z ε∗−→ (F0)∗

όπου η∗ επιµορφισµός και ε∗ µονοµορφισµός. Αν εξαιρέσουµε τους δείκτες
το F είναι µια πλήρης ανάλυση (ειδικότερα το F είναι το suspension ΣE
µιας πλήρης ανάλυσης E). Τώρα εφαρµόζουµε τον ισοµορφισµό δυικότητας
HomG(F,M) ≈ F ⊗GM . Αυτό οδηγεί στο :

Ĥ i(G,M) ≈ H−i(F ⊗GM) = H−i−1(E ⊗GM) = Ĥ−i−1(G,M).

Ισχυριζόµαστε πως αυτός ο ισοµορφισµός δίνεται (παραλείποντας πρόσηµα)
από ένα γινόµενο cap µε ένα καθολικό στοιχείο z ∈ Ĥ−1(G,Z). ΄Εστω w0 να
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είναι ο 0-κύκλος στο F ⊗̂GF που µέσω του κανονικού ισοµορφισµού F ⊗̂GF ≈
HomG(F, F ) αντιστοιχεί στο idF . Με χρήση του συµβολισµού του λήµµατος
50, ϐρίσκουµε τον ισοµορφισµό

HomG(F,M)
≈−→ F ⊗GM

που χρησιµοποιήθηκε παραπάνω είναι η απεικόνιση ψw0 . Τώρα έχουµε
F ⊗̂GF = ΣE⊗̂GF , έτσι το w0 µπορεί επίσης να ϑεωρηθεί ως ενας (−1)-
κύκλος w−1 στο E⊗̂GF . Επιπλέον µε έλεγχο των ορισµών µπορούµε να κα-
ταλήξουµε ότι η απεικόνιση

ψw−1HomG(F,M)i → (E ⊗GM)i−1

είναι ισοδύναµη µε την :

(−1)iψw0 : HomG(F,M)i → (F ⊗GM)i.

Εποµένος ο ισοµορφισµός Ĥ i(G,M)→ Ĥ−i−1(G,M) επάγεται (παραβλέπο-
ντας πρόσηµα) από την ψw−1. Από την άλλη όµως η ψw−1 είναι ακριβώς το
συνθετικό γινόµενο (composition product) µε w−1. Εποµένως επάγει το γι-
νόµενο cap µε την κλάση z ∈ Ĥ−1(G,Z) αναπαραστώµενη από το w−1. Αυτό
αποδεικνύει τον ισχυρισµό και την πρόταση.

Παρατήρηση. Το στοιχείο z που εµφανίζεται παραπάνω, είναι απαραίτητα γεν-
νήτορας της κυκλικής οµάδας Ĥ−1(G,Z) = Z/|G|Z. Για τον ισοµορφισµό του
γινοµένου cap _ z : Ĥ0(G,Z) → Ĥ−1(G,Z) στέλνει το 1 ∈ Ĥ0(G,Z) =
(Z/|G|Z) στο 1 _ z = z.

Συµπέρασµα 52. Για κάθε G-πρότυπο M , η σύθεση

Ĥ i(G,M ′)⊗ Ĥ−1−i(G,M)
^−→ H−1(G,M ′ ⊗M)

α∗−→ Ĥ−1(G, Q̂/Z)

είναι δυικό Ϲεύγος, όπου το α∗ επάγεται από την ¨κανονική¨ Ϲεύξη :

α : M ′ ⊗M → Q/Z.

Σηµείωση. Παρατηρούµε ότι το παραπάνω ϐγάζει νόηµα γιατί :

Ĥ−1(G,Q/Z) = ker{N : (Q/Z)G → (Q/Z)G} = |G|−1Z/Z

και το Ĥ∗(G, _) µηδενίζεται από το |G|.

Απόδειξη. Από τις προτάσεις 49 και 51 έχουµε

Ĥ i(G,M ′)
≈−→ Ĥi(G,M)′

≈−→ Ĥ−1−i(G,M)′.

Ο σύνθετος ισοµορφισµός δίνεται από u 7→ (v 7→ α〈u, v _ z〉) όπου η α :
M ′ ⊗GM → Q/Z επάγεται από το α. Εφόσον α〈u, v _ z〉 = α〈u ^ v, z〉 =
〈α∗(u ^ v), z〉, προκύπτει πως η σύνθεση:

Ĥ i(G,M ′)⊗Ĥ−1−i(G,M)
^−→ Ĥ−1(G,M ′⊗M)

α∗−→ Ĥ−1(G,Q/Z)
〈_,z〉−−−→ Q/Z
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είναι ένα δυικό Ϲεύγος. Για την ολοκλήρωση της ϑα πρέπει να σηµειώσουµε ότι
η 〈_, z〉 απεικονίζει το Ĥ−1(G,Q/Z) ισοµορφικά επί του |G|−1Z/Z. Πράγµατι,
η 〈_, z〉 είναι η σύνθεση: Ĥ−1(G,Q/Z)

≈−→ Ĥ−1(G,Z)′ → Q/Z, όπου η πρώτη
απεικόνιση δίνεται από την πρόταση 49 και η δεύτερη είναι το evaluation στον
γεννήτορα z ∈ Ĥ−1(G,Z). Παρατηρούµε πως αν A είναι µια πεπερασµένη
κυκλική οµάδα, τότε η απεικόνιση evaluation στον γεννήτορα του A δίνει έναν
ισοµορφισµό A′ ≈−→ |A|−1Z/Z.

Θεώρηµα 53. Το γινόµενο cup Ĥ i(G,Z)⊗Ĥ−i(G,Z)→ Ĥ0(G,Z) = Z/|G|·Z
είναι δυικό Ϲεύγος.

Απόδειξη. Εφόσον Ĥ∗(G,Q) = 0, η ακολουθία 0 → Z → Q → Q/Z → 0
οδηγεί για κάθε j σε έναν ισοµορφισµό:

Ĥj(G,Q/Z)
≈−→ Ĥj+1(G,Z).

΄Εχουµε επιπλέον το µεταθετικό διάγραµµά (λόγω ιδιοτήτων των γινοµένων
cup):

Ĥ i−1(G,Q/Z)⊗ Ĥ−i(G,Z) Ĥ−1(G,Q/Z)

Ĥ i(G,Z)⊗ Ĥ−i(G,Z) Ĥ0(G,Z).

^

δ⊗id≈ δ≈

^

Γνωρίζουµε από την συµπέρασµα 52 πως η πάνω σειρά είναι δυικό Ϲεύγος,
αυτό µπορούµε να το δούµε αντικαθιστώντας τοM µε Z. ΄Οµοια, δυικό Ϲεύγος
είναι επίσης και η κάτω σειρά.

3.6 Συνοµολογιακά τετριµµένα πρότυπα

Ορισµός 54 (συνοµολογικά τετριµµένο G-πρότυπο). ΄Εστω G πεπερασµένη
οµάδα. ΄Ενα G-πρότυπο καλείται ¨συνοµολογιακά τετριµµένο¨ αν:

Ĥ i(H,M) = 0 ∀i ∈ Z και ∀ H ⊆ G.

Παράδειγµα. Για παράδειγµα κάθε επαγόµενο πρότυπο ZG ⊗ A είναι σύνο-
µολογιακά τετριµµένο γιατί το ZG ⊗ A συνεχίζει να είναι επαγόµενο πρότυπο
όταν ϑεωρηθεί ως ένα H-πρότυπο για οποιαδήποτε H υποοµάδα της G. (από
την πρόταση 34).

Σηµείωση. Ισχύει ότι για k οποιοδήποτε µεταθετικό δακτύλιο, κάθε ελεύθερο
kG-πρότυπο είναι συνοµολογιακά τετριµµένο. Εποµένως, το ίδιο ισχύει και για
κάθε προβολικό kG-πρότυπο.

Σε αυτή την υποπαράγραφο, στόχος ϑα είναι να δείξουµε πως:
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1. υπο τις κατάλληλες υποθέσεις τα συνοµολογιακά τετριµµένα kG-πρότυπα
είναι προβολικά (δλδ το αντίστροφο της παραπάνω σηµείωσης) και

2. να ϐρούµε κάποια κριτήρια για να αποφανθούµε εάν ένα πρότυπο είναι
οµολογιακά τετριµµένο.

Η παρακάτω πρόταση είναι για την περίπτωση όπου η G είναι p-οµάδα για
p πρώτο :

Πρόταση 55. Αν η G είναι µια p-οµάδα και το M ένα G-πρότυπο του οποίου
κάθε στοιχείο είναι τάξης ίσης µε δύναµη του p, τότε MG 6= 0.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι τοM είναι πεπερασµένα παραγόµενο ωςG-πρότυπο
(άρα και ως αβελιανή οµάδα). ΄Οµως τότε τοM ϑα είναι πεπερασµένο και τάξης
κάποιας δύναµης του p. Εφόσον κάθεG-τροχιά στοM έχει τάξη pα για κάποιο
α ≥ 0, έπεται ότι |MG| ≡ |M | ≡ 0modp ώστε MG 6= 0.

Συµπέρασµα 56. Αν k σώµα χαρακτηριστικής p, G µία p-οµάδα και M ένα
απλό kG-πρότυπο (δλδ πρότυπο που δεν περιέχει µη µηδενικά υποπρότυπα),
τότε M ≈ k µέσω της τετριµµένης G-δράσης.

Απόδειξη. Από την πρόταση 55 έχουµε ότιMG 6= 0. Πρέπει να έχουµεMG =
M , και ηG δρα στοM τετριµµένα. Τέλος, επειδή είναι απλό πρότυπο, έχουµε
ότι dimKM = 1.

Συµπέρασµα 57. Αν G είναι µια p-οµάδα και k σώµα χαρακτηριστικής p τότε
το ιδεώδες επαύξησης I του kG είναι µηδενοδύναµο.

Σηµείωση (υπενθύµιση). Το I είναι ιδεώδες επαύξησης του kG αν ο πυρήνας
του οµοµορφισµού k-άλγεβρας ε : kG → k µε ε(g) = 1 ∀g ∈ G. ΄Η αλλιώς το
I είναι ¨µηδενιστής¨ του kG-προτύπου.

Απόδειξη. Η διάσταση του kG πάνω στο k είναι πεπερασµένη. Εποµένως
µπορούµε να επιλέξουµε µια συνθετική σειρά

0 = J0 ⊂ J1 ⊂ · · · ⊂ Jn = kG

για kG ϑεωρούµενο ως ένα αριστερό kG-πρότυπο. Εποµένως κάθε Ji είναι
ένα αριστερό ιδεώδες και τα Ji/Ji−1 είναι απλά για 1 ≤ i ≤ n. Απο το
συµπέρασµα 56, το I µηδενίζει το Ji/Ji−1, και άρα IJi ⊆ Ji−1. Εποµένως
In = InJn ⊆ J0 = 0.

Συµπέρασµα 58. ΄Εστω G µια p-οµάδα και k σώµα χαρακτηριστικής p. ΑνM
είναι ένα kG-πρότυπο τ.ω. H0(G,M) = 0 τότε M = 0.

Απόδειξη. Είναι εύκολο να ελεγχθεί ότι H0(G,M) = M/IM . Εποµένως

H0(G,M) = 0⇒M = IM ⇒M = InM

για κάθε n. Από την οπτική του συµπεράσµατος 57 αυτό συνεπάγεται ότι
M = 0.
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Θεώρηµα 59. ΄Εστω µια p-οµάδα G και k σώµα χαρακτηριστικής p. Οι επόµε-
νες συνθήκες είναι ισοδύναµες για ένα kG-πρότυπο :

1. Το M είναι ελεύθερο.

2. Το M είναι προβολικό.

3. Το M είναι συνοµολογιακά τετριµµένο.

4. H1(G,M) = 0.

5. Ĥ i(G,M) = 0 για κάποιο i ∈ Z.

Απόδειξη. Οι συνεπαγωγές από το 1 εώς το 5 είναι προφανείς. Θα δείξουµε τις
συνεπαγωγές 4⇒ 5 και την 5⇒ 4. Επιλέγουµε µια k-ϐάση για το διανυσµα-
τικό χώρο MG, ανυψώνουµε τα στοιχεία της ϐάσης στα στοιχεία mj(j ∈ J)
του M . ΄Εστω F ένα ελεύθερο kG-πρότυπο µε ϐάση (ej)j∈J και ορίζουµε
την f : F → M ως f(ej) = mj . Εποµένως από κατασκευής έχουµε τον
ισοµορφισµό

H0(G, f) : H0(G,F )→ H0(G,M).

Λόγω ακρίβειας της H0(G, _) προς τα δεξιά, έχουµε ότι H0(G, coker(f)) = 0
και µέσω του συµπεράσµατος 58 έχουµε ότι coker(f) = 0. Θεωρούµε τώρα
την µακρά ακριβή ακολουθία που σχετίζεται µε την

0→ ker(f)→ F →M → 0.

Εάν H1(G,M) = 0 τότε επειδή η H0(G, f) είναι ισοµορφισµός προκύπτει ότι
H0(G, ker(f)) = 0. Εφαρµόζοντας και πάλι το συµπέρασµα 58, συµπερα-
ίνουµε πως ker(f) = 0 και άρα η f είναι ισοµορφισµός. ∆ηλαδή τοM πρέπει
να είναι ελεύθερο, έχοντας έτσι δείξει ότι 4⇒ 1.

Υποθέτουµε τώρα ότι το 5 ισχύει. Μέσω shifting-διάστασης µπορούµε να
ϐρούµε ένα kG-πρότυποN ώστε Ĥn(G,N) ≈ Ĥn+i+2(G,M) για κάθε n ∈ Z.
Ειδικότερα, H1(G,N) = Ĥ−2(G,N) = Ĥ i(G,M) = 0, και εποµένως λόγω
της προηγούµενης παραγράφου το N είναι ελεύθερο. Τότε όµως Ĥ∗(G,N) =
0, και εποµένως Ĥ∗(G,M) = 0 και άρα H1(G,M) = 0. ∆ηλαδή 5⇒ 4.

Σηµείωση. Συγκεκριµένα, από το παραπάνω ϑεώρηµα, προκύπτει ότι αν η G
είναι µια µη-τετριµµένη p-οµάδα, τότε H i(G,Zp) 6= 0 για κάθε i > 0.

Παρακάτω, συνεχίζοντας µε την υπόθεση πως η G είναι p-οµάδα, ϑα συµπε-
ϱιλάβουµε ακόµα πιο γενικά G-πρότυπα.

Λήµµα 60. ΄Εστω µια p-οµάδαG και έναG-πρότυποM το οποίο είναι ελεύθερο
p-στρέψης. Αν χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό Mp = M ⊗ Zp = M/pM , τότε

ισχύει : Για κάθε i ∈ Z, Ĥ i(G,Mp) = 0 αν και µόνο αν

Ĥ i(G,M) = Ĥ i+1(G,M) = 0.
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Απόδειξη. Η ϐραχεία ακριβής ακολουθία

0→M
p−→M →Mp → 0

µας οδηγεί στην ακριβή ακολουθία :

Ĥ i(G,M)
p−→ Ĥ i(G,M)→ Ĥ i(G,Mp)→ Ĥ i+1(G,M)

p−→ Ĥ i+1(G,M).

Αν ισχύει ότι Ĥ i(G,M) = Ĥ i+1(G,M) = 0, τότε Ĥ i(G,Mp) = 0. Αν α-
ντίστροφα Ĥ i(G,Mp) = 0 τότε συµπεραίνουµε ότι η Ĥ i(G,M) είναι µια
p-διαιρέσιµη οµάδα και η Ĥ i+1(G,M) είναι ελεύθερη p-στρέψης. ΄Οµως η
Ĥ∗(G,M) µηδενίζεται από την |G| η οποία είναι δύναµη του p. Εποµένως
Ĥ i+1(G,M) = 0.

Θεώρηµα 61. Αν G είναι µια p-οµάδα, τότε οι παρακάτω συνθήκες είναι για
κάθε G-πρότυπο ισοδύναµες :

1. Το M είναι συνοµολογιακά τετριµµένο.

2. Για δύο διαδόχικούς ακέραιους i: Ĥ i(G,M) = 0.

? Αν επιπλέον τοM είναι ελεύθερο p-στρέψης, τότε τα προηγούµενα είναι
επίσης ισοδύναµα µε τα :

3. Ĥ i(G,Mp) = 0 για κάποιο i.

4. Το Mp είναι συνοµολογιακά τετριµµένο

5. Το Mp είναι ελεύθερο πάνω στο Zp[G].

Απόδειξη. Αρχικά υποθέτουµε πως το M είναι ελεύθερο p-στρέψης. Τότε το
1⇒ 2 είναι τετριµµένο, το 2⇒ 3 προκύπτει από το λήµµα 60, από το ϑεώρηµα
59 έχουµε τα 3 ⇔ 4 ⇔ 5, και το 4 ⇒ 1 από το λήµµα 60 όταν εφαρµοστεί
για G και όλες του τις υποοµάδες. Εάν το M είναι τυχαίο, µπορούµε τότε να
αποδείξουµε την ισοδυναµία των 1 και 2 µε χρήση shifting-διάστασης. Τότε ϑα
το πρόβληµα ϑα έχει µειωθεί σε αυτό της προηγούµενης περίπτωσης εφόσον
µπορούµε να επιλέξουµε µια ακριβή ακολουθία

0→M ′ → F →M → 0

µε το F ελεύθερο πάνω στο ZG και στην συνέχεια εφαρµόζουµε την προηγο-
ύµενη περίπτωση για M ′.

Στην συνέχεια εργαζόµαστε για την περίπτωση που η G είναι τυχαία πεπερα-
σµένη οµάδα:
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Πρόταση 62. ΄Ενα G-πρότυπο είναι συνοµολογιακά τετριµµένο αν και µόνο
αν ο περιορισµός του στην G(p) είναι συνοµολογιακά τετριµµένος για κάθε p.
΄Οπου η G(p) συµβολίζει µια p-Sylow υποοµάδα για p πρώτο που να διαιρεί την
|G|.

Απόδειξη. Το αντίστροφο της ισοδυναµίας είναι τετριµµένο. Για το ευθύ, πα-
ϱατηρούµε πως αν ο περιορισµός του M στην G(p) είναι συνοµολογιακά τε-
τριµµένος τότε Ĥ∗(P,M) = 0 για οποιαδήποτε p-οµάδα P ⊆ G. Γνωρίζουµε
ότι gPg−1 ⊆ G(p) για κάποιο g ∈ G και έτσι υπάρχει ένας ισοµορφισµός
συζυγίας :

Ĥ∗(P,M) ≈ Ĥ∗(gPg−1,M) = 0.

Αν η H ⊆ G είναι τυχαία υποοµάδα, γνωρίζουµε από την ϑεωρία µεταφοράς
(transfer) ότι

Ĥ∗(H,M) =
⊕
p

Ĥ∗(H,M)(p) ↪→
⊕
p

Ĥ∗(H(p),M) = 0,

όπου το p τρέχει στις τιµές των πρώτων που διαιρούν την |H| ενώ H(p) ε-
ίναι p-Sylow υποοµάδα της H. Συµπεραίνουµε εποµένως πως το M είναι
συνοµολογιακά τετριµµένο.

Η πρόταση 62 σε συνδυασµό µε τα προηγούµενα αποτελέσµατα για οµο-
λογιακά τετριµµένα πρότυπα πάνω σε p-οµάδες απαντούν στο 2ο πρόβληµα
που καταγράφηκε στην αρχή της υποπαραγράφου:

Θεώρηµα 63. ΄ΕναG-πρότυπο είναι συνοµολογιακά τετριµµένο αν και µόνο αν
για κάθε p πρώτο υπάρχουν δύο διαδοχικοί ακαίρεοι i ώστε Ĥ i(G(p),M) = 0.

Την απάντηση στο 1ο πρόβληµα που καταγράφηκε στην αρχή της υποπα-
ϱαγράφου δίνει το παρακάτω ϑεώρηµα, αφού πρώτα όµως διατυπώσουµε ένα
λήµµα που ϑα ϕανεί χρήσιµο στην απόδειξή του:

Λήµµα 64. ΄Εστω M και K δύο G-πρότυπα τα οποία είναι Z-ελεύθερα. Αν το
M συνοµολογιακά τετριµµένο τότε το ίδιο ισχύει και για το Hom(M,K).

Απόδειξη. Λόγω της πρότασης 62, ϑα χρειαστεί να λάβουµε υπόψιν µόνο την
περίπτωση όπου η G είναι µια p-οµάδα. Από το ϑεώρηµα 61 γνωρίζουµε
πως αρκεί να δείξουµε ότι το Hom(M,K)p είναι συνοµολογιακά τετριµµένο.
Εφόσον το M είναι Z-ελεύθερο, από την ακριβή ακολουθία

0→ K
p−→ K → Kp → 0

παίρνουµε την ακριβή ακολουθία :

0→ Hom(M,K)
p−→ Hom(M,K)→ Hom(M,Kp)→ 0.

Εποµένως

Hom(M,K)p ≈ Hom(M,Kp) = Hom(Mp,Kp).
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΄Οµως τοMp είναι Zp[G]-ελεύθερο λόγω του ϑεωρήµατος 61. Τέλος µπορεί να
δειχθεί πως το Hom(Mp,Kp) είναι επαγόµενο (induced) και άρα συνοµολο-
γιακά τετριµµένο.

Θεώρηµα 65. ΄ΕστωM ένα G-πρότυπο το οποίο είναι Z-ελεύθερο και συνοµο-
λογιακά τετριµµένο, τότε το M είναι ZG-προβολικό.

Απόδειξη. Επιλέγουµε µια ϐραχεία ακριβής ακουλουθία

0→ K → F →M → 0

µε το F να είναι ZG-ελεύθερο. Θα δείξουµε ότι τοM είναι ευθύ άθροισµα του
F και εποµένως προβολικό, δείχνοντας πως η παραπάνω ακριβής ακολουθία
είναι διασπάσιµη (splits). Ισχυριζόµαστε πως το ¨εµπόδιο¨ για να γίνει δι-
άσπαση της ακολουθίας οφείλεται στην H1(G,Hom(M,K)). Συγκεκριµένα
έχουµε την ϐραχεία ακριβής ακολουθία από G-πρότυπα:

0→ Hom(M,K)→ Hom(M,F )→ Hom(M,M)→ 0

επειδή το M είναι Z-ελεύθερο και αυτό οδηγεί στην ακριβή ακολουθία :

HomG(M,F )→ HomG(M,M)
δ−→ H1(G,Hom(M,K)).

Εποµένως η επέκταση είναι διασπάσιµη αν και µονο αν δ(idM ) = 0, και άρα
µας αρκεί το αποτέλεσµα του λήµµατος 64.

Στην συνέχεια, µε χρήση του ϑεωρήµατος 65 ϑα χαρακτηρίσουµε τα συ-
νοµολογιακά τετριµµένα πρότυπα στην περίπτωση που δεν είναι απαραίτητα
Z-ελεύθερα.

Ορισµός 66 (προβολική διάσταση τουM ). ΄ΕστωR ένας δακτύλιος καιM ένα
R-πρότυπο. Η προβολική διάσταση του M ορίζεται ως το infimum του συνόλου
των ακεραίων n τ.ω. το M να έχει µια προβολική ανάλυση

0→ Pn → · · · → P0 →M → 0

µε µήκος n. Θα συµβολίζεται ως proj dimR M ή απλά proj dim M .

Σηµείωση. Στην περίπτωση που το M δεν έχει προβολική ανάλυση πεπερα-
σµένου µήκους ϑα συµβολίζουµε ως proj dim M =∞

Θεώρηµα 67. Οι παρακάτω συνθήκες είναι ισοδύναµες για ένα ZG-πρότυπο
M :

1. Το M είναι συνοµολογιακά τετριµµένο.

2. proj dim M ≤ 1.

3. proj dim M ≤ ∞
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Απόδειξη. Για την συνεπαγωγή 1⇒ 2: Υποθέτουµε ότι το M είναι συνοµολο-
γιακά τετριµµένο και επιλέγουµε µια ϐραχεία ακριβής ακολουθία

0→ P1 → P0 →M → 0

όπου το P0 είναι ZG-προβολικό. Τότε το P1 είναι συνοµολογιακά τετριµµένο
και Z-ελεύθερο και εποµένως προβολικό (από το ϑεώρηµα 65). ∆ηλαδή το 2
ισχύει. Για την συνεπαγωγή 2 ⇒ 3 είναι τετριµµένο. Τέλος για την συνεπα-
γωγή 3⇒ 1: Υποθέτουµε πως proj dim M <∞ και έστω µια πεπερασµένου
µήκους προβολική ανάλυση

0→ Pn → · · · → P0 →M → 0.

Σπάζοντας αυτή την ανάλυση σε ϐραχείες ακριβείς ακολοθίες

0→ Zi → Pi → Zi−1 → 0

ϐλέπουµε πως το Zi είναι συνοµολογιακά τετριµµένο, µέσω ϕθίνουσας επα-
γωγής στο i. Ειδικότερα το M = Z−1 είναι και αυτό συνοµολογιακά τετριµ-
µένο.

3.7 Οµάδες µε περιοδική συνοµολογία

Ο υπολογισµός της Ĥ∗G απλοποιείται σηµαντικά στην περίπτωση που γνω-
ϱίζουµε πως η οµάδα G έχει ¨περιοδική συνοµολογία¨ (όπως την ορίζουµε
παρακάτω). Για τον λόγο αυτό, σε αυτή την υποπαράγραφο ϑα ασχοληθούµε
µε την εύρεση κριτηρίων για να αποφανθούµε αν µια οµάδα G είναι περιοδι-
κής συνοµολογίας.

Ορισµός 68 (περιοδική συνοµολογία). Για µία πεπερασµένη οµάδα G, λέµε
πως έχει περιοδική συνοµολογία αν υπάρχει ένα στοιχείο u ∈ Ĥd(G,Z) το οποίο
είναι αντιστρέψιµο στον δακτύλιο Ĥ∗(G,Z) για κάποιο d 6= 0.

Ορισµός 69 (ισοµορφισµός περιοδικότητας). Ο ισοµορφισµός περιοδικότητας
δίνεται από το γινόµενο cup µε το u του προηγούµενου ορισµού. ∆ηλαδή ο ισο-
µορφισµός περιοδικότητας είναι :

u ^ _ : Ĥn(G,M)
≈−→ Ĥn+d(G,M)

για κάθε n ∈ Z και κάθε G-πρότυπο M .

Θεώρηµα 70. Οι παρακάτω συνθήκες είναι ισοδύναµες :

1. Η G έχει περιοδική συνοµολογία.

2. Υπάρχουν ακέραιοι n και d µε d 6= 0, τ.ω. Ĥn(G,M) ≈ Ĥn+d(G,M) για
κάθε G-πρότυπο M .
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3. Υπάρχει d 6= 0 τ.ω. Ĥd(G,Z) ≈ Z/|G| · Z.

4. Υπάρχει d 6= 0 τ.ω. Ĥd(G,Z) να περιέχει ένα στοιχείο u τάξης |G|.

Απόδειξη. Η πρώτη συνεπαγωγή έπεται αυτόµατα. Για την δεύτερη: Αν το
2 ισχύει, τότε έχουµε Ĥn(G,M) ≈ Ĥn+d(G,M) για κάθε n ∈ Z µέσω shi-
fting-διάστασης. ∆ηλαδη για n = 0 και για M = Z καταλήγουµε στο 3. Η
συνεπαγωγή 3 ⇒ 4 έπεται επίσης τετριµµένα. Τέλος, υποθέτουµε ότι το 4
ισχύει. Σε αυτή την περίπτωση είναι γνωστό πως υπάρχει µια απεικόνιση

Ĥd(G, Ẑ)→ Q/Z

τ.ω. u 7→ 1/|G|modZ. Από το ϑεώρηµα 53 (ϑεώρηµα δυικότητας), αυτή η
απεικόνιση δίνεται από

Ĥd(G, Ẑ)
_^u−−−→ Ĥ0(G,Z) ≈ |G|−1Z/Z ↪→ Q/Z

για κάποιο u ∈ Ĥ−d(G,Z). Και άρα uv = 1, δηλαδή έπεται το 1.

Το παρακάτω αποτέλεσµα ϑα µας καλύψει ως προς την εύρεση κριτηρίων για
περιοδική συνοµολογία (για κάποια οµάδα G) στην περίπτωση όπου G είναι
µια p-οµάδα. Υπενθυµίζουµε ότι µια αβελιανή p-οµάδα r τάξης ≥ 0, είναι
ισοµορφική µε το r-καρτεσιανό γινόµενο όπου καθένας από τους r πλήθους
παράγοντες του είναι η Zp.

Πρόταση 71. ΄Εστω G να είναι µία p-οµάδα για κάποιο πρώτο p. Τότε οι
παρακάτω συνθήκες είναι ισοδύναµες :

1. Η G είναι περιοδική συνοµολογίας.

2. Κάθε αβελιανή υποοµάδα της G είναι κυκλική.

3. Κάθε στοιχειώδης αβελιανή p-οµάδα της G έχει τάξη µικρότερη του 1.

4. Η G έχει µοναδική υποοµάδα τάξης p.

5. Η G είναι κυκλική ή οµάδα γενικευµένων κουαρτενίων.

Η παρακάτω πρόταση ϐοηθά στο πέρασµα από την περίπτωση των p-οµάδων,
σε οµάδες πιο γενικά.

Λήµµα 72. Εάν µια οµάδα G έχει περιοδική συνοµολογία, τότε το ίδιο ισχύει
και για κάθε H υποοµάδα της.

Απόδειξη. Αυτό προκύπτει από το γεγονός ότι η απεικόνιση περιορισµού (restriction
map)

Ĥ∗(G,Z)→ Ĥ∗(H,Z)

αποτελεί δακτύλιο οµοµορφισµών και έτσι ϑα πρέπει να απεικονίζει αντι-
στρέψιµα στοιχεία σε αντιστρέψιµα. Εναλλακτικά ϑα µπορούσε να χρησι-
µοποιηθεί και το λήµµα του Shappiro.
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Πρόταση 73. Μία πεπερασµένη οµάδα G, έχει περιοδική συνοµολογία αν και
µόνο αν κάθε Sylow υποοµάδα της έχει περιοδική συνοµολογία.

Απόδειξη. Το αντίστροφο έπεται από το λήµµα 72. Για το ευθύ, σταθεροποιο-
ύµε ένα πρώτο p και έστω H ⊆ G να είναι µια p-Sylow υποοµάδα. Από
υπόθεση, η Ĥ(H,Z) περιέχει ένα αντιστρέψιµο στοιχείο u ϐαθµού d 6= 0. Ι-
σχυριζόµαστε ότι κάποια δύναµη του u είναι G-αναλλοίωτο. ΄Εστω e > 0 να
είναι ακέραιος τ.ω. αe = 1 για κάθε α ∈ (Z/|H| · Z)∗ (δηλαδή η οµάδα των
µονάδων της Z/|H| · Z). Για τυχαίο g ∈ G, τα στοιχεία u = resHH∩gHg−1u

και w = resgHg
−1

H∩gHg−1gu είναι αντιστρέψιµα στην Ĥ∗(H ∩ gHg−1,Z) και άρα

παράγουν την κυκλική οµάδα Ĥd(H ∩ gHg−1,Z). ∆ηλαδή έχουµε u = aw
για κάποιο α ∈ (Z/|H| · Z)∗, µιας και η απεικόνιση

(Z/|H| · Z)∗ → (Z/|H ′| · Z)∗

είναι επιµορφισµός για κάθε H ′ ⊆ H. Εποµένως ue = we και έχουµε οτι το
ue ∈ Ĥde(H,Z) είναι αναλλοίωτο. Με όµοιο τρόπο συµπεραίνουµε πως και
το ue είναι αναλλοίωτο. Λαµβάνοντας υπόψιν τις συνοµολογιακές ιδιότητες
στην µορφή συνοµολογίας Tate, αυτό δείχνει πως ο δακτύλιος Ĥ∗(G,Z)(p)

έχει αντιστρέψιµο στοιχείο u(p) µη-µηδενικού ϐαθµού d(p). Τέλος, αντικαθι-
στώντας το u(p) µε µια κατάλληλη δύναµή u(p)e(p), µπορούµε να υποθέσουµε
πως το d(p) είναι το ίδιο για κάθε πρώτο τ.ω. p | |G|. Αυτό διότι Ĥ∗(G,Z) είναι
το ευθύ γινόµενο των δακτυλίων Ĥ∗(G,Z)(p) από το οποίο προκύπτει πως η
Ĥ∗(G,Z) περιέχει ένα αντιστρέψιµο στοιχείο ϑετικού ϐαθµού.

Θεώρηµα 74. Οι παρακάτω συνθήκες είναι ισοδύναµες για µια πεπερασµένη
οµάδα G:

1. Η οµάδα G έχει περιοδική συνοµολογία.

2. Κάθε αβελιανή υποοµάδα της G είναι κυκλική.

3. Κάθε στοιχειώδης αβελιανή p-υποοµάδα της G έχει τάξη µέχρι 1.

4. Οι υποοµάδες Sylow της G είναι κυκλικές ή οµάδες γενικευµένων τετρα-
κτονίων.

Απόδειξη. Προκύπτει από την σύνθεση των προτάσεων 71 και 73.

Επειδή οι περιπτώσεις που εξετάσαµε προηγουµένως, κατά τις οποίες όλες
οι Sylow υποοµάδες µιας G είναι είτε κυκλικές, είτε γενικευµένα τετρακτόνια
δεν είναι κατηγορία µε αρκετό εύρος, ϑα ορίσουµε επίσης κάποιες έννοιες που
είναι κατά µία έννοια πιο ¨τοπικές¨. ∆ηλαδή για συγκεκριµένο πρώτο p.

Ορισµός 75 (p-περιοδική συνοµολογία). Θα λέµε πως µια οµάδα G έχει p-
περιοδική συνοµολογία αν ο δακτύλιος Ĥ∗(G,Z)(p) περιέχει ένα αντιστρέψιµο
στοιχείο µη-µηδενικού ϐαθµού d.
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Ορισµός 76 (ισοµορφισµός p-περιοδικότητας). Το γινόµενο cup µε το αντι-
στρέψιµο στοιχείο (όπως περιγράφηκε στον προηγούµενο ορισµό) δίνει τον ισο-
µορφισµό περιοδικότητας :

Ĥn(G,M)(p) ≈ Ĥn+d(G,M)(p)

για οποιοδήποτε G-πρότυπο M .

Σηµείωση. Στην περίπτωση που χρησιµοποιήσουµε τους παραπάνω ορισµούς,
τα ανάλογα των ϑεωρηµάτων 74, 73 και 70 συνεχίζουν να ισχύουν. Ειδικότερα
ισχύει το παρακάτω ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 77. Οι παρακάτω συνθήκες είναι ισοδύναµες για µια πεπερασµένη
οµάδα G:

1. Η οµάδα G έχει p-περιοδική συνοµολογία.

2. Ο δακτύλιος Ĥ∗(G,Zp) περιέχει αντιστρέψιµο στοιχείο ϐαθµού 6= 0.

3. Κάθε στοιχειώδης αβελιανή p-υποοµάδα της G έχει τάξη µέχρι 1.

4. Οι υποοµάδες p-Sylow της G είναι κυκλικές ή οµάδες γενικευµένων τε-
τρακτονίων.



Κεφάλαιο 4

Equivariant οµολογία και
ϕασµατικές ακολουθίες

Η equivariant οµολογία µπορεί να ϑεωρεί σαν µία «µίξη» των οµολογιώνH(G)
και H(X), όπου X είναι τοπολογικός χώρος στον οποίο δρά µια οµάδα G.
Μέσω αυτής της ϑεωρίας µπορούµε να λάβουµε πληροφορίες για την G, µε
χρήση οµολογικών µεθόδων, µέσω της δράσης της G στον X. Στο κεφάλαιο
αυτό ϑα παρουσιάσουµε την κατασκευή της equivariant οµολογίας και τις
ϐασικές της ιδιότητες. Για απλούστευση ϑα ϑεωρούµε πως ο χώρος X είναι
G-σύµπλοκο.

4.1 Φασµατικές ακολουθίες ϕιλτραρισµένων συµπλεγ-
µάτων

Ορισµός 78 (αυξανόµενο ϕιλτράρισµα). ΄Εστω R δακτύλιος, αυξανόµενο ϕιλ-
τράρισµα ( increasing filtration) ενός R-προτύπου, ϑα καλείται µια οικογένεια
υπο-προτύπων FpM , p ∈ Z τέτοια ώστε FpM ⊆ Fp+1M .

Ορισµός 79 (πεπερασµένο ϕιλτράρισµα). ΄Ενα ϕιλτράρισµα ϑα λέµε πως είναι
πεπερασµένο αν FpM = 0 για αρκετά µικρό p, ενώ FpM = M για p αρκετά
µεγάλο.

Ορισµός 80 (σχετιζόµενο διαβαθµισµένο πρότυπο). ∆εδοµένου ενός ϕιλτρα-
ϱίσµατος κάποιου προτύπου M , το σχετιζόµενο διαβαθµισµένο πρότυπο Gr M
ϑα ορίζεται ως

Grp = FpM/Fp−1M.

Θα µπορούσε κανείς να σκεφτεί το M σαν να «αποτελείται» από κοµµάτια
GrpM . Αυτή την κατεύθυνση υποδεικνύει και το παρακάτων λήµµα:

Λήµµα 81. ΄Εστω f : M → M ′ να είναι µια απεικόνιση που διατηρεί το
ϕιλτράρισµα, όπου M και M ′ πρότυπα πεπερασµένου ϕιλτραρίσµατος. Αν η

Gr f : Gr M → Gr M ′

34
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είναι ισοµορφισµός, τότε και η f είναι ισοµορφισµός.

Παρατήρηση. Εάν έχουµε ορίσει κάποια έννοια «τάξης» για ταR-πρότυπα, ώστε
για κάθε ϐραχεία ακριβής ακολουθία

0→M ′ →M →M ′′ → 0

να ισχύει rk M = rk M ′ + rk M ′′, τότε η τάξη ενός προτύπου πεπερασµένου
ϕιλτραρίσµατος µπορεί να υπολογιστεί από το σχετιζόµενο διαβαθµισµένο πρότυ-
πο :

rk M =
∑
p∈Z

rk GrpM. (∗)

Ορισµός 82 (σχετιζόµενο διπλά διαβαθµισµένου προτύπου). ΄Εστω ένα ϕιλ-
τραρισµένο πρότυπο M το οποίο είναι το ίδιο διαβαθµισµένο. Τότε για κάθε
n ∈ Z έχουµε ένα ϕιλτράρισµα {FpMn} στο Mn. Εποµένως υπάρχει ένας προ-
ϕανής τρόπος για να σχετίσουµε ένα διπλά διαβαθµισµένο πρότυπο µε τοM . Σε
αυτή την περίπτωση ϑα συµβολίζουµε µε :

Grpq M = FpMp+q/Fp−1Mp+q.

Για ένα στοιχείο του GrpqM ϑα λέµε ότι έχει :

� ϐαθµό ϕιλτραρίσµατος p.

� συµπληρωµατικό ϐαθµό q.

� συνολικό ϐαθµό p+ q.

Για απλούστευση συµβολισµού µπορούµε να παραλείπουµε τον δεύτερο δείκτη
γράφοντας απλά:

GrpM = FpM/Fp−1M.

΄Εστω τώρα το C = (Cn)nZ να είναι ένα ϕιλτραρισµένο αλυσιδωτό σύµπλο-
κο όπου κάθε FpC είναι υποσύµπλοκο. Θα υποθέτουµε ότι το ϕιλτράρισµα
είναι πεπερασµένο ανα διάσταση, δηλαδή ότι το {FpCn}p∈Z είναι πεπερασµένο
ϕιλτράρισµα του Cn για κάθε n. Τότε ορίζουµε :

Ορισµός 83 (επαγόµενο ϕιλτράρισµα στην οµολογία). Το επαγόµενο ϕιλτράρι-
σµα στην οµολογία H(C), ορίζεται ως

FpH(C) = Im{H(FpC)→ H(C)}.

Μπορούµε δηλαδή να ταυτίσουµε το FpH(C) µε (FpC ∩ Z)/(FpC ∩ B), όπου
τα Z και B είναι τα πρότυπα των κύκλων και των των συνόρων αντίστοιχα.

Ορισµός 84 (σχετιζόµενο διπλά διαβ. πρότυπο στην οµολογία). Στην περίπτω-
ση της οµολογίας το σχετιζόµενο διπλά διαβαθµισµένο πρότυποGr H(C) δίνεται
από

Grp H(C) = (FpC ∩ Z)/((FpC ∩B) + (Fp−1C ∩ Z)). (∗∗)
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Τώρα ϑα περιγράψουµε την ϕασµατική ακολουθία που σχετίζεται µε το ϕιλ-
τραρισµένο σύµπλοκο C. Αυτή είναι µια ακολουθία {Er}r≥0 από «διαδοχικές
προσεγγίσεις» στο Gr H(C).

Ορισµός 85 (ϕασµατική ακολουθία ϕιλτραρισµένου συµπλόκου). ΄Εστω

Zrp = FpC ∩ ∂−1Fp−rC.

(δηλαδή Zrp = FpCp+q ∩ ∂−1Fp−rCp+q−1 αν δεν παραλείψουµε τον 2ο δείκτη.)
΄Εστω επίσης Z∞p = FpC ∩ Z. ΄Εχουµε

FpC = Z0
p ⊇ Z1

p ⊇ · · · ⊇ Z∞p .

Εφόσον το ϕιλτράρισµα {FpC} είναι πεπερασµένο σε κάθε διάσταση, αυτή η
ακολουθία των σταθεροποιείται σε µια ακολουθία από ισότητες. ∆ηλαδή για
κάποιο σταθεροποιηµένο (p, q) έχουµε

Zrpq = Zr+1
pq = · · · = Z∞pq

για r αρκετά µεγάλο. ΄Εστω

Br
p = FpC ∩ ∂Fp+r−1C = ∂Zr−1

p+r−1

και έστω B∞p = FpC ∩ B. Τότε έχουµε B0
p ⊆ B1

p ⊆ · · · ⊆ B∞p , και έχω πάλι
σταθεροποίηση σε ισότητα για κάθε διάσταση. Εποµένως τώρα έχουµε :

B0
p ⊆ B1

p ⊆ · · · ⊆ B∞p ⊆ Z∞p ⊆ · · · ⊆ Z1
p ⊆ Z0

p = FpC,

και ϑέτουµε

Erp = Zrp/(B
r
p + Zr−1

p−1) = Zrp/(B
r
p + (Fp−1C ∩ Zrp))

και
E∞ = Z∞p /(B

∞
p + Z∞p−1) = Grp H(C)

(ϐλέπε εξίσωση (**) ). Για σταθεροποιηµένα (p, q) και r αρκετά µεγάλο, έχουµε

Erpq = Er+1
pq = · · · = E∞pq .

Εποµένως η ακολουθία {Er} ‘συγκλίνει’ στο Gr H(C) καθώς r →∞.

Σηµείωση. Μερικές ϕορές το ‘Gr’ παραλείπεται από τον συµβολισµό και λέµε
απλώς ότι η ϕασµατική ακολουθία συγκλίνει στην H(C).

Παρατήρηση. Τα πρότυπαEr είναι ιδιαίτερα ευκολα να περιγραφούν για r = 1
και για r = 1:

� E0
p = FpC/Fp−1C = GrpC

� E1
p = (FpC ∩ ∂−1Fp−1C)/(∂FpC + Fp−1C) ≈ H(FpC/Fp−1C).
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∆ηλαδή E1
pq ≈ Hp+q(FpC/Fp−1C). Εποµένως το E1 είναι η οµολογία του E0

για το διαφορικό που επάγεται στο E0 από την ∂. Γενικότερα, µπορεί κανείς να
δείξει πως η ∂r επάγει ένα διαφορικό dr στο Er µε αντίστοιχους ϐαθµούς για
κάθε δείκτη : (−r, r − 1), δηλαδή:

dr : Erpq → Erp−r,q+r−1

και ότι Er+1 ≈ H(Er).

Η παρακάτω πρόταση αποτελεί σηµαντική συνέπεια της παραπάνω παρα-
τήρησης.

Πρόταση 86. ΄Εστω τ : C → C ′ να είναι µια αλυσιδωτή απεικόνιση που
διατηρεί το ϕιλτράρισµα. Τα C και C ′ έχουν σε κάθε διάσταση πεπερασµένα
ϕιλτραρίσµατα. Εάν η επαγόµενη απεικόνιση

Eτ : Er(C)→ Er(C ′)

ϕασµατικών ακολουθιών είναι ισοµορφισµός για κάποιο r, τότε η

H(τ) : H(C)→ H(C ′)

είναι ισοµορφισµός.

Απόδειξη. Αν η Er(τ) είναι ισοµορφισµός, τότε το ίδιο ισχύει και για την
Es(τ) για s > r, εφόσον Es = H(Es−1). Εποµένως E∞ = Gr H(τ) είναι
ισοµορφισµός και η πρόταση έπεται λόγω του λήµµατος 81

Σηµείωση. Μια διαφορετική χρήση των ϕασµατικών ακολουθιών είναι για τον
υπολογισµό χαρακτηριστικών Euler: Για παράδειγµα ας υποθέσουµε ότιR είναι
σώµα ή ότι R = Z. Για οποιοδήποτε R-πρότυπο A = (An) (ή αντίστοιχα για
πρότυπο διπλής διαβάθµισης A = (Apq)), έστω χ(A) =

∑
n(−1)n rk An (ή

αντίχτοιχα χ(A) =
∑

p,q(−1)p+q rk Apq για διπλή διαβάθµιση), και ϑεωρούµε
πως όλες οι τάξεις είναι πεπερασµένες και σχεδόν όλες τους 0. Στην περίπτωση
που το A έχει διαφορικό, είναι γνωστό αποτέλεσµα πως χ(A) = χ(H(A)).
Ειδικότερα, αν το C είναι ϕιλτραρισµένο σύµπλοκο όπως παραπάνω και χ(Er)
ορίζεται για κάποιο r, τότε έπεται ότι :

χ(Er) = χ(Er+1) = · · · = χ(E∞) = χ(H(C)),

όπου η τελευταία ακολουθία είναι συνέπεια της εξίσωσης (*).

Τέλος ϑα αναφέρουµε τον συµβολισµό για την δυική περίπτωση όπου δου-
λεύουµε µε συναλυσιδωτά σύµπλοκα:

Σηµείωση. Αν τοC είναι µε δείκτες όπως ένα συναλυσιδωτό σύµπλοκο (Cn)n∈Z,
µε διαφορικό ϐαθµού +1, τότε :
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� Το ϕιλτράρισµα σηµειώνεται ως {F p} και ϑεωρείται ως ϕθίνον (δηλαδή
F pC ⊇ F p+1C).

� Οι όροι της συνοµολογίας ϕασµατικής ακολουθίας που προκύπτει συµβο-
λίζονται ως Epqr

� έχουµε επίσης Epq∞ = Grpq H(C) = F pHp+q(C)/F p+1Hp+q(C).

� τέλος, το διαφορικό dr µε (διπλή) τάξη (r,−r + 1) δίνει τις απεικονίσεις
που αναλογούν, δηλαδή: dr : Epqr → Ep+r,q−r+1

r .

΄Ενα συνηθισµένο παράδειγµα ϕιλτραρίσµατος συναλυσιδωτού συµπλόκου
είναι το Hom(C,M), όπου το C είναι ϕιλτραρισµένο αλυσιδωτό σύµπλοκο.
Για την συγκεκριµένη περίπτωση έχουµε

F pHom(C,M) = Hom(C/Fp−1C,M).

4.2 ∆ιπλά σύµπλοκα

Ορισµός 87 (διπλό σύµπλοκο). Θα ονοµάζουµε διπλό σύµπλοκο ένα διπλά
διαβαθµισµένο πρότυπο C = (Cpq)p,q∈Z µε το οριζόντιο διαφορικό ∂′ να είναι
ϐαθµού (−1, 0) και το κάθετο διαφορικό ∂′′ να είναι ϐαθµού (0,−1)
τ.ω. ∂′∂′′ = ∂′′∂′:

Cp−1,q Cpq

Cp−1,q−1 Cp,q−1.

∂′′

∂′

∂′′

∂′

Παρατήρηση. ΄Ενα διπλό σύµπλοκο µπορεί να ϑεωρηθεί ως αλυσιδωτό σύµπλο-
κο µε δύο διαφορετικούς τρόπους :

� Για κάθε q έχουµε ένα οριζόντιο αλυσιδωτό σύµπλοκο C∗,q µε διαφορικό
∂′ και µας δίνονται απεικονίσεις ∂′′ : C∗,q → C∗,q−1 τ.ω. ∂′′∂′′ = 0.

� Αντίστοιχα για κάθε p έχουµε µια κάθετη αλυσίδα Cp,∗ διαφορικού ∂′′,
και µας δίνονται αλυσιδωτές απεικονίσεις ∂′ : Cp,∗ → Cp−1,∗ µε ∂′∂′ = 0.

Ορισµός 88 (ολικό (total) σύµπλοκο ). Το ολικό σύµπολοκο TC παράγεται
από ένα διπλό σύµπολοκο C ως εξής :

(TC)n =
⊕
p+q=n

Cpq

µε το διαφορικό ∂ να δίνεται ως ∂|Cpq = ∂′ + (−1)p∂′′.
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Παράδειγµα. ΄Ενα παράδειγµα της παραπάνω κατασκευής είναι το τανυστικό
γινόµενο δύο αλυσιδωτών συµπλόκων C ′ και C ′′. Πράγµατι, έχουµε ένα διπλό
σύµπλοκο C µε Cpq = C ′p ⊗C ′′q και το TC είναι το σύνηθες τανυστικό γινόµενο
αλυσιδωτών συµπλόκων: C ′ ⊗ C ′′.

Στην συνέχεια ϑα δώσουµε 2 ϕασµατικές ακολουθίες οι οποίες συγκλίνουν
στο H(TC). Προσοχή: Αυτό γενικά δεν σηµαίνει πως ϑα έχουν τον ίδιο όρο
E∞, αυτό γιατί ϑα έχουµε 2 ϕιλτραρίσµατα στο H(TC) και εποµένως δύο
διαφορετικούς E∞ στο Gr H(TC).

1. Για την πρώτη ϕασµατική ακολουθία, ϕιλτράρουµε το TC ϑέτοντας
Fp(TC)n =

⊗
i≤pCi,n−i. Αυτό το ϕιλτράρισµα είναι ανα διάσταση πεπε-

ϱασµένο, δεδοµένου ότι το C έχει πεπερασµένου πλήθους µη-µηδενικά
πρότυπα Cpq σε κάθε συνολικό ϐαθµό p + q. Εποµένως έχουµε µια
ϕασµατική ακολουθία {Er} που συγκλίνει στο H∗(TC).

2. Για την δεύτερη ϕασµατική ακολουθία, µπορούµε να ϕιλτράρουµε το
TC µέσω του Fp(TC) =

⊗
i≤pCn−j,j . ΄Ετσι και αυτή η ακολουθία

αντίστοιχα συγκλίνει στο H(TC).

Παρατήρηση. Παρατηρούµε ότι στην περίπτωση του 1 είναι άµεσο από τους ορι-
σµούς ότι E0

pq = Cpq και ότι d0 = ±∂′′. Συνεπώς το E1 είναι η κάθετη οµολογία
του C, δηλαδή E1

pq = Hp(Cp, ∗). Το διαφορικό d1 : E1
pq → E1

p−1,q είναι η απει-
κόνιση που επάγεται από το αλυσιδωτό σύµπλοκο ∂′ : Cp,∗ → Cp−1,∗. ∆ηλαδή
ένα στοιχείο του E1

pq αναπαρίσταται από ένα στοιχείο c ∈ Cpq τ.ω. ∂′′c = 0, και
για ένα τέτοιο c έχουµε ∂c = ∂′c. Εποµένως το E2 µπορεί να περιγραφεί ως η
οριζόντια οµολογία της κάθετης οµολογίας του C.
Για την περίπτωση του 2 αντίστοιχα, έχουµε E0

pq = Cqp, E1
pq = Hq(C∗, p) και

d1 : E1
pq → E1

p−1,p ίσα (υπό πρόσηµο) µε την απεικόνιση που επάγεται από το
∂′′ : C∗,p → C∗,p−1.

4.3 Οµολογία οµάδων µε συντελεστές σε αλυσιδωτά
σύµπολοκα

΄Οπως ήδη γνωρίζουµε, ηH∗(G,M) ορίζεται ωςH∗(F⊗GM), όπου F µια προ-
ϐολική ανάλυση του Z στο ZG. Μια χρήσιµη γενίκευση είναι να επιτρέψουµε
συντελεστές σε ένα µη-µηδενικό αλυσιδωτό σύµπλοκο C = (Cn)n≥0. ∆ηλαδή
ϑέτουµε :

H∗(G,C) = H∗(F ⊗G C)

Το οποίο είναι καλά ορισµένο υπό κανονικούς ισοµορφισµούς. Στην περίπτω-
ση που το C αποτελείται από ένα µεµονωµένο πρότυπο M συγκεντρωµένο
στην διάσταση 0, τότε η H∗(G,C) ταυτίζεται µε την H∗(G,M). Τα παραπάνω
ως µια ϐασική υπενθύµιση για να προχωρήσουµε στα ακόλουθα.
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Το F ⊗G C είναι ολικό σύµπλοκο διπλών συµπλόκων αβελιανών οµάδων
(Fp⊗GCq). Από την υποπαράγραφο 4.2, γνωρίζουµε ότι υπάρχουν 2 ϕασµα-
τικές ακολουθίες που συγκλίνουν στην H∗(G,C).

-Για την πρώτη ϕασµατική ακολουθία :

Στην πρώτη περίπτωση έχουµε

E1
pq = Hq(Fp ⊗G C∗) = Fp ⊗G Hq(C)

εφόσον ο συναρτητής Fp ⊗G _ είναι ακριβής. Παίρνοντας τώρα την οµολογία
στο p έχουµε E2

pq = Hp(G,HqC). Και η ϕασµατική ακολουθία ϑα έχει την
µορφή:

E2
pq = Hp(G,HqC)⇒ Hp+q(G,C).

΄Οπου εδώ µε ’⇒’ συµβολίζουµε την σύγκλιση σε ότι ϐρίσκεται στο δεξί µέλος.
Μια συνέπεια είναι η πρόταση που ακολουθεί.

Πρόταση 89. Αν τ : C → C ′ είναι µια ασθενής ισοδυναµία από σύµπλοκα

G-αλυσίδων, τότε η tau επάγει τον ισοµορφισµό H∗(G,C)
≈−→ H∗(G,C

′).

Απόδειξη. Η απεικόνιση τ επάγει µια απεικόνιση ϕασµατικών ακολουθιών η
οποία είναι ισοµορφισµός στο επίπεδο των E2, και εποµένως η τ επάγει έναν
ισοµορφισµό λόγω του 86.

-Για την δεύτερη ϕασµατική ακολουθία :

Στην περίπτωση της δεύτερης ακολουθίας έχουµε

E1
pq = Hq(F∗ ⊗G Cp) = Hq(G,Cp).

Και εποµένως έχουµε:

E1
pq = Hq(G,Cp)⇒ Hp+q(G,C).

Εποµένως η οµάδα E2
pq µπορεί να περιγραφεί ως η p-στή οµολογία του συ-

µπλόκου που παίρνουµε από το C όταν εφαρµόσουµε τον συναρτητήHq(G, _)
κατά διάσταση.

Σηµείωση. Ως συµπέρασµα των προηγουµένων, µπορούµε να ϑεωρούµε τις
δύο ϕασµατικές ακολουθίες ως ¨προσεγγίσεις¨ των H∗(G,C) µέσω των συνη-
ϑισµένων οµάδων οµολογίας της µορφής H∗(G,M).

Πρόταση 90. ΄Εστω C ένα µη-µηδενικό αλυσιδωτό σύµπλοκο από G-πρότυπα
τ.ω. κάθε Cn να είναι H∗-άκυκλο. Τότε υπάρχει µια ϕασµατική ακολουθία της
µορφής

E2
pq = Hp(G,HpC)⇒ Hp+q(CG).
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Απόδειξη. Ο E1-όρος της ακολουθίας στην περίπτωση της δεύτερης ϕασµατι-
κής ακολουθίας που είδαµε παραπανω, συγκεντρώνεται στην ¨γραµµή¨ q = 0
και έχουµε E1

p,0 = (Cp)G. Η ϕασµατική ακολουθία εποµένως στο E2 οδηγεί
στο H∗(G,C) ≈ H∗(CG).

Σε αντιστοιχία µε όσα είδαµε για τις οµολογίες, µπορούν να οριστούν και
για συνοµολογίες. ∆ηλαδή για H∗(G,C) όπου C = (Cn)n≥0 να είναι ένα
µή-µηδενικό συναλυσιδωτό σύµπλοκο. Εποµένως ϑέτουµε :

H∗(G,C) = H∗(HomG(F,C)),

όπου το F είναι προβολική ανάλυση του Z στο ZG. Το ολικό σύµπλοκο ϑα
είναι το HomG(F,C) και είναι το ολικό σύµπλοκο που σχετίζεται µε το διπλό
σύµπλοκο Cpq = HomG(F,C). Επιπλέον οι συνήθεις γνωστές ιδιότητες και
ϑεωρήµατα όπως επέκταση σε µακρά ακριβή ακολουθία, το λήµµα του Shapi-
ro, ανάλογα των γινοµένων cup κτλ ισχύουν για την οµολογία µε συντελεστές
σε αλυσιδωτά σύµπλοκα (ή συναλυσιδωτά για τα δυικά της).

4.4 Equivariant Οµολογία

Σε αυτή την υποπαράγραφο ϑα εξειδικεύσουµε την ϑεωρία που παρουσιάσαµε
στην 4.3, για την περίπτωση όπου το αλυσιδωτό σύµπλοκο C(X) είναι ένα G-
σύµπλοκο X.

Ορισµός 91 (equivariant οµάδες οµολογίας). Θα συµβολίζουµε τις οµάδες
οµολογίας H∗(G,C(X)) µε HG

∗ (X) και ϑα τις καλούµε equivariant οµάδες
οµολογίας των (G,X). Γενικότερα, αν M είναι ένα G-πρότυπο, τότε υπάρχει
µια διαγώνια G-δράση στο C(X,M) = C(X)⊗M και ϑέτουµε :

HG
∗ (X,M) = H∗(G,C(X,M)).

Σηµείωση. ΄Οµοια ορίζονται και οι equivariant οµάδες συνοµολογίας :

H∗G(X,M) = H∗(G,C∗(X,M))

Ορισµός 92 (equivariant Tate οµάδες συνοµολογίας). Αν το X είναι πεπερα-
σµένης διάστασης και η οµάδα G πεπερασµένη, τότε µπορούµε να ορίσουµε τις
equivariant Tate οµάδες συνοµολογίας, ως :

Ĥ∗G(X,M) = Ĥ∗(G,C∗(X,M)).

Σηµείωση. Εάν Y ⊆ X είναι µίαG-αναλλοίωτο υποσύµπλοκο, τότε υπάρχουν
οι σχετικά equivariant οµολογίες και συνοµολογίες, που ορίζονται µέσω του
σχετικού συµπλόκου C(X,Y ) = C(X)/C(Y ).

Για λόγους απλούστευσης ϑα παρουσιάσουµε τα παρακάτω αποτελέσµατα για
την περίπτωση της οµολογίας οµάδων HG

∗ (X,M), όµως υπάρχουν ανάλογα
αποτελέσµατα για σχετικές (relative) οµολογικές και συνοµολογικές οµάδες.
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Πρόταση 93. Για µια απεικόνιση κελιών από G-σύµπλοκα f : X → Y
τ.ω. f∗ : H∗X → H∗Y να είναι ισοµορφισµός, η f επάγει έναν ισοµορφι-

σµό HG
∗ (X,M)

≈−→ HG
∗ (Y,M) για κάθε G-πρότυπο M . Συγκεκριµένα, αν το

X είναι άκυκλο τότε η κανονική απεικόνιση HG
∗ (X,M) → H∗(G,M) είναι

ισοµορφισµός.

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι HG
∗ (pt.,M) = H∗(G,M). Εφόσον κάθε G-

σύµπολοκο επάγει µια G-απεικόνιση σε σηµείο, έχουµε την ύπαρξη µιας
κανονικής απεικόνισης

HG
∗ (X,M)→ H∗(G,M).

Γράφοντας την ϕασµατική ακολουθία της εισαγωγής του 4.3 για την περίπτωσή
µας:

E2
pq = Hp(G,Hp(X,M))⇒ HG

p+q(X,M).

(Εδώ ο όρος E2 περιέχει της διαγώνια δράση της G στην H∗(Q,M) η οποία
επάγεται από την δράση τηςG στονX και τοM .) Ως συνέπεια της ϕασµατικής
ακολουθίας και της πρότασης 89 έπεται πρόταση.

Θεώρηµα 94. ΄Εστω Χ ένα ελεύθεροG-σύµπλοκο, τότε υπάρχει µια ϕασµατική
ακολουθία της µορφής

E2
pq = Hp(G,HqX)⇒ Hp+q(X/G).

Απόδειξη. Αναλύουµε την ‘δεύτερη’ ϕασµατική ακολουθία της υποπαραγράφου
4.3 αποδοµώντας το Cp(X) ⊗M . Για κάθε p-κελί σ του X έχουµε ένα Gσ-
πρότυπο Zσ το οποίο είναι προσθετικά ισοµορφικό µε το Z όπου η Gσ δρα
µέσω του ‘χαρακτήρα διεύθυνσης¨ χσ : Gσ → {±1}. ΄Εστω

Mσ = Zσ ⊗M,

εποµένως το Mσ είναι ένα G-πρότυπο που είναι ισοµορφικό µε το M µε την
Gσ-δράση ‘αλλοιωµένη¨ µέσω του χσ. ΄Εστω Xp το σύνολο των p-κελιών του X
και έστω Σp ένα σύνολο αντιπροσώπων τουXp/G. Τότε έχουµε την προσθετική
αποσύνθεση:

Cp(X,M) = Cp(X)⊗M =
⊕
σ∈Xp

Mσ,

για το οποίο έχουµε την αποσύνθεση σε G-πρότυπο:

Cp(X,M) ≈
⊕
σ∈Σp

IndGGσMσ.

Το λήµµα του Shapiro µας δίνει το

Hq(G,Cp(X,M)) ≈
⊕
σ∈Σp

Hq(Gσ,Mσ),
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έτσι η δεύτερη ϕασµατική ακολουθία της υποπαραγράφου 4.3 παίρνει την
µορφή

E1
pq =

⊕
σ∈Σp

Hq(Gσ,Mσ)⇒ HG
p+q(X,M).

Π.χ. ας υποθέσουµε ότι η G-δράση είναι ελεύθερη έτσι ώστε κάθε Gσ = {1}
και ας ϑεωρήσουµε πως M = Z για απλούστευση. Τότε η ϕασµατική ακο-
λουθία γίνεται E2 και µέσω όσων γνωρίζουµε από την προηγούµενη υποπα-
ϱάγραφο οδηγεί στο HG

∗ ≈ H∗(C(X)G) = H∗(X/G). Τώρα συνδυαζοντας την
τελευταία εξίσωση µε την E2 όπως εµφανίζεται στην απόδειξη του 93 µαζί µε
τα αποτελέσµατα της υποπαραγράφου 4.3 έχουµε την πρόταση.

Παρατήρηση. Με ϐάση τα προηγούµενα µπορούµε να εξάγουµε ένα χρήσιµο
εργαλείο για την οµολογία οµάδων:
Ας ϑεωρήσουµε πως έχουµε ένα X άκυκλο όπου η G-δράση δεν είναι απαρα-
ίτητα ελεύθερη, έτσι

HG
∗ (X,M) ≈ H∗(G,M)

από την πρόταση 93 και τα αποτελέσµατα για την E1
pq στην απόδειξη της 94,

µπορούµε να γράψουµε την αντίστοιχη ϕασµατική ακολουθία ως

E1
pq =

⊕
σ∈Σp

Hq(Gσ,Mσ)⇒ Hp+q(G,M).

Η προηγούµενη παρατήρηση έχει ενδιαφέρον γιατί στην περίπτωση που η G
είναι ελεύθερο γινόµενο αµαλγάµατος, για κατάλληλη επιλογή του X, µπορεί
να οδηγήσει σε ακολουθία Mayer-Vietoris.

4.5 Equivariant Συνοµολογία Tate

Η χρησιµότητα της Tate equivariant συνοµολογίας προέρχεται από το γεγονός
ότι µας επιτρέπει να ‘αγνοήσουµε’ τις ελεύθερες δράσεις, κάτι που ϕαίνεται
στην παρακάτω πρόταση:

Πρόταση 95. ΄Εστω Y ένα G-αναλλοίωτο υποσύµπλοκο του X τ.ω. η ισοτρο-
πική οµάδα Gσ να είναι τετριµµένη για κάθε κελί σ του X που δεν περιέχεται
στο Y . Τότε ο εγκλεισµός Y ↪→ X επάγει τον ισοµορφισµό

Ĥ∗G(X,M)
≈−→ Ĥ∗G(Y,M).

Απόδειξη. Ας ϑεωρήσουµε πως ϐρισκόµαστε στην Tate συνοµολογίας έκδοση
της ϕασµατικής ακολουθίας που είδαµε για το E1

pq στην απόδειξη του 93 για
(G,X) και (G, Y ). Από υπόθεση έχουµε ότι Ĥ∗(Gσ,M) = 0 αν το σ είναι κελί
του X − Y . Εποµένως ο εγκλεισµός Y ↪→ X επάγει έναν ισοµορφισµό στις
ϕασµαστικές ακολουθίες και άρα ισοµορφισµό στα Ĥ∗G(X,M) και Ĥ∗G(Y,M).
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Το παρακάτω αποτέλεσµα είναι µια καλή εφαρµογή της πρότασης 95:

Πρόταση 96. ΄Εστω G µια πεπερασµένη οµάδα που έχει πεπερασµένης δι-
άστασης G-σύµπλοκο X τ.ω. H∗(X) ≈ H∗(S

2k−1). Τότε η G έχει περιοδική
συνοµολογία µε περίοδο = 2k.

Απόδειξη. Από την πρόταση 95 για Y = ∅ έχουµε Ĥ∗G(X,M) = 0. Από την
άλλη έχουµε την ϕασµατική ακολουθία

Epq2 = Ĥp(G,Hq(X,M))⇒ Ĥp+q
G (X,M)

όπως στην απόδειξη της πρότασης 93. Εφόσον η ϕασµατική ακολουθία είναι
συγκεντρωµένη στις οριζόντιες γραµµές q = 0 και q = 2k − 1 έπεται ότι το
διαφορικό d2k είναι ο ισοµορφισµός :

Ĥ ∗ p(G,H2k−1(X,M))
≈−→ Ĥp+2k(G,M).

Από την οπτική του ισοµορφισµού καθολικών συντελεστών (universal coeffi-
cient isomorphism) έχουµε

H2k−1(X,M) ≈ Hom(H2k−1X,M)

ο οποίος είναι ϕυσικός και άρα ισοµορφισµός από G-πρότυπα. Για να ε-
ίναι πλήρης η απόδειξη χρειάζεται να δείξουµε ότι η G δρα τετριµµένα στην
άπειρη κυκλική οµάδα H2k−1X. Αυτό έπεται από το γενικό ϑεώρηµα σταθε-
ϱού σηµείου Lefschetz όµως στην συγκεκριµένη περίπτωση µπορεί να δειχθεί
ευκολότερα: Αρκεί να δείξουµε ότι κάθε κυκλική υποοµάδα της G δρα τε-
τριµµένα στο H2k−1X. ΄Ετσι ϐρισκόµαστε αµέσως στην περίπτωση όπου η G
είναι κυκλική και µη τετριµµένη. Σε αυτή την περίπτωση εφαρµόζουµε τον
ισοµορφισµό που είδαµε πριν για την περίπτωση όπου M = Z και p = 0 και
συµπεραίνουµε ότι

Ĥ0(G,H2k−1(X,Z)) ≈ Ĥ2k(G,Z) ≈ Z/|G| · Z.

από το οποίο έχουµε ότι H2k−1(X,Z)G 6= 0 το οποίο µπορεί να συµβεί µόνο
αν η G δρα τετριµµένα στο H2k−1X.

Ως άλλη µια εφαρµογή της equivariant Tate συνοµολογίας ϑα δείξουµε
κάποια κλασσικά αποτελέσµατα της ϑεωρίας σταθερού σηµείου.

Θεώρηµα 97. ΄Εστω X ένα G-σύµπλοκο πεπερασµένης διάστασης, όπου η G
έχει τάξη πρώτου p. Υποθέτουµε πως το σύνολο σταθερών σηµείωνXG αποτελεί
υποσύµπλοκο.

1. Αν το H∗(X,Zp) είναι πεπερασµένα παραγόµενο, τότε το ίδιο ισχύει και
για το H∗(XG,Zp).
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2. Αν το X είναι άκυκλο mod p, δηλαδή H∗(pt.,Zp)) τότε το ίδιο ισχύει
και για το XG.

3. Αν οX είναι σφαίρα συνοµολογίας mod p, δηλαδήH∗(X,Zp) ≈ H∗(Sn,Zp)
για κάποιο n ≥ 0, τότε το ίδιο ισχύει και για το XG αν XG 6= ∅.

Απόδειξη. ΄Εχουµε Ĥ∗G(X,Zp) ≈ Ĥ∗G(XG,Zp) από την πρόταση 95. Εφόσον
η G δρα τετριµµένα στον XG, από τον Kunneth ισοµορφισµό έχουµε ότι

Ĥ∗G(XG,Zp) ≈ Ĥ∗(G,Zp)⊗Zp H
∗(XG,Zp).

Επειδή dimZpĤ
n
G(X,Zp) =

∑
i≥0 dimZpH

i(XG,Zp) για κάθε n. Υποθέτοντας
πως το H∗(X,Zp) είναι πεπερασµένα παραγόµενο, η ϕασµατική ακολουθία
της πρότασης 96 για το Epq2 ϑέτοντας M = Zp δίνει ότι το Ĥn

G(X,Zp) είναι
πεπερασµένα παραγόµενο. ΄Ετσι έπεται το 1 (από την προηγούµενη εξίσωση
για την διάσταση). ΄Οµοια αν το X είναι άκυκλο mod p τότε το αριστερό
µέρος της εξίσωσης για τις διαστάσεις ισούται µε 1, άρα και το δεξί µέλος
το ίδιο και αυτό µας δίνει το 2. Η απόδειξη του 3 είναι όµοια µε του 2 µε
την διαφορά ότι γίνεται µε χρήση σχετικών (relative) οµολογικών οµάδων του
Ϲεύγους (Q, v), όπου το v είναι µια κορυφή του XG.



Κεφάλαιο 5

Συνθήκες περατότητας

Οι ορισµοί των H∗(G,M) και H∗(G,M) µας επιτρέπουν την επιλογή µιας
αυθαίρετης προβολική ανάλυσης P = (Pi)i≥0 του Z πάνω στο ZG. ΄Οµοια και
από την τοπολογική σκοπιά υπολογίζοντας τα H∗(G,M) και H∗(G,M) µέσω
αυθαίρετων K(G, 1)-συµπλόκων του Y .

Εφόσον υπάρχει αυτή η ελευθερία επιλογής, ϑα ϑέλαµε να επιλέξουµε τα
P (ή Y στην περίπτωση της τοπολογίας) όσο πιο µικρά γίνεται. Αυτό µπορεί να
ερµηνευτεί µε διάφορες έννοιες, για παράδειγµα µπορεί να σηµαίνει πως κάθε
Pi είναι πεπερασµένα παραγόµενο (ή αντίστοιχα πως το Y έχει πεπερασµένου
πλήθους κελιά). Σε αυτή την περίπτωση οδηγούµαστε στις συνθήκες ‘FP ’ και
‘FL’. ∆ιαφορετικά µπορεί κανείς να ϑεωρήσει ως µικρές τις αναλύσεις P
ανάλογα µε το µήκος τους ή αντίστοιχα την διάσταση του Y για την τοπολογία.

Παρακάτω ϑα παρουσιάσουµε τις σχετικές συνθήκες περατότητας και κάποια
παραδείγµατα. Καθώς στο πεδίο συνηθίζεται να χρησιµοποιούνται πολλά πα-
ϱαδείγµατα που προέρχονται απο τις οµάδες Lie, ϑα χρησιµοποιούµε το σύµ-
ϐολο Γ για τις διακριτές οµάδες, όπως συνηθίζεται για τις διακρικτές υποο-
µάδες µιας οµάδας Lie G.

5.1 Συνοµολογική ∆ιάσταση

Υπενθύµιση 1. Αν έχουµε ένα δακτύλιο R, ένα R-πρότυπο M και ένα µη-
µηδενικό ακέραιο n, τότε για την προβολική διάσταση proj dimRM έχουµε
proj dimRM ≤ n αν και µόνο αν το M επιδέχεται µια µήκους n προβολική
ανάλυση την µορφής :

0→ Pn → · · · → P0 →M → 0.

Υπενθύµιση 2. Οι τελεστές Ext ορίζονται ως

ExtiR(M, _) = H i(HomR(P, _))

όπου το P είναι µια προβολική ανάλυση του M . Συγκεκριµένα

ExtiZΓ(Z, _) = H i(Γ, _).

46
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Λήµµα 98. Οι παρακάτω συνθήκες είναι ισοδύναµες :

1. proj dimRM ≤ n.

2. ExtiR(M, _) = 0 για i > n.

3. Extn+1
R (M, _) = 0.

4. Αν η ακολουθία 0 → K → Pn−1 → · · · → P0 → M → 0 είναι τυχαία
ακριβής ακολουθία R-προτύπων όπου κάθε όρος Pi είναι προβολικός,
τότε το K είναι προβολικό.

Απόδειξη. Οι συνεπαγωγές από 1 µέχρι το 3 και η 4⇒ 1 είναι προφανείς. Μας
µένει εποµένως να δείξουµε ότι 3⇒ 4: ΄Εστω µία µερική ανάλυση (resolution)
όπως στο 4. Την συνεχίζουµε σε προβολική ανάλυση της µορφής:

· · · → Pn+1 → Pn → Pn−1 → · · · → P0 →M → 0

όπου τα
Pn+1 → Pn

και
Pn → Pn−1

σπάνε σε αντίστοιχα σε
Pn+1 � L ↪→ Pn

και
Pn � K ↪→ Pn−1.

Για κάθε R-πρότυπο N ένας (n − 1)-συκύκλος (cocycle) στο HomR(P,N)
είναι µια απεικόνιση Pn+1 → N της οποίας η σύνθεση µε Pn+2 → Pn+1 είναι
µηδέν. Εποµένως αυτός ο σύκυκλος µπορεί να ϑεωρηθεί σαν µια απεικόνιση
Pn → N . Εποµένως από το 3 έχουµε ότι κάθε απεικόνιση στο L επεκτείνεται
στο Pn. Ειδικότερα, η ταυτοτική απεικόνιση στο L µπορεί να επεκταθεί στο
Pn ώστε να ισχύει ο ισοµορφισµός Pn ≈ L ⊕ K και εποµένως το K είναι
προβολικό.

Παρατήρηση. Η συνεπαγωγή 1⇒ 4 του λήµµατος 98 δείχνει πως αν υπάρχουν
προβολικές αναλύσεις µήκους n, τότε µπορούµε να τις ϐρούµε κάποια ‘εύκολα’.
Αυτό γιατί οποιαδήποτε µερική ανάλυση µήκους n − 1 µπορεί να επεκταθεί σε
προβολική ανάλυση n µήκους.

Στην πορεία ϑα περιοριστούµε στην περίπτωση όπου R = ZΓ και M = Z.

Ορισµός 99 (συνοµολογική διάσταση οµάδας). Η συνοµολογική διάσταση
µιας οµάδας Γ ϑα συµβολίζεται µε cd Γ, και ορίζεται ως ο µικρότερος ακέραιος
n για τον οποίο ισχύουν οι συνθήκες του λήµµατος 98. Αν δεν υπάρχει τέτοιος
ακέραιος ϑα ϑεωρούµε ότι cd Γ =∞.
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∆ηλαδή µε ϐάση τον προηγούµενο ορισµό έχουµε:

cd Γ = proj dimZΓZ
= inf{n : Z ώστε να έχει προβολική ανάλυση µήκους n}
= inf{n : H i(Γ, _) = 0 για i > n}
= sup{n : Hn(Γ,M) 6= 0 για κάποιο Γ− πρότυπο M}.

Παρακάτω δίνουµε το τοπολογικό ανάλογο της συνοµολογικής διάστασης και
µια άµεση σχέση µέσω της πρότασης που ακολουθεί :

Ορισµός 100 (γεωµετρική διάσταση). Η γεωµετρική διάσταση µιας οµάδας Γ
ϑα συµβολίζεται ως geom dim Γ και ορίζεται ως την ελάχιστη διάσταση ενός
K(Γ, 1)-συµπλόκου.

Πρόταση 101. Ισχύει το παρακάτω: cd Γ ≤ geom dimΓ.

Απόδειξη. Το αλυσιδωτό σύµπλοκο κελιών του καθολικού καλύµµατος ενός
K(Γ, 1) συµπλόκου Y οδηγεί σε µια ελεύθερη ανάλυση του Z πάνω στο ZΓ, η
οποία έχει µήκος ίσο µε την διάσταση του Y . Εποµένως έπεται η πρόταση.

Στην συνέχεια ϑα παρουσιάσουµε κάποιες ιδιότητες της συνοµολογικής δι-
άστασης :

Πρόταση 102. Αν cdΓ <∞ τότε

cdΓ = sup{n : Hn(Γ, F ) 6= 0 για κάποιο ελεύθερο ZΓ− πρότυπο F}.

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε ότι n = cd Γ. Ο συναρτητής Hn(Γ, _) είναι ακρι-
ϐής προς τα δεξία ως µακρά ακριβής συνοµολογιακή ακολουθία. Εφόσον
Hn(Γ,M) 6= 0 για κάποιο M , έπεται ότι Hn(Γ, F ) 6= 0 για κάθε ελεύθερο
πρότυπο F που απεικονίζεται επί του M .

Πρόταση 103. αʹ. Αν έχουµε Γ′ ⊂ Γ τότε

cd Γ′ ≤ cd Γ

η ισότητα ικανοποιείται αν cd Γ <∞ και (Γ : Γ′) <∞.

ϐʹ. Αν η ακολουθία οµάδων 1 → Γ′ → Γ → Γ′′ → 1 είναι µια ακριβής
ακολουθία, τότε

cd Γ ≤ cd Γ′ + cd Γ′′.

γʹ. Αν Γ = Γ1 ∗A Γ2 ( όπου A ↪→ Γi ), τότε

cd Γ ≤ max{cd Γ1, cd Γ2, 1 + cd A}.
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Απόδειξη. Η ανισότητα του α′ έπεται άµεσα από το λήµµα του Shapiro ή
αλλιώς µε χρήση του ότι µια προβολική ανάλυση του Z πάνω στο ZΓ µπορεί
επίσης να ϑεωρηθεί ως µια προβολική ανάλυσγ του Z πάνω στο ZΓ′. Για να
δείξουµε το δεύτερο µέρος του α′, υποθέτουµε ότι cd Γ = n < ∞. Από το
102 υπάρχει ένα ελεύθερο ZΓ-πρότυπο F µε Hn(Γ, F ) 6= 0. Εάν F ′ είναι ένα
ελεύθερο ZΓ′-πρότυπο της ίδιας τάξης, τότε F ≈ IndΓ

Γ′F
′, και άρα το λήµµα

του Shapiro δίνει ότι

Hn(Γ′, F ′) ≈ Hn(Γ, F ) 6= 0.

Εποµένως cd Γ′ ≥ n, και έπεται το α′. Το β′ είναι άµεση συνέπεια του
ϑεωρήµατος Hochschild-Serre για τις ϕασµατικές ακολουθίες. Τέλος, το γ′

έπεται από την συνοµολογική εκδοχή της ακολουθίας Maeyer-Vietoris.

Συµπέρασµα 104. Αν cd Γ ≤ ∞ τότε η Γ είναι ελεύθερη στρέψης ( torsion
free).

Απόδειξη. Αν η Γ δεν είναι ελεύθερη στρέψης τότε περιέχει µια πεπερασµένη
µη-τετριµµένη κυκλική υποοµάδα Γ′. Για την Γ ϑα ισχύει cd Γ′ = ∞. Αυτό
έπεται από το γεγονός ότι H2k(Γ′,Z) 6= 0 για κάθε k. ΄Ετσι από το α′ της
πρότασης 103 έχουµε ότι cd Γ =∞.

Συµπέρασµα 105. Αν Γ′ ⊂ Γ και (Γ : Γ′) < ∞, τότε από το α′ της πρότασης
103 έπεται ότι cd Γ′ = cd Γ εκτός και ικανοποιούνται τα

cd Γ =∞

και
cd Γ′ <∞.

(Τα οποία ικανοποιούνται όπως ϑα δούµε στο παρακάτω παραδειγµα.)

Παράδειγµα. ΄Εστω Γ µια οµάδα τάξης 2 και Γ′ = {1}. Γενικότερα αν Γ είναι
µια οµάδα µε στρέψη τότε από το 104 cd Γ = ∞. ΄Οµως η Γ ενδεχοµένως
να έχει πεπερασµένου δείκτη υποοµάδες Γ′ που να είναι ελεύθερες στρέψης
µε cd Γ′ < ∞. ( Στην επόµενη υποπαράγραφο όπου ϑα δείξουµε το ϑεώρηµα
του Serre ϑα δούµε πως αν η Γ είναι ελεύθερη στρέψης τότε τα cd Γ = ∞ και
cd Γ′ <∞ δεν ικανοποιούνται.

Το επόµενο αποτέλεσµα δείχνει πως όταν εργαζόµαστε µε συνοµολογική δι-
άσταση µας αρκούν οι ελεύθερες προβολικές αναλύσεις. ∆ηλαδή δεν χρειάζε-
ται να χρησιµοποιηθούν µη-ελεύθερες.

Πρόταση 106. Για κάθε οµάδα Γ υπάρχει µια ελεύθερη ανάλυση του Z πάνω
στο ZΓ που το µήκος της είναι ίσο µε την cd Γ.

Για την απόδειξη ϑα χρειαστούµε πρώτα το παρακάτω λήµµα:
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Λήµµα 107. Αν P είναι ένα προβολικό πρότυπο πάνω από τυχαίο δακτύλιο R,
τότε υπάρχει ένα ελεύθερο πρότυπο F τ.ω. P ⊕ F ≈ F .

Απόδειξη. Το P είναι προβολικό και άρα υπάχει ένα πρότυπο Q τ.ω. το P ⊗Q
να είναι ελεύθερο. Υποθέτουµε πως το F είναι ένα αριθµήσιµο ευθύ άθροισµα:

(P ⊕Q)⊕ (P ⊕Q)⊕ · · · .

Τότε το F είναι ελεύθερο ως ευθύ άθροισµα ελεύθερων προτύπων. Το F µπορεί
όµως να περιγραφεί και ως το άθροισµα µετρήσιµου πλήθους αντιγράφων του
P και αριθµήσιµου πλήθους αντιγράφων του Q. Η επισύναψη ενός επιπλέον
αντιγράφου του P δεν το αλλάζει αυτό και εποµένως P ⊕ F ≈ F .

Τώρα µπορούµε να προχωρήσουµε στην απόδειξη της πρότασης 106.

Απόδειξη. Θεωρούµε ότι n = cd Γ. Μπορούµε επίσης να υποθέσουµε ότι
0 < n < ∞. Επιλέγουµε µια µερική ελεύθερη ανάλυση µήκους n − 1 της
µορφής

Fn−1
∂−→ · · · → F0 → Z→ 0

µε το P να είναι ίσο µε τον πυρήνα της ∂ : Fn−1 → Fn−2. ∆ηλαδή στην
προκειµένη περίπτωση αν n = 1 ϑέτουµε F−1 = Z. Από τις προτάσεις 98 και
107 παίρνουµε ένα ελεύθερο πρότυπο F τ.ω. το άθροισµα P ⊕ F να είναι
ελεύθερο. ΄Αρα αντικαθιστώντας το Fn−1 από Fn−1 ⊕ F και ϑέτοντας ∂|F = 0
έχουµε µια µερική ελεύθερη ανάλυση µε µήκος n− 1 και τον πυρήνα ker(∂)
ελεύθερο, και άρα έπεται το Ϲητούµενο.

5.2 Το ϑεώρηµα του Serre

Σε αυτή την υποπαράγραφο ϑα διατυπώσουµε και ϑα δείξουµε το ϑεώρηµα
του Serre.

Θεώρηµα 108. ΄Εστω Γ µια οµάδα ελεύθερη στρέψης και µιά υποοµάδα Γ′

πεπερασµένου δείκτη. Τότε cd Γ′ = cd Γ.

Σηµείωση. Στην απόδειξη που ϑα ακολουθήσουµε, η οποία είναι η τοπολογική
εκδοχή, ϑα ϑεωρούµε δεδοµένο το παρακάτω αποτέλεσµα των Eilenberg και
Ganea:
‘‘Αν Γ είναι οµάδα τ.ω. cd Γ < ∞ τότε υπάρχει ένα K(Γ, 1)- σύµπλοκο πεπε-
ϱασµένης διάστασης.’’

Απόδειξη. Από το α′ του 103 γνωρίζουµε ότι αρκεί να δείξουµε πως αν cd Γ′ <
∞ τότε cd Γ <∞.

Από το αποτέλεσµα των Eilenberg και Ganea γνωρίζουµε ότι εφόσον µας
δίνεται ότι cd Γ′ < ∞ υπάρχει σύµπλοκο K(Γ′, 1) πεπερασµένης διάστα-
σης. Εποµένως το καθολικό του κάλυµµα, X ′ είναι πεπερασµένης διάστασης,
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συσταλτό και ελεύθερο Γ′-σύµπλοκο. Από το X ′ ϑα κατασκευάσουµε ένα
συσταλτό, πεπερασµένης διάστασης και ελεύθερο Γ-σύµπλοκο X ώστε να δε-
ίξουµε ότι cd Γ <∞. Η κατασκευή έχει ως εξής :
Το υποκείµενο σύνολο του X ορίζεται ως X = HomΓ′(Γ, X

′) όπου η Γ′ δρα
στο Γ από τα αριστερά και το HomΓ′(_, _) συµβολίζει τις απεικονίσεις στην
κατηγορία των αριστερών Γ′-συνόλων. Εφόσον η δεξιά δράση της Γ στον εαυτό
της µετατίθεται µε την αριστερή δράση της Γ′ στο Γ, υπάρχει µια επαγόµενη
αριστερή δράση της Γ στο X, η οποία δίνεται ως

(γ0f)(γ) = f(γγ0)

για f ∈ X και γ, γ0 ∈ Γ.
Εάν επιλέξουµε ένα σύνολο αντιπροσώπων των γ1, · · · , γn για Γ′ \Γ, τότε µέσω
αυτών έχουµε τον ισοµορφισµό:

φ : X
≈−→

n∏
i=1

X ′.

Εφόσον το γινόµενο από τα δεξιά έχει µια ϕυσική CW δοµή µπορούµε να
χρησιµοποιήσουµε την φ για να δώσουµε στο X µια τοπολογία και µια δοµή
CW .
Η δοµή αυτή είναι ανεξάρτητη της επιλογής των αντιπροσώπων για τα σύµπλο-
κα. Αυτό γιατί αν αντικαταστήσουµε τους αντιπροσώπους µε γ′1γ, · · · , γ′nγn
(όπου γ′i ∈ Γ), τότε την νέα απεικόνιση φ µπορούµε να την πάρουµε από την
παλιά µέσω σύνθεσης µε τον CW -ισοµορφισµό:

n∏
i=1

γ′i :
n∏
i=1

X ′ →
n∏
i=1

X ′.

΄Επεται ότι η Γ-δράση στο X διατηρεί την δοµή CW . Πράγµατι, για τυχαίο
γ ∈ Γ έχουµε ένα µεταθετικό διάγραµµα:

X X

∏n
i=1X

′

γ

φ′ φ

όπου η φ ορίζεται µέσω τους αντιπρόσωπους (γi)1≤i≤n και η φ′ ορίζεται
µέσω (γiγ)1≤i≤n. Εποµένως το X είναι καλά ορισµένο ως Γ-σύµπλοκο το
οποίο είναι επίσης συσταλτό και πεπερασµένης διάστασης.
Για να ολοκληρωθεί η απόδειξη του ότι cd Γ <∞, µένει να δείξουµε ότι η Γ δρα
ελεύθερα στον X. Υπάρχει µια κανονική απεικόνιση X → X ′ η οποία δίνεται
µέσω της εικόνας από το 1 ∈ Γ. Η απεικόνιση αυτή είναι Γ′-equivariant και
στέλνει τα κελιά σε κελιά. Εφόσον η Γ′ δρα ελεύθερα στο X ′ έπεται ότι δρα
ελεύθερα και στο X. Για κάθε κελί σ του X ϑα έχουµε Γσ ∩Γ′ = {1} και άρα
το Γσ είναι πεπερασµένο. Το Γ είναι όµως ελεύθερο στρέψης και εποµένως οι
πεπερασµένες ισοτροπικές αυτές οµάδες Γσ είναι τετριµµένες.
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5.3 Αναλύσεις πεπερασµένου τύπου

Σε αυτή την υποπαράγραφο ϑα µελετήσουµε συνθήκες περατότητας κατά τις
οποίες απαιτούµε την ύπαρξη µιας προβολικής ανάλυσης P για την οποία
κάθε Pi είναι πεπερασµένα παραγόµενο. Αρχικά ϑα παρουσιάσουµε γενικά
αποτελέσµατα για τέτοιες αναλύσεις πάνω από δακτύλιο R, ενώ σε επόµενες
υποπαραγράφους ϑα µιλήσουµε ειδικότερα για αναλύσεις του Z πάνω από το
ZΓ.

Για τα πεπερασµένα παριστόµενα πρότυπα έχουµε τα εξής :

Πρόταση 109. Τα παρακάτω είναι ισοδύναµα για ένα R-πρότυπο M .

1. Για κάποιους ακεραίους m, n, υπάρχει µια ακριβής ακολουθία της µορ-
ϕής

Rm → Rn →M → 0.

2. Για πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά P0, P1, υπάρχει µια ακριβής
ακολουθία της µορφής

P1 → P0 →M → 0.

3. Αν M είναι πεπερασµένα παραγόµενο και για κάθε επιµορφισµό

ε : P �M

όπου P να είναι πεπερασµένα παραγόµενο και προβολικό, τότε ο πυρήνας
ker(ε) είναι πεπερασµένα παραγόµενος.

Για την απόδειξη της παραπάνω πρότασης χρειαζόµαστε το λήµµα του Scha-
nuel:

Λήµµα 110 (λήµµα του Schanuel). ΄Εστω οι ακριβείς ακολουθίες

0→ K → P →M → 0

και
0→ K ′ → P ′ →M → 0

όπου τα P και P ′ είναι προβολικά. Τότε ισχύει

P ⊕K ′ ≈ P ′ ⊕K.

Απόδειξη. ΄Εστω Q να είναι το pullback των απεικονίσεων :

P ′

P M

π′

π
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∆ηλαδή το Q είναι υπο-πρότυπο του P × P ′ και αποτελείται από τα Ϲεύγη
(x, x′) τ.ω. π(x) = π′(x′). Εποµένως µπορεί να ελεγχθεί πως το παρακάτω
διάγραµµα είναι µεταθετικό :

0 0

K ′ K ′

0 K Q P ′ 0

0 K P M 0

0 0

οι οριζόντιες και παράλληλες σειρές είναι ακριβείς, και εφόσον τα P και P ′

είναι προβολικά οι ακολουθίες που περιλαµβάνουν το Q είναι διασπάσιµες
πράγµα που οδηγεί στο P ⊕K ′ ≈ Q ≈ P ′ ⊕K.

τώρα συνεχίζουµε στην απόδειξη της πρότασης 5.3.

Απόδειξη. Οι συνεπαγωγές 3 ⇒ 1 ⇒ 2 είναι προφανείς και ϑέλουµε τώρα
να δείξουµε την 2 ⇒ 3. Παρατηρούµε ότι αν ισχύει το 2, τότε το M ϑα
είναι πεπερασµένα παραγόµενο εφόσον το P0 είναι πεπερασµένα παραγόµενο.
Εφαρµόζουµε το λήµµα 110 και πέρνουµε

P ⊕ ker{P0 →M} ≈ P0 ⊕ ker(ε).

Το αριστερό µέλος είναι πεπερασµένα παραγόµενο από υπόθεση και συνε-
πάγεται πως το P0⊕ ker(ε) είναι πεπερασµένα παραγόµενο. Εποµένος και το
ker(ε) είναι πεπερασµένα παραγόµενο.

Ορισµός 111 (πεπερασµένα παραστάσιµο πρότυπο). Το M ϑα λέγεται πεπε-
ϱασµένα παραστάσιµο αν ικανοποιείται η πρώτη συνθήκη της πρότασης 5.3. Μια
ακολουθίας της µορφής του 1 της πρότασης 5.3 ϑα λέµε ότι δίνει πεπερασµένη
παράσταση του M µε n γεννήτορες και m σχέσεις.

Ορισµός 112 (πεπερασµένου τύπου ανάλυση). Μια ανάλυση ή µερική ανάλυ-
ση (Pi) ϑα λέγεται πεπερασµένου τύπου αν κάθε Pi είναι πεπερασµένα παρα-
γόµενο.

Ορισµός 113 (πρότυπο τύπου FPn). ΄Ενα πρότυποM ϑα λέγεται τύπου FPn
(όπου n ≥ 0) αν υπάρχει µια µερική προβολική ανάλυση

Pn → · · · → P0 →M → 0

που να είναι πεπερασµένου τύπου.
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Παρατήρηση. Εποµένως η συνθήκη FP0 δηλώνει απλώς ότι έχουµε πεπερα-
σµένα παραγόµενα, η FP1 πεπερασµένα παριστάµενα και οι µεταλύτερης τάξης
είναι ισχυροποιήσεις της πεπερασµένης παράστασης.

Η παρακάτω πρόταση έιναι γενίκευση της πρότασης 5.3 :

Πρόταση 114. Τα παρακάτω είναι ισοδυναµα για κάθε πρότυπο M και n ≥ 0
:

1. Υπάρχει µια µερική ανάλυση Fn → · · · → F0 → M → 0 µε κάθε Fi να
είναι ελεύθερο πεπερασµένης τάξης.

2. Το M είναι τύπου FPn.

3. Το M είναι πεπερασµένα παραγόµενο και για κάθε µερική προβολική
ανάλυση Pk → · · · → P0 → M → 0 πεπερασµένου τύπου µε k < n, ο
πυρήνας ker{Pk → Pk−1} είναι πεπερασµένα παραγόµενος.

Για την απόδειξη ϑα χρειαστούµε την παρακάτω γενίκευση του 5.3:

Λήµµα 115. ΄Εστω

0→ Pn → Pn−1 → · · · → P0 →M → 0

και
0→ P ′n → P ′n−1 → · · · → P ′0 →M → 0

να είναι ακριβείς ακολουθίες µε τα Pi και P ′i προβολικά για i ≤ n − 1. Τότε
ισχύει :

P0 ⊕ P ′1 ⊕ P2 ⊕ P ′3 ⊕ · · · ≈ P ′0 ⊕ P1 ⊕ P ′2 ⊕ P3 ⊕ · · · .

Εποµένως αν τα Pi και P ′i είναι πεπερασµένα παραγόµενα για i ≤ n − 1, τότε
το Pn είναι πεπερασµένα παραγόµενο αν και µόνον αν το P ′n είναι πεπερασµένα
παραγόµενο.

Απόδειξη. Θα το δείξουµε µε επαγωγή στο n. ΄Εστω K (για το K ′ αντίστοιχα)
να είναι ο πυρήνας του Pn−2 → Pn−3 (αντίστοιχα µε P ′). Από την επαγωγική
υπόθεση έχουµε

K ⊕Q ≈ K ′ ⊕Q′

όπου Q = P ′n−2 ⊕ Pn−3 ⊕ · · · και Q′ = Pn−2 ⊕ P ′n−3 ⊕ · · · . Επίσης έχουµε
τις ακριβείς ακολουθίες

0 Pn Pn−1 ⊕Q K ⊕Q 0

0 P ′n P ′n−1 ⊕Q′ K ′ ⊕Q′ 0

≈
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Εφόσον τα Pn−1 ⊕ Q και P ′n−1 ⊕ Q′ είναι προβολικά, από το λήµµα 110
έχουµε ότι

Pn ⊕ P ′n−1 ⊕Q′ ≈ P ′n ⊕ Pn−1 ⊗Q

που είναι ο ισοµορφισµούς που ϑέλαµε.

συνεχίζουµε στην απόδειξη του 114

Απόδειξη. Οι συνεπαγωγή 1 ⇒ 2 έπεται τετριµµένα, ϑα δείξουµε την 2 ⇒
3: Αν το πρότυπο M είναι τύπου FPn, τότε για κάθε k < n υπάρχει µια
πεπερασµένου τύπου προβολική ανάλυση

Pk → · · · → P0 →M → 0

µε πεπερασµένα παραγόµενο πυρήνα ker{Pk → Pk−1}. Απο το 115 έπεται
ότι κάθε άλλη µερική προβολική ανάλυση

P ′k → · · · → P ′0 →M → 0

πεπερασµένου τύπου και µήκους k έχει πυρήνα ker{P ′k → P ′k−1} πεπερα-
σµένα παραγόµενο και έτσι το 3 ικανοποιείται. Τώρα για την συνεπαγωγή
3 ⇒ 1: Αν ισχύει το 3 τότε µπορούµε να κατασκευάσουµε ϐήµα προς ϐήµα
την επιθυµητή ακολουθία Fn → · · · → F0 →M → 0.

Οι παρακάτω ισοδύναµες συνθήκες χαρακτηρίζουν την περίπτωση όπου οι
συνθήκες του 114 ισχύουν για κάθε ϑετικό n. Αυτή είναι και η περίπτωση
που µας ενδιαφέρει περισσότερο :

Πρόταση 116. Οι παρακάτω συνθήκες είναι ισοδύναµες :

1. Το M έχει ελεύθερη ανάλυση πεπερασµένου τύπου.

2. Το M έχει προβολική ανάλυση πεπερασµένου τύπου.

3. Το M είναι τύπου FPn για κάθε n ≥ 0.

Απόδειξη. Οι συνεπαγωγές 1 ⇒ 2 και 2 ⇒ 3 είναι προφανείς. Υποθέτουµε
ότι ισχύει το 3 και µε χρήση του τρίτου από το 114 µπορούµε να ϕτιάξουµε
µια ελεύθερη ανάλυση πεπερασµένου τύπου ϐηµατικά και έτσι ισχύει και η
3⇒ 1.

Ορισµός 117 (FP∞). Θα λέµε πως το πρότυπο M είναι τύπου FP∞ αν οι
συνθήκες της πρότασης 116 ικανοποιούνται.

Τώρα ϑα παρουσιάσουµε κάποιες χρήσιµες ιδιότητες στην γενική τους µορφή
για την περίπτωση όπου M είναι τύπου FPn. Η γενική µορφή των ιδιοτήτων
ϑα παρουσιαστεί για τους συναρτητές TorR∗ (M, _) και ExtR∗ (M, _) όµως γνω-
ϱίζουµε πως στις περιπτώσεις που µας ενδιαφέρουν (για R = ZΓ, M = Z) οι
παραπάνω συναρτητές πέρνουν την µορφή H∗(Γ, _) και H∗(Γ, _).
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Σηµείωση. Οι συναρτητές TorR∗ µετατίθενται µε ευθέα (αλλιώς κατευθυνόµενα)
όρια µε την έννοια που περιγράφουµε στο παρακάτω λήµµα.

Λήµµα 118. ΄Εστω {Ni}i∈I κατευθυνόµενο σύστηµα R-προτύπων όπου I κα-
τευθυνόµενο σύνολο και N = lim−→i∈I Ni. Οι απεικονίσεις της συµβατής οικο-
γένειας απεικονίσεων Ni → N για i ∈ I, επάγουν µια συµβατή οικογένεια
οµοµορφισµών αβελιανών οµάδων TorR∗ (M,Ni)→ TorR∗ (M,N) από τα οποία
προκύπτει η απεικόνιση :

φ : lim−→
i∈I

Tor∗(M,Ni)→ Tor∗(M,N)

όπου η φ είναι ισοµορφισµός.

Απόδειξη. Θα σκιαγραφίσουµε την απόδειξη παρέχοντας µερικά κλασσικά α-
ποτελέσµατα. Το γεγονός ότι η φ είναι ισοµορφισµός προκύπτει από τον ο-
ϱισµό του TorR∗ (M, _) ως H∗(P ⊗R _) όπου το P είναι προβολική ανάλυση
του M , σε συνδυασµό µε τα παρακάτω γνωστά αποτελέσµατα: 1) Το P ⊗R _
µετατίθεται µε τα ευθέα αθροίσµατα, και 2) H∗(_) µετατίθεται επίσης µε τα
ευθέα αθροίσµατα.

Για τονExt∗R δεν ισχύουν οι ίδιες ιδιότητες µεταθετικότητας µε ευθέα/κατευθυνόµενα
όρια µιας και ο συναρτητής HomR(P, _) γενικά δεν µετατίθεται µε κατευθυ-
νόµενα όρια. ΄Οµως η επόµενη πρόταση δίνει κατάλληλες υποθέσεις για να
έχουµε µεταθετικότητα:

Πρόταση 119. Αν το M είναι τύπου FP∞ τότε ο Ext∗R(M, _) µετατίθεται µε
κατευθυνόµενα όρια.

Η απόδειξη έπεται άµεσα από το παρακάτω λήµµα:

Λήµµα 120. Αν το P είναι πεπερασµένα παραγόµενο προβολικό R-πρότυπο
τότε ο συναρτητής HomR(P, _) µετατίθεται µε κατευθυνόµενα όρια.

Απόδειξη. Ο συναρτητής HomR(P, _) είναι ισοδύναµος µε τον P ∗ ⊗R _ µέσω
του ‘ισοµορφισµού δυικότητας’ και καθώς το δεύτερο µετατίθεται µε κατευθυ-
νόµενα όρια το ίδιο ισχύει και για το πρώτο.

Ενδιαφέρον έχει πως οι ιδιότητες µεταθετικότητας των συναρτητών αυτών αρ-
κούν για να χαρακτηρίσουν την ιδιότητα FP∞. ΄Οπως ϕαίνεται στο παρακάτω
ϑεώρηµα που παρέχουµε χωρίς απόδειξη :

Θεώρηµα 121. Τα παρακάτω είναι ισοδύναµα:

1. Το M είναι τύπου FP∞

2. Ο Ext∗R(M, _) µετατίθεται µε κατευθυνόµενα όρια.

3. Ο TorR∗ µετατίθεται µε κατευθυνόµενα γινόµενα.
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5.4 Οµάδες τύπου FPn

Ειδικεύουµε τα αποτελέσµατα της προηγούµενης υποπαραγράφου στην πε-
ϱίπτωση που R = ZΓ και M = Z. Θα λέµε πως η Γ είναι τύπου FPn (για
πεπ. ϑετικό n) αν το Z είναι τύπου FPn ως ZΓ-πρότυπο.

Σηµείωση. Με ϐασή τα παραπάνω κάθε οµάδα είναι τύπου FP0 και µπορεί
κανείς να διαπιστώσει πως µια οµάδα Γ είναι τύπου FP1 ανν είναι πεπερασµένα
παραγόµενη.

Σηµείωση. Η συνθήκη FP2 ειναι πιο περίπλοκη και λιγότερο κατανοητή. Είναι
γνωστό πως οι πεπερασµένα παριστούµενες οµάδες Γ είναι τύπου FP2 γιατί αν
Y σύµπλοκο µήκους 2 µε π1Y = Γ τότε το σύµπλοκο κελιών του καθολικού
καλύµατος του Y είναι µερική ελεύθερη ανάλυση του Z πάνω στο ZΓ µήκους
2 και πεπερασµένου τύπου. ∆εν είναι όµως γνωστό αν ισχύει και το αντίστροφο.

΄Οπως ϕαίνεται στην παρακάτω πρόταση, οι συνθήκες FPn συµπεριφέρονται
καλά σε υποοµάδες πεπερασµένου δείκτη:

Πρόταση 122. ΄Εστω Γ′ ⊆ Γ µια υποοµάδα πεπερασµένου δείκτη. Η Γ είναι
τύπου FPn µε 0 ≤ n ≤ ∞ ανν Γ′ είναι τύπου FPn.

Απόδειξη. Κάθε πεπερασµένου τύπου µερική προβολική ανάλυση του Z πάνω
στο ZΓ, µπορεί να ϑεωρηθεί και ως µερική προβολική ανάλυση του Z πάνω
στο ZΓ′ και ϑα είναι και πάλι πεπερασµένου τύπου εφόσον (Γ : Γ′) <∞. Αυτό
µας δίνει την µία κατεύθυνση της πρότασης. Για το αντίστροφο υποθέτουµε
πως η Γ′ είναι τύπου FPn. Θα δείξουµε ότι το ZΓ-πρότυπο Z ικανοποιεί την
τρίτη συνθήκη του 114. ΄Εστω P να είναι µερική προβολική ανάλυση του Z
πάνω στο ZΓ′, που να είναι πεπερασµένου τύπου και µήκους k < n. Τώρα
ϑεωρώντας το P σαν µια µερική προβολική ανάλυση του Z στο ZΓ′, µπορούµε
να εφαρµόσουµε το τρίτο της 114 και συµπεραίνουµε ότι ο πυρήνας της Pk →
Pk−1 είναι πεπερασµένα παραγόµενη πάνω στο ZΓ′. ΄Οµως ο πυρήνας της
Pk → Pk−1 είναι πεπερασµένα παραγόµενος πάνω στο ZΓ και άρα το τρίτο
του 114 ισχύει για Z πάνω στο ZΓ.

Συµπέρασµα 123. Στην παραπάνω πρόταση αν ϑέσουµε δείκτη n = 1 πέρνου-
µε ότι η Γ είναι πεπερασµένα παραγόµενη ανν η Γ′ είναι πεπερασµένα παρα-
γόµενη.

Πρόταση 124. ΄Εστω Γ οµάδα τύπουFP∞ και έστωn ακέραιος τ.ω. Hn(Γ,ZΓ) =
0. Τότε Hn(Γ, F ) = 0 για κάθε ελεύθερο ZΓ-πρότυπο F .

Απόδειξη. Αν το F είναι πεπερασµένης τάξης τότε έπεται από την προσθετι-
κότητα του Hn(Γ, _). Για την γενική περίπτωση, επιλέγουµε µια ϐάση (ei)i∈I
για κάποιο F . Το F είναι το κατευθυνόµενο ορίο των FJ , δηλαδή F = lim−→FJ ,
όπου το J κυµαίνεται στα πεπερασµένα υποσύνολα του I και το FJ είναι
το υποπρότυπο του F που παράγεται από το ei για i ∈ J . Τότε το F είναι
ελεύθερο πεπερασµένης τάξης. Τώρα µε χρήση της 119 καταλήγουµε πως
Hn(Γ, F ) = lim−→Hn(Γ, FJ) = 0.
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5.5 Οµάδες τύπου FP και FL

Στην υποπαράγραφο αυτή ϑα συνδυάσουµε τους δύο τύπους συνθηκών περα-
τότητας που συναντήσαµε προηγουµένως.

Ορισµός 125 (πεπερασµένη ανάλυση). Θα λέµε πως µια ανάλυση είναι πεπε-
ϱασµένη αν είναι ταυτόχρονα πεπερασµένου τύπου και πεπερασµένου µήκους.

Ορισµός 126 (FP). Μια οµάδα Γ ϑα λέµε πως είναι τύπου FP αν το Z έχει
πεπερασµένη προβολική ανάλυση πάνω στο ZΓ.

Πρόταση 127. Η Γ είναι τύπου FP αν µόνον αν cd Γ < ∞ και Γ είναι τύπου
FP∞.

Απόδειξη. Η µια κατεύθυνση είναι προφανής. Για το αντίστροφο, αν cd Γ <∞
και Γ είναι τύπου FP∞, τότε µπορούµε να κατασκευάσουµε µια πεπερασµένη
ανάλυση ως εξής : Παίρνουµε µια µερική ανάλυση πεπερασµένου τύπου της
µορφής:

Pn−1 → · · · → P0 → Z→ 0

όπου n = cd Γ και έστω Pn = ker{Pn−1 → Pn−2}. Τότε το Pn είναι προβολικό
(από το 4ο στο λήµµα 98) και πεπερασµένα παραγόµενο (από το 3ο του 114).
Εποµένως έχουµε µια πεπερασµένη προβολική ανάλυση:

0→ Pn → · · · → P0 → Z→ 0.

Συµπέρασµα 128. Αν η Γ είναι τύπου FP τότε υπάρχει µια πεπερασµένη
προβολική ανάλυση

0→ P → Fn−1 → · · · → F0 → Z→ 0

µε κάθε Fi ελεύθερο.

Απόδειξη. Αν στην απόδειξη της πρότασης 127 υποθέσουµε πως η Γ είναι
τύπου FPn αντί για FP∞, όπου n = cd Γ, έπεται πως µια οµάδα Γ πεπερα-
σµένης παράστασης, µε cd Γ = 2 είναι τύπου FP . Παρατηρούµε επίσης ότι η
µερική ανάλυση (Pi)i≤n−1 µπορεί κανείς να την ϑεωρήσει ελεύθερη.

Επειδή δεν υπάρχει λόγος να αναµένουµε πως είναι εφικτό να πάρουµε το P
ελεύθερο, ϑα εισάγουµε ισχυρότερες συνθήκες περατότητας :

Ορισµός 129 (FL). Μια οµάδα Γ είναι τύπου FL αν το Z έχει πεπερασµένη
ελεύθερη ανάλυση πάνω στο ZΓ.

Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τοπολογία για να ϐρούµε παραδείγµατα ο-
µάδων τύπου FL µε προφανή τρόπο, όπως περιγράφεται στην επόµενη πρότα-
ση:
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Πρόταση 130. Αν υπάρχει ένα σύµπλοκοK(Γ, 1) πεπερασµένο, τότε η Γ είναι
τύπου FL.

Παρατήρηση. Από τα προηγούµενα µπορούµε να ϐρούµε εύκολα παραδείγµα-
τα οµάδων τύπου FL: ∆ηλαδή ελεύθερες οµάδες πεπερασµένης τάξης, οµάδες
επιφανειών, ελεύθερες αβελιανές οµάδες πεπερασµένης τάξης κ.α. Με περισ-
σότερη προεργασία προκύπτει ότι οι ελεύθερης στρέψης, πεπερασµένα παρα-
γόµενες και µηδενοδύναµες οµάδες είναι επισής τύπου FL.

Η ιδιότητα του FP επιδέχεται επίσης τοπολογική ερµηνεία. Για αυτό χρεια-
Ϲόµαστε τον παρακάτω ορισµό:

Ορισµός 131 (χώρος πεπερασµένα κυριαρχούµενος (dominated». ΄Ενας χώρος
Y ϑα καλείται πεπερασµένα κυριαρχούµενος αν υπάρχει ένα πεπερασµένο
σύµπλοκο K τ.ω. το Y να είναι συστολή του K στην κατηγορία της οµοτοπίας.
(∆ηλαδή χρειαζόµαστε απεικονίσεις i : Y → K και r : K → Y µε ri ≈ idY ).

Το αντίστροφο της επόµενης πρότασης είναι επίσης αληθές ϑα το δείξουµε
όµως αργότερα για οµάδα Γ πεπερασµένης παράστασης.

Πρόταση 132. Αν υπάρχει ένα πεπερασµένα κυριαρχούµενο σύµπλοκοK(Γ, 1),
τότε η Γ είναι τύπου FP .

Απόδειξη. Θα σκιαγραφήσουµε την απόδειξη : ΄Εστω Y έναK(Γ, 1)-σύµπλοκο
κυριαρχούµενο από ένα πεπερασµένο σύµπλοκοK. Μπορούµε να επιλέξουµε
K τέτοιο ώστε οι απεικονίσεις Y � K να επάγουν π1-ισοµορφισµούς. Αν τα Ỹ
και K̃ είναι καθολικά καλύµµατα, µπορεί κανείς να δείξει πως το αλυσιδωτό
σύµπλοκο κελιών C(Ỹ ) είναι συστολή του C(K̃) στην κατηγορία οµοτοπίας
των αλυσιδωτών συµπλόκων πάνω στο ZΓ. Εφόσον το C(Ỹ ) είναι ελεύθερη
ανάλυση του Z και C(K̃) είναι πεπερασµένο ελεύθερο σύµπλοκο, έπεται ότι το
H∗(Γ, _) µετατίθεται µε τα κατευθυνόµενα αθροίσµατα και πως H i(Γ, _) = 0
για i > dim K. Αυτό από το 121 δίνει ότι η Γ είναι τύπου FP .

Να σηµειώσουµε πως δεν υπάρχουν γνωστά παραδείγµατα οµάδων τύπου FP
που να µην είναι τύπου FL. Η αλλιως από τοπολογική σκοπιά : Από τα γνωστά
παραδείγµατα πεπερασµένα κυριαρχούµενων χώρων ο οποίοι δεν έχουν τύπο
οµοτοπίας πεπερασµένου συµπλόκου, κανένα παράδειγµα δεν είναι K(Γ, 1).
Θα δώσουµε πρώτα έναν ορισµό χρήσιµο για την πρόταση που ακολουθεί, η
οποία ϑα µας δώσει περισσότερα στοιχεία σχετικά µε το πρόβληµα που ανα-
ϕέραµε. Πιο συγκεκριµένα το ερώτηµα της υπαρξης οµάδων τύπου FP που
να µην είναι τύπου FL, οδηγεί σε ένα πιο ϑεµελιωδες ερώτηµα: Υπάρχουν
πεπερασµένα παραγόµενα προβολικά πρότυπα που να µην είναι σταθερά ε-
λεύθερα ;

Ορισµός 133 (σταθερά ελεύθερο πρότυπο (stably free ». ΄Ενα πρότυπο P που
εµφανίζεται στην µέγιστη διάσταση µιας πεπερασµένης προβολικής ανάλυσης,
ϑα λέγεται σταθερά ελεύθερο αν έχει την ιδιότητα το P ⊕ F να είναι ελεύθερο
για κάποιο ελεύθερο και πεπερασµένης τάξης πρότυπο F .
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Πρόταση 134. ΄Εστω Γ οµάδα τύπου FP και έστω η πεπερασµένη προβολική
ανάλυση του Z πάνω στο ZΓ όπου κάθε Fi είναι ελεύθερο :

0→ P → Fn−1 → · · · → F0 → Z→ 0.

Τότε η Γ είναι τύπου FL ανν το P είναι σταθερά ελεύθερο.

Απόδειξη. ΄Εστω Γ να είναι τύπου FP και επιλέγουµε πεπερασµένη προβολι-
κή ανάλυση που να είναι ελεύθερη εκτός από την µέγιστη διάσταση (οπως στο
συµπέρασµα 128). Θα ϑεωρήσουµε το P σταθερά ελεύθερο. Τότε µπορούµε
να µετατρέψουµε την ανάλυση του 128 ώστε να πάρουµε µια πεπερασµένη
ελεύθερη ανάλυση. Αντίστροφα, αν υπάρχει µια πεπερασµένη ελεύθερη α-
νάλυση, τότε µπορούµε να την συγκρίνουµε µε αυτήν του 128 µέ χρήση του
λήµµατος 115. ΄Ετσι ϑα συµπεράνουµε πως το P είναι σταθερά ελεύθερο.
Στην περίπτωση όπου κάποια από τις δύο αναλύσεις εχει διαφορετικό µήκος
µπορούµε πάντα να επεκτείνουµε µε µηδενικά.

Σηµείωση. Να σηµειώσουµε πως η απάντηση στο ερώτηµα που τέθηκε προη-
γουµένως είναι ϑετική για ένα τυχαίο δακτύλιο. ΄Οµως δεν υπάρχουν γνωστά
παραδείγµατα οµάδων ελεύθερων στρέψης, ενώ είναι γνωστό που µια οµάδα
τύπου FP πρέπει να είναι ελεύθερη στρέψης.

Το αποτέλεσµα της παρακάτω πρότασης αφορά για οµάδες τύπου FP . ∆εν
είναι γνωστό αν ισχύει το ανάλογο για οµάδες τύπου FL.

Πρόταση 135. ΄Εστω Γ µια οµάδα ελεύθερη στρέψης και Γ′ µια υποοµάδα
πεπερασµένου δείκτη. Τότε η Γ είναι τύπου FP ανν η Γ′ είναι τύπου FP .

Απόδειξη. Είναι αποτέλεσµα των 108 µαζί µε το 122.

Τέλος, ϑα παρουσιάσουµε κάποιες ιδιότητες την µέγιστης διάστασης συνοµο-
λογίας οµάδων τύπου FP .

Πρόταση 136. Αν Γ είναι οµάδα τύπου FP τότε cd Γ = max{n : Hn(Γ,ZΓ) 6=
0}.

Απόδειξη. ΄Επεται από τις προτάσεις 102 και 124.

Πρόταση 137. Αν η Γ είναι τύπου FP και n = cd Γ, τότε η απεικόνιση

φ : Hn(Γ,ZΓ)⊗ZΓ M → Hn(Γ,M)

είναι ισοµορφισµός για κάθε Γ-πρότυπο M .

Απόδειξη. Υπενθυµίζουµε πως οι οµάδες συνοµολογίας H i(Γ,ZΓ) επιδέχο-
νται δοµή κανονικού δεξιού Γ-προτύπου. Για κάθε αριστερό Γ-πρότυπο M ,
µπορούµε να σχηµατίσουµε το τανυστικό γινόµενο H i(Γ,ZΓ) ⊗ZΓ M και υ-
πάρει η κανονική απεικόνιση:

φ : H∗(Γ,ZΓ)⊗ZΓ M → H∗(Γ,M).
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Η απεικόνιση αυτή ορίζεται στο επίπεδο της συνοµολογίας ως εξής : ΄Εστω
P µια προβολική ανάλυση του Z πάνω στο ZΓ. Για µια συναλυσιδα u ∈
HomΓ(P,ZΓ) και ένα στοιχείο m ∈M , απεικονίζουµε το u⊗m στην συνα-
λυσίδα x 7→ u(x)m, όπου x ∈ P , στο (HomΓ)(P,M).
Θεωρούµε την φ ως τον ϕυσικό µετασχηµατισµό µεταξύ των συναρτητών του
M . Εφόσον και οι δύο συναρτητές είναι δεξιά ακριβείς, αρκεί να δείξουµε πως
η φ είναι ισοµορφισµός όταν τοM είναι ελεύθερο. Και οι δύο συναρτητές είναι
προσθετικοί και µετατίθενται µε τα κατευθυνόµενα όρια. Εποµένως αρκεί να
λάβουµε υπόψη την µόνο την περίπτωση όπου το M είναι ελεύθερο από τάξη
1, δηλαδή υποθέτουµε πως M = ZΓ. Σε αυτή όµως την περίπτωση η

φ : Hn(Γ,ZΓ)⊗ZΓ ZΓ→ Hn(Γ,ZΓ)

είναι απλώς ο ισοµορφισµός u⊗ r 7→ ur.

Παρατήρηση. Ο ισοµορφισµός της πρότασης 137 µπορεί να γραφεί και ως
εξής :

΄Εστω D να είναι το Γ-πρότυπο Hn(Γ,ZΓ) ώστε

Hn(Γ,ZΓ)⊗ZΓ M = D ⊗ZΓ M = (D ⊗M)Γ = H0(Γ, D ⊗M)

όπου D ⊗M = D ⊗Z M µε την διαγώνια δράση. ∆ηλαδή, εφόσον το D είναι
δεξί πρότυπο και το M αριστερό, η διαγώνια δράση ορίζεται ως γ · (d ⊗m) =
dγ−1 ⊗ γm για γ ∈ Γ, d ∈ D, m ∈ M . Και άρα µπορεί κανείς να δει τον
ισοµορφισµό της πρότασης 137 ως

Hn(Γ,M) ≈ H0(Γ, D ⊗M).

5.6 Τοπολογική ερµηνεία

Υπενθυµίζουµε πως η ύπαρξη K(Γ, 1) συµπλόκου πεπερασµένης διάστασης
συνεπάγεται ότι η Γ έχει πεπερασµένη συνοµολογική διάσταση. ΄Οµοια,
οι προτάσεις 130 και 132 δείχνουν πως η ύπαρξη πεπερασµένου K(Γ, 1)
σύµπλοκο συνεπάγεται ότι η Γ είναι τύπου FL (αντίστοιχα για πεπερασµένα
κυριαρχούµενο σύµπλοκο έχουµε FP ). Σε αυτή την υποπαράγραφο ϑα µελε-
τήσουµε τις αντίστροφες κατευθύνσεις των παραπάνω αποτελεσµάτων. Τέλος
ϑα δώσουµε µια τοπολογική ερµηνεία για τα Γ-πρότυπα H∗(Γ,ZΓ) που είδα-
µε στην προηγούµενη υποπαράγραφο.

Θεώρηµα 138. ΄Εστω Γ τυχαία οµάδα και έστω n = max{cd Γ, 3}. Τότε
υπάρχει ένα n-διάστατο K(Γ, 1)-σύµπλοκο Y . Αν η Γ µπορεί να παρασταθεί
πεπερασµένα και είναι τύπου FL (αντ. FP ) τότε το Y µπορεί να επιλεχθεί ώστε
να είναι πεπερασµένο (αντ. πεπερασµένα κυριαρχούµενο).
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Απόδειξη. Θα κατασκευάσουµε επαγωγικά τον σκελετό Y k του επιθυµητού Y .
΄Εστω ότι το Y 2 είναι το 2-σύµπλοκο που σχετίζεται µε κάποια αναπαράσταση
της Γ, και εποµένως π1Y

2 ≈ Γ. Αν η Γ είναι πεπερασµένα παραστώµενη τότε
το Y 2 µπορεί να επιλεγεί πεπερασµένο. Να σηµειώσουµε πως το καθολικό
του κάλυµµα X2 έχει Hi = 0 για 0 < i < 2. Υποθέτουµε τώρα επαγωγικά
πως το Y k−1 έχει κατασκευασθεί και πως το καθολικό του κάλυµµα Xk−1

έχει Hi = 0 για 0 < i < k − 1. Αν η Γ είναι πεπερασµένα παραστώµενη
και FP τύπου, τότε υποθέτουµε επιπλέον πως το Y k−1 είναι πεπερασµένο.
Επιλέγουµε τώρα σύνολο γεννητόρων (zα) για το Γ-πρότυπο Hk−1X

k−1. Από
το ϑεώρηµα του Hurewicz µπορούµε για κάθε α να ϐρούµε µια απεικόνιση

fα : Sk−1 → Xk−1

η οποία αναπαριστά το zα µε την έννοια ότι η

Hk−1(fα) : Hk−1S
k−1 → Hk−1X

k−1

στέλνει έναν γεννήτορα του Hk−1S
k−1 στο zα. Τώρα ϑέτουµε

Y k = Y k−1 ∪
⋃
ekα

όπου το k-κελί ekα είναι προσκολληµένο στο Y k−1 µέσω την σύνθεσης

Sk−1 fα−→ Xk−1 → Y k−1.

Θεωρώντας το Xk ωε το καθολικό κάλυµµα του Y k ϑα πρέπει να ελέγχθε-
ί ότι HiX

k = 0 για 0 < i < k. Το Xk−1 µπορούµε να το δούµε ως τον
(k − 1) − skelet του Xk. Πράγµατι το Xk µπορούµε να το πάρουµε από
το Xk−1 επισυνάπτοντας k-κελιά εν µέσω της απεικόνισης fα και του µετα-
σχηµατισµού τους µέσω την δράσης της Γ στον Xk−1. Γίνεται εµφανές πως
HiX

k = HiX
k−1 = 0 για 0 < i < k − 1 και έχουµε την ακριβή ακολουθία :

Hk(X
k, Xk−1)

θ−→ Hk−1X
k−1 → Hk−1X

k → 0.

΄Αρα αρκεί να δείξουµε πως η θ είναι επιµορφισµός.
Υπενθυµίζουµε πως Hk(X

k, Xk−1) είναι ελεύθερο ZΓ-πρότυπο µε ένα
στοιχείο ϐάσης για κάθε k-κελί του Y k (δηλαδή για κάθε δείκτη α). Πιο
συγκεκριµένα, υπάρχει µια ϐάση (uα) την οποία πέρνουµε ως εξής :

Αν η παρακάτω απεικόνιση είναι χαρακτηριστική απεικόνιση για το κελί
που επισυνάπτεται εν µέσω της fα:

χα : (Ek, Sk−1)→ (Xk, Xk−1)

τότε το uα ∈ Hk(X
k, Xk−1) ορίζεται ως η εικόνα ενώς γεννήτοραHk(E

k, Sk−1)
υπό την απεικόνιση

Hk(χα) : Hk(E
k, Sk−1)→ Hk(X

k, Xk−1).

Από το παρακάτω διάγραµµα προκύπτει ότι ∂uα = zα
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Hk(E
k, Sk−1) Hk−1S

k−1

Hk(X
k, Xk−1) Hk−1X

k−1

∂

≈

Hk(zα) Hk−1(fα)

∂

και έτσι η ∂ είναι πράγµατι επιµορφισµός.
Για να ολοκληρωθεί το επαγωγικό ϐήµα πρέπει να δείξουµε πως το Y k

µπορεί να επιλεγεί ώστε να είναι πεπερασµένα αν η Γ µπορεί να παρασταθεί
πεπερασµένα και είναι τύπου FP . ∆ηλαδή, στην συγκεκριµένη περίπτω-
ση ϑα πρέπει να δείξουµε ότι η Hk−1X

k−1 είναι πεπερασµένα παραγόµε-
νο Γ-πρότυπο. Για να ϕανεί αυτό αρκεί να σηµειώσουµε πως το αλυσιδωτό
σύµπλοκο κελιών

Ck−1 → · · · → C0 → Z→ 0

από Xk−1 είναι µερική ελεύθερη ανάλυση πεπερασµένου τύπου. Αυτό επειδή
το Y k−1 έχει ϑεωρηθεί πεπερασµένο. Εποµένως η Hk−1 = ker{Ck−1 →
Ck−2} είναι πεπερασµένα παραγόµενη µιας και η Γ είναι τύπου FP (αυτό
λόγω του 114 ).

Στην περίπτωση όπου n = ∞ συνεχίζουµε την επαγωγική διαδικασία επ
αορίστου και Y =

⋃
k Y

k είναι το K(Γ, 1) σύµπλοκο που ϑέλαµε. Στην πε-
ϱίπτωση όπου n < ∞ ϑεωρούµε πως έχουµε το Xn−1. Το σύµπλοκο κελιών
του ειναι το αλυσιδωτό σύµπλοκο:

Cn−1 → · · · → C0 → Z→ 0

το οποίο είναι µερική ελεύθερη ανάλυση µε µήκος n − 1. Εποµένως από
την πρόταση 98 έχουµε πως το Hn−1X

n−1 είναι προβολικό ZΓ-πρότυπο.
Τώρα από το 107 έχουµε την ύπαρξη ενός ελεύθερου προτύπου F τ.ω. το
Hn−1H

n−1 ⊕ F να είναι ελεύθερο. Αν αντικαταστήσουµε το Y n µε ¯Y n−1 =
Y n−1 ∨ Sn−1 ∨ Sn−1 ∨ · · · , όπου υπάρχει ένα αντίγραφο του Sn−1 για κάθε
στοιχείο ϐάσης του F . Για το C(Xn−1) αντιστοιχεί στο να επισυνάψουµε το
F στο Cn−1 µέσω ∂|F = 0. Το καθολικό κάλυµµα ¯Xn−1 έχει τώρα ελεύθερη
Hn−1. Μπορούµε άρα να επισυνάψουµε κελιά n διάστασης enα στο ¯Y n−1 που
να αντιστοιχούν στα στοιχεία της ϐάσης zα του Hn−1

¯Xn−1. Και εποµένως το
Ȳ n που προκύπτει ϑα είναι σύµπλοκο K(Γ, 1) n διάστασης.

Υποθέτουµε πως η Γ µπορεί να παρασταθεί πεπερασµένα και είναι FL
τύπου. Τότε η Y n−1 είναι πεπερασµένη και το προβολικό Hn−1X

n−1 είναι
πεπερασµένα παραγόµενο. Γνωρίζουµε ακόµη από την πρόταση 134 πως το
Hn−1X

n−1 είναι σταθερά ελεύθερο και άρα υπάρχει ένα ελεύθερο πρότυπο
F πεπερασµένης τάξης ώστε το Hn−1X

n−1 ⊕ F να είναι ελεύθερο πεπερα-
σµένης τάξης. Συνεχίζοντας όπως προηγουµένως το Ȳ n ϑα είναι πεπερασµένο
K(Γ, 1).

Τέλος, υποθέτουµε πως η Γ µπορεί να παρασταθεί πεπερασµένα αλλά
είναι µόνο τύπου FP . Το γενικό επαγωγικό ϐήµα µας δίνει ένα πεπερασµένο
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σύµπλοκο της µορφής

Y n = Y n−1 ∩ en ∩ · · · ∩ en

το οποίο για 0 < i < n έχει καθολικό κάλυµµα µεHi = 0. ΄Αρα για 1 < i < n,
η i-στή οµάδα οµοτοπίας του Y n και η i-στή τουXn είναι τετριµµένες. Επίσης
γνωρίζουµε πως υπάρχει σύµπλοκο K(Γ, 1) της µορφής:

Ȳ n = Y n−1 ∨ Sn−1 ∨ · · · ∪ en ∪ · · ·

ώστε πiȲ n = 0 για κάθε i > 1. Κάνουµε τον ισχυρισµό πως το Y n κυριαρχεί
στο Ȳ n. Πράγµατι η απεικονίσεις

Ȳ n i−→ Y n r−→ Ȳ n

όπου ri ≈ id µπορούν να κατασκευαστούν ώς εξής :
Τα i και r ορίζονται ως το ταυτοτικό του κοινού υποσυµπλόκου Y n−1. Τέλος, η
οµοτοπία ri ≈ id ορίζεται να είναι η σταθερή οµοτοπία στο Y n και επεκτείνεται
σε όλα τα Ȳ n.

Συµπέρασµα 139. Αν έχουµε cd Γ ≥ 3 τότε η cd Γ είναι ίση µε την geom dim Γ.

Το παρακάτω αποτέλεσµα είναι ειδίκευση της πρότασης 138 :

Πρόταση 140. Το σύµπλοκο Y της 138 µπορούµε να το επιλέξουµε ώστε να
είναι simplicial σύµπλοκο.

Απόδειξη. Υποθέτουµε επαγωγικά πως το Y k−1 είναι simplicial. Από το ϑε-
ώρηµα προσέγγισης µπορούµε των simplexes µπορούµε να επιλέξουµε κάθε
απεικόνιση συγκόλισης

fα : Sk−1 → Y k−1

να είναι simplicial µε κάποια τριγωνοποίηση του Sk−1. Ο χώρος που πέρνουµε
είναι τριγωνοποιήσιµος από ϑεώρηµα του Whitehead.

Παρακάτω ϑα δώσουµε µια τοπολογική ερµηνεία για τα δεξία Γ-σύµπλοκα
H∗(Γ,ZΓ) υπό την υπόθεση ότι η Γ µπορεί να παρασταθεί πεπερασµένα και
είναι τύπου FL. Πρώτα όµως ϑα χρειαστούµε κάποιες παρατηρήσεις.

Λήµµα 141. ΄Εστω Γ µια οµάδα καιM αριστερό Γ-πρότυπο. ΄ΕστωHomc(M,Z) ⊂
Hom(M,Z) να αποτελείται από όλους τους αβελιανούς οµοµορφιµούς οµάδων
f : M → Z ώστε για κάθε m ∈ M να ισχύει f(γm) = 0 για όλα εκτός από
πεπερασµένου πλήθους γ ∈ Γ. Τότε υπάρχει ένας ϕυσικός ισοµορφισµός

HomΓ(M,ZΓ) ≈ Homc(M,Z).
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Απόδειξη. Μια απεικόνιση Z-προτύπων F : M → ZΓ ϑα έχει την µορφή
F (m) =

∑
γ∈Γ fγ(m)γ όπου fγ : M → Z και για κάθε m ∈ M η fγ(m) = 0

σχεδόν για κάθε γ ∈ Γ. Μπορεί επίσης να ελεγχθεί πως ένα τέτοιο F είναι
ένας οµοµορφισµός Γ-προτύπων ανν

fγ(m) = f1(γ−1m) ∀γ ∈ Γ.

Εποµένως έχουµε µια απεικόνιση

HomΓ(M,ZΓ)→ Homc(M,Z)

που δίνεται ως
F 7→ f1.

Η απεικόνιση αυτή είναι ισοµορφισµός µε την αντίστροφή της να είναι η :

f 7→ {m 7→
∑
γ∈Γ

f(γ−1m)γ}.

Ο παραπάνω ισορµορφισµός είναι επίσης ϕυσικός και συµβατός µε τις δεξιές
δράσεις της Γ.

Συµπέρασµα 142. Ο ισοµορφισµός της 141 είναι ισοµορφισµός από δεξιά Γ-
πρότυπα όπου η Γ δρα στο HomΓ(M,ZΓ) εν µέσω της δεξιάς δράσης του ZΓ
ενώ η Γ δρά στο Homc(M,Z) εν µέσω της αριστερής δράσης στο M . ∆ηλαδή:

(fγ)(m)− f(γm)

όπου f ∈ Homc(M,Z) µε το γ να ανήκει στο Γ και το m στο M .

Πρόταση 143. Αν ο X είναι συσταλτός χώρος και Γ-σύµπλοκο µε συµπαγές
πηλίκο X/Γ, τότε υπάρχει ένας ισοµορφισµός :

H∗(Γ,ZΓ) ≈ H∗c (X;Z)

από δεξιά Γ-σύµπλοκα όπου η δεξιά δράση της Γ στο H∗c (X;Z) επάγεται από
την αριστερή δράση της Γ στον X.

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε πως η Γ µπορεί να παρασταθεί πεπερασµένα και
είναι τύπου FL. Τότε από το ϑεώρηµα 138 έχουµε ότι υπάρχει σύσταλτό και
ελεύθερο Γ-σύµπλοκο X όπου το πηλίκο X/Γ να είναι πεπερασµένο. Τότε
το C(X) είναι µια πεπερασµένη ελεύθερη ανάλυση του Z πάνω στο ZΓ και
η συνοµολογία του HomΓ(C(X),ZΓ) είναι H∗(Γ,ZΓ). Από την οπτική του
λήµµατος 141 έχουµε τον ισοµορφισµό:

HomΓ(C(X),ZΓ) ≈ Homc(C(X),Z) ⊂ Hom(C(X),Z).

Ο παραπάνω ισοµορφισµός είναι συµβατός µε δεξιά δράση του Γ και τους συ-
συνοριακούς τελεστές λόγω της ϕυσικότητας. Υπενθυµίζουµε ότι το C(X) έχει
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µια Z-ϐάση µε ένα στοιχείο από κάθε κελί σ του X. Τα στοιχεία της ϐάσης
τα µεταθέτει ελεύθερα η Γ και εµπίπτουν σε πεπερασµένου πεπερασµένου
πλήθους τροχιές. Εποµένως µπορεί να ελεγχθεί πως το Homc(C(X),Z)
αποτελείται από τα f ∈ Hom(C(X),Z) για τα οποία ισχύει f(σ) = 0 για
όλα πλην πεπερασµένων σ κελιών. Η συνοµολογία του συµπλόκου αυτού
ονοµάζεται και ‘οµολογία του X µε σύµπαγή στηρίγµατα’ και σύµβολίζεται
µε H∗c (X;Z) όπως διατυπώσαµε και στην πρόταση.

Συµπέρασµα 144. Αν ο X είναι όπως στην προηγούµενη πρόταση, τότε :

cd Γ = max{n : Hn
c (X;Z) 6= 0}.

Απόδειξη. ΄Αµεση συνέπεια της πρότασης 136.

5.7 Οµάδες δυικότητας

Σε αυτή την υποπαράγραφο ϑα µελετήσουµε τις οµάδες Γ για τις οποίες ισχύει
ο ισοµορφισµός :

H i(Γ,M) ≈ Hn−i(Γ, D ⊗M).

Ο παραπάνω ισοµορφισµός είναι γενίκευση του ισοµορφισµού που συνα-
ντήσαµε στην παρατήρηση 5.5 και ϑα ασχοληθούµε µε τις οµάδες για τις
οποίες η παραπάνω γενίκευση ισχύει. Απο την 5.5 γνωρίζουµε πως για
κάθε οµάδα Γ που είναι τύπου FP , υπάρχει ο ισοµορφισµός : Hn(Γ,M) ≈
H0(Γ, D ⊗M). Εδώ το M είναι τυχαίο Γ-πρότυπο µε n = cd Γ και το D
είναι το δεξιό Γ-πρότυπο Hn(Γ,ZΓ). Το D ⊗M = D ⊗Z M µε την διαγώνια
Γ-δράση.

Θεώρηµα 145. Οι παρακάτω συνθήκες είναι ισοδύναµες για µια οµάδα Γ τύπου
FP :

1. Υπάρχει ακέραιος n και Γ-πρότυπο D τ.ω.

H i(Γ,M) ≈ Hn−i(Γ, D ⊗M)

για κάθε Γ-πρότυπο M και ακέραιο i.

2. Υπάρχει ακέραιος n τ.ω. H i(Γ,ZΓ ⊗ A) = 0 για κάθε i 6= n και κάθε
αβελιανή οµάδα A.

3. Υπάρχει ακέραιος n τ.ω. H i(Γ,ZΓ) = 0 για κάθε i 6= n και Hn(Γ,ZΓ)
είναι ελεύθερο στρέψης ως αβελιανή οµάδα.

4. Υπάρχουν οι ϕυσικοί ισοµορφισµοί

H i(Γ, _) ≈ Hn−i(Γ, D ⊗ _),
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όπου n = cd Γ και D = Hn(Γ,ZΓ), οι οποίοι είναι συµβατοί µε τους
συνδετικούς οµοµορφισµούς των µακρών ακριβών ακολουθιών οµολογίας
και συνοµολογίας που σχετίζονται µε µια ϐραχεία ακριβής ακολουθία
προτύπων.

Απόδειξη. Για την συνεπαγωγή 1 ⇒ 2, εφαρµόζουµε το 1 µε το M να είναι
ένα επαγόµενο (induced) πρότυπο ZΓ ⊗ A. Τότε το D ⊗ M είναι επίσης
επαγόµενο (συµπέρασµα γνωστής πρότασης). Εφόσον τα επαγόµενα πρότυπα
είναι H∗-άκυκλα, έπεται από το 1 ότι

H i(Γ,M) ≈ Hn−i(Γ, D ⊗M) = 0

για i 6= n.
Για την συνεπαγωγή 2 ⇒ 3, εφαρµόζουµε το 2 για A = Z και έχουµε
H i(Γ,ZΓ) = 0 για i 6= n. Εφαρµόζουµε το 2 µε A = Zk όπου k > 0,
και µε χρησιµοποιούµε την ακριβή ακολουθία συνοµολογίας που σχετίζεται
µε την ϐραχεία ακριβής ακολουθία :

0→ ZΓ
k−→ ZΓ→ ZΓ⊗ Zk → 0.

΄Ετσι οδηγούµαστε στο :

0 = Hn−1(Γ,ZΓ⊗ Zk)→ Hn(Γ,ZΓ)
k−→ Hn(Γ,ZΓ),

δείχνοντας έτσι πως η Hn(Γ,ZΓ) δεν έχει k-στρέψη.

Για την συνεπαγωγή 3 ⇒ 4: Μια πρώτη παρατήρη είναι οτι ο ακέραιος
n του 3 είναι απαραίτητα ίσο µε cd Γ όπως προκύπτει από το 136. ΄Εστω
πως το P = (Pi)0≤i≤n είναι µια πεπερασµένη προβολική ανάλυση του Z
πάνω στο ZΓ µήκους n. Θεωρούµε το δυικό σύµπλοκο P̄ = HomΓ(P,ZΓ).
Εφόσον H i(Γ,ZΓ) = 0 για i 6= n, το P̄ µας δίνει µια προβολική ανάλυση του
D = Hn(Γ,ZΓ):

· · · → P̄n−1 → P̄n → D → 0.

Ειδικότερα, το n-στο suspension
∑n P̄ είναι µια προβολική ανάλυση του D.

Μέσω του γνωστού ισοµορφισµού δυικότητας :

HomΓ(P,M) ≈ P̄ ⊗Γ M

προκύπτει ότι

� H i(Γ,M) ≈ H−i(P̄ ⊗Γ M) = Hn−i(
∑n P̄ ⊗Γ M) = TorΓ

n−i(D,M) για
κάθε Γ-πρότυπο M . Εφόσον το D είναι ελεύθερο στρέψης, εφαρµόζο-
ντας την πρόταση 10, έχουµε ότι :

� TorΓ
n−i(D,M) ≈ Hn−i(Γ, D ⊗M).
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Οι δύο τελευταίες εξισώσεις είναι ϕυσικές και συµβατές µε τους συνδετι-
κούς οµοµορφισµούς και έτσι έπεται το 4.

Η συνεπαγωγή 4⇒ 1 είναι τετριµµένη.

Ορισµός 146 (οµάδα δυικότητας). Αν η Γ ικανοποιεί τις συνθήκες του πα-
ϱαπάνω ϑεωρήµατος ϑα λέµε πως είναι ‘οµάδα δυικότητας’, ενώ το Γ-πρότυπο
D = Hn(Γ,ZΓ) ϑα καλείται ‘πρότυπο δυικότητας’ της Γ.

Σηµείωση. Αν επιπλέον το πρότυποD (όπως ορίστηκε παραπάνω) είναι άπειρη
κυκλική οµάδα ως αβελιανή οµάδα, τότε η Γ ονοµάζεται ‘οµάδα δυικότητας Poi-
ncare’. Στην περίπτωση αυτή η Γ καλείται ‘προσανατολίσιµη’ αν δρα τετριµµένα
στο D.

Αν η Γ είναι προσανατολίσιµη οµάδα δυικότητας Poincare, τότε το 4 του ϑε-
ωρήµατος πέρνει την γνωστή µορφή που ξέρουµε για την δυικότητα Poincare
των κλειστών προσανατολίσιµων πολλαπλοτήτων : H i(Γ,M) ≈ Hn−i(Γ,M)
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