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ΠΕΡΙΛΗΨΗ

Στην διατριβή αυτή παρουσιάζουμε αρχικά τον χώρο λύσεων των εξισώ-
σεων πεδίου της θεωρίας Eistein-Aether για την περίπτωση του χωρόχρονου
FLRW καθώς και για την περίπτωση του χωρόχρονου Locally Rotationally
Symmetric (LRS) Bianchi Type III . Στην περίπτωση του FLRW βρίσκουμε
ανηγμένες Λαγκρανζιανές που αναπαράγουν σωστά τις εξισώσεις κίνησης.
Οι εξισώσεις αυτές δεν επιδέχονται λύσεις για όλο τον χώρο των αρχικών πα-
ραμέτρων. Οι ανηγμένες Λαγκρανζιανές συνάγονται μέσω ολοκλήρωσης των
μη ουσιωδών συντεταγμένων στην ολική δράση και περιγράϕουν σωστά την
δυναμική οποτεδήποτε υπάρχουν λύσεις των εξισώσεων. Τελικά στην FLRW
περίπτωση υπάρχει μια ανωμαλία καμπυλότητας, ενώ στην περίπτωση του
Bianchi Type III υπάρχουν επιλογές του εύρους των παραμέτρων για τις
οποίες δεν υπάρχει ανωμαλία καμπυλότητας. Στην συνέχεια παρουσιάζουμε
τον χώρο λύσεων για τις εξισώσεις πεδίου της θεωρίας Eistein-Aether για
την περίπτωση του χωρόχρονου vacuum Bianchi Type V . Βρίσκουμε τμή-
ματα του πεδίου ορισμού των αρχικών παραμέτρων για τα οποία οι ανηγμέ-
νες εξισώσεις πεδίου δεν επιδέχονται καμία λύση. Οποτεδήποτε υπάρχουν
λύσεις εξετάζεται η ϕυσική τους ερμηνεία μέσα απο την συμπεριϕορά των
βαθμωτών Ricci και Kretschmann, καθώς επίσης και η ταυτοποίηση του τελε-
στή ενέργειας-ορμής σε σχέση με ένα ιδανικό ρευστό. Υπάρχουν περιπτώσεις
όπου δεν παρατηρείται καμία ανωμαλία και άλλες όπου το ενεργό ρευστό
είναι ισοτροπικό.
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Το κύριο πλαίσιο στις τροποποιημένες θεωρίες βαρύτητας είναι οι νέες
γεωμετρικές μεταβλητές που εισάγονται στην δράση Einstein- Hilbert της
γενικής σχετικότητας, (για μια τελευταία ανασκόπηση αναϕερόμαστε στα
[1, 2]) .Οι τροποποιημένες θεωρίες βαρύτητας αποτελουν ένα θέμα ιδιαί-
τερου ενδιαϕέροντος για την επιστημονική κοινότητα τα τελευταία χρόνια
γιατί μπορούν να περιγράψουν παρατηρήσημα ϕαινόμενα [3, 4, 5, 6, 7, 8] με
γεωμετρική προσέγγιση. Πιο συγκεκριμμένα οι γεωμετρικές μεταβλητές που
εισάγονται στην δράση Einstein-Hilbert, εισάγουν νέες συνιστώσες στις βα-
ρυτικές εξισώσεις πεδίου. Αυτό αλλάζει την δυναμική των εξισώσεων πεδίου
με τέτοιο τρόπο ώστε να μπορούν να περιγράϕουν σωστά διάϕορα παρατη-
ρήσημα ϕαινόμενα [9].

Στην εργασία αυτή ενδιαϕερόμαστε για την Einstein-Αether θεωρία [10,
11, 12, 13, 14]. Σε αυτή την θεωρία εισάγεται ένα μοναδιαίο χρονοειδές δια-
νυσματικό πεδίο το οποίο περιγράϕει την κίνηση του αιθέρα και εισάγεται
στην βαρυτική δράση. Η τροποποίηση αυτή προσθέτει στην δράση Einstein-
Hilbert ένα κινητικό όρο τετραγωνικό στις συναλλοιωτες παραγώγους πεδίου
καθώς και έναν πολλαπλασιαστή Lagrange εξασϕαλίζοντας ότι το διανυσμα-
τικό πεδίο είναι μοναδιαίο. Με βάση τον ορισμό της η βαρύτητα Einstein-
Αether είναι μια θεωρία δεύτερης τάξης, ωστόσο, εξαιτίας της ύπαρξης μη
γραμμικών όρων στο πεδίο του αιθέρα, υπάρχουν ελάχιστες ακριβείς λύσεις.
Για εϕαρμογές της βαρύτητας Einstein-Αether στις κοσμολογικές μελέτες
παραπέμπουμε στις [15, 16, 17, 18, 19]. Αυτή η τροποποίηση παραβιάζει αυ-
θόρμητα την συμμετρία Lorentz [20], επιλέγοντας ένα κατάλληλο πλαίσιο σε
κάθε σημείο στον χωρόχρονο διατηρώντας παράλληλα την τοπική περιστρο-
ϕική συμμετρία. Οι εξισώσεις του βαρυτικού πεδίου είναι δεύτερης τάξης και
αντιστοιχούν στις μεταβολές της δράσης σε σχέση με τον μετρικό τανυστή,
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το πεδίο του αιθέρα και τον πολλαπλασιαστή Lagrange. Υπάρχουν διάϕορες
εϕαρμογές της θεωρίας Einstein-Aether σε κοσμολογικές μελέτες. Έχει χρη-
σιμοποιηθεί για να περιγράψει την τελευταία ϕάση επιτάχυνσης του σύμπα-
ντος, ως εναλλακτική λύση στα μοντέλα σκοτεινής ενέργειας [21], αλλά και
για την πρώιμη εποχή της ανάπτυξης του σύμπαντος [22]. Επίσης , η Einstein-
Aether θεωρία μπορεί να θεωρηθεί ως το κλασικό όριο της βαρύτητας Horava
[23, 24]. Ορισμένες ακριβείς λύσεις καθώς και ποιοτική ανάλυση αυτής της
θεωρίας σε κοσμολογικές μελέτες σε στατικούς σϕαιρικώς συμμετρικούς χω-
ρόχρονους μπορεί να βρεθεί στα [25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36]
και στις εκεί παραπομπές.

Η βασική ιδέα στη θεωρητική ϕυσική είναι η μαθηματική περιγραϕή της
ϕύσης. Η αρχή της στασιμότητας της δράσης περιγράϕει καλά τα ϕαινόμενα
από όλες τις περιοχές της ϕυσικής, τη Νευτώνεια μηχανική, τη γενική σχε-
τικότητα και την κβαντική μηχανική. Προϋπόθεση για την εϕαρμογή αυτής
της αρχής της στασιμότητας της δράσης είναι η ύπαρξη μιας Λαγκρανζιανής
συνάρτησης. Αυτή η συνάρτηση αποτελείται από το βαθμωτό Ricci στην περί-
πτωση της Γενικής Σχετικότητας του Einstein, συμπληρώνεται από έναν κινη-
τικό όρο του πεδίου του αιθέρα και από ένα πολλαπλασιαστή Lagrange που
εξασϕαλίζει τη μοναδιαία συνθήκη για την περίπτωση της θεωρίας Einstein-
Αether.

Ένα σύνολο διαϕορικών εξισώσεων δεν περιγράϕεται μονοσήμαντα από
μία μόνο συνάρτηση Lagrange [37]. Πράγματι, είναι δυνατόν να υπάρχουν
περισσότερες από μία συναρτήσεις Lagrange, για παράδειγμα, οποιαδήποτε
μη γραμμική συνάρτηση της ταχύτητας q̇, π.χ. f (q̇), περιγράϕει το ελεύθερο
σωματίδιο στη μηχανική του Νεύτωνα. Στην γενική σχετικότητα, η Λαγκραν-
ζιανή πυκνότητα είναι συνάρτηση του μετρικού τανυστή και των πρώτων
και δεύτερων μερικών παραγώγων του (μέσω του βαθμωτού Ricci). Αυτή η
αρχή δράσης Einstein-Hilbert αναπαράγει σωστά τις εξισώσεις πεδίου όταν
όλες οι συνιστώσες της μετρικής μεταβάλλονται ανεξάρτητα. Ωστόσο, όταν
λαμβάνονται υπόψη συγκεκριμένες μετρικές, συνήθως επιβάλλοντας κάποια
συμμετρία, η κατάσταση δεν είναι απλή. Εάν η συμμετρία επιβληθεί στην
πλήρη δράση και οι πλεονάζουσες μεταβλητές ολοκληρωθούν εκτός της δρά-
σης, η ανηγμένη δράση μπορεί να μεταβάλλεται μόνο σε σχέση με τις υπό-
λοιπες εξαρτημένες μεταβλητές. Οι επακόλουθες εξισώσεις κίνησης μπορούν
ή όχι να είναι ισοδύναμες με τις ανηγμένες εξισώσεις Einstein, π.χ οι εξισώ-
σεις που προκύπτουν από την επιβολή της συμμετρίας στις πλήρεις εξισώσεις
πεδίου του Einstein. Όταν είναι ισοδύναμες η αντίστοιχη ανηγμένη Λαγκραν-
ζιανή καλείται έγκυρη. Ένα πολύ γνωστό παράδειγμα μιας μη έγκυρης πε-
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ρίπτωσης είναι η οικογένεια κατηγοριών B των μοντέλων Bianchi (βλέπε π.χ.
[38], [39] και αναϕορές σε αυτά). Σε αυτή την περίπτωση μπορεί κανείς
να ψάξει για άλλη Λαγκρανζιανή που να αναπαραγάγει σωστά τις ανηγ-
μένες εξισώσεις Einstein [40]. Η σημασία της ύπαρξης μιας Λαγκρανζια-
νής περιγραϕής ενός δεδομένου συνόλου εξισώσεων έγκειται στις μεθόδους
προσέγγισης της αναλυτικής Μηχανικής που μπορούν να εϕαρμοστούν για
να μελετήσουν την εξέλιξη των εξισώσεων πεδίου και την ενσωμάτωσή τους
[41, 42, 43, 44, 45, 46, 47]. Εξάλλου, στην προσέγγιση minisuperspace (όπου η
ανηγμένη Λαγκρανζιανή παίρνει τη μορϕή μιας σημειακής Λαγκρανζιανής),
τα κβαντικά ανάλογα των κλασικών ολοκλήρωμάτων της κίνησης μπορούν
να χρησιμοποιηθούν ως συμπληρωματικές συνθήκες στις εξισώσεις Wheeler-
DeWitt [48, 49, 50, 51, 52, 53, 54].

Η κλάση των χωρικών ομογενών κοσμολογιών Bianchi περιέχει πολλά
σημαντικά κοσμολογικά μοντέλα, συμπεριλαμβανομένου του τυπικού χωρό-
χρονου Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker (FLRW) και του γνωστού συ-
μπαντος Mixmaster (Bianchi IX) [55]. Στα μοντέλα Bianchi ο χωρόχρονος
ϕυλοποιείται απο τρισδιάστατες ομογενείς υπερεπιϕάνειες [56, 57]. Οι αντί-
στοιχες γεωμετρίες είναι συνεπώς ομογενείς στο χώρο, πράγμα που σημαίνει
ότι οι ϕυσικές μεταβλητές εξαρτώνται μόνο από τη χρονική μεταβλητή. Αυτό
μειώνει τις εξισώσεις Einstein και άλλες δυναμικές εξισώσεις από μερικές
σε συζευγμένες συνήθεις διαϕορικές εξισώσεις. Συνολικά, υπάρχουν εννέα
μοντέλα Bianchi τα οποία καθορίζονται από τις πιθανές εννέα διαϕορετικές
τρισδιάστατες άλγεβρες που κατασκευάζονται από τις ισομετρίες του με-
τρικού τανυστή (βλ. για παράδειγμα [56, 58]). Το κύριο πλεονέκτημα των
κοσμολογικών μοντέλων Bianchi είναι ότι σε αυτά τα μοντέλα οι βαρυτικές
εξισώσεις πεδίου μειώνονται σε ένα σύστημα συζευγμένων, συνήθων δια-
ϕορικών εξισώσεων με ανεξάρτητη μεταβλητή οποιαδήποτε συνάρτηση f(t)
παραμετροποίησης της “κατεύθυνσης χρόνου”. Εξάλλου, τα μοντέλα Bianchi
ομαδοποιούνται σε δύο κατηγορίες, A και B (σύμϕωνα με το ίχνος cααβ του
τανυστή σταθερών δομής να είναι μηδέν ή μη μηδέν, αντίστοιχα), ενώ κάθε
κατηγορία χωρίζεται σε διάϕορους τύπους. Όπως αναϕέρθηκε προηγουμέ-
νως, μια κύρια διαϕορά μεταξύ αυτών των δύο τάξεων είναι ότι για τις
βαρυτικές εξισώσεις πεδίου που ανήκουν στα μοντέλα της κατηγορίας Α η
ανηγμένη Λαγκρανζιανή είναι έγκυρη [59], ενώ για τα μοντέλα της κατηγο-
ρίας Β η αντίστοιχη ανηγμένη Λαγκρανζιανή είναι, γενικά, μη έγκυρη εκτός
από κάποιες περιπτώσεις (Χωρόχρονοι LRS, βλέπε π.χ. [39]). Ωστόσο, για το
γενικό στοιχείο γραμμής τύπου V , αν και ανήκει στην κατηγορία Β, υπάρχει
έγκυρη Λαγκρανζιανή [40].
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Στο κενό και για τη θεωρία Einstein-Αether, μελετάμε την ύπαρξη αναλυ-
τικών λύσεων και περιγραϕή των χωροχρόνων με μιά ανηγμένη Λαγκρανζιανή
για τρείς χωροχρόνους ειδικού ενδιαϕέροντος, ο ομογενής και ισότροπος χώ-
ρος που περιγράϕεται από το στοιχείο μήκους FLRW, ο χωρόχρονος LRS
Bianchi III και για τον χωρόχρονο Bianchi V. Και οι δύο πρώτοι χωρόχρονοι
έχουν μια έγκυρη ανηγμένη δράση στην δράση Einstein-Hilbert, παρά το ότι
η ύπαρξη μιας ανηγμένης Λαγκρανζιανής δεν είναι βέβαιη στην κοσμολογία
Einstein-Αether.

Οι χωρόχρονοι Bianchi περιέχουν διάϕορα σημαντικά κοσμολογικά μο-
ντέλα που έχουν χρησιμοποιηθεί για να περιγράψουν τις ανισοτροπίες του
αρχέγονου σύμπαντος και την εξέλιξη σε ένα ισότροπο σύμπαν όπως παρα-
τηρείται σήμερα [60, 61, 62, 63]. Στο πλαίσιο της ΓΣ, οι εξισώσεις πεδίου για
τους χωρόχρονους Bianchi δέχονται ακριβείς λύσεις, για παράδειγμα δείτε
[64, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74] και τις εκεί παραπομπές . Στην περί-
πτωση που περιλαμβάνονται πηγές ύλης στην ΓΣ του Einstein, όπως ηλεκτρο-
μαγνητικό ρευστό, ιδανικό αέριο και βαθμωτό πεδίο, ορισμένες ακριβείς λύ-
σεις προσδιορίστηκαν προηγουμένως στα [75, 76, 77, 78, 79, 80, 81, 82, 83, 84].

Ενδιαϕέρομαστε επίσης για τις ακριβείς λύσεις των εξισώσεων πεδίου
για τον χωρόχρονο Bianchi V στην βαρύτητα Einstein-Αether [11, 12]. Πρό-
σϕατα, [85, 92] βρέθηκαν ακριβείς λύσεις για την περίπτωση των χωροχρόνων
Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker (FLRW) , LRS Bianchi III και Bianchi
V στη θεωρία Einstein-Αether. Εκει αποδείχθηκε ότι υπάρχουν ακριβείς λύ-
σεις μόνο για συγκεκριμένες περιοχές τιμών των ελεύθερων παραμέτρων
σύζευξης για το πεδίο του αιθέρα. Αυτές οι ακριβείς λύσεις έχουν εϕαρμο-
στεί [86] για τον προσδιορισμό των ανομοιογενών κοσμολογικών λύσεων στη
θεωρία Einstein-Αether. Άλλες μελέτες που μπορούν να βρεθούν στη βιβλιο-
γραϕία για τα ανισότροπα μοντέλα βαρύτητας Einstein-Αether βασίζονται
στη μέθοδο της ανάλυσης κρίσιμου σημείου, όπου καθορίζονται ειδικές λύ-
σεις στα κρίσιμα σημεία που περιγράϕουν την ασυμπτωτική συμπεριϕορά
για την εξέλιξη των εξισώσεων του πεδίου [87, 88, 89, 90, 91].

Το περίγραμμα αυτής της διατριβής έχει ως εξής:
Στο Παράρτημα δίνονται και αποδεικνύονται βασικές σχέσεις και ιδιότη-

τες του τανυστικού λογισμού. Οι βασικές ιδιότητες και οι ορισμοί της θεωρίας
Einstein-Αether δίδονται στo Κεϕάλαιο 1. Επιπλέον, παράγουμε τις εξισώ-
σεις πεδίου για τους χωροχρόνους της μελέτης μας. Τα Κεϕάλαια 2 και 3
συμπεριλαμβάνουν το κύριο υλικό της ανάλυσης μας, εκεί καθορίζουμε τις
συνθήκες κάτω από τις οποίες υπάρχουν αναλυτικές λύσεις για τις εξισώσεις
πεδίου στην θεωρία Einstein-Αether και παρουσιάζουμε ολόκληρο το χώρο
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λύσεων. Αυτό γίνεται για το FLRW και την τοπικά περιστροϕικά συμμετρική
κοσμολογία (LRS) Bianchι Type III . Επί πλέον, καθορίζουμε τις συνθήκες
έτσι ώστε η ανηγμένη Λαγκρανζιανή να είναι έγκυρη και με αυτόν τον τρόπο,
ταξινομούμε επίσης τους χωροχρόνους που βρέθηκαν εδώ. Στο Κεϕάλαιο 4
παρουσιάζουμε τη λύση των εξισώσεων πεδίου της κοσμολογίας Bianchi Type
V , για την περίπτωση όπου το πεδίο του αιθέρος είναι είτε παράλληλο με τον
συν-κινούμενο παρατηρητή (κατηγορία Α), είτε όχι (κατηγορία Β). Για αυτές
τις δύο κατηγορίες εντοπίζουμε τις σχέσεις μεταξύ των σταθερών σύζευξης
ci της θεωρίας, ώστε οι εξισώσεις πεδίου να δέχονται λύσεις. Και για τις δύο
κατηγορίες υπάρχουν ανισότροπες λύσεις, ενώ στην πρώτη κατηγορία, όπου
το πεδίο του αιθέρα είναι παράλληλο με κινούμενο παρατηρητή, υπάρχει
μια ισότροπη λύση που αντιστοιχεί σε ένα χωρόχρονο FLRW με μη μηδενική
χωρική καμπυλότητα. Επί πλέον, η ϕυσική περιγραϕή του αντίστοιχου τανυ-
στή ενέργειας ορμής υπολογίζεται σε όλες τις περιπτώσεις και στη συνέχεια
χρησιμοποιείται για την κατανόηση των ϕυσικών ιδιοτήτων των χωροχρόνων
που προκύπτουν.

Στο επόμενο Κεϕάλαιο 5 αναϕέρουμε τις εξισώσεις πεδίου της θεωρίας
Einstein-Αether για την περίπτωση που το βασικό διάνυσμα είναι το uk.
Συγκρίνουμε τα αποτελέσματα των εξισώσεων που βρήκαμε με αυτές του
Κεϕαλαίου 2 όπου το βασικό δίανυσμα είναι το uk και βρίσκουμε τις τυχόν
διαϕορές. Στην συνέχεια μελετούμε πότε μηδενίζεται η διαϕορά αυτή.

Τέλος στο Κεϕάλαιο 6 αναϕέρουμε τα συμπεράσματα μας.
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1
BΑΡΥΤΗΤΑ EINSTEIN-ÆTHER

Θεωρούμε έναν χώρο με μετρική gµν καθώς και το ua που είναι ένα μονα-
διαίο χρονοειδές διανυσματικό πεδίο το οποίο περιγράϕει την κίνηση

του αιθέρα, uaua = −1. Σε ένα τετραόγκο V αυτού του χώρου ας θεωρή-
σουμε το ολοκλήρωμα της Λαγκρανζιανής. Αυτό αποτελεί το ολοκλήρωμα
της δράσης, που κάτω απο την μεταβολή των μετρικών συνιστωσων, δίνει τις
βαρυτικές εξισώσεις πεδίου για τη βαρύτητα Einstein-aether και δίνεται από
την ακόλουθη έκϕραση [10]

SAE =

∫
d4x

√
−gR +

∫
d4x

√
−g
(
Kαβµνuµ;αuν;β + λ (ucuc + 1)

)
, (1.1)

όπου g η ορίζουσα της gµν , Kαβµν περιγράϕει τη σύζευξη μεταξύ του πεδίου
του αιθέρα και της βαρύτητας και ορίζεται ως εξής:

Kαβµν ≡ c1g
αβgµν + c2g

αµgβν + c3g
ανgβµ + c4g

µνuαuβ. (1.2)

με c1, c2, c3 και c4 να είναι αδιάστατες σταθερές.
Παρατηρούμε ότι ισχύει:

Kβανµ = Kαβµν (1.3)

Πράγματι
Kαβµν = c1g

αβgµν + c2g
αµgβν + c3g

ανgβµ + c4g
µνuαuβ = c1g

βαgνµ + c2g
βνgαµ +
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c3g
βµgαν + c4g

νµuβuα = Kβανµ

λόγω της συμμετριας της μετρικής gµν.
Η συνάρτηση λ στην (1.1) είναι ένας πολλαπλασιαστής Lagrange ο οποίος

εξασϕαλίζει τον μοναδιαίο χαρακτήρα του διανυσματικού πεδίου του αιθέρα.
Τελικά, R είναι το βαθμωτό Ricci του υποκείμενου χωροχρόνου με μετρική gab,
και περιγράϕει τον όρο της Γενικής Σχετικότητας του Einstein στην παρούσα
θεωρία.

Οι δυναμικές εξισώσεις λαμβάνονται με την απαιτούμενη μη μεταβλητό-
τητα του ολοκληρώματος της δράσης (1.1) υπό αυθαίρετες μεταβολές ως προς
τη μετρική, δSAE

δgab
= 0, το πεδίο του αιθέρα δSAE

δua
= 0 και τον πολλαπλασια-

στή Lagrange λ, δSAE

δλ
= 0. Η τελευταία αυτή εξίσωση παρέχει τον μοναδιαίο

περιορισμό για το διανυσματικό πεδίο του αιθέρα.
Ειδικότερα, η μεταβολή σε σχέση με τον μετρικό τανυστή δίνει τις βαρυ-

τικές εξισώσεις πεδίου.

1.1 Εύρεση των εξισώσεων βαρυτικού πεδίου στην
βαρύτητα Einstein‐Aether

• Ας θεωρήσουμε μία μικρή μεταβολή δgµν της μετρικής στον όγκο αυτό,
(θεωρώντας ως βασικό διάνυσμα το uκ), η οποία ισοδυναμεί με αλλαγή στην
τροχιά, και ότι παντού στο όριο του ∂V , (την τριεπιϕάνεια ας την πούμε S),
ισχύει δgµν = 0 και δgµν;κ = 0 ∀ δgµν. Η μεταβολή αυτή επιϕέρει μία μεταβολή
στην δράση δSAE:

δSAE =

∫
V

((δ
√
−g)(Kαβµνuµ;αuν;β + λ(gαβuαuβ + 1) +R)+ (1.4)

√
−g(δ(Kαβµν)uµ;αuν;β +Kαβµνδ(uµ;α)uν;β +Kαβµνuµ;αδ(uν;β) + δR+ λ(δ(gαβ)uαuβ)))d

4x.

Θέλουμε δSAE = 0 ∀ δgµν.
Ισχύει δ

√
−g = − δg

2
√
−g και χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (7.1), (7.2). έχουμε:

δ
√
−g = − δg

2
√
−g

=
1

2

√
−gδgµνg

µν =
1

2

(
−
√
−g
)
δgµνgµν (1.5)

Ισχύει:
δR = δ

(
gβνRβν

)
= δ(gµν)Rµν + gµνδ(Rµν). (1.6)

Το ολοκλήρωμα
∫
V

√
−ggµνδRµνd

4x = 0.

H (1.4) λόγω των (1.5), (1.6) και (7.16) γίνεται:
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δSAE =

∫
V

((δ
√
−g)(Kαβµνuµ;αuν;β + λ(gαβuαuβ + 1) +R)+

√
−g(δ(Kαβµν)uµ;αuν;β +Kαβµνδ(uµ;α)uν;β +Kαβµνuµ;αδ(uν;β) + δR+ λ(δ(gαβ)uαuβ)))d

4x

δSAE =

∫
V

1

2

(
−
√
−g
)
δgµνgµν(Kαβµνuµ;αuν;β + λ(gαβuαuβ + 1) +R)+

√
−g(δ(Kαβµν)uµ;αuν;β +Kαβµνδ(uµ;α)uν;β +Kαβµνuµ;αδ(uν;β)+

δ(gµν)Rµν + gµνδ(Rµν) + λ(δ(gαβ)uαuβ)))d
4x

δSAE =

∫
V

√
−gδ(gµν)(Rµν −

Rgµν
2

)d4x+∫
V

√
−ggµνδ(Rµν)d

4x+

∫
V

−
√
−g
2

gµνδ(g
µν)(Kαβµνuµ;αuν;β + λ

(
gαβuαuβ + 1

)
)d4x+∫

V

√
−g(δ(Kαβµν)uµ;αuν;β +Kαβµνδ(uµ;α)uν;β +Kαβµνuµ;αδ(uν;β) + λ

(
δ(gαβ)uαuβ

)
)d4x

(1.7)

Είναι
Gµν = Rµν −

Rgµν
2

(1.8)

ο τανυστής Einstein.
Επομένως το παραπάνω ολοκλήρωμα της δράσης είναι (χρησιμοποιώντας

τον συμβολισμό Gµν = Rµν−Rgµν
2
) καθώς και το γεγονός ότι το

∫
V

√
−ggµνδ(Rµν)d

4x =

0 γίνεται:
δSAE =

∫
V

√
−gGµνδg

µνd4x+
∫
V
−

√
−g
2
gµνδ(g

µν)(Kαβµνuµ;αuν;β+λ
(
gαβuαuβ + 1

)
)d4x

+
∫
V

√
−g(δ(Kαβµν)uµ;αuν;β+K

αβµνδ(uµ;α)uν;β+K
αβµνuµ;αδ(uν;β)−λ

(
δ(gαβ)uαuβ

)
)d4x.

Βρίσκουμε τώρα την μεταβολή του τανυστή Kαβµν ως προς gµν με βασικό
το uκ θα έχουμε :

δ(Kαβµν)uµ;αuν;β = c4g
ρσδ(uα)uβuρ;αuσ;β+c4g

ρσuαδ(uβ)uρ;αuσ;β+c4δ(g
µν)uαuβuµ;αuν;β+

c1δ(g
αβ)gµνuµ;αuν;β+c1g

αβδ(gµν)uµ;αuν;β+c2δ(g
αµ)gβνuµ;αuν;β+c2g

αµδ(gβν)uµ;αuν;β+

c3δ(g
αν)gβµuµ;αuν;β + c3g

ανδ(gβµ)uµ;αuν;β

Επομένως απο την πρόταση (7.15) θα έχουμε ότι η μεταβολή του I ως
προς gµν με βασικό το uκ θα μας δώσει:

δSAE =
∫
V

√
−gGµνδg

µνd4x+
∫
V
−

√
−g
2
gµνδ(g

µν)(Kαβµνuµ;αuν;β+λ
(
gαβuαuβ + 1

)
)d4x+∫

V

√
−g(c4gρσδ(uα)uβuρ;αuσ;β+c4gρσuαδ(uβ)uρ;αuσ;β+c4δ(gµν)uαuβuµ;αuν;β+c1δ(gαβ)gµνuµ;αuν;β+



11 Κεϕάλαιο 1. Bαρύτητα Einstein-æther

c1g
αβδ(gµν)uµ;αuν;β+c2δ(g

αµ)gβνuµ;αuν;β+c2g
αµδ(gβν)uµ;αuν;β+c3δ(g

αν)gβµuµ;αuν;β+

c3g
ανδ(gβµ)uµ;αuν;β +

1
2
Kαβµνuν;β

(
−gλρuλ

) (
δgρµ;α + δgρα;µ − δgµα;ρ

)
+

1
2
Kαβµνuµ;α

(
−gλρuλ

) (
δgρν;β + δgρβ;ν − δgνβ;ρ

)
+ δ(gµν)λuµuν)d4x.

Παρατηρούμε ότι
−1

2

∫
V
Kαβλκuλ;αg

σρuσ
√
−gδgρκ;βd4x

= −1
2

∫
V
Kαβλκuλ;αu

ρ
√
−gδgρκ;βd4x

= −1
2

∫
V

√
−g(δgρκKαβλκuρuλ;α);βd

4x+ 1
2

∫
V

√
−g(Kαβλκuρuλ;α);βδgρκd4x

Η ποσότητα δgρκKαβλκuρuλ;α είναι τανυστής της μορϕής δgρκKαβλκuρuλ;α =

V β , άρα το ολοκλήρωμα
−1

2

∫
V

√
−g(δgρκKαβλκuρuλ;α);βd

4x = −1
2

∫
V

√
−gV β

;βd
4x

λόγω της πρότασης 7 θα γίνει:
−1

2

∫
V

√
−gV β

;βd
4x = −1

2

∫
V

√
−g 1√

−g
∂
∂xβ

(
√
−gV β)d4x =

−1
2

∫
V

∂
∂xβ

√
−gV βd4x = −1

2

∫
∂V

√
−gδgρκKαβλκuρuλ;αd

3x (Λόγω του θεωρή-
ματος 14)

Όμως το δgρκ πάνω στο σύνορο ∂V είναι 0. Επομένως το παραπάνω ολο-
κλήρωμα είναι 0.

Συνεπως καταλήγουμε στο εξής:

−1

2

∫
V

Kαβλκuλ;αg
σρuσ

√
−gδgρκ;βd

4x =
1

2

∫
V

√
−g(Kαβλκuρuλ;α);βδgρκd

4x

Το προηγούμενο ολοκλήρωμα μπορεί να αναλυθεί περαιτέρω για να έχουμε
την μεταβολή δgµν χρησιμοποιώντας τον τύπο (7.2) και τελικά καταλήγουμε
στην σχέση:

−1

2

∫
V

Kαβλκuλ;αg
σρuσ

√
−gδgρκ;βd

4x = −1

2

∫
V

√
−g(gρµgκνKαβλκuρuλ;α);βδgµνd4x

(1.9)
Χρησιμοποιώντας την σχέση (1.9) συνάγουμε ότι η μεταβολή της δράσης μας
δίνει την σχέση:∫

V

√
−gGµνδg

µνd4x−
∫
V

√
−g
2
gµνδ(g

µν)λ
(
gαβuαuβ + 1

)
)d4x

−
∫
V

√
−g
2
gµνδ(g

µν)(Kαβµνuµ;αuν;β)d
4x+∫

V

√
−g[c2δgµνgβσuσ;βuµ;ν + c1δg

µνgαβuα;µuβ;ν + c1δg
µνgαβuµ;αuν;β +

c2δgµνgασuσ;αuν;µ + c3u;µ
βuν;βδgµν + c3u;ν

αuµ;αδgµν

c4g
βλuαuβ;αuλ;µδ (g

νµuν) + c4g
αλuβuλ;αuα;βδ (g

νµuµ) + c4δ(g
µν)uαuβuµ;αuν;β

− (1
2
gλνgρµK

αβλκuρuκ;β);αδgµν) + (−1
2
gανgρµK

αβλκuρuκ;β);λδgµν

+ (1
2
gανgλµK

αβλκuρuκ;β);ρδgµν + (−1
2
gλνgρµK

βακλuρuκ;β);αδgµν

− (1
2
gαµgρνK

βακλuρuκ;β);λδgµν + (+1
2
gαµgλνK

βακλuρuκ;β);ρδg
µν ]d4x.

Άρα η μεταβολή ως προς τον μετρικό τανυστή δίνει τις εξισώσεις βαρυ-
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τικού πεδίου:
Gµν = Tµν , (1.10)

όπου Gµν είναι ο τανυστής Einstein και Tµν είναι ο τανυστής ενέργειας-ορμής
για την θεωρία Einstein-Aether και ορίζεται ως:

Tµν =
1

2
gµνK

αβρσuρ;αuσ;β +
1

2
gµνλ(g

αβuαuβ + 1)+ (1.11)

− c1g
αβ(uα;µuβ;ν + uµ;αuν;β)− c2g

αβ(uµ;νuα;β + uβ;αuν;µ)− c3g
αβ(uα;µuν;β + uµ;αuβ;ν)+

− c4u
αuβuµ;αuν;β − c4(g

λαuµu
βuλ;νuα;β + gβλuαuνuβ;αuλ;µ)− λuµuν+

+ (
1

2
Kαβλκuρuκ;βgρµgλν +

1

2
Kαβλκuρuκ;βgρνgλµ);α + (

1

2
Kαβλκuρuκ;βgρµgαν +

1

2
Kαβλκuρuκ;βgρνgαµ);λ

− (
1

2
Kαβλκuρuκ;βgλµgαν +

1

2
Kαβλκuρuκ;βgλνgαµ);ρ.

• Η μεταβολή σε σχέση με τον «αιθέρα» παρέχει την εξίσωση κίνησης που
ικανοποιεί ο «αιθέρας». Θεωρούμε μία μεταβολή του uκ στον τετραόγκο V
έστω δuκ. Θεωρούμε ότι η μικρή μεταβολή του uκ είναι τέτοια ώστε το δuκ = 0

είναι παντού μηδέν στο σύνορο ∂V . Η μεταβολή αυτή επιϕέρει μία μεταβολή
στην δράση δSAE , ως προς uκ.

Θεωρούμε τώρα την μεταβολή του ολοκληρώματος της δράσης ως προς
uκ.

δSAE =
∫
V

√
−g(δ(Kαβµν)uµ;αuν;β +Kαβµνδ(uµ;α)uν;β +Kαβµνuµ;αδ(uν;β)

+λ
(
gαβδ(uα)uβ + gαβuαδ(uβ)

)
)d4x

Θέλουμε δSAE = 0 ∀ δuκ.
Απο την πρόταση 16 συνάγουμε∫
V

√
−gKαβµνuν;βδuµ;αd4x =

∫
V

√
−gKαβµνuν;β(δuµ);αd4x =∫

V

√
−g(δuµKαβµνuν;β);αd

4x−
∫
V

√
−g(Kαβµνuν;β);αδuµd4x.

Η ποσότητα δuµKαβµνuν;β είναι τανυστής της μορϕής δuµKαβµνuν;β = V α,
άρα το ολοκλήρωμα∫

V

√
−g(δuµKαβµνuν;β);αd

4x =
∫
V

√
−gV α

;αd
4x

λόγω της πρότασης 7 θα γίνει:∫
V

√
−gV α

;αd
4x =

∫
V

√
−g 1√

−g
∂
∂xα

(
√
−gV α)d4x =∫

V
∂
∂xα

√
−gV αd4x =

∫
∂V

√
−gδuµKαβµνuν;βd

3x (Λόγω του θεωρήματος 14)
Όμως το δuµ πάνω στο σύνορο ∂V είναι 0. Επομένως το παραπάνω ολο-

κλήρωμα είναι 0.
Συνεπως καταλήγουμε στο εξής:∫

V

√
−gKαβµνuν;βδuµ;αd4x = −

∫
V

√
−g(Kαβµνuν;β);αδuµd4x (1.12)
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Η μεταβολή του Kαβµν ως προς uκ θα μας δώσει:
δ(Kαβµν)uµ;αuν;β = c4g

µνδ(uα)uβuµ;αuν;β + c4g
µνuαδ(uβ)uµ;αuν;β.

Επομένως χρησιμοποιώντας την (1.12) και την προηγούμενη μεταβολή του
Kαβµν ως προς uκ καταλήγουμε ότι ∀ δuκ

δSAE =
∫
V

√
−g(c4gµνδ(uα)uβuµ;αuν;β+c4gµνuαδ(uβ)uµ;αuν;β+Kαβµνδ(uµ;α)uν;β+

Kαβµνuµ;αδ(uν;β) + 2λgαβδ(uα)uβ)d
4x = 0∫

V

√
−g(c4gακgµνuβδ(uκ)uµ;αuν;β+c4gακgµνuβδ(uκ)uν;αuµ;β−(Kαβµνuν;β);αδuµ−

(Kαβµνuµ;α);βδuν + 2λgκβuβδ(uκ))d
4x = 0

=⇒
∫
V

√
−g(c4gακgµνuβδ(uκ)(uν;αuµ;β+uµ;αuν;β)−(c4g

κνuα;αu
βuν;β+c4g

κνuαuβ;αuν;β+

Kβακνuν;α;β)δuκ−(
c4g

νκuβ ;αu
αuν;β + c4g

νκuα;αu
βuν;β +Kαβνκuν;α;β

)
δuκ + 2λuκδ(uκ)

)
d4x = 0

Έτσι προκύπτει και η δεύτερη εξίσωση κίνησης με μεταβολή ως προς uκ

c4g
µνuαuν;βuµ;αg

κβ−c4gµκgαλuλ;βuβuµ;α−c4gµκuαuβ;βuµ;α−K
αβµκuµ;α;β+λg

ακuα = 0

(1.13)
• Τέλος, απο την μεταβολή δSAE ως προς το λ
Θέλουμε δSAE = 0 ∀ δλ.
δSAE =

∫
V

√
−gδ(λ)(gαβuαuβ + 1)d4x = 0 ∀ δλ

Επομένως
uaua + 1 = 0. (1.14)

Είναι λοιπόν ξεκάθαρο ότι η βαρύτητα Einstein-Aether είναι μια θεωρία δεύ-
τερης τάξης, αϕορά μια τετραδιάστατη πολλαπλότητα και περιλαμβάνει δε-
καπέντε εξισώσεις. Είναι σημαντικό να αναϕέρουμε ότι κατά την θεώρηση
μας δεν έχουμε υποθέσει καθόλου ύλη και ο τανυστής ενέργειας-ορμής, της
θεωρίας Einstein-Aether, παράγεται από τον δεύτερο και τον τρίτο όρο της
δράσης. Συνεχίζουμε την ανάλυσή μας επιλέγοντας την υποκείμενη γεωμε-
τρία που είναι (α) χωρόχρονος FLRW, (β) χωρόχρονος LRS Bianchi typeIII
και τέλος τον χωρόχρονο Bianchi Type V . Σε αυτήν την περίπτωση οι εξι-
σώσεις του πεδίου ανάγονται σε συνήθεις συζευγμένες διαϕορικές εξισώσεις
με το χρόνο ως ανεξάρτητη μεταβλητή.

1.2 Φυσική ερμηνεία
Για να αποδώσουμε μια πιθανή ϕυσική σημασία στις λύσεις που λαμ-

βάνονται για την περίπτωση του Bianchi Type V, υπολογίζουμε τον τανυστή
Einstein, Gµν = Rµν− 1

2
Rgµν και τον ερμηνεύουμε ως τανυστή ενέργειας-ορμής

ενός ρευστού γράϕοντας Gµν = T
(eff)
µν . Ο τανυστής ενέργειας-ορμής μπορεί
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να γραϕτεί ως εξής:

T (eff)
µν = (ρ+ p)uµuν + pgµν + 2q(µuν) + πµν , (1.15)

όπου ρ είναι η ενεργειακή πυκνότητα του ρευστού, uµ είναι η 4-ταχύτητα, qµ
το διάνυσμα ροής θερμότητας, p η πίεση και πµν ο ανισοτροπικός τανυστής
τάσεων. Οι σχέσεις που καθιστούν δυνατή την ταυτοποίηση είναι

Πµν = Gαβh
α
µh

β
ν = p hµν + πµν , πµν = Πµν −

1

3
Πκ

κhµν = Πµν − p hµν (1.16)

ρ = Gµνu
µuν , p =

1

3
Πκ

κ (1.17)

qν = −Gαβu
αhβν , (1.18)

στο οποίο hµν είναι ο τανυστής προβολής ορθογώνιος προς την ταχύτητα uµ

ο οποίος ορίζεται ως

hµν = gµν + uµuν , με uµu
µ = −1 (1.19)





2
FLRW

Το γενικό στοιχείο μήκους του χωρόχρονου FLRW είναι:

ds2 = −M2 (t) dt2 + a2 (t)

(
1

1− kr2
dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2

)
, (2.1)

όπου a (t) δηλώνει τον παράγοντα κλίμακας (περιγράϕει την αλλαγή του με-
γέθους του τρισδιάστατου χώρου καθώς παρέρχεται ο χρόνος ), M (t) είναι
η λεγόμενη συνάρτηση χρονικής παρόδου και k χαρακτηρίζει τη χωρική κα-
μπυλότητα της τρισδιάστατης υπερ-επιϕάνειας (k = 0 ⇒ επίπεδος χώρος,
k = 1 ⇒ χώρος σταθεράς θετικής καμπυλότητας k = −1 ⇒ χώρος σταθερής
αρνητικής καμπυλότητας).

Όσον αϕορά το διανυσματικό πεδίο του αιθέρα ua θέλουμε να έχει τις
συμμετρίες της παραπάνω μετρικής. Γνωρίζουμε ότι οι συμμετρίες μιας με-
τρικής εκϕράζονται μέσω των πεδίων Killing της μετρικής. Επιβάλλουμε
τις συμμετρίες της παραπάνω μετρικής στο διανυσματικό πεδίο του αιθέρα
Lξua = 0. Λόγω της επιβολής αυτής στο πεδίο του αιθέρα το μειώνει στη

μορϕή ua = T ′ (t) δta ↔ ua = − T ′ (t)

M (t)2
δat , όπου ο τόνος δηλώνει παράγωγο ως

προς t. Θα μπορούσαμε αυτό να το διαπιστώσουμε και ως εξής:
Από την πρόταση (7.20) έχουμε ότι τα πεδία Killing της μετρικής gµν =(
1 0

0 sin2(θ)

)
με συντεταγμένες {θ, ϕ} είναι:

ξ1 =
∂
∂ϕ
,
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ξ2 = cos(ϕ) ∂
∂θ

− cot(θ) sin(ϕ) ∂
∂ϕ
,

ξ3 = sin(ϕ) ∂
∂θ

+ cot(θ) cos(ϕ) ∂
∂ϕ
.

Ο χώρος λοιπόν είναι μέγιστα συμμετρικός καθως για n = 2 το πλήθος
των πεδίων Killing είναι n(n+1)

2
= 2(2+1)

2
= 3. Θεωρoύμε το διανυσματικό πεδίο

uµ = {u0(θ, ϕ), u1(θ, ϕ)} και επιβάλουμε να έχει τις συμμετρίες της παραπάνω
μετρικής, δηλαδή θα πρέπει Lξ1(uµ) = Lξ2(uµ) = Lξ3(uµ) = 0.

Το Lξ1(uµ) =
{
u0

(0,1)(θ, ϕ), u1
(0,1)(θ, ϕ)

}
.

Για να ισχύει Lξ1(uµ) = 0 το uµ = {u0(θ), u1(θ)}
Απαιτώντας τώρα Lξ2(uµ) = Lξ3(uµ) = 0 συνάγουμε τις σχέσεις:
{cos(ϕ)u′0(θ) + csc2(θ)u1(θ) sin(ϕ), u0(θ)(− sin(ϕ)) + cos(ϕ)u′1(θ)− cot(θ)u1(θ) cos(ϕ)}

και
{sin(ϕ)u′0(θ)− csc2(θ)u1(θ) cos(ϕ), u0(θ) cos(ϕ) + sin(ϕ)u′1(θ)− cot(θ)u1(θ) sin(ϕ)}
Επομένως θα πρέπει:
cos(ϕ)u′0(θ) + csc2(θ)u1(θ) sin(ϕ) = 0, για κάθε θ και ϕ.
Δηλαδή αν u1(θ) 6= 0 τότε u′0(θ) sin

2(θ)

u1(θ)
= − sin(ϕ)

cos(ϕ)
= c για κάθε θ και ϕ. Αδύ-

νατο, άρα u1(θ) = 0 και τότε u0(θ) = c. Από τις προηγούμενες σχέσεις συνά-
γουμε ότι u0(θ) = 0 και καταλήγουμε στην τελική μορϕή του διανυσματικού
πεδίου που είναι uµ = {0, 0}.

Ο χώρος με μετρική το τρισδιάστατο κομμάτι της FLRW είναι μέγιστα
συμμετρικός ( έχει τον μέγιστο αριθμό πεδίων Killing δηλαδή 1

2
n(n + 1), με

n = 3 επομένως ο αριθμός των πεδίων Killing της εν λόγω μετρικής είναι 6 ).
Επιβάλλοντας στο διανυσματικό πεδίο του αιθέρα να έχει τις συμμετρίες της
FLRW μετρικής, καταλήγουμε το διανυσματικό πεδίο uµ να είναι αστρόβιλο
και έτσι να υπάρχουν λύσεις μόνο με ορθογώνιες υπερεπιϕάνειες.

Από την εξίσωση περιορισμού (1.14) έπεται άμεσα

−
(
T ′

M

)2

+ 1 = 0, (2.2)

το οποίο δίνει T (t) = µ1 + µ2

∫
M (t) dt, (µ2)

2 = 1.
Επιπλέον, η μόνη μη μηδενική συνιστώσα της (1.13) παρέχει τον πολλα-

πλασιαστή Lagrange λ :

λ (t) =
3

a2M3

[
(c1 + c2 + c3)Ma′2 + c2a (a

′M ′ −Ma′′)
]
. (2.3)

Τέλος, με τη χρήση της (2.2) και της (2.3), οι βαρυτικές εξισώσεις πεδίου
(1.10) γίνονται

−2kM2 + (−2 + c1 + 3c2 + c3)a
′2 = 0, (2.4)



2.1. Αναλυτικές λύσεις 18

2kM3+2(−2+c1+3c2+c3)aa
′M ′−(−2+c1+3c2+c3)M((a′)2+2aa′′) = 0. (2.5)

Το γεγονός ότι το στοιχείο μήκους είναι βαθμωτό μας δίνει την ελευθερία να
επιλέξουμε τη χρονική συνιστώσα, χωρίς βλάβη της γενικότητας, επιλέγουμε
την συνάρτηση χρονικής παρόδου M (t) = a (t) (σύμμορϕος χρόνος).

Πράγματι αν θεωρήσουμε μία αυθαίρετη αλλαγή χρόνου t = f(t) τότε
έχουμε M(t).dt = M(f(t)).f ′(t).d(t) = M(t).dt το δε a(t) = a(f(t)) = a(t), άρα
M(f(t)).f ′(t) =M(t) και a(t) = a(t). Επομένως M(t) = M(t)

f ′(t)
και λύνοντας την

διαϕορική εξίσωση a(t) = M(t)

f ′(t)
βρίσκουμε κατάλληλη f(t) που να πληροί την

συνθήκη που θέλουμε.
Επομένως το στοιχείο γραμμής γίνεται

ds2 = a2 (t)

(
−dt2 + 1

1− kr2
dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2

)
, (2.6)

και οι εξισώσεις βαρυτικού πεδίου ανάγονται στις:

−2ka2 + (−2 + c1 + 3c2 + c3)a
′2 = 0, (2.7)

(−2 + c1 + 3c2 + c3)((a
′)2 − aa′′) = 0. (2.8)

2.1 Αναλυτικές λύσεις
Προχωράμε διερευνώντας την ύπαρξη λύσεων για τις εξισώσεις του πε-

δίου (2.7) και (2.8). H τελευταία υπονοεί ότι η ανάλυσή μας μπορεί να τα-
ξινομηθεί ανάλογα με το εάν ο συνδυασμός σταθερών −2+ c1+3c2+ c3 είναι
ίσος ή διαϕορετικός από το μηδέν.

2.1.1 Περίπτωση 1: −2 + c1 + 3c2 + c3 = 0

Στην περίπτωση αυτή η (2.8) ικανοποιείται ταυτοτικά, ενώ η (2.7) υπα-
γορεύει ότι

k = 0, (2.9)

έτσι η λύση περιγράϕεται από την παραπάνω εξίσωση και οποιαδήποτε a(t).
Αυτή η ιδιαιτερότητα αντικατοπτρίζεται στο γεγονός ότι η αντίστοιχη ανηγ-
μένη Λαγκρανζιανή είναι μία ολική παράγωγος (βλ. επόμενη ενότητα). Η
μετρική γίνεται

{(−a2, 0, 0, 0), (0, a2, 0, 0), (0, 0, r2a2, 0), (0, 0, 0, r2a2sin(θ)2)}, (2.10)
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και ο πολλαπλασιαστής Lagrange λ, υπολογίζεται να είναι λόγω της (2.3)

λ (t) = −3((−2 + c2)(a
′)2 + c2aa

′′)

a4
. (2.11)

Το βαθμωτό Ricci υπολογίζεται ως R = gµκRµκ = gµκRλ
µλκ =⇒ R = 6a′′(t)

a(t)3
,

και επειδή το a(t) δεν προσδιορίζεται μπορεί να υπάρχουν επιλογές για τις
οποίες υπάρχουν ή δεν υπάρχουν ανωμαλίες καμπυλότητας.

2.1.2 Περίπτωση 2: −2 + c1 + 3c2 + c3 6= 0

1) Αν k = 0 τότε η (2.7) υποδηλώνει ότι a(t) = ca που ικανοποιεί επίσης
την (2.8), ενώ ο πολλαπλασιαστής Lagrange γίνεται μηδέν (λ = 0) και η
μετρική ανάγεται στην

{{−ca2, 0, 0, 0}, {0, ca2, 0, 0}, {0, 0, ca2r2, 0}, {0, 0, 0, ca2r2 sin(θ)2}}, (2.12)

η οποία ϕυσικά αναπαριστά τον χωρόχρονο Minkowski σε σϕαιρικές-πολικές
συντεταγμένες.

2) Αν ω ≡ k ∗ (−2+ c1+3c2+ c3)
−1 > 0 χρησιμοποιώντας τις (2.7) και (2.8)

καταλήγουμε στην διαϕορική εξίσωση

a′′(t)− 2ka(t)

c1 + 3c2 + c3 − 2
= 0 (2.13)

η οποία δίνει λύση a(t) = m1e
±
√
2
√
ωt. Αξίζει να σημειωθεί ότι ο γραμμι-

κός συνδυασμός των παραπάνω a(t) με διαϕορετικές σταθερές ολοκλήρωσης
m1,m2 που αντιστοιχούν στα πρόσημα συν και πλην δεν είναι λύση. Δηλαδή
η a(t) = m1e

√
2t
√
ω +m2e

−
√
2t
√
ω δεν είναι λύση. Αυτό οϕείλεται στην μη γραμ-

μικότητα των εξισώσεων βαρυτικού πεδίου. Το αντίθετο πρόσημο ω < 0 δίνει
ένα ϕανταστικό μέρος για την a(t) και αυτό δεν είναι επιτρεπτό γιατί δεν
έχει ϕυσικό νόημα ϕανταστικό στοιχείο μήκους.

(Πράγματι αν k
c1+3c2+c3−2

<0 τότε η λύση της (2.13) είναι a(t) = m1e
i
√
2t
√

− k
c1+3c2+c3−2 )

Ο πολλαπλασιαστής Lagrange λ, υπολογίζεται μέσω της (2.3) ως εξής:

λ (t) =
6(c1 + c2 + c3)ω

a(t)2
. (2.14)
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Η μετρική γίνεται:

{{−a(t)2, 0, 0, 0}, {0, a(t)2

1− kr2
, 0, 0}, {0, 0, r2a(t)2, 0}, {0, 0, 0, a(t)2r2 sin(θ)2}}.

(2.15)
Το αντίστοιχο βαθμωτό Ricci είναι R = 6(k+2ω)e−2

√
2t

√
ω

m2
1

το οποίο ϕαίνεται να
έχει ανωμαλία καμπυλότητας όταν t → −∞. Για να είναι ασϕαλές το συ-
μπέρασμα είναι καλύτερο να μεταβούμε στον κοσμολογικό χρόνο τ όπου
τ =

∫
a(t) dt και για τον οποίο M(τ) = 1: Συγκεκριμμένα υπολογίζουμε τον

κοσμολογικό χρόνο τ =
∫
a(t) dt = m1e

√
2t

√
ω

√
2
√
ω

όταν a(t) = m1e
√
2t
√
ω. Λύνοντας

ως προς t έχουμε τον μετασχηματισμό t =
log
(√

2τ
√
ω

m1

)
√
2
√
ω

. Στον νέο αυτόν χρόνο
το βαθμωτό Ricci βρίσκεται ως R = 3(k+2ω)

τ2ω
, αποκαλύπτοντας την ανωμαλία

στο τ = 0. Να σημειωθεί ότι η σταθερά ω
(k+2ω)

είναι ουσιώδης,, όπως μπορεί
να δει κάποιος μετά την απαλοιϕή του τ ανάμεσα στο παραπάνω βαθμωτό
Ricci και στο Q ≡ gµνR,µR,ν = −36(k+2ω)2

τ6ω2 επιτυγχάνοντας έτσι μία αναλλοίωτη
σχέση μεταξύ (R, Q) στην οποία εμϕανίζεται η σταθερά. Πράγματι μπορούμε
να παρατηρήσουμε ότι Q = − 4ωR3

3(k+2ω)

Αν εξετάσουμε τον τανυστή Riemann και βρούμε τις μη μηδενικές συνι-
στώσες του θα βρούμε ότι είναι οι εξής τρεις:

km2
1r

2(c1+3c2+c3)e

2
√

2
√
kt√

c1+3c2+c3−2

(kr2−1)(c1+3c2+c3−2)
,

km2
1r

4 sin2(θ)(c1+3c2+c3)e

2
√
2
√
kt√

c1+3c2+c3−2

c1+3c2+c3−2

km2
1r

2 sin2(θ)(c1+3c2+c3)e

2
√
2
√
kt√

c1+3c2+c3−2

(kr2−1)(c1+3c2+c3−2)

Στην ειδική περίπτωση όπου το c1 + 3c2 + c3 = 0 έχουμε ότι για k < 0 το
ω ≡ k(−2)−1 > 0 και τότε λαμβάνουμε τον χωρόχρονο Minkowski, αϕού ο
τανυστής Riemann είναι 0.

2.2 Περιγραφή της ανηγμένης Λαγκρανζιανής
Για τον χωρόχρονο με στοιχείο γραμμής (2.1) το βαθμωτό Ricci R = gµκRµκ

όπου Rµκ = Rλ
µλκ υπολογίζεται να είναι ίσο με

R =
6a′′(t)

a(t)M(t)2
− 6a′(t)M ′(t)

a(t)M(t)3
+

6a′2

a(t)2M(t)2
+

6k

a(t)2
. (2.16)

Αντικαθιστούμε στη δράση (1.1) την παραπάνω έκϕραση για το R, ua =

− T ′ (t)

M (t)2
δat για το διανυσματικό πεδίο (αιθέρα) καθώς και την τιμή της ορί-

ζουσας
√

−detg = r2a(t)3 sin(θ)
√

1
1−kr2M(t). Για την εύρεση της ανηγμένης
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Λαγκρανζιανής πυκνότητας, παρατηρούμε ότι, στο ολοκλήρωμα της δράσης
οι χωρικές συνιστωσες παράγουν ένα ολοκλήρωμα πάνω στον τριδιάστατο
όγκο που τελικά μας δίνει μία σταθερά. Επομένως για τον υπολογισμό της
ανηγμένης Λαγκρανζιανής πυκνότητας, αυτό που τελικά μας ενδιαϕέρει, εί-
ναι οι επιμέρους συναρτήσεις της που έχουν χρονική μεταβολή. Λαμβάνοντας
υπόψιν το τελευταίο και κάνοντας της παραπάνω αντικαταστάσεις καταλή-
γουμε στην μορϕή της ανηγμένης Λαγκρανζιανής πυκνότητας που είναι η

LFLRW =
a

M7
(M8(6k + a2λ)− 6aM5a′M ′ − c4a

2M ′2T ′4 +M6(6a′2 + a(−aλT ′2 + 6a′′))+

(2.17)

+ 2c4a
2MM ′T ′3T ′′ − 2aM3M ′T ′(3c2a

′T ′ + (c1 + c2 + c3)aT
′′)+

+ a2M2T ′2((c1 + c2 + c3)M
′2 − c4(T

′′)2)

+M4(3(c1 + 3c2 + c3)a
′2T ′2 + 6c2aa

′T ′T ′′ + (c1 + c2 + c3)a
2(T ′′)2)).

Προκειμένου να ελεγχθεί η εγκυρότητα της ανηγμένης Λαγκρανζιανής πυ-
κνότητας LFLRW , πρέπει πρώτα να αντλήσουμε τις αντίστοιχες εξισώσεις
Euler - Lagrange. Εάν αυτές οι εξισώσεις λυθούν αλγεβρικά ως προς τις επι-
ταχύνσεις και αντικατασταθούν στις ανηγμένες εξισώσεις της θεωρίας (1.10),
(1.13), (1.14) και οι προκύπτουσες εξισώσεις είναι ταυτότητες, θα πούμε ότι
η LFLRW , είναι έγκυρη καθώς αναπαράγει σωστά την ανηγμένη δυναμική.

Στην πρώτη περίπτωση, −2 + c1 + 3c2 + c3 = 0 μετά τις αντικαταστάσεις
T (t) = µ1 + µ2

∫
M (t) dt, (µ2)

2 = 1, M (t) = a (t) η Λαγκρανζιανή πυκνότητα
γίνεται

LFLRW = 6ka2 + 6a′2 + 6aa′′ ≡ 6ka2 + 6(aa′)′. (2.18)

Εϕαρμόζοντας την (7.13) στην (2.18) και παίρνοντας τις παραγώγους ως
προς a(t) θα έχουμε:

∂L
∂a

− d
dt

(
∂L
∂ȧ

)
+ d2

dt2
(
∂L
∂ä

)
= 0

Είναι λοιπόν προϕανές ότι η προηγούμενη εξίσωση Euler-Lagrange της
(2.18) ως προς a(t) δίνει k a = 0 έτσι η Λαγκρανζιανή είναι έγκυρη για k = 0

και τότε δεν καθορίζει ένα συγκεκριμένο a(t), συμϕωνώντας με τις ανηγμένες
εξισώσεις που έχουμε βρει.

Στη δεύτερη περίπτωση −2+c1+3c2+c3 6= 0 η Λαγκρανζιανή πυκνότητα
(2.17) είναι επίσης έγκυρη.

Πράγματι, αρχικά στην (2.17) παίρνουμε τις τέσσερεις εξισώσεις Euler-
Lagrange ως προς {M(t), λ(t), T (t), a(t)} και μετά κάνουμε τις αντικαταστά-
σεις T (t) = µ1 + µ2

∫
M (t) dt, (µ2)

2 = 1,M (t) = a (t) και καταλήγουμε στις
εξής τέσσερεις εξισώσεις:
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Πρώτον η εξίσωση Euler-Lagrange ως προς M(t) είναι
a(t) (6c2a(t)a

′′(t) + a′(t)2(−9c1 − 21c2 − 9c3 + 6) + 6ka(t)2 + 2a(t)4λ(t)) = 0

Η δεύτερη εξίσωση ως προς λ(t) είναι ταυτότητα
Η τρίτη εξίσωση ως προς T (t) είναι:
ϵa(t)(3c2a

(3)(t)a(t)2+3a′(t)3(c1+2c2+c3)+3a(t)4λ(t)a′(t)−2a(t)a′(t)a′′(t)(3c1+

6c2 + 3c3) + a(t)5λ′(t)) = 0

Τέλος η τέταρτη εξίσωση που είναι ως προς a(t) είναι:
a(t) (−2a(t)a′′(t)(c1 + 3c2 + c3 − 2) + a′(t)2(c1 + 3c2 + c3 − 2) + 2ka(t)2) = 0

Όπως βλέπουμε απο την 1) της 3.1.2 Περίπτωση 2 αν k = 0 απο τις λύσεις
προκύπτει a(t) = ca καθώς και λ(t) = 0. Αντικαθιστώντας στα προηγούμενα
οι τέσσερεις εξισώσεις γίνονται ταυτότητες και έτσι η Λαγκρανζιανή είναι
έγκυρη.

Στην περίπτωση που το κ
c1+3c2+c3−2

>0 στις τέσσερεις προηγούμενες εξι-
σώσεις Euler-Lagrange ως προς {M(t), λ(t), T (t), a(t)} κάνουμε τις αντικατα-

στάσεις a(t) = m1e
±
√
2
√
kt√

c1+3c2+c3−2 και λ(t) = 6k(c1+c2+c3)e
− ±2

√
2
√
kt√

c1+3c2+c3−2

m2
1(c1+3c2+c3−2)

οι τέσσερεις
γίνονται ταυτότητες και έτσι η Λαγκρανζιανή είναι έγκυρη.

Συμβαίνει όμως και το αντίστροϕο, δηλαδή:
Αν πάρουμε τις τρείς εξισώσεις Euler-Lagrange μετά την αντικατάσταση

των {M(t), T (t)} και λύνοντας την πρώτη ως προς λ(t) έχουμε:
λ(t) = −6c2a(t)a′′(t)+3a′(t)2(3c1+7c2+3c3−2)−6ka(t)2

2a(t)4
Αντικαθιστώντας την προηγού-

μενη τιμή του λ(t) στις δύο επόμενες εξισώσεις Euler-Lagrange έχουμε:
ϵa(t)a′(t)(−2a(t)a′′(t)(c1+3c2+ c3−2)+a′(t)2(c1+3c2+ c3−2)+2ka(t)2) = 0

και
a(t) (−2a(t)a′′(t)(c1 + 3c2 + c3 − 2) + a′(t)2(c1 + 3c2 + c3 − 2) + 2ka(t)2) = 0

Αν το a(t) = ca τότε αναγκαστικά το k = 0

Αν η a(t) δεν είναι σταθερά τότε η λύση της διαϕορικής −2a(t)a′′(t)(c1 +

3c2+c3−2)+a′(t)2(c1+3c2+c3−2)+2ka(t)2 = 0 δίνει a(t) = m2 cosh
2
(√

k(t−2(c1+3c2+c3−2)m1)√
2
√
c1+3c2+c3−2

)
που είναι λύση των παραπάνω ανηγμένων εξισώσεων κίνησης, αν κ

c1+3c2+c3−2
>0

Επομένως συμπερασματικά μπορούμε να πούμε ότι στον FLRW δεν υπάρ-
χει λύση πάντα αλλά όταν υπάρχει οι αντίστοιχες Λαγκρανζιανές είναι έγκυ-
ρες. Ακόμα και στην περίπτωση που δεν υπαρχει λύση των εξισώσεων κί-
νησης η αντίστοιχη ανηγμένη Λαγκρανζιανή δεν έχει και αυτή λύση. Επίσης
ενδιαϕέρον είναι ότι υπάρχει περίπτωση οι εξισώσεις κίνησης να επιδέχονται
λύση για κάθε a(t) και η αντίστοιχη Λαγκρανζιανή είναι ολική παράγωγος.





3
LRS BIANCHI TYPE III

Συνεχίζουμε την ανάλυσή μας εξετάζοντας το διαγώνιο χωρόχρονο LRS
Bianchi Type III με θεμελιώδες στοιχείο μήκους

ds2 = −M2 (t) dt2 + a2 (t)
(
dx2 + e−2xdy2

)
+ b2 (t) dz2, (3.1)

που δέχεται τα ακόλουθα τέσσερα πεδία Killing:

ξ1 =
∂

∂y
, ξ2 =

∂

∂z
, ξ3 =

∂

∂x
+ y

∂

∂y
, ξ4 = 2y

∂

∂x
+ (y2 − e2x)

∂

∂y
. (3.2)

Eπιβάλλουμε τις τρείς πρώτες συμμετρίες στο γενικό διανυσματικό πεδίο
του αιθέρα uµ = {u0(t, x, y, z), u1(t, x, y, z), u2(t, x, y, z), u3(t, x, y, z)}

Αυτό σημαίνει ότι απαιτούμε Lξ1uµ = 0, Lξ2uµ = 0, Lξ3uµ = 0.
Τα αποτελέσματα που παίρνουμε είναι:
Lξ1uµ =

{
u
(0,0,1,0)
0 (t, x, y, z), u

(0,0,1,0)
1 (t, x, y, z), u

(0,0,1,0)
2 (t, x, y, z), u

(0,0,1,0)
3 (t, x, y, z)

}
Lξ2uµ =

{
u
(0,0,0,1)
0 (t, x, y, z), u

(0,0,0,1)
1 (t, x, y, z), u

(0,0,0,1)
2 (t, x, y, z), u

(0,0,0,1)
3 (t, x, y, z)

}
Lξ3uµ =

{
yu

(0,0,1,0)
0 (t, x, y, z) + u

(0,1,0,0)
0 (t, x, y, z), yu

(0,0,1,0)
1 (t, x, y, z) + u

(0,1,0,0)
1 (t, x, y, z),

yu
(0,0,1,0)
2 (t, x, y, z) + u

(0,1,0,0)
2 (t, x, y, z) + u2(t, x, y, z),

yu
(0,0,1,0)
3 (t, x, y, z) + u

(0,1,0,0)
3 (t, x, y, z)

}
Από τις δύο πρώτες συμπεραίνουμε ότι
uµ = {u0(t, x), u1(t, x), u2(t, x), u3(t, x)}
με συνέπεια η τρίτη να γίνει
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Lξ3uµ =
{
u
(0,1)
0 (t, x), u

(0,1)
1 (t, x), u

(0,1)
2 (t, x) + u2(t, x), u

(0,1)
3 (t, x)

}
. Λύνοντας την

διαϕορική εξίσωση u(0,1)2 (t, x) + u2(t, x) = 0 καταλήγουμε στην λύση u2(t, x) =
e−xu2(t).

Οι σχέσεις Lξ1uµ = Lξ2uµ = Lξ3uµ = 0 καταλήγουν στο uµ = {u0(t), u1(t), e−xu2(t), u3(t)}.
Στην συνέχεια απαιτούμε το uµ να είναι αστρόβιλο, που σημαίνει ότι η

συναλλοίωτη παράγωγος είναι συμμετρική, δηλαδή uµ;κ − uκ;µ = 0, το οποίο
τελικά μας δείχνει ότι το uµ είναι κλίση κάποιου βαθμωτού, έτσι οι λύσεις
που θα βρούμε για το διανυσματικό πεδίο του αιθέρα είναι υπερεπίπεδα
ορθογώνιες. Εϕαρμόζωντας τα προηγούμενα στην τελευταία μορϕή του uµ

έχουμε το αποτέλεσμα:

uµ;κ − uκ;µ =


0 −u′1(t) −e−xu′2(t) −u′3(t)

u′1(t) 0 e−xu2(t) 0

e−xu′2(t) −e−xu2(t) 0 0

u′3(t) 0 0 0


Για να είναι το πεδίο αστρόβιλο θα πρέπει u2(t) = 0, u1(t) = λ1, u3(t) = λ3.
Απλοποιείται έτσι παραιτέρω το uµ και παίρνει την μορϕή:
uµ = {u0(t), λ1, 0, λ3}
Τέλος βρίσκουμε την παράγωγο Lie του προηγούμενου uµ ως προς το

τέταρτο πεδίο Killing ξ4 .
Lξ4uµ = {0, 0, 2λ1, 0}. Απαιτώντας και Lξ4uµ = 0 (ως συμμετρία του χωρό-

χρονου) έχουμε ότι λ1 = 0. Παίρνουμε με αυτόν τον τρόπο την τελική μορϕή
του uµ που είναι: uµ = {u0(t), 0, 0, λ3}.

Xρησιμοποιούμε επίσης την σχέση (1.14) οπότε καταλήγουμε στην λ23
b(t)2

−
u0(t)2

M(t)2
+ 1 = 0 και ϕτάνουμε στην τελική μορϕή:

ua =
u0 (t)

−M2
δat +

λ3
b(t)2

δaz , u0 (t) =
M

b

√
λ23 + b2. (3.3)

Όπως κάναμε στην προηγούμενη περίπτωση του FLRW επιλέγουμε τον χρόνο
έτσι ώστε M(t) = a(t) το οποίο αποδεικνύεται εξίσου χρήσιμο στην παρούσα
κατάσταση, καθώς με αυτό το ua και το στοιχείο μήκους (3.1) η τέταρτη
συνιστώσα της εξίσωσης (1.13) παίρνει τη μορϕή

λ3

(
b(t)λ(t)− (c1+c3)(a′(t)b′(t)+a(t)b′′(t))

a(t)3

)
b(t)3

= 0, (3.4)

υπονοώντας ότι πρέπει να διερευνήσουμε ξεχωριστά τις υποθέσεις λ3 = 0,
λ3 6= 0.

Η γενική προσέγγιση στην προσπάθεια εύρεσης του χώρου λύσεων είναι
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να λύσουμε αλγεβρικά δύο από τις εξισώσεις όσον αϕορά τις επιταχύνσεις
a′′(t), b′′(t) και να αντικαταστήσουμε το αποτέλεσμα στις υπόλοιπες. Με αυ-
τόν τον τρόπο εμϕανίζονται συγκεκριμένοι κλάδοι όταν μηδενίζονται οι πα-
ρονομαστές των αντίστοιχων εκϕράσεων. Αυτό μπορεί να συμβεί είτε για
συγκεκριμένα εύρη τιμών των σταθερών είτε για συγκεκριμένες σχέσεις με-
ταξύ των a(t), b(t). Στη συνέχεια παρουσιάζουμε όλες τις περιπτώσεις που
εμϕανίζονται.

Θεωρούμε αρχικά την περίπτωση που το λ3 = 0, τότε ο συντελεστής της
b′′(t) στην (1,1) συνιστώσα της (1.10) είναι c2−1

b(t)
. Έτσι προκύπτει η πρώτη

περίπτωση που είναι η ακόλουθη:

3.0.1 Περίπτωση 1: λ3 = 0, c2 = 1

Η σκιαγράϕηση της διαδικασίας επίλυσης έχει ως εξής:
H (0,0) συνιστώσα της (1.10) είναι
−2b(t)2(3c1+3c3+5)a′(t)2+2a(t)b(t)(2b(t)a′′(t)−a′(t)b′(t))−a(t)2(−2b(t)b′′(t)+3(1+c3+1)b′(t)2+2b(t)2)+2a(t)4b(t)2λ(t)

2a(t)2b(t)2
=

0

Λύνουμε ως προς λ(t) την προηγούμενη σχέση και έχουμε:
λ(t) = 1

2a(t)4b(t)2
(2a(t)2b(t)2 + 10b(t)2a′(t)2 + 6c1b(t)

2a′(t)2 + 6c3b(t)
2a′(t)2+

−4a(t)b(t)2a′′(t) + 2a(t)b(t)a′(t)b′(t)− 2a(t)2b(t)b′′(t) + 3c1a(t)
2b′(t)2 + 3c3a(t)

2b′(t)2+

3a(t)2b′(t)2)

Aντικαθιστούμε το λ(t) στην πρώτη συνιστώσα της (1.13) και γίνεται
− qa′2

a(t)2
− qb′2

2b(t)2
− 1 = 0 όπου έχουμε αντικαταστήσει c3 = −c1 + q − 1.

Αυτή η έκϕραση μπορεί να ικανοποιηθεί μόνο όταν q < 0.
Η προηγούμενη έκϕραση παραμένει αναλλοίωτη κάτω απο τον μετασχη-

ματισμό a(t) → λa(t), b(t) → µb(t), δηλαδή η σχέση είναι αναλλοίωτη ως προς
τις ανεξάρτητες ανακλιμακώσεις των a(t), b(t).

Σε αυτήν την περίπτωση οι κατάλληλοι μετασχηματισμοί που τελικά επι-
λύουν την εξίσωση είναι:

a(t) = e

∫
cos(f(t)) dt√

−q , b(t) = e

√
2
∫
sin(f(t)) dt√

−q
, (3.5)

και οι υπόλοιπες εξισώσεις της (1.10) γίνονται:
sin(f(t))

(√
−qf ′(t) + sin(f(t)) +

(
−
√
2
)
cos(f(t))

)
= 0

e−2x sin(f(t))
(√

−qf ′(t) + sin(f(t)) +
(
−
√
2
)
cos(f(t))

)
= 0

cos(f(t))

(
− exp

(
−2(

∫
cos(f(t)) dt−

√
2
∫
sin(f(t)) dt)√

−q

))
(
√
2
√
−qf ′(t) +

√
2 sin(f(t))− 2 cos(f(t))) = 0
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Οι εξισώσεις αυτές ικανοποιούνται εάν η f(t) υπακούει στη διαϕορική
εξίσωση πρώτης τάξης

f ′(t) =

√
2 cos(f(t))− sin(f(t))√

−q
. (3.6)

Η λύση της είναι:

f(t) = −2 tan−1

(
1

6

(
3
√
6 tanh

(√
3 (

√
−qt−m1q)

2q

)
+ 3

√
2

))
. (3.7)

Για να διερευνήσουμε τη συμπεριϕορά των ανωμαλιών υπολογίζουμε το
βαθμωτό Ricci συναρτήσει της f(t) χωρίς να εισαχθεί η συγκεκριμένη έκϕραση
που δίνεται παραπάνω. Το αποτέλεσμα είναι:

R =
e
1
3 (−2)

√
2f(t)(

√
2 cos(f(t))−sin(f(t)))

2/3
(2

√
2 sin(2f(t))+cos(2f(t))−2q−7)

q

Οι όροι που περιλαμβάνονται στις δύο παρενθέσεις είναι προϕανώς πε-
περασμένοι, αϕού | cos(t)| ≤ 1 και | sin(t)| ≤ 1. Έτσι ο μόνος όρος που μπορεί
να απειρισθεί είναι ο εκθετικός. Ωστόσο, μπορεί κανείς να δει ότι η f(t)

είναι ϕραγμένη για κάθε t και για όλα τα εύρη των σχετικών παραμέτρων
(q, m1). Επομένως συμπεραίνουμε ότι η περιγραϕόμενη γεωμετρία δεν έχει
ανωμαλίες.

Θεωρώντας τώρα ότι (λ3 = 0, c2 6= 1 μπορούμε να λύσουμε την (1,1)
συνιστώσα της (1.10) ως προς b′′(t) και παίρνουμε την σχέση

b′′(t) =
b(t)

(
−a′(t)b′(t)(c1+c2+c3)

a(t)b(t)
+

(c1+2c2+c3−1)(a′(t)2−a(t)a′′(t))
a(t)2

+
b′(t)2(c1+c2+c3)

2b(t)2

)
c2−1

Αντικαθιστώντας την τιμή αυτή του b′′(t) στην (1.10) η (3,3) συνιστώσα
της έχει συντελεστή του a′′(t) τον:

− b(t)2(c1+c3+1)(c1+3c2+c3−2)
(c2−1)a(t)3

Επομένως η επόμενη περίπτωση είναι η:

3.0.2 Περίπτωση 2: (λ3 = 0, c2 6= 1, και 1 + c1 + c3 =

0) ή (λ3 = 0, c2 6= 1, και − 2 + c1 + 3c2 + c3 = 0)

Για την περίπτωση (λ3 = 0, c2 6= 1, και 1 + c1 + c3 = 0) βρίσκουμε ότι
μετά την προηγούμενη αντικατάσταση η (0,0) συνιστώσα της (1.10) είναι

4(2−3c2)b(t)2a′(t)2+2a(t)b(t)(2c2b(t)a′′(t)+(2−3c2)a′(t)b′(t))+a(t)2(2c2b(t)b′′(t)−3(c2−1)b′(t)2−2b(t)2)+2a(t)4b(t)2λ(t)

2a(t)2b(t)2

και λύνοντας ως προς λ(t) έχουμε:
λ(t) = 1

2a(t)4b(t)2
(2a(t)2b(t)2 − 8b(t)2a′(t)2 + 12c2b(t)

2a′(t)2 − 4a(t)b(t)a′(t)b′(t)+

−4c2a(t)b(t)
2a′′(t) + 6c2a(t)b(t)a

′(t)b′(t)− 2c2a(t)
2b(t)b′′(t) + 3c2a(t)

2b′(t)2 − 3a(t)2b′(t)2)

Θέτοντας c2 = q+1 και αντικαθιστώντας το λ(t) καταλήγουμε ότι η πρώτη
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συνιστώσα της (1.13) είναι
−2a′(t)b′(t)

a(t)b(t)
− 2a′(t)2

a(t)2
− b′(t)2

2b(t)2
− 1

q
= 0

Η προηγούμενη έκϕραση παραμένει αναλλοίωτη κάτω απο τον μετασχη-
ματισμό a(t) → λa(t)b(t) → µb(t), δηλαδή η σχέση είναι αναλλοίωτη ως προς
τις ανεξάρτητες ανακλιμακώσεις των a(t), b(t) και κάνοντας την αντικατά-
σταση a(t) = e

∫
a1(t) dt+

∫
b1(t) dt και b(t) = e

∫
b1(t) dt−2

∫
a1(t) dt καταλήγουμε στην

σχέση −1
2
9b1(t)

2 − 1
q
= 0. Η τιμή του b1(t) =

√
2

3
√
−q μας δίνει μέσω της (1,1)

συνιστώσας της (1.10) την a1(t) = 1
3
√
2
√
−q και τελικά βρίσκουμε ότι η (3,3)

συνιστώσα της (1.10) παίρνει την ποτέ μηδενιζόμενη μορϕή e
√
2qt

(−q)3/2 .
Για την δεύτερη περίπτωση (λ3 = 0, c2 6= 1, και −2+c1+3c2+c3 = 0)

βρίσκουμε ότι μετά την προηγούμενη αντικατάσταση η (0,0) συνιστώσα της
(1.10) είναι

(3c2−5)b(t)2a′(t)2+a(t)b(t)(2c2b(t)a′′(t)+(2−3c2)a′(t)b′(t))+a(t)2(c2b(t)b′′(t)+3(c2−1)b′(t)2−b(t)2)+a(t)4b(t)2λ(t)
a(t)2b(t)2

και λύνοντας ως προς λ(t) έχουμε:
λ(t) = 1

a(t)4b(t)2
(a(t)2b(t)2 + 5b(t)2a′(t)2 − 3c2b(t)

2a′(t)2 − 2a(t)b(t)a′(t)b′(t)+

−2c2a(t)b(t)
2a′′(t) + 3c2a(t)b(t)a

′(t)b′(t)− c2a(t)
2b(t)b′′(t)− 3c2a(t)

2b′(t)2 + 3a(t)2b′(t)2)

Θέτοντας c2 = q+1 και αντικαθιστώντας το λ(t) καταλήγουμε ότι η πρώτη
συνιστώσα της (1.13) είναι

−2a′(t)b′(t)
a(t)b(t)

+ a′(t)2

a(t)2
+ b′(t)2

b(t)2
− 1

q
= 0

Η προηγούμενη έκϕραση παραμένει αναλλοίωτη κάτω απο τον μετασχη-
ματισμό a(t) → λa(t), b(t) → µb(t), δηλαδή η σχέση είναι αναλλοίωτη ως προς
τις ανεξάρτητες ανακλιμακώσεις των a(t), b(t) και κάνοντας την αντικατά-
σταση a(t) = e

∫
a1(t) dt+

∫
b1(t) dt και b(t) = e

∫
b1(t) dt−2

∫
a1(t) dt καταλήγουμε στην

σχέση 9a1(t)
2 − 1

q
= 0. Η τιμή του a1(t) = i

3
√
−q μας δίνει μέσω της (1,1) συνι-

στώσας της (1.10) την b1(t) = 2i
3
√
−q και τελικά βρίσκουμε ότι η (3,3) συνιστώσα

της (1.10) παίρνει την ποτέ μηδενιζόμενη μορϕή 4e
− 2it√

−q .
Επομένως, δεν υπάρχει λύση σε αυτές τις περιπτώσεις.

3.0.3 Περίπτωση 3: λ3 = 0, c2 6= 1, και (1+c1+c3)(−2+

c1 + 3c2 + c3) 6= 0

Αν αντικαταστήσουμε τα c3, c2 ως

c3 = −c1 + µ− 1 , c2 =
1

3

(
−µσ

2

2
− µ+ 3

)
, (3.8)

μπορούμε να λύσουμε τη μη μηδενική συνιστώσα της (1.13) σε σχέση με
το λ(t) και αντικαθιστούμε στην (1.10).
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Πράγματι η μη μηδενική συνιστώσα της (1.13) είναι η πρώτη και η λύση
της ως προς λ(t) μας δίνει:

λ(t) =
a(t)b(t)(µ(σ2+2)−6)(a(t)b′′(t)−a′(t)b′(t))+2b(t)2(a(t)(µ(σ2+2)−6)a′′(t)+(6−2µ(σ2−1))a′(t)2)−µ(σ2−4)a(t)2b′(t)2

6a(t)4b(t)2

Η αντικατάσταση στην (1.10) θα μας δώσει την (0,0) συνιστώσα της που
είναι:

4µ(σ2+2)a(t)b(t)a′(t)b′(t)+4µ(σ2−1)b(t)2a′(t)2+a(t)2(µ(σ2−4)b′(t)2−12b(t)2)
12a(t)2b(t)2

= 0

Όπως μπορούμε εύκολα να δούμε, το αριστερό μέλος της τελευταίας εξί-
σωσης δέχεται μια συμμετρία ανακλιμάκωσης a→ ω1a, b→ ω2b και δεν πε-
ριέχει επιταχύνσεις. Έτσι, αν κάνουμε την αντικατάσταση a = e

∫
a1dt, b = e

∫
b1dt

η προαναϕερθείσα εξίσωση γίνεται:

1

12

(
4µ
(
σ2 + 2

)
a1(t)b1(t) + 4µ

(
σ2 − 1

)
a1(t)

2 + µ
(
σ2 − 4

)
b1(t)

2 − 12
)
= 0.

(3.9)
που είναι μια τετραγωνική μορϕή ως προς a1(t), b1(t) και μπορεί να λυθεί

με την αντικατάσταση:

a1(t) =
2 cosh(f(t))√

3µσ
− σ(2 sinh(f(t)))

2
(√

3µσ
) , b1(t) =

σ(2 sinh(f(t)))√
3µσ

+
2 cosh(f(t))√

3µσ

(3.10)
Αν αντικαταστήσουμε τις παραπάνω τιμές των a1(t), b1(t) στις υπόλοιπες

συνιστώσες της (1.10) καταλήγουμε στις εξισώσεις:
− (σ sinh(f(t))+cosh(f(t)))(3√µσf ′(t)+

√
3(σ cosh(f(t))+4 sinh(f(t))))

3
√
3σ

= 0

− e−2x(σ sinh(f(t))+cosh(f(t)))(3√µσf ′(t)+
√
3(σ cosh(f(t))+4 sinh(f(t))))

3
√
3σ

= 0

−
exp

(
− 2(

∫
(2 cosh(f(t))−σ sinh(f(t))) dt−2

∫
(σ sinh(f(t))+cosh(f(t))) dt)√

3
√
µσ

)
3σ

(σ sinh(f(t))− 2 cosh(f(t)))
(√

3
√
µσf ′(t) + σ cosh(f(t)) + 4 sinh(f(t))

)
= 0.

Διαπιστώνουμε ότι υπάρχει λύση εάν η f(t) ικανοποιεί τη διαϕορική εξί-
σωση:

f ′(t) = − 1√
3µσ

(σ cosh(f(t)) + 4 sinh(f(t))) , (3.11)

που έχει λύση:

f(t) = −2 tanh−1

 4

σ
−

√
σ − 4

√
σ + 4 tan

(
1
6

(
3c1

√
σ − 4

√
σ + 4−

√
3
√
σ−4

√
σ+4t√

µσ

))
σ

 .

(3.12)
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Το ολοκλήρωμα
∫
a1(t) dt το γράϕουμε ως εξής:∫

a1(t) dt =
∫ a1(f(t))

f ′(t)
df(t) =

∫ σ sinh(f(t))−2 cosh(f(t))
σ cosh(f(t))+4 sinh(f(t))

df(t), κάνοντας τους ίδιους
υπολογισμούς για το b1(t) καταλήγουμε στην τελική λύση που είναι η εξής:

a(t) = e
− 6σf(t)

σ2−16 (σ cosh(f(t))+4 sinh(f(t)))
σ2+8

σ2−16 , b(t) = e
6σf(t)

σ2−16 (σ cosh(f(t))+4 sinh(f(t)))
−

2(σ2−4)
σ2−16 ,

(3.13)
Η τιμή του λ(t) είναι

λ(t) = −(σ2−4)e
12σf(t)

σ2−16 (3 cosh(2f(t))+2µ−3)(σ cosh(f(t))+4 sinh(f(t)))
−

2(σ2+8)
σ2−16

3µσ2

όπου η f(t) πρέπει να αντικατασταθεί από την παραπάνω δεδομένη τιμή.
Η συμπεριϕορά των ανωμαλιών είναι ποιοτικά παρόμοια με την προηγούμενη
μη τετριμμένη περίπτωση όταν τα εύρη των σταθερών που εμϕανίζονται
στην f(t) περιορίζονται κατάλληλα. Διαϕορετικά, η γεωμετρία αναπτύσσει
ανωμαλίες σε πεπερασμένα t.

Πράγματι το βαθμωτό Ricci στην περίπτωση μας είναι:

R = − 1
µσ22e

12σf(t)

σ2−16 (σ cosh(f(t))+4 sinh(f(t)))
− 3σ2

σ2−16 (−(σ cosh(f(t))+4 sinh(f(t)))

σ(sinh(2f(t))− µσ) + (σ2 − 8) sinh2(f(t)) + 12 cosh2(f(t))−
2
√
3
√
µσf ′(t) cosh(f(t))(σ sinh(f(t)) + 4 cosh(f(t)))

)
Η δε συνάρτηση f(t) είναι:

f(t, σ, µ,m1) = −2 tanh−1

(
4
σ
−

√
σ−4

√
σ+4 tan

(
1
6

(
3m1

√
σ−4

√
σ+4−

√
3
√
σ−4

√
σ+4t√

µσ

))
σ

)
Αυτές οι περιπτώσεις εξαντλούν την υπόθεση λ3 = 0.
Απομένει λοιπόν να εξετάσουμε την υπόθεση λ3 6= 0.
Η στρατηγική είναι τώρα να επιλύσουμε την συνιστώσα (0, 0) της (1.10)

για τον πολλαπλασιαστή Lagrange λ(t) και να αντικαταστήσουμε στις δύο
μη μηδενικές συνιστώσες της (1.13). Με αυτόν τον τρόπο εμϕανίζονται με-
ρικοί κλάδοι. Στην περίπτωση αυτή ο συντελεστής της b′′(t) στην τέταρτη
συνιστώσα της (1.13) είναι − λ3(c1+c2+c3)

a(t)2b(t)(b(t)2+λ32)
και ο συντελεστής της a′′(t) στην

τέταρτη συνιστώσα της (1.13) είναι − 2c2λ3
a(t)3b(t)2

Εξετάζουμε τώρα λοιπόν τον κλάδο.

3.0.4 Περίπτωση 4: λ3 6= 0 c1 + c2 + c3 = 0 c2 = 0

Στην περίπτωση αυτή η (0,0) συνιστώσα της (1.10) είναι:
2a′(t)b′(t)
a(t)b(t)

+ a′(t)2

a(t)2
+ a(t)2λ(t)

(
λ32
b(t)2

+ 1
)
− 1 = 0 και λύνοντας ως προς λ(t)

έχουμε:
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λ(t) =
b(t) (−2a(t)a′(t)b′(t)− b(t)a′2 + a(t)2b(t))

a(t)4
(
b(t)2 + λ3

2
) . (3.14)

Όταν αυτό αντικατασταθεί στην πρώτη και την τέταρτη συνιστώσα της
(1.13) καταλήγουμε στην μοναδική εξίσωση:

−2a′(t)b′(t)

a(t)b(t)
− a′2

a(t)2
+ 1 = 0. (3.15)

Όπως και πριν, υπάρχει συμμετρία ανακλιμάκωσης και έτσι μπορούμε να
κάνουμε την αντικατάσταση

a(t) = e
∫ sinh(f(t))√

3
dt+

∫ cosh(f(t))√
3

dt
, b(t) = e

∫ cosh(f(t))√
3

dt−2
∫ sinh(f(t))√

3
dt (3.16)

που ικανοποιεί την εξίσωση.
Όσον αϕορά τις εξισώσεις (1.13) και (1.10) καταλήγουμε στα εξής: αϕ΄ενός

μεν η (1.13) ικανοποιείται αϕ΄ετέρου δε η (1.10) γίνεται:{
{0, 0, 0, 0},

{
0,−1

3
(cosh(f(t))− 2 sinh(f(t)))

(
−
√
3f ′(t)− 2 sinh(f(t)) + cosh(f(t))

)
, 0, 0

}
,{

0, 0,−1
3
e−2x(cosh(f(t))− 2 sinh(f(t)))

(
−
√
3f ′(t)− 2 sinh(f(t)) + cosh(f(t))

)
, 0
}
,{

0, 0, 0, 2
3
(sinh(f(t)) + cosh(f(t)))

(
−
√
3f ′(t)− 2 sinh(f(t)) + cosh(f(t))

)
e−2

√
3
∫
sinh(f(t)) dt

}}
Παρατηρούμε ότι μια λύση θα υπάρξει μετά την παραπάνω αντικατά-

σταση, εάν ικανοποιείται η διαϕορική εξίσωση

f ′(t) =
cosh(f(t))− 2 sinh(f(t))√

3
. (3.17)

Τέλος, η λύση της (3.17) προκύπτει ως

f(t) = 2 tanh−1

(
2−

√
3 tanh

(
1

2

(√
3m1 + t

)))
. (3.18)

Επίσης το uµ =

{
e
√
3
∫
sinh(f(t)) dt

√
exp

(
2(
∫
cosh(f(t)) dt−2

∫
sinh(f(t)) dt)√

3

)
+ λ23, 0, 0, λ3

}
καθώς και το βαθμωτό Ricci υπολογίζεται ως R = 0 ενώ το βαθμωτό Kretschmann
είναι Kr ≡ RabcdRabcd = 1

12

(
e2f(t) − 3

)6. Κάνοντας τον επανακαθορισμό t =

τ −
√
3m1 προκύπτει ότι η m1 δεν είναι ουσιώδης βαρυτική σταθερά καθώς

και η ύπαρξη ανωμαλιών σε πεπερασμένα διαστήματα του τ .
Αν τώρα c1 + c2 + c3 = 0 και c2 6= 0, τότε στην εξίσωση (1.10) ο συντελε-

στής του b′′(t) στην (2, 2) και στην (3, 3) συνιστώσα είναι αντίστοιχα c2−1
b(t)

και
(c2−1)e−2x

b(t)
.

Έτσι προκύπτει ο επόμενος κλάδος:
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3.0.5 Περίπτωση 5: λ3 6= 0 c1 + c2 + c3 = 0 c2 = 1

Λύνουμε τώρα την τέταρτη συνιστωσα της (1.13) ως προς τον πολλαπλα-
σιαστή Lagrange λ(t) λαμβάνοντας

λ(t) = −a
′(t)b′(t) + a(t)b′′(t)

a(t)3b(t)
. (3.19)

Αν αντικαταστήσουμε το παραπάνω λ(t) στη πρώτη συνιστώσα της (1.13),
καταλήγουμε στο

a′′(t) =
a′(t)b′(t)

b(t)
+

a′2

a(t)
. (3.20)

Αν αντικαταστήσουμε την παραπάνω (3.20) στην (1.10) παρατηρούμε ότι
δεν υπάρχει λύση αϕού οι συνιστώσες του (0, 0) , (3, 3) γίνονται οι αδύνατες
εξισώσεις − λ32a′2

a(t)2b(t)2
− 1 = 0, λ32a′2+a(t)2b(t)2

a(t)4
= 0 αντίστοιχα.

Προχωρούμε τώρα στον επόμενο κλάδο:

3.0.6 Περίπτωση 6: λ3 6= 0 c1 + c2 + c3 = 0 c2 6= 0, c2 6= 1

Επειδή λ3 6= 0, c2 6= 0, μπορούμε να λύσουμε τη τέταρτη συνιστώσα της
(1.13) ως προς τον πολλαπλασιαστή Lagrange λ(t) έχοντας ως αποτέλεσμα

λ (t) = −c2 (a
′(t)b′(t) + a(t)b′′(t))

a(t)3b(t)
. (3.21)

Αν αντικαταστήσουμε την (3.21) στην πρώτη συνιστώσα της (1.13) και την
λύσουμε ως προς a′′(t) προκύπτει

a′′(t) = a′(t)

(
a′(t)

a(t)
+
b′(t)

b(t)

)
. (3.22)

Εάν το a(t) είναι σταθερό, δεν υπάρχει λύση αϕού η (0, 0) συνιστώσα της
(1.10) γίνεται −1 = 0.

Για a(t) μη σταθερό, μετά την αντικατάσταση του (3.22) σε (1.10), η (2, 2)

συνιστώσα του δίνει

(c2 − 1) (a′(t)b′(t) + a(t)b′′(t))

a(t)b(t)
= 0, (3.23)

που ικανοποιείται από το πρώτο ολοκλήρωμα a(t)b′(t) = m. Αν m = 0 τότε
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b(t) = cb και η αντικατάσταση στην (1.10) κάνει την (0, 0) συνιστώσα

a′2
(
−(c2 − 1)cb2 − c2λ3

2
)
− cb2a(t)2

cb2a(t)2
= 0. (3.24)

Αυτή η εξίσωση ολοκληρώνεται εύκολα με αποτέλεσμα να έχουμε τη συνολική
λύση

a(t) = m1e

cbtϵ√
−c2cb

2−c2λ
2
3+cb2 , b(t) = cb. (3.25)

με ϵ2 = 1

Το βαθμωτό Ricci είναι R = −2c2(cb2+λ23)e
− 2cbt√

−c2cb2−c2λ
2
3+cb

2

m12((c2−1)cb2+c2λ23)
και ϕαίνεται ότι τείνει στο άπειρο καθώς t → ±∞ αναλόγως της τιμής

του cb.
Στην περίπτωση που το m 6= 0 το ολοκλήρωμα μπορεί να γραϕεί ως

b′(t) = m
a(t)

το οποίο ανάγει την πρώτη συνιστώσα της (1.13) στην μορϕή:

2c2

√
b(t)2 + λ23 (−a(t)b(t)a′′(t) + b(t)a′2 +ma′(t))

a(t)5b(t)2
= 0. (3.26)

Αν ο συντελεστής του b(t) που είναι ο a′2−a(t)a′′(t) μηδενίζεται τότε η παρα-
πάνω εξίσωση υπαγορεύει a(t) = ca και έτσι b(t) = mt

ca
+m1 η οποία διαμορ-

ϕώνει την (0, 0) συνιστώσα της (1.10) στην εξίσωση −1 = 0 υποδεικνύοντας
ότι δεν υπάρχει λύση.

Σε διαϕορετική περίπτωση, αν a′2 − a(t)a′′(t) 6= 0 τότε η (3.26) μπορεί να
λυθεί ως προς b(t) δίνοντας

b(t) = − ma′(t)

a′2 − a(t)a′′(t)
. (3.27)

Αντικαθιστούμε την (3.27) στο ολοκλήρωμα b′(t) = m
a(t)

και καταλήγουμε στην
εξίσωση

−ma′(t)(a(t)2a(3)(t)+a′(t)3−2a(t)a′(t)a′′(t))
a(t)(a′(t)2−a(t)a′′(t))2 = 0.

Λύνοντας την προηγούμενη διαϕορική εξίσωση έχουμε τις εξής δύο έγκυ-
ρες λύσεις:

a(t) =
e−

√
m2(m3+t)(2m1m2+e

√
m2(m3+t))

2

4m2
2

, b(t) = −m
√
m2(2m1m2−e

√
m2(m3+t))

m1(2m1m2+e
√
m2(m3+t))

και την

a(t) =
e−

√
m2(m3+t)(2m1m2e

√
m2(m3+t)+1)

2

4m2
2

, b(t) =
m
√
m2(2m1m2e

√
m2(m3+t)−1)

m1(2m1m2e
√
m2(m3+t)+1)

όπου

m2 = − c2λ23m
2
1+m

2

(c2−1)m2 και στις δύο παραπάνω λύσεις, καθώς και το uµ =

{
a(t)

√
b(t)2+λ23
b(t)

, 0, 0, λ3

}
.

Για την πρώτη περίπτωση το βαθμωτό Ricci είναι:
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R = −
32c2(m2+λ32m12)(c2λ32m12+m2)

4
exp

(
2(m3+t)

√
− c2λ32m12+m2

(c2−1)m2

)

(c2−1)m2

(c2−1)m2e
(m3+t)

√
− c2λ32m12+m2

(c2−1)m2
−2m1(c2λ32m12+m2)


4

Στην δεύτερη περίπτωση είναι:

R = −
32c2(m2+λ32m12)(c2λ32m12+m2)

4
exp

(
2(m3+t)

√
− c2λ32m12+m2

(c2−1)m2

)

(c2−1)m2

m2

2m1e
(m3+t)

√
− c2λ32m12+m2

(c2−1)m2
−c2+1

+2c2λ32m13e
(m3+t)

√
− c2λ32m12+m2

(c2−1)m2


4

Κάνοντας την αντικατάσταση t = τ − m3 παρατηρούμε ότι η m3 είναι
απορροϕήσιμη.

Και στις δύο αυτές περιπτώσεις το βαθμωτό Ricci έχει τη γενική μορϕή
R = A exp(2Bτ)

(C exp(Bτ)+D)4
, όπου A,B,C,D είναι συναρτήσεις των παραμέτρων που

εμϕανίζονται στις λύσεις. Ως εκ τούτου, υπάρχουν εύρη των παραμέτρων
για τις οποίες τα C,D γίνονται θετικά και έτσι το παραπάνω βαθμωτό είναι
πεπερασμένο.

Τέλος, υπάρχει μια κάπως περίεργη περίπτωση στην οποία επιλύουμε
το ολοκλήρωμα σε σχέση με την a(t) και έτσι λαμβάνουμε a(t) = m

b′(t)
. Τότε

μπορούμε να λύσουμε αλγεβρικά την πρώτη συνιστώσα της (1.13) που είναι
η

−2c2
√
b(t)2+λ23b

′(t)(b(t)b′′(t)2−b(t)b(3)(t)b′(t)+b′(t)2b′′(t))
m3b(t)2

= 0 ως προς b(3)(t) και έχουμε:

b(3)(t) =
b′′2

b′(t)
+
b′(t)b′′(t)

b(t)
. (3.28)

Ο ϕαινομενικός κλάδος b′′(t) = 0 οδηγεί στην b(t) = m1t + m2 που με την
σειρά του οδηγεί στην a(t) = ca και έχει ήδη προηγουμένως δειχθεί ότι δεν
δίνει λύση.

Αν αντικαταστήσουμε την (3.28) καθώς και την a(t) = m
b′(t)
, τότε η (0,0)

συνιστώσα της (1.10) μας δίνει

−c2λ3
2b′′2 + b(t)2 ((c2 − 1)b′′2 + b′2)− 2(c2 − 1)b(t)b′2b′′(t)

b(t)2b′2
= 0. (3.29)

Η λύση της (3.29) είναι:

b(t) =
√

c2λ23+(c2−1)2m2
1

c2−1
tan

(
(m2+t)

√
c2λ23+(c2−1)2m2

1

2(c2−1)3/2m1

)
Η λύση της (3.29) καθώς και η σχέση a(t) = m

b′(t)
δίνουν την τελική μορϕή

της λύσης

a(t) =
2(c2 − 1)2mm1 cos

2
(

(m2+t)
√
c2λ3

2+(c2−1)2m2
1

2(c2−1)3/2m1

)
c2λ3

2 + (c2 − 1)2m1
2

. (3.30)

Το βαθμωτό Ricci είναι:
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R = −
c2((c2−1)2m2

1+λ
2
3)(c2λ23+(c2−1)2m2

1)
2
sec4

(
(m2+t)

√
c2λ

2
3+(c2−1)2m2

1

2(c2−1)3/2m1

)
2(c2−1)7m2m4

1

To uµ =

{
a(t)

√
b(t)2+λ23
b(t)

, 0, 0, λ3

}
, οπότε κάνοντας την αντικατάσταση t =

τ −m2 παρατηρούμε ότι η m2 είναι απορροϕήσιμη.
Η γενική μορϕή του βαθμωτού Ricci είναι R = A

cos(Bτ)4
που προϕανώς

αποκλίνει σε πεπερασμενα διαστήματα του τ .
Τελειώνουμε με την τελευταία περίπτωση.

3.0.7 Περίπτωση 7: λ3 6= 0 c1 + c2 + c3 6= 0

Αντικαθιστούμε c3 = −c1 − c2 + q όπου q 6= 0. Τότε η τέταρτη συνιστώσα
της (1.13) είναι

λ3

(
(c2−q)(a′(t)b′(t)+a(t)b′′(t))

a(t)3
+b(t)λ(t)

)
b(t)3

= 0

επειδή λ3 6= 0 η προηγούμενη σχέση οδηγεί στην ακόλουθη μορϕή για τον
πολλαπλασιαστή Lagrange λ(t):

λ (t) = −(c2 − q) (a′(t)b′(t) + a(t)b′′(t))

a(t)3b(t)
. (3.31)

Αν αντικαταστήσουμε την (3.31) στην πρώτη συνιστώσα της (1.13) και στην
(3, 3) συνιστώσα της (1.10) δημιουργείται ένα σύστημα εξισώσεων το οποίο
πάντοτε μπορεί να λυθεί ως προς a′′(t), b′′(t).

a′′(t) =
1

4a(t)b(t)2
(
b(t)2 + λ3

2
) (4c2a(t)b(t)a′(t) (b(t)2 + λ3

2
)
b′(t) + 2a′2

(
b(t)2 + λ3

2
) (
b(t)2(c2 + q + 1) + λ3

2(c2 + q)
)

+a(t)2b(t)2
(
qb′2 + 2b(t)2 + 2λ3

2
))

(3.32)

b′′(t) = − 1

2qa(t)2b(t)3(b(t)2 + λ23)
(2a(t)b(t)a′(t)(b(t)2 + λ23)b

′(t)(b(t)2(2c22 − 2c2 + q) + 2(c2 − 1)c2λ
2
3)

+ 2a′(t)2(b(t)2 + λ23)
2(b(t)2(c22 + c2(q − 1)− 2q) + c2λ

2
3(c2 + q))

+ a(t)2b(t)2(b(t)2((c2 − 2)qb′(t)2 + 4c2λ
2
3) + c2λ

2
3(qb

′(t)2 + 2λ23) + 2c2b(t)
4))

(3.33)

Αντικαθιστούμε τις παραπάνω τιμές των a′′(t), b′′(t) στην (1.10) και βρί-
σκουμε μόνο δύο διαϕορετικές εξισώσεις τις (0, 0) = 0 και (1, 1) = 0 που είναι
οι εξής:

− 1

2a(t)2b(t)2(b(t)2+λ23)
(2a′(t)2 (b(t)2 + λ23) (b(t)

2(c2 + q − 1) + λ23(c2 + q))+
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4(c2 − 1)a(t)b(t)a′(t) (b(t)2 + λ23) b
′(t) + a(t)2b(t)2 (qb′(t)2 + 2b(t)2 + 2λ23)) = 0

1

4qa(t)2b(t)4(b(t)2+λ23)
(−2b(t)2 + λ23 (λ

4
3 (2c

3
2 + c22(q − 2)− 2c2q(q + 1)− q3)+

2λ23b(t)
2 (2c32 + c22(q − 3) + c2 (−2q2 − 3q + 1) + q (−q2 + q + 2))+

b(t)4 (2c32 + c22(q − 4)− 2c2 (q
2 + 2q − 1) + q (−q2 + 2q + 3))) a′(t)2−

4a(t)b(t)b(t)2 + λ23 ((c2 − 1)λ23 (2c
2
2 − c2(q + 2)− q2)+

b(t)2 (2c32 − c22(q + 4) + c2 (−q2 + 2q + 2)− q(q + 1))) a′(t)b′(t)+

a(t)2b(t)2 (2b(t)4 (−2c22 + c2(q + 2) + (q − 1)q)−

λ23 (2c
2
2 − c2(q + 2)− q2) (qb′(t)2 + 2λ23) + b(t)2

q (−2c22 + c2(q + 6) + q2 − 3q − 4) b′(t)2 − 2λ23 (4c
2
2 − 2c2(q + 2)− 2q2 + q))) =

0

που είναι τετραγωνικές ως προς a′(t), b′(t). Μπορούμε να λύσουμε την
εξίσωση (0, 0) = 0 ως προς b′2 και να αντικαταστήσουμε το αποτέλεσμα στην
εξίσωση (3.32) λαμβάνοντας με αυτόν τον τρόπο την πολύ απλή εξίσωση

a′′(t)

a(t)
− a′(t)b′(t)

a(t)b(t)
− a′2

a(t)2
= 0. (3.34)

Η εξίσωση αυτή έχει βαθμωτή συμμετρία και μπορεί να αναχθεί σε διαϕορική
εξίσωση πρώτης τάξης χρησιμοποιώντας την αντικατάσταση a(t) = e

∫
a1(t) dt η

οποία τελικά μπορεί να λυθεί ως προς a(t) με αποτέλεσμα a(t) = em1

∫
b(t) dt.

Αν αντικαταστήσουμε αυτό το a(t) στις (0,0) και (1,1) συνιστώσες της
(1.10) και απαλείψουμε το b′2 λαμβάνουμε την ακόλουθη εξίσωση:

2m1

(
2c2

2 − c2(q + 4)− q2 + q + 2
)
b′(t) +m1

2b(t)2
(
2c2

2 − c2(q + 4)− q2 + q + 2
)
+

(3.35)

+ 2c2
2λ3

2m1
2 − 2c2λ3

2m1
2 − c2λ3

2m1
2q + 2c2 − λ3

2m1
2q2 − q − 2 = 0.

Εάν m1 = 0 τότε από τον ορισμό του a(t) = ca η παραπάνω εξίσωση γίνεται
2c2 − q − 2 = 0 που ισοδυναμεί με c1 − c2 + c3 = −2.

Τότε η πρώτη συνιστώσα του (1.13) δίνει

b′′(t) =
b(t)b′2

b(t)2 + λ3
2 (3.36)

Αντικαθιστούμε την (3.36), m1 = 0, a(t) = ca και c1 − c2 + c3 = −2 στην
(1.10) και καταλήγουμε στην διαϕορική εξίσωση

(c2 − 1)b′2 + b(t)2 + λ3
2 = 0, (3.37)
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η οποία μπορεί να λυθεί εύκολα με αποτέλεσμα την τελική μορϕή της λύσης:

a(t) = ca, b(t) = −
λ3 tan

(√
c2−1t
1−c2 −m1

)
√
− tan2

(√
c2−1t
1−c2 −m1

)
− 1

(3.38)

a(t) = ca, b(t) =
λ3 tan

(√
c2−1t
1−c2 −m1

)
√
− tan2

(√
c2−1t
1−c2 −m1

)
− 1

(3.39)

a(t) = ca, b(t) = −
λ3 tan

(
m1 +

√
c2−1t
1−c2

)
√

− tan2
(
m1 +

√
c2−1t
1−c2

)
− 1

(3.40)

a(t) = ca, b(t) =
λ3 tan

(
m1 +

√
c2−1t
1−c2

)
√

− tan2
(
m1 +

√
c2−1t
1−c2

)
− 1

(3.41)

Tο uµ =

{
a(t)

√
b(t)2+λ23
b(t)

, 0, 0, λ3

}
, και κάνοντας τον μετασχηματισμό t = τ −

1−c2√
c2−1

m1 εξαϕανίζεται η σταθερά m1 που σημαίνει ότι είναι απορροϕήσιμη.
Αυτή η λύση, σύμϕωνα με το εύρος του c2 έχει υπογραϕή ουδέτερη ή Minkowski.
Και στις τέσσερις αυτές περιπτώσεις, τα βαθμωτά Ricci και Kretschmann εί-
ναι σταθερά και δίνονται από

R = − 2c2
(c2−1)ca2 , kr =

4(c22−2c2+2)
(c2−1)2ca4

αντίστοιχα. Ο πίνακας Wronski των βαθμωτών Ricci και Kretschmann ως
προς τις (c2, ca) είναι

W =

 ∂
∂c2

(
− 2c2

(c2−1)ca2

)
∂
∂ca

(
− 2c2

(c2−1)ca2

)
∂
∂c2

4(c22−2c2+2)
(c2−1)2ca4

∂
∂ca

4(c22−2c2+2)
(c2−1)2ca4


και η ορίζουσα του πίνακα W είναι
− 32(c2−2)

(c2−1)3ca7 .
Αυτό σημαίνει ότι και τα δύο (c2, ca) είναι ουσιώδη δεδομένου ότι η ορί-

ζουσα του πίνακα Wronski ∂ (Rkr)
∂ (c2 ca)

που είναι − 32(c2−2)
(c2−1)3ca7 δεν μηδενίζεται για

όλα τα ca, c2 6= 2. Παρατηρούμε ότι τα (c2, ca) είναι ουσιώδεις βαρυτικές στα-
θερές καθώς μπορούμε να λύσουμε το παραπάνω σύστημα και να βρούμε τα
c2, ca ως προς τα βαθμωτά R, kr . Πράγματι μία απο τις λύσεις του συστήμα-

τος είναι
{
c2 =

R
(√

2kr−R2+R
)

R2−kr , ca =
√
2

√√
2kr−R2−R
R2−kr

}
. Επιπλέον, η συναλλοίωτη

παράγωγος του τανυστή Riemann μηδενίζεται υποδεικνύοντας ότι δεν υπάρ-
χουν ανώτερες παράγωγοι βαθμωτών καμπυλότητας. Eπίσης έχουμε ελέγξει
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και τα 14 βαθμωτά καμπυλότητας και είναι όλα σταθερά. Πράγματι θεωρώ-
ντας την μετρική (3.41) τα αποτελέσματα είναι:{

− 2c2
(c2−1)ca2 ,

4(c22−2c2+2)
(c2−1)2ca4 ,−

2c2(c22−3c2+3)
(c2−1)3ca6 ,

2(c42−4c32+6c22−4c2+2)
(c2−1)4ca8 ,

4c22
3(c2−1)2ca4 ,−

4c32
9(c2−1)3ca6 ,

0, 0,− 2(c2−2)2c2
3(c2−1)3ca6 ,

4c22(c22−c2+1)
9(c2−1)4ca8 , 0,−

2(c2−2)2c32
3(c2−1)5ca10 ,

4c22(c22−3c2+3)(c22−c2+1)
9(c2−1)6ca12 , 0

}
και είναι συναρτήσεις των βαθμωτών Ricci και Kretschmann. Πράγματι

λύνοντας τα βαθμωτά Ricci και Kretschmann ως προς c2, ca και αντικαθιστώ-
ντας στα υπόλοιπα βαθμωτα καμπυλότητας έχουμε{

R,kr,−1
8
R (R2 − 3kr) , 1

16

(
kr2 + 2krR2 −R4

)
, R

2

3
, R

3

18
, 0, 0,

− 1
12
R (R2 − 2kr) , 1

72
R2 (kr+R2) , 0, 1

48
(2krR3 −R5) ,− 1

576
R2 (R2 − 3kr) (kr+R2) , 0

}
έτσι δεν υπάρχουν άλλα ανεξάρτητα βαθμωτά εκτος των Ricci και Kretschmann.

Έχουμε έτσι την ενδιαϕέρουσα περίπτωση ενός χώρου CSI (Constant Scalar
Invariant) χώρου [93]. Για τη συγκεκριμένη τιμή c2 = 2 η γεωμετρία είναι μέ-
γιστα συμμετρική και τα βαθμωτά Ricci και Kretschmann είναι εξαρτημμένα
μεταξύ τους.

Στην περίπτωση που το m1 6= 0 ο συντελεστής του b′(t) στην (3.35) γρά-
ϕεται (c2−q−1)(2c2+q−2). Αν c2 = q+1 τότε η (3.35) γίνεται λ23m2

1q+q 6= 0.
Αν c2 = 2−q

2
τότε η (3.35) γίνεται −2 (λ23m

2
1q + q) 6= 0. Έτσι μπορούμε να

λύσουμε την διαϕορική εξίσωση (3.35) και η λύση που βρίσκουμε είναι της
μορϕής b(t) = ω1 tan(m2+tω2) τοτε το a(t) = cos

−m1ω1
ω2 (m2+tω2). Αντικαθιστώ-

ντας τις τιμές των a(t), b(t) που βρήκαμε στην πρώτη συνιστώσα της (1.13)
καταλήγουμε στην εξίσωση

ω2
1ω

2
2 +

1
2
(λ23 + (λ3 − ω1)(λ3 + ω1) cos(2(m2 + tω2)) + ω2

1)

(m2
1 (λ

2
3 + ω2

1) +m2
1(λ3 − ω1)(λ3 + ω1) cos(2(m2 + tω2))−m1ω1ω2 − 2ω2

2) = 0

Στην περίπτωση που το λ3 = ω1 η προηγούμενη σχέση γίνεται
ω2
1 (2m

2
1ω

2
1 −m1ω1ω2 − ω2

2) = 0

Επειδή το λ3 = ω1 6= 0 η σχέση γίνεται 0 όταν 2m2
1ω

2
1 −m1ω1ω2 − ω2

2 = 0

δηλαδή όταν ω1 = − ω2

2m1
ή όταν ω1 =

ω2

m1

Επίσης η (1,1) συνιστώσα της (1.10) γίνεται
m2

1ω
2
1(2c2 + 6q − 1) + 2m1ω1ω2(2c2 − q − 2) + (m2

1ω
2
1 + 1) cos(2(m2 + tω2)) −

qω2
2 + 1 = 0 και στην περίπτωση που ω1 = − ω2

2m1
γίνεται

1
4
(ω2

2(−6c2 + 6q + 7) + (ω2
2 + 4) cos(2(m2 + tω2)) + 4) = 0 που δεν γίνεται

μηδέν για κάθε t. Όμοια και στην περίπτωση που το ω1 = ω2

m1
τότε η (1,1)

συνιστώσα της (1.10) γίνεται ω2
2(6c2+3q−5)+(ω2

2 + 1) cos(2(m2+ tω2))+1 = 0

που δεν γίνεται μηδέν για κάθε t. Έχουμε ακριβώς τα ίδια αποτελέσματα
και τα ίδια συμπεράσματα στην περίπτωση που το λ3 = −ω1.

Συμπερασματικά μπορούμε να πούμε ότι εάν m1 6= 0 όλοι οι κλάδοι που
εμϕανίζονται δεν οδηγούν σε λύση.
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Η ανηγμένη Λαγκρανζιανή πυκνότητα είναι:

LIII =
1

b5M7
(−c4λ43a2M6b′2 − 2(c1 + c3)λ

2
3a

2b2M6b′2 + a2b4M4(λ23M
4λ+ (c1 + c2 + c3)u

2
0b

′2)+

(3.42)

+ 2c4λ
2
3a

2b3M3u0b
′(u0M

′ −Mu′0) + b6(M8(−2 + a2λ)− 4aM5a′M ′+

− c4a
2u40M

′2 + 2c4a
2Mu30M

′u′0 − 2aM3u0M
′(2c2u0a

′ + (c1 + c2 + c3)au
′
0)+

+ a2M2u20((c1 + c2 + c3)M
′2 − c4u

′2
0 ) +M4(2(c1 + 2c2 + c3)u

2
0a

′2 + 4c2au0a
′u′0+

+ (c1 + c2 + c3)a
2u′20 ) +M6(−a2u20λ+ 2a′2 + 4aa′′))+

+ 2ab5M3(−aM2b′M ′ − c2au
2
0b

′M ′ + c2Mu0b
′(2u0a

′ + au′0) +M3(2a′b′ + ab′′)))

Η παραπάνω Λαγκρανζιανή πυκνότητα μπορεί να θεωρηθεί έγκυρη δε-
δομένου ότι οι ληϕθείσες εξισώσεις Euler-Lagrange ικανοποιούνται από τις
παραπάνω δοθείσες λύσεις στις εξισώσεις κίνησης.

Πράγματι για την Περίπτωση 1 λ3 = 0, c2 = 1 οι εξισώσεις Euler-
Lagrange, ως προς M(t), λ(t), u0(t), a(t), b(t) όταν κάνουμε τις αντικαταστά-
σεις M(t) = a(t), u0(t) = a(t), c3 = −c1 + q − 1 καθώς και την

λ(t) = 1
2a(t)4b(t)2

(2a(t)2b(t)2 + 10b(t)2a′(t)2 + 6c1b(t)
2a′(t)2 + 6c3b(t)

2a′(t)2+

−4a(t)b(t)2a′′(t) + 2a(t)b(t)a′(t)b′(t)− 2a(t)2b(t)b′′(t) + 3c1a(t)
2b′(t)2 + 3c3a(t)

2b′(t)2+

3a(t)2b′(t)2) καταλήγουν στις εξής μορϕές:
Ως προς M(t) είναι a(t)b(t)(c1 + c3 − q + 1) (2b(t)2a′(t)2 + a(t)2b′(t)2) = 0,
ως προς λ(t) είναι αληθής,
ως προς u0(t) είναι
a(t)b(t) (2b(t)2a′(t)2(3c1 + 3c3 − 2q + 3) + a(t)2 (b′(t)2(3c1 + 3c3 − 2q + 3) + 2b(t)2)) =

0

ως προς a(t) είναι qa(t)(−2a(t)b(t)a′(t)b′(t)+2b(t)2(a′(t)2−a(t)a′′(t))+a(t)2b′(t)2)
b(t)

= 0

και τέλος ως προς b(t) είναι
a(t)b(t) (2qa(t)b(t)a′(t)b′(t)− 2qb(t)2a′(t)2 + a(t)2 (2qb(t)b′′(t)− qb′(t)2 + 2b(t)2)) =

0

Κάνοντας τώρα τις αντικαταστάσεις

a(t) = e

∫
cos(f(t)) dt√

−q , b(t) = e

√
2
∫
sin(f(t)) dt√

−q
, (3.43)

και την (3.6) γίνονται όλες οι παραπάνω εξισώσεις Euler-Lagrange αλη-
θείς.

Για την Περίπτωση 2: (λ3 = 0, c2 6= 1, και 1 + c1 + c3 = 0) ή (λ3 =

0, c2 6= 1, και − 2 + c1 + 3c2 + c3 = 0)
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Για την πρώτη υποπερίπτωση (λ3 = 0, c2 6= 1, και 1 + c1 + c3 = 0)

οι εξισώσεις Euler-Lagrange, ως προς M(t), λ(t), u0(t), a(t), b(t) όταν κάνουμε
τις αντικαταστάσεις M(t) = a(t), u0(t) = a(t), c2 = q + 1 καθώς και την

λ(t) = 1
2a(t)4b(t)2

(2a(t)2b(t)2 − 8b(t)2a′(t)2 + 12c2b(t)
2a′(t)2 − 4a(t)b(t)a′(t)b′(t)+

−4c2a(t)b(t)
2a′′(t) + 6c2a(t)b(t)a

′(t)b′(t)− 2c2a(t)
2b(t)b′′(t) + 3c2a(t)

2b′(t)2 − 3a(t)2b′(t)2)

καταλήγουν στις εξής μορϕές:
Ως προς M(t) είναι αληθής,
ως προς λ(t) είναι αληθής,
ως προς u0(t) είναι
a(t)b(t) (4qa(t)b(t)a′(t)b′(t) + 4qb(t)2a′(t)2 + a(t)2 (qb′(t)2 + 2b(t)2)) = 0

ως προς a(t) είναι
qa(t)(2a(t)b(t)(a′(t)b′(t)+a(t)b′′(t))−4b(t)2(a′(t)2−a(t)a′′(t))−a(t)2b′(t)2)

b(t)
= 0

και τέλος ως προς b(t) είναι
a(t)b(t) (−4qb(t)2a′(t)2 + 2qa(t)b(t) (2b(t)a′′(t) + a′(t)b′(t)) + a(t)2 (2qb(t)b′′(t)− qb′(t)2 + 2b(t)2)) =

0

Αν λύσουμε την τέταρτη κατα σειρά ως προς b′′(t) θα έχουμε
b′′(t) = −4a(t)b(t)2a′′(t)−2a(t)b(t)a′(t)b′(t)+4b(t)2a′(t)2+a(t)2b′(t)2

2a(t)2b(t)
και αντικαθιστώντας

στην πέμπτη κατά σειρά εξίσωση έχουμε a(t)b(t) = 0 πράγμα που είναι αδύ-
νατον. Άρα δεν υπάρχει λύση.

Για την δεύτερη υποπερίπτωση (λ3 = 0, c2 6= 1, και − 2+ c1 +3c2 +

c3 = 0) οι εξισώσεις Euler-Lagrange, ως προς M(t), λ(t), u0(t), a(t), b(t) όταν
κάνουμε τις αντικαταστάσεις M(t) = a(t), u0(t) = a(t), c2 = q + 1 καθώς και
την

λ(t) = 1
a(t)4b(t)2

(a(t)2b(t)2 + 5b(t)2a′(t)2 − 3c2b(t)
2a′(t)2 − 2a(t)b(t)a′(t)b′(t)+

−2c2a(t)b(t)
2a′′(t) + 3c2a(t)b(t)a

′(t)b′(t)− c2a(t)
2b(t)b′′(t)− 3c2a(t)

2b′(t)2 + 3a(t)2b′(t)2)

καταλήγουν στις εξής μορϕές:
Ως προς M(t) είναι αληθής,
ως προς λ(t) είναι αληθής,
ως προς u0(t) είναι
a(t)b(t) (2qa(t)b(t)a′(t)b′(t)− qb(t)2a′(t)2 + a(t)2 (b(t)2 − qb′(t)2)) = 0

ως προς a(t) είναι
qa(t)(a(t)b(t)(a(t)b′′(t)−2a′(t)b′(t))+b(t)2(a′(t)2−a(t)a′′(t))+a(t)2b′(t)2)

b(t)
= 0

και τέλος ως προς b(t) είναι
a(t)b(t) (qb(t)2a′(t)2 + 2qa(t)b(t) (b(t)a′′(t)− a′(t)b′(t)) + a(t)2 (−2qb(t)b′′(t) + qb′(t)2 + b(t)2)) =

0

Αν λύσουμε την τέταρτη κατα σειρά ως προς b′′(t) θα έχουμε
b′′(t) = a(t)b(t)2a′′(t)+2a(t)b(t)a′(t)b′(t)−b(t)2a′(t)2−a(t)2b′(t)2

a(t)2b(t)
και αντικαθιστώντας στις

προηγούμενες θα έχουμε:
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Ως προς M(t) είναι αληθής, ως προς λ(t) είναι αληθής, ως προς u0(t) είναι
a(t)b(t) (2qa(t)b(t)a′(t)b′(t)− qb(t)2a′(t)2 + a(t)2 (b(t)2 − qb′(t)2)) = 0

ως προς a(t) είναι αληθής και τέλος ως προς b(t) είναι
a(t)b(t) (−6qa(t)b(t)a′(t)b′(t) + 3qb(t)2a′(t)2 + a(t)2 (3qb′(t)2 + b(t)2)) = 0. Προ-

σθέτοντας τώρα τις δύο εξισώσεις που απέμειναν έχουμε 4a(t)3b(t)3 = 0

πράγμα που είναι αδύνατον. Άρα δεν υπάρχει λύση.
Για την Περίπτωση 3: λ3 = 0, c2 6= 1, και (1+c1+c3)(−2+c1+3c2+

c3) 6= 0οι εξισώσεις Euler-Lagrange, ως προς M(t), λ(t), u0(t), a(t), b(t) όταν
κάνουμε τις αντικαταστάσεις M(t) = a(t), u0(t) = a(t) και αντικαταστήσουμε
τα c3, c2 ως

c3 = −c1 + µ− 1 , c2 =
1

3

(
−µσ

2

2
− µ+ 3

)
, (3.44)

καταλήγουν στις εξής μορϕές:
Ως προς M(t) είναι
a(t)b(t) (12a(t)4b(t)2λ(t) + 12b(t)2 (µ (σ2 − 1)− 2) a′(t)2−
2a(t)b(t) (2b(t) (µ (σ2 + 2)− 6) a′′(t)− 3 (µ (σ2 + 2)− 2) a′(t)b′(t))−
a(t)2 (2b(t) (µ (σ2 + 2)− 6) b′′(t)− 3µ (σ2 − 4) b′(t)2 + 12b(t)2)) = 0,
ως προς λ(t) είναι αληθής,
ως προς u0(t) είναι
a(t)

√
b(t)2 (6a(t)4b(t)2λ(t) + 4b(t)2 (µ (σ2 − 1)− 3) a′(t)2+

a(t)b(t) (µ (σ2 + 2)− 6) (a′(t)b′(t)− 2b(t)a′′(t))+

a(t)2 (µ (σ2 − 4) b′(t)2 − b(t) (µ (σ2 + 2)− 6) b′′(t))) = 0

ως προς a(t) είναι
1

a(t)b(t)
µ (− (σ2 − 4) a(t)2b′(t)2 − 4 (σ2 − 1) b(t)2 (a′(t)2 − a(t)a′′(t))+

2a(t)b(t) ((σ2 − 4) a′(t)b′(t) + (σ2 + 2) a(t)b′′(t))) = 0

και τέλος ως προς b(t) είναι
a(t)b(t)

(4µ (σ2 − 1) b(t)2a′(t)2 − 2µa(t)b(t) (2 (σ2 + 2) b(t)a′′(t) + (σ2 − 4) a′(t)b′(t))+

a(t)2 (−2µ (σ2 − 4) b(t)b′′(t) + µ (σ2 − 4) b′(t)2 + 12b(t)2)) = 0

Αν στις παραπάνω εξισώσεις κάνουμε τις αντικαταστάσεις

λ(t) = −(σ2−4)e
12σf(t)

σ2−16 (3 cosh(2f(t))+2µ−3)(σ cosh(f(t))+4 sinh(f(t)))
−

2(σ2+8)
σ2−16

3µσ2 , την (3.11)
και την (3.13) παρατηρούμε ότι και οι πέντε εξισώσεις Euler-Lagrange γίνο-
νται αληθείς.

Για την Περίπτωση 4: λ3 6= 0 c1+ c2+ c3 = 0 c2 = 0 οι εξισώσεις Euler-
Lagrange, ως προς M(t), λ(t), u0(t), a(t), b(t) όταν κάνουμε τις προηγούμενες
αντικαταστάσεις καθώς και τις M(t) = a(t), u0(t) =

a(t)
√
b(t)2+λ23
b(t)

καταλήγουν
στις εξής μορϕές:
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Ως προς M(t) είναι
a(t)b(t) (2a(t)b(t)a′(t)b′(t) + b(t)2a′(t)2 + a(t)4λ(t) (b(t)2 + λ23)− a(t)2b(t)2) =

0,
ως προς λ(t) είναι αληθής,
ως προς u0(t) είναι
a(t)b(t)λ(t)

√
b(t)2 + λ23 = 0,

ως προς a(t) είναι
b(t)a′′(t) + a(t)b′′(t) = b(t)a′(t)2

a(t)

και τέλος ως προς b(t) είναι
a(t)b(t)3a′(t)2 + λ23a(t)

5b(t)λ(t) + a(t)3b(t)3 = 2a(t)2b(t)3a′′(t)

Αν στις παραπάνω εξισώσεις κάνουμε τις αντικαταστάσεις (3.14), (3.16),
(3.17) παρατηρούμε ότι και οι πέντε εξισώσεις Euler-Lagrange γίνονται αλη-
θείς.

Για την Περίπτωση 5: λ3 6= 0 c1+ c2+ c3 = 0 c2 = 1 οι εξισώσεις Euler-
Lagrange, ως προς M(t), λ(t), u0(t), a(t), b(t) όταν κάνουμε τις προηγούμενες
αντικαταστάσεις καθώς και τις M(t) = a(t), u0(t) =

a(t)
√
b(t)2+λ23
b(t)

καταλήγουν
στις εξής μορϕές:

Ως προς M(t) είναι
a(t)b(t) (−b(t)a′(t)2 (2b(t)2 + 3λ23) + a(t)4b(t)λ(t) (b(t)2 + λ23) + a(t) (b(t)2 + λ23)

(2b(t)a′′(t)− a′(t)b′(t)) + a(t)2 (λ23b
′′(t) + b(t)2b′′(t)− b(t)3)) = 0,

ως προς λ(t) είναι αληθής,
ως προς u0(t) είναι
a(t)b(t)

√
b(t)2 + λ32 (a(t)4b(t)λ(t)− 2b(t)a′(t)2+

a(t) (2b(t)a′′(t)− a′(t)b′(t)) + a(t)2b′′(t)) = 0

ως προς a(t) είναι
λ3

(
−a′′(t) + a′(t)b′(t)

b(t)
+ a′(t)2

a(t)

)
= 0

και τέλος ως προς b(t) είναι
a(t)b(t) (λ23a(t)

4b(t)λ(t)− λ23b(t)a
′(t)2+

λ23a(t) (2b(t)a
′′(t)− a′(t)b′(t)) + a(t)2 (λ23b

′′(t) + b(t)3)) = 0. Λύνουμε την τέ-
ταρτη και πέμπτη εξίσωση ως προς a′′(t), b′′(t) αντίστοιχα και έχουμε

a′′(t) = a′(t)
(
a′(t)
a(t)

+ b′(t)
b(t)

)
και

b′′(t) = −a′(t)b′(t)
a(t)

− b(t)(a′(t)2+a(t)4λ(t))
a(t)2

− b(t)3

λ23
. Αντικαθιστώντας στις υπόλοιπες

έχουμε ότι η εξίσωση ως προς M(t) γίνεται
a(t)b(t)(b(t)2+2λ23)(λ23a′(t)2+a(t)2b(t)2)

λ3
= 0 ενώ η εξίσωση ως προς u0(t) είναι

a(t)b(t)
√
b(t)2+λ23(λ23a′(t)2+a(t)2b(t)2)

λ3
= 0 και όπως διαπιστώνουμε δεν υπάρχει

λύση.
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Για την Περίπτωση 6: λ3 6= 0 c1 + c2 + c3 = 0 c2 6= 0, c2 6= 1 οι εξισώσεις
Euler-Lagrange, ως προς M(t), λ(t), u0(t), a(t), b(t) όταν κάνουμε τις προηγού-
μενες αντικαταστάσεις καθώς και τις M(t) = a(t), u0(t) =

a(t)
√
b(t)2+λ23
b(t)

καθως
και την (3.21) και θεωρήσουμε το a(t) = ca καταλήγουν στις εξής μορϕές:

cab(t) = 0, αληθής, αληθής, (c2 − 1)cab(t)b′′(t) = 0, cab(t) = 0, άρα δεν
υπάρχει λύση σε αυτή την περίπτωση.

Αν το a(t) δεν είναι σταθερό τότε κάνοντας τις αντικαταστάσεις c1 + c2 +

c3 = 0, M(t) = a(t), u0(t) =
a(t)

√
b(t)2+λ23
b(t)

και (3.21) καταλήγουμε οι εξισώσεις
Euler-Lagrange ως προς M(t), λ(t), u0(t), a(t), b(t) να γίνονται αντίστοιχα:

Ως προς M(t) είναι
a(t)b(t) (a(t)2b(t)3 + b(t)a′(t)2 ((3c2 − 1)b(t)2 + 3c2λ

2
3)+

2a(t) (a′(t)b′(t) ((2c2 − 1)b(t)2 + c2λ
2
3)− c2b(t)a

′′(t) (b(t)2 + λ23))) = 0,

ως προς λ(t) είναι αληθής,
ως προς u0(t) είναι
2c2a(t)b(t)

√
b(t)2 + λ23 (a(t)a

′(t)b′(t) + b(t) (a′(t)2 − a(t)a′′(t))) = 0

ως προς a(t) είναι
1

a(t)b(t)
(−c2λ23a(t)a′(t)b′(t)− (c2 − 1)b(t)3 (a′(t)2 − a(t)a′′(t))+

c2λ
2
3b(t) (a(t)a

′′(t)− a′(t)2) + (c2 − 1)a(t)2b(t)2b′′(t)) = 0,

και τέλος ως προς b(t) είναι
a(t)b(t) (a(t)2b(t)3 + b(t)a′(t)2 (−(c2 − 1)b(t)2 − c2λ

2
3)−

2a(t) (b(t)a′′(t) (−(c2 − 1)b(t)2 − c2λ
2
3) + c2λ

2
3a

′(t)b′(t))) = 0. Χρησιμοποιώ-
ντας τώρα τις σχέσεις (3.25) στις προηγούμενες εξισώσεις προκύπτουν όλες
αληθείς. Η περίπτωση a(t) = ca και b(t) = mt

ca
+m1 όπως έχουμε ήδη παρα-

τηρήσει δεν οδηγεί σε λύση.
Επίσης θεωρώντας τις προηγούμενες εξισώσεις Euler-Lagrange μετά τις

αντικαταστάσεις c1+c2+c3 = 0,M(t) = a(t), u0(t) =
a(t)

√
b(t)2+λ23
b(t)

και (3.21) και

κάνοντας τις επιπλέον αντικαταστάσεις a(t) =
e−

√
m2(m3+t)(2m1m2+e

√
m2(m3+t))

2

4m2
2

,

b(t) = −m
√
m2(2m1m2−e

√
m2(m3+t))

m1(2m1m2+e
√
m2(m3+t))

και την

a(t) =
e−

√
m2(m3+t)(2m1m2e

√
m2(m3+t)+1)

2

4m2
2

, b(t) =
m
√
m2(2m1m2e

√
m2(m3+t)−1)

m1(2m1m2e
√
m2(m3+t)+1)

όπου

m2 = − c2λ23m
2
1+m

2

(c2−1)m2 και στις δύο παραπάνω λύσεις, καταλήγουμε ότι και οι
πέντε εξισώσεις Euler-Lagrange είναι αληθείς.

Τέλος στην ίδια περίπτωση θεωρώντας τις προηγούμενες εξισώσεις Euler-
Lagrange μετα τις αντικαταστάσεις c1 + c2 + c3 = 0, M(t) = a(t), u0(t) =
a(t)

√
b(t)2+λ23
b(t)

και (3.21) κάνοντας τις επιπλέον αντικαταστάσεις

b(t) =
√

c2λ23+(c2−1)2m2
1

c2−1
tan

(
(m2+t)

√
c2λ23+(c2−1)2m2

1

2(c2−1)3/2m1

)
και (3.30) καταλήγουμε
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ότι και οι πέντε εξισώσεις Euler-Lagrange είναι αληθείς.
Τελειώνουμε με την τελευταία περίπτωση Περίπτωση 7: λ3 6= 0 c1+ c2+

c3 6= 0 Oι πεντε εξισώσεις Euler-Lagrange, ως προςM(t), λ(t), u0(t), a(t), b(t)

όταν κάνουμε τις αντικαταστάσεις M(t) = a(t), u0(t) =
a(t)

√
b(t)2+λ23
b(t)

, c3 =

−c1 − c2 + q όπου q 6= 0, (3.31), είναι:
Ως προς M(t) είναι

1
b(t)2+λ23

a(t)b(t) (2b(t)a′(t)2 (b(t)2 + λ23) (b(t)
2(3c2 + 3q − 1) + 3λ23(c2 + q))−

2a(t) (b(t)2 + λ23) (2c2b(t)a
′′(t) (b(t)2 + λ23) + a′(t)b′(t) (b(t)2(−4c2 + q + 2)− 2c2λ

2
3))+

a(t)2b(t)2 (b(t) (3qb′(t)2 + 2 (b(t)2 + λ23))− 2q (b(t)2 + λ23) b
′′(t))) = 0,

ως προς λ(t) είναι αληθής,
ως προς u0(t) είναι

1√
b(t)2+λ23

a(t)b(t) (−2c2λ
4
3a(t)a

′(t)b′(t) + 2λ43b(t) (c2a(t)a
′′(t)− (c2 + q)a′(t)2)+

2b(t)5 (c2a(t)a
′′(t)− (c2 + q)a′(t)2)−b(t)3 (a(t) (qa(t)b′(t)2 − 4c2λ

2
3a

′′(t)) + 4λ23(c2 + q)a′(t)2)+

λ23a(t)b(t)
2 ((q − 4c2)a

′(t)b′(t) + qa(t)b′′(t)) + a(t)b(t)4 ((q − 2c2)a
′(t)b′(t) + qa(t)b′′(t))) =

0,

ως προς a(t) είναι
(2λ43a(t)(c2 + q)a′(t)b′(t) + 2λ43b(t)(c2 + q) (a′(t)2 − a(t)a′′(t)) + 2b(t)5(c2 + q − 1) (a′(t)2 − a(t)a′′(t))+

b(t)3 (a(t) (qa(t)b′(t)2 − 2λ23(2c2 + 2q − 1)a′′(t)) + 2λ23(2c2 + 2q − 1)a′(t)2)+

2λ23a(t)b(t)
2 (c2a

′(t)b′(t)− (c2 − 1)a(t)b′′(t))− 2a(t)b(t)4 (qa′(t)b′(t) + (c2 − 1)a(t)b′′(t)))/

a(t)b(t) (b(t)2 + λ23) = 0,

και τέλος ως προς b(t) είναι
1

b(t)2+λ23
a(t)b(t) (−2b(t)a′(t)2 (b(t)2 + λ23) (b(t)

2(c2 + q − 1) + λ23(c2 + q))+

2a(t) (b(t)2 + λ23) (2b(t)a
′′(t) ((c2 − 1)b(t)2 + c2λ

2
3) + a′(t)b′(t) (qb(t)2 − 2c2λ

2
3))+.

a(t)2b(t)2 (2q (b(t)2 + λ23) b
′′(t) + b(t) (2 (b(t)2 + λ23)− qb′(t)2))) = 0.

Αντικαθιστώντας 2c2−q−2 = 0 καθώς και τις (3.38), (3.39), (3.40), (3.41)
καταλήγουμε ότι και οι πέντε εξισώσεις είναι αληθείς.

Oι παραπάνω εξισώσεις Euler-Lagrange, αν κάνουμε τις αντικαταστάσεις
q = c2− 1, a(t) = em1

∫
b(t) dt και απαλείψουμε το b′′(t) και το b′(t)2 καταλήγουν

στην σχέση (c2−1)b(t)2(λ23m2
1+1)em1

∫
b(t) dt

√
b(t)2+λ23

= 0 που όμως δεν μπορεί να γίνει 0 αϕού
το q = c2 − 1 6= 0.

Επίσης οι εξισώσεις Euler-Lagrange, αν κάνουμε τις αντικαταστάσεις q =
2 − 2c2, a(t) = em1

∫
b(t) dt και απαλείψουμε το b′′(t) και το b′(t)2 καταλήγουν

στην σχέση −4(c2−1)b(t)2(λ23m2
1+1)em1

∫
b(t) dt

√
b(t)2+λ23

= 0 που όμως δεν μπορεί να γίνει 0
αϕου το q = c2 − 1 6= 0.

Τέλος οι παραπάνω εξισώσεις Euler-Lagrange, αν κάνουμε τις αντικα-
ταστάσεις b(t) = ω1 tan(m2 + tω2), a(t) = cos

−m1ω1
ω2 (m2 + tω2) καταλήγουν σε

σχέσεις που δεν γίνονται αληθείς για κάθε t.
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Στην επόμενη ενότητα ξεκινάμε την ανάλυσή μας επιλέγοντας ως υπο-
κείμενη γεωμετρία εκείνη του χωρόχρονου Bianchi Type V . Σε αυτήν την
περίπτωση οι εξισώσεις πεδίου ανάγονται σε συνήθεις, συζευγμένες διαϕο-
ρικές εξισώσεις με το χρόνο ως ανεξάρτητη μεταβλητή.
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4
BIANCHI TYPE V

Το γενικό διαγώνιο στοιχείο μήκους Bianchi Type V είναι:

ds2 = −M(t)2dt2 + a(t)2b(t)2dx2 + e−2x
(
a(t)4dy2 + b (t)4 dz2

)
, (4.1)

με τα αντίστοιχα διανυσματικά πεδία Killing:
ξ1 =

∂
∂y
,

ξ2 =
∂
∂z
,

ξ3 =
∂
∂x

+ y ∂
∂y

+ z ∂
∂z
.

Προκειμένου να βρούμε μια συμβατή αρχική μορϕή για το διανυσματικό
πεδίο του αιθέρα, θα πρέπει πρώτα να έχει τις συμμετρίες που προκύπτουν
απο τους παραπάνω γεννήτορες, δηλαδή Lξαuµ = 0 κάτι που υπαγορεύει ότι

uµ = {u0(t), u1(t), e−xu2(t), e−xu3(t)}.
Απο τα ξ1, ξ2 έχουμε ότι:
uµ = {u0(t, x), u1(t, x), u2(t, x), u3(t, x)}.
Άρα έχουμε:
Lξ3uµ =

{
u
(0,1)
0 (t, x), u

(0,1)
1 (t, x), u

(0,1)
2 (t, x) + u2(t, x), u

(0,1)
3 (t, x) + u3(t, x)

}
Λύνοντας τις δύο διαϕορικές εξισώσεις που προκύπτουν έχουμε την πα-

ραπάνω μορϕή του διανυσματικού πεδίου του αιθέρα που είναι
uµ = {u0(t), u1(t), e−xu2(t), e−xu3(t)}.
Ένας περαιτέρω περιορισμός επιβάλλεται από την υπόθεση ότι το uµ

πρέπει να είναι αστρόβιλο, δηλαδή uµ;ν − uν;µ = 0. Φυσικά, αυτός ο επιπλέον
περιορισμός ¨σκοτώνει¨ τον πιθανώς ενδιαϕέροντα διαμήκη βαθμό ελευθε-
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ρίας του πεδίου, αλλά έχει επίσης πολλά πλεονεκτήματα. Διασϕαλίζει ότι
οι λύσεις του uµ που θα βρεθούν (όπως επίσης τα uµ) θα είναι ορθογώνιες
προς τις υπερ-επιϕάνειες που ορίζονται από το αντίστοιχο δυναμικό, επι-
τρέποντας έτσι την ανάκτηση μετρικών με την υψηλότερη συμμετρία (π.χ.
FLRW σε κατάλληλο όριο) στην οποία αυτή η συνθήκη είναι υποχρεωτική.
Κάνει επίσης εϕικτή την πιθανή επαϕή με τη βαρύτητα Horava στην οποία
η ύπαρξη ενός ϕυσικού χρόνου T (εδώ αναγνωρίζεται από το προαναϕερ-
θέν δυναμικό) έχει μεγάλη σημασία. Τελευταίο, αλλά όχι λιγότερο σημαντικό,
απλοποιεί τις (διαϕορετικά δύσχρηστες) εξισώσεις που πρέπει να επιλυθούν.
Αυτές οι απαιτήσεις, μαζί με τη χρήση του (1.14) δίνουν το προηγούμενο
αποτέλεσμα για το uµ στην ακόλουθη αρχική μορϕή (λ1 είναι μια σταθερά
ολοκλήρωσης):

uµ = {u0(t), λ1, 0, 0}, u0 (t) =
M(t)

√
a(t)2b(t)2 + λ21
a(t)b(t)

. (4.2)

Στη συνέχεια, χρησιμοποιούμε την εγγενή ελευθερία επαναπαραμετροποίη-
σης του χρόνου και επιλέγουμε το χρόνο έτσι ώστε M(t) = a(t)b(t), τότε το
uµ =

{√
a(t)2b(t)2 + λ21, λ1, 0, 0

}
και η δεύτερη συνιστώσα της εξίσωσης (1.13)

λαμβάνει τη μορϕή

λ1a
−6b−6

(
(c1 + c3)

(
−b2a′2 − ab (ba′′ + 4a′b′) + a2

(
−bb′′ − b′2 + 2b2

))
+ a(t)4b4λ

)
= 0,

(4.3)
υποδεικνύοντας ότι πρέπει να διερευνήσουμε ξεχωριστά τις δύο κατηγορίες
λύσεων όπου: Κατηγορία Α όταν λ1 = 0 και Κατηγορία B όταν λ1 6= 0.

Η γενική προσέγγιση που υιοθετούμε για να βρούμε τον χώρο λύσεων
είναι ακριβως η ίδια με αυτή που χρησιμοποιήσαμε και στην περίπτωση του
LRS Bianchi Type III. Στη συνέχεια παρουσιάζουμε όλες τις περιπτώσεις που
εμϕανίζονται.

4.0.1 Λύσεις κατηγορίας Α

Η στρατηγική για την εύρεση του χώρου λύσεων είναι, κατά κάποιο τρόπο,
παρόμοια με αυτήν που υιοθετήθηκε στο [85]: Αλγεβρικά λύνουμε τρεις από
τις εξισώσεις ως προς λ(t), a′′(t), b′′(t) και αντικαθιστούμε στις υπόλοιπες,
λαμβάνοντας έτσι έναν αριθμό εξισώσεων που περιλαμβάνουν μόνο παραγώ-
γους πρώτης τάξης. Η συνέπεια αυτών των εξισώσεων μαζί με τον μηδενισμό
των διαϕόρων παρονομαστών που εμϕανίζονται σε ολόκληρη τη διαδικασία
υποδηλώνουν ότι η ύπαρξη λύσεων στις εξισώσεις πεδίου σχετίζεται άμεσα
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με το εύρος τιμών των συντελεστών c1, c2, c3 και c4 της θεωρίας.
Σε αυτήν την κατηγορία υπάρχουν τρεις πιθανές περιπτώσεις μελέτης,

που αντιστοιχούν σε
Περίπτωση A1 c1 + 3c2 + c3 − 2 = 0

Περίπτωση A2 c1 + 3c2 + c3 − 2 6= 0 q = 0

Περίπτωση A3 c1 + 3c2 + c3 − 2 6= 0 q 6= 0

όπου q = 1
5
(5c1 + 9c2 + 5c3 − 4).

Η μόνη μη μηδενική συνιστώσα της (1.13) ορίζει τον πολλαπλασιαστή
Lagrange

λ = 1
5a(t)4b(t)4

(5a(t)2(−3c2 + 5q + 4)b′(t)2−
a(t)b(t) (2(6c2 + 5q + 4)a′(t)b′(t)− 15c2a(t)b

′′(t)) + 5b(t)2 (3c2a(t)a
′′(t) + (3c2 − 5q − 4)a′(t)2))

o οποίος στη συνέχεια αντικαθίσταται στην (1.10) δίνοντας το τελικό σύ-
νολο εξισώσεων προς επίλυση σε αυτήν την κατηγορία.

Περίπτωση A1

Η υπόθεση οδηγεί στην q = 6(1−c2)
5

και αντικαθιστώντας στην (1.10) υπολο-

γίζουμε τη διαϕορά (0, 0)−(1, 1) = −3(2(c2−1)a(t)b(t)a′(t)b′(t)−(c2−1)b(t)2a′(t)2+a(t)2(b(t)2−(c2−1)b′(t)2))
a(t)2b(t)2

−

(
−6(c2−1)a(t)b(t)a′(t)b′(t)+3(c2−1)b(t)2a′(t)2+a(t)2(3(c2−1)b′(t)2+b(t)2)

a(t)2b(t)2
) = −4.

Δεν υπάρχει λοιπόν λύση σε αυτήν την περίπτωση.

Περίπτωση A2

Οι παραδοχές αυτής της υπόθεσης κάνουν την (0, 0) συνιστώσα της (1.10)

12

5
(1− c2)

a′b′

ab
− 1 = 0, (4.4)

υποδεικνύοντας ότι πρέπει c2 6= 1 για να υπάρχουν λύσεις. Όπως μπορούμε
να δούμε εύκολα η παραπάνω εξίσωση επιδέχεται τη βαθμωτή συμμετρία
a→ ω1a, b→ ω2b, έτσι, αν κάνουμε την αντικατάσταση

a(t) = exp

[∫
(a1 (t) + b1 (t)) dt

]
, b(t) = exp

[∫
(a1 (t)− b1 (t)) dt

]
, (4.5)

η προαναϕερθείσα εξίσωση μετατρέπεται στην

12

5
(1− c2)

(
a1(t)

2 − b1(t)
2
)
− 1 = 0, (4.6)
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η οποία είναι τετραγωνική μορϕή ως προς a1(t), b1(t), και μπορεί να παρα-
μετροποιηθεί από

a1(t) =
m

2
sinh(f(t)), b1(t) =

m

2
cosh(f(t)), m =

√
5

3(c2 − 1)
. (4.7)

Αν αντικαταστήσουμε τις παραπάνω μορϕές των a1(t), b1(t) στις υπόλοιπες
συνιστώσες της (1.10) προκύπτει ότι όλες είναι μηδενικές εκτός από τις (1,1),
(2,2) και (3,3) που είναι οι παρακάτω:

2
√

3
5

√
c2 − 1f ′(t) cosh(f(t)) + 4 cosh2(f(t)) = 0

1
5
(2 cosh(f(t))−3 sinh(f(t)))

(√
15
√
c2 − 1f ′(t) + 10 cosh(f(t))

)
e

2

√
5
3

∫
cosh(f(t)) dt

√
c2−1

−2x
=

0

1
5
(3 sinh(f(t))+2 cosh(f(t)))

(√
15
√
c2 − 1f ′(t) + 10 cosh(f(t))

)
e
−

2

√
5
3

∫
cosh(f(t)) dt

√
c2−1

−2x
=

0.

Βρίσκουμε ότι υπάρχει μια λύση εάν η f(t) ικανοποιεί τη διαϕορική εξί-
σωση:

2 cosh f(t) (2m cosh f(t) + f ′(t)) = 0, (4.8)

με λύσεις

f(t) =
iπ

2
(2κ+ 1) , κ ∈ Z, ή f(t) = −2 tanh−1 (tan (m (t− t0))) , (4.9)

• Αν f(t) = iπ
2
(2κ+ 1) , η λύση είναι πραγματική εάν c2 < 1 και, στη

συνέχεια οι a(t), b(t) γίνονται

a(t) = b(t) = exp
ϵm

2
t, ϵ = ±1, (4.10)

αποδίδοντας το στοιχείο μήκους

ds2 = e2ϵmt (−dt2 + dx2 + e−2xdy2 + e−2xdz2) .

Οι μη μηδενικές συνιστώσες του τανυστή Riemann είναι: (3c2+2)e

2

√
5
3 tϵ√

1−c2
−4x

c2−1
, (3c2+2)e

2

√
5
3 tϵ√

1−c2
−2x

c2−1


Ο τανυστής Riemann είναι μηδέν όταν c2 = −2

3
, έτσι λαμβάνουμε το

χωρόχρονο Minkowski σε αυτήν την περίπτωση. Το αντίστοιχο βαθμωτό
Ricci είναι

R = −2(3c2 + 2)

c2 − 1
exp (−2ϵm t) (4.11)



52

που έχει μια ανωμαλία καμπυλότητας στο t → ±∞ ανάλογα με την
τιμή του ϵ.

Για αυτήν τη λύση, τα ϕυσικά χαρακτηριστικά του τανυστή ενέργειας-
ορμής περιγράϕουν ένα ιδανικό ρευστό με ενεργειακή πυκνότητα και
συνιστώσα πίεσης:

ρ = 3c2+2
c2−1

exp (−2ϵm t) , p = −1
3
ρ.

• Αν f (t) = −2 tanh−1 (tan (m (t− t0))), η λύση των εξισώσεων πεδίου δί-
νεται από τις συναρτήσεις

a(t) =
√

sin (m (t− t0)) + cos (m (t− t0)), b(t) =
√
sin (m (t− t0))− cos (m (t− t0)),

(4.12)
Ως εκ τούτου, το στοιχείο μήκους γίνεται

ds2 = cos(2m(t− t0)) (dt
2 − dx2) + e−2x (1 + sin(2m(t− t0))) dy

2−

e−2x (1− sin(2m(t− t0))) dz
2

με c2 > 1.

Το αντίστοιχο βαθμωτό Ricci είναι (3 (m2 + 1) cos(4m(t− t0)) + 7m2 + 3) sec3(2m(t−
t0)) που αναπτύσσει ανωμαλίες καμπυλότητας σε πεπερασμένα διαστή-
ματα.

To uµ =
{√

sin(m(t− t0))− cos(m(t− t0))
√
sin(m(t− t0)) + cos(m(t− t0)), 0, 0, 0

}
.

Κάνοντας την αντικατάσταση τ = t − t0 βλέπουμε ότι η μεταβλητή t0
είναι απορροϕήσιμη.

Είναι ενδιαϕέρον να σημειώσουμε ότι το όρισμα T ≡ 2mτ εκτείνεται
στο πρωτεύον διάστημα [0, 2π] και ο ρόλος των συντεταγμένων τ, x ως
χρονοειδής και χωροειδής είναι εναλλάξιμος. Δηλαδή όταν π

2
< T < 3π

2

τότε η τ είναι χρονοειδής εϕ΄όσον cos 2mτ < 0 ενώ όταν 3π
2
< T ≤ 2π ή

0 ≤ T < π
2
τότε η x είναι χρονοειδής εϕ΄όσον cos 2mτ > 0 . Η συνιστώσα

gyy είναι πάντα θετική ( ή μηδέν για T = 3π
2
) και η συνιστώσα gzz είναι

αρνητική (ή μηδέν για T = π
2
). Έτσι, σε ολόκληρο το πρωτεύον διάστημα

του T , η υπογραϕή του στοιχείου μήκους είναι ουδέτερη.

Οι νόρμες |ξi|2 ≡ gµνξ
µ
i ξ

ν
i των διανυσμάτων Killing είναι |ξ1|2 = e−2x(sinT+

1), |ξ2|2 = e−2x(sinT−1), |ξ3|2 = e−2x (−e2x cosT + sinT (y2 + z2) + y2 − z2).
Τα δύο πρώτα διανύσματα μηδενίζονται μόνο στα σημεία του πρωτεύ-
οντος διαστήματος T = 3π

2
, π
2
αντίστοιχα, ενώ το τρίτο διάνυσμα γίνεται

μηδέν εντός του διαστήματος ενδιαϕέροντος. Όλα αυτά μπορεί να είναι
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ενδεικτικά ότι υπάρχουν ορίζοντες. Ωστόσο, ο ουδέτερος χαρακτήρας
της υπογραϕής περιπλέκει κάπως το ζήτημα.

Το παραπάνω στοιχείο μήκους αντιστοιχεί σε ένα ιδανικό ρευστό

ρ =
3−m2 + 3 (1 +m2) cos(4mτ)

2 cos3(mτ)
(4.13)

p = −1 + 5m2 + (1 +m2) cos(4mτ)

2 cos3(mτ)
(4.14)

με καταστατική εξίσωση p = ρw και παράμετρο

w = − 1 + 5m2 + (1 +m2) cos(4mτ)

3−m2 + 3 (1 +m2) cos(4mτ)
. (4.15)

Περίπτωση A3

Σε αυτήν την περίπτωση επιλύουμε πρώτα τις (2,2) και (3,3) συνιστώσες
της (1.10) ως προς τις επιταχύνσεις a′′(t), b′′(t). Το αποτέλεσμα είναι:

a′′(t) =
(
b(t)2a′(t)2

(
1
5
(−5c1 − 9c2 + 5q + 4) + c1 − 3c2 + 4

)
−

6a(t)b(t)a′(t)b′(t)
(
1
5
(−5c1 − 9c2 + 5q + 4) + c1 + c2

)
+ a(t)2 (5qb′(t)2 − 2b(t)2)

)/
4a(t)b(t)2

(
1
5
(−5c1 − 9c2 + 5q + 4) + c1 + 3c2 − 2

)
,

b′′(t) =
(
5qb(t)2a′(t)2 − 6a(t)b(t)a′(t)b′(t)

(
1
5
(−5c1 − 9c2 + 5q + 4) + c1 + c2

)
+

a(t)2
(
b′(t)2

(
1
5
(−5c1 − 9c2 + 5q + 4) + c1 − 3c2 + 4

)
− 2b(t)2

))/
4a(t)2b(t)

(
1
5
(−5c1 − 9c2 + 5q + 4) + c1 + 3c2 − 2

)
Ο παρονομαστής έχει τον όρο 1

5
(−5c1−9c2+5q+4)+c1+3c2−2 = 6c2

5
+q− 6

5
,

οπότε πρέπει να ελέγξουμε τι θα συμβεί εάν q = 6
5
(1− c2). Στην περίπτωση

αυτή οι συνιστώσες (0,0) και (1,1) της (1.10) γίνονται
−3(2(c2−1)a(t)b(t)a′(t)b′(t)−(c2−1)b(t)2a′(t)2+a(t)2(b(t)2−(c2−1)b′(t)2))

a(t)2b(t)2
= 0,

−6(c2−1)a(t)b(t)a′(t)b′(t)+3(c2−1)b(t)2a′(t)2+a(t)2(3(c2−1)b′(t)2+b(t)2)
a(t)2b(t)2

= 0

και έτσι έχουμε (0, 0)−(1, 1) = −4 οπότε αντιμετωπίζουμε ασυμβατότητα.
Για την υποπερίπτωση που το q 6= 6

5
(1 − c2), αντικαθιστούμε τις παρα-

πάνω επιταχύνσεις στην εξίσωση (1.10). H (0,0) συνιστώσα της τελευταίας
εξίσωσης είναι

−2a(t)b(t)a′(t)b′(t)( 1
5
(−5c1−9c2+5q+4)+c1+9c2−8)+5qb(t)2a′(t)2+a(t)2(5qb′(t)2+6b(t)2)

2a(t)2b(t)2
= 0

και επιδέχεται μια συμμετρία κλιμάκωσης a → ω1a, b → ω2b. Έτσι, αν
κάνουμε μια αντικατάσταση παρόμοια με την (4.5) και συγκεκριμένα

a(t) = exp
[∫

(−a1 (t) + b1 (t)) dt
]
, b(t) = exp

[∫
(a1 (t) + b1 (t)) dt

]
,

η παραπάνω εξίσωση απλοποιείται στην

1

30
a1(t)

2(8(9c2 − 5q − 9))− 1

30
b 1(t)

2(12(6c2 + 5q − 6)) = 1. (4.16)



54

Για να παραμετροποιήσουμε την παραπάνω εξίσωση, πρέπει να ελέγξουμε
την υπόθεση q = 1

5
(9c2 − 9). Σημειώνουμε ότι η εναλλακτική (6c2 +5q− 6) = 0

υποδηλώνει q = 6
5
(1 − c2) που οδηγεί σε ασυμβατότητα όπως αναϕέρεται

στην αρχή αυτής της ενότητας.

• Έαν q = 9
5
(c2 − 1) τότε η εξίσωση (4.16) δίνει

b1(t) = ±
(√

6
√
1− c2

)−1

. (4.17)

Στη συνέχεια αντικαθιστούμε την παραπάνω μορϕή των a(t), b(t) στις
εξισώσεις των επιταχύνσεων a′′(t), b′′(t) και έχουμε τις εξής νέες εξισώ-
σεις:

(−a′1(t)− 2b1(t)a1(t) + a1(t)
2 + b1(t)

2) eb1(t)t−
∫
a1(t) dt =

(12(c2−1)b1(t)a1(t)+6(c2−1)a1(t)2−1)eb1(t)t−
∫
a1(t) dt

6(c2−1)

(a′1(t) + 2b1(t)a1(t) + a1(t)
2 + b1(t)

2) e
∫
a1(t) dt+b1(t)t =

(−12(c2−1)b1(t)a1(t)+6(c2−1)a1(t)2−1)e
∫
a1(t) dt+b1(t)t

6(c2−1)
.

Αϕαιρώντας τις δύο προηγούμενες εξισώσεις κατα μέλη καταλήγουμε
στην σχέση

(−a′1(t)−
12(c2−1)b1(t)a1(t)+6(c2−1)a1(t)2−1

6(c2−1)
− 2b1(t)a1(t) + a1(t)

2 + b1(t)
2)−

(a′1(t)−
−12(c2−1)b1(t)a1(t)+6(c2−1)a1(t)2−1

6(c2−1)
+ 2b1(t)a1(t) + a1(t)

2 + b1(t)
2
)
= 0

και χρησιμοποιώντας την (4.17) ϕτάνουμε σε μία διαϕορική εξίσωση ως
προς a1(t)

a′1(t)± 4
(√

6
√
1− c2

)−1

a1(t) = 0, (4.18)

που έχει τη λύση a1(t) = m1 exp (∓4nt) με m1 μια σταθερά ολοκλήρωσης
και n−1 =

√
6(1− c2). Τέλος, οι συντελεστές κλίμακας a(t), b(t) δίνονται

από τις

a(t) = exp

2t−3(c2−1)m1e
−

2

√
2
3 t√

1−c2

2
√
6−6c2

,

b(t) = exp

3(c2−1)m1e
−

2

√
2
3 t√

1−c2 +2t

2
√
6−6c2


Οι προηγούμενες εκϕράσεις γράϕονται

a(t) = exp ϵ
(
2nt+ c e−4nt

)
, b(t) = exp ϵ

(
2nt− c e−4nt

)
, (4.19)
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όπου ϵ2 = 1 και c = −3(c2−1)m1

2
√
6−6c2

ένας επαναπροσδιορισμός των m1 και
c2 < 1. Το αντίστοιχο βαθμωτό Ricci βρίσκεται

R = 2e−4nt(ϵ+2)
(
64c2n2 − 3e8nt(1− 4n2)

)
, (4.20)

το οποίο παρουσιάζει ανωμαλίες καμπυλότητας όταν t → ±∞ για ϵ =

−1 και όταν t→ −∞ για ϵ = 1.

Η παραπάνω λύση περιγράϕει ένα ιδανικό ρευστό όταν ϵ = 1, καθώς
και ένα μη ιδανικό ρευστό στην περίπτωση που το ϵ = −1.

Η πυκνότητα ενέργειας και η συνιστώσα της πίεσης δίνονται απο τις
εκϕράσεις

ρ = e−4n(ϵ+2)t
(
3e8nt(4n2 − 1)− 64c2n2

)
, p = −e−4n(ϵ+2)t

(
e8nt(4n2 − 1) + 64c2n2

)
,

(4.21)

ενώ για την περίπτωση που το ϵ = −1 δεν έχουμε ιδανικό ρευστό οι μη
μηδενικές συνιστώσες του τανυστή τάσεων πµν είναι

πyy = −πzz = −32cn2(ϵ− 1) exp
(
−4nt− 2x+ 4cϵe−4nt

√
2n2 + 1

)
(4.22)

• Αν (9c2 − 5q − 9) 6= 0 η εξίσωση (4.16) μπορεί να παραμετροποιηθεί ως

a1(t) =

√
15 cosh(f(t))

2
√

(9c2 − 5q − 9)
, b1(t) =

√
5 sinh(f(t))√

2(6c2 + 5q − 6)
. (4.23)

Τώρα, αν αντικαταστήσουμε τις παραπάνω τιμές των a1(t), b1(t) στις
υπόλοιπες συνιστώσες (1.10) βρίσκουμε ότι οι (1,1), (2,2), (3,3) γίνονται
αντίστοιχα

cosh(f(t))
(√

10(6c2 + 5q − 6)f ′(t) + 20
√
6c2 + 5q − 6 cosh(f(t))

)
= 0(

10 cosh(f(t))
(√

6
√
9c2 − 5q − 9 sinh(f(t)) + 2

√
6c2 + 5q − 6 cosh(f(t))

)
+

f ′(t)
(√

15
√
6c2 + 5q − 6

√
9c2 − 5q − 9 sinh(f(t)) +

√
10(6c2 + 5q − 6) cosh(f(t))

))
=

0(
20
√
6c2 + 5q − 6 cosh2(f(t))− 5

√
6
√
9c2 − 5q − 9 sinh(2f(t))+

f ′(t)
(√

10(6c2 + 5q − 6) cosh(f(t))−
√
15
√
9c2 − 5q − 9

√
6c2 + 5q − 6 sinh(f(t))

))
=

0

και βρίσκουμε ότι υπάρχει μια λύση εάν το f(t) ικανοποιεί τη διαϕορική
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εξίσωση

cosh(f(t))
(√

10(6c2 + 5q − 6)f ′(t) + 20
√

6c2 + 5q − 6 cosh(f(t))
)
= 0.

(4.24)

– Όταν cosh(f(t)) = 0 έχουμε

f(t) =
iπ

2
(2κ+ 1) , κ ∈ Z (4.25)

Για αυτές τις συναρτήσεις f (t), καθορίζεται η λύση των εξισώσεων
πεδίου

a(t) = b(t) = eϵkt, k =

√
5

2(6− 5q − 6c2)
, (4.26)

και το στοιχείο μήκους γίνεται

ds2 = e4ϵkt
(
−dt2 + dx2 + e−2xdy2 + e−2xdz2

)
. (4.27)

Ο τανυστής Riemann έχει τις εξής μη μηδενικές συνιστώσες:{
− (6c2+5q+4)e

2
√
10tϵ√

−6c2−5q+6
−4x

6c2+5q−6
, (6c2+5q+4)e

2
√
10tϵ√

−6c2−5q+6
−4x

6c2+5q−6
,

− (6c2+5q+4)e

2
√

10tϵ√
−6c2−5q+6

−2x

6c2+5q−6
, (6c2+5q+4)e

2
√
10tϵ√

−6c2−5q+6
−2x

6c2+5q−6

}
Στην ειδική περίπτωση που q = −1

5
(6c2+4) ( οπότε ισχύει q < 6(1−c2)

5

) ο τανυστής Riemann είναι 0 και έτσι λαμβάνουμε τον χωρόχρονο
Minkowski.
Aν το q > 6

5
(1− c2) τότε η λύση είναι

a(t) = b(t) = e

(
i

√
5
2 t

)
ϵ

√
6c2+5q−6 , (4.28)

και το στοιχείο μήκους γίνεται

ds2 = e
−2x+ 2i

√
10tϵ√

6c2+5q−6
(
−e2xd(t)2 + e2xd(x)2 + d(y)2 + d(z)2

)
. (4.29)

που δεν οδηγεί σε λύση γιατί το στοιχείο μήκους είναι μιγαδικό.
Για οποιαδήποτε άλλη τιμή του q το αντίστοιχο βαθμωτό Ricci είναι

R = −6e−4ϵkt
(
4k2 − 1

)
, (4.30)

που έχει μια ανωμαλία καμπυλότητας στο t→ ±∞ ανάλογα με το



57 Κεϕάλαιο 4. Bianchi TYPE V

πρόσημο του ϵ, αν είναι συν ή μείον 1. Ο τανυστής ενέργειας-ορμής
περιγράϕει ένα ιδανικό ρευστό, παρόμοια με την προηγούμενη πε-
ρίπτωση.

Πράγματι ο ανισοτροπικός τανυστής τάσεων είναι

πµν = 0 και το διάνυσμα θερμότητας qµ = 0 . Άρα ο τανυστής ενέρ-

γειας μιμείται ένα ιδανικό ρευστό. Η πίεση p = (6c2+5q+4)e
− 2

√
10tϵ√

−6c2−5q+6

6c2+5q−6

H πυκνότητα ενέργειας ρ = −3(6c2+5q+4)e
− 2

√
10tϵ√

−6c2−5q+6

6c2+5q−6

Έτσι η παράμετρος w της καταστατικής εξίσωσης p = wρ είναι:−(1/3)

– Όταν cosh f(t) 6= 0 η λύση της διαϕορικής εξίσωσης (4.24) είναι

f(t) = −2 tanh−1 (tan (A (t− t0))) , A =
√

10(6c2 + 5q − 6)−1,

(4.31)
που σημαίνει ότι,

a(t) = cos1/4 2A(t− t0)
(

1+tanA(t−t0)
1−tanA(t−t0)

)−B
,

b(t) = cos1/4 2A(t− t0)
(

1+tanA(t−t0)
1−tanA(t−t0)

)B
με B =

√
3(8(6− 5A2q))−1.

Το αντίστοιχο στοιχείο μήκους είναι

ds2 = cos(2At)

(
−dt2 + dx2 + e−2x

((
1 + tanAt

1− tanAt

)−4B

dy2 +

(
1 + tanAt

1− tanAt

)4B

dz2

))
,

(4.32)
όπου ¨καταργήσαμε¨ το t0 με έναν επαναπροσδιορισμό της συντε-
ταγμένης t 7→ t+t0. Είναι εύκολο να δούμε ότι αυτό το στοιχείο μή-
κους περιγράϕει ένα ιδανικό ρευστό. Πράγματι, ο ανισοτροπικός
τανυστής τάσεων είναι πµν = 0 και το διάνυσμα ροής θερμότητας
qµ = 0 . Η πίεση

p = − sec6(A(t−to))((A2+1)(9c2−5q−9) cos(4A(t−to))+5A2(9c2−10q−9)+9c2−5q−9)
2(9c2−5q−9)(tan2(A(t−to))−1)3

H πυκνότητα ενέργειας

ρ =
3 sec6(A(t−to))((A2+1)(9c2−5q−9) cos(4A(t−to))+A2(−3c2+10q+3)+9c2−5q−9)

2(9c2−5q−9)(tan2(A(t−to))−1)3

Έτσι η παράμετρος w της καταστατικής εξίσωσης p = wρ είναι

w = − (A2+1)(9c2−5q−9) cos(4A(t−to))+5A2(9c2−10q−9)+9c2−5q−9

3((A2+1)(9c2−5q−9) cos(4A(t−to))+A2(−3c2+10q+3)+9c2−5q−9)

Το βαθμωτό Ricci δίνεται ως

R = −
(
3 + A2(9− 32B2) + 3(A2 + 1) cos(4At)

)
sec3(2At), (4.33)
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που αποκλίνει για t = π
4A
(2κ+ 1), κ ∈ Z.

Συνεχίζουμε την ανάλυσή μας με την παραγωγή της δεύτερης κατηγορίας
λύσεων στις οποίες το ua δεν είναι παράλληλο προς έναν συν-κινούμενο πα-
ρατηρητή.

4.0.2 Λύσεις κατηγορίας Β

Για τη δεύτερη κατηγορία λύσεων όπου λ1 6= 0, η στρατηγική είναι τώρα
να λύσουμε πρώτα τη δεύτερη συνιστώσα της (1.13) ως προς τον πολλαπλα-
σιαστή Lagrange λ(t) οπότε έχουμε:

λ(t) = − 1
a(t)4b(t)4

(c1 + c3) (2a(t)
2b(t)2 − b(t)2a′(t)2 − 4a(t)b(t)a′(t)b′(t)− a(t)2b′(t)2−

a(t)b(t)2a′′(t)− a(t)2b(t)b′′(t)).
Στη συνέχεια αντικαθιστούμε αυτό το λ(t) στην πρώτη συνιστώσα του

(1.13) και επίσης στις συνιστώσες της (1.10). Εάν, από τις προκύπτουσες
εξισώσεις, επιλύσουμε την πρώτη συνιστώσα του (1.13) και την (2,2) συνι-
στώσα της (1.10) ως προς τις επιταχύνσεις a′′(t), b′′(t), οι παρονομαστές των
παραπάνω επιταχύνσεων περιέχουν την έκϕραση

(a(t)2b(t)2(c1 + c3 + 1) + λ21(c1 + c3)) (a(t)
2b(t)2(c1 + 3c2 + c3) + 2c2λ

2
1))

Εξετάζoντας τον πιθανό μηδενισμό της προηγούμενης έκϕρασης προκύ-
πτουν οι ακόλουθες περιπτώσεις:

a2b2(c1 + c3 + 1) + λ21(c1 + c3) = 0, c1 + c3 + 1 6= 0 (Περίπτωση B1)

c2 = 0, c1 + c3 = 0 (Περίπτωση B2)

a2b2(c1 + 3c2 + c3) + 2c2λ
2
1 = 0, c1 + 3c2 + c3 6= 0, (Περίπτωση B3)(

a(t)2b(t)2(c1 + c3 + 1) + λ21(c1 + c3)
) (
a(t)2b(t)2(c1 + 3c2 + c3) + 2c2λ

2
1

))
6= 0, c2 6= 0, c1+c3 = 0

(Περίπτωση B4)(
a(t)2b(t)2(c1 + c3 + 1) + λ21(c1 + c3)

) (
a(t)2b(t)2(c1 + 3c2 + c3) + 2c2λ

2
1

))
6= 0, c1+c3 6= 0

(Περίπτωση B5)

Περίπτωση B1

Αν a2b2(c1 + c3 + 1) + λ21(c1 + c3) = 0 και c1 + c3 + 1 6= 0.
Η περίπτωση προκύπτει όταν a2b2(c1 + c3 + 1) + λ21(c1 + c3) = 0 και αν

υποθέσουμε ότι (c1+c3+1) = 0 τότε (c1+c3) = 0 διότι λ1 6= 0, έτσι καταλήγουμε
σε 1 = 0, άτοπο.
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Εαν τώρα c1+ c3+1 6= 0 τότε απο τις εξισώσεις συνάγουμε ότι η b(t) είναι
σταθερή και αντικαθιστώντας στην (1.10) καταλήγουμε η (0,1) συνιστώσα να
είναι

8λ1a′(t)2

a(t)2

√
λ21

c1+c3+1

= 0, έτσι καταλήγουμε και η a(t) να είναι σταθερή. Όταν

αντικαταστήσουμε αυτές τις σταθερές τιμές στην (1.10), καταλήγουμε ότι οι
(0,0) και (1,1) συνιστώσες γίνονται αντίστοιχα

− c21+c1(−2c2+2c3+2)−2c2(c3+1)+c3(c3+2)

c1+c3
= 0

− c21+2c1(c2+c3)+2c2(c3+1)+c23
c1+c3

= 0

Έτσι (0, 0) + (1, 1) = −2(c1 + c3 + 1) = 0 που είναι αδύνατο, επομένως δεν
υπάρχει λύση σε αυτήν την περίπτωση.

Περίπτωση B2

Αν c2 = 0 και c1 + c3 = 0.
Η περίπτωση προκύπτει όταν υποθέσουμε a2b2(c1+c3+1)+λ21(c1+c3) 6= 0

και a(t)2b(t)2(c1 + 3c2 + c3) + 2c2λ
2
1 = 0. Αν c1 + 3c2 + c3 = 0 καταλήγουμε σε

c2 = 0 και τελικά c1 + c3 = 0.
Με την παραπάνω υπόθεση η εξίσωση περιορισμού, δηλ. η (0,0) συνι-

στώσα της (1.10), γίνεται

8a′b′

ab
+

2a′2

a2
+

2b′2

b2
− 3 = 0. (4.34)

Όπως και πριν, η υπάρχουσα συμμετρία κλιμάκωσης δείχνει ότι η αντι-
κατάσταση

a(t) = exp
[
1
2

∫ (√
3 sinh(f(t)) + cosh(f(t))

)
dt
]
,

b(t) = exp
[
1
2

∫ (
cosh(f(t))−

√
3 sinh(f(t))

)
dt
]
,

ικανοποιεί την παραπάνω έκϕραση. Οι υπόλοιπες μη μηδενικές εξισώσεις
της (1.10) είναι

(1, 1) = −2 sinh(f(t)) (f ′(t) + 2 sinh(f(t))) = 0

(2, 2) = (f ′(t) + 2 sinh(f(t)))
(√

3 cosh(f(t))− 2 sinh(f(t))
)
e2

√
3
∫
sinh(f(t)) dt−2x =

0

(3, 3) = (f ′(t) + 2 sinh(f(t)))
(
2 sinh(f(t)) +

√
3 cosh(f(t))

) (
−e−2(

√
3(
∫
sinh(f(t)) dt)+x)

)
=

0.
Επιλύονται εάν το f(t) υπακούει στη διαϕορική εξίσωση πρώτης τάξης

−2 sinh(f(t)) (f ′(t) + 2 sinh(f(t))) = 0. (4.35)
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Οι λύσεις της είναι

f(t) = iκπ, κ ∈ Z, or f(t) = 2 coth−1 e2t−m1 , (4.36)

όπου m1 είναι μια σταθερά ολοκλήρωσης.

• Αν f(t) = iκπ η λύση είναι

a(t) = e
tϵ
2 , b(t) = e

tϵ
2 , (4.37)

και το στοιχείο μήκους γίνεται

ds2 = e2ϵt
(
−dt2 + dx2 + e−2xdy2 + e−2xdz2

)
, (4.38)

με τον τανυστή Riemann ίσο με το μηδέν, υποδεικνύοντας το χωρόχρονο
Minkowski.

• Αν f(t) = 2 coth−1 e2t−m1 η λύση είναι

a(t) = e−
t
2

(
em1 − e2t

em1 + e2t

)√
3

4
4
√
1− e4t−2m1 , b(t) = e−

t
2

(
em1 − e2t

em1 + e2t

)−
√

3
4

4
√
1− e4t−2m1 ,

(4.39)
με το αντίστοιχο στοιχείο μήκους

ds2 = κ2 sinh(2τ)
(
dτ 2 − dx2 + e−2x tanh

√
3(τ)dy2 + e−2x tanh−

√
3(τ)dz2

)
,

(4.40)
όπου κ2 = 2e−m1 και τ = t+ ln( κ√

2
).

Ο τανυστής Ricci γίνεται Rµν = 0, έτσι το παραπάνω στοιχείο μήκους,
ενώ είναι κενό στο πλαίσιο της παρούσας θεωρίας, περιγράϕει επίσης
και μια λύση κενού για την ΓΣ. Η παρούσα λύση δεν υποστηρίζει μια
ερμηνεία ρευστού λόγω του ότι το Tµν = 0 παρόλο που υπάρχει μη
τετριμμένο uµ =

{√
λ21 − e2t−2m1 + e−2t, λ1, 0, 0

}
.

Το βαθμωτό Kretschmann ισούται με

Kr ≡ RµνκλRµνκλ =
96

κ4
csch6(2τ), (4.41)

σηματοδοτώντας την ύπαρξη ανωμαλίας στο τ = 0. Σημειώστε ότι το
κ είναι μια ουσιώδης βαρυτική σταθερά. Πράγματι υπολογίζοντας το
βαθμωτό DKr ≡ gµνKr,µKr,ν = −24 6√235/6kr13/6

k4/3
− 6

√
6kr5/2 προκύπτει μία

αναλλοίωτη σχέση μεταξύ (Kr, DKr) στην οποία εμϕανίζεται η στα-
θερά. Επισης ο χρονοειδής χαρακτήρας μεταξύ τ, x εναλλάσσεται καθώς
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το τ εκτείνεται στο διάστημα (−∞,∞). Ωστόσο, οι συνιστώσες gyy, gzz
της μετρικής που περιγράϕονται από το παραπάνω στοιχείο μήκους γί-
νονται ϕανταστικές για τ ∈ (−∞, 0). Κατά συνέπεια, το επιτρεπόμενο
εύρος είναι τ ∈ (0,∞) με τη ανωμαλία να βρίσκεται στο τ = 0. Σε αυτό
το εύρος η υπογραϕή είναι (+,−,+,+) που υποδηλώνει ότι το x είναι
χρονοειδής μεταβλητή.

Οι νόρμες |ξi|2 ≡ gµνξ
µ
i ξ

ν
i των διανυσμάτων Killing είναι:

|ξ1|2 = k2e−2x sinh(2τ) tanh
√
3(τ),

|ξ2|2 = k2e−2x sinh(2τ) tanh−
√
3(τ),

|ξ3|2 = k2 sinh(2t)
(
e−2xy2 tanh

√
3(τ) + e−2xz2 tanh−

√
3(τ)− 1

)
.

Οι δύο πρώτες είναι θετικά ορισμένες στο επιτρεπόμενο εύρος για τ και
x ∈ (−∞,+∞). Αλλά η τρίτη μηδενίζεται στην υπερ-επιϕάνεια e2x =

y2 tanh
√
3(τ) + z2 tanh−

√
3(τ) υποδεικνύοντας μία περίπλοκη διαμέριση

του χωροχρόνου σε αιτιακά αποσυνδεδεμένες περιοχές. Φυσικά, μια
πιο λεπτομερής περιγραϕή απαιτεί τη διερεύνηση της γεωδαισιακής
δομής που βρίσκεται πολύ έξω από το πεδίο της παρούσας εργασίας.

Περίπτωση B3

Η περίπτωση αυτή προκύπτει όταν υποθέσουμε ότι a(t)2b(t)2(c1 + 3c2 +

c3) + 2c2λ
2
1 = 0 και c1 + 3c2 + c3 6= 0

Σε αυτήν την περίπτωση καταλήγουμε στην σχέση a(t)b(t) = λ1
√
−2c2(c1+

3c2 + c3)
−1/2 και αν αντικαταστήσουμε αυτήν την έκϕραση στις συνιστώσες

της (1.10) καταλήγουμε στο ότι η (1,2) συνιστώσα γίνεται:
32c2λ71(c1+c3)a

′(t)2(c1+c2+c3)2

a(t)2(c1+3c2+c3)3
= 0

Παρατηρούμε ότι c2 6= 0 διότι a(t)b(t) 6= 0. Αν c1+c3 = 0 τότε c2 = 0 επειδή
(c1 + 3c2 + c3) a(t)

2b(t)2 + 2c2λ
2
1 = 0 και έτσι c1 + 3c2 + c3 = 0, άτοπο.

Αν c1 + c2 + c3 = 0 τότε c2 = 0 επειδή (c1 + 3c2 + c3) a(t)
2b(t)2 + 2c2λ

2
1 = 0

και έτσι c1 +3c2 + c3 = 0, άτοπο. Έτσι κατ΄ανάγκη a′(t) = 0 και a(t) = ca, που
συνεπάγεται το αποτέλεσμα

(0, 0) + (1, 1) =
c21+(c2+2c3)c1+6c22+c

2
3+c2(c3−6)

2c2
− c21+5c2c1+2c3c1+6c22+c

2
3−2c2+5c2c3

2c2
=

−2(c1 + c3 + 1) = 0.
Ωστόσο, αυτή η σχέση καθιστά την υπόλοιπη εξίσωση (1.10) ασύμβατη με

τις παραδοχές του δεδομένου κλάδου. Πράγματι, όταν c3 = −c1 − 1 η (0,0)
συνιστώσα της (1.10) γίνεται 1

2

(
6c2 +

1
c2
− 7
)
= 0 που σημαίνει ότι c2 = 1

6
ή

c2 = 1.
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Αν c2 = 1 τότε 2a(t)4b(t)4 (a(t)2b(t)2 + λ21)
3/2 = 0, άτοπο.

Αν c2 = 1
6
τότε η πρώτη συνιστώσα της (1.13) γίνεται − 3

√
15

2(λ21)3/2
= 0, άτοπο.

Καταλήγουμε λοιπόν στο συμπέρασμα ότι δεν υπάρχει λύση.

Περίπτωση B4

Η παραπάνω ανάλυση αντιστοιχεί στην τελευταία περίπτωση όπου μηδε-
νίζονται οι παρονομαστές. Έτσι μπορούμε τώρα να χρησιμοποιήσουμε τους
τύπους των επιταχύνσεων a′′(t), b′′(t) και να τις αντικαταστήσουμε στην εξί-
σωση (1.10). Αυτή η ενέργεια έχει ως αποτέλεσμα η συνιστώσα (0,1) να είναι

2λ1(c1 + c3)

(
λ1ba

′ + a

(
b
√
a2b2 + λ21 + λ1b

′
))

(ab)−3 = 0. (4.42)

Διάϕορες περιπτώσεις θα προκύψουν από την παραπάνω εξίσωση.
Όταν c1 + c3 = 0, οι μόνες ανεξάρτητες συνιστώσες της (1.10) είναι οι

(0,0) και (1,1). Εάν τις διαϕορίσουμε ως προς t, χρησιμοποιήσουμε ξανά
τους τύπους των επιταχύνσεων και αϕαιρέσουμε κατάλληλους γραμμικούς
συνδυασμούς των παραπάνω εκϕράσεων, καταλήγουμε στις ακόλουθες δύο
περιπτώσεις:

• Αν c2 6= 0, c1 + c3 = 0, ab = cb τότε το διανυσματικό πεδίο του αιθέρα

είναι uµ =

{√
cb2 + λ21, λ1, 0, 0

}
H (1.13) γίνεται{
−
√
cb2+λ21λ(t)
cb2 , λ1λ(t)cb2 , 0, 0

}
= 0

και άρα λ(t) = 0. Οι συνιστώσες (0,0) και (1,1) της (1.10) είναι αντί-
στοιχα:

−4a′(t)2

a(t)2
− 2c2λ21

cb2 − 3 = 0 και

−4a′(t)2

a(t)2
+

2c2λ21
cb2 + 1 = 0

Τότε η διαϕορά (0,0)-(1,1) των συνιστωσών της (1.10) δίνει −4c2λ21
cb2 −4 = 0

υπονοώντας cb = i
√
c2λ1. Η μετρική είναι

gµν =


−cb2 0 0 0

0 cb2 0 0

0 0 e−2xa(t)4 0

0 0 0 cb4e−2x

a(t)4


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Με αυτήν την τιμή για το cb η συνιστώσα (0,0) της (1.10) γίνεται

−4a′(t)2

a(t)2
− 1 = 0, (4.43)

που έχει τη λύση
a(t) = em1+

itϵ
2 (4.44)

με ϵ = ±1, m1 μια σταθερά ολοκλήρωσης και όλες οι εξισώσεις έχουν
πλέον ικανοποιηθεί.

Πράγματι, η (1.10) μετα την αντικατάσταση του cb καταλήγει στην
μορϕή

−4a′(t)2

a(t)2
− 1 0 0 0

0 −4a′(t)2

a(t)2
− 1 0 0

0 0
e−2xa(t)2(a(t)2−2a′′(t)a(t)+6a′(t)2)

c2λ21
0

0 0 0
c2e−2xλ21(a(t)2+2a′′(t)a(t)+2a′(t)2)

a(t)6

.
Αντικαθιστώντας την (4.44) στον προηγούμενο πίνακα παρατηρούμε
ότι τον μηδενίζει. Το στοιχείο μήκους στην προκειμένη περίπτωση είναι

ds2 = e−2(2m1+itϵ+x) (c22λ
4
1d(z)

2 + d(y)2e8m1+4itϵ) + c2λ
2
1d(t)

2 − c2λ
2
1d(x)

2

Σε αυτό το στάδιο, οι επαναπροσδιορισμοί{
y → µe−2m1Y, z → e2m1Z

µ
, t→ iT, x→ X, c2 → µ2

λ21

}
μεταβάλλουν το στοιχείο μήκους στην απλή τελική μορϕή

ds2 = µ2
(
−dT 2 − dX2 + e−2Tϵ−2XdY 2 + e2Tϵ−2XdZ2

)
, (4.45)

ενώ το διανυσματικό πεδίο του αιθέρα μετατρέπεται στο uµ =
{
−
√
µ2 − λ1

2, λ1, 0, 0
}

το οποίο, για να είναι πραγματικό, συνεπάγεται τον περιορισμό λ21 <
|µ|2.

Το βαθμωτό Ricci είναι R = 8
µ2
. Λόγω του αναλλοίωτου της προηγού-

μενης σχέσης το µ είναι ουσιώδης βαρυτική σταθερά.

Επίσης οι μη μηδενικοί όροι του τανυστή Riemann είναι:

Rαβγδ =
{
µ2e−2(Tϵ+X), µ2e2Tϵ−2X , µ2ϵe−2(Tϵ+X), µ2ϵe2Tϵ−2X

}
Το βαθμωτό Kretschmann Kr ≡ RabcdRabcd ισούται με
32
µ4

τέλος η συναλλοίωτη παράγωγος του τανυστή Riemann είναι 0.
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Το παραπάνω στοιχείο μήκους αντιπροσωπεύει μια γεωμετρία χωρίς
ανωμαλίες, λόγω του ότι έχει μηδενιστεί η συναλλοίωτη παράγωγος του
τανυστή Riemann καθώς και τα δεκατέσσερα βαθμωτά καμπυλότητας
είναι πολυώνυμα του βαθμωτού Ricci R = 8

µ2
.

Πράγματι υπολογίζοντας και τα 14 βαθμωτά καμπυλότητας βρίσκουμε{
8
µ2
, 32
µ4
, 32
µ6
, 64
µ8
, 64
3µ4
,−32(ϵ−3)(ϵ+3)

9µ6
, 0, 0, 0, 256

3µ8
, 0, 0, 1024

3µ12
, 0
}

όπου εύκολα βλέπουμε ότι είναι συναρτήσεις του βαθμωτού Ricci{
R, R

2

2
, R

3

16
, R

4

64
, R

2

3
,− 1

144
R3(ϵ− 3)(ϵ+ 3), 0, 0, 0, R

4

48
, 0, 0, R

6

768
, 0
}
.

Ο χωρόχρονος δεν είναι μέγιστα συμμετρικός, αϕου δεν υπάρχει στα-
θερά c ώστε να ισχύει η σχέση Rλµνκ = c(gλνgµκ − gλκgµν).

Σημειώστε ότι, δεδομένου ότι η γεωμετρία δέχεται μόνο ένα επιπλέον
πεδίο Killing (1, 0, ϵY,−ϵZ), έχουμε την ενδιαϕέρουσα περίπτωση ενός
CSI χωρόχρονου [94].

Παρά το ουδέτερο της υπογραϕής του στοιχείου μήκους, ερευνούμε την
προκύπτουσα ερμηνεία του τανυστή Tµν ως ένα ιδανικό ρευστό:

ρ =
2

µ2
, p = − 2

µ2
, qκ = 0, πµν = 0 (4.46)

με καταστατική εξίσωση p+ ρ = 0 δηλαδή ο Tµν μιμείται την κοσμολο-
γική σταθερά.

• Αν c2 6= 0, c1 + c3 = 0, ab 6= cb τότε με την εϕαρμογή των ίδιων βημάτων
όπως πριν καταλήγουμε σε ab = σταθερό, που έρχεται σε αντίθεση με
την αρχική υπόθεση αυτής της περίπτωσης. Επομένως δεν υπάρχει λύση
εδώ.

Περίπτωση B5

Τώρα μπορούμε να λύσουμε την εξίσωση (4.42) ως διαϕορική εξίσωση ως
προς b(t) λαμβάνοντας

b(t) =
2λ21e

m1+t

e2ta(t)− λ21e
2m1a(t)

, (4.47)

με m1 μια σταθερά ολοκλήρωσης.
Όταν αυτό αντικατασταθεί στην (1.13) λαμβάνουμε απο την πρώτη συνι-

στώσα της μια διαϕορική εξίσωση ως προς a(t)
(c1+c3)e−4(m1+t)(e2t−λ21e2m1)(λ21e2m1+e2t)(2a′(t)(e2t−λ21e2m1)+a(t)(λ21e2m1+e2t))2

8λ71a(t)
2 = 0
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η οποία έχει τη λύση
a(t) = m2et/2√

e2t−λ21e2m1
. Χρησιμοποιώντας τα προηγούμενα a(t), b(t) ικανοποιού-

νται οι (1.13) και (1.14) και η (1.10) μας δίνει το αποτέλεσμα
(0, 0) = −6(c1+3c2+c3−2)e2(m1+t)λ21

(e2t−e2m1λ21)
2 = 0

(1, 1) =
6(c1+3c2+c3−2)e2(m1+t)λ21

(e2t−e2m1λ21)
2 = 0

(2, 2) =
3(c1+3c2+c3−2)e2t−2xm4

2

2λ21(e2t−e2m1λ21)
2 = 0

(3, 3) =
24(c1+3c2+c3−2)e4m1+2t−2xλ61

m4
2(e2t−e2m1λ21)

2 = 0

Τα παραπάνω οδηγούν στους τελικούς παράγοντες κλίμακας

a(t) =
m2e

t/2√
e2t − λ21e

2m1

, b(t) =
2λ21e

m1+
t
2

m2

√
e2t − λ21e

2m1

(4.48)

με την υπόθεση c1 + 3c2 + c3 = 2.
H μετρική που προκύπτει είναι

gαβ =



− 4λ14e2(m1+t)

(e2t−λ12e2m1)
2 0 0 0

0 4λ14e2(m1+t)

(e2t−λ12e2m1)
2 0 0

0 0 m24e2t−2x

(e2t−λ12e2m1)
2 0

0 0 0 16λ18e4m1+2t−2x

m24(e2t−λ12e2m1)
2


To αντίστοιχο στοιχείο μήκους με την υπόθεση c1+3c2+ c3 = 2 προκύπτει

ως
ds2 =

e2t−2x(−4λ41m
4
2d(t)

2e2(m1+x)+4λ41m
4
2d(x)

2e2(m1+x)+m8
2d(y)

2+16λ81e
4m1d(z)2)

m4
2(e2t−λ21e2m1)2

Χρησιμοποιώντας τον μετασχηματισμό t→ log (λ1)+m1+ t, x→ m2
1+x+

log(2), y → 4λ21e
m2

1+m1y

m2
2

, z → em
2
1e−m1m2

2z

λ21

το στοιχείο μήκους καταλήγει στην απλούστερη μορϕή

ds2 = λ21csch2t
(
−dt2 + dx2 + e−2xdy2 + e−2xdz2

)
, (4.49)

Επιπλέον, το Rλµνκ =
1
λ21
(gλνgµκ− gλκgµν), αποκαλύπτοντας τον χωροχρόνο

ως μέγιστα συμμετρικό με βαθμωτό Ricci R = 12
λ21
.

Εάν διερευνήσουμε περαιτέρω τις ϕυσικές ιδιότητες του τανυστή ενέργειας-
ορμής για την παραπάνω λύση, βρίσκουμε ότι

ρ =
3

λ21
, p = − 3

λ21
, qκ = 0, πµν = 0 (4.50)

συμπεραίνουμε ότι αντιστοιχεί σε ένα ιδανικό ρευστό με καταστατική εξί-
σωση p+ ρ = 0 και μηδενική αγωγή θερμότητας, δηλαδή μιμείται την κοσμο-
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λογική σταθερά.

4.1 Bianchi Type V LRS

Το γενικό διαγώνιο στοιχείο μήκους Bianchi Type V LRS είναι:

ds2 = e−2xa(t)2d(y)2 + e−2xa(t)2d(z)2 + b(t)2d(x)2 − d(t)2M(t)2 (4.51)

με τα αντίστοιχα διανυσματικά πεδία Killing :
ξ1 =

∂
∂y
,

ξ2 =
∂
∂z
,

ξ3 =
∂
∂x

+ y ∂
∂y

+ z ∂
∂z
.

ξ4 = −z ∂
∂y

+ y ∂
∂z
.

Τα ξ1, ξ2, ξ3 είναι τα ίδια με αυτά του Bianchi Type V. Αυτά μαζί με
τον περιορισμό ότι το διανυσματικό πεδίο πρέπει να είναι αστρόβιλο μας
δίνουν ακριβώς την προηγούμενη μορϕή του διανυσματικού πεδίου uµ =

{u0(t), λ1, 0, 0}. Παρατηρούμε ότι η παράγωγος Lie του uµ ως προς το διανυ-
σματικό πεδίο ξ4 δίνει

Lξ4uµ = {0, 0, 0, 0}.
Αυτό σημαίνει ότι το uµ έχει την συμμετρία ξ4 του χώρου και έτσι δεν με-

ταβάλλεται η αρχική μορϕή του διανυσματικού πεδίου. Αυτές οι απαιτήσεις,
μαζί με τη χρήση της (1.14) δίνουν το αποτέλεσμα στην ακόλουθη αρχική
μορϕή (λ1 είναι μια σταθερά ολοκλήρωσης):

ua =
u0 (t)

−M2
δat +

λ1
b(t)2

δax, u0 (t) =
a(t)

√
b(t)2 + λ21
b(t)

. (4.52)

Στη συνέχεια επιλέγουμε το χρόνο έτσι ώστε M(t) = a(t) οπότε, η δεύτερη
συνιστώσα της εξίσωσης (1.13) λαμβάνει τη μορϕή

1

a(t)3b(t)4

(
λ1a(t)

3
(
b(t)2λ(t) + 2(c1 + c3)

)
− 2a(t)2(c1 + c3)

√
b(t)2 + λ21b

′(t)−

(4.53)
a(t)b(t)(c1 + c3)

(
2a′(t)

√
b(t)2 + λ21 − λ1b

′′(t)
)
+ λ1b(t)(c1 + c3)a

′(t)b′(t)
)
= 0

Ο συντελεστής του λ(t) περιέχει το λ1 υπονοώντας ότι πρέπει να διε-
ρευνήσουμε ξεχωριστά τις δύο κατηγορίες λύσεων όπου: Κατηγορία Α όταν
λ1 = 0 και Κατηγορία B όταν λ1 6= 0.

Εμεις στην παρούσα διατριβή θα ασχοληθούμε με την Κατηγορία Α. Η
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δεύτερη συνιστώσα της (1.13) εμϕανίζει την μορϕή:

2(c1 + c3) (b(t)a
′(t)− a(t)b′(t))

a(t)2b(t)3
= 0 (4.54)

Σε αυτήν την κατηγορία υπάρχουν δύο πιθανές περιπτώσεις μελέτης, που
αντιστοιχούν σε

Περίπτωση A1 c1 + c3 = 0 c2 <
2
3

Περίπτωση A2 c1 + c3 6= 0 q < 0

όπου q = c1 + 3c2 + c3 − 2.

4.1.1 Περίπτωση A1

Η μη μηδενική συνιστώσα της (1.13) δίνει την τιμή του λ(t)

λ(t) =
c2(−2a(t)b(t)2a′′(t)+a(t)b(t)a′(t)b′(t)+4b(t)2a′(t)2−a(t)2b(t)b′′(t)+a(t)2b′(t)2)

a(t)4b(t)2

Οι παραδοχές αυτής της υπόθεσης και η παραπάνω τιμή του λ(t) οδηγούν
την (0,1) συνιστώσα της (1.10) στην μορϕή

2a′(t)
a(t)

− 2b′(t)
b(t)

= 0

με λύση b(t) = cba(t). Κάνοντας όλες τις παραπάνω αντικαταστάσεις η
(0,0) συνιστώσα της (1.10) είναι

3(2− 3c2)cb2a′(t)2 − 6a(t)2 = 0 και δίνει λύση

a(t) = cae
(
√
2t)ϵ√

−(3c2−2)cb2 όπου ϵ2 = 1

Τότε το στοιχείο μήκους είναι:

ds2 = ca2d(y)2e
2tϵ√

(1− 3c2
2 )cb2

−2x

+ca2d(z)2e
2tϵ√

(1− 3c2
2 )cb2

−2x

+ca2cb2d(x)2e
2tϵ√

(1− 3c2
2 )cb2−

ca2d(t)2e
2tϵ√

(1− 3c2
2 )cb2

και είναι πραγματικός αριθμός επειδή c2 < 2
3
. Η τιμή τότε του λ(t) είναι:

λ(t) = −6c2e

− 2tϵ√
(1− 3c2

2 )cb2

(3c2−2)ca2cb2

Η μόνη μη μηδενική τιμή του τανυστή Riemann είναι:

3c2ca2e

2tϵ√
(1− 3c2

2 )cb2
−2x

3c2−2

Αν c2 = 0 έχουμε τον χωρόχρονο Minkowski , γιατί μηδενίζεται ο τανυστής
Riemann.

4.1.2 Περίπτωση A2

Τότε η δεύτερη συνιστώσα της (1.13) είναι η (4.54), επομένως λόγω των
υποθέσεων της Περίπτωσης A2 θα έχουμε:



4.1. Bianchi Type V LRS 68

b(t) = cba(t). Η μόνη μη μηδενική συνιστώσα της (1.13) μας δίνει την τιμή
του λ(t):

λ(t) = −3(c2a(t)a′′(t)−c1a′(t)2−2c2a′(t)2−c3a′(t)2)
a(t)4

Αντικαθιστώντας τις παραπάνω τιμές στην (0,0) συνιστώσα της (1.10)
καταλήγουμε στην σχέση

−3qa′(t)2

2a(t)2
− 3

cb2 = 0

η λύση της οποίας είναι

a(t) = cae
(i
√
2t)ϵ

cb√q με ϵ2 = 1

Το δε στοιχείο μήκους είναι
ds2 = ca2cb2d(x)2e

2i
√
2tϵ

cb√q +ca2d(y)2e−2x+ 2i
√

2tϵ
cb√q +ca2d(z)2e−2x+ 2i

√
2tϵ

cb√q −ca2d(t)2e
2i

√
2tϵ

cb√q

και είναι πραγματικός αριθμός όταν q < 0. Η τιμή τότε του λ(t) είναι

λ(t) = −6(−2c2+q+2)e
− 2i

√
2tϵ

cb√q

ca2cb2q , το βαθμωτό Ricci είναι

R = −6(q+2)e
− 2i

√
2tϵ

cb√q

ca2cb2q
Στην περίπτωση που το q = −2 δηλαδή c1 + 3c2 + c3 = 0 ο τανυστής

Riemann μηδενίζεται και έχουμε τότε τον χωρόχρονο Minkowski .
Παρατηρούμε ότι η A1 είναι υποπερίπτωση της A2. Πράγματι, αν το c1 +

c3 = 0 και c2 < 2
3
τότε το q = 3c2 − 2 και q < 0, επομένως οι λύσεις της

Περίπτωσης A1 περιέχονται στις λύσεις της A2.
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5
ΣΥΝΑΛΛΟΙΩΤΟ Uµ ΕΝΑΝΤΙ ΑΝΤΑΛΛΟΙΩΤΟΥ Uµ

Ηδράση που περιγράϕει την κίνηση με βασικό το uk είναι

SAE =

∫
d4x

√
−gR +

∫
d4x

√
−g
(
Kαβµνuµ;αuν;β + λ (ucuc + 1)

)
, (5.1)

Τις εξισώσεις πεδίου που προκύπτουν απο την δράση τις έχουμε ήδη βρεί
και είναι οι (1.10), (1.13), (1.14).

Αν προσπαθήσουμε να παραγάγουμε τις εξισώσεις θεωρώντας ως βασικό
το διανυσματικό πεδίο uk, η δράση που δίνει τις βαρυτικές εξισώσεις πεδίου
για την βαρύτητα Einstein-Aether δίνεται απο την παρακάτω εκϕραση:

SAE =

∫
V

√
−g
(
R +Kαβ

µνu
µ
;αu

ν
;β + λ

(
gαβu

αuβ + 1
))
d4x (5.2)

όπου το Kαβ
µν περιγράϕει την σύζευξη ανάμεσα στο διανυσματικό πεδίο του

αιθέρα και την βαρύτητα και ορίζεται ως

Kαβ
µν = c3δ

α
νδ
β
µ + c2δ

α
µδ

β
ν + c1g

αβgµν + c4gµνu
αuβ (5.3)

με c1, c2, c3 και c4 αδιάστατες σταθερές.
Η μεταβολή ως προς τον μετρικό τανυστή, θεωρώντας ως βασικό διάνυσμα

το uk, δίνει τις βαρυτικές εξισώσεις πεδίου

Gab = Wab, (5.4)



71 Κεϕάλαιο 5. Συναλλοίωτο uµ έναντι ανταλλοίωτου uµ

όπου Gab είναι ο τανυστής Einstein και Wab είναι ο τανυστής ενέργειας -
ορμης που θα πρέπει να υπολογίσουμε.

• Η μεταβολή ως προς gµν επιϕέρει στην δράση SAE την μεταβολή
δSAE =

∫
V

(
(δ
√
−g)

(
R +Kαβ

µνu
µ
;αu

ν
;β + λ

(
gαβu

αuβ + 1
))

+
√
−g
(
δ(Kαβ

µν)u
µ
;αu

ν
;β +Kαβ

µνδ(u
µ
;α)u

ν
;β +Kαβ

µνu
µ
;αδ(u

ν
;β) + δR+ λδ(gαβ)u

αuβ
))
d4x

Χρησιμοποιώντας την (1.5) καθως και τις σχέσεις πριν απο αυτή καταλή-
γουμε ότι το ολοκλήρωμα της μεταβολής της δράσης γίνεται:

δSAE =
∫
V

√
−gδ(gµν)(Rµν−Rgµν

2
)d4x+

∫
V

√
−ggµνδ(Rµν)d

4x+
∫
V
−

√
−g
2
gµνδ(g

µν)(Kαβ
µνu

µ
;αu

ν
;β+

λ
(
gαβu

αuβ + 1
)
)d4x +

∫
V

√
−g(δ(Kαβ

µν)u
µ
;αu

ν
;β+K

αβ
µνδ(u

µ
;α)u

ν
;β+K

αβ
µνu

µ
;αδ(u

ν
;β)+

λδ(gαβ)u
αuβ)d4x

Από την πρόταση (7.21) έχουμε ότι το
∫
V

√
−ggµνδ(Rµν)d

4x = 0 και χρησι-
μοποιώντας τον συμβολισμό Gµν = Rµν − Rgµν

2
το ολοκλήρωμα της μεταβολής

της δράσης γράϕεται:
δSAE =

∫
V

√
−gGµνδg

µνd4x+
∫
V
−

√
−g
2
gµνδ(g

µν)(Kαβ
µνu

µ
;αu

ν
;β+λ

(
gαβu

αuβ + 1
)
)d4x

+
∫
V

√
−g(δ(Kαβ

µν)u
µ
;αu

ν
;β+K

αβ
µνδ(u

µ
;α)u

ν
;β+K

αβ
µνu

µ
;αδ(u

ν
;β)+λδ(gαβ)u

αuβ)d4x

H μεταβολή δSAE ως προς gµν με βασικό το uk θα μας δώσει:
δSAE =

∫
V

√
−gGµνδ(g

µν)d4x+
∫
V
−

√
−g
2
gµνδ(g

µν)[Kαβ
µνu

µ
;αu

ν
;β+λ

(
gαβu

αuβ + 1
)
]d4x

+
∫
V

√
−g
[
c1δ(g

αβ)gµνu
µ
;αu

ν
;β + c1g

αβδ(gµν)u
µ
;αu

ν
;β + c4u

αuβδ(gµν)u
µ
;αu

ν
;β

+Kαβ
µνδ (u

µ
;α)u

ν
;β +Kαβ

µνu
µ
;αδ (u

ν
;β) + λδ(gαβ)u

αuβ
]
d4x =

Αλλάζοντας κατάλληλα τους δείκτες έχουμε
c1δ(g

αβ)gµνu
µ
;αu

ν
;β = c1δ(g

µν)gαβu
α
;µu

β
;ν

c1g
αβδ(gµν)u

µ
;αu

ν
;β = −c1gαβgρµgσνuρ;αuσ ;βδ(gµν)

c4u
αuβδ(gµν)u

µ
;αu

ν
;β = −c4uαuβgσµgρνδ(gµν)uσ ;αuρ;β

Παρατηρούμε ότι
Kαβ

µνδ (u
µ
;α)u

ν
;β = Kβα

νµu
µ
;αδ (u

ν
;β) = Kαβ

µνδ (u
ν
;β)u

µ
;α

Άρα Kαβ
µνδ (u

µ
;α)u

ν
;β +Kαβ

µνu
µ
;αδ (u

ν
;β) = 2Kαβ

µνδ (u
µ
;α)u

ν
;β

Ισχύει ότι uµ;α = uµ,α + uλΓµλα =⇒ δuµ;α = δuµ,α + δ
(
uλΓµλα

)
=⇒ δuµ;α =

uλδ(Γµλα)

Λόγω της (7.10) έχουμε

δΓµλα =
1

2
gρµ
(
δgρλ;α + δgρα;λ − δgλα;ρ

)
(5.5)

Επομένως 2Kαβ
µνδ (u

µ
;α)u

ν
;β = 2Kαβ

µνu
ν
;βu

λ 1
2
gρµ
(
δgρλ;α + δgρα;λ − δgλα;ρ

)
.

Με ανάλογο τρόπο όπως και στην (1.9) έχουμε:∫
V

√
−g2Kαβ

µνu
ν
;βu

λ 1
2
gρµδgρλ;αd4x = −

∫
V

√
−g
(
Kαβ

µνu
ν
;βu

λgµρ
)
;αδgρλd

4x =∫
V

√
−g
(
Kαβ

στu
τ
;βu

λgσρgρµgλν
)
;αδg

µνd4x =
∫
V

√
−g
(
Kαβ

µτu
τ
;βu

λgλν
)
;αδg

µνd4x.∫
V

√
−g2Kαβ

µνu
ν
;βu

λ 1
2
gρµδgρα;λd4x = −

∫
V

√
−g
(
Kαβ

µνu
ν
;βu

λgµρ
)
;λδgραd4x =∫

V

√
−g
(
Kαβ

στu
τ
;βu

λgσρgρµgαν
)
;λδg

µνd4x =
∫
V

√
−g
(
Kαβ

µτu
τ
;βu

λgαν
)
;λδg

µνd4x.
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∫
V

√
−g−2Kαβ

µνu
ν
;βu

λ 1
2
gρµδgλα;ρd4x =

∫
V

√
−g
(
Kαβ

µνu
ν
;βu

λgµρ
)
;ρδgλαd

4x =

−
∫
V

√
−g
(
Kαβ

στu
τ
;βu

λgσρgλµgαν
)
;ρδg

µνd4x = −
∫
V

√
−g
(
Kαβρτuτ ;βuµgαν

)
;ρδg

µνd4x.

Επομένως∫
V

√
−g2Kαβ

µνδ (u
µ
;α)u

ν
;βd

4x =
∫
V

√
−g(

(
Kαβ

µτu
τ
;βu

λgλν
)
;αδg

µν+
(
Kαβ

µτu
τ
;βu

λgαν
)
;λδg

µν+(
−Kαβρτuτ ;βuµgαν

)
;ρδg

µν)d4x.

Τελικά η μεταβολή δSAE ως προς gµν με βασικό το uk θα μας δώσει:
δSAE =

∫
V

√
−gδ(gµν)[Gµν − 1

2
gµν(K

αβ
µνu

µ
;αu

ν
;β + λ

(
gαβu

αuβ + 1
)
)

+c1gαβu
α
;µu

β
;ν − c1g

αβgρµgσνu
ρ
;αu

σ
;β − c4u

αuβgσµgρνu
σ
;αu

ρ
;β

+(Kαβ
µτu

τ
;βu

λgλν);α + (Kαβ
µτu

τ
;βu

λgαν);λ − (Kαβρτuτ ;βuµgαν);ρ]d
4x = 0

Άρα η μεταβολή ως προς τον μετρικό τανυστή δίνει τις εξισώσεις βαρυ-
τικού πεδίου:

Gµν −
1

2
gµν(K

αβ
µνu

µ
;αu

ν
;β + λ

(
gαβu

αuβ + 1
)
)+ (5.6)

+ c1gαβu
α
;µu

β
;ν − c1g

αβgρµgσνu
ρ
;αu

σ
;β − c4u

αuβgσµgρνu
σ
;αu

ρ
;β+

+
1

2
(Kαβ

µτu
τ
;βu

λgλν +Kαβ
ντu

τ
;βu

λgλµ);α +
1

2
(Kαβ

µτu
τ
;βu

λgαν +Kαβ
ντu

τ
;βu

λgαµ);λ−

− 1

2
(Kαβρτuτ ;βuµgαν +Kαβρτuτ ;βuνgαµ);ρ − λuµuν = 0.

• Η μεταβολή ως προς uµ επιϕέρει στην δράση SAE την μεταβολή:
δSAE =

∫
V

√
−g
(
δ
(
Kαβ

µνu
µ
;αu

ν
;β

)
+ λδ

(
gαβu

αuβ
))
d4x =∫

V

√
−g
(
δ(Kαβ

µν)u
µ
;αu

ν
;β +Kαβ

µνδ (u
µ
;α)u

ν
;β +Kαβ

µνu
µ
;αδ (u

ν
;β) + λgαβδ(uα)uβ+

λgαβuαδ(uβ)
)
d4x

Λόγω της (5.3) έχουμε:
δSAE =

∫
V

√
−g(δ(Kαβ

µν)u
µ
;αu

ν
;β + Kαβ

µνδ(u
µ
;α)u

ν
;β + Kαβ

µνu
µ
;αδ(u

ν
;β) +

λ(gαβδ(u
α)uβ + gαβu

αδ(uβ))d4x =∫
V

√
−g
(
c4δu

αuβgµνu
µ
;αu

ν
;β + c4u

αδuβgµνu
µ
;αu

ν
;β +Kαβ

µνu
ν
;βδ (u

µ
;α)+

Kαβ
µνu

µ
;αδ (u

ν
;β) + 2λgραuαδuρ

)
d4x =∫

V

√
−g
(
2c4δ(u

ρ)uαuν;ρu
ν
;α +Kαβ

µνu
ν
;βδ (u

µ
;α)+

Kαβ
µνu

µ
;αδ (u

ν
;β) + 2λgραuαδuρ

)
d4x.

Τότε Kαβ
µνu

ν
;βδ (u

µ
;α) = Kβα

νµu
µ
;αδ (u

ν
;β) λογω της Πρότασης 23.

Επομένως
δSAE =

∫
V

√
−g
(
2c4δ(u

ρ)uαuν;ρu
ν
;α + 2Kαβ

ρνu
ν
;βδ (u

ρ
;α)+

+2λgραuαδuρ
)
d4x.

Με ανάλογο τρόπο όπως και στην (5.11) έχουμε:
δSAE =

∫
V

√
−g
(
2c4δ(u

ρ)uαuν;ρu
ν
;α − 2(Kαβ

ρνu
ν
;β);αδ (u

ρ)+

+2λgραuαδuρ
)
d4x.

Αναπτύσοντας λοιπόν την (Kαβ
ρνu

ν
;β);α καταλήγουμε στην
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(Kαβ
ρνu

ν
;β);α = c4u

α
;αu

βgρνu
ν
;β + c4u

αuβ ;αgρνu
ν
;β +Kαβ

ρνu
ν
;β;α.

Τότε το
δSAE =

∫
V

√
−g2δ(uρ)

(
c4u

αuν;ρu
ν
;α − c4u

α
;αu

βgρνu
ν
;β − c4u

αuβ ;αgρνu
ν
;β −Kαβ

ρνu
ν
;β;α+

+λgραuα
)
d4x.

Θέλουμε δSAE = 0 ∀δ(uρ)
Άρα η εξισώση του πεδίου του αιθέρα είναι:

c4u
αuν;ρu

ν
;α−c4uα;αuβgρνuν ;β−c4uαuβ ;αgρνuν ;β−Kαβ

ρνu
ν
;β;α+λgραu

α = 0 (5.7)

• Τέλος, απο την μεταβολή δSAE ως προς το λ
Θέλουμε δSAE = 0 ∀ δλ.
δSAE =

∫
V

√
−gδ(λ)(gαβuαuβ + 1)d4x = 0 ∀ δλ

Επομένως
uaua + 1 = 0. (5.8)

Παρατηρούμε τώρα ότι η μεταβολή ως προς λ μας δίνει ακριβώς την ίδια
εξίσωση και στις δύο περιπτώσεις. Ελέγχουμε τώρα τις άλλες δύο εξισώσεις.

Πρώτα ελέγχουμε την μεταβολή ως προς το διανυσματικό πεδίο δηλαδή
τις (5.7) και (1.13). Η (1.13) έχει ελεύθερο δείκτη τον κ επάνω, η (5.7) έχει
ελεύθερο δείκτη τον ρ κάτω. Για να μπορέσουμε να τις συγκρίνουμε πολλα-
πλασιάζουμε την (5.7) με το gρκ.

c4u
αuν;ρu

ν
;αg

ρκ − c4u
α
;αu

βgρνu
ν
;βg

ρκ − c4u
αuβ ;αgρνu

ν
;βg

ρκ − Kαβ
ρνu

ν
;β;αg

ρκ +

λgραu
αgρκ = 0

Τελικά καταλήγουμε στην σχέση

c4u
αuν;ρu

ν
;αg

ρκ − c4u
α
;αu

βuκ;β − c4u
αuβ ;αu

κ
;β −Kαβκνuν ;β;α + λuκ = 0 (5.9)

Τροποποιούμε την (1.13) και έχουμε
c4g

µνuαuν;βuµ;αg
κβ−c4gµκgαλuλ;βuβuµ;α−c4gµκuαuβ;βuµ;α−Kαβµκuµ;α;β+λg

ακuα =

0

c4u
αuν;ρu

ν
;αg

κρ − c4u
α
;βu

βuκ;α − c4u
αuβ;βu

κ
;α −Kβακµuµ;α;β + λuκ = 0

Η τελική μας εξίσωση είναι:

c4u
αuν;ρu

ν
;αg

ρκ − c4u
β
;αu

αuκ;β − c4u
βuα;αu

κ
;β −Kαβκνuν;β;α + λuκ = 0 (5.10)

Παρατηρούμε ότι οι (5.10), (5.9) είναι ίδιες. Δεν παρατηρείται διαϕορά
ούτε στην εξίσωση πεδίου που εκϕράζει την μεταβολή ως προς το διανυσμα-
τικό πεδίο.

Μένει να εξετάσουμε τις βαρυτικές εξισώσεις που συνάγονται απο την
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μεταβολή της μετρικής. Η εξίσωση που προκύπτει θεωρώντας ως βασικό το
uκ είναι ο συνδυασμός των εξισώσεων (1.10) και (1.11).

Η εξίσωση που προκύπτει είναι:

Gµν −
1

2
gµνK

αβρσuρ;αuσ;β −
1

2
gµνλ(g

αβuαuβ + 1)+ (5.11)

+ c1g
αβ(uα;µuβ;ν + uµ;αuν;β) + c2g

αβ(uµ;νuα;β + uβ;αuν;µ) + c3g
αβ(uα;µuν;β + uµ;αuβ;ν)+

+ c4u
αuβuµ;αuν;β + c4(g

λαuµu
βuλ;νuα;β + gβλuαuνuβ;αuλ;µ) + λuµuν−

− (
1

2
Kαβλκuρuκ;βgρµgλν +

1

2
Kαβλκuρuκ;βgρνgλµ);α − (

1

2
Kαβλκuρuκ;βgρµgαν +

1

2
Kαβλκuρuκ;βgρνgαµ);λ

+ (
1

2
Kαβλκuρuκ;βgλµgαν +

1

2
Kαβλκuρuκ;βgλνgαµ);ρ = 0.

Θεωρώντας τώρα την διαϕορά ∆µν = (5.11)− (5.6) θα έχουμε:

∆µν = 2c1g
αβuµ;αuν;β + c2g

αβ(uα;βuµ;ν + uβ;αuν;µ) (5.12)

+ c3g
αβ(uµ;αuβ;ν + uα;µuν;β) + 2c4g

αβuαuβuµ;αuν;β + c4u
βuα;β(uµu

α
;ν + uνu

α
;µ)

+ 2λuµuν − (gλµgρνK
αβλκuρuκ;β + gλνgρµK

αβλκuρuκ;β);α.

Αναπτύσσουμε την σχέση (gλµgρνK
αβλκuρuκ;β + gλνgρµK

αβλκuρuκ;β);α =

(c1g
αβgλκuρuκ;βgρµgλν + c1g

αβgλκuρuκ;βgρνgλµ);α+

(c2g
αλgβκuρuκ;βgρµgλν + c2g

αλgβκuρuκ;βgρνgλµ);α+

(c3g
ακgβλuρuκ;βgρµgλν + c3g

ακgβλuρuκ;βgρνgλµ);α+

(c4u
αuβgλκuρuκ;βgρµgλν + c4u

αuβgλκuρuκ;βgρνgλµ);α =

c1g
αβuρ;αuν;βgρµ + c1g

αβuρuν;β;αgρµ+

c1g
αβuρ;αuµ;βgρν + c1g

αβuρuµ;β;αgρν+

c2g
βκuρ;νuκ;βgρµ + c2g

βκuρuκ;β;νgρµ+

c2g
βκuρ;µuκ;βgρν + c2g

βκuρuκ;β;µgρν+

c3g
ακuρ;αuκ;νgρµ + c3g

ακuρuκ;ν;αgρµ+

c3g
ακuρ;αuκ;µgρν + c3g

ακuρuκ;µ;αgρν+

c4u
α
;αu

βuµuν;β + c4u
αuβ ;αuµuν;β+

c4u
αuβuµ;αuν;β + c4u

αuβuµuν;β;α+

c4u
α
;αu

βuνuµ;β + c4u
αuβ ;αuνuµ;β+

c4u
αuβuν;αuµ;β + c4u

αuβuνuµ;β;α.

Αντικαθιστούμε την προηγούμενη σχέση στην (5.12) και καταλήγουμε
στην παρακάτω εξίσωση:
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∆µν = −c1gαβ (uνuµ;β;α + uµuν;β;α)− c2g
αβ (uµua;β;ν + uνuα;β;µ)− c3g

αβ (uνuβ;µ;α + uµuβ;ν;α)+

(5.13)

c4u
αuβ;α

(
uµu

β
;ν + uνu

β
;µ

)
− c4u

α
;αu

β(uνuµ;β + uµuν;β)− c4u
αuβ ;α(uνuµ;β + uµuν;β)−

c4u
αuβ (uνuµ;β;α + uµuν;β;α) + 2λuµuν .

Στην (5.10) αντικαθιστούμε την μορϕή του Kαβµν απο την (1.2) και έτσι
μετατρέπεται στην μορϕή ( για συντομογραϕία (eq2)κ):

(eq2)κ := −c1gαβgµκuµ;α;β − c2g
αµgβκuµ;α;β − c3g

ακgβµuµ;α;β − c4g
µκuαuβuµ;α;β+

(5.14)

c4g
κβgµνuαuµ;αuν;β − c4g

αλgµκuβuµ;αuλ;β − c4g
µκuαuβ ;βuµ;α+

λgακuα = 0.

Πολλαπλασιάζω την (5.14) με gνκ και προκύπτει η σχέση:
(eq2)ν = (eq2)

κ
gνκ = −c1gαβuν;α;β − c2g

αµuµ;α;ν − c3g
βµuµ;ν;β − c4u

αuβuν;α;β +

c4g
µρuαuµ;αuρ;ν − c4g

αλuβuν;αuλ;β − c4u
αuβ ;βuν;α + λuν = 0.

Αν θεωρήσουμε το άθροισμα (eq2)νuµ + (eq2)µuν έχουμε:

(eq2)νuµ + (eq2)µuν = −c1gαβ (uνuµ;α;β + uµuν;α;β)− c2g
βα (uνuα;β;µ + uµuα;β;ν)−

(5.15)

c3g
αβ (uνuβ;µ;α + uµuβ;ν;α)− c4u

αuβ (uνuµ;β;α + uµuν;β;α) + c4u
αuβ;α

(
uβ ;νuµ + uβ ;µuν

)
−

c4g
βλuαuλ;α (uνuµ;β + uµuν;β)− c4u

βuα;α(uνuµ;β + uµuν;β) + 2λuµuν .

Συγκρίνοντας τις (5.15) και (5.13) καταλήγουμε:

(eq2)νuµ + (eq2)µuν = ∆µν (5.16)

Παρατηρούμε ότι η διαϕορά ∆µν = 0 δυνάμει της εξίσωσης του πεδίου του
αιθέρα.



6
ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ

Σε αυτή τη διατριβή μελετήσαμε την ύπαρξη ακριβών λύσεων για τις εξι-
σώσεις πεδίου στη θεωρία παραβίασης της αναλλοιώτητας του Lorentz

γνωστή ως βαρύτητα Einstein-Aether. Αρχικά έχουμε διερευνήσει τις δυναμι-
κές εξισώσεις της θεωρίας αυτής για την περίπτωση των γεωμετριών FLRW
και LRS Bianchi τύπου III. Η ύπαρξη ή η μη ύπαρξη λύσεων στις ανηγμέ-
νες εξισώσεις εξαρτάται από την τιμή διαϕόρων συνδυασμών των αρχικών
παραμέτρων cI , I = 1...4 που εμϕανίζονται στο ολοκλήρωμα της δράσης (1.1).

Στην περίπτωση του FLRW ανακτάται η μετρική Minkowski για τις δύο
συγκεκριμένες περιπτώσεις k = 0 ή c1 + 3c2 + c3 = 0. Η περίπτωση −2 + c1 +

3c2+c3 = 0 αξίζει να σημειωθεί δεδομένου ότι, από τη μία πλευρά, η δυναμική
επιβάλλει k = 0, ενώ από την άλλη πλευρά το a(t) παραμένει ελεύθερο αν και
ο χρόνος έχει καθοριστεί από την επιλογήM(t) = a(t). Οσο αϕορά την πυκνό-
τητα της ανηγμένης Λαγκρανζιανής LFLRW αναπαράγει σωστά τη ανηγμένη
δυναμική σε όλες τις περιπτώσεις, ακόμα και εκεί όπου το a(t) παραμένει
μη καθορισμένο. Αξίζει να σημειωθεί ότι ο συνδυασμός των αρχικών παρα-
μέτρων c1 + 3c2 + c3 εισάγεται στις (2.7), (2.8), και κατά συνέπεια ταξινομεί
τις επακόλουθες λύσεις που βρέθηκαν, είναι ακριβώς αυτό που αναμένεται
από τα ευρήματα στο [24] που εϕαρμόζονται στην περίπτωση ενός πεδίου
αιθέρα που έχει μηδενικά διάτμηση, επιτάχυνση και περιστροϕή (λόγω του
ότι η χωρική ϕέτα είναι ομογενής και ισοτροπική). Ωστόσο, σημειώνουμε ότι
αυτός ο συνδυασμός δεν είναι ο μόνος που εμϕανίζεται σε εκϕράσεις που



77 Κεϕάλαιο 6. Συμπεράσματα

περιλαμβάνουν τον πολλαπλασιαστή Lagrange λ(t) όπως στην (1.11) (όταν
ϕυσικά αντικαθίσταται το συγκεκριμένο λ(t) του Κεϕαλαίου 3) ή στις (2.3),
(2.17), στην πραγματικότητα αναμένονται τόσοι διαϕορετικοί συνδυασμοί,
ώστε να ακυρώνουν τους παρόμοιους του (2.3). Ο λόγος για αυτό είναι ότι
στο [24] ο μοναδιαίος χαρακτήρας του ua δεν επιβάλλεται μέσω ενός πολλα-
πλασιαστή Lagrange στο επίπεδο της δράσης, αλλά μάλλον απευθείας στις
δυναμικές εξισώσεις.

Στην περίπτωση του χωρόχρονου LRS Bianchi Type III η κατάσταση αλ-
λάζει δραστικά όσον αϕορά την ύπαρξη λύσεων στις ανηγμένες εξισώσεις.
Υπάρχουν σημαντικά μεγάλα τμήματα του χώρου παραμέτρων για τα οποία
δεν υπάρχει λύση. Για τις περιπτώσεις όπου υπάρχουν λύσεις, η ανηγμένη
Λαγκρανζιανή πυκνότητα LIII τις ανακτά σωστά, υποδεικνύοντας ότι είναι
έγκυρη. Αξίζει να σημειωθεί ότι, όταν δεν υπάρχουν λύσεις για τις ανηγμένες
εξισώσεις, η δυναμική της Λαγκρανζιανής που δίνεται από το LIII δεν οδηγεί
επίσης σε λύσεις. Έτσι, για καθεμία από αυτές τις περιπτώσεις, η αντίστοιχη
Λαγκρανζιανή αποτελεί ένα εξαιρετικά μη τετριμμένο παράδειγμα μη συμ-
βατής δυναμικής.

Εάν κάποιος θα ήθελε να έρθει σε επαϕή με τη βαρύτητα του Horava, όπου
ένας ϕυσικός χρόνος T είναι βασικής σημασίας, μπορεί κανείς να πει ότι ο
υψηλός βαθμός συμμετρίας του στοιχείου μήκους της FLRW περιορίζει το
ua ώστε να είναι συνάρτηση μόνο του χρόνου T ≡ T (t). Στην περίπτωση της
γεωμετρίας του χωρόχρονου LRS Bianchi Type III , η μικρότερη συμμετρία
επιτρέπει έναν κατ΄αρχήν ϕυσικό χρόνο T (t, z) ≡

∫
u0(t)dt+λ3z. Αυτό δείχνει

περισσότερη ομοιότητα με τη βαρύτητα Horava.
Οι καθαρές λύσεις Einstein-Hilbert δεν καλύπτονται από τη μέθοδο μας

λόγω της χρήσης της εξίσωσης μοναδιακότητας για τη σύνδεση μεταξύ ua(t)
και του M(t). Ωστόσο, δεδομένου ότι οι Λαγκρανζιανές πυκνότητες LFLRW ,
LIII ισχύουν για όλες τις περιπτώσεις στις οποίες υπάρχουν λύσεις στις
ανηγμένες εξισώσεις, μπορούμε εύκολα να ανακτήσουμε τις καθαρές λύσεις
Einstein-Hilbert λαμβάνοντας υπόψη την περίπτωση T (t) = µ1 για το πρώτο
και u0(t) = 0, λ3 = 0 για το δεύτερο μοντέλο.

Στην συνέχεια για την υποκείμενη γεωμετρία υποθέσαμε ότι είναι ο χωρό-
χρονος Bianchi Type V , με ένα πίνακα που υπαγορεύεται από τον μηδενισμό
του συνδέσμου Gtx. Σημειώστε ότι αυτή η μορϕή του στοιχείου μήκους, αν και
με δύο ανεξάρτητες συναρτήσεις του χρόνου, δεν είναι συμμετρικά τοπικά
περιστροϕική, δηλαδή δεν δέχεται ένα τέταρτο πεδίο Killing. Περιορίσαμε
επίσης τη μορϕή του πεδίου του αιθέρα επιβάλλοντας σε αυτό τις συμμετρίες
της γεωμετρίας, ϕτάνοντας έτσι σε δύο πιθανές περιπτώσεις. Και για τα δύο
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μοντέλα της μελέτης μας προσδιορίσαμε τις εξισώσεις πεδίου και παρουσί-
ασαμε τον χώρο λύσης τους. Όπως και στο προηγούμενο κεϕάλαιο μας για
τη LRS Bianchi Type III [85], διαπιστώνουμε επίσης ότι υπάρχουν ακριβείς
λύσεις μόνο για συγκεκριμένες τιμές των παραμέτρων ζεύξης της θεωρίας
Einstein-Αether.

Όταν το πεδίο του αιθέρα είναι παράλληλο με τον συν-κινούμενο πα-
ρατηρητή, διαπιστώσαμε ότι υπάρχει μια ακριβής λύση που αντιστοιχεί σε
ιδανικό ρευστό στην περίπτωση A2 , όταν c1 + 3c2 + c3 − 2 6= 0, q = 0. Σε
αυτήν την περίπτωση είναι ο χωρόχρονος Friedmann--Lemaître--Robertson-
-Walker με μη μηδενική χωρική καμπυλότητα. Από την άλλη πλευρά, στην
περίπτωση A3, όταν c1+3c2+c3−2 6= 0, q 6= 0 βρίσκουμε τόσο λύσεις που δεν
αντιστοιχούν σε ιδανικό ρευστό όσο και λύσεις που αντιστοιχούν σε ιδανικό
ρευστό. Η τελευταία περίπτωση είναι όταν επιπλέον (9c2 − 5q − 9) 6= 0, και
τότε βρίσκεται μια λύση που αντιστοιχεί σε ιδανικό ρευστό.

Όταν το πεδίο αιθέρα δεν είναι παράλληλο με τον συν-κινούμενο παρατη-
ρητή διαπιστώσαμε ότι υπάρχει μια ακριβής λύση που αντιστοιχεί σε ιδανικό
ρευστό στην περίπτωση B4 , όταν c2 6= 0, c1 + c3 = 0, ab = cb. Υπάρχουν δύο
πιθανές περιοριστικές σχέσεις για τις σταθερές ζεύξης, όταν υπάρχουν ακρι-
βείς λύσεις. Αυτά συμβαίνουν στην περίπτωση B2 όπου c2 = 0, c1 + c3 = 0,

και στην περίπτωση B5 όπου c1 + c3 6= 0.
Τέλος, θα θέλαμε να σχολιάσουμε εν συντομία την υπόθεση LRS: Ο πί-

νακας των συντελεστών κλίμακας είναι τώρα γµν = diag{a2, a2, b2} που έχει
ως αποτέλεσμα μη μηδενικό Gtx στοιχείο του τανυστή Einstein. Τώρα η γε-
ωμετρία δέχεται το τέταρτο πεδίο Killing ξ4 = −z ∂

∂y
+ y ∂

∂z
. Το πεδίο του

αιθέρα παραμένει το ίδιο, καθώς Lξ4ua = 0, και έτσι η ταξινόμηση σύμϕωνα
με το λ1 είναι μηδέν ή μη μηδέν. Υπάρχει ωστόσο μια σημαντική διαϕορά
στο χώρο των λύσεων. Για παράδειγμα, στην περίπτωση της κατηγορίας
Α (λ1 = 0) υπάρχει μόνο μία οικογένεια λύσεων που περιγράϕονται από
τους παράγοντες κλίμακας a(t) = m2 exp

(
√
2t)ϵ

m1

√
(2−Q)

και b(t) = m1a(t) όπου
ϵ = ±1, Q = c1 + 3c2 + c3 < 2 ώστε να είναι πραγματική η λύση, με τον
χωρόχρονο Minkowski να αντιστοιχεί στην τιμή Q = 0.Σημειώστε επίσης ότι,
εάν εξεταζόταν ένα ελεύθερο ηλεκτρομαγνητικό πεδίο αντί για το πεδίο του
αιθέρα, το στοιχείο μήκους που χρησιμοποιείται στην παρούσα εργασία θα
οδηγούσε μόνο στη λύση του κενού ενώ το στοιχείο LRS θα είχε μη τετριμ-
μένες λύσεις. Όλα αυτά τα θέματα είναι υπό εξέταση και θα παρουσιαστούν
σε μελλοντική εργασία.

Πριν τελειώσουμε τη συζήτησή μας, μια σύντομη αναϕορά, σχετικά με
τη βιωσιμότητα των ακριβών λύσεων που βρέθηκαν εδώ όταν εξετάζονται
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Περ. Συν. Ισ.Χ R.
A3i (9c2 − 5q − 9) 6= 0

f (t) = iπ
2
(2κ+ 1) Ναι −6e−4ϵkt (4k2 − 1)

A3ii (9c2 − 5q − 9) 6= 0 Όχι − (ρ0 + ρ1 cos(4ρ2t))
f(t) = −2 tanh−1 (tan (A (t− t0))) sec3(2ρ2t)

B2i c2 = 0 , f(t) = iκπ Ν.M 0
B2ii c2 = 0 , f(t) = 2 coth−1 e2t−m1 Όχι 96

κ4
csch6 (2τ))

B4 c1 + c3 = 0 , a (t) b (t) = cb Όχι 8
µ2
(όχι ανωμαλίες)

Πίνακας 6.1: Φυσικά αποδεκτοί ακριβείς χωρόχρονοι Bianchi V στην θεωρία
Einstein-Αether , Περ.≡ Περίπτωση, Συν ≡ Συνθήκες, Ισ. Χ ≡ Ισοτροπος
χωρόχρονος, R ≡ βαθμωτό Ricci

υπό το ϕως των τιμών ή και του εύρους των τιμών των σταθερών σύζευξης
του αιθέρα που δίδονται από τις παρατηρήσεις (δείτε, π.χ. [95, 96, 97]).
Στο [95] έχουν εϕαρμοστεί τα δεδομένα βαρυτικών κυμάτων για το συμβάν
GW170817 , ενώ στο [96] οι περιορισμοί έχουν δημιουργηθεί με τη χρήση
κοσμικών ακτίνων εξαιρετικά υψηλής ενέργειας.

Με τη χρήση των αποτελεσμάτων αυτών των εργασιών, καταλήγουμε στο
συμπέρασμα ότι η λύση της υπόθεσης A2 για το Bianchi Type V δεν είναι
βιώσιμη αϕού το c2 δεν βρίσκεται στο εύρος τιμών όπως δίνεται από το [95].
Για την περίπτωση A3 του Bianchi Type V μόνο η λύση με (9c2 − 5q − 9) 6=
0 είναι ϕυσικά αποδεκτή, ενώ η ακριβής λύση στην οποία q = 9

5
(c2 − 1)

απορρίπτεται από τις παρατηρήσεις.
Όσον αϕορά την οικογένεια B λύσεων, οι B2 και B4 είναι αποδεκτές λύσεις

εάν τις θεωρήσουμε στα χαμηλότερα όριά τους c2 → 0 και c1 + c3 → 0

αντίστοιχα. Τα αποτελέσματα συνοψίζονται στον πίνακα.
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7
ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ

Στο κεϕάλαιο αυτό θα αποδείξουμε σχέσεις χρειαστήκαμε στην πορεία
της εργασίας.

Ορισμός 1:
Θεωρούμε τους 44 αριθμούς ϵαβγδ, οι οποίοι ορίζονται με τις εξής συμβά-

σεις:
α) Αν δύο δείκτες είναι ίσοι τότε ϵαβγδ = 0

β) ϵ0123 = 1

γ) Σε οποιαδηποτε αντιμετάθεση δεικτών το συμβολο ϵ αλλάζει πρόσημο
ϵβαγδ = −ϵαβγδ

Για το σύμβολο ϵ ισχύει η εξής πρόταση:
Πρόταση 2:
Έστω T τυχαίος πίνακας και |T | η ορίζουσα του. Τότε ισχύει η σχέση
ϵαβγδTµ

αT
ν
βT

ρ
γT

σ
δ = |T|ϵµνρσ

Απόδειξη
Θεωρούμε την παράσταση σµνρσ = ϵαβγδT µαT

ν
βT

ρ
γT

σ
δ

Εύκολα μπορούμε να δείξουμε ότι η παράσταση αυτή αλλάζει πρόσημο
όταν δύο δείκτες αντιμετατεθούν:

σλκχψ = ϵαβγδT λαT
κ
βT

χ
γT

ψ
δ = −ϵβαγδT κβT λαT χγTψδ = −σκλχψ

Επομένως είναι ανάλογη με το ϵλκχψ. Δηλαδή έχουμε σλκχψ = xϵλκχψ. Για
να προσδιορίσουμε την τιμή του x θέτουμε στην παραπάνω σχέση λκχψ =

0123 και έχουμε:
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σ0123 = xϵ0123 =⇒ ϵαβγδT 0
αT

1
βT

2
γT

3
δ = x

Με απευθείας υπολογισμό μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι ϵαβγδT 0
αT

1
βT

2
γT

3
δ =

|T |. Επομένως x = |T |
Στην συνέχεια θεωρούμε έναν χώρο με μετρική gµν. Η ορίζουσα της συμ-

βολίζεται με g. Ας θεωρήσουμε μια μικρή μεταβολή δgµν της μετρικής στον
χώρο αυτό.

Πρόταση 3:
Να αποδειχθούν οι σχέσεις:

δg = δgµνgg
µν (7.1)

δgλα = δgµν (−g
µα) gνλ (7.2)

Απόδειξη
α) Για την (7.1)
Είναι: g = g0κg1λg2µg3νϵ

κλµν και 1
g
= g0κg1λg2µg3νϵκλµν

δg = δg0κg1λg2µg3νϵ
κλµν+g0κδg1λg2µg3νϵ

κλµν+g0κg1λδg2µg3νϵ
κλµν+g0κg1λg2µδg3νϵ

κλµν

(7.3)
g1αg2βg3γ

g
= g1αg2βg3γg

0κg1λg2µg3νϵκλµν = g0κϵκλµνδ
λ
αδ

µ
βδ

ν
γ = g0κϵκαβγ

=⇒ 1
g
ϵκαβγg1αg2βg3γ = g0κϵκαβγϵ

καβγ = g0κ

=⇒ ϵκαβγg1αg2βg3γ = gg0κ

Ομοίως:
ϵαλβγg0αg2βg3γ = gg1λ, ϵαβµγg0αg1βg3γ = gg2µ, ϵαβγνg0αg1βg2γ = gg3ν

Οπότε:
(7.3) −→ δg = δg0κgg0κ + δg1λgg1λ + δg2µgg2µ + δg3νgg3ν

=⇒ δg = δgµνggµν

β) Για την (7.2)
gµαgµν = δαν ⇐⇒ δgµαgµν = δgµν (−gµα)
δgµαgµνgνλ = δgµν (−gµα) gνλ ⇐⇒ δgµαδλµ = −gµαgνλδgµν
⇐⇒ δgλα = δgµν (−gµα) gνλ

Ορισμός 4:
Οι συντελεστές συσχέτισης ορίζονται ως εξής:
Γµβν =

1
2
gµρ (gρν,β − gβν,ρ + gρβ,ν)

Η συναλλοίωτη παράγωγος για έναν συναλλοίωτο τανυστή 2ας τάξεως
και έναν ανταλλοίωτο τανυστή 2ας τάξεως είναι:

Ορισμός 5:
Tµν;λ = Tµν,λ − TκµΓ

κ
νλ − TκνΓ

κ
µλ,
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T µν ;λ = T µν,λ + T κµΓνκλ + T κνΓµκλ (7.4)

όπου Γκµν οι συντελεστές συσχέτισης.
Χρησιμοποιώντας τον τύπο (7.4) έχουμε την παρακάτω πρόταση:
Πρόταση 6:
gµν;λ = 0 καθώς και gµν ;λ = 0

Απόδειξη
Πράγματι,
gρνΓ

ρ
λµ+gρµΓ

ρ
λν =

1
2
gρνg

ρσ (gσµ,λ − gλµ,σ + gσλ,µ)+
1
2
gρµg

ρσ (gσν,λ − gλν,σ + gσλ,ν) =
1
2
δσν (gσµ,λ − gλµ,σ + gσλ,µ) +

1
2
δσµ (gσν,λ − gλν,σ + gσλ,ν) =

1
2
(gνµ,λ − gλµ,ν + gνλ,µ) +

1
2
(gµν,λ − gλν,µ + gµλ,ν) =

gνµ,λ.

Επομένως gνµ,λ − gρνΓ
ρ
λµ − gρµΓ

ρ
λν = 0

Άρα gµν;λ = 0

Όμοια gµν ;λ = gµσgνκgσκ;λ = 0

Πρόταση 7: Για ένα τυχαίο πίνακα Μ ισχύει

Tr
{
M−1(x)

∂

∂xλ
M(x)

}
=

∂

∂xλ
lnDetM(x) (7.5)

όπου Det δηλώνει την ορίζουσα και Tr το ίχνος που είναι το άθροισμα των
διαγώνιων στοιχείων του πίνακα.

Απόδειξη
Για να αποδείξουμε την σχέση (7.5) θεωρούμε την μεταβολή στον lnDetM(x)

σε σχέση με την μεταβολή δxλ στο xλ:
δlnDetM = lnDet(δM +M)− lnDetM
= ln Det(δM+M)

DetM

= lnDetM−1(δM+M)

= lnDet(I +M−1(δM))

Κρατώντας τώρα απο την ορίζουσα μόνο τα στοιχεία πρωτης τάξεως ως
προς δM μπορούμε να πούμε ότι

δlnDetM = ln(Tr(M−1δM) + 1)

Αναπτύσσοντας την ln σε δυναμοσειρά και κρατώντας μόνο τους όρους
πρώτης τάξης ως προς δM έχουμε τελικά ότι:

δlnDetM = Tr(M−1δM)

Παίρνοντας τους συντελεστές του δxλ και στα δυο μέρη έχουμε την σχέση
(7.5)

Πρόταση 8:
Θα αποδείξουμε την σχέση V µ

;µ = 1√
−g

∂
∂xµ

(
√
−gV µ), όπου g = Detgµν.
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Απόδειξη
Η συναλλοίωτη παράγωγος ενος συναλλοίωτου διανύσματος είναι:

V µ
;µ =

∂V µ

∂xµ
+ V λΓµµλ (7.6)

Σημειώνουμε ότι το Γµµλ δίνεται απο τον τύπο

Γµµλ =
1

2
gµρ (gρµ,λ + gρλ,µ − gµλ,ρ) =

1

2
gµρgρµ,λ (7.7)

Αν εϕαρμόσουμε την σχέση (7.5) στην περίπτωση που ο πίνακας M είναι ο
πίνακας gρµ, βρίσκουμε χρησιμοποιώντας και την (7.7) ότι

Γµµλ =
1

2
Tr
{
(gρµ)

−1 ∂

∂xλ
gρµ

}
=

1

2

∂

∂xλ
ln(Detgµν) =

1

2

∂

∂xλ
ln(g) = 1

√
g

∂

∂xλ
√
g

(7.8)
Χρησιμοποιώντας τώρα την (7.6), βρίσκουμε ότι η συναλλοίωτη παράγωγος
είναι ακριβώς η

V µ
;µ =

1
√
g

∂

∂xµ
(
√
gV µ) =

1√
−g

∂

∂xµ
(
√
−gV µ) (7.9)

Πρόταση 9:
Τα δgµν , δgµν;κ, δΓµβν είναι τανυστές.
Απόδειξη
Έστω η αλλαγή της μετρικής gµν −→ gµν. Είναι:
gµν(x) = gµν(x) + δgµν(x) =⇒ (αναϕερόμενοι σε συγκεκριμένο σημείο x)
δgµν(x) = gµν(x)− gµν(x): είναι τανυστής ως διαϕορά τανυστών.
Ακολούθως και το δgµν;κ είναι τανυστής.
Επειδή Γµβν = 1

2
gµρ (gρν,β − gβν,ρ + gρβ,ν) καθώς και Γµβν = gρµΓρβν =⇒

Γρβν = gρκΓ
κ
βν που σημαίνει ότι Γρβν = 1

2
gκµgρκ (gµν,β − gβν,µ + gµβ,ν) =

1
2
(gρν,β − gβν,ρ + gρβ,ν)

Επομένως:
δΓµβν =

1
2
gρµ
(
δgρν,β − δgβν,ρ + δgρβ,ν

)
+ Γβνρδgρµ

χρησιμοποιώντας τώρα την (7.4) έχουμε
1
2
gρµ
(
δgρν;β − δgβν;ρ + δgρβ;ν

)
+ Γβνρδgρµ

+1
2
gρµ
(
δgρσΓσβν − δgνσΓσβρ + δgβσ (−Γσνρ) + δgβσΓσρν + δgρσΓσνβ + δgνσΓσρβ

)
δΓµβν =

1
2
gρµ
(
δgρν;β − δgβν;ρ + δgρβ;ν

)
+ Γβνρδgρµ + δgρσgρµΓσνβ =

1
2
gρµ
(
δgρν;β − δgβν;ρ + δgρβ;ν

)
+ Γβνρδgρµ + δgκτgρκ (−gρµ) gστΓσνβ =

1
2
gρµ
(
δgρν;β − δgβν;ρ + δgρβ;ν

)
+ Γβνρδgρµ − Γνβλδgµλ.

δΓµβν =
1
2
gρµ
(
δgρν;β − δgβν;ρ + δgρβ;ν

)
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Άρα
δΓµβν =

1

2
gρµ
(
δgρν;β − δgβν;ρ + δgρβ;ν

)
(7.10)

Το αντικείμενο δΓµβν είναι τανυστής, αϕού τα gµν και δgµν;κ είναι τανυ-
στές.

Πρόταση 10
Ισχύει [δ, ∂] = 0

Απόδειξη
Ξεκινώντας απο τον ορισμό της μερικής παραγώγου
gµν,κ = limhκ−→0

gµν(hκ+xκ)−gµν(xκ)
hκ

, έχουμε:
δ(gµν,κ) = δ(limhκ−→0

gµν(hκ+xκ)−gµν(xκ)

hκ
) =⇒

δ(gµν,κ) = limhκ−→0

{
gµν(hκ+xκ)−gµν(xκ)

hκ
− gµν(hκ+xκ)−gµν(xκ)

hκ

}
=⇒

δ(gµν,κ) = limhκ−→0

{
gµν(hκ+xκ)−gµν(xκ)−gµν(hκ+xκ)+gµν(xκ)

hκ

}
=⇒

δ(gµν,κ) = limhκ−→0

{
[gµν(hκ+xκ)−gµν(hκ+xκ)]−[gµν(xκ)−gµν(xκ)]

hκ

}
=⇒

δ(gµν,κ) = limhκ−→0

{
δgµν(hκ+xκ)−δgµν(x

κ)

hκ

}
=⇒

δ(gµν,κ) = (δgµν),κ

Δηλαδή [δ, ∂] = 0.

που σημαίνει ότι η μερική παράγωγος αντιμετατίθεται με την μεταβολή.
Στο ίδιο συμπέρασμα καταλήγουμε και στην περίπτωση της μεταβολής και
ως προς uκ.

Ορισμός 11
Ο τανυστής Riemann ορίζεται ως: Rλ

µνκ = ∂Γλ
µν

∂xκ
− ∂Γλ

µκ

∂xν
+ ΓηµνΓ

λ
ηκ −

ΓηµκΓ
λ
ην.

Ορισμός 12
Ο τανυστής Ricci δίνεται απο τον τύπο: Rµκ = Rλ

µλκ

Ορισμός 13
Το βαθμωτό Ricci ορίζεται: R = gµκRµκ = gµκRλ

µλκ

Θεώρημα 14 (Απόκλισης του Gauss)∫
V
∇
⇀

Fd4x =
∫
∂V

⇀

Fd3x

Πρόταση 15
Θεωρώντας μεταβολή της gµν και βασικό το uκ ισχύει η σχέση δuµ;α =

−1
2
gρλuλ

(
δgρµ;α − δgαµ;ρ + δgρα;µ

)
Απόδειξη
Πράγματι
uµ;α = uµ,α−uλΓ

λ
µα =⇒ δuµ;α = δuµ,α− δ

(
uλΓ

λ
µα

)
=⇒ δuµ;α = −uλδ(Γλµα) και

λόγω της (7.10) έχουμε
δuµ;α = −1

2
gρλuλ

(
δgρµ;α − δgαµ;ρ + δgρα;µ

)
.
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Πρόταση 16
Θεωρώντας μεταβολή του uκ ισχύει η σχέση δuµ;α = (δuµ);α
Απόδειξη
Παίρνοντας μεταβολή ως προς το uκ θα έχουμε :
Γνωρίζουμε ότι uµ;α = uµ,α − uλΓ

λ
µα =⇒ δuµ;α = δ(uµ,α)− δ

(
uλΓ

λ
µα

)
.

Λόγω της πρότασης (7.10) θα έχουμε:
δ(uµ,α) = (δuµ),α

Επομένως συμπεραίνουμε ότι:
δuµ;α = (δuµ),α − (δuλ)Γ

λ
µα

=⇒ δuµ;α = (δuµ);α
Θεωρούμε έναν γενικό (αλλά απειροστό ) μετασχηματισμό της μορϕής

(x′)
µ
= xµ − ξµ(x) (7.11)

Ας δούμε τώρα πώς μετασχηματίζεται ένα τετράνυσμα Aµ κάτω απο το
μετασχηματισμό (7.11)

A′µ(x′) = ∂(x′)µ

∂xκ
Aκ(x) = (δµκ − ξµ,κ)

(
Aκ(x′) + ξλAκ,λ + ...

)
=

Aµ(x′) + ξλAµ,λ − ξµ,λA
λ(x′) =⇒

A′µ(x′)− Aµ(x′) = ξλAµ,λ(x
′)− ξµ,λA

λ(x′)

Ορισμός 17
H παράγωγος Lie ως προς ένα διανυσματικό πεδίο ξ ορίζεται
LξA

µ = A′µ(x′)− Aµ(x′) = ξλAµ,λ(x
′)− ξµ,λA

λ(x′)

Ορισμός 18
Γενικεύοντας, η παράγωγος Lie ως προς ξ του τανυστή T µ...κρ...ν ορίζεται:
LξT

µ...κ
ρ...ν = T ′µ...κ

ρ...ν (x′)−T µ...κρ...ν (x
′) = ξλT µ...κρ...ν,λ−ξ

µ
,λT

λ...κ
ρ...ν − ...−ξκ,λT µ...λρ...ν +ξλ,ρT

µ...κ
λ...ν +

...+ ξλ,νT
µ...κ
ρ...λ

Ορισμός 19
Στην ειδική περίπτωση που ο τανυστής που εξετάζουμε είναι η μετρική

gµν και ικανοποιείται η σχέση
Lξgµν = 0 ⇐⇒ ξλgµν,λ + ξλ,µgλν + ξλ,νgµλ = 0

τότε το ξ ονομάζεται διάνυσμα Killing και είναι συμμετρία του χωρόχρο-
νου.

Πρόταση 20
Τα πεδία Killing της διδιάστατης σϕαίρας με συντεταγμένες {θ, ϕ} και με

μετρική gµν =
(

1 0

0 sin2(θ)

)
είναι:

ξ1 =
∂
∂ϕ
,

ξ2 = cos(ϕ) ∂
∂θ

− cot(θ) sin(ϕ) ∂
∂ϕ
,
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ξ3 = sin(ϕ) ∂
∂θ

+ cot(θ) cos(ϕ) ∂
∂ϕ

Απόδειξη
Έχουμε ότι Lξgµν = 0

⇐⇒ ξλgµν,λ + ξλ,µgλν + ξλ,νgµλ = 0

• Αν µ = ν = θ έχουμε:
ξλ,θgλθ = 0 =⇒ ξθ,θgθθ = 0 =⇒ ξθ,θ = 0 =⇒ ξθ = c1(ϕ).

• Αν µ = ν = ϕ έχουμε:
ξλgϕϕ,λ + ξλ,ϕgλϕ + ξλ,ϕgϕλ = 0

ξλgϕϕ,λ + 2ξλ,ϕgλϕ = 0

ξθgϕϕ,θ + 2ξϕ,ϕgϕϕ = 0

ξθ cos(θ) + ξϕ,ϕ sin(θ) = 0

ξϕ,ϕ = c1ϕ(− cot(θ))

ξϕ = c2(θ)− cot(θ)
∫
c1(ϕ) dϕ

• Αν µ = θ , ν = ϕ έχουμε:
ξλ,θgλϕ + ξλ,ϕgθλ = 0

ξϕ,θgϕϕ + ξθ,ϕgθθ = 0

ξϕ,θ sin
2(θ) + ξθ,ϕ = 0

sin2(θ)(
∫
c1(ϕ) dϕ

sin2(θ)
+ c2(θ)

′) + c1(ϕ)
′ = 0

c1(ϕ)
′ +
∫
c1(ϕ) dϕ = −c2(θ)′ sin2(θ) = c3

Επομένως
c2(θ)

′ = − c3
sin2(θ)

Άρα c2(θ) = c3 cot(θ) + c4

Επίσης
c1(ϕ)

′ +

∫
c1(ϕ) dϕ = c3 (7.12)

Παραγωγίζουμε ως προς ϕ την (7.12) και καταλήγουμε στην σχέση:
c′′1(ϕ) + c1(ϕ) = 0 =⇒ c1(ϕ) = c6 sin(ϕ) + c5 cos(ϕ)

Αντικαθιστούμε το αποτέλεσμα στην (7.12) και έχουμε:
−c5 sin(ϕ) + c6 cos(ϕ) + c5 sin(ϕ)− c6 cos(ϕ) = c3

Άρα c3 = 0, επομένως c2(θ) = c4 και c1(ϕ) = c6 sin(ϕ) + c5 cos(ϕ).
Συμπεραίνουμε ότι
ξθ = c6 sin(ϕ) + c5 cos(ϕ)

ξϕ = c4 − cot(θ)(c5 sin(ϕ)− c6 cos(ϕ))

Θέτουμε τώρα ξ =
(
ξθ

ξϕ

)
Τότε τα πεδία Killing της παραπάνω μετρικής είναι
ξ1 =

∂ξ
∂c4

|(c4,c5,c6)=(0,0,0) =
∂
∂ϕ

ξ2 =
∂ξ
∂c5

|(c4,c5,c6)=(0,0,0) = cos(ϕ) ∂
∂θ

− cot(θ) sin(ϕ) ∂
∂ϕ
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ξ3 =
∂ξ
∂c6

|(c4,c5,c6)=(0,0,0) = sin(ϕ) ∂
∂θ

+ cot(θ) cos(ϕ) ∂
∂ϕ

Ας θυμηθούμε από την Θεωρητική Μηχανική πώς εξάγονται οι εξισώσεις
Euler-Lagrange απο την στασιμότητα του ολοκληρώματος της δράσης.

Έστω η δράση I1 =
∫ t2
t1
L (t, q(t), q̇(t), q̈(t)) dt μιάς διαδρομής (1)

Αν παραλλάξουμε λίγο την διαδρομή, ώστε :
q −→ ε+ q, q̇ −→ ε̇+ q̇, q̈ −→ q̈ + ε̈, με ε(t1) = ε(t2) = ε̇(t1) = ε̇(t2) = 0

H δράση τωρα της παραλλαγμένης διαδρομής είναι I2 =
∫ t2
t1
L (t, ε+ q(t), ε̇+ q̇(t), q̈(t) + ε̈) dt

(2)

Για να είναι η (1) η ϕυσική διαδρομή, πρέπει η μεταβολή της δράσεως σε
πρώτη τάξη να είναι μηδέν ∀ε. Έχουμε:

δI = I2− I1 =
∫ t2
t1
L (t, ε+ q(t), ε̇+ q̇(t), q̈(t) + ε̈) dt−

∫ t2
t1
L (t, q(t), q̇(t), q̈(t)) dt

δI =
∫ t2
t1
[L (t, q(t), q̇(t), q̈(t))+∂L

∂q
ε+∂L

∂q̇
ε̇+∂L

∂q̈
ε̈+O (ε2, ε̇2, ε̈2)]dt−

∫ t2
t1
L (t, q(t), q̇(t), q̈(t)) dt

δI '
∫ t2
t1

(
∂L
∂q
ε+ ∂L

∂q̇
ε̇+ ∂L

∂q̈
ε̈
)
dt

Είναι d
dt

(
∂L
∂q̇
ε
)
− d

dt

(
∂L
∂q̇

)
ε = ∂L

∂q̇
ε̇

d2

dt2

(
∂L
∂q̈
ε
)
− d2

dt2

(
∂L
∂q̈

)
ε− 2 d

dt

(
∂L
∂q̈

)
ε̇ = ∂L

∂q̈
ε̈

Οπότε: δI '
∫ t2
t1
ε
(
∂L
∂q

− d
dt

(
∂L
∂q̇

)
− d2

dt2

(
∂L
∂q̈

))
dt−2

∫ t2
t1

d
dt

(
∂L
∂q̈

)
ε̇dt+

∫ t2
t1

d
dt

(
∂L
∂q̇
ε
)
dt+∫ t2

t1

d2

dt2

(
∂L
∂q̈
ε
)
dt

δI '
∫ t2
t1
ε
(
∂L
∂q

− d
dt

(
∂L
∂q̇

)
− d2

dt2

(
∂L
∂q̈

))
dt+2

∫ t2
t1

d2

dt2

(
∂L
∂q̈

)
εdt−2

[
d
dt

(
∂L
∂q̈

)
ε
]t2
t1
+[(

∂L
∂q̇

)
ε
]t2
t1
+
[
d
dt

(
(∂L
∂q̈

)
ε
)
]t2t1

δI '
∫ t2
t1
ε
(
∂L
∂q

− d
dt

(
∂L
∂q̇

)
+ d2

dt2

(
∂L
∂q̈

))
dt−2

[
d
dt

(
∂L
∂q̈

)
ε
]t2
t1
+
[(

∂L
∂q̇

)
ε
]t2
t1
+
[
d
dt

(
∂L
∂q̈

)
ε
]t2
t1
+[(

∂L
∂q̈

)
ε̇
]t2
t1

Επειδή ε(t1) = ε(t2) = ε̇(t1) = ε̇(t2) = 0 έχουμε:
δI '

∫ t2
t1
ε
(
∂L
∂q

− d
dt

(
∂L
∂q̇

)
+ d2

dt2

(
∂L
∂q̈

))
dt

Θέλουμε δI = 0 ∀ε ⇐⇒

∂L

∂q
− d

dt

(
∂L

∂q̇

)
+

d2

dt2

(
∂L

∂q̈

)
= 0 (7.13)

Πρόταση 21
Το ολοκλήρωμα

∫
V

√
−ggµνδRµνd

4x = 0.

Απόδειξη
Λογω των ορισμών 11,12,13 έχουμε :
Rβν = Rµ

βµν = Γµβµ,ν − Γµβν,µ + Γρβµ (Γ
µ
ρν)− ΓρβνΓ

µ
ρµ

δRβν = δΓµβµ,ν − δΓµβν,µ + δ ((ΓρβµΓ
µ
ρν))− δ (ΓρβνΓ

µ
ρµ) (7.14)
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Λόγω της (7.10) το δΓµβν είναι τανυστής οπότε έχουμε:
δΓµβν;µ = δΓµβν,µ − ΓρβµδΓ

µ
ρν + δΓρβνΓ

µ
ρµ − ΓρνµδΓ

µ
ρβ

δΓµβµ;ν = δΓµβµ,ν − ΓρβνδΓ
µ
ρµ + δΓρβµΓ

µ
ρν − ΓρνµδΓ

µ
ρβ

Άρα −δΓµβν;µ + δΓµβµ;ν = −δΓµβν,µ + δΓµβµ,ν − δ (ΓρβνΓ
µ
ρµ) + δ (ΓρβµΓ

µ
ρν)

δRβν = −δΓµβν;µ + δΓµβµ;ν (7.15)

Το ολοκλήρωμα
∫
V

√
−ggµνδRµνd

4x λόγω της (7.15), γίνεται:∫
V

√
−ggβνδRβνd

4x =

∫
V

√
−ggβν(−δΓµβν;µ + δΓµβµ;ν)d

4x (7.16)

Συμπεραίνουμε λόγω της (7.10) ότι:

δΓµβν =
1

2
gρµ
(
δgρν;β − δgβν;ρ + δgρβ;ν

)
(7.17)

και
δΓµβµ =

1

2
gρµ
(
δgρβ;µ − δgβµ;ρ + δgρµ;β

)
(7.18)

Εν συνεχεία:∫
V

√
−ggβνδΓµβν;µd4x =

∫
V

√
−g(gβνδΓµβν);µd4x−

∫
V

√
−ggβν ;µΓµβνd4x.

Λόγω της Πρότασης 5 έχουμε
∫
V

√
−ggβν ;µΓµβνd4x = 0

Επομένως λόγω της Πρότασης 7 έχουμε:∫
V

√
−g(gβνδΓµβν);µd4x =

∫
V

1√
−g

∂
∂xµ

(
√
−ggβνδΓµβν)

√
−gd4x =

∫
V

∂
∂xµ

(
√
−ggβνδΓµβν)d4x.

Χρησιμοποιώντας το Θεωρήμα 14 (Απόκλισης του Gauss )καταλήγουμε
στην παρακάτω σχέση∫

V

√
−ggβνδΓµβν;µd4x =

∫
∂V

√
−ggβνδΓµβνd3x.

Λόγω της (7.17) έχουμε:∫
V

√
−ggβνδΓµβν;µd4x =

∫
∂V

√
−ggβν 1

2
gρµ
(
δgρν;β − δgβν;ρ + δgρβ;ν

)
d3x

Λαμβάνοντας υπόψιν το γεγονός ότι η μικρή μεταβολή του gµν είναι τέ-
τοια ώστε το δgµν = 0 καθώς και οι συναλλοίωτες παράγωγοι του είναι
παντού μηδέν στο σύνορο ∂V , έχουμε ως συμπέρασμα ότι το ολοκλήρωμα∫
V

√
−ggβνδΓµβν;µd4x = 0

Όμοια το ολοκλήρωμα
∫
V

√
−ggβνδΓµβν;µd4x = 0 Επομένως το ολοκλήρωμα

(7.16) ισούται με μηδέν.
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