
ΔΗΜΗʆ ΤΡΗς ΚΑΡΑΓΕΩʆ ΡΓΟς

ΘΕʆΜΑΤΑ ΕΡΓΟΔΙΚΗʆ ς ΘΕΩΡΙʆΑς RAMSEY

ΔΙΔΑΚΤΟΡΙΚΗʆ ΔΙΑΤΡΙΒΗʆ

Πανεπιστηʆ μιο Αθηνωʆ ν
Τμηʆ μα Μαθηματικωʆ ν

Αθηʆ να, Ιουʆ νιος 2022





ΕΙΣΗΓΗΤΗʆ ς: Βασιλικηʆ Φαρμαʆ κη

ΤΡΙΜΕΛΗʆ ς ΣΥΜΒΟΥΛΕΥΤΙΚΗʆ ΕΠΙΤΡΟΠΗʆ

Μιχαηʆ λ Ανουʆ σης

Βασιλικηʆ Φαρμαʆ κη

Νιʆκος Φραντζικιναʆ κης





ΕΠΤΑΜΕΛΗʆ ς ΕΞΕΤΑΣΤΙΚΗʆ ΕΠΙΤΡΟΠΗʆ

Μιχαηʆ λ Ανουʆ σης

Αποʆστολος Γιαννοʆπουλος

Κωνσταντιʆνος Γρυλλαʆ κης

Παντεληʆ ς Δοδοʆ ς

Κωνσταντιʆνος Τυʆ ρος

Βασιλικηʆ Φαρμαʆ κη

Νιʆκος Φραντζικιναʆ κης





Στους γονείς μου!





Περιεχόμενα

Εισαγωγή xi

Ευχαριστίες xxii

I Θεωρία Ramsey 1

1 Εισαγωγικές Έννοιες 3
1.1 Τα Θεμελιωʆ δη Αποτελεʆσματα της Θεωριʆας Ramsey 4
1.2 Τα Θεωρηʆ ματα Hindman και Milliken‑Taylor 5
1.3 Διαμεριστικαʆ Αποτελεʆσματα σε Χωʆ ρους Λεʆξεων 6

1.3αʹ Θεωʆ ρημα Hales‑Jewett 7
1.3βʹ Θεωʆ ρημα Carlson 8
1.3γʹ Διαμεριστικαʆ Αποτελεʆσματαγιαω‑locatedΛεʆξεις 10

1.4 Το Θεωʆ ρημα Nash‑Williams 14
1.5 Υπερφιʆλτρα 15
1.6 Coideal 16

1.6αʹ Selective Coideal στο N 18
1.6βʹ Semiselective Coideal στο N 19
1.6γʹ Ramsey Coideal στο N 21



X · ΠΕΡΙΕΧΟʆΜΕΝΑ

2 Coideal και Θεωρία Ramsey 23
2.1 Coideal σε κατευθυνοʆ μενα συʆ νολα 25
2.2 Semiselective* βαʆ σεις coideal και η ιδιοʆ τητα Ramsey 31
2.3 Ένα Θεωʆ ρημα τυʆ που Nash‑Williams για Coideal σε κατευθυ‑

νοʆ μενα συʆ νολα 36
2.4 Αποτελεʆσματα Τοπολογικηʆ ς Θεωριʆας Ramsey για Κατευθυνοʆ ‑

μενα Συʆ νολα 42

II Τοπολογικά Δυναμικά Συστήματα 49

3 Στοιχεία Τοπολογικών Δυναμικών Συστημάτων 51
3.1 Ορισμοιʆ και βασικεʆς ιδιοʆ τητες 51
3.2 Αποτελεʆσματα Επαναφοραʆ ς 54

4 Τοπολογικά Δυναμικά Συστήματα και Δίκτυα 57
4.1 Βαʆ σεις coideal με την ιδιοʆ τητα‑D 58
4.2 Τοπολογικαʆ Δυναμικαʆ Συστηʆ ματα σε Κατευθυνοʆ μενες Μερι‑

κεʆς Ημιομαʆ δες 63

III Εργοδικοί Μέσοι Ανεξάρτητων Πολυωνύμων 79

5 Εισαγωγικές Έννοιες 81
5.1 Nilmanifolds 82

5.1αʹ Ορισμοιʆ και βασικεʆς ιδιοʆ τητες 82
5.1βʹ Ομοιοʆ μορφη κατανομηʆ σε nilmanifolds 84

5.2 Εργοδικηʆ Θεωριʆα 86
5.2αʹ Συστηʆ ματα που διατηρουʆ ν το μεʆτρο 87
5.2βʹ Εργοδικοʆ τητα 87
5.2γʹ Παραʆ γοντες 88



ΠΕΡΙΕΧΟʆΜΕΝΑ · XI

5.2δʹ Δεσμευμεʆνη μεʆση τιμηʆ 88
5.2εʹ Εργοδικαʆ Θεωρηʆ ματα 89
5.2στʹ Χαρακτηριστικοιʆ παραʆ γοντες 89
5.2ζʹ Ημινοʆ ρμες και nilfactors 90

6 Κύρια Αποτελέσματα 93
6.1 Συʆ γκλιση εργοδικωʆ ν μεʆσωνανεξαʆ ρτητωνπολυωνυʆ μων 95

6.1αʹ Μια Εφαρμογηʆ σε τοπολογικαʆ δυναμικαʆ συστηʆ ματα
100

6.1βʹ Μια εφαρμογηʆ στη συνδυαστικηʆ 102
6.2 Συʆ γκλιση παʆ νω σε πρωʆ τους 105

6.2αʹ Μιʆα ακολουθιʆα 105
6.2βʹ Πολλεʆς ακολουθιʆες 106

6.3 Επαναφοραʆ παʆ νω σε μετατοπισμεʆνους πρωʆ τους 108

7 Αποδείξεις των αποτελεσμάτων 111
7.1 Αποτελεʆσματα ομοιοʆ μορφης κατανομηʆ ς 112
7.2 Αποτελεʆσματα συʆ γκλισης και επαναφοραʆ ς 116
7.3 Συʆ γκλιση παʆ νω σε πρωʆ τους 122

7.3αʹ Επαναφοραʆ παʆ νωσεμετατοπισμεʆνουςπρωʆ τους 125

Βιβλιογραφία 127





Εισαγωγή

Η διατριβηʆ αυτηʆ αποτελειʆται αποʆ τριʆα μεʆρη. Τα δυʆ ο πρωʆ τα μεʆρη ειʆναι
σχετικαʆ ανεξαʆ ρτητα αποʆ το τριʆτο με κοινοʆ σημειʆο την εʆννοια του coideal
και της κοινηʆ ς δουλειαʆ ς της ιʆδιας ομαʆ δας ανθρωʆ πων και περιεʆχουν αποτε‑
λεʆσματα στη θεωριʆα Ramsey και στα τοπολογικαʆ δυναμικαʆ συστηʆ ματα. Το
τριʆτο μεʆρος αποʆ την αʆ λλη περιεʆχει αποτελεʆσματα στην εργοδικηʆ θεωριʆα.

Στο πρωʆ το μεʆρος αναπτυʆ σσουμε μια θεωριʆα που επεκτειʆνει την κλασ‑
σικηʆ τοπολογικηʆ θεωριʆα Ramsey και περιλαμβαʆ νει ως ειδικεʆς περιπτωʆ σεις
αποτελεʆσματα, αποʆ την αντιʆστοιχη θεωριʆα για coideal στο συʆ νολο των φυ‑
σικωʆ ν αριθμων των Louveau, Mathias, Farah και Todorcevic, το διαμεριστικοʆ
αποτεʆλεσμα για ακολουθιʆες πεπερασμεʆνων υποσυνοʆ λων φυσικωʆ ν αριθμωʆ ν
των Milliken και Taylor, αλλαʆ και διαμεριστικαʆ αποτελεʆσματα σε λεʆξεις του
Carlson, των Bergelson, Blass και Hindman και της Φαρμαʆ κη.

Το σημειʆο εκκιʆνησης για την τοπολογικηʆ θεωριʆα Ramsey ηʆ ταν το Θεωʆ ‑
ρημα Nash‑Williams [NW], οʆπου για μια διαμεριστικηʆ οικογεʆνεια U του συ‑
νοʆ λου [N]∗ των γνησιʆως αυξουσωʆ ν απειʆρων ακολουθιωʆ ν των φυσικωʆ ν αριθ‑
μωʆ ν εφοδιασμεʆνου με την τοπολογιʆα της καταʆ σημειʆου συʆ γκλισης, που ειʆ‑
ναι κλειστηʆ ως προς την τοπολογιʆα αυτηʆ και καʆ θε αʆ πειρο υποσυʆ νολοA των
φυσικωʆ ν αριθμωʆ ν υπαʆ ρχει εʆνα αʆ πειρο υποσυʆ νολο B τουA τεʆτοιο ωʆ στε ειʆτε
[B]∗ ⊆ U ειʆτε [B]∗ ⊆ [N]∗ \ U. Αργοʆ τερα αποδειʆχθηκε αποʆ τους Galvin και
Prikry στο [GP] οʆ τι και οι διαμεριστικεʆς οικογεʆνειες U που ειʆναι Borel εʆχουν
την ιʆδια ιδιοʆ τητα. Ταθεωρηʆ ματααυταʆ ισχυροποιηʆ θηκανπρος δυʆ ο κατευθυʆ ν‑
σεις.

Αποʆ τη μια πλευραʆ ο Louveau στο [Lo] επεʆλεξε τα αʆ πειρα συʆ νολαA και B
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αποʆ εʆνα μη τετριμμεʆνο Ramsey υπερφιʆλτρο τωνφυσικωʆ ν αριθμωʆ ν και αργοʆ ‑
τερα οMathias στο [M], ο Farah στο [F] και ο Todocervic στο [T], τα επεʆλεξαν
αποʆ εʆνα semiselective coideal των φυσικωʆ ν αριθμωʆ ν επιʆσης.

Αποʆ την αʆ λλη πλευραʆ , αυταʆ τα τοπολογικαʆ αποτελεʆσματα επεκταʆ θηκαν
αποʆ τονMilliken και τον Taylor στα [Mi] και [Ta] αντιʆστοιχα, αποδεικνυʆ οντας
αναʆ λογα αποτελεʆσματα για το συʆ νολο των πεπερασμεʆνων μη κενωʆ ν υποσυ‑
νοʆ λων του N αντιʆ για το συʆ νολο των φυσικωʆ ν αριθμωʆ ν. Επιπλεʆον, αναʆ λογα
τοπολογικαʆ διαμεριστικαʆ αποτελεʆσματα για λεʆξεις σε εʆνα πεπερασμεʆνο αλ‑
φαʆ βητο αποδειʆχθηκαν αρχικαʆ αποʆ τον Carlson στο [C] και αργοʆ τερα αποʆ
τους Bergelson, Blass και Hindman στο [BBH] και τους Φαρμαʆ κη και Νεγρε‑
ποʆ ντη στο [FaN]. Επιʆσης, διαμεριστικαʆ αποτελεʆσματα τυʆ που Nash‑Williams,
εʆδωσε η Φαρμαʆ κη στο [Fa] γιαω‑located λεʆξεις με μεταβλητηʆ σε εʆνα αʆ πειρο
αλφαʆ βητο που κυριαρχειʆται αποʆ μια αυʆ ξουσα ακολουθιʆα και ο ιʆδιος συγγρα‑
φεʆας με τον Κουτσογιαʆ ννη στο [FaK1] στο συʆ νολο των ρητωʆ ν αριθμωʆ ν.

Ενοποιουʆ με αυτεʆς τις δυʆ ο θεωριʆες, που εʆχουν ως κοινοʆ κομμαʆ τι το κλασ‑
σικοʆ θεωʆ ρημα Nash‑Williams, αναπτυʆ σσοντας μια τοπολογικηʆ θεωριʆα Ram‑
sey για διʆκτυα. Αυτοʆ ειʆναι το περιεχοʆ μενο της εργασιʆας:

V. Farmaki, D. Karageorgos, A. Koutsogiannis, A. Mitropoulos, Ab‑
stract topological Ramsey theory for nets, Topology and its Appli‐

cations 201 (2016), 314‑329.

Συγκεκριμεʆνα, οριʆζουμε τις εʆννοιες του coideal, της βαʆ σης coideal και του
semiselective∗ coideal σε εʆνα αʆ πειρο κατευθυνοʆ μενο συʆ νολο(X,≺) που απο‑
τελουʆ ν γενικευʆ σεις των αντιʆστοιχων εννοιωʆ ν στους φυσικουʆ ς αριθμουʆ ς. Στη
συνεʆχεια αποδεικνυʆ ουμε οʆ τι καʆ θε semiselective∗ βαʆ ση coideal B στο X για
την οποιʆα B − x ∈ B για καʆ θε B ∈ B και καʆ θε x ∈ X, οʆ πως και καʆ θε
semiselective∗ coideal στο X, εʆχει την ιδιοʆ τητα Ramsey∗. Δηλαδηʆ για καʆ θε
φυσικοʆ αριθμοʆ n, καʆ θε οικογεʆνειαF του [X]∗ και καʆ θεA ∈ B υπαʆ ρχειB ∈ B,
με B ⊆ A ωʆ στε, ειʆτε [B]∗ ⊆ F ειʆτε [B]∗ ⊆ [X]∗ \ F. Τα αποτελεʆσματα αυταʆ
αποτελουʆ ν το περιεχοʆ μενο του Θεωρηʆ ματος 2.2.6 και του Ποριʆσματος 2.2.8.

Έπειτα, στοΘεωʆ ρημα2.3.6παιʆρνουμε εʆνααποτεʆλεσματυʆ πουNash‑Willi‑
amsγιααʆ πειρακατευθυνοʆ μενασυʆ νολα, τοοποιʆο ειʆναι εʆνα διαμεριστικοʆ απο‑
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τεʆλεσμα για το συʆ νολο [X]<∞
∗ , των ολικαʆ διατεταγμεʆνωνπεπερασμεʆνων υπο‑

συνοʆ λων του X. Συγκεκριμεʆνα, για μια διαμεριστικηʆ οικογεʆνεια F του συνοʆ ‑
λου [X]<∞

∗ και για καʆ θε στοιχειʆοA μιας semiselective∗ βαʆ σης coidealB στοX,
βριʆσκουμε B ∈ B, με B ⊆ Aωʆ στε, ειʆτε το [B]<∞

∗ να περιεʆχεται στο [X]<∞
∗ \F,

ειʆτε καʆ θε αʆ πειρη αυʆ ξουσα ακολουθιʆα στοιχειʆων του B να εʆχει αρχικοʆ τμηʆ μα
στο F.

Εφοδιαʆ ζοντας το συʆ νολο [X]∗ των ολικαʆ διατεταγμεʆνων αʆ πειρων υποσυ‑
νοʆ λων του X με την σχετικηʆ τοπολογιʆα της τοπολογιʆας γινοʆ μενο του {0, 1}X,
το Θεωʆ ρημα 2.3.6 εʆχει ως συνεʆπεια οʆ τι, για καʆ θε διαμεριστικηʆ οικογεʆνεια U

του [X]∗, η οποιʆα ειʆναι κλειστηʆ ως προς την τοπολογιʆα της καταʆ σημειʆο συʆ γ‑
κλισης και καʆ θε στοιχειʆο A μιας semiselective∗ βαʆ σης coideal μπορουʆ με να
βρουʆ με B ∈ B, με B ⊆ A ωʆ στε, ειʆτε το [B]∗ να περιεʆχεται στο U, ειʆτε το [B]∗

να περιεʆχεται στο [X]∗ \U. Επιπλεʆον, δειʆχνουμε στο Ποʆ ρισμα 2.4.12 οʆ τι καʆ θε
διαμεριστικηʆ οικογεʆνεια U του [X]∗, που ειʆναι Borel ικανοποιειʆ την ιʆδια ιδιοʆ ‑
τητα.

Τεʆλος, αφουʆ τα semiselective coideal στο συʆ νολο των φυσικωʆ ν αριθμωʆ ν
ειʆναι semiselective∗ χρησιμοποιωʆ ντας τα τοπολογικαʆ διαμεριστικαʆ αποτελεʆ‑
σματα που παιʆρνουμε, για το συʆ νολο των πεπερασμεʆνων μη κενωʆ ν υποσυ‑
νοʆ λων τουN, οʆ πως επιʆσης και για το συʆ νολο των λεʆξεων, ειʆναι δυνατοʆ ν, οριʆ‑
ζοντας καταʆ λληλες semiselective∗ βαʆ σεις coideal οʆ πως στις προταʆ σεις 2.2.4,
2.2.5, τα αποτελεʆσματα των Milliken [Mi] και Taylor [Ta] για την περιʆπτωση
των πεπερασμεʆνων υποσυνοʆ λων του N και των Carlson [C], Φαρμαʆ κη [Fa]
και Bergelson, Blass και Hindman [BBH] να επαναδιατυπωθουʆ ν. Συνεπωʆ ς,
εμπεριεʆχονται στην θεωριʆα που παρουσιαʆ ζουμε και ενοποιουʆ νται καʆ τω αποʆ
αυτηʆ .

Στο δευʆ τερο μεʆρος της διατριβηʆ ς παρουσιαʆ ζουμε αποτελεʆσματα επανα‑
φοραʆ ς και πολλαπληʆ ς επαναφοραʆ ς για τοπολογικαʆ δυναμικαʆ συστηʆ ματαπαʆ ‑
νω σε μια κατευθυνοʆ μενη μερικηʆ ημιομαʆ δα ως προς μια βαʆ ση coideal που
ειʆναι καταʆ λληλη γι αυτηʆ .

Αφετηριʆα μας ειʆναι τα θεωρηʆ ματα επαναφοραʆ ς του Birkhoff και των Fur‑
stenberg και Weiss. Αρχικαʆ ο Birkhoff, ο οποιʆος ειʆναι ο κυʆ ριος υπευʆ θυνος για
τη δημιουργιʆα των τοπολογικωʆ ν δυναμικωʆ ν συστημαʆ των ως ανεξαʆ ρτητου
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κλαʆ δου, στο [Bi] απεʆδειξε οʆ τι για μια συνεχηʆ συναʆ ρτηση T αποʆ εʆνα συμπαγηʆ
χωʆ ροX στον εαυτοʆ του, υπαʆ ρχει στοιχειʆο x στονX τεʆτοιο ωʆ στε lim

k∈N
Tnk(x) =

x για καʆ ποια ακολουθιʆα (nk)k∈N φυσικωʆ ν αριθμωʆ ν.
Το αποτεʆλεσμα του Birkhoff γενικευʆ τηκε αποʆ τους Fustenberg και Weiss

στο [FuW] σε δυʆ ο κατευθυʆ νσεις. Οριʆζοντας τα σημειʆα επαναφοραʆ ς, εντοʆπι‑
σανσυνθηʆ κες για τηνυʆ παρξηʆ τουςκαιαπεʆδειξαν εʆναΘεωʆ ρηματυʆ πουBirkhoff
πολλαπληʆ ς επαναφοραʆ ς. Επιπλεʆον επεʆκτειναν τααποτελεʆσματαʆ τους γιασυ‑
στηʆ ματα της μορφηʆ ς (TF)F∈[N]<∞

>0
, οʆ που [N]<∞

>0 ειʆναι το συʆ νολο των μη κενωʆ ν
πεπερασμεʆνων υποσυνοʆ λων τουN, αντιʆ για τα συστηʆ ματα (Tn)n∈N που χρη‑
σιμοποιʆησαν νωριʆτερα.

Παρουσιαʆ ζουμε λοιποʆ ν μια γενικηʆ θεωριʆα τοπολογικωʆ ν δυναμικωʆ ν συ‑
στημαʆ των, που περιεʆχει και ενοποιειʆ τα προηγουʆ μενα αποτελεʆσματα. Αυτοʆ
ειʆναι το περιεχοʆ μενο της εργασιʆας:

V. Farmaki,D.Karageorgos, A. Koutsogiannis, A.Mitropoulos,Topo‑
logical dynamics onnets,Topologyand itsApplications201 (2016),
414‑431.

Τα αποτελεʆσματαʆ μας αφορουʆ ν τοπολογικαʆ δυναμικαʆ δυναμικαʆ συστηʆ ‑
ματα της μορφηʆ ς (X, Tλ)λ∈Λ, οʆ που Λ ειʆναι μια κατευθυνοʆ μενη μερικηʆ ημιο‑
μαʆ δα. Στο Θεωʆ ρημα 4.2.8 αποδεικνυʆ ουμε οʆ τι σε εʆνα τεʆτοιο συʆ στημα μπο‑
ρουʆ με να βρουʆ με εʆνα σημειʆο B‑επαναφοραʆ ς, δηλαδηʆ lim

λ∈A
Tλ(x0) = x0, για

καʆ ποιοA ∈ B μεA ⊆ B, οʆ που τοB ειʆναι εʆνα στοιχειʆο μιας καταʆ λληλης βαʆ σης
coideal B στο Λ η οποιʆα θα πρεʆπει να εʆχει επιπλεʆον μια ιδιοʆ τητα την οποιʆα
ονομαʆ ζουμε D. Το αποτεʆλεσμα αυτοʆ ειʆναι μια επεʆκταση του αποτελεʆσματος
επαναφοραʆ ς του Birkhoff.

Επιʆσης, καταφεʆρνουμε να παʆ ρουμε και εʆνα αποτεʆλεσμα πολλαπληʆ ς επα‑
ναφοραʆ ς στοΘεωʆ ρημα4.2.20, επεκτειʆνοντας το αντιʆστοιχο αποτεʆλεσμα των
Furstenberg καιWeiss [FuW]. Η ακριβηʆ ς διατυʆ πωση αυτουʆ του αποτελεʆσμα‑
τος ειʆναι η ακοʆ λουθη:

Θεώρημα. Έστω (Λ,≺, ∗) μια κατευθυνόμενη μερική ημιομάδα, B μια κα‑
τάλληλη βάση coideal στην (Λ,≺, ∗) με την ιδιότητα‑D, m ∈ N, (X, Tλ

1 )λ∈Λ,
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. . ., (X, Tλ
m)λ∈Λ,Λ‑τοπολογικά δυναμικά συστήματα ενός συμπαγούς μετρικού

χώρου (X, d) τα οποία περιέχονται όλα σε μια μεταθετική ομάδα G ομοιομορ‑
φισμών του X. Υποθέτουμε επιπλέον, ότι τα συστήματα (X, Tλ

i )λ∈Λ αλλά και
(X, (Tλ

i )
−1)λ∈Λ είναι ισοσυνεχή για κάθε i = 1, . . . ,m. Τότε για κάθε B ∈ B

υπάρχουνA ∈ B μεA ⊆ B και x0 ∈ X ώστε,

lim
λ∈A

Tλ
i (x0) = x0 για κάθε 1 6 i 6 m.

Τεʆλος, υποδεικνυʆ ουμε εʆνα τροʆπο για να εφαρμοʆσουμε αυταʆ τα αποτελεʆ‑
σματα σε τοπολογικαʆ δυναμικαʆ συστηʆ ματα παʆ νω σε λεʆξεις.

Στο τριʆτο μεʆρος ασχολουʆ μαστε με συʆ γκλιση εργοδικωʆ ν μεʆσων και τις συ‑
νεʆπειες που εʆχουν σε προβληʆ ματα επαναφοραʆ ς στη συνδυαστικηʆ και τη θε‑
ωριʆα αριθμωʆ ν.

Η μελεʆτη της οριακηʆ ς συμπεριφοραʆ ς στον L2(µ) πολλαπλωʆ ν εργοδικωʆ ν
μεʆσων της μορφηʆ ς

1

N

N∑
n=1

Ta1(n)f1 · . . . · Taℓ(n)fℓ, (1)

σε εʆνα συʆ στημα (X,B, µ, T), οʆ που (a1(n))n∈N, . . . , (aℓ(n))n∈N ειʆναι ακολου‑
θιʆες ακεραιʆων, T : X → X ειʆναι εʆνας αντιστρεʆψιμος μετασχηματισμοʆ ς που
διατηρειʆ το μεʆτρο σε εʆνα χωʆ ρο πιθανοʆ τητας (X,B, µ) και f1, . . . , fℓ ∈ L∞(µ),
εʆχει υπαʆ ρξει μεγαʆ λης σημασιʆας για την περιοχηʆ της εργοδικηʆ ς θεωριʆας. Πρω‑
τοποʆ ρος σε αυτοʆ υπηʆ ρξε ο Furstenberg στο [Fu], οʆ που πρωʆ τος μελεʆτησε μεʆ‑
σους οʆπως στην (1) για την περιʆπτωση των ακολουθιωʆ ν ai(n) = in, 1 6
i 6 ℓ, με σκοποʆ να δωʆ σει μια εργοδικηʆ αποʆ δειξη του θεωρηʆ ματος του Sze‑
merédi παʆ νω σε αριθμητικεʆς προοʆ δους. Συγκεκριμεʆνα απεʆδειξε οʆ τι ανA ∈ B

με µ(A) > 0 τοʆ τε

lim inf
N→∞

1

N

N∑
n=1

µ(A ∩ T−nA ∩ T−2nA . . . ∩ T−ℓnA) > 0

αλλαʆ αʆ φησε ανοιχτοʆ το ερωʆ τημα της υʆ παρξης του οριʆου. Οι Host και Kra εʆδω‑
σανθετικηʆ απαʆ ντησηστο [HK] για τηνυʆ παρξη τουπαραπαʆ νωοριʆουαλλαʆ και
πιο γενικαʆ και για το οʆ ριο της (1).
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Οι Bergelson και Leibman στο [BL] μελεʆτησαν την περιʆπτωση, οʆ που οι
ακολουθιʆεςai ειʆναι ακεʆραιαπολυωʆ νυμα, δηλαδηʆ πολυωʆ νυμαπουδιʆνουνακεʆ‑
ραιες τιμεʆς στους ακεραιʆους, χωριʆς σταθεροʆ οʆ ρο και απεʆδειξαν μια πολυω‑
νυμικηʆ επεʆκταση του θεωρηʆ ματος του Szemerédi.

Ένα αʆ λλο ερωʆ τημα που προκυʆ πτει μελετωʆ ντας την οριακηʆ συμπεριφοραʆ
των εργοδικωʆ ν μεʆσων οʆπως αυτωʆ ν της (1), ειʆναι αν το οʆ ριο υπαʆ ρχει τι μπο‑
ρουʆ με να πουʆ με γι αυτοʆ . Προς αυτηʆ την κατευʆ θυνση και για την περιʆπτωση
τωνασθενωʆ νmixingσυστημαʆ των (X,B, µ, T), δηλαδηʆ τοσυʆ στημα (X×X,B×
B, µ× µ, T × T) ειʆναι εργοδικοʆ , οι Fustenberg, Katznelson και Ornstein απεʆ‑
δειξαν στο [FKO] οʆ τι αν ai(n) = in, 1 6 i 6 ℓ, οι πολλαπλοιʆ εργοδικοιʆ μεʆσοι
της (1) συγκλιʆνουν στο γινοʆ μενο των ολοκληρωμαʆ των των fi. Ο Bergelson
στο [B] επεʆκτεινε αυτοʆ το αποτεʆλεσμα για την περιʆπτωση που οι ai ειʆναι ου‑
σιωδωʆ ς διακεκριμεʆνα ακεʆραια πολυωʆ νυμα, δηλαδηʆ ειʆναι πολυωʆ νυμα και οι
διαφορεʆς τους δεν ειʆναι σταθερεʆς. Επιπλεʆον, οι Φραντζικιναʆ κης και Kra στο
[FK] απεʆδειξαν το ιʆδιο αποτεʆλεσμα υποθεʆτοντας οʆ τι το συʆ στημα ειʆναι κα‑
θολικαʆ εργοδικοʆ και για την περιʆπτωση που οι ai ειʆναι ανεξαʆ ρτητα ακεʆραια
πολυωʆ νυμα, δηλαδηʆ καʆ θε μη τετριμμεʆνος γραμμικοʆ ς συνδυασμοʆ ς στους ακε‑
ραιʆους των ai δεν ειʆναι σταθεροʆ ς. Η σημασιʆα της ακριβηʆ ς γνωʆ σης του οριʆου
για εʆνα συʆ στημα εʆγκειται στο γεγονοʆ ς οʆ τι θα ειʆχε εκ των προτεʆρων, ως συνεʆ‑
πειες καλαʆ αποτελεʆσματα επαναφοραʆ ς και αποτελεʆσματα στη συνδυαστικηʆ .

Η συʆ γκλιση πολλαπλωʆ ν εργοδικωʆ ν μεʆσων με περισσοʆ τερους αποʆ εʆνα με‑
τασχηματισμουʆ ς που μετατιʆθενται μεταξυʆ τους μελετηʆ θηκε επιʆσης. Για την
περιʆπτωσηακεʆραιωνπολυωνυʆ μωνμεδιαφορετικουʆ ς βαθμουʆ ς στο [CFH] και
για την περιʆπτωση με ακεʆραια μεʆρη πραγματικωʆ ν πολυωνυʆ μων επιʆσης με
διαφορετικουʆ ς βαθμουʆ ς στο [K].

Επιʆσης, υπαʆ ρχουν αποτελεʆσματα και σε μη πολυωνυμικεʆς περιπτωʆ σεις.
Οι Bergelson και Håland‑Knutson στο [BK] ασχοληʆ θηκαν με την περιʆπτωση
των μεʆσων με ακεʆραια μεʆρη tempered συναρτηʆ σεων σε ασθενωʆ ς mixing συ‑
στηʆ ματα, ενωʆ ο Φραντζικιναʆ κης ασχοληʆ θηκε με την περιʆπτωση μεʆσων με
ακεʆραια μεʆρη αποʆ λογαριθμο‑εκθετικεʆς Hardy συναρτηʆ σεις πολυωνυμικηʆ ς
ταʆ ξης, στο [F2] για εʆνα μετασχηματισμοʆ T και στο [F4] για πολλουʆ ς Ti που
μετατιʆθενται, οʆ που επιʆσης εʆδειξε ([F2]) οʆ τι για την υπογραμμικηʆ περιʆπτωση
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η υποʆ θεση της αντιμεταθετικοʆ τητας των Ti μπορειʆ να παραλειφθειʆ. Όλα τα
παραπαʆ νωαποτελεʆσματαδειʆχνουνσυʆ γκλισηστοαναμενοʆ μενο οʆ ριο, δηλαδηʆ
με την υποʆ θεση της εργοδικοʆ τητας, το οʆ ριο να ειʆναι ιʆσο με το γινοʆ μενο των
ολοκληρωμαʆ των των fi. Τα αποτελεʆσματα στα [F2] και [F4] ισχυʆ ουν και για
γενικαʆ συστηʆ ματα, μια συμπεριφοραʆ που δεν ειʆχαμε για καμιʆα κλαʆ σηπολυω‑
νυʆ μων, με πολλαπλαʆ πολυωʆ νυμα βαθμουʆ μεγαλυʆ τερου του εʆνα.

Στη διατριβηʆ αυτηʆ μελεταʆ με τη συʆ γκλιση πολλαπλωʆ ν εργοδικωʆ ν μεʆσων
παʆ νω σε ακεʆραια μεʆρη πραγματικωʆ ν πολυωνυʆ μων της μορφηʆ ς

1

N

N∑
n=1

T [p1(n)]f1 · . . . · T [pℓ(n)]fℓ. (2)

Τα αποτελεʆσματα που παρουσιαʆ ζουμε καταγραʆφονται στην εργασιʆα:

D. Karageorgos, A. Koutsogiannis. Integer part independent poly‑
nomial averages and applications along primes. Studia Mathemat‐

ica 249 (2019), 233–257.

Αποδεικνυʆ ουμε οʆ τι, αν οι ακολουθιʆες (p1(n))n∈N, . . ., (pℓ(n))n∈N αποτε‑
λουʆ νται αποʆ ισχυραʆ ανεξαʆ ρτητα πολυωʆ νυμα, δηλαδηʆ καʆ θε μη τετριμμεʆνος
γραμμικοʆ ς συνδυασμοʆ ς τους εʆχει τουλαʆ χιστον εʆναν αʆ ρρητο μη σταθεροʆ συν‑
τελεστηʆ και υποθεʆτοντας την εργοδικοʆ τητα του συστηʆ ματος (X,B, µ, T) το
οʆ ριο στην (2) υπαʆ ρχει στονL2(µ)καθωʆ ς τοN → ∞και ειʆναι το γινοʆ μενο των
ολοκληρωμαʆ των των fi. Αυτοʆ ειʆναι το περιεχοʆ μενο του Θεωρηʆ ματος 6.1.3
([KK], Θεωʆ ρημα 2.1) και μπορειʆ να διατυπωθειʆ ως εξηʆ ς:

Θεώρημα. Έστω ℓ ∈ N, p1, . . . , pℓ ∈ R[t] ισχυρά ανεξάρτητα πραγματικά
πολυώνυμα, (X,B, µ, T) ένα εργοδικό σύστημα και f1, . . . , fℓ ∈ L∞(µ). τότε

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

T [p1(n)]f1 · . . . · T [pℓ(n)]fℓ =

∫
f1 dµ · . . . ·

∫
fℓ dµ, (3)

όπου η σύγκλιση συμβαίνει στον L2(µ).

Χρησιμοποιωʆ ντας την εργοδικηʆ αναʆ λυση σε εʆνα γενικοʆ συʆ στημα το πα‑
ραπαʆ νω οʆ ριο ειʆναι το γινοʆ μενο των δεσμευμεʆνων μεʆσων τιμωʆ ν των fi αν‑
τιʆστοιχα, δηλαδηʆ E(f1|I(T)) · . . . · E(fℓ|I(T)). Μαʆ λιστα αυτηʆ ειʆναι η πρωʆ τη
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φοραʆ που εʆχουμε υʆ παρξη και ακριβηʆ εʆκφραση του οριʆου για γενικεʆς πολ‑
λαπλεʆς πολυωνυμικεʆς εκφραʆ σεις. Το αποτεʆλεσμα αυτοʆ αν και ειʆναι διατυ‑
πωμεʆνο στη γλωʆ σσα της εργοδικηʆ ς θεωριʆας ειʆναι εκ φυʆ σεως συνδυαστικοʆ .
Πραʆ γματι, αʆ μεσες εφαρμογεʆς τουθεωρηʆ ματος6.1.3 ειʆναι τοαποτεʆλεσμαεπα‑
ναφοραʆ ς του θεωρηʆ ματος 6.1.5 και συνεʆπεια της αρχηʆ ς του Furstenberg τα
αποτελεʆσματα συνδυαστικηʆ ς που διατυπωʆ νονται στα θεωρηʆ ματα 6.1.7 και
6.1.8. Αξιʆζει να αναφεʆρουμε οʆ τι με το αποτεʆλεσμα αυτοʆ παιʆρνουμε εφαρμο‑
γεʆς και στα τοπολογικαʆ δυναμικαʆ συστηʆ ματα, οʆ πως ειʆναι το περιεχοʆ μενο
του Θεωρηʆ ματος 6.1.9 και του Ποριʆσματος 6.1.11, αλλαʆ και επιπλεʆον εφαρ‑
μογεʆς στη συνδυαστικηʆ , οʆ πως βλεʆπουμε στο Θεωʆ ρημα 6.1.14 και στο Ποʆ ρι‑
σμα 6.1.17.

Για να αποδειʆξουμε το Θεωʆ ρημα 6.1.3 ακολουθουʆ με την προσεʆγγιση που
υπαʆ ρχει στα [F1] και [F2] αποʆ τον Φραντζικιναʆ κη και χρησιμοποιουʆ με καʆ ‑
ποια αποτελεʆσματα του Leibman [L] και των Host και Kra [HK]. Πιο συγ‑
κεκριμεʆνα χρησιμοποιωʆ ντας το Ληʆ μμα 7.2.4 (Ληʆ μμα 4.7 στο [F2]), που λεʆει
οʆ τι ο nilfactor ειʆναι ο χαρακτηριστικοʆ ς παραʆ γων για την οικογεʆνεια των πο‑
λυωνυʆ μων που δουλευʆ ουμε και το θεωʆ ρημα δομηʆ ς των Host και Kra (Θεωʆ ‑
ρημα 5.2.3), αρκειʆ να αποδειʆξουμε το Θεωʆ ρημα 6.1.3 για την περιʆπτωση που
το συʆ στημα ειʆναι nilsystem. Για να το πετυʆ χουμε αυτοʆ ολοκληρωʆ νουμε την
αποʆ δειξη χρησιμοποιωʆ ντας τοΘεωʆ ρημα 7.1.1, εʆνα αποτεʆλεσμα ομοιοʆ μορφης
κατανομηʆ ς σε nilmanifolds που αποδειʆχθηκε πρωʆ τα αποʆ τον Φραντζικιναʆ κη
στο [F1] για την περιʆπτωση λογαριθμο‑εκθετικωʆ ν Hardy συναρτηʆ σεων. Για
την αποʆ δειξη του Θεωρηʆ ματος 7.1.1 χρησιμοποιουʆ με το Θεωʆ ρημα 5.1.9, εʆνα
κεντρικοʆ αποτεʆλεσμα ομοιοʆ μορφης κατανομηʆ ς για πολυωνυμικεʆς ακολου‑
θιʆες σε συνεκτικεʆς και απλαʆ συνεκτικεʆς ομαʆ δες Lie, που οφειʆλεται στον Leib‑
man [L].

Χρησιμοποιωʆ ντας το Θεωʆ ρημα 6.2.1 αποʆ το [F2], εʆνα αποτεʆλεσμα συʆ γ‑
κλισης πολλαπλωʆ ν εργοδικωʆ ν μεʆσων αποʆ μια πολυωνυμικηʆ ακολουθιʆα και
το Θεωʆ ρημα 6.1.3 μαζιʆ με καʆ ποια αποτελεʆσματα αποʆ το [K1], αποδεικνυʆ ουμε
τα Θεωρηʆ ματα 6.2.3 και 6.2.5 αντιʆστοιχα μαζιʆ με τις συνεʆπειεʆς τους.

Τεʆλος, αποδεικνυʆ ουμε τα Θεωρηʆ ματα 6.3.1 and 6.3.2, που ειʆναι τα αποτε‑
λεʆματα επαναφοραʆ ς σε μετατοπισμεʆνους πρωʆ τους P − 1 και P + 1, μαζιʆ με
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τις συνεʆπειεʆς τους που ειʆναι το περιεχοʆ μενο τωνΘεωρημαʆ των 6.3.3 και 6.3.4
χρησιμοποιωʆ ντας την αρχηʆ του Furstenberg.





Ευχαριστίες

Πρωʆ τα, θαηʆ θελα να ευχαριστηʆ σωκαι να εκφραʆ σωτην ευγνωμοσυʆ νη μου
στην επιβλεʆπουσαʆ μου, Καθηγηʆ τρια Βασιλικηʆ Φαρμαʆ κη για τη συνεχηʆ υπο‑
στηʆ ριξη, την καθοδηʆ γηση και το ειλικρινεʆς της ενδιαφεʆρον. Πιʆστεψε σε μεʆνα
αρκεταʆ ωʆ στε να με δεχτειʆ ως μαθητηʆ της και δεν εʆπαψε ποτεʆ να με πιστευʆ ει,
καʆ τι που απαιτουʆ σε τεραʆ στια υπομονηʆ αποʆ μεʆρους της μερικεʆς φορεʆς. Πεʆρα
αποʆ το γεγονοʆ ς οʆ τι ηʆ ταν παʆ ντα εκειʆ για να απαντηʆ σει σε καʆ θε ειʆδους ερωʆ ‑
τημαʆ μου, μου παρειʆχε ιδεʆες και ευκαιριʆες που δε θα μπορουʆ σα ναφανταστωʆ
σαν φοιτητηʆ ς και αυταʆ που εʆμαθα αποʆ την ερευνητικηʆ της εμπειριʆα βελτιʆω‑
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γητηʆ Μιχαηʆ λ Ανουʆ ση που επιʆσης μου εʆκανε την τιμηʆ να ειʆναι μεʆλος της τρι‑
μελουʆ ς επιτροπηʆ ς. Η εκτιʆμηση που τρεʆφω για το προʆσωποʆ του ειʆναι επιʆσης
μεγαʆ λη.

Θα ηʆ θελα να ευχαριστηʆ σω και οʆ λους τους καθηγητεʆς μου αποʆ το τμηʆ μα
Μαθηματικωʆ ν για οʆ λα αυταʆ που με διʆδαξαν στην ταʆ ξη. Θα σταθωʆ οʆ μως ιδιαι‑
τεʆρως στους καθηγητεʆς Ευσταʆ θιο Βασιλειʆου, Αποστοʆ λη Γιαννοʆπουλο, Κων‑
σταντιʆνο Γρυλλαʆ κη, Αριστειʆδη Καταʆ βολο, Μαριʆα Παπατριανταφυʆ λλου και
Μαριʆα Φραγκουλοπουʆ λου που υπηʆ ρξαν δαʆ σκαλοι για μεʆνα και κινητηʆ ριος
δυʆ ναμη για να ασχοληθωʆ περισσοʆ τερο και σε μεγαλυʆ τερο βαʆ θος με τα μα‑
θηματικαʆ και μου παρειʆχαν αʆ μεση ηʆ εʆμμεση ακαδημαϊκηʆ υποστηʆ ριξη. Να ευ‑
χαριστηʆ σω επιʆσης τον Αναπληρωτηʆ Καθηγητηʆ Παντεληʆ Δοδοʆ και τον Καθη‑
γητηʆ Δημηʆ τρη Γατζουρα, που δυστυχωʆ ς εʆφυγε προʆωρα αποʆ τη ζωηʆ , για τη
στηʆ ριξηʆ τους οʆ ταν τη χρειαʆ στηκα. Τεʆλος, να εκφραʆ σω και την ευγνωμοσυʆ νη
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Μέρος I

Θεωρία Ramsey





Κεφάλαιο 1

Εισαγωγικές Έννοιες

Το 1927 ο van der Waerden [vdW] απεʆδειξε οʆ τι αν το συʆ νολο των φυσι‑
κωʆ ν αριθμωʆ ν διαμεριστειʆ σε πεπερασμεʆνα το πληʆ θος συʆ νολα, τοʆ τε καʆ ποιο
αποʆ αυταʆ περιεʆχει αυθαιʆρετα μεγαʆ λη αριθμητικηʆ προʆ οδο, ενωʆ ο Ramsey [R]
το 1929 απεʆδειξε οʆ τι αν το συʆ νολο των k‑αʆ δων φυσικωʆ ν αριθμωʆ ν διαμερι‑
στειʆ σε πεπερασμεʆνα τοπληʆ θος συʆ νολα, τοʆ τε υπαʆ ρχει εʆνα αʆ πειρο υποσυʆ νολο
των φυσικωʆ ν, ωʆ στε το συʆ νολο των k‑αʆ δων του να εμπεριεʆχεται σε καʆ ποιο
συʆ νολο της διαμεʆρισης. Τα δυʆ ο αυταʆ θεμελιωʆ δη θεωρηʆ ματα, αποτεʆλεσαν την
αρχηʆ της θεωριʆας Ramsey και ειʆναι συνεʆπειες της αρχηʆ ς του περιστερεωʆ να.

Το 1965 ο Nash‑Williams [NW] απεʆδειξε οʆ τι για καʆ θε διαμεριστικηʆ οικο‑
γεʆνεια U ⊆ [N] η οποιʆα ειʆναι κλειστηʆ ως προς την τοπολογιʆα της καταʆ ση‑
μειʆο συʆ γκλισης και για καʆ θεA ⊆ N αʆ πειρο, υπαʆ ρχειB ⊆ A αʆ πειρο ωʆ στε, ειʆτε
[B] ⊆ U ειʆτε [B] ⊆ [N] \ U. Οι Galvin και Prikry [GP] το 1973 απεʆδειξαν εʆνα
αντιʆστοιχο του θεωρηʆ ματος Nash‑Williams για μια διαμεριστικηʆ οικογεʆνεια
U που ειʆναι Borel ως προς την τοπολογιʆα της καταʆ σημειʆο συʆ γκλισης.

Το 1974 ο Hindman [H] εʆδειξε οʆ τι αν οι φυσικοιʆ αριθμοιʆ διαμεριστουʆ ν
σε πεπερασμεʆνα χρωʆ ματα, τοʆ τε υπαʆ ρχει εʆνα αʆ πειρο υποσυʆ νολοʆ τους, του
οποιʆου οʆ λα τα πεπερασμεʆνα αθροιʆσματα να ειʆναι μονοχρωματικαʆ . Το αναʆ ‑
λογοπολυδιαʆ στατοαποτεʆλεσμαγιαk‑αʆ δεςφυσικωʆ ν αριθμωʆ ν απεδειʆχθηανε‑
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ξαʆ ρτητα αποʆ τους Milliken [Mi] το 1975 και Taylor [Ta] το 1976.
Οι Hales και Jewett το 1963 ειʆχαν διαμεριστικαʆ αποτελεʆσματα παʆ νω σε

λεʆξεις ως προς εʆνα πεπερασμεʆνο αλφαʆ βητο και ο Carlson το 1988 επεξεʆτεινε
τα αποτελεʆσματαʆ τους αποδεικνυʆ οντας απειροδιαʆ στατα αναʆ λογα αποτελεʆ‑
σματα.Οι Bergelson, Blass καιHindman [BBH] το1994 ειʆχαναντιʆστοιχααπο‑
τελεʆσματα σε located λεʆξεις, ενωʆ η Φαρμαʆ κη [Fa] το 2009 εʆδωσε αναʆ λογα
αποτελεʆσματα σε λεʆξεις παʆ νω σε αʆ πειρο αλφαʆ βητο.

Τααποτελεʆσματααυταʆ τα παρουσιαʆ ζουμε στην αρχηʆ του κεφαλαιʆου μιας
τα θεωρουʆ με σημαντικαʆ , πηγηʆ εʆμπνευσης και τα χρησιμοποιουʆ με στην πα‑
ρουʆ σα διατριβηʆ . Στην συνεʆχεια, διʆνουμε τις εʆννοιες των υπερφιʆλτρων και
coideal, καθωʆ ς και καʆ ποιες βασικεʆς ιδιοʆ τητεʆς τους και αποτελεʆσματα παʆ νω
σε αυταʆ .

Τεʆλος, διʆνουμε τον συμβολισμοʆ που θα χρησιμοποιουʆ με στο πρωʆ το μεʆρος
της διατριβηʆ ς

Με N = {1, 2, 3, . . .} θα συμβολιʆζουμε το συʆ νολο των φυσικωʆ ν αριθμωʆ ν.
Για εʆνα αʆ πειρο συʆ νολο M με [M] = {L ⊆ M : L αʆ πειρο} θα συμβολιʆζουμε
το συʆ νολο των αʆ πειρων υποσυνοʆ λων του M, ενωʆ με [M]<∞ = {L ⊆ M : L

πεπερασμεʆνο } και [M]k = {(m1, . . . ,mk) : m1 < . . . < mk ∈ M} τα συʆ νολα
των πεπερασμεʆνων υποσυνοʆ λων τουM και των διατεταγμεʆνων k‑αʆ δων με
στοιχειʆα αποʆ τοM. ΓιαA ∈ [N] καιn ∈ N θα συμβολιʆζουμε μεA−n = {m ∈
N : n < m} τα στοιχειʆα τουA που ειʆναι μεγαλυʆ τερα του n.

1.1 Τα Θεμελιώδη Αποτελέσματα της Θεωρίας Ramsey

Στη παραʆ γραφο αυτηʆ διʆνουμε καʆ ποια θεμελιωʆ δη αποτελεʆσματα της Θε‑
ωριʆας Ramsey.

Έστω X εʆνα συʆ νολο και r ∈ N. Μια συναʆ ρτηση c : X → {1, . . . , r} θα
λεʆγεται r‑χρωματισμός ηʆ πιο απλαʆ χρωματισμός του X. Αν c−1({i}) = Ci για
καʆ θε 1 6 i 6 r, τοʆ τε X = C1 ∪ . . . Cr. Ένα υποσυʆ νολο Y του X θα λεʆγεται
μονοχρωματικοʆ αν υπαʆ ρχει 1 6 i0 6 rωʆ στε Y ⊆ Ci0 .
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Θεώρημα 1.1.1 (Αρχή του περιστερεώνα). ΈστωA ένα άπειρο σύνολο και
B ⊆ A. Τότε είτε το B είναι άπειρο είτε τοA \ B είναι άπειρο.

Στη συνεʆχεια αναφεʆρουμε το Θεωʆ ρημα του Ramsey το οποιʆο αποτελειʆ,
οʆ πως θα μπορουʆ σε να πει κανειʆς μια “πολυδιαʆ στατη”μορφηʆ της Αρχηʆ ς του
Περιστερεωʆ να.

Θεώρημα 1.1.2 (Ramsey, [R]). Για κάθε k ∈ N, A ⊆ N άπειρο και F ⊆ [N]k

υπάρχει B ⊆ A άπειρο ώστε, είτε [B]k ⊆ F, είτε [B]k ⊆ [N]k \ F.

Θεώρημα 1.1.3 (van der Waerden, [vdW]). Έστω k, r ∈ N. Αν N = C1 ∪
. . . ∪ Cr, μια διαμέριση των φυσικών αριθμών, τότε υπάρχει 1 6 i0 6 r ώστε
το Ci0 να περιέχει αριθμητική πρόοδο μήκους k, δηλαδή υπάρχουν a, b ∈ N
ώστε a+ jb ∈ Ci0 για κάθε 1 6 j 6 k− 1.

Σημειωʆ νουμε εδωʆ , οʆ τι εν γεʆνει δεν μπορουʆ με να βρουʆ με παʆ ντα αʆ πειρη
αριθμητικηʆ προʆ οδο σε καʆ ποιο αποʆ τα Ci.

Το θεωʆ ρημα van der Waerden αναφεʆρεται σε αριθμητικεʆς προοʆ δους του
N ηʆ του Z. Το πολυδιαʆ στατο αναʆ λογο ειʆναι το ακοʆ λουθο Θεωʆ ρημα, που επε‑
κτειʆνει το Θεωʆ ρημα van der Waerden στο Nm. Η αποʆ δειξη αυτουʆ , οφειʆλεται
στον Gallai, παροʆ λο που δε δημοσιʆευσε ποτεʆ το αποτεʆλεσμαʆ του.

Θεώρημα 1.1.4 (Gallai). Έστωm, r ∈ N καιNm = C1 ∪ . . . ∪Cr , μια διαμέ‑
ριση του Nm σε r χρώματα. Τότε για κάθε πεπερασμένο υποσύνολο F του Nm

υπάρχουν 1 6 i0 6 r, a ∈ Nm και b ∈ N, ώστε a+ Fb ⊆ Ci0 .

1.2 Τα Θεωρήματα Hindman και Milliken‑Taylor

Στησυνεʆχειαδιατυπωʆ νουμε τοδιαμεριστικοʆ θεωʆ ρημαHindman ([H]) (Θε‑
ωʆ ρημα 1.2.1), το οποιʆο αναφεʆρεται σε πεπερασμεʆνα αθροιʆσματα υποσυνοʆ ‑
λων του συνοʆ λου N των φυσικωʆ ν αριθμωʆ ν. .
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Για μια ακολουθιʆα φυσικωʆ ν αριθμωʆ ν (xn)n∈N ⊆ N θεʆτουμε,

FS(xn)n∈N =

{∑
i∈F

xi : F ∈ [N]<∞
>0

}
,

να ειʆναι τοσυʆ νολο τωνπεπερασμεʆνωναθροισμαʆ τωντηςακολουθιʆας (xn)n∈N

Το θεωʆ ρημα Hindman ([H]) διατυπωʆ νεται ως εξηʆ ς:

Θεώρημα 1.2.1 (Hindman, [H]). Έστω r ∈ N και N = C1 ∪ . . . ∪ Cr μια
διαμέριση των φυσικών αριθμών. Τότε υπάρχει μια ακολουθία (xn)n∈N ⊆ N
φυσικών αριθμών ώστε

FS(xn)n∈N ⊆ Ci0.

Επιʆσης, διατυπωʆ νουμε το θεωʆ ρημα τωνMilliken [Mi] και Taylor [Ta] (Θε‑
ωʆ ρημα 1.2.2), για k‑αʆ δες πεπερασμεʆνων αθροισμαʆ των το οποιʆο γενικευʆ ει
ταυτοʆχρονα τα Θεωρηʆ ματα των Hindman και Ramsey.

Γιαα,β ∈ [N]<∞ θα γραʆφουμεα < β ανmaxα < minβ. Αν (xn)n∈N ειʆναι
μια ακολουθιʆα στο N, xα =

∑
n∈α

xn και θεʆτουμε

[FS(xn)n∈N]
k = {{xα1

, . . . , xαk
} : α1, . . . , αk ∈ [N]<∞, με α1 < . . . < αk}.

να ειʆναι k‑αʆ δες πεπερασμεʆνων αθροισμαʆ των.

Θεώρημα1.2.2 (Milliken‑Taylor, [Mi], [Ta]). Έστωk, r ∈ N, [N]k = C1∪. . .∪
Cr και έστω μια ακολουθία (xn)n∈N ⊆ N φυσικών αριθμών. Τότε υπάρχουν
1 6 i0 6 r και μια ακολουθία (yn)n∈N ⊆ Nφυσικών αριθμών με FS(yn)n∈N ⊆
FS(xn)n∈N ώστε

[FS(yn)n∈N]
k ⊆ Ci0.

1.3 Διαμεριστικά Αποτελέσματα σε Χώρους Λέξεων

Στην παραʆ γραφο αυτηʆ αναφεʆρουμε καʆ ποια διαμεριστικαʆ αποτελεʆσματα
παʆ νω σε λεʆξεις, τα οποιʆα θεωρουʆ με σημαντικαʆ και αποτελουʆ ν κομμαʆ τι της
συʆ γχρονης θεωριʆας Ramsey.
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1.3αʹ Θεώρημα Hales‑Jewett

ΈστωΣ εʆναπεπερασμεʆνοσυʆ νολο τοοποιʆο θααποκαλουʆ μεαλφάβητο. Για
καʆ θε n ∈ N θα συμβολιʆζουμε με Σn το συʆ νολο των διατεταγμεʆνων πεπερα‑
σμεʆνων ακολουθιωʆ ν με στοιχειʆα αποʆ το Σ μηʆ κους n. Ακριβεʆστερα,

Σn = {w = (w1, . . . , wn) : ai ∈ Σ, i ∈ {1, . . . , n}}.

Επιʆσης θεʆτουμε,

W(Σ) =
⋃
n∈N

Σn.

Τα στοιχειʆα του W(Σ) θα τα λεʆμε λέξεις ως προς το Σ ηʆ πιο απλαʆ λεʆξεις
αν το αλφαʆ βητο Σ ειʆναι ξεκαʆ θαρο. Το μήκος μιας λεʆξης w ως προς το Σ θα
το συμβολιʆζουμε με |w| και ειʆναι ο μοναδικοʆ ς φυσικοʆ ς αριθμοʆ ς για τον οποιʆο
w ∈ Σn, ενωʆ με |Σ| συμβολιʆζουμε το πληʆ θος των στοιχειʆων του Σ. Για μια
λεʆξη w = (w1, . . . , wn), συνηʆ θως θα παραλειʆπουμε τις παρενθεʆσεις και τα
κοʆ μματα και θα γραʆφουμεw = w1 · · ·wn.

Ένα στοιχειʆο υ /∈ Σ θα το αποκαλουʆ με μεταβλητή. Μια λέξη με μεταβλητή
ως προς το Σ ειʆναι μια λεʆξη ως προς το Σ ∪ {υ} οʆπου η μεταβλητηʆ υ εμφανιʆ‑
ζεται τουλαʆ χιστον μια φοραʆ , εʆτσι το συʆ νολο των λεʆξεων με μεταβλητηʆ ειʆναι

W(Σ;υ) := W(Σ ∪ {υ}) \W(Σ).

Ανw ειʆναι μια λεʆξη με μεταβλητηʆ καιa ∈ Σ∪{υ}μεw(a)θασυμβολιʆζουμε
τη λεʆξη ως προς το Σ ∪ {v} που προκυʆ πτει αποʆ τη w αντικαθιστωʆ ντας οʆ λες
τις εμφανιʆσεις της μεταβλητηʆ ς v με το a. Αν a ∈ Σ τοʆ τε w(a) ∈ W(Σ), ενωʆ
w(v) = w.

Το ακοʆ λουθο θεωʆ ρημα οφειʆλεται στους Hales και Jewett [HJ].

Θεώρημα 1.3.1 (Hales & Jewett,[HJ]). Έστω k, r ∈ N με k > 2. Τότε υπάρχει
N ∈ N τέτοιος ώστε, αν n > N, για κάθε αλφάβητο Σ με |Σ| = k και κάθε
χρωματισμό Σn = C1 ∪ · · · ∪ Cr του Σn υπάρχει μια λέξη με μεταβλητή w

με |w| = n τέτοια ώστε το σύνολο {w(a) : a ∈ Σ} να είναι μονοχρωματικό.
Δηλαδή υπάρχει 1 6 i0 6 r ώστε {w(a) : a ∈ Σ} ⊆ Ci0 .
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Το θεωʆ ρημα Hales‑Jewett θεωρειʆται εʆνα αποʆ τα σημαντικοʆ τερα αποτελεʆ‑
σματα της συʆ γχρονης θεωριʆας Ramsey, καθωʆ ς επεκτειʆνει οʆχι μοʆ νο το θεωʆ ‑
ρημα van der Waerden αλλαʆ και το θεωʆ ρημα Gallai. Ταυτοʆχρονα, αποτεʆλεσε
πηγηʆ εʆμπνευσης με τις εφαρμογεʆς του αλλαʆ και με τις επεκταʆ σεις του που
ακολουʆ θησαν.

1.3βʹ Θεώρημα Carlson

ΣτοW(Σ ∪ {υ}) οριʆζουμε την πραʆ ξη ∗ ως εξηʆ ς: αν w = w1w2 · · ·wl, u =

u1u2 · · ·um ∈ W(Σ ∪ {υ}), θεʆτουμε

w ∗ u = w1w2 · · ·wlu1u2 · · ·um.

Έστω τωʆ ρα s⃗ = (sn)n∈N μια αʆ πειρη ακολουθιʆα λεʆξεων με μεταβλητηʆ . Μια
επιʆσης αʆ πειρη ακολουθιʆα t⃗ = (tn)n∈N θα λεʆγεται reduction της s⃗ αν υπαʆ ρχει
αʆ πειρη ακολουθιʆα u⃗ = (an)n∈N στοW(Σ ∪ {υ}) και γνησιʆως αυʆ ξουσα ακο‑
λουθιʆα θετικωʆ ν ακεραιʆων k1 < k2 < · · · < kn < · · · , με k1 = 1 ωʆ στε για
καʆ θε n ∈ N

tn = skn
(akn

) ∗ skn+1(akn+1) ∗ . . . ∗ skn+1−1(akn+1−1).

Θα γραʆφουμε τοʆ τε οʆ τι t⃗ = s⃗[u⃗]. Η t⃗ θα λεʆγεται reduction με μεταβλητηʆ αν
καʆ θε οʆ ρος της ειʆναι λεʆξη με μεταβλητηʆ .

Μια λεʆξη w ∈ W(Σ ∪ {υ}) θα λεʆγεται reduced λέξη της ακολουθιʆας s⃗ αν
υπαʆ ρχει λεʆξη u = a1 · · ·ak ∈ W(Σ;υ)ωʆ στε

w = s1(a1) ∗ s2(a2) ∗ · · · ∗ sk(ak).

Θα γραʆφουμεw = s⃗[u]. Σημειωʆ νουμε εδωʆ οʆ τι η s⃗[u] ειʆναι λεʆξη με μεταβλητηʆ
αν και μοʆ νο αν η u ειʆναι λεʆξη με μεταβλητηʆ , δηλαδηʆ αν καʆ ποιο αποʆ τα ai

ειʆναι το υ. Σε αυτηʆ την περιʆπτωση θα λεʆμε οʆ τι η s⃗[u] ειʆναι μια reduced λεʆξη
με μεταβλητηʆ της s⃗. Πλεʆον εʆχουμε οʆ τι χρειαζοʆ μαστε για να διατυπωʆ σουμε το
ακοʆ λουθο διαμεριστικοʆ θεωʆ ρημα που οφειʆλεται στον Carlson.
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Θεώρημα 1.3.2 (Carlson,[C]). Έστω Σ ένα πεπερασμένο αλφάβητο και s⃗ =

(sn)n∈N μια ακολουθία στο W(Σ;υ). Τότε για κάθε χρωματισμό W(Σ;υ) =

C1 ∪ . . . Cr τουW(Σ;υ), υπάρχει reduction t⃗ = (tn)n∈N της s⃗ και 1 6 i0 6 r

ώστε όλες οι reduced λέξεις με μεταβλητή της t⃗ να βρίσκονται στο Ci0 .

Έστω s⃗ = (sn)n∈N μια ακολουθιʆα στο W(Σ;υ). Μια extraction της s⃗ θα
λεʆγεται μια reduction καʆ ποιας υπακολουθιʆας της s⃗. Δηλαδηʆ η ακολουθιʆα t⃗ =

(tn)n∈N στοW(Σ∪{υ}) θα ειʆναι μια extraction της s⃗ αν υπαʆ ρχει υπακολουθιʆα
(skn

)n∈N της s⃗, ακολουθιʆα u⃗ = (an)n∈N στοW(Σ ∪ {υ}) και υπακολουθιʆα
(kln)n∈N της (kn)n∈N kl1 = k1 ωʆ στε για καʆ θε n ∈ N

tn = skln
(aln) ∗ skln+1

(aln+1) ∗ . . . ∗ skln+1−1
(aln+1−1).

Η t⃗ θα λεʆγεται extraction με μεταβλητηʆ αν καʆ θε οʆ ρος της ειʆναι λεʆξη με μετα‑
βλητηʆ .

Ομοιʆως μια extracted λεʆξηw της s⃗ θα ειʆναι μια reduced λεʆξη καʆ ποιας υπα‑
κολουθιʆας της s⃗. Δηλαδηʆ αν υπαʆ ρχει (skn

)n∈N υπακολουθιʆα της s⃗ και λεʆξη
u = a1 · · ·al ∈ W(Σ ∪ {υ})ωʆ στε

w = sk1
(a1) ∗ sk2

(a2) ∗ · · · ∗ skl
(al).

Επιʆσης η w ειʆναι λεʆξη με μεταβλητηʆ αν και μοʆ νο αν η u ειʆναι λεʆξη με μετα‑
βλητηʆ . Με E[⃗s] και EV[⃗s] θα συμβολιʆζουμε το συʆ νολο των extracted λεʆξεων
και των extracted λεʆξεων μεταβλητηʆ αντιʆστοιχα της s⃗.

Θεώρημα 1.3.3 (Carlson, [C]). Έστω Σ ένα πεπερασμένο αλφάβητο με |Σ| >
2 και s⃗ = (sn)n∈N μια ακολουθία στο W(Σ;υ). Τότε για κάθε χρωματισμό
EV(⃗s) = C1 ∪ . . . ∪ Cr του συνόλου EV[⃗s] των extracted λέξεων με μετα‑
βλητή της s⃗, υπάρχει μια extraction t⃗ = (tn)n∈N της s⃗ και 1 6 i0 6 r ώστε
EV[⃗t] ⊆ Ci0 .

Το εποʆ μενο αποτεʆλεσμα ειʆναι μια εκδοχηʆ του θεωρηʆ ματος 1.3.3 σχετικαʆ
με extracted λεʆξεις και αποδειʆχθηκε ανεξαʆ ρτητα αποʆ τον Carlson [C] και τους
Furstenberg και Katznelson [FK1].
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Θεώρημα 1.3.4. Έστω Σ ένα πεπερασμένο αλφάβητο με |Σ| > 2 και s⃗ =

(sn)n∈N μια ακολουθία στοW(Σ;υ). Τότε για κάθε χρωματισμό E(⃗s) = C1 ∪
. . . ∪ Cr του συνόλου E[⃗s] των extracted λέξεων της s⃗, υπάρχει μια extraction
t⃗ = (tn)n∈N της s⃗ και 1 6 i0 6 r ώστε E[⃗t] ⊆ Ci0 .

Τα προηγουʆ μενα αποτελεʆσματα που σχετιʆζονται με ακολουθιʆες λεʆξεων
με μεταβλητηʆ μπορουʆ ν να χαρακτηριστουʆ ν απειροδιαʆ στατες επεκταʆ σεις του
θεωρηʆ ματος Hales‑Jewett. Ειδικαʆ το θεωʆ ρημα 1.3.3, του Carlson ενοποιειʆ και
επεκτειʆνει αρκεταʆ αποτελεʆσματα της Θεωριʆας Ramsey, οʆ πως το Θεωʆ ρημα
Ηindman.

1.3γʹ Διαμεριστικά Αποτελέσματα γιαω‑located Λέξεις

Οι Bergelson, Blass και Hindman στο [BBH] απεʆδειξαν αναʆ λογα διαμερι‑
στικαʆ αποτελεʆσματα με αυταʆ του Carlson για located λεʆξεις (λεʆξεις μεφορεʆα)
ως προς εʆνα πεπερασμεʆνο αλφαʆ βητο, που ειʆναι συναρτηʆ σεις αποʆ εʆνα πεπε‑
ρασμεʆνο υποσυʆ νολο του συνοʆ λου N των φυσικωʆ ν αριθμωʆ ν στο αλφαʆ βητο.

Στα αποτελεʆσματα των Carlson [C] καθωʆ ς και σε αυταʆ των Bergelson,
Blass και Hindman [BBH] το αλφαʆ βητο Σ ηʆ ταν πεπερασμεʆνο. Μαʆ λιστα δεν
ισχυʆ ουν αν το αλφαʆ βητο Σ υποτεθειʆ αʆ πειρο γιατιʆ τοʆ τε θα μπορουʆ σαμε να
βριʆσκουμε παʆ ντα αʆ πειρη μονοχρωματικηʆ αριθμητικηʆ προʆ οδο στους φυσι‑
κουʆ ς, καʆ τι που δεν ισχυʆ ει οʆ πως αναφεʆραμε και προηγουμεʆνως.

Η Φαρμαʆ κη [Fa] επεʆκτεινε τα παραπαʆ νω αποτελεʆσματα των Carlson [C]
καιBergelson, Blass καιHindman [BBH] για εʆνααʆ πειροαλφαʆ βητοΣ, το οποιʆο
κυριαρχειʆται αποʆ μια ακολουθιʆα k⃗ = (kn)n∈N ⊆ N φυσικωʆ ν αριθμωʆ ν, οριʆ‑
ζοντας τιςω‑located λεʆξειςωςπρος εʆνα αʆ πειρο αλφαʆ βητοΣπουκυριαρχουʆ ν‑
ται αποʆ την ακολουθιʆα k⃗ = (kn)n∈N ⊆ N φυσικωʆ ν αριθμωʆ ν.

Έστω Σ = {α1, α2, . . .} εʆνα αʆ πειρο αριθμηʆ σιμο αλφαʆ βητο και k⃗ = (k)n∈N

μια αυʆ ξουσα ακολουθιʆα φυσικωʆ ν αριθμωʆ ν. Μια ω‑located λέξη ως προς το
Σ που κυριαρχειʆται αποʆ την k⃗ ειʆναι μια συναʆ ρτηση w αποʆ εʆνα μη‑κενοʆ , πε‑
περασμεʆνο υποσυʆ νολο F του N στο αλφαʆ βητο Σ τεʆτοια ωʆ στεw(n) = wn ∈
{α1, α2, . . . , αkn

} για καʆ θε n ∈ F.
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Έτσι, το συʆ νολο L(Σ, k⃗) οʆ λων των (σταθερωʆ ν)ω‑located λέξεωνως προς
το Σ που φραʆ σσονται αποʆ την k⃗ ειʆναι:

L(Σ, k⃗) =
{
w = wn1

. . . wnl
: l ∈ N, n1 < . . . < nl ∈ N και

wni
∈ {a1, a2, . . . , akni

} για καʆ θε 1 6 i 6 l
}
.

Συμβολιʆζουμε με dom(w) = {n1, . . . , nl} το πεδιʆο ορισμουʆ (domain) τηςω‑
located λεʆξηςw = wn1

· · · xnl
.

Έστω υ /∈ Σ μια μεταβλητηʆ . Το συʆ νολο L(Σ, k⃗;υ) οʆ λων των ω‑located
λέξεων με μεταβλητήως προς το Σ που κυριαρχουʆ νται αποʆ την ακολουθιʆα k⃗

ειʆναι:

L(Σ, k⃗;υ) =
{
w = wn1

. . . wnl
: l ∈ N, n1 < . . . < nl ∈ N,

wni
∈ {υ, α1, . . . , αkni

} για καʆ θε 1 6 i 6 l

και υπαʆ ρχει 1 6 i 6 l μεwni
= υ

}
.

Οι λεʆξεις και οι located λεʆξεις ειʆναι ω‑λεʆξεις και ω‑located λεʆξεις αντιʆ‑
στοιχα, στην περιʆπτωση οʆπου η ακολουθιʆα (kn)n∈N ειʆναι σταθερηʆ .

Θεʆτουμε L(Σ∪{υ}, k⃗} = L(Σ, k⃗)∪L(Σ, k⃗;υ). Εφοδιαʆ ζουμε το συʆ νολο L(Σ∪
{υ}, k⃗} με την ακοʆ λουθη σχεʆση: γιαw,u ∈ L(Σ ∪ {υ}, k⃗}, τοʆ τε

w ≺ u ⇔ max dom(w) < mindom(u).

Ανw = wn1
· · ·wnr

, u = um1
· · ·uml

∈ L(Σ ∪ {υ}, k⃗} μεw ≺ u οριʆζουμε την
λεʆξη

w ∗ u = wn1
· · ·wnr

um1
· · ·uml

∈ L(Σ ∪ {υ}, k⃗}. (1.1)

Θα οριʆσουμε τωʆ ρα για καʆ θε p ∈ N ∪ {0} τις συναρτηʆ σεις

Tp : L(Σ ∪ {υ}, k⃗} → L(Σ ∪ {υ}, k⃗}.

Έστω w = wn1
. . . wnl

∈ L(Σ ∪ {υ}. Θεʆτουμε T0(w) = w και για p ∈ N
θεʆτουμε

Tp(w) = un1
· · ·unl

,
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οʆπου για 1 6 i 6 l οριʆζουμε, uni
= wni

αν wni
∈ Σ, uni

= αp αν wni
= υ

και kni
> p και τεʆλος uni

= αkni
ανwni

= υ και kni
< p.

Παρατηρουʆ με οʆ τι για καʆ θε p ∈ N∪ {0} ανw = wnl
. . . wnl

∈ L(Σ∪ {υ} εʆχουμε
dom(Tp(w)) = dom(w), Tp(w) = w, ανw ∈ L(Σ, k⃗) και Tp(w) = Tpw

(w) αν
w ∈ L(Σ, k⃗;υ) και p > pw = knw

, οʆ που

nw = max{ni : 1 6 i 6 l, wni
= υ}.

Επιʆσης,

Tp(w ∗ u) = Tp(w) ∗ Tp(u) για καʆ θε w,u ∈ L(Σ ∪ {υ}, k⃗} με w < u

και
Tp(L(Σ ∪ {υ}, k⃗}) = L(Σ, k⃗) για καʆ θε p ∈ N.

Μπορουʆ με ναδιατυπωʆ σουμε τωʆ ρα το εποʆ μενοδιαμεριστικοʆ θεωʆ ρημαγια
ω‑located λεʆξεις ως προς εʆνα αʆ πειρο αλφαʆ βητο Σ που απεδειʆχθη αποʆ την
Φαρμαʆ κη ([Fa]).

Θεώρημα 1.3.5 (Φαρμάκη, [Fa]). Έστω Σ = {α1, α2, . . .} ένα άπειρο αριθ‑
μήσιμο αλφάβητο, υ /∈ Σ μια μεταβλητή, k⃗ = (kn)n∈N ⊆ N και r, s ∈ N. Αν

L(Σ, k⃗;υ) = A1 ∪ . . . ∪Ar και L(Σ, k⃗) = C1 ∪ . . . ∪ Cs,

τότε υπάρχουν μια ακολουθία (wn)n∈N ⊆ L(Σ, k⃗;υ) με wn < wn+1 για κάθε
n ∈ N και 1 6 i0 6 r, 1 6 j0 6 s ώστε

Tp1
(wn1

) ∗ . . . ∗ Tpλ
(wnλ

) ∈ Ai0,

για κάθε λ ∈ N, n1 < · · · < nλ ∈ N, p1, . . . , pλ ∈ N ∪ {0} ώστε 0 6 pi 6 kni

για κάθε 1 6 i 6 λ και 0 ∈ {p1, . . . , pλ} και

Tp1
(wn1

) ∗ . . . ∗ Tpλ
(wnλ

) ∈ Cj0,

για κάθε λ ∈ N, n1 < · · · < nλ ∈ N, p1, . . . , pλ ∈ N ώστε 1 6 pi 6 kni
για

κάθε 1 6 i 6 λ.
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Το Θεωʆ ρημα 1.3.5 για ακολουθιʆες k⃗ = (kn)n∈N με kn = k για καʆ θε
n ∈ N συμπιʆπτει με το αναʆ λογο διαμεριστικοʆ θεωʆ ρημα των Bergelson, Blass
και Hindman, [BBH] για located λεʆξεις ως προς εʆνα πεπερασμεʆνο αλφαʆ βητο,
ενωʆ για την περιʆπτωση k⃗ = (kn)n∈N ⊆ N με kn = 1 για καʆ θε n ∈ N το
Θεωʆ ρημα 1.3.5 εʆχει ως συνεʆπεια το διαμεριστικοʆ θεωʆ ρημα του Hindman [H].

Επιʆσης στο [Fa], η Φαρμαʆ κη απεʆδειξε και τα “extraction”αναʆ λογα αποτε‑
λεʆσματα, τα οποιʆα αποτελουʆ ν ισχυροʆ τερη μορφηʆ του θεωρηʆ ματος 1.3.5 για
extractedω‑located λεʆξεις μιας διατεταγμεʆνης ακολουθιʆαςω‑located λεʆξεων
με μεταβλητηʆ .

Έστω Σ = {α1, α2, . . .} εʆνα αʆ πειρο αριθμηʆ σιμο αλφαʆ βητο, υ /∈ Σ μια με‑
ταβλητηʆ και k⃗ = (κn)n∈N ⊆ N μια αυʆ ξουσα ακολουθιʆα φυσικωʆ ν αριθμωʆ ν.
Θεʆτουμε,

L∞(Σ, k⃗;υ) = {w⃗ = (wn)n∈N : wn ∈ L(Σ, k⃗;υ) καιwn ≺ wn+1 για καʆ θε
n ∈ N}.

Έστω w⃗ = (wn)n∈N ∈ L∞(Σ, k⃗;υ). Μια extracted ω‑located λέξη της w με
μεταβλητή ειʆναι μιαω‑located λεʆξη με μεταβλητηʆ

u = Tp1
(wn1

) ∗ . . . ∗ Tpλ
(wnλ

) ∈ L(Σ, k⃗;υ),

οʆπου λ ∈ N, n1 < · · · < nλ ∈ N, p1, . . . , pλ ∈ N ∪ {0} με 0 6 pi 6 kni
για

καʆ θε 1 6 i 6 λ και 0 ∈ {p1, . . . , pλ}.
Το συʆ νολο οʆ λων των extractedω‑located λεʆξεων τηςw με μεταβλητηʆ συμβο‑
λιʆζεται με EV[w⃗].

Μια extractedω‑located λέξη τηςw ειʆναι μιαω‑located λεʆξη

z = Tp1
(wn1

) ∗ . . . ∗ Tpλ
(wnλ

) ∈ L(Σ, k⃗),

οʆπου λ ∈ N, n1 < · · · < nλ ∈ N, p1, . . . , pλ ∈ N με 1 6 pi 6 kni
για καʆ θε

1 6 i 6 λ.
Το συʆ νολο οʆ λων των extractedω‑located λεʆξεων τηςwσυμβολιʆζεται μεE[w⃗].
Έστω

EV∞(w⃗) = {u⃗ = (un)n∈N ∈ L∞(Σ, k⃗;υ) : un ∈ EV(w⃗) για καʆ θε n ∈ N}.
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Αν u⃗ ∈ EV∞(w⃗), τοʆ τε λεʆμε οʆ τι η u⃗ ειʆναι μια extraction της w⃗ και γραʆφουμε
u⃗ ≺ w⃗. Σημειωʆ νουμε οʆ τι u⃗ ≺ w⃗ αν και μοʆ νο αν EV[u⃗] ⊆ EV[w⃗].

Θεώρημα 1.3.6 (Φαρμάκη, [Fa]). Έστω Σ = {α1, α2, . . . , } ένα άπειρο αριθ‑
μήσιμο αλφάβητο, υ /∈ Σ μια μεταβλητή, k⃗ = (kn)n∈N ⊆ N μια αύξουσα ακο‑
λουθία φυσικών αριθμών, w⃗ = (wn)n∈N ∈ L∞(Σ, k⃗;υ) και r, s ∈ N. Αν

L(Σ, k⃗;υ) = A1 ∪ . . . ∪Ar και L(Σ, k⃗) = C1 ∪ . . . ∪ Cs

τότε υπάρχουν μια extraction u⃗ = (un)n∈N της w⃗ και 1 6 i0 6 r, 1 6 j0 6 s

ώστε
EV(u⃗) ⊆ Ai0 και E(u⃗) ⊆ Cj0.

1.4 Το Θεώρημα Nash‑Williams

Στην παραʆ γραφο αυτηʆ διατυπωʆ νουμε το κλασικοʆ διαμεριστικοʆ θεωʆ ρημα
της θεωριʆας Ramsey για τοσυʆ νολο [N] οʆ λων τωναπειʆρωναυξουσωʆ ν ακολου‑
θιωʆ ν φυσικωʆ ν αριθμωʆ ν που απεδειʆχθη αποʆ τον Nash‑Williams [NW], αλλαʆ
και δυʆ ο ισχυροʆ τερα θεωρηʆ ματα που απεδειʆχθησαν αποʆ τον Ellentuck [E] και
τους Galvin και Prikry [GP] αντιʆστοιχα.

Έστω t, s ∈ [N]<∞. θα γραʆφουμε t < s, ανmax t < min s. Επιʆσης με, t v s

θα συμβολιʆζουμε αν t ειʆναι εʆνα αρχικοʆ τμηʆ μα του s, δηλαδηʆ αν ειʆτε t ∈ {∅, s}
ειʆτε υπαʆ ρχει y ∈ s ωʆ στε t = {x ∈ s : x < y}. Για s ∈ [N]<∞ και M ∈ [N],
θεʆτουμε [s,M] = {s ∪ L : L ∈ [M], s < L}.

Η τοπολογιʆα της κατά σημείο σύγκλισης ειʆναι η τοπολογιʆα που εʆχει ως
βαʆ ση τα συʆ νολα

{
[a,N] : a ∈ [N]<∞}, ενωʆ η τοπολογιʆα Ellentuck στο συʆ νολο

N ειʆναι η τοπολογιʆα που εʆχει ως βαʆ ση τα συʆ νολα {[a,M] : a ∈ [N]<∞,M ∈
[N]}. Προφανωʆ ς, η τοπολογιʆα Ellentuck ειʆναι ασθενεʆστερη της τοπολογιʆας
της καταʆ σημειʆο συʆ γκλισης.

Θεώρημα1.4.1 (Ellentuck, [E]). ΈστωUμια διαμεριστική οικογένεια του [N],
η οποία είναι ανοικτήωςπρος την τοπολογία Ellentuck. Για κάθεa ∈ [N]<∞ και
A ⊆ NάπειρουπάρχειB ⊆ Aάπειροώστε, είτε [a, B] ⊆ U, είτε [a, B] ⊆ [N]\U.
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Θεώρημα 1.4.2 (Nash‑Williams, [NW]). Έστω U μια διαμεριστική οικογέ‑
νεια του [N], η οποία είναι κλειστήως προς την τοπολογία της κατά σημείο σύγ‑
κλισης. Για κάθεA ⊆ N άπειρο υπάρχει B ⊆ A άπειρο ώστε, είτε [B] ⊆ [N] \U,
είτε [B] ⊆ U.

Οι Galvin και Prikry [GP] απεʆδειξαν εʆνα ισχυροʆ τερο αποτεʆλεσμα, αντιʆ‑
στοιχο του Θεωρηʆ ματος 1.4.2 για μια διαμεριστικηʆ οικογεʆνεια U που ειʆναι
Borel ως προς την τοπολογιʆα της καταʆ σημειʆο συʆ γκλισης.

Θεώρημα1.4.3 (Galvin&Prikry, [GP]). ΈστωU μια διαμεριστική οικογένεια
του [N], η οποία είναι Borel ως προς την τοπολογία της κατά σημείο σύγκλισης.
Για κάθε A ⊆ N άπειρο υπάρχει B ⊆ A άπειρο ώστε, είτε [B] ⊆ [N] \ U, είτε
[B] ⊆ U.

1.5 Υπερφίλτρα

Διʆνουμε στη συνεʆχεια τους ορισμουʆ ς τωνφιʆλτρων και υπερφιʆλτρων, ισο‑
δυʆ ναμους χαρακτηρισμουʆ ς και καʆ ποιες βασικεʆς τους ιδιοʆ τητες. Περισσοʆ τε‑
ρες πληροφοριʆες σχετικαʆ με τα υπερφιʆλτρα μπορειʆ καʆ ποιος να βρει στο [CN]

Ορισμός 1.5.1. Ένα φίλτρο F σε εʆνα μη κενοʆ συʆ νολο X ειʆναι μια οικογεʆνεια
υποσυνοʆ λων του X που ικανοποιειʆ τις εποʆ μενες ιδιοʆ τητες:

(i) ΑνA ∈ F, τοʆ τεA 6= ∅.

(ii) ΑνA,B ∈ F, τοʆ τεA ∩ B ∈ F.

(iii) ΑνA ∈ F καιA ⊆ B ⊆ X, τοʆ τε B ∈ F.

Σημειωʆ νουμε εδωʆ οʆ τι καʆ θε οικογεʆνεια που εʆχει την ιδιοʆ τητα των πεπερα‑
σμεʆνων τομωʆ ν περιεʆχεται σε καʆ ποιο φιʆλτρο.
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Ορισμός 1.5.2. Έστω X εʆνα μη κενοʆ συʆ νολο και x ∈ X. Ένα υπερφίλτρο στο
X ειʆναι εʆνα μεγιστικοʆ (maximal) φιʆλτρο στο X. Το συʆ νολο οʆ λων των υπερ‑
φιʆλτρων του X συμβολιʆζεται με βX και αναφεʆρεται ως Stone‑Cech συμπαγο‑
ποίηση του X. To συʆ νολο Ux = {A ⊆ X : x ∈ A} ειʆναι υπερφιʆλτρο στο X και
ονομαʆ ζεται τετριμμένο (principal) υπερφιʆλτρο που παραʆ γεται αποʆ το x.

Πρόταση 1.5.3. Έστω X ένα μη κενό σύνολο και p φίλτρο στο X. Τα ακόλουθα
είναι ισοδύναμα:

(i) Το p είναι υπερφίλτρο στο X.

(ii) Αν F ⊆ X ώστεA ∩ F 6= ∅ για κάθεA ∈ p, τότε F ∈ p.

(iii) Αν F ⊆ X, τότε είτε F ∈ p είτε Fc ∈ p.

(iv) ΑνA,B ⊆ X μεA ∪ B ∈ p, τότε είτεA ∈ p είτε B ∈ p.

Τεʆλος, αποδεικνυʆ εται οʆ τι σε καʆ θε αʆ πειρο συʆ νολο μπορουʆ με να βρουʆ με
υπερφιʆλτρο που δεν ειʆναι τετριμμεʆνο.

1.6 Coideal

Η εʆννοια του coideal αποτεʆλεσε για τη Θεωριʆα Ramsey εʆνα πολυʆ χρηʆ σιμο
εργαλειʆο. Ο Mathias στο [M] χρησιμοποιʆησε τα selective coideal, τα οποιʆα
αναφεʆρει ως “happy famiies”για να επεκτειʆνει τα θεωρηʆ ματα των Galvin και
Prikry [GP] και του Silver [S]. Ο Glasner [G] μελεʆτησε τα coideal και τη σχεʆση
που εʆχουν με την Stone‑Cech συμπαγοποιʆηση, χρησιμοποιωʆ ντας τον οʆ ρο “di‑
visible property”. Ο Farah [F] εισηʆ γαγε τα semiselective coideal, ενωʆ πιο προʆ ‑
σφατα, οι Samet και Tsaban [ST] μελεʆτησαν τα coideal σε σχεʆση με την Θεω‑
ριʆα Ramsey, οʆ που τα αναφεʆρουν ως superϐilter.

Ορισμός 1.6.1. Μια οικογεʆνειαH υποσυνοʆ λων ενοʆ ς συνοʆ λου X θα λεʆμε οʆ τι
ειʆναι εʆνα coideal στο X αν ικανοποιειʆ τις ακοʆ λουθες ιδιοʆ τητες:
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(i) ∅ /∈ H και X ∈ H.

(ii) ΑνA ∈ H καιA ⊆ B, τοʆ τε B ∈ H.

(iii) ΑνA ∪ B ∈ H, τοʆ τε ειʆτεA ∈ H ειʆτε B ∈ H.

Τα coideal ειʆναι εʆννοιες “μεγαʆ λου”για τα υποσυʆ νολα του X. Επιπλεʆον πα‑
ρατηρουʆ με οʆ τι τα υπερφιʆλτρα ειʆναι coideal που ειʆναι κλεισταʆ ως προς τις πε‑
περασμεʆνες τομεʆς, που σημαιʆνει οʆ τι ειʆναι καταʆ μιʆα εʆννοια ελαχιστικαʆ coideal.

Παράδειγμα 1.6.2. Τo συʆ νολο [N] οʆ λων των απειʆρων υποσυνοʆ λων του N
ειʆναι coideal στο N, το οποιʆο δεν ειʆναι υπερφιʆλτρο, αφουʆ δεν ειʆναι κλειστοʆ
ως προς τις πεπερασμεʆνες τομεʆς.

Παράδειγμα 1.6.3. Το συʆ νολο

Hd =
{
A ∈ [N] : d∗(A) := lim sup

n

|A ∩ {1, 2, . . . , n}|

n
> 0

}
ειʆναι εʆνα coideal στο N.

Παράδειγμα 1.6.4. Το συʆ νολοAP των απειʆρων υποσυνοʆ λων τουN που πε‑
ριεʆχουν αυθαιʆρετα μεγαʆ λες αριθμητικεʆς προοʆ δους ειʆναι coideal στο N, το
οποιʆο δεν ειʆναι υπερφιʆλτρο, αφουʆ δεν ειʆναι κλειστοʆ ως προς τις πεπερασμεʆ‑
νες τομεʆς.

Πρόταση1.6.5. ΈστωX έναμηκενόσύνολοκαιHμιαοικογένειαυποσυνόλων
του X. Το H είναι coideal στο X αν και μόνο αν είναι ένωση υπερφίλτρων στο
X.

Ορισμός 1.6.6. Μια μη κενηʆ οικογεʆνειαB ενοʆ ς μη κενουʆ συνοʆ λουX θα λεʆγε‑
ται βάση coideal στο X αν ικανοποιειʆ την ακοʆ λουθη ιδιοʆ τητα:

ΑνA ∪ B ∈ B, τοʆ τε υπαʆ ρχει C ∈ Bωʆ στε ειʆτε C ⊆ A ειʆτε C ⊆ B.
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Προφανωʆ ς εʆνα coideal στο X ειʆναι μια βαʆ ση coideal στο X.

Παράδειγμα1.6.7. Το συʆ νολο [2N] των απειʆρων υποσυνοʆ λων τουNπουπε‑
ριεʆχει μοʆ νοαʆ ρτιουςαριθμουʆ ς ειʆναι βαʆ ση coideal στοN, αλλαʆ δεν ειʆναι coideal.

Παράδειγμα 1.6.8. Έστω k ∈ N καιM αʆ πειρο υποσυʆ νολο του N. Η οικογεʆ‑
νειαB =

{
[M]k : M ∈ [N]

}
ειʆναι βαʆ ση coideal στο N.

Πρόταση 1.6.9. Έστω X ένα μη‑κενό σύνολο και H μια οικογένεια υποσυνό‑
λων του X. Το H είναι coideal στο X αν και μόνο αν υπάρχει βάση coideal B
ώστεH = LB, όπου LB = {A ⊆ X : υπάρχει B ∈ B με B ⊆ A}.

1.6αʹ Selective Coideal στο N

Ορισμός 1.6.10. ΈστωH ⊆ [N] εʆνα coideal στοN. ΤοH θα λεʆγεται selective
αν για καʆ θε φθιʆνουσα ακολουθιʆα (An)n∈N στοιχειʆων τουH, υπαʆ ρχει B ∈ H

ωʆ στε B − n ⊆ An, για καʆ θε n ∈ B. Το συʆ νολο B θα λεʆγεται διαγωνοποίηση
της (An)n∈N.

Παράδειγμα 1.6.11. Το coideal H = [N] των απειʆρων υποσυνοʆ λων του N
ειʆναι selective coideal.

Το παρακαʆ τω παραʆ δειγμα ειʆναι του Mathias και μπορειʆ καʆ ποιος να το
βρει στο [T].

Παράδειγμα 1.6.12. ΈστωA μια αʆ πειρη οικογεʆνεια των αʆ πειρων υποσυνοʆ ‑
λων του N, τεʆτοια ωʆ στε A ∩ B να ειʆναι πεπερασμεʆνο για καʆ θε ζευʆ γος διακε‑
κριμεʆνων συνοʆ λωνA,B τηςA. ΑνH ειʆναι η συλλογηʆ των υποσυνοʆ λων τουN
που δεν μπορουʆ ν να καλυφθουʆ ν αποʆ πεπερασμεʆνο το πληʆ θος στοιχειʆων της
A, τοʆ τε τοH ειʆναι selective coideal στο N.

Η εποʆ μενη προʆ ταση μας διʆνει εʆνα αʆ λλο τροʆπο να χαρακτηριʆσουμε τα se‑
lective coideal στο N.
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Πρόταση 1.6.13. ΈστωH ⊆ [N] ένα coideal στοN. ΤοH ειναι selective αν και
μόνο αν ικανοποιεί τις ακόλουθες δύο ίδιότητες:

(i) Για κάθεφθίνουσα ακολουθία (An)n∈N στοιχείων τουH, υπάρχειB ∈ H

ώστε το σύνολο B \An να είναι πεπερασμένο για κάθε n ∈ N.

(ii) Για κάθεA ∈ H και για κάθε διαμέρισηA =
⋃
n∈N

Fn τουA από ξένα ανά

δύο σύνολα, όπου κάθε Fn είναι πεπερασμένο, υπάρχει B ∈ H, B ⊆ A

ώστε |B ∩ Fn| 6 1 για κάθε n ∈ N.

Η πρώτη ιδιότητα θα λέγεται (p) και η δεύτερη (q).

1.6βʹ Semiselective Coideal στο N

Ορισμός 1.6.14. ΈστωH ⊆ [N] εʆνα coideal στοN. Ένα υποσυʆ νολοR τουH
θα λεʆγεται dense‑open στοH αν ικανοποιειʆ τις εποʆ μενες δυʆ ο ιδιοʆ τητες:

(i) Για καʆ θε B ∈ H υπαʆ ρχει C ∈ R με C ⊆ B.

(ii) Αν C ∈ R και B ∈ H με B ⊆ C, τοʆ τε B ∈ R.

Παρατηρουʆ με σε αυτοʆ το σημειʆο οʆ τι η dense‑open ιδιοʆ τητα στο H ειʆναι
κλειστηʆ ως προς τις πεπερασμεʆνες τομεʆς.

Ορισμός 1.6.15 (Todorcevic, [T]). Έστω H ⊆ [N] εʆνα coideal στο N. Το H

λεʆγεται semiselective αν ικανοποιειʆ τις ακοʆ λουθες δυʆ ο ιδιοʆ τητες:

(i) Για καʆ θε ακολουθιʆα (Rn)n∈N αποʆ dense‑open υποσυʆ νολα του H και
καʆ θεA ∈ H, υπαʆ ρχει B ∈ H με B ⊆ A τεʆτοιο ωʆ στε για καʆ θε n ∈ N να
υπαʆ ρχει Cn ∈ Rn ωʆ στε το συʆ νολο B \ Cn να ειʆναι πεπερασμεʆνο.

(ii) Για καʆ θε A ∈ H και για καʆ θε διαμεʆριση A =
⋃
n∈N

Fn του A αποʆ ξεʆνα

αναʆ δυʆ ο συʆ νολα, οʆ που καʆ θε Fn ειʆναι πεπερασμεʆνο, υπαʆ ρχει B ∈ H με
B ⊆ Aωʆ στε |B ∩ Fn| 6 1 για καʆ θε n ∈ N
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Στις εποʆ μενες δυʆ ο προταʆ σεις διʆνουμε δυʆ ο ισοδυʆ ναμους χαρακτηρισμουʆ ς
για τα semiselective coideal του N.

Πρόταση 1.6.16 (Todorcevic, [T]). Έστω H ένα coideal στο N. Το H ειναι
semiselective αν και μόνο αν για κάθε ακολουθία (Rn)n∈N από dense‑open υπο‑
σύνολα τουH και κάθεA ∈ H, υπάρχει B ∈ H με B ⊆ Aώστε B−n ∈ Rn για
κάθε n ∈ B.

Πρόταση 1.6.17. ΈστωH ένα coideal στο N. ΤοH ειναι semiselective αν και
μόνο αν για κάθε ακολουθία (Rb)b∈[N]<∞ από dense‑open υποσύνολα τουH και
κάθεA ∈ H, υπάρχει B ∈ H με B ⊆ A ώστε B− b ∈ Rb για κάθε b ∈ [B]<∞.

Η πρωʆ τη ιδιοʆ τητα ενοʆ ς semiselective coideal στο N ειʆναι ασθενεʆστερη
αποʆ την αντιʆστοιχη πρωʆ τη ιδιοʆ τητα ενοʆ ς selective coidealN, ενωʆ οι δευʆ τερες
ιδιοʆ τητες ειʆναι ιʆδιες. Συνεπωʆ ς, συμπεραιʆνουμε οʆ τι εʆνα selective coideal stoN
ειʆναι semiselective. Το αντιʆστροφο δεν ισχυʆ ει. Για εʆνα παραʆ δειγμα semise‑
lective coideal που δεν ειʆναι selective παραπεʆμπουμε τον αναγνωʆ στη στο [F,
Παραʆ δειγμα 2.1].

Θαδιατυπωʆ σουμε τωʆ ρα εʆναδιαμεριστικοʆ θεωʆ ρημαγια τοσυʆ νολο [N] των
αʆ πειρων υποσυνοʆ λων του N ως προς μια semiselective βαʆ ση coideal στο N,
το οποιʆο απεδειʆχθη αποʆ τον Farah ([F]). Πριν δωʆ σουμε το θεωʆ ρημα, αναφεʆ‑
ρουμε οʆ τι εʆνα υποσυʆ νολοU του [N] ειʆναι κλειστοʆ ως προς την τοπολογιʆα της
καταʆ σημειʆο συʆ γκλισης, αν ταυτιʆζοντας καʆ θε στοιχειʆο του [N] με εʆνα στοι‑
χειʆο του {0, 1}N, το συʆ νολο U ειʆναι εʆνα κλειστοʆ υποσυʆ νολο του [N] ως προς
την σχετικηʆ τοπολογιʆα του {0, 1}N.

Θεώρημα 1.6.18 (Farah, [F]). Έστω B μια semiselective βάση coideal στο N.
Για κάθε υποσύνολοU του [N] κλειστό ως προς την τοπολογία της κατά σημείο
σύγκλισης και κάθεA ∈ LB υπάρχει B ∈ LB με B ⊆ Aώστε είτε [B] ⊆ U είτε
[B] ⊆ [N] \ U.
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1.6γʹ Ramsey Coideal στο N

Η εʆννοια του Ramsey υπεφιʆλτρου στο συʆ νολο τωνφυσικωʆ ν αριθμωʆ ν οριʆ‑
στηκεαποʆ τον Louveau [Lo], ενωʆ αργοʆ τεραηαναʆ λογη εʆννοια για coideals στο
συʆ νολο των φυσικωʆ ν αριθμωʆ ν εμφανιʆστηκε στα [M], [F] αποʆ τους Mathias
και Farah αντιʆστοιχα.

Ορισμός 1.6.19. Έστω H εʆνα coideal στο N. Το H λεʆγεται Ramsey αν για
καʆ θε n, r ∈ N και για καʆ θεA ∈ H με [A]n = C1 ∪ . . . ∪ Cr, υπαʆ ρχουν B ∈ H

με B ⊆ A και 1 6 i0 6 rωʆ στε [B]n ⊆ Ci0 .

Ο Mathias στο [M] απεʆδειξε οʆ τι καʆ θε selective coideal στο N ειʆναι Ram‑
sey, ενωʆ ο Farah στο [F] απεʆδειξε οʆ τι καʆ θε semiselective coideal στο N ειʆναι
Ramsey. Επιπλεʆον κατασκευʆ ασε παραʆ δειγμα Ramsey coideal στο N που δεν
ειʆναι semiselective [F, Παραʆ δειγμα 2.2].





Κεφάλαιο 2

Coideal και Θεωρία Ramsey

Σε αυτοʆ το κεφαʆ λαιο παρουσιαʆ ζουμε το πλαιʆσιο και τα αποτελεʆσματα
του πρωʆ του μεʆρους της διατριβηʆ ς. Τα αποτελεʆσματα αυταʆ , προεʆρχονται αποʆ
την εργασιʆα

V. Farmaki, D. Karageorgos, A. Koutsogiannis, A. Mitropoulos, Ab‑
stract topological Ramsey theory for nets, Topology and its Appli‐

cations 201 (2016), 314‑329.

Συγκεκριμεʆνα, στοΘεωʆ ρημα2.4.8 αποδεικνυʆ ουμε μια γενιʆκευση του κλα‑
σικουʆ θεωρηʆ ματος Nash‑Williams, το οποιʆο ταυτοʆχρονα περιλαμβαʆ νει μια
ενιαιʆα επεʆκταση της αντιʆστοιχης θεωριʆας για coideal στο συʆ νολο των φυσι‑
κωʆ ν αριθμωʆ ν που απεδειʆχθη αποʆ τους Louveau [Lo], Mathias [M] και Farah
[F], των διαμεριστικωʆ ν θεωρημαʆ τωνMilliken [Mi] και Taylor [T] για ακολου‑
θιʆες πεπερασμεʆνων μη κενωʆ ν υποσυνοʆ λων φυσικωʆ ν αριθμωʆ ν , των διαμερι‑
στικωʆ ν θεωρημαʆ των για ακολουθιʆες λεʆξεων και για ακολουθιʆες located λεʆ‑
ξεων που απεδειʆχθησαν αποʆ τους Carlson [C] και Bergelson, Blass και Hind‑
man [BBH] αντιʆστοιχα, και των διαμεριστικωʆ ν θεωρημαʆ των για ακολουθιʆες
ω‑located λεʆξεων που απεδειʆχθησαν αποʆ την Φαρμαʆ κη [Fa].

Πιο αναλυτικαʆ , εισαʆ γουμε πρωʆ τα τις εʆννοιες του coideal και της βαʆ σης
coideal σε εʆνα αʆ πειρο κατευθυνοʆ μενο συʆ νολο(X,≺) και σημειωʆ νουμε οʆ τι η
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κλαʆ ση των coideal στο X περιεʆχει την κλαʆ ση των υπερφιʆλτρων στο X και
περιεʆχεται στην κλαʆ ση των βαʆ σεων coideal στο X. Στη συνεʆχεια εισαʆ γουμε
την κλαʆ ση των semiselective∗ βαʆ σεων coideal στο X και αποδεικνυʆ ουμε οʆ τι
καʆ θε semiselective∗ βαʆ ση coidealB στοXωʆ στεB−x ∈ B για καʆ θεB ∈ B και
καʆ θε x ∈ X, αντιʆστοιχα καʆ θε semiselective∗ coideal στο X, εʆχει την ιδιοʆ τητα
Ramsey∗, δηλαδηʆ για καʆ θε φυσικοʆ αριθμοʆ n, καʆ θε οικογεʆνεια F του [X]∗ και
καʆ θεA ∈ B υπαʆ ρχειB ∈ B, μεB ⊆ Aωʆ στε, ειʆτε [B]∗ ⊆ F ειʆτε [B]∗ ⊆ [X]∗ \F.

Επιπροʆσθετα, στο Θεωʆ ρημα 2.3.6 παιʆρνουμε εʆνα διαμεριστικοʆ αποτεʆλε‑
σμα στο [X]<∞

∗ , οʆ που για μια διαμεριστικηʆ οικογεʆνεια F του συνοʆ λου [X]<∞
∗

και για καʆ θε στοιχειʆοAμιας semiselective∗ βαʆ σης coidealBστοX, βριʆσκουμε
B ∈ B, με B ⊆ A ωʆ στε, ειʆτε το [B]<∞

∗ να περιεʆχεται στο [X]<∞
∗ \ F, ειʆτε καʆ θε

αʆ πειρη αυʆ ξουσα ακολουθιʆα στοιχειʆων του B εʆχει αρχικοʆ τμηʆ μα στο F.
Εφοδιαʆ ζοντας το συʆ νολο [X]∗ των ολικαʆ διατεταγμεʆνων αʆ πειρων υποσυ‑

νοʆ λων του X με την σχετικηʆ τοπολογιʆα της τοπολογιʆας γινοʆ μενο του {0, 1}X,
το Θεωʆ ρημα 2.3.6 εʆχει ως συνεʆπεια οʆ τι, για καʆ θε διαμεριστικηʆ οικογεʆνεια U

του [X]∗, η οποιʆα ειʆναι κλειστηʆ ως προς την τοπολογιʆα της καταʆ σημειʆο συʆ γ‑
κλισης και για καʆ θε στοιχειʆοAμιας semiselective∗ βαʆ σης coidealBμπορουʆ με
να βρουʆ με B ∈ B, με B ⊆ A ωʆ στε, ειʆτε το [B]∗ να περιεʆχεται στο U, ειʆτε το
[B]∗ να περιεʆχεται στο [X]∗ \ U. Επιπλεʆον, δειʆχνουμε στο Ποʆ ρισμα 2.4.12 οʆ τι
καʆ θε διαμεριστικηʆ οικογεʆνειαU του [X]∗, που ειʆναι Borel ικανοποιειʆ την ιʆδια
ιδιοʆ τητα.

Τεʆλος, αφουʆ τα semiselective coideal στο συʆ νολο των φυσικωʆ ν αριθμωʆ ν
ειʆναι semiselective∗, χρησιμοποιωʆ ντας τα τοπολογικαʆ διαμεριστικαʆ αποτε‑
λεʆσματα που παιʆρνουμε, για το συʆ νολο των πεπερασμεʆνων μη κενωʆ ν υπο‑
συνοʆ λων του N, οʆ πως επιʆσης για το συʆ νολο των λεʆξεων, ειʆναι δυνατοʆ ν, οριʆ‑
ζοντας καταʆ λληλες semiselective∗ βαʆ σεις coideal οʆ πως στις προταʆ σεις 2.2.4,
2.2.5αποτελεʆσματαοʆπωςτωνMilliken [Mi] καιTaylor [Ta] για τηνπεριʆπτωση
των πεπερασμεʆνων υποσυνοʆ λων του N και των Carlson [C], Φαρμακη [Fa]
και Bergelson, Blass και Hindman [BBH] να επαναδιατυπωθουʆ ν. Συνεπωʆ ς,
εμπεριεʆχονται στην θεωριʆα που παρουσιαʆ ζουμε στο κεφαʆ λαιο αυτοʆ και ενο‑
ποιουʆ νται καʆ τω αποʆ αυτηʆ .
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2.1 Coideal σε κατευθυνόμενα σύνολα

Στην ενοʆ τητα αυτηʆ , εισαʆ γουμε πρωʆ τα στους Ορισμουʆ ς 2.1.1 και 2.1.2, την
εʆννοια του coideal σε εʆνα αʆ πειρο συʆ νολο, εφοδιασμεʆνο με μια σχεʆση που το
καʆ νει κατευθυνοʆ μενο συʆ νολο, επεκτειʆνοντας αναʆ λογες εʆννοιες που οριʆστη‑
καν προηγουμεʆνως για το συʆ νολο των φυσικωʆ ν αριθμωʆ ν στα [M], [F] and
[ST]. Καʆ θε υπερφιʆλτρο στο συʆ νολο αυτοʆ ειʆναι coideal και επιπλεʆον η εʆνωση
μιας οικογεʆνειας υπερφιʆλτρων στο X θα ειʆναι επιʆσης coideal.

Επιʆσης, εισαʆ γουμε την εʆννοια της βαʆ σης coideal σε εʆνα αʆ πειρο κατευ‑
θυνοʆ μενο συʆ νολο (Ορισμοʆ ς, 2.1.6). Μια βαʆ ση coideal παραʆ γει εʆνα μοναδικοʆ
coideal, το οποιʆο αποτελειʆται αποʆ τα υποσυʆ νολα τουX που εʆχουν ως υποσυʆ ‑
νολο εʆνα στοιχειʆο της βαʆ σης. Αναφεʆρουμε στη συνεʆχεια καʆ ποια παραδειʆγ‑
ματα αποʆ βαʆ σεις coideal, που παιʆζουν κεντρικοʆ ροʆ λο στη θεωριʆα Ramsey
(Παραδειʆγματα, 2.1.8, 2.1.9, 2.1.10 και 2.1.11).

Τεʆλος, εισαʆ γουμε στονΟρισμοʆ 2.1.12, τις εʆννοιες της Ramsey και Ramsey∗

βαʆ σης coideal σε εʆνα αʆ πειρο κατευθυνοʆ μενο συʆ νολο. Η εʆννοια ενοʆ ς Ramsey
υπερφιʆλτρου στο συʆ νολο των φυσικωʆ ν αριθμωʆ ν οριʆστηκε στο [Lo], ενωʆ αρ‑
γοʆ τερα αναʆ λογες εʆννοιες για coideal στο συʆ νολο των φυσικωʆ ν αριθμωʆ ν εμ‑
φανιʆστηκανστα [M], [F] και [ST]. Η ιδιοʆ τηταRamsey∗ για μιαβαʆ ση coideal ειʆ‑
ναι ασθενεʆστερη αποʆ την ιδιοʆ τητα Ramsey, αλλαʆ καταληʆ γει να ειʆναι η καταʆ λ‑
ληλη εʆννοια για τη γενικηʆ περιʆπτωση των coideal σε κατευθυνοʆ μενο συʆ νολο,
αφουʆ αρκεταʆ coideal που παιʆζουν κεντρικοʆ ροʆ λο στη θεωριʆα Ramsey, ειʆναι
Ramsey∗ αλλαʆ δεν ειʆναι Ramsey (Παρατηρηʆ σεις, 2.1.13, 2.1.15 και 2.1.16 και
Προταʆ σεις 2.1.17 και 2.1.18).

Ορισμός 2.1.1. Ένα μη κενοʆ συʆ νολοX, θα λεʆγεται κατευθυνόμενο συʆ νολο αν
ειʆναι εφοδιασμεʆνο με μιʆα σχεʆση≺, η οποιʆα ικανοποιειʆ τις ακοʆ λουθες ιδιοʆ τη‑
τες:

(i) Για καʆ θε x, y ∈ X με x ≺ y, τοʆ τε x 6= y.

(ii) Για καʆ θε x, y, z ∈ X με x ≺ y και y ≺ z, τοʆ τε x ≺ z.

(iii) Για καʆ θε x, y ∈ X υπαʆ ρχει z ∈ Xωʆ στε x ≺ z και y ≺ z.
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Θα γραʆφουμε τοʆ τε (X,≺).

Ορισμός 2.1.2. Έστω (X,≺) εʆνα αʆ πειρο κατευθυνοʆ μενο συʆ νολο. Ένα υπο‑
συʆ νολοH του [X] θα λεʆγεται coideal στο (X,≺) αν ικανοποιειʆ τις ακοʆ λουθες
ιδιοʆ τητες:

(i) Για καʆ θεA ∈ H και x ∈ X υπαʆ ρχει z ∈ Aωʆ στε x ≺ z.

(ii) ΑνA ∪ B ∈ H, τοʆ τε ειʆτεA ∈ H ειʆτε B ∈ H.

(iii) ΑνA ∈ H καιA ⊆ B ⊆ X, τοʆ τε B ∈ H.

ΓιαA ⊆ X, s ∈ [X]<∞ και x ∈ X,A− ∅ = A και για s 6= ∅,

A− s = {x ∈ A : y ≺ x για καʆ θε y ∈ s},

A− x = A− {x} = {z ∈ A : x ≺ z}.

Παρατήρηση2.1.3. Έστω (X,≺) έναάπειρο κατευθυνόμενοσύνολο.Έναυπερ‑
φίλτρο U στο X θα λέγεται adequate αν A − x 6= ∅ για κάθε A ∈ U και x ∈ X.
Έτσι ένα adequate υπερφίλτρο στο X είναι ένα coideal στο X, το οποίο είναι
επίσης κλειστό ως προς τις πεπερασμένες τομές.

Παρατήρηση 2.1.4. Έστω (X,≺) ένα άπειρο κατευθυνόμενο σύνολο. Κάθε
ένωση από adequate υπερφίλτρα στο X είναι ένα coideal στο (X,≺).

Πρόταση 2.1.5. ΈστωH ⊆ [X] ένα coideal στο (X,≺),A ∈ H και s ∈ [X]<∞.
ΤότεA− s ∈ H.

Απόδειξη. Έστω x ∈ X. Τοʆ τε A − x ∈ H, αφουʆ A \ (A − x) /∈ H. Για s =

{x1, . . . , xk} ∈ [X]<∞
>0 , k ∈ N εʆχουμεA− s ∈ H, αφουʆ

A \ (A− s) = A \ (A− x1) ∪ . . . ∪A \ (A− xk) /∈ H.
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Στη συνεʆχεια διʆνουμε τον ορισμοʆ της βαʆ σης coideal.

Ορισμός 2.1.6. Έστω (X,≺) εʆνα αʆ πειρο κατευθυνοʆ μενο συʆ νολο. Ένα υπο‑
συʆ νολο B του [X] θα λεʆγεται βάση coideal στο (X,≺) αν ικανοποιειʆ τις ακοʆ ‑
λουθες δυʆ ο ιδιοʆ τητες:

(i) Για καʆ θεA ∈ B και x ∈ X υπαʆ ρχει z ∈ Aωʆ στε x ≺ z.

(ii) ΑνA ∪ B ∈ B, τοʆ τε υπαʆ ρχει C ∈ Bωʆ στε ειʆτε C ⊆ A ειʆτε C ⊆ B.

Προφανωʆ ς, εʆνα coideal στο (X,≺) ειʆναι μια βαʆ ση coideal στο (X,≺). Η
σχεʆση που συνδεʆει τα coideal και τις βαʆ σεις coideal φαιʆνεται στην ακοʆ λουθη
προʆ ταση. Πριν δωʆ σουμε την προʆ ταση για καʆ θεB ⊆ [X]∞, θεʆτουμε

LB = {A ⊆ X : υπαʆ ρχει B ∈ B με B ⊆ A}.

Πρόταση 2.1.7. ΈστωH ⊆ [X]∞. ΤοH είναι coideal στο (X,≺) αν και μόνο αν
υπάρχει μια βάση coideal,B ⊆ [X]∞ τέτοια ώστεH = LB.

Απόδειξη. ΑνB ειʆναι μιαβαʆ ση coideal στο (X,≺), τοʆ τε τοLB ειʆναι εʆνα coideal,
γιατιʆ αν υπαʆ ρχειD ∈ B τεʆτοιο ωʆ στεD ⊆ A∪B, τοʆ τεD = (D∩A)∪ (D∩B)

και αʆ ρα υπαʆ ρχειC ∈ B τεʆτοιο ωʆ στε ειʆτεC ⊆ D∩A ⊆ A ειʆτεC ⊆ D∩B ⊆ B.
ΑνH ειʆναι εʆνα coideal, τοʆ τεH ειʆναι μια βαʆ ση coideal καιH = LH.

Στη συνεʆχεια διʆνουμε καʆ ποια παραδειʆγματα σχετικαʆ με βαʆ σεις coideal.

Παράδειγμα 2.1.8. Το συʆ νολο [N] ειʆναι εʆνα coideal στοN με τη συνηʆ θη διαʆ ‑
ταξη, συʆ μφωνα με την αρχηʆ του περιστερωʆ να.

Παράδειγμα 2.1.9. Έστω k ∈ N. ΓιαM ∈ [N] εʆστω [M]k = {{m1, . . . ,mk} :

mi ∈ M,1 6 i 6 k}. Η οικογεʆνεια {[M]k : M ∈ [N]} ειʆναι μια βαʆ ση coideal
στο συʆ νολο [N]k εφοδιασμεʆνο με τη λεξικογραφικηʆ διαʆ ταξη, συʆ μφωνα με το
θεμελιωʆ δες θεωʆ ρημα του Ramsey [R].
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Παράδειγμα 2.1.10. Έστω [N]<∞
>0 το συʆ νολο οʆ λων των πεπερασμεʆνων μη

κενωʆ ν υποσυνοʆ λων του N. Αν F1, F2 ∈ [N]<∞
>0 , θεʆτουμε F1 ≺ F2 αν max F1 <

min F2. Τοʆ τε, το ([N]<∞
>0 ,≺) ειʆναι εʆνα αʆ πειρο κατευθυνοʆ μενο συʆ νολο.

Αν (Fn)n∈N ⊆ [N]<∞
>0 ακολουθιʆαωʆ στεFn ≺ Fn+1, για καʆ θεn ∈ N, θεʆτουμε

FU((Fn)n∈N) = {∪i∈αFi : α ∈ [N]<∞
>0 }.

Η οικογεʆνεια

{FU((Fn)n∈N) : (Fn)n∈N ⊆ [N]<∞
>0 με Fn ≺ Fn+1 για καʆ θε n ∈ N}

ειʆναι μια βαʆ ση coideal στο ([N]<∞
>0 ,≺), συʆ μφωναμε τοθεωʆ ρημα τουHindman

[H] (Θεωʆ ρημα 1.2.1).

Παράδειγμα 2.1.11. Έστω Σ = {α1, α2, . . .} εʆνα αριθμηʆ σιμο αλφαʆ βητο, υ /∈
Σ μεταβλητηʆ και k⃗ = (kn)n∈N ⊆ N μια αυʆ ξουσα ακολουθιʆα. Το συʆ νολο των
ω‑located λεʆξεων ως προς το Σ με μεταβλητηʆ , που κυριαρχουʆ νται αποʆ την
ακολουθιʆα k⃗ οʆπως αναφεʆραμε και προηγουμεʆνως ειʆναι το συʆ νολο:

L(Σ, k⃗;υ) = {w = wn1
. . . wnl

: l ∈ N, n1 < . . . < nl ∈ N,

wni
∈ {υ, α1, . . . , αkni

} για καʆ θε 1 6 i 6 l

και υπαʆ ρχει 1 6 i 6 l μεwni
= υ

}
.

Το συʆ νολο dom(w) = {n1, . . . , nl} ειʆναι το πεδιʆο ορισμουʆ τηςω‑located
λεʆξης w = wn1

. . . wnl
. Αν w,u ∈ L(Σ, k⃗;υ), οριʆζουμε τη σχεʆση w ≺ u αν

max dom(w) < mindom(u). Τοʆ τε το (L(Σ, k⃗;υ),≺) ειʆναι εʆνα αʆ πειρο κατευ‑
θυνοʆ μενο συʆ νολο. Έστω

L∞(Σ, k⃗;υ) = {w⃗ = (wn)n∈N : wn ∈ L(Σ, k⃗;υ) καιwn ≺ wn+1 αν n ∈ N}

καιEV(w⃗) το συʆ νολο οʆ λων των extractedω‑located λεʆξεων μιας ακολουθιʆας
w⃗ ∈ L∞(Σ, k⃗;υ). Τοʆ τε η οικογεʆνεια

{EV(w⃗) : w⃗ = (wn)n∈N ∈ L∞(Σ, k⃗;υ)}
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ειʆναι μια βαʆ ση coideal στο (L(Σ, k⃗;υ),≺), συʆ μφωνα με το διαμεριστικοʆ θε‑
ωʆ ρημα για ω‑located λεʆξεις που αποδειʆχθηκε αποʆ την Φαρμαʆ κη [Fa] (Θεωʆ ‑
ρημα 1.3.5), και νωριʆτερα αποʆ τους Bergelson, Blass και Hindman [BBH] για
την ειδικοʆ τερη περιʆπτωση του πεπερασμεʆνου αλφαβηʆ του.

Πριν δωʆ σουμε τις εʆννοιες των Ramsey και Ramsey∗ βαʆ σεων coideal σε
εʆνα αʆ πειρο κατευθυνοʆ μενο συʆ νολο (X,≺), θεʆτουμε

[A]<∞
∗ = {(x1, . . . , xn) : n ∈ N, x1 ≺ · · · ≺ xn ∈ A} ∪ {∅}

και
[A]n∗ = {(x1, . . . , xn) : x1 ≺ · · · ≺ xn ∈ A},

γιαA ⊆ X και n ∈ N.

Ορισμός 2.1.12. Έστω (X,≺) εʆνα αʆ πειρο κατευθυνοʆ μενο συʆ νολο και B ⊆
[X] μια βαʆ ση coideal στο (X,≺).

(i) ΗB θα λεʆγεται Ramsey αν για καʆ θε n, r ∈ N και καʆ θεA ∈ B με [A]n =

C1 ∪ · · · ∪Cr, υπαʆ ρχουν B ∈ B, B ⊆ A και 1 6 i0 6 rωʆ στε [B]n ⊆ Ci0 .

(ii) ΗB θα λεʆγεται Ramsey∗ αν για καʆ θεn, r ∈ N και καʆ θεA ∈ B με [A]n∗ =

C1 ∪ · · · ∪Cr, υπαʆ ρχουν B ∈ B, B ⊆ A και 1 6 io 6 rωʆ στε [B]n∗ ⊆ Ci0 .

Παρατήρηση 2.1.13. Αν μια βάση coideal στο (X,≺) είναι Ramsey, τότε προ‑
φανώς είναι Ramsey∗.

Παρατήρηση2.1.14. Αν (X,≺) είναι έναολικάδιατεταγμένοσύνολο, τότε μια
βάση coideal στο X είναι Ramsey αν και μόνο αν είναι Ramsey∗, αφού [A]n =

[A]n∗ για κάθε n ∈ N καιA ∈ B.

Παρατήρηση2.1.15. ΗοικογένειαB = {EV[w⃗] : w⃗ = (wn)n∈N ∈ L∞(Σ, k⃗;υ)}
είναι βάση coideal και όπως αποδείχθηκε από την Φαρμάκη [Fa] και από τους
Bergelson, Blass και Hindman [BBH] για την περίπτωση του πεπερασμένου αλ‑
φαβήτου είναι Ramsey∗ στο (L(Σ, k⃗;υ),≺), αλλά δεν είναι Ramsey, σύμφωνα
με την Πρόταση 2.1.17 που βλέπουμε παρακάτω..
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Παρατήρηση 2.1.16. Η βάση coideal

B = {FU((Fn)n∈N) : (Fn)n∈N ⊆ [N]<∞
>0 με F1 ≺ F2 ≺ . . .},

όπως αποδείχθηκε από τους Milliken [Mi] και Taylor [Ta] είναι Ramsey∗ στο ,
αλλά δεν είναι Ramsey σύμφωνα με την Πρόταση 2.1.18

Πρόταση 2.1.17. Η βάση coideal

B = {EV[w⃗] : w⃗ = (wn)n∈N ∈ L∞(Σ, k⃗;υ)}

στο (L(Σ, k⃗;υ),≺) δεν είναι Ramsey.

Απόδειξη. Έστω w⃗ = (wn)n∈N ∈ L∞(Σ, k⃗;υ) και εʆστω [EV[w⃗]]2 = C1 ∪ C2,
οʆ που

C1 =
{
{w1, w2} ∈ [EV[w⃗]]2 : w1 ≺ w2

}
και C2 = [EV(w⃗)]2 \ C1.

Υποθεʆτουμε οʆ τι η B ειʆναι Ramsey και εʆστω u⃗ = (un)n∈N ∈ L∞(Σ, k⃗;υ) ακο‑
λουθιʆαωʆ στε ειʆτε [EV[u⃗]]2 ⊆ C1 ειʆτε [EV[u⃗]]2 ⊆ C2. Επειδηʆ {u1, u1∗u2} /∈ C1

η πρωʆ τη εκδοχηʆ δεν ισχυʆ ει. Επιʆσης, αφουʆ {u1, u2} /∈ C2 και η δευʆ τερη εκδοχηʆ
δεν ισχυʆ ει, αʆ τοπο. Άρα, ηB δεν ειʆναι Ramsey.

Πρόταση 2.1.18. Η βάση coideal

B = {FU((Fn)n∈N) : (Fn)n∈N ⊆ [N]<∞
>0 , με F1 ≺ F2 ≺ . . .}

στο ([N]<∞
>0 ,≺) είναι Ramsey∗, αλλά δεν είναι Ramsey.

Απόδειξη. Αποʆ το Θεωʆ ρημαMilliken‑Taylor (Θεωʆ ρημα 1.2.2) ειʆναι αʆ μεσο οʆ τι
η βαʆ ση coideal

B = {FU((Fn)n∈N) : (Fn)n∈N ⊆ [N]<∞
>0 , με F1 ≺ F2 ≺ . . .}

ειʆναι Ramsey∗. Αναʆ λογα με την προηγουʆ μενη προʆ ταση αποδεικνυʆ εται και οʆ τι
η βαʆ ση coidealB δεν ειʆναι Ramsey.
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2.2 Semiselective* βάσεις coideal και η ιδιότητα Ramsey

Ο Farah [F] οʆ ρισε την εʆννοια του semiselective coideal στοN. Διʆνουμε την
εʆννοια της semiselective∗ βαʆ σης coideal σε εʆνα αʆ πειρο κατευθυνοʆ μενο συʆ ‑
νολο, επεκτειʆνοντας την αναʆ λογη εʆννοια που οριʆστηκε στο συʆ νολο των φυ‑
σικωʆ ν αριθμωʆ ν.

Σημειωʆ νουμε οʆ τι η εʆννοια της semiselective∗ βαʆ σης coideal ενδειʆκνυται
ωʆ στε να μπορεʆσουμε να χρησιμοποιηʆ σουμε διαγωʆ νια επιχειρηʆ ματα, προκει‑
μεʆνου να αποδειʆξουμε τα αποτελεʆσματαʆ μας παρακαʆ τω.

ΣτοΘεωʆ ρημα 2.2.6 δειʆχνουμε οʆ τι καʆ θε semiselective∗ βαʆ ση coideal σε εʆνα
αʆ πειρο κατευθυνοʆ μενο συʆ νολο (X,≺)που ικανοποιειʆ την ιδιοʆ τηταB−x ∈ B

για καʆ θεB ∈ B και x ∈ X, ειʆναι Ramsey∗ και παιʆρνουμεως συνεʆπεια οʆ τι καʆ θε
semiselective∗ coideal σε εʆνα αʆ πειρο κατευθυνοʆ μενο συʆ νολο ειʆναι Ramsey∗.

Επιπλεʆον, στις Προταʆ σεις 2.2.4 και 2.2.5 αποδεικνυʆ εται οʆ τι οι βαʆ σεις coi‑
deal που αναφεʆρθηκαν στα Παραδειʆγματα 2.1.10 και 2.1.11 στο συʆ νολο των
πεπερασμεʆνων υποσυνοʆ λων των φυσικωʆ ν αριθμωʆ ν και στο συʆ νολο τωνω‑
located λεʆξεων με μεταβλητηʆ αντιʆστοιχα, ειʆναι semiselective∗ και επιπλεʆον
ικανοποιουʆ ν την δευʆ τερη ιδιοʆ τητα. Επομεʆνως, εʆχουμε μια διαφορετικηʆ αποʆ ‑
δειξη οʆ τι αυτεʆς οι βαʆ σεις coideal ειʆναι Ramsey∗.

Ορισμός 2.2.1. Έστω (X,≺) εʆνα αʆ πειρο κατευθυνοʆ μενο συʆ νολο, B ⊆ [X]

μια βαʆ ση coideal στο X καιA ∈ B. Ένα συʆ νολοR ⊆ B θα λεʆγεται dense‑open
στηνB (αντιʆστοιχα dense‑open στηνBωςπρος τοA) αν ισχυʆ ουν οι εποʆ μενες
δυʆ ο συνθηʆ κες:

(i) Για καʆ θε B ∈ B, (αντιʆστοιχα για καʆ θε B ∈ B, B ⊆ A) υπαʆ ρχει C ∈ R

με C ⊆ B.

(ii) Για καʆ θε C ∈ R και για καʆ θε B ∈ B με B ⊆ C, εʆχουμε οʆ τι B ∈ R.

Ορισμός 2.2.2. Έστω (X,≺) εʆνα αʆ πειρο κατευθυνοʆ μενο συʆ νολο. Μια βαʆ ση
coideal B ⊆ [X] στο (X,≺) θα λεʆγεται semiselective∗ αν για καʆ θε οικογεʆνεια
(Rs)s∈[X]<∞

∗ , με Rs ⊆ B, αποʆ dense‑open συʆ νολα στηνB, και για καʆ θε B ∈ B
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υπαʆ ρχει B ′ ∈ B με B ′ ⊆ B ωʆ στε για καʆ θε s ∈ [B ′]<∞
∗ και B̃ ⊆ B ′ − s, B̃ ∈ B,

να εʆχουμε οʆ τι B̃ ∈ Rs.

Πρόταση 2.2.3. Έστω (X,≺) ένα άπειρο κατευθυνόμενο σύνολο,B ⊆ [X] μια
semiselective∗ βάση coideal στο (X,≺) και A ∈ B. Τότε για κάθε οικογένεια
(RA

s )s∈[X]<∞
∗ , μεRA

s ⊆ B από dense‑open σύνολα στηνBωςπρος τοA, υπάρχει
B ′ ∈ B, με B ′ ⊆ Aώστε για κάθε s ∈ [B ′]<∞

∗ και B̃ ⊆ B ′ − s, B̃ ∈ B, να έχουμε
ότι B̃ ∈ RA

s .

Απόδειξη. Θεωρουʆ με την οικογεʆνεια (RA
s )s∈[X]<∞

∗ , με RA
s ⊆ B αποʆ dense‑

open συʆ νολα στην B ως προς το A για καʆ θε s ∈ [X]<∞
∗ . Για s ∈ [X]<∞

∗ , οριʆ‑
ζουμε το συʆ νολο

Rs = RA
s ∪ {B ∈ B : @C ∈ B, C ⊆ A ∩ B}.

Θα αποδειʆξουμε οʆ τι το συʆ νολο Rs ειʆναι dense‑open στηνB.

(i) ΈστωB ∈ B.Αν υπαʆ ρχειC ∈ B,C ⊆ A∩B, τοʆ τε υπαʆ ρχειD ∈ RA
s ⊆ Rs

μεD ⊆ C ⊆ B. Αλλιωʆ ς, B ∈ Rs.

(ii) Έστω C ∈ Rs και B ∈ B με B ⊆ C. Αν C ∈ RA
s , τοʆ τε B ∈ RA

s ⊆ Rs. Αν
C /∈ RA

s , τοʆ τε δεν υπαʆ ρχειD ∈ B,D ⊆ A ∩ C. Επομεʆνως, B ∈ Rs.

Αφουʆ η B ειʆναι semiselective∗ βαʆ ση coideal, υπαʆ ρχει B ′ ∈ B, B ′ ⊆ A ωʆ στε
για καʆ θε s ∈ [B ′]<∞

∗ και B̃ ⊆ B ′ − s, B̃ ∈ B εʆχουμε οʆ τι B̃ ∈ RA
s .

Πρόταση 2.2.4. Η βάση coideal

B = {EV(w⃗) : w⃗ = (wn)n∈N ∈ L∞(Σ, k⃗;υ)}

στο (L(Σ, k⃗;υ),≺) είναι semiselective∗ και B − s ∈ B για κάθε B ∈ B και
s ∈ [L(Σ, k⃗;υ)]<∞

∗ .

Απόδειξη. Έστω EV(w⃗) ∈ B, οʆ που w⃗ = (wn)n∈N ∈ L∞(Σ, k⃗;υ) και εʆστω
s = (s1, . . . , sm) ∈ [L(Σ, k⃗;υ)]<∞

∗ ,m ∈ N. Τοʆ τε,

EV(w⃗) − s = EV(w⃗) − sm = EV(w⃗− sm) ∈ B,
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οʆπου w⃗− sm = (wn)
∞
n=n0

∈ L∞(Σ, k⃗;υ) με

n0 = min{n ∈ N : mindom(wn) > max dom(sm)}.

Έστω (Rs)s∈[L(Σ,k⃗;υ)]<∞
∗
, με Rs ⊆ B, που εʆχει την ιδιοʆ τητα dense‑open

στηνBγιακαʆ θε s ∈ [L(Σ, k⃗;υ)]<∞
∗ , και εʆστωEV(w⃗) ∈ B, οʆ που w⃗ = (wn)n∈N ∈

L∞(Σ, k⃗;υ).
Συʆ μφωνα με την ιδιοʆ τητα (i) του Ορισμουʆ 2.2.1, υπαʆ ρχει s⃗1 = (s1n)n∈N ∈

L∞(Σ, k⃗;υ) με EV(⃗s1) ⊆ EV(w⃗)ωʆ στε EV(⃗s1) ∈ R∅.
Υποθεʆτουμε οʆ τι εʆχουν κατασκευαστειʆ s⃗1, . . . , s⃗k ∈ L∞(Σ, k⃗;υ) με

EV(⃗sk) ⊆ · · · ⊆ EV(⃗s1) ⊆ EV(w⃗)

και εʆστω s⃗i = (sin)n∈N για καʆ θε i ∈ {1, . . . , k}. Θα κατασκευαʆ σουμε s⃗k+1.
Έστω {t1, . . . , tλ} = EV(s11, . . . , s

k
k). Συʆ μφωνα με την ιδιοʆ τητα (i) του Ορι‑

σμουʆ 2.2.1, υπαʆ ρχουν s⃗1k+1, . . . , s⃗
λ
k+1 ∈ L∞(Σ, k⃗;υ)ωʆ στε

EV(⃗sλk+1) ⊆ · · · ⊆ EV(⃗s1k+1) ⊆ EV(⃗sk − skk)

και EV(⃗sik+1) ∈ Rti για καʆ θε 1 6 i 6 λ. θεʆτουμε s⃗k+1 = s⃗λk+1 και εʆστω
s⃗k+1 = (sk+1

n )n∈N. Συʆ μφωναμε την ιδιοʆ τητα (ii) τουΟρισμουʆ 2.2.1,EV(⃗sk+1) ∈
Rti για καʆ θε 1 6 i 6 λ.

Θεʆτουμε s⃗ = (s11, s
2
2, . . .) ∈ L∞(Σ, k⃗;υ). Τοʆ τε EV(⃗s) ⊆ EV(w⃗), αφουʆ s11 ≺

s22 ≺ . . . και snn ∈ EV(w⃗) για καʆ θε n ∈ N. Έστω s ∈ [EV(⃗s)]<∞
∗ και EV(u⃗) ⊆

EV(⃗s) − s = EV(⃗s− s). Έστω s 6= ∅. Τοʆ τε θεʆτουμε

n0 = min{n ∈ N : s ∈ EV((s11, . . . , s
n
n))}.

Αφουʆ s ∈ [EV((s11, . . . , s
n0
n0
))]<∞

∗ , εʆχουμε οʆ τιEV(⃗sn0+1) ∈ Rs. Τοʆ τε, συʆ μφωνα
με την ιδιοʆ τητα (ii) του Ορισμουʆ 2.2.1, εʆχουμε οʆ τι EV(⃗s − sn0

n0
) ∈ Rs, αφουʆ

EV(⃗s− sn0
n0
) ⊆ EV(⃗sn0+1). Επομεʆνως, EV(u⃗) ∈ Rs, αφουʆ

EV(u⃗) ⊆ EV(⃗s− sn0
n0
) = EV(⃗s− s).

Αναʆ λογα αποδεικνυʆ εται και η εποʆ μενη προʆ ταση.
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Πρόταση 2.2.5. Η βάση coideal

B = {FU((Fn)n∈N) : (Fn)n∈N ⊆ [N]<∞
>0 με Fn ≺ Fn+1 για κάθε n ∈ N},

στο ([N]<∞
>0 ,≺), είναι semiselective∗ και B − s ∈ B για κάθε B ∈ B και s ∈

[[N]<∞
>0 ]

<∞.
Θα αποδειʆξουμε οʆ τι καʆ θε semiselective∗ βαʆ ση coideal B σε εʆνα αʆ πειρο

κατευθυνοʆ μενο συʆ νολο X για την οποιʆα ισχυʆ ει B − x ∈ B για καʆ θε B ∈ B

και x ∈ X ειʆναι Ramsey∗ και ως συνεʆπεια παιʆρνουμε οʆ τι καʆ θε semiselective∗

coideal σε εʆνα αʆ πειρο κατευθυνοʆ μενο συʆ νολο ειʆναι Ramsey∗.
Για μια οικογεʆνεια F ⊆ [X]<∞

∗ και για y ∈ X, οʆ που (X,≺) ειʆναι εʆνα αʆ πειρο
κατευθυνοʆ μενο συʆ νολο, οριʆζουμε,

F − y = {s ∈ F : ειʆτε s = ∅, ειʆτε s = (x1, . . . , xn) για n ∈ N και y ≺ x1},

και

F(y) = {s ∈ [X]<∞
∗ : s = ∅ αν {y} ∈ F, s = (x1, . . . , xn) αν (y, x1, . . . , xn) ∈ F}.

Θεώρημα 2.2.6. Έστω (X,≺) ένα άπειρο κατευθυνόμενο σύνολο, B ⊆ [X]

μια semiselective∗ βάση coideal στο (X,≺) ώστε B − x ∈ B για κάθε B ∈ B

και x ∈ X και έστω κ ∈ N. Για κάθε A ∈ B και F ⊆ [X]<∞
∗ υπάρχει B ∈ B, με

B ⊆ A ώστε είτε [B]κ∗ ⊆ F, είτε [B]κ∗ ⊆ [X]<∞
∗ \ F.

Απόδειξη. Η αποʆ δειξη θα γιʆνει με επαγωγηʆ στο κ. Για κ = 1 το θεωʆ ρημα
ισχυʆ ει, αφουʆ ηB ειʆναι βαʆ ση coideal και για καʆ θεA ∈ B και F ⊆ [X]<∞

∗

A = (F ∩A) ∪ (([X]<∞
∗ \ F) ∩A) .

Υποθεʆτουμε οʆ τι το θεωʆ ρημα ισχυʆ ει για καʆ ποιον κ ∈ N, k > 1. Έστω
A ∈ B και F ⊆ [X]<∞

∗ . Για καʆ θε x ∈ X θεʆτουμε,

R{x} = {B̃ ∈ B : B̃ ⊆ X− x με [B̃]κ∗ ⊆ F(x) ηʆ [B̃]κ∗ ⊆ [X]<∞
∗ \ F(x)}
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και
Rs = B για καʆ θε s ∈ [X]<∞

∗ \ {{x} : x ∈ X}.

Για x ∈ X καιB ∈ B, αποʆ την επαγωγικηʆ υποʆ θεση, υπαʆ ρχει B̃ ∈ B, B̃ ⊆ B−x

ωʆ στε ειʆτε [B̃]κ∗ ⊆ F(x) ειʆτε [B̃]κ∗ ⊆ [X]<∞
∗ \ F(x). Άρα, B̃ ∈ R{x}. Επιʆσης, για

καʆ θε C ∈ R{x} και για καʆ θε B ∈ B με B ⊆ C εʆχουμε οʆ τι B ∈ R{x}.
Αποʆ τα παραπαʆ νω επιχειρηʆ ματα οι οικογεʆνειες Rs, για s ∈ [X]<∞

∗ εʆχουν
την ιδιοʆ τητα dense‑open στηνB.Αφουʆ ηB ειʆναι semiselective∗ βαʆ ση coideal
υπαʆ ρχειB ′ ∈ B, B ′ ⊆ Aωʆ στε για καʆ θεx ∈ B ′ καιB0 ⊆ B ′−x,B0 ∈ B εʆχουμε
οʆ τι B0 ∈ Rx. Άρα, B ′ − x ∈ Rx για καʆ θε x ∈ B ′, αφουʆ B ′ − x ∈ B. Έστω

B1 = {x ∈ B ′ : [B ′ − x]κ∗ ⊆ F(x)}

και
B2 = {x ∈ B ′ : [B ′ − x]κ∗ ⊆ [X]<∞

∗ \ F(x)}.

Αφουʆ B ′ ∈ B, B ′ = B1 ∪ B2 και η B ειʆναι βαʆ ση coideal, υπαʆ ρχει B ∈ B

ωʆ στε ειʆτε B ⊆ B1 ειʆτε B ⊆ B2 και φυσικαʆ B ⊆ A. Αν B ⊆ B1, εʆχουμε οʆ τι
[B − x]κ∗ ⊆ F(x) για καʆ θε x ∈ B και ισοδυʆ ναμα οʆ τι [B]κ+1

∗ ⊆ F. Επιʆσης, αν
B ⊆ B2, εʆχουμε οʆ τι, [B − x]κ∗ ⊆ [X]<∞

∗ \ F(x) για καʆ θε x ∈ B και ισοδυʆ ναμα
οʆ τι [B]κ+1

∗ ⊆ [X]<∞
∗ \ F. Η αποʆ δειξη ειʆναι πληʆ ρης.

Το παραπαʆ νω διαμεριστικοʆ θεωʆ ρημα εʆχει ως συνεʆπεια την υʆ παρξη επι‑
πλεʆον βαʆ σεων coideal.

Πόρισμα 2.2.7. Έστω (X,≺) ένα άπειρο κατευθυνόμενο σύνολο,B ⊆ [X] μια
semiselective∗ βάση coideal στο (X,≺) ώστε B − x ∈ B για κάθε B ∈ B και
x ∈ X. Για κάθε n ∈ N, η οικογένεια {[A]n∗ : A ∈ B} είναι μια βάση coideal στο
([X]n∗ ,≺), όπου για (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) ∈ [X]n∗ , ορίζουμε (x1, . . . , xn) ≺
(y1, . . . , yn) αν xn ≺ y1.

Το Θεωʆ ρημα 2.2.6 συνεπαʆ γεται οʆ τι καʆ θε semiselective∗ coidealH σε εʆνα
αʆ πειρο κατευθυνοʆ μενο συʆ νολο (X,≺) ειʆναι Ramsey∗.
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Πόρισμα 2.2.8. Έστω (X,≺) ένα άπειρο κατευθυνόμενο σύνολο,H ⊆ [X] ένα
semiselective∗ coideal στο (X,≺) και έστω κ ∈ N. Για κάθε A ∈ B και F ⊆
[X]<∞

∗ υπάρχει B ∈ H, B ⊆ A ώστε είτε [B]κ∗ ⊆ F είτε [B]κ∗ ⊆ [X]<∞
∗ \ F.

Η βαʆ ση coideal B = {EV(w⃗) : w⃗ = (wn)n∈N ∈ L∞(Σ, k⃗;υ)} στο κατευ‑
θυνοʆ μενο συʆ νολο (L(Σ, k⃗;υ),≺) ειʆναι semiselective∗, συʆ μφωνα με την Προʆ ‑
ταση 2.2.4, και B − x ∈ B για καʆ θε B ∈ B και x ∈ L(Σ, k⃗;υ). Επομεʆνως, αποʆ
το Θεωʆ ρημα 2.2.6 εʆπεται οʆ τι ειʆναι Ramsey∗, εʆνα αποτεʆλεσμα το οποιʆο εʆχει
αποδειχθειʆ αποʆ τον Carlson [C] και αποʆ την Φαρμαʆ κη [Fa].

Πόρισμα 2.2.9 ([C], [Fa]). Η βάση coideal B = {EV(w⃗) : w⃗ = (wn)n∈N ∈
L∞(Σ, k⃗;υ)} στο κατευθυνόμενο σύνολο (L(Σ, k⃗;υ),≺) είναι Ramsey∗.

Το εποʆ μενο ποʆ ρισμα του Θεωρηʆ ματος 2.2.6 ειʆναι εʆνα αποτεʆλεσμα που
εʆχει αποδειχτειʆ προηγουμεʆνως αποʆ τους Milliken [Mi] και Taylor [Ta].

Πόρισμα 2.2.10 ([M], [Ta] ). Η βάση coideal B = {FU((Fn)n∈N) : (Fn)n∈N ⊆
[N]<∞

>0 με Fn ≺ Fn+1 για κάθε n ∈ N} στο κατευθυνόμενο σύνολο ([N]<∞
>0 ,≺)

είναι Ramsey∗.

Απόδειξη. Ηβαʆ ση coidealB ειʆναι semiselective∗, οʆ πως ειʆδαμε στην Προʆ ταση
2.2.5, και B − x ∈ B για καʆ θε B ∈ B και x ∈ [N]<∞

>0 . Επομεʆνως, συʆ μφωνα με
το Θεωʆ ρημα 2.2.6, ηB ειʆναι Ramsey∗.

2.3 ΈναΘεώρηματύπουNash‑Williams για Coideal σε κα‑
τευθυνόμενα σύνολα

Σε αυτηʆ ν την παραʆ γραφοαποδεικνυʆ ουμε εʆνα διαμεριστικοʆ θεωʆ ρημα (Θε‑
ωʆ ρημα 2.3.6), για το συʆ νολο οʆ λων των ολικαʆ διατεταγμεʆνων υποσυνοʆ λων
ενοʆ ς αʆ πειρου κατευθυνοʆ μενου συνοʆ λου. Συγκεκριμεʆνα, δειʆχνουμε οʆ τι για μια
διαμεριστικηʆ οικογεʆνεια F του συνοʆ λου οʆ λων των μη‑κενωʆ ν, ολικαʆ διατε‑
ταγμεʆνων, πεπερασμεʆνων υποσυνοʆ λων ενοʆ ς αʆ πειρου κατευθυνοʆ μενου συ‑
νοʆ λου X και για εʆνα στοιχειʆοA μιας semiselective∗ βαʆ σης coidealB στο X με
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B− s ∈ B για καʆ θε B ∈ B και s ∈ [X]<∞
∗ υπαʆ ρχει B ∈ B με B ⊆ Aωʆ στε, ειʆτε

οʆ λα τα ολικαʆ διατεταγμεʆνα πεπερασμεʆνα υποσυʆ νολα του B ειʆναι στοιχειʆα
του συμπληρωʆ ματος του F, ειʆτε καʆ θε αʆ πειρη αυʆ ξουσα ακολουθιʆα στοιχειʆων
του B εʆχει αρχικοʆ τμηʆ μα στο F.

Αυτοʆ το διαμεριστικοʆ θεωʆ ρημα ειʆναι εʆνα τυʆ που Nash‑Williams αποτεʆλε‑
σμα για B στο X, καθωʆ ς στην ειδικηʆ περιʆπτωση οʆπου B = [N]∞ και X = N
παιʆρνουμε εʆνααποτεʆλεσμαπουπρωʆ τα εʆχει αποδειχθειʆ αποʆ τονNash‑Williams
στο [NW].

Μια ισοδυʆ ναμη μορφηʆ του Θεωρηʆ ματος 2.3.6 διʆνεται στο Θεωʆ ρημα 2.3.7,
το οποιʆο εʆχει κεντρικοʆ ροʆ λο στις αποδειʆξεις των αποτελεσμαʆ των μας στην
εποʆ μενη παραʆ γραφο.

Διʆνουμεπρωʆ τα τηναπαραιʆτητηορολογιʆαπουθαχρειαστουʆ με για τααπο‑
τελεʆσματα αυτουʆ του κεφαλαιʆου.

Έστω (X,≺) εʆνα αʆ πειρο κατευθυνοʆ μενο συʆ νολο.

• Για t, s ∈ [X]<∞
∗ , γραʆφουμε t ≺ s, αν ειʆτε ∅ ∈ {t, s} ειʆτε t, s 6= ∅ και

x ≺ y για καʆ θε x ∈ t και y ∈ s.

• Αν t ειʆναι εʆνα αρχικοʆ τμηʆ μα του s, δηλαδηʆ αν ειʆτε t ∈ {∅, s} ειʆτε αν
υπαʆ ρχει y ∈ sωʆ στε t = {x ∈ s : x ≺ y} θα γραʆφουμε t v s.

• ΓιαA ⊆ X θεʆτουμε, [A]∗ = {(xn)n∈N ⊆ A : xn ≺ xn+1 για καʆ θε n ∈ N}.

• Για (xn)n∈N ∈ [X]∗ και s ∈ [X]<∞
∗ γραʆφουμε, s v (xn)n∈N, αν ειʆτε s = ∅

ειʆτε s = (x1, . . . , xm) για καʆ ποιονm ∈ N.

• Έστω t, s ∈ [X]<∞
∗ με t ≺ s. Αν t = (x1, . . . , xn), n ∈ N και s =

(s1, . . . , sm),m ∈ N, θεʆτουμε

t⊗ s = (x1, . . . , xn, s1, . . . , sm).

Αν t = ∅, θεʆτουμε t⊗ s = s και αν s = ∅, θεʆτουμε t⊗ s = t.

Ορισμός 2.3.1. Έστω (X,≺) εʆνα αʆ πειρο κατευθυνοʆ μενο συʆ νολο. Για καʆ θε
A ∈ [X] και t ∈ [X]<∞

∗ θεʆτουμε,
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(i) [t,A]∗ = {(xn)n∈N ∈ [X]∗ : t v (xn)n∈N και (xn)n∈N − t ∈ [A]∗},

(ii) [∅, A]∗ = [A]∗, και

(iii) [t,A]<∞
∗ = {t1 ∈ [X]<∞

∗ : t1 v t} ∪ {t⊗ s : s ∈ [A]<∞
∗ και t ≺ s}.

Ορισμός 2.3.2. Έστω (X,≺) εʆνα αʆ πειρο κατευθυνοʆ μενο συʆ νολο,B ⊆ [X] μια
βαʆ ση coideal στο X,A ∈ B, t ∈ [X]<∞

∗ και F ⊆ [X]<∞
∗ \ {∅}. Θα λεʆμε οʆ τι

(i) ΤοA δέχεται (accepts) το t, αν για καʆ θε (xn)n∈N ∈ [t,A]∗ υπαʆ ρχει s ∈ F

ωʆ στε s v (xn)n∈N.

(ii) ΤοA απορρίπτει (rejects) το t, αν δεν υπαʆ ρχει B ∈ B, με B ⊆ A που να
δεʆχεται το t.

(iii) ΤοA αποφασίζει (decides) για το t, αν τοA ειʆτε δεʆχεται το t, ειʆτε απορ‑
ριʆπτει το t.

Παρατήρηση2.3.3. ΈστωB ⊆ [X] μια semiselective∗ βάση coideal στο (X,≺)

ώστε B − s ∈ B για κάθε B ∈ B και s ∈ [X]<∞
∗ και έστω F ⊆ [X]<∞

∗ \ {∅}. Τότε
το A ∈ B δέχεται (απορρίπτει) το t ∈ [X]<∞

∗ αν και μόνο αν το A − t δέχεται
(απορρίπτει) το t.

Λήμμα 2.3.4. ΈστωB ⊆ [X] μια βάση coideal στο X και F ⊆ [X]<∞
∗ \ {∅}.

(i) Αν τοA ∈ B δέχεται (απορρίπτει) το t ∈ [X]<∞
∗ , τότε κάθεB ∈ B,B ⊆ A

δέχεται (απορρίπτει) το t.

(ii) Για κάθε A ∈ B και t ∈ [X]<∞
∗ υπάρχει B ∈ B, B ⊆ A που αποφασίζει

για το t.

(iii) Αν τοA ∈ B δέχεται το t ∈ [X]<∞
∗ , τότε τοA δέχεται το tx = t ∪ {x}, για

κάθε x ∈ A− t.

(iv) Αν τοA ∈ B απορρίπτει το t ∈ [X]<∞
∗ , τότε

C = {x ∈ A− t : A δέχεται t ∪ {x}} /∈ LB.
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Απόδειξη. Το (i) ειʆναι αʆ μεσο αποʆ τους ορισμουʆ ς.

Για το (ii) θεωρουʆ μεA ∈ B και t ∈ [X]<∞
∗ . Αν τοA απορριʆπτει το t, τοʆ τε

τοA αποφασιʆζει για το t. Αλλιωʆ ς, υπαʆ ρχειB ∈ B,B ⊆ A που δεʆχεται το t και
αʆ ρα το B αποφασιʆζει για το t.

Για το (iii) θεωρουʆ με x ∈ A − t και (xn)n∈N ∈ [tx, A]∗. Τοʆ τε (xn)n∈N ∈
[t,A]∗. Αφουʆ το A δεʆχεται το t, υπαʆ ρχει s ∈ F ωʆ στε s v (xn)n∈N. Άρα, το A

δεʆχεται το tx.

Τεʆλος για το (iv) υποθεʆτουμε οʆ τι C ∈ LB. Τοʆ τε υπαʆ ρχει C̃ ∈ B ωʆ στε
C̃ ⊆ C. Αφουʆ C̃ ⊆ A, συʆ μφωνα με το (i), το C̃ απορριʆπτει το t.

Έστω (xn)n∈N ∈ [t, C̃]∗. Τοʆ τε υπαʆ ρχει xn0
∈ C̃−t,n0 ∈ N, με την ιδιοʆ τητα

txn0
= t ∪ {xn0

} v (xn)n∈N. Αφουʆ xn0
∈ C̃ ⊆ C, το A δεʆχεται το txn0

και
ισοδυʆ ναμα υπαʆ ρχει s ∈ F ωʆ στε s v (xn)n∈N. Επομεʆνως το C̃ δεʆχεται το t, το
οποιʆο ειʆναι αʆ τοπο.

Λήμμα 2.3.5. Έστω B ⊆ [X] μια semiselective∗ βάση coideal στο (X,≺) ώστε
B − s ∈ B για κάθε B ∈ B και s ∈ [X]<∞

∗ και έστω F ⊆ [X]<∞
∗ \ {∅}. Για κάθε

A ∈ B υπάρχει B ∈ B, B ⊆ A ώστε το B αποφασίζει για κάθε t ∈ [B]<∞
∗ .

Απόδειξη. Για καʆ θε s ∈ [X]<∞
∗ θεʆτουμε,

Rs = {B ′ ∈ B : B ′ αποφασιʆζει για το s}.

Αποʆ τα (i) και (ii) του Ληʆ μματος 2.3.4, η οικογεʆνεια Rs, για s ∈ [X]<∞
∗ , εʆχει

την ιδιοʆ τητα dense‑open. Αφουʆ ηB ειʆναι semilective∗ βαʆ ση coideal, για καʆ θε
A ∈ B υπαʆ ρχει B ∈ B, B ⊆ A ωʆ στε για καʆ θε s ∈ [B]<∞

∗ και B̃ ⊆ B − s,
B̃ ∈ B εʆχουμε οʆ τι B̃ ∈ Rs. Άρα, για καʆ θε s ∈ [B]<∞

∗ εʆχουμε οʆ τι B − s ∈ B

και οʆ τι το B − s αποφασιʆζει για το s. Επομεʆνως, το B αποφασιʆζει για καʆ θε
s ∈ [B]<∞

∗ .

Θεώρημα 2.3.6. Έστω (X,≺) ένα άπειρο κατευθυνόμενο σύνολο, B ⊆ [X]

μια semiselective∗ βάση coideal στο X ώστε B − s ∈ B για κάθε B ∈ B και
s ∈ [X]<∞

∗ και έστω F ⊆ [X]<∞
∗ \ {∅}. Για κάθε A ∈ B υπάρχει B ∈ B, B ⊆ A
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ώστε, είτε [B]<∞
∗ ∩F = ∅, είτε για κάθε (xn)n∈N ∈ [B]∗ να υπάρχει s ∈ F ώστε

s v (xn)n∈N.

Απόδειξη. ΈστωA ∈ B. Συʆ μφωνα με το Ληʆ μμα 2.3.5, υπαʆ ρχει B ∈ B, B ⊆ A

το οποιʆο αποφασιʆζει για καʆ θε s ∈ [B]<∞
∗ . Αν τοB δεʆχεται το ∅, τοʆ τε η δευʆ τερη

συνθηʆ κη του θεωρηʆ ματος ισχυʆ ει.
Έστω οʆ τι το B απορριʆπτει το ∅. Οριʆζουμε τις οικογεʆνειες (Ls)s∈[X]<∞

∗ ως
εξηʆ ς: Για s ∈ [B]<∞

∗ ωʆ στε το B απορριʆπτει το s θεʆτουμε

Ls = {C ∈ B : C απορριʆπτει sx = s ∪ {x}, για καʆ θε x ∈ C− s}

και Ls = B αλλιωʆ ς.
Θα αποδειʆξουμε οʆ τι οι οικογεʆνειες Ls, για s ∈ [X]<∞

∗ εʆχουν την ιδιοʆ τητα
dense‑open στηνB στο B. Έστω s ∈ [B]<∞

∗ ωʆ στε το B να απορριʆπτει το s.
Για την πρωʆ τη συνθηʆ κη εʆχουμε θεωρουʆ με B1 ∈ B, με B1 ⊆ B. Τοʆ τε, συʆ μ‑

φωνα με το (i) του Ληʆ μματος 2.3.4, το B1 απορριʆπτει το s και αʆ ρα συʆ μφωνα
με το (iv) του Ληʆ μματος 2.3.4, εʆχουμε οʆ τι

C1 = {x ∈ B1 − s : B1 δεʆχεται το sx = s ∪ {x}} /∈ LB.

Αφουʆ τοBαποφασιʆζει γιακαʆ θε s ∈ [B]<∞
∗ , συʆ μφωναμε τηνΠαρατηʆ ρηση2.3.3

και το (i) του Ληʆ μματος 2.3.4, για καʆ θε s ∈ [B]<∞
∗ εʆχουμε οʆ τι τοB− s και ισο‑

δυʆ ναμα το B1 − s αποφασιʆζει για καʆ θε s. Επομεʆνως B1 − s = C1 ∪ C2, οʆπου

C2 = {x ∈ B1 − s : B1 απορριʆπτει sx = s ∪ {x}}.

Αφουʆ B1 − s ∈ B και C1 /∈ LB, εʆχουμε οʆ τι C2 ∈ LB. Επομεʆνως, υπαʆ ρχει
C ∈ B, C ⊆ C2 ⊆ B1 και C ∈ Ls.

Για τη δευʆ τερη συνθηʆ κη θεωρουʆ με B1 ∈ B και C ∈ Ls με B1 ⊆ C. Τοʆ τε
C ∈ B και τοCαπορριʆπτει καʆ θε sx = s∪{x} για x ∈ C−s. ΕπομεʆνωςB1 ∈ Ls,
αφουʆ B1 ∈ B και B1 ⊆ C.

Επειδηʆ η B ειʆναι semiselective∗ υπαʆ ρχει B ′ ∈ B, B ′ ⊆ B ωʆ στε για καʆ θε
s ∈ [B ′]<∞

∗ και B̃ ⊆ B ′ − s, B̃ ∈ B εʆχουμε οʆ τι B̃ ∈ Ls. Θα αποδειʆξουμε οʆ τι το
B ′ απορριʆπτει καʆ θε s ∈ [B ′]<∞

∗ .
Πραʆ γματι, θα χρησιμοποιηʆ σουμε επαγωγηʆ στο μηʆ κος |s| του s. Αν |s| = 0,

τοʆ τε s = ∅ και το B ′ απορριʆπτει το ∅, αφουʆ το B απορριʆπτει το ∅ και B ′ ⊆ B.
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Υποθεʆτουμε οʆ τι το B ′ απορριʆπτει καʆ θε s ∈ [B ′]n∗ . Έστω s ∪ {x} ∈ [B ′]n+1
∗ ,

οʆ που s ∈ [B ′]n∗ και x ∈ B ′ − s. Αφουʆ B ′ − s ∈ Ls και το B ′ απορριʆπτει το
s αποʆ την επαγωγικηʆ υποʆ θεση, εʆχουμε οʆ τι το B ′ − s απορριʆπτει το s ∪ {x}

και ισοδυʆ ναμα οʆ τι τοB ′ απορριʆπτει το s∪ {x}. Επομεʆνως τοB ′ απορριʆπτει το
s ∈ [B ′]<∞

∗ .
Αν s ∈ [B ′]<∞

∗ ∩ F, τοʆ τε το B ′ δεʆχεται το s, αʆ ρα [B ′]<∞
∗ ∩ F = ∅ και η

αποʆ δειξη του θεωρηʆ ματος ειʆναι πληʆ ρης.

Στη συνεʆχεια διʆνουμε μια ισοδυʆ ναμη εκδοχηʆ του Θεωρηʆ ματος 2.3.6.

Θεώρημα 2.3.7. Έστω (X,≺) ένα άπειρο κατευθυνόμενο σύνολο, B ⊆ [X]

μια semiselective∗ βάση coideal στο X ώστε B − s ∈ B για κάθε B ∈ B και
s ∈ [X]<∞

∗ , και έστω t ∈ [X]<∞
∗ και F ⊆ [X]<∞

∗ \ {∅}. Για κάθε A ∈ B υπάρχει
B ∈ B, B ⊆ A ώστε, είτε [t, B]<∞

∗ ∩ F = ∅, είτε για κάθε (xn)n∈N ∈ [t, B]∗

υπάρχει s ∈ F ώστε s v (xn)n∈N.

Απόδειξη. Αν t = ∅, τοʆ τε το θεωʆ ρημα ταυτιʆζεται με τοΘεωʆ ρημα 2.3.6. Υποθεʆ‑
τουμε οʆ τι t 6= ∅. ΈστωA ∈ B. Αν υπαʆ ρχει t1 v t με t1 ∈ F εʆχουμε προφανωʆ ς
την δευʆ τερη συνθηʆ κη του θεωρηʆ ματος. Έστω t1 /∈ F για καʆ θε t1 v t. Θεʆ‑
τουμε

F1 = {s ∈ F : t v s} και F2 = {(s− t) : s ∈ F1}.

Παρατηρουʆ με οʆ τι αν s ∈ F2, τοʆ τε t ⊗ s ∈ F1 και ∅ /∈ F2, συʆ μφωνα με το
Θεωʆ ρημα 2.3.6, υπαʆ ρχει B ∈ B, B ⊆ A− tωʆ στε, ειʆτε [B]<∞

∗ ∩F2 = ∅, ειʆτε για
καʆ θε (xn)n∈N ∈ [B]∗ υπαʆ ρχει s ∈ F2 ωʆ στε s v (xn)n∈N. Τοʆ τε, ειʆτε [t, B]<∞

∗ ∩
F = ∅, ειʆτε για καʆ θε (xn)n∈N ∈ [t, B]∗ υπαʆ ρχει s ∈ F ωʆ στε s v (xn)n∈N.

Το Θεωʆ ρημα 2.3.7 εʆχει ως συνεʆπεια το εποʆ μενο αποτεʆλεσμα για εʆνα semi‑
selective∗ coideal σε εʆνα αʆ πειρο κατευθυνοʆ μενο συʆ νολο.

Θεώρημα 2.3.8. Έστω (X,≺) ένα άπειρο κατευθυνόμενο σύνολο, H ⊆ [X]

ένα semiselective∗ coideal στο (X,≺), t ∈ [X]<∞
∗ και F ⊆ [X]<∞

∗ \ {∅}. Για κάθε
A ∈ H υπάρχει B ∈ H, B ⊆ A ώστε, είτε [t, B]<∞

∗ ∩ F = ∅, είτε για κάθε
(xn)n∈N ∈ [t, B]∗ υπάρχει s ∈ F ώστε s v (xn)n∈N.
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2.4 Αποτελέσματα Τοπολογικής Θεωρίας Ramsey για Κα‑
τευθυνόμενα Σύνολα

Στο κεφαʆ λαιο αυτοʆ στοʆχος μας ειʆναι να εντοπιʆσουμε τις τοπολογικεʆς ιδιοʆ ‑
τητες που απαιτουʆ νται, για μια διαμεριστικηʆ οικογεʆνειαU του συνοʆ λου [X]∗,
των απειʆρων διατεταγμεʆνων ακολουθιωʆ ν του (X,≺), εφοδιασμεʆνου με τη
σχετικηʆ τοπολογιʆα της τοπολογιʆας γινοʆ μενο του {0, 1}X, ουʆ τωςωʆ στε για καʆ θε
semiselective∗ βαʆ ση coideal B στο X, με B − s ∈ B για καʆ θε B ∈ B και
s ∈ [X]<∞

∗ , να ειʆναι B‑πληʆ ρως (completely) Ramsey∗. Δηλαδηʆ για καʆ θε στοι‑
χειʆο A ∈ B να υπαʆ ρχει στοιχειʆο B ∈ B με B ⊆ A ωʆ στε, ειʆτε οʆ λες οι αʆ πειρες
διατεταγμεʆνες ακολουθιʆες του B να ειʆναι στοιχειʆα του U, ειʆτε οʆ λες οι αʆ πει‑
ρες διατεταγμεʆνες ακολουθιʆες του B να ειʆναι στοιχειʆα του συμπληρωʆ ματος
τουU. Αυτοʆ επιτυγχαʆ νεται οʆ ταν ηU ειʆναι κλειστηʆ ως προς την τοπολογιʆα της
καταʆ σημειʆο συʆ γκλισης χρησιμοποιωʆ ντας τοδιαμεριστικοʆ Θεωʆ ρημα2.3.7 και
ειʆναι το περιεχοʆ μενο του Θεωρηʆ ματος 2.4.7.

Επιπλεʆον, αποδεικνυʆ ουμε (Θεωʆ ρημα 2.4.10 και Ποʆ ρισμα 2.4.12) οʆ τι καʆ θε
διαμεριστικηʆ οικογεʆνειαU του [X]∗, που ειʆναι Borel υποσυʆ νολο του [X]∗, ειʆναι
B‑πληʆ ρως Ramsey∗. Τεʆλος, δειʆχνουμε (Θεωʆ ρημα 2.4.17) οʆ τι καʆ θε B‑Baire∗

διαμεριστικηʆ οικογεʆνεια του [X]∗ (Ορισμοʆ ς 2.4.16)ειʆναιB‑πληʆ ρως Ramsey∗.

Ορισμός 2.4.1. Έστω (X,≺) εʆνα αʆ πειρο κατευθυνοʆ μενο συʆ νολο καιB ⊆ [X]

μια βαʆ ση coideal στο X.

(i) Ένα υποσυʆ νολοU ⊆ [X]∗ λεʆγεταιB‑Ramsey∗ αν για καʆ θεA ∈ B υπαʆ ρ‑
χει B ∈ B, με B ⊆ Aωʆ στε, ειʆτε [B]∗ ⊆ U ειʆτε [B]∗ ⊆ [X]∗ \ U.

(ii) Αν για καʆ θεA ∈ B υπαʆ ρχει B ∈ B, με B ⊆ Aωʆ στε [B]∗ ⊆ [X]∗ \ U, τοʆ τε
το συʆ νολο U λεʆγεταιB‑Ramsey∗ null.

Ορισμός 2.4.2. Έστω (X,≺) εʆνα αʆ πειρο κατευθυνοʆ μενο συʆ νολο καιB ⊆ [X]

μια βαʆ ση coideal στο X.
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(i) Ένα υποσυʆ νολο U ⊆ [X]∗ λεʆγεται B‑πλήρως (completely) Ramsey∗ αν
για καʆ θε t ∈ [X]<∞

∗ και A ∈ B υπαʆ ρχει B ∈ B, με B ⊆ A ωʆ στε, ειʆτε
[t, B]∗ ⊆ U ειʆτε [t, B]∗ ⊆ [X]∗ \ U.

(ii) Αν για καʆ θε t ∈ [X]<∞
∗ και A ∈ B υπαʆ ρχει B ∈ B, με B ⊆ A ωʆ στε

[t, B]∗ ⊆ [X]∗ \ U, τοʆ τε το συʆ νολο U λεʆγεται B‑πλήρως (completely)
Ramsey∗ null.

Παρατήρηση 2.4.3. Αν U ⊆ [X]∗ είναι B‑πλήρως Ramsey∗, τότε είναι B‑
Ramsey∗.

Παρατήρηση 2.4.4. Ένα σύνολο U ⊆ [X]∗ είναι B‑πλήρως Ramsey∗ (αντί‑
στοιχα είναι B‑πλήρως Ramsey∗ null) αν και μόνο αν για κάθε t ∈ [X]<∞

∗ η
οικογένεια

Ut =
{
x⃗− t : x⃗ ∈ U ∩ [t, X]∗

}
,

είναι B‑Ramsey∗ (αντίστοιχα είναι B‑Ramsey∗ null), όπου για x⃗ = (xn)n∈N

θέτουμε x⃗ − t = (xn)n>n0
και n0 = min{n ∈ N : t ≺ {xn}}. Αυτό συμβαίνει

γιατί [t, B]∗ ⊆ U, αν και μόνο αν [B− t]∗ ⊆ Ut.

Παρατήρηση 2.4.5. Αν (Un)
∞
n=0 είναι μια ακολουθία υποσυνόλων του [X]∗,

τότε (∪∞
n=0Un)

t = ∪∞
n=0U

t
n για κάθε t ∈ [X]<∞

∗ .

Θεωρουʆ με το συʆ νολο [X]∗, εφοδιασμεʆνο με την σχετικηʆ τοπολογιʆα της το‑
πολογιʆας γινοʆ μενο του {0, 1}X. Τα βασικαʆ ανοικταʆ συʆ νολα αυτηʆ ς της τοπολο‑
γιʆας ειʆναι της μορφηʆ ς [t, X]∗, για t ∈ [X]<∞

∗ , οʆ που

[t, X]∗ = {(xn)n∈N ∈ [X]∗ : t v (xn)n∈N}.

Ορισμός 2.4.6. Έστω (X,≺) εʆνα αʆ πειρο κατευθυνοʆ μενο συʆ νολο. Ταυτιʆζον‑
τας καʆ θε στοιχειʆο x⃗ = (xn)n∈N ∈ [X]∗ με την χαρακτηριστικηʆ συναʆ ρτηση
χσ(x⃗) ∈ {0, 1}X του συνοʆ λου σ(⃗x) = {xn : n ∈ N} ⊆ X, εφοδιαʆ ζουμε το συʆ ‑
νολο [X]∗ με την σχετικηʆ τοπολογιʆα T της τοπολογιʆας γινοʆ μενο (ισοδυʆ ναμα
με την τοπολογιʆα της καταʆ σημειʆο συʆ γκλισης) του {0, 1}X. Μια βαʆ ση της το‑
πολογιʆας T ειʆναι η οικογεʆνεια

{
[t, X]∗ : t ∈ [X]<∞

∗
}
.
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Επομεʆνως, μια οικογεʆνεια U ⊆ [X]∗ ειʆναι κλειστηʆ ως προς την τοπολογιʆα
της καταʆ σημειʆο συʆ γκλισης (ισοδυʆ ναμα T‑κλειστηʆ ) αν το {χσ(s⃗) : s⃗ ∈ U} ειʆναι
κλειστοʆ στο {0, 1}X ως προς την τοπολογιʆα γινοʆ μενο.

Θεώρημα 2.4.7. Έστω (X,≺) ένα άπειρο κατευθυνόμενο σύνολο καιB ⊆ [X]

μια semiselective∗ βάση coideal στο X ώστε B − s ∈ B για κάθε B ∈ B και
s ∈ [X]<∞

∗ . Τότε κάθε διαμεριστική οικογένειαU του [X]∗, η οποία είναι κλειστή
ως προς την τοπολογία της κατά σημείο σύγκλισης, είναιB‑πλήρως Ramsey∗.

Απόδειξη. Έστω t ∈ [X]<∞
∗ καιA ∈ B. Θεʆτουμε

F = {s ∈ [X]<∞
∗ : υπαʆ ρχει (zn)n∈N ∈ Uωʆ στε s v (zn)n∈N} ⊆ [X]<∞

∗ }.

Συʆ μφωνα με το Θεωʆ ρημα 2.3.7, υπαʆ ρχει B ∈ B, B ⊆ Aωʆ στε, ειʆτε

[t, B]<∞
∗ ⊆ F, ειʆτε (2.1)

για καʆ θε (xn)n∈N ∈ [t, B]∗ υπαʆ ρχει s ∈ [X]<∞
∗ \ F ωʆ στε s v (xn)n∈N. (2.2)

Αν ισχυʆ ει η (2.1), τοʆ τε [t, B]∗ ⊆ U. Πραʆ γματι, εʆστω x⃗ = (xn)n∈N ∈ [t, B]∗.
Τοʆ τε (x1, . . . , xn) ∈ [t, B]<∞

∗ ⊆ F, για καʆ θε n ∈ N. Επομεʆνως, για καʆ θε n ∈ N
υπαʆ ρχει z⃗n = (znm)m∈N ∈ U ωʆ στε (x1 . . . , xn) v (znm)m∈N. Αφουʆ η U ειʆναι
κλειστηʆ ως προς την τοπολογιʆα της καταʆ σημειʆο συʆ γκλισης και (⃗zn)n∈N συγ‑
κλιʆνει καταʆ σημειʆο στο x⃗, εʆχουμε οʆ τι x⃗ ∈ U. Επομεʆνως, [t, B]∗ ⊆ U.

Αν ισχυʆ ει η (2.2) τοʆ τε για καʆ θε (xn)n∈N ∈ [t, B]∗ υπαʆ ρχει s v (xn)n∈N το
οποιʆο ανηʆ κει στο [X]<∞

∗ \ F. Επομεʆνως, [t, B]∗ ⊆ [X]∗ \ U.

Αποʆ το Θεωʆ ρημα 2.4.7 εʆπεται αʆ μεσα το εποʆ μενο ισχυροʆ τερο θεωʆ ρημα
Nash‑Williams, καθωʆ ς αν U ⊆ [X]∗ ειʆναι B‑πληʆ ρως Ramsey∗, τοʆ τε ειʆναι B‑
Ramsey∗.

Θεώρημα 2.4.8. Έστω (X,≺) ένα άπειρο κατευθυνόμενο σύνολο, B ⊆ [X]

μία semiselective∗ βάση coideal στο X ώστε B − s ∈ B για κάθε B ∈ B και
s ∈ [X]<∞

∗ . Για κάθε διαμεριστική οικογένεια U του [X]∗, η οποία είναι κλειστή
ως προς την τοπολογία της κατά σημείο σύγκλισης και για κάθεA ∈ B υπάρχει
B ∈ B, με B ⊆ A ώστε, είτε [B]∗ ⊆ U, είτε [B]∗ ⊆ [X]∗ \ U.
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Πόρισμα 2.4.9. Έστω (X,≺) ένα άπειρο κατευθυνόμενο σύνολο καιH ⊆ [X]

ένα semiselective∗ coideal στοX. Τότε κάθε διαμεριστική οικογένειαU του [X]∗,
η οποία είναι κλειστή ως προς την τοπολογία της κατά σημείο σύγκλισης, είναι
H‑πλήρως Ramsey∗.

Θεώρημα 2.4.10. Έστω (X,≺) ένα άπειρο κατευθυνόμενο σύνολο και B ⊆
[X] μια semiselective∗ βάση coideal στο X ώστε B − s ∈ B για κάθε B ∈ B

και s ∈ [X]<∞
∗ . Τότε η οικογένεια των B‑πλήρως Ramsey∗ υποσυνόλων του

[X]∗ είναι κλειστή ως προς τις αριθμήσιμες ενώσεις και επίσης η οικογένεια
των B‑πλήρως Ramsey∗ null υποσυνόλων του [X]∗ είναι κλειστή ως προς τις
αριθμήσιμες ενώσεις.

Απόδειξη. Έστω (Un)
∞
n=0 μια ακολουθιʆα B‑πληʆ ρως Ramsey∗ υποσυνοʆ λων

του [X]∗. Θα αποδειʆξουμε οʆ τι
∞⋃

n=0

Un ειʆναι B‑πληʆ ρως Ramsey∗. Αρκειʆ να δειʆ‑

ξουμεοʆ τι
∞⋃

n=0

Un ειʆναιB‑πληʆ ρωςRamsey∗ null ανUn ειʆναιB‑πληʆ ρωςRamsey∗

null για καʆ θε n ∈ N ∪ {0}.
Έστω (Un)

∞
n=0 μια ακολουθιʆα B‑πληʆ ρως Ramsey∗ null υποσυνοʆ λων του

[X]∗ και εʆστω t ∈ [X]<∞
∗ και A ∈ B. Οριʆζουμε τις οικογεʆνειες (Rs)s∈[X]<∞

∗ ως
εξηʆ ς: Για s ∈ [X]<∞

∗ ωʆ στε t ≺ s θεʆτουμε

Rs = {B ∈ B : [s, B]∗ ∩ (Un)
t = ∅ για καʆ θε n ∈ N, n 6 |s|},

οʆπου με |s| συμβολιʆζουμε το μηʆ κος του s και το (Un)
t εʆχει οριστειʆ στις Παρα‑

τηρηʆ σεις 2.4.4. Διαφορετικαʆ , θεʆτουμε Rs = B.
Θαδειʆξουμεοʆ τι οι οικογεʆνειεςRs, για s ∈ [X]<∞

∗ εʆχουν την ιδιοʆ τηταdense‑
open. Έστω s ∈ [X]<∞

∗ ωʆ στε t ≺ s με |s| = n0 .
Για τηνπρωʆ τησυνθηʆ κηθεωρουʆ με,B ∈ B. Αφουʆ οι οικογεʆνειεςU0, . . .Un0

ειʆναιB‑πληʆ ρωςRamsey∗ null, υπαʆ ρχειC ∈ B,C ⊆ Bωʆ στε [t⊗s, C]∗∩Un = ∅
για καʆ θε n ∈ {0, . . . , n0}. Επομεʆνως, C ∈ Rs.

Για τη δευʆ τερη, εʆστω B ∈ Rs και C ∈ B, C ⊆ B. Τοʆ τε, προφανωʆ ς C ∈ Rs.
Αφουʆ ηB ειʆναι semiselective∗ βαʆ ση coideal, υπαʆ ρχει B ∈ B, B ⊆ Aωʆ στε για
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καʆ θε s ∈ [B]<∞
∗ καιB1 ⊆ B−s,B1 ∈ B εʆχουμεοʆ τιB1 ∈ Rs. Επομεʆνως, [∅, B]∗∩

(U0)
t = ∅ και ισοδυʆ ναμα [t, B]∗ ∩U0 = ∅. Ειδικοʆ τερα, [∅, B]∗ ∩ (Un)

t = ∅, για
καʆ θε n ∈ N. Πραʆ γματι, ας υποθεʆσουμε οʆ τι υπαʆ ρχει (xn)n∈N ∈ [∅, B]∗ ∩ (Un)

t

για καʆ ποιο n ∈ N. Αν s = (x1, . . . , xn), τοʆ τε B − s ∈ Rs, αʆ ρα [s, B − s]∗ ∩
(Un)

t = ∅, αʆ τοπο αφουʆ (xn)n∈N ∈ [s, B − s]∗ ∩ (Un)
t. Επομεʆνως, [∅, B]∗ ∩

(Un)
t = ∅ για καʆ θεn ∈ N και ισοδυʆ ναμα [t, B]∗∩Un = ∅ για καʆ θεn ∈ N.

Τα εποʆ μενα ποριʆσματα εʆπονται αʆ μεσα αποʆ το Θεωʆ ρημα 2.4.10.

Πόρισμα 2.4.11. Έστω (X,≺) ένα άπειρο κατευθυνόμενο σύνολο καιB ⊆ [X]

μια semiselective∗ βάση coideal στο X ώστε B − s ∈ B για κάθε B ∈ B και
s ∈ [X]<∞

∗ (ή B ⊆ [X] ένα semiselective∗ coideal στο X). Τότε η οικογένεια
όλων τωνB‑πλήρως Ramsey∗ υποσυνόλων του [X]∗ είναι μια σ‑άλγεβρα.

Πόρισμα 2.4.12. Έστω (X,≺) ένα άπειρο κατευθυνόμενο σύνολο καιB ⊆ [X]

μια semiselective∗ βάση coideal στο X ώστε B − s ∈ B για κάθε B ∈ B και s ∈
[X]<∞

∗ (ήB ⊆ [X] ένα semiselective∗ coideal στοX). Τότε κάθε Borel υποσύνολο
του [X]∗ είναιB‑πλήρως Ramsey∗.

Παρατήρηση 2.4.13. Το Πόρισμα 2.4.12 για το coideal [N] στο N με την συ‑
νήθη διάταξη δίνει ένα αποτέλεσμα που αποδείχθηκε από τους Galvin‑Prikry
στο [GP].

Παρατήρηση 2.4.14. Το Πόρισμα 2.4.12 και η Πρόταση 2.2.5 συνεπάγονται
ότι κάθε Borel υποσύνολο του [[N]<∞

>0 ]∗ είναι B‑πλήρως Ramsey∗, όπου B =

{FU((Fn)n∈N) : (Fn)n∈N ⊆ [N]<∞
>0 , με F1 ≺ F2 ≺ . . .}. Αυτό είναι ένα απο‑

τέλεσμα που απεδείχθη προηγουμένως από τους Milliken στο [Mi] και Taylor
[Ta].
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Παρατήρηση 2.4.15. Σύμφωνα με το Πόρισμα 2.4.12 και την Πρόταση 2.2.4
κάθε Borel υποσύνολο του [L(Σ, k⃗;υ)]∗ είναι B‑πλήρως Ramsey∗, όπου B =

{EV(w⃗) : w⃗ = (wn)n∈N ∈ L∞(Σ, k⃗;υ)}. Το αποτέλεσμα αυτό απεδείχθη από
τον Carlson [C] και από την Φαρμάκη [Fa] και νωρίτερα από τους Bergelson,
Blass και Hindman [BBH] για την περίπτωση του πεπερασμένου αλφαβήτου.

Ορισμός 2.4.16. Έστω (X,≺) εʆνα αʆ πειρο κατευθυνοʆ μενο συʆ νολο και B ⊆
[X] μια βαʆ ση coideal στο X

(i) Ένα U ⊆ [X]∗ θα λεʆγεται B‑Baire∗ αν για καʆ θε t ∈ [X]<∞
∗ και καʆ θε

A ∈ B υπαʆ ρχουν s ∈ [X]<∞
∗ και B ∈ B, με B ⊆ A και [s, B]∗ ⊆ [t,A]∗

ωʆ στε ειʆτε [s, B]∗ ⊆ U, ειʆτε [s, B]∗ ⊆ [X]∗ \ U.

(ii) Αν για καʆ θε t ∈ [X]<∞
∗ και καʆ θεA ∈ B υπαʆ ρχουν s ∈ [X]<∞

∗ και B ∈ B

με B ⊆ A, τεʆτοια ωʆ στε [s, B]∗ ⊆ [t,A]∗ και [s, B]∗ ⊆ [X]∗ \ U, τοʆ τε το
συʆ νολο U λεʆγεταιB‑meager∗.

Αν εʆνα υποσυʆ νολο U ⊆ [X]∗ ειʆναι B‑πληʆ ρως Ramsey∗, τοʆ τε ειʆναι προ‑
φανωʆ ς B‑Baire∗ και φυσικαʆ αν το U ειʆναι B‑Ramsey null ∗, τοʆ τε το U ειʆναι
B‑meager∗. Η αντιʆστροφη συνεπαγωγηʆ , συʆ μφωνα με τον Todorcevic (Ληʆ μμα
7.5 στο [T]) δεν ισχυʆ ει. Στο εποʆ μενο θεωʆ ρημα θα αποδειʆξουμε οʆ τι οι δυο εʆν‑
νοιες ταυτιʆζονται στην περιʆπτωση της semiselective∗ βαʆ σης coideal.

Θεώρημα 2.4.17. Έστω (X,≺) ένα άπειρο κατευθυνόμενο σύνολο και B ⊆
[X] μια semiselective∗ βάση coideal στο X ώστε B − s ∈ B για κάθε B ∈ B και
s ∈ [X]<∞

∗ . Τότε κάθεB‑Baire∗ υποσύνολο του [X]∗ είναιB‑πλήρως Ramsey∗.

Απόδειξη. Έστω U εʆνα B‑Baire∗ υποσυʆ νολο του [X]∗, t ∈ [X]<∞
∗ και A ∈ B.

Για s ∈ [X]<∞
∗ με t ≺ s θεʆτουμε,

Rs = {B ∈ B : [s, B]∗ ⊆ Ut} ∪ {B ∈ B : [s, B]∗ ⊆ [X]∗ \ U
t}

∪{B ∈ B : [s, B ′]∗ * Ut και [s, B ′]∗ * [X]∗ \ U
t

για καʆ θε B ′ ∈ B, B ′ ⊆ B}
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Η οικογεʆνειαRs εʆχει την ιδιοʆ τητα dense‑open. Αφουʆ ηB ειʆναι μια semise‑
lective∗ βαʆ ση coideal, υπαʆ ρχει B ∈ B, B ⊆ A ωʆ στε για καʆ θε s ∈ [B]<∞

∗ και
B1 ⊆ B − s, B1 ∈ B εʆχουμε οʆ τιB1 ∈ Rs. Τοʆ τε B − s ∈ B και B − s ∈ Rs για
καʆ θε s ∈ [B]<∞

∗ . Έστω
F1 = {s ∈ [B]<∞

∗ : [s, B]∗ ⊆ Ut},

F2 = {s ∈ [B]<∞
∗ : [s, B]∗ ⊆ [X]∗ \ U

t}, και
F3 = {s ∈ [B]<∞

∗ : [s, B ′]∗ * Ut και [s, B ′]∗ * [X]∗ \ Ut για καʆ θε B ′ ∈
B, B ′ ⊆ B}.

Αφουʆ B − s ∈ Rs για καʆ θε s ∈ [B]<∞
∗ , εʆχουμε [B]<∞

∗ = F1 ∪ F2 ∪ F3.
Συʆ μφωνα με το Θεωʆ ρημα 2.3.6, υπαʆ ρχει B1 ∈ B, B1 ⊆ Bωʆ στε, ειʆτε

[B1]
<∞
∗ ∩ F1 = ∅, ειʆτε (2.3)

για καʆ θε (xn)n∈N ∈ [∅, B1]∗ υπαʆ ρχει s ∈ F1 με s v (xn)n∈N. (2.4)

Αν ισχυʆ ει η περιʆπτωση (2.4), τοʆ τε [∅, B1]∗ ⊆ Ut. Αλλιωʆ ς, εφαρμοʆ ζοντας το
Θεωʆ ρημα 2.3.6 για την οικογεʆνεια F2 υπαʆ ρχει B2 ∈ B, B2 ⊆ B1 ωʆ στε, ειʆτε

[B2]
<∞
∗ ∩ F2 = ∅, ειʆτε (2.5)

για καʆ θε (xn)n∈N ∈ [∅, B2]∗ υπαʆ ρχει s ∈ F2 με s v (xn)n∈N. (2.6)

Αν ισχυʆ ει η (2.6), τοʆ τε [∅, B2]∗ ⊆ [X]∗ \ Ut. Αλλιωʆ ς, εφαρμοʆ ζοντας το Θεωʆ ‑
ρημα 2.3.6 για την οικογεʆνεια F3 υπαʆ ρχει B3 ∈ B, B3 ⊆ B2 ωʆ στε, ειʆτε

[B3]
<∞
∗ ∩ F3 = ∅, ειʆτε (2.7)

για καʆ θε (xn)n∈N ∈ [B3]∗ υπαʆ ρχει s ∈ F3 ωʆ στε s v (xn)n∈N. (2.8)

Θα αποδειʆξουμε οʆ τι η τελευταιʆα περιʆπτωση δεν μπορειʆ να συμβαιʆνει.
Αφουʆ [B3]

<∞
∗ ∩ F1 = ∅, [B3]

<∞
∗ ∩ F2 = ∅, εʆχουμε οʆ τι [B3]

<∞
∗ ⊆ F3. Αφουʆ

η U εʆχει την ιδιοʆ τητα Baire∗ το ιʆδιο ισχυʆ ει και για την οικογεʆνεια Ut. Άρα
υπαʆ ρχουν r ∈ [X]<∞

∗ και B ′ ∈ B, B ′ ⊆ B3 ωʆ στε [r, B ′]∗ ⊆ [∅, B3]∗ και ειʆτε
[r, B ′]∗ ⊆ Ut ειʆτε [r, B ′]∗ ⊆ [X]∗ \ Ut. Αφουʆ r ∈ [B3]

<∞
∗ ⊆ F3 και B ′ ⊆ B

εʆχουμε οʆ τι [r, B ′]∗ * Ut και [r, B ′]∗ * [X]∗ \ Ut, το οποιʆο ειʆναι αʆ τοπο. Αυτοʆ
ολοκληρωʆ νει την αποʆ δειξη.



Μέρος II

Τοπολογικά Δυναμικά
Συστήματα





Κεφάλαιο 3

Στοιχεία Τοπολογικών Δυναμικών Συστημάτων

Στo κεφαʆ λαιο αυτοʆ διʆνουμε αρχικαʆ τον ορισμοʆ του τοπολογικουʆ δυνα‑
μικουʆ συστηʆ ματος, του υποσυστηʆ ματος και της τροχιαʆ ς ενοʆ ς σημειʆου. Στη
συνεʆχεια αναφεροʆ μαστε στα ελαχιστικαʆ τοπολογικαʆ δυναμικαʆ συστηʆ ματα,
δηλαδηʆ συστηʆ ματα που δεν περιεʆχουν γνηʆ σια υποσυστηʆ ματα, στην υʆ παρξηʆ
τους και στους ισοδυʆ ναμους χαρακτηρισμουʆ ς της εʆννοιας αυτηʆ ς. Τεʆλος, βλεʆ‑
πουμε τη συʆ νδεση των ελαχιστικωʆ ν τοπολογικωʆ ν δυναμικωʆ ν συστημαʆ των,
με φαινοʆ μενα επαναφοραʆ ς, διατυπωʆ νοντας τα θεωρηʆ ματα Birkhoff [Bi] και
Furstenberg‑Weiss [FuW]. Παραπεʆμπουμε τον αναγνωʆ στη για περισσοʆ τερες
λεπτομεʆρειες, οʆ πως και αποδειʆξεις αυτωʆ ν των αποτελεσμαʆ των στο [Fu1].

3.1 Ορισμοί και βασικές ιδιότητες

Ορισμός 3.1.1. Έστω (X, d) εʆνας συμπαγηʆ ς μετρικοʆ ς χωʆ ρος καιG μια ημιο‑
μαʆ δασυνεχωʆ ν συναρτηʆ σεωναποʆ τονXστον εαυτοʆ του. Τοʆ τε το ζευʆ γος (X,G)

λεʆγεται τοπολογικό δυναμικό σύστημα.
Αν η G ειʆναι κυκλικηʆ ημιομαʆ δα, δηλαδηʆ G = {Tn : n ∈ N}, οʆ που T : X →

X συνεχηʆ ς συναʆ ρτηση, το συʆ στημα (X,G) συμβολιʆζεται με (X, Tn)n∈N ηʆ πιο
απλαʆ με (X, T).
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Ορισμός 3.1.2. Έστω (X,G) εʆνα τοπολογικοʆ δυναμικοʆ συʆ στημα. Αν Y ειʆναι
εʆνα κλειστοʆ υποσυʆ νολο του X, το οποιʆο ειʆναιG‑αναλλοιʆωτο, δηλαδηʆ T(Y) ⊆
Y για καʆ θε T ∈ G, τοʆ τε το ζευʆ γος (Y,G|Y) ειʆναι τοπολογικοʆ δυναμικοʆ συʆ ‑
στημα και λεʆγεται υποσύστημα του (X,G) (με την σχετικηʆ τοπολογιʆα).

Ορισμός 3.1.3. Έστω (X,G) εʆνα τοπολογικοʆ δυναμικοʆ συʆ στημα και x0 ∈ X.
Το συʆ νολο O = {gx0 : g ∈ G} λεʆγεται τροχιά του x0.

Αν (X, T) εʆνα τοπολογικοʆ δυναμικοʆ συʆ στημα, τροχιαʆ του x0 λεʆγεται το
συʆ νολο O = {Tnx0 : n ∈ N}.

Παράδειγμα 3.1.4. Θεωρουʆ με την ομαʆ δα πηλιʆκο R/Z = {x + Z : x ∈ R},
την οποιʆα συμβολιʆζουμε μεT και μπορουʆ με να την ταυτιʆσουμε με εʆνα κυʆ κλο.
Μεταξυʆ τουT και του διαστηʆ ματος [0, 1) υπαʆ ρχει μια 1−1 και επιʆ αντιστοιχιʆα
στεʆλνοντας καʆ θε στοιχειʆο x+Z τουR/Z στο x−[x], οʆ που [x] ειʆναι το ακεʆραιο
μεʆρος του x. Για x ∈ R θα γραʆφουμε x mod 1 = x− [x].

Εφοδιαʆ ζοντας τον T με τη μετρικηʆ

d(x+ Z, y+ Z) = min
m∈Z

|x− y+m|,

γιʆνεται συμπαγηʆ ς μετρικοʆ ς χωʆ ρος. Η T : T → T με T(x) = x + a mod 1 για
a ∈ [0, 1) ειʆναι συνεχηʆ ς, οποʆ τε το ζευʆ γος (T, T) ειʆναι εʆνα τοπολογικοʆ δυνα‑
μικοʆ συʆ στημα.

Αν τοa ειʆναι ρητοʆ ς καʆ θε τροχιαʆ ειʆναι περιοδικηʆ , ενωʆ αν τοa ειʆναι αʆ ρρητος
καʆ θε τροχιαʆ ειʆναι πυκνηʆ στο T.

Παράδειγμα 3.1.5. Για k > 2, εʆστω X = {1, 2, . . . , k}Z ο χωʆ ρος των ακο‑
λουθιωʆ ν με τιμεʆς στο {1, 2, . . . , k} και δειʆκτες στο Z. Αν x = (xn)n∈Z και y =

(yn)n∈Z δυʆ ο ακολουθιʆες στο X, θεωρουʆ με τον ακεʆραιο N(x, y) = min{n >
0 : xn 6= yn ηʆ x−n 6= y−n}. Οριʆζουμε τοʆ τε μια μετρικηʆ στον X με

d(x, y) =


1

2N(x,y)
αν x 6= y,

0 αν x = y.
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ΟX εφοδιασμεʆνος με τη μετρικηʆ που οριʆσαμε γιʆνεται συμπαγηʆ ς μετρικοʆ ς χωʆ ‑
ρος. Θεωρουʆ με τωʆ ρα στον X την απεικοʆ νιση T : X → X με (T(x))n = xn+1

για καʆ θε n ∈ Z. Ο T ειʆναι ομοιομορφισμοʆ ς και αʆ ρα το ζευʆ γος (X, T) ειʆναι εʆνα
τοπολογικοʆ δυναμικοʆ συʆ στημα.

Ορισμός 3.1.6. Έστω (X,G) εʆνα τοπολογικοʆ δυναμικοʆ συʆ στημα και (Y,G|Y)

εʆνα υποσυʆ στημαʆ του. Το (Y,G|Y) λεʆγεται ελαχιστικό υποσυʆ στημα αν για καʆ θε
κλειστοʆ καιG‑αναλλοιʆωτο υποσυʆ νολο Z του Y ισχυʆ ει ειʆτε Z = ∅ ειʆτε Z = Y.

Το (X,G) ειʆναι ελαχιστικοʆ συʆ στημα αν για καʆ θε (Y,G|Y) υποσυʆ στημα του
(X,G) ισχυʆ ει ειʆτε Y = ∅ ειʆτε Y = X.

Με χρηʆ ση του ληʆ μματος Zorn, αποδεικνυʆ εται η υʆ παρξη ενοʆ ς ελαχιστικουʆ
υποσυστηʆ ματος σε καʆ θε τοπολογικοʆ δυναμικοʆ συʆ στημα, οποʆ τε εʆχουμε το
ακοʆ λουθο αποτεʆλεσμα.

Πρόταση 3.1.7. Κάθε τοπολογικό δυναμικό σύστημα (X,G) έχει τουλάχιστον
ένα ελαχιστικό υποσύστημα.

Πρόταση 3.1.8. Έστω (X,G) τοπολογικό δυναμικό σύστημα. Τα ακόλουθα εί‑
ναι ισοδύναμα:

(i) (X,G) είναι ελαχιστικό.

(ii) X = O(x) για κάθε x ∈ X.

(iii) X =
⋃
g∈G

g−1(U) για κάθε ανοικτό υποσύνολοU του X.

Το εποʆ μενο ποʆ ρισμα εʆπεται αʆ μεσα αποʆ την Προʆ ταση 3.1.8 και παιʆζει ση‑
μαντικοʆ ροʆ λο στην αποʆ δειξη του θεωρηʆ ματος του Birkhoff [Bi] οʆ πως επιʆσης
και του θεωρηʆ ματος Furstenberg‑Weiss.

Πόρισμα 3.1.9. Έστω (X, T) τοπολογικό δυναμικό σύστημα. Τα ακόλουθα εί‑
ναι ισοδύναμα:
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(i) (X, T) είναι ελαχιστικό.

(ii) X = OT (x) για κάθε x ∈ X.

(iii) X =
⋃
n∈N

T−n(U) για κάθε ανοικτό υποσύνολοU του X.

Το τοπολογικοʆ δυναμικοʆ συʆ στημα που οριʆσαμε στο παραʆ δειγμα 3.1.4 ειʆ‑
ναι ελαχιστικοʆ αν ο a ειʆναι αʆ ρρητος, ενωʆ το συʆ στημα που οριʆσαμε στο πα‑
ραʆ δειγμα 3.1.5 δεν ειʆναι ελαχιστικοʆ αφουʆ η απεικοʆ νιση εʆχει σταθεροʆ σημειʆο.
Για παραʆ δειγμα το x = (. . . , 1, 1, 1, . . .).

3.2 Αποτελέσματα Επαναφοράς

Στη συνεʆχεια διατυπωʆ νουμε το θεμελιωʆ δες θεωʆ ρημα του Birkhoof.

Θεώρημα 3.2.1 (Birkhoff, [Bi]). Έστω (X, T) τοπολογικό δυναμικό σύστημα.
Τότε υπάρχουν x0 ∈ X και μια ακολουθία φυσικών αριθμών (nk)k∈N με nk →∞, ώστε

Tnk(x0) → x0.

Ορισμός 3.2.2. Έστω (X, T) εʆνα τοπολογικοʆ δυναμικοʆ συʆ στημα. Ένα σημειʆο
x0 ∈ X λεʆγεται σημείο επαναφοράς (recurrent), αν υπαʆ ρχει μια ακολουθιʆα
φυσικωʆ ν αριθμωʆ ν (nk)k∈N με nk → ∞, ωʆ στε

Tnk(x0) → x0.

Άμεση συνεʆπεια του θεωρηʆ ματος Birkhoff ειʆναι η υʆ παρξη σημειʆου επανα‑
φοραʆ ς σε καʆ θε τοπολογικοʆ δυναμικοʆ συʆ στημα.

Πόρισμα 3.2.3. Σε κάθε τοπολογικό δυναμικό σύστημα (X, T) υπάρχει σημείο
επαναφοράς x0 ∈ X.
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Το θεωʆ ρημα Furstenberg‑Weiss [FuW] αποτελειʆ μια γενιʆκευση του θεω‑
ρηʆ ματος του Birkhoff στην περιʆπτωση οʆπου εʆχουμε περισσοʆ τερες αποʆ μιʆα
συνεχειʆς συναρτηʆ σεις αποʆ τον συμπαγηʆ μετρικοʆ χωʆ ρο X στον εαυτοʆ του, οι
οποιʆες μετατιʆθενται μεταξυʆ τους, το οποιʆο εξασφαλιʆζει την υʆ παρξη σημειʆου
του X που ειʆναι σημειʆο επαναφοραʆ ς ταυτοʆχρονα ως προς καʆ θε συναʆ ρτηση
ξεχωρισταʆ . Συνεπωʆ ς, το θεωʆ ρημα Furstenberg‑Weiss αποτελειʆ το πολυδιαʆ ‑
στατο αναʆ λογο του θεωρηʆ ματος επαναφοραʆ ς του Birkhoff και αναφεʆρεται
και ως θεωʆ ρημα πολλαπληʆ ς επαναφοραʆ ς.

Θεώρημα 3.2.4 (Furstenberg‑Weiss, [FuW]). Έστω X συμπαγής μετρικός
χώρος και (X, T1), (X, T2), . . . , (X, Tl) τοπολογικά δυναμικά συστήματα, όπου
T1, T2, . . . , Tl : X → X συνεχείς συναρτήσεις που ανά δύο μετατίθενται. Τότε
υπάρχουν x0 ∈ X και μια ακολουθία φυσικών αριθμών (nk)k∈N με nk → ∞,
ώστε

T
nk

1 (x0) → x0, T
nk

2 (x0) → x0, . . . , T
nk

l (x0) → x0.





Κεφάλαιο4

Τοπολογικά Δυναμικά Συστήματα και Δίκτυα

Στο κεφαʆ λαιο αυτοʆ παρουσιαʆ ζουμε τα αποτελεʆσματα του δευʆ τερου μεʆ‑
ρους της διατριβηʆ ς. Τα αποτελεʆσματα αυταʆ , προεʆρχονται αποʆ την εργασιʆα:

V. Farmaki,D.Karageorgos, A. Koutsogiannis, A.Mitropoulos,Topo‑
logical dynamics onnets,Topologyand itsApplications201 (2016),
414‑431.

Σημειʆο εκκιʆνησης ειʆναι τα θεωρηʆ ματα επαναφοραʆ ς των Birkhoff και των
Furstenberg και Weiss. Αρχικαʆ , ο Birkhoff [Bi], εʆδειξε οʆ τι καʆ θε τοπολογικοʆ
δυναμικοʆ συʆ στημα εʆχει σημειʆο επαναφοραʆ ς. Οι Furstenberg καιWeiss [FuW],
απεʆδειξαν το θεωʆ ρημα van derWaerden διʆνοντας μια αναδιατυʆ πωση του θε‑
ωρηʆ ματος σε γλωʆ σσα τοπολογικωʆ ν δυναμικωʆ ν συστημαʆ των. Αυτοʆ ηʆ ταν επιʆ
της ουσιʆας εʆνα αποτεʆλεσμα πολλαπληʆ ς επαναφοραʆ ς το οποιʆο επεξεʆτεινε το
θεωʆ ρημα του Birkhoff.

Παρουσιαʆ ζουμε λοιποʆ ν μια γενικηʆ θεωριʆα τοπολογικωʆ ν δυναμικωʆ ν συ‑
στημαʆ των, που περιεʆχει και ενοποιειʆ τα προηγουʆ μενα αποτελεʆσματα. Απο‑
δεικνυʆ ουμε αποτελεʆσματα επαναφοραʆ ς και πολλαπληʆ ς επαναφοραʆ ς για το‑
πολογικαʆ δυναμικαʆ συστηʆ ματα παʆ νω σε μια κατευθυνοʆ μενη μερικηʆ ημιο‑
μαʆ δα, ως προς μια βαʆ ση coideal που ειʆναι καταʆ λληλη για αυτηʆ την ημιομαʆ δα.
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Επιπλεʆον, υποδεικνυʆ ουμε εʆνα τροʆπο για να εφαρμοʆσουμε αυταʆ τα αποτελεʆ‑
σματα σε τοπολογικαʆ δυναμικαʆ συστηʆ ματα παʆ νω σε λεʆξεις.

Συγκεκριμεʆνα, οριʆζουμεπρωʆ τα τατοπολογικαʆ δυναμικαʆ συστηʆ ματαπαʆ νω
σε μια κατευθυνοʆ μενη μερικηʆ ημιομαʆ δα. Στο Θεωʆ ρημα 4.2.8 δειʆχνουμε οʆ τι
εʆνα τεʆτοιο συʆ στημα εʆχει σημειʆο B‑επαναφοραʆ ς, οʆ που B ειʆναι στοιχειʆο μιας
καταʆ λληλης βαʆ σης coideal με την ιδιοʆ τητα‑D. Η εʆννοια αυτηʆ επεκτειʆνει την
κλασικηʆ εʆννοια του σημειʆου επαναφοραʆ ς στα τοπολογικαʆ δυναμικαʆ συστηʆ ‑
ματα.

Τελικαʆ , χρησιμοποιωʆ ντας τοΘεωʆ ρημα4.2.8παιʆρνουμεστοΘεωʆ ρημα4.2.20
εʆνααποτεʆλεσμαπολλαπληʆ ς επαναφοραʆ ς, επεκτειʆνοντας τοΘεωʆ ρημαFursten‑
berg‑Weiss.

4.1 Βάσεις coideal με την ιδιότητα‑D

Στην ενοʆ τητα αυτηʆ οριʆζουμε (Ορισμοʆ ς 4.1.5) την ιδιοʆ τητα‑D για μια βαʆ ση
coideal σε εʆνα αʆ πειρο κατευθυνοʆ μενο συʆ νολο (Λ,≺) και αποδεικνυʆ ουμε (Θε‑
ωʆ ρημα 4.1.9) οʆ τι καʆ θε διʆκτυο (xλ)λ∈Λ σε εʆναν συμπαγηʆ μετρικοʆ χωʆ ρο εʆχει
εʆνα συγκλιʆνων υποδιʆκτυο της μορφηʆ ς (xλ)λ∈A, οʆ που A ειʆναι εʆνα στοιχειʆο
μιας βαʆ σης coideal B στο Λ με την ιδιοʆ τητα‑D. Επιπλεʆον, πετυχαιʆνουμε το
συʆ νολοA να περιεʆχεται σε εʆνα δοθεʆν στοιχειʆοB της βαʆ σης coidealB. Το απο‑
τεʆλεσμα αυτοʆ θα αποτελεʆσει το σημειʆο εκκιʆνησης, προκειμεʆνου να αποδειʆ‑
ξουμε αποτελεʆσματα επαναφοραʆ ς (recurrence) και τα πολυδιαʆ στατα αναʆ ‑
λογαʆ τους που ειʆναι αποτελεʆσματα πολλαπληʆ ς επαναφοραʆ ς (multiple recur‑
rence) για τοπολογικαʆ δυναμικαʆ συστηʆ ματασυνεχωʆ ν συναρτηʆ σεωναποʆ εʆναν
συμπαγηʆ μετρικοʆ χωʆ ρο στον εαυτοʆ του, σε εʆνα αʆ πειρο κατευθυνοʆ μενο συʆ ‑
νολο ως προς μια βαʆ ση coideal με την ιδιοʆ τητα‑D.

Αρχικαʆ υπενθυμιʆζουμε την εʆννοια της βαʆ σης coideal σε εʆνα αʆ πειρο κατευ‑
θυνοʆ μενο συʆ νολο που δωʆ σαμε στο πρωʆ το μεʆρος.

Ορισμός 4.1.1. Έστω (Λ,≺) εʆνα αʆ πειρο κατευθυνοʆ μενο συʆ νολο. Ένα υπο‑
συʆ νολοB του [Λ] λεʆγεται βάση coideal στο (Λ,≺) αν ικανοποιειʆ τις εποʆ μενες
δυʆ ο ιδιοʆ τητες:
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(i) Για καʆ θεA ∈ B και λ1 ∈ Λ υπαʆ ρχει λ2 ∈ Aωʆ στε λ1 ≺ λ2.

(ii) ΑνA ∪ B ∈ B, τοʆ τε υπαʆ ρχει C ∈ Bωʆ στε ειʆτε C ⊆ A ειʆτε C ⊆ B.

Παρατήρηση 4.1.2. Έστω (Λ,≺) ένα άπειρο κατευθυνόμενο σύνολο καιB ⊆
[Λ] μια βάση coideal στο (Λ,≺). Κάθε στοιχείοA τηςB είναι ένα άπειρο κατευ‑
θυνόμενο σύνολο.

Παρατήρηση 4.1.3. Αν (xλ)λ∈Λ είναι ένα δίκτυο στο σύνολο X, όπου (Λ,≺)

είναι ένα άπειρο κατευθυνόμενο σύνολο και B μια βάση coideal στο (Λ,≺),
τότε για κάθεA ∈ B, το (xλ)λ∈A είναι ένα υποδίκτυο του (xλ)λ∈Λ.

Θα οριʆσουμε τωʆ ρα την ιδιοʆ τητα‑p για μια βαʆ ση coideal σε εʆνα αʆ πειρο κα‑
τευθυνοʆ μενο συʆ νολο, επεκτειʆνοντας την αναʆ λογη εʆννοια για coideal στο συʆ ‑
νολο των φυσικωʆ ν αριθμωʆ ν, οʆ πως μπορειʆ να δει καʆ ποιος στα [M], [F], [ST]
και [T], την οποιʆα αναφεʆραμε στο πρωʆ το μεʆρος. Ένα υπερφιʆλτρο στο συʆ ‑
νολο των φυσικωʆ ν αριθμωʆ ν με την ιδιοʆ τητα‑p αναφεʆρεται και ως p‑point
υπερφιʆλτρο.

Ορισμός 4.1.4. Έστω (Λ,≺) εʆνα αʆ πειρο κατευθυνοʆ μενο συʆ νολο. Μια βαʆ ση
coidealB ⊆ [Λ]στο (Λ,≺) εʆχει την ιδιότητα‑pανγιακαʆ θεακολουθιʆα (An)n∈N,
με An ∈ B και A1 ⊇ A2 ⊇ . . ., υπαʆ ρχει A ∈ B ωʆ στε A \ An ειʆναι πεπερα‑
σμεʆνο συʆ νολο για καʆ θε n ∈ N.

Οριʆζουμε τωʆ ρα την ιδιοʆ τητα‑(D) για μια βαʆ ση coideal σε εʆνα αʆ πειρο κα‑
τευθυνοʆ μενο συʆ νολο, η οποιʆα ειʆναι ασθενεʆστερη αποʆ την ιδιοʆ τητα‑p.

Ορισμός 4.1.5. Έστω (Λ,≺) εʆνα αʆ πειρο κατευθυνοʆ μενο συʆ νολο. Μια βαʆ ση
coidealB ⊆ [Λ]στο (Λ,≺) εʆχει την ιδιότητα‑Dανγιακαʆ θεακολουθιʆα (An)n∈N,
μεAn ∈ B καιA1 ⊇ A2 ⊇ . . ., υπαʆ ρχειA ∈ B,ωʆ στε για καʆ θεn ∈ N να υπαʆ ρ‑
χει kn ∈ N ∪ {0} τεʆτοιο ωʆ στε

kn = max{k ∈ N : υπαʆ ρχουν λ1, . . . , λk ∈ A \An με λ1 ≺ · · · ≺ λk}.
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Παράδειγμα4.1.6. Τοσυʆ νολο [N] των αʆ πειρων υποσυνοʆ λων τουN ειʆναι εʆνα
coideal στο N με την συνηʆ θη διαʆ ταξη, οʆ πως εʆχουμε δει, το οποιʆο προφανωʆ ς
εʆχει την ιδιοʆ τητα‑p, επομεʆνως θα εʆχει και την ιδιοʆ τητα‑D.

Παράδειγμα 4.1.7. Έστω [N]<∞
>0 το συʆ νολο οʆ λων των μη κενωʆ ν πεπερασμεʆ‑

νων υποσυνοʆ λων του N. Για F1, F2 ∈ [N]<∞
>0 οριʆζουμε F1 ≺ F2 αν max F1 <

min F2. Τοʆ τε το ([N]<∞
>0 ,≺) ειʆναι εʆνα αʆ πειρο κατευθυνοʆ μενο συʆ νολο.

Η βαʆ ση coideal στο ([N]<∞
>0 ,≺),

B = {FU((Fn)n∈N) : (Fn)n∈N ⊆ [N]<∞
>0 με F1 ≺ F2 ≺ . . .}

του Παραδειʆγματος 2.1.10 δεν εʆχει την ιδιοʆ τητα‑p, αλλαʆ εʆχει την ιδιοʆ τητα‑D.
Πραʆ γματι, θεωρουʆ με την ακολουθιʆα (Ak)k∈N, μεAk ∈ B καιA1 ⊇ A2 ⊇ . . ..
ΑνAk = FU((Fkn)n∈N), οʆ που (Fkn)n∈N ⊆ [N]<∞

>0 Fk1 ≺ Fk2 ≺ . . . για καʆ θε k ∈ N,
τοʆ τε θεʆτουμεA = FU((Fkk)k∈N). Τοʆ τεA ∈ B και για καʆ θε k ∈ N

k− 1 = max{n ∈ N : υπαʆ ρχει F1 ≺ · · · ≺ Fn ∈ A \Ak με F1 ≺ · · · ≺ Fn}.

Παράδειγμα 4.1.8. Στο Παραʆ δειγμα 2.1.11, ειʆδαμε οʆ τι τα συʆ νολα

B1 = {E(w⃗) : w⃗ = (wn)n∈N ∈ L∞(Σ, k⃗;υ)}

και

B2 = {EV(w⃗) : w⃗ = (wn)n∈N ∈ L∞(Σ, k⃗;υ)}

ειʆναι βαʆ σεις coideal στα (L(Σ, k⃗),≺)και (L(Σ, k⃗;υ),≺)αντιʆστοιχα. Οι δυʆ ο αυ‑
τεʆς βαʆ σεις coideal δεν εʆχουν την ιδιοʆ τητα‑p, αλλαʆ εʆχουν την ιδιοʆ τητα‑D.
Πραʆ γματι, θεωρουʆ με μια ακολουθιʆα (Ak)k∈N, με Ak = E(w⃗k), οʆ που w⃗k =

(wk
n)n∈N ∈ L∞(Σ, k⃗;υ), και A1 ⊇ A2 ⊇ . . .. Θεʆτουμε w⃗ = (wk

k)k∈N ∈
L∞(Σ, k⃗;υ) καιA = E(w⃗). Τοʆ τεA ∈ B1. Επιʆσης, για καʆ θε k ∈ N,

k− 1 = max{n ∈ N : υπαʆ ρχουνw1, . . . , wn ∈ A \Ak mew1 ≺ · · · ≺ wn}.

Επομεʆνως, η B1 εʆχει την ιδιοʆ τητα‑D. Αναʆ λογα, αποδεικνυʆ εται οʆ τι η B2 εʆχει
την ιδιοʆ τητα‑D.
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Στη συνεʆχεια θα αποδειʆξουμε το βασικοʆ αποτεʆλεσμα αυτηʆ ς της ενοʆ τητας.
Σε εʆνα συμπαγηʆ μετρικοʆ χωʆ ρο, ξεʆρουμε οʆ τι καʆ θε διʆκτυο (xλ)λ∈Λ εʆχει συγκλιʆ‑
νων υποδιʆκτυο. Στο εποʆ μενο θεωʆ ρημα, πετυχαιʆνουμε οʆ τι αυτοʆ το υποδιʆκτυο
μπορειʆ να εντοπιστειʆ σε εʆνα στοιχειʆο ενοʆ ς coideal με την ιδιοʆ τητα‑D. Πιο συγ‑
κεκριμεʆνα να εʆχει τη μορφηʆ (xλ)λ∈A, οʆ που A ειʆναι εʆνα στοιχειʆο μιας βαʆ σης
coideal B στο Λ με την ιδιοʆ τητα‑D. Μαʆ λιστα, μπορουʆ με επιπλεʆον να πετυʆ ‑
χουμε τοA να ειʆναι υποσυʆ νολο ενοʆ ς ηʆ δη δοθεʆντος στοιχειʆου B τηςB.

Έστω (Λ,≺) εʆνα αʆ πειρο κατευθυνοʆ μενο συʆ νολο και (xλ)λ∈Λ εʆνα διʆκτυο
σε εʆναν τοπολογικοʆ χωʆ ρο X. Για x0 ∈ X, γραʆφουμε lim

λ∈Λ
xλ = x0, αν (xλ)λ∈Λ

συγκλιʆνει στοx0, δηλαδηʆ αν γιακαʆ θεπεριοχηʆ V τουx0,υπαʆ ρχειλ0 = λ0(V) ∈
Λωʆ στε xλ ∈ V για καʆ θε λ ∈ Λ με λ0 ≺ λ.

Αναʆ λογα, για εʆνα στοιχειʆοA της βαʆ σης coidealB στο (Λ,≺) και για x0 ∈
X, γραʆφουμε lim

λ∈A
xλ = x0, αν το διʆκτυο (xλ)λ∈A συγκλιʆνει στο x0, δηλαδηʆ αν

για καʆ θε περιοχηʆ V του x0, υπαʆ ρχει λ0 = λ0(V) ∈ A ωʆ στε xλ ∈ V για καʆ θε
λ ∈ A με λ0 ≺ λ.

Θεώρημα4.1.9. Έστω (X, d) έναςσυμπαγήςμετρικός χώρος, (Λ,≺) έναάπειρο
κατευθυνόμενο σύνολο και (xλ)λ∈Λ ένα δίκτυο στον X. Για κάθε βάση coideal
B στο (Λ,≺) με την ιδιότητα‑D και κάθεB ∈ B υπάρχειA ∈ B μεA ⊆ B, ώστε
το υποδίκτυο (xλ)λ∈A του (xλ)λ∈Λ να συγκλίνει σε κάποιο στοιχείο του X.

Απόδειξη. ΈστωB μια βαʆ ση coideal στο (Λ,≺) με την ιδιοʆ τητα‑D και B ∈ B.
Θεʆτουμε B̂(x, ε) = {y ∈ X : d(x, y) 6 ϵ} για x ∈ X και ε > 0 να ειʆναι η κλει‑
στηʆ μπαʆ λα κεʆντρου x και ακτιʆνας ε. Αφουʆ ο (X, d) ειʆναι συμπαγηʆ ς μετρικοʆ ς

χωʆ ρος, εʆχουμε οʆ τι X =

m1⋃
i=1

B̂(x1i ,
1

2
), για καʆ ποια x11, . . . , x

1
m1

∈ X.

ΈστωA1 = B. Αφουʆ A1 =

m1⋃
i=1

Ci, οʆ που

Ci =
{
λ ∈ A1 : xλ ∈ B̂(x1i ,

1

2
)
}
,

και η B ειʆναι μια βαʆ ση coideal υπαʆ ρχουνA2 ∈ B, A2 ⊆ A1 και 1 6 i1 6 m1

ωʆ στε A2 ⊆ Ci1 και αʆ ρα {xλ : λ ∈ A2} ⊆ B̂(x1i1,
1

2
). Συνεχιʆζουμε αναʆ λογα.
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Αφουʆ B̂(x1i1,
1

2
) ειʆναι συμπαγηʆ ς μετρικοʆ ς χωʆ ρος, υπαʆ ρχουν x21, . . . , x2m2

∈ X,

ωʆ στε B̂(x1i1,
1

2
) ⊆

m2⋃
i=1

B̂(x2i ,
1

4
) οποʆ τε υπαʆ ρχειA3 ∈ B, A3 ⊆ A2 και 1 6 i2 6

m2 ωʆ στε
{xλ : λ ∈ A3} ⊆ B̂(x1i1,

1

2
) ∩ B̂(x2i2,

1

4
).

Επαγωγικαʆ , κατασκευαʆ ζουμε μια ακολουθιʆα (An)n∈N, με An ∈ B και
A1 ⊇ A2 ⊇ . . ., και μια ακολουθιʆα αποʆ κλειστεʆς μπαʆ λες B̂(xnin,

1

2n
), για καʆ θε

n ∈ N, ωʆ στε

{xλ : λ ∈ An+1} ⊆
n⋂

j=1

B̂(xjij,
1

2j
) για καʆ θε n ∈ N.

Έστω, {x0} =
⋂
n∈N

B̂(xnin,
1

2n
). Αφουʆ η βαʆ ση coideal B εʆχει την ιδιοʆ τητα‑D

υπαʆ ρχει C ∈ B,ωʆ στε για καʆ θε n ∈ N να υπαʆ ρχει kn ∈ N ∪ {0}

kn = max{k ∈ N : υπαʆ ρχει λ1, . . . , λk ∈ C \An με λ1 ≺ · · · ≺ λk}.

Αποʆ αυτοʆ εʆπεται οʆ τι το συʆ νολο C \ A1 δεν περιεʆχει στοιχειʆο του B. Έτσι,
επειδηʆ C ∈ B καιC = (C \A1)∪ (C∩A1), υπαʆ ρχειA ∈ B,A ⊆ C∩A1. Τοʆ τε
A ⊆ C,A ∈ B,A ⊆ B = A1 και για καʆ θε n ∈ N, n > 1 υπαʆ ρχει qn ∈ N ∪ {0}

ωʆ στε

qn = max{k ∈ N : υπαʆ ρχει λ1, . . . , λk ∈ A \An με λ1 ≺ · · · ≺ λk}.

Θα αποδειʆξουμε οʆ τι lim
λ∈A

xλ = x0. Πραʆ γματι, εʆστω ε > 0. Επιλεʆγουμε n0 ∈ N
ωʆ στε 1/2n0 < ε. Τοʆ τε d(xλ, x0) 6 1/2n0 < ε, για καʆ θε λ ∈ An0+1. Έστω
λ1, . . . , λqn0+1

∈ A \ An0+1 με λ1 ≺ · · · ≺ λqn0+1
. Αφουʆ δεν υπαʆ ρχει λ ∈

A \ An0+1 με λqn0+1
≺ λ καιA ∈ B, υπαʆ ρχει λ0 ∈ A ∩ An0+1 ωʆ στε λqn0+1

≺
λ0. Επομεʆνως, για καʆ θε λ ∈ A με λ0 ≺ λ εʆχουμε οʆ τι λ ∈ An0+1 και αʆ ρα
d(xλ, x0) 6 1/2n0 < ε. Οποʆ τε εʆχουμε το ζητουʆ μενο.

Το Θεωʆ ρημα 4.1.9 για το κατευθυνοʆ μενο συʆ νολο ([N]<∞
>0 ,≺) και για την

βαʆ ση coideal B του παραδειʆγματος 4.1.7 διʆνει εʆνα αποτεʆλεσμα που απεδειʆ‑
χθη αποʆ τους Furstenberg και Weiss στο [FuW]. Επιʆσης, για την περιʆπτωση
που το κατευθυνοʆ μενο συʆ νολο ειʆναι (L(Σ, k⃗;υ),≺) τωνω‑located λεʆξεων και
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για την βαʆ ση coideal B του παραδειʆγματος 4.1.8 ειʆναι εʆνα αποτεʆλεσμα που
απεδειʆχθη αποʆ τους Φαρμαʆ κη και Κουτσογιαʆ ννη στο [FaK].

4.2 ΤοπολογικάΔυναμικάΣυστήματασεΚατευθυνόμενες
Μερικές Ημιομάδες

Στην ενοʆ τητααυτηʆ , οριʆζουμε τις εʆννοιες τηςκατευθυνοʆ μενηςμερικηʆ ς ημιο‑
μαʆ δας Λ, της καταʆ λληλης (suitable) βαʆ σης coideal και τα τοπολογικαʆ δυ‑
ναμικαʆ συστηʆ ματα, παʆ νω σε κατευθυνοʆ μενη μερικηʆ ημιομαʆ δα. Σκοποʆ ς μας
ειʆναι, χρησιμοποιωʆ ντας το Θεωʆ ρημα 4.1.9 της προηγουʆ μενης παραγραʆφου,
να αποδειʆξουμε αποτελεʆσματα επαναφοραʆ ς και πολλαπληʆ ς επαναφοραʆ ς για
τοπολογικαʆ δυναμικαʆ συστηʆ ματα σε μια κατευθυνοʆ μενη μερικηʆ ημιομαʆ δα,
ως προς μια καταʆ λληλη βαʆ ση coideal για αυτηʆ ν, επεκτειʆνοντας τα θεωρηʆ ‑
ματα επαναφοραʆ ς των Birkhoff [Bi] και Furstenberg‑Weiss [FuW].

Συγκεκριμεʆνα, στοΘεωʆ ρημα 4.2.8 αποδεικνυʆ ουμε οʆ τι εʆνα τοπολογικοʆ δυ‑
ναμικοʆ συʆ στημα (X, Tλ)λ∈Λ εʆχει εʆνα σημειʆο B‑επαναφοραʆ ς (Ορισμοʆ ς 4.2.7),
οʆ που B ειʆναι εʆνα συʆ νολο που περιεʆχεται σε μια καταʆ λληλη βαʆ σης coideal
B, με την ιδιοʆ τητα‑D. Η εʆννοια αυτηʆ επεκτειʆνει την κλασικηʆ εʆννοια του ση‑
μειʆου επαναφοραʆ ς στα τοπολογικαʆ δυναμικαʆ συστηʆ ματα που μελετηʆ θηκαν
αποʆ τους Furstenberg καιWeiss. Χρησιμοποιωʆ ντας τοΘεωʆ ρημα4.2.8αποδει‑
κνυʆ ουμε (Θεωʆ ρημα 4.2.20), με καʆ ποιες επιπλεʆον υποθεʆσεις, εʆνα αποτεʆλεσμα
πολλαπληʆ ς επαναφοραʆ ς, αναʆ λογο του Θεωρηʆ ματος 4.2.8, επεκτειʆνοντας το
θεωʆ ρημα Furstenberg‑Weiss.

Ορισμός 4.2.1. Έστω (Λ,≺) εʆνα αʆ πειρο κατευθυνοʆ μενο συʆ νολο και εʆστω
οʆ τι για καʆ θε λ1, λ2 ∈ Λ με λ1 ≺ λ2 οριʆζεται εʆνα μοναδικοʆ στοιχειʆο λ1 ∗ λ2 ∈
Λ. Η τριαʆ δα (Λ,≺, ∗) λεʆγεται κατευθυνόμενη μερική ημιομάδα, αν για καʆ θε
λ1, λ2, λ3 ∈ Λ με λ1 ≺ λ2 ≺ λ3 ισχυʆ ουν λ1 ≺ λ2 ∗ λ3, λ1 ∗ λ2 ≺ λ3 και
(λ1 ∗ λ2) ∗ λ3 = λ1 ∗ (λ2 ∗ λ3).

Στη συνεʆχεια διʆνουμε τον ορισμοʆ της καταʆ λληλης βαʆ σης coideal σε μια
κατευθυνοʆ μενη μερικηʆ ημιομαʆ δα.
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Ορισμός 4.2.2. Έστω (Λ,≺, ∗) μια κατευθυνοʆ μενη μερικηʆ ημιομαʆ δα. Μια
βαʆ ση coidealB στην (Λ,≺) θα λεʆγεται κατάλληλη (suitable) για την (Λ,≺, ∗)
αν καʆ θε B ∈ B εʆχει την ιδιοʆ τητα λ1 ∗ λ2 ∈ B για καʆ θε λ1, λ2 ∈ B με λ1 ≺ λ2.

Αν μια βαʆ ση coideal B ειʆναι καταʆ λληλη για μια κατευθυνοʆ μενη μερικηʆ
ημιομαʆ δα (Λ,≺, ∗), τοʆ τε για καʆ θε B ∈ B, η (B,≺, ∗) ειʆναι επιʆσης κατευθυ‑
νοʆ μενη μερικηʆ ημιομαʆ δα.

Οριʆζουμε τωʆ ρα την κεντρικηʆ εʆννοια αυτηʆ ς της ενοʆ τητας, την εʆννοια του
τοπολογικουʆ δυναμικουʆ συστηʆ ματοςσεμιακατευθυνοʆ μενημερικηʆ ημιομαʆ δα.

Ορισμός 4.2.3. Έστω (Λ,≺, ∗) μια κατευθυνοʆ μενη μερικηʆ ημιομαʆ δα. Μια οι‑
κογεʆνεια {Tλ}λ∈Λ συνεχωʆ ν συναρτηʆ σεων αποʆ εʆναν συμπαγηʆ μετρικοʆ χωʆ ροX
στον εαυτοʆ του ειʆναι εʆναΛ‑τοπολογικό δυναμικό σύστημα του X αν

Tλ1 ◦ Tλ2 = Tλ1∗λ2,

για καʆ θε λ1, λ2 ∈ Λ με λ1 ≺ λ2.

Προφανωʆ ς, αν η B ειʆναι μια καταʆ λληλη βαʆ ση coideal για την (Λ,≺, ∗)
και B ∈ B, τοʆ τε η οικογεʆνεια {Tλ}λ∈B ειʆναι επιʆσης εʆνα τοπολογικοʆ δυναμικοʆ
συʆ στημα του X.

Παράδειγμα 4.2.4. Έστω X εʆνας συμπαγηʆ ς μετρικοʆ ς χωʆ ρος και T : X → X

μια συνεχηʆ ς απεικοʆ νιση. Τοʆ τε η ακολουθιʆα {Tn}n∈N ειʆναι εʆνα N‑τοπολογικοʆ
δυναμικοʆ συʆ στημα του X.

Παράδειγμα 4.2.5. Το ([N]<∞
>0 ,≺) ειʆναι εʆνα αʆ πειρο κατευθυνοʆ μενο συʆ νολο

(Παραʆ δειγμα 2.1.10), οποʆ τε η τριαʆ δα ([N]<∞
>0 ,≺,∪) ειʆναι μια κατευθυνοʆ μενη

μερικηʆ ημιομαʆ δα. Η βαʆ ση coideal B = {FU((Fn)n∈N) : (Fn)n∈N ⊆ [N]<∞
>0

με Fn ≺ Fn+1 για καʆ θε n ∈ N} που οριʆστηκε στο παραʆ δειγμα αυτοʆ ειʆναι
μια καταʆ λληλη βαʆ ση coideal για αυτηʆ ν την ημιομαʆ δα. Αν Tn : X → X ειʆναι
συνεχηʆ ς απεικοʆ νιση για καʆ θεn ∈ N αποʆ εʆναν συμπαγηʆ μετρικοʆ χωʆ ροX στον
εαυτοʆ του, για F = {n1 < · · · < nk} ∈ [N]<∞

>0 θεʆτουμε

TF = Tn1
◦ . . . ◦ Tnk

.
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Τοʆ τε {TF}F∈[N]<∞
>0

ειʆναι εʆνα [N]<∞
>0 ‑τοπολογικοʆ δυναμικοʆ συʆ στημα του X. Ειδι‑

κοʆ τερα, μπορουʆ με να αντικαταστηʆ σουμε το Tn με το Tn, για καʆ θε n ∈ N,
οʆ που T : X → X ειʆναι μια συνεχηʆ ς απεικοʆ νιση.

Παράδειγμα 4.2.6. Η τριαʆ δα (L(Σ, k⃗),≺, ⋆), ειʆναι μια κατευθυνοʆ μενη με‑
ρικηʆ ημιομαʆ δα οʆπου (L(Σ, k⃗),≺) ειʆναι το αʆ πειρο κατευθυνοʆ μενο συʆ νολο του
παραδειʆγματος 2.1.11 και ⋆ ειʆναι ειʆναι η σχεʆση (1.1). Η βαʆ ση coideal B =

{EV(w⃗) : w⃗ = (wn)n∈N ∈ L∞(Σ, k⃗;υ)} που οριʆστηκε επιʆσης στο παραʆ δειγμα
αυτοʆ , ειʆναι μιακαταʆ λληληβαʆ ση coideal γιααυτηʆ ν τηνημιομαʆ δα.Έστω {Tn}n∈N

μια ακολουθιʆα συνεχωʆ ν συναρτηʆ σεων αποʆ τονX στον εαυτοʆ του και (ln)n∈N

μια ακολουθιʆα φυσικωʆ ν αριθμωʆ ν. Γιαw = wn1
. . . wnλ

∈ L(Σ, k⃗) θεʆτουμε

Tw = T
ln1

wn1
n1

◦ . . . ◦ T lnλ
wnλ

nλ
.

Τοʆ τε η οικογεʆνεια {Tw}w∈L(Σ,k⃗) ειʆναι εʆνα L(Σ, k⃗)‑τοπολογικοʆ δυναμικοʆ συʆ ‑
στημα του X.

Στη συνεʆχεια διʆνουμε τον ορισμοʆ του σημειʆου επαναφοραʆ ς (recurrent)
ενοʆ ς τοπολογικουʆ δυναμικουʆ συστηʆ ματος γιαμιακατευθυνοʆ μενημερικηʆ ημιο‑
μαʆ δα, ως προς μια καταʆ λληλη βαʆ ση coideal. Έπειτα, χρησιμοποιωʆ ντας το Θε‑
ωʆ ρημα 4.1.9, αποδεικνυʆ ουμε την υʆ παρξη τεʆτοιων σημειʆων στην περιʆπτωση
οʆπου η βαʆ ση coideal εʆχει την ιδιοʆ τητα‑D.

Ορισμός 4.2.7. Έστω (X, d) εʆνας συμπαγηʆ ς μετρικοʆ ς χωʆ ρος, (Λ,≺, ∗) μια
κατευθυνοʆ μενη μερικηʆ ημιομαʆ δα, {Tλ}λ∈Λ εʆνα Λ‑τοπολογικοʆ δυναμικοʆ συʆ ‑
στημα στον X, B μια καταʆ λληλη βαʆ ση coideal στο (Λ,≺, ∗) και B ∈ B. Ένα
σημειʆο x0 του X λεʆγεται σημειʆο B‑επαναφοράς (B‑recurrent) αν

lim
λ∈A

Tλ(x0) = x0, για καʆ ποιοA ∈ B μεA ⊆ B.

Θεώρημα4.2.8. Έστω (X, d) ένας συμπαγής μετρικός χώρος, (Λ,≺, ∗)μια κα‑
τευθυνόμενη μερική ημιομάδα, {Tλ}λ∈Λ ένα Λ‑τοπολογικό δυναμικό σύστημα
στον X,B μια κατάλληλη βάση coideal στο (Λ,≺, ∗) με την ιδιότητα‑D και B ∈
B. Τότε ο X περιέχει σημείο B‑επαναφοράς.
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Απόδειξη. Έστω x ∈ X. Συʆ μφωνα με το Θεωʆ ρημα 4.1.9, υπαʆ ρχουν A ∈ B,
A ⊆ B και x0 ∈ X ωʆ στε lim

λ∈A
Tλ(x) = x0. Έστω ε > 0. Τοʆ τε υπαʆ ρχει λ0 ∈

A ωʆ στε d(Tλ(x), x0) < ε/2, για καʆ θε λ ∈ A με λ0 ≺ λ. Επιλεʆγουμε εʆνα
λ1 ∈ A με λ0 ≺ λ1. Επειδηʆ η Tλ1 ειʆναι συνεχηʆ ς συναʆ ρτηση στο X, υπαʆ ρχει
δ > 0 ωʆ στε αν y ∈ X με d(y, x0) < δ, τοʆ τε d(Tλ1(y), Tλ1(x0)) < ε/2. Αφουʆ
lim
λ∈A

Tλ(x) = x0, υπαʆ ρχει λ2 ∈ A, με λ1 ≺ λ2 ωʆ στε d(Tλ2(x), x0) < δ. Τοʆ τε,
d(Tλ1(Tλ2(x)), Tλ1(x0)) < ε/2, συνεπωʆ ς d(Tλ1∗λ2(x), Tλ1(x0)) < ε/2. Αφουʆ
λ1 ∗ λ2 ∈ A και λ0 ≺ λ1 ∗ λ2, εʆχουμε οʆ τι d(Tλ1∗λ2(x), x0) < ε/2. Έπεται οʆ τι,
d(Tλ1(x0), x0) < ε και αʆ ρα, lim

λ∈A
Tλ(x0) = x0.

Άμεση συνεʆπεια του προηγουʆ μενου θεωρηʆ ματος γιαΛ = N, B = [N] και
{Tn}n∈N, οʆ που T ειʆναι συνεχηʆ ς συναʆ ρτηση αποʆ εʆναν συμπαγηʆ μετρικοʆ χωʆ ρο
(X, d) στον εαυτοʆ του, το τοπολογικοʆ δυναμικοʆ συʆ στημα, ειʆναι το θεωʆ ρημα
επαναφοραʆ ς (recurrence) του Birkhoff [Bi] (Θεωʆ ρημα 3.2.1).

Στοʆχος μας τωʆ ρα ειʆναι να εντοπιʆσουμε τα σημειʆα επαναφοραʆ ς ενοʆ ς το‑
πολογικουʆ δυναμικουʆ συστηʆ ματος σε μια κατευθυνοʆ μενη μερικηʆ ημιομαʆ δα
ως προς μια καταʆ λληλη βαʆ ση coideal σε εʆνα δοθεʆν υποσυʆ νολο του χωʆ ρου.
Αρχικαʆ , θα αναζητηʆ σουμε σημειʆα σχεδοʆ ν επαναφοραʆ ς, καθωʆ ς η κλαʆ ση τους
ειʆναι ευρυʆ τερη αποʆ την κλαʆ ση των σημειʆων επαναφοραʆ ς.

Ορισμός 4.2.9. Έστω (X, d) εʆνας συμπαγηʆ ς μετρικοʆ ς χωʆ ρος, (Λ,≺, ∗) μια
κατευθυνοʆ μενη μερικηʆ ημιομαʆ δα, {Tλ}λ∈Λ εʆνα Λ‑τοπολογικοʆ δυναμικοʆ συʆ ‑
στημα στον X,B μια καταʆ λληλη βαʆ ση coideal στην (Λ,≺, ∗) και B ∈ B.

(i) Ένασημειʆοx0 τουXθαλεʆγεται σημειʆοB‑σχεδόν επαναφοράς (B‑almost
recurrent) αν για καʆ θε ε > 0 και λ0 ∈ Λ, υπαʆ ρχουν λ ∈ B, λ0 ≺ λωʆ στε
d(Tλ(x0), x0) < ε.

(ii) Ένα κλειστοʆ υποσυʆ νολο F τουX θα λεʆγεται συʆ νολοB‑σχεδόν επαναφο‑
ράς (B‑almost recurrent) αν για καʆ θε ε > 0, λ0 ∈ Λ και x ∈ F, υπαʆ ρχουν
y ∈ F και λ ∈ B, λ0 ≺ λωʆ στε d(Tλ(y), x) < ε.

Στο ακοʆ λουθο παραʆ δειγμα θα επισημαʆ νουμε εʆναν τροʆπο να εντοπιʆζουμε
υποσυʆ νολα σχεδοʆ ν επαναφοραʆ ς ενοʆ ς συμπαγουʆ ς μετρικουʆ χωʆ ρου.
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Παράδειγμα 4.2.10. Έστω (X, d) εʆνας συμπαγηʆ ς μετρικοʆ ς χωʆ ρος, (Λ,≺, ∗)
μια κατευθυνοʆ μενη μερικηʆ ημιομαʆ δα, B μια καταʆ λληλη βαʆ ση coideal με την
ιδιοʆ τητα‑D και B ∈ B. Θεʆτουμε F(X) να ειʆναι το συʆ νολο των μη κενωʆ ν κλει‑
στωʆ ν υποσυνοʆ λων του X το οποιʆο εφοδιαʆ ζουμε με την μετρικηʆ Hausdorff d̃,
οʆ που

d̃(K,M) = max{sup
x∈K

d(x,M), sup
x∈M

d(x, K)}.

Το ζευʆ γος (F(X), d̃) ειʆναι συμπαγηʆ ς μετρικοʆ ς χωʆ ρος. Θεωρουʆ με εʆναΛ‑τοπολογικοʆ
δυναμικοʆ συʆ στημα του (X, d), {Tλ}λ∈Λ και οριʆζουμε,

T̃λ : F(X) → F(X) με T̃λ(K) = Tλ(K).

Τοʆ τε το {T̃λ}λ∈Λ ειʆναι εʆνα Λ‑τοπολογικοʆ δυναμικοʆ συʆ στημα του (F(X), d̃).
Οποʆ τε, συʆ μφωνα με το Θεωʆ ρημα 4.2.8, υπαʆ ρχουνA ∈ B,A ⊆ B καιK ∈ F(X)

τεʆτοια ωʆ στε
lim
λ∈A

T̃λ(K) = K.

Τοʆ τε το K ειʆναι εʆνα σημειʆο B‑επαναφοραʆ ς του F(X) και ειʆναι εʆναB‑σχεδοʆ ν
υποσυʆ νολο επαναφοραʆ ς του X.

Αποδεικνυʆ ουμε τωʆ ρα οʆ τι καʆ θε υποσυʆ νολο σχεδοʆ ν επαναφοραʆ ς τουX πε‑
ριεʆχει σημειʆα σχεδοʆ ν επαναφοραʆ ς του X.

Πρόταση 4.2.11. Έστω (X, d) ένας συμπαγής μετρικός χώρος, (Λ,≺, ∗) μια
κατευθυνόμενημερικήημιομάδα, {Tλ}λ∈Λ έναΛ‑τοπολογικόδυναμικόσύστημα
του X, B μια κατάλληλη βάση coideal και B ∈ B. Κάθε υποσύνολο B‑σχεδόν
επαναφοράς F του X περιέχει σημεία B‑σχεδόν επαναφοράς του X.

Απόδειξη. Έστω F εʆνα υποσυʆ νολο B‑σχεδοʆ ν επαναφοραʆ ς του X. Θεωρουʆ με
ε > 0 και λ0 ∈ Λ. Επαγωγικαʆ , κατασκευαʆ ζουμε ακολουθιʆες (xn)n∈N στο F,
(λn)n∈N στο B με λn ≺ λn+1 και (εn)n∈N με 0 < εn < ε/2, τεʆτοιες ωʆ στε

d(Tλn+1(xn+1), xn) < εn+1 και d(Tλn(x), xn−1) < εn,

για τα x ∈ X με d(x, xn) < εn+1, για καʆ θε n ∈ N.
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Πραʆ γματι, αφουʆ το F ειʆναι συʆ νολο B‑σχεδοʆ ν επαναφοραʆ ς, για x0 ∈ F και
ε1 = ε/2 υπαʆ ρχει λ1 ∈ B με λ0 ≺ λ1 και x1 ∈ F ωʆ στε d(Tλ1(x1), x0) < ε1.
Έστω οʆ τι εʆχουμε βρει x0, x1, . . . , xn ∈ F, λ1, . . . , λn ∈ B με λ1 ≺ . . . ≺ λn

και 0 < ε1, ε2, . . . , εn < ε/2 τεʆτοια ωʆ στε d(Tλi(xi), xi−1) < εi, για καʆ θε
i = 1, . . . , n. Επειδηʆ Tλn ειʆναι συνεχηʆ ς συναʆ ρτηση, υπαʆ ρχει 0 < εn+1 6
εn ωʆ στε αν x ∈ X και d(x, xn) < εn+1, τοʆ τε d(Tλn(x), Tλn(xn)) < εn −

d(Tλn(xn), xn−1). Άρα, οʆ ταν d(x, xn) < εn+1 εʆχουμε οʆ τι

d(Tλn(x), xn−1) 6 d(Tλn(x), Tλn(xn)) + d(Tλn(xn), xn−1) < εn.

Αφουʆ το F ειʆναι συʆ νολο B‑σχεδοʆ ν επαναφοραʆ ς, υπαʆ ρχουν λn+1 ∈ B με λn ≺
λn+1 και xn+1 ∈ Fωʆ στε d(Tλn+1(xn+1), xn) < εn+1.

Ισχυριζοʆ μαστε οʆ τι αν i, j ∈ N με i < j, τοʆ τε

d(Tλi+1∗...∗λj(xj), xi) < εi+1.

Πραʆ γματι, αν d(Tλj(xj), xj−1) < εj εʆχουμε οʆ τι d(Tλj−1(Tλj(xj)), xj−2) < εj−1,
και αφουʆ λj−1 ≺ λj, εʆχουμε οʆ τιd(Tλj−1∗λj(xj), xj−2) < εj−1. Επαναλαμβαʆ νον‑
τας την ιʆδια διαδικασιʆα παιʆρνουμε οʆ τι d(Tλi+1∗...∗λj(xj), xi) < εi+1 6 ε1 =

ε/2.
Αφουʆ οX ειʆναι συμπαγηʆ ς μετρικοʆ ς χωʆ ρος υπαʆ ρχουν i, j ∈ N με i < jωʆ στε

d(xi, xj) < ε/2. Τοʆ τε,

d(Tλi+1∗...∗λj(xj), xj) 6 d(Tλi+1∗...∗λj(xj), xi) + d(xi, xj) < ε.

Γιαx = xj καιλ = λi+1∗. . .∗λj ∈ B εʆχουμε οʆ τιλ0 ≺ λκαιd(Tλ(x), x) < ε.

Οριʆζουμε τωʆ ρα τα συʆ νολα επαναφοραʆ ς ενοʆ ς συμπαγουʆ ς μετρικουʆ χωʆ ρου
ως προς εʆνα τοπολογικοʆ δυναμικοʆ συʆ στημα σε μια κατευθυνοʆ μενη μερικηʆ
ημιομαʆ δα, προκειμεʆνου να εντοπιʆσουμε σημειʆα επαναφοραʆ ς σε αυταʆ .

Ορισμός 4.2.12. Έστω (X, d) εʆνας συμπαγηʆ ς μετρικοʆ ς χωʆ ρος, (Λ,≺, ∗) μια
κατευθυνοʆ μενη μερικηʆ ημιομαʆ δα, {Tλ}λ∈Λ εʆνα Λ‑τοπολογικοʆ δυναμικοʆ συʆ ‑
στημα στον X καιB μια καταʆ λληλη βαʆ ση coideal στην (Λ,≺, ∗).
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(i) Ένα κλειστοʆ υποσυʆ νολο F του X θα λεʆγεται συʆ νολο B‑επαναφοράς (B‑
recurrent), για B ∈ B, αν για καʆ θε ε > 0 και x ∈ F, υπαʆ ρχουνA ∈ B με
A ⊆ B και y ∈ F τεʆτοια ωʆ στε d(Tλ(y), x) < ε, για καʆ θε λ ∈ A.

(ii) Ένα κλειστοʆ υποσυʆ νολο F τουX θα λεʆγεται σύνολο επαναφοράς (recur‑
rent), αν ειʆναι συʆ νολο B‑επαναφοραʆ ς (B‑recurrent) για καʆ θε B ∈ B.

Ένα υποσυʆ νολο B‑επαναφοραʆ ς του X, για B ∈ B, ειʆναι συʆ νολο B‑σχεδοʆ ν
επαναφοραʆ ς και συʆ μφωνα με την Προʆ ταση 4.2.11, περιεʆχει σημειʆαB‑σχεδοʆ ν
επαναφοραʆ ς. Όπως θα δειʆξουμε στην Προʆ ταση 4.2.19 παρακαʆ τω, μπορουʆ με
να εντοπιʆσουμε τα σημειʆα B‑επαναφοραʆ ς σε εʆνα ομοιογενεʆς υποσυʆ νολο B‑
επαναφοραʆ ς του X. Προς αυτηʆ την κατευʆ θυνση διʆνουμε πρωʆ τα τους καταʆ λ‑
ληλους ορισμουʆ ς, ξεκινωʆ ντας αποʆ αυτοʆ ν του ελαχιστικουʆ δυναμικουʆ συστηʆ ‑
ματος.

Ορισμός 4.2.13. Έστω (X, d) συμπαγηʆ ς μετρικοʆ ς χωʆ ρος, (Λ,≺, ∗) μια κα‑
τευθυνοʆ μενη μερικηʆ ημιομαʆ δα και {Tλ}λ∈Λ εʆνα Λ‑τοπολογικοʆ δυναμικοʆ συʆ ‑
στημα τουX. Το συʆ στημα λεʆγεται ελαχιστικό (minimal)ανδεν υπαʆ ρχει γνηʆ σιο
κλειστοʆ υποσυʆ νολο Y ⊂ X που να ειʆναι Tλ‑αναλλοιʆωτο για καʆ θε λ ∈ Λ.

Χρησιμοποιωʆ ντας το ληʆ μμα του Zorn, καʆ ποιος μπορειʆ να δειʆξει οʆ τι υπαʆ ρ‑
χει εʆνα μη‑κενοʆ κλειστοʆ υποσυʆ νολο Y του X ωʆ στε το συʆ στημα {Tλ}λ∈Λ πε‑
ριορισμεʆνο στο Y να ειʆναι ελαχιστικοʆ . Η εποʆ μενη προʆ ταση [Fu1, Ληʆ μμα 1.14],
αποτελειʆ εʆνα χαρακτηρισμοʆ για εʆνα ελαχιστικοʆ τοπολογικοʆ δυναμικοʆ συʆ στημα,
στην περιʆπτωση που ηΛ ειʆναι ημιομαʆ δα.

Πρόταση 4.2.14 (Furstenberg, [Fu1]). Έστω (X, d) συμπαγής μετρικός χώ‑
ρος, G μια ημιομάδα και {Tg}g∈G ένα G‑τοπολογικό δυναμικό σύστημα του X.
Το σύστημα {Tg}g∈G είναι ελαχιστικό αν για κάθε ανοικτό υποσύνολοU του X,
υπάρχουν πεπερασμένα το πλήθος στοιχεία g1, g2, . . . , gn ∈ G ώστε

n⋃
i=1

(Tgi)−1(U) = X.
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Στη συνεʆχεια διʆνουμε τον ορισμοʆ του ομοιογενουʆ ς υποσυνοʆ λου του Xως
προς μιας οικογεʆνειας {Ti}i∈I συνεχωʆ ν συναρτηʆ σεων αποʆ τον X εαυτοʆ του
που δρουν στο X.

Ορισμός 4.2.15 (Furstenberg, [Fu1]). Έστω (X, d) συμπαγηʆ ς μετρικοʆ ς χωʆ ‑
ρος και F εʆνα κλειστοʆ υποσυʆ νολο του X. Το F θα λεʆγεται ομοιογενές ως προς
μια οικογεʆνεια {Ti}i∈I συνεχωʆ ν συναρτηʆ σεων αποʆ τον X στον εαυτοʆ του, αν
υπαʆ ρχει μια ομαʆ δαG ομοιομορφισμωʆ ν του X καθεʆνας αποʆ τους οποιʆους με‑
τατιʆθεται με καʆ θε Ti ωʆ στε το G να αφηʆ νει το F αναλλοιʆωτο και το (F,G) να
ειʆναι ελαχιστικοʆ .

Στην εποʆ μενηπροʆ τασηαποδεικνυʆ ουμεοʆ τι εʆναομοιογενεʆς υποσυʆ νολο του
X ειʆναι συʆ νολο επαναφοραʆ ς, αν ικανοποιειʆ μια ασθενεʆστερη συνθηʆ κη αποʆ
αυτηʆ στον Ορισμοʆ 4.2.12.

Πρόταση 4.2.16. Έστω (X, d) ένας συμπαγής μετρικός χώρος, (Λ,≺, ∗) μια
κατευθυνόμενημερικήημιομάδα, {Tλ}λ∈Λ έναΛ‑τοπολογικόδυναμικόσύστημα
του X,B μια κατάλληλη βάση coideal στην (Λ,≺, ∗) και B ∈ B. Αν ένα κλειστό
υποσύνολο F του X είναι ομοιογενές ως προς το σύστημα {Tλ}λ∈Λ και για κάθε
ε > 0 υπάρχουν x, y ∈ F καιA ∈ B,A ⊆ B τέτοια ώστε

d(Tλ(y), x) < ε για κάθε λ ∈ A,

τότε το F είναι σύνολο B‑επαναφοράς.

Απόδειξη. Αφουʆ το F ειʆναι ομοιογενεʆς ως προς το συʆ στημα {Tλ}λ∈Λ, υπαʆ ρ‑
χει μια ομαʆ δαG ομοιομορφισμωʆ ν, καθεʆνας αποʆ τους οποιʆους μετατιʆθεται με
καʆ θε Tλ ωʆ στε τοG να αφηʆ νει αναλλοιʆωτο το F και το συʆ στημα (F,G) να ειʆναι
ελαχιστικοʆ .

Ισχυριζοʆ μαστε οʆ τι για καʆ θε ε > 0 υπαʆ ρχει εʆνα πεπερασμεʆνο υποσυʆ νολο
G0 τουGωʆ στε, για καʆ θε x, y ∈ F, min

g∈G0

d(g(x), y) < ε/2.
Πραʆ γματι, εʆστω {Ui}

k
i=1 εʆνα πεπερασμεʆνο καʆ λυμμα του F αποʆ ανοικταʆ

συʆ νολα διαμεʆτρου μικροʆ τερη αποʆ ε/2. Συʆ μφωνα με την Προʆ ταση 4.2.14, για
καʆ θε 1 6 i 6 k μπορουʆ με να βρουʆ με εʆνα πεπερασμεʆνο συʆ νολο {gi

1, . . . , g
i
mi

}
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τεʆτοιο ωʆ στε
mi⋃
j=1

(gi
j)

−1(Ui) = F. Θεʆτουμε G0 = {gi
j : 1 6 i 6 k, 1 6 j 6

mi}. Τοʆ τε για καʆ θε x, y ∈ F εʆχουμε οʆ τι y ∈ Ui0 για καʆ ποιο i0 ∈ {1, . . . , κ}

και x ∈ (gi0
j0
)−1(Ui0) για καʆ ποιο j0 ∈ {1, . . . ,mi0}. Τοʆ τε g

i0
j0
(x) ∈ Ui0 και

επειδηʆ τοUi0 εʆχει διαʆ μετρο μικροʆ τερη αποʆ ε/2, εʆχουμε οʆ τι min
g∈G0

d(g(x), y) 6

d(gi0
j0
(x), y) < ε/2.

Έστω τωʆ ρα ε > 0 και z ∈ F. Βριʆσκουμε εʆνα δ > 0 ωʆ στε αν x1, x2 ∈ X με
d(x1, x2) < δ, τοʆ τε d(g(x1), g(x2)) < ε/2, για καʆ θε g ∈ G0. Αποʆ υποʆ θεση,
υπαʆ ρχουν x, y ∈ F και A ∈ B με A ⊆ B τεʆτοια ωʆ στε d(Tλ(y), x) < δ, για
καʆ θε λ ∈ A. Τοʆ τε d(g(Tλ(y)), g(x)) < ε/2, για καʆ θε g ∈ G0 και λ ∈ A. Εφοʆ ‑
σον καʆ θε g ∈ G0 μετατιʆθεται με καʆ θε Tλ, θα εʆχουμε οʆ τι d(Tλ(g(y)), g(x)) =

d(g(Tλ(y)), g(x)) < ε/2, για καʆ θε g ∈ G0 και λ ∈ A.
Συʆ μφωναμε τονπαραπαʆ νω ισχυρισμοʆ , μπορουʆ με να βρουʆ μεg ∈ G0ωʆ στε

d(g(x), z) < ε/2. Τοʆ τε, d(Tλ(g(y)), z) 6 d(Tλ(g(y)), g(x)) + d(g(x), z) < ε,
για καʆ θε λ ∈ A. Επομεʆνως το F ειʆναι συʆ νολο B‑επαναφοραʆ ς, αφουʆ A ∈ B, με
A ⊆ B και g(y) ∈ F.

Ως συνεʆχεια της προηγουʆ μενης Προʆ τασης εʆχουμε το ακοʆ λουθο αποτεʆλε‑
σμα

Πρόταση 4.2.17. Έστω (X, d) ένας συμπαγής μετρικός χώρος, (Λ,≺, ∗) μια
κατευθυνόμενημερικήημιομάδα, {Tλ}λ∈Λ έναΛ‑τοπολογικόδυναμικόσύστημα
του X,B μια κατάλληλη βάση coideal στην (Λ,≺, ∗) και B ∈ B. Αν ένα κλειστό
υποσύνολο F του X είναι ομοιογενές ως προς το σύστημα {Tλ}λ∈Λ και σύνολο
B‑επαναφοράς, τότε για κάθε ε > 0 υπάρχουν ένα σημείο x0 ∈ F καιA ∈ B με
A ⊆ B τέτοια ώστε

d(Tλ(x0), x0) < ε, για κάθε λ ∈ A.

Απόδειξη. Αφουʆ το F ειʆναι ομοιογενεʆς συʆ νολο ως προς το συʆ στημα {Tλ}λ∈Λ,
υπαʆ ρχει μια ομαʆ δαG ομοιομορφισμωʆ ν καθεʆνας αποʆ τους οποιʆους μετατιʆθε‑
ται με καʆ θε Tλ ωʆ στε η G να αφηʆ νει το F αναλλοιʆωτο και (F,G) να ειʆναι ελα‑
χιστικοʆ . Έστω ε > 0. Χρησιμοποιωʆ ντας την υποʆ θεση της ομοιογεʆνειας οʆπως
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στην προηγουʆ μενη προʆ ταση, βριʆσκουμε πεπερασμεʆνο υποσυʆ νολο G0 του G

ωʆ στε, για καʆ θε x1, x2 ∈ F, min
g∈G0

d(g(x1), x2) < ε/2. Τοʆ τε υπαʆ ρχει δ > 0 ωʆ στε
αν x1, x2 ∈ X και d(x1, x2) < δ, να ισχυʆ ει d(g(x1), g(x2)) < ε/2, για καʆ θε
g ∈ G0.

Θεωρουʆ με εʆνα x ∈ F. Αφουʆ το F ειʆναι συʆ νολο B‑επαναφοραʆ ς, υπαʆ ρχουν
A ∈ B μεA ⊆ B και y ∈ F τεʆτοια ωʆ στε d(Tλ(y), x) < δ, για καʆ θε λ ∈ A.

Επειδηʆ καʆ θε g ∈ G0 μετατιʆθεται με καʆ θε Tλ, εʆχουμε οʆ τι

d(Tλ(g(y)), g(x)) = d(g(Tλ(y)), g(x)) < ε/2,

για καʆ θε g ∈ G0 και λ ∈ A.
Επιλεʆγουμε εʆνα g ∈ G0 με d(g(x), g(y)) < ε/2. Τοʆ τε για καʆ θε λ ∈ A

εʆχουμε οʆ τι

d(Tλ(g(y)), g(y)) 6 d(Tλ(g(y)), g(x)) + d(g(x), g(y)) < ε.

Θεʆτουμε x0 = g(y) ∈ F και εʆχουμε το ζητουʆ μενο

Έπειτα δειʆχνουμε (Προʆ ταση 4.2.19) οʆ τι, στην περιʆπτωση οʆπου η βαʆ ση
coideal B εʆχει την ιδιοʆ τητα‑D και η οικογεʆνεια {Tλ}λ∈Λ ειʆναι ισοσυνεχηʆ ς, το
συʆ νολοοʆ λωντωνσημειʆωνB‑επαναφοραʆ ς ενοʆ ς ομοιογενουʆ ς υποσυνοʆ λου επα‑
ναφοραʆ ς F του X, για B ∈ B, ειʆναι εʆνα πυκνοʆ στο F.

Ορισμός4.2.18. Μιαοικογεʆνεια {Ti}i∈I συνεχωʆ ν συναρτηʆ σεωναποʆ εʆνανσυμ‑
παγηʆ μετρικοʆ χωʆ ρο (X, d) στον εαυτοʆ του θα λεʆγεται ισοσυνεχής, αν για καʆ θε
ε > 0 υπαʆ ρχει δ > 0ωʆ στε αν x, y ∈ X με d(x, y) < δ, τοʆ τε

d(T i(x), T i(y)) < ε, για καʆ θε i ∈ I.

Πρόταση4.2.19. Έστω (X, d) ένα συμπαγής μετρικός χώρος, (Λ,≺, ∗) μια κα‑
τευθυνόμενη μερική ημιομάδα, {Tλ}λ∈Λ ένα Λ‑τοπολογικό δυναμικό σύστημα
τουX, το οποίο είναι ισοσυνεχές,B μια κατάλληλη βάση coideal στην (Λ,≺, ∗)
με την ιδιότητα‑D και B ∈ B. Τότε κάθε ομοιογενές υποσύνολο επαναφοράς
F του X περιέχει σημεία B‑επαναφοράς. Επιπλέον το σύνολο των σημείων B‑
επαναφοράς του F είναι πυκνό στο F.
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Απόδειξη. ΈστωV εʆνα ανοικτοʆ υποσυʆ νολο τουXωʆ στεV ∩F 6= ∅. Μπορουʆ με
να βρουʆ με ανοικτοʆ συʆ νολο V ′ ωʆ στε V ′ ⊆ V , V ′ ∩ F 6= ∅ και δ > 0 ωʆ στε αν
x ∈ X και d(x, V ′) < δ, τοʆ τε x ∈ V .

Επειδηʆ το F ειʆναι ομοιογενεʆς ως προς το συʆ στημα {Tλ}λ∈Λ, υπαʆ ρχει μια
ομαʆ δαG ομοιομορφισμωʆ ν που μετατιʆθενται με καʆ θε {Tλ}λ∈Λ ωʆ στε ηG αφηʆ ‑
νει το F αναλλοιʆωτο και το συʆ στημα (F,G) να ειʆναι ελαχιστικοʆ . Συʆ μφωνα
με την Προʆ ταση 4.2.14, υπαʆ ρχει πεπερασμεʆνο υποσυʆ νολο G0 της G ωʆ στε
F ⊆

⋃
g∈G0

g−1(V ′).

Επιλεʆγουμε ε > 0 τεʆτοιο ωʆ στε αν x1, x2 ∈ X με d(x1, x2) < ε, τοʆ τε
d(g(x1), g(x2)) < δ για καʆ θε g ∈ G0. Αφουʆ το F ειʆναι ομοιογενεʆς υποσυʆ νολο
επαναφοραʆ ς του X, συʆ μφωνα με την Προʆ ταση 4.2.17, υπαʆ ρχουν εʆνα σημειʆο
x0 ∈ F και A ∈ B με A ⊆ B τεʆτοια ωʆ στε d(Tλ(x0), x0) < ε, για καʆ θε λ ∈ A.
Στησυνεʆχειαβριʆσκουμε εʆναg ∈ G0 μεg(x0) ∈ V ′. Τοʆ τεd(Tλ(g(x0)), g(x0)) <

δ, για καʆ θε λ ∈ A. Αφουʆ g(x0) ∈ V ′, εʆχουμε οʆ τι Tλ(g(x0)) ∈ V για καʆ θε λ ∈ A.
Επομεʆνως, για καʆ θε ανοικτοʆ συʆ νολο V με V ∩ F 6= ∅ υπαʆ ρχουν A ∈ B, με
A ⊆ B και x′ = g(x0) ∈ V ∩ Fωʆ στε Tλ(x′) ∈ V για καʆ θε λ ∈ A.

Συνεπωʆ ς, δεδομεʆνου οʆ τι {Tλ}λ∈Λ ειʆναι ισοσυνεχεʆς, για καʆ θε ανοικτοʆ συʆ ‑
νολο V με V ∩ F 6= ∅ υπαʆ ρχουν A ∈ B με A ⊆ B και εʆνα ανοικτοʆ συʆ νολο V1

τεʆτοια ωʆ στε

V1 ∩ F 6= ∅, V1 ⊆ V και Tλ(V1) ⊆ V για καʆ θε λ ∈ A.

Έστω V0 εʆνα ανοικτοʆ υποσυʆ νολο του X ωʆ στε V0 ∩ F 6= ∅. Κατασκευαʆ ‑
ζουμε επαγωγικαʆ μια ακολουθιʆα (Vn)n∈N ανοικτωʆ ν συνοʆ λων και μια ακο‑
λουθιʆα (An)n∈N τουB, με B ⊇ A1 ⊇ A2 ⊇ . . ., ωʆ στε για καʆ θε n ∈ N

Vn ⊆ Vn−1, Vn ∩ F 6= ∅ και Tλ(Vn) ⊆ Vn−1 για καʆ θε λ ∈ An.

Μπορουʆ με να υποθεʆσουμε οʆ τι η διαʆ μετρος τωνVn τειʆνει στο 0. Τοʆ τε
⋂
n∈N

Vn∩

F = {x0} με x0 ∈ V0. Μεʆνει να αποδειʆξουμε οʆ τι το x0 ειʆναι εʆνα σημειʆο B‑
επαναφοραʆ ς του F.

Πραʆ γματι, αφουʆ η βαʆ ση coideal B εʆχει την ιδιοʆ τητα‑D υπαʆ ρχει C ∈ B,
ωʆ στε για καʆ θε n ∈ N υπαʆ ρχει kn ∈ N ∪ {0} τεʆτοιο ωʆ στε

kn = max{k ∈ N : υπαʆ ρχουν λ1, . . . , λk ∈ C \An με λ1 ≺ · · · ≺ λk.}
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Αποʆ αυτοʆ εʆπεται οʆ τι το συʆ νολο C \ A1 δεν περιεʆχει στοιχειʆο της B. Έτσι,
επειδηʆ C ∈ B, υπαʆ ρχειA ∈ BμεA ⊆ C∩A1. Τοʆ τεA ⊆ C,A ∈ B,A ⊆ A1 ⊆ B

και για καʆ θε n ∈ N, n > 1 υπαʆ ρχει qn ∈ N ∪ {0} τεʆτοιο ωʆ στε

qn = max{k ∈ N : υπαʆ ρχει λ1, . . . , λk ∈ A \An με λ1 ≺ · · · ≺ λk}.

Έστω ε > 0. Αφουʆ η διαʆ μετρος τωνVn τειʆνει στο 0, επιλεʆγουμεn0 ∈ N, n0 >

1ωʆ στε η διαʆ μετρος του Vn0
να ειʆναι μικροʆ τερη αποʆ ε. Έστω λ1, . . . , λqn0+1

∈
A \An0+1 με λ1 ≺ · · · ≺ λqn0+1

. Τοʆ τε υπαʆ ρχει λ0 ∈ A∩An0+1 ωʆ στε λqn0+1
≺

λ0. Για καʆ θε λ ∈ A με λ0 ≺ λ εʆχουμε οʆ τι λ ∈ A∩An0+1 και αʆ ρα Tλ(x0) ∈ Vn0
.

Αφουʆ x0 ∈ Vn0
, εʆχουμε οʆ τι d(Tλ(x0), x0) < ε, για καʆ θε λ ∈ A με λ0 ≺ λ.

Επομεʆνως, lim
λ∈A

Tλ(x0) = x0, οποʆ τε το x0 ειʆναι εʆνα σημειʆοB‑επαναφοραʆ ς του
F και επειδηʆ x0 ∈ V0 εʆπεται το ζητουʆ μενο.

Τεʆλος, χρησιμοποιωʆ ντας την προηγουʆ μενη προʆ ταση, θα αποδειʆξουμε με
καʆ ποιες επιπλεʆον υποθεʆσεις, εʆνα πολυδιαʆ στατο θεωʆ ρημα επαναφοραʆ ς (mul‑
tiple recurrence theorem), αναʆ λογο του Θεωρηʆ ματος 4.2.8, το οποιʆο επεκτειʆ‑
νει το Θεωʆ ρημα των Furstenberg‑Weiss (Θεωʆ ρημα 3.2.4).

Θεώρημα 4.2.20. Έστω (Λ,≺, ∗) μια κατευθυνόμενη μερική ημιομάδα,B μια
κατάλληλη βάση coideal στην (Λ,≺, ∗) με την ιδιότητα‑D,m ∈ N, (X, Tλ

1 )λ∈Λ,
. . ., (X, Tλ

m)λ∈Λ,Λ‑τοπολογικά δυναμικά συστήματα ενός συμπαγούς μετρικού
χώρου (X, d) τα οποία περιέχονται όλα σε μια μεταθετική ομάδα G ομοιομορ‑
φισμών του X. Υποθέτουμε επιπλέον, ότι τα συστήματα (X, Tλ

i )λ∈Λ αλλά και
(X, (Tλ

i )
−1)λ∈Λ είναι ισοσυνεχή για κάθε i = 1, . . . ,m. Τότε για κάθε B ∈ B

υπάρχουνA ∈ B μεA ⊆ B και x0 ∈ X ώστε,

lim
λ∈A

Tλ
i (x0) = x0 για κάθε 1 6 i 6 m.

Απόδειξη. Μπορουʆ με να υποθεʆσουμε οʆ τι το (X,G) ειʆναι ελαχιστικοʆ , αλλιωʆ ς
αντικαθιστουʆ με το X με εʆνα G‑ελαχιστικοʆ υποσυʆ νολο του X. Η αποʆ δειξη θα
γιʆνει με επαγωγηʆ στοm.

Γιαm = 1 το θεωʆ ρημα ισχυʆ ει λοʆγω του Θεωρηʆ ματος 4.2.8. Υποθεʆτουμε
τωʆ ρα οʆ τι το θεωʆ ρημα ισχυʆ ει για καʆ ποιον m ∈ N με m > 1. Έστω B ∈ B
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και {Tλ
1 }λ∈Λ, . . . , {T

λ
m+1}λ∈Λ, m + 1 το πληʆ θος Λ‑τοπολογικαʆ δυναμικαʆ συ‑

στηʆ ματα που ικανοποιουʆ ν τις υποθεʆσεις του θεωρηʆ ματος. Θεʆτουμε,

Sλ
i = Tλ

i ◦ (Tλ
m+1)

−1 για καʆ θε 1 6 i 6 m.

Αφουʆ ηG ειʆναι μεταθετικηʆ ομαʆ δα, ισχυʆ ει Sλ1∗λ2

i = S
λ1

i ◦Sλ2

i για καʆ θε λ1, λ2 ∈
B με λ1 ≺ λ2 και 1 6 i 6 m. Επομεʆνως, {Sλ

1}λ∈Λ, . . . , {S
λ
m}λ∈Λ ειʆναι εʆνα Λ‑

τοπολογικαʆ δυναμικαʆ συστηʆ ματα του X που ικανοποιουʆ ν τις υποθεʆσεις του
θεωρηʆ ματος. Επομεʆνως, λοʆγω της επαγωγικηʆ ς υποʆ θεσης υπαʆ ρχουν y0 ∈ X

καιA ∈ B μεA ⊆ B τεʆτοια ωʆ στε

lim
λ∈A

Sλ
i (y0) = y0 για καʆ θε 1 6 i 6 m.

Έστω ε > 0. Για καʆ θε i = 1, . . . ,m υπαʆ ρχει λi ∈ Aωʆ στε

d(Tλ
i ((T

λ
m+1)

−1(y0)), y0) = d(Sλ
i (y0), y0) < ε/2, για καʆ θε λ ∈ A με λi ≺ λ.

Θεωρουʆ με εʆνα λ0 ∈ A με λ1, . . . , λm ≺ λ0. Τοʆ τε για καʆ θε λ ∈ A με λ0 ≺ λ

εʆχουμε οʆ τι

d(Tλ
i ((T

λ
m+1)

−1(y0)), y0) < ε/2, για καʆ θε i = 1, . . . ,m+ 1.

Συʆ μφωνα με το Θεωʆ ρημα 4.1.9, υπαʆ ρχουν y1 ∈ X και A1 ∈ B με A1 ⊆ A

τεʆτοια ωʆ στε
lim
λ∈A1

(Tλ
m+1)

−1(y0) = y1.

Αφουʆ {Tλ
i }λ∈Λ, για i = 1, . . . ,m + 1, ειʆναι ισοσυνεχηʆ συστηʆ ματα υπαʆ ρχει

δ > 0 ωʆ στε αν x, y ∈ X με d(x, y) < δ, τοʆ τε d(Tλ
i (x), T

λ
i (y)) < ε/2, για

καʆ θε λ ∈ Λ και i = 1, . . . ,m + 1. Επιλεʆγουμε λ1 ∈ A1 με λ0 ≺ λ1, τεʆ‑
τοιο ωʆ στε d((Tλ

m+1)
−1(y0), y1) < δ, για καʆ θε λ ∈ A1 με λ1 ≺ λ. Επομεʆνως,

d(Tλ
i ((T

λ
m+1)

−1(y0)), T
λ
i (y1)) < ε/2, για καʆ θε λ ∈ A1 με λ1 ≺ λ και καʆ θε

i = 1, . . . ,m+1. Συνεπωʆ ς, για καʆ θελ ∈ A1 μελ1 ≺ λκαι καʆ θε i = 1, . . . ,m+1

εʆχουμε οʆ τι

d(Tλ
i (y1), y0) 6 d(Tλ

i (y1), T
λ
i ((T

λ
m+1)

−1(y0)))+d(Tλ
i ((T

λ
m+1)

−1(y0)), y0) < ε.
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Έστω C ∈ B, με C ⊆ A1 − λ1 ⊆ B. Τοʆ τε

max{d(Tλ
i (y1), y0)i = 1, . . . ,m+ 1} < ε για καʆ θε λ ∈ C.

Θεωρουʆ με τον συμπαγηʆ μετρικοʆ χωʆ ρο (Xm+1, d̃), οʆ που

d̃((y1, . . . , ym+1), (x1, . . . , xm+1)) = max{d(yi, xi) : i = 1, . . . ,m+ 1}

και τα Λ‑τοπολογικαʆ δυναμικαʆ συστηʆ ματα {T̃λ}λ∈Λ του Xm+1, οʆ που T̃λ =

Tλ
1 × · · · × Tλ

m+1, τα οποιʆα ειʆναι ισοσυνεχηʆ . Θεʆτουμε ∆m+1 = {(x, . . . , x) :

x ∈ X} ⊆ Xm+1 να ειʆναι το διαγωʆ νιο υποσυʆ νολο του Xm+1. Μπορουʆ με να
υποθεʆσουμε οʆ τι η G δρα στον Xm+1 αντικαθιστωʆ ντας καʆ θε g ∈ G με g ×
. . . × g. Τοʆ τε οι συναρτηʆ σεις T̃λ, για λ ∈ Λ, μετατιʆθενται με τις συναρτηʆ σεις
του G, το G αφηʆ νει το ∆m+1 αναλλοιʆωτο και το συʆ στημα (∆m+1, G) ειʆναι
ελαχιστικοʆ . Επομεʆνως, το∆m+1 ειʆναι ομοιογενεʆς συʆ νολοωςπρος το (T̃λ)λ∈Λ.

Συʆ μφωνα με την Προʆ ταση 4.2.19, για να αποδειʆξουμε το θεωʆ ρημα, αρκειʆ
να δειʆξουμε οʆ τι το ∆m+1 ειʆναι συʆ νολο B‑επαναφοραʆ ς. Άρα, συʆ μφωνα με την
Προʆ ταση 4.2.16, αρκειʆ για εʆνα δοθεʆν ε > 0 να βρουʆ με x, y ∈ X και C ∈ B με
C ⊆ B τεʆτοια ωʆ στε

d̃(T̃λ((y, . . . , y)), (x, . . . , x)) = max{d(Tλ
i (y), x) : i = 1, . . . ,m+ 1} < ε,

για καʆ θε λ ∈ C. Όμως εʆχουμε ηʆ δη αποδειʆξει, οʆ τι για εʆνα δοθεʆν ε > 0 υπαʆ ρ‑
χουν y1, y0 ∈ X και C ∈ B με C ⊆ B τεʆτοια ωʆ στε

max{d(Tλ
i (y1), y0) : i = 1, . . . ,m+ 1} < ε,

για καʆ θε λ ∈ C. Συνεπωʆ ς, το ∆m+1 ειʆναι συʆ νολο επαναφοραʆ ς και εʆπεται το
ζητουʆ μενο.

Πόρισμα 4.2.21. Έστω (Λ,≺, ∗) μια κατευθυνόμενη μερική ημιομάδα, B μια
κατάλληλη βάση coideal στην (Λ,≺, ∗) με την ιδιότητα‑D,m ∈ N, (X, Tλ

1 )λ∈Λ,
. . ., (X, Tλ

m)λ∈Λ, να είναι Λ‑τοπολογικά δυναμικά συστήματα ενός συμπαγούς
μετρικού χώρου (X, d) τα οποία περιέχονται όλα σε μια μεταθετική ομάδα G

ομοιομορφισμών του X. Υποθέτουμε επιπλέον ότι τα συστήματα (X, Tλ
i )λ∈Λ
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και (X, (Tλ
i )

−1)λ∈Λ είναι ισοσυνεχή για κάθε i = 1, . . . ,m. Τότε, για κάθε μη‑
κενό ανοικτό υποσύνολοU του X και B ∈ B υπάρχει C ∈ B, C ⊆ B ώστε

m⋂
i=1

(Tλ
i )

−1(U) 6= ∅ για κάθε λ ∈ C.

Απόδειξη. Συʆ μφωνα με την Προʆ ταση 4.2.14, υπαʆ ρχει εʆνα πεπερασμεʆνο υπο‑
συʆ νολο G0 του G ωʆ στε X =

⋃
g∈G0

g−1(U). Λοʆγω του Θεωρηʆ ματος 4.2.20,

υπαʆ ρχουν x0 ∈ X και A ∈ B με A ⊆ B ωʆ στε lim
λ∈A

Tλ
i (x0) = x0, για καʆ θε

1 6 i 6 m. Θεωρουʆ με εʆνα g ∈ G0 με x0 ∈ g−1(U). Τοʆ τε, υπαʆ ρχει λ0 ∈ A

ωʆ στε Tλ
i (x0) ∈ g−1(U) για καʆ θε λ ∈ A με λ0 ≺ λ και καʆ θε 1 6 i 6 m. Έστω

C ∈ B με C ⊆ A− λ0 ⊆ B. Τοʆ τε, g(x0) ∈
m⋂
i=1

(Tλ
i )

−1(U), για καʆ θε λ ∈ C.





Μέρος III

Εργοδικοί Μέσοι Ανεξάρτητων
Πολυωνύμων





Κεφάλαιο 5

Εισαγωγικές Έννοιες

Στο κεφαʆ λαιο αυτοʆ παρουσιαʆ ζουμε τοπλαιʆσιο του τριʆτου μεʆρους της δια‑
τριβηʆ ς. Συγκεκριμεʆνα στην πρωʆ τη ενοʆ τητα οριʆζουμε τις εʆννοιες του nilmani‑
fold και nilsystem και αναφεʆρουμε καʆ ποιες ιδιοʆ τητες και αποτελεʆσματα σχε‑
τικαʆ με αυταʆ . Έπειτα, παραθεʆτουμε καʆ ποια αποτελεʆσματα ομοιοʆ μορφης κα‑
τανομηʆ ς παʆ νω σε nilmanifolds. Στη δευʆ τερη ενοʆ τητα διʆνουμε καʆ ποια στοι‑
χειʆα εργοδικηʆ ς θεωριʆας, τα κλασσικαʆ εργοδικαʆ θεωρηʆ ματα και οριʆζουμε τις
ημινοʆ ρμες σε εʆνα συʆ στημα. Επιπλεʆον, παραθεʆτουμε το θεωʆ ρημα δομηʆ ς των
Host και Kra που μας επιτρεʆπει να περαʆ σουμε εʆνα προʆ βλημα συʆ γκλισης αποʆ
εʆνα συʆ στημα σε nilsystem.

Τεʆλος, διʆνουμε τον απαραιʆτητο συμβολισμοʆ που θα χρησιμοποιηʆ σουμε σ’
αυτοʆ το μεʆρος της διατριβηʆ ς. Με P, N = {1, 2, . . .}, Z, Q, R and C θα συμβο‑
λιʆζουμε τα συʆ νολα των πρωʆ των, φυσικωʆ ν, ακεραιʆων, ρητωʆ ν, πραγματικωʆ ν
και μιγαδικωʆ ν αριθμωʆ ν αντιʆστοιχα. Για N ∈ N θα γραʆφουμε [1,N] για να
συμβολιʆζουμε το συʆ νολο {1, . . . ,N}. Για μια μετρηʆ σιμη συναʆ ρτηση f σε εʆνα
χωʆ ρο μεʆτρου X και εʆνα μετασχηματισμοʆ T : X → X, θα γραʆφουμε Tf για τη
συʆ νθεση f ◦ T. Με Ts = Rs/Zs θα συμβολιʆζουμε τον τοʆ ρο διαʆ στασης s. Με
e(t) = e2πit θα συμβολιʆζουμε την εκθετικηʆ απεικοʆ νιση και με [·] θα συμβο‑
λιʆζουμε τη συναʆ ρτηση του ακεʆραιου μεʆρους.
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5.1 Nilmanifolds

Σε αυτηʆ την ενοʆ τητα αυτηʆ αφουʆ δωʆ σουμε τον ορισμοʆ του nilmanifold για
μια μηδενοδυʆ ναμη ομαʆ δα Lie και καʆ ποια παραδειʆγματα αποʆ nilmanifolds,
αναφεʆρουμε καʆ ποια βασικαʆ αποτελεʆσματα σχετικαʆ με αυταʆ . Έπειτα εισαʆ ‑
γουμε μια απεικοʆ νιση μεʆσω της δραʆ σης της ομαʆ δας στο nilmanifold, στην
οποιʆα θα αναφεροʆ μαστε ως nilrotation και οριʆζουμε εʆνα συʆ στημα παʆ νω στο
nilmanifold, το οποιʆο θα αποκαλουʆ με nilsystem. Έπειτα οριʆζουμε ποʆ τε μια
ακολουθιʆα ειʆναι ομοιοʆ μορφα κατανεμημεʆνη και αναφεʆρουμε τα κλασικαʆ θε‑
ωρηʆ ματα ομοιοʆ μορφης κατανομηʆ ς του Weyl παʆ νω στον τοʆ ρο. Τεʆλος, διατυ‑
πωʆ νουμε εʆνα αποτεʆλεσμα του Leibman, θεωʆ ρημα 5.1.9 σχετικαʆ με ομοιοʆ ‑
μορφη κατανομηʆ πολυωνυμικωʆ ν ακολουθιωʆ ν αποʆ εʆνα nilmanifold. Όλες οι
αποδειʆξεις υπαʆ ρχουν ηʆ μπορουʆ ν να βγουν αποʆ τα [L], [CG], [KN] και [HK1].
Για περισσοʆ τερες λεπτομεʆρειες σχετικαʆ με nilmanifolds και τροχιεʆς παʆ νω σε
αυταʆ παραπεʆμπουμε τον αναγνωʆ στη στα [AGH], [L], [Le], [P] και [HK1].

5.1αʹ Ορισμοί και βασικές ιδιότητες

Εστω G μια ομαʆ δα, και e ∈ G το ταυτοτικοʆ της στοιχειʆο. Αν g, h ∈ G με
[g, h] = g−1h−1gh θα συμβολιʆζουμε τον μεταθεʆτη των g και h. ΑνA,B ⊆ G

θα γραʆφουμε [A,B] για την υποομαʆ δα της G που παραʆ γεται αποʆ το {[g, h] :

g ∈ A,h ∈ B}. Η κατωτεʆρα κεντρικηʆ σειραʆ

G = G1 ⊇ G2 ⊇ . . . Gi ⊇ Gi+1 ⊇ . . .

οριʆζεται επαγωγικαʆ θεʆτοντας, G1 = G και Gi+1 = [G,Gi] για i > 1. Θα
λεʆμε οʆ τι ηG ειʆναι μηδενοδυʆ ναμη ταʆ ξης k ανGk+1 = {e}.

Ορισμός 5.1.1. ΈστωG μια μηδενοδυʆ ναμη ομαʆ δα Lie ταʆ ξης k και Γ μια δια‑
κριτηʆ συ‑συμπαγηʆ ς υποομαʆ δα τηςG, δηλαδηʆ το πηλιʆκοG/Γ ειʆναι συμπαγεʆς
ως προς την τοπολογιʆα πηλιʆκο. Ο χωʆ ρος X = G/Γ θα λεʆγεται nilmanifold
βήματος k ηʆ απλαʆ nilmanifold.
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Παράδειγμα 5.1.2. ΈστωG = Z× T× T η ομαʆ δα με πραʆ ξη

(m,x, y) · (n, z,w) = (m+ n, x+ z mod 1, y+w+ 2mz mod 1).

Τοʆ τε, G2 = [G,G] = {0} × {0} × T και αʆ ρα η G ειʆναι μηδενοδυʆ ναμη ταʆ ξης 2.
Η υποομαʆ δα Γ = Z × {0} × {0} ειʆναι διακριτηʆ και συ‑συμπαγηʆ ς, συνεπωʆ ς ο
X = G/Γ ειʆναι εʆνα nilmanifold βηʆ ματος 2.

Επιʆσης, παραδειʆγματα αποʆ nilmanifolds προκυʆ πτουν παιʆρνοντας καρτε‑
σιαναʆ γινοʆ μενα αποʆ nilmanifolds. Συγκεκριμεʆνα αν Xi = Gi/Γi ειʆναι nilman‑
ifolds βηʆ ματος k για i = 1, . . . ,m, τοʆ τε η ομαʆ δα G = G1 × · · · × Gm ειʆναι
μηδενοδυʆ ναμη ταʆ ξης k. Η υποομαʆ δα της Γ = Γ1 × · · · × Γm ειʆναι διακριτηʆ και
συ‑συμπαγηʆ ς και αʆ ρα ο X = G/Γ = X1 × · · · × Xm ειʆναι επιʆσης nilmanifold
βηʆ ματος k.

Η ομαʆ δα G δρα στον G/Γ με μεταφορεʆς. Τη δραʆ ση αυτηʆ αποʆ εʆνα στοι‑
χειʆο a ∈ G θα τη συμβολιʆζουμε με Ta και θα γραʆφουμε Ta(gΓ) = (ag)Γ . Το
μέτρο Haar του X, ειʆναι το μοναδικοʆ μεʆτρο πιθανοʆ τητας που μεʆνει αναλλοιʆ‑
ωτο καʆ τω αποʆ τη δραʆ ση της G και θα το συμβολιʆζουμε με mX. Με G/Γ θα
συμβολιʆζουμε την Borel σ‑αʆ λγεβρα τουG/Γ .

Ορισμός 5.1.3. Έστω X = G/Γ εʆνα nilmanifold βηʆ ματος k, G/Γ η Borel σ‑
αʆ λγεβρα του X,mX το κανονικοποιημεʆνο μεʆτρο Haar στον X, a ∈ G και Ta :

X → X με Ta(x) = ax για x ∈ X. Θα λεʆμε τοʆ τε οʆ τι η τετραʆ δα (X,G/Γ,mX, Ta),
ειʆναι εʆνα nilsystem βήματος k ηʆ πιο απλαʆ εʆνα nilsystem.

Την απεικοʆ νιση Ta αλλαʆ και το στοιχειʆο a τηςG θα τα αποκαλουʆ με nilro‑
tations.

Παράδειγμα 5.1.4. Αν G ειʆναι μια συμπαγηʆ ς αβελιανηʆ ομαʆ δα, G η Borel σ‑
αʆ λγεβρα τηςG,mG τομεʆτροHaar τηςG,a ∈ Gκαι Ta : G → Gμε Ta(g) = ag

για g ∈ G. Το συʆ στημα (G,G,mG, Ta), ειʆναι εʆνα nilsystem βηʆ ματος 1 που
λεʆγεται στροφή.

Το συʆ νηθες παραʆ δειγμα στροφηʆ ς ειʆναι στροφηʆ στο μοναδιαιʆο κυʆ κλο T
οʆπου Ta : T → T με (x) = x+ a mod 1, για a ∈ T.
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Παράδειγμα 5.1.5. Θεωρουʆ με το nilmanifold βηʆ ματος 2, X = G/Γ του πα‑
ραδειʆγματος 5.1.2, την Borel σ‑αʆ λγεβρα X καιmX το μεʆτρο Haar του X. Θε‑
ωρωʆ ντας επιπλεʆον τον μετασχηματισμοʆ Ta : X → X που προκυʆ πτει αποʆ τη
δραʆ ση του στοιχειʆου a = (1, α, β) για α,β ∈ T, στο X, παιʆρνουμε το nilsys‑
tem βηʆ ματος 2, (X,X,mx, Ta).

Ορισμός 5.1.6. Έστω X = G/Γ εʆνα nilmanifold βηʆ ματος k. Θα λεʆμε οʆ τι εʆνα
κλειστοʆ υποσυʆ νολο Y του X ειʆναι εʆνα subnilmanifold του X αν υπαʆ ρχει x ∈ X

και μια κλειστηʆ υποομαʆ δαH τηςG τεʆτοια ωʆ στε Y = Hx.

ΑνY = Hx ειʆναι εʆνα subnilmanifold τουX = G/Γ πουπεριεʆχει τοeX, οʆ που
H ειʆναι κλειστηʆ υποομαʆ δα τηςG, x ∈ X , τοʆ τε η∆ = H∩ Γ ειʆναι διακριτηʆ συ‑
συμπαγηʆ ς ομαʆ δα της H και μπορουʆ με να ταυτιʆσουμε το Y με το nilmanifold
H/∆.

5.1βʹ Ομοιόμορφη κατανομή σε nilmanifolds

Έστω exp : g → G η εκθετικηʆ απεικοʆ νιση, οʆ που g ειʆναι η αʆ λγεβρα Lie της
G. Αν η G ειʆναι συνεκτικηʆ και απλαʆ συνεκτικηʆ ομαʆ δα Lie η εκθετικηʆ απει‑
κοʆ νιση ειʆναι εʆνα προς εʆνα και επιʆ. Οποʆ τε για b ∈ G και s ∈ R οριʆζουμε το
στοιχειʆο bs της G να ειʆναι bs = exp(sϕ), οʆ που ϕ ∈ g ειʆναι τεʆτοιο ωʆ στε
exp(ϕ) = b.

Αν (a(n))n∈N ειʆναι μια ακολουθιʆα πραγματικωʆ ν αριθμωʆ ν και X = G/Γ

ειʆναι εʆνα nilmanifold μεG συνεκτικηʆ και απλαʆ συνεκτικηʆ ομαʆ δα Lie, θα λεʆμε
οʆ τι η ακολουθιʆα (ba(n)x)n∈N ειʆναι ομοιόμορφα κατανεμημένη ηʆ ισοκατανεμη‑
μένη σε εʆνα subnilmanifold Y της X, αν για καʆ θε F ∈ C(Y) εʆχουμε

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

F(ba(n)x) =

∫
F dmY .

Αν η ακολουθιʆα (a(n))n∈N παιʆρνει μοʆ νο ακεʆραιες τιμεʆς, δεν ειʆμαστε υποχρε‑
ωμεʆνοι να υποθεʆσουμε οʆ τι ηG ειʆναι συνεκτικηʆ και απλαʆ συνεκτικηʆ .
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Ένα nilrotation Tb, οʆ που b ∈ G θα λεʆγεται εργοδικό, ηʆ θα λεʆμε οʆ τι δρα δρα
εργοδικά στονX, αν η ακολουθιʆα (bnΓ)n∈N ειʆναι πυκνηʆ στονX. Πολλεʆς φορεʆς
θα αναφεροʆ μαστε στο στοιχειʆο b ∈ G οʆ τι ειʆναι εργοδικοʆ ηʆ οʆ τι δρα εργοδικαʆ
αντιʆ για την απεικοʆ νιση Tb. Αν b ∈ G ειʆναι εργοδικοʆ , τοʆ τε για καʆ θε x ∈ X

η ακολουθιʆα (bnx)n∈N ειʆναι ομοιοʆ μορφα κατανεμημεʆνη στον X, εʆνα αποτεʆ‑
λεσμα που οφειʆλεται στον Lesigne [Le], για την περιʆπτωση που το X ειʆναι
συνεκτικοʆ και στον Leibman [L] για τη γενικηʆ περιʆπτωση. Αν το nilmanifold
X ειʆναι συνεκτικοʆ και το b δρα εργοδικαʆ στηνX, τοʆ τε για καʆ θε r ∈ N το στοι‑
χειʆο br δρα επιʆσης εργοδικαʆ στο X.

Στησυνεʆχειααναφεʆρουμεκαʆ ποιααποτελεʆσματα, ουσιωʆ δηγια νααποδειʆ‑
ξουμε ιδιοʆ τητες ομοιοʆ μορφης κατανομηʆ ς, για ακολουθιʆες παʆ νω σε nilmani‑
folds. Διατυπωʆ νουμε πρωʆ τα τα κλασικαʆ θεωρηʆ ματα ομοιοʆ μορφης κατανο‑
μηʆ ς του Weyl στον Tℓ, [W].

Θεώρημα5.1.7 (Weyl). Έστω (a(n))n∈N μιαακολουθίαστονRℓ. Η (a(n))n∈N

είναι ομοιόμορφα κατανεμημένη στον Tℓ αν και μόνο αν

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

e(h · a(n)) = 0

για κάθε μη μηδενικό h ∈ Zℓ, όπου h · a(n) είναι το εσωτερικό γινόμενο των h
και a(n).

Θεώρημα 5.1.8 (Weyl). Έστω p(t) = (p1(t), . . . , pℓ(t)), όπου pi(t) ∈ R[t]
για κάθε i = 1, . . . , ℓ και υποθέτουμε ότι για κάθε μη μηδενικό h ∈ Zℓ το πο‑
λυώνυμο h · p(t) έχει τουλάχιστον ένα μη σταθερό άρρητο συντελεστή. Τότε η
ακολουθία (p(n))n∈N είναι ομοιόμορφα κατανεμημένη στον Tℓ.

Αν G ειʆναι μια μηδενοδυʆ ναμη ομαʆ δα, τοʆ τε μια ακολουθιʆα g : N → G

της μορφηʆ ς g(n) = b
p1(n)
1 · · ·bpk(n)

k , οʆπου bi ∈ G και pi ειʆναι πολυωʆ νυμα
που παιʆρνουν ακεʆραιες τιμεʆς στους ακεραιʆους για καʆ θε 1 6 i 6 k θα λεʆγεται
πολυωνυμική ακολουθία στονG. Μια πολυωνυμική ακολουθία στο nilmanifold
X = G/Γ ειʆναι μια ακολουθιʆα της μορφηʆ ς (g(n)Γ)n∈N οʆπου g : N → G ειʆναι
μια πολυωνυμικηʆ ακολουθιʆα στηνG.
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Το ακοʆ λουθο αποτεʆλεσμα ομοιοʆ μορφης κατανομηʆ ς αποδειʆχθηκε αποʆ τον
Leibman στο [L].

Θεώρημα 5.1.9 (Θεωρηʆ ματα B, C, [L]). Έστω X = G/Γ μια nilmanifold όπου
G είναι συνεκτική και απλά συνεκτική και (g(n))n είναι μια πολυωνυμική ακο‑
λουθία στηνG. Έστω Z = G/([G,G]Γ) και π : X → Z είναι η φυσική προβολή.
Τότε ισχύει το ακόλουθο:

(i) Για κάθεx ∈ Xηακολουθία (g(n)x)n∈N είναι ομοιόμορφακατανεμημένη
σε μια πεπερασμένη ένωση από subnilmanifolds του X.

(ii) Για κάθε x ∈ X η ακολουθία (g(n)x)n∈N είναι ομοιόμορφα κατανεμη‑
μένη στοX αν και μόνο αν η ακολουθία (g(n)π(x))n∈N είναι ομοιόμορφα
κατανεμημένη στον Z.

ΑνX = G/Γ ειʆναι εʆνα nilmanifold, οʆ πουG ειʆναι συνεκτικηʆ και απλαʆ συνε‑
κτικηʆ ομαʆ δα Lie, τοʆ τε ηZ ειʆναι μια συνεκτικηʆ συμπαγηʆ ς αβελιανηʆ ομαʆ δα Lie,
επομεʆνως εʆνας τοʆ ροςTs για καʆ ποιο s ∈ N, και σαν συνεʆπεια καʆ θε nilrotation
στον Z ειʆναι ισομορφικοʆ με μια στροφηʆ στον Ts.

5.2 Εργοδική Θεωρία

Στην ενοʆ τητα αυτηʆ οριʆζουμε πρωʆ τα τα συστηʆ ματα που διατηρουʆ ν το μεʆ‑
τρο, τα εργοδικαʆ συστηʆ ματακαιπεριγραʆφουμεσυνοπτικαʆ την εργοδικηʆ αναʆ ‑
λυση ενοʆ ς συστηʆ ματος. Αναφεροʆ μαστε στους παραʆ γοντες ενοʆ ς συστηʆ ματος
και τη δεσμευμεʆνη τιμηʆ μιας συναʆ ρτησης. Έπειτα παραθεʆτουμε τα κλασσικαʆ
εργοδικαʆ θεωρηʆ ματα του von Neumann και του Birkhoff και διʆνουμε την εʆν‑
νοια του χαρακτηριστικουʆ παραʆ γοντα. Στησυνεʆχεια, διʆνουμε τον ορισμοʆ των
ημινορμωʆ ν, το θεωʆ ρημα δομηʆ ς τωνHost και Kra [HK] την εʆννοια του nilfactor
ενοʆ ς συστηʆ ματος. Για μια ποιο λεπτομερηʆ ματιαʆ παραπεʆμπουμε τον αναγνωʆ ‑
στη στα [EW], [Fu1] και [HK1].
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5.2αʹ Συστήματα που διατηρούν το μέτρο

Ένασύστημαπου διατηρεί το μέτροηʆ πιο απλαʆ σύστημα ειʆναι μια τετραʆ δα
(X,X, µ, T), οʆ που (X,X, µ) ειʆναι χωʆ ρος πιθανοʆ τητας και T : X → X ειʆναι
μετρηʆ σιμος μετασχηματισμοʆ ς, δηλαδηʆ T−1X ⊆ X, οʆ που T−1X = {T−1(A) :

A ∈ X} και διατηρειʆ το μεʆτρο, δηλαδηʆ µ(T−1(A)) = µ(A) για καʆ θε A ∈
X. Αν επιπλεʆον ο T−1 οριʆζεται σχεδοʆ ν παντουʆ και ειʆναι μετρηʆ σιμος, τοʆ τε το
συʆ στημα θα λεʆγεται αντιστρεʆψιμο.

Θα λεʆμε για τον T οʆ τι διατηρειʆ το μεʆτρο µ και οʆ τι το μεʆτρο µ ειʆναι T ‑
αναλλοιʆωτο.

Στη διατριβηʆ αυτηʆ θα θεωρουʆ με οʆ τι ο (X,X, µ) ειʆναι Lebesgue χωʆ ρος πι‑
θανοʆ τητας και οʆ τι ο T ειʆναι αντιστρεʆψιμος με την εʆννοια οʆ τι υπαʆ ρχει X1 ∈ X

με µ(X1) = 1 και ο περιορισμοʆ ς του στο X1 να ειʆναι αντιστρεʆψιμος.

5.2βʹ Εργοδικότητα

Έστω (X,X, µ, T) εʆνα συʆ στημα. Θα λεʆμε οʆ τι εʆναA ∈ X ειʆναι T ‑αναλλοίωτο
αν T−1A = A. Το συʆ στημα (X,X, µ, T) θα λεʆγεται εργοδικό αν για καʆ θε T ‑
αναλλοιʆωτο συʆ νολοA ∈ X ισχυʆ ει µ(A) = 0 ηʆ µ(A) = 1.

Ισοδυʆ ναμα το συʆ στημα ειʆναι εργοδικοʆ αν για καʆ θε A ∈ X με µ(T−1A 4
A) = 0 ισχυʆ ει µ(A) = 0 ηʆ µ(A) = 1. Επιπλεʆον αν το συʆ στημα (X,X, µ, T)

ειʆναι εργοδικοʆ και f ∈ L1(µ) με Tf = f σχεδοʆ ν παντουʆ , τοʆ τε η f ειʆναι σχεδοʆ ν
παντουʆ ιʆση με μια σταθεραʆ .

Σε καʆ ποια προβληʆ ματα μπορουʆ με να περιοριʆσουμε τη μελεʆτη μας σε ερ‑
γοδικαʆ συστηʆ ματα αντιʆ για γενικαʆ συστηʆ ματα. Αυτοʆ μπορειʆ να συμβειʆ ανα‑
λυʆ οντας τον χωʆ ρο στις εργοδικεʆς συνιστωʆ σες του. Συγκεκριμεʆνα καʆ θε συʆ ‑
στημα (X,X, µ, T) εʆχει μιʆα εργοδική ανάλυση, δηλαδηʆ μπορουʆ με να γραʆψουμε
µ =

∫
µt dλ(t), οʆ που λ ειʆναι μεʆτρο πιθανοʆ τητας στον [0, 1] και τα µt ειʆναι

T ‑αναλλοιʆωτα μεʆτρα πιθανοʆ τητας στον (X,X) τεʆτοια ωʆ στε τα συστηʆ ματα
(X,X, µt, T) να ειʆναι εργοδικαʆ για καʆ θε t ∈ [0, 1].
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5.2γʹ Παράγοντες

Ένας παράγων (factor), του συστηʆ ματος (X,X, µ, T) ειʆναι εʆνα συʆ στημα
(Y,Y, ν, S) και μια μετρηʆ σιμη απεικοʆ νιση π : X → Y, που λεʆγεται απεικόνιση
παράγοντα (factor map), τεʆτοια ωʆ στε µ ◦π−1 = ν και S ◦π(x) = π ◦ T(x) για
µ‑σχεδοʆ ν καʆ θε x ∈ X. Αν η απεικοʆ νιση π : X → Y μπορειʆ να επιλεγειʆ ωʆ στε να
ειʆναι εʆνα προς εʆνα, τοʆ τε θα λεʆμε οʆ τι τα συστηʆ ματα (X,X, µ, T) και (Y,Y, ν, S)
ειʆναι ισομορφικά.

Έστω (X,X, µ, T) εʆνα συʆ στημα. Μια υποʆ ‑σ‑αʆ λγεβρα A της X θα λεʆγεται
αναλλοίωτη αν T−1(A) = A. Αν (Y,Y, ν, S) ειʆναι εʆνας παραʆ γων του συστηʆ ‑
ματος (X,X, µ, T) και π : X → Y μια απεικοʆ νιση παραʆ γοντα, τοʆ τε η π−1(Y)

ειʆναι μια αναλλοιʆωτη υποʆ ‑σ‑αʆ λγεβρα της X. Επιʆσης καʆ θε αναλλοιʆωτη υποʆ ‑
σ‑αʆ λγεβρα τηςX μπορειʆ να ειʆναι, εκτοʆ ς αποʆ µ‑μηδενικαʆ συʆ νολα, της μορφηʆ ς
π−1(Y) για καʆ ποια απεικοʆ νιση παραʆ γοντα π : X → Y και εʆνα παραʆ γοντα
(Y,Y, ν, S). Γι αυτοʆ θα λεʆμε οʆ τι μια αναλλοιʆωτη υποʆ ‑σ‑αʆ λγεβρα της X ειʆναι
εʆνας παραʆ γων και θα συμβολιʆζουμε με το ιʆδιο γραʆ μμα τις σ‑αʆ λγεβρες Y και
π−1(Y). Με αʆ λλα λοʆγια, αν (Y,Y, ν, S) ειʆναι εʆνας παραʆ γων του (X,X, µ, T), θα
σκεφτοʆ μαστε την Y σαν μιʆα υποʆ ‑σ‑αʆ λγεβρα της X.

5.2δʹ Δεσμευμένη μέση τιμή

Έστω (X,X, µ, T) εʆνα συʆ στημα και Y μια T ‑αναλλοιʆωτη υποʆ ‑σ‑αʆ λγεβρα
της X. Αν f ∈ L1(µ), η δεσμευμένη μέση τιμή (conditional expectation) E(f|Y)
της fως προς την Y ειʆναι μια συναʆ ρτηση με E(f|Y) ∈ L1(X,Y, µ, ) και∫

A

f dµ =

∫
A

E(f|Y) dµ

για καʆ θεA ∈ Y.
Επιʆσης, για καʆ θε f ∈ L1(µ) και g ∈ L∞(X,Y, µ, ) ισχυʆ ει∫

X

fg dµ =

∫
X

E(f|Y)g dµ,

και αντιμετατιʆθεται με την T . Δηλαδηʆ TE(f|Y) = E(Tf|Y). Τεʆλος, θα λεʆμε οʆ τι
η f ειʆναι ορθογωʆ νια στον Y αν E(f|Y) = 0.
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5.2εʹ Εργοδικά Θεωρήματα

Θεώρημα 5.2.1 (von Neumann). Έστω (X,X, µ, T) ένα σύστημα και I(T) =
{A ∈ X : T−1A = A} η υπό‑σ‑άλγεβρα του X, των T ‑αναλλοίωτων συνόλων.
Αν f ∈ Lp(µ) για 1 6 p < ∞, τότε

1

N−M

N−1∑
n=M

Tnf → E(f|I(T))

στον Lp(µ) καθώς τοN−M → ∞. Αν επιπλέον το σύστημα υποτεθεί εργοδικό,

τότε το όριο είναι ίσο με
∫
f dµ.

Θεώρημα 5.2.2 (Birkhoff). Έστω (X,X, µ, T) ένα σύστημα. Αν f ∈ L1(µ),
τότε

1

N

N−1∑
n=0

Tnf → E(f|I(T))

σχεδόν παντού καθώς τοN → ∞. Αν επιπλέον το σύστημα υποτεθεί εργοδικό,

τότε το όριο είναι ίσο με
∫
f dµ.

Αν (X,X, µ, T) ειʆναι εʆνα συʆ στημα τοʆ τε υπαʆ ρχει μια μετρηʆ σιμη απεικοʆ νιση
x 7→ µx ως προς την I(T), οʆ που µx ειʆναι μεʆτρα πιθανοʆ τητας στον X με

E(f|I(T))(x) =
∫
f dµx

για µ‑σχεδοʆ ν καʆ θε x. Ειδικοʆ τερα µ =

∫
µx dµ(x) και για µ‑σχεδοʆ ν καʆ θε x τα

μεʆτρα µx ειʆναι T ‑αναλλοιʆωτα και τα συστηʆ ματα (X,X, µx, T) ειʆναι εργοδικαʆ .
Άρα εʆχουμε μια εναλλακτικηʆ αναπαραʆ σταση της εργοδικηʆ ς αναʆ λυσης.

5.2στʹ Χαρακτηριστικοί παράγοντες

Έστω (X,X, µ, T) εʆνα συʆ στημα. Θα λεʆμε οʆ τι η υποʆ ‑σ‑αʆ λγεβρα Y του X ειʆ‑
ναι εʆνας χαρακτηριστικός παράγων (characteristic factor) για την οικογεʆνεια
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τωνακολουθιωʆ ν {(a1(n))n ∈ N, . . . , (aℓ(n))n ∈ N}με τιμεʆς στουςακεραιʆους
αν η Y ειʆναι T ‑αναλλοιʆωτη και η διαφοραʆ

1

N

N∑
n=1

Ta1(n)f1 · . . . · Taℓ(n)fℓ −
1

N

N∑
n=1

Ta1(n)f̃1 · . . . · Taℓ(n)f̃ℓ

συγκλιʆνει στο 0 στον L2(µ) καθωʆ ς N → ∞, οʆ που f̃i = E(fi|Y), fi ∈ L∞(µ)
για καʆ θε 1 6 i 6 ℓ. Ισοδυʆ ναμα, αν E(fi|Y) = 0 για καʆ ποιο 1 6 i 6 ℓ, τοʆ τε

lim
N→∞

∥∥∥∥∥ 1N
N∑

n=1

Ta1(n)f1 · . . . · Taℓ(n)fℓ

∥∥∥∥∥
L2(µ)

= 0.

5.2ζʹ Ημινόρμες και nilfactors

Στη συνεʆχεια διʆνουμε τον επαγωγικοʆ ορισμοʆ των ημινορμωʆ ν ||| · |||k. Ειδι‑
κοʆ τερα ο ορισμοʆ ς που χρησιμοποιουʆ με προεʆρχεται αποʆ το [HK] για την ερ‑
γοδικηʆ περιʆπτωση, το [CFH] για τη γενικηʆ περιʆπτωση και τη χρηʆ ση του ερ‑
γοδικουʆ θεωρηʆ ματος του von Neumann.

Έστω (X,X, µ, T) εʆνα συʆ στημα και f ∈ L∞(µ). Οριʆζουμε επαγωγικαʆ τις
ημινοʆ ρμες |||f|||k ως εξηʆ ς: Για k = 1 θεʆτουμε

|||f|||1 := ‖E(f|I(T))‖L2(µ) .

Για k > 1, θεʆτουμε

|||f|||2
k+1

k+1 := lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

|||f̄ · Tnf|||2
k

k .

Χρησιμοποιωʆ νταςαυτεʆς τις ημινοʆ ρμεςμπορουʆ με νακατασκευαʆ σουμεπα‑
ραʆ γοντες Zk = Zk(T) του X που χαρακτηριʆζονται αποʆ την ιδιοʆ τητα:

για f ∈ L∞(µ),E(f|Zk−1) = 0 αν και μοʆ νο αν |||f|||k = 0.

Οι Host και Kra στο [HK] εʆδειξαν οʆ τι για καʆ θε k ∈ N ο παραʆ γονταςZk εʆχει
αλγεβρικηʆ δομηʆ , στην πραγματικοʆ τητα μπορουʆ με να υποθεʆσουμε οʆ τι ειʆναι
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εʆνα nilsystem βηʆ ματος k. Αυτοʆ ειʆναι το περιεχοʆ μενο του ακοʆ λουθου θεωρηʆ ‑
ματος δομηʆ ς, το οποιʆο αναφεʆρουμε για την εργοδικηʆ περιʆπτωση και βριʆσκε‑
ται στο[HK], Θεωʆ ρημα 10.1.

Θεώρημα 5.2.3 (Host & Kra, [HK]). Έστω (X,X, µ, T) ένα εργοδικό σύστημα
καιk ∈ N. Τότε οπαράγωνZk(T) είναι αντίστροφοόριο απόnilsystemβήματος
k.

Όταν λεʆμε οʆ τι ο Zk ειʆναι αντιʆστροφο οʆ ριο αποʆ nilsystem βηʆ ματος k εννο‑
ουʆ με οʆ τι υπαʆ ρχουν T ‑αναλλοιʆωτες υποʆ ‑σ‑αʆ λγεβρεςZk,i, i ∈ N, τηςX τεʆτοιες
ωʆ στε Zk =

⋃
i∈N

Zk,i και για καʆ θε i ∈ N, οι παραʆ γοντες που επαʆ γονται αποʆ τις

σ‑αʆ λγεβρες Zk,i ειʆναι ισομορφικοιʆ με nilsystem βηʆ ματος k.
Εξαιτιʆας αυτουʆ του αποτελεʆσματος θα λεʆμε οʆ τι ο Zk ειʆναι ο nilfactor βηʆ ‑

ματος k του συστηʆ ματος. Με με Z = Z(T) θα συμβολιʆζουμε τον μικροʆ τερο
παραʆ γοντα που ειʆναι επεʆκταση οʆ λων των nilfactors πεπερασμεʆνου βηʆ ματος
δηλαδηʆ , Z =

∨
k∈N

Zk και θα τον αποκαλουʆ με nilfactor του συστηʆ ματος.





Κεφάλαιο6

Κύρια Αποτελέσματα

Στο κεφαʆ λαιο αυτοʆ παρουσιαʆ ζουμε τα αποτελεʆσματα του τριʆτου μεʆρους
της διατριβηʆ ς. Τα αποτελεʆσματα αυταʆ , προεʆρχονται αποʆ την εργασιʆα

D. Karageorgos, A. Koutsogiannis. Integer part independent poly‑
nomial averages and applications along primes. Studia Mathemat‐

ica 249 (2019), 233–257.

Μελεταʆ με τη συʆ γκλιση πολλαπλωʆ ν εργοδικωʆ ν μεʆσων παʆ νω σε ακεʆραια
μεʆρη πραγματικωʆ ν πολυωνυʆ μων της μορφηʆ ς

1

N

N∑
n=1

T [p1(n)]f1 · . . . · T [pℓ(n)]fℓ (6.1)

χρησιμοποιωʆ ντας ιδιοʆ τητες ομοιοʆ μορφης κατανομηʆ ς σε πολυωνυμικεʆς ακο‑
λουθιʆες που αναπτυʆ χθηκαν αποʆ τον Leibman στο [L] και αποʆ τον Φραντζικι‑
ναʆ κη στα [F1] και [F2].

Συγκεκριμεʆνα στο κεντρικοʆ μας αποτεʆλεσμα, που ειʆναι το Θεωʆ ρημα 6.1.3,
δειʆχνουμεοʆ τι γιαπολυωνυμικεʆς ακολουθιʆες (p1(n))n∈N, . . . , (pℓ(n))n∈N, που
καʆ θε μη τετριμμεʆνος γραμμικοʆ ς συνδυασμοʆ ς τους εʆχει τουλαʆ χιστον εʆνα μη
σταθεροʆ αʆ ρρητο συντελεστηʆ και υποʆ την υποʆ θεση της εργοδικοʆ τητας του
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συστηʆ ματος (X,B, µ, T) τοοʆ ριοστην (6.1) υπαʆ ρχει στονL2(µ)καθωʆ ς τοN →∞ και ειʆναι το αναμενοʆ μενο, δηλαδηʆ
∫
f1 dµ · . . . ·

∫
fℓ dµ. Έτσι χρησιμο‑

ποιωʆ ντας την εργοδικηʆ αναʆ λυση σε εʆνα γενικοʆ συʆ στημα το παραπαʆ νω οʆ ριο
ειʆναι το γινοʆ μενο των δεσμευμεʆνων μεʆσων τιμωʆ ν των f1, . . . , fℓ αντιʆστοιχα,
δηλαδηʆ E(f1|I(T)) · . . . · E(fℓ|I(T)). Μαʆ λιστα αυτηʆ ειʆναι αναμφισβηʆ τητα η
πρωʆ τη φοραʆ που εʆχουμε υʆ παρξη και ακριβηʆ εʆκφραση του οριʆου για γενικεʆς
πολλαπλεʆς πολυωνυμικεʆς εκφραʆ σεις. Επειδηʆ δεν καʆ νουμε καʆ ποια υποʆ θεση
για το συʆ στημαʆ το αποτεʆλεσμα αν και ειʆναι διατυπωμεʆνο στη γλωʆ σσα της
εργοδικηʆ ς θεωριʆας ειʆναι εκ φυʆ σεως συνδυαστικοʆ . Πραʆ γματι, αʆ μεσες εφαρ‑
μογεʆς του θεωρηʆ ματος 6.1.3 ειʆναι το αποτεʆλεσμα επαναφοραʆ ς του θεωρηʆ ‑
ματος 6.1.5 και συνεʆπεια της αρχηʆ ς του Furstenberg τα αποτελεʆσματα συν‑
δυαστικηʆ ς που διατυπωʆ νονται στα θεωρηʆ ματα 6.1.7 και 6.1.8.

Η ισχυρηʆ φυʆ ση των αποτελεσμαʆ των μας, αντανακλαʆ ται και στο γεγονοʆ ς
οʆ τι παιʆρνουμε εφαρμογεʆς στα τοπολογικαʆ δυναμικαʆ συστηʆ ματα, οʆ πως ειʆναι
το περιεχοʆ μενο του Θεωρηʆ ματος 6.1.9 και του Ποριʆσματος 6.1.11, αλλαʆ και
επιπλεʆον εφαρμογεʆς στη συνδυαστικηʆ , οʆ πως βλεʆπουμε στο Θεωʆ ρημα 6.1.14
και στο Ποʆ ρισμα 6.1.17.

Επιπροʆσθετα, εʆχουμεκαι εφαρμογεʆς στουςπρωʆ τους. Συγκεκριμεʆναπαιʆρ‑
νουμε εʆνα αποτεʆλεσμα συʆ γκλισης στους πρωʆ τους, για μια ακολουθιʆα, οʆ πως
ειʆναι το Θεωʆ ρημα 6.2.3 και η αʆ μεση συνεʆπειαʆ του, το Θεωʆ ρημα 6.2.4, που εʆι‑
ναι εʆνα τυʆ που Szemerédi αποτεʆλεσμα στους πρωʆ τους. Ενωʆ , στο Θεωʆ ρημα
6.2.5 παιʆρνουμε το αντιʆστοιχο αποτεʆλεσμα του θεωρηʆ ματος 6.1.3 για συʆ γ‑
κλιση παʆ νω στους πρωʆ τους, για πολλεʆς ακολουθιʆες και τις συνεʆπειες που
εʆχει για επαναφοραʆ και στη συνδυαστικηʆ παʆ νω σε πρωʆ τους.

Τεʆλος, προκυʆ πτουν αποτελεʆσματα επαναφοραʆ ς στους μετατοπισμεʆνους
πρωʆ τους P− 1 και P+ 1, οʆ πως ειʆναι το περιεχοʆ μενο των θεωρημαʆ των 6.3.1
και 6.3.2 και οι συνεʆπειεʆς τους που τις βριʆσκουμε στα θεωρηʆ ματα 6.3.3 και
6.3.4 αντιʆστοιχα.

Θα θεʆλαμε επιʆσης να τονιʆσουμε, οʆ τι καʆ ποιος δεν μπορειʆ να περιμεʆνει να
παʆ ρει αυταʆ τα καλαʆ αποτελεʆσματα συʆ γκλισης και επαναφοραʆ ς δουλευʆ οντας
με αʆ λλες κλασικεʆς οικογεʆνειες πολυωνυʆ μων οʆπως ειʆναι τα ακεʆραια πολυωʆ ‑
νυμα ουʆ τε ακοʆ μα και με ειδικεʆς κατηγοριʆες τους. Αυτοʆ το γεγονοʆ ς αναγκαʆ ζει
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καʆ ποιον να δουλεʆψει με οικογεʆνειες πραγματικωʆ ν πολυωνυʆ μων που ικανο‑
ποιουʆ ν καʆ ποιες υποθεʆσεις τυʆ που Weyl.

6.1 Σύγκλιση εργοδικών μέσων ανεξάρτητων πολυωνύ‑
μων

Αποʆ το Θεωʆ ρημα 1.3 στο [K] προκυʆ πτει σαν ειδικηʆ περιʆπτωση οʆ τι για
καʆ θε ℓ ∈ N, καʆ θε συʆ στημα (X,B, µ, T), p1, . . . , pℓ πραγματικαʆ πολυωʆ νυμα
και συναρτηʆ σεις f1, . . . , fℓ ∈ L∞(µ) το οʆ ριο

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

T [p1(n)]f1 · . . . · T [pℓ(n)]fℓ (6.2)

υπαʆ ρχει στον L2(µ).Οριʆζοντας μια εʆννοια ανεξαρτησιʆας στα πραγματικαʆ πο‑
λυωʆ νυμα πετυχαιʆνουμε να εξασφαλιʆσουμε τη συʆ γκλιση της (6.2) στο αναμε‑
νοʆ μενο οʆ ριο, δηλαδηʆ στο γινοʆ μενο των ολοκληρωμαʆ των.

Ορισμός6.1.1. Έστω ℓ ∈ N και {p1, . . . , pℓ} μια οικογεʆνεια πραγματικωʆ ν πο‑
λυωνυʆ μων. Θα λεʆμε οʆ τι η οικογεʆνεια ειʆναι ισχυρά ανεξάρτητη ηʆ οʆ τι τα πολυωʆ ‑
νυμα p1, . . . , pℓ ειʆναι ισχυρά ανεξάρτητα αν καʆ θε μη τετριμμεʆνος γραμμικοʆ ς
συνδυασμοʆ ς στους πραγματικουʆ ς αποʆ τα πολυωʆ νυμα pi εʆχει εʆνα μη σταθεροʆ
αʆ ρρητο συντελεστηʆ .

Σημειωʆ νουμε οʆ τι μια οικογεʆνεια με εʆνα στοιχειʆο, {p}, οʆ που p ∈ R[t], ειʆναι
ισχυραʆ ανεξαʆ ρτητη αν και μοʆ νο αν p(t) 6= cq(t) + d για καʆ θε c, d ∈ R και
q ∈ Q[t] ηʆ Z[t] ισοδυʆ ναμα.

Παραδείγματα 6.1.2. Η οικογένεια των πολυωνύμων {
√
2t3 + t2,

√
3t3 − t}

είναι ισχυρά ανεξάρτητη ενώ οι οικογένειες {
√
5t3 + t2 +

√
6t, t2,

√
7t} και

{
√
2t2 + t,

√
5t2 − t} δεν είναι.

Ο ορισμοʆ ς της ισχυρηʆ ς ανεξαρτησιʆας των πολυωʆ νυμων που δωʆ σαμε ταυ‑
τιʆζεται με τον ορισμοʆ της καλής οικογεʆνειας πολυωνυʆ μων που διʆνεται στο
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[F3], Προʆ βλημα 10, για την ειδικηʆ περιʆπτωση που τα πολυωʆ νυμα ειʆναι στα‑
θεραʆ .

Παρακαʆ τω και μεʆσω των αποδειʆξεων, γιʆνεται ξεκαʆ θαρο οʆ τι οι υποθεʆσεις
στα πραγματικαʆ πολυωʆ νυμα ειʆναι καταʆ καʆ ποια εʆννοια βεʆλτιστες, αφουʆ ειʆναι
ακριβωʆ ς οʆ τι πρεʆπει να υποθεʆσει καʆ ποιος για να παʆ ρει αποτελεʆσματα ομοιοʆ ‑
μορφηςκατανομηʆ ς τυʆ πουWeyl, πουχρειαʆ ζονται για τηναποʆ δειξη τουκυʆ ριου
αποτελεʆσματος, Θεωʆ ρημα 6.1.3, δηλαδηʆ οʆ τι το οʆ ριο των εργοδικωʆ ν μεʆσων
παʆ νω σε ακεʆραια μεʆρη ισχυραʆ ανεξαʆ ρτητων πολυωνυʆ μων υπαʆ ρχει και ειʆναι
το αναμενοʆ μενο.

Θεώρημα 6.1.3. Έστω ℓ ∈ N, p1, . . . , pℓ ∈ R[t] ισχυρά ανεξάρτητα πραγ‑
ματικά πολυώνυμα, (X,B, µ, T) ένα εργοδικό σύστημα και f1, . . . , fℓ ∈ L∞(µ).
Τότε

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

T [p1(n)]f1 · . . . · T [pℓ(n)]fℓ =

∫
f1 dµ · . . . ·

∫
fℓ dµ, (6.3)

όπου η σύγκλιση συμβαίνει στον L2(µ).

Παρατήρηση6.1.4. Ηυπόθεσηότι ταπολυώνυμαπρέπει να είναι ισχυράανε‑
ξάρτητα είναι αναγκαία, αφού ακόμα και για ℓ = 1, p(t) =

√
2t και εργοδικές

στροφές στον T = R/Z, η (6.3) εν γένει δεν ισχύει.

Στη μελεʆτη των εργοδικωʆ ν μεʆσων παʆ νω σε πολυωʆ νυμα, σημαντικεʆς ειʆ‑
ναι οι οικογεʆνειες που αποτελουʆ νται αποʆ πεπερασμεʆνο το πληʆ θος ανεξάρ‑
τητα, ακέραια πολυώνυμα, δηλαδηʆ καʆ θε μη τετριμμεʆνος γραμμικοʆ ς συνδυα‑
σμοʆ ς τους στους ακεραιʆους ειʆναι μη σταθεροʆ ς. Σημειωʆ νουμε σε αυτοʆ το ση‑
μειʆο οʆ τι και για τεʆτοιες οικογεʆνειες δεν ειʆναι αληθεʆς εν γεʆνει οʆ τι καʆ ποιος μπο‑
ρειʆ να πετυʆ χει συʆ γκλιση οʆπως στην (6.3), στο αναμενοʆ μενο οʆ ριο για εʆνα γε‑
νικοʆ εργοδικοʆ συʆ στημα (βλεʆπε παρατηʆ ρηση μεταʆ το Θεωʆ ρημαs 6.1.5). Ένα
τεʆτοιο αποτεʆλεσμαχρειαʆ ζεται περισσοʆ τερες υποθεʆσεις για τοσυʆ στημαοʆπως
ειʆναι η καθολικηʆ εργοδικοʆ τητα του συστηʆ ματος [FK]. Επομεʆνως, καʆ ποιος ειʆ‑
ναι στην ουσιʆα αναγκασμεʆνος να δουλεʆψει με πραγματικαʆ πολυωʆ νυμα για
να πετυʆ χει μια τεʆτοια καληʆ οριακηʆ συμπεριφοραʆ .
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Στη συνεʆχεια διατυπωʆ νουμε μια αρχηʆ που οφειʆλεται στον Furstenberg
και μας επιτρεʆπει αποʆ εργοδικαʆ αποτελεʆσματα να παʆ ρουμε αποτελεʆσματα
στη συνδυαστικηʆ . Διατυπωʆ νουμε μια μορφηʆ της που βριʆσκεται στο [B0], διʆ‑
νοντας πρωʆ τα τους ορισμουʆ ς της αʆ νω πυκνοʆ τητας, αʆ νω πυκνοʆ τητας Banach
και πυκνοʆ τητας στους ακεραιʆους.

Για εʆνα συʆ νολοA ⊆ N οριʆζουμε την άνω πυκνότητα d̄(A), να ειʆναι

d̄(A) = lim sup
N→∞

|A ∩ {1, . . . ,N}|

N
.

Αν το οʆ ριο στην προηγουʆ μενη εʆκφραση υπαʆ ρχει καθωʆ ςN → ∞, θα λεʆμε οʆ τι
η τιμηʆ του την οποιʆα θα συμβολιʆζουμε με d(A), ειʆναι η πυκνότητα τουA. Για
εʆνα συʆ νολοA ⊆ Z, οριʆζουμε την άνω πυκνότητα Banach, d∗(A), να ειʆναι

d∗(A) = lim sup
N−M→∞

|A ∩ {M+ 1, . . . ,N}|

N−M
.

Θεώρημα (Αρχή του Furstenberg, [Fu], Θεώρημα 1.1, [B0]). Έστω E ένα
υποσύνολο των ακεραίων. Τότε υπάρχει ένα σύστημα (X,B, µ, T) και ένα σύ‑
νολοA ∈ B με µ(A) = d̄(E) τέτοιο ώστε

d̄(E ∩ (E− n1) ∩ . . . ∩ (E− nℓ)) > µ(A ∩ T−n1A ∩ . . . ∩ T−nℓA)

για κάθε ℓ ∈ N και n1, . . . , nℓ ∈ Z.

Ως επακοʆ λουθο του Θεωρηʆ ματος 6.1.3 παιʆρνουμε το ακοʆ λουθο αποτεʆλε‑
σμα επαναφοραʆ ς.

Θεώρημα 6.1.5. Έστω ℓ ∈ N και p1, . . . , pℓ ∈ R[t] ισχυρά ανεξάρτητα πραγ‑
ματικά πολυώνυμα. Τότε για κάθε σύστημα (X,B, µ, T) καιA ∈ B έχουμε

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

µ
(
A ∩ T−[p1(n)]A ∩ . . . ∩ T−[pℓ(n)]A

)
> (µ(A))ℓ+1. (6.4)
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Παρατήρηση 6.1.6. Η υπόθεση ότι τα πολυώνυμα είναι ισχυρά ανεξάρτητα
είναι αναγκαία αφού ακόμα και για ℓ = 1 και p(t) = t2, η (6.4) εν γένει δεν
ισχύει.

Η προηγουʆ μενη παρατηʆ ρηση δειʆχνει οʆ τι η (6.4) δεν ισχυʆ ει εν γεʆνει ακοʆ μα
και για οικογεʆνειες ανεξαʆ ρτητων, ακεʆραιων πολυωνυʆ μων. Επομεʆνως, το Θε‑
ωʆ ρημα6.1.5 ειʆναι ακοʆ μη μια εʆνδειξη οʆ τι καʆ ποιοςπρεʆπει να δουλεʆψει μεπραγ‑
ματικαʆ πολυωʆ νυμα για να εʆχει καλαʆ καʆ τωφραʆ γματα οʆπως αυταʆ της (6.4) για
γενικαʆ συστηʆ ματα.

Στο σημειʆο αυτοʆ παρατηρουʆ με οʆ τι τα επιχειρηʆ ματαʆ μας δειʆχνουν οʆ τι η
ομοιοʆ μορφη εκδοχηʆ του Θεωρηʆ ματος 6.1.3 αλλαʆ και οι συνεʆπειεʆς του ισχυʆ ‑
ουν. Με αʆ λλα λοʆγια, μπορουʆ με να αντικαταστηʆ σουμε τους συνηθισμεʆνους

Cesàroμεʆσους, lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

,στααποτελεʆσματαʆ μαςμε τουςαντιʆστοιχουςομοιοʆ ‑

μορφους μεʆσους, lim
N−M→∞

1

N−M

N∑
n=M+1

και την αʆ νω πυκνοʆ τητα, d̄, με την

αντιʆστοιχη αʆ νω πυκνοʆ τητα Banach, d∗.
Τοʆ τε σε αυτηʆ τηνπεριʆπτωσηηομοιοʆ μορφη εκδοχηʆ τουΘεωρηʆ ματος 6.1.5

συνεπαʆ γεται οʆ τι για καʆ θεA ∈ B με µ(A) > 0 και καʆ θε ε > 0 το συʆ νολο

Rε(A) =
{
n ∈ Z : µ

(
A ∩ T−[p1(n)]A ∩ . . . ∩ T−[pℓ(n)]A

)
> (µ(A))ℓ+1 − ε

}
ειʆναι συνδετικοʆ , δηλαδηʆ εʆχει φραγμεʆνα κεναʆ , που παʆ ει να πει οʆ τι υπαʆ ρχει
εʆνας θετικοʆ ς ακεʆραιοςN τεʆτοιος ωʆ στε Rε(A)∩ {M, . . . ,M+N} 6= ∅ για καʆ θε
M ∈ Z.

Θα θεʆλαμε επιπλεʆον να επισημαʆ νουμε οʆ τι το γενικοʆ αυτοʆ αποτεʆλεσμα,
το οποιʆο ισχυʆ ει χωριʆς καμιʆα υποʆ θεση για το συʆ στημα, συνεπαʆ γεται οʆ τι μια
οικογεʆνεια αποʆ ισχυραʆ ανεξαʆ ρτητα πραγματικαʆ πολυωʆ νυμα εʆχει πολυʆ δια‑
φορετικηʆ συμπεριφοραʆ αποʆ μια οικογεʆνεια που αποτελειʆται αποʆ γραμμικαʆ
ακεʆραια πολυωʆ νυμα, αφουʆ εʆρχεται σε αντιʆθεση με το αντιπαραʆ δειγμα των
Bergelson, Host, Kra και Ruzsa στο υψηλοʆ τερης ταʆ ξης θεωʆ ρημα επαναφοραʆ ς
του Khintchine. Πραʆ γματι, στο [BHK] οι παραπαʆ νω συγγραφειʆς βρηʆ καν εʆνα
εργοδικοʆ συʆ στημα (X,B, µ, T) και εʆνα συʆ νολο A ∈ B με µ(A) > 0 τεʆτοιο
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ωʆ στε

µ
(
A ∩ T−nA ∩ T−2nA ∩ T−3nA ∩ T−4nA

)
6 µ(A)5

2
για καʆ θε n 6= 0

Έτσι, για pi(t) = it εʆχουμε οʆ τι η συνδετικοʆ τητα του αντιʆστοιχου Rε(A) κα‑
ταρρεʆει για συγκεκριμεʆνα εργοδικαʆ συστηʆ ματα οʆ ταν ℓ > 4, καθωʆ ς επιʆσης και
για συγκεκριμεʆνα μη εργοδικαʆ συστηʆ ματα καταρρεʆει ακοʆ μα και για ℓ > 2.
Παραδειʆγματα που καλυʆ πτουν και τις δυʆ ο περιπτωʆ σεις καʆ ποιος μπορειʆ να
βρει στο [BHK].

Χρησιμοποιωʆ ντας το Θεωʆ ρημα 6.1.5 και την αρχηʆ του Furstenberg, παιʆρ‑
νουμε το ακοʆ λουθο αποτεʆλεσμα.

Θεώρημα 6.1.7. Έστω ℓ ∈ N και p1, . . . , pℓ ∈ R[t] ισχυρά ανεξάρτητα πραγ‑
ματικά πολυώνυμα. Τότε για κάθε E ⊆ N έχουμε

lim inf
N→∞

1

N

N∑
n=1

d̄(E ∩ (E− [p1(n)]) ∩ . . . ∩ (E− [pℓ(n)])) > (d̄(E))ℓ+1.

Μια αʆ μεση συνεʆπεια του παραπαʆ νω αποτελεʆσματος ειʆναι το ακοʆ λουθο:

Θεώρημα 6.1.8. Έστω ℓ ∈ N και p1, . . . , pℓ ∈ R[t] ισχυρά ανεξάρτητα πραγ‑
ματικά πολυώνυμα. Τότε κάθε E ⊆ N με d̄(E) > 0 περιέχει αριθμητικό σχημα‑
τισμό της μορφής.

{m,m+ [p1(n)],m+ [p2(n)], . . . ,m+ [pℓ(n)]}

για κάποιοm ∈ Z και n ∈ N με [pi(n)] 6= 0, για κάθε 1 6 i 6 ℓ.

Το παραπαʆ νω αποτεʆλεσμα για ακεʆραια πολυωʆ νυμα χωριʆς σταθεροʆ οʆ ρο
μπορειʆ καʆ ποιος να το παʆ ρει αποʆ το πολυωνυμικοʆ θεωʆ ρημα του Szemerédi,
Θεωʆ ρημα A0, [BL], αλλαʆ στη γενικοʆ τητα που το παρουσιαʆ ζουμε εδωʆ δεν ειʆ‑
ναι ξεκαʆ θαρο σε εμαʆ ς αν προκυʆ πτει αποʆ προηγουʆ μενα αποτελεʆσματα στη
βιβλιογραφιʆα.

Στις εποʆ μενες δυʆ ο εφαρμογεʆς του Θεωρηʆ ματος 6.1.3 που παρουσιαʆ ζουμε
παιʆρνουμε παροʆ μοια αποτελεʆσματα για ακολουθιʆες αποʆ ισχυραʆ ανεξαʆ ρτητα
πραγματικαʆ πολυωʆ νυμα με αυταʆ που βριʆσκονται στο [F4] για ακολουθιʆες
αποʆ Hardy συναρτηʆ σεις.
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6.1αʹ Μια Εφαρμογή σε τοπολογικά δυναμικά συστήματα

Έστω (X, T) εʆνα τοπολογικοʆ δυναμικοʆ συʆ στημα, οʆ που (X, d) ειʆναι συμπα‑
γηʆ ς μετρικοʆ ς χωʆ ρος και T : X → X ειʆναι αντιστρεʆψιμος συνεχηʆ ς μετασχημα‑
τισμοʆ ς. Υποθεʆτουμε οʆ τι ο T ειʆναι ελαχιστικοʆ ς, δηλαδηʆ {Tnx : n ∈ N} = X για
καʆ θε x ∈ X, επομεʆνως, για καʆ θε x ∈ X και καʆ θε μη κενοʆ ανοικτοʆ συʆ νολοU το
συʆ νολο {n ∈ N : Tnx ∈ U} ειʆναι συνδετικοʆ . Τοʆ τε υπαʆ ρχει εʆνα T ‑αναλλοιʆωτο
μεʆτρο Borel που διʆνει θετικεʆς τιμεʆς σε καʆ θε μη κενοʆ ανοικτοʆ συʆ νολο. Επομεʆ‑
νως λοʆγω συνδετικοʆ τητας, για καʆ θε x ∈ X και καʆ θε μη κενοʆ ανοικτοʆ συʆ νολο
U εʆχουμε

lim inf
N→∞

1

N

N∑
n=1

1U(T
nx) > 0. (6.5)

Το οʆ ριο αυτοʆ στην πραγματικοʆ τητα υπαʆ ρχει. Αποʆ το Θεωʆ ρημα 6.1.3 και χρη‑
σιμοποιωʆ ντας την εργοδικηʆ αναʆ λυση προκυʆ πτει οʆ τι

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

T [p1(n)]f1 · . . . · T [pℓ(n)]fℓ = E(f1|I(T)) · . . . · E(fℓ|I(T)) (6.6)

οʆπου η συʆ γκλιση συμβαιʆνει στον L2(µ), p1, . . . , pℓ ειʆναι ισχυραʆ ανεξαʆ ρτητα
πραγματικαʆ πολυωʆ νυμα, f1, . . . , fℓ ∈ L∞(µ), I(T) ειʆναι η σ‑αʆ λγεβρα των T ‑
αναλλοιʆωτων συνοʆ λων και E(f|I(T)) ειʆναι η δεσμευμεʆνη μεʆση τιμηʆ ως προς
τη I(T).

Πραʆ γματι, αν µ =

∫
µt dλ(t) ειʆναι η εργοδικηʆ αναʆ λυση του µ, αρκειʆ να

δειʆξουμε οʆ τι αν E(fi|I(T)) = 0 για καʆ ποιο i τοʆ τε οι μεʆσοι συγκλιʆνουν στο 0.

Επειδηʆ ,E(fi|I(T)) = 0, παιʆρνουμε οʆ τι
∫
fi dµt = 0 για λ σχεδοʆ ν καʆ θε t. Λοʆγω

της (6.3), εʆχουμε οʆ τι οι μεʆσοι συγκλιʆνουν στο 0στονL2(µt) για λσχεδοʆ ν καʆ θε
t, επομεʆνως το οʆ ριο ειʆναι ιʆσο με το 0 στον L2(µ).

Αφουʆ ,E(fi|I(T)) = lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

Tnfi,συνδυαʆ ζοντας την (6.6) με την (6.5),

συμπεραιʆνουμε οʆ τι σχεδοʆ ν για καʆ θε x ∈ X, αʆ ρα και για εʆνα πυκνοʆ συʆ νολο και
καʆ θε U1, . . . , Uℓ επιλεγμεʆνα αποʆ μια αριθμηʆ σιμη βαʆ ση μη κενωʆ ν ανοικτωʆ ν
συνοʆ λων οʆ τι
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lim sup
N→∞

1

N

N∑
n=1

1U1
(T [p1(n)]x) · . . . · 1Uℓ

(T [pℓ(n)]x) > 0. (6.7)

Χρησιμοποιωʆ ντας αυτοʆ παιʆρνουμε το ακοʆ λουθο:

Θεώρημα 6.1.9. Έστω ℓ ∈ N, p1, . . . , pℓ ∈ R[t] ισχυρά ανεξάρτητα πραγ‑
ματικά πολυώνυμα και (X, T) ένα ελαχιστικό δυναμικό σύστημα. Τότε για ένα
residual και T ‑αναλλοίωτο σύνολο από x ∈ X έχουμε{(

T [p1(n)]x, . . . , T [pℓ(n)]x
)
: n ∈ N

}
= X× · · · × X. (6.8)

Απόδειξη. Αποʆ τη σχεʆση (6.7) παιʆρνουμε αμεʆσως οʆ τι το συʆ νολο των σημειʆων
R που ικανοποιουʆ ν την (6.8), ειʆναι πυκνοʆ . Για να δειʆξουμε οʆ τι ειʆναι Gδ, εξε‑
ταʆ ζουμε την περιʆπτωση ℓ = 1 ( η γενικηʆ περιʆπτωση ειʆναι αναʆ λογη). Τοʆ τε

R =
{
x ∈ X : για καʆ θε m, r ∈ N, υπαʆ ρχει n ∈ N με T [p1(n)]x ∈ B(xm, 1/r)

}
,

οʆπου {xm : m ∈ N} ειʆναι εʆνα αριθμηʆ σιμο και πυκνοʆ υποσυʆ νολο του X και
B(xm, 1/r) συμβολιʆζει την ανοικτηʆ μπαʆ λα κεʆντρου xm με ακτιʆνα 1/r. Επειδηʆ
οʆ μως

R =
⋂

m,r∈N

⋃
n∈N

T−[p1(n)]B(xm, 1/r)

συμπεραιʆνουμε οʆ τι το R ειʆναι Gδ. Χρησιμοποιωʆ ντας τεʆλος εʆνα συʆ νηθες επι‑
χειʆρημα συʆ γκλισης, μπορουʆ με να δειʆξουμε οʆ τι το R ειʆναι και T ‑αναλλοιʆωτο.

Παρατήρηση 6.1.10. Ακόμα και για ℓ = 1 παραδείγματα από ελαχιστικές
στροφές σε πεπερασμένες κυκλικές ομάδες δείχνουν ότι αν p ∈ Z[t] είναι πο‑
λυώνυμο διαφορετικό από±t + d, τότε η (6.8) μπορεί να μην ισχύει για κάθε
x ∈ X.

Χρησιμοποιωʆ ντας το ληʆ μμα του Zorn μπορουʆ με ευʆ κολα να δειʆξουμε οʆ τι
καʆ θε δυναμικοʆ συʆ στημαεʆχει εʆνα ελαχιστικοʆ υποσυʆ στημα.Έτσι, χρησιμοποιωʆ ν‑
τας αυτοʆ και το Θεωʆ ρημα 6.1.9 συναʆ γουμε το ακοʆ λουθο αποτεʆλεσμα:



102 · ΚΥʆΡΙΑ ΑΠΟΤΕΛΕʆΣΜΑΤΑ

Πόρισμα 6.1.11. Έστω ℓ ∈ N, p1, . . . , pℓ ∈ R[t] ισχυρά ανεξάρτητα πραγ‑
ματικά πολυώνυμα και (X, T) ένα δυναμικό σύστημα. Τότε για ένα μη κενό και
T ‑αναλλοίωτο σύνολο από x ∈ X έχουμε{(

T [p1(n)]x, . . . , T [pℓ(n)]x
)
: n ∈ N

}
= {Tnx : n ∈ N}×· · ·× {Tnx : n ∈ N}.

(6.9)

Παρατήρηση 6.1.12. Όπως και στην προηγούμενη παρατήρηση, παραδείγ‑
ματα για ℓ = 1 και p ∈ Z[t] με p(t) 6= ±t+ d δείχνουν ότι η (6.9) δεν ισχύει.

6.1βʹ Μια εφαρμογή στη συνδυαστική

Χρησιμοποιωʆ ντας το Θεωʆ ρημα 6.1.3, μπορουʆ με να παʆ ρουμε το ακοʆ λουθο
αποτεʆλεσμα επαναφοραʆ ς.

Θεώρημα 6.1.13. Έστω ℓ ∈ N, p1, . . . , pℓ ∈ R[t] ισχυρά ανεξάρτητα πραγ‑
ματικά πολυώνυμα, (X,B, µ, T) ένα σύστημα καιA0, A1, . . . , Aℓ ∈ B τέτοια

µ(A0 ∩ Tk1A1 ∩ . . . ∩ TkℓAℓ) = α > 0

για κάποια k1, . . . , kℓ ∈ Z. Τότε

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

µ
(
A0 ∩ T−[p1(n)]A1 ∩ . . . ∩ T−[pℓ(n)]Aℓ

)
> αℓ+1.

Τοπαραπαʆ νωαποτεʆλεσμα αποδεικνυʆ εται με εʆνα παροʆ μοιο επιχειʆρημα με
αυτοʆ του Θεωρηʆ ματος 2.4 στο [F4].

Χρησιμοποιωʆ ντας αυτοʆ το αποτεʆλεσμα και την Προʆ ταση 3.3 αποʆ το [F5],
που μπορειʆ να θεωρηθειʆ μια παραλλαγηʆ της αρχηʆ ς του Furstenberg για ακο‑
λουθιʆες παιʆρνουμε το ακοʆ λουθο αποτεʆλεσμα που ειʆναι αντιʆστοιχο με αυτοʆ
του Θεωρηʆ ματος 2.8 αποʆ το [F4] για την περιʆπτωση d = 1.



6.1 ΣΥʆ ΓΚΛΙΣΗ ΕΡΓΟΔΙΚΩʆ Ν ΜΕʆΣΩΝ ΑΝΕΞΑʆΡΤΗΤΩΝ ΠΟΛΥΩΝΥʆΜΩΝ · 103

Θεώρημα 6.1.14. Έστω ℓ ∈ N, p1, . . . , pℓ ∈ R[t] ισχυρά ανεξάρτητα πολυώ‑
νυμα και E0, E1, . . . , Eℓ ⊆ N τέτοια ώστε

d(E0 ∩ (E1 + k1) ∩ . . . ∩ (Eℓ + kℓ)) = α > 0

για κάποια k1, . . . , kℓ ∈ Z. Τότε

lim inf
N→∞

1

N

N∑
n=1

d(E0 ∩ (E1 − [p1(n)]) ∩ . . . ∩ (Eℓ − [pℓ(n)])) > αℓ+1.

Πριν παρουσιαʆ σουμε μια περιγραφηʆ της αποʆ δειξης διʆνουμε εʆνα ορισμοʆ
και την Προʆ ταση 3.3 αποʆ το [F5].

Ορισμός 6.1.15 (Ορισμός 5, [F5]). Θα λεʆμε οʆ τι οι ακολουθιʆες a1, . . . , aℓ ∈
ℓ∞(Z)προσδέχονται συσχετίσειςπάνωστηνακολουθίαδιαστημάτων ([1,Nk])k

μεNk → ∞ καθωʆ ς k → ∞, αν το οʆ ριο

lim
k→∞

1

Nk

Nk∑
n=1

b1(n+m1) · . . . · bs(n+ms)

υπαʆ ρχει για καʆ θε s ∈ N,m1, . . . ,ms ∈ Z και οʆ λες τις ακολουθιʆεςb1, . . . , bs ∈
{a1, . . . , aℓ, ā1, . . . , āℓ}.

Παρατηρουʆ με οʆ τι γιαa1, . . . , aℓ ∈ ℓ∞(Z), χρησιμοποιωʆ ντας εʆνα διαγωʆ νιο
επιχειʆρημα, για καʆ θε ακολουθιʆα (Nk)k ⊆ N μεNk → ∞ καθωʆ ς k → ∞, μπο‑
ρουʆ με να βρουʆ με μια υπακολουθιʆα (N ′

k)k τεʆτοια ωʆ στε οι a1, . . . , aℓ να προσ‑
δεʆχονται συσχετιʆσεις παʆ νω στην ακολουθιʆα των διαστημαʆ των ([1,N ′

k])k.

Πρόταση 6.1.16 (Πρόταση 3.3 [F5]). Έστω a0, a1, . . . , aℓ ∈ ℓ∞(Z), ακο‑
λουθίες οι οποίες προσδέχονται συσχετίσεις πάνω στην ακολουθία διαστημά‑
των N := ([1,Nk])k με Nk → ∞ καθώς k → ∞. Τότε υπάρχει ένα σύστημα
(X,B, µ, T) και συναρτήσεις F0, F1, . . . , Fℓ ∈ L∞(µ) τέτοια ώστε

lim
k→∞

1

Nk

Nk∑
n=1

b0(n)b1(n+m1) · . . . · bs(n+ms) =

∫
F̃0 · Tm1 F̃1 · · · Tms F̃s dµ

για κάθε s ∈ N,m1, . . . ,ms ∈ Z, όπου για j = 0, . . . , s η ακολουθίαbj είναι ίση
με ai ή με āi για κάποιο i ∈ {0 . . . , s} και η συνάρτηση F̃j να είναι αντίστοιχα
ίση με την Fi ή με την F̃i.
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Απόδειξη του Θεωρήματος 6.1.14. Ξεκιναʆ με βριʆσκοντας μια ακολουθιʆα δια‑
στημαʆ τωνN := ([1,Nk])k παʆ νω στην οποιʆα η αʆ νω πυκνοʆ τητα της τομηʆ ς που
εʆχουμε στην υποʆ θεση επιτυγχαʆ νεται και συμβολιʆζουμε με dN την αντιʆστοιχη
πυκνοʆ τητα. Περνωʆ ντας σε μια υπακολουθιʆα, αν χρειαστειʆ, την οποιʆα θα συμ‑
βολιʆζουμε και παʆ λι με ([1,Nk])k, μπορουʆ με να υποθεʆσουμε οʆ τι οι συναρτηʆ ‑
σεις 1E0

, . . . , 1Eℓ
προσδεʆχονται συσχετιʆσεις παʆ νωστην ακολουθιʆα ([1,Nk])k.

Χρησιμοποιωʆ ντας την Προʆ ταση 6.1.16, υπαʆ ρχει εʆνα συʆ στημα (X,B, µ, T) και
συʆ νολαA0, . . . , Aℓ ∈ B τεʆτοια ωʆ στε

dN(E0 ∩ (E1 −m1) ∩ . . . ∩ (Eℓ −mℓ)) = µ(A0 ∩ Tm1A1 ∩ . . . ∩ TmℓAℓ)

γιακαʆ θεm1, . . . ,mℓ ∈ Z.Τοαποτεʆλεσματοʆ τε εʆπεται αποʆ τοΘεωʆ ρημα6.1.13.

Το αποτεʆλεσμα αυτοʆ μπορειʆ να εφαρμοστειʆ σε συνδετικαʆ συʆ νολα E0, E1,

. . . , Eℓ ⊆ N με σταθεραʆ α =
( ℓ∏

i=0

ri

)−1

, οʆπου ri ειʆναι η σταθεραʆ συνδετικοʆ ‑

τητας του Ei, για 0 6 i 6 ℓ. Έτσι παιʆρνουμε το ακοʆ λουθο αποτεʆλεσμα:

Πόρισμα 6.1.17. Έστω ℓ ∈ N, p1, . . . , pℓ ∈ R[t] ισχυρά ανεξάρτητα πολυώ‑
νυμα και E0, E1, . . . , Eℓ ⊆ N συνδετικά σύνολα. Τότε υπάρχουν m,n ∈ N τέ‑
τοια ώστε

m ∈ E0, m+ [p1(n)] ∈ E1, . . . , m+ [pℓ(n)] ∈ Eℓ.

Χρησιμοποιωʆ ντας το τελευταιʆο αποτεʆλεσμα, για εʆνα συνδετικοʆ συʆ νολο
E ⊆ N, p1, . . . , pℓ ∈ R[t] πραγματικαʆ ισχυραʆ ανεξαʆ ρτητα πολυωʆ νυμα και
c0, c1, . . . , cℓ ∈ N, θεʆτοντας Ei = ciE, οʆπου cE := {cn : n ∈ E}, για 0 6
i 6 ℓ, μπορουʆ με να βρουʆ με x0, x1, . . . , xℓ ∈ E και n ∈ N, που να επιλυʆ ουν το
ακοʆ λουθο συʆ στημα εξισωʆ σεων:

c1x1 − c0x0 = [p1(n)]

c2x2 − c0x0 = [p2(n)]
...

cℓxℓ − c0x0 = [pℓ(n)].
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Σε αυτοʆ το σημειʆο θεʆλουμε να τονιʆσουμε το γεγονοʆ ς οʆ τι παροʆ μοια απο‑
τελεʆσματα δεν ισχυʆ ουν εν γεʆνει ακοʆ μα και για ℓ = 1, δηλαδηʆ για μια πο‑
λυωνυμικηʆ ακολουθιʆα οʆπως επιʆσης και αν το συʆ νολο E υποτεθειʆ μοʆ νο καταʆ
τμηʆ ματα συνδετικοʆ . Για παραʆ δειγμα αν p ∈ Z[t] ειʆναι εʆνα πολυωʆ νυμο δια‑
φορετικοʆ αποʆ ±t+ d και k ∈ N \ {1}, τοʆ τε η εξιʆσωση kx− y = p(n) δεν εʆχει
λυʆ ση με x, y να ανηʆ κουν σε καʆ ποιο συʆ νολο E που ειʆναι αριθμητικηʆ προʆ οδος.

6.2 Σύγκλιση πάνω σε πρώτους

Το γεγονοʆ ς οʆ τι το οʆ ριο των εργοδικωʆ ν μεʆσων παʆ νω σε ακεʆραια μεʆρη αποʆ
ισχυραʆ ανεξαʆ ρτητα πραγματικαʆ πολυωʆ νυμα υπαʆ ρχει και ειʆναι το αναμενοʆ ‑
μενο μας εξασφαλιʆζει, σε συνδυασμοʆ με καʆ ποια αποτελεʆσματα αποʆ τα [F2],
[FHK], [FHK1] και [K1], τη συʆ γκλιση αντιʆστοιχων εργοδικωʆ ν μεʆσων παʆ νω
οʆ μως σε πρωʆ τους.

6.2αʹ Μία ακολουθία

Το εποʆ μενο αποτεʆλεσμα μας πληροφορειʆ οʆ τι το οʆ ριο των εργοδικωʆ ν μεʆ‑
σων με ακεʆραια μεʆρη πραγματικωʆ ν πολυωνυʆ μων μιας ακολουθιʆας ειʆναι ιʆσο
με το οʆ ριο των “μεʆσων Furstenberg”. Ένα αποτεʆλεσμα το οποιʆο προκυʆ πτει
αʆ μεσα αποʆ το Θεωʆ ρημα 2.2 του [F2].

Θεώρημα 6.2.1 ([F2]). Έστω p ∈ R[t] διαφορετικό από cq + d, για κάθε
c, d ∈ R και q ∈ Q[t]. Τότε για κάθε ℓ ∈ N, κάθε σύστημα (X,B, µ, T) και κάθε
f1, . . . , fℓ ∈ L∞(µ), έχουμε

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

ℓ∏
i=1

T i[p(n)]fi = lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

ℓ∏
i=1

T infi, (6.10)

όπου η σύγκλιση συμβαίνει στον L2(µ).

Το Θεωʆ ρημα αυτοʆ μαζιʆ με την αρχηʆ του Furstenberg και το Θεωʆ ρημα πολ‑
λαπληʆ ς επαναφοραʆ ς τουFurstenberg, συνεπαʆ γονται τοακοʆ λουθοτυʆ πουSze‑
merédi αποτεʆλεσμα:
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Θεώρημα 6.2.2 ([F2]). Έστω p ∈ R[t] διαφορετικό από cq + d, για κάθε
c, d ∈ R και q ∈ Q[t]. Τότε για κάθε ℓ ∈ N, κάθε σύνολο E ⊆ N με d̄(E) > 0

περιέχει αριθμητική πρόοδο της μορφής

{m,m+ [p(n)],m+ 2[p(n)], . . . ,m+ ℓ[p(n)]}

για κάποιουςm ∈ Z και n ∈ N με [p(n)] 6= 0.

Στη συνεʆχεια διʆνουμε τις αντιʆστοιχες εκδοχεʆς των δυʆ ο προηγουʆ μενων
αποτελεσμαʆ των παʆ νω σε πρωʆ τους.

Θεώρημα 6.2.3. Έστω q ∈ R[t] διαφορετικό από cq̃+d για κάθε c, d ∈ R και
q̃ ∈ Q[t]. Τότε για κάθε ℓ ∈ N, κάθε σύστημα (X,B, µ, T) και κάθε f1, . . . , fℓ ∈
L∞(µ), έχουμε ότι

lim
N→∞

1

π(N)

∑
p∈P∩[1,N]

ℓ∏
i=1

T i[q(p)]fi = lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

ℓ∏
i=1

T infi,

με τη σύγκλιση στον L2(µ), όπου π(N) = |P∩ [1,N]| συμβολίζει το πλήθος των
πρώτων αριθμών μέχρι τοN.

Θεώρημα 6.2.4. Έστω q ∈ R[t] διαφορετικό από cq̃ + d, για κάθε c, d ∈ R
και q̃ ∈ Q[t]. Τότε για κάθε ℓ ∈ N, κάθε σύνολο E ⊆ N με d̄(E) > 0 περιέχει
αριθμητική πρόοδο της μορφής

{m,m+ [q(p)],m+ 2[q(p)], . . . ,m+ ℓ[q(p)]}

για κάποιουςm ∈ Z και p ∈ P με [q(p)] 6= 0.

6.2βʹ Πολλές ακολουθίες

Επιʆσης παιʆρνουμε το αντιʆστοιχο αποτεʆλεσμααλλαʆ και τις εφαρμογεʆς του
Θεωρηʆ ματος 6.1.3 παʆ νω σε πρωʆ τους:
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Θεώρημα 6.2.5. Έστω ℓ ∈ N, p1, . . . , pℓ ∈ R[t] ισχυρά ανεξάρτητα πραγ‑
ματικά πολυώνυμα, (X,B, µ, T) ένα εργοδικό σύστημα και f1, . . . , fℓ ∈ L∞(µ).

Τότε

lim
N→∞

1

π(N)

∑
p∈P∩[1,N]

T [p1(p)]f1 · . . . · T [pℓ(p)]fℓ =

∫
f1 dµ · . . . ·

∫
fℓ dµ, (6.11)

με τη σύγκλιση να συμβαίνει στον L2(µ).

Το Θεωʆ ρημα 6.2.5 εʆχει τις ακοʆ λουθες συνεʆπειες, αναʆ λογες με αυτεʆς που
εʆχει το Θεωʆ ρημα 6.1.3.

Θεώρημα 6.2.6. Έστω ℓ ∈ N και p1, . . . , pℓ ∈ R[t] ισχυρά ανεξάρτητα πραγ‑
ματικά πολυώνυμα. Τότε για κάθε σύστημα (X,B, µ, T) καιA ∈ B έχουμε

lim
N→∞

1

π(N)

∑
p∈P∩[1,N]

µ
(
A ∩ T−[p1(p)]A ∩ . . . ∩ T−[pℓ(p)]A

)
> (µ(A))ℓ+1.

Θεώρημα 6.2.7. Έστω ℓ ∈ N και p1, . . . , pℓ ∈ R[t] ισχυρά ανεξάρτητα πραγ‑
ματικά πολυώνυμα. Τότε για κάθε σύνολο E ⊆ N έχουμε

lim inf
N→∞

1

π(N)

∑
p∈P∩[1,N]

d̄(E ∩ (E− [p1(p)]) ∩ . . . ∩ (E− [pℓ(p)])) > (d̄(E))ℓ+1.

Θεώρημα 6.2.8. Έστω ℓ ∈ N και p1, . . . , pℓ ∈ R[t] ισχυρά ανεξάρτητα πραγ‑
ματικά πολυώνυμα. Τότε κάθε σύνολο E ⊆ N με d̄(E) > 0 περιέχει αριθμητικό
σχηματισμό της μορφής

{m,m+ [p1(p)],m+ [p2(p)], . . . ,m+ [pℓ(p)]}

για κάποιουςm ∈ Z και p ∈ P με [pi(p)] 6= 0, κάθε 1 6 i 6 ℓ.



108 · ΚΥʆΡΙΑ ΑΠΟΤΕΛΕʆΣΜΑΤΑ

6.3 Επαναφορά πάνω σε μετατοπισμένους πρώτους

Σε αυτηʆ την ενοʆ τητα παραθεʆτουμε καʆ ποια αποτελεʆσματα επαναφοραʆ ς
παʆ νω σε μετατοπισμεʆνους πρωʆ τους για τις πολυωνυμικεʆς οικογεʆνειες που
μας αφορουʆ ν. Πιο συγκεκριμεʆνα παιʆρνουμε τα ακοʆ λουθα:

Θεώρημα 6.3.1. Έστω ℓ ∈ N και p ∈ R[t] διαφορετικό από cq + d, για κάθε
c, d ∈ R και q ∈ Q[t]. Τότε, για κάθε σύστημα (X,B, µ, T) και A ∈ B με
µ(A) > 0, το σύνολο των ακέραιων n ώστε

µ
(
A ∩ T−[p(n)]A ∩ T−2[p(n)]A ∩ . . . ∩ T−ℓ[p(n)]A

)
> 0

έχει μη κενή τομή με το P− 1 και το P+ 1.

Θεώρημα 6.3.2. Έστω ℓ ∈ N και p1, . . . , pℓ ∈ R[t] ισχυρά ανεξάρτητα πραγ‑
ματικά πολυώνυμα. Τότε, για κάθε σύστημα (X,B, µ, T) και A ∈ B με µ(A) >

0, το σύνολο των ακέραιων n ώστε

µ
(
A ∩ T−[p1(n)]A ∩ . . . ∩ T−[pℓ(n)]A

)
> 0

έχει μη κενή τομή με το P− 1 και το P+ 1.

Μεʆσω της αρχηʆ ς του Furstenberg το προηγουʆ μενο αποτεʆλεσμα διʆνει το
ακοʆ λουθο:

Θεώρημα 6.3.3. Έστω ℓ ∈ N και p ∈ R[t] διαφορετικό από cq + d, για κάθε
c, d ∈ R και q ∈ Q[t] και έστω σύνολο E ⊆ N με d̄(E) > 0. Τότε το σύνολο των
ακέραιων n ώστε

d̄(E ∩ (E− [p(n)]) ∩ (E− 2[p(n)]) ∩ . . . ∩ (E− ℓ[p(n)])) > 0

έχει μη κενή τομή με το P− 1 και το P+ 1.
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Θεώρημα 6.3.4. Έστω ℓ ∈ N και p1, . . . , pℓ ∈ R[t] ισχυρά ανεξάρτητα πραγ‑
ματικά πολυώνυμα και σύνολο E ⊆ N με d̄(E) > 0. Τότε, το σύνολο των ακέ‑
ραιων n ώστε

d̄(E ∩ (E− [p1(n)]) ∩ . . . ∩ (E− [pℓ(n)])) > 0

έχει μη κενή τομή με το P− 1 και το P+ 1.

Όπως θαφανειʆ στις αποδειʆξεις οι τομεʆς που εʆχουμε σταΘεωρηʆ ματα 6.3.1
και 6.3.2 εʆχουν θετικοʆ μεʆτρο για εʆνα συʆ νολο ακεραιʆων που εʆχει θετικηʆ σχε‑
τικηʆ πυκνοʆ τητα στους μετατοπισμεʆνους πρωʆ τους P− 1 και P+ 1. Επιʆσης το
ιʆδιο ισχυʆ ει και για τα συμπεραʆ σματα των Θεωρημαʆ των 6.3.3 και 6.3.4 αντιʆ‑
στοιχα.

Κλειʆνοντας αυτοʆ το κεφαʆ λαιο θα θεʆλαμε να σημειωʆ σουμε, οʆ τι τα αποτε‑
λεʆσματα που εʆχουμε σ’ αυτοʆ το κεφαʆ λαιο για εʆνα μετασχηματισμοʆ T , πιστευʆ ‑
ουμεοʆ τι μπορουʆ ν να επαναδιατυπωθουʆ ν και γιαπολλουʆ ς μετασχηματισμουʆ ς
αλλαʆ η μεʆθοδος που χρησιμοποιουʆ με δε μας επιτρεʆπει να αποδειʆξουμε αυτοʆ
το πιο γενικοʆ πλαιʆσιο.





Κεφάλαιο 7

Αποδείξεις των αποτελεσμάτων

Στο κεφαʆ λαιο αυτοʆ αποδεικνυʆ ουμε τα αποτελεʆσματα που παρουσιαʆ σαμε
προηγουμεʆνως. Για την αποʆ δειξη του κεντρικουʆ μας αποτελεʆσματος που ειʆ‑
ναι τοΘεωʆ ρημα6.1.3ακολουθουʆ με τηνπροσεʆγγισηπουυπαʆ ρχει στα [F1] και
[F2] αποʆ τον Φραντζικιναʆ κη και χρησιμοποιουʆ με καʆ ποια αποτελεʆσματα του
Leibman [L] και των Host και Kra [HK]. Πιο συγκεκριμεʆνα χρησιμοποιωʆ ντας
το Ληʆ μμα 7.2.4 (Ληʆ μμα 4.7 στο [F2]), που λεʆει οʆ τι ο nilfactor ειʆναι ο χαρακτη‑
ριστικοʆ ς παραʆ γων για την οικογεʆνεια των πολυωνυʆ μων που δουλευʆ ουμε και
το θεωʆ ρημα δομηʆ ς των Host και Kra (Θεωʆ ρημα 5.2.3), αρκειʆ να αποδειʆξουμε
το Θεωʆ ρημα 6.1.3 για την περιʆπτωση που το συʆ στημα ειʆναι nilsystem. Για να
το πετυʆ χουμε αυτοʆ ολοκληρωʆ νουμε την αποʆ δειξη χρησιμοποιωʆ ντας το Θε‑
ωʆ ρημα 7.1.1, εʆνα αποτεʆλεσμα ομοιοʆ μορφης κατανομηʆ ς σε nilmanifolds που
αποδειʆχθηκε πρωʆ τα αποʆ τον Φραντζικιναʆ κη στο [F1] για την περιʆπτωση λο‑
γαριθμο‑εκθετικωʆ ν Hardy συναρτηʆ σεων. Για την αποʆ δειξη του Θεωρηʆ ματος
7.1.1 χρησιμοποιουʆ με τοΘεωʆ ρημα5.1.9, εʆνακεντρικοʆ αποτεʆλεσμαομοιοʆ μορ‑
φης κατανομηʆ ς για πολυωνυμικεʆς ακολουθιʆες σε συνεκτικεʆς και απλαʆ συνε‑
κτικεʆς ομαʆ δες Lie, που οφειʆλεται στον Leibman [L].

Χρησιμοποιωʆ ντας το Θεωʆ ρημα 6.2.1 αποʆ το [F2], εʆνα αποτεʆλεσμα συʆ γ‑
κλισης πολλαπλωʆ ν εργοδικωʆ ν μεʆσων αποʆ μια πολυωνυμικηʆ ακολουθιʆα και
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το Θεωʆ ρημα 6.1.3 μαζιʆ με καʆ ποια αποτελεʆσματα αποʆ το [K1], αποδεικνυʆ ουμε
τα Θεωρηʆ ματα 6.2.3 και 6.2.5 αντιʆστοιχα μαζιʆ με τις συνεʆπειεʆς τους.

Τεʆλος, αποδεικνυʆ ουμε τα Θεωρηʆ ματα 6.3.1 and 6.3.2, που ειʆναι τα αποτε‑
λεʆματα επαναφοραʆ ς σε μετατοπισμεʆνους πρωʆ τους P − 1 και P + 1, μαζιʆ με
τις συνεʆπειεʆς τους που ειʆναι το περιεχοʆ μενο τωνΘεωρημαʆ των 6.3.3 και 6.3.4
χρησιμοποιωʆ ντας την αρχηʆ του Furstenberg.

7.1 Αποτελέσματα ομοιόμορφης κατανομής

Σε αυτηʆ την ενοʆ τητα δειʆχνουμε καʆ ποια αποτελεʆσματα ομοιοʆ μορφης κα‑
τανομηʆ ς σε nilmanifolds που χρειαʆ ζονται για να μπορεʆσουμε να αποδειʆξουμε
τα αποτελεʆσματα συʆ γκλισης και επαναφοραʆ ς που αναφεʆραμε στο προηγουʆ ‑
μενο κεφαʆ λαιο. Για να το πετυʆ χουμε αυτοʆ ακολουθουʆ με την κυʆ ρια στρατη‑
γικηʆ που υπαʆ ρχει στο [F1] Κεφαʆ λαια 4 και 5.

Πρωʆ τα, διʆνουμε εʆνααποτεʆλεσμαομοιοʆ μορφηςκατανομηʆ ς σχετικαʆ με τρο‑
χιεʆς (nil‑orbits) ακολουθιωʆ ν ισχυραʆ ανεξαʆ ρτητων πολυωνυʆ μων που αποδειʆ‑
χθηκε πρωʆ τα για Hardy συναρτηʆ σεις [F1, Θεωʆ ρημα 1.3].

Θεώρημα 7.1.1. Έστω ℓ ∈ N και p1, . . . , pℓ ∈ R[t] ισχυρά ανεξάρτητα πραγ‑
ματικά πολυώνυμα.

(i) Αν Xi = Gi/Γi, 1 6 i 6 ℓ, είναι nilmanifolds όπου Gi είναι συνεκτικές
και απλά συνεκτικές ομάδες Lie, τότε για κάθε bi ∈ Gi και xi ∈ Xi η
ακολουθία (

b
p1(n)
1 x1, . . . , b

pℓ(n)
ℓ xℓ

)
n∈N

είναι ομοιόμορφη κατανεμημένη στο nilmanifold

(bs
1x1)s∈R × · · · × (bs

ℓxℓ)s∈R.

(ii) Αν Xi = Gi/Γi, 1 6 i 6 ℓ, είναι nilmanifolds, τότε για κάθε bi ∈ Gi και
xi ∈ Xi η ακολουθία(

b
[p1(n)]
1 x1, . . . , b

[pℓ(n)]
ℓ xℓ

)
n∈N
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είναι ομοιόμορφα κατανεμημένη στο nilmanifold

(bn
1 x1)n∈N × · · · × (bn

ℓ xℓ)n∈N.

Παρατήρηση 7.1.2. Για να αποδείξουμε το Θεώρημα 7.1.1, μπορούμε να υπο‑
θέσουμε ότι X1 = . . . = Xℓ = X.

Πράγματι, στη γενική περίπτωση μπορούμε να θεωρήσουμε το nilmanifold
X̃ = X1×· · ·×Xℓ. Τότε X̃ = G̃/Γ̃ , όπου G̃ = G1×· · ·×Gℓ είναι συνεκτική και
απλά συνεκτική και Γ̃ = Γ1×· · ·×Γℓ είναι μια διακριτή συ‑συμπαγής υποομάδα
της G̃.Κάθεbi μπορεί να θεωρηθεί σαν στοιχείο της G̃ και κάθε xi σαν στοιχείο
της X̃.

Παρατήρηση 7.1.3. Έστω X = G/Γ ένα nilmanifold. Αφού για κάθε b ∈ G

η τροχιά (bnΓ)n∈N είναι ομοιόμορφα κατανεμημένη στο Xb = {bnΓ : n ∈ N},
χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι bng = g(g−1bg)n έχουμε ότι η (bngΓ)n εί‑
ναι ομοιόμορφα κατανεμημένη στην g ·Xg−1bg. Στην περίπτωση που ηG είναι
συνεκτική και απλά συνεκτική μια παρόμοια σχέση ισχύει αν το n ∈ N αντι‑
κατασταθεί με s ∈ R και το nilmanifold Xb με Yb = {bsΓ : s ∈ R}. Εξαιτίας
αυτού, το οποίο λέγεται τύπος αλλαγής του στοιχείου βάσης, μπορούμε να αλ‑
λάξουμε το στοιχείο βάσης και μας δίνεται η δυνατότητα να υποθέσουμε ότι
x = Γ στο προηγούμενο Θεώρημα.

Το ακοʆ λουθο ληʆ μμα δειʆχνει οʆ τι το δευʆ τερο μεʆρος του Θεωρηʆ ματος 7.1.1
εʆπεται αποʆ το πρωʆ το μεʆρος.

Λήμμα 7.1.4 (Λήμμα 5.1, [F1]). Έστω ℓ ∈ N και (a1(n))n∈N, . . . , (aℓ(n))n∈N

ακολουθίες πραγματικών αριθμών. Υποθέτουμε ότι για κάθε nilmanifold X =

G/Γ , όπου η G είναι συνεκτική και απλά συνεκτική ομάδα Lie και για κάθε
b1, . . . , bℓ ∈ G, η ακολουθία(

b
a1(n)
1 Γ, . . . , b

aℓ(n)
ℓ Γ

)
n∈N
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είναι ομοιόμορφα κατανεμημένη στο nilmanifold

(bs
1Γ)s∈R × · · · × (bs

ℓΓ)s∈R.

Τότε για κάθε nilmanifold X = G/Γ, κάθε b1, . . . , bℓ ∈ G και x1, . . . , xℓ ∈ X η
ακολουθία (

b
[a1(n)]
1 x1, . . . , b

[aℓ(n)]
ℓ xℓ

)
n∈N

είναι ομοιόμορφα κατανεμημένη στο nilmanifold

(bn
1 x1)n∈N × · · · × (bn

ℓ xℓ)n∈N.

Στη συνεʆχεια διʆνουμε εʆνα αποτεʆλεσμα που χρειαζοʆ μαστε για να αποδειʆ‑
ξουμε το πρωʆ το μεʆρος του Θεωρηʆ ματος 7.1.1.

Πρόταση 7.1.5. Έστω ℓ ∈ N και p1, . . . , pℓ ∈ R[t] ισχυρά ανεξάρτητα πραγ‑
ματικά πολυώνυμα και X = G/Γ ένα nilmanifold όπου G είναι συνεκτική και
απλά συνεκτική ομάδα Lie. Αν b1, . . . , bℓ είναι στοιχεία τηςG που δρουν εργο‑
δικά στην X, τότε η ακολουθία(

b
p1(n)
1 Γ, . . . , b

pℓ(n)
ℓ Γ

)
n∈N

είναι ομοιόμορφα κατανεμημένη στο Xℓ.

Απόδειξη. Πρωʆ τα παρατηρουʆ με οʆ τι η ακολουθιʆα
(
b
p1(n)
1 , . . . , b

pℓ(n)
ℓ

)
n∈N

ειʆ‑
ναι πολυωνυμικηʆ ακολουθιʆα στην Gℓ. Πραʆ γματι, αν p(t) = adt

d + . . . +

a1t + a0, τοʆ τε το bp(n) μπορειʆ να γραφειʆ ως (bad)n
d · · · (ba1)nba0 . Αφουʆ

Xℓ = Gℓ/Γ ℓ με την Gℓ να ειʆναι συνεκτικηʆ και απλαʆ συνεκτικηʆ ομαʆ δα Lie,
μπορουʆ με να εφαρμοʆσουμε το Θεωʆ ρημα 5.1.9. Έτσι, για να αποδειʆξουμε οʆ τι(
b
p1(n)
1 Γ, . . . , b

pℓ(n)
ℓ Γ

)
n∈N

ειʆναι ομοιοʆ μορφα κατανεμημεʆνη στην Gℓ, αρκειʆ

να δειʆξουμε οʆ τι η
(
π(b

p1(n)
1 Γ), . . . , π(b

pℓ(n)
ℓ Γ)

)
n∈N

ειʆναι ομοιοʆ μορφα κατα‑
νεμημεʆνη στην Zℓ, οʆ που Z = G/([G,G]Γ) και π : X → Z ειʆναι η φυσικηʆ
προβοληʆ .

Αφουʆ η G ειʆναι συνεκτικηʆ και απλαʆ συνεκτικηʆ , η Z ειʆναι ισομορφικηʆ με
καʆ ποιον τοʆ ρο πεπερασμεʆνης διαʆ στασης Ts και καʆ θε nilrotation στην Z ειʆναι
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ισομορφικοʆ με μια στροφηʆ στον Ts. Επομεʆνως, για καʆ θε 1 6 i 6 ℓ εʆχουμε
π(biΓ) = (βi,1Z, . . . , βi,sZ), οʆ που βi,j ∈ R και (βi,1, . . . , βi,s) ειʆναι η προ‑
βοληʆ του bi στον Ts (σημειωʆ νουμε οʆ τι ο s ειʆναι φραγμεʆνος αποʆ τη διαʆ σταση
του X).

Επειδηʆ καʆ θε bi δρα εργοδικαʆ στον X, εʆχουμε οʆ τι για καʆ θε 1 6 i 6 ℓ το
συʆ νολο των πραγματικωʆ ν αριθμωʆ ν {1, βi,1, . . . , βi,s} ειʆναι ανεξαʆ ρτητο στους
ρητουʆ ς. Επιʆσης, για καʆ θε t ∈ R και 1 6 i 6 ℓ εʆχουμε οʆ τι

π(bt
iΓ) = (tβ ′

i,1Z, . . . , tβ ′
i,sZ),

για καʆ ποιο β ′
i,j ∈ R με β ′

i,jZ = βi,jZ, και εʆτσι

π
(
b
pi(n)
i Γ

)
= (pi(n)β

′
i,1Z, . . . , pi(n)β

′
i,sZ).

Παρατηρουʆ με επιʆσης οʆ τι το συʆ νολο {1, β ′
i,1, . . . , β

′
i,s} ειʆναι εʆνα ανεξαʆ ρτητο

συʆ νολο στους ρητουʆ ς για καʆ θε 1 6 i 6 ℓ.
Ο στοʆχος μας τωʆ ρα ειʆναι να αποδειʆξουμε οʆ τι η ακολουθιʆα

((p1(n)β
′
1,1Z, . . . , p1(n)β

′
1,sZ, . . . , pℓ(n)β

′
ℓ,1Z, . . . , pℓ(n)β

′
ℓ,sZ))n∈N

ειʆναι ομοιοʆ μορφα κατανεμημεʆνη στον Tℓs. Για να το πετυʆ χουμε αυτοʆ χρησι‑
μοποιουʆ με το κριτηʆ ριο του Weyl, Θεωʆ ρημα 5.1.7.

Έστωh = (h1,1, . . . , h1,s, . . . , hℓ,1, . . . , hℓ,s) ∈ Zℓs\{(0, . . . , 0)}. Λοʆγω της

ανεξαρτησιʆας στους ρητουʆ ς, καʆ ποιο αποʆ τα αθροιʆσματα
s∑

j=1

hi,jβ
′
i,j, 1 6 i 6

ℓ, δεν ειʆναι ιʆσο με 0, επομεʆνως επειδηʆ η οικογεʆνεια πολυωνυʆ μων {p1, . . . , pℓ}

ειʆναι ισχυραʆ ανεξαʆ ρτητη εʆχουμε οʆ τι το πολυωʆ νυμο
ℓ∑

i=1

( s∑
j=1

hi,jβ
′
i,j

)
pi(n)

εʆχει τουλαʆ χιστον εʆνα μη σταθεροʆ αʆ ρρητο οʆ ρο. Έτσι

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

e (h · (p1(n)β
′
1,1, . . . , p1(n)β

′
1,s, . . . , pℓ(n)β

′
ℓ,1, . . . , pℓ(n)β

′
ℓ,s)) =

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

e
( ℓ∑

i=1

( s∑
j=1

hi,jβ
′
i,j

)
pi(n)

)
= 0.

Συνεπωʆ ς αποʆ το κριτηʆ ριο ομοιοʆ μορφης κατανομηʆ ς του Weyl εʆπεται το ζη‑
τουʆ μενο.
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Το τελευταιʆο συστατικοʆ για να αποδειʆξουμε το πρωʆ το μεʆρος του Θεωρηʆ ‑
ματος 7.1.1 ειʆναι το ακοʆ λουθο ληʆ μμα:

Λήμμα 7.1.6 (Λήμμα 5.2, [F1]). ΈστωX = G/Γ ένα nilmanifold όπουG είναι
συνεκτική και απλά συνεκτική. Τότε για κάθε b1, . . . , bℓ ∈ G υπάρχει s0 ∈ R
τέτοιο ώστε το στοιχείο bs0

i να δρα εργοδικά στο nilmanifold (bs
iΓ)s∈R για κάθε

1 6 i 6 ℓ.

Ειʆμαστε πλεʆον εʆτοιμοι να αποδειʆξουμε το Θεωʆ ρημα 7.1.1.

Απόδειξη του Θεωρήματος 7.1.1. Χρησιμοποιωʆ ντας το Ληʆ μμα 7.1.4 βλεʆπουμε
οʆ τι το (ii) του Θεωρηʆ ματος 7.1.1 εʆπεται αποʆ το (i). Για να δειʆξουμε το (i) θε‑
ωρουʆ με b1, . . . , bℓ ∈ G. Αποʆ το Ληʆ μμα 7.1.6 υπαʆ ρχει εʆνα μη μηδενικοʆ s0 ∈
R τεʆτοιο ωʆ στε για καʆ θε 1 6 i 6 ℓ το στοιχειʆο b

s0
i να δρα εργοδικαʆ στο

nilmanifold (bs
iΓ)s∈R. Λοʆγω της Προʆ τασης 7.1.5 για το στοιχειʆο b

s0
i και τα

πολυωʆ νυμα pi(s)/s0, τα οποιʆα παραμεʆνουν ισχυραʆ ανεξαʆ ρτητα, διαπιστωʆ ‑
νουμε οʆ τι η ακολουθιʆα

(
b
p1(n)
1 Γ, . . . , b

pℓ(n)
ℓ Γ

)
n∈N

ειʆναι ομοιοʆ μορφα κατανε‑
μημεʆνη στην (bs

1Γ)s∈R × · · · × (bs
ℓΓ)s∈R και εʆπεται το ζητουʆ μενο.

7.2 Αποτελέσματα σύγκλισης και επαναφοράς

Στην ενοʆ τητααυτηʆ διʆνουμε τηναποʆ δειξη, τουΘεωρηʆ ματος6.1.3, το οποιʆο
ειʆναι το βασικοʆ αποτεʆλεσμα, του τριʆτου μεʆρους της διατριβηʆ ς και αφοραʆ τη
συʆ γκλιση των εργοδικωʆ ν μεʆσων αποʆ ακεʆραια μεʆρη ισχυρωʆ ν ανεξαʆ ρτητων
πολυωνυʆ μωνστογινοʆ μενο τωνολοκληρωμαʆ των. Χρησιμοποιωʆ νταςαυτοʆ δειʆ‑
χνουμε και το αποτεʆλεσμα επαναφοραʆ ς που ειʆναι το περιεχοʆ μενο του Θεω‑
ρηʆ ματος 6.1.5.

Πρωʆ τα διʆνουμε την αποʆ δειξη του Θεωρηʆ ματος 6.1.3. Για το σκοποʆ αυτοʆ
χρησιμοποιουʆ με αποʆ το [F2] το γεγονοʆ ς οʆ τι ο nilfactorZ ενοʆ ς συστηʆ ματος ειʆ‑
ναι χαρακτηριστικοʆ ς παραʆ γων για την οικογεʆνεια {p1, . . . , pℓ}, που αποτελειʆ‑
ται αποʆ ισχυραʆ ανεξαʆ ρτητα πραγματικαʆ πολυωʆ νυμα. Στην πραγματικοʆ τητα
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στο [F2] το εʆδειξαν για τις καλεʆς (nice) οικογεʆνειες πολυωνυʆ μων, μια εʆννοια
πιο γενικηʆ αποʆ την ισχυρηʆ ανεξαρτησιʆα που χρησιμοποιουʆ με εδωʆ .

Ορισμός 7.2.1. Έστω ℓ ∈ N και PN = {p1,N, . . . , pℓ,N} μια οικογεʆνεια πο‑
λυωνυʆ μων με πραγματικουʆ ς συντελεστεʆς, για N ∈ N. Θα λεʆμε οʆ τι η συλ‑
λογηʆ (PN)N∈N ειʆναι καλή (nice), αν για καʆ θε N ∈ N τα πολυωʆ νυμα pi,N και
pi,N − pj,N, i 6= j, ειʆναι μη σταθεραʆ και οι συντελεστεʆς των μεγιστοβαʆ θμιων
οʆ ρων τους ειʆναι ανεξαʆ ρτητοι αποʆ τοN.

Ορισμός 7.2.2. Μια ακολουθιʆα ακολουθιʆα (Φn)n∈N πεπερασμεʆνων υποσυ‑
νοʆ λων του Z θα λεʆγεται Følner στο Z αν για καʆ θεm ∈ Z εʆχουμε

lim
n→∞

|(Φn +m) ∩Φn|

|Φn|
= 1.

Το ακοʆ λουθο ληʆ μμα μας λεʆει οʆ τι για μια συλλογηʆ αποʆ οικογεʆνειες πολυω‑
νυʆ μων που ειʆναι καλεʆς, ο nilfactor ειʆναι χαρακτηριστικοʆ ς παραʆ γων. Μια δια‑
φορετικηʆ αποʆ δειξη αυτουʆ του γεγονοʆ τος υπαʆ ρχει επιʆσης και στο [L1].

Για την αποʆ δειξη θα χρειαστουʆ με μια παραλλαγηʆ του ληʆ μματος van der
Corput που βριʆσκεται [F1].

Λήμμα 7.2.3 (van der Corput). Έστω (vN,n)N,n∈N μια φραγμένη ακολουθία
στοιχείων σε ένα χώρο Hilbert και (Φn)n∈N μια ακολουθία Følner στο Z. Για
κάθε h ∈ N θέτουμε

bh = lim sup
N→∞

∣∣∣∣∣ 1

|ΦN|

∑
n∈ΦN

< vN,n+h, vN,n >

∣∣∣∣∣ .
Τότε

lim sup
N→∞

∥∥∥∥∥ 1

|ΦN|

∑
n∈ΦN

vN,n

∥∥∥∥∥
2

6 4 lim sup
H→∞

1

H

H∑
h=1

bh.
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Λήμμα 7.2.4 (Ληʆ μμα 4.7, [F2]). Έστω ({p1,N, . . . , pℓ,N})N∈N μια συλλογή από
πολυωνυμικές οικογένειες που είναι καλές, (X,B, µ, T) ένα σύστημα και υπο‑
θέτουμε ότι κάποια από τις συναρτήσεις f1, . . . , fℓ ∈ L∞(µ) είναι ορθογώ‑
νια στον nilfactor Z. Τότε για κάθε ακολουθία Følner (ΦN)N∈N στο Z και κάθε
φραγμένη ακολουθία (cN,n)N,n∈N πραγματικών αριθμών έχουμε

lim
N→∞

1

|ΦN|

∑
n∈ΦN

cN,nT
[p1,N(n)]f1 · . . . · T [pℓ,N(n)]fℓ = 0, (7.1)

όπου η σύγκλιση συμβαίνει στον L2(µ).

Παρατήρηση 7.2.5. Για ℓ ∈ N, θεωρούμε μια οικογένεια {p1, . . . , pℓ} από
ισχυρά ανεξάρτητα πραγματικά πολυώνυμα. Επειδή η οικογένεια αυτή είναι
καλή και άρα μπορούμε να εφαρμόσουμε το Λήμμα 7.2.4. Έτσι ισχύει η (7.1),
οπότε συμπεραίνουμε ότι ο nilfactor Z είναι ο χαρακτηριστικός παράγων για
την οικογένεια αυτή.

Για χαʆ ρη πληροʆ τητας και αφουʆ το Ληʆ μμα ειʆναι καιʆριας σημασιʆας για τη
δουλειαʆ μας, θα παρουσιαʆ σουμε τις περισσοʆ τερες λεπτομεʆρειες της αποʆ δει‑
ξης για την ειδικηʆ περιʆπτωση οʆπου pi,N = pi, cN,n = 1, καιΦN = {1, . . . ,N}

για N ∈ N, που ειʆναι μια ακολουθιʆα Følner στο N. Στην περιʆπτωση που
οι ακολουθιʆες πολυωνυʆ μων ειʆναι σταθερεʆς παρατηρουʆ με οʆ τι η εʆννοια των
καλωʆ ν πολυωνυʆ μων ταυτιʆζεται με την εʆννοια των “ουσιωδωʆ ς διακεκριμεʆ‑
νων”πολυωνυʆ μων που οριʆζονται στο [B].

Απόδειξη της ειδικής περίπτωση του Λήμματος 7.2.4. Για τηναποʆ δειξηακολου‑
θουʆ με τα επιχειρηʆ ματα αποʆ το Ληʆ μμα 4.7 στο [F2]. Χωριʆς βλαʆ βη της γενικοʆ ‑
τητας μπορουʆ με να υποθεʆσουμε οʆ τι η f1 ειʆναι ορθογωʆ νια στον Z, ‖fi‖∞ 6 1

για καʆ θε 1 6 i 6 ℓ και οʆ τι το p1 ειʆναι πολυωʆ νυμο μεʆγιστου βαθμουʆ στο
P = {p1, . . . , pℓ}. Καʆ τω αποʆ αυτεʆς τις υποθεʆσεις αρκειʆ να δειʆξουμε οʆ τι

lim
N→∞ sup

∥f0∥∞,∥f2∥∞,...,∥fℓ∥∞61

1

N

N∑
n=1

∣∣∣∣∣
∫
f0 ·

ℓ∏
i=1

T [pi(n)]fi dµ

∣∣∣∣∣ = 0. (7.2)
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Για καʆ θε οικογεʆνεια αποʆ πεπερασμεʆνο το πληʆ θος αποʆ πολυωʆ νυμα, αντιστοι‑
χιʆζουμε εʆνα διαʆ νυσμα (d,wd, . . . , w1), οʆ που d ειʆναι ο μεγαλυʆ τερος βαθμοʆ ς
των πολυωνυʆ μων και wi ειʆναι ο αριθμοʆ ς των διαφορετικωʆ ν συντελεστωʆ ν
των μεγιστοβαʆ θμιων οʆ ρων των πολυωνυʆ μων βαθμουʆ i στην οικογεʆνεια. Θα
αποκαλουʆ με το διαʆ νυσμα αυτοʆ τύπο για την οικογεʆνεια. Εφοδιαʆ ζουμε το συʆ ‑
νολο των τυʆ πων με τη λεξικογραφικηʆ διαʆ ταξη, δηλαδηʆ (d,wd, . . . , w1) >

(d ′, w ′
d, . . . , w

′
1) αν και μοʆ νο αν την πρωʆ τη φοραʆ που διαφεʆρουν τα δυʆ ο δια‑

νυʆ σματα η συντεταγμεʆνη του πρωʆ του διανυʆ σματος ειʆναι μεγαλυʆ τερη αποʆ
την αντιʆστοιχη συντεταγμεʆνη του δευʆ τερου διανυʆ σματος. Θα αποδειʆξουμε
την (7.2) χρησιμοποιωʆ ντας επαγωγηʆ στον τυʆ πο της οικογεʆνειας των πολυω‑
νυʆ μων {p1, . . . , pℓ}.

Η περιʆπτωση για d = deg p1 = 1 μπορειʆ να αντιμετωπιστειʆ οʆ πως στο
[F2], Προʆ ταση 5.3 ηʆ χρησιμοποιωʆ ντας ταΛηʆ μματα 4.11 και 4.13 αποʆ το [F4]).

Έστω d = deg p1 > 2 και υποθεʆτουμε οʆ τι το ζητουʆ μενο ισχυʆ ει για καλεʆς
οικογεʆνειες πολυωνυʆ μων τυʆ που μικροʆ τερου αποʆ (d,wd, . . . , w1). Χρησιμο‑
ποιωʆ ντας την ανισοʆ τητα Cauchy‑Schwarz, συναʆ γουμε την (7.2) αν δειʆξουμε
οʆ τι

lim
N→∞ sup

∥f0∥∞,∥f2∥∞,...,∥fℓ∥∞61

1

N

N∑
n=1

∣∣∣∣∫ f0 · T [p1(n)]f1 · . . . · T [pℓ(n)]fℓ dµ

∣∣∣∣2 = 0.

Έτσι, αν T̃ = T × T, f̃ = f⊗ f̄ και µ̃ = µ×µ, χρησιμοποιωʆ ντας την ανισοʆ τητα
Cauchy‑Schwarz αρκειʆ να δειʆξουμε οʆ τι

lim
N→∞ sup

‖f̃2‖∞,...,‖f̃ℓ‖∞61

∥∥∥∥∥ 1N
N∑

n=1

T̃ [p1(n)]f̃1 · . . . · T̃ [pℓ(n)]f̃ℓ

∥∥∥∥∥
L2(µ̃)

= 0. (7.3)

Χρησιμοποιωʆ ντας μια παραλλαγηʆ του κλασικουʆ ληʆ μματος του van der Cor‑
put (βλεʆπε [Ληʆ μμα 4.6, [F2]]), θεʆτοντας b(n1, . . . , nℓ) = T̃n1 f̃1 · . . . · T̃nℓ f̃ℓ,
παιʆρνουμε την (7.3) αν δειʆξουμε οʆ τι για αρκεταʆ μεγαʆ λοh το supremumπαʆ νω
στα

∥∥f̃2∥∥∞ , . . . ,
∥∥f̃ℓ∥∥∞ 6 1 του∣∣∣∣∣ 1N

N∑
n=1

∫
b([p1(n+ h)], . . . , [pℓ(n+ h)])b([p1(n)], . . . , [pℓ(n)]) dµ̃

∣∣∣∣∣
συγκλιʆνει στο 0 καθωʆ ς τοN → ∞.
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Απαλειʆφουμε τον μετασχηματισμοʆ T̃ [p(n)], οʆ που p = pi0 για καʆ ποιο 1 6
i0 6 ℓ. Το p επιλεʆγεται με τεʆτοιο τροʆπο ωʆ στε για καʆ θε αρκεταʆ μεγαʆ λο h η
πολυωνυμικηʆ υποοικογεʆνεια P(p, h), η οποιʆα προκυʆ πτει αποʆ την {p1(n +

h) − p(n), . . . , pℓ(n + h) − p(n), p1(n) − p(n), . . . , pℓ(n) − p(n)} αφαι‑
ρωʆ ντας τον μικροʆ τερο αριθμοʆ πολυωνυʆ μων εʆτσι ωʆ στε στο τεʆλος να αποτε‑
λειʆται αποʆ μη σταθεραʆ , ουσιωδωʆ ς διακεκριμεʆνα πολυωʆ νυμα, να εʆχει τυʆ πο
μικροʆ τερο αποʆ την {p1(n), . . . , pℓ(n)} (βλεʆπε [Ληʆ μμα 4.5, [F2]]). Γραʆφουμε
[pi(n+ h)] − [p(n)] = [pi(n+ h) − p(n)] + e1,i(h,n) και [pi(n)] − [p(n)] =

[pi(n) − p(n)] + e2,i(h,n), για καʆ θε 1 6 i 6 ℓ, οʆπου ej,i(h,n) ειʆναι σφαʆ λ‑
ματα με τιμεʆς στο {0, 1}. Για καʆ θε σταθεροʆ h διαμεριʆζουμε τους ακεʆραιους σε
πεπερασμεʆνο το πληʆ θος αποʆ συʆ νολα, που εξαρτωʆ νται μοʆ νο αποʆ το ℓ, οʆ που
οʆ λα τα σφαʆ λματα ειʆναι σταθεραʆ . Επομεʆνως αρκειʆ να δειʆξουμε οʆ τι

lim
N→∞ sup

‖f̃2‖∞,...,‖f̃ℓ‖∞61

1

N

N∑
n=1

∣∣∣∣ ∫ b([p1(n+ h) − p(n)], . . . , [pℓ(n+ h) − p(n)])·

b([p1(n) − p(n)], . . . , [pℓ(n) − p(n)]) dµ̃

∣∣∣∣ = 0.

(7.4)
Αν τυγχαʆ νει καʆ ποιο πολυωʆ νυμο pi να εʆχει βαθμοʆ 1, αʆ ρα i 6= 1, γραʆφουμε
pi(n + h) = pi(n) + c(h), οʆπου c(h) = pi(h) − pi(0) ∈ R. Επομεʆνως, σε
αυτηʆ την περιʆπτωση θα εʆχουμε

T̃ [pi(n+h)−p(n)]f̃i · T̃ [pi(n)−p(n)]f̃i = T̃ [pi(n)−p(n)](T̃c(h)+e(h,n)f̃i · f̃i),

για καʆ ποιο e(h,n) ∈ {0, 1}. Αφουʆ τα σφαʆ λματα παιʆρνουν πεπερασμεʆνες το
πληʆ θος τιμεʆς, για ναδειʆξουμε την (7.4) μπορουʆ με ναυποθεʆσουμεοʆ τιe(h,n) =
0. Επομεʆνως, αρκειʆ να δειʆξουμε οʆ τι για μεγαʆ λο,h θα εʆχουμε οʆ τι το supremum
παʆ νω στα

∥∥f̃0∥∥∞ ,
∥∥f̃2∥∥∞ , . . . ,

∥∥f̃r∥∥∞ 6 1 του

1

N

N∑
n=1

∣∣∣∣ ∫ f̃0 · T̃ [p1(n+h)−p(n)]f̃1 ·
r∏

i=2

T̃ [p̃h,i(n)]f̃i dµ̃

∣∣∣∣ (7.5)

συγκλιʆνει στο 0 καθωʆ ς N → ∞, για καʆ ποιο r ∈ N, οʆ που οʆ λα τα πολυωʆ ‑
νυμα p̃h,i ανηʆ κουν στην οικογεʆνεια P(p, h). Για αρκεταʆ μεγαʆ λο h, αυτηʆ η οι‑
κογεʆνεια αποτελειʆται αποʆ ουσιωδωʆ ς διακεκριμεʆνα πολυωʆ νυμα με τυʆ πο μι‑
κροʆ τερο αποʆ αυτοʆ ν τουP. Καθωʆ ς οʆ μως p1(n+h)−p(n) ειʆναι το πολυωʆ νυμο
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μεʆγιστου βαθμουʆ στην P(p, h) και αφουʆ η f1 ειʆναι ορθογωʆ νια στον Z(T), θα
εʆχουμε και οʆ τι η f̃1 θα ειʆναι ορθογωʆ νια στον Z(T̃) και το αποτεʆλεσμα εʆπεται
αποʆ την επαγωγικηʆ υποʆ θεση.

Πλεʆον εʆχουμε οʆ λα τα συστατικαʆ για να αποδειʆξουμε το Θεωʆ ρημα 6.1.3.

Απόδειξη του Θεωρήματος 6.1.3. Ξεκιναʆ με τηναποʆ δειξη χρησιμοποιωʆ ντας το
Ληʆ μμα7.2.4, οʆ πουσυμπεραιʆνουμεοʆ τι ο nilfactorZ ειʆναι χαρακτηριστικοʆ ς πα‑
ραʆ γων για τους αντιʆστοιχους πολλαπλουʆ ς εργοδικουʆ ς μεʆσους. Αποʆ το Θεωʆ ‑
ρημα 5.2.3 μπορουʆ με να υποθεʆσουμε χωριʆς βλαʆ βη της γενικοʆ τητας οʆ τι το συʆ ‑
στημαʆ μας ειʆναι εʆνα αντιʆστροφο οʆ ριο αποʆ nilsystems. Χρησιμοποιωʆ ντας εʆνα
συνηθισμεʆνο προσεγγιστικοʆ επιχειʆρημα, μπορουʆ με επιπλεʆον να υποθεʆσουμε
οʆ τι το συʆ στημαʆ μας ειʆναι εʆνα nilsystem.

Έστω λοιποʆ ν (X = G/Γ,G/Γ,mX, Tb) εʆνα nilsystem, οʆπου το b ∈ G ειʆναι
εργοδικοʆ και F1, . . . , Fℓ ∈ L∞(mX). Ο στοʆχος μας τωʆ ρα ειʆναι να δειʆξουμε οʆ τι
ανηοικογεʆνεια {p1, . . . , pℓ}αποτελειʆται αποʆ ισχυραʆ ανεξαʆ ρτηταπραγματικαʆ
πολυωʆ νυμα τοʆ τε

lim
N→∞

N∑
n=1

F1(b
[p1(n)]x) · . . . · Fℓ(b[pℓ(n)]x) =

∫
F1 dmX · . . . ·

∫
Fℓ dmX (7.6)

με τη συʆ γκλιση να συμβαιʆνει στον L2(mX). Λοʆγω πυκνοʆ τητας, μπορουʆ με να
υποθεʆσουμε οʆ τι οι συναρτηʆ σεις F1, . . . , Fℓ ειʆναι συνεχειʆς. Τοʆ τε μπορουʆ με να
εφαρμοʆσουμε το Θεωʆ ρημα 7.1.1 για το nilmanifold Xℓ, το nilrotation b̃ =

(b, . . . , b) ∈ Gℓ, το σημειʆο x̃ = (x, . . . , x) ∈ Xℓ, και τη συνεχηʆ συναʆ ρτηση
F̃(x1, . . . , xℓ) = F1(x1) · . . . · Fℓ(xℓ), για να παʆ ρουμε

lim
N→∞

N∑
n=1

F̃(b[p1(n)]x, . . . , b[pℓ(n)]x) =

∫
F̃ dmXℓ.

αυτοʆ διʆνει το επιθυμητοʆ οʆ ριο στην (7.6), ολοκληρωʆ νοντας την αποʆ δειξη.

Απόδειξη του Θεωρήματος 6.1.5. Έστω µ =

∫
µt dµ η εργοδικηʆ αναʆ λυση του

µ. Εφαρμοʆ ζουμε το Θεωʆ ρημα 6.1.3 για τα εργοδικαʆ συστηʆ ματα (X,B, µt, T),
fi = 1A, για i = 1, . . . , ℓ και πολλαπλασιαʆ ζοντας με την 1A εʆχουμε οʆ τι
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lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

µ
(
A ∩ T−[p1(n)]A ∩ . . . ∩ T−[pℓ(n)]A

)
>

∫
µt(a)

ℓ+1 dλ(t).

Χρησιμοποιωʆ ντας την ανισοʆ τητα Hölder παιʆρνουμε οʆ τι
∫
µt(a)

ℓ+1 dλ(t) >
(∫

µt(a) dµ
)ℓ+1

= (µ(A))
ℓ+1

που αποδεικνυʆ ει το ζητουʆ μενο.

7.3 Σύγκλιση πάνω σε πρώτους

Πρωʆ τα παρουσιαʆ ζουμε τους ορισμουʆ ς και τις κεντρικεʆς ιδεʆες για να απο‑
δειʆξουμε τα Θεωρηʆ ματα 6.2.3 και 6.2.5.

Ξεκιναʆ με με τον ορισμοʆ της συναʆ ρτησης von Mangoldt,Λ : N → R, οʆπου

Λ(n) =

{
log(p) αν n = pk για καʆ ποιον p ∈ P και καʆ ποιον k ∈ N
0 αλλιωʆ ς

.

Όπως στο [FHK1] και στο [K1] ειʆναι πιο φυσικοʆ για εμαʆ ς να δουλεʆψουμε
αντιʆ αυτουʆ με τη συναʆ ρτηση Λ ′ : N → R, οʆπου Λ ′(n) = 1P(n) · Λ(n) =

1P(n) · log(n).
Η συναʆ ρτηση Λ ′, συʆ μφωνα με το ακοʆ λουθο ληʆ μμα, θα μας επιτρεʆψει να

συσχετιʆσουμεμεʆσουςπαʆ νωσεπρωʆ τουςμεσταθμισμεʆνουςμεʆσουςστουςακε‑
ραιʆους.

Λήμμα 7.3.1 ([FHK]). Αν a : N → C είναι φραγμένη ακολουθία, τότε

lim
N→∞

∣∣∣∣∣∣ 1

π(N)

∑
p∈P∩[1,N]

a(p) −
1

N

N∑
n=1

Λ ′(n) · a(n)

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Γιαw > 2, θεʆτουμε
W =

∏
p∈P∩[1,w−1]

p
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να ειʆναι το γινοʆ μενο των πρωʆ των που ειʆναι φραγμεʆνοι αποʆ τοw. Για r ∈ N,
θεʆτουμε

Λ ′
w,r(n) =

ϕ(W)

W
·Λ ′(Wn+ r),

να ειʆναι η τροποποιημένη συνάρτηση von Mangoldt, οʆ που ϕ ειʆναι η συναʆ ρ‑
τηση του Euler.

Ορισμός 7.3.2. Έστω ℓ ∈ N,. Θα αποκαλουʆ με τη διαʆ ταξη (X,B, µ, T1, . . . , Tℓ)

σύστημα, οʆ που T1, . . . , Tℓ : X → X ειʆναι αντιστρεʆψιμοι μετασχηματισμοιʆ που
διατηρουʆ ν το μεʆτρο και αντιμετατιʆθενται, δηλαδηʆ ικανοποιουʆ ν TiTj = TjTi

για καʆ θε i, j ∈ {1, . . . , ℓ}, στον χωʆ ρο πιθανοʆ τητας (X,B, µ).

Η παρακαʆ τω προʆ ταση, η αποʆ δειξη της οποιʆας βασιʆζεται σε εʆνα σημαν‑
τικοʆ αποτεʆλεσμα των Green και Tao [GT] παʆ νω στην αντιʆστροφη εικασιʆα για
τις νοʆ ρμες του Gowers, θα μας παραʆ σχει με εʆνα καιʆριας σημασιʆας ενδιαʆ μεσο
βηʆ μα για να αποδειʆξουμε τα Θεωρηʆ ματα 6.2.3 και 6.2.5, οʆ πως επιʆσης και τα
Θεωρηʆ ματα 6.3.1 και 6.3.2. Στην πραγματικοʆ τητα θα χρησιμοποιηʆ σουμε μια
αρκεταʆ ασθενεʆστερη εκδοχηʆ της για οʆ λα αυταʆ τα αποτελεʆσματα.

Πρόταση 7.3.3 (Πρόταση 3.2, [K1]). Έστω ℓ,m ∈ N, (X,B, µ, T1, . . . , Tm)

ένα σύστημα, pi,j ∈ R[t] πραγματικά πολυώνυμα, 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 ℓ και
f1, . . . , fℓ ∈ L∞(µ). Τότε

max
16r6W, (r,W)=1

∥∥∥∥∥ 1N
N∑

n=1

(Λ ′
w,r(n) − 1) ·

ℓ∏
i=1

(

m∏
j=1

T
[pj,i(Wn+r)]

j )fi

∥∥∥∥∥
L2(µ)

συγκλίνει στο 0 καθώςN → ∞ και άραw → ∞.

Απόδειξη Θεωρήματος 6.2.3. Καταρχαʆ ς παρατηρουʆ με οʆ τι χρησιμοποιωʆ ντας το
Ληʆ μμα 7.3.1 αρκειʆ να δειʆξουμε οʆ τι η ακολουθιʆα

A(N) :=
1

N

N∑
n=1

Λ ′(n) · T [q(n)]f1 · T2[q(n)]f2 · . . . · T ℓ[q(n)]fℓ
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συγκλιʆνει στον L2(µ) στο ιʆδιο οʆ ριο με την ακολουθιʆα

1

N

N∑
n=1

Tnf1 · T2nf2 · . . . · T ℓnfℓ

καθωʆ ς N → ∞. Για εʆνα w ∈ N, το οποιʆο μας διʆνει εʆνα αντιʆστοιχο W και
r ∈ N, οριʆζουμε

Bw,r(N) :=
1

N

N∑
n=1

T [q(Wn+r)]f1 · T2[q(Wn+r)]f2 · . . . · T ℓ[q(Wn+r)]fℓ.

Για καʆ θε ε > 0, χρησιμοποιωʆ ντας την Προʆ ταση 7.3.3 για m = ℓ, Ti = T ,
1 6 i 6 ℓ και

pi,j =

{
0 αν i 6 ℓ− j,

q αλλιωʆ ς,
για αρκουʆ ντως μεγαʆ λοN και καʆ ποιοw0 εʆχουμε∥∥∥∥∥∥A(W0N) −

1

ϕ(W0)

∑
16r6W0, (r,W0)=1

Bw0,r(N)

∥∥∥∥∥∥
L2(µ)

< ε.

Παραʆ λληλα, παρατηρουʆ με οʆ τι για καʆ θε W, r ∈ N εʆχουμε οʆ τι q(Wt + r) /∈
cQ[t] + d για c, d ∈ R, γιατιʆ διαφορετικαʆ το q θα ειʆχε την ιʆδια ιδιοʆ τητα, που
εʆρχεται σε αντιʆφαση με την υποʆ θεσηʆ μας.

Αποʆ το Θεωʆ ρημα 6.2.1, εʆχουμε οʆ τι για καʆ θε r ∈ {1, . . .W0} η ακολουθιʆα
(Bw0,r(N))N∈N συγκλιʆνει στο ιʆδιο οʆ ριο με την

1

N

N∑
n=1

Tnf1 · T2nf2 · . . . · T ℓnfℓ,

και αφουʆ
lim

N→∞ ‖A(W0N+ r) −A(W0N)‖L2(µ) = 0

για καʆ θε r ∈ {1, . . .W0} παιʆρνουμε το ζητουʆ μενο.

Απόδειξη Θεωρήματος 6.2.5. Ηαποʆ δειξη ειʆναι αναʆ λογημεαυτηʆ τουπροηγουʆ ‑
μενου Θεωρηʆ ματος. Σε αυτηʆ την περιʆπτωση οριʆζουμε

A(N) :=
1

N

N∑
n=1

Λ ′(n) · T [p1(n)]f1 · . . . · T [pℓ(n)]fℓ
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και γιαw, r ∈ N,

Bw,r(N) :=
1

N

N∑
n=1

T [p1(Wn+r)]f1 · . . . · T [pℓ(Wn+r)]fℓ.

Χρησιμοποιουʆ με την Προʆ ταση 7.3.3 γιαm = ℓ, Ti = T, 1 6 i 6 ℓ, pi,j = δi,jpi

οʆπου δi,j ειʆναι το δεʆλτα του Kronecker και παρατηρουʆ με, οʆ τι η οικογεʆνεια
{p̃1, . . . , p̃ℓ}, οʆπου p̃i(t) = pi(Wt + r), ειʆναι ισχυραʆ ανεξαʆ ρτητη για καʆ θε
W, r ∈ N. Πραʆ γματι, αν για καʆ ποιους (λ1, . . . , λℓ) ∈ Rℓ \ {⃗0}, d ∈ R, q ∈ Q[t]

και W, r ∈ N ειʆχαμε οʆ τι
ℓ∑

i=1

λipi(Wt + r) = q(t) + d, τοʆ τε
ℓ∑

i=1

λipi(t) =

q̃(t) + d, οʆπου q̃(t) = q((t − r)/W) ∈ Q[t], το οποιʆο εʆρχεται σε αντιʆφαση
με την υποʆ θεση της ισχυρηʆ ς ανεξαρτησιʆας τωνπολυωνυʆ μων. Το αποτεʆλεσμα
τωʆ ρα εʆπεται με παροʆ μοιο τροʆπο με την αποʆ δειξη του προηγουʆ μενου Θεωρηʆ ‑
ματος αφουʆ αποʆ το Θεωʆ ρημα 6.1.3, εʆχουμε οʆ τι η ακολουθιʆα (Bw0,r(N))N∈N

συγκλιʆνει στον L2(µ), στο ∫
f1 dµ · . . . ·

∫
fℓ dµ

για καʆ θε r ∈ [1,W0].

7.3αʹ Επαναφορά πάνω σε μετατοπισμένους πρώτους

Στην ενοʆ τητα αυτηʆ αποδεικνυʆ ουμε τα Θεωρηʆ ματα 6.3.1, 6.3.2, 6.3.3 και
6.3.4. Για την αποʆ δειξη του Θεωρηʆ ματος 6.3.1 χρησιμοποιουʆ με το ακοʆ λουθο
αποτεʆλεσμα αποʆ το [BHMP], (Θεωʆ ρημα 2.1).

Θεώρημα 7.3.4. Έστω ℓ ∈ N και (X,B, µ, T) ένα σύστημα. Τότε για κάθεA ∈
B με µ(A) > 0 υπάρχει μια σταθερά c ≡ cℓ,µ(A) > 0 τέτοια ώστε

lim inf
N→∞

1

N

N∑
n=1

µ
(
A ∩ T−nA ∩ T−2nA ∩ . . . ∩ T−ℓnA

)
> c. (7.7)

Στην πραγματικοʆ τητα, το οʆ ριο στη (7.7) υπαʆ ρχει οʆ πως εʆχει δειχθειʆ στο
[HK].
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Απόδειξη του Θεωρήματος 6.3.1. Αποʆ την Προʆ ταση 7.3.3 για m = ℓ, Ti = T,

1 6 i 6 ℓ, r = 1 και

pi,j(n) =

{
0 , αν i 6 ℓ− j

p(n− 1) , διαφορετικαʆ

και συνδυαʆ ζοντας το Θεωʆ ρημα 7.3.4 με το Θεωʆ ρημα 6.2.1 συμπεραιʆνουμε οʆ τι
για αρκεταʆ μεγαʆ λοω ∈ N,

lim inf
N→∞

1

N

N∑
n=1

Λ ′
ω,1(n) · µ

(
A ∩

ℓ⋂
i=1

T−i[p(Wn)]A

)
> 0,

αποʆ το οποιʆο παιʆρνουμε την απαιτουʆ μενη μη κενηʆ τομηʆ με το P− 1.

Απόδειξη Θεωρήματος 6.3.2. Η αποʆ δειξη ειʆναι αναʆ λογη με αυτηʆ του Θεωρηʆ ‑
ματος 6.3.1. Πιο συγκεκριμεʆνα χρησιμοποιουʆ με το Θεωʆ ρημα 6.2.1 αντιʆ του
Θεωρηʆ ματος 7.3.4 και την Προʆ ταση 7.3.3 γιαm = ℓ, Ti = T, 1 6 i 6 ℓ, r = 1

and pi,j(n) = δi,jpi(n− 1) για να παʆ ρουμε για αρκεταʆ μεγαʆ λοω ∈ N, οʆ τι

lim inf
N→∞

1

N

N∑
n=1

Λ ′
ω,1(n) · µ

(
A ∩ T−[p1(Wn)]A ∩ . . . ∩ T−[pℓ(Wn)]A

)
> 0,

αποʆ το οποιʆο εʆχουμε το ζητουʆ μενο.

Απόδειξη Θεωρημάτων 6.3.3 και 6.3.4. Ταδυʆ οΘεωρηʆ ματα εʆπονται αʆ μεσαχρη‑
σιμοποιωʆ ντας ταΘεωρηʆ ματα 6.3.1 και 6.3.2 αντιʆστοιχα μαζιʆ με τηνΑρχηʆ του
Furstenberg.

Συʆ μφωνα με το Ληʆ μμα 7.3.1, εʆχουμε οʆ τι τα συμπεραʆ σματα τωνΘεωρημαʆ ‑
των 6.3.1, 6.3.2, οʆ πως και των Θεωρημαʆ των 6.3.3 και 6.3.4, ικανοποιουʆ νται
για εʆνα συʆ νολο ακεραιʆων n με θετικηʆ σχετικηʆ πυκνοʆ τητα στους μετατοπι‑
σμεʆνους πρωʆ τους P − 1. Τα αναʆ λογα αποτελεʆσματα επιτυγχαʆ νονται με εʆνα
παροʆ μοιο επιχειʆρημα για το συʆ νολο P+ 1 επιʆσης.

Στην ειδικηʆ περιʆπτωση οʆπου pi(0) = 1/2, για καʆ θε i ∈ {1, . . . ℓ}, τα απο‑
τελεʆσματα των Θεωρημαʆ των 6.3.1, 6.3.2, 6.3.3 και 6.3.4 εʆπονται αποʆ το
Θεωʆ ρημα 1.2 στο [K1].
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