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Περίληψη

Στην εργασία αυτή ασχολούμαστε με βελτιωμένες Lp ανισότητες Hardy με βέλ-
τιστες σταθερές. Στο Κεφάλαιο 2 διατυπώνουμε βασικές έννοιες (όπως πχ χώροι
Sobolev) και κάποια βασικά ϑεωρήματα (π.χ Coarea formula) τα οποία ϑα χρησι-
μοποιηθούν σαν εργαλεία για τις αποδείξεις μας. Στο Κεφάλαιο 3 αποδεικνύουμε
τις κλασικές ανισότητες Hardy στις δύο απλούστερες εκδοχές για την περίπτωση
p = 2. Η μεν πρώτη περίπτωση αφορά απόσταση από σημείο και η δε δεύτε-
ρη απόσταση από το σύνορο. Και στις δύο περιπτώσεις αποδεικνύουμε ότι οι
αντίστοιχες σταθερές είναι βέλτιστες. Στο Κεφάλαιο 4 αρχικά διατυπώνουμε και
μελετάμε την βασική γεωμετρική υπόθεση για τα K,Ω η οποία είναι απαραίτητη
για τη συνέχεια και δείχνουμε μια ισοδύναμη της σε πιο απλή μορφή. Στην συ-
νέχεια αποδεικνύουμε βελτιωμένες Lp ανισότητες Hardy για γενικό p > 1 καθώς
και για γενικότερη συνάρτηση απόστασης. Διακρίνουμε δύο διαφορετικές περι-
πτώσεις, p , k και p = k όπου k η συνδιάσταση της επιφάνειας από την οποία
λαμβάνουμε την απόσταση. Στην τελευταία ενότητα αποδεικνύουμε τα βέλτιστα
των σταθερών που εμφανίζονται στις βελτιωμένες Lp ανισότητες Hardy.
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Abstract

In this thesis we focus on improved to Lp Hardy inequalities with best con-
stants. First of all, in Chapter 2 we state basic concepts such as (Sobolev Spaces)
and important Theorems like (Coarea Formula) , which we use them like tools to
help in our proofs. In Chapter 3 , we proved The Classical Hardy Inequalities in
the simple cases when p = 2. The first case is about distance from a point and the
other one is distance from the boundary. In both cases we show that the constants
are the optimal. In Chapter 4 , firstly we study the main geometric assumption
concerning K,Ω and through a Lemma we give an equivalent formulation. Next,
we proved the improved Lp Hardy inequalities for any p > 1 and general case for
the distance function d(x) . We distinct two cases, one is when p , k and the
other is when p = k, where k is the codimension of the smooth surface K, which
we consider the distance of x ∈ Ω. In last section of this chapter, we prove the
optimality of the constants which appearing in Lp improved Hardy inequalities.
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1 Εισαγωγή

Η ακόλουθη εργασία ασχολείται με τις ανισότητες Hardy. Ο Godfrey Harold
Hardy γεννήθηκε στις 7 Φεβρουαρίου του 1877 και πέθανε στις 1 Δεκεμβρίου
1947 ήταν ένας Άγγλος μαθηματικός οποίος ασχολήθηκε ενεργά στην Θεωρία Α-
ριθμών και την Μαθηματική Ανάλυση με σπουδαία αποτελέσματα. Ειδικότερα,
οι ανισότητες Hardy και οι βελτιωμένες ανισότητες έχουν πολλές εφαρμογές στις
Μερικές διαφορικές εξισώσεις και στην μη γραμμική αναλύση. Οι απλούστερες
περιπτώσεις των ανισότητων Hardy για n ⩾ 3 και Ω ⊂ R3 είναι οι ακόλουθες:

(α) ∫
Ω

|∇u|2dx ⩾
(
n − 2
2

)2 ∫
Ω

u2

|x|2dx

Η σταθερά C =
(

n−2
2

)2
είναι η βέλτιστη.

(β) Αν επιπλέον το Ω είναι κυρτό τότε έχουμε την ανίσωση∫
Ω

|∇u|2dx ⩾
1
4

∫
Ω

u2

d2 dx

Σε αυτή την περίπτωση η σταθερά C = 1
4 είναι η βέλτιστη . Η γενική μορφή της

ανισότητας Hardy που μας ενδιαφέρει δίνεται από τον ακόλουθο τύπο∫
Ω

|∇u|pdx ⩾ C
∫
Ω

|u|p

dp dx

Στην παραπάνω ανίσωση ισχύει ότι p > 1 , Ω ⊂ Rn, d(x) = dist(x,K) εκφράζει
την συνάρτηση απόσταση και το K είναι λεία κλειστή επιφάνεια συνδιάστασης k,
1 ⩽ k ⩽ N η οποία ισχύει ∀u ∈ C∞c (Ω). Σημαντικό ρόλο έχει η γεωμετρία των Ω,K
και μάλιστα K ∩ Ω , ∅. Αντικαθιστώνας για p = 2 στην γενική μορφή παίρνουμε
τις απλούστερες μορφές ανισοτήτων Hardy που αναφέραμε παραπάνω όπου η
μεν πρώτη ισχύει για k = N τότε K = {0}(σημείο) , ενώ η δεύτερη για k = 1 τότε
K = ∂Ω(σύνορο). Οι αποδείξεις των υπολογισμών των βέλτιστων σταθερών στις
απλές αυτές περιπτωσεις είναι γραμμένες εκτενώς στο Κεφάλαιο 3.
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2 Βασικές έννοιες

Σε αυτή την ενότητα δίνουμε κάποιες βασικούς ορισμούς και διατυπώσεις Θεω-
ρημάτων που ϑα χρειαστούν παρακάτω στην εργασία.

2.1 Χώροι Sobolev

´Εστω Ω ένα ανοικτό και συνεκτικό υποσύνολο του Rn. Για 1 ⩽ p ⩽ ∞ ορίζουμε

Lp
loc = {u : Ω→ C : u μετρήσιμη και u ∈ Lp(U), για κάθε U ⊂⊂ Ω}

Ορίζουμε επίσης

C∞c (Ω) = {u : Ω→ C : u ∈ C∞(Ω) και supp(u) ⊂⊂ Ω}

σδσδαδ

Ορισμός 2.1.1 (Ασθενής παράγωγος). Λέμε ότι η συνάρτηση u ∈ L1
loc είναι ασθε-

νώς παραγωγίσιμη αν υπάρχουν συναρτήσεις g1, g2, ...gn ∈ L1
loc(Ω) τέτοιες ώστε∫

Ω

u(x)ϕxidx = −
∫
Ω

gi(x)ϕ(x)dx

για κάθε 1 ⩽ i ⩽ n και για κάθε ϕ ∈ C∞c (Ω). Αν η u είναι ασθενώς παραγωγίσιμη
τότε οι συναρτήσεις g1, g2, ...gn είναι μοναδικές (σύνολα μέτρου μηδέν). Αυτές τις
g1, g2, ...gn τις ονομάζουμε ασθενείς μερικές παραγώγους της u και τις συμβολίζου-
με uxi.

Ορισμός 2.1.2 { Χώρος Sobolev} ´Εστω Ω ένα ανοικτό και συνεκτικό υποσύνολο
του Rn , p ⩾ 1 . Ορίζουμε

W1,p = {u ∈ Lp(Ω) : u ασθενώς παραγωγίσιμη και uxi ∈ Lp(Ω)}

Ο W1,p είναι γραμμικός χώρος και ονομάζεται χώρος Sobolev με νόρμα σε αυτόν
τον χώρο

∥u∥W1,p(Ω) =

∫
Ω

(
(|u|p + |∇u|p)dq

) 1
q

´Ενα βασικό ϑεώρημα για τον W1,p είναι το ακόλουθο .

Θεώρημα 2.1.1 Ο W1,p εφοδιασμένος με την παραπάνω νόρμα είναι χώρος Ba-
nach.
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Ορισμός 2.1.3 Ο χώρος W1,p
0 (Ω) ορίζεται ως κλειστή ϑήκη του C∞c (Ω) ως προς την

νόρμα ∥ · ∥W1,p(Ω). Με την βοήθεια του παραπάνω ορισμού έχουμε την ακόλουθη
χρήσιμη πρόταση .

Πρόταση 2.1.1 ´Εστω W1,p
0 (Rn), είναι η κλειστή ϑήκη του C∞c (Rn) και W1,p(Rn) ο

χώρος Sobolev του Rn. Τότε ισχύει

W1,p
0 (Rn) = W1,p(Rn).

2.2 Τύπος συνεμβαδού

Θεώρημα 2.2.1 {Τύπος συνεμβαδού-Coarea Formula} ´Εστω u : Rn → R μία Lips-
chitz συνεχής συνάρτηση και υποθέτωντας οτι για κάθε r ∈ R έχουμε το επίπεδο
{x ∈ Rn|u(x) = r} είναι λείο , (ν-1) διάστασης υπερεπίπεδο στον Rn. ´Εστω ακόμα
συνάρτηση f : Rn → R συνεχής και Lebesque ολοκληρώσιμη.Τότε έχουμε∫

Rn
f |Du|dx =

∫ +∞

−∞

(∫
{u=r}

f dS
)

dr
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3 Οι κλασικές ανισότητες Hardy

Σε αυτο το κεφάλαιο αποδεικνύουμε τις κλασικές ανισότητες Hardy. Ειδικότερα,
στην ενότητα 3.1 ϑα διατυπώσουμε και αποδείξουμε την ανισότητα Hardy για την
απόσταση από σημείο. Στην ενότητα 3.2 διατυπώνουμε και αποδεικνύουμε την
ανισότητα Hardy για την απόσταση από το σύνορο.

3.1 Ανισότητα Hardy με απόσταση από σημείο

Θεώρημα 3.1.1 ´Εστω Ω ⊂ Rn, n ⩾ 3. Για κάθε u ∈ C∞c (Ω), ισχύει η ακόλουθη
ανισότητα Hardy ∫

Ω

|∇u|2dx ⩾
(
n − 2
2

)2 ∫
Ω

u2

|x|2
dx

Η σταθερά
(

n−2
2

)2
είναι η βέλτιστη .

Απόδειξη. Αρκεί να αποδείξουμε ότι∫
Ω

|∇u|2dx −
(
n − 2
2

)2 ∫
Ω

u2

|x|2
dx ⩾ 0 (1)

Η απόδειξη ϑα γίνει σε δύο μέρη . Στο πρώτο μέρος ϑα υποθέσουμε συναρ-
τήσεις που ορίζονται σε όλο το χωρίο Ω και μηδενίζονται κοντά στο 0 , δηλάδη
επιλέγουμε συνάρτήσεις της μορφής

u ∈ C∞c (Ω \ {0}).

Ορίζουμε
ν(x) = u(x)|x|

n−2
2

η οπόια γράφεται αλλιώς

u(x) =
ν(x)

|x|
n−2
2
.
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Υπολογίζουμε στην (1) ξεχωριστά κάθε όρο. Οπότε∫
Ω

|∇u|2dx =
∫
Ω

∣∣∣∣∇(ν · |x|
−(n−2)

2 )
∣∣∣∣2dx

=

∫
Ω

(|x|
−(n−2)

2 )2(∇ν)2dx −
∫
Ω

(n − 2)∇ν · xν|x|−(n−2)−2dx

+

(
n − 2
2

)2 ∫
Ω

ν2|x|−ndx

=

∫
Ω

(∇ν)2

|x|n−2
dx −

∫
Ω

(n − 2)∇ν · xν
|x|n

dx +
(
n − 2
2

)2 ∫
Ω

ν2

|x|n
dx

Παρόμοια βήματα έχουμε

−

(
n − 2
2

)2 ∫
Ω

u2

|x|2
dx = −

(
n − 2
2

)2 ∫
Ω

ν2

|x|
2(n−2)

2

·
1
|x|2

dx

= −

(
n − 2
2

)2 ∫
Ω

ν2

|x|n
dx

Αντικαθιστώντας στην (1) τους προηγούμενους υπολογισμούς παίρνουμε τελικά
την σχέση∫

Ω

|∇u|2dx −
(
n − 2
2

)2 ∫
Ω

u2

|x|2
dx =

∫
Ω

(∇ν)2

|x|n−2
−

∫
Ω

(n − 2)∇ν · xν
|x|n

dx

Για τον πρώτο όρο στην τελευτάια ισότητα που καταλήξαμε παραπάνω έχουμε
ότι ∫

Ω

(∇ν)2

|x|n−2
⩾ 0

Θα αποδείξουμε ότι ο δεύτερος όρος στην τελευταία ισότητα είναι μηδέν. Γνω-
ρίζουμε ότι ν = 0 πολύ κοντά στο μηδέν και ϑα εφαρμόσουμε την ταυτότητα του
Green. Το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα n⃗ έχει κατεύθυνση προς το εξωτερικό του
Ω.∫
Ω

∇(
1
2
ν2) ·

x
|x|n

dx +
∫
Ω

1
2
ν2div

(
x
|x|n

)
dx =

∫
Ω

1
2
ν2

x
|x|n

n⃗dS∫
Ω

∇ν · xν
|x|n

dx =
1
2

∫
∂Ω

ν2
x
|x|n

n⃗dS −
1
2

∫
Ω

ν2div
(
x
|x|n

)
dx
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Στην παραπάνω σχέση το πρώτο δεξί ολοκλήρωμα είναι μηδέν λογώ ότι ν ∈
C∞c (Ω \ {0}) . Το δεύτερο ολοκλήρωμα είναι επίσης μηδέν διότι

div
(
x
|x|n

)
= div(x · |x|−n)

= ∇(|x|−n) · x + |x|−ndiνx

= −n|x|−n−1 · ∇|x| + |x|−n · n

= −n|x|−n−2 · x2 + n · |x|−n

Τελικά
div

(
x
|x|n

)
= −n|x|−n + n|x|−n = 0

Επομένως αποδείξαμε την (1) . Στην δεύτερη περίπτωση ορίζουμε συναρτήσεις
u ∈ C∞c (Ω). Θεωρούμε συναρτήσεις ϕ(x) ∈ C∞(Rn) έτσι ώστε

ϕ(x) =

0, |x| < 1

1, |x| > 2

´Εχουμε οτι |∇ϕ(x)| ⩽ c. Κατασκευάζουμε την ακολουθία συναρτήσεων της μορφής

ϕm(x) = ϕ(xm).

Οπότε

ϕm(x) =

0, |xm| < 1

1, |xm| > 2

που τελικά γράφεται

ϕm(x) =

0, |x| <
1
m

1, |x| > 2
m

.

Συνεπώς έχουμε ότι

|∇ϕm(x)| = |∇ϕ(xm)| = m|∇ϕ(mx)| ⩽ cm.

Χρησιμοποιώντας το πρώτο μέρο της απόδειξης ,δηλαδή αποδείξαμε ότι η α-
νισότητα Hardy ισχύει για u(x) που έχουν πεδίο ορισμού C∞c (Ω \ {0}), ορίζουμε
την ακολουθία συναρτήσεων um(x) = u(x)ϕm(x). Οι συναρτήσεις um ορίζονται σε
όλο το C∞c (Ω \ {0}) αφού u(x) ορίζονται σε C∞c (Ω \ {0}). Για να αποδείξουμε την
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κλασική ανισότητα Hardy αρκεί να δείξουμε ότι∫
Ω

|∇um|
2dx→

∫
Ω

|∇u|2dx

και(
n − 2
2

)2 ∫
Ω

u2
m

|x|2
dx→

(
n − 2
2

)2 ∫
Ω

u2

|x|2
dx

Αρχικά έχουμε ότι∫
Ω

|∇um − ∇u|2dx =
∫
|x|< 2

m

|∇um − ∇u|2dx

⩽ 2
∫
|x|< 2

m

|∇um|
2dx + 2

∫
|x|< 2

m

|∇u|2dx

Στην παραπάνω ανίσωση το δεύτερο ολοκλήρωμα πάει στο μηδέν. Διότι ϑα
εφαρμόσουμε το Θεώρημα Κυριαρχημένης σύγκλισης του Lebesque. Ορίζουμε την
ακολουθία συνάρτήσεων

fn = |∇u|2 · 1|x|< 2
n

Οι συνάρτήσεις fn είναι ολοκληρώσιμες ,

fn → 0

σχεδόν παντού , επιπλέον ισχύει∫
|x|< 2

m

|∇u|2dx < ∞

έτσι ώστε
| fn| ⩽ |∇u|2

σχεδόν παντού .Απο το Θεώρημα Κυριαρχημένης Σύγκλισης του Lebessque έχω∫
|x|< 2

m

|∇u|2dx→ 0.
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Ακόμη έχουμε∫
|x|< 2

m

|∇um|
2dx =

∫
|x|< 2

m

|∇(uϕm)|2dx

=

∫
|x|< 2

m

|ϕm∇u + u∇ϕm|
2dx

⩽ 2
∫
|x|< 2

m

1 · |∇u|2dx + 2
∫
|x|< 2

m

|u|2|∇ϕm|
2dx

Για το πρώτο ολοκλήρωμα τείνει στο 0 καθώς m → ∞ εφαρμόζοντας πάλι το
Θεώρημα Κυριαρχημένης Σύγκλισης του Lebesque. Για το δεύτερο ολοκλήρωμα
ϑα αποδείξουμε ότι και αυτό πάει στο 0. ´Εχουμε έστω ένα M ⩾ 0 ,τέτοιο ώστε
να ισχύει |u| ⩽ M μέσα στο χωρίο Ω .Τότε∫

|x|< 2
m

|u|2|∇ϕm|
2dx ⩽

∫
|x|< 2

m

|M|2|cm|2dx

⩽ M2c2m2
∫
|x|< 2

m

1dx

⩽ M2m2c2V(B(0,
2
m

))

⩽ M2m2c2(
2
m

)nV(B(0, 1))

⩽ M2m2 c
mn → 0, καθώς,m→ ∞

Με παρόμοια βήματα αποδεικνύεται και η(
n − 2
2

)2 ∫
Ω

u2
m

|x|2
dx→

(
n − 2

n

)2 ∫
Ω

u2

|x|2
dx.

Η απόδειξη είναι πλήρης.

3.2 Η ανισότητα Hardy με απόσταση από το σύνορο

Σε αυτή την ενότητα ϑα παρουσιάσουμε τις ανισότητες Hardy με κύριο ενδια-
φέρον όταν παίρνουμε την απόσταση από το σύνορο ενός χωρίου Ω ⊂ Rn. ´Εστω
ω ∈ S n−1 . Παρακάτω ορίζουμε τις ακόλουθες συναρτήσεις με πεδίο ορισμού το
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Ω και σύνολο τιμών το (0,+∞) :

τω(x) = in f {s > 0 : x + sω < Ω}

ρω(x) = min{τω(x), τ−ω(x)}

βω(x) =
1
2

(τω(x) + τ−ω(x))

1
m2(x)

=
1

nωn

∫
S n−1

dS (ω)
ρ2ω(x)

Επιπλέον ορίζουμε την απόσταση από το σύνορο την ακόλουθη συνάρτηση

d(x) = dist(x, ∂Ω) = min
ω∈S n−1

τω(x) = min
ω∈S n−1

ρω(x)

Συμβολίζουμε με ωn τον όγκο της μοναδιαίας μπάλας, τότε το εμβαδόν επι-
φάνειας μοναδιαίας σφαίρας ισούται με∫

S n−1
dS (ω) = n · ωn

Αρχικά αποδεικνύουμε το ακόλουθο Λήμμα .

Λήμμα 3.2.1 Για κάθε διάνυσμα v∈ Rn ισχύει η ακόλουθη ισότητα∫
S n−1
|v · ω|2dS (ω) = ωn|v|2, ∀v ∈ Rn (2)

Απόδειξη. Ορίζουμε το ακόλουθο συναρτησοειδές

f (v) =
∫

S n−1
|v · ω|2dS (ω), v ∈ Rn.

Επιλέγουμε ένα v τέτοιο ώστε |v| = |v|.Τότε υπάρχει T ορθογώνιος πίνακας έτσι
ώστε Tv = v. Κάνουμε την αλλαγή μεταβλητής ω = Tω′ και έχουμε

f (v) =
∫

S n−1
|v · ω|2dS (ω)

=

∫
S n−1
|Tv · ω|2dS (ω)

=

∫
S n−1
|Tv · Tω′|2dS (ω′)

=

∫
S n−1
|v · ω′|2dS (ω′)

= f (v)
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Συνεπώς το f (v) εξαρτάται από το μέτρο του v. Ακόμη παρατηρούμε ότι

f (λv) =
∫

S n−1
|λv · ω|2dS (ω)

=

∫
S n−1
|λ|2|v · ω|2dS (ω)

= |λ|2
∫

S n−1
|v · ω|2dS (ω)

= |λ|2 f (v)

Ορίζουμε v∗ = (|v|, 0, 0......0).Άμεσα έχουμε ότι |v∗| = |v|. Οπότε

f (v) = f (v∗)

= f (|v|, 0, 0, 0....0)

= f (|v|(1, 0, 0, 0, ...0))

= |v|2 f (1, 0, 0, 0...0)

Ορίζουμε f (1, 0, 0, 0, ..0) = f (e1). ´Εχουμε

1
n

( f (e1 + e2 + ....en)) =
1
n

( f (e1) + f (e2) + .... f (en))

=
1
n

n∑
k=1

∫
S n−1
|ek · ω|

2dS (ω)

=
1
n

∫
S n−1

n∑
k=1

|ek · ω|
2dS (ω)

=
1
n

∫
S n−1

n∑
k=1

|ωk|
2dS (ω)

=
1
n

∫
S n−1
|ω|2dS (ω)

=
1
n

∫
S n−1

1dS (ω)

=
1
n

εμβαδόν(S n−1)

=
1
n
|S n−1|

=
1
n
· nωn

= ωn
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Άρα τελικά έχουμε ∫
S n−1
|v · ω|2dS (ω) = ωn|v|2

Ακόμη αποδεικύνουμε το ακόλουθο Λήμμα .

Λήμμα 3.2.2 ´Εστω ρ(t) = min{t, 2b − t} . Τότε∫ 2b

0
(u′(t))2dt ⩾

1
4

∫ 2b

0

u2(t)
ρ2(t)

dt, u ∈ C∞c ((0, 2b))

Απόδειξη. ´Εχουμε ότι∫ 2b

0
(u′(t))2dt ⩾

∫ 2b

0
{g′(ρ) − (2 − 1)|g(ρ)|

2
2−1 }|u(t)|2dt − 2g(b)|u(b)|2

⩾

∫ 2b

0
{g′(ρ) − |g(ρ)|2}|u(t)|2dt − 2g(b)|u(b)|2

=

∫ 2b

0
{g′(ρ) − g′(ρ) + (

2
2 − 1

)−2ρ−2}|u(t)|2dt + 2
(
1
2

)
b−(2−1)|u(b)|2

=
1
4

∫ 2b

0

u2(t)
ρ2(t)

dt + b−1|u(b)|2

⩾
1
4

∫ 2b

0

u2(t)
ρ2(t)

dt

Θεώρημα 3.2.1 ´Εστω Ω ⊂ Rn ένα χωρίο .Τότε

(a) Ισχύει πάντα
∫
Ω

|∇u|2dx ⩾
n
4

∫
Ω

u2(x)
m2(x)

dx, ∀u ∈ C∞c (Ω)

(b) Αν επιπλέον Ω είναι κυρτό τότε
∫
Ω

|∇u|2dx ⩾
1
4

∫
Ω

u2(x)
d2(x)

dx, ∀u ∈ C∞c (Ω)

Απόδειξη. Θα ξεκινήσουμε χρησιμοποιώντας την ακόλουθη ανίσωση η οποία
ισχύει στην μία διάσταση∫ 2b

0
(u′(t))2dt ⩾

1
4

∫ 2b

0

u2(t)
ρ2(t)

dt,∀u ∈ C∞c ((0, 2b)) (3)

όπου ρ(t) = min{t, 2b − t}.Αρχικά υπολογίζουμε∫ b

0

(
u′(t) −

u(t)
2t

)2
dt =

∫ b

0
(u′(t))2dt −

∫ b

0

u(t) · u′(t)
t

dt +
∫ b

0

u2(t)
4t2

dt

=

∫ b

0
(u′(t))2dt −

∫ b

0

2u2(t) − u2(t)
4t2

dt −
u2(b)
2b

=

∫ b

0
(u′(t))2dt −

1
4

∫ b

0

u2(t)
t2

dt −
u2(b)
2b
⩾ 0.
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Δουλεύοντας ανάλογα στο διάστημα (b, 2b) και έχουμε∫ 2b

b

(
u′(t) +

u(t)
2(2b − t)

)2
dt =

∫ 2b

b
(u′(t))2dt +

∫ 2b

b

u′(t) · u(t)
2b − t

dt +
∫ 2b

b

u2(t)
4(2b − t)2

dt

=

∫ 2b

b
(u′(t))2dt −

∫ 2b

b

2u2(t) − u2(t)
4(2b − t)2

−
u2(b)
2b

=

∫ 2b

b
(u′(t))2dt −

1
4

∫ 2b

b

u2(t)
(2b − t)2

dt −
u2(b)
2b
⩾ 0.

Προσθέτωντας κατα μέρη τις ανισότητες συμπεραίνουμε την ακόλουθη ανισότητα∫ 2b

0
(u′(t))2dt ⩾

1
4

∫ 2b

0

u2(t)
ρ2(t)

dt +
u2(b)

b
.

Για x ∈ Ω και ω ∈ S n−1 ορίζουμε την γραμμή

lω(x) = {x + tω : t ∈ R}.

Εφαρμόζοντας στην ανισότητα (3) σε για μια συνάτηση g(t) σε ολοκληρώνουμε σε
ένα διάστημα (a, b)∫ b

a
|g′(t)|2dt ⩾

1
4

∫ b

a

g2(t)
ρ2(t)

dt, ρ(t) = min{t, 2b − t}

Αντικαθιστώντας την g(t) = u(x + tω) και ολοκληρώνοντας στο Ω έχουμε τις α-
κόλουθες πράξεις ∫

Ω

|u′(x + tω)|2dt ⩾
1
4

∫
Ω

u2(x + tω)
ρ2ω(x + tω)

dt∫
Ω

((∇u)(x + tω) · ω)2dt ⩾
1
4

∫
Ω

u2(x + tω)
ρ2ω(x + tω)

dt

Θεωρώντας σαν ένα επικαμπύλιο ολοκλήρωμα και εφαρμόζοντας τα προηγούμενα
σε κάθε συνεκτική συνιστώσα lω(x) ∩Ω έχουμε τελικά∫

lω(x)∩Ω
(∇(u(x + tω) · ω))2dt ⩾

1
4

∫
lω(x)∩Ω

u2(x + tω)
ρ2ω(x + tω)

dt.

Ολοκληρώντας στην κατεύθυνση του ω⊥ έχουμε∫
Ω

(∇u(x) · ω)2dx ⩾
1
4

∫
Ω

u2(x)
ρ2ω(x)

dx
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Ολοκληρώντας για ω ∈ S n−1 και κάνοντας εναλλαγή των ολοκληρωμάτων έχουμε∫
Ω

∫
S n−1

(∇u(x) · ω)2dS (ω)dx ⩾
1
4

∫
Ω

∫
S n−1

dS (ω)
ρ2ω(x)

u2(x)dx

Εφαρμόζοντας την σχέση (2) και όπως ορίσαμε το m2(x) έχουμε τελικα∫
Ω

∫
S n−1

(∇u(x) · ω)2dS (ω)dx ⩾
∫
Ω

∫
S n−1

dS (ω)
ρ2ω(x)

u2(x)dx∫
Ω

ωn|∇u|2dx ⩾
1
4

∫
Ω

nωn

m2(x)
u2(x)dx∫

Ω

|∇u|2dx ⩾
n
4

∫
Ω

u2(x)
m2(x)

dx.

Για να αποδείξουμε την δεύτερη ανίσωση ϑα χρησιμοποιήσουμε το ακόλουθο
λήμμα.

Λήμμα 3.2.3 Αν Ω ⊂ Rn είναι κυρτό τότε ισχύει

n
m2(x)

=
1
ωn

∫
S n−1

dS (ω)
ρ2ω(x)

⩾
1

d(x)2
, x ∈ Ω

Απόδειξη. ´Εστω x ∈ Ω.Επιλέγουμε y ∈ ∂Ω έτσι ώστε να ισχύει |y− x| = d(x) και
ορίζουμε το υπερεπίπεδο στήριξης Py = {y ∈ ∂Ω :< y, y− x >= 0}. Ακόμη ορίζουμε
το ϑετικό ημισφαίριο S + = {ω ∈ S n−1 : ω · (y− x) > 0} και για κάθε ω ∈ S + ορίζουμε

σω =
|y − x|2

ω · (y − x)

έτσι ώστε x + σωω ∈ Py.Επειδή το Ω είναι κυρτό έχουμε την σχέση

τω(x) ⩽ σω.
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´Εχουμε τότε∫
S n−1

1
ρ2ω(x)

dS (ω) =
∫

S +

1
ρ2ω(x)

dS (ω) +
∫

S −

1
ρ2ω(x)

dS (ω)

⩾

∫
S +

1
τ2ω(x)

dS (ω) +
∫

S −

1
τ2−ω(x)

dS (ω)

⩾ 2
∫

S +

1
τ2ω(x)

dS (ω)

⩾ 2
∫

S +

1
σ2
ω

dS (ω)

= 2
∫

S +

(ω · (y − x))2

|y − x|4
dS (ω)

=
2

d(x)4

∫
S +
|(y − x) · ω|2dS (ω)

=
2

d(x)4
ωn|y − x|2

=
ωn

d(x)2
.

Για το (b) στο προηγούμενο ϑεώρημα έχουμε∫
Ω

|∇u|2dx ⩾
n
4

∫
Ω

u2(x)
m2(x)

dx

⩾
1
4

∫
Ω

n
m2(x)

u2(x)dx

⩾
1
4

∫
Ω

1
ωn

∫
S n−1

dS (ω)
ρ2ω(x)

u2(x)dx

⩾
1
4

∫
Ω

1
d2(x)

u2(x)dx

⩾
1
4

∫
Ω

u2(x)
d2(x)

dx

Κλείνοντας αυτό το κεφάλαιο, να αναφέρουμε ότι στις εργασίες [3] και [4]
αποδεικνύονται βελτιωμένες εκδοχές των ϑεωρημάτων 3.1.1 και 3.2.1 (β) όπου στο
δεξί μέλος των ανισοτήτων προστίθενται κάποιοι μη αρνητικοί όροι .
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4 Βελτιωμένες Lp ανισότητες Hardy

Σε αυτή την ενότητα, αρχικά στην 4.1 αναφερόμαστε στην Γεωμετρική υπόθεση
των K,Ω διατυπώνοντας την βασική συνθήκη που υποθέτουμε ότι ισχύει και α-
ποδεικνύουμε μέσω ενός λήμματος μια απλούστερη μορφή. Στις επόμενες δύο
παραγράφους, αφενός στην πρώτη δείχνουμε κάποιες ανισότητες Hardy που
βελτιώνουν τις ήδη υπάρχουσες (p > 1) και αφετέρου γενικεύουν τις ανισότη-
τες αυτές. Στο τελευταίο μέρος αποδεικνύουμε το βέλτιστο των σταθερών για τις
βελτιωμένες Lp ανισότητες Hardy.Τα παραπάνω αποτελέσματα να αναφέρουμε
ότι αποδείχθηκαν στην εργασία [2].

4.1 Η Γεωμετρική υπόθεση στα K και Ω

Σε αυτή την ενότητα ϑα αναφερθούμε στις απαραίτητες γεωμετρικές υποθέσεις
για τα K, Ω. Το Ω το ϑεωρούμε ένα χωρίο του RN και το K μια λεία κλειστή
επιφάνεια συνδιάστασης k = 2, 3, ...N − 1. Επιπλέον στην περίπτωση k = N το
K το ϑεωρούμε ένα σημείο({0}). Ενώ στην περίπτωση k = 1 ϑεωρούμε K = ∂Ω.
Επιπλέον ορίζουμε την συνάρτηση απόσταση d(x) ως εξής

d(x) = dist(x,K) x ∈ Ω

Ισχύει για αυτή την συνάρτηση

|d(x) − d(y)| ⩽ |x − y|, x, y ∈ Ω

Δηλαδή η d(x) είναι μια Lipschitz συνεχής με σταθερά 1 χωρίς να είναι απαρα-
ίτητα C1 συνάρτηση. Από Θεώρημα Rademacher γνωρίζουμε ότι μια Lipschitz
είναι διαφορίσιμη σχεδόν παντού και η παράγωγος της ταυτίζεται με την ασθε-
νή παράγωγο και ισχύει η σχέση |∇d| ⩽ 1. Η βασική γεωμετρική συνθήκη που
υποθέτουμε ότι ισχύει είναι :

(C) p , k και ∆pd
p−k
p−1 ⩽ 0 στο Ω \ K

όπου ∆p είναι ο p-Laplace συντελεστής με τύπο

∆pw = div(|∇w|p−2∇w). (4)

Η παραπάνω συνθήκη (C) περιγράφεται ισοδύναμα σε μια πιο απλή μορφή μέσω
του παρακάτω λήμματος.
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Λήμμα 4.1.1 Η συνθήκη

(C) p , k και ∆pd
p−k
p−1 ⩽ 0 στο Ω \ K.

γράφεται ισοδύναμα στην ακόλουθη απλή μορφή

(p − k)(d∆d + 1 − k) ⩽ 0 στο Ω \ K.

Απόδειξη. Εφαρμόζουμε τον τύπο (4) για την συνάρτηση w = d
p−k
p−1 και έχουμε

∆pd
p−k
p−1 = div(|∇d

p−k
p−1 |p−2∇d

p−k
p−1 )

= div
(∣∣∣∣p − k
p − 1

∣∣∣∣p−2|d −k+1p−1 |p−2|∇d|p−2
p − k
p − 1

d
−k+1
p−1 ∇d

)
=

∣∣∣∣ p − k
p − 1

∣∣∣∣p−2 p − k
p − 1

div
(
d

(−k+1)(p−2)
p−1 d

−k+1
p−1 ∇d

)
=

p − k
p − 1

∣∣∣∣ p − k
p − 1

∣∣∣∣p−2div(d (−k+1)(p−2+1)
p−1 ∇d

)
=

p − k
p − 1

∣∣∣∣ p − k
p − 1

∣∣∣∣p−2div(d−k+1∇d)
=

p − k
p − 1

∣∣∣∣ p − k
p − 1

∣∣∣∣p−2(∇d−k+1∇d + d−k+1div(∇d)
)

=
p − k
p − 1

∣∣∣∣ p − k
p − 1

∣∣∣∣p−2((−k + 1)d−k+1−1∇d∇d + d−k+1∆d
)

=
p − k
p − 1

∣∣∣∣ p − k
p − 1

∣∣∣∣p−2d−k(d∆d + (1 − k)|∇d|2)

Αφού από υπόθεση ∆pd
p−k
p−1 ⩽ 0 δηλαδή

p − k
p − 1

∣∣∣∣ p − k
p − 1

∣∣∣∣p−2d−k(d∆d + (1 − k)|∇d|2) ⩽ 0

Και εφόσον |∇d| = 1 , p > 1 και d(x) είναι η συνάρτηση απόσταση, η παραπάνω
ανισότητα γράφεται τελικά

(p − k)(d∆d + 1 − k) ⩽ 0.

Στην παρακάτω πρόταση αποδεικνύουμε πως ικανοποιείται η παραπάνω απλο-
ύστερη συνθήκη στις δύο περιπτώσεις πρώτον για k = N και δεύτερον για k = 1.

Πρόταση 4.1.1 (ι) Αν K = {0}, d(x) = |x| τότε

|x|∆|x| + 1 − N = 0
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(ιι) Αν Ω κυρτό, K = ∂Ω , τότε
∆d ⩽ 0

Απόδειξη. (ι )´Εχουμε

|x|∆(|x)| + 1 − N = |x|div(∇|x|) + 1 − N

= |x|div(|x|−1x) + 1 − N

= |x|
(
x∇(|x|)−1 + |x|−1divx

)
+ 1 − N

= |x|
(
−x|x|−2∇|x| + |x|−1divx

)
+ 1 − N

= |x|
(
−x|x|−2x|x|−1 + |x|−1divx

)
+ 1 − N

= |x|
(
−x2|x|−3 + |x|−1divx

)
+ 1 − N

= −x2|x|−2 + divx + 1 − N

= −|x|2−2 + divx + 1 − N

= −1 + divx + 1 − N

= divx − N

= N − N

= 0

(ιι) Γνωρίζουμε οτι αν έχουμε μία συνάρτηση g(x) η οποία είναι C2 και κοίλη
τότε υπολογίζοντας τον Εσσιανό πίνακα έχουμε∑

i

gxi xi ⩽ 0

δηλαδή ∆g ⩽ 0. Αυτή η παρατήρηση ϑα την χρησιμοποιήσουμε στο ακόλουθο
Λήμμα που μας αποδεικνύει το (ιι) της πρότασης .

Λήμμα 4.1.2 Κάθε κυρτό χωρίο Ω είναι ασθενώς κυρτό χωρίο .

Απόδειξη. Δείχνουμε αρχικά ότι η συνάρτηση απόσταση d(x) είναι κοίλη
συνάρτηση. Πράγματι , έστω 0 < λ < 1 και x,y δυο σημεία του Ω. Επιλέγουμε
ενα τρίτο σημείο z στο Ω ως γραμμικό συνδυασμό των άλλων δηλαδή

z = λx + (1 − λ)y.

Επιλέγουμε z0 ∈ ∂Ω και ορίζουμε

d(z) = |z − z0|

Ορίζουμε ακόμα Tz0 το υπερεπίπεδο που περέχει το z0 και είναι ορθογώνια στο
διάνυσμα z − z0. Ακόμα ορίζουμε x0, y0 τις ορθογώνιες προβολές των x, y πάνω
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στον χώρο Tz0 . Από την κυρτότητα του Ω έχουμε

d(z) = |z − z0|

= |λx + (1 − λ)y − λx0 − (1 − λ)y0|

= |λ(x − x0) + (1 − λ)(y − y0)|

= |λ||x − x0| + |1 − λ||y − y0|

= λ|x − x0| + (1 − λ)|y − y0|

⩾ λd(x) + (1 − λ)d(y)

Το οποίο αποδεικνύει οτι d(x) είναι κοίλη .
Στη συνέχεια κανονικοποιούμε την d(x) χρησιμοποιώντας ομαλοποιητές δηλα-

δή ορίζουμε την ακολουθία ομαλών συναρτήσεων, ώστε για κάθε ϵ > 0

dϵ(x) = d ∗ ηϵ(x) =
∫
Ω

d(x − y)ηϵ(x)dy, x ∈ Ω2ϵ ,

όπου supp(ηϵ) ⊂ Bϵ και

Ω2ϵ := {x ∈ Ω, d(x) > 2ϵ}.

Τότε dϵ ∈ C∞(Ω2ϵ).Γνωρίζοντας ότι η συνάρτηση απόσταση d(x) είναι κοίλη, δε-
ίχνουμε οτι το Ω2ϵ είναι κυρτό . Πράγματι, αν x, y ∈ Ω2ϵ και λ ∈ (0, 1) έχουμε

d(λx + (1 − λ)y) ⩾ λd(x) + (1 − λ)d(y)

⩾ λ2ϵ + (1 − λ)2ϵ

= 2ϵ

Στην συνέχεια δείχνουμε ότι η dϵ είναι κοίλη .Πράγματι , για x, z ∈ Ω2ϵ και λ ∈ (0, 1)
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έχουμε

dϵ(λx + (1 − λ)z) =
∫
Ω

d(λx + (1 − λ)z − y)ηϵ(y)dy

=

∫
Ω

d(λx + (1 − λ)z − λy − (1 − λ)y)ηϵ(y)dy

=

∫
Ω

d(λ(x − y) + (1 − λ)(z − y))ηϵ(y)dy

⩾

∫
Ω

[λd(x − y) + (1 − λ)d(z − y)]ηϵ(y)dy

=

∫
Ω

λd(x − y)ηϵ(y)dy +
∫
Ω

(1 − λ)d(z − y)ηϵ(y)dy

= λ

∫
Ω

d(x − y)ηϵ(y)dy + (1 − λ)
∫
Ω

d(z − y)ηϵ(y)dy

= λdϵ(x) + (1 − λ)dϵ(z)

Άρα η dϵ(x) είναι κοίλη , C2 χρησιμοποιώντας την παρατήρηση πριν την διατύπω-
ση του Λήμματος έχουμε

−∆dϵ(x) ⩾ 0, x ∈ Ω2ϵ .

´Εστω 0 ⩽ ϕ ∈ C∞c (Ω) και επιλέγουμε ϵ0 τέτοιο ώστε supp(ϕ) ⊂ Ω2ϵ0 . Τότε για
ϵ < ϵ0 και κάνοντας ολοκλήρωση κατά παράγοντες έχουμε

−∆dϵ(x) ⩾ 0

−

∫
Ω

∆dϵ(x)ϕ(x)dx ⩾ 0∫
Ω

∇dϵ(x) · ∇ϕ(x)dx −
∫
∂Ω

∇dϵ(x)ϕ(x)n⃗ dx ⩾ 0∫
Ω

∇dϵ(x) · ∇ϕ(x)dx ⩾ 0

Παίρνοντας το όριο ϵ → 0 έχουμε το ζητούμενο του λήμματος . Αφού η d(x) είναι
κοίλη στο κυρτό χωρίο Ω τότε

∆d ⩽ 0.
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4.2 Η Βελτιωμένη Lp ανισότητα Hardy

Σε αυτή την ενότητα αποδεικνύουμε μια ενναλακτική απόδειξη της βελτιωμένης
ανισότητας Hardy. Βασιζόμαστε στην χρησιμοποιήση ενός κατάλληλου διανυ-
σματικού πεδίου κάνοντας τους απαραίτητους υπολογισμούς. Είναι απαραίτητο
για αυτή την προσέγγιση ότι όλοι οι όροι της βελτιωμένης ανισότητας του Hardy
να είναι ομογενείς. Αυτό μας δίνει το πλεονέκτημα ότι μας επιτρέπει να υ-
πολογίσουμε σταθερές για τον εναπομείναντα όρο. Αντιθέτως , η παραπάνω
διαδικασία δεν δουλεύει για μη ομογενείς ανισότητες. Διατηρούμε τις γεωμετρικές
υποθέσεις που περιγράφηκαν στην 4.1. Στο παρακάτω ϑεώρημα ασχολούμαστε
με την περιπτωση p , k, ένω στο Θεώρημα 4.2.2 ασχολούμαστε με την περίπτωση
p = k . Οι αποδείξεις του βέλτιστου των σταθερών παρουσιάζονται στην ενότητα
4.3. Ξεκινάμε διατυπώνοντας και αποδεικνύοντας το ακόλουθο ϑεώρημα .

Θεώρημα 4.2.1 Υποθέτουμε οτι ικανοποείται η συνθήκη για το C. Τότε, υπάρ-
χει ένα D0 = D0(k, p) ≥ supΩ d(x) τέτοιο ώστε για κάθε D ≥ D0 να έχουμε την
ανισότητα ∫

Ω

|∇u|pdx ≥ |H|p
∫
Ω

|u|p

dp dx + B
∫
Ω

|u|p

dp X2(d/D)dx (5)

η οποία ισχύει
B =

p − 1
2p
|H|p−2.

Αν επιπλέον ισχύει 2 ≤ p < k, τότε μπορούμε να πάρουμε για D0 = supx∈Ω d(x,K).

Απόδειξη. ´Εστω T είναι ένα διανυσματικό πεδίο στο Ω. Για οποιαδήποτε
u ∈ C∞C (Ω \ K) ολοκληρώνουμε κατά παράγοντες όπου ο συνοριακός όρος στην
παραγοντική ολοκλήρωση στο Ω μηδενίζεται και στην συνέχεια χρησιμοποιούμε
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την ανισότητα Hölder και έχουμε∫
Ω

divT |u|pdx = −
∫
Ω

(T · ∇(|u|p))dx +
∫
∂Ω

T · |u|pn⃗ dx

= −

∫
Ω

(p|u|p−2u∇u) · Tdx

= −p
∫
Ω

(T · ∇u)|u|p−2udx

⩽ p
( ∫
Ω

|∇u|pdx
) 1

p
( ∫
Ω

∣∣∣∣T |u|p−2u∣∣∣∣ p
p−1

dx
)1− 1

p

⩽ p
(∫
Ω

|∇u|pdx
) 1

p
(∫
Ω

|T |
p

p−1 |u|
p(p−1)

p−1 dx
) p−1

p

⩽ p
(∫
Ω

|∇u|pdx
) 1

p
(∫
Ω

|T |
p

p−1 |u|pdx
) p−1

p

⩽ p
[
1
p

[( ∫
Ω

|∇u|pdx|
) 1

p
]p

+
p − 1

p

[( ∫
Ω

|T |
p

p−1 |u|pdx
) p−1

p
] p

p−1

]
⩽

(∫
Ω

|∇u|pdx
)
+ (p − 1)

(∫
Ω

|T |
p

p−1 |u|pdx
)

Επομένως καταλήγουμε στην ακόλουθη σχέση∫
Ω

|∇u|pdx ≥
∫
Ω

(divT − (p − 1)|T|
p

p−1 )|u|pdx. (6)

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (5), (6) η βελτιωμένη ανισότητα του Hardy ϑα αποδει-
χθεί εφόσον κατορθώσουμε να αποδείξουμε την ακόλουθη καθοριστική ανισότητα:

divT − (p − 1)|T |
p

p−1 ⩾
|H|p

dp

(
1 +

p − 1
2pH2 X2(d/D)

)
, x ∈ Ω (7)

Για την απόδειξη της (7) επιλέγουμε μια κατάλληλη επιλογή του Τ.Ορίζουμε

T (x) = H|H|p−2
∇d(x)
dp−1(x)

(
1 +

p − 1
pH

X(d(x)/D) + aX2(d(x)/D)
)
,

όπου στην ϑέση του α είναι μια ελεύθερη παράμετρος που η επιλογή της ϑα
γίνει αργότερα. Σε κάθε περίπτωση το α ϑα είναι τέτοιο ώστε η ποσότητα
1+ p−1

pH X(d/D)+aX2(d(x)/D) να είναι ϑετική στο Ω. Παρατηρήστε ότι το T (x) ιδιάζον
(το μέτρο της T (x) απειρίζεται) για x ∈ K , αλλά εφόσον u ∈ C∞c (Ω \ K) όλοι οι
προηγούμενοι υπολογισμοί είναι σωστοί . Μια απλή μετατροπή μας αποδεικνύει
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ότι

divT = H|H|p−2div(d1−p∇d)
(
1 +

p − 1
pH

X + aX2(d/D)
)

+H|H|p−2
∇d
dp−1∇

(
1 +

p − 1
pH

X + aX2(d/D)
)

= H|H|p−2(div(d−(p−1)∇d + d−(p−1)div(∇d))
(
1 +

p − 1
pH

X + aX2(d/D)
)

+H|H|p−2
∇d
dp−1

(
∇(1) +

p − 1
pH
∇(X) + a∇(X2)

)
= H|H|p−2(−(p − 1)d−p|∇d|2 + d−(p−1)∆d)

(
1 +

p − 1
pH

X + aX2(d/D)
)

+H|H|p−2
∇d
dp−1

( p − 1
pH

X2(d/D)d−1∇d + 2aX3(d/D)d−1∇d
)

= H|H|p−2
d∆d − (p − 1)|∇d|2

dp

(
1 +

p − 1
pH

X + aX2(d/D)
)

+H|H|p−2
|∇d|2

dp

(
p − 1
pH

X2(d/D) + 2aX3(d/D)
)

⩾ H|H|p−2
k − p

dp

(
1 +

p − 1
pH

X(d/D) + aX2(d/D)
)

+H|H|p−2
1

dp

(
p − 1
pH

X2(d/D) + 2aX3(d/D)
)
,

όπου στην τελευταία ανίσωση χρησιμοποιήσαμε ότι η d(x) έχει μέτρο |∇d| = 1 και
την βασικη γεωμετρική υπόθεση. Επομένως
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divT − (p − 1)|T |
p

p−1 ⩾ H|H|p−2
k − p

dp

(
1 +

p − 1
pH

X(d/D) + aX2(d/D)
)

+H|H|p−2
1

dp

( p − 1
pH

X2(d/D) + 2aX3(d/D)
)
− (p − 1)|T |

p
p−1

⩾ H|H|p−2
(k − p)(1 + p−1

pH X(d/D) + aX2(d/D))

dp

+H|H|p−2
( p−1

pH X2(d/D) + 2aX3(d/D))

dp

−(p − 1)
∣∣∣∣∣∣(H|H|p−2 ∇d

dp−1

(
1 +

p − 1
pH

X + aX2
)∣∣∣∣∣∣

p
p−1

⩾ H|H|p−2
(k − p)(1 + p−1

pH X(d/D) + aX2(d/D))

dp

+H|H|p−2
( p−1

pH X2(d/D) + 2aX3(d/D))

dp

−(p − 1)(|H|p−1)
p

p−1 (
|∇d|
dp−1 )

p
p−1 (1 +

p − 1
pH

X(d/D) + aX2(d/D))
p

p−1

⩾ H|H|p−2
p( k−p

p )(1 + p−1
pH X(d/D) + aX2(d/D))

dp

+H|H|p−2
1
H

H( p−1
pH X2(d/D) + 2aX3(d/D))

dp

−(p − 1)|H|p
(1 + p−1

pH X(d/D) + aX2(d/D))
p

p−1

dp .

Αν ορίσουμε

f (t) = p(1 +
p − 1
pH

t + at2) +
1
H

(
p − 1
pH

t2 + 2at3) − (p − 1)(1 +
p − 1
pH

t + at2)
p

p−1

την συνάρτηση, εμείς ϑέλουμε να αποδείξουμε

f (X(d/D)) ⩾ 1 +
p − 1
2pH2 X2(d/D), στο Ω. (8)

Επομένως αρκεί να αποδείξουμε οτι

f (t) ≥ 1 +
p − 1
2pH2 t2, (9)
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για αρκετά μικρά t < t0 . Από το ϑεώρημα Taylor έχουμε ότι

f (t) = f (0) + f ′(0)t +
1
2

f ′′(0)t2 +
1
6

f ′′′(ξt)t3 0 ≤ ξt ≤ t ≤ t0 (10)

´Εχουμε ότι f (0) = 1 .Επιπλέον

f ′(t) = p
( p − 1

pH
+ 2at

)
+

1
H

(
2

p − 1
pH

t + 6at2
)

−(p − 1)
p

p − 1
(
1 +

p − 1
pH

t + at2
) p

p−1−1( p − 1
pH
+ 2at

)
=

p − 1
H
+ 2apt +

2(p − 1)
pH2 t +

6a
H

t2

−p(1 +
p − 1
pH

t + at2)
1

p−1 (
p − 1
pH
+ 2at),

Ακόμη,

f ′′(t) = 2ap +
2(p − 1)

pH2 + 2
6a
H

t

−
p

p − 1
(
1 +

p − 1
pH

t + at2
) 1

p−1−1( p − 1
pH
+ 2at

)
−p

(
1 +

p − 1
pH

t + at2
) 1

p−1 (2a)

= 2ap +
2(p − 1)

pH2 +
12a
H

t − 2ap(1 +
p − 1
pH

t + at2)
1

p−1

−
p

p − 1
(1 +

p − 1
pH

t + at2)
2−p
p−1 (

p − 1
pH
+ 2at)2, (11)

Επίσης

f ′′′(t) =
12a
H
−

2ap
p − 1

(
1 +

p − 1
pH

t + at2
) 1

p−1−1(
p − 1
pH
+ 2at)

−
p

(p − 1)
(2 − p)
(p − 1)

(
1 +

p − 1
pH

t + at2
) 2−p

p−1 −1(
p − 1
pH
+ 2at)3

−
2p

p − 1
(2a)

(
1 +

p − 1
pH

t + at2
) 2−p

p−1
( p − 1

pH
+ 2at

)
=

12a
H
−

6ap
p − 1

(
1 +

p − 1
pH

t + at2
) 2−p

p−1 (
p − 1
pH
+ 2at)

−
p(2 − p)
(p − 1)2

(1 +
p − 1
pH

t + at2)
3−2p
p−1 (

p − 1
pH
+ 2at)3
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Συγκεκριμένα έχουμε με αντικατάσταση στην πρώτη παράγωγο λαμβάνουμε :

f ′(0) =
p − 1

H
− p ·

p − 1
pH
=

p − 1
H
−

p − 1
H
= 0

Ομοίως για την δεύτερη παράγωγο έχουμε ότι :

f ′′(0) = 2ap +
2(p − 1)

pH2 − 2ap · 1 −
p

p − 1
· 1 · (

p − 1
pH

)2

=
2(p − 1) − (p − 1)

pH2

=
p − 1
pH2

Με παρόμοιο συλλογισμό με τα προηγούμενα έχουμε τα εξής

f ′′′(0) =
12a
H
−

6ap
p − 1

· (
p − 1
pH

) −
p(2 − p)
(p − 1)2

( p − 1
pH

)3
=

12a
H
−

6a
H
−

(2 − p)(p − 1)
p2H3

=
6a
H
−

(2 − p)(p − 1)
p2H3 .

Αντικαθιστώντας την (10) στην (9) και χρησιμοποιώντας τους προηγούμενους
υπολογισμούς έχουμε

f (0) + f ′(0)t +
1
2

f ′′(0)t2 +
1
6

f ′′′(ξt)t3 ⩾ 1 +
p − 1
2pH2 t2

1 + 0t +
p − 1
2pH2 t2 +

1
6

f ′′′(ξt)t3 ⩾ 1 +
p − 1
2pH2 t2

1
6

f ′′′(ξt)t3 ⩾ 0

f ′′′(ξt) ⩾ 0

Αρκεί επομένως f ′′′(t) > 0 κοντά στο t = 0. Δηλαδή

∃ t0 > 0 έτσι ώστε f ′′′(t) ⩾ 0, ∀t ∈ (0, t0)

Θα επιλέξουμε α τέτοιο ώστε f ′′′(0) > 0 οπότε ϑα έχουμε οτι f ′′′(t) > 0 κοντά
στο 0. ´Εχουμε τις ακόλουθες περιπτώσεις :

(α) 1 < p < 2 ≤ k. Σε αυτή την περίπτωση H > 0. Επιλέγουμε a έτσι ώστε
f ′′′(0) > 0 , δηλάδη το a επιλέγεται να είναι a > (2−p)(p−1)

6p2H2 > 0. Ως εκ τούτου η
f ′′ να είναι γνησίως αύξουσα σε ένα διάστημα της μορφής (0, t0). Συνεπώς, για
t ∈ (0, t0) έχουμε ότι
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f ′′(ξt) ≥ f ′′(0), όπου f ′′(0) =
p − 1
pH2

Με αντικατάσταση από την σχέση (10) προκύπει ότι

f (t) = f (0) + f ′(0)t +
1
2

f ′′(ξt)t2

= 1 + 0 · t +
1
2

f ′′(ξt)t2

≥ 1 +
1
2

p − 1
pH2 t2

= 1 +
p − 1
2pH2 t2, t ∈ [0, t0]

Άρα αποδείχτηκε η (9) σε αυτή την περίπτωση .
(β) 2 ≤ p < k . Και σε αυτήν την περίπτωση έχουμε H > 0 .Επιλέγουμε a = 0.

Τότε παίρνουμε ότι

f ′′′(0) = −
(2 − p)(p − 1)

p2H3 > 0 διότι (2 − p) < 0, (p − 1) > 0 p2H3 > 0.

Επιπλέον, κάνουμε κάποιους υπολογισμούς

f ′′′(t) = −
p(2 − p)
(p − 1)2

·
(p − 1)3

p3H3 · (1 +
p − 1
pH

t)
3−2p
p−1

f ′′′(t) =
(p − 2)(p − 1)

p2H3 (1 +
p − 1
pH

t)
3−2p
p−1 > 0, ∀t > 0

Επαναλαμβάνοντας το προηγούμενο επιχείρημα στην περίπτωση (α), ϑέτωντας
t0 = +∞ ϑα έχουμε ότι ισχύει η (9) .

(γ) k = 1 < p < 2. Σε αυτήν την περίπτωση έχουμε H < 0. Η επιλογή του a
γίνεται με τρόπο να ισχύει f ′′′(0) > 0 δηλαδή το a επιλέγεται

0 < a <
(2 − p)(p − 1)

6p2H2 .

Επαναλάμβάνοντας την προηγούμενη διαδικασία λαμβάνουμε την σχέση (9) .
(δ) p ≥ 2, p > k. Και σε αυτήν την περίπτωση έχουμε H < 0. Επιλέγουμε

τώρα a <
(2 − p)(p − 1)

6p2H2 < 0 ώστε να ισχύει ότι f ′′′(0) > 0. Συνεχίζουμε όπως

παραπάνω και λαμβάνουμε την σχέση (9).
Είναι ξεκάθαρο οτι σε κάθε περίπτωση μπορούμε να επιλέξουμε ένα t0 (αρκετά
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μικρό) ώστε αφενός να έχουμε

1 +
p − 1
pH

X + aX2 > 0, για 0 < t < t0

και αφετέρου να ισχύει

f ′′′(t) > 0, για 0 < t < t0.

Ορίζοντας τότε D0 > 0 από τη σχέση

t0 = X(
sup d
D0

)

όπου ϑεωρούμε την συνάρτηση

X(s) = −
1

log(s)
, s ∈ (0, 1).

Αφόυ X(d/D) = − 1
log(d/D) , η συνθήκη X ≤ t0 είναι ισοδύναμη με

D ⩾ D0 := exp
1
t0

sup
x∈Ω

d(x).

´Εστω D > D0 .Τότε για κάθε x ∈ Ω ϑα ισχύει

X(
d(x)
D

) ⩽ X(
sup d
D0

) = t0.

και άρα παίρνουμε την (8). Η απόδειξη του ϑεωρήματος είναι τώρα πια πλήρης.
Σημείωση. Η υπόθεση supx∈Ω d(x) < +∞ είναι απαραίτητη προκειμένου να

αποκτήσουμε την βελτιωμένη ανισότητα Hardy . Για την βασική ανισότητα Hardy
αρκεί να επιλέξουμε το διανυσματικό πεδίο

T (x) = H|H|p−2
∇d(x)
dp−1(x)

,

όπου στην περίπτωση αυτή το σύνορο του d(x) δεν μας χρειάζεται . Ξεκάθα-
ρα η συνηθισμένη ανισότητα του Hardy δεν ισχύει στην περίπτωση p = k.Το
επόμενο αποτέλεσμα δίνουμε μια παραλλαγή της ανισότητας Hardy σε αυτή την
περίπτωση. Η ανάλογη συνθήκη (C) γίνεται

(C’) p = k, d∆d + 1 − k ≥ 0.

Στο ϑέωρημα 4.3.3, ϑα αποδείξουμε την εκτίμηση (12) πιο αύστηρα. Συνε-
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χίζουμε με την διατύπωση και απόδειξη του ακόλουθου Θεωρήματος.

Θεώρημα 4.2.2 ´Εστω p = k και υποθέτουμε οτι d(·) είναι φραγμένη μέσα στο Ω.
Αν (C′) ισχύει , τότε για κάθε D ≥ supΩ d(x) έχουμε∫

Ω

|∇u|pdx ⩾
( p − 1

p

)p
∫
Ω

|u|p

dp Xp(d/D)dx, u ∈ W1,p
0 (Ω \ K) (12)

Απόδειξη. Επιλέγουμε το διανυσματικό πεδίο

T (x) =
(

p − 1
p

)p−1 Xp−1(d(x)/D)
dp−1(x)

∇d(x), x ∈ Ω

και χρησιμοποιούμε την σχέση (7).´Εχουμε

divT = div
[( p − 1

p

)p−1 ∇d(x)
dp−1(x)

Xp−1(d(x)/D)
]

= (
p − 1

p
)p−1

[
div(d1−p∇d)Xp−1 + d1−p∇d∇(Xp−1(d/D))

]
= (

p − 1
p

)p−1 d∆d − (p − 1)|∇d|2

dp (Xp−1(d(x)/D))

+(
p − 1

p
)p−1 |∇d|2

dp ((p − 1)Xp(d/D))

= (
p − 1

p
)p−1 d∆d − (p − 1) · 1

dp (Xp−1(d(x)/D))

+(
p − 1

p
)p−1 1

dp ((p − 1)Xp(d(x)/D))

= (
p − 1

p
)(p−1)d−pXp−1(d/D)(d∆d − (p − 1))

+(
p − 1

p
)p−1d−pXp−1(d/D)((p − 1)X(d/D))

=

(
p − 1

p

)p−1

d−pXp−1(d/D)
(
(p − 1)X(d/D) − p + 1 + d∆d

)
≥

(
p − 1

p

)p−1

(p − 1)d−pXp(d/D)
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Επομένως

divT − (p − 1)|T |
p

p−1 ≥

(
p − 1

p

)p−1

(p − 1)d−pXp(d/D)

−(p − 1)
(

p − 1
p

)p 1
dp Xp(d/D)

=
( p − 1

p

)p−1[
1 −

p − 1
p

]
(p − 1)d−pXp(d/D)

⩾
( p − 1

p

)p
d−pXp(d/D)

Χρησιμοποιώντας το παραπάνω αποτέλεσμα και αντικαθιστώντας στην (6) ϑα
μας δώσει τελικά την (12).
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4.3 Απόδειξη του βέλτιστου των σταθερών

Σε αυτό το εδάφιο αποδεικνύουμε την βελτιστοποιήση των σταθερών που εμφα-
νίζονται στις βελτιωμένες ανισότητες Hardy που αναπτύχθηκαν στην ενότητα 4.
Για να επιτευχθεί αυτό , ϑα εξάγουμε βέλτιστα φράγματα για όλες τις σταθερές
που εμφανίζονται στις βελτιωμένες ανισότητες Hardy που ασχοληθήκαμε σε αυτή
την εργασία. Ειδικότερα, έχοντας ορίσει ότι H = k−p

p έχουμε το ακόλουθο ϑεώρημα

Θεώρημα 4.3.1 ´Εστω ένα χωρίο Ω στον RN .
(ι) Αν 2 ≤ k ≤ N − 1 , τότε υποθέτουμε ότι το K είναι μια λεία επιφάνεια συνδι-
άστασης k και ότι K ∩Ω , ∅.
(ιι) Αν k = N, τότε παίρνουμε K = {0} ⊂ Ω .
(ιιι) Αν k = 1 , τότε επιλέγουμε K = ∂Ω .
Υποθέτουμε οτι για κάποιες σταθερές A > 0, B ≥ 0, γ > 0 και D ≥ supΩ d(x), η
ακόλουθη ανισότητα ισχύει για όλα τα u ∈ C∞C (Ω \ K) :∫

Ω

|∇u|pdx ≥ A
∫
Ω

|u|p

dp dx + B
∫
Ω

|u|p

dp Xγ(d/D)dx (13)

Τότε :

(i) A ≤ |H|p

(ii) Εαν A = |H|p, B > 0, τότε γ ≥ 2

(iii) Αν A = |H|p , γ = 2, τότε B ≤
p − 1
2p
|H|p−2

Για να αποδείξουμε το ϑεώρημα ϑα χρησιμοποιήσουμε μια ακολουθία για την
βελτιωμένη ανισότητα Hardy . Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να υπο-
ϑέσουμε ότι 0 ∈ K ∩ Ω , αν k , 1, ενώ 0 ∈ ∂Ω αν k = 1. Οτι ϑα πούμε παρακάτω
ϑα είναι σε τοπικό ,σε μια συγκεκριμένη μπάλα κέντρού 0 και ακτίνας δ , για ο-
σοδήποτε μικρό δ ,δηλάδη ορίζουμε Bδ(0) Στα ακόλουθα εισάγουμε την ακόλουθη
συνάρτηση

wϵ(x) = d−H+ϵ(x)X−θ(d(x)/D), 1/p < θ < 2/p. (14)

Για να είναι τοπική , επιλέγουμε μια κατάλληλη μη αρνητική συνάρτηση ϕ ∈
C2

c(Bδ) έτσι ώστε ϕ(x) = 1 για x ∈ Bδ/2. Συνδυάζοντας έχουμε οτι

Uϵ(x) = ϕ(x)wϵ(x), suppUϵ ⊂ Bδ (15)

Η απόδειξη που ϑα παρουσιάσουμε δουλεύει για k = 1, 2, ..N.Στην περίπτωση
του k = N (απόσταση από σημείο),οι υπολογισμοί γίνονται απλοί. Ενώ στην
περίπτωση , k = 1 (απόσταση από το σύνορο)θα αντικαταστησουμε το Bδ με
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Bδ ∩Ω. Στην τελευταία περίπτωση ϑα χρειαστούν κάποιες μικρές αλλαγές, όμως
τα επιχειρήματα που ϑα χρησιμοποιηθούν ϑα είναι τα ίδια. Στο υπόλοιπο εδάφιο
ορίζουμε C, c(p) ϑετικές σταθερές, διαφορετικές σε κάθε περίπτωση οποίες ϑα
εξαρτώνται από το δ, p, k αλλά ϑα είναι ανεξάρτητες από την επιλογή του ϵ.
Θα ξεκινήσουμε την παρουσίαση με την βοήθεια κάποιων λημμάτων τα οποία
περιέχουν όλους αυτούς τους υπολογισμούς που ϑα χρειαστούν για την απόδειξη
του Θεωρήματος.

Για β ∈ R και ϵ > 0 ορίζουμε την πόσοτητα

Jβ(ϵ) =
∫
Ω

ϕpd−k+ϵpX−β(d/D)dx (16)

Για το επόμενο Λήμμα χρησιμοποιούμε το Θεωρημα2.2 (Τύπος συνεμβαδού) και
την πρόταση που ακολουθούν.

Πρόταση 4.3.1 ´Εστω K κλειστή επιφάνεια με συνδιάσταση k και Ω χωρίο του
Rn. Αν d(x) = dist(x,K) με x ∈ Ω τότε ισχύει

d∇d + 1 − k = O(d), d(x)→ 0

Λήμμα 4.3.1 Για μικρά ϵ > 0 έχουμε :

(i) ce−1−β ≤ Jβ(ϵ) ≤ Cϵ−1−β, β > −1

(ii) Jβ(ϵ) =
pϵ
β + 1

Jβ+1(ϵ) + O(1), β > −1

(iii) Jβ(ϵ) = O(1), β < −1

Απόδειξη. Αφού |∇d| = 1, έχουμε

Jβ(ϵ) =
∫ δ

0

∫
d=r
ϕpr−k+ϵpX−β(r/D)dS dr.

Χρησιμοποιώντας το δεδομένο ότι 0 ⩽ ϕ ⩽ 1 καθώς και το ότι∫
{δ=r}∩Bδ

dS < crk−1
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παρατηρούμε οτι

Jβ(ϵ) =
∫ δ

0
X−β(r/D)dr

∫
{δ=r}∩Bδ

ϕpr−k+ϵpdS

⩽ c
∫ δ

0
1 · r−k+ϵp+k−1X−β(r/D)dr

⩽ c
∫ δ

0
r−1+ϵpX−β(r/D)dr

⩽ c
∫ δ

0
r−1X−β(

r
D

)dr

= c
1

−β − 1

∫ δ

0

d
dr

[
X−β−1(

r
D

)
]

dr

=
c

−β − 1

[
X−β−1(

δ

D
) − X−β−1(0)

]
=

c
−β − 1

X−β−1(
δ

D
)

όπου στην προτελευταία ισότητα το X−β−1(0) , με X(s) = − 1
logs είναι μηδέν διότι

lim
s→0

X(0) = 0

Στις παραπάνω πράξεις χρησιμοποιήσαμε την ακόλουθη σχέση για ολοκληρώματα∫ s2

s1
r−1Xβ+1(r)dr =

1
β

[
Xβ(s2) − Xβ(s1)

]
Δείξαμε δηλαδή |Jβ(ϵ)| ⩽ C, όπου C = c

−β−1X
−β−1( δD ) Άρα έχουμε ότι

Jβ(ϵ) = Oϵ(1)

και δείξαμε το (iii) του λήμματος. Για να αποδείξουμε το (i) κάνουμε αλλαγή
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μεταβλητής r = Ds1/ϵ και έχουμε

Jβ(ϵ) ⩽ c
∫ δ

0
r−1+epX−β(r/D)dr

⩽ c
∫ (δ/D)ϵ

0
(Ds1/ϵ)−1+ϵpX−β(s1/ϵ)

1
ϵ

s
1
ϵ −1Dds

⩽ c · Dϵp
∫ (δ/D)ϵ

0
s−

1
ϵ spX−β(s1/ϵ)

1
ϵ

s
1
ϵ −1ds

⩽ c · Dϵp
1
ϵ

∫ (δ/D)ϵ

0
sp−1X−β(s1/ϵ)ds

⩽ c · Dϵp
1
ϵ

∫ (δ/D)ϵ

0
sp−1ϵ−βX(s)−βds

⩽ ϵ−1−βDϵp
∫ (δ/D)ϵ

0
sp−1X−β(s)ds

Για μικρό 0 < ϵ < 1

Dϵp
∫ (δ/D)ϵ

0
sp−1X−β(s)ds ⩽ C

παίρνουμε το άνω φράγμα της ανισότητας (i). Για το κάτω άκρο της ανίσωσης
χρησιμοποιούμε το γεγονός ότι ϕ = 1 για d ⩽ δ/2 και έχουμε

Jβ(ϵ) =
∫
Ω

ϕpd−k+ϵpX−β(d/D)dx

⩾

∫
{d⩽ δ2 }

d−k+ϵpX−β(d/D)dx

⩾

∫ δ/2

0

∫
{d=r}

r−k+ϵpX−β(r/D)dS ds

⩾

∫ (δ/2D)ϵ

0
(Ds1/ϵ)

−k+ϵp
X−β(s1/ϵ)

1
ϵ

s
1
ϵ −1Dds

⩾ D1−k+ϵpϵ−1
∫ (δ/2D)ϵ

0
sp−1 · s

−1−k
ϵ (ϵX(s))−βds

⩾ D1−k+ϵpϵ−1−β
∫ (δ/2D)ϵ

0
sp−1− (k+1)

ϵ X−β(s)ds

Για μικρό 0 < ϵ < 1

D1−k+ϵp
∫ (δ/2D)ϵ

0
sp−1− (k+1)

ϵ X−β(s)ds ⩾ c

και παίρνουμε το κάτω φράγμα της ανισότητας (i).
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Παρατηρούμε ότι

∇X−β−1(d/D) = −(β + 1)X−β(d/D) ·
1
d
∇d

και άρα

∇d · ∇X−β−1(d/D) = −(β + 1)
1
d

X−β(d/D)

Για να αποδείξουμε το (ii) χρησιμοποιώντας τους παραπάνω υπολογισμούς

−

∫
Ω

ϕpd1−k+ϵp∇d · ∇X−β−1(d/D)dx =

(β + 1)
∫
Ω

ϕpd−k+ϵpX−β(d/D)dx = (β + 1)Jβ(ϵ)

Κάνοντας ολοκλήρωση κατά παράγοντες έχουμε ότι δεν εμφανίζονται συνο-
ριακοί όροι.

−

∫
Ω

ϕpd1−k+ϵp∇d · ∇X−β−1(d/D)dx =
∫
Ω

div(ϕpd1−k+ϵp∇d)X−β−1(d/D)dx

−

∫
∂Ω

ϕpd1−k+ϵpX−β−1(d/D)∇d · n⃗ ds

Ειδικότερα , αν k = 1 τότε ο όρος d1−k+ϵp = dϵp μας εξασφαλίζει οτι το ολοκλήρωμα
εξαφανίζεται στο K αφού K = ∂Ω. Αν 2 ⩽ k ⩽ N τότε προσεγγίζουμε το Ω από
το Ωη = {x ∈ Ω : d(x) > η} , για μικρό η > 0. Ο συνοριακός όρος γράφεται

−

∫
{d=η}
ϕpd1−k+epX−β−1(d/D)∇d · −→n dS

όπου το ολοκλήρωμα τείνει στο μηδέν και αυτό διότι

|Aη| =
∣∣∣∣ − ∫

{d=η}
ϕpd1−k+ϵpX−β−1(d/D)∇d · −→n

∣∣∣∣dS

⩽

∫
{d=η}
|d1−k+ϵpX−β−1(d/D)||∇d · −→n |dS

⩽

∫
{d=η}
|d1−k+ϵpX−β−1(d/D)|dS

= η1−k+ϵpX−β−1(η/D)
∫
{d=η}
|1|dS

= η1−k+ϵpX−β−1(η/D)|{d = η}|

⩽ η1−k+ϵpX−β−1(η/D)c · ηk−1

= c · ηϵpX−β−1(η/D)
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Καθώς η → 0 η τελευταία ισότητα πάει στο μηδέν και συνεπώς το Aη. Σε κάθε
περίπτωση έχουμε

(β + 1)Jβ(ϵ) =
∫
Ω

div(ϕpd1−k+ϵp∇d)X−β−1(d/D)dx

= p
∫
Ω

ϕp−1d1−k+ϵpX−β−1(d/D)∇ϕ · ∇d dx

+ (1 − k + ϵp)
∫
Ω

ϕpd−k+ϵpX−β−1(d/D)∇d · ∇d dx

+

∫
Ω

ϕpd1−k+ϵp∇(∇d)X−β−1(d/D)dx

= p
∫
Ω

ϕp−1d1−k+ϵpX−β−1(d/D)∇ϕ · ∇d dx

+(1 − k + ϵp)
∫
Ω

ϕpd−k+ϵpX−β−1(d/D)dx

+

∫
Ω

ϕpd1−k+ϵp∆dX−β−1(d/D)dx (17)

Το πρώτο ολοκλήρωμα είναι τάξης γίνεται O(1) επειδή∣∣∣∣p ∫
Ω

ϕp−1d1−k+ϵpX−β−1(d/D)∇ϕ · ∇d dx
∣∣∣∣

⩽ p
∫
Ω

d1−k+ϵpX−β−1(d/D)|∇ϕ| · |∇d|dx

⩽ K p
∫
Ω

d1−k+ϵpX−β−1(d/D)dx

Για μικρά d ισχύει

d
X(d/D)

⩽ c

ισοδύναμα d ⩽ cX(d/D)

Χρησιμοποιώντας αυτή την παρατήρηση η τελευταία ανισότητα γράφεται

p
∫
Ω

d1−k+ϵpX−β−1(d/D)dx ⩽ pc
∫
Ω

d−k+ϵpX−β(d/D)dx = Jβ(ϵ) = O(1)
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Για τα άλλα δύο ολοκληρώματα παρατηρούμε οτι

ϵp
∫
Ω

ϕpd−k+ϵpX−β−1(d/D)dx

+

∫
Ω

ϕpd−k+ϵpX−β−1(d/D)(d∆d + 1 − k)dx

= ϵpJβ+1(ϵ) +
∫
Ω

ϕpd−k+ϵpX−β−1(d/D)(d∆d + 1 − k)dx

Άρα τα δύο τελευταία ολοκληρώματα της (17) αθροίζουν σε

ϵpJβ+1(ϵ) +
∫
Ω

ϕpd−k+ϵpX−β−1(d/D)(d∆d + 1 − k)dx (18)

Αλλά άμεση συνέπεια της παραπάνω Πρότασης έχουμε

d∆d + 1 − k = O(d), καθώς d(x)→ 0 (19)

Αντικαθιστώντας το τελευταίο συμπέρασμα στην (18) το ολοκλήρωμα γίνεται της
μορφής

C
∫
Ω

ϕpd1−k+ϵpX−β−1(d/D)dx

και χρησιμοποιώντας την προηγούμενη συλλογιστική πορεία δείχνουμε οτι είναι
της μορφής O(1) .Τελικά

(β + 1)Jβ(ϵ) = ϵpJβ+1(ϵ) + Oϵ(1) =
pϵ

(β + 1)
Jβ+1(ϵ) + Oϵ(1)

Στην συνέχεια εκτιμούμε την ακόλουθη ποσότητα

I [Uϵ] =
∫
Ω

|∇Uϵ |pdx − |H|p
∫
Ω

|Uϵ |p

dp dx.

´Εχουμε το ακόλουθο λήμμα .

Λήμμα 4.3.2 Για ϵ → 0

(i) I[Uϵ] ⩽
θ(p − 1)

2
|H|p−2Jpθ−2(ϵ) + O(1) (20)

(ii)
∫

Bδ
|∇Uϵ |pdx ⩽ |H|pJpθ(ϵ) + O(ϵ1−pθ) (21)

Απόδειξη. ´Εχουμε ότι ∇Uϵ = ∇(ϕ · wϵ) = ϕ∇wϵ + ∇ϕ wϵ και χρησιμοποιούμε την
βασική ανισότητα έχουμε ότι

|a + b|p ⩽ |a|p + cp(|a|p−1|b| + |b|p), a, b ∈ RN , p > 1 (22)
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Άρα λαμβάνουμε∫
Ω

|∇Uϵ |pdx =

∫
Bδ
|ϕ∇wϵ + wϵ∇ϕ|pdx

⩽

∫
Bδ
|ϕ|p|∇wϵ |pdx + cp

∫
Bδ
|ϕ∇wϵ |p−1|∇ϕwϵ |dx

+cp

∫
Bδ
|∇ϕwϵ |pdx

⩽

∫
Bδ
ϕp

∣∣∣∣∇(d−H+ϵX−θ)
∣∣∣∣pdx + cp

∫
Bδ
|∇ϕ||ϕ|p−1|∇wϵ |p−1|wϵ |dx

+cp

∫
Bδ
|∇ϕ|p|wϵ |pdx

⩽

∫
Bδ
ϕp

∣∣∣∣X−θ∇(d−
k−p

p +ϵ) + d−
k−p

p +ϵ∇(X−θ)
∣∣∣∣pdx

+cp

∫
Bδ
|∇ϕ||ϕ|p−1|∇wϵ |p−1|wϵ |dx + cp

∫
Bδ
|∇ϕ|p|wϵ |pdx

⩽

∫
Bδ
ϕp

∣∣∣∣(−k − p
p
+ ϵ)d

−k+ϵp
p X−θ∇d + d

−k+ϵp
p (−θ)X−θ+1∇d

∣∣∣∣pdx

+cp

∫
Bδ
|∇ϕ||ϕ|p−1|∇wϵ ||wϵ |dx + cp

∫
Bδ
|∇ϕ|p|wϵ |pdx

⩽

∫
Bδ
ϕpd−k+ϵpX−pθ

∣∣∣∣(−k − p
p
+ ϵ) − θX

∣∣∣∣pdx

+cp

∫
Bδ
|∇ϕ||ϕ|p−1|∇wϵ |p−1|wϵ |dx + cp

∫
Bδ
|∇ϕ|p|wϵ |pdx

⩽

∫
Bδ
ϕpd−k+ϵpX−pθ(d/D)|H − ϵ + θX(d/D)|pdx

+cp

∫
Bδ
|∇ϕ||ϕ|p−1|∇wϵ ||wϵ |dx + cp

∫
Bδ
|∇ϕ|p|wϵ |pdx

⩽

∫
Bδ
ϕpd−k+ϵpX−pθ(d/D)|H − (ϵ − θX(d/D))|pdx

+cp

∫
Bδ
|∇ϕ||ϕ|p−1|wϵ |p−1|wϵ |dx + cp

∫
Bδ
|∇ϕ|p|wϵ |pdx

=: IA + I2 + I3

όπου IA, I2, I3 αντιστοιχούν με την σειρά στα παραπάνω ολοκληρώματα. Ισχυρι-
ζόμαστε ότι

I2, I3 = O(1) καθώς ϵ → 0 (23)

Δίνουμε μια απόδειξη για το I2. Χρησιμοποιώντας το πως ορίστηκε το wϵ και την
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ιδιότητα ότι η ϕ είναι μια καλή συνάρτηση έχουμε ότι

I2 = cp

∫
Bδ
|∇ϕ||ϕ|p−1|∇wϵ |p−1|wϵ |dx

⩽ cp · A
∫

Bδ

∣∣∣∣∇(d−H+ϵX−θ(d/D))
∣∣∣∣p−1∣∣∣∣d−H+ϵX−θ(d/D)

∣∣∣∣dx

⩽ c
∫

Bδ

∣∣∣∣X−θ∇(d−
k−p

p +ϵ) + d−
k−p

p +ϵ∇(X−θ)
∣∣∣∣p−1∣∣∣∣d− k−p

p +ϵX−θ
∣∣∣∣dx

⩽ c
∫

Bδ

(
d
−k+ϵp

p X−θ
)p−1 ∣∣∣∣(−k − p

p
+ ϵ) − θX

∣∣∣∣p−1d −k+ϵp+p
p X−θdx

⩽ c
∫

Bδ
d
(
d
−k+ϵp

p

)p−1+1 (
X−θ

)p−1+1
| − H + ϵ − θX|

p−1
dx

⩽ c
∫

Bδ
d1−k+ϵpX−pθ(d/D)|H − (ϵ − θX(d/D))|p−1dx

Επειδή η ποσότητα μέσα στο απόλυτο (ϵ − θX(d/D)) είναι μικρό σε σχέση με το
H έχουμε τελικά

I2 ⩽ c
∫

Bδ
d1−k+ϵpX−pθ(d/D)dx

και παρατηρούμε ότι το παραπάνω ολοκλήρωμα έχει πεπερασμένο όριο καθώς
ϵ → 0 διότι

I2 ⩽ c
∫

Bδ
d1−k+ϵpX−pθ(d/D)dx

⩽ c
∫

Bδ
d−k+ϵpX−pθ+1(d/D)dx

= J−1+pθ(ϵ)

Το I3 έχει παρόμοιο συλλογισμό . Από τις παραπάνω σχέσεις και την (23) και το
πως ορίστηκε το Jβ έχουμε

I[Uϵ] =
∫

Bδ
|∇Uϵ |pdx − |H|p

∫
Bδ

|Uϵ |p

dp dx

⩽ IA + I2 + I3 − |H|p
∫
Ω

|ϕwϵ |pd−pdx

= IA + O(1) − |H|p
∫
Ω

ϕpd−pd−pH+ϵpX−pθ

= IA + O(1) − |H|p
∫
Ω

ϕpd−p−k+p+ϵpX−pθ

= IA − |H|pJpθ + O(1)

= I1 + O(1) (24)
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όπου
I1 =

∫
Bδ
ϕpd−k+epX−pθ(d/D)

(
|H − (ϵ − θX(d/D))|p − |H|p

)
.

Θα εκτιμήσουμε την ποσότητα I1 .Αφού η := (ϵ − θX(d/D)) είναι μικρό σε σχέση
με το H χρησιμοποιώντας το ϑεώρημα Taylor έχουμε ότι

|H − η|p − |H|p ⩽ −p|H|p−2Hη +
1
2

p(p − 1)|H|p−2η2 +C|η|3

Χρησιμοποιώντας αυτή την ανισότητα μπορούμε να φράξουμε το I1 από

I1 ⩽ I11 + I12 + I13, (25)

όπου

I11 = −p|H|p−2H
∫

Bδ
ϕpd−k+ϵpX−pθ(d/D)(ϵ − θX(d/D))dx

I12 =
1
2

p(p − 1)|H|p−2
∫

Bδ
ϕpd−k+ϵpX−pθ(d/D)(ϵ − θX(d/D))2dx

I13 = C
∫

Bδ
ϕpd−k+ϵpX−pθ(d/D)|ϵ − θX(d/D)|3dx

Θα αποδείξουμε ότι
I11, I13 = O(1), ϵ → 0 (26)

Μάλιστα από το προηγούμενο λήμμα (για β = −1 + pθ) έχουμε ότι

J−1+pθ(ϵ) =
pϵ
pθ

Jpθ(ϵ) + O(1)

=
ϵ

θ
Jpθ(ϵ) + O(1)

⩽
ϵ

θ
Cϵ−1−pθ + O(1)

⩽
Cϵ−pθ

θ
+ O(1)

για μικρά ϵ > 0. Τότε το I11 γράφεται

I11 = −p|H|p−2Hϵ
∫

Bδ
ϕpd−k+ϵpX−pθ(d/D)dx + p|H|p−2Hθ

∫
Bδ
ϕpd−k+ϵpX1−pθ(d/D)dx

= −p|H|p−2HϵJpθ(ϵ) + p|H|p−2HθJ−1+pθ(ϵ)

⩽ −p|H|p−2HCϵ−pθ + p|H|p−2HCϵ−pθ + O(1)

= O(1)
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Με αντίστοιχους συλλογισμούς βρίσκουμε ότι

I13 = C
∫

Bδ
ϕpd−k+ϵpX−pθ|ϵ − θX|3dx

= C
∫

Bδ
ϕpd−k+ϵpX−pθ|ϵ3 − 3ϵ2θX + 3ϵθ2X2 − θ3X3|dx

⩽ Cϵ3
∫

Bδ
ϕpd−k+ϵpX−pθdx + 3ϵ2θC

∫
Bδ
ϕpd−k+ϵpX1−pθdx

+3ϵθ2C
∫

Bδ
ϕpd−k+ϵpX2−pθdx +Cθ3

∫
Bδ
ϕpd−k+ϵpX3−pθdx

⩽ Cϵ3Jpθ +Cθ3Jpθ−3

Τελικά
I13 ⩽ cϵ3Jpθ + cJpθ−3

Χρησιμοποιώντας το λήμμα 4.3.1 το (i),(iii) , 1 < pθ < 2 και 0 < ϵ < 1

I13 ⩽ cϵ3Kϵ−1−pθ +CO(1)

= cKϵ2−pθ +CO(1)

έχουμε ότι I13 = O(1). Για να υπολογίσουμε τον όρο I12 έχουμε

I12 =
1
2

p(p − 1)|H|p−2ϵ2
∫

Bδ
ϕpd−k+ϵpX−pθdx

−p(p − 1)ϵθ|H|p−2
∫

Bδ
ϕpd−k+ϵpX1−pθdx

+
1
2

p(p − 1)|H|p−2θ2
∫

Bδ
ϕpd−k+ϵpX2−pθdx

=
1
2

p(p − 1)|H|p−2ϵ2Jpθ(ϵ)

−p(p − 1)ϵθ|H|p−2Jpθ−1(ϵ)

+
1
2

p(p − 1)|H|p−2θ2Jpθ−2(ϵ)

= p(p − 1)|H|p−2
[
ϵ2

2
Jpθ(ϵ) − ϵθJpθ−1(ϵ) +

θ2

2
Jpθ−2(ϵ)

]
Στην συνέχεια χρησιμοποιώντας το λήμμα 4.3.1 (ii) δύο φορές (β = −1 + pθ την
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πρώτη φορά και μετά β = −2 + pθ > −1 την δεύτερη) έχουμε τελικά

J−1+pθ(ϵ) =
−1 + pθ

pϵ
J−2+pθ(ϵ)

Jpθ(ϵ) =
θ

ϵ
J−1+pθ(ϵ)

=
θ

ϵ

(
−1 + pθ

pϵ

)
J−2+pθ(ϵ)

Αντικαθιστώντας τις δυο προηγούμενες σχέσεις στην τελευταια ισοτητα στον υ-
πολογισμό για το I12 έχουμε

I12 = p(p − 1)|H|p−2
[
θ(−1 + pθ)

2p
−
θ(−1 + pθ)

p
+
θ2

2

]
J−2+pθ(ϵ) + O(1)

= p(p − 1)|H|p−2
[
−θ + pθ2 + 2θ − 2pθ2 + pθ2

2p

]
J−2+pθ(ϵ) + O(1)

όπου τελικά οδηγούμαστε στην ακόλουθη σχέση

I12 =
θ(p − 1)

2
|H|p−2

∫
Bδ
ϕpd−k+ϵpX(d/D)2−pθdx + Oϵ(1), ϵ → 0. (27)

Από τις σχέσεις (24),(25),(26) και (27) οδηγούμαστε στην (20). Η δεύτερη ανισότη-
τα προκύπτει ως εξής :∫

Bδ
|∇Uϵ |pdx = I[Uϵ] + |H|p

∫
Bδ

|Uϵ |p

dp dx

⩽
θ(p − 1)

2
|H|p−2Jpθ−2(ϵ) + |H|pJpθ(ϵ) + O(1)

⩽
θ(p − 1)

2
|H|p−2Cϵ−1−(pθ−2) + |H|pJpθ(ϵ) + O(1)

⩽ C
θ(p − 1)

2
|H|p−2ϵ1−pθ + |H|pJpθ(ϵ) + O(1)

⩽ |H|pJpθ(ϵ) + O(ϵ1−pθ)

Προχωράμε στην απόδειξη του Θεωρήματος .
Απόδειξη. Προκύπτει άμεσα ότι από το λήμμα (i) οτι για κάθε γ ∈ R

Rγ[Uϵ] :=
∫
Ω

|Uϵ |p

dp Xγ(d/D)dx = Jpθ−γ(ϵ) (28)
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(ι) Από την ανισότητα (13) η οποία ισχύει για κάθε u ∈ W p
0 (Ω \ K) έχουμε ότι

A
∫

Bδ

|Uϵ |p

dp dx ⩽
∫

Bδ
|∇Uϵ |pdx

A ⩽

∫
Bδ
|∇Uϵ |pdx

R0[Uϵ]

⩽

∫
Bδ
|∇Uϵ |pdx

Jpθ(ϵ)

⩽
|H|pJpθ(ϵ) + O(ϵ1−pθ)

Jpθ(ϵ)

⩽
|H|pJpθ(ϵ) +Cϵ1−pθ

Jpθ(ϵ)

⩽
|H|p(1 + O(ϵ))Jpθ(ϵ) + O(1)

Jpθ(ϵ)

Αφήνοντας το ϵ → 0, έχουμε για το Jpθ(ϵ) από το Λημμα 4.3.1 (i) ότι ισχύει
pθ > 1 > −1

cϵ−1−pθ ⩽ Jpθ(ϵ) ⩽ Cϵ−1−pθ

Από κριτήριο παρεμβολής στην παραπάνω ανίσωση λαμβάνουμε τελικά

Jpθ(ϵ)→ ∞

.Οπότε
A ⩽ |H|p(1 + O(ϵ)) +

O(1)
Jpθ(ϵ)

οπότε A ⩽ |H|p.
(ιι) Ας υποθέσουμε ότι A = |H|p. Υποθέτωντας ότι γ < 2 ϑα οδηγούμαστε σε

άτοπο. Δεδομένου ότι pθ − γ > −1, κάνοντας κάποιούς υπολογισμούς στην (13)
έχουμε ∫

Ω

|∇Uϵ |pdx ⩾ |H|p
∫
Ω

|Uϵ |p

dp dx + B
∫
Ω

|Uϵ |p

dp Xγ(d/D)dx∫
Ω

|∇Uϵ |pdx − |H|p
∫
Ω

|Uϵ |p

dp dx ⩾ B
∫
Ω

|Uϵ |p

dp Xγ(d/D)dx

I[Uϵ] ⩾ B · Rγ[Uϵ]
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Άρα

0 < B ⩽
I[Uϵ]

Rγ[Uϵ]

⩽

θ(p−1)
2 |H|

p−2Jpθ−2(ϵ) + O(1)
Jpθ−γ(ϵ)

⩽

θ(p−1)
2 |H|

p−2Cϵ−1−(pθ−2)

cϵ−1−(pθ−γ)

⩽
c′ϵ−pθ+1

cϵ−1−pθ+γ

⩽
c′

c
ϵ−pθ+1+1+pθ−γ

= dϵ2−γ → 0, ϵ → 0

Καταλήξαμε δηλαδή ότι

0 < B ⩽ 0, δηλαδή B = 0

Άτοπο λόγω των υποθέσεων του Θεωρήματος. Άρα γ ⩾ 2.
(ιιι) Αν A = |H|p και γ = 2 τότε με παρόμοια βήματα οπως στο (ii) καταλήγουμε

στην ακόλουθη σχέση
I[Uϵ] ⩾ B · R2[Uϵ]

Άρα

B ⩽
I[Uϵ]

R2[Uϵ]

⩽
1
2θ(p − 1)|H|p−2Jpθ−2(ϵ) + O(1)

Jpθ−2(ϵ)

Από την υπόθεση ότι θ >
1
p

οδηγούμαστε στο ότι pθ− 2 > −1 και άρα από λήμμα

4.3.1 (i) και από κριτήριο παρεμβολής καταλήγουμε Jpθ−2 → ∞ καθώς ϵ → 0 .
Επομένως

B ⩽
1
2
θ(p − 1)|H|p−2 +

O(1)
Jpθ−2

(ϵ)

Οπότε
B ⩽
θ(p − 1)

2
|H|p−2

αφήνοντας το θ →
1
p

έχω το ζητούμενο.

Θεώρημα 4.3.2 Υποθέτουμε οτι το Ω είναι χωρίο στο RN .
(i) Αν 2 ⩽ k ⩽ N − 1, τότε υποθέτουμε οτι το K είναι μια λεία επιφάνεια συνδι-
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άστασης k και ότι K ∩Ω , ∅.
(ii) Αν k = N επιλέγουμε K = {0} ⊂ Ω.
Υποθέτωντας για p = k και για κάποιες σταθερές B ⩾ 0 και γ > 0 η ακόλουθη
ανισότητα ισχύει για κάθε u ∈ C∞c (Ω \ K) :∫

Ω

|∇u|pdx ⩾ B
∫
Ω

|u|p

dp Xγ(d/D)dx (29)

Τότε έχουμε :

(i) Αν B > 0, γ ⩾ p

(ii) Αν γ = p, B ⩽
( p − 1

p

)p
.

Απόδειξη. Στην ακόλουθη απόδειξη ϑα ακόλουθήσουμε παρόμοια συλλογιστική
σκέψη με το Θεώρημα 4.3.1. Χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουμε ότι το
0 ∈ K ∩ Ω, αν 2 ⩽ k ⩽ N, και 0 ∈ ∂Ω = K αν k = 1. ´Οπως και στο προηγούμενο
ϑεώρημα επιλέγουμε την ϕ να είναι μια μη αρνητική συνάρτηση , ϕ ∈ C2

c(Bδ)
ορισμένη στον ένα κλάδο στην Bδ = |x| < δ και ομοίως στον άλλο κλάδο Bδ/2 =
|x| < δ/2. Για κάθε ϵ > 0 και για κάθε θ > (p − 1)/p ορίζουμε την συνάρτηση

wϵ = dϵX−θ(d/D)

και
Uϵ = ϕwϵ .

Χρησιμοποιώντας την βασική ανισότητα (22), έχουμε∫
Ω

|∇Uϵ |pdx =

∫
Ω

|∇(ϕ · wϵ)|pdx

=

∫
Ω

|ϕ∇wϵ + wϵ∇ϕ|pdx

⩽

∫
Bδ
ϕp|∇wϵ |pdx + cp

∫
Bδ
ϕp−1|∇wϵ |p−1|wϵ |∇ϕ|dx

+cp

∫
Bδ

wp
ϵ |∇ϕ|

pdx

=: IA + I2 + I3.

όπου ϑέτουμε IA, I2, I3 με την σειρά που είναι γραμμένα τα παραπάνω ολοκλη-
ρώματα. ´Οπως ακριβώς και στο προηγούμενο ϑεώρημα έχουμε ότι

I2, I3 = Oϵ(1), ϵ → 0.
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Χρησιμοποιώντας το διωνυμικό ανάπτυγμα για να εκφράσουμε τους συντελεστές
cp

i λαμβάνουμε ότι

|∇wϵ |p = |∇(dϵX−θ)|p

= |X−θ∇(dϵ) + dϵ∇(X−θ)|p

= |X
−θ

ϵdϵ−1∇d + dϵ(−θ)X−θ+1d−1∇d|p

= |dϵ−1X−θ∇d(ϵ − θX)|p

= d−p+pϵX−pθ|∇d|p|ϵ − θX|p

= d−k+ϵpX−pθ(d/D)|ϵ − θX(d/D)|p

⩽ d−k+ϵpX(d/D)(ϵ + θX(d/D))p

= d−k+ϵpX−pθ(d/D)
p∑

i=0

cp
i ϵ

p−iθiXi(d/D)

Οπότε

IA =

∫
Bδ
ϕp|∇wϵ |pdx|

⩽

∫
Bδ
ϕpd−k+ϵpX−pθ(d/D)

p∑
i=0

cp
i ϵ

p−iθiXi(d/D)dx

⩽

p∑
i=0

cp
i ϵ

p−iθi
∫

Bδ
ϕpd−k+ϵpXi−pθ(d/D)dx

⩽

p∑
i=0

cp
i ϵ

p−iθiJpθ−i(ϵ)

όπου οι συναρτήσεις

Jβ(ϵ) =
∫
Ω

ϕpd−p+ϵpX−β(d/D)

όπως ακριβώς ορίστηκαν (16). Τώρα από το προηγούμενο λήμμα 4.3.1 (ii) και με
παρόμοιο επιχείρημα έχουμε

ϵ p−iJpθ−i = (θ −
i
p

)(θ −
i + 1

p
).....(θ −

p − 1
p

)Jpθ−p + O(1), i = 0, ....p − 1

Αλλά

θ >
p − 1

p
pθ > p − 1

δηλαδή 0 > p − 1 − pθ
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εφαρμόζοντας στο Λήμμα 4.3.1 το (i) για β = pθ − p > −1 και χρησιμοποιώντας το
κριτήριο παρεμβολής οτι ο όρος

Jpθ−p(ϵ)→ +∞, καθώς ϵ → 0

Αντικαθιστώντας στην (29) για γ = p και παίρνοντας όριο για ϵ → 0 έχουμε

B
∫
Ω

|Uϵ |p

dp Xp(d/D) ⩽
∫
Ω

|∇Uϵ |pdx

B ⩽

∫
Ω
|∇Uϵ |pdx∫

Ω

|Uϵ |p
dp Xp(d/D)dx

B ⩽ lim
ϵ→0

sup

∫
Ω
|∇Uϵ |pdx∫

Ω

|Uϵ |p
dp Xp(d/D)dx

⩽ lim
ϵ→0

sup

∫
Ω
|∇Uϵ |pdx

Rp[Uϵ]

⩽ lim
ϵ→0

sup
IA + I2 + I3

Rp[Uϵ]

⩽ lim
ϵ→0

sup
∑p

i=0 cp
i ϵ

p−iθiJpθ−i(ϵ) + O(1)
Jpθ−p(ϵ)

⩽ lim
ϵ→0

sup
θpcp

pϵ
p−pJpθ−p(ϵ) +

∑p−1
i=0 cp

i ϵ
p−iθiJpθ−i(ϵ) + O(1)

Jpθ−p(ϵ)

⩽ lim
ϵ→0

sup
θpJpθ−p(ϵ) +

∑p−1
i=0 cp

i θ
p(θ − i

p )...(θ − p−1
p )Jpθ−p(ϵ) + O(1))

Jpθ−p(ϵ)

⩽ lim
ϵ→0

sup

(
θp +

∑p−1
i=0 cp

i θ
i(θ − i

p )...(θ − p−1
p )

)
Jpθ−p(ϵ) + O(1)

Jpθ−p(ϵ)

= θp +

p−1∑
i=0

cp
i θ

i(θ −
i
p

)....(θ −
p − 1

p
) +

O(1)
Jpθ−p(ϵ)

= θp +

p−1∑
i=0

cp
i θ

i(θ −
i
p

)...(θ −
p − 1

p
)

Καθώς το θ → (p − 1)/p και αντικαθιστώντας στην παραπάνω ανισότητα έχουμε
τελικά

B ⩽ (
p − 1

p
)p

και αποδείξαμε το ζητούμενο .
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