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Κεφάλαιο 1: Βασικές Ένοιες

Το k θα είναι ένα αλγεβρικά κλειστό σώμα οποιασδήποτε χαρακτηριστικής.

.1 Γραμμικές Αλγεβρικές Ομάδες και Μορφισμοί

Υπενθυμίζουμε ότι ένα υποσύνολο του kn της μορφής:

X = X(I) = { (x1, . . . , xn) ∈ kn | f(x1, . . . , xn) = 0 ∀f ∈ I}

για κάποιο ιδεώδες I /k[T1, . . . , Tn] καλείται αλγεβρικό σύνολο. Θεωρώντας συμπλη-
ρώματα αλγεβρικών συνόλων ως ανοικτά σύνολα, ορίζεται μία τοπολογία στον kn, η
τοπολογία του Zariski.

Μία αλγεβρική πολλαπλότητα είναι ένα αλγεβρικό σύνολο εφοδιασμένο με την
επαγώμενη τοπολογία του Zariski. Για X ⊂ kn μία αλγεβρική πολλαπλότητα, έστω
I /k[T1, . . . , Tn] το (ριζικό) ιδεώδες των πολυωνύμων που μηδενίζονται ταυτοτικά στο
Χ. Ο δακτύλιος πηλίκο k[X] := k[T1, . . . , Tn]/I καλείται δακτύλιος συντεταγμένων
ή άλγεβρα των κανονικών συναρτήσεων στο Χ, εφόσον μπορεί να ταυτιστεί με την
άλγεβρα των πολυωνυμικών συναρτήσεων στο Χ με τιμές στο k.

ΆνX ⊆ kn, Y ⊆ km αφινικές πολλαπλότητες, το καρτεσιανό τους γινόμενοX×Y
είναι με φυσιολογικό τρόπο ένα αλγεβρικό σύνολο του kn+m, συνεπώς αποκτά τη δομή
μίας αφινικής πολλαπλότητας. Πάντα θα θεωρούμε το X × Y εφοδιασμένο με την
τοπολογία του Zariski και όχι με την τοπολογία γινόμενο, οι οποίες είναι διαφορετικές.
Παρατήρηση:k[X × Y ] = k[X]⊗k k[Y ]

Μία απεικόνιση φ : X → Y μεταξύ δύο αφινικών πολλαπλοτήτων X και Y ,
η οποία μπορεί να οριστεί από πολυωνυμικές συναρτήσεις στον δακτύλιο συντεταγ-
μένων (δηλαδή για κάθε σημείο P = (p1, . . . , pn) έχουμε Φ(P ) = φ(p1, . . . , pn) =
(f1(a1, . . . , am), . . . , fn(a1, . . . , am)) με fi ∈ k[T1, . . . , Tn]) καλείται μορφισμός αφι-
νικών πολλαπλοτήτων. Παρατηρούμε ότι οι μορφισμοί είναι συνεχείς στην τοπολογία
του Zariski.
Ένας μορφισμός φ : X → Y επάγει φυσιολογικά έναν ομομορφισμό k-αλγεβρών
φ∗ : k[Y ] → k[X] με φ∗(f) := f ◦ φ για f ∈ k[Y ]

X Y

k

ϕ

ϕ∗(f)
f

Στην πραγματικότητα τα παραπάνω ορίζουν εναν συναλλοίωτο συναρτητή μεταξύ
της κατηγορίας των αφινικών πολλαπλοτήτων με τους μορφισμούς πολλαπλοτήτων και
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της κατηγορίας των πεπερασμένα παραγώμενων επαγώμενων k-αλγεβρών με ομομορ-
φισμούς k-αλγεβρών, τις λεγόμενες αφινικές k-άλγεβρες.

Μπορούμε τώρα να ορίσουμε το κύριο αντικείμενο μελέτης μας:

Ορισμός .1.1. Μία Γραμμική Αλγεβρική Ομάδα G είναι μία αφινική πολλαπλότητα
εφοδιασμένη με μία δομή ομάδας έτσι ώστε οι πράξεις της ομάδας (πολλαπλασιασμός
και αντιστροφή)

µ : G×G→ G και i : G→ G

(g, h) 7→ gh g 7→ g−1

να είναι μορφισμοί πολλαπλοτήτων.

Παραδείγματα Το σώμα k μας παρέχει δύο φυσιολογικά παραδείγματα αλγεβρι-
κών ομάδων (τα οποία και θα τα συναντάμε καθόλη τη διάρκεια της μελέτης μας)

(1) Η προσθετική ομάδα G = (k,+) του k η οποία ορίζεται από το μηδενικό ιδεώ-
δες I = 〈0〉 του k[T ]. Η αντιστροφή και ο πολλαπλασιασμός προέρχονται από πολυώ-
νυμα, άρα ηG είναι μια αλγεβρική ομάδα, με δακτύλιο συντεταγμένων k[G] = k[T ]. Η
ομάδα G καλείται προσθετική ομάδα και θα την συμβολίζουμε με Ga

(2) Η Πολλαπλασιαστική Ομάδα G = (k×, ·) του k η οποία μπορεί να ταυτιστεί με
το σύνολο των ζευγαριών {(x, y) ∈ k2 | xy = 1} (όπου ο πολλαπλασιασμός είναι
κατά συντεταγμένη, πάλι προέρχεται απο πολυώνυμα) η οποία είναι το αλγεβρικό σύ-
νολο που ορίζεται από το ιδεώδες I = 〈XY − 1〉 / k[X,Y ]. Συνεπώς έχουμε ότι:
k[G] = k[X,Y ]/〈XY − 1〉 ∼= k[X,X−1]. Η ομάδα G καλείται πολλαπλασιαστική
ομάδα και συμβολίζεται με Gm.

(3) Δεν είναι άμεσο από τον παραπάνω ορισμό αλλά η γενική γραμμική ομάδα

GLn := {A ∈ kn×n| detA 6= 0}

των αντιστρέψιμων n×n πινάκων πάνω από το k είναι μία γραμμική αλγεβρική ομάδα,
αφού η προϋπόθεση για την ορίζουσα δεν μας εξασφαλίζει την κλειστότητα. Αλλά όπως
και η Gm, έτσι και η GLn μπορούμε να την θεωρήσουμε ως το παρακάτω κλειστό
υποσύνολο:

{(A, y) ∈ kn×n × k | detA · y = 1}

με πολλαπλασιασμό κατά συντεταγμένη μέσω A 7→ (A, detA−1). Ο πολλαπλασια-
σμός είναι πολυωνυμική απεικόνιση και από την μέθοδο του Cramer το ίδιο ισχύει και
για την αντιστροφή. Άρα η GLn είναι ένα παράδειγμα (και μάλιστα πολύ σημαντικό)
γραμμικής αλγεβρικής ομάδας.
Ο δακτύλιος συντεταγμένων της δίνεται από:

k[GLn] = k[Tij , Y | 1 ≤ i, j ≤ n]/〈det(Tij)Y − 1〉 ∼= k[Tij | 1 ≤ i, j ≤ n]det(Tij)

που είναι το localization του k[Tij | 1 ≤ i, j ≤ n] στο πολλαπλασιαστικό σύνολο που
παράγεται από τα det(Tij).
Παρατηρούμε ότι GL1 = Gm.

Οι απεικονίσεις μεταξύ αλγεβρικών ομάδων πρέπει να διατηρούν όχι μόνο τη δομή
της ομάδας αλλα και τη δομή τους ως αφινικές πολλαπλότητες.
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Ορισμός .1.2. Μία απεικόνιση φ : G1 → G2 γραμμικών αλγεβρικών ομάδων κα-
λείται μορφισμός γραμμικών αλγεβρικών ομάδων εάν είναι ομομορφισμός ομάδων και
ταυτόχρονα μορφισμός αφινικών πολλαπλοτήτων (δηλαδή εάν η επαγόμενη απεικόνιση
φ∗ : k[G2] → k[G1] είναι ομομορφισμός k-αλγεβρών).

Παραδείγματα
(1) Άν G ≤ GLn είναι κλειστή υποομάδα τότε η φυσική εμφύτευση G ↪→ GLn είναι
μορφισμός γραμμικών αλγεβρικών ομάδων

(2) Η ορίζουσα det : GLn → Gm A 7→ detA είναι ομομορφισμός ομάδων και μορφι-
σμός αφινικών πολλαπλοτήτων, αρα μορφισμός γραμμικών αλγεβρικών ομάδων.

Πρόταση .1.3. Οι πυρήνες και οι εικόνες μορφισμών γραμμικών αλγεβρικών ομάδων
είναι κλειστές υποομάδες.

Για την απόδειξη θα χρησιμοποιήσουμε την εξής πολύ χρήσιμη πρόταση (ιδιότητα
μορφισμών γραμμικών αλγεβρικών ομάδων) το οποίο θα χρησιμοποιούμε και καθόλη
τη διάρκεια της μελέτης μας.

Πρόταση .1.4. Άν φ : X → Y μορφισμός αφινικών πολλαπλοτήτων, τότε η φ(X)
περιέχει ένα μη κενό ανοικτό υποσύνολο της φ(X)

Απόδειξη. (πρότασης 1.3)
Έστω φ : G→ H μορφισμός γραμμικών αλγεβρικών ομάδων.
Αφού ker(φ) = φ−1(1) και φ συνεχής, ο ker(φ) είναι κλειστό.
Από την πρόταση 1.4, η φ(G) περιέχει ένα μη κενό κλειστό υποσύνολο της φ(X), άρα
η φ(G) είναι κλειστή (δες παράρτημα Πρόταση 23.1).

Είναι ξεκάθαρο ότι κάθε κλειστή υποομάδα G της GLn κληρονομεί τη δομή μίας
γραμμικής αλγεβρικής ομάδας. Το εντυπωσιακό είναι ότι ισχύει και το αντίστροφο!

Θεώρημα .1.5. ΈστωG μία γραμμική αλγεβρική ομάδα. Τότε ηG μπορεί να εμφυτευτεί
ως κλειστή υποομάδα μέσα στη GLn για κάποιο n

Η απόδειξη αυτού του πάρα πολύ σημαντικού αποτελέσματος θα προκύψει ως πό-
ρισμα του Θεωρήματος του Chevalley. Για παράδειγμα η απεικόνιση

Ga → GL2 c 7→
(
1 c
0 1

)
ορίζει μία εμφύτευση της προσθετικής ομάδαςGa ως μια κλειστή υποομάδα στην GL2.
Στην πραγματικότητα η παραπάνω απεικόνιση είναι ισομορφισμός της Ga με την ει-
κόνα της.

.2 Παραδείγματα Γραμμικών Αλγεβρικών Ομάδων

Τώρα θα δούμε κάποια βασικά παραδείγματα γραμμικών αλγεβρικών ομάδων τα
οποία θα τα βλέπουμε καθόλη τη διάρκεια της μελέτης μας. Θα αρχίσουμε με τρεις
υποομάδες της GLn.
(1) Η ομάδα των αντιστρέψιμων άνω τριγωνικών πινάκων

Tn :=


 ∗ ∗

. . .

0 ∗

 αντιστρεψιμοι

 = {(ai,j) ∈ GLn | aij = 0 για i > j}
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(2) Η υποομάδα των άνω τριγωνικών πινάκων με 1 στην κύρια διαγώνιό τους

Un :=


 1 ∗

. . .

0 1


 = {(aij) ∈ Tn | aii = 1 για 1 ≤ i ≤ n} και

(3) Η ομάδα των διαγώνιων αντιστρέψιμων διαγώνινων πινάκων

Dn :=


 ∗ 0

. . .

0 ∗

 αντιστρεψιμοι

 = {diag(a1, . . . , an) | ai 6= 0 για 1 ≤ i ≤ n}

και οι τρεις είναι κλειστές υποομάδες της GLn, άρα γραμμικές αλγεβρικές ομάδες.
Υπενθυμίζουμε ότι μια ομάδα λέγεται μηδενοδύναμη εάν η φθίνουσα κεντρική

σειρά της:
C0G := G, CiG := [Ci−1G,G] για i ≥ 1

γίνεται 1 για κάποιο i.
Παρατηρούμε ότι η Un είναι μηδενοδύναμη ομάδα με Cn−1(Un) = 1 (Mπορούμε

να το δούμε από την φθίνουσα ακολουθία κανονικών υποομάδων της Vm = {(ai,j) ∈
Un | aij = 0 για 1 ≤ j − i ≤ m} για 1 ≤ m ≤ n− 1)

Επιπλέον, η κεντρική σειρά μίας ομάδας G ορίζεται ως εξής:

G(0) := G, G(i) := [G(i−1), G(i−1)] για i ≥ 1

Άν υπάρχει d τέτοιο ώστε G(d) = 1, τότε η G καλείται επιλύσιμη και ο ελάχιστος θε-
τικός d καλείται μήκος της G.

Παρατήρηση: G(i) ≤ CiG, άρα κάθε μηδενοδύναμη ομάδα είναι επιλύσιμη.

Από τα παραδείγματά μας η Tn είναι επιλύσιμη με T (1)
n = Un (Η Un παράγεται

από τους στοιχειώδεις πίνακες οι οποίοι μπορούν να γραφούν ως μεταθέτες). Θα δούμε
αργότερα (πόρισμα 4.2) ότι η Tn είναι υπο μία έννοια το προτότυπο μίας συνεκτικής
επιλύσιμης γραμμικής αλγεβρικής ομάδας.

Τώρα θα ορίσουμε διάφορες οικογένειες κλασικών ομάδων ως ομάδες ισομετριών
μη εκφηλισμένων διγραμμικών ή τετραγωνικών μορφών σε πεπερασμένης διάστασης
διανυσματικούς χώρους. Υπενθυμίζουμε ότι το k είναι αλγεβρικά κλειστό.

Η Ειδική Γραμμική Ομάδα
Η ειδική γραμμική ομάδα:

SLn := {(ai,j) ∈ kn×n | det(ai,j) = 1}

των n × n πινάκων με ορίζουσα 1 είναι μία κλειστή υποομάδα της GLn με δακτύλιο
συντεταγμένων

k[SLn] = k[Ti,j | 1 ≤ i, j ≤ n]/〈det(Ti,j)− 1〉

Εφόσον το k είναι αλγεβρικά κλειστό, έχουμε ότι GLn := Z(GLn) · SLn

Οι Συμπλεκτικές Ομάδες
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Για n ≥ 1 ορίζουμε την J2n :=

(
0 Kn

−Kn 0

)
όπουKn :=

0 1

. .
.

1 0


Η συμπλεκτική ομάδα διάστασης 2n είναι η κλειστή υποομάδα:

Sp2n = {A ∈ GL2n | ATJ2nA = J2n}

της GL2n. Δηλαδή είναι η ομάδα των αντιστρέψιμων γραμμικών μετασχηματισμών του
2n−διάστατου διανυσματικού χώρου k2n οι οποίοι αφήνουν αναλλοίωτη τη μη εκφυλι-
σμένη αντισυμμετρική διγραμμική μορφή με πίνακα Gram J2n (ή αλλιώς συμπλεκτική
μορφή). Στο συγκεκριμένο παράδειγμα δεν είναι καθόλου εύκολο να εκφράσουμε ανα-
λυτικά τον δακτύλιο συντεταγμένων.

Αποδεικνύεται ότι η Sp2n παράγεται από τους πίνακες μεταφορών, συνεπώς Sp2n ≤
SL2n συνεπώς και για n = 1, κάθε πίνακας με ορίζουσα 1 είναι συμπλεκτικός. Άρα
Sp2 = SL2 και για n ≥ 2, η Sp2n είναι γνήσια υποομάδα της SL2n.

Η σύμμορφη συμπλεκτική ομάδα είναι η κλειστή υποομάδα της GL2n που ορίζεται
ως:

CSp2n := {A ∈ GL2n | ATJ2nA = cJ2n για κάποιο c ∈ k×}

η ομάδα μετασχηματισμών που αφήνει τον J2n αναλλοίωτο ως προς βαθμωτά. Περιέ-
χει την Sp2n ως κλειστή κανονική υποομάδα.

Οι 2n+ 1-διάστατες Ορθογώνιες Ομάδες
Πρώτα υποθέτουμε οτι η char(k) 6= 2. Για n ≥ 1 η ορθογώνια ομάδα σε (περιττή)
διάσταση 2n+ 1 ορίζεται ως:

GO2n+1 := {A ∈ GL2n+1 | ATK2n+1A = K2n+1}

μεK2n+1 όπως στο προηγούμενο παράδειγμα. Αυτή είναι η ομάδα των αντιστρέψιμων
γραμμικών μετασχηματισμών που αφήνουν αναλλοίωτη την μη εκφυλισμένη συμμε-
τρική διγραμμική μορφή με πίνακα GramK2n+1.

Άν char(k) = 2, οι αντισυμμετρικές και οι συμμετρικές διγραμμικές μορφές ταυ-
τίζονται, άρα η προηγούμενη κατασκευή απλά μας παρέχει την συμπλεκτική ομάδα
διάστασης 2n.
Για τυχαίο k οι ορθογώνιες ομάδες ορίζονται μέσω της τετραγωνικής μορφής:

f : k2n+1 → k f(x1, . . . , x2n+1) := x1x2n+1 + x2x2n + . . .+ xnxn+2 + x2n+1,

στο k2n+1 ως προςK2n+1. Η ομάδα ισομετριών

GO2n+1 := {A ∈ GL2n+1 | f(Ax) = f(x) για κάθε x ∈ k2n+1}

της f είναι η περιττής διάστασης ορθογώνια ομάδα πάνω από το k. (Αν char(k) 6= 2
τότε ο ορισμός αυτός μας δίνει τον προηγούμενο).

Όπως και στο προηγούμενο παράδειγμα έτσι και εδώ υπάρχει η σύμμορφη ορθο-
γώνια ομάδα:

2n+ 1 := {A ∈ GL2n+1 | ∃c ∈ k× : f(Ax) = cf(x) για κάθε x ∈ k2n+1}

η 2n+1-διάστατη σύμμορφη ορθογώνια ομάδα, η οποία περιέχει την GO2n+1 ως κλει-
στή κανονική υποομάδα.
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Οι 2n-διάστατες Ορθογώνιες Ομάδες
Για άρτια διάσταση 2n ≥ 2 η ορθογώνια ομάδα μπορεί να οριστεί με χρήση της τετρα-
γωνικής μορφής:

f : k2n → k, f(x1, . . . , x2n) := x1x2n + x2x2n−1 + . . .+ xnxn+1,

στο k2n ως προςK2n. Η ομάδα ισομετριών

GO2n := {A ∈ GL2n | f(Ax) = f(x) για κάθε x ∈ k2n}

της f είναι η 2n-διάστατη ορθογώνια ομάδα πάνω απο το k. Αν char(k) 6= 2 μπορούμε
να την δούμε ως την ομάδα των αντιστρέψιμων γραμμικών μετασχηματισμών που αφή-
νουν αναλλοίωτη την μη εκφυλισμένη συμμετρική διγραμμική μορφή με πίνακα Gram
K2n:

GO2n := {A ∈ GL2n | ATK2nA = K2n}

Η 2n-διάστατη σύμμορφη ορθογώνια ομάδα ορίζεται όπως πριν:

CO2n := {A ∈ GL2n | ∃c ∈ k× : f(Ax) = cf(x) για κάθε x ∈ k2n}

Η επιλογή των συμμετρικών, αντισυμμετρικών και τετραγωνικών μορφών φαίνε-
ται τυχαία αλλά δεν είναι. Στην πραγματικότητα, κάθε μη εκφυλισμένη συμμετρική
διγραμμική μορφή μας οδηγεί στην ίδια ομάδα ως προς συζυγία και όμοια για μη εκ-
φυλισμένες αντισυμμετρικές μορφές, αντίστοιχα τετραγωνικές μορφές, αλλά για τις
παραπάνω επιλογές, κάποιες γνήσιες υποομάδες τους έχουν μερικές πολύ ωραίες ιδιό-
τητες όπως θα δούμε και παρακάτω.

Πεπερασμένες Ομάδες
Σαν τελευταίο παράδειγμα αυτής της εννότητας θα δούμε πως κάθε πεπερασμένη ομάδα
είναι γραμμική αλγεβρική ομάδα. ΈστωG πεπερασμένη ομάδα. Τότε ηG έχει μία πιστή
συμμετρική αναπαράσταση, δηλαδή υπάρχει εμφύτευση G ↪→ Sn εντός μίας συμμε-
τρικής ομάδαςSn για κάποιο n. ΕπιπλέονSn ↪→ GLn μέσω της φυσικής συμμετρικής
αναπαράστασης. Συνθέτοντας τους δύο αυτούς ομομορφισμούς, παίρνουμε μια εμφύ-
τευση G ↪→ GLn της οποίας η εικόνα είναι μία κλειστή υποομάδα (δηλαδή το σύνολο
των ριζών μίας πεπερασμένης συλλογής πολυωνύμων). Συνεπώς κάθε πεπερασμένη
ομάδα μπορεί να θεωρηθεί ως γραμμική αλγεβρική ομάδα, με την διακριτή τοπολογία.

.3 Συνεκτικότητα

Θα υπενθυμίσουμε μία έννοια από την τοπολογία η οποία θα παίξει καθοριστικό
ρόλο στη μελέτη των γραμμικών αλγεβρικών ομάδων.

Ορισμός .3.1. Ένας τοπολογικός χώροςX καλείται ανάγωγος αν δεν μπορεί να γραφεί
ως X = X1 ∪X2 όπου X1, X2 είναι μη κενά γνήσια κλειστά υποσύνολα του X .

Για να δούμε το πόσο σημαντική είναι αυτή η έννοια θα δούμε κάποιες στοιχειώδεις
ιδιότητες της αναγωγισιμότητας:

Πρόταση .3.2. Τα επόμενα είναι ισοδύναμα για μία αφινική πολλαπλότηταX:
(1) Η X είναι ανάγωγη
(2) Κάθε μη κενό ανοικτό υποσύνολο του X είναι πυκνό
(3) Κάθε δύο μη κενά ανοικτά υποσύνολα του X έχουν μη μηδενική τομή
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(4) Το ιδεώδες I που αντιστοιχεί στην X (ως αλγεβρικό σύνολο) είναι πρώτο ιδεώδες
(5) ΟK[X] είναι ακέραια περιοχή

Απόδειξη. (1) ⇐⇒ (2): Πράγματι άν X1 ⊆ X ανοικτό τότε X = X1 ∪ (X \X1).
(2) ⇐⇒ (3): Είναι προφανές
Θα δείξουμε τώρα τη συνεπαγωγή (1) ⇐⇒ (4):
Θα συμβολίσουμε το ιδεώδες I που αντιστοιχεί στην X με I(X).
(1) ⇒ (4): Έστω X ένα ανάγωγο σύνολο και έστω f, g ∈ I(X). Πρέπει να δείξουμε
ότι είτε f ∈ I(X) είτε g ∈ I(X). Σε κάθε σημείο τουX , είτε το f μηδενίζεται είτε το
g, άρα X ⊆ X(f) ∪X(g). Συνεπώς

X = (X ∩X(f)) ∪ (X ∩X(g))

Αφού όμως τοX είναι ανάγωγο ένα από τα δύο αυτά σύνολα, έστω χωρίς να βλάψουμε
την γενικότητα το X ∩X(f), πρέπει να είναι ίσο με το X . Όμως τότε f ∈ I(X).

(4) ⇒ (1): Έστω X ένα αλγεβρικό σύνολο τέτοιο ώστε το I(X) να είναι πρώτο και
έστω X = X(a) ∪X(b) με a, b να είναι ριζικά ιδεώδη. Πρέπει να δείξουμε ότι το X
είναι είτε X(a) ή X(b). Το ιδεώδες a ∩ b είναι ριζικό και X(a ∩ b) = X(a) ∪ X(b)
(δες ([4] πρόταση 2.10)); άρα I(X) = a ∩ b.
Αν X 6= X(a) τότε υπάρχει f ∈ a \ I(X).
Έστω g ∈ b, τότε fg ∈ a ∩ b = I(X), δηλαδή g ∈ I(X), αφού το I(X) είναι πρώτο.
Συνεπώς b ⊆ I(X), άρα X(b) ⊇ X(I(X)) = X .
(4) ⇐⇒ (5): Είναι γνωστό αποτέλεσμα, δείτε για παράδειγμα το Θεώρημα 2.10.3 στο
βιβλίο Μια εισαγωγή στην άλγεβρα των Βάρσο Δ., Εμμανουήλ Ι., Μαλιάκα Μ.

Επιπλέον θα χρειαστούμε τις παρακάτω βασικές ιδιότητες:

Πρόταση .3.3. Έστω X,Y, Z αφινικές πολλαπλότητες,τότε:
(1) Ένα υποσύνολο Z της X είναι ανάγωγο αν και μόνο αν η κλειστή του θήκη Z είναι
ανάγωγη.
(2) Αν X ανάγωγη και φ : X → Y είναι μορφισμός τότε η φ(X) είναι ανάγωγη.
(3) Αν X,Y είναι ανάγωγες τότε και η X × Y είναι ανάγωγη
(4) ΗX έχει πεπερασμένα το πλήθος μεγιστικά ανάγωγα υποσύνολαXi καιX =

⋃
Xi.

Με άλλα λόγια, κάθε αφινική πολλαπλότητα είναι πεπερασμένη ένωση των ανάγωγων
μεγιστικών υποσυνόλων της.

Απόδειξη. (1) ΑνZ ανάγωγη τότε από την πρόταση 3.2 (3) ⇐⇒ η τομή δύο ανοικτών
υποσυνόλων τηςX , τα οποία τέμνουν την Z, επίσης τέμνει την Z και όμοια για την Z.
Αλλά ανοικτά σύνολα που τέμνουν την Z επίσης τέμνουν και την Z.

(2) Αν U, V είναι ανοικτά υποσύνολα της Y , τα οποία τέμνουν την φ(X), τότε πρέ-
πει να δείξω ότι και το U ∩ V τέμνει την φ(X). Όμως φ−1(U), φ−1(V ) είναι μη κενά
ανοικτά υποσύνολα του X , άρα από την πρόταση 3.2 (3) έχουν μη μηδενική τομή (η
X είναι ανάγωγη πολλαπλότητα). Άρα η εικόνα της τομής αυτής μέσω της φ ανήκει
στο U ∩ V ∩ φ(X)

(3) Έστω ότι η X × Y να είναι η ένωση δύο κλειστών υποσυνόλων Z1, Z2. Πρέπει
να δείξω ότι είτε Z1 = X × Y ή Z2 = X × Y .
Αν x ∈ X , τότε το {x} × Y είναι κλειστό ( αφού {x} κλειστό και Y αφινική πολλα-
πλότητα, άρα κλειστό). Είναι επίσης και ανάγωγο (κάθε διάσπαση ως ένωση κλειστών
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συνόλων θα συνεπαγόταν μία όμοια διάσπαση για το Y , αφού ένα κλειστό υποσύνολο
του {x} × Y προφανώς θα ήταν της μορφής {x} × Z για Z κλειστό υποσύνολο του
Y ).
Άρα η τομή του {x}×Y με τα Z1, Z2 δεν μπορεί να είναι γνήσια. ΆραX = X1∪X2,
όπου Xi = {x ∈ X | {x} × Y ⊂ Zi, i = 1, 2}.

Στη συνέχεια παρατηρούμε ότι κάθεXi είναι κλειστό υποσύνολο τουX: Για κάθε
y ∈ Y , το X × {y} είναι κλειστό, επομένως το (X × {y}) ∩ Zi είναι κλειστό, το
οποίο συνεπάγεται ότι το σύνολο X(i)

y των πρώτων συντεταγμένων είναι κλειστό στο
X . Όμως Xi =

⋂
y∈Y X

(i)
y .

Από την αναγωγισιμότητα του X συμπεραίνουμε ότι είτε X = X1 ή X = X2,
δηλαδή είτε X × Y = Z1 ή X × Y = Z2.

(4) · Θα δείξουμε πρώτα τον ισχυρισμό για έναν τοπολογικό χώρο της Noether (δη-
λαδή κάθε αύξουσα ακολουθία ανοικτών υποσυνόλων U1 ⊂ U2 ⊂ . . . γίνεται τελικά
σταθερή).
Θεωρούμε τη συλλογήA όλων των πεπερασμένων ενώσεων κλειστών ανάγωγων υπο-
συνόλων του X (π.χ. ∅ ∈ A)
Αν το X δεν είναι στοιχείο της A από την ιδιότητα της Noether μπορούμε να βρούμε
ένα κλειστό υποσύνολο Y τουX το οποίο είναι minimal μεταξύ των κλειστών υποσυ-
νόλων (όπως τοX) που δεν ανήκουν στηνA. Προφανώς το Y δεν είναι ούτε το ∅ ούτε
ανάγωγο; άρα Y = Y1 ∪ Y2 ( Y1, Y2 γνήσια κλειστά υποσύνολα του Y ). Ο minimal
χαρακτήρας του Y μας λέει ότι αναγκαστικά τα Y1 και Y2 ανήκουν στην A. Το οποίο
όμως είναι άτοπο διότι έτσι το Y ∈ A
Άρα X ∈ A.
Γράφουμε X = X1 ∪ . . . ∪Xn όπου Xi είναι ανάγωγα κλειστά υποσύνολα.
Αν το Y είναι έναmaximal ανάγωγο υποσύνολο τουX , τότε αφού είναι Y =

⋃n
i=1(Y ∩

Xi) πρέπει να είναι Y ∩Xi = Y =⇒ Y = Xi από μεγιστικό χαρακτήρα για κάποιο i.
· Στη συνέχεια θα δείξουμε ότι κάθε αφινική πολλαπλότητα είναι της Noether.
Έστω

V1 ⊃ V2 ⊃ V3 . . .

μία ακολουθία κλειστών υποσυνόλων του V . Τότε αυτή μας δίνει μία ακολουθία ριζι-
κών ιδεωδών

I(V1) ⊂ I(V2) ⊂ I(V3) . . .

η οποία είναι τελικά σταθερή αφού ο k[T1, . . . , Tn] είναι της Noether από το Θεώρημα
βάσης του Hilbert (δες παράρτημα Θεώρημα 23.2)

Τα μεγιστικά ανάγωγα υποσύνολα στο (4) καλούνται ανάγωγες συνιστώσες τουX .

Παρατηρηση: Από το (1) οι ανάγωγες συνιστώσες του X είναι κλειστά σύνολα.

Ορισμός .3.4. Ένας τοπολογικός χώρος λέγεται συνεκτικός αν δεν μπορεί να γραφεί ως
ξένη ένωση X = X1 tX2 όπου X1, X2 είναι μη κενά κλειστά υποσύνολα

Παρατήρηση: Κάθε ανάγωγο σύνολο είναι συνεκτικό ενώ το αντίστροφο δεν ισχύει
απαραίτητα.

Ένα τέτοιο παράδειγμα είναι το σύνολο X = {(x, y) ∈ k2 | xy = 0}
• X όχι ανάγωγο: Πράγματι, αν θεωρήσουμε το A = {(x, y) ∈ k2 | x = 0} και το
B = {(x, y) ∈ k2 | y = 0} τότε τα A,B είναι κλειστά υποσύνολα του X αφού είναι
τα σύνολα μηδενισμού των πολυωνύμων των (πεπερασμένα παραγόμενων) ιδεωδών
I(A) = 〈x〉 και I(B) = 〈y〉 και X = A ∪B, άρα X όχι ανάγωγος.
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• X συνεκτικό: Πράγματι, τα A,B δεν είναι ξένα, αφού A ∩ B = {(0, 0)}. Θα δείξω
ότι τα A,B είναι συνεκτικά.
Για το A = {(x, y) ∈ k2 | x = 0} θα δείξω ότι είναι ανάγωγο, από την πρόταση 3.2
(4) ⇐⇒ το I(A) = 〈x〉 είναι πρώτο ιδεώδες το οποίο ισχύει αφού το k είναι σώμα
και το x είναι ανάγωγο ως πρωτοβάθμιο.
Άρα A ανάγωγο⇒ A συνεκτικό.
Όμοια και το B είναι συνεκτικό.
Άρα το X είναι ένωση συνεκτικών υποσυνόλων του με μη μηδενική τομή, άρα X συ-
νεκτικό.

Παραδείγματα
(1) ΟιGa καιGm είναι συνεκτικές από την πρόταση 3.2 (5) αφού οι k[Ga] = k[T ]

και k[Gm] = k[T, T−1] είναι ακέραιες περιοχές
(2) Η GLn είναι συνεκτική αφού ο k[GLn] = k[Tij ]det(Tij) είναι ακέραια περιοχή

ως η localization του πολυωνιμικού δακτυλίου k[Tij ]

Η επόμενη πρόταση μας δείχνει το πως η τοπολογία του Zariski σε μία γραμμική
αλγεβρική ομάδα μας επιτρέπει να βγάλουμε συμπεράσματα όσον αφορά τη δομή της.

Πρόταση .3.5. Έστω G μία γραμμική αλγεβρική ομάδα, τότε:
(1) Οι ανάγωγες συνιστώσες τηςG είναι ξένες ανα δύο, όπως και οι συνεκτικές συνιστώ-
σες της G
(2) Η ανάγωγη συνιστώσα G0 που περιέχει το 1 ∈ G είναι κανονική υποομάδα της G
πεπερασμένου δείκτη.
(3) Κάθε κλειστή υποομάδα της G πεπερασμένου δείκτη περιέχει την G0

Απόδειξη. (1) Έστω X,Y δύο ανάγωγες συνιστώσες της G. Έστω g ∈ X ∩ Y . Αφού
ο πολλαπλασιασμός με g−1 είναι μορφισμός της G στον εαυτό της οι g−1X , g−1Y
είναι ανάγωγες από την πρόταση 3.3 (2) και 1 ∈ g−1X ∩ g−1Y . Άρα χωρίς βλάβη της
γενικότητας υποθέτουμε ότι 1 ∈ X ∩ Y .
Παρατηρούμε ότι µ(X × Y ) = XY είναι ανάγωγη από την πρόταση 3.3 (2) και (3).
Αφού X = X · 1 ⊆ XY και Y = Y · 1 ⊆ XY , τότε από τον μεγιστικό χαρακτήρα
των X,Y παίρνουμε ότι:
X = XY = Y , συνεπώς οι ανάγωγες συνιστώσες είναι ξένες ανα δύο

(2) Αφού η G0 είναι ανάγωγη συνιστώσα, τότε και η (G0)−1 είναι ανάγωγη συ-
νιστώσα και 1 ∈ G0 ∩ (G0)−1. Άρα από το (1) έπεται ότι G0 = (G0)−1 και όμοια
G0 ·G0 ⊆ G0, συνεπώς G0 είναι υποομάδα της G.

Έστω g ∈ G, τότε g−1G0g είναι επίσης ανάγωγη συνιστώσα ως ισομορφική εικόνα
τηςG0 και 1 ∈ G0 ∩ g−1G0g. Άρα από το (1) έπεται ότιG0 = g−1G0g συνεπώς ηG0

είναι κανονική υποομάδα της G.
ΈστωX ανάγωγη συνιστώσα της G. Αν g ∈ X τότε 1 ∈ g−1X , άρα g−1X = G0.

Έπεται ότι X = gG0, δηλαδή οι ανάγωγες συνιστώσες είναι σύμπλοκα της G0. Άρα
από πρόταση 3.3 (4) υπάρχουν πεπερασμένες το πλήθος ανάγωγες συνιστώσες της G,
άρα |G : G0| είναι πεπερασμένος.

(3) Έστω H ≤ G κλειστή υποομάδα της G πεπερασμένου δείκτη. Τότε H0 ≤
G0 ≤ G. Επίσης |G : H0| = |G : H||H : H0| είναι πεπερασμένος από το (2). Άρα
G0 = tgH0 είναι πεπερασμένη ξένη ένωση κλειστών συμπλόκων της H0 και λόγω
συνεκτικότητας είναι ίση με την H0, άρα G0 ≤ H
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Από την παραπάνω πρόταση προκύπτει το σημαντικότατο πόρισμα:

Πόρισμα .3.6. Σε μία γραμμική αλγεβρική ομάδα οι έννοιες της συνεκτικότητας και της
αναγωγισιμότητας ταυτίζονται.

Από εδώ και στο εξής θα αναφερόμαστε στις συνεκτικές (ανάγωγες) συνιστώσες
τηςG ως συνιστώσες και μία συνεκτική (ανάγωγη) γραμμική αλγεβρική ομάδα θα την
λέμε συνεκτική.

Παραδείγματα
(1) Έστω G μία γραμμική αλγεβρική ομάδα και H μία γνήσια κλειστή υποομάδα

της πεπερασμένου δείκτη. Τότε η G δεν είναι συνεκτική από την πρόταση 3.5 (3).

Παρατήρηση: Αν G πεπερασμένη τότε πάντα θα είναι G0 = 1

(2) Έστω η ορθογώνια ομάδαGO2n+1 και έστω ο μορφισμός det : GO2n+1 → Gm.
Προφανώς im(det) ⊆ {±1}. Αφού −I2n+1 ∈ GO2n+1 είναι im(det) = {±1}. Άρα,
αν char(k) 6= 2, τότε η GO2n+1 δεν είναι συνεκτική από την πρόταση 3.3 (2) αφού η
εικόνα δεν είναι συνεκτική.
Από τα προηγούμενα προκύπτει ότι GO2n+1

∼= ker(det)× 〈−I2n+1〉
Όμοια και για την GO2n θεωρώ τον μορφισμό det : GO2n → Gm. Προφανώς

im(det) ⊆ {±1}. Αφού όμως ο πίνακας A = diag(−1, 1 − 1, . . . , 1) ∈ GO2n, τότε
είναι im(det) = {±1}. Άρα από πρόταση 3.3 (2) η GO2n δεν είναι συνεκτική αφού η
im(det) δεν είναι συνεκτική. Από τα προηγούμενα προκύπτει ότι GO2n = ker(det) ×
〈A〉 για char(k) 6= 2, ενώ για char(k) = 2 η ορίζουσα πρέπει να αντικατασταθεί με την
λεγόμενη ψευδοορίζουσα, την οποία δεν θα ορίσουμε εδώ. (δες το βιβλίο του L.Grove,
Classical Groups and Geometric Algebra, pages 124-131)

Ορισμός .3.7. Για n ≥ 2, η ειδική ορθογώνια ομάδα SOn := G00n είναι η συνεκτική
συνιστώσα της μονάδας της GOn

Αποδεικνύεται ότι αν n περιττός ή char(k) 6= 2, τότε η SOn είναι ο πυρήνας της
ορίζουσας, άρα SOn = GOn ∩ SLn; όταν n άρτιος και char(k) = 2, η SOn είναι ο
πυρήνας της ψευδοορίζουσας. Άρα η SOn είναι δείκτη 2 εντός της GOn εκτός αν n
είναι περιττός ή char(k) = 2.
Με ίδιο τρόπο αποδεικνύεται ότι η άρτιας διάστασης σύμμορφη ορθογώνια ομάδα
CO2n δεν είναι συνεκτική και ότι έχουμε |CO2n : CO0

2n| = 2.
Το παρακάτω αποτέλεσμα από την αλγεβρική γεωμετρία μας επιτρέπει να διαπι-

στώσουμε την συνεκτικότητα κάποιων γραμμικών αλγεβρικών ομάδων.
(Για την απόδειξη δες το βιβλίο του M. Geck An Introduction to Algebraic Geometry
and Algebraic Groups Theorem 2.4.6)

Πρόταση .3.8. Έστω G μία γραμμική αλγεβρική ομάδα και φi : Yi → G i ∈ I
μία οικογένεια μορφισμών από ανάγωγες αφινικές πολλαπλότητες Yi τέτοιες ώστε 1 ∈
Gi := φi(Yi) για κάθε i ∈ I .
ΤότεH := 〈Gi | i ∈ I〉 είναι κλειστή συνεκτική υποομάδα της G.
Επιπλέον υπάρχει n ∈ N και (i1, . . . , in) ∈ In τέτοια ώστε H = G±1

i1
· · ·G±1

in

Παραδείγματα
(1) Μία εφαρμογή της παραπάνω πρότασης.

Παρατηρούμε ότι SL2 = 〈U2, U
−
2 〉 όπουU2 = {

(
1 ∗
0 1

)
} ∼= Ga , U−

2 = {
(
1 0
∗ 1

)
} ∼=
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Ga
και ηU2 και ηU−

2 είναι κλειστές και συνεκτικές υποομάδες της SL2 από το παράδειγμα
(1) σελίδα 9 (αφού οι k[Ga] = k[T ] ακαίραιες περιοχές, άρα συνεκτικές), άρα η SL2

είναι συνεκτική από την προηγούμενη πρόταση.

(2) Με το ίδιο επιχείρημα θα δείξουμε ότι οι Tn, Un και Dn είναι συνεκτικές για κάθε
n ≥ 1 και η SLn είναι συνεκτική για n ≥ 2

• Dn = 〈D1, D2 . . . , Dn〉, όπου D1 =




∗
1

. . .

1


 ∼= Gm, D2 =




1
∗

. . .

1


 ∼= Gm, . . . , Dn =




1
1

. . .

∗


 ∼= Gm με

1 ∈ Di για κάθε i και k[Gm] = k[T, T−1] ακέραια περιοχή, άρα Gm συνεκτική (άρα
ανάγωγη). Άρα από πρόταση 3.8 η Dn είναι συνεκτική για κάθε n ≥ 1.
•Un = 〈Uij με i < j, i, j ∈ {1, . . . , n} και aii = 1, aij ∈ Ga, akm = 0 για κάθε k 6=
i,m 6= j〉
Τότε 1 ∈ Uij για κάθε i, j κλειστές και Uij ∼= Ga με Uij n(n−1)

2 στο πλήθος, Ga
συνεκτική (άρα ανάγωγη)
Άρα από πρόταση 3.8, η Un είναι ανάγωγη για κάθε n ≥ 1.
• Tn = 〈Un, Dn〉 συνεκτική.
• SLn = 〈U+

n , U
−
n 〉 συνεκτική.

(3) Σε αυτό το παράδειγμα θα δούμε ότι γενικά οι κεντρικοποιούσες ομάδες στοιχείων
δεν είναι απαρραίτητα συνεκτικές, ακόμα και σε μία συνεκτική ομάδα. ΈστωG = SL2

πάνω από ένα σώμα k με char(k) 6= 2 και g =

(
1 1
0 1

)
∈ G.

Τότε CG(g) = {
(
a b
0 a

)
| a, b ∈ k a2 = 1} = H t

(
−1 0
0 −1

)
H

όπου H := {
(
1 b
0 1

)
| b ∈ k}

Αφού ηH είναι κλειστή συνεκτική υποομάδα δείκτη 2 της CG(g), η κεντρικοποιούσα
είναι μη συνεκτική από πρόταση 3.5 (3).

Μία ακόμα εφαρμογή του παραπάνω κριτηρίου συνεκτικότητας είναι η παρακάτω
πρόταση την οποία και θα χρισημοποιούμε και αρκετά παρακάτω.

Πρόταση .3.9. Έστω H,K υποομάδες μιας γραμμικής αλγεβρικής ομάδας G, όπου η Κ
είναι κλειστή και συνεκτική. Τότε η [H,K] είναι κλειστή και συνεκτική.

Απόδειξη. Για h ∈ H , ορίζουμε φh : K → G με g 7→ [h, g]. Αφού η φh είναι σύνθεση
πολλαπλασιασμού και αντιστροφής είναι μορφισμός. Επιπλέον 1 = φh(1) ∈ φ(K) για
κάθε h και [H,K] = 〈φh(K) | h ∈ H〉.
Άρα η [H,K] είναι κλειστή και συνεκτική από την προηγούμενη πρόταση.

Στην πραγματικότητα για μια G συνεκτική ομάδα, η παράγωγος υποομάδα [G,G]
και πιο γενικά όλοι οι όροι στην κεντρική σειρά και στη φθίνουσα κεντρική σειρά της
είναι κλειστοί και συνεκτικοί.
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.4 Διάσταση

Ένα ακόμα θεμελιώδες αναλοίωτο μέγεθος των αλγεβρικών πολλαπλοτήτων είναι
η διάστασή τους.

Για μία ανάγωγη πολλαπλότηταX , ο δακτύλιος συντεταγμένων k[X] είναι ακαίρεα
περιοχή από την πρόταση 3.2 (5). Έστω k(X) το σύνολο των αντιστρέψιμων στοιχείων
του k[X]. Ορίζουμε την διάσταση τουX να είναι dim(X) := trdegk(k(X)), ο βαθμός
υπερβατικότητας του k[X] πάνω από το k. Ισοδύναμα, η διάσταση τουX είναι ίση με
το μέγιστο μήκος των φθίνουσων αλυσίδων πρώτων ιδεωδών του k[X]. ΑνX είναι μία
μη ανάγωγη αφινική πολλαπλότητα, τότε σύμφωνα με την πρόταση 3.3 (4), μπορεί να
γραφεί ως πεπερασμένη ένωσηX = X1 ∪ . . .∪Xn όπουXi οι ανάγωγες συνιστώσες
της X . Τότε ορίζουμε dim(X) := max{dim(Xi) | 1 ≤ i ≤ n}.

Για μία γραμμική αλγεβρική ομάδα G, ορίζουμε dim(G) = dim(G0), εφόσον η
G είναι η πεπερασμένη ένωση συμπλόκων gG0 της ανάγωγης υποομάδας G0. Από
την πρόταση 3.5 και απ΄το ότι dim(G) = dim(gG0) = dim(G0) (από τον παραπάνω
ορισμό). Επίσης είναι dim(G) = 0 αν και μόνο αν η G είναι πεπερασμένη.

Η διάσταση συμπεριφέρεται καλά όσον αφορά τους μορφισμούς υπο την εξής έν-
νοια (για την απόδειξη δες ([2], Θεώρημα 4.3)):

Πρόταση .4.1. Έστω φ : X → Y μορφισμός ανάγωγων πολλαπλοτήτων, με φ(X) να
είναι πυκνό στον Y. Τότε υπάρχει μη κενό ανοικτό υποσύνολο U ⊆ Y , με U ⊆ φ(X) και

dim(φ−1(y)) = dim(X)− dim(Y ) για κάθε y ∈ U.

Στην πραγματικότητα, για σύντομες ακριβείς ακολουθίες γραμμικών αλγεβρικών
ομάδων η παραπάνω πρόταση λέει ότι:

Πόρισμα .4.2. Έστω φ : G1 → G2 μορφισμός γραμμικών αλγεβρικών ομάδων, τότε:

dim(im(φ)) + dim(ker(φ)) = dim(G1).

Απόδειξη. Κάθε νήμα της φ είναι ένα σύμπλοκο του πυρήνα, άρα και ίδιας διάστασης.
Στη συνέχεια εφαρμόζουμε την πρόταση 4.1 στις ομάδεςX = G0

1 και Y = im(φ)0

Παραδείγματα
(1) dim(Ga) = 1, αφού k[Ga] = k[T ] με ομάδα αντιστρέψιμων στοιχείων k(Ga) =

k(T ).
(2) dim(Gm) = 1, αφού πάλι k(Gm) = k(T ).
(3) dim(GLn) = n2 αφού τα αντιστρέψιμα στοιχεία του k[GLn] = k[Tij ]det(Tij)

είναι το k(Tij | 1 ≤ i, j ≤ n)
(4) dim(SLn) = n2 − 1 εφαρμόζοντας το πόρισμα 4.2 στην (επί) απεικόνιση det :

GLn → Gm με πυρήνα την SLn.
Για επαγωγικές υποθέσεις η επόμενη πρόταση είναι πολύ χρήσιμη:

Πρόταση .4.3. Αν Y είναι γνήσιο κλειστό υποσύνολο μίας ανάγωγης αφινικής πολλα-
πλότητας X , τότε dim(Y ) < dim(X).

Απόδειξη. Έστω Y1 ⊆ Y μία ανάγωγη συνιστώσα. Τότε η εμφύτευση φ : Y1 ↪→ Y ↪→
X επάγει έναν επιμορφισμό φ∗ : k[X] → k[Y1]. Αφού η Y1 ανάγωγη τότε από πρόταση
3.2 (5), ο k[Y1] είναι ακέραια περιοχή, άρα ker(φ∗) είναι πρώτο ιδεώδες του k[X] και
μάλιστα μη μηδενικό αφού Y1 ⊂ X είναι γνήσιο. Παρατηρούμε ότι κάθε αλυσίδα
πρώτων ιδεωδών του k[Y1] μπορεί να επεκταθεί σε αλυσίδα του k[X] μέσω του ker(φ∗),
άρα μεγαλύτερου μήκους αφού η X είναι ανάγωγη.
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Πριν μελετήσουμε τη δομή γραμμικών αλγεβρικών ομάδων θα μελετήσουμε τις
ιδιότητες των στοιχείων τους.

.5 Διάσπαση Jordan Ενδομορφισμών

Υπενθυμίζουμε την προσθετική διάσπαση Jordan ενδομορφισμών: Αν V είναι πε-
περασμένης διάστασης διανυσματικός χώρος πάνω απο το k και a ∈ End(V ) ένας
ενδομορφισμός του V , τότε υπάρχουν μοναδικοί s, n ∈ End(V ) τέτοιοι ώστε ο s να
είναι ημιαπλός, δηλαδή διαγωνοποιήσιμος, και ο n μηδενοδύναμος, a = s + n και
sn = ns. Επιπλέον s = P (a) και n = Q(a) για πολυώνυμα P,Q ∈ T · k[T ]. Τώρα
μπορούμε να ορίσουμε μία πολλαπλασιαστική μορφή των παραπάνω.

Ορισμός .5.1. Ένας ενδομορφισμός u ∈ End(V ) ενός πεπερασμένης διάστασης διανυ-
σματικού χώρου V καλείται ταυτοδύναμος αν ο u− 1 είναι μηδενοδύναμος.

Ισοδύναμα, ο u είναι ταυτοδύναμος αν και μόνο αν όλες του οι ιδιοτιμές είναι ίσες
με 1. Παρατηρούμε ότι πάνω από ένα σώμα χαρακτηριστικής char(k) = p > 0, ο
u είναι ταυτοδύναμος αν και μόνο αν η τάξη του είναι δύναμη του p, εφόσον 0 =

(u− 1)p
i

= up
i − 1 για κάθε i ≥ 0.

Η προσθετική διάσπαση Jordan θα χρησιμοποιηθεί για να ορίσουμε την πολλαπλα-
σιαστική.

Πρόταση .5.2. Για g ∈ GL(V ), υπάρχουν μοναδικοί s, u ∈ GL(V ) τέτοιοι ώστε
g = su = us, όπου ο s ημιαπλός και ο u ταυτοδύναμος.

Απόδειξη. Έστω s, n να είναι το ημιαπλό και μηδενοδύναμο μέρος του g, από την προ-
σθετική διάσπαση Jordan. Αφού το g είναι αντιστρέψιμο, τότε και ο s είναι επίσης αντι-
στρέψιμος και ορίζουμε u = 1 + s−1n. Αφού ο n είναι μηδενοδύναμος και sn = ns,
τότε ο s−1n = u − 1 είναι επίσης μηδενοδύναμος. Άρα ο u είναι ταυτοδύναμος και
su = s(1 + s−1n) = s + n = g. Αν g = su είναι μία άλλη τέτοια διάσπαση, όπου
u = 1 + n με n μηδενοδύναμο και να μετατίθεται με τον s, τότε g = s + sn είναι η
μοναδική προσθετική διάσπαση Jordan του g, άρα οι s και u είναι μοναδικοί.

Ορισμός .5.3. Αν a ∈ GL(V ) τότε καλούμε s, n και u το ημιαπλό, μηδενοδύναμο και
ταυτοδύναμο μέρος του a αντίστοιχα.

Για να μεταφέρουμε τον ορισμό σε μία τυχαία γραμμική αλγεβρική ομάδα G θα
την εμφυτεύσουμε ως κλειστή υποομάδα σε κάποια GL(V ). Πρώτα χρειαζόμαστε την
έννοια των τοπικά πεπερασμένων αυτομορφισμών του k[G]. Κάθε x ∈ G ορίζει έναν
μορφισμό G → G όπου g 7→ gx. Συμβολίζουμε τον επαγόμενο ομομορφισμό k[G]-
άλγεβρών με ρx : k[G] → k[G], με ρx(f)(g) = f(gx) για f ∈ k[G], g ∈ G. Έτσι
ορίσαμε μία δράση της G στον k[G]. Έτσι έχουμε το ακόλοθο:
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Πρόταση .5.4. Έστω G μία γραμμική αλγεβρική ομάδα και V ένας πεπερασμένης διά-
στασης διανυσματικός υπόχωρος του k[G]. Τότε υπάρχει ένας πεπερασμένης διάστασης
G-αναλλοίωτος υπόχωροςX του k[G] που περιέχει τον V . Στην πραγματικότητα, ο k[G]
είναι ένωση πεπερασμένης διάστασης G-αναλλοίωτων υποχώρων. Επιπλέον, ο περιορι-
σμός σε κάθε τέτοιον πεπερασμένης διάστασης υπόχωρο μας δίνει έναν μορφισμό γραμ-
μικών αλγεβρικών ομάδων ρ : G→ GL(X)

Απόδειξη. Αρκεί να αποδείξουμε το ζητούμενο για την περίπτωση όπου V = 〈f〉,
ένας μονοδιάστατος υπόχωρος του k[G]. Έστω µ∗(f) =

∑
i∈I fi ⊗ gi έτσι ώστε

ρx(f) =
∑
i gi(x)fi. Άρα ο πεπερασμένης διάστασης υπόχωρος που παράγεται απο

τις {fi | i ∈ I} περιέχει τις ρx(f) για κάθε x ∈ G. Συνεπώς, ο υπόχωρος X που
παράγεται από τις {ρx(f) | x ∈ G} είναι πεπερασμένης διάστασης G-αναλλοίωτος
υπόχωρος του k[G]. Είναι ξεκάθαρο από τα παραπάνω ότι οι συντεταγμένες ρx είναι
πολυωνυμικές συναρτήσεις του x. Συνεπώς η απεικόνιση x 7→ (ρx)|X μας δίνει έναν
μορφισμό γραμμικών αλγεβρικών ομάδων.

Επιστρέφουμε τώρα στην διάσπαση Jordan της G. Έστω ένας διανυσματικός χώ-
ρος V πάνω από το k, λέμε ότι ένα στοιχείο x ∈ End(V ) είναι τοπικά πεπερασμένο
αν ο V είναι η ένωση των πεπερασμένης διάστασης x-σταθερών υπόχωρων και λέμε
ότι το x είναι τοπικά ημιαπλό, αντίστοιχα τοπικά μηδενοδύναμο, εάν ο περιορισμός
του σε κάθε πεπερασμένης διάστασης x-σταθερό υπόχωρο είναι ημιαπλό, αντίστοιχα
μηδενοδύναμο. Αποδεικνύεται ότι κάθε τοπικά πεπερασμένος ενδομορφισμός του V
έχει διάσπαση Jordan όπως ακριβώς παραπάνω. Επιπλέον, από την πρόταση 5.4 παρα-
τηρούμε ότι ο ρx είναι τοπικά πεπερασμένος ενδομορφισμός του k[G] για κάθε x ∈ G.
Είμαστε πλέον έτοιμοι να αποδείξουμε το παρακάτω Θεώρημα:

Θεώρημα .5.5. (Διάσπαση Jordan)
Έστω G μία γραμμική αλγεβρική ομάδα, τότε:

(1) Για κάθε εμφύτευση ρ της G σε κάποια GL(V ) και για κάθε g ∈ G, υπάρχουν
μοναδικοί gs, gu ∈ G τέτοιοι ώστε g = gsgu = gugs, όπου ρ(gs) είναι ημιαπλό και
ρ(gu) είναι ταυτοδύναμο

(2) Η διάσπαση g = gsgu = gugs είναι ανεξάρτητη από την επιλογή της εμφύτευσης.

(3) Αν φ : G1 → G2 είναι μορφισμός γραμμικών αλγεβρικών ομάδων, τότε φ(gs) =
(φ(g))s και φ(gu) = (φ(g))u

Απόδειξη. (Σκιαγράφηση)
Για g ∈ G, o ρg είναι αντιστρέψιμος, τοπικά πεπερασμένος γραμμικός μετασχημα-
τισμός του k[G]. Εφόσον ο ρg είναι ομομορφισμός αλγεβρών, μπορούμε να συμπε-
ράνουμε ότι και οι (ρg)s, (ρg)u είναι επίσης ομομορφισμοί αλγεβρών. Συγκεκριμένα,
f 7→ ((ρg)s(f))(1) ορίζει έναν ομομορφισμό k[G] → k, δηλαδή ένα σημείο gs της G
και όμοια για τον (ρg)u. Μένει να δείξουμε ότι (ρg)s = ρgs και (ρg)u = ρgu , δείτε το
([2], 2.4.8) για λεπτομέριες.

Θα δούμε τις αποδείξεις για τα (2) και (3) μαζί μόνο για την περίπτωση που k =
Fp : Μπορούμε να υποθέσουμε ότι G ≤ GLn(Fp). Αφού Fp είναι η ένωση

⋃
i≥1 Fpi

πεπερασμένων σωμάτων, κάθε g ∈ G απεικονίζεται σε μία GLn(Fq) για q μία δύναμη
του p, άρα έχει πεπερασμένη τάξη. Τότε gs είναι διαγωνίσιμο, άρα και τάξης σχετικά
πρώτης με το p, ενώ gu έχει ιδιοτιμές 1, άρα και αυτό έχει τάξη μία δύναμη του p. Αφού
g = gsgu έπεται ότι το gs είναι το p′ μέρος του g και το gu είναι το p μέρος του g. Από
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τη μοναδικότητα των p′ και p μερών στοιχείων πεπερασμένων ομάδων, ο ισχυρισμός
αποδείχθηκε.

Ορισμός .5.6. Έστω G γραμμική αλγεβρική ομάδα. Η διάσπαση g = gsgu = gugs του
προηγούμενου θεωρήματος καλείται διάσπαση Jordan του g ∈ G. Το g καλείται ημιαπλό,
αντίστοιχα ταυτοδύναμο, αν g = gs, αντίστοιχα g = gu. Γράφουμε:

Gu := {g ∈ G | g είναι ταυτοδύναμο}

Gs := {g ∈ G | g είναι ημιαπλό}

για τα υποσύνολα των ταυτοδύναμων και ημιαπλών στοιχείων τηςG αντίστοιχα. Αν ηG
περιέχει μόνο ταυτοδύναμα στοιχεία τότε λέμε ότι η G είναι ταυτοδύναμη ομάδα.

Τον όρο ημιαπλή ομάδα θα τον χρησιμοποιήσουμε αργότερα.

Παραδείγματα
Έχουμε ήδη δει παραγείγματα συνεκτικών ομάδων με G = Gu και G = Gs:

(1) Ga ∼= {
(
1 a
0 1

)
| a ∈ k} είναι ταυτοδύναμη ομάδα όπως και κάθε Un για

κάθε n ≥ 2

(2) Η Gm και γενικώς η Dn = {diag(t1, . . . , tn) |
∏
ti 6= 0} για n ≥ 1, περιέχει

μόνο ημιαπλά στοιχεία.

(3) Έστω G μία γραμμική αλγεβρική ομάδα. Να αποδειχθεί ότι:
(i) Το σύνολο Gu των ταυτοδύναμων στοιχείων της είναι κλειστό.
(ii) Το Gs δεν είναι ούτε κλειστό, ούτε ανοικτό.

Για το (i): Διαλέγω μία εμφύτευση της G
ρ
↪→ GLn. Τότε από το Θεώρημα 5.5 για

κάθε g = gu ∈ Gu το ρ(gu) είναι ταυτοδύναμος πίνακας.
Άρα το χαρακτηριστικό του πολυώνυμο είναι το X (x) = (x− 1)n

Άρα τοGu είναι το αλγεβρικό σύνολο που μηδενίζει την συλλογή 〈(x−1)n〉, άρα είναι
κλειστό στην τοπολογία του Zariski.

Για το (ii): Για παράδειγμα στην GLn, το σύνολο των ημιαπλών στοιχείων της είναι
πυκνό υποσύνολο: Θα δούμε ότι η Gs δεν ”συμπεριφέρεται καλα”.

Έστω G = GL2 και g ∈ G \ Gs. Τότε το g είναι συζυγές με το
(
a 1
0 a

)
για κάποιο

a ∈ k×. Ορίζουμε φ : G → GL2 με φ(t) =
(
at 1
0 at−1

)
. Τότε η φ είναι μορφισμός

και το φ(t) είναι ημιαπλό για κάθε at 6= at−1, άρα για t 6= ±1.
Άρα φ(Gm \ {±1}) ⊆ Gs. Όμως Gm \ {±1} είναι ανοικτό στην Gm και πυκνό από
την πρόταση 3.2 (2) αφού η Gm είναι ανάγωγη.
Άρα Gm \ {±1} = Gm και

φ(Gm) = φ(Gm \ {±1}) ⊆ φ(Gm \ {±1}) ⊆ Gs

άρα όλα τα μη ημιαπλά στοιχεία της G απεικονίζονται στην Gs, άρα Gs = G
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.6 Ταυτοδύναμες Ομάδες

Τώρα θα αποδείξουμε ένα βασικό αποτέλεσμα το οποίο μας δείχνει την δομή των
ταυτοδύναμων ομάδων. Υπενθυμίζουμε ότι κάθε γραμμική αλγεβρική ομάδα μπορεί
να εμφυτευτεί εντός κάποιας GLn, άρα θα περιορίσουμε το ενδιαφέρον μας σε ταυτο-
δύναμες ομάδες πινάκων.

Πρόταση .6.1. ΈστωG ≤ GLn μία ταυτοδύναμη ομάδα. Τότε υπάρχει g ∈ GLn τέτοιο
ώστε g−1Gg ≤ Un

Απόδειξη. Γράφουμε V = kn. Θα το αποδείξουμε με επαγωγή στο n.
Το μόνο ταυτοδύναμο στοιχείο της GL1 είναι η μονάδα, άρα ο ισχυρισμός είναι προ-
φανής για n = 1.
Αν υπάρχει G-αναλλοίωτος γνήσιος υπόχωρος 0 6= W < V , τότε με κατάλληλη επι-

λογή βάσης, μπορούμε να υποθέσουμε ότι G ≤
{(

∗ ∗
0 ∗

)}
Αφού ο W είναι G-αναλλοίωτος υπόχωρος, επάγει φυσιολογικά ομομορφισμούς

φ : G → GL(W ) και φ∗ : G → GL(V /W ). Εφόσον dim(W ) και dim(V /W ) είναι
και οι δύο μικρότερες από την dim(V ), από την υπόθεση επαγωγής παίρνουμε (με
αλλαγή βάσης, άρα με συζυγία) ότι:

G ≤





1 ∗
. . .

0 1

∗

0

1 ∗
. . .

0 1




= Un

όπως ισχυριστήκαμε
Αν από την άλλη, ηG δρα ανάγωγα στον V , τότε τα στοιχεία τηςG παράγουν ολό-

κληρη την άλγεβρα ενδομορφισμών End(V ) από το Θεώρημα διπλής κεντρικοποίησης
του Burnside (δες παράρτημα Θεώρημα 23.3). Αφού κάθε στοιχείο της G είναι ταυτο-
δύναμο, έχει ίχνος n και παρατηρούμε ότι tr((g − 1)h) = tr(gh)− tr(h) = 0 για κάθε
h ∈ G. Συνεπώς tr((g − 1)x) = 0 για κάθε x ∈ End(V ). Επιλέγοντας έναν πίνακα x
με ένα μόνο μη μηδενικό στοιχείο εύκολα προκύπτει ότι tr((g−1)x) = 0 αν g−1 = 0,
δηλαδή όταν g = 1, συνεπώς G = 1, το οποίο είναι άτοπο από την υπόθεση ότι η G
δρα ανάγωγα στον V .

Αφού η Un είναι μηδενοδύναμη ομάδα (από την ενότητα 2), ένα άμεσο πόρισμα
της προηγούμενης πρότασης είναι:

Πόρισμα .6.2. Μία ταυτοδύναμη γραμμική αλγεβρική ομάδα είναι μηδενοδύναμη, άρα
και επιλύσιμη.

Πάνω από το k = Fp, τα ταυτοδύναμα στοιχεία είναι τα p-στοιχεία, άρα μπορούμε
να δούμε την παραπάνω κατάσταση για μία αλγεβρική ομάδα, κατ΄αναλογία με το ότι
οι πεπερασμένες p-ομάδες είναι μηδενοδύναμες.
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Η διάσπαση Jordan στοιχείων μας οδηγεί σε μία ίδια διάσπαση και για αβελιανές
γραμμικές αλγεβρικές ομάδες. Εδώ όμως η περίπτωση που όλα τα στοιχεία είναι ημια-
πλά θα παίξει αργότερα πολύ σημαντικό ρόλο.

.7 Διάσπαση Jordan Αβελιανών Ομάδων

Η δομή των γραμμικών αλγεβρικών ομάδων περιγράφεται στο επόμενο Θεώρημα:

Θεώρημα .7.1. Έστω G αβελιανή γραμμική αλγεβρική ομάδα.
(1) Τα σύνολα Gs και Gu είναι κλειστές υποομάδες της G
(2) Η απεικόνιση γινόμενο π : Gs × Gu → G είναι ισομορφισμός αλγεβρικών

ομάδων
(3) Αν η G είναι συνεκτική, τότε και οι Gs, Gu είναι επίσης συνεκτικές

Απόδειξη. (1) Παίρνουμε μία εμφύτευση της G εντός κάποιας GL(V ) (από το Θεώ-
ρημα 1.4) και έστω g, g′ ∈ G. Τότε ενδομορφισμοί οι οποίοι μετατίθενται, μπορούν να
τριγωνοποιηθούν ταυτόχρονα, άρα αν g, g′ είναι ημιαπλά, (αντίστοιχα ταυτοδύναμα),
τότε και τα gg′ και g−1 είναι ημιαπλά (αντίστοιχα ταυτοδύναμα). Συνεπώς οι Gs, Gu
είναι υποομάδες της G.

Η Gu δείξαμε ότι είναι κλειστή υποομάδα της G. Επίσης η Gs περιέχει τους μετα-
θετικούς ημιαπλούς ενδομορφισμούς, άρα μπορούν να διαγωνοποιηθούν ταυτόχρονα.
Έστω Vi, 1 ≤ i ≤ t, οι διαφορετικοί κοινοί ιδιόχωροι της Gs στον V , δηλαδή
Vi = {v ∈ V | gv = φi(g)v για κάθε g ∈ Gs} για κατάλληλους μορφισμούς
φi : Gs → Gm και V =

⊕t
i=1 Vi. Αφού η Gu μετατίθεται με την Gs, τότε διατη-

ρεί όλους τους Vi. Άρα ηG σταθεροποιεί κάθε Vi, άρα από πρόταση 6.1 υπάρχει βάση
τέτοια ώστε η Gu να δρα με άνω τριγωνικούς πίνακες σε κάθε Vi, ενώ η Gs να δρα με
βαθμωτά. Ως προς αυτή τη βάση είναιG ≤ Tn καιGs = Dn ∩G, όπου n := dim(V ),
άρα η Gs είναι κλειστή.

(2) Η απεικόνιση γινόμενο π : Gs×Gu → G, με π(s, u) = su είναι ομομορφισμός
ομάδων αφού η G είναι αβελιανή. Είναι επί από τη διάσπαση Jordan του Θεωρήματος
5.5 και 1-1 από τη μοναδικότητα της διάσπασης. Επιπλέον, η π είναι μορφισμός αφι-
νικών πολλαπλοτήτων, εφόσον ο πολλαπλασιασμός µ : G×G→ G είναι μορφισμός.

Μένει μόνο να δείξουμε ότι η αντιστροφή

π−1 : G→ Gs ×Gu, π−1(g) = (gs, g
−1
s g),
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είναι επίσης μορφισμός. Για αυτό αρκεί απλά να παρατηρήσουμε ότι η απεικόνιση:

ψ : G→ Gs, g 7→ gs, δηλαδη

 d1 ∗
. . .

0 dn

 7→

 d1 0
. . .

0 dn


είναι μορφισμός.

(3) Αφού ηG είναι συνεκτική καιG→ Gs , g 7→ gs είναι μορφισμός, η εικόνα του
είναι συνεκτική από την πρόταση 3.3 (2). Όμοια η G → Gu , g 7→ gu = gg−1

s είναι
μορφισμός, άρα έχει συνεκτική εικόνα.

Αν συγκρίνουμε το παραπάνωΘεώρημα με την περίπτωση των πεπερασμένων ομά-
δων, τότε έχουμε ότι: Μία πεπερασμένη αβελιανή ομάδα είναι το ευθύ γινόμενο των
Sylow υποομάδων της.

Θεώρημα .7.2. ΑνG είναι μία συνεκτική γραμμική αλγεβρική ομάδα διάστασης 1, τότε
G ∼= Ga ή G ∼= Gm.

Απόδειξη. Η απόδειξη αυτού του φαινομαινικά «αθώου» αποτελέσματος είναι αρκετά
δύσκολη, ειδικά η περίπτωση που η G έχει μόνο ταυτοδύναμα στοιχεία. Εμείς θα απο-
δείξουμε μόνο ότι η G είναι αβελιανή και είτε G = Gs ή G = Gu.

Πρώτα θα αποδείξουμε ότι η G είναι αβελιανή.
Για g ∈ G ορίζουμε έναν μορφισμό φg : G → G με φg(x) := x−1gx. Αφού η φg(G)
είναι ανάγωγη, και η φg(G) είναι επίσης ανάγωγη κλειστή υποπολλαπλότητα της G.
Άρα από πρόταση 4.3 η φg(G) έχει διάσταση 1 ή 0.

Αν έχει διάσταση 0 για κάθε g ∈ G τότε φg(G) = {g} λόγω συνεκτικότητας, άρα
G αβελιανή.

Αν έχει διάσταση 1, τότε φg(G) = G, για g ∈ G. Παίρνουμε μία εμφύτευση της G
σε κάποια GLn. Τότε από την πρόταση 1.4 το φg(G) περιέχει ένα μη κενό ανοικτό υπο-
σύνολο της κλειστής του θήκης. Άρα το G \ φg(G) περιέχεται σε ένα κλειστό γνήσιο
υποσύνολο, μικρότερης διάστασης από πρόταση 4.3, άρα διάστασης 0, άρα πεπερα-
σμένο.

Αφού το h ∈ φg(G) έχει χαρακτηριστικό πολυώνυμο ίσο με το χαρακτηριστικό πο-
λυώνυμο του g και υπάρχουν πεπερασμένα το πλήθος στοιχεία στοG\φg(G), υπάρχουν
πεπερασμένα το πλήθος χαρακτηριστικά πολυώνυμα p1, . . . , pt για τα στοιχεία της G.

Τώρα παρατηρούμε ότι:

G =

t⋃
i=1

((ρίζες των pi) ∩G)

δηλαδή είναι πεπερασμένη ένωση κλειστών συνόλων. ΕφόσονG είναι συνεκτική, έπε-
ται ότι t = 1, συνεπώς p1 = (T − 1)n (για το 1 ∈ G). Άρα η G είναι ταυτοδύναμη
και από το πόρισμα 6.2 είναι επιλύσιμη. Από πρόταση 3.9, η [G,G] είναι κλειστή συ-
νεκτική γνήσια υποομάδα της G, άρα από πρόταση 4.3 [G,G] = 1 και G αβελιανή
άτοπο.

Από το Θεώρημα 7.1, Gs και Gu είναι κλειστές συνεκτικές υποομάδες της G. Αν
κάποια από αυτές είναι γνήσια, τότε είναι διάστασης 0, από πρόταση 4.3, άρα τετριμ-
μένη λόγω συνεκτικότητας. Έτσι είτεG = Gs, είτεG = Gu όπως ισχυριστήκαμε.

Δες ορισμό 8.1 και πρόταση 8.7 για το υπόλοιπο της απόδειξης για την περίπτωση
που G = Gs
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.8 Τόροι, Χαρακτήρες και Συγχαρακτήρες

Τώρα θα εστιάσουμε την προσοχή μας σε συνεκτικές ομάδες οι οποίες περιέχουν
μόνο ημιαπλά στοιχεία. Από το Θεώρημα 7.2 κάθε τέτοια ομάδα διάστασης 1 είναι
ισόμορφη με την Gm. Αυτό μας οδηγεί στον εξής ορισμό:

Ορισμός .8.1. Μία γραμμική αλγεβρική ομάδα καλείται τόρος, αν είναι ισόμορφη με το
ευθύ γινόμενο Gm × . . .×Gm, n φορές την Gm, το οποίο είναι ίσο με τη Dn.

Οι τόροι μελετούνται καλύτερα μέσω των χαρακτήρων τους.

Ορισμός .8.2. Έστω G μία γραμμική αλγεβρική ομάδα. Ένας χαρακτήρας της G είναι
ένας μορφισμός αλγεβρικών ομάδων χ : G → Gm. Το σύνολο των χαρακτήρων της G
συμβολίζεται με X(G).

Παρατήρηση:ΤοX(G) μπορεί με φυσιολογικό τρόπο να θεωρηθεί ως υποσύνολο
του k[G].

Ορισμός .8.3. Ένας συγχαρακτήρας της G είναι ένας μορφισμός αλγεβρικών ομάδων
γ : Gm → G. Το σύνολο των συγχαρακτήρων της G συμβολίζεται με Y (G).

Προφανώς ηX(G) είναι αβελιανή ομάδα (συνήθως γράφεται προσθετικά) με πράξη:

(χ1 + χ2)(g) := χ1(g)χ2(g) για χ1, χ2 ∈ X(G) g ∈ G.

Όμοια, αν η G είναι αβελιανή, τότε και η Y (G) είναι αβελιανή ομάδα με πράξη:

(γ1 + γ2)(x) := γ1(x)γ2(x) για γ1, γ2 ∈ Y (G) x ∈ Gm.

Παράδειγμα (Χαρακτήρες και Συγχαρακτήρες της Dn)
Έστω G = Dn, ένας n-διάστατος τόρος. Αν n = 1, τότε G = Gm, άρα X(G) =
End(Gm) = {t 7→ tj | j ∈ Z} ∼= Z (δες παράρτημα πρόταση 23.4).

Για τυχαίο n ορίζουμε χi ∈ X(G) με χi(g) := ti, αν g = diag(t1 . . . , tn) ∈
G, 1 ≤ n. Τότε κάθε χ ∈ X(G) μπορεί να γραφεί με μοναδικό τρόπο ως χ =
χa11 . . . χann για κάποια ai ∈ Z, συνεπώς X(Dn) ∼= Zn. Παρατηρούμε ότι οι χαρα-
κτήρες είναι απλώς τα μονώνυμα στον k[Dn] = k[T±1

1 , . . . , T±1
n ], οπότε αποτελούν

μία βάση του δακτυλίου συντεταγμένων.
Όμοια για (a1, . . . , an) ∈ Zn η απεικόνιση Gm → Dn, t 7→ diag(ta1 , . . . , tan),

είναι μορφισμός, άρα συγχαρακτήρας. Αντίστροφα, περιορίζοντας έναν συγχαρακτήρα
γ : Gm → Dn στην i-οστή διαγώνια θέση, παρατηρούμε ότι κάθε συγχαρακτήρας έχει
την παραπάνω μορφή. Συνεπώς Y (Dn) ∼= Zn.

Ως αποτέλεσμα για τον n-διάστατο Τόρο T έχουμε ότιX(T ) ∼= Y (T ) ∼= Zn. Τώρα
για χ ∈ X := X(T ) γ ∈ Y := Y (T ), η σύνθεση:

χ ◦ γ : Gm → Gm, t 7→ χ(γ(t)),

είναι ενδομορφισμός τηςGm. Άρα από την περιγραφή του End(Gm) του προηγούμενου
παραδείγματος δρα ως κάποια ακέραια δύναμη 〈χ, γ〉 ∈ Z, δηλαδή χ(γ(t)) = t⟨χ,γ⟩.

Πρόταση .8.4. Έστω T ένας τόρος με ομάδα χαρακτήρων X και ομάδα συγχαρακτή-
ρων Y . Η απεικόνιση 〈, 〉 : X × Y → Z είναι ένα τέλειο ζευγάρωμα των X και Y ,
δηλαδή, κάθε ομομορφισμός X → Z είναι της μορφής χ 7→ 〈χ, γ〉 για γ ∈ Y και κάθε
ομομορφισμός Y → Z είναι της μορφής γ 7→ 〈χ, γ〉 για χ ∈ X .
Το παραπάνω ορίζει ισομορφισμούς ομάδων Y ∼= Hom(X,Z) και X ∼= Hom(Y,Z).
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Απόδειξη. Μπορούμε να υποθέσουμε ότι T = Gm × · · · × Gm (n φορές) και X =
{χa11 . . . χann | (a1, . . . , an) ∈ Zn} με χi ορισμένο όπως στο παράδειγμα. Κάθε ομο-
μορφισμός φ : X → Z καθορίζεται πλήρως απο την φ(χi) =: di ∈ Z, αφού:

φ
(∏n

i=1 χ
ai
i

)
=

n∑
i=1

aiφ(χi) =

n∑
i=1

aidi

Έστω γ ∈ Y με γ(t) :=

 td1 0
. . .

0 tdn

 για t ∈ Gm.

Τότε: t⟨χ,γ⟩ = χ(γ(t)) =
∏n
i=1 χ

ai
i (γ(t)) = t

∑n
i=1 aidi = tϕ(χ).

Συνεπώς φ(χ) = 〈χ, γ〉 για κάθε χ ∈ X .
Άρα η απεικόνιση Y → Hom(X,Z) , γ → 〈−, γ〉 είναι επί.

Για το 1-1, υποθέτουμε ότι 〈χ, γ〉 = 0 για κάθε χ ∈ X , τότε:

tdi = χi(γ(t)) = t⟨χi,γ⟩ = t0 = 1

για κάθε t ∈ Gm και για κάθε i. Συνεπώς είναι di = 0 για κάθε i, δηλαδή γ = 0.
Συνεπώς Y ∼= Hom(X,Z). Όμοια αποδεικνύεται ότι X ∼= Hom(Y,Z).

Ορισμός .8.5. Έστω T τόρος. Για μία κλειστή υποομάδα H ≤ T , ορίζουμε:

H⊥ := {χ ∈ X(T ) | χ(h) = 1 για κάθε h ∈ H}

η οποία είναι υποομάδα της X(T ). Όμοια, για μία υποομάδα X1 ≤ X(T ), ορίζουμε:

X⊥
1 := {t ∈ T | χ(t) = 1 για κάθε χ ∈ X1} =

⋂
χ∈X1

ker(χ)

η οποία είναι κλειστή υποομάδα του .

Στην παρακάτω πρόταση έχουμε δύο πολύ χρήσιμες ιδιότητες των παραπάνω ομά-
δων:

Πρόταση .8.6. Έστω T ένας τόρος.
(1) Για κάθε κλειστή υποομάδα H ≤ T , ο περιορισμός ορίζει έναν ισομορφισμό:

X(T )/H⊥ ∼= X(H).

(2) Για κάθε υποομάδα X1 ≤ X(T ), X⊥⊥
1 /X1 είναι μία πεπερασμένη p-ομάδα, όπου

p = char(k); στην πραγματικότητα X⊥⊥
1 = X1, εαν X(T )/X1 έχει τετριμμένη p-

στρέψη.

Απόδειξη. (1) Θεωρώ την απεικόνιση φ : X(T ) → X(H) με χ 7→ χ|H , τότε:
· kerφ = {φ(χ) = 1 για κάθε χ ∈ X(T )} = {χ|H = 1 για κάθε χ ∈ X(T )} = H⊥

· imφ = X(H)
· φ ομομορφισμός αφού φ(χ1+χ2) = (χ1+χ2)|H = χ1|H +χ2|H = φ(χ1)+φ(χ2)
Άρα από πρώτο Θεώρημα Ισομορφισμού G/ kerφ = X(T )/H⊥ ∼= imφ = X(H).

(2) Το (2) δεν θα το αποδείξουμε εδώ.

Το παρακάτω αποτέλεσμα αποδεικνύεται χρησιμοποιόντας ιδιότητες των χαρακτή-
ρων (δες παράρτημα πρόταση 23.5 και παρατήρηση από πάνω).
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Πρόταση .8.7. Κάθε κλειστή συνεκτική υποομάδα της Dn είναι τόρος.

Η παραπάνω πρόταση συμπληρώνει την υπόλοιπη απόδειξη του Θεωρήματος 7.2
για την περίπτωση που G = Gs: εμφυτεύουμε την G εντός μίας GLn και διαγωνο-
ποιούμε.

Αν G είναι γραμμική αλγεβρική ομάδα και H μία κλειστή υποομάδα της G, τότε
με CG(H) και NG(H) συμβολίζουμε την κεντρικοποιούσα και την κανονικοποιούσα
ομάδα της H στην G:

CG(H) = {x ∈ G | xyx−1 = y για κάθε y ∈ H}

NG(H) = {x ∈ G | xHx−1 = H}

οι οποίες είναι κλειστές υποομάδες της G και η CG() είναι κανονική υποομάδα της
NG(H).

Το παρακάτω πολύ σημαντικό αποτέλεσμα μας δείχνει και την «ακαμψία» των τό-
ρων: Οι κανονικοποιούσες είναι κατά πεπερασμένο μέρος μεγαλύτερες από τις κεντρι-
κοποιούσες. Θα μας επιτρέψει αργότερα να ορίσουμε την ομάδα του Weyl, μία πεπε-
ρασμένη ομάδα η οποία παίζει έναν πολύ σημαντικό ρόλο στο να ελέγξουμε την δομή
των ημιαπλών ομάδων.

Η ακαμψία θα προκύψει από δύο βασικές ιδιότητες στοιχείων πεπερασμένης τάξης
σε έναν τόρο: (1) Είναι πυκνό υποσύνολο και (2) Υπάρχουν πεπερασμένα το πλήθος
από αυτά κάποιας δοσμένης τάξης.
Για να τα δείξουμε αυτά αρκεί απλά να δούμε την περίπτωση G = Gm. Τα στοιχεία
του k∗ πεπερασμένης τάξης είναι απλά οι m-οστές ρίζες της μονάδας (m ∈ Z+), που
είναι το πολύm για κάθε σταθερόm. Εφόσον το k είναι αλγεβρικά κλειστό, υπάρχουν
άπειρες διακεκριμένες ρίζες της μονάδας στο k∗; εφόσον η Gm είναι συνεκτική και
μονοδιάστατη, η κλειστή θήκη της παραπάνω υποομάδας είναι η Gm.

Θεώρημα .8.8. Έστω G μία γραμμική αλγεβρική ομάδα και T ≤ G ένας τόρος. Τότε
NG(T )

0 = CG(T )
0, και η NG(T )/CG(T ) είναι πεπερασμένη.

Απόδειξη. Θα χρησιμοποιήσουμε την πρόταση 23.6 από το παράρτημα για την από-
δειξη.

ΘέτουμεG = H στην εκφώνηση της πρότασης 23.6, άρα τα (1) και (2) ικανοποιού-
νται από τα προηγούμενα σχόλια. Τότε έστω V = NG(T )

0. Ορίζουμε φ : V ×G→ G
με φ(x, y) = xyx−1. Προφανώς τα (3) και (4) ικανοποιούνται επίσης. Αυτό έπεται ότι
η φx είναι σταθερή, δηλαδή φx = φ1, δηλαδή όλα τα x ∈ NG(T )

0 κεντρικοποιούνται
στην G. Προφανώς ισχύει ότι CG(T )0 ⊆ NG(T )

0. Άρα έχουμε το ζητούμενο.
Το δεύτερο μέρος θα το δείξουμε στο παρακάτω παράδειγμα μόνο για την G =

GLn.

Παράδειγμα
Για να καταλάβουμε το παραπάνω Θεώρημα, έστω G = GLn, m ≤ n και

T =





∗
. . .

∗
1

. . .

1




= {diag(t1, . . . , tn) | ti = 1 για m+1 ≤ i ≤ n}
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έναςm-διάστατος τόρος τηςG, ο οποίος είναι ισόμορφος με τοGm× · · ·×Gm (m το
πλήθος). Τότε:

CG(T ) =




∗
. . .

∗
0

O A


∣∣∣∣∣ A ∈ GLn−m

 ∼= Dm × GLn−m

και NG(T ) ∼= NGLm
(Dm) × GLn−m, όπου NGLm

(Dm) = M είναι το σύνολο όλων
των μονώνυμωνm×m πινάκων. Αφού η Dm έχει πεπερασμένο δείκτη εντός τηςM ,
M0 = Dm. Επίσης η GLn−m είναι συνεκτική, άρα παίρνουμε ότι:

NG(T )
0 ∼= Dm × GLn−m ∼= CG(T ) = CG(T )

0

και η NG(T )/CG(T ) ∼= M/Dm
∼= Sm είναι μία συμμετρική ομάδα, άρα πεπερα-

σμένη.



Κεφάλαιο 4: Συνεκτικές
Επιλύσιμες Ομάδες

Θα επεκτείνουμε τα αποτελέσματα ως προς τη δομή ομάδων από αβελιανές ομάδες
σε επιλύσιμες ομάδες. Για να γίνει αυτό η συνεκτικότητα είναι απαραίτητη.

.9 Το Θεώρημα Lie-Kolchin

Αν η G ≤ GL(V ) είναι ταυτοδύναμη, τότε από την πρόταση 6.1 πάντα σταθερο-
ποιεί έναν μονοδιάστατο υπόχωρο του V . Αυτό αληθεύει και για μία μεγαλύτερη κλάση
ομάδων.
Υπενθυμίζουμε ότι από την πρόταση 3.9 οι υποομάδες μεταθετών μίας ομάδαςG είναι
κλειστές και συνεκτικές, αν η G είναι κλειστή και συνεκτική.

Θεώρημα .9.1. (Lie-Kolchin)
Έστω G μία συνεκτική επιλύσιμη υποομάδα της GL(V ), V 6= 0. Τότε υπάρχει 0 6=
v ∈ V το οποίο είναι κοινό ιδιοδιάνυσμα για κάθε g ∈ G, ισοδύναμα υπάρχει ένας
μονοδιάστατος υπόχωρος V που σταθεροποιείται από την G.

Απόδειξη. Μπορούμε να υποθέσουμε ότι η G είναι κλειστή, αφού αν η G είναι επιλύ-
σιμη, τότε και η G είναι επιλύσιμη.

Θα το αποδείξουμε με επαγωγή στη διάσταση n = dimV και στο μήκος d της G.
Για n = 1 το ζητούμενο ισχύει τετριμμένα. Τώρα υποθέτουμε ότι n > 1. Αν d = 1,

τότε η G είναι αβελιανή και το ζητούμενο έπεται από την απόδειξη του Θεωρήματος
7.1 το (1).

Τώρα υποθέτουμε ότι d ≥ 2. Αν υπάρχει G-αναλλοίωτος γνήσιος υπόχωρος 0 6=

W < V του V, τότε επιλέγουμε κατάλληλη βάση τέτοια ώστε G ⊆
{(

∗ ∗
0 ∗

)}
. Τότε

πιο συγκεκριμένα, κάθε g ∈ G μπορεί να αναπαρασταθεί ως
(
φ(g) ∗
0 ψ(g)

)
όπου

φ : G → GL(W ) είναι ο περιορισμός της G και ψ : G → GL(V /W ). Η φ(G) είναι
επιλύσιμη, συνεκτική, δρα στον διανυσματικό χώρο μικρότερης διάστασης dimW <
dimV , άρα από την υπόθεση επαγωγής, υπάρχει κοινό ιδιοδιάνυσμα w ∈W < V .

Συνεπώς μπορούμε να υποθέσουμε ότι η G δρα ανάγωγα στον V . Αφού η G′ :=
[G,G] είναι κλειστή συνεκτική επιλύσιμη υποομάδα της G μήκους d − 1, από την
υπόθεση επαγωγής, υπάρχει κοινό ιδιοδιάνυσμα v ∈ V της G′. Εφόσον G′ / G, gv
είναι επίσης κοινό ιδιοδιάνυσμα της G′ για κάθε g ∈ G.

ΈστωW να είναι ο υπόχωρος που παράγεται από όλα τα κοινά ιδιοδιανύσματα της
G′. Από την παραπάνω παρατήρηση, οW είναι G-αναλλοίωτος καιW 6= 0. Αφού η
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G δρα ανάγωγα, είναι αναγκαστικά V = W . Συνεπώς, ο V έχει μία βάση από κοινά
ιδιοδιανύσματα της G′, άρα η G′ δρα διαγώνια, που συνεπάγεται ότι η G′ είναι αβε-
λιανή.

Τώρα για σταθερό y ∈ G′, όλες οι συζυγίες x−1yx με στοιχεία x ∈ G, είναι
στοιχεία τηςG′, άρα δρα διαγώνια με ίδιες ιδιοτιμές με το y. Συνεπώς, υπάρχουν πεπε-
ρασμένες επιλογές για το x−1yx. Έπεται ότι ο μορφισμός φy : G → G′, x 7→ x−1yx
έχει πεπερασμένη εικόνα. Άρα λόγω συνεκτικότητας της G, φy(G) = {y}, που συνε-
πάγεται ότι G′ ≤ Z(G). Αφού η G δρα ανάγωγα στον V , η Z(G) δρα με βαθμωτά
από το λήμμα του Schur. Aφού όλα τα στοιχεία τηςG′ έχουν ορίζουσα ίση με 1, έπεται
ότι η G′ είναι πεπερασμένη, όμως λόγω συνεκτικότητας, είναι G′ = 1, άρα η G είναι
αβελιανή, το οποίο είναι άτοπο αφού d ≥ 2.

Πόρισμα .9.2. ΈστωG συνεκτική, επιλύσιμη υποομάδα της GLn. Tότε ηG είναι συζυ-
γής με μία υποομάδα του Tn

Απόδειξη. Εφαρμόζουμε το προηγούμενοΘεώρημα και επαγωγικά παίρνουμε μία βάση
ως προς την οποία η G είναι τριγωνική.

Σημείωση: Το παραπάνω πόρισμα δεν ισχύει εάν η G δεν είναι συνεκτική.
Παράγματι, μπρούμε να θεωρήσουμε κάθε πεπερασμένη μη τετριμμένη επιλύσιμη υπο-
ομάδα της GLn, n > 1, η οποία δρα ανάγωγα.

.10 Δομή Συνεκτικών Επιλύσιμων Ομάδων

Είδαμε στο παραπάνω πόρισμα ότι οι συνεκτικές, επιλύσιμες ομάδες είναι ισόμορ-
φες με υποομάδες της Tn. Αυτό έχει ισχυρές επιπτώσεις όσον αφορά τη δομή τέτοιων
ομάδων. Έχουμε μία μικρή ακριβή ακολουθία που διασπάται ( δηλαδή μια ακριβής ακο-
λουθία η οποία είναι μικρή της οποίας ο μεσαίος όρος προκύπτει από τους υπόλοιπους
με φυσιολογικο τρόπο):

1 −→ Un −→ Tn
π−→ Dn −→ 1

όπου π είναι ο φυσιολογικός μορφισμός με:

π

 t1 ∗
. . .

0 tn

 =

 t1 0
. . .

0 tn


Η παραπάνω ακριβής ακολουθία αλγεβρικών ομάδων διασπάται; η ένθεση Dn → Tn
είναι μορφισμός και νήμα του π (μία αντίστροφη εικόνα).

ΈστωG ≤ Tn μία κλειστή συνεκτική υποομάδα. Ο περιορισμός της π στηνG έχει
πυρρήνα Gu = G ∩ Un, την κλειστή κανονική υποομάδα της G που περιέχει όλα τα
ταυτοδύναμα στοιχεία της. Η εικόνα T := π(G) είναι συνεπώς μία κλειστή συνεκτική
υποομάδα τηςDn, άρα τόρος από την πρόταση 8.7. Συνεπώς ο περιορισμός ορίζει την
ακριβή ακολουθία:

1 −→ Gu −→ G
π−→ T −→ 1

Αφού ο τόρος είναι αβελιανή ομάδα, έπεται ότι [G,G] ≤ Gu.
Από τα παραπάνω σχεδόν αποδεικνύεται το πρώτο μέρος του παρακάτω θεωρήμα-

τος δομής για συνεκτικές επιλύσιμες ομάδες.



.10 Δομή Συνεκτικών Επιλύσιμων Ομάδων · 25

Θεώρημα .10.1. Έστω G μία συνεκτική, επιλύσιμη γραμμική αλγεβρική ομάδα. Τότε:

(1) Η Gu είναι κλειστή, συνεκτική, κανονική υποομάδα της G και [G,G] ≤ Gu.

(2) Όλοι οι maximal τόροι της G είναι ανα δύο συζυγείς και αν T είναι ένας τέτοιος
τόρος, τότε G = Gu ⋊ T και NG(T ) = CG(T ).

Εδώ οι maximal τόροι τηςG είναι ένας υποτόρος τηςG ο οποίος είναι maximal ως
προς το περιέχεσθαι. Παρατηρούμε από το παραπάνω Θεώρημα ότι όλοι οι maximal
τόροι έχουν όλοι την ίδια διάσταση, δηλαδή maximal διάσταση.
Το ημιευθύ γινόμενο δύο αλγεβρικών ομάδων X και N ορίζεται όπως και για τυχαίες
ομάδες, με τη διαφορά ότι απαιτούμε ότι η X δρα ώς ομάδα στην αλγεβρική ομάδα
αυτομορφισμών τηςN . Μία αλγεβρική ομάδαH είναι ισομορφική με το ημιευθύ γινό-
μενο δύο κλειστών υποομάδων τηςX και N αν N /H, N ∩X = 1 και η απεικόνιση
γινόμενο N ⋊X → H είναι ισομορφισμός αλγεβρικών ομάδων.

Απόδειξη. (1) Απομένει να δείξουμε ότι η Gu είναι συνεκτική. Ορίζουμε K = G/G′,
όπου G′ = [G,G]. Αφού η K έιναι αβελιανή και συνεκτική, είναι K = Ku × Ks

με Ku συνεκτική από το Θεώρημα 7.1. Τότε φ(Gu) ≤ Ku από το Θεώρημα 2.5, άρα
Gu ≤ φ−1(Ku). Από την άλλη μεριά, από τα παραπάνω επιχειρήματά μας πριν το
Θεώρημα 10.1, ker(φ) = G′ ≤ Gu. Αν g ∈ φ−1(Ku), με διάσπαση Jordan g = gsgu,
τότε φ(gs) = (φ(g))s = 1. Συνεπώς gs ∈ ker(φ) ≤ Gu, άρα gs = 1 και g = gu οπότε
προκείπτει ότι φ−1(Ku) = Gu. Τώρα εφόσονG′ = ker(φ) ≤ Gu είναι συνεκτική από
την πρόταση 3.9, άρα περιέχεται στην G0

u. Έτσι
|Gu : G0

u| = |Gu/G′ : G0
u/G

′| = |φ(Gu) : φ(G0
u)| = |Ku : φ(G0

u)|.
Άρα η φ(G0

u) είναι κλειστή υποομάδα πεπερασμένου δείκτη εντός της συνεκτικής ομά-
δαςKu, άρα δείκτη 1. Άρα η Gu είναι επίσης συνεκτική.

(2) Η απόδειξη του (2) είναι πιο δύσκολη και απαιτεί αποτελέσματα σχετικά με δράσεις
διαγωνίσιμων ομάδων, οπότε δεν θα το αποδείξουμε.
Ο ισχυρισμός για τις κανονικοποιούσες έπεται από το επιχείρημα του Frattini:
Αν g = ut ∈ NG(T ), όπου u ∈ Gu και t ∈ T , τότε uTu−1 = T . Όμως για
s ∈ T, usu−1 = (usu−1s−1)s είναι στο T αν και μόνο αν usu−1s−1 = 1, δη-
λαδή αν το u κεντρικοποιεί το s.

Θα δούμε αργότερα (στην πρόταση 12.4) ότι ο παράγονταςK, (ομάδα διά μία κλει-
στή κανονική υποομάδα), έχει με φυσιολογικό τρόπο δομή γραμμικής αλγεβρικής ομά-
δας με τέτοιο τρόπο ώστε η φυσική προβολή φ : G→ K να είναι μορφισμός αλγεβρι-
κών ομάδων.

Ας κάνουμε την σύγκριση του δεύτερου μέρους του προηγούμενου Θεωρήματος
με το Θεώρημα των Schur-Zassenhaus για πεπερασμένες ομάδες. Πράγματι, η G είναι
ήδη γνωστό ότι είναι μία επέκταση της της ταυτοδύναμης ομάδας Gu με έναν τόρο
π(G), του οποίου όλα του τα στοιχεία είναι ημιαπλά. Το Θεώρημα μας επιβεβαιώνει
ότι ένα συμπλήρωμα της Gu υπάρχει και επιπλέον ότι όλα τα στοιχεία του συμπληρώ-
ματος είναι συζυγή. Αν k είναι το σώμα ριζών ενός πεπερασμένου σώματος Fp, τότε
τα ταυτοδύναμα στοιχεία έχουν όλα τάξη μία δύναμη του p, ενώ τα ημιαπλά στοιχεία
έχουν τάξη σχετικά πρώτη με το p. Συνεπώς η Gu είναι κάτι αντίστοιχο με την κανο-
νική Sylow p υποομάδα της G και κάθε maximal τόρος είναι ένα p′ συμπλήρωμα. Για
αυτή την κατάσταση, ο ισχυρισμός για το (2) είναι ακριβώς όπως και στο Θεώρημα
Schur-Zassenhaus.
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Αν ηG δεν είναι συνεκτική, τότε τα πάντα μπορεί να συμβούν. Για παράδειγμα, αν
G = NGL2

(D2), είναι μία επέκταση της D2 με ένα στοιχείο τάξης 2 και υποθέτουμε
ότι char(k) = 2. Τότε παρότι η G είναι επιλύσιμη, η Gu δεν είναι καν υποομάδα πόσο
μαλλον κανονική και ο maximal τόρος D2 δεν κανονικοποιεί τον εαυτό του.

Πόρισμα .10.2. Έστω G μία συνεκτική, επιλύσιμη γραμμική αλγεβρική ομάδα. Τότε
κάθε ημιαπλό στοιχείο της G ανήκει σε έναν maximal τόρο και κάθε ταυτοδύναμο στοι-
χείο της G ανήκει σε μία συνεκτική ταυτοδύναμη υποομάδα της G.

Ο ισχυρισμός μας για τα ταυτοδύναμα στοιχεία έπεται από το Θεώρημα 10.1 το (1)
και για τα ημιαπλά στοιχεία από την απόδειξη που παραλείπεται από το Θεώρημα 10.1
το (2)

Εν κατακλείδει, θα χρειαστούμε ένα αποτέλεσμα για τις κεντρικοποιούσες των τό-
ρων συνεκτικών επιλύσιμων ομάδων, το οποίο αργότερα θα γενικευτεί και σε τυχαίες
συνεκτικές ομάδες.

Πρόταση .10.3. ΈστωG συνεκτική επιλύσιμη και S ≤ G ένας τόρος. ΤότεCG(S) είναι
συνεκτική.



Κεφάλαιο 5: G-χώροι και
Πηλίκα

Μία έννοια που ακόμα δεν έχουμε δει εως τώρα στην θεωρία γραμμικών αλγεβρι-
κών ομάδων είναι αυτή της ομάδας πηλίκο. Πρέπει πρώτα να δούμε το πως θα δώσουμε
δομή αφινικής πολλαπλότητας σε ένα πηλίκο και θα γίνει ξεκάθαρο ότι δεν μπορούμε
να περιοριστούμε σε αφινικές πολλαπλότητες. Συνεπώς θα ξεκινήσουμε υπενθυμίζο-
ντας κάποιες βασικές ένοιες από την γενική θεωρία πολλαπλοτήτων και μορφισμών.

.11 Δράσεις Αλγεβρικών Ομάδων

Στη θεωρία ομάδων είναι συχνά χρήσιμο να θεωρούμε δράσεις ομάδων, για πα-
ράδειγμα την δράση μίας ομάδας στον εαυτό της με συζυγία. Θα είναι απαραίτητο να
θεωρούμε δράσεις γραμμικών αλγεβρικών ομάδων σε αφινικές και προβολικές πολλα-
πλότητες.

Για αυτό θα υπενθυμίσουμε ότι ο n διάστατος προβολικός χώρος Pn ορίζεται ως
το σύνολο των κλάσεων ισοδυναμίας του kn+1 \ {(0, 0 . . . , 0)} ως προς τη διαγώνια
δράση του k× με πολλαπλασιασμό. Θεωρώντας τις κοινές ρίζες μίας συλλογής ομογε-
νών πολυωνύμων στον k[T0, T1, . . . , Tn] για κλειστά σύνολα, ορίζεται μία τοπολογία
στον Pn. Μία προβολική πολλαπλότητα είναι ένα κλειστό υποσύνολο του Pn εφοδια-
σμένο με την επαγώμενη τοπολογία του υποχώρου.

Η k-άλγεβρα των κανονικών συναρτήσεων σε μία αφινική πολλαπλότητα εδώ πρέ-
πει να αντικατασταθεί με ένα δράγμα συναρτήσεων ως εξής. Πρώτα αν X μία ανά-
γωγη αφινική πολλαπλότητα και x ∈ X , έστω I(X) / k[X] το ιδεώδες των συναρτή-
σεων που μηδενίζονται στο x και έστω Ox το localization του k[X] ως προς το πρώτο
ιδεώδες I(x). Τότε ορίζοντας OX(U) =

⋂
x∈U Ox για U ⊆ X ανοικτό, ορίζει ένα

δράγμα συναρτήσεων OX στην X . Προφανώς τα σώματα των αντιστρέψιμων στοι-
χείων των OX(U) και k[X] ταυτίζονται. Πιο γενικά, αν X δεν είναι ανάγωγη, έστω
X = X1 ∪ . . . ∪Xt όπου Xi οι ανάγωγες συνιστώσες της X , τότε ορίζουμε

OX(U) := {f : U → K | f |U∩Xi
∈ OXi

(U ∩Xi)}

για U ⊆ X ανοικτό, ορίζει ένα δράγμα στη X . Αποδεικνύεται ότι OX(X) = k[X], η
συνήθης k-άλγεβρα των κανονικών συναρτήσεων στη X .

Τώρα θεωρούμε το κάλυμμα Pn =
⋃n
i=0 Ui, όπου Ui περιέχει τα σημεία του Pn

με μη μηδενική i-οστή συντεταγμένη. Τότε το Ui μπορεί να ταυτιστεί με τον αφινικό
χώρο kn μέσω:

(x0, x1 . . . , xn) 7→
(
x0
xi
, . . . ,

xi−1

xi
,
xi+1

xi
, . . . ,

xn
xi

)
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Επιπλέον η επαγώμενη τοπολογία στα σύνολα Ui είναι ακριβώς η τοπολογία του αφι-
νικού χώρου kn. Για κάθε x ∈ Ui έχουμε τον δακτύλιο συναρτήσεων Ox όπως το
ορίσαμε παραπάνω, χρησιμοποιόντας την ταύτηση των Ui με το kn. Τότε για U ⊆ Pn,
ορίζουμε O(U) :=

⋂
x∈U Ox. Το δράγμα των συναρτήσεων για μία τυχαία προβολική

πολλαπλότητα ορίζεται περιορίζοντας το δράγμα στον Pn. Είναι τότε ξεκάθαρο ότι οι
μόνες συναρτήσεις που ορίζονται παντού στον Pn είναι οι σταθερές συναρτήσεις. Αυτό
ισχύει και πιο γενικά για τυχαίες προβολικές πολλαπλότητες.

Η διάσταση μίας ανάγωγης προβολικής πολλαπλότητας είναι η διάσταση κάθε αφι-
νικού ανοικτού υποσυνόλου. Για μία τυχαία προβολική πολλαπλότητα, η διάστασή της
ισούται με το maximum των διαστάσεων των ανάγωγων συνιστωσών της.

Ένας μορφισμός πολλαπλοτήτων είναι μία συνεχής απεικόνιση φ : X → Y μεταξύ
δύο (αφινικών η προβολικών) πολλαπλοτήτων τέτοιος ώστε για κάθε V ⊆ Y ανοικτό
και U = φ−1(V ) και για κάθε f ∈ OY (V ) να ισχύει ότι f ◦ φ ∈ OX(U).

Από εδώ και στο εξής, όταν μιλάμε για μία γενική πολλαπλότητα, θα συγκατα-
λέγουμε και τις προβολικές πολλαπλότητες παρότι θα περιοριζόμαστε στις γραμμικές
αλγεβρικές ομάδες οι οποίες είναι πάντα αφινικές πολλαπλότητες. Σημειώνουμε επίσης
ότι οι προτάσεις 1.4, 4.1 και 4.3 ισχύουν και για προβολικές πολλαπλότητες.

Σημαντικά παραδείγματα προβολικών πολλαπλοτήτων μας δίνουν οι partial flag
πολλαπλότητες ενός n-διάστατου διανυσματικού χώρου V πάνω από το k. Υπενθυμί-
ζουμε ότι μία flag στον V είναι μία αλυσίδα υποχώρων 0 ⊊ V1 ⊊ · · · ⊊ Vr = V .
Μπορούμε να εφοδιάσουμε το σύνολο των flags με μία σταθερή ακολουθία διαστά-
σεων (dim(V1), . . . , dim(Vr)) με τη δομή μίας προβολικής πολλαπλότητας, την partial
flag πολλαπλότητα. Η περίπτωση dim(Vi) = i για κάθε i λέμε ότι είναι η flag πολλα-
πλότητα του V .

Ορισμός .11.1. Έστω G μία γραμμική αλγεβρική ομάδα G. Μία πολλαπλότητα X λέ-
γεται G-χώρος αν υπάρχει δράση ομάδων G × X → X, (g, x) 7→ g.x της G στη
X η οποία είναι επίσης μορφισμός πολλαπλοτήτων. ΈστωX και Y δύο G-χώροι. Ένας
μορφισμός G-χώρων είναι ένας μορφισμός πολλαπλοτήτων φ : X → Y τέτοιος ώστε
φ(g.x) = g.φ(x) για κάθε g ∈ G, x ∈ X . Ένας G-χώρος X λέγεται ομογενής αν η
δράση της G στη X είναι μεταβατική.

Πρόταση .11.2. Έστω G ένας G-χώρος.
(1) Για κάθε x ∈ X , η σταθεροποιούσα Gx := {g ∈ G | g.x = x} είναι κλειστή
υποομάδα.
(2) Το σύνολο των σταθερών σημείωνXG := {x ∈ X | g.x = x για κάθε g ∈ G} είναι
κλειστό σύνολο.

Απόδειξη. (1) Από τον ορισμό των G-χώρων, για κάθε x ∈ X η απεικόνιση τροχιών:

φ : G→ X, g 7→ g.x

είναι μορφισμός πολλαπλοτήτων. Άρα φ−1(x) = Gx είναι κλειστό.

(2) Έστω g ∈ G και ο μορφισμός ψ : X → X ×X με x 7→ (x, g.x)
Το σύνολο των σταθερών σημείων Xg είναι ακριβώς η αντίστροφη εικόνα μέσω

της ψ του (x, x), το οποίο είναι κλειστό στηνX ×X εφόσον ηX είναι πολλαπλότητα
(δες παράρτημα πρόταση 23.8).Άρα και το XG είναι κλειστό.

Παραδείγματα
Θα περιγράψουμε δύο σημαντικές πηγές G-χώρων.
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(1) Εφοδιάζουμε την G με τη δομή ενός G-χώρου θεωρώντας την δράση της G στον
εαυτό της με συζυγία. Τότε η προηγούμενη πρόταση λέει ότι οι κεντρικοποιούσες ομά-
δες στοιχείων και το κέντρο Z(G) είναι κλειστές υποομάδες.

(2) Έστω V ένας πεπερασμένης διάστασης διανυσματικός χώρος πάνω από το k. Ένας
μορφισμός φ : G → GL(V ) (αλγεβρικών ομάδων) καλείται ρητή αναπαράσταση της
G και ο χώρος V καλείται (ρητό) kG-πρότυπο. Συνεπώς ο V είναι έναςG-χώρος μέσω
της δράσης (g, v) 7→ φ(g)v. Επιπλέον, ηG δρα στον αντίστοιχο προβολικό χώρο P(V )
μέσω (g, 〈v〉) 7→ 〈φ(g)v〉. Μέσω αυτής της δράσης ο P(V ) γίνεται G-χώρος.

Εν αντιθέσει με τις σταθεροποιούσες, οι οποίες είναι πάντα κλειστές, αυτό δεν αλη-
θεύει για τις τροχιές, δηλαδή δεν είναι πάντα κλειστές. Ισχύει όμως σε ορισμένες περι-
πτώσεις όπως θα δούμε στην παρακάτω πρόταση:

Πρόταση .11.3. Έστω X 6= ∅ ένας G-χώρος.
(1) Κάθε τροχιά G.x είναι ανοικτή εντός της κλειστής της θήκης.
(2) Οι τροχιές ελάχιστης διάστασης είναι κλειστές.

Απόδειξη. (1) Εφαρμόζουμε την πρόταση 1.4 (το οποίο ισχύει ακόμα και σε αυτή την
πιο γενική περίπτωση) στην απεικόνιση τροχιών G → X, g 7→ g.x. Η τροχιά G.x
περιέχει ένα ανοικτό μη κενό υποσύνολο Y της κλειστής της θήκης. ΕφόσονG.x είναι
η ένωση translates του y, έπεται το (1).

(2) Παρατηρούμε ότι για x ∈ X, g.G.x είναι κλειστό και περιέχει την G.x. Συνε-
πώς G.x ⊆ g.G.x. Το ίδιο ακριβώς ισχύει και για το g−1 απ΄όπου και παίρνουμε ότι
G.x = g.G.x για κάθε g ∈ G. Έπεται δηλαδή ότι η G.x είναι ένωση G-τροχιών.

Επιλέγουμε x ∈ X με dimG.x να είναι ελάχιστη. Αν G.x δεν είναι κλειστό, ισχυ-
ριζόμαστε ότι η ένωση των G-τροχιών G.x \ G.x έχει αυστηρά μικρότερη διάσταση,
το οποίο είναι άτοπο λόγω της ελαχιστικότητας της διάστασης.
Για να το δούμε λίγο καλύτερα, έστω Y ⊆ G.x μία ανάγωγη συνιστώσα η οποία τέμνει
την G.x. Τότε το G.x ∩ Y είναι ανοικτό στον Y; άρα (G.x \ G.x) ∩ Y είναι κλειστό
στον Y , άρα από πρόταση 4.3 έχει μικρότερη διάσταση.

.12 Ύπαρξη Ρητής Αναπαράστασης

Υποθέτουμε ότι μία μεταβατική δράση μιας γραμμικής αλγεβρικής ομάδαςG αντι-
στοιχεί στη δράση τηςG σε ένα σύμπλοκοG/H για μιαH ≤ G. Για να κάνουμε αυτή
την ταύτηση, πρέπει να δώσουμε δομή πολλαπλότητας σε ένα σύμπλοκο G/H .

Αν H ≤ G είναι μία κλειστή υποομάδα και I / k[G] το ιδεώδες των συναρτήσεων
που μηδενίζονται στο H , τότε εύκολα προκύπτει ότι:

H = {x ∈ G | ρx(I) ⊆ I},

όπου η ρx ο δεξιός πολλαπλασιασμός με x όπως ορίστικε στην ενότητα 5.
Το επόμενο Θεώρημα είναι το πρώτο κύριο αποτέλεσμα για την κατασκευή πηλί-

κων.

Θεώρημα .12.1. (Chevalley)
ΈστωH ≤ G μία κλειστή υποομάδα μιας γραμμικής αλγεβρικής ομάδαςG. Τότε υπάρχει
ρητή αναπαράσταση φ : G → GL(V ) και ένας μονοδιάστατος υπόχωρος W ≤ V
τέτοιος ώστε H = {g ∈ G | φ(G)W =W}.
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Απόδειξη. Το ιδεώδες I / k[G] των συναρτήσεων που μηδενίζονται στο H είναι πε-
περασμένα παραγόμενο, έστω I = 〈Fj | j ∈ J〉 για κάποιο πεπερασμένο σύνολο J .
Από την πρόταση 5.4 έπεται ότι υπάρχει ένας πεπερασμένης διάστασηςG-αναλλοίωτος
υπόχωροςX του k[G] ο οποίος περιέχει τα Fj , j ∈ J και μία επαγώμενη ρητή αναπα-
ράσταση ρ : G → GL(X). Τότε οM := X ∩ I είναι H-αναλλοίωτος. Απ΄την άλλη
αν x ∈ G με ρx(M) =M , τότε οM παράγει το ιδεώδες I και έχουμε ότι:

ρx(I) = ρx(M)ρx(k[G]) =Mk[G] = I,

άρα H = {x ∈ G | ρx(M) = M}. Αν d = dimM , τότε ορίζουμε V = ∧dX , την
d-οστή exterior power του X , με την αναπαράσταση φ : G → GL(V ) που επάγεται
από την φυσική (ρητή) G-δράση. Τότε ο μονοδιάστατος υπόχωροςW = ∧dM του V
είναι προφανώς φ(H)-αναλλοίωτος.

Τώρα υποθέτουμε ότι φ(g)(W ) = W για κάποιο g ∈ G. Έστω w1, . . . , wd μία
βάση τουM και wl+1, . . . , wl+d μία βάση του g(M). Τότε φ(g)(w1 ∧ · · · ∧wd) ∈W
από υπόθεση. Όμως από την επιλογή της δεύτερης βάσης, είναι επίσης πολλαπλάσιο
του wl+1 ∧ · · · ∧ wl+d. Αυτό όμως συνεπάγεται ότι ρg(M) =M , άρα g ∈ H .
Συνεπώς οW ≤ V πληροί τις προϋποθέσεις του Θεωρήματος.

Θα επισημάνουμε δύο πολύ σημαντικά συμπεράσματα του Θεωρήματος. Το πρώτο
είναι ο χαρακτηρισμός των γραμμικών αλγεβρικών ομάδων που το έχουμε ήδη αναφέ-
ρει από το κεφάλαιο 1.

Πόρισμα .12.2. Κάθε γραμμική αλγεβρική ομάδα μπορεί να εμφυτευτεί ως κλειστή υπο-
ομάδα εντός της GLn για κάποιο n.

Απόδειξη. ΕπιλέγονταςH = 1 στο Θεώρημα του Chevalley, παίρνουμε μία πιστή ρητή
αναπαράσταση ρ : G → GL(V ) ∼= GLn, n = dim(V ), της γραμμικής αλγεβρικής
ομάδας G στην GLn, δηλαδή μία εμφύτευση ως κλειστή υποομάδα.

Το δεύτερο συμπέρασμα είναι το εξής: Για τυχαίαH ≤ G καιV όπως στοΘεώρημα
του Chevalley, έστω v ∈ P(V ) να είναι το σημείο στον P(V ) που αντιστοιχεί στην
γραμμή 〈v〉 που σταθεροποιείται από την H . Ορίζουμε X := G.v ⊆ P(V ). Τότε ο X
είναι ομογενήςG-χώρος και η δράση επάγει μία επί απεικόνιση φ : G→ X, g 7→ g.v,
με νήματα τα σύμπλοκα τηςH , η οποία επάγει μία 1-1 και επί απεικόνιση φ : G/H →
X .

Χρησιμοποιόντας την φ, μπορούμε να εφοδιάσουμε την G/H με τη δομή πολλα-
πλότητας. Πράγματι, η κλειστή θήκη της τροχιάς G.v ⊆ P(V ) είναι ένα κλειστό υπο-
σύνολο του P(V ), άρα μία προβολική πολλαπλότητα. Από την πρόταση 11.3 (1), G.v
είναι ανοικτό εντός της κλειστής του θήκης. Συνεπώς η G.v είναι η λεγόμενη ημιπρο-
βολική πολλαπλότητα.

Καλούμε το G/H , εφοδιασμένο με τη δομή πολλαπλότητας, χώρο πηλίκο της G
δια H . Τότε από την παραπάνω κατασκευή, η φυσική προβολή π : G → G/H είναι
μορφισμός πολλαπλοτήτων. Αποδεικνύεται ότι η δομή πολλαπλότητας στηνG/H είναι
ανεξάρτητη από την επιλογή ρητής αναπαράστασης. Επιπλέον από την πρόταση 4.1
έχουμε ότι:

Πρόταση .12.3. ΈστωH ≤ G μία κλειστή υποομάδα μιας γραμμικής αλγεβρικής ομά-
δας G. Τότε:

dim(G/H) = dim(G)− dim(H).

Ενώ στην περίπτωση που έχουμεH μία κανονική υποομάδα ισχύουν πολλά παρα-
πάνω.
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Πρόταση .12.4. Έστω H μία κλειστή κανονική υποομάδα μιας γραμμικής αλγεβρικής
ομάδας G. Τότε:
(1) Η G/H είναι αφινική πολλαπλότητα
(2) Η G/H με την συνήθη δομή ομάδας είναι γραμμική αλγεβρική ομάδα.

Απόδειξη. (Σκιαγράφηση)
Εφαρμόζουμε το Θεώρημα του Chevalley και παίρνουμε έναν μορφισμό φ : G →
GL(V ) και έναν μονοδιάστατο υπόχωρο L ⊆ V του οποίου η σταθεροποιούσα είναι η
H . Τώρα ηH δρα στονL με βαθμωτό πολλαπλασιασμό, άρα υπάρχει ένας χαρακτήρας
H → k× ο οποίος ορίζει αυτή τη δράση. Έστω ένας χαρακτήρας χ ∈ X(H), ορίζουμε:

Vχ = {v ∈ V | φ(h)v = χ(h)v για κάθε h ∈ H}.

Τότε αφού η H είναι κανονική εντός της G, η G μεταθέτει τον Vχ, ένας από τους
οποίους περιέχει τον L. Αφού το άθροισμα των Vχ είναι ευθύ, υπάρχουν πεπερασμένοι
το πλήθος χ για τους οποίους Vχ 6= 0. Μπορούμε λοιπόν να αντικαταστήσουμε τον V
με αυτό το ευθύ άθροισμα και να υποθέσουμε από εδώ και στο εξής ότι ο V είναι το
ευθύ άθροισμα των Vχ, με την H να δρα με βαθμωτό πολλαπλασιασμό σε κάθε Vχ.

ΈστωW = {x ∈ End(V ) | x(Vχ) ⊆ Vχ για κάθε χ ∈ X(H)}, το οποίο με φυσιο-
λογικό τρόπο είναι ισομορφικό με το

⊕
χ End(Vχ). Τώρα GL(V ) δρα μέσω συζυγίας

στο End(V ) και φ(G) ≤ GL(V ) σταθεροποιεί τονW . Έτσι έχουμε έναν ομομορφισμό
ομάδων ψ : G → GL(W ), ο οποίος είναι ρητή αναπαράσταση. Ισχυριζόμαστε ότι
kerψ = H . Πράγματι, αν g ∈ H τότε φ(g) δρα με βαθμωτά σε κάθε Vχ, άρα κάνοντας
συζυγία με φ(g) θα πάρουμε την ταυτοτική απεικόνιση τουW . Αντίστροφα τώρα, αν
ψ(g) = 1, τότε το φ(g) σταθεροποιεί κάθε Vχ και μετατίθεται με κάθε End(Vχ), το
οποίο συνεπάγεται ότι φ(g) δρα με βαθμωτά σε κάθε Vχ. Συγκεκριμένα φ(g) σταθε-
ροποιεί τη γραμμή L και από το Θεώρημα του Chevalley, g ∈ H . Άρα έχουμε έναν
ισομορφισμό ομάδων G/H ∼= im(ψ). Για να δείξουμε ότι έχουμε πράγματι ισομορφι-
σμό αλγεβρικών πολλαπλοτήτων, θα ανατρέξουμε στο [5], Θεώρημα 6.8.

Παρατηρήσεις
(1) Με τις ίδιες προϋποθέσεις με την προηγούμενη πρόταση, έστω π : G → G/H η
κανονική προβολή. Τότε παρατηρούμε ότι η π∗ : k[G/H] → k[G] είναι 1-1. Άρα η
k[G/H] μπορεί να θεωρηθεί ως υπάλγεβρα του k[G]. Αποδεικνύεται ότι:

k[G/H] ∼= {f ∈ k[G] | ρx(f) = f για κάθε x ∈ H},

το οποίο σημαίνει ότι η k[G/H] είναι ακριβώς η άλγεβρα τωνH-αναλλοίωτων συναρ-
τήσεων της G.

(2) Έπεται από την πρόταση 12.4 ότι ότι η το πηλίκο G/G′ το οποίο θεωρήσαμε
στην απόδειξη του θεωρήματος 10.1 είναι μία γραμμική αλγεβρική ομάδα.

Παράδειγμα
Έστω G = GLn, H = Z(G) = {tIn | t ∈ k×}. Τότε η προβολική γενική γραμμική
ομάδα PGLn := GLn/Z(GLn) είναι μία γραμμική αλγεβρική ομάδα διάστασης:

dim(PGLn) = dim(GLn)− dim(Z(GLn)) = n2 − 1.

Όμοια παίρνουμε την προβολική σύμμορφη συμπλεκτική ομάδα

PCSp2n := CSp2n/Z(CSp2n)
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όπως επίσης και την προβολική σύμμορφη ορθογώνια ομάδα και την συνεκτική συνι-
στώσα της μονάδας της

PCO2n := CO2n/Z(CO2n), PCO0
2n = CO0

2n/Z(CO
0
2n)

ότι είναι γραμμικές αλγεβρικές ομάδες.



Κεφάλαιο 6: Υποομάδες Borel

Στην ενότητα 10, κατανοήσαμε αρκετά τη δομή των συνεκτικών επιλύσιμων γραμ-
μικών αλγεβρικών ομάδων. Θα το εκμεταλευτούμε προκειμένου να μελετήσουμε μία
συγκεκριμένη οικογένεια συνεκτικών επιλύσιμων υποομάδων μίας τυχαίας γραμμικής
αλγεβρικής ομάδας.

Από το Θεώρημα Lie-Kolchin κάθε συνεκτική επιλύσιμη υποομάδαG ≤ GLn μπο-
ρεί να εμφυτευτεί εντός της Tn. Συγκεκριμένα η G σταθεροποιεί μία αλυσίδα F : 0 =
V0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vn = kn υποχώρων. Επιπλέον, αν G τυχαία κλειστή υποομάδα της
GLn, είναι ξεκάθαρο ότι η σταθεροποιούσαGF κάθε τέτοιας αλυσίδας είναι επιλύσιμη
ομάδα και ο χώρος πηλίκο G/GF είναι μία ημιπροβολική πολλαπλότητα, δηλαδη ένα
ανοικτό υποσύνολο ενός προβολικού χώρου. (τα είδαμε πιο αναλυτικά στην αρχή του
κεφαλαίου 5). Τώρα αν διαλέξουμε F έτσι ώστε η G-τροχία της να είναι ελάχιστης
διάστασης, τότε αυτή η τροχιά είναι κλειστή (πρόταση 11.3) συνεπώς ένας προβολικός
χώρος. Μπορούμε να πάρουμε τέτοιες τροχιές επιλέγοντας την GF να είναι ελάχιστης
διάστασης μεταξύ των σταθεροποιουσών κάθε αλυσίδας. Αυτό μας οδηγεί στον ορισμό
των υποομάδων Borel.

.13 Το Θεώρημα σταθερού σημείου του Borel

Το κύριο συστατικό για την μελέτη των υποομάδων Borel είναι το ακόλουθο Θεώ-
ρημα σταθερού σημείου.

Πρωτού αποδείξουμε το Θεώρημα Σταθερού σημείου του Borel, θα κάνουμε μία
μικρή κουβέντα για τις λεγόμενες πλήρεις πολλαπλότητες. Μία πολλαπλότητα X κα-
λείται πλήρης αν για κάθε πολλαπλότητα Y , η δεύτερη προβολή pr2 : X × Y → Y
είναι κλειστή απεικόνιση. Η γεωμετρική σημασία της πληρότητας δεν φαίνεται απευ-
θείας από τον ορισμό, αλλά έχει να κάνει με μία έννοια συμπάγειας. Οι βασικές ιδιό-
τητες των πλήρων πολλαπλοτήτων αναφέρονται στο παράρτημα στο μέρος Α προτάση
23.10, λήμματα 23.4 και 23.5

Θεώρημα .13.1. (Σταθερού σημείου του Borel)
Έστω G συνεκτική επιλύσιμη γραμμική αλγεβρική ομάδα η οποία δρα σε έναν πλήρη
G-χώρο X . Τότε υπάρχει μοναδικό x ∈ X τέτοιο ώστε g.x = x για κάθε g ∈ G.

Απόδειξη. Θα το δείξουμε με επαγωγή στη διάσταση dim(G).
Αν dim(G) = 0 τότε G = 1 άρα κάθε x ∈ X είναι σταθερό σημείο.
Τώρα υποθέτουμε ότι dim(G) > 0. Από την πρόταση 3.9, η G′ = [G,G] είναι συνε-
κτική, μικρότερης διάστασης από την πρόταση 4.3 (αφού ηG είναι επιλύσιμη). Άρα το
σύνολο Y των σταθερών σημείων τηςG′ στονX είναι μη κενό. Από την πρόταση 11.2
(2), το Y είναι κλειστό στηX , άρα πλήρες (από πρόταση 23.10 (1)) και μάλιστα σταθε-
ροποιείται από τηνG αφού ηG′ είναι κανονική. Άρα μπορούμε να αντικαταστήσουμε
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το X με το Y .
Τότε όλες οι σταθεροποιούσες Gx για x ∈ X περιέχουν την G′, άρα είναι κανονι-

κές εντός της G. Άρα η G/Gx είναι αφινική πολλαπλότητα από την πρόταση 12.4 (1).
Από πρόταση 11.3 (1) υπάρχει x ∈ X του οποίου η τροχιά είναι κλειστή, άρα πλήρης.
Τότε ο κανονικός μορφισμός G/Gx → G.x είναι 1-1 και επί, με G/Gx αφινική ανά-
γωγη πολλαπλότητα και G.x πλήρη πολλαπλότητα. Από το λήμμα 23.4 η G/Gx είναι
πλήρης. Από την πρόταση 23.10 (3) G = Gx άρα το x, είναι το σταθερό σημείο της
G.

Παρατήρηση: Το Θεώρημα Lie-Kolchin μας λέει ότι για μία G συνεκτική επιλύ-
σιμη υποομάδα της GL(V ), υπάρχει 0 6= v ∈ V τέτοιο ώστε g.v ∈ 〈v〉 για κάθε
g ∈ G, δηλαδή η δράση της G στον P(V ) έχει μοναδικό σταθερό σημείο. (Η απόδειξη
προκύπτει άμεσα από το Θεώρημα σταθερού σημείου του Borel).

Ορισμός .13.2. Έστω G γραμμική αλγεβρική ομάδα. Μία υποομάδα Borel της G είναι
μία κλειστή, συνεκτική, επιλύσιμη υποομάδα B της G, η οποία είναι maximal ως προς
τις παραπάνω ιδιότητες.

Προφανώς οι υποομάδες Borel υπάρχουν: Απλά ας θεωρήσουμε μία κλειστή, συ-
νεκτική, επιλύσιμη υποομάδα μέσγιστης πιθανής διάστασης. Στην πραγματικότητα δεν
έχουμε και πάρα πολλές επιλογές (δες [2],21.3]).

Θεώρημα .13.3. Έστω G μία γραμμική αλγεβρική ομάδα. Τότε:
(1) Όλες οι υποομάδες Borel είναι συζυγείς.
(2) Αν ηG είναι συνεκτική, τότε ηG/B είναι προβολική για κάθε υποομάδα BorelB της
G.

Απόδειξη. (1) Θα αποδείξουμε το (1) θεωρώντας ότι ισχύει το (2): Πρώτα θα θεωρή-
σουμε την περίπτωση όπουG = GLn. Η ομάδα Tn των άνω τριγωνικών πινάκων είναι
κλειστή, συνεκτική, επιλύσιμη υποομάδα τηςG. ΑνH είναι επίσης κλειστή, συνεκτική,
επιλύσιμη υποομάδα της G, τότε από το πόρισμα 9.2 είναι H ≤ g−1Tng για κάποιο
g ∈ G. Συνεπώς η Tn είναι maximal ανάμεσα στις υποομάδες της G, οι οποίες είναι
κλειστές, συνεκτικές και επιλύσιμες, συνεπώς υποομάδα Borel τηςG και μάλιστα κάθε
άλλη υποομάδα Borel είναι συζυγής με την Tn.

Για την γενική περίπτωση, μπορούμε να αντικαταστήσουμε την G με την G0, κα-
θώς όλες οι υποομάδες Borel τηςG0 είναι υποομάδες Borel τηςG. ΈστωH υποομάδα
Borel της G. Υποθέτουμε ότι η G/B είναι προβολική για μία υποομάδα Borel B, τότε
η H δρα στον προβολικό χώρο G/B με gB 7→ hgB. Από το Θεώρημα σταθερού
σημείου του Borel, η παραπάνω δράση έχει σταθερό σημείο, δηλαδή υπάρχει g ∈ G
τέτοιο ώστε HgB = gB. Συνεπώς g−1Hg ≤ B. Λόγω ότι η H είναι maximal παίρ-
νουμε ότι H = gBg−1.

(2) ΈστωB μία υποομάδαBorel μέγιστης διάστασης. Από τοΘεώρημα 12.1 τουCheval-
ley, παίρνω μία ρητή αναπαράσταση της G σε μία GL(V ) με έναν μονοδιάστατο υπό-
χωρο V1 του οποίου η σταθεροποιούσα στηνG είναι ακριβώς ηB. Η επαγώμενη δράση
τηςB στον V /V1 είναι τριγωνίσιμη από τοΘεώρημα Lie-Kolchin, άρα υπάρχει μία flag
υποχώρων 0 ⊊ V1 · · · ⊊ Vr = V η οποία σταθεροποιείται από την B, ας την πούμε f .
Στην πραγματικότητα, ηB είναι η ομάδα ισοτροπίας (δηλαδή σταθερά σημεία ως προς
μία δράση) της f στηνG, από την επιλογή του V1. Έπεται ότι ο επαγόμενος μορφισμός
της G/B στην τροχιά της f στην flag πολλαπλότητα είναι 1-1 και επί. Από την άλλη,
η σταθεροποιούσα κάθε flag είναι επιλύσιμη συνεπώς δεν έχει διάσταση μεγαλύτερη
από την dimB. Έπεται ότι η τροχιά της f έχει ελάχιστη πιθανή διάσταση, άρα είναι
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κλειστή από την πρόταση 11.3 (2). Συνεπώς η τροχιά είναι πλήρης από πρόταση 23.10
(1) και (5). Άρα η G/B από το λήμμα 23.4 είναι πλήρης, άρα και προβολική (23.10
(4)).

Όπως και στην περίπτωση των επιλύσιμων ομάδων, λέμε ότι ένας υποτόρος T ≤ G
είναι ένας maximal τόρος της G μεταξύ των υποτόρων ως προς το περιέχεσθαι.

Πόρισμα .13.4. Έστω G μία γραμμική αλγεβρική ομάδα. Τότε όλοι οι maximal τόροι
της G είναι συζυγεις.

Απόδειξη. Έστω T1, T2 δύο maximal τόροι της G. Εφόσον οι Ti είναι συνεκτικοί και
επιλύσιμοι, τότε υπάρχει υποομάδα Borel Bi της G με Ti ≤ Bi για i = 1, 2. Από το
παραπάνω Θεώρημα, υπάρχει g ∈ G τέτοιο ώστε B2 = Bg1 . Συνεπώς T

g
1 ≤ B2, άρα

T2 και T g1 είναι δύο maximal τόροι της συνεκτικής, επιλύσιμης ομάδας B2. Από το
Θεώρημα 10.1 (2) υπάρχει b ∈ B2 τέτοιο ώστε T2 = T gb1 .

Ορισμός .13.5. Η τάξη μιας γραμμικής αλγεβρικής ομάδας G είναι η διάσταση ενός
maximal τόρου και συμβολίζεται με rk(G).

Παρατήρηση: Από το προηγούμενο πόρισμα, όπως και για συνεκτικές, επιλύσιμες
ομάδες, οι maximal τόροι είναι όλοι τόροι maximal διάστασης, άρα η τάξη είναι καλώς
ορισμένη.

Παραδείγματα
Θα βρούμε τις υποομάδες Borel, τους maximal τόρους και τις τάξεις κάποιων κλασικών
ομάδων.

(1) Αν G = GLn, τότε η Tn είναι μία υποομάδα Borel (από την απόδειξη του
Θεωρήματος 13.3), ενώ ηDn είναι έναςmaximal τόρος της Tn, άρα και τηςG. Συνεπώς
rk(GLn) = dim(Dn) = n.

(2) Αν G = SLn, επαναλαμβάνουμε το προηγούμενο επιχείρημα όπως και για την
GLn. Παρατηρούμε ότι η Tn ∩ SLn είναι μία υποομάδα Borel και η Dn ∩ SLn είναι
ένας maximal τόρος της SLn. Η ακριβής ακολουθία:

1 −→ Dn ∩ SLn −→ Dn
det−→ Gm −→ 1

μας δείχνει μαζί με το πόρισμα 4.2 ότι rk(SLn) = n− 1.
(3) Για την ειδική ορθογώνια ομάδα SO2n,

T :=





t1 0
. . .

tn
t−1
n

. . .

0 t−1
1


∣∣∣∣∣ ti ∈ k×


≤ SO2n

είναι συνεκτική υποομάδα ισόμορφη με τηνGnm, άρα τόρος με διάσταση dim(T ) = n.
Συνεπώς rk(SO2n) ≥ n. Τώρα έστω T1 ≥ T ένας maximal τόρος της SO2n. Επιλέ-
γουμε s ∈ T με διακεκριμένες ιδιοτιμές (το οποίο είναι εφικτό αφού το k είναι άπειρο).
Τότε:

T1 ≤ CSO2n
(T ) ≤ CGL2n

(T ) ≤ CGL2n
(s) = D2n.
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Όμως μπορούμε εύκολα να δούμε από το πως ορίστηκε η GO2n στην ενότητα 2 ότι
D2n ∩ GO2n = T , συνεπώς T = T1 είναι ένας maximal τόρος και rk(SO2n) = n.
Με ίδιο τρόπο δείχνουμε ότι rk(Sp2n) = rk(SO2n+1) = n.

(4) ΈστωB := SO2n∩T2n. Με απλούς υπολογισμούς βλέπουμε ότι
(
A1 A2

0 A3

)
∈

SO2n αν και μόνο αν AT1KnA3 = Kn και AT3KnA2 = −AT2KnA3, δηλαδή είναι
A3 = KnA

−T
1 Kn καιAT3KnA2 = KnA

−1
1 A2 είναι αντισυμμετρικός. (υπενθυμίζουμε

από τον ορισμό της, ότι SO2n = GO0
2n με οποιαδήποτε χαρακτηριστική). Συγκεκρι-

μένα η B είναι το γινόμενο πινάκων της μορφής:{(
In KnS
0 In

) ∣∣∣ S ∈ kn×n αντισυμμετρικος
}

με {diag(A,KnA
−TKn) | A ∈ Tn} ∼= Tn, διάστασης

dim(B) =



(
n

2

)
+

(
n+ 1

2

)
= n2, αν n ≥ 2(

n+ 1

2

)
= n2, αν n = 1

Ισχυριζόμαστε ότιB είναι μία υποομάδα Borel της SO2n. ΈστωB1 ≥ B μία υποο-
μάδαBorel της SO2n. Τότε ηB1 περιέχεται σε μία υποομάδαBorel τηςGL2n, επομένως
σταθεροποιεί μία πλήρη αλυσίδα του V = k2n. Ο μόνος μονοδιάστατος υπόχωρος που
παραμένει αναλλοίωτος από την B είναι ο 〈v1〉, που παράγεται από το πρώτο διάνυ-
σμα της κανονικής βάσης. Επομένως αυτό πρέπει να σταθεροποιείται και από την B1.
Όμως η B1 επίσης σταθεροποιεί και τον 〈v1〉⊥, έναν υπόχωρο συνδιάστασης 1. Κάνο-
ντας επαγωγή ως προς τη δράση των B1 , B στον 〈v1〉⊥/〈v1〉, παρατηρούμε ότι η B1

μπορεί να σταθεροποιήσει μόνο την συνήθη αλυσίδα, συνεπώς περιέχεται στην T2n.
Έπεται ότι B1 = B όπως είχαμε ισχυριστεί.

Με όμοιο τρόπο αποδεικνύεται ότι οι Sp2n∩T2n, SO2n+1∩T2n+1 είναι υποομάδες
Borel των Sp2n και SO2n+1 αντίστοιχα.

.14 Ιδιότητες των Υποομάδων Borel

Στη συνέχεια θα δούμε κάποια ακόμα αποτελέσματα που μας δείχνουν την μεγάλη
σημασία των υποομάδων Borel τα οποία και θα χρησιμοποιούμε και στη συνέχεια.

Πρόταση .14.1. Έστω G συνεκτική και B μία υποομάδα Borel της G. Τότε:
(1) Ο μόνος αυτομορφισμός της G, ο οποίος σταθεροποιεί την B κατα σημείο είναι η
ταυτοτική απεικόνιση.
(2) Z(G)0 ⊆ Z(B) ⊆ CG(B) = Z(G)

Απόδειξη. (1) Έστω σ ένας αυτομορφισμός της G ο οποίος κεντρικοποιεί την B. Τότε
ο μορφισμός φ : G → G, x 7→ σ(x)x−1 απεικονίζει την B στο 1, άρα παραγοντο-
ποιείται μέσω της G/B. Από το Θεώρημα 13.3 (2), η G/B είναι προβολική. Η εικόνα
μιας προβολικής πολλαπλότητας μέσω ενός μορφισμού είναι κλειστή (δες [2], προταση
6.1(c) και Θεώρημα 6.2]), άρα η φ(G) είναι κλειστό στην G, άρα αφινικό. Τώρα για
2 διακεκριμένα σημεία σε αυτή την αφινική πολλαπλότητα, υπάρχει μία f η οποία τα
διαχωρίζει, άρα η f ◦ φ θα ήταν μία μη σταθερή συνάρτηση η οποία ορίζεται παντού
στην προβολική πολλαπλότητα G/B, η οποία δεν υπάρχει. Συνεπώς φ(G) = 1, το ζη-
τούμενο.
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(2) Η Z(G)0 είναι κλειστή, συνεκτική, επιλύσιμη υποομάδα τηςG, επομένως περιέχε-
ται σε μία υποομάδα BorelB τηςG, και από το Θεώρημα 13.3 (1) σε όλες τις υποομά-
δες Borel. Ο δεύτερος εγκλεισμός είναι προφανής, αφού Z(G) ⊆ CG(B). Τέλος για
x ∈ CG(B), η συζυγία με το x πληρεί τις προϋποθέσεις του (1), απ’ όπου προκύπτει
ότι x ∈ Z(G).

Πόρισμα .14.2. Έστω G μία συνεκτική γραμμική αλγεβρική ομάδα G με μηδενοδύ-
ναμες υποομάδες Borel. Τότε η G είναι μηδενοδύναμη. Συγκεκριμένα, κάθε συνεκτική
δυδιάστατη ομάδα είναι επιλύσιμη.

Είναι μία εύκολη συνέπεια της παραπάνω πρότασης.

Θεώρημα .14.3. ΈστωG μία συνεκτική γραμμική αλγεβρική ομάδα με υποομάδα Borel
B. Τότε G =

⋃
g∈G g

−1Bg.

Για G = GLn παίρνουμε B = Tn και το Θεώρημα προκύπτει από την ύπαρξη
κανονικών μορφών Jordan. Αφου GLn = SLn · Z(GLn), το Θεώρημα εφαρμόζεται
επίσης και στην SLn.

Απόδειξη. Έστω T ένας maximal τόρος της G, θέτω C = CG(T )
0.

Τότε η C είναι μηδενοδύναμη ομάδα από το πόρισμα 14.2, άρα από το Θεώρημα 23.7
C = T ×Hu.
Επιπλέον υπάρχει ημιαπλό στοιχείο t ∈ T τέτοιο ώστε C = CG(t)

0 (δες [2] πρόταση
16.4).

Ισχυριζόμαστε ότι H = C και το στοιχείο t ικανοποιεί το λήμμα 23.5 (2). Πράγ-
ματι το t σταθεροποιεί ένα σημείο xC ∈ G/C ακριβώς όταν x−1tx ∈ C, τότε όμως
x−1tx ∈ Cs = T , άρα T ⊆ CG(x

−1tx)0 = x−1CG(t)
0x = x−1Cx ⇒ T ⊆

CG(x
−1tx)0 ⇒ xTx−1 ⊆ C.

Όμως τότε αναγκαστικά θα είναι xTx−1 = , xCx−1 = C.
Όμως από το Θεώρημα 8.8 είναι C = NG(C)

0, το οποίο μας δίνει πεπερασμένες επι-
λογές για το xC. Eνώ από το Θεώρημα 13.3 (2) αν H = B (τυχαία υποομάδα Borel)
ικανοποιεί το λήμμα 23.5 (1).

Άρα για το ζητούμενο, η C περιέχεται σε μία υποομάδα Borel, η οποία είναι συ-
ζυγής με την B, άρα η ένωση όλων των συζυγιών είναι πυκνή στην G από το λήμμα
23.5 (2) και από το 23.5 (1) η ένωση αυτή είναι κλειστό σύνολο, άρα έπεται το ζητού-
μενο.

Παρατήρηση: Για μία πεπερασμένη ομάδα G δεν μπορούμε ποτέ να έχουμε ότι
G =

⋃
g∈G g

−1Hg για μία H < G γνήσια υποομάδα. Ως άμεση συνέπεια έπεται ότι:

Πόρισμα .14.4. Έστω G μία συνεκτική γραμμική αλγεβρική ομάδα. Τότε:
(1) Κάθε ημιαπλό στοιχείο της G ανήκει σε έναν maximal τόρο της G.
(2) Κάθε ταυτοδύναμο στοιχείο τηςG ανήκει σε μία κλειστή συνεκτική ταυτοδύναμη υπο-
ομάδα.
(3) Όλες οι maximal κλειστές, συνεκτικές, ταυτοδύναμες υποομάδες της G είναι όλες
συζυγείς και έχουν όλες τη μορφή Bu, όπου B είναι μία υποομάδα Borel της G.

Απόδειξη. (1) Κάθε g ∈ G ανήκει σε μία υποομάδα Borel B της G από το Θεώρημα
14.3. Αν το g είναι ημιαπλό τότε ανήκει σε έναν maximal τόρο της B, άρα και της G
από το πόρισμα 10.2
(2) Αν το g είναι ταυτοδύναμο στοιχείο της B, τότε u ∈ Bu η οποία είναι κλειστή από
το Θεώρημα 10.1 (1).
(3) Αν U ≤ G είναι κλειστή, συνεκτική, ταυτοδύμαμη, τότε είναι και επιλύσιμη από
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το πόρισμα 6.2, άρα περιέχεται σε μία υποομάδα Borel, δηλαδή στην ταυτοδύναμη
κανονική υποομάδα της Bu πάλι από το Θεώρημα 10.1 (1).

Ένα ακόμα πολύ σημαντικό αποτέλεσμα των υποομάδων Borel είναι ότι ισούνται
με τις κανονικοποιούσες τους. Αυτό είναι εύκολο να το δούμε για την GLn παίρνο-
ντας για υποομάδα Borel την Tn. Για την γενική περίπτωση, έστωNG(B) η κανονικο-
ποιούσα μίας υποομάδας BorelB της συνεκτικής ομάδαςG. Τότε προφανώς ηB είναι
επίσης μία υποομάδα Borel της NG(B)0 και προκύπτει φυσικά ότι NG(B)0 = B από
το Θεώρημα 14.3. Για την απόδειξη του παρακάτω ισχυρότερου ισχυρισμού χρειάζο-
νται ιδιότητες των πλήρων πολλαπλοτήτων (δες [2], Θεώρημα 23.1]).

Θεώρημα .14.5. Έστω G μία συνεκτική γραμμική αλγεβρική ομάδα και B μία υποο-
μάδα Borel της G. Τότε NG(B) = B.

Αν N,N ′ ⊴ G είναι κλειστές, συνεκτικές (και επιλύσιμες) κανονικές υποομάδες,
τότε και η NN ′ είναι κλειστή, συνεκτική, κανονική (και επιλύσιμη) από την πρόταση
3.8. Αυτό δίνει νόημα στον παρακάτω ορισμό.

Ορισμός .14.6. Η maximal κλειστή, συνεκτική, επιλύσιμη, κανονική υποομάδα μίας
γραμμικής αλγεβρικής ομάδας G καλείται ριζικό R(G) της G.

Από το Θεώρημα 10.1 (1), η R(G)u είναι κανονική, συνεκτική, ταυτοδύναμη υπο-
ομάδα της συνεκτικής υποομάδας R(G). Κάθε κλειστή, συνεκτική, κανονική, ταυτο-
δύναμη υποομάδα τηςG είναι επιλύσιμη από το πόρισμα 6.2, συνεπώς περιέχεται στην
R(G), άρα και στην R(G)u. Συνεπώς η R(G)u είναι η maximal κλειστή, συνεκτική,
κανονική, ταυτοδύναμη υποομάδα τηςG, το λεγόμενο ταυτοδύναμο ριζικό Ru(G) της
G. Προφανώς Ru(G) ≤ R(G) ≤ G0.

Στην περίπτωση που k = Fp, το ταυτοδύναμο ριζικό είναι η μεγαλύτερη συνεκτική
κανονική υποομάδα η οποία περιέχει αποκλειστικά στοιχεία τάξης p, το ανάλογο δη-
λαδή μίας maximal κανονικής p-υποομάδας Op(G) μίας πεπερασμένης ομάδας G.

Ορισμός .14.7. Μία γραμμική αλγεβρική ομάδα G καλείται reductive αν Ru(G) = 1,
ενώ καλείται ημιαπλή αν είναι συνεκτική και R(G) = 1.

Οι ταυτοδύναμες ομάδες γενικά έχουν πολύπλοκη δομή. Από την άλλη μεριά, οι
συνεκτικές reductive και οι ημιαπλές ομάδες μπορούν να ταξινομηθούν; αυτό θα είναι
το θέμα αναπτύξουμε στην ενότητα 22.

Ορισμός .14.8. Η ημιαπλή τάξη μιας reductive ομάδαςG ορίζεται να είναι rkss(G) :=
rk(G/R(G)).

Θα δούμε αργότερα (πορισμα 20.3) ότι για συνεκτικές reductive ομάδες είναι rkss(G) =
rk([G,G]).

Το ριζικό της G καθορίζεται πλήρως από τις υποομάδες Borel της.

Πρόταση .14.9. Έστω G συνεκτική. Τότε R(G) = (
⋂
B B)0, όπου B οι υποομάδες

Borel της G.

Απόδειξη. R(G) ⊴ G maximal κλειστή συνεκτική επιλύσιμη, δηλαδή
R(G) ⊴ B για κάθε B υποομάδα Borel, δηλαδή
R(G) ⊴

⋂
B B άρα

R(G) maximal ⊴
⋂
B B, άρα από πρόταση 3.5

R(G) = (
⋂
B B)0
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Παραδείγματα
(1) Αν η G είναι ημιαπλή και T ένας τόρος, τότε η G× T είναι reductive.
(2) Αν ηG είναι επιλύσιμη και συνεκτική, τότε από τοΘεώρημα 10.1 είναιRu(G) =

Gu και R(G) = G. Άρα μία συνεκτική reductive επιλύσιμη ομάδα είναι ένας τόρος,
μία ημιαπλή επιλύσιμη ομάδα είναι μόνο η τετριμμένη.

(3) Η υποομάδα
{(

A ∗
0 ∗

)
|A ∈ GL2

}
τηςGL3 δεν είναι reductive, αφού η

{(
I2 ∗
0 1

)}
είναι μία μη τετριμμένη συνεκτική, κανονική, ταυτοδύναμη υποομάδα της.

(4) ΗG = GLn είναι reductive, αφού από την πρόταση 14.9 και από προηγούμενα
παραδείγματα είναι:

R(G) ≤ Tn ∩ T−
n :=


∗ ∗

. . .

0 ∗


 ∩


∗ 0

. . .

∗ ∗


 = Dn,

επομένωςRu(G) = (R(G))u = 1. Όμως η GLn δεν είναι ημιαπλή, εφόσονZ(GLn) =
{tIn | t ∈ k×} ∼= Gm είναι μία συνεκτική, επιλύσιμη, κανονική υποομάδα της. Στην
πραγματικότητα, R(GLn) = Z(GLn) από την πρόταση 14.12 παρακάτω, άρα PGLn
είναι ημιαπλή.

(5) Η G = SLn είναι ημιαπλή, αφού από το (4), η SLn είναι reductive και

R(G) = Z(G)0 = ({tIn | t ∈ k×} ∩ SLn)0 = {tIn | tn = 1}0 = 1

από την πρόταση 14.12 παρακάτω.

Χρησιμιποιώντας ιδιότητες των υποομάδων Borel, το Θεώρημα 8.8 για τις κεντρι-
κοποιούσες μπορεί να γίνει πιο ισχυρό.

Πρόταση .14.10. Έστω G μία συνεκτική γραμμική αλγεβρική ομάδα και T ≤ G ένας
maximal τόρος. Τότε η CG(T )0 είναι μηδενοδύναμη και ο T είναι ο maximal τόρος της.

Απόδειξη. Ορίζουμε C = CG(T )
0. Ο κεντρικός τόρος T της C περιέχεται σε κάθε

υποομάδα Borel B της C συνεπως και ο maximal τόρος της. Επομένως η B/T ∼= Bu
είναι μηδενοδύναμη ομάδα, και αφού ο T κεντρικοποιείται στην B, η B είναι επίσης
μηδενοδύναμη. Από το πόρισμα 14.2 συνεπάγεται ότι η C = B είναι μηδενοδύναμη.

Ενώ τώρα θα αναφερθούμε σε κεντρικοποιούσες υποομάδες αυθαίρετων υποτόρων
[3], Θεώρημα 6.4.7.

Θεώρημα .14.11. Έστω S ένας τόρος μίας συνεκτικής γραμμικής αλγεβρικής ομάδας
G.
(1) Η κεντρικοποιούσα του CG(S) είναι συνεκτική.
(2) ΑνB είναι μία υποομάδα Borel τηςG, η οποία περιέχει την S, τότε ηCG(S)∩B είναι
υποομάδα Borel τηςCG(S) και όλες οι υποομάδες Borel τηςCG(S) είναι της παραπάνω
μορφής.

Απόδειξη. (Σκιαγράφηση)
(1) Για c ∈ CG(S), έστω B μία υποομάδα Borel της G, που περιέχει το c (η οποία
υπάρχει από το Θεώρημα 14.3). Ορίζω με X = {xB ∈ G/B | x−1cx ∈ B}. Τότε
αποδεικνύεται ότι τοX είναι κλειστή υποπολλαπλότητα τηςG/B, συνεπώς προβολική
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πολλαπλότητα. Στη συνέχεια θεωρούμε ότι η S δρα στο X με αριστερό πολλαπλα-
σιασμό, άρα από το Θεώρημα σταθερού σημείου του Borel, υπάρχει σταθερό σημείο
xB ∈ X με x−1Sx ≤ B. Αυτό σημαίνει ότι υπάρχει υποομάδα Borel η οποία περιέχει
και την S και το c. Επομένως περιοριζόμαστε στην περίπτωση μίας συνεκτικής επιλύ-
σιμης ομάδας, για την οποία η υπόθεση ισχύει από την πρόταση 10.3.

(2) ΈστωB όπως στο (2), τότε ηCG(S)∩B είναι συνεκτική από [3], Πόρισμα 3.3.6 και
επιλύσιμη. Για να δείξουμε τον πρώτο ισχυρισμό πρέπει να δείξουμε ότι ηCG(S)/CG(S)∩
B είναι πλήρης. Υπάρχει ένας 1-1 και επί μορφισμός ομογενών χώρων μεταξύ της
CG(S)/CG(S) ∩ B και της εικόνας της CG(S). στην G/B. Από το [3] λήμμα 6.2.1
και ότι η G → G/B είναι ανοικτή, συμπεραίνουμε ότι πρέπει να αποδείξουμε ότι η
Y = CG(S).B είναι κλειστή στηνG. Παρατηρούμε ότι η Y είναι η εικόνα της ανάγω-
γης πολλαπλότητας CG(S) × B μέσω ενός μορφισμού, άρα ανάγωγη. Η κλειστή της
θήκη είναι επίσης ανάγωγη, άρα συνεκτική (Πρόταση 3.3 (1) πόρισμα 3.6).

Αν y ∈ Y , έχουμε ότι y−1Sy ⊆ B. Αυτό επίσης ισχύει όταν y ∈ Y . Θεωρούμε
τον μορφισμό φ : Y × S → B/Bu ο οποίος απεικονίζει το (y, s) στο y−1syBu.
Εφαρμόζοντας την [3], πρόταση 3.2.8 στην φ (με V = Y ,G = S,H = B/Bu), συ-
μπεραίνουμε ότι για y ∈ Y έχουμε ότι y−1sy ∈ sBu. Τότε y−1Sy είναι maximal τόρος
της SBu. Λόγω της συζυγίας των maximal τόρων αυτής της ομάδας, υπάρχει z ∈ Bu
με y−1Sy = z−1Sz. Έπεται ότι y ∈ CG(S).B = Y . Άρα η Y είναι κλειστή που είναι
το ζητούμενο.

Το τελευταίο επιχείρημα του (2) έπεται από την συζυγία των υποομάδων Borel.

Είναι αρκετά δύσκολο να εκμεταλευτούμε το γεγονός ότι μία ομάδα είναι reductive,
δηλαδή ότι δεν έχει μη τετριμμένες, συνεκτικές, ταυτοδύναμες κανονικές υποομάδες.
Τουλάχιστον μπορούμε να δείξουμε το εξής:

Πρόταση .14.12. Έστω G συνεκτική reductive, τότε:
(1) Η R(G) = Z(G)0 είναι τόρος.
(2) Η R(G) ∩ [G,G] είναι πεπερασμένη
(3) Η [G,G] είναι ημιαπλή

Απόδειξη. (1) R(G) είναι συνεκτική και επιλύσιμη, άρα R(G) = R(G)u⋊T , όπου T
είναι τόρος από το Θεώρημα 10.1 (2). Αφού ηG είναι reductive,R(G)u = Ru(G) = 1,
άρα η R(G) = T είναι τόρος. Προφανώς Z(G)0 ⊆ R(G). Από το Θεώρημα 8.8, η
ομάδα πηλίκο G/CG(R(G)) = NG(R(G))/CG(R(G)) είναι πεπερασμένη. Από την
πρόταση 3.5 (3), η CG(R(G)) περιέχει την G0, άρα έχουμε ισότητα CG(R(G)) = G
αφού η G είναι συνεκτική, συνεπώς R(G) ⊆ Z(G)0.
(2) Επιλέγουμε μία εμφύτευση G ↪→ GL(V ) σύμγωνα με το Θεώρημα 1.4. Ο τόρος
R(G) = Z(G)0 δρα διαγώνια στον V . Οι κοινοί ιδιόχωροι μας δίνουν μία διάσπαση
V =

⊕
χ Vχ, με χ ∈ X(R(G)) (επομένως t.v = χ(t)v για v ∈ Vχ, t ∈ R(G)). Από

το (1) είναι G ≤ CGL(V )(R(G)), άρα η G σταθεροποιεί κάθε έναν από τους Vχ. Άρα
περιέχει τους Block διαγώνιους πίνακες:G ≤

∏
χGL(Vχ), άρα [G,G] ≤

∏
χ SL(Vχ),

δηλαδή η [G,G] ∩R(G) περιέχει τους πίνακες: χ1(t)Id1
χ2(t)Id2

. . .


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με di := dimVχi
και χi(t)di = 1. Αλλά υπάρχουν μόνο πεπερασμένοι στο πλήθος

τέτοιοι πίνακες.
(3) Από την πρόταση 3.9, η [G,G] είναι συνεκτική. Αφού η R([G,G]) είναι μία χαρα-
κτηριστική κανονική υποομάδα της [G,G], R([G,G]) ≤ R(G). ΕπομένωςR([G,G]) ≤
(R(G) ∩ [G,G])0 = 1 από το (2), άρα η [G,G] είναι ημιαπλή.

Μία ακόμα ιδιότητα που έπρεπε να μπει στην παραπάνω πρόταση είναι ότι G =
R(G)[G,G], αλλά η απόδειξή της απαιτεί αισθητά περισσοότερη δουλειά (δες πόρισμα
20.3 παρακάτω).





Κεφάλαιο 7: Η Άλγεβρα Lie
μιας Γραμμικής αλγεβρικής
Ομάδας

Προκειμένου να μελετήσουμε καλύτερα τις reductive ομάδες απαιτείται να δούμε
την έννοια της Άλγεβρας Lie μιας γραμμικής αλγεβρικής ομάδας. Αυτό θα μας επιτρέ-
ψει να «γραμμικοποιήσουμε» πολλά ερωτήματα. Θα υποθέσουμε ότι ο αναγνώστης
είναι εξοικείωμένος με την έννοια της Άλγεβρας Lie πάνω από ένα σώμα. Θα γρά-
φουμε gln για την Άλγεβρα Lie των n × n πινάκων πάνω από το k με Αγκύλη Lie
[X,Y ] = XY − Y X .

.15 Παραγωγίσεις και Διαφορικά

Έστω A μία k-Άλγεβρα.

Ορισμός .15.1. Μία k-γραμμική απεικόνισηD : A→ A μεD(fg) = fD(g)+D(f)g
για κάθε f, g ∈ A καλείται παραγώγιση της A.

Με εύκολο υπολογισμό βλέπουμε ότι αν D1, D2 είναι παραγωγίσεις της A, τότε
και η

[D1, D2] := D1 ◦D2 −D2 ◦D1

είναι επίσης παραγώγιση τηςA. Η παραπάνω απεικόνιση εφοδιάζει τον k-διανυσματικό
χώρο των παραγωγίσεων της A, Derk(A) με τη δομή μίας Άλγεβρας Lie.

Από εδώ και στο εξής θα θεωρούμε A = k[G], τον δακτύλιο συντεταγμένων μιας
γραμμικής αλγεβρικής ομάδας G. Τότε για x ∈ G ορίζεται μία δράση λx : k[G] →
k[G] με (λx.f)(g) := f(x−1g) για f ∈ k[G] g ∈ G.

Ορισμός .15.2. Η Άλγεβρα Lie της G είναι ο υπόχωρος

Lie(G) := {D ∈ Derk(k[G]) | Dλx = λxD για κάθε x ∈ G}

των αριστερά αναλλοίωτων παραγωγίσεων του k[G], μία υπάλγεβρα Lie τηςDerk(k[G]).

Παραδείγματα
Θα υπολογίσουμε τις Άλγεβρες Lie των μονοδιάστατων συνεκτικών ομάδων.

(1) Έστω G = Ga με k[G] = k[T ]. Κάθε παραγώγιση D ∈ Derk(k[G]) καθορί-
ζεται πλήρως από την τιμή της D(T ) =: p(T ) ∈ k[T ] στο T . Για x ∈ G έχουμε ότι
λxT = T − x. Συνεπώς λxf(T ) = f(T −X) για f ∈ k[T ]. Άρα η D είναι αριστερά
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αναλλοίωτη αν και μόνο αν
(λxD)(T ) = λxp(T ) = p(T − x) ισούται με (Dλx)(T ) = D(T − x) = p(T ) για
κάθε x ∈ G. Δηλαδή η p(T ) είναι σταθερή και D = a d

dT για a = p(1) ∈ k.
Συνεπώς Lie(G) = 〈 d

dT 〉k ∼= k είναι η μοναδική μονοδιάστατη (αντιμεταθετική) Άλ-
γεβρα Lie πάνω από το k.

(2) Έστω G = Gm με k[G] = k[T, T−1]. Όπως και πριν D ∈ Derk(k[G]) καθορί-
ζεται πλήρως από την D(T ) := p(T ). Εδώ όμως για x ∈ G έχουμε ότι λxT = x−1T ,
άρα λxf(T ) = f(x−1T ) για f ∈ k[G]; Άρα η D είναι αριστερά αναλλοίωτη αν
και μόνο αν (λxD)(T ) = λxp(T ) = p(x−1T ) ισούται με Dλx(T ) = D(x−1T ) =
x−1p(T ) δηλαδη όταν p(T ) = aT για a ∈ k,άρα D = aT d

dT και
Lie(G) = 〈T d

dT 〉k ∼= k.
Τώρα θα δώσουμε μία δεύτερη πιο γεωμετρική κατασκευή της Άλγεβρας Lie μιας

αλγεβρικής ομάδας G.
Για μία αφινική πολλαπλότηταX ορίζουμε τον εφαπτόμενο χώρο τηςX στο x ∈ X

ως εξης:

Tx(X) := {δ : k[X] → k γραμμική | δ(fg) = f(x)δ(g)+δ(f)g(x) για κάθε f, g ∈ k[X]}

(ο k-διανυσματικός χώρος των παραγωγίσεων στο σημείο x). Στην περίπτωση που η
X είναι γραμμική αλγεβρική ομάδα G, τότε η G δρα ομοιογενώς στον εαυτό της με
αριστερό πολλαπλασιασμό, ο εφαπτόμενος χώρος σε κάθε στοιχείο g ∈ G είναι με
φυσιολοφικό τρόπο ισόμορφος με τον T1(G).
Άρα από εδώ και στο εξής θα θεωρούμε τον εφαπτόμενο χώρο T1(G). Τώρα η:

Θ : Lie(G) → T1(G), Θ(D)(f) := D(f)(1)

είναι μία k-γραμμική απεικόνιση. Στην πραγματικότητα, με απλές πράξεις αποδεικνύ-
εται ότι είναι ισομορφισμός διανυσματικών χώρων δες ([2] Θεώρημα 9.1). Επομένως η
δομή Άλγεβρας Lie της Lie(G) μπορεί να μεταφερθεί στην T1(G). Υπο αυτή την εναλ-
λακτική ερμηνεία της Άλγεβρας Lie αποδεικνύεται το εξής (δες [3], Θεώρημα 4.3.7,
πόρισμα 4.4.6 και 4.1.7 για τα (1) και (2) και [2], πρόταση 5.1 για το (3)):
Θεώρημα .15.3. Έστω G,G1, G2 γραμμικές αλγεβρικές ομάδες. Τότε:
(1) Lie(G) = Lie(G0).
(2) dimG = dimG0 = dim(Lie(G)).
(3) Lie(G1 ×G2) ∼= Lie(G1)⊕ Lie(G2) ως Άλγεβρες Lie.

Παράδειγμα
Θα δούμε ένα πιο αναλυτικό παράδειγμα, έστωG = GLn. Ισχυριζόμαστε ότι Lie(GLn) ∼=
gln. Για να το δείξουμε αυτό ορίζουμε:

gln −→ Derk(k[G]), X 7→ DX ,

με DX(Tij) :=
∑n
l=1 TilXlj . (Υπενθυμίζουμε ότι k[G] = k[Tij, 1

det(Tij) ]). Αποδει-
κνύεται εύκολα ότι η DX είναι παραγώγιση. Τώρα για g ∈ G γράφουμε g−1

ij για την
(i, j)-οστή θέση του g−1. Τότε:

DX(λgTij) = DX(
∑
m

g−1
imTmj)

=
∑
m

g−1
imDX(Tmj)

=
∑
m

g−1
im

∑
l

TmlXlj =
∑
m

∑
l

g−1
imTmlXlj
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επίσης,

λg(DXTij) = λg(
∑
l

TilXlj)

=
∑
l

Xljλg(Til)

=
∑
l

Xlj

∑
m

g−1
imTml =

∑
l

∑
m

Xljg
−1
imTml.

Συνεπώς ηDX είναι αριστερά αναλλοίωτη παραγώγιση του k[G]. Επιπλέον αποδεικνύ-
εται ότι η απεικόνισηX 7→ DX ορίζει έναν 1-1 ομομορφισμό Αλγεβρών Lie. Επιπλέον
αφού dim(GLn) = n2 = dim(GLn), η παραπάνω απεικόνιση είναι και επί από το Θε-
ώρημα 15.4 (2). Επομένως έχουμε τον ισομορφισμό που θέλαμε.

Επιπλέον, από τον εφαπτόμενο χώρο, θα ολοκληρώσουμε την συναρτησιακή σχέση
μεταξύ γραμμικών αλγεβρικών ομάδων και των αλγεβρών Lie τους.

Ορισμός .15.4. Έστω φ : X → Y ένας μορφισμός αφινικών πολλαπλοτήτων. Το
διαφορικό dxφ της φ στο x ∈ X είναι η απεικόνιση dxφ : Tx(X) → Tϕ(x)(Y ) που
ορίζεται ως εξής: dxφ(δ) := δ ◦ φ∗ για δ ∈ Tx(X).

k[Y ] k[X]

k

ϕ∗

dxϕ(δ)
δ

Αν φ : G → H είναι μορφισμός αλγεβρικών ομάδων ορίζουμε dφ := d1φ, το
διαφορικό της φ στο 1. Στη συνέχεια θα δουμε μερικές ιδιότητες του διαφορικού.

Πρόταση .15.5. ΈστωX ϕ→ Y
ψ→ Z μορφισμοί αφινικών πολλαπλοτήτων και x ∈ X ,

τότε:
(1) dx(ψ ◦ φ) = dϕ(x)ψ ◦ dxφ.
(2) Αν X = G1 και Y = G2 είναι γραμμικές αλγεβρικές ομάδες και φ είναι μορφισμός
αλγεβρικών ομάδων, τότε dφ : Lie(G1) → Lie(G2) είναι ομομορφισμός Αλγεβρών Lie.
(3)Αν X = G1 και Y = G2 είναι γραμμικές αλγεβρικές ομάδες και φ είναι μορφισμός
αλγεβρικών ομάδων, τότε ο φ είναι ισομορφισμός αλγεβρικών ομάδων αν και μόνο αν
φ και dφ είναι 1-1 και επί.

Απόδειξη. (1) Έστω φ∗ : k[Y ] → k[X], ψ∗ : k[Z] → k[Y ] οι αντίστοιχοι ομομορ-
φισμοί που επάγονται από τους φ, ψ αντίστοιχα. Τότε παρατηρούμε ότι η (ψ ◦ φ)∗ :
k[Z] → k[X] είναι ίση με φ∗ ◦ ψ∗.
Άρα dx(ψ ◦φ)(δ) = δ ◦ (ψ ◦φ)∗ = δ ◦φ∗ ◦ψ∗ = (dxφ) ◦ψ∗(δ) = (dϕ(x)ψ) ◦ dxφ(δ)
για κάθε δ ∈ Tx(X).

Τα (2) και (3) δεν θα τα αποδείξουμε διότι θέλουν κάποια επιπλέον αποτελέσματα,
δες [2] 9.1 και 9.2 για το (2) και [3] Θεώρημα 5.3.2 και πόρισμα 5.3.3 για το (3).

Παραδείγματα
Θα υπολογίσουμε κάποια διαφορικά.
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(1)Θεωρούμε τον μορφισμόµ : G×G→ G, (x, y) 7→ xy. Για f ∈ k[G], µ∗(f) =∑
fi⊗ gi ∈ k[G]⊗k[G], έτσι ώστε f(xy) =

∑
fi(x)gi(y) για κάθε x, y ∈ G. Συγκε-

κριμένα, έχουμε ότι f =
∑
fi(1)gi =

∑
gi(1)fi. Τώρα, έστω (X,Y ) ∈ T1(G×G) ∼=

T1(G)⊕ T1(G) και θέτουμε dµ(X,Y ) = Z. Τότε

Z(f) = dµ(X,Y )(f) = (X,Y )(µ∗f) = (X,Y )(
∑

fi ⊗ gi)

το οποίο από τον κανόνα του γινομένου των παραγωγίσεων είναι ίσο με
∑
X(fi)gi(1)+∑

fi(1)Y (gi). Αυτό όμως είναι ακριβώς η δράση τηςX +Y στην f . Συνεπώς έχουμε
ότι dµ(X,Y ) = X + Y .

(2) Θα δείξουμε ότι το διαφορικό της αντιστροφής i : G → G, g 7→ g−1, είναι
di(X) = −X για X ∈ T1(G). Θεωρούμε τη σύνθεση:

G
(id,i)−→ G×G

µ−→ G

η οποία στέλνει το x 7→ (x, x−1) 7→ xx−1 = 1, επομένως το διαφορικό της θα μας
κάνει 0, άρα έχουμε ότι:

0 = d(µ ◦ (id, i))1(X)

= (dµ)(1,1)(d(id, i)1(X))

= X + (di)1(X)

δηλαδή (di)1(X) = −X . (Ενώ χρησιμιποιήσαμε ότι d(id)(X) = X, d(id, i)1(X) =
(X, d(i)1(X)) d(1) = 0.

Λόγω αυτού και του προηγούμενου παραδείγματος δικαιολογείται ο συλλογισμός
που είχαμε κάνει στην αρχή του κεφαλαίου ότι η Άλγεβρα Lie «γραμμικοποιεί» προ-
βλήματα.

(3) Έστω char(k) = p > 0. Θεωρούμε τον 1-1 και επι μορφισμό

φ : Ga → U2, a 7→
(
1 ap

0 1

)
Εδώ θα θεωρήσουμε την απεικόνιση να ειναι dφ : Lie(Ga) → Lie(U2). Έχουμε ότι
k[U2] = k[T12] ∼= k[Ga] = k[T ]. Τώρα παρατηρούμε ότι:

φ∗(T12)(a) = T12(φ(a)) = T12

((
1 ap

0 1

))
= ap, για a ∈ Ga,

επομένως φ∗(T12) = T p. Άρα για D ∈ Lie(Ga) έχουμε

dφ(D)(T12) = D(φ∗(T12)) = D(T p) = pT p−1D(T ) = 0.

Συνεπώς η dφ δεν είναι 1-1, οπότε και η φ δεν είναι ισομορφισμός αλγεβρικών ομά-
δων από την πρόταση 15.3 (3). Πράγματι, στους δακτυλίους συντεταγμένων, η φ∗ :
k[T12] → k[T ], T12 7→ T p, δεν είναι επι.

Τώρα θα θεωρήσουμεΆλγεβρες Lie κλειστών υποομάδωνH ≤ G. Αν ηH ορίζεται
από ένα ιδεώδες I ⊴ k[G], τότε εξ ορισμού k[H] = k[G]/I . Κάθε D ∈ Lie(G)
με DI ⊆ I με φυσιολογικό τρόπο ορίζει μία παραγώγιση του k[H] = k[G]/I και
αντίστροφα, αν δ ∈ T1(G) με δI = 0 με φυσιολογικό τρόπο ορίζει ένα στοιχείο της
T1(H). Με βάση τον προηγούμενο ισχυρισμό έχουμε το εξής:
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Θεώρημα .15.6. Έστω H ≤ G με I ⊴ k[G] το ιδεώδες από το οποίο ορίζεται. Τότε:

(1) Lie(H) = {D ∈ Lie(G) | DI ⊆ I} και T1(H) = {δ ∈ T1(G) | δI = 0}
(2) Αν H ⊴ G είναι κανονική, τότε η Lie(H) είναι ιδεώδες της Lie(G). Επιπλέον το
διαφορικό της κανονικής προβολής G → G/H είναι η κανονική προβολή Lie(G) →
Lie(G)/Lie(H), άρα επάγεται ένας ισομορφισμός Lie(G/H) ∼= Lie(G)/Lie(H).

Ηαπόδειξη για το (1) είναι ένας απευθείας υπολογισμός, [5], πρόταση 3.8 και χρήση
της ταύτισης της Lie(H) με τον T1(H). Για το δεύτερο μέρος δες [2], πόρισμα 10.4Α
και Sec.11.5].

Παραδείγματα

(1) Lie(SLn) = sln := {A ∈ gln | trA = 0} (δες παράρτημα Μέρος Β).

(2) Lie(PGLn) ∼= Lie(GLn)/Lie(Z(GLn) = gln/{cIn | c ∈ k×} από το Θεώ-
ρημα 15.6 (2).

Έχουμε την προσθετική διάσπαση Jordan στην gln. ΓιαX ∈ gln συμβολίζουμε με
Xs, Xn το ημιαπλό και το μηδενοδύναμο μέρος του X . Για κάθε κλειστή υποομάδα
G ≤ GLn, εμφυτεύουμε την Lie(G) στην gln από το Θεώρημα 15.6 (1) και με αυτό
τον τρόπο ορίζουμε το ημιαπλό και μηδενοδύναμο μέρος στοιχείων της Lie(G). Αυτά
ικανοποιούν τις σχέσεις συμβατότητας (δες [2], Θεώρημα 15.3]):

Πρόταση .15.7. Έστω G ≤ GLn μία γραμμική αλγεβρική ομάδα και X ∈ Lie(G) ⊆
gln. Τότε:

(1) Xs, Xn ∈ Lie(G) και [Xs, Xn] = 0
(2) Τα Xs, Xn είναι ανεξάρτητα της εμφύτευσης G ↪→ GLn
(3) Αν φ : G1 → G2 είναι μορφισμός γραμμικών αλγεβρικών ομάδων, με διαφορικό
dφ : Lie(G1) → Lie(G2), τότε (dφ)(X)s = dφ(Xs) και (dφ)(X)n = dφ(Xn) για
X ∈ Lie(G1).

Συγκρίνετε αυτό το Θεώρημα με την διάσπαση Jordan της G (Θεώρημα 5.5).

.16 Η Adjoint Αναπαράσταση

Μία σημαντική εφαρμογή της Άλγεβρας Lie είναι ότι ορίζει για κάθε γραμμική αλ-
γεβρική ομάδα G με φυσιολογικό τρόπο μία ρητή αναπαράσταση G → GL(Lie(G))
στην Άλγεβρα Lie της με τον εξής τρόπο: Για x ∈ G ορίζουμε Intx : G → G με
Intx(y) = xyx−1. Τότε dIntx : Lie(G) → Lie(G) είναι αυτομορφισμός της Άλγε-
βρας Lie Lie(G). Συμβολίζουμε με Ad x := dIntx για x ∈ G.

Έτσι λοιπόν ορίζεται μία αναπαράσταση

Ad : G→ GL(Lie(G)), x 7→ Ad x

η οποία καλείται adjoint αναπαράσταση της G:

Θεώρημα .16.1. Έστω G γραμμική αλγεβρική ομάδα, τότε:

(1) Ad : G→ GL(Lie(G)) είναι ρητή αναπαράσταση της G.
(2) dAd = ad, όπου (ad(X))(Y ) = [X,Y ] για X,Y ∈ Lie(G).
(3) Αν η G είναι συνεκτική και reductive, τότε ker(Ad) = Z(G).
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Δες [2], προταση 10.3, Θεώρημα 10.4 για τα (1) και (2). Το (3) έπεται από το Θε-
ώρημα 19.5 και την [1] άσκηση 10.32. Άρα αν ηG είναι συνεκτική και reductive, τότε
η Ad είναι σχεδόν πιστή (μόνο το κέντρο της G χάνεται).

Εύκολα αποδεικνύεται ο παρακάτω ισχυρισμός: Αν H ≤ G είναι κλειστή, τότε η
Lie(H) (ως υπάλγεβρα Lie της Lie(G) σύμφωνα με το Θεώρημα 15.6) είναι Ad G(H)-
αναλλοίωτη και ο περιορισμός της adjoint αναπαράστασης της G στην H , δρα στην
Lie(H), είναι απλά η adjoint αναπαράσταση της H , δηλαδή Ad G|H = Ad H στην
Lie(H).

Παράδειγμα
Έστω G = GLn, με Lie(G) ∼= gln από προηγούμενο παράδειγμα και για X ∈ gln
έχουμε την παραγώγιση DX ∈ Lie(G) με DX(Tij) =

∑
l

TilXlj .

Από τον ισομορφισμό διανυσματικών χώρων Θ που ορίστηκε πιο πριν, μπορούμε να
συνδέσουμε μία σημειακή παραγώγιση δX με τοX, ως εξής δX(Tij) = (

∑
l

TilXlj)(In) =

Xij .
Για g = (gij) ∈ G, μπορούμε να υπολογίσουμε το (Intg)

∗(Tij): Για x = (xij) ∈
G,

(Intg)
∗(Tij)(x) = Tij(gxg

−1) =
∑
l,m

gilg
−1
mjxlm,

άρα (Intg)
∗(Tij) =

∑
l,m

gilg
−1
mjTlm. Συνεπώς η Ad g = dIntg : Lie(G) → Lie(G)

ικανοποιεί:

(Adg)(δX)(Tij) = δX((Intg)
∗Tij)

= δX(
∑
l,m

gilg
−1
mjTlm)

=
∑
l,m

gilg
−1
mjδX(Tlm)

=
∑
l,m

gilg
−1
mjXlm = (gXg−1)ij .

Άρα (Ad g)(δX) = δgxg−1 και η Ad g για την GLn είναι απλώς η συζυγία με το g στην
gln, και από την επισήμανση που κάναμε πριν από το παράδειγμα, το ίδιο θα ισχύει και
για κάθε κλειστή υποομάδα G ≤ GLn.

Θα τελειώσουμε αυτή την εννότητα της adjoint αναπαράστασης της G, αναφέρο-
ντας ένα αποτέλεσμα ([3], πορισμα 5.4.7]) το οποίο θα είναι απαραίτητο στην μελέτη
της δομής των reductive ομάδων και αφορά την δράση ενός τόρου στην Lie(G).

Πρόταση .16.2. Έστω G μία συνεκτική γραμμική αλγεβρική ομάδα και S ≤ G ένας
υποτόρος της G. Τότε (σύμφωνα με την ταύτηση του Θεωρήματος 15.6)

Lie(CG(S)) = CLie(G)(S) := {X ∈ Lie(G) | Ad (s)X = X για κάθε s ∈ S}.

Απόδειξη. Θα το αποδείξουμε με επαγωγή στη διάσταση dimG ξεκινόντας με την τε-
τριμμένη ομάδα. Αν η S δρα τετριμμένα στην g, το ζητούμενο έπεται από το Θεώρημα
23.11

Σε διαφορετική περίπτωση, διαλέγουμε s ∈ S τέτοιο ώστε το σύνολο των σταθε-
ρών σημείων του s στην g να είναι ένας γνήσιος υπόχωρος της g. Από το Θεώρημα
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23.11 αυτός ο υπόχωρος είναι η άλγεβρα Lie της ομάδας των σταθερών σημείων Xs

του s δρώντας στην G. Αυτή είναι υποομάδα μικρότερης διάστασης. Εφόσον ο S εί-
ναι αβελιανή ομάδα, έχουμε ότι dimCG(S) = dimC(Xs)0(S) και τώρα μπορούμε να
εφαρμόσουμε την υπόθεση επαγωγής.

Παράδειγμα
Θα εφαρμόσουμε την προηγούμενη πρόταση για G = GLn. Έστω m ≥ 1 και S ο
(n−m+ 1)-διάστατος υποτόρος {diag(t1, . . . , tn) | ti = tj για 1 ≤ i, j ≤ m}. Τότε:

CG(S) =




A 0 · · · 0
0 tm+1 0
...

. . .
...

0 0 · · · tn

 ∣∣∣ A ∈ GLm, tm+1, . . . , tn ∈ k×


Το ιδεώδες του k[G] = k[Tij , det(Tij)−1] που ορίζει την CG(S) είναι το:

(Tij | i 6= j, i > m ή j > m)

Συνεπώς η Lie(CG(S)) μπορεί να ταυτιστεί με το σύνολο των πινάκων


X 0 · · · 0
0 αm+1 0
...

. . .
...

0 0 · · · αn

 ∣∣∣ X ∈ glm, αm+1, . . . , αn ∈ k


το οποίο είναι ακριβώς η Cgln(S).

Η πρόταση 16.2 όμως δεν μπορεί να γενικευτεί αντικαθιστώντας τον τόρο με μία
τυχαία κλειστή υποομάδα H της G. (δες [1] άσκηση 10.27 (d)).





Κεφάλαιο 8: Δομή των
Reductive Ομάδων

Ο καλύτερος τρόπος να μελετήσουμε τις reductive αλγεβρικές ομάδες είναι μέσω
της adjoint δράσης τους στην Άλγεβρα Lie τους. Θα ξεκινήσουμε αυτό το κεφάλαιο
διασπώντας την Άλγεβρα Lie με βάση την δράση ενός maximal τόρου. Τότε ως προϋ-
πόθεση για την υπόθεση μίας ημιαπλής ομάδας, θα θεωρήσουμε τις μικρότερες μη επι-
λύσιμες ομάδες με κάποιες επιπλέον λεπτομέριες.

.17 Διάσπαση σε Χώρους Ριζών

Έστω G μία γραμμική αλγεβρική ομάδα, T ≤ G ένας maximal τόρος της G. Υπο-
θέτουμε ότι dim(T ) ≥ 1, το οποίο είναι για παράδειγμα η περίπτωση πουG 6= 1 καιG
reductive. Γράφουμε g := Lie(G) για την Άλγεβρα Lie τηςG. Η εικόνα του T υπό την
adjoint αναπαράσταση Ad T ≤ GL(g) είναι το σύνολο των ημιαπλών στοιχείων που
μετατίθενται, επομένως μπορούν όλα να διαγωνοποιηθούν ταυτόχρονα. Για χ ∈ X(T )
γράφουμε:

gχ = {v ∈ g | (Ad t)(v) = χ(t)v για κάθε t ∈ T}

για τους κοινούς T -ιδιόχωρους της g. Τότε είναι g = ⊕χ∈X(T )gχ.

Ορισμός .17.1. Το σύνολο των μη μηδενικών χαρακτήρων με μη μηδενικό ιδιόχωρο

Φ(G) := {χ ∈ X(T ) | χ 6= 0, gχ 6= 0}

που προκύπτει από την παραπάνω διάσπαση καλείται σύνολο ριζών της G ως προς τον
T καιW = NG(T )/CG(T ) είναι η ομάδα Weyl της G ως προς τον τόρο T . (επίσης θα
συμβολίζεται και μεWG(T )).

Από το Θεώρημα 8.8 η ομάδα Weyl είναι πεπερασμένη.
Παράδειγμα
Θα βρούμε το Φ(G) για κάποιες συνεκτικές reductive ομάδες G.

(1) ΈστωG = GLn, με Άλγεβρα Lie gln (από προηγούμενο παράδειγμα). Τότε επίσης
από προηγούμενο παράδειγμα η adjoint δράση τηςG στην gln είναι με συζυγία. Έστω
T = Dn, τότε Lie(T ) είναι το σύνολο των διαγώνιων πινάκων στην gln (δες παράρ-
τημα Μέρος Β). Έστω Eij ∈ gln να είναι οι n × n πίνακες των οποίων η (l,m) θέση
τους είναι δilδjm. Με απλές πράξεις παίρνουμε ότι

Ad(diag(t1 . . . , tn))(Eij) = tit
−1
j Eij .
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Συνεπώς ο χαρακτήρας χij : T → Gm, χij(diag(t1, . . . , tn)) = tit
−1
j , είναι ρίζα της

G τότε και μόνο τότε όταν i 6= j. Επιπλέον gln =
⊕

i ̸=j〈Eij〉 ⊕ Lie(T ) και η T δρα
τετριμμένα στην Lie(T ). Άρα η G έχει το σύνολο ριζών

Φ(G) = {χij | 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j},

τάξης |φ(G)| = n(n− 1). Παρατηρούμε ότι όλοι οι ga, a ∈ Φ(G), είναι μονοδιάστα-
τοι. Η ομάδα Weyl είναι

W = NG(T )/T = (μονώνυμοι πίνακες)/T
∼= (πίνακες μεταθέσεων) ∼= Sn

η συμμετρική ομάδα τάξεως n.
(2) ΈστωG = SLn. Τότε επίσης δείξαμε ότο Lie(SLn) ∼= sln, όπως και ότι η δράση

τηςG στην Lie(G) είναι με συζυγία. Τότε ως προς τον maximal τόροDn ∩ SLn, όπως
και προηγουμένως παίρνουμε ότι Φ(G) = {χij | 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j}.

Η δομή της αρχικής ομάδας G μεταφέρεται και στην ομάδα του WeylW , η οποία
δρα φυσιολογικά στην ομάδα των χαρακτήρων X(T ), όπως και στην ομάδα των συγ-
χαρακτήρων Y (T ) μέσω

(w.χ)(t) := χ(tw) για κάθε w ∈W, χ ∈ X(T ), t ∈ T,

(w.γ)(c) :=w (γ(c)) := γ(c)w
−1

για κάθε w ∈W, γ ∈ Y (T ), c ∈ Gm.

Οι παραπάνω δράσεις αποδεικνύεται εύκολα ότι είναι πιστές και επιπλέον είναι
συμβατές με το ζευγάρωμα 〈 , 〉 : X(T )×Y (T ) → Z όπως ορίστηκε στο παράδειγμα
της ενότητας 8 στη σελίδα 19:

Πρόταση .17.2. Για κάθε w ∈W, χ ∈ X(T ), γ ∈ Y (T ) έχουμε ότι:

〈w.χ, γ〉 = 〈χ,w−1.γ〉

.

Απόδειξη. 〈w.χ, γ〉 = 〈χ,w−1.γ〉 ⇐⇒ t⟨w.χ,γ⟩ = t⟨χ,w
−1.γ⟩ ⇐⇒

(w.χ)(γ) = χ(w−1.γ) ⇐⇒ χ(γ(c)w) = χ(γ(c)(w
−1)

−1

⇐⇒
χ(γ(c)w) = χ(γ(c))w που ισχύει.

Τώρα ισχυριζόμαστε ότι ηW σταθεροποιεί το σύνολο ριζώνΦ(G) ⊆ X(T ). Πράγ-
ματι για n ∈ NG(T ), a ∈ Φ(G) και v ∈ ga, (Ad n)(v) είναι πάλι ένα κοινό ιδιοδιά-
νυσμα για κάθε στοιχείο του T , εφόσον

(Ad tAd n)(v) = (Ad nAd (n−1tn))(v)

= Ad n(a(n−1tn)v)

= a(n−1tn)(Ad n)(v) για κάθε t ∈ T.

Εφόσον υπάρχει t ∈ T τέτοιο ώστε a(n−1tn) 6= 1, μόλις αποδείξαμε το παρακάτω:

Πρόταση .17.3. ΈστωG μία reductive ομάδα με maximal τόρο T , σύνολο ριζών Φ και
Άλγεβρα Lie g. Τότε για κάθε a ∈ Φ, n ∈ NG(T ) και w = nCG(T ) ∈ NG(T )/CG(T )
έχουμε ότι ((Ad n)(ga) ⊆ gw.a. Δηλαδή η Φ είναιW -αναλλοίωτη.
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Έστω G μία συνεκτική μη επιλύσιμη ομάδα. Τότε rk(G) ≥ 1 και dim(G) ≥ 3 από
τα πορίσματα 6.2 και 14.2. Σε αυτή την ενότητα θα υποθέτουμε ότι rk(G) = 1.

Έστω B μία υποομάδα Borel της G και T ≤ B ένας maximal τόρος τέτοιος ώστε
dim(T ) = 1 και T ∼= Gm. Η ομάδα WeylW = NG(T )/CG(T ) δρα πιστά ως ομάδα
αυτομορφισμών αλγεβρικής ομάδας στον T ∼= Gm, επομένως, |W | ≤ 2 από την πρό-
ταση 23.4. Τώρα θα δούμε μία πολύ σημαντική πρόταση της οποίας η απόδειξη είναι
γεωμετρική και θα παραληφθεί εδώ.

Πρόταση .18.1. ΈστωG μία γραμμική αλγεβρική ομάδα συνεκτική, μη επιλύσιμη, τάξης
1 και B μία υποομάδα Borel της. Τότε |W | = 2 και dim(G/B) = 1.

Το παραπάνω αποτέλεσμα έχει μία άμεση εφαρμογή στη μελέτη ημιαπλών ομάδων
τάξης 1 ([2],Θεώρημα 25.3]):

Πρόταση .18.2. ΈστωG μία ημιαπλή γραμμική αλγεβρική ομάδα τάξης 1. Τότε υπάρχει
ένας επιμορφισμός φ : G→ PGL2 με πεπερασμένο πυρήνα; δηλαδή dim(G) = 3.

Απόδειξη. (Σκιαγράφηση)
Αφού η G είναι ημιαπλή τότε είναι μη-επιλύσιμη από παλίοτερο παράδειγμα. Από το
Θεώρημα 13.3 και την προηγούμενη πρόταση, η G/B είναι προβολική πολλαπλότητα
διάστασης 1. Στην πραγματικότητα αποδεικνύεται ότι G/B ∼= P1. Επιπλέον, η G δρα
ως αυτομορφισμός της G/B (με αριστερό πολλαπλασιασμό), άρα επάγεται ένας μορ-
φισμός αλγεβρικών ομάδων φ : G→ Auta(P1) ∼= PGL2.

Έστω g ∈ ker(φ). Τότε ghB = hB για κάθε h ∈ G, το οποίο συνεπάγεται ότι
g ∈ Bh για κάθε h ∈ G. Άρα (kerφ)0 ⊆ (

⋂
hB

h)0 = R(G) = 1 από την πρόταση
14.9. Δηλαδή ο kerφ είναι πεπερασμένος. Έχουμε ήδη επισημάνει ότι dim(G) ≥ 3,
άρα

3 ≤ dim(G) = dim(φ(G)) ≤ dim(PGL2) = 3,

άρα dim(G) = 3 και η φ είναι επί από το πόρισμα 4.2 και την πρόταση 4.3.

Έτσι λοιπόν οδηγηθήκαμε στο να λάβουμε σοβαρά υπόψιν τη δομή της ομάδας
τάξης 1, PGL2 = GL2/{aI2 | a ∈ k×}. Για να το κάνουμε αυτό θα μελετήσουμε
την δράση της PGL2 στην Άλγεβρα Lie της, Lie(PGL2). Γράφουμε X για την εικόνα
του X ⊆ GL2 υπο την φυσική προβολή π : GL2 → PGL2. Με βάση τη διάσταση,
βλέπουμε ότι η T2 είναι μία υποομάδα Borel της PGL2 και T := D2 είναι ένας maximal
τόρος που περιέχεται στην T2. Μία ακόμα υποομάδα Borel που περιέχει την T είναι η
εικόνα των κάτω τριγωνικών πινάκων. Από το παράδειγμα (2) στη σελίδα 47 έχουμε
ότι

Lie(PGL2) ∼= gl2/{aI2 | a ∈ k}.

Από εδώ και στο εξής θα θεωρούμε ότι char(k) 6= 2. Τότε θα έχουμε ότι gl2/{aI2 | a ∈
k} ∼= sl2 (οι 2 × 2 πίνακες με μηδενικό ίχνος). Όπως κάναμε και στην προηγούμενη
ενότητα, αν ελέγξουμε τη δράση της adjoint αναπαράστασης της PGL2 στην Lie(PGL2)
θα δούμε ότι είναι απλά η φυσική δράση της PGL2 στην sl2 με συζυγία. Τώρα θα
βρούμε τη διάσπαση του χώρου ριζών. Σταθεροποιούμε έναν ισομορφισμό

φ : Gm → T, c 7→
(
c

1

)
.



54 · Κεφάλαιο 8: Δομή των Reductive Ομάδων

Τότε

Ad φ(c)
((

0 1
0 0

))
=

(
0 c
0 0

)
, Ad φ(c)

((
0 0
1 0

))
=

(
0 0
c−1 0

)
,

και o
(
1 0
0 −1

)
σταθεροποιείται από την Ad φ(c). Ορίζουμε β, γ ∈ X(T ) με

β

((
c

1

))
= c, γ

((
c

1

))
= c−1

Εφόσον ηX(T ) είναι προσθετική, έχουμε ότι γ = −β, άρα η sl2 διασπάται ως το ευθύ
άθροισμα

sl2 = (sl2)0 ⊕ (sl2)β ⊕ (sl2)−β

των κοινών ιδιόχωρων της Ad T , με

(sl2)0 =

〈(
1 0
0 −1

)〉
, (sl2)β =

〈(
0 1
0 0

)〉
, (sl2)−β =

〈(
0 0
1 0

)〉
.

Παρατηρούμε ότι X(T ) = 〈β〉.
Στην πραγματικότητα, ο χαρακτήρας β ”προκύπτει εγγενώς” στην PGL2. Δηλαδή

υπάρχει μία υποομάδα της PGL2 της οποίας η Άλγεβρα Lie αντιστοιχεί στον δεύτερο
υπόχωρο της παραπάνω διάσπασης: Θεωρούμε την εικόνα της U2 εντός της PGL2.
Αυτό είναι λοιπόν το ταυτοδύναμο ριζικό της υποομάδας Borel T2 που επιλέξαμε, συ-
νεπώς κανονικοποιείται με την T . Σταθεροποιούμε έναν ισομορφισμό

u : Ga → U2, u(c) =

(
1 c
0 1

)
.

Τότε το tu(c)t−1 = u(β(t)c) για κάθε c ∈ k, t ∈ T . Τέλος έχουμε ότι η W =

NG(T )/T είναι τάξης 2, με αντιπροσώπους
(

1 0
0 1

)
,

(
0 1
1 0

)
Με όμοιο τρόπο

προκύπτει και η περίπτωση όπου char(k) = 2.

Τώρα θα θεωρήσουμε G να είναι μία τυχαία ημιαπλή ομάδα τάξης 1; θα τελειο-
ποιήσουμε την πρόταση 18.2 και θα πάρουμε πληροφορίες ως προς τη δομή της οι
οποίες μας θυμίζουν ακριβώς αυτά που βρήκαμε από πάνω για την PGL2. Έστω T ένας
maximal τόρος ο οποίος περιέχεται σε μία υποομάδα Borel B της G. Έστω U = Bu
και διαλέγω n ∈ NG(T ) \ CG(T ), με n2 ∈ CG(T ) και ntn−1 = t−1 για t ∈ T (δες
πρόταση 18.1). Γράφουμε g := Lie(G).

Πρόταση .18.3. Με βάση τα παραπάνω έχουμε ότι:

(1) dim(G) = 3, dim(B) = 2, dim(U) = 1, CG(T ) = T και U ∩ nUn−1 = 1.
(2) Υπάρχει μοναδικό a ∈ X(T )\{0} τέτοιοώστε ga = Lie(U) και g−a = Lie(nUn−1),
και g = Lie(T )⊕ ga ⊕ g−a.

Απόδειξη. Θα τα αποδείξουμε και τα 2 μαζί.
Από προτάσεις 18.1 και 18.2, έχουμε ότι dim(G) = 3 και dim(G/B) = 1. Αφού
η G είναι μη επιλύσιμη, η B δεν είναι τόρος (πόρισμα 14.2), άρα dim(U) = 1. Από
πρόταση 14.10 και το Θεώρημα 14.11 (1), ηCG(T ) είναι μηδενοδύναμη και συνεκτική,
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άρα περιέχεται σε μία υποομάδα Borel της G. Αφού dim(B) = 2, είναι είτε CG(T ) =
T ή CG(T ) είναι μία υποομάδα Borel της G. Στην δεύτερη περίπτωση η G θα ήταν
επιλύσιμη από το πόρισμα 14.2, άρα CG(T ) = T .
Για το τελευταίο επιχείρημα:

Από το Θεώρημα 7.2, η U είναι ισόμορφη με την Ga. Έστω u : Ga → U ένας
ισομορφισμός. Αφού η T κανονικοποιεί την U , δρα με αυτομορφισμούς. Αποδεινύεται
ότι (δες [1] άσκηση 10.10) οι αυτομορφισμοί της Ga είναι απλά πολλαπλασιασμοί με
μη μηδενικά βαθμωτά, άρα υπάρχει a ∈ X(T ) τέτοιο ώστε tu(c)t−1 = u(a(t)c) για
κάθε t ∈ T και c ∈ k. Επιπλέον το a είναι μη τετριμμένο αφού CG(T ) = T . Τώρα θα
διαφορίσουμε την δράση της T στη U και θα πάρουμε:

Ad (t)Y = a(t)Y, για κάθε t ∈ T, Y ∈ Lie(U).

Συγκεκριμένα, η Lie(U) περιέχεται στον a-ιδιόχωρο ga της δράσης της T στην g. Αφού
η συζυγία με n απεικονίζει την U στην nUn−1, η Lie(nUn−1) περιέχεται στην g−a
από την πρόταση 17.3 και τον ορισμό του n. Επομένως το (2) έπεται αν συγκρίνουμε
διαστάσεις.

Τέλος, Lie(U ∩ nUn−1) ⊆ Lie(U) ∩ Lie(nUn−1) = ga ∩ g−a = 0, συνεπώς
η ομάδα U ∩ nUn−1 είναι πεπερασμένη από το Θεώρημα 15.3 (2), ταυτοδύναμη και
κανονικοποιείται από την T . Άρα αυτή η ομάδα περιέχεται στην CG(T ) = T (δες [1]
άσκηση 10.4). Άρα U ∩ nUn−1 = 1.

Από όλα τα παραπάνω πλέον μπορούμε να ταξινομήσουμε όλες τις ημιαπλές ομά-
δες τάξης 1. ([3], Θεώρημα 7.2.4]):

Θεώρημα .18.4. Κάθε ημιαπλή ομάδα τάξης 1 είναι ισόμορφη με την SL2 ή την PGL2.

Παράδειγμα
Το παράδειγμα αυτό θα χρησιμοποιηθεί και αργότερα, ας κοιτάξουμε την περίπτωση
της SL2. Από προηγούμενο παράδειγμα παίρνουμε την ίδια διάσπαση ριζών

sl2 = (sl)0 + sla + sl−a

της Lie(SL2) = sl2 ως προς την T = D2 ∩ SL2 και την δράση της PGL2, τώρα αν

a ∈ X(T ) ορίζεται ως a
(
c

c−1

)
= c2. Παρατηρούμε σε αυτή την περίπτωση ότι

〈a〉 = 2X(T ).
Σημείωση: Στους υπολογισμπύς μας για την PGL2 προηγουμένως βρήκαμε επίσης

δύο ρίζες, τις ±β και μία ομάδα Weyl τάξης 2 που τις μεταθέτει. Αυτό σημαίνει ότι οι
ομάδες SL2 και PGL2 έχουν την ίδια ομάδα Weyl και ”ισομορφικά συστήματα ριζών”.

Θα τελειώσουμε αυτή την ενότητα επεκτείνοντας τα αποτελέσματά μας σε ομάδες
τάξης 1:

Πρόταση .18.5. Έστω G μία συνεκτική, reductive ομάδα, ημιαπλής τάξης 1, T ≤ G
ένας maximal τόρος, Z = Z(G) και G′ = [G,G], τότε:

(1) CG(T ) = T και έτσι Z ≤ T .
(2) Η G′ είναι ημιαπλή τάξης 1 με maximal τόρο T ∩G′ και G = G′Z.

Απόδειξη. Από πρόταση 14.12 (1), το ριζικό R(G) = Z(G)0 είναι τόρος, άρα πε-
ριέχεται στον T , η G′ είναι ημιαπλή και η G′ ∩ R(G) είναι πεπερασμένη. Αφού η
G/R(G) έχουμε υποθέσει ότι είναι ημιαπλή τάξης 1, έχουμε ότι dim(G/R(G)) = 3,



56 · Κεφάλαιο 8: Δομή των Reductive Ομάδων

από πρόταση 18.2 και η G/R(G) είναι ισόμορφη με την SL2 ή την PGL2 και αυτοκε-
ντρικοποιείται. Άρα η T και η CG(T ) έχουν την ίδια εικόνα εντός της G/R(G) υπό
την κανονική προβολή, άρα T ≤ CG(T ) ≤ TR(G) = T .

Αφού η απεικόνιση γινόμενο R(G) × G′ → G έχει πεπερασμένο πυρήνα, έχουμε
ότι

dimG′ ≤ dimG− dimR(G) = dimG/R(G) = 3.

Από την άλλη, η G′ είναι μη επιλύσιμη (δεν είναι η G/R(G), άρα ούτε και η G),
άρα dimG′ = 3 από το πόρισμα 14.2. Τώρα, έστω T ένας maximal τόρος της G′.
Συγκρίνοντας τις τάξεις, παίρνουμε ότι T1R(G) είναι maximal τόρος τηςG, άρα παίρ-
νοντας συζυγία μπορούμε να υποθέσουμε ότι T = T1R(G). Χρησιμοποιώντας το γε-
γονός ότι οι maximal τόροι των SL2, PGL2 κανονικοποιούνται, συμπαιρένουμε ότι
T ∩G′ = T1.

.19 Δόμή συνεκτικών reductive ομάδων

Θα αρχίσουμε αυτή την παράγραφο με τον ακόλουθο χαρακτηρισμό του ταυτοδύ-
ναμου ριζικού μίας αυθαίρετης συνεκτικής ομάδας, του οποίου η απόδειξη βασίζεται
σε αποτελέσματα της δομής ομάδων ημιαπλής τάξης 1 ([2] Θ.26.1):

Θεώρημα .19.1. Έστω G μία συνεκτική γραμμική αλγεβρική ομάδα με maximal τόρο
T . Τότε ηRu(G) είναι η συνεκτική συνιστώσα της μοναδας της τομής των ταυτοδύναμων
μερών των υποομάδων Borel οι οποίες περιέχουν την T .

Παρατηρούμε ότι το πρώτο περιέχεσθαι προκύπτει από την πρόταση 14.9. Για μία
reductive ομάδα παίρνουμε ότι:

Πόρισμα .19.2. Έστω G συνεκτική και reductive.

(1) Αν S είναι υποτόρος της G, τότε CG(S) είναι συνεκτική και reductive.
(2) Αν T είναι maximal τόρος της G, τότε CG(T ) = T .

Απόδειξη. (1) Έπεται άμεσα εφαρμόζοντας το προηγούμενοΘεώρημα σε ένανmaximal
τόρο της G που περιέχει την S και το Θεώρημα 14.11. (2) Προκύπτει από το (1) με
S = T , την πρόταση 14.10 και το παράδειγμα (2) στη σελίδα 39.

Παράδειγμα
Έστω G = GLn, S ≤ G ένας τόρος διάστασης m = dim(S) (άρα χωρίς βλάβη της
γενικότητας S ≤ Dn). Τότε η CG(S) ∼= S × GLn−m είναι συνεκτική, reductive και
CG(S) = S ανm = n (δες παράδειγμα στη σελίδα 21-22).

Τώρα θα μελετήσουμε αυθαίρετες reductive αλγεβρικές ομάδες μέσω της adjoint
δράσης τους στην Άλγεβρα Lie. Έστω G μία μη επιλύσιμη συνεκτική reductive αλγε-
βρική ομάδα. Θα κρατήσουμε τους συμβολισμούς T , g = Lie(G), Φ καιW όπως και
στην ενότητα 18.

Έστω a ∈ Φ; τότε Ta := (ker a)0 ≤ T είναι υποτόρος του T από την πρόταση 8.7,
συνδυάστασης 1, και θέτω Ca := CG(Ta) την κεντρικοποιούσα του.

Πρόταση .19.3. ΈστωG μία μη επιλύσιμη, συνεκτική, reductive αλγεβρική ομάδα. Τότε
όλες οι Ca a ∈ Φ είναι συνεκτικές, reductive, μη επιλύσιμες και G = 〈Ca | a ∈ Φ〉.
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Απόδειξη. Οι Ca, a ∈ Φ, είναι συνεκτικές και reductive από το πόρισμα 19.2 (1). Από
την πρόταση 3.8, παράγουν μία κλειστή συνεκτική υποομάδαH τηςG. Επιπλέον, από
την πρόταση 16.2, η Lie(Ca) = Lie(CG(T )) = Cg(Ta) περιέχει και τον χώρο ριζών
ga και την Lie(T ) (αφού Lie(T ) = Lie(CG(T )) = Cg(T )). Αφού αυτοί οι 2 υπόχωροι
παράγουν την g, έχουμε ότι Lie(H) = Lie(G), άρα dim(H) = dim(G), άρα H = G
από την πρόταση 4.3.

Η reductive ομάδα Ca είναι επιλύσιμη αν και μόνο αν είναι τόρος. Αλλά μόλις
δείξαμε ότι ότι η διάσταση της κεντρικοποιούσας της Ta είναι μεγαλύτερη από την
dim(T ).

Εφόσον η Ca είναι συνεκτική, reductive, μη επιλύσιμη και Ta < R(Ca), βλέπουμε
ότι η Ca είναι ημιαπλής τάξης 1 και από την πρόταση 18.5 (2) βλέπουμε ότι η παράγω-
γος υποομάδαGa := [Ca, Ca] είναι ημιαπλής τάξης 1 με maximal τόρο T1 := T ∩Ga.
Επιπλέον:

Πρόταση .19.4. Για a ∈ Φ έχουμε ότι Lie(Ca) = Lie(T )⊕ ga⊕ g−a και dim ga = 1.

Απόδειξη. Μπορούμε να διασπάσουμε την Lie(Ca) = Lie(T )⊕h με h έναν 2-διάστατο
T -αναλλοίωτο υπόχωρο ο οποίος περιέχει το σώμα ριζών ga του g. Από την πρόταση
18.3 (2), έχουμε ότι Lie(Ga) = Lie(T ) ⊕ Lie(Ga)β ⊕ Lie(Ga)−β για κάποιο β ∈
X(T1) \ {0}. Συγκρίνοντας τον με τους T1-ιδιόχωρους της Lie(Ca), βλέπουμε ότι h =
gβ⊕g−β , δηλαδή h = ga1 ⊕ga2 ως T-πρότυπο, με ai ∈ X(T ) και a1|T1 = β, a2|T1 =
−β. Αφού και οι δύο ai έχουν τον Ta στον πυρήνα τους, είναι ανάλογοι. Αφού ένας
από αυτούς πρέπει να είναι α ο ισχυρισμός δείχτηκε.

Είμαστε πλέον έτοιμοι να αποδείξουμε το πρώτο μεγάλοΘεώρημα δομής για reductive
ομάδες (δες επίσης ([3],Θ 8.1.1, Πορ.8.1.2, 8.1.3) ή ([2], Θ 26.3]):

Θεώρημα .19.5. Έστω G μία συνεκτική reductive ομάδα, T ≤ G ένας maximal τόρος
της G, g = Lie(G) και Φ = Φ(G). Τότε:

(1) g = Lie(T )⊕
⊕

a∈Φ ga με dim ga = 1 για κάθε a ∈ Φ και Lie(T ) = g0.
(2) dimG = dimLie(G) = |Φ|+ rk(G).
(3) Για κάθε a ∈ Φ υπάρχει ένας μορφισμός αλγεβρικών ομάδων ua : Ga → G, ο
οποίος επάγει έναν ισομορφισμό στο ua(Ga) τέτοιο ώστε tua(c)t−1 = ua(a(t)c) για
κάθε t ∈ T, c ∈ k. Αν u′ είναι μορφισμός με τις ίδιες ιδιότητες τότε, υπάρχει μοναδικό
a ∈ k× τέτοιο ώστε u′(c) = ua(ac) για c ∈ k. Επιπλέον, im(dua) = ga.
(4) Ua := im(ua) είναι η μοναδική μονοδιάστατη, συνεκτική, ταυτοδύναμη υποομάδα
της G η οποία κανονικοποιείται από την T με Lie(Ua) = ga.
(5) Για w ∈W με αντίστροφη εικόνα n ∈ NG(T ), έχουμε ότι nUan−1 = Uw.a.
(6) [Ca, Ca] = 〈Ua, U−a〉.
(7) G = 〈T, Ua | a ∈ Φ〉.
(8) Z(G) =

⋂
a∈Φ ker a.

Απόδειξη. Το (1) άρα και το (2) προκύπτουν από τις προτάσεις 16.2 και 19.4. Για το (3),
έστω ua : Ga → Ga ο μορφισμός όπως ορίστηκε στην απόδειξη της πρότασης 18.3
ως προς τον τόρο T1. Τότε για κάθε t ∈ T, c ∈ k, έχουμε ότι tua(c)t−1 = ua(a(t)c)
το ζητούμενο, αφού T = T1 · ker(a). Το επιχείρημα ότι im(dua) = ga προκύπτει
όπως την απόδειξη στο μέρος που αναφέρεται. Έστω Ua := im(ua). Υποθέτουμε ότι
u′ : Ga → G είναι ένας ομομορφισμός όπως ορίστηκε παραπάνω, τότε προφανώς
V := im(u′) ≤ Ca. Αφού

tu′(c)t−1u′(c)−1 = u′(a(t)c)u′(−c) = u′((a(t)− 1)c) για t ∈ T, c ∈ k,
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έχουμε ότι η V ≤ Ga, μία μονοδιάστατη συνεκτική ταυτοδύναμη υποομάδα που κανο-
νικοποιείται από τον T . Τότε T1V είναι μία υποομάδα Borel της Ga, η οποία περιέχει
την T1. Όμως από την πρόταση 18.3 υπάρχουν ακριβώς δύο τέτοιες υποομάδες Borel
τηςGa, και συγκεκριμένα οι T1Ua και T1U−a. (Kάθε υποομάδα Borel που περιέχει την
T , δημιουργεί έναν αντοίστοιχο weight space στην Lie(Ga).). Αφού η T δρα μέσω του
α,τότε θα είναι V = Ua. Συνεπώς ο u−1 ◦u′ είναι αυτομορφισμός τηςGa, άρα δίνεται
από ένα γινόμενο με μη μηδενικό βαθμωτό. Άρα έπεται το (3).

Αν ο V είναι μία μονοδιάστατη κλειστή συνεκτική ταυτοδύναμη υποομάδα που
κανονικοποιείται από την T , με Lie(V ) = ga, τότε η δράση του T στην V θα είναι ο
χαρακτήρας του α άρα V ≤ Ca = CG(Ta), απ΄όπου και προκύπτει το (4) όπως πριν.

Για n ∈ NG(T ), nUan
−1 είναι μία μονοδιάστατη, κλειστή, συνεκτική, ταυτο-

δύναμη υποομάδα που κανονικοποιείται από τον T και ο T δρα με w.a. Άρα λόγο της
μοναδικότητας του (4), έπεται το (5). Το (6) προκύπτει εφαρμόζοντας το Θεώρημα 18.4
στην ομάδα τάξης 1 Ga; το (7) προκύπτει από το (6) και την πρόταση 19.3.

Τέλος, από το (3) και το (7), το δεξί μέλος του (8) περιέχεται στο Z(G). Για τον
αντίστροφο εγκλεισμό, από το πόρισμα 19.2 έχουμε ότι: Z(G) ≤ CG(T ) ≤ T . Άρα ο
αντίστροφος εγκλεισμός έπεται από το (3).

Ορισμός .19.6. Η μονοδιάστατη υποομάδα Ua, a ∈ Φ, του Θεωρήματος 19.5 (4)
καλείται η υποομάδα ριζών της G (ως προς τον T ) σε σχέση με τον α. Όμοια, ο μονο-
διάστατος υπόχωρος ga της g καλείται υπόχωρος ριζών.

.20 Δομή Ημιαπλών Ομάδων

Τώρα θα εστιάσουμε στην περίπτωση των ημιαπλών ομάδων. Για αυτό θα, θα με-
λετήσουμε τη δράση της W με λίγη παραπάνω λεπτομέρια. Για a ∈ Φ, έστω Ca =
CG(Ta) να είναι όπως την προηγούμενη ενότητα. Εφόσον ο Ta περιέχεται στο κέντρο
της Ca, η κανονική προβολή Ca → C̃a := Ca/Ta επάγει μία 1-1 και επί αντιστοιχία
μεταξύWCa

(T ) ∼=WCa
(T/Ta). Από την πρόταση 18.1, αυτή η όπως θα δούμε αργό-

τερα ομάδα Weyl, είναι τάξης 2. Υπενθυμίζουμε ότι CCa
(T ) = T = CG(T ), από το

πόρισμα 19.2. Διαλέγω na ∈ NCa
(T ) \ CCa

(T ) και έστω sa να είναι η εικόνα του na
στην

NCa(T )/CCa(T ) ≤ NG(T )/CG(T ) =W.

Είδαμε στην ενότητα 17 ότι αυτό το na δρα με φυσιολογικό τρόπο στον X = X(T )
και στον Y = Y (T ). Πιο συγκεκριμένα έχουμε ότι:

Λήμμα .20.1. Έστω a ∈ Φ. Τότε:

(1) Υπάρχει μοναδικό a∨ ∈ Y τέτοιο ώστε sa.x = x − 〈x, a∨〉a για κάθε x ∈ X .
Στην πραγματικότητα 〈a, a∨〉 = 2.
(2) Έχουμε ότι sa.γ = γ − 〈a, γ〉a∨ για κάθε γ ∈ Y .
(3) im(a∨) ⊆ [Ca, Ca].

Απόδειξη. Για χ ∈ X και t ∈ T έχουμε ότι

(idX − sa).χ(t) = χ(t)/(sa.χ)(t) = χ(t)/χ(tsa) = χ(tt−sa).

Όμως tt−sa ανήκει στην τάξης 1 ομάδαGa = [Ca, Ca], η οποία είναι ισόμορφη με την
SL2 ή την PGL2 από το Θεώρημα 18.4. Έστω T1 := T ∩Ga, ένας maximal τόρος της
Ga από την πρόταση 18.5 (2). Εφόσον a|T1

είναι μία ρίζα του T1, έχουμε ότι 2X(T1) ⊆
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〈a|T1
〉 σύμφωνα με το παράδειγμα στη σελίδα 55 (για την περίπτωση που Ga ∼= SL2),

αντίστοιχα και για την PGL2 με υπολογισμούς παίρνουμε ότι 2χ|T1
= cχa|T1

για cχ ∈
Z. Έτσι:

2χ(tt−sa) = cχa(tt
−sa) = cχ(idX − sa).a(t) = 2cχa(t),

δείχνοντας ότι (idX −sa).χ = cχa. Αυτό ορίζει έναν ομομορφισμόX → Z, χ 7→ cχ.
Υπολογισμός στην T1, όπου η sa δρα με αντιστροφή, μας δείχνει ότι ca = 2. Από
την πρόταση 8.4 υπάρχει μοναδικό a∨ ∈ Y τέτοιο ώστε cχ = 〈χ, a∨〉, με sa.χ =
χ− 〈χ, a∨〉a και 〈a, a∨〉 = ca = 2, αποδεικνύοντας το (1).

Για χ ∈ X έχουμε από την πρόταση 17.2 και το (1), ότι:

〈χ, sa.γ〉 = 〈sa.χ, γ〉 = 〈χ−〈χ, a∨〉a, γ〉 = 〈χ, γ〉−〈a, γ〉〈χ, a∨〉 = 〈χ, γ−〈a, γ〉a∨〉.

Αφού αυτό ισχύει για κάθε χ, από την πρόταση 8.4 έχουμε ότι sa.γ = γ − 〈a, γ〉a∨.
Για το (3) απλά παρατηρούμε ότι a∨(c)naa∨(c)−1n−1

a ∈ [Ca, Ca] για c ∈ k×.
Όμως από το (1) και το (2) έχουμε ότι sa.a∨ = −a∨, άρα naa∨(c)−1n−1

a = a∨(c).
Άρα έχουμε ότι im(a∨) = im(2a∨) ⊆ [Ca, Ca].

Λέμε ότι a∨ είναι η coroot που αντιστοιχεί στο α και ορίζουμε

Φ∨ := {a∨ | a ∈ Φ}.

Υπενθυμίζουμε ότι ένα στοιχείο s ∈ GL(V ), όπου V είναι πεπερασμένης διάστα-
σης πραγματικός διανυσματικός χώρος, καλείται ανάκλαση μεταξύ του v ∈ V , άν το
v είναι ιδιοδιάνυσμα του s με ιδιοτιμή −1, και ο s σταθεροποιεί ένα υπερεπίπεδο του
V σημειακά. Το λήμμα 20.1 μας δείχνει ότι τα στοιχεία sa δρουν ως ανακλάσεις στον
X(T )⊗ZR. Ας παρατηρήσουμε το ακόλουθο αποτέλεσμα στο sa για να το έχουμε για
αργότερα (για την απόδειξη δες [3] Θεώρημα 8.2.8]):

Πρόταση .20.1. Η ομάδα WeylW μίας συνεκτικής reductive ομάδαςG παράγεται από
τα sa, a ∈ Φ.

Η δομή των ημιαπλών ομάδων τώρα δίνεται ως εξής:

Θεώρημα .20.2. Έστω G μία ημιαπλή ομάδα και T,Φ, Ua όπως το Θεώρημα 19.5.
Τότε:
(1) G = 〈Ua | a ∈ Φ〉.
(2) G = [G,G].
(3) ΗG έχει πεπερασμένες στο πλήθος μη τετριμμένες minimal κλειστές συνεκτικές κανο-
νικές υποομάδεςG1, . . . , Gr. Επιπλέον, [Gi, Gj ] = 1 για κάθε i 6= j και ηGi∩

∏
i ̸=j Gj

είναι πεπερασμένη.
(4) G = G1 · . . . ·Gr και κάθε Gi είναι απλή αλγεβρική ομάδα.

Θα λέμε ότι μία μη τετριμμένη ημιαπλή αλγεβρική ομάδα καλείται απλή αν η μόνη
γνήσια κλειστή συνεκτική κανονική υποομάδα που έχει είναι η τετριμμένη.

Απόδειξη. (1) Έστω Z =
⋂
a∈Φ ker a. Τότε από το Θεώρημα 19.5 το (3) και το (7), η

Z ανήκει στο κέντρο της G συνεπώς είναι πεπερασμένη. Άρα οι ρίζες Φ παράγουν μία
υποομάδα πεπερασμένου δείκτη στην X(T ) και στην πραγματικότητα παράγουν τον
διανυσματικό χώροX(T )⊗Z R. Ισχυριζόμαστε ότι το S := 〈im(a∨) | a ∈ φ〉 ισούται
με T . Έστω ότι δεν ισχύει. Τότε υπάρχει 0 6= χ ∈ X(T ) τέτοιος ώστε χ(S) = 1. Έτσι
χ ◦ a∨ = id, όπου 〈x, a∨〉 = 0 για κάθε a ∈ Φ. Άρα ο χ σταθεροποιείται από όλες
τις ανακλάσεις sa από το λήμμα 20.1 το (1). Αυτό όμως είναι άτοπο διότι το a ∈ Φ
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παράγει τον X(T ) ⊗Z R. Η τελική υπόθεση του (1) προκύπτει από το λήμμα 20.1 το
(3) και το Θεώρημα 19.5 τα (7) και (8).

(2) Όπως έχει δειχθεί στην απόδειξη του Θεωρήματος 19.5 Ua ≤ [Ca, Ca] άρα έπεται
το (2)

(3) (4) Αν η G 6= 1 δεν έχει γνήσιες μη τετριμμένες κλειστές συνεκτικές κανονικές
υποομάδες, τότε ηG είναι η ίδια απλή, άρα οι υποθέσεις (2) και (3) είναι προφανείς για
την G. Άρα ισχυριζόμαστε το αντίθετο και έστωH να είναι μία γνήσια μη τετριμμένη
κλειστή συνεκτική κανονική υποομάδα της G. Αφού το ριζικό της H είναι κανονική
εντός της G, πρέπει να είναι τετριμμένο άρα η H είναι ημιαπλή. Τώρα διασπάμε το
Φ σε Φ1 := {a ∈ Φ | Ua ≤ H} και Φ2 := Φ \ Φ1; εφόσον η H είναι γνήσια μη
τετριμμένη και ημιαπλή, είναι Φ1Φ2 6= ∅ από το (1).

Ισχυριζόμαστε ότι η υποομάδα H ′ := 〈Uβ | β ∈ Φ2〉 μετατίθεται με την H . Για
αυτό, έστωTH έναςmaximal τόρος τηςH; αφού όλοι αυτοί οι τόροι είναι συζυγείς στην
H και ηH είναι κανονική εντός τηςG, μπορούμε να υποθέσουμε ότι TH ≤ T. Για β ∈
Φ2 έχουμε από το Θεώρημα 19.5 το (3) ότι tuβ(c)t−1uβ(−c) = uβ((β(t)− 1)c) ∈ H
για κάθε t ∈ TH και c ∈ k×. Άρα το ότι β ∈ Φ2 συνεπάγεται ότι TH ≤ kerβ, άρα ο
TH κεντρικοποιεί τα Uβ .
Στη συνέχεια για a ∈ Φ ορίζουμε

uy(c) := [uβ(y), ua(c)]ua(c) = uβ(y)ua(c)uβ(−y) για c, y ∈ k.

Τότε uy(c) ∈ H για κάθε y και tuy(c)t−1 = uy(a(t)c) για κάθε t ∈ TH . Άρα η
απεικόνιση Ga → G, c 7→ uy(c) πληρεί τις προϋποθέσεις του Θεωρήματος 19.5
(3) και παίρνοντας το κομμάτι για τη μοναδικότητα, υπάρχει ay ∈ k× τέτοιο ώστε
uy(c) = ua(ayc) για κάθε c ∈ k. Αυτό ορίζει έναν μορφισμό στον αφινικό 1-χώρο
a : k → k, y 7→ ay με a0 = 1, του οποίου η εικόνα δεν περιέχει το 0. Αυτό μπορεί να
γίνει μόνο όταν ο α είναι η σταθερή συνάρτηση 1 άρα Uβ και Ua μετατίθονται. Έτσι
[H,H ′] = 1 και G = H ·H ′ από το (1).

Τέλος, παρατηρούμε ότι ηH ∩H ′ πρέπει να είναι πεπερασμένη εφόσον είναι κλει-
στή κανονική υποομάδα της H , η οποία δεν περιέχει την Ua. Το τελικό αποτέλεσμα
προκύπτει με επαγωγή στη διάσταση τηςG, χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι οιH,H ′

είναι και οι δύο ημιαπλές.

Πόρισμα .20.3. Έστω G μία συνεκτική reductive αλγεβρική ομάδα. Τότε

G = [G,G]R(G) = [G,G]Z(G)0;

στην πραγματικότητα, rkss(G) = rk([G,G]) και rk(G) = rkss(G) + dimZ(G).

Απόδειξη. Ήδη ισχυριστήκαμε ότι η G/R(G) είναι ημιαπλή (δες άσκηση [1] 10.21).
Άρα από το Θεώρημα 20.2 (2)

G/R(G) = [G/R(G), G/R(G)] = [G,G]R(G)/R(G)

.

Το παραπάνω αποτέλεσμα μπορεί να χρησιμοποιηθεί επίσης για να αποδείξουμε
ότι ker(Ad) = Z(G), όπως είχε υποτεθεί στο Θεώρημα 16.1 το (3), δες ( [1], άσκηση
10.32).
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Ημιαπλών αλγεβρικών Ομάδων

Ο στόχος εδώ είναι να καταφέρουμε να ταξινομήσουμε τις ημιαπλές ομάδες με
όρους συνδυαστικής ανάλυσης. Είναι ξεκάθαρο από την προηγούμενη ενότητα ότι το
σύνολο ριζών παίζει καθοριστικό ρόλο στη δομή των reductive ομάδων. Θα κάνουμε
πιο επίσημο το προηγούμενο επιχείρημα.

.21 Συστήματα Ριζών

Έστω G μία συνεκτική reductive ομάδα και T ≤ G ένας maximal τόρος της. Τότε
ως προς τον τόρο αυτό έχουμε πεπερασμένο σύνολο ριζών Φ ⊂ X := X(T ) με την
πεπερασμένη ομάδα Weyl W να δρα πιστά στο X , διατηρώντας το Φ (δες πρόταση
17.3). Υπενθυμίζουμε την ομάδα Y = Y (T ) των συγχαρακτήρων του T και το τέλειο
ζευγάρωμα όπως ορίστηκε στην ενότητα 8 〈 , 〉 : X × Y → Z. Θα ταυτήσουμε τα
X και Y με τις υποομάδες E := X ⊗Z R και E∨ := Y ⊗Z R, αντίστοιχα και θα
συμβολίζουμε το αντίστοιχο τέλειο ζευγάρωμα επίσης με 〈 , 〉. Οι δράσεις τηςW στα
X και Y μπορούν να επεκταθούν σε δράσεις στους E και E∨. Υπενυμίζουμε επίσης
τις ανακλάσεις sa ∈W όπως ορίστηκαν στην ενότητα 20.

Πρώτα θα αξιοματοποιήσουμε τις συνδυαστικές ιδιότητες που πρέπει να ικανο-
ποιούνται από αυτά τα δεδομένα.

Ορισμός .21.1. Ένα υποσύνολοΦ ενός πεπερασμένης διάστασης διανυσματικόυ χώρου
E καλείται ένα (αυθαίρετο) σύστημα ριζών στην E αν ισχύουν τα παρακάτω:
(R1) Φ είναι πεπερασμένο, 0 /∈ Φ, 〈Φ〉 = E;
(R2) Αν c ∈ R είναι τέτοιο ώστε a, ca ∈ Φ, τότε c = ±1;
(R3) Για κάθε τέτοιο a ∈ Φ υπάρχει μία ανάκλαση του sa ∈ GL(E) μεταξύ του α η
οποία σταθεροποιεί το φ;
(R4) (κρυσταλογραφική συνθήκη) για a, β ∈ Φ, sa.β − β είναι ένα ακέραιο πολλα-
πλάσιο του α.
Η ομάδα W = 〈sa | a ∈ Φ〉 καλείται ομάδα Weyl του Φ. Η διάσταση του E καλείται
τάξη του Φ.

Αφού το Φ είναι πεπερασμένο, παράγει τονE και σταθεροποιείται από τηνW , την
ομάδα Weyl ενός αυθαίρετου συστήματος ριζών η οποία είναι πάντα πεπερασμένη.
Συνεπώς υπάρχει μία θετικά ορισμένη τετραγωνική μορφή (·, ·) στον E, η οποία είναι
μοναδική ως προς μη μηδενικά βαθμωτά σε κάθε ανάγωγοW -υποπρότυπο τουE. Πά-
ντα θα υποτίθεται μία τέτοια μορφή από εδώ και στο εξής, οπότε μπορούμε να μιλάμε
για μήκη διανυσμάτων και γωνίες μεταξύ διανυσμάτων.



62 · Κεφάλαιο 9: Ταξινόμιση των Ημιαπλών αλγεβρικών Ομάδων

Ας επιστρέψουμε στην reductive ομάδαG μαζί με το σύστημα ριζών τηςΦ. Είδαμε
από το λήμμα 20.1 ότι κάθε sa δρα ως ανάκλαση στον E := X ⊗Z R. Στην πραγματι-
κότητα έχουμε ότι:

Πρόταση .21.2. Έστω G και Φ ⊂ X όπως παραπάνω. Θα βλέπουμε το Φ ως ένα
υποσύνολο του E := X ⊗Z R. Τότε το Φ, μαζί με το {sa | a ∈ Φ} είναι ένα αυθαίρετο
σύστημα ριζών στον 〈Φ〉R με ομάδα WeylW .

Επιπλέον, αν η G είναι ημιαπλή τότε 〈Φ〉R = E.

Απόδειξη. Πρώτα θα ελέγξουμε αν ισχύουν τα αξιώματα (R1)−(R4) ενός συστήματος
ριζών. Το πρώτο αξίωμα είναι προφανές (από τον περιορισμό μας σε ευκλείδειο χώρο).
Το (R2) προκύπτει από το γεγονός ότι Cca = Ca για κάθε c ∈ R×. Το (R3) είναι απλά
η πρόταση 17.3 και το λήμμα 20.1. Το τελευταίο αξίωμα (R4) δεν θα το αποδείξουμε
εδώ διότι θέλει αποτελέσματα αναπαραστάσεων ημιαπλών ομάδων (δες [1] λήμμα 15.5
και παράδειγμα 15.5). Το γεγονός ότι οι sa παράγουν την πεπερασμένη ομάδαW είναι
η πρόταση 20.1.

Το τελευταίο επιχείρημα αποδείχθηκε στο Θεώρημα 20.2 το (1).

Τα αυθαίρετα συστήματα ριζών μπορούν να ταξινομηθούν. Ένα πάρα πολύ σημα-
ντικό στοιχείο στην ταξινόμησή τους, είναι η έννοια της βάσης:

Ορισμός .21.3. ΈστωΦ ένα αυθαίρετο σύστημα ριζών στονE. Ένα υποσύνολο∆ ⊆ Φ
καλείται βάση του Φ αν είναι βάση του διανυσματικού χώρου E και κάθε β ∈ Φ είναι
ένας ακέραιος γραμμικός συνδυασμός β =

∑
a∈∆ caa με κάθε ca ≥ 0 ή κάθε ca ≤ 0.

Αν ∆ είναι μία βάση του Φ, τότε το υποσύνολο

Φ+ := {a ∈ Φ | a είναι μη αρνητικός γραμμικός συνδυασμός στο ∆}

καλείται σύστημα θετικών ριζών του Φ ως προς την βάση ∆.
Ένα από τα πρώτα αποτελέσματα που θα δείξουμε είναι ότι μία βάση πάντα υπάρχει

και μάλιστα είναι ουσιαστικά μοναδική:

Πρόταση .21.4. Έστω Φ ένα αυθαίρετο σύστημα ριζών.

(1) Υπάρχει βάση ∆ του Φ.
(2) Αν ∆1,∆2 ⊆ Φ δύο βάσεις του Φ τότε υπάρχει μοναδικό w ∈ W τέτοιο ώστε
w(∆1) = ∆2.
(3) Αν ∆ είναι μία βάση, τότεW = 〈sa, | a ∈ ∆〉. Επιπλέον, για κάθε a ∈ Φ υπάρχει
w ∈W τέτοιο ώστε w.a ∈ ∆.

Δες Πρόταση 25.5 για το (1), το Θεώρημα 25.16 για το (2) και την πρόταση 25.8
για το (3).

Παράδειγμα
Θα ταξινομήσουμε τα δυδιάστατα αυθαίρετα συστήματα ριζών. Έστω E = R2 και

φ ⊂ E ένα αυθαίρετο σύστημα ριζών με a, β ∈ Φ γραμμικώς ανεξάρτητα. Ως προς
αυτή τη βάση, οι ανακλάσεις που αντιστοιχούν στα α και β αντίστοιχα έχουν τη μορφή:

sa =

(
−1 a
0 1

)
, sβ =

(
1 0
b −1

)
,

με a, b ∈ Z από το (R4). Τότε

w := sasβ =

(
ab− 1 −a
b −1

)
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ανήκει στην πεπερασμένη ομάδα Weyl W της Φ, άρα το ίχνος της ab − 2 ∈ Z είναι
το άθροισμα των δύο ριζών της ταυτοτικής. Αυτό συνεπάγεται ότι ab ∈ {0, 1, 2, 3, 4}.
Επιπλέον, ο w δεν είναι διαγωνοποιήσιμος όταν ab = 4, άρα όχι πεπερασμένης τάξης.
Απομένουν τέσσερεις περιπτώσεις για το ab, και στην πραγματικότητα όλες οδηγούν
σε συστήματα ριζών. Γράφοντας ψ για την γωνία ανάμεσα στα a και β, ουσιαστικά
έχουμε τις εξής τέσσερεις περιπτώσεις (παρατηρούμε ότι με την πρόταση 25.1, το ab
είναι απλά 4 cos(ψ)2)):

(1) a ⊥ β, τότε Φ = {±a,±β} μεW = Z2 × Z2 η ομάδα του Klein.
(2) ψ = 2π

3 , τότε Φ
+ = {a, β, a+ β}. Αυτό μας δίνει το σύστημα ριζών της SL3 το

οποίο έχουμε ήδη συναντήσει στο παράδειγμα (2) στη σελίδα 52, τύπου A2 (δες
πίνακα παρακάτω).
ΕδώW = S3

(3) ψ = 3π
4 , τότε Φ

+ = {a, β, a+ β, 2a+ β}. Αυτό μας δίνει το σύστημα ριζών της
Sp4, δες ([1], άσκηση 10.29 (1)), τύπου B2 = C2 με ομάδα WeylW την διεδρική
ομάδα τάξης 8.

(4) ψ = 5π
6 , τότε Φ

+ = {a, β, a+ β, 2a+ β, 3a+ β, 3a+ 2β}, μεW την διεδρική
ομάδα τάξης 12. Αυτό το σύστημα ριζών λέγεται ότι είναι τύπου G2 και δεν προ
κύπτει ως σύστημα ριζών κάποιας «κλασικής» αλγεβρικής ομάδας.

Σε κάθε περίπτωση∆ = {a, β} είναι μία βάση του Φ.

Ένα σύστημα ριζών μπορεί να προκύψει από μία βάση σύμφωνα με την πρόταση
21.4 το (3), άρα για να περιγράψουμε ένα σύστημα ριζών, απαιτείται να ξέρουμε τη
βάση του. Αυτό γίνεται πιο βολικά με το αντίστοιχο διάγραμμα Dynkin, το οποίο αμέ-
σως θα περιγράψουμε. Το κάθε διάγραμμα έχει έναν κόμβο για κάθε στοιχείο της βάσης
∆ και δύο κόμβους που αντιστοιχούν στα a, β ∈ ∆ που συνδέονται από μία ακμή πολ-
λαπλότηταςmα,β ως εξής:

mα,β =


0 αν |(Zα+ Zβ)

⋂
Φ+| = 2,

1 αν |(Zα+ Zβ)
⋂

Φ+| = 3,

2 αν |(Zα+ Zβ)
⋂

Φ+| = 4,

3 αν |(Zα+ Zβ)
⋂

Φ+| = 6.

(Από το προηγούμενο παράδειγμα, υπάρχουν μόνο τέσσερεις περιπτώσεις. Παρατη-
ρούμε ότι |(Zα+Zβ)

⋂
Φ+| = o(sasβ), η τάξη του γινομένου των αντίστοιχων απλών

αντανακλάσεων.) Το γράφημα που προκύπτει καλείται διάγραμμα Coxeter σε σχέση με
τοΦ ή τηνW . Δεν καθορίζει τοΦ με μοναδικό τρόπο. Άρα επιπλέον, όποτε α, β έχουν
διαφορετικό μήκος και ενώνονται από τουλάχιστον μία ακμή, τότε βάζουμε ένα βέ-
λος σε αυτή την ακμή, σημαδεύοντας προς το μικρότερο από τα δύο μήκη (δες τον
παρακάτω πίνακα για παραδείγματα). Αυτό καλείται διάγραμμα Dynkin της Φ. Απο-
δεικνύεται ότι η βάση μπορεί ουσιαστικά να προκύψει από το διάγραμμα Dynkin της
(με αλλαγή στα μήκη σε διαφορετικές συνεκτικές συνιστώσες του διαγράμματος), δες
το βιβλίο του J.Humphreys, Conjugacy Classes in Semisimple Algebraic Groups.

Υπάρχει μία προφανής έννοια ισομορφισμού μεταξύ των συστημάτων ριζών και
έτσι συμπεραίνουμε ότι δύο συστήματα ριζών είναι ισόμορφα αν και μόνο αν τα δια-
γράμματα Dynkin του ταυτίζονται.

Ένα σύστημα ριζώνΦ με βάση∆ για το οποίο υπάρχει μία διαμέριση∆ = ∆1t∆2

σε δύο μη κενά αμοιβαία ορθογώνια υποσύνολα καλείται διαχωρίσιμο; από πρόταση
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25.11 αυτή η περίπτωση γίνεται αν και μόνο αν

Φ = (Z∆1 ∩ Φ) t (Z∆2 ∩ Φ).

Αν Φ 6= ∅ και δεν υπάρχει τέτοια διάσπαση, το Φ καλείται μη διαχωρίσιμο. Μπορούμε
εύκολα να δούμε ότι ένα σύστημα ριζών είναι μη διαχωρίσιμο αν και μόνο αν η ομάδα
Weyl του W δρα ανάγωγα στον περιβάλλοντα πραγματικό διανυσματικό χώρο (δες
πρόταση 25.13). Ένα σύστημα ριζών είναι μη διαχωρίσιμο αν και μόνο αν το αντίστοιχο
διάγραμμα Dynkin του είναι συνεκτικό. Για παράδειγμα, το σύστημα ριζών (1) στο
προηγούμενο παράδειγμα είναι διαχωρίσιμο, ενώ τα άλλα τρία δεν είναι.

Αποδεικνύεται ότι ([2],πορισμα 27.5]) οι απλές αλγεβρικές ομάδες έχουν μη δια-
χωρίσιμα συστήματα ριζών και αντίστροφα. Έτσι ένα πρώτο βήμα, για τον καθορισμό
των απλών ομάδων, είναι η ταξινόμιση των μη διαχωρίσιμων συστημάτων ριζών (δες
N.Bourbaki, Groupes et Algèbres de Lie VI (κεφάλαιο 4) ή J.Humphreys, Conjugacy
Classes in Semisimple Algebraic Groups. (Θεώρημα 11.4)):

Θεώρημα .21.5. Έστω Φ ένα μη διαχωρίσιμο σύστημα ριζών σε κάποιον πραγματικό
διανυσματικό χώρο E ∼= Rn. Τότε ως προς ισομορφισμό το Φ είναι ένας από τους πα-
ρακάτω τύπους:

An (n ≥ 1), Bn (n ≥ 3), Dn (n ≥ 4), E6, E7, E8, F4, G2,

με αντίστοιχα διαγράμματα Dynkin όπως στον παρακάτω πίνακα.

Ένα σύστημα ριζών ή ένα διάγραμμα Dynkin λέμε ότι είναι simply laced αν όλες
του οι ρίζες έχουν το ίδιο μήκος, ή ισοδύναμα, αν όλα ταmα,β ∈ {0, 1}. Άρα τα μη δια-
χωρίσιμα, simply laced διαγράμματαDynkin είναι αυτά του τύπουAn, Dn, E6, E7, E8.

Πεπερασμένες ομάδες ανακλάσεων προκύπτουν από συστήματα ριζών που ικανο-
ποιούν μόνο τα (R1) − (R3), αλλά όχι απαραίτητα την κρυσταλλογραφική συνθήκη
(R4), είναι οι λεγόμενες πεπερασμένες ομάδες Coxeter. Με αρκετό ενδιαφέρον, εκτός
από τις ομάδες Weyl που προκύπτουν από το Θεώρημα 21.5, μόνο οι δυδιάστατες διε-
δρικές ομάδες και δύο ακόμα μη διαχωρίσιμες περιπτώσεις, που τις συμβολίζουμε με
H3 και H4, είναι διάστασης 3 και 4 αντίστοιχα προκύπτουν. Για περισσότερες πλη-
ροφορίες για τα μη διαχωρίσιμα συστήματα ριζών και τις ομάδες Weyl τους δείτε για
παράδειγμα το ([2] κεφάλαια 2.7 έως 2.11)
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Ορισμός .21.6. Συχνα θα θέλουμε να θεωρήσουμε διαχωρίσιμα συστήματα. Θα χρησι-
μοποιούμε τον ακόλουθο συμβολισμό: Αν το Φ είναι η ορθογώνια ένωση μη διαχωρίσι-
μων συστημάτων ριζών Φ1,Φ2 . . . ,Φt, τότε θα αναφερόμαστε στο σύστημα ριζών Φ ως
σύστημα τύπου Φ1Φ2 . . . φt. Αν κάποια από τα Φi είναι ισόμορφα, θα γράφουμε (Φi)j
για την ένωση Φi t · · · t Φi (j το πλήθος).

Παράδειγμα
Θα ταυτίσουμε το σύστημα ριζών της G = SLn και θα βρούμε μία βάση και τις

αντίστοιχες θετικές ρίζες. Εφόσον T = Dn ∩ SLn είναι maximal τόρος και B = Tn ∩
SLn είναι μία υποομάδα Borel (δες παράδειγμα (2) σελίδα 35). ΤότεΦ = {xij | i 6= j}
όπου xij(diag(t1, . . . , tn)) := tit

−1
j από το παράδειγμα (2) στη σελίδα 52. Μία βάση

του Φ είναι η
∆ := {xi+1 | 1 ≤ i ≤ n− 1}.

Πράγματι
xij = xi,i+1 + xi+1,i+2 + . . .+ xj−1,j για i < j,

άρα Φ+ = {xij | i < j} και Φ = Φ+ t −(Φ+). Στην πραγματικότητα έχουμε ότι

|Zxi,i+1 + Zxj,j+1 ∩ Φ+| =

{
3 αν j = i+ 1,

2 αν j > i+ 1,

απ΄όπου και βλέπουμε ότι το σύστημα ριζών της SLn είναι τύπου An−1.

.22 Το Θεώρημα Ταξινόμισης του Chevalley

Ο στόχος εδώ είναι να πετύχουμε την ταξινόμιση των ημιαπλών αλγεβρικών ομά-
δων με όρους συνδυαστικής ανάλυσης.

Κάποιος μπορεί να νομίζει ότι οι ημιαπλές ομάδες έχουν ήδη καθοριστεί ως προς
ισομορφισμό από τα συστήματα ριζών τους. Όμως σε αντίθεση με την περίπτωση των
απλών Αλγεβρών Lie, υπάρχουν μη ισόμορφες απλές αλγεβρικές ομάδες οι οποίες
έχουν το ίδιο σύστημα ριζών για παράδειγμα οι SL2, PGL2 και οι δύο έχουν σύστημα
ριζών τύπουA1 (δες ενότητα 18). Το επιπλέον κομμάτι της συνδυαστικής ανάλυσης θα
μας το περέχουν οι coroots και το coroot lattice.

ΈστωG ημιαπλή ομάδα και T,W,Φ, X να είναι όπως στην προηγούμενη ενότητα.
Από το λήμμα 20.1 πήραμε για κάθε α ∈ Φ έναν μοναδικό συγχαρακτήρα α∨ ∈ Y :=
Y (T ), coroot που αντιστοιχεί στο α, τέτοια ώστε 〈α, α∨〉 = 2 και επιπλέον η im(α∨)
είναι ένας maximal τόρος της τάξης 1 ημιαπλής ομάδας [Cα, Cα].

Παράδειγμα
Ας υπολογίσουμε τις coroots των SL2 και PGL2.

(1) ΈστωG = SL2. Τότε η ομάδα χαρακτήρων παράγεται από τοx, όπουx
(
t

t−1

)
=

t. Είδαμε στο παράδειγμα στη σελίδα 55 ότιΦ = {±α}, όπου α
(
t

t−1

)
= t2. Επο-

μένως ZΦ = 〈2x〉 και X = Zx. Οι coroot α∨ δίνεται από α∨ : t 7→
(
t

t−1

)
,

επομένω ZΦ∨ = Y .
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(2) ΈστωG = PGL2. Από την ενότητα 18 έχουμε ότιΦ = {±β}, όπου
(
t

1

)
= t;

στην πραγματικότητα ZΦ = X . Η coroot β∨ δίνεται από

β∨ : t 7→
(
t

t−1

)
=

(
t2

1

)
.

Στην περίπτωση αυτή έχουμε ότι ZΦ∨ = 2Y .
Οδηγούμαστε στην παρακάτω συνδυαστική δομή:

Ορισμός .22.1. Μία τετράδα (X,Φ, Y,Φ∨) καλείται root datum αν:

(RD1) X ∼= Zn ∼= Y, με τέλειο ζευγάρωμα 〈 , 〉 : X × Y → Z όπως στην πρό-
ταση 8.4;
(RD2) Φ ⊆ X, Φ∨ ⊂ Y είναι αυθαίρετα συτήματα ριζών στονZΦ⊗ZR καιZΦ∨⊗ZR
αντίστοιχα;
(RD3) Υπάρχει ένα προς ένα και επί απεικόνισηΦ → Φ∨ τέτοια ώστε 〈α, α∨〉 = 2; και
(RD4) Οι ανακλάσεις sα του συστήματος ριζών Φ, αντίστοιχα s∨α του Φ∨ δίνονται από

sα.χ = χ− 〈χ, a∨〉α για κάθε χ ∈ X,

sα∨ .γ = γ − 〈α, γ〉α∨ για κάθε γ ∈ Y.

Έπεται εύκολα ότι εάν (X,Φ, Y,Φ∨) είναι ένα root datum, τότε οι ομάδες Weyl
των Φ και Φ∨ είναι ισόμορφες μέσω του sα 7→ sα∨ (δες [1] άσκηση 10.34). Ο προη-
γούμενος ορισμός δικαιολογείται από την ακόλουθη πρόταση:

Πρόταση .22.2. Έστω Φ ένα σύστημα ριζών μίας συνεκτικής reductive ομάδας G ως
προς τον maximal τόρο T , με ομάδα WeylW και ορίζουμε Φ∨ = {α∨ | α ∈ Φ}. Τότε
(X(T ),Φ, Y (T ),Φ∨) είναι root datum.

Απόδειξη. Έχουμε ήδει δει στην πρόταση 21.2 ότι το Φ είναι ένα αυθαίρετο σύστημα
ριζών στον 〈Φ〉R ≤ XR := X(T ) ⊗Z R. Επιπλέον στο λήμμα 20.1 πήραμε μία επί
απεικόνιση Φ → Φ∨, α 7→ α∨, η οποία ικανοποιεί τις ιδιότητες (RD3) και (RD4)
ως προς το τέλειο ζευγάρωμα όπως ορίστικε στην πρόταση 8.4. Υποθέτουμε ότι για τα
α, β ∈ Φ έχουμε ότι α∨ = β∨. Τότε

sαsβ(χ) = χ+ 〈χ, α∨〉(α− β) για κάθε χ ∈ X(T ).

Εφόσον 〈α− β, α∨〉 = 0, έχουμε ότι (sαsβ − idX)2 = 0, επομένως όλες οι ιδιοτιμές
της απεικόνισης sαsβ : XR → XR είναι 1. Όμως αυτός είναι ένας μετασχηματισμός
πεπερασμένης τάξης στον πραγματικό διανυσματικό χώροXR, άρα sαsβ = 1 και α =
β. Τότε Φ∨ είναι ένα αυθαίρετο σύστημα ριζών από την [1] άσκηση 10.35.

Παράδειγμα
Έστω G μία συνεκτική reductive αλγεβρική ομάδα με root datum (X,Φ, Y,Φ∨) ως
προς τον maximal τόρο T και έστω T ′ ≤ T ένας υποτόρος. Τότε ο T ′ έχει root datum
(X ′, ∅, Y ′, ∅), με

Y ′ := {γ ∈ Y | γ(Gm) ≤ T ′} = Y (T ′)

και
X ′ := {χ|T ′ | χ ∈ X} ∼= X/Ann(Y ′) = X(T ′),
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όπου, για κάθε υποπρότυπο Z ≤ Y ορίζουμε

Ann(Z) := {χ ∈ X | 〈χ, γ〉 = 0 για κάθε γ ∈ Z}.

Τότε υπάρχει μία φυσιολογική έννοια ισομορφισμού μεταξύ των root data (δες J.C.
Jantzen, Representations of Algebraic Groups Second edition II. 1.13). Τότε το ακό-
λουθο θεμελιώδες αποτέλεσμα ταξινομεί τις ημιαπλές ομάδες (δες [3],9.6.2,10.1.1]):

Θεώρημα .22.3. (Θεώρημα Ταξινόμισης του Chevalley)
Δύο ημιαπλές γραμμικές αλγεβρικές ομάδες είναι ισόμορφες αν και μόνο αν έχουν ισό-
μορφα root data. Για κάθε root datum υπάρχει μία ημιαπλή αλγεβρική ομάδα η οποία να
αντιστοιχεί σε αυτό. Η συγκεκριμένη ομάδα είναι απλή αν και μόνο αν το συστημα ριζών
της είναι μη διαχωρίσιμο.

Οι ομάδες με συστήματα ριζών τύπου An, Bn, Cn, ή Dn καλούνται ομάδες κλα-
σικού τύπου; οι υπόλοιπες απλές ομάδες καλούνται ομάδες ειδικού τύπου.

Κάποιος μπορεί να καθορίσει ακριβώς όλα τα πιθανά root data. Αυτό συμπεριλαμ-
βάνει την εισαγωγή μίας ακόμα πεπερασμένης ομάδας.

Από το (R1) και την πρόταση 21.2, η ZΦ είναι πεπερασμένου δείκτη στο Y όταν
ηG είναι ημιαπλή ομάδα. Για απλές ομάδες G με σύστημα ριζών Φ όχι τύπουD2n, το
root datum, άρα και ο τύπος ισομορφισμού της G, καθορίζεται πλήρως από το Φ και
τον δείκτη |X : ZΦ|.

Πιο γενικά, έστω Ω = Hom(ZΦ∨,Z). Ο περιορισμός δίνει με φυσιολογικό τρόπο
έναν ομομορφισμό

X ∼= Hom(Y,Z) → Hom(ZΦ∨,Z) = Ω

ο οποίος είναι 1-1. Έτσι μπορούμε να υποθέσουμε ότι ZΦ ⊆ X ⊆ Ω.
Η πεπερασμένη ομάδα Λ := Λ(Φ) := Ω/ZΦ δεν εξαρτάται από τοX και καλείται

θεμελιώδης ομάδα του συστήματος ριζώνΦ. Τα root data με σταθεροποιημένο σύστημα
ριζών Φ είναι ταξινομημένα από υποομάδες X της Ω που ικανοποιούν ZΦ ⊆ X ⊆ Ω
(ως προς αυτομορφισμούς της Ω οι οποίοι σταθεροποιούν το Φ) άρα από υποομάδες
X/ZΦ ≤ Ω/ZΦ της θεμελιώδους ομάδας.

Ορισμός .22.4. Έστω G μία ημιαπλή αλγεβρική ομάδα, με X,Φ,Ω όπως πριν. Τότε
η Λ(G) := Ω/X καλείται θεμελιώδης ομάδα της G. Αν X = Ω τότε Λ(G) = 1 και
λέμε ότι η G είναι απλά συνεκτική; αν X = ZΦ τότε η G λέμε ότι είναι τύπου adjoint.
Γράφουμε Gad, Gsc για μία αλγεβρική ομάδα με δοσμένο σύστημα ριζών Φ που είναι
adjoint και απλά συνεκτικού τύπου αντίστοιχα. (δες την παρακάτω σημείωση για την
κανονική ορολογία.)

Ένας επιμορφισμός Φ : G → H αλγεβρικών ομάδων με πεπερασμένο πυρήνα κα-
λείται ισογενής. Αν ένας τέτοιος μορφισμός φ υπάρχει, τότε λέμε ότι η G και η H
είναι ισογενείς. Αν η G είναι συνεκτική, τότε ο kerφ κεντρικοποιείται από την [1]
άσκηση 10.4, και αν επιπλέον η G είναι reductive, τότε ο kerφ περιέχεται σε όλους
τους maximal τόρους. Οι διάφορες ημιαπλές αλγεβρικές ομάδες G με σταθεροποιη-
μένα συστήματα ριζών Φ καλούνται τύποι ισογένιας που αντιστοιχούν στο Φ χάρη στο
εξής αποτέλεσμα:

Πρόταση .22.5. ΈστωG μία ημιαπλή αλγεβρική ομάδα με σύστημα ριζών φ. Τότε υπάρ-
χουν φυσιολογικές ισογένειες

Gsc
π1−→ G

π2−→ Gad
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από την απλά συνεκτική ομάδαGsc στην adjoint ομάδαGad, με σύστημα ριζώνΦ η κάθε
μία, ker(π1) ∼= Λ(G)p′ , ker(π2) ∼= (Λ(Gad)/Λ(G))p′ , όπου p = char(k) και dπi είναι
ισομορφισμός για i = 1, 2.

Απόδειξη. (Η περίπτωση όπου char(k) είναι σχετικά πρώτη με την |Λ(Φ)|)
ΈστωT έναςmaximal τόρος τηςG με αντίστοιχο σύστημα ριζώνΦ. ΤότεZ := Z(G) ≤
CG(T ) = T, άρα Z =

⋂
α ker(α). Εφόσον Z ανήκει στον πυρήνα της adjoint αναπα-

ράστασης, η G δρα μέσω G/Z στην Lie(G), συνεπώς οι ρίζες της G και της G/Z
είναι οι ίδιες ως προς την φυσική ένθεση X(T/Z) ≤ X(T ) που επάγεται από την
T → T/Z (δες [1] άσκηση 10.13). Στην πραγματικότητα, για κάθε υποομάδα S ≤
Z έχουμε τους εξής εγκλεισμούς ZΦ ≤ X(T/Z) ≤ X(T/S) ≤ X(T ). Εφόσον
ΜΚΔ(char(k), |Λ|) = 1, από την πρόταση 8.6 έχουμε ότι X(T )/ZΦ ∼= Z. Επομένως
X(T/Z)/ZΦ = 0 και G/Z είναι τύπου adjoint; άρα παίρνουμε ότι η π2 : G → G/Z
είναι η φυσική προβολή.

Από την άλλη, ξεκινώντας με την Gsc και Λ1 ≤ X(Tsc)/ZΦ η θεμελιώδης ομάδα
της G, τότε με S = Λ⊥

1 ≤ Z(Gsc) το πηλίκο Gsc/S έχει root datum με θεμελιώδη
ομάδα Λ1. Με π1 : Gsc → Gsc/S έχουμε τότε ότι G ∼= Gsc/S. Ο ισχυρισμός ότι dπi
είναι ισομορφισμός έπεται από το Θεώρημα 15.6 (2).

Για την γενική περίπτωση, ο ισχυρισμός έπεται από το Θεώρημα Ισογένειας [3],Θε-
ώρημα 9.6.5 στο οποίο ισχυριζόμαστε ότι κάθε μορφισμός με root data επάγει μία ισο-
γένεια των αντίστοιχων ημιαπλών ομάδων.

Ο πίνακας 9.2 μας παρέχει μία λίστα με τους πιθανούς τύπους ισογένειας για απλές
ομάδες και μία ταυτοποίηση με διάφορες κλασικές ομάδες (δες R. Steinberg, Lectures
on Chevalley Groups Yale University).

Πίνακας 22.2: Τύποι Ισογένειας απλών αλγεβρικών ομάδων

Φ Λ(Φ) Gsc Gad Ανάμεσα
An−1, n ≥ 2 Zn SLn PGLn SLn/Zd (d|n)
Bn, n ≥ 2 Z2 Spin2n+1 SO2n+1 -
Cn, n ≥ 2 Z2 Sp2n PCSp2n -

Dn, n ≥ 3 περιττός Z4 Spin2n PCO0
2n SO2n

Dn, n ≥ 4 άρτιος Z2 × Z2 Spin2n PCO0
2n SO2n, HSpin2n

G2 1 G2 -
F4 1 F4 -
E6 Z3 (E6)sc (E6)ad -
E7 Z2 (E7)sc (E7)ad -
E8 1 E8 -

Παραδείγματα

(1) Στο παράδειγμα στη σελίδα 65 είδαμε ότι X = ZΦ για την PGL2, συνεπώς η
PGL2 είναι τύπου adjoint. Από την άλλη μεριά για την SL2, X = Ω, άρα η SL2 είναι
απλά συνεκτική.
(2) Για φ τύπου E6, έχουμε ότι |Ω/ZΦ| = 3, συνεπώς υπάρχουν δύο τύποι ισογένειας
ομάδων τύπου E6.
(3) Οι ομάδες SO2n, με σύστημα ριζών Φ τύπουDn δεν είναι ούτε τύπου adjoint, ούτε
απλά συνεκτικές. Εδώ η θεμελιώδης ομάδα Λ του Φ είναι τάξης 4 και η SO2n αντι-
στοιχεί σε μία υποομάδα της Λ τάξης 2. Αν το n είναι άρτιος, τότε η Λ περιέχει δύο
ακόμα υποομάδες τάξης 2 οι οποίες αντιστοιχούν στις ισόμορφες απλές ομάδες, τις λε-
γόμενες half-spin ομάδες HSpin2n. Αν n = 4 και οι δύο αυτές επίσης είναι ισόμορφες
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με την SO8. (Αυτοί οι ισομορφισμοί επάγονται από αυτομορφισμούς γραφημάτων των
διαγραμμάτων Dynkin τύπου Dn, δες [1] Θεώρημα 11.12). Οι adjoint ομάδες τύπου
Dn τις παίρνουμε ως πηλίκα PCO◦

2n := CO◦
2n/Z(CO

◦
2n) της σύμμορφης ορθογώνιας

ομάδας (δες ενότητα 2) διά τον μονοδιάστατο κεντρικό τόρο ή επίσης ως το πηλίκο
SO2n/Z(SO2n).
(4) Οι ορθογώνιες ομάδες απλά συνεκτικού τύπου είναι οι λεγόμενες spin ομάδεςSpinn.
Η πιστή αναπαράστασή τους είναι διάστασης 2s, με s =

⌊
n−1
2

⌋
. Κατασκευάζονται και

μελετώνται καλύτερα ως υποομάδες των μονάδων στις Άλγεβρες Clifford.
Για περισσότερες πληροφορίες για τους διάφορους τύπους κλασικών ομάδων, δες

για παράδειγμα τα βιβλία των Dieudonne La Gèomètrie des Groupes Classiques, Grove
Classical Groups and Geometric Algebra, ή Goodman andWallach Representations and
Invariants of the Classical Groups (για k χαρακτηριστικής 0).

Σημείωση: Ο Steinberg απέδειξε ότι ηGsc είναι η καθολική τέλεια κεντρική επέκταση,
στην κατηγορία των ομάδων, κάθε ημιαπλής ομάδας με σύστημα ριζώνΦ [R. Steinberg,
Lectures on Chevalley Groups, Θεώρημα 10]. Δεν υπάρχει τέτοια καθολική κεντρική
επέκταση στην κατηγορία των αλγεβρικών ομάδων εφόσον υπάρχουν 1-1 και επι μορ-
φισμοί απλών ομάδων οι οποίοι δεν ειναι ισομορφισμοί. Αυτές οι ισογένειες παίζουν
πολύ σημαντικό ρόλο στο μέρος 3 του βιβλίου [1]. Πάνω από το k = C των μιγαδι-
κών αριθμών οι ομάδες Gsc είναι στην πραγματικότητα απλά συνεκτικές ως προς την
μιγαδική τοπολογία, και γιαG αυθαίρετου τύπου, η Λ(G) είναι η τοπολογική θεμελιώ-
δης ομάδα [[R. Steinberg, Lectures on Chevalley Groups,Θεώρημα 13]. Τέλος παρα-
τηρούμε ότι η ομάδα Gad είναι ισομορφική με την εικόνα της κάτω από την adjoint
αναπαράσταση, πράγμα το οποίο εξηγεί και την ονομασία της. (Όμως δεν ισχύει απα-
ραίτητα ότι η εικόνα κάθε ομάδας μέσω της adjoint αναπαράστασης είναι και τύπου
adjoint. Δες [1] άσκηση 10.37.)

Υπάρχει μία ακόμα καθολική ιδιότητα των ομάδων απλού συνεκτικού τύπου.

Πρόταση .22.6. ΈστωG μία ημιαπλή ομάδα απλά συνεκτικού τύπου. Τότε αν π : H1 →
H2 είναι μία ισόγενεια ημιαπλών ομάδων με dπ να είναι ισομορφισμός. Τότε κάθε ισο-
γένεια Φ : G→ H2 μας δίνει μία άλλη ισογένεια ψ : G→ H1 τέτοια ώστε φ = π ◦ ψ.
Απόδειξη. Έστω G̃ := {(g, h) ∈ G×H1 | φ(g) = π(h)}, μία κλειστή υποομάδα της
G×H1. Η προβολή pr1 : G̃→ G στην πρώτη συνιστώσα είναι ένας επί μορφισμός με
πεπερασμένο πυρήνα 1×C, όπου C = ker(π), άρα ο περιορισμός της στηνG1 := G̃◦

είναι μία ισογένεια.

G1 ⊆ G×H1 H1

G H2

pr2

pr1 π

ϕ

ψ

Συγκεκριμένα η G1 είναι ημιαπλή και εφόσον η pr1 έχει κεντρικό πυρήνα, επάγει
έναν ισομορφισμό συστημάτων ριζών, άρα η G1 έχει τον ίδιο τύπο συστήματος ριζών
όπως και ηG. Το Θεώρημα Ταξινόμησης του Chevalley μας λέει ότι ηG1 είναι επίσης
απλού συνεκτικού τύπου, άρα η pr1|G1 είναι 1-1. Επιπλέον, το διαφορικό dpr1 (το
οποίο είναι απλά η προβολή στην Lie(G)) έχει πυρήνα ker(dπ), ο οποίος είναι 0 από
την υπόθεση, επομένως η dpr1 είναι ισομορφισμός. Από την πρόταση 15.5 το (3), η
pr1|G1

είναι ισομορφισμός, επομένως μπορούμε να πάρουμε τηνψ = pr2◦(pr1|G1
)−1

η οποία είναι επί αφού η H1 είναι συνεκτική.
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Πρόταση .23.1. Έστω G μία γραμμική αλγεβρική ομάδα και H ≤ G η οποία περιέχει
ένα μη κενό υποσύνολο της κλειστής της θήκης H , τότε η H είναι κλειστή.

Απόδειξη. Για να την αποδείξουμε θα αποδείξουμε πρώτα τα εξής:

Λήμμα .23.1. Έστω U, V ανοικτά και πυκνά υποσύνολα της G.
Τότε UV = G.

Απόδειξη. Ένα υποσύνολο τηςG είναι ανοικτό και πυκνό ⇐⇒ τέμνει κάθε μία από τις
συνιστώσες της G σε ένα μη κενό ανοικτό υποσύνολο. Η τομή δύο τέτοιων ανοικτών
είναι ένα σύνολο με την ίδια ακριβώς ιδιότητα.

Έστω x ∈ G. Τότε xV −1 και U είναι ανοικτά, επίσης έχουν μη μηδενική τομή από
την πρόταση 3.2 το οποίο σημαίνει ότι x ∈ UV .

Λήμμα .23.2. Έστω G μία γραμμική αλγεβρική ομάδα και H ≤ G.
Τότε η H είναι υποομάδα της G.

Απόδειξη. Έστω x ∈ H , τότε H = xH ⊆ xH . Εφόσον xH είναι κλειστό, έχουμε ότι
H ⊆ xH και x−1H ⊆ H , απ’ όπου προκύπτει ότι HH ⊆ H .
Τώρα έστω x ∈ H , τότεHx ⊆ H και με όμοιο τρόπο δείχνουμε ότι ηH είναι κλειστή
ως προς τον πολλαπλασιασμό.
Εφόσον η (H)−1 = H−1 = H συμπεραίνουμε ότι η H ≤ G (δηλαδή η H είναι
αλγεβρική ομάδα).

Για το ζητούμενο τώρα:
Αν U ⊂ H είναι ανοικτό, μη κενό εντός της H , τότε η H είναι η ένωση translations
του U , δηλαδή ανοικτό εντός της H .
Από το λήμμα 22.1 συμπεραίνουμε ότι H = HH = H
Άρα η H κλειστή υποομάδα της G.

Θεώρημα .23.2. (Βάσης του Hilbert)
Κάθε ιδεώδες I / k[T1, . . . , Tn] είναι πεπερασμένα παραγόμενο. Ισοδύναμα ο δακτύλιος
k[T1, . . . , Tn] είναι της Noether.

Θεώρημα .23.3. (Διπλής Κεντρικοποίησης)
Αν k είναι ένα σώμα, A μία k-άλγεβρα και V είναι μία πιστή ημιαπλή A-άλγεβρα, τότε
C(C(A)) = A, όπου C(A) είναι η κεντρικοποιούσα της A στην Endk(V ).

Πρόταση .23.4. Ισχύει ότι:

End(Gm) := {φ : Gm → Gm | φ είναι μορφισμός αλγεβρικών ομάδων} ∼= Z.
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Απόδειξη. Για να το δείξουμε πρώτα θα αποδείξουμε το Λήμμα του Dedekind

Λήμμα .23.3. (Dedekind)
Έστω G ομάδα και k ένα σώμα. Τότε κάθε πεπερασμένο υποσύνολο του Hom(G, k×)
είναι γραμμικώς ανεξάρτητο.

Απόδειξη. Έστω ότι δεν είναι.
Έστω χ1, χ2, . . . , χn ∈ Hom(G, k×) ένα γραμμικώς εξαρτημένο σύνολο με n > 1 το
ελάχιστο τέτοιο πιθανό; χωρίς βλάβη της γενικότητας

∑n−1
i=1 aiχi+χn = 0 με ai ∈ k.

Αφού χ1 6= χn μπορούμε να βρούμε y ∈ G τέτοιο ώστε χ1(y) 6= χn(y).
Για τυχαίο x ∈ G παίρνουμε δύο εξισώσεις:

n−1∑
i=1

aiχi(x)χi(y) + χn(x)χ(y) = 0

n−1∑
i=1

aiχi(x)χn(y) + χn(x)χ(y) = 0

Αφαιρώντας μένει ότι
∑n−1
i=1 aiχi(y) − χn(y))χi = 0 ενώ όλοι οι συντελεστές δεν

είναι 0, το οποίο είναι άτοπο, αφού ο n είναι ο ελάχιστος τέτοιος αριθμός για τον οποίο
συμβαίνει αυτό.

Θεωρούμε λοιπόν το σύνολοX(Gm) = {χ : Gm → Gm | χ μορφισμός αλγεβρικών ομάδων }
των χαρακτήρων της Gm.

Τότε παρατηρούμε ότι X(Gm) = End(Gm) = Hom(Gm,Gm = k×)
Επομένως από το λήμμα του Dedekind το X(Gm) είναι γραμμικώς ανεξάρτητο υπο-
σύνολο (υποομάδα) του k[Gm] = k[T, T−1].
Άρα το X(Gm) είναι μία βάση του k[T, T−1], δηλαδή όλα τα μονώνυμα και οι αντι-
στροφές τους, εφόσον κάθε πολυωνυμική συνάρτηση στον k[T, T−1] γράφεται ως γραμ-
μικός συνδυασμός αυτών.
Άρα κάθε χ : Gm → Gm έχει τη μορφή t 7→ tj με j ∈ Z.
Άρα X(Gm) = End(Gm) = {t 7→ tj | j ∈ Z} ∼= Z.

Παρατήρηση: Για την ομάδα Gm, όπως και για έναν n-διάστατο τόρο οι χαρα-
κτήρες αποτελούν βάση του k[G]. Οι αλγεβρικές ομάδες για τις οποίες ο k[G] έχει μία
βάση από χαρακτήρες ονομάζονται d-ομάδες (δες [2] 16.1).

Αν G,G′ είναι δύο d ομάδες ένας μορφισμός φ : G → G′ αλγεβρικών ομάδων
επάγει έναν ομομορφισμό ομάδων φ◦ : X(G′) → X(G), τον περιορισμό του φ∗ :
k[G′] → k[G]. Αντίστροφα, ένας ομομορφισμός ομάδων φ : X(G′) → X(G) επε-
κτείνεται (εφόσον τα X(G′), X(G) είναι βάσεις) σε έναν ομομορφισμό k-αλγεβρών
k[G′] → k[G] ο οποίος με τη σειρά του ορίζει έναν μορφισμό G→ G′.

Πρόταση .23.5. (1) ΑνH είναι μία κλειστή συνεκτική υποομάδα μίας d-ομάδαςG, τότε
η H είναι επίσης μία d-ομάδα και είναι η τομή πυρήνων κάποιων χαρακτήρων της G.
Συγκεκριμένα, οι ημιαπλές ομάδες είναι d-ομάδες.
(2) Κάθε d-ομάδα είναι ημιαπλή.

Απόδειξη. (1) Ο περιορισμός φ : k[G] → k[H] είναι επίμορφισμος. Προφανώς ο πε-
ριορισμός στην H ενός χαρακτήρα της G είναι χαρακτήρας της H , επομένως ο k[H]
παράγεται από χαρακτήρες και ηH είναι επίσης d-ομάδα. Τώρα έστω f ∈ I(H), τότε
f =

∑
biχi, χ ∈ X(G). Από το λήμμα του Dedekind (για την H), αυτοί οι χi οι
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οποίοι έχουν ακριβώς τον ίδιο περιορισμό στην H έχουν άθροισμα συντελεστών ίσο
με 0, συνεπώς το I(H) παράγεται από g =

∑
biχi με

∑
bi = 0, με όλους τους χ να

είναι ίσοι στην H . Δηλαδή g = χ1h, όπου h =
∑
bi(χ

−1
1 χi − 1). Συμπεραίνουμε ότι

το I(H) παράγεται (σαν ιδεώδες) από τους θ − 1, με θ = χ−1
1 χi ∈ X(G). Εφόσον η

Dn είναι μία d-ομάδα, συμπεραίνουμε επίσης ότι οι ημιαπλές ομάδες είναι d-ομάδες.

(2) ΈστωG μία d-ομάδα. Εφόσον ο k[G] είναι μία πεπερασμένα παραγόμενη k-άλγεβρα
και παράγεται από τουςX(G), παράγεται ως k-άλγεβρα από ένα πεπερασμένο σύνολο
χαρακτήρων χ1, . . . , χn. Ορίζουμε φ : G → Gm × . . . × Gm ∼= Dn με φ(x) =
(χ1(x), . . . , χn(x)). Προφανώς η φ είναι μορφισμός αλγεβρικών ομάδων με τετριμ-
μένο πυρήνα (αφού οι χi παράγουν τον k[G]). Συγκεκριμένα, ηG πρέπει να είναι αβε-
λιανή και να περιέχει μόνο ημιαπλά στοιχεία, δηλαδή η G είναι ημιαπλή.

Σαν πόρισμα προκύπτει άμεσα το πόρισμα 8.7

Πρόταση .23.6. Έστω φ : V ×G→ H ένας μορφισμός πολλαπλοτήτων με:
(1) G είναι αλγεβρική ομάδα της οποίας τα στοιχεία πεπερασμένης τάξης είναι πυκνό
υποσύνολό της;
(2)H είναι αλγεβρική ομάδα η οποία περιέχει πεπερασμένα το πλήθος στοιχεία τάξηςm
(για κάθεm > 0);
(3) V είναι συνεκτική πολλαπλότητα
(4) Για κάθε x ∈ V, φx : G→ H με y 7→ φ(x, y) είναι ομομορφισμός ομάδων.
Τότε ο x 7→ φ(x) είναι σταθερός για κάθε x ∈ V . Αν

Απόδειξη. Ορίζουμε για y ∈ G,ψy(x) = φ(x, y), άρα ψy : V → H είναι μορφισμός.
Αν το y έχει πεπερασμένη τάξη, η εικόνα του ψy είναι πεπερασμένη από τα (2),(4).
Όμως η V είναι συνεκτική από το (3), άρα η εικόνα πρέπει να είναι ένα σημείο. Με
άλλα λόγια αν το y είναι πεπερασμένης τάξης στην G είναι φ(x, y) = φ(x′, y) για
κάθε x, x′ ∈ V δηλαδή φx(y) = φx′(y). Συνεπώς ο φxφ−1

x′ απεικονίζει ένα πυκνό
υποσύνολο της G (από το (1)) στο 1.
Συνεπώς φx = φx′ για κάθε x, x′ ∈ V .

Είδαμε στο κεφάλαιο 4 την δομή των συνεκτικών επιλύσιμων αλγεβρικών ομάδων
και ότι κάθε τέτοια ομάδα είναι το ημιευθύ γινόμενο τηςGu με έναν maximal τόρο της.
Θα δούμε στο παρακάτω Θεώρημα ότι αν η G είναι μηδενοδύναμη τότε το γινόμενο
αυτό είναι ευθύ.

Θεώρημα .23.7. Έστω G μία συνεκτική επιλύσιμη αλγεβρική ομάδα. Τότε η G είναι
μηδενοδύναμη αν και μόνο αν η Gs είναι υποομάδα, δηλαδή η Gs είναι κλειστή και
G = Gs ×Gu.

Απόδειξη. ⇐= Έστω ότι ηGs είναι υποομάδα τηςG. Στην ακριβή ακολουθία στην εν-
νότητα 10, η π εμφυτεύει την Gs μέσα στην T , άρα η Gs είναι αβελιανή και άρα η Gs
είναι d-ομάδα, που αυτό σημαίνει Gs = Gs. Προφανώς η π απεικονίζει την Gs στην
T ′, άρα η ακριβής ακολουθία διαχωρίζεται: Η G είναι το ημιευθύ γινόμενο Gs ⋉Gu.
Όμως η Gs προφανώς είναι κανονική στην G, άρα το γινόμενο είναι ευθύ. Στην πραγ-
ματικότητα οι Gs, Gu μετατίθονται ως προς κάθε σημείο τους, άρα Gs ⊆ Z(G). Στη
συνέχεια θεωρούμε τηνG/Z(G) η οποία είναι ισόμορφη με ένα πηλίκο της μηδενοδύ-
ναμης ομάδας Gu ([2], 17.5), άρα η G είναι μηδενοδύναμη (αν G/Z(G) τότε και η G
μηδενοδύναμη, γνωστή ιδιότητα των μηδενοδύναμων ομάδων).
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=⇒ Έστω τώρα ότι ηG είναι μηδενοδύναμη. Πρέπει να δείξουμε ότι ηGs είναι υποο-
μάδα; για να το δείξουμε πρέπει απλά να δείξουμε ότι κάθε ζεύγος ημιαπλών στοιχείων
x, y μετατίθενται (το γινόμενο 2 ημιαπλών στοιχείων που μετατίθενται είναι επίσης
ημιαπλό). Όμως xyx−1y−1 = z ∈ [G,G] ⊆ Gu, xyx

−1 = zy. Αν δείξουμε ότι το
y μετατίθεται με όλα τα ταυτοδύναμα στοιχεία, απλά θα προκύψει ότι το δεξί μέρος
είναι η διάσπαση Jordan του ημιαπλού στοιχείου xyx−1, με z = 1 και xy = yx το
ζητούμενο δηλαδή. Για να δείξουμε ότι το y ∈ Gs κεντρικοποιεί τηνGu, δείτε [2,εννό-
τητα 18.3] τα επιχειρήματα πριν το Θεώρημα: το y δρα στην συνεκτική ταυτοδύναμη
ομάδα Gu,M = γy(Gu) και γy : M → M είναι 1-1 και επί ([2] Θεώρημα 18.3 (c)).
Τότε όμως M ⊆ G∞ := ∩CiG. Αφού η G είναι μηδενοδύναμη, M = {1} και το y
κεντρικοποιεί την Gu.

Πρόταση .23.8. Έστω X,Y πολλαπλότητες
Τότε αν φ : X → Y είναι μορφισμός, τότε το γράφημα Γϕ = {(x, φ(x)) | x ∈ X} είναι
κλειστό στον X × Y .

Απόδειξη. Πράγματι το Γϕ είναι η αντίστροφη εικόνα∆(Y ) του μορφισμούX×Y →
Y × Y , ο οποίος στέλνει το (x, y) στο (φ(x), y).

Ορισμός .23.9. Μία πολλαπλότηταX καλείται πλήρης αν για κάθε πολλαπλότητα Y , η
δεύτερη προβολή pr2 : X × Y → Y είναι κλειστή απεικόνιση.

Στην παρακάτω πρόταση και το παρακάτω λήμμα θα δούμε μερικές (πολύ) βασικές
ιδιότητες των πλήρων ομάδων (τις οποίες δεν θα αποδείξουμε, δες [2] Παράγραφο 6.1).

Πρόταση .23.10. (1) Μία κλειστή υποπολλαπλότητα μίας πλήρους πολλαπλότητας είναι
πλήρης
(2) Αν φ : X → Y είναι μορφισμός πολλαπλοτήτων με την X να είναι πλήρης, τότε και
η εικόνα είναι κλειστή και πλήρης υποπολλαπλότητα της Y .
(3) Μία πλήρης αφινική πολλαπλότητα έχει διάσταση 0.
(4) Κάθε προβολική πολλαπλότητα είναι πλήρης; πλήρεις ημιπροβολικές πολλαπλότητες
είναι προβολικές.
(5) Η flag πολλαπλότηα ενός πεπερασμένης διάστασης διανυσματικού χώρου V είναι
προβολική, άρα πλήρης.

Λήμμα .23.4. Έστω G μία αλγεβρική ομάδα η οποία δρα μεταβατικά σε δύο ανάγωγες
πολλαπλότητες X,Y και έστω φ : X → Y ένας 1-1 και επί μορφισμός G-χώρων. Τότε
αν η Y είναι πλήρης και η X είναι πλήρης.

Για την απόδειξη του παρακάτω πολύ χρήσιμου λήμματος δείτε ([2], 22.1)

Λήμμα .23.5. Έστω H μία κλειστή συνεκτική υποομάδα της G και ορίζουμε X =⋃
x∈G xHx

−1

(1) Αν η G/H είναι πλήρης, τότε η X είναι κλειστή υποομάδα.
(2) Αν κάποιο στοιχείο της H σταθεροποιεί μόνο πεπερασμένα το πλήθος σημεία της
G/H , τότε ηX περιέχει ένα ανοικτό υποσύνολο τηςG (συγκεκριμένα τοX είναι πυκνό).

Έστω G μία γραμμική αλγεβρική ομάδα και σ : G → G ένας αυτομορφισμός της
G. Τότε το σύνολο:

Gσ = {x ∈ G | σx = x}

είναι κλειστή υποομάδα της G.
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Συμβολίζουμε με χ τον μορφισμό G → G με χ(x) = (σx)x−1. Το διαφορικό dσ
είναι ένας αυτομορφισμός της άλγεβρας Lie g. Ορίζουμε:

gσ = {X ∈ g | dσ(x) = X}

τότε (δες [3] 5.4.4):

Θεώρημα .23.11. Αν σ ημιαπλός, τότε Lie(Gσ) = gσ .

.24 Μέρος Β: Άλγεβρες Lie

Ορισμός .24.1. Μία ομάδα πινάκων Lie είναι μία υποομάδα G ⊆ GLn με την παρα-
κάτω ιδιότητα: Αν {Ak} είναι μία συγκλίνουσα ακολουθία στηνG,Ak → A γιαA ∈ gln,
τότε είτε A ∈ G ή ο A δεν είναι αντιστρέψιμος.

Σημείωση: Ένας ισοδύναμος τρόπος να ορίσουμε μία ομάδα πινάκων Lie είναι
να την ορίσουμε ως μία κλειστή υποομάδα της GLn (δηλαδή μία γραμμική αλγεβρική
ομάδα).

Παραδείγματα
Οι ομάδες GLn, SLn,GOn,GSOn, Dn είναι ομάδες πινάκων Lie.

Ορισμός .24.2. Μία άλγεβρα Lie A πάνω από ένα σώμα k είναι ένας k διανυσματικός
χώρος μαζί με μία διγραμμική μορφή, την αγκύλη Lie [, ] : A×A→ A η οποία ικανοποιεί
τα παρακάτω:
(1) [x, x] = 0 ∀x ∈ A.
(2) [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0 ∀x, y, z ∈ A.

Η αγκύλη Lie συχνά αναφέρεται και ως μεταθέτης των x, y και η ιδιότητα (2) ονο-
μάζεται ταυτότητα του Jacobi.

Ορισμός .24.3. Αν A μία άλγεβρα Lie πάνω από ένα σώμα k, τότε μία υπάλγεβρα Lie
B είναι ένας υπόχωρος του A για τον οποίο ισχύει ότι

[x, y] ∈ B ∀x, y ∈ B.

Ένα παράδειγμα μιας άλγεβρας Lie, θεωρούμε το σύνολο των γραμμικών μετα-
σχηματισμών ενός πεπερασμένης διάστασης διανυσματικού χώρου V , glV , με αγκύλη
Lie:

[x, y] = x ◦ y − y ◦ x ∀x, y ∈ gl(V )V

Αποδεικνύεται πολύ εύκολα ότι η παραπάνω απεικόνιση ικανοποιεί τις δύο ιδιότητες
της αγκύλης Lie. Τώρα θα ορίσουμε την εκθετική απεικόνιση η οποία θα μας επιτρέψει
να υπολογίσουμε τις άλγεβρες Lie όλων των σημαντικών ομάδων πινάκων Lie μέσω
των ιδιοτήτων της.

Ορισμός .24.4. Έστω A ∈ gln, ορίζουμε την εκθετική απεικόνιση e : gln → gln με

eA =

∞∑
k=0

Ak

k!

Η απόδειξη για την σύγκλιση της παραπάνω σειράς είναι γνωστή.
Στη συνέχεια θα δούμε μερικές πολύ βασικές ιδιότητες της εκθετικής συνάρτησης:
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Πρόταση .24.5. Έστω A,B ∈ gln. Τότε ισχύουν τα παρακάτω:
(1) e0 = I

(2) (eA)T = eA
T

(3) eA είναι αντιστρέψιμο και (eA)−1 = e−A

(4) Αν A,B μετατίθενται τότε eA+B = eAeB = eBeA

(5) Αν S ∈ GLn, τότε eSAS
−1

= SeAS−1

(6) det(eA) = etr(A)

(7) d
dte

tA = AetA = etAA.

Η παρακάτω πρόταση είναι επίσης πολύ σημαντική

Πρόταση .24.6. Έστω A,B ∈ gln, τότε

eA+B = lim
k→∞

(e
A
k e

B
k )k

Είμαστε τώρα έτοιμοι να ορίσουμε την άλγεβρα Lie μίας ομάδας πινάκων Lie:

Ορισμός .24.7. Έστω G μία ομάδα πινάκων Lie. Ορίζουμε Lie(G) να είναι:

Lie(G) = {A ∈ gln | etA ∈ G, ∀t ∈ R}.

Θα δείξουμε ότι η Lie(G) είναι υπόχωρος του gln. Έστω A,B ∈ Lie(G). Έχουμε
ότι

et(A+B) = lim
k→∞

(e
tA
k e

tB
k )k ∈ G,

όπου το τελευταίο συμπέρασμα προκύπτει απ’ το ότι η G είναι κλειστή στην GLn.
Συνεπώς A + B ∈ Lie(G). Επίσης, αν A ∈ Lie(G) και a ∈ R, τότε προφανώς
aA ∈ Lie(G). Συνεπώς, η Lie(G) είναι επίσης κλειστή και σε βαθμωτά γινόμενα,
άρα η Lie(G) είναι ένας διανυσματικός υπόχωρος του gln.

Στη συνέχεια θα δείξουμε ότι η Lie(G) είναι κλειστή ως προς την αγκύλη Lie.
Δηλαδή θα δείξουμε ότι για κάθε A,B ∈ Lie(G), έχουμε [A,B] ∈ Lie(G), όπου
[A,B] = AB −BA. Θα χρειαστούμε το εξής πολύ βασικό λήμμα:

Λήμμα .24.1. Έστω G μία ομάδα πινάκων Lie και έστω A ∈ G, X ∈ Lie(G). Τότε
AXA−1 ∈ Lie(G).

Απόδειξη. Απλά παρατηρείστε ότι etAXA
−1

= AetXA−1 ∈ G για κάθε t ≥ 0 και
έπεται το λήμμα.

Συνέχεια στο να δείξουμε ότι [A,B] ∈ Lie(G) για κάθε A,B ∈ Lie(G). Ορίζουμε
την παρακάτω συνάρτηση:

Λ(t) = etABe−tA,

Παρατηρούμε ότι από το λήμμα 24.1 Λ(t) ∈ Lie(G) για κάθε t ≥ 0.
Στη συνέχεια παρατηρούμε ότι

Λ′(t) = AetABe−tA − etABAe−tA.

Συνεπώς

AB −BA = Λ′(0) = lim
h→0

Λ(h)−B

h
∈ Lie(G),

όπου το τελευταίο συμπέρασμα προκείπτει απ’ το ότι η Lie(G) είναι υπόχωρος του gln
άρα και κλειστός τοπολογικός υπόχωρος ως προς την νόρμα της gln (δες [6] παράγραφο
3). Ως αποτέλεσμα των παραπάνω έχουμε ότι:
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Θεώρημα .24.8. Έστω G μία ομάδα πινάκων Lie. Τότε Lie(G) είναι μία υπάλγεβρα
του gln με αγκύλη Lie όπως ορίστηκε προηγουμένως.

Παραδείγματα: Θα υπολογίσουμε τις άλγεβρες Lie των βασικών ομάδων πινάκων
Lie.

(1) Αν G = GLn, τότε:

Lie(G) = {A ∈ gln : etA ∈ GLn ∀t ∈ R} = gln

όπου η τελευταία ισότητα προκύπτει από το Θεώρημα 24.5 (3).
(2) Αν G = SLn, τότε

Lie(G) = {A ∈ gln : etA ∈ SLn, ∀t ∈ R}
= {A ∈ gln : det(etA) = 1, ∀t ∈ R}
= {A ∈ gln : ettr(A) = 1, ∀t ∈ R}
= {A ∈ gln : tr(A) = 0}

(3) Αν G = GOn, τότε:

Lie(G) = {A ∈ gln : etA ∈ GOn ∀t ∈ R}

= {A ∈ gln : (etA
T

)(etA) = I ∀t ∈ R}

Διαφορίζουμε την σχέση (etA
T

)(etA) = I ως προς t και παίρνουμε ότι,

AT (etA
T

)(etA) + (etA
T

)A(etA) = 0

η οποία για t = 0 μας δίνει ότι:

AT +A = 0

Συνεπώς Lie(G) = {A ∈ gln : AT +A = 0}.
(4) Αν G = GSOn, τότε με τα ίδια ακριβώς επιχειρήματα προκύπτει ότι Lie(G) =

{A ∈ gln A
T +A = 0 με tr(A) = 0}

(5) Αν G = Dn, τότε

Lie(G) = {A ∈ gln : etA ∈ Dn ∀t ∈ R} = {διαγώνιοι πίνακες της gln}.

Πράγματι, αν A διαγώνιος πίνακας της gln τότε προφανώς etA ∈ Dn αφού κάθε όρος
στο άθροισμα είναι δύναμη διαγώνιου, άρα διαγώνιος.
Αν etA ∈ Dn, τότε αφού οι A και etA μετατίθενται για κάθε t ∈ R (αυτό ισχύει και
γενικά) τότε και ο A είναι διαγώνιος.

.25 Μέρος Γ: Συστήματα Ριζών

Υπενθυμίζουμε ότι ένα στοιχείο s ∈ GL(V ), όπου V είναι ένας πεπερασμένης
διάστασης διανυσματικός χώρος, καλείται (γραμμική) ανάκλαση ως προς το a ∈ V ,
αν το a είναι ιδιοδιάνυσμα του s με ιδιοτιμή -1 και το s σταθεροποιεί ένα υπερεπίπεδο
του V κατα σημείο.

Η δράση των ανακλάσεων σε έναν ευκλείδειο χώρο E περιγράφεται από τον εξής
εύκολο τύπο:
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Πρόταση .25.1. Έστω s ∈ GL(E) μία ανάκλαση η οποία σταθεροποιεί την θετικά ορι-
σμένη διγραμμική μορφή (·, ·) στονE. Τότε για κάθε ιδιοδιάνυσμα α των μη τετριμμένων
ιδιοτιμών του s έχουμε ότι:

s.v = v − 2
(v, α)

(α, α)
α.

Απόδειξη. Έστω H ⊂ E ο ιδιόχωρος που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή 1, ο χώρος που
σταθεροποιεί το s. Τότε για v ∈ H έχουμε ότι

(v, α) = (s.v, s.α) = (v,−α),

επομένως (v, α) = 0 για κάθε v ∈ H . Συνεπώς η γραμμική απεικόνιση E → E, v 7→
v − 2 (v,α)

(α,α)α, είναι ίση με την s στον H , όπως και στο α, άρα E = H ⊕ 〈α〉R.

Ορισμός .25.2. Ένα υποσύνολοΦ ενός πεπερασμένης διάστασης διανυσματικόυ χώρου
E καλείται ένα (αυθαίρετο) σύστημα ριζών στην E αν ισχύουν τα παρακάτω:
(R1) Φ είναι πεπερασμένο, 0 /∈ Φ, 〈Φ〉 = E;
(R2) Αν c ∈ R είναι τέτοιο ώστε a, ca ∈ Φ, τότε c = ±1;
(R3) Για κάθε τέτοιο a ∈ Φ υπάρχει μία ανάκλαση του sa ∈ GL(E) μεταξύ του α η
οποία σταθεροποιεί το φ;
(R4) (κρυσταλογραφική συνθήκη) για a, β ∈ Φ, sa.β − β είναι ένα ακέραιο πολλα-
πλάσιο του α.
Η ομάδα W = 〈sa | a ∈ Φ〉 καλείται ομάδα Weyl του Φ. Η διάσταση του E καλείται
τάξη του Φ.

Έστω Φ ένα σύστημα ριζών στον E. Εφόσον το Φ είναι πεπερασμένο, παράγει
τον E και σταθεροποιείται από τηνW , την ομάδα Weyl ενός αυθαίρετου συστήματος
ριζών η οποία είναι πάντα πεπερασμένη. Άρα σταθεροποιεί μία θετικά ορισμένη W -
αναλλοίωτη συμμετρική διγραμμική μορφή (·, ·) στονE, η οποία είναι μονδική ως προς
μη μηδενικά βαθμωτά σε κάθε ανάγωγοW -υποπρότυπο του E. Από εδώ και στο εξής
θα θεωρούμε μία τέτοια μορφή να έχει επιλεχθεί έτσι ώστε ο E να είναι ευκλείδειος
για να μπορούμε να μιλήσουμε για μήκη και γωνίες διανυσμάτων.

Χρησιμοποιώντας την μη εκφυλισμένη διγραμμική μορφή (·, ·) μπορούμε να ταυ-
τίσουμε τον E με τον δϋικό του E∗ = Hom(E,R) με v 7→ (E → R, u 7→ v(u) :=
(u, v)). Για α ∈ Φ ορίζουμε την αντίστοιχη coroot α∨ := 2α

(α,α) . Τότε ο τύπος της
πρότασης 25.1 για μία ορθογώνια ανάκλαση s ως προς το α γίνεται:

s.v = v − (v, α∨)α = v − (v, α)α∨ = v − α∨(v)α.

Ορισμός .25.3. Έστω Φ ένα σύστημα ριζών. Το σύνολο Φ∨ := {α∨ | α ∈ Φ} καλείται
δϋικό του συστήματος ριζών Φ.

Αποδεικνύεται εύκολα ότι το Φ∨ είναι ένα σύστημα ριζών στον E.

Λήμμα .25.1. ΈστωΦ ένα σύστημα ριζών με ομάδαWeylW . Τότε για κάθεα ∈ Φ, w ∈
W έχουμε ότι:

wsαw
−1 = sw.α.

Απόδειξη. Από την πρόταση 25.1 έχουμε ότι:

wsαw
−1.v = w.(w−1.v − 2

(w−1.v, α)

(α, α)
α = v − 2

(v, w.α)

(w.α,w.α)
w.α = sw.α.v

για κάθε v ∈ E.
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Θεωρώντας μία ολική σχέση διάταξης ” > ” στονE συμβατή με την πρόσθεση και
τον βαθμωτό πολλαπλασιασμό με θετικούς πραγματικούς αριθμούς λέμε ότι το v ∈ E
είναι θετικό αν v > 0. Προφανώς μία τέτοια σχέση διάταξης υπάρχει: Επιλέγω μία
βάση B του E και θεωρούμε την λεξικογραφική διάταξη στα διανύσματα των συντε-
λεστών ως προς αυτή τη βάση.

Ορισμός .25.4. Ένα υποσύνολο Φ+ ⊆ Φ το οποίο περιέχει όλες τις θετικές ρίζες του Φ
ως προς την ολική διάταξη του E όπως ορίστηκε παραπάνω καλείται σύστημα θετικών
ριζών ή θετικό σύστημα του Φ. Ένα υποσύνολο ∆ ⊆ Φ καλείται βάση του Φ αν είναι
διανυσματική βάση τουE και κάθε β ∈ Φ είναι γραμμικός συνδυασμός β =

∑
α∈∆ cαα

όπου είτε όλσ τα cα ≥ 0 ή cα ≤ 0.

Παρατηρούμε ότι αν Φ+ ⊆ Φ ένα θετικό σύστημα ρζών, τότε Φ = Φ+t−Φ+ από
τα (R2), (R3). Θα γράφουμε επίσης ότι Φ− := −Φ+.

Λήμμα .25.2. Έστω Φ+ ⊆ Φ ένα θετικό σύστημα και ∆ ⊆ Φ+ minimal ως προς την
ιδιότητα ότι κάθε στοιχείο του Φ+ είναι μη αρνητικός γραμμικός συνδυασμός στοιχείων
της∆. Τότε (α, β) ≤ 0 για κάθε α, β ∈ ∆ με α 6= β.

Απόδειξη. Έστω ότι δεν ισχύει για κάποια α, β. Από την πρόταση 25.1 έχουμε ότι
sα.β = β − cα για κάποιο c > 0, και από το (R3) αυτό πρέπει να είναι στοιχείο
του Φ, άρα είτε sα.β ή −sα.β πρέπει να είναι στοιχείο του Φ+. Αν sα.β ∈ Φ+ τότε
μπορεί να γραφεί ως sα.β =

∑
γ∈∆ cγγ με cγ ≥ 0. Τώρα αν cβ ≥ 1 παίρνουμε ότι

0 = sα.β − (β − cα) = cα+ (cβ − 1)β +
∑
γ ̸=β

cγγ

το οποίο είναι άτοπο εφόσον όλοι οι προσθεταίοι στο δεξί μέλος είναι μη αρνητικοί και
ο πρώτος είναι αυστηρά θετικός. Από την άλλη αν cβ < 1 τότε η παραπάνω εξίσωση
συνεπάγεται ότι (1 − cβ)β είναι μη αρνητικός γραμμικός συνδυασμός στοιχείων του
∆ \ {β} το οποίο είναι άτοπο αφού το ∆ είναι το minimal τέτοιο σύνολο. Συνεπώς
−sα.β ∈ Φ+, αλλά τότε ένα όμοιο επιχείρημα μας οδηγεί πάλι σε άτοπο.

Πρόταση .25.5. Έστω Φ ένα αυθαίρετο σύστημα ριζών. Τότε κάθε θετικό σύστημα έχει
μοναδική βάση. Αντίστροφα, κάθε βάση περιέχεται σε ένα μοναδικό θετικό σύστημα.

Απόδειξη. Έστω Φ+ ένα θετικό σύστημα του Φ και επιλέγω ∆ ⊆ Φ+ minimal ως
προς την ιδιότητα ότι κάθε στοιχείο τουΦ+ είναι μη αρνητικός γραμμικός συνδυασμός
στοιχείων της ∆. (Προφανώς ένα τέτοιο σύνολο υπάρχει) Πρέπει να δείξουμε ότι η ∆
είναι γραμμικά ανεξάρτητο σύνολο. Για αυτό έστω

∑
α∈∆ cαα = 0. Συμβολίζουμε με

∆′ := {α ∈ ∆ | cα ≥ 0} ⊆ ∆, τότε μπορούμε να ξανα γράψουμε την παραπάνω
εξίσωση ως

∑
α∈∆′ cαα =

∑
α/∈∆′ cββ =: v με μη αρνητικούς συντελεστές και στις

2 μεριές. Τότε:
0 ≤ (v, v) = −

∑
α∈∆′

∑
β /∈∆′

cαcβ(α, β) ≤ 0

από το λήμμα 25.2, συνεπώς v = 0 και άρα, εφόσον cαα ≥ 0 για κάθεα, όλα τα cα = 0,
αποδεικνύοντας την γραμμική ανεξαρτησία του∆. Προφανώς το∆ χαρακτηρίζεται ως
το σύνολο των ριζών στο Φ+ οι οποίες δεν εκφράζονται ως ένας μη αρνητικός γραμμι-
κός συνδυασμός περισσότερων από ενός στοιχείου του Φ+, άρα είναι μοναδικό.

Αντίστροφα τώρα, έστω μία βάση∆, επιλέγω μία ολική διάταξη στην∆ και ορίζω
μία ολική διάταξη στον E ως εξής, το

∑
α∈∆ cαα να είναι θετικό αν και μόνο αν ο

πρώτος μη μηδενικός συντελεστής cα (ως προς τη διάταξη της ∆) είναι θετικός. Τότε
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το σύνολο των θετικών στοιχείων στο Φ είναι ένα θετικό σύστημα το οποίο περιέχει
την∆. Πάλι η μοναδικότητα είναι προφανής εφόσον κάθε θετικό σύστημα που περιέχει
τη βάση ∆ πρέπει να περιέχει ακριβώς αυτές τις ρίζες οι οποίες είναι μη αρνητικός
γραμμικός συνδυασμός στοιχείων της ∆.

Στην πραγματικότητα αυτό μας δείχνει ότι οι βάσεις συστημάτων ριζών υπάρχουν
και μπορούμε να μιλάμε για την βάση ενός θετικού συστήματος, ή το θετικό σύστημα
που περιέχει μία δωσμένη βάση. Τα στοιχεία της ∆ είναι οι λεγόμενες απλές ρίζες ως
προς το Φ+

Ο επόμενος μας στόχος είναι να δείξουμε ότι η ομάδα Weyl δρα μεταβατικά στο
σύνολο των βάσεων. Πρώτα θα χρειαστούμε το παρακάτω λήμμα:

Λήμμα .25.3. Έστω ∆ η βάση του συστήματος ριζών Φ και α ∈ ∆. Τότε το α είναι η
μόνη θετική ρίζα φτιαγμένη αρνητικά από την sα, δηλαδή sα(Φ+ \ {α}) ⊆ Φ+.

Απόδειξη. Από το (R3) έχουμε ότι sα(Φ+) ⊂ Φ. Κάθε β ∈ Φ+ μπορεί να γραφεί
ως β =

∑
α∈∆ cαα με cα ≥ 0. Τότε όλοι οι συντελεστές του sα.β = β − (β, α∨)α

είναι ακόμα μη αρνητικοί, εκτός ίσως από το συντελεστή του α. Από την ιδιότητα του
ορισμού της βάσης, αν sα.β ∈ Φ−, τότε αναγκαστικά θα είναι cγ = 0 για γ 6= α,
δηλαδή ότι το β είναι ένα (θετικό) πολλαπλάσιο του α. Από το (R2) αυτό συνεπάγεται
ότι β = α.

Πρόταση .25.6. Κάθε δύο βάσεις (αντίστοιχα θετικά συστήματα) ενός συστήματος ριζών
Φ είναι συζυγή ως προς την ομάδα Weyl W του Φ

Απόδειξη. Από την ύπαρξη και μοναδικότητα των ισχυρισμών της πρότασης 25.5, αρ-
κεί να το δείξουμε απλά για θετικά συστήματα. Άρα έστω Φ+

1 ,Φ
+
2 δύο θετικά συστή-

ματα του Φ. Θα το δείξουμε με επαγωγή στο n := |Φ+
1 ∩ −Φ+

2 |. Αν n = 0 τότε δεν
έχουμε κάτι να δείξουμε. Υποθέτουμε ότι n > 0. Τότε η βάση ∆ του Φ+

1 δεν μπο-
ρεί να περιέχεται στο Φ+

2 , έστω α ∈ ∆ ∩ −Φ+
2 . Τότε το λήμμα 25.3 μας λέει ότι

|sα.Φ+
1 ∩−Φ+

2 | = n− 1. Το ζητούμενο προκείπτει από την υπόθεση επαγωγής εφαρ-
μοσμένη στα sα.Φ+

1 ,Φ
+
2 .

Ορισμός .25.7. Έστω ∆ είναι μία βάση στο σύστημα ριζών Φ. Το ύψος μίας ρίζας
β =

∑
α∈∆ cαα ∈ Φ (σε σχέση με την ∆) ορίζεται ως ht(β) :=

∑
α∈∆ cα.

Πρόταση .25.8. Αν ∆ είναι μία βάση, τότε W = 〈sα | α ∈ ∆〉. Επιπλέον για κάθε
α ∈ Φ υπάρχει w ∈W έτσι ώστε w,α ∈ ∆.

Απόδειξη. Έστω W ′ := 〈sα | α ∈ ∆〉, μια υποομάδα της W . Για κάθε β ∈ Φ+,
W ′.β ∪ Φ+ είναι ένα μη κενό σύνολο από θετικές ρίζες. Έστω γ ∈ W ′ .β ∪ Φ+ το
μικρότερο ύψος, έστω γ =

∑
α∈∆ με cα ≤ 0. Τότε

0 < (γ, γ) =
∑
α∈∆

cα(γ, α),

όπου (γ, α) > 0 για κάποιο α. Υποθέτουμε ότι γ = α. Από την άλλη sα · γ είναι
θετικό από το Λήμμα 25.3, αλλά από την άλλη αυτό λαμβάνεται από το γ αφαιρώντας
ένα πολλάπλασιου του α, έτσι αυτό είναι αυστηρά μικρότερου ύψους από το γ. Αφού
sα.γ ∈ W ′.β ∪ Φ+ αυτό αντιφάσκει από την επιλογή του γ. Έτσι έχουμε δείξει ότι
γ = α ∈ ∆.

Ειδικότερα η W ′ τροχιά από κάθε β ∈ Φ+ περιέχει μια απλή ρίζα, έτσι Φ+ ⊂
W ′.∆. Αφού sα.α = −α συμπεραίνουμε στην πραγματικότητα ότι−Φ+ ⊆W ′.(−∆) ⊆
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W ′.∆. Τώρα θεωρούμε κάθε γεννήτορα sβ της W , όπου β ∈ Φ. Από τα παραπάνω
έχουμε ότι β = w.α για κάποιο w ∈ W ′, α ∈ ∆, έτσι sβ = sw.α = xsαw

−1 ∈ W ′

από Λήμμα 25.1, απ’ όπουW =W ′. 2.

Οι ανακλάσεις S := {salpha | α ∈ ∆} κατά μήκος των ριζών του Φ ονομάζονται
οι απλές ανακλάσεις τηςW (σε σχέση με το ∆). Ως άμεση συνέπεια, λαμβάνουμε το
ακόλουθο αποτέλεσμα ακεραιότητας, το οποίο για πρώτη φορά χρησιμοποιεί το αξίωμα
(R4).

Πόρισμα .25.9. Έστω ∆ μία βάση του Φ. Τότε κάθε α ∈ Φ είναι ένας ακέραιος γραμ-
μικός συνδυασμός των ριζών της∆.

Απόδειξη. Το ζητούμενο ισχύει τετριμμένα για τις ρίζες της ∆. Τώρα έστω β ∈ Φ
και α ∈ ∆. Αν ο ισχυρισμός ισχύει για το β, τότε ισχύει επίσης και για το sα.β =

β − 2 (β,α)
(α,α)α από το (R4). Εφόσον κάθε β ∈ Φ είναι της μορφής w.γ για κάποιο

w ∈ W και γ ∈ ∆ και το w μπορεί να γραφεί ως γινόμενο ανακλάσεων sα με α ∈ ∆
από την πρόταση 25.8, ο ισχυρισμός έπεται επαγωγικά.

Στη συνέχεια θα ασχοληθούμε με διασπάσεις συστημάτων ριζών.

Ορισμός .25.10. Ένα μη κενό σύστημα ριζών Φ με βάση ∆ καλείται διαχωρίσιμο αν
υπάρχει μη τετριμμένη διαμέριση ∆ = ∆1 t ∆2 τέτοια ώστε (α1, α2) = 0 για κάθε
αi ∈ ∆i, ; i = 1, 2; αν δεν υπάρχει τέτοια διάσπαση τότε το Φ καλείται μη διαχωρίσιμο.

Παρατηρούμε από την πρόταση 25.1 ότι η παραπάνω έννοια δεν εξαρτάται από την
επιλογή ενόςW -αναλλοίωτου βαθμωτού γινομένου στον E.

Πρόταση .25.11. Έστω Φ ένα διαχωρίσιμο σύστημα ριζών με διαμέριση βάσης ∆ =
∆1 t∆2 και ορίζουμε Ei := R∆i, Φ ∩ Ei, i = 1, 2. Τότε ισχύουν:

(1) Φi είναι συστήματα ριζών στους Ei με βάσεις ∆i για i = 1, 2.
(2) Φ = Φ1 t Φ2 και (α1, α2) = 0 για κάθε α1 ∈ Φ1, α2 ∈ Φ2.
(3)W (Φ) =W (Φ1)×W (Φ2) θεωρώντας ότιW (Φi) δρα τετριμμένα στον E3−i.

Απόδειξη. Από την πρόταση 25.1 για α ∈ ∆1, β ∈ ∆2 έχουμε ότι sβ .α = α, συνεπώς
οι sα, sβ μετατίθονται από το λήμμα 25.1. Αφού η W παράγεται από τις sα, α ∈ ∆
από την πρόταση 25.8, κάθε w ∈ W μπορεί να γραφεί ως ένα μεταθετικό γινόμενο
w = w1w2 με wi ∈ Wi, όπου Wi := 〈sα | α ∈ ∆i〉, i = 1, 2. Τώρα κάθε w ∈
Wi αφήνει σταθερά όλα τα στοιχεία του ∆3−i και πάλι από την πρόταση 25.1 επίσης
Wi.∆i ⊂ Ei. Άρα η τομή W1 ∩W2 σταθεροποιεί την βάση ∆ του E, δηλαδή είναι
τετριμμένη, άραW =W1 ×W2.

Επιπλέον, από την πρόταση 25.8 έχουμε ότι

Φ =W.∆ = (W1 ×W2).(∆1 ∪∆2) =W1.∆1 ∪W2.∆2 ⊂ E1 ∪ E2.

Αφού η ∆ είναι βάση του E, E = E1 ⊕ E2, άρα Φi = Φ ∩ Ei = Wi.∆i, που έπεται
το (2).
Προφανώς τα αξιώματα (R1)− (R4) ικανοποιούνται για Φi ⊂ Ei, ∆i είναι μία βάση
του Φi, έτσιWi =W (Φi) από την πρόταση 25.8 αποδεικνύοντας τα (1) και (3).

Επαγωγικά παίρνουμε ότι

Πόρισμα .25.12. Κάθε σύστημα ριζών Φ μπορεί να διαχωριστεί με μοναδικό τρόπο σε
μία ξένη ορθογώνια ένωση Φ1 t . . . t Φr μη διαχωρίσιμων συστημάτων ριζών Φi και
επιπλέονW (Φ) ∼=W (Φ1)× · · · ×W (Φr).
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Τα Φi στο παραπάνω πόρισμα καλούνται μη διαχωρίσιμες συνιστώσες του συστή-
ματος ριζών Φ.

Πρόταση .25.13. Ένα σύστημα ριζών είναι μη διαχωρίσιμο αν και μόνο αν η ομάδα
Weyl του δρα ανάγωγα στον E.

Απόδειξη. Αν το Φ είναι διαχωρίσιμο, τότε ηW δεν είναι ανάγωγη από την πρόταση
25.11 (3).
Αντίστροφα τώρα, αν E1 < E είναι ένας μη τετριμμένοςW -αναλλοίωτος υπόχωρος,
τότε παίρνουμε μίαW -αναλλοίωτη ορθογώνια διάσπαση E = E1 ⊕E2 με E2 = E⊥

1 .
Ισχυριζόμαστε ότι κάθε α ∈ Φ απεικονίζεται είτε στο E1 ή στο E2. Πράγματι, αφού
το sα δρα ημιαπλά στον E, υπάρχει βάση του E1 η οποία περιέχει τα ιδιοδιανύσματα
του sα. Αν η ιδιοτιμή -1 προκύπτει, τότε ο -1-ιδιόχωρος του sα παράγεται από το α,
άρα έχουμε ότι α ∈ E1. Διαφορετικά, E1 ≤ ker(sα − 1). Το ίδιο ακριβώς επιχείρημα
ισχύει και για το E2. Εφόσον προφανώς δεν μπορούμε να έχουμε και τα δύο E1, E2 ≤
ker(sα − 1), α ∈ Ei για κάποιο i. Άρα η ∆ ⊂ E1 ∪ E2 μας δίνει μία ορθογώνια (και
μη τετριμμένη διάσπαση της ∆.

Θα τελειώσουμε αυτή την παράγραφο με ένα πολύ σημαντικό εργαλείο, την συνάρ-
τηση μήκους, η οποία θα μας βοηθήσει (εν μέρη γιατί το ένα μέρος έχει ήδη αποδειχθεί)
στην απόδειξη του τελευταίου βασικού αποτελέσματος και γενικά στη μελέτη ενός συ-
στήματος ριζών και της ομάδας Weyl του.

Ορισμός .25.14. Έστω ∆ μία βάση του Φ. Το μήκος l(w) του w ∈ W (ως προς την
∆) είναι ο ελάχιστος ακέραιος l τέτοιος ώστε w = sα1

. . . wαl
με αi ∈ ∆. Κάθε τέτοια

έκφραση του w ελάχιστου μήκους καλείται reduced.

Είναι προφανές ότι l(wsα) = l(w) ± 1 για w ∈ W, α ∈ ∆ και επίσης l(w) =
l(w−1) εφόσον όλες οι sα είναι involutions.

Ορίζουμε μία δεύτερη συνάρτηση στηνW ως εξής:

n(w) := |{β ∈ Φ+ | w.β ∈ Φ−}|,

ο αριθμός των θετικών ριζών φτιαγμένες αρνητικά από το w ∈ W . Θα προκύψει ότι
αυτό είναι ίσο με το μήκος l(w) που ορίσαμε παραπάνω. Για να το δείξουμε αυτό θα
χρειαστούμε το εξής λήμμα:

Λήμμα .25.4. Έστω α ∈ ∆ και w ∈W . Τότε:

n(wsα) =

{
n(w) + 1 αν w.α ∈ Φ+

n(w)− 1 αν w.α ∈ Φ−

Απόδειξη. ΘέτουμεN(w) := (w.Φ+)∩Φ−, έτσι ώστε να είναι n(w) = |N(w)|. Τότε
από το λήμμα 25.3 έχουμε ότι

N(wsα) = (wsα.Φ
+) ∩ Φ− = w.(Φ+ \ {α} t {−α}) ∩ Φ−.

Έτσι αν w.α ∈ Φ+ τότε

N(wsα) = (w.(Φ+ \ {α} t {−w.α}) ∩ Φ− = N(w) t {−w.α},

δηλαδή το ζητούμενο. Από την άλλη, ανw.α ∈ Φ− τότε αυτό μας δείχνει ότιN(wsα) =
N(w) \ {w.α}.
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Πρόταση .25.15. Ισχύει ότι l(w) = n(w) για κάθε w ∈W .

Απόδειξη. Έστωw ∈W . Με μία εύκολη επαγωγή, ξεκινώντας μεw = 1 και κάνοντας
χρήση του προηγούμενου λήμματος έχουμε ότι n(w) ≤ l(w) για κάθε w ∈ W . Υπο-
θέτουμε τώρα ότι n(w) < l(w) και διαλέγουμε μία reduced έκφραση w = s1 . . . sl
με si = sαi για αi ∈ ∆ και l = l(w). Σύμφωνα με το προηγούμενο λήμμα υπάρχει
j < l με n(s1 . . . sj+1) < n(s1 . . . sj) και s1 . . . sj .αj+1 ∈ Φ−. Εφόσον αj+1 ∈ Φ+

υπάρχει i ≤ j τέτοιο ώστε si . . . sj .αj+1 ∈ Φ− και si+1 . . . sj .αj+1 ∈ Φ+, συνεπώς
si+1 . . . sj .αj+1 = αi από το λήμμα 25.3. Αν u := si+1 . . . sj τότε

si+1 . . . sj · sj+1 · sj . . . si+1 = usj+1u
−1 = su.αj+1

= sαi
= si

από το λήμμα 25.1, επομένως si+1 . . . sj+1 = si . . . sj . Αντικαθστώντας το δεξί μέλος
με το αριστερό στοw και χρησιμοποιώντας ότι s2i = 1 βρήκαμε μία μικρότερη έκφραση
για το w, το οποίο είναι άτοπο. Συνεπώς n(w) = l(w) όπως ισχυριστήκαμε.

Θεώρημα .25.16. ΗW δρα μεταβατικά στο σύνολο των βάσεων (αντίστοιχα στο σύνολο
των θετικών συστημάτων) του Φ, δηλαδή το μόνο στοιχείο τηςW που σταθεροποιεί μία
δωσμένη βάση setwise είναι το 1.

Απόδειξη. Την μεταβατικότητα την έχουμε ήδη αποδείξει στην πρόταση 25.6. Τώρα
αν w ∈ W σταθεροποιεί την ∆, τότε προφανώς σταθεροποιεί και το Φ+, απ’ όπου
l(w) = n(w) = 0 από την προηγούμενη πρόταση.
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