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Epiblèpwn Kajhght c kai ta mèlh thc trimeloÔc kai eptameloÔc epitrop c

Pap�zoglou Panagi¸thc Kajhght c PanepisthmÐou Ajhn¸n

B�rsoc Dhm trioc Kajhght c PanepisthmÐou Ajhn¸n

Talèllh OlumpÐa Kajhg tria PanepisthmÐou Ajhn¸n

Ajanasi�dhc Qr stoc Kajhght c PanepisthmÐou Ajhn¸n

Emmanou l Iw�nnhc Anaplhrwt c Kajhght c PanepisthmÐou Ajhn¸n

R�pthc Eu�ggeloc Kajhght c PanepisthmÐou Ajhn¸n

Suki¸thc Miqa l EpÐkouroc Kajhght c PanepisthmÐou Ajhn¸n
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EuqaristÐec

Ja  jela na euqarist sw to didaktikì proswpikì tou tm matoc Majhmatik¸n
tou pan. Ajhn¸n gia tic spoudèc kai tic axÐec pou mou prosèfere ìla aut�
ta qrìnia, kaj¸c kai thn oikogenei� mou gia thn upomon  thc.

Idiaitèrwc euqarist¸ ton kajhght  Panagi¸th Pap�zoglou o opoÐoc mou
prìsjese akìma mÐa di�stash kai nèa optik  gwnÐa gia na parathr¸ ta majh-
matik�. Ton euqarist¸ gia tic idèec tou pou moir�sthke mazÐ mou kaj¸c kai
gia thn akoÔrasth st rixh pou mou pareÐqe.

Tèloc ja  jela na euqarist sw ton kaj. Emmanou l Iw�nnh gia thn
ousi¸dh kai �mesh bo jeia pou mou èdwse ep�nw se sugkekrimèno prìblhma
pou sun�nthsa stic adi�spastec om�dec.

Sthn oikogenei� mou!
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PROLOGOS

Ja asqolhjoÔme me dÔo probl mata thc Gewmetrik c JewrÐac Om�dwn ta
opoÐa ja anaptÔxoume se dÔo anex�rthta kef�laia.

MÐa om�da G onom�zetai adi�spasth an den eÐnai èna mh tetrimmèno am�l-
gama kai Hom(G,Z) = 0.

JewroÔme èna dèntro X me arijm simo pl joc akm¸n se k�je koruf  kai
sumbolÐzoume me G thn om�da automorfism¸n tou. Sto pr¸to kef�laio ja
apodeÐxoume ìti oi stajeropoihtèc koruf¸n tou eÐnai adi�spastec om�dec.

Oi Bass kai Lubotzky apèdeixan ([3]) ìti gia topik� peperasmèna dèntra
X, h om�da automorfism¸n touc kajorÐzei to dèntro X (dhlad , gnwrÐzontac
thn om�da automorfism¸n mporoÔme na �kataskeu�soume� to dèntro X).

EmeÐc genikeÔoume autì to Je¸rhma twn Bass kai Lubotzky. Sugkekrimè-
na ja apodeÐxoume ìti to je¸rhma t¸n Bass kai Lubotzky isqÔei akìma kai
ìtan ta dèntra den eÐnai topik� peperasmèna ìpwc kai ìtan o bajmìc touc eÐnai
megalÔteroc   Ðsoc tou 2.
EpÐshc, ja apodeÐxoume ìti h om�da metajèsewn gia èna �peiro arijm simo
sÔnolo eÐnai adi�spasth kai to �peiro (  peperasmèno) kartesianì ginìmeno
adi�spastwn om�dwn eÐnai epÐshc mÐa adi�spasth om�da. Ta apotelèsmat� mac
p�nw s�utì to prìblhma èqoun odhg sei se mÐa dhmosÐeush ([27]). Shmei¸noume
epÐshc ìti prìsfata o Maciej Malicki èdwse mÐa nèa apìdeixh merik¸n apote-
lesm�twn mac [29].

EÐnai gnwstì ìti an to isoperimetrikì profÐl peperasmènou gènouc mh
sumpag¸n epifanei¸n megal¸nei grhgorìtera apì

√
t, tìte megal¸nei toul�qis-

ton san grammik  sun�rthsh. Me �lla lìgia up�rqoun �ken�� sto isoperimetrikì
profÐl epifanei¸n peperasmènou gènouc.
Sto deÔtero kef�laio apodeiknÔoume ìti den up�rqoun �ken�� gia epif�neiec
apeÐrou gènouc. To apotèlesm� mac autì èqei dhmosieuteÐ sto [28].
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ABSTRACT

We shall deal with two problems of Geometrical Group Theory which will be
developed into individual chapters.

A group G is called unsplittable if Hom(G,Z) = 0 and this group is not
a non-trivial amalgam. Let X be a tree with a countable number of edges
incident at each vertex and G be its automorphism group. In this paper we
prove that the vertex stabilizers are unsplittable groups.

Bass and Lubotzky proved (see [3]) that for certain locally finite trees
X, the automorphism group determines the tree X (that is, knowing the
automorphism group we can “construct” the tree X). We generalize this
Theorem of Bass and Lubotzky, using the above result. In particular we
show that the Theorem holds even for trees which are not locally finite.

Moreover, we prove that the permutation group of an infinite countable
set is unsplittable and the infinite (or finite) cartesian product of unsplittable
groups is an unsplittable group as well. Our results on this problem have led
to a publication ([27]). It should also be noted that recently Maciej Malicki
provided some of our results with a new proof [29].

It is known that if the isoperimetric profile of a finite genus non-compact
surface grows faster than

√
t, then it grows at least as a linear function. In

other words there are ‘gaps’ in the isoperimetric profile of surfaces with finite
genus.

In this paper we show that no gap exists for surfaces of infinite genus.
This result of ours has been publicised on [28].
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Kef�laio 1

AKAMYIA
AUTOMORFISMWN
DENTRWN

1.1 Eisagwg 

Se autì to kef�laio ja melet soume thn akamyÐa thc om�dac automorfism¸n
twn dèntrwn.

Dhlad , an X eÐnai èna dèntro kai G = Aut(X) h om�da automorfism¸n
tou, ja melet soume sunj kec k�tw apì tic opoÐec h om�da G kajorÐzei to
dèntro X. Piì genik�, an X1, X2 eÐnai dÔo dèntra me G1 = Aut(X1) kai
G2 = Aut(X2), ja melet soume pìte ènac isomorfismìc G1 → G2 ep�getai
apì ènan isomorfismì X1 → X2.

Tètoia erwt mata, gia summetrikoÔc q¸rouc, èqoun melethjeÐ sthn jewrÐa
tou E.Cartan ([7]), gia omoiomorfismoÔc om�dwn topologik¸n q¸rwn sto [9],
kai gia dèntra me rÐza sto [10].

'Estw X èna dèntro, G = Aut(X) kai èstw e mÐa akm  h opoÐa xekin�ei
apì mÐa koruf  x = ∂0(e) tou X. QrhsimopoioÔme ton parak�tw sumbolismì:
Gx = {g ∈ G : gx = x}, Ge = {g ∈ G : ge = e} kai iG(e) := [G∂0(e) : Ge]. Oi
Bass kai Lubotzky ap�nthsan sto parap�nw er¸thma jetik� sthn perÐptwsh
twn topik� peperasmènwn dèntrwn X gia ta opoÐa iG(e) ≥ 3 gia k�je e ∈
EX. 'Opwc oi Bass kai Lubotzky parat rhsan, h proupìjesh twn topik�
peperasmènwn dèntrwn eÐnai arket� perioristik  (gia par�deigma, amalg�mata
om�dwn mporoÔn na dr�soun se dèntra ta opoÐa den eÐnai topik� peperasmèna
[11]) all� aparaÐthth stic apodeÐxeic touc. ([3]).

Se aut  thn ergasÐa ja doulèyoume me dèntra ta opoÐa den eÐnai kat'
an�gkh topik� peperasmèna. EpÐshc ja melet soume thn perÐptwsh ìpou gia
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16 KEF�ALAIO 1. AKAMYIA AUTOMORFISMWN DENTRWN

k�je e ∈ EX isqÔei iG(e) ≥ 2. Ja perioristoÔme se dèntra sta opoÐa up�rqei
arijm simo pl joc akm¸n se k�je koruf . Aut  h upìjesh ja isqÔei gia ìlh
thn ergasÐa akìma kai ìtan den anafèretai.

H mejodìc mac perigr�fetai ¸c ex c: 'Estw X èna dèntro kai èstw G =
Aut(X). Jèloume na kataskeu�soume to dèntro X apì thn om�da G. Sug-
kekrimèna, kataskeu�zoume èna dèntro Y to opoÐo eÐnai isometrikì me to
dèntro X, me sÔnolo koruf¸n V Y = {Gx : x ∈ V X} kai sÔnolo akm¸n
EY = {(Gx, Gy) : x, y geitonikèc korufèc tou X}.

(I) KajorÐzoume sunj kec upì tic opoÐec to sÔnolo twn stajeropoiht¸n
twn koruf¸n {Gx : x ∈ V X} kajorÐzei to dèntro X (dhlad , to Y ja
eÐnai èna dèntro isometrikì me to dèntro X).

(II) KajorÐzoume sunj kec upì tic opoÐec h om�da G kajorÐzei algebrik�
to sÔnolo {Gx : x ∈ V X}. Autèc oi sunj kec apoteloÔn èna sÔnolo
algebrik¸n idiot twn oi opoÐec ikanopoioÔntai mìno apì tic om�dec Gx

(kai ìqi apì k�poia �llh upoom�da thc G). Sunep¸c, se sunduasmì me
thn (1) mporoÔme na kataskeu�soume to dèntro Y .

H lÔsh sto (I) eÐnai h sunj kh iG(e) ≥ 2 gia k�je e ∈ EX. 'Oso gia
to (II), h piì shmantik  algebrik  idiìthta h opoÐa qarakthrÐzei to sÔnolo
{Gx : x ∈ V X}, eÐnai to ìti oi om�dec Gx eÐnai adi�spastec (unsplittable).
(MÐa om�da onom�zetai adi�spasth an den eÐnai èna mh tetrimmèno am�lgama
om�dwn kai isqÔei Hom(H,Z) = 0 (par�grafoc 3) ).

Ta parap�nw b mata eÐnai kai ta kÔria b mata pou akoloÔjhsan kai oi
Bass-Lubotzky sto [3]. H kÔria diafor� metaxÔ twn apotelesm�twn touc kai
enìc apotelèsmatoc aut c thc ergasÐac, eÐnai ìti emeÐc apodeiknÔoume ìti oi
stajeropoihtèc twn koruf¸n (om�dec koruf¸n) eÐnai adi�spastec, akìma kai
sthn perÐptwsh ìpou to dèntro den eÐnai topik� peperasmèno. Piì sugkekrimè-
na:

Je¸rhma 1.6.4. 'Estw X èna dèntro me arijm simo pl joc akm¸n se k�je
koruf  kai èstw G = Aut(X). Tìte gia k�je koruf  v tou X h om�da Gv

eÐnai adi�spasth.

Sto je¸rhma AkamyÐac twn Bass kai Lubotzky h sunj kh sÔmfwna me thn
opoÐa h om�da G = Aut(X) den èqei anastrofèc ja prèpei na diagrafeÐ. Autì
eÐnai profanèc sta porÐsmata (2.7) kai (2.9) sto [3], ta opoÐa qrhsimopoioÔntai
sthn apìdeixh tou Jewr matoc AkamyÐac sto [3]. Autì eÐnai arket� perioris-
tikì diìti gnwrÐzontac thn om�da G den shmaÐnei ìti h upoom�da thc G0 mporeÐ
na kajoristeÐ (h G0 sÔmfwna me to [3] eÐnai h upoom�da thc G me ekjèth
≤ 2 h opoÐa den perièqei anastrofèc, all� perièqei ìlec tic om�dec koruf¸n
Gx, x ∈ V X).
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Se aut  thn ergasÐa dÐnoume lÔsh se autì to prìblhma dialègontac è-
na �llo sÔnolo algebrik¸n idiot twn apì ekeÐno pou di�lexan oi Bass kai
Lubotzky oi opoÐec algebrik� kajorÐzoun to sÔnolo {Gx : x ∈ V X} eÐte h
om�da G èqei anastrofèc eÐte ìqi. 'Etsi, orÐzoume A(G) na eÐnai to sÔnolo
twn upoom�dwn H ≤ G oi opoÐec ikanopoioÔn tic akìloujec sunj kec:

(i) h H eÐnai mègisth metaxÔ twn adi�spastwn upoom�dwn thc G

(ii) h H èqei arijm simo pl joc suzug¸n upoom�dwn sthn G kai

(iii) isqÔei [H : H ∩K] 6= 2 gia k�je �llh tètoia upoom�da K.

Ja apodeÐxoume ìti A(G) = {Gx : x ∈ V X}.
Gia na anakt soume to EY , orÐzoume E(G) na eÐnai to sÔnolo twn stoiqeÐ-

wn (K1, K2) ∈ A(G)× A(G) tètoia ¸ste:

(i) K1 6= K2 kai

(ii) h om�da K1∩K2 eÐnai mègisth metaxÔ twn upoom�dwn tou tÔpou L1∩L2,
me (L1, L2) ∈ A(G)× A(G) kai L1 6= L2.

Tìte apodeiknÔoume ìti EY = E(G).
OrÐzoume thn apeikìnish ad : G → Aut(G) me ad(g)(h) = ghg−1 ìtan

g, h ∈ G.
Qrhsimopoi¸ntac ton parap�nw sumbolismì, to kÔrio apotèlesma mac eÐnai

to akìloujo:

Je¸rhma 1.7.7. (Je¸rhma AkamyÐac).

I) 'Estw X èna dèntro me G = Aut(X). Upojètoume ìti to X èqei ar-
ijm simo pl joc akm¸n se k�je koruf  kai iG(e) ≥ 3 gia k�je ak-
m  e. Tìte, an Y eÐnai èna dèntro me V Y = {Gx : x ∈ V X} kai
EY = {(Gx, Gy) : x, y geitonikèc korufèc tou X}, èqoume:

(a) A(G) = V Y

(b) E(G) = EY

(g) H apeikìnish σ : X → Y me σ(x) = Gx eÐnai ènac isomorfismìc
G-dèntrwn (Dhlad , h om�da G kajorÐzei to dèntro X)

(d) H apeikìnish ad : G→ Aut(G) eÐnai ènac isomorfismìc.

II) 'Estw X1, X2 dèntra me G1 = Aut(X1), G2 = Aut(X2) tètoia ¸ste
iG1(e) ≥ 3 gia k�je e ∈ EX1 kai iG2(w) ≥ 3 gia k�je w ∈ EX2. Tìte
an a : G1 → G2 eÐnai ènac isomorfismìc om�dwn, up�rqei ènac monadikìc
isomorfismìc dèntrwn σ : X1 → X2 tètoioc ¸ste a = ad(σ).
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Gia par�deigma, jewroÔme to dèntro X = Xn,m ( biregular bipartite) me
n,m ≥ 2 kai Gn,m = Aut(X). MÐa sunèpeia tou Jewr matoc AkamyÐac an
n,m, n

′
,m

′ ≥ 3 eÐnai ìti:
Gn,m ' Gn′ ,m′ ⇔ {n,m} = {n′ ,m′}.

Gia n = m, Xn := Xn,n eÐnai to n-kanonikì dèntro (omogenèc), kai to
parap�nw apotèlesma èrqetai apì ton Znoiko [13].

Ta fr�gmata n,m ≥ 3  tan aparaÐthta mèqri t¸ra (eisagwg  tou [3]).
Pr�gmati, gia ta Xn,2 kai Xn, èqoume Gn,2 ' Gn,n, efìson to Xn,2 eÐ-
nai h barukentrik  upodiaÐresh tou Xn. 'Omwc, ta Xn,2, Xn den diafèroun
gewmetrik� (dhlad , èqoun omoiomorfikoÔc gewmetrikoÔc pragmatopoihtèc
(realizations) ).

Sthn par�grafo 8, epekteÐnoume to Je¸rhma AkamyÐac sthn perÐptwsh
ìpou iG(e) ≥ 2 gia k�je akm  e tou X. Dhlad , kataskeu�zoume èna dèntro
apì thn om�da G me gewmetrikì pragmatopoiht  omoiomorfikì me ekeÐnon tou
X. Sugkekrimèna, to nèo dèntro to paÐrnoume apì upodiairèseic k�poiwn
akm¸n tou dèntrou X.
PrÐn diatup¸soume to topologikì Je¸rhma AkamyÐac (1.8.4) dÐnoume ènan
orismì: An X eÐnai èna dèntro me G = Aut(X), orÐzoume X na eÐnai to dèntro
pou paÐrnoume apì to X upodiair¸ntac ekeÐnec tic akmèc e X gia tic opoÐec
up�rqei k�poio g ∈ G tètoio ¸ste ge = e. Sthn par�grafo 7 orÐzoume
ta A(G), E(G) me an�logo trìpo ìpwc sto (1.7.7) kai apodeiknÔoume to
akìloujo je¸rhma.

Je¸rhma 1.8.4 (Topologikì Je¸rhma AkamyÐac).

I) 'Estw X èna dèntro me G = Aut(X). Upojètoume ìti to dèntro X èqei
arijm simo pl joc akm¸n se k�je koruf  kai ìti iG(e) ≥ 2 gia k�je
akm  e. Tìte, an Y eÐnai èna dèntro me V Y = {Gx : x ∈ V X} kai
EY = {(Gx, Gy) : x, y geitonikèc korufèc tou X}, isqÔei ìti:

(a) A(G) = V Y

(b) E(G) = EY

(g) H apeikìnish σ : X → Y me σ(x) = Gx eÐnai ènac isomorfismìc
G-dèntrwn (Dhlad , h om�da G kajorÐzei to dèntro X)

(d) H apeikìnish ad : G→ Aut(G) eÐnai ènac isomorfismìc.

II) 'Estw X1, X2 dèntra me G1 = Aut(X1), G2 = Aut(X2) tètoia ¸ste
iG1(e) ≥ 2 gia k�je e ∈ EX1 kai iG2(w) ≥ 2 gia k�je w ∈ EX2. Tìte
an a : G1 → G2 eÐnai ènac isomorfismìc om�dwn, up�rqei monadikìc
isomorfismìc dèntrwn σ : X1 → X2 tètoioc ¸ste a = ad(σ).
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Epistrèfontac sto prohgoÔmeno par�deigma, èqoume Gn ' Gn,2 kai Xn ≈
Xn,2 (Xn,2 = Xn,2).

ParathroÔme ìti o periorismìc iG(e) ≥ 2 den mporeÐ na paraleifjeÐ. Pr�g-
mati, k�poioc mporeÐ eÔkola na kataskeu�sei diaforetik� peperasmèna dèntra,
ta opoÐa èqoun tetrimmènh om�da automorfismoÔ.

Aut  h ergasÐa perièqei epÐshc apotelèsmata gia tic adi�spastec om�dec:
ApodeiknÔoume sto Pìrisma (1.6.2) ìti to �peiro (  peperasmèno) karte-

sianì ginìmeno adi�spastwn om�dwn eÐnai adi�spasth om�da. Sto Pìrisma
(1.6.5) apodeiknÔoume ìti h om�da automorfism¸n twn dèntrwn me rÐza (rooted
tree) me arijm simo pl joc akm¸n se k�je koruf , eÐnai adi�spasth om�da.

San sunèpeia èqoume, ìti h om�da metajèsewn Sk enìc sunìlou Ω me
cardΩ = k gia 1 ≤ k ≤ ∞ eÐnai adi�spasth om�da. Sugkekrimèna, to stefa-
niaÐo ginìmeno (wreath product) Sk0 o Sk1 o ..., ìpou ki ∈ N, 1 ≤ ki ≤ ∞ eÐnai
adi�spasth om�da (ìpou to m koc tou ginomènou mporeÐ na eÐnai �peiro eÐte
peperasmèno).

Prìsfata, o Max Forester [6] asqol jhke me to Je¸rhma AkamyÐac twn
Bass kai Lubotzky. 'Eqei petÔqei mÐa genÐkeush autoÔ tou Jew matoc all�
apo mÐa diaforetik  optik  gwnÐa. EpÐshc o Maciej Malicki èdwse mÐa nèa
apìdeixh merik¸n apotelesm�twn mac [29].

1.2 AutomorfismoÐ dèntrwn

OrismoÐ-SumbolismoÐ.
'An G eÐnai mÐa om�da kai X èna mh kenì sÔnolo, tìte mÐa (arister ) dr�sh
thc om�dac G sto sÔnolo X eÐnai mÐa apeikìnish G×X → X me (g, x) 7→ g ·x
h opoÐa ikanopoieÐ ta parak�tw axi¸mata:

• (gh) · x = g · (h · x) ∀g, h ∈ G kai x ∈ X

• e · x = x ∀x ∈ X (e=oudètero thc G).

'Ena sÔnolo X me mÐa G-dr�sh onom�zetai G-sÔnolo. SumbolÐzoume me
Gx to sÔnolo {g ∈ G : gx = x} (dhlad , Gx = stabG(x) ≤ G) kai me
iG(x) = [G : Gx] = card(G · x).

'Ena gr�fhma X apoteleÐtai apì èna sÔnolo koruf¸n V = V (X)
kai èna sÔnolo prosanatolismènwn akm¸n E = E(X). MÐa akm  e èqei
�kra ∂0(e), ∂1(e) ∈ V , kai prosanatolismènh an�strofh akm  e ∈ E, me
e 6= e, e = e kai ∂i(e) = ∂1−i(e), i = 0, 1. Gia x ∈ V , jètoume E0(x) = {e ∈
E : ∂0(e) = x} (oi akmèc pou xekinoÔn apì to x) kai deg(x) = card(E0(x)).
'Ena gr�fhma to anaparistoÔme me èna di�gramma (sq ma 1), sto opoÐo ta
shmeÐa antistoiqoÔn stic korufèc tou graf matoc kai ta eujÔgramma tm mata
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antistoiqoÔn se akmèc tou tÔpou {e, ē} (gewmetrikèc akmèc).

'Ena monop�ti m kouc n eÐnai mÐa akoloujÐa akm¸n c = (e1, e2, ..., en) gia
thn opoÐa isqÔei ∂1(ei) = ∂0(ei+1) ∀i ∈ 1, 2, ..., n− 1 (sq ma 2). Ja lème ìti
to monop�ti èqei �kra tic korufèc ∂0(e1)kai ∂1(en)   ìti eÐnai èna monop�ti apì
to ∂0(e1) sto ∂1(en). SumbolÐzoume tic korufèc tou monopatioÔ me Pi = ∂0(ei)
∀i ∈ 1, 2, ..., n kai Pn+1 = ∂1(en).

MÐa anastrof  ja eÐnai ena zeÔgoc thc morf c (ei, ei+1) me ei+1 = ēi.
Ja lème ìti to monop�ti c eÐnai èna kÔklwma m kouc n (sq ma 3) �n

P1 = Pn+1 kai oi korufèc P1, P2, ..., Pn eÐnai ana dÔo xènec.
'Ena gr�fhma ja eÐnai sunektikì an dÔo opoiesd pote korufèc tou eÐnai

�kra enìc toul�qiston monopatioÔ.
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'Ena dèntro X eÐnai èna sunektikì gr�fhma qwrÐc kukl¸mata (sq ma 4).
EÐnai eÔkolo na deÐxei k�poioc ìti dÔo korufèc P,Q enìc dèntrou en¸nontai
me èna monadikì monop�ti qwrÐc anastrofèc. OrÐzoume ¸c apìstash d(P,Q)
twn duo aut¸n koruf¸n to m koc tou parap�nw monadikoÔ monopatioÔ.

'Estw X dèntro. MÐa X-aktÐna eÐnai èna hmi�peiro grammikì upodèntro,
dhlad  mÐa akoloujÐa akm¸n (e1, e2, ...) gia thn opoÐa isqÔei ∂1(ei) = ∂0(ei+1)
∀i ∈ 1, 2, ..., kai oi korufèc thc eÐnai xènec ana dÔo. DÔo X-aktÐnec L,L′ eÐnai
isodÔnamec an h L ∩ L′ eÐnai mÐa X-aktÐna (sq ma 5). Oi kl�seic isodunamÐac
onom�zontai pèrata tou X. An ε eÐnai èna pèrac kai x ∈ V , tìte up�rqei
mÐa monadik  X-aktÐna pou antiproswpeÔei to ε kai xekin�ei apì to x, thn
opoÐa thn sumbolÐzoume me [x, ε) (sq ma 5). 'An ε′ 6= ε eÐnai èna �llo pèrac,
tìte to sÔnolo twn koruf¸n x ∈ V tètoia ¸ste [x, ε)∩ [x, ε′) = {x} orÐzoun
tic korufèc enìc diplo�peirou (bi-infinite) grammikoÔ upodèntrou,to opoÐo to
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sumbolÐzoume me (ε, ε′).

Uperbolikì m koc gia automorfismoÔc dèntrwn. 'Enac morfismìc
dÔo dèntrwn X1, X2 eÐnai mÐa apeikìnish

f = fV × fE : (V (X1)× E(X1))→ (V (X2)× E(X2))

tètoia ¸ste fV (∂0(e)) = ∂0(fE(e)), fV (∂1(e)) = ∂1(fE(e)) kai ¯fE(e) = fE(ē)
∀e ∈ V (X1). 'An epiplèon oi apeikonÐseic fV kai fE eÐnai 1-1 kai epÐ tìte h f
lègetai isomorfismìc.

'Estw X èna dèntro, me om�da automorfism¸n G = Aut(X). EÐnai pro-
fanèc ìti h om�da G dr� sto dèntro X apì arister�. 'An g ∈ G, o Tits èqei
deÐxei ([12]   [11]) ìti up�rqoun treÐc pijanèc peript¸seic:

PerÐptwsh 1h (antistrofèc): Up�rqei mÐa (anagkastik� monadik ) gewmetrik 
akm  {e, e} h opoÐa anastrèfetai apo to g : ge = e. Tìte gia ìlec tic korufèc
tou X, o arijmìc d(gx, x) = 2d(x, e) + 1 eÐnai perittìc. 'Otan to g ∈ G eÐnai
mÐa antistrof , jètoume l(g) = 0 kai Xg = ∅ (sq ma 6).
'Otan to g ∈ G dèn eÐnai mÐa antistrof , orÐzoume l(g) = minx∈V d(gx, x) kai
V Xg = {x ∈ V : d(gx, x) = l(g)} (V Xg eÐnai oi korufèc enìc upodèntrou Xg

tou X).
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PerÐptwsh 2h (elleiptik� stoiqeÐa): Elleiptikì eÐnai èna stoiqeÐo g to opoÐo
den eÐnai antistrof  kai gia to opoÐo isqÔei l(g) = 0 (sq ma 7). Tìte to
Xg eÐnai to dèntro twn stajer¸n shmeÐwn apì to g. Opoiod pote < g >-
amet�blhto upodèntro tou X tèmnei to Xg.

Periptwsh 3h (Uperbolik� stoiqeÐa): EÐnai èna stoiqeÐo g gia to opoÐo isqÔei
l(g) > 0. Se aut  thn perÐptwsh to Xg eÐnai èna diplo�peiro grammikì upodèn-
tro to opoÐo to onom�zoume g-�xona kat� m koc tou opoÐou to g ep�gei mÐa
metafor� m kouc l(g) me kateÔjunsh prìc to èna apì ta dÔo pèrata tou Xg,
to opoÐo to sumbolÐzoume me εg (sq ma 8). Opoiod pote < g >-amet�blhto
upodèntro tou X perièqei to Xg.
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An g, h ∈ G tìte l(ghg−1) = l(h), kai Xghg−1 = gXh. An to h den eÐnai
mÐa antistrof , tìte gia ìla ta x ∈ V èqoume d(gx, x) = l(g) + 2d(x,Xg).

H-gr�fhma. 'Estw H mÐa om�da. 'Ena H-gr�fhma eÐnai èna gr�fhma X me
mÐa H-dr�sh, h opoÐa dÐnetai apì ènan omoiomorfismì p : H → G = Aut(X).

Gia x ∈ V X èqoume iH(x) = [H : Hx] = Card(Hx). Akìma h Hx dr� sto
E0(x) kai, sÔmfwna me ta parap�nw, jètoume iH(e) = iHx(e) = [Hx : He] =
Card(Hxe), ìpou e ∈ E0(x).

To H-dèntro X lème ìti eÐnai qwrÐc anastrofèc an e /∈ He, gia ìla ta
e ∈ EX. Akìma èqoume thn sun�rthsh uperbolikoÔ m kouc l = lX : H → Z
h opoÐa orÐzetai me l(g) = l(p(g)). EpÐshc jètoume Xg = Xp(g) gia g ∈ H.
Telik�, jètoume XH = {x ∈ X : hx = x ∀h ∈ H}.

Prìtash 1.2.1. [[12] (3.4)   [1] (7.5)] 'EstwX ènaH-dèntro me l(H) = {0}
(l = lX). Tìte akrib¸c èna apì ta akìlouja isqÔei.

(1) H om�da H stajeropoieÐ k�poia koruf  tou X.

(2) H om�da H perièqei mÐa antistrof : g ∈ H, e ∈ EX kai ge = e. Tìte
He = {e, e} kai h {e, e} eÐnai h monadik  H-amet�blhth gewmetrik 
akm  tou X.

(3) Up�rqei èna monadikì pèrac ε tou X to opoÐo stajeropoieÐtai apì thn
H. An x ∈ V X kai x0 = x, x1, x2, ..., eÐnai oi korufèc thc aktÐnac [x, ε)
tìte Hxn ≤ Hxn+1 , ìpou h gn sia anisìthta isqÔei apeÐrwc suqn�, kai
H =

⋃
n≥0Hxn .
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Orismìc. 'Estw X èna dèntro kai ε eÐnai èna pèrac tou X. Jètoume

Hε = {g ∈ H : gε = ε}

ton stajeropoiht  tou pèratoc ε.

1.3 Adi�spastec om�dec

Prìtash 1.3.1. [[2] (3.9)]'Estw H mÐa om�da. Oi akìloujec sunj kec eÐnai
isodÔnamec:

(1) Gi� k�je H-dèntro X isqÔei lX(H) = {0}

(2) Gia k�je H-dèntro X qwrÐc anastrofèc, isqÔei ìti k�je stoiqeÐo thc H
stajeropoieÐ k�poia koruf  tou X.

(3) (a) Hom(H,Z) = 0 kai

(b) h H den eÐnai èna mh tetrimmèno am�lgama, dhlad , an H∼=A∗CB
tìte C = A   C = B.

Orismìc. MÐa om�da h opoÐa ikanopoieÐ tic sunj kec thc Prìtashc (2.1)
lègetai adi�spasth.

Prìtash 1.3.2. [[11] Prìt. 27, kef.6] 'EstwG mÐa peperasmèna paragìmen-
h mhdenodÔnamh om�da h opoÐa dr� qwrÐc anastrofèc se èna dèntro X. Tìte
oi epìmenec dÔo peript¸seic eÐnai amoibaÐwc apokleiìmenec kai ja isqÔei mÐa
toul�qiston apì tic dÔo:

(a) H G èqei stajer� shmeÐa.

(b) Up�rqei mÐa X-aktÐna h opoÐa stajeropoieÐtai apì thn G, sthn opoÐa h
G dr� me metaforèc, dhlad  mesw ènoc mh tetrimmènou omoiomorfismoÔ
G→ Z.

Pìrisma 1.3.3. An oi Ai eÐnai adi�spastec om�dec kai

G = ×iAi = {(g1, g2, ..., gn, 1, 1, ...) : gi ∈ Ai, n ∈ N},

tìte h G eÐnai adi�spasth.

Apìdeixh. 'Estw ìti hG dr� se èna dèntroX qwrÐc anastrofèc. Tìte kai h Ai
ja dr� sto X qwrÐc anastrofèc. 'Estw g = g1g2...gn = (g1, g2, ...gn, 1, 1, ...) ∈
G ìpou to stoiqeÐo gi ∈ Ai tautÐzetai me to stoiqeÐo gi = (1, ..., 1, gi, 1, ...) ∈ G
(ìpou to gi eÐnai sthn i jèsh). Efìson oi A1, A2, ..., An eÐnai adi�spastec
tìte ta g1, ..., gn eÐnai elleiptik�. Tìte, efarmìzontac thn (2.3) sthn om�da
< g1 > ×... × < gn > èqoume ìti up�rqei v ∈ V X tètoio ¸ste giv = v,
i = 1, 2, ..., n kai ètsi gv = v, dhlad , h G eÐnai mÐa adi�spasth om�da.
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1.4 Gn sia dr�sh

Orismìc. 'Estw X èna H-sÔnolo. Ja lème ìti eÐnai èna gn sio H-sÔnolo
an isqÔei mÐa toul�qiston apì tic akìloujec isodÔnamec sunj kec:

(a) XHx = {x} gia k�je x ∈ X, ìpou XHx eÐnai to sÔnolo twn stajer¸n
shmeÐwn apì thn Hx.

(b) An x, y ∈ X tètoia ¸ste Hx ≤ Hy tìte x = y.

Orismìc. 'Ena H-gr�fhma X onom�zetai gn sio an:

(a) To V X eÐnai èna gn sio H-sÔnolo, kai

(b) Gia k�je x ∈ V X, to E0(x) eÐnai èna gn sio Hx-sÔnolo.

L mma 1.4.1. [[3]] 'Estw X èna H-dèntro.

(a) Oi akìloujec sunj kec eÐnai isodÔnamec:

(1) To V X eÐani èna gn sio H-sÔnolo.

(2) iH(e) > 1, gi� k�je e∈EX.

(3) Gia k�je x ∈ V X, h Hx den stajeropoieÐ akmèc tou X.

(b) An h x ∈ V X mÐa mh telik  koruf , dhlad , an deg(x) 6= 1 kai an
E0(x) eÐnai èna gn sio Hx-sÔnolo, tìte iH(e) ≥ 3 gia k�je e∈E0(x).

(g) An to X den èqei telikèc korufèc tìte h sunj kh �V X eÐnai èna gn sio
H-sÔnolo� èpetai apì thn sunj kh �gia k�je x ∈ V X, to E0(x) eÐnai
èna gnhsÐwc Hx-sÔnolo�.

H akìloujh Prìtash eÐnai mÐa eidik  perÐptwsh thc Prìtashc (3.7)[3].

Prìtash 1.4.2. An X eÐnai èna dèntro kai G = AutX me iG(e) ≥ 3, tìte
to X eÐnai èna gn sio G-dèntro.

1.5 Gewmetrikìc kajorismìc dèntrwn

Se aut  thn par�grafo ja deÐxoume ìti to sÔnolo {Gx : x ∈ V X} kajorÐzei
to dèntro X upì thn proupìjesh ìti isqÔei iG(e) ≥ 2.

OrologÐa 'Estw X èna dèntro kai G = Aut(X) me iG(e) ≥ 2 gia k�je
e∈EX. OrÐzoume èna G-gr�fhma Y me sÔnolo koruf¸n V Y = {Gx : x ∈
V X} kai sÔnolo akm¸n EY = {(Gx, Gy) : x, y geitonikèc korufèc tou X }.
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Prìtash 1.5.1. SÔmfwna me ta parap�nw orÐzoume mÐa apeikìnish f : X →
Y , me f(x) = Gx kai f(e) = (G∂0(e), G∂1(e)) gia k�je x ∈ V X, e ∈ EX. Tìte,
h f eÐnai ènac isomorfismìc dèntrwn, ìpou to Y to jewroÔme ¸c G-gr�fhma
mèsw suzugÐac.

Apìdeixh. Efìson to V X eÐnai gn sio G sÔnolo (apì to 1.4.1), eÐnai eÔkolo
na deÐxoume ìti to Y eÐnai èna G-dèntro kai h f eÐnai ènac morfismìc G-
grafhm�twn. Apì thn gnhsiìthta V X san G-sÔnolo, èpetai ìti h f eÐnai
èna prìc èna stic korufèc. T¸ra, an f(e) = f(w) me e, w ∈ EX, èpetai ìti
(G∂0(e), G∂1(e)) = (G∂0(w), G∂1(w)). Sunep¸c, ∂0(e) = ∂0(w) kai ∂1(e) = ∂1(w).
Efìson to X eÐnai dèntro èqoume ìti e = w, dhlad , h f eÐnai èna prìc èna
kai stic akmèc. EÐnai profanèc ìti h f eÐnai epÐ stic akmèc kai stic korufèc.
Telik�, h dr�sh pou orÐzetai pio p�nw eÐnai ekeÐnh pou ep�getai sto Y apì
thn f , ètsi h f eÐnai ènac isomorfismìc G-dèntrwn.

1.6 Stajeropoihtèc koruf¸n

Se aut  thn par�grafo ja melet soume touc stajeropoihtèc twn koruf¸n
dèntrwn ta opoÐa èqoun arijm simo pl joc akm¸n se k�je koruf  kai ja
apodeÐxoume eÐnai adi�spastec om�dec.

L mma 1.6.1. 'Estw (Gi)i∈N mÐa oikogèneia om�dwn kai èstw

G =
∏
i∈N

Gi = {(g1, g2, ...)/gi ∈ Gi, i = 1, 2, ..}.

Upojètoume ìti G dr� se èna dèntro T qwrÐc anastrofèc. An up�rqoun s-
toiqeÐa gi ∈ Gi ta opoÐa eÐnai elleiptik� gia k�je i ∈ N, tìte to stoiqeÐo
g = (g1, g2, g3, ...) ja eÐnai kai autì eleiptikì (ed¸ to stoiqeÐo gi ∈ Gi tautÐze-
tai me to stoiqeÐo gi = (1, ..., 1, gi, 1, ...) ∈ G, ìpou to gi eÐnai st n i jèsh).

Apìdeixh. ParathroÔme ìti an p eÐnai ènac perittìc pr¸toc arijmìc tìte 2np ≡
1mod p gia k�poion np ∈ N (i.e. np = p−1). Profan¸c, �n k ∈ N tìte 2knp ≡
1mod p. 'An oi {p1, p2, ...} eÐnai perittoÐ pr¸toi jewroÔme thn akoloujÐa ni =
np1np2 ...npi , i ∈ N. Tìte, èqoume 2ni ≡ 1mod pk gi� k�je k ≤ i.

JewroÔme t¸ra to stoiqeÐo h = (g2n1

1 , ..., g2ni
i , ...) kai ja apodeÐxoume ìti

eÐnai elleiptikì: Upojètoume to antÐjeto, dhlad , ìti to h eÐnai uperbo-
likì. 'An tautÐsoume to stoiqeÐo g2ni

i ∈ Gi me to stoiqeÐo (1, ..., 1, g2ni
i , 1, ...)

(ìpou to g2ni
i eÐnai st n i jèsh), tìte h = g2n1

1 g2n2

2 ...g2nk−1

k−1 hk ìpou hk =

(1, 1, .., 1, g2nk
k , g2nk+1

k+1 , ...) gi� k�je k ∈ N. 'Etsi, apì thn (2.3), to hk eÐ-
nai uperbolikì stoiqeÐo me m koc metafor�c san tou h (sunep¸c mporoÔme
na �xeq�soume� toÔc pr¸touc ìrouc). All� to hk eÐnai 2nk-h dÔnamh ètsi to
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m koc metafor�c tou eÐnai pollapl�sio tou 2nk . 'Etsi to 2nk diaireÐ to m koc
metafor�c tou h gi� k�je k, to opoÐo eÐnai adÔnato. T¸ra upojètoume ìti
to g eÐnai uperbolikì, ètsi apì thn 1.3.2 to hg−1 eÐnai kai autì uperbolikì.
Efìson hg−1 = (g2n1−1

1 , ..., g2ni−1
i , ...) kai to pi diaireÐ to 2ni − 1, ìpwc prÐn

èqoume ìti to pi diaireÐ to m koc metafor�c tou hg−1 gia k�je i, to opoÐo eÐnai
adÔnato. Etsi to g eÐnai elleiptikì.

Pìrisma 1.6.2. 'An oi om�dec Gi eÐnai adi�pastec gi� k�je i ∈ N tìte h
om�da G =

∏
i∈NGi = {(g1, g2, ...)/gi ∈ Gi, i = 1, 2, ..} eÐnai kai aut  adi�s-

pasth.

Apìdeixh. Upojètoume ìti h G dr� se èna dèntro T qwrÐc anastrofèc. 'Estw
g = (g1, g2, ...) ∈ G. Ja apodeÐxoume ìti to stoiqeÐo g eÐnai elleiptikì. Efì-
son h Gi eÐnai adi�spasth, to gi eÐnai elleiptikì gi� k�je i ∈ N. Sunep¸c apì
to 1.6.1 to stoiqeÐo g eÐnai kai autì elleiptikì.

L mma 1.6.3. 'Estw X èna dèntro, G = Aut(X) kai v mÐa koruf  tou X.
Upojètoume ìti èqoume zeÔgh (Xi, vi), ìpou to Xi eÐnai upodèntro tou X kai vi
eÐnai mÐa koruf  touXi (rÐza touXi), gi� k�je i ∈ N tètoia ¸ste V Xi∩V Xj =
{vi} ∩ {vj} gi� k�je i, j ∈ N (sq ma 9). 'An h Gv dr� qwrÐc anastrofèc se
èna dèntro T , tìte den up�rqei akoloujÐa stoiqeÐwn gi ∈ Gv ∩ Gvi gi� k�je
i ∈ N, ìpou gi(x) = x gi� k�je x /∈ V Xi (dhlad , k�je gi dr� mh tetrimmèna
mìno sto Xi) kai to gi eÐnai uperbolikì gia k�je i ∈ N.

Apìdeixh. 'Ac upojèsoume to antÐjeto. 'Estw l(gk) := lk > 0. 'Efìson ta gi
metatÐjontai, apì to L mma 1.3.2 ja èqoun ton Ðdio �xona L. Antikajist¸ntac
k�poia gi apì ta gi−1 an eÐnai aparaÐthto mporoÔme na poÔme ìti ìla ta gi
droÔn sto L me metaforèc st n Ðdia kateÔjunsh. Jètoume nk+1 = k(l1 + l2 +
...+ lk + 1)nk gi� k�je k ∈ N (p.q. n1 = 2) kai

h(x) =

{
gnkk (x), an ∃ k ∈ N : x ∈ V Xk

x, an x ∈ V X − ∪i∈NV Xi
(1)

hk(x) =

{
gnrr (x), an ∃ r ≥ k : x ∈ V Xr

x, an x ∈ V X − ∪i≥kV Xi
(2)

'Estw l(h) = k0 ≥ 0. EÐnai eÔkolo na doÔme ìti

h = gn1
1 gn2

2 ...g
nk0
k0
hk0+1 (3)

kai ìti ta stoiqeÐa gnii kai hk0+1 metatÐjontai gia k�je i ≤ k0. Efìson ta
gi, i = 1, 2, ..., k0, droÔn sto L me metaforèc st n Ðdia kateÔjunsh, èqoume
ìti l(gn1

1 gn2
2 ...g

nk0
k0

) = n1l1 + ... + nk0lk0 > k0. Apì thn (3) kai to L mma
1.3.2 èqoume ìti hk0+1 eÐnai uperbolikì kai metafèrei ton L st n antÐjeth
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kateÔjunsh apì ìti to gnii . All� to hk0+1 eÐnai dÔnamh tou nk0+1 (efìson
ni/ni+1) kai ètsi to l(hk0+1) eÐnai pollapl�sio tou nk0+1. Akìma, nk0+1 =
k0(l1 + ... + lk0 + 1)nk0 > l(gn1

1 ...g
nk0
k0

) + l(h) ètsi apì thn (3) èqoume ìti

l(hk0+1)− l(gn1
1 ...g

nk0
k0

) = k0 to opoÐo eÐnai �topo.

OrologÐa. 'Estw X èna dèntro kai v, w ∈ V X. OrÐzoume X[v,w] na eÐnai
to mègisto upodèntro tou X to opoÐo perièqei thn koruf  w kai dèn perièqei
kamÐa �llh koruf  tou monopatioÔ [v, w] (sq ma 10).

'An A ⊆ E0(v), orÐzoume X(v,A) na eÐnai to upodèntro tou X to opoÐo perièqei
thn koruf  v kai k�je koruf  w ètsi ¸ste h pr¸th akm  tou monopatioÔ
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[v, w] pou xekin�ei apì to v na an kei sto A (sq ma 11). SumbolÐzoume me
Ov

1 , O
v
2 , ... tic troqièc tou E0(v) upì th dr�sh thc Gv. 'An g ∈ Gv orÐzoume

gi ∈ Gv me

gi(x) =

{
g(x), an x ∈ V X(v,Ovi )

x, an x /∈ V X(v,Ovi )
(4)

Telik�, jètoume Gv,i=Aut(X(v,Ovi ))v.

Orismìc. 'Estw l èna �peiro monop�ti enìc dèntrou X (hmieujeÐa) to opoÐo
xenin�ei apì mÐa koruf  w kai èqei gia akoloujÐa koruf¸n thn akoloujÐa
w0 = w,w1, w2, .... 'An sumbolÐsoume me ei thn akm  [wi, wi+1] tìte lème ìti
h akm  ei èqei thn idiìthta P �n up�rqei g ∈ Aut(X[w,wi])(wi) tètoioc ¸ste
gei 6= ei (gei /∈ l).

Parat rhsh 1. 'Estw ei mÐa akm  tou monopatioÔ l (ìpwc prÐn). 'An sto dèn-
tro X[w,wi] up�rqoun card(Ii) troqièc twn akm¸n (Ii ⊆ N) pou arqÐzoun apì
thn koruf  wi, upì thn dr�sh thc om�dac Aut(X[w,wi])(wi) tìte, sumbolÐzoume

autèc tic troqièc me O[w,wi]
j , j ∈ Ii. Sthn perÐptwsh ìpou h akm  ei den èqei

thn idiìthta P , up�rqei monadikì j0 ∈ Ii tètoio ¸ste O[w,wi]
j0

= {ei}.
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EpÐshc, sumbolÐzoume me Xj
[w0,wi]

to dèntro X
(wi,O

[w0,wi]
j )

kai me Gw0,wi,j thn

om�da koruf¸n (AutXj
[w0,wi]

)(wi).

Je¸rhma 1.6.4. 'Estw X èna dèntro me arijm simo pl joc akm¸n se k�je
koruf  kai èstw G = Aut(X). Tìte gia k�je koruf  v tou X h om�da Gv

eÐnai adi�spasth.

Apìdeixh. 'Estw ìti h om�da Gv dr� qwrÐc anastrofèc se èna dèntro T kai
èstw g ∈ Gv èna uperbolikì stoiqeÐo.

Isqurismìc 1 : Up�rqei èna uperbolikì stoiqeÐo thc Gv to opoÐo dr� mh tetrim-
mèna mìno se k�poio X(v,Ovi ).

Apìdeixh tou isqurismoÔ 1 : EÐnai profanèc ìti Gv =
∏

i∈NGv,i. 'An gi eÐnai o
periorismìc tou g sto dèntro X(v,Ovi ) ìpwc sthn (4), tìte g = (g1, g2, ...). Apì
to L mma 1.6.1 mporoÔme na upojèsoume ìti k�poio apì ta gi eÐnai uperbolikì.
'Estw ìti to g1 eÐnai uperbolikì (dr� mìno sto X(v,Ov1 )).

Ja apodeÐxoume ìti card(Ov
1) 6= ℵ0. Upojètoume ìti card(Ov

1) = ℵ0.

Isqurismìc 2 : Up�rqei èna uperbolikì stoiqeÐo thc Gv to opoÐo dr� mh tetrim-
mèna mìno se k�poio upodèntro X(v,A) ìpou A ⊆ Ov

1 kai to sÔnolo Ov
1 − A

eÐnai peperasmèno.

Apìdeixh tou isqurismoÔ 2 : O periorismìc tou g1 sto Ov
1 eÐnai mÐa met�-

jesh tou sunìlou Ov
1 dhlad , èna stoiqeÐo thc om�dac S∞ = symm(Ov

1). 'An
o periorismìc tou g1 sto Ov

1 eÐnai mÐa peperasmènh met�jesh, tìte up�rqei
k ∈ N : gk1 = 1 sto Ov

1 . 'An v0, v1, v2, ... eÐnai oi geitonikèc korufèc tou
v, tètoiec ¸ste [v, vi] ∈ Ov

1 , tìte g
k
1 ∈

∏
i∈NAut(X[v,vi])(vi). SÔmfwna me to

1.6.1 up�rqei èna uperbolikì stoiqeÐo h ∈ Aut(X[v,vi0 ])(vi0 ) gi� k�poio i0 ∈ N.
Sunep¸c, A = {[v, vi0 ]} kai to h eÐnai to zhtoÔmeno uperbolikì stoiqeÐo.
'An o periorismìc tou g1 sto Ov

1 eÐnai mÐa met�jesh me �peiro support, tìte
eÐte o periorismìc tou g1 eÐte o periorismìc tou g2

1 sto Ov
1 ja eÐnai ginìmeno

dÔo xènwn metajèsewn a, b ∈ symm(Ov
1) me �peiro support.

Pr�gmati, o periorismìc tou g1 sto Ov
1 gr�fetai san ginìmeno xènwn kÔklwn

sthn symm(Ov
1). DiakrÐnoume dÔo peript¸seic gia autoÔc touc kÔklouc.

PerÐptwsh 1h: An metaxÔ aut¸n twn kÔklwn up�rqei ènac toul�qiston kÔk-
loc me �peiro support.

Se aut  thn perÐptwsh, efìson to tetr�gwno enìc kÔklou me �peiro sup-
port eÐnai èna ginìmeno xènwn kÔklwn me �peiro support, o periorismìc tou
g2

1 sto Ov
1 gr�fetai san ginìmeno dÔo xènwn metajèsewn a, b ∈ symm(Ov

1) me
�peiro support.
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PerÐptwsh 2h: 'An metaxÔ aut¸n twn kÔklwn dèn up�rqoun kÔkloi mè �peiro
support.

Se aut  thn perÐptwsh up�rqoun ℵ0 tètoioi kÔkloi. Tìte k�je mÐa apì
tic metajèseic a, b mporeÐ na grafteÐ san èna �peiro ginìmeno tètoiwn kÔklwn.
Sunep¸c, se k�je perÐptwsh, o periorismìc tou g1   o periorismìc tou g2

1 sto
Ov

1 ja eÐnai èna ginìmeno dÔo xènwn metajèsewn a, b ∈ symm(Ov
1) me �peiro

support. Jètoume A1 = support(a) (ta stoiqeÐa tou Ov
1 ta opoÐa metakinoÔntai

apì thn a), A2 = support(b). Tìte to stoiqeÐo g1   to g2
1 mporeÐ na grafteÐ

san ginìmeno dÔo stoiqeÐwn h, f ∈ Gv ìpou to h dr� mh tetrimmèna mìno
sto X(v,A1) kai h f dr� mh tetrimmèna sto X(v,A2). SÔmfwna me to L mma
1.3.2, toul�qiston èna apì ta f, h eÐnai uperbolikì kai ètsi h apìdeixh tou
isqurismoÔ eÐnai pl rhc.

'Estw ìti h eÐnai to uperbolikì stoiqeÐo pou p rame. Efìson card(Ov
1 −

A) = ℵ0, mporoÔme na gr�youme to sÔnolo Ov
1 − A s�n xènh ènwsh twn

sunìlwn Ω1,Ω2, ..., ìpou aut� ta sÔnola èqoun ton Ðdio plhjikì arijmì me
to sÔnolo A. Efìson to Ov

1 apoteleÐtai apì mÐa troqi� akm¸n, èqoume ìti
gia k�je i ∈ N up�rqei k�poioc ti ∈ Gv tètoioc ¸ste to hti (hti = t−1

i hti) na
dr� mh tetrimmèna mìno sto X(v,Ωi). An efarmìsoume t¸ra to L mma 1.6.3
sta zeÔgh (X(v,Ωi), v) prokÔptei ìti, up�rqei i ∈ N tètoio ¸ste to hti na eÐnai
elleiptikì stoiqeÐo. Autì ìmwc eÐnai �topo, diìti to h eÐnai uperbolikì.

'Ac upojèsoume t¸ra ìti card(Ov
1) = k < ∞ kai ìti v1, ..., vk eÐnai oi

telikèc korufèc twn akm¸n tou sunìlou Ov
1 (oi opoÐec arqÐzoun apì to v).

Profan¸c up�rqei k�poio r ≤ k tètoio ¸ste gr1 = 1 sto Ov
1 kai ètsi gr1 =

h1h2...hk, ìpou

hi(x) =

{
gr1(x), an x ∈ X[v,vi]

x, alli¸c
(5)

(hi eÐnai o periorismìc tou gr1 sto X[v,vi]). Ta stoiqeÐa hi metatÐjontai metaxÔ
touc kai sunep¸c apì to L mma 1.3.2 èqoume ìti èna toul�qiston apì aut� ja
eÐnai uperbolikì. 'Estw ìti to h1 eÐnai uperbolikì. Tìte, ìpwc ston isqurismì
1, gia to dèntro X[v,v1], up�rqei èna uperbolikì stoiqeÐo thc Aut(X[v,v1])(v1) ≤
Gv to opoÐo dr� se èna dèntro thc morf c Y(v1,R), ìpou Y = X[v,v1] kai R
eÐnai mÐa troqi� t¸n akm¸n tou sunìlou E0(v1) sto Y , upì thn dr�sh thc
om�dac Aut(X[v,v1])(v1). 'Opwc prÐn, to R prèpei na eÐnai peperasmèno. 'An
ergastoÔme me ton Ðdio trìpo, fti�qnoume èna monop�ti l me korufèc w0 =
v, w1 = v1, w2, ... kai mÐa akoloujÐa uperbolik¸n stoiqeÐwn fi thc Gv ìpou
k�je fi dr� mh tetrimmèna mìno sto dèntroX[w0,wi] (i = 1, 2, ...). SumbolÐzoume
me ei thn akm  [wi, wi+1] kai diakrÐnoume dÔo peript¸seic:

PerÐptwsh 1h: Up�rqei mÐa upakoloujÐa (enk)k∈N thc (en)n∈N, thc opoÐac
ìloi oi ìroi èqoun thn idiìthta P . Sunep¸c gia k�je k ∈ N up�rqei mÐa akm 
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rnk ∈ E0(wnk)− l, tètoia ¸ste oi enk , rnk na an koun sthn Ðdia troqi� upì thn
dr�sh thc om�dac Aut(X[w0,wnk ])(wnk ).

Se aut  thn perÐptwsh, up�rqei tk ∈ Aut(X[w0,wnk ])(wnk ) tètoioc ¸ste, to

uperbolikì stoiqeÐo f tknk+1 na dr� mh tetrimmèna mìno sto dèntro X[w0,∂1(rnk )].
Efarmìzontac to L mma 1.6.3, sta zeÔgh (X[w0,∂1(rnk )], ∂1(rnk)) èqoume ìti èna

toul�qiston apì ta stoiqeÐa f tknk+1 prèpei na eÐnai uperbolikì. All� autì eÐnai
�topo.

PerÐptwsh 2h: Dèn up�rqoun upakoloujÐec thc (en)n∈N, twn opoÐwn ìloi
oi ìroi na èqoun thn idiìthta P . Se aut  thn perÐptwsh, up�rqei i0 ∈ N
tètoio ¸ste gia k�je i ≥ i0 isqÔei gei = ei gia k�je g ∈ Aut(X[w0,wi])(wi).
Dhlad , sto monop�ti me akoloujÐa koruf¸n wi0 , wi0+1, wi0+2, ..., oi akmèc ei
gia i ≥ i0 dèn èqoun thn idiìthta P . Sunep¸c fi0+1 ∈

∏
j∈Ii0+1−{j0}Gwi0 ,wi0+1,j

(ìpou j0 ìpwc sthn Parat rhsh 1). Efìson to fi0+1 eÐnai uperbolikì, apì to
L mma (1.6.1) up�rqei j1 ∈ Ii0+1−{j0} kai èna uperbolikì stoiqeÐo f(i0+1,j1) ∈
Gwi0 ,wi0+1,j1 me ei0+1 /∈ O

[w0,wi0+1]

j1
.

An ergastoÔme me ton Ðdio trìpo, kataskeu�zoume mÐa akoloujÐa uperbo-
lik¸n stoiqeÐwn (f(i0+k,jk))k≥1 ìpou k�je f(i0+k,jk) dr� mh tetrimmèna mìno sto

dèntro Xjk
[wi0 ,wi0+k]. P�li èqoume �topo, sÔmfwna me to 1.6.3.

PrÐn thn kÔria efarmog  tou Jewr matoc (1.6.4), dhlad , to Je¸rhma
(1.7.7), k�noume mÐa apl  efarmog  sta dèntra me rÐza (rooted trees).

Dèntra me rÐza. 'Ena dèntro me rÐza (T, v0) eÐnai èna dèntro me mÐa stajer 
koruf  v0 thn opoÐa onom�zoume rÐza tou dèntrou. 'Enac automorfismìc f
enìc dèntrou me rÐza (T, v0) eÐnai ènac automorfismìc tou dèntrou T tètoioc
¸ste f(v0) = v0. SumbolÐzoume thn om�da automorfism¸n tou dèntrou me
rÐza (T, v0), me Aut(T, v0). IsqÔei ìti, Aut(T, v0) = Aut(T )(v0). Jètoume
Vn = {v ∈ V (T ) : d(v0, v) = n}. 'An v ∈ Vn onom�zoume �paidi�� tou v thc
korufèc tou Vn+1 oi opoÐec eÐnai geitonikèc sthn v. SumbolÐzoume me c(v)
ton arijmì twn paidi¸n thc koruf c v. 'Ena dèntro me rÐza (T, v0) tou tÔpou
(k0, k1, k2, ...) (ìpou ki ∈ N, 0 ≤ ki ≤ ∞) eÐnai èna dèntro me rÐza gia to opoÐo,
gia k�je n ∈ N, isqÔei c(v) = kn gia k�je v ∈ Vn.

Pìrisma 1.6.5.

(1) 'An (T, v0) eÐnai èna dèntro me rÐza to opoÐo èqei arijm simo pl joc
paidi¸n se k�je koruf , tìte h Aut(T, v0) eÐnai adi�spasth om�da.

(2) H om�da S∞ eÐnai adi�spasth
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(3) To stefaniaÐo ginìmeno Sk0 o Sk1 o ..., ìpou ki ∈ N, 0 ≤ ki ≤ ∞ eÐnai
mÐa adi�spasth om�da (to m koc tou ginomènou mporeÐ na eÐnai �peiro  
peperasmèno).

Apìdeixh. (1). 'Epetai �mesa apì to Je¸rhma 1.6.4, efìson Aut(T, v0) =
Aut(T )(v0).
(2). 'Epetai apì to (1) an p�roume (T, v0) na eÐnai dèntro me rÐza tou tÔpou
(k0, k1, ...), ìpou k0 =∞ kai ki = 0 ∀i ≥ 1. Tìte S∞ = Aut(T, v0).
(3). OmoÐwc, Sk0 oSk1 o ... = Aut(T, v0), ìpou (T, v0) eÐnai tou tÔpou(k0, k1, ...)

1.7 Je¸rhma AkamyÐac

Se aut  thn par�grafo ja deÐxoume ìti h om�da G = Aut(X) kajorÐzei to
sÔnolo {Gx : x ∈ V X} kai sunep¸c kai to dèntro X, ìpou X eÐnai èna dèntro
tètoio ¸ste iG(e) ≥ 3 gia k�je akm  e.

OrologÐa 'Estw X èna dèntro kai x0 ∈ V X. Sto dèntro me rÐza (X, x0)
arijmoÔme ta paidi� k�je koruf c kai ètsi tautÐzoume tic korufèc me peperas-
mènec akoloujÐec ¸c ex c: an x ∈ Vr (ìpwc sthn prohgoÔmenh par�grafo) kai
i1, ..., ir eÐnai ta kladi� (branches) phgaÐnontac apì to x0 sto x, tìte jètoume
x = (i1, ..., ir).

Prìtash 1.7.1. 'AnX3 eÐnai to omogenèc dèntro bajmoÔ 3 (se k�je koruf ),
kai ε0 eÐnai èna pèrac, tìte to sÔnolo {Ggε0 : g ∈ G} = {Gε : ε eÐnai èna pèrac
tou X3} eÐnai mh arijm simo.

Apìdeixh. Efìson to dèntro eÐnai omogenèc, eÐani profanèc ìti {Ggε0 : g ∈
G} = {Gε : ε eÐnai èna pèrac tou X3}. 'An x0 ∈ V X3, kai arijm soume ta
kladi� ìpwc prÐn tìte h X-aktÐna [x0, ε) antistoiqeÐ se akoloujÐa tou tÔpou
(i1, i2, ...) me ik ∈ {1, 2}, gia k ≥ 2. Sunep¸c, up�rqoun mh arijm simou
pl jouc tètoiec aktÐnec.

Oi parap�nw X-aktÐnec paristoÔn diakekrimèna pèrata, kai ètsi to X3 èqei
mh arijm simo pl joc per�twn. Gia dÔo tètoia pèrata ε1, ε2 eÐnai profanèc
ìti isqÔei Gε1 6= Gε2 . ParathroÔme ìti oi Gε1 , Gε2 eÐnai suzugeÐc. Sunep¸c,
to sÔnolo {Gε : ε eÐnai èna pèrac X3} eÐnai mh arijm simo.

Pìrisma 1.7.2. 'Estw X èna dèntro me iG(e) ≥ 3 gia k�je e ∈ EX, kai
èstw ε èna pèrac. Tìte h om�da Gε èqei mh arijm simo pl joc suzug¸n
upoom�dwn.

Pìrisma 1.7.3. 'Estw X èna dèntro me arijm simo pl joc akm¸n se k�je
koruf  kai èstw G = Aut(X) me iG(e) ≥ 3 gia k�je akm  e. Tìte, an
x ∈ V X, h om�da Gx èqei arijm simo pl joc suzug¸n upoom�dwn.
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Apìdeixh. OrÐzoume mÐa apeikìnish f : {gGxg
−1 : g ∈ G} = {Ggx : g ∈ G} →

V X me f(Ggx) = gx. SÔmfwna me thn Prìtash (3.4) to dèntro X eÐnai gn sio
G-dèntro. Sunep¸c, h f eÐnai kal� orismènh kai profan¸c èna prìc èna, ètsi
to sÔnolo {gGxg

−1 : g ∈ G} eÐnai arijm simo.

L mma 1.7.4. 'Estw X èna dèntro me arijm simo pl joc akm¸n se k�je
koruf  kai èstw G = Aut(X) me iG(e) ≥ 3 gia k�je akm  e. 'An K eÐnai
mÐa adi�spasth upoom�da thc G h opoÐa perièqei anastrofèc, tìte h K s-
tajeropoieÐ k�poia gewmetrik  akm  {e, ē}. 'An epiplèon h K eÐnai mègisth
adi�spasth upoom�da, tìte K = G{e,ē} (h K eÐnai o stajeropoiht c mi�c
gewmetrik c akm c).

Apìdeixh. H upoom�da K dr� mìno sthn barukentrik  upodiaÐresh X ′ tou X.
Apì thn 1.2.1 kai to gegonìc ìti h K perièqei anastrofèc tou dèntrou X,
èqoume ìti h K stajeropoieÐ mÐa koruf  v ∈ V X ′ − V X. Sunep¸c, K ⊆
G{e,ē}, gia thn antÐstoiqh gewmetrik  akm . Apì to Je¸rhma 1.6.4 èqoume
ìti h G′v eÐnai adi�spasth (G′ = Aut(X ′)) kai �ra ja eÐnai adi�spasth kai h
G{e,ē}. 'Etsi, an h K eÐnai mègisth adi�spasth tìte K = G{e,ē}.

Orismìc. 'Estw G mi� om�da. OrÐzoume

(a) me A(G) to sÔnolo twn upoom�dwn H ≤ G oi opoÐec ikanopoioÔn tic
sunj kec:

(i) h H eÐnai mègisth metaxÔ twn adi�spastwn upoom�dwn thc G

(ii) h H èqei arijm simo pl joc suzug¸n om�dwn kai

(iii) isqÔei [H : H ∩K] 6= 2 gia k�je �llh tètoia upoom�da.

(b) me E(G) to sÔnolo twn stoiqeÐwn (K1, K2) ∈ A(G) × A(G) ta opoÐa
ikanopoioÔn tic sunj kec:

(i) K1 6= K2 kai

(ii) h om�da K1 ∩K2 eÐnai mègisth metaxÔ twn upoom�dwn tou tÔpou
L1 ∩ L2, me (L1, L2) ∈ A(G)× A(G) kai L1 6= L2.

Prìtash 1.7.5. (Diaqwrismìc koruf¸n)'Estw X èna dèntro kai èstw G =
Aut(X). Upojètoume ìti to X èqei arijm simo pl joc akm¸n se k�je koruf 
kai ìti iG(e) ≥ 3 gia k�je e. Tìte, an Y eÐnai èna dèntro me V Y = {Gx :
x ∈ V X} kai EY = {(Gx, Gy) : x, y geitonikèc korufèc tou X}, èqoume ìti
A(G) = V Y .
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Apìdeixh. 'Estw x ∈ V X. Tìte, apì to 1.6.4 h Gx eÐnai adi�spasth. H om�da
Gx eÐnai epÐshc mègisth me aut  thn idiìthta. Pr�gmati, an upojèsoume ìti
Gx ≤ K, ìpou K mÐa adi�spasth uoom�da thc G, ja apodeÐxoume ìti Gx = K.
Efìson h K eÐnai adi�spasth sÔmfwna me thn Prìtash 1.2.1 ja isqÔei èna
toul�qiston apì ta epìmena:

Sthn pr¸th perÐptwsh h K ja stajeropoieÐ k�poia koruf  y, ètsi Gx ≤
K ≤ Gy kai efìson to V X eÐnai gn sio G-sÔnolo (iG(e) ≥ 3), èpetai ìti
x = y kai �ra Gx = K.

Sthn deÔterh perÐptwsh h K stajeropoieÐ èna monadikì pèrac ε tou X,
kai ètsi K =

⋃
yKy me to y na eÐnai kat� m koc tou [x, ε) proseggÐzontac

to ε. Gi� èna tètoio y, èqoume Gx ≤ Kx ≤ Ky ≤ Gy kai apì thn gnhsiìthta
èqoume x = y. Sunep¸c, Ky = Gx gia ìla aut� ta y, �ra K = Gx.

Sthn trÐth perÐptwsh h K perièqei mÐa antistrof  kai tìte K ⊆ G{e,ē}
gia k�poia gewmetrik  akm  (apì to L mma 1.7.4). All� tìte Gx ≤ G{e,ē}, to
opoÐo eÐnai �topo sÔmfwna me thn gnhsiìthta. EpÐshc gia k�je x, y ∈ V X,
èqoume ìti [Gx : Gx ∩ Gy] ≥ 3 an x 6= y kai telik� apì to Pìrisma 1.7.3,
èqoume ìti V Y ⊂ A(G).

'An t¸ra H ∈ A(G) apì thn 1.2.1 èqoume tic akìloujec peript¸seic:

(a) H ≤ Gx, kai efìson h Gx eÐnai adi�spasth, èqoume ìti H = Gx

(b) H ≤ Gε (gia monadikì pèrac) kai tìte Hg ≤ Ggε ∀g ∈ G. 'Omwc to
sÔnolo {Ggε : g ∈ G} eÐnai m  arijm simo kai ètsi up�rqei g ∈ G-Gε,
me Hg = H. 'Ara H ≤ Ggε ∩Gε, me gε 6= ε. Dhlad , h H stajeropoieÐ
dÔo diaforetik� pèrata to opoÐo eÐnai �topo sÔmfwna me thn 1.2.1.

(g) 'An h H èqei anastrofèc, tìte apì to L mma 1.7.4, èqoume ìti H =
G{e,ē}. All� tìte gia x = ∂0(e), K = Gx èqoume [H : H ∩K] = 2, to
opoÐo eÐnai �topo. 'Etsi V Y = A(G).

Prìtash 1.7.6. (Diaqwrismìc akm¸n)'EstwX èna dèntro meG = Aut(X).
Upojètoume ìti to X èqei arijm simo pl joc akm¸n se k�je koruf  kai ìti
iG(e) ≥ 3 gia k�je e. Tìte, an Y eÐnai èna dèntro me V Y = {Gx : x ∈ V X} kai
EY = {(Gx, Gy) : x, y geitonikèc korufèc tou X}, èqoume ìti E(G) = EY .

Apìdeixh. 'Estw (Gx, Gy) ∈ EY , dhlad , x, y eÐnai ta �kra mÐac akm c e
(apì thn gnhsiìthta èqoume ìti Gx 6= Gy). 'An x′ 6= y′ eÐnai korufèc kai
Gx ∩Gy ≤ Gx′ ∩Gy′ , tìte Ge = Gx ∩Gy =: Gx,y ≤ Gx′ . Ja deÐxoume ìti to
x′ eÐnai �kro thc e.

'An to x′ dèn eÐnai �kro thc e, tìte y ∈ [x, x′]   x ∈ [y, x′]. An upojèsoume
ìti isqÔei h deÔterh perÐptwsh, tìte up�rqei mÐa akm  w 6= e in [x, x′], h opoÐa



1.7. JE�WRHMA AKAMY�IAS 37

èqei to x gia �kro. Dhladh, w, e ∈ E0(x). Efìson Ge ≤ Gx′ , èqoume ìti
Ge ≤ Gw kai apì thn gnhsiìthta tou E0(x) (apì 1.4.2), èqoume e = w, to
opoÐo eÐnai �topo. Sunep¸c, to x′ eÐnai èna �kro thc e kai omoÐwc kai to y′,
dhlad , {x, y} = {x′, y′}. Sunep¸c, EY ⊆ E(G).

'An t¸ra (Gx, Gy) ∈ E(G) (gia x 6= y), ja deÐxoume ìti oi x, y eÐnai
geitonikèc. 'An upojèsoume to antÐjeto, tìte gia k�je akm  e ∈ [x, y], è-
qoume ìti Gx ∩ Gy ≤ Gx′ ∩Gy′ , ìpou to x′ kai to y′ eÐnai ta �kra thc e.
'Omwc emeÐc upojèsame ìti (Gx, Gy) ∈ E(G) kai �ra Gx,y = Gx′,y′ . Sunep¸c
Ge ≤ Gx kai Ge ≤ Gy, �ra {x, y} = {x′, y′}, dhlad , e = [x, y]. Sunep¸c oi
x, y eÐnai geitonikèc kai sunep¸c E(G) ⊆ EY .

Je¸rhma 1.7.7. (Je¸rhma AkamyÐac)

I) 'Estw X èna dèntro me G = Aut(X). Upojètoume ìti to X èqei ar-
ijm simo pl joc akm¸n se k�je koruf  kai iG(e) ≥ 3 gia k�je ak-
m  e. Tìte, an Y eÐnai èna dèntro me V Y = {Gx : x ∈ V X} kai
EY = {(Gx, Gy) : x, y geitonikèc korufèc tou X}, èqoume:

(a) A(G) = V Y

(b) E(G) = EY

(g) H apeikìnish σ : X → Y me σ(x) = Gx eÐnai ènac isomorfismìc
G-dèntrwn (Dhlad , h om�da G kajorÐzei to dèntro X)

(d) H apeikìnish ad : G→ Aut(G) eÐnai ènac isomorfismìc.

II) 'Estw X1, X2 dèntra me G1 = Aut(X1), G2 = Aut(X2) tètoia ¸ste
iG1(e) ≥ 3 gia k�je e ∈ EX1 kai iG2(w) ≥ 3 gia k�je w ∈ EX2. Tìte
an a : G1 → G2 eÐnai ènac isomorfismìc om�dwn, up�rqei ènac monadikìc
isomorfismìc dèntrwn σ : X1 → X2 tètoioc ¸ste a = ad(σ).

Apìdeixh. I) Ta (a),(b) kai (g) prokÔptoun �mesa sÔmfwna me ta 1.5.1,1.7.5
kai 1.7.6. Gia to (d) arkeÐ na deÐxoume ìti h ad eÐnai èna prìc èna kai epÐ.

Pr¸ta ja deÐxoume ìti eÐnai epÐ: 'An a ∈ AutG eÐnai profanèc ìtiK ∈ A(G)
an kai mìno an a(K) ∈ A(G) kai (K,L) ∈ E(G) an kai mìno an (a(K), a(L)) ∈
E(G). Sunep¸c, gia k�je x ∈ V X up�rqei monadikì x′ ∈ V X tètoio ¸ste
a(Gx) = Gx′ (apì thn gnhsiìthta), ètsi mporoÔme na jèsoume a′(x) = x′.
Dhlad , h apeikìnish a′ : V X → V X eÐnai kal� orismènh kai diathreÐ thn
geitnÐash twn koruf¸n. Sunep¸c, h apeikìnish a

′
epekteÐnetai se automor-

fismì tou X.
ParathroÔme ìti isqÔei a(Ggx) = Ga(g)a′(x), ètsi a′(gx) = a(g)a′(x) gia

k�je g ∈ G, x ∈ V X. (1)
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T¸ra ja deÐxoume ìti ad(a′) = a: 'An g ∈ G, x ∈ V X, apì thn (1) èqoume
ìti (ad(a′)(g))(a′(x)) = a′(gx) = a(g)a′(x). Sunep¸c, ad(a′)(g) = a(g) kai
ètsi ad(a′) = a.

T¸ra ja deÐxoume ìti h apeikìnish ad eÐnai èna prìc èna: Dhlad , an
a, b ∈ Aut(G), me a = b, ja deÐxoume ìti a′ = b′. Pr�gmati, an x ∈ V X,
tìte a(Gx) = b(Gx), sunep¸c Ga′(x) = Gb′(x). Telik�, a′(x) = b′(x) kai ètsi
a′ = b′.
II) 'An a : G1 → G2 eÐnai ènac isomorfismìc om�dwn, eÐnai profanèc ìti
K ∈ A(G1) an kai mìno an a(K) ∈ A(G2) kai (K,L) ∈ E(G1) an kai mìno an
(a(K), a(L)) ∈ E(G2). 'Etsi gia k�je x ∈ V X1 up�rqei monadikì x′ ∈ V X2

tètoio ¸ste a(G1x) = G2x′ (apì thn gnhsiìthta) kai ètsi mporoÔme na jèsoume
a′(x) = x′. Dhlad , h apeikìnish a′ : V X1 → V X2 eÐnai kal� orismènh kai
diathreÐ thn geitnÐash twn koruf¸n. Sunep¸c, h apeikìnish a

′
epekteÐnetai se

isomorfismì dèntrwn a′ : X1 → X2.
ParathroÔme ìti isqÔei a(G1gx) = G2a(g)a′(x), ètsi a

′(gx) = a(g)a′(x) gia
k�je g ∈ G, x ∈ V X. (2)

T¸ra ja deÐxoume ìti ad(a′) = a: 'An g ∈ G1, x ∈ V X1 apì thn (2) èqoume
(ad(a′)(g))(a′(x)) = a′(gx) = a(g)a′(x). Sunep¸c, ad(a′)(g) = a(g) kai ètsi
ad(a′) = a.

Monadikìthta : 'An a, b : G1 → G2 eÐnai isomorfismoÐ me a = b, ja
deÐxoume ìti a′ = b′. Pr�gmati, an x ∈ V X1, tìte a(G1x) = b(G1x), sunep¸c
G2a′(x) = G2b′(x). Telik�, a

′(x) = b′(x) kai ètsi a′ = b′.

1.8 Topologikì Je¸rhma AkamyÐac

'Estw X èna dèntro me G = Aut(X), to opoÐo èqei arijm simo pl joc akm¸n
se k�je koruf .

Se aut  thn par�grafo, ja epekteÐnoume to Je¸rhma AkamyÐac 1.7.7 akìma
kai sthn perÐptwsh ìpou iG(e) ≥ 2 gia k�je akm  e tou X.

Sthn perÐptwsh ìpou up�rqei e ∈ EX tètoia ¸ste iG(e) = 1, mporoÔme
na kataskeu�soume eÔkola peperasmèna dèntra ta opoÐa na eÐnai teleÐwc di-
aforetik� all� na èqoun tetrimmènh om�da automorfism¸n.

'An iG(e) ≥ 2 gia k�je e ∈ V X, tìte to Je¸rhma AkamyÐac den isqÔei
p�nta. Gia par�deigma, paÐrnoume èna dèntro X me G = Aut(X) kai iG(e) ≥ 2
gia k�je e ∈ V X. 'AnX eÐnai to dèntro pou paÐrnoume apì toX upodiair¸ntac
ekeÐnec tic akmèc e gia tic opoÐec up�rqei k�poio g ∈ G tètoio ¸ste ge = e,
tìte Aut(X) = Aut(X), all� X � X (efìson to X èqei anastrofèc).

Dhlad , an X1, X2 eÐnai dÔo dèntra me G1 = Aut(X1), G2 = Aut(X2) ìpou
G1 ≈ G2 kai iG1(e) ≥ 2 gia k�je e ∈ EX1, iG2(w) ≥ 2 gia k�je w ∈ EX2,
tìte to X1 den eÐnai p�nta isomorfikì sto X2.
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Se aut  thn par�grafo ja apodeÐxoume ìti X1 ' X2.

OrologÐa. 'Estw X èna dèntro me G = Aut(X). Upojètoume ìti to X èqei
arijm simo pl joc akm¸n se k�je koruf  kai ìti iG(e) ≥ 2 gia k�je akm 
e. OrÐzoume X to dèntro pou paÐrnoume apì to X upodiair¸ntac ekeÐnec tic
akmèc e tou X gia tic opoÐec up�rqei g ∈ G tètoio ¸ste ge = e (eÐnai profanèc
ìti Aut(X) = G).

OrÐzoume Y to dèntro me

V Y = {Gx : x ∈ V X} kai EY = {(Gx, Gy) : x, y geitonikèc korufèc tou X}.

Profan¸c h 1.5.1 isqÔei kai gia to dèntro X.

Orismìc. 'An G eÐnai mÐa om�da, orÐzoume:

(a) me A(G) to sÔnolo twn upoom�dwn H ≤ G oi opoÐec ikanopoioÔn tic
sunj kec:

(i) h H eÐnai mègisth metaxÔ twn adi�spastwn upoom�dwn thc G kai

(ii) gia k�je oikogèneia {Hi}i∈I , |I| ≥ 2 h opoÐa apoteleÐtai apì di-
akekrimènec mègistec upoom�dec thc G me H 6= Hi gia k�je i ∈ I
isqÔei H  ∪i∈IHi.

(b) me E(G) to sÔnolo tw stoiqeÐwn (K,K ′) ∈ A(G) × A(G) ta opoÐa
ikanopoioÔn tic sunj kec:

(i) K 6= K ′

(ii) h om�da K ∩ K ′ eÐnai mègisth metaxÔ twn upoom�dwn tou tÔpou
L ∩ L′, ìpou (L,L′) ∈ A(G)× A(G) kai L 6= L′ kai

(iii) < K,K ′ >=< K,∪L∈A(G)L : K ∩ L = K ∩K ′ >.

Prìtash 1.8.1. 'EstwX èna dèntro me G = Aut(X). Upojètoume ìti toX
èqei arijm simo pl joc akm¸n se k�je koruf  kai iG(e) ≥ 2 gia k�je akm  e.
Tìte, an Y to eÐnai dèntro me V Y = {Gx : x ∈ V X} kai EY = {(Gx, Gy) : x, y
geitonikèc korufèc tou X}, èqoume A(G) = V Y .

Apìdeixh. Apì to gegonìc ìti den up�rqoun anastrofèc sto dèntro X kai
douleÔontac ìpwc sthn Prìtash 1.7.5 mporoÔme na deÐxoume ìti oi om�dec Gx,
x ∈ V X eÐnai mègistec adi�spastec upoom�dec thc G. 'Ac upojèsoume ìti gia
k�poio x ∈ V X, up�rqei mÐa oikogèneia {Hi}i∈I , |I| ≥ 2 h opoÐa apoteleÐtai
apì diakekrimènec mègistec upoom�dec thc G me Gx 6= Hi gia k�je i ∈ I
tètoia ¸ste Gx ⊆ ∪i∈IHi. Efìson oi om�dec Hi eÐnai adi�spastec, tìte apì
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thn Prìtash 1.2.1, k�je Hi stajeropoieÐ k�poia koruf    k�poio pèrac tou
X. Autì eÐnai �topo, efìson h om�da Gx perièqei èna toul�qiston stoiqeÐo
to opoÐo metakineÐ ìlec tic akmèc tou sunìlou E0(x) (iG(e) ≥ 2 gia k�je akm 
e). Sunep¸c V Y ⊆ A(G).

'An t¸ra H ∈ A(G), apì thn Prìtash 1.2.1 kai to Je¸rhma 1.6.4 èqoume
H = Gx gia k�poio x,   diaforetik� h H stajeropoieÐ èna monadikì pèrac ε.
Apì thn Prìtash 1.2.1(3) kai to gegonìc ìti V Y ⊆ A(G), isqÔei ìti H = Gx

gia kapoio x. Sunep¸c A(G) = V Y .

L mma 1.8.2. 'Estw X èna dèntro me G = Aut(X) to opoÐo èqei arijm simo
pl joc akm¸n se k�je koruf  kai iG(e) ≥ 2 gia k�je akm  e. 'Estw x, y ∈
V X me x 6= y, tètoia ¸ste h om�da Gx,y := Gx∩Gy eÐnai mègisth metaxÔ twn
upoom�dwn thc morf c Ga,b, ìpou a, b ∈ V X me a 6= b. Tìte akrib¸c èna apì
ta epìmena isqÔei:

(I) Ta x, y eÐnai korufèc enìc �xona L me akoloujÐa koruf¸n (vi)i∈Z kai
akm¸n (ei)i∈Z ìpou ei = [vi, vi+1], tètoia ¸ste orbGvi (ei) = {ei, ei−1} gia
k�je i ∈ Z (ètsi iG(ei) = iG(ei) = 2).

(II) Ta x, y eÐnai korufèc enìc tm matoc T me treÐc korufèc v1, v2, v3 kai
akmèc e1 = [v1, v2], e2 = [v2, v3], ìpou orbGv2 (e2) = {e2, e1}, iG(e1) ≥ 3
kai iG(e2) ≥ 3.

(III) Ta x, y eÐnai geitonikèc korufèc.

Apìdeixh. 'Estw x = v1, v2, ..., vn = y eÐnai h akoloujÐa koruf¸n tou monopa-
tioÔ [x, y] kai ei = [vi, vi+1], i = 1, ..., n− 1.
Profan¸c isqÔei Gx,y ≤ Gx,vi gia k�je i = 2, ..., n−1 kai ètsi Gx,y = Gx,vi gia
k�je i = 2, ..., n−1 kai sunep¸c orbGvi (ei) = {ei, ei−1} gia k�je i = 2, ..., n−1,
orbGvi+1

(ei) = {ei+1, ei}, gia k�je i = 1, ..., n − 2. 'An n ≥ 4, tìte isqÔei
anagkastik� h (I). 'An n ≤ 3, tìte mporeÐ na iqÔoun oi peript¸seic (I),(II)  
(III).

Parat rhsh 2. SÔmfwna me ta parap�nw, orÐzoume GL =< Gvi : i ∈ Z >
thn om�da h opoÐa par�getai apì tic om�dec koruf¸n twn koruf¸n tou �xona
L kai GT =< Gv1 , Gv2 , Gv3 > thn om�da h opoÐa par�getai apì tic om�dec
koruf¸n twn koruf¸n tou tm matoc T .

T¸ra, ja ergastoÔme sthn perÐptwsh tou �xona L. Ja apodeÐxoume ìti
< Gv0 , Gv1 >= GL. Pr�gmati, èqoume Gv2 = Ga

v0
gia kat�llhlo a ∈ Gv1 .

Tìte k�je g ∈ Gv2 gr�fetai g = a−1ha gia kat�llhlo h ∈ Gv0 . Sunep¸c
Gv2 ⊆ < Gv0 , Gv1 >.

T¸ra, omoÐwc Gv3 ⊆ < Gv1 , Gv2 >⊆ < Gv0 , Gv1 >. Sunep¸c, epagwgik�
Gvi ⊆ < Gv0 , Gv1 > gia k�je i ≥ 0. H apìdeixh eÐnai ìmoia sthn perÐptwsh
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ìpou i ≤ −1 kai ètsi < Gv0 , Gv1 >= GL. Profan¸c, Gvk * < Gvi , Gvj > gia
i < k < j kai �ra < Gvi , Gvj >= GL an kai mìno an j = i+ 1, dhlad  mìno oi
om�dec twn geitonik¸n koruf¸n mporoÔn na par�goun thn om�da GL. To Ðdio
apotèlesma isqÔei kai gia to tm ma T , dhlad  < Gv1 , Gv2 >=< Gv2 , Gv3 >=
GT kai < Gv1 , Gv3 >6= GT .

Prìtash 1.8.3. 'EstwX èna dèntro me G = Aut(X). Upojètoume ìti toX
èqei arijm simo pl joc akm¸n se k�je koruf  kai iG(e) ≥ 2 gia k�je akm  e.
Tìte, an Y eÐnai to dèntro me V Y = {Gx : x ∈ V X} kai EY = {(Gx, Gy) : x, y
geitonikèc korufèc tou X}, èqoume E(G) = EY .

Apìdeixh. 'Estw (Gx, Gy) ∈ E(Y ). Efìson isqÔei iG(e) ≥ 2 gia k�je akm 
e, èqoume ìti Gx 6= Gy. H om�da Gx,y eÐnai mègisth metaxÔ twn upoom�dwn
tou tÔpou Ga,b me a, b ∈ V X kai a 6= b. Pr�gmati, èstw a, b ∈ V X me
a 6= b kai èstw Gx,y ≤ Ga,b. 'An {x, y} = {a, b}, tìte profan¸c isqÔei
ìti Gx,y = Ga,b. 'An up�rqoun mìno treÐc diakekrimènec korufèc metaxÔ twn
x, y, a, b, gia par�deigma x = a, tìte oi korufèc x, y, b eÐnai korufèc enìc
tm matoc T   enìc �xona L ìpwc sto L mma 1.8.2.

'An oi korufèc x, y, a, b eÐnai diakekrimènec, tìte autèc oi korufèc eÐ-
nai korufèc enìc �xona L ìpwc sto L mma 1.8.2(I). Qrhsimopoi¸ntac tic
idiìthtec tou tm matoc T   tou �xona L mporoÔme eÔkola na apodeÐxoume
ìti Gx,y = Ga,b. 'Estw z ∈ V X me Gx,y = Gx,z. Tìte oi korufèc x, y, z
an koun ston �xona L   sto tm ma T ìpwc sto L mma 1.8.2. 'Estw z mÐa
koruf  tou L   tou T , diaforetik  apì tic x, y, tìte Gx,y = Gx,z kai ètsi
apì thn Parat rhsh 2 èqoume < Gx, Gy >=< Gx,∪z∈V XGz : Gx,y = Gx,z >.
Sunep¸c E(Y ) ⊆ E(G).

Telik�, apì to L mma 1.8.2 kai thn Parat rhsh 2 èqoume E(G) ⊆ E(Y ).

T¸ra, an ergastoÔme ìpwc sto Je¸rhma 1.7.7 gia ta dèntraX,X1, X2 sth
jèsh twn X,X1, X2 antÐstoiqa, tìte prokÔptei �mesa to epìmeno Je¸rhma.

Je¸rhma 1.8.4. (Topologikì Je¸rhma AkamyÐac)

I) 'Estw X èna dèntro me G = Aut(X). Upojètoume ìti to dèntro X èqei
arijm simo pl joc akm¸n se k�je koruf  kai ìti iG(e) ≥ 2 gia k�je
akm  e. Tìte, an Y eÐnai èna dèntro me V Y = {Gx : x ∈ V X} kai
EY = {(Gx, Gy) : x, y geitonikèc korufèc tou X}, isqÔei ìti:

(a) A(G) = V Y

(b) E(G) = EY

(g) H apeikìnish σ : X → Y me σ(x) = Gx eÐnai ènac isomorfismìc
G-dèntrwn (Dhlad , h om�da G kajorÐzei to dèntro X)
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(d) H apeikìnish ad : G→ Aut(G) eÐnai ènac isomorfismìc.

II) 'Estw X1, X2 dèntra me G1 = Aut(X1), G2 = Aut(X2) tètoia ¸ste
iG1(e) ≥ 2 gia k�je e ∈ EX1 kai iG2(w) ≥ 2 gia k�je w ∈ EX2. Tìte
an a : G1 → G2 eÐnai ènac isomorfismìc om�dwn, up�rqei monadikìc
isomorfismìc dèntrwn σ : X1 → X2 tètoioc ¸ste a = ad(σ).



Kef�laio 2

ISOPERIMETRIKO
PROFIL

2.1 Eisagwg :OrologÐa

'Estw (Mn, g) mÐa pollaplìthta Riemann di�stashc n. H isoperimetrik 
sun�rthsh (isoperimetric profile function) thc pollaplìthtac Mn eÐnai mÐa
sun�rthsh IM : R+ → R+:

IM(t) = infΩ{voln−1∂Ω : Ω ⊂Mn, voln(Ω) = t}

ìpou to Ω diatrèqei tic perioqèc thc Mn me leÐo sÔnoro (smooth boundary)
∂Ω .

Me ìmoio trìpo orÐzetai h isoperimetrik  sun�rthsh IM : N → N gia
simplicial pollaplìthtec Mn. SumbolÐzoume me vol2 to embadìn (area) kai me
vol1 to m koc.

'An M eÐnai mÐa simplicial 2-pollaplìthta   mÐa 2-pollaplìthta me mÐa
Riemannian metrik  sumbolÐzoume me A(M) to embadìn thc M . OmoÐwc an p
eÐnai èna (simplicial   Riemannian) monop�ti sumbolÐzoume me l(p) to m koc
tou p.

O Pap�zoglou ([14] pìr.3.6) genikeÔontac èna apotèlesma tou Gromov
([15]) èdeixe to akìloujo Je¸rhma:

Je¸rhma. 'Estw S mÐa mh sumpag c epif�neia peperasmènou gènouc e-
fodiasmènh eÐte me mÐa Riemannian metrik  eÐte me mÐa simplicial complex
dom . Upojètoume ìti up�rqei K > 0 tètoioc ¸ste gia k�je t ∈ [K, 100K],
IS(t) ≥ 102

√
t. Tìte up�rqei mÐa stajer� δ > 0 tètoia ¸ste gia k�je t > K,

IS(t) ≥ δt.

Dhlad , up�rqoun �ken�� sto isoperimetrikì profÐl epifanei¸n peperas-
mènou gènouc.

43
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'Ena endiafèron er¸thma eÐnai an up�rqei kenì an den fr�xoume to gènoc.
Se autì to Kef�laio ja apodeÐxoume to akìloujo Je¸rhma:

Je¸rhma 4.2. 'Estw µ, ν ∈ N me µ
ν
∈ [1

2
, 1). Up�rqoun m,m1,m2 > 0,

mÐa epif�neia E(µ,ν) �peirou gènouc, efodiasmènh me mÐa simplicial complex
dom  (eÐte me mÐa Riemannian metrik ) kai mÐa akoloujÐa apì subcomplex ( 

perioqèc me leÐo sÔnoro) (Ŝ ′i) thc E(µ,ν) tètoia ¸ste:

1. IE(µ,ν)(t) ≥ mt
µ
ν gia k�je t

2. m1A(Ŝ
′
i)
µ
ν ≤ l(∂Ŝ

′
i) ≤ m2A(Ŝ

′
i)
µ
ν gia k�je i ∈ N

3. A(Ŝ
′
i+1) ≥ A(Ŝ

′
i) + 1 gia k�je i ∈ N.

'Etsi, apodeiknÔoume ìti den up�rqoun ken� gia to isoperimetrikì profÐl
epifanei¸n apeÐrou gènouc.

Gia thn kataskeu  thc epif�neiac E(µ,ν), jewroÔme mÐa kat�llhlh oikogèneia
expander grafhm�twn. SumbolÐzoume me {S ′i} thn oikogèneia grafhm�twn
thn opoÐa paÐrnoume apì thn prohgoÔmenh oikogèneia me prìsjesh k�poiwn
kat�llhlwn telik¸n akm¸n (2h enìthta). Kataskeu�zoume mÐa oikogèneia

apì epif�neiec {Ŝ ′i}, ìpou k�je Ŝ
′
i prokÔptei an antikatast soume tic akmèc

tou S
′
i me kat�llhlouc kulÐndrouc (3h enìthta).

Telik�, paÐrnoume thn epif�neia E(µ,ν) apì to uperbolikì epÐpedo H2:
AnoÐgoume kat�llhlec `trÔpec ' sthnH2 stic opoÐec �koll�me� tic epif�neiec

Ŝ
′
i me i ∈ N (4h enìthta).
Ja asqolhjoÔme me thn perÐptwsh sthn opoÐa h epif�neia E(µ,ν) eÐnai e-

fodiasmènh me mÐa simplicial complex dom , all� ja eÐnai fanerì (ja epish-
m�noume tic diaforèc) ìti oi sullogismoÐ kai ta apotelèsmata autoÔ tou ke-
falaÐou isqÔoun kai sthn perÐptwsh ìpou h epif�neia E(µ,ν) eÐnai efodiasmènh
me kat�llhlh Riemannian metrik .

Shmei¸noume ìti to isoperimetrikì prìblhma epifanei¸n èqei melethjeÐ
idiaitèrwc (ìpwc [16],[17], [18], [19], [20] kai [21] ).

2.2 Expander graf mata

JewroÔme èna gr�fhma G(V,E) me pijanoÔc brìgqouc kai pollaplèc akmèc
(akmèc me Ðdia �kra).
To mègejoc tou G, sumbolÐzetai me |G|, kai eÐnai |G| = |V |.
Gia S, T ⊆ V sumbolÐzoume to sÔnolo ìlwn twn akm¸n metaxÔ tou S kai tou
T me

E(S, T ) = {(u, v)/u ∈ S, v ∈ T, (u, v) ∈ E}.
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To sumpl rwma tou S, sumbolÐzetai me Sc, kai eÐnai Sc = V − S.

Orismìc. To sÔnoro akm¸n enìc sunìlou S ⊆ V , sumbolÐzetai me ∂GS  
apl� me ∂S kai eÐnai ∂S = E(S, Sc).

'An X eÐnai èna upogr�fhma tou G, sumbolÐzoume me ∂X to sÔnoro akm¸n
tou sunìlou koruf¸n V (X) tou X. Autì ousi�stik� eÐnai to sÔnolo twn
akm¸n oi opoÐec bgaÐnoun apì to X.

H stajer� Cheeger tou G, sumbolÐzetai me h(G) kai eÐnai:

h(G) = min
S⊆V

|∂S|
min(|S|, |Sc|)

Orismìc. MÐa oikogèneia apì diakekrimèna k-kanonik� graf mata {Gi}∞i=1

onom�zetai oikogèneia (ε, k) expander grafhm�twn an up�rqei mÐa stajer�
ε > 0 tètoia ¸ste h(Gi) > ε gia k�je i.

H pr¸th tètoia oikogèneia kataskeu�sthke apì ton Margulis to 1973
([22]), o opoÐoc kataskeÔase mÐa oikogèneia expander sunektik¸n grafhm�twn
{Gm} me |Gm| = m2.

'Estw µ/ν ∈ Q ∩ [1
2
, 1). SÔmfwna me ton Margulis up�rqei mÐa oikogèneia

{Γi} (ε, k)-expander sunektik¸n grafhm�twn me ε > 0, k ≥ 3 kai |Γi| = mν
i

ìpou mi ∈ N,mi ≥ 100 kai mi < mi+1 gia k�je i. Thn stajer� ε thn
stajeropoioÔme kai ja thn qrhsimopoioÔme sthn sunèqeia. Upojètoume sth
sunèqeia ìti to ε eÐnai arket� mikrì ¸ste oi akìloujec anisìthtec na isqÔoun.

SumbolÐzoume me Γ
′
i to gr�fhma pou paÐrnoume apì to gr�fhma Γi an

prosjèsoume mµ
i telikèc korufèc vi1, ...v

i
mµi

. Dhlad , prosjètoume mµ
i ak-

mèc ei1, ...e
i
mµi

me �kra τ(eij) = vij kai o(e
i
j) ∈ V (Γi), o(eij) 6= o(eir) gia k�je j, r

me j 6= r.
Tìte, |∂Γ

′
i
Γi| = mµ

i kai |Γi| = mν
i . 'Etsi, |∂Γ

′
i
Γi| = |Γi|

µ
ν .

Prìtash 2.2.1. Up�rqei mÐa akoloujÐa grafhm�twn S
′
i kai mÐa akoloujÐa

upografhm�twn Si ⊆ S
′
i tètoia ¸ste:

(i)
mνi
2
< |Si| ≤ mν

i

(ii) Ta graf mata Si, S
′
i eÐnai sunektik�

(iii) To sÔnolo V (S
′
i)− V (Si) apoteleÐtai apì telikèc korufèc tou Si

(iv) |∂Si| = [|Si|
µ
ν ]

(v) Apì k�je koruf  tou S
′
i arqÐzei toul�qiston mÐa akm  kai to polÔ k+ 2

akmèc
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(vi) Gia k�je upogr�fhma Φ, opoioud pote Si, isqÔei:{
|∂Φ| ≥ ε|Φ|, an |Φ| ≤ mνi

2

|∂Φ| ≥ ε|Φ|µν , an |Φ| > mνi
2

.

Apìdeixh. Upojètoume ìti gia k�je upogr�fhma Φ tou Γi me |Φ| > mνi
2

isqÔei

|∂Γ
′
i
Φ| ≥ ε|Φ|µν . Tìte to je¸rhma isqÔei gia Si = Γi kai Γ

′
i = S

′
i .

Sthn antÐjeth perÐptwsh up�rqei i ∈ N kai èna upogr�fhma Si tou Γi me
tic akìloujec idiìthtec:

(I) |Si| > mνi
2

(II) |∂Γ
′
i
Si| < ε|Si|

µ
ν

(III) to |Si| eÐnai el�qisto me tic parap�nw idiìthtec.

EÐnai profanèc ìti to Si eÐnai sunektikì kai ìti |∂Γ
′
i
Φ| ≥ ε|Φ|µν gia k�je gn sio

upogr�fhma Φ tou Si me |Φ| > mνi
2
.

An prosjèsoume, ìpwc parap�nw, telikèc korufèc sto Si mporoÔme na kataskeu�-
soume èna sunektikì gr�fhma Γ

′′
i me tic akìloujec idiìthtec:

(a) to Γ
′
i eÐnai upogr�fhma tou Γ

′′
i

(b) |∂Γ
′′
i
Si| = [|Si|

µ
ν ]

(g) |∂Γ
′′
i
Φ| ≥ |∂Γ

′
i
Φ| ≥ ε|Φ|µν gia k�je upogr�fhma Φ tou Si me |Φ| > mνi

2

(d) mνi
2
< |Si| ≤ mν

i

To Je¸rhma isqÔei an p�roume gia S
′
i thn ènwsh tou Si me ìlec tic akmèc

tou Γ
′′
i twn opoÐwn toul�qiston èna �kro an kei sto Si (apl� prosjètoume

sto Si ìlec tic geitonikèc akmèc tou).

2.3 Expander Epif�neiec

Diathr¸ntac thn parap�nw orologÐa, jewroÔme gia k�je akm  wij tou S
′
i

ènan kÔlindro Ei
j ton opoÐo paÐrnoume apì èna EukleÐdio parallhlìgramo to

opoÐo eÐnai efodiasmèno me mÐa kat�llhlh simplicial complex dom  (ìpwc sto
sq ma 1), me stajerì m koc d (p.q d = 10) kai m koc b�shc Ðso me 4. 'An
sumbolÐsoume me (Ei

j)
τ , (Ei

j)
o tic sunist¸sec tou sunìrou tou Ei

j, èqoume
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l((Ei
j)
τ ) = l((Ei

j)
o) = 4 kai A(Ei

j) = 8d (sthn Riemannian perÐptwsh to
parap�nw parallhlìgrammo eÐnai efodiasmèno me thn st�ntar metrik  kai ètsi
A(Ei

j) = 4d).

T¸ra, gia k�je i jewroÔme epif�neiec Ŝi, Ŝ
′
i tic opoÐec paÐrnoume apì

ta graf mata Si, S
′
i antÐstoiqa an antikatast soume tic akmèc wij me tou

antÐstoiqouc kÔlindrouc Ei
j. Sugkekrimèna, an P eÐnai mÐa koruf  tou Si kai

wi0, w
i
1, ..., w

i
r (r > 0) eÐnai oi akmèc tou S

′
i oi opoÐec arqÐzoun apì to P (dhlad 

o(wij) = P gia j = 0, 1, ..., r). QwrÐzoume k�je (Ei
j)
o se dÔo tìxa Ðdiou m kouc

ta opoÐa tèmnontai mìno sta �kra touc. Tìte `koll�me' to èna apì ta dÔo tìxa
tou (Ei

j)
o me èna tìxo tou (Ei

(j+1)mod(r+1))
o kai to �llo tìxo tou (Ei

j)
o me èna

tìxo tou (Ei
(j−1)mod(r+1))

o (ìpwc sto sq ma 2).

ShmeÐwsh:

1. Sto S
′
i orÐzoume E(S

′
i) − E(Si) = {ei1, ..., ei|∂Si|}, V (S

′
i) − V (Si) =

{τ(ei1), ..., τ(ei|∂Si|)}, E
i
j ton kÔlindro o opoÐoc antistoiqeÐ sthn akm  eij

kai (Ei
j)
τ , (Ei

j)
o tic sunist¸sec tou sunìrou tou Ei

j pou antistoiqoÔn
stic τ(eij), o(e

i
j) antÐstoiqa.

2. 'An Φ eÐnai èna upogr�fhma tou Si sumbolÐzoume me Φ
′
to upogr�fhma

tou S
′
i to opoÐo prokÔptei apì to upogr�fhma Φ an prosjèsoume sto

Φ to mèroc tou sunìrou tou Φ to opoÐo den an kei sto Si. Telik�

jètoume me Φ̂, Φ̂′ tic upoepif�neiec thc Ŝi, Ŝ
′
i , oi opoÐec antistoiqoÔn

sta graf mata Φ, Φ
′
antÐstoiqa.
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Diathr¸ntac thn parap�nw orologÐa ja apodeÐxoume:

Pìrisma 2.3.1. Up�rqoun stajerèc c1, c2, ε1, ε2 me 0 < c1, c2, ε1, ε2 < 1
kai ε1, ε2 < ε tètoiec ¸ste:

c2A(Ŝ
′
i)
µ
ν ≤ |∂Si| ≤ c1A(Ŝ

′
i)
µ
ν

kai an Φ eÐnai èna upogr�fhma tou Si, tìte:{
|∂Φ| ≥ ε1A(Φ̂′), an |Φ| ≤ mνi

2

|∂Φ| ≥ ε2A(Φ̂′)
µ
ν , an |Φ| > mνi

2

Apìdeixh. Efìson |∂Si| = [|Si|
µ
ν ] èqoume ìti: |Si|

µ
ν

2
≤ |∂Si| ≤ |Si|

µ
ν . EÐnai

profanèc (prìtash 2.2.1) ìti apì k�je koruf  tou Si arqÐzei toul�qiston mÐa
akm  kai to polÔ k + 2 akmèc tou Si. 'Etsi, an sumbolÐsoume me E(Si) to

sÔnolo twn akm¸n tou Si tìte
|Si|
2
≤ |E(Si)| ≤ (k + 2)|Si|.

Efìson to embadìn se k�je èna apì touc kulÐndrouc thc Ŝ
′
i eÐnai Ðso me 8d,

èqoume ìti: A(Ŝi) = 8d|E(Si)|. Telik� A(Ŝi) ≤ A(Ŝ
′
i) ≤ 2A(Ŝi). T¸ra, gia

c1 = 1

2
µ
ν (k+2)

µ
ν 2(8d)

µ
ν
kai c2 = 2

µ
ν

(8d)
µ
ν
, h anisìthta c2A(Ŝ

′
i)
µ
ν ≤ |∂Si| ≤ c1A(Ŝ

′
i)
µ
ν

prokÔptei apì tic parap�nw anisìthtec.

'Estw Φ èna upogr�fhma tou Si. 'An |Φ| ≤ mνi
2

tìte apì tic anisìthtec

|∂Φ| ≥ ε|Φ|, |E(Φ)| ≤ (k + 2)|Φ|, A(Φ̂) = 8d|E(Φ)| kai A(Φ̂′) ≤ 2A(Φ̂)

èqoume |∂Φ| ≥ ε1A(Φ̂′) ìpou ε1 = ε
2(k+2)8d

kai ètsi ε1 < ε < 1.

'An |Φ| > mνi
2

tìte apì tic anisìthtec |∂Φ| ≥ ε|Φ|µν , |E(Φ)| ≤ (k + 2)|Φ|,
A(Φ̂) = 8d|E(Φ)| kai A(Φ̂′) ≤ 2A(Φ̂) èqoume |∂Φ| ≥ ε2A(Φ̂′)

µ
ν ìpou ε2 =

ε

2
µ
ν (k+2)

µ
ν (8d)

µ
ν
kai ètsi ε2 < ε < 1.

Oi apodeÐxeic paramènoun oi Ðdiec kai sthn Riemannian perÐptwsh, all� me
diaforetikèc stajerèc.

2.4 H Epif�neia E(µ,ν)

Kataskeu�zoume thn epif�neia E(µ,ν) apì to uperbolikì epÐpedoH2 an anoÐxoume

kat�llhlec trÔpec stoH2 kai se autèc �koll soume� tic epif�neiec Ŝ
′
i ( i ∈ N).

Sthn simplicial perÐptwsh mporoÔme na qrhsimopoi soume mÐa tessellation H
tou uperbolikoÔ epipèdou H2 (gia par�deigma ìpwc sto sq ma 3). JewroÔme
sto H ta upokìmplex Ωi

1, ...,Ω
i
|∂Si| me A(Ωi

j) = 2, l(∂Ωi
j) = 4 kai ∂Ωi

j := pij,

ìpou oi pij eÐnai aplèc kleistèc kampÔlec.
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An sumbolÐsoume me d(Ωi
j,Ω

k
t ) thn apìstash metaxÔ twn Ωi

j kai Ωk
t , tìte

eÐnai eÔkolo na broÔme upokìmplex Ωi
j tètoia ¸ste d(Ωi

j,Ω
i
t) ≥ 104A(Ŝ

′
i) gia

j 6= t kai d(Ωi
j,Ω

k
t ) ≥ 104max{A(Ŝ

′
i), A(Ŝ

′
k)} gia i 6= k.

Jètoume Ĥ = H−
⋃
i∈N(

⋃|∂Si|
j=1 (Ωi

j)
o) (uperbolikì epÐpedo me trÔpec). Sto

Ĥ �koll�me� tic epif�neiec S
′
i tautÐzontac k�je kampÔlh p

i
j me ton kÔklo (Ei

j)
τ .

SumbolÐzoume me E(µ,ν) thn epif�neia pou prokÔptei kai apì to pìrisma

2.3.1 èqoume ìti: c2
4
A(Ŝ

′
i)
µ
ν ≤ l(∂Ŝ

′
i) ≤ c1

4
A(Ŝ

′
i)
µ
ν .

OmoÐwc orÐzoume thn epif�neia E(µ,ν) sthn Riemannian perÐptwsh.

L mma 2.4.1. Up�rqei c > 0 me tic akìloujec idiìthtec: 'An X eÐnai èna
upokìmplex thc epif�neiac E(µ,ν), tètoio ¸ste, gia k�je i ∈ N up�rqei èna

upogr�fhma Φi tou Si me X ∩ Ŝ
′
i = Φ̂

′
i (an X ∩ Ŝ

′
i 6= ∅).Tìte,

l(∂X) ≥ cA(X)
µ
ν (1)

Apìdeixh. Efìson µ
ν
< 1, apì ton trìpo kataskeu c thc epif�neiac E(µ,ν),

arkeÐ na apodeÐxoume thn (1) sthn perÐptwsh ìpou to X eÐnai èna sunektikì

upokìmplex thc E(µ,ν) kai tèmnei to polÔ èna apì ta upokìmplex Ŝ
′
i . Upojè-

toume loipìn ta parap�nw. Dhlad , ìti up�rqei k�poioc i ∈ N tètoioc ¸ste

X ∩ Ŝ ′i 6= ∅ kai X ∩ Ŝ
′
j = ∅ gia k�je j 6= i.

Jètoume X1 = X ∩ Ĥ, X2 = X ∩ Ŝ ′i = Φ̂
′
i, p1 = ∂X ∩ Ĥ kai p2 =

∂X ∩ {Ŝ ′i −
⋃|∂Si|
j=1 (Ei

j)
τ}. 'Etsi, p1 ∪ p2 = ∂X kai p2 ∩ H = ∅. 'An n

eÐnai to pl joc twn kulÐndrwn Ei
j, j = 1, ..., |∂Si| pou perièqontai sto X kai
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antistoiqoÔn sto sÔnoro tou Si (sÔmfwna me thn par�grafo 3), l1 = l(p1)
kai l2 = l(p2) tìte, apì to pìrisma 2.3.1 èqoume:{

l2 + 4n ≥ l(∂X2) ≥ ε1A(X2), an |Φi| ≤ mνi
2

l2 + 4n ≥ l(∂X2) ≥ ε2A(X2)
µ
ν , an |Φi| > mνi

2

.

Efìson, gia k�je upokìmplex T tou H, isqÔei ìti l(∂T ) ≥ εA(T ) ([23],
[26]) èqoume:

l1 ≥ ε(A(X1) + nA(Ωi
j)) = εA(X1) + 2nε

'Etsi, 2l1 + 2l2 ≥ 2l1 + εl2 ≥ 2cA(X)
µ
ν gia 2c ≤ min{εε2, 2ε, εε1}.

H apìdeixh paramènei Ðdia sthn Riemannian perÐptwsh.

Je¸rhma 2.4.2. 'Estw µ, ν ∈ N me µ
ν
∈ [1

2
, 1). Up�rqoun m,m1,m2 > 0,

mÐa epif�neia E(µ,ν) �peirou gènouc, efodiasmènh me mÐa simplicial complex
dom  (eÐte me mÐa Riemannian metrik ) kai mÐa akoloujÐa apì subcomplex ( 

perioqèc me leÐo sÔnoro) (Ŝ ′i) thc E(µ,ν) tètoia ¸ste:

1. IE(µ,ν)(t) ≥ mt
µ
ν gia k�je t

2. m1A(Ŝ
′
i)
µ
ν ≤ l(∂Ŝ

′
i) ≤ m2A(Ŝ

′
i)
µ
ν gia k�je i ∈ N

3. A(Ŝ
′
i+1) ≥ A(Ŝ

′
i) + 1 gia k�je i ∈ N.

Dhlad , dèn up�rqoun �ken�� gia to isoperimetrikì profÐl epifanei¸n me
�peiro gènoc.

Apìdeixh. SÔmfwna me thn parap�nw orologÐa kai shmei¸seic, eÐnai arketì
na apodeÐxoume ìti up�rqei m me 0 < m < 1 tètoioc ¸ste

l(∂X) ≥ mA(X)
µ
ν (2)

gia k�je upokìmplex X thc epif�neiac E(µ,ν).
Efìson µ

ν
< 1 kai apì ton trìpo kataskeu c thc epif�neiac E(µ,ν), eÐnai

arketì na apodeÐxoume thn (2) sthn perÐptwsh ìpou to X eÐnai èna sunektikì

upokìmplex thc E(µ,ν) kai tèmnei to polÔ èna apì ta upokìmplex Ŝ
′
i .

'Etsi, upojètoume ìti to X eÐnai sunektikì upokìmplex thc E(µ,ν) kai ìti

up�rqei i ∈ N tètoio ¸ste X ∩ Ŝ ′i 6= ∅ kai X ∩ Ŝ
′
j = ∅ gia k�je j 6= i.

'Estw Ei
j eÐnai ènac kÔlindroc thc Ŝ

′
i o opoÐoc ikanopoieÐ tic akìloujec sun-

j kec:
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(i) X ∩ {Ei
j − ((Ei

j)
o) ∪ (Ei

j)
τ )} 6= ∅, Ei

j * X

(ii) {(Ei
j)
o ⊆ X or (Ei

j)
τ ⊆ X}   {(Ei

j)
o * X, (Ei

j)
τ * X and lj ≥ 8}

ìpou lj = l(∂(X ∩ {Ei
j − ((Ei

j)
o ∪ (Ei

j)
τ )})).

'Estw I to sÔnolo twn deikt¸n j tètoiwn ¸ste j ∈ I an kai mìno an o
Ei
j ikanopoieÐ tic parap�nw sunj kec. 'An jèsoume X

′
= X ∪j∈I Ei

j tìte

l(∂X
′
) ≤ l(∂X) kai A(X

′
) ≥ A(X).

T¸ra, an Ei
j eÐnai ènac kÔlindroc thc Ŝ

′
i me X

′∩{Ei
j−((Ei

j)
o∪(Ei

j)
τ )} 6= ∅

kai Ei
j * X

′
tìte, 0 < lj < 7. Jètoume X

′′
to upokìmplex tou X

′
to

opoÐo prokÔptei apì to X
′
, an exairèsoume ìlouc autoÔc touc kulÐndrouc.

Sugkekrimèna an sumbolÐsoume me J to sÔnolo twn deikt¸n j tètoiwn ¸ste
j ∈ J an kai mìno an X

′ ∩ {Ei
j − ((Ei

j)
o ∪ (Ei

j)
τ )} 6= ∅ kai Ei

j * X
′
, tìte

X
′′

= X
′ −
⋃
j∈J{Ei

j − ((Ei
j)
o ∪ (Ei

j)
τ )}. T¸ra, an X

′′ 6= ∅, apì to L mma

2.4.1 èqoume ìti l(∂X
′′
) ≥ cA(X

′′
)
µ
ν . 'An jèsoume t = |J |, Dj = X

′ ∩ Ei
j kai

cj = l(X
′ ∩ ((Ei

j)
o ∪ (Ei

j)
τ )) ∀j ∈ J tìte, to Dj eÐnai isomorfikì me dÐsko kai

lj ≥ cj ∀j ∈ J .
EpÐshc

3l(∂X
′
) ≥ l(∂X

′
) + 2

t∑
j=1

lj ≥ l(∂X
′
) + 2

t∑
j=1

cj ⇒

3l(∂X
′
) ≥ l(∂X

′′
) +

t∑
j=1

lj −
t∑

j=1

cj + 2
t∑

j=1

cj ⇒

3l(∂X
′
) ≥ l(∂X

′′
) +

t∑
j=1

lj +
t∑

j=1

cj ≥ l(∂X
′′
) +

t∑
j=1

l(∂Dj).

Efìson l(∂Dj) ≥ 1 kai A(Dj) ≤ 8d isqÔei ìti l(∂Dj) ≥ 1
8d
A(Dj).

'Etsi,

3l(∂X) ≥ 3l(∂X
′
) ≥ l(∂X

′′
) +

t∑
j=1

l(∂Dj)⇒

3l(∂X) ≥ m(A(X
′′
) +

t∑
j=1

A(Dj))
µ
ν ≥ 3mA(X

′
)
µ
ν ≥ 3mA(X)

µ
ν

gia k�poio m > 0.

'An X
′′

= ∅, tìte h X ′ eÐnai sunektik , Ei
j * X

′
gia k�je j, X

′ ⊆ Ŝij kai an
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Ei
j ∩X

′ 6= ∅ tìte 0 < lj < 8.
'Etsi,

2l(∂X
′
) ≥

t∑
j=1

lj +
t∑

j=1

cj ≥
t∑

j=1

l(∂Dj) ≥
1

8d

t∑
j=1

A(Dj)⇒

2l(∂X
′
) ≥ mA(X)

µ
ν

gia k�poio m > 0.
Sthn Riemannian perÐptwsh oi sullogismoÐ eÐnai oi Ðdioi gia ìlh thn

apìdeixh. H mình diafor� eÐnai ìti se aut  thn perÐptwsh h anisìthta l(∂Dj) ≥
1 dèn isqÔei.

Gia k�je perioq  T tou EukleÐdeiou epipèdou, me leÐo sÔnoro isqÔei ìti
l(∂T ) ≥ ε

√
A(T ) ([23], [26]). Efìson to Dj eÐnai isomorfikì me EukleÐdeio

dÐsko isqÔei ìti

l(∂Dj) ≥ ε
√
A(Dj) ≥

ε√
A(Dj)

A(Dj)⇒ l(∂Dj) ≥
ε√
4d
A(Dj).

T¸ra, h upìloiph apìdeixh paramènei h Ðdia.
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