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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1. Η ϕυσική βάση της αλλαγής ϕάσεων

Η διαμέριση ενός συνόλου σε έναν αριθμό υποσυνόλων (τις «ϕάσεις»)
έτσι ώστε η διαχωριστική επιφάνεια (η «διεπιφάνεια») να έχει ελάχι-
στο εμβαδό, είναι ένα πρόβλημα της Γεωμετρικής Ανάλυσης και του
Λογισμού των Μεταβολών, το οποίο είναι μεγάλης σημασίας για τις
ϕυσικές επιστήμες και την τεχνολογία. Με τον όρο ϕάση στις ϕυσι-
κές επιστήμες εννοούμε μια περιοχή στον χώρο, στην οποία όλες οι
ϕυσικές ιδιότητες ενός υλικού (όπως πυκνότητα, δείκτης διάθλασης,
μαγνήτιση και χημική σύσταση) είναι ομοιόμορφες ([1], [2] σ. 86).

Μια προσέγγιση για την μελέτη των υλικών είναι οι μέθοδοι των συ-
ναρτησιακών πυκνότητας [3, 4] της στατιστικής μηχανικής. Αυτές
οι μέθοδοι είναι ενδιάμεσες μεταξύ μακροσκοπικής θερμοδυναμικής
και αυστηρά μικροσκοπικών μοριακών θεωριών ενσωματώνοντας
λεπτομέρειες μοριακού επιπέδου, αλλά είναι αρκετά απλές έτσι ώ-
στε να διατηρείται η διαχειρισιμότητά τους με μαθηματικές μεθόδους
ακόμη και σε πολύπλοκα συστήματα. Η θεωρία συναρτησιακών πυ-

κνότητας (DFT) είναι εφαρμόσιμη σε προβλήματα ισορροπίας (συνύ-
παρξη ϕάσεων, δομή διεπιφανειών, επίδραση τοιχωμάτων και εξω-
τερικών πεδίων) και δυναμικά προβλήματα (ρυθμός πυρηνογέννεσης
και ανάπτυξης νέων ϕάσεων). Τα μοντέλα ισορροπίας χρησιμεύουν
και ως βάση για αντίστοιχα δυναμικά μοντέλα.

Το πεδίο εφαρμογών της DFT είναι τεράστιο. Εχει εφαρμοστεί,
εκτός από τα ρευστά μικρών μορίων και τα στερεά, σε πολύπλοκα
συστήματα, όπως ύαλοι [5, 6, 7, 8], κολλοειδή και διπλές στοιβάδες
[9, 10, 11, 12, 13], μοντελοποίηση του DNA [14], μοντελοποίηση
κολλοειδών σωματιδίων σε αλληλεπίδραση με πολυμερή μέσω μιάς
επέκτασης της θεωρίας θεμελιώδους μέτρου (fundamental measure
theory) [15, 16], υγροί κρύσταλλοι [17, 18, 19, 20, 21] (βλ. επίσης [22,

23] για περαιτέρω εξελίξεις), πολυμερή [24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31],
κρυστάλλωση πολυμερικών τηγμάτων [32], διάταξη δισυσταδικών
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2 1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ

συμπολυμερών [33, 34, 35, 36], μικύλια και μεμβράνες [37, 38, 39,

40, 41, 42].

Η επιλογή κατάλληλων παραμέτρων τάξης (order parameters) παί-
ζει κυρίαρχο ρόλο [43] στην μοντελοποίηση των αλλαγών ϕάσεων.
Παραδείγματα περιλαμβάνουν την πυκνότητα, την τοπική μαγνήτι-
ση, την τοπική περιοδική τάξη σε έναν κρύσταλλο, και τον τοπικό
μέσο κατευθυντή που ορίζει την τάξη προσανατολισμού σε έναν
υγρό κρύσταλλο. Από μακροσκοπική άποψη, αυτές οι ποσότητες
μεταβάλλονται ασυνεχώς από τη μία ϕάση στην άλλη. Σε πολλές
περιπτώσεις είναι επαρκής η επιλογή μίας μοναδικής παραμέτρου
τάξης, η οποία χαρακτηρίζει την αλλαγή ϕάσης. Η ελεύθερη ενέρ-
γεια ([2], σ. 77) μπορει να εκφραστεί ως συναρτησιακό αυτής της
παραμέτρου, η οποία ειναι βαθμωτή συνάρτηση. Στην διανυσματική
περίπτωση περισσότερες από μία παράμετροι τάξης απαιτούνται
για τον χαρακτηρισμό ενός διαγράμματος ϕάσεων. Παράμετροι τά-
ξης θέσης και κατεύθυνσης είναι δυνατόν να ορίζουν τις πιθανές
ϕάσεις μοριακών συστημάτων όπως οι πλαστικοί κρύσταλλοι [44],
υγροί κρύσταλλοι [45] και μοριακοί κρύσταλλοι.

Σύμφωνα με την βασική υπόθεση της DFT, η ελεύθερη ενέργεια ε-
νός ανομοιογενούς ρευστού μπορεί να εκφραστεί ως συναρτησιακό
της (βαθμωτής ή διανυσματικής) συνάρτησης παραμέτρου τάξης (η
οποία είναι συνήθως η πυκνότητα για την βαθμωτή περίπτωση),
και συνεπώς μπορεί να γίνει αντικείμενο μελέτης με τις μεθόδους
του Λογισμού των Μεταβολών [46, 47]. Η θεμελιώδης μεταβολική
αρχή της DFT λέει ότι σε συνθήκες ισορροπίας η μεταβολή (γνωστή

στην βιβλιογραφία και ως συναρτησιακή παράγωγος) της ελεύθερης

ενέργειας ως προς την πυκνότητα είναι μηδέν [3]. Αυτό οδηγεί σε μια
μη-γραμμική ολοκληροδιαφορική εξίσωση για την πυκνότητα. Διεπι-
ϕανειακές δομές μεταξύ συνυπαρχόντων ϕάσεων προσδιορίζονται
από την εξίσωση αυτή. Κεντρικό πρόβλημα στη ϕυσική είναι η κα-
τασκευή ενός ϕυσικά αποδεκτού και ακριβούς συναρτησιακού της
πυκνότητας.

1.2. Μοντέλα διάχυτης διεπιφάνειας

Με βάση τις υποθέσεις ότι (i) η τοπική ελεύθερη ενέργεια ανα μό-
ριο εξαρτάται από την τοπική σύσταση και τη σύσταση του άμεσου
περιβάλλοντος και (ii) η βαθμίδα της σύστασης είναι μικρή σε σύγ-
κριση με το αντίστροφο της διαμοριακής απόστασης, ανάπτυξη σε
σειρά Taylor γύρω από την ελεύθερη ενέργεια ανα μόριο διαλύματος
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Σχήμα 1.2.1. Το διευσταθές δυναμικό διπλού ϕρέατος
W(u) και το ασταθές διάστημα c0 6 u 6 d0.

ομοιόμορφης σύστασης κρατώντας όρους χαμηλότερης τάξης, δίνει
την εξής προσέγγιση τετραγωνικής βαθμίδας (βλ. [48] σ. 178, [49]
σ. 480, [50]):

(1.2.1) J(u) =

∫ [
1
2ε|∇u(x)|2 + W(u(x))

]
dx

Αυτή η σχέση είναι γνωστή ως συναρτησιακό ελεύθερης ενέργειας

van der Waals [51] ή Landau-Ginzburg. Η συνάρτηση W έχει τη μορ-
ϕή «δυναμικού διπλού ϕρέατος» (βλ. Σχ. 1.2.1). Οι συντελεστές είναι
εμπειρικές παράμετροι οι οποίες δεν προκύπτουν από βασικές αρ-
χές (στατιστική μηχανική). Η πρώτη μεταβολή του συναρτησιακού
αυτού δίνει ένα σύστημα μερικών διαφορικών εξισώσεων (ΜΔΕ) ως
προς τις παραμέτρους τάξης u. Υπάρχουν πολλές εναλλακτικές στα
ϕαινομενολογικά συναρτησιακά ελεύθερης ενέργειας τετραγωνικής
βαθμίδας. Βλ. [3] και [4] για ανασκόπιση.

Οι Penrose και Fife [54, 55] έδωσαν ένα γενικό πλαίσιο για τη ϕαινο-
μενολογική κινητική των αλλαγών ϕάσης στις οποίες μεταβάλλονται
χρονικά και χωρικά όχι μόνο η παράμετρος τάξης αλλά και η θερ-
μοκρασία. Αντί για το συναρτησιακό ελεύθερης ενέργειας Ginzburg-
Landau χρησιμοποίησαν ένα εντροπικό συναρτησιακό. Για ανασκό-
πιση της μεθόδου πεδίου ϕάσης (phase �eld method) βλ. [56]. Η
δυναμική της διαμέρισης ϕάσεων χρησιμοποιήθηκε για τη μοντε-
λοποίηση μη γραμμικών ϕαινομένων όπως η πυρηνογέννεση [59],
η ανάπτυξη κρυστάλλων [60], η δυναμική διαστρωματοποιημένων
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διεπιφανειών [61], ανισότροπων διεπιφανειών [62], κίνηση Mullins-
Sekerka μικρών σταγονιδίων [63] και κίνηση ϕυσαλλίδων [64, 65].

Ο Szekely [66] συζήτησε προβλήματα αλλαγής ϕάσεων τρέχοντος
ενδιαφέροντος στη μηχανική όπως τήξη και στερεοποίηση. Ανα-
ϕέρθηκε στους συμβιβασμούς μεταξύ πιστής αναπαράστασης της
ϕυσικής πραγματικότητας και μαθηματικής ακρίβειας, καθώς επίσης
και στον προβληματισμό ότι η μάλλον πραγματιστική προσέγγιση,
η οποία είναι απαραίτητη για την επίτευξη τεχνικών απαντήσεων
σε πρακτικά προβλήματα, μπορεί να είναι σε αντίθεση με ορισμένες
κομψές μαθηματικές διατυπώσεις. Παρόλα αυτά, αυτή είναι δυνα-
τόν να ανοίξει προοπτικές και να αναδείξει μια σειρά προβλημάτων
τα οποία θα ωφεληθούν από αυστηρές μαθηματικές διατυπώσεις.

1.3. Μοντέλα οξείας διεπιφάνειας

Για μια εξαιρετική ιστορική ανασκόπιση των μοντέλων οξείας (μέθο-
δος Laplace) και διάχυτης διεπιφάνειας (μέθοδος van der Waals) βλ.
[67].

1.3.1. Συναρτησιακά που ελαχιστοποιούν το εμβαδό. Ο Fife
[68], οι Carr-Gurtin-Slemrod [69], και οι Alikakos-Shaing [70] έδειξαν
ότι σε μία διάσταση, υπό την συνθήκη σταθερού όγκου των ϕάσε-
ων, κάθε ακολουθία καθολικών ελαχιστοποιητών του συναρτησια-
κού (1.2.1) καθώς ε→ 0 συγκλίνει σε μια λύση του αντίστοιχου προ-
βλήματος ελαχιστοποίησης με ε = 0, δηλ. σε μια λύση της W′(u) = 0
(για κατάλληλα τροποποιημένο W έτσι ώστε να λαμβάνεται υπόψη
ο περιορισμός). Κατά συνέπεια, στο όριο ε → 0 η ελεύθερη ενέρ-
γεια είναι συγκεντρωμένη στη διεπιφάνεια που διαχωρίζει τις δύο
ϕάσεις. Αυτό είναι το μοντέλο αλλαγής ϕάσης οξείας διεπιφάνειας,
το οποίο ειναι μια ϕυσική προσέγγιση για πολλές εφαρμογές [70]. Ο
Modica [71], και ο Sternberg [72] απέδειξαν το όριο οξείας διεπιφά-
νειας για την ισορροπία ϕάσεων δύο ρευστών σε n διαστάσεις με τη
χρήση μεθόδων Γ-σύγκλισης [73, 74]. Ο Sternberg [72], και ο Baldo
[75] επέκτειναν αυτά τα αποτελέσματα για n μη αλληλεπιδρώντα
ρευστά σε ισορροπία, χρησιμοποιώντας την ίδια μέθοδο. Στις έρευ-
νες αυτές η κατάσταση του μίγματος δίνεται από την διανυσματική
συνάρτηση πυκνότητας (παραμέτρους τάξης) u = (u1, · · · ,un), και
χρησιμοποιούνται n περιορισμοί όγκου.
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Στο όριο οξείας διεπιφάνειας, το ολοκλήρωμα στη σχέση (1.2.1) α-
νάγεται σε ένα επιφανειακό ολοκλήρωμα και το πρόβλημα επανα-
διατυπώνεται ως εξής: να ελαχιστοποιηθεί το συναρτησιακό

(1.3.1) J(M) =

∫
M
γdS

ως προς όλες τις διεπιφάνειες M που διαιρούν το σύνολο Ω σε δύο
υποσύνολα, τις ϕάσεις, έτσι ώστε ο όγκος τους να είναι δύο προκα-
θωρισμένες σταθερές. Σε πολλές εφαρμογές το γ θεωρείται σταθερό
και το ολοκλήρωμα ανάγεται στο «εμβαδό» της διεπιφάνειας M.

1.3.2. Ροή μέσης καμπυλότητας. Οι δυναμικές εξισώσεις των
ϕαινομένων αλλαγής ϕάσης που περιγράφονται από τη σχέση (1.2.1)
ανάγονται σε προβλήματα ροής μέσης καμπυλότητας [76, 77, 78]
στο όριο οξείας διεπιφάνειας ε → 0. Ο Gärtner [79] απέδειξε ότι
καθώς ε → 0, η επίδραση του όρου της διάχυσης σε δεύτερης τά-
ξης ημιγραμμικά παραβολικά προβλήματα αντίδρασης-διάχυσης με
συνθήκες συνοριακές καιCauchy, γίνεται αμεληταία σε μικρά χρονικά
διαστήματα, και ανάλογα με την επικρατούσα δυναμική της αντίδρα-
σης κατά τη διάρκεια ενός τέτοιου χρονικού διαστήματος οι λύσεις
τείνουν γρήγορα σε μία από τις δύο σταθερές καταστάσεις του W.
Τα αποτελέσματα αυτά αποδείχθηκαν με εφαρμογή πιθανοτικών
μεθόδων συναρτησιακής ολοκλήρωσης [80].

Οι Bronsard και Kohn [81] έδειξαν ότι, στο όριο οξείας διεπιφάνειας,
οι εξισώσεις της δυναμικής Landau-Ginsburg ανάγονται σε ροή μέ-
σης καμπυλότητας. Οι Rubinstein και Sternberg [82] παρουσίασαν
μια μη-τοπική (nonlocal) εξίσωση αντίδρασης-διάχυσης και την α-
νέλυσαν με τη χρήση συναρμοσμένων (matched) ασυμπτωτικών α-
ναπτυγμάτων και πολλαπλών χρονικών κλιμάκων. Το προβλημα
αυτό μοντελοποιούσε ένα δυαδικό μίγμα το οποίο υφίστατο διαχω-
ρισμό ϕάσεων. Οι συγγραφείς απέδειξαν ότι η κίνηση των μετώπων
τα οποία διαχώριζαν τις ϕάσεις γινόταν μέσω μέσης καμπυλότη-
τας. Οι Bronsard και Stoth [83] θεώρησαν την μη-τοπική εξίσωση
αντίδρασης-διάχυσης των Rubinstein και Sternberg και μελέτησαν
της ασυμπτωτική συμπεριφορά της. Απέδειξαν ότι, στο όριο οξείας
διεπιφάνειας, οι διεπιφάνειες κινούνται με ροή μέσης καμπυλότητας,
η οποία διατηρεί την μάζα (όγκο). Η μη-τοπικότητα προέρχεται από
τον περιορισμό σταθερότητας όγκου. Για μία ανασκόπιση βλ. Fife
[84]. Βλ. επίσης [85].
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1.4. Υπαρξη και ομαλότητα

Για τα μοντέλα διάχυτης διεπιφάνειας εφαρμόζεται η θεωρία των
ΜΔΕ. Επομένως στην ενότητα αυτή ασχολούμαστε με μοντέλα οξείας
διεπιφάνειας, και πιο συγκεκριμένα με μοντέλα ισορροπίας.

1.4.1. Υπαρξη. ΟReifenberg [86] απέδειξε την ύπαρξη ελαχιστο-
ποιητών εμβαδού σε όλες τις διαστάσεις για το προσανατολισμένο
πρόβλημα Plateau [87, 88] και ορισμένες μη-προσανατολισμένες πε-
ριπτώσεις, χρησιμοποιώντας ομολογία �ech και συμπαγείς ομάδες.
Ο Reifenberg μπόρεσε να εξάγει και ορισμένα αποτελέσματα ομαλό-
τητας για τις λύσεις. Αργότερα ο Almgren [89, 90] πρότεινε μια άλλη
απόδειξη ύπαρξης, η οποία βασίζονταν σε ακέραιες μεταβολαπλό-

τητες (varifolds). Μια άλλη μέθοδος για την επίτευξη ύπαρξης είναι
τα ακέραια ρεύματα (currents) [91, 87, 92], τα οποία βασίζονται στην
έννοια του ρεύματος κατά de Rham [93], η οποία είναι μια γενίκευση
της επιφάνειας. Για ανασκόπιση αποτελεσμάτων ύπαρξης βλ. [94].

Η ύπαρξη σχηματισμών (con�gurations) ισορροπίας μη-αναμίξιμων
ρευστών με τη χρήση των αλυσίδων ύφεσης (�at chains) του Fleming
[95], με συντελεστές από μία ομάδα, αποδείχθηκε από τον White
[96], ο οποίος συζήτησε εν συντομία και ομαλότητα. Ο White πα-
ρουσίασε μια απλούστερη απόδειξη ύπαρξης από τονAlmgren ([89],
VI.2) χρησιμοποιώντας μία ασθενέστερη υπόθεση για τους συντελε-
στές επιφανειακής τάσης.

1.4.2. Ομαλότητα.

1.4.2.1. Εσωτερική ομαλότητα. Ο Reifenberg [97, 98] απέδειξε
ορισμένα αποτελέσματα ομαλότητας και μάλιστα αναλυτικότητας,
τα οποία γενικεύθηκαν αργότερα από τον David και τους συνερ-
γάτες του [99]. Το 1962 ο Fleming [100] απέδειξε ότι διδιάστατα
ευθυγραμμίσιμα ρεύματα στον R3 που ελαχιστοποιούν το εμβαδό,
είναι λείες, ενσωματωμένες (embedded) πολλαπλότητες στο εσωτε-
ρικό. Τα αποτελέσματα ομαλότητας του Fleming γενικεύτηκαν με
πολλούς τρόπους και από πολλούς ερευνητές. Το 1969 οι Bom-
bieri, De Giorgi, Giusti [101] (§§8.1, 10.7) έδωσαν ένα παράδειγμα
ενός 7-διάστατου ευθυγραμμίσιμου ρεύματος στον R8, το οποίο ε-
λαχιστοποιεί το εμβαδό, με μία απομονωμένη εσωτερική ιδιορρυθμία
(singularity).
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Ο Almgren [90] απέδειξε ότι ένα k-διάστατο ευθυγραμμίσιμο ρεύμα
στον Rn που ελαχιστοποιεί το εμβαδό, είναι μία λεία ενσωματωμένη
πολλαπλότητα στο εσωτερικό, εκτός από ένα σύνολο ιδιόρρυθμων
σημείων διάστασης Hausdor� το πολύ k− 2. Για παράδειγμα, ένα δι-
διάστατο ευθυγραμμίσιμο ρεύμα στον Rn το οποίο ελαχιστοποιεί το
εμβαδό, έχει στη χειρότερη περίπτωση σύνολο ιδιόρρυθμων σημείων
στο εσωτερικό του διάστασης 0. Η δομή του συνόλου ιδιόρρυθμων
σημείων μελετήθηκε από την Taylor [102, 103]. Για ανασκόπιση των
αποτελεσμάτων ομαλότητας βλ. [87, 94, 104, 105].

1.4.2.2. Συνοριακή ομαλότητα. Δεν υπάρχουν πολλά αποτελέ-
σματα ομαλότητας που ϕτάνουν μέχρι το σύνορο [94]. Το 1979 οι
Hardt και Simon [106] απέδειξαν ένα θεώρημα συνοριακής ομαλότη-
τας για υπερεπιφάνειες που ελαχιστοποιούν το εμβαδό, το οποίο
λέει ότι ένα (n − 1)-διάστατο ευθυγραμμίσιμο ρεύμα στον Rn, που
ελαχιστοποιεί το εμβαδό και περιορίζεται από μία C2 προσανατολι-
σμένη υποπολλαπλότητα (με πληθικότητα 1) είναι τοπικά σε κάθε
συνοριακό σημείο μία C1 ενσωματωμένη πολλαπλότητα με σύνορο.
Ο White [107] γενίκευσε αυτό το αποτέλεσμα ομαλότητας για λεία
σύνορα με πληθικότητες (multiplicities). Σε υψηλότερες συνδιαστά-
σεις είναι δυνατόν να εμφανιστούν συνοριακές ιδιορρυθμίες.

Ο White επέκτεινε και απλοποίησε τα αποτελέσματα ομαλότητας
τηςTaylor [108]. Ειδικότερα συζήτησε μη-αναμίξιμα ρευστά και άλλα
προβλήματα τύπου Plateau.

1.4.2.3. Περιορισμοί όγκου. Τα αποτελέσματα ομαλότητας ισχύ-
ουν και για υπερεπιφάνειες που ελαχιστοποιούν το εμβαδό οι οποίες
υπόκεινται σε περιορισμούς όγκου, διότι ο εφαπτόμενος κώνος ελα-
χιστοποιεί το εμβαδό χωρίς τον περιορισμό όγκου ([87], κεφ. 8).
Ειδικά για μη-αναμίξιμα ρευστά η ύπαρξη και η ομαλότητα μελετή-
θηκαν από τον White [96, 108].

1.5. Αντικείμενο και περίγραμμα της εργασίας αυτής

Οι μέθοδοι οξείας διεπιφάνειας της ενότητας 1.3 δεν είναι κατα-
σκευαστικές. Επομένως δεν είναι κατάλληλες για την μελέτη των
ποιοτικών ιδιοτήτων των λύσεων προβλημάτων διαμέρισης ϕάσε-
ων. Ενα παράδειγμα είναι το ερώτημα σχετικά με την συνεκτικότητα

των ϕάσεων. Το θέμα αυτό μελετήθηκε για το πρόβλημα της διφα-
σικής διαμέρισης από τους Sternberg και Zumbrun με μεθόδους οξείας
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[109] και διάχυτης διεπιφάνειας [110]. Δεν είναι γνωστά αποτελέ-
σματα για το πρόβλημα της συνεκτικότητας για περισσότερες από
2 ϕάσεις. Στην εργασία αυτή διατυπώνουμε και μελετάμε το πρό-
βλημα συνεκτικότητας ευσταθών διαμερίσεων ϕάσεων (stable phase
partitions) για περισσότερες από δύο ϕάσεις, με μεθόδους οξείας διε-
πιφάνειας. Ενα σύστημα ϕάσεων σε ισορροπία είναι ευσταθές εαν η
διεπιφάνεια είναι κρίσιμο σημείο του συναρτησιακού του εμβαδού (η
πιο γενικά της ελεύθερης ενέργειας) (1.3.1) και επιπλέον η δεύτερη

μεταβολή του συναρτησιακού αυτού είναι θετική για μη-τετριμμένες
μεταβολές.

Οταν τρεις συνυπάρχουσες ϕάσεις συναντώνται κατά μήκος μιας
καμπύλης, τότε μιλάμε για έναν τριπλό σύνδεσμο. Διαμερίσεις ϕά-
σεων χωρίς τον σχηματισμό τριπλών συνδέσμων είναι δυνατές, για
παράδειγμα όταν οι τρείς ϕάσεις βρίσκονται η μία δίπλα στην άλλη.
Δεν είναι γνωστό αν οι απόλυτοι ελαχιστοποιητές προβλημάτων δια-
μέρισης ϕάσεων είναι τριπλοί σύνδεσμοι ή όχι. Στην εργασία αυτή
θεωρούμε και τριπλούς συνδέσμους και σχηματισμούς που περιλαμ-
βάνουν μόνο διφασικές επαφές.

Η ύπαρξη σχηματισμών τριπλών συνδέσμων ως τοπικών ελαχιστο-
ποιητών προβλημάτων διαμερίσεων τριών ϕάσεων μελετήθηκε από
τους Sternberg και Zeimer [111]. Η ομαλότητα ερευνήθηκε από την
Taylor [103], τον Nitsche [112], και τον White [108]. Οι Kinderlehrer,
Nirenberg, Spruck [113] (§5) μελέτησαν την ομαλότητα σχηματισμών
τριπλών συνδέσμων θεωρώντας τους τοπικά ως ελλειπτικά προβλή-
ματα με ελεύθερο σύνορο. Χρησιμοποίησαν μεθόδους μερικών οδο-
γράφων και μετασχηματισμών Legendre για να μπορέσουν να εφαρ-
μόσουν την συνήθη θεωρία της ελλειπτικής ομαλότητας. Κατέληξαν
στο συμπέρασμα ότι οι διεπιφάνειες ενός σχηματισμού τριπλών συν-
δέσμων είναι αναλυτικές μέχρι και το σύνορο ([113], θεώρημα 5.1).

Στο Κεφάλαιο 2 μελετάμε την ευστάθεια διαμερίσεων που περιλαμ-
βάνουν δύο ή περισσότερες ϕάσεις σε κυρτά χωρία κάτω από την
υπόθεση το πολύ διφασικής επαφής. Αυτό αποκλείει τους τριπλούς
συνδέσμους. Παράγουμε ορισμένα κριτήρια ευστάθειας και ειδικότε-
ρα ανακτάμε το αποτέλεσμα των Sternberg-Zumbrun για την αστά-
θεια των μη-συνεκτικών διαμερίσεων στο γενικότερο πλαίσιο των
πολυφασικών συστημάτων.

Στο Κεφάλαιο 3 μελετάμε την ευστάθεια διαμερίσεων σε κυρτά χωρία
οι οποίες περιλαμβάνουν τρεις συνυπάρχουσες ϕάσεις σε επαφή και
ειδικότερα τριπλούς συνδέσμους. Παρουσιάζουμε έναν νέο τύπο για
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την δεύτερη μεταβολή του εμβαδού ελαχιστικών διαμερίσεων. Από
αυτόν τον τύπο εξάγουμε ορισμένα κριτήρια ευστάθειας και αποδει-
κνύουμε την ύπαρξη ευσταθών διαμερίσεων τριπλών συνδέσμων.

Στο Κεφάλαιο 4 χρησιμοποιούμε τανυστές τάσης-ενέργειας, οι ο-
ποίοι δίνουν την δυνατότητα διατύπωσης ελεύθερης απόκλισης (di-
vergence-free formulation), για την απόδειξη ταυτοτήτων Pohozaev
και μονοτονίας για ορισμένες κατηγορίες ημιγραμμικών συστημάτων
μεταβολικής δομής.

Στο Κεφάλαιο 5 αποδεικνύουμε ότι οι εξισώσεις Euler-Lagrange και
Noether είναι ισοδύναμες για μια γενική κατηγορία μεταβολικών προ-
βλημάτων, με την προυπόθεση ότι θεωρούμε μη-τετριμμένες λύσεις.
Στην κατηγορία αυτή συμπεριλαμβάνονται η μη-γραμμική εξίσωση
Poisson, Λαγκρανζιανές ανεξάρτητες θέσης, και Λαγκρανζιανές τύ-
που p-Laplacian. Ως εφαρμογές αποδεικνύουμε ορισμένες προτά-
σεις σχετικές με την μη-γραμμική εξίσωση Poisson και τις γενικεύσεις
της.

Τα Παραρτήματα Α και Β περιέχουν συμπληρωματικό υλικό το οποί-
ο είναι απαραίτητο για την ανάγνωση των Κεφαλαίων 2 και 3. Στο
Παράρτημα Α συνοψίζουμε μερικά βασικά δεδομένα από την θεωρία
των πολλαπλοτήτων και διάφορων σχετικών θεμάτων, όπως τανυ-
στές, πολλαπλότητες με σύνορο και ολοκλήρωση σε πολλαπλότητες,
για να εισάγουμε ορισμούς και συμβολισμούς που χρησιμοποιούνται
στην παρούσα διατριβή. Βασικά δεδομένα που σχετίζονται με δια-
ϕορικούς τελεστές σε πολλαπλότητες εισάγονται στο Παράρτημα Β.
Τέλος στο Παράρτημα Γ δίνονται οι λεπτομέρειες της απόδειξης του
Θεωρήματος 3.30.





Κεφάλαιο 2

Πολυφασικά προβλήματα διαμέρισης με

περιορισμούς όγκου και διφασική επαφή

Στο κεφάλαιο αυτό μελετάμε την ευστάθεια διαμερίσεων που περι-
λαμβάνουν δύο ή περισσότερες ϕάσεις σε κυρτά χωρία κάτω από
την υπόθεση το πολύ διφασικής επαφής, εξαιρώντας έτσι τριπλούς
συνδέσμους. Παρουσιάζουμε μια λεπτομερή παραγωγή του τύπου
της δεύτερης μεταβολής επικεντρώνοντας στους συνοριακούς ό-
ρους, και στη συνέχεια μελετάμε το πρόσημο της κύριας (principal)
ιδιοτιμής του τελεστή Jacobi. Με τον τρόπο αυτό εξάγουμε ορισμένα
κριτήρια ευστάθειας και παρενθετικά επανακτούμε το αποτέλεσμα
των Sternberg-Zumbrun για την αστάθεια των μη-συνεκτικών ϕάσε-
ων στο γενικότερο πλαίσιο των πολλών ϕάσεων.

2.1. Προκαταρκτικά

Στις πρώτες μελέτες του μαθηματικού προβλήματος της διαμέρισης
συμπεριλαμβάνεται το άρθρο του Nitsche [114, 115], στην αρχή του
οποίου δίνεται ένας τυπικός (formal) ορισμός του προβλήματος της
διφασικής διαμέρισης. Ο Nitsche παρουσίασε ένα πρόγραμμα εννέα
σημείων προσδιορίζοντας το πεδίο δράσης για τα προβλήματα που
σχετίζονται με τη διαμέριση ϕάσεων, την τέταρτη θέση του οποίου
καταλάμβανε η ευστάθεια των λύσεων. Το θέμα αυτό αναπόφευκτα
εμπλέκει μια συζήτηση της δεύτερης μεταβολής του εμβαδού κάτω
από δεδομένους περιορισμούς όγκου και συνοριακών συνθηκών. Το
γενικό προβλημα των ελαχιστικών ή αλλιώς στάσιμων διαμερίσεων
ενός χωρίου στον RN (ή και όλο τον RN) σε δεδομένο αριθμό κελιών
προκαθορισμένου όγκου, οδηγεί σε συμπλέγματα επιφανειών και σε
παλαιά προβλήματα των επιστημών που υπάρχουν εδώ και αιώνες
[114]· βλ. για παράδειγμα [116, 117, 89].

Οι Sternberg, Zumbrun (S-Z) [109], διαπραγματεύτηκαν το διφασι-
κό πρόβλημα ισορροπίας και απέδειξαν ότι μη-συνεκτικές διφασικές
διαμερίσεις (αυστηρά) κυρτών συνόλων είναι ασταθείς. Οι τύποι

11
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των S-Z με μικρές διαφορές στο συμβολισμό, δίνονται στο επόμενο
θεώρημα. Για ευκολία του αναγνώστη παρατίθενται μερικές λεπτο-
μέρειες έτσι ώστε η παρουσίαση να είναι αυτάρκης. Σε όλο αυτό το
κεφάλαιο θεωρούμε ότι το Ω ⊂ RN είναι ένα ϕραγμένο χωρίο με λείο
σύνορο Σ = ∂Ω.

Επειδή στο μεγαλύτερο μέρος αυτής της διατριβής χρησιμοποιούμε
μεταβολές, είναι απαραίτητο να ορίσουμε με ακρίβεια τι εννοούμε
με την λέξη μεταβολή, και ειδικότερα σε σχέση με ένα πρόβλημα
διαμέρισης ϕάσεων. Με βάση το [46] έχουμε τον ακόλουθο ορισμό
της μεταβολής μιας πολλαπλότητας:

Ορισμος 2.1. Εστω M μια n-διάστατη C1 υποπολλαπλότητα του RN

με σύνορο (βλ. Παραρτήματα Α και Β για σύνοψη του απαιτούμενου
υπόβαθρου για τις πολλαπλότητες) και V ένα ανοιχτό υποσύνολο
του RN τέτοιο ώστε V ∩ M , ∅. Μια μεταβολή του M είναι μια
συλλογή διαφορομορφισμών (ξt)t∈I, I =] − δ, δ[, δ > 0, ξt : V → V
τέτοια ώστε

(i) Η συνάρτηση ξ(t, x) = ξt(x) είναι C2

(ii) ξ0 = idV

(iii) ξt
|V\K = idV\K για κάποιο συμπαγές σύνολο K ⊂ V. �

Στη θέση των ξt συχνά θεωρούμε τις επεκτάσεις με ταυτοτική απει-
κόνιση σε όλο τοRN. Με κάθε μεταβολή συνδέουμε τα πεδία πρώτης

και δεύτερης μεταβολής

w(x) = ξt(0, x), a(x) = ξtt(0, x)

γνωστά και ως [91] πεδία ταχύτητας και επιτάχυνσης, όπου ξt, ξtt
συμβολίζουν την πρώτη και δεύτερη μερική παράγωγο ως προς t.

Επειδή M ⊂ Ω, ∂M ⊂ Σ, οι αποδεκτές (admissible) μεταβολές του M
οφείλουν να τηρούν την μη-παραμορφωσιμότητα του συνόρου του
Ω. Σε σχέση με αυτό οι S-Z πρότειναν οι αποδεκτές μεταβολές του
M να λαμβάνονται με λύση της συνήθους διαφορικής εξίσωσης (ΣΔΕ)

(2.1.1)
dξ
dt

= w(ξ), ξ(0) = x

για οποιοδήποτε δεδομένο διανυσματικό πεδίο πρώτης μεταβολής
w, θέτοντας στη συνέχεια ξt(x) = ξx(t), όπου ξx είναι η λύση της
(2.1.1) με την αρχική συνθήκη ξx(0) = x. Η απαίτηση μη-παραμορ-
ϕώσιμων τοιχωμάτων του περιέκτη ικανοποιείται με επιλογή του w
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έτσι ώστε w(p) ∈ TpΣ για κάθε p ∈ Σ, όπου TpX είναι ως συνήθως
η εφαπτόμενος χώρος του X στο p. Στο κεφάλαιο αυτό θεωρούμε
αποκλειστικά κάθετες (ορθές) μεταβολές, δηλ. αυτές που ικανοποι-
ούν τη σχέση w(p) ∈ NpM για όλα τα p ∈ M. NpM είναι ο κάθετος
χώρος της M στο p.

Με τον όρο διαμέριση του Ω εννοούμε μια συλλογή M = (Mi)m
i=1 από

C2 υπερεπιφάνειες με σύνορο (επίσης C2), οι οποίες δεν αλληλο-
τέμνονται και τα σύνορά τους κείνται στο Σ = ∂Ω. Με τον όρο
ελαχιστική διαμέριση M εννοούμε επιπρόσθετα ένα κρίσιμο σημείο
του συναρτησιακού του εμβαδού A κάτω από τους περιορισμούς
όγκου, δηλ.

δA(M) :=
d
dt

A(Mt)
∣∣∣∣∣
t=0

= 0

για όλες τις μεταβολές που διατηρούν το Σ και τον όγκο των ϕάσεων.
Στη σχέση αυτή είναι Mt = ξt(M), όπου ξt είναι μία μεταβολή, και
A(M) είναι το εμβαδό της M.

Θεωρημα 2.2 (Sternberg-Zumbrun). Εστω M = (Mi)r
i=1 μια ελαχιστική

διφασική διαμέριση στο Ω. Τότε για κάθε ορθή μεταβολή της M, η

οποία διατηρεί το Σ και τον όγκο των ϕάσεων, δηλ.∫
M

f = 0,

η δεύτερη μεταβολή του εμβαδού της M δίνεται από τον τύπο

δ2A(M) =
d2

dt2 A(Mt)
∣∣∣∣∣
t=0

=

∫
M

(
|gradM f |2 − |BM|

2 f 2
)
−

∫
M∩Σ

σ f 2

όπου f είναι η προβολή του πεδίου πρώτης μεταβολής w στο μο-

ναδιαίο κάθετο πεδίο N της M, |BM|
2 είναι η νόρμα της δεύτερης

θεμελιώδους μορφής BM της M και σ = IIΣ(N,N) είναι η βαθμωτή

δεύτερη θεμελιώδης μορφή του Σ.

Το μοναδιαίο κάθετο πεδίο N της M είναι κάθετο σε κάθε πολλαπλό-
τητα Mi. Ο προσανατολισμός της M επιλέγεται έτσι ώστε να ισχύει
σ > 0 στο Σ για κυρτό Ω.

Χρησιμοποιώντας τον τύπο αυτό με r = 2 οι S-Z απέδειξαν ότι για
κυρτό Ω, όταν σ , 0 στο Σ, κάθε μη-συνεκτική διφασική διαμέριση
είναι αναγκαία ασταθής. Υπενθυμίζεται ότι εξ ορισμού μια ελαχιστική
διαμέριση είναι ευσταθής όταν δ2A(M) > 0 για όλες τις μεταβολές
w , 0 που διατηρούν το Σ και τον όγκο των ϕάσεων.
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Στην επόμενη ενότητα, δίνουμε μια επέκταση του τύπου των S-Z
για προβλήματα m ϕάσεων στην Πρόταση 2.4. Η αστάθεια των μη-
συνεκτικών πολυφασικών διαμερίσεων έπεται ως εφαρμογή αυτού
του θεωρήματος. Στην Ενότητα 2.3 αναπτύσουμε την ϕασματική
θεωρία της διγραμμικής μορφής που εκφράζει την δεύτερη μεταβο-
λή του εμβαδού, η οποία είναι το κύριο εργαλείο για την απόδειξη
των αποτελεσμάτων ευστάθειας/αστάθειας της παρούσας εργασί-
ας. Η κύρια διατύπωση της ενότητας αυτής είναι η Πρόταση 2.17,
σύμφωνα με την οποία, για κανονικοποιημένες μεταβολές, το ελά-
χιστο της δεύτερης μεταβολής του εμβαδού δίνεται από την κύρια
ιδιοτιμή. Οι δυσκολίες στην εξαγωγή του αποτελέσματος αυτού είναι
(i) ότι το συνοριακό ολοκλήρωμα

∫
∂M

f 2 δεν μπορεί να ϕραχθεί άνω
από το

∫
M

f 2, και (ii) ότι οι αποδεκτές μεταβολές δεν ικανοποιούν
κατ΄ ανάγκη την συνοριακή συνθήκη (2.3.5) του σχετικού προβλήμα-
τος ιδιοτιμών. Για τον χειρισμό των δυσκολιών αυτών αναπτύχθηκε
μια εκτίμηση παρεμβολής για το συνοριακό ολοκλήρωμα στο Λήμμα
2.15. Γενίκευση της Πρότασης 2.17 για m-ϕασικά προβλήματα δια-
μέρισης είναι άμεση. Η Πρόταση 2.18 δίνει έναν χαρακτηρισμό όλων
των συνεκτικών m-ϕασικών διαμερίσεων με αναγωγή στη διφασική
περίπτωση.

Οι τελευταίες δύο ενότητες είναι αφιερωμένες σε εφαρμογές. Στην
Ενότητα 2.4 αποδεικνύουμε την ύπαρξη ασταθών διαμερίσεων στον
RN όταν το Ω ικανοποιεί την υπόθεση (H) (βλ. Ενότητα 2.4) και ότι
σφαιρικές διαμερίσεις είναι σταθερές όταν δεν εφάπτονται στο σύ-
νορο του Ω. Ως παράπλευρο προιόν αποδεικνύουμε ότι σφαιρικές
διαμερίσεις σε ϕραγμένα σύνολα δεν μπορούν να είναι απόλυτοι ελα-
χιστοποιητές του συναρτησιακού του εμβαδού υπό τον περιορισμό
όγκου. Εφαρμογές σε διδιάστατα προβλήματα συμπεριλαμβάνον-
ται στην Ενότητα 2.5. Τα κύρια αποτελέσματα εδώ είναι κριτήρια
αστάθειας (Προτάσεις 2.22 και 2.25). Η Πρόταση 2.26 δείχνει ότι
επαρκώς μικρές διαμερίσεις είναι ευσταθείς. Για έργο σχετιζόμενο με
το παρόν βλ. [118, 119, 120].
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2.2. Πολυφασικά προβλήματα διαμέρισης

Για περισσότερες από δύο ϕάσεις θεωρούμε το συναρτησιακό

(2.2.1) A(M) =

r∑
i=1

γiA(Mi).

Οι συντελεστές γi > 0 έχουν τη ϕυσική σημασία της πυκνότητας επι-
ϕανειακής ενέργειας. Η άθροιση στην (2.2.1) εκτείνεται σε όλες τις
διεπιφάνειες που απαρτίζουν το πρόβλημα διαμέρισης. Η συλλογή
M = (Mi)r

i=1 θεωρείται προσανατολισμένη, και ο προσανατολισμός
της προσδιορίζεται από τους προσανατολισμούς των Mi. Υπάρχουν
2r δυνατοί προσανατολισμοί για την M. Οι περισσότεροι από τους
ακόλουθους τύπους εξαρτώνται από τον προσανατολισμό της M.

Αποδεκτές μεταβολές για το συναρτησιακό (2.2.1) είναι αυτές που
διατηρούν τον όγκο των ϕάσεων. Αυτές μπορούν να ληφθούν απευ-
θείας από γενικές μεταβολές μετατρέποντάς τις σε μεταβολές που
διατηρούν το όγκο (βλ. [109]). Επειδή αυτή είναι μια πολύπλοκη
διαδικασία για πολυφασικά συστήματα, χρησιμοποιούμε την μέθοδο
των πολλαπλασιαστών Lagrange, η οποία είναι πιό βολική. Επομέ-
νως, θεωρούμε το εξής τροποποιημένο («ζυγισμένο») συναρτησιακό:

(2.2.2) A?(M) = A(M) −
m∑

j=1

λ j


P j∑

k=1

∣∣∣Ω jk

∣∣∣ − V j


Στον τύπο αυτό το |·| συμβολίζει όγκο, m είναι ο αριθμός των ϕάσεων,
P j είναι ο αριθμός των διαφορετικών συνόλων στα οποία διασπάται
η ϕάση j (δεικτοδοτούμενα από το k), V j είναι ο όγκος της ϕάσης j
και λ j είναι ο πολλαπλασιατής Lagrange που αντιστοιχεί στον περιο-
ρισμό όγκου για την ϕάση j. Επειδή

∑m
j=1

∑P j

k=1

∣∣∣Ω jk

∣∣∣ = |Ω|, υπάρχουν
μόνο m−1 γραμμικά ανεξάρτητοι περιορισμοί και θα μπορούσαμε να
έχουμε μόνο m − 1 πολλαπλασιαστές Lagrange. Για λόγους ευκολίας
και καθώς τα τελικά αποτελέσματα είναι ταυτόσημα, χρησιμοποιού-
με m πολλαπλασιαστές.

Παραδειγμα 2.3. Για την περίπτωση μιας μη-συνεκτικής τριφασικής
διαμέρισης, το ζυγισμένο συναρτησιακό εμβαδού δίνεται από τη σχέ-
ση (βλ. Σχ. 2.2.1)

(2.2.3) A?(M) =

3∑
i=1

γiA(Mi) − λ1 (|Ω11| + |Ω12|) − λ2 |Ω2| − λ3 |Ω3|
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M1

M2

M3

1 2 3 4

( 11) ( 31) ( 12)( 21)

N1 N2

N3

Σχήμα 2.2.1. Μη-συνεκτική τριφασική διαμέριση. Πε-
ριοχές με διαφορετική γραμμοσκίαση αντιστοιχούν σε
διαφορετική ϕάση. Οι ϕάσεις είναι από αριστερά προς
τα δεξιά 1, 2, 3 και 1. Ni είναι το μοναδιαίο κάθετο πεδίο
της διεπιφάνειας Mi (με τον ενδεικνυόμενο προσανα-
τολισμό).

Οι σταθερές των όγκων V j παρελείφθησαν καθώς δεν παίζουν κα-
νένα ρόλο στη μεταβολική διαδικασία.

Το επόμενο θεώρημα αποτελεί γενίκευση του Θεωρήματος 2.2 για
περισσοτερες από δύο ϕάσεις.

Θεωρημα 2.4. Εστω M = (Mi)r
i=1 μια ελαχιστική πολυφασική διαμέριση

με περιορισμούς σταθερότητας όγκου για τις ϕάσεις. Περαιτέρω

έστω Ni το μοναδιαίο κάθετο πεδίο της Mi. Τότε

(i) Η βαθμωτή μέση καμπυλότητα κi = Hi · Ni κάθε διεπιφάνειας Mi
είναι σταθερή.

(ii) Οι βαθμωτές μέσες καμπυλότητες ικανοποιούν τη σχέση

(2.2.4)
r∑

j=1

γ jκ j = 0

(iii) Κάθε Mi είναι κάθετο στοΣ, δηλ. σε κάθε Mi∩Σ έχουμε Ni ·NΣ = 0
ή Ni(p) ∈ TpΣ για κάθε p ∈ ∂Mi. NΣ είναι το μοναδιαίο κάθετο πεδίο

του Σ.

(iv) Για οποιαδήποτε αποδεκτή μεταβολή του M, δηλ. που διατηρεί

το Σ και τον όγκο των ϕάσεων, η δεύτερη μεταβολή εμβαδού του M
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δίνεται από τη σχέση

δ2A(M) =

r∑
i=1

γi

∫
Mi

(
|gradMi

fi |
2
− |BMi |

2 f 2
i

)
−

r∑
i=1

γi

∫
∂Mi

σi f 2
i

όπου σi = IIΣ(Ni,Ni).

Απόδειξη. Για λόγους συγκεκριμενοποίησης θεωρούμε την μη-συν-
εκτική τριφασική διαμέριση του Σχ. 2.2.1 με τον προσανατολισμό
που δείχνεται. Εστω w μια μεταβολή του M. Από τη σχέση (2.2.3),
τον τύπο της πρώτης μεταβολής του εμβαδού πολλαπλότητας [91]
δA(Mi) =

∫
Mi

divMiw και την σχέση

δ
∣∣∣Ω jk

∣∣∣ =

∫
∂Ω jk

w ·N∂Ω jk ,

όπου N∂Ω jk είναι το μοναδιαίο προς τα έξω κάθετο πεδίο του ∂Ω jk, η
οποία αποδεικνύεται εύκολα, παίρνουμε:

δA?(M) =

3∑
i=1

γi

∫
Mi

divMiw − λ1

(∫
M1

w ·N1 −

∫
M3

w ·N3

)
− λ2

(∫
M2

w ·N2 −

∫
M1

w ·N1

)
− λ3

(∫
M3

w ·N3 −

∫
M2

w ·N2

)
.

Εστω Hi το διανυσματικό πεδίο της μέσης καμπυλότητας της Mi, νi
το μοναδιαίο εφαπτόμενο πεδίο της Mi το οποίο είναι κάθετο στο
∂Mi και fi = w ·Ni η κάθετη συνιστώσα του πεδίου μεταβολής στην
Mi (εφαπτομενικές συνιστώσες δεν παίζουν κανένα ρόλο και παρα-
λείπονται από την αρχή). Ο συμβολισμός (·)> σημαίνει προβολή στον
εφαπτόμενο χώρο μιας πολλαπλότητας. Εφαρμογή της ταυτότητας
(βλ. [91])

(2.2.5) divMw = divMw> −H · w⊥,
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του θεωρήματος απόκλισης για πολλαπλότητες [91],
∫

Mi
divMw> =∫

∂Mi
w · νi, και ανακατάταξη όρων δίνουν τη σχέση:

δA?(M) =

3∑
i=1

γi

∫
∂Mi

w · νi −

∫
M1

(γ1κ1 + λ1 − λ2) f1

−

∫
M2

(γ2κ2 + λ2 − λ3) f2

−

∫
M3

(γ3κ3 + λ3 − λ1) f3.

Συνήθη επιχειρήματα δίνουν

(2.2.6) γ1κ1 = λ2 − λ1, γ2κ2 = λ3 − λ2, γ3κ3 = λ1 − λ3

οι οποίες αποδεικνύουν τα (i) και (ii), και w · νi = 0, η οποία α-
ποδεικνύει το (iii). Από μεταβολή των πολλαπλασιαστών Lagrange
ανακτούμε τους περιορισμούς σταθερότητας όγκου:∫

M1

f1 =

∫
M2

f2 =

∫
M3

f3

Για την απόδειξη του (iv) ξεκινάμε από τον γενικό τύπο του Simon
για την δεύτερη μεταβολή του εμβαδού [91]

(2.2.7)
δ2A(Mi) =

∫
Mi

[
divMia + (divMiw)2 + grs 〈

(DErw)⊥, (DEsw)⊥
〉

−grkgsl 〈DErw,Es
〉 〈

DElw,Ek
〉]

Στον τύπο αυτό w, a είναι τα πεδία πρώτης και δεύτερης μετα-
βολής, (·)> υποδηλώνει προβολή στον εφαπτόμενο χώρο της Mi,
(·)⊥ υποδηλώνει προβολή στον κάθετο χώρο της Mi, E1, · · · ,EN−1 εί-
ναι τα βασικά διανυσματικά πεδία ενός χάρτη, grs = Er · Es είναι οι
συμμεταβλητές συνιστώσες του μετρικού τανυστή της Mi και gkl οι
αντιμεταβλητές συνιστώσες του. Η σύμβαση άθροισης ισχύει πα-
ντού στην παρούσα διατριβή (βλ. και Συμβολισμό Α.21, Παράρτημα
Α). Ο συμβολισμός 〈·, ·〉 χρησιμοποιείται εναλλακτικά για το βαθμω-
τό γινόμενο σε πολύπλοκες εκφράσεις. Ανακαλώντας ότι το w είναι
κάθετο στην Mi, δηλ. w⊥ = w = fiNi, έχουμε

grs 〈(DErw)⊥, (DEsw)⊥
〉

= grs(DEr fi)(DEs fi) = |gradMi
fi |

2
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και
grkgsl 〈DErw,Es

〉 〈
DElw,Ek

〉
= grkgsl 〈 fiDErNi,Es

〉 〈
fiDElNi,Ek

〉
= f 2

i gikg jl 〈DErNi,Es
〉 〈

DElNi,Ek
〉

= f 2
i gikg jl 〈Ni,DErEs

〉 〈
Ni,DElEk)

〉
= f 2

i Bk
rB

r
k = f 2

i |BMi |
2

Στην εξίσωση αυτή Brk =
〈
N,DErEk

〉
είναι οι συμμεταβλητές συνιστώ-

σες του τανυστή δεύτερης θεμελιώδους μορφής II(u, v) = 〈N,Duv〉
(τα u, v είναι εφαπτόμενα διανυσματικά πεδία) και Bs

r = gskBrk. Από
την (2.2.5) καθώς w> = 0 παίρνουμε
(2.2.8) divMiw = −κi fi.

Συνδυασμός της (2.2.5) με την ισότητα a = Dww, η οποία προκύπτει
παίρνοντας την χρονική παράγωγο της (2.1.1), δίνει για την divMia:

divMia = divMia
>
− κiNi ·Dww

Από το Λήμμα 2.9 έχουμε για την δεύτερη μεταβολή του |Ω jk|:

δ2
|Ω11| =

∫
M1

f1divRN w, δ2
|Ω12| = −

∫
M3

f3divRN w

δ2
|Ω2| =

∫
M2

f2divRN w −
∫

M1

f1divRN w

δ2
|Ω3| =

∫
M3

f3divRN w −
∫

M2

f2divRN w

Από την (2.2.3) έχουμε

δ2A?(M) =

3∑
i=1

γiδ
2A(Mi) − λ1(δ2

|Ω11| + δ
2
|Ω12|) − λ2δ

2
|Ω2| − λ3δ

2
|Ω3|

Αντικατάσταση των δ2A(Mi), δ2
|Ω jk| από τις πιο πάνω ισότητες και

ανακατάταξη όρων δίνουν την επόμενη έκφραση για την δ2A?(M):

δ2A?(M) =

3∑
i=1

γi

∫
Mi

(|gradMi
fi |

2
− |BMi |

2 f 2
i )

+

∫
M1

[
γ1divM1a

>
− γ1κ1N1 ·Dww + γ1κ

2
1 f 2

1 − (λ1 − λ2) f1divRN w
]

+

∫
M2

[
γ2divM2a

>
− γ2κ2N2 ·Dww + γ2κ

2
2 f 2

2 − (λ2 − λ3) f2divRN w
]

+

∫
M3

[
γ3divM3a

>
− γ3κ3N3 ·Dww + γ3κ

2
3 f 2

3 − (λ3 − λ1) f3divRN w
]
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Από την (2.2.6) το ολοκλήρωμα στην δεύτερη γραμμή παίρνει την
μορφή∫

M1

[
γ1divM1a

>
− γ1κ1N1 ·Dww + γ1κ

2
1 f 2

1 + γ1κ1 f1divRN w
]

=∫
M1

[
γ1divM1a

>
− γ1κ1 f1(N1 ·DN1w − divRN w) + γ1κ

2
1 f 2

1

]
=∫

M1

[
γ1divM1a

> + γ1κ1 f1divM1w + γ1κ
2
1 f 2

1

]
=∫

M1

[
γ1divM1a

>
− γ1κ

2
1 f 2

1 + γ1κ
2
1 f 2

1

]
=

∫
M1

γ1divM1a
>

Στην δεύτερη και τρίτη ισότητα έγινε χρήση της ταυτότητας [91]
divRnX = divMX + N ·DNX,

και της σχέσης (2.2.8)· το X είναι ένα διαφορίσιμο πεδίο στην M.
Εφαρμογή του θεωρήματος της απόκλισης δίνει∫

M1

γ1divM1a
> = γ1

∫
∂M1

a · ν = γ1

∫
∂M1

ν ·Dww =

γ1

∫
∂M1

f 2
1 ν ·DN1N1 = −γ1

∫
∂M1

f 2
1 IIΣ(N1,N1)

Με όμοιο τρόπο μετασχηματίζουμε τις δύο τελευταίες γραμμές στην
έκφραση του δ2A?(M) και με αυτό ολοκληρώνεται η απόδειξη του
(iv). �

Παρατηρηση 2.5. Η σύμβαση για την δεύτερη θεμελιώδη μορφή του
Σ = ∂Ω είναι NΣ = −ν έτσι ώστε το IIΣ(Ni,Ni) να είναι πάντα μη-
αρνητικό για κυρτά Ω. Ni είναι το κάθετο πεδίο της Mi, το οποίο
είναι εφαπτόμενο του Σ.

Παρατηρηση 2.6. Η σχέση του μέρους (ii) του θεωρήματος εξαρτά-
ται από την επιλογή του προσανατολισμού. Στην περίπτωση μη-
συνεκτικών διφασικών διαμερίσεων έχουμε γ1 = γ2 = γ12, την διε-
πιφανειακή πυκνότητα ενέργειας των ϕάσεων 1 και 2, και το (ii)
ανάγεται στην ισότητα κ1 + κ2 = 0, η οποία στην διδιάστατη περί-
πτωση σημαίνει ότι οι διεπιφάνειες είναι κυκλικά τόξα ίσων ακτίνων.
Αυτό περιορίζει σημαντικά τον αριθμό των δυνατών διαμορφώσε-
ων που μπορεί να λάβει μια ελαχιστική μη-συνεκτική πολυφασική
διαμέριση.

Παραδειγμα 2.7. Εστω Ω μια έλλειψη με κέντρο το 0 και μείζονα και
ελάσσονα ημιάξονα a, b αντίστοιχα. Για a > x0 > 0 οι εφαπτόμενες
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στα (x0,±y0) έχουν εξίσωση
x0

a2 (x − x0) +
y0

b2 (y − y0) = 0,
x0

a2 (x − x0) −
y0

b2 (y + y0) = 0.

αντίστοιχα. Οι γραμμές αυτές τέμνονται στο x = x0 +
a2 y2

0
b2x0

= a2

x0
.

Επομένως η ακτίνα του κυκλικού τόξου το οποίο τέμνει την έλλειψη
σε ορθές γωνίες δίνεται από την σχέση

R2 =

(
a2

x0
− x0

)2

+ y2
0 =

(
a4

b4

y2
0

x2
0

+ 1
)

y2
0

Αυτή είναι μια μονότονα αύξουσα συνάρτηση του x0 και από αυτό
έπεται με απλά γεωμετρικά επιχειρήματα ότι όλες οι δυνατές ελαχι-
στικές μη-συνεκτικές διφασικές διαμερίσεις μιας έλλειψης είναι ζεύγη
κυκλικών τόξων συμμετρικών ως προς τον άξονα x ή y. �

Ως εφαρμογή του Θεωρήματος 2.4 θα αποδείξουμε την αστάθεια
των μη-συνεκτικών τριφασικών διαμερίσεων σε ένα κυρτό σύνολο.
Με δεδομένη μια τέτοια διαμέριση, επιλέγουμε μια μεταβολή η οποία
είναι σταθερή σε κάθε διεπιφάνεια. Οι περιορισμοί όγκου ικανο-
ποιούνται αν επιλέξουμε

fi =
1

A(Mi)
, i = 1, 2, 3.

Από το (iv) του Θεωρήματος 2.4 παίρνουμε

δ2A(M) = −

3∑
i=1

γi

A(Mi)2

∫
Mi

|BMi |
2
−

3∑
i=1

γi

A(Mi)2

∫
∂Mi

σi

το οποίο είναι αρνητικό όταν σi , 0. Γενίκευση σε αυθαίρετο αριθμό
ϕάσεων και υποδιαιρέσεων των ϕάσεων είναι άμεση:

Θεωρημα 2.8. Εστω Ω ⊂ RN ένα ανοιχτό, ϕραγμένο και κυρτό σύνολο

με σύνορο C2,α. Εστω M = (Mi)r
i=1 μια ευσταθής m-ϕασική διαμέριση

του Ω. Επιπλέον, υποθέτουμε ότι το Ω είναι αυστηρά κυρτό, ειδικό-

τερα II∂Ω(Ni,Ni) > 0 σε όλα τα σημεία του ∂Mi ∩Σ , i = 1, · · · , r. Τότε
η M είναι αναγκαία συνεκτική.

Κλείνουμε αυτή την ενότητα με την απόδειξη του Λήμματος που
χρησιμοποιήσαμε στην απόδειξη του μέρους (iv) του Θεωρήματος
2.4.
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Λημμα 2.9. Στο πλαίσιο του Θεωρήματος 2.4, η δεύτερη μεταβολή

του όγκου μιας διακριτής ϕάσης Ω j δίνεται από την σχέση

(2.2.9) δ2
|Ω j| =

∫
M j

(divRnw)w ·N∂Ω j

Στην σχέση αυτή N∂Ω j είναι το μοναδιαίο προς τα έξω κάθετο πεδίο

του ∂Ω j και το M j είναι συλλογικά το διεπιφανειακό μέρος του ∂Ω j,

δηλ. M j = ∂Ω j\∂Ω.

Απόδειξη. Εστω (ξt)t∈I μια μεταβολή του RN και Ωt
j = ξt(Ω j). Τότε

|Ωt
j| =

∫
ξt(Ω j)

dx =

∫
Ω j

Jξt(y)dy

όπου Jξt είναι η Ιακωβιανή του ξt. Για τη δεύτερη μεταβολή του
συναρτησιακού αυτού έχουμε

δ2
|Ω| =

d2

dt2 |Ω
t
|

∣∣∣∣∣
t=0

=

∫
Ω

∂2

∂t2 Jξt(y)
∣∣∣∣∣
t=0

dy.

Εφαρμογή του κανόνα παραγώγισης οριζουσών και εμφανείς πρά-
ξεις δίνουν

∂2

∂t2 Jξt(y)
∣∣∣∣∣
t=0

= divRN a +
∂wα

∂xα
∂wβ

∂xβ
−
∂wα

∂xβ
∂wβ

∂xα
.

Χρησιμοποιούμε ελληνικούς δείκτες για διανυσματικές συνιστώσες
και συντεταγμένες στον περιβάλλοντα χώρο RN, και λατινικούς για
υποπολλαπλότητες. Η σύμβαση άθροισης εφαρμόζει και σε ελλη-
νικούς δείκτες. Ο τύπος (2.2.9) έπεται από την ισότητα αυτή, την
ταυτότητα

∂wα

∂xα
∂wβ

∂xβ
−
∂wα

∂xβ
∂wβ

∂xα
=

∂
∂xα

(
wα∂wβ

∂xβ
− wβ∂wα

∂xβ

)
= divRn ((divRnw)w −Dww) ,

το θεώρημα του Gauss στον RN και a = Dww. Επειδή η μεταβολή
διατηρεί το ∂Ω, το ολοκλήρωμα επί του ∂Ω j\M j μηδενίζεται. �

2.3. Φασματική ανάλυση της διγραμμικής μορφής της 2ης

μεταβολής του εμβαδού

Για να διατηρήσουμε το μέγεθος των τύπων στο ελάχιστο και να
επικεντρωθούμε στην ουσία του επιχειρήματος, παρουσιάζουμε τις
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λεπτομέρειες για το πρόβλημα διφασικής διαμέρισης και στη συνέ-
χεια δείχνουμε πως τα αποτελέσματα γενικεύονται σε περισσότερες
ϕάσεις.

2.3.1. Διφασικό πρόβλημα διαμέρισης. Εστω M η διεπιφάνεια
ενός διφασικού προβλήματος διαμέρισης στο Ω, η οποία υποτίθε-
ται ελαχιστική, δηλ. δA(M) = 0. Για γραμμικοποιημένη ευστάθεια
από πάγια τακτική μελετάμε την ελάχιστη ιδιοτιμή της διγραμμικής
μορφής

(2.3.1) J( f ) =

∫
M

(
|gradM f |2 − |BM|

2 f 2
)
−

∫
∂M
σ f 2

Για συντομία θα γράφουμε ∇M f αντί για gradM f . Παρόλο που τα J
και δ2A?(M) είναι ταυτόσημες εκφράσεις, τις θεωρούμε από διαφο-
ρετική άποψη: για τους σκοπούς της ϕασματικής ανάλυσης το M
είναι σταθερό και το J είναι ένα μη-γραμμικό συναρτησιακό σε έναν
κατάλληλα ορισμένο συναρτησιακό χώρο επί του M, ο οποίος περιέ-
χει τις αποδεκτές μεταβολές του M, δηλ. τα στοιχεία του χώρου f
ικανοποιούν τις συνθήκες σταθερότητας όγκου

(2.3.2)
∫

M
f = 0

και την συνθήκη κανονικοποίησης

(2.3.3)
∫

M
f 2 = 1.

Για λόγους ευκολίας, εισάγουμε πολλαπλασιαστές Lagrange και το
αντίστοιχο τροποποιημένο συναρτησιακό

J?( f ;λ, µ) =

∫
M

(
|∇

M f |2 − |BM|
2 f 2

)
−

∫
∂M
σ f 2
− λ

∫
M

f − µ
∫

M
f 2

και ενδιαφερόμαστε για τα κρίσιμα σημεία του J? ή του J με τις
συνθήκες (2.3.2) και (2.3.3).

Προταση 2.10. Μια ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι μια C2

συνάρτηση f επί του M κρίσιμο σημείο του J?, ή ισοδύναμα του J με
τις συνθήκες (2.3.2) και (2.3.3), είναι να ικανοποιεί την ακόλουθη ΜΔΕ

με συνοριακή συνθήκη Neumann:

(2.3.4) ∆M f + (µ + |BM|
2) f = −

λ
2

(2.3.5) Dν f = σ f ον ∂M



24 2. ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΔΙΑΜΕΡΙΣΗΣ ΜΕ ΔΙΦΑΣΙΚΗ ΕΠΑΦΗ

Παρατηρηση 2.11. Στην σχέση (2.3.4) ∆M είναι ο τελεστής Laplace-
Beltrami στο M που ορίζεται από την σχέση

∆M f = divM(∇M f ) = g−1/2(g1/2gi j f, j),i

σε ένα τοπικό σύστημα συντεταγμένων q1, · · · , qN−1, όπου g = det(gi j),
gi j είναι ο μετρικός τανυστής (Παράρτημα Α) και ο τελεστής κόμματος
υποδηλώνει μερική παράγωγο ως προς την αντίστοιχη συντεταγμέ-
νη, δηλ. f,i =

∂ f
∂qi = DEi f . Υπενθυμίζεται ότι η σύμβαση άθροισης

ισχύει σε όλη την παρούσα διατριβή. Επειδή το M είναι σταθερό,
τα gi j είναι δεδομένες συναρτήσεις και η (2.3.4) είναι μια γραμμική
εξίσωση.

Παρατηρηση 2.12. Η συνθήκη C2 στην f μπορει να χαλαρώσει αν θεω-
ρήσουμε την ασθενή μορφή των (2.3.4), (2.3.5).

Απόδειξη. Η πρώτη μεταβολή του J? δίνεται από τη σχέση

δJ?( f )φ =
d
dt

J?( f + tφ)
∣∣∣∣∣
t=0

= 2
∫

M

(
∇

M f · ∇Mφ − |BM|
2 fφ

)
− 2

∫
∂M
σ fφ − 2µ

∫
M

fφ − λ
∫

M
φ

Από τον τύπο του Green για πολλαπλότητες παίρνουμε

δJ?( f ) = −2
∫

M

(
∆M f + |BM|

2 f + µ f + 1
2λ

)
φ + 2

∫
∂M

(∇M f · ν − σ f )φ.

Οταν το φ είναι μια C∞ συνάρτηση με συμπαγή ϕορέα στο εσω-
τερικό του M, το δεύτερο ολοκλήρωμα στην δεξιά πλευρά ϕεύγει
και από το θεμελιώδες λήμμα του λογισμού των μεταβολών παίρ-
νουμε την (2.3.4). Οταν ο ϕορέας της φ τέμνει το σύνορο του M,
δJ?( f )φ = 2

∫
∂M

(∇M f ·ν−σ f )φ και πάλι με την ίδια επιχειρηματολογία
παίρνουμε την (2.3.5), έχοντας υπόψη την ταυτότητα Dν f = ∇M f ·ν.
Το αντίστροφο ειναι τετριμμένο. �

Υπάρχουν δύο σχετικά προβλήματα: (α) δεδομένης μιας διαμέρισης,
να δειχθεί ότι είναι ασταθής, δηλ. να βρεθεί μια ειδική αποδεκτή
μεταβολή f έτσι ώστε J( f ) < 0, και (β) να δειχθεί ότι η διαμέριση
M είναι ευσταθής, δηλ. για κάθε αποδεκτή μεταβολή f , 0 να
έχουμε J( f ) > 0. Η επόμενη πρόταση δείχνει ότι για προβλήματα της



2.3. ΦΑΣΜΑΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ 2ΗΣ ΜΕΤΑΒΟΛΗΣ 25

πρώτης κατηγορίας αρκεί να βρούμε μια αρνητική ιδιοτιμή µ < 0 του
προβλήματος (2.3.4).

Προταση 2.13. Εστω M μια ελαχιστική διφασική δαμέριση και f μια

ιδιοσυνάρτηση τουπροβλήματος (2.3.4), (2.3.5) με αντίστοιχη ιδιοτιμή

µ. Τότε

(2.3.6) J( f ) = µ.

Ειδικά εαν µ < 0, η M είναι ασταθής.

Παρατηρηση 2.14. Η Πρόταση 2.13 σημαίνει ότι δεν χρειάζεται να είναι
γνωστό κάποιο κάτω ϕράγμα για το συναρτησιακό J, για να συμπε-
ράνουμε ότι μια ελαχιστική διαμέριση είναι ασταθής, όταν έχουμε
μια αρνητική ιδιοτιμή. Αυτό ειναι σε αντίθεση με προβλήματα της
κατηγορίας (β).

Απόδειξη. Πολλαπλασιασμός της (2.3.4) με f και ολοκλήρωση στο
M δίνει, έχοντας υπόψη τις (2.3.2) και (2.3.3):∫

M
f∆M f + µ +

∫
M
|BM|

2 f 2 = 0

Εφαρμογή του τύπου του Green στο πρώτο ολοκλήρωμα δίνει

−

∫
M
|∇

M f |2 +

∫
∂M

fν · ∇M f + µ +

∫
M
|BM|

2 f 2 = 0.

Από τις (2.3.1) και (2.3.5) παίρνουμε J( f ) = µ. Ο δεύτερος ισχυρισμός
έπεται τετριμμένα από αυτό. �

Στην κατηγορία (β) πρέπει να ξέρουμε προκαταβολικά ότι το συναρ-
τησιακό J έχει ελάχιστο κάτω από τις συνθήκες (2.3.2) και (2.3.3). Η
δυσκολία είναι ότι το συνοριακό ολοκλήρωμα

∫
∂M

f 2 δεν μπορεί να
ϕραχτεί άνω από το

∫
M

f 2. Ομως εαν f ∈ W1,2(M) ≡ H1(M), από
το θεώρημα εισαγωγής του συνοριακού ίχνους (boundary trace em-
bedding) ([121] •• 5.34-5.37 σσ. 163-166, [122] • 8 σσ. 120-132)
έχουμε

(2.3.7)
∫
∂M

f 2 6 c2
BT

(∫
M
|∇

M f |2 +

∫
M

f 2

)
όπου cBT είναι μια σταθερά που εξαρτάται από το M. Τώτα χρη-
σιμοποιώντας την εκτίμηση αυτή για το συνοριακό ολοκλήρωμα και



26 2. ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΔΙΑΜΕΡΙΣΗΣ ΜΕ ΔΙΦΑΣΙΚΗ ΕΠΑΦΗ

τις εκτιμήσεις |BM|
2 6 b2

0, σ 6 σ0, όπου b0 και σ0 είναι σταθερές που
εξαρτώνται από τα M και Σ, παίρνουμε

(2.3.8)
J( f ) >

∫
M
|∇

M f |2 − b2
0

∫
M

f 2
− σ0c2

BT

(∫
M
|∇

M f |2 +

∫
M

f 2

)
= (1 − σ0c2

BT)
∫

M
|∇

M f |2 − (b2
0 + σ0c2

BT)
∫

M
f 2

από την οποία μπορούμε να συμπεράνουμε την καταναγκαστικότη-
τα (coercivity) του J εάν σ0 < 1/c2

BT. Με τον τρόπο αυτό μπορούμε
να αποδειξουμε (βλ. [123], Θεώρημα 1.2, σ. 4) ότι για επαρκώς
μικρές κύριες καμπυλότητες του Σ σε μια περιοχή του ∂M, το J έ-
χει ελάχιστο, το οποίο είναι αναγκαστικά κρίσιμο σημείο του J?, και
επομένως μια ιδιοσυνάρτηση της (2.3.4) με ΣΣ (2.3.5). Συνεπώς, α-
πό την (2.3.6), εάν το J? δεν έχει μη-θετικές ιδιοτιμές, μπορούμε να
συμπεράνουμε ότι η M είναι ευσταθής.

Μπορούμε να εγκαταλείψουμε την υπόθεση επαρκώς μικρών κύ-
ριων καμπυλοτήτων του Σ σε μία περιοχή του ∂M αντικαθιστών-
τας την (2.3.7) από μια εκτίμηση παρεμβολής. Χρησιμοποιούμε
τον συνήθη συμβολισμό για χώρους Sobolev: |u|L2(M) = (

∫
M

u2)1/2,
|u|H1(M) = (|u|2L2(M)

+ |∇Mu|2L2(M)
)1/2, |u|L2(∂M) = (

∫
∂M

u2)1/2 είναι οι συνήθεις
νόρμες των χώρων L2(M), H1(M) και L2(∂M).

Λημμα 2.15. Εστω M μία ϕραγμένη C2,α υποπολλαπλότητα του RN

με σύνορο. Τότε για κάθε ε > 0 υπάρχει σταθερά cε τέτοια ώστε για

κάθε u ∈ H1(M)

(2.3.9) |u|L2(∂M) 6 ε|u|H1(M) + cε|u|L2(M)

Απόδειξη. Θα αποδείξουμε την εκτίμηση με απαγωγή σε άτοπο.
Εστω ότι υπάρχει ένα ε0 > 0 για το οποίο η (2.3.9) δεν ισχύει. Τότε
για κάθε n ∈N υπάρχει un ∈ H1(M) τέτοιο ώστε |un|H1(M) = 1 και

(2.3.10) |un|L2(∂M) > ε0 + n|un|L2(M)

Από τις (2.3.10) και (2.3.7) παίρνουμε

|un|L2(M) <
cBT − ε0

n
→ 0, n→∞.

Επειδή η ακολουθία (un) είναι ϕραγμένη στον H1(M), έχουμε, πιθα-

νώς περνώντας σε μία υπακολουθία, un
H1

⇀ u. Από την un → 0
στον L2(M) εύκολα συμπεραίνουμε ότι u = 0. Από την συμπάγεια
της εισαγωγής H1(M) ↪→ L2(∂M) (βλ. Adams [121] •• 5.34-5.37, σσ.
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163-166 για την επίπεδη περίπτωση) έπεται ότι un → 0 στον L2(∂M),
το οποίο αντιφάσκει με την (2.3.10). �

Ως παράδειγμα αποδεικνύουμε την (2.3.9) απευθείας για ϕραγμένες
υπερεπιφάνειες M του RN με σύνορο.

Παραδειγμα 2.16. Υποθέτουμε ότι υπάρχει ένα x0 ∈ RN τέτοιο ώστε
x0 · ν(p) > 0 για κάθε p ∈ ∂M. Χωρίς περιορισμό της γενικότητας
θέτουμε x0 = 0. Για u ∈ C∞(M), όπου x είναι το διάνυσμα θέσης στον
RN, από την (2.2.5)∫

M
divM(xu2) = −

∫
M

H · xu2 +

∫
∂M

(x · ν)u2

παίρνουμε

(2.3.11)

∫
∂M

(x · ν)u2 =

∫
M

H · xu2 +

∫
M

(u2divMx + 2ux · ∇Mu)

6
1
2

∫
M

(H · x)2u2 +
1
2

∫
M

u2 +

∫
M

u2divMx

+
1
ε2

∫
M
|x|2u2 + ε2

∫
M
|∇

Mu|2

Από την συμπάγεια των ∂M και M υπάρχουν θετικές σταθερές c0,
c1, c2 τέτοιες ώστε x · ν > c0, |x|2 6 c1 και |H| 6 c2. Υπολογίζουμε το
divMx εφαρμόζοντας τον ορισμό του τελεστή divM (Simon [91]) σε
έναν χάρτη με διανυσματικά πεδία βάσης E1, · · · ,EN−1:

divMx = gi j
〈
DEix,E j

〉
= gi j

〈
Ei,E j

〉
= gi jgi j = N − 1

Από την (2.3.11) παίρνουμε

c0|u|2L2(∂M) 6 ε
2
|u|2H1(M) +

(
N −

1
2

+
1
2

c1c2
2 +

1
ε2

)
|u|2L2(M).

Με ένα επιχείρημα πυκνότητας επεκτείνουμε τη σχέση αυτή σε u ∈
H1(M). �

Η εκτίμηση (2.3.9) μας δίνει τη δυνατότητα να επιλέξουμε ένα ε > 0
τόσο μικρό ώστε ο συντελεστής του

∫
M
|∇

M f |2 στην (2.3.8) να είναι
θετικός. Η επόμενη ανισότητα αντικαθιστά την (2.3.8):

(2.3.12) J( f ) > (1 − 2σ0ε
2)|u|2H1(M) − (b2

0 + 1 + 2σ0c2
ε)|u|

2
L2(M).

Τώρα μπορούμε εύκολα να αποδείξουμε το κύριο αποτέλεσμα για
προβλήματα της κατηγορίας (β):
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Προταση 2.17. ΕστωM μια ελαχιστική διφασική διαμέριση στοΩ ⊂ RN.

Τότε για κάθε f ∈ H1(M) που ικανοποιεί τις (2.3.2), (2.3.3) έχουμε

(2.3.13) J( f ) > µ1

όπου µ1 είναι η μικρότερη ιδιοτιμή του προβλήματος (2.3.4), (2.3.5).

Ειδικά εάν µ1 > 0, τότε η M είναι ευσταθής.

Απόδειξη. Εστω X = {u ∈ H1(M) : |u|L2(M) 6 1,
∫

M
u = 0}. Από

την συνέχεια της L2(M)-νόρμας και της u 7→
∫

M
u ως απεικονίσεις

H1(M) → R, έπεται ότι το X είναι κλειστό υποσύνολο του H1(M).
Η κυρτότητα του X είναι εμφανής. Επομένως το X είναι ασθενώς
κλειστό υποσύνολο του H1(M). Από την (2.3.12) έπεται άμεσα ότι
το J είναι καταναγκαστικό στον X. Η ακολουθιακά ασθενώς κά-
τω ημισυνέχεια (sequential weakly lower semicontinuity) του J έπεται
από την ακολουθιακά ασθενώς κάτω ημισυνέχεια της νόρμας του

H1(M) και την συμπάγεια της εισαγωγής H1(M) ↪→ L2(M): η un
H1

⇀ u

συνεπάγεται un
L2

→ u. Οι συνθήκες του Θεωρήματος 1.2 του [123]
ικανοποιούνται και από αυτό συμπεραίνουμε ότι το J λαμβάνει το
ελάχιστό του στο X. Η θέση του ελαχίστου είναι κρίσιμο σημείο του
J? το οποίο, όπως απεδείχθη στην Πρόταση 2.13, είναι λύση της εξί-
σωσης (2.3.4) με ΣΣ (2.3.5). Η ανισότητα (2.3.13) έπεται τετριμμένα
από αυτό. �

2.3.2. Περισσότερες από δύο ϕάσεις. Εφόσον μη-συνεκτικές δια-
μερίσεις σε αυστηρά κυρτά σύνολα είναι πάντα ασταθείς σύμφωνα
με το Θεώρημα 2.8, μπορούμε να θεωρήσουμε μόνο συνεκτικές δια-
μερίσεις. Το συναρτησιακό J για το (m + 1)-ϕασικό πρόβλημα διαμέ-
ρισης παίρνει τη μορφή:

(2.3.14)

J( f1, . . . , fm) =

m∑
i=1

γi

∫
Mi

(
|gradMi

fi|
2
− |BMi |

2 f 2
i

)
−

m∑
i=1

γi

∫
∂Mi

σi f 2
i

Οι περιορισμοί όγκου είναι

(2.3.15)
∫

Mi

fi = 0, i = 1, · · · ,m
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η συνθήκη κανονικοποίησης είναι

(2.3.16)
m∑

i=1

∫
Mi

f 2
i = 1

και το αντίστοιχο τροποποιημένο συναρτησιακό είναι
J?( f1, · · · , fm;λ1, · · · , λm, µ) =

m∑
i=1

γi

[∫
Mi

(
|∇

Mi fi|
2
− |BMi |

2 f 2
i

)
−

∫
∂Mi

σi f 2
i

]
−

m∑
i=1

λi

∫
Mi

fi − µ
m∑

i=1

∫
Mi

f 2
i

Η Πρόταση 2.10 επεκτείνεται χωρίς δυσκολία σε συνεκτικά πολυφα-
σικά προβλήματα, με την (2.3.4) να ισχύει σε κάθε διεπιφάνεια στην
ακόλουθη μορφή:

(2.3.17) γi∆Mi fi + (µ + γi|BMi |
2) fi = −

λi

2
Οι συνοριακές συνθήκες διατηρούν την μορφή (2.3.5) για κάθε i. Οι
Προτάσεις 2.13, 2.17 ισχύουν ως έχουν. Στην απόδειξη της Πρότα-
σης 2.17 ο θεωρούμενος χώρος είναι

X =

{
(u1, · · · ,um) ∈ H1(M) : |u|L2(M) 6 1,

∫
Mi

ui = 0, i = 1, · · · ,m
}

Εδώ έχουμε τους επόμενους ορισμούς: H1(M) = H1(M1) × · · · ×
H1(Mm), L2(M) = L2(M1) × · · · × L2(Mm) και |u|2L2(M)

=
∑m

i=1 |u|2L2(Mi)
ως

συνήθως.

Το επόμενο θεώρημα χαρακτηρίζει όλες τις συνεκτικές m-ϕασικές
διαμερίσεις εκφράζοντας ότι κάθε m-ϕασικό πρόβλημα διαμέρισης
ανάγεται σε m − 1 ανεξάρτητα διφασικά προβλήματα.

Θεωρημα 2.18. Εστω Ω ένα ανοιχτό, ϕραγμένο υποσύνολο του RN

με σύνορο C2 και M = (Mi)m−1
i=1 μια συνεκτική ελαχιστική m-ϕασική

διαμέριση του Ω με περιορισμούς όγκου. Τότε η M είναι ευσταθής

εάν και μόνο εάν κάθε Mi (i = 1, · · · ,m − 1) είναι ευσταθές. Η M
είναι ασταθής εάν και μόνο εάν υπάρχει ένα τουλάχιστον ασταθές

Mi (i = 1, · · · ,m − 1).

Η απόδειξη είναι άμεση και έπεται από το γεγονός ότι τα Mi εμφα-
νίζονται ανεξάρτητα στο J και τους περιορισμούς.
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Παραδείγματα ευσταθών και ασταθών πολυφασικών διαμερίσεων
κατασκευάζονται εύκολα από διφασικές διαμερίσεις με βάση το Θε-
ώρημα 2.18. Κατά συνέπεια οι εφαρμογές μας εστιάζουν σε διφασι-
κές διαμερίσεις.

2.4. Ορισμένες εφαρμογές σε προβλήματα διαμέρισης στον RN

Ως εφαρμογές της ϕασματικής ανάλυσης της 2ης μεταβολής του
εμβαδού, εξάγουμε στην ενότητα αυτή μερικά γενικά συμπεράσματα
που αφορούν διαμερίσεις στον RN.

2.4.1. Ευστάθεια N-διάστατων σφαιρικών διαμερίσεων. Η ευ-
στάθεια διαμερίσεων στις οποίες μια ϕάση έχει το σχήμα σφαίρας,
M = SN−1, έχει άμεση ϕυσική σημασία. Είναι η βάση για τη μοντε-
λοποίηση της ευστάθειας γαλακτωμάτων (emulsions), δηλ. αιωρη-
μάτων μικρών σταγονιδίων υγρών ή παραμορφώσιμων στερεών σω-
ματιδίων σε ένα περιβάλλον ρευστό. Επειδή ∂M = ∅, όλα τα επιφα-
νειακά ολοκληρώματα είναι απόντα, και ειδικά η συνοριακή συνθήκη
(2.3.5). Σε 3 διαστάσεις μπορούμε να προχωρήσουμε απευθείας στη
λύση της (2.3.4) σε σφαιρικές πολικές συντεταγμένες χρησιμοποιών-
τας περιοδικές συνθήκες αντί για την (2.3.5). Η ϕασματική θεωρία
του τελεστή ∆M είναι καλά γνωστή (βλ. για παράδειγμα [124] κεφ. V
§8 σ. 314, κεφ. VII §5 σσ. 510-512, και [125] §IV.2). Οι ιδιοτιμές του
δίνονται από την σχέση λl = −l(l + 1), l = 0, 1, · · · και τα αντίστοιχα
ιδιοδιανύσματα είναι οι σφαιρικές αρμονικές Ym

l , m = 0,±1, · · · ± l, οι
πρώτες από τις οποίες είναι

Y0
0(θ, φ) =

1
2
√
π
, Y0

1(θ, φ) =
3

2
√

6π
cosθ, Y±1

1 (θ, φ) = ±
3

2
√

6π
sinθe−iφ

Επειδή τα ιδιοδιανύσματα του J πρέπει να ικανοποιούν τη συνθήκη
σταθερότητας του όγκου (2.3.2), η πρώτη από αυτές δεν είναι α-
ποδεκτή. Ολοκλήρωση της (2.3.4) έχοντας υπόψη την (2.3.2) δίνει
λ = 0. Επομένως η ελάχιστη ιδιοτιμή του J, όπως λαμβάνεται από
την τιμή l = 1, είναι µ1 = l(l + 1)− (N− 1) = 0, η οποία θα σήμαινε ου-
δέτερη σταθερότητα. Πιο προσεκτική εξέταση των ιδιοδιανυσμάτων
αυτών αναδεικνύει ότι αυτά δεν είναι πραγματικές μεταβολές, αλλά
μετατοπίσεις κατά μήκος των αξόνων του συστήματος συντεταγμέ-
νων. Απορρίπτοντάς τα και προχωρώντας στην αμέσως επόμενη
διαθέσιμη ιδιοτιμή l = 2, έχουμε

µ1 = l(l + 1) − (N − 1) = 4 > 0
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το οποίο συνεπάγεται ευστάθεια. Για N > 3 (βλ. [125]) λl = −l(l +
N − 2), l = 0, 1, · · · και πάλι µ1 = 0. Η απόρριψη μετατοπίσεων
οδηγεί ξανά στην ευστάθεια. Στην επόμενη ενότητα αποδεικνύουμε
ότι το ίδιο συμπέρασμα ισχύει και για την διδιάστατη περίπτωση. Για
την επόμενη πρόταση ουδεμία συνθήκη ομαλότητας και κυρτότητας
είναι απαραίτητη για το Ω.

Προταση 2.19. Εστω Ω ⊂ RN ένα ανοιχτό σύνολο και Ω1 = B(x0,R)
μια μπάλα τέτοια ώστε Ω1 ⊂ Ω. Η διφασική διαμέριση του Ω που

ορίζεται από την M = ∂Ω1 είναι ευσταθής.

Σημειώνουμε ότι οι μπάλες δεν είναι ποτέ απόλυτοι ελαχιστοποιητές
προβλημάτων διαμερίσεων σε ϕραγμένα σύνολα. Ο πιο εύκολος
τρόπος για νο το διαπιστώσουμε αυτό είναι να μετακινήσουμε την
μπάλα μέχρις ότου έλθει σε επαφή με το σύνορο, δηλ. M ∩ ∂Ω ,
∅. Τότε γίνεται ϕανερό ότι η μετατοπισμένη μπάλα δεν είναι καν
ελαχιστική, διότι στο σημείο επαφής η κάθετος στην M δεν είναι
εφαπτόμενη στο ∂Ω. Αυτό συνεπάγεται την ύπαρξη μιας μεταβολής
η οποία μειώνει το εμβαδό της μπάλας και αυτό αποδεικνύει ότι η
αρχική μπάλα δεν είναι απόλυτος ελαχιστοποιητής.

2.4.2. Υπαρξη ασταθών διφασικών διαμερίσεων. Η ύπαρξη ευ-
σταθών διαμερίσεων εγγυάται από την ύπαρξη απόλυτων ελαχιστο-
ποιητών (βλ. [96] και [123] Θεώρ. 1.4, σ. 6). Εδώ δίνουμε μια από-
δειξη ύπαρξης ασταθών διαμερίσεων στον RN κάτω από ορισμένες
συνθήκες για το Ω. Εστω M μια ελαχιστική διφασική διαμέριση του Ω.
Υποθέτουμε ότι το Ω είναι κυρτό και έχει την εξής ιδιότητα: για κάθε
επαρκώς μεγάλο σ υπάρχει κυρτό σύνολο Ωσ το οποίο περιλαμβάνει
την M και ικανοποιεί την συνθήκη

(Η) Το Ωσ εφάπτεται στο Σ = ∂Ω κατά μήκος του ∂M, δηλ.
Tp∂Ωσ = TpΣ σε όλα τα p ∈ ∂M, και

II∂Ωσ,p(Np,Np) > σ, p ∈ ∂M

(Np είναι το μοναδιαίο κάθετο πεδίο της M στο p.)

Παραδειγμα 2.20. (i) Εστω Ω = B(0, 1
σ0

) ⊂ R2, και D ένας κύκλος που
τέμνει τον κύκλο ∂Ω σε ορθές γωνίες. Επιπλέον έστω M το κυκλικό
τόξο που προκύπτει από την τομή του Ω με τον κύκλο D, και M ∩
∂Ω = {p1, p2}. Εαν C1, C2 είναι οι κύκλοι ακτίνας 1

σ στο εσωτερικό του
Ω που εφάπτονται στο Σ = ∂Ω στα σημεία p1, p2 αντίστοιχα, τότε
το κυρτό περίβλημα του M ∪ C1 ∪ C2 = Ωσ ικανοποιεί την (Η).
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(ii) Θεωρούμε έναν ρόμβο και ένα κυκλικό τόξο το κέντρο του οποίου
βρίσκεται πάνω σε μία από τις κορυφές του. Εστω Ω το στερεό που
προκύπτει από την περιστροφή του ρόμβου γύρω από τον άξονα
του ρόμβου που περνάει από το κέντρο του κυκλικού τόξου. Εστω
M η επιφάνεια που προκύπτει από την περιστροφή του τόξου. Με
απλά γεωμετρικά επιχειρήματα όμοια με το (i) καταλήγουμε εύκολα
στο ότι για όλα τα επαρκώς μεγάλα σ υπάρχει ένα κυρτό σύνολο Ωσ

που περιέχει το M και ικανοποιεί την συνθήκη (Η).

Προταση 2.21. Εστω M μια ελαχιστική διαμέριση του Ω στον RN. Υ-

ποθέτουμε ότι το Ω ικανοποιεί την συνθήκη (Η). Τότε υπάρχει κυρτό

σύνολο Ω? για το οποίο το M είναι μια ασταθής διαμέριση.

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι το M είναι ευσταθής ή ουδέτερα ευ-
σταθής διαμέριση, διότι διαφορετικά δεν υπάρχει τίποτα να αποδει-
ξουμε. Εστω

µ1 = inf∫
M f=0, | f |L2(M)=1

J( f ) > 0

Εστω ε > 0 μικρό και f μεταβολή του M που ικανοποιεί τις (2.3.3),
(2.3.2) και τέτοια ώστε J( f ) < µ1 + ε. Μπορούμε να υποθέσουμε ότι
η f δεν μηδενίζεται ταυτοτικά στο ∂M, διότι αν f = 0 στο ∂M, τότε
επιλέγουμε ένα f0 ∈ R, f0 , 0 τέτοιο ώστε

−

∫
M
|BM|

2
−

∫
∂M

II(N,N) <
2
f0

∫
M
|BM|

2 f

και τότε έχουμε f + f0 = f0 , 0 στο ∂M και

J( f + f0) = J( f ) − f 2
0

∫
M
|BM|

2
− 2 f0

∫
M
|BM|

2 f − f 2
0

∫
∂M

II(N,N)

< J( f ).

Επειδή τα Ω, M έχουν υποτεθεί ότι ικανοποιούν την (Η) υπάρχει ένα
σ > 0 και Ωσ =: Ω? τέτοια ώστε

σ >
k

| f |2
L2(∂M)

+ sup
p∈∂M

II∂Ω,p(Np,Np)

και

II∂Ω?(N,N) > σ
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στο ∂M. Το k είναι ένας θετικός αριθμός που θα προσδιοριστεί
αργότερα. Εχουμε

JΩ?( f ) =

∫
M

(
|∇

M f |2 − |BM|
2 f 2

)
−

∫
∂M

II∂Ω?(N,N) f 2

6

∫
M

(
|∇

M f |2 − |BM|
2 f 2

)
− σ

∫
∂M

f 2

6

∫
M

(
|∇

M f |2 − |BM|
2 f 2

)
−

∫
∂M

II∂Ω(N,N) f 2
− k

= J( f ) − k 6 µ1 + ε − k

Η επιλογή k > µ1 + ε ολοκληρώνει την απόδειξη. �

2.5. Εφαρμογή σε διδιάστατα προβλήματα διαμέρισης

Οι διδιάστατες διαμερίσεις είναι ιδιαίτερα απλές διότι σε αυτή την
περίπτωση

∆M f =
d2 f
ds2

όπου s είναι το μήκος τόξου της M και τα ολοκληρώματα στο ∂M
ανάγονται σε αριθμούς. Η συνοριακή συνθήκη (2.3.5) ανάγεται στην

(2.5.1) ±
d f
ds

= σ f , s = 0,L

όπου L = |M| είναι το μήκος του M. Το θετικό πρόσημο εφαρμόζει
στο s = L και το αρνητικό στο s = 0. Χρησιμοποιούμε τις τιμές
σ = σ1 στο s = 0 και σ = σ2 στο s = L. Από το μέρος (i) του
Θεωρήματος 2.4 η καμπυλότητα κ είναι σταθερή, και επομένως οι
μόνες δυνατότητες για το M είναι ευθύγραμμα τμήματα και κυκλικά
τόξα. Ο προσανατολισμός του M επιλέγεται έτσι ώστε κ > 0. Επίσης
έχουμε |BM| = κ = 1/R, όπου R είναι η ακτίνα του τόξου ή ∞ για
ευθύγραμμα τμήματα.

Για την εξίσωση (2.3.4) έχουμε του ακόλουθους τύπους λύσεων ανά-
λογα με το πρόσημο του µ + |BM|

2:

(I) f (s) = −
λ

2k2 + C sin(ks) + D cos(ks), k2 = µ + κ2
⇔ µ > −κ2

(II) f (s) =
λ

2k2 + Ceks + De−ks, k2 = −(µ + κ2)⇔ µ < −κ2

(III) f (s) = −
λ
4

s2 + Cs + D µ = −κ2
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Οι σταθερές λ, C, D σε κάθε μία περίπτωση προσδιορίζονται από
τις δύο συνθήκες της (2.5.1) και μια από την (2.3.2), οι οποίες σχημα-
τίζουν ένα ομογενές σύστημα τριών εξισώσεων για αυτές τις τρεις
μεταβλητές. Η συνθήκη ύπαρξης λύσεων του συστήματος αυτού
προκύπτει εξισώνοντας την ορίζουσά του με το 0, το οποίο δίνει μια
μη-γραμμική εξίσωση για το k. Εχοντας μια λύση για το k, μπορού-
με να προσδιορίσουμε την ιδιοτιμή µ από την τελευταία στήλη του
πιο πάνω πίνακα δυνατών λύσεων για το f και τα ιδιοδιανύσματα
(λ,C,D) το καθένα από τα οποία προσδιορίζει μια ιδιοσυνάρτηση f
του προβλήματος (2.3.4). Δεν είναι απαραίτητο να εξετάζονται και
οι τρεις περιπτώσεις (Ι)-(ΙΙΙ), ανάλογα με το μελετώμενο πρόβλημα.

2.5.1. Περίπτωση Ι: −κ2 < µ < 0 ⇔ 0 < k
κ < 1. Από την (2.5.1)

s = 0,L και την (2.3.2) παίρνουμε το σύστημα
(2.5.2)
−
λ

2k2 +
k
σ1

C + D = 0

−
λ

2k2 +

[
sin(kL) −

k
σ2

cos(kL)
]

C +

[
cos(kL) +

k
σ2

sin(kL)
]

D = 0

−
λL
2k

+ [1 − cos(kL)] C + sin(kL) D = 0

Η περίπτωση ευσταθών και ουδέτερα ευσταθών ιδιοτιμών µ > 0
περιλαμβάνεται εδώ.

2.5.2. Περίπτωση ΙΙ: µ < −κ2, k > 0. Από την (2.5.1) s = 0,L και
την (2.3.2) παίρνουμε το σύστημα

(2.5.3)

λ
2k2 +

(
1 +

k
σ1

)
C +

(
1 −

k
σ1

)
D = 0

λ
2k2 +

(
1 −

k
σ2

)
ekLC +

(
1 +

k
σ2

)
e−kLD = 0

λL
2k

+
(
ekL
− 1

)
C −

(
e−kL
− 1

)
D = 0

2.5.3. Περίπτωση ΙΙΙ: µ = −κ2. Οπως προηγουμένως παίρνουμε
το σύστημα

(2.5.4)

C + σ1D = 0
1
4L (2 − σ2L)λ + (σ2L − 1) C + σ2D = 0

−
1
6L2λ + LC + 2D = 0
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Από την πρώτη των εξισώσεων (2.5.4), C = −σ1D, και οι υπόλοιπες
δύο εξισώσεις δίνουν ένα σύστημα, η επιλυσιμότητα του οποίου είναι
ισοδύναμη με την εξίσωση

(2.5.5) σ1σ2L2
− 4(σ1 + σ2)L + 12 = 0.

Συνεπώς, όταν συμβαίνει το μήκος της διεπιφάνειας να έχει μια από
τις επόμενες τιμές

L = 2
σ1 + σ2 ±

√
σ2

1 + σ2
2 − σ1σ2

σ1σ2

η διαμέριση είναι ασταθής. Θα αποδείξουμε ένα πιο γενικό αποτέ-
λεσμα στην Πρόταση 2.22.

2.5.4. Κριτήρια ευστάθειας και αστάθειας. Η επόμενη πρόταση
γενικεύει το προηγούμενο αποτέλεσμα.

Προταση 2.22. Εστω Ω ένα ϕραγμένο, κυρτό, ανοιχτό υποσύνολο του

R2 και M μια ελαχιστική διφασική διαμέριση του Ω με μήκος L. Υπο-
θέτουμε ότι υπάρχει μια περιοχή των σημείων του ∂M στο Σ = ∂Ω η

οποία είναι C2 καμπύλη και οι καμπυλότητες του Σ στα σημεία αυτά

είναι σ1, σ2. Εαν το L ικανοποιεί την συνθήκη

(2.5.6)
σ1 + σ2 −

√
σ2

1 + σ2
2 − σ1σ2

σ1σ2
6

L
2
6
σ1 + σ2 +

√
σ2

1 + σ2
2 − σ1σ2

σ1σ2

τότε η M είναι ασταθής.

Απόδειξη. Εχουμε να δείξουμε μόνο τις ανισότητες. Θέτοντας B =
λ

2k2 , x = Lk, a = σ1L και b = σ2L, η συνθήκη επιλυσιμότητας του
συστήματος (2.5.3) της περίπτωσης (ΙΙ) (στις μεταβλητές B, C, D)
είναι

D(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 + x

a 1 − x
a

1
(
1 − x

b

)
ex

(
1 + x

b

)
e−x

x ex
− 1 1 − e−x

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

Εκτέλεση πράξεων δίνει

D(x) = 4
[
1 +

1
2

(1
a

+
1
b

)
x2

]
cosh x − 2

(
1 +

1
a

+
1
b

+
x2

ab

)
x sinh x − 4.
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Για x → +∞ εύκολα παίρνουμε D(x) → −∞. Στο x = 0 έχουμε
D(0) = 0, επομένως αναπτύσσουμε το D σε δυναμοσειρά του x
γύρω από το 0. Για το σκοπό αυτό θεωρούμε την συνάρτηση

f (x) = p(x) cosh x + q(x) sinh x

και αποδεικνύουμε με επαγωγή στο n ότι

(2.5.7) f (n)(x) = cosh x
n∑

i=0

(
n
i

)
p(i)
ρn−i

+ sinh x
n∑

i=0

(
n
i

)
q(i)
ρn−i

όπου ρm = m mod 2 και p0 = p, q0 = q, p1 = q, q1 = p. Με την υπόθε-
ση ότι η (2.5.7) ισχύει για n θα δείξουμε ότι ισχύει και για n + 1. Είναι
εμφανές ότι όλα τα f (i) έχουν την ίδια μορφή με την f . Ο συντελεστής
του cosh x στην f (n+1) είναι το άθροισμα αριθμητικών πολλαπλάσιων
των παραγώγων p(n+1), · · · , p(0) = p και q(n+1), · · · , q(0) = q και προκύ-
πτει με παραγώγιση της f (n) στην (2.5.7). Εχουμε

n∑
i=0

(
n
i

)
p(i+1)
ρn−i

+

n∑
i=0

(
n
i

)
q(i)
ρn−i

=

p(n+1)
0 +

n−1∑
i=0

(
n
i

)
p(i+1)
ρn−i

+

n∑
i=1

(
n
i

)
q(i)
ρn−i

+ q(0)
ρn =

p(n+1)
0 +

n−1∑
i=0

(
n
i

)
p(i+1)
ρn−i

+

n−1∑
j=0

(
n

j + 1

)
p( j+1)
ρn− j

+ p(0)
ρn+1

=

p(n+1)
0 +

n−1∑
i=0

[(
n
i

)
+

(
n

i + 1

)]
p(i+1)
ρn−i

+ p(0)
ρn+1

Στην δεύτερη ισότητα χρησιμοποιήσαμε την αλλαγή δεικτη άθροισης
j = i − 1 και την ταυτότητα q( j+1)

ρn− j−1
= p( j+1)

ρn− j
. Εφαρμογή του διωνυμικού

θεωρήματος και δεύτερος επανακαθορισμός του δείκτη άθροισης με
την j = i + 1, αποδεικνύουν τον ισχυρισμό.

Από την (2.5.7) με p(x) = 4
[
1 + 1

2

(
1
a + 1

b

)
x2

]
, q(x) = −2

(
1 + 1

a + 1
b + x2

ab

)
x

παίρνουμε f ′(0) = f ′′(0) = f ′′′(0) = 0 και

f (4)(0) = −
4
ab

(ab − 4a − 4b + 12).

Το ανάπτυγμα του D είναι

D(x) = −
1

6ab
(ab − 4a − 4b + 12)x4 + O(x5).
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Επομένως το D(x) > 0 σε μια περιοχή ]0, δ[, δ > 0, όταν ab− 4a− 4b +
12 < 0. Χρησιμοποιώντας τους ορισμούς των a, b στην ανισότητα
αυτή παίρνουμε

σ1σ2L2
− 4(σ1 + σ2)L + 12 < 0

η λύση της οποίας είναι η (2.5.6). Από την συνέχεια της συνάρτησης
D και το θεώρημα ενδιάμεσης τιμής του απειροστικού λογισμού συμ-
περαίνουμε την ύπαρξη μιας θετικής λύσης για την εξίσωση D(x) = 0,
και με αυτό η απόδειξη είναι πλήρης. �

Για σ1 = σ2 = σ, από την (2.5.6) έχουμε αστάθεια όταν 2
σ 6 L 6 6

σ και
L→ ∞ καθώς σ→ 0, το οποίο υποδηλώνει ότι για επίπεδα σύνορα
όλες οι ελαχιστικές διαμερίσεις είναι ευσταθείς. Αυτό αποδεικνύεται
ευκολα λύνοντας τα συστήματα (2.5.2), (2.5.3) και (2.5.4):

Προταση 2.23. Εστω Ω και M τα οποία ικανοποιούν τις συνθήκες της

Πρότασης 2.22 και σ1 = σ2 = 0. Τότε η M είναι ευσταθής.

Απόδειξη. Για σ1 = σ2 = 0, από την (2.5.5) είναι ϕανερό ότι η
(2.5.4) δεν έχει λύση και εύκολα ελέγχεται ότι η (2.5.3) έχει μόνο την
τετριμμένη λύση. Το σύστημα (2.5.2) ανάγεται στο

λ = C = 0, sin(kL) D = 0

το οποίο έχει μη-τετριμμένες λύσεις μόνο όταν sin(kL) = 0, δηλ.
kL = nπ, n ∈N. Από τον περιορισμό 0 < k

κ < 1 για την περίπτωση (Ι)
έπεται ότι κL > nπ. Επειδή ω = κL είναι η γωνία του κυκλικού τομέα
που ορίζεται από το M και τις εφαπτόμενες στο ∂Ω στα άκρα του
M, από την κυρτότητα του Ω έχουμεω < π. Η περίπτωση k = κπου
αντιστοιχεί στο µ = 0 επίσης δεν δίνει ιδιοτιμές. Επομένως έχουμε
μόνο θετικές ιδιοτιμές από την περίπτωση (Ι), οι οποίες δίνονται από
την σχέση kn = nπ

L ή

µn =
n2π2

L2 − κ
2 > 0

και αυτό σύμφωνα με την Πρόταση 2.17 σημαίνει ευστάθεια. �

Ως επόμενη εφαρμογή των σχέσεων (2.5.2)-(2.5.4) δίνουμε μία από-
δειξη της ευστάθειας των κύκλων. Αυτή είναι ουσιαστικά μια με-
ταβολική απόδειξη του γνωστού θεωρήματος ότι μεταξύ όλων των
διδιάστατων γεωμετρικών σχημάτων ίσου εμβαδού, ο κύκλος έχει
την μικρότερη περίμετρο.
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Προταση 2.24. Εστω Ω ⊂ R2 ένα ανοιχτό σύνολο και Ω1 = B(x0,R)
τέτοιο ώστε Ω1 ⊂ Ω. Τότε η M = ∂Ω1 είναι μια ευσταθής διφασική

διαμέριση του Ω.

Απόδειξη. Ολοκλήρωση της σχέσης (2.3.4) έχοντας υπόψη την
(2.3.2) δίνει λ = 0. Από τα συστήματα (2.5.2)-(2.5.4) παραμένει μόνο
η τρίτη εξίσωση. Επιπλέον έχουμε την περιοδική συνθήκη f (0) =
f ( 2π

κ ). Εύκολα ελέγχεται ότι στις περιπτώσεις (ΙΙ) και (ΙΙΙ) έχουμε
μόνο τετριμμένες λύσεις, ενώ για την (Ι) έχουμε

C sin
2πk
κ

+ D
(
cos

2πk
κ
− 1

)
= 0(

1 − cos
2πk
κ

)
C + D sin

2πk
κ

= 0

η οποία έχει μη-τετριμμένες λύσεις εάν και μόνον εάν cos 2πk
κ = 1, δηλ.

k = κ, το οποίο αντιστοιχεί σε ουδέτερη σταθερότητα καθώς στην
περίπτωση αυτή µ = 0. Τα ιδιοδιανύσματα είναι

f (s) = C sin(κs) + D cos(κs)

δηλ. γραμμικοί συνδυασμοί των f1(s) = sin(κs) και f2(s) = cos(κs),
τα οποία εκφράζουν μετατοπίσεις κατά μήκος των αξόνων y και x
αντίστοιχα. Επειδή ουσιαστικά δεν είναι αληθινές μεταβολές του M,
μπορούμε να τις απορρίψουμε και επομένως υπάρχουν μόνο θετικές
ιδιοτιμές, το οποίο αποδεικνύει τον ισχυρισμό. �

Διαμερίσεις με μεγάλες διεπιφάνειες είναι ασταθείς. Πιο συγκεκριμέ-
να:

Προταση 2.25. Εστω Ω και M τα οποία ικανοποιούν τις συνθήκες της

Πρότασης 2.22. Εάν το L ικανοποιεί την συνθήκη

(2.5.8) L > 2
σ1 + σ2 +

√
σ2

1 + σ2
2 − σ1σ2

σ1σ2

τότε η M είναι ασταθής.

Απόδειξη. Ολοκλήρωση της (2.3.4), λαμβάνοντας υπόψη τις (2.3.5)
και (2.3.2), δίνει ∫

∂M
σ f +

∫
M
|BM|

2 f = − 1
2λ|M|,
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η οποία σε δύο διαστάσεις απλοποιείται στην εξίσωση

(2.5.9) σ1 f (0) + σ2 f (L) = − 1
2λL

Παρατηρώντας ότι εαν η f είναι ιδιοσυνάρτηση της (2.3.4) τότε και
η f? που ορίζεται από την f?(s) = f (L − s) είναι ιδιοσυνάρτηση για
την ίδια ιδιοτιμή, παίρνουμε την εξίσωση

(2.5.10) σ2 f (0) + σ1 f (L) = − 1
2λL

Η λύση του συστήματος (2.5.9), (2.5.10) είναι

f (0) = f (L) = −
λL

2(σ1 + σ2)

Από την (ΙΙ) έχουμε f (0) = λ
2k2 + C + D και f (L) = λ

2k2 + CekL + De−kL,
από τις οποίες έπεται ότι

C = −
λ
2

1 − e−kL

ekL − e−kL

( 1
k2 +

L
σ1 + σ2

)
, D = −

λ
2

ekL
− 1

ekL − e−kL

( 1
k2 +

L
σ1 + σ2

)
.

Από την σχέση διατήρησης όγκου όπως αυτή εκφράζεται από την
τρίτη των (2.5.3) παίρνουμε

(2.5.11)
kL
2

coth
kL
2

= 1 +
(kL)2

(σ1 + σ2)L

Θεωρώντας την συνάρτηση

f (x) =
x
2

ex + 1
ex − 1

− 1 −
x2

c

όπου x = kL και c = (σ1+σ2)L, με ανάπτυγμαTaylor f (x) =
(

1
12 −

1
c

)
x2+

O(x4) γύρω από το 0, και παρατηρώντας ότι f (x) > 0 σε μια περιοχή
]0, δ[ εαν c > 12, ενώ η f (x) γίνεται αρνητική για x επαρκώς μεγάλο,
συμπεραίνουμε την ύπαρξη θετικής ρίζας της f (x) = 0. Οταν το L
ικανοποιεί την συνθήκη (2.5.8), από την σ1σ2 6

1
4 (σ1 +σ2)2 παίρνουμε

(σ1 + σ2)L > 12, και με αυτό η απόδειξη είναι πλήρης. �

Κλείνουμε με την απόδειξη της πρότασης ότι επαρκώς μικρές διαμε-
ρίσεις είναι ευσταθείς.

Προταση 2.26. Εστω Ω και M όπως στην Πρόταση 2.22. Εάν L = |M|
είναι επαρκώς μικρό, τότε η M είναι ευσταθής.
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Απόδειξη. Εάν L < L0, όπου L0 = 2
σ1+σ2−

√
σ2

1+σ2
2−σ1σ2

σ1σ2
, η περίπτωση

(ΙΙΙ) δεν έχει λύση. Γράφουμε την εξίσωση (2.5.11) για την περιπτωση
(ΙΙ) στη μορφή

x
2

(ex + 1) =

(
1 +

x2

c

)
(ex
− 1)

όπου x = kL και c = (σ1 +σ2)L. Ο k-στός όρος στο ανάπτυγμα σειράς
Taylor του αριστερού και δεξιού μέλους είναι

1
2(k − 1)!

,
1
k!

+
1

c(k − 2)!

για k > 2. Θα δείξουμε ότι c 6 4. Πράγματι, εάν t = σ1/σ2, τότε

(σ1 + σ2) L0 = 2(t + 1)
t + 1 −

√

t2 + 1 − t
t

,

η οποία παίρνει το ελάχιστό της (σ1 + σ2) L0 = 4 στο t = 1. Ετσι c < 4
και ελέγχεται άμεσα ότι

1
2(k − 1)!

<
1
k!

+
1

c(k − 2)!

για k > 3. Ομοιες ανισότητες ικανοποιούνται από όρους χαμηλότε-
ρης τάξης. Συνεπώς η περίπτωση (ΙΙ) δεν έχει λύση, και επομένως
δεν υπάρχουν ιδιοτιμές στην περιοχή µ 6 −κ2.

Ελέγχουμε για ιδιοτιμές στην περιοχή −κ2 < µ 6 0 ή ισοδύναμα
0 < k 6 κ. Η ορίζουσα του γραμμικού συστήματος (2.5.2) στις
μεταβλητές B = − λ

2k2 , C, D δίνεται από την σχέση

D(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 k

σ1
1

1 sin x − k
σ2

cos x cos x + k
σ2

sin x
x 1 − cos x sin x

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2(1 − cos x) −

(
1 +

σ1 + σ2

k

)
x sin x

+
σ1 + σ2

k
x2 cos x +

σ1σ2

k2 x3 sin x

όπου x = kL. Αναπτύσσουμε τα sin x, cos x σε σειρά Taylor γύρω
από το 0:

D(x) =
1
σ1σ2

k2x2
−

1
3

k
( 1
σ1

+
1
σ2

)
x3 +

1
12

(
1 − 2

k2

σ1σ2

)
x4 + O(x5).
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Εστω ότι το k είναι ρίζα της εξίσωσης D(kL) = 0 στο διάστημα ]0, κ]
για κάθε L 6 L0, δηλ.

(2.5.12) 0 =
1
σ1σ2

k2
−

1
3

k
( 1
σ1

+
1
σ2

)
x +

1
12

(
1 − 2

k2

σ1σ2

)
x2 + O(x3).

Επειδή το k είναι ϕραγμένο, στο όριο L → 0 έχουμε x → 0 και για
κάθε συγκλίνουσα ακολουθία kn → k

0 =
1
σ1σ2

k2

και k = 0. Επομένως στο όριο L → 0 έχουμε x → 0 και k → 0.
Αντικατάσταση x = kL στην (2.5.12) δίνει

(2.5.13) 0 =
1
σ1σ2

−
1
3

( 1
σ1

+
1
σ2

)
L +

1
12

(
1 − 2

k2

σ1σ2

)
L2 + O(L3).

Παίρνοντας το όριο L→ 0 έχουμε

0 =
1
σ1σ2

το οποίο είναι άτοπο. Επομένως, πιθανώς για μικρότερη τιμή του
L0, η εξίσωση D(kL) = 0 δεν έχει ρίζες στο διάστημα ]0, κ] για κάθε
L < L0. �





Κεφάλαιο 3

Το πρόβλημα της συνεκτικότητας ευσταθών

διαμερίσεων τριπλών συνδέσμων

Στο κεφάλαιο αυτό μελετάμε την ευστάθεια διαμερίσεων σε κυρτά
χωρία, οι οποίες περιλαμβάνουν τρεις συνυπάρχουσες ϕάσεις σε
επαφή, και ιδίως τριπλούς συνδέσμους (triple junctions). Παρουσιά-
ζουμε την λεπτομερή παραγωγή ενός νέου τύπου για την δεύτερη

μεταβολή του εμβαδού, με ιδιαίτερη έμφαση σε συνοριακούς όρους
και όρους που προκύπτουν στην ράχη (spine) του τριπλού συνδέ-
σμου, και στη συνέχεια μελετάμε το πρόσημο της κύριας ιδιοτιμής
του τελεστή Jacobi. Με τον τρόπο αυτό εξάγουμε κάποια κριτήρια
ευστάθειας και αποδεικνύουμε, αντίθετα με το γνωστό αποτέλεσμα
των Sternberg-Zumbrun για την αστάθεια μη-συνεκτικών διφασικών
διαμερίσεων, την ύπαρξη ευσταθών μη-συνεκτικών διαμερίσεων τρι-
πλών συνδέσμων.

3.1. Ανασκόπιση του προβλήματος

Στην γεωμετρική ανάλυση το πρόβλημα της διαμέρισης σε ϕάσεις
περιλαμβάνει την διαίρεση ενός χωρίου Ω ⊂ RN σε προδιαγεγραμμέ-
νο αριθμό υποσυνόλων, τις ϕάσεις, η οποία ικανοποιεί τις συνθήκες
σταθερότητας όγκου των ϕάσεων, και ελαχίστου του εμβαδού της
διεπιφάνειας, η οποία είναι το σύνολο των υπερεπιφανειών που
δημιουργούνται από την διαμέριση. Οταν το Ω διαμερίζεται σε τρί-
α υποσύνολα από τρεις επιφάνειες που συναντώνται κατά μήκος
μιας καμπύλης (βλ. Σχ. 3.2.1), τότε μιλάμε για έναν τριπλό σύν-

δεσμο. Παραδείγματα επιστημονικών και τεχνολογικών εφαρμογών
στις οποίες οι τριπλοί σύνδεσμοι είναι σημαντικοί, περιλαμβάνουν
την ισορροπία ϕάσεων και την διαβροχή (wetting). Η διαβροχή είναι
ένα παράδειγμα ενός πολύ απλού τριπλού συνδέσμου, διότι ασχο-
λείται με τις τρεις ϕάσεις ενός υλικού, αέριο, υγρό και στερεό. Εχει
συγκεντρώσει το επιστημονικό ενδιαφέρον τις τελευταίες δεκαετίες
λόγω του ρόλου της στην νανοτεχνολογία και την νανοεπιστήμη και
του αυξημένου ενδιαφέροντος για νανουλικά. Η έρευνα αυτών των

43
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ϕαινομένων άρχισε τον 19ο αιώνα όταν ο Plateau [126] παρατήρησε
ότι υμένια σαπωνοδιαλύματος και συμπλέγματα ϕυσαλλίδων απο-
τελούνταν από (α) λείες επιφάνειες, (β) ιδιόρρυθμα σύνολα (singular
sets) στα οποία τριάδες επιφανειών τέμνονταν υπό ίσες γωνίες κατά
μήκος γραμμών και (γ) απομονωμένα σημεία στα οποία 4 τριπλοί
σύνδεσμοι συναντιόνταν υπό ίσες γωνίες.

Η Taylor [103, 127] απέδειξε ότι ορισμένες επιφάνειες που ελαχιστο-
ποιούν τοπικά το εμβαδό, τα (M, 0, δ)-ελαχιστικά σύνολα, έχουν τους
τύπους ιδιορρυθμιών που παρατήρησε ο Plateau. Συνεισφορές στο
αντικείμενο έχουν γίνει από τον Fife και άλλους [128, 129, 130, 131],
τους Morgan και Lawlor [132, 133, 134], Brakke [135], Alikakos κ.ά.
[136, 137, 138], Ikota-Yanagida [139, 140], και Garcke κ.ά. [141, 142].
Οι Sternberg, Zeimer [111] απέδειξαν την ύπαρξη απομονωμένων το-
πικών ελαχιστοποιητών για το πρόβλημα της διαμέρισης ορισμένων
διδιάστατων χωρίων σε τρία υποσύνολα με ελάχιστο εμβαδό διεπι-
ϕάνειας, με την ιδιότητα ότι τα τρία σύνορα της ελαχιστοποιούσας
διαμέρισης συναντώνται σε ένα κοινό σημείο τριπλού συνδέσμου.
Αυτή η λίστα εργασιών δεν είναι πλήρης και ο αναγνώστης παρα-
πέμπεται στις ανασκοπίσεις της J. E. Taylor για περισσότερες πλη-
ροφορίες και αναφορές [143, 144, 145].

Το προβλημα της συνεκτικότητας των ϕάσεων μελετήθηκε από τους
Sternberg-Zumbrun [109, 110] (SZ) για διφασικά προβλήματα και από
τον Αλικάκο και τον συγγραφέα [146] για πολυφασικά προβλήματα
διαμέρισης με συνεπαφή το πολύ δύο ϕάσεων, το οποίο εξαιρού-
σε τους τριπλούς συνδέσμους. Οι SZ απέδειξαν ότι ευσταθείς δι-

ϕασικές διαμερίσεις κυρτών συνόλων είναι απαραίτητα συνεκτικές.
Στο [146] αποδείξαμε την ύπαρξη ασταθών συνεκτικών διαμερίσε-
ων. Στην παρούσα εργασία θεωρούμε το πρόβλημα της τριφασικής
διαμέρισης ενός χωρίου (ανοιχτό και συνεκτικό υποσύνολο) Ω ⊂ R3

με σύνορο Σ = ∂Ω, στην οποία έχουμε συνύπαρξη τριών ϕάσεων με
σχηματισμό τριπλών συνδέσμων. Το σύνορο Σ υποτίθεται ότι είναι
μια συνεχής υπερεπιφάνεια του R3, η οποία σε κάποια περιοχή της
τομής της διεπιφάνειας με το Σ είναι Cr. Περιπτωσιακά παρουσιά-
ζουμε ορισμούς, τύπους και προτάσεις γενικότερα στον Rn, αλλά τα
κύρια αποτελέσματά μας αφορούν τον R3. Επίσης το συναρτησιακό
επιφανειακής ενέργειας εξετάζεται αντί για το συναρτησιακό του
εμβαδού ως γενίκευση.
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Σχήμα 3.1.1. Ασταθής (Ι) και ευσταθής (ΙΙ) μη-
συνεκτικές διαμορφώσεις τριπλών συνδέσμων στον δι-
διάστατο χώρο. Αριθμοί σε τετράγωνα δείχνουν ϕά-
σεις. Η ϕάση 1 είναι μη-συνεκτική, ενώ οι ϕάσεις 2, 3
είναι συνεκτικές και στις δύο περιπτώσεις. M1,M2,M3
είναι οι διεπιφάνειες που σχετίζονται με τον αριστε-
ρό τριπλό σύνδεσμο. N1,N2,N3 είναι τα μοναδιαία
κάθετα πεδία των αντίστοιχων διεπιφανειών. Στον
προσανατολισμό που δείχνεται η διαμόρφωση (Ι) έχει
α =

√
3

4 (κ2 − κ3) > 0, ενώ η διαμόρφωση (ΙΙ) έχει α < 0.
κ2, κ3 είναι οι προσημασμένες καμπυλότητες των αν-
τίστοιχων διεπιφανειών, οι οποίες ορίζονται από την
κi =

〈
dTi
ds ,Ni

〉
για κάθε διεπιφάνεια, Ti είναι το μοναδιαίο

εφαπτόμενο πεδίο της Mi, η οποία θεωρείται παραμε-
τρημένη ως προς μήκος τόξου s.

Το κύριο αποτέλεσμα αυτού του κεφαλαίου είναι το Θεώρημα 3.30,
το οποίο αποδεικνύει την ύπαρξη ευσταθών μη-συνεκτικών διαμε-

ρίσεων σε κυρτές περιοχές του R2 από ζεύγη τριπλών συνδέσμων
(βλ. Σχ. 3.7.1), κάτω από την υπόθεση σταθερότητας του ογκου
των ϕάσεων. Ασταθείς διαμορφώσεις τριπλών συνδέσμων με την
ίδια τοπολογία υπάρχουν, όπως αποδεικνύεται στην Ενότητα 3.5.
Το Σχ. 3.1.1 δείχνει τα χαρακτηριστικά των ευσταθών και των α-
σταθών διαμορφώσεων. Η ποσότητα α εμφανίζεται στον τύπο της
δεύτερης μεταβολής του εμβαδού του συστήματος τριπλών συνδέ-
σμων (βλ. σχέσεις 3.4.48). Μίξη αμφότερων των τύπων τριπλών
συνδέσμων (Ι) και (ΙΙ) δεν είναι δυνατή διότι παραβιάζει την συνθήκη
ελαχιστικότητας.

Το κύριο αποτέλεσμα που αναφέρθηκε προηγουμένως εδραιώθηκε
αποδεικνύοντας ότι η δεύτερη μεταβολή του εμβαδού του συστήμα-
τος δύο τριπλών συνδέσμων (το οποίο είναι εξ ορισμού ελαχιστικό,
δηλ. κρίσιμο σημείο του συναρτησιακού του εμβαδού) είναι θετι-
κή για όλες τις μη-τετριμμένες αποδεκτές μεταβολές. Για το σκοπό
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αυτό εφαρμόστηκαν μέθοδοι ϕασματικής ανάλυσης. Οι αρχές αυ-
τών των μεθόδων και η θεμελίωσή τους παρουσιάζονται εν συντομία
στην Ενότητα 3.6 (βλ. και [146]). Η βάση της ϕασματικής μεθόδου
που χρησιμοποιήθηκε για την απόδειξη του κύριου αποτελέσματος
είναι το Θεώρημα 3.24 και η Πρόταση 3.20. Το Θεώρημα 3.24 λέει
ότι η δεύτερη μεταβολή του συναρτησιακού του εμβαδού έχει ελάχι-
στο στο σύνολο των κανονικοποιημένων αποδεκτών μεταβολών, το
οποίο δίνεται (Πρόταση 3.20) από την μικρότερη ιδιοτιμή ενός γραμ-
μικού ελλειπτικού προβλήματος συνοριακών τιμών με συνοριακές
συνθήκες Neumann (βλ. εξισώσεις (3.6.6) και (3.6.7)-(3.6.9)). Η από-
δειξη της ευστάθειας στο Θεώρημα 3.30 έπεται από την απόδειξη
ότι η κύρια ιδιοτιμή είναι θετική.

Η βάση για όλες τις παραγωγές είναι ένας νέος τύπος για την δεύτερη
μεταβολή του εμβαδού για πολλαπλότητες σταθερής μέσης καμπυ-
λότητας, η οποία περιλαμβάνει και εφαπτομενικές μεταβολές και
είναι κατάλληλη για τον χειρισμό ιδιορρυθμιών όπως οι τριπλοί σύν-
δεσμοι. Το κύριο αποτέλεσμα για την δεύτερη μεταβολή του εμβα-
δού ενός προβλήματος ελαχιστικής διαμέρισης τριπλών συνδέσμων
διατυπώνεται στο Θεώρημα 3.11. Ως εφαρμογή του θεωρήματος
αυτού αποδεικνύουμε στην Ενότητα 3.5 την ευστάθεια της κλάσης
διαμερίσεων τριπλών συνδέσμων που αναφέρθηκε προηγουμένως.
Η ακριβής διατύπωση των μεταβολικών προβλημάτων που θεωρού-
νται στο κεφάλαιο αυτό μαζί με τον χρησιμοποιούμενο συμβολισμό
και γνωστά αποτελέσματα, δίνονται στην Ενότητα 3.2. Για ευκολί-
α του αναγνώστη στην Ενότητα 3.3 έχουμε συνοπτικά διατυπώσει
αποτελέσματα που σχετίζονται με την πρώτη μεταβολή σε μορφή
κατάλληλη για διαμερίσεις τριπλών συνδέσμων. Το προαπαιτούμενο
υπόβαθρο για τις πολλαπλότητες παρέχεται στα Παραρτήματα Α
και Β.

3.2. Συμβολισμός και προκαταρκτικά

Σε όλο το κεφάλαιο αυτό χρησιμοποιούμε πολλαπλότητες με σύνορο
(βλ. Παράρτημα Α, Ενότητα Α.3.2 ή την αναφορά [147] σ. 478 για
ορισμό). Η ομαλότητα του συνόρου μιας πολλαπλότητας είναι η ίδια
με την ομαλότητα της αντίστοιχης πολλαπλότητας. Για παράδειγμα
το σύνορο μιας C2 πολλαπλότητας με σύνορο είναι κι αυτό μια C2

πολλαπλότητα.
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Ορισμος 3.1. Εστω Ω ένα χωρίο του R3. Με τον όρο Cr τριπλός

σύνδεσμος στο Ω (βλ. Σχ. 3.2.1) εννοούμε μια συλλογή τριών διδιά-
στατων Cr υποπολλαπλοτήτων του R3, (Mi)3

i=1, οι οποίες έχουν το
ιδιο σύνορο στο Ω

∂M1 = ∂M2 = ∂M3 = S
το οποίο λέγεται η ράχη του τριπλού συνδέσμου. Θα αναφερόμαστε
στις πολλαπλότητες Mi με τον όρο ταϕύλλα του τριπλού συνδέσμου.

Υπενθυμίζεται ο Ορισμός 2.1 της μεταβολής μιας πολλαπλότητας
από την Ενότητα 2.1. Με τον όρο ϕορέας μιας μεταβολής εννοούμε
τον ϕορέα του πεδίου της πρώτης μεταβολής w. Ο ορισμός αυτός
επεκτείνεται άμεσα σε τριπλούς συνδέσμους. Εστω T = (Mi)3

i=1 ένας
τριπλός σύνδεσμος και (ξt)t∈I μια μεταβολή. Οι τριπλοί σύνδεσμοι

Tt = (ξt(Mi))3
i=1, t ∈ I

είναι μια μεταβολή του T. Οι μονοδιάστατες υποπολλαπλότητες

St = ξt(S), t ∈ I

είναι μια μεταβολή της ράχης του T.

Εστω M μια υποπολλαπλότητα του Rm. Για ένα διανυσματικό πεδίο
X του Rm που ορίζεται σε ένα χωρίο V του Rm ορίζουμε το εφα-
πτόμενο και το κάθετο μέρος του X>(p) ∈ TpM και X⊥(p) ∈ NpM,
p ∈M∩V. Τα TM και NM είναι η εφαπτόμενη και κάθετη δέσμη της
M αντίστοιχα. Ο συμβολισμός X ∈ TM είναι μια συντόμευση για την
σχέση X(p) ∈ TpM με p σε ένα ανοιχτό υποσύνολο της M. Δεδομένων
δύο διανυσματικών πεδίων X, Y στο V, DYX είναι η κατευθυντήρια
παράγωγος του X στην διεύθυνση Y στον Rm. Για u, v ∈ TM,

∇vu = (Dvu)> ∈ TM

είναι η συμμεταβλητή παράγωγος του πεδίου u στην κατεύθυνση

v. Η συμμεταβλητή παράγωγος ∇u του u είναι ένα (1, 1)-τανυστικό
πεδίο (τανυστής) οριζόμενο από την σχέση

∇u(ω, v) = ω(∇vu), v ∈ TM, ω ∈ T?M,

όπου T?p M είναι ο δυικός χώρος του TpM. Οι συνιστώσες της συμμε-

ταβλητής παραγώγου ∇u δίνονται εξ ορισμού από την σχέση

ui
| j = ∇u(Ei,E j) = dqi

(
∇E ju

)
.

Ei(p) είναι μια βάση του TpM και E j(p) ≡ dq j(p) είναι η αντίστοιχη
δυική βάση του T?p M.



48 3. ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΣΥΝΕΚΤΙΚΟΤΗΤΑΣ ΕΥΣΤΑΘΩΝ ΤΡΙΠΛΩΝ ΣΥΝΔΕΣΜΩΝ

Το κάθετο μέρος της κατευθυντήριας παραγώγου B(u, v) = (Dvu)⊥ ∈
NM ορίζει τον τανυστή της δεύτερης θεμελιώδους μορφής. Το διά-

νυσμα της μέσης καμπυλότητας δίνεται από το ίχνος αυτού του
τανυστή

(3.2.1) H(p) =
∑

i

Bp(Ei,Ei)

σε μια ορθοκανονική βάση (Ei) του TpM. Εαν η M είναι υπερεπιφά-
νεια, η βαθμωτή μέση καμπυλότητα ορίζεται από την σχέση
(3.2.2) κ = H ·N

όπου N είναι ένα μοναδιαίο κάθετο πεδίο της M. Ομοίως, εάν η M
είναι υπερεπιφάνεια του Rm, ορίζουμε την βαθμωτή δεύτερη θεμε-

λιώδη μορφή:
(3.2.3) IIM(u, v) = B(u, v) ·N

Η απεικόνιση Weingarten μιας υπερεπιφάνειας M του Rn+1 ορίζεται
κατά ίνες από την σχέση

W(p) : TpM→ TpM, u 7→ DuN (p ∈M)

Οταν χρησιμοποιείται συμβολισμός με δείκτες, άθροισηως προς ζεύ-

γη ίδιων δεικτών (οι οποίοι για τανυστικές εκφράσεις πρέπει να εί-
ναι ζεύγη αντιμεταβλητών-συμμεταβλητών δεικτών) υποτίθεται πα-
ντού.

Η βαθμίδα μιας συνάρτησης f : U → R που ορίζεται σε μια ανοιχτή
περιοχή U της M, δίνεται από την σχέση

gradM f = gi j ∂ f
∂q j Ei

σε ένα σύστημα συντεταγμένων q1, · · · , qn. Στον ορισμό αυτό gi j είναι
οι αντιμεταβλητές συνιστώσες του μετρικού τανυστή gi j = Ei · E j. Η
απόκλιση ενός εφαπτόμενου διανυσματικού πεδίου v της M που
ορίζεται στο U είναι το ίχνος της συμμεταβλητής παραγώγου του,
δηλ.

divv = tr∇u = ∇u(Ei,Ei) = ui
|i

Για ένα γενικό διανυσματικό πεδίο w το οποίο δεν είναι εφαπτόμενο
στην M η απόκλιση ορίζεται από την σχέση

divMw =
〈
DEiw,E

i
〉

= gi j
〈
DEiw,E j

〉
Ο συμβολισμός 〈·, ·〉 χρησιμοποιείται εναλλακτικά για το βαθμωτό
γινόμενο σε πιο πολύπλοκες εκφράσεις.
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Για την πρώτη μεταβολή του εμβαδού μιας πολλαπλότητας με σύ-
νορο ισχύει η επόμενη πρόταση.

Προταση 3.2. Εστω M μια n-διάστατη C1-υποπολλαπλότητα του Rm

με σύνορο, και ξt μια μεταβολή όπως στον Ορισμό 2.1, με συμπαγή

ϕορέα στην M. Υποθέτουμε ο ϕορέας της ξt περιέχεται σε έναν χάρ-

τη της M. Τότε η πρώτη μεταβολή του συναρτησιακού του εμβαδού

A δίνεται από τον τύπο

(3.2.4) δA(M) =
d
dt

A(Mt)
∣∣∣∣∣
t=0

=

∫
M

divMwdS

Εαν M είναι επιπλέον μια C2-υπερεπιφάνεια με σύνορο,

(3.2.5) δA(M) = −

∫
M

H · wdS +

∫
∂M

w · νds

όπου ν είναι το μοναδιαίο προς τα έξω κάθετο διανυσματικό πεδίο

του ∂M το οποίο είναι εφαπτόμενο στην M και H είναι το διάνυσμα

μέσης καμπυλότητας.

Για την απόδειξη βλ. Simon [91]. Η σχέση (3.2.5) προκύπτει από
την (3.2.4) με εφαρμογή του τύπου του Stokes [91]. Για συντομία θα
παραλείπουμε τα σύμβολα ολοκλήρωσης dS, ds.

Οι τύποι αυτής της εργασίας για την δεύτερη μεταβολή του εμβαδού
παράγονται από το επόμενο γενικό αποτέλεσμα [91].

Προταση 3.3. Εστω M μια n-διάστατη C2-υποπολλαπλότητα του Rm

με σύνορο και ξt μια μεταβολή της M με συμπαγή ϕορέα στην M και

ο ϕορέας της ξt περιέχεται σε έναν χάρτη της M. Τότε η δεύτερη

μεταβολή του συναρτησιακού του εμβαδού δίνεται από τον τύπο

(3.2.6)

δ2A(M) =
d2

dt2 A(Mt)
∣∣∣∣∣
t=0

=

∫
M

(
divMa + (divMw)2 + gi j

〈
(DEiw)⊥, (DE jw)⊥

〉
−gikg jl

〈
(DEiw)>,E j

〉 〈
(DElw)>,Ek

〉)
.

(Ei)n
i=1 είναι τα διανυσματικά πεδία βάσης σε έναν χάρτη που περιέχει

τον ϕορέα της μεταβολής.

Για την απόδειξη βλ. [91].

Στο τριφασικό πρόβλημα διαμέρισης με περιορισμούς όγκου (βλ. Σχ.
3.2.1) αναζητούμε μια διαίρεση ενός δεδομένου χωρίου Ω ⊂ R3 σε
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Σχήμα 3.2.1. Διαμέριση ενός τριπλού συνδέσμου με πε-
ριορισμό όγκου. Ωi είναι ο χώρος που καταλαμβάνεται
από την ϕάση i και Mi είναι η διεπιφάνεια μεταξύ των
ϕάσεων k, l με k , i και l , i. S είναι η ράχη του τριπλού
συνδέσμου.

τρία υποσύνολα (τις ϕάσεις) Ω1, Ω2, Ω3, κάθε ένα από τα οποία έχει
προδιαγεγραμμένη τιμή για τον όγκο του |Ωi| = Vi, και των οποί-
ων τα σύνορα Mi = ∂Ωi στο Ω σχηματίζουν έναν τριπλό σύνδεσμο
T = (Mi)3

i=1, ο οποίος ελαχιστοποιεί το συναρτησιακό του εμβαδού.
Με τον όρο ελαχιστική διαμέριση ή ελαχιστικός τριπλός σύνδεσμος

πάντα εννοούμε ένα κρίσιμο σημείο του συναρτησιακού του εμβα-
δού. Σε ένα γενικότερο πλαίσιο, τα σύνορα των ϕάσεων σχημα-
τίζουν περισσότερους από έναν τριπλούς συνδέσμους, όπως στην
περίπτωση των μη-συνεκτικών διαμερίσεων. Το κάπως γενικότερο
συναρτησιακό επιφανειακής ενέργειας χρησιμοποιείται,

(3.2.7) A(T) =

3∑
i=1

γiA(Mi)

όπου γi > 0. Οι πιο πάνω τύποι για την πρώτη μεταβολή του
εμβαδού επεκτείνονται εύκολα σε τριπλούς συνδέσμους:

(3.2.8) δA(T) =
d
dt

A(Tt)
∣∣∣∣∣
t=0

=

3∑
i=1

γi

∫
Mi

divMiw

(3.2.9) δA(T) = −

3∑
i=1

γi

∫
Mi

H ·w +

∫
S

w ·
3∑

i=1

γiνi +

3∑
i=1

γi

∫
∂Mi∩Σ

w · νi

Η επέκταση του τύπου (3.2.6) για την δεύτερη μεταβολή του εμ-
βαδού σε τριπλούς συνδέσμους δεν είναι άμεση. Αναλαμβάνουμε
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την διεκπεραίωση της εργασίας αυτής στην Ενότητα 3.4 μετά από
κατάλληλες τροποποιήσεις της (3.2.6).

Με τον όρο ευσταθής διαμέριση ή ευσταθής τριπλός σύνδεσμος εν-
νοούμε μια ελαχιστική διαμέριση με δ2A(T) > 0 για κάθε αποδεκτή
μεταβολή w , 0 με συμπαγή ϕορέα K στο Ω έτσι ώστε K ∩ T , ∅.

3.3. Πρώτη μεταβολή-Η ταυτότητα του Young

Χειριζόμαστε τους περιορισμούς των διαμερίσεων τριπλών συνδέ-
σμων με τη χρήση πολλαπλασιαστών Lagrange. Στην απλή πε-
ρίπτωση μιας συνεκτικής διαμέρισης στην οποία εμφανίζεται ένας
τριπλός σύνδεσμος, θεωρούμε το επόμενο τροποποιημένο συναρτη-
σιακό

(3.3.1) A?(T) =

3∑
i=1

γiA(Mi) −
2∑

j=1

λ j(|Ω j| − V j)

όπου |Ω j| είναι το μέτρο Lebesque του Ω j και V j είναι η προκα-
θορισμένη τιμή του όγκου του Ω j. Η εισαγωγή πολλαπλασιαστών
Lagrange είναι θέμα βολικότητας και κάποιος θα μπορούσε να προ-
χωρήσει χωρίς αυτούς με κατάλληλο περιορισμό των αποδεκτών με-
ταβολών σε αυτές που διατηρούν τον όγκο των Ω j (βλ. [109, 146]).
Στην διαδικασία της μεταβολής της (3.3.1) μπορούμε να παραλεί-
ψουμε τελείως τις σταθερές Vi.

Τα ϕύλλα ενός ελαχιστικού τριπλού συνδέσμου με περιορισμούς
όγκου σχηματίζουν στερεές γωνίες ϑi σύμφωνα με τον νόμο του
Young. Διατυπώνουμε το γεγονός αυτό στην απλή περίπτωση ενός
τριπλού συνδέσμου και στη συνέχεια το επεκτείνουμε σε ένα πιο
γενικό πλαίσιο.

Προταση 3.4. Εστω T = (Mi)3
i=1 μια C2 διαμέριση ενός τριπλού συν-

δέσμου του Ω ⊂ R3 σε υποχωρία Ω j ( j = 1, 2, 3). Εαν η T είναι

ελαχιστική, τότε η ταυτότητα του Young

(3.3.2)
sinϑ1

γ1
=

sinϑ2

γ2
=

sinϑ3

γ3

ισχύει στη ράχη S της T. Επιπλέον, τα ϕύλλα έχουν σταθερή (βαθ-

μωτή) μέση καμπυλότητα που ικανοποιεί την σχέση

(3.3.3) γ1κ1 + γ2κ2 + γ3κ3 = 0

όπου κi = Hi ·Ni είναι η μέση καμπυλότητα του Mi.
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Απόδειξη. Εστω (ξt)t∈I μεταβολή με πεδίο πρώτης μεταβολής w.
Από την (3.3.1) παίρνουμε

δA?(T) = δA(T) −
2∑

i=1

λi
d
dt
|Ωt

i |

∣∣∣∣∣
t=0

όπου Ωt
i = ξt(Ωi). Με χρήση της (3.2.9) και της

(3.3.4)
d
dt
|Ωt

i |

∣∣∣∣∣
t=0

=

∫
∂Ωi

w ·N∂Ωi

όπου N∂Ωi είναι το μοναδιαίο προς τα έξω κάθετο πεδίο του ∂Ωi,
παίρνουμε

(3.3.5) δA?(T) =

∫
S

w·
3∑

i=1

γiνi−

3∑
i=1

γi

∫
Mi

H·w−
2∑

i=1

λi

∑
j,i

∫
M j

N∂Ωi ·w

Αναπτύσσουμε τους τελευταίους δύο όρους στο δεξιό μέλος και συλ-
λέγουμε ολοκληρώματα στην ίδια πολλαπλότητα, οπότε παίρνουμε

(3.3.6)

∫
M1

(γ1H1 − λ2N1) · w +

∫
M2

(γ2H2 + λ1N2) · w

+

∫
M3

(γ3H3 − λ1N3 + λ2N3) · w

Θεωρώντας διαδοχικά μεταβολές συγκεντρωμένες στο εσωτερικό
των M1, M2, M3 παίρνουμε

κ1γ1 − λ2 = 0, κ2γ2 + λ1 = 0, κ3γ3 − λ1 + λ2 = 0

Πρόσθεση αυτών των τριών ισοτήτων δίνει την (3.3.3). Επιπλέον
όλα τα ολοκληρώματα στην (3.3.6) αλληλοαναιρούνται και η (3.3.5)
ανάγεται στην

δA?(T) · w =

∫
S

w ·
3∑

i=1

γiνi = 0

από την οποία
3∑

i=1

γiνi = 0

Ανακαλώντας από τη μνήμη ότι νi(p) ∈ TpMi και παρατηρώντας ότι
τα διανύσματα γiνi (i = 1, 2, 3) σχηματίζουν τρίγωνο, από τον κανόνα
του ημιτόνου της Ευκλείδιας γεωμετρίας παίρνουμε την (3.3.2). �
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N1

N3N2

M2

M3

M1

Ω2

Ω3

Ω11 Ω12

N5 N4

N1

M5

M4

T1 T2

Σχήμα 3.3.1. Μη-συνεκτική διαμέριση τριπλού συνδέ-
σμου για το Παράδειγμα 3.5 και την Προταση 3.6.

Η παρουσία πολλών τριπλών συνδέσμων σε ένα πρόβλημα διαμέρι-
σης απαιτεί τη θεώρηση του τροποιημένου συναρτησιακού:

(3.3.7) A?(M) = A(M) −
2∑

j=1

λ j


P j∑

k=1

∣∣∣Ω jk

∣∣∣ − V j


Στην σχέση αυτή P j είναι ο αριθμός των διαφορετικών συνόλων στα
οποία διαιρείται η ϕάση j (δεικτοδοτούμενων από το k), V j είναι
ο όγκος της ϕάσης j και λ j είναι ο πολλαπλασιαστής Lagrange
που αντιστοιχεί στον περιορισμό όγκου για την ϕάση j. Επειδή∑3

j=1
∑P j

k=1

∣∣∣Ω jk

∣∣∣ = |Ω|, υπάρχουν μόνο δύο γραμμικά ανεξάρτητοι πε-
ριορισμοί.

Παραδειγμα 3.5. Για την μη-συνεκτική τριφασική διαμέριση του Ω (βλ.
Σχ. 3.3.1) από ένα σύστημα δύο τριπλών συνδέσμων, το τροποποι-
ημένο συναρτησιακό δίνεται από την σχέση

(3.3.8) A?(M) = A(T) − λ2 |Ω2| − λ3 |Ω3|

Στην σχέση αυτή είναι

A(T) =

5∑
i=1

γiA(Mi),

γ1 = ε23, γ2 = γ4 = ε13, γ3 = γ5 = ε12, και εi j = ε ji είναι η πυκνότητα
διεπιφανειακής ενέργειας (επιφανειακή τάση) των διεπιφανειών που
διαχωρίζουν τις ϕάσεις i, j. Οι σταθερές όγκου V j παρελείφθησαν
καθώς δεν παίζουν κανένα ρόλο στη μεταβολική διαδικασία. Με τη
χρήση των περιορισμών όγκου των ϕάσεων 1 και 2, το τροποποιη-
μένο συναρτησιακό του εμβαδού παίρνει τη μορφή

(3.3.9) A?(M) = A(T) − λ1 (|Ω11| + |Ω12|) − λ2 |Ω2|
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Μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε και τους τρεις περιορισμούς, το
οποίο δεν αλλάζει τους τελικούς τύπους και αποτελέσματα. Πε-
ριπτωσιακά θα χρησιμοποιούμε έναν συμβολισμό που δείχνει τον
τριπλό σύνδεσμο στον οποίο ανήκει μια διεπιφάνεια. Με αυτόν τον
συμβολισμό το συναρτησιακό του εμβαδού γράφεται στη μορφή

A(T) =

3∑
p=1

2∑
j=1

γpjA(Mpj)

Οι δείκτες p και j παριστάνουν «ϕάση» και «σύνδεσμο», Mpj είναι η
διεπιφάνεια απέναντι στην ϕάση p που ανήκει στον σύνδεσμο j (για
παράδειγμα, στο Σχ. 3.3.1 η M22 δείχνεται ως M4) και η γpj είναι η
αντίστοιχη επιφανειακή τάση. Επειδή υπάρχει μόνο μια διεπιφάνεια
μεταξύ των ϕάσεων 2 και 3, M11 ≡ M12 ≡ M1, και ο όρος αυτός
εμφανίζεται μόνο μια ϕορά στο άθροισμα. Η σχέση μεταξύ των δύο
συμβολισμών είναι

(3.3.10)

M11 γ11 ↔ M1 γ1 ↔ ε23
M21 γ21 ↔ M2 γ2 ↔ ε13
M31 γ31 ↔ M3 γ3 ↔ ε12
M22 γ22 ↔ M4 γ4 ↔ ε13
M32 γ32 ↔ M5 γ5 ↔ ε12

Οι δύο πρώτες στήλες αναφέρονται στον δεύτερο συμβολισμό, οι
επόμενες δύο στον πρώτο συμβολισμό και η τελευταία στήλη σε διε-
πιφανειακές ενέργειες (επιφανεακές τάσεις) δεικτοδοτούμενες από
τις αντίστοιχες ϕάσεις. �

Το επόμενο θεώρημα γενικεύει την Πρόταση 3.4 σε γενικές διαμερί-
σεις τριπλών συνδέσμων.

Θεωρημα 3.6. Εστω T = (T j)r
j=1 = (Mpj)p=1,··· ,3; j=1,··· ,r μια τριφασική δια-

μέριση του Ω ⊂ R3 από ένα σύστημα r C2-τριπλών συνδέσμων σε

χωρία Ωpj ( j = 1, · · · , r; p = 1, 2, 3). Περαιτέρω έστω Npj το μοναδιαίο

κάθετο πεδίο της Mpj και NΣ το μοναδιαίο κάθετο πεδίο του Σ. Εαν η
T είναι ελαχιστική, τότε

(i) Η ταυτότητα του Young (3.3.2) ισχύει για κάθε τριπλό σύνδεσμο

στο σύστημα. Ισοδύναμα, οι ισότητες

(3.3.11)
3∑

p=1

γpjνpj = 0

ισχύουν για όλους τους τριπλούς συνδέσμους j του συστήματος.
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(ii) Η βαθμωτή μέση καμπυλότητα κpj = Hpj · Npj κάθε διεπιφάνειας

Mpj είναι σταθερή και

(3.3.12) κp1 = · · · = κpr ≡ κp

για κάθε p = 1, 2, 3.

(iii) Οι βαθμωτές μέσες καμπυλότητες κp ικανοποιούν την σχέση

(3.3.13)
3∑

p=1

γpκp = 0

σε κάθε τριπλό σύνδεσμο.

(iv) Κάθε Mpj είναι κάθετο στο Σ, δηλ. σε κάθε Mpj ∩ Σ έχουμε

Npj ·NΣ = 0 ή Npj ∈ TΣ.

Παρατηρηση 3.7. Η ταυτότητα (3.3.13) ισχύει σε κάθε τριπλό σύνδε-
σμο, δηλ.

3∑
p=1

γpjκpj = 0

Ομως, λαμβάνοντας υπόψη την (3.3.12) και το γεγονός ότι γpj = γp
για όλα τα j (βλ. πίνακα αντιστοίχισης συμβολισμών (3.3.10)), όλες
αυτές οι ισότητες ανάγονται στην μοναδική ισότητα (3.3.13).

Απόδειξη. Για συγκεκριμενοποίηση θεωρούμε την μη-συνεκτική τρι-
ϕασική διαμέριση του Σχ. 3.3.1 με τον ενδεικνυόμενο προσανατο-
λισμό. Για οποιαδήποτε μεταβολή w της T, από την (3.3.8) εν όψει
των (3.2.5) και (3.3.4) έχουμε

δA?(T) =

2∑
j=1

3∑
p=1

γpjδA(Mpj) − λ2δ |Ω2| − λ3δ |Ω3|

= −

2∑
j=1

3∑
p=1

γpj

∫
Mpj

Hpj · w

+

2∑
j=1

3∑
p=1

γpj

∫
S
νpj · w +

2∑
j=1

3∑
p=1

γpj

∫
∂Mpj∩Σ

νpj · w

− λ2

∫
M1

N1 · w − λ2

∫
M31

(−N31) · w − λ2

∫
M32

(−N32) · w

− λ3

∫
M1

(−N1) · w − λ3

∫
M21

N21 · w − λ3

∫
M22

N22 · w
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Ανακατάταξη όρων δίνει
(3.3.14)

δA?(T) =

∫
M1

[
(λ3 − λ2) N1 − γ1H1

]
· w

+

∫
M21

(
−λ3N21 − γ21H21

)
· w +

∫
M31

(
λ2N31 − γ31H31

)
· w

+

∫
M22

(
−λ3N22 − γ22H22

)
· w +

∫
M32

(
λ2N32 − γ32H32

)
· w

+

∫
S

 2∑
j=1

3∑
p=1

γpjνpj

 · w +

2∑
j=1

3∑
p=1

γpj

∫
∂Mpj∩Σ

νpj · w

Χρήση μεταβολών συγκεντρωμένων σε κάθε ϕύλλο χωριστά δίνει

(3.3.15)

−γ1H1 ·N1 + λ3 − λ2 = 0
−γ21H21 ·N21 − λ3 = 0
−γ31H31 ·N31 + λ2 = 0
−γ22H22 ·N22 − λ3 = 0
−γ32H32 ·N32 + λ2 = 0

Από την (3.3.14), χρησιμοποιώντας μεταβολές συγκεντρωμένες σε
κάθε ράχη χωριστά, παίρνουμε

(3.3.16)
3∑

p=1

γpjνpj = 0, j = 1, 2

Μεταβολές συγκεντρωμένες σε κάθε ∂Mpj ∩ Σ δίνουν

(3.3.17) νpj · w = 0

για p, j τέτοια ώστε ∂Mpj ∩ Σ , ∅. Από τις σχέσεις αυτές έπεται
χωρίς δυσκολία ότι νpj ∈ NΣ και αυτό αποδεικνύει το (iv).

Το (i) έπεται από τις ισότητες (3.3.16) με την ίδια επιχειρηματολογία
που χρησιμοποιήθηκε και στην απόδειξη της Πρότασης 3.4. Από την
δεύτερη και τέταρτη των (3.3.15), λαμβάνοντας υπόψη την γ21 = γ22
παίρνουμε

κ21 = κ22

και ομοίως από την τρίτη και πέμπτη των (3.3.15)

κ31 = κ32

Η ισότητα κ11 = κ12 είναι τετριμμένη, και αυτό αποδεικνύει το (ii). Η
σταθερότητα των κ έπεται άμεσα από την (3.3.15). Πρόσθεση των
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τριών πρώτων ισοτήτων της (3.3.15) δίνει
∑3

p=1 γp1κp1 = 0 και πρό-
σθεση της πρώτης, τέταρτης και πέμπτης δίνει

∑3
p=1 γp2κp2 = 0. Από

την Παρατήρηση 3.7 αυτές είναι ταυτόσημες και αυτό αποδεικνύει
το (iii). �

3.4. Οι τύποι της δεύτερης μεταβολής

Ο τύπος (3.2.6) για την δεύτερη μεταβολή του εμβαδού είναι πολύ
γενικός αλλά όχι άμεσα εφαρμόσιμος. Εδώ εξάγουμε μια πιό εύχρη-
στη έκφραση για υπερεπιφάνειες σταθερής μέσης καμπυλότητας η
οποία σε ένα δεύτερο στάδιο εφαρμόζεται σε πολυφασικές διαμε-
ρίσεις. Για να ικανοποιήσουμε την συνθήκη σταθερών τοιχωμάτων
του περιέκτη, ακολουθώντας την αναφορά [109], ορίζουμε τις απο-
δεκτές μεταβολές από τις λύσεις του προβλήματος αρχικών τιμών

(3.4.1)
dξ
dt

= w(ξ), ξ(0) = x

Ονομάζοντας ξx την λύση της (3.4.1) για την αρχική συνθήκη ξx(0) =
x, θέτουμε ξ(x, t) = ξx(t) για την αντίστοιχη μεταβολή. Για στερεά μη-
παραμορφώσιμα τοιχώματα επιλέγουμε το w έτσι ώστε w(p) ∈ TpΣ
για κάθε p ∈ Σ = ∂Ω.

Παίρνοντας την χρονική παράγωγο της (3.4.1) οδηγούμαστε στην
ακόλουθη έκφραση για το πεδίο της δεύτερης μεταβολής:

(3.4.2) a = Dww

Προταση 3.8. Εστω M μια C2-υπερεπιφάνεια του Rn με σύνορο. Υπο-

θέτουμε ότι η M έχει σταθερή μέση καμπυλότητα κ και έστω w μια

μεταβολή με συμπαγή ϕορέα ο οποίος περιέχεται σε έναν χάρτη της

M. Περαιτέρω έστω N το μοναδιαίο κάθετο πεδίο της M σε έναν

χάρτη που περιέχει τον ϕορέα του w, ν το μοναδιαίο προς τα έξω

κάθετο πεδίο του ∂M το οποίο είναι εφαπτόμενο στην M, u = w>,
v = w⊥, και f = w ·N. Τότε η δεύτερη μεταβολή του εμβαδού της M
δίνεται από την σχέση

(3.4.3)

δ2A(M) =

∫
M

(
|gradM f |2 − |BM|

2 f 2
)
+∫

M
κ
[
IIM(u,u) − 2 f divMu + κ f 2

− a ·N
]
+∫

∂M

[
(u · ν)divMu − 〈∇uu, ν〉 + 2 f IIM(u, ν) + a · ν

]
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και για μεταβολές που ικανοποιούν την (3.4.1)

(3.4.4)

δ2A(M) =

∫
M

(
|gradM f |2 − |BM|

2 f 2
)
+∫

M
κ
[
IIM(u,u) − 2 f divMu + κ f 2

− a ·N
]
+∫

∂M

[
(u · ν)divMu + f IIM(u, ν) + f 〈DNw, ν〉

]
όπου

|BM|
2 = gikg jlBi jBkl = Bi

jB
j
i , Bi j = IIM(Ei,E j),

και
(
Ei(p)

)n−1
i=1 είναι η τοπική βάση του TpM.

Απόδειξη. Για να κάνουμε τους υπολογισμούς μεθοδικά θέτουμε

I := gi j
〈
(DEiw)⊥, (DE jw)⊥

〉
J := gikg jl

〈
(DEiw)>,E j

〉 〈
(DElw)>,Ek

〉
K := divMa, L := (divMw)2.

Στη συνέχεια, παρατηρώντας ότι όλοι αυτοί οι όροι είναι διγραμ-
μικοί στο w (για τον K θα ϕανεί σε λίγο), ονομάζουμε του όρους
που προκύπτουν από την διάσπαση του w σε εφαπτόμενο και κά-
θετο μέρος, με προσθήκη των δεικτών n και t οι οποίοι παριστά-
νουν κάθετο και εφαπτόμενο μέρος αντίστοιχα. Για παράδειγμα, για
το I έχουμε I = Itt + Itn + Int + Itt, όπου Itt = gi j

〈
(DEiu)⊥, (DE ju)⊥

〉
,

Itn = gi j
〈
(DEiu)⊥, (DE jv)⊥

〉
κλπ.

Με τη χρήση αυτού του συμβολισμού ο γενικός τύπος (3.2.6) για την
δεύτερη μεταβολή του εμβαδού γράφεται στην μορφή

(3.4.5)
δ2A(M) =

∫
M

(K + L + Itt + 2Itn + Inn − Jtt − 2Jtn − Jnn)

=

∫
M

[(Inn − Jnn) + 2(Itn − Jtn) + (L + Itt − Jtt) + K] .

Επειδή οι υπολογισμοί γίνονται συχνά ευκολότερα σε συμβολισμό
συντεταγμένων, ενώ τα τελικά αποτελέσματα δίνονται πιο συνοπτι-
κά ελεύθερα συντεταγμένων, δίνουμε όλους τους όρους και στους
δύο συμβολισμούς. Υπενθυμίζεται ότι χρησιμοποιούμε παντού την
σύμβαση άθροισης. Από την σχέση

(3.4.6) DEiv = DEi( f N) = f DEiN + (DEi f )N
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δεδομένου ότι DEiN ∈ TM έχουμε

(3.4.7) (DEiv)⊥ = (DEi f )N =
∂ f
∂qi N

όπου q1, q2, · · · , qn−1 είναι ένα τοπικό σύστημα συντεταγμένων της M.
Χρησιμοποιούμε τον ίδιο συμβολισμό για την συνάρτηση f : M → R
και την f ◦x, όπου x είναι μια παραμέτρηση (αντίστροφη απεικόνιση
χάρτη) της M. Από την (3.4.7)

(3.4.8) Inn := gi j
〈
(DEiv)⊥, (DE jv)⊥

〉
= gi j ∂ f

∂qi

∂ f
∂q j =

∣∣∣gradM f
∣∣∣2

Επειδή u ·N = 0 και dim NpM = 1 (p ∈M),

Itt = gi j
〈
(DEiu)⊥, (DE ju)⊥

〉
= gi j 〈(DEiu)⊥,N

〉 〈
(DE ju)⊥,N

〉
= gi j 〈DEiu,N

〉 〈
DE ju,N

〉
= gi j 〈u,DEiN

〉 〈
u,DE jN

〉
Από τον ορισμό της απεικόνισης Weingarten,

(3.4.9) Itt = |Wu|2 = BkiBk
ju

iu j.

Εδώ u1, · · · ,un−1 είναι οι συντεταγμένες του u στο σύστημα συν-
τεταγμένων q1, · · · , qn−1, Bi j = IIM(Ei,E j) είναι οι συνιστώσες της
2ης θεμελιώδους μορφής και Bi

j = gikBkj είναι οι αντίστοιχες μικτές
αντιμεταβλητές-συμμεταβλητές συνιστώσες. Στην παραγωγή της
(3.4.9) χρησιμοποιήθηκε η ακόλουθη ταυτότητα

(3.4.10) DEiN = WEi = −Bk
iEk.

Από την (3.4.7) και τον ορισμό της απεικόνισης Weingarten παίρνου-
με

Itn = gi j
〈
(DEiu)⊥, (DE jv)⊥

〉
= gi j

〈
DEiu, (DE jv)⊥

〉
= gi j ∂ f

∂q j

〈
DEiu,N

〉
= −gi j ∂ f

∂q j

〈
u,DEiN

〉
= −

〈
u,DgradM f N

〉
= −

〈
u,WgradM f

〉
Από την αυτοσυζυγία (self-adjointness) της απεικόνισης Weingarten
και την (3.4.10) παίρνουμε τις ακόλουθες εναλλακτικές εκφράσεις για
το Itn:

(3.4.11) Itn = −
〈
Wu,gradM f

〉
= IIM(u,gradM f ) = B j

iu
i ∂ f
∂q j .
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Εύκολα ελέγχεται ότι Itn = Int.

Προχωράμε στον υπολογισμό των όρων J. Από τον ορισμό της συμ-
μεταβλητής παραγώγου από την Ενότητα 3.2 και τον συμβολισμό
της με συνιστώσες ∇YX = Xi

|kY
kEi, X,Y ∈ TM, έχουμε

Jtt = gikg jl
〈
(DEiu)>,E j

〉 〈
(DElu)>,Ek

〉
= uk

|iu
i
|k

Χρησιμοποιώντας τον επόμενο συμβολισμό για την διπλή συστολή
(contraction) δύο τανυστών S,T

S : T = Si
jT

j
i

παίρνουμε

(3.4.12) Jtt = uk
|iu

i
|k = ∇u : ∇u

Από την (3.4.6)

Jtn = gikg jl
〈
(DEiu)>,E j

〉 〈
(DElv)>,Ek

〉
= gikg jl

〈
∇Eiu,E j

〉 〈
f DElN,Ek

〉
= − f gikg jl

〈
ur
|iEr,E j

〉
IIM(El,Ek)

= − f gikul
|iBlk = − f ul

|iB
i
l

άρα

(3.4.13) Jtn = − f ul
|iB

i
l = − f IIM : ∇u

Η συμμετρία Jtn = Jnt έπεται άμεσα από την εναλλαγή των δεικτών
i↔ l, j↔ k. Και πάλι από την (3.4.6)

Jnn = gikg jl
〈
(DEiv)>,E j

〉 〈
(DElv)>,Ek

〉
= f 2gikg jl

〈
DEiN,E j

〉 〈
DElN,Ek

〉
= f 2gikg jl

〈
N,DEiE j

〉 〈
N,DElEk

〉
= f 2Bk

iB
i
k

οπότε
(3.4.14) Jnn = f 2Bk

iB
i
k = f 2

|BM|
2.

Από την (βλ. [91])
(3.4.15) divMw = divMu −H · v

επειδή η M υποτέθηκε ότι έχει σταθερή μέση καμπυλότητα κ = H ·N,
παίρνουμε divMw = divMu − κ f και από αυτό

(3.4.16) (divMw)2 = (divMu)2
− 2κ f divMu + κ2 f 2
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Μετά από αυτή την προπαρασκευή είμαστε έτοιμοι να υπολογί-
σουμε το δεξιό μέλος της (3.4.5). Από τις (3.4.11), (3.4.13) και τις
ιδιότητες της συμμεταβλητής παραγώγου παίρνουμε

Itn − Jtn = B j
iu

i ∂ f
∂q j + f ui

| jB
j
i = B j

i( f ui)| j

= ( f B j
iu

i)| j − f uiB j
i| j(3.4.17)

Θα αποδείξουμε ότι για μια υπερεπιφάνεια σταθερής μέσης καμπυ-
λότητας ισχύει

(3.4.18) B j
i| j = 0.

Από τις εξισώσεις Mainardi-Codazzi σε μορφή συνιστωσών

B jk|i = Bik| j

και το λήμμα του Ricci έχουμε

Bk
j|i = Bk

i| j

και από αυτή με συστολή ως προς τους δείκτες i, k

(3.4.19) Bi
j|i = Bi

i| j.

Οι εξισώσεις Mainardi-Codazzi σε συμβολισμό συνιστωσών ελήφθη-
σαν από την ελεύθερη συνιστωσών μορφή τους ([148], σ. 10),

(∇XII)(Y,Z) = (∇YII)(X,Z)

θέτοντας X = Ei, Y = E j, Z = Ek και ενθυμούμενοι ότι

(∇EiII)(E j,Ek) = B jk|i.

Από τον ορισμό της μέσης καμπυλότητας (3.2.2) και τις σχέσεις
(3.2.1) και (3.2.3) είναι

(3.4.20) κ = Bi
i.

Επειδή το κ είναι σταθερό εξ υποθέσεως, εφαρμογή της (3.4.19) δίνει
την (3.4.18), και με αυτό η (3.4.17) ανάγεται στην

(3.4.21) Itn − Jtn = ( f B j
iu

i)| j = −divM( f Wu)

Υπολογίζουμε τον τρίτο όρο κάτω από το ολοκλήρωμα στο δεξιό
μέλος της (3.4.5). Από τις (3.4.16) και (3.4.12) έχουμε

(3.4.22) L − Jtt = (ui
iu

j
− uiu j

|i)| j + ui(u j
|i j − u j

ji) − 2κ f divMu + κ2 f 2
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(3.4.23)

L − Jtt = ui
|iu

j
| j − ui

| ju
j
|i − 2κ f ui

|i + κ2 f 2

= (ui
|iu

j
− uiu j

|i)| j − u jui
|i j + uiu j

|i j − 2κ f ui
|i + κ2 f 2

= (ui
|iu

j
− uiu j

|i)| j + ui(u j
|i j − u j

| ji) − 2κ f ui
|i + κ2 f 2

Από την ταυτότητα του Ricci (βλ. [149], σ. 224),

ur
|i j − ur

| ji = Rr
k jiu

k

με συστολή ως προς r, i

ui
|i j − ui

| ji = Ri
k jiu

k = Rkjuk

και μετονομασία των δεικτών παίρνουμε

(3.4.24) u j
|i j − u j

| ji = −Rkiuk

Στις ισότητες αυτές
R jk = Ri

jki = griRrjki

είναι οι συνιστώσες του τανυστή του Ricci και

Ri jkl =
〈
R(Ek,El)E j,Ei

〉
είναι οι συνιστώσες του τανυστή καμπυλότητας ([149], σσ. 190,
239). Από το Theorema Egregium του Gauss ([148], σ. 5, Θεώρημα
6) έχουμε 〈

R(Ek,El)E j,Ei

〉
= BikB jl − BilB jk

οπότε

(3.4.25) R jk = gilBikB jl − Bi
iB jk.

Επειδή η M έχει σταθερή μέση καμπυλότητα, από την (3.4.20) έπεται
ότι

(3.4.26) R jk = grsBrjBsk − κB jk

Χρήση αυτής της ισότητας στην (3.4.24) δίνει

(3.4.27) ui(u j
|i j − u j

| ji) = −grsBriBskuiuk + κBikuiuk

Συνδυασμός των (3.4.23), (3.4.27) και (3.4.9) δίνει

(3.4.28)
L + Itt − Jtt = divM (udivMu − ∇uu)

+ κIIM(u,u) − 2κ f divMu + κ2 f 2
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Χρησμοποιώντας τις (3.4.28), (3.4.21), (3.4.8) και (3.4.14) στην (3.4.5)
παίρνουμε

δ2A(M) =

∫
M

(
|gradM f |2 − |BM|

2 f 2
)

− 2
∫

M
divM( f Wu) +

∫
M

divM (udivMu − ∇uu)

+

∫
M
κ
[
IIM(u,u) − 2 f divMu + κ f 2

]
+

∫
M

(
divMa> −H · a⊥

)
Εφαρμογή του θεωρήματος της απόκλισης δίνει

δ2A(M) =

∫
M

(
|gradM f |2 − |BM|

2 f 2
)

+

∫
M
κ
[
IIM(u,u) − 2 f divMu + κ f 2

− a ·N
]

− 2
∫
∂M

f 〈Wu, ν〉 +
∫
∂M

[(u · ν)divMu − 〈∇uu, ν〉] +

∫
∂M

a · ν

Από την σχέση αυτή η ισότητα (3.4.3) έπεται άμεσα από την

(3.4.29) 〈Wu, ν〉 = −IIM(u, ν).

Ο τύπος (3.4.4) έπεται από το Λήμμα 3.9 πιο κάτω. �

Λημμα 3.9. Για μια μεταβολή της μορφής (3.4.1) το πεδίο της δεύτερης

μεταβολής a ικανοποιεί την ακόλουθη ισότητα

(3.4.30)
∫

M
divMa> =

∫
∂M

(
f 〈DNw, ν〉 − f IIM(u, ν) + 〈∇uu, ν〉

)
Απόδειξη. Εφαρμογή του θεωρήματος της απόλισης στην σχέση

(3.4.1) δίνει

(3.4.31)
∫

M
divMa> =

∫
∂M
〈Dww, ν〉 =

∫
∂M

f 〈DNw, ν〉+
∫
∂M
〈Duw, ν〉 .

Από την διάσπαση w = u + v και

(3.4.32) 〈Duv, ν〉 = − 〈v,Duν〉 = − f IIM(u, ν)

παίρνουμε την (3.4.30). �

Λημμα 3.10. Εστω T = (T j)r
j=1, T j = (Mpj)3

p=1, μια τριφασική διαμέριση

ενός χωρίου Ω ⊂ Rn από ένα σύστημα r C2-τριπλών συνδέσμων σε

χωρία Ωpj (p = 1, · · · , 3; j = 1, · · · , r). Εστω Ω̃ = Ωpj κάποιο από

αυτά τα χωρία. Τότε, για μεταβολές w της μορφής (3.4.1) οι οποίες
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διατηρούν το Σ, η δεύτερη μεταβολή του όγκου του Ω̃ δίνεται από

την σχέση

(3.4.33) δ2
|Ω̃| =

∫
∂Ω̃\Σ

(w ·N∂Ω̃)divRnw

όπου N∂Ω̃ είναι το μοναδιαίο προς τα έξω κάθετο διανυσματικό πεδίο

του Ω̃.

Η απόδειξη είναι όμοια με την απόδειξη του Λήμματος 2.9.

Στη βάση των πιο πάνω αποτελεσμάτων, αναπτύσσουμε στο επό-
μενο θεώρημα έναν τύπο για την δεύτερη μεταβολή του εμβαδού για
ελαχιστικές διαμερίσεις τριπλών συνδέσμων με περιορισμούς όγκου.

Θεωρημα 3.11. Εστω Ω ένα χωρίο στον R3, T = (T j)r
j=1, T j = (Mpj)3

p=1,

μια ελαχιστική τριφασική διαμέριση του Ω από ένα σύνολο r C2 τρι-

πλών συνδέσμων με περιορισμούς όγκου και w μια αποδεκτή μεταβο-

λή που ικανοποιεί την (3.4.1) και τους περιορισμούς όγκου. Σε κάθε

ϕύλλο Mpj έχουμε την διάσπαση w = upj + vpj, upj ∈ TMpj, vpj ∈ NMpj
και θέτουμε fpj = w · Npj = vpj · Npj, όπου Npj είναι το μοναδιαίο κά-

θετο πεδίο της Mpj. Τότε ο επόμενος τύπος ισχύει για την δεύτερη

μεταβολή του συναρτησιακού του εμβαδού

(3.4.34)

δ2A?(T) =
∑
p, j

γpj

∫
Mpj

(
|gradMpj

fpj|
2
− |BMpj |

2 f 2
pj

)
−

r∑
j=1

3∑
p=1

γpj

∫
∂Mpj∩Σ

f 2
pjIIΣ(Npj,Npj)

+

r∑
j=1

3∑
p=1

γpj

∫
S j

fpjhpjIIMpj(νpj, νpj)

όπου S j είναι η ράχη του T j και νpj ∈ TMpj είναι το μοναδιαίο κάθετο

πεδίο της ∂Mpj ∩ S j.

Απόδειξη. Η δεύτερη μεταβολή του συναρτησιακού του εμβαδού
με πολλαπλασιαστές Lagrange (βλ. σχέση (3.3.7)) δίνεται από την

δ2A?(M) = δ2A(M) −
3∑

j=2

λ j

P j∑
k=1

δ2
∣∣∣Ω jk

∣∣∣
Πάλι για το συγκεκριμένο της απόδειξης και για να διατηρήσουμε
το μέγεθος των τύπων σε ένα ελάχιστο, θεωρούμε την μη-συνεκτική
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τριφασική διαμέριση του Σχ. 3.3.1 με τον προσανατολισμό που δείχ-
νεται. Για αυτή την διαμόρφωση, το συναρτησιακό του εμβαδού
δίνεται από την (3.3.7). Χρήση της (3.4.33) δίνει

δ2A?(M) =

2∑
j=1

3∑
p=1

γpjδ
2A(Mpj) − λ2δ

2
|Ω2| − λ3δ

2
|Ω3|

=

2∑
j=1

3∑
p=1

γpjδ
2A(Mpj) − (λ2 − λ3)

∫
M1

w ·N1 divR3w

− λ2

∫
M31

w · (−N31)divR3w − λ2

∫
M32

w · (−N32)divR3w

− λ3

∫
M21

w ·N21 divR3w − λ3

∫
M22

w ·N22 divR3w

Από τις ισότητες (3.3.15) και την κpj = Hpj ·Npj (βλ. Θεώρημα 3.6(ii))
παίρνουμε

δ2A?(M) =

2∑
j=1

3∑
p=1

γpjδ
2A(Mpj) + γ1κ1

∫
M1

w ·N1 divR3w

+ γ31κ31

∫
M31

w ·N31 divR3w + γ32κ32

∫
M32

w ·N32 divR3w

+ γ21κ21

∫
M21

w ·N21 divR3w + γ22κ22

∫
M22

w ·N22 divR3w

Κάθε όρος του διπλού αθροίσματος του δεξιού μέλους αντιστοιχεί σε
ένα ολοκλήρωμα, και έτσι μπορούμε να εκφράσουμε το δ2A?(M) ως
εξής:

δ2A?(M) =

2∑
j=1

3∑
p=1

γpj

δ2A(Mpj) + κpj

∫
Mpj

w ·Npj divR3w


Θέτουμε

δ2A?(Mpj) = δ2A(Mpj) + κpj

∫
Mpj

w ·Npj divR3w

έτσι ώστε

δ2A?(M) =
∑

j

3∑
p=1

γpjδ
2A?(Mpj).
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Χρησιμοποιώντας την σχέση (3.4.3) της Πρότασης 3.8 παίρνουμε για
το δ2A?(Mpj)

δ2A?(Mpj) =

∫
Mpj

(
|gradMpj

f |2 − |BMpj |
2 f 2

)
+

∫
Mpj

κpj

[
IIMpj(u,u) − 2 f divMpju + κpj f 2

− a ·Npj

]
+

∫
∂Mpj

[
(u · ν)divMpju − 〈∇uu, ν〉 + 2 f IIMpj(u, ν) + a · ν

]
+ κpj

∫
Mpj

w ·Npj divR3w

και ανακατατάσσοντας όρους,

(3.4.35)

δ2A?(Mpj) =

∫
Mpj

(
|gradMpj

f |2 − |BMpj |
2 f 2

)
+

∫
Mpj

κpj

[
IIMpj(u,u) − 2 f divMpju + κpj f 2

]
+

∫
∂Mpj

[
(u · ν)divMpju − 〈∇uu, ν〉 + 2 f IIMpj(u, ν)

+a · ν]

+

∫
Mpj

κpj

[
−

〈
Dww,Npj

〉
+

(
w ·Npj

)
divR3w

]
Επεξεργαζόμαστε τους τελευταίους δύο όρους κάτω από το ολο-
κλήρωμα στην τελευταία γραμμή. Για συντομία παραλείπουμε τους
δείκτες p, j από τα Npj και Mpj. Αντικατάσταση w = u + v, v = f N
και εκτέλεση πράξεων δίνει

〈Dww − (divRnw)w,N〉 = 〈Duu,N〉 + 〈Duv,N〉 + 〈Dvu,N〉
+ 〈Dvv,N〉 − f divRnw
= IIM(u,u) +

〈
f DuN + (Du f )N,N

〉
+ f 〈DNu,N〉 + f 〈DNv,N〉
− f divRnv − f divRnu

Από την ταυτότητα
divRnX = divMX + 〈DNX,N〉

και διαγράφοντας αλληλοαναιρούμενους όρους παίρνουμε

(3.4.36) 〈Dww − (divRnw)w,N〉 = IIM(u,u)+
〈
u,gradM f

〉
− f divu+κ f 2
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Συνδυασμός των (3.4.35) και (3.4.36) δίνει

δ2A?(Mpj) =

∫
Mpj

(
|gradMpj

f |2 − |BMpj |
2 f 2

)
+

∫
∂Mpj

〈
udivu − ∇uu − 2 f Wu − κpj f u + a, ν

〉
Χρήση της ισότητας (3.4.30) και απλοποίηση δίνει

δ2A?(Mpj) =

∫
Mpj

(
|gradMpj

f |2 − |BMpj |
2 f 2

)
+

∫
∂Mpj

〈
udivu − f Wu − κpj f u + f DNpjw, ν

〉
Διασπάμε τα ολοκληρώματα επί του ∂M (πάλι για συντομία παρα-
λείπουμε τους δείκτες σε ϕύλλα και σχετικές ποσότητες) σε ολοκλη-
ρώματα επί των ∂M ∩ Σ και ∂M ∩ Ω = S, όπου S είναι η ράχη του
τριπλού συνδέσμου στον οποίο ανήκει το M. Λόγω ελαχιστικότητας
είναι u · ν = 0 (βλ. ισότητα (3.3.17)) και

(3.4.37)

∫
∂M

[
f IIM(u, ν) +

(
divu − κ f

)
〈u, ν〉 + f 〈DNw, ν〉

]
=∫

S

[
f IIM(u, ν) +

(
divu − κ f

)
〈u, ν〉 + f 〈DNw, ν〉

]
+

∫
∂M∩Σ

f [IIM(u, ν) + 〈DNw, ν〉]

Εστω τ το μοναδιαίο εφαπτόμενο πεδίο της ∂M ∩ Σ. Η τριάδα
ν, τ,N αποτελεί ένα ορθοκανονικό πλαίσιο (frame) κατά μήκος της
∂M ∩ Σ. Επειδή u · ν = u ·N = 0 στο ∂M ∩ Σ υπάρχει C1 συνάρτηση
g : ∂M ∩ Σ → R τέτοια ώστε u = gτ στο ∂M ∩ Σ, και ως συνέπεια
αυτού και των w · ν = u · ν = 0, έχουμε w = f N + gτ στο ∂M ∩ Σ.
Συνεπώς για το συνοριακό μέρος του πιο πάνω ολοκληρώματος είναι

(3.4.38)

∫
∂M∩Σ

f [IIM(u, ν) + 〈DNw, ν〉] =∫
∂M∩Σ

f IIM(u, ν) −
∫
∂M∩Σ

f 〈w,DNν〉 =∫
∂M∩Σ

f gIIM(τ, ν) −
∫
∂M∩Σ

f 2
〈N,DNν〉 −

∫
∂M∩Σ

f g 〈τ,DNν〉

Εστω NΣ το προς τα μέσα μοναδιαίο κάθετο πεδίο του Σ. Από την
IIM(τ, ν) = 〈Dτν,N〉 = − 〈ν,DτN〉 = 〈NΣ,DτN〉 = IIΣ(τ,N),
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επειδή τ,N ∈ TΣ, και

〈τ,DNν〉 = − 〈τ,DNNΣ〉 = 〈DNτ,NΣ〉 = IIΣ(τ,N),

ο πρώτος και ο τελευταίος όρος της τελευταίας γραμμής της (3.4.38)
αλληλοαναιρούνται, και παίρνουμε∫

∂M∩Σ
f [IIM(u, ν) + 〈DNw, ν〉] =

∫
∂M∩Σ

f 2
〈DNN, ν〉

= −

∫
∂M∩Σ

f 2IIΣ(N,N).

Πολλαπλασιασμός με γpj και άθροιση ως προς τις δυνατές τιμές των
p, j (δηλ. ως προς τα ϕύλλα που τέμνουν το σύνορο του Ω) δίνει τον
πρώτο όρο της δεύτερης γραμμής της (3.4.34).

Τελικά επεξεργαζόμαστε το ολοκλήρωμα στην ράχη S της (3.4.37).
Υπενθυμίζεται ότι παραλείπουμε δείκτες ϕύλλων και divu − κ f =
divMw. Οπως προηγουμένως θεωρούμε το μοναδιαίο εφαπτόμενο
πεδίο τ της S, έτσι ώστε η τριάδα ν, τ,N να σχηματίζει ένα ορθο-
κανονικό πλαίσιο κατά μήκος της S. Πάλι υπάρχουν C1 συναρτή-
σεις h, g : S → R τέτοιες ώστε u = hν + gτ στην S, και συνεπώς
w = f N + hν + gτ στην S. Από τις ταυτότητες

divMw = divR3w − 〈DNw,N〉

divSw = divR3w − 〈DNw,N〉 − 〈Dνw, ν〉

παίρνουμε
divMw = divSw + 〈Dνw, ν〉 .

Με χρήση της ισότητας αυτής η ποσότητα κάτω από το ολοκλήρωμα
επί της S στην δεύτερη σειρά της (3.4.37) παίρνει την μορφή

(u · ν)divMw + f IIM(u, ν) + f 〈DNw, ν〉 =

(w · ν)divSw + 〈Dνw, ν〉 h + f IIM(u, ν) + 〈Dvw, ν〉 =

(w · ν)divSw + 〈Dww, ν〉 − g 〈Dτw, ν〉 + f IIM(u, ν) =

(w · ν)divSw + 〈Dww, ν〉 − g 〈Dτw, ν〉 + f hIIM(ν, ν) + f gIIM(τ, ν)

Πολλαπλασιασμός με γpj και άθροιση ως προς τα ϕύλλα του T j,
λαμβάνοντας υπόψη την (3.3.11), δίνει

(3.4.39)
3∑

p=1

γpj fpjhpjIIMpj(νpj, νpj) + g j

3∑
p=1

γpj fpjIIMpj(τ j, νpj)



3.4. ΤΥΠΟΙ ΔΕΥΤΕΡΗΣ ΜΕΤΑΒΟΛΗΣ 69

Θα δείξουμε ότι ο δεύτερος όρος μηδενίζεται. Σε κάθε ϕύλλο του
συνδέσμου (παραλείποντας δείκτες) έχουμε

f IIM(τ, ν) = − f 〈DτN, ν〉 = − 〈Dτv, ν〉
= − 〈Dτw, ν〉 +

〈
Dτ(hν + gτ), ν

〉
= − 〈Dτw, ν〉 + g 〈Dττ, ν〉 + Dτh.

Πολλαπλασιασμός με γpj και άθροιση ως προς όλα τα ϕύλλα του T j,
εν όψει της (3.3.11) και της

3∑
p=1

γpjhpj =

3∑
p=1

γpjw · νpj = 0

δίνει
3∑

p=1

γpj fpjIIMpj(τ j, νpj) = 0.

Αθροιση του εναπομείνατος όρου
∑3

p=1 γpj fpjhpjIIMpj(νpj, νpj) της (3.4.39)
ως προς όλους τους τριπλούς συνδέσμους του συστήματος δίνει τον
δεύτερο όρο στην δεύτερη γραμμή της σχέσης (3.4.34), και με αυτό
η απόδειξη είναι πλήρης. �

Παρατηρηση 3.12. Το κάθετο πεδίο του Σ, NΣ, επιλέχτηκε έτσι ώστε
η συνιστώσα IIΣ(Npj,Npj) της δεύτερης θεμελιώδους μορφής να είναι
μη-αρνητική για κυρτά Ω.

Παρατηρηση 3.13. Για διφασικές διαμερίσεις και κάθετες μεταβολές η
σχέση (3.4.34) απλοποιείται στον τύπο της δεύτερης μεταβολής των
Sternberg-Zumbrun [109].

Για μετέπειτα αναφορά συνοψίζουμε τις συνθήκες συναρμογής στη
ράχη ελαχιστικών τριπλών συνδέσμων. Εστω T = (Mi)3

i=1 ένας τέ-
τοιος τριπλός σύνδεσμος με ράχη S = ∂M1 = ∂M2 = ∂M3. Για
απλότητα υποθέτουμε γ1 = γ2 = γ3 = 1. Από την πρώτη μεταβολή,
Θεώρημα 3.6, έχουμε (βλ. Σχ. 3.4.1)
(3.4.40) ν1 + ν2 + ν3 = 0

(3.4.41) N1 + N2 + N3 = 0

στην S. Για οποιοδήποτε διάνυσμα X ∈ TpR3, p ∈ S, οι προβολές του
Xi = X · νi στα νi ικανοποιούν την σχέση
(3.4.42) X1 + X2 + X3 = 0

Μια όμοια ισότητα ικανοποιείται και από τις προβολές του X στα
Ni.
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N3

N1

N2

ν1

ν2

ν3

p

Σχήμα 3.4.1. Τα μοναδιαία διανυσματικά πεδία Ni, νi
(i = 1, 2, 3) στο p ∈ S. S είναι η ράχη του τριπλού συν-
δέσμου. Το Ni είναι κάθετο στην Mi και το νi ∈ TMi
είναι κάθετο στο TpS (σύγκρινε με Σχ. 3.1.1, αριστερός
τριπλός σύνδεσμος). Το επίπεδο του χαρτιού είναι κά-
θετο στο εφαπτόμενο διάνυσμα τ(p) ∈ TpS (δεν ϕαίνε-
ται).

Για το πεδίο της πρώτης μεταβολής w χρησιμοποιούμε τον ακόλουθο
συμβολισμό:

(3.4.43)
fi = vi ·Ni = w ·Ni
hi = ui · νi = w · νi
gi = ui · τi = w · τi

 i = 1, 2, 3

όπου τ είναι το μοναδιαίο εφαπτόμενο πεδίο στην ράχη, τέτοιο ώστε
σε κάθε σημείο p ∈ S η τριάδα (τ, νi,Ni) να είναι θετικά προσανατο-
λισμένη για όλα τα i = 1, 2, 3. Από την (3.4.42) έχουμε

(3.4.44)
f1 + f2 + f3 = 0
h1 + h2 + h3 = 0
g1 = g2 = g3 = g

Από το Σχ. 3.4.1 παίρνουμε τις επόμενες στοιχειώδεις γεωμετρικές
σχέσεις:

(3.4.45)

N2 = −1
2N1 −

√
3

2 ν1

ν2 = +
√

3
2 N1 −

1
2ν1

N3 = −1
2N1 +

√
3

2 ν1

ν3 = −
√

3
2 N1 −

1
2ν1
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Από αυτές τις σχέσεις και την (3.4.43) παίρνουμε

(3.4.46)

f2 = − 1
2 f1 −

√
3

2 h1

h2 = +
√

3
2 f1 −

1
2h1

f3 = − 1
2 f1 +

√
3

2 h1

h3 = −
√

3
2 f1 −

1
2h1

Οι σχέσεις (3.4.45), (3.4.46) εκφράζουν τις συνθήκες συναρμογής

στην ράχη. Οταν γ1 , γ2 , γ3 , γ1 έχουμε πάλι γραμμικές εξαρ-
τήσεις όμοιες με τις (3.4.45), (3.4.46), με συντελεστές εξαρτώμενους
από τα γ1, γ2, γ3.

Πορισμα 3.14. Στο πλαίσιο του Θεωρήματος 3.11 και υποθέτοντας ότι

γ1 = γ2 = γ3 = 1, η σχέση για την δεύτερη μεταβολή του εμβαδού

(3.4.34) ανάγεται στην

(3.4.47)

δ2A?(T) =
∑
p, j

∫
Mpj

(
|gradMpj

fpj|
2
− |BMpj |

2 f 2
pj

)
−

r∑
j=1

3∑
p=1

∫
∂Mpj∩Σ

f 2
pjIIΣ(Npj,Npj)

+

r∑
j=1

∫
S j

[
α j

(
f 2
1 j − h2

1 j

)
+ 2β j f1 jh1 j

]
Τα α j, β j δίνονται από τις σχέσεις

(3.4.48) α j =

√
3

4

[
IIM2 j(ν, ν) − IIM3 j(ν, ν)

]
, β j =

3
4

IIM1 j(ν, ν)

Τα πεδία ν αντιστοιχούν στην διεπιφάνεια της ενδεικνυόμενης δεύτε-

ρης θεμελιώδους μορφής.

Παρατηρηση 3.15. Η σχέση (3.4.47) είναι δυνατόν να βασίζεται στις
ϕάσεις 2 ή 3 αντί για την ϕάση 1. Στην περίπτωση αυτή οι σχέσεις
(3.4.48) πρέπει να τροποποιηθούν κατάλληλα. Η χρησιμότητα αυ-
τής της έκφρασης βρίσκεται στην ανεξαρτησία των εμπλεκόμενων
συνιστωσών της μεταβολής.

Απόδειξη. Για συντομία γράφουμε IIpj αντί για IIMpj(νpj, νpj). Θεω-
ρώντας έναν συγκεκριμένο τριπλό σύνδεσμο T j και παραλείποντας
τον αντίστοιχο δείκτη, δηλ. γράφουμε IIp αντί για IIpj και fp αντί για
fpj, υπολογίζουμε τα αθροίσματα

∑
p fpjhpjIIMpj(ν, ν) στην τρίτη γραμ-

μή της (3.4.34). Από τις συνθήκες συναρμογής (3.4.46) στην ράχη
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έχουμε
3∑

i=1

fihiIIi = II1 f1 + II2

(
−

1
2 f1 +

√
3

2 h1

) (
−

√
3

2 f1 −
1
2h1

)
+ II3

(
−

1
2 f1 −

√
3

2 h1

) ( √
3

2 f1 −
1
2h1

)
και μετά από εκτέλεση πράξεων

3∑
i=1

fihiIIi =
√

3
4 (II2 − II3)( f 2

1 − h2
1) +

(
II1 −

1
2 II2 −

1
2 II3

)
f1h1

Θέτουμε α =
√

3
4 (II2 − II3), β = 1

4 (2II1 − II2 − II3) και αθροίζουμε ως
προς όλους τους τριπλούς συνδέσμους στο σύστημα, το οποίο δίνει
την (3.4.47). Μένει να δειχθεί η δεύτερη των (3.4.48).

Από τον ορισμό του διανύσματος της μέσης καμπυλότητας (3.2.1)
έχουμε σε κάθε ϕύλλο

H ·N = 〈Dνν,N〉 + 〈Dττ,N〉

Από ελαχιστικότητα H ·N = κ =σταθ., επομένως

II(ν, ν) = 〈Dνν,N〉 = κ − 〈Dττ,N〉 .

Αθροιση ως προς τα ϕύλλα του τριπλού συνδέσμου, εν όψει των
(3.3.13) και (3.4.41), δίνει

(3.4.49) II1 + II2 + II3 = 0.

Χρήση αυτής της ισότητας στην β = 1
4 (2II1 − II2 − II3) αποδεικνύει

την δεύτερη των (3.4.48), και με αυτό η απόδειξη είναι πλήρης. �

3.5. Εφαρμογές σε μη-συνεκτικές διαμερίσεις τριπλών

συνδέσμων στον R3

Εφαρμόζουμε τον τύπο της δεύτερης μεταβολής του εμβαδού για
να αποδείξουμε την αστάθεια ορισμένων μη-συνεκτικών τριφασικών
διαμερίσεων με τριπλούς συνδέσμους και δείχνουμε ότι η μέθοδος
που χρησιμοποιήθηκε για την μελέτη της μη-συνεκτικότητας διφασι-
κών διαμερίσεων έχει περιορισμένο πεδίο εφαρμογής σε προβλήματα
διαμερίσεων με τριπλούς συνδέσμους.

Ακολουθώντας την μέθοδο της διφασικής διαμέρισης [109, 146], θε-
ωρούμε μεταβολές με σταθερή κάθετη συνιστώσα σε κάθε ϕύλλο.
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Μεταβολές κάθετες σε όλα τα ϕύλλα ενός τριπλού συνδέσμου, δια-
ϕορετικές από την τετριμμένη, δεν είναι δυνατές, διότι στην περί-
πτωση αυτή το πεδίο μεταβολής w θα ήταν κάθετο σε τρια γραμμικά
ανεξάρτητα διανύσματα, δηλ. το τ (το εφαπτόμενο διάνυσμα της
ράχης) και τα δύο εφαπτόμενα πεδία των ϕύλλων ν1, ν2 τα οποία
είναι κάθετα στη ράχη. Κατά συνέπεια, μη-τετριμμένες εφαπτομε-
νικές μεταβολές u είναι αναπόφευκτες, τουλάχιστον σε μια περιοχή
της ράχης. Για απλότητα παίρνουμε γ1 = γ2 = γ3 = 1. Παραλείπου-
με τον δεύτερο δείκτη στα γ καθώς δεν εξαρτώνται από την ράχη
(βλ. (3.3.10)). Επειδή η μεταβολή πρέπει να διατηρεί τον όγκο των
ϕάσεων, για το σύστημα τριπλών συνδέσμων του Σχ. 3.3.1 έχουμε
από την (3.3.4) με w ·N = v ·N = f σε κάθε ϕύλλο,

(3.5.1) + f1A1 − f31A31 − f32A32 = 0

(3.5.2) − f1A1 + f21A21 + f22A22 = 0

όπου Apj = |Mpj| > 0. Από την (3.4.46) παίρνουμε

(3.5.3) A21h̃1 + A22h̃2 = 1
√

3
(2A1 + A21 + A22) f̃

(3.5.4) A31h̃1 + A32h̃2 = − 1
√

3
(2A1 + A31 + A32) f̃ .

όπου h̃ j = h1 j και f̃ = f1. Ετσι ο τελευταίος όρος της (3.4.47), θέτον-
τας f̃ = 1 γίνεται(

1 − h̃2
1

) ∫
S1

α + 2h̃1

∫
S1

β +
(
1 − h̃2

2

) ∫
S2

α + 2h̃2

∫
S2

β

Για ευσταθείς διαμερίσεις, δ2A?(T) > 0 για μη-τετριμμένες μεταβολές.
Για σταθερές μεταβολές η συνθήκη αυτή είναι(

1 − h̃2
1

) ∫
S1

α + 2h̃1

∫
S1

β +
(
1 − h̃2

2

) ∫
S2

α + 2h̃2

∫
S2

β >∑
p, j

f 2
pj

∫
Mpj

|BMpj |
2 +

∑
p, j

f 2
pj

∫
∂Mpj∩Σ

IIΣ(Npj,Npj)

Για κυρτό Ω η παράσταση του δεξιού μέλους είναι μη-αρνητική, και
εαν αποδείξουμε ότι η παράσταση του αριστερού μέλους είναι μη-
θετική, δηλ.(

1 − h̃2
1

) ∫
S1

α + 2h̃1

∫
S1

β +
(
1 − h̃2

2

) ∫
S2

α + 2h̃2

∫
S2

β 6 0

παίρνουμε μια αντίφαση, και αυτό θα αποδείκνυε ότι η διαμέριση
δεν είναι ευσταθής. Από αυτά που αποδεικνύουμε στη συνέχεια
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(βλ. Ενότητα 3.7) προκύπτει ότι η συνθήκη αυτή δεν ισχύει εν γένει,
και έτσι οι μέθοδοι των διφασικών διαμερίσεων δεν είναι εν γένει
εφαρμόσιμες σε προβλήματα διαμέρισης τριπλών συνδέσμων.

Εν τούτοις, η μέθοδος αυτή μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να απο-
δείξουμε αστάθεια σε ορισμένες περιπτώσεις. Για παράδειγμα στην
μη-συνεκτική διαμέριση του Σχ. 3.3.1, υποθέτοντας ότι η M1 είναι
επίπεδη, δηλ. II1 = 0, έχουμε β = 0. Επιπλέον, υποθέτουμε ότι
A21 = A22, A31 = A32 και II2 > 0 και στις δύο ράχες. Στην περίπτω-
ση αυτή το σύστημα (3.5.3)-(3.5.4) δεν έχει λύση, εκτός εάν f1 = 0,
h̃2 = −h̃1, και τότε η πιο πάνω συνθήκη απλοποιείται στην

−h̃2
1

∫
S1

α − h̃2
2

∫
S2

α 6 0

η οποία ισχύει σύμφωνα με την υπόθεση II2 > 0. Εχουμε αποδείξει
την επόμενη Πρόταση.

Προταση 3.16. Εστω Ω ένα κυρτό χωρίο του R3 και T = (T j)2
j=1,

T j = (Mpj)3
p=1, μια ελαχιστική μη-συνεκτική τριφασική διαμέριση του

Ω από ένα σύστημα δύο C2 τριπλών συνδέσμων όπως στο Σχ. 3.3.1,

με περιορισμούς όγκου. Υποθέτουμε ότι η Σ = ∂Ω είναι C2 σε μια

περιοχή της Σ ∩ T. Επιπλέον υποθέτουμε ότι η M1 είναι επίπεδη, τα

εμβαδά των ϕύλλων Apj = |Mpj| ικανοποιούν την συνθήκη∣∣∣∣∣ A21 A22
A31 A32

∣∣∣∣∣ = 0

και II2 j(ν, ν) > 0 για τις δύο ράχες j = 1, 2. Τότε η μη-συνεκτική

διαμέριση τριπλών συνδέσμων T είναι ασταθής.

3.6. Φασματική ανάλυση της διγραμμικής μορφής της δεύτερης

μεταβολής του εμβαδού

Για να διατηρήσουμε το μέγεθος των τύπων στο ελάχιστο και να
εστιάσουμε στην ουσία του επιχειρήματος, παρουσιάζουμε τις λε-
πτομέρειες για την διαμόρφωση του Σχ. 3.3.1 και υιοθετούμε την
υπόθεση γ1 = γ2 = γ3 = 1 από αυτό το σημείο και κάτω.

Εστω T ένα σύστημα τριπλών συνδέσμων ενός προβλήματος διαμέ-
ρισης στο Ω, το οποίο υποτίθεται ελαχιστικό, δηλ. δA(T) = 0. Οταν
η T είναι ευσταθής, είναι τοπικός ελαχιστοποιητής του συναρτη-
σιακού του εμβαδού, και έτσι ο στόχος μας είναι να μελετήσουμε τις
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συνθήκες κάτω από τις οποίες η T είναι ευσταθής. Για τον σκοπό αυ-
τό θα χρησιμοποιήσουμε μια μέθοδο ϕασματικής ανάλυσης για την
διγραμμική μορφή που εκφράζει την δεύτερη μεταβολή του εμβαδού
της T,

(3.6.1)

J(f) =
∑
p, j

∫
Mpj

(
|∇

Mpj fpj|
2
− |BMpj |

2 f 2
pj

)
−

∑
p, j

∫
∂Mpj∩Σ

σpj f 2
pj

+
∑

j

∫
S j

[
α j

(
f 2
1 j − h2

1 j

)
+ 2β j f1 jh1 j

]

όπου σpj = IIΣ(Npj,Npj) και f = ( f1, f21, f31, f22, f32). Καθώς f11 ≡

f12 γράφουμε απλά f1. Για συντομία θα γράφουμε ∇M f αντί για
gradM f . Παρόλο που τα J και δ2A?(T) είναι ταυτόσημες εκφράσεις,
η σημασία τους είναι διαφορετική: στο πλαίσιο της ϕασματικής
ανάλυσης η T είναι ένα σταθερό σύστημα (δηλ. δεν είναι υποκείμενο
σε μεταβολές) πολλαπλοτήτων με σύνορο, και το J είναι ένα μη-
γραμμικό συναρτησιακό σε έναν κατάλληλα οριζόμενο συναρτησιακό
χώρο επί της T, ο οποίος περιέχει τις αποδεκτές μεταβολές της T.
Συνεπώς οι συναρτήσεις του χώρου αυτού ικανοποιούν τις συνθήκες
σταθερότητας όγκου

(3.6.2)

−
∫

M1
f1 +

∫
M21

f21 +
∫

M22
f22 = 0

−

∫
M1

f1 +
∫

M31
f31 +

∫
M32

f32 = 0

και την συνθήκη κανονικοποίησης

(3.6.3)
∑
p, j

∫
Mpj

f 2
pj =

∫
M1

f 2
1 +

∫
M21

f 2
21+

∫
M31

f 2
31+

∫
M22

f 2
22+

∫
M32

f 2
32 = 1

επί πλέον των συνθηκών συναρμογής στις ράχες των συνδέσμων
(βλ. πρώτη των (3.4.44)),

(3.6.4)
{

f1 + f21 + f31 = 0 στo S1

f1 + f22 + f32 = 0 στo S2
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Μεταβολές εκτελούνται εντός του χώρου αυτού και όχι στις πολλα-
πλότητες της διαμέρισης όπως προηγουμένως. Για ευκολία εισάγου-
με πολλαπλασιαστές Lagrange λ2, λ3, και το αντίστοιχο συναρτησια-
κό

(3.6.5)

J?(f;µ, λ2, λ3) = J(f) − µ

∑
p, j

∫
Mpj

f 2
pj − 1


−λ2

(
−

∫
M1

f1 +

∫
M21

f21 +

∫
M22

f22

)
−λ3

(
−

∫
M1

f1 +

∫
M31

f31 +

∫
M32

f32

)
και ενδιαφερόμαστε για τα κρίσιμα σημεία του J?.

Προταση 3.17. Μια ικανή και αναγκαία συνθήκη για μια C2 συνάρτηση

f = ( f1, f21, f31, f22, f32) στην T, η οποία ικανοποιεί τις σχέσεις συναρ-

μογής (3.6.4) στις ράχες, να είναι κρίσιμο σημείο του J?, ή ισοδύναμα

του J με τις συνθήκες (3.6.2) και (3.6.3), είναι να ικανοποιεί το επόμενο

σύστημα γραμμικών μη-ομογενών ΜΔΕ

(3.6.6) ∆Mpj fpj +
(
µ + |BMpj |

2
)

fpj = −1
2λpj

με συνοριακές συνθήκες τύπου Neumann:

(3.6.7) Dνpj fpj = σpj fpj ον ∂Mpj ∩ Σ

(3.6.8) α j f1 j + β jh1 j = −Dν1 j f1 j + 1
2

(
Dν2 j f2 j + Dν3 j f3 j

)
(3.6.9) β j f1 j − α jh1 j = −

√
3

2

(
Dν2 j f2 j −Dν3 j f3 j

)
Παρατηρηση 3.18. Στην (3.6.6) ∆M είναι ο τελεστής Laplace-Beltrami
στην M που ορίζεται από την σχέση

∆M f = divM(∇M f ) = g−1/2(g1/2gi j f, j),i

σε ένα τοπικό σύστημα συντεταγμένων q1, · · · , qn−1, όπου g = det
[
gi j

]
,

gi j είναι ο μετρικός τανυστής και ο τελεστής κόμματος υποδηλώ-
νει μερική παράγωγο ως προς την αντίστοιχη συντεταγμένη, δηλ.
f,i =

∂ f
∂qi = DEi f . Επιδή η M είναι δεδομένη, τα gi j είναι δεδομένες

συναρτήσεις και η (3.6.6) είναι γραμμική εξίσωση.

Παρατηρηση 3.19. Οι ΜΔΕ (3.6.6) και οι συνοριακές συνθήκες (3.6.7)
είναι ανεξάρτητες από την ιδιαιτερότητα του προβλήματος, με την
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προυπόθεση ότι τα λ έχουν ορισθεί κατάλληλα. Οι συνοριακές συν-
θήκες (3.6.8) και (3.6.9), καθώς επίσης και ο ορισμός των λ εξαρτών-
ται από το πρόβλημα. Για το συγκεκριμένο πρόβλημα η ιδιαίτερη
μορφή των ΜΔΕ είναι

(3.6.10)



∆M21 f21 +
(
µ + |BM21 |

2) f21 = − 1
2λ2

∆M21 f21 +
(
µ + |BM21 |

2) f21 = − 1
2λ2

∆M22 f22 +
(
µ + |BM22 |

2) f22 = − 1
2λ3

∆M22 f22 +
(
µ + |BM22 |

2) f22 = − 1
2λ3

∆M1 f1 +
(
µ + |BM1 |

2) f1 = 1
2 (λ2 + λ3)

Απόδειξη. Η πρώτη μεταβολή του J? δίνεται από την σχέση

δJ?(f)φ =
d
dt

J?(f + tφ)
∣∣∣∣∣
t=0

= 2
∑
p, j

∫
Mpj

(
∇

Mpj fpj · ∇
Mpjφpj − |BMpj |

2 fpjφpj

)
− 2

∑
p, j

∫
∂Mpj

σpj fpjφpj − 2µ
∑
p, j

∫
Mpj

fpjφpj

+ 2
∑

j

∫
S j

[
α j

(
f1 jφ1 j − h1 jψ1 j

)
+ β j

(
φ1 jh1 j + f1 jψ1 j

)]
− λ2

(
−

∫
M1

φ1 +

∫
M21

φ21 +

∫
M22

φ22

)
− λ3

(
−

∫
M1

φ1 +

∫
M31

φ31 +

∫
M32

φ32

)
με

ψ1 j = δh1 j = δ
[

1
√

3

(
f1 j + 2 f2 j

)]
= 1
√

3

(
φ1 j + 2φ2 j

)
Η δεύτερη ισότητα προκύπτει από την πρώτη των (3.4.46). Από τον
τύπο του Green για πολλαπλότητες, ο όρος στην δεύτερη γραμμή
γράφεται στην μορφή

−2
∑
p, j

∫
Mpj

φpj

(
∆Mpj fpj + |BMpj |

2 fpj

)
+ 2

∑
p, j

∫
∂Mpj

φpjDνpj fpj

και διαχωρίζοντας τα ολοκληρώματα στο ∂Mpj σε συνοριακό και
ραχιαίο μέρος∫

∂Mpj

φpjDνpj fpj =

∫
∂Mpj∩Σ

φpjDνpj fpj +

∫
S j

φpjDνpj fpj
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παίρνουμε

δJ?(f) = −2
∑
p, j

∫
Mpj

φpj

[
∆Mpj fpj +

(
µ + |BMpj |

2
)

fpj

]
+ 2

∑
p, j

∫
∂Mpj∩Σ

φpj

(
Dνpj fpj − σpj fpj

)
+ 2

∑
p, j

∫
S j

φpjDνpj fpj

+ 2
∑

j

∫
S j

[
α j

(
f1 jφ1 j − h1 jψ1 j

)
+ β j

(
φ1 jh1 j + f1 jψ1 j

)]
−

∑
p, j

λpj

∫
Mpj

φpj

Εχουμε θέσει λ11 = −(λ2 + λ3), λ21 = λ22 = λ2 και λ31 = λ32 = λ3.
Χρησιμοποιώντας μεταβολές με συμπαγή ϕορέα που μηδενίζονται
σε όλα τα ∂Mpj ∩ Σ και S j παίρνουμε την (3.6.6). Μεταβολές φ
συγκεντρωμένες στα ∂Mpj ∩ Σ δίνουν την (3.6.7). Οι υπόλοιποι όροι
είναι ολοκληρώματα επάνω σε ράχες:

δJ?(f) = 2
∑
p, j

∫
S j

φpjDνpj fpj

+ 2
∑

j

∫
S j

[
α j

(
f1 jφ1 j − h1 jψ1 j

)
+ β j

(
φ1 jh1 j + f1 jψ1 j

)]

Χρησιμοποιώντας τις ταυτότητες (3.4.44) για να εκφράσουμε το φ3 j
συναρτήσει ανεξάρτητων ποσοτήτων,

φ3 j = δ f3 j = −δ f1 j − δ f2 j = −φ1 j − φ2 j,
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αναπτύσσοντας και συλλέγοντας όμοιους όρους,

δJ?(f) = 2
∑

j

∫
S j

φ1 jDν1 j f1 j + φ2 jDν2 j f2 j + φ3 jDν3 j f3 j

+ 2
∑

j

∫
S j

[
α j

(
f1 jφ1 j − h1 jψ1 j

)
+ β j

(
φ1 jh1 j + f1 jψ1 j

)]
= 2

∑
j

∫
S j

φ1 j

(
Dν1 j f1 j −Dν3 j f3 j

)
+ φ2 j

(
Dν2 j f2 j −Dν3 j f3 j

)
+ 2

∑
j

∫
S j

φ1 j

(
α j f1 j + β jh1 j

)
+ 2

∑
j

∫
S j

ψ1 j

(
β j f1 j − α jh1 j

)
Αντικατάσταση τουφ2 j από την σχέσηφ2 j =

√
3

2 ψ1 j−
1
2φ1 j και εκτέλεση

πράξεων δίνει

δJ?(f) = 2
∑

j

∫
S j

φ1 j

[
Dν1 j f1 j −

1
2Dν2 j f2 j −

1
2Dν3 j f3 j + α j f1 j + β jh1 j

]
+ 2

∑
j

∫
S j

ψ1 j

(
2
√

3
Dν2 j f2 j −

2
√

3
Dν3 j f3 j + β j f1 j − α jh1 j

)
Με χρήση μεταβολών που είναι συγκεντρωμένες σε κάθε ράχη χωρι-
στά παίρνουμε τις (3.6.8) και (3.6.9). Το αντίστροφο είναι άμεσο. �

Στα επόμενα παρουσιάζουμε δύο προτάσεις οι οποίες είναι απαραί-
τητες για την μελέτη της ευστάθειας διαμερίσεων τριπλών συνδέ-
σμων. Η επόμενη πρόταση εκφράζει ότι μία διαμέριση είναι ασταθής
αν υπάρχει ιδιοτιμή µ < 0 του συστήματος (3.6.6)-(3.6.9).

Προταση 3.20. Εστω T ένα σύστημα C2 τριπλών συνδέσμων μιας τρι-

ϕασικής ελαχιστικής διαμέρισης στο Ω, και f μια ιδιοσυνάρτηση του

προβλήματος (3.6.6)-(3.6.9) με αντίστοιχη ιδιοτιμή µ. Τότε

(3.6.11) J(f) = µ.

Ειδικά εάν µ < 0, η T είναι ασταθής.

Παρατηρηση 3.21. Η Πρόταση 3.20 μας λέει ότι με δεδομένη μια αρνη-
τική ιδιοτιμή, δεν χρειάζεται κανένα κάτω ϕράγμα να είναι γνωστό
προκαταβολικά για το συναρτησιακό J, για να μπορούμε να συμπε-
ράνουμε ότι μια ελαχιστική διαμέριση είναι ασταθής.
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Απόδειξη. Πολλαπλασιασμός της (3.6.6) με fpj, ολοκλήρωση στην
Mpj και άθροιση σε όλα τα ϕύλλα όλων των τριπλών συνδέσμων,
λαμβάνοντας υπόψη τις (3.6.2) και (3.6.3) δίνει∑

p, j

∫
Mpj

(
fpj∆Mpj fpj + |BMpj |

2 f 2
pj

)
+ µ = 0

Εφαρμογή του τύπου του Green δίνει∑
p, j

∫
Mpj

(
|∇

Mpj fpj|
2
− |BMpj |

2 f 2
pj

)
−

∑
p, j

∫
∂Mpj

fpjDνpj fpj = µ

Διαχωρίζοντας τα ολοκληρώματα στα ∂Mpj σε συνοριακό και ραχιαίο
μέρος και χρησιμοποώντας την συνοριακή συνθήκη (3.6.7) παίρνουμε∑

p, j

∫
Mpj

(
|∇

Mpj fpj|
2
− |BMpj |

2 f 2
pj

)
−

∑
p, j

∫
∂Mpj∩Σ

σpj f 2
pj

−

∑
p, j

∫
S j

fpjDνpj fpj = µ

Επιπλέον σε κάθε ράχη έχουμε

α j

(
f 2
1 j − h2

1 j

)
+ 2β j f1 jh1 j = f1 j(α j f1 j + β jh1 j) + h1 j(β j f1 j − α jh1 j) =

f1 j

[
−Dν1 j f1 j + 1

2

(
Dν2 j f2 j + Dν3 j f3 j

)]
−

√
3

2 h1 j

(
Dν2 j f2 j −Dν3 j f3 j

)
=∑

p

fpjDνpj fpj

μετά από χρήση της (3.4.46) και εκτέλεση προφανών πράξεων. Από
τον ορισμό του J (3.6.1) παίρνουμε J(f) = µ. Ο δεύτερος ισχυρισμός
προκύπτει άμεσα από αυτό. �

Η Πρόταση 3.20 μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την απόδειξη αστά-
θειας. Η μέθοδος που ακολουθούμε για την εδραίωση της ευστάθειας
ενός συγκεκριμένου προβλήματος διαμέρισης, είναι να αποδείξουμε
ότι η ελάχιστη ιδιοτιμή του J, ή ισοδύναμα του προβλήματος συνο-
ριακών τιμών (3.6.6)-(3.6.9), είναι θετική. Δίνουμε την δικαιολόγηση
της μεθόδου αυτής. Η δυσκολία είναι ότι το συνοριακό ολοκλή-
ρωμα

∫
∂M

f 2 δεν μπορει να ϕραχτεί άνω από το
∫

M
f 2. Ομως εαν

f ∈W1,2(M) ≡ H1(M), το θεώρημα εισαγωγής του συνοριακού ίχνους
(boundary trace embedding theorem) ([121] §§5.34-5.37 σσ. 163-
166, [122] §8 σσ. 120-132) και μια κατάλληλη εκτίμηση παρεμβολής
(βλ. Λήμμα 3.23 πιο κάτω) αποφέρουν την καταναγκαστικότητα
(coercivity) του J. Από αυτό και ένα γνωστό θεώρημα (βλ. απόδ.
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Θεωρήματος 3.24) παίρνουμε την ύπαρξη της ελάχιστης ιδιοτιμής
για το J.

Ο καθιερωμένος συμβολισμός για χώρους Sobolev χρησιμοποιεί-
ται: |u|L2(M) = (

∫
M

u2)1/2, |u|H1(M) = (|u|2L2(M)
+ |∇Mu|2L2(M)

)1/2, |u|L2(∂M) =

(
∫
∂M

u2)1/2 είναι οι συνήθεις νόρμες των χώρων L2(M), H1(M) και
L2(∂M). Εστω T μια διαμέριση του Ω από ένα σύστημα τριπλών
συνδέσμων. Οι χώροι Sobolev της T ορίζονται ως εξής:

H1(T) =

r∏
j=1

3∏
p=1

H1(Mpj)

Εννοείται ότι κάθε διακριτό Mpj συμμετέχει στο γινόμενο μια ϕορά.
Η L2-νόρμα είναι

|f|L2(T) =

∑
p, j

| fpj|
2
L2(Mpj)


1/2

και η H1(T)-νόρμα ορίζεται ανάλογα. Επίσης ορίζουμε τα συναρτη-
σιακά

ϕp(f) =

r∑
j=1

∑
q,p

εpqj

∫
Mqj

fqj (p, q = 1, 2, 3)

όπου

εpqj =

{
+1, Nqj πρoς τα εξω τoυΩpj

−1, Nqj πρoς τα µεσα τoυΩpj

Είναι σαφές ότι
∑

p ϕp(f) = 0 και οι περιορισμοί όγκου μπορούν να
εκφραστούν μέσω αυτών των συναρτησιακών.

Παραδειγμα 3.22. Για το σύστημα των τριπλών συνδέσμων του Σχ.
3.3.1 τα ϕ-συναρτησιακά είναι

ϕ1(f) =

∫
M21

f21 +

∫
M22

f22 −

∫
M31

f31 −

∫
M32

f32

ϕ2(f) = −

∫
M1

f1 +

∫
M31

f31 +

∫
M32

f32

ϕ3(f) = −

∫
M1

f1 +

∫
M21

f21 +

∫
M22

f22

Οι περιορισμοί όγκου δίνονται από τις σχέσεις ϕ2(f) = 0, ϕ3(f) = 0.
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Η επόμενη εκτίμηση εδραιώνεται εύκολα για f ∈ L2(T):
(3.6.12) |ϕp(f)| 6 c0|f|L2(T), p = 1, 2, 3.

Λημμα 3.23. Εστω M μια ϕραγμένη C2 υποπολλαπλότητα του Rn με

σύνορο. Τότε για κάθε ε > 0 υπάρχει σταθερά cε τέτοια ώστε για

κάθε u ∈ H1(M)

(3.6.13) |u|L2(∂M) 6 ε|u|H1(M) + cε|u|L2(M)

Για την απόδειξη βλ. [146].

Προχωράμε στην απόδειξη του κύριου αποτελέσματος αυτής της
ενότητας, το οποίο ειναι η βάση της μεθόδου μας για την εδραίωση
της ευστάθειας.

Θεωρημα 3.24. ΕστωT μια ελαχιστική τριφασική διαμέριση τουΩ ⊂ R3

με ένα σύστημα τριπλών συνδέσμων. Τότε για κάθε f = ( fpj) ∈ H1(T)
που ικανοποιεί τις συνθήκες συναρμογής στις ράχες και τις (3.6.2),

(3.6.3), έχουμε

(3.6.14) J(f) > µ1

όπου µ1 είναι η μικρότερη ιδιοτιμή του προβλήματος (3.6.6)-(3.6.9).

Ειδικά, εάν µ1 > 0, τότε η T είναι ασταθής.

Απόδειξη. Θα αποδείξουμε ότι οι υποθέσεις του Θεωρήματος 1.2
στο [123] ικανοποιούνται. Εστω

X = {u ∈ H1(T) : |u|L2(T) 6 1,
∑

p

upj = 0 στo S j, ϕ2(u) = ϕ3(u) = 0}.

Από την συνέχεια της L2(T)-νόρμας, των συναρτησιακώνϕp : H1(T)→
R και των απεικονίσεων u 7→

∑
p upj

∣∣∣
S j

, έπεται ότι το X είναι ένα
κλειστό υποσύνολο του H1(T). Η κυρτότητα του X είναι σαφής.
Επομένως το X είναι ασθενώς κλειστό υποσύνολο του H1(T). Απο-
δεικνύουμε την καταναγκαστικότητα του J στο X. Λόγω συνέχειας
υπάρχουν μη-αρνητικές σταθερές σ0, b0, α0 τέτοιες ώστε

σpj 6 σ0, |BMpj |
2 6 b0, |α j| 6

1
2α0, |β j| 6

1
2α0

για όλα τα p, j. Από τις ανισότητες

α j

(
f 2
1 j − h2

1 j

)
> −1

2α0

(
f 2
1 j + h2

1 j

)
, 2β j f1 jh1 j > −α0| f1 jh1 j|

οι οποίες αποδεικνύονται εύκολα παίρνουμε

α j

(
f 2
1 j − h2

1 j

)
+ 2β j f1 jh1 j > −α0

(
f 2
1 j + h2

1 j

)
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και χρησιμοποιώντας την πρώτη από τις (3.4.46),

α j

(
f 2
1 j − h2

1 j

)
+ 2β j f1 jh1 j > −2α0

(
f 2
1 j + f 2

2 j

)
Επομένως από την (3.6.1), με πιθανώς επανακαθορισμένες τιμές των
σταθρών b0, σ0, παίρνουμε την εκτίμηση

J(f) >
∑
p, j

| fpj|
2
H1(Mpj)

− b0

∑
p, j

| fpj|
2
L2(Mpj)

− σ0

∑
p, j

∫
| fpj|

2
L2(∂Mpj)

Από την ανισότητα παρεμβολής (3.6.13) είναι

J(f) > (1 − εσ0)
∑
p, j

| fpj|
2
H1(Mpj)

− (b0 + cεσ0)
∑
p, j

| fpj|
2
L2(Mpj)

η οποία για επαρκώς μικρές τιμές του ε > 0 αποδεικνύει την κατα-
ναγκαστικότητα του J. Η ακολουθιακή ασθενώς κάτω ημισυνέχεια
του J έπεται από την ακολουθιακή ασθενώς κάτω ημισυνέχεια της
νόρμας του H1(T) και την συμπάγεια της εισαγωγής H1(M) ↪→ L2(M),

δηλ. από την un
H1

⇀ u έπεται un
L2

→ u. Επομένως οι υποθέσεις του
Θεωρήματος 1.2 του [123] ικανοποιούνται και από αυτό συμπεραί-
νουμε ότι το J λαμβάνει το ελάχιστό του στο X. Η θέση του ελαχίστου
είναι ένα κρίσιμο σημείο του J? και, όπως απεδείχθη στην Πρόταση
3.20, είναι λύση της εξίσωσης (3.6.6) με συνοριακές συνθήκες (3.6.7).
Η σχέση (3.6.14) έπεται άμεσα από αυτό. �

3.7. Εφαρμογή σε διδιάστατα μη-συνεκτικά προβλήματα

διαμέρισης

Αποδεικνύουμε την ύπαρξη ευσταθών μη-συνεκτικών διαμερίσεων
σε 2 διαστάσεις μέσω παραδείγματος (σε αντιδιαστολή με την Πρό-
ταση 3.16).

Για διδιάστατες διαμερίσεις ο τελεστής Laplace-Beltrami απλοποιεί-
ται στον

∆M f =
d2 f
ds2

όπου s είναι το μήκος τόξου της M, M είναι ένα οποιοδήποτε ϕύλ-
λο τριπλού συνδέσμου και τα ολοκληρώματα στο ∂M ανάγονται σε
αριθμούς. Η συνοριακή συνθήκη (3.6.7) απλοποιείται στην

(3.7.1)
d f
ds

= 0, στo ∂M ∩ Σ
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α

ω

π/3

T
1

T2

2

3

1

1

M
2

M
1

M
3

M
5

M
4

A

εε'

Σχήμα 3.7.1. Μη-συνεκτική τριφασική διαμέριση από
σύστημα δύο τριπλών συνδέσμων. Αριθμοί σε ορθο-
γώνια δείχνουν ϕάση. T1 και T2 είναι οι τριπλοί σύν-
δεσμοι οι ράχες των οποίων ανάγονται σε σημεία σε
δύο διαστάσεις. Τα ϕύλλα των τριπλών συνδέσμων
M2, · · · ,M5 είναι κυκλικά τόξα της ίδιας καμπυλότητας
κ (απόλυτη τιμή) ενώ το M1 είναι επίπεδο. Από ελα-
χιστικότητα η εφαπτόμενη του M5 στο T2 σχηματίζει
γωνία π/3 με την γραμμή T1A. Aε είναι η εφαπρόμενη
στο Σ = ∂Ω στο σημείο M5 ∩ Σ και T2ε′ η κάθετη στην
εφαπτόμενη του M5 στο T2. Η τομή C (δεν ϕαίνεται
στο σχήμα) των Aε και T2ε′ είναι το κέντρο του κύ-
κλου με ακτίνα R = 1/κ που περιέχει το κυκλικό τοξο
M5. Επειδή ω = ÂCT2, από την επίπεδη γεωμετρί-
α, ω = π

6 − α. Ανάλογες σχέσεις ισχύουν για τα άλλα
ϕύλλα. Το σχήμα αυτό δημιουργήθηκε από ένα πρό-
γραμμα Octave (MATLAB). Το σύνορο Σ σχεδιάστηκε
με συναρμογή τεσσάρων σπλινών με καμπυλότητα 0
στα άκρα τους Mi ∩ Σ, i = 2, · · · , 5. Το σύνορο είναι
συμμετρικό γύρω από τους άξονες x και y, αλλά ένα
μη-συμμετρικό σύνολο μπορει να θεωρηθεί για την ίδια
διάταξη τριπλών συνδέσμων.

Επειδή ενδιαφερόμαστε να αποδείξουμε ύπαρξη ευσταθών μη-συν-

εκτικών διαμερίσεων, επιλέξαμε σ = 0 στο ∂M ∩ Σ. Από το μέρος
(ii) του Θεωρήματος 3.6 η καμπυλότητα κάθε ϕύλλου είναι σταθερή,
επομένως οι μοναδικές δυνατότητες για τα M είναι ευθύγραμμα τμή-
ματα ή κυκλικά τόξα. Επίσης, |BM| = κ = 1/R, όπου R είναι η ακτίνα
του τόξου ή ∞ για ευθύγραμμα τμήματα. Θεωρούμε μη-συνεκτικές
διαμερίσεις που έχουν την τοπολογία του Σχ. 3.7.1. Χρησιμοποιούμε
τον συμβολισμό διαδοχικής αρίθμησης του Παραδείγματος 3.5 στο
οποίο f = ( f1, · · · , f5), T = (M1, · · · ,M5).
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Για την εξίσωση (3.6.6) έχουμε τους επόμενους τρεις τύπους λύσεων,
ανάλογα με το πρόσημο του µ + |BM|

2:

(I) f (s) = −
λ

2k2 + C sin(ks) + D cos(ks), k2 = µ + κ2
⇔ µ > −κ2

(II) f (s) =
λ

2k2 + Ceks + De−ks, k2 = −(µ + κ2)⇔ µ < −κ2

(III) f (s) = −
λ
4

s2 + Cs + D, µ = −κ2

και
λ2 = λ21, λ3 = λ31, λ1 = −(λ2 + λ3), λ4 = λ2, λ5 = λ3

Αυτές οι παραμετρήσεις (με την εξαίρεση της M1 η οποία δεν συνα-
ντά το Σ) είναι έτσι ώστε το σημείο Mi ∩ Σ να λαμβάνεται στο s = li,
όπου li = |Mi|, το μήκος της Mi. Από την ΣΣ (3.7.1) παίρνουμε για
τις τρεις περιπτώσεις (i , 1)

(I) Di = Ci cot(kili), (II) Di = Cie2kili , (III) Ci = − 1
2λili

και

(I) fi(s) = −
λi

2k2
i

+
Ci

sin(kili)
cos ki(s − li),

(II) fi(s) =
λi

2k2
i

+ Cie2kili cosh ki(s − li),

(III) f (s) = −
λi

4
(s − li)2 +

λil2
i

4
+ Di,

Επειδή το f1 περιέχει 2 σταθερές ενώ όλα τα άλλα f μόνο μία, έχουμε
συνολικά 6 άγνωστες σταθερές, οι οποίες με τα λ2 και λ3 κάνουν
συνολικά 8 αγνώστους. Από την άλλη μεριά, οι δύο περιορισμοί
όγκου, οι ΣΣ (3.6.8), (3.6.9), και η συνθήκη

∑3
p=1 fpj = 0 στις δύο ράχες

είναι 8 εξισώσεις συνολικά, και έτσι έχουμε ένα γραμμικό σύστημα
8 εξισώσεων σε 8 αγνώστους. Η συνθήκη ύπαρξης λύσεων αυτού
του συστήματος λαμβάνεται εξισώνοντας την ορίζουσά του με το
0, το οποίο δίνει μια μη-γραμμική εξίσωση για το k. Δεδομένης μιας
λύσης για το k, μπορούμε να προσδιορίσουμε την ιδιοτιμή µ από την
τελευταία στήλη του πιο πάνω πίνακα για τις δυνατές λύσεις για
την f , και κάθε ιδιοδιάνυσμα προσδιορίζει μια ιδιοσυνάρτηση f του
προβλήματος (3.6.6)-(3.6.9).

Εξειδικεύουμε αυτές τις σχέσεις θεωρώντας την περίπτωση του Σχ.
3.7.1 στην οποία τα ϕύλλα M21, M22, M31 και M32 έχουν την ίδια
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ακτίνα R = 1/κ και το ιδιο μήκος l ενώ το M1 είναι επίπεδο και έχει
μήκος L. Στην περίπτωση αυτή

IIM21(ν, ν) = IIM22(ν, ν) = −
1
R

= −κ

IIM31(ν, ν) = IIM32(ν, ν) = κ, IIM1(ν, ν) = −(IIM21 + IIM31) = 0
και

α = −

√
3

2
κ < 0, β = 0

για αμφότερες τις ράχες.

Διακρίνουμε τις επόμενες περιπτώσεις για το µ:

3.7.1. Περίπτωση Ι: −κ2 < µ < 0, k2 = µ + κ2 (0 < k
κ < 1). Για

i , 1 έχουμε µ + |BMi |
2 = µ + κ2 > 0 και µ + |BMi |

2 = µ < 0, επομένως
έχουμε λύση τύπου (Ι) στα M2 ≡M21, M3 ≡M31, M4 ≡M22, M5 ≡M32
και τύπου (ΙΙ) στο M1. Δηλ.

(3.7.2)
f1(s) = −

λ2 + λ3

2(κ2 − k2)
+ C1e

√

κ2−k2s + D1e−
√

κ2−k2s

fi(s) = −
λi

2k2 +
Ci

sin(kl)
cos [k(s − l)] , i = 2, · · · , 5

και οι παράγωγοι δίνονται από τις

f ′1(s) =
√

κ2 − k2
(
C1e

√

κ2−k2s
−D1e−

√

κ2−k2s
)

f ′i (s) = −
kCi

sin(kl)
sin [k(s − l)] , i = 2, · · · , 5

Στην δεύτερη των (3.7.2) είναι sin(kl) , 0, διότι διαφορετικά k = nπ
l ,

n ∈ Z, και από την 0 < k < κ έπεται ότι 0 < n < κl
π . Ομως από απλά

γεωμετρικά επιχειρήματα, κl = l
R 6

π
3 .

Στη ράχη 1 έχουμε

Dν1 f1(0) = − f ′1(0) = −
√

κ2 − k2 (C1 −D1)
Dν2 f2(0) = − f ′2(0) = −kC2

Dν3 f3(0) = − f ′3(0) = −kC3

και ομοίως στη ράχη 2,

Dν1 f1(L) = + f ′1(L) =
√

κ2 − k2
(
C1e

√

κ2−k2L
−D1e−

√

κ2−k2L
)

Dν4 f4(0) = − f ′4(0) = −kC4

Dν5 f5(0) = − f ′5(0) = −kC5
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Από τις συνθήκες (3.6.8) και (3.6.9) για τη ράχη 1 παίρνουμε

(3.7.3) λ2 − λ3 − 2k2

[
cot(kl) −

√
3

2
k
κ

]
(C2 − C3) = 0

(3.7.4)
λ2 + λ3

2(κ2 − k2)
− (a + 1) C1 +

1
√

3

k
κ

(C2 + C3) + (a − 1) D1 = 0

και το a ορίζεται πιο κάτω. Από την σχέση f1 + f2 + f3 = 0 στην ράχη
1 παίρνουμε

(3.7.5) −
1
2

( 1
κ2 − k2 +

1
k2

)
(λ2 + λ3) + C1 + (C2 + C3) cot(kl) + D1 = 0

Από τις συνθήκες (3.6.8) και (3.6.9) για την ράχη 2 παίρνουμε

(3.7.6) λ2 − λ3 − 2k2

[
cot(kl) −

√
3

2
k
κ

]
(C4 − C5) = 0

(3.7.7)
λ2 + λ3

2(κ2 − k2)
+ (a − 1) zC1 +

1
√

3

k
κ

(C4 + C5) − (a + 1)
1
z

D1 = 0

Βλ. πιο κάτω για τον ορισμό του z. Η ισότητα f1 + f2 + f3 = 0 στην
ράχη 2 δίνει

(3.7.8) −
1
2

( 1
κ2 − k2 +

1
k2

)
(λ2 +λ3) + zC1 + (C4 + C5) cot(kl) +

1
z

D1 = 0

Τέλος οι εξισώσεις διατήρησης όγκου (3.4.37) δίνουν τις εξισώσεις

(3.7.9) b
λ2

2
−

L
κ2 − k2

λ3

2
+

z − 1
√
κ2 − k2

(
C1 +

1
z

D1

)
−

1
k

(C2 + C4) = 0

(3.7.10) −
L

κ2 − k2

λ2

2
+ b

λ3

2
+

z − 1
√
κ2 − k2

(
C1 +

1
z

D1

)
−

1
k

(C3 + C5) = 0

Τα a, b, z ορίζονται από τις σχέσεις

Περι̇πτωση Ι: a =
2
√

3

√
1 −

(
k
κ

)2

, z = eL
√

κ2−k2
, b =

2l
k2 −

L
κ2 − k2

Το επόμενο λήμμα επιτρέπει την αναγωγή του συστήματος αυτού
σε ένα απλούστερο.
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Λημμα 3.25. Υποθέτουμε ότι

[
tan(κl) +

√
3
]
κL < 4. Τότε το 8 × 8

γραμμικό σύστημα των εξισώσεων (3.7.3)-(3.7.10) είναι ισοδύναμο

με το ακόλουθο γραμμικό σύστημα 3 × 3

(S1)


1

κ2−k2λ2 + [(a − 1)z − a − 1] C1 + 2
√

3
k
κC2 = 0(

1
κ2−k2 + 1

k2

)
λ2 − (z + 1)C1 − 2C2 cot(kl) = 0(

l
k2 −

L
κ2−k2

)
λ2 + 2 z−1

√

κ2−k2
C1 −

2
k C2 = 0

και τις εξισώσεις C2 = C3 = C4 = C5, D1 = zC1 και λ2 = λ3.

Παρατηρηση 3.26. Η συνθήκη ικανοποιείται εάν κL <
√

3, διότι από
απλά γεωμετρικά επιχειρήματα (βλ. Σχ. 3.7.1) κl = ω < π

6 και
tan(κl) < 1

√
3
.

Απόδειξη. Τα ζεύγη των εξισώσεων (3.7.9), (3.7.10) και (3.7.3),
(3.7.6) δίνουν

(3.7.11) C2 − C3 + C4 − C5 =
l
k

(λ2 − λ3)

και [
cot(kl) −

√
3

2
k
κ

]
(C2 − C3 − C4 + C5) = 0

Επειδή cot(kl) ,
√

3
2

k
κ , η οποία έπεται από τις

√
3

2
k
κ tan(kl) <

√
3

2 tanω <
1
2 και ω < π

6 (βλ. Σχ. 3.7.1), παίρνουμε

(3.7.12) C2 − C3 − C4 + C5 = 0

Από τις εξισώσεις (3.7.5), (3.7.8) παίρνουμε

(3.7.13) C2 + C3 − C4 − C5 = (C1 −
1
z

D1)(z − 1) tan(kl)

και από τις (3.7.4), (3.7.7)

(3.7.14) C2 + C3 − C4 − C5 =
√

3(C1 −
1
z

D1)
κ
k

[(a − 1)z + a + 1]

Οι δύο τελευταίες εξισώσεις δίνουν

(3.7.15) D1 = zC1

και
k
κ

tan(kl) +
√

3
(
1 − a

z + 1
z − 1

)
= 0
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η οποία θέτοντας x = k
κ , l? = κl, L? = κL και χρησιμοποιώντας τον

ορισμό του a, παίρνει την μορφή

(3.7.16) x tan(l?x) = 2
√

1 − x2 z + 1
z − 1

−

√

3.

Η συνάρτηση στο δεξιό μέλος είναι ϕθίνουσα και έτσι λαμβάνει το
ελάχιστό της στο x = 1, επομένως είναι μεγαλύτερη από 4

L? −
√

3.
Από την x tan(l?x) < tan(l?) = tan(κl) και την υπόθεση έπεται ότι η
εξίσωση (3.7.16) δεν έχει λύση.

Από τις (3.7.14), (3.7.15) και (3.7.11), (3.7.12) παίρνουμε
(3.7.17) C2 + C3 − C4 − C5 = 0

(3.7.18) C2 − C3 = C4 − C5 =
l

2k
(λ2 − λ3)

Από την (3.7.3) και την (3.7.18) έπεται ότι

(λ2 − λ3)
[
kl

(
cot(kl) −

√
3

2
k
κ

)
− 1

]
= 0

και από αυτήν και την cot(kl) −
√

3
2

k
κ < 0, έπεται η λ2 = λ3. Χρήση

των εξισώσεων (3.7.17), (3.7.18) και των εναπομενουσών εξισώσε-
ων του συστήματος (3.7.3)-(3.7.10), δηλ. (3.7.4), (3.7.5) και (3.7.9)
ολοκληρώνει την απόδειξη. �

3.7.2. Περίπτωση ΙΙ: µ < −κ2, k > 0. Εδώ το k ορίζεται από την
σχέση k2 = −(µ+κ2), οπότε η έγκυρη περιοχή του k είναι k > 0. Στην
περίπτωση αυτή είναι ki = k για i = 2, · · · , 5 και k1 = −(µ+κ2

1) = −µ >
0. Επομένως έχουμε λύση τύπου (ΙΙ) για όλα τα fi,

(3.7.19)
f1(s) = −

λ2 + λ3

2(k2 + κ2)
+ C1e

√

k2+κ2s + D1e−
√

k2+κ2s

fi(s) =
λi

2k2 + 2Ciekl cosh k(s − l), i = 2, · · · , 5

και οι παράγωγοί τους δίνονται από τις

f ′1(s) =
√

k2 + κ2
(
C1e

√

k2+κ2s
−D1e−

√

k2+κ2s
)

f ′i (s) = 2kCiekl sinh k(s − l), i = 2, · · · , 5

Προχωρώντας όπως και την περίπτωση Ι καταλήγουμε στο ακόλου-
θο γραμμικό σύστημα:

(3.7.20)
λ2 − λ3

2k2 +

[( √
3

2
k
κ

+ 1
)

e2kl
−

( √
3

2
k
κ
− 1

)]
(C2 − C3) = 0
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(3.7.21)
λ2 − λ3

2(k2 + κ2)
− (a + 1)C1−

1
√

3

k
κ

(e2kl
−1)(C2 + C3) + (a−1)D1 = 0

(3.7.22)
λ2 − λ3

2

( 1
k2 −

1
k2 + κ2

)
+ C1 + (e2kl + 1)(C2 + C3) + D1 = 0

(3.7.23)
λ2 + λ3

2k2 +

[( √
3

2
k
κ

+ 1
)

e2kl
−

( √
3

2
k
κ
− 1

)]
(C4 − C5) = 0

(3.7.24)
λ2 − λ3

2(k2 + κ2)
+(a−1)zC1−

1
√

3

k
κ

(e2kl
−1)(C4+C5)−(a+1)

1
z

D1 = 0

(3.7.25)
λ2 + λ3

2

( 1
k2 −

1
k2 + κ2

)
+ zC1 + (e2kl + 1)(C4 + C5) +

1
z

D1 = 0

(3.7.26) b
λ2

2
+

L
k2 + κ2

λ3

2
−

z − 1
√

k2 + κ2

(
C1 +

1
z

D1

)
+

e2kl
− 1

k
(C2+C4) = 0

(3.7.27)
L

k2 + κ2

λ2

2
+b
λ3

2
−

z − 1
√

k2 + κ2

(
C1 +

1
z

D1

)
+

e2kl
− 1

k
(C3+C5) = 0

όπου τα a, b, z τώρα ορίζονται ως εξής

Περι̇πτωση ΙΙ: a =
2
√

3

√
1 +

(
k
κ

)2

, z = eL
√

k2+κ2
, b =

2l
k2 +

L
k2 + κ2

Οπως προηγουμένως απλοποιούμε σε ένα μικρότερο σύστημα:

Λημμα 3.27. Το 8 × 8 γραμμικό σύστημα εξισώσεων (3.7.20)-(3.7.27)

είναι ισοδύναμο με το ακόλουθο 3 × 3 γραμμικό σύστημα

(S2)


1

k2+κ2λ2 − [z + 1 − a(z − 1)] C1 −
2
√

3
k
κ

(
e2kl
− 1

)
C2 = 0(

1
k2 −

1
k2+κ2

)
λ2 + (z + 1)C1 + 2C2

(
e2kl + 1

)
= 0(

l
k2 + L

k2+κ2

)
λ2 − 2 z−1

√

k2+κ2
C1 + 2

k

(
e2kl
− 1

)
C2 = 0

και τις εξισώσεις C2 = C3 = C4 = C5, D1 = zC1 και λ2 = λ3.

Η απόδειξη του Λήμματος 3.27 είναι ανάλογη με την απόδειξη του
Λήμματος 3.25.
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3.7.3. Περίπτωση ΙΙΙ: µ = −κ2. Στην περίπτωση αυτή k2
1 = −(µ+

κ2
1) = −µ = κ2 και ki = µ + κ2

i = µ + κ2 = 0 (i = 2, · · · , 5), και έτσι
έχουμε λύση τύπου (ΙΙ) για το f1 και τύπου (ΙΙΙ) για όλα τα άλλα fi:

(3.7.28)
f1(s) = −

λ2 + λ3

2κ2 + C1eκs + D1e−κs

fi(s) = −
λi

4
(s − l)2 + Ci, i = 2, · · · , 5

Οι παράγωγοί τους είναι

f ′1(s) = κ (C1eκs
−D1e−κs)

f ′i (s) = −
λi

2
(s − l), i = 2, · · · , 5

Οπως πριν παίρνουμε το σύστημα

(3.7.29)
( √

3
κ

+ l
)
λ2 + λ3

4
− κ

(
1 +

√
3

2

)
C1 + κ

(
1 −

√
3

2

)
D1 = 0

(3.7.30)
( √

3
κ

+ l
)

l
λ3 − λ2

4
+ C2 − C3 = 0

(3.7.31) −

( 2
κ2 + l2

)
λ2 + λ3

4
+ C1 + C2 + C3 + D1 = 0

(3.7.32)
( √

3
κ

+ l
)
λ2 + λ3

4
+

(
1 −

√
3

2

)
κeκLC1 −

(
1 +

√
3

2

)
κe−κLD1 = 0

(3.7.33)
( √

3
κ

+ l
)

l
λ3 − λ2

4
+ C4 − C5 = 0

(3.7.34) −

( 2
κ2 + l2

)
λ2 + λ3

4
+ eκLC1 + C4 + C5 + e−κLD1 = 0

(3.7.35)
(

L
κ2 −

l3

3

)
λ2

2
+

L
κ2

λ3

2
−

eκL
− 1
κ

(C1 + e−κLD1) + l(C2 + C4) = 0

(3.7.36)
L
κ2

λ2

2
+

(
L
κ2 −

l3

3

)
λ3

2
−

eκL
− 1
κ

(C1 + e−κLD1) + l(C3 + C5) = 0
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Λημμα 3.28. Το 8 × 8 γραμμικό σύστημα εξισώσεων (3.7.29)-(3.7.36)

είναι ισοδύναμο με το ακόλουθο 3 × 3 γραμμικό σύστημα

(S3)


(√

3 + κl
)
λ?2 +

[
z − 1 −

√
3

2 (z + 1)
]

C1 = 0
−

(
κ2l2 + 2

)
λ?2 + (z + 1)C1 + 2C2 = 0(

κL − 1
6κ

3l3
)
λ?2 − (z − 1)C1 + κlC2 = 0

και τις εξισώσεις C2 = C3 = C4 = C5, D1 = zC1 και λ2 = λ3. Στο (S3)
είναι λ?2 = λ2

2κ2 και z = eκL.

Η απόδειξη είναι ανάλογη με αυτή του Λήμματος 3.25.

3.7.4. Περίπτωση IV: µ = 0. Αυτή είναι η περίπτωση ουδέτερης
ευστάθειας. Επειδή k2

1 = −(µ + κ2
1) = 0 και ki = µ + κ2

i = κ2 > 0
(i = 2, · · · , 5), έχουμε λύση τύπου (ΙΙΙ) για την f1 και τύπου (Ι) για όλα
τα άλλα fi:

(3.7.37)
f1(s) =

λ2 + λ3

4
s2 + C1s + D1

fi(s) = −
λi

2κ2 +
Ci

sin(κl)
cosκ(s − l), i = 2, · · · , 5

Προχωρώντας όπως στην περίπτωση Ι παίρνουμε το επόμενο γραμ-
μικό σύστημα:

(3.7.38)
2
κ

C1 − C2 − C3 +
√

3D1 = 0

(3.7.39) −
λ2 − λ3

2κ2 + (C2 − C3)
(
cotκl −

√
3

2

)
= 0

(3.7.40) −
λ2 + λ3

2κ2 + (C2 + C3) cotκl + D1 = 0

(3.7.41)
( √

3
2 κL − 1

)
L
λ2 + λ3

2κ
+
( √

3
2 κL − 1

) C1

κ
−

1
2 (C4 +C5)+

√
3

2 D1 = 0

(3.7.42) −
λ2 − λ3

2κ2 + (C4 − C5)
(
cotκl −

√
3

2

)
= 0

(3.7.43)
λ2 + λ3

2κ2

(
κ2L2

− 1
)

+ LC1 + (C4 + C5) cotκl + D1 = 0

(3.7.44)
(
κ3L3

12
+ κl

)
λ2

κ2 +
κ3L3

12
λ3

κ2 +
κL2

2
C1 − (C2 + C4) + κLD1 = 0
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(3.7.45)
κ3L3

12
λ2

κ2 +

(
κ3L3

12
+ κl

)
λ3

κ2 +
κL2

2
C1 − (C3 + C5) + κLD1 = 0

Λημμα 3.29. Το γραμμικό σύστημα των εξισώσεων (3.7.38)-(3.7.45)

έχει μη-τετριμμένη λύση εάν και μόνο εάν ικανοποιείται η ακόλουθη

συνθήκη:

(3.7.46)

[
φ

(
1
6L?3

−

√
3

2 L?2 + L? + l
)
−

(√
3 − L?

)] (
φL? − 4 cot l?

)
+

1
2

(
4 − φL?

) (√
3 − L?

)
L?

(
φL? − 2 cot l?

)
= 0

Στην (3.7.46) είναι L? = κL, l? = κl και φ =
√

3 cot l? + 1.

Απόδειξη. Οι εξισώσεις (3.7.44), (3.7.45), (3.7.39) και (3.7.42) είναι
ισοδύναμες με το ακόλουθο σύστημα τεσσάρων εξισώσεων:

λ2 = λ3, C2 = C3, C4 = C5

και

(3.7.47)
(

1
6L?3 + l?

)
λ?2 + 1

2L?2C?
1 − (C2 + C4) + L?D1 = 0

Εχουμε περάσει στις αδιάστατες ποσότητες L?, l?, λ?2 = λ2
κ2 και C?

2 =
C2
κ . Ομοίως, οι εξισώσεις (3.7.38), (3.7.41), (3.7.40) και (3.7.43) είναι
ισοδύναμες με τις

(3.7.48) C2 −

√
3

2 D1 = C?
1 , 2C2 cot l? + D1 = λ?2

και

(3.7.49) C2 − C4 = −L?
( √

3
2 L? − 1

)
λ?2 −

( √
3

2 L? − 2
)

C?
1

(3.7.50)
[( √

3
2 L? − 1

)
cot l? +

L?

2

]
L?λ?2 =

[( √
3

2 L? − 2
)

cot l? +
L?

2

]
C?

1

Από την (3.7.48), λύνοντας ως προς C2 και D1 συναρτήσει των C?
1 , λ?2 ,

και στη συνέχεια λύνοντας την (3.7.47) ως προς C4 πάλι συναρτήσει
των C?

1 , λ?2 , και αντικαθιστώντας στην (3.7.49) δίνει μια γραμμική
ομογενή εξίσωση στα C?

1 και λ?2 . Η συνθήκη συμβιβαστότητας του
συστήματος που αποτελείται από την εξίσωση αυτή και την (3.7.50)
δίνει την σχέση (3.7.46). �
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3.7.5. Υπαρξη ευσταθών μη-συνεκτικών διαμερίσεων. Στό ε-
πόμενο θεώρημα διατυπώνουμε το παράδειγμα που αναγγείλαμε
στην αρχή της ενότητας, το οποίο αποδεικνύει την ύπαρξη ευστα-
θών μη-συνεκτικών τριφασικών διαμερίσεων με συστήματα τριπλών
συνδέσμων.

Θεωρημα 3.30. Εστω Ω ένα κυρτό χωρίο στονR2 και T = (M1, · · · ,M5)
μια ελαχιστική μη-συνεκτική τριφασική διαμέριση του Ω από ένα σύ-

στημα δύο C2 τριπλών συνδέσμων όπως στο Σχ. 3.7.1, με περιο-

ρισμούς όγκου. Επιπλέον για το Ω και το σύστημα διαμέρισης T
κάνουμε τις ακόλουθες υποθέσεις:

(Η1) Το σύνορο Σ = ∂Ω είναι C2 σε μια περιοχή του Σ ∩ T και είναι

επίπεδο στο T ∩ Σ. Ειδικότερα αυτό σημαίναι ότι σ = 0 σε όλα τα

σημεία της τομής T ∩ Σ.

(Η2) Το M1 είναι επίπεδο, δηλ. κ1 = 0, και το μήκος του M1 είναι L.

(Η3) Ολα τα άλλα ϕύλλα έχουν την ίδια καμπυλότητα κ , 0 και το

ίδιο μήκος |Mi| = l, i = 2, · · · , 5.

(Η4) Ισχύει α < 0 για τον προσανατολισμό του Σχ. 3.7.1.

Τότε, για κάθε l υπάρχει ένα L0 > 0, το οποίο πιθανώς εξαρτάται

από τα l και κ, τέτοιο ώστε για κάθε L 6 L0 η μη-συνεκτική διαμέριση

τριπλών συνδέσμων T είναι ευσταθής.

Απόδειξη. Θα δείξουμε ότι όλες οι περιπτώσεις (Ι)-(IV) δεν δίνουν
ιδιοτιμή µ, και έτσι η ελάχιστη ιδιοτιμή του προβλήματος είναι α-
ναγκαστικά θετική, το οποίο από το Θεώρημα 3.24 αποδεικνύει τον
ισχυρισμό.

Υποθέτουμε ότι
(
tan l? +

√
3
)

L?0 < 4. Οι δυνατές ιδιοτιμές στην πε-
ριοχή−κ2 < µ < 0 (περίπτωση Ι) δίνονται από την λύση της εξίσωσης
D1(x) = 0 στο 0 < x < 1, όπου D1 είναι η ορίζουσα του (S1) (βλ. Λήμμα
3.25) πολλαπλασιασμένη με κk(k + κ),

D1(x) =
1

x2(1 − x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x2

−(z + 1) + a(z − 1) 2
√

3
x2

1 −(z + 1) −2x cot(l?x)
l?(1 − x2) − L?x2 2 z−1

√

1−x2
−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
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k2 = µ + κ2, x = k
κ , 0 < x < 1, a = 2

√
3

√

1 − x2 και z = eL?
√

1−x2 . Η D1

είναι πραγματική αναλυτική ως προς L? και

D1(x) = 4
x + 1

x2

[
l?
√

3
x2 + l?x cot

(
l?x

)
− 1

]
+ O(L?)

Θα αποδείξουμε ότι ο όρος μέσα στις αγκύλες είναι ≥ C0 (όπου
C0 > 0 είναι μια σταθερά) στο διάστημα 0 6 x 6 1. Θεωρώντας την
συνάρτηση

f (x) =
l?
√

3
x2 sin(l?x) + l?x cos

(
l?x

)
− sin(l?x)

με παράγωγο

f ′(x) = l?x sin
(
l?x

) [ 2
√

3
− l? + 1

√
3
l?x cot

(
l?x

)]
> 0, x > 0

παίρνουμε f (x) > 0 για x > 0 και

l?
√

3
x2 + l?x cot

(
l?x

)
− 1 > 0

Τα όρια καθώς x→ 0+, 1− του όρου μηδενικής τάξης στο ανάπτυγμα
του D1 είναι θετικά στην έγκυρη περιοχή του l?, ]0, π6 [. Επιπλέον, η
συνάρτηση ∂D1

∂L? είναι ϕραγμένη και συνεχής στο [0, 1]. Εφαρμογή του
τύπου του Taylor με υπόλοιπο δίνει ένα L?1 > 0 τέτοιο ώστε L?1 6 L?0
και D1(x) , 0 στο ]0, 1[ για κάθε 0 < L? < L?1 .

Οι δυνατές ιδιοτιμές στην περιοχή µ < −κ2 δίνονται από τη λύση της
εξίσωσης D2(x) = 0 στο ]0,∞[, όπου D2 είναι η ορίζουσα του (S2) (βλ.
Λήμμα 3.27) πολλαπλασιαμένη με κk(k + κ),

D2(x) =
1
x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x2 a(z − 1) − (z + 1) − 2

√
3
x
(
e2xl?
− 1

)
1 z + 1 2

(
e2xl? + 1

)
L?x2 + l?(x2 + 1) −2 z−1

√

x2+1
2
x

(
e2xl?
− 1

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,

k2 = −(µ + κ2), x = k
κ , x > 0, a = 2

√
3

√

1 + x2, και z = eL?
√

1+x2 . Εχουμε

D2(x) = ze2xl?x
[
2
√

3(L? + l?) + O(
1
x

)
]

καθώς x → +∞. Επομένως, μπορούμε να επιλέξουμε ένα x0 > 0 (το
οποίο είναι ανεξάρτητο του L?) τέτοιο ώστε D2(x) , 0 για x > x0.
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Για να αποδείξουμε ότι το D2 δεν έχει ρίζες στο ]0, x0[ θεωρούμε το
ανάπτυγμα Taylor ως προς L?,

D2(x) = 4
x2 + 1

x3

[(
l?
√

3
x2
− l?x + 1

)
e2l?x
−

l?
√

3
x2
− l?x − 1

]
+ O(L?)

Θα δείξουμε ότι ο μηδενικός όρος είναι θετικός στο [0, x0]. Για τον
λόγο αυτό γράφουμε τον όρο μέσα σε αγκύλες στη μορφή(

1
√

3
l?x2
− l?x + 1

) (
e2l?x
− 1

)
− 2l?x

και εφαρμόζουμε την ανισότητα et
− 1 > t + 1

2 t2 με t = 2l?x. Με τον
τρόπο αυτό παίρνουμε(

l?
√

3
x2
− l?x + 1

)
e2l?x
−

l?
√

3
x2
− l?x − 1 > 1

√
3
l?x2

(
l?x −

√

3l? + 1
)
.

Επειδή l? 6 π
6 έχουμε l?x−

√
3l? + 1 > 1−

√
3π
6 > 0. Αυτό αποδεικνύει

την ύπαρξη ενός C0 > 0 τέτοιου ώστε

4
x2 + 1

x3

[(
l?
√

3
x2
− l?x + 1

)
e2l?x
−

l?
√

3
x2
− l?x − 1

]
> C0, x > 0.

Η μερική παράγωγος του D2 ως προς L? είναι ϕραγμένη συνεχής
συνάρτηση στο [0, x0]. Από τον τύπο του Taylor με υπόλοιπο, μπο-
ρούμε να επιλέξουμε ένα L?2 6 L?1 τόσο μικρό ώστε |O(L?)| < C0

2 για
L? 6 L?2 . Επομένως D2(x) > C0

2 στο ]0, x0[ και με αυτό ολοκληρώνεται
η απόδειξη ότι το D2 δεν έχει ρίζες στο ]0,+∞[ για L? 6 L?2 .

Προχωράμε στην περίπτωση (ΙΙΙ) για την ιδιοτιμή µ = −κ2. Λύση των
τελευταίων δύο εξισώσεων του (S3) ως προς C1, C2 συναρτήσει του
λ?2 και αντικατάσταση στην πρώτη των (S3) δίνει την ακόλουθη ικανή
και αναγκαία συνθήκη για να έχει το (S3) μη-τετριμμένες λύσεις:
(3.7.51)(√

3 + 2l? + 1
3 l?3 + L?

)
(z − 1) + 1

2

(
l?2
−

1
√

3
l?3
−

√

3L?
)

(z + 1) = 0

Στο όριο L→ 0 αυτή ανάγεται στην l? =
√

3 > π
6 , η οποία δεν ισχύει.

Επομένως υπάρχει ένα L?3 > 0 τέτοιο ώστε L?3 6 L?2 και η εξίσωση
(3.7.51) δεν ικανοποιείται για L? 6 L?3 .

Τέλος, διαπραγμετευόμαστε την περίπτωση ουδέτερης ευστάθειας
(IV), µ = 0. Από το Λήμμα 3.29 η ιδιοτιμή 0 είναι δυνατή μόνον
για ζεύγη L?, l? τα οποία ικανοποιούν την εξίσωση (3.7.46). Καθώς
L? → 0 αυτή ανάγεται στην

−4 cot l?
[
l?

(√
3 cot l? + 1

)
−

√

3
]

= 0
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η οποία δεν έχει λύση, όπως μπορούμε εύκολα να διαπιστώσουμε.
Αυτό συνεπάγεται την ύπαρξη ενός L?4 > 0 τέτοιου ώστε L?4 6 L?3
και δεν υπάρχει l? που ικανοποιεί την εξίσωση (3.7.46) για όλα τα
L? 6 L?4 . Επανακαθορισμός της τιμής του L?0 ως L?4 αποδεικνύει το
θεώρημα. �

Περισσότερες λεπτομέρειες για την απόδειξη αυτή δίνονται στο Πα-
ράρτημα Γ.





Κεφάλαιο 4

Μέθοδοι τανυστών τάσης για ημιγραμμικά συστήματα

μεταβολικής δομής

Στο κεφάλαιο αυτό χρησιμοποιούμε τανυστές τάσης-ενέργειας, οι
οποίοι δίνουν την δυνατότητα διατύπωσης ελεύθερης απόκλισης
(divergence-free formulation), για την απόδειξη ταυτοτήτων Poho-
zaev και μονοτονίας για ορισμένες κατηγορίες ημιγραμμικών συστη-
μάτων μεταβολικής δομής. Μέθοδοι για την κατασκευή τανυστών
τάσης-ενέργειας, οι ιδιότητές τους και η ϕυσική τους σημασία έχουν
συζητηθεί αλλού[150].

4.1. Εσωτερικές μεταβολές

Οι εσωτερικές μεταβολές είναι μεταβολές πεδίων που επάγονται
από μεταβολές του πεδίου ορισμού των (βλ. Ορισμό 2.1). Στο
κεφάλαιο αυτό Ω είναι ένα ϕραγμένο χωρίο (ανοιχτό συνεκτικό υπο-
σύνολο) του RN, N ∈N, και

L : Ω ×RM
×RN·M

→ R,

μια συνεχώς διαφορίσιμη Λαγκρανζιανή L(x,u, z), L ∈ C1(Ω × RM
×

RN·M). Θεωρούμε μεταβολές στον RN με συμπαγή ϕορέα στο Ω
(οι οποίες θα αναφέρονται ως εσωτερικές μεταβολές του Ω), και
μεταβολικά συναρτησιακά J : C1(Ω)M

→ R,

(VF) J(u) :=
∫

Ω
L(x,u(x),u′(x))dx, u ∈ C1(Ω)M

Εστω u ∈ C1(Ω)M. Θεωρούμε την μεταβολή του u που ορίζεται από
την συλλογή

ut(x) := u(ξt
w(x)), t ∈ I =] − δ, δ[

όπου (ξt
w)t∈I είναι μια εσωτερική μεταβολή του Ω με πεδίο πρώτης

μεταβολής w ∈ D(Ω)N, και D(Ω) = C∞c (Ω). Εαν το u είναι κρίσιμο
σημείο του J,

d
dt

J(ut(x))
∣∣∣∣∣
t=0

=
d
dt

J(u ◦ ξt
w)

∣∣∣∣∣
t=0

= 0.
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Κατ΄ αναλογία με τις συνήθεις μεταβολές του u έχουμε τον επόμενο
ορισμό.

Ορισμος 4.1. Εστω J ένα συναρτησιακό που ικανοποιεί την (VF), u ∈
C1(Ω)M και w ∈ D(Ω)N. Οι συναρτήσεις

u ◦ ξt
w, t ∈ I

αποτελούν την εσωτερική μεταβολή του u στην κατεύθυνση w. Η
παράγωγος

dJ(u)w :=
d
dt

J(u ◦ ξt
w)

∣∣∣∣∣
t=0
,

είναι η εσωτερική μεταβολή του συναρτησιακού J στο u στην κατεύ-

θυνση w. �

Προφανώς, κάθε εσωτερική μεταβολή είναι μια συνήθης μεταβολή.
Το πεδίο πρώτης μεταβολής του u για την εσωτερική μεταβολή w
είναι

δu(x) :=
d
dt

(
ut(x)

)∣∣∣∣∣
t=0

= ∇u · w

και το dJ(u)w συμπίπτει με το δJ(u)w. Θα χρησιμοποιούμε τον συμ-
βολισμό dJ για να δείξουμε τον περιορισμό του δJ στον υπόχωρο των
εσωτερικών μεταβολών.

Προταση 4.2. Εστω u ∈ C1(Ω)M και J ένα συναρτησιακό που ικανοποιεί

την (VF). Η εσωτερική μεταβολή του J δίνεται από την σχέση

(4.1.1) dJ(u) =

∫
Ω

(
uk,i

∂L
∂zkj

wi, j − Ldiv w −
∂L
∂xi

wi

)
dx, w ∈ D(Ω)N,

Οι ποσότητες L, Lxi :=
∂L
∂xi

, Lzkj :=
∂L
∂zkj

στο δεξιό μέλος λαμβά-

νονται στο σημείο (x,u(x),∇u(x)), δηλ. L = L(x,u(x),∇u(x)), Lxi =
Lxi(x,u(x),∇u(x)) κλπ.

Για την απόδειξη βλ. [150].

Πορισμα 4.3. Εστω J ένα συναρτησιακό που ικανοποιεί την (VF). Υ-
ποθέτουμε ότι L ∈ C2(Ω × RN

× RNM), και u ∈ C2(Ω)M
∩ C1(Ω)M. Η

επόμενη σχέση ισχύει για την εσωτερική μεταβολή του J:

(4.1.2) dJ(u) = −

∫
Ω

[
∂
∂xi

(
∂L
∂uk,i

)
−
∂L
∂uk

]
uk, jw jdx.
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4.2. Τανυστές τάσης και εξίσωση Noether

Ο τανυστής της τάσης ορίζεται από την ποσότητα σε αγκύλες στο
δεξιό μέλος της (4.1.2).

Ορισμος 4.4 (Τανυστής τάσης). Εστω J ένα συναρτησιακό που ικανο-
ποιεί την (VF). Ο τανυστής της τάσης του J ορίζεται από την σχέση

(4.2.1) Ti j(x, y, z) = zkiLzkj(x, y, z) − δi jL(x, y, z)

Παρατηρηση 4.5. Η (4.2.1) εκφράζεται συναρτήσει γενικών μεταβλη-
τών (x, y, z) ∈ Ω ×RM

×RNM. Για ένα δεδομένο πεδίο u ∈ C1(Ω)M το
τανυστικό πεδίο της τάσης δίνεται από την σχέση

Ti j(x) = Ti j(x,u(x),∇u(x))
= uk,iLzkj(x,u(x),∇u(x)) − δi jL(x,u(x),∇u(x))

Μια συνάρτηση u ∈ C1(Ω)M είναι εσωτερικό κρίσιμο σημείο του J,
εάν η πρώτη μεταβολή του J μηδενίζεται για όλες τις εσωτερικές
μεταβολές του u, δηλ. dJ(u) ≡ 0.

Προταση 4.6. Εστω J ένα συναρτησιακό που ικανοποιεί την (VF), και

u ∈ C2(Ω)M
∩ C1(Ω)M. Τότε η u είναι εσωτερικό κρίσιμο σημείο του J

εάν και μόνον εάν ικανοποιεί το σύστημα ΜΔΕ

(4.2.2) divT(x,u,∇u) + Lx(x,u,∇u) = 0

Παρατηρηση 4.7. Ο τελεστής div στην (4.2.2) εφαρμόζεται σε ολόκλη-
ρο το T(x,u,∇u), δηλ. [divT(x,u,∇u)]i = ∂

∂xk
[Tik(x,u(x),∇u(x))].

Για την απόδειξη της Πρότασης 4.6 βλ. [150].

Η (4.2.2) λέγεται εξίσωση ελεύθερου-απόκλισης του τανυστή της τά-

σης ή εξίσωση της Noether .

4.3. Ταυτότητα Pohozaev για συστήματα

Αποδεικνύουμε ταυτότητες Pohozaev για συστήματα, με τη χρήση
τανυστών τάσης, για τις εξής κατηγορίες Λαγκρανζιανών

(I) L(u, p) = 1
2bklrs(u)pklprs + W(u)

(II) L(u, p) = 1
2ϕ(|p|2) + W(u)
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(η σύμβαση άθροισης εφαρμόζει όπου έχει νόημα) με αντίστοιχους
τανυστές

(4.3.1) Ti j = bkjrs(u)uk,iur,s − δi j

(1
2

bklrs(u)uk,lur,s + W(u)
)

και

(4.3.2) Ti j = ϕ′(|∇u|2)u,i · u, j − δi j

(1
2
ϕ(|∇u|2) + W(u)

)
.

Και στις δύο περιπτώσεις από τις εξισώσεις Euler-Lagrange παίρ-
νουμε
(4.3.3) Ti j, j = 0,

όπου u,i = ∂u
∂xi

.

4.3.1. Κατηγορία Ι. Υποθέσεις:

(Η1) Συμμετρία: bklrs = brskl.

(Η2) Ελλειπτικότητα: bklrs(u)pklprs > c|p|2 ∀p ∈ Rm×n, ∀u ∈ Rm όπου
c > 0 είναι μία σταθερά,
(4.3.4) |p|2 = pi jpi j.

και τα bklrs : Rm
→ R είναι C1-συναρτήσεις για k, r = 1, · · · ,m και

l, s = 1, · · · ,n.

Οταν m = n για pi j = ξiξ j, ξ = (ξ1, · · · , ξn) ∈ Rn, παίρνουμε από την
(Η2)
(4.3.5) bklrs(u)ξkξlξrξs > c|ξ|4.

Προταση 4.8. Εστω Ω ανοιχτό, ομαλό σύνολο στονRn, και u ∈ C1(Ω)
⋂

C2(Ω) μια λύση του συστήματος, i = 1, · · · ,n,

(4.3.6) (bi jkl(u)uk,l), j −
1
2

bklrs,i(u)uk,lur,s −W,i(u) = 0, u : Ω→ Rm

u = a, x ∈ ∂Ω

όπου W είναι ένα C2 δυναμικό, W(a) = 0 και x0 ∈ Ω. Τότε η επόμενη

ταυτότητα ισχύει

(4.3.7) 0 =
n − 2

2

∫
Ω

|∇u|2udx + n
∫

Ω

W(u)dx +
1
2

∫
∂Ω

(x− x0) · ν|∇u|2adS,

όπου

|p|2u = bklrs(u)pklprs

και ν είναι το μοναδιαίο προς τα έξω κάθετο διάνυσμα του ∂Ω.
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Απόδειξη. Ακολουθώντας την [151], ολοκληρώνουμε την σχέση
(xiTi j), j = Tii στο Ω και εφαρμόζουμε το θεώρημα της απόκλισης
για να πάρουμε

(4.3.8)
∫

Ω

Tiidx =

∫
∂Ω

xiTi jν jdS.

Από την (4.3.1) παίρνουμε

Tii = −
n − 2

2
bklrs(u)uk,lur,s − nW(u)(4.3.9)

= −
n − 2

2
|∇u|2u − nW(u).

Στη συνέχεια χειριζόμαστε την ολοκληρωταία ποσότητα στο δεξιό
μέλος της (4.3.8). Για x ∈ ∂Ω είναι

x = (x · ν)ν + (x · h)h,

όπου h ∈ Tx∂Ω, |h| = 1, είναι ένα μοναδιαίο εφαπτόμενο διανυσματι-
κό πεδίο (επομένως h · ν = 0). Εχουμε:

xiTi jν j = ((x · ν)νi + (x · h)hi)bkjrs(a)ur,suk,iν j − (x · ν)(L0 + W(a))

όπου
L0(∇u) =

1
2

bklrs(a)uk,lur,s.

Για x ∈ ∂Ω έχουμε W(a) = 0 και
∂uk

∂h
= uk,ihi = 0. Αρα

(4.3.10) xiTi jν j = (x · ν)(uk,iνiν jbkjrs(a)ur,s − L0).

Τώρα παρατηρούμε ότι για x ∈ ∂Ω

(4.3.11) ui, j(x) = ν j(x)ui,k(x)νk(x), i = 1, · · · ,m; j = 1, · · · ,n.

Πράγματι, θέτοντας z :=
∂u
∂ν

στο ∂Ω, δηλ. zi = ui, jν j, έχουμε∑
i, j

(ziν j − ui, j)2 = (ziν j − ui, j)(ziν j − ui, j)

= ziziν jν j − ziν jui, j − ui, jziν j + ui, jui, j

= zizi − zizi − zizi + ui, jui, j

= |∇u|2 −
∣∣∣∣∣∂u
∂ν

∣∣∣∣∣2 = 0.

Με χρήση της (4.3.11) στην (4.3.10) παίρνουμε

(4.3.12) xiTi jν j =
1
2

(x · ν)|∇u|2a , x ∈ ∂Ω.
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Η (4.3.7) έπεται από την (4.3.8) μέσω των (4.3.9) και (4.3.12). �

4.3.2. Κατηγορία ΙΙ: «p-Laplacian», Εξίσωση ελαχιστικών επι-

ϕανειών. Εδώ θεωρούμε το σύστημα (βλ. [152] για την βαθμωτή
περίπτωση)

(4.3.13) div(ϕ′(|∇u|2)∇u) −Wu(u) = 0,

όπου ϕ ∈ C2(R+) τέτοιο ώστε ϕ(0) = 0 και ϕ′(s) > 0 ∀s > 0.

Προταση 4.9. Εστω Ω ανοιχτό, λείο υποσύνολο του Rn και u ∈ C1(Ω)⋂
C2(Ω) λύση του συστήματος

(4.3.14) div(ϕ′(|∇u|2)∇u) −Wu(u) = 0, u : Ω→ Rm

u = a, x ∈ ∂Ω

όπου W είναι C2 δυναμικό, W(a) = 0 και x0 ∈ Ω. Τότε ισχύει η

ακόλουθη ταυτότητα

(4.3.15)

0 =
n
2

∫
Ω

ψ(|∇u|2)dx + n
∫

Ω

W(u)dx +
1
2

∫
∂Ω

(x − x0) · νψ̃(
∣∣∣∣∣∂u
∂ν

∣∣∣∣∣2)dS,

όπου

(4.3.16) ψ(s) = ϕ(s) −
2
n

sϕ′(s)

ψ̃(s) = 2sϕ′(s) − ϕ(s).

Απόδειξη. Προχωράμε όπως και στην απόδειξη της Πρότασης 4.8.
Ολοκλήρωση της σχέσης (xiTi j), j = Tii στο Ω και εφαρμογή του θεω-
ρήματος απόκλισης δίνουν

(4.3.17)
∫

Ω

Tiidx =

∫
∂Ω

xiTi jν jdS.

Από την (4.3.2) παίρνουμε

Tii = ϕ′(|∇u|2)|∇u|2 − n
(1
2
ϕ(|∇u|2) + W(u)

)
(4.3.18)

= −
n
2
ψ(|∇u|2) − nW(u).

Για x ∈ ∂Ω έχουμε

x = (x · ν)ν + (x · h)h, h ∈ Tx∂Ω, |h| = 1 (h · ν = 0)
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και

xiTi jν j = (x · ν)νiTi jν j + (x · h)hiTi jν j

= (x · ν)ϕ′(|∇u|2)
∣∣∣∣∣∂u
∂ν

∣∣∣∣∣2 − (x · ν)L(4.3.19)

+ (x · h)ϕ′(|∇u|2)uk,ihiuk, jν j − (x · h)(h · ν)L.

Επειδή u,ihi = 0 στο ∂Ω

(4.3.20) xiTi jν j = (x · ν)
(
ϕ′(|∇u|2)

∣∣∣∣∣∂u
∂ν

∣∣∣∣∣2 − 1
2
ϕ(|∇u|2) −W(a)

)
.

Λαμβάνοντας υπόψη τις

W(a) = 0,
∣∣∣∣∣∂u
∂ν

∣∣∣∣∣ = |∇u| ον ∂Ω

από την (4.3.20) παίρνουμε

(4.3.21) xiTi jν j = (x · ν)
1
2
ψ̃(

∣∣∣∣∣∂u
∂ν

∣∣∣∣∣2), x ∈ ∂Ω.

Συνδυασμός των (4.3.17), (4.3.18) και (4.3.21) δίνει την (4.3.15). �

4.3.3. Παρατηρήσεις. 1. Παρατηρούμε ότι για ορισμένες επιλο-
γές της ϕ οι συναρτήσεις ψ, ψ̃ είναι μη-αρνητικές. Για παράδειγμα,
για την επιλογή των ελαχιστικών επιφανειών

ϕ(s) = 2(
√

1 + s − 1)

έχουμε

ψ(s) = 2(
√

1 + s − 1 −
1
n

s
√

1 + s
) > 0

και

ψ̃(s) =
2s
√

1 + s
− 2(
√

1 + s − 1) = 2

√
1 + s − 1
√

1 + s
> 0.

2. Ανακαλώντας ότι u|∂Ω = a, από την (4.3.14), παίρνοντας το εσω-
τερικό γινόμενο με u−a και ολοκληρώνοντας στο Ω, από το θεώρημα
της απόκλισης έχουμε

−

∫
Ω

ϕ′(|∇u|2)|∇u|2dx =

∫
Ω

Wu(u) · (u − a)dx,
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και ισοδύναμα

(4.3.22) −

∫
Ω

ϕ̃(|∇u|2)dx =

∫
Ω

Wu(u) · (u − a)dx,

όπου
(4.3.23) ϕ̃(s) = sϕ′(s).

Από την ταυτότητα Pohozaev (4.3.15), για Ω = Rn και
∣∣∣∣∣∂u
∂ν

∣∣∣∣∣ → 0

καθώς |x| → ∞ επαρκώς γρήγορα, παίρνουμε

(4.3.24) −
1
2

∫
Rn
ψ(|∇u|2)dx =

∫
Rn

W(u)dx.

Στο σημείο αυτό εισάγουμε την πρόσθετη υπόθεση

(Η3) Υπάρχουν σταθερές α, β > 0 τέτοιες ώστε a <
n
2

, β <
n
2

και

α 6
sϕ′(s)
ϕ(s)

6 β ∀s > 0.

Παραδείγματα που ικανοποιούν την (Η3). (i) Για ϕ(s) = s η (Η3)
ικανοποιείται τετριμμένα για α = β = 1 και n > 2.

(ii) Για ϕ(s) = 2(
√

1 + s − 1) έχουμε ϕ′(s) =
1

√
1 + s

και επομένως

sϕ′(s)
ϕ(s)

=
1
2

(
1 +

1
√

1 + s

)
,

από την οποία παίρνουμε
1
2
6

sϕ′(s)
ϕ(s)

6 1

και η (Η3) ικανοποιείται με α =
1
2

, β = 1 και n > 2.

(iii) Για την επιλογή της “p-Laplacian” ϕ(s) = sr, 0 < r <
n
2

, η (Η3)
ικανοποιείται με α = β = r. �

Ξεκινώντας από την (Η3) έχουμε από την (4.3.23)
αϕ(s) 6 ϕ̃(s) 6 βϕ(s)
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και από την πρώτη των (4.3.16)

αψ(s) +
2α
n
ϕ̃(s) 6 ϕ̃(s) 6 βψ(s) +

2β
n
ϕ̃(s),

οπότε

αψ(s) 6 (1 −
2α
n

)ϕ̃(s), (1 −
2β
n

)ϕ̃(s) 6 βψ(s).

Θέτοντας

(4.3.25)
1
α1

+
1
n

=
1

2α
,

1
β1

+
1
n

=
1

2β

(δηλ. α1, β1 > 0), παίρνουμε

α1

2
ψ(s) 6 ϕ̃(s) 6

β1

2
ψ(s).

Επομένως, θέτοντας s = |∇u|2 στην σχέση αυτή και ολοκληρώνοντας
στο Rn,

α1

2

∫
Rn
ψ(|∇u|2)dx 6

∫
Rn
ϕ̃(|∇u|2)dx 6

β1

2

∫
Rn
ψ(|∇u|2)dx

και χρησιμοποιώντας τις (4.3.22) και (4.3.24)

(4.3.26) −α1

∫
Rn

W(u)dx 6 −
∫
Rn

(u − a) ·Wu(u)dx 6 −β1

∫
Rn

W(u)dx,

οπότε

(4.3.27) β1

∫
Rn

W(u)dx 6
∫
Rn

(u − a) ·Wu(u)dx 6 α1

∫
Rn

W(u)dx.

Στην περίπτωση των παραδειγμάτων (i), (ii) πιο πάνω, έχουμε ισό-
τητα

(4.3.28)
∫
Rn

(u − a) ·Wu(u)dx = r1

∫
Rn

W(u)dx,

με
1
r1

+
1
n

=
1
2r
.

Γενικά όμως με την (Η3), έχουμε μόνο την εκτίμηση

(4.3.29) α1 6

∫
Rn(u − a) ·Wu(u)dx∫

Rn W(u)dx
6 β1.
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Τελικά, παρατηρούμε ότι στα πιο πάνω έχουμε α 6 β, οπότε από
την (4.3.25), α1 6 β1 και από την (4.3.22),∫

Rn
(u − a) ·Wu(u)dx 6 0.

Από την (4.3.26) ∫
Rn

W(u)dx 6 0.

Αυτό έπεται και από τις (4.3.24) και (4.3.16):

ψ = ϕ −
2
n
ϕ̃ = (1 −

2
n
ϕ̃

ϕ
)ϕ > (1 −

2β
n

)ϕ,

όπου η τελευταία ανισότητα έπεται από την (Η3).

4.3.4. Η ταυτότητα Pohozaev για γενικές συνοριακές συνθή-

κες. Θεωρούμε το σύστημα

(4.3.30) ε2∆u = Wu(u).

Για το δυναμικό W υποθέτουμε ότι W(u) > 0. Ο τανυστής της τάσης
δίνεται από την σχέση

(4.3.31) Ti j = ε2u,i · u, j − δi j

(
ε2

2
|∇u|2 + W(u)

)
και ικανοποιεί την ισότητα div T = 0.

Προταση 4.10. Εστω Ω ⊂ RN ένα ϕραγμένο χωρίο με σύνορο C2, και

u : Ω → Rm μια C1 λύση της (4.3.30). Η επόμενη ισότητα ισχύει στο

Ω:

(4.3.32)
ε2

∫
∂Ω

[
xn

(∣∣∣∣∣∂u
∂n

∣∣∣∣∣2 − 1
2 |∇u|2

)
+ xt∂u

∂t
·
∂u
∂n

]
−

∫
∂Ω

xnW(u)+

(N
2 − 1)ε2

∫
Ω

|∇u|2 + N
∫

Ω

W(u) = 0

όπου n είναι το μοναδιαίο προς τα έξω κάθετο διάνυσμα του ∂Ω,

xn είναι η προβολή του x στο n, και xt είναι η προβολή του x στο

εφαπτόμενο επίπεδο του ∂Ω έτσι ώστε

x = xnn + xtt, t ∈ ∂Ω.
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Απόδειξη. Ολοκλήρωση της
(
xiTi j

)
, j

= Tii στο Ω και εφαρμογή του
θεωρήματος Stokes δίνουν∫

∂Ω

xiTi jn j =

∫
Ω

Tii

Εχουμε

xiTi jn j = xn
(
niTi jn j

)
+ xt

(
tiTi jn j

)
= xn

(
ε2

∣∣∣∣∣∂u
∂n

∣∣∣∣∣2 − ε2

2
|∇u|2 −W(u)

)
+ xt

(
ε2∂u
∂n
·
∂u
∂t

)
και

Tii = ε2
|∇u|2 −N

(
ε2

2
|∇u|2 + W(u)

)
= −(N

2 − 1)ε2
|∇u|2 −NW(u)

Συνδυασμός των ισοτήτων αυτών δίνει την (4.3.32). �

4.3.5. Εφαρμογές στη μονοτονία και θεωρία μη-ύπαρξης. Το
εδάφιο αυτό ασχολείται με τη μονοτονία της συνάρτησης

R 7→
1

Rα

∫
BR

L(x,u(x),∇u(x))dx

όπου α > 0, BR είναι η ανοιχτή μπάλα τουRN με κέντρο x0 και ακτίνα
R, L μια Λαγκρανζιανή και u μια ακέραια συνάρτηση. Θεωρούμε τις
Λαγκρανζιανές Ι και ΙΙ, και επιπροσθέτως την συνθήκη (Η3) για την
p-Laplacian και την

(Η4) bkjrs(u) = bkr(u)δ js.

για τις Λαγκρανζιανές τύπου Ι. Θέτουμε

E(R) =


∫

BR

(
1
2 |∇u|2u + W(u)

)
dx (Ι)∫

BR

(
1
2ϕ(|∇u|2) + W(u)

)
dx (ΙΙ)

Εχουμε την επόμενη πρόταση.

Προταση 4.11. Εστω u : RN
→ RM μια ακέραια C2 λύση του συστή-

ματος Noether για τα συναρτησιακά (Ι) ή (ΙΙ) που ικανοποιούν τις

(Η1)-(Η4). Ισχύει η ακόλουθη σχέση μονοτονίας

(4.3.33)
d

dR

(
R−(N−2β)E(R)

)
> 0,

όπου το β είναι όπως στην (Η3), και β = 1 για συστήματα τύπου (Ι).
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Απόδειξη. Για συστήματα τύπου Ι, από την

Tii = |∇u|2u −N
(

1
2 |∇u|2u + W(u)

)
6 −(N − 2)

(
1
2 |∇u|2u + W(u)

)
παίρνουμε

(4.3.34)
∫

BR

Tii(x)dx 6 −(N − 2)E(R).

Ολοκλήρωση της

νiTi jν j = νiuk,ibkjrs(u)ur,sν j −
(

1
2 |∇u|2u + W(u)

)
= νiuk,ibkr(u)ur, jν j −

(
1
2 |∇u|2u + W(u)

)
(4.3.35)

> c
∣∣∣∣∣∂u
∂ν

∣∣∣∣∣2 − (
1
2 |∇u|2u + W(u)

)
> −

(
1
2 |∇u|2u + W(u)

)
,

στο ∂BR δίνει

(4.3.36)
∫
∂BR

νiTi jν j > −

∫
∂BR

(
1
2 |∇u|2u + W(u)

)
= −

dE
dR
.

Συνδυασμός των ∫
BR

Tii(x)dx = R
∫
∂BR

νiTi jν j,

(4.3.34), και (4.3.36) δίνει

−R
dE
dR
6 (N − 2)E(R)

Από την σχέση αυτή παίρνουμε την (4.3.33).

Η απόδειξη για την περίπτωση ΙΙ είναι όμοια. �

Εχουμε δύο ενδιαφέρουσες συνέπειες της πρότασης αυτής.

Προταση 4.12 (Derrick). Δεν υπάρχει μη-τετριμμένη ακέραια λύση u ∈
C2(RN)M του συστήματος Noether για τα συναρτησιακά (Ι), (ΙΙ) (ή των

αντίστοιχων εξισώσεων Euler-Lagrange) τέτοια ώστε η αντίστοιχη

Λαγκρανζιανή να είναι ολοκληρώσιμη σε ολόκληρο τον RN.
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Απόδειξη. Από την Πρόταση (4.11) έχουμε

E(R) >
Rγ

Rγ
0

E(R0)→∞, R→∞

όπου γ > 0, R0 > 0 είναι σταθερές και R > R0, εκτός εάν u =
u0 =σταθερά και W(u0) = 0. �

Προταση 4.13. Εστω Ω χωρίο του RN με σύνορο C1. Υποθέτουμε ότι

W > 0 και a είναι τέτοιο ώστε W(a) = 0. Δεν υπάρχει μη-τετριμμένη

λύση u ∈ C2(RN)M των εξισώσεων Euler-Lagrange για τα συναρτη-

σιακά (Ι), (ΙΙ) με την συνοριακή συνθήκη Dirichlet u = a.

Η απόδειξη έπεται άμεσα από την ταυτότητα Pohozaev.





Κεφάλαιο 5

Ισοδυναμία των Εξισώσεων Euler-Lagrange και

Noether για Βαθμωτά Πεδία

Αποδεικνύουμε ότι, με την υπόθεση μη-τετριμμένων λύσεων, οι εξι-
σώσεις Euler-Lagrange και Noether είναι ισοδύναμες για μια γενική
κατηγορία μεταβολικών προβλημάτων, στην οποία συμπεριλαμβά-
νονται η μη-γραμμική εξίσωση Poisson, Λαγκρανζιανές ανεξάρτητες
θέσης, και Λαγκρανζιανές τύπου p-Laplacian. Ως εφαρμογές αποδει-
κνύουμε ορισμένες προτάσεις σχετικές με την μη-γραμμική εξίσωση
Poisson και τις γενικεύσεις της, και την ισοδυναμία αποδεκτών και
εσωτερικών μεταβολών για τα θεωρούμενα συστήματα.

5.1. Εισαγωγή

Ο Αλικάκος[153] παρουσίασε μια μέθοδο για την παραγωγή σχέσεων
μονοτονίας και ταυτοτήτων Derrick-Pohozaev[154] μη-γραμμικών
μεταβολικών προβλημάτων, με τη χρήση τανυστών ενέργειας-ορμής
(τάσης). Η μέθοδος εφαρμόστηκε σε μη-γραμμικά συστήματα Pois-
son και επεκτάθηκε με συστηματικό τρόπο σε μια μεγαλύτερη κατη-
γορία Λαγκρανζιανών [155, 150]. Η μέθοδος αυτή είναι γενικότερη
από προηγούμενες, καθώς το σημείο εκκίνησής της είναι οι εξισώσεις
Noether[156], ενώ οι προηγούμενες μέθοδοι ξεκινούν από τις εξισώ-
σεις Euler-Lagrange. Ασφαλώς, οι εξισώσεις Noether είναι ασθενέ-
στερη υπόθεση από τις εξισώσεις Euler-Lagrange για συναρτήσεις
C2. Μια απλή απόδειξη του γεγονότος αυτού δίνεται στο Παράδειγ-
μα 5.6 πιο κάτω (βλ. επίσης [46], Κεφάλαιο 3), το οποίο βασίζεται
σε τετριμμένες λύσεις των εξισώσεων Noether.

Ομως για μια μεγάλη κατηγορία Λαγκρανζιανών, και για την κλάση
των κλασσικών (C2) μη-τετριμμένων συναρτήσεων, προκύπτει ότι οι
εξισώσεις Euler-Lagrange και Noether είναι ισοδύναμες. Η απόδειξη
της πρότασης αυτής είναι ο στόχος του κεφαλαίου αυτού. Πιο ανα-
λυτικά, το Θεώρημα 5.7 αποδεικνύει ότι, για την Λαγκρανζιανή της
μη-γραμμικής εξίσωσης Poisson, κάθε μη-τετριμμένη κλασσική λύση

113
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του συστήματος Noether είναι αναγκαστικά και λύση της εξίσωσης
Euler-Lagrange. Το Θεώρημα 5.14 παρέχει μια επέκταση του θεω-
ρήματος αυτού σε πιο γενικές Λαγκρανζιανές. Στο εδάφιο 5.2 δίνεται
μια σύντομη περιγραφή των εσωτερικών μεταβολών, των τανυστών
ορμής-ενέργειας (τάσης) και άλλων προαπαιτούμενων εννοιών, τα ο-
ποία χρησιμεύουν κυρίως για την εισαγωγή του χρησιμοποιούμενου
συμβολισμού. Περισσότερες λεπτομέρειες στα θέματα αυτά υπάρ-
χουν στις αναφορές [46, 150].

Εκτός από το καθαρά μαθηματικό ενδιαφέρον, τα αποτελέσματα
αυτά είναι σημαντικά για την θεωρητική ϕυσική, διότι παρέχουν έναν
σύνδεσμο μεταξύ των Lagrangian και Noetherian διατυπώσεων της
ϕυσικής ([157], §52-3 και [158], §11.4, σελ. 17). Το κεφάλαιο αυτό
ασχολείται με τα καθαρά τεχνικά μαθηματικά-αναλυτικά θέματα του
αντικειμένου, αφήνοντας τις εφαρμογές στην ϕυσική για επόμενη
εργασία.

5.2. Οι Εξισώσεις Noether

Στην ενότητα αυτή συνοψίζουμε θέματα, τα οποία είναι απαραίτητα
για την διατύπωση και απόδειξη των κύριων αποτελεσμάτων του
κεφαλαίου αυτού, και εξυπηρετεί ως μέσο για την εισαγωγή του
χρησιμοποιούμενου συμβολισμού[46].

5.2.1. Γενικός συμβολισμός. Σε όλο το κεφάλαιο Ω είναι ένα χω-
ρίο (ανοιχτό, συνεκτικό υποσύνολο) του RN, εκτός εάν αναφέρεται
διαφορετικά. Η επόμενη συντόμευση

u,i = ∂u
∂xi

χρησιμοποιείται για μερικές παραγώγους. Η σύμβαση άθροισης του
Einstein εφαρμόζει παντού, εκτός αν αναφέρεται ρητά το αντίθετο.

Ακολουθώντας τον καθιερωμένο συμβολισμό, Cr(Ω) είναι το σύνολο
των r ϕορές συνεχώς παραγωγίσιμων συναρτήσεων στο Ω και Cr(Ω)
είναι το σύνολο των περιορισμών στο Ω των r ϕορές συνεχώς παρα-
γωγίσιμων συναρτήσεων στον RN. Το σύνολο των r ϕορές συνεχώς
παραγωγίσιμων συναρτήσεων στο Ω, με τιμές στο RM (ή CM) συμ-
βολίζεται Cr(Ω)M και το αντίστοιχο σύνολο περιορισμών στον RN,
Cr(Ω)M. D(Ω) είναι το σύνολο των πραγματικών (ή μιγαδικών) C∞

συναρτήσεων στο Ω με συμπαγή ϕορέα στο Ω και D(Ω)M είναι το
αντίστοιχο σύνολο συναρτήσεων με τιμές στον RM (ή CM).
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5.2.2. Μεταβολικά συναρτησιακά. Θεωρούμε (μη γραμμικά) συ-
ναρτησιακά J : C1(Ω)M

→ R, M ∈N, της μορφής

(VF) J(u) :=
∫

Ω
L(x,u(x),Du(x))dx,

όπου Ω είναι ένα ϕραγμένο χωρίο τουRN, L(x, y, z) μια Λαγκρανζιανή

L : Ω ×RM
×RN·M

→ R,

L ∈ C1(Ω ×RM
×RN·M) και u ∈ C1(Ω)M.

Μια συνάρτηση u ∈ C1(Ω)M είναι κρίσιμο σημείο του J εάν

δJ(u)v := d
dt J(u + tv)

∣∣∣
t=0

= 0 ∀v ∈ D(Ω)N.

Η παράγωγος δJ(u)v είναι η μεταβολή του J στο u στην κατεύθυνση

v.

Οταν u ∈ C2(Ω)M, ένας εύκολος υπολογισμός δίνει

δJ(u)v =

∫
Ω

δL(u) · vdx

όπου δL(u) = (δL(u)i)i=1,··· ,M είναι το διανυσματικό πεδίο με συνιστώ-
σες

(5.2.1) δL(u)i =
(
Lyi −

∂
∂x j

Lzi j

)∣∣∣∣∣
(x,u(x),Du(x))

.

Θα αναφερόμαστε στο δL με τον όρο παράγωγος Euler-Lagrange.
Κάθε κρίσιμο σημείο u ∈ C2(Ω)M του J ικανοποιεί τις εξισώσεις Euler-
Lagrange

δL(u) = 0.

5.2.3. Εσωτερικές μεταβολές. Οι εσωτερικές μεταβολές είναι με-
ταβολές ειδικής μορφής. Εστω I =]−δ, δ[, δ > 0. Σταθεροποιούμε ένα
u ∈ C1(Ω)M και ένα σύνολο διαφορομορφισμών (ξt)t∈I, ξt : Ω → Ω.
Οι συναρτήσεις

ũ(x, t) := u(ξt(x)), t ∈ I

ορίζουν μια εσωτερική μεταβολή του u. Πιο συγκεκριμένα, έχουμε
τον εξής ορισμό.
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Ορισμος 5.1. Α) Εστω h ∈ D(Ω)N, δ > 0 και I =] − δ, δ[. Ενα σύνολο
διαφορομορφισμών (ξt)t∈I του Ω που έχει τις ιδιότητες (i) - (iii) πιο
κάτω, και τέτοιο ώστε η συνάρτηση ξ : Ω × I → Ω , ξ(x, t) = ξt(x)
να είναι C∞-παραγωγίσιμη, λέγεται εσωτερική μεταβολή του Ω στην

κατεύθυνση h ή που ορίζεται από το h:

(i) ξ0 = idΩ, δηλ. ξ0(x) = x στο Ω.

(ii) Dtξ(x, 0) = h(x), x ∈ Ω.

(iii) ξt
|∂Ω = id∂Ω, δηλ. ξt(x) = x, x ∈ ∂Ω.

Β) Εστω J ένα συναρτησιακό που ικανοποιεί την (VF), u ∈ C1(Ω)M,
h ∈ D(Ω)N και (ξt

h)t∈I μια εσωτερική μεταβολή του Ω που ορίζεται
από το h. Το σύνολο των συναρτήσεων

u ◦ ξt
h, t ∈ I

λέγεται εσωτερική μεταβολή του u στην κατεύθυνση h. Η παράγωγος

(5.2.2) dJ(u)h := d
dt J(u ◦ ξt

h)
∣∣∣
t=0
,

λέγεται η εσωτερική μεταβολή του συναρτησιακού J στη θέση u στην

κατεύθυνση h. �

Για τον υπολογισμό των εσωτερικών μεταβολών χρησιμοποιείται η
ακόλουθη πρόταση.

Προταση 5.2. Εστω J ένα συναρτησιακό που ικανοποιεί την (VF) και

u ∈ C1(Ω)M. Η εσωτερική μεταβολή του J στη θέση u δίνεται από την

σχέση

(5.2.3) dJ(u)h =

∫
Ω

(
uk,iLzkjhi, j − Ldivh − Lxihi

)
dx, h ∈ D(Ω)N,

όπου τα L, Lxi := ∂L
∂xi
, Lzkj := ∂L

∂zkj
λαμβάνονται στο σημείο (x,u(x),Du(x)),

δηλ. L = L(x,u(x),Du(x)), Lxi = Lxi(x,u(x),Du(x)) κλπ.

Για την απόδειξη θεωρούμε την συνάρτηση ϕ(t) := J(u ◦ ξt), εφαρ-
μόζουμε την αλλαγή μεταβλητής ολοκλήρωσης x = ηt(y), όπου ηt

είναι η αντίστροφη συνάρτηση της ξt, παραγωγίζουμε ως προς t και
εναλλάσσουμε τα σύμβολα παραγώγισης και ολοκλήρωσης. Για τις
λεπτομέρειες βλ. αναφορά [150].
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5.2.4. Τανυστής ενέργειας-ορμής. Με τη χρήση του συμβολι-
σμού

(5.2.4) dL(u)h := uk,iLzkj(·,u,Du)hi, j − L(·,u,Du)hi,i − Lxi(·,u,Du)hi

η σχέση για την εσωτερική μεταβολή του J ανάγεται στην

(5.2.5) dJ(u)h =

∫
Ω

dL(u)hdx, h ∈ D(Ω)N.

Οταν Lx = 0, ο τύπος (5.2.4) απλοποιείται περαιτέρω στον

dL(u)h := uk,iLzkjhi, j − Lδi jhi, j = (uk,iLzkj − Lδi j)hi, j.

Αυτή η σχέση είναι το έναυσμα για τον επόμενο ορισμό του τανυστή
ενέργειας-ορμής.

Ορισμος 5.3. Εστω J ένα συναρτησιακό που ικανοποιεί την (VF). Ο
τανυστής ενέργειας-ορμής (τάσης) του μεταβολικού προβλήματος
που καθορίζεται από το J, ορίζεται από την σχέση

(5.2.6) Ti j(x, y, z) = zkiLzkj(x, y, z) − δi jL(x, y, z)

όπου x = (xi)i=1,··· ,N ∈ Ω, y = (yk)k=1,··· ,M ∈ RM, z = (zki)k=1,··· ,M;i=1,··· ,N ∈

RNM.

Παρατηρηση 5.4. Ο ορισμός αυτός ισχύει για γενικές μεταβλητές (x, y, z)
∈ Ω × RM

× RNM. Με δεδομένο ένα διανυσματικό πεδίο u ∈ C1(Ω)M

έχουμε το τανυστικό πεδίο
(5.2.7)
Ti j(x) = Ti j(x,u(x),Du(x)) = uk,iLzkj(x,u(x),Du(x)) − δi jL(x,u(x),Du(x)),

για το οποίο χρησιμοποιούμε το ίδιο σύμβολο. Ακόμη, στην σχέση
αυτή δεν είναι απαραίτητο το u να είναι λύση των εξισώσεων Euler-
Lagrange.

5.2.5. Οι εξισώσεις Noether. Εστω u ∈ C2(Ω), η οποία δεν εί-
ναι απαραίτητα λύση των εξισώσεων Euler-Lagrange και Ti j(x) =
Ti j(x,u(x),Du(x)). Από τον ορισμό του τανυστή ενέργειας-ορμής

Ti j, j = ∂
∂x j

(
uk,iLzkj − δi jL

)
= uk,i jLzkj + uk,i

∂
∂x j

Lzkj − Lxi − Lykuk,i − Lzkjuk,i j

=
(
∂
∂x j

Lzkj − Lyk

)
uk,i − Lxi
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όπου L = L(x,u(x),Du(x)), Lyk = Lyk(x,u(x),Du(x)) και Lzkj = Lzkj(x,
u(x),Du(x)). Από τη σχέση αυτή παίρνουμε

(5.2.8) Ti j, j + Lxi =
(
∂
∂x j

Lzkj − Lyk

)
uk,i

η οποία δίνει το έναυσμα για τον επόμενο ορισμό.

Ορισμος 5.5. Το σύστημα των ΜΔΕ δεύτερης τάξης

Ti j, j(x,u(x),Du(x)) + Lxi(x,u(x),Du(x)) = 0

ή σε συμβολισμό ελεύθερου δεικτών

(5.2.9) divT(x,u(x),Du(x)) + Lx(x,u(x),Du(x)) = 0

λέγεται σύστημα ή εξισώσεις Noether .

Αν ορίσουμε τα εσωτερικά κρίσιμα σημεία του J από την σχέση
dJ(u) = 0, δηλ. dJ(u)h = 0 ∀h ∈ D(Ω)N, παρατηρούμε ότι οι εξισώ-
σεις Noether σχετίζονται με τα εσωτερικά κρίσιμα σημεία με τρόπο
αντίστοιχο με αυτόν που σχετίζονται τα κρίσιμα σημεία με τις εξι-
σώσεις Euler-Lagrange. Από την (5.2.8) κάθε λύση u ∈ C2(Ω) των
εξισώσεων Euler-Lagrange είναι και λύση των εξισώσεων Noether.
Το αντίστροφο της πρότασης αυτής δεν αληθεύει γενικά. Οι Gia-
quinta και Hildebrandt[46] παρουσίασαν το εξής απλό παράδειγμα
για την απόδειξη του ισχυρισμού αυτού.

Παραδειγμα 5.6. Εστω F ∈ C1(R), F ,σταθ. και

J(u) :=
∫

Ω

F(u(x))dx, u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω).

Ο τανυστής ενέργειας-ορμής υπολογίζεται από την (5.2.6)

T = −F(u)I,

και οι εξισώσεις Noether (5.2.9) ανάγονται στις

F′(u)Du = 0.

Είναι προφανές ότι κάθε σταθερή συνάρτηση u = c0 είναι λύση του
συστήματος αυτού, αλλά όχι των εξισώσεων Euler-Lagrange, οι ο-
ποίες για το συναρτησιακό αυτό παίρνουν τη μορφή

F′(u) = 0.

Θα δείξουμε στις επόμενες δύο ενότητες ότι μόνο τετριμμένα παρα-
δείγματα της μορφής αυτής είναι δυνατά για μια μεγάλη κατηγορία
Λαγκρανζιανών.



5.3. ΜΗ-ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΕΞΙΣΩΣΗ POISSON 119

5.3. Μη-γραμμική Εξίσωση Poisson

Η μη-γραμμική εξίσωση Poisson, βλ. εξίσωση (5.3.3) πιο κάτω, σε ένα
ϕραγμένο χωρίο Ω είναι η εξίσωση Euler-Lagrange ενός μεταβολικού
συναρτησιακού J (βλ. (VF) στην Ενότητα 5.2.2) με Λαγκρανζιανή

(5.3.1) L(u, z) = 1
2 |z|

2 + F(u),

όπου το z αντιστοιχεί στο Du όταν η u είναι μια συνάρτηση C1 και
F : R → R. Οταν F ∈ C1(R), το J σαφώς ικανοποιεί τις απαιτήσεις
(VF).

Θεωρημα 5.7. Εστω Ω ένα ϕραγμένο χωρίο του RN, F ∈ C1(R), L
μια Λαγκρανζιανή της μορφής (5.3.1) και u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) μια μη-

τετριμμένη κλασσική λύση των εξισώσεων Noether

(5.3.2) div T(u,Du) = 0.

όπου T είναι ο τανυστής ενέργειας-ορμής που αντιστοιχεί στην Λαγ-

κρανζιανή L, με συνιστώσες Ti j = u,iu, j − δi jL . Τότε η u είναι λύση της

εξίσωσης Euler-Lagrange

(5.3.3) ∆u = F′(u)

στο Ω.

Παρατηρηση 5.8. Από την (5.2.8), η εξίσωση (5.3.2) γράφεται ισοδύνα-
μα στη μορφή
(5.3.4) (∆u − F′(u))Du = 0.

Η συνθήκη του μη-τετριμμένου Du , 0 σημαίνει ότι το Du δεν είναι
ταυτοτικά 0, δηλ. υπάρχει ένα x0 ∈ Ω τέτοιο ώστε Du(x0) , 0.

Απόδειξη. Εστω u λύση της (5.3.2) και
A0 := {x ∈ Ω : Du(x) = 0}

και
A1 := {x ∈ Ω : Du(x) , 0}.

Προφανώς το A0 είναι κλειστό σχετικά με το Ω, το A1 είναι ανοιχτό
και A0 ∪ A1 = Ω. Είναι σαφές ότι η (5.3.3) ικανοποιείται στο A1.
Εχουμε να δείξουμε ότι η (5.3.3) ικανοποιείται και στο A0.

Βήμα 1. Εστω D το υποσύνολο του Ω στο οποίο η εξίσωση Euler-
Lagrange (5.3.3) ικανοποιείται, δηλ.

D := {x ∈ Ω : ∆u(x) = f (u(x))},
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όπου f := F′. Το D είναι προφανώς κλειστό σχετικά με το Ω και
έχουμε ήδη αποδείξει ότι

A1 ⊂ D.

Από αυτό, έχοντας στο μυαλό μας ότι κλειστά περιβλήματα και σύ-
νορα λαμβάνονται σχετικά με Ω, έπεται άμεσα ότι A1 ⊂ D, επομένως
και

∂A1 ⊂ D.

Σκοπεύουμε να δείξουμε ότι

(5.3.5) ∂A0 ⊂ D.

Για τον σκοπό αυτό θα δείξουμε ότι ∂A0 = ∂A1, από το οποίο η

(5.3.5) έπεται άμεσα. Πράγματι, από την ∂A0 = A0\
◦

A0 και την

∂A1 = A1\
◦

A1 = (Ω\
◦

A0)\(Ω\A0) = (Ω\
◦

A0) ∩ A0 = A0\
◦

A0

παίρνουμε ∂A0 = ∂A1 και με αυτό την εγκυρότητα της (5.3.5).

Εαν
◦

A0 = ∅ έχουμε τελειώσει, διότι A0 = ∂A0 ⊂ D. Εστω
◦

A0 , ∅. Από

την υπόθεση, για κάθε x ∈
◦

A0 έχουμε Du(x) = 0, επομένως u(x) =
σταθ. στις συνεκτικές συνιστώσες του A0.

Βήμα 2. Σταθεροποιούμε ένα x0 ∈
◦

A0. Θα δείξουμε ότι υπάρχει ένα
x1 ∈ ∂A0 και μια συνεχής καμπύλη γ : I → A0, I =]0, 1[, τέτοια ώστε

γ(0) = x0, γ(1) = x1 και γ([0, 1[) ⊂
◦

A0, δηλ. η καμπύλη βρίσκεται
μέσα στο εσωτερικό του A0, με εξαίρεση το x1. Εστω y ∈ A1 , ∅

εξ υποθέσεως και α : I → Ω μια συνεχής καμπύλη που συνδέει τα
x0 = α(0) και y = α(1). Το σύνολο

Γ := {α(t) : t ∈ I, α(t) ∈ ∂A0}

δεν είναι κενό ([159], (3.19.9) και επόμενη Παρατήρηση, σελ. 70).
Επειδή το {t ∈ I : α(t) ∈ ∂A0} = α−1(∂A0) είναι κλειστό, τ := inf{t ∈
I : α(t) ∈ ∂A0}∈ α−1(∂A0), άρα το x1 := α(τ) ∈ ∂A0 και είναι σαφές

ότι α([0, τ[) ⊂
◦

A0. Διότι εάν υπήρχε ένα τ1 < τ τέτοιο ώστε y′ =

α(τ1) <
◦

A0, τότε θα ήταν y′ < A0 και εφαρμογή της ίδιας διαδικασίας
για τα x0, y′ ∈ A1 θα έδινε την ύπαρξη ενός x′1 = α(τ′) ∈ ∂A0 με
τ′ < τ, το οποίο αντιφάσκει με τον ορισμό του τ. Αναπαραμέτρηση
της καμπύλης α|[0, τ] δίνει το γ.
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Βήμα 3. Τώρα έστω u(x0) =: c0. Επειδή τα x0 και x1 ανήκουν στην
ίδια συνεκτική συνιστώσα του A0, έχουμε u(x1) = c0 και f (u(x0)) =
f (u(x1)) = f (c0) =: d0. Επειδή από την (5.3.5) είναι x1 ∈ D, έχουμε

(5.3.6) ∆u(x1) = f (u(x1)) = d0.

Αλλά

(5.3.7) ∆u(x1) = ∆u( lim
t→1−

γ(t)) = lim
t→1−

∆u(γ(t)) = 0

διότι γ(t) ∈
◦

A0 για κάθε t ∈ [0, 1[. Συνδυασμός των (5.3.6) και (5.3.7)
δίνει d0 = 0, επομένως

(5.3.8) f (u(x0)) = 0.

Αυτό σημαίνει ότι
∆u(x0) − f (u(x0)) = 0

και με αυτό έχουμε αποδείξει ότι
◦

A0 ⊂ D, άρα από την (5.3.5) A0 ⊂

D. �

Από την απόδειξη του θεωρήματος αυτού συνάγουμε χωρίς δυσκο-
λία το επόμενο πόρισμα.

Πορισμα 5.9. Με τις υποθέσεις του Θεωρήματος 5.7, εάν το σύνολο

A0 := {x ∈ Ω : Du(x) = 0} έχει ένα εσωτερικό σημείο, τότε f (u) = 0

σε όλο το
◦

A0.

Απόδειξη. Εξ υποθέσεως A1 , ∅. Εστω x0 ∈
◦

A0. Τώρα τα Βήματα 2
και 3 της απόδειξης του Θεωρήματος 5.7 ισχύουν και από την (5.3.8)
έπεται ότι f (u(x0)) = 0. Επειδή το x0 ήταν αυθαίρετο, ο ισχυρισμός
έχει αποδειχθεί. �

Ως εφαρμογή διατυπώνουμε το εξής αποτέλεσμα για μη-γραμμικές
εξισώσεις Poisson.

Πορισμα 5.10. Εστω Ω ένα ϕραγμένο χωρίο του RN και f ∈ C(R)
τέτοια ώστε f (t) , 0 για όλα τα t ∈ R. Τότε για οποιαδήποτε λύση

u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) της μη-γραμμικής εξίσωσης Poisson

(5.3.9) ∆u = f (u)

το σύνολο A0 := {x ∈ Ω : Du(x) = 0} δεν έχει εσωτερικό σημείο.
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Απόδειξη. Η εξίσωση (5.3.9) είναι η εξίσωση Euler-Lagrange του
συναρτησιακού (5.3.1) με F(t) =

∫ t

0
f (s)ds, για το οποίο έχουμε F ∈

C1(R). Εαν
◦

A0 , ∅, από το Πόρισμα 5.9 θα είχαμε f (u) = 0 στο
◦

A0,
το οποίο είναι άτοπο. �

Πορισμα 5.11. Εστω Ω ένα ϕραγμένο χωρίο του RN, F ∈ C1(R), g ∈
C(∂Ω) μια μη σταθερή συνάρτηση και H := {u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) :
u|∂Ω = g}. Τότε οι εξισώσεις Euler-Lagrange και Noether για την

Λαγκρανζιανή (5.3.1) είναι ισοδύναμες στοH .

Απόδειξη. Επεται άμεσα από το Θεώρημα 5.7, εφόσον κάθε u ∈ H
είναι μη-τετριμμένο. �

Παρατηρηση 5.12. Η πιο πάνω συζήτηση περιορίστηκε σε ϕραγμένα
χωρία, μόνο για ευκολία. Πράγματι, η υπόθεση αυτή εξυπηρετεί
την εξασφάλιση της ολοκληρωσιμότητας στην (VF) και εγγυάται την
εγκυρότητα της εναλλαγής διαφόρισης και ολοκλήρωσης. Τον ίδιο
σκοπό επίσης εξυπηρετεί η υπόθεση u ∈ C1(Ω), με εξαίρεση το Πό-
ρισμα 5.11. Επομένως τα πιο πάνω αποτελέσματα, με κατάλληλες
τροποποιήσεις, εφαρμόζουν και σε μη-ϕραγμένα χωρία.

5.4. Γενικές Λαγκρανζιανές

Προχωράμε στην γενίκευση των αποτελεσμάτων της προηγούμενης
ενότητας θεωρώντας Λαγκρανζιανές της μορφής L(x,u, z), οι οποίες,
μαζί με την (VF), ικανοποιούν την συνθήκη (Η) πιο κάτω. Οπως πριν,
η u είναι βαθμωτή συνάρτηση και το όρισμα z αντιστοιχεί στο ∇u.

(H)
Lxizi(x,u, 0) = 0 για κάθε x,u.
Lxiu(x,u, 0) = 0 για κάθε x,u και i = 1, · · · ,N.

Παραδειγμα 5.13. (i) Ολες οι Λαγκρανζιανές που είναι ανεξάρτητες του
x ικανοποιούν την (Η). Ειδικά οι Λαγκρανζιανές των κατηγοριών Ι και
ΙΙ στην [155] ικανοποιούν την (Η).

(ii) Οι Λαγκρανζιανές της μορφής
L(x,u, z) = 1

2ϕ(x,u)|z|2 + F(u),

όπου ϕ : Ω ×R→ R, ικανοποιούν την (Η). �

Υπενθυμίζεται ο ορισμός της παραγώγου Euler-Lagrange, σχέση
(5.2.1).
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Θεωρημα 5.14. Εστω Ω ένα ϕραγμένο χωρίο του RN, L ∈ C2(Ω ×R ×
RN) μια Λαγκρανζιανή που ικανοποιεί την (Η) και u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω)
μια μη-τετριμμένη κλασσική λύση των εξισώσεων Noether ,

(5.4.1) div T(x,u,Du) + Lx(x,u,Du) = 0.

Τότε η u είναι λύση της εξίσωσης Euler-Lagrange

(5.4.2) ∂
∂x j

Lu, j − Lu = 0

στο Ω.

Παρατηρηση 5.15. Από την (5.2.8), η εξίσωση (5.4.1) γράφεται ισοδύ-
ναμα στη μορφή (

∂
∂x j

Lu, j − Lu

)
u,i = 0

ή με συμβολισμό ελεύθερο δεικτών
(5.4.3) δL(u) ·Du = 0.

Σημειώνεται ότι η (5.4.1) είναι σύστημα ΜΔΕ δεύτερης τάξης ως προς
u, ενώ η (5.4.2) είναι μια ΜΔΕ επίσης δεύτερης τάξης ως προς u.

Απόδειξη. Η απόδειξη αρχίζει ακριβώς όπως και η απόδειξη του
Θεωρήματος 5.7 μέχρι το Βήμα 3 όπου η απόδειξη της ύπαρξης της
καμπύλης γ έχει ολοκληρωθεί, με την προφανή τροποποίηση

D := {x ∈ Ω : δL(u)(x) = 0}.

Για σταθεροποιημένο x0 ∈
◦

A0 έστω u(x0) =: c0. Επίσης έστω f := Lu.
Επειδή τα x0 και x1 ανήκουν στην ίδια συνεκτική συνιστώσα του A0,
έχουμε u(x1) = c0 και από την (Η)
(5.4.4) f (x0,u(x0), 0) = f (x1,u(x0), 0) = f (x0, c0, 0) =: d0.

Εχουμε
∂
∂xi

Lzi(x,u,Du)
∣∣∣
x0

= Lxizi(x0, c0, 0) + Luzi(x0, c0, 0)u,i(x0)+

Lziz j(x0, c0, 0)u,i j(x0)
= Lxizi(x0, c0, 0) = 0(5.4.5)

από την (Η). Επειδή από την (5.3.5) είναι x1 ∈ D, έχουμε με όμοιο
τρόπο

∂
∂xi

Lzi(x,u,Du)
∣∣∣
x1

= Lxizi(x1, c0, 0) + Luzi(x1, c0, 0)u,i(x1)+

Lziz j(x1, c0, 0)u,i j(x1)
= Lxizi(x1, c0, 0) = f (x1, c0, 0) = d0(5.4.6)
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όπου η δεύτερη ισότητα από το τέλος έπεται από την εξίσωση
Euler-Lagrange:

∂
∂xi

Lzi(x,u,Du)
∣∣∣
x1

= Lu(x1,u(x1),Du(x1)) = f (x1, c0, 0).

Εχουμε παραλείψει ένα βήμα που περιλαμβάνει ένα επιχείρημα συ-
νέχειας κατά μήκος της γ καθώς t→ 1− (βλ. απόδειξη της ισότητας

που ακολουθεί). Από την πρώτη των (Η) και γ(t) ∈
◦

A0 για όλα τα
t ∈ [0, 1[ παίρνουμε

Lxizi(x1, c0, 0) = Lxizi( lim
t→1−

γ(t),u( lim
t→1−

γ(t)),Du( lim
t→1−

γ(t)))

= lim
t→1−

Lxizi(γ(t),u(γ(t)),Du(γ(t)))

= lim
t→1−

Lxizi(γ(t), c0, 0) = 0.

Συνδυασμός της σχέσης αυτής με την (5.4.6) δίνει d0 = 0, από όπου
με την βοήθεια της (5.4.4)

f (x0, c0, 0) = 0.

Αυτό σημαίνει
∂
∂xi

Lzi(x,u,Du)
∣∣∣
x0
− f (x0,u(x0),Du(x0))

= Lxizi(x0, c0, 0) − f (x0, c0, 0) = 0.

και με αυτό έχουμε αποδείξει
◦

A0 ⊂ D, οπότε από την (5.3.5) έπεται
ότι A0 ⊂ D. �

Τα Πορίσματα 5.9 και 5.10 μεταφέρονται στις γενικές Λαγκρανζιανές
που είναι σύμφωνες με την (Η), με τις προφανείς τροποποιήσεις:

Πορισμα 5.16. Με τις υποθέσεις του Θεωρήματος 5.7, εάν το σύνολο

A0 := {x ∈ Ω : Du(x) = 0} έχει ένα εσωτερικό σημείο, τότε Lu = 0 σε

όλο το
◦

A0.

Πορισμα 5.17. Εστω Ω ένα ϕραγμένο χωρίο του RN και Lu(x,u, z) , 0
στο Ω × R × RN. Τότε για οποιαδήποτε λύση u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) της
ΜΔΕ ως προς u

∂
∂x j

Lu, j − Lu = 0

το σύνολο A0 := {x ∈ Ω : Du(x) = 0} δεν έχει εσωτερικό σημείο.

Η Παρατήρηση 5.12 και το Πόρισμα 5.11 ισχύουν ως έχουν.
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Παραδειγμα 5.18. Θεωρούμε την Λαγκρανζιανή τύπου p-Laplacian[152]

L(u, z) =
1
2
ϕ(|z|2) + F(u)

όπου F ∈ C(R) καιϕ ∈ C2(R+) τέτοια ώστεϕ(0) = 0 καιϕ′(s) > 0 ∀s >
0, η οποία ικανοποιεί την (Η). Ο τανυστής ενέργειας-ορμής για αυτή
την Λαγκρανζιανή είναι

Ti j = ϕ′(|Du|2)u,iu, j − δi j

(1
2
ϕ(|Du|2) + F(u)

)
.

Από το Πόρισμα 5.11 η ΜΔΕ

div (ϕ′(|Du|2)Du ⊗Du) −D
(1
2
ϕ(|Du|2) + F(u)

)
= 0

και η
∂
∂xi

(
ϕ′(|Du|2) ∂u

∂xi

)
= F′(u)

με την συνοριακή συνθήκη u|∂Ω = g, όπου g ∈ C(∂Ω) είναι μη-
σταθερή συνάρτηση, είναι ισοδύναμες.

5.5. Εφαρμογή: Ισοδυναμία αποδεκτών και εσωτερικών

μεταβολών

Οι C2 λύσεις των εξισώσεων Euler-Lagrange (αντίστοιχα Noether)
είναι κρίσιμα (αντίστοιχα εσωτερικά κρίσιμα) σημεία των αντίστοι-
χων μεταβολικών συναρτησιακών. Επειδή κάθε εσωτερική μεταβολή
h οδηγεί σε μια αποδεκτή μεταβολή[150]

w = Du · h,

προκύπτει το ερώτημα αν αυτοί οι δύο τύποι μεταβολών είναι ι-
σοδύναμοι. Σημειώνεται ότι το σύνολο των εσωτερικών μεταβολών
είναι μικρότερο από αυτό των αποδεκτών μεταβολών. Το επόμενο
ερώτημα δίνει μια απάντηση στο ερώτημα αυτό.

Θεωρημα 5.19. Εστω J ένα μεταβολικό συναρτησιακό με Λαγκρανζιανή

L ∈ C2(Ω×R ×RN) που ικανοποιεί την (Η) και u ∈ C2(Ω)∩ C1(Ω) μια
μη-τετριμμένη συνάρτηση. Τότε το μεταβολικό πρόβλημα

(5.5.1) δJ(u)v = 0 ∀v ∈ D(Ω)

είναι ισοδύναμο με το πρόβλημα

(5.5.2) δJ(u)w = 0 ∀w ∈ I(Ω)
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όπου I(Ω) := {Du · h : h εσωτερική μεταβολή του u}. Με απλά λόγια

κάποιος μπορεί να θεωρήσει μόνο εσωτερικές μεταβολές του u στο

πρόβλημα (5.5.1).

Απόδειξη. Η εξίσωση (5.5.2) έπεται άμεσα από την (5.5.1) όταν
το u είναι C∞. Διαφορετικά έχουμε w ∈ C1

c (Ω) ενώ η (5.5.1) απαιτεί
v ∈ D(Ω). Στην περίπτωση αυτή η απόδειξη έπεται από ένα απλό
επιχείρημα πυκνότητας. Για το αντίστροφο, εάν ισχύει η (5.5.2),
τότε δJ(u)Du · h = 0 για όλα τα h ∈ D(Ω)N. Από το θεμελιώδες λήμμα
του λογισμού των μεταβολών έχουμε δJ(u)Du = 0, επομένως η u
είναι λύση των εξισώσεων Noether, και από το Θεώρημα 5.14 θα
είναι και λύση της εξίσωσης Euler-Lagrange. Επειδή η u είναι C2, η u
είναι κρίσιμο σημείο του J, δηλ. ισχύει η (5.5.1). �



ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α

Πολλαπλότητες - Συστήματα συντεταγμένων -

Τανυστές

Στο παράρτημα αυτό συνοψίζουμε μερικά βασικά δεδομένα από την
θεωρία των πολλαπλοτήτων και σχετικών θεμάτων με σκοπό την
εισαγωγή ορισμός και συμβολισμών που χρησιμοποιούνται σε αυτή
την διατριβή.

Α.1. Πολλαπλότητες και συστήματα συντεταγμένων

Α.1.1. Βασικοί ορισμοί. Η έννοια της πολλαπλότητας είναι γενί-
κευση της έννοιας της επιφάνειας στον τριδιάστατο χώρο.

Ορισμος Α.1 (Πολλαπλότητα, παραμέτρηση, χάρτης, σύστημα συν-
τεταγμένων). Εστω k 6 N, U ⊂ RN και Ω ένα ανοιχτό υποσύνολο
του Rk. Μια απεικόνιση ϕ : Ω→ U, η οποία είναι αμφιμονοσήμαντη
(bijective), r > 1 ϕορές συνεχώς διαφορίσιμη στο Ω (ϕ ∈ Cr(Ω)) και
(Α.1.1) rankJϕ(q) = k ∀q ∈ Ω,

όπου Jϕ είναι η Jacobian της ϕ, λέγεται Cr-παραμέτρηση του U και
το U λέγεται τμήμα k-διάστατης υποπολλαπλότητας του RN. Η αν-
τίστροφη απεικόνιση ψ := ϕ−1 : U → Ω λέγεται σύστημα συντεταγ-

μένων η χάρτης του U. Θα λέμε και ότι το ϕ(Ω) = U είναι ένας
k-διάστατος χάρτης ή ένας k-χάρτης.

Ενα σύνολο M ⊂ RN λέγεται k-διάστατη υποπολλαπλότητα του RN

εάν έχει ένα κάλυμμα από k-χάρτες, δηλ. υπάρχει (Uλ)λ∈Λ τέτοια
ώστε το Uλ είναι k-χάρτης ∀λ ∈ Λ και

⋃
λ∈Λ Uλ = M. �

Παρατηρηση Α.2. (i) Εαν Ω είναι ένα ανοιχτό υποσύνολο του RN, από
το θεώρημα αντίστροφης συνάρτησης η ϕ−1 είναι επίσης Cr. Εάν
Ω ⊂ Rk και k < N αυτός είναι ο ορισμός ότι ϕ−1

∈ Cr(U). Πιο γενικά,
μια συνάρτηση f : M→ R είναι Cr εάν∀p ∈M υπάρχει παραμέτρηση
ϕ μιας ανοιχτής περιοχής U του p τέτοια ώστε f ◦ϕ ∈ Cr. Ο ορισμός
αυτός επεκτείνεται σε απεικονίσεις μεταξύ πολλαπλοτήτων: εάν
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M, N είναι πολλαπλότητες, μια συνάρτηση F : M → N είναι Cr εάν
∀p ∈ M υπάρχουν παραμετρήσεις ϕ, ψ ανοιχτών περιοχών U, V
των p και F(p) αντίστοιχα, έτσι ώστε η τοπική παράσταση της F,
ψ−1
◦ F ◦ ϕ ∈ Cr. Ελέγχεται άμεσα ότι εάν η συνθήκη αυτή ισχύει

για ένα ιδιαίτερο ζευγάρι παραμετρήσεων ϕ, ψ, τότε ισχύει για κάθε
τέτοιο ζευγάρι.

(ii) Η συνθήκη (Α.1.1) εξασϕαλίζει ότι τα διανύσματα

∂ϕ

∂q1 , · · · ,
∂ϕ

∂qk
,

είναι γραμμικά ανεξάρτητα.

(iii) Μπορούμε να έχουμε περισσότερες από μια παραμετρήσεις ε-
νός τμήματος πολλαπλότητας U, όπως για παράδειγμα ϕ : Ω → U
και ϕ′ : Ω′ → U. Εστω ότι οι συντεταγμένες στα Ω, Ω′ είναι
q = (q1, · · · , qk), q′ = (q′1, · · · , q′k) αντίστοιχα. Τότε οι απεικονίσεις
αλλαγής συντεταγμένων είναι ϕ′−1

◦ ϕ : Ω → Ω′ για την μετάβα-
ση από το q1, · · · , qN στο q′1, · · · , q′N και ϕ−1

◦ ϕ′ : Ω′ → Ω για την
αντίστροφη μετάβαση.

Παραδειγμα Α.3. (i) Το σύνολο M = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = 1 & z > 0}
είναι ένα τμήμα υποπολλαπλότητας τουR3 μέσω της παραμέτρησης

x : B(0, 1)→M, x(q1, q2) = (q1, q2,
√

1 − (q1)2 − (q2)2)

όπου B(0, 1) ⊂ R2 είναι η μοναδιαία μπάλα με κέντρο το 0. Γράφουμε
σε μορφή συνιστωσών

x1(q1, q2) = q1, x2(q1, q2) = q2, x3(q) =
√

1 − (q1)2 − (q2)2

(ii) Η σϕαίρα S2 = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = 1} είναι υποπολλαπλότητα
του R3 μέσω των εξής έξι παραμετρήσεων

ϕ± : B(0, 1)→ S2, ϕ(ξ1, ξ2) = (ξ1, ξ2,±
√

1 − (ξ1)2 − (ξ2)2)

χ± : B(0, 1)→ S2, ϕ(ξ1, ξ2) = (ξ1,±
√

1 − (ξ1)2 − (ξ2)2, ξ2)

ψ± : B(0, 1)→ S2, ϕ(ξ1, ξ2) = (±
√

1 − (ξ1)2 − (ξ2)2, ξ1, ξ2)

και το B(0, 1) είναι όπως στο (i).
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(iii) Το σύνολο M = B(0, 1) ⊂ R3 είναι ένα τριδιάστατο τμήμα πολλα-
πλότητας του R3 μέσω της παραμέτρησης της ταυτοτικής απεικό-
νισης idM. Αυτό ισχύει για κάθε ανοιχτό υποσύνολο M του RN. Η
παραμέτρηση σε μορφή συντεταγμένων εδώ είναι απλά

x1(q1, q2, q3) = q1, x2(q1, q2, q3) = q2, x3(q1, q2, q3) = q3

Συμβολισμός. Εστω Ω,Ω′ ⊂ Rk και M ⊂ RN. Για τις συνιστώσες
ενός χάρτη

ψ := ϕ−1 : M→ Ω, p 7→ ψ(p) = (ψ1(p), · · · , ψk(p))

χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό

q1(p), · · · , qk(p).

Οι συνιστώσες μιας συνάρτησης αλλαγής συντεταγμένων

ϕ′−1
◦ ϕ : Ω→ Ω′

συμβολίζονται

q′1(q1, · · · , qk), · · · , q′k(q1, · · · , qk).

Ομοίως, για τις συνιστώσες της συνάρτησης της αντίστροφης αλλα-
γής συντεταγμένων

ϕ−1
◦ ϕ′ : Ω′ → Ω

γράφουμε

q1(q′1, · · · , q′k), · · · , qk(q′1, · · · , q′k).

Ετσι, qi είναι δυνατόν να σημαίνει την i-στή συντεταγμένη ενός σημεί-
ου p, την i-στή συνιστώσα μιας απεικόνισης χάρτη, ή την i-στή συνι-
στώσα μιας συνάρτησης αλλαγής συντεταγμένων. Το ποιό ακριβώς
εννοείται από αυτά, πρέπει να συμπεραίνεται από τα συμφραζόμε-
να.

Επίσης θα χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό

x1(q), · · · , xN(q)

για τις συνιστώσες μιας παραμέτρησης x : Ω → U,q 7→ ϕ(q), όπου
q = (q1, · · · , qk).
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Σχήμα Α.1.1. Καρτεσιανό (Cartesian) σύστημα συντε-
ταγμένων (ΣΣ) (προβολή στο επίπεδο x1x2). Οι γραμ-
μές που περνούν από το σημείο p είναι το τοπικό καρτε-

σιανό ΣΣ του p. Οι ίδιες γραμμές είναι οι συντεταγμένες
καμπύλες του καρτεσιανού ΣΣ. Τα διανύσματα e1, e2
είναι η τοπική βάση του p.

Α.1.2. Τοπική βάση συστήματος συντεταγμένων. Αντίθετα με
τα καρτεσιανά (Cartesian) συστήματα συντεταγμένων, τα καμπυλό-
γραμμα δεν έχουν την ίδια βάση σε όλα τα σημεία. Ετσι το πρώτο
πρόβλημα που αντιμετωπίζουμε είναι ο προσδιορισμός των διανυ-

σμάτων βάσης, ως προς τα οποία να μπορούμε στη συνέχεια να
υπολογίζουμε συνιστώσες διανυσμάτων.

Για να προσδιορίσουμε τα διανύσματα βάσης σε ένα σημείο p με
συντεταγμένες x1

0, · · · , x
N
0 σε ένα καρτεσιανό ΣΣ (βλ. Σχ. Α.1.1 για

N = 2) σκεφτόμαστε ως εξής: ϕέρουμε την παράλληλη γ1 στον
άξονα x1 που περνάει από το p, η οποία μπορεί να παραμετρηθεί
από την γ1(t) = (x1

0 + t, x2
0, · · · , x

N
0 ). Το εφαπτόμενο διάνυσμα στο p

είναι
e1(p) = γ′1(0) = (1, 0, · · · , 0) = e1.

Γενικά γi(t) = (x1
0, · · · , x

i
0 + t, · · · , xN

0 ) και το εφαπτόμενο διάνυσμα στο
p είναι

ei(p) = γ′i(0) = (0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0) = ei.

Σε ένα γενικό ΣΣ με την παραμέτρησηϕ = (x1, · · · , xN) (βλ. Σχ. Α.1.2),
καθοδηγούμενοι από το παράδειγμα του καρτεσιανού συστήματος,
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Σχήμα Α.1.2. Καμπυλόγραμμες συντεταγμένες, συντε-

ταγμένες καμπύλες και τοπικές βάσεις σε τμήμα πολ-

λαπλότητας. ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) είναι οι καμπυλόγραμμες
συντεταγμένες του p = ϕ(ξ) ∈ M. Τα διανύσματα
bi = ∂iϕ(ξ) (i = 1, 2, 3) είναι γραμμικά ανεξάρτητα και
εφαπτόμενα στις συντεταγμένες καμπύλες γi. Αποτε-
λούν μια τοπική βάση στο p.

θεωρούμε τις συντεταγμένες καμπύλες που περνούν από το p,

γi(t) = ϕ(q1
0, · · · , q

i
0 + t, · · · , qk

0)

= (x1(q1
0, · · · , q

i
0 + t, · · · , qk

0), · · · , xN(q1
0, · · · , q

i
0 + t, · · · , qk

0)),

όπου i = 1, · · · , k και q0 = (q1
0, · · · , q

k
0) είναι οι συντεταγμένες του p σε

αυτό το ΣΣ (αυτό σημαίνει q0 = ϕ−1(p)). Οπως προηγουμένως τα
διανύσματα βάσης δίνονται από την σχέση

bi(p) = γ′i(0) =
∂ϕ

∂qi

∣∣∣∣∣
q0

= (
∂x1

∂qi , · · · ,
∂xN

∂qi )
∣∣∣∣∣
q0

, i = 1, · · · , k.

Η ακριβής διατύπωση αυτών των ευριστικών παρατηρήσεων δίνεται
στον επόμενο ορισμό.

Ορισμος Α.4. Εστω M μια k-διάστατη υποπολλαπλότητα του RN και
p ∈ M. Ενα διάνυσμα v λέγεται εφαπτόμενο διάνυσμα της M στο p
εάν υπάρχει μια συνεχώς διαφορίσιμη καμπύλη

α : ] − 1, 1[→M ⊂ RN

τέτοια ώστε
α(0) = p & α′(0) = v.
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Το σύνολο TpM των εφαπτόμενων διανυσμάτων της M στο p είναι
ένας k-διάστατος διανυσματικός χώρος, ο οποίος λέγεται εφαπτόμε-
νος χώρος της M στο p. Η ένωση όλων των εφαπτόμενων χώρων
της M (η οποία δεν είναι απαραίτητα διανυσματικός χώρος) λέγεται
εφαπτόμενη δέσμη της M και χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό

TM =
⋃
p∈M

TpM.

Παραδειγμα Α.5. Εστω M ένα ανοιχτό υποσύνολο του RN με την πα-
ραμέτρηση της ταυτοτικής απεικόνισης idM. Ο εφαπτόμενος χώρος
σε κάθε σημείο p ∈ M είναι ο RN, δηλ. TpM = RN. Η εφαπτόμενη
δέσμη είναι

TM = M ×RN.

Παρατηρηση Α.6. Ο ορισμός Α.4 του εφαπτόμενου διανύσματος δεν
είναι ένας εσωτερικός ορισμός, με την έννοια ότι στηρίζεται στον πε-
ριβάλλοντα χώρο RN. Παίρνουμε έναν εσωτερικό ορισμό θεωρών-
τας την ακόλουθη σχέση ισοδυναμίας στο σύνολο των καμπυλών
α : ] − 1, 1[→M που περνούν από το p

(Α.1.2) α ∼ β ⇔ (ψ ◦ α)′(0) = (ψ ◦ β)′(0)

για ένα σύστημα συντεταγμένων ψ. Μπορεί να αποδειχθεί ότι η συν-
θήκη αυτή ικανοποιείται σε κάθε άλλο αποδεκτό σύστημα συντεταγ-
μένων. Το εφαπτόμενο διάνυσμα ορίζεται ως μια κλάση ισοδυναμίας
αυτής της σχέσης.

Θεωρημα Α.7 (Διανύσματα βάσης συστήματος συντεταγμένων). Εστω
M μια k-διάστατη υποπολλαπλότητα του RN και p ∈M. Τότε:

(i) O TpM είναι k-διάστατος διανυσματικός υποχώρος του RN.

(ii) Εαν ϕ : Ω→ U είναι μια παραμέτρηση της M και q = (q1, · · · , qk) ∈
Ω είναι οι συντεταγμένες ενός σημείου p σε αυτό το ΣΣ, δηλ. q =
ϕ−1(p), τότε τα διανύσματα

∂ϕ

∂q1

∣∣∣∣∣
q
, · · · ,

∂ϕ

∂qk

∣∣∣∣∣∣
q

αποτελούν βάση του TpM.

Απόδειξη. Εστω Ei =
∂ϕ

∂qi

∣∣∣∣∣
q

(i = 1, · · · , k) και F = span{E1, · · · ,Ek}

ο διανυσματικός χώρος που ορίζεται από τα διανύσματα Ei. Θα
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δείξουμε ότι F = TpM. Εστω v = c1E1 + · · ·+ ckEk ∈ F και α(t) = ϕ(q1 +

c1t, · · · , qk + ckt) μια καμπύλη που περνάει από το p (α(0) = ϕ(q) = p).
Από τον ορισμό του v ∈ TpM

α′(0) =
∂ϕ

∂q1

∣∣∣∣∣
q

c1 + · · · +
∂ϕ

∂qk

∣∣∣∣∣∣
q

ck = v.

Αντίστροφα, αν v ∈ TpM, υπάρχει καμπύλη α με α(0) = p και α′(0) =
v. Για την καμπύλη γ(t) := ϕ−1(α(t)) έχουμε α(t) = ϕ(γ(t)) και

v = α′(0) =
∂ϕ

∂q1

∣∣∣∣∣
q
γ′1(0) + · · · +

∂ϕ

∂qk

∣∣∣∣∣∣
q

γ′k(0) ∈ F.

Η γραμμική ανεξαρτησία των E1, · · · ,Ek έπεται από την σχέση

rank Jϕ(q) = k,

βλ. Ορισμό Α.1, από τον οποίο έπεται ότι οι στήλες της Ιακωβιανής
∂1ϕ(q), · · · , ∂kϕ(q) είναι γραμμικά ανεξάρτητες. �

Α.1.3. Δυική βάση συστήματος συντεταγμένων. Επειδή τα δια-
νύσματα βάσης Ei ενός συστήματος συντεταγμένων δεν είναι συνή-
θως κάθετα μεταξύ τους, η χρήση της δυικής βάσης σε υπολογισμούς
είναι αναπόφευκτη. Υπενθυμίζεται ότι ο δυικός χώρος ενός γραμμι-
κού χώρου (στην περίπτωσή μας TpM � Rk) είναι το σύνολο όλων
των γραμμικών συναρτησιακών του χώρου. Ο επόμενος ορισμός
είναι μια εξειδίκευση αυτού του ορισμού του δυικού χώρου για τον
TpM:

Ορισμος Α.8. Εστω M μια k-διάστατη υποπολλαπλότητα του RN και
p ∈ M. Ο δυικός χώρος T?p M του TpM λέγεται συνεφαπτομενικός
χώρος της M στο p. Τα στοιχεία του T?p M λέγονται συνεφαπτομενικά
διανύσματα της M στο p ∈M.

Η ένωση όλων των συνεφαπτομενικών χώρων της M (η οποία εν
γένει δεν είναι γραμμικός χώρος) λέγεται συνεφαπτομενική δέσμη

της M και γράφουμε
T?M =

⋃
p∈M

T?p M.

Κατ΄ αναλογία με το Θεώρημα Α.7 έχουμε την ακόλουθη πρόταση.
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Προταση Α.9 (Δυική βάση συστήματος συντεταγμένων). Εστω M μια

k-διάστατη υποπολλαπλότητα του RN, p ∈ M, ϕ : Ω→ U μια παρα-

μέτρηση της M και q = (q1, · · · , qk) ∈ Ω οι συντεταγμένες στο Ω. Για

κάθε i = 1, · · · , k ορίζουμε τις απεικονίσεις

ωi : TpM→ R, v 7→ (qi
◦ α)′(0),

όπου α : ] − ε, ε[→ M τέτοια ώστε α(0) = p και α′(0) = v. qi = (ϕ−1)i

είναι η i-στή συνιστώσα της ϕ−1. Τότε ωi ∈ T?p M και τα διανύσματα

dq1(p), · · · , dqk(p)

όπου dqi(p) = ωi, αποτελούν βάση του T?p M, η οποία είναι η δυική

βάση της

(Α.1.3) E1 =
∂ϕ

∂q1

∣∣∣∣∣
ϕ−1(p)

, · · · ,Ek =
∂ϕ

∂qk

∣∣∣∣∣∣
ϕ−1(p)

.

Απόδειξη. Πρώτα αποδεικνύουμε ότι οι απεικονίσεις ωi είναι καλά
ορισμένες, δηλ. δεν εξαρτώνται από την επιλογή του α. Εστω β μια
άλλη καμπύλη με τις ίδιες ιδιότητες, β(0) = p και β′(0) = v και έστω
ρ = ϕ−1

◦α, σ = ϕ−1
◦β, οπότε α = ϕ◦ρ και β = ϕ◦σ. Από τις σχέσεις

αυτές παίρνουμε για q0 := ϕ−1(p),

α′(0) = Jϕ · ρ′(q0) και β′(0) = Jϕ · σ′(q0)

και επειδή α′(0) = β′(0) = v,

k∑
i=1

∂ϕ

∂qi

∣∣∣∣∣
q0

((qi
◦ α)′(0) − (qi

◦ β)′(0)) = 0.

Από την γραμμική ανεξαρτησία των διανυσμάτων (Α.1.3) έπεται ότι

(Α.1.4) (qi
◦ α)′(0) = (qi

◦ β)′(0)

για κάθε i = 1, · · · , k.

Τα υπόλοιπα έπονται από την

ωi(
∂ϕ

∂q j

∣∣∣∣∣∣
q0

) = (qi
◦ γ j)′(0) = (qi

0 + δi jt)′(0) = δi j,

όπου γ j(t) = ϕ(q1
0, · · · , q

j
0 + t, · · · , qk

0). �
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Θα γράφουμε και E?k ≡ Ek για το dqk. Με τον συμβολισμό αυτό
(E?1 , · · · ,E

?
k ) είναι η δυική βάση της (E1, · · · ,Ek). Εχουμε την ακόλουθη

ιδιότητα:
E?i (E j) = δi j i, j = 1, · · · , k.

Σε γραμμικούς χώρους πεπερασμένης διάστασης, τα γραμμικά συ-
ναρτησιακά μπορούν να ταυτιστούν με διανύσματα του χώρου. Ετσι
μπορούμε να γράψουμε την σχέση αυτή στη μορφή βαθμωτού γινο-
μένου

(Α.1.5) E?i · E j =
〈
E?i ,E j

〉
= δi j i, j = 1, · · · , k,

όπου E?j είναι τώρα το διάνυσμα που αντιστοιχεί στο συναρτησιακό
E?j .

Πορισμα Α.10. Με τον συμβολισμό της Πρότασης Α.9 έστω v ∈ TpM
και α, β δύο αντιπρόσωπες καμπύλες, δηλ. α(0) = β(0) = p και α′(0) =
β′(0) = v. Για κάθε συνεχώς διαφορίσιμη συνάρτηση f ορισμένη σε

μια περιοχή του p
( f ◦ α)′(0) = ( f ◦ β)′(0).

Απόδειξη. Για έναν χάρτη ϕ του p από τον κανόνα της αλυσίδας
έχουμε

( f ◦ α)′(0) = ( f ◦ ϕ−1
◦ ϕ ◦ α)′(0)

= ( f ◦ ϕ−1)′ · (ϕ ◦ α)′(0)

= ( f ◦ ϕ−1)′ · (ϕ ◦ β)′(0)

= ( f ◦ ϕ−1
◦ ϕ ◦ β)′(0)

= ( f ◦ β)′(0)

όπου στην τρίτη ισότητα έγινε χρήση της (Α.1.4). �

Παρατηρηση Α.11. Μπορούμε να υπολογίσουμε την δυική βάση με την
χρήση της (Α.1.5). Για σταθερό i, εάν E?i = (x1, · · · , xk) και E j =
(b j1, · · · , b jk), από την (Α.1.5),

k∑
l=1

b jlxl = δi j,

η οποία λόγω της γραμμικής ανεξαρτησίας των E1, · · · ,Ek έχει πάντα
μοναδική λύση για το (x1, · · · , xk).
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Α.1.4. Αλλαγές συστημάτων συντεταγμένων. Διάφορα συστή-
ματα συντεταγμένων μπορούν να θεωρηθούν σε ένα τμήμα υποπολ-
λαπλότητας. Η ακόλουθη πρόταση μας λέει πως μετασχηματίζονται
οι τοπικές βάσεις όταν αλλάζει το σύστημα συντεταγμένων.

Προταση Α.12. Εστω M μια k-διάστατη υποπολλαπλότητα του RN και

ϕ : Ω → U, ϕ′ : Ω′ → U δύο παραμετρήσεις. Υπάρχει μια γραμμική

απεικόνιση

L : Rk
→ Rk, L = [Li

j]i. j=1,··· ,k

η οποία απεικονίζει την τοπική βάση της ϕ στην αντίστοιχη της ϕ′

∂ϕ′

∂q′ j
= Li

j

∂ϕ

∂qi , Li
j =

∂qi

∂q′ j

όπου q και q′ είναι οι συντεταγμένες στα Ω και Ω′ αντίστοιχα.

Απόδειξη. Από τον κανόνα της αλυσίδας για την συνάρτηση ϕ′ =
ϕ ◦ (ϕ−1

◦ ϕ′) παίρνουμε

∂ϕ′

∂q′ j
=

∑
i

∂ϕ

∂qi

∂(ϕ−1
◦ ϕ′)i

∂q′ j
.

Σύμφωνα με τον Συμβολισμό Α.1.1 έχουμε (ϕ−1
◦ ϕ′)i = qi και από

αυτό ο ισχυρισμός έπεται άμεσα. �

Α.2. Διανύσματα - Τανυστές - Διαφορικές ϕόρμες

Α.2.1. Τανυστές.

Ορισμος Α.13. Το τανυστικό γινόμενο E ⊗ F δύο γραμμικών χώρων

(πεπερασμένης διάστασης) E,F είναι ο γραμμικός χώρος των διγραμ-
μικών μορφών στον E? × F?,

E ⊗ F = {u : E? × F? → R : u διγραµµικη̇}

όπου E?,F? είναι οι αντίστοιχοι δυικοί χώροι.

Τα στοιχεία του E ⊗ F λέγονται αντιμεταβλητοί τανυστές 2ης τάξης.

Παρατηρηση Α.14. (i) Κατ΄ αναλογία το τανυστικό γινόμενο των E?,F?
είναι ο γραμμικός χώρος όλων των διγραμμικών συναρτησιακών στον
E × F, δηλ.

E? ⊗ F? = {u : E × F→ R : u διγραµµικη̇}.

Τα στοιχεία του E?⊗F? λέγονται συμμεταβλητοί τανυστές 2ης τάξης.
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(ii) Στον Ορισμό Α.13 είναι δυνατόν να έχουμε F = E, δηλ. E⊗ E είναι
ο χώρος των διγραμμικών συναρτησιακών u : E? × E? → R.

(iii) Ο Ορισμός Α.13 μπορεί εύκολα να επεκταθεί σε r χώρους E1, · · · ,Er.
Εδώ

E1 ⊗ · · · ⊗ Er

είναι ο χώρος των r-γραμμικών συναρτησιακών u : E?1 × · · · × E?r →
R. Τα στοιχεία αυτών των χώρων λέγονται τανυστές r-στής τάξης

(αντιμεταβλητοί, συμμεταβλητοί ή μικτοί ανάλογα με το αν οι όροι
του γινομένου είναι οι χώροι, οι δυικοί τους ή και τα δύο). �

Ορισμος Α.15. Εστω E,F γραμμικοί χώροι (πεπερασμένης διάστασης).
Το τανυστικό γινόμενο δύο διανυσμάτων x ∈ E, y ∈ F, συμβολιζόμενο
x ⊗ y ∈ E ⊗ F, ορίζεται από την σχέση

x ⊗ y(u?, v?) = u?(x)v?(y).

Παρατηρηση Α.16. (i) Το τανυστικό γινόμενο x? ⊗ y? ∈ E? ⊗ F? των
x? ∈ E?, y? ∈ F? ορίζεται από την σχέση

x? ⊗ y?(u, v) = x?(u)y?(v).

(ii) Ο ορισμό αυτός επεκτείνεται σε περισσότερα από δύο διανύσμα-
τα:

x1 ⊗ · · · ⊗ xr(u?1 , · · · ,u
?
r ) = u?1 (x1) · · · u?r (xr).

(iii) Γενικά x ⊗ y , y ⊗ x. �

Προταση Α.17. Εστω E διανυσματικός χώρος, (b1, · · · , bn) μια βάση του

και (b?1 , · · · , b
?
n ) η δυική της βάση. Τα διανύσματα

(bi ⊗ b j)n
i, j=1, (b?i ⊗ b?j )n

i, j=1

είναι βάσεις των E ⊗ E και E? ⊗ E? αντίστοιχα.

Απόδειξη. Εστω T : E? × E? → R μια διγραμμική απεικόνιση T ∈
E ⊗ E. Για u?, v? ∈ E? έχουμε

T(u?, v?) = T(
n∑

i=1

λib?i ,
n∑

j=1

µ jb?j ) =

n∑
i, j=1

λiµ jT(b?i , b
?
j ).

Από την

(bk ⊗ bl)(u?, v?) =

n∑
i, j=1

λiµ j(bk ⊗ bl)(b?i , b
?
j ) =

n∑
i, j=1

λiµ jbk(b?i )bl(b?j ) = λkµl
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παίρνουμε

(Α.2.1) T =

n∑
i, j=1

T(b?i , b
?
j )bi ⊗ b j.

Η γραμμική ανεξαρτησία των διανυσμάτων bi⊗b j προκύπτει με όμοιο
τρόπο. �

Πορισμα Α.18. Εαν dim E = n τότε dim(E ⊗ E) = n2 και γενικά για r
όρους dim(E ⊗ · · · ⊗ E) = nr.

Α.2.2. Τανυστικά πεδία.

Ορισμος Α.19. Εστω M ένα τμήμα k-διάστατης υποπολλαπλότητας
του RN και p ∈M. Τα στοιχεία του χώρου

TpM ⊗ · · · ⊗ TpM︸               ︷︷               ︸
r ȯρoι

⊗ T?p M ⊗ · · · ⊗ T?p M︸                ︷︷                ︸
s ȯρoι

=: Tr,s
p M

λέγονται r-αντιμεταβλητοί s-συμμεταβλητοί τανυστές, ή τανυστές τύ-

που (r, s) ή και (r, s)-τανυστές.

Ορίζουμε την (r, s)-τανυστική δέσμη της M

Tr,sM =
⋃
p∈M

Tr,s
p M.

Μια διαφορίσιμη συνάρτηση

A : M→ Tr,sM, p 7→ A(p) ∈ Tr,s
p M,

λέγεται (r, s)-τανυστικό πεδίο ή διατομή της δέσμης Tr,sM. �

Παρατηρηση Α.20. (i) Τα στοιχεία του T1,0
p M είναι εφαπτόμενα διανύ-

σματα της M στο p. Τα εφαπτόμενα διανύσματα της M στο p είναι
αντιμεταβλητοί τανυστές 1ης τάξης. Ενα πεδίο v : M→ T1,0M ≡ TM
τέτοιο ώστε v(p) ∈ T1,0

p M λέγεται διανυσματικό πεδίο της M. Με
κατάχρηση συμβολισμού θα γράφουμε για συντομία v ∈ TM.

(ii) Τα στοιχεία του T0,1
p M είναι συνεφαπτόμενα διανύσματα της M

στο p. Τα συνεφαπτόμενα διανύσματα της M στο p είναι συμμετα-
βλητοί τανυστές 1ης τάξης. Ενα πεδίο ω : M→ T0,1M ≡ T?M τέτοιο
ώστε ω(p) ∈ T0,1

p M λέγεται διαφορική ϕόρμα 1ης τάξης ή 1-ϕόρμα ή
Πφάφφια ϕόρμα της M. Με κατάχρηση συμβολισμού θα γράφουμε
για συντομία ω ∈ T?M.
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(iii) Ενα τανυστικό πεδίο λέγεται για συντομία απλά τανυστής.

(iv) Από σύμβαση η μηδενικής τάξης δέσμη T0,0M της M είναι το
σύνολο των συνεχώς διαφορίσιμων συναρτήσεων της M. Συνεπώς
μια μηδενικής τάξης διατομή ή ένας (0,0)-τανυστής της M είναι μια
συνεχώς διαφορίσιμη συνάρτηση της M. �

Α.2.3. Συνιστώσες τανυστών. Εστω M μια k-διάστατη υποπολ-
λαπλότητα του RN, ϕ : Ω → U μια παραμέτρηση της M, q1, · · · , qk

οι συντεταγμένες στο Ω και p ∈ M. Επίσης έστω (Ei(p))k
i=1 η βάση

του TpM σε αυτό το σύστημα συντεταγμένων (βλ. Θεώρημα Α.7(ii))
και (Ei(p))k

i=1 η δυική της βάση (βλ. §Α.1.3). Εχουμε Ei(p) = ∂iϕ(p) και
Ei(p) = dqi(p). Από την Πρόταση Α.17 οι τανυστές

∂i1ϕ ⊗ · · · ⊗ ∂irϕ︸             ︷︷             ︸
r items

⊗ dq j1 ⊗ · · · ⊗ dq js︸            ︷︷            ︸
s items

= Ei1 ⊗ · · · ⊗ Eir ⊗ E j1 ⊗ · · · ⊗ E js

=: Ei ⊗ Ej

αποτελούν βάση του Tr,s
p M. Εχουμε θέσει

Ei := Ei1 ⊗ · · · ⊗ Eir , Ej := E j1 ⊗ · · · ⊗ E js ,

και i = (i1, · · · , ir), j = ( j1, · · · , js). Με τον συμβολισμό αυτό η βάση
του Tr,s

p M είναι
Ei ⊗ Ej.

Οι συνιστώσες ενός τανυστή A ∈ Tr,s
p M στο σύστημα συντεταγμένων

q = ϕ−1 ορίζονται κατ΄ αναλογία με την σχέση Α.2.1,

Ai1···ir
j1··· js

= Ai
j = A(Ei ⊗ Ej),

από την οποία

(Α.2.2) A =
∑

i,j

Ai
jEi ⊗ Ej.

Δείκτες που αντιστοιχούν σε αντιμεταβλητές (αντίστοιχα συμμετα-
βλητές) συντεταγμένες γράφονται σαν υπερδείκτες (αντίστοιχα υ-
ποδείκτες). Εαν A είναι ένα τανυστικό πεδίο, οι συνιστώσες του
είναι συναρτήσεις του p ∈M, δηλ. Ai

j(p).
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Α.2.4. Ανέβασμα και κατέβασμα δεικτών. Εξειδικεύουμε την σχέ-
ση (Α.2.2) για αντιμεταβλητούς και συμμεταβλητούς τανυστές πρώ-
της τάξης.

Συμβολισμος Α.21 (Σύμβαση άθροισης του Einstein). Οταν σε μία πα-
ράσταση ένας δείκτης εμφανίζεται δύο ϕορές, ως συμμεταβλητός
και ως αντιμεταβλητός δείκτης, υποννοείται άθροιση ως προς αυτόν
τον δείκτη και το σύμβολο της άθροισης παραλείπεται.

Εστω A ∈ RN ένα διάνυσμα του RN με την συνήθη έννοια. Υπάρχει
μια C1 καμπύλη α : ] − 1, 1[→M τέτοια ώστε α(0) = p και α′(0) = A ,
δηλ. το A μπορεί να ταυτιστεί με ένα διάνυσμα του TpM. Παίρνουμε
τις αντιμεταβλητές συνιστώσες του A στην βάση του TpM, δηλ.
γράφουμε το A ως έναν γραμμικό συνδυασμό

(Α.2.3) A = AiEi

Εαν τα Ei δεν είναι ορθοκανονικό σύστημα, οι συνιστώσες Ai δεν είναι
οι ορθές προβολές του A στα Ei.

Επειδή TpM � Rk � T?p M, μπορούμε επίσης να πάρουμε τις συνι-
στώσες του A στην βάση του T?p M:

(Α.2.4) A = AiEi.

Αυτές είναι οι συμμεταβλητές συνιστώσες του A.

Από τις (Α.2.3) και (Α.2.4) παίρνουμε μια σχέση μεταξύ συμμετα-
βλητών και αντιμεταβλητών συνιστωσών ενός τανυστή 1ης τάξης.
Εστω [gi j], [gi j] οι πίνακες

(Α.2.5) Ei = gi jE j, Ei = gi jE j.

και 〈·, ·〉 το βαθμωτό γινόμενο του RN. Από την (Α.2.5) παίρνουμε

(Α.2.6)
〈
Ei,E j

〉
=

〈
gilEl,E j

〉
= gil

〈
El,E j

〉
= gi j

(Α.2.7)
〈
Ei,E j

〉
=

〈
gilEl,E j

〉
= gil

〈
El,E j

〉
= gi j

Από τις (Α.2.3), (Α.2.4) και (Α.2.5) παίρνουμε

(Α.2.8) Ai =
〈
Ei,A

〉
=

〈
Ei,AlEl

〉
= Al

〈
El,Ei

〉
= gilAl

(Α.2.9) Ai = 〈Ei,A〉 =
〈
Ei,AlEl

〉
= Al

〈El,Ei〉 = gilAl
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Οι σχέσεις αυτές επεκτείνονται εύκολα σε (r, s)-τανυστές. Για παρά-
δειγμα:

Ti j = gipg jqTpq.

Παρατηρηση Α.22. Οι σχέσεις (Α.2.6), (Α.2.7), (Α.2.8) και (Α.2.9) βασί-
ζονται στην ύπαρξη ενός βαθμωτού γινομένου στον περιβάλλοντα
χώρο και εξαρτώνται από αυτό.

Α.2.5. Μετρικός τανυστής.

Ορισμος Α.23. Ο τανυστής

g = gi jEi
⊗ E j

λέγεται μετρικός τανυστής.

Προταση Α.24. Ο μετρικός τανυστής είναι καλά ορισμένος (δηλ. είναι

πράγματι τανυστής) και είναι συμμετρικός. Οι πίνακες [gi j], [gi j] είναι
αντίστροφοι.

Απόδειξη. Ο τελευταίος ισχυρισμός έπεται από την Ei = gi jE j =

gi jg jlEl και την αντίστοιχη σχέση για το Ei. �

Α.2.6. Συμπεριφορά των συνιστωσών τανυστών κάτω από αλ-

λαγές συντεταγμένων. Εστω A ένας αντιμεταβλητός τανυστής και
ϕ,ϕ′ δύο συστήματα συντεταγμένων. Παίρνουμε τις συνιστώσες
του A στο ϕ:

A = Ai∂ϕ

∂qi .

Από την

(Α.2.10)
∂ϕ

∂qi =
∂ϕ′ ◦ (ϕ′−1

◦ ϕ)
∂qi =

∂ϕ′

∂q′ j
∂q′ j

∂qi

παίρνουμε

A = Ai∂q′ j

∂qi

∂ϕ′

∂q′ j
.

Συνεπώς

(Α.2.11) A′ j = Ai∂q′ j

∂qi .
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Για τις συμμεταβλητές συνιστώσες έχουμε

dq′i(v) = dq′i(v′ j
∂ϕ′

∂q′ j
) = v′i = v j∂q′i

∂q j = dq j(v)
∂q′i

∂q j =
∂q′i

∂q j dq j(v),

έτσι

dq′i =
∂q′i

∂q j dq j.

και

(Α.2.12) ω′j = ωi
∂qi

∂q′ j
.

Οι ισότητες (Α.2.11), (Α.2.12) επεκτείνονται εύκολα σε τανυστές τύ-
που (r, s).

Α.3. Ολοκλήρωση σε πολλαπλότητες

Α.3.1. Το εμβαδό (area) πολλαπλότητας. Προχωράμε ευριστικά
για να ϕθάσουμε σε έναν ϕυσικό ορισμό του εμβαδού (ή όγκου) μιας
πολλαπλότητας.

Ας υπολογίσουμε το k-διάστατο εμβαδό ενός παραλληλεπιπέδου που
ορίζεται από k γραμμικά ανεξάρτητα διανύσματα v1, · · · , vk του RN.
Μπορούμε να υποθέσουμε ότι ο γραμμικός χώρος S που ορίζεται
από τα {v1, · · · , vk} είναι ο Rk

× {0N−k}, 0N−k = (0, · · · , 0︸  ︷︷  ︸
N−k

). Διότι διαφο-

ρετικά μπορούμε να θεωρήσουμε μια ορθοκανονική βάση {b1, · · · , bN}

και την ορθογώνια (γραμμική) απεικόνιση
O : bi 7→ ei, i = 1, · · · ,N

όπου ei είναι η συνήθης βάση του RN. Εχουμε

O S = Rk
× {0N−k}

Καθώς η O διατηρεί μήκη και γωνίες, μπορούμε να υποθέσουμε (αυτό
εννοούσαμε προηγουμένως με τον όρο «ϕυσικός ορισμός») ότι

volk (v1, · · · , vk) = volk (Ov1, · · · ,Ovk)

Αντικαθιστώντας τον χώρο S από τον O S και τα vi από τα Ovi

παίρνουμε vi ∈ Rk
× {0N−k}.

Εαν
P =

{
λivi : λi

∈ [0, 1]
}
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είναι το παραλληλεπίπεδο που ορίζεται από τα {v1, · · · , vk} και A η
γραμμική απεικόνιση

ei 7→ vi = A j
i e j

τότε A = [v1, · · · , vk], δηλ. ο πίνακας με i-στή στήλη vi, και διαπιστώ-
νεται εύκολα ότι ο A απεικονίζει τον μοναδιαίο κύβο Ik = [0, 1]k επί
του P,

P = AIk.
Ο όγκος του P δίνεται από

volk (P) =

∫
P

dx1
· · · dxk =

∫
AIk

dx1
· · · dxk

=

∫
Ik
|det A|dx1

· · · dxk = |det A|

= |det [v1, · · · , vk]|

Μια πιο βολική έκφραση λαμβάνεται με χρήση του πίνακα με στοιχεία

ai j =
〈
vi, v j

〉
=

〈
As

i es,Al
jel

〉
=

k∑
s=1

As
i A

s
j

Από την ορθογωνιότητα του A

det[ai j] = det
(
AtA

)
= (det A)2

⇒ |det A| =
√

a,

όπου g = det[gi j]. Συνοψίζοντας, έχουμε καταλήξει στις σχέσεις

volk (v1, · · · , vk) =
√

a =

√
det

[〈
vi, v j

〉]
Τώρα περνάμε σε μια k-διάστατη υποπολλαπλότητα M τουRN. Θέ-
λουμε να υπολογίσουμε το εμβαδόν του U ⊂ M, το οποίο είναι το
πεδίο ορισμού ενός χάρτη q (βλ. Σχ. Α.3.1). Υποθέτουμε ότι το
U διαιρείται σε k-κελιά από τις υπερεπιφάνειες qi = ci =σταθ. Υ-
ποθέτοντας μικρές διαστάσεις, κάθε k-κελί είναι προσεγγιστικά ένα
παραλληλεπίπεδο

(
E1h1, · · · ,Ekhk

)
, όπου hi είναι η διαφορά μεταξύ

διαδοχικών τιμών του ci. Επομένως

volk

(
E1h1, · · · ,Ekhk

)
= h1
· · · hkvolk (E1, · · · ,Ek)

= h1
· · · hk

√
det

[〈
Ei,E j

〉]
Από τον Ορισμό Α.23,

〈
Ei,E j

〉
είναι οι συμμεταβλητές συνιστώσες

του μετρικού τανυστή gi j. Με άθροιση ως προς όλα τα κελιά και
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x

q

q1

q2

c1

c2
E1=

x 
q1 

E2=
x 
q2 

O (c1,c2)

B

A

U

Ω

Μ

Σχήμα Α.3.1. Υπολογισμός του εμβαδού του πεδίου ο-
ρισμού ενός χάρτη U = x(Ω).

αφήνοντας το maxi{hi
} → 0 παίρνουμε το ολοκλήρωμα Riemann

volk (U) =

∫
q(U)

√
g
∣∣∣
x(q1,··· ,qk)

dq1
· · · dqk.

Υπενθυμίζεται ότι (Ορισμός Α.23) gi j(p) =
〈
Ei,E j

〉∣∣∣∣
p

=
〈
∂x
∂qi ,

∂x
∂q j

〉∣∣∣∣
q(p)

.

Καταλήγουμε στον επόμενο ορισμό:

Ορισμος Α.25. Εστω M μια k-διάστατη C1-υποπολλαπλότητα τουRN,
U = x(Ω) το πεδίο ορισμού ενός χάρτη και f : U → R μια συνεχής
συνάρτηση. Το ολοκλήρωμα της f στο U ορίζεται από την σχέση

(Α.3.1)
∫

U
f =

∫
Ω

f (x(q1, · · · , qk))
√

g
∣∣∣
x(q1,··· ,qk)

dq1
· · · dqk

Εδικά ο όγκος (ή k-διάστατο εμβαδό) του U δίνεται από την σχέση

volk (U) =

∫
U

1 =

∫
Ω

√
g
∣∣∣
x(q1,··· ,qk)

dq1
· · · dqk.

Παρατηρηση Α.26. (i) Για γενικότερα υποσύνολα U ⊂ M οι πιο πάνω
τύποι εφαρμόζονται μέσω διαμέρισης της μονάδας.

(ii) Παρόλο που υποθέσαμε συνεχείς συναρτήσεις στον πιο πάνω
ορισμό, αυτός ισχύει γενικότερα για συναρτήσεις f τέτοιες ώστε η
f ◦ x να είναι ολοκληρώσιμη. �
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Προταση Α.27. Ο πιο πάνω ορισμός για το ολοκλήρωμα σε μια πολ-

λαπλότητα είναι ανεξάρτητος από το σύστημα συντεταγμένων.

Απόδειξη. Σε ένα άλλο σύστημα συντεταγμένων q̄1, · · · , q̄k έχουμε

ḡi j =
∂qr

∂q̄i

∂qs

∂q̄ j grs

από όπου παίρνουμε

det
[
ḡi j

]
= det

[
∂qr

∂q̄i

]
det

[
∂qs

∂q̄ j

]
det

[
gi j

]
⇒ ḡ(q̄) = J2

qg
∣∣∣
q(q̄)

όπου Jq είναι η Jacobian του μετασχηματισμού qi = qi(q̄1, · · · , q̄k)
(υπενθυμίζεται ότι συναρτήσει παραμετρήσεων, αυτή είναι η απει-
κόνιση x̄−1

◦ x). Χρησιμοποιώντας ιδιότητες των πολλαπλών ολο-
κληρωμάτων στον Rk, την πιο πάνω ταυτότητα, την Jq = J−1

q̄ και
γράφοντας q αντί για (q1, · · · , qk), dq αντί για dq1

· · · dqk, κλπ, παίρ-
νουμε ∫

Ω̄

f (x̄(q̄))
√

ḡ
∣∣∣
x̄(q̄)

dq̄ =

∫
Ω

f (x(q))
√

ḡ
∣∣∣
x(q)

Jq̄(q)dq

=

∫
Ω

f (x(q))
√

g
∣∣∣
x(q)

dq

η οποία αποδεικνύει την ανεξαρτησία του ολοκληρώματος από το
σύστημα συντεταγμένων. �

Α.3.2. Πολλαπλότητες με σύνορο. Εστω Rk
+ =

{
x ∈ Rk : xk > 0

}
.

Ορισμος Α.28. Εστω U, V σχετικά ανοιχτά υποσύνολα των Rk
+, Rm

+

αντίστοιχα. Μια απεικόνιση f : U → V λέγεται Cr-λεία εάν για κάθε
x ∈ U υπάρχουν ανοιχτές περιοχές U1, V1 των x, f (x) αντίστοιχα και
μια Cr-λεία συνάρτηση (με την συνήθη έννοια) f1 : U1 → V1 τέτοια
ώστε f |U ∩U1 = f1|U ∩U1. Ορίζουμε

f ′(x) = f ′1(x), · · · , f (r)(x) = f (r)
1 (x).

Μια συνάρτηση f : U → V είναι Cr-διαφορομορφισμός εάν είναι αμ-
ϕιμονοσήμαντη (bijective), Cr-λεία και η αντίστροφή της είναι επίσης
Cr-λεία. �

Για ένα σχετικά ανοιχτό υποσύνολο U του Rk
+ γράφουμε IntU για το

εσωτερικό του U στον Rk και FrU για το τοπολογικό σύνορο του U
στον Rk.
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Εστω U ένα υποσύνολο του Rk
+. Γράφουμε ∂U = FrU ∩ FrRk

+ για το
σύνορο του U σχετικά με Rk

+. FrU είναι το σύνηθες σύνορο του U
σχετικά με Rk.

Εστω Ω ένα σχετικά ανοιχτό υποσύνολο του Rk
+, k 6 N και f : Ω →

f (Ω) ⊂ RN μια αμφιμονοσήμαντη Cr-λεία απεικόνιση. Το σύνολο
f (IntΩ) είναι μια Cr-λεία υποπολλαπλότητα του RN και η f |IntΩ εί-
ναι μια παραμέτρηση αυτού (και ένας Cr-διαφορομορφισμός με την
έννοια των πολλαπλοτήτων) και έχουμε

rank f ′(q) = k, ∀q ∈ IntΩ.

Επειδή από το αμφιμονοσήμαντο της f κανένα σημείο του ∂Ω δεν
απεικονίζεται στο IntΩ, θέτοντας U = f (Ω) ορίζουμε

IntU = f (IntΩ), και ∂U = f (∂Ω)

Θα δούμε πως η f απεικονίζει το σύνορο ∂Ω του Ω. Εστω ένα στα-
θερό q0 ∈ ∂Ω. Εξ ορισμού η f επεκτείνεται σε μια Cr-λεία απεικόνιση
f1 : Ω1 → U1 με f1|Ω1 ∩ Ω = f |Ω1 ∩ Ω, όπου Ω1 είναι ένα ανοιχτό
υποσύνολο του Rk. Εστω rank f ′1(q0) = k. Από το θεώρημα αντί-
στροφης συνάρτησης, και πιθανώς περιορίζοντας σε ένα ανοιχτό
υποσύνολο του Ω1, μπορούμε να υποθέσουμε ότι η f1 : Ω1 → f1(Ω1)
είναι Cr-διαφορομορφισμός. Συνεπώς η f1|∂Ω έχει rank k − 1,

rank f ′1(q) = k − 1, q ∈ ∂Ω

και το ∂Ω είναι μια (k − 1)-διάστατη Cr-υποπολλαπλότητα του RN.
Ο επόμενος ορισμός επεκτείνει τον ορισμό του rank στο σύνορο:

Ορισμος Α.29. Εστω Ω ένα σχετικά ανοιχτό υποσύνολο του Rn
+ και

f : Ω→ RN μια Cr συνάρτηση. Θα λέμε ότι η f έχει rank k στο q ∈ ∂Ω
εάν υπάρχει επέκταση f1 της f ορισμένη σε μια ανοιχτή περιοχή του
q τέτοια ώστε

rank f ′1(q) = k, q ∈ IntΩ

και
rank f ′1(q) = k − 1, q ∈ ∂Ω

και η f δεν έχει επέκταση στο q που να ικανοποιεί τις σχέσεις αυτές
με ένα μεγαλύτερο k. Ορίζουμε το rank της f στο q από την σχέση

rank f ′(q) = rank f ′1(q)

Στην προηγούμενη συζήτηση αποδείξαμε την επόμενη πρόταση:
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Προταση Α.30. Εστω Ω ένα σχετικά ανοιχτό υποσύνολο του Rk
+ και

f : Ω → U ⊂ RN μια αμφιμονοσήμαντη Cr συνάρτηση. Τότε η f
διασπάται από περιορισμό στους διαφορομορφισμούς

Int f : IntΩ→ IntU, ∂ f : ∂Ω→ ∂U

Ο επόμενος ορισμός πολλαπλοτήτων με σύνορο είναι εύλογος:

Ορισμος Α.31. Εστω M υποσύνολο του RN και k 6 N. Επίσης έστω Ω
σχετικά ανοιχτό υποσύνολο του Rk

+ και U ⊂ M. Μια Cr-απεικόνιση
(r > 1) ϕ : Ω→ U, η οποία είναι αμφιμονοσήμαντη και

(Α.3.2) rankϕ′(q) = k ∀q ∈ Ω,

λέγεται Cr-παραμέτρηση του U και U λέγεται τμήμα k-διάστατης υ-

ποπολλαπλότητας με σύνορο του RN. Η αντίστροφη απεικόνιση
ψ := ϕ−1 : U → Ω λέγεται χάρτης ή σύστημα συντεταγμένων με σύ-

νορο στην M. Η M λέγεται k-διάστατη υποπολλαπλότητα με σύνορο

του RN εάν έχει ένα κάλυμμα από k-χάρτες με σύνορο. Επίσης ορί-
ζουμε το εσωτερικό μιας πολλαπλότητας με σύνορο από την σχέση

IntM =
⋃
ψ∈A

ψ−1 (Intψ(U)
)

και το σύνορο της M από

∂M =
⋃
ψ∈A

ψ−1 (∂ψ(U)
)

Σε αυτές τις ισότητεςA είναι ένας άτλας της M και U είναι το πεδίο
ορισμού του ψ. �

Από την συζήτηση πριν τον Ορισμό Α.29 παίρνουμε αμέσως την

Προταση Α.32. Εστω M μια k-διάστατη Cr-πολλαπλότητα με σύνορο.

Τότε τα IntM και ∂M είναι αντίστοιχα k και (k − 1)-διάστατες Cr-

πολλαπλότητες χωρίς σύνορο.

Για την επέκταση του ολοκληρώματος σε πολλαπλότητες οι επό-
μενες παρατηρήσεις είναι απαραίτητες. Εστω M μια k-διάστατη
Cr-πολλαπλότητα με σύνορο.

Παρατηρηση Α.33. (i) Μια λεία συνάρτηση f : M → R με συμπαγή

ϕορέα δεν μηδενίζεται απαραίτητα στο ∂M, ενώ μηδενίζεται στο
FrM\∂M.
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(ii) Στην τοπολογία της M τα σύνολα U τα οποία είναι πεδία ορισμού
χαρτών, είναι ανοιχτά ακόμη και όταν τέμνουν το σύνορο.

(iii) Μπορούμε να δείξουμε ότι υπάρχουν διαμερίσεις της μονάδας(
Ui, ψi, gi

)
i∈I της M που υποτάσσονται σε έναν άτλαντα A, τέτοιες

ώστε
∑

i∈I gi = 1 στην M και το άθροισμα είναι πεπερασμένο για κάθε
p ∈M.

(iv) Εφαπτόμενοι χώροι στο σύνορο. Για να ορίσουμε εφαπτόμε-
να διανύσματα σε σημεία p ∈ ∂M έτσι ώστε ο λαμβανόμενος εφα-
πτόμενος χώρος να είναι διανυσματικός χώρος και όχι ημι-χώρος,
επιτρέπουμε καμπύλες γ : [0, 1[→M τέτοιες ώστε γ(0) = p και

γ′+(0) = lim
h→0+

γ(h) − γ(0)
h

= v

αλλά και καμπύλες γ :]0, 1]→M τέτοιες ώστε γ(1) = p και

γ′
−
(1) = lim

h→0+

γ(1) − γ(1 − h)
h

= v

Οπότε εάν v = γ′+(0) ∈ TpM, τότε για α(t) = γ(1− t), α′
−
(1) = −γ′+(0) =

−v, και −v ∈ TpM. Χωρίς αυτή την τροποποίηση ο TpM θα ήταν
ισόμορφος με έναν ημι-χώρο.

(v) Προσανατολισμός του συνόρου. Εαν η M είναι προσανατολι-
σμένη πολλαπλότητα με σύνορο, τότε ο προσανατολισμός της M
επάγει έναν προσανατολισμό στο σύνορο ∂M. Επειδή αυτό γίνεται
μέσω απεικονίσεων χαρτών, ο ορισμός του προσανατολισμού το ∂M
ανάγεται στον ορισμό του προσανατολισμού του συνόρου ∂ψ(U) για
κάθε χάρτη ψ της M. Βλ. επόμενο ορισμό. �

Ορισμος Α.34. Εστω Ω σχετικά ανοιχτό υποσύνολο τουRk
+ και q ∈ ∂Ω.

Μια βάση (v1, · · · , vk−1) του Tq∂Ω λέγεται θετικά προσανατολισμένη

εάν το (ν, v1, · · · , vk−1) είναι θετικός προσανατολισμός του Rk, όπου
το ν είναι το μοναδιαίο προς τα έξω κάθετο πεδίο του Ω στο q.

Α.3.3. Το θεώρημα του Stokes. Το επόμενο θεώρημα χρησιμο-
ποιείται συχνά στην εργασία αυτή.

Θεωρημα Α.35. Εστω M μια προσανατολισμένη (N − 1)-διάστατη C1-

πολλαπλότητα με σύνορο (δηλ. μια υπερεπιφάνεια με σύνορο του

RN) και v ένα C1 εφαπτόμενο διανυσματικό πεδίο της M με συμπαγή
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ϕορέα. Επίσης έστω ν το προς τα έξω μοναδιαίο κάθετο πεδίο του

∂M. Τότε ∫
M

divv =

∫
∂M

v · ν

Για την απόδειξη βλ. [148], [149].





ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β

Διαφορικοί τελεστές σε πολλαπλότητες

Στα επόμενα M είναι μια k-διάστατη C1-υποπολλαπλότητα του RN,
U ⊂ M είναι ένας χάρτης της M και x : Ω → U είναι μια παραμέ-
τρηση του U. Η τοπική βάση που ορίζεται από τον χάρτη x είναι
(E1, · · · ,Ek). Οι συντεταγμένες στο Ω είναι q1, · · · , qk.

Β.1. Κατευθυντήρια παράγωγος

Εστω U ⊂M ανοιχτό υποσύνολο της M και X : U→ TM, p 7→ X(p) ∈
TpRN διανυσματικό πεδίο (όχι απαραίτητα εφαπτόμενο στην M).
Επίσης έστω p ∈ U και γ : I→M μια C1 καμπύλη από το p, γ(0) = p,
γ′(0) = Y. Προφανώς Y ∈ TpM.
Ορισμος Β.1. Η κατευθυντήρια παράγωγος του X στην κατεύθυνση
Y ορίζεται από την σχέση

DYX =
d
dt

X(γ(t))
∣∣∣∣∣
t=0
.

Η κατευθυντήρια παράγωγος ενός βαθμωτού πεδίου f : U→ R, και
γενικότερα ενός τανυστικού πεδίου A ∈ Tr,sM, ορίζεται όμοια:

DYA =
d
dt

A(γ(t))
∣∣∣∣∣
t=0
.

Μπορούμε να αποδείξουμε ότι ο ορισμός αυτός είναι ανεξάρτητος
από την αντιπρόσωπη καμπύλη του Y.
Λημμα Β.2. Για ένα διανυσματικό πεδίο v που ορίζεται στην M έχουμε

DEiv =
∂v
∂qi , i = 1, · · · ,n.

Παρατηρηση Β.3. Ο συμβολισμός
∂v
∂qi =

∂ (v ◦ x)
∂qi

υπονοείται στο δεξιό μέλος της ισότητας αυτής.
151
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Απόδειξη. Εστω p = x(q1
0, · · · , q

n
0) και γ(t) = x(q1

0, · · · , q
i
0 + t, · · · , qn

0).
Εχουμε

d
dt

v(γ(t))
∣∣∣∣∣
t=0

=
d
dt

v
(
x(q1

0, · · · , q
i
0 + t, · · · , qn

0)
)∣∣∣∣∣

t=0

=
d
dt

(v ◦ x)(q1
0, · · · , q

i
0 + t, · · · , qn

0))
∣∣∣∣∣
t=0

=
∂(v ◦ x)
∂qi

Επειδή γ(0) = p, γ′(0) = Ei έχουμε d
dtv(γ(t))

∣∣∣
t=0

= DEiv. �

Β.2. Συμμεταβλητή παράγωγος

Εστω v, w εφαπτόμενα διανυσματικά πεδία που ορίζονται στο U. Οι
συνιστώσες των v, w στο σύστημα συντεταγμένων q =

(
q1, · · · , qk

)
είναι v1, · · · , vk και w1, · · · ,wk αντίστοιχα. Τις θεωρούμε συναρτήσεις
του q και χρησιμοποιούμε τα ίδια σύμβολα και για τις συναρτήσεις
vi
◦ x−1, wi

◦ x−1 οι οποίες ορίζονται στο U. Εστω Ei(p) η τοπική βάση
του TpM και α μια αντιπρόσωπη καμπύλη του w στο p. Από τον
ορισμό της κατευθυντήριας παραγώγου

Dwv(p) =
d
dt

(
viEi

)
(α(t))

∣∣∣∣∣
t=0

=
(
Dwvi

)
Ei + viDwEi

∣∣∣∣
p

= w j
(
DE jv

i
)

Ei + w jviDE jEi

∣∣∣∣
p

= w j

(
∂vi

∂q j Ei + vlDE jEl

)∣∣∣∣∣∣
p

Με διάσπαση του όρου DE jEl = ∂2x
∂q j∂qi σε εφαπτόμενο και κάθετο

μέρος,
DE jEl = Γi

l jEi + N jl

όπου N jl(p) ∈ NpM, παίρνουμε

Dwv = w j

(
∂vi

∂q j + vlΓi
l j

)
Ei + w jvlN jl
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ή

(Β.2.1) (Dwv)> = w j

(
∂vi

∂q j + vlΓi
l j

)
Ei

Ονομάζουμε αυτό το εφαπτόμενο διανυσματικό πεδίο την συμμετα-
βλητή παράγωγο του v στην κατεύθυνση w. Γενικότερα ορίζουμε
την συμμεταβλητή παράγωγο ενός τανυστικού πεδίου από

Ορισμος Β.4. Εστω A = Ai
jEi ⊗ Ej ένα (r, s)-τανυστικό πεδίο ορισμένο

σε ένα ανοιχτό υποσύνολο μιας πολλαπλότητας M. Η συμμεταβλητή

παράγωγος του A στην κατεύθυνση w στο p ∈M είναι η προβολή της
κατευθυντήριας παραγώγου του A στην κατεύθυνση w στον Tr,s

p M,
και θα γράφουμε

∇wA = (DwA)>

Η συμμεταβλητή παράγωγος ενός τανυστικού πεδίου v (χωρίς ανα-
ϕορά σε κατεύθυνση) ορίζεται ως το (1,1)-τανυστικό πεδίο

(Β.2.2) ∇v(ω,w) = ω(∇wv) = 〈∇wv, ω〉 , ω ∈ T?M,w ∈ TM

Για τη συνιστώσα i, j χρησιμοποιούμε το σύμβολο vi
| j,

vi
| j = ∇v(Ei,E j),

οπότε ∇v(ω,w) = ωiw jvi
| j και από την (Β.2.1)

(Β.2.3) vi
| j =

∂vi

∂q j + Γi
l jv

l

Β.3. Η βαθμίδα

Ορισμος Β.5. Η βαθμίδα ως προς (στην) M μιας C1 συνάρτησης f :
U→ R ορίζεται από την σχέση

(Β.3.1) gradM f = gi j (DEi f
)

E j

Από τον ορισμό αυτό έπεται άμεσα ότι οι συνιστώσες της βαθμίδας
gradM f στο σύστημα συντεταγμένων q1, ·, qk είναι

gi j ∂ f
∂q j = gi j f, j = f ,i
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Προταση Β.6. Εστω f : V → R μια C1 συνάρτηση ορισμένη σε ένα

ανοιχτό υποσύνολο του RN. Η βαθμίδα της f ως προς M στο p
δίνεται από την προβολή της βαθμίδας της f ως προς RN επί του

TpM, δηλ.

(Β.3.2) gradM f =
(
gradRN f

)>
Απόδειξη. Εστω (eα)N

α=1 η συνήθης βάση του RN. Από την σχέση

gradRN f =
∂ f
∂xα

eα

την ισότητα

e>α =
〈
eα,Ei

〉
Ei =

〈
eα, gi j ∂x

∂q j

〉
Ei = gi j∂xα

∂q j Ei

και τον ορισμό της βαθμίδας (Β.3.1), ο ισχυρισμός έπεται άμεσα. �

Παρατηρηση Β.7. Οταν η f είναι ορισμένη σε μια περιοχή της M, η
(Β.3.2) ισχύει για μια επέκταση της f σε μια περιοχή του RN στο
δεξιό μέλος.

Β.4. Απόκλιση

Ορισμος Β.8. Εστω X : Ω → RN ένα C1 διανυσματικό πεδίο του RN.
Η απόκλιση του X ως προς (στην) M ορίζεται από την σχέση

(Β.4.1) divMX = gi j
〈
DEiX,E j

〉
=

〈
DEiX,E

i
〉

Παρατηρηση Β.9. (i) Αμεσα ελέγχεται ότι ο Ορισμός (Β.4.1) είναι ανε-
ξάρτητος από το σύστημα συντεταγμένων.

(ii) Οταν η f είναι ορισμένη σε μια περιοχή της M, ο ορισμός αυτός
ισχύει για μια οποιαδήποτε επέκταση του X σε μια περιοχή του RN

στο δεξιό μέλος.

Προταση Β.10. Εστω M μια υπερεπιφάνεια του RN. Η απόκλιση του

X στην M δίνεται από την σχέση

divMX = divRN X − 〈DNX,N〉
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Απόδειξη. Από τον ορισμό έχουμε

divMX =
〈
DEiX,E

i
〉

=
〈(

DEiX
α) eα,Ei

〉
= D
〈eα,Ei〉Ei

Xα

= De>α Xα = Deα−e⊥α Xα = DeαX
α
−De⊥α Xα

=
∂Xα

∂xα
−DNαNXα =

∂Xα

∂xα
−NαDNXα

=
∂Xα

∂xα
− 〈N,DNX〉

�

Προταση Β.11. Η ακόλουθη ταυτότητα ισχύει για ένα διανυσματικό

πεδίο X:

divMX = divMX> − 〈H,X〉
H είναι το διανυσματικό πεδίο της μέσης καμπυλότητας, το οποίο

ορίζεται από το ίχνος της 2ης θεμελιώδους μορφής H = gi jB(Ei,E j),
B(u, v) = (Duv)⊥ για u, v ∈ TM.

Απόδειξη. Εχουμε

divMX = divMX> + divMX⊥ = divMX> + gi j
〈
DEiX

⊥,E j

〉
= divMX> − gi j

〈
X⊥,DEiE j

〉
= divMX> − gi j

〈
X,

(
DEiE j

)⊥〉
= divMX> − 〈X,H〉

�

Για X ∈ TM από τις (Β.4.1), (Β.2.2) έχουμε〈
DEiX,E

i
〉

=
〈(

DEiX
)> ,Ei

〉
=

〈
∇EiX,E

i
〉

= ∇X(Ei,Ei)

άρα divMX = tr∇X και
divMX = Xi

|i





ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Γ

Ορισμένες Λεπτομέρειες της Απόδειξης του

Θεωρήματος 3.30

Αναφερόμαστε στην απόδειξη του Θεωρήματος 3.30.

Γ.1. Πρόβλημα Ιδιοτιμών-Περίπτωση Ι

Η ορίζουσα του συστήματος (S1) είναι

1
κ3x3(1 − x2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x2

−(z + 1) + a(z − 1) 2
√

3
x2

1 −(z + 1) −2x cot(l?x)
l?(1 − x2) − L?x2 2 z−1

√

1−x2
−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Με

D1(x) =
1

x2(1 − x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x2 a(z − 1) − (z + 1) 2

√
3
x2

1 −(z + 1) −2x cot(l?x)
l? − (L? + l?)x2 2 z−1

√

1−x2
−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
η ορίζουσα του (S1) είναι 1

κ3x(1+x)D1(x) = 1
κk(k+κ)D1(x), και έχουμε να

λύσουμε την εξίσωση

D1(x) = 0, x ∈]0, 1[

Αναπτύσσουμε την D1 σε σειρά Taylor του L?:

D1(x) = 4
x + 1

x2

[
l?
√

3
x2 + l?x cot

(
l?x

)
− 1

]
+ O(L?)

Γ.1.1. Βήμα 1. Αποδεικνύουμε ότι ο όρος 0-κης τάξης είναι ≥ C0,
όπου το C0 > 0 είναι μία σταθερά.

Θεωρούμε την συνάρτηση

f (x) =
l?
√

3
x2 sin(l?x) + l?x cos

(
l?x

)
− sin(l?x)

157
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με παράγωγο

f ′(x) = l?x sin
(
l?x

) [ 2
√

3
− l? + 1

√
3
l?x cot

(
l?x

)]
> 0, x > 0.

Από τη σχέση αυτή και την f (0) = 0 παίρνουμε f (x) > 0 στο ]0, 1[,
και έτσι ο όρος μηδενικής τάξης στο ανάπτυγμα της D1 είναι θετικός
στο ]0, 1[. Επιπλέον,

lim
x→0+

4
x + 1

x2

[
l?
√

3
x2 + l?x cot

(
l?x

)
− 1

]
= 4

3

(√
3 − l?

)
l? > 0

και

lim
x→1−

4
x + 1

x2

[
l?
√

3
x2 + l?x cot

(
l?x

)
− 1

]
= 8

[
l?
√

3
+ l? cot

(
l?
)
− 1

]
> 0

Η τελευταία ανισότητα έπεται αποδεικνύοντας ότι η συνάρτηση στο
αριστερό μέλος της ανισότητας είναι αύξουσα στην περιοχή του l?,
0 < l? < αρςςοτ(

√
3) = π

6 . Από αυτό συμπεραίνουμε την ύπαρξη
ενός C0 > 0 τέτοιου ώστε

4
x + 1

x2

[
l?
√

3
x2 + l?x cot

(
l?x

)
− 1

]
> C0

Γ.1.2. Βήμα 2. Αποδεικνύουμε ότι η ∂D1
∂L? είναι ϕραγμένη συνεχής

συνάρτηση στο [0, 1].

Είναι σαφές ότι αυτό ισχύει σε κάθε συμπαγές υποδιάστημα του
]0, 1[. Επομένως έχουμε να δείξουμε τον ισχυρισμό σε περιοχές των
0 και 1.

Εστω

D0(L?) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x2

−(z + 1) + a(z − 1) 2
√

3
x2

1 −(z + 1) −2x cot(l?x)
l?(1 − x2) − L?x2 2 z−1

√

1−x2
−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Μπορούμε να προχωρήσουμε με αυτή την συνάρτηση, αλλά η εργα-
σία με την παράγωγό της είναι απλούστερη. Εχουμε

∂D0

∂L?
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −(z + 1) + a(z − 1) 2

√
3
x2

0 −(z + 1) −2x cot(l?x)
−x2 2 z−1

√

1−x2
−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x2 a − 1 2

√
3
x2

1 −1 −2x cot(l?x)
l?(1 − x2) − L?x2 2

√

1−x2
−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ z
√

1 − x2

≡ F1 + F2z
√

1 − x2

Ο πρώτος όρος δίνει την εξής συνεισϕορά στην μερική παράγωγο
του D1

1
x2(1 − x)

F1 = −
1

1 − x

∣∣∣∣∣∣−(z + 1) + a(z − 1) 2
√

3
x2

−(z + 1) −2x cot(l?x)

∣∣∣∣∣∣
η οποία, μαζί με όλες τις μερικές παραγώγους της ως προς L?,
είναι ϕραγμένη συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστημα [0, δ]. Για τον
δεύτερο όρο έχουμε

F2z
√

1 − x2

x2(1 − x)
=

∣∣∣∣∣∣−1 −2x cot(l?x)
2 −2

√

1 − x2

∣∣∣∣∣∣ · z
1 − x

+ 2
√

3

∣∣∣∣∣∣ 1 −1
l?(1 − x2) − L?x2 2

√

1−x2

∣∣∣∣∣∣ · z
1 − x

−
a − 1

x2(1 − x)

∣∣∣∣∣ 1 −2x cot(l?x)
l?(1 − x2) − L?x2

−2

∣∣∣∣∣ z√1 − x2

Οι πρώτοι δύο όροι (και όλες οι παράγωγές τους) είναι σαφώς ϕραγ-
μένες συνεχείς συναρτήσεις σε ένα διάστημα [0, δ]. Η ορίζουσα στην
3η γραμμή είναι

− 2 + 2x cot(l?x)
[
l?(1 − x2) − L?x2

]
=

− 2 + 2l?x cot(l?x) − 2x3(L? + l?) cot(l?x)

Με αυτό, ο όρος της 3ης γραμμής παίρνει τη μορφή

2
a − 1
1 − x

x(L? + l?) cot(l?x)z
√

1 − x2 −
2

1 − x
1 − l?x cot(l?x)

x2 z
√

1 − x2

Η παράσταση αυτή είναι επίσης μια ϕραγμένη συνεχής συνάρτηση
σε ένα διάστημα [0, δ].
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Τώρα πραγματευόμαστε την περίπτωση x → 1−. Εργαζόμαστε
με την παράγωγο της D0, το οποίο είναι σημαντικά απλούστερο,
καθώς απαλείφει τον παράγοντα

√

1 − x2 από τον παρονομαστή.
Θέτοντας h = 1 − x,

∂D0

∂L
=
√

2h − h2
(
−2h3cLz + 6h2cLz − 6hcLz + 2cLz − 2

√
3
h4Lz

+ 8
√

3
h3Lz − 4

√

3h2Lz + 8
√

3
hLz − 2

√
3
Lz − 2h3scz + 6h2scz − 4hscz

+ 4
√

3
h3cz − 4

√

3h2cz + 4
√

3hcz − 4
√

3
cz − 2

√
3
h4sz + 8

√
3
h3sz − 10

√
3
h2sz

+ 4
√

3
hsz + 2h2z − 4hz − 4

√
3
h3c + 4

√

3h2c − 4
√

3hc + 4
√

3
c
)

−
4
√

3
h5cLz + 4

√

3h4cLz + 8
√

3
h4cLz − 12

√

3h3cLz + 8
√

3h2cLz

+ 4
√

3
h2cLz − 8

√
3
hcLz − 4

√
3
h5scz + 4

√

3h4scz + 8
√

3
h4scz − 8

√

3h3scz

−
8
√

3
h3scz + 16

√
3
h2scz + 2h3cz − 6h2cz + 6hcz − 2cz − 2

√
3
h4z + 8

√
3
h3z

−4
√

3h2z + 8
√

3
hz + 2

√
3
z − 2h3c + 6h2c − 6hc + 2c − 2

√
3
h4 + 8

√
3
h3

−4
√

3h2 + 8
√

3
h − 2

√
3

όπου c = cot (hs − s), z = e
√

2h−h2L? , L = L? και s = l?. Παρατηρούμε
ότι

∂D0

∂L
=
√

2h − h2
(
2Lzc − 2

√
3
Lz − 4

√
3
cz + 4

√
3
c
)
− 2

(
c − 1

√
3

)
(z − 1)

+ O(h)

Με τη χρήση του αναπτύγματος

z − 1 =
√

2h − h2L + O(h)

(οι όροι του O(h) είναι μονώνυμα του
√

2h − h2L) παίρνουμε
∂D0

∂L
=
√

2h − h2
(
2Lzc − 2

√
3
Lz − 4

√
3
cz + 4

√
3
c − 2cL + 2

√
3
L
)

+ O(h)

=
√

2h − h2
(
2Lc − 2

√
3
L − 4

√
3
c
)

(z − 1) + O(h)

= (2h − h2)
(
2Lc − 2

√
3
L − 4

√
3
c
)

+ O(h)

Επομένως
∂D0

∂L
=

4
x2

(
Lc − 1

√
3
L − 2

√
3
c
)

+ O(1)

και η συνάρτηση O(1) και όλες οι L-παράγωγές της είναι ϕραγμένες
συνεχείς συναρτήσεις σε ένα διάστημα [1 − δ, 1].
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Γ.1.3. Βήμα 3. Από τον τύπο του Taylor με υπόλοιπο, μπορούμε
να επιλέξουμε ένα L?0 τόσο μικρό ώστε |O(L?)| < C0

2 . Τότε είναι
D1(x) > C0

2 στο ]0, 1[ και αυτό αποδεικνύει ότι η D1 δεν έχει ρίζες στο
]0, 1[ για L? 6 L?0 .

Γ.2. Πρόβλημα Ιδιοτιμών-Περίπτωση ΙΙ

Η ορίζουσα του συστήματος (S2) δίνεται από την

1
κ3x2(x2 + 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x2

−(z + 1) + a(z − 1) − 2
√

3
x
(
e2xl?
− 1

)
1 z + 1 2

(
e2xl? + 1

)
L?x2 + l?(x2 + 1) −2 z−1

√

x2+1
2
x

(
e2xl?
− 1

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Με

D2(x) =
1
x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x2

−(z + 1) + a(z − 1) − 2
√

3
x
(
e2xl?
− 1

)
1 z + 1 2

(
e2xl? + 1

)
L?x2 + l?(x2 + 1) −2 z−1

√

x2+1
2
x

(
e2xl?
− 1

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,

η ορίζουσα του (S2) είναι 1
κ3(x2+1)D2(x) = 1

κ(k2+κ2)D2(x), και έχουμε να
λύσουμε την εξίσωση

D2(x) = 0, x ∈]0,∞[

Γ.2.1. Βήμα 1. Αποδεικνύουμε ότι D2(x)→ +∞ καθώς x→ +∞.

Γράφουμε την πιο πάνω έκφραση του D2 στη μορφή

D2(x) = zq

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a − 1 − a+1

z −
2
√

3
x
(
1 − 1

q

)
1
x2 1 + 1

z 2
(
1 + 1

q

)
L? + l? + l?

x2 −
2

√

x2+1

(
1 − 1

z

)
2
x

(
1 − 1

q

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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όπου q = e2xl? . Με τη χρήση του αναπτύγματος a = 2
√

3
x + O( 1

x ),

D2(x) = zqx

∣∣∣∣∣∣∣∣
1
x

2
√

3
+ O( 1

x ) −
2
√

3
+ O( 1

x2 )
1
x2 1 + O( 1

x2 ) 2 + O( 1
x2 )

L? + l? + l?
x2 −

2
x + O( 1

x2 ) 2
x + O( 1

x2 )

∣∣∣∣∣∣∣∣
= zqx


∣∣∣∣∣∣∣∣

0 2
√

3
−

2
√

3
0 1 2

L? + l? 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ + O(
1
x

)


= zqx

[
2
√

3(L? + l?) + O(
1
x

)
]

Εναλλακτικά μπορούμε να πάρουμε το αποτέλεσμα αυτό με απευ-
θείας υπολογισμό του D2 (για απλότητα έχουμε παραλείψει τον υ-
περδείκτη άστρο από τα L, l),

D2(x) = zq

−4
√

x2 + 1LH
√

3
−

2xLH
√

3
− 2LH −

4l
√

x2 + 1H
√

3

−
4
√

x2 + 1H
√

3x3
−

4l
√

x2 + 1H
√

3x2
−

4H
√

x2 + 1
+

4H
√

3x
√

x2 + 1
−

2lxH
√

3

−2lH −
2lH
√

3x
−

2H
x
−

2H
x3 −

2lH
x2 −

4
√

x2 + 1Lh
√

3
+

2xLh
√

3
− 2Lh

−
4l
√

x2 + 1h
√

3
+

4
√

x2 + 1h
√

3x3
−

4l
√

x2 + 1h
√

3x2
−

4h
√

x2 + 1
−

4h
√

3x
√

x2 + 1

+
2lxh
√

3
− 2lh +

2lh

x
√

3
+

2xh
x2 +

2h
x3 −

2lh
x2 +

4
√

x2 + 1kL
√

3
−

2xkL
√

3
− 2kL

+
4
√

x2 + 1L
√

3
+

2xL
√

3
− 2L +

4l
√

x2 + 1k
√

3
+

4
√

x2 + 1k
√

3x3
+

4l
√

x2 + 1k
√

3x2

+
4k

√

x2 + 1
−

4k
√

3x
√

x2 + 1
−

2lxk
√

3
− 2lk −

2lk
√

3x
−

2k
x
−

2k
x3 −

2lk
x2

+
4l
√

x2 + 1
√

3
−

4
√

x2 + 1
√

3x3
+

4l
√

x2 + 1
√

3x2
+

4
√

x2 + 1
+

4
√

3x
√

x2 + 1

+
2lx
√

3
− 2l +

2l
√

3x
+

2
x

+
2
x3 −

2l
x2

)
όπου H = e−L?

√

1+x2−2xl? , h = e−L?
√

1+x2 , k = e−2xl? . Από αυτό παίρνουμε

D2(x) = zqx
[
2
√

3(L? + l?) + O(
1
x

)
]
, x→ +∞
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Από την μορφή αυτή του D2 ο ισχυρισμός έπεται άμεσα. Συνεπώς,
μπορούμε να επιλέξουμε ένα x0 > 0 (το οποίο είναι ανεξάρτητο του
L?, καθώς L? 6 L?0 ), έτσι ώστε το D2 δεν έχει ρίζα στο [x0,+∞].

Γ.2.2. Βήμα 2. Αναπτύσσουμε το D2 σε σειρά Taylor του L?:

D2(x) = 4
x2 + 1

x3

[(
l?
√

3
x2
− l?x + 1

)
e2l?x
−

l?
√

3
x2
− l?x − 1

]
+ O(L?)

Θα δείξουμε ότι ο όρος μηδενικής τάξης είναι θετικός στο [0, x0]. Για
τον σκοπό αυτό γράφουμε τον όρο μέσα στις αγκύλες στη μορφή(

1
√

3
l?x2
− l?x + 1

) (
e2l?x
− 1

)
− 2l?x

και εφαρμόζουμε την ανισότητα et
− 1 > t + 1

2 t2 με t = 2l?x. Με τον
τρόπο αυτό παίρνουμε(

l?
√

3
x2
− l?x + 1

)
e2l?x
−

l?
√

3
x2
− l?x − 1 > 2

√
3
l?2x3

(
l?x −

√

3l? + 1
)
.

Επειδή l? 6 π
6 έχουμε l?x−

√
3l? + 1 > 1−

√
3π
6 > 0. Αυτό αποδεικνύει

την ύπαρξη ενός C0 > 0 τέτοιου ώστε

4
x2 + 1

x3

[(
l?
√

3
x2
− l?x + 1

)
e2l?x
−

l?
√

3
x2
− l?x − 1

]
> C0, x > 0.

Γ.2.3. Βήμα 3. Αποδεικνύουμε ότι η μερική παράγωγος του D2
ως προς L? είναι ϕραγμένη συνεχής συνάρτηση στο [0, x0]. Εστω

D0(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x2

−(z + 1) + a(z − 1) − 2
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)
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)
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√
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Ο πρώτος όρος δίνει την εξής συνεισϕορά στην μερική παράγωγο
του D2 ως προς L?:∣∣∣∣∣∣∣−(z + 1) + a(z − 1) − 2

√
3
x
(
e2xl?
− 1

)
z + 1 2

(
e2xl? + 1

) ∣∣∣∣∣∣∣
η οποία είναι ϕραγμένη συνεχής συνάρτηση στο [0, x0] (αυτό ισχύει
και όλες τις μερικές παραγώγους της ως προς L?). Από τον δεύτερο
όρο έχουμε την συνεισϕορά∣∣∣∣∣∣∣ 1 2

(
e2xl? + 1

)
−

2
√

x2+1
2
x

(
e2xl?
− 1

)∣∣∣∣∣∣∣ z√1 + x2

+
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2
√

3
x
(
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− 1

)
1 2
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x2 z
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Οι πρώτοι δύο όροι είναι ϕραγμένες συνεχείς συναρτήσεις στο [0, x0].
Οι επόμενοι δύο γράφονται στη μορφή[

2(a − 1)
(
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2
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(
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Ο πρώτος και ο τρίτος όρος μέσα στις αγκύλες δίνουν

2(a − 1)
[
2l? + 2xl?2 + 2x2l?3 + · · · −

(
2l? + 2xl?2 + 4

3x2l?3 + · · ·
)]

=

2(a − 1)
(

10
3 x2l?3 + · · ·

)
Αυτό δίνει την συνεισϕορά
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3 l?3 + · · ·
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η οποία είναι επίσης ϕραγμένη συνεχής συνάρτηση στο [0, x0]. Με
όμοιο τρόπο, ο 2ος και 4ος όρος δίνουν ϕραγμένες συνεχείς συναρ-
τήσεις στο [0, x0].

Γ.2.4. Βήμα 4. Από τον τύπο του Taylor με υπόλοιπο μπορούμε
να επιλέξουμε ένα L?0 τόσο μικρό ώστε |O(L?)| < C0

2 για L? 6 L?0 . Τότε
θα είναι D2(x) > C0

2 στο ]0, x0[, και αυτό αποδεικνύει ότι η D2 δεν έχει
ρίζες στο ]0,+∞[ για L? 6 L?0 .
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