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Περίληψη

Πολλά συνδυαστικά υπολογιστικά προβλήματα είναι στη γενική μορφή τους

δύσβατα, υπό την έννοια πως ακόμη και για εισόδους μέτριου μεγέθους, η

εύρεση μιας ακριβούς και βέλτιστης λύσης είναι μάλλον ανέφικτη, δεδομένου ότι

συνήθως απαιτεί την κλήση αλγορίθμων των οποίων η χρονική πολυπλοκότητα

είναι εκθετική ως προς το μέγεθος του προβλήματος. Συχνά τα προβλήματα

αυτά μπορούν να οριστούν σε γραφήματα. Πρόσθετες δομικές ιδιότητες ενός

γραφήματος, όπως η εμβαπτισιμότητα σε κάποια επιφάνεια, παρέχουν μια λαβή

για το σχεδιασμό αποδοτικότερων αλγορίθμων.

Η θεωρία της Διδιαστατότητας αναπτύχθηκε στα πλαίσια της Παραμετρικής

Πολυπλοκότητας και βασιζόμενη στα αποτελέσματα της θεωρίας των Ελασσόνων

Γραφημάτων, παρέχει ένα μετα-αλγοριθμικό πλαίσιο για την αντιμετώπιση ενός

συνόλου προβλημάτων σε πλατύ φάσμα κλάσεων γραφημάτων, πιο συγκεκριμένα

σε όλες τις γενικεύσεις γραφημάτων εμβαπτίσιμων σε κάποια επιφάνεια.

Στη διδακτορική διατριβή αυτή θεωρούμε ζητήματα συνδυαστικής φύσης

σχετικά με την εφαρμογή της θεωρίας της Διδιαστατότητας και τις δυνατότητες

επέκτασης του πεδίου εφαρμογής της.





Abstract

Many combinatorial computational problems are considered in their general

form intractable, in the sense that even for modest size problems, providing

an exact optimal solution is practically infeasible, as it typically involves the

use of algorithms whose running time is exponential in the size of the problem.

Often these problems can be modeled by graphs. Then, additional structural

properties of a graph, such as surface embeddability, can provide a handle for

the design of more efficient algorithms.

The theory of Bidimensionality, defined in the context of Parameterized

Complexity, builds on the celebrated results of Graph Minor theory and es-

tablishes a meta algorithmic framework for addressing problems in a broad

range of graph classes, namely all generalizations of graphs embeddable on

some surface.

In this doctoral thesis we explore topics of combinatorial nature related to

the implementation of the theory of Bidimensionality and to the possibilities

of the extension of its applicability range.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Εξετάστε το σχέδιο που απεικονίζεται στο Σχήμα 1.1. Σημαδέψτε με ένα μολύβι

μερικά από τα σημεία, έτσι ώστε να είναι αδύνατο να αρχίσετε από οποιοδήποτε

σημείο του σχεδίου και να επιτρέψετε στο ίδιο σημείο ακολουθώντας τις γραμμές,

χωρίς να πέσετε σε ένα σημαδεμένο σημείο ή να περάσετε από το ίδιο μέρος δύο

φορές. Φυσικά, μια λύση είναι τετριμμένη: σημαδέψτε όλα τα σημεία — μπορείτε,

όμως, να βρείτε μια λύση με τον ελάχιστο αριθμό σημαδεμένων σημείων;

Σχήμα 1.1: ΄Ενα απλό γράφημα.

Αυτό το σχέδιο απεικονίζει ένα γράφημα, δηλαδή ένα σύνολο από κορυφές,

όπου δύο κορυφές μπορεί να συνδέονται από μια ακμή. Και το προτεινόμενο

παιχνίδι αντιστοιχεί στο ακόλουθο απλό πρόβλημα σε γραφήματα: «Λαμβάνοντας

υπόψη ένα γράφημα και έναν αριθμό k, υπάρχει ένα σύνολο από το πολύ k
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κορυφές, του οποίου αφαίρεση αφήνει το γράφημα χωρίς κύκλους;»

Στην πραγματικότητα, η απόφανση του προβλήματος αυτού δεν είναι διόλου

απλή υπόθεση. Για την ακρίβεια, ήταν ένα από τα πρώτα που δείχθηκε το

1972 ότι συμπεριλαμβάνεται μεταξύ αυτών που θεωρούνται δύσβατα [99], δηλαδή

προβλήματα για τα οποία καμία πρακτική λύση δεν μπορεί να υπάρχει, σύμφωνα

τουλάχιστον με όσα είμαστε σε θέση να κατανοούμε προς το παρόν. ΄Εκτοτε,

το πρόβλημα Σύνολο Κορυφών Ανάδρασης, όπως ονομάζεται, είναι ένα από

τα πιο εντατικά μελετημένα προβλήματα στα μαθηματικά, βρίσκοντας εφαρμογές

στα λειτουργικά συστήματα, τις βάσεις δεδομένων, τη γενετική βιολογία και τη

σχεδίαση VLSI.

Η θεωρία γραφημάτων σχετίζεται άρρηκτα με τη μελέτη των δύσβατων προβ-

λημάτων. Πράγματι πολλά προβλήματα σε γραφήματα είναι δύσβατα και τα

περισσότερα δύσβατα προβλήματα έχουν μια ουσιώδη αναπαράσταση σε γραφή-

ματα. Κατά συνέπεια, ένα σημαντικό μέρος της έρευνας στη θεωρία γραφημάτων

εφάπτεται της περιοχής της σχεδίασης αλγορίθμων.

Πολυάριθμες τεχνικές έχουν αναπτυχθεί με στόχο να επιτεθούν σε δύσ-

βατα προβλήματα. Χαρακτηριστικά, συχνά στρέφεται κανείς στις περιπτώσεις

που υπακούουν σε πρόσθετους περιορισμούς. Η θεωρία της διδιαστατότητας

είναι ένα ισχυρό πλαίσιο που παράγει αλγόριθμους που λύνουν αποτελεσματικά

έναν αριθμό από προβλήματα (συμπεριλαμβανομένου και αυτού που περιγράφηκε

νωρίτερα), οριζόμενα σε γραφήματα που είναι εμβαπτίσιμα σε κάποια επιφάνεια.

Σε αυτό το σκηνικό, η παρούσα διατριβή στοχεύει προς δύο κατευθύνσεις:

την εφαρμογή των μεθόδων από τη θεωρία της διδιαστατότητας με σκοπό την εξ-

αγωγή βελτιωμένων εξειδικευμένων αλγοριθμικών αποτελεσμάτων και την επέκ-

ταση του φάσματος της δυνατότητας εφαρμογής της θεωρίας της διδιαστατότη-

τας. Επιπλέον, εξετάζουμε ένα πρόβλημα σε μητροειδή, μαθηματικά αντικείμενα

που γενικεύουν την έννοια των γραφημάτων, βάση ενός πιο αφηρημένου ορισμού

περί ανεξαρτησίας.

1.1 Σύντομη περιγραφή

Το πρόβλημα P
?
= NP συγκαταλέγεται αδιαμφισβήτητα ανάμεσα στα σημαν-

τικότερα ανοικτά προβλήματα στα μαθηματικά. Είναι αβέβαιο μέχρι αυτήν την

στιγμή, εάν ένας τέτοιος διαχωρισμός είναι υπαρκτός ή απλά ένα προιόν της

έλλειψης κατανόησής μας. Μπορεί να είναι αλήθεια πως βρισκόμαστε ακόμα

μακριά από την απάντηση αυτού του προβλήματος, εντούτοις θεωρητικές κατασκευές
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και αλγοριθμικά αποτελέσματα, κομμάτι - κομμάτι, επεκτείνουν τη γνώση μας

σχετικά με το θέμα.

Η θεωρία της Παραμετρικής Πολυπλοκότητας έχει την προέλευσή της στην

εργασία των Downey και Fellows [55, 56] και έχει διευρυνθεί από τότε από ένα

πλήθος σημαντικών αποτελεσμάτων (για μια επισκόπηση δες [53, 116, 64]).

Σε αντίθεση με την προσέγγιση της κλασσικής θεωρίας πολυπλοκότητας, εξ-

ετάζει τον χρόνο τερματισμού ενός προτεινόμενου αλγορίθμου για ένα πρόβλημα

σε σχέση όχι μόνο με το μέγεθος της εισόδου n, αλλά επιπρόσθετα με μια

παράμετρο k που εξαρτάται από το συγκεκριμένο πρόβλημα. ΄Ετσι πετυχαίνει

για να αποσαφηνήσει το τοπίο της θεωρίας της NP-πληρότητας, με την επίδειξη

των ενσωματωμένων διαφορών στην υπολογιστική συμπεριφορά διακριτών περιπ-

τώσεων από NP-δύσκολα προβλήματα και τα οποία ταξινομεί ανάλογα. Σε αυτό

το πλαίσιο, ορίζεται η έννοια του παραμετρικά βατού προβλήματος, ένα που αναγ-

νωρίζεται από έναν αλγόριθμο που τρέχει σε χρόνο

f(k) · nO(1),

για μια υπολογίσιμη συνάρτηση f . Η αντίστοιχη κλάση πολυπλοκότητας, άρα,

χαρακτηρίζει τα προβλήματα για το οποία μπορούμε να περιορίσουμε το κύριο

φορτίο της πολυπλοκότητάς τους στο μέρος που εξαρτάται της παραμέτρου,

διατηρώντας πολυωνιμική εξάρτηση από το n. Τυπικά, η συνάρτηση f είναι

εκθετική όσον αφορά το k. Παραδείγματος χάριν, ο πρώτος παραμετρικός αλ-

γόριθμος για το Σύνολο Κυριαρχίας σε επίπεδα γραφήματα είχε χρόνο τερμα-

τισμού O(8k · n) [5].

Εντούτοις, στην τελευταία δεκαετία διάφοροι ερευνητές έχουν λάβει εκθετική

βελτίωση στον χρόνο τρεξίματος παραμετρικών αλγόριθμων για μια σειρά προβ-

λήματα σε διάφορες κλάσεις γραφημάτων, ξεκινώντας με τα επίπεδα γραφήματα.

Στην περίπτωση του προβλήματος Σύνολο Κυριαρχίας σε επίπεδα γραφήματα

μια ακολουθία από υποεκθετικούς αλγόριθμους έχει προταθεί, πρώτα με χρόνο

τερματισμού O(46
√

34k ·n) [4], μετά O(227
√
k ·n) [98], και τελικά O(215.13

√
k+

n3 + k4) [74].

Ομοίως, έχει αποδειχθεί επίσης η ύπαρξη υποεκθετικών αλγόριθμων για άλλα

προβλήματα σε επίπεδο γραφήματα [4, 6, 26, 102]. Βαθμιαία, αυτά τα αποτελέσ-

ματα έχουν γενικευτεί σε ευρύτερες κλάσεις γραφημάτων: K3,3-ελεύθερα-ελάσσονος

γραφήματα καιK5-ελεύθερα-ελάσσονος γραφήματα [44], μοναδικής-διασταύρωσης-

ελεύθερα-ελάσσονος [43, 44] και H-ελεύθερα-ελάσσονος γραφήματα για δοσ-

μένο γράφημα H [101, 123].



4 Εισαγωγή

Πολλά από αυτά τα αποτελέσματα στηρίζονται στην έννοια του δεντροπλά-

τους, που εισάγεται από τους Robertson και Seymour στο [128], και εκφράζει την

τοπολογική συγγένεια ενός γραφήματος με την δομή του δέντρου, επιτρέποντας

έτσι την γενικοποίηση των ιδιοτήτων των δέντρων. Επιπλέον, φάνηκε ότι υπ-

άρχει ένα αόριστο σχήμα, σχετιζόμενο με πολλές κλειστές ως προς ελάσσον ή

σύνθλιψη παραμέτρους στις τοπολογικές κατηγορίες γραφημάτων.

——

Η θεωρία της διδιαστατότητας που αναπτύχθηκε από τους Demaine, Fomin,

Hajiaghayi και Θηλυκό σε μια σειρά από δημοσιεύσεις [44, 39, 36, 38, 37, 45, 41],

ενοποιεί και περαιτέρω επεκτείνει αυτά τα αποτελέσματα σε ένα στέρεο μετα-

αλγοριθμικό πλαίσιο, που εξετάζει έναν αριθμό από προβλήματα για ένα ευρύ

φάσμα από κλάσεις γραφημάτων κλειστές ως προς ελάσσον ή σύνθλιψη, όπως

τα γραφήματα φραγμένου γένους και H-ελεύθερα-ελάσσονος γραφήματα. Το

ίδιο πλαίσιο, εκτός από υποεκθετικούς παραμετρικούς αλγόριθμους, παραδίδει

επίσης γραμμικούς πυρήνες [73, 15] και EPTAS [71, 40] για τα προβλήματα και

τις κλάσεις της δυνατότητας εφαρμογής του.

Παρά τη γενικότητά της, η θεωρία της διδιαστατότητας παράγει ιδιαίτερα

αποδοτικούς αλγόριθμους, οι οποίοι σε ορισμένες περιπτώσεις ταιριάζουν με τους

γρηγορότερους γνωστούς αλγόριθμους για συγκεκριμένα προβλήματα. Εντού-

τοις, μέσω μιας πιο λεπτομερούς προσέγγισης, είναι συχνά δυνατή η περαιτέρω

βελτιώση στον χρόνο τερματισμού των αλγόριθμων αυτών.

Διερευνούμε μια τέτοια περίπτωση στο Κεφάλαιο 4, όπου εξετάζουμε το

διάσημο πρόβλημα Σύνολο Κορυφών Ανάδρασης, στο οποίο ήδη αναφερθήκαμε,

σε επίπεδα γραφήματα. ΄Ενας υποεκθετικός παραμετρικός αλγόριθμος για αυτό

το πρόβλημα δόθηκε από τους Kloks και λοιποί στο [103]. Χρησιμοποιώντας τη

δύναμη της διδιαστατότητας, παράγουμε ένα αποτέλεσμα που βελτιώνει ήδη την

αλγοριθμική ανάλυση για αυτό το πρόβλημα.

Επιπλέον, με μια κατάλληλη προσέγγιση που υιοθετεί τη δυικότητα και ένα

εξειδικευμένο είδος αποσύνθεσης γραφημάτων που σέβεται την επιπεδότητα,

πετυχαίνουμε να αποδείξουμε μη τετριμμένα συνδυαστικά αποτελέσματα, που

οδηγούν σε μια περαιτέρω βελτίωση του χρόνου επίλυσης για αυτό το πρόβλημα.

Κατά συνέπεια, ακολουθεί ότι Επίπεδο Σύνολο Κορυφών Ανάδρασης μπορεί

να λυθεί σε O(215.11·
√
k + nO(1)) βήματα. Τα αποτελέσματά μας συνεπάγονται

επίσης την ύπαρξη αλγορίθμων O(210.1·
√
k +nO(1)) και O(226.347·

√
k ·nO(1)) βη-

μάτων για τα προβλήματα Επίπεδο Κάλυμμα Οψεων και Επίπεδη Συσκευασία
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Κύκλων, αντίστοιχα. ΄Ολα αυτά τα αποτελέσματα αντιστοιχούν στους γρηγορότερ-

ους αλγόριθμους για τα συγκεκριμένα προβλήματα, από ό,τι είμαστε σε θέση να

γνωρίζουμε.

——

΄Οπως αναφέρθηκε ήδη, η θεωρία της διδιαστατότητας καλύπτει τοπολογικά

ορισμένες κλάσεις γραφημάτων που γενικεύουν τα επίπεδα γραφήματα. Διαφορε-

τικές γενικεύσεις της έννοιας της επιπεδότητας έχουν εξεταστεί επίσης και έχουν

μελετηθεί σε διάφορες απόψεις της σχεδίασης αλγόριθμων. Παραδείγματα περ-

ιλαμβάνουν τα γραφήματα χαρτών [30, 142], τοπικά επίπεδα γραφήματα [118],

σχεδόν επίπεδα γραφήματα [76, 3] και γραφήματα φραγμένου πάχους [35, 7].

Στα Κεφάλαια 5 και 6, συμβάλλουμε σε αυτήν την κατεύθυνση. Συγ-

κεκριμένα, στο Κεφάλαιο 5 επιδεικνύουμε πώς τεχνικές από τη θεωρία της διδι-

αστατότητας, μπορούν να επεκταθούν μερικώς στην κλάση των σχεδόν επίπεδων

γραφημάτων, δηλαδή σε γραφήματα εμβαπτίσιμα στη σφαίρα με λίγες διασταυ-

ρώσεις ανά ακμή. Μέχρι στιγμής, η μόνη μετα-αλγοριθμική μελέτη των σχεδόν

επίπεδων γραφημάτων σχετίζεται με την ύπαρξη EPTAS για συγκεκριμένες γενικές

οικογένειες προβλημάτων [85]. Εδώ, αποδεικνύουμε μετα-αλγοριθμικά αποτελέσ-

ματα, που έχουν ως συνέπεια την ύπαρξη υποεκθετικών παραμετρικών αλγόρι-

θμων και πολυωνυμικών πυρήνων για μια σειρά προβλημάτων σε σχεδόν επίπεδα

γραφήματα, όπως παράδειγμα τα προβλήματα Σύνολο Κυριαρχίας και Σύνολο

Κορυφών.

Στο Κεφάλαιο 6 ορίζουμε μια άλλη οικογένεια γραφημάτων που επεκτείνει τα

επίπεδα γραφήματα. Τα λ-ισόπεδα γραφήματα ορίζονται ως δυνάμεις επίπεδων

γραφημάτων βάση μιας νέας έννοιας της απόστασης που σέβεται την επιπεδότητα,

σε αντίθεση με τις κοινές μετρικές σε γραφήματα. Δείχνουμε ότι η κλάση

των λ-ισόπεδων γραφημάτων είναι παραμετρικά ισοδύναμη με την κλάση των

σχεδόν επίπεδων γραφημάτων και δείχνουμε μερικά πρόσθετα χαρακτηριστικά

της κλάσης των λ-ισόπεδων γραφημάτων, όπως ότι έχουν φραγμένο τοπικό δεν-

δροπλάτος.

——

Στον πυρήνα της θεωρίας της διδιαστατότητας βρίσκεται η ύπαρξη ενός φράγ-

ματος στο δενδροπλάτος ενός δεδομένου γραφήματος G, σε συνάρτηση της τιμής

μιας παραμέτρου για εξεταζόμενο γράφημα G. Η απόδειξη του ενός τέτοιου

φράγματος εμπλέκει βαθιά αποτελέσματα που προέρχονται από τη θεωρία ελάσ-

σονων γραφημάτων των Robertson και Seymour. Συγκεκριμένα, ένα κεντρικό

αποτέλεσμα αυτής της θεωρίας δηλώνει ότι υπάρχει μια υπολογίσιμη συνάρτηση
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h, έτσι ώστε οποιοδήποτε γράφημα που έχει δενδροπλάτος τουλάχιστον h(r)

έχει ελάσσον μια σχάρα μεγέθους r×r [127]. ΄Οταν περιοριζόμαστε στα επίπεδα

γραφήματα, το άνω φράγμα για τη συνάρτηση h γίνεται γραμμικό [131]. Αυτό

συνεπάγεται το υπογραμμικό φράγμα δενδροπλάτους-παράμετρου, που αποτελεί

βασικό συστατικό για το πλαίσιο της θεωρίας της διδιαστατότητας.

Οποιαδήποτε επέκταση της δυνατότητας εφαρμογής της θεωρίας της διδιασ-

τατότητας απαιτεί την απόδειξη ενός τέτοιου φράγματος για τη συνάρτηση h.

Δύο σημαντικά αποτελέσματα αυτού του είδους που διαμόρφωσε την τρέχουσα

κατάσταση στην περιοχή, είναι οι αποδείξεις των γραμμικών φραγμάτων για

κλειστές ως προς ελάσσονα παράμετρους σε γραφήματα που αποκλείουν κάποιο

σταθερό ελάσσον [41] και για κλειστές ως προς σύνθλιψη παράμετρους σε γραφή-

ματα που αποκλείουν κάποιο σταθερό απόγειο ελάσσον [67]. Παρέμεινε ανοιχτή

μια σημαντική ερώτηση, εάν η θεωρία διδιαστατότητα μπορεί να επεκταθεί σε

γενικές μη τοπολογικά ορισμένες κλάσεις γραφημάτων. Πρόσφατα, ένα πρώτο

αποτέλεσμα που προδιαθέτει σε μια ενδεχομένως θετική απάντηση έχει ληφ-

θεί για την ειδική περίπτωση των H-ελεύθερων γραφημάτων τομής μοναδιαίων

δίσκων [72].

Στο Κεφάλαιο 7 εξετάζουμε γραφήματα τομών από συλλογές όχι απαραιτήτως

κυρτών γεωμετρικών αντικειμένων στο επίπεδο. Κάτω από τους φυσικούς πε-

ριορισμούς του μέγιστου βαθμού ή του αποκλεισμού δοσμένου υπογραφήματος,

αποδεικνύουμε ότι η σχέση μεταξύ του δενδροπλάτους τους και του μέγιστου

μεγέθους ελάσσονος σχάρας είναι γραμμικός. ΄Ενα κεντρικό επιχείρημα της

απόδειξής μας συσχετίζει δύο διαφορετικές συνθλίψεις ενός γραφήματος, χρησι-

μοποιώντας ένα κατάλληλο μη τυπικό ορισμό της σχέσης των ελασσόνων. Αυτά

τα συνδυαστικά αποτελέσματα επεκτείνουν ευρέως τη δυνατότητα εφαρμογής

του συνόλου των μετα-αλγοριθμικών αποτελεσμάτων της θεωρίας της διδιασ-

τατότητας που αφορούν τις κλειστές ως προς ελάσσονα παράμετρους σε γενικές

γεωμετρικά ορισμένες κλάσεις γραφημάτων, απαντώντας το ανοικτό πρόβλημα

που αναφέρεται πιο πάνω με καταφατικό τρόπο.

——

Καθώς η θεωρία της διδιαστατότητας υπηρετεί ως ένα γενικό πλαίσιο για την

αλγοριθμική σχεδίαση, στηριχθήκαμε σε κανονικές διατάξεις για την απόδειξη

των φραγμάτων για το δεντροπλάτος γραφημάτων γενικών κλάσεων. Στο τελευ-

ταίο μέρος της διατριβής, εστιάζουμε σε πιο λεπτομερείς δομές για να εξάγουμε

συγκεκριμένα φράγματα για μια παρόμοια παράμετρο, το πλάτος μονοπατιού, σε
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μητροειδή που αντιστοιχούν σε πιο περιορισμένες τοπολογικές κλάσεις γραφη-

μάτων.

Τα μητροειδή έχουν προταθεί από τον Whitney το 1935 ([150]) ως εργαλείο

για τη μελέτη θεμελιωδών ιδιοτήτων της θεωρίας της ανεξαρτησίας. Μπορούν

να οριστούν με πολλούς ισοδύναμους τρόπους, αλλά βασικά ένα μητροειδές είναι

ένα σύνολο στοιχείων μαζί με μια συλλογή υποσυνόλων του συνόλου στοιχείων,

που συμμορφώνονται με συγκεκριμένους κανόνες ανεξαρτησίας, και επιτρέπουν

την περιγραφή της δομής του συγκεκριμένου μητροειδούς.

Μέρος του κινήτρου για τον ορισμό των μητροειδών ήταν η θεώρηση πα-

ραδειγμάτων που προκύπτουν από τη θεωρία πινάκων και τη θεωρία γραφημάτων.

Από γραφοθεωρητική άποψη, τα μητροειδή μπορούν να ειδωθούν ως επέκταση

της έννοιας των γραφημάτων, δεδομένου ότι ένα γράφημα αντιστοιχεί σε ένα

μητροειδές όπου τα στοιχεία του είναι οι ακμές του γραφήματος και τα εξαρτη-

μένα σύνολα είναι τα κυκλώματα του γραφήματος.

Κατά συνέπεια, όπως είναι φυσικό, μια σειρά από βασικές πράξεις και σχέ-

σεις στη θεωρία γραφημάτων, επεκτείνονται στον κόσμο των μητροειδών. ΄Ενα

παράδειγμα είναι η διαγραφή και η σύνθλιψη ενός στοιχείου και η σχέση των

ελασσόνων. Πολλές από τις πολύ θεμελιώδεις κλάσεις μητροειδών είναι κλειστές

ως προς τη σχέση των ελασσόνων, κάτι που θέτει την πρόκληση της εύρεσης

ενός χαρακτηρισμού αυτών των κλάσεων από την σκοπιά των παρεμποδίσεων,

δηλαδή με την κατάρτιση ενός καταλόγου αποκλεισμένων ελασσόνων· μητροειδή

που δεν ανήκουν σε μια συγκεκριμένη κλάση, αλλά είναι ελάχιστα με αυτήν την

ιδιότητα - οποιοδήποτε σύνθλιψη ή διαγραφή στοιχείου θα οδηγήσει σε μητροειδή

που ανήκουν στην εν λόγω κλάση.

Αυτή η προσέγγιση είναι πράγματι κεντρική στο χαρακτηρισμό κλάσεων

μητροειδών. Μερικά από τα πιο σημαντικά αποτελέσματα στη θεωρία μητροει-

δών είναι οι πλήρεις κατάλογοι παρεμποδίσεων (π.χ. δυαδικά μητροειδή [144],

τριαδικά μητροειδή [13, 132], κανονικά μητροειδή [144], γραφικά μητροειδή [145],

επίπεδα μητροειδή [144]). Αξίζει να σημειωθεί, ότι σε αντίθεση με την ανάλογη

περίπτωση για γραφήματα, όπου το θεώρημα ελασσόνων γραφημάτων των Robert-

son και Seymour [130] υπαγορεύει ότι οποιοσδήποτε κατάλογος παρεμποδίσεων

πρέπει να είναι πεπερασμένος, αυτό δεν μπορεί να είναι υποτεθεί εκ των προτέρων

για μια κλάση μητροειδών.

Σε σταθερές τιμές μιας παραμέτρου για μητροειδή που είναι κλειστή ως προς

ελάσσονα, αντιστοιχούν μια σειρά στρωμάτων, κάθε ένα από τα οποία ενάγει

μια κλειστή κλάση ως προς ελάσσονα στο πεδίο των αναπαραστάσιμων μητροει-
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δών. Αφού ο χαρακτηρισμός του πλήρους κατάλογου παρεμποδίσεων για κάθε

στρώμα είναι συχνά απαγορευτικής δυσκολίας, αναγκαστικά κανείς περιορίζε-

ται σε κάποιο υποσύνολο των αναπαραστάσιμων μητροειδών, για παράδειγμα τα

γραφικά μητροειδή ή τα επίπεδα μητροειδή [134, 151, 124].

Στο Κεφάλαιο 8 συμβάλλουμε σε αυτήν την γραμμή αποτελεσμάτων, μελετών-

τας την παράμετρο του πλάτους μονοπατιού μητροειδών που ορίζεται από τους

Geelen, Gerards και Whittle [81] (δες ακόμα [94, 100, 10]). Περιοριζόμαστε στη

κλάση μητροειδών O, δηλαδή μητροειδή κυκλωμάτων από εξωεπίπεδα γραφήματα

και τα δυικά τους μητροειδή. Πιο συγκεκριμένα, για κάθε μη αρνητικό ακέραιο

αριθμό k, παρέχουμε τον πλήρη κατάλογο παρεμποδίσεων για τα μητροειδή της

κλάσης O με πλάτος μονοπατιού το πολύ k. Η απόδειξή μας συνδυάζει ένα

λήμμα αποσύνθεσης για την απόδειξη κάτω φραγμάτων για το πλάτος μονοπα-

τιού των μητροειδών και μια σχέση μεταξύ των παραμέτρων του πλάτους μονοπα-

τιού μητροειδών και του γραμμοπλάτους σε γραφήματα. Τα αποτελέσματά μας

συνεπάγονται την ύπαρξη ενός γραμμικού αλγόριθμου που, δοσμένου ενός εξωεπίπε-

δου γραφήματος, επιστρέφει την τιμή της παραμέτρου του πλάτους μονοπατιού

του μητροειδούς κυκλωμάτων του.

1.2 Η δομή του κειμένου

Στο Κεφάλαιο 2 ορίζουμε τις περισσότερες από τις έννοιες που παρουσιάζονται

στο υπόλοιπο κείμενο και δείχνουμε μερικές βασικές ιδιότητες για τα εξεταζό-

μενα αντικείμενα. Μια εξαίρεση αποτελούν έννοιες από τη θεωρία μητροειδών, ο

ορισμός των οποίων αναβάλλεται μέχρι το Κεφάλαιο 8, καθώς η μελέτη τους πε-

ριορίζεται σε εκείνο το κεφάλαιο. Ακολούθως, το Κεφάλαιο 3 είναι μια συνοπτική

επισκόπηση της θεωρίας της διδιαστατότητας και των αλγοριθμικών εφαρμογών

της.

Στο Κεφάλαιο 4 θέτουμε σε κίνηση τις τεχνικές της θεωρίας της διδιασ-

τατότητας και συγκεκριμένα εστιάζουμε σε δύο προβλήματα σε επίπεδα γραφή-

ματα, το Σύνολο Κορυφών Ανάδρασης και το Κάλυμμα Οψεων, για το οποία

αποδεικνύουμε τα κατάλληλα συνδυαστικά αποτελέσματα που οδηγούν στους

βελτιωμένους υποεκθετικούς παραμετρικούς αλγόριθμους.

Τα επόμενα τρία κεφάλαια μελετούν τις δυνατότητες επέκτασης του σώ-

ματος της θεωρίας της διδιαστατότητας σε κλάσεις γραφημάτων που ορίζον-

ται γεωμετρικά, μια περιοχή όπου λίγα παρόμοια αποτελέσματα είναι γνωστά.

Στο Κεφάλαιο 5 εξετάζουμε την κλάση των σχεδόν επίπεδων γραφημάτων και
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αποδεικνύουμε την ύπαρξη υποεκθετικών παραμετρικών αλγόριθμων και πολυων-

υμικών πυρήνων για μια σειρά προβλημάτων σε γραφήματα της κλάσης αυτής.

Στο Κεφάλαιο 6 εισάγουμε μια νέα μετρική για επίπεδα γραφήματα και εξ-

ετάζουμε την κλάση των δυνάμεων των επίπεδων γραφημάτων βάση της νέας

μετρικής. Δείχνουμε ότι αυτή η κλάση γραφημάτων είναι ισοδύναμη με τα σχεδόν

επίπεδα γραφήματα και αποδεικνύουμε μια σειρά συμπληρωματικών αποτελεσμάτων.

Στο Κεφάλαιο 7 μελετάμε κλάσεις γραφημάτων τομής γεωμετρικών αντικειμένων

και δείχνουμε ότι ένα σημαντικό μέρος της θεωρίας της διδιαστατότητας επεκ-

τείνεται στην κλάση αυτή, το πρώτο γενικό μετα-αλγοριθμικό αποτέλεσμα για

μια ευρεία κλάση μη τοπολογικά ορισμένων γραφημάτων.

Τέλος, στο Κεφάλαιο 8 μελετούμε ένα πρόβλημα εύρεσης παρεμποδίσεων

για κλάσεις μητροειδών. Μετά από μια σύντομη εισαγωγή στις βασικές έν-

νοιες της θεωρίας μητροειδών, εξετάζουμε την παράμετρο του πλάτους μονοπα-

τιού μητροειδών και πιο συγκεκριμένα εξετάζουμε την δομή μητροειδών φραγ-

μένου πλάτους μονοπατιού. Για οποιοδήποτε μη αρνητικό ακέραιο αριθμό k,

δίνουμε έναν χαρακτηρισμό του πλήρους καταλόγου των ελάχιστων ως προς

ελάσσονα μητροειδών κυκλωμάτων εξωεπίπεδων γραφημάτων (ένα υποσύνολο

των επίπεδων γραφημάτων), τα οποία δεν ανήκουν στην κλάση μητροειδών με

πλάτος μονοπατιού το πολύ k.
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Κεφάλαιο 2

Βασικές έννοιες

΄Εστω ένα πεπερασμένο σύνολο P . Σημειώνουμε ως |P | τον πληθάριθμο του.

Για το υπόλοιπο αυτής της εργασίας, ένα σύνολο θα θεωρείται πάντα πεπερασ-

μένο. ΄Ενα σύνολο ή συλλογή P υποσυνόλων του P λέγεται διαμέριση, όταν

P = {P1, P2, . . . , Pn} και P είναι η ένωση των στοιχείων του P, τα οποία

είναι όλα μη κενά και ανά δύο ξένα. ΄Εστω A και B δύο σύνολα. Τότε

A × B = {(a, b) : a ∈ A kai b ∈ B} και A2 = A × A. Επιπλέον σημειώνουμε

ως A − B το σύνολο {x ∈ A : x /∈ B}. Στην περίπτωση που ένα σύνολο που

περιέχει ένα μοναδικό στοιχείο εμπλέκεται σε πράξεις συνόλων, παραλείπουμε

τις παρενθέσεις· για παράδειγμα γράφουμε A − x αντί του A − {x}. ΄Ενα πο-

λυσύνολο από ένα σύνολο B είναι μια επιλογή στοιχείων από το B, όπου κάθε

στοιχείο μπορεί να διαλεχτεί οποιοδήποτε αριθμό φορών, ακόμα και καμία.

΄Εστω F ένα πεδίο και r ένας μη αρνητικός ακέραιος. Τότε, σημειώνουμε ως

V (r, F ) τον r-διάστατο διανυσματικό χώρο στο F. Κάθε πεπερασμένο πεδίο έχει

ακριβώς pk στοιχεία, για έναν πρώτο p και έναν θετικό ακέραιο k. Ονομάζουμε

το μοναδικό πεδίο που έχει ακριβώς pk στοιχεία πεδίο Galois τάξης pk και το

σημειώνουμε ως GF (pk).

Σημειώνουμε το σύνολο των μη αρνητικών ακέραιων ως N. Για κάθε ακέραιο

x, γράφουμε bxc για τον μεγαλύτερο ακέραιο μικρότερο ή ίσο του x και dxe για
τον μικρότερο ακέραιο μεγαλύτερο ή ίσο του x. ΄Εστω h1, h2 και g συναρτή-

σεις σε ακέραιους. Σημειώνουμε h1(n) = O(g(n)) και h2(n) = Ω(g(n)), αν

υπάρχουν θετικές σταθερές c και n0 τέτοιες ώστε για κάθε n ≥ n0 : h1(n) ≤
c · g(n) και h2(n) ≥ 1/c · g(n), αντίστοιχα. Προς απλοποίηση των συμβολισ-

μών, γράφουμε συχνά “Ok(nc)” αντί του “O[f(k) · (nc)] για κάποια αναδρομική
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συνάρτηση f : N → N”. Επεκτείνουμε επίσης τον συμβολισμό γράφοντας

“Ok1,...,kl(n
c)” αντί του “Ok1+···+kl(n

c)”.

Στο υπόλοιπο του κεφαλαίου αυτού παρουσιάζουμε τις βασικές έννοιες που

θα συνταντήσουμε σε όλο το κείμενο. Οι συμβολισμοί που χρησιμοποιούνται

είναι στο μεγαλύτερο μέρος στερεότυποι. Επιπλέον ορολογία θα παρουσιάζεται

επίσης, όταν χρειάζεται στα επόμενα κεφάλαια. Για περισσότερα για γραφήματα

παραπέμπουμε στο [46], για μητροειδή στα [117, 143], για πολυπλοκότητα και

αλγόριθμους στα [120, 64, 84]. Η ελληνική ορολογία

2.1 Γραφήματα

΄Ενα γράφημα G είναι ένα συντεταγμένο ζεύγος (V,E) όπου V λέγεται το

σύνολο κορυφών και E είναι ένα πολυσύνολο ακμών, καθεμία από τις οποίες

είναι με τη σειρά της ένα μη συντεταγμένο ζεύγος στο V 2
. Δεδομένου ενός

γραφήματος G, σημειώνουμε ακόμα ως V (G) το σύνολο κορυφών του και ως

E(G) το πολυσύνολο ακμών του. Αν V (G) = ∅, τότε ονομάζουμε το γράφημα G

κενό γράφημα. Υποθέτουμε πάντα ότι το V (G) είναι ένα πεπερασμένο σύνολο.

Σημειώνουμε e = {x, y} ή e = xy για μια ακμή e με άκρα τις κορυφές x και

y. Σε αυτή την περίπτωση λέμε ότι x και y είναι γειτονικές ή γείτονες, ότι το

e είναι μια ακμή προσπίπτουσα στα x και y και ότι η ακμή e συνδέει τα x και y.

Αν μια ακμή συνδέει μια κορυφή με τον ευατό της την ονομάζουμε θηλιά. Αν οι

κορυφές v και w είναι οι άκρα από δύο ή περισσότερες ακμές, τότε ονομάζουμε

αυτές τις ακμές παράλληλες και την ακμή vw πολλαπλή ακμή. Ο βαθμός d(v)

της κορυφής v, είναι ο αριθμός όλων των ακμών που είναι προσπίπτουσες στο

v, όπου κάθε θηλιά μετράει διπλά. Αν d(z) = 0, για μια κορυφή z, ονομάζουμε

αυτή τη κορυφή απομονωμένη.

Μπορεί κανείς να επαληθεύσει ότι σύμφωνα με τον ορισμό ενός γραφήματος

που περιγράψαμε, ένα γράφημα είναι πάντα μη κατευθυνόμενο και μπορεί πράγ-

ματι να έχει θηλιές ή πολλαπλές ακμές. Αν ένα γράφημα δεν έχει πολλαπλές

ακμές ή θηλιές, το ονομάζουμε απλό. Αλλιώς, αν επιθυμούμε να δώσουμε έμ-

φαση στο γεγονός ότι δεν είναι απλό, μπορούμε να το αποκαλούμε πολυγράφημα.

Παρόμοια, μπορούμε να αποφασίσουμε να καλούμε το βαθμό μιας κορυφής του

πολυγραφήματος πολυβαθμό.

Αν χαλαρώσουμε τον περιορισμό στον ορισμό ενός γραφήματος παραπάνω,

που υπαγορεύει ότι κάθε ακμή είναι ένα ζεύγος, ζητώντας ότι μια ακμή είναι είτε

θηλιά ή ένα υποσύνολο του συνόλου κορυφών, τότε ορίζουμε ένα υπεργράφημα.
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Σημείωσε ότι αυτός ο ορισμός πράγματι επεκτείνει την έννοια ενός γραφήμα-

τος, έτσι ώστε κάθε γράφημα είναι επίσης ένα υπεργράφημα. Μια ακμή ενός

υπεργραφήματος λέγεται υπερακμή.

——

΄Εστω G και H γραφήματα, τέτοια ώστε να υπάρχει ένας μονομορφισμός τ :

V (H)→ V (G). Λέμε ότι H είναι υπογράφημα του G μέσω ενός μονομορφισμού

τ : V (H) → V (G), αν επιπρόσθετα για κάθε ακμή {x, y} ∈ E(H), ισχύει ότι

{τ(x), τ(y)} είναι μια ακμή του G. Σημειώνουμε αυτό το γεγονός ως H ⊆τ G.

Σε αυτή την περίπτωση λέμε επίσης ότι το H είναι ένα υπογράφημα του G, ή

ότι το G περιέχει το H και γράφουμε H ⊆ G. Τέλος, αν H ⊆ G και ισχύει ότι

V (H) = V (G), τότε ονομάζουμε το H παραγόμενο υπογράφημα του G.

Για κάθε σύνολο S ⊆ V (G), σημειώνουμε ως G[S] το γράφημα του οποίου το

σύνολο κορυφών είναι το S και το σύνολο ακμών αποτελείται από όλες τις ακμές

του G που έχουν και τις δύο άκρα στο S. Λέμε ότι G[S] είναι ένα εναγόμενο

υπογράφημα του G και ότι το G[S] είναι εναγόμενο από τις κορυφές στο S.

Παρόμοια, για ένα υποσύνολο ακμών F ⊆ E(G), σημειώνουμε ως G[F ] το

γράφημα, του οποίου το σύνολο ακμών είναι το F και του οποίου το σύνολο

κορυφών αποτελείται από όλες τις κορυφές του G που είναι άκρα ακμών στο F .

Και πάλι, λέμε ότι το G[F ] είναι εναγόμενο από τις ακμές στο F .

΄Εστω G1 και G2 δύο γραφήματα. Η ένωση τους G1 ∪ G2 ορίζεται ως το

γράφημα G = (V (G1) ∪ V (G2), E(G1) ∪ E(G2)). Αν V (G1) ∩ V (G2) = ∅
ονομάζουμε τα G1 και G2 ξένα. ΄Εστω τώρα G3 ένα υπογράφημα του G. Κατά

περίπτωση γράφουμε G3∪E′, για ένα σύνολο ακμών E′ ⊆ E(G), αντί του τυπικά

πιο σωστού G3 ∪G[E′]. Ακόμα, όπως με την ένωση συνόλων, συχνά γράφουμε

G3∪e, αντί του G1∪e, για μια ακμή e ∈ E(G). Κάθε δύο υπογραφήματα H1 και

H2 του G λέγονται ξένα ως προς κορυφές ή απλά ξένα, αν V (H1) ∩ V (H2) = ∅
και ξένα ως προς ακμές στην περίπτωση που E(H1) ∩ E(H2) = ∅.

Μια εναλλασόμενη ακολουθία v0, e1, v1, e2, . . . , vn−1, en, vn λέγεται περίπα-

τος σε ένα δοσμένο γράφημα G, αν v0, v1 . . . , vn−1, vn είναι κορυφές του V (G)

και e1, . . . , en−1, en είναι ακμές του E(G), τέτοιες ώστε v0 είναι προσπίπτουσα

στη e1 και vi είναι προσπίπτουσα στη ei, για 1 ≤ i ≤ n. Οι κορυφές v0 και

vn είναι οι άκρα αυτού του περιπάτου. Επιπλέον, ονομάζουμε αυτό τον περίπατο

μονοπάτι στο G, αν οι κορυφές v0, v1, . . . , vn−1, vn είναι διαφορετικές ανά δύο.

Για μονοπάτια και περίπατους χρησιμοποιούμε γενικά την ίδια ορολογία.

΄Εστω τώρα P ένα μονοπάτι στο G, με άκρα τις κορυφές x και y. Λέμε

ότι το P συνδέει τις κορυφές x και y ή είναι ένα μονοπάτι από το x στο y. Το
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μήκος του μονοπατιού P , που γράφεται ως |P |, ισούται με τον αριθμό ακμών που

περιέχει, δηλαδή |P | = |E(P )|. Τότε η απόσταση μεταξύ x και y στο G είναι το

μήκος του μικρότερου μονοπατιού που τα συνδέει. Στην περίπτωση που υπάρχει

μια ακμή e = xy στο E(G), ονομάζουμε το γράφημα P ∪ e κύκλο. Σημείωσε,

ότι σύμφωνα με αυτό τον ορισμό μια θηλιά ή μια διπλή ακμή είναι επίσης ένας

τετριμμένος κύκλος. Το μέγεθος ενός κύκλου C ισούται με τον αριθμό των

κορυφών του C, ή ισοδύναμα με τον αριθμό ακμών στο C.

΄Ενα γράφημα G λέγεται συνεκτικό, αν για κάθε δύο κορυφές του G υπ-

άρχει ένα μονοπάτι στο G που τις συνδέει. Λέμε ότι ένα σύνολο κορυφών

S ⊆ V (G) είναι διαχωριστής του G και επίσης ότι το S σεπαρατες G, αν το

γράφημα G[V (G) − S] δεν είναι πια συνεκτικό. Τα μεγιστικά συνεκτικά υπ-

ογραφήματα ενός γραφήματος είναι οι συνιστώσες του. ΄Ενα γράφημα H είναι

k-συνεκτικό, αν δύο κορυφές του H δεν μπορούν να χωριστούν από λιγότερες

από k άλλες κορυφές στο H.

΄Εστω v μια κορυφή ενός γραφήματος G. Ονομάζουμε γειτονιά του v στο

G το σύνολο κορυφών του V που είναι γειτονικές του v και τη σημειώνουμε

ως NG(v), ή πιο απλά N(v). Για κάθε ακέραιο r, ορίζουμε τη r-γειτονιά της

κορυφής v στο G ως το σύνολο Nr
G(v) ⊆ V (G), που αποτελείται από όλες τις

κορυφές του G, που βρίσκονται σε απόσταση το πολύ r από το v. Δεδομένου

ενός συνόλου S ⊆ V (G), σημειώνουμε ως NG(S) τη γειτονιά του S στο G,

δηλαδή τους γείτονες των κορυφών στο S που δεν ανήκουν στο S. Θέτουμε

επίσης NG[S] = S ∪NG(S) και ∂G(S) = NG(V (G)− S).

΄Ενα σύνολο κορυφών I σε ένα δοσμένο γράφημα G λέγεται ανεξάρτητο, αν

οι κορυφές στο I είναι ανά δύο μη γειτονικές. ΄Ενα σύνολο κορυφών C είναι

κάλυμμα κορυφών, αν κάθε ακμή στο E(G) έχει ένα άκρο στο C. Σε αυτή την

περίπτωση λέμε ότι C καλύπτει τις ακμές του G. ΄Ενα σύνολο κορυφών D είναι

σύνολο κυριαρχίας στο G, αν κάθε κορυφή του G περιέχεται στο D ή έχει ένα

γείτονα στο D. Πιο γενικά, κάθε κορυφή του G, βρίσκεται σε απόσταση το πολύ

r από μια κορυφή ενός r-συνόλου κυριαρχίας R ⊆ V (G).

΄Εστω G και H δύο γραφήματα. Αν υπάρχουν αντιστοιχίες φ : V (G) →
V (H) και ψ : E(G)→ E(H), τέτοιες ώστε η v ∈ V (G) είναι προσπίπτουσα στη

e ∈ E(G), αν και μόνο αν η φ(v) είναι προσπίπτουσα στη ψ(e), ονομάζουμε τα G

καιH ισομορφικά και γράφουμεG ∼= H, ή απλάG = H. Μια κλάση γραφημάτων

που είναι κλειστή ως προς ισομορφισμό λέγεται ιδιότητα γραφημάτων.

——

΄Εστω G ένα γράφημα, S ⊆ V (G) ένα σύνολο κορυφών στο G και F ⊆
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E(G) ένα σύνολο ακμών. Σημειώνουμε ως G \ S το εναγόμενο υπογράφημα

G[V (G) − S] και ως G \ F το γράφημα στο V (G) με σύνολο ακμών E(G) −
F (αν και συχνά θα “ξεχνάμε” απομονωμένες κορυφές). Αναφερόμαστε στις

πράξεις που περιγράφηκαν ως διαγραφή ενός συνόλου κορυφών και διαγραφή

ενός συνόλου ακμών, αντίστοιχα. ΄Οπως πάντα, γράφουμε G\v αντί του G\{v}
όταν διαγράφουμε μια κορυφή v ∈ V (G) και G \ e αντί του G \ {e}, όταν

διαγράφουμε μια ακμή e ∈ E(G).

΄Εστω x και y οι άκρα της ακμής e σε ένα δοσμένο γράφημα G. Η σύνθλιψη

της ακμής e = {x, y} στοG είναι η πράξη που έχει ως αποτέλεσμα την αντικατάσ-

ταση των κορυφών x και y από μια νέα κορυφή ve στο γράφημα που προκύπτει

G/e. ΄Οταν το G είναι ένα απλό γράφημα και ενδιαφερόμαστε να το διατηρή-

σουμε απλό, η κορυφή ve γίνεται γειτονική με όλους τους γείτονες του x και του

y στο G που είναι διαφορετικοί από x και y. ΄Οταν αντίθετα πρόκειται για πολυ-

γραφήματα, το γράφημα G/e έχει σύνολο ακμών το E(G/e) = E(G)− e, όπου
αντικαθιστούμε κάθε εμφάνιση των δυο κορυφών x και y στις αρχικές ακμές

του G από τη νέα κορυφή ve. Αν και φαίνεται ότι αυτό μπορεί να δημιουργήσει

σύγχυση, στην πραγματικότητα σπάνια χρειάζεται να αποσαφηνίσουμε με ποιο

τρόπο διαλέγουμε να εφαρμόσουμε την πράξη, αφού είναι εύκολα αντιληπτό από

τα συμφραζόμενα. ΄Οταν πάντως δεν γίνεται ιδιαίτερη αναφορά, υποθέτουμε ότι

υλοποιείται η πρώτη διαδικασία. Αφού η σειρά με την οποία συνθλίβουμε έναν αρ-

ιθμό ακμών δεν διαφοροποιεί το γράφημα που προκύπτει, γράφουμε G/E0 για το

γράφημα που προκύπτει από το G συνθλίβοντας ένα σύνολο ακμών E0 ⊆ E(G).

Τέλος, ορίζουμε την πράξη της υποδιαίρεσης μιας ακμής e = {x, y} στο

γράφημα G, ως την αντικατάσταση της ακμής e από ένα μονοπάτι μήκους 2, του

οποίου οι άκρα είναι τα x και y.

Δεδομένων δύο γραφημάτων H και G, αποκαλούμε το H:

• υποδιαίρεση του G, αν το H μπορεί να προκύψει από το G υποδιαιρώντας

επαναλαμβανόμενα ακμές,

• σύνθλιψη του G και γράφουμε H 4c G, αν το H μπορεί να προκύψει από

το G από μια σειρά συνθλίψεων ακμών,

• τοπολογικό ελάσσον του G, αν μια υποδιαίρεση του H είναι υπογράφημα

του G και

• ελάσσον του G και γράφουμε H 4 G, αν το H μπορεί να προκύψει από

ένα υπογράφημα του G από μια σειρά συνθλίψεων ακμών.
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Προφανώς, κάθε σύνθλιψη ενός γραφήματος G είναι επίσης και ελάσσον

του. Παρόμοια, κάθε τοπολογικό ελάσσον του G είναι επίσης και ελάσσον του.

Αναφερόμαστε στη “4 ” ως τη σχέση ελάσσονος, και ανάλογα για τις άλλες

ως τη σχέση σύνθλιψης “4c” και τη σχέση τοπολογικού ελάσσονος σε γραφή-

ματα. ΄Οπως μπορεί κανείς να επαληθεύσει, αυτές οι σχέσεις είναι ανακλαστικές,

μεταβατικές και αντισυμμετρικές.

Λέμε ότι μια ιδιότητα γραφημάτων P είναι κλειστή ως προς ελάσσονα, αν

για κάθε γράφημα G ∈ P κάθε ελάσσον του G ανήκει επίσης στο P. ΄Επεται

ότι μια ιδιότητα γραφημάτων είναι κλειστή ως προς ελάσσονα αν και μόνο αν

μπορεί να εκφραστεί από απαγορευμένα ελάσσονα, δηλαδή ελάχιστα ως προς

ελάσσονα γραφήματα που δεν έχουν την ιδιότητα. Τέτοια γραφήματα λέγονται

επίσηςπαρεμποδίσεις ή αποκλεισμένα ελάσσονα για την ιδιότητα αυτή.

2.2 Εμβαπτίσεις σε επιφάνειες

Μια επιφάνεια Σ είναι ένα συμπαγές δίπτυχο μόρφωμα χωρίς σύνορο. Θεωρούμε

πάντα συνεκτικές επιφάνειες. Σημειώνουμε ως S0 τη σφαίρα {(x, y, z) : x2 +

y2 + z2 = 1}. Μια καμπύλη Jordan είναι μια συνεχής καμπύλη στη σφαίρα

S0 που δεν τέμνει τον ευατό της, με άλλα λόγια ένα υποσύνολο της σφαίρας

ομομορφικό προς το μοναδιαίο διάστημα [0, 1]. Κάνουμε λόγο για τα άκρα της

και το εσωτερικό της. Μια κλειστή καμπύλη Jordan είναι μια καμπύλη Jordan

της οποίας τα άκρα συμπέφτουν, δηλαδή ένα υποσύνολο της σφαίρας ομομορφικό

προς το μοναδιαίο κύκλο {(x, y) : x2 + y2 = 1}.
΄Ενα υποσύνολο ∆ της σφαίρας S0 είναι ένας ανοιχτός δίσκος, αν είναι ομο-

μορφικό προς το {(x, y) : x2 + y2 < 1}. Ονομάζουμε κλειστό δίσκο και σημειώ-

νουμε ως ∆ το κλείσιμο του ∆. Τότε το σύνορο του ∆ είναι ∆̂ = ∆ ∩ S0 −∆.

΄Εστω J μια κλειστή καμπύλη Jordan στο S0. Τότε τα σημεία του S0 − J ,

δηλαδή τα σημεία της σφαίρας που δεν ανήκουν στη καμπύλη, διαμερίζονται σε

δύο συνεκτικές συνιστώσες και J είναι το σύνορο ακριβώς των δύο ανοιχτών

δίσκων (χωρίς σύγχυση με τις συνεκτικές συνιστώσες ενός γραφήματος).

Χρησιμοποιούμε τον όρο εμβάπτιση γραφήματος για ένα σχεδιασμό ενός

γραφήματος G στη σφαίρα, όπου κάθε κορυφή συσχετίζεται με ένα διαφορετικό

σημείο της σφαίρας και κάθε ακμή με μια ανοιχτή καμπύλη Jordan, της οποίας

το εσωτερικό δεν περιέχει σημεία συσχετιζόμενα με κορυφές και της οποίας τα

άκρα είναι τα σημεία της σφαίρας συσχετιζόμενα με τα άκρα της ακμής αυτής.

Προς απλοποίηση της παρουσίασης, δεν κάνουμε διάκριση μεταξύ μιας κο-
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ρυφής του G και του σημείου στη σφαίρα που αντιπροσωπεύει την κορυφή· παρό-

μοια για μια ακμή του G. Μιλώντας γενικά, συχνά δεν κάνουμε διάκριση μεταξύ

του G και της εμβάπτισης του.

΄Εστω e1 και e2 δύο ακμές μιας εμβάπτισης ενός γραφήματος G, που μοιρά-

ζονται ένα σημείο p της σφαίρας που δεν είναι κορυφή. Τότε, το p είναι μια

διασταύρωση του G. ΄Εστω επίσης J μια κλειστή καμπύλη Jordan, τέτοια ώστε

η ακμή e1 να βρίσκεται ολόκληρη πάνω στη J . Σημειώνουμε ως D1 και D2 τους

δύο ανοιχτούς δίσκους της σφαίρας με σύνορο την καμπύλη J . Λέμε ότι το p

είναι μια απλή διασταύρωση των ακμών e1 και e2, αν για κάθε ανοιχτό δίσκο D

που περιέχει το p, ισχύει ότι D ∩Di ∩ e2 6= ∅ για i = 1, 2. Λέμε επίσης ότι δύο

ακμές διασταυρώνονται, αν υπάρχει μια διασταύρωση αυτών των ακμών.

Ορισμός 2.2.1. Ονομάζουμε μια εμβάπτιση ενός γραφήματος G στη σφαίρα

S0 μια καλή εμβάπτιση, αν όλες οι εξής συνθήκες ισχύουν:

• κάθε δύο ακμές του G μοιράζονται το πολύ ένα σημείο της σφαίρας,

• το πολύ δύο ακμές του G μοιράζονται ένα σημείο που δεν είναι κορυφή και

• αν δύο ακμές του G μοιράζονται ένα σημείο που δεν είναι κορυφή, τότε

αυτή είναι μια διασταύρωση.

Εκτός από όπου αναφέρεται συγκεκριμένα το αντίθετο, όλες οι εμβαπτίσεις

που θεωρούνται στο υπόλοιπο του κειμένου θα είναι καλές εμβαπτίσεις. Παρο-

μοίως, παραλείπεται η αναφορά πως οι διασταυρώσεις είναι απλές.

Χρησιμοποιούμε τον όρο ενεπίπεδο γράφημα για μια εμβάπτιση ενός γραφή-

ματος που δεν έχει διασταυρώσεις. ΄Ενα γράφημα είναι επίπεδο αν επιτρέπει μια

ενεπίπεδη εμβάπτιση.

΄Εστω ένα ενεπίπεδο γράφημα G. Οι συνεκτικές συνιστώσες του S0 − G,

λέγονται όψεις του γραφήματος G και σημειώνουμε το σύνολο όψεων του G ως

F (G). Κάθε όψη f ∈ F (G) είναι ένα ανοιχτό σύνολο, και σημειώνουμε ως f̂

το σύνορο της και ως f το κλειστό σύνολο f ∪ f̂ . Λέμε για μια ακμή e ∈ E(G)

ότι είναι προσπίπτουσα στην όψη f , αν e ∩ f̄ 6= ∅ και για μια κορυφή v ∈ V (G)

ότι είναι προσπίπτουσα στην όψη f , αν v ∈ f̂ . Προφανώς, κάθε ακμή σε ένα

ενεπίπεδο γράφημα είναι προσπίπτουσα το πολύ σε δύο όψεις, ενώ το ίδιο δεν

είναι αναγκαστικά αληθές για μια κορυφή.

΄Εστω G ένα ενεπίπεδο γράφημα. Σημειώνουμε ως G∗ και αποκαλούμε δυικό

γράφημα τουG, το γράφημα (F (G), E∗(G)), αν υπάρχει μια αντιστοιχία E(G)→
E∗(G), τέτοια ώστε μια ακμή e∗ στο G∗ συνδέει τις όψεις του G, στις οποίες
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η αντίστοιχη ακμή e του G είναι προσπίπτουσα. ΄Επεται από τον ορισμό ότι

το γράφημα G∗ είναι επίσης επίπεδο. Ακόμα, παίρνοντας το δυικό ενός δυικού

γραφήματος έχει ως αποτέλεσμα το αρχικό γράφημα.

΄Οταν θεωρούμε τις εμβαπτίσεις των δυικών γραφημάτων G και G∗ πάντα

υποθέτουμε ότι βρίσκονται στη σφαίρα S0 κατά τέτοιο τρόπο, που μια κορυφή

του G∗ βρίσκεται στο εσωτερικό της αντίστοιχης όψης του G και αντίθετα, και

που μια ακμή e∗ του G∗ έχει ένα μοναδικό σημείο κοινό με το G, που είναι η

διασταύρωση του e∗ με την αντίστοιχη ακμή e του G και αντίθετα.

Ορισμός 2.2.2. ΄Εστω ένα ενεπίπεδο γράφημα G με τουλάχιστον μια ακμή.

Ορίζουμε το ακτινικό γράφημα RG του G ως το ενεπίπεδο γράφημα του οποίου

το σύνολο κορυφών είναι V (G) ∪ V (G∗) και του οποίου οι ακμές ορίζονται

ως εξής: ΄Εστω C = {C1, . . . , Cr} οι συνεκτικές συνιστώσες του S0 − (G ∪
G∗) και παρατήρησε ότι Ci, για i = 1, . . . , r, είναι ένα ανοιχτό σύνολο του

οποίου το σύνορο περιέχει μια κορυφή vi από το V (G) και μια κορυφή ui από

το V (G∗). Το σύνολο ακμών του RG είναι το σύνολο E(RG) = {{vi, ui}, i =

1, . . . , r} όπου η ακμή {vi, ui} έχει πολλαπλότητα 1 αν και τα δύο vi και ui
έχουν βαθμό τουλάχιστον 2 στα G και G∗ αντίστοιχα, αλλιώς η πολλαπλότητα

της είναι 2 (προφανώς, το {vi, ui} μπορεί να ειδωθεί ως ένα υποσύνολο του

ανοιχτού συνόλου Ci). Ονομάζουμε μέσο γράφημα του G και το σημειώνουμε

ως MG, το δυικό του ακτινικού γραφήματος του G, δηλαδή MG = R∗G.

Ονομάζουμε ένα σύνολο σημείων στη σφαίρα 2-διάστατο γεωμετρικό σώμα,

ή απλά γεωμετρικό σώμα, αν είναι ομομορφικό στον κλειστό δίσκο {(x, y)| x2 +

y2 ≤ 1}. ΄Ενα γεωμετρικό σώμα B είναι κυρτό, αν για κάθε δύο σημεία του B,

υπάρχει μια ευθεία γραμμή που βρίσκεται εντελώς μέσα στο B και συνδέει τα

δύο δοσμένα σημεία.

΄Εστω B = {B1, . . . , Bn} μια συλλογή από αντικείμενα στην σφαίρα S0.

Τότε, σημειώνουμε ως GB και καλούμε γράφημα τομών του B, το γράφημα του

οποίου το σύνολο κορυφών είναι B και για το οποίο ισχύει ότι μια ακμή {Bi, Bj}
(για i 6= j) είναι μια ακμή του GB, αν και μόνο αν Bi ∩Bj 6= ∅.

Ορισμός 2.2.3. ΄Εστω G ένα επίπεδο γράφημα δραων στη σφαίρα S0. Μια

κλειστή καμπύλη Jordan J λέγεται βρόχος της εμβάπτισης του G, αν κάθε σημείο

του S0 που ανήκει και στην καμπύλη J και στην εμβάπτιση του G, είναι μια

κορυφή του G.

΄Εστω N ένας βρόχος που περνά από τις κορυφές v1, v2, . . . , vn ενός ενεπίπε-

δου γραφήματος G. Σημειώνουμε N = v1v2 . . . vnv1. Το μήκος του N , που
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γράφεται ως |N |, είναι ο αριθμός των κορυφών που συναντά, δηλαδή |N | = n.

Το γένος Euler eg(Σ) μιας μη προσανατολισμένης επιφάνειας Σ ισούται με το

μη προσανατολισμένο γένος g(Σ). Αν Σ είναι μια προσανατολισμένη επιφάνεια

τότε το γένος Euler eg(Σ) είναι δυο φορές το προσανατολισμένο γένος g(Σ) του

Σ, δηλαδή δυο φορές ο αριθμός από “λαβές” (δες επίσης [112]). Για τη σφαίρα

S0 ισχύει ότι eg(S0) = 0. Τότε eg έχει τις τιμές του στο N.

΄Ολοι οι ορισμοί παραπάνω για αντικείμενα στη σφαίρα S0 επεκτείνονται

για μια επιφάνεια οποιουδήποτε γένους Euler. Συγκεκριμένα, δεδομένου ενός

γραφήματος G το γένος Euler του eg(G) είναι το ελάχιστο eg(Σ), για μια

επιφάνεια Σ όπου το G μπορεί να εμβαπτιστεί χωρίς διασταυρώσεις.

2.3 Ειδικά γραφήματα

Ονομάζουμε δέντρο, ένα συνεκτικό άκυκλο γράφημα. Τα φύλλα ενός δέντρου T

είναι οι κορυφές του T βαθμού ίσο με 1. Ονομάζουμε εσωτερική, ή μη φύλλο,

μια κορυφή του T που δεν είναι φύλλο. ΄Ενα δέντρο με μόνο μία εσωτερική

κορυφή λέγεται αστέρι. ΄Ενα δέντρο με την ιδιότητα ότι όλες οι εσωτερικές

κορυφές του βρίσκονται σε ένα μονοπάτι λέγεται κάμπια.

Σχήμα 2.1: ΄Ενα δέντρο, ένα αστέρι και μια κάμπια.

΄Ενα απλό γράφημα σε n κορυφές, για ένα θετικό ακέραιο n, με όλες τις

κορυφές γειτονικές λέγεται πλήρες και γράφεται ως Kn. Αποκαλούμε επίσης

το Kn μια κλίκα μεγέθους n. ΄Ενα γράφημα του οποίου το σύνολο κορυφών

επιτρέπει μια διαμέριση σε δύο σύνολα A και B, τέτοια ώστε κάθε ακμή του

γραφήματος έχει ένα άκρο στο A και το άλλο στο B, λέγεται διμερές. Για

παράδειγμα το ακτινικό του κάθε γραφήματος είναι ένα διμερές γράφημα. ΄Ενα

πλήρες διμερές γράφημα, που έχει κάθε κορυφή από το σύνολο A γειτονική σε

κάθε κορυφή από το B, γράφεται ως Ka,b, όπου a = |A| και b = |B|.
Ονομάζουμε ένα γράφημα G εξωεπίπεδο, αν το G έχει μια εμβάπτιση στη

σφαίρα, τέτοια ώστε όλες οι κορυφές είναι προσπίπτουσες σε μια μοναδική όψη.
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Ονομάζουμε αυτή την όψη ως εξωτερική όψη του G.

Σχήμα 2.2: ΄Ενα πλήρες και ένα διμερές γράφημα.

΄Εστω k ένας θετικός ακέραιος. Η k × k σχάρα, την οποία σημειώνουμε ως

Lk, είναι το γράφημα (V,E) με:{
V = {(i, j) : 1 ≤ i, j ≤ k}
E = {(i, j)(i′, j′) : |i− i′|+ |j − j′| = 1}.

Οι κορυφές μιας σχάρας με βαθμό το πολύ 3 λέγονται συνοριακές κορυφές και οι

κορυφές βαθμού 4 εσωτερικές κορυφές. Οι κορυφές βαθμού ακριβώς 2 είναι οι

γωνίες της σχάρας. Προφανώς, η σχάρα είναι ένα επίπεδο γράφημα και οφείλει

την ονομασία του στην εμβάπτιση που απεικονίζεται στο Σχήμα 2.3.

Σχήμα 2.3: Η k × k σχάρα Lk και η k × k τριγωνοποιημένη σχάρα Γk.

Ονομάζουμε ένα γράφημα H μια μερική τριγωνοποίηση ενός ενεπίπεδου

γραφήματος G, αν το G είναι παραγόμενο υπογράφημα του H και το H είναι

ενεπίπεδο. Ονομάζουμε ένα ενεπίπεδο γράφημα H∆ τριγωνοποιημένο γράφημα,
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και λέμε ότι το H∆ είναι μια τριγωνοποίηση, αν όλες οι όψεις του H∆ είναι

τρίγωνα, ι.ε όψεις των οποίων το σύνορο αποτελεί ένα κύκλο μεγέθους 3.

Ας θεωρήσουμε την εξής τριγωνοποίηση. Ξεκινώντας από τη k × k σχάρα

τριγωνοποιούμε τις εσωτερικές όψεις έτσι ώστε όλες οι εσωτερικές κορυφές

να έχουν βαθμό 6 στο γράφημα που προκύπτει και συνοριακές κορυφές έχουν

βαθμό 4 ή είναι γωνίες. Επιπλέον, μια γωνία βαθμού δύο γίνεται γειτονική σε

όλες τις συνοριακές κορυφές. Ονομάζουμε το γράφημα που προκύπτει k × k
τριγωνοποιημένη σχάρα και το σημειώνουμε ως Γk (δες επίσης το Σχήμα 2.3).

΄Ενα απόγειο γράφημα είναι ένα γράφημα που προκύπτει από ένα επίπεδο

γράφημα G, προσθέτοντας μια νέα κορυφή και κάνοντάς την γειτονική σε μερικές

από τις κορυφές του G.

΄Εστω G ένα γράφημα και k ένας θετικός ακέραιος. Ονομάζουμε k-δύναμη

του G και σημειώνουμε ως Gk, το γράφημα με σύνολο κορυφών V (G) που έχει

μια ακμή xy για κάθε δύο διαφορετικές κορυφές x, y ∈ V (G), που βρίσκονται

σε απόσταση το πολύ k στο G. Συγκεκριμένα ονομάζουμε G2
το τετράγωνο

του G.

2.4 Αποσυνθέσεις

Αφού παρουσιάστηκαν από τους Robertson, Seymour και Thomas στο ([126]) ως

ένα εργαλείο σε μια σειρά δημοσιεύσεων που αποτέλεσαν την θεωρία ελασσόνων

γραφημάτων, οι δεντροαποσυνθέσεις έχουν μελετηθεί διεξοδικά (π.χ. [14, 19, 1,

18, 122]), και για την γραφοθεωρητική τους σημασία και για την συμμετοχή τους

στην διαμόρφωση πλήθους τεχνικών στην περιοχή της αλγοριθμικής σχεδίασης.

Ορισμός 2.4.1 ([126]). Μια δεντροαποσύνθεση ενός γραφήματος G, είναι

ένα ζεύγος (T,X ), όπου T είναι ένα δέντρο και X = {Xt : t ∈ V (T )} είναι μια

οικογένεια υποσυνόλων του V (G), που λέγονται τσάντες, τέτοια ώστε οι εξής

τρεις ιδιότητες να ικανοποιούνται:

(1)
⋃
t∈V (T )Xt = V (G),

(2) για κάθε ακμή e ∈ E(G) υπάρχει t ∈ V (T ) τέτοιο ώστε το Xt περιέχει

και τα δύο άκρα του e, και

(3) ∀v ∈ V (G), το σύνολο Tv = {t ∈ V (T ) | v ∈ Xt} ενάγει ένα δέντρο στο

T .
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Το πλάτος μιας δεντροαποσύνθεσης ισούται με το πληθάριθμο μιας τσάντας

μέγιστου μεγέθους μείον 1. Το δεντροπλάτος ενός γραφήματος G είναι το

ελάχιστο πλάτος μιας δεντροαποσύνθεσης του G. Σημειώνουμε το δεντροπλά-

τος του G ως tw(G).

Για παράδειγμα, κάθε δέντρο έχει δεντροπλάτος ίσο με 1, η k×k σχάρα έχει

δεντροπλάτος ίσο με k και το πλήρες γράφημα σε n κορυφές δεντροπλάτος ίσο

με n− 1.

Οι κλαδοαποσυνθέσεις, που επίσης παρουσιάστηκαν από τους Robertson και

Seymour [128], έχουν αποδειχθεί εξίσου χρήσιμες, ειδικά για γραφήματα σε

επιφάνειες (π.χ. [92, 20, 65]).

Ορισμός 2.4.2 ([128]). Μια κλαδοαποσύνθεση ενός γραφήματος G είναι ένα

ζεύγος (T, φ) όπου T είναι ένα δέντρο του οποίου οι εσωτερικές κορυφές έχουν

βαθμό ίσο με 3 και φ είναι μια αντιστοιχία από το σύνολο ακμών του G στο

σύνολο των φύλλων του T .

΄Εστω G ένα γράφημα και (T, φ) μια κλαδοαποσύνθεση του G. Η συνάρτηση

ω : E(T ) → 2V (G)
απεικονίζει κάθε ακμή e του T σε ένα υποσύνολο κορυφών

ω(e) ⊆ V (G), που περιέχει μια κορυφή v ∈ V (G) αν είναι προσπίπτουσα σε δύο

ακμές f1, f2 ∈ E(G), τέτοιες ώστε τα φύλλα φ(f1), φ(f2) είναι σε διαφορετικές

συνιστώσες του T \ e. Τότε το πλάτος του (T, φ) ισούται με τον αριθμό

maxe∈E(T ){ |ω(e)| }.

Ορίζουμε το κλαδοπλάτος του γραφήματος G, bw(G), ως το ελάχιστο πλάτος

ανάμεσα σε όλες τις κλαδοαποσυνθέσεις του G.

Το δεντροπλάτος και το κλαδοπλάτος είναι παραμετρικά ισοδύναμες παράμετροι

(δες επίσης [128]). Πιο συγκεκριμένα για κάθε συνεκτικό γράφημαG με τουλάχισ-

τον 3 ακμές ισχύει ότι

bw(G) ≤ tw(G) + 1 ≤
3

2
bw(G).

Προφανώς, διαγράφοντας ή συνθλίβοντας μια ακμή δεν μπορεί να αυξηθεί το

δεντροπλάτος ή το κλαδοπλάτος ενός γραφήματος, το οποίο συνεπάγεται ότι η

εξής ιδιότητα είναι αληθής:

Παρατήρηση 2.1. ΄Εστω G και H δύο γραφήματα. Αν H 4 G, τότε:

[α] tw(H) ≤ tw(G) και [β] bw(H) ≤ bw(G).
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Ονομάζουμε βέλτιστη μια δεντροαποσύνθεση ή μια κλαδοαποσύνθεση ενός

δοσμένου γραφήματος, αν το πλάτος της ισούται με το δεντροπλάτος ή, αντίσ-

τοιχα, το κλαδοπλάτος του γραφήματος για το οποίο γίνεται λόγος.

Τέλος, μια δεντροαποσύνθεση (T,X ) όπου το T είναι ένα μονοπάτι, λέγε-

ται αποσύνθεση μονοπατιού. Τότε το ελάχιστο πλάτος από όλες τις αποσυνθέ-

σεις μονοπατιού ενός γραφήματος G λέγεται πλάτος μονοπατιού και γράφεται ως

pw(G).

2.5 Αλγόριθμοι και πολυπλοκότητα

΄Ενα αλφάβητο Σ είναι ένα πεπερασμένο σύνολο από σύμβολα, π.χ. Σ = {0, 1}.
Σημειώνουμε ως Σ∗ το σύνολο όλων των ακολουθιών από σύμβολα του Σ, που

περιλαμβάνει και την κενή ακολουθία ε, π.χ. Σ∗ = {ε, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, . . . }.
Επιπλέον, σημειώνουμε ως |x| το μήκος μιας ακολουθίας x, π.χ. |101| = 3. Μια

γλώσσα L από το Σ είναι ένα υποσύνολο του Σ∗ όπου η κενή γλώσσα συμ-

βολίζεται ως ∅.
΄Ενα πρόβλημα απόφασης Π είναι απλά μια γλώσσα σε κάποιο κατάλληλο

αλφάβητο. ΄Ενα “ναι”-στιγμιότυπο του προβλήματος Π είναι ένα του οποίου η

ακολουθία αναπαράστασης ανήκει στην γλώσσα, ενώ το αντίθετο ισχύει για ένα

“όχι”-στιγμιότυπο του Π. ΄Ενας αλγόριθμος που επιλύει ένα πρόβλημα απόφασης

είναι μια μηχανή Turing που αποφασίζει την αντίστοιχη γλώσσα, δηλαδή ελέγχει

αν η ακολουθία της εισόδου ανήκει στην γλώσσα, στην οποία περίπτωση απαντά

“ναι”, ή αλλιώς, απαντά “όχι”.

Ο χρόνος Tx που απαιτείται για μια μηχανή Turing δεδομένης μιας ακολουθίας

x της εισόδου είναι ο αριθμός βημάτων υπολογισμού που χρειάζεται η μηχανή για

να αποφανθεί “ναι ” ή “όχι”. ΄Εστω f : N→ N μια αναδρομική συνάρτηση. Λέμε

ότι μια μηχανή Turing αποφασίζει μια γλώσσα – ή ισοδύναμα ένας αλγόριθμος

επιλύει το πρόβλημα – σε χρόνο f(n), αν για κάθε δοσμένη ακολουθία x της

εισόδου, ο χρόνος Tx που απαιτείται είναι το πολύ O(f(|x|)). ΄Ενα σύνολο

γλωσσών είναι μια κλάση πολυπλοκότητας f(n)-χρόνου, αν για κάθε γλώσσα

στο σύνολο υπάρχει μια μηχανή Turing που αποφασίζει τη γλώσσα σε χρόνο

το πολύ f(n). Η ένωση από όλες τις κλάσεις πολυπλοκότητας nk-χρόνου για

k > 0, δηλαδή τα προβλήματα επιλύσιμα σε πολυωνυμικό χρόνο, γράφεται ως P

και αποτελεί το πεδίο των προβλημάτων που θεωρούνται επιλύσιμα. Θεωρούμε

το εξής πρόβλημα απόφασης σε γραφήματα.

Κάλυμμα Κορυφών
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Στιγμιότυπο: ΄Ενα γράφημα G και ένας μη αρνητικός ακέραιος k.

Ερώτημα: Υπάρχει ένα κάλυμμα κορυφών S του G με |S| ≤ k;

Παρατήρησε ότι αυτό το πρόβλημα είναι στην πραγματικότητα ένα πρόβλημα

ελαχιστοποίησης, εκφρασμένο εδώ στη μορφή ενός προβλήματος απόφασης.

Αυτή είναι μια κοινή πρακτική για την ενοποίηση της συζήτησης περί προβλή-

ματα απόφασης και βελτιστοποίησης, δηλαδή προβλήματα ελαχιστοποίησης και

μεγιστοποίησης.

Κανένας αλγόριθμος πολυωνυμικού χρόνου δεν είναι γνωστό να υπάρχει για

το πρόβλημα Κάλυμμα Κορυφών. Παρόλα αυτά αν δοθεί ένα τέτοιο σύνολο

κορυφών, μπορεί κανείς εύκολα να επαληθεύσει ότι όλες οι ακμές καλύπτονται

και ότι το μέγεθος του δοσμένου συνόλου είναι το πολύ k. Το ίδιο ισχύει

για πολλά γραφοθεωρητικά προβλήματα, αφού συχνά ψάχνουμε για υποσύνολα

στοιχείων από ένα γράφημα που ικανοποιούν συγκεκριμένες απαιτήσεις.

Η κλάση πολυπλοκότητας που περιέχει τα προβλήματα, για τα οποία δε-

δομένης μιας λύσης η ορθότητα μπορεί να ελεγχθεί σε πολυωνυμικό χρόνο

γράφεται ως NP. Το πρόβλημα Κάλυμμα Κορυφών δεν ανήκει απλά σε αυτή

την κλάση, αλλά μπορεί να αποδειχθεί ότι είναι NP-δύσκολο, που σημαίνει όσο

δύσκολο όσο και οποιοδήποτε άλλο πρόβλημα στο NP (για περισσότερα στη

θεωρία της NP-πληρότητας δες [99] και για έναν κατάλογο NP-δύσκολων προβ-

λημάτων [77]).



Κεφάλαιο 3

Διδιαστατότητα

Η θεωρία της διδιαστατότητας, που αναπτύχθηκε σε μια σειρά από δημοσιεύ-

σεις των Demaine, Fomin, Hajiaghayi και Θηλυκό [44, 39, 36, 38, 37, 45, 41],

παρέχει γενικευμένες τεχνικές για την σχεδίαση αποδοτικών FPT αλγορίθμων

και προσεγγιστικών αλγορίθμων για NP-δύσκολα προβλήματα σε γραφήματα και

βρίσκει εφαρμογή σε έναν αριθμό από κλάσεις γραφημάτων, συγκεκριμένα όλες

τις γενικεύσεις των επίπεδων γραφημάτων. Η θεωρία μπορεί να εφαρμοστεί σε

μια σειρά από γνωστά προβλήματα σε γραφήματα, όπως το κάλυμμα κορυφών,

το σύνολο κορυφών ανάδρασης, το κάλυμμα όψεων και το σύνολο κυριαρχίας,

ενδεικτικά. Στις επόμενες ενότητες προχωρούμε με μια επισκόπηση των κυρίων

πτυχών της θεωρίας της διδιαστατότητας.

3.1 Παραμετρική πολυπλοκότητα

΄Οπως η μελέτη της κλασικής θεωρίας πολυπλοκότητας επεκτάθηκε, έγινε αν-

τιληπτό ότι πολλά από τα θεωρούμενα προβλήματα που προκύπτουν με φυσικό

τρόπο αποδείχτηκαν δύσβατα, ή αλλιώς NP-δύσκολα (δες και το Κεφάλαιο 2.5).

΄Επεται ότι για αυτά τα προβλήματα κανένας αποδοτικός αλγόριθμος δεν υπ-

άρχει όσο είμαστε σε θέση να γνωρίζουμε προς το παρόν, όπου εδώ η έννοια

αποδοτικός αλγόριθμος ερμηνεύεται ως ένας αλγόριθμος που εγγυάται να απαν-

τήσει για το πρόβλημα μετά από έναν αριθμό βημάτων πολυωνυμικό στο μέγεθος

της εισόδου.

Αν και η επιλογή του μεγέθους της εισόδου ως ένα σημείο αναφοράς για την

αναμενόμενη ποσότητα των αναγκαίων διαθέσιμων πόρων για να αποφασιστεί
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το πρόβλημα είναι χωρίς αμφιβολία λογική, συχνά αποτυγχάνει να αντικατοπτρί-

σει το ακριβές υπολογιστικό φορτίο που απαιτείται. Πιο σημαντικά, υπάρχουν

προεξέχοντα παραδείγματα όπου αυτή η προσέγγιση υπερεκτιμά την δυσκολία

του προβλήματος που θεωρείται, αφού προβάλλει το ίδιο βάρος σε ολόκληρο το

μέγεθος της εισόδου. Στην πραγματικότητα προκύπτει ότι σε τέτοιες περιπτώ-

σεις, παρά το γεγονός ότι η είσοδος πρέπει να εξεταστεί ολόκληρη, η πηγή της

της πολυπλοκότητας εξαρτάται από ένα πολύ πιοπεριορισμένο μέρος της περι-

γραφής του στιγμιοτύπου της εισόδου.

Η θεωρία της παραμετρικής πολυπλοκότητας, παρουσιάστηκε στην εργασία

των Downey και Fellows [55, 56, 54] και είναι μια άμεση απάντηση σε αυτή

την επιχειρηματολογία. Μετρά την πολυπλοκότητα ενός δοσμένου προβλήμα-

τος σε συνάρτηση με ένα ζεύγος μεταβλητών: το μέγεθος της εισόδου και μια

παράμετρο ειδικά επιλεγμένη για κάθε περίπτωση. Είναι η επιλογή αυτής της

παραμέτρου ακριβώς που επιτρέπει μια θεώρηση των συγκεκριμένων πτυχών

του προβλήματος και παρέχει τα μέσα ώστε αυτές οι πτυχές να περάσουν στην

ανάλυση της πολυπλοκότητας ενός προτεινόμενου αλγόριθμου. Για παράδειγμα,

μια τυπική επιλογή της παραμέτρου για ένα δοσμένο πρόβλημα είναι το μέγεθος

μιας λύσης.

Στις πολυπληθείς κλάσεις πολυπλοκότητας της, η θεωρία της παραμετρικής

πολυπλοκότητας κατάφερε να εκλεπτύνει την θεωρία της δυσβατότητας και να

παράξει μια ιεραρχία κλάσεων που διαχωρίζουν προβλήματα τα οποία κατη-

γοροποιούνται παρόμοια από την ματιά της θεωρίας της NP-πληρότητας, αν

και διαφέρουν ουσιαστικά ως προς την συμπεριφορά της πολυπλοκότητάς τους.

Στο υπόλοιπο του κειμένου θα προσεγγίσουμε μόνο μια άποψη της θεωρίας της

παραμετρικής πολυπλοκότητας, δηλαδή το πλαίσιο για την σχεδίαση αλγορίθμων

για παραμετροποιημένα προβλήματα· για μια επισκόπηση των αρνητικών αποτε-

λεσμάτων περί της δυσβατότητας προβλημάτων και τις αντίστοιχες κλάσεις της

παραμετρικής πολυπλοκότητας δες [64].

Ας θεμελιώσουμε στη συνέχεια με πιο τυπικό τρόπο τις έννοιες της συζήτησης

που προηγήθηκε, εστιάζοντας στα προβλήματα για γραφήματα. Ξεκινούμε με τον

ορισμό μιας παραμέτρου.

Ορισμός 3.1.1. ΄Εστω Σ ένα αλφάβητο. Τότε μια παραμετροποίηση του Σ∗

είναι μια συνάρτηση p από τις ακολουθίες του Σ∗ στους μη αρνητικούς ακέραιους.

Συχνά αναφερόμαστε στη συνάρτηση p ως την παράμετρο p. ΄Οταν έχουμε

να κάνουμε συγκεκριμένα με γραφήματα, λέμε ότι η συνάρτηση p από το σύνολο

των γραφημάτων στους μη αρνητικούς ακέραιους είναι μια σταθερά γραφημάτων
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ή μια παράμετρος γραφημάτων.

Ορισμός 3.1.2. ΄Εστω Σ ένα αλφάβητο. ΄Ενα παραμετροποιημένο πρόβλημα

Π είναι ένα υποσύνολο του Σ∗ × N.

Με άλλα λόγια , ένα στιγμιότυπο ενός παραμετροποιημένου προβλήματος

είναι ένα ζεύγος (I, k) όπου το I ∈ Σ∗ είναι το κύριο μέρος της περιγραφής του

στιγμιότυπου και το k ∈ N είναι μια, συνήθως μικρή, παράμετρος.

Τυπικά, το παραμετροποιημένο πρόβλημα συσχετιζόμενο με μια παράμετρο

p έχει ως είσοδο ένα ζεύγος (I, k) όπου το I είναι μια ακολουθία και το k είναι

ένας μη αρνητικός ακέραιος, και ρωτά αν p(I) ≤ k ή, εναλλακτικά αν p(I) ≥ k.
΄Εστω G το σύνολο όλων των γραφημάτων. Το παραμετροποιημένο πρόβλημα σε

γραφήματα αντίστοιχο με την παράμετρο p γράφεται ως Πp ⊆ G×N και ορίζεται

ως Πp = {(G, k) | p(G) ≤ k} ή, εναλλακτικά, ως Πp = {(G, k) | p(G) ≥ k}.
΄Οταν θέλουμε να δώσουμε έμφαση στο γεγονός ότι αναφερόμαστε σε ένα

παραμετροποιημένο πρόβλημα μπορούμε να προσθέσουμε ένα πρόθεμα “p−”

στον τίτλο του προβλήματος. Για παράδειγμα έχουμε την παραμετροποιημένη

εκδοχή του προβλήματος απόφασης που ορίστηκε στην Ενότητα 2.5 συσχετιζό-

μενη με την παράμετρο γραφημάτων του καλύμματος κορυφών.

p−Κάλυμμα Κορυφών
Στιγμιότυπο: ΄Ενα γράφημα G και ένας μη αρνητικός ακέραιος k.

Παράμετρος: k

Ερώτημα: Υπάρχει ένα κάλυμμα κορυφών S του G με |S| ≤ k;

΄Οπως ήδη έχει ειπωθεί, ένας βασικός στόχος της θεωρίας της παραμετρικής

πολυπλοκότητας είναι να χαρακτηρίσει για ποια προβλήματα ένας αποδοτικός

αλγόριθμος μπορεί να υπάρχει, σε συνάρτηση της τιμής της παραμέτρου. Συγ-

κεκριμένα, παρουσιάζει μεγάλο ενδιαφέρον η περίπτωση όπου μπορούμε να πε-

ριορίσουμε την εξάρτηση του εκθετικού φορτίου της πολυπλοκότητας χρόνου

αποκλειστικά στην τιμή της παραμέτρου. Σε αυτό το πλαίσιο, και σε αντι-

στοιχία με την έννοια της κλασικής πολυπλοκότητας όπου ένας αλγόριθμος

είναι αποδοτικός αν τερματίζει σε πολυωνυμικό χρόνο, ορίζεται η έννοια του

παραμετρικά βατού προβλήματος.

Ορισμός 3.1.3. ΄Εστω Σ ένα αλφάβητο και f : N → N μια υπολογίσιμη

συνάρτηση. ΄Ενα παραμετροποιημένο πρόβλημα Π ⊆ Σ∗×N λέγεται παραμετρικά
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βατό, αν επιδέχεται έναν αλγόριθμο που αποφασίζει αν (I, k) ∈ Π για μια ακολου-

θία I ∈ Σ∗ και έναν ακέραιο k ∈ N το πολύ σε

f(k) · nO(1)
βήματα

όπου n είναι το μήκος της ακολουθίας I.

Η κλάση πολυπλοκότητας που αποτελείται από όλα τα παραμετρικά βατά

προβλήματα γράφεται ως FPT και ένας αλγόριθμος όπως αυτός που περιγράφηκε

στον ορισμό παραπάνω, δηλαδή που τερματίζει σε σε f(k) ·nO(1)
χρόνο λέγεται

FPT αλγόριθμος.

Η ύπαρξη ενός απλού αλγόριθμου που βασίζεται στην μέθοδο φραγμένου

δέντρου αναζήτησης [54] δείχνει ότι το πρόβλημα p−Κάλυμμα Κορυφών εί-

ναι επιλύσιμο σε O(2k · n) βήματα και έτσι το p−Κάλυμμα Κορυφών ανήκει

στο FPT. Παρόλα αυτά, αυτό δεν είναι συμβαίνει για όλα τα προβλήματα σε

γραφήματα. Μια παραμετρική θεωρία πληρότητας ανάλογη της θεωρίας της ΝΠ-

πληρότητας υποδεικνύει ότι ένας αριθμός προβλημάτων, όπως το p−Ανεξάρτητο
Σύνολο και το p−Σύνολο Κυριαρχίας, δεν αναμένεται να είναι παραμετρικά

βατά.

Γενικά, ένα κεντρικό ζήτημα στην παραμετρική πολυπλοκότητα είναι η εύρεση

των παραμετροποιημένων προβλημάτων τα οποία επιδέχονται FPT αλγόριθμους

και, όταν αυτό είναι εφικτό, να μειωθεί όσο είναι δυνατό η συμβολή της συνάρτησης

f(·), δηλαδή της παραμετρικής εξάρτησης. Οι FPT αλγόριθμοι όπου ισχύει ότι

f(k) = 2o(k)
λέγονται υποεκθετικοί παραμετρικοί αλγόριθμοι. Είναι γνωστό ότι

ένας τέτοιος αλγόριθμος όπου f(k) = 2o(
√
k)

δεν είναι πιθανό να υπάρχει για

αρκετά προβλήματα σε γραφήματα, ακόμα και όταν περιοριζόμαστε σε κλάσεις

αραιών γραφημάτων όπως τα επίπεδα γραφήματα [25]. Συνεπώς, μια παραμετρική

εξάρτηση του τύπου f(k) = 2O(
√
k)

είναι το καλύτερο που μπορούμε να αναμέ-

νουμε και αυτός είναι και ο στόχος της θεωρίας της διδιαστατότητας, όπως θα

δούμε στις ενότητες που ακολουθούν.

΄Ενας παράλληλος στόχος είναι η απόδειξη της ύπαρξης αλγορίθμων πυρηνοποίησης

για προβλήματα στο FPT, δηλαδή αλγορίθμων πολυωνυμικού χρόνου για ένα

δοσμένο παραμετροποιημένο πρόβλημα, που μπορούν να αντικαθιστούν κάθε

στιγμιότυπο με ένα νέο ισοδύναμο, του οποίου το μέγεθος εξαρτάται αποκλεισ-

τικά στην τιμή της παραμέτρου. Πιο συγκεκριμένα έχουμε τον εξής ορισμό.

Ορισμός 3.1.4. ΄Εστω Σ ένα αλφάβητο και Π ⊆ Σ∗×N ένα παραμετροποιη-

μένο πρόβλημα και h : N → N μια υπολογίσιμη συνάρτηση. ΄Ενας αλγόριθμος
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K που δεδομένης μιας ακολουθίας I ∈ Σ∗ και ενός ακέραιου k ∈ N εξάγει μια

ακολουθία K(I) ∈ Σ∗ και ένα k′ ∈ N λέγεται αλγόριθμος πυρηνοποίησης του Π,

ή απλά πυρηνοποίηση, αν ισχύει ότι

• ο αλγόριθμος K τερματίζει σε πολυωνυμικό χρόνο στο μέγεθος του I και

του k,

• (I, k) ∈ Π αν και μόνο αν (K(I), k′) ∈ Π και

• |K(I)|+ k′ ≤ h(k).

Ακόμα, το K(I) λέγεται πυρήνας του I.

Αν ένας τέτοιος αλγόριθμος υπάρχει και το μέγεθος του νέου στιγμιότυπου

είναι πολυωνυμικό στο k, τότε λέμε ότι το Π επιτρέπει έναν πολυωνυμικό πυρήνα·

αν είναι γραμμικό στο k, ο πυρήνας λέγεται γραμμικός πυρήνας. ΄Επεται από

την εξής πρόταση από το [115], ότι ένα παραμετρικά βατό πρόβλημα πάντα έχει

μια πυρηνοποίηση.

Πρόταση 3.1.5 ([115]). ΄Εστω Π ένα παραμετροποιημένο πρόβλημα. Τότε

Π ∈ FPT αν και μόνο αν Π είναι αποφάνσιμο και έχει μια πυρηνοποίηση.

Ενώ η ύπαρξη ενός FTP αλγόριθμου συνεπάγεται την ύπαρξη ενός πυρήνα,

είναι μια πρόκληση να προσδιοριστεί για ποια προβλήματα ένας τέτοιος πυρήνας

μπορεί να είναι πολυωνυμικός ή ακόμα γραμμικός [17]. Το πρόβλημα p−Κάλυμμα
Κορυφών περιλαμβάνεται σε αυτή την τελευταία περιγραφή, αφού από ένα αποτέλεσμα

των Nemhauser και Trotter [113] επιδέχεται έναν 2k πυρήνα.

3.2 Διδιάστατες παράμετροι

Μια φυσική προσέγγιση στη σχεδίαση αλγορίθμων για δύσβατα προβλήματα,

όπως τα NP-δύσκολα προβλήματα, είναι ο περιορισμός της κλάσεις των αν-

τικειμένων που δίνονται ως είσοδος. Για προβλήματα σε γραφήματα, ένας τυπικός

τρόπος για την επίτευξη αυτού αποτελεί η τοποθέτηση κάποιας επιπρόσθετης

τοπολογικής απαίτησης για το γράφημα της εισόδου, όπως η εμβαπτισιμότητα

σε κάποια επιφάνεια.

Για ένα γράφημα G εμβαπτίσιμο ή σχεδόν εμβαπτίσιμο σε μια επιφάνεια, η

έννοια μιας διδιάστατης παραμέτρου, που ορίστηκε ως όρος για πρώτη φορά

στο [38] αν και ήδη είχε χρησιμοποιηθεί ως έννοια στα [44, 39], αναφέρεται

βασικά σε μια παράμετρο γραφημάτων της οποίας το μέγεθος του πιστοποιητικού
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μιας λύσης αναπόφευκτα εκτείνεται στο μέρος της επιφάνειας που καλύπτεται

από το G. Το κίνητρο είναι να ληφθεί ένα άνω φράγμα στο δεντροπλάτος του

γραφήματος G σε συνάρτηση της τιμής αυτής της διδιάστατης παραμέτρου για

το G.

Επιστρέφοντας στο παράδειγμα του προβλήματος Κάλυμμα Κορυφών, θεω-

ρούμε την περίπτωση όπου το γράφημα της εισόδου G είναι επίπεδο. Για κάθε

εμβάπτιση του G στη σφαίρα και για κάθε κάλυμμα κορυφών S του G, ένας

ανοιχτός δίσκος της σφαίρας που περιέχει ακμές του G πρέπει επίσης να περ-

ιέχει και τουλάχιστον μια κορυφή στο S. Τότε σύμφωνα με την συζήτηση

παραπάνω, ένας κατάλληλος ορισμός θα πρέπει να χαρακτηρίσει την παράμετρο

του καλύμματος κορυφών ως διδιάστατη. Ο Ορισμός 3.2.1 χρησιμοποιεί μια

σχάρα ως ελάσσονα, που είναι – όπως θα δούμε στην επόμενη ενότητα – ένα

κανονικό πιστοποιητικό μεγάλου δεντροπλάτους για ένα γράφημα εμβαπτισμένο

σε μια επιφάνεια.

Λέμε ότι μια παράμετρος p είναι κλειστή ως προς ελάσσονα, αν για κάθε

γράφημα H, αν H 4 G, τότε p(H) ≤ p(G). Παρόμοια, η p είναι κλειστή ως

προς συνθλίψεις, αν για κάθε γράφημα H, αν H 4c G, τότε p(H) ≤ p(G).

Προφανώς, το δεύτερο έπεται από το πρώτο αλλά το αντίθετο δεν είναι γενικά

αληθές.

Ορισμός 3.2.1 ([38, 67]). Μια παράμετρος p είναι διδιάστατη ως προς ελάσ-

σονα αν:

• η p είναι κλειστή ως προς ελάσσονα και

• αν το Lk είναι η k × k σχάρα, τότε p(Lk) = Ω(k2).

Μια παράμετρος p είναι διδιάστατη ως προς συνθλίψεις αν:

• η p είναι κλειστή ως προς συνθλίψεις και

• αν Γk είναι η τριγωνοποιημένη k × k σχάρα, τότε p(Γk) = Ω(k2).

Σε οποιαδήποτε περίπτωση, η παράμετρος p ονομάζεται διδιάστατη.

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι υπό αυτόν τον ορισμό η παράμετρος του καλύμ-

ματος κορυφών είναι διδιάστατη, και πιο συγκεκριμένα διδιάστατη ως προς ελάσ-

σονα, αφού είναι κλειστή ως προς ελάσσονα και ένα κάλυμμα κορυφών μιας

σχάρας έχει περίπου μισές από τις κορυφές της σχάρας. Παρόμοια, το σύνολο

κορυφών ανάδρασης είναι επίσης διδιάστατο ως προς ελάσσονα. Επιπλέον, δεν
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είναι δύσκολο να δει κανείς ότι η παράμετρος του συνόλου κυριαρχίας είναι διδιάσ-

τατη ως προς συνθλίψεις. Σημείωσε ότι το σύνολο κυριαρχίας δεν είναι κλειστό

ως προς ελάσσονα· παρόλα αυτά είναι κλειστό ως προς συνθλίψεις ακμών και

κάθε κορυφή μιας σχάρας κυριαρχεί το πολύ 8 άλλες κορυφές.

΄Αλλες διδιάστατοι παράμετροι είναι το ελάχιστο μεγιστικό ταίριασμα, το

κάλυμμα όψεων, το σύνολο κυριαρχίας ακμών, το r-σύνολο κυριαρχίας, το

συνεκτικό σύνολο κυριαρχίας, το συνεκτικό σύνολο κυριαρχίας ακμών, το συνεκ-

τικό r-σύνολο κυριαρχίας, το TSP χωρίς βάρη και η συμπλήρωση χορδών (για

τους ορισμούς αυτών των παράμετρων και επιπρόσθετων διδιάστατων παράμετρων

δες [15]).

Τέλος, σημειώνουμε ακόμα ως διδιάστατο πρόβλημα το πρόβλημα σε γραφή-

ματα που αντιστοιχεί σε μια διδιάστατη παράμετρο. Για παράδειγμα το πρόβλημα

Επίπεδο Κάλυμμα Κορυφών περιγράφεται ως διδιάστατο.

3.3 Η συνθήκη της διδιαστατότητας

Ας θυμηθούμε ότι το κίνητρο για τον ορισμό μιας διδιάστατης παραμέτρου είναι

η έννοια του φράγματος παραμέτρου-δεντροπλάτους. Από τον Ορισμό 3.2.1, η

τιμή μιας διδιάστατης παραμέτρου για ένα γράφημα G σχετίζεται με το μέγεθος

μιας σχάρας ως ελάσσον του G. Για την περαιτέρω συσχέτιση της παραμέτρου με

το δεντροπλάτος ενός γραφήματος που ανήκει σε μια συγκεκριμένη τοπολογική

κλάση, η θεωρία της διδιαστατότητας βασίζεται σε μέρη από την θεωρία ελασσόνων

γραφημάτων των Robertson και Seymour και μάλιστα σε περιπτώσεις επεκτείνει

αυτή την θεωρία, ενοποιώντας και βελτιώνοντας προηγούμενα αποτελέσματα,

όπως συμβαίνει για παράδειγμα με τα ανάλογα δομικά λήμματα για σχέση της

σύνθλιψης [67, 68].

Για να το δούμε αυτό στην πράξη, ας θεωρήσουμε αρχικά την κλάση των

επίπεδων γραφημάτων. ΄Ενα σημαντικό αποτέλεσμα των Robertson, Seymour και

Thomas [131] δηλώνει ότι αν ένα επίπεδο γράφημα έχει δεντροπλάτος τουλάχισ-

τον k, τότε περιέχει μια Ω(k) × Ω(k) σχάρα ως ελάσσον. Πιο συγκεκριμένα η

εξής πρόταση ισχύει.

Πρόταση 3.3.1 ([131]). ΄Εστω k ένας θετικός ακέραιος. Κάθε επίπεδο γράφημα

του δεντροπλάτους περισσότερο από 6k − 5 έχει μια k × k σχάρα ως ελάσσον.

Τότε το εξής απλό πόρισμα θεμελιώνει ένα υπογραμμικό διδιάστατο ως προς

ελάσσονα φράγμα παραμέτρου-δεντροπλάτους για επίπεδα γραφήματα.
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Πόρισμα 3.3.2. ΄Εστω p μια διδιάστατη ως προς ελάσσονα παράμετρος. Αν

το G είναι ένα επίπεδο γράφημα, τότε tw(G) = O(
√

p(G)).

Απόδειξη. ΄Εστω c′, c′′ κατάλληλες σταθερές. Από την Πρόταση 3.3.1 το γράφημα

G έχει μια σχάρα L ως ελάσσον μεγέθους c′ · tw(G). Τότε, ο Ορισμός 3.2.1

συνεπάγεται ότι p(L) ≤ p(G) και ότι p(L) ≥ c′′ · (tw(G))2
. Συνδυάζοντας

αυτές τις ανισότητες συνεπάγεται ότι p(G) ≥ p(L) ≥ c′′ · (tw(G))2
.

Προφανώς, ακολουθώντας ως πρότυπο την απόδειξη του Πορίσματος 3.3.2,

μπορούμε να εξάγουμε ανάλογα φράγματα παραμέτρου-δεντροπλάτους για διδιάσ-

τατες ως προς ελάσσονα και ως προς συνθλίψεις παράμετρους και σχετικά με πιο

ευρείες κλάσεις γραφημάτων από τα επίπεδα γραφήματα, όσο έχουμε κατάλλη-

λες γενικοποιήσεις της Πρότασης 3.3.1. Σε αυτή την κατεύθυνση, ορίζουμε τις

παράμετρους γραφημάτων bgm και bgc, όπου δεδομένου ενός γραφήματος G,

bgm(G) = max{k | G περιέχει την k × k σχάρα Lk ως ελάσσον}
bgc(G) = max{k | G περιέχει την k × k τριγωνοποιημένη σχάρα Γk

ως σύνθλιψη}.

Τότε η απαίτηση για την ύπαρξη ενός φράγματος παραμέτρου-δεντροπλάτους για

μια δοσμένη κλάση γραφημάτων είναι ενσωματομένη στην εξής ιδιότητα.

Ορισμός 3.3.3. ΄Εστω G μια κλάση γραφημάτων. Λέμε ότι η κλάση G
ικανοποιεί την διδιάστατη ως προς ελάσσονα συνθήκη, ή αντίστοιχα τγν διδιάσ-

τατη ως προς συνθλίψεις συνθήκη, αν οι εξής ιδιότητες ισχύουν αντίστοιχα.

∀G∈G tw(G) = O(bgm(G)) (3.1)

∀G∈G tw(G) = O(bgc(G)) (3.2)

Σε οποιαδήποτε περίπτωση, λέμε ότι η κλάση G ικανοποιεί τη συνθήκη της

διδιαστατότητας.

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι η ορθότητα της διδιάστατης ως προς ελάσσονα

συνθήκης (3.1) για την κλάση των επίπεδων γραφημάτων έπεται άμεσα από την

Πρόταση 3.3.1. Αντιγράφοντας την απόδειξη του Πορίσματος 3.3.2 έχουμε την

εξής πιο γενική πρόταση.

Πρόταση 3.3.4. ΄Εστω p μια διδιάστατη ως προς ελάσσονα (αντίστοιχα συν-

θλίψεις) παράμετρος. Αν η κλάση γραφημάτων G ικανοποιεί τη διδιάστατη ως
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προς ελάσσονα (αντίστοιχα συνθλίψεις) συνθήκη, τότε το εξής φράγμα παραμέτρου-

δεντροπλάτους ισχύει για κάθε γράφημα G στην κλάση G:

tw(G) = O(
√
p(G))

Θεωρούμε τώρα τις εξής κλειστές ως προς ελάσσονα κλάσεις γραφημάτων.

Μια κλάση γραφημάτων είναι φραγμένου γένους, αν δεδομένου ενός μη αρν-

ητικού ακέραιου g, κάθε γράφημα στην κλάση έχει γένος Euler το πολύ g.

Δεδομένου ενός γραφήματος H, λέμε ότι ένα γράφημα G είναι H-ελεύθερο-

ελάσσονος, αν δεν περιέχει το H ως ελάσσον. Λέμε επίσης ότι μια κλάση γραφη-

μάτων G είναι H-ελεύθερη-ελάσσονος ή G αποκλείει το H ως ελάσσον, όταν όλα

τα μέλη της είναι H-ελεύθερα-ελάσσονος. Παρόμοια, μια κλάση γραφημάτων G
είναι ελεύθερη-απόγειου-ελάσσονος, αν αποκλείει ένα δεδομένο απόγειο γράφημα

H ως ελάσσον. Οι ελεύθερες-απόγειου-ελάσσονος κλάσεις γραφημάτων είναι μια

σημαντική υποοικογένεια των H-ελεύθερων-ελάσσονος κλάσεων γραφημάτων

και εξετάστηκε για πρώτη φορά από τον Εππστειν στο [59, 60].

Η δομή των H-ελεύθερων-ελάσσονος γραφημάτων αποκαλύπτεται από το

Δομικό Θεώρημα ελασσόνων γραφημάτων των Robertson και Seymour [129],

που βρίσκεται στη καρδιά της θεωρίας ελασσόνων γραφημάτων. Περιγράφει

κατασκευαστικά τα γραφήματα που δεν περιέχουν ένα δοσμένο γράφημα H ως

ελάσσον. Μιλώντας ελεύθερα, ένα H-ελεύθερο-ελάσσονος γράφημα έχει μια

δεντροαποσύνθεση σε μέρη, που είναι “σχεδόν” εμβαπτίσιμα σε μια επιφάνεια

Σ σετην οποία το H δεν μπορεί να σχεδιαστεί, δηλαδή τα μέρη του μπορούν

να σχεδιαστούν στο Σ εκτός από ένα φραγμένο αριθμό κορυφών και ένα φραγ-

μένο αριθμό από “τοπικές περιοχές μη επιπεδότητας”, με αυτά τα φράγματα να

εξαρτώνται μόνο από το H. Σημείωσε ότι αφού το γράφημα H είναι δεδομένο,

η επιφάνεια στην οποία το H δεν μπορεί να εμβαπτιστεί έχει φραγμένο γένος

— έτσι, τα μέρη της αποσύνθεσης είναι “σχεδόν” εμβαπτίσιμα σε φραγμένου

γένους επιφάνειες.

΄Επεται ότι όλες οι κλάσεις γραφημάτων που αναφέρθηκαν παραπάνω μπορούν

να θεωρηθούν ως γραφήματα εμβαπτισμένα σε επιφάνειες, κενικοποιώντας την

κλάση των επίπεδων γραφημάτων. Συγκεκριμένα η σειρά από τα επίπεδα γραφή-

ματα προς ολοένα και πιο γενικές κλάσεις γραφημάτων έχει ως εξής: επίπεδα

γραφήματα, γραφήματα φραγμένου γένους, ελεύθερα-απόγειου-ελάσσονος γραφή-

ματα και H-ελεύθερα-ελάσσονος γραφήματα (δες επίσης το Σχήμα 3.1).

Οι εξής δύο προτάσεις διευρύνουν τα σχετικά αποτελέσματα από τη θεω-

ρία ελασσόνων γραφημάτων και ξεκαθαρίζουν την εικόνα στο τοπίο της διδιασ-



36 Διδιαστατότητα

Η-ελεύθερα-ελάσσονος

ελεύθερα-απόγειου

-ελάσσονος

φραγμένου

γένους

επίπεδα

Σχήμα 3.1: Κλειστές ως προς ελάσσονα κλάσεις γραφημάτων που ικανοποιούν την

διδιάστατη ως προς ελάσσονα συνθήκη (διάστικτη περιοχή) και η διδιάστατη ως προς

συνθλίψεις συνθήκη (σκούρα περιοχή).

τατότητας. Η πρώτη είναι από τους Demaine και Hajiaghayi [41] και η δεύτερη

από τους Fomin, Golovach και Θηλυκό [67].

Πρόταση 3.3.5 ([41]). Για κάθε δοσμένο γράφημα H, η κλάση από τα H-

ελεύθερα-ελάσσονος γραφήματα ικανοποιεί τη διδιάστατη ως προς ελάσσονα συν-

θήκη.

Πρόταση 3.3.6 ([67]). Για κάθε απόγειο γράφημα, η κλάση ελεύθερων-

απόγειου-ελάσσονος γραφημάτων ικανοποιεί τη διδιάστατη ως προς συνθλίψεις

συνθήκη.

Οι προτάσεις παραπάνω σε συνδυασμό με την Πρόταση 3.3.4, συνεπάγονται

ότι ταH-ελεύθερα-ελάσσονος γραφήματα έχουν ένα φράγμα παραμέτρου-δεντροπλάτους

για κάθε διδιάστατη ως προς ελάσσονα παράμετρο και τα ελεύθερα-απόγειου-

ελάσσονος γραφήματα έχουν ένα φράγμα παραμέτρου-δεντροπλάτους για κάθε

διδιάστατη ως προς συνθλίψεις παράμετρο. Συνοψίζουμε αυτό το γεγονός στη

μορφή του εξής πορίσματος.

Πόρισμα 3.3.7. Αν το G1 είναι ένα H-ελεύθερο-ελάσσονος γράφημα, για ένα

δοσμένο γράφημα H και η p1 μια διδιάστατη ως προς ελάσσονα παράμετρος,

τότε tw(G1) = O(
√
p1(G1)).

Αν το G2 είναι ένα ελεύθερο-απόγειου-ελάσσονος γράφημα και η p2 μια διδιάσ-

τατη ως προς συνθλίψεις παράμετρος, τότε tw(G2) = O(
√
p2(G2)).
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3.4 Αλγοριθμικές εφαρμογές

Οι κύριες αλγοριθμικές συνέπειες των συνδυαστικών αποτελεσμάτων της θεω-

ρίας της διδιαστατότητας που περιγράφηκαν στην προηγούμενη ενότητα περιλ-

αμβάνουν

(ι) υποεκθετικούς FPT αλγόριθμους,

(ιι) γραμμικούς πυρήνες και

(ιιι) αποδοτικούς προσεγγιστικούς αλγόριθμους

για έναν αριθμό από διδιάστατα προβλήματα σε ευρείες τοπολογικές κλάσεις

γραφημάτων. Στο υπόλοιπο αυτής της ενότητας συνοψίζουμε τα πιο σημαντικά

αποτελέσματα σε αυτή την κατεύθυνση.

i. Υποεκθετικότητα

Τα φράγματα παραμέτρου-δεντροπλάτους που αναφέραμε στην τελευταία ενότητα

μεταφράζονται άμεσα σε υποεκθετικούς FPT αλγόριθμους, αρκεί να υπάρχει

ένας αλγόριθμος για το πρόβλημα που εξετάζεται, του οποίου η πολυπλοκότητα

χρόνου να είναι μοναδικά εκθετική ως προς το δεντροπλάτος και πολυωνυμική

ως προς το μέγεθος του γραφήματος της εισόδου.

Λέμε ότι ένα παραμετροποιημένο πρόβλημα σε γραφήματα Π είναι ω-μοναδικά

εκθετικά επιλύσιμο σε συνάρτηση του δεντροπλάτους, αν υπάρχει ένας αλγόρι-

θμος που το επιλύει σε 2ω·tw(G)nO(1)
βήματα, όπου n είναι το μέγεθος του

γραφήματος της εισόδου. Η κλάση των παραμετροποιημένων προβλημάτων που

επιδέχονται τέτοιους αλγόριθμους είναι πολύ ευρεία και υπάρχει μια πλούσια βιβ-

λιογραφία για τη σχεδίαση τους [147, 110, 122, 33]. Το Πόρισμα 3.3.7 συνεπάγε-

ται την εξής πρόταση.

Πρόταση 3.4.1. ΄Εστω Π ένα διδιάστατο ως προς ελάσσονα (αντίστοιχα συν-

θλίψεις) πρόβλημα ω-μοναδικά εκθετικά επιλύσιμο σε συνάρτηση του δεντροπλά-

τους. ΄Εστω επίσης G ένα γράφημα με n κορυφές που αποκλείει ένα δεδομένο

γράφημα (αντίστοιχα απόγειο γράφημα) ως ελάσσον και k ∈ N. Τότε το να
αποφασιστεί αν (G, k) ∈ Π μπορεί να γίνει σε 2O(

√
k) · nO(1)

βήματα.

Απόδειξη. ΄Εστω p η αντίστοιχη παράμετρος για το πρόβλημα Π. Το Πόρισμα 3.3.7

συνεπάγεται ότι tw(G) ≤ α ·
√
p(G) για κάποια σταθερά α. Χρησιμοποιώντας

τον αλγόριθμο του Αμιρ από το [8] μπορούμε να ελέγξουμε αν tw(G) ≥ α ·
√
k.
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Αν αυτό είναι αληθές μπορούμε με ασφάλεια να αποφασίσουμε το πρόβλημα. Αλ-

λιώς, το αποτέλεσμα έπεται από το γεγονός ότι το Π είναι ω-μοναδικά εκθετικά

επιλύσιμο σε συνάρτηση δεντροπλάτους.

ii. Πυρηνοποίηση

Η έννοια ενός προβλήματος με πεπερασμένο ακέραιο δείκτη έχει την προέλευση

της στο γραφοθεωρητικό ανάλογο του Myhill − Nerode χαρακτηρισμού των

κανονικών γλωσσών των Fellows και Langston [61] και πρώτα εμφανίστηκε

στα πλαίσια της μελέτης ενός παραμετροποιημένου προβλήματος στο [21] (δες

επίσης [1, 73]). Ανάλογα με τον τρόπο παράθεσης ακολουθιών, δύο γραφήματα

συμπτύσσονται με τον εξής τρόπο.

΄Ενα t-συνοριακό γράφημα είναι απλά ένα γράφημα μαζί με ένα σύνολο από

t διακεκριμένες κορυφές, με μοναδικό τρόπο υποσημειωμένες από το 1 ως το

t και για τα t-συνοριακά γραφήματα G και H, το γράφημα G ⊕ H προκύπτει

συνδέοντας ταG καιH σύμφωνα με την υποσημείωση των συνοριακών κορυφών.

Ορισμός 3.4.2 ([21]). Δεδομένου ενός παραμετροποιημένου προβλήματος

Π ⊆ Σ∗ × N σε μια κλάση γραφημάτων G, κανονική σχέση ισοδυναμίας στο

σύνολο των t-συνοριακών γραφημάτων ∼Π είναι: X ∼Π Y αν και μόνο αν

υπάρχει μια σταθερά c τέτοια ώστε ∀Z ∈ G, k ∈ N :

X ⊕ Z ∈ G ⇐⇒ Y ⊕ Z ∈ G και (X ⊕ Z, k) ∈ Π⇐⇒ (Y ⊕ Z, k + c) ∈ Π.

Λέμε ότι το Π έχει πεπερασμένο ακέραιο δείκτη στο G, αν και μόνο αν για

κάθε t η σχέση ισοδυναμίας ∼Π είναι πεπερασμένου δείκτη, δηλαδή έχει έναν

πεπερασμένο αριθμό κλάσεων ισοδυναμίας.

΄Εστω Π ένα πρόβλημα βελτιστοποίησης. Σημειώνουμε ως opt(G) μια βέλτιστη

λύση του Π για ένα δοσμένο γράφημαG. Διαισθητικά, απαιτούμε για το πρόβλημα

Π, ότι για κάθε διαχωριστή του G, η διαφορά μεταξύ της τιμής μιας βέλτιστης

λύσης για ένα μέρος G′ του G και του μεγέθους του μέρους της βέλτιστη λύσης

του G μέσα στο G′, να φράζεται από το μέγεθος του διαχωριστή. Αυτή ιδιότητα

έχει μελετηθεί στα [40, 73, 71].

Λέμε ότι το διδιάστατο ως προς ελάσσονα πρόβλημα Π ικανοποιεί την ιδιότητα

διαχωρισμού, αν δεδομένου οποιουδήποτε γραφήματος G και οποιουδήποτε δι-

αχωριστή S ∈ V (G), για την ένωση G′ ενός υποσυνόλου από συνεκτικές

συνιστώσες του G \ S, ισχύει ότι

||opt(G′)| − |opt(G) ∩G′|| = O(|S|).
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Για ένα διδιάστατο ως προς συνθλίψεις πρόβλημα ο ορισμός είναι βασικά ο ίδιος,

εκτός ότι οι συνεκτικές συνιστώσες θεωρούνται πάντα μαζί με τον διαχωριστή

S.

Το εξής αποτέλεσμα αποδείχθηκε από τους Fomin, Lokshtanov, Saurabh και

Θηλυκό [73] και απόδειξή του εμπλέκει μια εξειδικευμένη αποσύνθεση σε μέρη

φραγμένου συνόρου (δες επίσης [15]).

Πρόταση 3.4.3 ([73]). Κάθε διδιάστατο ως προς ελάσσονα (αντίστοιχα συν-

θλίψεις) πρόβλημα Π που ικανοποιεί την ιδιότητα διαχωρισμού και πεπερασμένου

ακέραιου δείκτη έχει ένα γραμμικό πυρήνα σε γραφήματα που αποκλείουν κάποιο

δεδομένο γράφημα (αντίστοιχα απόγειο γράφημα) ως ελάσσον.

iii. Σχήματα προσέγγισης

΄Εστω Π ένα πρόβλημα βελτιστοποίησης στο αλφάβητο Σ. ΄Ενα σχήμα προσέγ-

γισης πολυωνυμικού χρόνου, ή PTAS, για το πρόβλημα Π είναι ένας αλγόριθμος

που δεδομένου ενός στιγμιότυπου I ∈ Σ∗ και μιας σταθεράς ε > 0, υπολογίζει

σε πολυωνυμικό χρόνο μια λύση που απέχει το πολύ κατά ένα παράγοντα ε από

μια βέλτιστη λύση. ΄Ενα PTAS για το πρόβλημα Π που τερματίζει σε χρόνο

f(1/ε) · nO(1)
, για μια υπολογίσιμη συνάρτηση f και όπου n είναι το μέγεθος

της εισόδου, λέγεται αποδοτικό σχήμα προσέγγισης πολυωνυμικού χρόνου, ή

EPTAS.

΄Εστω Π ένα πρόβλημα βελτιστοποίησης σε γραφήματα. Σημειώνουμε ως

opt(G) μια βέλτιστη λύση του Π για ένα δοσμένο γράφημα G. Μιλώντας ελεύ-

θερα, το πρόβλημα Π είναι αναγώγιμο, αν για κάθε γράφημα G και διαχωριστή

X ⊆ V (G), το σύνολο X μπορεί να διαγραφεί από το γράφημα G, διαταράσ-

σοντας την βέλτιστη λύση το πολύ κατά O(ε · opt(G)), για μια σταθερά ε (δες

επίσης [71]).

Οι Fomin, Lokshtanov, Raman και Saurabh αποδεικνύουν στο [71] ότι υπ-

άρχει ένας πολυωνυμικού χρόνου αλγόριθμος, που δοσμένου ενός γραφήματος

G και μιας σταθεράς ε εξάγει για ένα αναγώγιμο πρόβλημα Π που ικανοποιεί την

ιδιότητα διαχωρισμού ένα σύνολο κορυφών X μεγέθους ε ·opt(G), τέτοιο ώστε

το δεντροπλάτος του G\X να είναι το πολύ f(ε). Αξίζει να σημειωθεί ότι αυτός

ο αλγόριθμος δεν απαιτεί έναν προεγγιστικό αλγόριθμο για το Π, αλλά βασίζεται

αποκλειστικά σε ένα υπογραμμικό φράγμα παραμέτρου-δεντροπλάτους. ΄Επεται

ότι υπάρχει ένα EPTAS για το πρόβλημα Π (δες επίσης [40]). Συνοψίζουμε στην

εξής πρόταση.
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Πρόταση 3.4.4 ([71]). ΄Εστω Π ένα διδιάστατο ως προς ελάσσονα (αντίσ-

τοιχα συνθλίψεις) πρόβλημα και G μια κλάση γραφημάτων που αποκλείει κάποιο
δεδομένο γράφημα (αντίστοιχα απόγειο γράφημα) ως ελάσσον. Αν το Π εί-

ναι αναγώγιμο στο G και ικανοποιεί την ιδιότητα διαχωρισμού, τότε υπάρχει ένα
EPTAS που επιλύει το πρόβλημα Π στην κλάση G.

Κλείνουμε αυτή τη σύντομη επισκόπηση στις αλγοριθμικές εφαρμογές της

θεωρίας της διδιαστατότητας με ένα μερικό κατάλογο προβλημάτων για τα οποία

εφαρμόζονται και παρέχουν λύση και οι τρεις Προτάσεις 3.4.1, 3.4.3 και 3.4.4.

Πόρισμα 3.4.5. Τα εξής προβλήματα επιδέχονται υποεκθετικούς FPT αλ-

γόριθμους, γραμμικούς πυρήνες και EPTAS για τις κλάσεις γραφημάτων, για

τις οποίες διευκρινίζεται.

◦ Σύνολο Κορυφών Ανάδρασης, Κάλυμμα Κορυφών,

Συνεκτικό Κάλυμμα Κορυφών και Ελάχιστο Μεγιστικό Ταίριασμα

σε γραφήματα αποκλείοντας ένα δεδομένο ελάσσον.

◦ Σύνολο Κυριαρχίας, r-Σύνολο Κυριαρχίας, Εναγόμενο Ταίριασμα

Σύνολο Κυριαρχίας Ακμών και Συνεκτικό Σύνολο Κυριαρχίας

σε γραφήματα αποκλείοντας ένα δεδομένο απόγειο ελάσσον.

3.5 Ανοιχτά προβλήματα

΄Οπως αντικατοπτρίζεται στα συνδυαστικά και αλγοριθμικά αποτελέσματα που

περιγράφηκαν σε αυτό το κεφάλαιο, η θεωρία της διδιαστατότητας παρέχει ένα

αρκετά σφαιρικό τρόπο αντιμετώπισης των δύσβατων προβλημάτων σε έναν αρ-

ιθμό κλειστών ως προς ελάσσονα κλάσεων γραφημάτων που γενικοποιούν τα

επίπεδα γραφήματα. Παρόλα αυτά, το αν αυτά τα αποτελέσματα μπορούν να

γενικοποιηθούν περισσότερο και σε ποιο βαθμό παραμένει ένα σημαντικό ανοιχτό

ερώτημα.

——

Μπορεί το φάσμα της εφαρμογής της διδιαστατότητας να επεκταθεί κατάλληλα

ώστε να περιλαμβάνει γενικά γραφήματα, και όχι μόνο H-ελεύθερες-ελάσσονος

κλάσεις γραφημάτων; Προφανώς, κάθε άμεση επέκταση της εφαρμοσιμότητας

της θεωρίας της διδιαστατότητας σε κάποια κλάση G απαιτεί μια απόδειξη ότι η

κλάση G ικανοποιεί τη συνθήκη της διδιαστατότητας (3.1).
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Η Πρόταση 3.3.1 είναι στην πραγματικότητα απλά μια ειδική περίπτωση ενός

σημαντικού αποτελέσματος, γνωστού ως Θεώρημα Σχάρας, των Robertson και

Seymour [127], που δηλώνει ότι αν ένα γράφημα έχει δεντροπλάτος τουλάχιστον

w, τότε περιέχει μια k × k σχάρα ως ελάσσον (επίσης αποδεικνύεται στα [131,

125, 47]). Το άνω φράγμα για το w σε συνάρτηση του k που περιγράφεται

στο [131] είναι 202k5

, καθιστώντας κάθε αλγοριθμική εφαρμογή μη πρακτική.

Παρόλα αυτά, το αντίστοιχο κάτω φράγμα είναι Ω(k2 log k) [131] και εικασίες

έχουν γίνει ότι η ελάχιστη απαίτηση στο δεντροπλάτος ενός γραφήματος, που

εγγυάται μια k × k σχάρα ως ελάσσον είναι στην πραγματικότητα πιο κοντά

σε αυτό το κάτω φράγμα από ότι στο υπάρχον εκθετικό άνω φράγμα. Πιο

συγκεκριμένα, οι εικασίες περιλαμβάνουν ένα φράγμα της τάξης του k2 log k

στο [131] και του k3
στο [42].

Πρόσφατη εργασία των Chekuri και Chuzhoy [28] βελτιώνει πράγματι την

εξάρτηση από εκθετική σε πολυωνυμική (πάντως πολύ μεγαλύτερου βαθμού

από ότι οι παραπάνω εικασίες). Αξίζει να σημειωθεί, ότι πολυωνυμικά άνω

φράγματα έχουν πρόσφατα αποδειχθεί για κάποιες κλάσεις γραφημάτων που

δεν αποκλείουν ένα συγκεκριμένο ελάσσον, δηλαδή, γραφήματα χαρτών (μια

άλλη γενικοποίηση των επίπεδων γραφημάτων που παρουσιάστηκε στο [30]) και

δυνάμεις γραφημάτων [42]. Παρόλα αυτά, για την συνθήκη της διδιαστατότητας

απαιτείται γραμμική εξάρτηση.

——

Μπορούν τα αλγοριθμικά αποτελέσματα που περιγράφονται από τις προτά-

σεις της Ενότητας 3.4 να γενικοποιηθούν ώστε να περιλαμβάνουν διδιάστατα ως

προς συνθλίψεις προβλήματα πέρα από τα ελεύθερα-απόγειου-ελάσσονος γραφή-

ματα; Συγκεκριμένα, έχουν όλες οι “λογικές” διδιάστατες ως προς συνθλίψεις

παράμετροι γραμμικούς πυρήνες σε H-ελεύθερα-ελάσσονος γραφήματα; Είναι

αυτό αληθές για το Σύνολο Κυριαρχίας και το Συνεκτικό Σύνολο Κυριαρ-

χίας;

Είναι γνωστό ότι η κλασική προσέγγιση για το φράγμα παραμέτρου-δεντροπλάτους

δεν επεκτείνεται σε H-ελεύθερα-ελάσσονος γραφήματα [37] για τη σχέση σύν-

θλιψης, και υπάρχουν αποτελέσματα που υποδεικνύουν ότι αυτή η προσέγγιση εί-

ναι δομικά περιορισμένη σε ελεύθερα-απόγειου-ελάσσονος γραφήματα [67]. Παρόλα

αυτά, μια συγκεκριμένη διδιάστατη ως προς συνθλίψεις παράμετρος, συγκεκριμένα

το σύνολο κυριαρχίας, επιδέχεται πράγματι έναν υποεκθετικό FPT αλγόριθμο [38]

σε H-ελεύθερα-ελάσσονος γραφήματα.

——
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Μπορούν οι αλγοριθμικές εφαρμογές της θεωρίας της διδιαστατότητας να

γενικοποιηθούν σε προβλήματα που δεν αντιστοιχούν άμεσα σε διδιάστατες

παράμετρους; Το πλαίσιο που μελετήθηκε στο [71], εκτός από την απόδειξη

του αποτελέσματος που αναφέρθηκε στην Πρόταση 3.4.4, εφαρμόζεται σε έναν

αριθμό προβλημάτων που δεν είναι κλειστά ούτε ως προς ελάσσονα ούτε ως προς

συνθλίψεις.

Θεώρησε για παράδειγμα το πρόβλημαΜέγιστο Παραγόμενο Δέντρο Διατηρού-

μενου Βαθμού, όπου δοσμένου ενός γραφήματος G ο στόχος είναι να βρεθεί

ένα παραγόμενο δέντρο τέτοιο ώστε ο αριθμός των κορυφών που έχουν τον ίδιο

βαθμό στο δέντρο όπως και στο γράφημα της εισόδου να μεγιστοποιηθεί. Αυτό

το πρόβλημα δεν είναι κλειστό ούτε ως προς ελάσσονα ούτε ως προς συνθλίψεις,

αλλά ακόμα και έτσι αποδεικνύεται η ύπαρξη ενός EPTAS για αυτό το πρόβλημα.

——

Μπορούν τα μετα-αλγοριθμικά αποτελέσματα της θεωρίας της διδιαστατότη-

τας να επεκταθούν σε μη τοπολογικά ορισμένες κλάσεις γραφημάτων; Μια ενδι-

αφέρουσα κατεύθυνση είναι να μελετηθεί το αν η εφαρμοσιμότητα της παραπάνω

θεωρίας μπορεί να περιλαμβάνει γεωμετρικά (αντί για τοπολογικά) ορισμένες

κλάσεις γραφημάτων.

Πρόσφατα, ένα πρώτο βήμα προς αυτόν τον στόχο έγινε στο [72], όπου η

διδιαστατότητα χρησιμοποιείται για την εξαγωγή υποεκθετικών αλγορίθμων για

γραφήματα τομής μοναδιαίων κύκλων που αποκλείουν ένα γράφημα H.

Συμβάλλουμε σε αυτή την κατεύθυνση, δείχνοντας στο Κεφάλαιο 7 ότι

γενικές κλάσεις γεωμετρικών γραφημάτων τομών ικανοποιούν τη διδιάστατη ως

προς ελάσσονα συνθήκη και στο Κεφάλαιο 5 ότι συγκεκριμένα προβλήματα σε

σχεδόν επίπεδα γραφήματα επιδέχονται υποεκθετικούς αλγόριθμους και πολυων-

υμικούς πυρήνες.



Κεφάλαιο 4

Δύο προβλήματα σε επίπεδα

γραφήματα

Το πρόβλημα Επίπεδο Σύνολο Κορυφών Ανάδρασης ρωτά, αν ένα επίπεδο

γράφημα n κορυφών περιέχει το πολύ k κορυφές που συναντούν όλους τους κύκ-

λους. Το πρόβλημα Κάλυμμα Οψεων ρωτά, αν όλες οι κορυφές ενός ενεπίπεδου

γραφήματος G βρίσκονται στο σύνορο από το πολύ k όψεις του G.

Το πρόβλημα Σύνολο Κορυφών Ανάδρασης, όπως και στην κατευθυνόμενη

έκδοσή του, είναι από τα πιο μελετημένα NP-πλήρη προβλήματα, κυρίως λόγω

των πολυπληθών εφαρμογών του (δες [63] για μια επισκόπηση). ΄Ενα ευρύ φάσμα

αλγοριθμικών αποτελεσμάτων για το Σύνολο Κορυφών Ανάδρασης έχουν προ-

ταθεί, ανάμεσα στο οποία προσεγγιστικοί αλγόριθμοι [31, 83, 82], ακριβείς αλ-

γόριθμοι [66] και αλγόριθμοι που χρησιμοποιούν ευριστικές μεθόδους [109].

Στη μελέτη μας, εστιάζουμε την προσοχή μας στην παραμετρική πολυπλοκότητα

και των δύο προβλημάτων. Πολλοί FPT αλγόριθμοι έχουν προταθεί για την

παραμετροποιημένη εκδοχή του προβλήματος Σύνολο Κορυφών Ανάδρασης. Τα

καλύτερα αποτελέσματα σε αυτή την κατεύθυνση είναι ο πιθανοτικός αλγόριθ-

μος O(4kkn) βημάτων που παρουσιάζεται στο [11] και ο αλγόριθμος O(5kkn2)

βημάτων στο [29] – για όλο το κεφάλαιο κεφάλαιο, σημειώνουμε ως n τον αριθμό

των κορυφών του γραφήματος της εισόδου.

΄Οταν περιοριζόμαστε σε επίπεδα γραφήματα, κλασικές τεχνικές από την

σχεδίαση παραμετρικών αλγορίθμων υποδεικνύουν ότι και τα δύο προβλήματα

Επίπεδο Σύνολο Κορυφών Ανάδρασης και Κάλυμμα Οψεων είναι επιλύσιμα

από υποεκθετικούς FPT αλγόριθμους, δηλαδή αλγόριθμους που τερματίζουν σε
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O(2o(k) · nO(1)) βήματα. Τα πρώτα αποτελέσματα αυτού του είδους δόθηκαν

από τους Kloks κ.α. στο [103] για τα δύο προβλήματα. Επιπλέον, οι Fernau και

Juedes απέδειξαν ότι το Κάλυμμα Οψεων μπορεί να επιλυθεί σε O(224.551
√
k ·n)

βήματα [62].

Σε αυτό το κεφάλαιο, εμβαθύνουμε στα ειδικά χαρακτηριστικά αυτών των

δύο προβλημάτων σε επίπεδα γραφήματα. Πρώτα, αδράτουμε την ευκαιρία να

παρουσιάσουμε πώς μπορούμε να θέσουμε σε κίνηση τις γενικές μέθοδους του

μετα-αλγοριθμικού πλαισίου που βασίζεται στη θεωρία της διδιαστατότητας και

που συζητήθηκε αναλυτικά στο προηγούμενο κεφάλαιο, βελτιώνοντας ήδη όλα

τα προηγούμενα αποτελέσματα.

΄Επειτα, μελετούμε την δομή των επίπεδων γραφημάτων που υποβάλλεται

από ένα σύνολο κορυφών που συναντούν όλους τους κύκλους ή ένα σύνολο

όψεων που καλύπτει όλες τις κορυφές. Αυτό μας επιτρέπει να αποδείξουμε μια

σειρά συνδυαστικών αποτελεσμάτων, εκφράζοντας φράγματα για το κλαδοπλά-

τος των δοσμένων γραφημάτων και οδηγεί σε σημαντική βελτίωση της αλγορι-

θμικής ανάλυσης των δυο προβλημάτων. Ως συνέπεια, έπεται ότι το Επίπεδο

Σύνολο Κορυφών Ανάδρασης και το Κάλυμμα Οψεων μπορούν να επιλυθούν

ιν O(215.11·
√
k + nO(1)) και O(210.1·

√
k + nO(1)) βήματα, αντίστοιχα.

4.1 Χρησιμοποιώντας την διδιαστατότητα

΄Εχουμε συζητήσει στο προηγούμενο κεφάλαιο την τεχνική που βασίζεται στο

υπόβαθρο της θεωρίας της διδιαστατότητας για τη σχεδίαση υποεκθετικών παραμετρικών

αλγορίθμων για παράμετρους γραφημάτων σε επίπεδα γραφήματα. Αφού οι

αποδείξεις αυτού του κεφαλαίου κάνουν χρήση του κλαδοπλάτους, εκφράζουμε

σύντομα τις δύο βασικές συνθήκες αυτής της προσέγγισης σε συνάρτηση του

κλαδοπλάτους.

΄Εστω p οποιαδήποτε παράμετρος γραφημάτων, για την οποία υπάρχουν δύο

θετικοί πραγματικοί αριθμοί α και β, τέτοιοι ώστε:

(α) Για κάθε επίπεδο γράφημα G, bw(G) ≤ α ·
√

p(G).

(β) Για κάθε επίπεδο γράφημα G και δεδομένης μιας βέλτιστης κλαδοαποσύν-

θεσης (T, µ) τουG, p(G) μπορεί να υπολογιστεί σεO(2β·bw(G)·n) βήματα.

Παρόμοια, εκφράζουμε πάλι την Πρόταση 3.4.1, στη μορφή της εξής πρό-

τασης.



4.1 Χρησιμοποιώντας την διδιαστατότητα 45

Πρόταση 4.1.1. Αν οι συνθήκες παραπάνω ικανοποιούνται για κάποια παράμετρο

p και κάποια α και β, τότε μπορεί κανείς να κατασκευάσει έναν αλγόριθμο που

ελέγχει αν p(G) = k σε O(2α·β·
√
kn) βήματα.

΄Οπως αναφέρεται στα αποτελέσματα των Seymour και Thomas στο [133],

υπάρχει ένας αλγόριθμος για τον υπολογισμό μιας βέλτιστης κλαδοαποσύνθεσης

για κάθε επίπεδο γράφημα σε O(n4) βήματα. Εξάλλου, αυτός ο αλγόριθμος έχει

βελτιωθεί σε έναν αλγόριθμο O(n3) βημάτων από τους Gu και Tamaki [90].

(Για έναν προσεγγιστικό αλγόριθμο, που δεδομένου ενός επίπεδου γραφήματος,

υπολογίζει μια κλαδοαποσύνθεση πλάτους c+ 1.5 σε χρόνο O(n1+1/c · logn) δες

[91].) Συνεπώς, όποτε εφαρμόζουμε την Πρόταση 4.1.1 χωρίς να υποθέτουμε την

ύπαρξη μιας βέλτιστης κλαδοαποσύνθεσης, πρέπει να προσθέσουμε μία επιπλέον

επιβάρυνση από O(n3) βήματα.

Προτού προχωρήσουμε, ας ορίσουμε πιο συγκεκριμένα το κύριο αντικεί-

μενο της μελέτης μας. Δεδομένου ενός γραφήματος G, ένα σύνολο κορυφών

S ⊆ V (G) είναι ένα σύνολο κορυφών ανάδρασης του G, αν το γράφημα G \ S
είναι άκυκλο. Ο αριθμός συνόλου κορυφών ανάδρασης ενός γραφήματος G, που

γράφεται ως fvs(G), ισούται με το ελάχιστο μέγεθος ενός συνόλου κορυφών

ανάδρασης του G.

Παρόμοια ονομάζουμε κάλυμμα όψεων ενός ενεπίπεδου γραφήματος G ένα

υποσύνολο R των όψεων G, τέτοιοι ώστε όλες οι κορυφές του G βρίσκονται

στο σύνορο κάποιας όψης στο R. Ορίζουμε τον αριθμός καλύμματος όψεων ενός

ενεπίπεδου γραφήματος G, ως το ελάχιστο μέγεθος ενός καλύμματος όψεων του

G και το σημειώνουμε ως fc(G). Ορίζουμε επίσης τυπικά τις παραμετροποιη-

μένες εκδοχές των δύο προβλημάτων.

Επίπεδο Σύνολο Κορυφών Ανάδρασης

Στιγμιότυπο: ΄Ενα επίπεδο γράφημα G και ένας μη αρνητικός ακέραιος k

Παράμετρος: k

Ερώτημα: fvs(G) ≤ k;

Κάλυμμα Οψεων

Στιγμιότυπο: ΄Ενα ενεπίπεδο γράφημα G και ένας μη αρνητικός ακέραιος k

Παράμετρος: k

Ερώτημα: fc(G) ≤ k;

Σύμφωνα με τα αποτελέσματα στο [38], οι συνθήκες (α) και (β) ικανοποιούν-

ται και για το fvs και το fc. Συνεπώς η Πρόταση 4.1.1 μπορεί να εφαρμοστεί
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για αυτές τις παράμετρους. Ορίζουμε τα αfvs (αντίστοιχα αfc) και βfvs (αν-

τίστοιχα βfc) ως τις ελάχιστες τιμές για τα α και β, για τα οποία οι συνθήκες

(α) και (β), αντίστοιχα, ισχύουν για το fvs (αντίστοιχα fc). Σε ότι ακολου-

θεί, παρέχουμε φράγματα για αυτές τις σταθερές που βελτιώνουν την χρονική

ανάλυση του αλγόριθμου από την Πρόταση 4.1.1.

Σχετικά με τη συνθήκη (β), και στην περίπτωση του φvς, είναι γνωστό ότι

δεδομένης μιας βέλτιστης κλαδοαποσύνθεσης ενός επίπεδου γραφήματος G με n

κορυφές, υπάρχει ένας αλγόριθμος δυναμικού προγραμματισμού που υπολογίζει

το fvs(G) σε O(23.56bw(G) · n) βήματα [49]. Συμπεραίνουμε, ότι η συνθήκη (β)

ισχύει για βfvs ≤ 3.56.

Για την εκτίμηση του βfc, χρησιμοποιούμε μια αναγωγή του προβλήματος

Κάλυμμα Οψεων στο εξής πρόβλημα:

Επίπεδο Μπλε-Κόκκινο Σύνολο Κυριαρχίας

Στιγμιότυπο: ΄Ενα επίπεδο διμερές γράφημα G με μέρη B και R,

.............. και ένας μη αρνητικός ακέραιος k.

Παράμετρος: k

Ερώτημα: Υπάρχει ένα σύνολο κορυφών D ⊆ R, όπου |D| ≤ k και τέτοιο ώστε

............... κάθε κορυφή στο B να έχει ένα γείτονα στο D;

Παρατήρησε ότι το (G, k) είναι ένα ναι-στιγμιότυπο του Κάλυμμα Οψεων,

αν και μόνο αν (RG, k) είναι ένα ναι-στιγμιότυπο του Επίπεδο Μπλε-Κόκκινο

Σύνολο Κυριαρχίας (θέτουμε εδώ B = V (G) και R = F (G)) (δες επίσης [62]).

Από [50, Θεώρημα 2.3.2], το Επίπεδο Μπλε-Κόκκινο Σύνολο Κυριαρχίας

μπορεί να επιλυθεί σε O(21.19·bw(G) ·|V (G)|) βήματα, δεδομένου ότι μια βέλτιστη

κλαδοαποσύνθεση είναι δοσμένη. Συνδυάζοντας αυτό το γεγονός με το Λήμμα 4.2.7,

μπορούμε να εξάγουμε ότι η συνθήκη (β) ικανοποιείται για βfc ≤ 2.38.

Η συνθήκη (α) έπεται άμεσα από τη θεωρία της διδιαστατότητας που παρουσιάστηκε

στο προηγούμενο κεφάλαιο. Εφαρμόζοντας το μετα-αλγοριθμικό αποτέλεσμα

του [38] (Θεώρημα 4.14) για τις δυο παράμετρους fvs και fc, συνεπάγεται ότι

η συνθήκη (α) ισχύει για αfvs, αfc ≤ 8. Αυτό συνεπάγεται την ύπαρξη ενός

αλγόριθμου O(228.48·
√
k · n + n3) βημάτων για το Επίπεδο Σύνολο Κορυφών

Ανάδρασης (από όσο γνωρίζουμε, κανένα άλλο ακριβές φράγμα για αυτό το

πρόβλημα δεν υπήρχε πρότινος) και την ύπαρξη ενός αλγόριθμου O(219.04·
√
k ·

n+n3) βημάτων για το πρόβλημα Κάλυμμα Οψεων (που βελτιώνει τις σταθερές

του [62] για το ίδιο πρόβλημα).

Οι παραπάνω αποτιμήσεις για τα αfvs και αfc μπορούν εύκολα να βελτιωθούν
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χρησιμοποιώντας γνωστά αποτελέσματα. Οι Kloks κ.α. στο [103] απέδειξαν

ότι για κάθε επίπεδο γράφημα G, υπάρχει ένα επίπεδο γράφημα H που περ-

ιέχει το G ως ένα υπογράφημα τέτοιο ώστε ds(H) ≤ fvs(G) (εδώ ως ds(H)

σημειώνουμε το ελάχιστο μέγεθος ενός συνόλου κυριαρχίας του H). Ακόμα

ισχύει ότι για κάθε επίπεδο γράφημα H, bw(H) ≤ 6.364
√

ds(H) [74]. Αφού

bw(G) ≤ bw(H), παίρνουμε ότι bw(G) ≤ 6.364
√
fvs(G) και αυτό συνεπάγε-

ται τη συνθήκη (α) για αfvs ≤ 6.364. Για το αfc, πρέπει να παρατηρήσουμε το

εξής: Ας υποθέσουμε ότι ένα ενεπίπεδο γράφημα G έχει ένα κάλυμμα όψεων

U ⊆ F (G) μεγέθους ≤ k. ΄Εστω H το γράφημα που προκύπτει από το G, αν

για κάθε f ∈ U σχεδιάσουμε μια κορυφή vf μέσα στο f και τη συνδέσουμε με

τις κορυφές προσπίπτουσες στο f . Παρατήρησε ότι οι νέες κορυφές αποτελούν

ένα σύνολο κυριαρχίας του H, μεγέθους το πολύ k. Ξανά, από το αποτέλεσμα

του [74], συμπεραίνουμε ότι bw(G) ≤ bw(H) ≤ 6.364 ·
√
k, έτσι αfc ≤ 6.364.

Σύμφωνα με τα παραπάνω, υπάρχει ένας αλγόριθμος O(222.66·
√
k · n + n3)

βημάτων για το πρόβλημα Επίπεδο Σύνολο Κορυφών Ανάδρασης και ένας αλ-

γόριθμος O(215.15·
√
k ·n+n3) βημάτων για το πρόβλημα Κάλυμμα Οψεων. Από

όσο γνωρίζουμε, αυτοί είναι οι γρηγορότεροι αλγόριθμοι για αυτά τα προβλήματα

μέχρι τώρα.

4.2 Προς ένα βελτιωμένο άνω φράγμα

Για να βελτιώσουμε περαιτέρω τα φράγματα για τα αfvs και αfc, εστιάζουμε

στη δομή των αντίστοιχων παράμετρων. Παρατηρούμε ότι ένα σύνολο κορυφών

ανάδρασης ενός επίπεδου γραφήματος, σχετίζεται με ένα κάλυμμα όψεων του

γραφήματος: το πρώτο είναι ένα σύνολο κορυφών που συναντά κάθε κύκλο και

άρα, το σύνορο κάθε όψης, και το δεύτερο ένα σύνολο όψεων στο σύνορο του

οποίου βρίσκονται όλες οι κορυφές (δες επίσης Σχήμα 4.1).

Στην πραγματικότητα, το κάλυμμα όψεων και το επίπεδο σύνολο κορυφών

ανάδρασης σχετίζονται άμεσα σε δυικά γραφήματα. Μιλώντας ελεύθερα, η

“δυική” εκδοχή του αριθμού του καλύμματος όψεων φράζεται άνω από τον αρι-

θμό του συνόλου κορυφών ανάδρασης. Τυπικά, παρατηρούμε το εξής:

Λήμμα 4.2.1. ΄Εστω G και G∗ δυικά ενεπίπεδα γραφήματα που δεν είναι δάση.

Τότε, fc(G∗) ≤ fvs(G).

Απόδειξη. ΄Εστω S ⊆ V (G) ένα σύνολο κορυφών ανάδρασης στο G, με |S| ≤ k.
Αφού το σύνορο από κάθε όψη f ∈ F (G) περιέχει έναν κύκλο του G, επίσης
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Σχήμα 4.1: ΄Ενα γράφημα με ένα σύνολο κορυφών ανάδρασης και το δυικό του με το

αντίστοιχο κάλυμμα όψεων (η κορυφή αντίστοιχη της εξωτερικής όψης παραλείπεται).

περιέχει μια κορυφή v ∈ S. Αυτό συνεπάγεται ότι κάθε κορυφή f∗ ∈ V (G∗)

του G∗ είναι στο σύνορο από κάποια όψη v∗ του S∗, όπου S∗ ⊆ F (G∗) είναι

το σύνολο των δυικών των κορυφών στο S. Συνεπώς το S∗ είναι ένα κάλυμμα

όψεων του G∗.

Το Λήμμα 4.2.1 σε συνδυασμό με το γεγονός ότι τα δυικά γραφήματα έχουν

ίσο κλαδοπλάτος συνεπάγεται ότι

bw(G) = bw(G∗) ≤ αfc

√
fc(G∗) ≤ αfc

√
fvs(G)⇒ αfvs ≤ αfc

όπου ενδιαφερόμαστε για τη μη τετριμμένη περίπτωση όπου το G δεν είναι ένα

δάσος. Συνεπώς, κάθε βελτίωση στην αποτίμηση του αfc αντικατοπτρίζεται στο

αfvs ομοίως. Η επόμενη ενότητα είναι αφιερωμένη στη βελτίωση του φράγματος

του αfc. Αλλά προτού μπορούμε να προχωρήσουμε, πρέπει να παρουσιάσουμε τα

ενεπίπεδα υπεργραφήματα και τις αποσυνθέσεις σφαιρικών τομών, δύο σημαντικά

συστατικά στις αποδείξεις αυτού του κεφαλαίου.

Το πρώτο βήμα είναι να επεκτείνουμε μερικές βασικές έννοιες για υπεργραφή-

ματα (δες επίσης το Κεφάλαιο 2). Χρησιμοποιούμε τον όρο πληθυκότητα για

τον αριθμό των κορυφών μιας υπερακμής που δεν είναι θηλιά. Συνεχίζουμε να

αποκαλούμε ακμές, τις θηλιές και τις υπερακμές πληθυκότητας ίσης με δύο
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(δηλαδή αυτές που έχουν μόνο δύο άκρα), ενώ περιορίζουμε τον όρο “υπερ-

ακμή” σε υπερακμές με πληθυκότητα τρία ή περισσότερο.

Παρατήρησε ότι ο ορισμός της κλαδοαποσύνθεσης και του κλαδοπλάτους

εφαρμόζεται άμεσα για υπεργραφήματα. Συνεπώς, χρησιμοποιούμε τον συμ-

βολισμό bw(H), επίσης όταν το H είναι ένα υπεργράφημα. Το εξής Λήμμα είναι

χρήσιμο για την συγκόλληση κλαδοαποσυνθέσεων από υπεργραφήματα.

Λήμμα 4.2.2 ([74, Λήμμα 3.1]). ΄Εστω H1 και H2 υπεργραφήματα με μια

υπερακμή κοινή, δηλαδή V (H1)∩V (H2) = e και {e} = E(H1)∩E(H2). Τότε,

ισχύει ότι: bw(H1 ∪H2) ≤ max{bw(H1),bw(H2), |e|}.

Ονομάζουμε ενεπίπεδο υπεργράφημα, κάθε υπεργράφημα H του οποίου οι

κορυφές είναι αυτές ενός ενεπίπεδου γραφήματος G, και του οποίου οι υπερακ-

μές είναι κάποιες από τις ακμές του G, συν κάποιες νέες ανά δύο διαφορετικές

υπερακμές, η καθεμία από τις οποίες περιέχει κάποιες από τις συνοριακές κο-

ρυφές κάποιας όψης του G. Από την κατασκευή, το H έχει μια εμβάπτιση στο

S0 που αντιγράφει αυτή του G και όπου οι υπερακμές σχεδιάζονται μέσα στις

αντίστοιχες όψεις του G (δες και Σχήμα 4.2).

΄Εστω ένα ενεπίπεδο απλό γράφημα G. Θεώρησε το υπεργράφημα

G+ = (V (G), E(G) ∪ {f̂ ∩ V (G) | f ∈ F (G)})

και παρατήρησε ότι το G+
μπορεί να εμβαπτιστεί στο S0 κατά τρόπο που οι

ακμές του εμβαπτίζονται όπως στο G και οι υπόλοιπες είναι υπερακμές που

εμβαπτίζονται ως ανοιχτοί δίσκοι μέσα στις αντίστοιχες όψεις. Λέμε ότι ένα

υπεργράφημα H είναι ενεπίπεδο αν είναι το υπό-υπεργράφημα του G+
για κάποιο

ενεπίπεδο γράφημα G όπου V (H) = V (G).

Λέμε ότι το ενεπίπεδο γράφημα G γεννά το ενεπίπεδο υπεργράφημα H αν

το H μπορεί να προκύψει από το G+
αφού πρώτα αφαιρεθούν κάποιες υπερ-

ακμές πληθυκότητας ≥ 3 και τότε αφαιρεθούν ακμές που είναι υποσύνολα των

υπόλοιπων υπερακμών. Το επόμενο λήμμα έπεται εύκολα από το Λήμμα 4.2.2.

Λήμμα 4.2.3. ΄Εστω G ένα ενεπίπεδο γράφημα και έστω H ένα υπεργράφημα

γεννημένο από το G. Τότε bw(G) ≤ bw(H).

΄Εστω ένα ενεπίπεδο υπεργράφημα H, ορίζουμε το δυικό του H∗ ως το υπ-

εργράφημα του οποίου οι κορυφές είναι όψεις του H και όπου κάθε υπερακμή e

του H αντιστοιχεί σε μια υπερακμή e∗ του H∗ της οποίας τα άκρα είναι οι όψεις

του H που είναι προσπίπτουσες στο e. Σχεδιάζοντας κάθε κορυφή του H∗ μέσα
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R̃G

G RG H∗H

Σχήμα 4.2: ΄Ενα ενεπίπεδο γράφημα G, το ακτινικό του γράφημα RG, ένα ενεπίπεδο

υπεργράφημα H γεννημένο από το G, και τα ενεπίπεδα υπεργραφήματα H∗, και R̃G.

στην αντίστοιχη όψη του H, μπορεί κανείς να δει ότι το H∗ είναι επίσης ένα

ενεπίπεδο υπεργράφημα (δες το Σχήμα 4.2).

Στο υπόλοιπο αυτής της ενότητας, θα θεωρήσουμε μόνο ενεπίπεδα υπερ-

γραφήματα γεννημένα από απλά 3-συνεκτικά επίπεδα γραφήματα.

Αυτό μας επιτρέπει να θεωρήσουμε τις υπερακμές ενός ενεπίπεδου υπερ-

γραφήματος και του δυικού του ως κλειστούς δίσκους των οποίων οι συνοριακές

κορυφές είναι άκρα. ΄Οπως κάναμε και για γραφήματα, καθώς δουλεύουμε με

ενεπίπεδα υπεργραφήματα, δεν θα διακρίνουμε μεταξύ μιας κορυφής του γραφή-

ματος και του σημείου της σφαίρας S0 που χρησιμοποιείται στον σχεδιασμό

για την αναπαράσταση της κορυφής, ή μεταξύ μιας ακμής (υπερακμής) και του

κλειστού ευθύγραμμου τμήματος (κλειστού δίσκου ) που την αντιπροσωπεύει

στην εμβάπτιση. Χρησιμοποιώντας αυτή την σύμβαση, μπορούμε να ορίσουμε το

σύνολο όψεων ενός υπεργραφήματος H ως το σύνολο συνεκτικών συνιστωσών

του S0 \H. Είναι τώρα φανερό ότι η έννοια ενός καλύμματος όψεων με φυσικό

τρόπο επεκτείνεται για ενεπίπεδα υπεργραφήματα.

Στη συνέχεια ορίζουμε μια περίπτωση μιας κλαδοαποσύνθεσης για επίπεδα

γραφήματα, που λέγεται αποσύνθεση σφαιρικών τομών. Ας θυμηθούμε ότι

ένας βρόχος είναι μια κλειστή καμπύλη Jordan που συναντά τον σχεδιασμό ενός

ενεπίπεδου γραφήματος μόνο στις κορυφές του και ότι το μήκος του είναι ακριβώς

ο αριθμός των κορυφών που συναντά (δες επίσης τον Ορισμό 2.2.3).

Ορισμός 4.2.4. ΄Εστω G ένα ενεπίπεδο γράφημα. Μια κλαδοαποσύνθεση

(T, µ) του G λέγεται αποσύνθεση σφαιρικών τομών αν για κάθε ακμή e του T

υπάρχει ένας βρόχος Ne, τέτοιος ώστε
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(α) Gi ⊆ ∆i ∪ Ne για i = 1, 2, όπου Gi το υπογράφημα εναγόμενο από τις

ακμές αντίστοιχες στα φύλλα της συνιστώσας Ti(e) του T \ e και ∆1,∆2

είναι οι δύο ανοιχτοί δίσκοι που φράζονται από το Ne,

(β) για κάθε όψη f του G, το Ne ∩ f είναι είτε κενό ή συνεκτικό (δηλαδή αν

ο βρόχος διαπερνά μια όψη τότε τη διαπερνά μόνο μια φορά).

Οι αποσυνθέσεις σφαιρικών τομών εμφανίστηκαν για πρώτη φορά ως έννοια

στο [133] και μελετήθηκαν στο [52, 50, 51]. Η εξής πρόταση είναι ένα χρήσιμο

εργαλείο όταν δουλεύουμε με κλαδοαποσυνθέσεις επίπεδων γραφημάτων.

Πρόταση 4.2.5 ([133]). ΄Εστω G ένα επίπεδο γράφημα κλαδοπλάτους το

πολύ k χωρίς κορυφές βαθμού ένα εμβαπτισμένο στη σφαίρα S0. Τότε υπ-

άρχει μια αποσύνθεση σφαιρικών τομών του G πλάτους το πολύ k που μπορεί να

κατασκευαστεί σε χρόνο O(n3).

΄Εστω G ένα 2-συνεκτικό ενεπίπεδο γράφημα και έστω RG το ακτινικό του

γράφημα. Παρατήρησε ότι, αφού το G είναι 2-συνεκτικό, όλες οι όψεις του RG
είναι τετράγωνα (δηλαδή τα σύνορα τους είναι κύκλοι μήκους 4). Συμβολίζουμε

ως R̃G το ενεπίπεδο υπεργράφημα γεννημένο από το RG, αν πρώτα προσθέσουμε

μια υπερακμή για κάθε όψη του RG και στη συνέχεια αφαιρέσουμε όλες τις ακμές

του RG.

Λήμμα 4.2.6. Για κάθε 2-συνεκτικό ενεπίπεδο γράφημαG, ισχύει ότι bw(R̃G) ≤
2 · bw(G).

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι bw(G) ≤ k και έστω (T, µ) μια αποσύνθεση

σφαιρικών τομών πλάτους το πολύ k όπως στην Πρόταση 4.2.5. Από τον ορισμό,

το μέσο σύνολο του e στο (T, µ) είναι Ne∩V (G) και έτσι |Ne| ≤ k. Παρατήρησε

επίσης ότι ο βρόχος Ne μπορεί να ειδωθεί ως ένας κύκλος Ce του ακτινικού

γραφήματος GR μήκους δύο φορές το μήκος του Ne. Ας θυμηθούμε τώρα ότι οι

ορισμοί των RG και R̃G συνεπάγονται την ύπαρξη μιας αντιστοιχίας ρ : E(G)→
E(R̃G) μεταξύ των ακμών τουG και των υπερακμών του R̃G. Αυτό μας επιτρέπει

να θεωρήσουμε την κλαδοαποσύνθεση (T, σ) του R̃G όπου σ = ρ ◦ µ είναι η

σύνθεση από τις αντιστοιχίες µ και ρ. Παρατήρησε ότι για κάθε e ∈ E(T ), το

μέσο σύνολο του e στο (T, σ) αποτελείται από το σύνολο κορυφών του κύκλου

Ce. Συνεπώς, το (T, σ) του R̃G έχει πλάτος το πολύ δύο φορές το πλάτος του

(T, µ) και το λήμμα έπεται.
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Είμαστε τώρα έτοιμοι για να δείξουμε το εξής λήμμα, που ξεκαθαρίζει τη

σχέση μεταξύ του κλαδοπλάτους ενός ενεπίπεδου γραφήματος και του κλαδο-

πλάτους του ακτινικού του.

Λήμμα 4.2.7. Για κάθε ενεπίπεδο γράφημα G που περιέχει μια κορυφή βαθμού

τουλάχιστον 2, ισχύει ότι bw(RG) ≤ 2 · bw(G).

Απόδειξη. Παρατηρούμε πρώτα ότι τα Λήμματα 4.2.3 και 4.2.6 συνεπάγονται ότι

το αποτέλεσμα ισχύει αν G είναι 2-συνεκτικό. Υποθέτουμε ακόμα ότι G δεν είναι

δάσος (είναι εύκολο να δει κανείς ότι δάση με τουλάχιστον μια κορυφή βαθμού

≥ 2 έχουν κλαδοπλάτος 1 ή 2 ενώ τα ακτινικά τους έχουν κλαδοπλάτος το πολύ

2).

Εφαρμόζουμε επαγωγή στον αριθμό των 2-συνεκτικών συνιστωσών του G.

΄Εστω S ⊆ V (G) τέτοιο ώστε |S| ≤ 1 και το G \ S είναι μη συνεκτικό και έστω

C το σύνολο κορυφών από κάποιες από τις συνεκτικές συνιστώσες. Θέτουμε

G1 = G[C ∪ S] και G2 = G \ C. ΄Εστω f ∈ F (G) η μοναδική όψη του G

της οποίας το σύνορο περιέχει κορυφές από όλες τις συνεκτικές συνιστώσες

του G \ S. Παρατήρησε ότι το S′ = S ∪ {f} ⊆ V (RG) ενάγει μια κλίκα στο

RG από το πολύ 2 κορυφές και το RG \ S′ είναι μη συνεκτικό. Παρατήρησε

επίσης ότι μια από τις συνεκτικές συνιστώσες του RG \ S′ περιέχει όλες τις

κορυφές του C. Σημειώνουμε ως C ′ το σύνολο κορυφών του. Παρατηρούμε

ότι RG1 = RG[C ′ ∪ S′] και RG2 = RG \ C ′. Αφού S′ = V (RG1 ∩ RG2) και

RG = RG1
∪ RG2

, έπεται, χρησιμοποιώντας το Λήμμα 4.2.2, ότι bw(RG) ≤
max{bw(RG1

),bw(RG2
), |S′|}. Παρατήρησε ότι όλα τα γραφήματα που περ-

ιέχουν κύκλους έχουν κλαδοπλάτος τουλάχιστον 2 και τα ακτινικά γραφήματα

είναι τέτοια γραφήματα. Συνεπώς, αφου |S′| ≤ 2, παίρνουμε ότι bw(RG) ≤
max{bw(RG1

),bw(RG2
)}. Αφού G1 και G2 είναι και τα δύο υπογραφήματα

του G έχουμε ότι max{bw(G1),bw(G2)} ≤ bw(G).

Αφού το G δεν είναι άκυκλο, ένα τουλάχιστον από τα G1 και G2 δεν είναι

άκυκλο. Αυτό συνεπάγεται ότι η υπόθεση της επαγωγής εφαρμόζεται για ένα

τουλάχιστον από τα G1 και G2 που έχει κλαδοπλάτος τουλάχιστον 2. Συμπερ-

αίνουμε ότι

bw(RG) ≤ max{bw(RG1),bw(RG2)}
≤ 2 ·max{bw(G1),bw(G2)}
≤ 2 · bw(G).

και το λήμμα έπεται.
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4.3 Αποκαλύπτοντας την δομή

΄Εστω ένα ενεπίπεδο γράφημα G, μαζί με ένα κάλυμμα όψεων του SG. Αναφερ-

όμαστε στις όψεις στο SG ⊆ F (G) ως FC-όψεις. Λέμε ότι δύο FC-όψεις f1 και

f2 ακουμπούν αν f̂1 ∩ f̂2 6= ∅. Δύο κορυφές λέγονται ζεύγος, αν είναι γειτονικές

και βρίσκονται στην ίδια FC-όψη. Ονομάζουμε μια όψη του G τρίγωνο αν το

σύνορο της είναι ένας κύκλος μήκους 3. Ονομάζουμε μια ακμή του G γέφυρα

αν υπάρχουν FC-όψεις f1 και f2 τέτοιες ώστε η e είναι η μοναδική ακμή της

οποίας τα άκρα ανήκουν στα σύνορα του f1 και του f2.

΄Εστω f1, f2 δύο FC-όψεις και έστω x1, x2, y1, y2 τέσσερις κορυφές, τέτοιες

ώστε xi, yi ∈ f̂i (i = 1, 2). ΄Ενας βρόχος της μορφής x1y1x2y2x1, λέγεται 4-

βρόχος. Ως κλειστή καμπύλη Jordan, ένας 4-βρόχος N φράζει δύο κλειστούς

δίσκους. Αν ένας από αυτούς περιέχει ακριβώς μια υπερακμή, της οποίας τα άκρα

είναι οι κορυφές του N , τότε αναφερόμαστε σε ένα τέτοιο 4-βρόχο ως τετριμ-

μένο. Προχωρούμε με το πρώτο λήμμα που περιγράφει τη δομή του γραφήματος.

Λήμμα 4.3.1. ΄Εστω G ένα απλό 3-συνεκτικό ενεπίπεδο γράφημα, τέτοιο ώστε

fc(G) ≤ k. Τότε υπάρχει ένα ενεπίπεδο γράφημα G′ και ένα κάλυμμα όψεων

SG′ του G
′
, τέτοια ώστε:

(α) bw(G) ≤ bw(G′),

(β) |SG′ | ≤ k,

(γ) Το G′ είναι απλό και 3-συνεκτικό,

(δ) Δύο διαφορετικές FC-όψεις δεν ακουμπούν,

(ε) Το G′ δεν περιέχει καμία γέφυρα, και

(στ) Μια όψη του G′ είναι είτε FC-όψη ή ένα τετράγωνο του οποίου το σύνορο
περιέχει δύο ζεύγη από δύο διαφορετικές FC-όψεις ή μια τριγωνική όψη
προσπίπτουσα σε τρεις διαφορετικές κορυφές που, με τη σειρά τους, είναι

προσπίπτουσες σε τρεις διαφορετικές FC-όψεις.

Απόδειξη. ΄Εστω SG ένα κάλυμμα όψεων του G. Θα εφαρμόσουμε διαδοχικά

έναν αριθμό από μετατροπές στο G που θα έχουν ως αποτέλεσμα το γράφημα

G′, που έχει τις θεμιτές ιδιότητες. Σε κάθε βήμα το αρχικό κάλυμμα όψεων θα

μεταβληθεί σε ένα ίδιου μεγέθους κάλυμμα όψεων του νέου γραφήματος. Οι

μετατροπές είναι οι εξής.
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Αποκόλληση όψης. Παρατήρησε ότι αν δύο FC-όψεις f1 και f2 ακουμπούν,

τότε το σύνολο f̂1 ∩ f̂2 είναι είτε μια ακμή ή μια κορυφή του G (αλλιώς, G δεν

μπορεί να είναι 3-συνεκτικό). Σε κάθε περίπτωση εφαρμόζουμε μια αντίστροφη

σύνθλιψη όπως απεικονίζεται στο Σχήμα 4.3 (μετατροπές FD1 και FD2). Εφαρ-

μόζοντας αυτόν τον κανόνα όσο υπάρχουν FC-όψεις που ακουμπούν, παίρνουμε

ένα γράφημα G1, που περιέχει ένα κάλυμμα όψεων SG1
με το ίδιο μέγεθος με

το SG, ικανοποιεί τις συνθήκες (γ), (δ) και επιπλέον, προφανώς συμμορφώνεται

με την απαίτηση, ότι G ≤ G1.

Μερική τριγωνοποίηση. Προσθέτουμε μη παράλληλες ακμές στο G1,

όσο αυτό δεν βλάπτει την επιπεδότητα του γραφήματος που προκύπτει και δεν

προσθέτουμε ακμές μέσα σε κάποια FC-όψη. Σημειώνουμε το γράφημα που

προκύπτει ως G2. Προφανώς, το G2 περιέχει ένα κάλυμμα όψεων SG2 με το

ίδιο μέγεθος με το SG1
. Ακόμα, αφού το G1 ήταν 3-συνεκτικό και απλό, το G2

παραμένει έτσι. Παρατήρησε τότε, ότι το G2 ικανοποιεί τις συνθήκες (γ), (δ)

και G1 ≤ G2.

Διαπλάτυνση γέφυρας. Η τρίτη μετατροπή, εφαρμόζεται με την αντίστροφη

σύνθλιψη που απεικονίζεται στο Σχήμα 4.3 (μετατροπή ΒΩ) σε κάθε γέφυρα του

G2. Το γράφημα που προκύπτει, σημειώνεται ως G3 και περιέχει ένα κάλυμμα

όψεων SG3
με το ίδιο μέγεθος με το SG2

. Παρατήρησε ότι το G3 ικανοποιεί τις

συνθήκες (γ)–(ε), και επιπλέον ισχύει ότι G2 ≤ G3.

FD1 FD2

BW TW

f1
f1

f2

f1

f2

f1

f2

f1f1f1 f1

f2

f2 f2 f2 f2

Σχήμα 4.3: Οι μετατροπές της απόδειξης του Λήμματος 4.3.1.

Διαπλάτυνση τριγώνου. Από τη συνθήκη (γ) και την 3-συνεκτικότητα

του G3, οποιοδήποτε από τα τρίγωνα του που δεν είναι μια FC-όψη ακουμπά
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τουλάχιστον δύο FC-όψεις. ΄Εστω f ένα τέτοιο τρίγωνο. Αν το f ακουμπά

3 FC-όψεις, τότε ικανοποιεί τη συνθήκη (στ) για τα τρίγωνα. Ας υποθέσουμε

τώρα ότι, f ακουμπά δύο FC-όψεις, συγκεκριμένα τα f1 και f2· εφαρμόζουμε την

αντίστροφη σύνθλιψη του Σχήματος 4.3 (μετατροπή ΤΩ), και επαναλαμβάνοντας

αυτή την διαδικασία παίρνουμε ένα γράφημα G′, που περιέχει ένα κάλυμμα όψεων

SG′ με το ίδιο μέγεθος με το SG3 και ικανοποιεί όλες τις απαιτήσεις της συνθήκης

(στ). Ακόμα παρατήρησε, ότι οι συνθήκες (γ)–(ε) επίσης ισχύουν και ότι G3 ≤
G′.

Συμπεραίνουμε ότι G ≤ G′ και fc(G′) ≤ fc(G)· άρα, το G′ ικανοποιεί όλες

τις συνθήκες που απαιτούνται και το λήμμα έπεται.

Ονομάζουμε μια όψη ενός ενεπίπεδου υπεργραφήματος H εκφυλισμένη αν

φράζεται από ακριβώς δύο υπερακμές του H.

Λήμμα 4.3.2. ΄Εστω G ένα 3-συνεκτικό απλό γράφημα τέτοιο ώστε fc(G) ≤
k. Τότε, υπάρχει ένα υπεργράφημα H και ένα κάλυμμα όψεων SH του H με

μέγεθος το πολύ k, τέτοια ώστε:

(α) bw(G) ≤ bw(H),

(β) Δύο διαφορετικές FC-όψεις δεν ακουμπούν.

(γ) Το H δεν περιέχει ακμές και κάθε υπερακμή του H έχει πληθυκότητα

4 και περιέχει δύο ξένα ζεύγη ακμών που είναι προσπίπτουσες σε δύο δι-

αφορετικές FC-όψεις.

(δ) Μια όψη του H είναι είτε μια μη εκφυλισμένη FC-όψη ή μια εκφυλισμένη
όψη ή μια τριγωνική όψη προσπίπτουσα σε τρεις διαφορετικές κορυφές που

με τη σειρά τους είναι προσπίπτουσες σε τρεις διαφορετικές FC-όψεις.

Απόδειξη. ΄Εστω G′ ένα επίπεδο υπεργράφημα και SG′ ένα κάλυμμα όψεων

του G′, όπως στο Λήμμα 4.3.1. ΄Εστω επίσης H το ενεπίπεδο υπεργράφημα

γεννημένο από το G′ αν προσθέσουμε μια υπερακμή για κάθε τετράγωνο του G′

και στη συνέχεια αφαιρέσουμε όλες τις ακμές. Η συνθήκη (α) έπεται άμεσα από

το Λήμμα 4.2.3. Η συνθήκη (β) έπεται γιατί ισχύει για το G′ και είναι αναλοίωτη

ως προς τη γέννηση υπεργραφήματος. Οι συνθήκες (γ) και (δ) είναι συνέπειες

της συνθήκης (στ) στο Λήμμα 4.3.1 για το G′ και την κατασκευή του H.

΄Ενα ενεπίπεδο υπεργράφημα H με ένα κάλυμμα όψεων SH , που ικανοποιεί

τις ιδιότητες (β) - (δ) του Λήμματος 4.3.2, θα χαρακτηρίζεται, από εδώ και πέρα,

κανονικοποιημένο.
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Λήμμα 4.3.3. ΄Εστω H ένα κανονικοποιημένο υπεργράφημα με κάλυμμα

όψεων SH και έστω N ένας μη τετριμμένος 4-βρόχος που φράζει τους κλειστούς

δίσκους ∆1,∆2. ΄Εστω επίσης Hi, (i = 1, 2) το υπογράφημα του H που περιέχει

όλες τις κορυφές και ακμές που περιέχονται στο ∆i, συν την ακμή ẽ με άκρα

τις τέσσερις κορυφές του 4-βρόχου που διαπερνά. Τότε, Hi (για i = 1, 2) είναι

ένα κανονικοποιημένο γράφημα με fc(Hi) ≤ fc(H) και λιγότερες κορυφές από

το H.

Απόδειξη. Σημειώνουμε τον βρόχο N ως x1y1y2x2x1, όπου xj , yj ∈ fj (για

j = 1, 2) και f1, f2 δύο FC-όψεις. Σημείωσε ότι κανένα από τα xj , yj δεν μπορεί

να είναι ένα ζεύγος, αφού αλλιώς θα είναι και τα δύο ζεύγη και οι τέσσερις

κορυφές θα βρίσκονται σε μια υπερακμή, αντιβαίνοντας στο ότι το N είναι μη

τετριμμένο. ΄Εστω λοιπόν wj , zj δύο κορυφές του fj που εμποδίζουν τα xj και

yj να είναι ένα ζεύγος· βρίσκονται τότε, σε διαφορετικούς ανοιχτούς δίσκους

που φράζονται από το N , πράγμα που συνεπάγεται ότι το Hi (για i = 1, 2) έχει

λιγότερες κορυφές από το H, όπως ζητήθηκε. Παρατήρησε ότι τα fj , j = 1, 2

είναι χωρισμένα από το N σε δύο όψεις f ij := fj ∩∆i (για i = 1, 2, j = 1, 2).

Οι όψεις f1, f2 είναι οι μόνες FC-όψεις που ακουμπούνται από το N και άρα

μπορούμε να επιλέξουμε

SHi = {f i1, f i2} ∪ {f ∈ SH : f ⊆ ∆i}, i = 1, 2.

Αυτό εγγυάται, ότι fc(Hi) ≤ fc(H) για i = 1, 2. Απομένει τώρα να επαλη-

θεύσουμε, ότι οι συνθήκες (β)–(δ) του Λήμματος 4.3.2 παραμένουν αναλοίωτες

και για τα δύο Hi, i = 1, 2 και το λήμμα ισχύει. Η συνθήκη (β) έπεται από

το γεγονός ότι όλες οι όψεις του Hi, i = 1, 2 είναι υποσύνολα όψεων στο H.

Παρατήρησε ότι δεν προσθέτονται ακμές στο Hi, i = 1, 2 ενώ η νέα υπερακμή ẽ

περιέχει τα ζεύγη ακμών x1, y1 και x2, y2 που είναι με τη σειρά τους προσπίπ-

τουσες ακμές στις νέες όψεις f1, f2 και αυτό συνεπάγεται ότι η συνθήκη (γ)

ισχύει. Η συνθήκη (δ) έπεται από το γεγονός ότι όλες οι τριγωνικές όψεις του

Hi, i = 1, 2 είτε είναι τριγωνικές όψεις του H ή αντιστοιχούν σε τριγωνικές

όψεις του H που τέμνονται από το N και τώρα είναι προσπίπτουσες στη νέα

υπερακμή ẽ.

΄Ενα κανονικοποιημένο υπεργράφημα H λέγεται πρωταρχικό, αν κάθε 4-

βρόχος είναι τετριμμένος. Το τελευταίο βήμα για την αποκάλυψη της δομής ενός

γραφήματος που προβάλλει το κάλυμμα όψεών του είναι το μειωμένο γράφημα.

Ορισμός 4.3.4. ΄Εστω H ένα πρωταρχικό υπεργράφημα και SH ένα κάλυμμα

όψεων του H με |SH | ≥ 3. Ορίζουμε το μειωμένο του γράφημα red(H) ως το
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γράφημα του οποίου οι κορυφές αντιστοιχούν στις όψεις του SH και όπου δύο

κορυφές ενώνονται αν και μόνο αν υπάρχει μια υπερακμή στο H με κορυφές που

βρίσκονται στις αντίστοιχες όψεις (δες και το Σχήμα 4.4).

Rred(H)

f1

f2

f3

f4 f5

H∗ = R̃red(H)

H red(H)

Σχήμα 4.4: Το πρωταρχικό υπεργράφημα H με κάλυμμα όψεων SH = {f1, . . . , f5}, τα
ενεπίπεδα γραφήματα red(H) και Rred(H) και τα ισομορφικά ενεπίπεδα υπεργραφήματα

H∗ και R̃red(G) (στην επίπεδη εμβάπτιση τουH
∗
η κορυφή που αντιστοιχεί στην άπειρη

όψη του H παραλείπεται).

Λήμμα 4.3.5. ΄Εστω H ένα πρωταρχικό υπεργράφημα με fc(H) ≥ 3. Τότε,

τα γραφήματα H∗ και R̃red(H) είναι ισομορφικά.

Απόδειξη. Παρατήρησε ότι σε ένα πρωταρχικό υπεργράφημα H, όλες οι όψεις εί-

ναι είτε τρίγωνα ή FC-όψεις. ΄Αρα, οι κορυφές του H∗ μπορούν να διαμεριστούν

σε αυτές που αντιστοιχούν σε FC-όψεις και σε αυτές που αντιστοιχούν σε τρίγ-

ωνα του H. Σημειώνουμε αυτά τα δύο σύνολα κορυφών του H∗ ως VFC(H
∗) και

VT R(H∗). Από την άλλη μεριά, οι FC-όψεις του H αντιστοιχούν σε κορυφές

του red(H) και τα τρίγωνα του H αντιστοιχούν στις όψεις του red(H). Ακόμα,
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τα σύνολα V (red(H)) και F (red(H)) αντιστοιχούν στα δύο μέρη του συνόλου

κορυφών του Rred(H), και έτσι σε μια διαμέριση V1(R̃red(H)), V2(R̃red(H)) των

κορυφών του R̃red(H).

΄Εχουμε τώρα μια αλυσίδα από αντιστοιχίες, που συνθέτουν μια αντιστοιχία

σ μεταξύ του VFC(H
∗)∪ VT R(H∗) και του V1(R̃red(H))∪ V2(R̃red(H)). Ισχυρ-

ιζόμαστε ότι το σ είναι ένας ισομορφισμός από το H∗ το στο R̃red(H). Για να

γίνει αυτό αντιληπτό, παρατήρησε ότι κάθε υπερακμή e του H∗ έχει τέσσερα

άκρα που περιέχουν δύο αντιδιαμετρικά ζεύγη: δύο αντίστοιχα σε FC-όψεις και

δύο αντίστοιχα σε τρίγωνα του H. Παρατήρησε ότι αυτές οι FC-όψεις και τα

τρίγωνα του H αντιστοιχούν σε κορυφές και όψεις του red(G) και συνεπώς

στις κορυφές της υπερακμής σ(e) του R̃red(H)

H∗ H red(H) R̃red(H)

VFC(H
∗) oo // SH oo // V (red(H)) oo // V1(R̃red(H))

VT R(H∗) oo // F (H) \ SH oo // F (red(H)) oo // V2(R̃red(H))

E(H∗) oo // E(H) oo // E(red(H)) oo // E(R̃red(H))

Σχήμα 4.5: Οι αντιστοιχίες στην απόδειξη του Λήμματος 4.3.5.

Πόρισμα 4.3.6. Αν το H είναι ένα πρωταρχικό υπεργράφημα, τότε bw(H) ≤
2 ·

√
4.5 · fc(H).

Απόδειξη. Αν fc(H) = 2, τότε το H είναι το γράφημα από 6 κορυφές - τρεις

σε κάθε δίσκο - με 3 υπερακμές πληθυκότητας 4 μεταξύ αυτών των κορυφών.

Ισχύει ότι bw(H) = 4 ≤ 2 ·
√

4.5 · 2. Ας υποθέσουμε τώρα ότι το SH είναι

ένα κάλυμμα όψεων του H όπου 3 ≤ |SH | = fc(H) και παρατήρησε ότι το

red(H) περιέχει |SH | κορυφές. Από το βασικό αποτέλεσμα στο [75], κάθε

ενεπίπεδο γράφημα n κορυφών έχει κλαδοπλάτος που φράζεται από το
√

4.5 · n.
Εφαρμόζοντας αυτό το αποτέλεσμα στο red(H) έχουμε ότι bw(red(H)) ≤√

4.5 · fc(H). Επίσης, εφαρμόζοντας το [133, Θεώρημα (7.2)] στα H και H∗

έπεται ότι bw(H) = bw(H∗). Από τα Λήμματα 4.2.6 και 4.3.5, προκύπτει ότι

bw(H) = bw(H∗) = bw(R̃red(H)) ≤ 2 · bw(red(H)) ≤ 2 ·
√

4.5 · fc(H).
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Λήμμα 4.3.7. ΄Εστω H ένα κανονικοποιημένο γράφημα. Τότε bw(H) ≤
2 ·

√
4.5 · fc(H).

Απόδειξη. Χρησιμοποιούμε επαγωγή στον αριθμό των κορυφών του H. Στην

περίπτωση που |V (H)| = 6, το G έχει δύο FC-όψεις, τρεις κορυφές σε καθεμία

από αυτές, και τρεις υπερακμές. ΄Ετσι, πράγματι bw(H) ≤ 4 ≤ 2 ·
√

4.5 · 2.
Ψποθέτουμε τώρα ότι για κάθε κανονικοποιημένο υπεργράφημα H όπου 6 ≤
|V (H)| < n ισχύει ότι bw(H) ≤ 2 ·

√
4.5 · fc(H) και θα δείξουμε ότι το

ίδιο άνω φράγμα ισχύει για κάθε κανονικοποιημένο υπεργράφημα H με n κο-

ρυφές. Αν το H είναι πρωταρχικό τότε το αποτέλεσμα έπεται άμεσα από το

Πόρισμα 4.3.6. Ας υποθέσουμε τώρα ότι το H δεν είναι πρωταρχικό, συνεπώς

περιέχει ένα μη τετριμμένο 4-βρόχο N . Αφού το N φράζει δύο δίσκους ∆1,∆2,

το Λήμμα 4.3.3 συνεπάγεται ότι το γράφημα Hi (για i = 1, 2) είναι ένα κανον-

ικοποιημένο γράφημα με fc(Hi) ≤ k και |Hi| < n, i = 1, 2. Από την επαγωγική

υπόθεση έχουμε ότι bw(Hi) ≤ 2 ·
√

4.5 · ki, i = 1, 2. Τέλος, χρησιμοποιώντας

το Λήμμα 4.2.2, συμπεραίνουμε ότι bw(H) = max{bw(H1),bw(H2)}, δηλαδή
bw(H) ≤ 2 ·

√
4.5 · k.

Είμαστε τώρα έτοιμοι για να δείξουμε το κύριο συνδυαστικό αποτέλεσμα

αυτής της ενότητας, συγκεκριμένα το βελτιωμένο άνω φράγμα για το κλαδο-

πλάτος ενός γραφήματος ως συνάρτηση του αριθμού του καλύμματος όψεων

του.

Θεώρημα 4.3.8. Για κάθε επίπεδο γράφημα G, bw(G) ≤ 2 ·
√

4.5 ·
√

fc(G).

Απόδειξη. Μπορούμε να υποθέσουμε ότι fc(G) ≥ 2, αφού αλλιώς το G είναι

είτε ένα δάσος ή ένα εξωεπίπεδο γράφημα, που συνεπάγεται ότι bw(G) ≤ 2 και

τετριμμένα ισχύει το λήμμα. Επίσης, μπορούμε να υποθέσουμε ότι το G είναι

απλό αφού η απομάκρυνση από θηλιές ή/και πολλαπλές ακμές μπορεί να μειώσει

το κλαδοπλάτος ενός γραφήματος το πολύ κατά 2 και αυτό μόνο στην περίπτωση

όπου το γράφημα που προκύπτει είναι ένα δάσος. Θα χρησιμοποιήσουμε επαγωγή

στο |V (G)|. Για το μικρότερο γράφημα με fc(G) τουλάχιστον δύο, δηλαδή το

K4, το άνω φράγμα είναι αληθές. Υποθέτουμε το ίδιο για κάθε γράφημα με

λιγότερες από n > 4 κορυφές και θα δείξουμε ότι ισχύει επίσης για κάθε γράφημα

n κορυφών. Αν το γράφημα G είναι 3-συνεκτικό, τότε από τα Λήμματα 4.3.1

και 4.3.2, υπάρχει ένα υπεργράφημα H όπου fc(H) ≤ fc(G) και bw(G) ≤
bw(H) και το αποτέλεσμα έπεται από το Λήμμα 4.3.7. ΄Ετσι, ας υποθέσουμε

ότι το G δεν είναι 3-συνεκτικό. Τότε, έχει ένα διαχωριστή από το πολύ δύο

κορυφές. Θα περιγράψουμε την περίπτωση όπου ο ελάχιστος διαχωριστής έχει



60 Δύο προβλήματα σε επίπεδα γραφήματα

δύο κορυφές x και y, αφού αλλιώς, το αποτέλεσμα έπεται εφαρμόζοντας το

Λήμμα 4.2.2 στις (2-)συνεκτικές συνιστώσες του G. ΄Εστω C κάποια από τις

συνεκτικές συνιστώσες του G[V (G)−{x, y}]. Θέτουμε G1 = G[V (C)∪{x, y}]
και G2 = G[V (G) − V (C)] και προσθέτουμε και στα δύο G1 και G2 την ακμή

e = {x, y} (αν δεν υπάρχει ήδη). Παρατήρησε ότι Gi ≤ G και συνεπώς fc(Gi) ≤
fc(G). Από την επαγωγική υπόθεση, έχουμε bw(Gi) ≤ 2 ·

√
4.5 · fc(Gi) και το

αποτέλεσμα έπεται εφαρμόζοντας το Λήμμα 4.2.2 για G1 και G2.

4.4 Αλγοριθμικές συνέπειες

Μια άμεση συνέπεια του Θεωρήματος 4.3.8, είναι ότι αfvs ≤ αfc ≤ 4.243. Το

αυτό γεγονός οδηγεί στο κύριο αλγοριθμικό αποτέλεσμα αυτού του κεφαλαίου:

Θεώρημα 4.4.1. Το Επίπεδο Σύνολο Κορυφών Ανάδρασης και τοΚάλυμμα

Οψεων μπορούν να επιλυθούν σε O(215.11·
√
k · n+ n3) και O(210.1·

√
k · n+ n3)

βήματα, αντίστοιχα.

Τονίζουμε, ότι σύμφωνα με τον Thomassé [140] (δες επίσης [16, 23]) υπάρχει

ένας πολυωνυμικός αλγόριθμος που παράγει έναν πυρήνα μεγέθους O(k2) για

το πρόβλημα Σύνολο Κορυφών Ανάδρασης, όταν παραμετροποιείται κατά k

(δηλαδή ένα ισοδύναμο στιγμιότυπο του προβλήματος όπου το γράφημα της

εισόδου έχει το πολύ O(k2) κορυφές). Συνδυάζοντας αυτό το γεγονός με το

Θεώρημα 4.4.1, εξάγουμε την ύπαρξη ενός O(215.11·
√
k) + nO(1)

αλγόριθμου

για το Επίπεδο Σύνολο Κορυφών Ανάδρασης. Για το Κάλυμμα Οψεων, ένας

O(k2) πυρήνας έχει αναφερθεί στο [103]. Συνεπώς, το Κάλυμμα Οψεων μπορεί

να επιλυθεί σε O(210.1·
√
k) + nO(1)

βήματα.

Επιπλέον, τα συνδυαστικά φράγματα μπορούν να είναι χρήσιμα για τον υπολ-

ογισμό άλλων παραμέτρων που φράζονται από το κάλυμμα όψεων ή τον αριθμό

συνόλου κορυφών ανάδρασης. ΄Ενα παράδειγμα μιας τέτοιας παραμέτρου είναι ο

αριθμός του πακεταρίσματος κύκλων, που γράφεται ως cp(G), δηλαδή ο μέγισ-

τος αριθμός ξένων κύκλων σε ένα γράφημα G. Το αντίστοιχο παραμετροποιη-

μένο πρόβλημα είναι το εξής:

Επίπεδο Πακετάρισμα Κύκλων

Στιγμιότυπο: ΄Ενα επίπεδο γράφημα G και ένας μη αρνητικός ακέραιος k.

Παράμετρος: k

Ερώτημα: cp(G) ≥ k;
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΄Οπως προκύπτει από τα αποτελέσματα στο [50, 49], ο υπολογισμός του

cp(G) σε επίπεδα γραφήματα μπορεί να γίνει σε O(22.78·bw(G) · n) βήματα.

Συνεπώς, η συνθήκη (β) ισχύει για το cp με β ≤ 2.78. Είδαμε ότι για την

παράμετρο του συνόλου κορυφών ανάδρασης fvs ισχύει ότι για κάθε επίπεδο

G, bw(G) ≤ 2 ·
√

4.5 · fvs(G). Σύμφωνα με τα αποτελέσματα στο [103], για

κάθε επίπεδο γράφημα G, ισχύει ότι fvs(G) ≤ 5 ·cp(G). Συμπεραίνουμε ότι για

κάθε επίπεδο γράφημα G, bw(G) ≤ 2 ·
√

4.5 · 5 · cp(G) και έτσι η συνθήκη (α)

ισχύει για ςπ για α ≤ 9.49. Από την Πρόταση 4.1.1, το Επίπεδο Πακετάρισμα

Κύκλων μπορεί να επιλυθεί σε O(226.347·
√
k · n) βήματα.





Κεφάλαιο 5

Υποεκθετικότητα για σχεδόν

επίπεδα γραφήματα

΄Εχουμε δει στο Κεφάλαιο 3 ότι και η υποεκθετικότητα και η πυρηνοποίηση έχει

μελετηθεί εκτεταμμένα στα πλαίσια της παραμετρικής πολυπλοκότητας. Ισχυρές

μετα-αλγοριθμικές τεχνικές έχουν αναπτυχθεί για τη σχεδίαση παραμετρικών αλ-

γορίθμων, που καθιστούν δυνατή την αυτοματοποιημένη εξαγωγή υποεκθετικών

αλγορίθμων ή πυρήνων (δες [108] για μια επισκόπηση). Ας θυμηθούμε ότι για

την ενεργοποίηση ενός τέτοιου σχήματος, συνθήκες δύο ειδών πρέπει να ισχύουν

για το πρόβλημα που εξετάζεται: το πρώτο είναι ένας χαρακτηρισμός του προβ-

λήματος (όπως εκφρασιμότητα σε κάποια μοντέλο λογικής, βάση καποιου μον-

τέλου αυτομάτων [15, 38]), και το δεύτερο είναι ένας συνδυαστικός χαρακτηρισ-

μός των γραφημάτων της εισόδου (όπως κλειστότητα ως προς κάποια σχέση,

διδιαστατότητα ή ιδιότητες συμπάγειας [15, 138, 73, 68]).

Το συνδυαστικό μέρος όλων των αυτών των αποτελεσμάτων βασίζεται τυπικά

σε ιδιότητες τοπολογικής φύσης: ξεκινώντας από την απαίτηση περί επιπεδότη-

τας, αργότερα εξελίχθηκε σε συνθήκες όπως η εμβαπτισιμότητα του γραφήματος

της εισόδου σε κάποια επιφάνεια ή, πιο γενικά, ο αποκλεισμός κάποιου γραφή-

ματος ως ελάσσον ή τοπολογικό ελάσσον.

Εδώ κάνουμε ένα βήμα σε μια ορθογώνια κατεύθυνση. Θεωρούμε μια ευ-

ρεία γενικοποίηση των επίπεδων γραφημάτων — γραφήματα εμβαπτίσιμα στην

σφαίρα έτσι ώστε κάθε ακμή να τέμνεται ένα φραγμένο αριθμό φορών. Αυτή

κλάση γραφημάτων, δηλαδή τα ξ-σχεδόν επίπεδα γραφήματα, παρέχει ένα πολύ

πιο γενικό γραφοθεωρητικό σκηνικό από αυτό στο [72], υπηρετώντας ως μοντέλο
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για μια ποικιλία γεωμετρικών γραφημάτων τομών.

Μέχρι τώρα, η μόνη μετα-αλγοριθμική μελέτη των ξ-σχεδόν επίπεδων γραφη-

μάτων είναι ταυτή στο [85] όπου η ύπαρξη του EPTAS έχει αποδειχθεί για

γενικές οικογένειες προβλημάτων. Επίσης, είναι γνωστό από το [114] ότι τα

ξ-σχεδόν επίπεδα γραφήματα έχουν φραγμένη εξάπλωση. Αυτό, μαζί με τα μετα-

αλγοριθμικά αποτελέσματα στο [57], επιτρέπει την αυτοματοποιημένη εξαγωγή

FPT αλγορίθμων για προβλήματα σε ξ-σχεδόν επίπεδα γραφήματα που ορίζον-

ται βάση της CMSO λογικής (δες επίσης [34]). Παρόλα αυτά, οι αλγόριθμοι που

προκύπτουν από το πλαίσιο του [57] είναι μακρυά από το να είναι υποεκθετικοί.

Σε αυτό το κεφάλαιο, δείχνουμε πώς να επεκτείνουμε διάφορα μετα-αλγοριθμικά

αποτελέσματα περί της ύπαρξης υποεκθετικών παραμετρικών αλγορίθμων και

πολυωνυμικών πυρήνων για την κλάση των ξ-σχεδόν επίπεδων γραφημάτων.

Επιπλέον, όλα τα θεωρήματα μπορούν να γενικοποιηθούν άμεσα σε γραφήματα

που εμβαπτίζονται με λίγες διασταυρώσεις ανά ακμή σε μια επιφάνεια φραγμένου

γένους. Παρόλα αυτά, για την διατήρηση της απλότητας της παρουσίασης, δι-

αλέγουμε να περιοριστούμε στην περίπτωση όπου η επιφάνεια εμβαπτισιμότητας

είναι η σφαίρα.

5.1 Σχεδόν επίπεδα γραφήματα

Κάθε γράφημα μπορεί να σχεδιαστεί στη σφαίρα· τα επίπεδα γραφήματα είναι

απλά εκείνα για τα οποία αυτό μπορεί να γίνει χωρίς την ανάγκη για δύο ακμές να

διασταυρωθούν. Με άλλα λόγια κάθε σχεδιασμός ενός μη επίπεδου γραφήματος

αναγκαστικά θα έχει τουλάχιστον μια διασταύρωση. Παρόλα αυτά, εξετάζοντας

τα μη επίπεδα γραφήματα, υπάρχουν κάποια που πλησιάζουν πιο πολύ από ότι

άλλα στην ιδιότητα της επιπεδότητας. Γίνεται εμφανές ότι προκύπτει η ανάγκη

για έναν ορισμό ενός “βαθμού” της μη επιπεδότητας. Και αυτό, μαζί με την

ελπίδα ότι οι μέθοδοι που εφαρμόστηκαν σε επίπεδα γραφήματα μπορούν να

τροποποιηθούν ώστε να είναι χρήσιμες για γραφήματα των οποίων ο βαθμός της

μη επιπεδότητας είναι φραγμένος.

΄Ενας αριθμός από διαφορετικές προσεγγίσεις έχει προταθεί και μελετηθεί

στην προσπάθεια της γενικοποίησης των επίπεδων γραφημάτων. Για να αναφέρουμε

μερικές, έχουμε γραφήματα φραγμένου πάχους [35, 7], όπου ένα γράφημα έχει

πάχος t αν είναι ένωση από t επίπεδα γραφήματα αλλά όχι λιγότερα. Γραφή-

ματα φραγμένου αριθμού διασταυρώσεων [24, 97, 89], δηλαδή του ελάχιστου

αριθμού διασταυρώσεων σε κάθε σχεδιασμό του G. Περίπου επίπεδα γραφή-
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ματα [76, 3, 2], με ένα σχεδιασμό στον οποίο δεν τέμνονται περισσότερο από

k ακμές ανά δύο. Τα r-τοπικά επίπεδα γραφήματα [118], εκείνα που δεν περ-

ιέχουν κανένα μονοπάτι μήκους μικρότερου από r που να τέμνει τον ευατό του

και γραφήματα μεγάλου εύρους [141, 12].

Εδώ εστιάζουμε το ενδιαφέρον μας στην κλάση των ξ-σχεδόν επίπεδων

γραφημάτων, όπου θεωρούμε τους σχεδιασμούς γραφημάτων με λίγες διασταυ-

ρώσεις ανά ακμή. Αυτή η οικογένεια γραφημάτων παρουσιάστηκε για πρώτη

φορά από τους Pach και Tóth [119].

Ορισμός 5.1.1. ΄Ενα γράφημα είναι ξ-σχεδόν επίπεδο, αν έχει μια εμβάπτιση

στη σφαίρα, με το πολύ ξ διασταυρώσεις ανά ακμή.

Αντίθετα στην περίπτωση των επίπεδων γραφημάτων, ακόμα και η αναγνώρ-

ιση των 1-σχεδόν επίπεδων γραφημάτων είναι ένα NP-δύσκολο πρόβλημα [85].

Για αυτόν τον λόγο, για όλο το κεφάλαιο είμαστε πάντα προσεκτικοί να ξεκα-

θαρίζουμε αν το γράφημα της εισόδου των αλγορίθμων μας είναι ένα ξ-σχεδόν

επίπεδο γράφημα ή μια εμβάπτιση ξ-σχεδόν επίπεδου γραφήματος. (Δες το

Σχήμα 5.1 για ένα παράδειγμα ενός 2-σχεδόν επίπεδου γραφήματος.)

Σχήμα 5.1: ΄Ενα 2-σχεδόν επίπεδο γράφημα.

Αναφέραμε ήδη ότι η μελέτη των σχεδόν επίπεδων γραφημάτων διαγράφει

μια κατεύθυνση που είναι “ορθογώνια” προς αυτή των (τοπολογικά) ελεύθερων-

ελάσσονος γραφημάτων. Αυτό γίνεται σαφές από την επόμενη απλή παρατήρηση:

Παρατήρηση 5.1. Κάθε γράφημα είναι ένα τοπολογικό ελάσσον κάποιου

1-σχεδόν επίπεδου γραφήματος.

Για να γίνει αυτό αντιληπτό, παίρνουμε οποιονδήποτε σχεδιασμό ενός γραφή-

ματος G στη σφαίρα και για κάθε ακμή e στο G, εισάγουμε μια νέα κορυφή σε

κάθε τμήμα που περιορίζεται από δύο διαδοχικές διασταυρώσεις κατά μήκος της
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e. Κάθε ακμή του γραφήματος Gs που προκύπτει, τέμνεται το πολύ μια φορά.

Ακόμα, το γράφημα Gs είναι προφανώς μια υποδιαίρεση του G. Αναφερόμαστε

σε αυτή την εμβάπτιση του Gs ως την ακριβή υποδιαίρεση μιας εμβάπτισης του

G.

Σύμφωνα με τους Pach και Tóth [119] τα ξ-σχεδόν επίπεδα γραφήματα είναι

αραιά:

Πρόταση 5.1.2 ([119]). ΄Εστω G ένα ξ-σχεδόν επίπεδο γράφημα σε n κο-

ρυφές. Τότε το G έχει το πολύ 4.108 · √ξ · n ακμές.

Η κλάση των ξ-σχεδόν επίπεδων γραφημάτων είναι προφανώς κλειστή ως

προς υπογραφήματα, αφού διαγράφοντας μια ακμή ή μια κορυφή δεν μπορεί να

αυξήσει τον αριθμό διασταυρώσεων μιας ακμής. Παρόλα αυτά, τα ξ-σχεδόν

επίπεδα γραφήματα δεν έχουν τις τυπικές καλές ιδιότητες κλειστότητας των

τοπολογικά ορισμένων κλάσεων γραφημάτων. Συγκεκριμένα, δεν είναι κλειστά

ως προς τοπολογικά ελάσσονα ούτε προς συνθλίψεις.

Πόρισμα 5.1.3. Για κάθε ξ ≥ 1, τα ξ-σχεδόν επίπεδα γραφήματα δεν είναι

κλειστά ούτε ως προς τοπολογικά ελάσσονα ούτε ως προς συνθλίψεις.

Απόδειξη. ΄Εστω Kn ένα πλήρες γράφημα που δεν είναι ξ-σχεδόν επίπεδο, για

κάποιον ακέραιο ξ (μια τέτοια τιμή υπάρχει για κάθε n από την Πρόταση 5.1.2).

΄Εστω επίσης Gn η ακριβής υποδιαίρεση μιας εμβάπτισης του Kn (δες επίσης

Παρατήρηση 5.1). Η κλίκα Kn είναι και μια σύνθλιψη και ένα τοπολογικό ελάσ-

σον του Gn, που είναι προφανώς ένα 1-σχεδόν επίπεδο γράφημα.

Περιγράφουμε δύο διαδικασίες χρήσιμες για την μετατροπή κάθε απλής εμ-

βάπτιση ενός (όχι αναγκαστικά επίπεδου) γραφήματος G στη σφαίρα, σε ένα

ενεπίπεδο γράφημα.

Σχήμα 5.2: Βήματα της επίπεδης μετατροπής ενός γραφήματος.

Θεωρούμε την ακριβή υποδιαίρεση της δοσμένης εμβάπτισης του G και για

κάθε ζεύγος από τεμνόμενες ακμές e = {x, y} και e′ = {u, v}
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• προσθέτουμε τον κύκλο xuyv (παρατήρησε ότι αυτός ο κύκλος μπορεί να

είναι σχεδιαστεί χωρίς να δημιουργήσει περισσότερες διασταυρώσεις), και

• αφαιρούμε κάθε τέτοιο ζεύγος διασταυρωμένων ακμών e και e′.

Παρατήρησε ακόμα ότι, από κατασκευή, το γράφημα που προκύπτει είναι πράγ-

ματι ένα ενεπίπεδο γράφημα. Για μια απεικόνιση αυτής της διαδικασίας, δες το

Σχήμα 5.3. Θα αναφερόμαστε σε αυτή την διαδικασία και στο γράφημα που

προκύπτει ως την επίπεδη μετατροπή του δοσμένου γραφήματος.

Θεώρησε τώρα ένα σημείο της σφαίρας, όπου δύο ακμές της δοσμένης εμβάπ-

τισης του G διασταυρώνονται. Από τις υποθέσεις (δες επίσης τον Ορισμό 2.2.1),

αυτό το το σημείο ανήκει σε ακριβώς δύο ακμές και υπάρχει ένας ανοιχτός δίσκος

της σφαίρας που περιέχει τη διασταύρωση, αλλά καμία άλλη ακμή και κανένα

άλλο σημείο διασταύρωσης ή άλλες κορυφές.

΄Αρα, για κάθε διασταύρωση p από δύο ακμές e1, e2 του G μπορούμε να

θεωρήσουμε όπως παραπάνω έναν ανοιχτό δίσκο D της σφαίρας κατά τέτοιο

τρόπο, έτσι ώστε D ∩ e = ∅ για κάθε ακμή e ∈ E(G) \ {e1, e2}, το μόνο σημείο

στο D που να ανήκει και στις δύο ακμές είναι το p, καμία κορυφή του G να

μην βρίσκεται στο D και τέλος έτσι ώστε όλοι οι δίσκοι που προκύπτουν από

τη διαδικασία αυτή να είναι ανά δύο ξένοι. Τότε, υποδιαιρούμε τα e1 και e2

προσθέτοντας δύο νέες κορυφές x, y στο D \ {p} και συνδέουμε τα x και y με

μια νέα ακμή f που βρίσκεται εντελώς στο δίσκο D και συναντά τα e1 και e2

μόνο στα άκρα τους.

Σημειώνουμε ως M το σύνολο αυτών των νέων ακμών και ονομάζουμε το

γράφημα που προκύπτει διόροφη εμβάπτιση του G. Παρατήρησε ότι μπορούμε

να συνθλίψουμε την ακμή f μέσα στο δίσκο D έτσι ώστε η κορυφή vf που θα

προκύψει να συμπέσει με το σημείο p, αφήνοντας την εμβάπτιση του γραφήματος

έξω από το D ανέπαφη. Αν κάνουμε το ίδιο για κάθε ακμή στο M , παίρνουμε

ένα ενεπίπεδο γράφημα, την αποτύπωση του G.

Λήμμα 5.1.4. ΄Εστω G ένα ξ-σχεδόν επίπεδο γράφημα σχεδιασμένο στη

σφαίρα και έστω Gf η αποτύπωση του. Τότε tw(G) ≤ 2 · tw(Gf ).

Απόδειξη. ΄Εστω H η διόροφη εμβάπτιση του G. Αφού το G είναι ελάσσον του

H, αρκεί να δείξουμε ότι tw(H) ≤ 2 · tw(Gf ). Από την άλλη μεριά, το Gf είναι

μια σύνθλιψη τουH και έστωM το σύνολο ακμών τουH, από την σύνθλιψη των

οποίων παίρνουμε το Gf , δηλαδή H/M = Gf . Τότε, υπάρχει μια αντιστοιχία

ανάμεσα στις ακμές στο M ⊆ E(H) και στο σύνολο κορυφών VM ⊆ V (Gf ).

΄Εστω (V0, VM ) η αντίστοιχη διαμέριση του συνόλου κορυφών του Gf .
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Σχήμα 5.3: ΄Ενα γράφημα G και η αποτύπωση του Gf
.

Οι ακμές τουM είναι ανά δύο μη γειτονικές. Αυτό συνεπάγεται ότι (V0, V
1
M , V

2
M )

είναι μια διαμέριση του συνόλου κορυφών του H, όπου κάθε κορυφή v ∈ VM
αντιστοιχεί στις κορυφές v1 ∈ V 1

M και v2 ∈ V 2
M , τα άκρα της ακμής στο M , της

οποίας η σύνθλιψη έχει ως αποτέλεσμα το v.

Θεώρησε τώρα μια δεντροαποσύνθεση (T,X ) του Gf . Ισχυριζόμαστε ότι

το ζεύγος (T,X ′), όπου X ′t := V0 ∩ Xt ∪ {v1, v2|v ∈ VM ∩ Xt} για t ∈ T

είναι μια δεντροαποσύνθεση του H. Προφανώς όλες οι κορυφές περιέχονται σε

κάποια τσάντα. Επιπλέον, κάθε ακμή είναι σε μια τσάντα, αφού όλες οι ακμές

του E(H) \M ήδη ήταν, και ήμαστε προσεκτικοί να τοποθετήσουμε τα άκρα

κάθε ακμής τουM στην ίδια τσάντα. Τέλος, η ιδιότητα της συνέχειας παραμένει

ανέπαφη, αφού ένα άκρο μιας ακμής στο M ενάγει το ίδιο υποδέντρο στο T με

την αντίστοιχη κορυφή του VM .

Το τοπικό δεντροπλάτος ενός γραφήματος G είναι η συνάρτηση ltwG : N→
N που συσχετίζει κάθε μη αρνητικό ακέραιο ρ με το μέγιστο δεντροπλάτος μιας

r-γειτονιάς στο G: ltwG(r) = max{tw(G[Nr
G(v)]) : v ∈ V (G)}. Λέμε ότι

μια κλάση γραφημάτων L έχει φραγμένο τοπικό δεντροπλάτος, αν υπάρχει μια

συνάρτηση f : N→ N, τέτοια ώστε για κάθε G ∈ L και r ≥ 0, ltwG(r) ≤ f(r).

Πόρισμα 5.1.5. Για κάθε θετικό ακέραιο ξ, η κλάση των ξ-σχεδόν επίπεδων

γραφημάτων έχει φραγμένο τοπικό δεντροπλάτος.

Απόδειξη. ΄Εστω G ένα ξ-σχεδόν επίπεδο γράφημα για κάποιον ακέραιο ξ και

θεώρησε το σύνολο κορυφών Nr
G(v) ⊆ V (G), δηλαδή τη r-γειτονιά μιας τυχαίας

κορυφής v του G, για κάποιον ακέραιο r. Τότε, το G[Nr
G(v)] είναι το υπ-

ογράφημα στο G εναγόμενο από τις κορυφές της γειτονιάς και έτσι είναι επίσης

ξ-σχεδόν επίπεδο. ΄Εστω (G[Nr
G(v)])f η αποτύπωση αυτού του υπογραφήματος.

Από το Λήμμα 5.1.4, έπεται ότι tw(G[Nr
G(v)]) ≤ 2 · tw((G[Nr

G(v)])f ).
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Θεώρησε τώρα την r′-γειτονιά του v στο Gf , δηλαδή στην αποτύπωση του

G, όπου r′ = r · (ξ + 1). Αυτές οι κορυφές πάλι ενάγουν ένα υπογράφημα στο

Gf – το σημειώνουμε ως Gf [Nr′

Gf (v)]. Παρατήρησε, ότι από την επιλογή του

r′, ισχύει ότι (G[Nr
G(v)])f ⊆ Gf [Nr′

Gf (v)], που με τη σειρά του συνεπάγεται ότι

tw((G[Nr
G(v)])f ) ≤ tw(Gf [Nr′

Gf (v)]).

Αφού η αποτύπωση Gf είναι ένα επίπεδο γράφημα, υπάρχει μια συνάρτηση h,

τέτοια ώστε tw(Gf [Nr′

Gf (v)]) ≤ h(r′). Συνδυάζοντας τις ανισότητες, συμπεραί-

νουμε ότι tw(G[Nr
G(v)]) ≤ h′(r), για μια συνάρτηση h′ = Oξ(h).

Μετά από αυτό το πόρισμα μπορεί να θέσει κανείς το ερώτημα αν είναι επι-

πλέον αληθές, ότι για κάθε κορυφή x ενός σχεδόν επίπεδου γραφήματος G και

r ≥ 0, το σύνολο κορυφών του G σε απόσταση r από το x ενάγει ένα υπ-

ογράφημα φραγμένου δεντροπλάτους. Αυτό θα είχε πράγματι ενδιαφέρουσες

αλγοριθμικές συνέπειες για την κλάση των σχεδόν επίπεδων γραφημάτων.

Παρόλα αυτά, δεν είναι γενικά αληθές, όπως βεβαιώνεται από το εξής αν-

τιπαράδειγμα. Θεώρησε την τυπική εμβάπτιση μιας σχάρας τυχαίου μεγέθους

στη σφαίρα S0. Μπορούμε να κατασκευάσουμε ένα δέντρο T σταθερού μέγισ-

του βαθμού, ας πούμε ίσου με 4, έτσι ώστε τα φύλλα του T να είναι ακριβώς

οι κορυφές της σχάρας και να είναι όλα στην ίδια απόσταση από μια εσωτερική

κορυφή του δέντρου και επιπλέον κατά τέτοιο τρόπο που το T να μπορεί να

σχεδιαστεί στο S0, έτσι ώστε κάθε ακμή του δέντρου ή της σχάρας να έχει το

πολύ ένα σταθερό αριθμό διασταυρώσεων.

5.2 Υποεκθετικοί αλγόριθμοι

Δεδομένου ενός γραφήματος G, ας θυμηθούμε ότι ένα σύνολο S ⊆ V (G) είναι

ένα r-σύνολο κυριαρχίας του G αν κάθε κορυφή στο G είναι σε απόσταση το

πολύ r από κάποια κορυφή στο S. Ο αριθμός του r-συνόλου κυριαρχίας του G,

που γράφεται ως dsr(G), είναι το ελάχιστο μέγεθος ενός r-συνόλου κυριαρχίας

στο G.

΄Εστω Π ⊆ G × N και έστω Π το συμπλήρωμα του Π. Λέμε ότι το Π είναι

r-συμπαγές (ή, απλά, συμπαγές) αν, για κάποιο Π′ ∈ {Π,Π}, ισχύει ότι υπάρχει
μια σταθερά r τέτοια ώστε, για κάθε ζεύγος (G, k) ∈ Π′, υπάρχει ένα σύνολο S

όπου |S| ≤ r · k και το S είναι ένα r-σύνολο κυριαρχίας του G. Ας θυμηθούμε

ότι ένα παραμετροποιημένο πρόβλημα Π ⊆ G × N είναι ω-μοναδικά εκθετικά

επιλύσιμο σε συνάρτηση του δεντροπλάτους, αν υπάρχει ένας αλγόριθμος που

το επιλύει σε 2ω·tw(G)nO(1)
βήματα.
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Θα χρειαστούμε πρώτα το εξής λήμμα, η απόδειξη του οποίου βασίζεται στο

Λήμμα 5.1.4.

Λήμμα 5.2.1. Υπάρχει ένας αλγόριθμος που, δεδομένης μιας εμβάπτισης ενός

ξ-σχεδόν επίπεδου γραφήματος G σε n κορυφές, εξάγει σε Oξ(n) χρόνο ένα

ενεπίπεδο γράφημα H με Oξ(n) κορυφές, τέτοιο ώστε tw(G) ≤ 2 · tw(H).

Επιπλέον, αν ένα σύνολο S ⊆ V (G) είναι ένα r-σύνολο κυριαρχίας στο G, τότε

το S είναι ένα Or,ξ(1)-σύνολο κυριαρχίας στο H.

Απόδειξη. ΄ΕστωH η αποτύπωση τουG. Αυτό γράφημα μπορεί να κατασκευαστεί

προφανώς σε γραμμικό χρόνο σε συνάρτηση με τον αριθμό των κορυφών του,

δηλαδή το πολύ σε O(ξ · n) βήματα, και το Λήμμα 5.1.4 άμεσα συνεπάγεται ότι

tw(G) ≤ 2 · tw(H). Ακόμα, από την κατασκευή του H, έπεται ότι υπάρχει ένας

μονομορφισμός τ : V (G) → V (H), τέτοιος ώστε κάθε κορυφή του H είναι σε

απόσταση το πολύ dξ/2e από κάποια κορυφή στο V (G).

΄Εστω τώρα S ένα r-σύνολο κυριαρχίας του G. Αφού κάθε ακμή του G

αντιστοιχεί σε ένα μονοπάτι μήκους το πολύ ξ + 1 στο H, κάθε κορυφή του

V (G) είναι (r · (ξ + 1))-κυριαρχήσιμη από κάποια κορυφή του S. ΄Ετσι, το

σύνολο S είναι ένα (r · (ξ + 1) + dξ/2e)-σύνολο κυριαρχίας στο H.

Συνδυάζοντας το κύριο συνδυαστικό αποτέλεσμα του [138] με το Λήμμα 5.2.1,

μπορούμε να αποδείξουμε το εξής.

Λήμμα 5.2.2. Για κάθε ξ-σχεδόν επίπεδο γράφημα G και κάθε ακέραιο r,

ισχύει ότι tw(G) ≤ Or,ξ(
√
dsr(G)).

Απόδειξη. ΄Εστω dsr(G) = k και έστω H ένα ενεπίπεδο γράφημα όπως αυτό

στην έξοδο του αλγόριθμου στο Λήμμα 5.2.1. Τότε, έπεται ότι tw(G) ≤
2 · tw(H) και το H έχει ένα Or,ξ(1)-σύνολο κυριαρχίας μεγέθους το πολύ k.

Ακόμα, αφού τοH είναι επίπεδο, από το [138], ισχύει ότι tw(H) ≤ Or,ξ(
√
dsOr,ξ(H)).

Συνδυάζοντας αυτά τα γεγονότα, συμπεραίνουμε ότι tw(G) ≤ Or,ξ(
√
dsr(G)).

Το Λήμμα 5.2.2, μαζί με τον αλγόριθμο του Αμιρ στο [8] συνεπάγεται το

Θεώρημα 5.2.3, που είναι το κύριο αλγοριθμικό αποτέλεσμα αυτής της ενότητας.

Θεώρημα 5.2.3. ΄Εστω Π ⊆ G × N ένα παραμετροποιημένο πρόβλημα που
είναι r-συμπαγές και είναι ω-μοναδικά εκθετικά επιλύσιμο σε συνάρτηση του

δεντροπλάτους. Τότε, ο περιορισμός του Π σε εμβαπτίσεις ξ-σχεδόν επίπεδων

γραφημάτων μπορεί να επιλυθεί σε 2Or,ξ,ω(
√
k) · nO(1)

βήματα, δηλαδή, για κάθε

μη αρνητικό ακέραιο ξ, ισχύει ότι Πξ ∈ 2Or,ξ,ω(
√
k)
-FPT.
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Προοφ. Αφού το Π είναι r-συμπαγές, ισχύει ότι (G, k) ∈ Π ⇒ dsr(G) ≤ rk

και συνεπώς, το Λήμμα 5.2.2 συνεπάγεται ότι tw(G) ≤ f(r, ξ) ·
√
k, για κάποια

συνάρτηση f των r και ξ. Χρησιμοποιώντας τον αλγόριθμο του Αμιρ από το [8]

μπορούμε να ελέγξουμε σε 2O(tw(G)) ·nO(1)
χρόνο αν tw(G) ≤ f(r, ξ) ·

√
k και,

σε περίπτωση μιας αρνητικής απάντησης μπορούμε να αποφανθούμε ασφαλώς

ότι (G, k) 6∈ Π. Αν τώρα, tw(G) ≤ f(r, ξ) ·
√
k, τότε το αποτέλεσμα έπεται

από το γεγονός ότι το Π είναι ω-μοναδικά εκθετικά επιλύσιμο σε συνάρτηση

δεντροπλάτους.

5.3 Αλγόριθμοι πυρηνοποίησης

Χρησιμοποιούμε Μετρημένη Μοναδική Δευτεροβάθμια Λογική, ή πιο σύντομα

CMSO, μια επέκταση της μοναδικής δευτεροβάθμιας λογικής που εξετάστηκε

στο [32], ως βασικό εργαλείο για την έκφραση από ιδιότητες συνόλων κορυφών

και ακμών σε γραφήματα.

Η σύνταξη της CMSO για γραφήματα περιέχει τους λογικούς συνδέσμους

∨, ∧, ¬, ⇔, ⇒, μεταβλητές για κορυφές, ακμές, σύνολα κορυφών και σύνολα

ακμών, τους ποσοδείκτες ∀, ∃ που μπορούν να εφαρμοστούν σε αυτές τις μεταβλ-

ητές και τις εξής πέντε δυαδικές σχέσεις:

1. u ∈ U όπου u είναι μια μεταβλητή κορυφής και U είναι μια μεταβλητή

συνόλου κορυφών·

2. d ∈ D όπου d είναι μια μεταβλητή ακμής καιD είναι μια μεταβλητή συνόλου

ακμών·

3. inc(d, u), όπου d είναι μια μεταβλητή ακμής, u είναι μια μεταβλητή κο-

ρυφής, και η μετάφραση είναι είναι ότι η ακμή d είναι προσπίπτουσα στην

κορυφή u·

4. adj(u, v), όπου u και v είναι μεταβλητές κορυφών και η μετάφραση είναι

ότι οι u και v είναι γειτονικές·

5. ισότητα από μεταβλητές που αντιπροσωπεύουν κορυφές, ακμές, σύνολα

κορυφών και σύνολα ακμών.

Επιπλέον στα συνήθη χαρακτηριστικά της Μοναδικής Δευτεροβάθμιας Λογικής,

αν έχουμε ατομικές φόρμουλες που ελέγχουν αν ο πληθάριθμος ενός συνόλου

είναι ίσος με το υπόλοιπο της ακέραιης διαίρεσης του n δια p, όπου n και p είναι

ακέραιοι τέτοιοι ώστε 0 ≤ n < p και p ≥ 2, τότε αυτή η επέκταση της MSO
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λέγεται Μετρημένη Μοναδική Δευτεροβάθμια Λογική. ΄Ετσι βασικά η CMSO

είναι MSO μαζί με την εξής ατομική φόρμουλα: Αν το U συμβολίζει ένα σύνολο

X, τότε cardn,p(U) = true αν και μόνο αν το |X| είναι n mod p.

Εδώ, δουλεύουμε με παραμετροποημένα ανάλογα της βελτιστοποίησης προβ-

λημάτων σε γραφήματα όπου ο στόχος είναι να βρεθεί ένα ελάχιστο μέγεθος

συνόλου κορυφών/ακμών που να ικανοποιεί μια CMSO-ορισμένη ιδιότητα σε

γραφήματα. ΄Εστω ψ μια CMSO φόρμουλα. Λέμε ότι ένα παραμετροποιημένο

πρόβλημα Π ⊆ G × N είναι ορισμένο από το ψ αν

Π = {(G, k) | G έχει ένα σύνολο ακμών/κορυφών S: |S| ≤ k ∧ (G,S) |= ψ}.(5.1)

Σε αυτή την περίπτωση λέμε ότι το Π είναι ένα p-μιν-CMSO παραμετροποιημένο

πρόβλημα σε γραφήματα (ή, απλά, ένα p-μιν-CMSO πρόβλημα).

΄Ενα υποσημειωμένο γράφημα είναι ένα ζεύγος (G, Y ) όπου Y είναι ένα

σύνολο κορυφών/ακμών. Σημειώνουμε ως A το σύνολο όλων των υποσημει-

ωμένων γραφημάτων. Η υποσημειωμένη εκδοχή Πα ενός παραμετροποιημένου

προβλήματος Π ορισμένου από κάποια CMSO φόρμουλα ψ είναι το υποσύνολο

Πα του A× N, τέτοιο που

Πα = {((G, Y ), k) | G έχει ένα σύνολο κορυφών/ακμώνS:

S ⊆ Y ∧ |S| ≤ k ∧ (G,S) |= ψ}.
(5.2)

Πριν προχωρήσουμε, πρέπει να ορίσουμε τις έννοιες των προεξοχών και των

προεξοχοαποσυνθέσεων, που παρουσιάστηκαν για πρώτη φορά στο [15]. Δε-

δομένου ενός γραφήματος G = (V,E), λέμε ότι ένα σύνολο X ⊆ V είναι

μια β-προεξοχή του G αν |∂G(X)| ≤ β και tw(G[X]) ≤ β. ΄Ενα γράφημα

G έχει μια (α, β)-προεξοχοαποσύνθεση αν το V (G) έχει μια διαμέριση P =

{R0, R1, . . . , Rρ} όπου

• NG(Ri) ⊆ R0, i ∈ {1, . . . , ρ},
• max{ρ, |R0|} ≤ α, και
• για κάθε i ∈ {1, . . . , ρ}, NG[Ri] είναι μια β-προεξοχή του G.

Η εξής πρόταση έπεται από μια κατάλληλη προσαρμογή των αποτελεσμάτων

από το [15].

Πρόταση 5.3.1 ([15]). ΄ΕστωΠ ⊆ G×N ένα p-μιν-CMSO πρόβλημα ορισμένο

από κάποια CMSO-φόρμουλα ψ όπου µ = |ψ|. Τότε υπάρχει ένας αλγόριθμος
που, δεδομένου ενός ζεύγους (G, k) και μιας (ck, c)-προεξοχοαποσύνθεσης του
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G, εξάγει, σε Oµ,c(n) βήματα, ένα υποσημειωμένο γράφημα (G′, Y ) τέτοιο ώστε

(G, k) ∈ Π αν και μόνο αν ((G′, Y ), k) ∈ Πα και |V (G′)| ≤ Oµ,c(k2).

Το εξής λήμμα αποκαλύπτει την κοντινή σχέση μεταξύ δεντροαποσυνθέσεων

και προεξοχοαποσυνθέσεων.

Λήμμα 5.3.2. ΄Εστω α και β μη αρνητικοί ακέραιοι. Αν ένα γράφημα G

έχει μια (α, 1
2β)-προεξοχοαποσύνθεση τότε έχει μια δεντροαποσύνθεση (T,X =

{Xt : t ∈ V (T )}) όπου T περιέχει μια κορυφή r με βαθμό το πολύ α τέτοια
ώστε

(α) |Xr| ≤ α και
(β) ∀t∈V (T )\{r} |Xt| ≤ β.

Αντίστροφα, αν το G έχει μια τέτοια δεντροαποσύνθεση, τότε έχει επίσης μια

(α, β)-προεξοχοαποσύνθεση.

Απόδειξη. Υποθέτουμε πρώτα ότι P = {R0, R1, . . . , Rρ} είναι μια (α, 1
2β)-

προεξοχοαποσύνθεση του G. Τροποποιούμε το P θέτοντας Ri ← Ri∪(NG(Ri)\
∂G(NG[Ri])). Παρατήρησε ότι μετά από αυτή την προσαρμογή το P παραμένει

μια (α, 1
2β)-προεξοχοαποσύνθεση και επιπρόσθετα ∂G(NG[Ri]) = NG(Ri), i ∈

{1, . . . , ρ}. Αυτό συνεπάγεται ότι |NG(Ri)| ≤ β
2 , i ∈ {1, . . . , ρ}.

΄Εστω Xi μια δεντροαποσύνθεση του Gi = G[NG[Ri]], για i ∈ {1, . . . , ρ}
όπου ρ ≤ α. Αφού κάθε V (Gi) είναι μια

1
2β-προεξοχή του G, έχουμε ότι

|NG(Ri)| = |∂G(NG[Ri])| ≤ 1
2β και υπάρχει μια δεντροαποσύνθεση (Xi, Ti)

του Gi πλάτους το πολύ
1
2β. Για κάθε i ∈ {1, . . . , ρ}, προσθέτουμε σε όλες

τις τσάντες του Xi τις, το πολύ
1
2β, κορυφές του NG(Ri) και παίρνουμε μια

δεντροαποσύνθεση (X ′i , Ti) του Gi πλάτους το πολύ β. Συμπτίσουμε τώρα αυτές

τις δεντροαποσυνθέσεις σε μια δεντροαποσύνθεση (X , T ) του G ως εξής: ΄Εστω

Xr = W και έστω T το δέντρο που προκύπτει κάνοντας γειτονική την κορυφή

r με μια τυχαία επιλεγμένη κορυφή του κάθε δέντρου στο X ′i για i ∈ {1, . . . , ρ}.
Παίρνουμε τέλος X = {Xr} ∪

⋃
i∈{1,...,ρ} X ′i . Είναι εύκολο να παρατηρήσουμε

ότι το (X , T ) του G είναι μια δεντροαποσύνθεση του G όπου το r έχει βαθμό

ρ ≤ α στο T και όπου οι ιδιότητες (a) και (b) ικανοποιούνται.

Για την αντίστροφη κατεύθυνση, θεώρησε μια δεντροαποσύνθεση (X , T ) του

G και μια κορυφή r ∈ V (T ) βαθμού το πολύ α τέτοια ώστε τα (a) και (b) να

ικανοποιούνται. ΄Εστω T1, . . . , Tα οι συνεκτικές συνιστώσες του T \ r. Για

i ∈ {1, . . . , α}, ορίζουμε Gi = G[
⋃
t∈V (Ti)

Xt] και παρατήρησε ότι (Xi = {Xt |
t ∈ Ti}, Ti) είναι μια δεντροαποσύνθεση του Gi με πλάτος το πολύ β.
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΄Εστω R0 = Xr και, για i ∈ {1, . . . , α}, ορίζουμε Ri = V (Gi)\R0. Απομένει

να επαληθεύσει κανείς ότι {R0, R1, . . . , Rα} είναι μια (α, β)-προεξοχοαποσύνθεση

του G.

Για να αποδείξουμε ότι NG[Ri] είναι μια β-προεξοχή δείχνουμε πρώτα ότι

NG(Ri) ⊆ Xti όπου ti είναι ο γείτονας του t στο T που ανήκει στο Ti. ΄Εστω

x ∈ NG(Ri) και έστω y ∈ Ri όπου e = {x, y} ∈ E(G). Από την τρίτη ιδιότητα

των δεντροαποσυνθέσεων, το R0 = Xr διαχωρίζει κάθε ζεύγος κορυφών που

ανήκουν σε διαφορετικά Ri ΄ς. Συνεπώς x ∈ R0. ΄Εστω Xq μια τσάντα του

(X , T ) που περιέχει και τα δυο άκρα του e (αυτή η τσάντα υπάρχει από τη δεύτερη

ιδιότητα των δεντροαποσυνθέσεων). Αν q 6∈ V (Ti), τότε η τρίτη ιδιότητα των

δεντροαποσυνθέσεων συνεπάγεται ότι y ∈ R0, άτοπο. Αυτό σημαίνει ότι κάποια

από τις τσάντες του Ti περιέχει το x, συνεπώς, πάλι από την τρίτη ιδιότητα,

ισχύει ότι x ∈ Xti . Συμπεραίνουμε ότι NG(Ri) ⊆ Xti .

Ας θυμηθούμε ότι Xti ⊆ V (Gi), συνεπώς NG(Ri) ⊆ V (Gi) και αυτό

συνεπάγεται ότι NG[Ri] ⊆ V (Gi). Αφού tw(Gi) ≤ β έχουμε ότι επίσης

tw(G[NG[Ri]]) ≤ β. Απομένει τώρα να δείξουμε ότι |∂G(NG[Ri])| ≤ β. Αφού

∂G(NG[Ri]) ⊆ NG(Ri) αποδεικνύεται ότι |NG(Ri)| ≤ β, που άμεσα έπεται από

το γεγονός ότι NG(Ri) ⊆ Xti .

Επιστρέφοντας στη κλάση των ξ-σχεδόν επίπεδων γραφημάτων και χρησι-

μοποιώντας τα αποτελέσματα από το [85], μαζί με το [15, Λήμμα 8] και τα Λήμ-

ματα 5.1.4, 5.2.1, και 5.3.2 μπορούμε να αποδείξουμε το εξής.

Λήμμα 5.3.3. Υπάρχει ένας αλγόριθμος που, δεδομένης μια ξ-σχεδόν επίπεδης

εμβάπτισης ενός γραφήματος G σε n κορυφές και δύο ακέραιων r και k, είτε

αναφέρει ότι dsr(G) > k ή εξάγει μια (Or,ξ(k), Or,ξ(1))-προεξοχοαποσύνθεση

του G. Ακόμα, αυτός ο αλγόριθμος τερματίζει σε Or,ξ(n
2) βήματα.

Απόδειξη. Ως συνέπεια των αποτελεσμάτων από το [85], υπάρχει ένας Or,ξ(n)

αλγόριθμος που είτε επιστρέφει ότι το G δεν έχει r-σύνολο κυριαρχίας μεγέθους

k ή εξάγει ένα r-σύνολο κυριαρχίας S του G μεγέθους 2k. Εφαρμόζοντας

τον αλγόριθμο του Λήμματος 5.2.1, προκύπτει ένα ενεπίπεδο γράφημα H (η

αποτύπωση του G) με Oξ(n) κορυφές, μαζί με ένα Or,ξ(1)-σύνολο κυριαρχίας

του H μεγέθους 2k. Από το [15, Λήμμα 8], το H έχει μια (Or,ξ(k), Or,ξ(1))-

προεξοχοαποσύνθεση που μπορεί να κατασκευαστεί σε Or,ξ(n
2) βήματα.

Από το Λήμμα 5.3.2, το H έχει μια δεντροαποσύνθεση (T,X = {Xt : t ∈
V (T )}) όπου το T περιέχει μια κορυφή r βαθμού Or,ξ(k) τέτοια ώστε |Xr| =

Or,ξ(k) και ∀t∈V (T )\{r} |Xt| = Or,ξ(1). Αφού το H είναι η αποτύπωση του G,
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παρόμοια όπως στην απόδειξη του Λήμματος 5.1.4, το G έχει μια δεντροαποσύν-

θεση (T,X ′ = {X ′t : t ∈ V (T )}) όπου |Xr| = Or,ξ(k) και ∀t∈V (T )\{r} |Xt| =

Or,ξ(1). Εφαρμόζοντας τώρα την αντίστροφη κατεύθυνση του Λήμματος 5.3.2,

εξάγουμε ότι τοG έχει μια (Or,ξ(k), Or,ξ(1))-προεξοχοαποσύνθεση επίσης. Αφού

όλα τα Λήμματα που έχουν χρησιμοποιηθεί σε αυτή την απόδειξη εμπλέκουν αλ-

γόριθμους γραμμικού χρόνου, εκτός από τον αλγόριθμο από το [15, Λήμμα 8]

που χρειάζεται τετραγωνικό χρόνο στον αριθμό των κορυφών, έχουμε ότι ισχύει

το αποτέλεσμα του λήμματος.

΄Ενας συνδυασμός από τα Λήμματα 5.3.1 και 5.3.3 άμεσα συνεπάγεται το

εξής λήμμα.

Λήμμα 5.3.4. ΄Εστω Π ⊆ G × N ένα r-συμπαγές p-μιν-CMSO πρόβλημα

ορισμένο σε κάποια CMSO-φόρμουλα ψ όπου |ψ| = µ. Τότε, υπάρχει ένας αλ-

γόριθμος που, δεδομένης μιας ξ-σχεδόν επίπεδης εμβάπτισης ενός γραφήματος

G με n κορυφές και ενός ακέραιου k, εξάγει, σε Oµ,r,ξ(n
2) βήματα, ένα στιγ-

μιότυπο ((G′, Y ), k) του Πα τέτοιο ώστε το (G, k) είναι ένα “ναι”-στιγμιότυπο

του Πξ αν και μόνο αν το ((G′, Y ), k) είναι ένα “ναι”-στιγμιότυπο του Πα και

|V (G′)| ≤ Oµ,r,ξ(k2).

Ως άμεση συνέπεια του Λήμματος 5.3.4, μπορούμε να τώρα διατυπώσουμε το

κύριο αποτέλεσμα αυτής της ενότητας, που είναι η ύπαρξη πυρήνων για προβλή-

ματα σε γραφήματα περιορισμένα στα ξ-σχεδόν επίπεδα γραφήματα.

Θεώρημα 5.3.5. ΄Εστω Π ⊆ G × N ένα συμπαγές p-μιν-CMSO πρόβλημα

τέτοιο ώστε Πξ είναι NP-δύσκολο και Πα ∈ NP. Τότε, για κάθε μη αρνητικό

ακέραιο ξ, το Πξ έχει έναν πολυωνυμικό πυρήνα.

Ως ένα δείγμα των παραμετροποιημένων προβλημάτων για τα οποία το Θεώρημα 5.3.5

μπορεί να εφαρμοστεί αναφέρουμε το εξής υποσύνολο από τον κατάλογο προβ-

λημάτων του [15]:

Σύνολο Κυριαρχίας, r-Σύνολο Κυριαρχίας, Σύνολο Κυριαρχίας q-Κατωφλίου,

Κάλυμμα Κορυφών, Συνεκτικό r-Σύνολο Κυριαρχίας, Συνεκτικό Κάλυμμα

Κορυφών, Συνεκτικό Σύνολο Κυριαρχίας, Σύνολο Κυριαρχίας Ακμών, ῝λιχυε

Τρανςvερσαλ, Ανεξάρτητο Σύνολο, Τριανγλε Παςκινγ, Ινδεπενδεντ Σύνολο

Κυριαρχίας, (Ινδεπενδεντ) Διρεςτεδ Σύνολο Κυριαρχίας, Ελάχιστο Φύλλων

Ουτ-βρανςηινγ,Μέγιστο Φύλλων-Παραγόμενο Δέντρο, Εναγόμενου Ματςη-

ινγ, Ακυκλο Σύνολο Κυριαρχίας, Οδδ/Εvεν Σύνολο Κυριαρχίας, Τοταλ Σύνολο
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Κυριαρχίας, Περφεςτ Σύνολο Κυριαρχίας, Τοταλ Περφεςτ Σύνολο Κυριαρ-

χίας, r-Σςαττερεδ Σετ, κορυφή Σ-οvερινγ, Σ-οvερινγ Ακμών, Σ-Παςκινγ Ακ-

μών, κορυφή Σ-Παςκινγ.

5.4 Γραφήματα τομής κυρτών σωμάτων

Τα σχεδόν επίπεδα γραφήματα σχετίζονται άμεσα με διάφορες φυσικές κλάσεις

γραφημάτων τομών κυρτών σωμάτων στη σφαίρα. ΄Εστω B = {B1, . . . , Bn}
μια συλλογή κυρτών γεωμετρικών σωμάτων στη σφαίρα. Ας θυμηθούμε ότι το

γράφημα τομών GB αποτελείται από το σύνολο κορυφών V (GB) = B, και το

σύνολο ακμών E(GB) που απαρτίζεται από τις ακμές (Bi, Bj) για κάθε ζεύγος

τεμνόμενων σωμάτων Bi ∩ Bj 6= ∅. Ξωρίς βλάβη της γενικότητας, μπορούμε

να υποθέτουμε ότι κάθε αντικείμενο περιέχει μια μπάλα μικρής ακτίνας, και ότι

αν Bi ∩ Bj 6= ∅, τότε το Bi ∩ Bj επίσης περιέχει μια μπάλα μικρής ακτίνας,

αλλιώς μπορούμε να αφήσουμε τα σώματα να αυξηθούν οριακά διατηρώντας το

ίδιο γράφημα τομών.

Τώρα, δεδομένης της εμβάπτισης των σωμάτων στη σφαίρα, εμβαπτίζουμε

το γράφημα τομών GB στην ίδια σφαίρα. Για την κορυφή της εμβάπτισης που

αντιπροσωπεύει το αντικείμενο Bi, επιλέγουμε ένα σημείο vi ∈ Bi τέτοιο ώστε

οποιεσδήποτε τρεις κορυφές της εμβάπτισης να μην βρίσκονται σε μια ευθεία.

Αυτό είναι πάντα δυνατό γιατί κάθε αντικείμενο περιέχει μια μπάλα. Αφού τα

σώματα είναι κυρτά, για Bi∩Bj 6= ∅, μπορούμε να σχεδιάσουμε την ακμή (vi, vj)

ως τμήμα μιας τμηματικά ευθύγραμμης καμπύλης με το πολύ μια καμπή σε ένα

σημείο vij ∈ Bi∩Bj . Ακόμα, αφού κάθε τομή των σωμάτων περιέχει μια μπάλα,

μπορούμε να επιλέξουμε ξανά τα σημεία καμπής κατά τρόπο που τρία σημεία,

κορυφές του GB ή σημεία καμπής, να μην βρίσκονται σε μια ευθεία. ΄Εστω

G∗B το γράφημα που προκύπτει από το GB υποδιαιρώντας τις ακμές καμπής στα

σημεία καμπής. Αναφερόμαστε στις υποδιαιρεμένες κορυφές ως κορυφές καμ-

πής. Τέλος, σημειώνουμε ως Ĥ την 1-υποδιαίρεση ενός δοσμένου γραφήματος

H, δηλαδή το γράφημα που προκύπτει υποδιαιρώντας όλες τις ακμές του H μια

φορά.

Το εξής λήμμα περιγράφει την σχέση μεταξύ των σχεδόν επίπεδων γραφη-

μάτων και των γραφημάτων τομών κυρτών σωμάτων.

Λήμμα 5.4.1. Αν B = {B1, . . . , Bn} είναι μια συλλογή κυρτών σωμάτων
στην σφαίρα S0, τότε το ĜB είναι Od(1)-σχεδόν επίπεδο, όπου d είναι ο μέγιστος

βαθμός του GB.
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Απόδειξη. Σύμφωνα με τη συζήτηση παραπάνω, είναι αρκετό να δείξουμε ότι αν

d είναι ο μέγιστος βαθμός του GB, τότε το G∗B είναι Od(1)-σχεδόν επίπεδο και

συνεπώς το ίδιο ισχύει επίσης για το ĜB.

Παρατήρησε πρώτα ότι από την παραπάνω κατασκευή, όλες οι ακμές της

εμβάπτισης του G∗B είναι τα τμήματα ευθείων γραμμών που τέμνει η μια την

άλλη το πολύ σε ένα σημείο που δεν είναι κορυφή. ΄Ετσι, ο σχεδιασμός του

G∗B ικανοποιεί τις βασικές απιτήσεις για μια σχεδόν επίπεδη εμβάπτιση. Για να

δείξουμε ότι το G∗B είναι Od(1)-σχεδόν επίπεδο, αποδεικνύουμε ότι κάθε ακμή

(x, y) ∈ E(G∗B) τέμνεται από το πολύ O(d2) άλλες ακμές.

Θεώρησε ένα ζεύγος από τεμνόμενες ακμές (x, y) και (u, v). Για την απλότητα

της παρουσίασης θεωρούμε μόνο την περίπτωση όπου όλες οι τέσσερις κορυφές,

x, y, u, v, δεν είναι κορυφές καμπής. Παρόμοια μπορούμε να χειριστούμε τις

περιπτώσεις με κορυφές καμπής. ΄Εστω x ∈ Bi, y ∈ Bj , u ∈ Bk, v ∈ B`.

Από τον ορισμό, Bi ∩Bj 6= ∅ και Bk ∩B` 6= ∅. Από την κατασκευή, το σημείο

διασταύρωσης των ακμών (x, y) και (u, v) είναι στο (Bi ∪Bj)∩ (Bk ∪B`), που
σημαίνει ότι τουλάχιστον μια από τις κορυφές v ή u είναι γειτονικές στα x ή y.

Αν d είναι ο μέγιστος βαθμός του G∗B, οι κορυφές x και y μαζί έχουν το πολύ

2d− 2 γείτονες. Καθένας από αυτούς τους γείτονες γειτονεύει με το πολύ d− 1

άλλες κορυφές. ΄Ετσι, ο συνολικός αριθμός ζευγών (v, u) τέτοια ώστε v ή u

είναι γειτονικές στα x ή y είναι το πολύ 2(d − 1)2
. Συνεπώς, μια ακμή (x, y)

μπορεί να τέμνεται από το πολύ 2(d− 1)2
άλλες ακμές.

Ορισμός 5.4.2. Δεδομένου ενός θετικού πραγματικού αριθμού α, ορίζουμε

την κλάση α-παχιών κυρτών γραφημάτων τομών ως την κλάση που περιέχει ένα

γράφημα τομών GB μιας συλλογής B κυρτών σωμάτων, αν ο λόγος μεταξύ της

μέγιστης και της ελάχιστης ακτίνας ενός κύκλου όπου όλα τα αντικείμενα στο

B μπορούν να περιγραφούν, και να εγγραφούν αντίστοιχα, φράζεται άνω από το

α.

Από το παρακάτω λήμμα, ένα α-παχύ κυρτό γράφημα τομών που αποκλείει

ένα γράφημα H έχει φραγμένο μέγιστο βαθμό.

Λήμμα 5.4.3. ΄Εστω H ένα γράφημα σε h κορυφές. Αν το GB είναι α-παχύ

κυρτό γράφημα τομών μιας συλλογής σωμάτων B που αποκλείει το γράφημα H,
τότε το GB έχει μέγιστο βαθμό το πολύ 16hα2

.

Απόδειξη. Προς άτοπο, υποθέτουμε ότι το GB έχει μια κορυφή με βαθμό περισ-

σότερο από 16hα2
. Τότε, για το αντίστοιχο σώμα B της συλλογής B, δι-

αλέγουμε ένα τυχαίο σημείο x ∈ B. Αφού κάθε αντικείμενο στο B μπορεί
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να εγγραφεί σε ένα κύκλο ακτίνας R, όλα τα σώματα που τέμνουν το B περ-

ιέχονται σε έναν κύκλο C ακτίνας 4R με κέντρο το x. Αυτός ο κύκλος έχει

επιφάνεια 16πR2
. Αφού κάθε αντικείμενο στο B περιέχει ένα κύκλο ακτίνας

r, το άθροισμα των περιοχών των σωμάτων που τέμνουν το B ξεπερνά το

16hα2 × πr2 = 16πhR2
. Συνεπώς, υπάρχει ένα σημείο στον κύκλο C που

ανήκει τουλάχιστον σε h+ 1 σώματα από το B. ΄Ετσι, το GB περιέχει μια κλίκα

μεγέθους h+ 1 που αντιβαίνει στην υπόθεση ότι αποκλείει το H.

Συνδυάζοντας τα Λήμματα 5.4.1 και 5.4.3 συνεπάγεται ότι αν το GB είναι ένα

α-παχύ κυρτό γράφημα τομών που αποκλείει ένα γράφημα H, το υποδιαιρεμένο

γράφημα ĜB είναι Oh,α(1)-σχεδόν επίπεδο. Αυτό επιτρέπει την χρήση των

σχεδόν επίπεδων γραφημάτων για την αναπαράσταση ενός αριθμού γεωμετρικών

κλάσεων γραφημάτων όταν κάποιο γράφημα αποκλείεται ως υπογράφημα, όπως

για παράδειγμα τα γραφήματα μοναδιαίων κύκλων που αποκλείουν ένα γράφημα

H.

΄Επεται ότι και τα δύο κύρια μετα-αλγοριθμικά αποτελέσματα που παρουσιάστηκαν

στο κεφάλαιο αυτό, οι υποεκθετικοί αλγόριθμοι και οι αλγόριθμοι πυρηνοποίησης,

ισχύουν για α-παχιά κυρτά γραφήματα τομών που αποκλείουν ένα γράφημα H.

Για να γίνει αυτό αντιληπτό, παρατήρησε πρώτα ότι αν το GB είναι ένα τέ-

τοιο γράφημα, τότε ds2r(ĜB) ≤ dsr(GB) και, σύμφωνα με τα Λήμματα 5.4.1

και 5.4.3, το ĜB είναι ένα Oh,α(1)-σχεδόν επίπεδο γράφημα. Στη συνέχεια, τα

Λήμματα 5.2.2 και 5.3.3, εφαρμόζονται και παρέχουν ένα αντίστοιχο δέντρο και

προεξοχοαποσυνθέσεις για το ĜB. Αφού η ύπαρξη αποσυνθέσεων αυτού του

είδους δεν τροποποιείται διαγράφοντας κορυφές, οι ίδιες αποσυνθέσεεις μπορούν

επίσης να κατασκευαστούν για το GB και συνεπώς για κάθε α-παχύ κυρτό

γράφημα τομών που αποκλείει το γράφημα H. Τώρα, έχουμε ό,τι χρειάζεται

για να επεκτείνουμε τα Θεωρήματα 5.2.3 και 5.3.5 αε αυτά τα γραφήματα.

5.5 Επεκτάσεις

Εκτός από τα p-min-CMSO προβλήματα, οι έννοιες των p-eq-CMSO και p-max-

CMSO προβλημάτων παρουσιάστηκαν στο [15]. Τέτοια προβλήματα απαιτούν

το μέγεθος του υποσυνόλου κορυφών/ακμών S που αποτελεί το πιστοποιητικό

της λύσης στις σχέσεις (5.1) και (5.2) να είναι είτε ίσο με k ή τουλάχιστον

k, αντίστοιχα. Χρησιμοποιώντας τις αποδείξεις της Ενότητας 3 του [15], είναι

δυνατό να εξάγει κανείς παραλλαγές του Λήμματος 5.3.1 που δουλεύουν επίσης

για αυτά τα προβλήματα. Τότε, τα Λήμματα του υπόλοιπου Κεφαλαίου μπορούν
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να χρησιμοποιηθούν για να δειχτεί ότι το Θεώρημα 5.3.5 ισχύει για τα p-eq-

CMSO και p-max-CMSO προβλήματα με τον ίδιο τρόπο.

΄Ολα τα αποτελέσματα που συζητήθηκαν σε αυτό το κεφάλαιο ισχύουν επίσης

για ξ-σχεδόν γ-γένους γραφήματα, δηλαδή γραφήματα που μπορούν να εμβαπ-

τιστούν σε μια επιφάνεια γένους γ με το πολύ ξ διασταυρώσεις ανά ακμή. Αυτό

προκύπτει από το γεγονός ότι όλα τα λήμματα μας όπως και τα αποτελέσματα

που χρησιμοποιήθηκαν από τα [15], [138], και [85] είτε ήδη ισχύουν ή μπορούν

να επεκταθούν με άμεσο τρόπο σε φραγμένου γένους γραφήματα.

΄Ενα άλλο σχόλιο που πρέπει να τονιστεί, είναι ότι στις αποδείξεις που υπ-

οστηρίζουν τοΘεώρημα 5.2.3 δεν ζητούμε για μια εμβάπτιση του γραφήματος

της εισόδου G. Αυτό σημαίνει ότι το Θεώρημα 5.2.3 ισχύει ακόμα και αν το

πρόβλημα της εισόδου είναι ένα γράφημα που ξέρουμε ότι είναι ξ-σχεδόν επίπεδο

χωρίς να έχουμε μια ξ-σχεδόν επίπεδη εμβάπτιση του. Ακόμα, χρησμοποιώντας

τα πρόσφατα αποτελέσματα του [70], μπορούμε να αποδείξουμε ότι το ίδιο ισχύει

για το Θεώρημα 5.3.5.

Κλείνοντας αυτό το κεφάλαιο αναφέρουμε ένα ανοιχτό πρόβλημα. Παρατήρησε

ότι η συνθήκη της συμπάγειας είναι λιγότερο γενική από αυτή της διδιαστατότη-

τας, που μπορεί επίσης να χρησιμοποιηθεί για τη σχεδίαση υποεκθετικών παραμετρικών

αλγορίθμων και πολυωνυμικών πυρήνων, όπως παρουσιάστηκε στο Κεφάλαιο 3.

Ο στόχος της επέκτασης της θεωρίας της διδιαστατότητας σε σχεδόν επίπεδα

γραφήματα φαίνεται να είναι το επόμενο βήμα που απαιτεί τεχνικές που εκτείνον-

ται πέρα από τα όρια των αποτελεσμάτων αυτού του κεφαλαίου. Στο επόμενο κε-

φάλαιο, θα δούμε μια διαφορετική προσέγγιση σε αυτό το πρόβλημα που επιχειρεί

να ανοίξει τον δρόμο προς αυτή την κατεύθυνση.





Κεφάλαιο 6

Μια ισοδύναμη κλάση: τα

λ-ισόπεδα γραφήματα

΄Εχουμε δει στα προηγούμενα κεφάλαια ότι πολλά γραφοθεωρητικά προβλήματα

επιδέχονται προσεγγιστικά σχήματα πολυωνυμικού χρόνου [9] και αλγόριθμους

υποεκθετικού χρόνου [38] όταν περιορίζονται σε επίπεδα γραφήματα. Επίσης,

είδαμε πως αυτά τα αποτελέσματα έχουν επεκταθεί σε κλάσεις πολύ πιο γενικές

από τα επίπεδα γραφήματα, όπως γραφήματα εμβαπτίσιμα σε επιφάνειες φραγμέ-

νου γένους και H-ελεύθερα-ελάσσονος γραφήματα [41, 71]. Παρόλα αυτά, όπως

ήδη σημειώσαμε, όλες αυτές οι κλάσεις ορίζονται τοπολογικά.

Σε μια προσπάθεια να ακολουθήσουμε μια διαφορετική κατεύθυνση, παρουσιάσαμε

στο τελευταίο κεφάλαιο κλάσεις γραφημάτων που δεν ορίζονται τοπολογικά και

εστιάσαμε ειδικά στην κλάση των ξ-σχεδόν επίπεδων γραφημάτων. Εδώ, εισά-

γουμε μια νέα κλάση γραφημάτων που επίσης ταιριάζουν σε αυτή τη περιγραφή,

την κλάση των λ-ισόπεδων γραφημάτων.

Συζητήσαμε την ανάγκη για ένα μέτρο του “βαθμού” της μη επιπεδότητας

για ένα δοσμένο γράφημα. Η προσέγγιση που ακολουθήσαμε ήταν του εξής

τύπου: αν ένα γράφημα αναγκαστικά θα έχει διασταυρώσεις, ας ψάξουμε για μια

εμβάπτιση στη σφαίρα με φραγμένο αριθμό διασταυρώσεων.

Αυτή τη φορά αφήνουν στην άκρη το πώς ένα γράφημα μπορεί να σχεδιαστεί

στη σφαίρα και δουλεύουμε με διαφορετικό τρόπο. Θέλουμε να διατάξουμε

όλα τα γραφήματα με κριτήριο το πόσο προσομοιάζουν ένα επίπεδο γράφημα.

Προφανώς, στην κατηγοριοποίηση που στοχεύουμε, τα επίπεδα γραφήματα δεν

μπορεί παρά να βρίσκονται στην βάση. Τότε, ποιο θα μπορούσε να είναι το



82 Μια ισοδύναμη κλάση: τα λ-ισόπεδα γραφήματα

επόμενο στρώμα; Μια δύναμη ενός επίπεδου γραφήματος δεν είναι αναγκαστικά

επίπεδη, οπότε ας προσπαθήσουμε να τοποθετήσουμε στο επόμενο στρώμα, κάθε

γράφημα που είναι τετράγωνο ενός επίπεδου γραφήματος.

Αυτό ακούγεται ενδιαφέρον: η κλάση των γραφημάτων θα μπορούσε έτσι

να τεμαχιστεί κλιμακωτά σε ξεχωριστά, καλά ορισμένα στρώματα. Υπάρχει ένα

σοβαρό πρόβλημα όμως. Το τετράγωνο ενός επίπεδου γραφήματος φαίνεται να

είναι πολύ μακρυά από την αντίληψή μας ως προς την επιπεδότητα. Και όχι

άδικα. Το πλήρες γράφημα σε n κορυφές μπορεί να περιέχεται στο τετράγωνο

ενός επίπεδου γραφήματος!

Που απέτυχε η προσέγγισή μας; Η απάντηση βρίσκεται στο ορισμό της

απόστασης σε ένα γράφημα. Δύο κορυφές που είναι κοντά, μπορούν να είναι

αρκετά “μακρυνές” ως προς την επίπεδη εμβάπτιση του γραφήματος. Γίνεται

εμφανές, ότι χρειαζόμαστε κάποιον άλλο ορισμό για την απόσταση – ένα που να

σέβεται την επιπεδότητα.

Σε αυτό το κεφάλαιο εισάγουμε μια νέα μετρική για ενεπίπεδα γραφήματα, η

οποία λέγεται απόσταση τοίχο-τοίχο και που πετυχαίνει ακριβώς αυτό. Χρησι-

μοποιώντας αυτή την μετρική, είμαστε σε θέση να ορίσουμε την κλάση των

λ-ισόπεδων γραφημάτων, ως υπογραφήματα δυνάμεων ενεπίπεδων γραφημάτων.

΄Επειτα συνεχίζουμε με μια μελέτη της νέας κλάσης γραφημάτων, που αποκαλύπτει

ότι είναι παραμετρικά ισοδύναμη με την κλάση των ξ-σχεδόν επίπεδων γραφη-

μάτων που εξετάσαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο. Κλείνουμε το κεφάλαιο παρουσιά-

ζοντας επιρποσθετα χαρακτηριστικά των λ-ισόπεδων γραφημάτων.

6.1 Η απόσταση τοίχο-τοίχο

΄Εστω G ένα ενεπίπεδο γράφημα. Για το υπόλοιπο κεφάλαιο θα θεωρήσουμε

γραφήματα χωρίς θηλιές που μπορεί να έχουν πολλαπλές ακμές. Για κάθε κορυφή

v ∈ V (G), οι ακμές προσπίπτουσες στο v εμφανίζονται στον δοσμένο σχεδιασμό

του G στην κυκλική τάξη που σημειώνουμε ως σv (μια τέτοια κυκλική τάξη είναι

καλά ορισμένη αφού το G δεν έχει θηλιές). Δύο ακμές λέγονται διπλανές αν

μοιράζονται μια κορυφή, ας πούμε την v ∈ V (G), και εμφανίζονται διαδοχικά

στην κυκλική τάξη σv ή την αντίστροφή της.

Ορισμός 6.1.1. ΄Εστω e′, e′′ ∈ E(G) δύο ακμές στο G. ΄Ενας (e′, e′′)-

περίπατος τοίχο-τοίχο είναι μια ακολουθία από διαφορετικές ακμές e1, e2, . . . , e`,

τέτοιες ώστε e1 = e′ και e` = e′′ και κάθε δύο διαδοχικές ακμές στο e1, e2, . . . , e`
είναι διπλανές.
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Διαισθητικά, ένα τέτοιος περίπατος μπορεί να εξηγηθεί με τον εξής τρόπο.

΄Εστω το ενεπίπεδο γράφημα που αναπαριστά ένα χάρτη κτιρίου όπου οι ακ-

μές αναπαριστούν τους τοίχους, και καθέ τοίχος έχει μια πόρτα. Τότε, ένας

περίπατος τοίχο-τοίχο, που γράφεται επίσης ως wbw-περίπατος, είναι ένας περί-

πατος ξεκινώντας από ένα τοίχο e′ και τελειώνοντας σε ένα τοίχο e′′, συνεχώς

ακουμπώντας τοίχους και πιθανώς περνώντας μέσα από πόρτες.

Τώρα, έστω x και y δύο κορυφές του ενεπίπεδου γραφήματος G. Ο wbw-

περίπατος μεταξύ x και y, που λέγεται επίσης (x, y)-wbw περίπατος, είναι ένας

(ex, ey)-wbw περίπατος τέτοιος ώστε οι ακμές ex και ey να είναι προσπίπτουσες

στις κορυφές x και y, αντίστοιχα. Η απόσταση τοίχο-τοίχο μεταξύ x και y, που

γράφεται ως wbwG(x, y), είναι ο αριθμός ακμών στο συντομότερο (x, y)-wbw

περίπατο, αν ένας τέτοιος περίπατος υπάρχει, αλλιώς ισούται με το άπειρο (στην

περίπτωση που δεν υπάρχει μονοπάτι στο G που συνδέει τα x και y). Μπορεί

κανείς εύκολα να επαληθεύσει ότι αν wbwG(x, y) ≤ k για κάποιον ακέραιο k,

τότε υπάρχει ένα μονοπάτι τοίχο-τοίχο, δηλαδή ένας wbw περίπατος του οποίου

οι ακμές σχηματίζουν ένα άκυκλο υπογράφημα του G. Ξανά, χρησιμοποιούμε

τους συμβολισμούς wbw-μονοπάτι και (x, y)-wbw-μονοπάτι. Παρατήρησε, ότι

αφού οι ακμές τουwbw-μονοπατιού είναι διαφορετικές και διαδοχικές ακμές είναι

διπλανές, οι ακμές ενός wbw-μονοπατιού σχηματίζουν στην πραγματικότητα μια

κάμπια.

Παρατήρησε επίσης ότι η απόσταση τοίχο-τοίχο, ή συντομότεραwbw-απόσταση,

φράζεται κάτω από την κοινή απόσταση σε γραφήματα. Παρόλα αυτά, η διαφορά

μεταξύ της τιμής των δύο μετρικών μπορεί να είναι οσοδήποτε μεγάλη. Για να

γίνει αυτό αντιληπτό παρατήρησε την απόσταση από δύο μη γειτονικές κορυφές

ενός αστεριού (δες επίσης το Σχήμα 6.1).

Σχήμα 6.1: Η κοινή απόσταση και η wbw-απόσταση από δύο κορυφές ενός αστεριού

Η παρακάτω παρατήρηση παρέχει ένα εύκολο τρόπο να εκφράσουμε την

wbw-απόσταση σε συνάρτηση της κοινής απόστασης και εμπλέκει το μέσο

γράφημα ενός γραφήματος (για έναν ορισμό του μέσου γραφήματος δες τον
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Ορισμό 2.2.2 ).

Παρατήρηση 6.1. ΄Εστω G ένα ενεπίπεδο γράφημα και έστω MG το μέσο

του γράφημα. ΄Εστω επίσης x και y δύο κορυφές στο G και έστω fx και fy
οι όψεις του MG αντίστοιχες στα x και y αντίστοιχα. Τότε η απόσταση τοίχο-

τοίχο μεταξύ των x και y στο G είναι κατά ένα μεγαλύτερη από την ελάχιστη

απόσταση στο MG ανάμεσα σε μια κορυφή στο σύνορο του fx και μια κορυφή

στο σύνορο στο fy.

Θα αποδείξουμε την πρόταση παρακάτω, που συνεπάγεται άμεσα την ορ-

θότητα της Παρατήρησης 6.1. Παρατήρησε, ότι υπάρχει μια αντιστοιχία ανάμεσα

στις κορυφές του μέσου γραφήματοςMG ενός ενεπίπεδου γραφήματοςG και στις

ακμές του G. Σημειώνουμε αυτή την αντιστοιχία βψ φ : V (MG)→ E(G).

Πρόταση 6.1.2. ΄Εστω ένα 2-συνεκτικό ενεπίπεδο γράφημα G και δύο κο-

ρυφές x, y ∈ V (G). Ισχύει ότι wbw(x, y) ≤ k αν και μόνο αν υπάρχουν δύο

κορυφές xe, ye ∈ V (MG) τέτοιες ώστε να υπάρχει ένα απλό xeye-μονοπάτι μήκ-

ους το πολύ k και οι ακμές ex = φ(xe) και ey = φ(ye) του G είναι προσπίπτουσες

στα x και y, αντίστοιχα.

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι wbw(x, y) = k. ΄Εστω P = e1e2 . . . ek ένα

wbw-μονοπάτι, όπου οι ακμές e1 και ek είναι προσπίπτουσες στα x και y, αν-

τίστοιχα. Αφού κάθε δύο διαδοχικές ακμές ei, ei+1 του P είναι διπλανές, υπ-

άρχει μια ακμή στο μέσο γράφημα MG που συνδέει τις αντίστοιχες κορυφές

vi, vi+1 ∈ V (MG) και αντίστροφα. Συνεπώς, στο μέσο γράφημα MG υπάρχει

ένα απλό μονοπάτι μήκους το πολύ k που περνά από τις κορυφές v1, v2, . . . , vk,

όπου ei = φ(vi), (1 ≤ i ≤ k). Η άλλη κατεύθυνση του λήμματος έπεται από τα

ίδια επιχειρήματα.

Κλείνουμε αυτή την ενότητα με μια πρόταση που παρέχει ένα ακόμα εναλλακ-

τικό ορισμό για την wbw-απόσταση. Ας θυμηθούμε ότι ένας βρόχος είναι μια

κλειστή καμπύλη Jordan που συναντά τον σχεδιασμό ενός ενεπίπεδου γραφήμα-

τος μόνο σε κορυφές και ότι το μήκος του είναι ακριβώς ο αριθμός των κορυφών

που συναντά (δες επίσης τον Ορισμό 2.2.3). Ονομάζουμε έναν βρόχο απλό αν

φράζει έναν ανοιχτό δίσκο ∆ ∈ S0, που δεν περιέχει κορυφές από το G και το

ενεπίπεδο γράφημα G∩(∆∪N) είναι συνεκτικό. Η εξής πρόταση συσχετίζει την

wbw-απόσταση δύο κορυφών σε ένα γράφημα, με το μήκος ενός απλού βρόχου

που περνά από αυτές τις δύο κορυφές.
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x y

Σχήμα 6.2: ΄Ενας απλός βρόχος στην περιφέρεια μιας κάμπιας

Πρόταση 6.1.3. ΄Εστω ένα 2-συνεκτικό ενεπίπεδο γράφημα G και δύο κο-

ρυφές x, y ∈ V (G). Ισχύει ότι wbw(x, y) ≤ k αν και μόνο αν υπάρχει ένας

απλός βρόχος N μήκους το πολύ k + 1 που συναντά τις κορυφές x και y.

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι wbw(x, y) = k, δηλαδή το συντομότερο (x, y)-

wbw-μονοπάτι αποτελείται από k ακμές. ΄Οπως σημειώθηκε παραπάνω, κάθε

wbw-μονοπάτι είναι μια κάμπια. Αφού οι διαδοχικές ακμές στο wbw-μονοπάτι

είναι διπλανές, κάθε δύο φύλλα της κάμπιας που εμφανίζονται διαδοχικά στο

wbw-μονοπάτι είναι κορυφές προσπίπτουσες στην ίδια όψη τουG. Αυτό συνεπάγε-

ται ότι υπάρχει ένας βρόχος N που περικλείει ακριβώς τις ακμές της κάμπιας στο

σχεδιασμό του G. (δες και το Σχήμα 6.2). Παρατήρησε ακόμα ότι ο βρόχος N

είναι απλός και ότι |N | ≤ k + 1.

Τώρα, ας υποθέσουμε ότι υπάρχει ένας απλός βρόχος N μήκους k + 1 που

συναντά τις κορυφές x και y. Από τον ορισμό ενός απλού βρόχου, το N

φράζει έναν ανοιχτό δίσκο ∆ ∈ S0, που δεν περιέχει κορυφές από το G και

το ενεπίπεδο γράφημα GN = G ∩ (∆ ∪N) είναι συνεκτικό. Αφού το GN είναι

συνεκτικό, υπάρχει ένα απλό μονοπάτι P μεταξύ x και y στο GN . Για κάθε

κορυφή v ∈ V (P ) προσθέτουμε τις ακμές σε όλους τους γείτονες στο GN . Στο

γράφημα που προκύπτει μπορεί να εμφανίζονται τρίγωνα, δηλαδή κύκλοι μήκους

3. Παρατήρησε ότι η ύπαρξη πιο μακρυών κύκλων δεν είναι δυνατή. Καθένα από

αυτά τσ τρίγωνα περιέχει μια ακμή του μονοπατιού P . Η διαγραφή από αυτές

τις ακμές έχει ως αποτέλεσμα μια κάμπια. Αυτή η κάμπια ικανοποιεί όλες τις

συνθήκες του (x, y)-wbw-μονοπατιού. Αφού V (GN ) = k+ 1, ο αριθμός ακμών

στην κάμπια είναι το πολύ k.
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6.2 Η κλάση των λ-ισόπεδων γραφημάτων

Θεωρούμε δυνάμεις ενός ενεπίπεδου γραφήματος σε συνάρτηση με τη νέα μετρική.

΄Εστω H ένα απλό ενεπίπεδο γράφημα και έστω λ ένας θετικός ακέραιος. Για

λ ≥ 1, ορίζουμε το γράφημα Hλ
ως ένα γράφημα με σύνολο κορυφών V (H) και

σύνολο ακμών E(H)∪Ẽ, όπου το Ẽ περιέχει όλα τα ζεύγη {x, y} που δεν ανήκ-

ουν στο E(H) και τέτοια ώστε wbwH(x, y) ≤ λ. Το γράφημα που προκύπτει

είναι πάλι απλό.

Ορισμός 6.2.1. ΄Εστω λ ένας θετικός ακέραιος. Λέμε ότι ένα γράφημα G

είναι λ-ισόπεδο, αν είναι ένα υπογράφημα του Hλ
για κάποιο επίπεδο γράφημα

H.

Παρατήρησε ότι, σύμφωνα με τον παραπάνω ορισμό, τα 1-επίπεδα γραφή-

ματα είναι ακριβώς τα επίπεδα γραφήματα. Για ένα παράδειγμα ενός 2-επίπεδου

γραφήματος δες το Σχήμα 6.3.

Σχήμα 6.3: Τα γραφήματα H και H2
(οι αχνές ακμές είναι οι ακμές του H2

που

δεν ανήκουν στο H). Παρατήρησε ότι κάθε wbw-μονοπάτι ανάμεσα στις δύο άσπρες

κορυφές στο H έχει μήκος τουλάχιστον 4 (ένα από αυτά τα μονοπάτια απεικονίζεται

από τις τονισμένες ακμές).

Μέρος του κινήτρου για τον ορισμό της νέας μετρικής και την κλάση των

λ-ισόπεδων γραφημάτων αποκαλύτεται από τις εξής απλές παρατηρήσεις. Χρησι-

μοποιώντας κοινές μετρικές γραφημάτων για δυνάμεις γραφημάτων, όπως η

απόσταση συντομότερου μονοπατιού ή η απόσταση συντομότερου μονοπατιού

στο ακτινικό γράφημα (ακτινική απόσταση), παίρνοντας ακόμα και το τετράγωνο

ενός ενεπίπεδου γραφήματος δημιουργεί μεγάλες κλίκες.

Για παράδειγμα, έστω H1 ένα αστέρι με n κορυφές. Για κάθε δύο κο-

ρυφές στο H1, υπάρχει ένα απλό μονοπάτι μήκους το πολύ 2 που τα συνδέει.
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΄Ετσι, το τετράγωνο του H1 είναι μια κλίκα Kn, αν η δύναμη του γραφήματος

κατασκευάζεται σε συνάρτηση με την μετρική συντομότερου μονοπατιού (την

κοινή απόσταση στα γραφήματα). ΄Εστω τώρα H2 ένας κύκλος σε n − 2 κο-

ρυφές. Σε συνάρτηση με την ακτινική απόσταση, το τετράγωνο τουH2 είναι πάλι

η κλίκα Kn. Με τα ίδια γραφήματα ως είσοδο, προκύπτει ότι η wbw-απόσταση

έχει μια πιο επιλεκτική συμπεριφορά, όταν πρόκειται για την κατασκευή δυνάμεων

γραφημάτων (δες επίσης Σχήμα 6.4). Πιο γενικά, έχουμε την εξής ιδιότητα των

λ-ισόπεδων γραφημάτων.

Παρατήρηση 6.2. Για κάθε επίπεδο γράφημα H και κάθε θετικό ακέραιο λ,

το μέγιστο μέγεθος μιας κλίκας στο Hλ
φράζεται από μια συνάρτηση του λ.

Πράγματι, για κάθε κορυφή ενός δοσμένου ενεπίπεδου γραφήματος και για

κάθε ακμή προσπίπτουσα σε αυτή την κορυφή, μόνο ένας φραγμένος αριθμός κο-

ρυφών (το πολύ εκθετικός σε συνάρτηση του λ) βρίσκονται σε wbw-απόσταση

το πολύ λ.

Σχήμα 6.4: Τα γραφήματα H1 (ένα αστέρι) και H2 (ένας κύκλος) και τα τετράγωνά

τους ως προς την wbw-απόσταση και τις κοινές αποστάσεις.

΄Οπως είδαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο, ένα γράφημα είναι ξ-σχεδόν επίπεδο

αν μπορεί να σχεδιαστεί στη σφαίρα με το πολύ ξ διασταυρώσεις ανά ακμή. Το

εξής θεώρημα διατυπώνει το κύριο αποτέλεσμα του κεφαλαίου, που συνδέει αυτές

τις δύο κλάσεις γραφημάτων.

Θεώρημα 6.2.2. Οι κλάσεις των λ-ισόπεδων γραφημάτων και των ξ-σχεδόν

επίπεδων γραφημάτων είναι παραμετρικά ισοδύναμες.
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Ας θυμηθούμε ότι από την Πρόταση 5.1.2, τα ξ-σχεδόν επίπεδα γραφήματα

είναι αραιά. Τότε, μια άμεση συνέπεια του Θεωρήματος 6.2.2 είναι ότι τα λ-

ισόπεδα γραφήματα έχουν επίσης φραγμένο αριθμό ακμών.

Πόρισμα 6.2.3. Κάθε λ-ισόπεδο γράφημα σε n κορυφές έχει Oλ(n) ακμές.

Από τον ορισμό, τα λ-ισόπεδα γραφήματα είναι κλειστά ως προς υπογραφή-

ματα (δηλαδή ένα υπογράφημα ενός λ-ισόπεδου γραφήματος είναι επίσης λ-

ισόπεδο). Παρόμοια με την περίπτωση των ξ-σχεδόν επίπεδων γραφημάτων,

αποδεικνύουμε ανεξάρτητα ότι αυτό δεν ισχύει για τοπολογικά ελάσσονα και

συνθλίψεις.

Πόρισμα 6.2.4. Για κάθε λ ≥ 2, τα λ-ισόπεδα γραφήματα δεν είναι κλειστά

ούτε ως προς τοπολογικά ελάσσονα ούτε ως προς συνθλίψεις.

Απόδειξη. ΄Εστω Kn ένα πλήρες γράφημα που δεν είναι λ-ισόπεδο, για κάποιον

ακέραιο λ (μια τέτοια τιμή για n υπάρχει από το Πόρισμα 6.2.3). Θα δείξουμε ότι

ένα 2-ισόπεδο γράφημα Gn περιέχει την κλίκα Kn ως τοπολογικό ελάσσον/σύν-

θλιψη.

Για την περίπτωση της σχέσης του τοπολογικού ελάσσονος, κατασκευάζουμε

το Gn ως εξής. ΄Εστω Hn η επίπεδη μετατροπή μιας εμβάπτισης του Kn. ΄Εστω

επίσης Gn το γράφημα που προκύπτει από το τρίτο βήμα της επίπεδης μετατροπής

του Kn στο Hn, δηλαδή προτού διαγράψουμε το ζεύγος από τεμνόμενες ακμές.

Από την κατασκευή, το γράφημα Gn περιέχει το Kn ως τοπολογικό ελάσσον.

Τώρα ισχυριζόμαστε ότι το Gn είναι 2-ισόπεδο. Για να γίνει αυτό αντιληπτό,

παρατήρησε το ενεπίπεδο γράφημα Hn. Για κάθε ζεύγος από διαγραμένες τεμ-

νόμενες ακμές (x, y) και (u, v), το Hn έχει μια όψη που φράζεται από τον κύκλο

xuyv. Αυτό συνεπάγεται ότι wbwHn(x, y) = 2 και wbwHn(u, v) = 2. ΄Ετσι το

H2
n περιέχει όλες τις διαγραμένες ακμές. Αυτό συνεπάγεται ότι Gn ⊆ H2

n και

συνεπώς το Gn είναι 2-ισόπεδο.

Για την περίπτωση της σχέσης της σύνθλιψης, κατασκευάζουμε το Gn ως

εξής. ΄Εστω Hn μια (2n× n2)-σχάρα και έστω Gn ⊆ H2
n. Σίγουρα, το Gn είναι

ένα 2-ισόπεδο γράφημα. Ακόμα, είναι γνωστό ότι το H2
n μπορεί να συνθλιβεί σε

μια κλίκα n κορυφών και συνεπώς το ίδιο ισχύει για το Gn.

Από το Πόρισμα 6.2.3, δεν υπάρχει λ τέτοιο ώστε όλα τα γραφήματα να

είναι λ-ισόπεδα. Επιπλέον, από το Θεώρημα 6.2.2, για κάθε γράφημα υπάρχει
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ένα λ, έτσι ώστε αυτό το γράφημα να είναι λ-ισόπεδο. Ορίζουμε τις εξής δύο

συναρτήσεις από γραφήματα σε ακέραιους

λ(G) = min{λ | To G είναι λ-ισόπεδο} και

ξ(G) = min{ξ | Το G είναι ξ-σχεδόν επίπεδο}.

Σύμφωνα με το Θεώρημα 6.2.2, οι δύο συναρτήσεις λ και ξ είναι παραμετρικά

ισοδύναμες, δηλαδή η μια φράζεται από μια συνάρτηση της άλλης. Αυτό σημαίνει

ότι η μετρική από την απόστασης τοίχο-τοίχο μας επιτρέπει να θεωρούμε τις εμ-

βαπτίσεις ξ-σχεδόν επίπεδων γραφημάτων ως υπογραφήματα δυνάμεων ενεπίπεδων

γραφημάτων. Το υπόλοιπο αυτής της ενότητας αφιερώνεται στην απόδειξη

του Θεωρήματος 6.2.2. Το πρώτο λήμμα βεβαιώνει ότι κάθε ξ-σχεδόν επίπεδο

γράφημα μπορεί να ειδωθεί ως ένα λ-ισόπεδο γράφημα.

Λήμμα 6.2.5. ΄Εστω G ένα απλό ξ-σχεδόν επίπεδο γράφημα με n κορυφές,

Τότε, υπάρχει ένα γράφημα H σε Oξ(n) κορυφές τέτοιο ώστε G ⊆τ H2ξ
μέσω

ενός μονομορφισμού τ : V (G) → V (H), όπου κάθε κορυφή στο H είναι σε

ωβω-απόσταση το πολύ ξ από κάποια κορυφή του τ(V (G)).

Απόδειξη. ΄Εστω H η επίπεδη μετατροπή του G. Θεώρησε μια ακμή (x, y) ∈
E(G) που τέμνεται ξ′ ≤ ξ φορές. Παρατήρησε ότι για μια τέτοια ακμή, είναι

αρκετό να την υποδιαιρέσουμε με ξ′ − 1 επιπρόσθετες κορυφές. Τότε, από

x y x yyx

a. Crossed edge b. Subdivision and cycles c. wbw-path in H

Σχήμα 6.5: Ακμή που τέμνεται k φορές και wbw-μονοπάτι μήκους 2k.

την κατασκευή, στο H υπάρχει ένα (x, y)-wbw-μονοπάτι μήκους 2ξ (για μια

απεικόνιση δες το Σχήμα 6.5). ΄Ετσι, G ⊆ H2ξ
. Ακόμα, κάθε κορυφή σε αυτό

το μονοπάτι έχει wbw-απόσταση το πολύ ξ από είτε το x ή το y. Και αφού όλες

οι κορυφές τουH που δεν ανήκουν στο τ(V (G)) σχηματίζονται ως υποδιαιρέσεις

μιας ακμής του G, κάθε κορυφή στο H είναι σε ωβω-απόσταση το πολύ ξ από

κάποια κορυφή του τ(V (G)).
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Σημείωσε ότι η απόδειξη του λήμματος συνεπάγεται έναν αλγόριθμο, που

δεδομένου ενός τέτοιου γραφήματος G εξάγει ένα γράφημα H με τις ιδιότητες

που περιγράφηκαν σε Oξ(n) βήματα.

Συνεχίζοντας, θέλουμε να δείξουμε ότι στην αντίθετη κατεύθυνση, κάθε λ-

ισόπεδο γράφημα μπορεί να σχεδιαστεί στη σφαίρα με λίγες διασταυρώσεις ανά

ακμή. Αφού αυτό δεν είναι τόσο άμεσο, θα πρέπει να κάνουμε ένα πρώτο βήμα

ενισχύοντας τις ιδιότητες ενός δοσμένου ενεπίπεδου γραφήματος. Το επόμενο

λήμμα περιγράφει μια διαδικασία που μετατρέπει κάθε ενεπίπεδο γράφημα σε ένα

που φέρει τα ζητούμε να χαρακτηριστικά. Για αυτό, θα χρησιμοποιήσουμε το

ακτινικό ενός ενεπίπεδου γραφήματος, δηλαδή το γράφημα με κορυφές αντίσ-

τοιχες στις όψεις του ενεπίπεδου γραφήματος και ακμές που συνδέουν μια νέα

κορυφή στις κορυφές από το σύνορο της αντίστοιχης όψης (για έναν ορισμό του

ακτινικού γραφήματος, δες τον Ορισμό 2.2.2).

Λήμμα 6.2.6. ΄Εστω H ένα απλό και συνεκτικό ενεπίπεδο γράφημα. Τότε,

υπάρχει ένα απλό ενεπίπεδο γράφημα H∆ και ένας μονομορφισμός τ : V (H)→
V (H∆) τέτοια ώστε

1. το H∆ είναι 3-συνεκτικό και τριγωνοποιημένο,

2. H ⊆τ H∆,

3. για κάθε x, y ∈ V (H) ισχύει ότι wbwH∆
(x, y) ≤ 4 ·wbwH(x, y),

4. κάθε κορυφή στοH∆ είναι σεwbw-απόσταση το πολύ 4 από κάποια κορυφή

του τ(V (H)),

5. για κάθε μη αρνητικό ακέραιο λ, Hλ ⊆ H4λ
∆ (όπου H4λ

∆ = (H∆)4λ
).

Απόδειξη. Για κάθε κορυφή v του H, όπου Σv συμβολίζει την κυκλική τάξη

των ακμών του, ακολουθούμε την εξής διαδικασία. Αν ο βαθμός d(v) δεν είναι

λιγότερο από δύο, προσθέτουμε |d(v)| κορυφές και τις συνδέουμε με το v, έτσι

ώστε μεταξύ κάθε δύο διαδοχικών ακμών στο Σv τώρα να βρίσκεται μια νέα

ακμή. Αλλιώς , αν d(v) = 1, προσθέτουμε δύο κορυφές καιτις συνδέουμε με

το v και αν d(v) = 0 (δηλαδή το G είναι μόνο μια κορυφή), προσθέτουμε τρεις

κορυφές και τις συνδέουμε με το v. Στη συνέχεια, για κάθε όψη f στη δοσμένη

εμβάπτιση τουH, προσθέτουμε ακμές ανάμεσα στις νέες κορυφές που βρίσκονται

τώρα μέσα στο f , οι οποίες σχηματίζουν ένα κύκλο που φράζει ένα κενό ανοιχτό

δίσκο στη σφαίρα.

Σημείωσε ότι στην διαδικασία που περιγράψαμε, όλες οι ακμές που προστέθηκαν

μπορούν να σχεδιαστούν έτσι ώστε να μην διασταυρώνονται η μια με την άλλη
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Σχήμα 6.6: ΄Ενα παράδειγμα της μετατροπής ενός γραφήματος H στα γραφήματα H

και H∆ (στον σχεδιασμό του H∆ παραλείπουμε την κορυφή που αντιστοιχεί στην

εξωτερική όψη του H και τις προσπίπτουσες ακμές).

ή με ήδη υπάρχουσες ακμές. ΄Ετσι, το γράφημα H που προκύπτει είναι πάλι

ενεπίπεδο.

Παρατήρησε ότι έχουμε περιστοιχίσει κάθε ακμή του H με δύο ακόμα ακμές

στο H, κατά τρόπο που κάθε ζεύγος κορυφών στο H, συνδέεται από τουλάχισ-

τον τρία ξένα μονοπάτια. ΄Αρα, το H είναι 3-συνεκτικό.

Θεώρησε τώρα μια συγκεκριμένη τριγωνοποίηση του H, την οποία σημειώ-

νουμε ως H∆, και που είναι η ένωση του H και του ακτινικού του RH , δηλαδή

το γράφημα με σύνολο κορυφών V (RH) και σύνολο ακμών E(H) ∪ E(RH).

Αφού το H είναι ένα απλό γράφημα, όλες οι όψεις του H είναι ανοιχτοί δίσκοι

με τουλάχιστον 3 κορυφές στο σύνορο τους. Αυτό σημαίνει ότι το γράφημα H∆

είναι επίσης 3-συνεκτικό και συνεπώς ικανοποιεί τις πρώτες δύο ιδιότητες του

λήμματος.

΄Εστω x, y δύο τυχαίες κορυφές στο H. Θεώρησε ένα (x, y)-wbw-μονοπάτι

P στο H μήκους λ′ ≤ λ. Κατασκευάζουμε το αντίστοιχο wbw-μονοπάτι P∆

στο H∆ όπου, για κάθε δύο διαδοχικές ακμές ei, ei+1 του P , ακολουθούμε τα

βήματα παρακάτω. Οι ακμές ei, ei+1 είναι διπλανές στο H. ΄Εστω w το κοινό

τους άκρο. Από την κατασκευή, μεταξύ τους βρίσκεται μια ακμή του H, ας

πούμε το e. Προσθέτουμε αυτή την ακμή στο μονοπάτι P∆. Αφού το H είναι 3-

συνεκτικό, οι ακμές (ei, e) και (e, ei+1) είναι προσπίπτουσες σε δύο διαφορετικές

όψεις του H. Προσθέτουμε τις δύο ακμές του RH που έχουν για ένα άκρο την

κορυφή w και για το άλλο κορυφές του RH στις όψεις του H προσπίπτουσες

στα (ei, e) και (e, ei+1). Παρατήρησε, ότι η ακολουθία ακμών που προκύπτει

είναι ένα (x, y)-wbw-μονοπάτι στο H∆. Αφού προσθέσαμε τρεις ακμές ανάμεσα

σε κάθε δύο διαδοχικές ακμές του P και το μήκος του P είναι λ′, το μήκος

του (x, y)-wbw-μονοπατιού P∆ στο H∆ είναι 4λ′ − 3 και η ιδιότητα 3 ισχύει.

Σημείωσε, ότι αυτό επίσης άμεσα συνεπάγεται την ιδιότητα 5.
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Για να γίνει αντιληπτό ότι η ιδιότητα 4 ισχύει, ας θυμηθούμε ότι αν μια

κορυφή v του H∆ δεν είναι στο τ(V (H)), τότε είτε v ∈ V (H) \ τ(V (H)) οπότε

wbw(v, x) = 1 για μια κορυφή x ∈ τ(V (H)), ή v ∈ V (RH) οπότε wbw(v, y) =

1 για μια κορυφή y ∈ V (H). Στη χειρότερη περίπτωση, ένα wbw-μονοπάτι

μήκους 4 στο H∆ συνδέει το v με μια κορυφή στο τ(V (H)).

Τώρα μπορούμε να προχωρήσουμε με το δεύτερο βήμα, δηλαδή να δείξουμε

ότι ένα γράφημα όπως αυτό που περιγράφεται στο προηγούμενο λήμμα έχει ένα

σχεδιασμό στη σφαίρα με λίγες διασταυρώσεις ανά ακμή.

Λήμμα 6.2.7. ΄Εστω H ένα n κορυφών 3-συνεκτικό τριγωνοποιημένο επίπεδο

γράφημα και λ ένας θετικός ακέραιος. Τότε, υπάρχει μια εμβάπτιση του Hλ
με

το πολύ 2λ διασταυρώσεις ανά ακμή.

Απόδειξη. ΄Εστω ένα ενεπίπεδο γράφημα H και ένας ακέραιος λ ≥ 1. Οι ακμές

του E(H) λέγονται παλιές ακμές του Hλ
ενώ οι ακμές στο E(Hλ) \ E(H)

λέγονται νέες ακμές του Hλ
.

Θεώρησε δύο τυχαίες κορυφές x, y ∈ V (H∆) με wbwH∆
(x, y) ≤ λ, δηλαδή

τέτοιες που να υπάρχει ένα (x, y)-wbw-μονοπάτι (e1, e2, . . . , e`), ` ≤ λ. Κατά

συνέπεια, πρέπει να σχεδιάσουμε μια νέα ακμή e στο Hλ
∆ που να συνδέει τα x

και y. ΄Εστω e1 και e` προσπίπτουσες στα x και y, αντίστοιχα. Αφού διαδοχικές

ακμές στο wbw-μονοπάτι είναι προσπίπτουσες σε μια όψη, για κάθε 1 ≤ i ≤
`− 1, οι ακμές ei και ei+1 χαρακτηρίζουν με μοναδικό τρόπο την κοινή όψη fi.

Σχεδιάζουμε το e στο f1 διασταυρώνοντας το e2. Τότε, το e διαπερνά την f2

διασταυρώνοντας την e3 και ούτω καθεξής, ώσπου φτάνει στο y μέσω της f`−1.

΄Ετσι, συνολικά η e περνά από `− 1 < λ όψεις.

Παρατήρησε ότι, για κάθε νέα ακμή που διασταυρώνει μια παλιά ακμή e και

εισέρχεται σε μια όψη f , υπάρχουν τρεις πιθανότητες: είτε διασταυρώνει μια

από τις άλλες δύο παλιές ακμές προσπίπτουσες στην f ή τελειώνει στην κορυφή

του τρίγωνου που βρίσκεται απέναντι από την e. Αφού σε ένα τριγωνοποιη-

μένο γράφημα όλες οι κορυφές σε wbw-απόσταση από το πολύ 2 είναι ήδη

συνδεδεμένες, αυτό συνεπάγεται ότι από κάθε κορυφή v του Hλ
∆ μπορούμε να

φτάσουμε με νέες ακμές το πολύ 2λ−2−1 άλλες κορυφές, ανά κάθε όψη προσπίπ-

τουσα στη v. Υπολογίζοντας προσεχτικά, εξάγουμε ότι κάθε παλιά ακμή μπορεί

να τέμνεται από το πολύ (λ− 3) · 2λ−2 + 1 νέες ακμές.

Τώρα, ας μετρήσουμε πόσες φορές οι νέες ακμές μπορεί να τέμνονται. Πρώτα

έχουμε ότι ο συνολικός αριθμός από νέες ακμές που περνούν μια όψη του H∆

είναι το πολύ (3λ − 6) · 2λ−3
. Κατά υπερβολή, υποθέτουμε ότι κάθε νέα ακμή
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τέμνεται μέσα στην όψη από όλες τις ακμές που εισέρχονται, δηλαδή μια νέα

ακμή τέμνεται μέσα στην όψη το πολύ (3λ−6) ·2λ−3−1 φορές. Κάθε νέα ακμή

περνά από το πολύ λ − 1 όψεις και τέμνει επιπρόσθετα το πολύ λ − 2 παλιές

ακμές. Συνεπώς, κάθε νέα ακμή τέμνεται το πολύ (λ− 1) · (3λ− 6) · 2λ−3 < 2λ

φορές.

Παρόμοια όπως πριν, σημειώνουμε ότι τα Λήμματα 6.2.6 και 6.2.7 είναι κατα-

σκευαστικά. Πράγματι, οι αποδείξεις περιγράφουν στην πραγματικότητα γραμ-

μικού χρόνου αλγόριθμους (ως προς τον αριθμό των κορυφών των δοσμένων

γραφημάτων) που εξάγουν το ζητούμενο τριγωνοποιημένο γράφημα και την εμ-

βάπτιση με λίγες διασταυρώσεις ανά ακμή, αντίστοιχα.

Συνδυάζοντας τα προηγούμενα λήμματα αποδεικνύουμε το εξής πόρισμα, που

άμεσα συνεπάγεται το Θεώρημα 6.2.2.

Πόρισμα 6.2.8. Για κάθε γράφημα G, λ(G)/2 ≤ ξ(G) ≤ 28·λ(G)
.

Απόδειξη. ΄Εστω J ένα ενεπίπεδο γράφημα και λ ένας ακέραιος τέτοια ώστε

G ⊆ Jλ. Ξωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουμε ότι το J είναι συνεκτικό

(αλλιώς, δουλεύουμε με καθεμία από τις συνεκτικές συνιστώσες ξεχωριστά).

΄Εστω H το γράφημα που προκύπτει από το J υποδιαιρώντας μια φορά καθεμία

από τις ακμές του. Παρατήρησε ότι το H είναι ένα απλό και συνεκτικό επίπεδο

γράφημα όπου G ⊆ H2·λ
. Τότε, μπορούμε να εφαρμόσουμε το Λήμμα 6.2.6 απο

το οποίο προκύπτει ότι το G είναι ένα υπογράφημα του H8λ
∆ , για ένα επίπεδο

3-συνεκτικό τριγωνοποιημένο γράφημα H∆. Από το Λήμμα 6.2.7, μπορούμε να

σχεδιάσουμε αυτό το γράφημα στη σφαίρα με το πολύ 28λ
διασταυρώσεις ανά

ακμή. Καταλήγουμε στο ότι ξ(G) ≤ 28·λ(G)
. Θεώρησε τώρα μια εμβάπτιση του

G με το πολύ ξ ≤ ξ(G) διασταυρώσεις ανά ακμή. Από το Λήμμα 6.2.5, υπάρχει

ένα ενεπίπεδο γράφημα G0 τέτοιο ώστε G ⊆ G2ξ
0 , δηλαδή λ(G) ≤ 2 · ξ(G).

6.3 Δενδροπλάτος και λ-ισόπεδα γραφήματα

Λήμμα 6.3.1. ΄Εστω H ένα 3-συνεκτικό τριγωνοποιημένο γράφημα n κο-

ρυφών και έστω λ ένας θετικός ακέραιος. ΄Εστω επίσης (T,X ) μια δεντροα-

ποσύνθεση του H. Τότε, υπάρχει μια δεντροαποσύνθεση (T ′,X ′) του Hλ
όπου

T ′ = T , X ′ = {X ′t | t ∈ V (T ′)} και τέτοια ώστε για κάθε t ∈ V (T ),

|X ′t| = Oλ(|Xt|).
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Απόδειξη. Χρησιμοποιώντας το Λήμμα 6.2.7, παίρνουμε ένα σχεδιασμό του Hλ

στη σφαίρα, τέτοιο ώστε κάθε ακμή να τέμνεται το πολύ 2λ φορές. Αφού το H

είναι επίπεδο, για κάθε κορυφή t στο δέντρο T της αποσύνθεσης του H, ο αρι-

θμός ακμών στην τσάντα Xt είναι O(|Xt|). Τώρα, στη τσάντα Xt προσθέτουμε

κάθε νέα ακμή του Hλ
που τέμνει στον σχεδιασμό του Hλ

κάθε παλιά ακμή του

H που περιέχεται στο Xt. Αυτό συνεπάγεται ότι το μέγεθος της τσάντας X ′t
που προκύπτει είναι το πολύ O(2λ) φορές το μέγεθος του Xt. Συνεπώς, υπάρχει

μια συνάρτηση f τέτοια ώστε για κάθε t ∈ V (T ), |X ′t| ≤ f(λ) · |Xt|.
Το σύνολο κορυφών στοH καιHλ

είναι το ίδιο, που συνεπάγεται ότι η ένωση

όλων των συνόλων στο X ′ = {X ′t | t ∈ V (T )} περιέχει πάλι κάθε κορυφή του

Hλ
. Για λ > 2, στον σχεδιασμό του Hλ

κάθε νέα ακμή τέμνει τουλάχιστον μια

παλιά ακμή, ενώ αν λ ≤ 2 τότε H ∼= Hλ
, αφού το H είναι μια τριγωνοποίηση.

Συνεπώς, για κάθε νέα ακμή υπάρχει ένα σύνολο στο X ′ που περιέχει αυτή την

ακμή.

Ας θεωρήσουμε τώρα μια κορυφή v στο γράφημα H. Το ίχνος της στο

δέντρο T της αποσύνθεσης του H, δηλαδή το υπογράφημα εναγόμενο από τις

κορυφές του T αντίστοιχες στα σύνολά του X που περιέχουν το v, είναι ένα

υποδέντρο Tv. Σημειώνουμε ως Ev ⊆ E(Hλ) το σύνολο των νέων ακμών που

είναι προσπίπτουσες στο v. Λόγω αυτών των ακμών, σύμφωνα με τη διαδικασία

παραπάνω, η κορυφή v θα προστεθεί σε όλες τις τσάντες που περιέχουν μια

παλιά ακμή που τέμνεται από μια ακμή στο Ev.

΄Εστω ei μια ακμή στο Ev και έστω f ∈ E(H) μια παλιά ακμή που τέμνεται

από το ei. ΄Οπως για κάθε άλλη ακμή του H, ισχύει ότι το ίχνος του f στο T

είναι ένα υποδέντρο Tf , αφού είναι η τομή δύο υποδέντρων, τα ίχνη των άκρων

του. Αφού το H είναι μια τριγωνοποίηση, είτε το f είναι η μόνη παλιά ακμή

που τέμνεται από το ei, ή υπάρχει μια άλλη παλιά ακμή f ′ ∈ E(H) που τέμνεται

από το ei, τέτοια ώστε τα f και f ′ ανήκουν στο ίδιο τρίγωνο του H. Και γιατί

ένα τρίγωνο είναι μια κλίκα, υπάρχει μια τσάντα της δεντροαποσύνθεσης του H

που περιέχει και τα δύο f και f ′. ΄Αρα, η αντίστοιχη κορυφή στο T ανήκει και

στα δύο υποδέντρα Tf και Tf ′ . Αυό εγγυάται, ότι η ένωση του Tf και του Tf ′

είναι πάλι ένα υποδέντρο. ΄Επεται ότι το ίχνος της ακμής ei στο T είναι ένα

υποδέντρο. Το σημειώνουμε ως Ti.

Αφού το v είναι ένα άκρο του ei υπάρχει μια παλιά ακμή fi που τέμνεται

από το ei, που ανήκει μαζί με το v στο ίδιο τρίγωνο του H. ΄Οπως πριν, αυτό

σημαίνει ότι υπάρχει μια τσάντα Xi της δεντροαποσύνθεσης του H που περιέχει

και τα δύο fi και v. Ας συμβολίσουμε την αντίστοιχη κορυφή του δέντρου T ως
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ti. Τότε, αυτό συνεπάγεται ότι ti ∈ Ti, καθώς και ti ∈ Tv.
Αν το ei δεν είναι η μόνη ακμή στο Ev, τότε για κάθε άλλη ακμή ej στο

Ev έχουμε παρόμοια ένα υποδέντρο Tj και μια κορυφή tj στο T , τέτοια ώστε

το Tj να είναι το ίχνος του ej και το tj να ανήκει και στα δύο Tv και Tj . ΄Αρα,

υπάρχει ένα μονοπάτι στο Tv από το ti στο tj και η ένωση των Ti, Tj και Tv
είναι πάλι ένα υποδέντρο στο T . ΄Επεται, ότι το υπογράφημα εναγόμενο από

τις κορυφές του T ′ = T αντίστοιχες στα σύνολα του X ′ που περιέχουν το v

είναι ένα υποδέντρο, που συνεπάγεται ότι το ζεύγος (T ′,X ′) είναι η ζητούμενη

δεντροαποσύνθεση του Hλ
.

Λήμμα 6.3.2. ΄Εστω H ένα απλό ενεπίπεδο γράφημα και λ ένας θετικός

ακέραιος. Τότε tw(Hλ) ≤ Oλ(tw(H)).

Απόδειξη. Αν το δοσμένο γράφημα είναι ένα 3-συνεκτικό τριγωνοποιημένο γράφημα,

από το Λήμμα 6.3.1, δεν υπάρχει τίποτα περισσότερο για να δειχθεί. Στην

αντίθετη περίπτωση, καλούμε το Λήμμα 6.2.6 για να κατασκευάσουμε ένα 3-

συνεκτικό τριγωνοποιημένο γράφημα H∆, όπως περιγράφεται εκεί. Απομένει να

δειχτεί ότι tw(H∆) ≤ O(tw(H)).

Σημειώνουμε πάλι ως H το 3-συνεκτικό γράφημα, που υπηρετεί ως ένα

ενδιάμεσο βήμα στην κατασκευή του H∆ (δες επίσης το Σχήμα 6.2). Θα δείξ-

ουμε πρώτα ότι για κάθε ενεπίπεδο γράφημα H ισχύει ότι tw(H) ≤ O(tw(H)).

Μετατρέπουμε μια δεντροαποσύνθεση του H πλάτους k σε μια αποσύνθεση

του H πλάτους O(k). ΄Εστω xy μια τυχαία ακμή του H. ΄Οπως ήδη έχουμε

δείξει, το H περιέχει δύο ακμές x′y′ και x′′y′′, τέτοιες ώστε οιx′, x′′ και y′, y′′

είναι γειτονικές στις x και y, αντίστοιχα. Σε κάθε τσάντα της δεντροαποσύν-

θεσης του H που περιέχει την ακμή xy προσθέτουμε τις κορυφές x′, x′′, y′ και

y′′. Αφού το H είναι επίπεδο, ο αριθμός ακμών σε μια τσάντα της δεντροα-

ποσύνθεσης του H είναι O(k). ΄Ετσι, για κάθε τσάντα της δεντροαποσύνθεσης

του H, η αντίστοιχη τσάντα στην δεντροαποσύνθεση του H αποτελείται από

O(k) κορυφές. Προφανώς, για κάθε κορυφή/ακμή του H υπάρχει μια τσάντα

στην δεντροαποσύνθεση του H που περιέχει αυτή την κορυφή/ακμή. Από την

κατασκευή, η ιδιότητα της συνέχειας της αποσύνθεσης του H εγγυάται την

συνέχεια της επεκταμένης αποσύνθεσης ( δηλαδή αν t, t′, t′′ ∈ V (T ) και τα t′

βρίσκεται στο μονοπάτι του T μεταξύ t και t′′ τότε St ∩ St′′ ⊆ St′).
Στη συνέχεια, θα δείξουμε ότι tw(H∆) = O(tw(H)). ΄Οπως πριν αφήνουμε

τις τσάντες της δεντροαποσύνθεσης του H να μεγαλώσουν ώστε να περιέχουν

όλες τις επιπλέον κορυφές του H∆. ΄Εστω f μια τυχαία όψη του H και έστω vf
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η κορυφή στο H∆ αντίστοιχη του f . Σε κάθε τσάντα της δεντροαποσύνθεσης

του H που περιέχει μια ακμή προσπίπτουσα στο f προσθέτουμε την κορυφή

vf . Ξανά, η επιπεδότητα του H βεβαιώνει ότι το πλάτος της αποσύνθεσης που

προκύπτει είναι O(k). Κάθε κορυφή και κάθε ακμή περιέχεται σε κάποια τσάντα.

Ακόμα, αφού το H είναι 2-συνεκτικό, οι ακμές που φράζουν κάθε όψη του H

σχηματίζουν ένα κύκλο. Αυτό συνεπάγεται την ιδιότητα της συνέχειας της

δεντροαποσύνθεσης του H∆. Καταλήγοντας, ισχύει ότι tw(H∆) ≤ O(tw(H)).

΄Εχουμε δει στο προηγούμενο κεφάλαιο, ότι από το Πόρισμα 5.1.5, η κλάση

των ξ-σχεδόν επίπεδων γραφημάτων έχει φραγμένο τοπικό δεντροπλάτος. Είναι

τότε μια άμεση συνέπεια του Θεωρήματος 6.2.2 ότι το ίδιο ισχύει για τα λ-

ισόπεδα γραφήματα επίσης. Παρόλα αυτά για την πληρότητα, θα παρουσιάσουμε

εδώ μια ανεξάρτητη απόδειξη για αυτό το γεγονός.

Πόρισμα 6.3.3. Για κάθε θετικό ακέραιο λ, η κλάση των λ-ισόπεδων γραφη-

μάτων έχει φραγμένο τοπικό δεντροπλάτος.

Απόδειξη. ΄Εστω G ένα λ-ισόπεδο γράφημα. Τότε, υπάρχει ένα επίπεδο γράφημα

H, τέτοιο ώστε G ⊆ Hλ
. ΄Επεται, ότι για μια τυχαία κορυφή v του G και

έναν ακέραιο r, το εναγόμενο υπογράφημα G[Nr
G(v)] είναι ένα υπογράφημα του

Hλ[Nr
Hλ(v)].

Ας θεωρήσουμε τώρα την r′-γειτονιά του v στο H, δηλαδή το Nr′

H (v), όπου

r′ = λ · (r + 1). Αφού τα γραφήματα H και Hλ
μοιράζονται το ίδιο σύνολο

κορυφών, το Nr
Hλ(v) είναι ένα υποσύνολο της γειτονιάς Nr′

H (v) του v στο H.

Ακόμα, παρατήρησε ότι το r′ είναι αρκετά μεγάλο, έτσι ώστε κάθε κορυφή στο

H σε wbw-απόσταση λ από μια κορυφή του Nr
Hλ(v) να περιέχεται επίσης στο

Nr′

H (v). Αυτό εγγυάται, ότι όταν πάρουμε την λ δύναμη του υπογραφήματος

του H εναγόμενου από τις κορυφές του Nr′

H (v), το γράφημα που προκύπτει θα

περιέχει όλες τις ακμές του υπογραφήματος τουHλ
που ενάγεται από τοNr

Hλ(v).

Καταλήγοντας, το Hλ[Nr
Hλ(v)] είναι ένα υπογράφημα του (H[Nr′

H (v)])λ.

Το γεγονός ότι το H είναι επίπεδο, συνεπάγεται ότι υπάρχει μια συνάρτηση

f , τέτοια ώστε tw(H[Nr′

H (v)]) ≤ f(r′). Από την άλλη μεριά, από το Λήμμα 6.3.2

παίρνουμε ότι tw((H[Nr′

H (v)])λ) ≤ Oλ(tw(H[Nr′

H (v)])). Συνδυάζοντας τα τελευ-

ταία επιχειρήματα, συμπεραίνουμε ότι tw(Hλ[Nr
Hλ(v)]) ≤ Oλ(f(r)) και συνεπώς

το ίδιο ισχύει για το εναγόμενο υπογράφημα της γειτονιάς του v στοG, συμπληρώνον-

τας την απόδειξη.
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6.4 Μια εικασία

Είδαμε πως η έννοια των λ-ισόπεδων γραφημάτων μπορεί να χρησιμοποιηθεί ως

μια εναλλακτική για την κλάση των ξ-σχεδόν επίπεδων γραφημάτων. Το πρώτο

ερώτημα που προκύπτει είναι αν το εκθετικό φράγμα του Πορίσματος 6.2.3 μπορεί

να γίνει πολυωνυμικό.

Εξάλλου, στο τελευταίο κεφάλαιο αποδείξαμε την ύπαρξη ενός υποεκθετικού

σχήματος για τα ξ-σχεδόν επίπεδα γραφήματα· αυτό θα αναβαθμιζόταν σημαν-

τικά στην περίπτωση που η εξής εικασία είναι αληθής.

Εικασία. ΄Εστω G ένα λ-ισόπεδο γράφημα, για κάποιον ακέραιο λ. Τότε,

υπάρχει ένα επίπεδο γράφημα H, τέτοιο ώστε H ⊆ G ⊆ HO(λ)
.

Αυτό θα οδηγούσε σε μια απόδειξη, ότι η σχέση μεταξύ του δεντροπλάτους

και του μέγιστου μεγέθους μιας σχάρας ως ελάσσον ενός λ-ισόπεδου γραφή-

ματος είναι γραμμική, διευρύνοντας σε μεγάλο βαθμό το φάσμα της εφαρμογής

όλων των μετα-αλγοριθμικών αποτελεσμάτων της θεωρίας της διδιαστατότητας

σε μη τοπολογικά ορισμένες κλάσεις γραφημάτων, διαγράφοντας ένα σημαντικό

βήμα προς αυτή την κατεύθυνση.

Τέλος, πιστεύουμε ότι η κλάση των λ-ισόπεδων γραφημάτων έχει ανεξάρτητο

γραφοθεωρητικό ενδιαφέρον. Η φύση της νέας μετρικής της wbw-απόστασης

προδιαθέτει ότι μπορεί να φανεί χρήσιμη σε έναν αριθμό από περιπτώσεις – για

να αναφέρουμε ένα παράδειγμα, είναι η μόνη μετρική (ανάμεσα σε όσες αναφέρ-

θηκαν) που σέβεται την δυικότητα.





Κεφάλαιο 7

Διδιαστατότητα γεωμετρικών

γραφημάτων τομής

΄Εστω B μια πεπερασμένη συλλογή γεωμετρικών (όχι αναγκαστικά κυρτών)

σωμάτων στη σφαίρα. Αυτή η κλάση γεωμετρικών αντικειμένων γενικοποιεί

φυσικά τις κλάσεις των δίσκων, των γραμμών, ελλειψοειδών και κυρτών πολύγ-

ωνων. Θεωρούμε γεωμετρικά γραφήματα τομών GB, όπου κάθε σώμα της

συλλογής B αντιπροσωπεύεται από μια κορυφή, και δύο κορυφές του GB εί-

ναι γειτονικές αν η τομή των αντίστοιχων σωμάτων είναι μη κενή.

΄Οπως έχουμε ήδη δει, όταν φυσικοί περιορισμοί ισχύουν, γραφήματα τομών

μπορούν να αναπαρασταθούν από γραφήματα που επιδέχονται σχεδιασμό στη

σφαίρα με λίγες διασταυρώσεις ανά ακμή. Πιο συγκεκριμένα, αποδείξαμε την

ύπαρξη υποεκθετικών αλγορίθμων για μια ποικιλία προβλημάτων που ορίζονται

σε αυτή την κλάση γραφημάτων, τα ξ-σχεδόν επίπεδα γραφήματα και δείξαμε

πώς αυτά τα αποτελέσματα επεκτείνονται σε γεωμετρικά γραφήματα τομών.

Σε αυτό το κεφάλαιο εστιάζουμε το ενδιαφέρον μας σε κλάσεις γεωμετρικών

γραφημάτων τομών. Για γραφήματα σε αυτές τις κλάσεις και υπό φυσικούς

περιορισμούς όπως ο μέγιστος βαθμός τους ή ο αποκλεισμός ενός υπογραφή-

ματος, αποδεικνύουμε ότι η σχέση μεταξύ του δεντροπλάτους και του μέγισ-

του μεγέθους μιας σχάρας ως ελάσσον είναι γραμμική. Αυτά τα συνδυαστικά

αποτελέσματα πετυχαίνουν, για πρώτη φορά, να μεταφέρουν όλα τα μετα-αλγοριθμικά

αποτελέσματα της θεωρίας της διδιαστατότητας σε μη τοπολογικά ορισμένες κλά-

σεις γραφημάτων.

Ας θυμηθούμε ότι σύμφωνα με την διαμόρφωση του τοπίου αυτή τη στιγμή,
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χάρη σε ανάλογα συνδυαστικά αποτελέσματα των Demaine και Hajiaghayi [41],

το πεδίο, όπου οι μέθοδοι της θεωρίας της διδιαστατότητας μπορούν να εφαρ-

μοστούν, περιλαμβάνει κάθε γράφημαG που αποκλείει κάποιο δεδομένο γράφημα

H ως ελάσσον.

Πρόσφατα, ένα πρώτο βήμα για την επέκταση από μετα-αλγοριθμικά αποτελέσ-

ματα σε κλάσεις γραφημάτων που δεν είναι τοπολογικά ορισμένες έγινε στο [72],

όπου η συνθήκη της διδιαστατότητας χρησιμοποιήθηκε για την εξαγωγή από

υποεκθετικούς αλγόριθμους για γραφήματα τομών μοναδιαίων δίσκων που αποκ-

λείουν ένα γράφημα H και γραφήματα χαρτών που αποκλείουν ένα γράφημα H,

όπου θυμίζουμε μια κλάση γραφημάτων αποκλείει κάποιο δεδομένο γράφημα H

αν κανένα από τα γραφήματα της κλάσης δεν περιέχει το H ως υπογράφημα.

Παρόλα αυτά, μετα-αλγοριθμικά αποτελέσματα δεν έχουν παρουσιαστεί μέχρι

τώρα για πιο γενικές κλάσεις γεωμετρικών γραφημάτων τομών, όπως για παράδειγμα

γραφήματα τομών πολυγωνικών αντικειμένων στη σφαίρα.

Παρέχουμε έτσι εδώ μια θετική απάντηση στο ανοιχτό, μέχρι τώρα, ερώτημα

αν η εφαρμογή της θεωρίας της διδιαστατότητας μπορεί να επεκταθεί για ευρείες,

γεωμετρικά (αντί για τοπολογικά) ορισμένες κλάσεις γραφημάτων.

7.1 Η βασική ιδέα

΄Οπως είχαμε την ευκαιρία να συναντήσουμε αρκετές φορές μέχρι αυτό το σημείο,

θεωρώντας ένα παραμετροποιημένο πρόβλημα σε γραφήματα, για να επωφεληθεί

κανείς των καρπών των πολύπλευρων αποτελεσμάτων της θεωρίας της διδιασ-

τατότητας, βρίσκεται κανείς αντιμέτωπος με το ερώτημα κατά πόσο είναι εφικτή

η απόδειξη της ύπαρξης της εξής ιδιότητας για μια κλάση γραφημάτων G:

∀G∈G tw(G) = O(bgm(G)) (7.1)

Ας θυμηθούμε εδώ ότι η παράμετρος γραφημάτων bgm είναι ίση για ένα δοσ-

μένο γράφημα H, με τον μεγαλύτερο ακέραιο k για τον οποίο το H δεν περιέχει

την k × k σχάρα ως ελάσσον και ότι η ιδιότητα 7.1 είναι στην πραγματικότητα

η διδιάστατη συνθήκη ως προς ελάσσονα που συζητήθηκε με λεπτομέρεια στην

Ενότητα 3.3 (και επαναδιατυπώνεται εδώ για την ευκολία του αναγνώστη). Τότε,

αναλόγως τα συγκεκριμένα χαρακτηριστικά του προβλήματος που θεωρήθηκε,

αυτή η ιδιότητα μπορεί να συνεπάγεται την ύπαρξη υποεκθετικών αλγορίθμων,

πολυωνυμικών ή ακόμα και γραμμικών πυρήνων και EPTAS για τον περιορ-

ισμό αυτού του προβλήματος στα γραφήματα στην κλάση G (παρέβαλε επίσης
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Ενότητα 3.4).

Ο στόχος μας σε αυτό το κεφάλαιο είναι να αποδείξουμε τη συνθήκη 7.1 για

γενικές κλάσεις γεωμετρικών γραφημάτων τομών. Ας ξεκινήσουμε θεωρώντας

για παράδειγμα, την περίπτωση που δίνεται μια συλλογή B δίσκων σχεδιασμένων

στη σφαίρα. Εδώ, λέγοντας δίσκους φανταζόμαστε τα γεωμετρικά αντικείμενα,

το σύνορο των οποίων είναι ένας κύκλος τυχαίας διαμέτρου, όπως αυτά που

απεικονίζονται στο Σχήμα 7.1.

Σχήμα 7.1: Μια συλλογή από δίσκους σχεδιασμένους στη σφαίρα και το αντίστοιχο

γράφημα τομών.

Ας θυμηθούμε τώρα ότι το γράφημα τομών GB του B, είναι ένα γράφημα

του οποίου το σύνολο κορυφών είναι το B, και που έχει μια ακμή {Bi, Bj} (για

i 6= j) αν και μόνο αν τα Bi και Bj ακουμπούν, δηλαδή Bi ∩Bj 6= ∅.
Αρχικά δεν θέτουμε κανένα περιορισμό στον τρόπο που οι δίσκοι τοποθε-

τούνται στη σφαίρα. Θα μπορούσε να βρίσκεται ο ένας πάνω από τον άλλο.

Σε αυτή την περίπτωση, το γράφημα τομών θα ήταν μια κλίκα μεγέθους ίσου

με τον αριθμό των δίσκων. Γίνεται εμφανές, ότι το ερώτημα αν η συνθήκη 7.1

ισχύει, αποκτά νόημα μόνο κάτω από κάποιο περιορισμό στην τοποθέτηση των

δίσκων. Το πρώτο που έρχεται στο μυαλό, είναι πόσους πολλούς άλλους δίσκ-

ους κάθε δίσκος μπορεί να ακουμπά, δηλαδή ο μέγιστος βαθμός μιας κορυφής

στο γράφημα τομών.

Πιο γενικά πάντως, όχι όλα τα αντικείμενα που θα θέλαμε να θεωρήσουμε δεν

είναι αναγκαστικά κυρτά. Στην περίπτωση αυτή, δύο αντικείμενα μπορεί μοιρά-

ζονται περισσότερο από μια κοινή περιοχή. Αυτό φαίνεται να είναι μια δεύτερη

παράμετρος, που κάποιος πρέπει να εξετάσει. Παρόλα αυτά, μπορούμε συχνά

να να ενοποιήσουμε την εξέταση αυτών των δύο πηγών της πολυπλοκότητας
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του γραφήματος τομών, ρωτώντας απλά πόσες φορές ένα αντικείμενο τέμνεται

με άλλα (και όχι να διαχωρίσουμε αν οι τομές προκαλούνται από το ίδιο ή από

διάφορα άλλα αντικείμενα).

Ας παρατηρήσουμε για τη συνέχεια ένα άλλο παράδειγμα, που θα είναι βασικό

στην μελέτη μας, όπου τα αντικείμενα που σχηματίζουν τη συλλογή που δίνεται,

είναι γραμμές σχεδιασμένες στη σφαίρα. Μια γραμμή είναι ένα υποσύνολο της

σφαίρας που είναι ομομορφικό στο διάστημα [0, 1]. Αυτό σημαίνει ότι δεν είναι

αναγκαστικά ευθεία γραμμή, στην πραγματικότητα μπορεί να είναι μια σπείρα ή

ένας μαίανδρος, αλλά σε κάθε περίπτωση δεν επιτρέπεται να τέμνει τον εαυτό

της. Επιπλέον, στην περίπτωση των εμβαπτίσεων γραφημάτων, υποθέτουμε ότι

το πολύ δύο γραμμές μπορούν να τέμνονται στο ίδιο σημείο της σφαίρας (χωρίς

ουσιαστική βλάβη της γενικότητας).

Ενδιαφερόμαστε, φυσικά, για το γράφημα τομών της εν λόγω συλλογής B
γραμμών, αλλά θα ακολουθήσουμε μια διαφορετική έμμεση προσέγγιση στο

ζήτημα. Πρώτα θέλουμε να παρατηρήσουμε τις γραμμές στη σφαίρα, ως μια

εμβάπτιση ενός γραφήματος· οι ακμές του θα είναι οι γραμμές και οι κορυφές

του τα άκρα των γραμμών. Τότε, με μια διαδικασία παρόμοια με αυτή που χρησι-

μοποιήθηκε για την αποτύπωση ενός γραφήματος στο Κεφάλαιο 5, για κάθε

διασταύρωση από δύο ακμές, προσθέτουμε ένα ζεύγος από νέες κορυφές – κάθε

κορυφή υποδιαιρεί μια ακμή – και τις συνδέουμε με μια νέα ακμή. Σημειώνουμε

το γράφημα που προκύπτει ως CB.

Το γράφημα CB έχει δύο είδη ακμών. Τις παλιές ακμές, που προέκυψαν

υποδιαιρώντας τις αντίστοιχες ακμές στις γραμμές της συλλογής B και τις νέες

ακμές, αυτές που προσθέσαμε καθώς συνδέσαμε τις κορυφές των υποδιαιρέσεων.

Τώρα, συνθλίβοντας τις νέες ακμές λαμβάνουμε ένα ενεπίπεδο γράφημα HB,

που είναι η αποτύπωση της εμβάπτισης των γραμμών στη σφαίρα. Από την άλλη

μεριά, είναι εύκολο να δει κανείς, ότι συνθλίβοντας τις παλιές ακμές, λαμβάνουμε

στην πραγματικότητα ένα γράφημα τομών GB της συλλογής B. (Τα γραφήματα

CB, HB και GB απεικονίζονται στο Σχήμα 7.2.)

΄Οπως συζητήθηκε παραπάνω, θα είναι αρκετό να θέσουμε ένα περιορισμό

στο μέγιστο αριθμό διασταυρώσεων που μια γραμμή της συλλογής μπορεί να

έχει, δηλαδή ένα άνω φράγμα που εμπεριέχει κατά κάποιο τρόπο τον παράγοντα

πόσες άλλες γραμμές μια γραμμή μπορεί να τέμνει, και πόσες φορές δύο γραμμές

μπορούν να τέμνουν η μια την άλλη. ΄Ετσι, ας υποθέτουμε ότι κάθε γραμμή στο

B έχει το πολύ ξ διασταυρώσεις.

Η εικόνα είναι τώρα πλήρης. ΄Εχουμε δύο γραφήματα HB και GB, που εί-
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Σχήμα 7.2: Μια συλλογή ευθείων γραμμών B, το συσχετιζόμενο γράφημα CB, και οι
συνθλίψεις του: το ενεπίπεδο γράφημα HB και το γράφημα τομών GB.

ναι και τα δύο συνθλίψεις ενός γραφήματος CB – για το πρώτο ξέρουμε ότι

η συνθήκη της διδιαστατότητας (7.1) ισχύει, αφού το HB είναι ενεπίπεδο και

θέλουμε να συμπεράνουμε ένα αντίστοιχο άνω φράγμα για το δεντροπλάτος του

δεύτερου γραφήματος, του γραφήματος τομών GB ως μια συνάρτηση του ξ.

Για να το επιτύχουμε αυτό, θα πρέπει να δουλέψουμε με ένα μη κοινό ορισμό

για τη σχέση ελάσσονος και τη σχέση σύνθλιψης, έναν που ταιριάζει στις συγ-

κεκριμένες ανάγκες της περίπτωσής μας και που επιτρέπει την μεταφορά των ιδ-

ιοτήτων για τις οποίες ενδιαφερόμαστε, μεταξύ διαφορετικών συνθλίψεων ενός

γραφήματος. Πρώτα όμως, ας δούμε πως μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το

μοντέλο της συλλογής γραμμών για να εκφράσουμε συλλογές από πιο γενικά

αντικείμενα στη σφαίρα.

7.2 Μοντελοποίηση γεωμετρικών αντικειμένων

Μία τεθλασμένη γραμμή C είναι μια γραμμή που είναι ένωση μιας ακολουθίας

ευθύγραμμων τμημάτων p1p2, p2p3, · · · , pk−1pk στη σφαίρα, όπου p1 και pk είναι

τα άκρα του C. Λέμε ότι μία τεθλασμένη γραμμή C περιέχει ένα σημείο pi και

συνδέει τα άκρα p1, pk, και αναφερόμαστε στα υπόλοιπα σημεία p2, p3, · · · , pk−1

ως σημεία καμπής του C. Το μήκος μιας τεθλασμένης γραμμής ορίζεται ως ίσο

με τον αριθμό ευθύγραμμων τμημάτων που περιέχει (δηλαδή ένα περισσότερο

από τον αριθμό των σημείων καμπής του). Σε όλο το κεφάλαιο υποθέτουμε ότι

μία τεθλασμένη γραμμή δεν δημιουργεί διασταύρωση με τον ευατό της.

΄Εστω B = {B1, . . . , Bk} μια συλλογή γεωμετρικών σωμάτων στη σφαίρα.

Επίσης υποθέτουμε ότι αν δύο σώματα τέμνουν το ένα το άλλο, τότε κάθε

συνεκτική συνιστώσα της τομής τους έχει μη κενό εσωτερικό. Στόχος μας είναι

να συσχετίσουμε κάθε γεωμετρικό σώμα Bi ∈ B με μία τεθλασμένη γραμμή Ci
τέτοια ώστε το σύνολο B′ τεθλασμένων γραμμών που προκύπτει να μεταφέρει
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όλη την απαραίτητη πληροφορία σχετικά με την θέση των σωμάτων πάνω στη

σφαίρα και τις τομές τους.

Πρώτα αναθέτουμε σε κάθε σώμα Bi του B ένα σύνολο σημείων Pi της

σφαίρας με τον εξής τρόπο: Για κάθε σώμα Bi διαλέγουμε ένα σημείο της

σφαίρας pi που βρίσκεται στο Bi και για κάθε σώμα Bj που ακουμπά το Bi
(i 6= j) στο B, ένα σημείο pij που βρίσκεται στο Bi ∩ Bj . Μπορούμε να

υποθέτουμε χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι αυτά τα σημεία είναι ανά δύο

διαφορετικά και ότι οποιαδήποτε τρία από αυτά δεν είναι συγγραμμικά. Τονί-

ζουμε ότι αφού το B είναι πεπερασμένο αυτή η υπόθεση είναι ασφαλής, γιατί

μπορούμε να πάντα θεωρήσουμε έναν ανοιχτό δίσκο Dp μικρής ακτίνας γύρω

από οποιοδήποτε δοσμένο σημείο p της σφαίρας, τέτοιο ώστε αν το p βρίσκεται

σε ένα σώμα B τότε μπορούμε να αντικαταστήσουμε το B με το πιθανώς επεκ-

ταμένο σώμα B′ = B ∪ Dp χωρίς να αλλοιώσουμε το γράφημα τομών του B.
΄Εστω τώρα Pi το σύνολο όλων των σημείων που περιέχουν το i στον δείκτη

που τους ανατέθηκε.

Ορισμός 7.2.1. ΄Ενα γεωμετρικό σώμα B της σφαίρας είναι ρ-κυρτό, αν για

κάθε δύο σημεία του B υπάρχει μία τεθλασμένη γραμμή μήκους ρ που βρίσκεται

εντελώς μέσα στο B και τα άκρα του είναι τα δοσμένα δύο σημεία.

Παρατήρησε, ότι ο ορισμός ενός ρ-κυρτού σώματος με φυσικό τρόπο επεκ-

τείνει τον κοινό ορισμό ενός κυρτού σώματος, που υπό αυτή την νέα οπτική

λέγεται επίσης 1-κυρτό.

Λήμμα 7.2.2. Για κάθε συλλογή ρ-κυρτών σωμάτων B στη σφαίρα, υπάρχει
μια συλλογή τεθλασμένων γραμμών B′ και μια αντιστοιχία φ : B → B′, τέτοιες
ώστε δύο σώματα στο B ακουμπούν αν και μόνο αν οι αντίστοιχες τεθλασμένες
γραμμές στο B′ ακουμπούν. Ακόμα, κάθε τεθλασμένη γραμμή C ∈ B′ τέμνεται
από τις τεθλασμένες γραμμές στο B′ \ C το πολύ ξ = O(ρ2∆3) φορές, όπου ∆

είναι ο μέγιστος βαθμός στο γράφημα τομών GB του B.

Απόδειξη. Ας θεωρήσουμε μια τέτοια συλλογή B ρ-κυρτών σωμάτων {B1, . . . , Bk}
όπου κάθε σώμα στο B ακουμπά το πολύ ∆ άλλα σώματα, για κάποιους θετικούς

ακέραιους ρ και ∆. Προφανώς |Pi| ≤ ∆ + 1, για 1 ≤ i ≤ k. Παρατήρησε ότι

αφού ένα σώμα Bi του B είναι ρ-κυρτό, για κάθε δύο σημεία στο Pi υπάρχει μία
τεθλασμένη γραμμή μήκους το πολύ ρ που τα συνδέει. Δημιουργούμε τον εξής

σχεδιασμό μιας τεθλασμένης γραμμής.

Διαλέγουμε δύο σημεία στο Pi και τα συνδέουμε με μία τεθλασμένη γραμμή

που βρίσκεται στο Bi. ΄Οσο υπάρχουν ακόμα σημεία στο Pi που δεν συνδέσαμε,
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διάλεξε ένα και σύνδεσέ το με ένα Pi σημείο ή σημείο καμπής του μέχρι τώρα

σχεδιασμού, έτσι ώστε η νέα τεθλασμένη γραμμή να μην τέμνει τον μέχρι τώρα

σχεδιασμό. Για να γίνει αντιληπτό ότι αυτό είναι δυνατό, θεώρησε ότι αν η

τεθλασμένη γραμμή τέμνει ένα ευθύγραμμο τμήμα του σχεδιασμού μέχρι τώρα,

μπορούμε απλά να το αντικαταστήσουμε από ένα που συνδέει το νέο σημείο του

Pi σε ένα σημείο καμπής που βρίσκεται στο σύνορο του ευθύγραμμου τμήματος

που αναφέρθηκε.

Στο τέλος παίρνουμε τον σχεδιασμό ενός δέντρου στη σφαίρα που περιέχει

όλα τα σημεία στο Pi. Σε κάθε βήμα συνδέσαμε τουλάχιστον ένα νέο σημείο στο

Pi, και έτσι εισάγαμε το πολύ ρ−1 νέα σημεία καμπής. ΄Επεται ότι ο σχεδιασμός

έχει συνολικά το πολύ ρ ·∆ + 1 σημεία καμπής και Pi σημεία.

Τέλος, περιγράφουμε γύρω από τον σχεδιασμό αυτού του δέντρου μία τεθλασ-

μένη γραμμή Ci που περιέχει όλα τα σημεία στο Pi, έτσι ώστε σε κάθε ευθύ-

γραμμο τμήμα του δέντρου να αντιστοιχούν δύο ευθύγραμμα τμήματα του Ci, και

κάθε σημείο καμπής του Ci να βρίσκεται σε έναν ανοιχτό δίσκο μικρής ακτίνας

γύρω από το αντίστοιχο σημείο καμπής του σχεδιασμού του δέντρου. Προφανώς

η τεθλασμένη γραμμή Ci έχει μήκος το πολύ 2ρ ·∆.

Δείξαμε έτσι, ότι για κάθε ρ-κυρτό σώμα Bi ∈ B, υπάρχει μία τεθλασ-

μένη γραμμή Ci μήκους O(ρ ·∆), που βρίσκεται εντελώς μέσα στο Bi και περ-

ιέχει όλα τα σημεία στο Pi. Η απεικόνιση ενός σώματος Bi σε μία τεθλασ-

μένη γραμμή Ci ορίζει μια αντιστοιχία φ μεταξύ των στοιχείων της συλλογής

B και της συλλογής τεθλασμένων γραμμών B′ = {Ci : 1 ≤ i ≤ k}. Από

την κατασκευή, δύο διαφορετικές τεθλασμένες γραμμές Ci, Cj περιέχουν και

οι δύο το σημείο pij και άρα μοιράζονται όντος ένα σημείο, αν τα αντίστοιχα

σώματα Bi, Bj ακουμπούν. Από την άλλη μεριά, αφού οι τεθλασμένες γραμμές

βρίσκονται μέσα στα γεωμετρικά σώματα, οι τεθλασμένες γραμμές Ci, Cj μοιρά-

ζονται ένα σημείο της σφαίρας μόνο αν τα συσχετιζόμενα σώματα ακουμπούν.

Αυτό επίσης συνεπάγεται ότι μία τεθλασμένη γραμμή Ci μοιράζεται το πολύ

O((ρ ·∆)2 ·∆) = O(ρ2 ·∆3) σημεία της σφαίρας με άλλες τεθλασμένες γραμμές

στο B′, κλείνοντας την απόδειξη.

Τέλος, εστιάζουμε περισσότερο στα κυρτά σώματα, θεωρώντας ένα α-παχύ

κυρτό γράφημα τομών και παρέχοντας μια πιο ακριβή σχέση για το άνω φράγμα

σε συνάρτηση της παραμέτρου α και πάλι του μέγιστου βαθμού ∆.

Ας θυμηθούμε ότι από τον Ορισμό 5.4.2, το γράφημα τομών μιας συλλογής

B κυρτών σωμάτων λέγεται α-παχύ αν ο λόγος μεταξύ της μέγιστης και της

ελάχιστης ακτίνας ενός κύκλου όπου όλα αντικείμενα στο B μπορούν να περι-
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γραφούν, και να εγγραφούν αντίστοιχα, φράζεται άνω από α.

Το εξής λήμμα περιγράφει τον τρόπο με τον οποίο τα κυρτά σώματα από μια

τέτοια συλλογή μοντελοποιούνται από τεθλασμένες γραμμές.

Λήμμα 7.2.3. ΄Εστω H ένα γράφημα με h κορυφές και έστω B μια συλ-
λογή κυρτών σωμάτων στη σφαίρα. Αν το γράφημα τομών του B είναι α-παχύ
και δεν περιέχει το γράφημα H ως υπογράφημα, τότε υπάρχει μια συλλογή

τεθλασμένων γραμμών B′ και μια αντιστοιχία φ : B → B′ τέτοιες ώστε δύο
σώματα στο B ακουμπούν αν και μόνο αν οι αντίστοιχες τεθλασμένες γραμμές
στο B′ ακουμπούν. Ακόμα, κάθε τεθλασμένη γραμμή C ∈ B′ τέμνεται από τις
τεθλασμένες γραμμές στο B′ \ C το πολύ ξ = O(α6 · h3) φορές.

Απόδειξη. Ας θεωρήσουμε μια τέτοια συλλογή B κυρτών σωμάτων {B1, . . . , Bk}
όπου το γράφημα τομών GB είναι α-παχύ και έχει μέγιστο βαθμό ∆, για ένα

θετικό ακέραιο ∆ και ένα θετικό πραγματικό α. ΄Επεται ότι για ένα σύνολο

σημείων Pi αντίστοιχο σε ένα σώμα Bi του B, ισχύει ότι |Pi| ≤ ∆ + 1. Αφού

το σώμα Bi είναι κυρτό, υπάρχει μία τεθλασμένη γραμμή Ci μήκους |Pi| − 1

που περιέχει όλα τα σημεία στο Pi, και που βρίσκεται εντελώς στο Bi. ΄Εστω

B′ η συλλογή των τεθλασμένων γραμμών {Ci : 1 ≤ i ≤ k}. Προφανώς, δύο

διαφορετικές τεθλασμένες γραμμές του B′ μοιράζονται ένα σημείο της σφαίρας

αν και μόνο αν τα αντίστοιχα σώματα ακουμπούν. Επιπλέον, μία τεθλασμένη

γραμμή έχει το πολύ O(∆3) κοινά σημεία με άλλες τεθλασμένες γραμμές στο

B′. Από το Λήμμα 5.4.3, ισχύει ότι ∆ ≤ 16α2 · h, που συνεπάγεται το φράγμα

του λήμματος.

7.3 Η ανασκευασμένη σχέση ελασσόνων

΄Εστω G ένα απλό γράφημα. Σημειώνουμε ως G` το γράφημα που προκύπτει από

το G προσθέτοντας μια θηλιά σε καθεμία από τις κορυφές του. Λέμε επίσης ότι

ένα υποσύνολο F του E(G`) είναι σφιχτό, αν για κάθε v1, v2 ∈
⋃
e∈F e υπάρχει

ένας περίπατος στο G` από το v1 στο v2 που αποτελείται από ακμές στο F και

όπου κάθε δεύτερη ακμή είναι μια θηλιά. Ορίζουμε τη σχέση 4φ μεταξύ δύο

γραφημάτων ως εξής.

Ορισμός 7.3.1. ΄Εστω H και G απλά γραφήματα. Τότε γράφουμε H 4φ G,

αν υπάρχει μια συνάρτηση φ : E(G`)→ V (H) ∪ E(H) ∪ {?}, τέτοια ώστε

1. για κάθε κορυφή v ∈ V (H), το φ−1(v) είναι ένα μη κενό σφιχτό σύνολο,
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2. για κάθε δύο διαφορετικές κορυφές v1, v2 ∈ V (H), μια ακμή στο φ−1(v1)

δεν μοιράζεται ένα κοινό άκρο με μια ακμή στο φ−1(v2).

3. για κάθε ακμή e = {v1, v2} ∈ E(H) και κάθε ακμή e′ στο φ−1(e), το e′

δεν είναι θηλιά και μοιράζεται το ένα άκρο του με μια ακμή στο φ−1(v1)

και το άλλο με μια ακμή στο φ−1(v2).

4. για κάθε e ∈ E(H), |φ−1(e)| = 1.

Πράγματι, το εξής λήμμα αποκαλύπτει την ισοδυναμία μεταξύ του κλασικού

ορισμού για τη σχέση ελάσσονος και αυτού που περιγράφηκε παραπάνω.

Λήμμα 7.3.2. Αν G και H είναι γραφήματα, τότε H 4φ G αν και μόνο αν H

είναι ελάσσον του G.

Απόδειξη. ΄ΕστωH 4φ G. Πρώτα παρατήρησε, ότι από τον ορισμό της συνάρτησης

φ κάθε θηλιά του G` είτε απορρίπτεται ή απεικονίζεται σε μια κορυφή του H. Οι

συνθήκες (1) και (2) εγγυούνται ότι κάθε δύο κορυφές x, y του H αντιστοιχούν

σε ξένα ως προς κορυφές συνεκτικά υπογραφήματα Gx, Gy του G. Ακόμα από

την (3), αν xy ∈ E(H) υπάρχει μια ακμή στο G που συνδέει τα Gx και Gy. ΄Αρα,

το H μπορεί να προκύψει από ένα υπογράφημα του G συνθλίβοντας τις ακμές

των υπογραφημάτων Gz (z ∈ V (H)) και έτσι είναι ελάσσον του G.

΄Εστω τώρα ότι το H είναι ελάσσον του G. Αυτό σημαίνει ότι υπάρχει ένα

υπογράφημα του G που αποτελείται από ξένα δέντρα {Tv | v ∈ V (H)} συν

ένα σύνολο ακμών E = E(H), τέτοια ώστε συνθλίβοντας όλες τις ακμές των

δέντρων προκύπτει το γράφημα H. Τότε, διαλέγουμε την φ ως μια συνάρτηση

που απεικονίζει τις ακμές ενός δέντρου Tx καθώς και τις θηλιές στις κορυφές

του Tx στο x, τις ακμές του E στο E(H) και όλες τις άλλες ακμές του G` στο

?.

Δεδομένης της ύπαρξης μιας συνάρτησης φ όπως στον Ορισμό 7.3.1, λέμε ότι

το H είναι ένα φ-γεννημένο ελάσσον του G. Προχωρούμε συγκεκριμενοποιών-

τας τον ορισμό της σχέσης ελάσσονος, για την ειδική περίπτωση που παίρνοντας

ένα ελάσσον δεν αυξάνεται η απόσταση μεταξύ δύο ακμών σε ένα γράφημα.

Για αυτόν τον λόγο, και για το υπόλοιπο αυτού του κεφαλαίου θα χρησι-

μοποιήσουμε μια πιο γενική εκδοχή του κοινού ορισμού της απόστασης σε

γραφήματα, που μας επιτρέπει να θεωρήσουμε με παρόμοιο τρόπο την απόσταση

μεταξύ δύο κορυφών ή δύο ακμών, καθώς και μεταξύ μιας κορυφής και μιας

ακμής. ΄Εστω x μια κορυφή ή μια ακμή ενός γραφήματος G και παρόμοια για
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το y· η απόστασή τους στο G, που γράφεται ως distG(x, y) είναι το μικρότερο

μήκος ενός μονοπατιού στο G που τα περιέχει και τα δύο.

Ορισμός 7.3.3. Λέμε ότι το H είναι ένα ελάσσον απόστασης του G, αν το H

είναι ένα φ-γεννημένο ελάσσον του G και η εξής επιπρόσθετη συνθήκη ισχύει:

5. για κάθε e1, e2 ∈ E(G) \ φ−1(?), distH(φ(e1), φ(e2)) ≤ distG(e1, e2).

Από την άλλη μεριά, αν ο Ορισμός 7.3.1 τροποποιηθεί παραλείποντας την

συνθήκη (4) και απαιτώντας ότι φ−1(?) = ∅, τότε προφανώς έχουμε να κά-

νουμε με τη σχέση σύνθλιψης. Σε αυτή την περίπτωση λέμε ότι το H είναι

μια φ-γεννημένη σύνθλιψη του G. (Σημείωσε, ότι η συνθήκη (4) δεν είναι

μια απαίτηση της ισοδυναμίας με τη σχέση ελάσσονος – παρέβαλε επίσης την

απόδειξη του Λήμματος 7.3.2.)

Ορισμός 7.3.4. ΄Εστω c ένας μη αρνητικός ακέραιος. Λέμε ότι το H είναι

c-σύνθλιψη του G αν το H είναι μια φ-γεννημένη σύνθλιψη του G και για κάθε

v ∈ V (H), G[φ−1(v)] είναι ένα γράφημα από το πολύ c ακμές.

Το επόμενο λήμμα αποκαλύπτει τη σχέση για την παράμετρο του δεντρο-

πλάτους ανάμεσα σε ένα δοσμένο γράφημα G και οποιαδήποτε c-σύνθλιψη του

G.

Λήμμα 7.3.5. ΄Εστω G ένα γράφημα και έστω H μια c-σύνθλιψη του G. Τότε

tw(G) ≤ (c+ 1) · (tw(H) + 1)− 1.

Απόδειξη. Από τον ορισμό, αφού το H είναι μια c-σύνθλιψη του G, υπάρχει μια

απεικόνιση από κάθε κορυφή του H προς ένα συνεκτικό σύνολο από το πολύ c

ακμές στο G, έτσι ώστε συνθλίβοντας αυτά τα σύνολα ακμών να παίρνουμε το

H από το G. Τα άκρα από αυτές τις ακμές σχηματίζουν ξένα συνεκτικά σύνολα

στο G, που συνεπάγεται μια διαμέριση των κορυφών του G σε συνεκτικά σύνολα

{Vx | x ∈ V (H)}, όπου |Vx| ≤ c+ 1 για κάθε κορυφή x ∈ V (H).

Θεώρησε τώρα μια δεντροαποσύνθεση (T,W) του H. Ισχυριζόμαστε ότι το

ζεύγος (T,W ′), όπου W ′t :=
⋃
x∈Wt

Vx για t ∈ T είναι μια δεντροαποσύνθεση

του G. Προφανώς όλες οι κορυφές του G περιέχονται σε κάποια τσάντα, όπως

αντίστοιχα όλες οι κορυφές του H. Κάθε ακμή του G με τα δυο της άκρα στο

ίδιο μέρος της διαμέρισης είναι σε μια τσάντα, αφού καθένα από αυτά τα σύνολα

κορυφών τοποθετείται ολόκληρο στην ίδια τσάντα. Αν e είναι μια ακμή του G

με άκρα σε διαφορετικά μέρη της διαμέρισης, ας πούμε στα Vx και Vy, τότε αυτό

συνεπάγεται ότι xy ∈ E(H). ΄Ετσι, υπάρχει ένας κόμβος t του T για τον οποίο
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x, y ∈ Wt και συνεπώς e ∈ W ′t . Ακόμα, η ιδιότητα της συνέχειας παραμένει

ανέπαφη, αφού για κάθε κορυφή x ∈ V (H) όλες οι κορυφές στο Vx ενάγουν το

ίδιο υποδέντρο στο T όπως και το x.

Το εξής λήμμα είναι το κύριο εργαλείο που παρουσιάζεται σε αυτή την

ενότητα και απόδειξή του λειτουργεί και ως παράδειγμα της δύναμης της εφαρ-

μογής του ορισμού που παρουσιάστηκε για τη σχέση ελάσσονος.

Λήμμα 7.3.6. ΄Εστω A, B, και C γραφήματα τέτοια ώστε το B να είναι μια

ψ1-γεννημένη σύνθλιψη του A και το C να είναι ένα ψ2-γεννημένο ελάσσον

του A για κάποιες συναρτήσεις ψ1 : E(A`)→ V (B) ∪ E(B) και ψ2 : E(A`)→
V (C) ∪ E(C) ∪ {?}. Αν

∀e∈E(C) |ψ−1
2 (e) ∩ ψ−1

1 (E(B))| = 1 (7.2)

τότε το C είναι επίσης ελάσσον του B.

Απόδειξη. Ορίζουμε μια συνάρτηση φ : E(B`)→ V (C)∪E(C)∪{?}, που με τη

σειρά της εγγυάται ότι το C είναι ελάσσον του B. Αρχικά παρατήρησε ότι από

την (7.2) υπάρχει ένα υποσύνολο FE ⊆ E(B) και μια αντιστοιχία η μεταξύ FE
και E(C). Στην πραγματικότητα, για κάθε ακμή e του C ισχύει ότι η−1(e) =

ψ1(ψ−1
2 (e)). Θέτουμε φ|FE = η και παρατηρούμε ότι το φ υποχρεώνεται να

απεικονίζει κάθε ακμή από το F ′ = E(B`) \FE είτε σε μια κορυφή του C ή στο

?.

΄Εστω τώρα v μια κορυφή του V (C). Ας θυμηθούμε ότι ψ−1
2 (v) είναι ένα μη

κενό σφιχτό σύνολο ακμών στο A`, και έτσι ενάγει ένα συνεκτικό υπογράφημα,

ας πούμε τοAv, στο A. Παρατήρησε επίσης ότι κάθε ακμή ev του C προσπίπ-

τουσα στο v έχει μια μοναδική προεικόνα στο A, που έχει ακριβώς ένα άκρο

στο Av. Επιπλέον, το γράφημα Bv = B[ψ1(ψ−1
2 (v))] είναι ισομορφικό στο

γράφημα που προκύπτει αν συνθλίψουμε στο Av όλες τις ακμές που ανήκουν

στο ψ−1
1 (V (B)). Αφού η σύνθλιψη ακμών δεν βλάπτει την συνεκτικότητα ενός

συνόλου ακμών, έπεται ότι το ψ1(ψ−1
2 (v)) είναι ένα συνεκτικό σύνολο ακμών

στο B και ότι πάλι το Bv είναι συνεκτικό και κάθε ακμή ψ1(ψ−1
2 (ev)) έχει ένα

άκρο στο Bv. Θέτουμε φ(f) = v, αν f ∈ E(B`) είναι μια ακμή του Bv ή μια

θηλιά σε μια κορυφή του Bv. ΄Εστω FV ⊆ E(B`) η ένωση όλων των συνόλων

ακμών φ−1(v), για κάθε v ∈ V (C) και παρατήρησε ότι FE ∩ FV = ∅. Τέλος,

θέτουμε φ(E(B`) \ (FE ∪ FV )) = ?. Απομένει να δείξουμε ότι οι τέσσερις

συνθήκες του ορισμού ελάσσονος ικανοποιούνται.
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Η πρώτη και τέταρτη συνθήκες έπονται άμεσα από τον ορισμό του φ. Για

τη δεύτερη, υποθέτουμε ότι τα v1, v2 είναι δύο διαφορετικές κορυφές του V (C).

Θέτουμε NA = ψ−1
2 (v1) ∪ ψ−1

2 (v2) και NB = ψ1(ψ−1
2 (v1)) ∪ ψ1(ψ−1

2 (v2)).

Παρατήρησε ότι το B[NB ] είναι ισομορφικό στο γράφημα που προκύπτει από

το A[NA] αφού συνθλίψουμε όλες τις ακμές του που ανήκουν στο ψ−1
1 (V (B)).

Αφού το A[NA] είναι ένα μη συνεκτικό γράφημα, το ίδιο ισχύει και για το B[NB ].

Συνεπώς το NB είναι μη συνεκτικό.

Για την τρίτη, έστω e = (v1, v2) ∈ E(C). Προφανώς το φ−1(e) δεν είναι

θηλιά αφού ανήκει στο FE . Ακόμα, στο A, ένα άκρο του e′ = ψ−1
2 (e) είναι στο

A[ψ−1
2 (v1)] και το άλλο είναι στο A[ψ−1

2 (v2)]. ΄Ετσι, το MA = ψ−1
2 (v1)∪{e′}∪

ψ−1
2 (v2) είναι ένα συνεκτικό σύνολο του A ενώ το MA \{e′} δεν είναι. Θέτουμε

MB = ψ1(ψ−1
2 (v1)) ∪ {e′′} ∪ ψ1(ψ−1

2 (v2)), όπου e′′ = φ−1(e) και παρατηρούμε

ότι το B[MB ] είναι ισομορφικό στο γράφημα που προκύπτει από το A[MA] αφού

συνθλίψουμε όλες τις ακμές που ανήκουν στο ψ−1
1 (V (B)) κατά τρόπο που, σε

αυτό τον ισομορφισμό, το e′ αντιστοιχεί στην ακμή e′′. Αυτό σημαίνει ότι τοMB

είναι ένα συνεκτικό σύνολο του B ενώ το MB \ {e′′} δεν είναι. Συμπεραίνουμε

ότι το ένα άκρο του e′′ ανήκει στο φ−1(v1) και το άλλο ανήκει στο φ−1(v2),

όπως απαιτείται.

7.4 Η συνθήκη της διδιαστατότητας

Ας θυμηθούμε ότι ένα γράφημα H είναι μια μερική τριγωνοποίηση ενός ενεπίπε-

δου γραφήματος G, αν το G είναι ένα παραγόμενο υπογράφημα του H και το H

είναι ενεπίπεδο. Το εξής αποτέλεσμα έπεται από το [92].

Πρόταση 7.4.1 ([92]). ΄Εστω r ένας θετικός ακέραιος. Τότε, κάθε επίπεδο

γράφημα με δεντροπλάτος τουλάχιστον 4.5·r περιέχει μια μερική τριγωνοποίηση
της r × r σχάρας ως σύνθλιψη.

Αποδεικνύουμε την ανάλογη εκδοχή του λήμματος, για την περίπτωση που

έχουμε να κάνουμε με τη σχέση ελάσσονος απόστασης.

Λήμμα 7.4.2. ΄ΕστωG ένα επίπεδο γράφημα και k ένας ακέραιος. Αν tw(G) ≥
18 · k τότε το G περιέχει μια k × k σχάρα ως ελάσσον απόστασης.

Απόδειξη. Από την Πρόταση 7.4.1, το γράφημα G περιέχει μια μερική τριγ-

ωνοποίηση P μιας (4k × 4k) σχάρας ως σύνθλιψη. Ισχυριζόμαστε ότι η k × k
σχάρα Lk είναι ένα φ-γεννημένο ελάσσον απόστασης του P , όπου η συνάρτηση
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φ : E(P `)→ V (Lk) ∪E(Lk) ∪ {?} ορίζεται ως εξής. Για κάθε κορυφή vi,j του

Lk, με i, j ∈ {1, . . . , k}, το σύνολο φ−1(v) περιέχει τις τρεις θηλιές στις κορυφές

του P με συντεταγμένες (k+2i, k+2j), (k+2i−1, k+2j), (k+2i, k+2j−1) και

τις δύο ακμές που συνδέουν αυτές τις τρεις κορυφές. Το σύνολο φ−1(E(Lk))

περιέχει όλους τους δυνατούς υποψήφιους από τις ακμές της υποβόσκουσας

σχάρας του P , ενώ οτιδήποτε άλλο απεικονίζεται στο ?.

Μπορεί κανείς εύκολα να επαληθεύσει ότι το Lk είναι πράγματι η k×k σχάρα,

και ότι η συνάρτηση φ ικανοποιεί τις πρώτες τέσσερις συνθήκες. Απομένει να

δείξουμε ότι η συνθήκη (5) επίσης ισχύει. Αρκεί για την ακρίβεια να το δείξ-

ουμε αυτό για την περίπτωση της απόστασης κορυφών και το υπόλοιπο έπεται.

Θεώρησε, οποιεσδήποτε δύο κορυφές v1, v2 στο Lk και έστω η απόσταση τους

distLk(v1, v2) = ρ ≤ 2k − 2. Αφού κάθε κορυφή στο P που αντιστοιχεί σε μια

κορυφή του Lk έχει απόσταση τουλάχιστον k από μια συνοριακή κορυφή, το

συντομότερο μονοπάτι στο P που περιέχει τα φ−1(v1) και φ−1(v2) έχει μήκος

τουλάχιστον το μισό του μήκους του συντομότερου μονοπατιού στην υποβόσκ-

ουσα σχάρα, δηλαδή
1
2 · 2ρ ≥ ρ.

Ονομάζουμε μέρος ενός μονοπατιού κάθε ακολουθία από γειτονικές ακμές

σε ένα δοσμένο μονοπάτι. Η εξής πρόταση διατυπώνει ένα κάπως τεχνικό αλλά

απλό συμπέρασμα, που θα μας χρειαστεί στην απόδειξη του επόμενου λήμματος.

Πρόταση 7.4.3. ΄Εστω G ένα γράφημα και έστω V1, . . . , Vr μια διαμέριση

των κορυφών του G, τέτοια ώστε για κάθε i ∈ {1, . . . , r}, το G[Vi] είναι ένα

συνεκτικό γράφημα, και για κάθε i ∈ {1, . . . , r − 1} υπάρχει μια ακμή του G
με ένα άκρο στο Vi και ένα άκρο στο Vi+1. ΄Εστω επίσης s ∈ V1 και t ∈ Vr.
Τότε το G έχει ένα μονοπάτι από s στο t με ένα μέρος P μήκους τουλάχιστον

β − α + 2, όπου 1 ≤ α < β ≤ r, έτσι ώστε το P δεν περιέχει καμία ακμή στο

G[Vi] για i ∈ {1, . . . , α− 1} ∪ {β + 1, . . . , r}.

Απόδειξη. Για κάθε i ∈ {1, . . . , r − 1} έστω ei = tisi+1 μια ακμή του G με

ένα άκρο ti στο Vi και το άλλο si+1 στο Vi+1 και θέτουμε s1 = s και tr = t.

Για κάθε i ∈ {1, . . . , r}, αφού το G[Vi] είναι ένα συνεκτικό γράφημα, υπάρχει

ένα μονοπάτι Pi από το si στο ti που βρίσκεται εντελώς στο G[Vi] (πιθανά το

τετριμμένο μονοπάτι από καμία ακμή). Τότε το μονοπάτι P1e1 . . . Pr−1er−1Pr
από το s στο t, με το μέρος του eaPa+1 . . . eβ−1Pβeβ ικανοποιεί τις απαιτήσεις

της πρότασης.

Το εξής λήμμα εγγυάται την ύπαρξη μιας μεγάλης σχάρας ως ελάσσον σε
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κάθε c-σύνθλιψη ενός γραφήματος που περιέχει με τη σειρά του μια μεγάλη

σχάρα ως ελάσσον απόστασης.

Λήμμα 7.4.4. ΄Εστω G ένα συνεκτικό γράφημα και έστω H μια c-σύνθλιψη

του G. Αν το G περιέχει μια (k × k)-σχάρα ως ελάσσον απόστασης, τότε το H

περιέχει μια (k′, k′)-σχάρα ως ελάσσον, όπου k′ = b k−1
2(c+1)c+ 1.

Προοφ. Υποθέτουμε ότι το c είναι ένας περιττός αριθμός και ισοδύναμα αποδεικνύουμε

το λήμμα για k′ = bk−1
2c c+ 1.

΄Εστω H μια σ-γεννημένη σύνθλιψη του G για κάποιο σ : E(G`)→ V (H)∪
E(H) τέτοια ώστε το G[σ−1(v)] να είναι ένα γράφημα από το πολύ c ακμές για

κάθε v ∈ V (H). Ας υποθέσουμε επίσης ότι το G περιέχει μια (k×k)-σχάρα Lk
ως ελάσσον απόστασης μέσω μιας συνάρτησης φ : E(G`) → V (Lk) ∪ E(Lk) ∪
{?}.

Υποθέτουμε ότι V (Lk) = {1, . . . , k}2 όπου κάθε (i, j) αντιστοιχεί στις συν-

τεταγμένες του στη σχάρα. Ο στόχος μας είναι να δείξουμε ότι η (k′ × k′)

σχάρα Lk′ είναι ελάσσον του H. Ορίζουμε α : {1, . . . , k′} → {1, . . . , k} τέ-

τοιο ώστε α(i) = 2(i − 1)c + 1. Παρατήρησε ότι ο ορισμός έχει νόημα αφού

2(k′ − 1)c + 1 ≤ k. Για κάθε (i, j) ∈ {1, . . . , k′}2, ορίζουμε ένα οριζόντιο και

ένα κάθετο σύνολο κορυφών στο V (Lk),

Uhor
i,j =

⋃
r∈{α(i)+(c+1)/2,...,α(i+1)−(c+1)/2}

(r, α(j)), (7.3)

Uver
i,j =

⋃
r∈{α(j)+(c+1)/2,...,α(j+1)−(c+1)/2}

(α(i), r) (7.4)

και έστω U η συλλογή όλων των συνόλων Uhor
i,j ή Uver

i,j που ορίζονται στις (7.3)

και (7.4). Για κάθε οριζόντιο (αντίστοιχα κάθετο) U ∈ U , σημειώνουμε ως

E(U) ⊆ E(Lk) το σύνολο που περιέχει όλες τις οριζόντιες (αντίστοιχα κάθετες)

ακμές του Lk με ένα άκρο στο U . Θα αποδείξουμε τον εξής ισχυρισμό:

(∗) ΄Εστω U1 και U2 δύο διαφορετικά σύνολα του U και έστω e1, e2 δύο ακμές

του G τέτοιες ώστε φ(ei) ∈ E(Ui)∪Ui, για i = {1, 2}. Τότε, δεν υπάρχουν
ξένα μονοπάτια μήκους το πολύ c από τα άκρα του e1 στα άκρα του e2 στο

G.

Αφού το Lk είναι ένα ελάσσον απόστασης του G, αρκεί να δείξουμε ότι δεν

υπάρχει κύκλος στο Lk, που να περιέχει τα φ(e1) και φ(e2) μαζί με δύο μονοπάτια

μεταξύ τους μήκους το πολύ c. Ας υποθέσουμε ότι ένας τέτοιος κύκλος υπάρχει.
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Uver
i,j

φ(V (Ghor
i,j ))

(α(1), α(2))

Uhor
i,j

Σχήμα 7.3: ΄Ενα παράδειγμα της απόδειξης του Λήμματος 7.4.4 για c = 5, k = 21, και

k′ = 3.

Παρατήρησε ότι από τον ορισμό του U , αν δύο κορυφές x, y του V (Lk) ανήκουν

σε δύο διαφορετικά σύνολα του U , τότε distLk(x, y) ≥ c+1. Αυτό συνεπάγεται

ότι το φ(ei) πρέπει να είναι μια ακμή viui του Lk με μόνο ένα άκρο, ας πούμε

το ui, στο Ui, για i = {1, 2}, ή αλλιώς έχουμε τελειώσει. Παρόμοια, ισχύει ότι

distLk(u1, u2) ≥ c+1 και άρα ένα μονοπάτι μήκους το πολύ c του κύκλου πρέπει

να είναι από το v1 στο u2, το άλλο από το v2 στο u1. ΄Επεται, ότι οι ακμές v1u1

και v2u2 δεν μπορούν να είναι και οι δύο ούτε κάθετες ούτε οριζόντιες, και όλες

οι κορυφές των δύο ξένων μονοπατιών βρίσκονται μέσα στο τετράγωνο μέρος

της σχάρας που αυτές οι δύο ακμές ορίζουν. Αυτό αντιβαίνει στην επιπεδότητα

της σχάρας, το οποίο συμπληρώνει την απόδειξη του ισχυρισμού.
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Για κάθε i, j ∈ {1, . . . , k′}2 διαλέγουμε τυχαία μια κορυφή vi,j από το

γράφημα G[φ−1(α(i), α(j))]. Αυτή η επιλογή δημιουργεί μια συλλογή από k′×k′
κορυφές του G.

Για κάθε ζεύγος {(i, j), (i+1, j)} όπου (i, j) ∈ {1, . . . , k′−1}×{1, . . . , k′},
παρατηρούμε ότι το γράφημα

Ghor
i,j = G[

⋃
i′∈{α(i),...,α(i+1)}

φ−1(i′, α(j))]

είναι συνεκτικό, και για κάθε i′ ∈ {α(i), . . . , α(i + 1)} τα σύνολα φ−1(i′, α(j))

σχηματίζουν μια διαμέριση του V (Ghor
i,j ) και υπάρχει μια ακμή του G μεταξύ των

φ−1(i′, α(j)) και φ−1(i′+1, α(j)). Από την Πρόταση 7.4.3, το Ghor
i,j περιέχει ένα

μονοπάτι P hor
i,j από το vi,j στο vi+1,j με ένα μέρος μήκους τουλάχιστον c+1 στο

φ−1(E(Uhor
i,j ))∪φ−1(Uhor

i,j ). Προφανώς, μία από τις ακμές σε αυτό το μέρος του

μονοπατιού, ας πούμε η ehor
i,j , είναι μια ακμή του σ−1(E(H)). Σημειώνουμε ως

→
P i,j (αντίστοιχα

←
P i+1,y) το μέρος του P hor

i,j που ξεκινά από το vi,y (αντίστοιχα

το vi+1,y) και που περιέχει μόνο ένα άκρο του ehor
i,j .

Δουλεύοντας με τον ίδιο τρόπο όπως πριν αλλά ακολουθώντας την “κάθετη”

αντί της “οριζόντιας” κατεύθυνσης, για κάθε ζεύγος {(i, j), (i, j + 1)} όπου

(i, j) ∈ {1, . . . , k′} × {1, . . . , k′ − 1}, ορίζουμε το γράφημα

Gver
i,j = G[

⋃
j′∈{α(j),...,α(j+1)}

φ−1(α(i), j′)]

και βρίσκουμε το μονοπάτι P ver
i,j σε αυτό, που ξεκινάει από το vi,j και τελειώνει

στο vi,j+1 και που περιέχει μια ακμή ever
i,j του σ−1(E(H)) που ανήκει στο

φ−1(E(Uver
i,j ))∪φ−1(Uver

i,j ). ΄Οπως πριν, το P ver
i,j χωρίζεται σε ένα μονοπάτι ↓Pi,j

(που περιέχει το vi,j), την ακμή ever
i,j , και το μονοπάτι ↑Pi,j+1 (που περιέχει το

vi,j+1). ΄Εστω, τέλος, E∗ το σύνολο που περιέχει κάθε ehor
x,y και κάθε ever

x,y.

Από το Λήμμα 7.3.6, για να δειχτεί ότι το Lk′ είναι ελάσσον του H, είναι

αρκετό να ορίσουμε μια συνάρτηση τ : E(G`) → V (Lk′) ∪ E(Lk′) ∪ {?} που

πιστοποιεί ότι το Lk′ είναι ελάσσον τουG κατά τρόπο που ∀f ∈ E(Lk′) |τ−1(f)∩
σ−1(E(H)| = 1. Για αυτό, για κάθε (x, y) ∈ {1, . . . , k′} ορίζουμε το Ex,y ως

την ένωση των ακμών και των θηλιών των κορυφών από κάθε μονοπάτι που

υπάρχει στο σύνολο {
←
P x,y,

→
P x,y, ↓Px,y, ↑Px,y} και για κάθε e ∈ Ex,y θέτουμε

τ(e) = (x, y). Παρατήρησε ότι για κάθε (x, y) ∈ {1, . . . , k′}2, το G[τ−1(x, y)]

είναι η ένωση ενός συνόλου μονοπατιών του G που έχει μια κορυφή κοινή, και

έτσι ενάγει ένα συνεκτικό υπογράφημα του G. ΄Εστω τώρα e μια ακμή του Lk′ .
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Στην περίπτωση που e = {(x, y), (x+1, y)} (αντίστοιχα e = {(x, y), (x, y+1)}),
τότε, από τον ορισμό, η ακμή ehor

x,y (αντίστοιχα η ever
x,y) συνδέει ένα άκρο v1 μιας

ακμής στο τ−1(x, y) (αντίστοιχα στο τ−1(x, y)) με ένα άκρο v2 μιας ακμής στο

τ−1(x + 1, y) (αντίστοιχα στο τ−1(x, y + 1)). Σε κάθε περίπτωση, θέτουμε

τ(v1v2) = e. ΄Επεται ότι τ(E∗) = E(Lk′). Για όλες τις ακμές του G` των

οποίων η εικόνα δεν έχει οριστεί μέχρι τώρα, θέτουμε τ(e) = ?. Μπορεί κανείς

εύκολα να επαληθεύσει ότι η τ είναι μια καλά ορισμένη συνάρτηση και ότι το

Lk′ είναι ένα τ -γεννημένο ελάσσον του G.

Στη συνέχεια αποδεικνύουμε ότι ∀f ∈ E(Lk′) |τ−1(f) ∩ σ−1(E(H)| = 1.

Για αυτό, παρατήρησε αρχικά ότι, από τον ορισμό του τ , όλες οι ακμές στο

τ−1(E(Lk′)) = E∗ είναι ακμές του σ−1(E(H)). Συνεπώς,αρκεί να δειχτεί ότι

για κάθε e ∈ E(H), το σ−1(e) δεν περιέχει περισσότερο από μια ακμή από το

E∗. Ας υποθέσουμε ότι αντίθετα ότι e1, e2 ∈ σ−1(e) ∩ E∗ και e1 6= e2. Αφού

σ(e1) = σ(e2) = e, έπεται ότι κάθε ei έχει ένα άκρο wi στο σ
−1(w) και ένα άκρο

zi στο σ
−1(z), όπου wz = e. Αφού κάθε υπογράφημα G[σ−1(w)] και G[σ−1(z)]

είναι συνεκτικό, έχει το πολύ c ακμές και είναι μεταξύ τους ξένα, υπάρχουν δύο

ξένα μονοπάτια μήκους το πολύ c στο G από το w1 το w2 και από το z1 στο z2,

που αντιβαίνει στο (∗) αφού e1, e2 ∈ E∗.

Το τελευταίο λήμμα συνδυάζει τα Λήμματα 7.3.5, 7.4.2 και 7.4.4 στο απόσταγμα

των τελευταίων δύο ενοτήτων και την καρδιά της απόδειξης για τη συνθήκη της

διδιαστατότητας που ακολουθεί.

Λήμμα 7.4.5. ΄Εστω H1 και H2 δύο γραφήματα. Θεώρησε ένα γράφημα G

τέτοιο ώστε το H1 να είναι μια c1-σύνθλιψη του G και το H2 να είναι μια c2-

σύνθλιψη του G. Αν το H1 είναι επίπεδο τότε tw(H2) = O(c1 · c2 ·bgm(H2)) =

36 · (c1 + 1) · (c2 + 1) · [bgm(H2)− 1] +O(c1).

Απόδειξη. ΄Εστω H1, H2 δύο συνθλίψεις του G γεννημένες από κάποιες σi :

E(G`) → V (Hi) ∪ E(Hi), i = 1, 2 αντίστοιχα. ΄Εστω ακόμα ότι r = tw(H2).

Αφού το G περιέχει το H2 ως σύνθλιψη, έπεται ότι tw(G) ≥ r. Από το

Λήμμα 7.3.5, έχουμε ότι tw(H1) ≥ (r + 1)/(c1 + 1) − 1. Αφού το H1 είναι

επίπεδο, από το Λήμμα 7.4.2, το H1 περιέχει το Lr′ ως ελάσσον απόστασης,

όπου r′ = b 1
18 · ( r+1

c1+1 − 1)c. Αφού το H1 είναι μια σύνθλιψη του G, τότε

επίσης το G περιέχει το Lr′ ως ελάσσον απόστασης. Από το Λήμμα 7.4.4, το

H2 περιέχει ως ελάσσον μια (r′′, r′′)-σχάρα, όπου r′′ = b r′−1
2(c2+1)c + 1, όπως

ζητήθηκε.
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Το εξής θεώρημα είναι βασισμένο στο προηγούμενο λήμμα και διατυπώνει το

κύριο τεχνικό αποτέλεσμα του κεφαλαίου, δηλαδή την επιβεβαίωση της ισχύος

της συνθήκης της διδιαστατότητας 7.1 για την κλάση που περιέχει τα γραφήματα

τομών συλλογών από γραμμές στη σφαίρα.

Θεώρημα 7.4.6. ΄Εστω B ένα σύνολο γραμμών στη σφαίρα τέτοιο ώστε για
κάθε C1, C2 ∈ B με C1 6= C2, το σύνολο C1 ∩ C2 να είναι ένα πεπερασμένο

σύνολο σημείων και το πολύ δύο γραμμές να τέμνονται στο ίδιο σημείο. ΄Εστω

επίσης GB το γράφημα τομών του B και έστω ξ = maxC∈B |C ∩
⋃
C′∈B\C C

′|.
Τότε tw(GB) = O(ξ · bgm(GB)).

Απόδειξη. Δεδομένου ενός επίπεδου σχεδιασμού των γραμμών του B, θεώρησε

οποιαδήποτε διασταύρωση p, που είναι ένα σημείο του επιπέδου και που ανήκει

σε περισσότερο από μια γραμμή. Από τις υποθέσεις, το p ανήκει σε ακριβώς δύο

γραμμές, ας πούμε τις L1, L2 και υπάρχει ένας ανοιχτός δίσκος D του επιπέδου

που περιέχει το p, αλλά καμία γραμμή εκτός των L1 και L2 και κανένα άλλο

σημείο που να ανήκει σε περισσότερο από μια γραμμή. Επιπλέον, χωρίς βλάβη

της γενικότητας μπορούμε πάντα να υποθέτουμε ότι το p δεν είναι άκρο του L1

ή του L2· αλλιώς μπορούμε να τεντώσουμε μέσα στο D τη γραμμή που τελειώνει

στο p χωρίς να αλλοιώσουμε το υπόλοιπο σκηνικό.

Τότε, έστω G1 το απλό γράφημα με μια εμβάπτιση στη σφαίρα, στο οποίο

όλα τα άκρα γραμμών στο B είναι κορυφές του G1 και κάθε γραμμή L ∈ B είναι

μια ακμή του G1 που συνδέει τις δύο κορυφές, που είναι άκρα του L. Σημείωσε

ότι το γράφημα G1 δεν είναι αναγκαστικά επίπεδο – στην πραγματικότητα, κάθε

διασταύρωση δύο γραμμών στο B είναι επίσης μια διασταύρωση των αντίστοιχων

ακμών του G1 σε αυτή την εμβάπτιση.

Για κάθε διασταύρωση p δύο γραμμών L1, L2 στο B και άρα των αντίστοιχων

ακμών e1, e2 του G1, μπορούμε να θεωρήσουμε όπως παραπάνω έναν ανοιχτό

δίσκο D του επιπέδου κατά τέτοιο τρόπο, έτσι ώστε D ∩ e = ∅ για κάθε ακμή

e ∈ E(G1) \ {e1, e2}, το μόνο σημείο στο D που ανήκει και στις δυο ακμές

είναι το p, καμία κορυφή του G1 δεν βρίσκεται στο D και όλοι οι δίσκοι που

θεωρήσαμε είναι ανά δύο ξένοι. Τότε, υποδιαιρούμε τα e1 και e2 προσθέτοντας

δύο νέες κορυφές x, y στο D \ {p} και συνδέουμε τα x και y με μια νέα ακμή f

που βρίσκεται εντελώς στο δίσκο D και συναντά τα L1 και L2 μόνο στα άκρα

τους. Σημειώνουμε ως M το σύνολο από αυτές τις νέες ακμές. Παρατήρησε ότι

μπορούμε να συνθλίψουμε την ακμή f μέσα στο δίσκο D έτσι ώστε η κορυφή

που προκύπτει να είναι το σημείο p, αφήνοντας την εμβάπτιση του γραφήματος
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έξω από το D ανέπαφη. Κάνοντας το ίδιο για κάθε ακμή στο M , παίρνουμε μια

επίπεδη εμβάπτιση ενός γραφήματος. ΄Εστω H αυτό το γράφημα και έστω G το

γράφημα προτού συνθλίψουμε τις ακμές του M , δηλαδή G/M = H. Προφανώς,

το H είναι μια 1-σύνθλιψη του G. Ακόμα, αν συνθλίψουμε όλες τις ακμές του

G που δεν είναι στο M , παίρνουμε το γράφημα τομών GB. Αφού κάθε ακμή του

G1 έχει υποδιαιρεθεί σε το πολύ ξ + 1 ακμές του G, το γράφημα GB είναι μια

(ξ + 1)-σύνθλιψη του G και το αποτέλεσμα έπεται από το Λήμμα 7.4.5.

7.5 Συμπεράσματα

Εφαρμόζοντας άμεσα το Θεώρημα 7.4.6 στα σύνολα τεθλασμένων γραμμών που

κατασκευάστηκαν στο Λήμμα 7.2.2, λαμβάνουμε το εξής θεώρημα για τα ρ-κυρτά

γεωμετρικά σώματα.

Θεώρημα 7.5.1. ΄Εστω B ένα σύνολο ρ-κυρτών σωμάτων τέτοιο ώστε για
κάθε B1, B2 ∈ B με B1 ∩B2 6= ∅, το σύνολο B1 ∩B2 έχει μη κενό εσωτερικό.

΄Εστω GB το γράφημα τομών του B και έστω ∆ ο μέγιστος βαθμός του GB.

Τότε tw(GB) = O(ρ2∆3 · bgm(GB)).

Παρόμοια, η άμεση εφαρμογή του Θεωρήματος 7.4.6 στα σύνολα τεθλασ-

μένων γραμμώνπου κατασκευάστηκαν στο Λήμμα 7.2.3 συνεπάγεται το παρακάτω

θεώρημα σχετικά με τα α-παχιά κυρτά γραφήματα τομών γεωμετρικών σωμάτων

που αποκλείουν ένα γράφημα H.

Θεώρημα 7.5.2. ΄Εστω H ένα γράφημα σε h κορυφές, και έστω B μια
συλλογή κυρτών σωμάτων στη σφαίρα τέτοια ώστε για κάθε B1, B2 ∈ B με
B1 ∩ B2 6= ∅, το σύνολο B1 ∩ B2 να έχει μη κενό εσωτερικό. Αν το γράφημα

τομών GB του B είναι α-παχύ και δεν περιέχει το H ως υπογράφημα, τότε
tw(GB) = O(α6h3 · bgm(GB)).

Παρατήρησε ότι η περίπτωση των γραφημάτων τομών μοναδιαίων δίσκων που

αποκλείουν ένα γράφημα H και που εξετάστηκε στο [72] είναι απλώς μια πολύ

ειδική περίπτωση του τελευταίου θεωρήματος (τα γραφήματα τομής μοναδιαίων

δίσκων είναι 1-κυρτά και 1-παχιά).

Πιστεύουμε ότι το φάσμα της δυνατότητας εφαρμογής των συνδυαστικών

αποτελεσμάτων μας είναι ακόμα πιο πλατύ από ότι παρουσιάζεται στην προ-

ηγούμενη ενότητα. Η κύρια συνδυαστική μηχανή αυτού του κεφαλαίου είναι το
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Λήμμα 7.4.5 που βασικά ενάγει μια έννοια απόστασης μεταξύ γραφημάτων ως

προς συνθλιψιμότητα. Αυτό διατυπώνεται από τον εξής ορισμό.

Ορισμός 7.5.3. ΄Εστω G1 και G2 γραφήματα. Ορίζουμε την απόσταση σύν-

θλιψης μεταξύ των G1 και G2, που γράφεται ως cdist(G1, G2), ως το ελάχιστο

c για το οποίο υπάρχει ένα γράφημα H που περιέχει και τα δύο G1 και G2

ως c-συνθλίψεις. Δεδομένου ενός γραφήματος G ορίζουμε Bc(G) = {H |
cdist(G1, G2) ≤ c}. Τέλος, δεδομένης μια κλάσης γραφημάτων G, ορίζουμε

Bc(G) =
⋃
G∈G Bc(G). Αναφερόμαστε στην κλάση Bc(G) ως την c-επέκταση

σύνθλιψης της κλάσης G.

Μια άμεση συνέπεια του Λήμματος 7.4.5 είναι η εξής:

Πόρισμα 7.5.4. ΄Εστω P η κλάση των επίπεδων γραφημάτων, τότε για κάθε
σταθερά c, η Bc(P) ικανοποιεί την διδιάστατη ως προς ελάσσονα συνθήκη (7.1).

Στην πραγματικότητα, το Πόρισμα 7.5.5 μπορεί να επεκταθεί πολύ περισ-

σότερο από τα επίπεδα γραφήματα. Για αυτό, το μόνο που χρειαζόμαστε εί-

ναι ανάλογα του Λήμματος 7.4.2 για πιο γενικές κλάσεις γραφημάτων. Χρησι-

μοποιώντας το κύριο αποτέλεσμα του [68], έπεται ότι το Λήμμα 7.4.2 είναι σωστό

για κάθε κλάση γραφημάτων που αποκλείει ένα απόγειο γράφημα ως ελάσσον.

Αντικαθιστώντας αυτή την πιο γενική εκδοχή του Λήμματος 7.4.2 στις αποδείξ-

εις της προηγούμενης ενότητας παίρνουμε το εξής.

Θεώρημα 7.5.5. ΄Εστω H ένα ελεύθερο-απόγειου-ελάσσονος γράφημα και

έστω GH η κλάση των γραφημάτων που αποκλείουν το H ως ελάσσον. Τότε, για
κάθε σταθερά c, η κλάση Bc(GH) ικανοποιεί τη διδιάστατη ως προς ελάσσονα

συνθήκη (7.1).

΄Ολες οι αλγοριθμικές εφαρμογές αυτού του κεφαλαίου έπονται από το γεγονός

ότι όλες οι γεωμετρικές κλάσεις γραφημάτων τομών που θεωρήθηκαν σε αυτό

το κεφάλαιο είναι υποσύνολα του Bc(P) για κάποια επιλογή του c. Προφανώς,

το Θεώρημα 7.5.5 παρέχει ένα πολύ πιο ευρύ πλαίσιο για αυτό, που περιλαμβάνει

γραφήματα φραγμένου γένους (και γραφήματα τομών γραμμών ή πολυγώνων σε

επιφάνειες), γραφήματα που αποκλείουν ένα γράφημα μοναδικής διασταύρωσης,

και K3,r-ελεύθερα-ελάσσονος γραφήματα. Πιστεύουμε ότι το Θεώρημα 7.5.5,

που είναι η πιο γενική συνδυαστική επέκταση των αποτελεσμάτων μας μπορεί να

έχει εφαρμογές σε πιο γενικά συνδυαστικά αντικείμενα από τις κλάσεις γραφη-

μάτων τομών. Αφήνουμε αυτό το ερώτημα ανοιχτό για περαιτέρω έρευνα.



Κεφάλαιο 8

Παρεμποδίσεις για το πλάτος

μονοπατιού σε μητροειδή

Οι έννοιες πλάτους μονοπατιού και κλαδοπλάτους ορισμένες σε γραφήματα είναι

βασικές παράμετροι γραφημάτων που εμφανίζονται σε πολλές εφαρμογές των δι-

ακριτών μαθηματικών και της σχεδίασης αλγορίθμων. Η ανάλογη παράμετρος

του κλαδοπλάτους σε μητροειδή παρουσιάστηκε από τους Geelen και Whittle

στο [80] και μελετήθηκε διεξοδικά στα [78, 80, 95, 96, 107, 111]. Παρόλα αυτά,

δεν είναι γνωστά τόσο πολλά για το ανλάλογο της παραμέτρου του πλάτους

μονοπατιού σε μητροειδή. Το πλάτος μονοπατιού ενός μητροειδούς ορίστηκε

επίσης από τους Geelen, Gerards, και Whittle, αυτή τη φορά στο [81] (δες

επίσης [94]) και εξετάστηκε στην εργασία του Kashyap [100] σε συνάρτηση με

την πολυπλοκότητα γραμμικών κωδίκων. Επίσης, η δομή συνεκτικών μητροει-

δών πλάτους μονοπατιού το πολύ 3 εξετάστηκε στο [93, 10].

Δεδομένης μιας κλάσης μητροειδών K, ορίζουμε το σύνολο παρεμπόδισης

obs(K) για την κλάση, ως το σύνολο όλων των ελάχιστων ως προς ελάσσονα

μητροειδών που δεν ανήκουν στην K. Σημειώνουμε ως Pk την κλάση όλων των

μητροειδών πλάτους μονοπατιού το πολύ k. Σε αυτό το κεφάλαιο, μελετούμε το

σύνολο obs(Pk) και χαρακτηρίζουμε, για κάθε k, όλα τα μέλη του obs(Pk) που

είναι μητροειδή κύκλων εξωεπίπεδων γραφημάτων και των δυικών τους.

Ακολουθώντας τον Kashyap [100], ορίζουμε το μητροειδικό πλάτος μονοπα-

τιού, πιο σύντομα µ-πλάτος μονοπατιού ενός γραφήματος ως το πλάτος μονοπα-

τιού του μητροειδούς κύκλων του. ΄Οπως παρατηρήθηκε στο [100], το πλάτος

μονοπατιού και το µ-πλάτος μονοπατιού ενός γραφήματος είναι διαφορετικές
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παράμετροι, ενώ το πλάτος μονοπατιού μπορεί να αναχθεί υπολογιστικά στο

µ-πλάτος μονοπατιού.

Δείχνουμε ότι δομικά χαρακτηριστικά του πλάτους μονοπατιού άκυκλων

γραφημάτων μεταφέρονται στο µ-πλάτος μονοπατιού εξωεπίπεδων γραφημάτων.

Συγκεκριμένα, ορίζουμε μια πράξη, που λέγεται σύμπτυξη για “την σύνδεση ”

τριάδων από μητροειδή και αποδεικνύουμε ένα αποτέλεσμα αποσύνθεσης μητροει-

δών που παρέχει ένα τρόπο κατασκευής μητροειδών πλάτους μονοπατιού τουλάχισ-

τον k + 1 από μητροειδή πλάτους μονοπατιού τουλάχιστον k. Το αποτέλεσμα

μπορεί να ειδωθεί ως το ανάλογο για μητροειδή της πράξης που ορίστηκε στο [136]

(δες επίσης [137, 121, 58]) για την περίπτωση του πλάτους μονοπατιού γραφη-

μάτων.

Χρησιμοποιώντας τα συνδυαστικά αποτελέσματά μας, αποδεικνύουμε την

ύπαρξη μιας αντιστοιχίας μεταξύ άκυκλων παρεμποδίσεων για το γραμμοπλά-

τος (μια παράμετρο παρόμοια με το πλάτος μονοπατιού για γραφήματα) και

τις εξωεπίπεδες παρεμποδίσεις του µ-πλάτους μονοπατιού. Επιτυχαίνουμε έτσι

ένα πλήρη χαρακτηρισμό των μελών του obs(Pk) που είναι μητροειδή κύκλων

εξωεπίπεδων γραφημάτων. ΄Ενα αλγοριθμικό συμπέρασμα των αποτελεσμάτων

μας είναι ότι το µ-πλάτος μονοπατιού εξωεπίπεδων γραφημάτων μπορεί να είναι

υπολογιστεί σε γραμμικό χρόνο.

8.1 Μητροειδή: μια σύντομη εισαγωγή

΄Ενα μητροειδές M είναι ένα συντεταγμένο ζεύγος (E, I), όπου E λέγεται το

σύνολο στοιχείων και I είναι μια συλλογή υποσυνόλων του E, τέτοια ώστε:

• ∅ ∈ I

• αν I ∈ I και I ′ ⊆ I, τότε I ′ ∈ I

• αν I1, I2 ∈ I και |I1| < |I1|, τότε ∃e ∈ I2 − I1 : I1 ∪ e ∈ I.
Εδώ υποθέτουμε πάντα ότι το E είναι ένα πεπερασμένο σύνολο. Ονομάζουμε

τα υποσύνολα του E στο I τα ανεξάρτητα σύνολα τουM και αυτά εκτός του I
εξαρτημένα. Δεδομένου ενός μητροειδούςM, χρησιμοποιούμε τους συμβολισ-

μούς E(M) και I(M) για το σύνολο στοιχείων και τη συλλογή των ανεξάρτητων

συνόλων τουM, αντίστοιχα. Ονομάζουμε το E(M) επίσης το σύνολο στήριξης

τουM. Αν E(M) = ∅, ονομάζουμε τοM το κενό μητροειδές.

΄Ενα μεγιστικό ανεξάρτητο σύνολο του M λέγεται βάση του M και ένα

ελάχιστο εξαρτημένο σύνολο, κύκλωμα του M. Σημειώνουμε ως B(M) την
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συλλογή των βάσεων τουM και ως C(M) την συλλογή των κυκλωμάτων του

M. Οποιαδήποτε των συλλογών I(M), B(M) ή C(M) αρκεί για να περιγράψει

ένα μητροειδέςM σε ένα σύνολο στοιχείων E(M) (δες επίσης [117]).

΄ΕστωM1 καιM2 δύο μητροειδή. Ονομάζουμε ταM1 καιM2 ισομορφικά

και γράφουμε M1
∼= M2, αν υπάρχει μια αντιστοιχία φ : E(M1) → E(M2),

τέτοια ώστε ένα υποσύνολο X ∈ E(M1) είναι ανεξάρτητο στοM1, αν και μόνο

αν το φ(X) είναι ανεξάρτητο στοM2.

Το μητροειδές κύκλων ενός γραφήματος G, που γράφεται ως M(G), έχει

το σύνολο ακμών E(G) ως σύνολο στήριξης, ενώ τα ανεξάρτητα σύνολα είναι

τα άκυκλα υπογραφήματα του G. Από την άλλη μεριά, ένα μητροειδές που είναι

ισομορφικό με το μητροειδές κύκλων ενός γραφήματος λέγεται γραφικό.

Το μητροειδές διανυσμάτων ενός m× n πίνακα A = [a1,a2, . . . ,an] σε ένα

πεδίο F, που γράφεται ωςM(A), είναι το μητροειδές (E, I) όπου:{
E = {1, 2, . . . , n}
I = {X ⊆ E : {ai : i ∈ X} είναι γραμμικά ανεξάρτητο στο V (m,F )}}

Ονομάζουμε ένα μητροειδές M αναπαραστάσιμο στο F, αν υπάρχει ένας πί-

νακας A σε ένα πεδίο F, τέτοιος ώστε τοM να είναι ισομορφικό με το μητροει-

δές διανυσμάτων M(A). ΄Ενα μητροειδές είναι αναπαραστάσιμο, αν είναι ανα-

παραστάσιμο σε κάποιο πεδίο.

——

Δεδομένου ενός μητροειδούςM, το μητροειδές του οποίου το σύνολο στήριξης

είναι E(M) και του οποίου η συλλογή των βάσεων είναι {E(M) − B : B ∈
B(M)} λέγεται το δυικό του μητροειδούςM και γράφεται ωςM∗.

΄ΕστωM ένα μητροειδές καιX,Y ⊆ E(M) υποσύνολα του συνόλου στήριξής

του. Το μητροειδέςM\X = {E(M)−X, I ⊆ (E(M)−X) : I ∈ I(M)} και

το μητροειδές M/Y = [M∗\Y ]∗ είναι η διαγραφή του X και η σύνθλιψη του

Ψ από το μητροειδές M, αντίστοιχα. Αν X = {e} τότε απλά γράφουμε M\e
αντί τουM\{e} – παρόμοια για την σύνθλιψη ενός μοναδικού στοιχείου. ΄Ενα

μητροειδές K είναι ελάσσον ενός μητροειδούςM, αν K =M\X/Y για κάποια

σύνολα X,Y ⊆ E(M).

΄ΕστωM ένα μητροειδές και X ένα υποσύνολο του συνόλου στήριξής του,

δηλαδή X ⊆ E(M). Σημειώνουμε ως X το σύνολο E(M) −X και ως M|X
το μητροειδές M\ X, που λέγεται ο περιορισμός του M στο X. Λέμε ότι το

B ⊆ X είναι μια βάση του X, αν το B είναι μια βάση του μητροειδούςM|X.
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Ορισμός 8.1.1. ΄Εστω M ένα μητροειδές. Ονομάζουμε συνάρτηση τάξης

τουM, τη συνάρτηση rM : 2E(M) → N, που απεικονίζει ένα σύνολο στοιχείων

X ⊆ E(M) στο μέγεθος μιας βάσης του X.

΄Οταν είναι φανερό από τα συμφραζόμενα ότι αναφερόμαστε σε ένα μητροειδές

M, γράφουμε απλά r(X) αντί του rM(X), για ένα υποσύνολο X του E(M).

Γενικά ονομάζουμε τον αριθμό r(X) την τάξη του X. Η τάξη του μητροειδούς

M ισούται με την τάξη του συνόλου στήριξής του, δηλαδή r(M) = r(E(M)).

Ας θεωρήσουμε το μητροειδές κύκλων ενός γραφήματος G. Μια βάση ενός

υποσυνόλου F του E(G) είναι το σύνολο ακμών ενός παραγόμενου υπογραφή-

ματος στο G[F ]. Αυτό συνεπάγεται την εξής απλή παρατήρηση, που είναι πολύ

χρήσιμη όταν δουλεύουμε με την τάξη των γραφικών μητροειδών και υποσυνόλων

των συνόλων στήριξής τους.

Παρατήρηση 8.1. ΄ΕστωM το μητροειδές κύκλων ενός γραφήματος G και

έστω F ⊆ E(G). Αν k είναι ο αριθμός των συνιστωσών του εναγόμενου υπ-

ογραφήματος G[F ], τότε η τάξη του F ισούται με |G[F ]| − k.

Ορισμός 8.1.2. ΄Εστω m και n μη αρνητικοί ακέραιοι τέτοιοι ώστε m ≤ n.

Το ομοιόμορφο μητροειδές τάξης m με n στοιχεία, που γράφεται ως Um,n, είναι
το μητροειδές (E, I) όπου: {

E = {1, 2, . . . , n}
I = {X ⊆ E : |X| ≤ m}

΄Ολα τα ομοιόμορφα μητροειδή με το πολύ 3 στοιχεία είναι γραφικά. Μια

απεικόνιση των ομοιόμορφων μητροειδών σε 3 στοιχεία παρέχεται στο Σχήμα 8.3.

(΄Οταν απεικονίζουμε ένα γραφικό μητροειδές, συνήθως σχεδιάζουμε ένα γράφημα

και αναφερόμαστε στο μητροειδές κύκλων του.)

Σχήμα 8.1: Τα ομοιόμορφα μητροειδή με 3 στοιχεία σε σειρά αύξουσας τάξης.

΄Ενα μητροειδές λέγεται συνεκτικό όταν για κάθε ζεύγος διαφορετικών στοιχείων

του συνόλου στήριξής του έχει ένα κύκλωμα που τα περιέχει και τα δύο. Αυτό
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συνεπάγεται ότι το μητροειδές κύκλων ενός 2-συνεκτικού γραφήματος είναι

συνεκτικό.

Ορισμός 8.1.3. Ακολουθώντας τον ορισμό του Oxley [117] η συνάρτηση

συνεκτικότητας ενός μητροειδούςM είναι η συνάρτηση λ : 2E(M) → N, όπου:

λM(X) = rM(X) + rM(X)− rM(E(M)) , για X ⊆ E(M). (8.1)

΄Εστω M ένα συνεκτικό μητροειδές και έστω X ⊆ E(M). Προφανώς, αν

X = E(M) ή X = ∅, τότε λM(X) = 0. Ας θεωρήσουμε τότε την περίπτωση

που συμβαίνει ακριβώς αυτό, δηλαδή που για κάποιο υποσύνολο F ⊆ E(M),

ισχύει ότι λM(F ) = 0. Από τον Ορισμό 8.1.3 έπεται ότι rM(F ) + rM(F ) =

rM(E(M)), που με τη σειρά του συνεπάγεται ότι για κάθε βάση B τουM, τα

B ∩ F και B ∩ F είναι βάσεις των F και F , αντίστοιχα. Τότε κανένα κύκλωμα

τουM δεν μπορεί να περιέχει στοιχεία από και τα δύο F και F . Διατυπώνουμε

αυτό το γεγονός στην εξής παρατήρηση.

Παρατήρηση 8.2. ΄ΕστωM ένα συνεκτικό μητροειδές και έστω F ⊆ E(M).

Τότε λM(F ) = 0, αν και μόνο αν F = E(M) ή F = ∅.

Μια άλλη χρήσιμη ιδιότητα ενός συνεκτικού μητροειδούς αναφέρεται στην

επόμενη πρόταση που αποδείχθηκε από τον Tutte [146].

Πρόταση 8.1.4 ([146]). ΄Εστω e ένα στοιχείο ενός συνεκτικού μητροειδούς

M. Τότε τουλάχιστον ένα από ταM/e καιM\e είναι συνεκτικό.

΄Εστω M ένα μητροειδές. Μια άμεση συνέπεια των ορισμών είναι, ότι η

τάξη ενός υποσυνόλου X ⊆ E(M) στο δυικό μητροειδές M∗ εκφράζεται από

τη σχέση r∗(X) = r(X) − r(M) + |X|. Συγκεκριμένα, r∗(M) + r(M) =

|E(M)|. Μια αντικατάσταση στην εξίσωση 8.1 συνεπάγεται ότι η συνάρτηση

συνεκτικότητας είναι συμμετρική ως προς δυικότητα, δηλαδή για κάθε μητροειδές

M και X ⊆ E(M):

λM(X) = λ∗M(X) = r(X) + r∗(X)− |X|. (8.2)

Εδώ, όπως πριν για την συνάρτηση τάξης, γράφουμε λ∗M αντί του λM∗ και

παρόμοια r∗M αντί του rM∗ . ΄Επεται, ότι ένα μητροειδέςM είναι συνεκτικό, αν

και μόνο αν το δυικόM∗ του είναι συνεκτικό.

——
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Το προϊόν της τετριμμένης σύνδεσης δύο δοσμένων μητροειδών M1 και

M2 με ξένα σύνολα στήριξης, είναι το μητροειδές (E(M1)∪E(M2), I(M1)∪
I(M2)), που λέγεται το άμεσο άθροισμα τωνM1 καιM2 και σημειώνεται ως

M1 ⊕M2.

Συνεχίζουμε με τον ορισμό δύο δυικών πράξεων σε μητροειδή που παρέχουν

ένα τρόπο να συνδέουμε μητροειδή των οποίων τα σύνολα στήριξης έχουν ένα

μοναδικό κοινό στοιχείο. Αν ένα στοιχείο δεν περιέχεται σε καμία βάση ενός

μητροειδούς, τότε λέγεται θηλιά, ενώ αν περιέχεται σε κάθε βάση λέγεται συ-

θηλιά.

Ορισμός 8.1.5. ΄Εστω M1 και M2 δύο μητροειδή με E(M1) ∩ E(M2) =

{e}, όπου το e δεν είναι ούτε θηλιά ούτε συθηλιά σε αυτά τα μητροειδή.

Τότε, η σειριακή σύνδεση τωνM1 καιM2, που σημειώνεται ως S(M1,M2),

είναι το μητροειδές με σύνολο στοιχείων E και συλλογή κυκλωμάτων CS , όπου
το e′ είναι ένα στοιχείο που δεν ανήκει στο E(M1) ή E(M2) και:

E = E(M1\e) ∪ E(M2\e) ∪ e′

CS = C(M1\e) ∪ C(M2\e) ∪
{(C1 − e) ∪ (C2 − e) ∪ e′ : e ∈ Ci ∈ C(Mi) για i = 1, 2}.

Η παράλληλη σύνδεση των M1 και M2 που σημειώνεται ως P (M1,M2)

είναι το μητροειδές [S(M∗1,M∗2)]∗. (δες επίσης το Σχήμα 8.2).

Σχήμα 8.2: Η σειριακή και η παράλληλη σύνδεση δύο μητροειδών.

Οι ιδιότητες της σειριακής και της παράλληλης σύνδεσης περιλαμβλανουν

πολλά χρήσιμα χαρακτηριστικά. Για παράδειγμα οι κλάσεις των γραφικών μητροει-

δών και των συνεκτικών μητροειδών είναι κλειστές ως προς αυτές τις πράξεις –

για μια αναλυτική μελέτη στις πράξεις αυτές δες [22, 117]. Αναφέρουμε εδώ την

εξής απλή ιδιότητα από το [22]:

Πρόταση 8.1.6 ([22]). ΄ΕστωN1 καιN2 δύο μητροειδή των οποίων τα σύνολα

στήριξης έχουν ένα μοναδικό κοινό στοιχείο e. Τότε, P (N1,N2)/e = (N1/e)⊕
(N2/e).
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Τέλος, ορίζουμε μια τελευταία πράξη σύνδεσης δύο μητροειδών που έχουν

ένα μοναδικό κοινό στοιχείο. Το 2-άθροισμα δύο μητροειδώνM και N , τέτοια

ώστε E(M)∩E(N ) = p, όπου p δεν είναι ούτε θηλιά ούτε συθηλιά σταM και

N , είναι το μητροειδές

M⊕2 N = P (M,N ) \ p = S(M,N )/p.

8.2 Παρεμποδίσεις κλάσεων μητροειδών

΄Οπως έχουμε συζητήσει στην προηγούμενη ενότητα, υπάρχουν γραφικά μητροειδή,

αυτά που είναι μητροειδή κύκλων ενός γραφήματος, και αναπαραστάσιμα μητροειδή,

αυτά που είναι μητροειδή διανυσμάτων ενός πίνακα σε κάποιο πεδίο. Το ερώτημα

φυσικά γεννάται ποια μητροειδή ακριβώς είναι γραφικά και ποια είναι F-αναπαραστάσιμα,
δηλαδή αναπαραστάσιμα σε ένα συγκεκριμένο πεπερασμένο πεδίο F. Πράγματι,

η απάντηση σε αυτό το ζήτημα αναδείχθηκε σε μια κεντρική κατεύθυνση της

θεωρίας μητροειδών και συχνά σε ένα απροσπέλαστο πρόβλημα.

Αφού οι κλάσεις των γραφικών μητροειδών και των F-αναπαραστάσιμων

μητροειδών είναι κλειστές ως προς τη σχέση ελάσσονος, ένας χαρακτηρισμός

μιας τέτοιας κλάσης είναι εφικτός καταρτίζοντας έναν κατάλογο από παρεμποδί-

σεις.

Σημειώνουμε ως obs(K) το σύνολο όλων των αποκλεισμένων ελάσσονων

για μια κλάση μητροειδών Kκλειστή ως προς ελάσσονα. Στην ενότητα αυτή

συνοψίζουμε τα σημαντικότερα αποτελέσματα αυτού του είδους, πριν εστιάσουμε

στην κλάση των μητροειδών φραγμένου πλάτους μονοπατιού, που θα είναι το

ενδιαφέρον μας για το υπόλοιπο του κεφαλαίου.

Αφού το δυικό κάθε F-αναπαραστάσιμου μητροειδούς είναι επίσης F-αναπαραστάσιμο,
μπορούμε να ξεκινήσουμε με την εξής παρατήρηση.

Παρατήρηση 8.3. ΄Εστω K μια κλάση F-αναπαραστάσιμων μητροειδή. Τότε,

αν το obs(K) περιλαμβάνει ένα μητροειδέςM, περιλαμβάνει επίσης το δυικό του

M∗.

Ονομάζουμε δυαδικά τα μητροειδή που είναι αναπαραστάσιμα στο GF (2). Το

επόμενο αποτέλεσμα αποδεικνύεται από τον Tutte. Σημείωσε ότι το ομοιόμορφο

μητροειδές τάξης 2 με 4 στοιχεία είναι αυτοδυικό, δηλαδή έχει ένα ισομορφικό

δυικό μητροειδές.

Πρόταση 8.2.1 ([144]). ΄Ενα μητροειδές είναι δυαδικό, αν και μόνο αν δεν

έχει U2,4 ελάσσονα.
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΄Εστω F7 το μητροειδές με σύνολο στήριξης {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} τέτοιο ώστε

όλα τα υποσύνολα του συνόλου στήριξης που περιέχουν 4 ή περισσότερα στοιχεία,

καθώς και τα σύνολα {1, 2, 3}, {3, 4, 5}, {1, 5, 6}, {2, 4, 6}, {1, 4, 7}, {2, 5, 7}
και {3, 6, 7} να είναι εξαρτημένα. ΄Ενα μητροειδές είναι τριαδικό αν είναι ανα-

παραστάσιμο στο GF (3). Το επόμενο αποτέλεσμα αποδείχθηκε ανεξάρτητα από

τους Bixby και Seymour.

Πρόταση 8.2.2 ([13, 132]). ΄Ενα μητροειδές είναι τριαδικό, αν και μόνο αν

δεν έχει U2,5,U3,5,F7 ή F∗7 ελάσσονα.

Το μόνο άλλο πεδίο, για το οποίο ο πλήρης κατάλογος αποκλεισμένων

ελάσσονων για F-αναπαράσταση είναι γνωστός, είναι το GF (4) ([79]). Στην

πραγματικότητα, αυτές οι τρεις περιπτώσεις F-αναπαραστασιμότητας είναι οι

μόνες, όπου έχουμε απόδειξη ότι το σύνολο των αποκλεισμένων ελάσσονων

είναι πεπερασμένο.

΄Ενας συνδυασμός από ξεχωριστά αποτελέσματα που αποδείχθηκαν με αρ-

κετά χρόνια διαφορά, συνεπάγονται ότι αν ένα μητροειδές είναι και δυαδικό και

τριαδικό, τότε είναι αναπαραστάσιμο σε κάθε πεδίο, ή ισοδύναμα είναι κανονικό

μητροειδές, δηλαδή ένα που έχει μια αναπαράσταση ενός πλήρως αντιστρέψιμου

πίνακα (ενός πίνακα πραγματικών, του οποίου κάθε τετράγωνος υποπίνακας έχει

διακρίνουσα 0 ή ±1.) Το σύνολο παρεμποδίσεων των κανονικών μητροειδών

προκύπτει από τις τελευταίες δύο προτάσεις.

Πρόταση 8.2.3 ([144]). ΄Ενα μητροειδές είναι κανονικό, αν και μόνο αν δεν

έχει U2,4,F7 ή F∗7 ελάσσονα.

Η επόμενη πρόταση, πάλι από τον Tutte, και ακολούθως το πόρισμα παρακάτω,

είναι κατά τρόπο η γενικοποίηση σε μητροειδή του χαρακτηρισμού Kuratowski

των επίπεδων γραφημάτων. Ονομάζουμε ένα μητροειδέςM συνεπίπεδο, αν υπ-

άρχει ένα γράφημαG, τέτοιο ώστε τοM είναι ισομορφικό στο δυικό του μητροει-

δούς κύκλων του G και στην περίπτωση αυτή γράφουμεM∼=M∗(G).

Πρόταση 8.2.4 ([145]). Τα σύνολα των αποκλεισμένων ελάσσονων για τις

κλάσεις από γραφικά και συγγραφικά μητροειδή σχηματίζονται ως εξής:

• U2,4,F7,F∗7 ,M(K5),M(K3,3) για τα γραφικά μητροειδή και

• U2,4,F7,F∗7 ,M∗(K5),M∗(K3,3) για τα συγγραφικά μητροειδή.
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Από ένα αποτέλεσμα του Whitney [148, 149], αν ένα γράφημαG είναι επίπεδο,

τότε το M∗(G) είναι γραφικό· ή ισοδύναμα, ένα συγγραφικό μητροειδές είναι

επίσης γραφικό, αν και μόνο αν είναι το δυικό ενός μητροειδούς κύκλων ενός

επίπεδου γραφήματος. Τότε, η Πρόταση 8.2.4 άμεσα συνεπάγεται το σύνολο

παρεμποδίσεων της κλάσης των επίπεδων μητροειδών.

Πόρισμα 8.2.5. ΄Ενα μητροειδές είναι το μητροειδές κύκλων ενός επίπεδου

γραφήματος, αν και μόνο αν δεν έχει U2,4,F7,F∗7 ,M(K5),M(K3,3),M∗(K5)

καιM∗(K3,3) ελάσσονα.

Σημειώνουμε ως SP την κλάση των μητροειδών που παράγεται από το U1,2

και επαναλαμβανόμενα συνδέοντας σειριακά ή παράλληλα περισσότερα αντίγραφα

των U1,2. Σημειώνουμε ως OP την κλάση των μητροειδών που είναι μητροειδή

κύκλων εξωεπίπεδων γραφημάτων. Τέλος, σημειώνουμε ως OP∗ την κλάση των

μητροειδών που έχει ένα δυικό στο OP. Μπορεί κανείς εύκολα να επαληθεύσει,

ότι όλες αυτές οι κλάσεις είναι κλειστές ως προς ελάσσονα, αρκεί να διατηρείται

η συνεκτικότητα μητροειδών. Επιπλέον, η κλάση SP είναι κλειστή ως προς

δυικότητα. Συνδυάζοντας τα παραπάνω αποτελέσματα, καθώς και ανεξάρτητα

αποτελέσματα από τους Dirac (1952) και Chartrand και Harary (1967) έχουμε

την εξής πρόταση.

Πρόταση 8.2.6 ([48, 27]). ΄Ενα συνεκτικό μητροειδές με τουλάχιστον δύο

στοιχεία ανήκει στην κλάση

• SP, αν και μόνο αν δεν έχει U2,4 καιM(K4) ελάσσονα,

• OP, αν και μόνο αν δεν έχει U2,4,M(K4) καιM(K2,3) ελάσσονα και

• OP∗, αν και μόνο αν δεν έχει U2,4,M(K4) καιM(K∗2,3) ελάσσονα.

Η παράμετρος του πλάτους μονοπατιού ορίστηκε από τους Geelen, Gerards,

και Whittle στο [81] και αποτυπώνει πληροφορία για την δομή και τη συμπεριφορά

της συνάρτησης της συνεκτικότητας ενός υποσυνόλου του συνόλου στήριξης

ενός μητροειδούς.

Ορισμός 8.2.7. Δεδομένου ενός μητροειδούς M και μιας διάταξης L =

(e1, . . . , em) των στοιχείων του συνόλου στήριξής του E(M), ορίζουμε

pltocM(L) = max{λM({e1, . . . , ei}) | 1 ≤ i ≤ m− 1}.
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Αναπαραστάσιμα

Μητροειδή

Δυαδικά

Γραφικά

Επίπεδα

OP

Τριαδικά

Κανονικά

Συγγραφικά

SP

OP∗

Σχήμα 8.3: Κλάσεις αναπαραστάσιμων μητροειδών.

Το πλάτος μονοπατιού του μητροειδούς M, που γράφεται ως pw(M), είναι ο

μικρότερος ακέραιος k για τον οποίο υπάρχει μια διάταξη L = (e1, . . . , em) των

στοιχείων τουM, έτσι ώστε pltocM(L) ≤ k.

Για κάθε μη αρνητικό ακέραιο k, σημειώνουμε ως Pk την κλάση των μητροει-

δών πλάτους μονοπατιού το πολύ k. Αφού η παράμετρος του πλάτους μονοπατιού

μπορεί εύκολα να δειχθεί ότι είναι μονότονη ως προς τη σχέση ελάσσονος, κάθε

στρώμα Pk για μια τιμή του k είναι μια κλάση κλειστή ως προς ελάσσονα. ΄Ενα

αποτέλεσμα από τον Kashyap στο [100] περέχει τον πλήρη κατάλογο αποκλεισ-

μένων ελάσσονων για την κλάση P1.

Πρόταση 8.2.8 ([100]). obs(P1) = {U2,4,M(K4),M(K2,3),M(K∗2,3)}

Σχήμα 8.4: Οι γραφικές παρεμποδίσεις για πλάτος μονοπατιού το πολύ 1.

΄Ενα συμπέρασμα αυτού του αποτελέσματος είναι ότι P1 = OP ∩ OP∗. Το

σύνολο παρεμποδίσεων του Pk για k ≥ 2 είναι άγνωστο. Από την επόμενη απλή

παρατήρηση, άμεσα έπεται ότι τα μητροειδή με πλάτος μονοπατιού το πολύ 2 δεν

είναι ένα υποσύνολο των δυαδικών μητροειδών.



8.3 Μια αποσύνθεση μητροειδών 129

Παρατήρηση 8.4. Για κάθε θετικό ακέραιο n, το ομοιόμορφο μητροειδές

Un,2n έχει πλάτος μονοπατιού ίσο με n.

Το υπόλοιπο αυτού του κεφαλαίου αφιερώνεται στο χαρακτηρισμό του πλήρους

κατάλογου αποκλεισμένων ελάσσονων του συνόλου Pk ∩ [OP ∪ OP∗], για

κάθε μη αρνητικό ακέραιο k. Ακόμα, στο Παράρτημα παρέχουμε έναν αριθμό

απαγορευμένων ελάσσονων για το σύνολο P2.

8.3 Μια αποσύνθεση μητροειδών

΄ΕστωM1,M2,M3 συνεκτικά μητροειδή σε ξένα σύνολα ακμών. Για κάθε ένα

από αυτά διάλεξε ένα στοιχείο ei ∈ E(Mi), i = 1, 2, 3. Για το ομοιόμορφο

μητροειδές U1,3 με στοιχεία {e1, e2, e3} μπορούμε να συσχετίσουμε ένα κοινό

στοιχείο με κάθε ένα από τα τρία παραπάνω μητροειδή, έχουμε δηλαδή E(U1,3)∩
E(Mi) = {ei}. Ονομάζουμε σύμπτυξη τωνM1,M2,M3 στα στοιχεία {e1, e2, e3}
το μητροειδές

M = S(S(S(U1,3,M1),M2),M3)

και το σημειώνουμε ως σύμπτυξη(M1,M2,M3, e1, e2, e3). Είναι εύκολο να

δει κανείς ότι αυτό το μητροειδές είναι επίσης συνεκτικό. Τα στοιχεία e1, e2, e3

στα οποία πραγματοποιείται η σύμπτυξη θα ονομάζονται στο εξής ως στοιχεία

γέφυρας.

Οι σειριακές συνδέσεις στον ορισμό τουM εμπλέκουν τα τρία στοιχεία του

U1,3 που συνεπάγεται ότι η σειρά με την οποία οι συνδέσεις πραγματοποιούνται

είναι αδιάφορη. Θεώρησε τώρα το μητροειδές S(S(U1,3,M1),M2) ένα βήμα

πριν την σύνθεση του τελικού μητροειδούς M. ΄Εστω M(1)
και M(2)

τα

μητροειδή ισομορφικά στο U1,2 όπου E(M(1)) = {e1, e3} και E(M(2)) =

{e2, e3}. Παρατηρούμε ότι το U1,3 είναι ισομορφικό στο P (M(1),M(2)) και

έτσι μπορούμε να καταλήξουμε στο εξής:

Παρατήρηση 8.5. Το μητροειδές P (S(M(1),M1), S(M(2),M2)) είναι ισο-

μορφικό στο μητροειδές S(S(U1,3,M1),M2).

Για την εκτίμηση του πλάτους μονοπατιού της σύμπτυξης τριών δοσμένων

μητροειδών χρειαζόμαστε το εξής λήμμα σχετικά με την συνάρτηση συνεκ-

τικότητας ενός μητροειδούς που σχηματίζεται από μια σειριακή σύνδεση:
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Λήμμα 8.3.1. ΄ΕστωM1,M2 συνεκτικά μητροειδή με E(M1) ∩E(M2) =

{e} καιM = S(M1,M2). Για κάθε δύο σύνολα F1, F2 όπου F1 ⊆ E(M1) και

F2 ⊆ E(M2\e) ισχύει ότι

λM (F1 ∪ F2) ≥ λM1
(F1) + λM2\e(F2).

Απόδειξη. ΄Εστω M−i = Mi \ e, i = 1, 2. Αφού τα M1,M2 είναι και τα

δύο συνεκτικά μητροειδή έπεται ότι η σειριακή σύνδεση τους M είναι επίσης

συνεκτικό μητροειδές. Από την συνεκτικότητα τουMi, παίρνουμε ότι r(Mi) =

r(M−i ), i = 1, 2. Επίσης, από την συνεκτικότητα του M έπεται ότι r(M) =

r(M\e). Παρατήρησε ότιM = S(M1,M2) που συνεπάγεται ότιM\e =M−1 ⊕
M−2 , που, με τη σειρά του, συνεπάγεται ότι r(M) = r(M1) + r(M−2 ). Από

τον ορισμό της συνάρτησης συνεκτικότητας λ και την τελευταία ισότητα, είναι

αρκετό να δειχτεί ότι για κάθε δύο υποσύνολα F1 ⊆ E(M1) και F2 ⊆ E(M−2 ),

ισχύει ότι:

rM (F1 ∪ F2) ≥ rM1
(F1) + rM−2

(F2) (8.3)

rM (F1 ∪ F2) ≥ rM1
(F1) + rM−2

(F2) (8.4)

Προς άτοπο, ας υποθέσουμε ότι rM (F1 ∪ F2) < rM1
(F1) + rM−2

(F2) και

έστω B1, B2 βάσεις των F1, F2 αντίστοιχα. Τότε το B1 ∪B2 πρέπει να περιέχει

ένα κύκλωμα C στοM. Ακόμα, αφού B1∩B2 = ∅ το κύκλωμα C έχει στοιχεία

και από τα δύο B1, B2 – αφού τα τελευταία επιλέχθηκαν ως βάσεις. Η σύνθλιψη

των στοιχείων τουM−2 στοM υποχρεώνει την ύπαρξη ενός κυκλώματος C1 ⊆
C ∩ E(M1) = B1 στο M/E(M−2 ) = M1 που αντιβαίνει στο ότι το B1 είναι

μια βάση στο M1 και συμπληρώνει την απόδειξη της 8.3. Τότε η 8.4 εύκολα

έπεται από την 8.3, από την συμμετρία της συνάρτησης συνεκτικότητας λ και το

γεγονός ότι F 1 ∪ F 2 = F1 ∪ F2 (ας θυμηθούμε ότι F1 ∩ F2 = ∅).

Είμαστε τώρα έτοιμοι να δείξουμε το κύριο δομικό αποτέλεσμα αυτού του

κεφαλαίου.

Λήμμα 8.3.2. ΄Εστω M ένα μητροειδές που προκύπτει από τη σύμπτυξη

τριών συνεκτικών μητροειδώνMa,Mb,Mc. Τότε ισχύει ότι

pw(M) ≥ min{pw(Ma),pw(Mb),pw(Mc)}+ 1.

Απόδειξη. Θα δείξουμε ότι, για κάθε διάταξη L = (e1, . . . , em) του συνόλου

στοιχείων E(M) τουM, υπάρχει ένα q ∈ {1, . . . ,m−1} τέτοιο ώστε λM({e1, . . . , eq}) ≥
k + 1 όπου k = min{pw(Ma),pw(Mb),pw(Mc)}.
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Σημειώνουμε ως ea, eb, ec ∈ E(M) τα συσχετιζόμενα στοιχεία γέφυρας

της σύμπτυξης των μητροειδώνMa,Mb,Mc αντίστοιχα και για απλότητα της

παρουσίασης, χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό Ea = E(Ma), Eb = E(Mb) και

Ec = E(Mc). Υποθέτουμε χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι e1 ∈ Ea. Παρό-

μοια, υποθέτουμε ότι το τελευταίο, στο L, στοιχείο e` του E(M)\Ea ανήκει

στο Ec. Σημείωσε τότε ότι όλες οι ακμές του Eb εμφανίζονται στο L μετά το

e1 ∈ Ea και πριν το e` ∈ Ec.
Από τον ορισμό της σύμπτυξης έπεται ότιM/(Ea∪Ec) =Mb. Θεώρησε το

μητροειδέςM′ =M/(Eb\eb) και παρατήρησε ότιM′ = S(S(U1,3,Ma),Mc).

΄Εστω Lb = (ep1
, . . . , eps) ο περιορισμός του L στο E(Mb). Αφού pw(Mb) ≥

k, υπάρχει ένα h ∈ {1, . . . , s − 1} τέτοιο ώστε λMb
(Fb) ≥ k, όπου Fb =

{ep1
, . . . , eph} ⊆ Eb. ΄Εστω F ′ = {ej ∈ L | ej 6∈ Eb και j < ph}.
Παρατήρησε τώρα ότι F ′ ⊆ Ea ∪ Ec και {e1, . . . , eph} = Fb ∪ F ′. Αφού

E(M′\eb) = Ea∪Ec, επίσης ισχύει ότι F ′ ⊆ E(M′\eb). Από την Παρατήρηση 8.5,

τοM ′ μπορεί να ειδωθεί ως μια παράλληλη σύνδεση δύο μητροειδών στο στοιχείο

eb. Αυτό, μαζί με την Πρόταση 8.1.6 συνεπάγεται ότι τοM′/eb δεν είναι συνεκ-

τικό. Από την Πρόταση 8.1.4, έπεται ότι το μητροειδέςM′\eb είναι συνεκτικό.

Από την συνεκτικότητα του M′ \eb και το γεγονός ότι e1 ∈ F ′ και e` 6∈
F ′, η Παρατήρηση 8.2 συνεπάγεται ότι λM′\eb(F

′) ≥ 1. Παρατήρησε τέλος

ότι M′ ∩ Mb = {eb} και M = S(M′,Mb). Εφαρμόζοντας το Λήμμα 8.3.1

συνεπάγεται ότι λM (Fb∪F ′) ≥ k+ 1. Αφού {e1, . . . , eph} = Fb∪F ′, μπορούμε
να επιλέξουμε q = ph.

8.4 Μητροειδικό πλάτος μονοπατιού και γραμ-

μοπλάτος

Το μητροειδικό πλάτος μονοπατιού ενός γραφήματος G, ή απλά µ-πλάτος μονοπα-

τιού, ορίζεται ως το πλάτος μονοπατιού του μητροειδούς κύκλων του και συνμ-

βολίζεται ως µ-pw(G). Με άλλα λόγια για κάθε γράφημα G:

µ-pw(G) = pw(M(G)).

΄Οπως έχουμε ήδη αναφέρει, η παράμετρος του μητροειδικού πλάτους μονοπα-

τιού για ένα γράφημα δεν είναι η ίδια με την παράμετρο του πλάτους μονοπατιού

του γραφήματος (δες επίσης τον Ορισμό 2.4.1). Προχωρούμε με την απόδειξη

του εξής απλού λήμματος:
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Λήμμα 8.4.1. Το µ-πλάτος μονοπατιού ενός γραφήματος του G ισούται με το

μέγιστο µ-πλάτος μονοπατιού από όλες τις 2-συνεκτικές συνιστώσες του G.

Απόδειξη. ΄Εστω {C1, . . . , Cr} οι 2-συνεκτικές συνιστώσες ενός γραφήματος G

και E1, . . . , Er τα αντίστοιχα σύνολα ακμών. Τότε, για i = 1, . . . , r ισχύει ότι

rM(Ei)+rM(Ei) = r(M), όπου ωςM σημειώνουμε το μητροειδές κύκλων του

G. Αυτό συνεπάγεται ότι η τιμή της συνάρτησης συνεκτικότητας ενός συνόλου

ακμών που ανήκουν στην ίδια συνιστώσα, είναι αδιάφορη από τις υπόλοιπες 2-

συνεκτικές συνιστώσες. ΄Επεται, ότι αν pltocM(Li) ≤ k για i = 1, . . . , r, όπου

Li είναι μια διάταξη του Ei, τότε για την παράθεση L όλων αυτών των διατάξεων

επίσης ισχύει pltocM(L) ≤ k.

΄Εστω G ένα γράφημα. Για κάθε σύνολο ακμών F ⊆ E(G) σημειώνουμε ως

∂G(F ) το σύνολο κορυφών του γραφήματος που είναι προσπίπτουσες με μια ακμή

στο F και επίσης με μια ακμή στο E(G)\F . Σημειώνουμε επίσης ως σG(F ) τον

αριθμό των συνεκτικών συνιστωσών του G[F ]. Η συνοριακή συνάρτηση δG(F )

του γραφήματος G ορίζεται ως δG(F ) = |∂G(F )|.
Ορίζουμε το γραμμοπλάτος ενός γραφήματος G ως τον ελάχιστο ακέραιο

k για τον οποίο υπάρχει μια διάταξη L = (e1, . . . , em) του συνόλου ακμών

E(G), τέτοια ώστε max{δG({e1, . . . , ei}) | 1 ≤ i ≤ m − 1} ≤ k και γράφουμε

lw(G) ≤ k.
Το γραμμοπλάτος είναι μια παράμετρος που ορίστηκε στο [139] και εξετάστηκε

στο [69, 137]. Ενώ διαφέρει το πολύ κατά ένα από την πιο γνωστή παράμετρο του

πλάτους μονοπατιού, είναι πιο άμεση η συσχέτισή της με το µ-πλάτος μονοπα-

τιού, λόγω της ομοιότητας του ορισμού των δύο παραμέτρων.

Η συνοριακή συνάρτηση ενός γραφήματος και η συνάρτηση συνεκτικότη-

τας του μητροειδούς κύκλων του σχετίζονται άμεσα. Πιο συγκεκριμένα, χρησι-

μοποιώντας την Παρατήρηση 8.1 αποδεικνύουμε την εξής πρόταση (δες επίσης [111,

80]).

Πρόταση 8.4.2. ΄Εστω G ένα συνεκτικό γράφημα, M(G) το μητροειδές

κύκλων του και X ⊆ E(G). Τότε λM(G)(X) = δG(X)− σG(X)− σG(X) + 1.

Απόδειξη. ΄Οταν μετρούμε το άθροισμα των κορυφών των εναγόμενων υπογραφη-

μάτων V (G[X]) και V (G[X]), μετρούμε δύο φορές τις κορυφές στο ∂G(X) και

μια φορά το υπόλοιπο των κορυφών στο G. Χρησιμοποιώντας αυτό το επιχείρημα
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και την Παρατήρηση 8.1 συμπεραίνουμε ότι:

λM(G)(X) = r(X) + r(X)− r(M)

= |V (G[X])| − σG(X) + |V (G[X])| − σG(X)− r(M)

= |V (G)|+ |∂G(X)| − σG(X)− σG(X)− |V (G)|+ σG(E(G))

= δG(X)− σG(X)− σG(X) + 1

΄Εστω T το σύνολο όλων των δέντρων. Ορίζουμε τη συνάρτηση φ που

απεικονίζει δέντρα σε γραφήματα τέτοια ώστε για κάθε T ∈ T , το φ(T ) είναι το

γράφημα που προκύπτει αν ταυτοποιήσουμε όλα τα φύλλα του T σε μια μοναδική

κορυφή (δες το Σχήμα 8.5 για ένα παράδειγμα). Ονομάζουμε τη νέα κορυφή

κορυφή ένωσης του φ(T ).

Σχήμα 8.5: ΄Ενα παράδειγμα εφαρμογής της συνάρτησης φ.

Παρατήρησε ότι αν το G είναι ένα 2-συνεκτικό εξωεπίπεδο γράφημα, τότε το

δυικό του H ανήκει στην κλάση φ(T ), όπου η κορυφή ένωσής του αντιστοιχεί

στην εξωτερική όψη του G. Χρησιμοποιώντας την Πρόταση 8.4.2 μπορούμε να

αποδείξουμε την εξής σχέση μεταξύ του γραμμοπλάτους ενός δέντρου T και του

µ-πλάτους μονοπατιού του φ(T ).

Λήμμα 8.4.3. Για κάθε δέντρο T , ισχύει ότι µ-pw(φ(T )) ≤ lw(T ).

Απόδειξη. ΄Εστω F ένα σύνολο ακμών στο E(T ), όπου F 6= ∅ και F 6= E(T ).

Από τον ορισμό της συνάρτησης φ, το δέντρο T και το γράφημα H = φ(T )

μοιράζονται ένα κοινό σύνολο ακμών. Σημείωσε ότι μόνο εσωτερικές κορυφές

του T συνεισφέρουν στο δT (F ) και παρατήρησε ότι οι αντίστοιχες κορυφές

του H, ίσως με την προσθήκη της κορυφής v, στην οποία τα φύλλα του T

συμπτύχθηκαν, είναι αυτές που συνεισφέρουν στο δH(F ), δηλαδή δH(F ) ≤
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δT (F ) + 1. Από την Πρόταση 8.4.2, παίρνουμε ότι λM(H)(F ) = δH(F ) −
σH(F )−σH(F ) + 1 ≤ δH(F )−1 ≤ δT (F ). Είναι τώρα άμεσο να συμπεράνουμε

ότι δεδομένης κάθε ακολουθίας του E(T ) για την οποία ισχύει ότι lw(T ) ≤ `,

για την ίδια ακολουθία ισχύει και ότι µ-pw(H) ≤ `.

Ορίζουμε αναδρομικά την παραμετροποιημένη οικογένεια δέντρων Tk, για

κάθε μη αρνητικό ακέραιο k, ως εξής:

• ΄Εστω ότι το T0 περιέχει το δέντρο που προκύπτει από την 1-υποδιαίρεση

του K2.

• Για k ≥ 1, το Tk περιέχει κάθε δέντρο που μπορεί να προκύψει από την

εξής διαδικασία: Παίρνουμε τρία (όχι αναγκαστικά διαφορετικά) μέλη του

Tk−1, προσθέτουμε μια νέα κορυφή και τη συνδέουμε με κάποια εσωτερική

κορυφή σε καθένα από αυτά τα τρία δέντρα. ΄Οσο ένα φύλλο στο γράφημα

που προκύπτει έχει ένα γείτονα βαθμού 3, διέγραψε αυτό το φύλλο.

Σχήμα 8.6: Οι κλάσεις T0, T1, και μέρος του T2.

Για ένα παράδειγμα της παραπάνω κατασκευής, δες το Σχήμα 8.6 (μόνο δύο

από τα τέσσερα μέλη της κλάσης T2 απεικονίζονται στο Σχήμα 8.6).

Σημειώνουμε ως Lk την κλάση γραφημάτων με γραμμοπλάτος το πολύ k. Οι

άκυκλες παρεμποδίσεις για Lk προσδιορίζονται από το εξής αποτέλεσμα (δες και

το Θεώρημα 29 στο [137]).

Πρόταση 8.4.4 ([137]). Για κάθε μη αρνητικό ακέραιο k, ισχύει ότι obs(Lk)∩
T = Tk.

8.5 Παρεμποδίσεις για εξωεπίπεδα γραφή-

ματα

΄Εστω τώρα G1, G2, G3 τρία ξένα 2-συνεκτικά γραφήματα και vi, ui ∈ V (Gi) ένα

ζεύγος από διαφορετικές κορυφές για i = {1, 2, 3}. Ονομάζουμε u-σύμπτυξη
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των γραφημάτων G1, G2, G3 στα δοσμένα ζεύγη κορυφών το γράφημα G που

κατασκευάζεται ως εξής:

α) Για i = {1, 2, 3} αν οι κορυφές vi, ui είναι γειτονικές στο Gi, τότε διαγρά-

φουμε την ακμή {vi, ui} στο Gi.

β) Ταυτοποιούμε τις κορυφές v1, v2, v3 σε μια μοναδική κορυφή v, παίρνουμε

μια νέα κορυφή u που δεν ανήκει στα G1, G2 ή G3, και προσθέτουμε τις

ακμές {u1, u}, {u2, u} και {u3, u}.

Σχήμα 8.7: Η πράξη της u-σύμπτυξης.

Παρατήρησε ότι το G είναι 2-συνεκτικό από κατασκευή. Ονομάζουμε τις

κορυφές v, u κορυφή βάσης και πάνω κορυφή του γραφήματος που προκύπτει,

αντίστοιχα, και τις τρεις ακμές προσπίπτουσες στο u ακμές γέφυρας στο G.

Λήμμα 8.5.1. ΄Εστω G μια u-σύμπτυξη τριών ξένων 2-συνεκτικών γραφη-

μάτωνG1, G2 καιG3. Τότε µ-pw(G) ≥ min{µ-pw(G1), µ-pw(G2), µ-pw(G3)}+
1.

Απόδειξη. Για i = 1, 2, 3 σημειώνουμε ως vi, ui ∈ V (Gi) το ζεύγος κορυφών

που εμπλέκεται στην u-σύμπτυξη των τριών γραφημάτων. Θεώρησε για κάθε

γράφημα Gi το γράφημα G+
i που έχει το ίδιο σύνολο κορυφών όπως το Gi

και σύνολο ακμών το E(G+
i ) = E(Gi) αν ei = {vi, ui} ∈ E(Gi) ή αλλιώς το

E(G+
i ) = E(Gi) ∪ ei. Προφανώς µ-pw(G+

i ) ≥ µ-pw(Gi) για i = 1, 2, 3.

Ας θυμηθούμε ότι, από τον ορισμό του, ένα μητροειδές που προκύπτει ως

σύμπτυξη τριών γραφικών μητροειδών είναι και αυτό γραφικό, αφού η κλάση

των γραφικών μητροειδών είναι κλειστή ως προς τη σειριακή σύνδεση. Από

την κατασκευή, το μητροειδές κύκλων του G είναι ισομορφικό με το μητροει-

δές που προκύπτει από την σύμπτυξη των μητροειδών κύκλων των γραφημάτων

G+
1 , G

+
2 , G

+
3 στα στοιχεία e1, e2, e3. Τότε, η εφαρμογή του Λήμματος 8.3.2

συνεπάγεται ότι µ-pw(G) ≥ min{µ-pw(G1), µ-pw(G2), µ-pw(G3)}+ 1.
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Για κάθε μη αρνητικό ακέραιο k, θέτουμε Hk = φ(Tk), δηλαδή ένα γράφημα

H ανήκει στην κλάση Hk, αν και μόνο αν ισχύει ότι H = φ(T ) για κάποιο

T ∈ Tk (δες επίσης το Σχήμα 8.8).

Σχήμα 8.8: Τα σύνολα H0, H1, και μέρος του H2.

Με μια κοντινή ματιά γίνεται εμφανές, ότι η u-σύμπτυξη μπορεί να παραλλη-

λήσει τον μηχανισμό που γεννά την οικογένεια Tk, κατά τρόπο, που η οικογένεια

Hk μπορεί να είναι παρόμοια γεννημένη από την u-σύμπτυξη, ξεκινώντας με το

γράφημα C2 – το μόνο μέλος της κλάσης H0. Αυτό το γεγονός διατυπώνεται

από το εξής λήμμα. (Τονίζουμε όμως, ότι μια τυχαία εφαρμογή της u-σύμπτυξης

σε γραφήματα από την κλάση Hk−1 δεν θα έχει ως αποτέλεσμα αναγκαστικά

ένα γράφημα στο Hk.)

Λήμμα 8.5.2. Κάθε γράφημα στο Hk, όπου k ≥ 1, είναι μια u-σύμπτυξη

τριών γραφημάτων της κλάσης Hk−1.

Απόδειξη. ΄Εστω H ένα γράφημα στο Hk. Τότε, υπάρχει ένα δέντρο T στο Tk,
τέτοιο ώστε H = φ(T ). Ας θυμηθούμε ότι το T προκύπτει από τρία δέντρα του

Tk−1, ας πούμε τα T1, T2 και T3, από την αναδρομική διαδικασία που περιγράφηκε

στον ορισμό της οικογένειας δέντρων. Σημειώνουμε ως t τη νέα κορυφή που

προστέθηκε κατά την κατασκευή του T , ως h την αντίστοιχη κορυφή του H και

ως ti για i ∈ {1, 2, 3} την κορυφή του Ti που συνδέθηκε στο t.

΄Εστω τώρα Hi = φ(Ti) και έστω vi, ui ένα ζεύγος κορυφών του Hi, όπου

το vi είναι η κορυφή ένωσης του Hi και το ui αντιστοιχεί στην κορυφή ti του Ti.

Από τον ορισμό, η κορυφή ti δεν μπορεί να είναι ένα φύλλο στο Ti και έτσι οι

κορυφές vi, ui είναι διαφορετικές. Τότε, έστω U η u-σύμπτυξη των H1, H2 και

H3 στα δοσμένα ζεύγη κορυφών. Σημειώνουμε ως u και v την πάνω κορυφή και

την κορυφή βάσης του U , αντίστοιχα. Θα δείξουμε ότι τοH είναι ισομορφικό στο

γράφημα U . Συσχετίζοντας την κορυφή h με το u και το j, την κορυφή ένωσης

του H, με το v, ορίζουμε μια αντιστοιχία μεταξύ των V (H) και V (U), αφού όλες
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οι άλλες κορυφές και των δύο γραφημάτων αντιστοιχούν σε εσωτερικές κορυφές

των T1, T2 και T3. Η επιλογή των κορυφών ui, συνεπάγεται ότι οι γείτονες του

h στο H και του u στο U ταιριάζουν ως προς αυτή την αντιστοιχία. Θεώρησε

τώρα ότι το ti είναι γειτονικό σε ένα φύλλο του Ti (για κάποιο i ∈ {1, 2, 3}).
Τότε, το ui είναι γειτονικό με το vi στο Hi και άρα, αυτή η ακμή διαγράφεται

κατά τη διάρκεια της u-σύμπτυξης, ακριβώς όπως το γειτονικό φύλλο του ti
διαγράφεται κατά τον σχηματισμό του T . ΄Επεται ότι οι γείτονες του j στο H

και του v στο U ταιριάζουν επίσης.

Χρησιμοποιούμε τα Λήμματα 8.5.1 και 8.5.2 για να δείξουμε το εξής λήμμα:

Λήμμα 8.5.3. ΄Εστω H ένα γράφημα στο Hk για κάποιο μη αρνητικό ακέραιο
k. Τότε το H είναι μια παρεμπόδιση για το µ-πλάτος μονοπατιού λιγότερο ή ίσο

με k.

Απόδειξη. Ακολουθώντας την τυπική πορεία για μια απόδειξη ενός συνόλου

παρεμποδίσεων στρεφόμαστε πρώτα στην τιμή του µ-πλάτους μονοπατιού ενός

δοσμένου γραφήματος στο Hk. Παρατήρησε ότι µ-pw(C2) = 1 και ότι, για κάθε

k ≥ 1, κάθε γράφημα στο Hk είναι 2-συνεκτικό, δηλαδή το μητροειδές κύκλων

του είναι συνεκτικό. Επιπλέον, από το Λήμμα 8.5.2, κάθε γράφημα στο Hk είναι

μια u-σύμπτυξη τριών γραφημάτων της κλάσηςHk−1. Εφαρμόζοντας επαγωγικά

το Λήμμα 8.5.1 συνεπάγεται ότι για κάθε ακέραιο k ≥ 0, όλα τα γραφήματα στο

Hk έχουν µ-πλάτος μονοπατιού τουλάχιστον k + 1. Από την άλλη μεριά ένα

γράφημα στοHk έχει προφανώς µ-πλάτος μονοπατιού το πολύ k+1, αφού αλλιώς

η εικόνα του στο Tk μέσω της φ−1
θα είχε επίσης γραμμοπλάτος περισσότερο

από k + 1 σύμφωνα με το Λήμμα 8.4.3. Συνοψίζοντας, όλα τα γραφήματα στο

Hk για k ≥ 0 έχουν µ-πλάτος μονοπατιού ίσο με k + 1.

Θεώρησε τώρα ένα τέτοιο γράφημα H στο Hk και επίσης το δέντρο T =

φ−1(H). Για μια ακμή e στο E(H) = E(T ), εξετάζουμε το γράφημα H/e

και το δέντρο T/e. Αφού το T ανήκει στο Tk όλα τα φύλλα έχουν γείτονες

βαθμού 2 και συνεπώς το T/e είναι πάλι ένα δέντρο με τον ίδιο αριθμό φύλλων.

Ακόμα, και το T/e και το μητροειδές κύκλων του H/e είναι συνεκτικά. ΄Επεται

ότι H/e = φ(T/e) και άρα από το Λήμμα 8.4.3, ισχύει ότι µ-pw(H/e) ≤ k,

αφού το T είναι μια παρεμπόδιση για γραμμοπλάτος το πολύ k.

Παρόμοια, εξετάζουμε το γράφημαH\e και το δέντρο T\e. Αφού το μητροει-

δές κύκλωνM(H\e) δεν είναι συνεκτικό, δεν ισχύει ότιH\e = φ(T\e). Παρόλα

αυτά, κάθε συνεκτικό μέρος Mi στο M(H\e) είναι το μητροειδές κύκλων
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του φ(Ti), όπου Ti είναι ένα ελάσσον του T\e. Σε κάθε περίπτωση, πάλι το

Λήμμα 8.4.3 άμεσα συνεπάγεται ότι µ-pw(H\e) ≤ k.

Αντίστροφα, θα αποδείξουμε ότι αν το δυικό ενός 2-συνεκτικού εξωεπίπεδου

γραφήματος είναι μια παρεμπόδιση στο µ-πλάτος μονοπατιού τότε ανήκει στην

οικογένεια Hk.

Λήμμα 8.5.4. ΄Εστω H το δυικό ενός 2-συνεκτικού εξωεπίπεδου γραφήματος

που είναι μια παρεμπόδιση για µ-πλάτος μονοπατιού το πολύ k. Τότε H ∈ Hk.

Απόδειξη. Προς άτοπο, ας υποθέσουμε ότι τοH δεν ανήκει στην οικογένειαHk.
Αφού το H είναι μια παρεμπόδιση για µ-πλάτος μονοπατιού το πολύ k, σίγουρα

ισχύει ότι µ-pw(H) ≥ k+1 και το Λήμμα 8.4.3 συνεπάγεται ότι lw(T ) ≥ k+1,

για το αντίστοιχο δέντρο T = φ−1(H). ΄Ετσι περιέχει ένα ελάσσον T ′ 4 T

τέτοιο ώστε T ′ ∈ Tk+1. Θεώρησε τώραH ′ = φ(T ′) και παρατήρησε ότιH ′ 4 H·

άτοπο αφού από τον ορισμό H ′ ∈ Hk+1.

Για κάθε μη αρνητικό ακέραιο k, ορίζουμε ωςH∗k την κλάση όλων των δυικών

των γραφημάτων στο Hk (δες το Σχήμα 8.9). Τα προηγούμενα δύο λήμματα,

μαζί με το Λήμμα 8.4.1, συνεπάγονται το κύριο αποτέλεσμα αυτού του κεφαλαίου.

Θεώρημα 8.5.5. Για κάθε μη αρνητικό ακέραιο k, το σύνολο H∗k είναι το
σύνολο παρεμποδίσεων για την κλάση εξωεπίπεδων γραφημάτων με µ-πλάτος

μονοπατιού το πολύ k.

Σχήμα 8.9: Τα σύνολα H∗0, H∗1 και μέρος του H∗2.

Πόρισμα 8.5.6. Για κάθε ακέραιο k ≥ 0, obs(Pk ∩ [OP ∪OP∗]) = Hk ∪H∗k.

Το θεώρημα αποκαλύπτει μια αντιστοιχία μεταξύ των άκυκλων παρεμποδίσεων

για το γραμμοπλάτος και των εξωεπίπεδων παρεμποδίσεων για το µ-πλάτος

μονοπατιού. Αυτό επίσης παρέχει ένα κάτω φράγμα για το μέγεθος του Pk.
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Αντιγράφοντας το μέτρημα που περιγράφεται στο [136] (δες επίσης [137]), έπεται

ότι |obs(Pk)| ≥ (k!)2
.

Μια άλλη συνέπεια των αποτελεσμάτων μας είναι το εξής.

Πόρισμα 8.5.7. ΄Εστω G ένα 2-συνεκτικό εξωεπίπεδο γράφημα και έστω T

ένα δέντρο τέτοιο ώστε G∗ = φ(T ). Τότε µ-pw(G) = lw(T ).

Το τελευταίο συνεπάγεται την ύπαρξη ενός αλγόριθμου γραμμικού χρόνου

για τον υπολογισμό του µ-πλάτους μονοπατιού εξωεπίπεδων γραφημάτων:

Πόρισμα 8.5.8. Υπάρχει ένας γραμμικός αλγόριθμος που, δεδομένου ενός

εξωεπίπεδου γραφήματος, εξάγει το µ-πλάτος μονοπατιού του.

Απόδειξη. ΄Εστω G ένα εξωεπίπεδο γράφημα. ΄Εστω επίσης G1, . . . , Gr οι 2-

συνεκτικές συνιστώσες του και H1, . . . ,Hr τα δυικά τους αντίστοιχα. ΄Εστω

k = max{lw(φ−1(Hi)) | i = 1, . . . r}.

Το γραμμοπλάτος δέντρων μπορεί να υπολογιστεί σε γραμμικό χρόνο, χρησι-

μοποιώντας μια προσαρμογή του γραμμικού αλγόριθμου από το [135] για τον υπ-

ολογισμό του πλάτους μονοπατιού ενός γραφήματος. Συνεπώς, από το Πόρισμα 8.5.7

και το Λήμμα 8.4.1 ισχύει ότι µ-pw(G) = k.





Παράρτημα

Τα μητροειδή κύκλων των εξής γραφημάτων είναι παρεμποδίσεις για την κλάση

P2, τα μητροειδή πλάτους μονοπατιού το πολύ 2.



Σχήμα: Κάποια γραφικά μητροειδή στο obs(P2).
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[119] János Pach and Géza Tóth. Graphs drawn with few crossings per edge.

Combinatorica, 17(3):427–439, 1997.

[120] Christos M. Papadimitriou. Computational Complexity. Addison-

Wesley Publishing Company, 1994.

[121] T. D. Parsons. Pursuit-evasion in a graph. In Proceedings Internat.

Conf., Western Mich. Univ., Kalamazoo, Mich., 1976, Theory and ap-

plications of graphs, pages 426–441. Lecture Notes in Math., Vol. 642.

Springer, Berlin, 1978.

[122] Micha l Pilipczuk. Problems parameterized by treewidth tractable

in single exponential time: a logical approach. Technical Report

arXiv:1104.3057, Cornell University, April 2011.

[123] Serge A. Plotkin, Satish Rao, and Warren D. Smith. Shallow excluded

minors and improved graph decompositions. In SODA, pages 462–470,

1994.

[124] Hongxun Qin, Daniel C. Slilaty, and Xiangqian Zhou. The regular ex-

cluded minors for signed-graphic matroids. Combinatorics, Probability

& Computing, 18(6):953–978, 2009.

[125] B. Reed. Treewidth and tangles, a new measure of connectivity and some

applications. Surveys in Combinatorics, 1997.

[126] Neil Robertson and Paul D. Seymour. Graph minors II. Algorithmic

aspects of tree-width. J. Algorithms, 7(3):309–322, 1986.

[127] Neil Robertson and Paul D. Seymour. Graph minors V. Excluding a

planar graph. J. Comb. Theory, Ser. B, 41(1):92–114, 1986.

[128] Neil Robertson and Paul D. Seymour. Graph minors. X. Obstructions to

Tree-decomposition. J. Combin. Theory Series B, 52(2):153–190, 1991.

[129] Neil Robertson and Paul D. Seymour. Graph minors. XVI. Excluding

a non-planar graph. J. Combin. Theory Series B, 77:1–27, 1999.



156 Βιβλιογραφία

[130] Neil Robertson and Paul D. Seymour. Graph minors XX. Wagner’s

conjecture. J. Comb. Theory, Ser. B, 92(2):325–357, 2004.

[131] Neil Robertson, Paul D. Seymour, and Robin Thomas. Quickly ex-

cluding a planar graph. Journal of Combinatorial Theory, Series B,

62(2):323–348, 1994.

[132] Paul D. Seymour. Matroid representation over gf(3). J. Comb. Theory,

Ser. B, 26(2):159–173, 1979.

[133] Paul D. Seymour and Robin Thomas. Call routing and the ratcatcher.

Combinatorica, 14(2):217–241, 1994.

[134] M. M. Shikare and B. N. Waphare. Excluded-minors for the class of

graphic splitting matroids. Ars Comb., 97, 2010.

[135] Konstantin Skodinis. Construction of linear tree-layouts which are op-

timal with respect to vertex separation in linear time. J. Algorithms,

47(1):40–59, 2003.

[136] Atsushi Takahashi, Shuichi Ueno, and Yoji Kajitani. Minimal acyclic

forbidden minors for the family of graphs with bounded path-width.

Discrete Mathematics, 127(1/3):293–304, 1994.

[137] Dimitrios M. Thilikos. Algorithms and obstructions for linear-width and

related search parameters. Discrete Applied Mathematics, 105:239–271,

2000.

[138] Dimitrios M. Thilikos. Fast sub-exponential algorithms and compact-

ness in planar graphs. In 19th Annual European Symposium on Algo-

rithms (ESA 2011), pages 358–369, 2011.

[139] Robin Thomas. Tree-decompositions of graphs. Lecture notes, School of

Mathematics. Georgia Institute of Technology, Atlanta, Georgia 30332,

USA, 1996.
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