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Περίληψη
Στην παρούσα διατριβή, μελετώνται η ύπαρξη, η ευστάθεια και τα χαρακτηριστικά διάδοσης
εντοπισμένων κυμάτων -στη μορφή σολιτονίων- σε διάφορες δομές μη γραμμικών μεταϋλικών.
Η ανάλυση βασίζεται στη θεωρία των γραμμών μεταφοράς, μέσω της οποίας εξάγονται ισοδύ-
ναμα διακριτά μοντέλα που προσομοιώνουν αντίστοιχες μη γραμμικές διατάξεις μεταϋλικών.
Αρχικά, μελετάται ένα μη γραμμικό ηλεκτρικό δίκτυο, που προσομοιώνει μια αριστερόστροφη
γραμμή μεταφοράς, τόσο πειραματικά όσο και θεωρητικά. Στη συνέχεια αναλύεται η πιο ρεαλι-
στική περίπτωση γραμμής μεταφοράς, που συνδυάζει την αριστερόστροφη με τη δεξιόστροφη
συμπεριφορά. Κατόπιν, μελετώνται ρεαλιστικές διατάξεις μεταϋλικών που έχουν υλοποιηθεί
σε πειράματα. Οι διατάξεις αυτές περιλαμβάνουν ένα μη γραμμικό ομοεπίπεδο κυματοδηγό με
ενσωματωμένους συντονιστές διακοπτόμενου δακτυλίου [split-ring resonators (SRR)] και μια
μονοδιάστατη συστοιχία μη γραμμικών SRR. Η αναλυτική προσέγγιση βασίζεται σε μια διατα-
ρακτική μέθοδο που χειρίζεται το φέρον (την περιβάλλουσα) της τάσης ως διακριτή (συνεχή)
συνάρτηση του χώρου. Αποδεικνύεται ότι η περιβάλλουσα ικανοποιεί μια μη γραμμική εξί-
σωση Schrödinger, μέσω της οποίας προβλέπεται ο σχηματισμός οιονεί-διακριτών σολιτονίων,
που δείχνει τη δυνατότητα του εντοπισμού της ηλεκτρομαγνητικής ισχύος στα μη γραμμικά
μεταϋλικά. Τα χαρακτηριστικά διάδοσης και η ευστάθεια των κυμάτων αυτών μελετώνται και
με αριθμητικές τεχνικές, με τα σχετικά αποτελέσματα να βρίσκονται σε πολύ καλή συμφωνία
με τις αναλυτικές προβλέψεις.
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Abstract
The present thesis studies the existence, stability and the propagation characteristics of localized
waves -in form of the solitons- in various structures of nonlinear metamaterials. This analysis
is based on the theory of transmission lines, through which equivalent discrete models that
simulate nonlinear metamaterials are derived. Initially, it studies experimentally and analytically
a left- handed nonlinear electrical lattice and then analyses themost realistic case of the composite
right- and left-handed nonlinear transmission line. Then, it studies realistic structures of meta-
materials that have been implemented in experiments such as a nonlinear coplanar waveguide
with an array of split ring resonators being etched at the bottom of substrate and an one- dimensio-
nal array of nonlinear SRR. The analytical approach is based on a multiscale pertubation method
which takes into regard the discreteness of the systems by considering the carrier (envelope)
of the wave as a discrete (continuous) object. With this approach it turns out that the voltage
envelope function meets a nonlinear Schrödinger equation which predicts the formation of
quasi-discrete solitons, namely the localization of electromagnetic power in the nonlinear meta-
materials. Numerical simulations about the propagation characteristics and the stability of these
waves are also employed and are found to be in a very good agreement with the analytical
predictions.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Mεταϋλικά

Τα μεταϋλικά (metamaterials) είναι τεχνητές δομές που εμφανίζουν ηλεκτρομαγνητικές

ιδιότητες, οι οποίες δεν είναι δυνατόν να βρεθούν στα φυσικά υλικά. Στις δομές αυτές ιδιότητες

του υλικού, όπως η ηλεκτρική επιτρεπτότητα (permittivity) ϵ και η μαγνητική διαπερατότητα

(permeability) µ, αφενός εμφανίζουν εξάρτηση από τη συχνότητα της ακτινοβολίας (εγγενής

διασπορά) και αφετέρου μπορούν να λάβουν αρνητικές τιμές σε ορισμένο εύρος συχνοτήτων 1.

Στην περίπτωση που οι τιμές των ϵ και µ λάβουν ταυτόχρονα αρνητικές τιμές, τότε λαμ-

βάνει αρνητικές τιμές και ο δείκτης διάθλασης n [negative refractive index (NRI)], η δε κατεύ-

θυνση του διανύσματος Poynting καθορίζεται από τον κανόνα του αριστερού χεριού, σε αντί-

θεση με τα συνήθη υλικά. Εξαιτίας αυτού του γεγονότος, ονομάζονται και “αριστερόστροφα

μεταϋλικά” [left handedmaterial (LHM)]. Στα αριστερόστροφα μεταϋλικά, λόγω της αρχής δια-

τήρησης της ενέργειας και της αιτιότητας, η ισχύς διαδίδεται απομακρυνόμενη από την πηγή

με την ταχύτητα ομάδας (group velocity), ενώ η ταχύτητα φάσης (phase velocity) πρέπει να

έχει αντίθετη κατεύθυνση. Με τον τρόπο αυτό δημιουργούνται τα λεγόμενα οπισθοδεύοντα κύ-

ματα [backward waves (BW)]. Απόρροια του αρνητικού δείκτη διάθλασης είναι η δημιουργία

ασυνήθιστων ηλεκτρομαγνητικών φαινομένων, όπως η αντιστροφή του νόμου του Snell (κατά

την πρόσπτωση ενός ΗΜ κύματος στη διεπιφάνεια μεταξύ ενός συμβατικού υλικού και ενός

αριστερόστροφου υλικού), η αντιστροφή του φαινομένου της ακτινοβολίας Vavilov-Cerenkov

(που προκαλείται από την κίνηση με μεγάλη ταχύτητα ενός φορτισμένου σωματιδίου σε ένα

αριστερόστροφο υλικό), η αντιστροφή του φαινομένου Doppler (όταν η πηγή ακτινοβολίας και

1Μία συζήτηση σχετικά με τον ορισμό της λέξης metamaterial υπάρχει στις εργασίες Lapine, M., and S.
Tretyakov, IET Microwaves, Antennas and Propagation 1, 3, (2007); A. Sihvola, Metamaterials 1, 2 (2007).
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Κεφάλαιο 1. Εισαγωγή 2

ο παρατηρητής βρίσκονται μέσα σε ένα μεταϋλικό), καθώς και η εστίαση μιας αποκλίνουσας

δέσμης φωτός από μια πλάκα υλικού με αρνητικό δείκτη διάθλασης.

Η θεωρητική μελέτη των προαναφερθέντων φαινομένων ξεκίνησε από μια πρωτοποριακή

εργασία που δημοσίευσε στο τέλος της δεκαετίας του 1960 ο Ρώσος φυσικός Victor Veselago

[1]. Ωστόσο η πειραματική επαλήθευσή τους ήρθε τρεις δεκαετίες αργότερα από τον D. R.

Smith και την πειραματική του ομάδα στο Πανεπιστήμιο της Καλιφόρνιας στο Σαν Ντιέγκο

[2–5]. Η ομάδα αυτή στηρίχθηκε στην εργασία του J. Pendry [6], ο οποίος υπέδειξε αφενός

την τελειότητα ενός επίπεδου φακού με αρνητικό δείκτη διάθλασης και αφετέρου ισχυρίστηκε

ότι είναι δυνατόν να υλοποιηθεί ο φακός αυτός χρησιμοποιώντας μια τεχνητή περιοδική δομή

αντί για ένα φυσικό υλικό. Στην εργασία αυτή, ο J. Pendry απέδειξε ότι ένας επίπεδος φακός

με n = −1 (ϵ = −1, µ = −1) μπορεί να ανακατασκευάζει ταυτόχρονα αντικείμενα από το

μακρινό (far field) αλλά και το εγγύς (near field) πεδίο, δηλαδή, το διακριτικό του όριο p μπο-

ρεί να είναι μικρότερο από το μήκος κύματος της εισερχόμενης ακτινοβολίας λ (subwavelength

resolution, p < λ). Επίσης, ισχυρίστηκε ότι στη μικροκυματική περιοχή, αυτή η περιοδική δομή

θα μπορούσε να ήταν ο συνδυασμός λεπτών αγωγών [thin wires (TW)] και συντονιστών διακο-

πτόμενου δακτυλίου [Split Ring Resonators (SRR)]. Εδώ σημειώνεται ότι είχε ήδη προβλεφθεί

ότι οι περιοδικές δομές των λεπτών αγωγών [7] και των SRR [8,9] μπορούν να εμφανίσουν σε

ένα στενό εύρος ζώνης συχνοτήτων αρνητικές τιμές των ενεργών (effective) τιμών των ϵ(ω)

και µ(ω), αντίστοιχα.

Ο επόμενος σημαντικός σταθμός στην έρευνα για τα μεταϋλικά ήταν η εφαρμογή της

μεθόδου του οπτικού μετασχηματισμού (transformation optics), η οποία οδήγησε στη θεωρία

της ηλεκτρομαγνητικής απόκρυψης αντικειμένων (cloaking) [10, 11]. Μετά και την πειραμα-

τική απόδειξη της δυνατότητας για την απόκρυψη αντικειμένων στην περιοχή των μικροκυμά-

των [12], το επιστημονικό ενδιαφέρον στις ερευνητικές περιοχές του τέλειου φακού [13–17]

και της ηλεκτρομαγνητικής απόκρυψης [18–23] αυξήθηκε ραγδαία.

Τα μεταϋλικά και οι ασυνήθιστες ιδιότητές τους έχουν προσελκύσει το ενδιαφέρον σε

πλήθος θεωρητικών και πειραματικών ερευνητικών ομάδων σε διάφορα ερευνητικά πεδία της

φυσικής, όπως ο ηλεκτρομαγνητισμός [24–26], η οπτική και φωτονική [27–30], η ακουστική

[31–33], κλπ.
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1.1.1 Μη γραμμικά μεταϋλικά

Το 2003 ξεκίνησε η θεωρητική μελέτη των μη γραμμικών μεταϋλικών [34–36] και μερικά

χρόνια αργότερα ακολούθησαν οι εφαρμογές τους. Η εισαγωγή της μη γραμμικότητας στα με-

ταϋλικά δίνει τη δυνατότητα ελέγχου των ενεργών παραμέτρων τους ϵ(ω) και µ(ω) από την

ένταση του ΗΜ πεδίου, παρουσιάζοντας ηλεκτρική ή/και μαγνητική μη γραμμικότητα. Τα μη

γραμμικά μεταϋλικά έχουν προσελκύσει μεγάλο ερευνητικό ενδιαφέρον εξαιτίας της βελτιωμέ-

νης απόδοσης που παρουσιάζουν σε σχέση με τα συνήθη μεταϋλικά καθώς και για την εμφάνιση

φαινομένων που λαμβάνουν χώρα αποκλειστικά σε αυτά.

Τα μη γραμμικά μεταϋλικά μπορούν να αποδειχθούν χρήσιμα σε διάφορες εφαρμογές.

Αυτές περιλαμβάνουν την υλοποίηση διακοπτών (switches) [37] (αφού εκμεταλλεύονται την

“αλλαγή” των ιδιοτήτων των υλικών από αριστερόστροφα σε δεξιόστροφα και αντίστροφα),

επιλογέων συχνότητας (tunable structures) [38] (μετάδοση ελεγχόμενη από την ένταση της τά-

σης ή του ρεύματος), φωτονικών κρυστάλλων που παρουσιάζουν αρνητική διάθλαση [39], κλπ.

Επιπλέον, είναι δυνατόν να παρατηρηθούν θεμελιώδη φαινόμενα, όπως η δημιουργία αρμο-

νικών [40], η ρύθμιση (tuning) και η μεταγωγή (switching) συχνότητας [41], η παραμετρική

ενίσχυση για αντιστάθμιση των απωλειών [42], η δημιουργία σολιτονίων [43], κ.α.

Παρακάτω, θα αναφερθούν συνοπτικά οι κυριότερες προσεγγίσεις που χρησιμοποιούνται

για τη θεωρητική μελέτη των μεταϋλικών, δίνοντας ιδιαίτερη έμφαση στην περίπτωση των μη

γραμμικών μεταϋλικών.

1.2 Θεωρητικές προσεγγίσεις για τη μελέτη των μεταϋλικών

1.2.1 Μικροσκοπική προσέγγιση

Μία από τις θεωρητικές προσεγγίσεις, που χρησιμοποιούνται για τη μελέτη των μεταϋ-

λικών, είναι η μικροσκοπική προσέγγιση. Με αφετηρία τα χαρακτηριστικά των δομικών στοι-

χείων ενός μεταϋλικού εξάγεται η μακροσκοπική απόκριση της δομής του. Αρχικά, προτάθηκε

για τη μελέτη μη γραμμικού μεταϋλικού κατασκευασμένου από μια περιοδική δομή SRR, οπότε

το όλο σύστημα αποτελείται από ένα διακριτό πλέγμα, το κάθε στοιχείο του οποίου (δηλ. το ένα

SRR) προσομοιώνεται ως ένα κύκλωμα RLC [34]. Επιπλέον, για τη “διέγερση” της μη γραμ-

μικότητας, έχει επίσης προταθεί η προσθήκη μιας διόδου στην σχισμή κάθε SRR, οι συνθήκες

λειτουργίας της οποίας επιλέγονται κατάλληλα. Στη συνέχεια, ολόκληρη η δομή του μεταϋ-

λικού μοντελοποιείται στο λεγόμενο ημιστατικό όριο (quasistatic limit) [44], κατά το οποίο



Κεφάλαιο 1. Εισαγωγή 4

επιτρέπεται ο διαχωρισμός των ηλεκτρικών και μαγνητικών φαινομένων. Έτσι, γίνεται εφικτός

ο υπολογισμός της μη γραμμικής επιδεκτικότητας από τα ισοδύναμα ηλεκτρικά στοιχεία, τα

χαρακτηριστικά της διόδου και τα χαρακτηριστικά του πλέγματος.

Στο σημείο αυτό αξίζει να σημειωθεί ότι η (κατά κανόνα ασθενής) μη γραμμικότητα επι-

τρέπει τη μαθηματική προσέγγιση του μη γραμμικού προβλήματος ως διαταραχή του αντίστοι-

χου γραμμικού, παρέχοντας τη δυνατότητα προσδιορισμού με αναλυτικές εκφράσεις των μετα-

βλητών του προβλήματος (όπως η μη γραμμική μαγνητική επιδεκτικότητα στη συγκεκριμένη

περίπτωση). Επιπλέον, λαμβάνοντας υπόψη και τις φυσικές διαστάσεις των υπό εξέταση δο-

μών, προσδιορίζονται οι χωρικές και χρονικές κλίμακες για την παρατήρηση των μη γραμμικών

φαινομένων.

Στα πρώτα πειράματα γινόταν εισαγωγή διόδων varactor στην σχισμή (slit) των SRR [38,

45]. Η μέθοδος αυτή είναι βολική, επειδή τέτοια μεταϋλικά μπορούν εύκολα να υλοποιηθούν για

μεγαλύτερα μήκη κύματος. Η μη γραμμική απόκριση αυτών των μεταϋλικών καθορίζεται από

τις ιδιότητες του μη γραμμικού στοιχείου που εισάγεται. Δομές μεταϋλικών σε δύο διαστάσεις

δημιουργήθηκαν για τη μελέτη μη γραμμικών φαινομένων, όπως η παραγωγή αρμονικών και η

δυναμική ρύθμιση συχνοτήτων (tunability) [41,46,47]. Η τεχνική αυτή χρησιμοποιείται κυρίως

στην περιοχή των μικροκυμάτων.

Η προηγούμενη τεχνική όμως δεν είναι κατάλληλη για να εφαρμοστεί στην περιοχή των

οπτικών συχνοτήτων. Στην περίπτωση αυτή, το μη γραμμικό μεταϋλικό δημιουργείται με την

“εμβάπτιση” του γραμμικού μεταϋλικού σε ένα μη γραμμικό μέσο (υποδοχέας), π.χ., τύπουKerr

[35]. Θεωρώντας ότι η ηλεκτρική επιτρεπτότητα του μη γραμμικού μέσου ϵD εξαρτάται από την

ένταση του ηλεκτρικού πεδίου Ε της εισερχόμενης ακτινοβολίας (δηλ. ϵD ∝ E2), το ηλεκτρικό

πεδίο αυξάνεται ραγδαία στην σχισμή των SRR (ιδιαίτερα στην περιοχή του συντονισμού).

Έτσι, ο κυρίαρχος όρος είναι η μαγνητική μη γραμμικότητα και η μαγνητική διαπερατότητα µ

εκφράζεται ως:

µ(ω) = 1− Fω2

ω2 − ω2
0

, ω2
0 ∝ ϵ−1

D (E2
g), (1.1)

όπου ω0 είναι η συχνότητα συντονισμού τoυ SRR, Eg το πλάτος του ηλεκτρικού πεδίου στην

σχισμή του SRR, το οποίο εξαρτάται από την ένταση του μαγνητικού πεδίου της ακτινοβο-

λίας Η. Με την προσέγγιση αυτή μελετώνται φαινόμενα, όπως η διστάθεια (bistability) και η

διακοπτική λειτουργία μεταξύ καταστάσεων θετικού και αρνητικού δείκτη διάθλασης [35].

Σε μια τέτοια διάταξη και οι ηλεκτρικές και οι μαγνητικές ιδιότητες μπορούν να γίνουν μη
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γραμμικές . Επιπλέον, με την προσέγγιση αυτή, όχι μόνο επιτυγχάνεται ισχυρότερη μη γραμ-

μικότητα, αλλά επηρεάζονται και οι ηλεκτρικές ιδιότητες του υλικού-υποδοχέα εξαιτίας της

αλληλεπίδρασης ηλεκτρομαγνητικής ακτινοβολίας-υλικού [48,49]. Η χρήση μη γραμμικών υλι-

κών ως υποδοχέων είναι κατάλληλη για εφαρμογές στην περιοχή των THz, στις υπέρυθρες και

στις οπτικές συχνότητες. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι προσφέρουν ισχυρότερη μη γραμμική

απόκριση από ότι τα συμβατικά μη γραμμικά οπτικά υλικά εξαιτίας της ενίσχυσης του τοπικού

πεδίου κοντά στα μικρά μεταλλικά στοιχεία [9]).

1.2.2 Φαινομενολογική προσέγγιση

Ηφαινομενολογική προσέγγιση, που χρησιμοποιείται για τη μελέτη των μη γραμμικών με-

ταϋλικών, βασίζεται στο γεγονός ότι τα κύρια χαρακτηριστικά του υλικού θεωρούνται a priori

γνωστά. Σε αυτό το πλαίσιο, η προσέγγιση αυτή αρχικά χρησιμοποιήθηκε για τη μελέτη διάδο-

σης ΗΜ κυμάτων σε μεταϋλικά στην οπτική περιοχή του φάσματος. Προτάθηκε μια ανάλυση η

οποία στηρίχθηκε στη διασπορά που εμφανίζει η “γενικευμένη επιτρεπτότητα” ϵ(ω,k) ενός μη

γραμμικού μεταϋλικού (η οποία περιλαμβάνει και μαγνητικά φαινόμενα) [36]. Οι ιδιότητες του

δείκτη διάθλασης περιγράφονται με τις αντίστοιχες γραμμικές και μη γραμμικές παραμέτρους

του υλικού, χωρίς να γίνεται αναφορά στη χαρακτηριστική μικροσκοπική δομή του. Με αυτή

την προσέγγιση μελετώνται μη γραμμικά φαινόμενα, όπως η παραγωγή δεύτερης αρμονικής

και η εξαναγκασμένη σκέδαση Raman [36], επιφανειακά μη γραμμικά κύματα [50], σολιτό-

νια [51], ιδιότητες των ενεργειακών χασμάτων (band gaps) σε μονοδιάστατους φωτονικούς

κρυστάλλους [39, 52, 53], κλπ.

1.2.3 Χρήση των παραμέτρων σκέδασης

Όταν δεν είναι δυνατή η μικροσκοπική προσέγγιση, για τον προσδιορισμό των ενεργών

παραμέτρων ϵ και µ ενός μεταϋλικού, έχει αναπτυχθεί εναλλακτικά μια διαφορετική προσέγ-

γιση, που βασίζεται στην χρήση των παραμέτρων σκέδασης ή τους πίνακες μεταφοράς, που

μπορούν να ληφθούν από πειραματικές μετρήσεις ή αριθμητικές προσομοιώσεις [54]. Παρόλα

τα προβλήματα ομογενοποίησης που παρουσιάζει αυτή η μέθοδος στη γραμμική περιοχή [55],

είναι ιδιαίτερα χρήσιμη σε διάφορες περιπτώσεις. Η χρήση αυτή της προσέγγισης στα μη γραμ-

μικά μεταϋλικά δυσχεραίνεται κυρίως λόγω της εξάρτησης από το πεδίο, αλλά και της χωρικής

διασποράς [56, 57]. Ωστόσο τα τελευταία χρόνια, σε συνδυασμό με αριθμητικές προσομοιώ-

σεις, έχει αρχίσει να χρησιμοποιείται σε πρακτικές εφαρμογές [58].
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1.2.4 Το μοντέλο των γραμμών μεταφοράς

Το μοντέλο των γραμμών μεταφοράς [transmission lines (TL)] [59], που χρησιμοποιεί-

ται στην παρούσα διατριβή, αποτελεί ένα βολικό πλαίσιο για την ανάλυση των μεταϋλικών,

ιδιαίτερα στην περιοχή των μικροκυματικών συχνοτήτων [43,60,61]. Όπως απεικονίζεται στο

Σχ. 1.1, στις συμβατικές ή “δεξιόστροφες” [right handed (RH)] γραμμές μεταφοράς (όπου η

ενέργεια και τα μέτωπα του κύματος οδεύουν στην ίδια κατεύθυνση) η μοναδιαία κυψελίδα

είναι ένα LR CR ηλεκτρικό κύκλωμα, ενώ στις αριστερόστροφες [left handed (LH)] γραμμές

μεταφοράς είναι ένα LL CL κύκλωμα. Στην πραγματικότητα, είναι αδύνατη η ύπαρξη αμιγώς

αριστερόστροφων γραμμών μεταφοράς, επειδή κατά την υλοποίησή τους εμφανίζονται πάντα

“παρασιτικά” στοιχεία με δεξιόστροφη συμπεριφορά. Τέτοιου τύπου γραμμές μεταφοράς έχουν

Σχήμα 1.1: Σύνθετη (δεξιόστροφη-αριστερόστροφη) γραμμή μεταφοράς. Τα στοιχεία LR και
CR (LL και CL) αντιστοιχούν στο δεξιόστροφο (αριστερόστροφο) τμήμα της γραμμής.

περιοχές συχνοτήτων με αρνητικές και θετικές ταχύτητες φάσης και για τον λόγο αυτό ονομά-

ζονται σύνθετες γραμμές με δεξιόστροφη-αριστερόστροφη συμπεριφορά [composite right left

handed (CRLH)] [24, 25]. Η ανάλυση βασίζεται στη σύνδεση των ηλεκτρομαγνητικών ιδιοτή-

των του υλικού μέσου (ϵ καιµ) με τα ηλεκτρικά στοιχεία της μοναδιαίας κυψελίδας της γραμμής

μεταφοράς (για μέσο χωρίς απώλειες), σύμφωνα με τις ακόλουθες εξισώσεις:

ϵ(ω) = CR − 1

ω2LL

, (1.2)

µ(ω) = LR − 1

ω2CL

. (1.3)

Οι σύνθετες γραμμές μεταφοράς εμφανίζουν ιδιότητες διασποράς πολύ όμοιες με αυτές των

ιδανικών μεταϋλικών και επομένως προσφέρουν ένα ιδανικό σύστημα για τη μελέτη και την

επαλήθευση φαινομένων που προβλέπονται στα μεταϋλικά (π.χ οπισθοδεύουσα διάδοση). Επί-

σης, χρησιμοποιούνται για την περιγραφή μικροκυματικών διατάξεων και συστημάτων που



Κεφάλαιο 1. Εισαγωγή 7

βασίζονται σε διατάξεις μεταϋλικών, όπως κατευθυντικοί συζεύκτες [62], ολισθητές [63], πα-

ραμετρικοί ενισχυτές [64], κεραίες [65], κ.α.

Για την υλοποίηση αυτών των γραμμών χρησιμοποιείται κυρίως η επίπεδη μικροταινιακή

τεχνολογία σε δύο παραλλαγές. Στην πρώτη, που ονομάζεται “προσέγγιση με LC στοιχεία”,

η δεξιόστροφη γραμμή μεταφοράς (γραμμή-υποδοχέας), φορτώνεται με αριστερόστροφα στοι-

χεία, δηλ. πυκνωτές στο σειριακό κλάδο και πηνία στον παράλληλο κλάδο. Τα αριστερόστροφα

ηλεκτρικά στοιχεία δημιουργούνται στην πράξη με την περιοδική τοποθέτηση σειριακών πυ-

κνωτών μαιανδρικής μορφής (interdigital) που εναλλάσσονται με γειωμένα στελέχη (stubs), τα

οποία προσομοιάζουν τα παράλληλα πηνία [66,67]. Στην περίπτωση υλοποίησης με ομοεπίπεδο

κυματοδηγό [coplanar waveguide (CPW)], οι πυκνωτές του σειριακού κλάδου δημιουργούνται

με σειριακά διάκενα (στον κεντρικό αγωγό) και τα πηνία του παράλληλου κλάδου με αγώγιμες

λωρίδες μεταξύ του κεντρικού αγωγού και των επιπέδων γείωσης [68, 69].

Στη δεύτερη τεχνική, που ονομάζεται “προσέγγιση με στοιχεία συντονισμού”, συνήθως

η κύρια γραμμή είναι ένας ομοεπίπεδος κυματοδηγός, ενώ τα SRR τοποθετούνται στην οπί-

σθια πλευρά του υποστρώματος [70–73]. Η σύζευξη μεταξύ των SRR και του ομοεπίπεδου

κυματοδηγού παρέχει τις ισοδύναμες σειριακές χωρητικότητες, ενώ οι παράλληλοι επαγωγοί

δημιουργούνται με την ίδια τεχνική που αναφέρθηκε στην προσέγγιση με LC στοιχεία.

Η μη γραμμικότητα δημιουργείται με την εισαγωγή μη γραμμικών στοιχείων (π.χ. διόδων)

είτε στα δεξιόστροφα είτε/και στα αριστερόστροφα ηλεκτρικά στοιχεία της γραμμής μεταφο-

ράς, με αποτέλεσμα η σειριακή ή/και η παράλληλη σύνθετη αντίσταση να αποκτούν εξάρτηση

από τις τάσεις και τα ρεύματα της γραμμής.

1.3 Διάδοση σολιτονίων στα μεταϋλικά

Όπως είναι γνωστό από τη θεωρία των μη γραμμικών κυμάτων [74], η μη γραμμικότητα

οδηγεί σε αύξηση της κλίσης του μετώπου του κύματος με αποτέλεσμα την καταστροφή του κύ-

ματος, που οφείλεται στην εξάρτηση της ταχύτητας του κύματος από το πλάτος τους. Αντίθετα,

η διασπορά τείνει να διευρύνει το κύμα, καθώς οι διαφορετικές συνιστώσες Fourier του κύμα-

τος οδεύουν με διαφορετικές ταχύτητες φάσης. Έτσι, η διασπορά διαδραματίζει σημαντικό ρόλο

στην εξισορρόπηση της κλίσης λόγω της μη γραμμικότητας. Από μαθηματικής πλευράς, υπάρ-

χει ένας αριθμός εξισώσεων εξέλιξης [π.χ. οι εξισώσεις Korteweg-de Vries (KdV), nonlinear

Schrödinger, (NLS), sine-Gordon (sG), κ.α.], στις οποίες η ισορροπία μεταξύ της μη γραμμικό-

τητας και της διασποράς οδηγεί σε λύσεις, οι οποίες ονομάζονται σολιτόνια. Τέτοιες εξισώσεις
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είναι γενικά μοντέλα, που εμφανίζονται σε ένα ευρύτατο φάσμα περιοχών της φυσικής [74,75].

Ο συνδυασμός της μη γραμμικότητας και της (εγγενούς) διασποράς παρέχουν τη δυνα-

τότητα για διάδοση χρονικών σολιτονίων (temporal solitons) [76] σε δομές μη γραμμικών

μεταϋλικών. Αυτό το γεγονός παρουσιάζει τόσο θεωρητικό όσο και τεχνολογικό ερευνητικό

ενδιαφέρον, ιδιαίτερα για την υλοποίηση διατάξεων στη μικροκυματική και οπτική περιοχή

(π.χ. γεννήτριες κυματομορφών [77], συζευκτών (couplers) [78], κ.α.), που μπορούν να χρη-

σιμοποιηθούν σε UWB (Ultra Wide Band) συστήματα, σε συστήματα radar, κλπ. Η γένεση

σολιτονίων σε μη γραμμικά μεταϋλικά έχει προβλεφθεί τόσο με την προσέγγιση του ενεργού

μέσου [79–86] όσο και με χρήση μοντέλων γραμμών μεταφοράς [43,77,87]. Στη διακριτή προ-

σέγγιση, όπου τα μεταϋλικά αντιμετωπίζονται ως συστοιχίες συζευγμένων συντονιστών που

αλληλεπιδρούν με τους γείτονες τους, έχουν προβλεφθεί διάφορες σολιτονικές λύσεις, όπως

φωτεινά και σκοτεινά σολιτόνια [88], σολιτόνια τύπου kink [89], καθώς και σολιτόνια τύπου

πνοών (breathers) [90, 91].

Επίσης, παρόμοια με άλλα μη γραμμικά μέσα [76], τα μη γραμμικά μεταϋλικά μπορούν

να υποστηρίξουν αυτο-παγίδευση των ηλεκτρομαγνητικών κυμάτων με τη μορφή χωρικών σο-

λιτονίων (spatial solitons) [51, 92], στις ιδιότητες των οποίων μπορεί να βασιστεί -δυνητικά-

η λειτουργία μελλοντικών οπτικοηλεκτρονικών διατάξεων. Σε πειράματα μη γραμμικών γραμ-

μών μεταφοράς έχει παρατηρηθεί διάδοση παλμών και ο σχηματισμός σολιτονίων περιβάλ-

λουσας. [77, 87, 93–95]. Τα σολιτόνια αυτού του τύπου αφορούν την περιβάλλουσα της τάσης

V (x, t) που μετράται στη γραμμή και περιγράφονται, γενικά, από μια φαινομενική εξίσωση

NLS της μορφής,

i∂tV + P∂2xV +Q|V |2V = 0, (1.4)

όπου P και Q είναι οι συντελεστές της διασποράς και της μη γραμμικότητας. Η παραπάνω

εξίσωση επιδέχεται λύσεις φωτεινών (bright) ή σκοτεινών (dark) σολιτονίων περιβάλλουσας,

για PQ > 0 ή PQ < 0, αντίστοιχα [76]. Η μορφή των σολιτονίων αυτών φαίνονται στο Σχ. 2.1.

Τα εν λόγω ευρήματα, δηλαδή η θεωρητική πρόβλεψη αλλά και η πειραματική παρατή-

ρηση διαφόρων μορφών σολιτονίων σε μεταϋλικά, αποτελούν ένα από τα βασικά κίνητρα για

την παρούσα διατριβή, όπως εξηγείται λεπτομερέστερα παρακάτω.
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Σχήμα 1.2: Αριστερή εικόνα: Φωτεινό σολιτόνιο όπου PQ > 0. Δεξιά εικόνα: Σκοτεινό σολι-
τόνιο όπου PQ < 0.

1.4 Αντικείμενο και δομή της διδακτορικής διατριβής

Στην παρούσα διατριβή, μελετώνται η ύπαρξη, η ευστάθεια και τα χαρακτηριστικά διάδο-

σης εντοπισμένων κυμάτων (στη μορφή σολιτονίων) σε διάφορες δομές μη γραμμικών μεταϋ-

λικών.

Η μελέτη βασίζεται στη θεωρία των γραμμών μεταφοράς, με τη βοήθεια της οποίας εξάγο-

νται ισοδύναμα διακριτά μοντέλα που προσομοιώνουν αντίστοιχες μη γραμμικές διατάξεις με-

ταϋλικών. Αρχικά, μελετώνται τυπικές μη γραμμικές γραμμές μεταφοράς, που προσομοιώνουν

οπισθοδεύουσα (backward) διάδοση ΗΜ κυμάτων, είτε σε αμιγώς αριστερόστροφες διατάξεις,

είτε στην πιο ρεαλιστική περίπτωση διατάξεων που συνδυάζουν την αριστερόστροφη με την

δεξιόστροφη συμπεριφορά. Στη συνέχεια, μελετώνται ρεαλιστικές διατάξεις μεταυλικών που

έχουν υλοποιηθεί σε πειράματα. Οι διατάξεις αυτές είναι: (α) ένας μη γραμμικός ομοεπίπεδος

κυματοδηγός με ενσωματωμένα SRR και (β) μια μονοδιάστατη συστοιχία μη γραμμικών SRR.

Σε όλες τις περιπτώσεις, διατυπώνεται μια διακριτή μη γραμμική κυματική εξίσωση, η

οποία αναλύεται με αναλυτικές και αριθμητικές τεχνικές. Η αναλυτική προσέγγιση βασίζεται

–κυρίως- σε μια διαταρακτική τεχνική που αναπτύχθηκε στο πλαίσιο της διατριβής, η οποία

χειρίζεται το φέρον σήμα ως διακριτό και την περιβάλλουσα ως συνεχή συνάρτηση (ημιδια-

κριτή προσέγγιση). Για την τελευταία, εξάγονται -μέσω της θεωρίας διαταραχών- μοντέλα του

τύπου της μη γραμμικής εξίσωσης NLS, μέσω των οποίων προβλέπεται ο σχηματισμός οιονεί-

διακριτών σολιτονίων (φωτεινών και σκοτεινών), δηλαδή ο εντοπισμός της ηλεκτρομαγνητικής

ισχύος στα μη γραμμικά μεταϋλικά. Τα χαρακτηριστικά διάδοσης και η ευστάθεια των κυμάτων

αυτών μελετώνται και με αριθμητικές τεχνικές, με τα σχετικά αποτελέσματα να βρίσκονται σε

πολύ καλή συμφωνία με τις αναλυτικές προβλέψεις.

Τονίζεται ότι ένα από τα κίνητρα για τη θεωρητική ανάλυση, που έγινε στην παρούσα δια-

τριβή, υπήρξε η συνεργασία με την πειραματική ομάδα του Dickinson College (Philadelphia,
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USA), με την οποία μελετήθηκε από κοινού ένα μη γραμμικό ηλεκτρικό δίκτυο -που προ-

σομοίωνε μια αριστερόστροφη γραμμή μεταφοράς- στο εργαστήριο. Έτσι, αποδείχθηκε -και

πειραματικά- ότι είναι εφικτή η γένεση οιονεί-διακριτών σολιτονίων σε μη γραμμικά μεταϋ-

λικά, γεγονός που υποδεικνύει τη δυνατότητα παρατήρησης αυτών των κυμάτων σε όλες τις

διατάξεις που μελετήθηκαν θεωρητικά στη διατριβή.

Η διατριβή περιλαμβάνει μία γενική εισαγωγή (Κεφ. 1), τέσσερα κεφάλαια (Κεφ. 2, 3,

4 και 5) στα οποία αποτυπώνονται τα κύρια αποτελέσματα της διατριβής, τα συμπεράσματα

(Κεφ. 6) και τέσσερα παραρτήματα (Παρ. Α, Β, Γ, και Δ).

Η οργάνωση του κυρίου μέρους της διατριβής, δηλ. των Κεφαλαίων 2, 3, 4 και 5, έχει ως

εξής:

Στο Κεφάλαιο 2 μελετάται θεωρητικά (αναλυτικά και αριθμητικά), αλλά και πειραματικά,

ένα ηλεκτρικό δίκτυο, που προσομοιώνει μια αμιγώς αριστερόστροφη μη γραμμική γραμμή με-

ταφοράς. Αρχικά, παρουσιάζεται η πειραματική διάταξη και εξάγεται μια μη γραμμική διακριτή

κυματική εξίσωση για την τάση στις εξόδους των στοιχειωδών κυψελίδων που απαρτίζουν τη

γραμμή. Παρουσιάζονται τα πειραματικά αποτελέσματα, που περιλαμβάνουν την σχέση δια-

σποράς των επίπεδων κυμάτων, την παρατήρηση των οπισθοδευόντων κυμάτων, αλλά και τον

σχηματισμό διακριτών φωτεινών (ή σκοτεινών) σολιτονίων πάνω (ή κάτω) από μια τιμή κα-

τωφλίου της φέρουσας συχνότητας. Στη συνέχεια, με τη βοήθεια της θεωρίας διαταραχών και

της τεχνικής της ημιδιακριτής προσέγγισης, εξάγεται μια μη γραμμική εξίσωση με την οποία

διερευνάται και επιβεβαιώνεται τόσο η τιμή της συχνότητας κατωφλίου, όσο και η ύπαρξη των

σολιτονίων περιβάλλουσας της τάσης. Τέλος, παρουσιάζονται αριθμητικά αποτελέσματα, τα

οποία επιβεβαιώνουν τα πειραματικά και αναλυτικά ευρήματα.

Στο Κεφάλαιο 3, λαμβάνοντας υπόψη την ανάλυση του Κεφαλαίου 2 που δείχνει ότι δεν

μπορεί να υλοποιηθεί στην πράξη μια αμιγώς αριστερόστροφη γραμμή μεταφοράς, ερευνάται

αναλυτικά και αριθμητικά η συμπεριφορά μιας μη γραμμικής γραμμής μεταφοράς, που πα-

ρουσιάζει ταυτόχρονα και αριστερόστροφη (LH) και δεξιόστροφη (RH) συμπεριφορά. Για τη

διάταξη αυτή, υπολογίζεται αρχικά η σχέση διασποράς μέσω της οποίας βρίσκεται ότι είναι

εφικτή η διάδοση γραμμικών ΗΜ κυμάτων με κοινή ταχύτητα ομάδας, είτε στην περιοχή LH

είτε στην RH. Από την άλλη πλευρά, μέσω της ημιδιακριτής προσέγγισης και της θεωρίας δια-

ταραχών, βρίσκεται ότι κύματα στις περιοχές LH και RH μπορούν να συζευχθούν μέσω της μη

γραμμικότητας. Αποδεικνύεται ότι οι περιβάλλουσες των συζευγμένων αυτών κυμάτων περι-

γράφονται από ένα σύστημα δύο συζευγμένων εξισώσεων NLS. Μέσω του συστήματος αυτού



Κεφάλαιο 1. Εισαγωγή 11

προβλέπεται ότι σε ορισμένες περιοχές συχνοτήτων είναι δυνατός ο σχηματισμός τριών τύ-

πων διανυσματικών σολιτονίων: ενός φωτεινού-φωτεινού, ενός φωτεινού-σκοτεινού και ενός

σκοτεινού-φωτεινού, στις περιοχές LH και RH, αντίστοιχα. Αριθμητικές προσομοιώσεις δεί-

χνουν ότι τα πλέον ευσταθή σολιτόνια είναι τα φωτεινού-φωτεινού τύπου, ενώ η κύρια αιτία για

την παραμόρφωση και την καταστροφή του σκοτεινού-φωτεινού και του φωτεινού-σκοτεινού

σολιτονίου είναι η αστάθεια διαμόρφωσης.

ΣτοΚεφάλαιο 4 αναλύεται η διάδοσηΗΜκυμάτων σε ένα ομοεπίπεδο κυματοδηγό (CPW)

με ενσωματωμένα SRR, μια διάταξη που έχει υλοποιηθεί πειραματικά [96]. Προτείνεται ότι η

διάταξη μπορεί να γίνει μη γραμμική με την προσθήκη ενός λεπτού μη γραμμικού υμενίου

[strontium barium titanate (SBTO)], οπότε -για την περίπτωση αυτή- εξάγεται μια μη γραμμική

διακριτή κυματική εξίσωση, που περιγράφει τη χωροχρονική εξέλιξη της τάσης στο ισοδύναμο

μοντέλο γραμμής μεταφοράς. Στη συνέχεια, εφαρμόζεται και πάλι η ημιδιακριτή προσέγγιση

και εξάγεται μια εξίσωση NLS, που προβλέπει τον σχηματισμό φωτεινών σολιτονίων σε συγκε-

κριμένες ζώνες της LH περιοχής συχνοτήτων. Τα αποτελέσματα των αριθμητικών προσομοιώ-

σεων βρίσκονται σε πολύ καλή συμφωνία με τις αναλυτικές προβλέψεις για τα χαρακτηριστικά

των σολιτονίων, δείχνουν δε την ευρωστία τους – γεγονός που υποδεικνύει τη δυνατότητα πα-

ρατήρησής τους σε πειράματα. Επίσης, διερευνάται η μεταβολή γεωμετρικών χαρακτηριστικών

της διάταξης και βρίσκεται ότι το εύρος της LH ζώνης συχνοτήτων και η περιοχή συχνοτήτων

που μπορούν να σχηματιστούν τα σολιτόνια αυξάνονται με την αύξηση του εύρους των σχισμών

του κυματοδηγού ή/και της ακτίνας των SRR.

Στο Κεφάλαιο 5 μελετώνται οδεύοντα κύματα σε μια μονοδιάστατη συστοιχία συζευγμέ-

νων μη γραμμικών SRR, όπου η μη γραμμικότητα δημιουργείται με την εισαγωγή διόδων στην

σχισμή των SRR (τέτοιες διατάξεις έχουν επίσης υλοποιηθεί στο εργαστήριο [97]). Η ανάλυση

του κεφαλαίου αυτού εστιάζεται στο ρεαλιστικό σενάριο, όπου η συστοιχία παρουσιάζει απώ-

λειες και διεγείρεται εξωτερικά από μια πηγή - οπότε οι σχετικοί όροι στην κυματική εξίσωση

θεωρούνται ως διαταραχές. Σε αυτή την περίπτωση, και με δεδομένη την ύπαρξη οδευόντων κυ-

μάτων στο αδιατάραχτο πρόβλημα (σύμφωνα με την ανάλυση των προηγουμένων κεφαλαίων),

ερευνάται η ύπαρξη και η ευστάθεια οδευόντων (περιοδικών ή εντοπισμένων) κυμάτων πα-

ρουσία των απωλειών και της εξωτερικής διέγερσης. Χρησιμοποιώντας μια ανάλυση τύπου

Melnikov και αριθμητικές προσομοιώσεις αποδεικνύεται η ύπαρξη των κυμάτων αυτών καθώς

και η δυνατότητά τους να είναι ευσταθή με την κατάλληλη ρύθμιση του πλάτους της εξωτερικής

διέγερσης.
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Όσον αφορά ταΠαραρτήματα, σημειώνεται ότι το ΠαράρτημαΑ αφορά στη διεπιστημονι-

κότητα που χαρακτηρίζει τις αναλυτικές τεχνικές που αναπτύχθηκαν: έτσι, με χρήση των τεχνι-

κών αυτών αναλύεται συνοπτικά η πρόβλεψη της δημιουργίας “γιγαντιαίων κυμάτων” (rogue

waves) κατά την αλληλεπίδραση ηλεκτρομαγνητικής δέσμης με μαγνητισμένο πλάσμα. Τα Πα-

ραρτήματα Β-Δ αφορούν “τεχνικές” πληροφορίες. Συγκεκριμένα, το Παράρτημα Β αφορά τη

μέθοδο των διαταραχών, που χρησιμοποιείται για την εξαγωγή των εξισώσεων NLS, και το Πα-

ράρτημα Γ παρουσιάζει μια ποιοτική ανάλυση της αστάθειας διαμόρφωσης για τις συζευγμένες

εξισώσεις NLS. Τέλος, το Παράρτημα Δ αφορά τον υπολογισμό των ηλεκτρικών στοιχείων της

μοναδιαίας κυψελίδας του μοντέλου της γραμμής μεταφοράς από τις φυσικές παραμέτρους της

δομής SRR-CPW.



Κεφάλαιο 2

Οπισθοδεύοντα κύματα και σολιτόνια σε

ηλεκτρικό πλέγμα: θεωρία και πείραμα

Σε αυτό το κεφάλαιο μελετάμε πειραματικά, αναλυτικά και αριθμητικά τη διάδοση των

οπισθοδευόντων κυμάτων και τη δημιουργία των διακριτών σολιτονίων σε ένα ηλεκτρικό δί-

κτυο (πλέγμα), που προσομοιώνει μια αμιγώς αριστερόστροφη μη γραμμική γραμμή μεταφοράς.

Η πειραματική διάταξη (βλ. την πάνω εικόνα του Σχ. 2.1), που υλοποιήθηκε στο Dickinson

College, Philadelphia, μιμείται τη συμπεριφορά μιας αριστερόστροφης γραμμής μεταφοράς.

Επειδή ο σκοπός μας είναι να μελετήσουμε τη μη γραμμική δυναμική των κυμάτων που υπο-

στηρίζονται από αυτό το πλέγμα, χρειάζεται να εισάγουμε ένα μη γραμμικό στοιχείο. Για το

λόγο αυτό χρησιμοποιούμε μια δίοδο, η χωρητικότητα της οποίας εξαρτάται από την εφαρμο-

ζόμενη τάση, όπως εξηγείται λεπτομερώς στα επόμενα.

2.1 Πειραματική διάταξη και ισοδύναμο μοντέλο

Το μονοδιάστατο μη γραμμικό ηλεκτρικό δίκτυο, που απεικονίζεται στο Σχ. 2.1, αποτελεί-

ται από 64 κυψελίδες. Κάθε κυψελίδα αποτελείται από μια δίοδο ΝΤΕ-618 τύπου varactor (που

έχει χρησιμοποιηθεί και σε άλλες μελέτες μη γραμμικών ηλεκτρικών πλεγμάτων [98]) και μία

αυτεπαγωγή LL = 470 µH στον παράλληλο κλάδο. Το σήμα εισόδου είναι ένας παλμός τάσης

διαμορφωμένος κατά πλάτος από φέρον σήμα ημιτονοειδούς μορφής. Χρησιμοποιήθηκαν δύο

διαφορετικές γεωμετρίες της πειραματικής διάταξης, όπως εξηγείται παρακάτω.

Στην πρώτη γεωμετρία, οι κυψελίδες διατάσσονται σε ευθεία διάταξη και στο τέλος της

γραμμής μεταφοράς τοποθετείται μια αντίσταση 1 ΚΩ για προσαρμογή. Με τον τρόπο αυτό, το

κύμα που διαδίδεται κατά μήκος της γραμμής μεταφοράς δεν ανακλάται στο τέλος της, αλλά

13
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Σχήμα 2.1: Αριστερόστροφη γραμμής μεταφοράς με διακριτά στοιχεία. Πάνω εικόνα: Η πει-
ραματική διάταξη. Κάτω εικόνα: Το ισοδύναμο μοντέλο της μοναδιαίας κυψελίδας.

απορροφάται εξ’ ολοκλήρου, οπότε δεν έχουμε εμφάνιση στάσιμου κύματος κατά μήκος της

γραμμής.

Στη δεύτερη γεωμετρία, οι κυψελίδες διατάσσονται σε σχήμα δαχτυλίου χρησιμοποιώντας

διακόπτες που αποτρέπουν την ταυτόχρονη μετάδοση του παλμού και στις δύο κατευθύνσεις. Οι

αναλογικοί διακόπτες (ADG436) ελέγχου ενός κυκλώματος με δύο επαφές [single pole double

throw (SPDT] χαρακτηρίζονται από μεγάλη ταχύτητα μεταγωγής και χαμηλή αντίσταση επαφής

(on-resistance). Σε όλες τις περιπτώσεις, οι τιμές της τάσης καταγράφονται ταυτόχρονα στους

32 κόμβους με έναν ταχύτατο καταγραφέα δεδομένων τάσης 32 καναλιών.Με αυτή την τεχνική

τα δεδομένα για τους 64 κόμβους συγκεντρώνονται σε δύο στάδια.

Πειραματικά μπορούν να υλοποιηθούν δύο διαφορετικές αρχικές συνθήκες: Η πρώτη έχει

τη μορφή ενός διαμορφωμένου παλμού, οι παράμετροι του οποίου (εύρος, πλάτος και συχνό-

τητα φέροντος) είναι ελεγχόμενοι στο πείραμα, και χρησιμοποιείται για τη διερεύνηση φωτει-

νών σολιτονίων. Η δεύτερη γίνεται με κατάλληλη διαμόρφωση του φέροντος κύματος, ώστε να

παραχθούν “βυθίσματα” τάσης επάνω στο φέρον (που είναι ένα συνεχές ημιτονοειδές σήμα),

και χρησιμοποιείται για τη διερεύνηση σκοτεινών σολιτονίων. Όπως θα δειχθεί στη συνέχεια,

η συχνότητα του φέροντος κύματος παίζει βασικό ρόλο στον σχηματισμό και στις ιδιότητες

διάδοσης των φωτεινών και σκοτεινών διακριτών σολιτονίων.

Κάθε κυψελίδα της πειραματικής διάταξης μπορεί να προσομοιωθεί από διακριτά ηλε-

κτρικά στοιχεία, όπως φαίνεται στην κάτω εικόνα του Σχ. 2.1. Οι δείκτες L και R δείχνουν,

αντίστοιχα, τα αριστερόστροφα και τα δεξιόστροφα (με παρασιτικό χαρακτήρα) διακριτά στοι-

χεία της γραμμής μεταφοράς. Όπως θα δειχθεί στη συνέχεια, τα δεξιόστροφα παρασιτικά στοι-

χεία είναι απαραίτητα για την ακριβέστερη θεωρητική περιγραφή της διάταξης και τη συμφωνία
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με τα πειραματικά δεδομένα. Η επαγωγή έχει την τιμή LL = 470 µH, ενώ CL είναι η χωρητικό-

τητα της διόδου, η οποία ελέγχεται από την τάση, και CR είναι η παρασιτική χωρητικότητα που

εμφανίζεται στον παράλληλο κλάδο και έχει τιμή CR ≈ 0.05CL. Στο σημείο αυτό θα πρέπει να

σημειώσουμε ότι στο παραπάνω μοντέλο δεν εμφανίζεται η παρασιτική αυτεπαγωγή LR στον

σειριακό κλάδο, γιατί η τιμή της είναι εξαιρετικά μικρή (LR ≈ 0.005 µH) και δεν παίζει σημα-

ντικό ρόλο στην ανάλυσή μας. Η παρουσία όμως της παρασιτικής χωρητικότητας είναι βασική,

γιατί παίζει πρωταρχικό ρόλο στην σχέση διασποράς και έχει άμεση σχέση με την εξίσωση για

την άγνωστη τάση Vn στα άκρα της n-οστής κυψελίδας. Τέλος, θα πρέπει να αναφέρουμε ότι

στην ανάλυσή μας δεν έχουν ληφθεί υπόψη οι εγγενείς απώλειες του συστήματος. Αυτές θα

μπορούσαν να μοντελοποιηθούν με την παρουσία μιας αντίστασης με τιμή περίπου 2 Ω, σε

σειρά με την αυτεπαγωγή LL.

Εφαρμόζοντας τους νόμους τάσης και ρεύματος του Kirchhoff για τη μοναδιαία κυψελίδα

λαμβάνουμε αντίστοιχα:

Un = Vn−1 − Vn, (2.1)

IL = In − In−1 − CR
dVn
dt

, (2.2)

όπου Un είναι η τάση στα άκρα της μη γραμμικής χωρητικότητας και IL είναι το ρεύμα της αρι-

στερόστροφης αυτεπαγωγής. Στη συνέχεια, λαμβάνοντας υπόψη ότι In = (d/dt)[CL(Un)Un],

μπορούμε να εξάγουμε την ακόλουθη εξίσωση:

LL
d2

dt2
[CL(Un)Un − CL(Un+1)Un+1]− LLCR

d2Vn
dt2

− Vn = 0. (2.3)

Προκειμένου να εξάγουμε μια εξίσωση εξέλιξης για την τάση Vn από την Εξ. (2.3), χρειά-

ζεται να εξετάσουμε μια συγκεκριμένη μορφή της CL(V ). Εκκινώντας από τη μορφή με τη

διπλή εκθετική εξάρτηση της μη γραμμικής χωρητικότητας CL(V ) [99], αναπτύσσουμε κατά

Taylor τη CL(V ) γύρω από την τιμή V = 0, συμπεριλαμβάνοντας όρους έως δεύτερης τάξης,

ώστε να την προσεγγίσουμε με την ακόλουθη έκφραση:

CL(V ) ≈ C0 − a1V + a2V
2, (2.4)

όπου οι σταθεροί συντελεστές έχουν τις ακόλουθες τιμές: C0 ≈ 800 pF , a1 ≈ 490 pF/V , και

a2 ≈ 156 pF/V 2. Αντικαθιστώντας την Εξ. (2.4) στην Εξ. (2.3) καταλήγουμε στην ακόλουθη
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εξίσωση πλέγματος:

LLC0
d2

dt2
(Vn−1 − 2Vn + Vn+1)− LLCR

d2Vn
dt2

− Vn

+ LL
d2

dt2
{
−a1[(Vn−1 − Vn)

2 − (Vn − Vn+1)
2]
}

+ LL
d2

dt2
{
a2[(Vn−1 − Vn)

3 − (Vn − Vn+1)
3]
}
= 0. (2.5)

Μετρώντας τον χρόνο σε μονάδες
√
LLC0 και την τάση σε μονάδες C0/a1, εκφράζουμε τελικά

την Εξ. (2.5) στην ακόλουθη αδιάστατη μορφή:

d2

dt2
(Vn−1 − 2Vn + Vn+1)− g

d2Vn
dt2

− Vn

− d2

dt2
{
[(Vn−1 − Vn)

2 − (Vn − Vn+1)
2]
}

+ γ
d2

dt2
{
[(Vn−1 − Vn)

3 − (Vn − Vn+1)
3]
}
= 0, (2.6)

όπου οι παράμετροι g και γ δίνονται από τις εκφράσεις:

g = CR/C0 ≈ 0.056, γ = a2C0/a
2
1 ≈ 0.52.

2.2 Πειραματικά αποτελέσματα

Το πιο σημαντικό αποτέλεσμα της συνύπαρξης της διόδου στον σειριακό κλάδο με την

αυτεπαγωγή στον παράλληλο κλάδο της γραμμής μεταφοράς είναι η ριζική αλλαγή της μορφής

της καμπύλης της γραμμικής διασποράς για τα οδεύοντα επίπεδα κύματα: με την τοποθέτηση

της διόδου στον σειριακό κλάδο στη θέση της αυτεπαγωγής, η καμπύλη της σχέσης διασποράς

εμφανίζει αρνητική κλίση για όλες τις τιμές του κυματαριθμού (ως την τιμή Bragg). Αυτό φαί-

νεται αν αναζητήσουμε λύσεις επίπεδου κύματος μικρού πλάτους για την Εξ. (2.6), της μορφής

Vn = V0 exp[i(ωt − kn)], όπου V0 ≪ 1, ω και k είναι το πλάτος, η κυκλική συχνότητα και ο

κυματαριθμός του επίπεδου κύματος, αντίστοιχα. Αντικαθιστώντας στην Εξ. (2.6), λαμβάνουμε

την σχέση διασποράς,

4ω2 sin2
(
k

2

)
+ gω2 − 1 = 0, (2.7)

της οποίας η μορφή στο συνεχές όριο (k → 0) γίνεται

ω2k2 + gω2 − 1 = 0. (2.8)
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Η σχέση διασποράς [Εξ. (2.7)] υποδηλώνει ότι υπάρχουν δύο συχνότητες αποκοπής: η fmax

στο άνω όριο (που αντιστοιχεί σε sin2(k/2) = 0) και η fmin στο κάτω όριο (που αντιστοιχεί σε

sin2(k/2) = 1), οι οποίες δίνονται από τις ακόλουθες εκφράσεις:

fmax =
(
2π

√
gLLC0

)−1

≈ 1100 kHz, (2.9)

fmin =
(
2π

√
(g + 4)LLC0

)−1

≈ 130 kHz. (2.10)

Όπως παρατηρούμε από την Εξ. (2.7), εξαιτίας της διακριτής φύσης της γραμμής μετα-

φοράς, εμφανίζεται η χαμηλότερη συχνότητα αποκοπής που εξαφανίζεται στο συνεχές όριο.

Στο σημείο αυτό είναι σημαντικό να σχολιάσουμε το εξής: όπως φαίνεται από την Εξ. (2.8),

στην περίπτωση που δεν υπάρχει η παρασιτική χωρητικότητα CR (δηλαδή για g = 0), η σχέση

διασποράς παίρνει τη μορφή υπερβολής, οπότε εμφανίζεται ένα ιδιόμορφο σημείο στο k = 0,

όπως απεικονίζεται από την κόκκινη καμπύλη στο Σχ. 2.2. Αν όμως συμπεριλάβουμε την πα-

ρασιτική χωρητικότητα στο μοντέλο μας, η ιδιομορφία εξαφανίζεται και η θεωρητική καμπύλη

της σχέσης διασποράς της Εξ. (2.7) (μπλέ γραμμή στο Σχ. 2.2) συμπίπτει με τα πειραματικά

δεδομένα (μαύρες κουκκίδες στο Σχ. 2.2). Η συμφωνία που παρατηρούμε μεταξύ πειραματικής

και αναλυτικής σχέσης διασποράς επιβεβαιώνει την ορθότητα του μοντέλου, που προτείναμε

στην προηγούμενη ενότητα.

Σχήμα 2.2: Η καμπύλη της σχέσης διασποράς. Η κόκκινη καμπύλη δείχνει την προσέγγιση
για g = 0 που αντιστοιχεί στην Εξ. (2.8), η μπλε καμπύλη δείχνει την σχέση διασποράς της
Εξ. (2.7), που ταυτίζεται αφενός με την κόκκινη καμπύλη της Εξ. (2.8) για τιμές του κυματα-
ριθμού k > 0.6 και αφετέρου με τα πειραματικά δεδομένα (μαύρες κουκκίδες).

Στη συνέχεια, διερευνούμε τι συμβαίνει όταν χρησιμοποιηθεί ως αρχική συνθήκη διαμορ-

φωμένος παλμός στην πρώτη κυψελίδα του μονοδιάστατου πλέγματος. Όπως θα δειχθεί ανα-

λυτικά παρακάτω, για συχνότητες φέροντος άνω των 400 kHz, είναι δυνατόν η αρχική συνθήκη

να αυτο-εστιαστεί ώστε να δημιουργηθεί ένα διακριτό φωτεινό σολιτόνιο. Η διαδικασία αυτή
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φαίνεται στο Σχ. 2.3, όπου απεικονίζεται η χωρο-χρονική εξέλιξη της τάσης για συχνότητα φέ-

ροντος 500 kHz, και αρχικό παλμό πλάτους 0.2 V και εύρους 10 μs. Από την άλλη πλευρά,

στο ίδιο σχήμα (Σχ. 2.3), αποτυπώνεται και πειραματικά ο αριστερόστροφος χαρακτήρας της

γραμμής, αφού η περιβάλλουσα και το φέρον ταξιδεύουν σε διαφορετικές διευθύνσεις, με το

γινόμενο της ταχύτητας ομάδας και της φασικής ταχύτητας να είναι αρνητικό (vgvp < 0).

Σχήμα 2.3: Σχηματισμός ενός διακριτού φωτεινού σολιτονίου για συχνότητα φέροντος f =
500 kHz. Απεικονίζεται η χωρο-χρονική εξέλιξη της τάσης, που σαφώς αυτοεστιάζεται όπως
συμβαίνει στα φωτεινά σολιτόνια. Πάνω εικόνα: το φωτεινό σολιτόνιο για το πλέγμα των 64
κυψελίδων με την αντίσταση προσαρμογής. Κάτω εικόνα: το φωτεινό σολιτόνιο για το πλέγμα
των 32 κυψελίδων σε διάταξη δακτυλίου.

Στο Σχ. 2.4 απεικονίζεται η τάση στην έξοδο τριών διαφορετικών κυψελίδων. Στο κάτω

στιγμιότυπο δείχνεται η είσοδος του σήματος στην πρώτη κυψελίδα (κυψελίδα 0), ενώ στο

μεσαίο και στο πάνω στιγμιότυπο απεικονίζεται η τάση που μετρήθηκε στην έξοδο των κυψε-

λίδων 31 και 63, αντίστοιχα. Παρατηρούμε την εξέλιξη του οδεύοντος κυματοπακέτου, όπως

αυτό ανιχνεύεται στη μέση και στο τέλος της γραμμής. Όπως είναι προφανές, το κυματοπακέτο

παραμένει εντοπισμένο, μολονότι χάνει μέρος της ενέργειας του εξαιτίας της απόσβεσης (όπως

φαίνεται στο μεσαίο και στο πάνω στιγμιότυπο του Σχ. 2.4).

Σε αντίθεση με την προηγούμενη περίπτωση, αν η συχνότητα φέροντος είναι μικρότερη

από 400 kHz, τότε δεν μπορούν να σχηματιστούν διακριτά φωτεινά σολιτόνια: η περιβάλ-

λουσα του αρχικού κυματοπακέτου διευρύνεται και διασπάται κατά τη διάδοση, έχοντας οδεύ-

σει σε λίγες μόνο κυψελίδες της γραμμής. Αυτή η διαδικασία φαίνεται στο Σχ. 2.5 και για τις

δύο πειραματικές γεωμετρίες (ευθείας και δακτυλίου) της γραμμής για φέρουσα συχνότητα

200 kHz. Να σημειωθεί ότι αυτή η συχνότητα είναι πάνω από την κατώτερη συχνότητα αποκο-

πής fmin = 130 kHz, σύμφωνα με την Εξ. (2.10). Φαίνεται καθαρά ότι το κυματοπακέτο έχει

αποσβεστεί πριν καν ανιχνευθεί στην τελευταία κυψελίδα του πλέγματος. Την ίδια ποιοτική
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Σχήμα 2.4: Χρονικά στιγμιότυπα της τάσης σύμφωνα με τις τιμές που έχουν ληφθεί από την
πάνω εικόνα του Σχ. 2.3. Η τάση έχει ληφθεί στην έξοδο της πρώτης (αρχική συνθήκη), της
31ης (μεσαίας) και της 63ης (τελευταίας) κυψελίδας, όπως φαίνεται στο κάτω, μεσαίο και πάνω
στιγμιότυπο, αντίστοιχα.

Σχήμα 2.5: Ίδια απεικόνιση όπως στο Σχ. 2.3, αλλά για συχνότητα f = 200 kHz. Στην περί-
πτωση αυτή, και γενικά για συχνότητες f < 400 kHz, δεν μπορούν να σχηματιστούν φωτεινά
σολιτόνια. Εδώ παρατηρείται το αποτέλεσμα της αφεστίασης.

συμπεριφορά παρατηρούμε και στη συχνότητα των 250 kHz για διαφορετικές τιμές του εύρους

του αρχικού παλμού. Τα αντίστοιχα χρονικά στιγμιότυπα αποτυπώνονται στο Σχ. 2.6. Είναι

προφανές ότι ακόμα και στην 31η κυψελίδα η διασπορά του αρχικού παλμού είναι σημαντική.

Προχωρούμε τώρα με την περίπτωση των σκοτεινών διακριτών σολιτονίων, τα οποία μπο-

ρούν να δημιουργηθούν στην πρώτη κυψελίδα ως βυθίσματα τάσης πάνω στο φέρον σήμα, όπως

φαίνεται στην πάνω εικόνα του Σχ. 2.7 για συχνότητα φέροντος 380 kHz (μικρότερη από την

προαναφερθείσα τιμή κατωφλίου των 400 kHz). Σε αυτή τη συχνότητα, το αρχικό βύθισμα φαί-

νεται να διατηρείται κατά τη διάδοση χωρίς να διασπείρεται σημαντικά, γεγονός που δείχνει τον

σχηματισμό ενός σκοτεινού σολιτόνιου. Ωστόσο η κατάσταση αυτή αλλάζει, όταν η φέρουσα

συχνότητα αυξάνεται, και για συχνότητες μεγαλύτερες από 400 kHz, το εύρος των σκοτεινών



Κεφ. 2. Οπισθοδεύοντα κύματα και διακριτά σολιτόνια σε ηλεκτρικό πλέγμα: θεωρία και πείραμα 20

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

-0.1

-0.2
re

sp
on

se
 [V

]
250200150100500

time [µs]

Σχήμα 2.6: Χρονικά στιγμιότυπα της τάσης σύμφωνα με τις τιμές που έχουν ληφθεί από την
πάνω εικόνα του Σχ. 2.5. Η τάση έχει ληφθεί στην έξοδο της πρώτης (αρχική συνθήκη), της
31ης (μεσαίας) και της 63ης (τελευταίας) κυψελίδας, όπως φαίνεται στο κάτω, μεσαίο και πάνω
χρονικό στιγμιότυπο, αντίστοιχα.

σολιτονίων μεγαλώνει με τον χρόνο. Αυτό γίνεται εμφανές στην κάτω εικόνα του Σχ. 2.7, για

f = 500 kHz, όπου φαίνεται καθαρά το αποτέλεσμα της αφεστίασης του αρχικού βυθίσματος.

Σχήμα 2.7: Όμοια απεικόνιση όπως στο Σχ. 2.3, αλλά για τη διάδοση διακριτού σκοτεινού σο-
λιτονίου. Η πάνω εικόνα δείχνει τον σχηματισμό ενός σκοτεινού σολιτονίου για f = 380 kHz,
ενώ η κάτω τη διασπορά που υφίσταται το σκοτεινό σολιτόνιο για f = 500 kHz.

Για να διερευνήσουμε περαιτέρω τη μετάβαση από την εστίαση στην αφεστίαση του παλ-

μού, στο Σχ. 2.8 αποτυπώνονται οι τάσεις ως συναρτήσεις του χρόνου στην τελευταία κυψελίδα

για τρεις διαφορετικές συχνότητες. Στο κάτω, το μεσαίο και το πάνω στιγμιότυπο απεικονίζεται

η τάση για τη συχνότητα των 380 kHz, 500 kHz και 650 kHz, αντίστοιχα, ενώ η διάρκεια του

σκοτεινού παλμού είναι 8.5 μs, 10 μs και 7.7 μs, αντίστοιχα. Η ανερχόμενη ακμή του παλμού

λαμβάνεται την χρονική στιγμή t = 0 s για κάθε τάση, ενώ για την καλύτερη παρατήρηση
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η άφιξη του σκοτεινού παλμού δείχνεται στο Σχ. 2.8 από την οριζόντια γραμμή που φαίνεται

πάνω από κάθε κυματομορφή.

Αξίζει να παρατηρηθεί ότι, όπως και στην περίπτωση των φωτεινών σολιτονίων, οι παλ-

μοί με χαμηλότερη συχνότητα φέροντος ταξιδεύουν πιο αργά, όπως φαίνεται από τα βυθίσματα

της τάσης στις τρεις κυματομορφές. Για παράδειγμα, ενώ στην κάτω (μπλε γραμμή) υπάρχει

μια χρονική υστέρηση 20 μs για να φθάσει το σκοτεινό σολιτόνιο στην τελευταία κυψελίδα της

γραμμής, καθώς η συχνότητα αυξάνεται η χρονική διάρκεια αυτής της υστέρησης μειώνεται.

Σε αντίθεση με την περίπτωση των φωτεινών σολιτονίων, οι σκοτεινοί παλμοί υψηλότερης συ-

χνότητας φέροντος διευρύνονται, ενώ για τις χαμηλότερες συχνότητες το σκοτεινό σολιτόνιο

παραμένει συμπαγές. Η διεύρυνση του παλμού είναι αρκετά έντονη για f = 650 kHz, όπως

φαίνεται στην πάνω εικόνα του Σχ. 2.8. Πειραματικά, η μετάβαση από την εστίαση στην αφε-

στίαση του παλμού εμφανίζεται να συμβαίνει πάλι για συχνότητα περίπου 400 kHz.

2.3 Αναλυτικά και αριθμητικά αποτελέσματα

Για τη θεωρητική ανάλυση των φαινομένων της εστίασης (αφεστίασης) του παλμού και

του σχηματισμό των διακριτών φωτεινών (σκοτεινών) σολιτονίων, πάνω (κάτω) από την κρί-

σιμη συχνότητα των 400 kHz, θα μελετήσουμε αναλυτικά το μη γραμμικό μοντέλο του πλέγ-

ματος της Εξ. (2.6) μέσω μιας διαταρακτικής μεθόδου. Συγκεκριμένα, κάνουμε χρήση της ημι-

Σχήμα 2.8: Η απόκριση της τάσης στην τελευταία κυψελίδα για ένα σκοτεινό σολιτόνιο για
τρεις διαφορετικές συχνότητες: η κάτω, μεσαία και πάνω εικόνα αντιστοιχούν σε συχνότητες
380 kHz, 500 kHz και 650 kHz. Τα ευθύγραμμα τμήματα πάνω από τις κυματομορφές δείχνουν
τον χρονικό εντοπισμό της άφιξης του σκοτεινού παλμού.
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διακριτής προσέγγισης [75, 100] και αναζητούμε λύσεις της Εξ. (2.6) της μορφής:

Vn =
∑
ℓ=1

ϵℓVℓ(X,T ) exp[iℓ(ωt− kn)] + c.c., (2.11)

Στην παραπάνω εξίσωση, Vℓ = Vℓ(X,T ) (ℓ = 1, 2, · · · ) είναι οι άγνωστες μιγαδικές συναρτή-

σεις περιβάλλουσας που εξαρτώνται από τις αργές κλίμακες:

X = ϵ(n− vgt), T = ϵ2t, (2.12)

όπου vg είναι η ταχύτητα ομάδας (η οποία θα καθοριστεί αυτοσυνεπώς στη συνέχεια), ενώ

0 < ϵ≪ 1 είναι μια μικρή χαρακτηριστική παράμετρος που σχετίζεται με το πλάτος του σολι-

τονίου και ο όρος “c.c.” συμβολίζει το μιγαδικό συζυγή. Επιπλέον, ο εκθετικός όρος περιγράφει

το φέρον σήμα. Αξίζει να σημειωθεί ότι η περιβάλλουσα επιλέγεται να είναι συνεχής στον χώρο,

ενώ το φέρον σήμα χαρακτηρίζεται από τη γωνία θn ≡ ωt − kn, η οποία είναι διακριτή στον

χώρο (όπου ω και k είναι η κυκλική συχνότητα και ο κυματαριθμός, αντίστοιχα). Αυτό αποτε-

λεί και την ημιδιακριτή φύση της προσέγγισης [75, 100]. Τα αποτελέσματα, που λαμβάνονται

με αυτή την υπόθεση, μπορούν άμεσα να “αναγνωστούν” στο συνεχές όριο με k → 0. Στην

περίπτωση αυτή, τόσο η περιβάλλουσα όσο και το φέρον σήμα είναι συνεχείς συναρτήσεις του

χώρου (συνεχής προσέγγιση). Στη συνέχεια, για λόγους πληρότητας, παραθέτουμε τα αποτελέ-

σματα που αντιστοιχούν και στην ημιδιακριτή και στη συνεχή προσέγγιση. Η μεθοδολογία των

αναλυτικών υπολογισμών είναι όμοια με αυτή που παρατίθεται στο Παράρτημα Β.

Αντικαθιστώντας την Εξ. (2.11) στην Εξ. (2.6) λαμβάνουμε τα ακόλουθα αποτελέσματα.

Αρχικά, στην τάξη O(ϵ) (γραμμικό όριο) εξάγουμε την σχέση διασποράς για τα επίπεδα κύ-

ματα [όμοια με την Εξ. (2.7)], ενώ στην επόμενη τάξη [O(ϵ2)] στο διαταρακτικό ανάπτυγμα,

λαμβάνουμε την ταχύτητα ομάδας, η οποία δίνεται από την σχέση:

vg = −ω3 sin(k), (2.13)

που στη συνεχή προσέγγιση παίρνει τη μορφή vg = −k(k2 + g)−3/2. Η μορφή της ταχύτη-

τας ομάδας (όπως αυτή αναμένεται από την σχέση διασποράς της Εξ. (2.7) και το Σχ. 2.2)

δείχνει ότι kvg < 0 για όλες τις τιμές της κυκλικής συχνότητας ω, που είναι ένα τυπικό χα-

ρακτηριστικό των αριστερόστροφων μέσων (η ενέργεια και τα μέτωπα των κυμάτων οδεύουν

σε αντίθετες κατευθύνσεις, όπως παρατηρήθηκε και στα πειραματικά αποτελέσματα της προη-

γούμενης παραγράφου). Τέλος, στην επόμενη τάξη του διαταρακτικού αναπτύματος [δηλαδή
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σεO(ϵ3)], καταλήγουμε σε μια μη γραμμική εξίσωση εξέλιξης για την άγνωστη τάση V1(X,T ),

και συγκεκριμένα στην ακόλουθη εξίσωση NLS:

i∂TV1 + P∂2XV1 +Q|V1|2V1 = 0, (2.14)

όπου οι συντελεστές διασποράς (P ) και μη γραμμικότητας (Q), δίνονται από τις ακόλουθες

εκφράσεις:

P =
1

2
ω3[cos(k)− 3ω2 sin2(k)], (2.15)

Q =
16ω5 sin2(k)[cos(k)− 1]2

16ω2 sin2(k) + 4gω2 − 1
− 2γω3[cos(k)− 1]2, (2.16)

οι οποίες στο συνεχές όριο γράφονται:

P = −ω3 +
3

2
gω5, (2.17)

Q =
1

2
ω3

[
8k6

15k2 + 3g
− γk4

]
. (2.18)

Γίνεται έτσι σαφές ότι το φαινόμενο της εστίασης και αφεστίασης και ο σχηματισμός φω-

τεινών ή σκοτεινών σολιτονίων μπορούν να γίνουν κατανοητά στο πλαίσιο της φαινομενικής

εξίσωσης NLS (2.14) (βλ. Εισαγωγή). Οι περιοχές συχνοτήτων, στις οποίες σχηματίζονται τα

φωτεινά ή τα σκοτεινά σολιτόνια, μπορούν εύκολα να προσδιορισθούν από την εξάρτηση που

έχουν οι συντελεστές διασποράς και μη γραμμικότητας από τη φέρουσα συχνότητα. Οι σχετικές

γραφικές παραστάσεις φαίνονται στο Σχ. 2.9.

Όπως μπορεί κάποιος να παρατηρήσει είναι:

• PQ < 0 για 130 kHz < f < 400 kHz,

• PQ > 0 για 400 kHz < f < 896 kHz,

• PQ < 0 για 896 kHz < f < 1100 kHz.

Έτσι, η αναλυτική προσέγγισή μας προβλέπει με ακρίβεια την κρίσιμη τιμή της φέρουσας συ-

χνότητας, fc ≈ 400 kHz. Για τιμές συχνότητας μεγαλύτερες (μικρότερες) της κρίσιμης συχνό-

τητας έχουμε το φαινόμενο της εστίασης (αφεστίασης) και τον σχηματισμό φωτεινών (σκοτει-

νών) σολιτονίων. Σημειώνεται ότι εξαιτίας του περιορισμού των δυνατοτήτων των οργάνων

μέτρησης (ο καταγραφέας δεδομένων τάσης είχε ανάλυση δειγματοληψίας 0.4 μs) δεν ήταν
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Σχήμα 2.9: Η εξάρτηση του συντελεστή διασποράς P (αριστερό διάγραμμα) και του συντε-
λεστή της μη γραμμικότητας Q (δεξιό διάγραμμα) στην ημιδιακριτή [συνεχής (μπλε) γραμμή]
και στη συνεχή [εστιγμένη (κόκκινη) γραμμή] προσέγγιση ως συνάρτηση της συχνότητας f
στο εύρος ζώνης συχνοτήτων που ενδιαφέρει, 130 < f < 1100 (σε kHz).

δυνατό να ελεγχθεί η εμφάνιση του φαινομένου της αφεστίασης πάνω από τη συχνότητα των

896 kHz, η οποία είναι κοντά στην άνω συχνότητα αποκοπής των 1100 kHz.

Επίσης, πραγματοποιήθηκαν αριθμητικές προσομοιώσεις για τρεις διαφορετικές περιοχές

συχνοτήτων. Ειδικότερα, στο Σχ. 2.10 απεικονίζονται τρία χαρακτηριστικά παραδείγματα της

χωροχρονικής εξέλιξης της Εξ. (2.6) για τις τρεις διαφορετικές περιοχές συχνοτήτων που προ-

βλέπει η ανάλυσή μας. Στην πάνω εικόνα φαίνεται η εξέλιξη ενός σκοτεινού σολιτονίου για

συχνότητα f = 200 kHz, όπου μπορούμε να δούμε το σολιτόνιο να διαδίδεται με την ταχύτητα

ομάδας. Επιπλέον, φαίνεται το αντίθετο πρόσημο της ταχύτητας φάσης, που είναι συμβατό με

την αριστερόστροφη φύση της γραμμής μεταφοράς. Στη μεσαία εικόνα, όπου η αρχική συνθήκη

είναι ένα φωτεινό σολιτόνιο με συχνότητα φέροντος f = 500 kHz, φαίνεται η χωροχρονική εξέ-

λιξη της τάσης για χρονικές κλίμακες και πλάτη συγκρίσιμα με αυτά του πειράματος. Τέλος,

η κάτω εικόνα παρουσιάζει ένα παράδειγμα από την τρίτη περιοχή συχνοτήτων με συχνότητα

f = 900 kHz. Για τους λόγους που προαναφέρθηκαν, αυτή η επιλογή δεν ήταν δυνατό να ελεγ-

χθεί πειραματικά. Παρόλα αυτά, η αριθμητική μελέτη επιβεβαιώνει τις αναλυτικές προβλέψεις,

αφού σκοτεινά σολιτόνια μπορούν να διαδοθούν σε αυτή την περιοχή συχνοτήτων.

Θα πρέπει να σημειωθεί ότι οι αρχικές συνθήκες για αυτές τις προσομοιώσεις έχουν επι-

λεγεί σύμφωνα με τους περιορισμούς της εξίσωσης NLS, όπως αυτές αναφέρθηκαν προηγου-

μένως, μολονότι το εύρος του παλμού έχει επιλεγεί να είναι συγκρίσιμο με αυτό που χρησιμο-

ποιήθηκε στα πειράματα.
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Σχήμα 2.10: Χωροχρονική εξέλιξη της τάσης της Εξ. (2.6) για τρεις διαφορετικές συχνότητες
και διαφορετικές αρχικές συνθήκες. Πάνω εικόνα: αρχική συνθήκη είναι ένα σκοτεινό σολι-
τόνιο, όπως προκύπτει από τη θεωρητική ανάλυση, για f = 200 kHz. Μεσαία εικόνα: αρχική
συνθήκη είναι ένα φωτεινό σολιτόνιο για την περίπτωση f = 500 kHz. Κάτω εικόνα: όμοια
με την πάνω εικόνα, αλλά για f = 900 kHz. Να σημειωθεί ότι και στις τρεις περιπτώσεις η
διάδοση του κέντρου είναι σύμφωνη με την ταχύτητα ομάδας, την οποία τα σολιτόνια φαίνεται
να ακολουθούν.



Κεφάλαιο 3

Συζευγμένα σολιτόνια σε

αριστερόστροφη-δεξιόστροφη γραμμή

μεταφοράς

Ημελέτη του προηγούμενου κεφαλαίου έδειξε ότι είναι αδύνατη η υλοποίηση μιας αμιγούς

αριστερόστροφης γραμμής μεταφοράς, γιατί δεν μπορεί να αγνοηθεί η παρουσία των παρασι-

τικών στοιχείων. Σε αυτό το κεφάλαιο, μελετάμε αναλυτικά και αριθμητικά το γενικότερο μο-

ντέλο μιας μη γραμμικής γραμμής μεταφοράς, που παρουσιάζει ταυτόχρονα αριστερόστροφη

και δεξιόστροφη συμπεριφορά [Composite Right-Left Handed (CRLH)]. Το μη γραμμικό στοι-

χείο στη μοναδιαία κυψελίδα της γραμμής μεταφοράς είναι ο πυκνωτής στον παράλληλο κλάδο,

ο οποίος προσομοιώνεται με μια δίοδο τύπου heterostructure barrier varactor (HBV) [101].

Η μεθοδολογία για την ανάλυση αυτού του συστήματος θα είναι παρόμοια με εκείνη του

προηγουμένου κεφαλαίου. Έτσι, ξεκινώντας από τη μοναδιαία κυψελίδα της CRLH γραμμής

μεταφοράς θα εξαχθεί μια μη γραμμική εξίσωση εξέλιξης για την τάση στα άκρα της κυψελίδας.

Αρχικά, θα μελετηθεί το σύστημα στο γραμμικό όριο και θα δειχθεί ότι, για ορισμένες ζώνες συ-

χνοτήτων, μπορούν να μεταδοθούν είτε αριστερόστροφοι (LH) είτε δεξιόστροφοι (RH) τρόποι

(modes) με την ίδια ταχύτητα ομάδας. Είναι σημαντικό ότι αυτοί οι τρόποι μπορούν να συ-

ζευχθούν λόγω της μη γραμμικότητας, οπότε το σύστημα υποστηρίζει συζευγμένους παλμούς

με οπισθοδεύουσα (LH-τρόπος) και οδεύουσα (RH-τρόπος) περιβάλλουσα. Θα δειχθεί ότι οι

περιβάλλουσες αυτές ικανοποιούν ένα σύστημα δύο συζευγμένων εξισώσεων NLS, μέσω του

οποίου προβλέπονται τρεις διαφορετικοί τύποι σολιτονίων:

(α) ένα οπισθοδεύον φωτεινό σολιτόνιο συζευγμένο με ένα οδεύον φωτεινό σολιτόνιο,

26
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(β) ένα οπισθοδεύον φωτεινό σολιτόνιο συζευγμένο με ένα οδεύον σκοτεινό σολιτόνιο,

(γ) ένα οπισθοδεύον σκοτεινό σολιτόνιο συζευγμένο με ένα οδεύον φωτεινό σολιτόνιο.

Η εν λόγω ανάλυση προβλέπει πως τα χαρακτηριστικά (πλάτος, εύρος, κλπ) του ενός σο-

λιτονικού τρόπου μπορoύν να ελέγξουν τα χαρακτηριστικά του άλλου. Επιπλέον, οι αναλυτικές

προβλέψεις ελέγχονται με αριθμητικές προσομοιώσεις (στο πλαίσιο του αρχικού μη γραμμικού

μοντέλου της CRLH γραμμής μεταφοράς), οι οποίες αναδεικνύουν και τις ιδιότητες ευστάθειας

των διαφόρων τύπων σολιτονίων.

3.1 Ανάλυση του μοντέλου

3.1.1 Το μοντέλο της μη γραμμικής CRLH γραμμής μεταφοράς

Θεωρούμε μια δεξιόστροφη-αριστερόστροφη (CRLH) γραμμή μεταφοράς, της οποίας το

κύκλωμα της μοναδιαίας κυψελίδας φαίνεται στο Σχ. 3.1 [25, 66]. Τα δεξιόστροφα (RH) στοι-

χεία της γραμμής μεταφοράς είναι η αυτεπαγωγή LR και η χωρητικότητα CR, ενώ τα αριστερό-

στροφα (LH) στοιχεία είναι η αυτεπαγωγή LL και η χωρητικότητα CL. Υποθέτουμε ότι η χω-

ρητικότητα CR είναι μη γραμμική, η οποία μπορεί να υλοποιηθεί με την κατάλληλη εισαγωγή

διόδων στην γραμμή μεταφοράς (βλ., τα σχετικά πειράματα [60,61,93,95,102,103] καθώς και

τη θεωρητική εργασία [104]). Εφαρμόζοντας τους νόμους τάσης και ρεύματος του Kirchhoff

Σχήμα 3.1: Το κύκλωμα της μοναδιαίας κυψελίδας για το μοντέλο της μη γραμμικής CRLH
γραμμής μεταφοράς.

για το κύκλωμα της μοναδιαίας κυψελίδας του Σχ. 3.1 παίρνουμε τις ακόλουθες εξισώσεις:

Vn−1 = Vn + LR
dIn
dt

+ Un, (3.1)

In = In+1 + IL +
d

dt
(CRVn), (3.2)

όπουUn είναι η τάση στα άκρα του πυκνωτήCL και IL είναι το ρεύμα που διαρρέει το πηνίοLL.

Οι παραπάνω εξισώσεις, μαζί με τις βοηθητικές εξισώσεις Vn = LLdIL/dt και In = CLdUn/dt,
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οδηγούν στην ακόλουθη εξίσωση:

LRLLCL
d4

dt4
(CRVn) + LL

d2

dt2
(CRVn) + LRCL

d2Vn
dt2

−LLCL
d2

dt2
(Vn+1 + Vn−1 − 2Vn) + Vn = 0. (3.3)

Για να προχωρήσουμε περαιτέρω, θα υποθέσουμε ότι για επαρκώς μικρές τιμές της τάσης Vn,

η μη γραμμική χωρητικότητα CR(Vn) μπορεί να προσεγγιστεί από το ανάπτυγμα Taylor:

CR(Vn) ≈ CR0 + C
′

R0(Vn − V0) +
1

2
C

′′

R0(Vn − V0)
2, (3.4)

όπου η παράμετρος CR0 ≡ CR(V0) είναι μια σταθερή χωρητικότητα που αντιστοιχεί στην τάση

πόλωσης V0, ενώ οι παράμετροι C ′
R0 και C

′′
R0 έχουν επίσης σταθερές τιμές που εξαρτώνται από

τη μορφή της CR(V ). Στη συνέχεια, θα μελετήσουμε αυτή την προσέγγιση για μία HBV δίοδο,

η οποία χρησιμοποιήθηκε στα πειράματα που περιγράφονται στην αναφορά [102] (παρόμοιου

τύπου δίοδοι έχουν επίσης χρησιμοποιηθεί στα πειράματα της αναφοράς [105]).

Αντικαθιστώντας την Εξ. (3.4) στην Εξ. (3.3) και χρησιμοποιώντας τις κανονικοποιήσεις

t→ ωsht [όπου ω2
sh = (LLCR0)

−1] και Vn → [C
′
R0(2CR0)

−1]Vn, λαμβάνουμε:

d4Vn
dt4

− β2 d
2

dt2
(Vn+1 + Vn−1 − 2Vn) + (1 + δ2)

d2Vn
dt2

+δ2Vn + δ2
d2V 2

n

dt2
+ δ2µ

d2V 3
n

dt2
+
d4V 2

n

dt4
+ µ

d4V 3
n

dt4
= 0,

(3.5)

όπου οι αδιάστατες παράμετροι δ, β και µ ορίζονται ως:

δ =
fse
fsh
, β =

fRH

fsh
, µ =

2C
′′
R0

3C
′2
R0

CR0. (3.6)

Στις παραπάνω εκφράσεις, οι fse και fsh δηλώνουν τις συχνότητες του σειριακού και παράλ-

ληλου κλάδου, ενώ η fRH είναι η συχνότητα που σχετίζεται με το δεξιόστροφο τμήμα του

κυκλώματος της μοναδιαίας κυψελίδας. Οι παραπάνω συχνότητες ορίζονται ως:

fse =
1

2π
√
LRCL

, fsh =
1

2π
√
LLCR0

,

fRH =
1

2π
√
LRCR0

. (3.7)

Σημειώνεται ότι αν fse/fsh = 1, δηλαδή δ = 1, τότε η CRLH γραμμή μεταφοράς αναφέρεται ως
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ισοσταθμισμένη (balanced), με την έννοια ότι οι χαρακτηριστικές σύνθετες αντιστάσεις των αμι-

γώς LH και RH γραμμών μεταφοράς, που ορίζονται ως ZL =
√
LL/CL και ZR =

√
LR/CR0,

είναι ίσες, δηλαδή ZL = ZR [25]. Από την άλλη πλευρά, αν fse/fsh > 1, δηλαδή δ > 1, η

γραμμή μεταφοράς διαθέτει μια πιο έντονη αριστερόστροφη συμπεριφορά (ο σειριακός κλάδος

εμφανίζει κυρίως χωρητικό χαρακτήρα, ενώ ο παράλληλος κλάδος επαγωγικό). Στην αντίθετη

περίπτωση, fse/fsh < 1, δηλαδή δ < 1, η γραμμή μεταφοράς έχει μια πιο έντονη δεξιόστροφη

συμπεριφορά (ο σειριακός κλάδος εμφανίζει κυρίως επαγωγικό χαρακτήρα, ενώ ο παράλληλος

κλάδος χωρητικό).

Όσον αφορά στις τιμές των παραμέτρων, σημειώνεται ότι για μικροκυματικές εφαρμογές

(π.χ., για τις γραμμές μικροταινίας [25]), οι τυπικές τιμές των χωρητικοτήτων και επαγωγών,

που εμπλέκονται στην CRLH γραμμή μεταφοράς, είναι της τάξεως των pF και nH, αντίστοιχα.

Εδώ, θα χρησιμοποιήσουμε τις τιμές LR = 1 nH, CL = 0.1 pF και LL = 0.12 nH. Έτσι,

οι συχνότητες των Εξ. (3.7) λαμβάνουν τις τιμές fse = 15.92 GHz, fsh = 14.53 GHz και

fRH = 5.03 GHz. Από την άλλη πλευρά, όσον αφορά τις παραμέτρους που σχετίζονται με τον

μη γραμμικό πυκνωτή, υποθέτουμε ότι η σχετική χωρητικότητα αντιστοιχεί σε μία HBV δίοδο,

η οποία χαρακτηρίζεται από την ακόλουθη εξίσωση [101] (βλ. επίσης την αναφορά [105], όπου

χρησιμοποιήθηκε η ίδια μορφή της διόδου C(V ) αλλά με διαφορετικές τιμές):

C(V ) = Cj0Ada

(
1 +

|V |
Vbr

)−m

, (3.8)

όπου Cj0 = 1.53 fF/µm2 είναι η χωρητικότητα που αντιστοιχεί σε τάση πόλωσης V0 = 0.2 V,

Ada = 650 µm2 είναι η ενεργός περιοχή, Vbr = 12 V είναι το δυναμικό κατάρρευσης και

m = 2.7. Aναπτύσσοντας κατά Taylor την Εξ. (3.8), για επαρκώς μικρές τιμές, της τάξης

των mV, της τάσης V , λαμβάνουμε την Εξ. (3.4), όπου οι αντίστοιχες παράμετροι παίρνουν

τις τιμές CR0 = 1 pF, C ′
R0 = −0.24 pF/V και C ′′

R0 = −0.08 pF/V2. Τέλος, οι τιμές των

κανονικοποιημένων παραμέτρων δ, β και µ, που εμφανίζονται στην Εξ. (3.5), λαμβάνουν τις

ακόλουθες τιμές:

δ ≈ 1.1, β ≈ 0.35, µ ≈ −0.9. (3.9)

Παρακάτω, θα χρησιμοποιήσουμε αυτές τις τιμές στην αναλυτική και αριθμητική μελέτη

(έχουμε ελέγξει ότι άλλες τιμές οδηγούν σε ποιοτικά παρόμοια αποτελέσματα). Η επιλογή αυτή

οδηγεί σε δ > 1, δηλαδή μελετάμε την περίπτωση, όπου η CRLH γραμμή μεταφοράς έχει

έναν πιο έντονο αριστερόστροφο χαρακτήρα. Ωστόσο, στη μελέτη της γραμμικής περιοχής (βλ.

επόμενο εδάφιο), θα επιλέξουμε τιμές στην παράμετρο δ, τόσο για την περίπτωση που κυριαρχεί
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η δεξιόστροφη συμπεριφορά όσο και στην περίπτωση της ισοσταθμισμένης CRLH γραμμής

μεταφοράς.

3.1.2 Γραμμική ανάλυση

Υποθέτουμε τώρα λύσεις επίπεδου κύματος της μορφής Vn = V0 exp[i(kn− ωt)] για την

Εξ. (3.5), όπου τα k και ω δηλώνουν τον κυματαριθμό και τη γωνιακή συχνότητα, αντίστοιχα,

ενώ το πλάτος του κύματος είναι V0 ≪ 1. Αντικαθιστώντας στην Εξ. (3.5) λαμβάνουμε την

ακόλουθη γραμμική σχέση διασποράς:

ω4 −
(
1 + δ2 + 4β2 sin2

k

2

)
ω2 + δ2 = 0. (3.10)

Το παραπάνω αποτέλεσμα απεικονίζεται στο Σχ. 3.2, όπου σχεδιάζεται η κανονικοποιημένη

συχνότητα f/fsh ως συνάρτηση του κυματαριθμού k (σε rad/cell) για τρεις διαφορετικές τιμές

της παραμέτρου δ (πρώτη ζώνη Brillouin με όρια−π ≤ k ≤ π). Είναι σαφές ότι για δ = 1.0954

(πάνω εικόνα) υπάρχουν δύο ζώνες συχνοτήτων, όπου η διάδοση ΗM κυμάτων είναι δυνατή: η

RH-περιοχή [ζώνη υψηλών συχνοτήτων που απεικονίζεται με διακεκομμένη (μπλε) γραμμή],

για 1.0954 < f < 1.4535, και η LH-περιοχή [ζώνη χαμηλών συχνοτήτων που απεικονίζεται

από τη συνεχή (κόκκινη) γραμμή], για 0.7538 < f < 1. Για 1 < f/fsh < δ εμφανίζεται ένα

χάσμα (gap), όπου η διάδοση του ΗM κύματος δεν είναι δυνατή.

Στην περίπτωση που δ = 1 (αντιστοιχεί σε τιμή του CL = 0.12 pF) το χάσμα εξαφανίζεται

(βλ. μεσαία εικόνα του Σχ. 3.2) και η CRLH γραμμή μεταφοράς είναι ισοσταθμισμένη. Σε

αυτή την περίπτωση, η διάδοση του ΗM κύματος είναι δυνατή σε δύο ζώνες συχνοτήτων, τη

RH ζώνη [ζώνη υψηλών συχνοτήτων, διακεκομμένη (μπλε) γραμμή] με 1 < f/fsh < 1.405 και

τη LH ζώνη [ζώνης χαμηλής συχνότητας, συνεχής (κόκκινη) γραμμή] με 0.7117 < f/fsh < 1.

Τέλος, για δ = 0.7746 (αντιστοιχεί σε τιμή του CL = 0.2 pF), εμφανίζεται ένα χάσμα και

πάλι για δ < f/fsh < 1 (κάτω εικόνα του Σχ. 3.2). Σε αυτή την περίπτωση, υπάρχει μια RH

περιοχή συχνοτήτων και μια ζώνη LH περιοχή συχνοτήτων, για 0.588 < f/fsh < 0.7746 και

1 < f/fsh < 1.317, αντίστοιχα. Να σημειωθεί ότι σε όλες τις περιπτώσεις οι RH± και LH±

κλάδοι αντιστοιχούν σε θετικό ή αρνητικό k.

Έτσι, στο γραμμικό μοντέλο και για μια δεδομένη συχνότητα, τα HM κύματα μπορoύν

είτε να διαδίδονται στην RH περιοχή (οδεύουσα διάδοση) ή στην LH περιοχή (οπισθοδεύουσα

διάδοση). Ωστόσο, στο μη γραμμικό μοντέλο, η σύζευξη μεταξύ των διαφόρων τρόπων, που

διαδίδονται στις LH και RH περιοχές, είναι δυνατή (βλ. τις σχετικές παλαιότερες εργασίες [106–
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Σχήμα 3.2: Η σχέση διασποράς δείχνει την κανονικοποιημένη συχνότητα f/fsh ως συνάρτηση
του κυματαριθμού k (σε rad/cell) για διαφορετικές τιμές της παραμέτρου δ, δηλαδή για δ =
1.0954 (πάνω εικόνα), για δ = 1 (μεσαία εικόνα) και για δ = 0.7746 (κάτω εικόνα). Η συνεχής
(κόκκινη) και η εστιγμένη (μπλε) γραμμή δείχνουν, αντίστοιχα, την σχέση διασποράς στην LH
και RH περιοχή συχνοτήτων. Οι RH± και LH± περιοχές συχνοτήτων έχουν κλάδους με k > 0
ή k < 0. Αν δ ̸= 1 δημιουργείται ένα χάσμα εύρους |δ − 1| για δ > 1 (πάνω εικόνα) ή δ < 1
(κάτω εικόνα).

108]). Παρακάτω θα δείξουμε ότι πράγματι είναι επιτρεπτή αυτή η σύζευξη και θα γίνει η μελέτη

της αλληλεπίδρασης μεταξύ των LH και RH τρόπων με ίσες ταχύτητες ομάδας. Δεδομένου ότι

οι τελευταίες είναι εφαπτόμενες στις καμπύλες διασποράς, η διερεύνηση του Σχ. 3.2 δείχνει

ότι είναι δυνατόν να προσδιοριστούν περιοχές, που ανήκουν στους RH± και LH∓ κλάδους, οι

οποίες παρουσιάζουν παράλληλες εφαπτόμενες, δηλαδή ίσες ταχύτητες ομάδας.

Χρησιμοποιώντας την Εξ. (3.10), υπολογίζουμε την ταχύτητα ομάδας vg ≡ ∂ω/∂k:

vg =
ω3β2 sin k
ω4 − δ2

. (3.11)

Στο Σχ. 3.3 δείχνουμε την εξάρτηση της ταχύτητας ομάδας vg από την κανονικοποιημένη

συχνότητα f/fsh για τις τιμές της παραμέτρου δ, που χρησιμοποιούνται στο Σχ. 3.2. Το Σχ. 3.3
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απεικονίζει μόνο τους κλάδους της ταχύτητας ομάδας με vg > 0 (βλ. συνεχή (κόκκινη) και

διακεκομμένη (μπλε) γραμμή), που αντιστοιχούν στους LH− και RH+ κλάδους των καμπυλών

της σχέσης διασποράς. Οι κλάδοι με vg < 0 (που σχετίζονται με τους LH+ και RH− κλάδους

της καμπύλης διασποράς) είναι κατοπτρικά συμμετρικοί σε σχέση με αυτούς, που φαίνονται

στο σχήμα, λόγω της ισοτιμίας της σχέσης διασποράς.
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Σχήμα 3.3: Η ταχύτητα ομάδας vg ως συνάρτηση της κανονικοποιημένης συχνότητας f/fsh
(για δ = 1.0954). Οι συνεχείς (κόκκινες) και οι διακεκομμένες (μπλε) γραμμές υποδεικνύουν
κλάδους που αντιστοιχούν στην LH− και την RH+ περιοχή, αντίστοιχα. Το σημείο τομής των
καμπυλών της ταχύτητας ομάδας με την οριζόντια συνεχή (μαύρη) γραμμή απεικονίζει τις συ-
χνότητες των τρόπων με την ίδια ταχύτητα ομάδας, vg = 0.1. Οι περιοχές συχνοτήτων I, II, III
και IV δείχνουν τις πιθανές αλληλεπιδράσεις μεταξύ των LH− και RH+ τρόπων με την ίδια vg
αλλά με διαφορετικά πρόσημα της GVD.

Λαμβάνοντας υπόψη μια οριζόντια τομή των καμπυλών της ταχύτητας ομάδας και θεω-

ρώντας την τιμή vg = 0.1 ή την τιμή vg = 0.075 (βλ. οριζόντιες γραμμές στην πάνω και κάτω

εικόνα του Σχ. 3.3), είναι εύκολο να παρατηρήσουμε ότι πράγματι ένας LH− και RH+ τρόπος

μπορούν να έχουν κοινή ταχύτητα ομάδας (και να αλληλεπιδρούν στο μη γραμμικό σύστημα,

όπως αναφέρθηκε παραπάνω). Στην πραγματικότητα, η διερεύνηση των καμπυλών της ταχύ-

τητας ομάδας, δηλαδή η πάνω εικόνα του Σχ. 3.3, δείχνει ότι η μέγιστη δυνατή κοινή vg δίνεται
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από vgmax = 0.1339 και το τοπικό μέγιστο της vg εμφανίζεται στη συχνότητα f = 0.9391,

στη (μικρότερη σε ύψος) LH ζώνη συχνοτήτων. Στη συνέχεια, κάθε μία από τις καμπύλες της

ταχύτητας ομάδας των LH και RH περιοχών διαιρείται σε δύο υπο-περιοχές συχνοτήτων, όπου

η σύζευξη μπορεί να συμβεί με ίσες ταχύτητες ομάδας, ανάλογα με το πρόσημο της διασποράς

της ταχύτητας ομάδας [group velocity dispersion (GVD)] ∂vg/∂ω. Οι υποπεριοχές αυτές είναι

οι εξής:

(α) οι υποζώνες I (0.7538 < f/fsh < 0.9391) και II (0.9391 < f/fsh < 1) για την LH περιοχή

συχνοτήτων, που χαρακτηρίζεται από θετικές και αρνητικές τιμές της GVD, αντίστοιχα,

(β) οι υποζώνες III (1.0954 < f/fsh < 1.1195) και IV (1.356 < f/fsh < 1.4535) για την

RH περιοχή συχνοτήτων, που χαρακτηρίζεται πάλι από θετικές και αρνητικές τιμές της

GVD.

Έτσι, οι μη γραμμικοί LH και RH τρόποι, ίσης vg, μπορούν να περιλαμβάνουν τις ακόλουθες

τέσσερις διαφορετικές πιθανές αλληλεπιδράσεις:

1. LH-τρόπος στη ζώνη II και RH-τρόπος στη ζώνη IV, όπου και οι δύο τρόποι χαρακτηρίζο-

νται από μια αρνητική τιμή της GVD.

2. LH-τρόπος στη ζώνη I και RH-τρόπος στη ζώνη IV, όπου ο LH-τρόπος χαρακτηρίζεται

από θετική τιμή της GVD και ο RH-τρόπος χαρακτηρίζεται από αρνητική τιμή της GVD.

3. LH-τρόπος στη ζώνη I και RH-τρόπος στη ζώνη III, όπου και οι δύο τρόποι χαρακτηρίζο-

νται από μια θετική τιμή της GVD.

4. LH-τρόπος στη ζώνη II και RH-τρόπος στη ζώνη III, όπου ο LH-τρόπος χαρακτηρίζεται

από αρνητική τιμή της GVD και ο RH-τρόπος χαρακτηρίζεται από θετική τιμή της GVD.

Είναι σαφές ότι το παραπάνω σύνολο των δυνατών αλληλεπιδράσεων προκύπτει από την

ύπαρξη της μη επιτρεπτής ζώνης συχνοτήτων, για την περίπτωση με δ = 1.0954. Μια παρόμοια

κατάσταση εμφανίζεται επίσης για δ < 1 , π.χ. για δ = 0.7746, όπως φαίνεται στην κάτω ει-

κόνα των Σχ. 3.2 και 3.3. Από την άλλη πλευρά, για δ = 1 η μη επιτρεπτή ζώνη συχνοτήτων δεν

υπάρχει πλέον και, ως εκ τούτου, η μόνη δυνατή αλληλεπίδραση είναι μεταξύ ενός LH-τρόπου

με θετική τιμή της GVD και ενός RH-τρόπου με αρνητική τιμή της GVD. Αυτή η αλληλεπί-

δραση μπορεί να προκύψει για ταχύτητες ομάδας vg ≤ 0.175 , δηλαδή για τιμές της ταχύτητας

ομάδας κάτω από τη διακεκομμένη οριζόντια γραμμή της μεσαίας εικόνας του Σχ. 3.3. Ωστόσο,
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η δυνατότητα αυτή έχει ήδη ληφθεί υπόψη [βλ. παραπάνω περίπτωση (2)]. Επιπλέον, ο σχημα-

τισμός σολιτονίου στην ισοσταθμισμένη CRLH γραμμή μεταφοράς (δ = 1) έχει ήδη μελετηθεί

στη βιβλιογραφία [43]. Για τους λόγους αυτούς, στη συνέχεια θα προχωρήσουμε με την ανά-

λυση για δ = 1.0954, η οποία παρέχει όλα τα πιθανά σενάρια. Είναι σαφές ότι στην περίπτωση

όπου δ = 0.7746 έχουμε παρόμοια ποιοτικά χαρακτηριστικά. Αυτή η ομοιότητα εκτείνεται,

πέρα από την γραμμική περίπτωση, και στη μη γραμμική σολιτονική περίπτωση.

Παρά το γεγονός ότι, όπως εξηγήθηκε παραπάνω, δεν πρόκειται να αναλύσουμε τη δη-

μιουργία σολιτονίων στην ειδική περίπτωση της ισοσταθμισμένης CRLH γραμμής μεταφοράς

με δ = 1, αξίζει να αναφέρουμε ότι σε αυτή την περίπτωση η σχέση διασποράς εμφανίζει ένα

σημείο Dirac, δηλαδή είναι περίπου γραμμική στη γειτονιά του k = 0, όπου προσεγγίζεται ως

ω ≈ ±[1 + (β/2)k], (3.12)

όπως φαίνεται στο Σχ. 3.2. Η εμφάνιση των σημείων Dirac είναι ιδιαίτερα ενδιαφέρουσα σε

δομές δύο διαστάσεων (2D), όπως τριγωνικά και εξαγωνικά πλέγματα τα όποια προκύπτουν

στην οπτική [109, 110], στα ατομικά συμπυκνώματα Bose-Einstein [111, 112] και στο αποκα-

λούμενο φωτονικό γραφένιο [113, 114]. Επίσης εξαιρετικό ενδιαφέρον έχει η εμφάνιση των

σημείων Dirac και από αυστηρή μαθηματική σκοπιά [115]. Είναι σημαντικό ότι με τα 2D μο-

ντέλα ισοσταθμισμένων CRLH γραμμών μεταφοράς μπορούν να μελετηθούν διάφορα θεμε-

λιώδη φαινόμενα, όπως η κωνική περίθλαση (conical diffraction), η δημιουργία τοπολογικών

ατελειών (topological defects) ακόμη και οι μεταπτώσεις φάσης (phase transitions) [109–114].

3.1.3 Μη γραμμική ανάλυση: Συζευγμένες εξισώσεις ΝLS και σολιτόνια

Για να περιγράψουμε τη σύζευξη μεταξύ ενός RH και ενός LH μη γραμμικού τρόπου με

ίσες ταχύτητες ομάδας, θα χρησιμοποιήσουμε την ημιδιακριτή προσέγγιση, όπως στο προη-

γούμενο κεφάλαιο. Επειδή όμως εδώ εστιάζουμε στην περιγραφή δύο διαφορετικών τρόπων,

αναζητούμε λύσεις της Εξ. (3.5) της μορφής:

Vn = ϵ
2∑

j=1

Vj(X,T ) exp(iθj) + c.c., (3.13)

όπου “c.c” δηλώνει τον συζυγή μιγαδικό. Στην Εξ. (3.13) οι δείκτες j = 1, 2 αντιστοιχούν

στους τρόπους LH και RH, Vj(X,T ) είναι οι άγνωστες (συνεχείς) αργά μεταβαλλόμενες πε-

ριβάλλουσες που εξαρτώνται από τις αργές κλίμακες X = ϵ(n − vgt) (όπου vg είναι η κοινή
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ταχύτητα ομάδας) και T = ϵ2t, ενώ οι όροι exp(iθj), με θj = kjn − ωjt, περιγράφουν τα

φέροντα (διακριτά) σήματα με συχνότητες ωj και κυματαριθμούς kj . Τέλος, ϵ είναι μια τυπική

μικρή παράμετρος, που ρυθμίζει το πλάτος του πεδίου και τις αργές κλίμακες των συναρτήσεων

περιβάλλουσας.

Σε αυτό το σημείο, θα πρέπει να σημειώσουμε ότι το πεδίο Vn, όπως εκφράζεται στην

Εξ. (3.13), είναι στην πραγματικότητα ο κυρίαρχος όρος στη θεωρία διαταραχών πολλαπλών

κλιμάκων, που εφαρμόζουμε για την ανάλυση του προβλήματος. Εδώ, παρουσιάζονται τα κυ-

ριότερα αποτελέσματα, ενώ μια πληρέστερη ανάλυση παρέχεται στο Παράρτημα Β. Ειδικό-

τερα, από τα πρώτης και δεύτερης τάξης προβλήματα [δηλαδή στις τάξειςO(ϵ) (γραμμικό όριο)

και O(ϵ2), αντίστοιχα] εξάγουμε την σχέση διασποράς [Εξ. (3.10)] και την ταχύτητα ομάδας

[Εξ. (3.11)]. Τέλος, στην επόμενη τάξη,O(ϵ3), λαμβάνουμε τις ακόλουθες συζευγμένες εξισώ-

σεις NLS:

i∂TV1 +
1

2
D1∂

2
XV1 +

(
g11|V1|2 + g12|V2|2

)
V1 = 0, (3.14)

i∂TV2 +
1

2
D2∂

2
XV2 +

(
g21|V1|2 + g22|V2|2

)
V2 = 0, (3.15)

όπου οι κανονικοποιημένοι συντελεστές διασποράςDj , οι συντελεστές αυτοδιαμόρφωσης φά-

σης [self-phase modulation (SPM)] gjj και οι συντελεστές ετεροδιαμόρφωσης φάσης [cross-

phase modulation (CPM)] gj,3−j , με j = 1, 2, δίνονται αντίστοιχα ως:

Dj ≡ ∂2ωj

∂k2j
= vg

[
cot kj −

ω4
j + 3δ2

ωj(ω4
j − δ2)

vg

]
, (3.16)

gjj =
ω3
j (ω

2
j − δ2)

2(ω4
j − δ2)

(3µ− Aj) , (3.17)

gj,3−j =
ω3
j (ω

2
j − δ2)

2(ω4
j − δ2)

(6µ−B3−j) , (3.18)

ενώ οι συντελεστές Aj και B3−j ορίζονται στο Παράρτημα Β.

Είναι χρήσιμο να παρατηρήσουμε ότι για τις τέσσερις πιθανές αλληλεπιδράσεις κύματος,

που αναφέρθηκαν στην προηγούμενη ενότητα, οι συντελεστές gjj είναι αρνητικοί, όπως φαί-

νεται στο Σχ. 3.4. Στη συνέχεια, μετρώντας τον κανονικοποιημένο χρόνο T και τις πυκνότητες
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Σχήμα 3.4: Οι μη γραμμικοί συντελεστές g11 [συνεχείς (κόκκινες) γραμμές] και g22 [εστιγμένες
(μπλε) γραμμές] ως συναρτήσεις της f/fsh για αλληλεπιδράσεις στις ζώνες συχνοτήτων II-IV
(επάνω αριστερά), I-IV (επάνω δεξιά), I-III (κάτω αριστερά), και II-III (κάτω δεξιά). Η παράμε-
τρος δ παίρνει την τιμή δ = 1.0954. Τα σημεία, που δείχνονται με αστέρια (σε μαύρο) σε κάθε
εικόνα, απεικονίζουν τις τιμές των παραμέτρων, που χρησιμοποιήθηκαν στις σχετικές προσο-
μοιώσεις [βλ. παρακάτω τα Σχ. 3.6, 3.7 (αντιστοιχούν στο (a)), τα Σχ. 3.9, 3.10 (αντιστοιχούν
στο (b)), τα Σχ. 3.13, 3.14 (αντιστοιχούν στο (c)), καθώς και τα Σχ. 3.15, 3.16 (αντιστοιχούν
στο (d))].

|Vj|2 σε μονάδες |D1|−1 και |D1/gjj|, αντίστοιχα, εκφράζουμε τις Εξ. (A.12)-(A.13) στην πα-

ρακάτω μορφή:

i∂TV1 +
s

2
∂2XV1 +

(
λ1|V2|2 − |V1|2

)
V1 = 0, (3.19)

i∂TV2 +
d

2
∂2XV2 +

(
λ2|V1|2 − |V2|2

)
V2 = 0, (3.20)

όπου

s = sign(D1), d =
D2

|D1|
, λ1 =

g12
|g22|

, λ2 =
g21
|g11|

.

(3.21)

Όπως φαίνεται από τις Εξ. (3.19)-(3.20), απουσία της σύζευξης CPM (λj = 0) η εξέλιξη

είτε του LH τρόπου V1 ή του RH τρόπου V2 περιγράφεται από μια απλή εξίσωση NLS (βλ.

Εισαγωγή). Ωστόσο, οι συνθήκες τροποποιούνται για λj ̸= 0 και διάφορα είδη συζευγμένων (ή

αλλοιώς “διανυσματικών”) σολιτονίων μπορούν να βρεθούν στις Εξ. (3.19)-(3.20). Παρακάτω
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παρουσιάζονται αυτά τα είδη των συζευγμένων οπισθοδευόντων και οδευόντων σολιτονίων,

που ανήκουν στις ζώνες συχνοτήτων LH και RH, αντίστοιχα.

Κατ’ αρχήν, τέσσερεις τύποι διανυσματικών σολιτονίων είναι δυνατοί:

• φωτεινά-φωτεινά (BB) σολιτόνια στη μορφή:

V1(X,T ) = a1sech(bX) exp(−iν1T ), (3.22)

V2(X,T ) = a2sech(bX) exp(−iν2T ), (3.23)

• φωτεινά-σκοτεινά (BD) σολιτόνια στη μορφή:

V1(X,T ) = a1sech(bX) exp(−iν1T ), (3.24)

V2(X,T ) = a2tanh(bX) exp(−iν2T ), (3.25)

• σκοτεινά-φωτεινά (DB) σολιτόνια στη μορφή:

V1(X,T ) = a1tanh(bX) exp(−iν1T ), (3.26)

V2(X,T ) = a2sech(bX) exp(−iν2T ), (3.27)

• σκοτεινά-σκοτεινά [dark-dark (DD)] σολιτόνια στη μορφή:

V1(X,T ) = a1tanh(bX) exp(−iν1T ), (3.28)

V2(X,T ) = a2tanh(bX) exp(−iν2T ). (3.29)

Στις παραπάνω εξισώσεις, οι παράμετροι a1,2 και ν1,2 δηλώνουν τα πλάτη και τις συχνότη-

τες του κάθε σολιτονίου, ενώ η παράμετρος b είναι το (κοινό) αντίστροφο εύρος των σολιτονίων.

Αντικαθιστώντας το καθένα από τα παραπάνω συστήματα εξισώσεων, που χαρακτηρίζουν τον

τύπο του διανυσματικού σολιτονίου, στις Εξ. (3.19)-(3.20) οδηγούμαστε σε ένα σύνολο εξισώ-

σεων, που συνδέουν τις παραμέτρους του σολιτονίου. Ιδιαίτερα οι εξισώσεις, που συνδέουν τα
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πλάτη a1,2 με το αντίστροφο εύρος b, είναι της μορφής:

(aj/b)
2 = −αj, (3.30)

(aj/b)
2 = (−1)jαj, (3.31)

(aj/b)
2 = (−1)3−jαj, (3.32)

(aj/b)
2 = αj, (3.33)

για τα BB, BD, DB και DD σολιτόνια, αντίστοιχα, όπου οι παράμετροι αj (j = 1, 2) είναι:

α1 =
dλ1 + s

1− λ1λ2
, α2 =

sλ2 + d

1− λ1λ2
. (3.34)

Από την άλλη πλευρά, οι συχνότητες των BB, BD, DB και DD σολιτονίων δίνονται ως:

ν1 = −s
2
b2, ν2 = −d

2
b2, (3.35)

ν1 = −s
2
b2 − λ1a

2
1, ν2 = a22, (3.36)

ν1 = a21, ν2 = −d
2
b2 − λ2a

2
2, (3.37)

ν1 = a21 − λ1a
2
2, ν2 = a22 − λ2a

2
1. (3.38)

Είναι σαφές ότι κάθε τύπος διανυσματικού σολιτονίου χαρακτηρίζεται από πέντε ανεξάρ-

τητες παραμέτρους, που συνδέονται με ένα σύνολο τεσσάρων εξισώσεων. Έτσι, κάθε ένα από

τα παραπάνω σολιτόνια χαρακτηρίζεται από μία ελεύθερη παράμετρο. Επιπλέον, το γεγονός

ότι οι παράμετροι της κάθε σολιτονικής συνιστώσας εξαρτώνται από τις παραμέτρους της άλ-

λης, αναδεικνύει τη σημαντική δυνατότητα που προκύπτει από τη μη γραμμική σύζευξη των

τρόπων των σολιτονίων, δηλαδή ο έλεγχος των χαρακτηριστικών (πλάτος, εύρος, κλπ.) του

LH-σολιτονίου μέσω των παραμέτρων του RH σολιτονίου, και αντίστροφα.

Η απαίτηση ότι η δεξιά πλευρά των Εξ. (3.30)-(3.33) είναι θετική, οδηγεί στο συμπέρα-

σμα ότι η ύπαρξη κάθε είδους διανυσματικού σολιτονίου καθορίζεται από τα πρόσημα των

παραμέτρων αj . Ειδικότερα, υπάρχουν:

• BB σολιτόνια για α1 < 0 και α2 < 0,

• BD σολιτόνια για α1 < 0 και α2 > 0,

• DB σολιτόνια για α1 > 0 και α2 < 0,

• DD σολιτόνια για α1 > 0 και α2 > 0.
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Από την άλλη πλευρά, θα πρέπει να αναφέρουμε ότι τα πρόσημα των αj εξαρτώνται από τη

συχνότητα, επειδή οι παράμετροι που υπεισέρχονται στις Εξ. (3.34) μεταβάλλονται με αυτή. Στη

συνέχεια, για κάθε διαφορετικό τρόπο σύζευξης [βλ. περιπτώσεις (1)-(4) στην ενότητα 3.1.2],

παρουσιάζονται τα αποτελέσματα για το πρόσημο (και το μέγεθος) τωναj στις ζώνες II-IV, I-IV,

I-III και II-III, αντίστοιχα, και ως εκ τούτου καθορίζεται ποιος τύπος διανυσματικού σολιτονίου

είναι δυνατός. Με αυτό τον τρόπο, προβλέπεται ότι ΒΒ, BD και DB σολιτόνια μπορούν να

υπάρχουν σε ορισμένες ζώνες συχνοτήτων, ενώ δεν είναι δυνατή η ύπαρξη των DD σολιτονίων.

Το τελευταίο οφείλεται στο γεγονός ότι τα α1 και α2 είτε έχουν αντίθετα πρόσημα ή είναι και

τα δύο αρνητικά, όπως αποδεικνύεται από τα Σχ. 3.5 (αριστερή εικόνα), 3.8, 3.11 και 3.12.
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Σχήμα 3.5: Οι παράμετροι για τις αλληλεπιδράσεις των σολιτονίων στις ζώνες ΙΙ και IV. Αρι-
στερή εικόνα: Η εξάρτηση των συντελεστών α1 [συνεχής (μπλε) γραμμή] και α2 [εστιγμένη
(κόκκινη) γραμμή] από την κανονικοποιημένη συχνότητα f1/fsh. Δεξιά εικόνα: Η εξάρτηση
των παραμέτρων λ1 [λεπτή συνεχής (μπλε) γραμμή], λ2 [εστιγμένη (μπλε) γραμμή] και d
[έντονη συνεχής (κόκκινη) γραμμή] από την κανονικοποιημένη συχνότητα f1/fsh.

Πριν προχωρήσουμε με την παρουσίαση των λύσεων των συζευγμένων σολιτονίων, αξίζει

να σημειωθεί ότι τα διανυσματικά σολιτόνια θα βρεθούν σε στάσιμη μορφή. Ωστόσο, χρησιμο-

ποιώντας αυτές τις στάσιμες λύσεις, μπορεί κανείς να βρει επίσης λύσεις οδευόντων σολιτονίων,

με μια επιπλέον ελεύθερη παράμετρο, την ταχύτητα C, με τη βοήθεια του ακόλουθου Γαλιλαϊ-

κού μετασχηματισμού (Galilean boost):

V1(X,T ) → V1(X − CT, T )× exp
{
i

s

[
CX +

(
C2

2

)
T

]}
, (3.39)

V2(X,T ) → V2(X − CT, T )× exp
{
i

d

[
CX +

(
C2

2

)
T

]}
. (3.40)
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3.2 Αλληλεπιδράσεις σολιτονίων σε διαφορετικές περιοχές συ-

χνοτήτων

3.2.1 Αριθμητικές προσομοιώσεις

Στην παρούσα ενότητα μελετάται αριθμητικά η εξέλιξη των συζευγμένων σολιτονίων,

που παρουσιάστηκαν στην προηγούμενη ενότητα, στο πλαίσιο του διακριτού μοντέλου της

Εξ. (3.5). Προκειμένου να συγκριθούν οι αναλυτικές προσεγγίσεις με τα αποτελέσματα των

αριθμητικών προσομοιώσεων γίνεται χρήση δύο διαγνωστικών εργαλείων. Το πρώτο είναι η

εξέλιξη του κέντρου μάζας, που ορίζεται ως:

X(t) =

∑n=N
n=−N nV

2
n∑n=N

n=−N V
2
n

. (3.41)

Το δεύτερο εργαλείο είναι η ισχύς, που ορίζεται ως:

P (t) =
n=N∑
n=−N

V 2
n , (3.42)

όπου 2N + 1 είναι το μέγεθος του πλέγματος. Τα παραπάνω εργαλεία μπορούν εύκολα να ορι-

στούν για κάθε τύπο διανυσματικών σολιτονίων, τα οποία προβλέπονται αναλυτικά στο πλαίσιο

των συζευγμένων εξισώσεων NLS. Σε όλες τις προσομοιώσεις, οι οποίες έγιναν με μια μέθοδο

Runge-Kutta 4ης-τάξης σταθερού βήματος (με βήμα χρόνου ίσο με 0.01, που είναι η μεγα-

λύτερη τιμή που οδηγεί σε σταθεροποιημένα αποτελέσματα), χρησιμοποιήθηκαν περιοδικές

συνοριακές συνθήκες (σημειώνεται επίσης ότι η τιμή της μικρής παραμέτρου που χρησιμοποι-

ήθηκε ήταν ϵ = 0.02 για αρχικές τιμές της τάσης V0 από 0.1 V έως 0.2 V περίπου). Η χρήση

περιοδικών συνοριακών συνθηκών οδηγεί στην απαίτηση ότι ο κυματαριθμός k της συνιστώ-

σας του σκοτεινού σολιτονίου πρέπει να είναι ίσος με 2πq/p (q, p ∈ Z), και επιπλέον το q να

είναι περιττό.

Σε όλα τα παρακάτω σχήματα (Σχ. 3.6-3.16), εκτός αν σημειώνεται κάτι διαφορετικό, δεί-

χνουμε τη χωροχρονική εξέλιξη της τάσης Vn, τη χωρική κατανομή των τάσεων Vn την χρονική

στιγμή t = 2000, καθώς και την χρονική εξέλιξη του κέντρου μάζαςX(t) και της ισχύος P (t).

Όσον αφορά τον χρόνο εξέλιξης των προσομοιώσεων, σημειώνονται τα ακόλουθα: οι πε-

ρισσότερες προσομοιώσεις εκτελούνται για σχετικά μεγάλους κανονικοποιημένους χρόνους,

μέχρι t ∼ 107 (σε ορισμένες περιπτώσεις). Ωστόσο, ο φυσικός χρόνος (που καθορίζεται από
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τη συχνότητα fsh = 14.529 GHz) είναι πολύ μικρός, δηλαδή η μονάδα χρόνου είναι t0 =

(2πfsh)
−1 ≈ 11 ps (βλ. ενότητα 3.1.1).

Στην πραγματικότητα, δεδομένου ότι όλες οι συχνότητες του συστήματος βρίσκονται στη

μικροκυματική περιοχή, όλοι οι χρόνοι είναι μικρότεροι από 1 ns, με αποτέλεσμα οι προσο-

μοιώσεις να είναι εξαιρετικά χρονοβόρες, ακόμη και για χρόνους της τάξης 109 [βλέπε Εξ. (

3.7)]. Παρ’ όλα αυτά, τα αποτελέσματα για κανονικοποιημένους χρόνους μέχρι t = 107 (που

αντιστοιχούν σε φυσικό χρόνο της τάξης του 0.1 ms), δείχνουν καλή συμφωνία με τις ανα-

λυτικές προβλέψεις (βλ. παρακάτω). Επιπλέον, τα αποτελέσματα αυτών των προσομοιώσεων

μπορούν να χρησιμοποιηθούν ως ένδειξη της ευρωστίας των σολιτονίων και της δυνατότητας

παρατήρησής τους σε πειράματα.

3.2.2 Φωτεινά-Φωτεινά (ΒΒ) σολιτόνια στις περιοχές συχνοτήτων ΙΙ και

IV

Αρχικά, θεωρούμε την αλληλεπίδραση μεταξύ ενός οπισθοδεύοντος σολιτονίου με συχνό-

τητα στη ζώνη ΙΙ και ενός οδεύοντος σολιτονίου με συχνότητα στη ζώνη IV (για δ = 1.0954).

Στην περίπτωση αυτή, s = −1 (βλ. Σχ. 3.3) και ακολουθώντας την ανάλυση της προηγούμενης

ενότητας βρίσκουμε τρεις διαφορετικούς τύπους διανυσματικών σολιτονίων:

• Αν 0.94 < f1/fsh < 0.96, τότε α1 < 0 και α2 > 0. Έτσι υπάρχουν σολιτόνια τύπου BD,

με τη συχνότητα της συνιστώσας του φωτεινού (σκοτεινού) σολιτονίου να είναι στη LH

(RH) ζώνη συχνοτήτων.

• Αν 0.96 < f1/fsh < 0.98, τότε α1 < 0 και α2 < 0. Έτσι υπάρχουν σολιτόνια τύπου BΒ,

με τις συχνότητες των συνιστωσών σολιτονίων να είναι η μία στη LH και η άλλη στην

RH περιοχή συχνοτήτων.

• Αν 0.98 < f1/fsh < 1, τότε α1 > 0 και α2 < 0. Έτσι υπάρχουν σολιτόνια τύπου DB,

με τη συχνότητα της συνιστώσας του σκοτεινού (φωτεινού) σολιτονίου να είναι στη LH

(RH) ζώνη συχνοτήτων.

Στην ενότητα αυτή, θα επικεντρωθούμε στην περίπτωση των BB σολιτονίων (τα BD και

DB σολιτόνια θα μελετηθούν πιο κάτω). Συγκεκριμένα, θα διερευνήσουμε τη δυναμική ενός

BB σολιτονίου, που αντιστοιχεί σε συχνότητα φέροντος f1/fsh = 0.965. Για αυτήν την τιμή,

ο συντελεστής διασποράς d γίνεται d ≃ −1 = s, οι συντελεστές λ1,2 παίρνουν τις τιμές λ1 =

λ2 = λ = −1.7, ενώ α1 = α2 = 0.487 (βλ. το σημείο τομής των σχετικών καμπυλών που
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Σχήμα 3.6: Φωτεινό-Φωτεινό σολιτόνιο στις περιοχές συχνοτήτων II-IV. Επάνω αριστερά: Η
χωροχρονική εξέλιξη της Vn, όπως προκύπτει από την αριθμητική προσομοίωση. Η πάνω δε-
ξιά εικόνα συγκρίνει το αναλυτικό και αριθμητικό αποτέλεσμα για την κατανομή της Vn για
t = 2000. Οι κάτω εικόνες δείχνουν την χρονική εξέλιξη του κέντρου μάζας (αριστερά)
και της ισχύος (δεξιά). Οι παράμετροι που χρησιμοποιούνται είναι f1/fsh = 0.96545 και
f2/fsh = 1.36535, οι οποίες δίνουν k1 = −0.4061 και k2 = 1.8576, δηλαδή ένα φωτεινό-
φωτεινό σολιτόνιο στις ζώνες ΙΙ και IV (αυτή η συγκεκριμένη επιλογή αντιστοιχεί στα σημεία
που απεικονίζονται από τα αστέρια στο Σχ. 3.5). Η διαφορά στην ισχύ μπορεί να αποδοθεί στην
προσεγγιστική φύση της αναλυτικής λύσης.

απεικονίζεται με ένα αστέρι στο Σχ. 3.5). Στην περίπτωση αυτή, το BB σολιτόνιο έχει (κοινή

για τις δύο συνιστώσες) ταχύτητα ομάδας vg = 0.1288, για φέρουσες συχνότητες των τρόπων

V1 και V2, f1/fsh = 0.965 (όπως προαναφέρθηκε) και f2/fsh = 1.365.

Σε αυτό το σημείο, θα πρέπει να αναφέρουμε ότι αυτή η επιλογή των τιμών των παραμέ-

τρων οδηγεί σε συμμετρικές συζευγμένες εξισώσεις NLS [Εξ. (3.19)-(3.20)] καθώς και σε συμ-

μετρικά BB σολιτόνια, που έχουν ίσα πλάτη [116]. Μια πολύ ενδιαφέρουσα υπο-περίπτωση,

που αντιστοιχεί σε λ = −1 (δηλαδή, ίσους SPM και CPM συντελεστές), θα ανήγαγε τις

Εξ. (3.19)-(3.20) στο πλήρως ολοκληρώσιμο σύστημα Manakov [117]. Σε μια τέτοια περί-

πτωση, όπως φαίνεται στην κάτω εικόνα του Σχ. 3.5, η καμπύλη για την παράμετρο d θα

τέμνει τις καμπύλες για λ1,2, με όλες τις παραμέτρους να λαμβάνουν την τιμή −1. Ωστόσο,

έχουμε ελέγξει ότι άλλες φυσικά αποδεκτές τιμές της παραμέτρου δ δεν οδηγούν στο σύστημα

Manakov [η επιλεγμένη τιμή δ = 1.0954 οδηγεί μόνο σε συμμετρικές εξισώσεις NLS (3.19)-

(3.20)].
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Χρησιμοποιώντας την παραπάνω λύση του BB σολιτονίου, μπορούμε να εκφράσουμε την

τάση Vn(t) στην Εξ. (3.5) στις αρχικές συντεταγμένες n και t ως εξής:

Vn(t) ≈ V0[R1(n, t) cos(k1n− Ω1t) +R2(n, t) cos(k2n− Ω2t), (3.43)

όπου οι συναρτήσεις R1 και R2 έχουν την ακόλουθη μορφή:

R1 = sech[
√
2ℓϵ(n− vgt)], (3.44)

R2 =

√∣∣∣∣g11g22
∣∣∣∣sech[√2ℓϵ(n− vgt)]. (3.45)

Στις παραπάνω εξισώσεις το ℓ είναι μια αυθαίρετη παράμετρος, ενώ το πλάτος της λύσης V0

και οι συχνότητες Ωj (j = 1, 2) είναι:

V0 = 2ϵ

√∣∣∣∣D1

g11

∣∣∣∣ 2ℓ

1− λ
, Ωj = ωj + ϵ2ℓ|D1|, (3.46)

όπου ωj ≡ fj/fsh. Αντικαθιστώντας την Εξ. (3.43) στις Εξ. (3.41) και (3.42) λαμβάνουμε (για

επαρκώς μικρό ϵ) τις ακόλουθες εκφράσεις για τα X(t) και P (t):

X(t) = vgt, P (t) =
V 2
0

ϵ
√
2ℓ

(
1 +

∣∣∣∣g11g22
∣∣∣∣) . (3.47)

Στα Σχ. 3.6 και 3.7 απεικονίζεται το αποτέλεσμα των προσομοιώσεων για ένα ΒΒ σολι-

τόνιο με ℓ = 1 και N = 500, για μικρούς και μεγάλους χρόνους, αντίστοιχα. Οι τιμές των

παραμέτρων είναι f1/fsh = 0.965 και f2/fsh = 1.365, οι οποίες δίνουν k1 = −0.406 και

k2 = 1.857. Στο Σχ. 3.6, φαίνεται η πολύ καλή συμφωνία μεταξύ των αναλυτικών και αριθμη-

τικών αποτελεσμάτων για την Vn, την εξέλιξη του κέντρου μάζας και την ισχύ. Στην περίπτωση

που φαίνεται στο Σχ. 3.7, έχει πραγματοποιηθεί μια πολύ μεγάλη προσομοίωση, μέχρι t = 107

(κανονικοποιημένος χρόνος). Είναι σαφές ότι ο αρχικός παλμός δεν έχει υποστεί διασπορά, το

οποίο δείχνει την ευρωστία του σολιτονίου. Οι πάνω εικόνες του σχήματος και ιδιαίτερα τα

στιγμιότυπα του παλμού για t = 107 δείχνουν σαφώς ότι το σολιτόνιο παραμένει ευσταθές ως

το τέλος αυτής της μεγάλης προσομοίωσης.
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Σχήμα 3.7: Το φωτεινό-φωτεινό σολιτόνιο του Σχ. 3.6 για χρόνο μέχρι t = 105. Όλες οι εικόνες
είναι παρόμοιες με εκείνες του Σχ. 3.6, εκτός από την επάνω δεξιά. Στην τελευταία, στιγμιότυπα
του σολιτονίου για t = 2× 106 και t = 107 συγκρίνονται με την αρχική συνθήκη προκειμένου
να εξεταστεί η ευρωστία του για ένα πολύ μεγάλο χρονικό διάστημα εξέλιξης.
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Σχήμα 3.8: Οι παράμετροι για σολιτόνια στις ζώνες I και IV: συντελεστές α1 [συνεχής (μπλε)
γραμμή] καια2 [εστιγμένη (κόκκινη) γραμμή] ως συναρτήσεις της συχνότητας f1/fsh. Τα αστέ-
ρια απεικονίζουν τις τιμές των παραμέτρων που χρησιμοποιούνται για τις προσομοιώσεις που
φαίνονται στα Σχ. 3.9 και 3.10.

3.2.3 Φωτεινά-Σκοτεινά (BD) σολιτόνια στις περιοχές συχνοτήτων I και

IV

Στη συνέχεια, θεωρούμε την αλληλεπίδραση μεταξύ ενός οπισθοδεύοντος σολιτονίου με

συχνότητα στη ζώνη Ι και ενός οδεύοντος με συχνότητα στη ζώνη IV. Στην περίπτωση αυτή,

s = +1 (βλ. Σχ. 3.3). Στο Σχ. 3.8 δείχνουμε την εξάρτηση των παραμέτρων α1 και α2 από

τη συχνότητα f1/fsh (για δ = 1.0954). Παρατηρείται ότι α1 < 0 και α2 > 0 και, ως εκ τού-

του, υπάρχουν μόνο BD σολιτόνια στις ζώνες I-IV. Χρησιμοποιώντας τις λύσεις (3.24)-(3.25),
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Σχήμα 3.9: Φωτεινό-Σκοτεινό σολιτόνιο στις περιοχές συχνοτήτων I-IV. Επάνω αριστερά: χω-
ροχρονική εξέλιξη της τάσης Vn που λαμβάνεται αριθμητικά. Η πάνω δεξιά εικόνα συγκρίνει τα
αναλυτικά και αριθμητικά προφίλ του Vn σε t = 2000. Οι κάτω εικόνες δείχνουν την χρονική
εξέλιξη του κέντρου μάζας (αριστερά) και της ισχύος (δεξιά). Οι τιμές των παραμέτρων είναι
f1/fsh = 0.8831 και k2 = 5π/8 ≈ 1.9625, που δίνουν k1 = −1.0404 και f2/fsh = 1.3748,
δηλαδή ένα φωτεινό-σκοτεινό σολιτόνιο στις ζώνες Ι και IV (βλ. τα αντίστοιχα σημεία που
απεικονίζονται με αστέρια στο Σχ. 3.8).

μπορούμε να προσεγγίσουμε και πάλι μια λύση της Εξ. (3.5) για την τάση Vn(t) στις αρχικές

συντεταγμένες n και t ως εξής:

Vn(t) ≈ V0[Ψ1(n, t) cos(k1n− Ω1t) + Ψ2(n, t) cos(k2n− Ω2t)], (3.48)

όπου

Ψ1 =

√
−α1

α2

sech[ϵb(n− vgt)], (3.49)

Ψ2 =

√∣∣∣∣g11g22
∣∣∣∣ tanh[ϵb(n− vgt)]. (3.50)

Σε αυτή την περίπτωση, το πλάτος V0 και οι συχνότητες Ωj (j = 1, 2) της λύσης είναι:

V0 = 2ϵ

√
ν2

∣∣∣∣D1

g11

∣∣∣∣, Ωj = ωj + ϵ2νj|D1|. (3.51)
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Σχήμα 3.10: Το φωτεινό-σκοτεινό σολιτόνιο του Σχ. 3.9 μέχρι τον χρόνο t = 2× 105. Όλες οι
εικόνες είναι παρόμοιες με εκείνες του Σχ. 3.9, εκτός από την επάνω δεξιά. Σε αυτή την εικόνα,
τα στιγμιότυπα του σολιτονίου σε t = 2 × 105 και t = 5 × 105 συγκρίνονται με την αρχική
συνθήκη της προσομοίωσης. Εδώ, η αστάθεια διαμόρφωσης του υποβάθρου του σκοτεινού
σολιτονίου (βλ. Παράρτημα Γ) είναι υπεύθυνη για τη διάλυση του κυματοπακέτου.

Το κέντρο μάζας του BD σολιτονίου ορίζεται ως:

Xd(t) =
F (t)X(t)

Ψ2
1,0 −Ψ2

2,0

− ϵbN

2
Ψ2

2,0 cot(k2) sin(2Ω2t), (3.52)

όπου

F (t) = Ψ2
1,0 +Ψ2

2,0(ϵbN − 1) +
ϵb

2
Ψ2

2,0[1− cos(2Ω2t)], (3.53)

ενώ X(t) δίνεται από την Εξ. (3.47).

Αντικαθιστώντας την Εξ. (3.48) στις Εξ. (3.52) και (3.42) παίρνουμε (για μικρό ϵ) το κέ-

ντρο της μάζας και την ισχύ:

Xd(t) = vgt, Pd(t) =
V 2
0

ϵb
F (t). (3.54)

Τα Σχ. 3.9 και 3.10 δείχνουν την εξέλιξη ενός BD σολιτονίου (και τα χαρακτηριστικά

του) στις ζώνες I και IV με ν2 = 1 και N = 1220. Οι παράμετροι που χρησιμοποιούνται είναι

f1/fsh = 0.8831 και k2 = 5π/8 ≈ 1.9625, οι οποίες δίνουν k1 = −1.0404 και f2/fsh = 1.3748.

Σε αυτή την περίπτωση, είναι σαφές ότι αν και υπάρχουν BD σολιτόνια, η συμφωνία μεταξύ
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Σχήμα 3.11: Όμοιο με το Σχ. 3.8, αλλά και για αλληλεπιδράσεις σολιτονίων στις ζώνες I και III.
Τα αστέρια απεικονίζουν τις τιμές των παραμέτρων που χρησιμοποιούνται για τις προσομοιώ-
σεις που φαίνονται στα Σχ. 3.13 και 3.14.
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Σχήμα 3.12: Όμοιο με το Σχ. 3.8, αλλά για αλληλεπιδράσεις σολιτονίων στις ζώνες II και III. Τα
αστέρια απεικονίζουν τις τιμές των παραμέτρων που χρησιμοποιούνται για τις προσομοιώσεις
που φαίνονται στα Σχ. 3.15 και 3.16.

των αναλυτικών και αριθμητικών αποτελεσμάτων γίνεται χειρότερη με την πάροδο του χρόνου.

Επίσης, όπως φαίνεται στην πάνω δεξιά πλευρά του Σχ. 3.10, το προφίλ του παλμού δηλώνει

ότι το σολιτόνιο BD δεν είναι εύρωστο. Η παρατηρούμενη συμπεριφορά του σολιτονίου BD

μπορεί να αποδοθεί στο γεγονός ότι το υπόβαθρο (συνεχές κύμα) της σκοτεινής συνιστώσας,

δηλ. του σκοτεινού σολιτονίου, υπόκειται στην αστάθεια διαμόρφωσης [106, 118]. Αυτό το

σημείο εξηγείται με περισσότερες λεπτομέρειες στο Παράρτημα Γ.

3.2.4 Σκοτεινά-Φωτεινά (DΒ) σολιτόνια στις περιοχές συχνοτήτων I-ΙΙΙ

και ΙΙ-ΙΙΙ

Τέλος, θεωρούμε τις περιπτώσεις των συζευγμένων σολιτονίων στις περιοχές συχνοτήτων

Ι και ΙΙΙ καθώς και στις περιοχές ΙΙ και III. Σε αμφότερες τις περιπτώσεις, όπως φαίνεται στα Σχ.

3.11 (ζώνες I-III) και 3.12 (ζώνες ΙΙ-ΙΙΙ), βρίσκουμε ότι α1 > 0 και α2 < 0 και, ως εκ τούτου,

υπάρχουν μόνο DB σολιτόνια στις ζώνες αυτές. Ακολουθώντας τις προηγούμενες θεωρήσεις,
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Σχήμα 3.13: Σκοτεινό-Φωτεινό σολιτόνιο στις περιοχές συχνοτήτων I-IΙΙ. Επάνω αριστερά:
Χωροχρονική εξέλιξη της τάσης Vn που λαμβάνεται αριθμητικά. Η πάνω δεξιά εικόνα συγκρί-
νει τα αναλυτικά και αριθμητικά προφίλ της τάσης Vn σε t = 2000. Οι κάτω εικόνες δεί-
χνουν την χρονική εξέλιξη του κέντρου μάζας (αριστερά) και της ισχύος (δεξιά). Οι παράμετροι
που χρησιμοποιούνται είναι k1 = −6π/5 ≈ −1.884 και f2/fsh = 1.1002, οι οποίες δίνουν
f1/fsh = 0.8003 και k2 = 0.1232, δηλαδή ένα σκοτεινό-φωτεινό σολιτόνιο στις περιοχές
συχνοτήτων Ι και IΙΙ (βλ. τα αντίστοιχα σημεία που απεικονίζονται με αστέρια στο Σχ. 3.11).
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Σχήμα 3.14: Το σκοτεινό-φωτεινό σολιτόνιο του Σχ. 3.13 έχει εξελιχθεί μέχρι t = 2 × 105.
Όλες οι εικόνες είναι παρόμοιες με εκείνες του Σχ. 3.13, εκτός από την επάνω δεξιά. Σε αυτή
την εικόνα, τα στιγμιότυπα του σολιτονίου για t = 2 × 105 και t = 5 × 105 συγκρίνονται με
την αρχική συνθήκη.
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Σχήμα 3.15: Σκοτεινό-Φωτεινό σολιτόνιο στις περιοχές συχνοτήτων ΙI-IΙΙ. Επάνω αριστερά:
Χωροχρονική εξέλιξη της τάσης Vn που λαμβάνεται αριθμητικά. Η πάνω δεξιά εικόνα συγκρί-
νει τα αναλυτικά και αριθμητικά προφίλ της τάσης Vn σε t = 2000. Οι κάτω εικόνες δείχνουν
την χρονική εξέλιξη του κέντρου μάζας (αριστερά) και της ισχύος (δεξιά). Οι παράμετροι που
χρησιμοποιούνται είναι k1 = −3π/23 ≈ −0.4095 και f2/fsh = 1.1162, οι οποίες δίνουν
f1/fsh = 0.965 και k2 = 0.2758, δηλαδή ένα σκοτεινό-φωτεινό σολιτόνιο στις περιοχές συ-
χνοτήτων ΙΙ και IΙΙ (βλ. τα αντίστοιχα σημεία που απεικονίζονται με αστέρια στο Σχ. 3.12).

μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τις λύσεις του DB σολιτονίου των εξισώσεων (3.26)-(3.27)

και να προσεγγίσουμε την τάση Vn(t) στην Εξ. (3.5) ως προς τα αρχικά n και t:

Vn(t) = V0[Φ1(n, t) cos(k1n− Ω1t) + Φ2(n, t) cos(k2n− Ω2t)], (3.55)

όπου οι συναρτήσεις Φ1 και Φ2 δίνονται ως:

Φ1 = tanh[ϵB(n− vgt)], (3.56)

Φ2 =

√
−α2

α1

∣∣∣∣g11g22
∣∣∣∣sech[ϵB(n− vgt)], (3.57)

ενώ οι υπόλοιπες παράμετροι του σολιτονίου είναι:

V0 = 2ϵ

√
ν1

∣∣∣∣D1

g11

∣∣∣∣, Ωj = ωj + ϵ2νj|D1|. (3.58)

Τα Σχ. 3.13 και 3.14 δείχνουν τα αποτελέσματα των προσομοιώσεων για το DB σολιτόνιο στις

ζώνες Ι και ΙΙΙ (με ν1 = 3 και N = 3333), ενώ τα Σχ. 3.15 και 3.16 αντιστοιχούν σε ένα DB
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Σχήμα 3.16: Το σκοτεινό-φωτεινό σολιτόνιο του Σχ. 3.15 μέχρι τον χρόνο t = 2 × 105. Όλες
οι εικόνες είναι παρόμοιες με εκείνες του Σχ. 3.15 εκτός από την επάνω δεξιά. Σε αυτή την
εικόνα, τα στιγμιότυπα του σολιτονίου σε t = ×105 και t = 2 × 105 συγκρίνονται με την
αρχική συνθήκη προκειμένου να εξεταστεί η ευρωστία του για μεγάλο χρονικό διάστημα. Και
σε αυτήν την περίπτωση, η αστάθεια διαμόρφωσης του υποβάθρου (βλ. Παράρτημα Γ) είναι
υπεύθυνη για τη διάλυση του κυματοπακέτου.

σολιτόνιο στις ζώνες ΙΙ και ΙΙΙ (με ν1 = 3 και N = 1553). Οι παράμετροι που χρησιμοποιού-

νται είναι k1 = −6π/5 ≈ −1.884 και f2/fsh = 1.1002, οι οποίες δίνουν f1/fsh = 0.8003 και

k2 = 0.1232, στις ζώνες Ι και ΙΙΙ, και k1 = −3π/23 ≈ −0.4095 και f2/fsh = 1.1162, οι οποίες

δίνουν f1/fsh = 0.965 και k2 = 0.2758, στις ζώνες II και III, αντίστοιχα. Όπως φαίνεται σε αυτά

τα σχήματα, τα DB σολιτόνια στις ζώνες ΙΙ-ΙΙΙ και Ι-ΙΙΙ υπάρχουν, όπως προβλέπεται στη θεω-

ρία. Επιπλέον, παρατηρείται ότι στην πρώτη είναι λιγότερο εύρωστα από την τελευταία, όπως

φαίνεται τόσο από την ενίσχυση της παραμόρφωσής τους όσο και το γεγονός ότι “χάνουν” το

σολιτονικό τους χαρακτήρα νωρίτερα. Στην πραγματικότητα, όπως φαίνεται στην πάνω δεξιά

πλευρά του Σχ. 3.16 και επεξηγείται στο Παράρτημα Γ, το υπόβαθρο του σκοτεινού σολιτονίου

υπόκειται στην αστάθεια διαμόρφωσης, όπως και στην περίπτωση των αλληλεπιδράσεων στις

ζώνες I-IV. Αντίθετα, τα DB σολιτόνια στις ζώνες I-III εμφανίζονται να διατηρούν ουσιαστικά

τη δομή τους, ακόμη και για μεγάλους χρόνους όπως φαίνεται στο Σχ. 3.14. Στην περίπτωση

αυτή, όπως εξηγείται στο Παράρτημα Γ, το υπόβαθρο που μεταφέρει το σκοτεινό σολιτόνιο

είναι ευσταθές. Το γεγονός αυτό μπορεί τουλάχιστον ποιοτικά να εξηγήσει τη διαφορετική συ-

μπεριφορά σε μεγάλους χρόνους των DB σολιτονίων, που παρατηρείται στα Σχ. 3.16 και 3.14,

όπως και το γεγονός ότι τα DB σολιτόνια στις περιοχές συχνοτήτων I-III είναι πιο εύρωστα από

αυτά στις ΙΙ-ΙΙΙ.
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Συμπερασματικά, τα αποτελέσματα των προσομοιώσεων επαληθεύουν την ύπαρξη των

προαναφερθέντων τύπων διανυσματικών σολιτονίων και προσφέρουν σημαντικές πληροφορίες

σχετικά με την ευρωστία τους. Ειδικότερα, τα αποτελέσματα των προσομοιώσεων δείχνουν ότι

τα σολιτόνια του τύπου φωτεινό-φωτεινό (ΒΒ) είναι τα πιο εύρωστα μεταξύ των μελών της

οικογένειας των διανυσματικών σολιτονίων. Πράγματι, τα σολιτόνια των μικτών τύπων, δηλ.

το σκοτεινό-φωτεινό (DB) και το φωτεινό-σκοτεινό (BD) έχουν βρεθεί να είναι λιγότερο εύρω-

στα. Ωστόσο, τα DB σολιτόνια σε συγκεκριμένη ζώνη συχνοτήτων, παρά το γεγονός ότι έχουν

παραμορφωθεί κατά τη διάρκεια της εξέλιξής τους, βρέθηκαν να είναι πιο εύρωστα από DB σο-

λιτόνια σε άλλες ζώνες (καθώς επίσης και από τα BD σολιτόνια) τα οποία καταστρέφονται για

τον ίδιο χρόνο διάδοσης. Η παρατηρούμενη συμπεριφορά του μικτού τύπου σολιτονίων μπορεί

να εξηγηθεί ποιοτικά από το γεγονός ότι στη λιγότερο εύρωστη περίπτωση, το υπόβαθρο συ-

νεχούς κύματος πάνω στο οποίο υπάρχει το σκοτεινό σολιτόνιο είναι επιρρεπές στην αστάθεια

διαμόρφωσης [106,118,119].

Σε κάθε περίπτωση, τα αποτελέσματα δείχνουν την ύπαρξη και των τριών τύπων διανυ-

σματικών σολιτονίων, δηλαδή εύρωστα ΒΒ σολιτόνια και μερική ή ολική παραμόρφωση των

άλλων τύπων (DB και BD). Έτσι μπορούμε να συμπεράνουμε ότι τα BB σολιτόνια (LH-RH),

καθώς και τα DB σολιτόνια (LH-RH), σε ορισμένες περιοχές συχνοτήτων, έχουν μια καλύτερη

πιθανότητα να παρατηρηθούν σε πειράματα.



Κεφάλαιο 4

Διακριτά σολιτόνια σε ομοεπίπεδο

κυματοδηγό με SRR

Στο κεφάλαιο αυτό θα μελετηθεί η διάδοση ΗΜ κυμάτων σε μια ρεαλιστική μη γραμμική

διάταξη, που αποτελείται από έναν ομοεπίπεδο κυματοδηγό [coplanar waveguide (CPW)] με

μια συστοιχία split-ring resonators (SRR) να είναι χαραγμένη στο κάτω μέρος του υποστρώ-

ματος. Η δομή αυτή θα αποκαλείται στο εξής SRR-CPW. Σε αντίθεση με τις προηγούμενες

διατάξεις που μελετήθηκαν στα προηγούμενα κεφάλαια, εδώ προτείνεται μια “υλοποίηση” της

μη γραμμικότητας όχι με διόδους, αλλά με την ενσωμάτωση στη διάταξη SRR-CPW ενός λε-

πτού μη γραμμικού υμενίου [120–122] . Η μη γραμμική διάταξη SRR-CPW προσομοιώνεται

από μια μη γραμμική CRLH γραμμής μεταφοράς, όπου η μη γραμμικότητα εμφανίζεται στους

πυκνωτές του παράλληλου κλάδου.

Όπως και στα προηγούμενα κεφάλαια, η ανάλυση ξεκινάει από τη μοναδιαία κυψελίδα

της CRLH γραμμής μεταφοράς, η μελέτη της οποίας οδηγεί σε μια διακριτή μη γραμμική εξί-

σωση εξέλιξης για την τάση στα άκρα της. Η ανάλυση προβλέπει την ύπαρξη και την εύρωστη

διάδοση διακριτών φωτεινών σολιτονίων στη LH περιοχή συχνοτήτων, και αναδεικνύει τη δυ-

νατότητα αύξησης του εύρους της περιοχής συχνοτήτων όπου σχηματίζονται τα σολιτόνια με τη

μεταβολή γεωμετρικών χαρακτηριστικών της διάταξης. Οι αναλυτικές προβλέψεις επιβεβαιώ-

νονται από τις αριθμητικές προσομοιώσεις, οι οποίες δείχνουν την ευρωστία των διακριτών

σολιτονίων.

52
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Σχήμα 4.1: Πάνω εικόνα: η διάταξη SRR-CPW. Το διηλεκτρικό υπόστρωμα σχετικής ηλεκτρι-
κής επιτρεπτότητας ϵr1 και εύρους h1 − h2 είναι γραμμικό, ενώ το υμένιο σχετικής ηλεκτρι-
κής επιτρεπτότητας ϵr2 και εύρους h2 είναι μη γραμμικό. Κάτω εικόνα: Απεικόνιση του κάτω
επιπέδου της διάταξης, όπου τοποθετούνται τα SRR. Απεικονίζονται οι διαστάσεις που παρου-
σιάζονται στις εξισώσεις του Παραρτήματος Δ.

4.1 Ανάλυση της διάταξης SRR-CPW

4.1.1 Η ισοδύναμη μη γραμμική CRLH γραμμή μεταφοράς

Η θεωρούμενη διάταξη SRR-CPW απεικονίζεται στην πάνω εικόνα του Σχ. 4.1. Η διάταξη

αυτή είναι ένα ρεαλιστικό σύστημα που έχει υλοποιηθεί στο εργαστήριο [70, 96]. Όπως ανα-

φέρθηκε στην εισαγωγή, εδώ προτείνεται η μη γραμμική εκδοχή της, που μπορεί να υλοποιηθεί

με την προσθήκη ενός μη γραμμικού λεπτού υμενίου σχετικής ηλεκτρικής επιτρεπτότητας ϵr2

και πλάτους h2 (βλ. Σχ. 4.1). Η συστοιχία των SRR (εξωτερικής ακτίνας R), που βρίσκονται

στο κατώτερο επίπεδο, είναι ευθυγραμμισμένη με τις σχισμές (εύρους G και απόστασης δια-

χωρισμούD), που βρίσκονται στο ανώτερο επίπεδο. Η σχεδίαση αυτή εξασφαλίζει την ύπαρξη

αριστερόστροφης περιοχής συχνοτήτων για τα ΗΜ κύματα, που μπορούν να διαδοθούν στη

διάταξη, όπως θα φανεί από την ανάλυση που ακολουθεί.

Το κύκλωμα της μοναδιαίας κυψελίδας του ισοδύναμου μοντέλου της μη γραμμικής γραμ-

μής μεταφοράς για τη θεωρούμενη διάταξη SRR-CPW απεικονίζεται στο Σχ. 4.2. Τα στοιχεία

LR και CR χαρακτηρίζουν την ισοδύναμη (ανά μονάδα μήκους) αυτεπαγωγή και χωρητικότητα

αντίστοιχα του ομοεπίπεδου κυματοδηγού, τα στοιχεία Ls και Cs είναι η ισοδύναμη αυτεπα-

γωγή και χωρητικότητα του SRR αντίστοιχα, ενώ το στοιχείο LL χαρακτηρίζει την αυτεπαγωγή

των αγώγιμων λωρίδων μεταξύ του κεντρικού αγωγού και των επιπέδων γείωσης. Όλα τα παρα-

πάνω ηλεκτρικά στοιχεία υπολογίζονται από τις φυσικές παραμέτρους της διάταξης SRR-CPW

(βλ. [123] και Παράρτημα Δ).
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Σχήμα 4.2: Το κύκλωμα της μοναδιαίας κυψελίδας του ισοδύναμου μοντέλου της μη γραμμικής
CRLH γραμμής μεταφοράς για τη διάταξη SRR-CPW του Σχ. 4.1.

Όπως αναφέρθηκε στα προηγούμενα, ο πυκνωτής CR είναι μη γραμμικός εξαιτίας της

προσθήκης του μη γραμμικού λεπτού υμενίου. Ωστόσο στη συνέχεια, για λόγους πληρότητας,

λαμβάνεται υπόψη η γενικότερη περίπτωση, όπου και οι πυκνωτές του σειριακού κλάδου πα-

ρουσιάζουν μη γραμμική συμπεριφορά, η οποία μπορεί να υλοποιηθεί με την εισαγωγή διόδων

στις σχισμές των SRR [34,45,124,125], όπως στα προηγούμενα κεφάλαια. Εφαρμόζοντας τους

νόμους τάσης και ρεύματος του Kirchhoff για το ισοδύναμο κύκλωμα του SRR (βλ. το συνδυα-

σμό Ls-Cs στο Σχ. 4.2), λαμβάνουμε τις ακόλουθες εξισώσεις:

Ls
di2
dt

= Vn−1 − Vn − LR
dJn
dt

, (4.1)

i1 = Cs
d

dt

(
Vn−1 − Vn − LR

dJn
dt

)
. (4.2)

Οι παραπάνω εξισώσεις μαζί με το νόμο του Kirchhoff για το ρεύμα i1 + i2 = Jn οδηγούν στο

ακόλουθο σύστημα για τις άγνωστες τάσεις Vn και Un:

LR
d2

dt2
[Cs(Un)Un − Cs(Un+1)Un+1]

+

(
1 +

LR

Ls

)
(Un − Un+1) + (Vn−1 − 2Vn + Vn+1) = 0, (4.3)

LR
d2

dt2
[C(Vn)Vn]− (Vn−1 − 2Vn + Vn+1) +

LR

L
Vn − (Un − Un+1) = 0, (4.4)

όπου C = 2CR και L = LL/2.

Σύμφωνα με τα προηγούμενα, η μη γραμμική χωρητικότητα C δημιουργείται από το μη

γραμμικό διηλεκτρικό, του οποίου η ηλεκτρική επιτρεπτότητα ελέγχεται με την κατάλληλη

τάση πόλωσης VB [120–122]. Από την άλλη πλευρά, η μη γραμμικότητα της Cs οφείλεται

στην παρουσία μιας διόδου πολωμένης σε σταθερή τάση UB. Για να απλοποιήσουμε περαι-

τέρω το σύστημα των Εξ. (4.3)-(4.4) υποθέτουμε ότι για επαρκώς μικρές τιμές, της τάξης των

mV, των τάσεων Vn και Un, οι μη γραμμικές χωρητικότητες C(Vn) και Cs(Un) μπορούν να
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προσεγγιστούν από το ανάπτυγμα Taylor, λαμβάνοντας υπόψη μόνο τους όρους χαμηλότερης

τάξης, ως:

C(VB + Vn) ≈ C0 + C
′

0Vn, (4.5)

Cs(UB + Un) ≈ Cs0 + C
′

s0Un, (4.6)

όπου οι παράμετροι C0 ≡ C(VB) και Cs0 ≡ Cs(UB) είναι οι σταθερές χωρητικότητες των

τάσεων πόλωσης VB και UB αντίστοιχα, ενώ οι παράμετροι C ′
0 ≡ (dC/dV ) |VB

, και C ′
s0 ≡

(dCs/dU) |UB
, έχουν σταθερές τιμές που εξαρτώνται από τη χαρακτηριστική μορφή των C(V )

και Cs(U) αντίστοιχα (βλ. παρακάτω). Αντικαθιστώντας τώρα τις Εξ. (4.5)-(4.6) στις Εξ. (4.3)-

(4.4), και χρησιμοποιώντας τις κανονικοποιήσεις t→ ωsht [όπουω2
sh = (LC0)

−1] και {Vn, Un} →

[C
′
0(2C0)

−1]{Vn, Un}, το σύστημα των Εξ. (4.3)-(4.4) παίρνει την ακόλουθη μορφή:

d2Vn
dt2

− β2(Vn+1 + Vn−1 − 2Vn) + Vn +
d2V 2

n

dt2
= β2(Un − Un+1), (4.7)

και

d2

dt2
(Un − Un+1) + γ2(Un − Un+1) + σ

d2

dt2
(U2

n − U2
n+1)

+(γ2 − µ2)(Vn+1 + Vn−1 − 2Vn) = 0, (4.8)

όπου οι αδιάστατες παράμετροι ορίζονται ως:

σ =
C0C

′
s0

C
′
0Cs0

, γ =
fse
fsh

, β =
fRH

fsh
, µ =

fs
fsh

. (4.9)

Στις παραπάνω εκφράσεις, οι fse και fsh δηλώνουν τις συχνότητες του σειριακού και παράλλη-

λου κλάδου, ενώ οι fs και fRH σχετίζονται με τα SRR και το δεξιόστροφο τμήμα του κυκλώ-

ματος της μοναδιαίας κυψελίδας, αντίστοιχα. Οι συχνότητες αυτές ορίζονται ως:

fse =
1

2π

√
1

LsCs

+
1

LRCs

, fsh =
1

2π
√
LC0

,

fs =
1

2π
√
LsCs

, fRH =
1

2π
√
LRC0

. (4.10)

Το σύστημα των Εξ. (4.7)-(4.8) είναι ένα μοντέλο δύο συζευγμένων μη γραμμικών εξισώ-

σεων για τις τάσεις Vn και Un, το οποίο περιγράφει τη δυναμική του συστήματος. Στη συνέχεια,
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θα εστιάσουμε στην περίπτωση όπου η χωρητικότητα C είναι μη γραμμική, ενώ η χωρητικό-

τητα Cs είναι γραμμική, δηλαδή η μη γραμμικότητα οφείλεται μόνο στην εισαγωγή του μη

γραμμικού διηλεκτρικού και όχι στην εισαγωγή διόδων. Σε αυτή την περίπτωση, η παράμετρος

σ (που χαρακτηρίζει τη μη γραμμικότητα των SRR) είναι μηδενική (σ = 0) και το σύστημα

των Εξ. (4.7)-(4.8) αποσυζεύγνυται, οδηγώντας στην ακόλουθη εξίσωση για τη συνάρτηση Vn:

d4Vn
dt4

+ (1 + γ2)
d2Vn
dt2

− β2 d
2

dt2
(Vn+1 + Vn−1 − 2Vn)

− µ2β2(Vn+1 + Vn−1 − 2Vn) + γ2Vn + γ2
d2V 2

n

dt2
+
d4V 2

n

dt4
= 0. (4.11)

Οι τιμές των παραμέτρων, που σχετίζονται με τον ομοεπίπεδο κυματοδηγό και τα SRR,

θεωρούνται ίδιες με εκείνες του πειράματος [96]). Συγκεκριμένα, ο κυματοδηγός έχει πλάτος

a = 23.7 mm, πάχος h1 = 1.27 mm, πλάτος κεντρικής ταινιογραμμής D = 7 mm, πλάτος

σχισμών G = 1.35 mm, ενώ το κύριο (γραμμικό) διηλεκτρικό υπόστρωμα (Rogers RO3010)

πλάτους h1−h2 = 1.268mm έχει σχετική ηλεκτρική επιτρεπτότητα ϵr1 = 10.2. Όσον αφορά τα

SRR, αυτά έχουν εσωτερική ακτίνα r = 2.4mm, απόσταση μεταξύ των δακτυλίων d = 0.2mm,

ενώ το πλάτος των δακτυλίων είναι w = 0.6 mm. Τέλος, υποθέτουμε ότι το λεπτό υμένιο

αποτελείται από το παραηλεκτρικό υλικό SBTO με σχετική ηλεκτρική επιτρεπτότητα ϵr2 =

300 [122], έχει δε εύρος h2 = 2 µm.

Χρησιμοποιώντας τις παραπάνω τιμές, υπολογίζονται (βλ. Παράρτημα Δ) οι τιμές των

χωρητικοτήτων και αυτεπαγωγών στο κύκλωμα της μοναδιαίας κυψελίδας: LR = 4.11 nH,

L = 0.9 nH, Ls = 1.33 nH, Cs = 4.9 pF, και C0 = 2.44 pF. Η τιμή της χωρητικότητας C0

λαμβάνεται επίσης αυτοσυνεπώς από την ακόλουθη ενεργή χωρητικότητα [122]:

C(V ) = Co

[
1 +

1

(b0 + b1VB) + b1V

]
, (4.12)

όπου Co = 1.5 pF, b0 = 0.49, b1 = 0.25 V−1, ενώ η VB = 2.19 V είναι η σταθερή (DC)

τάση πόλωσης. Σύμφωνα με την παραπάνω έκφραση, οι τιμές των σταθερών συντελεστών στην

Εξ. (4.5) δίνονται από C0 = Co[1+(b0+2b1VB)
−1] = 2.44 pF καιC ′

0 = Cob1(b0+2b1VB)
−2 =

0.147 pF/V.

Σύμφωνα με τα παραπάνω, οι συχνότητες στην Εξ. (4.10) βρίσκονται στη μικροκυματική

περιοχή και λαμβάνουν τις τιμές fse = 2.272 GHz, fsh = 3.395 GHz, fs = 1.975 GHz, και

fRH = 1.592 GHz. Ανάλογα, οι τιμές των κανονικοποιημένων παραμέτρων γ, µ και β, που
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εμφανίζονται στην Εξ. (4.11), παίρνουν τις τιμές:

γ = 0.66, µ = 0.58, β = 0.47. (4.13)

Στις αριθμητικές προσομοιώσεις, που θα παρουσιαστούν παρακάτω (βλ. Ενότητα 4.2.1),

θα χρησιμοποιηθούν αρχικά οι παραπάνω τους τιμές για τη διάδοση μικροκυματικών σολιτο-

νίων σε αυτή τη διάταξη, ενώ στη συνέχεια θα συζητηθούν πιθανές τροποποιήσεις τους. Για

την παραπάνω επιλογή των φυσικών παραμέτρων, η μονάδα χρόνου, που συνδέεται με την

Εξ. (4.11), είναι t0 = (2πfsh)
−1 ≈ 50 ps, ενώ η μονάδα τάσης είναι υ0 = 2C0/C

′
0 ≈ 33 V.

Αξίζει επίσης να σημειωθεί στο σημείο αυτό το εξής: το αρχικό πλάτος της τάσης του

παλμού, που χρησιμοποιείται στις προσομοιώσεις, είναι V0 = 0.5V. Για αυτή την τιμή (πα-

ρόμοιες, και ακόμη μικρότερες, τιμές έχουν επίσης χρησιμοποιηθεί σε σχετικές πειραματικές

εργασίες [87, 95, 102, 103, 126]), διαπιστώνεται ότι η τιμή της χωρητικότητας είναι C(V0) =

C(VB) +C
′
0V0 = (2.44+ 0.0735) pF = 2.51 pF, δηλαδή περίπου κατά 3% υψηλότερη από την

τιμήC0 = 2.44 pF. Αν είχε ληφθεί υπόψη και ο τετραγωνικός όρος στο ανάπτυγμα Taylor (δηλ.,
1
2
C

′′
0V

2
n με τιμή 0, 00575 pF), τότε η τιμή της χωρητικότητας C(V0) θα ήταν μόνο 0.2% υψηλό-

τερη από την τιμή 2, 51 pF, που αντιστοιχεί στη χαμηλότερη τάξη της προσέγγισης. Με βάση το

επιχείρημα αυτό και δεδομένου ότι η αρχική τιμή της τάσης V0 μπορεί επίσης να ελέγχεται και

από άλλες πρόσθετες παραμέτρους [βλ. παρακάτω τις παραμέτρους ϵ και η στην Εξ. (4.23)],

στην ανάλυση που ακολουθεί θα ληφθεί υπόψη μόνο η προσέγγιση πρώτης τάξης [σύμφωνα με

την Εξ.(4.5)].

4.1.2 H ημιδιακριτή προσέγγιση και η εξίσωση NLS

Όπως στα προηγούμενα κεφάλαια, χρησιμοποιείται η ημιδιακριτή προσέγγιση (βλ. [75,

100] και Παράρτημα Β) για να περιγράψει τα (οιονεί) διακριτά σολιτόνια. Αξίζει να επανα-

λάβουμε ότι η ημιδιακριτή προσέγγιση λαμβάνει υπόψη τη διακριτή φύση της διάταξης και

προβλέπει με μεγαλύτερη ακρίβεια, από ότι η συνεχής προσέγγιση, τις περιοχές ύπαρξης των

σολιτονίων (βλ. Κεφ. 2). Επιπλέον, οι αναλυτικές προβλέψεις για τη χωρική κατανομή της τά-

σης και τα χαρακτηριστικά των σολιτονίων (όπως το κέντρο μάζας και το εύρος), βρίσκονται σε

καλή συμφωνία με τις αριθμητικές προσομοιώσεις που λαμβάνονται στο πλαίσιο της Eξ. (4.11)

(βλ. Ενότητα 4.2.1 παρακάτω).
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Αναζητούμε λύσεις της Εξ. (4.11) της μορφής:

Vn =
∑
ℓ=1

ϵℓVℓ(X,T )e
iℓθn + c.c., (4.14)

όπου Vℓ (ℓ = 1, 2, · · · ) είναι οι άγνωστες (συνεχείς) συναρτήσεις περιβάλλουσας που εξαρτώ-

νται από τις αργές κλίμακεςX = ϵ(n−vgt) (όπου vg είναι η ταχύτητα ομάδας) και T = ϵ2t, ενώ

ο όρος exp(iθn), με θn = ωt−kn, περιγράφει το φέρον (διακριτό) σήμα με κυκλική συχνότητα

ω και κυματαριθμό k. Τέλος, 0 < ϵ≪ 1 είναι μια τυπική μικρή παράμετρος, η οποία καθορίζει

το πλάτος του σολιτονίου και τις αργές κλίμακες της περιβάλλουσας. Σημειώνεται ότι τα απο-

τελέσματα, που λαμβάνονται στο πλαίσιο της ημιδιακριτής προσέγγισης (βλ. Παράρτημα Β),

ανάγονται στο συνεχές όριο για k → 0.

Αντικαθιστώντας την Εξ. (4.14) στην Εξ. (4.11), στην τάξη O(ϵ) (γραμμικό όριο), λαμβά-

νεται η σχέση διασποράς:

ω4 − (1 + γ2 + 4β2 sin2
k

2
)ω2 + 4β2µ2 sin2

k

2
+ γ2 = 0. (4.15)

Στο Σχ. 4.3 απεικονίζεται η σχέση διασποράς, δηλ. η συχνότητα f ≡ ω/2πfsh (σε GHz) ως

συνάρτηση του κυματαριθμού k (σε rad/cell). Υπάρχουν δύο διαφορετικές ζώνες συχνοτήτων,
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Σχήμα 4.3: Σχέση διασποράς: η συχνότητα f (σε GHz) ως συνάρτηση του κυματαριθμού k (σε
rad/cell). Οι συνεχείς (μπλε) γραμμές και οι εστιγμένες (κόκκινες) γραμμές αντιστοιχούν στην
ημιδιακριτή και τη συνεχή προσέγγιση.Όπως φαίνεται στο σχήμα, υπάρχει μια ζώνη RH στις
υψηλές συχνότητες, 3.395 GHz< f < 4.734 GHz, και μια ζώνη LH στις χαμηλές συχνότητες,
2.102 GHz < f < 2.272 GHz. Η ένθετη εικόνα δείχνει μια μεγέθυνση της σχέσης διασποράς
στην LH περιοχή συχνοτήτων.

όπου η διάδοση ΗΜ κυμάτων είναι δυνατή:

• μια ζώνη υψηλών συχνοτήτων [high frequency (HF)] με 3.395 GHz < f < 4.734 GHz,
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• μια ζώνη χαμηλών συχνοτήτων [low frequency (LF)] με 2.102 GHz < f < 2.272 GHz.

Σημειώνεται ότι η χαμηλότερη (υψηλότερη) συχνότητα αποκοπής της HF (LF) περιοχής συ-

χνοτήτων είναι ίση με fsh (fse) [βλ. Εξ. (4.10)].

Στην HF (LF) περιοχή συχνοτήτων το γινόμενο του κυματαριθμού k και της ταχύτητας

ομάδας vg ≡ ∂ω/∂k είναι θετικό (αρνητικό) και συνεπώς η ενέργεια και τα μέτωπα του κύματος

οδεύουν στις ίδιες (αντίθετες) κατευθύνσεις. Έτσι, στην LF περιοχή συχνοτήτων – η οποία

είναι μια αριστερόστροφη (LΗ) περιοχή – η διάταξη SRR-CPW συμπεριφέρεται ως μια LH

γραμμή μεταφοράς. Στην ένθετη εικόνα του Σχ. 4.3 φαίνεται η σχέση διασποράς για αυτή τη LH

περιοχή συχνοτήτων. Στο συνεχές όριο η LH περιοχή συχνοτήτων διευρύνεται και εκτείνεται

στο διάστημα 1.976 GHz < f < 2.272 GHz. Αντίστοιχα συμπεράσματα εξάγονται και για τη

RH περιοχή συχνοτήτων (f > 3.395 GHz).

Στην επόμενη τάξη [O(ϵ2)], λαμβάνουμε την ταχύτητα ομάδας:

vg =
∂ω

∂k
=

β2 sin k(ω2 − µ2)

2ω3 − (1 + γ2 + 4β2 sin2 k
2
)ω
. (4.16)

Τέλος, στην τάξη O(ϵ3), λαμβάνουμε την ακόλουθη εξίσωση NLS:

i∂TV1 + P∂2XV1 +Q|V1|2V1 = 0, (4.17)

όπου οι συντελεστές διασποράς (P ) και μη γραμμικότητας (Q) δίνονται, αντίστοιχα, ως:

P =
(1 + γ2 + 4β2 sin2 k

2
− 6ω2)v2g

−4ω3 + 2(1 + γ2 + 4β2 sin2 k
2
)ω

+
4β2vgω sin k + β2(ω2 − µ2) cos k
−4ω3 + 2(1 + γ2 + 4β2 sin2 k

2
)ω
, (4.18)

και

Q =
4ω4(γ2 − ω2)(4ω2 − γ2)

[−2ω3 + (1 + γ2 + 4β2 sin2 k
2
)ω]G

, (4.19)

ενώ η συνάρτηση G = G(ω, k) ορίζεται ως:

G = 16ω4 − 4(1 + γ2)ω2 + γ2 − 4β2(4ω2 − µ2) sin2 k. (4.20)
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4.1.3 Το διακριτό σολιτόνιο

Η εξίσωση NLS δέχεται λύσεις σολιτονίου, ο τύπος του οποίου καθορίζεται από τα πρό-

σημα των συντελεστών διασποράς και μη γραμμικότητας (βλ. Εισαγωγή). Στο Σχ. 4.4 απεικο-

νίζονται οι συντελεστές P και Q ως συνάρτηση της συχνότητας, στη LH περιοχή συχνοτήτων.

Το Σχ. 4.4 δείχνει τους συντελεστές P και Q στην ημιδιακριτή και στη συνεχή προσέγγιση, με

τις συνεχείς (μπλε) και τις εστιγμένες (κόκκινες) γραμμές, αντίστοιχα.
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Σχήμα 4.4: Ο συντελεστής της διασποράς P (αριστερή εικόνα) και της μη γραμμικότητας Q
(δεξιά εικόνα) σε συνάρτηση με τη συχνότητας f (σε GHz) στην LH περιοχή συχνοτήτων.
Οι συνεχείς (μπλε) και οι εστιγμένες (κόκκινες) γραμμές αντιστοιχούν στην ημιδιακριτή και τη
συνεχή προσέγγιση, αντίστοιχα. Στην ημιδιακριτή προσέγγιση υπάρχουν τρεις χαρακτηριστικές
συχνότητες: μια συχνότητα όπου ο συντελεστής διασποράς P μηδενίζεται και δύο συχνότητες
που αντιστοιχούν στους πόλους του συντελεστή μη γραμμικότητας Q. Αντίθετα, στη συνεχή
προσέγγιση ο συντελεστής Q έχει έναν μοναδικό πόλο.

Στην ημιδιακριτή προσέγγιση, παρατηρείται ότι ο συντελεστής διασποράς (βλ. αριστερή

εικόνα του Σχ. 4.4) είναι P < 0 (P > 0) για f < 2.217 GHz (f > 2.217 GHz) στη LH

περιοχή συχνοτήτων. Από την άλλη πλευρά, ο μη γραμμικός συντελεστής Q (βλ. δεξιά εικόνα

του Σχ. 4.4), ο οποίος έχει δύο πόλους (για f = 2.116 GHz και f = 2.199 GHz) στη LH

περιοχή συχνοτήτων, είναι Q > 0 για f ∈ [2.102, 2.116) ∪ (2.217, 2.272] και Q < 0 για

f ∈ (2.116, 2.199) (σε GHz). Έτσι, το γινόμενο PQ παίρνει τα ακόλουθα πρόσημα:

• PQ > 0 για f ∈ (2.116, 2.199) ∪ (2.217, 2.272], (σε GHz),

• PQ < 0 για f ∈ [2.102, 2.116) ∪ (2.199, 2.217), (σε GHz).

Τα παραπάνω αποτελέσματα συνοψίζονται και απεικονίζονται στο Σχ. 4.5.

Όσον αφορά τη συνεχή προσέγγιση σημειώνεται ότι ο μη γραμμικός συντελεστής Q έχει

μόνο έναν πόλο (για f = 2.21 GHz). Ως εκ τούτου, η συνεχής προσέγγιση υπολογίζει μια

ευρύτερη περιοχή συχνοτήτων, όπου μπορούν να σχηματιστούν φωτεινά σολιτόνια. Όπως φαί-

νεται στο Σχ. 4.4 (βλ. επίσης Παράρτημα Β), τα φωτεινά σολιτόνια σχηματίζονται στις περιοχές

συχνοτήτων f ∈ [1.976, 2.203) ∪ (2.21, 2.272] (σε GHz).
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Σχήμα 4.5: Τα πρόσημα του γινομένου των συντελεστών διασποράς P και μη γραμμικότητας
Q για τις διάφορες υποπεριοχές της LH περιοχής συχνοτήτων. Η συνεχής (μπλε) καμπύλη αντι-
στοιχεί στην σχέση διασποράς (βλ. ένθετη εικόνα στο Σχ. 4.3), οι εστιγμένες (μαύρες) γραμμές
σε f = 2.116 GHz και f = 2.199 GHz δείχνουν τη θέση των πόλων του συντελεστή Q (βλ.
κάτω εικόνα του Σχ. 4.4), ενώ αυτή σε f = 2.217GHz δείχνει το σημείο μηδενισμού του συντε-
λεστή P (βλ. πάνω εικόνα του Σχ. 4.4). Σημειώνεται ότι για PQ > 0 (PQ < 0) σχηματίζονται
φωτεινά (σκοτεινά) σολιτόνια.

Σε κάθε περίπτωση, η παραπάνω διερεύνηση προβλέπει ότι στη διάταξη SRR-CPW είναι

ευκολότερο να παρατηρηθούν τα φωτεινά σολιτόνια. Αυτό συμβαίνει γιατί, σε αντίθεση με τα

σκοτεινά σολιτόνια, τα φωτεινά σολιτόνια σχηματίζονται σε μια ευρεία υποπεριοχή συχνοτή-

των στο εσωτερικό της LH ζώνης συχνοτήτων. Επίσης, τα φωτεινά σολιτόνια σχηματίζονται

για φέρουσες συχνότητες αρκετά μακριά από τις συχνότητες στις οποίες είτε ο συντελεστής

διασποράς P μηδενίζεται ή ο συντελεστής γραμμικότητας Q εμφανίζει συντονισμούς (βλέπε

Σχ. 4.4).

Έτσι, παρακάτω θα εστιάσουμε στη λύση φωτεινού σολιτονίου της Εξ. (4.17), που εκφρά-

ζεται στην ακόλουθη μορφή [76]:

V1(X,T ) = ηsech[η(X −X0(t))] exp[i(KX − ΩT )], (4.21)

όπου η είναι το πλάτος (και αντίστροφο εύρος) του σολιτονίου,X0(t) ≡ X0(0)+V T είναι το κέ-

ντρο του,X0(0) είναι η αρχική θέση του,V η ταχύτητα του, ενώK = V καιΩ = (1/2)(K2−η2)

αντιστοιχούν στον κυματαριθμό και στη συχνότητα του σολιτονίου, αντίστοιχα. Χρησιμοποιώ-

ντας την παραπάνω λύση, εκφράζουμε την τάση Vn(t) στην Εξ. (4.11) στις αρχικές συντεταγ-

μένες n και t ως εξής:

Vn(t) ≈ V0sech[ϵη(n− c0t− n0)] cos(K0n− Ω0t), (4.22)
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όπου n0 είναι η αρχική θέση του σολιτονίου, ενώ το πλάτος V0, η ταχύτητα c0, ο κυματαριθμός

K0 και η συχνότητα Ω0 του σολιτονίου, αντίστοιχα, είναι:

V0 = 2ϵη
√

2|PQ−1|, (4.23)

c0 = vg + 2ϵKP, (4.24)

K0 = k + ϵK, (4.25)

Ω0 = ω + ϵ(Kvg + 2ϵΩP ). (4.26)

4.2 Αριθμητικά αποτελέσματα

4.2.1 Φωτεινά σολιτόνια στη διάταξη SRR-CPW

Στην ενότητα αυτή μελετάται αριθμητικά η εξέλιξη των οιονεί διακριτών φωτεινών σολι-

τονίων, που παρουσιάστηκαν στην προηγούμενη ενότητα, στο πλαίσιο του διακριτού μοντέλου

της Εξ. (4.11).

Αρχικά, για τη μελέτη της Εξ. (4.11), λαμβάνονται οι τιμές των παραμέτρων σύμφωνα με

την Εξ. (4.13) και στη συνέχεια διερευνάται πως οι σχετικές αλλαγές των φυσικών παραμέτρων

της διάταξης SRR-CPWεπηρεάζουν τις περιοχές ύπαρξης των σολιτονίων. Για τις παραμέτρους

του σολιτονίου θα θεωρηθούν οι τιμές η = 1 και ε = 0.02, που αντιστοιχούν σε αρχική τιμή

της τάσης ίση με V0 = 0.5 V. Επιπλέον, η αρχική θέση του σολιτονίου τίθεται X0(0) = 1/2, η

συχνότητα f μεταβάλλεται στο διάστημα f ∈ [2.11, 2.18]∪ [2.21, 2.25] (σε GHz), ενώ ο κυμα-

ταριθμός του σολιτονίουK στο διάστημαK ∈ [0, π] (υπενθυμίζεται ότι ο κυματαριθμός θέτει

την αρχική ορμή του σολιτονίου). Οι παραπάνω (φέρουσες) συχνότητες f βρίσκονται στην LH

περιοχή, όπου P < 0 και Q < 0. Τέλος, για τις αριθμητικές προσομοιώσεις χρησιμοποιούνται

ένας δακτύλιος με N = 1001 κυψελίδες και περιοδικές συνοριακές συνθήκες.

Προκειμένου να συγκριθούν οι αναλυτικές προσεγγίσεις με τα αποτελέσματα των αριθμη-

τικών προσομοιώσεων, γίνεται χρήση δύο διαγνωστικών εργαλείων, όπως και στο προηγούμενο

κεφάλαιο. Το πρώτο είναι η εξέλιξη του κέντρου μάζας, που ορίζεται ως:

X(t) =

∑
n nV

2
n∑

n V
2
n

, (4.27)

και το δεύτερο είναι το εύρος, που ορίζεται ως:

W (t) =

√∑
n n

2V 2
n∑

n V
2
n

−X2(t). (4.28)
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Αντικαθιστώντας την Εξ. (4.22) στις Εξ. (4.27) και (4.28) λαμβάνουμε (για επαρκώς μικρό

ϵ) τις ακόλουθες εκφράσεις για τα X(t) καιW (t):

X(t) = X0(0) + c0t =
1

2
+ c0t, (4.29)

W (t) =
π

2
√
3ϵη

. (4.30)

Παρακάτω παρουσιάζονται τα αποτελέσματα αριθμητικών προσομοιώσεων (βλ. Σχ. 4.6-

4.9), που δείχνουν τη χωροχρονική εξέλιξη της τάσης Vn, τη χωρική κατανομή των τάσεων Vn

την χρονική στιγμή t = 2000, καθώς και την χρονική εξέλιξη του κέντρου μάζας X(t) και του

εύρουςW (t).

Σε γενικές γραμμές, όπως θα δείξουμε παρακάτω με περισσότερες λεπτομέρειες, η αριθ-

μητική ολοκλήρωση της Εξ. (4.11), με χρήση αρχικών συνθηκών από την αναλυτική έκφραση

της Εξ. (4.22) (για t = 0), δείχνει την ύπαρξη των φωτεινών σολιτονίων στις προβλεπόμενες πε-

ριοχές συχνοτήτων της LH ζώνης συχνοτήτων. Επιπλέον, η μορφή των σολιτονίων, καθώς και

η χρονική εξέλιξη του κέντρου και του εύρους τους προσεγγίζονται καλά από τις παραπάνω

αναλυτικές εκφράσεις, ειδικά σε περιπτώσεις όπου η φέρουσα συχνότητα επιλέγεται αρκετά

διαφορετική από εκείνες τις συχνότητες, για τις οποίες ο συντελεστής διασποράς P μηδενίζε-

ται ή ο συντελεστής μη γραμμικότητας Q εμφανίζει συντονισμό.

Όσον αφορά τον χρόνο εξέλιξης των προσομοιώσεων, σημειώνονται τα ακόλουθα: οι πε-

ρισσότερες προσομοιώσεις εκτελούνται για σχετικά μεγάλους κανονικοποιημένους χρόνους,

μέχρι t ∼ 103 (σε ορισμένες περιπτώσεις). Ωστόσο, ο φυσικός χρόνος (που καθορίζεται από τη

συχνότητα fsh = 3.39GHz) είναι πολύ μικρός, δηλαδή η μονάδα χρόνου είναι t0 = (2πfsh)
−1 ≈

50 ps (βλ. ενότητα 4.1.1). Στην πραγματικότητα, δεδομένου ότι όλες οι συχνότητες του συστή-

ματος βρίσκονται στη μικροκυματική περιοχή [βλέπε Εξ. (4.10)], όλοι οι χρόνοι είναι μικρό-

τεροι από 1 ns, με αποτέλεσμα οι προσομοιώσεις να είναι εξαιρετικά χρονοβόρες, Παρ’ όλα

αυτά, τα αποτελέσματα για κανονικοποιημένους χρόνους μέχρι t = 107 (που αντιστοιχούν σε

φυσικό χρόνο της τάξης του 1 ms), δείχνουν καλή συμφωνία με τις αναλυτικές προβλέψεις (βλ.

παρακάτω). Επιπλέον, τα αποτελέσματα αυτών των προσομοιώσεων μπορούν επίσης να χρησι-

μοποιηθούν ως ένδειξη της ευρωστίας των σολιτονίων και της δυνατότητας παρατήρησής τους

σε πειράματα.

Στο Σχ. 4.6, απεικονίζεται ένα φωτεινό σολιτόνιο με φέρουσα συχνότητα f = 2.15 GHz

και μηδενική αρχική ορμή,K = 0. Σε αυτήν την περίπτωση, είναι προφανές ότι η συμφωνία με-

ταξύ των αναλυτικών και αριθμητικών αποτελεσμάτων για την Vn, την εξέλιξη του κέντρου μά-

ζας και του εύρους, είναι πολύ καλή. Σε παρόμοια συμπεράσματα οδηγούμαστε παρατηρώντας
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Σχήμα 4.6: Πάνω αριστερά εικόνα: χωροχρονική εξέλιξη της τάσης Vn που λαμβάνεται αριθ-
μητικά. Πάνω δεξιά εικόνα: σύγκριση των αναλυτικών και αριθμητικών κατανομών της τάσης
Vn την χρονική στιγμή t = 2000. Οι κάτω εικόνες δείχνουν την χρονική εξέλιξη του κέντρου
μάζας (αριστερά) και του εύρους (δεξιά). Και στις δύο περιπτώσεις, η συνεχής γραμμή αντι-
στοιχεί στις αριθμητικές προσομοιώσεις και η εστιγμένη καμπύλη αντιστοιχεί στην αναλυτική
πρόβλεψη. Οι παράμετροι που χρησιμοποιούνται είναι f = 2.15 GHz καιK = 0.

το Σχ. 4.7, το οποίο απεικονίζει ένα φωτεινό σολιτόνιο με την ίδια συχνότητα (f = 2.15 GHz),

αλλά με μη μηδενική ορμή σολιτονίου,K = π. Από την άλλη πλευρά, το σολιτόνιο του Σχ. 4.8

αντιστοιχεί σε f = 2.11GHz (γιαK = 0), η οποία είναι κοντά στη συχνότητα συντονισμού του

συντελεστή μη γραμμικότητας Q. Στην τελευταία περίπτωση, είναι σαφές ότι αν και υπάρχουν

διακριτά φωτεινά σολιτόνια, δεν υπάρχει συμφωνία μεταξύ των αναλυτικών και των αριθμη-

τικών αποτελεσμάτων (ιδίως όσον αφορά την εκτίμηση της παραμέτρου του εύρους του σολι-

τονίου, όπως εμφανίζεται στην κάτω δεξιά εικόνα του Σχ. 4.8). Αυτό μπορεί να αποδοθεί στο

γεγονός ότι η φέρουσα συχνότητα είναι κοντά στη συχνότητα συντονισμού του συντελεστή Q.

Παρόμοια αποτελέσματα έχουν ληφθεί για την πάνω (δεύτερη) επιτρεπόμενη περιοχή της LH

ζώνης συχνοτήτων [f ∈ (2.217, 2.272] (σε GHz)].

Τέλος, χρησιμοποιώντας τιμές για τις παραμέτρους που αντιστοιχούν στην περίπτωση που

απεικονίζεται στο Σχ. 4.6 (δηλαδή για f = 2.15 GHz και K = 0), πραγματοποίθηκε μια πολύ

μεγάλη προσομοίωση, μέχρι t = 107 (κανονικοποιημένος χρόνος). Όσον αφορά το εύρος W

(κάτω δεξιά εικόνα του σχήματος) είναι σαφές ότι - παρά τις διακυμάνσεις του - ο αρχικός

παλμός δεν έχει υποστεί διασπορά, το οποίο δείχνει την ευρωστία του σολιτονίου. Επιπλέον,
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Σχήμα 4.7: Παρόμοιο με το Σχ. 4.6, αλλά για f = 2.15 GHz καιK = π.

οι πάνω εικόνες του Σχ. 4.9, και ιδιαίτερα τα στιγμιότυπα του παλμού για t = 107, δείχνουν

σαφώς ότι το σολιτόνιο παραμένει ευσταθές ως το τέλος αυτής της μεγάλης προσομοίωσης.

Τα προηγούμενα αποτελέσματα δείχνουν ότι τα φωτεινά σολιτόνια μπορούν να σχηματι-

στούν σε μη γραμμικές διατάξεις SRR-CPW και μπορούν να διαδοθούν για αρκετά μεγάλους

χρόνους ώστε να παρατηρηθούν πειραματικά.

4.2.2 Τροποποιήσεις της διάταξης SRR-CPW

Στην προηγούμενη ενότητα μελετήθηκαν τα φωτεινά σολιτόνια της Εξ. (4.11), που σχημα-

τίζονται σε μια διάταξη SRR-CPW για τιμές των παραμέτρων γ, µ και β, όπως αυτές ορίζονται

στην Εξ. (4.13). Στην ενότητα αυτή εξετάζονται διάφορες περιπτώσεις, που προκύπτουν αν τρο-

ποποιηθεί είτε η δομή του CPW ή η γεωμετρία των SRR. Όπως είναι σαφές από το Σχ. 4.1 (βλ.

επίσης την Ενότητα 4.1.1 και το Παράρτημα Δ), υπάρχει ένας σημαντικός βαθμός ευελιξίας

όσον αφορά την επιλογή των τιμών των φυσικών παραμέτρων, που εμπλέκονται στον προσδιο-

ρισμό των παραμέτρων γ, µ και β. Πράγματι, μπορούν να τροποποιηθούν τα εύρη h1, h2 των

διηλεκτρικών, οι τιμές των σχετικών διηλεκτρικών σταθερών ϵr1, ϵr2 αυτών, ή τα γεωμετρικά

χαρακτηριστικά της δομής του CPW ή των SRR.
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Σχήμα 4.8: Παρόμοιο με το Σχ. 4.6, αλλά για f = 2.11 GHz καιK = 0.

Παρ’ όλα αυτά, επειδή η διάταξη SRR-CPW που μελετάται έχει ήδη υλοποιηθεί και βελ-

τιστοποιηθεί στο πείραμα [70, 96], πρέπει κανείς να εξετάσει αλλαγές οι οποίες δεν μεταβάλ-

λουν τα βασικά χαρακτηριστικά της και βρίσκονται όσο το δυνατόν πιο κοντά στην πειραματική

υλοποίηση. Έτσι, επιλέγεται η διατήρηση των χαρακτηριστικών του κύριου “διηλεκτρικού υπο-

στρώματος” (που χαρακτηρίζεται από τις παραμέτρους h1 και ϵr1), καθώς και το εγκάρσιο εύρος

a της δομής CPW. Επιπλέον, διατηρούνται τα χαρακτηριστικά του μη γραμμικού διηλεκτρικού

(με παραμέτρους h2 και ϵr2), δεδομένου ότι δεν επηρεάζουν σημαντικά τη γραμμική απόκριση

του συστήματος.

Από την άλλη πλευρά, μελετώνται αλλαγές στο εύροςG των σχισμών για τη δομήCPWκαι

αλλαγές των γεωμετρικών χαρακτηριστικών των SRR, δηλαδή της ακτίνα τους r (για σταθερό

εύροςw και απόσταση d). Όπως θα δειχθεί παρακάτω, αυτές οι αλλαγές μπορούν να βελτιώσουν

τη μη γραμμική διάταξη SRR-CPW, υπό την έννοια ότι οδηγούν σε αύξηση του εύρους της LH

ζώνης συχνοτήτων και της ζώνης συχνοτήτων όπου σχηματίζονται τα φωτεινά σολιτόνια (δηλ.

στη ζώνη όπου το γινόμενο των συντελεστών της διασποράς και της μη γραμμικότητας στην

εξίσωση NLS είναι PQ > 0).

Μια ανάλυση με βάση την παραπάνω συζήτηση οδήγησε στα ακόλουθα αποτελέσματα.

Αρχικά, για μια σταθερή τιμή της απόστασης μεταξύ των σχισμών,D = 7 mm, μεταβάλλουμε

την τιμή του πλάτους της σχισμήςG στο διάστημα 0.7mm-1.5mm (αρχική τιμήG = 1.35mm).
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Σχήμα 4.9: Το σολιτόνιο του Σχ. 4.6 έχει εξελιχθεί έως τον χρόνο t = 2× 105. Όλες οι εικόνες
είναι όμοιες με αυτές του Σχ.4.6 εκτός από αυτή που βρίσκεται επάνω δεξιά. Σε αυτή την εικόνα,
τα στιγμιότυπα του σολιτονίου τις χρονικές στιγμές t = 5 × 106 και t = 107 συγκρίνονται με
την αρχική συνθήκη.

Οι αλλαγές αυτές οδηγούν σε διαφορετικές τιμές του κj (j = 0, 1, 2) στην Εξ. (Δ.4) και ως εκ

τούτου σε διαφορετικές τιμές των ενεργών τιμών του κυκλώματος CR, CL, LL, Cs και Ls,

οι οποίες με τη σειρά τους παρέχουν διαφορετικές τιμές για τις παραμέτρους γ, µ και β [βλ.

Εξ. (4.10)]. Καθώς το G μειώνεται (αυξάνεται) στο προαναφερθέν διάστημα, οι παράμετροι

γ και µ επίσης μειώνονται (αυξάνονται), ενώ η παράμετρος β αυξάνεται (μειώνεται). Αυτές οι

μεταβολές οδηγούν σε μείωση (αύξηση) του εύρους της LH περιοχής συχνοτήτων, αλλά επίσης

οδηγούν σε αύξηση (μείωση) της ζώνης συχνοτήτων όπου μπορούν να σχηματιστούν φωτεινά

σολιτόνια.

Ως παράδειγμα, για G = 1 mm, στην πάνω εικόνα του Σχ. 4.10 απεικονίζεται η LH ζώνη

συχνοτήτων, καθώς και οι περιοχές που υποστηρίζουν σχηματισμό φωτεινών σολιτονίων. Οι

χαρακτηριστικές παράμετροι της διάταξης λαμβάνουν τώρα τις τιμές:

γ = 0.61, µ = 0.54, β = 0.48. (4.31)

Όπως φαίνεται στο σχήμα αυτό, η LH ζώνη συχνοτήτων εκτείνεται από 2.095GHz έως 2.245GHz

(δηλαδή μειώνεται περίπου κατά 11%), ενώ η περιοχή συχνοτήτων, όπου σχηματίζονται τα φω-

τεινά σολιτόνια, εκτείνεται από 2.103 GHz έως 2.201 GHz (δηλαδή αυξάνεται περίπου κατά
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Σχήμα 4.10: Πάνω εικόνα: Όπως το Σχ. 4.5, αλλά για εύρος σχισμής G = 1 mm. Μεσαία
και κάτω εικόνα: Όπως στο Σχ. 4.4 (για G = 1 mm). Σε αυτή την περίπτωση οι τιμές των
παραμέτρων γ, µ και β δίνονται από την Εξ. (4.31).

15%). Οι μορφές των συντελεστών P καιQ, που εμφανίζονται στη μεσαία και κάτω εικόνα του

Σχ. 4.10, είναι παρόμοιες με αυτές του Σχ. 4.4. Εν τούτοις, μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι η

παράμετρος Q είναι περίπου σταθερή στη ζώνη συχνοτήτων με PQ > 0.

Οι αριθμητικές προσομοιώσεις που φαίνονται στο Σχ. 4.11, για τη διάδοση του φωτεινού

σολιτονίου στη συχνότητα f = 2.15 GHz, οδηγούν σε ποιοτικά αποτελέσματα παρόμοια με

αυτά που παρουσιάστηκαν προηγουμένως (βλ. Σχ. 4.6 και 4.9). Ειδικότερα, για μια ακόμη φορά,

το σολιτόνιο είναι αρκετά εύρωστο για μεγάλους χρόνους (βλ. τα στιγμιότυπα που αντιστοιχούν

σε t = 5× 106 και t = 107 στην πάνω δεξιά εικόνα του Σχ. 4.11), ενώ το εύροςW (κάτω δεξιά

εικόνα του Σχ. 4.11) έχει μία σχεδόν σταθερή μέση τιμή (κοντά στην τιμή που αντιστοιχεί στην

αναλυτική εκτίμηση) και υποδεικνύει ότι ο αρχικός παλμός δεν θα διευρυνθεί.

Στη συνέχεια, διατηρώντας σταθερές τις τιμές των παραμέτρων της δομής CPWόπως στην
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Σχήμα 4.11: Παρόμοιο με το Σχ. 4.9, αλλά για τιμές παραμέτρων που δίνονται από την
Εξ. (4.31). Το σολιτόνιο έχει εξελιχθεί μέχρι t = 2 × 104 (πάνω αριστερά εικόνα), αλλά δια-
τηρείται για πολύ περισσότερο χρόνο, δηλαδή έως t = 107 (βλ. στιγμιότυπα στην πάνω δεξιά
εικόνα). Το εύροςW (κάτω δεξιά εικόνα) διαθέτει μια σχεδόν σταθερή τιμή, η οποία δείχνει τη
σολιτονική φύση του αρχικού παλμού.

Ενότητα 4.1.1, μελετούμε τροποποιήσεις στη γεωμετρία των SRR, δηλαδή μεταβάλλουμε την

ακτίνα r για σταθερό εύρος w = 0.6 mm και για σταθερή απόσταση d = 0.2 mm. Σε αυτή την

περίπτωση, η αύξηση (μείωση) της ακτίνας r (στο διάστημα 1.8 mm έως 2.6 mm) οδηγεί σε

μια μείωση (αύξηση) των τιμών των παραμέτρων γ και µ, ενώ η παράμετρος β έχει περίπου

σταθερή τιμή ίση με 0.48. Κατά συνέπεια, διαπιστώνεται ότι το εύρος της ζώνης συχνοτήτων

LH αυξάνεται (μειώνεται), ενώ αυξάνεται (μειώνεται) και η περιοχή σχηματισμού των φωτει-

νών σολιτονίων. Ως παράδειγμα, για r = 2.6 mm, η LH περιοχή συχνοτήτων εκτείνεται από

2.106 GHz μέχρι και 2.343 GHz, δηλαδή, έχει αυξηθεί περίπου κατά 39%. Η περιοχή συχνο-

τήτων, όπου φωτεινά σολιτόνια μπορούν να σχηματιστούν, αυξάνεται επίσης κατά 29%, ενώ

η μεταβολή του συντελεστή Q από τη συχνότητα είναι παρόμοια με εκείνη που φαίνεται στην

κάτω εικόνα του Σχ. 4.10. Στην περίπτωση αυτή, οι παράμετροι γ, µ και β παίρνουν τις ακό-

λουθες τιμές:

γ = 0.69, µ = 0.57, β = 0.48. (4.32)

Οι αριθμητικές προσομοιώσεις για τη διάδοση του φωτεινού σολιτονίου σε αυτή την περιοχή

(λ.χ., έχουν πραγματοποιηθεί προσομοιώσεις για μεγάλους χρόνους σε συχνότητα f = 2.15GHz)

οδηγούν σε αποτελέσματα ποιοτικά παρόμοια με εκείνα των προηγουμένων περιπτώσεων (βλ.
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Σχ. 4.6, 4.9 και 4.11).

Συμπερασματικά, η ανάλυση αυτού του κεφαλαίου προβλέπει ότι η διάταξη SRR-CPW

υποστηρίζει φωτεινά σολιτόνια σε ένα σχετικά ευρύ φάσμα συχνοτήτων εντός της LH περιοχής

συχνοτήτων, η δε περιοχή συχνοτήτων, όπου τα σολιτόνια μπορούν να σχηματιστούν, μπορεί να

ελεγχθεί (αυξηθεί) με κατάλληλο σχεδιασμό της δομής CPW-SRR. Οι αναλυτικές προβλέψεις

επιβεβαιώνονται από τις αριθμητικές προσομοιώσεις, οι οποίες καταδεικνύουν (εκτός από τις

βασικές ιδιότητες) την ευρωστία των προβλεπόμενων φωτεινών σολιτονίων.



Κεφάλαιο 5

Οδεύοντα κύματα σε μη γραμμικές

συστοιχίες SRR

Στο κεφάλαιο αυτό θα μελετηθεί η διάδοση οδευόντων κυμάτων σε μια μονοδιάστατη

συστοιχία συζευγμένων μη γραμμικών SRR, η οποία εμφανίζει απώλειες και διεγείρεται εξω-

τερικά. Τέτοιες διατάξεις, που αναφέρονται ως “μη γραμμικά μαγνητικά μεταϋλικά”, έχουν

υλοποιηθεί στο εργαστήριο [41, 97], εισάγοντας διόδους στην σχισμή των SRR. Σημειώνεται

ότι σε μη γραμμικά μαγνητικά μεταϋλικά έχει προβλεφθεί ο σχηματισμός διαφόρων μη γραμ-

μικών κυμάτων, όπως διακριτών πνοών [90], σολιτονίων περιβάλλουσας [88], και σολιτονίων

χάσματος (gap solitons) [127].

Η διάταξη που θα μελετηθεί σε αυτό το κεφάλαιο παρέχει τη δυνατότητα να μελετηθεί

– για πρώτη φορά – η επίδραση μιας διέγερσης, που η ίδια έχει τη μορφή οδεύοντος κύμα-

τος (σε προηγούμενες εργασίες θεωρήθηκαν απλούστερες διεγέρσεις, στη μορφή αρμονικών

σημάτων). Η ανάλυση που θα παρουσιαστεί βασίζεται στην υπόθεση ότι οι απώλειες και η

εξωτερική διέγερση είναι μικρές, οπότε θα θεωρηθούν ως διαταραχές. Το αδιατάραχτο σύ-

στημα, όπως έχουμε δει στα προηγούμενα κεφάλαια, υποστηρίζει σολιτονικές λύσεις, οπότε

το πρόβλημα που τίθεται είναι αν αυτές οι λύσεις είναι “επίμονες” (persistent) παρουσία των

διαταραχών. Η ανάλυση που θα παρουσιαστεί βασίζεται σε μια μέθοδο τύπου Melnikov καθώς

και σε αριθμητικές προσομοιώσεις, για να ερευνηθεί η ύπαρξη και η ευστάθεια των περιοδικών

και εντοπισμένων οδευόντων κυμάτων στη συστοιχία των SRR.

71
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5.1 Ανάλυση της μη γραμμικής συστοιχίας SRR

Θεωρούμε μια μονοδιάστατη συστοιχία συζευγμένων μη γραμμικών SRR, που είναι το-

ποθετημένα στο ίδιο επίπεδο, όπως απεικονίζεται στην πάνω εικόνα του Σχ. 5.1. Η μη γραμμι-

κότητα δημιουργείται με την εισαγωγή διόδων στην σχισμή των SRR, ενώ η συστοιχία παρου-

σιάζει απώλειες και διεγείρεται εξωτερικά από μια πηγή. Το ισοδύναμο ηλεκτρικό κύκλωμα

Σχήμα 5.1: Η μη γραμμική συστοιχία των SRR (πάνω εικόνα) και το ισοδύναμο ηλεκτρικό
κύκλωμά της (κάτω εικόνα).

αυτής της μη γραμμικής συστοιχίας απεικονίζεται στην κάτω εικόνα του Σχ. 5.1. Κάθε SRR

προσομοιώνεται ως ένα κύκλωμα με ωμική αντίσταση R, αυτεπαγωγή L και χωρητικότητα C,

η οποία είναι συνδυασμός της γραμμικής χωρητικότητας Csl, λόγω της σχισμής του SRR και

της ενεργής χωρητικότητας της διόδου που έχει προστεθεί στη δομή του SRR [101]. Επιπλέον,

στο ισοδύναμο κύκλωμα του n-στου SRR εμφανίζεται η ηλεκτρεγερτική δύναμηEn(t), η οποία

δημιουργείται από την παρουσία της εξωτερικής διέγερσης, ενώ τα γειτονικά SRR (πρώτοι “γεί-

τονες”) είναι συζευγμένα μέσω της αμοιβαίας επαγωγήςM .

Εφαρμόζοντας το νόμο τάσεων του Kirchhoff για το n-στό SRR (βλ. κάτω εικόνα του

Σχ. 5.1), λαμβάνουμε την ακόλουθη εξίσωση:

Un + L
dIn
dt

+RIn −M
dIn−1

dt
−M

dIn+1

dt
− En(t) = 0, (5.1)

όπου

In =
dQn

dt
=

d

dt
[C(Un)Un], (5.2)
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είναι το ρεύμα του n-στού SRR και Un η τάση στα άκρα του μη γραμμικού πυκνωτή C. Στην

παραπάνω Εξ. (5.1) έχουμε λάβει υπόψη ότι η αμοιβαία επαγωγήM έχει αρνητική τιμή στην

ομοεπίπεδη διάταξη του Σχ. 5.1.

Στη συνέχεια, θα υποθέσουμε ότι για επαρκώς μικρές τιμές της τάσης Un, η μη γραμμική

χωρητικότητα C(Un) μπορεί να προσεγγιστεί από το ανάπτυγμα Taylor:

C(Un) ≈ C0 + C
′

0Un = C0(1 + αUn), (5.3)

όπου C0 ≡ C(U0) + Csl η σταθερή χωρητικότητα που αντιστοιχεί στην τάση πόλωσης U0,

C
′
0 ≡ (dC/dU) |U0 , και α = C

′
0/C0.

Λαμβάνοντας υπόψη ότι το φορτίο Qn του πυκνωτή του n-οστού SRR δίνεται από την

σχέση:

Qn = C(Un)Un = C0(1 + αUn)Un, (5.4)

λαμβάνουμε την ακόλουθη εξίσωση για το φορτίο Qn:

L
d2

dt2
(Qn − λQn−1 − λQn+1) +R

dQn

dt
+ Un − En(t) = 0, (5.5)

όπου λ = M/L είναι ο συντελεστής σύζευξης. Χρησιμοποιώντας τις κανονικοποιήσεις un =

Un(Uc)
−1, qn = Qn(C0Uc)

−1 (όπουUc είναι το δυναμικό κατάρρευσης της διόδου), και t→ ω0t

[όπου ω2
0 = (LC0)

−1] καταλήγουμε στην εξίσωση:

d2

dt2
(qn − λqn−1 − λqn+1) + γ

dqn
dt

+ qn − βq2n − εn(t) = 0, (5.6)

όπου β = αUc, γ = RC0ω0 είναι ο συντελεστής απωλειών και εn = U−1
c En είναι η κανονικο-

ποιημένη ηλεκτρεγερτική δύναμη.

5.2 Oδεύοντα κύματα

Η μελέτη εστιάζεται σε μια οδεύουσα διέγερση h της μορφής,

εn(t) = h(z), z = ωt+ pn, (5.7)
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όπου ω και p είναι η κυκλική συχνότητα και ο κυματαριθμός της εξωτερικής διέγερσης, αντί-

στοιχα. Υποθέτοντας ότι qn(t) = U(z), από την Εξ. (5.6) προκύπτει η εξίσωση:

ω2U
′′
(z) + U(z)− βU2(z)

−ϵλω2[U
′′
(z − p) + U

′′
(z + p)] + ϵγωU

′
(z)− ϵh(z) = 0, (5.8)

όπου έχουμε υποθέσει ότι οι τιμές που παίρνουν οι παράμετροι γ, λ και η διέγερση είναι μικρές

και ανάλογες μιας χαρακτηριστικής μη μηδενικής μικρής παραμέτρου ϵ.

Στο αδιατάρακτο σύστημα (γ = λ = 0 και μηδενική εξωτερική διέγερση), η Εξ. (5.8)

παίρνει τη μορφή:

ω2U
′′
(z)− φ(U(z)) = 0, (5.9)

όπου φ = −U(z) + βU2(z).

Η Εξ. (5.9) έχει μια ομοκλινική λύση

Γ(z) =
1

β

[
1− 3

2
sech2(

z
2
)

]
. (5.10)

Χρησιμοποιώντας τη μέθοδο Melnikov [128], αποδεικνύεται ότι υπάρχει μια μοναδική φραγ-

μένη λύση του διαταραγμένου συστήματος [Εξ. (5.8)] της μορφής:

U(z) = Γ(
z − a0
ω

) +O(ε), (5.11)

όπου a0 είναι ένα σημείο απλού μηδενισμού της συνάρτησης Melnikov. Η ύπαρξη του σημείου

a0 απαιτεί οι τιμές που λαμβάνει ο συντελεστής απόσβεσης γ να είναι φραγμένες, σύμφωνα με

την σχέση:

γ < 5βπω2csch(πω). (5.12)

Αν η φ έχει μια περιοδική λύση U0 με περίοδο T , τότε η Εξ. (5.8) έχει μια άρτια περιοδική

λύση

Uω(z) := U0(z/ω), ω = 2πu/T , u ∈ N. (5.13)

Χρησιμοποιείται η υπο-αρμονική μέθοδος Melnikov [128, 129], προκειμένου να εξεταστεί η

συμπεριφορά της περιοδικής λύσης όταν το σύστημα διαταράσσεται. Στην περίπτωση αυτή, το
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διαταραγμένο σύστημα έχει μια μοναδική περιοδική λύση της μορφής:

U(z) = U0(
z − a0
ω

) +O(ε), (5.14)

όπου a0 είναι ένα σημείο απλού μηδενισμού της συνάρτησης Melnikov. Η ύπαρξη του σημείου

a0 απαιτεί ο συντελεστής απόσβεσης γ να είναι φραγμένος σύμφωνα με την ανίσωση (5.12).

5.3 Αριθμητικά αποτελέσματα

ΗΕξ. (5.8) μελετάται αριθμητικά χρησιμοποιώντας μια ψευδο-φασματική μέθοδο, δηλαδή

η λύση U(z) αναλύεται σε μια σειρά Fourier της μορφής:

U(z) =
J∑

j=1

[
Aj cos

(
(j − 1)k̃z

)
+Bj sin

(
jk̃z

)]
, (5.15)

όπου k̃ = 2π/L και −L/2 < z < L/2. Οι συντελεστές Fourier Aj και Bj υπολογίζονται στα

σημεία J (χρησιμοποιούνται 50 σημεία) με την απαίτηση η Εξ. (5.15) να ικανοποιεί ακριβώς

την Εξ. (5.8), σε αυτά τα σημεία (collocation points). Επίσης, σημειώνεται ότι ο συντελεστής

σύζευξης λ λαμβάνει τιμές στην περιοχή |λ| < 1/2 [129].

Η Εξ. (5.6) γραμμικοποιείται και εκφράζεται ως ένα σύστημα πρώτης τάξης:

u̇n = vn,

v̇n − λv̇n−1 − λv̇n+1 = −γvn − un + 2βUnun,
(5.16)

όπου Un(t) = U(ωt+ np) [βλ. Εξ.(5.15)] είναι μια περιοδική λύση της Εξ. (5.6).

Χρησιμοποιώντας τη μέθοδο Runge-Kutta 4ης-τάξης με περιοδικές συνοριακές συνθήκες,

το γραμμικό σύστημα ολοκληρώνεται για μια περίοδο T = L/ω. Ο μονόδρομος πίνακας M

ορίζεται ως:  {un(T )}

{vn(T )}

 = M

 {un(0)}

{vn(0)}

 .

Οι ιδιοτιμές του μονόδρομου πίνακαM του συστήματος (5.16), οι οποίες είναι οι πολλα-

πλασιαστές Floquet χ της λύσης, καθορίζουν την ευστάθεια μιας λύσης της Εξ. (5.8). Σύμφωνα

με τη θεωρία [128], μια περιοδική λύση είναι ασταθής, αν υπάρχει έστω και ένας πολλαπλα-

σιαστής Floquet με |χ| > 1.
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Για την περαιτέρω ανάλυση, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ορίζεται β = 1 και μελετάται

μία εξωτερική διέγερση της μορφής:

h(z) = ∆ cos(z), (5.17)

όπου ∆ ∈ R είναι το πλάτος της διέγερσης.

5.3.1 Ύπαρξη και ευστάθεια οδευόντων κυμάτων για μικρές διαταραχές

Σε αυτή την ενότητα, μελετάται η ύπαρξη οδευόντων κυμάτων και η ευστάθεια τους για

μικρές διαταραχές. Αρχικά, αναλύεται η επίδραση των όρων της διαταραχής της Εξ. (5.6). Στην

πάνω εικόνα του Σχ. 5.2 απεικονίζεται η χωρική κατανομή της λύσης U(z) της Εξ. (5.8) για

∆ = γ = λ = 0 και T = 4π. Θέτοντας μόνο μία από τις παραμέτρους (∆, γ ή λ) μη μηδενική,

αναμένεται ότι η λύση U(z) θα διατηρεί τη δομή της. Αυτό πράγματι συμβαίνει εκτός από την

περίπτωση όπου γ ̸= 0 και ∆ = 0. Αυτό είναι κατανοητό, επειδή οι απώλειες μειώνουν την

ενέργεια, οπότε είναι απαραίτητη η εξωτερική διέγερση για την αντιστάθμιση των απωλειών.

Η επίδραση μόνο της εξωτερικής διέγερσης στην ευστάθεια της λύσης U(z) παρουσιάζε-

ται στη μεσαία εικόνα του Σχ. 5.2, όπου απεικονίζονται οι πολλαπλασιαστές Floquet όταν δεν

υπάρχει μαγνητική σύζευξη μεταξύ των SRR (λ = 0). Όπως παρατηρείται, για διάφορες τιμές

του πλάτους της διέγερσης ∆ (για γ = 0), αρχικά η λύση είναι ευσταθής, δηλαδή η εξωτερική

διέγερση “τοποθετεί” τους πολλαπλασιαστές Floquet στο μοναδιαίο κύκλο, ενώ στη συνέχεια

η λύση γίνεται ασταθής.

Στην κάτω εικόνα του Σχ. 5.2 απεικονίζονται οι πολλαπλασιαστές Floquet της λύσης U(z)

για δύο τιμές του λ (για γ = 0). Όπως παρατηρείται, η σύζευξη δημιουργεί μια περιοχή τιμών

των πολλαπλασιαστών Floquet που για συγκεκριμένες τιμές των παραμέτρων∆ και λ οι λύσεις

γίνονται είτε ευσταθείς είτε ασταθείς (με την ευστάθεια των λύσεων να οφείλεται στην εξωτε-

ρική διέγερση). Παρόμοιο αποτέλεσμα έχει εξαχθεί για ασταθή διακριτά σολιτονικά κύματα σε

παραμετρικούς ταλαντωτές [130,131].

Για την περαιτέρω μελέτη γίνεται χρήση ενός διαγνωστικού εργαλείου της νόρμας N της

λύσης U(z), που ορίζεται ως:

N =

√∫ T

0

U2(z) dz. (5.18)

Στην πάνω εικόνα του Σχ. 5.3 απεικονίζεται το διάγραμμα διακλάδωσης για τη νόρμα N της

λύσης U(z) ως συνάρτηση της παραμέτρου απόσβεσης γ για συγκεκριμένες τιμές των ∆ και



Κεφάλαιο 5. Οδεύοντα κύματα σε μη γραμμικές συστοιχίες SRR 77

−6 −4 −2 0 2 4 6
−0.5

0

0.5

1

z

U

−3 −2 −1 0 1
−1

−0.5

0

0.5

1

Re(χ)

Im
(χ

)

 

 

∆ = 0

∆ = 2x10−4

∆ = 5x10−4

∆ = 7x10−4

−3 −2 −1 0 1 2 3
−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

Re(χ)

Im
(χ

)

 

 

λ = 10−4, ∆ = 0

λ = 2x10−4, ∆ = 0

λ = 10−4, ∆ = 5x10−4

λ = 10−4, ∆ = 7x10−4

Σχήμα 5.2: Πάνω εικόνα: χωρική κατανομή της U(z) για ∆ = γ = λ = 0. Μεσαία εικόνα:
πολλαπλασιαστές Floquet για ∆ ̸= 0 και λ = γ = 0. Κάτω εικόνα: πολλαπλασιαστές Floquet
για ∆ ̸= 0, λ ̸= 0 και γ = 0. Η περίοδος είναι T = 4π ενώ η ευστάθεια υπολογίζεται για
συστοιχία 20 SRR.



Κεφάλαιο 5. Οδεύοντα κύματα σε μη γραμμικές συστοιχίες SRR 78

−1 −0.5 0 0.5 1

x 10
−3

2.52

2.53

2.54

2.55

2.56

2.57

γ
N

n

t

 

 

5 10 15 20
0

50

100

150

200

250

300

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

Σχήμα 5.3: Πάνω εικόνα: διάγραμμα διακλάδωσης, που δείχνει τη νόρμα N της λύσης U(z) ως
συνάρτηση της παραμέτρου γ (για ∆ = 7 × 10−4 και λ = 10−4). Η συνεχής και η εστιγμένη
καμπύλη δείχνουν ευσταθείς και ασταθείς λύσεις αντίστοιχα, ενώ η κάθετη εστιγμένη γραμμή
είναι η αναλυτική πρόβλεψη για την παράμετρο γ. Η ευστάθεια υπολογίζεται για συστοιχία 20
SRR. Κάτω εικόνα: χωροχρονική εξέλιξη της U(z), που δείχνει τη δυναμική της αστάθειας.
Η αρχική συνθήκη είναι η λύση που λαμβάνεται αμέσως μετά το πρώτο σημείο διακλάδωσης
στην πάνω εικόνα.

λ. Καθώς οι τιμές της παραμέτρου γ αυξάνονται από το μηδέν, δημιουργείται ένα σημείο δια-

κλάδωσης. Όπως απεικονίζεται σε αυτή την εικόνα, το διάγραμμα είναι συμμετρικό σε σχέση

με τον κάθετο άξονα στο γ = 0 και υπάρχουν δύο σημεία διακλάδωσης.

Από την άλλη πλευρά, η ευστάθεια της λύσης εμφανίζει ασυμμετρία. Η ευστάθεια απει-

κονίζεται από τη συνεχή καμπύλη στην πάνω εικόνα του Σχ. 5.3. Στην περίπτωση αυτή, η από-

σβεση μπορεί πράγματι να υποστηρίξει ευσταθείς λύσεις. Ωστόσο, όταν η παράμετρος σύζευ-

ξης λ είναι αρκετά μεγάλη, όλες οι αντίστοιχες λύσεις κατά μήκος του διαγράμματος διακλά-

δωσης μπορούν να είναι ασταθείς. Στην κάτω εικόνα του Σχ. 5.3, απεικονίζεται η χωροχρονική

εξέλιξη των ασταθών λύσεων.

Η ύπαρξη και η δυναμική της ευστάθειας των λύσεων, που μελετήθηκαν παραπάνω, είναι

ανεξάρτητες από την περίοδο T . Ωστόσο, παρατηρείται ότι όσο μεγαλύτερη είναι η περίοδος,

τόσο πιο ασταθής είναι η λύση U(z). Συμπεραίνεται ότι σε αυτή την περίπτωση η απόσβεση
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μπορεί να μην είναι ικανή να κάνει ευσταθείς τις αντίστοιχες λύσεις. Ως εκ τούτου, με βάση τα

παραπάνω, αναμένεται ότι τα εντοπισμένα κύματα θα είναι πάντα ασταθή.

5.3.2 Περιοδικά κύματα που οφείλονται στην εξωτερική διέγερση

Εκτός από τα περιοδικά κύματα που συζητήθηκαν στο προηγούμενο εδάφιο, υπάρχουν

επίσης περιοδικές λύσεις λόγω της οδεύουσας διέγερσης. Στο Σχ. 5.4 απεικονίζεται η ύπαρξη

και η ευστάθεια των περιοδικών κυμάτων λόγω της οδεύουσας διέγερσης. Στην πάνω αριστερά

εικόνα μπορεί κανείς να παρατηρήσει ότι για αρκετά μικρού πλάτους διεγέρσεις η λύση είναι

ευσταθής. Όταν αυξηθεί περαιτέρω το πλάτος της διέγερσης, υπάρχει μια κρίσιμη τιμή πάνω

από την οποία η λύση γίνεται ασταθής.
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Σχήμα 5.4: Πάνω εικόνες: ύπαρξη των περιοδικών κυμάτων που οφείλονται στην οδεύουσα
διέγερση. Πάνω αριστερά εικόνα: το διάγραμμα διακλάδωσης για τη νόρμα N ως συνάρτηση
της παραμέτρου ∆ (για γ = 0 και λ = 0.1). Πάνω δεξιά εικόνα: το διάγραμμα διακλάδωσης
για τη νόρμα N ως συνάρτηση της παραμέτρου γ (για ∆ = 0.5 and λ = 0.1). Η συνεχής
και η εστιγμένη καμπύλη δείχνουν ευσταθείς και ασταθείς λύσεις, αντίστοιχα. Η ευστάθεια
υπολογίζεται για συστοιχία 20 SRR. Κάτω αριστερά εικόνα: η χωρική κατανομή της λύσης
U(z) για ∆ = 0.5, λ = 0.1, και γ = 0.57. Κάτω δεξιά εικόνα: οι πολλαπλασιαστές Floquet
της U(z) που δείχνουν την αστάθεια της λύσης.

Εισάγοντας την απόσβεση γ μπορεί να γίνουν ευσταθείς οι προηγουμένως ασταθείς λύ-

σεις. Στην πάνω δεξιά εικόνα του Σχ. 5.4 απεικονίζεται το διάγραμμα της ύπαρξης και ευστά-

θειας των λύσεων, η οποία δείχνει τη νόρμα N ως συνάρτηση της παραμέτρου γ. Στην κάτω
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Σχήμα 5.5: Χωροχρονική εξέλιξη της λύσης U(z), η οποία δείχνει τη δυναμική της αστάθειας
που οφείλεται στην εξωτερική διέγερση. Η αρχική συνθήκη αντιστοιχεί στη λύση που απεικο-
νίζεται στην κάτω αριστερά εικόνα του Σχ. 5.4.

αριστερή εικόνα του Σχ. 5.4 απεικονίζεται η χωρική κατανομή μιας ασταθούς λύσης για τι-

μές παραμέτρων ∆ = 0.5, λ = 0.1 και γ = 0.57. Τέλος, στην κάτω δεξιά εικόνα του ίδιου

σχήματος φαίνεται η περιοχή τιμών των πολλαπλασιαστών Floquet στο μιγαδικό επίπεδο.

Στο Σχ. 5.5 απεικονίζεται η χωροχρονική εξέλιξη της λύσης U(z), όπου εμφανίζεται να

“εκρήγνυται” σε διάφορα σημεία της μη γραμμικής συστοιχίας των SRR.



Κεφάλαιο 6

Συμπεράσματα-Προοπτικές

Από τις αρχές του 21ου αιώνα οπότε κατασκευάστηκε το πρώτο μεταϋλικό, η θεωρητική

και πειραματική μελέτη των μεταϋλικών έχει γνωρίσει ραγδαία ανάπτυξη. Τα μεταϋλικά προ-

ξένησαν τεράστιο ενδιαφέρον στις επιστημονικές κοινότητες του ηλεκτρομαγνητισμού και της

οπτικής, της επιστήμης υλικών, της ακουστικής, των μη γραμμικών συστημάτων, κλπ. Η πλη-

θώρα των προκλήσεων που θέτουν τα μεταϋλικά όχι μόνο σε θεωρητικό και πειραματικό επί-

πεδο αλλά και σε επίπεδο εφαρμογών, τα καθιστά ως ένα από τα πιο ενδιαφέροντα πεδία της

σύγχρονης φυσικής.

Η συμβολή της παρούσας διδακτορικής διατριβής εντοπίζεται στη διάδοση κυμάτων σε

μη γραμμικά μεταϋλικά. Για τη μελέτη των διαφόρων μη γραμμικών διατάξεων μεταϋλικών

που μελετήθηκαν, χρησιμοποιούνται ισοδύναμα διακριτά μοντέλα γραμμών μεταφοράς που

εμφανίζουν περιοχές συχνοτήτων με αρνητικές και θετικές τιμές του δείκτη διάθλασης. Με τη

βοήθεια αναλυτικών και αριθμητικών τεχνικών εξάγονται συμπεράσματα για την ύπαρξη, την

ευστάθεια και τα χαρακτηριστικά διάδοσης εντοπισμένων κυμάτων (στη μορφή σολιτονίων)

στα υπό μελέτη μη γραμμικά μοντέλα.

Η παρούσα διατριβή συνεισφέρει στη θεωρητική κατανόηση των ιδιοτήτων των μη γραμ-

μικών μεταϋλικών, με βάση την περιγραφή τους μέσω της θεωρίας γραμμών μεταφοράς. Πιο

συγκεκριμένα, αποδεικνύεται θεωρητικά (αναλυτικά και αριθμητικά), αλλά και πειραματικά,

η δυνατότητα εντοπισμού της ΗΜ ισχύος λόγω της μη γραμμικότητας σε αριστερόστροφα με-

ταϋλικά και ο σχηματισμός διαφόρων τύπων ημιδιακριτών σολιτονίων. Ειδικότερα, η διατριβή:

• Προβλέπει αναλυτικά και επιβεβαιώνει πειραματικά την ύπαρξη και τη διάδοση φωτει-

νών και σκοτεινών σολιτονίων σε μια εκτεταμένη αριστερόστροφη γραμμή μεταφοράς

για τιμές της συχνότητας φέροντος πάνω ή κάτω από μια τιμή κατωφλίου, αντίστοιχα.

Βρέθηκε ότι αυτή η εκτεταμένη αριστερόστροφη γραμμή μεταφοράς υποστηρίζει όχι

81
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μόνο οπισθοδεύοντα επίπεδα κύματα, αλλά και σολιτόνια περιβάλλουσας φωτεινού και

σκοτεινού τύπου. Τα πειραματικά ευρήματα επιβεβαιώνονται από αναλυτικά αποτελέ-

σματα και αριθμητικές προσομοιώσεις. Επίσης, παρατηρήθηκε ότι αρμονικά διαμορφω-

μένοι τετραγωνικοί παλμοί εμφανίζουν το φαινόμενο της εστίασης (αφεστίασης) πάνω

(κάτω) από μια κρίσιμη συχνότητα και τελικά αυτο-οργανώνονται σε φωτεινά (σκοτεινά)

σολιτόνια. Η αναλυτική προσέγγιση και οι αριθμητικές προσομοιώσεις επέτρεψαν τον

ακριβή προσδιορισμό των περιοχών όπου εμφανίζεται το φαινόμενο εστίασης (αφεστία-

σης) και παρατηρούνται πειραματικά τα φωτεινά (σκοτεινά) σολιτόνια.

• Αποδεικνύει τη δυνατότητα σύζευξης μέσω της μη γραμμικότητας εντοπισμένων ΗΜκυ-

μάτων (στη μορφή διαφόρων τύπων διανυσματικών σολιτονίων) στην αριστερόστροφη

και δεξιόστροφη περιοχή συχνοτήτων του φάσματος. Συγκεκριμένα, στο πλαίσιο της δια-

τριβής μελετήθηκε μια γραμμή μεταφοράς με αριστερόστροφη και δεξιόστροφη συμπε-

ριφορά, όπου γραμμικά επίπεδα κύματα μπορούν να διαδίδονται στην αριστερόστροφη

και δεξιόστροφη περιοχή συχνοτήτων με την ίδια ταχύτητα ομάδας. Αναπτύχθηκαν ανα-

λυτικές και αριθμητικές τεχνικές για τη μελέτη, την ύπαρξη, την ευστάθεια και τη δυ-

ναμική των συζευγμένων οδευόντων και οπισθοδευόντων σολιτονίων. Επίσης, προβλέ-

φθηκε σε ορισμένες περιοχές συχνοτήτων η ύπαρξη διανυσματικών σολιτονίων των εξής

τύπων: φωτεινού-φωτεινού, φωτεινού-σκοτεινού και σκοτεινού-φωτεινού, στην αριστε-

ρόστροφη και δεξιόστροφη περιοχή συχνοτήτων, αντίστοιχα. Ακόμα, βρέθηκε ότι το

πλέον ευσταθές σολιτόνιο είναι το φωτεινό-φωτεινό, αφού η αστάθεια διαμόρφωσης προ-

ξενεί την παραμόρφωση και την καταστροφή του φωτεινού-σκοτεινού και σκοτεινού-

φωτεινού σολιτονίου.

• Προβλέπει τη δυνατότητα σχηματισμού σολιτονίων και αποδεικνύει την επιμονή (persistence)

σε ρεαλιστικές διατάξεις μεταϋλικών (που έχουν υλοποιηθεί σε πειράματα). Τέτοιες δια-

τάξεις είναι: (α) ένας μη γραμμικός ομοεπίπεδος κυματοδηγός με ενσωματωμένoυς συ-

ντονιστές διακοπτόμενου δακτυλίου και (β) μια μονοδιάστατη συστοιχία συντονιστών

διακοπτόμενου δακτυλίου. Αρχικά, μελετήθηκε το ισοδύναμο μη γραμμικό μοντέλο γραμ-

μής μεταφοράς για ένα μη γραμμικό ομοεπίπεδο κυματοδηγό, όπου προβλέφθηκε ο σχη-

ματισμός φωτεινών σολιτονίων σε υποπεριοχές της αριστερόστροφης ζώνης συχνοτή-

των. Επιβεβαιώθηκε η ευστάθεια των φωτεινών σολιτονίων για μεγάλους χρόνους, απο-

τέλεσμα που κάνει δυνατή την πειραματική παρατήρηση τους. Επίσης, βρέθηκε ότι η

τροποποίηση των φυσικών παραμέτρων της διάταξης, όπως το εύρος των σχισμών (G)

του κυματοδηγού και η ακτίνα r των συντονιστών διακοπτόμενου δακτυλίου, μπορεί να
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αυξήσει το εύρος της αριστερόστροφης ζώνης συχνοτήτων αλλά και των περιοχών σχη-

ματισμού των φωτεινών σολιτονίων. Συγκεκριμένα, καθώς το G μειώνεται (αυξάνεται),

μειώνεται (αυξάνεται) το εύρος της LH περιοχής συχνοτήτων και αυξάνεται (μειώνεται)

η περιοχή συχνοτήτων όπου μπορούν να σχηματιστούν τα φωτεινά σολιτόνια. Ανάλογα,

η αύξηση (μείωση) της ακτίνας r οδηγεί σε αύξηση (μείωση) τόσο του εύρους της LH ζώ-

νης συχνοτήτων όσο και της περιοχής σχηματισμού των φωτεινών σολιτονίων. Στη συνέ-

χεια, μελετήθηκε μια μονοδιάστατη μη γραμμική συστοιχία συντονιστών διακοπτόμενου

δακτυλίου που εμφανίζει απώλειες και η οποία διεγείρεται εξωτερικά. Αποδείχθηκε η

ύπαρξη περιοδικών ή εντοπισμένων κυμάτων και προβλέφθηκε ότι αυτά τα κύματα μπο-

ρούν να γίνουν ευσταθή ρυθμίζοντας κατάλληλα το πλάτος της εξωτερικής διέγερσης.

Η αναλυτική προσέγγιση, που αναπτύχθηκε στο πλαίσιο της διατριβής (συνδυασμός μιας

ημιδιακριτής προσέγγισης και θεωρίας διαταραχών πολλαπλών κλιμάκων), έχει εφαρμογές σε

πολλές περιοχές της Φυσικής. Πρώτα, αναφέρεται η περίπτωση της Φυσικής Πλάσματος, όπου

παραλλαγή της προσέγγισης αυτής χρησιμοποιήθηκε για να δείξει τη δυνατότητα σχηματισμού

γιγαντιαίων κυμάτων κατά τη διάδοση κυκλικά πολωμένων κυμάτων σε μαγνητισμένο πλάσμα

(Παράρτημα Α). Επίσης, άλλες περιοχές, που η αναλυτική προσέγγιση βρίσκει εφαρμογές, εί-

ναι η Μη Γραμμική Οπτική (διάδοση σε συστοιχίες κυματοδηγών), η Ακουστική (ακουστικά

μεταϋλικά με αρνητικό μέτρο Young ή/και αρνητική πυκνότητα), στη Φυσική της Συμπύκνω-

σης Bose-Einstein (δυναμική συστοιχιών ατομικών συμπυκνωμάτων Bose-Einstein σε οπτικά

πλέγματα), κ.α.

Υπάρχουν πολλά θέματα που παρουσιάζουν μεγάλο ερευνητικό ενδιαφέρον και τα οποία

δεν αντιμετωπίστηκαν στα πλαίσια της διατριβής αυτής και αποτελούν επόμενους και άμεσους

ερευνητικούς στόχους.

Τα θεωρητικά και αριθμητικά εργαλεία που αναπτύχθηκαν στη διατριβή αυτή μπορούν

να χρησιμοποιηθούν για τη συστηματική μελέτη της επίδρασης των απωλειών σε μη γραμ-

μικά μεταϋλικά. Ιδιαίτερο ερευνητικό ενδιαφέρον παρουσιάζει η διερεύνηση, θεωρητικά αλλά

και πειραματικά, πιθανών τρόπων για την αντιστάθμιση αυτών των απωλειών, όπως η μελέτη

μη γραμμικών μεταϋλικών με συμμετρία ισοτιμίας [parity (P)] - χρόνου [time (T)], όπου η

απόσβεση εξισορροπείται από την ενίσχυση [132, 133]. Επίσης, ερευνητικό στόχο αποτελεί η

μελέτη του σχηματισμού και της δυναμικής παλμών, που παρουσιάζουν παρόμοια συμπερι-

φορά με τα σολιτόνια, όπου η απόσβεση εξισορροπείται από τη μη γραμμικότητα (dissipative

solitons) [134].
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Οι αναλυτικές τεχνικές, που χρησιμοποιήθηκαν στο Κεφ. 3 και στο Παράρτημα Α της πα-

ρούσας διατριβής, μπορούν να χρησιμοποιηθούν άμεσα για τη μελέτη αφενός της σύζευξης με-

ταξύ σολιτονίων στο μαγνητισμένο πλάσμα και αφετέρου μιας διάταξης πλάσματος-μεταϋλικού

(plasma metamaterial) [135]. Η τελευταία είναι μια περιοδική δομή στο χώρο, η οποία αποτε-

λείται από συντονιστές διακοπτόμενου δακτυλίου και κοιλότητες πλάσματος (μικροπλάσμα),

με διαστάσεις της τάξης απόmm έως µm. Κάτω από ορισμένες συνθήκες, αυτή η δομή εμφα-

νίζει αρνητικές τιμές των ενεργών παραμέτρων ϵ και µ, δηλαδή συμπεριφέρεται ως μεταϋλικό

με αρνητικό δείκτη διάθλασης.

Για την επίτευξη των ανωτέρω ερευνητικών στόχων έχει ήδη ξεκινήσει η προσπάθεια πει-

ραματικής υλοποίησης και χαρακτηρισμού δομών μεταϋλικών με SRR, ώστε τα πειραματικά

ευρήματα να είναι σημαντικός αρωγός για την ερμηνεία των αναλυτικών υπολογισμών. Ήδη

έχουν κατασκευαστεί γραμμικές μαγνητο-επαγωγικές [magneto-inductive (ΜΙ)] και ηλεκτρο-

επαγωγικές [electro-inductive (EI)] δομές αλλά και μοντέλα γραμμών μεταφοράς με τεχνικές

μικροταινιακής τεχνολογίας, έχουν ήδη χαρακτηριστεί στη γραμμική τους λειτουργία, οπότε θα

ακολουθήσει η μελέτη τους παρουσία μη γραμμικότητας.



Παράρτημα Α

Μαγνητισμένο πλάσμα

Η αναλυτική προσέγγιση, που αναπτύχθηκε στο πλαίσιο της διατριβής (συνδυασμός μιας

ημιδιακριτής προσέγγισης και θεωρίας διαταραχών πολλαπλών κλιμάκων), έχει εφαρμογές σε

πολλές περιοχές της Φυσικής. Μία παραλλαγή της προσέγγισης αυτής χρησιμοποιήθηκε στην

περίπτωση της Φυσικής Πλάσματος.

Θεωρείται ένα μοντέλο πλάσματος, που αποτελείται από ιόντα και ηλεκτρόνια, παρουσία

ενός ομογενούς εξωτερικού μαγνητικού πεδίου B⃗ = x̂B. Για την περιγραφή του συστήματος

θα πρέπει να ληφθεί υπόψη ότι μόνο κυκλικά πολωμένα κύματα μπορούν να διαδοθούν στο μα-

γνητισμένο πλάσμα. Για έναν κυκλικά πολωμένο ΗΜ παλμό η ορμή των ηλεκτρονίων ορίζεται

ως:

P = p⊥(x, t) + γu(x, t)x̂ (A.1)

όπου p⊥ = pxx̂+pyŷ είναι η εγκάρσια συνιστώσα της ορμής των ηλεκτρονίων, u(x, t) η διαμή-

κης συνιστώσα της ταχύτητας του ρευστού των ηλεκτρονίων και γ ο σχετικιστικός παράγοντας.

Θεωρώντας ότι τα μεγάλης μάζας ιόντα είναι ακίνητα, η διάδοση των ΗΜ κυμάτων στο

μαγνητισμένο πλάσμα διέπεται από τις εξισώσεις Maxwell σε συνδυασμό με τις (σχετικιστικές)

υδροδυναμικές εξισώσεις για τα ηλεκτρόνια. Έτσι, η εξέλιξη των μεταβλητών κατάστασης στο

πλάσμα περιγράφεται από το ακόλουθο σύστημα βαθμωτών εξισώσεων της μορφής [137–139]:

∂2Ay

∂x2
− ∂2Ay

∂t2
=
n

γ
py, (A.2)

∂2Az

∂x2
− ∂2Az

∂t2
=
n

γ
pz, (A.3)

∂

∂t
(py − Ay) + u

∂

∂x
(py − Ay) = −Ωpz

γ
, (A.4)

∂

∂t
(pz − Az) + u

∂

∂x
(pz − Az) =

Ωpy
γ
, (A.5)
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∂n

∂t
+
∂(nu)

∂x
= 0, (A.6)

∂(γu)

∂t
=

∂

∂x
(ϕ− γ)

+
1

γ

[
py

∂

∂x
(py − Ay) + pz

∂

∂x
(pz − Az)

]
, (A.7)

∂2ϕ

∂x2
= n− 1 , (A.8)

όπου n είναι η πυκνότητα του ρευστού των ηλεκτρονίων, ενώ A και ϕ είναι το διανυσματικό

και βαθμωτό δυναμικό, αντίστοιχα.

Οι Εξ. (A.2-A.8) περιγράφουν την εξέλιξη των συνιστωσών του διανύσματος κατάστασης

S = (n, u, ϕ;Ay, Az, py, pz). Αυτό, εξαρτάται από το εξωτερικά εφαρμοζόμενο μαγνητικό πεδίο

μέσω της παραμέτρου Ω = ωc/ωpe, όπου ωc = eB/mec είναι η κυκλοτρονική συχνότητα και

ωpe =
√
4πn0e2/me είναι η συχνότητα πλάσματος (n0 είναι η πυκνότητα των ηλεκτρονίων

στην κατάσταση ισορροπίας).

Χρησιμοποιώντας όμοια αναλυτική προσέγγιση με αυτήν που αναπτύχθηκε στα πλαίσια

της παρούσας διατριβής (βλ. επίσης Παράρτημα Β), το διάνυσμα κατάστασης S αναλύεται ως:

S = S(0) +
n∑

n=−∞

ϵn
ℓ=∞∑
ℓ=−∞

S(nℓ)(xm≥1, tm≥1)e
iℓ(kx0−ωt0) (A.9)

όπου S(0) = (1, 0, 0; 0, 0, 0, 0) είναι η κατάσταση ισορροπίας του συστήματος, ϵ ≪ 1 είναι

η (αδιάστατη) μικρή πραγματική παράμετρος και xm = ϵmx, tm = ϵmt (m = 0, 1, 2, · · · ) οι

χωρικές και χρονικές μεταβλητές, αντίστοιχα. Οι παράμετροι n και ℓ στους εκθέτες δηλώνουν

την τάξη της διαταραχής και τις αρμονικές (ℓ = 0, 1, 2, ...) για μια δεδομένη τάξη της διατα-

ραχής, αντίστοιχα. Έτσι, τα αποτελέσματα που εξάγονται από τη θεωρία διαταραχών έχουν ως

ακολούθως.

Στην πρώτη τάξη (n = 1), εξάγεται η γραμμική σχέση διασποράς:

ω2 − k2 =
ω

ω − αΩ
, (A.10)

όπου α = ±1 αντιστοιχεί σε αριστερόστροφα και δεξιόστροφα κυκλικά πολωμένα ΗΜ κύματα

[left circularly polarized (LCP), right circularly polarized (RCP)], αντίστοιχα.

Η σχέση διασποράς απεικονίζεται στο Σχ. A.1, όπου σχεδιάζεται η συχνότητα ω ως συ-

νάρτηση του κυματαριθμού k για τρεις διαφορετικές τιμές της παραμέτρου Ω. Είναι σαφές ότι

για LCP κύματα (α = +1) υπάρχουν δύο ζώνες συχνοτήτων, όπου η διάδοση ΗΜ κυμάτων
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είναι δυνατή: η ζώνη υψηλών συχνοτήτων (οπτικός κλάδος) και η ζώνη χαμηλών συχνοτήτων

(ακουστικός κλάδος). Επιπλέον, το χάσμα, που εμφανίζεται στην περίπτωση των LCP κυμά-

των, αυξάνεται (μειώνεται) καθώς η παράμετρος Ω μειώνεται (αυξάνεται). Για RCP κύματα

(α = −1) υπάρχει μόνο μία ζώνη συχνοτήτων, όπου αυτά μπορούν να διαδίδονται. Η ύπαρξη

των κλάδων υποδεικνύει ότι στη μη γραμμική περίπτωση είναι δυνατή η σύζευξη των κυκλικά

πολωμένων κυμάτων που διαδίδονται μαγνητισμένο πλάσμα, όπως ακριβώς συμβαίνει στην

περίπτωση μιας δεξιόστροφης-αριστερόστροφης γραμμής μεταφοράς (Κεφ. 3).
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Σχήμα A.1: Η σχέση διασποράς που δείχνει τη συχνότητα ω ως συνάρτηση του κυματαριθμού
k για LCP-(αριστερή εικόνα) και RCP-(δεξιά εικόνα) ΗΜ κύμα. Η λεπτή συνεχής (μπλε), η
εστιγμένη (κόκκινη) και η έντονη (πράσινη) γραμμή δείχνουν την σχέση διασποράς για Ω =
0.1, Ω = 0.8 και Ω = 2, αντίστοιχα.

Στην τάξη O(ϵ2), υπολογίζεται η ταχύτητα ομάδας ως:

vg =
2k(ω − αΩ)2

2ω(ω − αΩ)2 + αΩ
. (A.11)

Στο Σχ. A.2 απεικονίζεται η ταχύτητα ομάδας vg ως συνάρτηση της συχνότητας ω. Οι συνε-

χείς (μπλε) γραμμές και η εστιγμένη (κόκκινη) γραμμή υποδεικνύουν περιοχές συχνοτήτων για

τη διάδοση LCP και RCP κυμάτων, αντίστοιχα. Eίναι προφανές από το Σχ. A.2 ότι μπορεί να

υπάρξει διάδοση των κυκλικά πολωμένων κυμάτων με την ίδια ταχύτητα ομάδας σε διαφορετι-

κές περιοχές. Υπενθυμίζεται ότι ακριβώς αυτή η παρατήρηση μπορεί να οδηγήσει στη σύζευξη

μεταξύ LH και RH τρόπων στην δεξιόστροφη-αριστερόστροφη γραμμής μεταφοράς (Κεφ. 3).

Τέλος, εστιάζοντας στην περίπτωση της σύζευξης μεταξύ κυκλικά πολωμένων κυμάτων

με ίσες ταχύτητες ομάδας, στην τάξη O(ϵ3) λαμβάνουμε τις ακόλουθες εξισώσεις ΝLS:

i∂TΨ1 +D1∂
2
XΨ1 +

(
g11|Ψ1|2 + g12|Ψ2|2

)
Ψ1 = 0, (A.12)

i∂TΨ2 +D2∂
2
XΨ2 +

(
g21|Ψ1|2 + g22|Ψ2|2

)
Ψ2 = 0, (A.13)
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Σχήμα A.2: Η ταχύτητα ομάδας vg ως συνάρτηση της συχνότητας ω. Οι συνεχείς (μπλε) και η
εστιγμένη (κόκκινη) γραμμές δείχνουν την vg για περιοχές συχνοτήτων όπου διαδίδονται LCP
και RCP κύματα, αντίστοιχα.

όπου το πλάτος Ψj , οι συντελεστές διασποράςDj , οι SPM συντελεστές gjj και οι CPM συντε-

λεστές gj,3−j , με j = 1, 2, δίνονται αντίστοιχα ως:

Ψj ≡ A
(11)
jy (A.14)

Dj ≡
1

2

∂2ωj

∂k2j
=

vg
2kj

+
v2g

ω − αΩ
−
v3g(3ω − αΩ)

2kj(ω − αΩ)
(A.15)

gjj =
vg
kj
(ω2

j − k2j )
4, (A.16)

gj,3−j =
2vg
kj

(ω2
j − k2j )

2(ω2
3−j − k23−j)

2. (A.17)

Όπως φαίνεται από τις Εξ. (A.12)-(A.13), απουσία της σύζευξης CPM (gj,3−j = 0), η εξέλιξη

ενός κυκλικά πολωμένου κύματος περιγράφεται από μια απλή εξίσωση NLS:

i∂TΨ+D∂2XΨ+Q|Ψ|2Ψ = 0. (A.18)

Από την παραπάνω ανάλυση γίνεται φανερό το εξής: ξεκινώντας από το γραμμικό όριο

(μορφή της σχέσης διασποράς) και επεκτείνοντας τη θεώρηση και στη μη γραμική θεωρία (μία

ή δύο συζευγμένες εξισώσεις NLS για σολιτόνια σε μία ή σε δύο ζώνες της σχέσης διασποράς),

ο μη γραμμικός εντοπισμός της ΗΜ ισχύος στα μη γραμμικά μεταϋλικά και στο μαγνητισμένο

πλάσμα μπορεί να περιγραφεί ακολουθώντας την ίδια μεθοδολογία και χρησιμοποιώντας παρό-

μοια μοντέλα. Παρατηρείται, συγκεκριμένα, ότι η σχέση διασποράς παρουσιάζει δύο κλάδους

για τα κύματα LCP, όπως ακριβώς και στην περίπτωση της CRLH γραμμής, και ένα κλάδο για

τα κύματα RCP. Συνεπώς, όπως στην περίπτωση των μεταϋλικών, μπορεί κανείς να εστιάσει

σε ένα κλάδο της σχέσης διασποράς για το μαγνητισμένο πλάσμα και να εξάγει μια εξίσωση
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NLS, ή να θεωρήσει τη σύζευξη τρόπων σε δύο κλάδους και να εξάγει ένα σύστημα από δύο

συζευγμένες NLS.

Μπορεί κανείς να προχωρήσει ένα βήμα παραπάνω και να εκμεταλλευτεί τη φαινομενική

περιγραφή που βασίζεται στην αναγωγή του αρχικού συστήματος εξισώσεων στο μοντέλο NLS

για να προβλέψει ένα νέο φαινόμενο: τη δημιουργία “γιγαντιαίων” κυμάτων (rogue waves/freak

waves) στο μαγνητισμένο πλάσμα. Σημειώνεται ότι τέτοια κύματα έχουν κυρίως μελετηθεί στη

φυσική ωκεανογραφία, ως κύματα που “εμφανίζονται από το πουθενά και εξαφανίζονται χωρίς

να αφήσουν ίχνος” στον ωκεανό, έχοντας πλάτος τουλάχιστον 3-4 φορές μεγαλύτερο από το

μέσο πλάτος των υπολοίπων κυμάτων [140], αλλά και σε άλλες περιοχές, όπως στη μη γραμ-

μική οπτική [141]. Εδώ, θα εκμεταλλευτούμε το γεγονός ότι η εξίσωσηNLS έχει τέτοιου είδους

ακριβείς λύσεις, της μορφής “πνοών”, που είναι ρητές συναρτήσεις (και επομένως αποσβέννυ-

νται αλγεβρικά στο χώρο, και όχι εκθετικά όπως τα συνήθη σολιτόνια) και περιγράφουν τέτοια

γιγαντιαία κύματα. Όπως θα δούμε παρακάτω, οι λύσεις αυτές είναι τα λεγόμενα “σολιτόνια

Peregrine” [142–144].

Πράγματι, η διέγερση και εμφάνιση των γιγαντιαίων κυμάτων στο μαγνητισμένο πλά-

σμα μπορεί να προβλεφθεί στο πλαίσιο των Εξ. (A.2)-(A.8): η αριθμητική ολοκλήρωση των

Εξ. (A.2)-(A.8) με αρχικές συνθήκες δύο σολιτόνια, έδειξε ότι η αλληλεπίδραση αυτών των

σολιτονίων οδηγεί - στη φάση της σύγκρουσής τους - στον σχηματισμό ενός “μεταβατικού”

φαινομένου, όπου σχηματίζεται ένα γιγαντιαίο κύμα, βλ. Σχ. A.3. Είναι σημαντικό να ειπωθεί
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Σχήμα A.3: Ο σχηματισμός ενός γιγαντιαίου κύματος ως αποτέλεσμα της αλληλεπίδρασης δύο
σολιτονικών παλμών [136].
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ότι η χωρο-χρονική κατανομή αυτού του κύματος προσομοιώνεται πολύ καλά από την αντί-

στοιχη κατανομή του σολιτονίου Peregrine, που έχει τη μορφή

Ψ(X,T ) =

[
1− 4(1 + i2QT )

1 + 2QX2/D + 4Q2T 2

]
exp(iQT ) (A.19)

και απεικονίζεται στο Σχ. (A.4), όπου D και Q είναι οι συντελεστές διασποράς και μη γραμμι-

κότητας της Εξ. (A.18).

Σχήμα A.4: Το σολιτόνιο Peregrine με k = 0.5, Ω = 0.2: για RCP κύμα (αριστερή εικόνα) και
για LCP κύμα στην υψηλή περιοχή συχνοτήτων (δεξιά εικόνα).

Από την παραπάνω συζήτηση, γίνεται φανερό ότι η διεπιστημονικότητα των μεθόδων,

που χαρακτηρίζει τη διατριβή, μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την ανάλυση φαινομένων όχι μόνο

στην περιοχή των μεταϋλικών, αλλά και σε άλλες περιοχές της Φυσικής - όπως, εν προκειμένω,

της Φυσικής Πλάσματος.



Παράρτημα B

Θεωρία διαταραχών

Σε αυτό το Παράρτημα, θα περιγράψουμε τη θεωρία διαταραχών, που αναπτύχθηκε στα

πλαίσια της παρούσας διατριβής για τη μελέτη του μη γραμμικού εντοπισμού της ΗΜ ισχύος

στα μη γραμμικά μεταϋλικά. Προκειμένου να συμπεριληφθούν όλες οι περιπτώσεις που με-

λετήθηκαν (μία ή δύο συζευγμένες εξισώσεις NLS για σολιτόνια σε μία ή σε δύο ζώνες της

σχέσης διασποράς), αναλύουμε τη γενικότερη περίπτωση της μη γραμμικής CRLH γραμμής

(βλ. Κεφ.3), της οποίας η σχέση διασποράς δίνεται από την Εξ. (3.10).

Η σχέση διασποράς απεικονίζεται στο Σχ. 3.2 και είναι σαφές ότι υπάρχουν δύο ζώνες

συχνοτήτων, όπου η διάδοση των ΗΜ κυμάτων είναι δυνατή: η αριστερόστροφη (LH) ζώνη

(περιοχή χαμηλών συχνοτήτων) και η δεξιόστροφη (RH) ζώνη (περιοχή υψηλών συχνοτήτων).

Η ύπαρξη των LH και RH κλάδων στην σχέση διασποράς υποδεικνύει ότι στη μη γραμμική

περίπτωση είναι δυνατή η σύζευξη μεταξύ LH και RΗ τρόπων στη CRLH γραμμή με ίσες

ταχύτητες ομάδας.

Τα αναλυτικά αποτελέσματα βασίζονται στην χρήση της ημιδιακριτής προσέγγισης, η

οποία είναι μια παραλλαγή της μεθόδου των πολλαπλών κλιμάκων [145, 146]. Εισάγουμε τις

νέες ανεξάρτητες χρονικές μεταβλητές, tm = ϵmt (m = 0, 1, 2, . . .) και αναπτύσσουμε τον τε-

λεστή της χρονικής παραγώγου ως ∂t = ∂t0 + ϵ∂t1 + . . .. Αναζητούμε λύσεις της εξίσωσης (3.5)

της μορφής:

Vn =
∑
m=1

ϵmumn(tm) + c.c. (Β.1)

όπου ο δείκτης n αναφέρεται στις κυψελίδες του πλέγματος. Στη συνέχεια, αντικαθιστούμε την

Εξ.(Β.1) στην Εξ.(3.5) και χρησιμοποιούμε τη συνεχή προσέγγιση για τις συναρτήσεις umn, δη-

λαδή umn → um(x), όπου x = nh και h είναι το μήκος της μοναδιαίας κυψελίδας (η τελευταία

παράμετρος δεν εμφανίζεται στα παρακάτω αποτελέσματα καθώς κάναμε αλλαγή κλίμακας στο

x ως x/h). Επιπλέον, εισάγουμε τις νέες χωρικές μεταβλητές xm = ϵmx και αναπτύσσουμε τον

91



Παράρτημα Β. Θεωρία διαταραχών 92

τελεστή της χωρικής παραγώγου ως ∂x = ∂x0 + ϵ∂x1 + . . .. Τώρα, αναζητούμε μια λύση της

μορφής:

u1 =
2∑

j=1

Vj(x1, x2, . . . , t1, t2, . . .) exp(iθj) + c.c., (Β.2)

όπου οι δείκτες j = 1 και j = 2 αντιστοιχούν στις LH και RH περιοχές συχνοτήτων, Vj είναι μια

άγνωστη μιγαδική συνάρτηση περιβάλλουσας, θj = kjx0−ωjt0, ενώ οι κυματαριθμοί kj και οι

κυκλικές συχνότητες ωj ικανοποιούν την σχέση διασποράς σύμφωνα με την Εξ. (3.10). Αντικα-

θιστώντας την Εξ. (Β.2) στην Εξ. (3.5) και εξισώνοντας τους συντελεστές που βρίσκονται στην

ίδια τάξη στη μικρή παράμετρο ϵ, λαμβάνουμε τις ακόλουθες (πρώτες τρεις) διαταρακτικές

εξισώσεις:

O(ϵ) : L̂0u1 = 0, (Β.3)

O(ϵ2) : L̂0u2 + L̂1u1 + N̂0u
2
1 = 0, (Β.4)

O(ϵ3) : L̂1u2 + L̂2u1 + N̂0[u1u2 + µu31] = 0, (Β.5)

όπου οι τελεστές L̂i και N̂i (i = 0, 1, . . .) είναι:

L̂0 =
∂4

∂t40
+

(
1 + δ2 + 4β2 sin2

kj
2

)
∂2

∂t20
+ δ2, (Β.6)

L̂1 = 4
∂4

∂t30∂t1
+ 2

(
1 + δ2 + 4β2 sin2

kj
2

)
∂2

∂t0∂t1
− 2iβ2 sin kj

∂3

∂t30∂x1
, (Β.7)

L̂2 =

(
1 + δ2 + 4β2 sin2

kj
2

)(
∂2

∂t21
+ 2

∂2

∂t0∂t2

)
− 6

∂4

∂t20∂t
2
1

+ 4
∂4

∂t30∂t2
β2 cos kj

∂4

∂t20∂x
2
1

− 4iβ2 sin kj
∂3

∂t0∂t1∂x1
− 2iβ2 sin kj

∂4

∂t20∂x
2
2

, (Β.8)

N̂0 =

(
∂4

∂t40
+ δ2

∂2

∂t20

)
. (Β.9)

Στη συνέχεια, αντικαθιστώντας την Εξ. (Β.2) στην Εξ. (Β.4), λαμβάνουμε τη συνθήκη για το

μηδενισμό των αιωνίων όρων:

∂Vj
∂t1

+

[
ωjβ

2 sin kj
2ω2

j − (1 + δ2 + 4β2 sin2 kj
2
)

]
∂Vj
∂x1

= 0, (Β.10)

που υποδηλώνει ότι Vj = Vj(X, x2, · · · , t2, . . .), όπουX = x1−vgj t1. Οι ταχύτητες ομάδας vgj
ορίζονται αυτοσυνεπώς ως vgj = ∂ωj/∂kj [βλ. Εξ. (3.11)]. Χρησιμοποιώντας την Εξ. (Β.10)
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μπορούμε να ορίσουμε, από την Εξ. (Β.4), το άγνωστο πεδίο u2:

u2 = −
2∑

j=1

4ω2
j (4ω

2
j − δ2)

Gj(2ωj, 2kj)
V 2
j exp(i2θj)−

2[(ω1 + ω2)
4 − δ2(ω1 + ω2)

2]

G3(ω1 + ω2, k1 + k2)

×V1V2 exp(i(θ1 + θ2)−
2[(ω1 − ω2)

4 − δ2(ω1 − ω2)
2]

G4(ω1 − ω2, k1 − k2)
V1V

∗
2 exp(i(θ1 − θ2)

−
2∑

j=1

Fj(x1, x2, · · · , t1, t2, · · · ) + c.c., (Β.11)

όπου οι συναρτήσεις Gj(ωj, kj) δίνονται από:

Gj = −(1 + δ2 + 4β2 sin2 kj)(2ωj)
2 + (2ωj)

4 + δ2. (Β.12)

Επίσης,

G3 = − (1 + δ2 + 4β2 sin2(
k1 + k2

2
))(ω1 + ω2)

2 + (ω1 + ω2)
4 + δ2, (Β.13)

G4 = − (1 + δ2 + 4β2 sin2(
k1 − k2

2
))(ω1 − ω2)

2 + (ω1 − ω2)
4 + δ2. (Β.14)

Οι συναρτήσεις Fj(x1, x2, · · · , t1, t2, . . .) μπορούν να εξαχθούν στην τάξηO(ϵ4) με τη βοήθεια

της εξίσωσης:

L̂2u2 + N̂2u
2
1 = 0, (Β.15)

η οποία οδηγεί στο αποτέλεσμα:

Fj = −
2ω2

j δ
2

ω4
j + δ2

. (Β.16)

Κατόπιν, εξάγουμε την ακόλουθη έκφραση για το u2:

u2 = −
2∑

j=1

cjV
2
j exp(i2θj)− c3V1V2 exp(i(θ1 + θ2)

−c4V1V ∗
2 exp(i(θ1 − θ2)−

2∑
j=1

c0j|Vj|2 + c.c., (Β.17)

όπου

cj =
4ω2

j (4ω
2
j − δ2)

Gj(2ωj, 2kj)
, (Β.18)

c0j =
2ω2

j δ
2

ω4
j + δ2

. (Β.19)
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c3 =
2[(ω1 + ω2)

4 − δ2(ω1 + ω2)
2]

G3(ω1 + ω2, k1 + k2)
, (Β.20)

c4 =
2[(ω1 − ω2)

4 − δ2(ω1 − ω2)
2]

G4(ω1 − ω2, k1 − k2)
, (Β.21)

Τελικά, ορίζοντας τους συντελεστές:

Aj = c0j + cj, (Β.22)

B3−j = c03−j + c3 + c4, (Β.23)

και χρησιμοποιώντας τις μεταβλητές X = x1 − vgt1 ≡ ϵ(n− vgt) και T = t2 ≡ ϵ2t εξάγουμε,

από τη συνθήκη μηδενισμού των αιωνίων όρων στην τάξη O(ϵ3), τις συζευγμένες εξισώσεις

NLS:

i∂TV1 +
1

2
D1∂

2
XV1 +

(
g11|V1|2 + g12|V2|2

)
V1 = 0, (Β.24)

i∂TV2 +
1

2
D2∂

2
XV2 +

(
g21|V1|2 + g22|V2|2

)
V2 = 0, (Β.25)

όπου οι οι συντελεστές διασποράςDj , οι SPM συντελεστές gjj και οι CPM συντελεστές gj,3−j ,

με j = 1, 2, δίνονται από τις εξισώσεις (3.16)-(3.18).

Όπως φαίνεται από τις Εξ. (Β.24)-(Β.25), απουσία της σύζευξης CPM (gj,3−j = 0), η

ανάλυση εστιάζεται μόνο στη LH (RH) περιοχή και η εξέλιξη του V1 (V2) περιγράφεται από

μια απλή εξίσωση NLS,

i∂TV1 + P∂2XV1 +Q|V1|2V1 = 0, (Β.26)

όπως στην περίπτωση του μη γραμμικού ηλεκτρικού πλέγματος (Κεφ. 2) ή της διάταξης του μη

γραμμικού ομοεπίπεδου κυματοδηγού με τα ενσωματωμένα SRR (Κεφ. 4).

Είναι εμφανές ότι η παραπάνω ανάλυση είναι μια γενική μέθοδος, που μπορεί να οδηγήσει

σε μία ή δύο συζευγμένες εξισώσεις NLS, κατά τη μελέτη ενός μοντέλου μιας μη γραμμικής

γραμμής μεταφοράς που παρουσιάζει αριστερόστροφη ή/και δεξιόστροφη συμπεριφορά. Οι

αναλυτικές εκφράσεις των συντελεστών διασποράς και μη γραμμικότητας καθορίζονται κάθε

φορά από τη μορφή της μη γραμμικής διακριτής κυματικής εξίσωσης, που περιγράφει τη χω-

ροχρονική εξέλιξη της τάσης στο υπό μελέτη σύστημα.



Παράρτημα Γ

Η αστάθεια διαμόρφωσης για τις

συζευγμένες εξισώσεις NLS

Σε αυτό το Παράρτημα παρέχουμε αποτελέσματα για την αστάθεια διαμόρφωσης των λύ-

σεων του επίπεδου κύματος των εξισώσεων (3.19)-(3.20). Oι εξισώσεις αυτές επιδέχονται ακρι-

βείς λύσεις συνεχούς κύματος (CW) σταθερού πλάτους Vj(0) της μορφής:

Vj = Vj(0) exp (−iφj) , (Γ.1)

όπου φj =
(
V 2
j(0) − λjV

2
3−j,(0)

)
T (με j = 1, 2). H ευστάθεια των παραπάνω λύσεων μελετάται

θεωρώντας λύσεις των Εξ. (3.19)-(3.20) της μορφής:

Vj = (Vj(0) + ψj) exp(iφj) (Γ.2)

όπου ψj είναι μια μικρή διαταραχή. Γραμμικοποιώντας τις προκύπτουσες εξισώσεις ως προς

ψj και υποθέτοντας ότι

ψj = pj cos(KpX − ΩmT ) + iqj sin(Kp − ΩmT ), (Γ.3)

όπουKp και Ωp είναι ο κυματαριθμός και η συχνότητα της διαταραχής, αντίστοιχα, προκύπτει

ένα ομογενές σύστημα τεσσάρων εξισώσεων για τα πλάτη της διαταραχής pj και qj . Η απαίτηση

ότι το σύστημα δέχεται μη τετριμμένη λύση οδηγεί στην ακόλουθη σχέση διασποράς για τα Ωp

καιKp:

Ω4
p − (ρ1 + ρ2)Ω

2
p + ρ1ρ2 − γ = 0, (Γ.4)
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όπου

ρ1 =
sK2

p

2

(
sK2

p

2
+ 2V 2

1(0)

)
, (Γ.5)

ρ2 =
dK2

p

2

(
dK2

p

2
+ 2V 2

2(0)

)
, (Γ.6)

γ = sdλ1λ2V
2
1(0)V

2
2(0). (Γ.7)

Για να εξηγήσουμε την παρατηρούμενη συμπεριφορά των BD και DB σολιτονίων στις προσο-

μοιώσεις μεγάλης χρονικής διάρκειας, ας θεωρήσουμε την απλή περίπτωση ενός συνεχούς κύ-

ματος (δηλαδή γ = 0), που μεταφέρει ένα σκοτεινό σολιτόνιο. Τότε, υποθέτοντας ότι ρ1ρ2 < 0

το συνεχές κύμα παρουσιάζει αστάθεια διαμόρφωσης. Αυτό σημαίνει ότι Im{Ωp} ≠ 0, οπότε

το πεδίο ψj αυξάνεται εκθετικά.

Με βάση τα παραπάνω, η ευστάθεια/αστάθεια του συνεχούς κύματος για τη συνιστώσα

του σκοτεινού σολιτονίου στις περιπτώσεις των σολιτονίων τύπου BD και DB έχει ως εξής:

1. Σολιτόνια BD στις περιοχές συχνοτήτων I-IV. Σε αυτή την περίπτωση, s = +1, d < 0 και

V1(0) = 0. Έτσι, ρ1ρ2 < 0 και το συνεχές κύμα εμφανίζει αστάθεια διαμόρφωσης.

2. Σολιτόνια DB στις περιοχές συχνοτήτων II και III. Σε αυτή την περίπτωση s = −1, d > 0

και V2(0) = 0. Ως εκ τούτου, ρ1ρ2 < 0 το συνεχές κύμα εμφανίζει αστάθεια διαμόρφωσης.

3. Σολιτόνια DB στις περιοχές συχνοτήτων I και III. Σε αυτή την περίπτωση s = +1, d > 0

και V2(0) = 0. Σε αντίθεση με τις προηγούμενες περιπτώσεις, τώρα είναι ρ1ρ2 > 0 και

επομένως το συνεχές κύμα εμφανίζει ευστάθεια διαμόρφωσης.

Τα παραπάνω αποτελέσματα εξηγούν ποιοτικά τη διαφορετική συμπεριφορά, των BD και

DB σολιτονίων στις περιοχές συχνοτήτων I-IV, II-III και των DB σολιτονίων στις περιοχές I-III

Τα τελευταία είναι πιο εύρωστα και έχουν υποστεί λιγότερη παραμόρφωση για τον ίδιο χρόνο

διάδοσης από τα BD και DB στις περιοχές I-IV και II-III, αντίστοιχα.



Παράρτημα Δ

Ηλεκτρικά στοιχεία και φυσικές

παράμετροι της δομής SRR-CPW

Τα στοιχεία CR, LR και LL που σχετίζονται με τη δομή του ομοεπίπεδου κυματοδηγού

(CPW) συνδέονται με τις φυσικές παραμέτρους του συστήματος με τις ακόλουθες εξισώσεις

(βλ. [123]):

CR = 2ϵ0
K(κ0)

K ′(κ0)
+ ϵ0(ϵr1 − 1)

K(κ1)

K ′(κ1)
+ ϵ0(ϵr2 − ϵr1)

K(κ2)

K ′(κ2)
, (Δ.1)

LR =

(
1 +

LCPW

4Lp

)
LCPW − Ls, (Δ.2)

LL =
1

2
LCPW + 2Lp. (Δ.3)

Στις παραπάνω εκφράσεις ϵ0 είναι η ηλεκτρική επιτρεπτότητα του κενού, K και K ′ είναι το

πλήρες ελλειπτικό ολοκλήρωμα πρώτου είδους και η συμπληρωματική του συνάρτηση, αντί-

στοιχα [147]. Τα ορίσματα αυτών των συναρτήσεων δίνονται από:

κ0 =
D

D + 2G
, κj =

sinh
(

πD
4hj

)
sinh

[
π(D+2G)

4hj

] (j = 1, 2). (Δ.4)

Οι παράμετροι Lp και LCPW = 4ϵ0(30π)
2K ′(κ0)/K(κ0) ορίζουν αντίστοιχα την αυτεπαγωγή

της παράλληλης ταινίας και την ενεργή αυτεπαγωγή της δομής του ομοεπίπεδου κυματοδηγού

(σημειώνεται ότι Lp ≈ 0.36 nH [96]). Όσον αφορά τις τιμές των παραμέτρων του SRR, Ls και
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Cs, αυτές δίνονται από τις ακόλουθες σχέσεις [96]:

Ls =
2F 2L2

CPW

LSRR

(1 + LCPW/4Lp)
2

1 + F 2L2
CPW/2LpLSRR

, (Δ.5)

Cs =
L2
SRRCSRR

2F 2L2
CPW

(
1 + F 2L2

CPW/2LpLSRR

1 + LCPW/4Lp

)2

. (Δ.6)

Στις παραπάνω εξισώσεις, η παράμετροςF ≈ 0.54 ορίζει το ποσοστό της περιοχής των σχισμών

που καταλαμβάνονται από τους δακτυλίους [96], ενώ οι παράμετροι LSRR και CSRR (οι οποίες

ορίζουν την αυτεπαγωγή και τη χωρητικότητα των SRR αντίστοιχα) υπολογίζονται σύμφωνα

με τις εξισώσεις:

4

µ0

LSRR = (r +
w

2
) ln

[
8(2r + w)

w
− 2

]
+

(
r + d+

3w

2

)
ln
[
8(2r + 3w + 2d)

w
− 2

]
,

CSRR = 4ϵ0
K(κ3)

K ′(κ3)
+ 2ϵ0(ϵr1 − 1)

K(κ4)

K ′(κ4)
. (Δ.7)

Εδώ, µ0 είναι η μαγνητική διαπερατότητα του κενού, οι παράμετροι r, d και w αντιστοιχούν

στην ακτίνα του εσωτερικού δακτυλίου, στην απόσταση μεταξύ του εσωτερικού και εξωτερικού

δακτυλίου, και στο εύρος των δακτυλίων (βλ. Σχ. 4.1), αντίστοιχα. Τέλος, τα ορίσματα των

ελλειπτικών ολοκληρωμάτωνK καιK ′ είναι:

κ3 =
d

d+ 2w
, κ4 =

sinh
(

πd
4h1

)
sinh

[
π(d+2w)

4h1

] . (Δ.8)
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