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” Αιτε̃ιτε, κὰι δοθήσεται υμ̃ιν,

ζητε̃ιτε, κὰι ευρήσετε,
κρούετε, κὰι ανοιγήσεται υμ̃ιν
πα̃ς γὰρ ο αιτω̃ν λαμβάνει κὰι ο ζητω̃ν ευρίσκει
κὰι τω̃ κρούοντι ανοιγήσεται.”

Κατά Ματθαίον (ζ ΄, 7-8)
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στον πατέρα μου Αντώνιο και στην μνήμη της μητέρας μου Γιολάντας



4
ΕΥΧΑΡΙΣΤΕΙΕΣ

Θα ήθελα να ευχαριστήσω μέσα από την καρδιά μου τον επιβλέποντά μου, Καθη-
γήτη κ. Δημήτριο Βάρσο, για το πολύ ενδιαφέρον θέμα που μου υπέδειξε, τις πάντοτε
εύστοχες παρατηρήσεις του, την υπομονή του και τον πολύ χρόνο που αφιέρωσε ώστε
να ολοκληρωθεί αυτή η εργασία.
Επίσης πολύ θα ήθελα να ευχαριστήσω την Καθηγήτρια κ. Ολυμπία Ταλέλλη και τον
Καθηγητή κ. Ευάγγελο Ράπτη για την τιμή που μου έκαναν να μετάσχουν, από την
έναρξη της διατριβής αυτής, στην τριμελή εξεταστική επιτροπή.
Ακόμη ευχαριστώ πολύ και τους Καθηγητές κ. Δημήτριο Δεριζιώτη, κ. Ιωάννη Εμ-
μανουήλ, κ. Βασίλειο Μεταφτσή και τον Επίκουρο Καθηγητή κ. Μιχαήλ Συκιώτη,
διότι δεχτήκανε να μετάσχουν στην επταμελή εξεταστική επιτροπή.
Ιδιαίτερα θα ήθελα να ευχαριστήσω τον Καθηγητή κ. Παναγιώτη Παπάζογλου για
την εξαμηνιαία υποτροφία, κατά το χειμερινό εξάμηνο 2007-2008, καθώς και για την
πολύτιμη βοήθειά του στην εύρεση βιβλιογραφίας και πηγών.
Θα ήθελα στη συνέχεια να εκφράσω την ευγνωμοσύνη μου σε κάποιους ανθρώπους
που συνάντησα στα μαθητικά ή φοιτητικά μου χρόνια.
Κατ΄ αρχάς θα ήθελα να ευχαριστώ την Καθηγήτρια κ. Μαρία Φραγκουλοπούλου,
διότι της οφείλω το γεγονός ότι συνέχησα τις μεταπτυχιακές μου σπουδές στα Θε-
ωρητικά Μαθηματικά. Την ευχαριστώ πολύ για το ήθος της και το ενδιαφέρον που
έδειξε.
Επίσης θα ήθελα να ευχαριστώ τον Καθηγητή κ. Βασίλειο Νεστορίδη διότι η επιρροή
του (κατά τη διάρκεια των μεταπτυχιακών μου σπουδών) στον τρόπο που βλέπω τα
Μαθηματικά, λόγω του μαθήματος και της προσωπικότητάς του, μπορουμε να πούμε
ότι υπήρξε καθολική (universal).
Την απόφαση να προτιμήσω το Τμήμα Μαθηματικών στις πανελλήνιες εξετάσεις την
οφείλω κυρίως στον καθηγητή μου στο φροντιστήριο κ. Θεόδωρο Τζουβάρα. Αυτό
συνέβη όχι επειδή με έπεισε με λογικά επιχειρήματα ότι το Μαθηματικό είναι μία καλή
σχολή, αλλά γιατί δεν έπληξα μ-σχεδόν ποτέ στο μάθημά του!
Αυτή η εργασία δεν θα μπορούσε να πραγματοποιηθεί αν δεν είχα την εξαιρετική τεχνι-
κή στήριξη του παιδικού μου φίλου και συναδέλφου Αναστάσιου Κίκιλη. Σημαντική
ήταν και η βοήθεια που είχα στην αγγλική γλώσσα από την επίσης φίλη και συνάδελφο
Ευμορφία Ρούσσου, την οποία ευχαριστώ και για την δακτυλογράφηση της διπλωμα-
τικής μου εργασίας.
Τέλος ευχαριστώ θερμά όλους τους συγγενείς, φίλους και συναδέλφους για την στή-
ριξη που μου παρείχαν όλα αυτά τα χρόνια.
Αυτή η εργασία δεν θα είχε ολοκληρωθεί αν δεν είχα την στήριξη των γονέων μου
Αντωνίου και Γιολάντας, από τα παιδικά μου χρόνια μέχρι σήμερα, γι′ αυτό και είναι
αφιερωμένη σ΄ αυτούς. Στον πατέρα μου εξ΄ άλλου οφείλω και το μεγαλύτερο μέρος
της υλικής στήριξης για την εκπόνησή της.

Παναγιώτης



5
Περιεχομενα

1. Εισαγωγή 6
2. Προκαταρτικά 10
3. Η τομή επεπερασμένα παραγόμενων υποομάδων μιας ελεύθερης ομάδας 22
4. Η Howson ιδιότητα στις ομάδες 31
5. Αμαλγάματα και ΗΝΝ-επεκτάσεις 37
6. Εφαρμογές 57
7. Ανοιχτά ερωτήματα 63
Αναφορές 66



6
1. Εισαγωγη

Μία ομάδα G έχει την ιδιότητα του Howson (ή είναι μία Howson ομάδα) αν η τομή
κάθε δύο πεπερασμένα παραγόμενων υποομάδων της είναι πεπερασμένα παραγόμενη.
Η ιδιότητα αυτή είναι ”φυσιολογική” σε κάποιες κατηγορίες ομάδων, όπως οι πεπερα-
σμένες, οι αβελιανές, οι μηδενοδύναμες και οι πολυκυκλικές. Την πρώτη σημαντική
παρατήρηση (1954, [31]) έκανε ο Albert Howson (γι΄ αυτό και οι ομάδες αυτές πήραν
το ονομά του) που απέδειξε ότι και οι ελεύθερες ομάδες έχουν την παραπάνω ιδιότητα.
Ταυτόχρονα έδειξε ότι αν U , V είναι υποομάδες μίας ελεύθερης ομάδας F με m, n
ελεύθερους γεννήτορες αντιστοίχως, τότε η τομή τους U ∩V δεν μπορεί να έχει πάνω
από 2mn−m− n+ 1 ελεύθερους γεννήτορες.
Τα επόμενα χρόνια η έρευνα κινείται κυρίως προς δύο κατευθύνσεις. Να βρεθούν

ποιες άλλες κατηγορίες ομάδων έχουν την Howson ιδιότητα αλλά και να βελτιωθεί το
ανωτέρω φράγμα στην περίπτωση των ελευθέρων ομάδων. Στη δεύτερη κατεύθυνση
έχουμε την διατύπωση της εικασίας, από την Hanna Neumann (1956-1957, [49]-[50]),
ότι το πλήθος των γεννητόρων της τομής δεν υπερβαίνει τους mn − m − n + 2 ε-
λεύθερους γεννήτορες, αλλά και της ενισχυμένης εικασίας (βλέπε Κεφάλαιο 3-”Μία
ιστορική αναδρομή”), από τον Walter Neumann (1989, [51]). Πρόσφατα (2012, [42])
ο Igor Mineyev απέδειξε και τις δύο εικασίες.
Αυτό που μας απασχολεί σε αυτήν την εργασία, δεδομένου ότι υποομάδες ομάδων

Howson είναι και αυτές Howson, είναι η πρώτη κατεύθυνση. Μετά το αποτέλεσμα του
Howson ακολουθήσανε αρκετές γενικεύσεις. Ο Benjamin Baumslag έδειξε (1966,
[9]) ότι η κλάση των Howson ομάδων είναι κλειστή κάτω από ελεύθερα γινόμενα.
Επίσης οι Abraham Karrass και Donald Solitar έδειξαν (1970-1971, [36]-[37]) ότι τα
αμαλγαματοποιημένα ελεύθερα γινόμενα Howson ομάδων με πεπερασμένο αμάγαλμα
καθώς και οι ΗΝΝ-επεκτάσεις Howson ομάδων με πεπερασμένες συνδεόμενες ομάδες
διατηρούν την ιδιότητα του Howson.
Σε αντίθεση με τα παραπάνω αποτελέσματα ο David Moldavanskii αποδεικνύει

(1968, [45]) ότι το ευθύ γινόμενο δύο Howson ομάδων δεν διατηρεί υποχρεωτικά την
Howson ιδιότητα. Συγκεκριμένα η ομάδα F2 × Z (όπου F2 είναι η ελεύθερη ομάδα
διάστασης 2 και Z η άπειρη κυκλική ομάδα) δεν έχει την Howson ιδιότητα. Επεκτείνον-
τας το παραπάνω αποτέλεσμα, οι Robert Burns και Andrew Brunner αποδεικνύουν
(1979, [18]) ότι καμία επέκταση μίας ελεύθερης ομάδας διαστάσεως n ≥ 2 δια μέσου
μίας άπειρης κυκλικής ομάδας δεν κατέχει την Howson ιδιότητα.
Υπάρχουν κλάσεις ομάδων που έχουν την Howson ιδιότητα, όπως π.χ. οι Fuchsian

ομάδες (Leon Greenberg-1960, [27]) ή οι ομάδες όρια (βλέπε [34, 22, 38]). Υπάρχουν
κλάσεις ομάδων που δεν έχουν την Howson ιδιότητα, όπως π.χ. τα στεφανιαία γινόμε-
να κυκλικών ομάδων (Alexander Kirkinskii-1981, [39]) ή κάποια πηλίκα υπερβολικών
ομάδων (Ilya Kapovich-1997, [32]). Τέλος υπάρχουν και κλάσεις ομάδων για τις ο-
ποίες γνωρίζουμε ικανές και αναγκαίες συνθήκες ώστε να έχουν την Howson ιδιότητα,
όπως π.χ. οι πεπερασμένα παραγόμενες μεταβελιανές ομάδες (Alexander Kirkinski-
i-1981, [39]) ή οι ομάδες που είναι μηδενοδύναμες δια μέσου αβελιανής ομάδας και
ικανοποιούν την μεγιστική συνθήκη στις κανονικές υποομάδες (Patrizia Longobardi,
Mercede Maj-1986, [40]).
΄Ενα από τα βασικά ερωτήματα που προκύπτουν είναι το παρακάτω. ΄Εστω K, L

ομάδες Howson, κάτω από ποιες συνθήκες οι ομάδες K ∗A L και 〈 t,K | t−1At =
B 〉 διατηρούν την ιδιότητα του Howson; Ικανές συνθήκες έδωσαν οι Robert Burns
(1972-1973, [16]-[17]) και Daniel Cohen (1976, [20]). Βασική προϋπόθεση εδώ, για
να διατηρείται η ιδιότητα του Howson, είναι οι συνδεόμενες υποομάδες A και B να



7
ανήκουν στην κλάση των Burns υποομάδων (βλέπε Ορισμό 5.1). Αν οι συνδεόμενες
υποομάδες είναι πεπερασμένες τότε αποδεικνύεται εύκολα ότι ανήκουν στην κλάση
των Burns υποομάδων, επομένως τα αποτελέσματα των Burns και Cohen επεκτείνουν
αυτά των Karrass και Solitar.
Ο Robert Burns διαπιστώνει (1972, [16]) ότι οι μεγιστικές κυκλικές υποομάδες

των πεπερασμένα παραγόμενων ελευθέρων ομάδων είναι επίσης Burns υποομάδες. Ε-
πιπλέον ο Ilya Kapovich περιγράφει (1997, [32]) μία ευρεία κλάση ομάδων (στις οποίες
περιλαμβάνονται όλες οι πεπερασμένα παραγόμενες ελεύθερες ομάδες και οι θεμελιώ-
δεις ομάδες των κλειστών υπερβολικών επιφανειών) στην οποία οι μεγιστικές κυκλικές
υποομάδες είναι Burns. Από την άλλη μεριά, οι μεγιστικές κυκλικές υποομάδες των
ελευθέρων αβελιανών ομάδων δεν είναι Burns υποομάδες. Για παράδειγμα, είναι εύκο-
λο να δούμε ότι το αμαλγαματοποιημένο ελεύθερο γινόμενο 〈 a 〉×〈 c 〉 ∗ 〈 c 〉〈 c 〉×〈 b 〉
είναι ισόμορφο με την ομάδα F2 ×Z, η οποία δεν είναι Howson. Ταυτόχρονα ο David
Moldavanskii έχει αποδείξει (1968, [45]) ότι η ΗΝΝ-επέκταση 〈 t, a | t−1at = al 〉
για κάθε l ∈ Z είναι μία Howson ομάδα, αν και η συνδεόμενη υποομάδα 〈 al 〉 δεν
είναι Burns υποομάδα της 〈 a 〉, όπως παρατήρησε (1976, [20]) και ο Daniel Cohen,
ταυτόχρονα με την διατύπωση του Θεωρήματός του.
Γενικά παρουσιάζονται δύο προβλήματα στο αποτέλεσμα των Burns και Cohen.

Δεν είναι εύκολο να ελέγξουμε αν μία συνδεόμενη υποομάδα σε ένα αμαγαλματοποιη-
μένο ελεύθερο γινόμενο ή σε μία ΗΝΝ-επέκταση είναι Burns. Οι συνθήκες που δίνει
το Θεώρημα είναι ικανές αλλά όχι αναγκαίες. ΄Ετσι το ερώτημα κάτω από ποιές συν-
θήκες οι ομάδες K ∗A L και 〈 t,K | t−1At = B 〉 (K, L ομάδες Howson) διατηρούν
την ιδιότητα του Howson, παραμένει ανοιχτό.
Στην εργασία αυτή απαντάμε μερικώς στο παραπάνω ερώτημα. Τα βασικά αποτε-

λέσματα αυτής της διατριβής είναι τα παρακάτω.

Πρόταση 1: (Πρόταση 5.1) ΄Εστω k, l ∈ Z. Τότε η Baumslag-Solitar ομάδα

B(k, l) = 〈 t, a | t−1akt = al 〉

έχει την Howson ιδιότητα αν και μόνο αν τουλάχιστον ένα από τα k και l ισούται με ±1.

Το παραπάνω αποτέλεσμα προϋπήρχε με άλλη απόδειξη από τον Vladimir Bezver-

khnii (1998, [12]).

Θεώρημα 1: (Θεώρημα 5.4) ΄Εστω G = 〈 t,K | t−1At = B 〉, όπου K μία πεπε-
ρασμένα παραγόμενη ελεύθερη αβελιανή ομάδα. Τότε η G έχει την Howson ιδιότητα
αν και μόνο αν A = B = K ή A = K > B και η G ικανοποιεί τις συνθήκες:
(α) Για κάθε μη πολυκυκλική υποομάδα 〈 tm, k′ 〉 όπου m ≥ 1, k′ ∈ K και για κάθε
k ∈ K έχουμε ότι 〈 tm, k′ 〉 ∩ 〈 k 〉 6= 1.
(β) Υπάρχει μία μη πολυκυκλική υποομάδα H = 〈 t, k1 〉, όπου k1 ∈ K − B, τέτοια
ώστε H 6f G.
Πόρισμα 1: (Πόρισμα 5.7) ΄Εστω G = 〈 t, K | t−1At = B 〉, όπου K =

K1 ×K2 τέτοια ώστε K1 πεπερασμένα παραγόμενη ελεύθερη αβελιανή ομάδα και K2

πεπερασμένη αβελιανή ομάδα. Τότε η G έχει την Howson ιδιότητα αν και μόνο αν είτε
οι συνδεόμενες υποομάδες είναι πεπερασμένες ή A = B = K ή A = K > B και η
G ικανοποιεί τις συνθήκες:
(α′) Για κάθε μη πολυκυκλική υποομάδα 〈 tm, k′ 〉 όπου m ≥ 1, k′ ∈ K και για κάθε
k ∈ K απείρου τάξεως έχουμε ότι 〈 tm, k′ 〉 ∩ 〈 k 〉 6= 1.
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και (β) του Θεωρήματος 1.

Δηλαδή δίνουμε ικανές και αναγκαίες συνθήκες ώστε η ΗΝΝ-επέκταση 〈 t,K |
t−1At = B 〉 να διατηρεί την ιδιότητα του Howson, στην ειδική περίπτωση όπου η K
είναι πεπερασμένα παραγόμενη αβελιανή ομάδα.

Θεώρημα 2: (Πόρισμα 5.8) ΄Εστω G = 〈 t, K | t−1At = B 〉, όπου K μία
πεπερασμένα παραγόμενη και άπειρη μηδενοδύναμη ομάδα και A, B μη τετριμμένες
άπειρες γνήσιες υποομάδες της K. Τότε η G δεν έχει την Howson ιδιότητα.

Παραμένει ανοιχτό το ερώτημα (βλέπε Ερώτημα 1 από το Κεφάλαιο 7-”Ανοιχτά
Ερωτήματα”) τι γίνεται όταν έχουμε μία αύξουσα ΗΝΝ-επέκταση με ομάδα βάσης
μία πεπερασμένα παραγόμενη μηδενοδύναμη ομάδα. ΄Ενα μερικό αποτέλεσμα είναι το
παρακάτω.

Πρόταση 2: (Πρόταση 5.4) ΄Εστω G = 〈 t,K | t−1Kt = B 〉, όπου K μία
πεπερασμένα παραγόμενη μηδενοδύναμη ομάδα και B μία γνήσια υποομάδα της K. Υ-
ποθέτουμε ακόμα ότι ηG ικανοποιεί την μεγιστική συνθήκη στις κανονικές υποομάδες.
Τότε η G έχει την Howson ιδιότητα αν και μόνο αν κάθε πεπερασμένα παραγόμενη
υποομάδα της είναι πολυκυκλική ή πεπερασμένου δείκτη στην G.

Επίσης δίνουμε ικανές και αναγκαίες συνθήκες ώστε το αμαλγαματοποιημένο ελεύ-
θερο γινόμενο K ∗A L να διατηρεί την ιδιότητα του Howson, στην ειδική περίπτωση
όπου οι K, L είναι πεπερασμένα παραγόμενες αβελιανές ομάδες.

Θεώρημα 3: (Πόρισμα 5.9) ΄Εστω G = K∗AL το αμαλγαματοποιημένο ελεύθερο
γινόμενο των πεπερασμένα παραγόμενων ελευθέρων αβελιανών ομάδων K, L. Τότε
η G έχει την Howson ιδιότητα αν και μόνο αν G = K ∗ L ή |K : A| = |L : A| = 2.

Πόρισμα 2: (Πόρισμα 5.10) ΄Εστω K = K1 × K2 και L = L1 × L2, όπου
K1, L1 πεπερασμένα παραγόμενες ελεύθερες αβελιανές ομάδες και K2, L2 πεπερα-
σμένες αβελιανές ομάδες. Τότε η ομάδα G = K ∗A L έχει την Howson ιδιότητα αν
και μόνο αν η A είναι πεπερασμένη ή |K : A| = |L : A| = 2.

Χρησιμοποιώντας ίδιες αποδεικτικές μεθόδους μπορούμε να γενικεύσουμε το πα-
ραπάνω αποτέλεσμα στην περίππτωση όπου οι K, L είναι πεπερασμένα παραγόμενες
μηδενοδύναμες ομάδες.

Θεώρημα 4: (Πόρισμα 5.11) ΄Εστω G = K ∗A L το αμαλγαματοποιημένο ελεύ-
θερο γινόμενο των πεπερασμένα παραγόμενων μηδενοδυνάμων ομάδων K, L. Τότε η
G έχει την Howson ιδιότητα αν και μόνο αν η A είναι πεπερασμένη ή |K : A| = |L :
A| = 2.

Τέλος όταν οι K, L είναι πολυκυκλικές ομάδες τα επιχειρήματα αυτά μας δίνουν
τις ίδιες ικανές συνθήκες ώστε το αμαλγαματοποιημένο ελεύθερο γινόμενό τους να
είναι Howson ομάδα. Παραμένει ανοιχτό το ερώτημα αν οι συνθήκες αυτές είναι και
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αναγκαίες. Επίσης δεν γνωρίζουμε παράδειγμα Howson ομάδας που να είναι αμαλγαμα-
τοποιημένο ελεύθερο γινόμενο πολυκυκλικών ομάδων με |K : A| ≥ 3 και |L : A| ≥ 2.

Πρόταση 3: (Θεώρημα 5.5) ΄Εστω G = K ∗A L το αμαλγαματοποιημένο ε-
λεύθερο γινόμενο των πολυκυκλικών ομάδων K, L. Αν η A είναι πεπερασμένη ή
|K : A| = |L : A| = 2 τότε η G έχει την Howson ιδιότητα.

Από τα παραπάνω αποτελέσματα προκύπτουν Παραδείγματα ομάδων που είναι Ho-
wson αν και δεν ικανοποιούν τις συνθήκες των Burns και Cohen (Παραδείγματα 2 και
3). ΄Ενα άλλο ενδιαφέρον πρόβλημα είναι τι γίνεται όταν οι K, L είναι πεπερασμένα
παραγόμενες ελεύθερες ομάδες. Πρόσφατα ο David Moldavanskii έδειξε (2010, [46])
ότι καμία αύξουσα ΗΝΝ-επέκταση πεπερασμένα παραγόμενων ελευθέρων ομάδων δεν
είναι Howson. Σε πολύ ειδικές περιπτώσεις μπορούμε εύκολα να επεκτείνουμε το απο-
τέλεσμα αυτό (βλέπε Λήμματα 5.9, 5.10 και 5.11). Επίσης γνωρίζουμε από παλιότερα
αποτελέσματα (βλέπε [16], [18] και [32]) περιπτώσεις που τέτοιες ομάδες είναι How-
son διότι ικανοποιούν τις ικανές συνθήκες των Burns και Cohen. Ωστόσο η γενική
περίπτωση του προβλήματος παραμένει ανοιχτή.
Η δομή της εργασίας είναι η εξής :
Στο 2ο Κεφάλαιο παραθέτουμε τους Ορισμούς και τα Θεωρήματα που χρειάζονται

για τις αποδείξεις.
Στο 3ο Κεφάλαιο παρουσιάζουμε το Θεώρημα του Howson με σύγχρονη προσέγ-

γιση καθώς και μία εκδοχή της απόδειξης της απλής και της ενισχυμένης εικασίας των
Neumann μόνο με χρήση της Θεωρίας των Bass και Serre.
Στο 4ο Κεφάλαιο παρουσιάζουμε γνωστές κλάσεις ομάδων για τις οποίες γνωρί-

ζουμε αν έχουν ή δεν έχουν την Howson ιδιόητα.
Στο 5ο Κεφάλαιο επικεντρωνόμαστε στην κλάση των αμαγαλμάτων και των ΗΝΝ-

επεκτάσεων που έχουν ή δεν έχουν την Howson ιδιότητα. Στην αρχή παρουσιάζουμε
τα μέχρι τώρα γνωστά αποτελέσματα, κυρίως το Θεώρημα των Burns και Cohen.
Στη συνέχεια παρουσιάζουμε τα καινούργια αποτελέσματα. Συγκεκριμένα, σε ειδικές
περιπτώσεις δίνονται ικανές και αναγκαίες συνθήκες ώστε τα αμαλγάματα και οι ΗΝΝ-
επεκτάσες Howson ομάδων να έχουν την Howson ιδιότητα καθώς και κάποια μερικά
αποτελέσματα.
Στο 6ο Κεφάλαιο δίνουμε κάποιες εφαρμογές του Θεωρήματος 1. Συγκεκριμέ-

να προκύπτουν κλάσεις και απλά παραδείγματα ομάδων με ή χωρίς την ιδιότητα του
Howson.
Στο 7ο Κεφάλαιο παραθέτουμε ανοιχτά ερωτήματα και εικασίες που προέκυψαν από

την μελέτη της Howson ιδιότητας στις ομάδες.
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2. Προκαταρτικα

Ορισμός 2.1. ΄Ενα γράφημα X αποτελείται από την ξένη ένωση ενός συνόλου
κορυφών X0 6= ∅ και ενός συνόλου ακμών X1 και δύο απεικονίσεις

X1 → X0 ×X0, e 7→ (α(e), ω(e))

και
X1 → X1, e 7→ e

οι οποίες ικανοποιούν τις ακόλουθες συνθήκες :
Για κάθε e ∈ X1 έχουμε e = e, e 6= e και α(e) = ω(e).
Η α(e) ονομάζεται αρχική κορυφή της ακμής e, η ω(e) τελική κορυφή της e
και η ακμή e αντίστροφη της e. Το ζεύγος (e, e) λέγεται γεωμετρική ακμή.

Ορισμός 2.2. ΄Ενας προσανατολισμός σε ένα γράφημα X είναι ένα υποσύνολο

X1
+ του X

1 τέτοιο ώστε να ισχύει X1 = X1
+

∐
X1

+.

Ορισμός 2.3. ΄Ενας μορφισμός γραφημάτων φ : X → Y είναι ένα ζεύγος
απεικονίσεων

φ0 : X0 → Y 0, φ1 : X1 → Y 1

οι οποίες ικανοποιούν τις παρακάτω συνθήκες

φ0(α(e)) = α(φ1(e)), φ0(ω(e)) = ω(φ1(e)),

για κάθε e ∈ X . Χρησιμοποιούμε τις έννοιες ισομορφισμός και αυτομορφισμός
γραφημάτων με φυσικό τρόπο.

Ορισμός 2.4. ΄Εστω X γράφημα. Για κάθε κορυφή v ∈ X0 ορίζουμε ως αστέρι
της κορυφής v :

star(v) = {e ∈ X1
+ | α(e) = v} ∪ {e ∈ X1

+ | ω(e) = v}.

Αν |star(v)| > 2 η κορυφή v του γραφήματος λέγεται σημείο διακλάδωσης, ενώ
αν |star(v)| = 1 τότε η κορυφή v λέγεται ακραίο σημείο. Γενικά ο πληθάριθμος
|star(v)| ονομάζεται τοπολογική τάξη της κορυφής v στο γράφημα.

Ορισμός 2.5. Μία ομάδα G δρα στο γράφημα X (γράφουμε G y X) αν
υπάρχει ένας ομομορφισμός ομάδων

ρ : G→ AutX : g 7→ ρ(g)

με
gv := ρ(g)(v), ge := ρ(g)(e)

όπου {v, gv} ⊆ X0 και {e, ge} ⊆ X1. Αν για κάθε g ∈ G και κάθε e ∈ X1 έχουμε
ότι ge 6= e θα λέμε ότι η G δρα χωρίς αντιστροφές. Το σύνολο των G-τροχιών
της δράσης συμβολίζεται με G \X := {Gx | x ∈ X}.

Ορισμός 2.6. ΄Ενα υποσύνολο ενός γραφήματος που αποτελεί γράφημα με τους
περιορισμούς των αρχικών απεικονίσεων ονομάζεται υπογράφημα. ΄Ενα υπογρά-
φημα του οποίου οι ακμές {e1, e2, ..., en} έχουν την ιδιότητα ω(ei) = α(ei+1), όπου
1 ≤ i ≤ n − 1, λέγεται πεπερασμένο μονοπάτι (γράφουμε e1e2...en). Η κο-
ρυφή α(e1) ονομάζεται αρχή του (πεπερασμένου) μονοπατιού ενώ η κορυφή ω(en)
ονομάζεται τέλος του (πεπερασμένου) μονοπατιού. ΄Ενα μονοπάτι που δεν περιέ-
χει παλινδρομήσεις, δηλαδή ισχύει ei+1 6= ei για κάθε δύο γειτονικές ακμές, ονο-
μάζεται ανηγμένο μονοπάτι. ΄Ενα ανηγμένο μονοπάτι χωρίς τέλος ονομάζεται
άπειρο μονοπάτι (γράφουμε e1e2...en...). ΄Ενα ανηγμένο μονοπάτι χωρίς αρχή
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και τέλος ονομάζεται διπλά άπειρο μονοπάτι (γράφουμε ...e−n...e−2e−1e0e1e2...
en...). ΄Ενα πεπερασμένο ανηγμένο μονοπάτι e1e2...en με την ιδιότητα ω(en) = α(e1)
λέγεται κύκλος μήκους n. ΄Ενας κύκλος μήκους 1 λέγεται βρόχος.

Ορισμός 2.7. ΄Ενα γράφημα λέγεται συνεκτικό αν κάθε δύο κορυφές του συνδέ-
ονται με τουλάχιστον ένα μονοπάτι. Τα μεγιστικά συνεκτικά υπογραφήματα λέγονται
συνεκτικές συνιστώσες του γραφήματος.

Ορισμός 2.8. ΄Ενα δένδρο είναι ένα συνεκτικό γράφημα χωρίς κύκλους. ΄Ενα
μη συνεκτικό γράφημα του οποίου κάθε συνεκτική συνιστώσα είναι δένδρο λέγεται
δάσος.

Λήμμα 2.1. (Howson, Λήμμα 2.2, [31]) ΄Εστω T ένα πεπερασμένο δένδρο με n
ακραία σημεία. Αν το T έχει σημεία διακλάδωσης p1, p2, ..., ps, με τοπολογικές τάξεις
n1, n2, ..., ns αντιστοίχως, τότε n = 2 +

∑s
i=1(ni − 2).

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι το T έχει m το πλήθος γεωμετρικές ακμές και m + 1 το
πλήθος κορυφές. ΄Εστω r το πλήθος των κορυφών του T με τοπολογική τάξη 2,
ισχύει m+ 1 = n+ r + s.
Διασπάμε το δένδρο σε m το πλήθος συνεκτικές συνιστώσες (όπως π.χ. στην Εικόνα
1). Τώρα το πλήθος των ακραίων σημείων γίνεται n+ 2r +

∑s
i=1 ni.

[ Εικόνα 1 : Η διάσπαση του T σε e συνεκτικές συνιστώσες ]

Κάθε συνεκτική συνιστώσα έχει 2 ακραία σημεία, άρα από τα παραπάνω έχουμε :

n+ 2r +

s∑

i=1

ni = 2m = 2(n+ r + s− 1)

⇒ n = 2 +

s∑

i=1

(ni − 2).

�
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Παραδείγματα : Παραθέτουμε μερικές απλές περιπτώσεις Cayley γραφημάτων.
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1a−1a−2 a a2 a3

[ Eικóνα 2 : Γ(Z8, {a}) ]

[ Eικóνα 3 : Γ(Z, {a}) ]

[ Eικóνα 4 : Γ(Z× Z, {a, b}) ]



13
Ορισμός 2.9. ΄Εστω G μία ομάδα και S ένα υποσύνολο της G. Ορίζουμε το
γραφημα Cayley Γ(G,S)(= X) να είναι το προσανατολισμένο γράφημα με κορυφές
X0 = G και (προσανατολισμένες) ακμές X1

+ = G×S, με α(g, s) = g και ω(g, s) = gs
για κάθε ακμή (g, s) ∈ G×S. Προφανώς το γράφημα Cayley Γ(G,S) είναι συνεκτικό
αν και μόνο αν το S είναι σύνολο γεννητόρων της G.
΄Εστω ότι η G έχει την παράσταση G = 〈S | R 〉 , τότε γνωρίζουμε ότι αν
K = 〈R 〉 F (S), ισχύει G = F (S)�K και ορίζεται ο φυσικός επιμορφισμός

F (S) ։ G : w 7→ w = wK.

Ορίζουμε το S-μήκος ενός στοιχείου g ∈ G ως εξής

lS(g) = min{ l(w) | w ∈ F (S), g = w }.

Επίσης αν g, g′ ∈ G τότε η dS , με dS(g, g′) = lS(g
−1g′), είναι η αντίστοιχη μετρική

στον χώρο Γ(G,S).

Στη συνέχεια, όταν αναφερόμαστε σε τοπολογικούς χώρους θεωρούμε ότι έχουν
καλές ιδιότητες, δηλαδή είναι Hausdorff και συνεκτικοί κατά τόξα.

Ορισμός 2.10. ΄Εστω X,Y τοπολογικοί χώροι και f0, f1 : X → Y συνεχείς α-
πεικονίσεις. Λέμε ότι οι f0, f1 είναι ομοτοπικές αν υπάρχει συνεχής απεικόνιση
F : X × [0, 1] → Y με F (x, 0) = f0(x) και F (x, 1) = f1(x). Η F τότε είναι μία
ομοτοπία που ενώνει τις f0, f1. Γράφουμε f0 ≃ f1 και ft = F (x, t). Η σχέση ” ≃ ”
είναι μία σχέση ισοδυναμίας. Η f : X → Y είναι μία ομοτοπική ισοδυναμία αν
υπάρχει g : Y → X τέτοια ώστε f ◦ g ≃ 1Y και g ◦ f ≃ 1X . Τότε οι τοπολογικοί
χώροι X,Y είναι ομοτοπικά ισοδύναμοι.

Ορισμός 2.11. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος. ΄Ενα (τοπολογικό) μονοπάτι
στον X είναι μία συνεχής απεικόνιση f : [0, 1] → X . Μία οικογένεια μονοπατιών
{ft, t ∈ [0, 1]} ονομάζεται ομοτοπία μονοπατιών στον X όταν :
(1) τα άκρα ft(0), ft(1) είναι ανεξάρτητα από το t.
(2) υπάρχει μία ομοτοπία F : [0, 1]× [0, 1] → X : (s, t) 7→ ft(s).
Λέμε ότι τα μονοπάτια f0, f1 συνδέονται με την ομοτοπία μονοπατιών ft και γράφουμε
f0 ≃ f1.
Η σχέση ομοτοπίας είναι σχέση ισοδυναμίας. Συμβολίζουμε την κλάση ισοδυναμίας
του f με [f ].

Ορισμός 2.12. ΄Εστω f, g : [0, 1] → X μονοπάτια τέτοια ώστε f(1) = g(0), τότε
ορίζουμε το γινόμενο f · g ως εξής

(f · g)(t) =

{
f(2t), 0 ≤ t ≤ 1

2
g(2t− 1), 1

2 ≤ t ≤ 1.

Το γινόμενο είναι καλά ορισμένο και στις αντίστοιχες κλάσεις ισοδυναμίας, δηλαδή
ισχύει [f ] · [g] = [f · g].

Ορισμός 2.13 (τοπολογικός ορισμός θεμελιώδους ομάδας). ([30], [3]) ΄Εστω X το-
πολογικός χώρος και f : [0, 1] → X μονοπάτι με f(0) = f(1) = x0, τότε το μονοπάτι
λέγεται βρόχος και το x0 σημείο αναφοράς. Το σύνολο των κλάσεων ισοδυνα-
μίας (ως προς την ομοτοπία) των βρόχων με σημείο αναφοράς το x0 αποτελεί ομάδα
με πράξη την [f ] · [g] = [f · g] (όπου f, g βρόχοι) και λέγεται θεμελιώδης ομάδα.
Συμβολίζεται με π1(X, x0) ( ή πιο απλά με π1(X) ) και τα στοιχεία της με [f ].
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b

b
b
b

Xk :=

π1(Xk) = Fk

T :=

π1(T ) = Z× Z

[ Εικόνα 5 : Παραδείγματα θεμελιωδών ομάδων τοπολογικών χώρων ]

Ορισμός 2.14. ([23]) ΄Ενα γράφημα ομάδων (G, Y ) αποτελείται από ένα προ-
σανατολισμένο γράφημα Y , όπου σε κάθε y ∈ Y αντιστοιχεί μία ομάδα G(y) και σε
κάθε ακμή e του Y δύο μονομορφισμοί ομάδων

αe : G(e) 7→ G(α(e)), ωe : G(e) 7→ G(ω(e)).

Οι ομάδες G(e),G(v) ονομάζονται ομάδες ακμών και ομάδες κορυφών του G,
αντιστοίχως. Επίσης ισχύει ότι G(e) = G(e). Αν G = I είναι το γράφημα ομάδων με
I(v) = 1 για κάθε v ∈ Y 0, τότε αυτό λέγεται τετριμμένο.

Ορισμός 2.15. ([58]) ΄Εστω (G, Y ) ένα συνεκτικό γράφημα ομάδων και F (G, Y ) η
ομάδα που παράγεται από τις ομάδες G(v), v ∈ Y 0, και τις ακμές e ∈ Y 1, με τις εξής
σχέσεις:

e = e−1, e−1αe(g)e = ωe(g),

για κάθε e ∈ Y 1, g ∈ G(e). Πιο συγκεκριμένα, έστω Γ το ελεύθερο γινόμενο των
ομάδων κορυφής G(v) και της ελεύθερης ομάδας με ελεύθερους γεννήτορες τις ακμές
του Y . Η ομάδα F (G, Y ) ορίζεται ως το πηλίκο της Γ προς την κανονική υποο-

μάδα που παράγεται από τα στοιχεία { ee, e−1αe(g)e(ωe(g))
−1, για κάθε e ∈ Y 1,

g ∈ G(e) }. ΄Εστω τώρα c = e1e2...en ένα μονοπάτι στο Y και µ = (gv0 , gv1 , ..., gvn)
μία ακολουθία από στοιχεία των ομάδων G(vi)(i = 0, 1, ..., n), έτσι ώστε να ισχύει
ω(ei) = vi = α(ei+1). Τότε ένα στοιχείο |c, µ| της F (G, Y ) θα έχει την μορφή
|c, µ| = gv0e1gv1e2gv2 · · · engvn .
Θα δωθούν δύο ορισμοί της θεμελιώδους ομάδας ενός γραφήματος ομάδων (G, Y ).
1. ΄Εστω T (Y ) ένα μεγιστικό δένδρο του Y . Η θεμελιώδης ομάδα π1(G, T (Y ))
είναι το πηλίκο της F (G, Y ) προς την κανονική υποομάδα που παράγεται από τα
στοιχεία e ∈ T (Y )1. Τώρα αν gy είναι η εικόνα του y στην π1(G, T (Y )), η ομάδα
π1(G, T (Y )) θα παράγεται από τις ομάδες G(v)(v ∈ Y 0) και τα στοιχεία ge(e ∈ Y 1)
που ικανοποιούν τις σχέσεις :

ge
−1αe(g)ge = ωe(g), ge = ge

−1, g ∈ G(e)

και
ge = 1, e ∈ T (Y )1.

Αν το Y είναι δένδρο τότε η θεμελιώδης ομάδα λέγεται δενδρικό γινόμενο. Το
δενδρικό γινόμενο είναι το ελεύθερο γινόμενο με αμάγαλμα

G =
∏

∗(G(vi) | αej (G(ej)) = ωej (G(ej))).

2. ΄Εστω v0 μία κορυφή του Y . Ορίζουμε ως θεμελιώδη ομάδα π1(G, Y, v0) να
είναι η υποομάδα της F (G, Y ) που αποτελείται από όλα τα στοιχεία της μορφής |c, µ|,
όπου c είναι ένας κύκλος με αρχική και τελική κορυφή την v0. Προφανώς εάν G = I
είναι το τετριμμένο γράφημα ομάδων, τότε η θεμελιώδης ομάδα π1(I, Y, v0) ταυτίζεται
με την θεμελιώδη ομάδα (με την συνήθη τοπολογική έννοια) π1(Y, v0).
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Θεώρημα Δομής των Bass-Serre. ([58], [23]) ΄Εστω (G, Y ) ένα συνεκτικό

γράφημα ομάδων και T (Y ) ένα μεγιστικό υποδένδρο του Y . Το σύνηθες γράφημα
T του G ως προς το T (Y ), είναι το γράφημα με

T 0 =
∐

v∈Y 0

π1(G, T (Y ))�G(v), T 1 =
∐

e∈Y 1

π1(G, T (Y ))�G(e),

όπου οι επαγόμενες απεικονίσεις άκρων δίνονται από τις σχέσεις

α(gG(e)) = gG(α(e)), ω(gG(e)) = ggeG(ω(e)),

για κάθε g ∈ π1(G, T (Y )) και e ∈ Y 1. Αποδεικνύεται ότι το T είναι δένδρο και η
G = π1(G, T (Y )) δρα στο δένδρο T με φυσικό τρόπο ώστε να ισχύει

π1(G, T (Y )) \ T ≃ Y.

Επειδή το T είναι δένδρο, στη συνέχεια θα το αναφέρουμε ως σύνηθες δένδρο.
Αντιστρόφως, έστω ότι η ομάδα G δρα σε ένα δένδρο T . Τότε υπάρχει ένα γράφημα
ομάδων G : G \T → Ομάδες, με G(y) = StabG(y) για κάθε y ∈ G \T . Επίσης ισχύει
ότι

π1(G, T (G \ T )) = G.

Στην ειδική περίπτωση που το γράφημα Y είναι μία ακμή με διαφορετικά άκρα, έχουμε
ότι η G είναι ελεύθερο γινόμενο με αμάγαλμα, περισσότερες ιδιότητες για το αντί-
στοιχο σύνηθες δένδρο θα συναντήσουμε στο Κεφάλαιο 5. Ομοίως αν το γράφημα Y
είναι βρόχος, έχουμε ότι η G είναι μία ΗΝΝ επέκταση, περισσότερες ιδιότητες για το
αντίστοιχο σύνηθες δένδρο θα συναντήσουμε επίσης στο Κεφάλαιο 5.

Ορισμός 2.16. Μια ΗΝΝ-επέκταση G = K(ϕ) = 〈 t,K | t−1Kt = ϕ(K) 〉
λέγεται αύξουσα όταν ο μονομορφισμός ϕ της K δεν είναι ”επί ”.

Ορισμός 2.17. ΄Εστω F = F (S) ελεύθερη ομάδα με βάση S και X ένα συνεκτικό
γράφημα. Μία επισύναψη ετικετών στις ακμές του X είναι μία απεικόνιση

s : X1 → S ∪ S−1 : e 7→ s(e),

τέτοια ώστε να ισχύει s(e) = (s(e))−1. Η ετικέτα ενός μονοπατιού c = e1e2...ek
στο X είναι το γινόμενο s(c) = s(e1)s(e2)...s(ek) στην F (S). Η ετικέτα ενός εκ-
φυλισμένου μονοπατιού είναι το ταυτοτικό στοιχείο. Αν ορίζεται το γινόμενο των
μονοπατιών c1 και c2 ισχύει ότι s(c1 · c2) = s(c1)s(c2). Αποδεικνύεται ότι οι ετικέτες
των ομοτοπικών μονοπατιών συμπίπτουν.

Ορισμός 2.18. ([14]) ΄Εστω s μία επισύναψη ετικετών, τότε παρατηρούμε ότι η
απεικόνιση s με

s : π1(X, x) → F (S) : [p] 7→ s(p)

είναι ομομορφισμός. Η εικόνα s(π1(X, x)) λέγεται s-θεμελιώδης ομάδα του
γραφήματος X .

Ορισμός 2.19. ([14]) ΄Ενα συνεκτικό γράφημαX με σημείο αναφοράς την κορυφή x
και μία επισύναψη ετικετών s : X1 → S∪S−1 λέγεται S-γράφημα αν η επισύναψη
ετικετών απεικονίζει το αστέρι κάθε κορυφής του X 1-1 και επί στο S ∪ S−1. Αν
το X είναι S-γράφημα, η απεικόνιση s : π1(X, x) → F (S) αποδεικνύεται ότι είναι
μονομορφισμός. Δύο S-γραφήματα X1, X2, θα τα ονομάζουμε S-ισόμορφα αν
υπάρχει ένας ισομορφισμός γραφημάτων φ : X1 −→ X2 που διατηρεί τις ετικέτες των
ακμών, δηλαδή το παρακάτω διάγραμμα είναι μεταθετικό
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X1

X2

F (S)

φ

s1

s2

.

Ορισμός 2.20. Ο πυρήνας ενός συνεκτικού γραφήματος (X, x) είναι το
υπογράφημα που περιέχει όλα τα ανηγμένα μονοπάτια από το x στο x (τον συμβολί-
ζουμε με C(X, x)). Αποδεικνύεται ότι ο πυρήνας C(X, x) ταυτίζεται με το μικρότερο
υπογράφημα C του X που περιέχει το x για το οποίο υπάρχει ένα σύνολο {Ti|i ∈ I}
ξένων υποδένδρων τέτοιων ώστε X = C ∪ (∪i∈ITi) και C ∩ Ti είναι μία κορυφή που
εξαρτάται από το i.

Ορισμός 2.21. ([28], [26], [5], [52]) ΄Εστω (M,d) μετρικός χώρος και ∆ ένα γε-
ωδαισιακό τρίγωνο στον M , με κορυφές x, y, z και πλευρές [x, y], [x, z], [y, z]. Τότε
αποδεικνύεται ότι υπάρχουν μοναδικά σημεία p, q, r, των τριών πλευρών του αντιστοί-
χως, τέτοια ώστε

d(x, p) = d(x, q), d(z, q) = d(z, r) και d(y, p) = d(y, r).

΄Εστω δ ≥ 0. ΄Ενα γεωδεσιακό τρίγωνο ∆ στον μετρικό χώρο M ονομάζεται
δ − λεπτό όταν ισχύει η παρακάτω συνθήκη :

Για κάθε δύο σημεία a ∈ [x, y] και b ∈ [x, z] τέτοια ώστε d(x, a) = d(x, b) ≤
d(x, p) = d(x, q) έχουμε ότι d(a, b) ≤ δ (καθώς και οι συμμετρικές συνθήκες για τα
y και z).

Παραδείγμα : (Θεώρημα Ευκλείδειας Γεωμετρίας) Γνωρίζουμε ότι οι διχοτόμοι
των γωνιών ενός τριγώνου διέρχονται από το ίδιο σημείο, το οποίο είναι κέντρο κύκλου
που εφάπτεται και στις τρεις πλευρές του τριγώνου. ΄Εστω δ = max{(∆E), (EZ), (Z∆)},
τότε το τρίγωνο ABΓ είναι δ-λεπτό.

b

bb

b

b

b

b

A

B Γ

∆

E

Z

O

[ Εικόνα 6 : Εγγεγραμμένος κύκλος σε τρίγωνο στον Ευκλείδειο χώρο ]

Ορισμός 2.22. ([28], [26], [5], [52])
Μία ομάδα G ονομάζεται υπερβολική αν για κάθε πεπερασμένο σύνολο X που

την παράγει, υπάρχει ένα δ ≥ 0 τέτοιο ώστε όλα τα γεωδαισιακά τρίγωνα στον χώρο
(Γ(G,X), dX) να είναι δ-λεπτά.
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r

b

b

x

zby

b
b

b

p
q

r

d

[ Εικόνα 7 : δ-λεπτό τρίγωνο στο Cayley γράφημα υπερβολικής ομάδας ]

Παραδείγματα : (1): ΄Ολες οι πεπερασμένες ομάδες είναι υπερβολικές.
(2): Οι ελεύθερες ομάδες είναι υπερβολικές (όλα τα γεωδαισιακά τους τρίγωνα είναι
0-λεπτά).
(3): Η ομάδα Z× Zn είναι υπερβολική.
(4): Η ομάδα Z×Z δεν είναι υπερβολική (δεν υπάρχει σταθερό δ ώστε τα γεωδαισιακά
της τρίγωνα να είναι δ-λεπτά-Εικόνα 4).
(5): Η ομάδα F2 × Z δεν είναι υπερβολική, διότι περιέχει ως υποομάδα την Z × Z
(βλέπε [4], σελ. 93).
(6): ΄Οπως θα δούμε στην Πρόταση 5.1, όταν m ≥ 2 και n ≥ 3, οι Baumslag-Solitar
ομάδες

B(m,n) = 〈 t, a | t−1amt = an 〉

περιέχουν ως υποομάδα την F2 × Z, επομένως δεν είναι υπερβολικές.
(7): Η ομάδα B(1, 2) = 〈 t, a | t−1at = a2 〉 δεν είναι υπερβολική (βλέπε [4], σελ. 66).

Ορισμός 2.23. ΄Εστω G μία πεπερασμένα παραγόμενη ομάδα, X ένα πεπερασμένο
σύνολο γεννητόρων της και A ≤ G. Η A θα λέμε ότι είναι οιωνεί-κυρτή (quasi−
convex) στην G αν μία από τις ακόλουθες ισοδύναμες συνθήκες ικανοποιείται :
(1) Υπάρχει ǫ > 0 τέτοιο ώστε κάθε γεωδεσιακή [a1, a2] στον Γ(G,X) που ενώνει
δύο σημεία της A περιέχεται στην ǫ-γειτονιά της A.
(2) Η A είναι πεπερασμένα παραγόμενη και για κάθε άλλο πεπερασμένο σύνολο Y που
την παράγει, υπάρχει K > 0 τέτοιο ώστε

dY (a1, a2) ≤ K(dX(a1, a2))

για κάθε a1, a2 ∈ A.

Πρόταση 2.1. (Short, Πρόταση 1, [59]) Υποθέτουμε ότι η ομάδα G παράγεται από
ένα πεπερασμένο σύνολο S και έστω A ≤ G. Αν η A είναι οιωνεί-κυρτή στην G τότε
η A είναι πεπερασμένα παραγόμενη.

Απόδειξη. ΄Εστω h ∈ A και w = a1...an, ai ∈ S ∪S−1, ένα γεωδεσιακό μονοπάτι στο
Γ(G,S) από το 1 στο h. Από την υπόθεση υπάρχει μία σταθερά ǫ ≥ 0 τέτοια ώστε
κάθε κορυφή του μονοπατιού w να βρίσκεται σε απόσταση το πολύ ǫ από μία κορυφή
της A. Αυτό σημαίνει ότι υπάρχουν λέξεις γ1, ..., γn−1 με lS(γj) ≤ ǫ, τέτοιες ώστε τα
μονοπάτια a1...ajγj να αρχίζουν από το 1 και να καταλήγουν σε μία κορυφή της A.
Ξαναγράφουμε την λέξη w ως εξής

(γ−1
0 a1γ1)(γ

−1
1 a2γ2)...(γ

−1
n−1anγn)
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όπου γ0 = γn είναι η κενή λέξη. Κάθε λέξη {γ

−1
i ai+1γi+1} έχει μήκος το πολύ 2ǫ+1

και αναπαριστά ένα στοιχείο της A. Είναι τώρα προφανές ότι

A = 〈 g ∈ A | g = v, lS(v) ≤ 2ǫ+ 1 〉.

�

Πρόταση 2.2. (βλέπε [5]) ΄Εστω G υπερβολική ομάδα.
(1) Αν η A είναι οιωνεί-κυρτή υποομάδα της G τότε η A είναι υπερβολική ομάδα
(επίσης η A είναι και πεπερασμένα παριστώμενη).
(2) Αν η C είναι κυκλική ή πεπερασμένη υποομάδα της G τότε η C είναι οιωνεί-κυρτή
στην G.
(3) Αν A ≤ B ≤ G και |B : A| <∞ τότε η A είναι οιωνεί-κυρτή στην G αν και μόνο
αν η B είναι οιωνεί-κυρτή στην G.
(4) Αν η A είναι οιωνεί-κυρτή στην G καιX,Y πεπερασμένα σύνολα που την παράγουν
τότε υπάρχει ǫ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε dY -γεωδεσιακή λέξη W , για κάθε dX -
γεωδεσιακή λέξη w με w = W και κάθε αρχικό τμήμα u της w υπάρχει ένα αρχικό
τμήμα U τηςW τέτοιο ώστε dX(u, U) ≤ ǫ (όπου w,W, u και U τα αντίστοιχα στοιχεία
της G).

Ορισμός 2.24. ΄Εστω G μία υπερβολική ομάδα. Θα λέμε ότι η G ανήκει στην
κατηγορία Q αν όλες οι πεπερασμένα παραγόμενες υποομάδες της είναι οιωνεί-
κυρτές.

Θεώρημα 2.1. (Θεώρημα του Schreier, [56]) ΄Εστω F ελεύθερη ομάδα και H μία
υποομάδα της. Τότε η H είναι ελεύθερη και επιπλέον αν rankF = n και |F : H | = m
τότε rankH = nm+ 1−m.

Πρόταση 2.3. (βλέπε Πρόταση 21.3 στο [14])
(1) ΄Εστω F (S) ελεύθερη ομάδα. Για κάθε υποομάδα H της F (S) υπάρχει μοναδικό
S-γράφημα, υπό S-ισομορφισμούς, με s-θεμελιώδη ομάδα την H .
(2) Ο δείκτης |F (S) : H | ισούται με το πλήθος των κορυφών του S-γραφήματος που
αντιστοιχεί στην H .

b b b bb b

a

a

b

b

b

b

a

a

a a b b
x y x y x y

< b2, a2, ab > < a, b2, bab−1 > < b, a2, aba−1 >

[ Εικόνα 8 : Τα S-γραφήματα των υποομάδων δείκτου 2 της F (a, b) ]

Θεώρημα 2.2. (βλέπε Θεώρημα 22.5 στο [14]) ΄Εστω F μία ελεύθερη ομάδα πε-
περασμένης διάστασης και N μία μη τετριμμένη κανονική υποομάδα της F . Τότε ο
δείκτης της N στην F είναι πεπερασμένος αν και μόνο αν η ομάδα N είναι πεπερα-
σμένα παραγόμενη.

Πρόταση 2.4. (βλέπε Πρόταση Ι.3.10 στο [41]) ΄Εστω F ελεύθερη ομάδα, A ένα
πεπερασμένο υποσύνολο της F και H μία πεπερασμένα παραγόμενη υποομάδα της F
τέτοια ώστε H ∩ A = ∅. Τότε η H είναι ένας ελεύθερος παράγοντας μίας υποομάδας
G, πεπερασμένου δείκτου στην F και τέτοιας ώστε G ∩ A = ∅.
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Θεώρημα 2.3. (Θεώρημα Υποομάδων του Kurosh, βλέπε 6.3.1 στο [55]) ΄Εστω
{Gi, i ∈ I} ένα σύνολο ομάδων και G = ∗i∈IGi. Αν H είναι μία υποομάδα της G
τότε :

H = H0 ∗ (∗i∈IH ∩ diGidi
−1),

όπου H0 είναι μία ελεύθερη ομάδα , di ανήκει σε ένα σύνολο αντιπροσώπων του
(H, Gi)-διπλού συμπλόκου και i ∈ I. Επιπλέον, αν |G : H | = m τότε rankH0 =∑

i∈I(m − mi) + 1 − m, όπου mi είναι το πλήθος των (H, Gi)-διπλών συμπλόκων
στην G.

΄Εστω G = A ∗U B ένα ελεύθερο γινόμενο με αμάγαλμα και H μία υποομάδα της
G. Στις εργασίες [36] και [19] αποδεικνύεται ότι μπορούμε να κατασκευάσουμε το
παρακάτω σύστημα.
Μπορούμε να επιλέξουμε ένα σύνολο {Da} από αντιπροσώπους των (H,A)-διπλών
συμπλόκων στην G και στη συνέχεια, για κάθε a, ένα σύνολο {Eu} από αντιπρο-
σώπους των (Da

−1HDa ∩ A,U)-διπλών συμπλόκων στην A, έτσι ώστε το {DαEu}
να είναι ταυτόχρονα ένα σύνολο αντιπροσώπων των (H,U)-διπλών συμπλόκων στην
G. Ομοίως και ένα σύνολο {Dβ} για τα (H,B)-διπλά σύμπλοκα στην G και στη
συνέχεια, για κάθε β, ένα σύνολο {Ev} για τα (Dβ

−1HDβ ∩B,U)-διπλά σύμπλοκα
στην B, έτσι ώστε το {DβEv} να είναι ταυτόχρονα ένα σύνολο αντιπροσώπων των
(H,U)-διπλών συμπλόκων στην G.
Αυτή η συλλογή των συνόλων {Da}, {Dβ} καθώς και των αντιστοίχων τους {Eu},
{Ev} ονομάζεται semi− cress (ημι-Συμβατό Κανονικό Επεκτατό Σύστημα του
Schreier) για την υποομάδα Η του ελευθέρου γινομένου με αμάγαλμα G.
Ορίζουμε τα στοιχεία

tβv := DβEv(DaEuP )
−1 ∈ H

όπου DβEv ∈ HDaEuP , με P ∈ U .

Θεώρημα 2.4. (Θεώρημα 3, [19]) ΄Εστω G = A ∗U B ένα ελεύθερο γινόμενο με
αμάγαλμα και H μία υποομάδα της G. Κατασκευάζουμε ένα semi-cress και έστω tβv
τα στοιχεία της H που ορίσαμε παραπάνω.
Τότε η H παράγεται από όλα τα tβv μαζί με όλες τις υποομάδες H ∩ DaADa

−1 και

H ∩DβADβ
−1. Επιπλέον ισχύουν τα εξής :

α) Τα στοιχεία tβv που είναι διαφορετικά της μονάδας e αποτελούν μία βάση μίας
ελεύθερης υποομάδας της H .
β) Η ομάδαK που παράγεται από όλες τις υποομάδεςH∩DaADa

−1 καιH∩DβADβ
−1

είναι το δενδρικό γινόμενο αυτών των ομάδων. Δύο ομάδες κορυφών είναι γειτονικές
στο αντίστοιχο δένδρο ομάδων αν Da = Dβ = 1 ή αν Da = Dβb ή Dβ = Daa για
κάποιο b ∈ B ή a ∈ A. Οι ομάδες ακμών του δένδρου ομάδων είναι της μορφής
H ∩DUD−1 όπου το D είναι το μεγαλύτερου μήκους από τα στοιχεία Da και Dβ.
γ) Η ομάδα H έχει την εξής παράσταση :

H = 〈K, tβv|tβv(H ∩DaEuUEu
−1Da

−1)tβv
−1 = H ∩DβEvUEv

−1Dβ
−1〉.

Η ελεύθερη υποομάδα της H που παράγεται από τα στοιχεία {tβv} θα ονομάζεται
ελεύθερο μέρος της H .

΄Εστω G = 〈A, xi|xi−1Uixi = U−i〉 μία ΗΝΝ ομάδα και H μία υποομάδα της G.
Μπορούμε πάλι (βλέπε [19]) να επιλέξουμε ένα σύνολο {Da} από αντιπροσώπους των
(H,A)-διπλών συμπλόκων στην G (από το οποίο προκύπτει και ένα σύνολο {Db} από
αντιπροσώπους των (H,x±1

i A)-διπλών συμπλόκων στην G) και στη συνέχεια, για
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κάθε a και i, σύνολα {Eiu} και {Eiv} από αντιπροσώπους των (Da

−1HDa ∩A,Ui)-
και (Da

−1HDa ∩A,U−i)-διπλών συμπλόκων στην A, έτσι ώστε το {DaEiu} να είναι
ταυτόχρονα ένα σύνολο αντιπροσώπων των (H,Ui)-διπλών συμπλόκων στην G (και το
{DbEiv} ένα σύνολο αντιπροσώπων των (H,U−i)-διπλών συμπλόκων στην G). Αυτή
η συλλογή των συνόλων {Da} μαζί με τα αντίστοιχά τους {Eiu}, {Eiv} ονομάζεται
semi− cress για την υποομάδα Η της ΗΝΝ ομάδας G. Ορίζουμε τα στοιχεία

taiu := DaEiuxi(DβEivP )
−1 ∈ H

όπου DaEiuxi ∈ HDβEivP , με P ∈ U−i.

Θεώρημα 2.5. (Θεώρημα 4, [19]) ΄Εστω G = 〈A, xi|xi−1Uixi = U−i〉 είναι μία
ΗΝΝ ομάδα και H μία υποομάδα της G. Κατασκευάζουμε ένα semi-cress και έστω
taiu τα στοιχεία της H που ορίσαμε παραπάνω.
Τότε η H παράγεται από όλα τα taiu μαζί με όλες τις υποομάδες H ∩ DaADa

−1.
Επιπλέον ισχύουν τα εξής :
α) Τα στοιχεία taiu που είναι διαφορετικά της μονάδας e αποτελούν μία βάση μίας
ελεύθερης υποομάδας της H .
β) Η ομάδα K που παράγεται από όλες τις υποομάδες H ∩DaADa

−1 είναι το δενδρικό
γινόμενο αυτών των ομάδων. Δύο ομάδες κορυφών είναι γειτονικές στο αντίστοιχο
δένδρο ομάδων αν τα αντίστοιχα Da και Db (όπου το Db είναι μικρότερου μήκους από
το Da) ικανοποιούν τις σχέσεις Da = DbEiuxi ή Db = DaEivxi

−1. Οι ομάδες ακμών
του δένδρου ομάδων είναι της μορφής H ∩DaUiDa

−1 ή H ∩DaU−iDa
−1.

γ) Η ομάδα H έχει την εξής παράσταση :

H = 〈K, taiu|taiu
−1(H ∩DaEiuUiEiu

−1Da
−1)taiu = H ∩DbEivU−iEiv

−1Db
−1〉.

Η ελεύθερη υποομάδα της H που παράγεται από τα στοιχεία {taiu} θα ονομάζεται
ελεύθερο μέρος της H .

Ορισμός 2.25. ΄Εστω G = A ∗U B ελεύθερο γινόμενο με αμάγαλμα. ΄Ενα σύνολο
στοιχείων της G θα λέγεται διπλά ακραίο αν περιέχει δύο στοιχεία της μορφής
g1 = u1a1b1...anbn, όπου bn /∈ A, και g2 = u2a

′
1b

′
1a

′
2...b

′
m−1a

′
m, όπου a

′
m /∈ B (

ai, a
′
j ∈ A, bi, b

′
j ∈ B, u1, u2 ∈ U ).

΄Εστω τώρα G = 〈A, t|t−1U−1t = U1〉 μία ΗΝΝ επέκταση. ΄Ενα σύνολο στοιχεί-
ων της G θα λέγεται διπλά ακραίο (για ΗΝΝ επέκταση) αν περιέχει δύο στοιχεία

της μορφής g1 = u1a1t
ǫ1 ...an−1t

ǫnan και g2 = u2a
′
1t

ǫ′1 ...a′mt
ǫ′m , όπου ǫi, ǫ′j = ±1 (

ai, a
′
j ∈ A, u1, u2 ∈ U ).

Λήμμα 2.2. (Λήμμα 8, [36]) ΄Εστω G = A ∗U B ελεύθερο γινόμενο με αμάγαλμα
και H ≤ G. Το πλήθος των διπλά ακραίων (H,U)-συμπλόκων στην G είναι πεπερα-
σμένο αν και μόνο αν το ελεύθερο μέρος της H είναι πεπερασμένα παραγόμενο και το
αντίστοιχο δενδρικό γινόμενο K (της H) έχει πεπερασμένες κορυφές.

Ορισμός 2.26. ΄Εστω G μία ομάδα που δρα χωρίς αντιστροφές σε ένα δένδρο
T . Επιλέγουμε μία κορυφή P του T ως σημείο αναφοράς. Για κάθε ακμή e του T
ορίζουμε έναν προσανατολισμό τέτοιον ώστε η αρχή της ακμής α(e) να είναι η κορυφή
που βρίσκεται πιο κοντά στο P . ΄Ενα στοιχείο g ∈ G λέγεται αρνητικό για την ακμή
e, αν ο προσανατολισμός των e και ge είναι αντίθετος, δηλαδή α(ge) = g(ω(e)) και
ω(ge) = g(α(e)). Μία G-τροχιά μίας ακμής e λέγεται αντιστρεπτή αν υπάρχει ένα
αρνητικό στοιχείο g ∈ G για την ακμή e.
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Λήμμα 2.3. (Λήμμα 2, [19]) ΄Εστω G μία πεπερασμένα παραγόμενη ομάδα που δρα
χωρίς αντιστροφές σε ένα δένδρο T . Τότε η G έχει πεπερασμένο το πλήθος αντιστρε-
πτές τροχιές. Αν επιπλέον κάθε ακμή έχει πεπερασμένα παραγόμενη σταθεροποιούσα
τότε κάθε κορυφή έχει πεπερασμένα παραγόμενη σταθεροποιούσα. Αντίστροφα, αν ηG
έχει πεπερασμένο το πλήθος αντιστρεπτές τροχιές και κάθε κορυφή έχει πεπερασμένα
παραγόμενη σταθεροποιούσα τότε η G είναι πεπερασμένα παραγόμενη.

Ορισμός 2.27. ([55]) Μία ομάδαG λέμε ότι ικανοποιεί την μεγιστική συνθήκη
στις κανονικές υποομάδες, αν για κάθε κανονική υποομάδα της K, κάθε αύ-
ξουσα σειρά κανονικών υποομάδων της G

K = K0 < K1 < ...

τερματίζει.

Ορισμός 2.28. ([38]) Μία ομάδα G λέγεται πλήρως προσεγγιστικά
ελεύθερη αν για κάθε πεπερασμένο το πλήθος μη τετριμμένα στοιχεία g1, g2, ..., gn
της G υπάρχει ένας ομομορφισμός :

φ : G→ F : gi 7→ φ(gi) 6= 1,

όπου F ελεύθερη ομάδα και i = 1, 2, ..., n.
Από τον Sela έχουν οριστεί οι ομάδες όρια (βλέπε [57]). ΄Εχει αποδειχθεί (βλέπε
Θεώρημα 4.6 στο [57]) ότι στην κλάση των πεπερασμένα παραγόμενων ομάδων, μία
ομάδα όριο ταυτίζεται με μία πλήρως προσεγγιστικά ελεύθερη ομάδα.

Ορισμός 2.29. Μία υποομάδα H μίας ομάδας G θα λέμε ότι είναι δυσκανονική
στην G αν για κάθε g ∈ G−H ισχύει g−1Hg ∩H = 1.

Στη συνέχεια παραθέτουμε μία απλή περιγραφή της ελεύθερης Z[t]-ομάδας του
Lyndon F Z[t].

Ορισμός 2.30. ([47]) ΄Εστω F = F2 ελεύθερη ομάδα και Z[t] ο δακτύλιος των πο-
λυωνύμων με ακέραιους συντελεστές. ΄Εστω ότι υπάρχει μία άπειρη αύξουσα αλυσίδα
από υποομάδες

G0 = F ≤ G1 ≤ G2 ≤ ...

τέτοια ώστε για κάθε i ≥ 0 έχουμε Gi+1 = Gi ∗C A, όπου C είναι μία μεγιστική
(ελεύθερη) αβελιανή (πεπερασμένης διάστασης) δυσκανονική υποομάδα της Gi και
όπου A = C ×B είναι μία ελεύθερη αβελιανή ομάδα πεπερασμένης διάστασης.
Τότε η G = ∪∞

i=1Gi ονομάζεται ελεύθερη Z[t]-ομάδα του Lyndon F Z[t].

Θεώρημα 2.6. (Θεωρήματα 1 και 2, [38]) ΄Εστω G πεπερασμένα παριστώμενη πλή-
ρως προσεγγιστικά ελεύθερη ομάδα. Τότε υπάρχει μία πεπερασμένη ακολουθία κεν-
τρικών επεκτάσεων

F = G0 < G1 < ... < Gn,

όπου Gi+1 = Gi ∗CGi
(ui) Z και μία εμφύτευση ψ : G→ Gn ≤ F Z[t].

Πόρισμα 2.1. Κάθε ομάδα όριο εμφυτεύεται στην ελεύθερη Z[t]-ομάδα του Lyndon
F Z[t].
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3. Η τομη επεπερασμενα παραγομενων υποομαδων μιας ελευθερης ομαδας

Ορισμός 3.1. ΄Εστω F = F (S) ελεύθερη ομάδα με βάση S και (X, x), (Y, y) δύο
S-γραφήματα. Ορίζουμε ως γινόμενο των S-γραφημάτων (X, x) και (Y, y) να
είναι το παρακάτω S-γραφήματα (Z, z) με :

Z0 = X0 × Y 0, z = (x, y),

Z1 = {(e, e′)|(e, e′) ∈ X1 × Y 1, s(e) = s(e′)},

και
α((e, e′)) = (α(e), α(e′)), ω((e, e′)) = (ω(e), ω(e′)),

(e, e′) = (e, e′), s((e, e′)) = s(e),

για κάθε (e, e′) ∈ Z1.

Θεώρημα 3.1. (βλέπε [14]) ΄Εστω F = F (S) ελεύθερη ομάδα με βάση S. ΄Εστω
τώρα H, K υποομάδες της F και (X, x), (Y, y) τα αντίστοιχα S-γραφήματα με s-
θεμελιώδεις ομάδες H, K. ΄Εστω (Z, z) το γινόμενο των S-γραφημάτων (X, x) και

(Y, y) και Z̃ μία συνεκτική συνιστώσα του γραφήματος Z που περιέχει την κορυφή z.

Τότε το (Z̃, z) είναι ένα S-γράφημα με s-θεμελιώδη ομάδα H ∩K.

Απόδειξη. Προφανώς το (Z̃, z) είναι ένα S-γράφημα. ΄Εστω

p = (e1, e
′
1)(e2, e

′
2)...(ek, e

′
k)

είναι ένα αυθαίρετο κλειστό μονοπάτι στο γράφημα Z̃ που ξεκινάει από την κορυφή
z. Τότε e1e2...ek και e

′
1e

′
2...e

′
k είναι κλειστά μονοπάτια στα γραφήματα X και Y με

αρχικές κορυφές x και y αντίστοιχα. Οι ετικέτες τους ισούνται με s(p). Επομένως
s(p) ∈ H ∩K. Αντιστρόφως αν g ∈ H ∩ K, τότε υπάρχει κλειστό μονοπάτι p στο

γράφημα Z̃ με αρχική κορυφή z και ετικέτα g. �

Θεώρημα 3.2. (βλέπε [41], [14]) Η τομή δύο πεπερασμένα παραγόμενων υποομά-
δων μιας ελεύθερης ομάδας είναι πεπερασμένα παραγόμενη

Απόδειξη 1η. ΄Εστω F μία ελεύθερη ομάδα και H, K είναι πεπερασμένα παραγόμενες
υποομάδες της. Από την Πρόταση 2.4 υπάρχουν H ′ = H ∗ U και K ′ = K ∗ V
πεπερασμένου δείκτου στην F . Από το Θεώρημα 2.3 έχουμε ότι :

H ′ ∩K ′ = (H ∩K ′) ∗ L 6 H ′ , H ∩K ′ = (H ∩K) ∗M 6 K ′

και επομένως
H ′ ∩K ′ = (H ∩K) ∗M ∗ L.

Επειδή οι H ′, K ′ είναι πεπερασμένου δείκτη στην F τότε και η H ′ ∩K ′ θα είναι
πεπερασμένου δείκτη στην F . ΄Αρα από το Θεώρημα 2.1 έχουμε rank(H ′ ∩K ′) <∞
και συνεπώς rank(H ∩K) <∞.

�

Απόδειξη 2η-Αλγεβροτοπολογική προσέγγιση. ΄Εστω F μία ελεύθερη ομάδα με βάση
S καιH, K είναι πεπερασμένα παραγόμενες υποομάδες της με αντίστοιχα S-γραφήματα
(X, x), (Y, y). Μπορούμε να υποθέσουμε ότι το S είναι πεπερασμένο λαμβάνοντας την
ομάδα 〈H, K 〉 στη θέση της F . Μία υποομάδα H της F είναι πεπερασμένα παραγό-
μενη αν και μόνο αν ο πυρήνας C(X, x) του αντιστοίχου S-γραφήματος είναι πεπερα-

σμένος. ΄Αρα από Θεώρημα 3.1 αρκεί να δείξουμε ότι το C(Z̃, z) είναι υπογράφημα
του C(X, x) × C(Y, y). Πράγματι, έστω

(e1, e
′
1)(e2, e

′
2)...(ek, e

′
k)
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ένα ανάγωγο μονοπάτι στο γράφημα Z̃ από το z στο z. Τότε

s((ei, e
′
i)) 6= s((ei+1, e′i+1)),

για κάθε i = 1, 2, ..., k − 1. Επομένως s(ei) 6= s(ei+1) και s(e′i) 6= s(e′i+1). Συνεπώς
τα e1e2...ek και e

′
1e

′
2...e

′
k είναι ανάγωγα μονοπάτια από το x στο x και από το y στο

y στα γραφήματα X και Y αντίστοιχα. �

΄Εστω F (a, b) ομάδα ελεύθερα παραγόμενη από τους γεννήτορες {a, b}. Αν

T (F (a, b)) := Γ(F (a, b), {a, b})

είναι το αντίστοιχο γράφημα Cayley της ομάδας, γνωρίζουμε ότι αυτό είναι δένδρο.

b1 a

b

b−1

a−1 a2a−2

b2

b−2

ab−1

ab

baba−1

a−1b

a−1b−1

b−1a−1 b−1a

[ Εικόνα 9 : το γράφημα Cayley της ομάδας F (a, b) ]

Παράδειγμα 1. ΄Εστω H = 〈 bab−1, b2 〉 και K = 〈 a2, ba2b−1 〉 δύο υποομάδες της
F (a, b). Τότε η τομή τους H ∩ K, σύμφωνα με το Θεώρημα 3.1, παράγεται από το
στοιχείο {ba2b−1}. Πράγματι, τα αντίστοιχα S-γραφήματα με s-θεμελιώδεις ομάδες
H, K είναι τα παρακάτω

b

b

b b b bb b

a

a

a

b

a

a

S − γράφηµα της H S − γράφηµα της K

x

y

x′ y′
z′ t′

Επομένως το S-γραφήμα της τομή τους H ∩K θα είναι το εξής
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b b b b

a

a

a

a

(y, z′) (y, t′)

b b b b

(y, x′) (y, y′)

(x, z′) (x, x′) (x, y′) (x, t′)

b

b

γινóµǫνo S − γραφηµάτων των H και K

b b b b

a

a

(y, t′)

b b b b

(y, y′)

(x, x′)

b

S − γράφηµα της H ∩K

Ορισμός 3.2. ΄Εστω H 6 F (a, b). Ορίζουμε T (H) να είναι το ελάχιστο υποδένδρο
του T (F (a, b)) που περιέχει όλες τις κορυφές που αναπαριστούν τα στοιχεία της H .

Ορισμός 3.3. ΄Ενα στοιχείο f ∈ F (a, b) λέγεται σημείο διακλάδωσης ως προς
την H (H 6 F (a, b)), αν υπάρχουν διακριτά στοιχεία u1, u2 ∈ F (a, b) τέτοια ώστε
fu1, fu2 ∈ H , όπου fu1, fu2 6= e , και [e, f ] να είναι το κοινό τμήμα των μονοπατιών
[e, fu1] και [e, fu2].

Ορισμός 3.4. Δύο σημεία διακλάδωσης ως προςH , έστω f1, f2, είναι ισοδύναμα
modulo H αν f1f2

−1 ∈ H (γράφουμε f1 ≡ f2(H) ).

Ορισμός 3.5. Αν f είναι ένα σημείο διακλάδωσης ως προς H , τότε ορίζουμε την
πολλαπλότητά του ως προς H να είναι η τοπολογική του τάξη στο T (H) μείον 1
αν f ∈ H ή διαφορετικά η τοπολογική του τάξη στο T (H) μείον 2.

Παρατηρήσεις. ΄Εστω H 6 F (a, b). Από Θεώρημα 2.1 η H είναι ελεύθερη. Μπορούμε
να υποθέσουμε ότι η H παράγεται από ένα σύνολο γεννητόρων B το οποίο έχει την
Nielsen ιδιότητα ως προς το A = {a, b} ([41], σελ.6). ΄Εστω T είναι το ελάχιστο
υποδένδρο του T (H) που περιέχει το e, τα στοιχεία του B καθώς και τα αντίστροφά
τους. Αν τα x1, x2 είναι σημεία διακλάδωσης ως προς την H και x1 ≡ x2(H), τότε
τα x1 και x2 έχουν την ίδια πολλαπλότητα ως προς H . Αποδεικνύεται επίσης ότι αν
m είναι ένα σημείο διακλάδωσης του T ή m = e τότε η τοπολογική τάξη του m στο
T είναι ίση με την τοπολογική του τάξη στο T (H) (Λήμμα 3.2, [31]).
΄Εστω τώρα M το σύνολο των σημείων διακλάδωσης του T . Αν το e δεν είναι ακραίο
σημείο το συμπεριλαμβάνουμε στοM . Μπορούμε να δούμε ότι τα στοιχεία τουM δεν
είναι ισοδύναμα (mod H) και ότι κάθε σημείο διακλάδωσης ως προς H είναι ισοδύναμο
με ένα στοιχείο του M (για λεπτομέρειες βλέπε Λήμματα 3.3 και 3.4 του [31]).

Ορισμός 3.6. ΄Εστω H 6 F (a, b). Ορίζουμε ως E(H) το άθροισμα των πολλα-
πλοτήτων όλων των ισοδυνάμων κλάσεων των σημείων διακλάδωσης ως προς H .
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Θεώρημα 3.3. (Howson, Θεώρημα 3.5, [31]) ΄Αν η H είναι μία υποομάδα της
F (a, b) με άπειρο πλήθος γεννητόρων, τότε E(H) = ∞. Αν η H έχει n γεννήτορες,
τότε E(H) = 2n− 1.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το σύνολο B που παράγει την H είναι άπειρο. Τότε το δένδρο
T θα έχει άπειρα ακραία σημεία και επομένως άπειρο πλήθος μη ισοδυνάμων σημείων
διακλάδωσης, δηλαδή E(H) = ∞.
΄Εστω τώρα B = {b1, b2, ..., bn}. Τότε το T έχει 2n ή 2n+ 1 ακραία σημεία, ανάλογα
αν σε αυτά συμπεριλαμβάνεται ή όχι το e. ΄Εστω p1, p2, ..., ps τα σημεία διακλάδωσης
του T με τοπολογικές τάξεις n1, n2, ..., ns αντιστοίχως.
Εάν το e είναι ακραίο σημείο, από το Λήμμα 2.1 έχουμε

E(H) =

s∑

i=1

(ni − 2) = (2n+ 1)− 2 = 2n− 1.

Αν το e δεν είναι ακραίο σημείο και έχει τοπολογική τάξη 2, άρα πολλαπλότητα 1, τότε
πάλι

E(H) =

s∑

i=1

(ni − 2) + 1 = (2n)− 2 + 1 = 2n− 1.

Τέλος αν το e είναι σημείο διακλάδωσης, έχουμε

E(H) =

s−1∑

i=1

(ni − 2) + ns − 1 =

s∑

i=1

(ni − 2) + 1 = 2n− 1.

�

Λήμμα 3.1. (Howson, Λήμμα 3.6, [31]) ΄Εστω H και K δύο υποομάδες της ελεύθε-
ρης ομάδας F (a, b). Αν f είναι ένα σημείο διακλάδωσης ως προς την H∩K τότε είναι
ένα σημείο διακλάδωσης ως προς τις H και K. Ταυτόχρονα η πολλαπλότητά του ως
προς την H ∩K δεν υπερβαίνει αυτές ως προς τις H και K. Επιπλέον αν f1, f2 είναι
σημεία διακλάδωσης ως προς την H ∩ K τέτοια ώστε f1 ≡ f2(H) και f1 ≡ f2(K)
τότε f1 ≡ f2(H ∩K).

Απόδειξη. Το πρώτο μέρος του Λήμματος είναι προφανές αφού

T (H ∩K) ⊆ T (H) ∩ T (K).

Τώρα αν f1, f2 είναι σημεία διακλάδωσης ως προς την H ∩K, τέτοια ώστε

f1 ≡ f2(H) ⇔ f1f2
−1 ∈ H

και

f1 ≡ f2(K) ⇔ f1f2
−1 ∈ K,

συνεπάγεται ότι f1f2
−1 ∈ H ∩K, δηλαδή f1 ≡ f2(H ∩K). �

Λήμμα 3.2. (Howson, Λήμμα 3.7, [31]) Αν H και K είναι δύο πεπερασμένα παρα-
γόμενες υποομάδες της ελεύθερης ομάδας F (a, b), τότε E(H ∩K) ≤ E(H) · E(K).

Απόδειξη. ΄Εστω H1, H2, ..., Hr και K1, K2, ..., Ks οι κλάσεις ισοδυναμίας των ση-
μείων διακλάδωσης στα T (H) και T (K) αντίστοιχα. Αν με m(Hi) και m(Kj) συμβο-
λίσουμε τις αντίστοιχες πολλαπλότητες έχουμε

E(H) =

r∑

i=1

m(Hi)
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και

E(K) =

s∑

i=1

m(Kj).

΄Εστω W μία κλάση ισοδυναμίας σημείων διακλάδωσης στο T (H ∩ K) και f ∈ W .
Από το προηγούμενο Λήμμα έχουμε ότι υπάρχει ζεύγος (i, j) τέτοιο ώστε f ∈ Hi∩Kj

και δύο κλάσεις ισοδυναμίας δεν μπορεί να σχετίζονται με το ίδιο ζεύγος. Υπάρχει
επομένως μία 1-1 αντιστοιχία μεταξύ των κλάσεων ισοδυναμίας και των ζευγών (i, j).
Τελικά πάλι από το προηγούμενο Λήμμα έχουμε ότι

m(W ) ≤ min((m(Hi),m(Kj)) ⇒ m(W ) ≤ m(Hi) ·m(Kj)

⇒ E(H ∩K) =
∑

m(W ) ≤
∑

i

∑

j

m(Hi) ·m(Kj) = E(H) · E(K).

�

Θεώρημα 3.4. (Θεώρημα του Howson, [31]) ΄Εστω F μία ελεύθερη ομάδα. Αν H
και K είναι δύο υποομάδες της F , με rankH = m και rankK = n αντιστοίχως, τότε
rank(H ∩K) ≤ 2mn−m− n− 1.

Απόδειξη. ΄Εστω L = 〈H, K 〉, τότε η L έχει πεπερασμένο πλήθος γεννητόρων και
μπορεί να εμφυτευθεί στην F (a, b). ΄Αρα μπορούμε να υποθέσουμε ότι οι H,K είναι
υποομάδες της F (a, b). Επειδή η H έχει m ελεύθερους γεννήτορες ισχύει E(H) =
2m− 1. Ομοίως E(K) = 2n− 1. Επομένως από το προηγούμενο Λήμμα έχουμε

E(H ∩K) ≤ (2m− 1) · (2n− 1).

΄Αρα από Θεώρημα 3.3 ηH∩K είναι πεπερασμένα παραγόμενη. Επιπλέον αν το πλήθος
των ελεύθερων γεννητόρων της H ∩K είναι N , τότε E(H ∩K) = 2N − 1. Τελικά
N ≤ 2mn−m− n+ 1. �

Μία ιστορική αναδρομή. Από το Θεώρημα του Albert Howson([31], 1954)
προκύπτει ότι σε μία ελεύθερη ομάδα F για την τομή H ∩K, δύο πεπερασμένα παρα-
γόμενων υποομάδων H,K διαστάσεως m και n αντιστοίχως, ισχύει

rank(H ∩K) ≤ 2mn−m− n− 1.

Ταυτόχρονα στην ίδια εργασία ο Howson δίνει το εξής παράδειγμα :
΄Εστω F = F (a, b), H = 〈 am−1, b 〉F και K = 〈 a, bn−1 〉F , όπου n,m ≥ 2.
Επειδή |F : H | = m − 1, από το Θεώρημα 2.1 έχουμε ότι rankH = m. Ομοίως
rankK = n. Τώρα επειδή

H/(H ∩K) ≃ HK/K = F/K

έχουμε ότι |H : H ∩K| = n− 1. ΄Αρα πάλι από το Θεώρημα 2.1 προκύπτει ότι

rank(H ∩K) = mn−m− n+ 2

ή
rank(H ∩K)− 1 = (m− 1) · (n− 1) = (rankH − 1) · (rankK − 1).

΄Ετσι ο Howson διατυπώνει την σκέψη ότι το φράγμα του Θεωρήματός του ενδέχεται
να βελτιώνεται, αλλά όχι πιο κάτω από τον αριθμό mn−m− n+ 2.
Λίγο αργότερα η Hanna Neumann ([49]-[50], 1956-1957) αποδεικνύει ότι

(rank(H ∩K)− 1) ≤ 2(rankH − 1) · (rankK − 1)

και διατυπώνει την γνωστή ως εικασία της Hanna Neumann :

(rank(H ∩K)− 1) ≤ (rankH − 1) · (rankK − 1).
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Τα επόμενα χρόνια γίνεται προσπάθεια να αποδειχθεί η εικασία και έχουμε μερικά
αποτελέσματα κυρίως από τον Robert Burns ([15], 1971) που βελτιώνει το φράγμα.
Το 1989 ο Walter Neumann διατυπώνει μία πιο ισχυρή εικασία γνωστή ως η
ενισχυμένη εικασία της Hanna Neumann :

∑

x∈H\F/K

(rank(x−1Hx ∩K)− 1) ≤ (rankH − 1) · (rankK − 1).

Τα μερικά αποτελέσματα συνεχίζονται με κατεύθυνση και προς την ενισχυμένη εικασία
(Gábor Tardos (1992,1996), Warren Dicks (1994), Dicks-Formanek (2001), Meakin-
Weil (2002) , Khan (2002), Kent (2009), ... ).
Γενικότερα με τις τομές υποομάδων των ελευθέρων ομάδων έχει ασχοληθεί πλήθος
σύγχρονων Μαθηματικών (με αλφαβητική σειρά : Arzhantseva, Everett, Gersten,
Imrich, Ivanov, Louder, Nickolas, Servatius, Stallings, Wise ... ).
Τον Μάιο του 2011 ο Igor Mineyev δημοσιεύει μία απόδειξη της ενισχυμένης εικασίας
που περιλαμβάνει Hilbert πρότυπα και την Murray-von Neumann-διάσταση ([42]) και
κάποια Θεωρία Γραφημάτων. Παράλληλα, μία διαφορετική απόδειξη της ενισχυμένης
εικασίας επιχειρεί ο Joel Friedman, την οποία θα ολοκληρώσει αργότερα μαζί με τον
Warren Dicks (βλέπε [25]). Μετά από συζήτηση με τονWarren Dicks, οMineyev δίνει
μία 2η απόδειξη ([43]) πολύ πιο σύντομη και βασισμένη αποκλειστικά στην Θεωρία των
Bass-Serre. Στην συνέχεια παραθέτουμε την τελευταία αυτή εκδοχή της Απόδειξης,
όπως παρουσιάστηκε πρόσφατα από τους Yago Antoĺın Pichel ([8]) καιWarren Dicks
([24]).

΄Εστω F = F (a, b). Αν Y γράφημα, συμβολίζουμε με T (Y ) κάποιο μεγιστικό
υποδένδρο του Y . Θέτουμε

r(Y ) = |Y 1| − |T (Y )1| ≥ 0,

χ(Y ) = |Y 0| − |Y 1| = 1− r(Y ) ≤ 1

και

r(Y ) = max(0, r(Y )− 1) = max(0,−χ(Y )).

Παρατηρούμε ότι τα r, χ, r είναι αναλλοίωτα κάτω από μία ομοτοπική ισοδυναμία.
Αν v0 κορυφή του Y και G = π1(Y, v0) = π1(Y ), ορίζουμε r(G)(= rank(G)) =
r(Y ), χ(G) = χ(Y ) και r(G) = r(Y ).

Ορισμός 3.7. ΄Εστω (G, Y ) γράφημα ελευθέρων ομάδων και G = π1(G, T (Y )).
Ορίζουμε την χαρακτηριστική Euler (στα γραφήματα ελευθέρων ομάδων) ως
εξής

χ(G) = Σv∈Y 0χ(G(v)) − Σe∈Y 1χ(G(e)).

΄Εστω T = Γ(F (a, b), {a, b}), τότε το T είναι ένα δένδρο στο οποίο η F δρα ελεύ-
θερα. Για κάθε G ≤ F ορίζουμε ως TG να είναι το μικρότερο G-υποδένδρο του T .
Τότε π1(G \ TG) = G και συγκεκριμένα r(G) = r(G \ TG).
Για κάθε H ≤ G υπάρχουν φυσικοί εγκλεισμοί TH → TG που επάγουν τις 1-1 απει-
κονίσεις H \ TH → G \ TG.
΄Εστω H = 〈 bab−1, b2 〉, K = 〈 a2, ba2b−1 〉 οι υποομάδες του Παραδείγματος 1.
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Παρατηρούμε ότι στο γινόμενο των S-γραφημάτων των υποομάδων H και K, κά-
θε συνεκτική συνιστώσα αντιστοιχεί στο S-γράφημα μιας υποομάδας Hx ∩ K, όπου
x ∈ H \ F/K. ΄Εχουμε ότι υπάρχει μία 1-1 απεικόνιση

θ : (H ∩K) \ TH∩K → H \ TH ×K \ TK .

Η θ επεκτείνεται σε μία φυσική 1-1 απεικόνιση

θ :
⋃

x∈H\F/K

(Hx ∩K) \ THx∩K → H \ TH ×K \ TK

και συνεπώς το
∑

x∈H\F/K r(Hx ∩K) είναι φραγμένο.

Η ιδέα της Απόδειξης είναι ότι για όλες τις υποομάδες G ≤ F υπάρχει ένα (καλά
ορισμένο, μοναδικό) G-δένδρο TG, έτσι ώστε να υπάρχουν 1-1 απεικονίσεις

θ :
⋃

x∈H\F/K

(Hx ∩K) \ THx∩K → H \ TH ×K \ TK

και να ισχύει

r(G) = |G \ T 1
G|.

Τότε από το γεγονός ότι οι απεικονίσεις θ είναι 1-1 συνεπάγεται ότι
∑

x∈H\F/K

r(Hx∩K) =
∑

x∈H\F/K

|(Hx∩K)\T 1
Hx∩K | ≤ |H\T 1

H |·|K\T 1
K | = r(H)·r(K).

Θεώρημα 3.5 (δένδρα του Dicks). Τέτοια δένδρα υπάρχουν.

Απόδειξη. ΄Εστω T = Γ(F (a, b), {a, b}), με T 0 = F και T 1 = F×{a, b}. Ταξινομούμε
τις ακμές του T λεξικογραφικά ( η F έχει μία φυσική λεξικογραφική διάταξη ) θέτοντας
μια ολική διάταξη στις ακμές {a, b}. Αυτή η λεξικογραφική διάταξη είναι F -αριστερά
αναλλοίωτη και τη συμβολίζουμε με ” < ”.

΄Εστω G ≤ F . Μία ακμή e ∈ T 1
G θα λέγεται G-γέφυρα αν υπάρχει κάποιο

(ανηγμένο) διπλά άπειρο μονοπάτι στο TG στο οποίο η e είναι η <-μεγαλύτερη ακμή.
΄Εστω B(G) το σύνολο όλων των G-γεφυρών στο TG. Σημειώνουμε ότι το B(G)
είναι ένα ελεύθερο G-σύνολο. Μία συνεκτική συνιστώσα του T − B(G) θα λέγεται
G-νησί. Συμβολίζουμε με I(G) το σύνολο όλων των G-νησιών. Το I(G) είναι ένα
G-σύνολο.

Για κάθε G ≤ F ορίζουμε ως TG να είναι το G-δένδρο με T 1
G = B(G) και T 0

G =
I(G). Επειδή για κάθε H ≤ G ισχύει TH ⊆ TG, κάθε H-γέφυρα είναι και μία G-
γέφυρα. ΄Αρα ο εγκλεισμός TH ⊆ TG επάγει μία 1-1 H-απεικόνιση TH → TG, η οποία
με τη σειρά της επάγει μία απεικόνιση H \ TH → G \ TG. Πιο γενικά τώρα, η 1-1
απεικόνιση

θ :
⋃

x∈H\F/K

(Hx ∩K) \ THx∩K → H \ TH ×K \ TK

θα επάγει μία 1-1 απεικόνιση

θ :
⋃

x∈H\F/K

(Hx ∩K) \ THx∩K → H \ TH ×K \ TK .

Για να αποδείξουμε την ενισχυμένη εικασία αρκεί να δείξουμε ότι r(G) = |G \B(G)|.
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Αν G = {1}, το TG θα είναι μία κορυφή και άρα το B(G) είναι κενό. Επομένως

και το TG είναι μία κορυφή και

r(G) = 0 = |G \B(G)|.

΄Εστω G =< g >, όπου g ∈ F − {1}. Τότε το TG είναι απλώς ο άξονας του g (
γράφουμε axis(g) = T<g> ).

b

b

b

b

b

b

b

b

p
gp

g−1p

g2p

g3p

g−2p

g−3p

>>
>

>
>

>

>
>

axis(g)

[ Εικόνα 10 : Ο άξονας του στοιχείου g ]

Θα δείξουμε ότι αν G =< g > τότε δεν υπάρχει καμμία G-γέφυρα. Πράγματι, τότε
το TG είναι το μόνο διπλά άπειρο μονοπάτι. ΄Εστω v είναι κάποια κορυφή στο TG και
p το μονοπάτι που ενώνει τις v και gv. ΄Εστω e = max(p), η <-μεγαλύτερη ακμή στο
p. Αν e > ge, τότε

... > max(g−1p) > max(p) > max(gp) > ...

και συνεπώς δεν υπάρχει καμμία G-γέφυρα. Σε αυτήν την περίπτωση έχουμε

TG = νησί.

Τώρα σε μία μη τετριμμένη περίπτωση προκύπτουν κάποια ζητήματα. Προηγουμένως
είχαμε r(G) = r(G \ TG). Στην περίπτωση όμως των δένδρων TG πρέπει να δείξουμε
ότι η G δρα ελεύθερα στο TG και πως το G \ TG σχετίζεται με το r(G).

΄Εστω (G, Y ) το γράφημα ομάδων της G σχετικό με την δράση της στο TG, τότε
οι ομάδες κορυφών G(vi) θα είναι οι σταθεροποιούσες των G-νησιών (vi ∈ I(G)) ενώ
για κάθε ομάδα ακμής θα ισχύει G(e) = {1}. Θυμίζουμε ότι χ({1}) = 1. ΄Εχουμε
επομένως από τον ορισμό της χαρακτηριστικής Euler στα γραφήματα ομάδων ότι

χ(G) = Σvi∈G\I(G)χ(G(vi))− |G \B(G)|.

Τώρα επειδή r(G) = −χ(G), αρκεί να δείξουμε ότι Σvi∈G\l(G)χ(G(vi)) = 0.
Θα δείξουμε ότι είτε χ(G(vi)) ≥ 0 και r(G) = ∞. ΄Αρα

r(G) ≤ −χ(G) ≤ |G \B(G)|

και έχουμε το ζητούμενο.
Είτε χ(G(vi)) = 0, αν η G είναι πεπερασμένα παραγόμενη, άρα

r(G) = −χ(G) = |G \B(G)|.
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Οι δύο αυτές περιπτώσεις καλύπτονται από τα παρακάτωΘεωρήματα 3.6 και 3.7. Πράγ-
ματι έχουμε ότι αν r(G) 6= {0,∞}, τότε τα νησιά έχουν μη τετριμμένες σταθεροποιού-
σες. ΄Αρα r(G(vi)) = 1 και τότε χ(G(vi)) = 0. Τώρα από την χαρακτηριστική Euler
για τα γραφήματα ομάδων έχουμε r(G) = |G \ T 1

G |.
�

Θεώρημα 3.6. Αν r(G) ≥ 2 τότε το B(G) είναι μη κενό.

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι τα g, h ∈ G παράγουν μία ελεύθερη ομάδα διάστασης 2.

b
b

b

b
b

bb

b

b

q

r

p gpg−1p

h−1rhr axis(h)

axis(g)

[ Εικόνα 11 : Μία G-γέφυρα στο σύνηθες δένδρο της G, όταν r(G) ≥ 2 ]

Αντικαθιστώντας (αν είναι απαραίτητο) τα {g, p} με {g−1, g−1p−1} αντιστοίχως,
μπορούμε να υποθέσουμε ότι η <-μεγαλύτερη ακμή e του p ικανοποιεί την σχέση
e > ge. Τότε το (ανηγμένο) διπλά άπειρο μονοπάτι

· · ·g2p · gp · p · q · r · hr · h2r · ··

έχει την <-μεγαλύτερη ακμή στο τμήμα του μονοπατιού (p · q · r). �

Θεώρημα 3.7. Αν η G είναι πεπερασμένα παραγόμενη, τότε οι σταθεροποιούσες
των νησιών είναι μη τετριμμένες.

Απόδειξη. Επειδή ηG είναι πεπερασμένα παραγόμενη, έχουμε ότι |G\T 1
G| <∞. Τώρα

έστω I είναι ένα νησί και δI το σύνολο όλων των γεφυρών του TG που τέμνονται με
το I0.
Εάν 0 < |δI| < ∞, τότε υπάρχει γέφυρα e = min(δI). Επομένως υπάρχει διπλά

άπειρο μονοπάτι p του TG μεmax(p) = min(δI), δηλαδή |p∩δI| = 1. ΄Αρα μία από τις
δύο άπειρες συνιστώσες του μονοπατιού ανήκει στο νησί I. Τότε |I1| = ∞ > |G\T 1

G|.
΄Αρα υπάρχουν d, e ∈ I1 τέτοια ώστε d 6= e και Gd = Ge. Δηλαδή υπάρχει (1 6=)g ∈ G
τέτοιο ώστε gd = e και συνεπώς e ∈ gI1 ∩ I1. Τελικά gI = I, δηλαδή g ∈ G(vI) και
συνεπώς G(vI) 6= {1}.
Εάν |δI| = ∞, τότε για κάθε γέφυρα υπάρχει κορυφή της (αρχική ή τελική) που

ανήκει στο νησί I. Επειδή |δI| = ∞ > |{α, ω} × (G \ T 1
G)|, υπάρχουν γέφυρες d, e

τέτοιες ώστε d 6= e, α(d) = α(e) ∈ I0 και Gd = Ge. Τελικά υπάρχει (1 6=)g ∈ G με
gα(d)(∈ gI0) = α(gd) = α(e) ∈ I0 και όπως παραπάνω έχουμε G(vI) 6= {1}.

�
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4. Η Howson ιδιοτητα στις ομαδες

Ορισμός 4.1. ΄Εστω G μία ομάδα. Αν για κάθε δύο πεπερασμένα παραγόμενες
υποομάδες της H,K ισχύει ότι η H ∩K είναι πεπερασμένα παραγόμενη τότε η ομάδα
G λέμε ότι έχει την Howson ιδιότητα ή απλά ότι είναι μία Howson ομάδα.

Παρατηρήσεις. Οι παρακάτω κλάσεις ομάδων έχουν την Howson ιδιότητα :
(1) Πεπερασμένες ομάδες.
(2) Αβελιανές ομάδες.
(3) Μηδενοδύναμες ομάδες ([10]).
(4) Πολυκυκλικές ομάδες ([10]).
(5) Ελεύθερες ομάδες (από τα Θεωρήματα 3.2 και 3.4).
(6) Οι Fuchsian ομάδες ([27]) (δηλαδή οι διακριτές υποομάδες της PSL(2,R) - η ομάδα
όλων των 2 × 2 πινάκων με στοιχεία από τους πραγματικούς αριθμούς και ορίζουσα
+1).
(7) Οι Kleinian ομάδες δευτέρου είδους ([6], [60]) (Οι ομάδες του Klein είναι οι
διακριτές υποομάδες της PSL(2,C)).

Πρόταση 4.1. (Short, Πρόταση 2, [59])
΄Εστω G =< S > μία πεπερασμένα παραγόμενη ομάδα. Αν A,B είναι υποομάδες της
G οι οποίες είναι οιωνεί-κυρτές τότε και η A ∩B θα είναι οιωνεί-κυρτή.

b b

A

B

1 h

b

b

γj

γj′

[ Εικόνα 12 : Η τομή των οιωνεί-κυρτών υποομάδων A και B. ]

Απόδειξη. ΄Εστω A,B οιωνεί-κυρτές υποομάδες της G και ǫA, ǫB είναι οι αντίστοιχες
σταθερές. Τώρα έστω w = a1...an, ai ∈ S ∪ S−1, είναι η ανηγμένη λέξη για ένα
στοιχείο h ∈ A ∩B. Για κάθε j υπάρχουν λέξεις γj , γ′j με lS(γj) ≤ ǫA, lS(γ

′
j) ≤ ǫB

τέτοιες ώστε η (a1...ajγj) αναπαριστά ένα στοιχείο της A και η (a1...ajγ′j) αναπαριστά

ένα στοιχείο της B. Σημειώνουμε ότι η (γ−1
j aj+1...an) επίσης αναπαριστά ένα στοιχείο

της A και η (γ′j
−1
aj+1...an) αναπαριστά ένα στοιχείο της B.

΄Εστω N το πλήθος των διακριτών τέτοιων ζευγών (γj , γ′j) ∈ Γ(G,S)×Γ(G,S). Αν
lS(w) > N , τότε για κάποια 1 ≤ i < j < N θα έχουμε γi = γj και γ′i = γ′j . Τότε
έχουμε

(a1...aiγi)(γ
−1
j aj+1...an) = a1...aiaj+1...an = (a1...aiγ

′
i)(γ

′
j
−1
aj+1...an)
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το οποίο είναι στοιχείο της A ∩ B. Συνεχίζοντας με αυτόν τον τρόπο πετυχαίνουμε
μία λέξη μήκους μικρότερου από N και βλέπουμε ότι η A ∩ B είναι οιωνεί-κυρτή με
σταθερά το N .

�

Θυμίζουμε ότι μία υπερβολική ομάδα G ανήκει στην κατηγορία Q αν όλες οι πεπε-
ρασμένα παραγόμενες υποομάδες της είναι οιωνεί-κυρτές.

Πόρισμα 4.1. Κάθε ομάδα από την κατηγορία Q έχει την Howson ιδιότητα.

Πόρισμα 4.2. Κάθε ελεύθερη ομάδα F έχει την Howson ιδιότητα.

Απόδειξη 4η-Γεωμετρική προσέγγιση. Θα δείξουμε ότι κάθε πεπερασμένα παραγόμε-
νη υποομάδα μίας ελεύθερης ομάδας F = F (S) είναι οιωνεί-κυρτή.
Πράγματι, έστω A = 〈 a1, ..., ak 〉 μία πεπερασμένα παραγόμενη υποομάδα της F . Ο
εγκλεισμός A ≤ F επάγει μία απεικόνιση

α : A→ F : aj 7→ α(aj)

όπου α(aj) είναι η αντίστοιχη ανάγωγη λέξη της F . Τώρα χωρίς βλάβη της γενι-
κότητας, μπορούμε να υποθέσουμε ότι το S είναι πεπερασμένο, διότι μπορούμε να
αντικαταστήσουμε το S με ένα πεπερασμένο σύνολο που θα παράγει τα στοιχεία του
συνόλου {a1, ..., ak}.
΄Εστω v = b1...bm (bi ∈ {a1, ..., ak}) το ανηγμένο μονοπάτι στο T = Γ(F (S), {S})
με v = h ∈ A και α(v) = α(b1)...α(bm) το αντίστοιχο μονοπάτι με ακμές από το S.
Το μονοπάτι α(v) περιέχεται στο v ( και συγκεκριμένα στην εικόνα του v στο T ).
Επίσης κάθε σημείο του α(v) απέχει το πολύ

ǫ =
1

2
maxj{lS(aj)}

από κάποια κορυφή της A. Δηλαδή η A είναι οιωνεί-κυρτή.
΄Αρα κάθε ελεύθερη ομάδα ανήκει στην κατηγορία Q και επομένως από το Πόρισμα
4.1 έχουμε το ζητούμενο. �

Θεώρημα 4.1. (Kharlampovich-Myasnikov-Remeslennikov-Serbin, Πόριμα 3, [38])
Η ομάδα F Z[t] έχει την Howson ιδιότητα.

Πόρισμα 4.3. Μία πλήρως προσεγγιστικά ελεύθερη ομάδα G έχει πάντοτε την
Howson ιδιότητα.

Απόδειξη. ΄Αμεσο από τα Θεωρήματα 2.6 και 4.1. �

Πόρισμα 4.4. Οι ομάδες όρια έχουν πάντοτε την Howson ιδιότητα.

Λήμμα 4.1. (Kirkinskii, Λήμμα 4, [39])
Η Howson ιδιότητα μεταφέρεται σε πεπερασμένες επεκτάσεις.

Απόδειξη. ΄Εστω H ομάδα με την Howson ιδιότητα, η οποία είναι υποομάδα της G με
|G : H | <∞. Υποθέτουμε ότι G1 και G2 είναι πεπερασμένα παραγόμενες υποομάδες
της G. Τότε οι G1 ∩ H και G2 ∩ H έχουν πεπερασμένους δείκτες στις G1 και G2,
αντιστοίχως. Επομένως, είναι πεπερασμένα παραγόμενες. Συνεπώς η

(G1 ∩H) ∩ (G2 ∩H) = G1 ∩G2 ∩H

είναι μία πεπερασμένα παραγόμενη υποομάδα. Επειδή |G1 ∩G2 : G1 ∩G2 ∩H | <∞,
έπεται ότι και η G1 ∩G2 θα είναι πεπερασμένα παραγόμενη. �
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Λήμμα 4.2. (Kirkinskii, Λήμμα 5, [39])
΄Εστω K μία πεπερασένα παραγόμενη κανονική υποομάδα της G. Τότε η Howson

ιδιότητα μεταφέρεται από την ομάδα G στο πηλίκο G/K. Αν |K| < ∞, η Howson

ιδιότητα μεταφέρεται από το πηλίκο G/K στην G.

Απόδειξη. ΄Εστω ψ : G → G/K ο φυσικός επιμορφισμός. Παρατηρούμε ότι η αντί-
στροφη εικόνα μίας πεπερασμένα παραγόμενης υποομάδας είναι μία πεπερασμένα πα-
ραγόμενη υποομάδα.
΄Εστω G μία ομάδα με την Howson ιδιότητα και H1, H2 δύο πεπερασμένα παραγόμενες
υποομάδες της G/K. Τότε η ψ−1(H1)∩ψ−1(H2) = ψ−1(H1 ∩H2) είναι μία πεπερα-
σμένα παραγόμενη ομάδα. ΄Αρα και η H1 ∩H2 θα είναι πεπερασμένα παραγόμενη.
Τώρα έστω ότι η G/K έχει την Howson ιδιότητα , |K| <∞ καιH1, H2 είναι δύο πεπε-
ρασμένα παραγόμενες υποομάδες της G. Τότε η ψ(H1)∩ψ(H2) είναι μία πεπερασμένα
παραγόμενη υποομάδα της G/K. ΄Αρα η υποομάδα

ψ−1(ψ(H1) ∩ ψ(H2)) = ψ−1(ψ(H1)) ∩ ψ
−1(ψ(H2)) = H1K ∩H2K

είναι επίσης πεπερασμένα παραγόμενη. Αλλά είναι προφανές ότι |H1K : H1| <∞ και
|H2K : H2| <∞, επομένως έπεται εύκολα ότι |(H1K ∩H2K) : (H1 ∩H2)| <∞.
Συνεπώς και η H1 ∩H2 είναι μία πεπερασμένα παραγόμενη υποομάδα. �

Ισχύει το παρακάτω Θεώρημα, το οποίο μας δίνει μία κατηγορία ομάδων που δεν
είναι Howson.

Θεώρημα 4.2. (Burns-Brunner, Θεώρημα 1, [18])
Καμία επέκταση μίας ελεύθερης ομάδας, πεπερασμένης διάστασης n ≥ 2, διαμέσου
μίας άπειρης κυκλικής ομάδας δεν είναι Howson.

Μία μερική περίπτωση του παραπάνω θεωρήματος, η ομάδα F2 ×Z, είναι το πρώτο
ισχυρό παράδειγμα ομάδας που δεν είναι Howson και οφείλεται στον Moldavanskii.

Λήμμα 4.3. (Moldavanskii, [45]) Η ομάδα F2 × Z δεν έχει την Howson ιδιότητα.

Απόδειξη. ΄Εστω F2 = F (x, y) και Z = 〈 t 〉. Για τις υποομάδες L = 〈x, y 〉 και
M = 〈x, yt 〉 της F2 × Z, που είναι πεπερασμένα παραγόμενες, θα δείξουμε ότι

L ∩M = 〈 yixy−i|i ∈ Z 〉

η οποία είναι απείρως παραγόμενη.
Πράγματι έχουμε ότι yixy−i = (yt)ix(yt)−i ∈ L ∩M . Αντιστρόφως αν g ∈ L ∩M
τότε

g = xk1(yt)l1 · · · xkn(yt)ln = xk1yl1 · · · xknylntl1+...+ln ∈ L⇒

⇒ ln = −l1 − ...− ln−1 ⇒ g =

n∏

i=1

ysixkiy−si ,

όπου s1 = 0 και si = l1 + ...+ li−1. Τελικά g ∈ 〈 yixy−i|i ∈ Z 〉. �

Πόρισμα 4.5. (Cossey-Dey-Meskin, [21]) Η ομάδα

G = 〈 t, a, b | t−1at = b−1 , t−1bt = b2ab 〉

δεν έχει την Howson ιδιότητα.

Πρόσφατα ο Moldavanskii, γενικεύοντας το αποτέλεσμα των Burns και Brunner,
έδειξε το παρακάτω Θεώρημα :
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Θεώρημα 4.3. (Moldavanskii, Θεώρημα 1, [46])
΄Εστω K μία μη-κυκλική πεπερασμένα παραγόμενη ελεύθερη ομάδα. Τότε καμία
αύξουσα ΗΝΝ-επέκταση G = K(ϕ) = 〈 t,K | t−1Kt = ϕ(K) 〉 δεν είναι Howson.

Απόδειξη. Σκιαγραφούμε την ιδέα της Απόδειξης. Μπορούμε να επιλέξουμε H μη
τετριμμένη υποομάδα της K τέτοια ώστε να ισχύει K ≥ H ∗ (t−1Kt). Αποδεικνύεται
ότι :

〈 t,H 〉 ∩K = 〈 t−nHtn, n ≥ 0 〉 = ∗n∈N{t
−nHtn}.

Επομένως η ομάδα 〈 t−nHtn, n ≥ 0 〉 είναι απείρως παραγόμενη και άρα έχουμε ότι η
G δεν είναι Howson. �

Πρόταση 4.2. (Kirkinskii, Λήμμα 3, [39])
Κανένα στεφανιαίο γινόμενο

< a > ≀ < b >=< a, b | [a, b−nabn] = 1, n ∈ Z >,

με | b | = ∞, δεν έχει την Howson ιδιότητα.

Θεώρημα 4.4. (Kapovich, Θεώρημα 3.1, [32])
΄Εστω G μία υποομάδα μίας ελευθέρας στρέψεως υπερβολικής ομάδας G1, K μία
πεπερασμένα παραγόμενη άπειρη ομάδα και Q ομάδα που περιέχει στοιχείο απείρου
τάξεως. Υποθέτουμε ότι υπάρχει η εξής βραχεία ακριβής ακολουθία

1 → K  G։ Q→ 1.

Τότε η G δεν έχει την Howson ιδιότητα.

Απόδειξη. Μπορούμε να υποθέσουμε ότι K ≤ G. ΄Εστω s ένα στοιχείο της G το
οποίο προβάλλεται σε ένα στοιχείο απείρου τάξεως στην Q. Από υπόθεση έχουμε
ότι η K περιέχει ένα στοιχείο f απείρου τάξεως. Προφανώς το f δεν μετατίθεται
με το s επειδή διαφορετικά κάποια δύναμη του s θα ανήκε σε μία κυκλική υποομάδα
παραγόμενη από το f ( βλέπε [5] ), το οποίο αντιτίθεται με την επιλογή του s. Τότε
( από το Θεώρημα 5.3.Ε του [28] ) υπάρχει κάποια δύναμη t = sn, n 6= 0 του s και
κάποια δύναμη k = fm,m 6= 0 του f τέτοιες ώστε < t, k >≃ F2 ≤ G. Θέτουμε
H =< t, k >.
Ισχυριζόμαστε ότι η H0 = H ∩ K δεν είναι πεπερασμένα παραγόμενη. Πράγματι,
αν ki = t−ikti, i 6= 0 και k0 = k τότε < ki, i ∈ Z >⊂ H0. Από την άλλη πλευρά
αν w(t, k) ∈ H0 τότε το άθροισμα των εκθετών του t στην w θα ισούται με 0.
΄Ετσι η w(t, k) μπορεί να ξαναγραφεί ως λέξη πάνω στα {ki, i ∈ Z}. Επομένως
H0 =< ki, i ∈ Z >. Δεν είναι δύσκολο να δούμε ότι η H0 είναι ελεύθερη στους
γεννήτορες {ki, i ∈ Z}. Πράγματι, αν r(k−N , ..., kN ) είναι μία μη τετριμμένη σχέση
μεταξύ αυτών των γεννητόρων τότε αυτό μεταφράζεται σε μη τετριμμένες σχέσεις
μεταξύ των t και k. Αυτό είναι αδύνατο επειδή η H είναι ελεύθερη στα {t, k}. ΄Αρα
η H0 = H ∩ K δεν είναι πεπερασμένα παραγόμενη και συνεπώς η G δεν έχει την
Howson ιδιότητα. �

Πρόταση 4.3. (Kapovich, Θεώρημα 3.1, [33])
Η ελευθέρας στρέψεως one-relator υπερβολική ομάδα

G = 〈 t, a | at−1ata2t−2a−1t2 = 1 〉

≃ 〈 t, a0, a1 | t−1a0t = a1, t
−1a1t = a0a1a0

2 〉

δεν έχει την Howson ιδιότητα ( όπου a0 = a, a1 = t−1at και a2 = t−2at2 ).
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Απόδειξη 1η. ΄Εστω H = F (a0, a1) και K = 〈 a30, t〉. Η ιδέα της πρωτότυπης α-
πόδειξης του Kapovich είναι να δείξουμε ότι η τομή H ∩ K δεν είναι πεπερασμένα
παραγόμενη. Ορίζουμε τον παρακάτω ενδομορφισμό

φ : F (a0, a1) → F (a0, a1) : a0 7→ a1, a1 7→ a0a1a
2
0.

Για κάθε ακέραιο n ≥ 0 θέτουμε xn = t−na30t
n = φn(a30). Αποδεικνύεται ότι

H ∩K = 〈x0, x1, x2, ...〉.

Στη συνέχεια δείχνουμε ότι η 〈x0, x1, x2, ...〉 είναι μία ελεύθερη ομάδα με βάση
{x0, x1, x2, ...}. Τελικά η H ∩K είναι μία απείρως παραγόμενη ελεύθερη ομάδα. �

Απόδειξη 2η. Αν λάβουμε υπ΄ όψιν το πρόσφατο αποτελέσμα του Moldavanskii, είναι
άμεσο ότι η ομάδα αυτή δεν είναι Howson. Πράγματι, επειδή η ομάδα G γράφεται ως
αύξουσα ΗΝΝ-επέκταση

G =< t, F2 | t−1F2t = ϕ(F2) >

από το Θεωρήμα 4.3 έχουμε το ζητούμενο. �

Ορισμός 4.2. ΄Εστω P , Q κατηγορίες ομάδων. Μία ομάδα G θα λέγεται P
δια μέσου της Q αν υπάρχει υποομάδαK ⊳ G, με K ∈ P , τέτοια ώστε G/K ∈ Q.

Θεώρημα 4.5. (Kirkinskii, Θεώρημα 1, [39])
΄Εστω G είναι μία πεπερασμένα παραγόμενη αβελιανή δια μέσου πολυκυκλικής ομάδας.
Τότε η G θα έχει άπειρη διάσταση αν και μόνο αν έχει μία υποομάδα ισόμορφη με το
στεφανιαίο γινόμενο μίας κυκλικής ομάδας με μία άπειρη κυκλική ομάδα.

Λήμμα 4.4. (Kirkinskii, Λήμμα 6, [39])
΄Εστω G μία Howson ομάδα και A μία αβελιανή κανονική υποομάδα της G. ΄Εστω
a ∈ A, t ∈ G−A και η H = 〈 t, a 〉 δεν είναι πολυκυκλική. Τότε κάποια δύναμη κάθε
στοιχείου b ∈ A θα ανήκει στην H .

΄Εστω G είναι μία ομάδα και f(t) = snt
n + sn−1t

n−1 + ... + s1t + s0 ∈ Z[t]. Αν
k ∈ G ορίζουμε kf(t) = t−nksntn · · · · · t−1ks1t · ks0 . Τώρα για κάθε k ∈ G και κάθε
πολυώνυμο f , με ακέραιους συντελεστές, η κλάση ομάδων :

Gf = 〈 t, k | [k, kt
i

] = 1, i ∈ Z; kf(t) = 1 〉,

παίζει έναν σημαντικό ρόλο στα παρακάτω αποτελέσματα.

Λήμμα 4.5. (Kirkinskii, Λήμματα 7. και 8., [39])
(1) Η ομάδα Gf είναι πολυκυκλική αν και μόνο αν ο μέγιστος κοινός διαιρέτης των
συντελεστών και ο σταθερός όρος του πολυωνύμου f είναι ίσοι με ±1.
(2) Η ομάδα Gf είναι ελευθέρας στρέψεως αν και μόνο αν το f είναι πρωτεύον, δηλαδή
ο Μ.Κ.Δ. των συντελεστών του είναι το 1.
(3) ΄Εστω G = 〈 t, k 〉 είναι μία ελευθέρας στρέψεως ομάδα πεπερασμένης διάστασης
τέτοια ώστε η 〈 k 〉G είναι αβελιανή και G/〈 k 〉G ≃ Z. Τότε υπάρχει ένα f ∈ Z[t]
τέτοιο ώστε G ≃ Gf .

Θεώρημα 4.6. (Kirkinskii, Θεώρημα 2, [39])
΄Εστω G μία πεπερασμένα παραγόμενη μη πολυκυκλική μεταβελιανή ομάδα. Τα
ακόλουθα είναι ισοδύναμα :

(1) Η ομάδα G έχει την Howson ιδιότητα.
(2) Οι πεπερασμένα παραγόμενες μη πολυκυκλικές υποομάδες της G έχουν

πεπερασμένους δείκτες.
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(3) Η G έχει μια σειρά 1 6 N ⊳ H 6 G, όπου |N | <∞ , |G : H | <∞ και

H/N ≃ Gf = 〈 t, k | [k, kt
i

] = 1, i ∈ Z; kf(t) = 1 〉,

όπου f είναι ένα πολυώνυμο (με ακέραιους συντελεστές) βαθμού m > 0 το οποίο είναι
ανάγωγο ως προς Z και επιπλέον το πολυώνυμο f(t) δεν διαιρεί κάποιο πολυώνυμο
βαθμού m− 1 στο tn για κάθε n.

Θεώρημα 4.7. (Longobardi-Maj, Θεώρημα Α, [40])
΄Εστω G μία μηδενοδύναμη δια μέσου αβελιανής ομάδας που ικανοποιεί την μεγιστική
συνθήκη στις κανονικές υποομάδες. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα :

(1) Η ομάδα G έχει την Howson ιδιότητα.
(2) Κάθε πεπερασμένα παραγόμενη υποομάδα της G είναι πολυκυκλική ή πεπερα-

σμένου δείκτη στην G.
(3) Η G′′ είναι πολυκυκλική και η G/G′′ είναι Howson.

Θεώρημα 4.8. (Longobardi-Maj, Θεώρημα Β, [40])
΄Εστω G μία πεπερασμένα παραγόμενη επιλύσιμη ομάδα. Τότε η A/B έχει την Ho-
wson ιδιότητα, για κάθε B ⊳ A ≤ G, αν και μόνο αν κάθε πεπερασμένα παραγόμενη
υποομάδα της G είναι πολυκυκλική ή πεπερασμένου δείκτη στην G.
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5. Αμαλγαματα και ΗΝΝ-επεκτασεις

΄Εστω A και B ομάδες που έχουν την ιδιότητα του Howson. Γεννιούνται τώρα τα
εξής ερωτήματα :
(α) Για ποιές υποομάδες U της A, η ομάδα G = A ∗U B έχει την Howson ιδιότητα ;
(β) Για ποιές υποομάδες U και V της A, η ομάδα G = 〈A, t|t−1Ut = V 〉 έχει την
Howson ιδιότητα ;

Μία μερική απάντηση δόθηκε από τους Burns και Cohen ([16] , [17], [19], [20]), με
την βοήθεια μίας κλάσης υποομάδων U μίας ομάδας A που όρισε ο πρώτος.

Ορισμός 5.1. ΄Εστω A ομάδα. Μία υποομάδα U της A ονομάζεται Burns

υποομάδα αν έχει ένα σύνολο αριστερών αντιπροσώπων T , με e ∈ T , το οποίο
ικανοποιεί τις παρακάτω συνθήκες :
(α) Υπάρχει ένα πεπερασμένο υποσύνολο F της U τέτοιο ώστε U(T − {e}) ⊆ TF .
(β) Για κάθε πεπερασμένα παραγόμενη υποομάδα H της A και κάθε στοιχείο a ∈ A
υπάρχει ένα πεπερασμένο υποσύνολο F1 της U τέτοιο ώστε aH ⊆ TF1(H ∩ U).

Οι υποομάδες Burns είναι μία ιδιόμορφη κατηγορία υποομάδων. Παρακάτω ακο-
λουθούν μερικά παραδείγματα. Στη συνέχεια, για να μην γίνεται σύγχυση, θα συμβο-
λίζουμε με F τις ελεύθερες ομάδες και με F τα πεπερασμένα σύνολα .

Παρατηρήσεις. (1) ΄Εστω A μία ομάδα. Κάθε πεπερασμένη υποομάδα U της A είναι
Burns υποομάδα της A.
Πράγματι, έστω ότι έχουμε U = F2, όπου F2 είναι ένα πεπερασμένο σύνολο. Τότε
ισχύει U(T − {e}) ⊆ A = TU(= TF2), άρα ικανοποιείται η συνθήκη α) του Ορισμού
5.1. Επίσης αν a ∈ A και H είναι μία πεπερασμένα παραγόμενη υποομάδα της A, τότε
aH ⊆ A = TU = TF1(H ∩ U), όπου F1 ⊆ F2, συνεπώς ικανοποιείται και η συνθήκη
β). Τελικά η U είναι μία Burns υποομάδα της A.
(2) Από την συνθήκη α) του Ορισμου 5.1 προκύπτει ότι για κάθε a /∈ U η τομή
U ∩ aUa−1 είναι πεπερασμένη.
Πράγματι έστω u ∈ U ∩ aUa−1, τότε u = ava−1 όπου v ∈ U . Μπορούμε να
υποθέσουμε ότι a ∈ T − {e}, τότε επειδή av = ua ∈ TF , έχουμε ότι v ∈ F και άρα
το ζητούμενο.
(3) Από την συνθήκη β) του Ορισμου 5.1 προκύπτει ότι για κάθε δύο πεπερασμένα
παραγόμενες υποομάδες H,K της A, η τομή ενός (H,U)-διπλού συμπλόκου και ενός
(K,U)-διπλού συμπλόκου περιέχουν μόνο πεπερασμένα το πλήθος (H ∩K,U)-διπλά
σύμπλοκα.
Πράγματι, αντικαθιστώντας τις H,K με τις g−1Hg, g−1Kg όπου χρειάζεται, αρκεί
μόνο να θεωρήσουμε την τομή HU ∩ KU . ΄Εστω k = hu, όπου h ∈ H, k ∈ K
και u ∈ U . Υπάρχουν πεπερασμένα υποσύνολα F1, F2 της U με H ⊆ TF1(H ∩ U)
και K ⊆ TF2(K ∩ U). Τότε u ∈ (H ∩ U)F3(K ∩ U) όπου F3 = F1

−1F2 είναι ένα
πεπερασμένο υποσύνολο της U . Δηλαδή έχουμε u = vcw, όπου v ∈ H∩U,w ∈ K∩U
και c ∈ F3. Τότε το (H ∩K,U)-διπλό σύμπλοκο που περιέχει το k = hu θα περιέχει
επίσης και το kw−1 = hvc το οποίο είναι ένα στοιχείο του K ∩Hc. Τώρα το K ∩Hc
είναι ένα δεξιόH∩K-σύμπλοκο. ΄Αρα κάθε (H∩K,U)-διπλό σύμπλοκο που περιέχεται
στο HU ∩KU περιέχει ένα στοιχείο από πεπερασμένα το πλήθος H ∩K-σύμπλοκα,
όπως θέλαμε να δείξουμε.

Θεώρημα 5.1. (Kapovich, Θεώρημα 0.2, [32])
΄Εστω G ελευθέρας στρέψεως ομάδα της κατηγορίας Q και U = 〈u〉 μεγιστική κυκλική
υποομάδα της G. Τότε η U είναι μία Burns υποομάδα της G.
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Πόρισμα 5.1. (Burns, Θεώρημα 6.1, [16])
΄Εστω F = F(S) μία ελεύθερη ομάδα και U μεγιστική κυκλική υποομάδα της F. Τότε
η U είναι μία Burns υποομάδα της F.

Λήμμα 5.1. (Cohen, Λήμμα 1, [20]) ΄Εστω H μία πεπερασμένα παραγόμενη υπο-
ομάδα της A και U μία Burns υποομάδα της A. Τότε η τομή ενός (H,U)-διπλού
συμπλόκου και ενός (H, aUa−1)-διπλού συμπλόκου, όπου a /∈ U , περιέχει μόνο πεπε-
ρασμένο το πλήθος δεξιά H-σύμπλοκα.

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουμε ότι ισχύει για την τομή HU ∩ HaUa−1. Επιλέγουμε
ένα στοιχείο hu = ava−1 σε κάποιο δεξιό H-σύμπλοκο, όπου h ∈ H και u, v ∈ U .
΄Εστω U μία Burns υποομάδα της A. Τότε υπάρχει ένα πεπερασμένο υποσύνολο
F1 της U με a−1H ⊆ TF1(H ∩ U) και ένα πεπερασμένο υποσύνολο F2 της U με
Ua−1 ⊆ TF2. Επειδή a−1hu = va−1 ∈ TF1(H ∩ U)u ∩ TF2 μπορούμε να γράψουμε
u = kc, όπου k ∈ H ∩ U και c βρίσκεται σ΄ ένα πεπερασμένο σύνολο F1

−1F2. Τότε
το δεξιό H-σύμπλοκο περιέχει το hu = hkc, επομένως περιέχει και το c, και άρα είναι
ένα από πεπερασμένο το πλήθος σύμπλοκα. �

Λήμμα 5.2. (Cohen, Λήμμα 2, [20]) ΄Εστω U μία Burns υποομάδα της A και V μία
υποομάδα της A τέτοια ώστε να υπάρχει ένα υποσύνολο F1 της U με V (T − {e}) ⊆
TF1. ΄Εστω H και K είναι πεπερασμένα παραγόμενες υποομάδες της A και c, d ∈ A.
Τότε υπάρχει ένα πεπερασμένο υποσύνολοX της U τέτοιο ώστε αν το u ∈ U ικανοποιεί
τη σχέση chu = vdk, για κάποια h ∈ H, k ∈ K και v ∈ V με dk /∈ U , τότε
u ∈ (H ∩ U)X(K ∩ U).

Απόδειξη. Υπάρχει ένα πεπερασμένο υποσύνολο F2 της U τέτοιο ώστε

dk ∈ TF2(K ∩ U).

Επειδή dk /∈ U , έχουμε vdk ∈ TF1F2(K ∩ U). Υπάρχει επίσης ένα πεπερασμένο
υποσύνολο F3 της U , τέτοιο ώστε ch ∈ TF3(H ∩ U). Τότε

chu = vdk ∈ TF3(H ∩ U)u ∩ TF1F2(K ∩ U),

και επομένως u ∈ (H ∩ U)F3
−1F1F2(K ∩ U). �
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[ Εικόνα 13 : Το σύνηθες δένδρο T στο οποίο δρα η G = A ∗U B ]
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Το σύνηθες δένδρο. ΄Εστω G = A ∗U B και η G δρα χωρίς αντιστροφές

στο σύνηθες δένδρο T . Υπάρχει μία ακμή e0(η αρχική ακμή), με α(e0) = O και
ω(e0) = P , της οποίας η σταθεροποιούσα είναι η ομάδα U . Οι σταθεροποιούσες των
κορυφών O,P είναι οι ομάδες A,B αντιστοίχως. Επιλέγουμε έναν προσανατολισμό,
για κάθε ακμή e του δένδρου η αρχή της ακμής α(e) θα είναι η κορυφή που βρίσκεται
πιο κοντά στην κορυφή O. Υπάρχουν μία G-τροχιά ακμών και δύο G-τροχιές κορυ-
φών, που αντιστοιχούν στην e0 και τις κορυφές O,P . Αν e είναι μία ακμή με κορυφή
την O τότε e ∈ Ae0.

O tO

t−1O
atO

at−1O tat−1O

tatO

t−1atO

t−1at−1O

at−1at−1O at−1atO

atatO atat−1O

e0t−1e0

ae0

at−1e0

tae0

tat−1e0t−1ate0

t−1at−1e0

at−1at−1e0 at−1ate0

atat−1e0atate0

[ Εικόνα 14 : Το σύνηθες δένδρο T στο οποίο δρα η G = 〈A, t|t−1Ut = V 〉 ]

΄Εστω G = 〈A, t|t−1Ut = V 〉 και η G δρα χωρίς αντιστροφές στο συνήθες δένδρο
T . Υπάρχει μία ακμή e0 ( η αρχική ακμή ), με α(e0) = O και ω(e0) = tO, της οποίας
η σταθεροποιούσα είναι η ομάδα U και μία δεύτερη ακμή t−1e0, όπου α(t

−1e0) = O
και ω(t−1e0) = t−1O, με σταθεροποιούσα την V . Η σταθεροποιούσα της κορυφής
O είναι η ομάδα A. Επιλέγουμε έναν προσανατολισμό, για κάθε ακμή e του δένδρου
η αρχή της ακμής α(e) θα είναι η κορυφή που βρίσκεται πιο κοντά στην κορυφή O.
Υπάρχουν μία G-τροχιά ακμών και μία G-τροχιά κορυφών, που αντιστοιχούν στην
ακμή e0 και την κορυφή O. Αν e είναι μία ακμή με κορυφή την O τότε e ∈ Ae0 ή
e ∈ At−1e0 (όχι και τα δύο ταυτοχρόνως).

Παρατηρήσεις. Σε κάθε περίπτωση αν η e έχει κορυφή την O και f είναι μία ακμή με
f ∈ Ae, τότε κάθε h ∈ G με f = he θα πρέπει να ανήκει στην A. Πράγματι, έστω
f = ae με a ∈ A. Τότε έχουμε a−1he = e και επειδή η G δρα χωρίς αντιστροφες θα
πρέπει να ισχύει a−1hO = O, δηλαδή a−1h ∈ A.
Ομοίως αν η e είναι μία ακμή με κορυφή την P και he = e0 με hP = O για κάποιο
h ∈ G, τότε για κάθε g με ge = e0 θα ισχύει gP = O.

Ορισμός 5.2. ΄Εστω G = A ∗U B ή G = 〈A, t|t−1Ut = V 〉 και T το σύνηθες
δένδρο στο οποίο δρα η G. Μία ακμή e του T θα λέγεται ειδική αν ικανοποιεί τις
ακόλουθες συνθήκες :
(α) Η αρχική κορυφή της e βρίσκεται στην τροχιά GO, αλλά δεν είναι το O.
(β) Αν P είναι η αρχική κορυφή του e, και e′ η μοναδική ακμή με ω(e′) = P , τότε
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e ∈ (stabP )e′.
Αν P 6= O, τότε η συνθήκη α) ισχύει πάντοτε στην ομάδα 〈A, t|t−1Ut = V 〉, ενώ η
συνθήκη β) ισχύει πάντοτε για την ομάδα A ∗U B.

Λήμμα 5.3. (Cohen, Λήμμα 3, [20]) ΄ΕστωG η ομάδαA∗UB ή η ομάδα 〈A, t|t−1Ut =
V 〉, T το σύνηθες δένδρο στο οποίο δρα η G και H μία υποομάδα της G. Εάν μόνο
πεπερασμένο το πλήθος από αντιστρεπτές H-τροχιές περιέχουν μία ειδική ακμή, τότε
υπάρχουν μόνο πεπερασμένο το πλήθος αντιστρεπτές H-τροχιές.

Απόδειξη. ΄Εστω G η ομάδα A ∗U B. Αν μία αντιστρεπτή H-τροχιά περιέχει μία ακμή
e τέτοια ώστε α(e) ∈ GO−O, τότε αυτή είναι ειδική. Υποθέτουμε ότι μία αντιστρεπτή
H-τροχιά περιέχει μία ακμή e1 με α(e1) = O και έστω h αρνητικό στοιχείο για την
e1. Τότε αν e 6= e1 είναι μία ακμή με α(e) = O, τότε η He περιέχει την he, η οποία
θα είναι ειδική επειδή η he1 είναι η μόνη ακμή με ω(he1) = hO(= α(he)). ΄Αρα κάθε
αντιστρεπτή H-τροχιά εκτός ίσως από την He1 θα περιέχει μία ειδική ακμή.
΄Εστω τώρα G η ομάδα 〈A, t|t−1Ut = V 〉. Σταθεροποιούμε μία κορυφή P (6= O).
Πρώτα θα δείξουμε ότι μόνο πεπερασμένες το πλήθος αντιστρεπτές H-τροχιές περιέ-
χουν μία ακμή e με α(e) = P και τέτοιες ώστε κάθε άλλη ακμή f με αρχική κορυφή
το P ανήκει επίσης σε μία αντιστρεπτή H-τροχιά.
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b b
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f
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b

hP
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he
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Πράγματι, παρατηρούμε ότι είτε f ∈ (stabP )e ή e ∈ (stabP )e′ ή f ∈ (stabP )e′.
Στην πρώτη περίπτωση διαλέγουμε h ∈ H τέτοιο ώστε η hf να έχει τελική κορυφή
την hP . ΄Εχουμε

e = kf(k ∈ stabP ) ⇒ he = hkf = (hkh−1)hf ∈ (stabhP )hf

και επομένως η ακμή he είναι ειδική, άρα η e βρίσκεται σε μία από πεπερασμένες το
πλήθος τροχιές. Το ίδιο ισχύει και στην δεύτερη περίπτωση, επειδή η e είναι ειδική.
Στην τρίτη περίπτωση η f είναι ειδική, άρα θα ανήκει σε μία από τις πεπερασμένες
τροχιές, συνεπώς και η P ( η οποία είναι ένα άκρο της f ). Σε κάθε τροχιά διαλέ-
γουμε μία κορυφή Pi 6= O και διαλέγουμε μία ακμή ei με α(ei) = Pi όπου η ei ανήκει
σε μία αντιστρεπτή τροχιά και ei /∈ (stabPi)ei

′. ΄Εστω Pi = hP . Τότε είτε he = ei
′,

είτε α(he) = Pi και he ∈ (stabPi)ei
′ ή he ∈ (stabPi)ei. ΄Ετσι είτε he = ei

′ ή he είναι
ειδική ή ( όπως στην πρώτη περίπτωση της προηγούμενης παραγράφου ) η he μπορεί
να δειχθεί ότι ανήκει σε μία από τις πεπερασμένες τροχιές.
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Επίσης μόνο πεπερασμένο το πλήθος αντιστρεπτές τροχιές περιέχουν μία ακμή με
αρχική κορυφή την O. ΄Εστω e1, e2, και e ακμές που ανήκουν σε διαφορετικές αντι-
στρεπτές τροχιές με αρχική κορυφή την O. ΄Εστω επίσης h αρνητικό για την e2. Τότε
ω(he2) = hO, άρα hO 6= O, και οι he και he1 έχουν κοινή αρχική κορυφή την hO.
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Επομένως η he είναι μία από τις ακμές που θεωρήσαμε προηγουμένως. Επιλέγοντας
(το πολύ) δύο κατάλληλες ακμές από κάθε μία από τις πεπερασμένες τροχιές που θε-
ωρήσαμε, μπορούμε να πετύχουμε ένα πεπερασμένο σύνολο X , τέτοιο ώστε αν η e
ανήκει σε μία τέτοια τροχιά να υπάρχει ένα h θετικό για την e με he ∈ X . ΄Εστω Y
είναι το πεπερασμένο σύνολο που περιέχει όλες τις ακμές των αναγώγων μονοπατιών
από την O στις ακμές του X . Θα δείξουμε ότι κάθε αντιστρεπτή τροχιά συναντά το
Y .
Σημειώνουμε ότι αν η e ανήκει σε μία αντιστρεπτή τροχιά τότε είτε e ∈ HX ή υπάρχει
μία ακμή f , με α(f) = ω(e), σε μία αντιστρεπτή τροχιά. Π.χ. αν ω(e) = Q επιλέ-
γουμε h αρνητικό για την e, τέτοιο ώστε α(he) = hQ. Αν hQ = O τότε he ∈ HX .
Διαφορετικά λαμβάνουμε ακμή f τέτοια ώστε ω(hf) = hQ.
΄Αρα αν μία ακμή e1 ανήκει σε μία αντιστρεπτή τροχιά, υπάρχει είτε μία άπειρη ακολου-
θία από ακμές {e1, e2, ...}, ώστε όλες να ανήκουν σε μία αντιστρεπτή τροχιά, καμία
στο σύνολο τροχιών HX , με α(ei) = Pi−1 και ω(ei) = Pi, για κάθε i, είτε υπάρχει μία
πεπερασμένη ακολουθία από ακμές {e1, ..., en}, κάθε μία σε μία αντιστρεπτή τροχιά,
με α(ei) = Pi−1 και ω(ei) = Pi, αλλά με en ∈ HX .
Στην πρώτη περίπτωση διαλέγουμε h τέτοιο ώστε ω(he1) = hP0. Δεν μπορούμε
να έχουμε ω(hei) = hPi−1 για κάθε i, άρα μπορούμε να επιλέξουμε r τέτοιο ώστε
ω(her) = hPr−1 αλλά με ω(her+1) 6= hPr. Τότε οι ακμές her και her+1 θα έχουν
κοινή αρχική κορυφή την hPr. Τότε από τα παραπάνω έχουμε ότι er ∈ HX . Αυτό
αντιτίθεται στον ορισμό της ακολουθίας, άρα καταλήγουμε σε άτοπο.
Στην δεύτερη περίπτωση λαμβάνουμε n ελάχιστο. Επιλέγουμε h με hen ∈ X και
ω(hen) = hPn. Αν ω(hei) = hPi για κάθε i, από τον ορισμό του Y , έχουμε
he1 ∈ Y . Διαφορετικά μπορούμε να διαλέξουμε r τέτοιο ώστε ω(her) = hPr ενώ
ω(her−1) = hPr−2. Τότε οι her και her−1 έχουν κοινή αρχική κορυφή την hPr−1.
Από τον ορισμό του X έχουμε her−1 ∈ HX . Επειδή αυτο αντιτίθεται με την ελαχι-
στότητα του n, καταλήγουμε σε άτοπο. ΄Αρα έχουμε he1 ∈ Y και τελικά e1 ∈ HY . �

Θεώρημα 5.2. (Θεώρημα των Burns και Cohen, [20]) ΄Εστω A και B ομάδες
Howson. Τότε ισχύουν τα εξής :
(α) Η ομάδα G = A ∗U B είναι Howson αν η U είναι μία Burns υποομάδα της A και
η H ∩U είναι πεπερασμένα παραγόμενη για κάθε πεπερασμένα παραγόμενη υποομάδα
H της G.
(β) Η ομάδα G = 〈A, t|t−1Ut = V 〉 είναι Howson αν οι ομάδες U και V είναι Burns
υποομάδες της A και η H ∩ U είναι πεπερασμένα παραγόμενη για κάθε πεπερασμένα
παραγόμενη υποομάδα H της G.

Απόδειξη. Τα (α) και (β) μπορούν να αποδειχθούν ταυτόχρονα χρησιμοποιώντας σε
κάθε περίπτωση την δράση της G στο σύνηθες δένδρο T . ΄Εστω H και K δύο πεπερα-
σμένα παραγόμενες υποομάδες τηςG. Από το Λήμμα 2.3 υπάρχουν μόνο πεπερασμένες
το πλήθος αντιστρεπτές H- και K-τροχιές και οι υποομάδες H∩stabP και K∩stabP
είναι πεπερασμένες παραγόμενες για κάθε κορυφή P του T . Τώρα επειδή για κάθε
κορυφή P του T οι σταθεροποιούσες stabP = g−1Ag ( ή g−1Bg ), όπου g ∈ G,
είναι ομάδες Howson, έχουμε ότι και η H ∩K ∩ stabP είναι πεπερασμένα παραγόμε-
νη. ΄Αρα από το αντίστροφο του Λήμματος 2.3 αρκεί να δείξουμε ότι υπάρχουν μόνο
πεπερασμένο το πλήθος αντιστρεπτές (H ∩ K)-τροχιές. Τελικά από το Λήμμα 5.3,
αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε ακμή f μόνο πεπερασμένο το πλήθος αντιστρεπτές
(H ∩K)-τροχιές στην Hf ∩Kf θα περιέχουν μία ειδική ακμή.
΄Εστω e μία ειδική ακμή σε μία αντιστρεπτή (H∩K)-τροχιά στην Hf∩Kf . Μπορούμε
να υποθέσουμε ότι υπάρχει ένα g ∈ G με gO = P = α(e) και ge0 = e. Αυτό μπορεί
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να υποτεθεί για το αμάγαλμα ενώ για την ΗΝΝ ομάδα αν αυτό δεν ισχύει μπορούμε
να βρούμε g ∈ G με gO = P = α(e) και gt−1e0 = e. Για την τελευταία περίπτωση
απλώς αντικαθιστούμε τις e0 και U με τις t−1e0 και V αντιστοίχως στην υπόλοιπη
απόδειξη.
Μπορούμε επίσης να υποθέσουμε (αντικαθιστώντας την f με μία άλλη ακμή, για πα-
ράδειγμα με την ίδια την e, αν χρειαστεί) ότι μπορούμε να βρούμε g1 ∈ G με g1e0 = f
και g1O = α(f). Τότε μπορούμε να λάβουμε f = e0. Αν αυτό δεν ισχύει απλώς
αντικαθιστούμε τις A και U με τις Ag1 και Ug1 αντιστοίχως χωρίς άλλες αλλαγές.
Επειδή υπάρχουν μόνο πεπερασμένο το πλήθος αντιστρεπτές H-τροχιές, οι ακμές με
αρχική κορυφή την O που ανήκουν σε μία αντιστρεπτη H-τροχιά θα ανήκουν σε πεπε-
ρασμένο το πλήθος (H∩A)-τροχιές. ΄Αρα υπάρχει ένα πεπερασμένο υποσύνολο C της
A τέτοιο ώστε όλες αυτές οι ακμές της Ae0 να ανήκουν στην (H ∩ A)Ce0. Ομοίως
υπάρχει ένα πεπερασμένο υποσύνολο D της A τέτοιο ώστε κάθε ακμή της Ae0, που
βρίσκεται σε μία αντιστρεπτή K-τροχιά, να ανήκει στην (K ∩A)De0.
Τώρα θεωρούμε μία ειδική ακμή e με e = he0 = ke0, όπου h ∈ H, k ∈ K, και έστω
e′ η ακμή με ω(e′) = P = α(e). Από την Παρατήρηση πριν τον Ορισμό 5.2 έχουμε
ότι hO = P = kO. Επίσης k = hu για κάποιο u ∈ U .
Αν το g είναι αρνητικό για την e, τότε ω(ge) = gP και α(ge′) = gP , επομένως το g
είναι αρνητικό και για την e′. ΄Αρα η e′ ανήκει σε μία αντιστρεπτή (H ∩ K)-τροχιά.
Επειδή η e είναι ειδική έχουμε ότι e′ ∈ (stabP )e και επομένως h−1e′ ∈ Ae0. ΄Αρα
h−1e′ = yce0, για κάποια y ∈ H ∩ A, c ∈ C. Ομοίως k−1e′ = zde0 για κάποια
z ∈ K ∩ A, d ∈ D.
Από τα προηγούμενα έχουμε ότι uzde0 = yce0, άρα uzd = ycw για κάποιο w ∈ U .
Αυτή η ισότητα μπορεί να γραφεί ως c−1y−1u = wd−1z−1. Επίσης zd /∈ U επειδή
k−1e′ 6= e0 = k−1e. Συνεπώς από το Λήμμα 5.2 υπάρχει ένα πεπερασμένο υποσύνολο
S της U τέτοιο ώστε u ∈ (H ∩U)S(K ∩U) για όλες τις επιλογές των ειδικών ακμών
e στην He0 ∩Ke0.
Επιλέγοντας κατάλληλα h′ ∈ hU, k′ ∈ kU , μπορούμε να γράψουμε ότι e = h′e0 =
k′e0, με k′ ∈ h′S. Αν μία άλλη ακμή e1 αντιστοιχεί στο ίδιο στοιχείο του S, έστω
e1 = h′1e0 = k′1e0, τότε e1 ∈ (H ∩K)e, επειδή k′1k

−1 = h′1h
−1 ∈ H ∩K. ΄Ετσι οι

ειδικές ακμές στην He0 ∩Ke0 θα ανήκουν σε πεπερασμένο το πλήθος αντιστρεπτές
(H ∩K)-τροχιές, δηλαδή έχουμε το ζητούμενο. �

Το παραπάνω Θεώρημα των Burns και Cohen μας δίνει ικανές συνθήκες, ώστε ένα
αμαλγαματοποιημένο ελεύθερο γινόμενο ή μια ΗΝΝ επέκταση (Howson ομάδων) να
έχουν την Howson ιδιότητα. Αυτές οι συνθήκες σχετίζονται με μία ειδική κατηγορί-
α υποομάδων, τις Burns υποομάδες. Τέτοιες υποομάδες είναι όλες οι πεπερασμένες
υποομάδες (Παρατήρηση (1» και οι μεγιστικές κυκλικές υποομάδες μίας ελευθέρας
στρέψεως ομάδας της κατηγορίας Q (Θεώρημα 5.1). Από αυτές τις παρατηρήσεις
προκύπτουν τα παρακάτω Πορίσματα. Να σημειωθεί ότι είναι αρκετά δύσκολο να α-
ποφανθούμε αν μία υποομάδα είναι Burns.

Πόρισμα 5.2. ΄Εστω A και B ομάδες Howson και U μία πεπερασμένη υποομάδα
της A. Τότε οι ομάδες G = A ∗U B και G = 〈A, t|t−1Ut = V 〉 είναι ομάδες Howson.

Πόρισμα 5.3. Η κατηγορία των Howson ομάδων είναι κλειστή στα γενικευμένα
αμαλγάματα και τις ΗΝΝ-επεκτάσεις με πεπερασμένες συνδεόμενες ομάδες.
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Πόρισμα 5.4. ΄Εστω A ελευθέρας στρέψεως ομάδα της κατηγορίας Q, B ομάδα
Howson και U, V δύο μεγιστικές κυκλικές υποομάδες της A. Τότε οι ομάδες G =
A ∗U B και G = 〈A, t|t−1Ut = V 〉 είναι ομάδες Howson.

Πόρισμα 5.5. ΄Εστω F ελεύθερη ομάδα, B ομάδα Howson και U μία μεγιστική
κυκλική υποομάδα της F. Τότε η ομάδα G = F ∗U B είναι Howson.

Ταυτόχρονα εύκολα βλέπουμε ότι οι συνθήκες του Θεωρήματος των Burns και
Cohen δεν είναι αναγκαίες, όπως φαίνεται και από το Θεώρημα 5.3. ΄Ηδη ο Burns
παρατηρεί (βλέπε την Παρατήρηση μετά το Λήμμα 3.1 στο [17]) ότι η συνθήκη του
(στίς ΗΝΝ-ομάδες) μπορεί να αντικατασταθεί με την υπόθεση ότι, για όλες τις πεπε-
ρασμένα παραγόμενες υποομάδες H,K της G = 〈A, t|t−1Ut = V 〉, κάθε τομή ενός
(H,A)-συμπλόκου με ένα (K,A)-σύμπλοκο περιέχει μόνο πεπερασμένο το πλήθος
διπλά ακραία (H ∩ K,A)-σύμπλοκα. Το πρώτο τέτοιο αντιπαράδειγμα υπάρχει σε
εργασία του Moldavanskii ([45]).

Θεώρημα 5.3. (Burns-Brunner, Θεώρημα, 2, [18]) ΄Εστω F ελεύθερη ομάδα και U
μία μεγιστική κυκλική υποομάδα της F. Τότε η ομάδα G = 〈 t,F | t−1Ut = V 〉 είναι
Howson. Oi Baumslag-Solitar om�de.
Θα εξετάσουμε πότε μία Baumslag-Solitar ομάδα έχει την Howson ιδιότητα. Πα-

ρατηρούμε ότι οι Buns-Cohen συνθήκες δεν είναι αναγκαίες.

Λήμμα 5.4. (Moldavanskii, [45]) Οι Baumslag-Solitar ομάδες

B(1, l) = 〈 t, a | t−1at = al 〉

έχουν την Howson ιδιότητα, για κάθε l ∈ Z. Ταυτόχρονα οι υποομάδες

{〈 al 〉, |l| ≥ 2}

δεν είναι Burns υποομάδες της 〈 a 〉.

Απόδειξη. Παρατηρούμε ότι η B(1, l) είναι μία μη πολυκυκλική ομάδα. Πράγματι
έχουμε ότι

B(1, l) ≥ 〈 a, tat−1, t2at−2, . . . 〉,

η οποία είναι απείρως παραγόμενη. Επίσης η B(1, l) είναι μεταβελιανή. ΄Εστω A =
〈 a 〉B(1,l), τότε η A είναι αβελιανή διότι

tmapt−m · tnaqt−n = tmap · tn−maqtm−n · t−m = tm · tn−maqtm−n · apt−m =

= tnaqt−n · tmapt−m

όπου p, q ∈ Z και m,n θετικοί ακέραιοι με m ≥ n. Τελικά η B(1, l) έχει μία αβελιανή
σειρά B(1, l)⊲A⊲ 1.
Ισχύει ότι

B(1, l) ≃ Gf = 〈 t, a | [a, at
i

] = 1, i ∈ Z; at−l = 1 〉

όπου f(t) = t − l είναι ανάγωγο πολυώνυμο βαθμού 1. ΄Αρα από το Θεώρημα 4.6 η
ομάδα B(1, l) έχει την Howson ιδιότητα.
Τώρα μπορούμε να δείξουμε εύκολα ότι για κάθε l με |l| ≥ 2, η 〈 al 〉 δεν είναι μία

Burns υποομάδα της 〈 a 〉. Πράγματι, έστω T = [〈 a 〉 : 〈 al 〉] = {1, a, ..., al−1} το (
πεπερασμένο ) σύνολο των αριστερών αντιπροσώπων. Επομένως δεν είναι δυνατόν
για κάποιο πεπερασμένο υποσύνολο F της 〈 a 〉 να ισχύει

〈 a 〉(T − { 1 }) ⊆ TF.
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Λήμμα 5.5. (Karrass-Solitar, [35]) Η Baumslag-Solitar ομάδα

B(2, 2) = 〈 t, a | t−1a2t = a2 〉

δεν έχει την Howson ιδιότητα.

Απόδειξη. Θέτουμε H = 〈 t, a−1ta〉. Επειδή κάθε μη κενή ανάγωγη λέξη w =
w(t, a−1ta) είναι μη τετριμμένη, η H είναι μία ελεύθερη ομάδα διάστασης 2. Επι-
πλέον, H ⊳ G επειδή

ata−1 = a−1(a2ta−2)a = a−1ta.

Ομοίως η L = 〈 at, ta〉 είναι μία ελεύθερη ομάδα διάστασης 2 και L ⊳ G. Επομένως η
υποομάδα H ∩ L είναι κανονική στην H και μη τετριμμένη, αφού t−1a−1ta ∈ H ∩ L.
Παρατηρούμε ότι η H ∩L έχει άπειρο δείκτη στην H . Πράγματι, αν θεωρήσουμε τον
επίμορφισμο

ψ : B(2, 2) → Z : t 7→ 1, a 7→ −1

έχουμε ότι ψ(H) = Z και ψ(L) = 0. Συνεπώς από το Θεώρημα 2.2 η ομάδα H ∩ L
δεν είναι πεπερασμένα παραγόμενη. �

Λήμμα 5.6. Αν k, l ≥ 2 τότε οι Baumslag-Solitar ομάδες

B(k, l) = 〈 t, a | t−1akt = al 〉

δεν έχουν την Howson ιδιότητα.

Απόδειξη. Από το Λήμμα 5.5 η ομάδα B(2, 2) δεν έχει την Howson ιδιότητα. Επο-
μένως μπορούμε να υποθέσουμε ότι k ≥ 2 και l ≥ 3. Παρατηρούμε ότι η υποομάδα
H = 〈 a, t−1at | (t−1at)k = al 〉 της B(k, l) είναι ένα αμαλγαματοποιημένο ελεύθερο
γινόμενο το οποίο περιέχει ελεύθερες υποομάδες. Πράγματι

H = 〈 a, t−1at | (t−1at)k = al 〉 ≃ 〈 b, a | bk = al 〉,

όπου b = t−1at. Τώρα έστω x = (ba)3 και y = (ba2)2. Για την τυχαία μη τετριμμένη
ανάγωγη λέξη w(x, y) μπορούμε να δείξουμε ότι

w((ba)3, (ba2)2) /∈ h−1〈 b 〉h, h−1〈 a 〉h,

για κάθε h ∈ H . Πρώτα κοιτάζουμε ποιές διαγραφές γραμμάτων είναι πιθανόν να
γίνουν στις συλλαβές μήκους 2 της λέξης w(x, y) αν αντικαταστήσουμε τα x και y με
(ba)3 και (ba2)2. Σε κάθε μία από τις συλλαβές x2, y2, xy, yx, xy−1 και x−1y έχουμε
ότι το πολύ δύο ζεύγη γραμμάτων a, a−1, b, b−1 μπορούν να διαγραφούν. Επομένως
μετά τις διαγραφές λαμβάνουμε μία μη κενή λέξη w με εκθέτες για τα a και b από τα
σύνολα {−2,−1, 1, 2} και {−1, 1} αντιστοίχως. Επειδή κανένα συζυγές ( στην H )
των λέξεων x2, y2, xy, yx, xy−1, x−1y δεν συναντάει τις υποομάδες 〈 b 〉, 〈 a 〉 έχουμε
ότι για την τυχαία μη τετριμμένη ανάγωγη λέξη w(x, y) ισχύει

hwh−1 /∈ 〈 b 〉, 〈 a 〉 ⇔ w /∈ h−1〈 b 〉h, h−1〈 a 〉h,

για κάθε h ∈ H . ΄Αρα η υποομάδα που παράγεται από τα στοιχεία x και y δεν συναντά
κανένα συζυγές των κυκλικών υποομάδων 〈 b 〉, 〈 a 〉 και συνεπώς από το Θεώρημα 2.4
έχουμε ότι < x, y >≃ F2. Επειδή η υποομάδα 〈 bk 〉 είναι το κέντρο της H προκύπτει
ότι 〈x, y, bk 〉 = F2 ×Z. Δηλαδή η ομάδα B(k, l) περιέχει μία υποομάδα που δεν είναι
Howson, άρα ούτε αυτή είναι Howson.
Η ειδική περίπτωση, όπου k = 2 και l = 3, είναι η ΄Ασκηση 23.8 στο [14]. �
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Πρόταση 5.1. ΄Εστω k, l ∈ Z. Τότε η Baumslag-Solitar ομάδα

B(k, l) = 〈 t, a | t−1akt = al 〉

έχει την Howson ιδιότητα αν και μόνο αν τουλάχιστον ένα από τα k και l ισούται με
±1.

Απόδειξη. Αν το k (ή το l) είναι ίσο με 1 έπεται από το Λήμμα 5.4 ότι η B(1, l) =
〈 t, a | t−1at = al 〉 έχει την Howson ιδιότητα. ΄Οταν |k| ή |l| ≥ 3 και kl > 0 έπεται
άμεσα από το Λήμμα 5.6 (αντικαθιστώντας, αν χρειαστεί, το στοιχείο a με το a−1)
ότι η ομάδα B(k, l) δεν είναι Howson. Αν kl < 0 τότε εργαζόμενοι όπως στην
Απόδειξη του Λήμματος 5.6 βλέπουμε ότι η υποομάδα που παράγεται από τα στοιχεία
x = (ba−1)3 και y = (ba−2)2 είναι ελεύθερη. ΄Αρα η ομάδα B(k, l) περιέχει την
υποομάδα 〈x, y, bk 〉 = F2 × Z, η οποία δεν είναι Howson.
Τελικά για την ειδική περίπτωση όπου k = −l και |k| = |l| = 2 έχουμε ότι

B(2,−2) = 〈 t , a | t−1a2t = a−2 〉

και ότι η υποομάδα της 〈 t2, a−1t2a 〉 είναι ελέύθερη. Επομένως,

B(2,−2) ≥ H = 〈 t2, a−1t2a, a2 | t2a2 = a2t2, a−1t2a · a2 = a2 · a−1t2a 〉 ≃ F2 × Z

και η ομάδα B(2,−2) δεν είναι Howson. �

΄Εστω K,L δύο πεπερασμένα παραγόμενες μηδενοδύναμες ομάδες, με περιοδικό μέ-
ρος ή χωρίς. Εξετάζουμε πότε μία ΗΝΝ-επέκταση G = 〈 t,K | t−1At = B 〉 και πότε
ένα αμάγαλμα G = K ∗A L έχουν την Howson ιδιότητα.Oi HNN-epekt�sei twn mhdenodun�mwn om�dwn.
΄Εστω G = 〈 t,K | t−1Kt = K 〉, όπου K μία πολυκυκλική ομάδα που έχει την

παρακάτω πολυκυκλική σειρά

K = Kn ⊲Kn−1 ⊲ ...⊲K1 ⊲K0 = 1

μήκους n. Τότε η G έχει την παρακάτω πολυκυκλική σειρά

G⊲Kn ⊲Kn−1 ⊲ ...⊲K1 ⊲K0 = 1

μήκους n + 1. ΄Αρα από το Θεώρημα 4.8 η ομάδα G θα έχει την Howson ιδιότητα.
Επομένως στη συνέχεια θεωρούμε ότι μία τουλάχιστον από τις A και B είναι γνήσια
υποομάδα της K.

Πρόταση 5.2. ΄Εστω G = 〈 t,K | t−1Kt = B 〉, όπου K μία πεπερασμένα παρα-
γόμενη ελεύθερη αβελιανή ομάδα και B μία γνήσια υποομάδα της K. Τότε η G έχει
την Howson ιδιότητα αν και μόνο αν ικανοποιεί τις ακόλουθες συνθήκες :
(α) Για κάθε μη πολυκυκλική υποομάδα 〈 tm, k′ 〉 όπου m ≥ 1, k′ ∈ K και για κάθε
k ∈ K έχουμε ότι 〈 tm, k′ 〉 ∩ 〈 k 〉 6= 1.
(β) Υπάρχει μία μη πολυκυκλική υποομάδα H = 〈 t, k1 〉, όπου k1 ∈ K − B, τέτοια
ώστε H 6f G.

Απόδειξη. Θεωρούμε την κανονική θήκη A = KG της K. Μπορούμε να δούμε ότι
δύο τυχαία στοιχεία της A μετατίθενται. Για παράδειγμα, αν tmk1t−m, tnk2t

−n ∈ A,
όπου ki ∈ K−B και m,n είναι θετικοί ακέραιοι, τότε tmk1t

−m · tnk2t
−n = tnk2t

−n ·



46
tmk1t

−m. ΄Αρα η A είναι μία απείρως παραγόμενη αβελιανή υποομάδα της G, η οποία
είναι μεταβελιανή επειδή έχει την αβελιανή σειρά

G⊲A⊲ 1.

Ταυτόχρονα η G είναι μία μη πολυκυκλική ομάδα, αφού περιέχει την απείρως παραγό-
μενη υποομάδα A.
Υποθέτουμε ότι η G είναι μία Howson ομάδα και για κάποια m ≥ 1, k′ ∈ K η υποο-
μάδα 〈 tm, k′ 〉 είναι μη πολυκυκλική. Για την αβελιανή υποομάδα A = KG ⊳ G, από
το Λήμμα 4.4, έχουμε ότι 〈 tm, k′ 〉 ∩ 〈 k 〉 6= 1 για κάθε k ∈ K 6 A. Τώρα, επειδή
B � K και B ≃ K, υπάρχει μία βάση 〈 k1, k2, . . . , kn 〉 της K και θετικοί ακέραιοι

ξi τέτοιοι ώστε B = 〈 kξ11 , k
ξ2
2 , . . . , k

ξn
n 〉 και τουλάχιστον για έναν από τους ξi να

ισχύει ξi > 1. Αν υποθέσουμε ότι ξ1 ≥ 2 τότε η H = 〈 t, k1 〉 είναι μη πολυκυκλική
υποομάδα τότε από το Θεώρημα 4.6 έχουμε ότι H 6f G.
Τώρα υποθέτουμε ότι οι συνθήκες (α) και (β) ικανοποιούνται. Τότε από την (β) υ-
πάρχει μία μη πολυκυκλική υποομάδαH = 〈 t, k1 〉, k1 ∈ K−B, πεπερασμένου δείκτη
στην G. Η ομάδα H είναι μία ελευθέρας στρέψεως ομάδα πεπερασμένης διάστασης
(βλέπε Θεώρημα 4.5) και για την αβελιανή ομάδα 〈 k1 〉H έχουμε ότι H/〈 k1 〉H ≃ 〈 t 〉.
΄Αρα από το Λήμμα 4.5(3) υπάρχει ένα f ∈ Z[t] τέτοιο ώστε

H ≃ Hf = 〈 t, k1 | [k1, k
ti

1 ] = 1, i ∈ Z; kf(t)1 = 1 〉.

Ισχυριζόμαστε ότι το f είναι ένα Z-ανάγωγο πολυώνυμο βαθμού n ≥ 0. Πράγματι,
επειδή ηHf είναι ελευθέρας στρέψεως ομάδα, έπεται από το Λήμμα 4.5(2) ότι το f είναι

πρωτεύον. Επίσης αν f(t) = f1(t)f2(t) μπορούμε να υποθέσουμε ότι η 〈 t, k
f1(t)
1 〉 ≃

〈 t, k′ 〉 είναι πάλι μη πολυκλυκλική και άρα υπάρχει ένας ακέραιος l με kl1 ∈ 〈 t, k′ 〉

από την συνθήκη (α). ΄Αρα kl1 = k
f1(t)g(t)
1 για ένα πολυώνυμο g(t). Αλλά τότε

f(t) | f1(t)g(t)− l και επομένως f1(t) | f1(t)g(t)− l. Συνεπώς ισχύει f1(t) | l, δηλαδή
το f1(t) είναι σταθερό.
Τώρα, ας υποθέσουμε ότι το f είναι ανάγωγο και διαιρεί το πολυώνυμο cn−1t

r(n−1)+
· · · + c1t

r + c0 για ένα θετικό ακέραιο r. Προφανώς αυτό το πολυώνυμο μπορεί να
θεωρηθεί ανάγωγο ως προς το tr και επιπροσθέτως τα cn−1 και c0 δεν είναι ίσα με 1
κατά απόλυτη τιμή. ΄Αρα η 〈 tr, k1 〉 δεν είναι πολυκυκλική. Λόγω της συνθήκης α)

υπάρχει ένας ακέραιος ej τέτοιος ώστε (kt
j

1 )ej = k
fj(t

r)
1 για καθορισμένα πολυώνυμα

f1, f2, ..., fn−1. Χρησιμοποιώντας την ισότητα k
cn−1t

r(n−1)+ ···+c1t
r+c0

1 = 1 μπορούμε
να υποθέσουμε ότι τα f1, f2, ..., fn−1 είναι πολυώνυμα βαθμού το πολύ n−2. ΄Ομως τα

k1, k
t
1, ..., k

tn−1

1 είναι γραμμικά ανεξάρτητα. ΄Αρα τα k1, k
f1(t

r)
1 , ..., k

fn−1(t
r)

1 πρέπει
να είναι επίσης γραμμικά ανεξάρτητα, το οποίο είναι αδύνατο επειδή κάθε ένα από
αυτά είναι βαθμού το πολύ n − 2. Επομένως από το Θεώρημα 4.6 έχουμε ότι η
υποομάδα Hf είναι μία Howson ομάδα. Ταυτόχρονα από την υπόθεσή μας έχουμε ότι
|G : Hf | < ∞. Τελικά το ζητούμενο προκύπτει από το Λήμμα 4.1, διότι γνωρίζουμε
ότι οι πεπερασμένες επεκτάσεις μίας Howson ομάδας είναι Howson. �

Λήμμα 5.7. Η ομάδα G = 〈 t, a, b | t−1at = b, ab = ba 〉 δεν έχει την Howson

ιδιότητα.

Απόδειξη. Χρησιμοποιόντας έναν κατάλληλο μετασχηματισμό για την ομάδα G, έχου-
με ότι

G = 〈 t, a, b | t−1at = b, ab = ba 〉

= 〈 t, a, b, x | t−1at = b, ab = ba, x = ab−1 〉
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= 〈 t, a, b, x | t−1ata−1 = ba−1, b−1a = ab−1, x = ab−1 〉

= 〈 t, a, x | t−1ata−1 = x−1, xa = ax 〉 = 〈 t, x 〉 ⋊ 〈 a 〉.

Επειδή 〈 t, x 〉 ∩ g−1〈 a 〉g = 1 για κάθε g ∈ G, από το Θεώρημα 2.5 έχουμε ότι
〈 t, x 〉 ≃ F2. Τελικά από το Θεώρημα 4.2 έχουμε ότι καμία επέκταση της F2 από μία
άπειρη κυκλική ομάδα δεν είναι Howson. �

Λήμμα 5.8. ΄Εστω K μία πεπερασμένα παραγόμενη ελεύθερη αβελιανή ομάδα και
A, B ισόμορφες υποομάδες της K υπό τον ισομορφισμό ϕ. Υποθέτουμε ότι ο δείκτης
της A ∩B στην A (και στην B) είναι άπειρος. ΄Εστω G = 〈 t,K | t−1At = B, ϕ 〉 η
αντίστοιχη ΗΝΝ-επέκταση, τότε αυτή δεν έχει την Howson ιδιότητα.

Απόδειξη. Θέτουμε

D = {x ∈ K | ∀ n ∈ Z ∃ l = l(n) ∈ N : t−nxltn ∈ K} 6 K.

Αυτή η ομάδα είναι απομονωμένη, με την έννοια ότι αν km ∈ D για κάποια k ∈ K
και m > 0, τότε k ∈ D. ΄Αρα η D είναι ευθύς παράγοντας της K. Επίσης περιέχεται
στην απομονωμένη κλειστή θήκη της A ∩B.
Επειδή η τομή A ∩ B είναι απείρου δείκτη στην A (αλλά και στην B), μπορούμε να
βρούμε ένα στοιχείο a ∈ A τέτοιο ώστε 〈 a 〉 ∩ D = 1 (καθώς και ένα στοιχείο
b ∈ B τέτοιο ώστε 〈 b 〉 ∩ D = 1). Αυτό μας εξασφαλίζει ότι υπάρχει θετικός
ακέραιος n τέτοιος ώστε ϕn(a) ∈ A και ϕ−n(a) ∈ B, ενώ 〈ϕn+1(a) 〉 ∩ A = 1 και
〈ϕ−n−1(a) 〉 ∩B = 1. Τώρα παρατηρούμε ότι

G > H = 〈 t2n+2, a, b | t−2n−2at2n+2 = b, ab = ba 〉

και από το Λήμμα 5.7 η G δεν είναι Howson. �

Πρόταση 5.3. ΄Εστω G = 〈 t, K | t−1At = B 〉, όπου K μία πεπερασμένα παρα-
γόμενη ελεύθερη αβελιανή ομάδα και A, B μη-τετριμμένες γνήσιες υποομάδες της
K. Τότε η G δεν έχει την Howson ιδιότητα.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ο δείκτης της A ∩ B στην A (και στην B) είναι άπειρος. Τότε
από το Λήμμα 5.8 έχουμε ότι η G δεν έχει την Howson ιδιότητα. Τώρα σε διαφορετική
περίπτωση θα δείξουμε ότι G > F2 × Z.
Διακρίνουμε περιπτώσεις. Εάν |K : B| ≥ 3 (ή |K : A| ≥ 3) θέτουμε x = (t−1k1tk2)

3

και y = (t−1k1tk3)
3, όπου k1 ∈ K −A και k2, k3 ∈ K −B τέτοια ώστε k2B 6= k3B.

Είναι εύκολο να δούμε ότι η ομάδα 〈x, y 〉 έχει τετριμμένη τομή με κάθε συζυγές της
K, άρα είναι μία ελεύθερη ομάδα διάστασης 2 (〈x, y 〉 ≃ F2). Επίσης για κάθε b ∈ B
υπάρχει ένα a ∈ A < K τέτοιο ώστε b = t−1at. Τότε το b μετατίθεται με τα στοιχεία
t−1k1t, k2, k3. ΄Αρα το b ανήκει στην κεντροποιούσα της 〈x, y 〉 και 〈x, y 〉∩〈 b 〉 = 1.
Επομένως 〈x, y, b 〉 ≃ F2 × Z.
Εάν |K : A| = |K : B| = 2 θέτουμε x = (t−1k1tk2)

3 και y = (t−2k1t
2k2)

2, όπου
k1 ∈ K − A και k2 ∈ K − B. Είναι εύκολο να δούμε ότι κάθε συζυγές της ομάδας
βάσης K τέμνει την 〈x, y 〉 τετριμμένα, επομένως 〈x, y 〉 ≃ F2. Τώρα έστω a ∈ A,
από την υπόθεσή μας υπάρχει ξ ≥ 0 : (t−1at)ξ ∈ A ∩ B. Για το b = t−1(t−1at)ξt ∈
B < K παρατηρούμε ότι το b μετατίθεται με τα στοιχεία t−1k1t, t

−2k1t
2, k2. Αυτό

συνεπάγεται ότι το b μετατίθεται με τα x και y. Δηλαδή 〈x, y, b 〉 ≃ F2×Z. Συνεπώς
η G περιέχει την F2 × Z και άρα δεν είναι Howson. �

Πόρισμα 5.6. ΄Εστω G = 〈 t,K | t−1At = B 〉, όπου K μία πεπερασμένα παραγό-
μενη ελεύθερη αβελιανή ομάδα. Αν για τον ισομορφισμό

ϕ : A→ B : a 7→ t−1at
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και για κάθε a ∈ A έχουμε 〈 a 〉 ∩ 〈ϕ(a) 〉 6= 1 τότε η G έχει την Howson ιδιότητα αν
και μόνο αν

G ≃ B(1, l) , l ∈ Z

ή

G ≃ 〈 t, 〈 k1 〉 × ...× 〈 kn 〉 | t−1kit = ki
±1 , i ∈ {1, ..., n} 〉.

Απόδειξη. ΄Επειδή η K είναι ελεύθερη αβελιανή, υπάρχει μία βάση {k1, ..., kn} τέτοια
ώστε K = 〈 k1, ..., kn 〉 και A = 〈 k1

l1 , ..., km
lm 〉, όπου m ≤ n και li ∈ Z. Επομένως

για τον ισομορφισμό ϕ : A→ B έχουμε ότι ϕ(ki
li) = k1

ri1k2
ri2 ...kn

rin , 1 ≤ i ≤ m.
Ωστόσο από την υπόθεση έχουμε ότι 〈 ki

li 〉∩ 〈 k1
ri1k2

ri2 ...kn
rin 〉 6= 1, άρα υπάρχουν

ai, bi ∈ Z τέτοια ώστε (k1
ri1k2

ri2 ...kn
rin)ai = ki

libi , i = 1, . . . , m. Αυτό σημαίνει
ότι riiai = libi και ri1 = ri2 = ... = rii−1 = rii+1 = ... = rin = 0, για κάθε
i ∈ {1, ...,m}. Δηλαδή η ομάδα G έχει την μορφή

G = 〈 t, 〈 k1 〉 × ...× 〈 kn 〉 | t
−1ki

lit = ki
ri , 1 ≤ i ≤ m ≤ n 〉.

Συνεπώς από τις Προτάσεις 5.1 , 5.2 και 5.3 έχουμε το ζητούμενο. �

Συνοψίζοντας τα παραπάνω αποτελέσματα, δηλαδή τις Προτάσεις 5.2 και 5.3, προ-
κύπτει το ακόλουθο Θεώρημα :

Θεώρημα 5.4. ΄Εστω G = 〈 t,K | t−1At = B 〉, όπου K μία πεπερασμένα παρα-
γόμενη ελεύθερη αβελιανή ομάδα. Τότε η G έχει την Howson ιδιότητα αν και μόνο
αν A = B = K ή A = K > B και η G ικανοποιεί τις συνθήκες (α) και (β) της
Πρότασης 5.2.

Πόρισμα 5.7. ΄Εστω G = 〈 t, K | t−1At = B 〉, όπου K = K1 ×K2 τέτοια ώστε
K1 πεπερασμένα παραγόμενη ελεύθερη αβελιανή ομάδα και K2 πεπερασμένη αβελιανή
ομάδα. Τότε η G έχει την Howson ιδιότητα αν και μόνο αν είτε οι συνδεόμενες
υποομάδες είναι πεπερασμένες ή A = B = K ή A = K > B και η G ικανοποιεί τις
συνθήκες :
(α′) Για κάθε μη πολυκυκλική υποομάδα 〈 tm, k′ 〉 όπου m ≥ 1, k′ ∈ K και για κάθε
k ∈ K απείρου τάξεως έχουμε ότι 〈 tm, k′ 〉 ∩ 〈 k 〉 6= 1.
και (β) της Πρότασης 5.2.

Απόδειξη. Αν οι συνδεόμενες υποομάδες A, B είναι πεπερασμένες τότε από το Πόρι-
σμα 5.2 η ομάδα G έχει την Howson ιδιότητα. Διαφορετικά μπορούμε να υποθέσουμε
ότι οι A, B περιέχουν στοιχεία απείρου τάξεως.
Αν ισχύει A = B = K τότε η ομάδα G είναι πολυκυκλική και επομένως θα έχει πάλι
την Howson ιδιότητα.
Στην περίπτωση όπου A = K = K1 ×K2 και B είναι μία γνήσια υποομάδα της K
τότε B = B1×K2. Υποθέτουμε ότι η G είναι μία Howson ομάδα, τότε για την κανο-
νική αβελιανή υποομάδα KG, για τα k, k′ ∈ K ≤ KG (στοιχεία απείρου τάξεως) και
το tm ∈ G−KG μπορούμε να εφαρμόσουμε το Λήμμα 4.4 και η συνθήκη (α′) έπεται.
Τώρα κάθε στοιχείο k1 ∈ K−B έχει άπειρη τάξη, άρα η υποομάδα H = 〈 t, k1 〉 όπως
στην Απόδειξη της Πρότασης 5.2 είναι μία μη πολυκυκλική ομάδα. Τότε η συνθήκη
(β) προκύπτει από το Θεώρημα 4.6.
Υποθέτουμε ότι οι συνθήκες (α′) και (β) ικανοποιούνται. Τότε από την (β) υπάρχει
μία μη πολυκυκλική υποομάδα H = 〈 t, k1 〉, k1 ∈ K −B, πεπερασμένου δείκτη στην
G. ΄Αρα μπορούμε να εφαρμόσουμε τα ίδια επιχειρήματα όπως στην Απόδειξη της
Πρότασης 5.2 και να δείξουμε ότι η G έχει την Howson ιδιότητα.
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Υποθέτουμε ότι οι A, B είναι γνήσιες υποομάδες της K. Αν ο δείκτης της A ∩ B
στην A είναι άπειρος, χρησιμοποιούμε την κλειστή υποομάδα της K

D = {x ∈ K | ∀ n ∈ Z ∃ l = l(n) ∈ N : t−nxltn ∈ K}.

Σημειώνουμε ότι D = D1 × K2, όπου η D1 είναι ελευθέρας στρέψεως. Επίσης οι
K = D × L και L περιέχουν στοιχεία απείρου τάξεως. Επομένως είναι εύκολο να
δείξουμε ότι η G δεν έχει την Howson ιδιότητα όπως στην Απόδειξη του Λήμματος
5.8. Τέλος υποθέτουμε ότι ο δείκτης της A ∩ B στην A είναι πεπερασμένος. Τότε,
επειδή μπορούμε να βρούμε ένα στοιχείο απείρου τάξεως στην A, είναι εύκολο να
δούμε, χρησιμοποιώνας τα επιχειρήματα της Απόδειξης της Πρότασης 5.3, ότι η G δεν
είναι Howson ομάδα. �

Πρόταση 5.4. ΄Εστω G = 〈 t,K | t−1Kt = B 〉, όπου η K μία πεπερασμένα
παραγόμενη μηδενοδύναμη ομάδα και B μία γνήσια υποομάδα της K. Υποθέτουμε
ακόμα ότι η G ικανοποιεί την μεγιστική συνθήκη στις κανονικές υποομάδες. Τότε η
G έχει την Howson ιδιότητα αν και μόνο αν κάθε πεπερασμένα παραγόμενη υποομάδα
της είναι πολυκυκλική ή πεπερασμένου δείκτη στην G.

Απόδειξη. Παρατηρούμε ότι η G είναι μηδενοδύναμη δια μέσου κυκλικής ομάδας. ΄Ε-
στω

K = γ1K ≥ [K,K] = γ2K ≥ ... ≥ γcK ≥ γc+1K = 1

η κατωτέρα κεντρική σειρά της K. Για κάθε i λαμβάνουμε την κανονική θήκη (γiK)G

της γiK. Θα δείξουμε ότι γi(KG) ≤ (γiK)G για κάθε i.
΄Εστω i = 3 και tmk1t−m, tnk2t−n, trk3t−r αυθαίρετα στοιχεία της KG, όπου kj ∈
K−B ( j ∈ {1, 2, 3} ). Χωρίς βλάβη της γενικότητας, υποθέτουμε ότι οι m,n, r είναι
θετικοί ακέραιοι τέτοιοι ώστε r > n > m. Τότε έχουμε ότι

[[tmk1t
−m, tnk2t

−n], trk3t
−r] = [tmk1t

n−mk2t
m−nk−1

1 tn−mk−1
2 t−n, trk3t

−r] =

[tntm−nk1t
n−mk2t

m−nk−1
1 tn−mk−1

2 t−n, trk3t
−r] =

[tnk1k2k1
−1
k−1
2 t−n, trk3t

−r] = [tn[k1, k2]t
−n, trk3t

−r] =

tn[k1, k2]t
r−nk3t

n−r[k1, k2]
−1tr−nk3t

−r =

trtn−r[k1, k2]t
r−nk3t

n−r[k1, k2]
−1tr−nk3t

−r = tr[[k1, k2], k3]t
−r.

Επομένως δείξαμε ότι γ3(KG) ≤ (γ3K)G. Είναι εύκολο τώρα να δείξουμε επαγωγικά
ότι

γc+1(K
G) ≤ (γc+1K)G = 1.

΄Αρα η KG είναι μία μηδενοδύναμη ομάδα και G/KG ≃ 〈 t 〉. Τότε από το Θεώρημα
4.7 έχουμε το αποτέλεσμα. �

Παρατηρήσεις. Υπάρχουν κλάσεις ομάδων που ανήκουν στις αύξουσες ΗΝΝ-επεκτάσεις
πεπερασμένα παραγόμενων μηδενοδυνάμων ομάδων που ικανοποιούν την μεγιστική
συνθήκη στις κανονικές υποομάδες. Για παράδειγμα αν η K είναι μία πεπερασμένα
παραγόμενη ελεύθερη αβελιανή ομάδα, τότε η G είναι μία πεπερασμένα παραγόμενη
μεταβελιανή ομάδα. ΄Αρα η G ικανοποιεί την μεγιστική συνθήκη στις κανονικές υπο-
ομάδες (βλέπε Θεώρημα 1, [11]).

Πρόταση 5.5. ΄Εστω G = 〈 t, K | t−1At = B 〉, όπου K μία ελευθέρας στρέψεως
πολυκυκλική ομάδα και ζK το κέντρο της. ΄Εστω |K : A| ≥ 3, |K : B| ≥ 2 και
ζK 6= 1. Τότε η G δεν έχει την Howson ιδιότητα αν
(α) ζK � A ∩B ή
(β) Υπάρχουν za ∈ ζK∩A, zb ∈ ζK∩B τέτοια ώστε t−nzat

n = zb για κάποιο n ∈ N∗.
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Απόδειξη. (α) Υποθέτουμε ότι ζK � A ∩B. ΄Εχουμε τις ακόλουθες περιπτώσεις.
(1) ζK ∩A 6= 1, ζK ∩B 6= 1 και ζK ∩ A ∩B = 1.
Τότε υπάρχουν za ∈ ζK ∩ A, zb ∈ ζK ∩B τέτοια ώστε 〈za〉 ∩B = 1, 〈zb〉 ∩ A = 1.
Είναι εύκολο να δούμε ότι η ομάδα 〈t−1zbt, za〉 είναι ελεύθερη επειδή κάθε ανάγωγη
λέξη πάνω στους γεννήτορες {t−1zbt, za} ισούται με 1. Επίσης το zb μετατίθεται
με τα στοιχεία t−1zbt, za και τέμνει την ελεύθερη ομάδα τετριμμένα, δηλαδή 〈zb〉 ∩
〈t−1zbt, za〉 = 1. ΄Αρα η G ≥ 〈t−1zbt, za〉 × 〈zb〉 ≃ F2 × Z δεν είναι Howson.
(2) ζK ∩A 6= 1 και ζK ∩B = 1.
Τότε παρατηρούμε ότι υπάρχουν za ∈ ζK ∩A και k1, k2 ∈ K −A με k1 /∈ k2A τέτοια
ώστε 〈(t−1k1tza)

3, (t−1k2tza)
3〉 ≃ F2. Επίσης αν b = t−1zat ∈ t−1(ζK ∩A)t έχουμε

ότι η G ≥ 〈(t−1k1tza)
3, (t−1k2tza)

3〉 × 〈b〉 ≃ F2 × Z δεν είναι Howson.
(3) ζK ∩B 6= 1 και ζK ∩A = 1.
Τότε μπορούμε να δούμε ότι υπάρχουν zb ∈ ζK ∩B και k3 ∈ K −B τέτοια ώστε

〈(t−1zbtk3)
3, (t−2zbt

2k3)
2〉 ≃ F2.

Αν zb = t−1at = t−2at2 ( a ∈ t(ζK ∩B)t−1, a ∈ A ) έχουμε ότι
η G ≥ 〈(t−1zbtk3)

3, (t−2zbt
2k3)

2〉 × 〈zb〉 ≃ F2 × Z δεν είναι Howson.
Αν zb = t−1at ( a ∈ t(ζK ∩B)t−1 ) και 〈a〉 ∩B = 1, τότε
η G ≥ 〈 t, zb, a | t−1at = zb, a · zb = zb · a 〉 ≃ F2 ⋊ Z δεν είναι Howson.
(4) ζK ∩A = ζK ∩B = 1.
Τότε αν b ∈ B και z ∈ ζK, έχουμε όπως και στην περίπτωση (1) ότι η 〈t−1zt, z〉
είναι μία ελεύθερη ομάδα διάστασης 2. ΄Αρα η G ≥ 〈t−1zt, z〉× 〈b〉 ≃ F2 ×Z δεν είναι
Howson.
(5) ζK ∩A ∩B 6= 1. ΄Εχουμε τις ακόλουθες υποπεριπτώσεις.
(5.i) |ζK ∩ A : ζK ∩ A ∩B| ≥ 2.
Τότε υπάρχουν za ∈ (ζK ∩A)−B, k1, k2 ∈ K −A με k1 /∈ k2A, τέτοια ώστε

G ≥ 〈(t−1k1tza)
3, (t−1k2tza)

3〉 × 〈t−1zat〉 ≃ F2 × Z

και άρα η G δεν είναι Howson.
(5.ii) ζK ∩ A = ζK ∩ A ∩B, δηλαδή ζK ∩A ≤ B και έστω ζK � B.
Τότε υπάρχουν za ∈ ζK ∩ A, z ∈ ζK (με z /∈ A,B), k1, k2 ∈ K −A (με k1 /∈ k2A)
και η G ≥ 〈(t−1k1tz)

3, (t−1k2tz)
3〉 × 〈t−1zat〉 ≃ F2 × Z δεν είναι Howson.

(5.iii) ζK ∩A ∩B = ζK ∩ A < ζK ∩B = ζK.
Τότε υπάρχουν z ∈ ζK = ζK ∩ B, με z /∈ A, και k1, k2 ∈ K − B, με k1 /∈ k2B (αν
|K : B| > 2), και έστω

H1 = 〈(t−1ztk1)
3, (t−2zt2k1)

2〉 ≃ F2

H2 = 〈(t−1ztk1)
3, (t−1ztk2)

3〉 ≃ F2

Αν |K : B| = 2 < ∞ (και άρα |A : A ∩ B| < ∞) έχουμε ότι υπάρχει l > 0 με
zl = t−1alt = t−2a′t2 (για κάποιο a′ ∈ A) και η G ≥ H1 × 〈zl〉 ≃ F2 × Z δεν είναι
Howson.
Αν |K : B| > 2, τότε η G ≥ H2 × 〈z〉 ≃ F2 × Z δεν είναι Howson.
(5.iv) ζK ∩A ∩B = ζK ∩ A = ζK ∩B = ζK.
Τότε ζK ≤ A ∩B, το οποίο είναι άτοπο, λόγω της υπόθεσης.

(β) Υποθέτουμε ότι υπάρχουν za ∈ ζK ∩A, zb ∈ ζK ∩B τέτοια ώστε t−nzat
n =

zb, για κάποιο n ∈ N∗. Θέτουμε x = (tnk3t
−nk1)

3 και y = (tnk3t
−nk2)

3, όπου
k1, k2 ∈ K − A με k1 /∈ k2A και k3 ∈ K − B. Τότε είναι εύκολο να δούμε ότι η
G ≥ 〈x, y〉 × 〈za〉 ≃ F2 × Z δεν έχει την Howson ιδιότητα. �
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Πρόταση 5.6. ΄Εστω G = 〈 t,K | t−1At = B 〉, όπου K μία ελευθέρας στρέψεως
πολυκυκλική ομάδα και ζK το κέντρο της. ΄Εστω |K : A| = |K : B| = 2 και ζK 6= 1.
Τότε η G δεν έχει την Howson ιδιότητα αν
(α) ζK � A ∩B, ή
(β) Υπάρχουν za ∈ ζK ∩ A, zb ∈ ζK ∩ B ∩ A και zc ∈ ζK ∩ B τέτοια ώστε
t−m−nzat

m+n = t−nzbt
n = zc για κάποια m,n ∈ N∗.

Απόδειξη. (α) Υποθέτουμε ότι ζK � A∩B, για παράδειγμα ζK � A. Τότε υπάρχουν
z ∈ ζK − A και k1 ∈ K − B τέτοια ώστε H = 〈 (t−1ztk1)

3, (t−2zt2k1)
2 〉 ≃ F2. Αν

υπάρχουν z′ ∈ ζK, a, a′ ∈ A τέτοια ώστε z′ = t−1at = t−2a′t2, τότε ηG ≥ H×〈z′〉 ≃
F2×Z δεν είναι Howson. Διαφορετικά έχουμε ότι ζK ∩B = 1 ή |K : B| ≥ 3 και άρα
από την Πρόταση 5.5 έχουμε το αποτέλεσμα.
(β) Υποθέτουμε ότι υπάρχουν za ∈ ζK ∩A, zb ∈ ζK ∩B ∩A και zc ∈ ζK ∩B τέτοια
ώστε t−m−nzat

m+n = t−nzbt
n = zc για κάποιους θετικούς ακεραίους m,n. ΄Εστω

ακόμη ότι k1 ∈ K −A και k3 ∈ K −B. Τότε είναι εύκολο να δούμε ότι η
G ≥ 〈(tnk3t

−nk1)
3, (tm+nk3t

−m−nk1)
2〉 × 〈za〉 ≃ F2 × Z δεν είναι Howson. �

Πρόταση 5.7. ΄Εστω G = 〈 t,K | t−1At = B 〉, όπου K μία πεπεραμένα παραγό-
μενη ελευθέρας στρέψεως μηδενοδύναμη ομάδα και ζK το κέντρο της. ΄Εστω A,B
μη τετριμμένες γνήσιες υποομάδες της K. Αν ζK ≤ A ∩ B τότε η G δεν έχει την
Howson ιδιότητα.

Απόδειξη. Επειδή οι A,B είναι μη τετριμμένες γνήσιες υποομάδες της K υπάρχουν
k1 ∈ K−A, k2 ∈ K−B τέτοια ώστεH = 〈 (t−1k1tk2)

3, (t−2k1t
2k2)

2 〉 ≃ F2. ΄Εχουμε
επίσης ότι υπάρχουν zab ∈ ζK, a ∈ A και b ∈ B τέτοια ώστε b = t−1zabt = t−2at2.
Θεωρούμε την ανωτέρα κεντρική σειρά της μηδενοδύναμης ομάδας K :

K = ζcK ≥ ζc−1K ≥ ... ≥ ζ1K = ζK ≥ ζ0K = 1.

΄Εχουμε τις ακόλουθες περιπτώσεις.
(1) |A : A ∩B| <∞ και |A ∩B : ζK| <∞.
Τότε υπάρχουν θετικοί ακέραιοι l,m, n τέτοιοι ώστε

zlab = t−1alt = t−2a′t2 ⇒

zlmab = t−1almt = t−2(a′)mt2 = t−3a′′t3 ⇒

z′ = zlmn
ab = t−1z′′t = t−1almnt = t−2z′′′t2 = t−2(a′)lmt2,

όπου z′, z′′, z′′′ ∈ ζK και a′, a′′ ∈ A. ΄Αρα η G ≥ H×〈z′〉 ≃ F2×Z δεν είναι Howson.
(2) |A : A ∩B| = ∞ και |A ∩B : ζK| <∞.
Αν υπάρχουν στοιχεία a1, a2, a3 ∈ A ∩B τέτοια ώστε

b = t−1a1t = t−2a2t
2 = t−3a3t

3 = t−4at4,

όπου a ∈ A και b ∈ B, τότε μπορούμε να επιλέξουμε στοιχεία z1, z2, z3 ∈ ζK τέτοια
ώστε z1 = t−1z2t = t−2z3t

2. ΄Αρα η G ≥ H × 〈z1〉 ≃ F2 × Z δεν είναι Howson.
Διαφορετικά υπάρχουν a ∈ A και b ∈ B, με 〈a〉 ∩B = 1 και 〈b〉 ∩A = 1, τέτοια ώστε
b = t−3at3. Επίσης υπάρχει θετικός ακέραιος n, όπου 1 ≤ n ≤ c − 1, τέτοιος ώστε
[a, b] = aba−1b−1 = zn ∈ ζnK. Λαμβάνουμε την υποομάδα της G :

H1 = 〈 t3, a | t−3at3 = b, ab = znba, zn ∈ ζnK, 1 ≤ n ≤ c− 1 〉.

Θέτουμε x = ba−1, τότε zn = [a, b] = [a, x] ∈ ζnK και αν θ είναι ο εσωτερικός
αυτομορφισμός της G που επάγεται από το a, παρατηρούμε ότι

θ(t3) = at3a−1 = t3x,
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θ(x) = axa−1 = [a, x]x = znx,

θ(zn) = azna
−1 = [a, zn]zn = zn−1zn,

.......................................................

θ(z2) = az2a
−1 = [a, z2]z2 = z1z2,

θ(z1) = az1a
−1 = z1,

όπου zi = [a, zi+1] ∈ ζiK, για 1 ≤ i ≤ n − 1. Ο περιορισμός της θ στην H2 =
〈t3, x, z1, z2..., zn〉 είναι ένας αυτομορφισμός της H2. Θεωρούμε τις υποομάδες της
H1, L = 〈a, t−3xt3〉 και H2. Τότε η τομή

L ∩H2 = 〈θi(t−3xt3) | i = 0,±1, ...〉

είναι απείρως παραγόμενη. Πράγματι, αν αντικαταστήσουμε το x με το ba−1 τότε

〈θi(t−3xt3) | i = 0,±1, ...〉 = 〈ait−3(ba−1)t3a−i | i = 0,±1, 0...〉.

Είναι τώρα εύκολο να δούμε ότι η L ∩ H2 είναι απείρως παραγόμενη, επειδή ai /∈ B
για κάθε ακέραιο i και ba−1 /∈ A. Αυτό συνεπάγεται ότι η H1 δεν έχει την Howson
ιδιότητα. ΄Αρα η G δεν είναι Howson.

(3) |A : A ∩B| <∞ και |A ∩B : ζK| = ∞.
Αν υπάρχουν a ∈ A−B και b ∈ B−A τότε για κάθε θετικό ακέραιο k θεωρούμε τις
υποομάδες

Hk = 〈 (t−kbtka)3, (t−2kbt2ka)2 〉 ≃ F2.

Επειδή |A : A ∩B| <∞ μπορούμε να βρούμε για κάθε θετικό ακέραιο n στοιχεία

ab1, ab2, ..., abn ∈ A ∩B,

με abj ∈ ζK για κάποιο 1 ≤ j ≤ n, τέτοια ώστε :

b = t−1abnt = t−2abn−1t
2 = ... = t−nab1t

n = a.

Αν υπάρχει abi ∈ A∩B και k θετικός ακέραιος με την ιδιότητα t−kabit
k = abi. Τότε

t−kabjt
k = abj (abj ∈ ζK) και G ≥ Hk × 〈 abj 〉 ≃ F2 × Z. ΄Αρα η G δεν έχει την

Howson ιδιότητα. Διαφορετικά υπάρχουν στοιχεία ab1, ab2, ..., abk ∈ A∩B, όπου 2 ≤
k ≤ c, τέτοια ώστε z1 = [ab1, [ab2, [..., [abk−1, abk]] ∈ ζK και t−2z1t

2 = t−1z2t = z3,
με z2, z3 ∈ ζK. ΄Αρα η G ≥ H1 × 〈 z3 〉 ≃ F2 × Z δεν είναι Howson.
Στην ειδική περίπτωση όπου A = t−1At = B έχουμε ότι :

G = 〈 t,K | t−1At = A 〉 ≃ K ∗A 〈 t, A | t−1At = A 〉.

Αν υπάρχουν z ∈ ζK και k θετικός ακέραιος, τέτοια ώστε το tk να μετατίθεται με το
z, τότε μπορούμε εύκολα να δούμε ότι η G δεν είναι Howson (βλέπε παρακάτω την
απόδειξη του Θεωρήματος 5.6). Διαφορετικά μπορούμε να δείξουμε όπως παραπάνω
ότι υπάρχουν z1, z2, z3 ∈ ζK τέτοια ώστε t−2z1t

2 = t−1z2t = z3 και άρα η G ≥
H × 〈 z3 〉 ≃ F2 × Z δεν είναι Howson (όπου H = 〈 (t−1k1tk2)

3, (t−2k1t
2k2)

2 〉 και
k1 ∈ K −A, k2 ∈ K −B).
Τώρα στην περίπτωση όπου A = t−1At ≤ B έχουμε παρομοίως ότι η G δεν είναι
Howson.
(4) |A : A ∩B| = ∞ και |A ∩B : ζK| = ∞.
Εφαρμόζοντας τα ίδια επιχειρήματα όπως παραπάνω είναι εύκολο να δούμε ότι η G δεν
είναι Howson. �
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Πόρισμα 5.8. ΄Εστω G = 〈 t, K | t−1At = B 〉, όπου K μία πεπερασμένα παρα-
γώμενη και άπειρη μηδενοδύναμη ομάδα και A, B μη τετριμμένες άπειρες γνήσιες
υποομάδες της K. Τότε η G δεν έχει την Howson ιδιότητα.

Απόδειξη. Με μία μικρή παραλλαγή στις αποδείξεις των Προτάσεων 5.1, 5.3 και 4.3
έχουμε το αποτέλεσμα. Πράγματι, έστω C μία υποομάδα της K, αν αντικαταστήσουμε
τις συνθήκες {ζK ∩ C = 1} και {c ∈ C}, με τις {ζK ∩ C πεπερασμένη } και {c
στοιχείο απείρου τάξεως στην C} αντιστοίχως, τότε μπορούμε να εφαρμόσουμε τα
ίδια επιχειρήματα. �Ta amalgamatopoihmèna eleÔjera ginìmena twnmhdenodun�mwn om�dwn.
Θεώρημα 5.5. ΄Εστω G = K ∗A L το αμαλγαματοποιημένο ελεύθερο γινόμενο των
πολυκυκλικών ομάδων K, L. Αν η A είναι πεπερασμένη ή |K : A| = |L : A| = 2 τότε
η G έχει την Howson ιδιότητα.

Απόδειξη 1η. Αν η A είναι πεπερασμένη από το Πόρισμα 5.2 έχουμε ότι η ομάδα
G = K ∗A L έχει την Howson ιδιότητα. Υποθέτουμε ότι |K : A| = |L : A| = 2 και
ότι τα { 1, k } και { 1, l } είναι συστήματα αριστερών αντιπροσώπων για την A στις K
και L αντιστοίχως. Τότε, σε κανονική μορφή, κάθε στοιχείο της G έχει μία από τις
παρακάτω μορφές :

(1) g = klkl...kla = (kl)na
ή

(2) g = lklk...klka = (lk)na
ή

(3) g = klkl...klka = (kl)nka
ή

(4) g = lklk...lkla = (lk)nla

όπου a ∈ A και n ≥ 0.
΄Εστω τώρα H1, H2 είναι δύο πεπερασμένα παραγόμενες υποομάδες της G. Θα

δείξουμε ότι η τομή H = H1 ∩H2 είναι επίσης πεπερασμένα παραγόμενη. Είναι προ-
φανές ότι η H περιέχει στοιχεία τύπου 1. αν και μόνο αν περιέχει στοιχεία τύπου 2.
Αν η υποομάδα H περιέχει στοιχεία μόνο τύπου 1. (και 2.), τότε θα περιέχεται στην
ομάδα M = 〈 kl 〉 · A. Τώρα επειδή η A είναι μία πολυκυκλική ομάδα έπεται ότι είναι
και η M πολυκυκλική και άρα η H είναι πεπερασμένα παραγόμενη.

Αν η υποομάδαH περιέχει στοιχεία μόνο τύπου 3. (ομοίως και αν περιέχει στοιχεία
μόνο τύπου 4.), τότε υπάρχουν δύο περιπτώσεις :

(α) ΄Ολα τα στοιχεία της H είναι τύπου g = (kl)nka, a ∈ A με το ίδιο n για
κάθε στοιχείο της H . Στην περίπτωση αυτή είναι εύκολο να δούμε ότι ο δείκτης της
A ∩H στην H είναι ίσος με το 2, επομένως η H θα είναι πεπερασμένα παραγόμενη.
(β) Υπάρχουν δύο στοιχεία g1 = (kl)nka1 και g2 = (kl)mka2 στην H με n > m.
Τότε g1 · g2 = (kl)n−ma, με a ∈ A, είναι ένα στοιχείο της H τύπου 1., γεγονός που
έρχεται σε αντίθεση με την υπόθεση ότι η H περιέχει στοιχεία μόνο τύπου 3.

b b b bb b b
O P lO lkP lklOkPklOklkP

e0 le0 lke0 lkle0ke0kle0klke0
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[ Εικόνα 15 : Το σύνηθες δένδρο που δρα η K ∗A L όταν |K : A| = |L : A| = 2 ]

Αν η υποομάδα H περιέχει στοιχεία τύπου 1. και τύπου 3. (ή τύπου 4.), τότε
αυτή δρα στο σύνηθες δένδρο T της G, το οποίο είναι ένα διπλά άπειρο μονοπάτι με
κορυφές τα σύμπλοκα των O και P (με σταθεροποιούσες τις K και L αντιστοίχως).
΄Εστω e0 η βασική ακμή με α(e0) = O και ω(e0) = P . Σταθεροποιούμε την κορυφή
O και θεωρούμε τον προσανατολισμό ”έξω από την O”. ΄Εστω τώρα ένα στοιχείο
g = (kl)ma τύπου 1. με m ελάχιστο. Αυτό το στοιχείο είναι αρνητικό, επειδή
έχουμε ότι α(ge0) = g(ω(e0)) και ω(ge0) = g(α(e0)). Επίσης είναι εύκολο να δούμε
ότι υπάρχουν το πολύ m αντιστρεπτές H-τροχιές ακμών του συνήθους δένδρου T .
Επιπλέον οι υποομάδες H ∩ g−1Kg και H ∩ g−1Lg είναι πεπερασμένα παραγόμενες
για κάθε g ∈ G και άρα από το Θεώρημα 2.4 και το Λήμμα 2.3, έχουμε ότι η H είναι
πεπερασμένα παραγόμενη.
Τέλος, αν η υποομάδα H περιέχει στοιχεία τύπου 3., έστω g1 = (kl)nka1, και τύπου
4., έστω g2 = (lk)mla2, τότε υπάρχει πάντα ένα στοιχείο g = g1 · g2 = (kl)n+m+1a
τύπου 1.
΄Αρα σε αυτήν την περίπτωση η G είναι Howson. �

Απόδειξη 2η. Αν η A είναι πεπερασμένη από το Πόρισμα 5.2 έχουμε ότι η ομάδα
G = K ∗A L έχει την Howson ιδιότητα. Υποθέτουμε ότι |K : A| = |L : A| = 2 και
ότι τα { 1, k } και { 1, l } είναι συστήματα αριστερών αντιπροσώπων για την A στις
K και L αντιστοίχως. Τότε παρατηρούμε ότι η G είναι μία πολυκυκλική ομάδα και
επομένως μία Howson ομάδα. Πράγματι, έχουμε ότι η A είναι μία κανονική υποομάδα
της G και το πηλίκο G/A είναι η άπειρη διεδρική ομάδα, δηλαδή

G/A ≃ 〈 k | k2 = 1 〉 ∗ 〈 l | l2 = 1 〉.

Αλλά η άπειρη διεδρική ομάδα είναι μία πολυκυκλική ομάδα επειδή είναι ισόμορφη με
το ημιευθύ γινόμενο Z⋊Z2. Επειδή η κλάση των πολυκυκλικών ομάδων είναι κλειστή
ως προς τις επεκτάσεις, έχουμε το ζητούμενο. �

Θεώρημα 5.6. ΄Εστω G = K ∗A L το αμαλγαματοποιημένο ελεύθερο γινόμενο
των πεπερασμένα παραγόμενων μηδενοδυνάμων ομάδων K, L. Αν |K : A| ≥ 3,
|L : A| ≥ 2 και η A είναι μία άπειρη υποομάδα, τότε η G δεν έχει την Howson

ιδιότητα.

Απόδειξη. Αν οι K,L είναι πεπερασμένα παραγόμενες (και άπειρες) μηδενοδύναμες
ομάδες τότε είναι γνωστό ότι καθένα από τα κέντρα τους ζK, ζL περιέχει ένα στοιχείο
απείρου τάξεως (βλέπε [55], σ.138). Τώρα επειδή |K : A| ≥ 3 και |L : A| ≥ 2
η G περιέχει μη κυκλικές ελεύθερες υποομάδες. Για παράδειγμα, για l ∈ L − A
και k1, k2 ∈ K − A, με k1A 6= k2A, τα στοιχεία x = (l · k1)

3 και y = (l · k2)
3

παράγουν μία ελεύθερη ομάδα διάστασης 2, επειδή κάθε συζυγές ενός παράγοντα
στο αμαλγαματοποιημένο ελεύθερο γινόμενο, K ή L, τέμνει την 〈x, y 〉 τετριμμένα
(Θεώρημα 3, [19]).
Αν η ζK∩ζL περιέχει ένα στοιχείο απείρου τάξεως, για παράδειγμα za ∈ A∩ζK∩ζL,
τότε 〈x, y, za 〉 ≃ 〈x, y 〉× 〈 za 〉 ≃ F2×Z. ΄Αρα σε αυτήν την περίπτωση η G δεν είναι
Howson.
Αν η ζK ∩ ζL είναι πεπερασμένη, τότε υπάρχουν στοιχεία zk ∈ ζK −A, zl ∈ ζL−A
και a ∈ A, όλα απείρου τάξεως (βλέπε [10], σ.2), τέτοια ώστε, η υποομάδα της G,
〈 zk 〉 × 〈 a 〉 ∗〈 a 〉 〈 a 〉 × 〈 zl 〉 να είνα ισόμορφη με την F2 ×Z. ΄Αρα συμπεραίνουμε ότι
η G δεν είναι Howson. �
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Πόρισμα 5.9. ΄Εστω G = K ∗A L το αμαλγαματοποιημένο ελεύθερο γινόμενο των
πεπερασμένα παραγόμενων ελευθέρων αβελιανών ομάδων K, L. Τότε η G έχει την
Howson ιδιότητα αν και μόνο αν G = K ∗ L ή |K : A| = |L : A| = 2.

Πόρισμα 5.10. ΄Εστω K = K1×K2 και L = L1×L2, όπου K1, L1 πεπερασμένα
παραγόμενες ελεύθερες αβελιανές ομάδες και K2, L2 πεπερασμένες αβελιανές ομάδες.
Το αμαλγαματοποιημένο ελεύθερο γινόμενο G = K ∗A L έχει την Howson ιδιότητα
αν και μόνο αν η A είναι πεπερασμένη ή |K : A| = |L : A| = 2.

Απόδειξη. Αν η A είναι πεπερασμένη τότε από το Πόρισμα 5.2 έχουμε ότι η ομάδα G
έχει την Howson ιδιότητα. Διαφορετικά η αμαγαλματοποιημένη υποομάδα A περιέχει
ένα στοιχείο απείρου τάξεως και έχουμε το ζητούμενο. �

Πόρισμα 5.11. ΄Εστω G = K ∗A L το αμαλγαματοποιημένο ελεύθερο γινόμενο
των πεπερασμένα παραγόμενων μηδενοδυνάμων ομάδων K, L. Τότε η G έχει την
Howson ιδιότητα αν και μόνο αν η A είναι πεπερασμένη ή |K : A| = |L : A| = 2.

΄Οπως είχαμε αναφέρει το Θεώρημα των Burns και Cohen δίνει ικανές αλλά όχι
αναγκαίες συνθήκες, ώστε ένα αμαλγαματοποιημένο ελεύθερο γινόμενο ή μια ΗΝΝ
επέκταση (Howson ομάδων) να έχουν την Howson ιδιότητα. Στα προηγούμενα Θεω-
ρήματα είναι εύκολο να δούμε ότι έχουμε κατηγορίες ΗΝΝ-επεκτάσεων και ελευθέρων
γινομένων με αμάγαλμα όπου η ομάδα G είναι Howson αν και δεν πληρεί τις συνθήκες
των Burns και Cohen.

Παράδειγμα 2. ΄Εστω G = 〈 t,K | t−1Kt = B 〉, όπουK μία πεπερασμένα παραγό-
μενη και άπειρη μηδενοδύναμη ομάδα και B μία γνήσια υποομάδα της K. Υποθέτουμε
ακόμα ότι η G ικανοποιεί την μεγιστική συνθήκη στις κανονικές υποομάδες. Αν κάθε
πεπερασμένα παραγόμενη υποομάδα της G είναι πολυκυκλική ή πεπερασμένου δείκτη
σε αυτήν, τότε η G είναι Howson ομάδα αν και η B δεν είναι Burns υποομάδα της K.

Απόδειξη. ΄Εστω T = {1, k1, k2, ..., ki, ...} ένα σύστημα αριστερών αντιπροσώπων της
B στην K. Ας υποθέσουμε ότι η B είναι Burns υποομάδα της K. Τότε αν b ∈ B
στοιχείο απείρου τάξεως και F ⊆ B ένα πεπερασμένο σύνολο, έχουμε

〈 b 〉(T − { 1 }) ⊆ TF.

Δηλαδή υπάρχουν θετικοί ακέραιοι n,m, στοιχεία ki, kj , kl ∈ T και f ∈ F τέτοια
ώστε bmki = kjf και bnki = klf . Τότε b−mkj = b−nkl ⇒ kj = bm−nkl ⇒ kl =
kj ⇒ bm = bn, ενώ το b είναι στοιχείο απείρου τάξεως. Συνεπώς η B δεν είναι Burns
υποομάδα της K. �

Παράδειγμα 3. ΄Εστω G = K ∗A L, όπου K, L πολυκυκλικές ομάδες και |K :
A| = |L : A| = 2. Αν η A περιέχει ένα στοιχείο απείρου τάξεως, τότε η G είναι
Howson αν και η A δεν είναι Burns υποομάδα της K.

Απόδειξη. Κάθε σύστημα αριστερών αντιπροσώπων T της A στην K έχει δύο στοι-
χεία. Επομένως δεν είναι δυνατόν για οποιοδήποτε πεπερασμένο υποσύνολο F της A
να έχουμε

A(T − { 1 }) ⊆ TF.

Συνεπώς η A δεν είναι Burns υποομάδα της K. �
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΄Εστω Fn,Fm (n,m ≥ 2) δύο πεπερασμένα παραγόμενες ελεύθερες ομάδες. Εξετά-

ζουμε κάποιες ειδικές περιπτώσεις όπου μία ΗΝΝ-επέκταση G = 〈 t,Fn | t−1At = B 〉
ή ένα αμάγαλμα G = Fn ∗A Fm δεν έχουν την Howson ιδιότητα.

Λήμμα 5.9. ΄ΕστωG = Fn∗〈uk = vl 〉Fm το αμαλγαματοποιημένο ελεύθερο γινόμενο
των πεπερασμένα παραγόμενων ελευθέρων ομάδων Fn,Fm (n,m ≥ 2). Τότε η G δεν
έχει την Howson ιδιότητα όταν k ≥ 2 και l ≥ 3 (ή αντιστρόφως).

Απόδειξη. ΄Εστω ότι k ≥ 2 και l ≥ 3. Παρατηρούμε ότι η G περιέχει την ελεύθερη
υποομάδα H = 〈 (uv)3, (uv2)3 〉 ≃ F2. Επίσης το uk μετατίθεται με τα στοιχεία
{(uv)3, (uv2)3} και η 〈uk 〉 τέμνει την ελεύθερη ομάδα τετριμμένα, δηλαδή

G ≥ 〈 (uv)3, (uv2)3 〉 × 〈uk 〉 ≃ F2 × Z

και συνεπώς η G δεν είναι Howson. �

Λήμμα 5.10. ΄Εστω G = 〈 t,Fn | t−1ukt = vl 〉, όπου Fn μία πεπεραμένα παραγό-
μενη ελεύθερη ομάδα διαστάσεως n ≥ 2. Τότε η G δεν έχει την Howson ιδιότητα
όταν k ≥ 2 και l ≥ 3 (ή αντιστρόφως).

Απόδειξη. ΄Εστω ότι k ≥ 2 και l ≥ 3. Παρατηρούμε ότι η G περιέχει την ελεύθερη υ-
ποομάδα H = 〈 (t−1utv)3, (t−1utv2)3 〉 ≃ F2. Επίσης το vl μετατίθεται με τα στοιχεία
{(t−1utv)3, (t−1utv2)3} και η 〈 vl 〉 τέμνει την ελεύθερη ομάδα τετριμμένα, δηλαδή

G ≥ 〈 (t−1utv)3, (t−1utv2)3 〉 × 〈 vl 〉 ≃ F2 × Z

και συνεπώς η G δεν είναι Howson. �

΄Εστω G = 〈 t,Fn | t−1Fnt = Fn 〉, τότε η G είναι επέκταση μίας ελεύθερης ομάδας
διάστασης n ≥ 2, διαμέσου της άπειρης κυκλικής ομάδας 〈 t 〉. Επομένως, από το
Θεώρημα 4.2, η G δεν είναι Howson. Γενικότερα από το Θεώρημα 4.3 έχουμε ότι, αν
η H είναι γνήσια υποομάδα της Fn (n ≥ 2), τότε η G = 〈 t,Fn | t−1Fnt = H 〉 δεν
είναι Howson.

Λήμμα 5.11. ΄Εστω G = Fn ∗AFm το αμαλγαματοποιημένο ελεύθερο γινόμενο των
πεπερασμένα παραγόμενων ελευθέρων ομάδων Fn,Fm (n,m ≥ 2). Τότε η G δεν έχει
την Howson ιδιότητα όταν |Fn : A| = |Fm : A| = 2.

Απόδειξη. ΄Εστω { 1, k } και { 1, l } τα συστήματα αριστερών αντιπροσώπων για την
A στις Fn και Fm αντιστοίχως. Τότε παρατηρούμε ότι η A είναι ελεύθερη ομάδα
διάστασης 2n − 1 (από το Θεώρημα 2.1). Τώρα η G περιέχει την υποομάδα M =
〈 kl 〉 · A, η οποία είναι επέκταση μίας ελεύθερης ομάδας διάστασης 2n − 1, διαμέσου
της άπειρης κυκλικής ομάδας 〈 kl 〉. Επομένως, από το Θεώρημα 4.2, η G δεν είναι
Howson. �
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6. Εφαρμογες

Πρόταση 6.1. ΄Εστω

G = 〈 t, k1, k2 | t−1k1t = k1
a1k2

b1 , t−1k2t = k1
a2k2

b2 , k1 · k2 = k2 · k1 〉

όπου B = t−1Kt μία γνήσια υποομάδα της K = 〈 k1 〉 × 〈 k2 〉 και ai, bi ∈ Z,
i = { 1, 2 }. Επειδή η υποομάδα B είναι μία γνήσια υποομάδα της K μπορούμε να
υποθέσουμε ότι k1 6∈ B.

΄Εστω l = |b1|
µκδ(b1,b2)

, τότε η υποομάδα H = 〈 t, k1 〉 είναι πεπερασμένου δείκτη

στην G αν και μόνο αν είτε l = 1 ή υπάρχει n ∈ N τέτοιο ώστε για κάθε j ∈
{ 1, 2, ..., l − 1 } υπάρχει rj ≤ n, τέτοιο ώστε l | jb

rj
2 − j.

Απόδειξη. Από την σχέση t−1k1t = k1
a1k2

b1 έχουμε ότι kb12 ∈ H . Επομένως, επειδή

b2 · l = | b1 | · b2
µκδ(b1,b2)

και εξ΄ αιτίας της σχέσης t−1k2t = k1
a2k2

b2 , προκύπτει ότι

kl2 = t(k1
a2k2

b2)lt−1 ∈ H όπου l είναι ο μικρότερος θετικός ακέραιος με αυτήν την
ιδιότητα.
΄Αρα όλα τα αριστερά σύμπλοκα της H στην G είναι τα εξής :

k2H, k2
2H, ..., k2

l−1H

tk2H, tk2
2H, ..., tk2

l−1H

. . . . . .

tnk2H, t
nk2

2H, ..., tnk2
l−1H

. . . . . .

Υποθέτουμε ότι η υποομάδα H είναι πεπερασμένου δείκτη στην G, τότε στον πα-
ραπάνω πίνακα σε κάθε στήλη j, όπου j ∈ { 1, 2, ..., l − 1 }, υπάρχουν τουλάχιστον
δύο σύμπλοκα trk2

jH και tsk2
jH τα οποία είναι ίσα για r 6= s, αυτό σημαίνει ότι

tr−skj2H = kj2H . ΄Αρα k2
jb2

r−s−j ∈ H το οποίο συνεπάγεται ότι l | jbr−s
2 − j.

Αντιστρόφως, αν για κάθε j ∈ { 1, 2, ..., l − 1 } υπάρχουν rj ∈ N, τέτοια ώστε
l | jb

rj
2 − j, τότε trjkj2H = kj2H . Συνεπώς σε κάθε στήλη υπάρχουν πεπερασμένο το

πλήθος σύμπλοκα και η υποομάδα H είναι πεπερασμένου δείκτη στην G. �

Παρατηρήσεις. ΄Εστω

G = 〈 t, k1, k2 | t−1k1t = k2, t
−1k2t = k1

a2k2
b2 , k1 · k2 = k2 · k1 〉 .

Ο ισομορφισμός ϕ που επάγεται από το t ορίζεται μέσω του πίνακαA =

(
0 1
a2 b2

)

και οι δυνάμεις του ϕ μέσω αυτών του πίνακα A. ΄Εστω c0 = 0, c1 = 1, c2 =

a2, c3 = b2. Αν για κάθε m ≥ 1 ισχύει Am =

(
c2m−2 c2m−1

c2m c2m+1

)
, τότε

Am+1 =

(
c2(m+1)−2 c2(m+1)−1

c2(m+1) c2(m+1)+1

)
= Am ·A =

(
c2m−2 c2m−1

c2m c2m+1

)
·

(
0 1
a2 b2

)
=

(
a2c2m−1 b2c2m−1 + c2m−2

a2c2m+1 b2c2m+1 + c2m

)
=

(
c2m c2m+1

a2c2m+1 b2c2m+1 + c2m

)
.

Επομένως για την ακολουθία (cn)n∈N έχουμε ότι

c2(m+1)−2 = a2c2m−1
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c2(m+1)−1 = c2m−2 + b2c2m−1

c2(m+1) = a2c2m+1

c2(m+1)+1 = c2m + b2c2m+1

για κάθε m ≥ 1 .

Πρόταση 6.2. ΄Εστω

G = 〈 t, k1, k2 | t−1k1t = k2, t
−1k2t = k1

a2k2
b2 , k1 · k2 = k2 · k1 〉

όπου a2, b2 ∈ Z και | a2 |> 1 . Τότε η G ικανοποιεί την συνθήκη (α) της Πρότασης

5.2 αν και μόνο αν c2m+1 6= 0 για κάθε m ≥ 1 και, είτε a2 < −( b22 )
2 ή το b22 + 4a2

δεν είναι τετράγωνο ακεραίου.

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι η G ικανοποιεί την συνθήκη (α) της Πρότασης 5.2. Αν
c2m+1 = 0 για κάποιο m ≥ 1, τότε για τον πίνακα A έχουμε ότι

Am+1 =

(
c2m 0
0 c2m

)
. ΄Εστω k

′

= k1
rk2

s ένα μη τετριμμένο στοιχείο της K.

Για την υποομάδα H = 〈 tm+1, k
′

〉 έχουμε ότι

H = 〈 tm+1, k
′

| t−(m+1)k1
rk2

stm+1 = (k1
rk2

s)c2m 〉.

Επειδή | c2m | 6= 1 ( | a2 | 6= 1 ), έχουμε ότι η ομάδα H δεν είναι πολυκυκλική. Τότε
έχουμε ότι H ∩ 〈 ki 〉 = 1 για κάποιο από τα i = 1, 2, το οποίο έρχεται σε αντίθεση
με την συνθήκη (α). Επομένως ισχύει ότι c2m+1 6= 0 για κάθε m ≥ 1.
Τώρα επειδή

t−mk1
rk2

stm = k1
rc2m−2+sa2c2m−1k2

rc2m−1+s(b2c2m−1+c2m−2) ∈ 〈 tm, k1
rk2

s 〉

είναι εύκολο να δούμε ότι

k1
c2m−1(s

2a2−rsb2−r2) , k2
c2m−1(r

2+rsb2−s2a2) ∈ 〈 tm, k1
rk2

s 〉

όπου c2m−1 6= 0 .
Αν υπάρχουν ακέραιοι r και s τέτοιοι ώστε r2 + rsb2 − s2a2 = 0 τότε η υποομάδα

〈 t, k1
rk2

s | t−1(k1
rk2

s)rt = (k1
rk2

s)sa2 〉 δεν είναι πολυκυκλική και η τομή της με
την υποομάδα 〈 ki 〉 είναι τετριμμένη, για κάθε i = 1, 2, το οποίο είναι άτοπο.
Επομένως θα πρέπει να ισχύει ότι r2+rsb2−s2a2 6= 0 για όλους τους ακεραίους r και
s. Αυτό σημαίνει (αν η τελευταία σχέση θεωρηθεί ως δευτεροβάθμια εξίσωση ως προς
r) ότι έχουμε είτε την ανισότητα Δ(r) = s2(b22 + 4a2) < 0, δηλάδή a2 < −( b22 )

2 ή

(στην περίπτωση όπου a2 ≥ −( b22 )
2) τον περιορισμό b22+4a2 6= z2 για κάθε ακέραιο

z.
Αντιστρόφως, είναι εύκολο να δούμε ότι αν έχουμε c2m+1 6= 0 για κάθεm ≥ 1 και

είτε a2 < −( b22 )
2 ή το b22 + 4a2 δεν είναι τετράγωνο ενός ακεραίου, τότε η συνθήκη

(α) της Πρότασης 5.2 ικανοποιείται. �

Πρόταση 6.3. ΄Εστω

G = 〈 t, k1, k2 | t−1k1t = k1
a1k2

b1 , t−1k2t = k1
a2k2

b2 , k1 · k2 = k2 · k1 〉

όπου B = t−1Kt μία γνήσια υποομάδα της K = 〈 k1 〉 × 〈 k2 〉 και ai, bi ∈ Z,
i = { 1, 2 }.
Τότε η G ικανοποιεί την συνθήκη (α) της Πρότασης 5.2 αν και μόνο αν ο πίνακας

An =

(
a1 b1
a2 b2

)n

δεν έχει ακέραιες ιδιοτιμές για κάθε θετικό ακέραιο n ≥ 0.
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Απόδειξη. ΄Εστω G η ΗΝΝ-επέκταση της υπόθεσης. Ο ισομορφισμός ϕ που επάγεται

από το t ορίζεται μέσω του πίνακα A =

(
a1 b1
a2 b2

)
και οι δυνάμεις του ϕ μέσω

αυτών του πίνακα A.
΄Εστω k′ = k1

rk2
s ∈ K − B, k ∈ K αυθαίρετα στοιχεία και 〈 tn, k1

rk2
s 〉 υποομάδα

της G. Επειδή οι ομάδες { 〈 tn, k′ 〉 , k′ ∈ K − B } είναι όλες οι δυνατές μη πολυ-
κυκλικές υποομάδες (για κάθε ακέραιο n ≥ 1) της συνθήκης α) της Πρότασης 5.2 ,
αυτή θα ισχύει αν και μόνο αν 〈 tn, k1

rk2
s 〉 ∩ 〈 k 〉 6= 1, για κάθε n ≥ 1. Δηλαδή αν

και μόνο αν τα t−nk1
rk2

stn, k1
rks2 είναι γραμμικά ανεξάρτητα για κάθε ακέραιο n ≥ 1.

Τώρα επειδή ο πίνακας A είναι 2 × 2 αυτό θα συμβαίνει όταν ο An δεν έχει ακέραιες
ιδιοτιμές για κάθε ακέραιο n ≥ 1.

�

Πρόταση 6.4. ΄Εστω

G = 〈 t, k1, k2 | t−1k1t = k1
a1k2

b1 , t−1k2t = k1
a2k2

b2 , k1 · k2 = k2 · k1 〉

όπου B = t−1Kt γνήσια υποομάδα της K = 〈 k1 〉 × 〈 k2 〉 και ai, bi ∈ Z, i =
{ 1, 2 }.
Τότε η G ικανοποιεί την συνθήκη (α) της Πρότασης 5.2 αν ισχύουν οι παρακάτω
συνθήκες :
(1) το |(a1 + b2)

2 − 4 · detA| δεν είναι τετράγωνο ακεραίου και
(2) (a1 + b2)

2 6= l · detA, για κάθε ακέραιο l.

Απόδειξη. Από την Πρόταση 6.3 αρκεί να εξετάσουμε πότε ο An έχει ακέραιες ιδιο-
τιμές για κάθε ακέραιο n ≥ 1. Γνωρίζουμε ότι λ είναι ιδιοτομή του πίνακα A αν και
μόνο αν η λn είναι ιδιοτιμή του An.
Τώρα το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του πίνακα A, είναι το

ϕ(χ) = χ2 − (a1 + b2)χ+ detA.

Αυτό έχει ρίζες τις

λ1,2 =
(a1 + b2)±

√
(a1 + b2)2 − 4detA

2

οι οποίες είναι ακέραιες αν και μόνο αν το (a1 + b2)
2 − 4detA(> 0) είναι τέλειο

τετράγωνο.
Στη συνέχεια υποθέτουμε ότι (a1 + b2)

2 − 4detA > 0 και το (a1 + b2)
2 − 4detA δεν

είναι τέλειο τετράγωνο. Εργαζόμαστε επαγωγικά.
Εξετάζουμε αν τα λ21,2 είναι ακέραιοι αριθμοί. ΄Εχουμε

λ21,2 =
2(a1 + b2)

2 − 4detA± 2(a1 + b2)
√
(a1 + b2)2 − 4detA

4
.

΄Αρα τα λ21,2 είναι ακέραιοι όταν (a1 + b2) = 0 ή το (a1 + b2)
2 − 4detA είναι τέλειο

τετράγωνο.
Για αυθαίρετο n εξετάζουμε αν τα λn1,2 είναι ακέραιοι αριθμοί. ΄Εχουμε

λn1,2 =
1

2n
(

(
n
0

)
(a1 + b2)

n ±

(
n
1

)
(a1 + b2)

n−1
√
(a1 + b2)2 − 4detA+ ...

+( ή ± )

(
n
n

)
(
√
(a1 + b2)2 − 4detA)n) =
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=

1

2n
(

(
n
0

)
(a1 + b2)

n +

(
n
2

)
(a1 + b2)

n−2((a1 + b2)
2 − 4detA) + ...

±

(
n
1

)
(a1+b2)

n−1
√
(a1 + b2)2 − 4detA±

(
n
3

)
(a1+b2)

n−3(
√
(a1 + b2)2 − 4detA)3±...).

Θέτουμε

ω =
(a1 + b2)

2

detA
.

Επομένως τα λn1,2 είναι ακέραιοι όταν μηδενίζεται το

P (ω) =
1

detA[n−1
2 ]

(

(
n
1

)
(a1 + b2)

n−1 +

(
n
3

)
(a1 + b2)

n−3((a1 + b2)
2 − 4detA) + ...).

Τώρα για τις δυνατές ρητές ρίζες ρ = p
q του P (ω) θα ισχύει ότι το p διαιρεί τον

σταθερό όρο και το q διαιρεί τον συντελεστή του μεγιστοβαθμίου όρου.
Διακρίνουμε περιπτώσεις :
(α) Αν n = 2k τότε έχουμε ότι

P (ω) = (a1+b2)·(

(
n
1

)
ωk−1+

(
n
3

)
(ωk−1−4ωk−2)+...+

(
n
n-1

)
(ωk−1−...+(−4)k−1).

΄Αρα στην περίπτωση αυτή μπορούμε να θεωρήσουμε για σταθερό όρο το n · (−4)k−1

και για συντελεστή του μεγιστοβαθμίου όρου το άθροισμα
(
n
1

)
+

(
n
3

)
+ ...+

(
n
n-1

)
=

(

(
n-1
0

)
+

(
n-1
1

)
) + (

(
n-1
2

)
+

(
n-1
3

)
) + ...+ (

(
n-1
n-2

)
+

(
n-1
n-1

)
) = 2n−1 = 2 · 4k−1.

΄Αρα οι πιθανές ρίζες του P (ω) είναι οι διαιρέτες του k, δηλαδή τα λn1,2 είναι πιθανώς

ακέραιοι μόνο όταν (a1 + b2)
2 = l · detA όπου l διαιρέτης του k.

(β) Αν n = 2k + 1 τότε έχουμε ότι

P (ω) =

(
n
1

)
ωk +

(
n
3

)
(ωk − 4ωk−1) + ...+ (ωk − ...+ (−4)k).

΄Αρα στην περίπτωση αυτή μπορούμε να θεωρήσουμε για σταθερό όρο το (−4)k και
για συντελεστή του μεγιστοβαθμίου όρου το άθροισμα
(
n
1

)
+

(
n
3

)
+ ...+

(
n
n

)
= (

(
n-1
0

)
+

(
n-1
1

)
+ ...+

(
n-1
n-2

)
)+1 = (2n−1−1)+1 = 4k.

΄Αρα οι πιθανές ρίζες του P (ω) είναι οι διαιρέτες του 1, δηλαδή τα λn1,2 είναι πιθανώς

ακέραιοι μόνο όταν (a1 + b2)
2 = ±detA.

Συνοψίζοντας τα παραπάνω έχουμε ότι αν (a1 + b2)
2 − 4detA > 0 και το (a1 + b2)

2 −
4detA δεν είναι τέλειο τετράγωνο:
τα λn1,2 δεν είναι ακέραιοι για κάθε ακέραιο n ≥ 1 όταν (a1 + b2)

2 6= l · detA, για κάθε
ακέραιο l.
Τώρα υποθέτουμε ότι (a1+b2)2−4detA < 0. Εργαζόμαστε ανάλογα διακρίνοντας δύο
περιπτώσεις. Αν το |(a1 + b2)

2 − 4detA| είναι τέλειο τετράγωνο προκύπτει μιγάδικος
αριθμός, ο οποίος είναι ακέραιος αν και μόνο αν το φανταστικό του μέρος είναι 0.
Επίσης αν το το |(a1 + b2)

2 − 4detA| δεν είναι τέλειο τετράγωνο λαμβάνουμε το
ανάλογο (με τα παραπάνω) αποτέλεσμα. Πάντως και οι δύο περιπτώσεις ανάγονται
στο προηγούμενο αποτέλεσμα. �
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Πόρισμα 6.1. ΄Εστω

G = 〈 t, k1, k2 | t−1k1t = k1
a1k2

b1 , t−1k2t = k1
a2k2

b2 , k1 · k2 = k2 · k1 〉

όπου B = t−1Kt μία γνήσια υποομάδα της K = 〈 k1 〉 × 〈 k2 〉 και ai, bi ∈ Z,
i = { 1, 2 }. ΄Εστω k1 6∈ B και l = |b1|

µκδ(b1,b2)
.

Τότε η G είναι Howson αν ισχύουν οι παρακάτω συνθήκες
(α) το |(a1 + b2)

2 − 4 · detA| δεν είναι τετράγωνο ακεραίου και (a1 + b2)
2 6= m · detA,

για κάθε ακέραιο m.
(β) l = 1 ή υπάρχει n ∈ N τέτοιο ώστε για κάθε j ∈ { 1, 2, ..., l−1 } υπάρχει rj ≤ n,
τέτοιο ώστε l | jb

rj
2 − j.

Πρόταση 6.5. ΄Εστω

G = 〈 t, 〈 k1 〉×〈 k2 〉...×〈 kn 〉 | t−1kit = k1
ai1k2

ai2 ...kn
ain , aij ∈ Z , 1 ≤ i, j ≤ n 〉

όπου B = t−1Kt μία γνήσια υποομάδα της K = 〈 k1 〉 × 〈 k2 〉...× 〈 kn 〉.
Τότε αν η G ικανοποιεί την συνθήκη (α) της Πρότασης 5.2 τότε για κάθε θετικό
ακέραιο m ≥ 0 ο πίνακας

Am =




a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
. . ... .
an1 an2 ... ann




m

δεν είναι όμοιος με έναν πίνακα της μορφής

(
A1 0
A2 A3

)
.

Απόδειξη. ΄Εστω G η ΗΝΝ-επέκταση της υπόθεσης. Ο ισομορφισμός ϕ που επάγεται
από το t ορίζεται μέσω του πίνακα A και οι δυνάμεις του ϕ μέσω αυτών του πίνακα.
΄Εστω ότι ισχύει η συνθήκη (α) της Πρότασης 5.2. ΄Εστω ότι για κάποιο m ≥ 1 ο

πίνακας Am είναι όμοιος με έναν πίνακα της μορφής

(
A1 0
A2 A3

)
. Επειδή η K είναι

ελεύθερη αβελιανή, υπάρχει μία βάση {k1, k2, ..., kl, kl+1, ..., kn} της K, τέτοια ώστε
ο περιορισμός του ϕ στην υποομάδα H1 = 〈 k1 〉 × 〈 k2 〉... × 〈 kn 〉 (l < n) είναι ένας
ενδομορφισμός (δηλαδή η H1 είναι ϕ-αναλλοίωτη). Αν υπάρχει kj ∈ K − B, όπου
1 ≤ j ≤ l, τότε 〈 tm, kj 〉 ∩ 〈 kl+1 〉 = 1 για την μη πολυκυκλική υποομάδα 〈 tm, kj 〉
της G, το οποίο είναι άτοπο. Διαφορετικά ο περιορισμός της ϕ στην υποομάδα H1

είναι ένας αυτομορφισμός. Τότε υπάρχει kj ∈ K − B, όπου l + 1 ≤ j ≤ n, τέτοιο
ώστε 〈 tm, kj 〉 ∩ 〈 k1 〉 = 1, το οποίο είναι πάλι άτοπο.
΄Εστω ότι δεν ισχύει η συνθήκη (α) της Πρότασης 5.2. Τότε υπάρχουν m ∈ N∗, k′ ∈
K−B και k ∈ K τέτοια ώστε 〈 tm, k′ 〉 ∩〈 k 〉 = 1, δηλαδή rank(〈 tm, k′ 〉∩K) ≤ n−1,

άρα ο πίνακας Am είναι της μορφής

(
A1 0
A2 A3

)
.

�

Παράδειγμα 4. ΄Εστω

G = 〈 t, k1, k2 | t−1k1t = k1
a1k2

b1 , t−1k2t = k1
a2k2

b2 , k1 · k2 = k2 · k1 〉

όπου ai, bi ∈ Z, i = 1, 2. Αν a1 + a2 = b1 + b2 = l με |l| ≥ 2, τότε η G δεν είναι
Howson.

Απόδειξη. Για την μη πολυκυκλική υποομάδα H = 〈 t, k1k2 | t−1k1k2t = (k1k2)
l 〉

ισχύει ότι H ∩ 〈 k1 〉 = 1. ΄Αρα το απότέλεσμα έπεται από την Πρόταση 5.2. �
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Παράδειγμα 5. ΄Εστω

G = 〈 t, 〈 k1 〉 × ...× 〈 kn 〉 | t−1ki
lit = kj

rj , i 6= j , 1 ≤ i, j ≤ m ≤ n 〉

όπου li, rj ∈ Z . Τότε η G έχει την Howson ιδιότητα αν και μόνο αν m = n και
|li| = |rj | = 1 για κάθε i, j = 1, 2, ..., n.

Απόδειξη. ΄Εστω A = 〈 k1
l1 , ..., km

lm 〉 και B = 〈 kj1
r1 , ..., kjm

rm 〉. Αν οι A, B
είναι γνήσιες υποομάδες της K τότε η G δεν είναι Howson από την Πρόταση 5.3.
Αν B = K και A 6= K τότε m = n και υπάρχει |li| > 1, για κάποιο i ∈ {1, ..., n}.

Παρατηρούμε ότι η μη πολυκυκλική υποομάδα 〈 ts, ki | tskit−s = ki
liq 〉 (όπου s ≤ n

και q ∈ Z) έχει τετριμμένη τομή με την 〈 kj 〉 για κάθε j ∈ {1, ..., i − 1, i + 1, ..., n}.
΄Αρα η G είναι Howson από την Πρόταση 5.2. Τελικά η G έχει την Howson ιδιότητα
αν και μόνο αν A = K = B. �

Ακολουθούν τρία αριθμητικά παραδείγματα

Παράδειγμα 6. Η ομάδα

G = 〈 t, k1, k2 | t−1k1t = k1
1222k2

1254, t−1k2t = k1
355k2

323, k1 · k2 = k2 · k1 〉

δεν είναι Howson.

Απόδειξη. Παρατηρούμε ότι 1222+355 = 1254+323 = 1577, επομένως εφαρμόζουμε
το επιχείρημα του Παραδείγματος 4 �

Παράδειγμα 7. Η ομάδα

G = 〈 t, k1, k2 | t−1k1t = k1k2
1821, t−1k2t = k1

2k2
1214, k1 · k2 = k2 · k1 〉

είναι Howson.

Απόδειξη. Παρατηρούμε ότι ισχύει η συνθήκη α) της Πρότασης 5.2 και για το k1 /∈
t−1Kt = B έχουμε ότι l = 1821

µκδ(1821,1214) = 1821
607 = 3 και για κάθε j = {1, 2} ισχύει

ότι
3 | 1 · (12142 − 1) και 3 | 2 · (12142 − 1).

Συνεπώς από την Πρόταση 6.1 η ομάδα G είναι Howson. �

Παράδειγμα 8. Η ομάδα

G = 〈 t, k1, k2 | t−1k1t = k1
330k2

1186, t−1k2t = k1
1714k2

1779, k1 · k2 = k2 · k1 〉

είναι Howson.

Απόδειξη. Παρατηρούμε ότι detA = −1445734, (a1 + b2)
2 = 4447881 και άρα από

την Πρόταση 6.4 ικανοποιείται η συνθήκη (α) της Πρότασης 5.2. Τώρα για το k1 /∈
t−1Kt = B έχουμε ότι l = 1186

µκδ(1186,1779) = 1186
593 = 2 και για j = {1} ισχύει ότι

2 | 1 · (1779− 1).

Συνεπώς από το Πόρισμα 6.1 η ομάδα G είναι Howson. �

΄Ασκηση : Η ομάδα

G = 〈 t, k1, k2 | t−1k1t = k2, t
−1k2t = k1

1941k2
1940, k1 · k2 = k2 · k1 〉

έχει την Howson ιδιότητα ;
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7. Ανοιχτα ερωτηματα

Συνοψίζοντας τα αποτελέσματα του Κεφαλαίου 5, αν θέλουμε να δώσουμε έναν
χαρακτηρισμό για τις ΗΝΝ-επεκτάσεις με ομάδα βάσης μία πεπερασμένα παραγόμε-
νη μηδενοδύναμη ομάδα που έχουν την Howson ιδιότητα, απομένει να απαντηθεί η
ακόλουθη ερώτηση :

Ερώτημα 1. ΄Εστω G = 〈 t,K | t−1Kt = B 〉 μία αύξουσα ΗΝΝ-επέκταση, όπου
K είναι μία πεπερασμένα παραγόμενη μηδενοδύναμη ομάδα.
(α) Μπορούμε να αποφανθουμε αν η G ικανοιποιεί την μεγιστική συνθήκη στις κανο-
νικές υποομάδες (βλέπε Προταση 5.4) ;
(β) Αν η G δεν ικανοιποιεί την μεγιστική συνθήκη στις κανονικές υποομάδες, υπάρχει
ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε η ομάδα G να είναι Howson ;

Επειδή είναι γνωστό ότι οι πεπερασμένα παριστώμενες ομάδες οι οποίες είναι μηδε-
νοδύναμες δια μέσου κυκλικής ομάδας μπορούν να παρασταθούν ως αύξουσες ΗΝΝ-
επεκτάσεις πεπερασμένα παραγόμενων μηδενοδυνάμων ομάδων (βλέπε [13]), αρκεί να
απαντήσουμε, στην ισοδύναμη με την 1, παρακάτω ερώτηση :

Ερώτημα 2. ΄Εστω G είναι μία πεπερασμένα παριστώμενη ομάδα η οποία είναι
μηδενοδύναμη δια μέσου κυκλικής ομάδας.
(α) Μπορούμε να αποφανθουμε αν η G ικανοιποιεί την μεγιστική συνθήκη στις κανο-
νικές υποομάδες ;
(β) Αν η G δεν ικανοιποιεί την μεγιστική συνθήκη στις κανονικές υποομάδες, υπάρχει
ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε η ομάδα G να είναι Howson ;

Από την μελέτη μας στην ιδιότητα του Howson γεννιούνται δύο φυσικά ερωτήμα-
τα. Μπορούμε να επεκτείνουμε τα αποτελέσματα του Κεφαλαίου 5 σε αμαλγάματα και
ΗΝΝ-επεκτάσεις με ομάδες βάσης πεπερασμένα παραγόμενες ελεύθερες ή πολυκυκλι-
κές ομάδες ;

Ερώτημα 3. ΄Εστω A, B πεπερασμένα παραγόμενες ελεύθερες ομάδες. Υπάρ-
χουν ικανές και αναγκαίες συνθήκες (για τις υποομάδες U και V της A) ώστε :
(α) η ομάδα G = A ∗U B να έχει την Howson ιδιότητα ;
(β) η ομάδα G = 〈A, t|t−1Ut = V 〉 να έχει την Howson ιδιότητα ;

Το κρίσιμο σημείο σε αυτήν την περίπτωση είναι ότι από υπόθεση έχουμε ότι ζA =
ζB = 1. Παράλληλα επειδή οι ελεύθερες ομάδες ανήκουν σε μία μεγαλύτερη κατηγορία
(την κατηγορία Q) που έχει την Howson ιδιότητα (βλέπε Ορισμό 2.24 και Πόρισμα
4.1) μπορούμε να διατυπώσουμε και το παρακάτω :

Ερώτημα 3α. ΄Εστω A, B ομάδες που ανήκουν στην κατηγορία Q. Υπάρχουν
ικανές και αναγκαίες συνθήκες (για τις υποομάδες U και V της A) ώστε :
(α) η ομάδα G = A ∗U B να έχει την Howson ιδιότητα ;
(β) η ομάδα G = 〈A, t|t−1Ut = V 〉 να έχει την Howson ιδιότητα ;
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Τώρα για να απαντήσουμε στα παραπάνω Ερωτήματα, πρώτα θα πρέπει να δώσουμε

απάντηση στις παρακάτω ειδικές περιπτώσεις :

Ερώτημα 4. ΄Εστω G = Fn ∗Z Fm είναι το αμαλγαματοποιημένο ελεύθερο γινό-
μενο των πεπερασμένα παραγόμενων ελευθέρων ομάδων Fn,Fm (n,m ≥ 2). Πότε η
G έχει την Howson ιδιότητα ;

Από το Λήμμα 5.9 και το Πόρισμα 5.5 προκύπτει ότι για να απαντήσουμε στο Ε-
ρώτημα 4, αρκεί να απαντήσουμε στο παρακάτω :

Ερώτημα 4΄. ΄Εστω G = Fn ∗〈u2 = v2 〉 Fm είναι το αμαλγαματοποιημένο ελεύ-
θερο γινόμενο των πεπερασμένα παραγόμενων ελευθέρων ομάδων Fn,Fm (n,m ≥ 2).
Τότε η G έχει την Howson ιδιότητα ;

Ερώτημα 5. ΄Εστω G = 〈 t,Fn | t−1ukt = vl 〉, όπου Fn είναι μία πεπεραμένα
παραγόμενη ελεύθερη ομάδα διαστάσεως n ≥ 2 και τα u, v είναι απομονωμένα στοι-
χεία. Πότε η G έχει την Howson ιδιότητα ;

Από το Λήμμα 5.10 και το Θεώρημα 5.3 προκύπτει ότι για να απαντήσουμε στο
Ερώτημα 5, αρκεί να απαντήσουμε στο παρακάτω :

Ερώτημα 5΄. ΄Εστω G = 〈 t,Fn | t−1u2t = v2 〉, όπου Fn είναι μία πεπεραμένα
παραγόμενη ελεύθερη ομάδα διαστάσεως n ≥ 2 και τα u, v είναι απομονωμένα στοι-
χεία. Τότε η G έχει την Howson ιδιότητα ;

Ερώτημα 6. ΄Εστω A, B πολυκυκλικές ομάδες. Υπάρχουν ικανές και αναγκαίες
συνθήκες (για τις υποομάδες U και V της A) ώστε :
(α) η ομάδα G = A ∗U B να έχει την Howson ιδιότητα ;
(β) η ομάδα G = 〈A, t|t−1Ut = V 〉 να έχει την Howson ιδιότητα ;

Η περίπτωση αυτή είναι μία γενίκευση της Πρότασης 5.4 και των Πορισμάτων 5.8
και 5.11.
Επειδή οι κλάσεις των ελευθέρων (ή Q-ομάδων) και των πολυκυκλικών ομάδων

καλύπτουν ”σχεδόν” όλες τις Howson ομάδες, αν απαντήσουμε στα Ερωτήματα 3 και
6 πιθανώς να μπορέσουμε να δώσουμε και οριστική απάντηση στο παρακάτω :

Ερώτημα 7. ΄Εστω A, B ομάδες που έχουν την ιδιότητα του Howson. Υπάρχουν
ικανές και αναγκαίες συνθήκες (για τις υποομάδες U και V της A) ώστε :
(α) η ομάδα G = A ∗U B να έχει την Howson ιδιότητα ;
(β) η ομάδα G = 〈A, t|t−1Ut = V 〉 να έχει την Howson ιδιότητα ;

Επειδή η κλάση Q περιέχεται στην κλάση των υπερβολικών ομάδων, παραθέτουμε
κάποιες ενδιαφέρουσες εικασίες από σχετικά άρθρα.

Εικασία 1. [Swarup, [61]] Μία πεπερασμένα παριστώμενη υποομάδα K μίας
υπερβολικής ομάδας G δεν είναι οιωνεί-κυρτή στην G αν και μόνο αν είναι απείρου
δείκτη στην εικονική της κεντροποιούσα

NK = {g ∈ G | |K : K ∩ gKg−1| <∞, |gKg−1 : K ∩ gKg−1| <∞}.
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Εικασία 2. [Kapovich, [32]] Μία ελευθέρας στρέψεως υπερβολική ομάδα G έχει

την Howson ιδιότητα αν και μόνο αν ανήκει στην κατηγορία Q.

Εικασία 3. [Kapovich, [33]] Μία υπερβολική ομάδα μίας σχέσης (one-relator) G
έχει την Howson ιδιότητα αν και μόνο αν ανήκει στην κατηγορία Q.
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