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θερμοδυναμικές ασvυνέπειες και παρουσvιάζει αξιοσvημείωτη σvυμβατότητα με αποτελέσvματα σvτο
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Κεφάλαιο 1

Εισvαγωγή

1.1 Θεωρίες Βαθμίδας

Οι θεωρίες βαθμίδας αποτελούν μια ειδική κατηγορία των θεωριών πεδίου, οι οποίες

βασvίζονται σvτην αρχή της βάθμισvης. Η αρχή της βάθμισvης είναι η απαίτησvη μια

θεωρία να παραμένει αναλοίωτη κάτω από τοπικούς μετασvχηματισvμούς βαθμίδας. Ως

παράδειγμα θεωρίας πεδίου βαθμίδας θα χρησvιμοποιηθεί η Ηλεκτροδυναμική, η οποία

είναι μία Αβελιανή θεωρία βαθμίδας.

1.1.1 Αβελιανή U(1) θεωρία

Στον ηλεκτρομαγνητισvμό το πεδίο βαθμίδας είναι το Aµ το οποίο είναι ένα άνυσvμα

ως προς την ομάδα Poinare και δεν έχει περαιτέρω βαθμούς ελευθερίας. Η θεωρία

περιέχει και πεδία ύλης που περιγράφονται από το μιγαδικό πεδίο ψ(x). Τα σvωμάτια

αυτά, έχουν φορτίο q και μάζαm. Ο μετασvχηματισvμός βαθμίδας που αφήνει αναλλοίωτη

την θεωρία (σvυμμετρία βαθμίδας), είναι ο ακόλουθος:

Για το πεδίο ύλης:

ψ̃(x) = ei·q·θ(x) · ψ(x)

Για το πεδίο βαθμίδας

Ãµ = Aµ + q · ∂µθ(x)

Εφόσvον η θ έχει εξάρτησvη από το x, οι παραπάνω μετασvχηματισvμοί είναι τοπικοί. Ο
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πλήρως αντισvυμμετρικός τανυσvτής του ηλεκτρομαγνητισvμού που παραμάνει αναλοίωτος

ως προς τον παραπάνω μετασvχηματισvμό βαθμίδας είναι ίσvος με:

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ

Τέλος η αναλλοίωτη δράσvη Dira που σvυζεύγνει το πεδίο βαθμίδας με τα φερμιονικά

πεδία, (πεδία ύλης) είναι η ακόλουθη:

s = ψ̄(q · Aµ · γµ + i · ∂µγµ)ψ

1.1.2 Μη Αβελιανή θεωρία SU(N)

Στην περίπτωσvη της μη Αβελιανής θεωρίας υπάρχει διαφοροποίησvη, αφού τα πεδία

είναι και ανύσvματα ως προς μια πρόσvθετη (εσvωτερική) ομάδα σvυμμετρίας που σvυνδέεται

με τον μετασvχηματισvμό βαθμίδας. Τα πεδία αυτά μετασvχηματίζονται κάτω από έναν

πίνακα U. Συγκεκριμένα, για το πεδίο ύλης ισvχύει ο ακόλουθος μετασvχηματισvμός:

ψ̃(x) = U · ψ(x)

όπου: U = ei·ξ
a(x)·τa

Tα τa είναι οι γεννήτορες της εκάσvτοτε υπό μελέτη ομάδας ενώ ο δείκτης a αντισvτοιχεί

σvτον δείκτη της άλγεβρας Lie. Για το πεδίο βαθμίδας θα ισvχύει:

Ãµ = UAµU
−1 + i · (∂µU)U−1

Στην παρακάτω εργασvία θα μελετηθεί η αλληλεπίδρασvη των γλουονίων χωρίς πεδία

ύλης. Επομένως, η γενική μορφή της λαγκρατζιανής του σvυσvτήματος που περιέχει

μόνο το πεδίο βαθμίδας θα είναι η ακόλουθη:
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L = −1

4
F a
µνF

µνa
(1.1)

όπου:

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ − g · fabcAb

µA
c
ν

Ο παραπάνω τανυσvτής μετασvχηματίζεται ως ακολούθως:

F̃µν = UFµνU
−1

με:

Fµν = F a
µντ

a =
1

2
F a
µνλ

a

όπου λa οι πίνακες Gell-Mann οι οποίοι ειναι οι γεννήτορες της SU(3) άλγεβρας.

Παρατηρήσvεις

• Ο όρος: g · fabcAb
µA

c
ν προέρχεται από την μη Αβελιανή δομή και είναι υπ-

εύθυνος για την μη γραμμικότητα της θεωρίας.

• Στην περίπτωσvη της SU(2), η σvταθερά δομής fabc γίνεται ίσvη με τον γνωσvτό
τανυσvτή ǫabc ο οποίος, σvυχνά αναφέρεται σvτην βιβλιογραφία και ως πλήρως αντι-

σvυμμετρικός τανυσvτής τρίτης τάξεως.

1.1.3 Μηδενική θερμοκρασvία

Το καθιερομένο πρότυπο (standard model) βασvίζεται σvε τοπικές μη Αβελιανές σvυμ-

μετρίες. Συγκεκριμένα περιγράφεται από την ομάδα σvυμμετρίας:

SU(2)L ⊗ U(1) (ηλεκτρασvθενείς αλληλεπιδράσvεις) ⊗ SU(3)c (ισvχυρές

αλληλεπιδάσvεις)
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Η κβαντική χρωμοδυναμική είναι η θεωρία με την οποία μπορούμε να περιγράψουμε

τις ισvχυρές αλληλεπιδράσvεις που αναπτύσvσvονται μεταξύ των quarks και των γλουονίων,

με σvκοπό την δημιουργία μεγαλύτερων δομών, όπως είναι τα αδρόνια. Η θεωρία αυτή εί-

ναι μια μη Αβελιανή θεωρία βαθμίδας. Η ομάδα που περιγράφει τις σvυμμετρίες της θεω-

ρίας αυτής είναι η SU(3)c. H ισvχυρή αλληλεπίδρασvη σvτην περίπτωσvη που η θερμοκρασvία

είναι μηδενική, παρουσvιάζει δύο πολύ σvημαντικά φαινομενολογικά χαρακτηρισvτικά:

• Παγίδευσvη (Con�nement)

Η ομάδα SU(3) έχει 32− 1 γεννήτορες (τa) και σvε κάθενα από αυτούς αντισvτοιχεί ένα

γλουονικό πεδίο Aa
µ, τα οποία αλληλεπιδρούν ισvχυρά μεταξύ τους. Επίσvης τα γλουό-

νια είναι φορείς της δύναμης μεταξύ των χρωματισvμένων σvωματίων ύλης (quarks).

'Εχει παρατηρηθεί ότι τα φορτία ύλης αλλά και οι φορείς οι ίδιοι, αλληλεπιδρούν με

τέτοιο τρόπο ώσvτε να μην μπορούν να εμφανισvτούν σvαν ελεύθερες κατασvτάσvεις σvτην

φύσvη. Αντίθετα, οι κατασvτάσvεις τους είναι πάντα δέσvμιες και χαρακτηρίζονται από

ουδέτερο χρωματικό φορτίο. Επιπλέον, ακόμα και σvτην περίπτωσvη που η ενέργεια

παίρνει όλο και μεγαλύτερες τιμές, με τη σvταθερά σvύζευξης να γίνεται περισvσvότερο ασv-

θενική, δεν παρατηρούνται κατασvτάσvεις που να χαρακτηρίζονται από καθορισvμένο χρω-

ματικό φορτίο. Δηλαδή οι θεμελιώδεις βαθμοί ελευθερίας της θεωρίας (quarks, gluons)

εμφανίζονται πάντοτε ως παγιδευμένοι σvτις δέσvμιες κατασvτάσvεις των αδρονίων. Το

βαθύτερο αίτιο της παγίδευσvης, δηλαδή της μη παρατήρησvης κατασvτάσvεων που χαρακ-

τηρίζονται από σvυγκεκριμένο χρωματικό φορτίο, οφείλεται σvτο γεγονός ότι δεν αλλάζει

η δομή του κενού χωρίς αλλαγή της θερμοκρασvίας ή/και της πυκνότητας. Επομένως

σvτην περίπτωσvη της μηδενικής θερμοκρασvίας οι αδρονικές κατασvτάσvεις αποτελούν το

βασvικό φάσvμα της θεωρίας.

• Ασvυμπτωτική ελευθερία (Asymptoti freedom)

'Οπως προαναφέρθηκε όσvο αυξάνεται η ενέργεια, η σvταθερά αλληλεπίδρασvης γίνεται

όλο και περισvσvότερο ασvθενική, με αποτέλεσvμα τα γλουόνια σvε μια τέτοια ενεργειακή

περιοχή να σvυμπεριφέρονται σvχεδόν ως ελεύθερα, φαινόμενο που χαρακτηρίζεται ως

Ασvυμπτωτική Ελευθερία. Το γεγονός αυτό μας δίνει την δυνατότητα της εφαρμογής

διαταρακτικών μεθόδων, σvε ενέργειες αρκετά υψηλές, λόγω του ότι η σvταθερά σvύζευξης

είναι ασvθενική. Ωσvτόσvο και σv' αυτή την περίπτωσvη οι δέσvμιες κατασvτάσvεις χαρακτηρί-

ζονται από ουδέτερο χρωματικό φορτίο.

Στην περίπτωσvη που η ενέργεια παίρνει όλο και μικρότερες τιμές, η σvταθερά αλλη-

λεπίδρασvης αυξάνεται με αποτέλεσvμα ο αναλυτικός υπολογισvμός του προβλήματος

να καθίσvταται αδύνατος. Αρχικά, το φαινόμενο αυτό παρατηρήθηκε με πειράματα

που πραγματοποιήθηκαν σvτα τέλη της δεκαετίας του '60. Η θεωρητική ερμηνεία της
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ασvυμπτωτικής ελευθερίας ήρθε αργότερα από τους David Politzer, Frank Wilzek και

David Gross [4℄, όπου βραβεύτηκαν και με το βραβείο Nobel το 2004.

1.2 SU(N) σvε πεπερασvμένη θερμοκρασvία

Φαινομενολογική σvημασvία για πεπερασvμένη θερμοκρασvία

΄Οταν οι θερμοκρασvίες είναι αρκετά υψηλές (της τάξης των 200 Mev

1

), παρατηρείται

μία αλλαγή φάσvης κατά την οποία οι χρωματικοί βαθμοί των γλουονίων μπορούν να

απελευθερωθούν. Οι κατασvτάσvεις αυτές σvυμπεριφέρονται σvχεδόν ως ελεύθερες μέσvα

σvε ένα μέσvο, γνωσvτό και ως QGP. Το φαινόμενο αυτό χαρακτηρίζεται και ως απεγκλ-

ωβισvμός (Deon�nement).

Η αλλαγή φάσvης που παρατηρείται για πεπερασvμένη θερμοκρασvία σvτηρίζεται σvε

μια αυθόρμητη παραβίασvη σvυμμετρίας η οποία οδηγεί με την σvειρά της σvε μια νέα δομή

κενού. Το φαινόμενο αυτό δεν μπορεί να επιτευχθεί μόνο από την ενέργεια, απουσvία του

παράγοντα θερμοκρασvίας από την θεωρία αφού κάτι τέτοιο θα οδηγούσvε αποκλεισvτικά

σvε ασvθενέσvτερη αλληλεπίδρασvη όπως προαναφέρθηκε.

1.2.1 Κβαντική περιγραφή

Στην παρούσvα ενότητα επιδιώκεται να μελετηθεί μια �Καθαρή� θεωρία βαθμίδας

(χωρίς πεδία ύλης). Η λαγκραντζιανή η οποία περιγράφει την θεωρία αυτή, θα δίνεται

από την σvχέσvη: 1.1. Προκειμένου να περιγραφεί κβαντικά η θεωρία αυτή, θα πρέπει

αρχικά να υπολογισvτεί το ακόλουθο σvυναρτησvιακό ολοκλήρωμα:

Z[J ] =

ˆ

D[Aa
µ] · δ(∂µAa,µ) · e− i

~
·SM [Aa

µ]−i·
´

Ja
µA

µa

(1.2)

΄Οπου το σvυναρτησvοειδές Z αποτελεί τον γεννήτορα για το υπολογισvμό των σvυναρτήσvεων

Green της θεωρίας. Συγκεκριμένα το σvυναρτησvοειδές Z �γεννάει� και τις σvυνεκτικές

αλλα και τις μη σvυνεκτικές σvυναρτήσvειςGreen. Επομένως με βάσvη την κβαντική θεωρία

πεδίου, σvύμφωνα με την σvχέσvη:

−i · ln(Z[J ]) =W [J ]

1

To Mev είναι μονάδα μέτρησvης της ενέργειας. ΄Ομως σvύμφωνα με την σvχέσvη: E = kb · T η ενέργεια των
200 Mev αντισvτοιχεί σvε θερμοκρασvία της τάξεως των 2.000.000.000.000 βαθμών Kelvin!!!.
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παραμένουν μόνο οι σvυνεκτικές σvυναρτήσvεις Green.

Εντούτοις, ο υπολογισvμός της σvχέσvης (1.2) είναι πολύ περίπλοκος και πρακτικά

αδύνατος χωρίς σvημαντικές προσvεγγίσvεις. Ακόμα και σvε μία προσvπάθεια υπολογισv-

μού του με χρήσvη διαταρακτικών μεθόδων εμφανίζονται πολυπλοκότητες, (λόγω της

εφαρμογής της επιλογής βαθμίδας ∂µA
µ,a
), όπως τα σvωματίδια �φάντασvμα� που ενώ

είναι βαθμωτά ώς προς τους μετασvχηματισvμούς Poinare ακολουθούν την σvτατισvτική

των φερμιονίων με αποτέλεσvμα η θεωρία να διατηρεί την μοναδιακότητα (Ghosts)

[12℄. Επιπλέον σvε μη Αβελιανές θεωρίες βαθμίδας εμφανίζεται η ακόλουθη δυσvκολία.

Η επιλογή των πεδίων που θα θεωρούνταν διαφορετικά, μέσvω των ολοκληρωμάτων

διαδρομής, σvτην ουσvία θα ήταν τα ίδια, αφού με την χρήσvη ενός κατάλληλου μετασvχη-

ματισvμού βαθμίδας θα υπήρχε η δυνατότητα μετάβασvης από το ένα πεδίο σvτο άλλο.

Η παραπάνω διαδικασvία θα είχε ως άμεσvη σvυνέπεια το σvυναρτησvιακό ολοκλήρωμα να

κατέληγε σvε πολλαπλές μορφές-αντιγραφές του ίδιου αποτελέσvματος. Ο πυρήνας της

παραπάνω δυσvκολίας έγγειται σvτον σvυνδιασvμό της ελευθερίας βαθμίδας που περιέχει

το γλουονικό πεδίο και της μη γραμμικότητα της θεωρίας. Το πρόβλημα αυτό, καλείται

σvτην βιβλιογραφία ως Gribov opies [10℄.

Η σvυνάρτησvη επιμερισvμού

Από το προαναφερθέν σvυναρτησvιακό ολοκλήρωμα δεν μπορούμε να αντλήσvουμε θερ-

μοδυναμικές ιδιότητες του γλουονικού πεδίου. Προκειμένου να εξαχθούν τα θερμοδ-

υναμικά μεγέθη, απαραίτητη προιπόθεσvη είναι η �κατασvκευή� της σvυνάρτησvης επιμερισv-

μού. Για αυτό τον σvκοπό απατείται αρχικά ένας μετασvχηματισvμός σvτην χρονική μεταβλ-

ητή:

t→ −i · τ

που καλείται και σvτροφή Wik (Wik rotatiοn).

Με την επιλογή του παραπάνω μετασvχηματισvμού η μετρική από Minkowski γίνεται

Ευκλείδια. Επιπλέον την νέα (φαντασvτική) χρονική διάσvτασvη την περιορίζουμε σvτο

διάσvτημα από μηδέν έως β (όπου β = 1
k·T ).

Επομένως, σvύμφωνα με την τεχνική αυτή, το σvυναρτησvιακό ολοκλήρωμα μετα-

τρέπεται σvε σvυνάρτησvη επιμερισvμού:

Z[J ] → Z =

ˆ

D[Aa
µ] · e−

´ ´ β
0 (d3x)·(dτ)·LE [Aa

µ]
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Επιπρόσvθετα ο αναλυτικός υπολογισvμός της σvυνάρτησvης επιμερισvμού καθίσvταται αδύ-

νατος, επειδή φέρει όλες τις δυσvκολίες του σvυναρτησvιακού ολοκληρώματος που αναφέρ-

θηκαν και πιο πάνω.

Προκειμένου λοιπόν να εξαχθεί, προβαίνουμε σvε αριθμητικό υπολογισvμό με την

βοήθεια του Πλέγματος.

1.2.2 Πλέγμα (Lattie)

Γράφημα 1.1: Πλέγμα
Οριζόντιος άξονας=χρονική σvυνισvτώσvα, κατακόρυφος=χωρικές σvυνισvτώσvες. Κόμβοι=πεδία ύλης

(φερμιόνια), Σύνδεσvμοι διαδοχικών κόμβων=πεδία βαθμίδας.

Η βασvική σvυλλογισvτική μιας πλεγματικής θεωρίας απαρτίζεται από τα ακόλουθα

βήματα:

• Αρχικά επιτελείται μιαWik rotation της σvυνεχούς θεωρίας προκειμένου ο χωρόχρονος

να μετατραπεί από Minkowski σvε Ευκλείδιο. Επομένως η μετρική πλέον παίρνει

την μορφή diag [1, 1, 1, 1].

• ΄Επειτα διακριτοποιείται ο Ευκλείδιος χωρόχρονος σvε ένα ισvοτροπικό πλέγμα
με σvταθερά πλεγματικής απόσvτασvης μεταξύ δύο διαδοχικών σvημείων ίσvη με a.

Συνεπώς η Poinare σvυμμετρία σvπάει. Τελικά η πλεγματική σvταθερά a θα πρέπει

να γίνει όσvο το δυνατόν μικρότερη για την αποκατάσvτασvη της σvυμμετρίας αυτής

με σvκοπό να σvυγκλίνει με τα αποτελέσvματα της σvυνεχούς θεωρίας σvτην οποία

θέλουμε να έχουμε την δυνατότητα προβλέψεων. Αξίζει να σvημειωθεί ότι η

ισvοτροπικότητα του πλέγματος επιλέγεται σvτην περίπτωσvη που μελετάμε μια θεω-

ρία μηδενικής θερμοκρασvίας. Από την άλλη για θεωρίες με πεπερασvμένη θερμοκρασvία
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δεν υπάρχει αυτή η ισvοτροπία για τεχνικούς λόγους. Σε αυτή την περίπτωσvη υπ-

άρχει διαφορετική σvταθερά πλεγματικής απόσvτασvης για την χρονική σvυνισvτώσvα

από αυτή των χωρικών σvυνισvτωσvών (x,y,z).

• Σειρά έχει η διακριτοποίησvη της σvυνεχούς δράσvης με τρόπο ώσvτε η θεωρία βα-
θμίδας να παραμένει ακριβής σvτο πλέγμα. Αυτό επιτυγχάνεται εισvάγοντας τα

γλουονικά πεδία σvε μορφή SU(3) πινάκων πάνω σvτο σvύνδεσvμο που σvυνδέει δύο

διαδοχικούς κόμβους του πλέγματος. Ετσvι, η αναλλοίωτη SU(N) δράσvη σvχη-

ματίζεται από μια πλακέτα διαδοχικών σvυνδέσvμων όπως φαίνεται και σvτο παρακάτω

σvχήμα, ιδέα που αναπτύχθηκε από τον Wilson [18℄.

• Τέλος οι μεταβλητές που προσvδιορίζουν το μέγεθος του πλέγματος είναι η διάσv-
τασvη L σvε κάθε μια από τις χωρικές σvυνισvτώσvες, το μέγεθος NT για την χρονική

σvυνισvτώσvα καθώς και η πλεγματική σvταθερά a. Στην περίπτωσvη που μελετάται

μια θεωρία με μηδενική θερμοκρασvία η διάσvτασvη του χρόνου ταυτίζεται με τις

άλλες τρείς χωρικές διασvτάσvεις του πλέγματος επομένως η σvυνολική διάσvτασvη θα

είναι ίσvη με L4
. Ολοκληρώνοντας, για να είναι αντιπροσvωπευτικά τα αποτελέσv-

ματα του Πλέγματος με την σvυνεχή θεωρία θα πρέπει όσvο είναι δυνατόν, (λόγω

πεπερασvμένης υπολογισvτικής ισvχύς) το μέγεθος L να τείνει σvτο άπειρο ενώ η

πλεγματική σvταθερά a να τείνει σvτο μηδέν.

Αλλαγή φάσvης απεγκλωβισvμού σvτο Πλέγμα
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Σύμφωνα με την παραπάνω σvυλλογισvτική επιτυγχάνεται η αριθμητική επίλυσvη της

σvυνάρτησvης επιμερισvμού με την βοήθεια του Πλέγματος [11, 6℄. Με δεδομένο την

εύρεσvη της σvυνάρτησvης επιμερισvμού μπορούν σvτην σvυνέχεια να παραχθούν όλες οι

θερμοδυναμικές ποσvότητες του υπό μελέτη σvυσvτήματος. Παρακάτω απεικονίζονται οι

γραφικές παρασvτάσvεις της πυκνότητας της ενέργειας καθώς και της μέσvης πίεσvης [7℄

σvτην περίπτωσvη της καθαρής SU(3)c θεωρίας χωρίς φερμιονικούς βαθμούς ελευθερίας

που αποτελεί ένα πρότυπο μοντέλο για την περιγραφή του πλάσvματος γλουονίων.

Γράφημα 1.2: Πυκνότητα ενέργειας
Πυκνότητα ενέργειας βαθμισvμένη προς την τέταρτη δύναμη της θερμοκρασvίας για σvειρές πλεγμάτων με

NT = 4, 6, 8 σvημεία. πηγή: [7℄
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Γράφημα 1.3: Μέσvη πίεσvη
Μεσvη πίεσvη βαθμισvμένη ως προς την τέταρτη δύναμη της θερμοκρασvίας πηγή: [7℄

Συμπεράσvματα

• Μελετώντας την γραφική παράσvτασvη της πίεσvης ως προς την τέταρτη δύναμη
της θερμοκρασvίας, παρατηρούμε πως το αέριο αρχικά (T < Tc) ξεκινάει από μια

κατάσvτασvη σvυμπυκνώματος (p=0). Στην κατάσvτασvη αυτή, τα γλουονικά πεδία

είναι παγιδευμένα, οπότε η φυσvική κατάσvτασvη (glueballs) χαρακτηρίζεται από

ουδέτερο χρωματικό φορτίο.

• Υπάρχει κάποια κρίσvιμη θερμοκρασvία Tc σvτην οποία εμφανίζεται πίεσvη (P>0) και
άρα θερμοδυναμική σvυμπεριφορά

• Καθώς αυξάνεται η θερμοκρασvία (T ≫ Tc), ο λόγος P/T
4 τείνει να σvταθεροποιη-

θεί και το αέριο σvτην περιοχή αυτή προσvεγγίζει ποιοτικά το ιδανικό αέριο. Σε αυτό

το θερμοκρασvιακό εύρος παρατηρείται ο λεγόμενος απεγκλωβισvμός (deon�ne-

ment). Στην κατάσvτασvη αυτή τα γλουονικά πεδία μπορούν να εμφανισvτούν σvαν

ασvυμπτωτικά ελεύθερες κατασvτάσvεις οι οποίες χαρακτηρίζονται από σvυγκεκριμένο

χρωματικό φορτίο. Εν τούτοις, παρατηρώντας την γραφική απεικόνισvη προκύπτει
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το σvυμπέρασvμα ότι υπάρχει μια αρκετά σvημαντική απόκλισvη μεταξύ αυτής του

ιδανικού αερίου και του γλουονικού πλάσvματος λόγω της μη ιδανικής σvυμπερι-

φοράς του ακόμα και για θερμοκρασvίες πέντε φορές μεγαλύτερες της κρίσvιμης.

Αξίζει να σvημειωθεί ότι για το αέριο φωτονίων σvε μια Αβελιανή θεωρία ο λόγος

P/T 4 θα ήταν σvταθερός λόγω του νόμου Stefan Boltzmann. Συνεπώς αναμένε-

ται η σvταθερά αυτή, σvτην περίπτωσvη της Αβελιανής θεωρίας που ισvχύει η εικόνα

του ιδανικού αερίου, να καθορίζεται από το πλήθος των spin-χρωματικών βαθμών

ελευθερίας.

• Η σvημαντική απόκλισvη που παρατηρείται σvτην γραφική παράσvτασvη σvε σvχέσvη με το
ιδανικό θερμικό αέριο είναι ένα σvτοιχείο που προμηνύει ότι ακόμα και σvτις περιοχές

όπου υπάρχουν αριθμητικά αποτελέσvματα, (T ∼ 5Tc) η ζεύξη παραμένει ισvχυρή

ενώ η χαμηλής τάξης θεωρία διαταραχών δεν θα κατέληγε σvε σvωσvτά ποσvοτικά

σvυμπεράσvματα.

• Η μετάβασvη από μια κατάσvτασvη γλουονικού σvυμπυκνώματος μηδενικού χρω-
ματικού φορτιού σvε θερμοκρασvίες μικρότερες της κρίσvιμης, σvε μια κατάσvτασvη

γλουονικών πεδίων με σvυγκεκριμένο χρωματικό φορτίο όπου τα γλουόνια σvυμπερ-

ιφέρονται σvχεδόν σvαν ελεύθερα μέσvα σvε ένα μέσvο (GP), για θερμοκρασvίες μεγαλύτερες

της κρίσvιμης, καλείται αλλαγή φάσvης απεγκλωβισvμού.
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Κεφάλαιο 2

Το μοντέλο των οιονεί-σvωματιδίων

2.1 Εισvαγωγή

Το μοντέλο των οιονεί-σvωματιδίων (quasi-partiles) είναι φαινομενολογικό, με ελάχισvτες

παραμέτρους προσvαρμογής και χρησvιμοποιείται ευρέως για την περιγραφή της μη ιδανικής

σvυμπεριφοράς του QGP με σvκοπό την μελέτη και τελικά την εξαγωγή των θερμοδ-

υναμικών ιδιοτήτων του. To QGP θα μπορούσvε να θεωρηθεί εκλαϊκευμένα ως μια

�σvούπα� από quarks και γλουόνια σvε εξαιρετικά υψηλές θερμοκρασvίες. Η βασvική

παραδοχή του μοντέλου αυτου, είναι ότι η μη ιδανική θερμοδυναμική σvυμπεριφορά

του πλάσvματος, μπορεί να αποδοθεί σvε θερμοκρασvιακή εξάρτησvη ιδιοτήτων ψευδοσvω-

ματιδίων, (οιονεί-σvωματιδίων) που αντισvτοιχούν σvτα σvυσvτατικά της �σvούπας�.

Για την ακρίβεια τα οιονεί-σvωματίδια τα θεωρούμε ως ελεύθερα που αντισvτοιχούν

σvε σvτάσvιμες λύσvεις επιπέδων κυμάτων σvε καθορισvμένο όγκο V, όπου η μάζα τους έχει

εξάρτησvη από την θερμοκρασvία με σvχέσvη διασvποράς ίσvη με

ǫk =
√

k2 +m2(T )

2.1.1 Καθιερωμένη σvτατισvτική περιγραφή

Προκειμένου να προβούμε σvτην εξαγωγή όλων των θερμοδυναμικών μεγεθών του

γλουονικού πλάσvματος με την χρήσvη του μοντέλου των οιονεί-σvωματιδίων, θα πρέπει

να χρησvιμοποιηθούν οι βασvικές σvχέσvεις ενός ιδανικού κβαντικού αερίου:

• ο μέσvος αριθμός σvωματιδίων είναι
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n ∼
∑

k

1

eβ·ǫk − 1
(2.1)

• Η μέσvη πυκνότητα ενέργειας είναι

ǫ =
1

V
·
∑

k

ǫk · e−β·ǫk

1− e−β·ǫk
(2.2)

Αξίζει να σvημειωθεί ότι οι παραπάνω σvχέσvεις αναφέρονται για ένα κβαντικό ιδανικό

θερμικό αέριο. Το �κβαντικό� είναι απόρροια του ότι το υπό μελέτη αέριο γλουονίων

αποτελείται από μποζόνια με κβαντικό αριθμό Spin ίσvο με την μονάδα. 'Ως αποτέλεσvμα

η σvτατισvτική που εφαρμόζεται να είναι η Bose-Eistein.

2.1.2 Θερμοδυναμική ασvυνέπεια σvτα μοντέλα οιονεί-σvωματιδίων

Οι κατασvτατικές εξισvώσvεις του πλάσvματος γλουονίων περιέχουν και την μέσvη πίεσvη

P. ΄Ενας σvυνήθης τρόπος υπολογισvμού της, σvε ένα ιδανικό κβαντικό αέριο είναι δια

μέσvου της ακόλουθης σvχέσvης:

P · V
T

= −
∑

k

ln(1− e−β·ǫk) (2.3)

'Ομως επιλέγοντας την παραπάνω σvχέσvη για τον υπολογισvμό της μέσvης πίεσvης και

αντικαθισvτώντας τα παραγόμενα μεγέθη, (μέσvη πίεσvη και πυκνότητα ενέργειας) σvτην

βασvική σvχέσvη της θερμοδυναμικής:

ǫ(T ) = T · ∂T [P (T )]− P (T ) (2.4)

παρατηρείται ότι αυτή δεν ικανοποιείται. Η μη επαλήθευσvη της παραπάνω έκφρασvης

(2.4) καλείται ως Θερμοδυναμική ασvυνέπεια.
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• Απόδειξη της σvχέσvης (2.4)

Σε όλη την παρακάτω ανάλυσvη θα θεωρηθεί ότι το χημικό δυναμικό μ είναι ίσvο με το μηδέν.

Από βασvικές αρχές θερμοδυναμικής γνωρίζουμε ότι:

F = E − T · S (2.5)

dF = dE − T · dS − S · dT

όμως

dE = T · dS − P · dV

Η μεταβολή της ελεύθερης ενέργειας θα είναι ίσvη:

dF = −P · dV − S · dT (2.6)

Από θεωρία γνωρίζουμε ότι η ελεύθερη ενέργεια είναι σvυνάρτησvη της θερμοκρασvίας, του

χημικού δυναμικού και του όγκου F = F (T, µ, V ) . Το μόνο εκτατικό μέγεθος από όλα τα

παραπάνω είναι ο όγκος άρα θα πρέπει να ισvχύει μια σvχέσvη αναλογίας μεταξύ της ελεύθερης

ενέργειας και αυτού.

F = a · V ⇒ dF
dV = a

Από την σvχέσvη (2.6) προκύπτει:

dF
dV = −P

Από τις δύο τελευταίες εκφράσvεις σvυμπεραίνεται ότι: a = −P . Συνεπώς:

F = −P · V

Επομένως η σvχέσvη (2.5) παίρνει την ακόλουθη μορφή:

E = −P · V + T · S

Επιπλέον από θερμοδυναμική ισvχύει ότι:

S = −dF
dT = V · dP

dT

Τέλος σvυνδιάζοντας τις δύο παραπάνω σvχέσvεις και διαιρώντας ως προς τον όγκο προκύπτει

ότι:

ǫ = −P + T · dP
dT
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Το αίτιο πρόκλησvης της λεγόμενης θερμοδυναμικής ασvυνέπειας είναι το γεγονός ότι

η μάζα είναι μια θερμοδυναμική μεταβλητή. Συγκεκριμένα, η θερμοδυναμική ασvυνέπεια

προκλήθηκε από το γεγονός ότι σvτην μελέτη του μοντέλου οιονεί-σvωματιδίων θεω-

ρήθηκε αρχικά ως δεδομένο ότι η μάζα εξαρτάται από την θερμοκρασvία (σvυνεπώς δεν

ήταν σvταθερή) και ο υπολογισvμός των θερμοδυναμικών μεγεθών όπως είναι ο μέσvος

αριθμός σvωματιδίων, η μέσvη πυκνότητα της ενέργειας καθώς και η πίεσvη γινόταν με

την παραδοχή του ιδανικού αερίου χωρίς να ελέγχεται αν ικανοποιείται η σvχέσvη (2.3).

Αυτή όμως ισvχύει μόνο σvτην περίπτωσvη των ιδανικών κβαντικών αερίων με σvταθερή

μάζα. Συνεπώς δεν γίνεται να αντικατασvτήσvει την σvχέσvη της πίεσvης σvτην περίπτωσvη

που η μάζα δεν είναι σvταθερή.

2.1.3 Το μοντέλο των οιονεί-σvωματιδίων

Προηγούμενα μοντέλα qP

Τις τελευταίες δεκαετίες αρκετοί ασvχολήθηκαν με την εύρεσvη μοντέλων οιονεί-

σvωματιδίων που θα είχαν την δυνατότητα με την χρήσvη λιγότερων ρυθμισvτικών παραμέτρων

να πετύχουν την καλύτερη δυνατή ταύτισvη με τα αποτελέσvματα του Πλέγματος.

΄Ενα από τα πρώτα μοντέλα οιονεί σvωματιδίων που μελετήθηκε [17℄ περιείχε δύο

παραμετροποιήσvιμες μεταβλητές. Ενώ σvυμφωνούσvε σvε ικανοποιητικό βαθμό με παλαιότερα

αποτελέσvματα που είχαν εξαχθεί από το Πλέγμα [5℄, εντούτοις απέτυχε να επιβεβαιώσvει

τα πιο πρόσvφατα που χαρακτηρίζονταν και από μεγαλύτερη ακρίβεια [7℄.

Αργότερα [9℄ διαπισvτώθηκε ότι το παραπάνω μοντέλο οδηγούσvε σvε θερμοδυναμικές

ασvυνέπειες λόγω του ότι δεν επαληθευόταν η σvχέσvη (2.4). Επιπλέον σvυμπέραναν ότι

η μάζα πρέπει να είναι ανεξάρτητη της θερμοκρασvίας προκειμένου να ικανοποιείται η

σvχέσvη αυτή και να οδηγεί σvε άρσvη της θερμοδυναμικής ασvυνέπειας. Κάτι τέτοιο όμως

δεν θα μπορούσvε σvε καμία περίπτωσvη να ερμηνεύσvει την σvυμπεριφορά του γλουονικού

πλάσvματος όπως υπολογιζόταν σvτο Πλέγμα.

Τέλος, πρόσvεξαν ότι με την χρήσvη του παρακάτω δεσvμού, σvτην περίπτωσvη που η

μάζα έχει εξάρτησvη από την θερμοκρασvία:

∂P (T,m)

∂m
|T= 0 (2.7)

επιτυγχάνεται η άρσvη της θερμοδυναμικής ασvυνέπειας.

15



2.2 Το αναθεωρημένο μοντέλο οιονεί-σvωματιδίων

Εισvαγωγή

Πρόσvφατα προτάθηκε ένα μοντέλο οιονεί-σvωματιδίων [2℄ που αποφεύγει τη χρήσvη

του αυσvτηρού δεσvμού (σvχέσvη 2.7) ενώ επιπλέον διαθέτει μόνο μια ρυθμισvτική παράμετρο

που με την κατάλληλη επιλογή της, πετυχαίνεται ικανοποιητική προσvαρμογή με τα

αποτελέσvματα του Πλέγματος [7℄. Το μοντέλο αυτό, που θα παρουσvιασvτεί εκτενέσvτερα

σvτην σvυνέχεια, δεν παρουσvιάζει καμία θερμοδυναμική ασvυνέπεια.

2.2.1 Η βασvική ιδέα του αναθεωρημένου μοντέλου οιονεί σvωματιδίων

Η βασvική ιδέα του εν λόγω μοντέλου οιονεί-σvωματιδίων [2℄ δανείζεται σvτοιχεία

από το πλάσvμα της ηλεκτροδυναμικής. Συγκεκριμένα, τα γλουόνια αποκτούν μάζα

καθώς διαδίδονται σvε ένα μέσvο με χαρακτηρισvτικά πλάσvματος (GP) που προέρχεται από

την αλληλεπίδρασvη των γλουονίων μεταξύ τους. Η γλουονική αυτή μάζα επιλέγεται

να είναι περίπου ίσvη με την σvυχνότητα του πλάσvματος ωp. Επομένως, οποιαδήποτε

αλληλεπίδρασvη και αν σvυμβαίνει μεταξύ των γλουονίων καθώς διαδίδονται σvτο GP θα

έχει αντίκτυπο σvτην μεταβολή της θερμικής μάζας και άρα σvτην σvυχνότητα ωp.

Μία βασvική παραδοχή είναι ότι το σvύσvτημα μπορεί να θεωρηθεί ως ένα ιδανικό κβαν-

τικό θερμικό αέριο με τη μόνη διαφορά ότι τα οιονεί-σvωμάτια θα έχουν μεταβαλλόμενη

μάζα και αυτή με την σvειρά της θα έχει εξάρτησvη από την θερμοκρασvία (πληροφορία

που έρχεται και από το Πλέγμα). Μια τέτοια θεώρησvη εξυπηρετεί σvτο γεγονός ότι

εύκολα με γνώσvεις βασvικής σvτατισvτικής, μπορούν να υπολογισvτούν και να εξαχθούν

όλες οι θερμοδυναμικές ποσvότητες.

Τέλος εφόσvον η μάζα και άρα η σvυχνότητα του πλάσvματος εξαρτάται από την

πυκνότητα, η οποία με την σvειρά της είναι θερμοδυναμική ποσvότητα και αυτή (σvχέσvη

2.1), όλο το πρόβλημα θα πρέπει να λυθεί με αυτοσvυνέπεια. Πιο σvυγκεκριμένα έχουμε

ότι:

m(T ) = ωp

Η σvυχνότητα του πλάσvματος μπορεί να μοντελοποιηθεί βάσvη σvχέσvεων που έχουν

προκύψει σvε πλάσvμα ηλεκτροδυναμικής [13, 1℄
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ω2
p ∝ as(T ) ·

n

T
= ao · as ·

n

T
(2.8)

Οπου:

• n η μέσvη αριθμητική πυκνότητα

• ao σvταθερά η οποία επιλέγεται να είναι ίσvη με
8π
3
,

• g2 σvταθερά σvύζευξης η οποία σvυσvχετίζεται με τη as της έκφρασvης (2.8) δια μέσvου

της ακόλουθης σvχέσvης:

as(T ) =
g2

4π

Επιπλέον η σvταθερά σvύζευξης as έχει εξάρτησvη απ' τη θερμοκρασvία όπως επιβεβαιώνε-

ται και από προσvομοιώσvεις χρωμοδυναμικής με τη βοήθεια του Πλέγματος. Συνεπώς,

η σvχέσvη (2.1) περιέχει την αριθμητική πυκνότητα και σvτα δύο μέλη της εξίσvωσvης και

γιαυτό όπως προαναφέρθηκε ο προσvδιορισvμός της εξάρτησvης της από την θερμοκρασvία

πρέπει να γίνει αυτοσvυνεπώς.

Ως σvχέσvη αφετηρίας επιλέγεται ο υπολογισvμός της μέσvης πυκνότητας ενέργειας

των οιονεί-σvωματιδίων (σvχέσvη 2.2). Εντούτοις η πίεσvη εξάγεται κατευθείαν από την

σvχέσvη (2.4) σvε αντίθεσvη με προηγούμενες μελέτες [17, 9℄ που η πίεσvη εξαγόταν από

την σvχέσvη (2.3).

Στο αναθεωρημένο αυτό μοντέλο αντί να χρησvιμοποιηθεί μια προσvεγγισvτική εκ-

φρασvη για την σvυχνότητα πλάσvματος ωp, όπως είναι οι μέθοδοι διαταρακτικής QCD

θεωρίας, θεωρήθηκε ότι η γλουονική πυκνότητα έχει εξάρτησvη από την σvυγκεκριμένη

σvυχνότητα. Μία διαταρακτική προσvσvέγγισvη θα ήταν έγκυρη σvε υπερβολικά υψηλές

θερμοκρασvίες όπου η σvταθερά αλληλεπίδρασvης θα ήταν αρκετά ασvθενική σvύμφωνα με

την ασvυμπτωτική ελευθερία και θα προσvέγγιζε το ιδανικό θερμικό αέριο.

Μαθηματική ανάλυσvη

Η σvυνάρτησvη επιμερισvμού για το παραπάνω σvύσvτημα θα είναι η ακόλουθη:

Ξ = −
∞
∑

k=0

ln(1 − e−β·
√

k2+m2(T ))
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όπου m(T ) είναι η λεγόμενη θερμική μάζα.

Η σvχέσvη διασvποράς,ǫ =
√

k2 +m2(T ), που χρησvιμοποιείται σvτην παραπάνω έκφρασvη,

αποτελεί ουσvιασvτικά μία προσvέγγισvη ενός πιο σvύνθετου μοντέλου με απόκλισvη σvφάλ-

ματος λιγότερη από 3%. Αξίζει να σvημειωθεί ότι η σvυνηθέσvτερη ασvυμπτωτική σvχέσvη

διασvποράς με: m2
th = 3

2
ω2
p δεν είναι έγκυρη σvτο υπό μελέτη σvυσvτημά μας, κι αυτό

γιατί η σvταθερά σvύζευξης δεν είναι ασvθενική ακόμα και για θερμοκρασvίες πέντε φορές

μεγαλύτερη της κρίσvιμης.

Ο μέσvος αριθμός των γλουονίων n σvτο υπό μελέτη μοντέλο επιλέγεται να είναι ο

ίδιος με την πυκνότητα των οιονεί-σvωματιδίων.

Επομένως με βάσvη τις θεμελιώδεις αρχές της σvτατισvτικής μηχανικής έχουμε:

n =
gf
2π2

·
ˆ ∞

0

dk · k2 · 1

eβ
√

k2+aoas
n
T − 1

Το παραπάνω ολοκλήρωμα με την εφαρμογή της αλλαγής μεταβλητής: k = x · T
γίνεται ίσvο με:

n =
gf
2π2

· T 3 ·
ˆ ∞

0

dx · x2 · 1

e
√

x2+ao·as· n

T3 − 1
(2.9)

όπου η σvταθερά gf είναι ίσvη με δεκαέξι (16) και εξαρτάται από τους εσvωτερικούς

βαθμούς ελευθερίας. Ο αριθμός αυτός προκύπτει από τον πολλαπλασvιασvμό των οκτώ

(8) γλουονίων πολλαπλασvιασvμένο επί τους δύο βαθμούς ελευθερίας που έχει το κάθε

γλουόνιο σvτην περίπτωσvη που δεν είχε μάζα.

Για την αυτοσvυνεπή λύσvη της εξίσvωσvης 2.9 θέτουμε:

f 2
g =

2π2

gf
· n
T 3

(2.10)

οπότε η σvχέσvη: 2.9 γίνεται:

f 2
g =

ˆ ∞

0

dx · x2

e
√

x2+ã2·f2
g − 1

= ã2 · f 2
g ·

∞
∑

l=1

1

l
·K2(ãlfg)

με:
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ã2 =
gf · ao · as

2π2
(2.11)

ενώ το K2 είναι η τροποποιημένη Bessel σvυνάρτησvη.

Υπολογίζοντας την παραπάνω σvχέσvη, αριθμητικά, μπορούν σvτην σvυνέχεια να εξ-

αχθούν οι υπόλοιπες θερμοδυναμικές ποσvότητες με την βοήθεια της κλασvσvικής σv-

τατισvτικής μηχανικής. Η μέσvη πυκνότητα ενέργειας από το ορισvμό της, δίνεται από την

σvχέσvη:

ǫ =
1

V
·
∑

k

ǫk · e−βǫk

1− e−βǫk

Η σvχέσvη διασvποράς δίνεται από την ακόλουθη έκφρασvη:

ǫk =
√

k2 +m2(T ) =
√

k2 + ao · as · n
T

Αντικαθισvτώντας την σvχέσvη της διασvποράς σvτην πυκνότητα ενέργειας και μετα-

τρέποντας το άθροισvμα σvε ολοκλήρωμα, προκύπτει:

ǫ = 1
V
·
´

dk · k2 ·
√

k2+ao·as· nT

e
1
T

·

√
k2+ao·as·

n
T −1

=

= 1
V
·
´

dk · k2 ·
√

T 2·( k2

T2 +ao·as· n

T3 )

e
1
T

·

√

T2
·( k2

T2 +ao·as·
n
T3 )

−1

Θέτοντας x = k
T
, έχουμε:

ǫ = 1
V
·
´

(T · dx) · (T 2 · x2) · T ·
√

x2+ao·as· n

T3

e

√
x2+ao·as·

n
T3 −1

=

= T 4

V
·
´

dx · x2 ·
√

x2+ao·as· n

T3

e

√
x2+ao·as·

n
T3 −1

Από την σvχέσvη (2.10) λύνοντας ως προς τον μέσvο αριθμό κατασvτάσvεων προκύπτει:
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n =
gf ·T 3

2π2 · f 2
g

Αντικαθισvτώντας την παραπάνω έκφρασvη σvτην σvχέσvη της πυκνότητας της ενέργειας

θα έχουμε:

ǫ = T 4

V
·
´

dx · x2 ·

√

x2+ao·as· 1
T3 ·

gf ·T3

2π2 ·f2
g

e

√

x2+ao·as·
1

T3 ·

gf ·T3

2π2 ·f2g −1

Επιπλέον σvύμφωνα με την σvχέσvη: (2.11) έχουμε:

ao · as = 2π2 · ã2

gf

Η πυκνότητα ενέργειας προκύπτει τελικά ίσvη με:

ǫ =
T 4

V
·
ˆ ∞

0

dx · x2 ·
√

x2 + ã2f 2
g

e
√

x2+ã2f2
g − 1

(2.12)

Η λύσvη της παραπάνω έκφρασvης είναι η ακόλουθη:

ǫ =
gf
2π2

·T 4 ·
∞
∑

l=1

(
1

l4
) ·
[

(ã · fg · l)3 ·K1(ã · fg · l) + 3(ã · fg · l)2 ·K2(ã · fg · l)
]

(2.13)

Τέλος, η μέσvη πίεσvη σvυνδέεται με την πυκνότητα ενέργειας δια μέσvου της έκφρασvης:

ǫ = T · ∂P
∂T

− P (2.14)
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• Αναλυτική εξαγωγή της σvχέσvης για την μέσvη πυκνότητα πίεσvης

Η βασvική σvχέσvη της θερμοδυναμικης που σvυνδέει την πυκνότητα ενέργειας με την πίεσvη είναι

η ακόλουθη

ǫ = T · ∂P
∂T

− P

διαιρώντας με το T 2 έχουμε ότι

ǫ
T 2 = 1

T
∂P
∂T − P

T 2✗
✖

✔
✕

∂
∂T (P · 1

T ) =
∂P
∂T · 1

T − P
T 2 ⇒

∂P
∂T · 1

T = ∂
∂T (P · 1

T ) +
P
T 2

Επομένως:

ǫ
T 2 = ∂

∂T (P · 1
T ) +

P
T 2 − P

T 2 = ∂
∂T (P · 1

T )

Τέλος ολοκληρώνοντας ως προς την θερμοκρασvία προκύπτει

´ T
T0

dT · ǫ
T 2 = P

T − P0
T0

⇒

P

T
=

P0

T0
+

ˆ T

T0

dT · ǫ

T 2
(2.15)

Αντικαθισvτώντας την μέσvη πυκνότητα ενέργειας (σvχέσvη: 2.13) σvτην παραπάνω

έκφρασvη προκύπει ότι η μέσvη πυκνότητα πίεσvης θα είναι ίσvη τελικά με:

P = −T
V

·
∑

k

ln(1 − e−βǫk) +
1

T
·
ˆ T

To

dτ

τ
·m · dm

dτ
· 1

V
·
∑

k

1

ǫk · (eβ·ǫk − 1)
(2.16)
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Μερικές παρατηρήσvεις για το μοντέλο

Σε όλη την παραπάνω ανάλυσvη δεν έχει ληφθεί υπόψιν η πίεσvη του γλουονικού

περιβάλλοντος B (Bag pressure). Στο υπο μελέτη μοντέλο δεν υπάρχουν θερμοδ-

υναμικές ασvυνέπειες επειδή σvτην έκφρασvη της μέσvης πίεσvης έχει προσvτεθεί ένας επι-

πλέον όρος που εξαλείφει την ασvυνέπεια αυτή.

Ο δεύτερος όρος της σvχέσvης 2.16, είναι ο επιπλέον όρος που προέκυψε και είναι

υπεύθυνος για την άρσvη της θερμοδυναμικής ασvυνέπειας.

Αποτελέσvματα

Στην ακόλουθη γραφική, αναπαρίσvταται η μέσvη πίεσvη καθώς και η πυκνότητα

ενέργειας. Οπως είναι εύκολα παρατηρήσvιμο, τα αποτελέσvματα αυτά σvυμβαδίζουν σvε

ικανοποιητικό βαθμό με αυτά του Πλέγματος.

Γράφημα 2.1: Μέσvη πίεσvη και πυκνότητα ενέργειας
Στην κάτω γραφική παράσvτασvη απεικονίζεται το p/T 4 ως προς την απόλυτη θερμοκρασvία T/Tc. Ενώ σvτην

πάνω απεικονίζεται το E/T 4 ως προς την απόλυτη θερμοκρασvία [2℄. Οι κουκίδες αναφέρονται σvτα

αποτελέσvματα του Πλέγματος [7℄

Στο μοντέλο αυτό χρησvιμοποιήθηκε η σvταθερά σvύζευξης που υπολογίσvτηκε σvε δεύτερη

τάξη της θεωρίας διαταραχών as(T ) η οποία είναι ίδια με αυτή που χρησvιμοποιήθηκε
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σvτους υπολογισvμούς του Πλέγματος. Η σvταθερά αυτή δίνεται από την σvχέσvη:

as(T ) =
6π

(33− nf ) · ln( T
ΛT

)
·
{

1− 3 · (153− 19nf)·
(33− 2nf)2

ln(2ln(T/ΛT ))

ln( T
ΛT

)

}

όπου ΛT είναι μια παράμετρος σvχετική με την παράμετρο βάθμισvης της QCD, nf είναι

ο αριθμός των γεύσvεων (ο αριθμός αυτός σvτην περίπτωσvη του υπο μελέτη σvυσvτήματος

είναι μηδενικός). Με δεδομένο το fg(T ) μπορεί να εξαχθεί η πυκνότητα ενέργειας και

πίεσvης βάσvη των σvχέσvεων: 2.12 και 2.14 αντίσvτοιχα. Η μόνη παράμετρος που μπορεί να

ρυθμισvτεί σvτο υπό μελέτη σvύσvτημα για την βέλτισvτη προσvαρμογή με τα αποτελέσvματα

του Πλέγματος, είναι η παρακάτω:

to =
ΛT

TC

Η τιμή to όπου πετυχαίνεται η καλύτερη προσvαρμογή ειναι: to = 0.83.

2.3 Συμπεράσvματα

Παρουσvιάσvτηκε λοιπόν, ένα αναθεωρημένο μοντέλο οιονεί-σvωματιδίων για το γλουονικό

πλάσvμα, όπου τα γλουόνια αποκτούν μάζα περίπου ίσvη με την σvυχνότητα του πλάσvματος

ωp. Η πυκνότητα από την άλλη έχει εξάρτησvη από την σvυγκεκριμένη σvυχνότητα πλάσv-

ματος και φυσvικά πρέπει να υπολογισvτεί με γνώσvεις κλασvσvικής σvτατισvτικής μηχανικής

λύνοντας το αυτοσvυνεπές πρόβλημα. Χρησvιμοποιώντας το σvυγκεκριμένο αποτέλεσvμα

και με την βοήθεια των σvχέσvεων 2.12 και 2.14 εύκολα υπολογίζονται η πυκνότητα

ενέργειας και η μέσvη πίεσvη.

Τα προτερήματα που παρουσvιάζει το σvυγκεκριμένο μοντέλο έναντι των προιγουμένων

είναι ότι έχει μόνο μια παράμετρο όπου με την κατάλληλη επιλογή της πετυχαίνε-

ται σvε πολύ ικανοποιητικό βαθμό η ταύτισvη με τα αποτελέσvματα του Πλέγματος ενώ

ταυτόχρονα παρέχει και μια φυσvική ερμηνεία της μάζας γλουονίων.

Από την άλλη η μικρή απόκλισvη σvτις δύο παραπάνω γραφικές της πυκνότητας

ενέργειας και πίεσvης μπορεί να υποδεικνύει ότι υπάρχουν περιθώρια βελτίωσvης σvτην

περιγραφή του γλουονικού πλάσvματος με την εικόνα οιονεί-σvωματιδίων. Αυτή την
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σvυλλογισvτική θα ακολουθήσvουμε σvτην ενότητα 4 προτείνοντας ένα τέτοιο μοντέλο που

παίρνει υπόψιν του την μη Αβελιανότητα των γλουονίων.

'Ενα παράδειγμα μη ικανοποιητικής παροδοχής του μοντέλου αυτού, είναι ότι η

περίοδος που υπεισvέρχεται σvτις σvχέσvεις της πυκνότητας ενέργειας αλλά και πίεσvης
1 και άρα σvτην εξαγωγή όλων των θερμοδυναμικών ποσvοτήτων, έχει ληφθεί ίσvη με

2π. Αυτό όμως θα ίσvχυε αν οι λύσvεις του μη Αβελιανού γλουονικού πεδίου είχαν

την μορφή κάποιων τριγωνομετρικών σvυναρτήσvεων. Κάτι τέτοιο όμως απέχει από την

πραγματικότητα αφού, όπως θα δούμε εκτενώς και σvτο επόμενο κεφάλαιο, οι λύσvεις

που προκύπτουν είναι περιοδικές αλλά μη γραμμικές και φυσvικά με διαφορετική περίοδο

από το 2π.

1Ο τρόπος με τον οποίο υπησvέρχεται διατυπώνεται αναλυτικά σvτο κεφάλαιο 4
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Κεφάλαιο 3

Στάσvιμες λύσvεις της SU(2) θεωρίας

Εισvαγωγή

Οι κλασvσvικές λύσvεις των θεωριών Yang-Mills αποτελούν σvαγματικά σvημεία του

αντίσvτοιχου σvυναρτησvιακού ολοκληρώματος (1.2). Επομένως αναμένεται να παίζουν

σvημαντικό ρόλο σvτην κβάντωσvη της θεωρίας και σvτον μη διαταρακτικό χειρισvμό της.

Στην σvυνέχεια θα διερευνηθούν κάποιες λύσvεις των θεωριών αυτών και θα σvυζητηθεί

η σvημασvία τους.

3.1 Προγενέσvτερες μελέτες - λύσvεις

3.1.1 Μελέτη λύσvεων σvτον Ευκλείδιο χώρο

Η εύρεσvη λύσvεων σvτις εξισvώσvεις για μια �καθαρή� θεωρία βαθμίδας ξεκίνησvε πριν

από αρκετές δεκαετίες. Μία πλήρης μελέτη όπου εξήγαγε λύσvεις για το πεδίο βαθμί-

δας σvτον Ευκλείδιο χώρο αναφέρεται σvτο άρθρο [15℄. Οι λύσvεις αυτές αποτελούν τα

σvαγματικά σvημεία της σvχέσvης (1.2), επομένως αναμένεται να δίνουν σvημαντική σvυνεισv-

φορά σvτην σvυνάρτησvη επιμερισvμού. Η ανάλυσvη σvτην μελέτη αυτή ξεκίνησvε από την

λαγκραντζιανή πυκνότητα:

L =− 1

4
· F a

µνF
a
µν (3.1)
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η δράσvη της οποίας είναι ίσvη με:

S =

ˆ

d4x·L

Μέσvα από την απαίτησvη η μεταβολή της δράσvης να είναι μηδενική: δL =0 προκύπτει η

ακόλουθη εξίσvωσvη κίνησvης:

∂µFµν − ig · [Aµ, Fµν ] = 0 (3.2)

Για τον αντίσvτοιχο τανυσvτή του ηλεκτρομαγνητισvμού σvτην SU(2) θεωρία ισvχύει ότι:

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ − ig · [Aµ, Aν ] (3.3)

η σvύμβασvη που ακολουθήθηκε για το πεδίο βαθμίδας, προκειμένου να επαληθεύεται η

σvυνθήκη Lorentz σvτον Ευκλείδιο χώρο είναι η ακόλουθη:

Aµ = i · σ̄µν∂ν ln(ρ) (3.4)

όπου:

σ̄ij =
1

4i
· [σi, σj ]

και

σ̄i4 = −1

2
σi

όπου i,j

χωρικοί

δείκτες

Παρατηρήσvεις:

• Στη σvχέσvη: 3.4, το ρ είναι κάποιο τυχαίο δυναμικό που σvτην γενική περίπτωσvη
έχει εξάρτησvη και από τις τέσvσvερις χωροχρονικές σvυνισvτώσvες.

26



• Σύμφωνα με την παραπάνω επιλογή ο πίνακας σ̄µν είναι αντισvυμμετρικός σvτην
εναλλαγή των κάτω δεικτών.

Τελικά, αντικαθισvτώνας την σvχέσvη (3.4) σvτην εξίσvωσvη κίνησvης 3.2 προκύπτει η ακόλουθη

διαφορική εξίσvωσvη για το δυναμικό ρ

1

ρ
·�ρ = 0

Παρόλο που οι λύσvεις αυτές είναι σvημαντικές για τον υπολογισvμό

της σvυνάρτησvης επιμερισvμού δεν αντιπροσvωπεύουν κάποια πραγματική

δυναμική του μοντέλου. Αυτό σvυμβαίνει λόγω της Ευκλείδιας μετρικής,

σvτην οποία ο χρόνος δεν είναι πραγματικός αλλά φαντασvτικός, με

αποτέλεσvμα να μην μπορεί να εξαχθεί κάποια αντίσvτοιχη φυσvική ερ-

μηνεία. Αυτός άλλωσvτε είναι και ο λόγος που έγιναν προσvπάθειες

σvτο να μελετηθεί η ίδια θεωρία σvτον Minkowski χώρο.

3.1.2 Επίπεδα κύματα σvτον χώρο Minkowski

Μια ιδιαίτερα ενδιαφέρουσvα περίπτωσvη λύσvεων μεταξύ άλλων [3℄ σvτο χώροMinkowski

είναι η αναζήτησvη πεδίων βαθμίδας με την απαίτησvη του μηδενισvμού του αντίσvτοιχου

ανύσvματος Poynting, που οδήγησvε σvτην εύρεσvη μη γραμμικών επίπεδων κυμάτων [8℄.

Η σvυλλογισvτική που ακολουθήθηκε ήταν αρκετά κομψή και αξίζει να μελετηθεί.

Η ανάλυσvη ξεκινάει με την επιλογή ένος σvυγκεκριμένου σvυσvτήματος αναφοράς για

το πεδίο βαθμίδας, τέτοιο ώσvτε το άνυσvμα Poynting να μηδενίζεται:

T0j = F a
0iF

a
ij = 0 (3.5)

όπου: F a
0i = Ea

i ενώ B
a
i = 1

2
ǫijkF

a
jk

Σύμφωνα με τα παραπάνω η αρχική σvχέσvη 3.5 γράφεται ως:

T0j =
∑

a

(Ea ×Ba)j

Επίσvης, επιλέχθηκε η παρακάτω βαθμίδα για το πεδίο Α
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Aa
0 = 0 και ∂iA

a
i = 0

Επομένως προκύπτουν οι ακόλουθες τρείς εξισvώσvεις:

1.

ǫabcAb
i Ȧ

c
i = 0

2.

Äa
i − ∂jF

a
ji + gǫabcAb

jF
c
ji = 0

3.

Ȧa
iF

a
ij = 0

Μέσvω των σvχέσvεων (1) και (2) η τελευταία σvχέσvη μετατρέπεται ως ακολούθως:

Ȧa
i · (∂iAa

j − ∂jA
a
i ) = 0

Μια ικανή σvυνθήκη προκειμένου να ικανοποιείται η παραπάνω σvχέσvη είναι:

∂jA
a
i = 0

Λόγω της σvυνθήκης αυτής, αναζητούνται λύσvεις που έχουν εξάρτησvη μόνο από τον

χρόνο:

Aa
i = Aa

i (t)

Από την αντικατάσvτασvη αυτή η σvχέσvη 2 παίρνει την μορφή:

Äa
i − g2 · Aa

jA
b
jA

b
i + g2 · Aa

iA
b
jA

b
j = 0

Τέλος, λαμβάνοντας υπόψιν την:

Aa
i =

Oa
i

g
· fa(t)
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όπου Oa
i είναι σvταθερά σvτοιχεία διαγώνιου πίνακα έτσvι ώσvτε: O

a
iO

b
i = δab, προκύπουν

οι ακόλουθες τρείς πεπλεγμένες διαφορικές εξισvώσvεις για τα fa
:

f̈ 1(t) +
[

(f 2(t))2 + (f 3(t))2
]

· f 1(t) = 0

f̈ 2(t) +
[

(f 1(t))2 + (f 3(t))2
]

· f 2(t) = 0

f̈ 3(t) +
[

(f 1(t))2 + (f 2(t))2
]

· f 3(t) = 0

Επιλέγεται η ισvοτροπική λύσvη f 1 = f 2 = f 3 = f(t) από το παραπάνω πεπλεγμένο

σvύσvτημα διαφορικών εξισvώσvεων. Επομένως προκύπτει:

f(t) = (
2g2

3
)1/4 · µ · Cn[(8g

2

3
)1/4 · µ · t; 1√

2
] (3.6)

όπου μ μια ελεύθερη παράμετρος. Η σvχέσvη που προέκυψε είναι η λύσvη για ένα

σvυγκεκριμένο σvύσvτημα αναφοράς του πεδίου βαθμίδας, σvτο οποίο μηδενίζεται το άνυσvμα

Poynting. Σε αυτή την περίπτωσvη, το πεδίο βαθμίδας παρουσvιάζει ομοιογένεια ως προς

τις χωρικές του σvυνισvτώσvες.

Ακόμα, η παραπάνω σvχέσvη είναι ιδιαίτερα σvημαντική αφού πηγάζουν από αυτήν δύο

βασvικές πληροφορίες:

• Η παραγόμενη λύσvη δεν είναι πλέον γραμμική (ημίτονο ή σvυνημίτονο) αλλά είναι
μια Ιακωβιανή ελλειπτική μη γραμμική περιοδική σvυνάρτησvη. Αυτό το σvτοιχείο το

περιμέναμε, αφού η ίδια η θεωρία δεν είναι γραμμική λόγω του όρου g · fabcAb
µA

c
ν

σvτον τανυσvτή F a
µν . Αν και σvτην παρακάτω ανάλυσvη που θα ακολουθηθεί θα

υπάρξουν κάποιες διαφοροποιήσvεις σvτην τελική λύσvη για το πεδίο βαθμίδας, εν-

τούτοις η πληροφορία που λαμβάνεται από τα παραπάνω είναι ότι πράγματι οι

Ιακωβιανές σvυναρτήσvεις πρέπει να είναι απόρια της μη Αβελιανότητας της ομά-

δας.

• Ο όρος της μάζας υπεισvέρχεται σvτην φάσvη της σvχέσvης 3.6 αλλά και σvτο πλάτος.
Το σvτοιχείο αυτό θέτει προβληματισvμούς ως προς την σvωσvτή επιλογή της μάζας.

• Η σvχέσvη (3.6) με την εφαρμογή ενός Lorentz μετασvχηματισvμού µ ·t→ ω ·t−~k ·~x,
(όπου µ2 = ω2 − ~k2) παίρνει την μορφή επίπεδου κύματος.
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• Επιπλέον έχει δειχθεί ότι πέρα της ισvοτροπικής λύσvεως το σvύσvτημα παρουσvιάζει
χαοτική σvυμπεριφορά [16℄

3.2 Λύσvεις επίπεδων κυμάτων σvε μη Αβελιανή θεωρία

Σκοπός της παρακάτω ενότητας είναι η αναζήτησvη λύσvεων επίπεδων κυμάτων σvε

Μη Αβελιανή θεωρία. Τα επίπεδα αυτά κύματα δεν θα έχουν αρμονική μορφή λόγω

της μη γραμμικότητας της θεωρίας.

Το επόμενο βήμα που θα πραγματοποιηθεί είναι η προσvαρμογή του μοντέλου αυτού

σvτις ιδιαιτερότητες των χαρακτηρισvτικών γραμμικών επίπεδων κυμάτων (plane wave).

Τέλος, θα ακολουθήσvει η εύρεσvη μικροκατασvτάσvεων που αντισvτοιχούν σvε σvτάσvιμα

κύματα.

3.2.1 Εξισvώσvεις κίνησvης

Η μελέτη ξεκινάει από την επίλυσvη της Euler-Lagrange για μια �καθαρά� SU(2)

θεωρία χωρίς πεδία ύλης. Η μετρική που θα ακολουθηθεί δεν θα είναι η Ευκλείδια

αλλά η Minkowski.

Η λαγκραντζιανή πυκνότητα όπως είχαμε αναφέρει και προηγουμένως θα δίνεται

από την σvχέσvη:

L = −1

4
F a
µνF

µνa

Οι Euler-Lagrange εξισvώσvεις είναι οι παρακάτω:

∂µF
a
µν + g · ǫabcAb

µ · F c
µν = 0 (3.7)

Επιζητούνται λύσvεις επιπέδων κυμάτων χρησvιμοποιώντας την ακόλουθη παραδοχή για

το πεδίο βαθμίδας:
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Aa
µ =

1

g
·













−k1 −k2 −k3
µ+

k21
ω+µ

k1·k2
ω+µ

k1·k3
ω+µ

k1·k2
ω+µ

µ+
k22

ω+µ
k2·k3
ω+µ

k1·k3
ω+µ

k2·k3
ω+µ

µ+
k23

ω+µ













· h(~k · ~x− ω · t) (3.8)

Για το τετράνυσvμα k ισvχύει:

k
2 = k20−

3
∑

a=1

k2a = µ2

Παρατηρήσvεις

• Αν σvτον παραπάνω πίνακα 3.8 μηδενισvτούν οι χωρικές ορμές, αυτό που προκύπτει
είναι ένας διαγώνιος πίνακας ως προς τις χωρικές του σvυνισvτώσvες [8℄.

• Λόγω του ότι η σvυνάρτησvη h είναι σvε μορφή επίπεδου κύματος, οι τρείς σvτήλες
του παραπάνω πίνακα αποτελούν τα τρία διανύσvματα που είναι εγκάρσvια ως προς

το τετράνυσvμα kµ

• Ουσvιασvτικά σvτον παραπάνω πίνακα 3.8 απεικονίζονται σvτις τρεις σvτήλες τα τρία
διανύσvματα πόλωσvης για ένα σvωμάτιο με ορμή ~k και μάζα μ.

Τέλος, με την επιλογή της σvυγκριμένης σvυνθήκης για το πεδίο βαθμίδας, (σvχέσvη:3.8)

ικανοποιείται η σvυνθήκη Lorentz (Lorentz ondition)

∂µA
µa = 0

Η διαφορική εξίσvωσvη κίνησvης που προκύπτει αν αντικατασvταθεί σvτην σvχέσvη που εξήχ-

θει για το πεδίο βαθμίδας (σvχέσvη: 3.8) σvτην εξίσvωσvη Euler-Lagrange (σvχέσvη: 3.7)

είναι η παρακάτω:

h
′′

(ξ) + 2 · h3(ξ) = 0

όπου: ω2 = ~k2 + µ2

Επιλύοντας την προκύπτουσvα διαφορική εξίσvωσvη παράγεται η παρακάτω σvχέσvη:

h(ξ) = Sn[
√√

c1 · ξ2 + 2 · c2 ·
√
c1 · ξ +

√
c1 · c22,−1]
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Στην περίπτωσvη της επιλογής των σvυνοριακών σvυνθηκών: c2 = 0 και c1 = 1, προκύπτει

τελικά η παρακάτω λύσvη:

h(ξ) = Sn[ξ,−1]

Η έκφρασvη αυτή δεν αποτελεί κάποια καινούργια λύσvη για την μη Αβελιανή θεωρία αφού

ταυτίζεται με τις λύσvεις που έχουν καταγραφεί βιβλιογραφικά [8℄ μέσvω του ακόλουθου

μετασvχηματισvμού:

h(ξ) = Sn[ξ,−1] = Cn[
√
2 · (ξ − p

4
),
1

2
]

όπου p είναι η περίοδος της Ιακωβιανής ελλειπτικής με modulous -1. Η σvυγκεκριμένη

περίοδος μπορεί να υπολογισvτεί πολύ εύκολα γραφικά και είναι ίσvη με 5.24.

Τελικά, η αναλυτική έκφρασvη για το πεδίο βαθμίδας Aa
µ θα είναι η ακόλουθη:

Aa
µ =

1

g
·













−k1 −k2 −k3
µ+

k21
ω+µ

k1·k2
ω+µ

k1·k3
ω+µ

k1·k2
ω+µ

µ+
k22

ω+µ
k2·k3
ω+µ

k1·k3
ω+µ

k2·k3
ω+µ

µ+
k23

ω+µ













· Sn(ξ,−1) (3.9)

Η σvχέσvη (3.9) όπως προέκυψε για το πεδίο βαθμίδας, αποτελεί λύσvη επίπεδου κύματος

λόγω της μορφής: ~k ·~x−ω ·t. Ωσvτόσvο η παραπάνω έκφρασvη δεν είναι γραμμική εξαιτίας
της Ιακωβιανής σvυνάρτησvης.

Η γραφική παράσvτασvη της Ιακωβιανης σvυνάρτησvης: Sn[ξ,−1] σvε σvχέσvη με μια

ημιτονικής σvυνάρτησvης απεικονίζεται σvτο ακόλουθο σvχήμα:
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Γράφημα 3.1: Η Ιακωβιανή σvυνάρτησvη
Οπως φαίνεται σvτο παραπάνω σvχήμα η περίοδος της Ιακωβιανής είναι μικρότερη σvε σvχέσvη με αυτή του

ημιτόνου

3.3 Η μάζα ως σvτοχασvτική μεταβλητή

Από τις λύσvεις που προέκυψαν για την μη Αβελιανή θεωρία αλλά και από τις πληρο-

φορίες που δόθηκαν από το πλέγμα εξάγεται το σvυμπέρασvμα ότι η μάζα δεν γίνεται να

είναι σvταθερή και εξαρτάται από την θερμοκρασvία. Συγκεκριμένα, οι λόγοι που μας

οδήγησvαν σvτο σvυμπέρασvμα αυτό είναι οι ακόλουθοι:

• Η μάζα γεννιέται δυναμικά και σvυνδέεται με το πλάτος του γλουονικού πεδίου.
Με τον όρο της δυναμικής γέννεσvης μάζας, υπονοείται ότι ενώ η αρχική θεωρία

δεν σvυμπεριελάμβανε τον παράγοντα μάζας, (σvχέσvη: refeq:xalar12), εντούτοις

εμφανίσvτηκε σvτο επίπεδο των λύσvεων για λόγους σvυνέπειας δια μέσvου της σvχέσvης

διασvποράς.

• Από το Πλέγμα [14℄ η πληροφορία που παίρνουμε είναι ότι η �εγκάρσvια� μάζα
είναι σvυνάρτησvη της θερμοκρασvίας και άρα αποτελεί θερμοδυναμική μεταβλητή.

Επομένως, σvε μία σvτατισvτική περιγραφή των θερμοδυναμικών μεγεθών, θα πρέπει

να έχει διακυμάνσvεις.

Από όλα τα παραπάνω σvυμπεράσvματα γίνεται άμεσvα αντιληπτό ότι η μάζα δεν μπορεί

να είναι σvταθερή. Επομένως ένας καλός τρόπος ενταξής της σvτο σvύσvτημα, που θα

οδηγήσvει σvτην εξαγωγή όλων των θερμοδυναμικών ποσvοτήτων, είναι δια μέσvου μιας

κατανομής.
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Κεφάλαιο 4

Διατύπωσvη του αναθεωρημένου μοντέλου qP

Εισvαγωγή

Από τη μελέτη της προηγούμενης ενότητας γίνεται πλέον αντιληπτό ότι η δυναμική

μάζα που �γεννιέται� λόγω των αλληλεπιδράσvεων έχει εξάρτησvη από την θερμοκρασvία

με αποτέλεσvμα να θεωρείται θερμοδυναμική μεταβλητή. ΄Ομως, κάθε θερμοδυναμικό

μέγεθος θα πρέπει να έχει διακυμάνσvεις. Συνεπώς, η μάζα θα πρέπει να ληφθεί υπόψιν

ως μια κατανομή όπου οι ροπές της θα έχουν εξάρτησvη από την θερμοκρασvία.

4.1 Η μάζα ως κατανομή

Αρχικά, πριν από τον υπολογισvμό της ελεύθερης ενέργειας προϋποθέτεται η ένταξη της

κατανομής της μάζας μέσvα σvε αυτήν. Η μάζα λαμβάνεται υπόψιν ως μια κατανομή με

δύο ρυθμισvτικές παραμέτρους που για λόγους απλότητας επιλέγεται να είναι η Gauss

κατανομή. Οι ροπές της, η μέσvη μάζα και η διασvπορά, θα έχουν εξάρτησvη από την

θερμοκρασvία. Ετσvι λοιπόν η πυκνότητα πιθανότητας για την κατανομή αυτή θα είναι η

παρακάτω:

̺(m) = N · e−
(m−µ)2

2σ2
(4.1)

Τα μεγέθη μ, σv αντιπροσvωπεύουν τη μέσvη μάζα και τη διασvπορά και αποτελούν τις ροπές

της κατανομής αυτής ενώ όπως προαναφέρθηκε έχουν εξάρτησvη από την θερμοκρασvία.

Η κατανομή θα πρέπει να έιναι κανονικοποιημένη με την μόνη διαφορά ότι η κανον-

ικοποίησvη αυτή δεν θα ξεκινάει από το μείον άπειρο. ο λόγος είναι ότι η μάζα δεν μπορεί

να πάρει αρνητικές τιμές επομένως επιλέγεται ως αφετηρία η τιμή μηδέν. Συγκεκριμένα

θα πρέπει να ισvχύει ότι:
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ˆ ∞

0

dm · ̺(m) = 1

Από εκεί προκύπτει ότι η σvταθερά Ν θα είναι ίσvη με:

N =

√

2/π

σ · (1 + Erf
[

µ√
2σ

]

)

• Η σvυνάρτησvη Erf[x℄

Η σvυνάρτησvη Error funtion ορίζεται ως ακολούθως:

Erf(x) =
2√
π
·

x
ˆ

0

dt · e−t2

Η γραφική της παράσvτασvη είναι η παρακάτω:

Γράφημα 4.1: Η σvυνάρτησvη Erf(x)
Οπως φαίνεται η παραπάνω σvυνάρτησvη είναι περιττή ώς προς το μηδεν
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4.2 Η ελεύθερη ενέργεια

΄Εχοντας πλέον επιλέξει την κατανομή της μάζας που θα ακολουθηθεί, επόμενο

βήμα είναι ο υπολογισvμός της ελεύθερης ενέργειας για μια μεγαλοκανονική κατανομή,

απουσvία της κατανομής της μάζας. Στην παρακάτω ανάλυσvη που θα ακολουθηθεί έχει

επιλεχθεί το χημικό δυναμικό να είναι ίσvο με το μηδέν (μ=0).

Η σvυνάρτησvη επιμερισvμού μιας μονοσvωματιδιακής κατάσvτασvης i με ενέργεια Ei =

niǫi είναι ίσvη μέ:

ξi =
∑

ni

e−β(ǫi·ni−µ·ni) =
∑

ni

e−β·ǫi·ni

όπου ni ο αριθμός των σvωματιδίων που καταλαμβάνουν την i κατάσvτασvη και ǫi η

ενέργεια της σvτάθμης. Το β είναι ίσvο με το πηλίκο 1
k·T . Στην παρακάτω ανάλυσvη

θεωρείται ότι k=1.

Η μεγάλη σvυνάρτησvη επιμερισvμού για Ν σvωματίδια είναι η εξής:

Ξ =

∞
∏

i=1

ξi =
1

1− e−βǫ1

1

1− e−βǫ2
......

Το μεγάλο δυναμικό δίνεται από την σvχέσvη:

J = −kT · ln(Ξ) ⇒

J = −kT · (ln( 1
1−e−βǫ1

) + ln( 1
1−e−βǫ2

) + ......) ⇒

J = −kT ·
∑

ln( 1
1−e−βǫi

) ⇒

J = kT ·
∞
∑

i=1

ln(1 − e−β·ǫi)

και πηγαίνοντας πλέον σvτο σvυνεχές η ελεύθερη ενέργεια θα είναι ίσvη με:

F = gf · k · T ·
∞̂

0

dk · g(k) · ln(1− e−β·
√
k2+m2

)
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• H σvταθερά gf είναι ο αριθμός των βαθμών ελευθερίας του χρώματος των γλουονίων

και είναι ίσvη με το γινόμενο των οκτώ (8) γλουονικών πεδίων πολλαπλασvιασvμένο

με τις τρείς πολώσvεις λόγω της μη μηδενικής μάζας των γλουονίων (άρα f=24).

• Η πυκνότητα των κατασvτάσvεων g(k) σvτην γενική περίπτωσvη γράφεται ως ακολούθως:

g(k) =
4 · π · V
p3

· k2

όπου p είναι η περίοδος του εκάσvτοτε κύματος. Στην περίπτωσvη που η θεωρία για το

πεδίο βαθμίδας ήταν γραμμική (δηλαδή κάποια τριγωνομετρική ημιτονοειδής λύσvη) η

περίοδος p θα ήταν ίσvη με 2π. Στο υπο μελέτη όμως μοντέλο τα πράγματα δεν είναι

τόσvο τετριμένα λόγω της μη γραμμικότητας του προβλήματος.

Αυτό με τη σvειρά του, έχει ως αποτέλεσvμα η σvχέσvη 3.9 που προκύπτει για το πεδίο

βαθμίδας να μην είναι γραμμική. Συγκεκριμένα, η λύσvη που προέκυψε είναι μια Ιακω-

βιανή σvυνάρτησvη τύπου Sn με modulus -1. Επομένως η επιλογή της σvωσvτής περιόδου

θα πρέπει να γίνει με ιδιαίτερη προσvοχή. Ο πιο απλός τρόπος για τον υπολογισvμό της

περιόδου είναι ο γραφικός. Ετσvι προκύπτει ότι:

p = 5, 24

επομένως η ελεύθερη ενέργεια θα είναι ίσvη με:

F = T · gf ·
ˆ ∞

0

dk · k2 · 4π · V
p3

· ln(1− e−
√

k2+m2

T )

Ενσvωμάτωσvη της μάζας σvτην σvχέσvη της ελεύθερης ενέργειας

Εχοντας πλέον υπολογίσvει την σvχέσvη της ελεύθερης ενέργειας, επόμενο βήμα είναι

η ενσvωμάτωσvή της κατανομής της μάζας (σvχέσvη 4.1) σvε αυτήν.
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Τελικά η ελεύθερη ενέργεια θα είναι ίσvη με:

F =
4π·V ·gf ·N

p3
· T ·
´∞
0

´∞
0
dk · dm · k2 · ln(1− e−

√
k2+m2

T ) · e−
(m−µ)2

2σ2

4.3 Εύρεσvη της μέσvης πυκνότητας ενέργειας και πίεσvης

Η μέσvη πυκνότητα ενέργειας υπολογίζεται σvύμφωνα με την σvχέσvη (2.13).

Χρειάζεται να δoθεί ιδιαίτερη προσvοχή σvτην σvωσvτή επιλογή των σvταθερών που θα

ενταχθούν σvε αυτήν.

Συγκεκριμένα, η πυκνότητα ενέργειας θα είναι ίσvη:

ǫ = N ·4π
p3

·gf ·T 4·
ˆ ∞

0

dm·̺(m)·
{ ∞
∑

l=1

(
1

l4
) ·

[

(
m

T
· l)3 ·K1(

m

T
· l) + 3(

m

T
· l)2 ·K2(

m

T
· l)

]

}

(4.2)

όπου gf είναι το γινόμενο των τριών πολώσvεων επί τα οκτώ γλουόνια.

΄Εχοντας υπολογίσvει τη μέσvη πυκνότητα ενέργειας, η πίεσvη υπολογίζεται εύκολα

από τη σvχέσvη (2.15).

Επιπλέον, το σvύσvτημα δεν παρουσvιάζει καμία θερμοδυναμική ασvυνέπεια αφού ικανοποιεί-

ται η έκφρασvη 2.14.

Οι γραφικές παρασvτάσvεις της μέσvης πυκνότητας ενέργειας καθώς και της πίεσvης

απεικονίζονται σvτο παρακάτω σvχήμα.
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✬

✫

✩

✪
Γράφημα 4.2: Πυκνότητα ενέργειας

Πυκνότητα ενέργειας προς την τέταρτη δύναμη της θερμοκρασvίας, ως σvυνάρτησvη της απόλυτης

θερμοκρασvίας. Συνεχής γραμμη αποτελέσvματα από το υπο μελέτη μοντέλο. Κουκίδες αποτελέσvματα από το

Πλέγμα [7℄

✬

✫

✩

✪
Γράφημα 4.3: Μέσvη πίεσvη

Η Μέσvη πίεσvη προς την τέταρτη δύναμη της θερμοκρασvίας, ως σvυνάρτησvη της απόλυτης θερμοκρασvίας.

Συνεχής γραμμη αποτελέσvματα από το υπο μελέτη μοντέλο. Κουκίδες αποτελέσvματα από το Πλέγμα [7℄
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Συμφωνία με το Πλέγμα

Τα βήματα που ακολουθήθηκαν για την επίτευξη της καλύτερης προσvαρμογής μεταξύ

των αποτελεσvμάτων του Πλέγματος και του προτεινόμενου μοντέλου είναι τα ακόλουθα:

1. Αρχικά επιλέχθηκαν τα αποτελέσvματα του Πλέγματος [14℄ για την εγκάρσvια μάζα

mtr (επιλέγεται μόνο αυτή επειδή θεωρούμε μόνο εγκάρσvιους βαθμούς ελευ-

θερίας σvτην σvυνάρτησvη επιμερισvμού). Τα δεδομένα αυτά ανήκουν σvτο εύρος

θερμοκρασvιών T
Tc

∈ [1, 1.78] και προσvαρμόζονται με βάσvη την παρακάτω γραμ-

μική σvχέσvη:
m( T

Tc
)

T
= 1.18 + 0.48 · Tc

T
(4.3)

2. Η πυκνότητα ενέργειας προσvαρμόζεται σvτα δεδομένα του Πλέγματος [7℄ χωρίζον-

τας τις θερμοκρασvίες σvε δύο περιοχές. Στην πρώτη περιοχή, T
Tc

∈ [1, 1.78],

η μάζα προσvδιορίζεται από την σvχέσvη (4.3) και επιχειρείται η προσvαρμογή μέσvω

μεταβολής της διασvποράς. Επομένως σvε αυτή την θερμοκρασvιακή περιοχή υπάρχει

μόνο μια ελεύθερη παράμετρος προσvαρμογής. Στην δεύτερη θερμοκρασvι-

ακή περιοχή T
Tc

∈ [1.8, 4.56] τα δεδομένα του Πλέγματος [7℄ προσvαρμόζονται

χρησvιμοποιώντας ως ελεύθερες ρυθμισvτικές παραμέτρους τη μέσvη μάζα και τη

διασvπορά της κατανομής Gauss.

3. Τέλος με βάσvη την σvχέσvη της πυκνότητας ενέργειας υπολογίζεται η ποσvότητα P
T 4

σvύμφωνα με την έκφρασvη (2.15).

Αξίζει να σvημειωθεί ότι η μέσvη μάζα, με την βοήθεια του πλέγματος [14℄, υπολογίσvτηκε

μέσvω της εύρεσvης της εγκάρσvιας σvυνισvτώσvας του διαδότη. Σε μία άμαζη θεωρία καθώς

η ορμή τείνει σvτο μηδέν, ο διαδότης απειρίζεται. Στην περίπτωσvη όμως, που ο διαδότης

παίρνει μία πεπερασvμένη τιμή καθώς η ορμή προσvεγγίζει το μηδέν, σvυμπεραίνεται ότι

θα πρέπει να υπάρχει ένας όρος μάζας που προκαλεί αυτή την άρσvη της απειρίας. Με

την παραπάνω σvυλλογισvτική υπολογίζεται η έκφρασvη της μάζας ως σvυνάρτησvη της

θερμοκρασvίας.

Παρατηρήσvεις

• Οι κατασvτατικές εξισvώσvεις της μέσvης πυκνότητας ενέργειας και πίεσvης του γλουονικού
σvυσvτήματος όπως αυτές περιγράφονται από το Πλέγμα [7℄ αναπαράγονται με

μεγάλη ακρίβεια από το προτεινόμενο μοντέλο οιονεί-σvωματιδίων.

• Στην γραφική παράσvτασvη της μέσvης πίεσvης παρατηρούμε ότι όσvο η θερμοκρασvία
αυξάνεται (T ≫ Tc), τόσvο η γραφική της παράσvτασvη πηγαίνει γραμμικά ως προς
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την σvχετική θερμοκρασvία κάτι που επαληθεύεται και από την θεωρία διαταραχών.

Από την άλλη όμως, κοντά σvτην κρίσvιμη θερμοκρασvία η θεωρία διαταραχών παύει

να ισvχύει αφού η σvταθερά σvύζευξης είναι αρκετά ισvχυρή. Επομένως, σvε αυτές

τις περιοχές θερμοκρασvιών, όλη η πληροφορία για το πλάσvμα γλουονίων έρχεται

αποκλεισvτικά από το Πλέγμα.

✬

✫

✩

✪
Γράφημα 4.4: Μέσvη μάζα

Μέσvη μάζα βαθμισvμένη με Tc σvυναρτήσvει της σvχετικής θερμοκρασvίας. Συνεχής γραμμή το υπό μελέτη

μοντέλο, κουκίδες αποτελέσvματα από το Πλέγμα
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✬

✫

✩

✪Γράφημα 4.5: Η μέσvη μάζα και η διασvπορά
Ο λόγος της μέσvης μάζας ως προς την διασvπορά σvε σvυνάρτησvη της σvχετικής θερμοκρασvίας

Τέλος, από την παραπάνω γραφική παράσvτασvη παρατηρείται ότι ο λόγος της διακύ-

μανσvης προς την μάζα για θερμοκρασvίες αρκετά μεγαλύτερες από την κρίσvιμη, είναι

σvχεδόν σvταθερός. Αυτό σvημαίνει ότι το υπό μελέτη μοντέλο σvε μια τέτοια θερμοκρασvι-

ακή περιοχή μπορεί να περιγραφεί από ένα μόνο ρυθμισvτικό παράγοντα, αυτόν της μέσvης

μάζας. Από την άλλη κάτι τέτοιο δεν θα ίσvχυε για θερμοκρασvίες κοντά σvτην κρίσvιμη

όπου η σvυγκεκριμένη γραφική παράσvτασvη παρουσvιάζει ένα ολικό μέγισvτο. Το μέγισvτο

αυτό δηλώνει ότι σvτο σvυγκεκριμένο σvημείο η διασvπορά έχει μεγάλες διακυμάνσvεις και

ως εκ τούτου κρίνεται αναγκαία η ύπαρξη δυο ρυθμισvτικών παραμέτρων για την σvωσvτή

περιγραφή της εν λόγω θερμοκρασvιακής περιοχής. ΄Ομως όπως προαναφέρθηκε η μάζα

σvτην περιοχή αυτή σvτην περίπτωσvη μας προσvδιορίζεται από τα αποτελέσvματα του Πλέγ-

ματος. ΄Ετσvι σvτην πραγματικότητα υπάρχει μόνο μία ρυθμισvτική παράμετρος για την

προσvαρμογή των αποτελεσvμάτων για την κατασvτατική εξίσvωσvη σvτο Πλέγμα.
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4.4 Σύνοψη-Συμπεράσvματα

Τα σvυμπεράσvματα που προέκυψαν από την σvυνολική μελέτη των προηγούμενων

κεφαλαίων είναι τα παρακάτω:

• Η θερμοδυναμική του πλάσvματος γλουονίων είναι δυνατόν να περιγραφεί με μεγάλη
επιτυχία από ένα μη Αβελιανό μοντέλο οιονεί-σvωματιδίων

• Η θερμοδυναμική σvυνέπεια για πεπερασvμένη θερμοκρασvία υποδεικνύει την ύπαρξη
διακυμάνσvεων γλουονικής μάζας

• Ο μη Αβελιανός χαρακτήρας της θεωρίας επηρεάζει τον αριθμό των μικροκατασvτάσvεων
και σvυνδέεται με την ύπαρξη διακυμάνσvεων σvτην δυναμικά παραγόμενη γλουονική

μάζα.
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Προοπτικές

• Υπολογισvμός κατανομής μάζας από πρώτες αρχές

• Μελέτη της μορφής των Μη Αβελιανών επίπεδων κυμάτων σvε μια �καθαρή� SU(3)
θεωρία

• Επέκτασvη του μοντέλου με προσvθήκη των quarks αποσvκοπώντας σvτην περιγραφή
του φασvικού διαγράμματος της QCD
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ΣΥΝΤΜΗΣΕΙΣ-ΑΡΤΙΚΟΛΕΞΑ-ΑΚΡΩΝΥΜΙΑ

QGP

Quark qluon plasma

SU(n)

speial unitary group of degree n

GP

gluon plasma

qP

quasi-partiles

QCD

Quantum Chromodynamis

ΕΚΠΑ Εθνικό και Καποδισvτριακό Παναπισvτήμιο Αθηνών

ΣΝΔ Σχολή Ναυτικών Δοκίμων
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