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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Λίγο καιρό αφ’οτου διατυπώθηκε η γενική θεωρία της σχετικότητας δημιουρ-

γήθηκε η ιδέα να δοθεί μάζα στο γκραβιτόνιο και οι επιστήμονες σκέφτηκαν να

εξετάσουν κατά πόσο θα ηταν συνεπής μια τέτοια θεωρία. ΄Ετσι τροποποιήσαν

τη διαταρακτική γενική σχετικότητα με κατάλληλους όρους και εξέτασαν τα

αποτελέσματα [4]. Το ενδιαφέρον για μια τέτοια τροποποίηση αναπτερώθηκε τα

τελευταία χρόνια με τις ενδείξεις που παρουσιάστηκαν για την επιταχυνόμενη

διαστολή του σύμπαντος [2, 3]. Η ιδέα της μαζικής βαρύτητας αποτελεί μία

πιθανή εναλλακτική πρόταση στην εισάγωγή της κοσμολογικής σταθεράς στις

εξισώσεις πεδίου.

Οι πρώτοι οι οποίοι ασχολήθηκαν με τη μαζική βαρύτητα ήταν οι Fierz και

Pauli [5] το 1939 που προσέθεσαν όρο μάζας για το γκραβιτόνιο στη δράση

Einstein-Hilbert. Μετά από αυτό το γεγονός δεν μεσολάβησαν πολλά μέχρι

και τις αρχές του 1970, μια εποχή πού σημειώθηκε σημαντική πρόοδος στην

κβαντική θεωρία πεδίου γενικότερα. Η γραμμική θεωρία των Fierz-Pauli συ-

ζευγμένη με πηγή μελετήθηκε τότε από τους van Dam,Veltman και Zakharov
[6, 7], οι οποίοι ανακάλυψαν το γεγονός ότι η θεωρία αυτή δίνει διαφορετικές

προβλέψεις σε σχέση με τη γραμμικοποιημένη βαρύτητα στο όριο που η μάζα

του γκραβιτονίου τείνει στο μηδέν. Παραδείγματος χάριν, η μαζική βαρύτητα

στο οριο που η μάζα τείνει στο μηδέν προβλέπει ότι το πλάτος σκέδασης μεταξύ

δύο πηγών του είναι κατά 25% διαφορετικό από αυτό της διαταρακτικής γενι-

κής σχετικότητας [8]. Βλέπουμε λοιπόν πως υπάρχει μια ασυνέχεια (ασυνέχεια

vDVZ) στη φυσική όπως αυτή περιγράφεται από τις παραμέτρους της θεωρίας.

Η ασυνέχεια vDVZ οφείλεται στο γεγονός ότι το γκραβιτόνιο με μάζα ο-

σοδήποτε μικρή, έχει πέντε ανεξάρτητους βαθμούς ελευθερίας, τις πέντε κα-

ταστάσεις της ιδιοστροφορμής (spin) του, ενώ απουσία όρου μάζας παίρνουμε

το άμαζο γκραβιτόνιο το οποίο έχει δύο βαθμούς ελευθερίας, τις δύο εγκάρ-

σιες πολώσεις. Λόγω της διαφοράς στις προβλέψεις της μαζικής βαρύτητας

με αυτές της γραμμικοποιημένης γενικής σχετικότητας, θα πρέπει η μάζα του
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γκραβιτονίου να είναι ακριβώς μηδέν και όχι να έχει έστω μια πολυ μικρή τιμή.

Ο Vainshtein [9] βρήκε ότι οι μη γραμμικότητες της θεωρίας της μαζικής

βαρύτητας αυξάνονται όσο η μάζα του γκραβιτονίου ελλατώνεται. Στην περιοχή

γύρω από μια πηγή μάζας M οπως ο ΄Ηλιος υπάρχει μια κλίμακα μήκους γνωστή

ως ακτίνα Vainshtein,

rV ∼
(

M

m4M2
P

)1

5
. (1.1)

Για αποστάσεις r ≤ rV αρχίζουν να κυριαρχούν οι μη γραμμικότητες και οι

προβλέψεις της θεωρίας χάνουν την συνέπειά τους.΄Οταν η μάζα του γκραβι-

τονιου τείνει στο μηδέν (m → 0) τότε η ακτίνα Vainshtein τείνει στο άπειρο

(rV → ∞), οπότε η γραμμική προσέγγιση αποτυγχάνει. Για παράδειγμα, αν

πάρουμε Μ τη μάζα του ΄Ηλιου και μια πολύ μικρή τιμή για τη μάζα του γκρα-

βιτονίου (m∼ 10−33eV ) , δηλαδή της τάξης της σταθεράς του Hubble τότε η

κλίμακα στην οποία θα πρέπει να αναζητήσουμε διορθώσεις στη βαρύτητα είναι

της τάξης των rV ∼ 1018 km, δηλαδή όσο το μέγεθος του γαλαξία Milky W-
ay. ΄Ετσι καταλαβαινουμε ότι ο επιπλέον βαθμός ελευθερίας δεν επηρεάζει τα

πειράματα ελέγχου της θεωρίας της βαρύτητας.

Τέλος, μια σχετικά πρόσφατη προσπάθεια τροποποίησης της γενικής σχε-

τικότητας είναι αυτή των Dvali, Gabadadze, Porrati, το μοντέλο DGP [10].

Η θεωρία του κυβικού (cubic) galileon με την οποία θα ασχοληθούμε, περι-

γράφει τη δυναμική ενός βαθμωτού το οποίο επιζεί στο όριο αποσύζευξης του

μοντέλου DGP. Συνοπτικά, η δράση του κυβικού Galileon περιέχει έναν όρο με

παραγώγους ανώτερης τάξης που είναι κυβικός ως προς το βαθμωτό πεδίο και

συνοδεύεται από μία σταθερά σύζευξης ή οποία θέτει την κλίμακα στην οποία η

θεωρία γίνεται ισχυρώς συζεύξιμη. Η θεωρία αυτή είναι αναλλοίωτη κάτω από

μετασχηματισμούς της μορφής π(x) → π(x) + bµxµ + c. Μία πολύ σημαντική

ιδιότητα της θεωρίας είναι ότι οι εξισώσεις κίνησης που μας δίνει είναι δεύτε-

ρης τάξης. Αυτό σημαίνει ότι η θεωρία δεν περιέχει πεδία φαντάσματα (ghost
modes).



Κεφάλαιο 2

Η δράση Fierz-Pauli

Στο κεφάλαιο αυτό θα μελετήσουμε τη δράση των Fierz-Pauli. Θα ξεκινή-

σουμε με την προσέγγιση του ασθενούς πεδίου και θα αναπτύξουμε τη δράση

των Einstein-Hilbert γύρω από τον επίπεδο χωρόχρονο. Για να γίνει αυτό θα

αναπτύξουμε πρώτα την ορίζουσα της μετρικής, και ύστερα τον τανυστη Rie-
mann ώστε να καταλήξουμε στο γραμμικοποιημένο βαθμωτό Ricci. Κάνοντας

αυτά τα βήματα θα καταλήξουμε στη δράση των Fierz-Pauli. Τέλος, θα προ-

σθέσουμε όρο μάζας και θα βρούμε τις εξισώσεις ώστε να καταλήξουμε στον

διαδότη, και θα τον συγκρίνουμε με τον διαδότη που προκύπτει όταν η μάζα

είναι μηδενική. ΄Οπως θα δούμε, παίρνοντας το όριο της μάζας να τείνει στο

μηδέν ο διαδότης της μαζικής περίπτωσης δεν αντιστοιχεί σε αυτόν της διατα-

ρακτικής γενικής σχετικότητας. ΄Ετσι θα οδηγηθούμε στην ασυνέχεια vDVZ.
Τέλος, εισάγουμε το τέχνασμα Stuckelberg με το οποίο βλέπουμε που οφείλε-

ται η ασυνέχεια. Στο όριο που η μάζα του γκραβιτονίου τείνει στο μηδέν, δεν

παίρνουμε το άμαζο γκραβιτονιο μόνο, αλλά παίρνουμε το άμαζο γκραβιτόνιο

ένα άμαζο διανυσματικό και ένα άμαζο βαθμωτό πεδίο.

2.1 Η δράση Fierz-Pauli

Για να καταλήξουμε στη δράση των Fierz-Pauli είναι σκόπιμο να μελετήσουμε

τη δράση Einstein-Hilbert σε γραμμικό επίπεδο. Ξεκινάμε πρώτα με προσέγγιση

ασθενούς πεδίου(weak field approximation)

gµν = ηµν + hµν , (2.1)

όπου gµν είναι η μετρική του καμπυλωμένου χωρόχρονου, ηµν η μετρική του

επίπεδου χωρόχρονου, δηλαδή η μετρική Minkowski, και hµν η απόκλιση από
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την επίπεδη μετρική. Οι δείκτες στους τανυστές ανεβαίνουν και κατεβαίνουν με

την επίπεδη μετρική. Επίσης, δύο συνεχόμενοι ίδιοι δείκτες σημαίνουν άθροιση

και η σύμβαση για τις μετρικές είναι η (− + ++). Η δράση Einstein-Hilbert
είναι η

S =
1

16πG

∫
d4x
√
−gR, (2.2)

όπου η ποσότητα g είναι η ορίζουσα της μετρικής gµν και R το βαθμωτό Ricci.
Επίσης, ορίζουμε ότι

1

16πG
≡M2

P , (2.3)

όπου G είναι η σταθερά της βαρύτητας και c η ταχύτητα του φωτός.

Θα πρέπει να αναπτύξουμε και τους δύο αυτούς όρους ως προς hµν και θα

κρατήσουμε τη δεύτερη τάξη ως προς hµν στη δράση. Παίρνοντας την ορίζουσα

της μετρικής gµν προκύπτει ότι

det(g) = det(η + h) = exp(log det(η + h)) =

= det(η) exp(tr log(1 + (η)−1h)). (2.4)

όπου (η)−1
είναι ο αντίστροφος πίνακας της επίπεδης μετρικής ο οποίος ισούται

με τον η. Η ποσότητα (η)−1h θα μας δώσει το ίχνος του πίνακα h. Θα το

συμβολίζουμε με h. ΄Υστερα από μερικές πράξεις φτάνουμε στο αποτέλεσμα

√
−g ' 1 +

h

2
. (2.5)

Η σχέση 2.1 είναι σε συναλλοίωτη μορφή. Για να οδηγηθούμε στην ανταλλοί-

ωτη μορφή της θα χρησιμοποιήσουμε την ταυτότητα

gµνg
µλ = δλν , (2.6)

όπου το δεξί μέλος είναι το δέλτα του Kronecker. Η παραπάνω ταυτότητα,

αγνοώντας όρους δεύτερης τάξης, μας υποδεικνύει ότι

gµν = ηµν − hµν . (2.7)

Μένει τώρα να τροποποιηθεί ο δεύτερος όρος στη δράση Einstein-Hilbert,
δηλαδή το βαθμωτό Ricci. Θα ορίσουμε πρώτα τον τανυστή Riemann και θα

καταλήξουμε μέσω αυτού στο βαθμωτό Ricci. Ορίζουμε τον τανυστή Riemann
ως [11]
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Rλµνκ =
1

2

(
∂2gλν
∂xκ∂xµ

− ∂2gµν
∂xκ∂xλ

− ∂2gλκ
∂xν∂xµ

+
∂2gµκ
∂xν∂xλ

)
+

+gησ
(
ΓηνλΓ

σ
µκ − ΓηκλΓ

σ
µν

)
,

(2.8)

οπου τα Γ είναι τα σύμβολα Christoffel. Η εξάρτησή τους από τη μετρική δίνεται

από την εξίσωση

Γabc =
1

2
gad
(
∂gdb
∂xc

+
∂gdc
∂xb
− ∂gbc
∂xd

)
. (2.9)

Χρησιμοποιώντας τις σχέσεις 2.1 και 2.7 στη σχέση 2.9, έχουμε

Γabc =
1

2
(ηad − had)

(
∂hdb
∂xc

+
∂hdc
∂xb
− ∂hbc
∂xd

)
. (2.10)

Το βαθμωτό Ricci θα σχηματιστεί από τη συστολή δύο μετρικών με τον τανυ-

στή Riemann

R = gµκgλνRλµνκ. (2.11)

Με τη βοήθεια των σχέσεων (2.1), (2.14) και (2.15), η (2.18) γίνεται

R =
1

2

(
ηµκ−hµκ

)(
ηλν−hλν

)( ∂2hλν
∂xκ∂xµ

− ∂2hµν
∂xκ∂xλ

− ∂2hλκ
∂xν∂xµ

+
∂2hµκ
∂xν∂xλ

)
+

+
(
ηµκ − hµκ

)(
ηλν − hλν

)(
ηησ + hησ

) (
ΓηνλΓ

σ
µκ − ΓηκλΓ

σ
µν

)
, (2.12)

όπου τα σύμβολα Christoffel δίνονται από τη σχέση 2.9. Τελικά για τη δράση

θα έχουμε ότι

S = M2
P

∫
d4x

(
1 +

h

2

)[1

2
(ηµκ − hµκ)(ηλν − hλν)×

×
(
∂2hλν
∂xκ∂xµ

− ∂2hµν
∂xκ∂xλ

− ∂2hλκ
∂xν∂xµ

+
∂2hµκ
∂xν∂xλ

)
+

+ (ηµκ − hµκ)(ηλν − hλν)(ηησ + hησ)
(
ΓηνλΓ

σ
µκ − ΓηκλΓ

σ
µν

) ]
. (2.13)
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Συνολικά μέσα στη δράση πρέπει να κρατήσουμε όρους δεύτερης τάξης,

οπότε, στη σχέση αυτή στον όρο των γινομένων των μετρικών με τα σύμβολα

Christoffel θα κρατήσουμε τον όρο

(
ηµκ − hµκ

)(
ηλν − hλν

)(
ηησ + hησ

) (
ΓηνλΓ

σ
µκ − ΓηκλΓ

σ
µν

)
=

= ηµκηλνηησ
(
ΓηνλΓ

σ
µκ − ΓηκλΓ

σ
µν

)
+O(h3), (2.14)

διότι η παρένθεση με τα σύμβολα Christoffel είναι ήδη δεύτερης τάξης ως προς

h και ο αποιοσδήποτε άλλος συνδιασμός θα μας έδινε παραπάνω τάξη. Στην

προσέγγιση ασθενούς πεδίου τα σύμβολα Christoffel θα πάρουν τη μορφή

Γabc =
1

2
ηad
(
∂hdb
∂xc

+
∂hdc
∂xb
− ∂hbc
∂xd

)
. (2.15)

Στον όρο με τις δεύτερες παραγώγους του πεδίου θα κρατήσουμε και πρώτη

και δεύτερη τάξη διότι θα πολλαπλασιαστεί με τον όρο της σχέσης 2.5 και θα

κρατήσουμε συνολικά όρους δεύτερης τάξης. Ο όρος της 2.14 είναι ήδη δεύτε-

ρης τάξης, οπότε θα πολλαπλασιαστεί μόνο με την μονάδα του όρου της 2.5.

Τροποποιώντας τον όρο με τα σύμβολα Christoffel φτάνουμε στο αποτέλεσμα

ηµκηλνηησ
(
ΓηνλΓ

σ
µκ − ΓηκλΓ

σ
µν

)
= ∂νh

ην∂µhηµ − ∂ηh∂µhηµ +
1

4
∂νh∂

νh−

− 3

4
∂ηh

µν∂ηhµν +
1

2
∂ηhµν∂µhην , (2.16)

όπου ∂α =
∂

∂xa
και ∂α =

∂

∂xa
. Τροποποιώντας τον πρώτο όρο με τις παραγώ-

γους παίρνουμε(
1 +

h

2

)
1

2
(ηµκ−hµκ)(ηλν−hλν)

(
∂2hλν
∂xκ∂xµ

− ∂2hµν
∂xκ∂xλ

− ∂2hλκ
∂xν∂xµ

+
∂2hµκ
∂xν∂xλ

)
=

=
3

2
∂µh∂νh

µν − 1

2
∂µh∂

µh+ ∂µh
λν∂µhλν − 2∂νh

µν∂λh
λ
µ. (2.17)

Παίρνοντας υπ’οψιν και τους όρους από τα σύμβολα Christoffel έχουμε τε-

λικά

S = M2
P

∫
d4x

[
1

2
∂µh∂νh

µν − 1

4
∂µh∂

µh+
1

4
∂µh

λν∂µhλν −
1

2
∂λhµν∂νhλµ

]
.

(2.18)
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Στην παρούσα εργασία έχουμε χρησιμοποιήσει τον συμβολισμό του Weinberg.
΄Ομως, ο Weinberg [11] στον ορισμό για τον τανυστή Riemann χρησιμοποιεί

ένα (-) σε σχέση με την υπόλοιπη βιβλιογραφία, συνεπώς, κάνοντας αλλαγή

δεικτών και ανεβάζοντας και κατεβάζοντας δείκτες φτάνουμε στο αποτέλεσμα

[8]

S = M2
p

∫
d4x

[
−1

4
(∂µhνρ)

2 +
1

4
(∂µh)2 − 1

2
(∂µh)(∂νhµν) +

1

2
(∂µhνρ)(∂

νhµρ)

]
.

(2.19)

Τώρα προσθέτουμε όρο μάζας για το γκραβιτόνιο της μορφής

SFP,m = −1

4
M2

pm
2

∫
d4x

(
hµνh

µν − h2
)
. (2.20)

Οποιοσδήποτε άλλος συνδιασμός εκτός των hµνh
µν

και h2
θα οδηγούσε σε

αστάθειες [12, 13]. Επίσης η επιλογή των προσήμων αυτών είναι η μοναδική

που οδηγεί σε μία θεωρία χωρίς φαντάσματα (ghost modes) [14]. ΄Ετσι έχουμε

συνολικά

SPF = S + SPF,m = M2
p

∫
d4x
[
− 1

4
(∂µhνρ)

2 +
1

4
(∂µh)2 − 1

2
(∂µh)(∂νhµν)+

+
1

2
(∂µhνρ)(∂

νhµρ)− 1

4
m2(hµνh

µν − h2)
]
. (2.21)

Επίσης προσθέτουμε μία ζεύξη του γκραβιτονίου με τον τανυστή ενέργειας -

ορμής, οπότε η δράση παίρνει τη μορφή

SPF = M2
p

∫
d4x
[
− 1

4
(∂µhνρ)

2 +
1

4
(∂µh)2 − 1

2
(∂µh)(∂νhµν)+

+
1

2
(∂µhνρ)(∂

νhµρ)− 1

4
m2(hµνh

µν − h2) +M−2
P Tµνh

µν
]
, (2.22)

όπου Tµν είναι ο τανυστής ενέργειας ορμής. Η παραπάνω σχέση ονομάζεται

δράση Fierz-Pauli και ειναι τετραγωνική ως προς το πεδίο hµν .

2.2 Ασυνέχεια vDVZ

Η ασυνέχεια vDVZ όπως θα δούμε γίνεται εμφανής στη μορφή του διαδότη

της μαζικής βαρύτητας. Για να υπολογίσουμε το διαδότη θα πρέπει πρώτα

να πάρουμε τη μεταβολή (variation) της δράσης για να βρούμε τις εξισώσεις
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κίνησης. Παίρνοντας τη μεταβολή της δράσης έχουμε

δSPF = M2
P

∫
d4x
[
− 1

2
∂µ(δhνρ)∂

µhνρ+
1

2
∂µh∂

µ(δh)− 1

2
ηκλ∂µ(δhκλ)∂νhµν−

− 1

2
∂µh∂

ν(δhµν) +
1

2
∂µ(δhνρ)∂

νhµρ + +
1

2
∂µhνρ∂

ν(δhµρ)−

− 1

2
m2hµν(δh

µν) +
1

2
m2h(δh) +M−2

P Tµν(δh
µν)
]
, (2.23)

όπου έχουμε χρησιμοποιήσει ότι h = hµνη
µν = hµνηµν . Μετά από κατάλληλη

αλλαγή δεικτών και μερικές ολοκληρώσεις καταλήγουμε στη σχέση

δS = M2
P

∫
d4x
[1

2
�hµν +

1

2
ηµν∂κ∂

λhκλ −
1

2
ηµν�h+

1

2
∂ν∂µh−

1

2
∂ν∂

ρhµρ−

− 1

2
∂µ∂

ρhνρ −
1

2
m2hµν +

1

2
m2ηµνh+M−2

P Tµν

]
(δhµν). (2.24)

Απαιτώντας η μεταβολή της δράσης να μηδενίζεται, παίρνουμε την εξίσωση

κίνησης

− 1

2
m2(hµν − ηµνh) +M−2

P Tµν = −1

2
∂µ∂νh−

1

2
�hµν−

− 1

2
ηµν(∂

ρ∂σhρσ −�h) +
1

2
∂ρ∂νh

ρ
µ +

1

2
∂ρ∂µh

ρ
ν . (2.25)

Το δεξί μέλος της εξίσωσης αυτής είναι ο γραμμικοποιημένος τανυστής Ein-
stein. Δρώντας με μία παράγωγο στην 2.25 και θεωρώντας ότι ο τανυστής

ενέργειας ορμής διατηρείται (∂µTµν = 0), βρίσκουμε ότι

∂µhµν = ∂νh. (2.26)

Ο τανυστής hµν είναι ένας πίνακας 4 × 4 με δεκαέξι στοιχεία, όμως λόγω

του γεγονότος ότι είναι συμμετρικός τα ανεξάρτητα στοιχεία του είναι δέκα.

Η 2.26 είναι τέσσερις ανεξάρτητες εξισώσεις για τις συνιστώσεις του hµν , άρα
μένουμε με έξι ανεξάρτητες συνιστώσες. Γυρνώντας στη σχέση 2.26, αν την

παραγωγίσουμε παίρνουμε ότι

∂ρ∂σhρσ = �h. (2.27)

Πολλαπλασιάζοντας με ηµν την εξίσωση κίνησης 2.25 θα πάρουμε το ίχνος

(trace) της. ΄Υστερα από λίγες πράξεις καταλήγουμε στο αποτέλεσμα

h = −2

3

T

m2M2
P

. (2.28)
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Από την εξίσωση αυτή βλέπουμε ότι το ίχνος του hµν μπορεί να προσδιοριστεί

αλγεβρικά οπότε δεν διαδίδεται, δηλαδή δεν είναι ανεξάρτητος βαθμός ελευθε-

ρίας. Με τον προσδιορισμό του ίχνους έχουμε άλλον έναν δεσμό, άρα τελικά οι

βαθμοί ελευθερίας του μαζικού γκραβιτονίου είναι πέντε. Παραγωγίζοντας δύο

φορές την εξίσωση (2.38) παίρνουμε

∂µ∂νh = −2

3

∂µ∂νT

m2M2
P

. (2.29)

Από την εξίσωση κίνησης και την εξίσωση 2.29 έχουμε

− 1

2
m2

(
hµν +

2

3

Tηµν
m2M2

P

)
+
Tµν
M2

P

=
1

3

∂µ∂νT

m2M2
P

− 1

2
�hµν +

1

2
∂ρ∂νh

ρ
µ +

1

2
∂ρ∂µh

ρ
ν . (2.30)

΄Υστερα από λίγες πράξεις καταλήγουμε στην εξίσωση

− 1

2
(�−m2)hµν =

1

M2
P

(Tµν −
1

3
Tηµν) +

1

3

∂µ∂νT

m2M2
P

. (2.31)

Θα επιχειρήσουμε μέσω της εξίσωσης αυτής να βρούμε τον διαδότη. Χρησι-

μοποιούμε μετασχηματισμό Fourier που μας πηγαίνει στο χώρο των ορμών.

Δηλαδή,

hµν(x
ρ) =

1

(2π)4

∫
d4k eik

µxµh̃µν(k
ρ). (2.32)

Ο τανυστής Tµν είναι συμμετρικός οπότε μπορεί να γραφεί σαν

Tµν =
1

2
Tµν +

1

2
Tνµ = T ρσ

(1

2
ησνηρµ +

1

2
ηµσηνρ

)
. (2.33)

Επιπροσθέτως, ορίζουμε

T ρσ(xρ) =
1

(2π)4

∫
d4k eik

µxµT̃ ρσ(kρ). (2.34)

΄Αρα η εξίσωση 2.31 γίνεται

h̃µν =
1

k2 +m2

[
ησνηρµ + ησµηρν −

2

3
ηρσηµν −

2

3m2
ηρσkµkν

]
T̃ ρσ

M2
P

. (2.35)

Οπότε ο διαδότης είναι ο

D(m 6=0)
µνρσ =

1

k2 +m2

[
ησνηρµ + ησµηρν −

2

3
ηρσηµν −

2

3
ηρσ

kµkν
m2

]
. (2.36)
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Στην άμαζη περίπτωση ισχύει ότι η δράση είναι αναλλοίωτη κάτω από μετασχη-

ματισμούς της μορφής

hµν → hµν + ∂µξν + ∂νξµ, (2.37)

Αυτό ισχύει και σε περίπτωση που έχουμε μία διατηρούμενη πηγή. Πράγματι,

αν επεξεργαστούμε τον όρο πηγής θα έχουμε∫
d4x hµνT

µν →
∫

d4x hµνT
µν + 2

∫
d4x ∂µξνT

µν , (2.38)

έχοντας χρησιμοποιήσει ότι ο τανυστής της πηγής είναι συμμετρικός ως προς

την εναλλαγή δεικτών. Ο τελευταίος όρος θα μας δώσει∫
d4x ∂µξνT

µν = −
∫

d4x ξν∂µT
µν = 0, (2.39)

όπου έχουμε μηδενίσει την ολική απόκλιση. ΄Αρα συνολικά η δράση είναι αναλ-

λοίωτη κάτω από τους μετασχηματισμούς αυτούς. Χρειάζεται να ορίσουμε μία

βαθμίδα. Επιλέγουμε τη βαθμίδα de Donder

∂µhµν −
1

2
∂νh = 0. (2.40)

Ξέρουμε ότι το γκραβιτόνιο έχει δύο βαθμούς ελευθερίας. Αυτό διότι έ-

χουμε αρχικά τις δέκα ανεξάρτητες συνιστώσες του hµν . Από τη χαμιλτονιανή

προκύπτει ότι οι τέσσερις συνιστώσες του τανυστή δεν είναι δυναμικές, οπότε

δεν είναι ανεξάρτητοι βαθμοί ελευθερίας και άρα, φτάνουμε στις έξι ανεξάρτη-

τες συνιστώσες. Επιπλέον, λόγω της συνθήκης de Donder παίρνουμε τέσσερις

εξισώσεις δεσμών. Συνεπώς, συνολικά έχουμε δύο ανεξάρτητες συνιστώσες

για τον τανυστή hµν . Γυρνώντας στις εξισώσεις κίνησης, θα πάρουμε για την

άμαζη περίπτωση ότι

M−2
P Tµν = −1

2
∂µ∂νh−

1

2
�hµν +

1

2
∂ρ∂µh

ρ
ν+

+
1

2
∂ρ∂νh

ρ
µ −

1

2
ηµν(∂

ρ∂σhρσ −�h). (2.41)

Μέσω της συνθήκης 2.40 η εξίσωση κίνησης απλοποιείται στην

1

2
�hµν −

1

4
ηµν�h = −M−2

P Tµν . (2.42)

Παίρνοντας το ίχνος της εξίσωσης αυτής βρίσκουμε ότι

�h = 2M−2
P T, (2.43)
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όπου Τ είναι το ίχνος του τανυστή της πηγής. Αντικαθιστώντας την 2.43 στην

εξίσωση κίνησης καταλήγουμε στην εξίσωση

�hµν = −M−2
P

(
2Tµν − ηµνT

)
. (2.44)

Εκμεταλλευόμενοι το γεγονός ότι ο Tµν είναι συμμετρικός, τον γράφουμε στη

μορφή

Tµν =
1

2
Tµν +

1

2
Tνµ = T κλ

(1

2
ηµκηνλ +

1

2
ηµληνκ

)
. (2.45)

΄Αρα η εξίσωση κίνησης παίρνει τη μορφή

�hµν = −M−2
P

(
ηµκηνλ + ηµληνκ − ηµνηκλ

)
T κλ. (2.46)

Πηγαίνοντας στην εξίσωση στο χώρο των ορμών για να βρούμε το διαδότη, η

εξίσωση κίνησης μετατρέπεται στην

h̃µν =
1

k2

(
ηµκηνλ + ηµληνκ − ηµνηκλ

)
M−2

P T̃ κλ. (2.47)

Συνεπώς, ο διαδότης είναι ο

D(m=0)
µνρσ =

1

k2

(
ηµρηνσ + ηµσηνρ − ηµνηρσ

)
, (2.48)

ενώ είχαμε βρει για τη μαζική περίπτωση ότι

D(m 6=0)
µνρσ =

1

k2 +m2

(
ηµρηνσ + ηµσηνρ −

2

3
ηµνησρ −

2

3
ηρσ

kµkν
m2

)
.

Παίρνοντας το όριο που η μάζα τεινει στο μηδέν στο μαζικό διαδότη, βλέπουμε

ότι ύπαρχει πρόβλημα απειρισμού στον τελευταίο όρο. ΄Ομως, επείδη ο τανυ-

στής ενέργειας διατηρείται, ισχύει στον χώρο των ορμών ότι kµT
µν(k) = 0.

Συνεπώς, υπολογίζοντας ένα πλάτος σκέδασης ο τελευταίος όρος θα μας δώσει

μηδέν. Η ουσιώδης διαφορά ανάμεσα στους δύο διαδότες βρίσκεται στον τρίτο

όρο. Στον άμαζο διαδότη ο τρίτος όρος έχει συντελεστή −1, ενώ στον μαζικό

διαδότη −2

3
. Η διαφορά αυτή είναι ανεξάρτητη της μάζας του γκραβιτονίου και

ονομάζεται ασυνέχεια vDVZ. Αυτό σημαίνει ότι όσο μικρή και να είναι η μάζα

του γκραβιτονίου, η θεωρία των Fierz-Pauli δίνει διαφορετικά αποτελέσματα

από την γραμμικοποιημένη βαρύτητα.

Για παράδειγμα, θεωρούμε ένα πλάτος Α σε μηδενική τάξη(tree level) μεταξύ
δύο ρευμάτων. ΄Εχουμε

A = M2
P

∫
d4x Sµν(x)hµν(T )(x), (2.49)
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όπου hµν(T ) είναι το γκραβιτονιο σε μηδενική τάξη(tree level) το οποίο γεννάται

απο τη διατηρούμενη πηγή T ρσ, και η ποσότητα MP είναι παράμετρος μάζας.

Το πεδίο δίδεται από τη σχέση

hµν(T )(x) = M−2
P

∫
d4x′ Dµνρσ(x− x′)T ρσ(x′). (2.50)

΄Αρα το πλάτος συνολικά γίνεται

A =

∫
d4xd4x′ Sµν(x)Dµνρσ(x− x′)T ρσ(x′). (2.51)

΄Υστερα από μερικές πράξεις φτάνουμε στο αποτέλεσμα

A(m=0) =

∫
d4k

(2π)4
S̃µν(k)D(m=0)

µνρσ (−k)T̃ ρσ(−k). (2.52)

Αντικαθιστώντας τον άμαζο διαδότη με το ισοδύναμο του, παίρνουμε ότι

A(m=0) =

∫
d4k

(2π)4

2

k2

(
S̃µν(k)T̃µν(−k)− 1

2
S̃(k)T̃ (−k)

)
. (2.53)

Κάνοντας τα ίδια βήματα για τον διαδότη με μάζα φτάνουμε στο αποτέλεσμα

A(m 6=0) =

∫
d4k

(2π)4

2

k2

(
S̃µν(k)T̃µν(−k)− 1

3
S̃(k)T̃ (−k)

)
, (2.54)

στο όριο των υψηλών ενεργείων. Θεωρώντας μη σχετικιστικές πηγές τέτοιες

ώστε S̃µν ∝ diag(M1, 0, 0, 0) και T̃µν ∝ diag(M2, 0, 0, 0), και η απόσταση

μεταξύ τους να είναι μικρή σε σχέση με το μήκος κύματος Compton του γκρα-

βιτονίου(που όταν η μάζα του τείνει στο μηδέν,το μήκος κυματός του τείνει στο

άπειρο), καταλήγουμε στο αποτέλεσμα

A(m=0) =

∫
d4k

(2π)4

1

k2
M1M2, (2.55)

A(m6=0) =
4

3

∫
d4k

(2π)4

1

k2
M1M2. (2.56)

Από τις δύο αυτές σχέσεις προκύπτει ότι

A(m 6=0) =
4

3
A(m=0). (2.57)

Το δυναμικό που δημιουργείται στην περίπτωση της μαζικής περίπτωσης είναι

μεγαλύτερο από αυτό της άμαζης κατά έναν παράγοντα τέσσερα τρίτα. ΄Οσοδή-

ποτε μικρή τιμή πάρουμε για τη μάζα του γκραβιτονίου, φτάνοντας στο άμαζο

όριο, η διαφορά αυτή δεν αλλάζει. ΄Οπως αναφέρθηκε και στην εισαγωγή, αυτό

οφείλεται στο ότι το άμαζο γκραβιτόνιο έχει δύο βαθμούς ελευθερίας ενώ το

μαζικό γκραβιτόνιο έχει πέντε βαθμούς ελευθερίας.
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2.3 Το τέχνασμα του Stuckelberg

Θα δείξουμε που ακριβώς οφείλεται αυτή η ασυνέχεια, όμως δεν θα ξεκινήσουμε

πρώτα με τη βαρύτητα αλλά με τον ηλεκτρομαγνητισμό. Θα πάρουμε πρώτα τη

δράση όπου θα βάλουμε μάζα στο φωτόνιο και θα δούμε τι γίνεται στο όριο που

η μάζα τείνει στο μηδέν. Θα δούμε ότι στο άμαζο όριο οι βαθμοί ελευθερίας δεν

διατηρούνται και θα δείξουμε το τέχνασμα για να αποκαταστήσουμε τον αριθμό

τους. ΄Υστερα θα δούμε πως αυτό το τέχνασμα εφαρμόζεται στη βαρύτητα.

2.4 Το διανυσματικό πεδίο

Ξεκινάμε με τη δράση

S =

∫
ddx

(
− 1

4
FµνF

µν − 1

2
m2AµA

µ + AµJ
µ

)
, (2.58)

όπου ο πρώτος όρος είναι ο κινητικός, ο δεύτερος είναι ο όρος μάζας και ο

τρίτος είναι η σύζευξη του φωτονίου με μία πηγή. Ο όρος μάζας σπάει τη

συμμετρία του μετασχηματσμού Aµ → Aµ + ∂µΛ που υπάρχει στον κλασσικό

ηλεκτρομαγνητισμό. Το πεδίο Proca περιέχει συνολικά τρεις βαθμούς ελευθε-

ρίας στις D = 4 διαστάσεις. Το πεδίο Aµ όμως έχει τέσσερις συνιστώσες. Για

να δούμε τι συμβαίνει στρεφόμαστε στον χαμιλτονιανό φορμαλισμό του προβλή-

ματος. Βρίσκοντας τα συζυγή πεδία του Aµ βλέπουμε ότι το συζυγές πεδίο της

συνιστώσας A0 είναι μηδενικό και αυτό διότι η λαγκραντζιανή δεν περιέχει τη

χρονική παράγωγο της συνιστώσας αυτής. ΄Αρα, το A0 δεν είναι πραγματικός

βαθμός ελευθερίας. Για παράδειγμα, οι εξισώσεις κίνησης που προκύπτουν είναι

οι

�Aν − ∂µ∂νAµ −m2Aν + Jν = 0. (2.59)

Αυτη μπορεί να γραφεί ως

∂µF
µν −m2Aν + Jν = 0. (2.60)

Μπορούμε να την απλοποιήσουμε θέτοντας την πηγή ίση με το μηδέν. Επίσης

παίρνοντας για ν = 0 την εξίσωση έχουμε

∂µF
µ0 = m2A0. (2.61)

Συνεπώς, η συνιστώσα A0 δεν είναι δυναμική [15]. Στη δράση (2.96) παίρνοντας

το όριο που η μάζα τείνει στο μηδέν, παίρνουμε τον κλασικο ηλεκτρομαγνητισμό.

Ξέρουμε ότι το φωτόνιο έχει 2 βαθμούς ελευθερίας στις τέσσερις διαστάσεις, οι

οποίοι προκύπτουν παίρνοντας τις εξισώσεις κίνησης συν μία συνθήκη βαθμίδας,
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π.χ βαθμίδες Lorentz, Coulomb. Βλέπουμε ότι το όριο της μάζας να τείνει στο

μηδέν δεν είναι ομαλό διότι το φωτόνιο με μάζα έχει τρεις βαθμούς ελευθερίας

ενώ το άμαζο φωτόνιο, στο οποίο καταλήγουμε, έχει δύο βαθμούς ελευθερίας.

Δηλαδή, χάνεται ένας βαθμός ελευθερίας στη μετάβαση από το μαζικό φωτόνιο

στο άμαζο.

Το τέχνασμα του Stuckelberg ξεκινά εισάγοντας ένα νέο βαθμωτό πεδίο φ

με τέτοιο τρόπο ώστε η νέα δράση να έχει συμμετρία βαθμίδας αλλά να είναι

ισοδύναμη με την αρχική δράση. Κάνουμε την αντικατάσταση

Aµ → Aµ + ∂µφ. (2.62)

Αυτός δεν είναι ένας μετασχηματισμός βαθμίδας, αλλά δημιουργούμε μία και-

νούρια δράση εισάγοντας το πεδίο φ. Ο τανυστής F µν
είναι αναλλοίωτος κάτω

από αυτή την αντικατάσταση, αφού αυτή μοιάζει με μετασχηματισμό βαθμίδας.

Η νέα δράση παίρνει τη μορφή

S =

∫
ddx

(
−1

4
F µνFµν −

1

2
m2(Aµ + ∂µφ)2 + AµJ

µ − φ∂µJµ
)
, (2.63)

όπου ο τελευταίος όρος προέκυψε από ολοκλήρωση κατά μέλη. Η νέα δράση

είναι αναλλοίωτη κάτω από τους μετασχηματισμούς

δAµ = ∂µΛ, δφ = −Λ, (2.64)

με Λ = Λ(x). Αν θέσουμε φ=0 θα δούμε πως θα καταλήξουμε στην αρχική.

΄Ομως, δεν μπόρούμε να το κάνουμε έτσι αυθαίρετα αυτό διότι παίρνοντας την

μεταβολή της δράσης στην 2.63, θα έχουμε και μία εξίσωση κίνησης για το

πεδίο φ. ΄Ετσι, θέτοντας κατέυθείαν φ=0 χάνουμε πληροφορία. Η δράση 2.63

έχει για εξισώσεις κίνησης τις

�Aν − ∂µ∂νAµ −m2Aν −m2∂νφ+ Jν = 0, m2∂µA
µ +m2�φ− ∂µJµ = 0,

(2.65)

οι οποίες είναι οι εξισώσεις για τα Aν και φ αντίστοιχα. Παρατηρούμε ότι η

δεύτερη εξίσωση προκύπτει παίρνοντας την απόκλιση της πρώτης. Επομένως,

μπορούμε να θέσουμε φ = 0 στη δράση 2.63 και να πάρουμε τη δράση της

2.58. Συνεπώς, αυτό σημαίνει ότι οι δράσεις 2.58, 2.63 είναι ισοδύναμες. Οι

δύο θεωρίες περιγράφουν ένα σωμάτιο μαζικό με ιδιοστροφορμή (spin) 1 στις

D = 4 διαστάσεις. Η τελευταία δράση το επιτυγχάνει αυτό χρησιμοποιώντας

περισσότερα πεδία και περισσότερες συμμετρίες βαθμίδας.

Επαναορίζουμε τώρα το πεδίο φ έτσι ώστε να κανονικοποιήσουμε τον κινη-

τικό όρο

φ→ 1

m
φ. (2.66)
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Η δράση τώρα γίνεται

S =

∫
ddx

(
−1

4
F µνFµν −

1

2
m2AµA

µ −mAµ∂µφ−
1

2
∂µφ∂

µφ+ AµJ
µ − 1

m
φ∂µJ

µ

)
,

(2.67)

με συμμετρία βαθμίδας την

δAµ = ∂µΛ, δφ = −mΛ. (2.68)

Θεωρούμε το άμαζο όριο m = 0. Πρέπει η πηγή να διατηρείται διότι αν δεν

συμβαίνει αυτό τότε το βαθμωτό πεδίο συζεύγνυται ισχυρά με την πηγή και το

όριο m→ 0 δεν υπάρχει. Οπότε θεωρώντας μία πηγή που διατηρείται, η δράση

παίρνει τη μορφή

S =

∫
ddx

(
−1

4
FµνF

µν − 1

2
∂µφ∂

µφ+ AµJ
µ

)
, (2.69)

και η συμμετρία βαθμίδας παίρνει τη μορφή

δAµ = ∂µΛ, δφ = 0. (2.70)

Στη μορφή που είναι η 2.69 βλέπουμε ότι το πεδίο Aµ έχει αποσυζευχθεί από

το βαθμωτό ενώ παραμένει συζευγμένο με την πηγή με το βαθμωτό να είναι εν-

τελώς αποσυζευγμένο. Το σημαντικό γεγονός είναι ότι ο αριθμός των βαθμών

ελευθερίας διατηρείται στο άμαζο όριο. Η δράση 2.69 περιγράφει ένα άμαζο

διανυσματικό πεδίο με δύο βαθμούς ελευθερίας και ένα βαθμωτό πεδίο με έναν

βαθμό ελευθερίας στις τέσσερις διαστάσεις. Οι δύο βαθμοί ελευθερίας από το

άμαζο πεδίο είναι οι εγκάρσιες πολώσεις του μαζικού διανυσματικού πεδίου της

2.58 ενώ ο τρίτος βαθμός ελευθερίας που προέρχεται από το βαθμωτό πεδίο

είναι η διαμήκης πόλωση του μαζικού διανυσματικού πεδίου.

Ορίζουμε μία βαθμίδα που μοιάζει με την βαθμίδα Lorentz και είναι της

μορφής

∂µA
µ +mφ = 0. (2.71)

Αντικαθιστώντας τις εξισώσεις της 2.70 στην 2.71 βρίσκουμε ότι η παράμετρος

Λ θα πρέπει να ικανοποιεί τη συνθήκη(
�−m2

)
Λ = 0. (2.72)

Θεωρούμε τη συνάρτηση

F = ∂µA
µ +mφ, (2.73)

και λόγω τη συνθήκης 2.71, ισχύει

F = 0. (2.74)



ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 2. Η ΔΡ�ΑΣΗ FIERZ-PAULI 18

Η συνθήκη αυτή είναι ένα ολόνομος δεσμός, δηλαδή εξαρτάται από τις χωρο-

χρονικές συντεταγμένες και δεν έχει εξάρτηση και από τις παραγώγους αυτών.

Λόγω του ότι είναι ολόνομος δεσμός μπορούμε να τον προσθέσουμε στη λαγ-

κραντζιανή μέσω ενός πολλαπλασιαστή Lagrange. Προσθέτοντας τον όρο της

συνθήκης στη δράση οι εξισώσεις κίνησης που θα πάρουμε θα είναι οι ίδιες

με αυτές που θα παίρναμε από την παλιά δράση επιβάλλοντας στο τέλος την

συνθήκη βαθμίδας.

Ο όρος της συνθήκης δίδεται από τη δράση

SGF = −
∫

dDx

(
∂µA

µ +mφ

)2

. (2.75)

Προσθέτοντας τον όρο αυτό στην 2.67, την διαγωνοποιούμε. Δηλαδή δεν

περιέχει πια όρους που να αναμειγνύουν και τα δύο πεδία. ΄Ετσι

S + SGF =

∫
dDx

(
1

2
Aµ
(
�−m2

)
Aµ +

1

2
φ
(
�−m2

)
φ+AµJ

µ− 1

m
φ∂µJ

µ

)
,

(2.76)

η οποία θα είναι ίση με

S =

∫
dDx

(
1

2
Aµ
(
�−m2

)
Aµ +

1

2
φ
(
�−m2

)
φ+ AµJ

µ

)
, (2.77)

για διατηρούμενη πηγή. Παίρνουμε τη μεταβολή της δράσης για να βρούμε τις

εξισώσεις κίνησης. Αυτές είναι οι εξής(
�−m2

)
Aµ + Jµ = 0, (2.78)(

�−m2
)
φ = 0, (2.79)

για τα πεδία Aµ και φ αντίστοιχα. Από τις εξισώσεις 2.78 και 2.79 βρισκουμε

ότι οι διαδότες είναι οι

iDµν(p) = − iηµν
p2 +m2

, iD(p) = − i

p2 +m2
, (2.80)

για το διανυσματικό και το βαθμωτό πεδίο αντίστοιχα.

2.5 Η βαρύτητα κατά Stuckelberg

Θα μελετήσουμε τώρα την περίπτωση της μαζικής βαρύτητας. Αυτή όπως δεί-

ξαμε προηγουμένως περιγράφεται από τη δράση [4]

S =

∫
dDx

(
L(m=0) −

1

2
m2
(
hµνh

µν − h2
)

+ κhµνT
µν

)
, (2.81)
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όπου

L(m=0) = −1

2
∂λhµν∂

λhµν + ∂µhνλ∂
νhµλ − ∂µhµν∂νh+

1

2
∂µh∂

µh, (2.82)

και

κ =
√

8πG. (2.83)

Η σταθερά G είναι είναι η νευτώνεια σταθερά της βαρύτητας και η σταθερά c
είναι η ταχύτητα του φωτός. ΄Οπως δείξαμε προηγουμένως η δράση αυτή περι-

γράφει ένα γκραβιτόνιο με μάζα το οποίο έχει πέντε βαθμούς ελευθερίας στις

πέντε διαστάσεις. Η λαγκραντζιανή με τους όρους χωρίς μάζα είναι αναλλοίωτη

κάτω απο μετασχηματισμούς της μορφής

δhµν = ∂µξν + ∂νξµ. (2.84)

Με την παρουσία όρου μάζας βλέπουμε ότι η συμμετρία αυτή πια δεν υφίσταται.

Θα εισάγουμε ένα πεδίο Stuckelberg Aµ, όπως έιχαμε το βαθμωτό στον

ηλεκτρομαγνητισμό προηγουμένως, κάνοντας την αντικατάσταση

hµν → hµν + ∂µAν + ∂νAµ. (2.85)

Επισημαίνουμε και παλι ότι αυτός δεν είναι μετασχηματισμός βαθμίδας αλλά η

δημιουργία μιας νέας λαγκραντζιανής που περιέχει το πεδίο Aµ. Οι όροι που δεν

περιέχουν μάζα παραμένουν αναλλοίωτοι διότι η αντικατάσταση αυτή μοιάζει με

το μετασχηματισμό 2.84. Η νέα δράση παίρνει τη μορφή

S =

∫
dDx

(
L(m=0)−

1

2
m2
(
hµνh

µν−h2
)
−1

2
m2FµνF

µν−m2hµν
(
∂µAν+∂νAµ

)
+

+ 2m2h∂µA
µ + κhµνT

µν − 2κAµ∂νT
µν
)
, (2.86)

όπου έχουμε ολοκληρώσει κατά μέλη τον τελευταίο όρο και έχουμε μηδενίσει

την ολική απόκλιση. Ο τανυστής Fµν ορίζεται ως

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. (2.87)

Η νέα συμμετρία είναι η

δhµν = ∂µξν + ∂νξµ, δAµ = −ξµ. (2.88)

Οι εξισώσεις κίνησης που προκύπτουν είναι οι εξής

�hµν−∂λ∂νhµλ−∂λ∂µhνλ+∂µ∂νh+∂λ∂κh
κληµν−�hηµν−m2hµν+m2hηµν−

−m2∂µAν −m2∂νAµ + 2m2∂κA
κηµν + κT µν = 0, (2.89)



ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 2. Η ΔΡ�ΑΣΗ FIERZ-PAULI 20

και

2m2�Aν − 2m2∂µ∂
νAµ + 2m2∂µh

µν − 2m2∂νh− 2κ∂µT
µν = 0, (2.90)

για τα hµν και Aν αντίστοιχα. Βλέπουμε ότι η δεύτερη προκύπτει από την πρώτη

παίρνοντας την απόκλιση αυτής. Οπότε, θέτοντας εξάρχής Aµ = 0 παίρνουμε

τη δράση της 2.81 και δεν χάνουμε την πληροφορία της εν δυνάμει χαμένης

εξίσωσης ως προς Aν . ΄Αρα, οι δύο δράσεις είναι ισοδύναμες μεταξύ τους.

Σε αυτό το σημείο μπορούμε να επανορίσουμε το διανυσματικό πεδίο μέσω

της σχέσης Aµ → 1
m
Aµ ώστε να κανονικοποιήσουμε τον κινητικο όρο του

διανυσματικου πεδίου. Κάνοντας το αυτό παίρνουμε

S =

∫
dDx

(
L(m=0)−

1

2
m2
(
hµνh

µν−h2
)
−1

2
FµνF

µν−mhµν
(
∂µAν+∂νAµ

)
+

+ 2mh∂µA
µ + +κhµνT

µν − 2κ

m
Aµ∂νT

µν
)
. (2.91)

Παίρνοντας το όριο m→ 0 και αφού πρώτα θεωρήσουμε ότι η πηγή διατηρείται,

καταλήγουμε στη δράση

S =

∫
dDx

(
L(m=0) −

1

2
FµνF

µν + κhµνT
µν

)
. (2.92)

Η δράση αυτή περιγράφεται από ένα άμαζο γκραβιτόνιο και ένα άμαζο διανυσμα-

τικό. Οπότε συνολικά έχουμε τέσσερις βαθμούς ελευθερίας, δύο για κάθε ένα

σωμάτιο στις τέσσερις διαστάσεις. Βλέπουμε ότι το όριο αυτό δεν είναι ομαλό

διότι χάνουμε έναν βαθμό ελευθερίας από τους αρχικούς πέντε. Ξανακάνουμε

την ίδια διαδικασία εισάγοντας ένα βαθμωτό πεδίο φ για το οποίο θα ισχύει

Aµ → Aµ + ∂µφ. (2.93)

Η δράση 2.86 παίρνει τη μορφή

S =

∫
dDx

(
L(m=0)−

1

2
m2
(
hµνh

µν−h2
)
−1

2
m2FµνF

µν−m2hµν
(
∂µAν+∂νAµ

)
+

+2m2h∂µA
µ−2m2

(
hµν∂

µ∂νφ−h�φ
)
+κhµνT

µν−2κAµ∂νT
µν+2κφ∂µ∂νT

µν
)
,

(2.94)

όπου έχουμε ολοκληρώσει κατά μέλη τον τελευταίο όρο. Η δράση αυτη έχει

σαν συμμετρίες τις

δhµν = ∂µξν + ∂νξµ, δAµ = −ξµ, (2.95)
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δAµ = ∂µΛ, δφ = −Λ. (2.96)

Οι εξισώσεις κίνησης είναι οι εξής

�hµν−∂λ∂νhµλ−∂λ∂µhνλ+∂µ∂νh+∂λ∂κh
κληµν−�hηµν−m2hµν+m2hηµν−

−m2∂µAν −m2∂νAµ + 2m2∂λA
ληµν − 2m2∂µ∂νφ+ 2m2ηµν�φ+κT µν = 0,

(2.97)

2m2�Aν − 2m2∂µ∂
νAµ + 2m2∂µh

µν − 2m2∂νh− 2κ∂µT
µν = 0, (2.98)

− 2m2∂µ∂νh
µν + 2m2�h+ 2κ∂µ∂νT

µν = 0, (2.99)

για τα hµν , Aν και φ αντίστοιχα. Παρατηρούμε ότι η τρίτη εξίσωση προκύπτει

από την πρώτη παίρνοντας δύο φορές την απόκλιση αυτης. ΄Αρα δεν χάνουμε

πληροφορία από την τρίτη εξίσωση, οπότε μπορούμε να ορίσουμε τη βαθμίδα

φ = 0, και συνεπώς, η δράση να είναι ισοδύναμη με την 2.91.

Επανακλιμακώνουμε τα πεδία Aµ και φ μέσω των μετασχηματισμών

Aµ →
1

m
Aµ, φ→ 1

m2
φ. (2.100)

Η δράση τώρα παίρνει τη μορφή

S =

∫
dDx

(
L(m=0)−

1

2
m2
(
hµνh

µν−h2
)
−1

2
FµνF

µν−mhµν
(
∂µAν+∂νAµ

)
+

+2mh∂µA
µ−2

(
hµν∂

µ∂νφ−h�φ
)
+κhµνT

µν− 2

m
κAµ∂νT

µν+
2

m2
κφ∂µ∂νT

µν
)
,

(2.101)

Η νέα δράση έχει ως συμμετρίες τις

δhµν = ∂µξν + ∂νξµ, δAµ = −mξµ, (2.102)

δAµ = m∂µΛ, δφ = −m2Λ, (2.103)

και απορροφώντας τη σταθερά m μέσα στη σταθερα Λ, παίρνουμε

δhµν = ∂µξν + ∂νξµ, δAµ = −ξµ, (2.104)

δAµ = ∂µΛ, δφ = −mΛ, (2.105)

Τώρα θα θεωρήσουμε το όριο m → 0. Για να μην έχουμε απειρισμό θα

πρέπει η πηγή να διατηρείται. ΄Αρα οι δύο τελευταίοι όροι μηδενίζονται, και έτσι

καταλήγουμε στο αποτέλεσμα

S =

∫
dDx

(
L(m=0)−

1

2
FµνF

µν − 2
(
hµν∂

µ∂νφ− h�φ
)

+ κhµνT
µν
)
. (2.106)
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Η λαγκρατζιανή αυτή περιέχει τους πέντε ζητούμενους βαθμούς ελευθερίας

στις τέσσερις διαστάσεις , δύο από το άμαζο γκραβιτόνιο, δύο από το άμα-

ζο διανυσματικό και ένας από το βαθμωτό. Βέβαια αυτή η λαγκρατζιανή δεν

είναι διαγωνοποιημένη, καθώς έχουμε μίξη του γκραβιτονίου με το βαθμωτό.

Οπότε θα πρέπει να τη διαγωνοποιήσουμε. Για να γίνει αυτό θεωρούμε τον

μετασχηματισμό

hµν = h′µν + πηµν , (2.107)

όπου π είναι ένα βαθμωτό πεδίο. Η μετασχηματισμένη λαγκρατζιανή ως προς

το άμαζο κομμάτι είναι η

L(m=0)(h = 0) = L(m=0)(h
′)+
(
D−2

)(
∂µπ∂

µh′−∂µπ∂νh′µν+
1

2

(
D−1

)
∂µπ∂

µπ
)
,

(2.108)

όπου D είναι οι διαστάσεις του χωροχρόνου. Θεωρώντας ότι το πεδίο π δίνεται

από τη σχέση

π =
2

D − 2
φ, (2.109)

η λαγκρατζιανή παίρνει τη μορφή

S =

∫
dDx

(
L(m=0)(h

′)−1

2
FµνF

µν−2
D − 1

D − 2
∂µφ∂

µφ+κh′µνT
µν+

2

D − 2
κφT

)
,

(2.110)

με νέες συμμετρίες τις

δh′µν = ∂µξν + ∂νξµ, δAµ = 0, (2.111)

δAµ = ∂µΛ, δφ = 0. (2.112)

Στη νέα αυτή μορφή βλέπουμε ότι το βαθμωτό πεδίο είναι συζευγμένο με το

ίχνος του τανυστή ενέργειας όρμης. Αυτή η σύζευξη είναι το αίτιο της ασυνέ-

χειας vDVZ. Επειδή το ίχνος του τανυστή ενέργειας ορμής που οφείλεται στο

ηλεκτρομαγνητικό πεδίο είναι μηδενικό για τα φωτόνια, το βαθμωτό δεν επη-

ρεάζει την κύρτωση του φωτός. ΄Ομως, επηρεάζει το δυναμικό. Το δυναμικό

της μαζικής περίπτωσης, για μία μάζα σημειακή, είναι μεγαλύτερο κατά έναν

παράγοντα τέσσερα τρίτα από αυτόν της άμαζης.

Επιστρέφοντας στη δράση 2.101 και πραγματοποιώντας την αντικατάσταση

hµν = h′µν +
2

D − 2
φηµν , (2.113)
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η δράση τροποποιείται στην

S =

∫
dDx

(
L(m=0)(h

′)− 1

2
m2
(
h′µνh

′µν − h′2
)
− 1

2
FµνF

µν−

−mh′µν
(
∂µAν + ∂νAµ

)
+ 2mh′∂µA

µ + 2
D − 1

D − 2
φ
(
� +

D

D − 2
m2
)
φ+

+ 2
D − 1

D − 2

(
m2h′φ+ 2mφ∂µA

µ
)

+
2

D − 2
κφT + κh′µνT

µν−

− 2

m
κAµ∂νT

µν +
2

m2
κφ∂µ∂νT

µν

)
. (2.114)

Οι συμμετρίες της δράσης αυτής είναι οι

δh′µν = ∂µξν + ∂νξµ +
2

D − 2
mΛηµν , δAµ = −mξµ, δAµ = ∂µΛ, δφ = −mΛ.

(2.115)

Θα ορίσουμε δύο συνθήκες βαθμίδας που μοιάζουν με την συνθήκη Lorentz.
Αυτές είναι οι

∂νh′µν − ∂µh′ +mAµ = 0, (2.116)

∂µA
µ +m

(
1

2
h′ + 2

D − 1

D − 2
φ

)
= 0. (2.117)

Αντικαθιστώντας τις σχέσεις των συμμετριών στις παραπάνω εξισώσεις, βρί-

σκουμε ότι (
�−m2

)
ξµ = 0, (2.118)

και (
�−m2

)
Λ = 0, (2.119)

οπότε πρέπει τα ξµ, Λ να ικανοποιούν αυτές τις εξισώσεις. ΄Οπως και στην

περίπτωση του ηλεκτρομαγνητισμού εισάγουμε τις δύο αυτές συνθήκες σαν

όρους στη δράση μέσω της μεθόδου των πολλαπλασιαστών Lagrange. Οι όροι

αυτοί έχουν την ιδιότητα να διαγωνοποιούν τη δράση και είναι οι

SGF1 = −
∫

dDx

(
∂νh′µν − ∂µh′ +mAµ

)2

, (2.120)

και

SGF2 = −
∫

dDx

(
∂µA

µ +m
(1

2
h′ + 2

D − 1

D − 2
φ

))2

. (2.121)
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Η νέα διαγωνοποιημένη δράση είναι η

S ′ = S + SGF1 + SGF2 =

∫
dDx

(
1

2
h′µν
(
�−m2

)
h′µν − 1

4
h′
(
�−m2

)
h′+

+ Aµ
(
�−m2

)
Aµ + 2

D − 1

D − 2
φ
(
�−m2

)
φ+

2

D − 2
κφT + κh′µνT

µν−

− 2

m
κAµ∂νT

µν +
2

m2
κφ∂µ∂νT

µν

)
, (2.122)

και για διατηρούμενες πηγές η δράση μετατρέπεται στην

S ′ = S + SGF1 + SGF2 =

∫
dDx

(
1

2
h′µν
(
�−m2

)
h′µν − 1

4
h′
(
�−m2

)
h′+

+ Aµ
(
�−m2

)
Aµ + 2

D − 1

D − 2
φ
(
�−m2

)
φ+

2

D − 2
κφT + κh′µνT

µν

)
(2.123)

Η εξίσωση κίνησης για το πεδίο h′µν είναι η

(
�−m2

)
h′µν −

1

2

(
�−m2

)
h′ηµν = −κTµν . (2.124)

Παίρνοντας το ίχνος της εξίσωσης αυτής βρίσκουμε ότι

2−D
2

(
�−m2

)
h′ = −κT, (2.125)

όπου χρησιμοποιήσαμε ότι ηµνη
µν = D στις D διαστάσεις. Ορίζοντας

T µν =
1

2
T µµ +

1

2
T νµ = T ρσ

(
1

2
ησνηρµ +

1

2
ησµηρν

)
, (2.126)

και

T = T ρσηρσ, (2.127)

βρίσκουμε ότι

h′µν =
1

p2 +m2

(
1

2

(
ησνηρµ + ησµηρν

)
− 1

D − 2
ηρσηµν

)
κT ρσ, (2.128)

συνεπώς ο διαδότης είναι ο

iDµνρσ(p) = − i

p2 +m2

(
1

2

(
ησνηρµ + ησµηρν

)
− 1

D − 2
ηρσηµν

)
. (2.129)
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Η εξίσωση για το πεδίο Aν είναι η

2
(
�−m2

)
ηµνAµ = 0, (2.130)

με διαδότη τον

iDµν(p) = −1

2

iηµν
p2 +m2

. (2.131)

Τέλος η εξίσωση κίνησης για το βαθμωτό πεδίο είναι η

4
D − 1

D − 2

(
�−m2

)
φ = − 2

D − 2
κT, (2.132)

με διαδότη τον

iD(p) = − i

p2 +m2

D − 2

4
(
D − 1

) . (2.133)

΄Οπως αναφέραμε και προηγουμένως, στο όριο που η μάζα τείνει στο μηδέν δύο

από τους πέντε βαθμούς ελευθερίας του μαζικού γκραβιτονίου ανήκουν στο

κανονικό γκραβιτόνιο, οι άλλοι δύο στο διανυσματικό πεδίο και ο πέμπτος στο

βαθμωτό.



Κεφάλαιο 3

Galileons

Η θεωρία του κυβικού (cubic)Galileon περιγράφει τη δυναμική μια βαθμωτής

θεωρίας που επιζεί στο όριο αποσύζευξης του DGP μοντέλου [10, 16]. Στο όριο

αυτό επικεντρωνόμαστε στις αλληλεπιδράσεις του βαθμωτού βαθμού ελευθερί-

ας χωρίς τις επιπλοκές από τις αλληλεπιδράσεις του γκραβιτονίου. Το μοντέλο

DGP είναι ένα κοσμολογικό μοντέλο το οποίο περιγράφει τον τετραδιάστατο

χωρόχρονο σαν μία μεμβράνη η οποία βρίσκεται εμβαπτισμένη σε έναν χωρό-

χρονο πέντε διαστάσεων, με την πέμπτη διάσταση να είναι πολύ μεγάλη και να

εμφανίζεται σε κοσμολογική κλίμακα. Πάνω στην τετραδιάστατη μεμβράνη η

βαρύτητα έχει την τετραδιάστατη συμπεριφορά, ενώ σε πολύ μεγάλες αποστά-

σεις που υπεισέρχεται η πέμπτη διάσταση, η βαρύτητα γίνεται ασθενέστερη. Το

μοντέλο περιγράφεται από τη δράση

SDGP = 2M3
5

∫
M

d5x
√
−GR(G) + 2M2

4

∫
∂M

d4x
√
−γR(γ), (3.1)

όπου M είναι μία πενταδιάστατη πολλαπλότητα και ∂M το σύνορο. Η μετρική

G είναι η πενταδιάστατη μετρική, ενώ γ είναι η τετραδιάστατη μετρική στο σύ-

νορο, και χρησιμοποιούμε σε αυτο το κομμάτι, για τις μετρικές, την σύμβαση

(-++++),(-+++). Η κλίμακα του μοντέλου είναι η λDGP =
1

m
=
M2

4

M3
5

, όπου

για αποστάσεις μικρότερες του λDGP η βαρύτητα συμπεριφέρεται τετραδιάστα-

τα. Ο άμαζος διαδότης της πενταδιάστατης περίπτωσης έχει την ίδια μορφή, ως

προς το κομμάτι των τανυστών, με τον μαζικό διαδότη της τετραδιάστατης πε-

ρίπτωσης, συνεπώς υπάρχει η ίδια ασυνέχεια που πλήττει την μαζική βαρύτητα

[17].

Χωρίζουμε τις πέντε διαστάσεις σε 4+1, και γράφουμε τη δράση σε μετα-

βλητές που μοιάζουν με αυτές του φορμαλισμού ADM [18]. Με βάση αυτές τις

μεταβλητές, το κομμάτι τη δράσης που περιέχει τον πενταδιάστατο όρο παίρνει

26
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τη μορφή

Sbulk = 2M3
5

∫
d4x

∫ ∞
0

dy
√
−γ
[
R(γ)−KµνKµν +K2

]
, (3.2)

με N = (G55)−
1
2 , Nµ = G5µ και γµν = Gµν στις επιφάνειες y = x5

. Επίσης, η

εξωτερική καμπυλότητα είναι η

Kµν =
1

2N

(
dγµν
dy
−DµNν −DνNµ

)
, (3.3)

όπου Dµ είναι η συναλλοίωτη παράγωγος σε σχέση με την μετρική γµν . Κά-

νουμε προσέγγιση ασθενους πεδίου

GMN = ηMN +HMN , γµν = ηµν + hµν , (3.4)

όπου M,N, ... = 0, .., 3; 5 είναι οι δείκτες του πενταδιάστατου χωρόχρονου και

μ,ν,... οι δείκτες για τον τετραδιάστατο χωρόχρονο. Λόγω του ότι η δράση εί-

ναι αναλλοίωτη κάτω από μετασχηματισμούς βαθμίδας, επιλέγουμε τη βαθμίδα

De Donder[20], και προσθέτουμε τον αντίστοιχο όρο στη δράση με πολλαπλα-

σιαστή Lagrange. Παίρνοντας μετασχηματισμούς της μορφής xM → xM +ΞM
,

βλέπουμε ότι έχουμε εναπομείνουσα ελευθερία βαθμίδας. Ολοκληρώνοντας τη

δράση ως προς y και παίρνοντας υπ’οψιν τις εξισώσεις κίνησης (HMN(x, y) =
exp

(
− y∆

)
hMN(x)) του όρου με τις πέντε διαστάσεις βρίσκουμε ότι

S = M3
5

∫
d4x

[
− 1

2
hµν∆hµν +

1

4
h4∆h4 +

1

2
h4∆h55 −

1

4
h55∆h55−

−Nµ∆Nµ −Nµ
(
∂µh4 + ∂µh55 − 2∂νhµν

)]
, (3.5)

όπου h4 είναι το ίχνος του hµν και ∆ =
√
−�4. Η δράση αυτή είναι αναλλοίωτη

κάτω την εναπομείνουσα συμμετρία βαθμίδας. Ορίζουμε βαθμίδα ξανά και εισά-

γουμε τον όρο στην δράση με έναν πολλαπλασιαστή Lagrange. Προσθέτοντας

και τον κινητικό όρο του συνόρου, βρίσκουμε ότι

Lbdy = M2
4

[
1

2
hµν
(
�4 −m∆

)
hµν −

1

4
h4

(
�4 −m∆

)
h4 −mNµ

(
∆ +m

)
Nµ+

+
1

2
mh4∆h55 −mNµ∂µh55 −

1

4
h55∆h55

]
. (3.6)

Αντικαθιστώντας h′µν = hµν + mπηµν , N
′
µ = Nµ − ∂µπ, h55 = −2∆π, έχουμε

ότι

L 'M2
4

[
1

2
h′µν�4h

′
µν −

1

4
h′4�4h

′
4 −mN ′µ∆N ′µ + 3m2π�4π

]
. (3.7)
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Λόγω του ότι ο συντελεστής του όρου π�4π είναι μικρός, σημαίνει ότι οι

ανώτερης τάξης όροι αλληλεπίδρασης θα είναι σημαντικοί. Μέχρι στιγμής υ-

πολογίσαμε τετραγωνικούς όρους ως προς το πεδίο π. Προσθέτοντας όρους

αλληλεπίδρασης στον όρο με τις πέντε διαστάσεις θα προκύψουν όροι αλλη-

λεπίδρασης στο σύνορο, οι οποίοι θα είναι μεγαλύτερης τάξης για το πεδίο π.

Από τους όρους αυτούς ο όρος με τη μικρότερη διάσταση προκύπτει να είναι

κυβικός ως προς το πεδίο π, και η κλίμακα που εμφανίζονται οι αλληλεπιδράσεις

αυτές είναι η Λ3 ∼
(
m2M4

) 1
3 . Κάνοντας τις αντικαταστάσεις

N = 1 +
1

2
exp

(
− y
√
−�4

)
h55, (3.8)

Kµν =
1

2

(
1− 1

2
exp

(
− y
√
−�4

)
h55

)(
∂µNν + ∂νNµ

)
, (3.9)

και

Nµ = exp
(
− y
√
−�4

)
∂µπ, (3.10)

στην 3.2, και ολοκληρώνοντας ως προς y βρίσκουμε ότι η συνεισφορά του

κυβικού όρου στη μεμβράνη είναι η

∆Lbdy = M2
4m∂

µπ∂µπ�4π. (3.11)

Το βαθμωτό αυτό είναι αντίστοιχο αυτού που μελετήσαμε στο προηγούμενο

κεφάλαιο, στην μαζική βαρύτητα. Το πεδίο π περιγράφει την καμπύλωση τετρα-

διάστατης μεμβράνης στις πέντε διαστάσεις. ΄Ετσι, οδηγούμαστε στη δράση

για το cubic galileon. Η θεωρία αυτή είναι αναλλοίωτη κάτω από γαλιλαϊκούς

μετασχηματισμούς της μορφής π(x) → π(x) + bµx
µ + c, αγνοώντας τους επι-

φανειακούς όρους. Επίσης, επειδή οι εξισώσεις κίνησης που προκύπτουν είναι

δεύτερης τάξεως, σημαίνει ότι η θεωρία δεν περιέχει πεδία φαντάσματα.

Στο κεφάλαιο αυτό θα υπολογίσουμε τις κβαντικές διορθώσεις της κυβικής

θεωρίας του Galileon στον έναν βρόχο. Δηλαδή θα ξεκινήσουμε από τη δράση

S =

∫
ddx

(
1

2
(∂π)2 − ν0

2
(∂π)2�π

)
, (3.12)

όπου έχουμε επαναορίσει το πεδίο ώστε ο κινητικός όρος να έχει κανονική

μορφή, και θα καταλήξουμε στον υπολογισμό της ενεργού δράσης αυτής. Για

να επιτευχθεί αυτό θα θεωρήσουμε μία διαταραχή γύρω από το κλασικο πεδίο

και μέσω παραγοντικών ολοκληρώσεων θα φέρουμε τη δράση σε μορφή τέτοια

ώστε η διαταραχή να συνοδεύεται από παραγώγους δευτέρας τάξεως. ΄Υστε-

ρα θα υπολογίσουμε την ενεργό δράση στο επίπεδο του ενός βρόχου και θα

σχολιάσουμε τα αποτελέσματα.
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3.1 Η δράση

Ξεκινάμε από τη δράση

S =

∫
ddx

(
1

2
(∂π)2 − ν0

2
(∂π)2�π

)
, (3.13)

στον d-διάστατο Ευκλείδιο χώρο. Για να υπολογισουμε την ενεργό δράση θα

πάρουμε τις διακυμάνσεις φ του πεδίου π γύρω από μία μέση τιμή πcl, δηλαδή

π = πcl + φ. (3.14)

Από τον πρώτο όρο στη δράση 3.13, κρατάμε μόνο τους τετραγωνικούς όρους

ως προς τις διακυμάνσεις φ του πεδίου, δηλαδή

S1 = −1

2

∫
ddx ∂µφ∂

µφ. (3.15)

Για το δεύτερο κομμάτι της δράσης 3.13 έχουμε

S2 = −
∫

ddx
ν0

2
(∂π)2�π. (3.16)

Κρατώντας ξανά τετραγωνικούς όρους ως προς τις διακυμάνσεις, βρίσκουμε

S2 = −ν0

2

∫
ddx (∂µφ∂

µφ�πcl + 2∂µφ∂
µπcl�φ) . (3.17)

Αυτός ο όρος ύστερα απο παραγοντική ολοκλήρωση και μηδενίζοντας τους

επιφανειακούς όρους, μας δίνει

S2 = −ν0

2

∫
ddx (2πcl∂ν∂µφ∂

ν∂µφ− 2πcl�φ�φ) . (3.18)

΄Υστερα από λίγες ακόμα παραγοντικές ολοκληρώσεις φτάνουμε στο αποτέλε-

σμα

S2 =
ν0

2

∫
ddx (2φ�πcl�φ− 2φ∂µ∂νπcl∂µ∂νφ) . (3.19)

Κάνοντας μία παραγοντική ολοκλήρωση στην 3.15 και προσθέτοντας τις 3.15,

3.19 παιρνουμε συνολικά

S = S1 + S2 =

∫
ddx

(
−1

2
φ�φ+

ν0

2
φ
(
2�πcl�φ− 2∂µ∂νπcl∂µ∂νφ

))
.

(3.20)
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3.2 Η εξίσωση της ενεργού δράσης

Θα προσπαθήσουμε να φτάσουμε στην εξίσωση για την ενεργό δράση. Ορί-

ζουμε πρώτα το ολοκλήρωμα διαδρομών (path integral) [22]

Z(J) = N

∫
[dπ] exp

[
−1

~
(
S[π]− Jπ

)]
, (3.21)

όπου Ν είναι μια σταθερα κανονικοποιήσης, J μία πηγή, S η αρχική δράση,

δηλαδή η δράση της σχέσης 3.13. Για τον νορμαλισμό του ολοκληρώματος

διαδρομών διαλέγουμε [22]

Z(0) = 1, (3.22)

συνεπώς, η σταθερά νορμαλισμού θα ισούται με

N =

(∫
[dπ] exp

[
−1

~
S[π]

])−1

. (3.23)

Παίρνοντας την προσέγγιση ~ → 0, το ολοκλήρωμα διαδρομών της σχέσης

3.21 κυριαρχείται από την κλασική λύση η οποία θα ελαχιστοποιεί το εκθετικό.

Δηλαδή

δS

δπ

[
πcl
]

= J. (3.24)

Ορίζουμε το πεδίο π με τέτοιο τρόπο έτσι ώστε να ισχύει ότι

πcl(J = 0) = 0. (3.25)

Τοποθετώντας την κλασική λύση πcl πίσω στην δράση και παίρνοντας τον λο-

γάριθμο της σχέσης θα έχουμε στην μηδενική τάξη ότι

lnZ(J) ∼ lnZ0(J) =
1

~
[−S[πcl] + J ] . (3.26)

Ορίζουμε τώρα ένα νέο συναρτησιακό W (J) το οποίο είναι το γενεσιουργό συ-

ναρτησιακό όλων των “συνδεδεμένων”(connected) συναρτήσεων συσχετισμού.

Δηλαδή,

W (J) = ~ lnZ(J). (3.27)

΄Ετσι σε μηδενική τάξη ως προς ~ έχουμε

W (J) = W0(J) = −S[πcl] + Jπcl. (3.28)

Για διακυμάνσεις γύρω από την κλασική λύση

π = πcl + φ, (3.29)
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αναπτύσσουμε τη δράση γύρω από το σημείο πcl και κραταμε όρους μέχρι δεύ-

τερη τάξη. Επομένως

S[πcl + φ] = S[πcl] +

∫
ddx

δS

δπ(x)

∣∣∣∣
π=πcl

φ(x)+

+
1

2

∫
ddx1d

dx2 φ(x1)
δ2S

δπ(x1)δπ(x2)

∣∣∣∣
π=πcl

φ(x2), (3.30)

Λόγω της 3.24 θα έχουμε τελικά ότι

S[πcl + φ]−
∫

ddx J(πcl + φ) = S[πcl]−
∫

ddx Jπcl

+
1

2

∫
ddx1d

dx2 φ(x1)
δ2S

δπ(x1)δπ(x2)

∣∣∣∣
π=πcl

φ(x2). (3.31)

Για τη δράση της 3.20 έχουμε

S(2)(x1, x2; πcl) =
δ2S

δπ(x1)δπ(x2)

∣∣∣∣
π=πcl

= −�δ(x1−x2)+2ν0

(
�πcl�δ(x1−x2)−

− ∂µ∂νπcl∂µ∂νδ(x1 − x2)
)
. (3.32)

Το ολοκλήρωμα διαδρομών σε αυτή την τάξη γίνεται

Z(J) ∼ Z0(J)

∫
d[φ] exp

[
− 1

2~

∫
dx1dx2 φ(x1)S(2)(x1, x2; πcl)φ(x2)

]
,

(3.33)

με

Z0(J) = N exp

[
−1

~
(
S[πcl]− Jπcl

)]
. (3.34)

Λόγω του ότι έχουμε τον όρο
1

~
στο εκθετικό, θα πρέπει τα πεδία να είναι

μεγέθους της τάξης
√
~. Δηλαδή θα έχουμε

π = πcl +
√
~φ. (3.35)

΄Ομως ούτως ή άλλως θα μπορούσαμε να πάρουμε τη σύμβαση ~ = 1. Το

ολοκλήρωμα στα πεδία χ είναι ένα γκαουσσιανό(gaussian) ολοκλήρωμα που θα

μας δώσει∫
d[φ] exp

[
−1

2

∫
dx1dx2 φ(x1)S(2)(x1, x2; πcl)φ(x2)

]
=

=

(
detS(2)(x1, x2; πcl)

2π

)−1

2
. (3.36)
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Μπορούμε να διαιρέσουμε και να πολλαπλασιάσουμε το αποτέλεσμα με την πο-

σότητα detS(2)
(
x1, x2; 0

)
εφόσον αυτή δεν είναι μηδενική. Με αυτή την τρο-

ποποίηση θα πάρουμε

Z(J) ∝ Z0(J)

[
detS(2)(x1, x2; πcl)

detS(2)(x1, x2; 0)

]−1

2
. (3.37)

Για το συναρτησιακό W (J) θα έχουμε

W (J) = ~ lnZ0(J)−~
2

ln

[
detS(2)(x1, x2; πcl)

detS(2)(x1, x2; 0)

]
= −S[πcl]+

∫
ddx J(x)πcl(x)−

− ~
2

ln

[
detS(2)(x1, x2; πcl)

S(2)(x1, x2; 0)

]
. (3.38)

Η ενεργός δράση ορίζεται ως ο μετασχηματισμός Legendre του συναρτησιακού

W (J)

Γ[π] +W (J)−
∫

ddx J(x)π(x) = 0, (3.39)

όπου
δΓ[π]

δπ
= J(x). (3.40)

Το πεδίο π εδώ είναι η αναμενόμενη τιμή του τελεστη π(x) παρουσία πηγής.

Δηλαδή

π =

∫
d[π] π exp

[
−1

~(S[π]− Jπ)
]∫

d[π] exp
[
−1

~(S[π]− Jπ)
] . (3.41)

Ισχύει ότι

Γ1[π] = −W1(J) =
1

2

[
tr lnS(2)(x1, x2; πcl)− tr lnS(2)(x1, x2; 0)

]
, (3.42)

όπου έχουμε χρησιμοποιήσει την ιδιότητα ln det = tr ln. Επίσης, θεωρούμε

ότι οι τελεστές στην παραπάνω σχέση είναι τοπικοί. ΄Αρα, αντικαθιστώντας

βρίσκουμε ότι

Γ1[π] =
1

2
tr

[
ln
[
−� + 2ν0

(
�πcl�− ∂µ∂νπcl∂µ∂ν

)]
− ln

[
−�

]]
. (3.43)

Ορίζουμε

−�∆(x1, x2) = δ(x1 − x2), (3.44)

και

Σ1(x1) = 2ν0�πcl�, (3.45)
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Σ2(x1) = −2ν0∂
µ∂νπcl∂µ∂ν . (3.46)

΄Αρα η διόρθωση για τον ένα βρόχο (1-loop) είναι

Γ1[π] =
1

2
tr ln

[
I +

(
Σ1(x1) + Σ2(x1)

)
∆(x1, x2)

]
. (3.47)

3.3 Υπολογισμός της ενεργού δράσεως σε

έναν βρόχο

Για να γίνει ο υπολογισμός θα αναπτύξουμε το λογάριθμο σε δυνάμεις του

(Σ1 + Σ2)∆. Συνεπώς

ln (I + (Σ1 + Σ2)∆) =
+∞∑
n=1

(−1)n+1

n
((Σ1 + Σ2)∆)n. (3.48)

Κρατώντας σε αυτό το άθροισμα τους όρους μέχρι n = 2 παίρνουμε ότι

ln (I + (Σ1 + Σ2)∆) ' (Σ1 + Σ2)∆− 1

2
((Σ1 + Σ2)∆)2, (3.49)

οπότε για τη διόρθωση της ενεργού δράσης (effective action) σε έναν βρόχο

(one-loop) καταλήγουμε στη σχέση

Γ1[π] ' 1

2
tr

[
Σ1(x1)∆(x1, x2) + Σ2(x1)∆(x1, x2)−

− 1

2

(
Σ1(x1)∆(x1, x2) + Σ2(x1)∆(x1, x2)

)2]
. (3.50)

Το ίχνος στην εξίσωση είναι ένα ολοκλήρωμα στο οποίο θα πρέπει οι δείκτες

να είναι κυκλικοί, δηλαδή ο αρχικός με τον τελικό δείκτη θα πρέπει να είναι οι

ίδιοι. ΄Εχοντας αυτό υπ’οψιν συμπεραίνουμε ότι

Γ1[π] ' 1

2

∫
ddx1

(
Σ1(x1)∆(x1, x1) + Σ2(x1)∆(x1, x1)

)
−

− 1

4

∫
ddx1d

dx2

(
Σ1(x1)∆(x1, x2) + Σ2(x1)∆(x1, x2)

)
×

×
(

Σ1(x2)∆(x2, x1) + Σ2(x2)∆(x2, x1)

)
. (3.51)
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Το κομμάτι που είναι τετραγωνικό ως προς τη μέση τιμή του πεδίου πcl είναι το
δεύτερο ολοκλήρωμα στην παραπάνω εξίσωση το οποίο θα μας δώσει

Γ1[π] = −1

4

∫
ddx1d

dx2 Σ1(x1)∆(x1, x2)Σ1(x2)∆(x2, x1)−

− 1

2

∫
ddx1d

dx2 Σ1(x1)∆(x1, x2)Σ2(x2)∆(x2, x1)−

− 1

4

∫
ddx1d

dx2 Σ2(x1)∆(x1, x2)Σ2(x2)∆(x2, x1) =

= A1 + A2 + A3. (3.52)

Το κομμάτι A1 είναι το

A1 = −1

4

∫
ddx1d

dx2 Σ1(x1)∆(x1, x2)Σ1(x2)∆(x2, x1), (3.53)

άρα,

A1 = −ν2
0

∫
ddx �πcl(x1)�(x1)∆(x1, x2)�πcl(x2)�(x2)∆(x2, x1). (3.54)

Για να το υπολογίσουμε θα μεταφέρουμε το ολοκλήρωμα στον χώρο των ορμών.

΄Ετσι, ορίζουμε

πcl(x) =

∫
ddq π̃cl(q) exp

(
iqx
)
. (3.55)

Συνεπώς,

A1 = −ν2
0

∫
ddx1d

dx2d
dq1d

dq2
ddp1

(2π)d
ddp2

(2π)d
(−q2

1)π̃cl(q1) exp
(
iq1x1

)
×

× (−p2
1)

p2
1

exp
(
ip1(x1−x2)

)
(−q2

2)π̃cl(q2) exp
(
iq2x2

)(−p2
2)

p2
2

exp
(
ip2(x2−x1)

)
.

(3.56)

Ισοδύναμα έχουμε

A1 = −ν2
0

∫
ddq1d

dq2
ddp1

(2π)d
ddp2

(2π)d
q2

1π̃cl(q1)(2π)dδ(d)(p1 − p2 + q1)×

× q2
2π̃cl(q2)(2π)dδ(d)(p2 − p1 + q2). (3.57)

Από τις δέλτα συναρτήσεις παίρνουμε ότι

p2 = p1 + q1 ≡ p+ q, (3.58)
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και

q2 = −q1 ≡ −q. (3.59)

Συνεπώς,

A1 = −ν2
0

∫
ddq (2π)dq4π̃cl(q)π̃cl(−q)

∫
ddp

(2π)d
. (3.60)

Το A2 θα ισούται με

A2 = −1

2

∫
ddx1d

dx2 Σ1(x1)∆(x1, x2)Σ2(x2)∆(x2, x1) =

= 2ν2
0

∫
ddx1d

dx2�πcl�(x1)∆(x1, x2)∂µ∂νπcl(x2)∂µ∂ν(x2)∆(x2, x1). (3.61)

΄Υστερα από μερικές πράξεις παίρνουμε ότι

A2 = 2ν2
0

∫
ddq (2π)dq2qµqν

∫
ddp

(2π)d
(p+ q)µ(p+ q)ν

(p+ q)2
. (3.62)

Για δύο ποσότητες pµpν ισχύει ότι

pµpν =
ηµν

d
p2. (3.63)

Αντικαθιστώντας, έχουμε ότι

A2 = 2ν2
0

∫
ddq (2π)dq4π̃cl(q)π̃cl(−q)

1

d

∫
ddp

(2π)d
. (3.64)

Τέλος, για το A3 έχουμε

A3 = −1

4

∫
ddx1d

dx2 Σ2(x1)∆(x1, x2)Σ2(x2)∆(x2, x1) =

= −ν2
0

∫
ddx1d

dx2 ∂
µ∂νπcl(x1)∂µ∂ν(x1)∆(x1, x2)∂ρ∂σπcl(x2)∂ρ∂σ(x3)×

×∆(x2, x1). (3.65)

΄Υστερα από λίγες πράξεις καταλήγουμε στην εξίσωση

A3 = −ν2
0

∫
ddq (2π)dqµqνqρqσπ̃cl(q)π̃cl(−q)

∫
ddp

(2π)d
pµpν(pρ + qρ)(pσ + qσ)

p2(p+ q)2
.

(3.66)
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Θα αναπτύξουμε το
1

(p+ q)2
μέχρι όρους τάξης O(q4). Αυτό το κάνουμε γιατί

θέλουμε να συγκρίνουμε με το αποτέλεσμα των Shapiro-Netto [23]. Κάνοντας

το ανάπτυγμα, βρίσκουμε ότι

1

(p+ q)2
=

1

p2 + 2pαqα + q2
=

1

p2
− qαp

α

p4
+

4(qαp
α)2

p6
− q2

p4
− (qαp

α)3

p8
+

+
4q2qαp

α

p6
+ +

16(qαp
α)4

p10
− 12q2(qαp

α)2

p8
+
q4

p6
+O(q5). (3.67)

΄Ετσι, έχουμε

A3 = −ν2
0

∫
ddq (2π)dqµqνqρqσπ̃cl(q)π̃cl(−q)

∫
ddp

(2π)d
pµpν(pρ + qρ)(pσ + qσ)

p4
×

×
(

1− qαp
α

p2
+

4(qαp
α)2

p4
− q2

p2
− (qαp

α)3

p6
+

+
4q2qαp

α

p4
+ +

16(qαp
α)4

p8
− 12q2(qαp

α)2

p6
+
q4

p4
+O(q5)

)
. (3.68)

Πρέπει να έχουμε υπ’οψιν παίρνοντας το γινόμενο ότι οι ολοκληρώσεις στις πε-

ριττές δυνάμεις των p και q θα δώσουν μηδέν διότι είναι ολοκληρώσεις περιττών

συναρτήσεων σε όλο τον χώρο. Επίσης, χρησιμοποιούμε τις ταυτότητες

pµpνpρpσ =
p4

d(d+ 2)
(ηµνηρσ + ηµρηνσ + ηµσηρν) , (3.69)

pµpνpρpσpκpλ =
p6

d(d+ 2)(d+ 4)

(
ηµνηρσηκλ + 14µετ

)
, (3.70)

pµpνpρpσpκpλpξpτ =
p8

d(d+ 2)(d+ 4)(d+ 6)

(
ηµνηρσηκληξτ + 105µετ

)
.

(3.71)

Συνεπώς, αντικαθιστώντας τις ταυτότητες στα ολοκληρώματα φτάνουμε στο

αποτέλεσμα

A3 = −ν2
0

∫
ddq (2π)dπ̃cl(q)π̃cl(−q)

[
3

d(d+ 2)
q4

∫
ddp

(2π)d
+

+
d2 − 9d+ 8

d3 + 6d2 + 8d
q6

∫
ddp

(2π)d
1

p2
− (d− 24)(d− 2)(d− 1)

d(d+ 6)(d2 + 6d+ 8)
q8

∫
ddp

(2π)d
1

p4

]
.

(3.72)
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Προσθέτοντας τους τρεις αυτούς όρους βρίσκουμε για την ενεργό δράση ότι

Γ[π] = ν2
0

∫
ddq (2π)dπ̃cl(q)π̃cl(−q)

[
− d2 − 1

d(d+ 2)
q4

∫
ddp

(2π)d
−

− (d− 8)(d− 1)

d(d+ 2)(d+ 4)
q6

∫
ddp

(2π)d
1

p2
+

(d− 24)(d− 2)(d− 1)

d(d+ 2)(d+ 4)(d+ 6))
q8

∫
ddp

(2π)d
1

p4

]
.

(3.73)

Για να το μεταφέρουμε στο χώρο των θέσεων ορίζουμε

πcl(q) =

∫
ddx1

(2π)d
exp

(
− iqx1

)
πcl(x1). (3.74)

΄Υστερα από λίγες πράξεις καταλήγουμε στην ενεργό δράση

Γ[π] = ν2
0

∫
ddx πcl(x)

[
− d2 − 1

d(d+ 2)

(∫
ddp

(2π)d

)
�2+

+
(d− 8)(d− 1)

d(d+ 2)(d+ 4)

(∫
ddp

(2π)d
1

p2

)
�3+

(d− 24)(d− 2)(d− 1)

d(d+ 2)(d+ 4)(d+ 6)

(∫
ddp

(2π)d
1

p4

)
�4

]
πcl(x).

(3.75)

[24] Τα ολοκληρώματα στη μορφή που είναι, για να υπολογιστούν, πρέπει να

θέσουμε ένα ανώτατο όριο (cutoff) Λ για τις ορμές λόγω των υπεριωδών α-

ποκλίσεων , το οποίο είναι της τάξης της θεμελιώδους κλίμακας της θεωρίας.

Επίσης, λόγω των υπέρυθρων αποκλίσεων θέτουμε ένα κατώτατο όριο για τις

ορμές το οποίο είναι της τάξης των εξωτερικών ορμών q που εισέρχονται στον

βρόχο. Οι Shapiro-Netto [23] υπολογίζουν στην ενεργό δράση μόνο τη συνει-

σφορά από τον όρο π�4π, ο οποίος συνοδεύεται από την λογαριθμική απόκλιση

(log Λ) που προέρχεται από το ολοκλήρωμα των εσωτερικών ορμών. Στο απο-

τέλεσμά μας, για d = 4 βλέπουμε ότι έχουμε επιπλέον όρους της μορφής π�2π
και π�3π οι οποίοι συνοδεύονται απο αποκλίσεις της μορφής Λ4

και Λ2
αν-

τίστοιχα. Το αποτέλεσμα της 3.75 συμφωνεί (για m = 2) με τη δομή των

αποκλινόντων όρων της ενεργού δράσης για τον ένα βρόχο, η οποία δίνεται από

τη σχέση [19, 25, 26]

Γ ∼
∑
m

[
Λ4 + Λ2∂2 + ∂4 log

(
∂2

Λ2

)](∂2π

Λ3

)m
, (3.76)

θεωρώντας ν0 ∼ 1
Λ3 . Από τη μορφή της 3.75 βλέπουμε ότι δεν έχουμε διορθώ-

σεις στις παραμέτρους σύζευξης του cubic Galileon, συνεπώς δεν επανακανο-

νικοποιούνται. ΄Ομως, οι κβαντικές διορθώσεις θα δημιουργήσουν νέους όρους

οι οποίοι δεν περιέχονται στο cubic Galileon και αυτό θα είχε ως συνέπεια οι

εξισώσεις κίνησης που θα πάρουμε να είναι μεγαλύτερης τάξης και έτσι η θεωρία

να περιέχει βαθμούς ελευθερίας από πεδία φαντάσματα.



Κεφάλαιο 4

Heat kernel

Θα υπολογίσουμε την ενεργό δράση του κυβικού Galileon από το προηγούμενο

κεφάλαιο με τη βοήθεια του heat kernel. Θα ασχοληθούμε με υπόβαθρο στο

οποίο η κλασική τιμή του πεδίου είναι αρκετά μεγάλη. Αυτό σημαίνει ότι δεν

μπορούμε να υπολογίσουμε την ενεργό δράση χρησιμοποιώντας το ανάπτυγμα

του λογαρίθμου όπως κάναμε στο προηγούμενο κεφάλαιο. Θα ξεκινήσουμε με

την δράση

S0 =

∫
d4x

(
1

2
(∂π)2 − ν

2
(∂π)2�π

)
, (4.1)

την οποία ορίζουμε σε Ευκλείδειο χώρο. ΄Οπως αναφέρθηκε και προηγουμένως,

η δράση αυτή είναι αναλλοίωτη(αγνοώντας επιφανειακές αποκλίσεις) κάτω από

γαλιλαϊκούς μετασχηματισμούς της μορφής π → π + aνx
ν + b. Η σταθερά

σύζευξης ν καθορίζει την κλίμακα Λ στην οποία η θεωρία συζεύγνυται ισχυρά

[27]. Η κλίμακα αυτή αποτελεί το υπεριώδες όριο της θεωρίας. Οι εξισώσεις

κίνησης της 4.1 είναι δεύτερης τάξης, συνεπώς δεν περιέχει βαθμούς ελευθερίας

από πεδία φαντάσματα. Μέσω της θεωρίας του Galileon μπορούμε να κατανο-

ήσουμε τον μηχανισμό Vainshtein [8, 9]. Η παραπάνω δράση έχει μία σφαιρικά

συμμετρική λύση της μορφής πcl = πcl(w), όπου w = r2
και η οποία δίνεται

από τη σχέση

dπcl(w)

dw
= π′cl(w) =

1

8ν

(
1−

√
1 +

16νc

w
3
2

)
, (4.2)

με ν, c > 0 και wV = r2
V ∼

(
νc
) 2

3 , όπου rV η ακτίνα Vainshtein. Για w � wV

η λύση είναι πcl ∼
c

r
ενώ, για w � wV η λύση είναι πcl ∼

√
c

ν

√
r [24]. Χωρί-

ζοντας το πεδίο σε μια κλασικη τιμή και τις κλασικές διακυμάνσεις, παίρνουμε

την εξίσωση κίνησης

∆δπ = 0, (4.3)

38
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όπου Δ ο τελεστής που υπολογίσαμε στο προηγούμενο καφάλαιο, δηλαδή

∆ = −� + 2ν�πcl�− 2ν∂µ∂νπcl∂
ν∂µ. (4.4)

Σύμφωνα με τα προηγούμενα, για αποστάσεις r � rV ο πρώτος όρος του

τελεστή γίνεται πολυ μεγαλύτερος από τους άλλους δύο, ενώ για αποστάσεις

r � rV , όπου ν�πcl � 1, οι άλλοι δύο όροι κυριαρχούν. Σαν αποτέλεσμα,

οι κλασσικές διακυμάνσεις του πεδίου έχουν πολύ μικρό πλάτος σε αποστάσεις

r � rV .

4.1 Μία εισαγωγή στο Heat kernel

Σε αυτό το υποκεφάλαιο θα κάνουμε μία εισαγωγή για το heat kernel, το οποίο

θα χρησιμοποιήσουμε για τον υπολογισμό. Θεωρούμε έναν τελεστή Δ στον

Ευκλείδειο χώρο

〈x′|∆ |x〉 = ∆x 〈x′ |x〉 , (4.5)

όπου ∆x είναι η αναπαράσταση του τελεστή στον χώρο των θέσεων. Ορίζουμε

σαν heat kernel την εξίσωση [28]

h(x, x′, ε) = 〈x| exp
(
− ε∆

)
|x′〉 . (4.6)

Αναπτύσσοντας το εκθετικό και χρησιμοποιώντας την 4.5, βρίσκουμε ότι

h(ε, x, x′) = 〈x| exp (−ε∆) |x′〉 = 〈x|
(
I−ε∆+

ε2

2
∆2+...

)
|x′〉 = exp (−ε∆x) 〈x |x′〉 .

(4.7)

Πηγαίνοντας στο χώρο των ορμών παίρνουμε

h(ε, x, x′) =

∫
ddk

(2π)d
exp (−ε∆x) 〈x | k〉 〈k |x′〉 , (4.8)

με ∫
ddk

(2π)d
|k〉 〈k| = 1. (4.9)

Τελικά, με της βοήθεια της σχέσης

〈x | k〉 = exp
(
ikx
)
, (4.10)

θα έχουμε ότι

h(ε, x, x′) =

∫
ddk

(2π)d
exp

(
− ikx′

)
exp (−ε∆x) exp

(
ikx
)
. (4.11)
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4.2 Ενεργός δράση σε έναν βρόχο(one loop

effective action)

Για την ενεργό δράση σε έναν βρόχο ισχύει ότι

Γ1−loop =
1

2
tr ln ∆. (4.12)

Μεταφέροντάς τη σχέση αυτή στην αναπαράσταση ιδιόχρονου του Schwinger
(Schwinger’s proper time representation), θα πάρουμε ότι

Γ1−loop = −
∫ ∞
a= 1

Λ2

dε

ε
tr exp

(
− ε∆

)
, (4.13)

στο οποίο θέτουμε α =
1

Λ2
, δηλαδή ένα ανώτατο όριο στο ε για τις υπεριώδεις

αποκλίσεις. Αναπτύσσοντας το εκθετικό, το ίχνος γίνεται

tr exp (−ε∆) = tr

(
I− ε∆ +

ε2

2
∆2 + ...

)
=

∫
d4x 〈x| exp (−ε∆) |x〉 =

=

∫
d4x h(ε, x, x). (4.14)

Επομένως, η διόρθωση της ενεργού δράσης στον έναν βρόχο θα ισούται με

Γ1−loop = −1

2

∫ ∞
1

Λ2

dε

ε

∫
d4x h(ε, x, x). (4.15)

4.3 Υπολογισμός του heat kernel και της

ενεργού δράσεως

Ο τελεστής Δ δίδεται από τη σχέση

∆ = −� + 2ν�π�− 2ν∂µ∂νπ∂
µ∂ν , (4.16)

για π = πcl. Σύμφωνα με τη σχέση 4.11 το διαγώνιο στοιχείο του heat kernel
παίρνει τη μορφή

h(ε, x, x) =

∫
d4k

(2π)4
exp

(
− ikx

)
exp

(
− ε∆x

)
exp

(
ikx
)

=∫
d4k

(2π)4
exp

(
− ikx

)(
1− ε∆x +

ε2

2
∆2
x + ...

)
exp

(
ikx
)
. (4.17)
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Το επόμενο βήμα είναι να δράσουμε με τους τελεστές στο εκθετικό ώστε να

υπολογίσουμε το heat kernel. Θα χρησιμοποιήσουμε μία δοκιμαστική συνάρτη-

ση f [28], την οποία θα τοποθετήσουμε στα δεξιά των τελεστών. Θα δράσουμε

με τους τελεστές στο γινόμενο του εκθετικού με την δοκιμαστική συνάρτηση

και στο τέλος των υπολογισμών θα θέσουμε τη συνάρτηση αυτή ίση με την

μονάδα.

Για παράδειγμα, ας δούμε την διαδικασία αυτή για τον τελεστή Δ. Για το

πρώτο κομμάτι του τελεστή θα έχουμε ότι

exp
(
− ikx

)
(−�) exp

(
ikx
)

= − exp
(
− ikx

)
∂µ∂

µ
(

exp
(
ikx
)
f
)
. (4.18)

Η παράγωγος θα δράσει σύμφωνα με τον κανόνα του γινομένου, δηλαδή

∂µ
(

exp
(
ikx
)
f
)

=
(
ikµ exp

(
ikx
)
f + exp

(
ikx
)
∂µf
)
. (4.19)

οπότε

∂µ∂
µ
(

exp
(
ikx
)
f
)

=

exp
(
ikx
)(
ikµ + ∂µ

)(
ikµ + ∂µ

)
f = exp

(
ikx
)(
− k2 + 2ikµ∂µ + �

)
f. (4.20)

Τελικά καταλήγουμε στο αποτέλεσμα

exp
(
− ikx

)
(−�) exp

(
ikx
)
f = (k2 − 2ikµ∂µ −�)f. (4.21)

Με την ίδια λογική θα έχουμε

exp
(
− ikx

)
∂µ∂ν exp

(
ikx
)
f = (−kµkν + ikµ∂ν + ikν∂µ + ∂µ∂ν)f. (4.22)

Αντικαθιστώντας από τις προηγούμενες σχέσεις, βρίσκουμε ότι

h(ε, x, x) =

∫
d4k

(2π)4
exp

(
−
[
ε
(
k2−2ikµ∂µ−�

)
−2εν�π

(
k2−2ikµ∂µ−�

)
−

− 2εν∂µ∂νπ
(
− kµkν + ikµ∂ν + ikν∂µ + ∂µ∂ν

)])
. (4.23)

Αυτό θα ισούται με

h(ε, x, x) =

∫
d4k

(2π)4
exp

[
−εk2 +2iεkµ∂µ+ε�+2εν�π

(
k2−2ikµ∂µ−�

)
−

− 2εν∂µ∂νπ
(
− kµkν + ikµ∂ν + ikν∂µ + ∂µ∂ν

)]
. (4.24)
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Επαναορίζουμε την ορμή

k → k√
ε
, (4.25)

έτσι ώστε

h(ε, x, x) =

∫
d4k

(2π)4

1

ε2
exp

[
−k2+2i

√
εkµ∂µ+ε�+2ν�π

(
k2−2i

√
εkµ∂µ−ε�

)
−

− 2ν∂µ∂νπ
(
kµkν − 2i

√
εkµ∂ν − ε∂µ∂ν

)]
. (4.26)

Ο λόγος που το κάναμε αυτό είναι διότι θέλουμε να απομονώσουμε τον όρο

exp
(
− k2

)
και να αναπτύξουμε το υπόλοιπο κομμάτι. Αυτό είναι απαραίτητο

για την καλή σύγκλιση του ολοκληρώματος.

Θα επεξεργαστούμε τον εκθέτη για τον φέρουμε σε πιο κομψή μορφή. Πρώ-

τα παίρνουμε τον όρο που δεν περιέχει το ε και τον φέρνουμε στην ακόλουθη

μορφή

−k2−2ν∂µ∂νπk
µkν +2ν�πk2 = kµkν

(
−ηµν +2ν�πηµν−2ν∂µ∂νπ

)
, (4.27)

όπου ηµν η ευκλείδια μετρική. Ορίζουμε

gµν =
(
1− 2ν�π

)
ηµν + 2ν∂µ∂νπ, (4.28)

άρα,

− k2 − 2ν∂µ∂νπk
µkν + 2ν�πk2 = −gµνkµkν . (4.29)

Για τους όρους που περιέχουν την τετραγωνική ρίζα του ε θα πάρουμε

2i
√
εkµ
(
∂µ − 2ν�π∂µ + 2ν∂µ∂νπ∂

ν
)

=

2i
√
εkµ
(
(1− 2ν�π)ηµν + 2ν∂µ∂νπ)∂ν

)
= 2i
√
εkµgµν∂

ν , (4.30)

και τέλος, για τους όρους με το ε βρίσκουμε ότι

ε�− 2εν�π + 2ε∂µ∂νπ∂
µ∂ν =

ε
[
(1− 2ν�π)ηµν + 2ν∂µ∂νπ)

]
∂µ∂ν = εgµν∂

µ∂ν , (4.31)

συνεπώς,

h(ε, x, x) =

∫
d4k

(2π)4

1

ε2
exp

(
− gµνkµkν + 2i

√
εkµgµν∂

ν + εgµν∂
µ∂ν
)
. (4.32)

Ορίζοντας

X = −gµνkµkν , (4.33)
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και

Y = 2i
√
εkµgµν∂

ν + εgµν∂
µ∂ν , (4.34)

θα έχουμε τελικά ότι

h(ε, x, x) =

∫
d4k

(2π)4

1

ε2
exp

(
X + Y

)
. (4.35)

Οι τελεστές Χ και Y δεν μετατίθενται μεταξυ τους διότι η νέα μετρική gµν
εξαρτάται απο τη θέση και οι ελεύθερες παράγωγοι θα δράσουν πάνω της. Θα

χρησιμοποιήσουμε τη φόρμουλα Zassenhaus που ισχύει για δύο τελεστές που

δεν μετατίθενται. Αυτή είναι η εξής

exp
(
X+Y

)
= exp

(
X
)

exp
(
Y
)

exp
(
−1

2

(
[X, Y ]

))
exp

(1

6

(
2[Y, [X, Y ]]+[X, [X, Y ]]

))
.

(4.36)

Θα αναπτύξουμε τα εκθετικά και θα κρατήσουμε συνολικά όρους που θα είναι

μέχρι τάξη ε. Κανοντάς το αυτό, βρίσκουμε ότι

exp(X+Y ) = exp
(
X
)(

1− 1

2
[X, Y ]+

1

8
[X, Y ][X, Y ]+Y − 1

2
Y [X, Y ]+

Y 2

2
+

+
1

6

(
2[Y, [X, Y ]] + [X, [X, Y ]]

)
+O(ε

3
2 ). (4.37)

Τώρα θα υπολογίσουμε τον πρώτο μεταθέτη. ΄Εχουμε ότι

[X, Y ] =
[
− gµνkµkν , 2i

√
εkαgαβ∂

β + εgαβ∂
α∂β
]
. (4.38)

Χρησιμοποιώντας την ιδιότητα για τρεις ποσότητες A,B,C

[A,B + C] = [A,B] + [A,C], (4.39)

η σχέση 4.38 παίρνει την μορφή

[X, Y ] =
[
− gµνkµkν , 2i

√
εkαgαβ∂

β
]

+
[
− gµνkµkν , εgαβ∂α∂β

]
. (4.40)

Τώρα θα βγάλουμε έξω από τους μεταθέτες τις σταθερές ποσότητες, δηλαδή

το έψιλον με τις δυνάμεις του και τις ορμές. Οι ποσότητες που μένουν εντός

μεταθετών είναι οι παράγωγοι και η μετρική gµν , η οποία εξαρτάται από τη θέση.

΄Αρα, ο μεταθέτης θα μας δώσει

[X, Y ] = −2i
√
εkµkνkα

[
gµν , gαβ∂

β
]
− εkµkν

[
gµν , gαβ∂

α∂β
]
. (4.41)

Χρησιμοποιώντας την ιδιότητα

[A,BC] = [A,B]C +B[A,C], (4.42)
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παίρνουμε

[X, Y ] = −2i
√
εkµkνkα

([
gµν , gαβ

]
∂β + gαβ

[
gµν , ∂

β
])
− εkµkν×

×
([
gµν , gαβ

]
gαβ∂

α∂β + gαβ
[
gµν , ∂

α
]
∂β + gαβ∂

α
[
gµν , ∂

β
])
. (4.43)

Οι παράγωγοι που βρίσκονται αριστερά και δεξιά των μεταθετών είναι ελεύθε-

ρες.

Ισχύει ότι [
gµν , gαβ

]
= 0, (4.44)

και [
gµν , ∂

α
]

= −∂α
(
gµν
)
. (4.45)

Αντικαθιστώντας τις τιμές αυτές στον αρχικό μεταθέτη, βρίσκουμε ότι

[X, Y ] = 2i
√
εkµkνkαgαβ∂

β
(
gµν
)

+ εkµkνgαβ×

×
(
∂α
(
gµν
)
∂β + ∂β∂α

(
gµν
))
. (4.46)

Η παράγωγος ∂β στον τελευταίο όρο είναι ελεύθερη, έτσι, θα τον επεξεργα-

στούμε λίγο. Παίρνουμε τον μεταθέτη[
∂β, ∂α

(
gµν
)]

= ∂β∂α
(
gµν
)
− ∂β

(
∂α
(
gµν
))
, (4.47)

και λύνοντας ως προς τον πρώτο όρο στο δεξί μέλος της εξίσωσης, βρίσκουμε

∂β∂α
(
gµν
)

=
[
∂β, ∂α

(
gµν
)]

+ ∂β
(
∂α
(
gµν
))
, (4.48)

με

[∂β, ∂α(gµν)] = ∂β(∂α(gµν)), (4.49)

όπου τώρα η παράγωγος ∂β δρα στην μετρική. ΄Αρα, συνολικά καταλήγουμε

στο αποτέλεσμα

− 1

2
[X, Y ] = −i

√
εkµkνkαgαβ∂

β
(
gµν
)
− 1

2
εkµkνgαβ×

×
(
∂β
(
∂α
(
gµν
))

+ 2∂α
(
gµν
)
∂β
)
. (4.50)

Με την ίδια λογική υπολογίζουμε και τους υπόλοιπους όρους. Στο τέλος αν-

τικαθιστούμε τις ποσότητες X και Y με τα ισοδύναμα τους και φτάνουμε στο
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αποτέλεσμα

exp(X + Y ) = exp
(
− gµνkµkν

)(
1−

(
i
√
εkµkνkαgαβ∂

β
(
gµν
)

+
ε

2
kµkνgαβ×

×
(
∂β
(
∂α
(
gµν
))

+ 2∂α
(
gµν
)
∂β
)
−

− ε

2

(
kµkνkαgαβ∂

β(gµν)
)(
kmknkagab∂

b(gmn)
)
+

+ 2i
√
εkµgµν∂

ν + εgµν∂
µ∂ν + 2εkµkνkαkκgκλ

(
∂λ
(
gαβ
)
∂β
(
gµν
)
+

+ gαβ∂
λ
(
∂β
(
gµν
))

+ gαβ∂
β
(
gµν
)
∂λ
)
−

−2ε(kµkmgµν∂
ν(gmn)∂n+kµkmgµνgmn∂

ν∂n)−4ε

3
kµkνkαkκgκλ

(
∂λ(gαβ)∂β(gµν)+

+ gαβ∂
λ(∂β(gµν))

)
+
ε

3
kµkνkαkκgαβ∂

α(gµν∂
β(gκλ)

)
. (4.51)

Τώρα θα επαναορίσουμε τις ορμές εισάγοντας έναν τανυστή Sµν . Δηλαδή,

kµ = Sµρk
′ρ, (4.52)

όπου τον τανυστή τον ορίζουμε έτσι ώστε να κάνει τη μετρική gµν ευκλείδια

μέσω του μετασχηματισμού

SµρgµνS
ν
σ = ηρσ. (4.53)

Οι τανυστές Sµν είναι εν γένει συναρτήσεις του x. Επίσης, ισχύει η ιδιότητα

SαβS
γ
δη
βδ =

(
S2
)αγ

, (4.54)

όπου θα τη χρησιμοποιήσουμε στον υπολογισμό.

Θα δούμε τώρα πως μετατρέπεται η ποσότητα Χ κάτω από τον μετασχημα-

τισμό 4.53. ΄Εχουμε

X = −gµνkµkν = −gµνSµρk′ρSνσk′σ = −k′ρSµρgµνSνσk′σ =

= −k′ρηρσk′σ = −k′σk′σ = −k′2. (4.55)

Πραγματοποιώντας τις μετατροπές και στους υπόλοιπους όρους, θα πάρουμε το
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αποτέλεσμα

h(ε, x, x) =

∫
d4k′

(2π)4

1

ε2
(

detS
)[

exp(−k′2)

(
1−i
√
εSµρk

′ρSνσk
′σSαγk

′γgαβ×

×∂β
(
gµν
)
− ε

2
Sµρk

′ρSνσk
′σgαβ

(
∂β
(
∂α
(
gµν
))

+2∂α
(
gµν
)
∂β
)
− ε

2

(
Sµρk

′ρSνσk
′σSαγk

′γ×

× gαβ∂β
(
gµν
))(

Smrk
′rSnsk

′sSack
′cgab∂

b
(
gmn
))

+ 2i
√
εSµρk

′ρgµν∂
ν + εgµν∂

µ∂ν+

+ 2εSµρk
′ρSνσk

′σSαγk
′γSκδk

′δgκλ
(
∂λ
(
gαβ
)
∂β
(
gµν
)

+ gαβ∂
λ
(
∂β
(
gµν
))

+

gαβ∂
β
(
gµν
)
∂λ
)
− 2εSµρk

′ρSmrk
′r(gµν∂ν(gmn)∂n + gµνgmn∂

ν∂n
)
−

− 4ε

3
Sµρk

′ρSνσk
′σSαγk

′γSκδk
′δgκλ

(
∂λ
(
gαβ
)
∂β
(
gµν
)

+ gαβ∂
λ
(
∂β
(
gµν
)))

+

+
ε

3
Sµρk

′ρSνσk
′σSκδk

′δSλεk
′εgαβ∂

α
(
gµν
)
∂β
(
gκλ
))]

, (4.56)

όπου η ορίζουσα detS είναι η ιακωβιανή ορίζουσα του μετασχηματισμού. Το

δεξί μέλος της εξίσωσης δρα στη δοκιμαστική συνάρτηση που αναφέραμε προη-

γουμένως και η οποία είναι ίση με τη μονάδα. Συνεπώς, οι όροι με τις ελεύθερες

παραγώγους οι οποίοι θα δράσουν πάνω σε αυτή τη συνάρτηση θα δώσουν μη-

δέν.

Τώρα θα υπολογίσουμε τα ολοκληρώματα με τη βοήθεια των σχέσεων∫
d4k′ exp

(
− k′2

)
k′µk′ν =

π2

2
ηµν , (4.57)

∫
d4k′ exp

(
− k′2

)
k′µk′νk′ρk′σ =

π2

4

(
ηµνηρσ + ηµρηνσ + ηµσηµρ

)
, (4.58)

και∫
d4k′ exp

(
− k′2

)
k′µk′νk′ρk′σk′αk′β =

π2

8

(
ηµνηρσηαβ + 14 µεταθ

)
. (4.59)

Για παράδειγμα,∫
d4k′

(2π)4

1

ε2
(

detS
)

exp
(
− k′2

)
=

1

(2π)4

(
detS

)
π2. (4.60)

Υπολογίζοντας και τα υπόλοιπα ολοκληρώματα και κάνοντας τις πράξεις με τις
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συστολές των δεικτών, καταλήγουμε στο αποτέλεσμα

h(ε, x, x) =
1

(4πε)2

(
detS

)[
1− ε

4
SµρS

ν
ση

ρσgαβ∂
β
(
∂α
(
gµν
))
−

− ε

16
SµρS

ν
σS

α
γgαβ∂

β
(
gµν
)
SmrS

n
sS

a
cgab∂

b
(
gmn
)(
ηρσηγrηsc+

+ 14 µεταθ
)

+
ε

2
SµρS

ν
σS

α
γS

κ
δ

(
ηρσηγδ + ηργησδ + ηρδησγ

)
×

× gκλ
(
∂λ
(
gαβ
)
∂β
(
gµν
)

+ gαβ∂
λ
(
∂β
(
gµν
)))
− ε

3
SµρS

ν
σS

α
γS

κ
δ×

×
(
ηρσηγδ + ηργησδ + ηρδησγ

)
gκλ
(
∂λ
(
gαβ
)
∂β
(
gµν
)

+ gαβ∂
λ
(
∂β
(
gµν
)))

+

+
ε

12
SµρS

ν
σS

κ
δS

λ
ε

(
ηρσηδε + ηρδησε + ηρεησδ

)
gαβ∂

α
(
gµν
)
∂β
(
gκλ
)]
. (4.61)

Χρησιμοποιώντας την σχέση 4.54, βρίσκουμε ότι

h(ε, x, x) =
1

(4πε)2

(
detS

)[
1− ε

4

(
S2
)µν

gαβ∂
β
(
∂α
(
gµν
))
− ε

16

(
4
(
S2
)µν(

S2
)αm

(
S2
)na

+4
(
S2
)µα(

S2
)νm(

S2
)na

+2
(
S2
)µn(

S2
)νa(

S2
)αm

+2
(
S2
)µm(

S2
)αa(

S2
)νn

+

+ 2
(
S2
)µm(

S2
)αn(

S2
)νa

+
(
S2
)µν(

S2
)αa(

S2
)mn)

gαβ∂
β
(
gµν
)
gab∂

b
(
gmn
)
+

+
ε

6

(
S2
)µν(

S2
)ακ

gκλ
(
∂λ
(
gαβ
)
∂β
(
gµν
)

+ gαβ∂
λ
(
∂β
(
gµν
)))

+

+
ε

3

(
S2
)µκ(

S2
)να

gκλ
(
∂λ
(
gαβ
)
∂β
(
gµν
)

+ gαβ∂
λ
(
∂β
(
gµν
)))

+

+
ε

12

((
S2
)µν(

S2
)κλ

+ 2
(
S2
)νκ(

S2
)µλ)

gαβ∂
α
(
gµν
)
∂β
(
gκλ
)

+O
(
ε

3
2

)]
. (4.62)

Στην αρχή του κεφαλαίου είχαμε ορίσει τον τελεστή Δ 4.16. Ο τελεστής αυτός

για να είναι αυτοσυζυγής θα πρέπει να ισχύει ότι

∂µg
µν = 0, (4.63)

όπου gµν είναι η μετρική που ορίσαμε στη σχέση 4.28. Αν πάρουμε την από-

κλιση της μετρικής θα δούμε ότι ικανοποιεί αυτή την απαίτηση. Είχαμε δείξει

προηγουμένως ότι για τους πίνακες S ισχύει η σχέση 4.53. Μεταφέροντας τη

σχέση αυτή σε αναπαράσταση πινάκων, καταλήγουμε στη σχέση

S2 = g−1. (4.64)

Επιπλέον, ορίζουμε

S2 ≡ T, (4.65)
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και από την 4.64 προκύπτει ότι

detS =
(

det g
)− 1

2 (4.66)

Χρησιμοποιώντας τις παραπάνω σχέσεις, η εξίσωση για το heat-kernel απλο-

ποιείται στην εξής

h(ε, x, x) =
1

(4πε)2

(
detS

)[
1 +

ε

48

(
− 4T µνgαβ∂

α∂βgµν + 4T να∂µgαβ∂
βgµν+

+ gαβT
κλT µν∂βgκλ∂

αgµν + 2gαβT
νκT µλ∂αgµν∂

βgκλ
)

+O
(
ε

3
2

)]
. (4.67)

Θα εστιάσουμε την προσοχή μας γύρω απο τη σφαιρική λύση 4.2. Στην

περίπτωση αυτή, για
1

Λ
≤ r ≤ rV ισχύει όπως προηγουμένως ότι πcl ∼

√
r.

΄Αρα, η μετρική που ορίσαμε συμπεριφέρεται ως g ∼ �πcl ∼
(
r

rV

)− 3
2

, ενώ ο

αντίστροφος πίνακας της μετρικής που είναι ο πίνακας Τ συμπεριφέρεται ως T ∼(
r

rV

) 3
2

. Επίσης, για την ορίζουσα του πίνακα S έχουμε ότι detS ∼
(
r

rV

)3

.

Χωρίζουμε το πεδίο σε μία κλασική τιμή και τις κβαντικές διακυμάνσεις, δηλαδή

π = πcl + δπ και αναπτύσσουμε σε δυνάμεις των κβαντικών διακυμάνσεων.

Κρατώντας την τάξη με τους τετραγωνικούς όρους, βρίσκουμε ότι η ενεργός

δράση, η οποία δίδεται από τη σχέση 4.15, παίρνει την μορφή [27]

Γ1−loop = ν2

∫
d4x

(
c0
r6

r6
V

Λ4
(
δπ∂4δπ

)
+ c1a

r
5
2

r
9
2
V

Λ2
(
δπ∂4δπ

)
+

+ c1b
r

7
2

r
9
2
V

Λ2
(
δπ∂5δπ

)
+ c1c

r
9
2

r
9
2
V

Λ2
(
δπ∂6δπ

)
+O(log Λ)

)
, (4.68)

με τα ci να είναι αδιάστατες σταθερές. Η παραπάνω μορφή για την ενεργό

δράση είναι σχηματική και απεικονίζει μόνο των αριθμό των παραγώγων που

δρουν στις διακυμάνσεις και την επίδραση του υποβάθρου.

Στο προηγούμενο κεφάλαιο είχαμε αναφέρει ότι η μορφή των αποκλινόντων

όρων της ενεργού δράσης στον ένα βρόχο έχουν την μορφή

Γ ∼
∑
m

[
Λ4 + Λ2∂2 + ∂4 log

(
∂2

Λ2

)](
ν∂2π

)m
, (4.69)
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όπου ν ∼ 1
Λ3 . Η ενεργός δράση αυτή αποκλίνει σε αποστάσεις μικρότερες

της ακτίνας Vainshtein λόγω του γεγονότος ότι �πcl � 1, οπότε δεν μπορεί

να χρησιμοποιηθεί για προβλέψεις στη θεωρία. Συγκρίνοντας την 4.68 με την

4.69 βλέπουμε ότι με την τεχνική του heat-kernel εμφανίζονται όροι μπροστα

από τις αποκλίσεις οι οποίοι οφείλονται στους πίνακες S και για r < rV είναι

παράγοντες σύγκλισης για το ολοκλήρωμα. ΄Αρα, χωρίς την τεχνική του heat-
kernel οι διορθώσεις γίνονται πολύ μεγάλες και η σειρά αποκλίνει και συνεπώς,

η θεωρία καταρρέει ενώ, με τη τεχνική του heat-kernel και λαμβάνοντας υπ’ο-

ψιν την επίδραση του υποβάθρου, οι διορθώσεις που προκύπτουν είναι αρκετά

μικρότερες.
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