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Πρόλογος 

     Ο όρος «διατεταγµένο δείγµα» (order statistics), εισήχθη µόλις το 1942, από τον 

Wilks. Ωστόσο, το αντικείµενο αυτό της στατιστικής, παρατηρείται πιο παλιά. Για 

παράδειγµα οι αστρονόµοι ενδιαφερόντουσαν για τις εκτιµήσεις της θέσης, πέρα από 

το µέσο όρο του δείγµατος. Το 1818, λαµβάνεται (ουσιαστικά) από το Laplace, η 

κατανοµή του r – οστού όρου σε ένα τυχαίο δείγµα. Ο πρώτος που ενδιαφέρθηκε για 

να βρει φράγµατα στις ροπές των διατεταγµένων δειγµάτων, ήταν ο Sir Francis 

Galton το 1902.  

      Στην παρούσα εργασία, θα προσπαθήσουµε να βρούµε άνω φράγµατα σε ένα 

διατεταγµένο δείγµα.  Ειδικότερα, η εργασία χωρίζεται σε δύο ενότητες. Στην πρώτη 

ενότητα παρουσιάζονται φράγµατα για την αναµενόµενη τιµή της µέγιστης παρατή-

ρησης του διατεταγµένου δείγµατος (Κεφάλαιο 2 – 4). Στη δεύτερη ενότητα βρί-

σκουµε φράγµατα για την αναµενόµενη τιµή του εύρους του δείγµατος, δηλαδή της 

διαφοράς της µικρότερης διατεταγµένης παρατήρησης από τη µεγαλύτερη 

διατεταγµένη παρατήρηση (Κεφάλαια 5 – 6). 

      Στο πρώτο κεφάλαιο, γίνεται µία γρήγορη αναφορά στα διατεταγµένα δείγµατα. 

Βρίσκουµε ένα άνω φράγµα για την µέγιστη αναµενόµενη τιµή σε τυχαίο δείγµα. Το 

φράγµα αυτό παρουσιάζεται στα άρθρα των  Hartley – David 1954 και  Gumbel  

1954. Τα οποία δηµοσιεύθηκαν στο ίδιο περιοδικό και µε διαδοχή. Το πρώτο βρίσκε-

ται στις σελίδες 76 – 84  και το δεύτερο 85 – 99 . Στη συνέχεια χρησιµοποιώντας µια 

ανισότητα που εµφανίζεται στο άρθρο του Ludwig (1959), βρίσκουµε ένα φράγµα για 

την αναµενόµενη τιµή του εύρους. 

       Στο δεύτερο κεφάλαιο βρίσκουµε άνω φράγµα για τη µέγιστη διατεταγµένη 

παρατήρηση.  Οι Arnold – Groeneveld (1979) και ο Papadatos (2001) βρήκαν ένα 

άνω φράγµα για την παρατήρηση αυτή. Ο δεύτερος, βρήκε ένα καλύτερο άνω 

φράγµα. Αρχικά βρήκε ένα άνω φράγµα για µια ειδική κατηγορία τ.µ., που όποια 

τους µετάθεση και να πάρουµε, έχουν κοινή κατανοµή. Στη συνέχεια το γενίκευσε σε 

όλα τα διατεταγµένα δείγµατα. 

     Στο τρίτο κεφάλαιο προσπαθούµε να βρούµε έλα βέλτιστο άνω φράγµα για τη 

µέγιστη αναµενόµενη παρατήρηση. Οι Bertsimas, Natarajan and Teo (2006) βρήκαν 

µία κατανοµή που επιτυγχάνεται το φράγµα για τη µέγιστη αναµενόµενη 

παρατήρηση, χρησιµοποιώντας την κυρτότητα κάποιων συναρτήσεων.  

       Στο τέταρτο κεφάλαιο συγκρίνουµε τα φράγµατα των προηγουµένων κεφαλαίων 

για την ειδική περίπτωση που n = 2. Στη συνέχεια διαπιστώνουµε µία άµεση σχέση 

που έχει το εύρος µε τη µέγιστη διατεταγµένη παρατήρηση. Στο συγκεκριµένο 

κεφάλαιο, βρίσκουµε φράγµατα για το έυρος των δύο παρατηρήσεων. 

      



 

 

                                                             v      

 Στα κεφάλαια 5 και 6, βρίσκουµε άνω φράγµατα για το εύρος. Στην ουσία 

χρησιµοποιήσαµε ένα αποτέλεσµα του Isii (1962) για την κατασκευή φραγµάτων. 

ΟPapadatos (2014) βρήκε άνω φράγµατα για το αναµενόµενο εύρος. Ειδικότερα στην 

εργασία αυτή εµφανίζουµε βέλτιστο άνω φράγµα για το αναµενόµενο εύρος µόνο για 

την περίπτωση των Arnold – Groeneveld. Περισσότερα βέλτιστα φράγµατα βρέθηκαν 

από τον Papadatos (2014) (πρβλ. βιβλ. [11]).  
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    ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

ΜΙΑ ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΑ ΦΡΑΓΜΑΤΑ ΤΗΣ ΑΝΑΜΕΝΟΜΕΝΗΣ 

ΤΙΜΗΣ ΤΗΣ ΜΕΓΙΣΤΗΣ ∆ΙΑΤΕΤΑΓΜΕΝΗΣ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗΣ 

ΚΑΙ ΤΟΥ ΕΥΡΟΥΣ ΓΙΑ ΤΥΧΑΙΑ ∆ΕΙΓΜΑΤΑ.  

1.1.1.1.1.1.1.1. Μια σύντοµη αναφορά στα διατεταγµένα δείγµατα (order 

statistics) 

    Έστω Χ�, Χ�, … , Χ� είναι ένα τυχαίο δείγµα µε κοινή συνάρτηση κατανοµής F, και 

Χ1:n , Χ2:n , … , Xn:n, το διατεταγµένο δείγµα που προκύπτει αν διατάξουµε τις Χ�, Χ�, … , Χ� κατά αύξουσα σειρά µεγέθους. Στο διατεταγµένο οι τυχαίες µεταβλητές 

δεν είναι ούτε ανεξάρτητες, ούτε ισόνοµες. Η κατανοµή µιας διατεταγµένης παρατή-

ρησης καθορίζεται εύκολα. Για i = 1, 2, …, n και  x ∈ ℝ  έχουµε 

F��:��x� = ℙ�X�:� ≤ x� = 

= ℙ�τουλάχιστον i παρατηρήσεις από τις Χ�, Χ�, … , Χ� είναι ≤ x� = 

= ∑ ℙ�ακριβώς j παρατηρήσεις από τις Χ�, Χ�, … , Χ� είναι ≤ x����� .  

Επειδή η πιθανότητα «επιτυχίας» σε κάθε δοκιµή είναι F�x� = ℙ�X� ≤ x�, προκύπτει 

ότι: 

F��:��x� = ∑ ��� � �F�x����1 − F�x���"����� . 

1.2.1.2.1.2.1.2. Φράγµατα για τυχαίο δείγµα 

    Έστω  Χ1:n , Χ2:n , … , Xn:n, ένα διατεταγµένο δείγµα (order statistics) του δείγµατος 

των τυχαίων µεταβλητών  X1 , X2 , … , Xn. Στην περίπτωση που οι τ.µ είναι 

ανεξάρτητες και ισόνοµες µε συνάρτηση κατανοµής F, έχει αποδειχθεί   (Hartley – 

David 1954 και  Gumbel  1954) ότι αν το τυχαίο αυτό δείγµα έχει µέση τιµή µ και 

πεπερασµένη διασπορά σ
2
, τότε για την αναµενόµενη τιµή της µέγιστης παρατήρησης  

X n:n  ισχύει ότι: 

                                                 Ε�Χ#:#� ≤ µ + σ ⋅ #"�√��"�                                         (1.1). 

Αποδεικνύεται επίσης ότι για κάθε μ ∈ ℝ και σ� > 0, υπάρχει συνάρτηση κατανοµής 

για την οποία επιτυγχάνεται το φράγµα της (1.1).
1
 

Η κατανοµή αυτή είναι µοναδική, και δίνεται από τον τύπο 

                
1 Τα αποτελέσµατα εµφανίστηκαν στο άρθρο “The maxima of the mean largest value and of the 

range” από τον Gumbel το 1954 και στο άρθρο “Universal bounds of mean range and extreme 

observation” από τους David και Hartley το 1954. Τα οποία δηµοσιεύθηκαν στο ίδιο περιοδικό και µε 

διαδοχή. Το πρώτο βρίσκεται στις σελίδες 76 – 84  και το δεύτερο 85 – 99 . 
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  F�x� = .�� / �"�√��"� 0"μ1 + 123� �"�4
,  για µ − σ ⋅ #"�√��"� ≤ x ≤ µ + σ ⋅ √2n − 1        

Αν  X�:� και  X�:�  είναι αντίστοιχα η  j – οστή  και i – οστή  �j > i� διατεταγµένη από 

n παρατηρήσεις του παραπάνω τυχαίου δείγµατος, τότε 

W�,�:� = X�:� − X�:�, 1 ≤ i ≤ j ≤ n , 
είναι η απόσταση (spacing) δυο τυχόντων διατεταγµένων παρατηρήσεων. Ισχύει η 

ανισότητα  (Ludwig 1959): 

   E9W�,�:�: ≤ ; ⋅ .<���"�,��"��=���<��,�"�=���> + <���"�,��"��=���<��,�"�=���> − 2 <��=�"�,��"�"�=��<��,�"�=��<��,�"�=��3� �4 .        (1.2) 

Όταν i = 1 και j = n,  η  W�,�:�  εκφράζει το εύρος (range) του τ.δ  και συµβολίζεται µε R� 9R� ∶= W�,�:�:. H (1.2) σε αυτήν την περίπτωση γίνεται : 

E�R�� ≤ ; ⋅ .<���"�,��"��=���<��,�"�=���> + <��"�,��"�=���<��,�"�=���> − 2 <��=�"�,��"�"�=��<��,�"�=��<��,�"�=��3� �4
  

                  = ; ⋅ .<���"�,���<��,���> + <��,��"���<��,���> − 2 <��,��<��,��<��,��3� �4
  

                  = ; ⋅ �<��,�� BB�2n − 1,1� + B�1,2n − 1� − 2B�n, n�D� �4   

                  = ; ⋅ n . ���"� + ���"� − 2 ��"��!��"��!���"��! 3� �4
 

                   = ; ⋅ n √�√��"� .1 − ��"��!��"��!���"��! 3� �4
 . 

∆ηλαδή 
Ε�R�� ≤ ; �√�√��"� F1 − ����"��"� �G� �4 .                           (1.3). 

Μάλιστα το φράγµα της αναµενόµενης απόστασης (1.2) επιτυγχάνεται µόνο στην 

περίπτωση της (1.3). ∆ηλαδή επιτυγχάνεται µόνο για το εύρος του δείγµατος. 

    Στην εργασία αυτή θα ασχοληθούµε µε την εύρεση άνω και κάτω φραγµάτων για 

τη µέγιστη παρατήρηση και για το εύρος, δειγµάτων όχι κατ’ ανάγκη ανεξαρτήτων. 

Στόχος της είναι να προσδιορίσουµε τα βέλτιστα δυνατά φράγµατα, δηλαδή να 

προσδιοριστούν οι ποσότητες  

maxΕ�R��, minΕ�R��,    maxΕ�X�:��,   minΕ�X�:�� 
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και να βρούµε της κατανοµές των Xi, i=1, …, n, ώστε να µπορούν να επιτευχθούν τα 

φράγµατα αυτά. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

ΑΝΩ ΦΡΑΓΜΑΤΑ ΤΗΣ ΑΝΑΜΕΝΟΜΕΝΗΣ ΤΙΜΗΣ ΤΗΣ 

ΜΕΓΙΣΤΗΣ ∆ΙΑΤΕΤΑΓΜΕΝΗΣ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗΣ ΕΝΟΣ 

∆ΕΙΓΜΑΤΟΣ. 

Έστω ένα δείγµα από n διατεταγµένες παρατηρήσεις. Στο κεφάλαιο αυτό, θα προσπα-

θήσουµε να βρούµε φράγµατα για την αναµενόµενη τιµή της µέγιστης διατεταγµένης 

παρατήρησης. Ειδικότερα, στην ενότητα 2.1 παρουσιάζονται τέτοια φράγµατα όταν 

οι παρατηρήσεις του δείγµατος έχουν ίδια µέση τιµή και διασπορά. Τα φράγµατα 

αυτά κατασκευάστηκαν από τους Arnold και Groeneveld το 1979. Όταν οι παρα-

τηρήσεις δεν έχουν ίδια µέση τιµή και διασπορά, και η συνδιακύµανσή τους δεν είναι 

µηδέν, τότε για να βρεθούν φράγµατα για την E�X�:��, θα πρέπει πρώτα να βρεθούν 

φράγµατα, για την αναµενόµενη αυτή τιµή, όταν οι τυχαίες µεταβλητές είναι 

ανταλλάξιµες (ο ορισµός τους βρίσκεται στην ενότητα 2.2). Στη συνέχεια γενικεύ-

ουµε, για όλες τις διατεταγµένες παρατηρήσεις. (ενότητα 2.3). 

 

2.1.2.1.2.1.2.1. Βέλτιστα φράγµατα για την αναµενόµενη τιµή της µέγιστης 

παρατήρησης του δείγµατος µε κοινή µέση τιµή και διασπορά. 

Έστω Χ�, X�, … , Χ�, έστω ένα σύνολο από τυχαίες µεταβλητές (οι οποίες δεν είναι 

απαραίτητα ανεξάρτητες), µε αντίστοιχες µέσες τιµές µ� = E�X��  και πεπερασµένες 

διασπορές σ�� = Var�X��  i = 1, 2, … , n και θεωρούµε της  αντίστοιχες διατεταγµένες 

παρατηρήσεις Χ�:� ≤ X�:� ≤  …  ≤ X�:�  της παραγράφου 1.1. Τότε προκύπτει το ε-

ξής: 

Θεώρηµα 2.1.1. (Arnold – Groeneveld 1979) 

Για οποιεσδήποτε σταθερές λ�, λ�,…,λ�, 

|∑ λ��E�X�:�� − µN����� | ≤ �∑ 9λ� − λN:����� �� �4 �∑ .9µ� − µN:� + σ��3���� �� �4
     (2.1) 

όπου  µN = �� ∑ µ� ����   και λN = �� ∑ λ� ���� . (Ανισότητα Α – G) 

Απόδειξη  

Έχουµε 

               OP λ��E�X�:�� − µN��
��� O = OP λ��E�X�:�� − µN��

��� − P λN�E�X�:�� − µN��
��� O 

                                                      = Q∑ �λ� − λN��E�X�:�� − µN����� Q                               (2.2)      
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διότι  

P λN�E�X�:�� − µN��
��� = λNE RP X�:�

�
��� S − nλNµN 

                                                                          = λNE�∑ X����� � − nλNµN  

                               = λN ∑ E�X������ − nλNµN  

                         = nλNµN − nλNµN = 0. 

Εφαρµόζοντας την ανισότητα Cauchy – Schwarz στην �2.2�  έχουµε: 

            |∑ λ��E�X�:�� − µN����� | ≤ /∑ 9λ� − λN:����� 2� �4 �∑ �E�X�:�� − µN������ �� �4 .       �2.3� 

Όµως  

P�E�X�:�� − µN���
��� = P E�X�:��� − nµN��

���  

                                        ≤ P E9X�:��:�
��� − nµN� 

                                         = ∑ E9X��:���� − nµN�  

                                                             = ∑ UVar�X�� + Ε��X��V���� − nµN�          

                                                                              = ∑ σ������ + ∑ µ������ − nµN�  

                                                                     = ∑ .σ�� + 9µ� − µN:�3����                      �2.4�  

⇒��.Y���.Z�        |∑ λ��E�X�:�� − µN����� | ≤ �∑ 9λ� − λN:����� �� �4 �∑ .9µ� − µN:� + σ��3���� �� �4
  

                                                    = /∑ 9λ� − λN:� ∑ .9µ� − µN:� + σ��3�������� 2� �4
. 

                                                                                                                                       ∎ 

Εφαρµογή 2.1.2:  Μεµονωµένες διατεταγµένες παρατηρήσεις \]:^. 

Για τις διατεταγµένες παρατηρήσεις, ισχύει ότι X�:� ≤ X_:�, i = 1,2, … , k , οπότε ∑ Ε�Χ�:��_��� ≤ ∑ Ε�Χ_:��_���  

δηλαδή 

                                              Ε�Χ_:�� ≥ �_ ∑ Ε�Χ�:��_��� .                                    (2.5) 
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Όµοια προκύπτει ότι  

Ε�Χ_:�� ≤ ��"_=� ∑ Ε�Χ�:�����_  ,                                   (2.6) 

αφού X_:� ≤ X�:�   i = k, k + 1, … , n . 

Οπότε : 

�_ ∑ Ε�Χ�:��_��� ≤ Ε�Χ_:�� ≤ ��"_=� ∑ Ε�Χ�:�����_ .                 (2.7) 

Αν θεωρήσουµε ότι οι  Χ�,   i = 1,2, … , n έχουν µέση τιµή   µ  και διασπορά  σ�, τότε 

θέτοντας στην  (2.1)  λ� = λ� = ⋯ = λκ"� = 0 και λκ = λκ=� = ⋯ = λ� = 1 

προκύπτει η ανισότητα 

∑ �E�X�:�� − µ����κ ≤ c∑ �1 − �"d=�� �����κ + ∑ �0 − �"d=�� ��_"���� e� �4 �∑ B�µ − µ�� + σ�D���� �� �4 , 

η οποία γράφεται ως 

  
∑ E�X�:�����κ − �n − κ + 1�µ ≤ f�κ"�� �� �n − κ + 1� + ��"_=�� �� �κ − 1�g� �4 �nσ��h >4   

      ⇔ ∑ E�X�:�����κ − �n − κ + 1�µ ≤ ��d"����"d=���h >4� n� �4 ⋅ n� �4 ⋅ σ  

      ⇔ ∑ E�X�:�����κ ≤ �n − κ + 1�µ + ��j − 1��n − j + 1��� �4 ⋅ σ. 

Άρα από τη σχέση (2.7) προκύπτει  

Ε�Χ_:�� ≤ µ + σ . _"��"_=�3� �4
.                                  (2.8) 

Ενώ µε τον ίδιο τρόπο θέτοντας στην (2.1)  

 λ� = λ� = ⋯ = λκ = 1 και     λκ=� = λκ=� = ⋯ = λ� = 0 προκύπτει 

 

µ − σ .��"_�_ 3� �4 ≤ Ε�Χ_:��.                                       (2.9) 

Καταλήξαµε λοιπόν στο εξής 

Πόρισµα 2.1.3 

Αν Χ�, Χ�, … , Χ� είναι οποιεσδήποτε τυχαίες µεταβλητές µε Ε�Χ�� = μ, Var�X�� = σ� 

(και οποιαδήποτε συσχέτιση µεταξύ τους) τότε ισχύει η διπλή ανισότητα 
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μ − σl�"m� ≤ E�Xm:�� ≤ μ + σl m"��=�"m. 

∎ 

Παρατήρηση 2.1.4 

Αν εφαρµόσουµε το Θεώρηµα 2.1.1 για λ� = .0, i ≠ κ1, i = κo , παίρνουµε: 

 ∑ λ��E�Xi:n� − µN����� = E�Xm:�� − μN, και η ανισότητα A – G γράφεται ως:  

Ε�Χm:�� ≤ μN + l�1 − ��� p∑ �μ� − μN�� + σ������ .  

Στην περίπτωση που μ� = μ και σ�� = σ�, παίρνουµε χειρότερο αποτέλεσµα από αυτό 

του πορίσµατος: 

Ε�Χm:�� ≤ μ + l�1 − ��� p∑ �μ − μ�� + nσ����� = μ + σ√n − 1 . 

 

Για   k = n  οδηγούµαστε  στην ανισότητα: 

 

                                                    Ε�Χ�:�� ≤ µ + σ�n − 1�h>                                  (2.10). 

∆ηλαδή οδηγηθήκαµε σε ένα άνω φράγµα για τη µέγιστη παρατήρηση, χωρίς να 

χρειάζεται η υπόθεση της ανεξαρτησίας όπως στην (1.1). 

Επίσης από την (2.9) προκύπτει  ανισότητα: 

E�X�:�� ≥ µ 

Το κάτω φράγµα αυτό επιδέχεται βελτίωση την οποία την πέτυχε ο Hawkins το 1971 

λαµβάνοντας δείγµατα  χωρίς επανάθεση από πεπερασµένους πληθυσµούς, και 

χρησιµοποιώντας ένα κλασσικό αποτέλεσµα των Pearson και Chandra Sekar (1936). 

Πράγµατι στην περίπτωση δειγµάτων χωρίς επανάθεση από πεπερασµένους πληθυ-

σµούς, ο Hawkins έδειξε ότι 

E�X�:�� ≥ µ + σ√�"� .                                               (2.11) 

Όµως στη γενική περίπτωση προκύπτει ότι minE�X�:�� = µ 
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2.2.2.2.2.2.2.2. Άνω φράγµατα για την αναµενόµενη τιµή της µέγιστης πα-

ρατήρησης σε εξαρτηµένο δείγµα από ανταλλάξιµες τυχαίες 

µεταβλητές. 

 

    Τώρα θα δείξουµε ένα γενικότερο αποτέλεσµα Έστω ένα σύνολο από n ≥ 2 ανταλ-

λάξιµες τυχαίες µεταβλητές 
2
  X�, X�, … , X� µε Ε�Χ�� = µ, Var�X�� = σ�   (την 

υποθέτουµε πεπερασµένη) και Cov�X�, X�� = c. Τότε ισχύει η ανισότητα: 

                                          E�Χ�:�� ≤  µ +  �"�√� √σ� − c .                                     (2.12) 

Αυτή προκύπτει εύκολα από το παρακάτω Λήµµα: 

Λήµµα 2.2.1 (Papadatos 2000) Έστω ένα τυχαίο διάνυσµα u = 9X�,X�, … , X�:′,n ≥ 2, αποτελούµενο από ανταλλάξιµες τυχαίες µεταβλητές µε    Ε�Χ�� = µ,Var�X�� = σ�   (την υποθέτουµε πεπερασµένη) και Cov�X�, X�� = c. Τότε για κάθε 

πραγµατικές σταθερές λ�, λ�, … , λ�, ισχύει η ανισ’οτητα 

             |∑ λ��E�X�:�� − µ����� | ≤ �∑ 9λ� − λN:����� �� �4 9�n − 1��;� − c�:� �4
       (2.13), 

όπου λN = �� ∑ λ�����   και  Χ�:� ≤ X�:� ≤  …  ≤ X�:� είναι οι διατεταγµένες παρατηρή-

σεις που αντιστοιχούν στο διάνυσµα  \. Επιπρόσθετα το φράγµα στην (2.13) είναι το 

καλύτερο δυνατό (για κάθε  µ, σ
2
, και c γνωστά) εφόσον η πεπερασµένη ακολουθία 

λ�, λ�, … , λ� είναι µονότονη
3
. 

Απόδειξη 

Αρχικά διαπιστώνουµε ότι −σ�/�n − 1� ≤ c ≤ σ� 
4
, οπότε το άνω φράγµα είναι 

καλά ορισµένο. Μετά παρατηρούµε ότι E�Xw� = μ , οπότε :  

              ∑ E��X�:� − μ����� = ∑ E��X�:� − ΧN�����   

                                                   ≤ ∑ E�X�:� − Xw������    
                
2 Οι τ.µ. είναι ανταλλάξιµες, δηλαδή �X�,   X�, … , Χ#� =x 9X�h ,   X�> , … , Χyz: για κάθε επιλογή των i�, i�, … , i� από τα 1, 2, …, n, οπότε και οι περιθώριες τ.µ θα έχουν την ίδια κατανοµη. ∆ηλαδή Χ� =x X� και �X�,   X�� =x 9X�,   X�: κ.ο.κ. 
3 Για να ισχύει η ισότητα στην ανισότητα του  Cauchy -  Schwarz, θα πρέπει τα λi να είναι 

πολλαπλάσια του Ε�Χ�:�� − μ. Αφού η ακολουθία Ε�Χ�:�� είναι µη φθίνουσα, τότε η ακολουθία των λi 

θα είναι µονότονη. 
4  Ε�Χ�� = Ε�Χ�� = µ και Var�X�� = Var�X�� = σ�,  cov�X�, X�� = cov9X�, X�: = c,  

i, j = 1, 2, …, n. Άρα  E�Xw� = E ��� ∑ X����� � = �� ∑ E�X������ = �� n ⋅ µ = µ, �cov�X�, X���� ≤ Var�X��Var�X�� ⟺ c ≤ σ� και                     ∑ Var�X������ + 2 ∑ ∑ cov9X�, X�:�|�}�|� = Var�∑ X����� � ≥ 0 ⇔ nσ� + 2n�n − 1�c ≥ 0 ⇔ −σ�/�n − 1� ≤ c. 
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                                                  = E�∑ �X�:� − Xw������ �  

                                                   = E�∑ �X� − Xw������ �  

   = �n − 1��;� − c�.                                                          �2.14� 

Όπως στην απόδειξη της  (2.1) στις σχέσεις  �2.2� , �2.3�, αν αντικαθιστούσαµε το μN  

µε το µ, θα προκύψει: 

|∑ λ��E�X�:�� − µ����� | = Q∑ λ��E�X�:�� − µ����� − ∑ λN�E�X�:�� − µ����� Q  
                                                         = Q∑ �λ� − λN��E�X�:�� − µ����� Q  
                                                         ≤ /∑ 9λ� − λN:����� 2� �4 �∑ �E�X�:�� − μN������ �� �4    
                                                         = �∑ 9λ� − λN:����� �� �4 9�n − 1��;� − c�:� �4

   

(η τελευταία προκύπτει λόγω της �2.14�). 

Αν τα λ� = λ� = ⋯ = λ� = λ, τότε παίρνουµε 0=0. 
Θα δείξουµε τώρα ότι η ισότητα επιτυγχάνεται για οποιεσδήποτε τιµές των µ, σ�, c. 

Αν τα λi είναι µια µη φθίνουσα ακολουθία µε   λ1  <  λn, τότε θεωρούµε µια αυθαίρετη 

τ.µ. Ζ µε   Ε�Ζ� = μ    και   Var�Z� = �;� + �n − 1�c�/n,  και θέτουµε                  

Y� = Z + A9λ� − λN:   , � = 1,2, … , n     όπου  Α = c��"��9�>"�:∑ 9��"�w:>���h e� �4
  

5
. 

Τώρα θα δείξουµε ότι το τυχαίο διάνυσµα  

9X�, X�, … , X�:� = 9Y����, Y����, … , Y����:�
, 

ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του Λήµµατος, και πετυχαίνει την ισότητα στην (2.13). 

Εδώ το διάνυσµα ���1�, ��2�, … , ��n���  είναι στοχαστικά ανεξάρτητο του Ζ και 

οµοιόµορφακατανεµηµένο στις n! µεταθέσεις του B1,2, … , nD  6, ικανοποιεί τις 

προϋποθέσεις του Λήµµατος, οπότε πετυχαίνεται η ισότητα στην (2.13).  

Ας θεωρήσουµε την τ.µ. g9π�n�: = E �Y����|π�n��. Έχουµε 

                
5 Στο Λήµµα 1.1, το φράγµα της ανισότητας (2.13) επιτυγχάνεται όταν ισχύει η ισότητα. ∆ηλαδή όταν 

ισχύει η ισότητα στην Cauchy – Schwarz . Οπότε το φράγµα επιτυγχάνεται όταν υπάρχει σταθερά Α 

τέτοια ώστε ��n − 1��;� − ���� �4 = Α /∑ 9λ� − λN:����� 2� �4
 . 

 
6 Το ���1�, ��2�, … , ��n��� έχει οµοιόµορφη κατανοµή στις n! µεταθέσεις του  B1,2, … , nD, δηλαδή ℙ�π�1� = j�, π�2� = j�, … , π�n� = j�� = ��!  για j�,  j�, … , j� ∈ B1,2, … , nD με   j� ≠  j�  για r ≠ s. Προφανώς ℙ�π�i� = j� = �� , για κάθε i και για κάθε j. 
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                 Ε9Y����: = Ε cΕ �Y����|π�1��e 

                                    = Ε �g9π�1�:�  

                                    = P Ε9g�π�1�|π�1� = j�: ⋅ ℙ�π�1� = j��
���  

                                = ��  ∑ E9g�j�:���� = �� ∑ E9Y�:����   

                                = �� nμ + �� A ∑ 9λ� − λN:����  

                                     = μ + 0  

                                    = μ. 

Επίσης 

              Var9Y����: = Ε9Y�����: − UΕ9Y����:V�
 

                                     = �� ∑ E9Y��:���� − ��� ∑ E�Y������ ��
  

                                      = �� ∑ E�Z������ + �� A� ∑ 9λ� − λN:����� − μ�  

                                       = �� ∑ /Var�Z� + 9E�Z�:�2���� + ��"��91>" :� − μ�  

                                       = �� ∑ /9�>=��"�� :� + μ�2���� + ��"��91>" :� − μ�  

                                        = �>=��"�� � + μ� + ��"��91>" :� − μ�  = σ�. 

Όµοια προκύπτει ότι cov9Y����, Y����: = c. 
Εποµένως, δείξαµε ότι  Ε�Χ�� = µ, Var�X�� = σ� (για κάθε i), cov9X�, X�: = c (για 

κάθε i, j) και X είναι ανταλλάξιµο. 

Θα δείξω ότι για το συγκεκριµένο διάνυσµα Χ, πετυχαίνεται το φράγµα ως ισότητα. 

Πρώτα παρατηρούµε ότι 

9X�, X�, … , X�:� = 9Y����, Y����, … , Y����:�
  

και επειδή Y� ≤ Y� ≤ ⋯ ≤ Y� (από κατασκευή) έχουµε: 

9X�:�, X�:�, … , X�:�:� = �Y�, Y�, … , Y���. 
Τώρα  
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|∑ λ��E�X�:�� − µ����� | = |∑ λ��E�Υ�� − µ����� |   
                                         = Q∑ λ��E�Y�� − µ����� − ∑ λN�E�Y�� − µ����� Q  
                                          = Q∑ �λ� − λN��E�Y�� − µ����� Q  
                                          = Q∑ �λ� − λN�9E�Z� + A�λ� − λN� − µ:���� Q  
                                          = Q∑ �λ� − λN�9A�λ� − λN� − µ:���� Q  

         = ¡∑ �λ� − λN� fc��"��9�>"�:∑ 9��"�w:>���h e� �4 �λ� − λN�g���� ¡  
                                          = ¡∑ fc��"��9�>"�:∑ 9��"�w:>���h e� �4 �λ� − λN��g���� ¡  
                                            = ¡c��"��9�>"�:∑ 9��"�w:>���h e� �4 ∑ �λ� − λN������ ¡  
                                           = ¢9�n − 1��;� − ��:� �4 9∑ �λ� − λN������ :� �4 ¢  
                                           = 9�n − 1��;� − ��:� �4 9∑ �λ� − λN������ :� �4 .   
Τελικά 

|∑ λ��E�X�:�� − µ����� | = 9�n − 1��;� − ��:� �4 9∑ �λ� − λN������ :� �4
,  

και το φράγµα (2.13) γίνεται ισότητα. 

 

Στην περίπτωση που η ακολουθία των λi είναι µη αύξουσα αποδεικνύεται µε τον ίδιο 

τρόπο                                                                                                                           ∎ 
2.3.2.3.2.3.2.3. Άνω φράγµατα για την αναµενόµενη τιµή της µέγιστης πα-

ρατήρησης σε εξαρτηµένο δείγµα τυχαίων µεταβλητών. 

Στην ενότητα αυτή θα δείξουµε πως µπορεί το παραπάνω Λήµµα, να επεκταθεί και 

στην περίπτωση που δεν έχουµε ανταλλάξιµες τυχαίες µεταβλητές. Η γενική περί-

πτωση δίνεται από το παρακάτω Θεώρηµα 

Θεώρηµα 2.3.2. Έστω ένα τυχαίο διάνυσµα \ = �Χ�, Χ�, … , Χ��� µε Ε�Χ�� = μ� και 

πίνακα συνδιακύµανσης 9σ��:, όπου i, j = 1, 2, …,n. Τότε για αυθαίρετες τιµές των 

πραγµατικών σταθερών λ�, λ�, … , λ�, ισχύει η ανισότητα 



12           Βέλτιστα φράγµατα για την µέγιστη παρατήρηση και το δειγµατικό εύρος από 

εξαρτηµένα δείγµατα 

OP λ��E�X�:�� − μN��
��� O ≤ RP9λ� − λN:��

��� S� �4 RP .9µ� − µN:� + σ��3�
��� − nVarXwS� �4 , 

(2.15) 

όπου X�:� ≤ X�:� ≤ ⋯ ≤ X�:� είναι οι διατεταγµένες παρατηρήσεις του διανύσµατος 

Χ, σ�� = σ��, i = 1, 2, …,n,   μN = �� ∑ μ����� , λN = �� ∑ λ�����  και ΧN = �� ∑ Χ����� . 

Απόδειξη 

Για n = 1, η ανισότητα είναι προφανής. 

Για n ≥ 2, θέτουµε 

9Y�, Y�, … , Y�:� = 9X����, X����, … , X����:�
, 

όπου ���1�, ��2�, … , ��n���  είναι ένα διάνυσµα ανεξάρτητο του Χ, και έχει κατά-

νοµή όπως στο Λήµµα 1.4.1. Οι Υi, i = 1, 2, …,n είναι ανταλλάξιµες τ.µ.
7
, µε 

               Ε�Y�� = E9X����: 

                            = P E9X����|��1� = i:ℙ���1� = i��
���  

                            = 1n P E�X���
���  

                            = μN.  
Εφαρµόζοντας µε τον ίδιο τρόπο το Θεώρηµα Ολικής Πιθανότητας και χρησιµοποι-

ώντας τις σχέσεις 

Var�Y�� = E9Y��: − E�Y���  και  Cov�Y�, Y�� = E�Y�Y�� − E�Y��E�Y�� 

για τη διακύµανση και τη συνδιακύµανση αντίστοιχα, προκύπτουν οι σχέσεις 

Var�Y�� = �� ∑ .9µ� − µN:� + σ��3����   

και 

 

Cov�Y�, Y�� = 1n�n − 1� £2 P σ���|�}�|# − P�μ� − μN���
��� ¤ 

                
7 Είναι ανταλλάξιµες γιατί το διάνυσµα ���1�, ��2�, … , ��n��′  είναι µεταθέσεις των 1, 2, …, n. 
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                                              = ��"� Var�Xw� − ��"� Var�Y��. 
Εφαρµόζοντας τους παραπάνω τύπους στην ανισότητα (2.13)., και χρησιµοποιώντας 

πλέον την υπόθεση της ανταλλαξιµότητας για τις Yi, προκύπτει η ανισότητα 

 Q∑ λ�9E�X�:�� − E�Y��:���� Q ≤    �∑ 9λ� − λN:����� �� �4 ��n − 1�9Var�Y�� − Cov�Y�, Y��:�� �4
  

                                            =    �∑ �λi − λN�2ni=1 �1 24 9nVar�Y�� − nVar�Xw�:� �⁄
  

                                            =    �∑ �λi − λN�2ni=1 �1 24 c∑ .9µ� − µN:� + σ��3���� − nVar�Xw�e� �⁄ . 
∎ 

Παρατηρήσεις 

1. Το φράγµα που προκύπτει όπως φαίνεται στην (2.15) είναι καλύτερο από το 

φράγµα των Arnold – Goeneveld στη σχέση (2.1). Τα φράγµατα αυτά συµπί-

πτουν µόνο στην ειδική περίπτωση που η ΧN είναι σταθερή. 

2. Αν στη σχέση (2.13) θέσω λ� = 1 και λ� = λ� = ⋯ = λ�"� = 0, προκύπτει 

E�Χ�:�� ≤ ¦∑ �− �����"���� + �1 − ����§� �4 9�n − 1��σ� − ��:� �4
 

              =  /�"��> + ��"��>�> 2� �4 9�n − 1��σ� − ��:� �4
 

                = /�>"��> 2� �4 9�n − 1��σ� − ��:� �4
  

               = /���"���> 2� �4 9�n − 1��σ� − ��:� �4
 

                 = �"�√� �σ� − ��� �4 .  
∆ηλαδή παίρνουµε την ανισότητα (2.12) η οποία µας δίνει ένα φράγµα για την 

αναµενόµενη τιµή της µέγιστης διατεταγµένης παρατήρησης. Γνωρίζουµε ότι αυτό 

επιτυγχάνεται πάντα αφού η �λ�, λ�, … , λ�� = �0, 0, … ,0, 1� είναι αύξουσα. 

Πότε ένα ανταλλάξιµο διάνυσµα επεκτείνεται σε άπειρη ακολουθία ανταλλάξι-

µων τυχαίων µεταβλητών.  

Έστω οι ανταλλάξιµες τ.µ   X�, X�, … , X�  µε Ε�Χ�� = µ, Var�X�� = σ� και cov9X�, X�: = c. Τότε 

                    Var�Xw� = 1n� Var RP X�
�

��� S 
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                                  = ��> ∑ Var�X������ + ��> ∑ ∑ cov9X�, X�:�|�}�|�   

                               = �n;� + n�n − 1�c�/n� 

                                  =  �;� + �n − 1�c�/n. 

Έστω ότι η �Xi �����  επεκτείνεται σε άπειρη ακολουθία Χ�, Χ�, … τότε  

Var�Xw� = �;� + �n − 1�c�/n ⟶ c, όταν n ⟶ ∞. Επειδή Var�Xw� ≥ 0, αν ήταν c < 0, 

δε θα µπορούσε να επεκταθεί σε άπειρη ακολουθία από ανταλλάξιµες τ.µ. Αν c ≥ 0  

δεν µπορούµε εύκολα να γνωρίζουµε αν  επεκτείνεται ένα δεδοµένο σύνολο 

ανταλλαξί-µων  �Xi �����  σε άπειρη ακολουθία από ανταλλάξιµες τ.µ.  

   Αν µια ακολουθία BΧ�D είναι ανταλλάξιµη, τότε υπάρχει
8
 µια τ.µ  V τέτοια ώστε οι 

Xi, i=1, 2, …, δεδοµένης της  V  να είναι ανεξάρτητες και ισόνοµες. Η σχέση (1.1) 

οδηγεί στην ανισότητα: 

Ε�X�:�|V� ≤ E�X�|V� + �"�√��"� pVar�X�|V�   σ.π .                 (2.16)  

Παίρνοντας µέσες τιµές στην (2.16), 

EUΕ�X�:�|V�V ≤ E ¦E�X�|V� + n − 1√2n − 1 pVar�X�|V�§. 
Εποµένως, 

 Ε�X�:�� ≤ EUE�X�|V�V + n − 1√2n − 1 E /pVar�X�|V�2 
                                                 = E�X�� + �"�√��"� EUpVar�X�|V�V.                                (2.17) 

Από την ανισότητα Jensen, έχουµε ότι  EUpVar�X�|V�V ≤ lΕUVar�X�|V�V  (διότι η 

ª�x� = √x  είναι κοίλη συνάρτηση). 

Επίσης έχουµε ότι 

            ΕUVar�X�|V�V   = Var�X�� − Var�E�X�|V��          
                                         = Var�X�� − /Ε9E�Χ�|V�:� − UE9E�X�|V�:V�2           
                                         = Var�X�� − UΕ9E�Χ�|V�E�Χ�|V�: − E9E�X�|V�:E9E�X�|V�:V.  
                
8 Θεώρηµα DeFinetti:  Έστω Χ1, Χ2 ,…, µια ακολουθία από ανταλλάξιµες τυχαίες µεταβλητές. Τότε  

για κάθε πραγµατικό αριθµό x, υπάρχει µια τυχαία µεταβλητή Υ�x� = Y�x, ω�  µε  0 ≤ Y�x� ≤ 1 και 

τέτοια ώστε ℙ9Χ�¬ < x�¬ , 1 ≤ s ≤ k: = E9Y�X��, Y�X��, … , Y�X_�:   .Επιπρόσθετα, η Y�x, ω�  είναι µια 

συνάρτηση ως προς x για κάθε σηµείο ω. 
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Όµως   Χ�|V =x  X�|V, 

ΕUVar�X�|V�V = Var�X�� − UΕ9E�Χ�|V�E�Χ�|V�: − E9E�X�|V�:E9E�X�|V�:V.  
Oι Χ1  και Χ2 κάτω από τη δέσµευση της V είναι ανεξάρτητες. Άρα  

            Cov�X�, X�|V� = 0 ⟹ E9Cov�X�, X�|V�: = 0  
                 ⟹ E9Ε�X�Χ�|V� − Ε�Χ�|V�Ε�Χ�|V�: = 0 

                                                 ⟹ E9Ε�X�Χ�|V�: − E9Ε�Χ�|V�Ε�Χ�|V�: = 0 

                                                ⟹ E�X�Χ�� = E9Ε�Χ�|V�Ε�Χ�|V�:. 
Οπότε προκύπτει ότι 

           ΕUVar�X�|V�V = Var�X�� − �Ε�X�X�� − E�X��E�X��� 
                                      = σ� − �   
και η (2.17) γράφεται: 

Ε�X�:�� ≤ μ + �"�√��"� √σ� − � .                                       (2.18) 

Η ανισότητα (2.18) µας δίνει καλύτερο άνω φράγµα από την (2.12). ∆εν είναι 

βέλτιστο άνω φράγµα για την Ε�X�:�� αλλά είναι το καλύτερο όταν η X1, Χ2, … 

µπορεί να επεκταθεί σε ανταλλάξιµη ακολουθία.  

Καταλήξαµε λοιπόν στο εξής κριτήριο ανταλλαξιµότητας: 

Θεώρηµα 2.3.3 Αν 9X�, X�, … , X�: είναι ανταλλάξιµο τυχαίο διάνυσµα µε 

Ε�Χ�� = µ, Var�X�� = σ� και cov9X�, X�: = c ≥ 0,  

και αν 

Ε�X�:�� ≤ μ + �"�√��"� √σ� − �, 

τότε το 9X�, X�, … , X�: δεν επεκτείνεται σε άπειρη ακολουθία ανταλλάξιµων τ.µ. 

∎ 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

ΒΕΛΤΙΣΤΟ ΑΝΩ ΦΡΑΓΜΑ ΓΙΑ ΤΗΝ ΑΝΑΜΕΝΟΜΕΝΗ ΤΙΜΗ 

ΤΟΥ ΜΕΓΙΣΤΟΥ. 

3.1.3.1.3.1.3.1. Βέλτιστο άνω φράγµα για την αναµενόµενη τιµή του µεγίστου. 

    Στο κεφάλαιο αυτό ενδιαφερόµαστε για τη µέγιστη δυνατή τιµή της µέσης τιµής 

του µεγίστου Χ�:� = max®X�, X�, … , X�¯, όταν όλες οι τυχαίες  µεταβλητές Χ�,         
i=1, 2, …, n του διανύσµατος ° = 9X�,X�, … , X�: έχουν γνωστές µέσες τιµές και δια-

σπορές:  μ� ∈ ℝ,  σ� > 0. 
    Έστω ℱ��², ³� = ℱ, η οικογένεια των τυχαίων διανυσµάτων u = 9X�,X�, … , X�: 

µε: 

 E�Χ�� = μ�, και Var�Χ�� = σ��,   i = 1,2,3, … , n.                        (3.1) 

Το βασικό αποτέλεσµα που θα αποδείξουµε γράφεται ως εξής: 

Θεώρηµα 3.1.1. (Bertsimas, Natarajan and Teo (2006)) Αν u ∈ ℱ��², ³�, τότε  

Ε�Χ�:�� ≤ tµ + �� ∑ .μ� − tµ + p�μ� − tµ�� + σ��3����                (3.2) 

όπου t = tµ ∈ ℝ είναι η µοναδική λύση της εξίσωσης  

∑ ¶"μ�p�¶"μ��>=1�>���� = n − 2, −∞ < · < ∞ . 

 

Θεώρηµα 3.1.2. Η ισότητα στην (3.2) χαρακτηρίζει µία (και µόνο µία) κατανοµή 

στον ℝ�. Συγκεκριµένα η ισότητα στην (3.2) επιτυγχάνεται αν και µόνο αν: 

ℙ ¹̧¹¹
¹ºΧ� = tµ − p�μ� − t»�� + σ��⋮Χ� = tµ + p�μ� − t»�� + σ��⋮Χ� = tµ − p�μ� − t»�� + σ��½¾

¾¾¾
¿

= �� c1 + μ�"¶Àp�μ�"¶Á�>=1�>e , i = 1,2,3, … , n.  

(το µοναδικό «+» βρίσκεται στη i – οστή θέση). 

Απόδειξη του Θεωρήµατος 3.1.1 

Έστω t ∈ ℝ, τυχόν. 

Είναι: 

X� = t + X� − t ≤ t + maxBX� − t, 0D = t + �X� − t�= ≤ t + ∑ �X� − t�=���� . 
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Άρα, αφού το δεξιό µέλος δεν εξαρτάται από το i,  

Χ�:� = max®X�, X�, … , X�¯ ≤ t + ∑ �X� − t�=���� , t ∈  ℝ . 
Προφανώς �X� − t�= = 

���"¶�=|��"¶|� , οπότε 

Χ�:� ≤ t + �� ∑ �X� − t����� + �� ∑ |X� − t|���� .                      (3.3) 

Παίρνοντας µέσες τιµές στην (3.3): 

Ε�Χ�:�� ≤ t + �� ∑ �μ� − t����� + �� ∑ Ε|X� − t|���� .                (3.4) 

Τώρα έχουµε από την Cauchy – Schwarz: 

Ε|X� − t| ≤ pΕ�Χ� − t�� 

                                                                         = p�μ� − t�� + σ��.                                 (3.5) 

Συνεπώς, η (3.4) δίνει: 

Ε�Χ�:�� ≤ t + �� ∑ Ε�X� − t����� + �� ∑ p�μ� − t�� + σ������ .        (3.6) 

Το άνω φράγµα (3.6) µπορεί να υπολογιστεί από τα µ, ³Â (που δίνονται) και το t (που 

είναι αυθαίρετο). 

Για να πετύχω το µικρότερο δυνατό άνω φράγµα στην (3.6) θα πρέπει να επιλέξω το 

κατάλληλο t για να ελαχιστοποιήσω το δεξί µέλος. 

Θέτουµε λοιπόν 

g�t� = t + 12 P /�μ� − t� + p�μ� − t�� + σ��2�
��� , t ∈  ℝ.  

H g(t) είναι γνήσια κυρτή διότι 

Ã�Ãt� g�t� = 12 P Ä Ã�Ãt� p�μ� − t�� + σ��Å�
���  

                                                        = 12 P p�μ� − t�� + σ�� − �μ� − t��p�μ� − t�� + σ���μ� − t�� + σ��
�

���  

                                 ⟹ Ã�Ãt� g�t� = 12 P �μ� − t�� + σ�� − �μ� − t��
��μ� − t�� + σ���Z �4

�
���  
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                                                     = 12 P σ��
��μ� − t�� + σ���Z �4

�
��� > 0. 

Αφού η g είναι κυρτή, για να δείξουµε ότι έχει ελάχιστο, αρκεί να δείξουµε ότι lim¶⟶±È g�t� = +∞ (για n ≥ 2).   

Απόδειξη ότι ÉÊËÌ⟶±È Í�Ì� = +∞   

Είναι  |x| ≤ px� + σ��,  για κάθε x ∈  ℝ. 
Άρα                           

                                          |μ� − t| ≤ p�μ� − t�� + σ��,  

οπότε  

μ� − t ≥ −p�μ� − t�� + σ�� 

                                              ⟹ μ� − t + p�μ� − t�� + σ�� ≥ 0. 

g�t� = t + �� ∑ /�μ� − t� + p�μ� − t�� + σ��2���� ≥ t. 
Οπότε g�t� ⟶ ∞ �για t ⟶ ∞�. 
Αν  t ⟶ −∞  θέτω y =  – t  (y⟶∞� 
       g�t� = g�−y� = −y + 12 P /�μ� + y� + p�μ� + y�� + σ��2�

���  
                ≥ −y + �� ∑ 2�μ� + y�����  
                =�n − 1�y + ∑ μ����� ⟶ ∞   �καθώς y ⟶ ∞ και n ≥ 2�. 
Αν n = 1 έχουµε 

        g�−y� = −y + �� U�μ� + y� + p�μ� + y�� + σ��V 
                      = 12 μ� + 12 p�μ� + y�� + σ�� − 12 y 

Τώρα: 

        p�μ� + y�� + σ�� − y = �μh=Ï�>=1h>"Ï>
Ï=p�μh=Ï�>=1h>  

                                            = μh>=1h>=�ÏμhÏ=p�μh=Ï�>=1h> 



19           Βέλτιστα φράγµατα για την µέγιστη παρατήρηση και το δειγµατικό εύρος από 

εξαρτηµένα δείγµατα 

              = μh=1h>
Ï=p�μh=Ï�>=1h> + 2μ� �

�=lÐh>Ñ =�μhÑ =��> ⟶ 0 + �μh� = 2μ� (όχι 0) 

διότι  
μh=1h>

Ï=p�μh=Ï�>=1h> ⟶ 0 και 
�

�=lÐh>Ñ =�μhÑ =��> ⟶ 1 καθώς y⟶∞. 
Άρα, g�−∞� = − �� μ� (όχι 0)  και g�∞� = 0. Και πάλι έχει ελάχιστο. 

Υπάρχει λοιπόν µοναδικό tµ τέτοιο ώστε  

g�t� ≥ g�tµ�, για κάθε t ∈  ℝ. 
Επίσης t ≠ tµ ⟹ g�t� > g�tµ� (διότι η g΄ είναι γνησίως αύξουσα αφού g΄΄ > 0). 

Συνεπώς, η εξίσωση g΄�t� = 0 έχει µοναδική λύση to, και 

Ε�Χ�:�� ≤ g�tµ� = tµ + �� ∑ U�μ� − tµ� + p�μ� − tµ�� + σ��V����   

όπου tµ: g΄�tµ� = 0, δηλαδή  

∑ ¶À"μ�p�¶À"μ��>=1�>���� = n − 2.                                      (3.7) 

∎ 

Απόδειξη του Θεωρήµατος 3.1.2 

Πηγαίνουµε ανάποδα στις ανισότητες ώστε να δούµε αν µπορούν όλες να γίνουν ισό-

τητες. Η τελευταία ανισότητα ήταν 

Ε|X� − tµ| ≤ pΕ�Χ� − tµ��, i = 1,2,3, … , n                      (3.8) 

H (3.8) γίνεται ισότητα αν και µόνο αν Var�|X� − tµ|� = 0. Εποµένως, αρκεί ℙ�|Χ� −tµ| = c�� = 1,    i = 1, 2, 3, … , n  για κάποιες σταθερές c� > 0. (πρέπει c� > 0, αλλιώς 

θα ήταν ℙ�Χ� = tµ� = 1 ⟹ Var�X�� = 0�. 
Όµως,  

ℙ�Β�� = 1, για  i = 1, 2, 3, … , n ⟺ ℙ�Ô Β����� � = 1 όπου Β� ∈ × �σ − άλγεβρα� . 
Άρα για να έχω ισότητα στην (3.8) πρέπει και αρκεί 

ℙ�|Χ� − tµ| = c�, … , |Χ� − tµ| = c�� = 1                        �3.9� 
για κάποιες σταθερές c�, c�, … , c� µε c� > 0. 

Πάµε τώρα στην προηγούµενη ανισότητα: 

Από την (3.3) έχουµε ότι: 

Χ�:� ≤ t» + �� ∑ �X� − t»����� + �� ∑ |X� − t»|���� . 
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Από την οποία πήραµε την (3.4): 

Ε�Χ�:�� ≤ tµ + �� ∑ �μ� − tµ����� + �� ∑ Ε|X� − tµ|���� . 

Όµως αυτή ισοδυναµεί µε: 

Ε £Χ�:� − Rtµ + 12 P9�X� − tµ� − |X� − tµ|:�
��� S¤ ≤ 0. 

Αυτή είναι της µορφής Ε�Y� ≤ 0, όπου  

Y = Χ�:� − �tµ + �� ∑ 9�X� − tµ� − |X� − tµ|:���� � ≤ 0 από την (3.3). 

Οι σχέσεις Ε�Y� ≤ 0 και Y ≤ 0 συνεπάγονται ότι αν Ε�Y� = 0 τότε ℙ�Y = 0� = 1. 
Άρα για να έχω ισότητα στην (3.3) πρέπει και αρκεί  

Χ�:� = t» + �� ∑ ��X� − t»� + |X� − t»|����� = t» + ∑ �X� − t»�=����         �∗�   

µε πιθανότητα 1. 

Παρατηρούµε ότι η �∗� ισοδυναµεί µε 

X�:� ≤ ⋯ ≤ X�"�:� ≤ tµ ≤ X�:�.   9                                  �∗∗� 

Άρα πρέπει ακριβώς n – 1 τ.µ. από τις  X�, X�, … , X� να είναι µικρότερες ή ίσες του to, 

και µία µεγαλύτερη ή ίση του to. 

Αφού ℙ�Χ� ∈ Btµ − c�, tµ + c�D, … , Χ� ∈ Btµ − c�, tµ + c�D� = 1 λόγω της (3.6), 

προκύπτει ότι οι µόνες δυνατές τιµές του διανύσµατος 9X�, X�, … , X�: που ικανοποι-

ούν τη �∗∗� είναι οι: 

S = Ü®tµ − c�, … , tµ − c�"�,   tµ + c�,  tµ − c�=�, … ,  tµ − c� ¯�
���  

                
9 Για να ισχύει η ισότητα, θα πρέπει να ισχύει X�:� = t» + ∑ �X� − t»�=���� . ∆ηλαδή θα πρέπει να 

υπάρχει κάποιο io τέτοιο ώστε 9X�À − t»:= = X�À − t» και για όλα τα υπόλοιπα i≠ io να ισχύει         �X� − t»�= = 0. Οπότε αν X�À − t» ≥ 0 τότε X�:� = t» + X�À − t». Το οποίο σηµαίνει Χ�:� ≥ t». Για 

όλα τα υπόλοιπα i ισχύει Χ� − t» ≤ 0, άρα και για την προτελευταία διατεταγµένη παρατήρηση X�"�:� ≤ t» . 

Αντίστροφα, έστω ότι ισχύει X�"�:� ≤ t» ≤ X�:�, θα ισχύει η ισότητα στην (3.1),  διότι αφού   X�"�:� ≤ t» τότε Χ� ≤ t» για όλα τα i που είναι µικρότερα ή ίσα από την προτελευταία διατεταγµένη 

παρατήρηση. ∆ηλαδή �X� − t»�= = 0 για όλα τα i εκτός της µέγιστης διατεταγµένης παρατήρησης. 

Τέλος αφού t» ≤ X�:� , �X�:� − t»�= = X�:� − t». Άρα t» + ∑ �X� − t»�=���� = t» + X�:� − t» = X�:�. 
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που περιέχει n σηµεία (στο n – διάστατο χώρο). 

Άρα το X είναι υποχρεωµένο να πάρει µία από τις τιµές του συνόλου S ⊆ ℝ�, µε Ν�S� = n. 

Έστω ότι για κάποιο i, ℙ�Χ� = tµ + c�� = p�. Τότε ℙ�Χ� = tµ − c�� = 1 − p�. Εποµέ-

νως, αφού η Χ� είναι δίτιµη µε τιµές tµ ± c�, έχουµε 

Ε�X�� = μ�   ⟺ �tµ + c��p� + �tµ − c���1 − p�� = μ� 
                       ⟺ 2c�p� + tµ − c� = μ�                          �àáâãä p� = μ�= �"¶À� � . 

 Var�X�� = σ�� ⟺ E9X��: − 9E�X��:� = σ�� 

                            ⟺ E9X��: = μ�� + σ�� 

                         ⇔ �tµ + c���p� + �tµ − c����1 − p�� = μ�� + σ��  

                         ⇔ c�� = μ�� + σ�� − 2tµμ� + tµ�  

                            ⇔c�� = �μ� − tµ�� + σ�� 
                             �åáâãä c� = p�μ� − tµ�� + σ�� . 
Άρα, 

c� = p�μ� − tµ�� + σ��,         p� = �� c1 − ¶À"μ�p�μ�"¶À�>=1�>e,  για  i = 1, 2, 3, … , n 

Βλέπουµε ότι το σύνολο S (το support του τ.δ. u) καθορίζεται πλήρως, έχει n ακρι-

βώς σηµεία, και πρέπει 

ℙ�\ = æÊ� = p�                                                         �∗∗∗�  
µε p� όπως παραπάνω και      æ� =

ç
èé

tµ − c�⋮tµ + c�⋮tµ − c�ê
ëì. 

Το τελευταίο που µένει να δείξουµε είναι ότι η �∗∗∗� ορίζει µια συνάρτηση κατανο-

µής. Γι’ αυτό αρκεί p� > 0 
10

και ∑ p����� = 1. Όµως η σχέση ∑ p����� = 1 ισοδυναµεί 

µε  

                
10                      0 < p� ⇔ 0 < μ�"¶À=p�μ�"¶À�>=1�>�p�μ�"¶À�>=1�> ⇔ 0 < μ� − tµ + p�μ� − tµ�� + σ�� ⇔ 
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�� ∑ ¶À"μ�p�μ�"¶À�>=1�>���� − 1 = ∑ ������     ⟺ ∑ ¶À"μ�p�μ�"¶À�>=1�>���� = n − 2 

                                                              ⟺ g΄�tµ� = 0 (που ισχύει). 

Αποδείξαµε λοιπόν, ότι η µοναδική n – διάστατη κατανοµή για το Χ που δίνει ισό-

τητα στο φράγµα 

Ε�Χ�:�� ≤ g�tµ�  

είναι η 

ℙ�\ = æÊ� = p�,      i = 1, 2, 3, … , n     
όπου                           p� = �� c1 − ¶À"μ�p�μ�"¶À�>=1�>e > 0,    i = 1, 2, 3, … , n 

και                                             æ� =
ç
èé

tµ − c�⋮tµ + c�⋮tµ − c�ê
ëì ,    i = 1, 2, 3, … , n 

µε                                       c� = p�μ� − tµ�� + σ�� > 0,   i = 1, 2, 3, … , n  
∎ 

 

3.2.3.2.3.2.3.2. Το πρόβληµα της µεγιστοποίησης της í�ËîïBð, \ñ, … , \^D�  

(β ∈ ∈ ∈ ∈ ℝℝℝℝ) 

Αρχικά θα εξετάσουµε την απλή περίπτωση που n = 1. 

• Το πρόβληµα της µεγιστοποίησης της Ε�maxBβ, Χ�D�  (β ∈ ℝ) 

Για n = 1 ισχύει η παρακάτω (τετριµµένη) πρόταση 

Πρόταση 3.2.1  

E�maxBX, cD� ≤ �� .�μ + c� + p�μ − c�� + σ�3. 

                                             0 < μ� − tµ + p�μ� − tµ�� + σ�� ⇔ 

−μ� + tµ < p�μ� − tµ�� + σ�� 

Πράγµατι ισχύει, διότι: 

tµ − μ� ≤ |μ� − tµ| = p�μ� − tµ�� < p�μ� − tµ�� + σ�� 
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Η ισότητα επιτυγχάνεται αν και µόνο αν 

ℙ�Χ = c + p�μ − c�� + σ�� = �� c1 + μ" p�μ" �>=1>e, 

ℙ�Χ = c − p�μ − c�� + σ�� = �� c1 − μ" p�μ" �>=1>e. 

Απόδειξη: 

Αρχικά θα αποδείξουµε την ανισότητα. 

Γνωρίζουµε ότι 

maxBc, XD = c + maxB0, X − cD = c + �X − c�= = c + �X − c� + |X − c|2  

Άρα: 

        ΕmaxBc, XD = c + 12 E�X − c� + 12 E|X − c| 
                             = c + 12 �μ − c� + 12 E|X − c| 
                              = μ= � + �� E|X − c|  
                             ≤ μ= � + �� pΕ�Χ − c��  

                             = μ= � + �� p�μ − c�� + σ�. 

Ισότητα ισχύει αν και µόνο αν 

            E|X − c| = pΕ�Χ − c�� 

      ⟺ Var|X − c| = 0 

      ⟺ |X − c| = α > 0 òó �ôõö÷όøùøö 1. 
∆ηλαδή 

Χ =x  c + α�2úp − 1�, 

 

 όπου úp = û1, με πιθανότητα p0,         με πιθανότητα 1 − po. 
Ελέγχοντας τη συνθήκη για τις ροπές, έχουµε 
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            E�X� = c + α�2E�úp� − 1� 

    ⇔  μ = c + α�2p − 1�                                                                                                      �∗� 

 

            Var�X� = 4α�Var�úp� 

      ⇔    σ� = 4α�p�1 − p� 

      ⟹    α = σ2pp�1 − p�                                                                                                     �∗∗� 

 

Αντικαθιστώντας την �∗∗� στην �∗�, προκύπτει η σχέση 

              μ = c + 1�pþ��"þ� �2p − 1� 

          ⟹   σ��2p − 1�� = 4�μ − c��p�1 − p� 

         ⟺   4��μ − c�� + σ��p� − 4��μ − c�� + σ��p + σ� = 0 

          ⟺    p� − p = −σ�4��μ − c�� + σ�� 
          ⟺    p�1 − p� = σ�4��μ − c�� + σ�� 

 

�∗∗�   ⟹   α = p�μ − c�� + σ� 

 

�∗�     ⟹   p = �� �1 + μ" � �  

          �∗∗�âä    p = �� c1 + μ" p1>=�μ" �>e. 

 

 

Αντίστροφα, για τη συγκεκριµένη Χ έχουµε 
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E�maxBX, cD�11 = c ⋅ �� c1 − μ" p�μ" �>=1>e + �c + p�μ − c�� + σ�� �� c1 + μ" p�μ" �>=1>e  

                             =  � −  � μ" p�μ" �>=1> +  � +  � μ" p�μ" �>=1> + �� p�μ − c�� + σ� 

                                   + �μ" �p�μ" �>=1>�p�μ" �>=1>   

                               = �� ��μ + c� + p�μ − c�� + σ��.   

 

 

Παρατήρηση: 

 

            12 c�μ + c� + p�μ − c�� + σ�e > 12 c�μ + c� + p�μ − c��e 

                                                                      = 12 9�μ + c� + |μ − c|: 

                                                                      = �� �μ + 2c − c + |μ − c|�  

                                                                     = c + �μ − c�=  

                                                                     = c + maxB0, μ − cD  

                                                                     = maxBc, μD.  

 

 

 

 

 

                
11             Ε�Χ� = �c + α�p + �c − α��1 − p� = c + α�2p − 1� = c + p�μ − c�� + σ� ¦ μ"�p�μ" �>=1>§ = μ  

και  

 Ε�Χ − c�� = �μ − c�� + σ� ⟹ Var�X� = Ε�Χ − μ�� = Ε�Χ − c�� − �c − μ�� = σ�. 
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Η συνάρτηση g�x� = max

Άρα από την ανισότητα Jensen

Από την ανισότητα της Πρότασης 

πτει ότι: 

maxBμ, cD ≤ E
• Το γενικό αποτέλεσµα για 

∆ουλεύοντας όπως πριν βρίσκουµε:

                         Χ� = t + �X�
                              ≤ t + �X�
                               ≤ t + �β
 

                        β = t + �β
                               ≤ t + �β
                               ≤ t + �β
 
⟹maxBβ,  Χ�D ≤ t + �β −
 

           Βέλτιστα φράγµατα για την µέγιστη παρατήρηση και το δειγµατικό εύρος από 

maxBx, cD είναι κυρτή. 

 

 

 

 

Jensen  Ε9g�x�: ≥ g�E�x�� ⟹ Ε�maxBX, cD� ≥
Από την ανισότητα της Πρότασης 3.2.1 και από την προηγούµενη ανισότητα, προκύ

D E�maxBX, cD� ≤ �� ��μ + c� + p�μ − c�� + σ�
 

Το γενικό αποτέλεσµα για την Ε�maxBβ, Χ�, … , Χ�D� (n ≥2) 

∆ουλεύοντας όπως πριν βρίσκουµε: 

� � − t� 

� − t�=  

� − t�= + ∑ �X� − t�=���� , i = 1, 2, 3, … , n.      
� − t� 

� − t�=  

� − t�= + ∑ �X� − t�=���� , i = 1, 2, 3, … , n.  
� − t�= + ∑ �X� − t�=���� . 

η παρατήρηση και το δειγµατικό εύρος από 

εξαρτηµένα δείγµατα 

D� ≥ maxBμ, cD. 
και από την προηγούµενη ανισότητα, προκύ-

��. 
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Οπότε  

Ε�maxBβ,  Χ�D� ≤ �β − t�= + g�t� ∶= h�t� 

 

µε  

                                 g�t� = t + �� ∑ /�μ� − t� + p�μ� − t�� + σ��2����   

όπως πριν.  

Η  h�t� = g�t� + �β − t�= είναι άθροισµα µιας γνήσια κυρτής (της g(t)) και µιας κυρ-

τής (της �β − t�=� άρα είναι γνήσια κυρτή. Αφού h�t� ≥ g�t� προκύπτει ότι min¶ h�t� = g�tµ� όταν β ≤ tµ. 
Όταν β > tµ τα πράγµατα αλλάζουν. 

Έστω β > tµ. 
Έχουµε 

h�t� = ûβ − t + g�t�, t ≤ β g�t�, t ≥ β.o 
Επίσης, h�β� =  g�β� και g΄�x� > 0 σε µια περιοχή του β. Θα δείξουµε ότι το ελάχι-

στο της h επιτυγχάνεται στο t = β. Αρκεί να δείξουµε ότι h΄�β −� < 0,   �αφού h΄�β+� > 0�. ∆ηλαδή g΄�β� < 1. 
Γενικά, g΄�t� = 1 + �� ∑ ¦�−1� + ¶"μ�p�μ�"¶�>=1�>§���� < 1 ⟺ ∑ ¦ ¶"μ�p�μ�"¶�>=1�>§���� < �. 

Αυτό ισχύει για κάθε t ∈ ℝ επειδή  

t − μ� ≤ |t − μ�| < p�μ� − t�� + σ�� 

⟹∑ ¦ ¶"μ�p�μ�"¶�>=1�>§���� ≤ ¢∑ ¦ ¶"μ�p�μ�"¶�>=1�>§���� ¢ 
                                        ≤ ∑ ¦ |¶"μ�|p�μ�"¶�>=1�>§����   
                                        < ∑ 1����                     
                                        = n.  
∆είξαµε λοιπόν ότι g΄�β� < 1. Συνεπώς h΄�β −� < 0, και το ελάχιστο επιτυγχάνεται 

για tµ� = β. 
Γενικά, 
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tµ� = maxBtµ, βD  (πάντα). 

Για ισότητα (όταν β > tµ): 

Η από κοινού κατανοµή των 9X�, X�, … , X�:, για να έχουµε tµ� = β, πρέπει να είναι 

τέτοια ώστε: 

• είτε όλα τα Χ� να είναι µικρότερα του β,  

• είτε ακριβώς ένα να είναι µεγαλύτερο του β, και όλα τα άλλα µικρότερα του 

β. 

Πρόταση 3.2.2  Έστω g�t� = t + �� ∑ .�μ� − t� + p�μ� − t�� + σ��3���� . Αν β > tµ 

τότε ΕmaxBβ, X�, X�, … , X�D ≤ g�β�. Η ισότητα επιτυγχάνεται αν και µόνο αν: 

maxBβ, X�, X�, … , X�D = ��
�β + p�μ� − β�� + σ��, με πιθανότητα p�

β,        με πιθανότητα 1 − P p�
�

���
o 

όπου p� = �� c1 + μ�"	p1�>=�μ�"	�>e. 

Απόδειξη 

Ξέρουµε ότι g΄�β� > 0 �ó�óô
ή � > tµ�.  
Όµως 

        g΄�β� > 0 

                             ⟺ ∑ ¦ 	"μ�p�μ�"	�>=1�>§���� > ∑ ¦ ¶À"μ�p�μ�"¶À�>=1�>§����   

                                                                       = n − 2.                                                        �3.10�  

∆ηλαδή: 

n − 2 < ∑ ¦ 	"μ�p�μ�"	�>=1�>§���� < n.                              �3.11�  

Θέλουµε 

                                             |Χ� − β| = c� > 0 òó �ôõö÷όøùøö 1. 
                               
                                     ℙ�X� = β + c�� = p� , 
                                     ℙ�X� = β − c�� = 1 − p�. 
Τότε 
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         μ� = E�X�� 

              = p��β + c�� + �1 − p���β − c�� 

              = β + c��2p� − 1� 

 

⟺    2p� − 1 = μ� − βc�  

⇔      p� = 12 c1 + μ� − βc� e 

 

         c�� = E�X� − β��  

               = E�X� − μ� + μ� + β�� 

               = σ�� + �μ� − β��  

⟹     c� = pσ�� + �μ� − β�� 

Οπότε  

p� = �� c1 + μ�"	p1�>=�μ�"	�>e. 

Βρήκαµε 

ℙ9Χ� = β + p�μ� − β�� + σ��: = �� c1 + μ�"	p�μ�"	�>=1�>e ∈ �0,1�  

ℙ9Χ� = β − p�μ� − β�� + σ��: = �� c1 − μ�"	p�μ�"	�>=1�>e ∈ �0,1�   

i = 1, 2, …, n. 

 

Τώρα 

               ∑ p����� = �� + �� ∑ μ�"	p1�>=�μ�"	�>����  

                            = n2 − 12 P β − μ�pσ�� + �μ� − β��
�

���  

�Z.�á�âããä     ∑ p����� < �� − �"��   
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⟺          ∑ p����� < 1. 
Τότε 
                1 − ∑ p����� = 1 − �� + �� ∑ 	"μ�p1�>=�μ�"	�>����   
                                      = �� û∑ 	"μ�p1�>=�μ�"	�>���� − �n − 2��  
�Z.�á�âããä        1 − ∑ p����� > 0
⟺                   ∑ p����� > 1  

  

Καταλήγουµε στο εξής: 

ℙ
ç
èèé

Χ� = β − p�μ� − β�� + σ��⋮Χ� = β + p�μ� − β�� + σ��⋮  X� = β − p�μ� − β�� + σ�� ê
ëëì = 

�� c1 + μ�"	p�μ�"	�>=1�>e , i = 1,2, … , n.  

ℙ9Χ� = β − p�μ� − β�� + σ��, i = 1,2, … , n: = �� û∑ 	"μ�p1�>=�μ�"	�>���� − �n − 2��  
                                                                                          = 1 − ∑ �� c1 + μ�"	p1�>=�μ�"	�>e����   

                                                                                           > 0.  
Τότε, 

maxBβ, X�, X�, … , X�D = ��
�β + p�μ� − β�� + σ��, με πιθανότητα p�

β,        με πιθανότητα 1 − P p�
�

���
o 

και 

 ΕmaxBβ, X�, X�, … , X�D = ∑ p�9β + p�μ� − β�� + σ��:���� + β�1 − ∑ p����� � 

                                             = β + ∑ �� c1 + μ�"	p1�>=�μ�"	�>e���� pσ�� + �μ� − β��                
                                             = β + �� ∑ �pσ�� + �μ� − β�� + �μ� − β������ = g�β�.  

∎ 
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Το τελικό συµπέρασµα είναι το εξής: 

Έστω 

g�t� = t + 12 P .�μ� − t� + p�μ� − t�� + σ��3�
��� . 

Η g(t) είναι γνήσια κυρτή και ελαχιστοποιείται στο t = to. 

1. Αν β ≤ tµ τότε ΕmaxBβ, X�, X�, … , X�D ≤ g�tµ� µε ισότητα όπως πριν (χωρίς 

περιορισµό). 

2. Αν β > tµ τότε ΕmaxBβ, X�, X�, … , X�D ≤ g�β� µε ισότητα ανν  

maxBβ, X�, X�, … , X�D = Fβ + p�μ� − β�� + σ��, με πιθανότητα p�β,        με πιθανότητα 1 − ∑ p����� o  
όπου p� = �� c1 + μ�"	p1�>=�μ�"	�>e. 

Πιο γενικά ισχύει το παρακάτω Θεώρηµα: 

Θεώρηµα 3.2.3  

Αν γ = maxBtµ, βD  τότε  

supℱΕmaxBβ, X�, X�, … , X�D = g�maxBtµ, βD� = g�γ�. 

Σηµειώνεται ότι το γ είναι συνάρτηση των µ, ³Â, και β. 

Η ισότητα ισχύει αν και µόνο αν: 

ℙ
ç
èèé

Χ� = γ − p�μ� − γ�� + σ��⋮Χ� = γ + p�μ� − γ�� + σ��⋮  X� = γ − p�μ� − γ�� + σ�� ê
ëëì = 

�� c1 + μ�"�p�μ�"��>=1�>e , i = 1,2, … , n. 

και 

ℙ�Χ� = γ − p�μ� − γ�� + σ��, i = 1,2, … , n� = 1 − ∑ �� c1 + μ�"�p1�>=�μ�"��>e���� ≥ 0. 

∎ 

Ας πάρουµε σαν παράδειγµα την ειδική περίπτωση n = 2, μ� = μ� = 0,  σ�� = σ�� = 1. 
Τώρα g�t� = √1 + t�, οπότε tµ = 0. 

(A)  EmaxBX�, X�D ≤ 1 µε ισότητα αν και µόνο αν 
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 ℙ�Χ� = −1, Χ� = 1� = ℙ�Χ� = 1, Χ� = −1� = ��                                              �∗�  

(B) Αν β ∈ ℝ τότε: EmaxBβ, X�, X�D ≤ g�γ� = p1 + γ� όπου γ = maxB0, βD 

Αν β ≤ 0 η ισότητα επιτυγχάνεται µόνο στην �∗� 

Αν β > 0, τότε γ = β και EmaxBβ, X�, X�D ≤ p1 + β�  �> 1�  
µε ισότητα αν και µόνο αν    ℙ9Χ� = β + p1 + β�, Χ� = β − p1 + β� : = �� c1 − 	p�=	>e  

 ℙ9Χ� = β − p1 + β�, Χ� = β + p1 + β� : = �� c1 − 	p�=	>e        �∗∗� 

              ℙ9Χ� = β − p1 + β�, Χ� = β − p1 + β� : = 	p�=	>  �> 0�  

           Η κατανοµή �∗∗� διαφέρει από την �∗�. 
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Τα φράγµατα που µελετήσαµε στα κεφάλαια 2 και 3, συνοψίζονται στον παρακάτω 

πίνακα 

ΦΡΑΓΜΑΤΑ 

 

 

1. Arnold – Groeveld (1979 – 80) 

 

 ∑ λ�E�X�:������ ≤ nλNμN + �∑ 9λ� − λN:����� �� �4 �∑ B�μ� − μN�� + σ��D���� �� �4 = AG�  

 

 

2. Bertsimas – Natarajan – Teo (2006) 
 

 

Ε�Χ�:�� ≤ tµ + 12 P .μ� − tµ + p�μ� − tµ�� + σ��3�
��� = BNT� 

 

όπου t = tµ ∈ ℝ είναι η µοναδική λύση της εξίσωσης  

P t − μ�p�t − μ��� + σ��
�

��� = n − 2, −∞ < · < ∞ 

 

 

3. Papadatos (2001) 

 

 ∑ λ�E�X�:������ ≤ nλNμN + �∑ 9λ� − λN:����� �� �4 �∑ .9µ� − µN:� + σ��3���� − nVarXw�� �4
 =P� 

 

 

Στο επόµενο κεφάλαιο, και ειδικότερα στην ενότητα 4.1, θα µελετήσουµε τη σχέση 

που έχουν τα παραπάνω φράγµατα για n = 2. Όπως θα διαπιστώσουµε, το φράγµα Pn 

για n = 2, είναι καλύτερο σε σχέση µε τα φράγµατα BNTn και AGn για n = 2, παρόλο 

που το φράγµα BNT είναι σχετικά πιο πρόσφατο. Επίσης στην ενότητα 4.2, θα δεί-

ξουµε ότι το εύρος δύο διατεταγµένων παρατηρήσεων, έχει γραµµική σχέση µε τη 

µέγιστη παρατήρηση. Οπότε βρίσκοντας ένα φράγµα για τη µέση τιµή της µέγιστης 

παρατήρησης, βρίσκουµε φράγµα για τη µέση τιµή του εύρους δύο διατεταγµένων 

παρατηρήσεων. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

ΕΙ∆ΙΚΕΣ ΠΕΡΙΠΤΩΣΕΙΣ ΦΡΑΓΜΑΤΩΝ ΓΙΑ 2 

∆ΙΑΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 

4.1.4.1.4.1.4.1. Σύγκριση βέλτιστων φραγµάτων στις ανισότητες των Arnold – 

Groevelt (AG2), Bertsimas – Natarajan – Teo (BNT2), 

Papadatos (�Â� 

Ας θεωρήσουµε την περίπτωση n = 2. Χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουµε ότι μ� ≤ μ�. Αν μ� = μ� τότε tµ = μ� = μ�. Αν μ� < μ�, τότε η σχέση (3.7) γίνεται: 

¶À"μhp�μh"¶À�>=1h> + ¶À"μ>p�μ>"¶À�>=1>> = 0  

                       ⟺      ¶À"μhp�μh"¶À�>=1h> = μ>"¶Àp�μ>"¶À�>=1>>  

                    ⟺      �
l�= Ðh>�μh��À�>

= �
l�= Ð>>�μ>��À�>

 

                       ⟹        1h>�μh"¶À�> = 1>>�μ>"¶À�> 
                      ⟺         � 1hμh"¶À�  = � 1>μ>"¶À� 
                  μh}¶À}μ>�ãããããä   ¶À"μh1h = μ>"¶À1>   
                      ⟺          tµ = 1>1h=1> μ� + 1h1h=1> μ�                                                     �#� 
Βλέπουµε λοιπόν ότι tµ ∈ �μ�, μ��, όπως αναµενόταν (για n = 2). 

Το φράγµα AG για n = 2 γίνεται   

AG� = μ� + μ�2 + fc12e� + c1 − 12e�g� �⁄ fcμ� − μ� + μ�2 e� + σ�� + cμ� − μ� + μ�2 e� + σ��g� �⁄
 

= μh=μ>� + �� l2σ�� + 2σ�� + �μ� − μ���.                                                   (4.1) 
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Η BNT για n = 2 γίνεται 

   BNT� = g�tµ� 

              = tµ + 12 /�μ� − tµ� + p�μ� − tµ�� + σ�� + �μ� − tµ� + p�μ� − tµ�� + σ��2 

               = μh=μ>� + �� .p�μ� − tµ�� + σ�� + p�μ� − tµ�� + σ��3 .                        (4.2) 

Από τη σχέση (#) προκύπτει:  

tµ − μ� = σ�σ� + σ� μ� + σ�σ� + σ� μ� − σ� + σ�σ� + σ� μ� = σ�σ� + σ� �μ� − μ��. 
∆ηλαδή, 

�tµ − μ��� + σ�� = 1h>�1h=1>�> �μ� − μ��� + σ��. 

Όµοια: 

�tµ − μ��� + σ�� = 1>>�1h=1>�> �μ� − μ��� + σ��. 

Οπότε η BNT για n = 2 γίνεται: 

ΒΝΤ� = μ1+μ22 + 12 Fl σ12�σ1+σ2�2 9μ2 − μ1:2 + σ12 + l σ22�σ1+σ2�2 9μ2 − μ1:2 + σ22G  

           = μh=μ>� + �� . �1h=1> /σ�p�μ� − μ��� + �σ� + σ��� + σ�p�μ� − μ��� + �σ� + σ���23  

          = μ1+μ22 + 12 Äl9μ2 − μ1:2 + �σ1 + σ2�2Å.                                                        (4.3) 

Τέλος η ανισότητα (2.15) για n = 2 και για λ� = 0, λ� = 1, γίνεται  

Ε�Χ�:�� ≤ μN + √22 Fσ�� + σ�� + �μ� − μ���2 − 12 �σ�� + σ�� + 2c�G� �4
 

                             = μN + �� p�μ� − μ��� + σ�� + σ�� − 2c, 

όπου c = Cov�X�, X��, μN = μh=μ>� . 

Εποµένως το φράγµα της (2.15) για n = 2, είναι το 

P� = μN + �� p�μ� − μ��� + σ�� + σ�� − 2c,                     (4.4) 

όπου c = Cov�X�, X��, μN = μh=μ>� . 
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Γνωρίζοντας πλέον τα φράγµατα για δύο διατεταγµένες παρατηρήσεις, είµαστε σε 

θέση πλέον να τα συγκρίνουµε µεταξύ τους. 

4.1.1. ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΒΝΤ2 ΚΑΙ Ρ2 

Από τη σχέση (4.4), είναι προφανές ότι το φράγµα σχετίζεται µε την ποσότητα 

2�P� − μN� = p�μ� − μ��� + σ�� + σ�� − 2c.                     (4.5) 

Από την ανισότητα Cauchy – Schwarz ισχύει  

c� ≤ σ��σ��,  
µε ισότητα αν και µόνο αν   Χ� = αΧ� + β  µε πιθανότητα 1 (και α ≠ 0). 

Εποµένως, 

c ≥ −σ�σ� 

από την οποία προκύπτει η −2c ≤ 2σ�σ�. Άρα η (4.5) γίνεται 

 

2�P� − μN� ≤ p�μ� − μ��� + σ�� + σ�� + 2σ�σ� 

                                                     = p�μ� − μ��� + �σ� + σ��� 

                                               = 2�BNT� − μN�. 
Η ισότητα στα φράγµατα P2 και BNT2 επιτυγχάνεται µόνο στην τετριµµένη περίπτω-

ση που ρ = −1.( Όπου ρ =  1h1> είναι ο συντελεστής συσχέτισης των Χ1 και Χ2). 

Αλλιώς είναι καλύτερο το P2.  

 

Πρόταση 4.1.1  

Για n = 2 και οποιεσδήποτε τιµές των μ�, μ� ∈ ℝ, σ�, σ� > 0 jöô c ∈ �−σ�σ�, σ�σ��,  
ΒΝΤ� − P� = σ�σ��1 + ρ�p�μ� − μ��� + �σ� + σ��� + p�μ� − μ��� + σ�� + σ�� − 2c , �4.6� 

όπου  ρ =  1h1> ∈ �−1, 1�. 
Απόδειξη  

         �2�ΒΝΤ� − μN��� − �2�P� − μN��� 

                                    = �μ� − μ��� + �σ� + σ��� − �μ� − μ��� − �σ�� + σ�� − 2c� 
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                                         = 2σ�σ� + 2c  

                                        = 2σ�σ��1 + ρ�,  
όπου ρ =  1h1> είναι ο συντελεστής συσχέτισης των Χ1 και Χ2. 

Εποµένως, 

�ΒΝΤ� − μN�� − �P� − μN�� = �� σ�σ��1 + ρ�. 

∆ηλαδή 

              ��ΒΝΤ� − μN� − �P� − μN����ΒΝΤ� − μN� + �P� − μN�� 
                                        = �ΒΝΤ� − P���ΒΝΤ� + P� − μ� − μ�� 

                                             = 12 σ�σ��1 + ρ�. 
Όµως, 

       ΒΝΤ� + P� − μ� − μ� 

                           = 12 Äl9μ2 − μ1:2 + �σ1 + σ2�2Å + �� p�μ� − μ��� + σ�� + σ�� − 2c  

 = 12 Äl9μ2 − μ1:2 + �σ1 + σ2�2Å + 12 p�μ� − μ��� + σ�� + σ�� − 2σ�σ��1 + ρ� 

Οπότε  

�ΒΝΤ� − P�� /�� /p�μ� − μ��� + �σ� + σ���2 + �� p�μ� − μ��� + σ�� + σ�� − 2σ�σ��1 + ρ�2  

= �� σ�σ��1 + ρ�.  
Από την παραπάνω ισότητα, προκύπτει η ισότητα που θέλουµε να αποδείξουµε. 

∎ 

Τώρα είµαστε σε θέση να ελέγξουµε ποιο από τα παραπάνω φράγµατα τελικά είναι 

καλύτερο όταν έχουµε δύο διατεταγµένες παρατηρήσεις. Την απάντηση τη δίνει το 

παρακάτω πόρισµα 

Πόρισµα 4.1.2. Για τα φράγµατα BNT2 και P2 ισχύει η ανισότητα  

ΒΝΤ2 ≥ Ρ2. 
Η ισότητα επιτυγχάνεται αν και µόνο αν ρ = – 1 . 

Απόδειξη 
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Η απόδειξη είναι προφανής από τη σχέση (4.6), αφού ρ ≥ – 1 . 
∎ 

Ας δούµε πότε γίνεται να έχουµε Ε�Χ�� = μ�, Var�X�� = σ�� > 0, Ε�Χ�� = μ�,Var�X�� = σ�� > 0  και ρ = – 1. 

Αφού ρ = – 1 πρέπει  

                       Χ� = −θΧ� + β µε πιθανότητα 1 για κάποιο θ > 0. 

Άρα 

                        μ� = −θμ� + β. 

Επίσης   

                       σ�� = Var�X�� 

                                  = Var�−θΧ� + β  � 

                                  = θ�Var�X��  
                                  = θ�σ�� 

οπότε                  θ = 1>1h.  

Εποµένως,  

                          μ� = − 1>1h μ� + β 

δηλαδή  

                           β = μ� + 1>1h μ�. 

Οπότε  

                             Χ� = − 1>1h Χ� + μ� + 1>1h μ�  

   ⟺  σ��Χ� − μ�� = −σ��Χ� − μ��. 

Άρα 

                                    
�>"μ>1> = − �h"μh1h  µε πιθανότητα 1.                 (4.7) 

Παρατηρούµε τώρα ότι η βέλτιστη κατανοµή που πετυχαίνει την ισότητα στην ΒΝΤ2 

ικανοποιεί αναγκαστικά και την (4.7). 
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Πράγµατι,  ας θεωρήσουµε την κατανοµή X�, i= 1, 2 που πετυχαίνει την ισότητα στην 

ΒΝΤ2, η οποία δίνεται στο Θεώρηµα 3.1.2. Αντικαθιστώντας την τιµή του to που δίνει 

η σχέση (#) της παραγράφου 4.1. προκύπτει: 

ℙ¹̧¹
ºΧ� − μ� = 1h1h=1> �μ� − μ�� + l 1h>�1h=1>�> �μ� − μ��� + σ��
Χ� − μ� = 1>1h=1> �μ� − μ�� − l 1>>�1h=1>�> �μ� − μ��� + σ��½¾

¾¿  
                                                                                        = �� c1 + μh"μ>p�μh"μ>�>=�1h=1>�>e   
και 
ℙ¹̧¹

ºΧ� − μ� = 1h1h=1> �μ� − μ�� − l 1h>�1h=1>�> �μ� − μ��� + σ��
Χ� − μ� = 1>1h=1> �μ� − μ�� + l 1>>�1h=1>�> �μ� − μ��� + σ��½¾

¾¿  
                                                                                        = �� c1 + μ>"μhp�μh"μ>�>=�1h=1>�>e . 
∆ηλαδή  

ℙ��h"μh1h = μ>"μh1h=1> − p�μ� − μ��� + �σ� + σ���
�>"μ>1> = μh"μ>1h=1> + p�μ� − μ��� + �σ� + σ����  = �� c1 + μh"μ>p�μh"μ>�>=�1h=1>�>e  

 

και 

ℙ��h"μh1h = μ>"μh1h=1> + p�μ� − μ��� + �σ� + σ���
�>"μ>1> = μh"μ>1h=1> − p�μ� − μ��� + �σ� + σ����  = �� c1 + μ>"μhp�μh"μ>�>=�1h=1>�>e . 

 

Οπότε καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι: 

ℙ��h"μh1h = − �>"μ>1> � = �� c1 + μh"μ>p�μh"μ>�>=�1h=1>�>e 
και 

ℙ��h"μh1h = − �>"μ>1> � = �� c1 + μ>"μhp�μh"μ>�>=�1h=1>�>e . 
Αν συνοψίσουµε τις δύο παραπάνω ισότητες σε µία, προκύπτει ότι  
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ℙ��h"μh1h = − �>"μ>1> � = 1 , 
δηλαδή η σχέση (4.7). 

 
Εποµένως, το BNT2 ∆ΕΝ ΕΙΝΑΙ ΒΕΛΤΙΣΤΟ στη γενική περίπτωση, εκτός αν            

ρ = – 1.  Για οποιαδήποτε άλλη συσχέτιση ρ ∈ �−1,oo 1�, το Ρ2 είναι γνήσια µικρότερο 

του ΒΝΤ2. 

Σχόλιο: Από τα προηγούµενα προκύπτει ότι το ΒΝΤ2 δεν είναι καινούριο, αφού το Ρ2 

είναι γνωστό από το 2001. 

4.1.2. ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΒΝΤ2 ΚΑΙ AG2 

Αν μ� = μ� = μ, έχουµε 

 

2�AG2 − μN� = p2σ�� + 2σ�� 

και 

2�ΒΝΤ2 − μN� = σ� + σ�. 
Παρατηρούµε ότι  σ� + σ� ≤ p2σ�� + 2σ�� ⟺ �σ� − σ��� ≥ 0 

Η ισότητα ισχύει αν και µόνο αν σ� = σ�.  

Αν σ� = σ� = σ, τότε, χωρίς να χρειάζεται μ� = μ�, έχουµε: 

 

2�AG2 − μN� = p4σ� + �μ� − μ��� 

2�ΒΝΤ2 − μN� = 12σ .p4σY + σ��μ� − μ��� + p4σY + σ��μ� − μ���3 

= �� p4σ� + �μ� − μ��� = 2�AG2 − μN�. 

∆ηλαδή AG� = ΒΝΤ� ακόµα και αν μ� ≠ μ�. 
Συµπέρασµα: Αν σ� = σ� τότε το AG είναι βέλτιστο (για n = 2) 

Εδώ µπορούµε να διατυπώσουµε την παρακάτω πρόταση: 
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Πρόταση 4.1.3 Για όλες τις τιµές μ�, μ�, σ�� > 0, σ�� > 0,η διαφορά των φραγµάτων 

AG και BNT για n = 2 γίνεται 

AG� − ΒΝΤ� = �σ1−σ2�22Κ , 

όπου Κ = p�μ� − μ��� + �σ� + σ��� + p�μ� − μ��� + 2σ�� + 2σ��  

Απόδειξη: 

Έστω AG� και ΒΝΤ� είναι τα φράγµατα για τη µέγιστη διατεταγµένη παρατήρηση 

όπως παρουσιάζονται στις σχέσεις (4.1) και (4.3). Η διαφορά AG – ΒΝΤ� 

διαµορφώνεται ως εξής: 

AG� − ΒΝΤ� = 12 l2σ12 + 2σ22 + 9μ2 − μ1:2 − 12 l9μ2 − μ1:2 + �σ1 + σ2�2 

                     = �� Äl2σ�� + 2σ�� + �μ� − μ��� − p�μ� − μ��� + �σ� + σ���Å  

                           = �� �1h>=�1>>=�μ>"μh�>"�μ>"μh�>"�1h=1>�>
p�1h>=�1>>=�μ>"μh�>=p�μ>"μh�>=�1h=1>�>  

                            =   
�1h"1>�>

�Äl�1h>=�1>>=�μ>"μh�>=p�μ>"μh�>=�1h=1>�>Å.          ∎ 

Παρατηρούµε ότι  AG� − ΒΝΤ� = 0, αν και µόνο αν  �σ� − σ��� = 0. ∆ηλαδή όταν σ� = σ� = σ. 
Στην περίπτωση που το τ.δ είναι το �Χ�, Χ��, τότε το βέλτιστο φράγµα επιτυγχάνεται 

όταν σ� = σ� = σ χωρίς να µας ενδιαφέρει η ισότητα των μ�, μ�. Στη γενική περίπτω-

ση ισχύει το παρακάτω θεώρηµα. 

Θεώρηµα 2.2.2. Υπάρχει µία µόνο µία κατανοµή που επιτυγχάνει το AG (η οποία 

είναι η ΒΝΤ), όταν μ� = μ  και σ�� = σ�. 

Απόδειξη 

Έστω g η συνάρτηση που αναφέρεται στην πρόταση 3.2.2. 

g΄�tµ� = 0 ⟺ ∑ ¶À"μ�p�¶À"μ��>=1�>���� = n − 2 .  
Αν μ� = μ  και σ�� = σ� για κάθε i 

(3.7)   ⟹          n ¶À"μp�¶À"μ�>=1> = n − 2 
               ⟺             ¶À"μp�¶À"μ�>=1> = �"��  .                                                                                   �∗� 
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Αν n = 2 
�∗��ä tµ = 0. 

Αν n > 2 �∗��ä tµ > ò. 
�∗�       ⟺         �

l�= Ð>��À�μ�> = �"��  
            ⟺       l1 + 1>�¶À"μ�> = ��"�  
            ⟹        1 + 1>�¶À"μ�> = � ��"���  
            ⟹     1>�¶À"μ�> = �>"��"��>��"��>   
           ⟺      1>

 �¶À"μ�> = Y��"����"��>  
           ⟺      �¶À"μ�>

1> = ��"��>
Y��"��  

            ⟺      |tµ − μ| = �"��√�"� σ 
          ¶Àå!�ãä       tµ = μ + �"��√�"� σ.  
Οπότε αν t = tµ, η συνάρτηση g γίνεται: 

g�tµ� = tµ + n2 �μ − tµ� + n2 p�μ − tµ�� + σ� 

Αντικαθιστώντας  τη σχέση tµ − μ = �"��√�"� σ  στην παραπάνω σχέση έχουµε: 

g�tµ� = μ + n − 22√n − 1 σ + n2 cμ − μ − n − 22√n − 1 σe + n2"cμ − μ − n − 22√n − 1 σe� + σ� 

            = μ + n − 22√n − 1 σ + n2 c− n − 22√n − 1 σe + n2"�n − 2��4�n − 1� σ� + σ� 
            = μ − n − 22√n − 1 σ �n2 − 1� + n4√n − 1 σp�n − 2�� + 4�n − 1� 
            = μ − �n − 2��

4√n − 1 σ + nσ4√n − 1 pn� 
            = μ − �n − 2��

4√n − 1 σ + n�
4√n − 1 σ 
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            = μ + σ4√n − 1 �n� − �n − 2��� 
            = μ + σ4√n − 1 4�n − 1� 
            = μ + σ√n − 1. 
∆ηλαδή βρήκαµε το φράγµα της (2.10). 

Αν όλα τα μ�, σ�� είναι ίδια, τότε όλες οι p� είναι ίδιες ⟹p� = ��.  Επίσης όλα τα c� = c 

είναι ίδια, και ισχύει 

ℙ�|Χ� − tµ| = c�� = 1. 
Άρα 

            c = p�tµ − μ�� + σ� 

                 = l��"��>Y��"�� σ� + σ�  

                = ��√�"� σp�n − 2�� + 4�n − 1�  

δηλαδή 

c = n2√n − 1 σ 

Εποµένως, η µόνη κατανοµή που πετυχαίνει το φράγµα AG = BNT �όταν μ� =μ  και σ�� = σ�� είναι η εξής: 

ℙ ¹̧¹
¹¹
ºΧ� = μ − 1√�"�         ⋮Χ� = μ + σ√n − 1  ⋮Χ� = μ − 1√�"�        ½¾

¾¾
¾¿ = ��. 

Αφού 

            tµ − c = μ + n − 22√n − 1 σ − n2√n − 1 σ 

                       = μ − 1√�"�  

έπεται ότι 

              tµ + c = μ + n − 22√n − 1 σ + n2√n − 1 σ 
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                           = μ + σ√n − 1 

∎ 
Σχόλιο: Για τα φράγµατα που µελετήσαµε στην ενότητα αυτή ισχύει η ανισότητα 

Ρ2 ≤ΒΝΤ2≤AG2. 
Στην πραγµατικότητα  

Ρ� = supℱ9μh,μ>,1h>,1>>,#:Ε�Χ�:�� 

ΒΝΤ2 = supℱ9μh,μ>,1h>,1>>,#�"� ή $%#ί' 1(1$έ*+1,:Ε�Χ�:��. 

Το πρώτο έχει περισσότερους περιορισµούς στο supremum, άρα είναι καλύτερο 

φράγµα. 

 

4.2.4.2.4.2.4.2. Άνω φράγµα για το εύρος (Range) δύο διατεταγµένων 

παρατηρήσεων. 

Στην περίπτωση που n = 2, η απευθείας µελέτη των φραγµάτων για την αναµενόµενη 

τιµή του µεγίστου, απλοποιείται σηµαντικά επειδή το maxBX�, X�D συνδέεται µε το 

range  R� = X�:� − X�:�.  

Συγκεκριµένα, επειδή  

                           Χ� + Χ� = maxBX�, X�D + minBX�, X�D   

και 

                     |Χ� − Χ�| = maxBX�, X�D − minBX�, X�D ∶= R�, 

έπεται ότι 

                          Χ�:� ∶= maxBX�, X�D  

                                   = �h=�>� + |�h"�>|�   

                                   = �h=�>� + �� R� . 

Εποµένως λαµβάνοντας µέσες τιµές, προκύπτει η εξής γραµµική σχέση 

                           2 �Ε�Χ�:�� − μh=μ>� � = Ε�R�� = E|X� − X�|                              (2.17) 
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Η σχέση αυτή δείχνει ότι οι ακραίες τιµές του µεγίστου και του εύρους σχετίζονται 

γραµµικά µεταξύ τους και µπορούν να βρεθούν απευθείας µεγιστοποιώντας ή 

ελαχιστοποιώντας την   E|X� − X�|. 
Όµως 

E|X� − X�| ≤ pΕ�Χ� − Χ���  

µε ισότητα να επιτυγχάνεται αν και µόνο αν   Var|X� − X�| = 0. 
Η µέση τιµή της Ε�Χ� − Χ��� εκφράζεται συναρτήσει των  μ� ∈ ℝ, μ� ∈ ℝ, σ� > 0,σ� > 0 jöô - ∈ �−1, 1� (τα οποία θεωρούνται γνωστά). 

Πράγµατι έχουµε 

�Χ� − Χ��� = �Χ� − μ� − �Χ� − μ�� + �μ� − μ����  

                       = �μ� − μ��� + ��Χ� − μ�� − �Χ� − μ����     
                            +2�μ� − μ����Χ� − μ�� − �Χ� − μ���    
                        = �μ� − μ��� + �Χ� − μ��� + �Χ� − μ��� − 2�Χ� − μ���Χ� − μ��  

                              +2�μ� − μ����Χ� − μ�� − �Χ� − μ���    
Παίρνοντας µέσες τιµές, προκύπτει ότι 

Ε�Χ� − Χ��� = �μ� − μ��� + σ�� + σ�� − 2ρσ�σ�. 

Εναλλακτικά, θέτοντας στην (2.15) για n = 2,   λ� = −1 και λ� = 1 προκύπτει 

απευθείας η ανισότητα 

                           Ε�R�� ≤ p�μ� − μ��� + σ�� + σ�� − 2ρσ�σ�  

                                          = pΕ�Χ� − Χ���. 

    Όπως είπαµε και σε προηγούµενη ενότητα, κάθε φράγµα από τα P2 και BNT2 είναι 

το supremum του Ε�Χ�:��. Για το πρώτο δεν έχουµε κάποιους περιορισµούς, ενώ για 

το δεύτερο, θα πρέπει ρ = – 1, ή να µην υπάρχει συσχέτιση µεταξύ των τιµών. 

    Ρ� = supℱ9μh,μ>,1h ,1> ,#:Ε�Χ�:�� 

ΒΝΤ2 = supℱ9μh,μ>,1h ,1> ,#�"� ή $%#ί' 1(1$έ*+1,:Ε�Χ�:�� 

Για να πετύχουµε το φράγµα θα πρέπει,  όπως έχουµε προαναφέρει άλλωστε, 

Var|X� − X�| = 0. 

Το οποίο είναι ισοδύναµο µε το να δείξουµε ότι  
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ℙ�|X� − X�| = c� = 1. 
Υπάρχουν πράγµατι τ.µ  Χ�, i =  1, 2 µε 

Ε�Χ�� = μ�, Var�Χ�� = σ�� και Cov�Χ�, Χ�� = ρσ�σ� 

ώστε να επιτυγχάνεται το φράγµα; 

Ας ονοµάσουµε θ = p�μ� − μ��� + σ�� + σ�� − 2ρσ�σ� ≥ 0. 

∆ηλαδή 

                              Ε�R�� ≤ θ = p�μ� − μ��� + σ�� + σ�� − 2ρσ�σ�. 

∆ιακρίνουµε τις παρακάτω περιπτώσεις 

      (Α)  Όταν σ�� + σ�� > 2-σ�σ� (δηλαδή θ > |μ� − μ�|), 
Ορίζουµε 

cΧ�Χ�e = 1σ�� + σ�� − 2ρσ�σ� f�σ�� − ρσ�σ��Βþ + W�ρσ�σ� − σ���Βþ + Wg 

όπου η    Βþ ακολουθεί µία κατανοµή ℙ9Βþ = θ: = p και ℙ9Βþ = −θ: = 1 − p  µε     

p = 
�� �1 + μh"μ>. �  και η W οποιαδήποτε τ.µ ανεξάρτητη της Βþ έτσι ώστε  

Ε�W� = μ��σ�� − ρσ�σ�� + μ��σ�� − ρσ�σ�� 

και 

Var�W� = σ��σ���σ�� + σ�� − 2ρσ�σ���1 − ρ��. 

Οπότε τελικά έχουµε ότι 

Ε�Χ�� = μ�, Ε�Χ�� = μ�, Var�Χ�� = σ��, Var�Χ�� = σ��, cov�Χ�, Χ�� = ρσ�σ� και  
Ε|X� − X�| = ΕQΒþQ = |θ|p + |−θ|�1 − p� = |θ| = θ. 

 

     (Β)  Όταν σ�� + σ�� = 2ρσ�σ� και θ > 0, τότε μ� ≠ μ�. 

                       Var�X� − X�� = σ�� + σ�� − 2ρσ�σ� = 0 

                ⟹  X� − X� = γ  µε πιθανότητα 1.  

Ο πίνακας  

Σ=¦ σ�� ρσ�σ�ρσ�σ� σ�� § 
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είναι θετικά ορισµένος, αφού     det¦ σ�� ρσ�σ�ρσ�σ� σ�� § ≥ 0. 

 Θέτω σ� = σ� = σ, οπότε ο πίνακας συνδιακύµανσης γίνεται  

/ = ¦σÂ σÂσÂ σÂ§ 

Θέλω να βρω cΧ�Χ�e µε   ΕcΧ�Χ�e = ² και Var cΧ�Χ�e = /, 

όπου 

² = �μ�μ�� και  / = ¦σÂ σÂσÂ σÂ§ 

έτσι ώστε  X� − X� = γ µε πιθανότητα 1. 

Έστω W µια τυχαία µεταβλητή ανεξάρτητη από τα Χ1, Χ� µε Ε�W� = μ� και Var�W� = σ� > 0. 
Θεωρώ την κατανοµή  

cΧ�Χ�e = c WW + μ� − μ�e. 
Παρατηρούµε ότι όντως ικανοποιεί της συνθήκες που θέλουµε, και µάλιστα                

γ =μ� − μ� ≠ 0. 

Οπότε 

Ε|Χ� − Χ�| = |μ� − μ�| = θ. 
 

   

   (Γ) Αν θ =0, τότε προκύπτει ότι μ� = μ� = μ. Αν σ�� = σ�� = σ� τότε ρ = 1. 

Θεωρούµε τώρα την κατανοµή W = Χ� = Χ�, τέτοια ώστε  

Ε�W� = μ  και Var�W� = σ� > 0. 

 

Οπότε και σε αυτήν την τετριµµένη περίπτωση, ικανοποιούνται οι συνθήκες που 

έχουµε θεωρήσει για την κατανοµή. 

Το παρακάτω Θεώρηµα, µας δείχνει δύο βέλτιστα φράγµατα για το Range (R2). 

 



48           Βέλτιστα φράγµατα για την µέγιστη παρατήρηση και το δειγµατικό εύρος από 

εξαρτηµένα δείγµατα 

Θεώρηµα 4.2.1. Για το εύρος δύο διατεταγµένων παρατηρήσεων ισχύουν τα 

φράγµατα 

infE�R�� = |μ� − μ�|  
και 

supE�R�� = θ = p�μ� − μ��� + σ�� + σ�� − 2ρσ�σ�. 

 

Λήµµα 4.2.2 Έστω Υ∈ ℱ�μ, σ�, δηλαδή ΕΥ = µ ∈  ℝ, και VarY = σ� > 0. 

(α) Αν µ =0, τότε Ε|Y| > 0  και inf1∈ℱ�μ,1�Ε|Y| = 0. 

(β) Αν µ≠ 0, τότε Ε|Y| ≥ |μ| και min1∈ℱ�μ,1�Ε|Y| = |μ|. 
Απόδειξη Λήµµατος 

(α) Είναι γνωστό ότι   Ε|Y| ≥ |EY| = |μ|. 
Αν µ = 0, τότε προκύπτει ότι Ε|Y| ≥ 0. Έστω ότι Ε|Y| = 0 τότε Y = 0 µε πιθανότητα 

1. ∆ηλαδή η Υ είναι εκφυλισµένη
12

, µε αποτέλεσµα να έχουµε Var(Y) = 0. Το οποίο 

είναι άτοπο. Άρα Ε|Y| > 0. 

Θεωρούµε την ακολουθία 

Y� =
�2�
2�−nσ, με πιθανότητα ���> ,0,      με πιθανότητα 1 − ��> ,nσ, με πιθανότητα ���> .

o  n = 1, 2, … 

για την οποία ισχύουν τα εξής: 

Ε�Y�� = 0  γιατί είναι συµµετρική, και  Var�Y�� = σ�. Το οποίο σηµαίνει ότι Y� ∈ ℱ�0, σ� για κάθε n, και  Ε|Y�| = 1�  ⟶ 0  καθώς   n ⟶ ∞. Άρα το inf1∈ℱ�á,1�E|Y| = 0. Μπορώ να βρω Υ, έτσι ώστε να πιάνεται το minimum; Την 

απάντηση θα τη δώσουµε στο (β). 

(β) Αν µ > 0, ορίζουµε την 

Y = 3 0,          με πιθανότητα  1>μ>=1> ,
μ + 1>μ , με πιθανότητα μ>μ>=1>.   o  

Έχουµε υποθέσει ότι µ > 0, άρα Υ > 0. Η υπόθεση αυτή µας δίνει την ισότητα 

                
12 Μια τ.µ Χ ονοµάζεται εκφυλισµένη, όταν υπάρχει α ∈ ℝ, τέτοιο ώστε  Χ=α με πιθανότητα 1.  Δηλαδή αν η Χ είναι εκφυλισμένη, τότε ΕΧ=α και VarX=0. 
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Ε|Y| = EY = μ = |μ|. 
Επίσης, Ε�Y�� = �μ + 1>μ �� � μ>μ>=1>� = μ� + σ�. Οπότε η διασπορά Var(X) θα είναι 

Var�X� = E�Y�� − 9E�Y�:� = σ�. 

Στην περίπτωση που το µ < 0, τότε έχουµε ισότητα για την ίδια Υ, που τώρα όµως 

είναι µικρότερη ή ίση από το µηδέν µε πιθανότητα 1. 

∎ 

Πόρισµα 4.2.3  Αν \ = �Χ�, Χ�� ∈ ℱ�μ�, μ�, σ�, σ�, ρ�, τότε ισχύει ότι 

inf��h,�>�∈ℱ�μh,μ>,1h,1>,#�E|X� − X�| = |μ� − μ�|. 
Απόδειξη  

(Α) Αν 2ρσ�σ� < σ�� + σ��  τότε διακρίνουµε τις εξής υποπεριπτώσεις 

 

(Α1) Αν μ� ≠ μ� θεωρούµε την κατανοµή  

 

Y = 60,                                      με πιθανότητα 1h>=1>> "�#1h1>�μh"μ>�>=1h>=1>> "�#1h1> ,
�μh"μ>�>=1h>=1>> "�#1h1>μh"μ> , με πιθανότητα �μh"μ>�>�μh"μ>�>=1h>=1>> "�#1h1> .o    

 

Ε�Y� = �μh"μ>�>=1h>=1>> "�#1h1>μh"μ> ∙ �μh"μ>�>�μh"μ>�>=1h>=1>> "�#1h1> = μ� − μ�, 

 

 Ε|Y| = ��μh"μ>�>=1h>=1>> "�#1h1>μh"μ> � ∙ �μh"μ>�>�μh"μ>�>=1h>=1>> "�#1h1> = |μ� − μ�|, και 

 

Var�Y� = ��μh"μ>�>=1h>=1>> "�#1h1>μh"μ> �� ∙ �μh"μ>�>�μh"μ>�>=1h>=1>> "�#1h1> − �μ� − μ���  

              = σ�� + σ�� − 2ρσ�σ� > 0.  
 

Τέλος ορίζω την κατανοµή 
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cΧ�Χ�e = £�=�� Y + �� W�"�� Y + �� W¤  

όπου   α = 1h>"1>> 1h>=1>> "#1h1> και Υ, W ανεξάρτητες, µε κατανοµές όπως φαίνεται παρα-

πάνω, δηλαδή  

ℙ�Y = .>μh"μ>� = �μh"μ>. �� = 1 − ℙ�Y = 0� 
όπου  θ = p�μ� − μ��� + σ�� + σ�� − 2ρσ�σ�, 

Ε�W� = μ��σ�� − ρσ�σ�� + μ��σ�� − ρσ�σ��  

και 

                                 Var�W� = σ��σ���σ�� + σ�� − 2ρσ�σ���1 − ρ��. 

Επίσης από το προηγούµενο Λήµµα έχουµε ότι, αφού |μ� − μ�| ≠ 0, θα πιάνεται το 

minimum. 

                                             E|X� − X�| = E|Y| = |μ� − μ�|. 
 

(A2) Αν μ� = μ�, θεωρούµε την κατανοµή 

 

Y� =
�2�
2�−npσ�� + σ�� − 2ρσ�σ�, με πιθανότητα ���> ,0,      με πιθανότητα 1 − ��> ,npσ�� + σ�� − 2ρσ�σ�, με πιθανότητα ���> ,

o  
 

για την οποία ισχύουν τα παρακάτω 

Ε�Y�� = 0, Var�Y�� = σ�� + σ�� − 2ρσ�σ� και    Ε|Y�| = 1h>=1>>"�#1h1>� ⟶ 0. Φτιάχνω 

fΧ����Χ����g ∶= 1σ�� + σ�� − 2ρσ�σ� c�σ�� − ρσ�σ��Y� + W�ρσ�σ� − σ���Y� + We 

µε  Y�, W ανεξάρτητες για κάθε n, µε  

 Ε�W� = μ��σ�� − ρσ�σ�� + μ��σ�� − ρσ�σ��  
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και 

                                 Var�W� = σ��σ���σ�� + σ�� − 2ρσ�σ���1 − ρ��. 

Τώρα ισχύει το εξής   �Χ���� − X����� = |Y�|. Οι µέσες τιµές οι διασπορές των ακο-

λουθιών και η συδιακύµανσή δίνονται από τους παρακάτω τύπους: 

Ε�Χ����� = μ� = μ = μ� = Ε�Χ�����, 

Var�Χ����� = σ��,   Var�Χ����� = σ��, 

Cov�Χ����, Χ����� = ρσ�σ�. 

για n = 1, 2, … 

Τέλος,  

Ε�Χ���� − X����� = Ε|Y�| = 1h>=1>>"�#1h1>� ⟶ 0, καθώς n ⟶ ∞.  

 

(Β) Τέλος, όταν σ�� + σ�� = 2ρσ�σ�, είχαµε δείξει ότι  

² = �μ�μ�� και  / = ¦σÂ σÂσÂ σÂ§  

    

και ορίζουµε    Χñ ∈ ℱ��μ�, σ� και Χ� = Χ� + �μ� − μ��. Για τις Χ�,   Χ� ισχύουν τα 

εξής 

E�X�� = μ� , Var�X�� = σ�, i = 1, 2, και |Χ� − Χ�| = |μ� − μ�|. 
∎ 

 

Πόρισµα 4.2.4. Ακόµα και όταν δε δίνεται ο συντελεστής συσχέτισης, ο επιτυγχάνε-

ται η ισότητα 

inf��h,�>�∈ℱ�μh,μ>�E|X� − X�| = |μ� − μ�|. 
∎ 

Το παραπάνω πόρισµα ισχύει προφανώς, διότι  

ℱ�μ�, μ�� ⊇ 9 9 9 ℱ�μ�, μ�, σ�, σ�, ρ�#∈�"�,���>åá�håá . 

Τώρα είµαστε σε θέση να αποδείξουµε το Θεώρηµα 4.2.1. 
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Απόδειξη Θεωρήµατος 4.2.1. 

Αποδεικνύεται πλέον εύκολα χρησιµοποιώντας τα παραπάνω Λήµµατα, τα Πορίσµα-

τα, και τις ανισότητες 

|μ� − μ�| = |EX� − EX�| = |E�X� − X��| ≤ E|X� − X�| ≤ ER� ≤ θ  

και 

maxBμ�, μ�D ≤ ΕΧ�:� ≤ μh=μ>� + �� θ. 

∎ 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 

ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΦΡΑΓΜΑΤΩΝ 

Στο κεφάλαιο αυτό θα βρούµε φράγµατα σε ανισότητες δίνοντας µία κοινή µέθοδο. 

Επίσης θα µελετήσουµε το πρόβληµα της ύπαρξης µιας κατανοµής πιθανότητας για 

να επιτυγχάνεται το φράγµα. 

Π.1. Εισαγωγή  

Έστω Ω ένας τυχαίος χώρος
13

,  × µία σ – άλγεβρα στον Ω και 

 ª�ω� = 9ª��ω�, ª��ω�, … , ª:�ω�: µία Borel µετρήσιµη απεικόνιση του Ω στον ℝ:. Ακόµη, θεωρούµε ; µία γνωστή κλάση από κατανοµές πιθανότητας στο χώρο �Ω, ×� έτσι ώστε κάθε µία από τις ª�ω� να είναι ολοκληρώσιµη,  Α ένα µετρήσιµο 

σύνολο, και  Μ = �Μ�, … ,Μ:� ένα δοσµένο πραγµατικό διάνυσµα. Αν µία ανισότητα 

της µορφής ℙ�Α� ≤ α  �ή ℙ�Α� ≥ β� ισχύει για όλες τις κατανοµές ℙ στο ; που 

ικανοποιεί τη 

Εℙ�f� ≡ ? ª�ω�dℙ�ω� = A,                                         (Π.1) 

λέγεται  Ανισότητα τύπου Tchebycheff. Ο πραγµατικός αριθµός α ( ή ο β), εξαρτάται 

από το Μ και το Α. Η ανισότητα όπως είδαµε και στα προηγούµενα κεφάλαια, θα 

είναι βέλτιστη, αν δεν µπορούµε να αντικαταστήσουµε το α µε ένα µικρότερο αριθµό 

α΄ (ή το β µε ένα µεγαλύτερο β΄). Ένα τέτοιο α (ή β) λέγεται βέλτιστο άνω (ή κάτω) 

φράγµα για την ℙ�Α�. Βέλτιστα φράγµατα είναι, εξ ορισµού, αυτά που εκφράζονται 

ως εξής 

α = supℙ∈;�B�ℙ�A�, 
β = infℙ∈;�B�ℙ�A�, 

όπου ;�M� είναι µία υποκλάση του ; που αποτελείται από όλες τις κατανοµές ℙ στο ;, τέτοιες ώστε  

Εℙ�f� = A. 

 

Μία από τις βασικές µεθόδους για να βρούµε φράγµατα σε ανισώσεις του τύπου ℙ�Α� ≤ α , είναι η εξής: 

Έστω DΑ  η δείκτρια συνάρτηση του συνόλου Α, και E = �αá, α�, … , α:� ένα 

πραγµατικό διάνυσµα στον ℝ:=�.  

                
13 ∆ε µας ενδιαφέρει τι χώρος είναι. Μπορεί να είναι τοπολογικός, 

δειγµατικός, µετρήσιµος κλπ. 
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Τότε ισχύει η σχέση 

ª = αá +  α�ª� + ⋯ + α:ª: ≥ DΑ στον Ω, 

από την οποία συνεπάγεται ότι 

ℙ�Α� = ? DFdℙ ≤ ? ªdℙ = αá +  α�M� + ⋯ + α:M:   για κάθε ℙ ∈ ;�A�. 

 

Έτσι αποκτούµε την ανισότητα 

ℙ�Α� ≤ infE∈G�G��αá +  α�M� + ⋯ + α:M:�                       �Π.2� 
όπου 

Α(Α)= BE ∶   αá +  α�ª� + ⋯ + α:ª: ≥  DFD. 

Τώρα φυσικό είναι να ρωτήσουµε αν η ανισότητα (Π.2) είναι βέλτιστη ή όχι. 

∆υστυχώς η µέθοδος αυτή δε µπορεί να εφαρµοστεί σε γενικές περιπτώσεις. Η 

ανισότητα (Π.2) δεν είναι πάντα βέλτιστη, και ακόµη και αν είναι βέλτιστη, η ισότητα 

δεν είναι απαραίτητο να επιτυγχάνεται. Στο κεφάλαιο αυτό, θα δώσουµε µια γενική 

θεωρία για τις βέλτιστες ανισότητες. Τα ερωτήµατα που πρέπει να απαντήσουµε είναι 

τα εξής: 

(1) Για ποιο Α και Μ η (Π.2) είναι βέλτιστη; Ποια είναι τότε η γενική µορφή των 

βέλτιστων φραγµάτων; 

(2) Υπάρχει κατανοµή ℙ ώστε να επιτυγχάνεται ισότητα στην (Π.2); Υπάρχει α 

στο Α(Α)  ώστε να επιτυγχάνει το infimum στο δεξιό σκέλος της (Π.2); 

(3) Πόσο µπορούµε να µικρύνουµε ή να µεγαλώσουµε το µέγεθος της κλάσης ; 
χωρίς να αλλάξει η τιµή του βέλτιστου φράγµατος; 

Τα παραπάνω ερωτήµατα θα τα απαντήσουµε στις επόµενες παραγράφους 

 

Π.2. Βέλτιστα φράγµατα 

Θα διατυπώσουµε το πρόβληµα (1) της ενότητας Π.1. µε µία πιο γενική µορφή ως 

εξης: 

Υποθέτουµε ότι υπάρχει µία γνωστή οικογένεια ; από µη αρνητικά µέτρα
14

 σε ένα 

µετρήσιµο χώρο �Ω, ;� και θεωρούµε  ª�ω� = 9ªá�ω�, ª��ω�, … , ª:�ω�: µία 

Borel  µετρήσιµη απεικόνιση από τον Ω στον ℝ:=�, ώστε κάθε µέλος της οικο-

γένειας ; να είναι ολοκληρώσιµο. Επιπρόσθετα, θέτουµε g�ω� µια πραγµατική µε-

τρήσιµη συνάρτηση, και ολοκληρώσιµη στο ;. Για κάθε H ∈ ℝ:=� ορίζουµε   

                
14 ∆εν είναι απαραίτητο να είναι µέτρα πιθανότητας. 
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                             ;�A� = Bℙ ∶  ℙ ∈ ; και ?ª�ω�dℙ�ω� = A D. 
Το πρόβληµα τώρα είναι να αναζητήσουµε 

U�g,H� ≡ supℙ∈;�B� ? g�ω�dℙ�ω�, 

L�g,H� ≡ infℙ∈;�B� ? g�ω�dℙ�ω�.  

Θεώρηµα Π1 Αν το ;  είναι κυρτό
15

, τότε το K= B?ª�ω�dℙ�ω�  ∶  ℙ ∈ ; D είναι 

κυρτό σύνολο στον ℝ:=�. Αν Μ = �Μá, … ,Μ:� είναι ένα εσωτερικό σηµείο του K, 

τότε έχουµε 

U�g,H� = inf�L,�h,…,�MB∑ α�M�:��á + supℙ∈; ?�g − ∑ α�ª�:��á �dℙD.    (Π.3)   

Επιπλέον, αν U�g,H� < ∞, τότε υπάρχουν αá, α�, … , α: ώστε να επιτυγχάνεται το 

infimum στο δεξί µέλος της σχέσης (Π.3). ∆εν υπάρχει πάντα µέτρο ℙ στο ;�H� 

ώστε να επιτυγχάνεται το φράγµα, αλλά, αν υπάρχει θα πρέπει να επιτυγχάνεται το 

supremum στην (Π.3) για τα αá, α�, … , α: που επιτυγχάνεται το infimum στην (Π.3). 

Απόδειξη 

Όταν το ; είναι κυρτό, το K είναι προφανώς κυρτό.  

Για κάθε αá, α�, … , α:, έχουµε  

                   supℙ∈; ?�g − ∑ α�ª�:��á �dℙ ≥ supℙ∈;�A� ?�g − ∑ α�ª�:��á �dℙ  

                                                             = U�g,H� − ∑ α�M�:��á .  
 

Ως εκ τούτου, το αριστερό µέλος της (Π.3) δεν είναι µεγαλύτερο από το δεξί. 

Η αντίστροφη ανισότητα αποδεικνύεται ως εξής. 

Το σύνολο 

N = B�?ªádℙ , … ,?ª:dℙ ,? gdℙ�  ∶ ℙ ∈ ; D  

είναι, για τον ίδιο λόγο όπως την περίπτωση του K, ένα κυρτό σύνολο στο  ℝ:=�. 

Αν U ≡ U�g,H� < ∞, το σηµείο Q = �Μá, … ,Μ:,U� είναι συνοριακό σηµείο του N. 

Ως εκ τούτου, υπάρχει ένα υπερεπίπεδο Π που στηρίζει το N στο Q. Έστω η εξίσωση 

του Π είναι η 

∑ α�x�:=���á + β = 0.  

                
15 Αν ℙ�, ℙ� ∈  ; τότε λℙ� + �1 − λ�ℙ� ∈  ; για κάθε λ ∈ �0, 1�. 
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Αφού το A το υποθέσαµε να είναι ένα εσωτερικό σηµείο του K, το οποίο είναι η 

προβολή του N στον ℝ:=�, µπορούµε να πάρουµε α:=� ≠ 0. Οπότε το Π 

εκφράζεται 

x:=� = c + ∑ α�x�:��á ,  

και κάθε σηµείο του N ικανοποιεί τη 

x:=� ≤ c + ∑ α�x�:��á , 

το οποίο σηµαίνει ότι, για κάθε ℙ ∈ ;, έχουµε 

? gdℙ ≤ c + ∑ α�:��á ? ª�dℙ. 

Αφού το Q βρίσκεται στο Π, 

U = c + ∑ α�Μ�:��á .  
Απαλείφοντας το c, έχουµε, για κάθε  ℙ ∈ ;, 

U ≥ ? gdℙ − ∑ α�:��á ?ª�dℙ + ∑ α�Μ�:��á . 

Έτσι δείξαµε την (Π.3) καθώς και την ύπαρξη των αá, α�, … , α: που επιτυγχάνεται το 

infimum. Το τελευταίο ζητούµενο του θεωρήµατος είναι προφανές. 

∎ 

Παρατήρηση Για το κάτω φράγµα L�g,H�, θα θέσουµε στην (Π.3) το  – g, και 

προκύπτει αµέσως το δυϊκό αποτέλεσµα. 

∎ 

 Τώρα θα εφαρµόσουµε το Θεώρηµα Π1, σε µερικές περιπτώσεις 

1. Θεωρούµε την περίπτωση που το ; αποτελείται από όλα τα µη αρνητικά 

µέτρα
16

 έτσι ώστε οι ªá, … , ª:, g να είναι ολοκληρώσιµες. 

Αν σταθεροποιήσω τα αá, α�, … , α:, 
 

 

supℙ∈;PRg − P α�ª�
:

��á S dℙ = Q 0,     αν g�ω� − P α�ª��ω� ≤ 0 στον Ω∞,                                              διαφορετικάo 
Οπότε 

 inf�L,�h,…,�MB∑ α�M�:��á + supℙ∈; ?�g − ∑ α�ª�:��á �dℙD = inf ′∑ α�M�:��á , 

                
16 ∆ε χρειάζεται να υποθέσουµε ότι είναι µέτρα πιθανότητας, αφού το ;�A� τα περιορίζει αυτόµατα σε µέτρα πιθανότητας αν υποθέσουµε ªá�ω� ≡ 1 και Μ0=1. Γι’ αυτό το λόγο αναφέρουµε το πρόβληµα στη γενική 
µορφή. 
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όπου inf ΄ θεωρούµε το infimum ως προς όλα τα διανύσµατα �αá, α�, … , α:� 

έτσι ώστε ∑ α�ª��ω� ≥ g�ω� στον Ω. Έτσι αποκτάµε τη σχέση 

 U�g,H� = inf ′∑ α�M�:��á                                       (Π.4) 

Π.3. Εύρεση φραγµάτων για αναµενόµενες τιµές παρατηρήσεων. 

Σε αυτή την ενότητα του παραρτήµατος, θα «µεταφράσουµε» τα αποτελέσµατα που 

βρήκαµε, στις ενότητες Π1 και Π2  στη γλώσσα των τυχαίων µεταβλητών. Ο ορισµός 

της µέσης τιµής ως ολοκλήρωµα εξηγεί το λόγο που βρήκαµε φράγµατα για 

ολοκληρώµατα στην Π2. 

Έστω h, h�,h�, … ,hm: ℝ ⟶ ℝ, κ+1 Borel συναρτήσεις. 

 Έστω επίσης 

² = �μ�, μ�, … , μm�S ∈ ℝm. 

Υποθέτουµε τα εξής: 

�Υ�� Υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε για κάθε  ν�, ν�, … , νm µε 

μ� − ε < ν� < μ� + ε,   i = 1, 2, … , κ, 
να µπορώ να βρω µια τυχαία µεταβλητή Υ (Υ = Υ�ν�, ν�, … , νm�) τέτοια ώστε 

(1) Ε|h�Y�| < ∞, 

(2) E|h��Y�| < ∞,    U = 1, 2, … , κ, 
(3) Eh��Y� = ν�,       i = 1, 2, … , κ. 

Ενδιαφερόµαστε για το  sup�∈ℱ²Εh�X�, 
όπου 

ℱ² = Bοι τ. μ.   X   με Ε|h�Χ�| < ∞, E|h��Χ�| < ∞ jöô  Eh��Χ� = μ�, i = 1, 2, … , κ D. 

Θέτουµε Α ⊆ ℝm=� µε  

Α ∶= QE = RαV⋮α]S ∶  h�x� ≤ αV + ∑ αÊhÊ�x�,]Ê�ñ  ∀x ∈ ℝ X. 
Το παρακάτω Θεώρηµα είναι µία ανακατασκευή του Θεωρήµατος Π1 (Isii 1969). 

 

Θεώρηµα Π2 Υπό την υπόθεση �Υ�� ισχύουν τα παρακάτω: 

(α)                                   sup�∈ℱ²Εh�X� = infE∈FBαV + ∑ αÊμÊ,]Ê�ñ D. 
        Ειδικότερα, αν Α = ∅ τότε sup�∈ℱ²Εh�X� = +∞. 
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        ∆ηλαδή 

                                              sup�∈ℱ²Εh�X� < ∞  ⇔  Z ≠  ∅. 

(β)  Αν Α ≠  ∅ τότε υπάρχει E∗ = Rα»∗⋮αm∗ S ∈ Α  τέτοιο ώστε 

sup�∈ℱ²Εh�X� = α»∗ + ∑ α�∗μ�m��� .  
(γ)  Αν Α ≠  ∅ και για µια τυχαία µεταβλητή Χ ισχύει η σχέση 

Εh�X� = α»∗ + ∑ α�∗μ�m���   

      τότε 

ℙ�h�X� = α»∗ + ∑ α�∗h��x�m��� � = 1. 
 

Απόδειξη 

Θα ακολουθήσουµε τη διαδικασία της απόδειξης του Θεωρήµατος Π1, απλώς θα το 

διασκευάσουµε για τ.µ. 

Θα πάρουµε πρώτα ªá ≡ 1. 
Η υπόθεση  

P |ªá|dμΩ = μ�Ω� < ∞ 

µας εξασφαλίζει ότι το  ; περιέχει ΜΟΝΟ πεπερασµένα µέτρα. 

Θα πάρουµε επίσης Μ0 = 1. Τότε το ;A θα περιέχει µόνο µέτρα πιθανότητας. 

Τώρα θα θεωρήσουµε µια µετρήσιµη συνάρτηση 

Χ ∶  �Ω, ×� ⟶ 9ℝ,;�ℝ�: 

και θα θέσουµε 

                       g�ω� = h9X�ω�:,                            ω ∈ Ω 

                       ªá�ω� ≡ 1,                                         ω ∈ Ω 

                       ª��ω� = h�9X�ω�:,                           ω ∈ Ω, i = 1, 2, … , κ, 
                       Μ0=1. 
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; =
�22
�2
2�    

μ:                                                                                        �Ω, ×, μ� χώρος μέτρου, μ�Ω� < ∞  
και P Qh9X�ω�:Q + PQh�9X�ω�:Qm

��� dμ�ω�Ω < ∞    \22
]2
2̂. 

Ισοδύναµα, αφού  Χ ∶  �Ω, ×, μ� ⟶ �ℝ,;�ℝ�, μ�� µπορούµε να θεωρήσουµε ως 

; = BλF�x�, λ ≥ 0, F συνάρτηση κατανομής με Ε|h�Χ�| < ∞, E|h��Χ�| < ∞, i =1, 2, … , κ D. 

Τώρα θα θέσουµε  

Γm=� ∶=
�2�
2�λ ∙ ` 1Eh��Χ�⋮Ehm�Χ�a , λ ≥ 0, Χ τ. μ.  μεΕ|h�Χ�| < ∞, E|h��Χ�| < ∞,

 i = 1, 2, … , κ   \2]
2̂

.  

 

Υπόθεση: Το Γm=� περιέχει εσωτερικά σηµεία. 

Ερώτηµα: Μπορεί να µην περιέχει; 

Φυσικά, π.χ. αν κ = 1 και h� ≡ 0. Τότε Γ2 = B�λ, 0�, λ ≥ 0D. 

Ή π.χ. αν h� ≡ 1 οπότε  Γ2 = B�λ, λ�, λ ≥ 0D. 

Φιξάρουµε λοιπόν ένα εσωτερικό σηµείο του Γm=� της µορφής  A = �1,Μ�, …Μm�. 
Αυτό σηµαίνει δύο πράγµατα: 

1
ον

   Υπάρχει τ.µ. Χ µε Ε|h�Χ�| < ∞, E|h��Χ�| < ∞, i = 1, 2, … , κ    

       τέτοια ώστε  

Eh��Χ� = Μ�, i = 1, 2, … , κ. 

2
ον

   Υπάρχει δ > 0 : S�H,δ� ⊆ Γm=�.  
        Αναλυτικά: Μπορώ να βρω δ > 0 ώστε αν bð − Ab < δ  τότε  ð ∈ Γm=�. 
        ∆ηλαδή: 

        αν  

�β» − 1�� + �β� − Μ��� + ⋯ + �βm − Μm�� < δ� 
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       τότε 

`β»β�⋮βm
a = λ ⋅ ` 1Εh��X�⋮Ehm�X�a 

       για κάποιο λ και για κάποια τ.µ. Χ  µε   E|h��Χ�| < ∞, i = 1, 2, … , κ. 

       Όµως το λ δεν είναι «κάποιο λ», αλλά λ = βο. 

       Άρα  

β� = β»Εh��X� 

⋮ 
βm = β»Εhm�X� 

       όταν 

β»    κοντά στο 1 

β� κοντά στο Μ� 

⋮ 
βm κοντά στο Μm. 

 

∆ηλαδή  το   REh��Χ�⋮Ehm�Χ�S  παίρνει όλες τις τιµές 

ç
èèé

β� β»4
⋮βm β»4 ê

ëëì  σε µια γειτονιά του 

�Μ�, …Μm�. 

Με άλλα λόγια: 

Όχι µόνο Eh��Χ� = Μ�, αλλά ακόµα περισσότερο, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε αν  

∑ 9Mc � − M�:�m��� < δ  

τότε υπάρχει τ.µ. Χd  µε 

ΕQh9Χd:Q < ∞, EQh�9Χd:Q < ∞, i = 1, 2, … , κ 

και 

Eh�9Χd: = Μc �, i = 1, 2, … , κ. 
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Αυτές είναι ακριβώς οι υποθέσεις µε τις οποίες καταλήγουµε στη σχέση (Π.4) της 

ενότητας Π2. 

Παραδείγµατα 

1. Το supEX=0, όταν ΕΧ = 0, και ΕΧ
2
 = 1. 

 

Τώρα Μ1 = 0,  Μ2 = 1 και supEX = infBαá + α� ⋅ 0 + α� ⋅ 1D = infBαá + α�D. 
 AZ = Bαá, α�, α� ∶  x ≤ αá + α�x + α�x� για κάθε xD 

 α�x� + �α� − 1�x + αá ≥ 0  για κάθε x. 

Αν α� = 0, τότε α� = 1 και αá ≥ 0.   
Αν α� > 0, τότε για να ισχύει η παραπάνω ανισότητα για κάθε x, θα πρέπει �α� − 1�� − 4αáα� < 0 ⟹ α� ∈ 91 − 2pαáα�, 1 + 2pαáα�:.  

Συνοψίζοντας τις δύο παραπάνω περιπτώσεις, προκύπτει ότι το Α3 είναι το 

 ΑZ = ®αá ≥ 0, α� ≥ 0, 1 − 2pαáα� ≤ α� ≤  1 + 2pαáα�  ¯ 

 infefBαá + α�D = 0 

Από το οποίο προκύπτει ότι το supEX = 0. 

 

Τέλος,  

 αá∗ = α�∗ = 0, α�∗ = 1, ℙ�Χ = x� = 1     ∀x. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 

ΕΥΡΕΣΗ ΑΝΩ ΦΡΑΓΜΑΤΩΝ ΓΙΑ ΤΟ ΕΥΡΟΣ n 

∆ΙΑΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ. 

Στα προηγούµενα κεφάλαια ασχοληθήκαµε µε την εύρεση ενός άνω φράγµατος για 

τη µέγιστη διατεταγµένη παρατήρηση. Στο Κεφάλαιο 4 αναφέρθηκε η έννοια του 

εύρους δύο διατεταγµένων παρατηρήσεων, καθώς και η σχέση της µέσης τιµής του 

µε τη µέση τιµή της µέγιστης παρατήρησης. Στο Κεφάλαιο αυτό θα προσπαθήσουµε 

να βρούµε άνω φράγµατα για το εύρος n διατεταγµένων παρατηρήσεων. 

5.1.5.1.5.1.5.1. Εισαγωγή 

Στην ενότητα 5.1 θα αναφέρουµε κάποια φράγµατα του range, που προκύπτουν άµε-

σα από τα φράγµατα του Πίνακα στην τελευταία σελίδα του Κεφαλαίου 3. Πριν 

προχωρήσουµε σε αυτά θα επαναλάβουµε την περίπτωση που έχουµε τυχαίο δείγµα n 

παρατηρήσεων. Όπως είχαµε αναφέρει στην Ενότητα 1.2, και ειδικότερα στη σχέση 

(1.3), ένα άνω φράγµα για το εύρος (το οποίο επιτυγχάνεται)
17

 δίνεται από την ανισό-

τητα 

Ε�R�� ≤ ; �√�√��"� F1 − ����"��"� �G� �4
. 

Από το Θεώρηµα των Arnold και Groeneveld (1959) προκύπτει ότι για οποιεσδήποτε 

σταθερές λ�, λ�,…,λ�, 

|∑ λ��E�X�:�� − µN����� | ≤ �∑ 9λ� − λN:����� �� �4 �∑ .9µ� − µN:� + σ��3���� �� �4
  

όπου  µN = �� ∑ µ� ����   και λN = �� ∑ λ� ���� . 

Αν θεωρήσουµε λ� = 0, i =  2, 3, … , n − 1 , λ� = −1 και λ� = 1, τότε η παραπάνω 

ανισότητα γίνεται 

E�X�:�� − E�X�:�� ≤ √2 �∑ .9µ� − µN:� + σ��3���� �� �4
  

δηλαδή   

ΕR� ≤ √2 �∑ .9µ� − µN:� + σ��3���� �� �4
. 

Αντικαθιστώντας στη σχέση (2.15)  

|∑ λ��E�X�:�� − μN����� | ≤ �∑ 9λ� − λN:����� �� �4 �∑ .9µ� − µN:� + σ��3���� − nVarXw�� �4
  

                
17 Ludwig (1959) 



63           Βέλτιστα φράγµατα για την µέγιστη παρατήρηση και το δειγµατικό εύρος από 

εξαρτηµένα δείγµατα 

λ� = 0, i =  2, 3, … , n − 1 , λ� = −1 και λ� = 1,  τότε προκύπτει 

ΕR� ≤ √2 �∑ .9µ� − µN:� + σ��3���� − nVarXw�� �4
. 

5.2.5.2.5.2.5.2. Ένα άνω φράγµα για το αναµενόµενο εύρος. 

Έστω \ = �Χñ, … , Χ^�  ένα τυχαίο διάνυσµα µε ΕΧ� = μ� και VarX� = σ��, όπου 0 < σ�� < ∞ για όλα τα i = 1, 2, …,n. Αν ² = �μñ, … , μ^�, ³� = �σ��, … , σ��� και 

Varu = gσ��0 ⋯ 00⋮ ⋱ ⋮0 ⋯ σ��
i. ∆ηλαδή ο διαγώνιος του πίνακα συδιακύµανσης Σ. Τα τ.δ. Χ 

που ικανοποιούν τις παραπάνω προϋποθέσεις, συνοψίζονται στην παρακάτω κλάση  

ℱ��², ³� ∶= B\: Ε\ = ²,   Varu = ³ÂD.                            (5.1) 

Για παράδειγµα, Χ∈ ℱ��μ, σ� σηµαίνει ότι ΕΧ=µ και VarX= σ
2
. 

Έστω Χ�:� ≤ ⋯ ≤ X�:� το διατεταγµένο δείγµα του Χ και θέτουµε  R� = X�:� − X�:�  

το εύρος (range) του δείγµατος. Στα Κεφάλαια που ακολουθούν µας ενδιαφέρει να 

βρούµε βέλτιστο άνω φράγµα για το εύρος όταν το Χ βρίσκεται στην κλάση (5.1). 

∆ηλαδή θέλουµε να βρούµε το supu∈ℱ��²,³�ER�. Θα ξεκινήσουµε µε µία ανισότητα 

για το εύρος, όπως φαίνεται στο παρακάτω Λήµµα 

 

Λήµµα 5.2.1. Για κάθε \ ∈ ℝ^, c ∈ ℝ και λ > 0, 

R� ≤ −�n − 2�λ + �� ∑ .���" � − 1� + ���" � + 1�3���� .              (5.2) 

Η ισότητα στην (5.2) επιτυγχάνεται αν και µόνο αν,  

Χ�:� ≤ c − λ ≤ X�:� ≤ ⋯ ≤ X�"�:� ≤ c + λ ≤ X�:�.            (5.3) 

 

Απόδειξη 

Φιξάρουµε c ∈ ℝ και λ > 0 και θεωρούµε y� = c − λ και y� = c + λ. Παρατηρούµε 

ότι y� <  y�. Οπότε αρκεί να αποδείξουµε ότι  

R� ≤ �� ∑ B|Χ� − y�| + |X� − y�|D���� − �"�� �y� − y��              (5.4) 

Επειδή  

R� = X�:� − X�:�  

και  
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PB|Χ� − y�| + |X� − y�|D�
��� = PB|Χ�:� − y�| + |X�:� − y�|D�

���  

έχουµε  

  

12 PB|Χ� − y�| + |X� − y�|D�
��� − n − 22 �y� − y�� − R� 

= �� B|Χ�:� − y�| + |X�:� − y�|D + �� B|Χ�:� − y�| + |X�:� − y�|D − �X�:� − Χ�:��  

    + �� ∑ B|Χ� − y�| + |X� − y�| − �y� − y��D�"���� .                                                         (*) 

 

Παρατηρούµε τώρα ότι για i = 1, 2,…, n – 1, 

y� − y� = |y� − y�| = |y� − Χ�:� + Χ�:� − y�| 
                                               ≤ |Χ�:� − y�| + |Χ�:� − y�|. 
Οπότε αφού το άθροισµα 

∑ B|Χ� − y�| + |X� − y�| − �y� − y��D�"����   

προσθέτει µόνο µη αρνητικούς όρους,  είναι µη αρνητικό. 

Επίσης, οι όροι εκτός του παραπάνω αθροίσµατος στη σχέση (*), είναι οι 

12 B|Χ�:� − y�| + |X�:� − y�| − �X�:� − Χ�:��D 

+ 12 B|Χ�:� − y�| + |X�:� − y�| − �X�:� − Χ�:��D 

Όµως  

X�:� − Χ�:� = |X�:� − Χ�:�| = |X�:� − y� + y� − Χ�:�| 
                                             ≤ |X�:� − y�| + |X�:� − y�|. 
Και οµοίως, 

X�:� − Χ�:� ≤ |X�:� − y�| + |X�:� − y�|. 
Άρα και οι δύο αυτοί όροι είναι µη αρνητικοί, οπότε ισχύει η ανισότητα (5.4), και 

κατ’ επέκταση η (5.2).  
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Ας υποθέσουµε τώρα ότι ισχύει η ισότητα στην (5.4). Τότε θα πρέπει να ισχύουν όλες 

οι ισότητες (n το πλήθος) 

X�:� − Χ�:� = |X�:� − y�| + |X�:� − y�|                                (Α) 

  

X�:� − Χ�:� = |X�:� − y�| + |X�:� − y�|                               (Β) 

και 

y� − y� = |Χ�:� − y�| + |Χ�:� − y�|, i = 1, 2, … , n.                 (Γ) 

Όµως 

 

|X�:� − y�| + |X�:� − y�| = Q2y� − Χ�:� − X�:�, αν   X�:� <  y�,X�:� − Χ�:�,                αν   Χ�:� ≤ y� ≤Χ�:� + X�:� − 2y�, αν  X�:� >  y�. o X�:�, 
 

Στην πρώτη περίπτωση έχουµε  X�:� <  y�  οπότε  

2y� − Χ�:� − X�:� > 2X�:� − Χ�:� − X�:� = X�:� − Χ�:�. 

Άρα δεν έχω ισότητα στην (Α). 

Στην τρίτη περίπτωση έχουµε   X�:� >  y�, οπότε −2y� > −2X�:� και  

Χ�:� + X�:� − 2y� > Χ�:� + X�:� − 2X�:� = X�:� − Χ�:�. 

Οπότε και πάλι δεν έχουµε ισότητα στην (Α). 

Φυσικά, όταν Χ�:� ≤ y� ≤ X�:� έχουµε προφανώς ισότητα στην (Α). 

Το συµπέρασµα είναι ότι  

X�:� − Χ�:� = |X�:� − y�| + |X�:� − y�|  αν και µόνο αν Χ�:� ≤ y� ≤ X�:�. 

Κάνοντας την ίδια ανάλυση στη (Β) προκύπτει ότι  

X�:� − Χ�:� = |X�:� − y�| + |X�:� − y�|  αν και µόνο αν Χ�:� ≤ y� ≤ X�:�. 

Όµως θέλουµε ταυτόχρονα ισότητα στις (Α) και (Β). Αυτό µπορεί µόνο αν (αφού y� < y�) 

Χ�:� ≤ y� < y� ≤ X�:�.                                         (∆) 

Ας θεωρήσουµε τώρα τις ισότητες στη (Γ). Είναι: 
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|X�:� − y�| + |X�:� − y�| = Qy� + y� − 2Χ�:�, αν   X�:� <  y�,y� − y�,                αν   y� ≤ X�:� ≤2Χ�:� − y� − y�, αν  X�:� >  y�. o y�, 
Στην πρώτη περίπτωση που   X�:� <  y� έχουµε   −2X�:� >  −2y�. Οπότε 

y� + y� − 2X�:� > y� + y� − 2y� = y� − y�. 

∆ηλαδή δεν έχω ισότητα στη (Γ).  

Οµοίως, στην Τρίτη περίπτωση που X�:� >  y� έχουµε  

2Χ�:� − y� − y� > 2y� − y� − y� = y� − y�. 
Οπότε και πάλι δεν έχω ισότητα στη (Γ).  

Τελικά έχουµε ισότητα στη (Γ), αν και µόνο αν  

y� ≤ X�:� ≤ y�,      i = 2, 3, … , n − 1                            (E) 

Από τις (∆) και (Ε) έπεται ότι η ισότητα στην (5.4) επιτυγχάνεται αν και µόνο αν 

Χ�:� ≤ y� ≤ X�:� ≤ ⋯ ≤ X�"�:� ≤ y� ≤ X�:�. 

Αντικαθιστώντας τελικά y� = c − λ και y� = c + λ, προκύπτει η σχέση (5.3). 

∎ 

Το παραπάνω συµπέρασµα, δείχνει ότι χρειαζόµαστε  δύο µεταβλητές, για το σωστό 

χειρισµό του Rn. Επίσης, από το προηγούµενο Λήµµα, θα προσπαθήσουµε να βρούµε 

το supΕB|X − 1| + |X + 1|D, όταν το Χ είναι τ.µ. µε δεδοµένη µέση τιµή και 

διακύµανση. 

 

Λήµµα 5.2.2 Έστω Χ ∈ ℱ�μ, σ��, μ ∈ ℝ, σ >  0. Τότε  

supΕB|X − 1| + |X + 1|D = U�μ, σ�                                 (5.5) 

Όπου 

U�μ, σ� = ��
� 2pμ� + σ�, αν   μ� + σ� ≥ 4,2 + �� �μ� + σ��,           αν 2|μ| ≤ μ� + σ� < 4,|μ| + 1 + p�|μ| − 1�� + σ�,           αν  μ� + σ� ≤ 2|μ| < 4.

o      (5.6) 

(Όταν σ = 0, U�μ, 0� = |μ − 1| + |μ + 1| = 2maxB|μ|, 1D). 

Η ισότητα στην  

 ΕB|X − 1| + |X + 1|D ≤ U�μ, σ�                                  (5.7) 
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επιτυγχάνεται από µία µοναδική τυχαία µεταβλητή Χ∗ ∈ ℱ�μ, σ�� η οποία παίρνει 

τρεις συγκεκριµένες τιµές ως εξής: 

 

(α) Αν  μ� + σ� ≥ 4 τότε η µόνη τ.µ. που επιτυγχάνει την ισότητα είναι η δίτιµη µε 

ℙ�Χ∗ = −pμ� + σ�� = �� c1 − μpμ>=1>e, 
ℙ�Χ∗ = pμ� + σ�� = �� c1 + μpμ>=1>e. 

 

(β) Αν 2|μ| ≤ μ� + σ� < 4 τότε η µόνη τ.µ. Χ∗ που επιτυγχάνει την ισότητα είναι η 

τρίτιµη µε 

ℙ�Χ∗ = −2� = �j �μ� + σ� − 2μ�, 
ℙ�Χ∗ = 0� = �Y �4 − μ� − σ��, 

ℙ�Χ∗ = 2� = �j �μ� + σ� + 2μ�. 
 

(γ) Αν  μ� + σ� ≤ 2μ < 4 τότε η µόνη τ.µ. Χ
*
 που επιτυγχάνει την ισότητα είναι η 

δίτιµη 

ℙ�Χ∗ = 1 − p�μ − 1�� + σ�� = �� c1 − μ"�p�μ"��>=1>e, 
ℙ�Χ∗ = 1 + p�μ − 1�� + σ�� = �� c1 + μ"�p�μ"��>=1>e. 

 

(δ) Αν  μ� + σ� ≤ 2|μ| < 4 και µ < 0  (δηλαδή −4 < 2μ ≤ −μ� − σ�) τότε η µόνη 

τ.µ. Χ που πετυχαίνει την ισότητα είναι η δίτιµη µε 

ℙ9Χ∗ = −1 − p�|μ| − 1�� + σ�: = �� c1 + |μ|"�p�|μ|"��>=1>e, 
ℙ9Χ∗ = −1 + p�|μ| − 1�� + σ�: = �� c1 − |μ|"�p�|μ|"��>=1>e. 
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Σχ.5.1 Το παραπάνω σχήµα, παρουσιάζει τα χωρία στα οποία η 

Απόδειξη 

Θέτουµε g�x� = |x − 1| +
(α) Έστω μ� + σ� ≥ 4.  
Προφανώς 

µε ισότητα αν και µόνο αν     

 Η γραφική παράσταση των συναρτήσεων 

ξεκάθαρα ότι η g µε την f

           Βέλτιστα φράγµατα για την µέγιστη παρατήρηση και το δειγµατικό εύρος από 

Το παραπάνω σχήµα, παρουσιάζει τα χωρία στα οποία η U(µ, σ) αλλάζει τύπο.

+ |x + 1| = U�x, 0�. 

g�x� ≤ pμ� + σ� + 0>
pμ>=1> ,   x ∈ ℝ,       

µε ισότητα αν και µόνο αν     x ∈ .−pμ� + σ�, pμ� + σ�, 3. 

Σχ.5.2 

Η γραφική παράσταση των συναρτήσεων g(x) και ª�k� = pò� + ;� + l>
p!>=�>. Στο σχήµα φαίνεται 

f εφάπτονται στα σηµεία µε τετµηµένες −pò� + ;� jöô

η παρατήρηση και το δειγµατικό εύρος από 

εξαρτηµένα δείγµατα 

 

(µ, σ) αλλάζει τύπο. 

                       �∗�  

 

. Στο σχήµα φαίνεται 

jöô pò� + ;�.  
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Εποµένως, 

Eg�Χ� ≤ E ûpμ� + σ� + �>
pμ>=1>� = 2pμ� + σ�, 

αφού  ΕΧ� = μ� + σ�. 

 

 

Για ισότητα, πρέπει και αρκεί 

Ε ûpμ� + σ� + �>
pμ>=1> − g�Χ�� = 0. 

Η   h�x� = pμ� + σ� + 0>
pμ>=1> − g�x� είναι µη αρνητική, οπότε Εh�x� = 0 αν και 

µόνο αν ℙ�h�x� = 0� = 1. 
Όµως, 

Bh�x� = 0D = .X = −pμ� + σ�3 ∪ .X = pμ� + σ�3. 
 

Άρα για να έχουµε ισότητα πρέπει και αρκεί 

ℙ�Χ = −pμ� + σ�� = 1 − p, 
ℙ�Χ = pμ� + σ�� = p, 

για κάποιο p ∈ �0, 1�. 
Τότε ΕΧ� = μ� + σ�. Επειδή  Χ ∈ ℱ�μ, σ��, ισχύει ότι EX=μ. Η σχέση αυτή, θα µας 

δώσει την τιµή του p. 

ΕΧ = μ ⟺  −�1 − p�pμ� + σ� + ppμ� + σ� = μ  

                                         ⟺ 2p − 1 = μpμ>=1>  

                                         ⟺  p = �� c1 + μpμ>=1>e.   
 

 

(β) Έστω 2|μ| ≤ μ� + σ� < 4.  
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Τώρα χρησιµοποιούµε την ανισότητα

µε ισότητα αν και µόνο αν 

Γραφική παράσταση των συναρτήσεων 

ανισότητα �

Προφανώς,  Εg�Χ� ≤ Ε�2
τητα πρέπει και αρκεί 

δηλαδή, 

Εh�X�
Άρα, πρέπει και αρκεί   ℙ�
Έστω p� ∈ �0,1�,   p� ∈ �0
 

           Βέλτιστα φράγµατα για την µέγιστη παρατήρηση και το δειγµατικό εύρος από 

χρησιµοποιούµε την ανισότητα 

g�x� ≤ 2 + 12 x�                                           
µε ισότητα αν και µόνο αν x ∈ B−2, 0, 2 D. 

 

Σχ. 5.3  

Γραφική παράσταση των συναρτήσεων g(x) και f(x) = 2 + �� k�. Φαίνεται ξεκάθαρα, ότι ισχύει η �∗∗�. Η ισότητα ισχύει όταν x = - 2, ή x = 0, ή x = 2. 

 

2 + �� Χ�� = 2 + �� �μ� + σ��  αφού ΕΧ� = μ�

Ε û2 + 12 Χ� − g�Χ�� = 0, 

� = 0  όπου h�x� = 2 + �� x� − g�x� ≥ 0. 
�h�X� = 0� = 1, ή ισοδύναµα,   ℙ�X ∈ B−2, 0

�0,1�   µε p� + p� ≤ 1. Θέτουµε   

η παρατήρηση και το δειγµατικό εύρος από 

εξαρτηµένα δείγµατα 

                     �∗∗� 

 

. Φαίνεται ξεκάθαρα, ότι ισχύει η 

� + σ�. Για ισό-

B 0, 2D� = 1. 
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Χ = 3−2, με πιθανότητα p�,   0,                  με πιθανότητα 1 − p� − p�,   2, με πιθανότητα p�. o 
 

 

Η σχέση ΕΧ = μ  δίνει την εξίσωση  

                   p� − p� = μ�.                                                      (5.8) 

Η σχέση   ΕΧ� = μ� + σ�  δίνει την εξίσωση 

p� + p� = μ>=1>Y .                                               (5.9)   

Προσθέτοντας και αφαιρώντας τις (5.8) και (5.9) βρίσκουµε 

2p� = μ� − μ>=1>Y , 

2p� = μ� + μ>=1>Y .  
Τελικά 

                                       p� = ℙ�Χ = −2� = �j �μ� + σ� − 2μ�,  

                                       p� = ℙ�Χ = 2� = �j �μ� + σ� + 2μ�, 

και 

                                       1 − p� − p� = ℙ�Χ = 0� = 1 − �Y �μ� + σ��. 

Τα  p�, p�, και  1 − p� − p� είναι όλα θετικά επειδή 2|μ| < μ� + σ� < 4. Οπότε 

                        μ� + σ� − 2μ ≥ μ� + σ� − 2|μ| > 0, δηλαδή p� > 0,  
                        μ� + σ� + 2μ ≥ μ� + σ� − 2|μ| > 0, δηλαδή p� > 0, και 

                        μ� + σ� < 4 ⟹ 1 − �Y �μ� + σ�� > 0, 
ùnö
ή  1 − p� − p� > 0.   
Άρα η Χ που πετυχαίνει η ισότητα είναι γνήσια τρίτιµη. 

 

(γ) Έστω μ� + σ� ≤ 2μ < 4   (άρα μ ∈ �0, 2��. Θεωρούµε την ανισότητα 
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g�x� ≤

µε ισότητα αν και µόνο αν     

 

Η σχέση   μ� + σ� ≤ 2μ <
0 < �μ − 1�� + σ�

Άρα τα σηµεία   x� = 1 −
ται στα διαστήµατα  �0o, o1�
 

Γραφική παράσταση των συναρτήσεων 

Παρατηρούµε ότι ισχύει η ανισότητα 

1 −
Άρα η ισότητα ισχύει για τα   k ∈
 

Μόνο στην περίπτωση που 

�μ −

           Βέλτιστα φράγµατα για την µέγιστη παρατήρηση και το δειγµατικό εύρος από 

� � ≤ 2 + ��p�μ"��>=1> �x + p�μ − 1�� + σ� − 1�

µε ισότητα αν και µόνο αν     x ∈ ®1 − p�μ − 1�� + σ�, 1 + p�μ − 1�
< 4   δείχνει ότι  

� = μ� + σ� − 2μ + 1 = 1 − 92μ − �μ� + σ�
− p�μ − 1�� + σ�  και x� = 1 + p�μ − 1�� +o o � και �1o, o2� αντίστοιχα. 

 

Σχ. 5.4 

Γραφική παράσταση των συναρτήσεων g(x) και f(x) = 2 + ��p�!"��>=�> �k + p�ò −
Παρατηρούµε ότι ισχύει η ανισότητα �∗∗∗�, και οι f, g εφάπτονται στα σηµεία µε τετµηµένες 

− p�ò − 1�� + ;� jöô 1 + p�ò − 1�� + ;�. 

∈ ®1 − p�ò − 1�� + ;�, 1 + p�ò − 1�� + ;�¯. 

Μόνο στην περίπτωση που μ� + σ� = 2μ, δηλαδή 

� − 1�� + σ� = μ� + σ� − 2μ + 1 = 1,  

η παρατήρηση και το δειγµατικό εύρος από 

εξαρτηµένα δείγµατα 

��              �∗∗∗�  

 

�� + σ� ¯. 

��: ≤ 1. 
+ σ�  βρίσκον-

 

p� − 1�� + ;� − 1��
. 

εφάπτονται στα σηµεία µε τετµηµένες  
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τα σηµεία x� και x� είναι τα 0, 2 αντίστοιχα και η συνάρτηση γίνεται 

2 + ��p�μ"��>=1> �x + p�μ − 1�� + σ� − 1�� = 2 + �� x�,   όπως στο (β). 

Τότε τα σηµεία ισότητας είναι τρία, τα  – 2, 0, 2, αλλά το  – 2 έχει πιθανότητα 

ℙ�Χ = −2� = �j �μ� + σ� − 2μ� = 0, (βλ.(β)). 

Γενικά, δουλεύοντας µε τον ίδιο τρόπο έχουµε 

Εg�Χ� ≤ 2 + 12p�μ − 1�� + σ� Ε �Χ + p�μ − 1�� + σ� − 1��
 

  = 2 + 12p�μ − 1�� + σ� .ΕΧ� + 2 �p�μ − 1�� + σ� − 1� ∙ ΕΧ + �μ − 1�� + σ� + 1o 
                                                                                                         o−2p�μ − 1�� + σ�3 

  = 2 + μ� + σ� + 2μp�μ − 1�� + σ� − 2μ + �μ − 1�� + σ� + 1 − 2p�μ − 1�� + σ�
2p�μ − 1�� + σ�  

  = 2 + �μ − 1� + p�μ − 1�� + σ� 

  = μ + 1 + p�μ − 1�� + σ�. 
 

Για ισότητα πρέπει  

Ε32 + �Χ + p�μ − 1�� + σ� − 1��
2p�μ − 1�� + σ� − g�X�o = 0. 

Τότε έπεται ότι υπάρχει p ∈ �0, 1�  ώστε 

                                       ℙ�Χ = 1 + p�μ − 1�� + σ�� = p,  
και 
                                       ℙ�Χ = 1 − p�μ − 1�� + σ�� = 1 − p. 
Η σχέση ΕΧ = μ, δίνει 

μ = �1 − p� /1 − p�μ − 1�� + σ�2 + p /1 + p�μ − 1�� + σ�2 

                      = 1 + �2p − 1�p�μ − 1�� + σ�  
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    ⟹ 2p − 1 = μ"�p�μ"��>=1>  

    ⟹           p = �� c1 + μ"�p�μ"��>=1>e , p ∈ �0,1�. 

Τότε 

ΕΧ� = �1 − p�/1 − p�μ − 1�� + σ�2� + p/1 + p�μ − 1�� + σ�2�
  

        = �1 − p�.1 − 2p�μ − 1�� + σ� + �μ − 1�� + σ�3  

                    +p.1 + 2p�μ − 1�� + σ� +   �μ − 1�� + σ�3  

         = 1 + �μ − 1�� + σ� + 2�2p − 1�p�μ − 1�� + σ�  

        = 1 + �μ − 1�� + σ� + 2 ∙ μ"�p�μ"��>=1> p�μ − 1�� + σ�  

        = 1 + �μ − 1�� + σ� + 2�μ − 1�  

        = 91 + �μ − 1�:� + σ�  

        = μ� + σ�.  
Άρα    Χ ∈ ℱ�μ, σ��. 

 (δ) Στην περίπτωση   μ� + σ� ≤ 2|μ| < 4, με μ < 0   (άρα μ ∈ �−2, 0�� δε χρειάζε-    

ται να επαναλάβουµε όλα τα βήµατα. Τώρα θεωρούµε τη −Χ ∈ ℱ�−μ, σ��. Όµως 

g�x� = g�−x� = |x + 1| + |x − 1|. 
 Άρα Ε�−Χ� = −μ = |μ|,    Var�−x� = σ�,   και �−μ�� + σ� ≤ 2�−μ� < 4.  
Από το (γ) έχουµε 

Ε�g�X�� = E9g�−X�: ≤ U�−μ, σ� = �−μ� + 1 + l9�−μ� − 1:� + σ� 

                                                                      = |μ| + 1 + p�|μ| − 1�� + σ�. 

Για ισότητα πρέπει και αρκεί 

ℙ9−Χ = 1 − p��−μ� − 1�� + σ�: = �� c1 − �"μ�"�p��"μ�"��>=1>e, 
ℙf−Χ = 1 + l9�−μ� − 1:� + σ�g = �� c1 + �"μ�"�p��"μ�"��>=1>e. 

Ισοδύναµα 
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ℙ9Χ = −1 + p��|μ| − 1�� + σ�: = �� c1 − |μ|"�p�|μ|"��>=1>e, 
ℙ9Χ = −1 − p��|μ| − 1�� + σ�: = �� c1 + |μ|"�p�|μ|"��>=1>e. 

∎ 
Παρατήρηση 5.2.3 Ο Isii (1963) παρουσίασε γενικά αποτελέσµατα τα οποία περι-

λαµβάνουν ανισότητες της µορφής του Λήµµατος 5.2. Όπως αναφερθήκαµε στο 

Παράρτηµα, το Θεώρηµα του Isii στη «γλώσσα» των πιθανοτήτων θα µπορούσε να 

γραφτεί 9π. χ. για E = �αá, α�, α��: ως εξής 

Αν h ∶  ℝ ⟶ ℝ µία Borel συνάρτηση, µ ∈ ℝ και σ > 0 τότε 

sup�∈ℱñ�μ,1�Εh�X� 

= inf�p,�ñ,�ÂBαV + αñμ + α��μ� + σ��: αá + α�x + α�x� ≥ h�x� για όλα τα x ∈ ℝD. 

Ο Isii έδειξε ότι το παραπάνω infimum επιτυγχάνεται από κάποια E∗ = �αp∗ , αñ∗ , αÂ∗ � ∈ Α, όπου 

Α = B�αá, α�, α�� ∶  αá + α�x + α�x� ≥ h�x� για όλα τα x ∈ ℝD ⊆ ℝZ,  

υπό την προϋπόθεση ότι το infimum είναι πεπερασµένο. Ωστόσο, δεν είναι εύκολο να 

καθορίσουµε το υποσύνολο Α, και τα σηµεία E∗ που επιτυγχάνεται το infimum. Το 

προηγούµενο Λήµµα δείχνει ότι αυτό είναι εφικτό για τη συνάρτηση  

h�x� = |x − 1| + |x + 1| 
και, το πιο σηµαντικό είναι, ότι χαρακτηρίζει την περίπτωση της ισότητας. Τώρα εί-

ναι εύκολο να δείξουµε το παρακάτω Πόρισµα. 

Πόρισµα 5.2.4 Έστω Χ µια τυχαία µεταβλητή µε µέση τιµή µ και διασπορά σ�,   0 < ; < ∞. Θεωρούµε  c ∈ ℝ  και λ > 0. Τότε  

ΕB|X − �c − λ�| + |X − �c + λ�|D ≤ λU�μ" � , 1��,                (5.10) 

όπου U(. , .) η συνάρτηση που δίνεται στην (5.6). Η ισότητα στην (5.10) επιτυγχάνε-

ται από µία µοναδική τυχαία µεταβλητή  X ∈ ℱñ�μ, σ�. Συγκεκριµένα, 

(α) Αν   �μ − c�� + σ� ≥ 4λ�, 
ΕB|X − �c − λ�| + |X − �c + λ�|D ≤ 2p�μ − c�� + σ�           (5.11) 

    Η ισότητα στην (5.11) ισχύει αν και µόνο αν  

ℙ�Χ = α"� = P",   ℙ�Χ = α=� = P=,                           (5.12) 

    όπου  
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                                              α" = c − p�μ − c�� + σ� ≤ c − 2λ,  
                                              α= = c + p�μ − c�� + σ� ≥ c + 2λ,  
                                               P" = �� c1 − μ" p�μ" �>=1>e > 0, 

                                               P= = �� c1 + μ" p�μ" �>=1>e > 0. 

(β) Αν 2λ|μ − c| < �μ − c�� + σ� < 4λ�, 

ΕB|X − �c − λ�| + |X − �c + λ�|D ≤ 2λ + ��� ��μ − c�� + σ��     (5.13) 

     και η ισότητα στην (5.13) ισχύει αν και µόνο αν 

 ℙ�Χ = β"� = p",   ℙ�Χ = βá� = pá, ℙ�Χ = β=� = p=,          (5.14) 

     όπου 

                                            β" = c − 2λ,    βá = c,    β= = c + 2λ,  
                                            p" = �j�> ��μ − c�� + σ� − 2λ�μ − c�� > 0,  

                                            p= = �j�> ��μ − c�� + σ� + 2λ�μ − c�� > 0, 

                                             pá = 1 − �Y�> ��μ − c�� + σ�� > 0. 

(γ) Αν  �μ − c�� + σ� ≤ 2λ�μ − c� < 4λ�, 

ΕB|X − �c − λ�| + |X − �c + λ�|D ≤ μ − c + λ + p�μ − c − λ�� + σ�    (5.15) 

     και η ισότητα στην (5.15) ισχύει αν και µόνο αν 

ℙ�Χ = γá� = qá, ℙ�Χ = γ=� = q=,                      (5.16) 

     όπου 

γá = c + λ − p�μ − c − λ�� + σ�,   γ= = c + λ + p�μ − c − λ�� + σ� 

      �με c ≤ γá < � + n < γ= ≤ c + 2λ� 

                   qá = �� c1 − μ" "�p�μ" "��>=1>e > 0,  q= = �� c1 + μ" "�p�μ" "��>=1>e > 0. 

(δ) Αν  �μ − c�� + σ� ≤ −2λ�μ − c� < 4λ�, 

ΕB|X − �c − λ�| + |X − �c + λ�|D ≤ c − μ + λ + p�c − μ − λ�� + σ�    (5.17) 

    και η ισότητα στην (5.17) ισχύει αν και µόνο αν 
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ℙ�Χ = δ"� = r", ℙ�Χ = δá� = rá,                         (5.18) 

    όπου 

                  δ" = c − λ − p�c − μ − λ�� + σ�, δá = c − λ + p�c − μ − λ�� + σ�  

    �με c − 2λ ≤ δ" < � − n < δá ≤ c�, 

                           r" = �� c1 +  "μ"�p� "μ"��>=1>e > 0,  rá = �� c1 −  "μ"�p� "μ"��>=1>e > 0. 

Απόδειξη 

Έχουµε |X − �c − λ�| + |X − �c + λ�| = λ .��" � − 1� + ��" � + 1�3. Εποµένως, αφού  

Y = �" � ∈ ℱñ �μ" � , 1��, το Λήµµα 5.2.2 οδηγεί στη σχέση (5.10) ως εξής: 

ΕB|X − �c − λ�| + |X − �c + λ�|D = λΕB|Y − 1| + |Y + 1|D ≤ λU�μ" � , 1��.  
Αφού λ > 0, η ισότητα επιτυγχάνεται από µία µοναδική τυχαία µεταβλητή Y∗ = �" � ∈
ℱñ �μ" � , 1��. Το οποίο σηµαίνει ότι η Χ∗ = c + λY∗ είναι η µοναδική τυχαία µεταβλη-

τή που ικανοποιεί την ισότητα στην (5.10). Αν αντικαταστήσουµε τη σ.π.π. της Y∗ 

στις τέσσερεις περιπτώσεις του Λήµµατος 5.2.2, προκύπτουν οι σχέσεις (5.11) – 

(5.18).  

∎ 

Θεώρηµα 5.2.5 Αν ΕΧ� = μ�  και Var�Χ�� = σ�� > 0, i = 1, 2, . . . , n τότε 

ΕR� ≤ inf�åá ∈ℝ .−�n − 2�λ + �� λ ∑ U �μ�" � , 1�>� ����� 3                  (5.19) 

όπου η  U(µ, σ), μ ∈ ℝ, σ > 0, δίδεται από το Λήμμα 5.2.1. 
Ας ονοµάσουµε φ��c, λ� = φ��c, λ;  ², ³�  µε  

φ��c, λ� = −�n − 2� + �� λ ∑ U �μ�" � , 1�>� �����  .                    (5.20) 

Τότε το φράγµα είναι 

ΕR� ≤ inf�åá ∈ℝφ��c, λ�. 

Απόδειξη 

Το Λήµµα 5.2.1 µας δίνει την ανισότητα 

R� ≤ −�n − 2�λ + �� ∑ .���" � − 1� + ���" � + 1�3���� ,   
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Από την οποία προκύπτει η ανισότητα 

ΕR� ≤ −�n − 2�λ + �� ∑ Ε .���" � − 1� + ���" � + 1�3���� . 

Όµως από το Λήµµα 5.2, Ε .���" � − 1� + ���" � + 1�3 ≤ U �μ�" � , 1�� � , i = 1, 2, … , n. 
Οπότε 

ΕR� ≤ −�n − 2�λ + λ2 PU �μ� − cλ , σ�λ ��
��� = φ��c, λ�. 

Αφού για όλα τα λ > 0, c ∈ ℝ έχω ανισότητα, έπεται ότι  

ΕR� ≤ inf�åá ∈ℝφ��c, λ�. 

∎ 

Παρατήρηση 5.2.6 Σε αυτή τη φάση δεν είναι προφανές ότι το άνω φράγµα της 

(5.19) είναι βέλτιστο
18

, και δεν είναι αυτονόητο πως θα βρούµε c = cá και λ = λá (αν 

υπάρ-χουν) ώστε να πραγµατοποιείται το infimum στο δεξί µέλος της (5.19). Ωστόσο, 

όλες οι τιµές φ��c, λ� αποτελούν άνω φράγµα της ΕR�. ∆ηλαδή αν 

αντικαταστήσουµε κάποια (κατάλληλα) c και λ στη συνάρτηση (5.20), θα 

δηµιουργήσουµε ένα άνω φράγµα για την ΕR�.  Για παράδειγµα, µία επιλογή που 

µπορούµε να κάνουµε για το c και το λ, είναι  

c = μN και λ = �Y AG� = �Y FnλNμN + �∑ 9λ� − λN:����� �� �4 �∑ B�μ� − μN�� + σ��D���� �� �4 G . 

Ένας άλλος τρόπος για να παράγουµε µία κλειστή µορφή για το άνω φράγµα είναι ο 

εξής: 

Για τυχαίο c και λ > 0, έχουµε: 

ΕR� ≤ −�n − 2�λ + �� ∑ Ε .���" � − 1� + ���" � + 1�3����   

µε ισότητα ανν  µε πιθανότητα 1  

Χ�:� ≤ c − λ ≤ X�:� ≤ ⋯ ≤ X�"�:� ≤ c + λ ≤ X�:�. 

Παρατηρούµε ότι  

λU �μ�" � , 1�� � ≤ 2λ + ��� ��μ� − c�� + σ���,  
 

                
18 Επιτυγχάνεται και έχει κλειστή µορφή όταν n = 2. Την περίπτωση αυτή θα την εξετάσουµε στην 

πα-ράγραφο 5.3.  
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επειδή το δεξί µέλος της ανισότητας είναι ένα άνω φράγµα για τη µέση τιµή  

EB|X� − �c − λ�| + |X� − �c + λ�|D  
19

 

ενώ το αριστερό µέλος είναι το ελάχιστο άνω φράγµα για την ίδια µέση τιµή όταν X� ∈ ℱñ�μ�, σ��. Έπεται ότι 

φ��c, λ� ≤ φ�NNNN�c, λ� ∶= 2λ + 14λ P��μ� − c�� + σ����
��� . 

Η ελαχιστοποίηση της φ�NNNN�c, λ� είναι απλή, αρκεί να θέσουµε c = μN και λ∗ = �Y ΑG� 

όπως πριν.  Παρατηρώντας ότι ∑ B�μ� − μN�� + σ��D���� = �� ΑG��
 παίρνουµε το άνω 

φράγµα 

                        ΕR� ≤ inf�åá ∈ℝφ��c, λ� ≤ inf�åá ∈ℝφ�NNNN�c, λ� 

                                                                     = φ�NNNN �μN, �Y ΑG��  

                                                              = �� ΑG� + �� ΑG� 

                                                              = ΑG�. 

Για ισότητα πρέπει και αρκεί     
��"μN�∗ ∈ B−2, 0,2D, i = 1, 2, … , n . ∆ηλαδή 

Χ� ∈ BμN − 2λ∗, μN, μN + 2λ∗D ≡ .μN − Fu�� , μN, μN + Fu�� 3 , i = 1, 2, … , n   
και  

Χ�:� = μN − Fu��   

Χ�:� = ⋯ = Χ�"�:� = μN 

Χ�:� = μN − Fu�� . 

                
19 Αφού |y − 1| + |y + 1| ≤ 2 + �� y�   με ισότητα στα  v ∈ B−2, 0, 2D,   

EB|X� − �c − λ�| + |X� − �c + λ�|D ≤ 2λ + 12λ �X� − c��.   
Επίσης ισχύει ότι Ε .2λ + ��� �X� − c��3 = 2λ + ��� ��μ� − c�� + σ���. 
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Στο επόµενο κεφάλαιο, θα µελετήσουµε πιο αναλυτικά ποια είναι η ικανή και αναγ-

καία συνθήκη για να έχω ισότητα στο φράγµα των Arnold και Groeneveld για το 

range n διατεταγµένων παρατηρήσεων. 

5.3.5.3.5.3.5.3. Εύρεση ενός άνω φράγµατος για το Range χρησιµοποιώντας 

την κυρτότητα της w^�x,y�. 

Όπως αναφέραµε στην προηγούµενη παράγραφο, για το άνω φράγµα της (5.19) δεν 

έχουµε κλειστή µορφή. Όλες οι τιµές φ��c, λ� αποτελούν άνω φράγµα της ΕRn. Αν το 

φράγµα επιτυγχάνεται τότε θα πρέπει αναγκαστικά να ισχύει το εξής 

Χ�:� ≤ c − λ ≤ X�:� ≤ ⋯ ≤ X�"�:� ≤ c + λ ≤ X�:�. 

µε πιθανότητα 1.  

Παράλληλα θα πρέπει κάθε Χ�, i = 1, … , n  να επιτυγχάνει ισότητα στο φράγµα του 

Πορίσµατος, 

ΕB|X� − �c − λ�| + |X� − �c + λ�|D ≤ λU�μ�" � , 1�� �, i = 1, … , n. 

Αυτό για να συµβεί θα πρέπει κάθε X� να παίρνει το πολύ τρείς τιµές. Αν κάποια X� 
παίρνουν τρεις τιµές, αυτές θα είναι c – 2λ, c, c + 2λ. 

Σίγουρα, η πιο ενδιαφέρουσα περίπτωση είναι εκείνη κατά την οποία ισχύει η (β) του 

Πορίσµατος 5.2.4. ∆ηλαδή όταν υπάρχουν λ > 0 και c ∈ ℝ ώστε 

2λ|μ� − c| < �μ� − c�� + σ�� < 4λ�,   i = 1, … , n. 
Ας υποθέσουµε ότι µας δίνουν τα μ�, σ�  > 0 και φιξάρουµε ένα λ > 0. Έχουµε 

zz  φ��c, λ� = �� ∑ zz U�μ�" � , 1�� ����� . 

Ας θεωρήσουµε τη συνάρτηση   UÏ�x� = U�x, y�  (y > 0) µε τύπο 

 

• Αν  0 < y < 1, 
 

UÏ�x� =
�2�
2� 2 + �� �x� + y��,                    αν            0 ≤ |x| ≤ 1 − p1 − y�,  |x| + 1 + p�|x| − 1�� + y�,          αν 1 − p1 − y� ≤ |x| ≤ 1 + p1 − y�, 2 + �� �x� + y��,                    2px� + y�,                          αν    1 + p1 − y� ≤ |x| ≤ p4 − y�,αν                                 |x| ≥ p4 − y�.

o  

 

• Αν 1 ≤ y < 2, 
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UÏ�x� = Q2 + �� �x� + y��, αν 0 ≤ |x| ≤ p4 − y�,2px� + y�,       αν         |x| ≥ p4 − y�. o  
 

• Αν y ≥ 2 

 UÏ�x� = 2px� + y�,   |x| ≥ 0. 

Σε κάθε µία από τις παραπάνω περιπτώσεις, θα ελέγξω την κυρτότητα και τη µονοτο-

νία της UÏ, για να ελέγξω πιθανά ελάχιστα. 

Στην πρώτη και πιο περίπλοκη περίπτωση �0 < y < 1� παραγωγίζουµε τη Uy και 

τότε προκύπτει η συνάρτηση 

 

U�Ï�x� =
�22
�
22� x,                                                    αν            0 ≤ x ≤ 1 − p1 − y�,  

1 + 12p�x − 1�� + y� 2�x − 1�,          αν 1 − p1 − y� ≤ x ≤ 1 + p1 − y�, x,                                                     2xpx� + y�,                                   αν    1 + p1 − y� ≤ x ≤ p4 − y�,αν                                 x ≥ p4 − y�.
o 

 

�Θεωρούµε µόνο την περίπτωση που x >  0, γιατί η Uy�x� είναι άρτια�. 

Βλέπουµε ότι  

                                     U�Ï �91 − p1 − y�:"� = 1 − p1 − y�  

                                         U�Ï �91 − p1 − y�:=� = 1 + ��"p�"Ï>�"�
"c��"p�"Ï>�"�e>=Ï>

  

                                                                          = 1 − p�"Ï>p�"Ï>=Ï>  

                                                                           = 1 − p1 − y�.   

 

                                    U�Ï �91 + p1 − y�:"� = 1 + ��=p�"Ï>�"�
"c��=p�"Ï>�"�e>=Ï>
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                                                                          = 1 + l1−y2
l1−y2+y2   

                                                                          = 1 + p1 − y� 

                                                              = U�Ï �91 + p1 − y�:=�.  

Η U�Ï�x� είνα γνησίως αύξουσα µε U�Ï�x� = 0 αν και µόνο αν  x = 0. Εποµένως η UÏ�x�  είναι γνήσια κυρτή και άρτια. 

Στη δεύτερη περίπτωση  που 1 ≤ y < 2 παραγωγίζοντας ως προς x τη συνάρτηση 

προκύπτει 

ÃÃxUÏ�x� = x,                αν |x| < p4 − y�
ÃÃxUÏ�x�  = 2xpx� + y� , αν |x| > p4 − y� 

Για   x = p4 − v� έχω 

UÏ� �x"� = l4 − y2,     UÏ� �x=� = �lY"y2
ly2=Y"y2 = l4 − y2. 

Οµοίως για  x = −p4 − v� 

UÏ� �x"� = UÏ� �x=� = −l4 − y2.  

 

Ã�Ãx� UÏ�x� = 1,                    αν |x| < p4 − y�
Ã�Ãx� UÏ�x� = 2y��x� + y��Z �⁄ , αν |x| > p4 − y� 

Στο  x = p4 − v�    έχω   UÏ���x"� = 1 και UÏ���x=� = �Ï>j = �Y y� < 1. 
Oπότε, όταν 1 ≤ y < 2, η UÏ�x� δεν είναι δυο φορές παραγωγίσιµη στα σηµεία αλλα-

γής,  x ± l4 − y2.  H U�Ï�x� όµως, είναι γνήσια αύξουσα: 



83           Βέλτιστα φράγµατα για την µέγιστη παρατήρηση και το δειγµατικό εύρος από 

εξαρτηµένα δείγµατα 

UÏ�x� =
�2
�
2� 2xpx� + y� , αν   x ≤ −p4 − y�,

x,                         αν   − p4 − y� ≤ x ≤ p4 − y�,2xpx� + y� ,     αν        x ≥  p4 − y�.
o 

΄Αρα η  UÏ�x� είναι πάλι άρτια, γνήσια κυρτή, µε σηµείο ελαχίστου το x = 0 (και 

τιµή ίση µε 2). 

Στην τρίτη, και τελευταία, περίπτωση, που y ≥ 2,   
zz0UÏ�x� = �0p0>=Ï>. Έχει ελάχιστο 

στο x = 0, και αν ξαναπαραγωγίσουµε, προκύπτει ότι  
z>z0> UÏ�x� = �Ï>�0>=Ï>�f >⁄ > 0. 

Άρα η UÏ�x� είναι γνήσια κυρτή όταν y ≥ 2, άρτια, µε ελάχιστο x = 0. 

Οπότε συνοψίζοντας και τις τρεις παραπάνω περιπτώσεις, προκύπτει ότι η U�Ï�x� 

είναι τελικά γνησίως αύξουσα µε U�Ï�x� = 0 αν και µόνον αν x = 0. Τελικά η UÏ�x� 

είναι γνήσια κυρτή και άρτια για κάθε y > 0. 

Τώρα βλέπουµε ότι  

                                                 
zz U�μ�" � , 1�� � = zz U1� �4 �μ�" � �  

                                                                       = − ��U′1� �4 �μ�" � �. 

Εποµένως  

                                     
zz  φ��c, λ� = − �� ∑ U′1� �4 �μ�" � ����� . 

Αν το c είναι µικρότερο από όλα τα μ�, δηλαδή c < μ�:�, τότε  U′1� �4 �μ�" � � > 0 και zz  φ��c, λ� < 0. 

Οµοίως, αν c > μ�:�, τότε  U′1� �4 �μ�" � � < 0 και 
zz  φ��c, λ� > 0. 

H φ��c, λ� γράφεται ως: 

φ��c, λ� = �� ∑ .U1� �4 �μ�" � � − �1 − ���3���� , 

δηλαδή είναι άθροισµα γνήσια κυρτών συναρτήσεων, άρα θα είναι γνήσια κυρτή (ως 

προς c). 

Για δεδοµένο λ > 0, η φ��c, λ� ελαχιστοποιείται όταν και µόνο όταν βρίσκουµε  

c = c(λ) : ∑ U′1� �4 �μ�" � ����� = 0                                  (5.21) 
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Ας εκλέξουµε τώρα λ > 0 τέτοιο ώστε 
1�� ≥ 2 ⟺ λ ≤ 1�� , για κάθε i = 1, 2, … , n. 

Τότε 

U′1� �4 �μ�" � � = ��μ��{| �
"�μ��{| �>=Ð�>|>

= ��μ�" �
l�μ�" �>=1�>

  

και η (5.21) δίνει 

c = c(λ)   :     ∑  "μ�l�μ�" �>=1�>
���� = 0  (ανεξάρτητη του λ). 

Όµως  

U1� �4 �μ�" � � = 2l�μ�" � �� + 1�>�> = �} p�μ� − c�� + σ��  

και  

φ��c, λ� = −�n − 2�λ + ∑ p�μ� − c�� + σ������ . 

Αυτή επιτάσσει να βάλουµε µεγάλο λ, λ∗ = �� min�|�|� σ� . 

Οπότε καταλήξαµε σε ένα νέο φράγµα για την ΕRn το οποίο δίνεται στη παρακάτω 

πρόταση: 

 

Πρόταση 5.3.1 Για τη µέση τιµή του εύρους δεδοµένων των μ� και σ�� ισχύει η 

ανισότητα 

ΕR� ≤ − �� �n − 2� min�|�|� σ� + ∑ p�μ� − c�� + σ������            (5.23) 

όπου c η µοναδική λύση της εξίσωσης  

∑  "μ�l�μ�" �>=1�>
���� = 0.                                     (5.24) 

∎ 
Το φράγµα πάλι δεν είναι βέλτιστο. Για παράδειγµα, αν θεωρήσουµε  \ ∈ ℱZ�², ³�,  με  ² = �4, 0,7� και ³ = �1, 3, 1�,  βρίσκουµε ότι c = 4.136. Στην περίπτωση αυτή το 

φράγµα της Πρότασης 5.3.1 είναι ίσο  µε 8.65. Αν τα συγκεκριµένα µ, σ, λ και c τα 

αντικαταστήσω στην ΕR� ≤ −�n − 2�λ + �� ∑ U �μ�" � , 1�� �����   βρίσκω ελαφρώς µι-

κρότερο άνω φράγµα. 
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Παρατήρηση 5.3.2 Ειδική περίπτωση για n = 2. 

Έως τώρα δεν είχαµε βρει κάποια κλειστή µορφή για το φράγµα του range και αν 

τελικά αυτό είναι βέλτιστο. Με αυτά που έχουµε αναφέρει µέχρι αυτό το Κεφάλαιο, η 

µόνη περίπτωση που µπορούµε να βρούµε  βέλτιστο φράγµα είναι η περίπτωση που 

έχουµε δύο παρατηρήσεις. Εφαρµόζοντας τον  (5.24) για n = 2, τελικά βρίσκουµε c∗ = 1hμ>=1>μh1h=1> .  ∆ιαλέγουµε λ∗ = 1h.��1h=1>� όπου θ = p�μ� − μ��� + �σ� + σ��� ,  
σ� ≤ σ�. Αντικαθιστώντας στην φ��c, λ�, προκύπτει  

φ��c∗, λ∗� = 1h.Y�1h=1>� .U �2 |μh"μ>|. , 2 1h=1>. � + U �2 1>1h
|μh"μ>|. , 2 1>1h

1h=1>. �3  

                  = 1h.Y�1h=1>� F2l4 �μh"μ>�>.> + 4 �1h=1>�>.> + 2 1>1h l4 �μh"μ>�>.> + 4 �1h=1>�>.> G  

                  = 1h.Y�1h=1>� ∙ Y.. ∙ .1 + 1>1h3  

                  = 1h.1h=1> ∙ 1h=1>1h   

                   = θ. 

Οπότε αν c∗ = 1hμ>=1>μh1h=1> ,  λ∗ = 1h.��1h=1>�  όπου θ = p�μ� − μ��� + �σ� + σ��� ,  
σ� ≤ σ�, τότε φ��c∗, λ∗� = θ = supER�. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6 

ΕΥΡΕΣΗ ΒΕΛΤΙΣΤΩΝ ΑΝΩ ΦΡΑΓΜΑΤΩΝ ΓΙΑ ΤΟ ΕΥΡΟΣ n 

∆ΙΑΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ. 

Στο κεφάλαιο 5, έγινε αναφορά για τον τρόπο που µπορούµε να προσδιορίσουµε κά-

ποια άνω φράγµατα για τη µέση τιµή του εύρους n διατεταγµένων παρατηρήσεων. 

Επίσης βρήκαµε και τις αντίστοιχες κατανοµές πιθανότητας που επιτυγχάνονται τα 

φράγµατα αυτά. Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούµε µε την εύρεση βέλτιστων φραγ-

µάτων για το εύρος, και πιο  συγκεκριµένα θα ασχοληθούµε µε το πότε το φράγµα 

των Arnold – Groeneveld επιτυγχάνεται. 

6.1.6.1.6.1.6.1. Πότε το φράγµα των Arnold – Groeneveld επιτυγχάνεται; 

Όπως παρατηρήσαµε στην ενότητα 5.1,  από το Θεώρηµα των Arnold και Groeneveld 

(1979) προκύπτει ότι για οποιεσδήποτε σταθερές λ�, λ�,…,λ�, 

|∑ λ��E�X�:�� − µN����� | ≤ �∑ 9λ� − λN:����� �� �4 �∑ .9µ� − µN:� + σ��3���� �� �4
 (6.1) 

όπου  µN = �� ∑ µ� ����   και λN = �� ∑ λ� ���� . Εφαρµόζοντας την (6.1) στην περίπτωση του 

εύρους, προκύπτει η ανισότητα 

ΕR� ≤ AG� ≔ √2 �∑ .9µ� − µN:� + σ��3���� �� �4
.                (6.2) 

Οι Arnold – Groeneveld (1979), ο Rychlik (1993b) και ο Papadatos (2001) έδειξαν 

ότι αν μ� = μ και σ� = σ για όλα τα i, τότε το φράγµα της (6.2), το οποίο γίνεται σ√2n, επιτυγχάνεται.  Τώρα θα παρουσιάσουµε έναν ακριβή χαρακτηρισµό για το 

πότε επιτυγχάνεται το φράγµα AGn όταν δίνονται η µέση τιµή και η διασπορά. 

Θεώρηµα 6.1.1. Έστω Ε\ = ² και Varu = ³�. Τότε η ισότητα στην (6.2) επιτυγχά-

νεται αν και µόνο αν ικανοποιούνται συγχρόνως οι παρακάτω ανισότητες: 

(i) |μ� − μN| ≤ √�U�μ�"μN�>=1�>V
l∑ .9μ�"μN:>=1�>3���h

 

                                                     i = 1, 2, …, n.             (6.3) 

(ii) 
�μ�"μN�>=1�>l∑ .9μ�"μN:>=1�>3���h

≤ �� 

 

Θεωρώντας ότι πληρούνται οι (i) και (ii), όλα τα «ακραία» (extremal) τυχαία διανύ-

σµατα ΧΧΧΧ20202020, έχουν την αναπαράσταση 

 

                
20 δηλαδή \ ∈ ℱ̂ �², ³� έτσι ώστε ΕR��u� = AG� 
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\ = g�X, Y� ∶= ²w + ����"��1�√� l∑ .9μ� − μN:� + σ��3����  ,                (6.4) 

όπου ��i� = �0, … ,1, … ,0�¶ ∈ ℝ� είναι το i-οστό µοναδιαίο διάνυσµα, ²w =�μN, … , μN�¶ ∈ ℝ�, και �Χ, Y� είναι ένα διακριτό τυχαίο ζεύγος µε περιθώριες κατανοµές 

(marginals) 

 

ℙ�Χ = i� = ��= = �μ�"μN�>=1�>=h>�μ�"μN�AGn ∑ .9μ�"μN:>=1�>3���h ,  

i = 1, 2, …,n,   (6.5)                                

ℙ�Y = i� = ��" = �μ�"μN�>=1�>"h>�μ�"μN�AGn ∑ .9μ�"μN:>=1�>3���h , 

έτσι ώστε 

ℙ�Χ = Y� = 0.                                             (6.6) 

 

Επιπρόσθετα, αν οι ανισότητες στην (6.3) είναι γνήσιες για όλα τα i, µπορούµε να 

βρούµε απείρως πολλά «ακραία» τυχαία διανύσµατα ΧΧΧΧ, και αν η (6.3) ικανοποιείται 

και για κάποια i έχουµε ισότητα στη (ii), τότε το ακραίο τυχαίο διάνυσµα είναι 

µοναδικό. 

 

Παρατήρηση 6.1.2. Έστω �μ�, μ�, μZ� = �−1, 0, 1�, �σ��, σ��, σZ� � = �1, 3, 2�, τότε η 

(6.3) ισχύει. Ωστόσο, η (6.3) (ii) ικανοποιείται µε γνήσιες ανισότητες, κάτι το οποίο 

δε συµβαίνει στην  (6.3)(i). Βρίσκουµε AG3=4 και   �= = �0, Zj , �j� , �" = ��� , Zj , �j�.  
Είναι εύκολο να δούµε ότι η κατανοµή του �Χ�, Χ�, ΧZ�  (που φαίνεται στην (6.4)) 

ορίζεται µοναδικά: αντιστοιχούµε τις πιθανότητες 
�j , �j , Zj , �j, στα σηµεία �−2, 2,0�,  �−2, 0, 2�, �0, −2, 2�, �0, 2, −2�.  Έπεται ότι το τυχαίο διάνυσµα που επιτυγχάνει το 

φράγµα AGn, µπορεί να είναι µοναδικό ακόµη και αν η (6.3)(ii) ικανοποιείται µε 

γνήσιες ανισότητες για όλα τα i. 

 

Για την απόδειξη του Θεωρήµατος 6.1.1., θα πρέπει να αναφέρουµε τα παρακάτω: 

Έστω �Χ, Y� το διδιάστατο τυχαίο ζευγάρι  µεταβλητών µε στήριγµα (support) ένα 

υποσύνολο του B1,2, … , nD�. To �Χ, Y�~A, όπου A = 9α��:, αν ℙ�Χ = i, Y = j� = α�� 
για όλα τα i, j. Πιο απλά, για την τυχαία µεταβλητή Χ, µε στήριγµα ένα υποσύνολο 
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του B1,2, … , nD, λέµε ότι Χ~E, όπου E = �α�, … , α��, για να περιγράψουµε ότι η 

κατανοµή πιθανότητάς του είναι ℙ�Χ = i� = α� για κάθε i. 

Λήµµα 6.1.3. Έστω � = �p�, … , p�� και  � = �q�, … , q�� δυο διανύσµατα πιθανότη-

τας, δηλαδή p� ≥ 0,  q� ≥ 0 για όλα τα i, και ∑ p����� = ∑ q����� = 1. Ικανή και ανα-

γκαία συνθήκη για την ύπαρξη του �Χ, Y� µε  

ℙ�Χ = Y� = 0,  Χ~�, Y~�                                      (6.7) 

είναι η παρακάτω: 

max�|�|�Bp� + q�D ≤ 1.                                         (6.8) 

Αν η ισότητα ισχύει στην (6.8) τότε το τυχαίο ζευγάρι ορίζεται µοναδικά. Αν στην 

(6.8) ισχύει γνήσια ανισότητα και min�Bp�q�D > 0 τότε υπάρχουν απείρως πολλά 

ζευγάρια διανυσµάτων που ικανοποιούν την (6.7). 

Απόδειξη Λήµµατος 

Για n = 1 οι (6.7) και (6.8) είναι άκυρες, έτσι δεν έχουµε κάτι να αποδείξουµε. Για     

n = 2 το αποτέλεσµα είναι τετριµµένο (έχουµε µοναδικότητα αν η (6.7) ικανοποιείται, 

και έχουµε ισότητα στην (6.8) οποτεδήποτε πληρείται). 

Υποθέτουµε ότι n ≥ 3 και θεωρούµε το σύνολο από όλους τους πίνακες πιθανότητας 

µε δεδοµένες τις περιθώριες πιθανότητες (marginals), 

ℳ��,�� ∶= ®Q = 9q��: ∈ ℝ�0�: q�� ≥ 0, ∑ q������ = q�, ∑ q������ = p� για όλα τα i, j ¯. 

Το σύνολο  ℳ��,�� είναι µη κενό, αφού περιέχει τον πίνακα Q = 9p�q�:. Επίσης η 

συνάρτηση ª�Q� ∶= ίχνος�Q� = ∑ q������  είναι συνεχής στο µετρικό χώρο �ℝ�0�,d�, 
όπου d είναι η απόσταση ολικής κύµανσης (total variation distance), d9Q,Qc: =∑ Qq�� − q���Q�,�  (ή οποιοδήποτε ισοδύναµη µέτρική στον ℝ�0�). Επιπρόσθετα, το ℳ��,�� είναι συµπαγές υποσύνολο του ℝ�0�, αφού προφανώς είναι κλειστό, και 

περιέχεται σε µία µπάλα  µε κέντρο τον πίνακα 0�0� και ακτίνα 1. Αφού το πεδίο 

ορισµού της f είναι το κλειστό και φραγµένο σύνολο ℳ��,��, έπεται ότι η ª�Q� 

αποκτάει ελάχιστο  για κάποια Q∗ ∈ ℳ��,��. 
Έστω �X, Y�~Q∗  όπου Q∗ ∈ ℳ��,��  είναι ένας πίνακας ελαχιστοποίησης. Τότε 

Χ~�, Y~�  και    ª�Q∗� = ℙ�Χ = Y�.  Η κύρια διαγώνιος ενός οποιουδήποτε πίνακα 

ελαχιστοποίησης Q∗, µπορεί να περιέχει το πολύ ένα µη µηδενικό στοιχείο. Πράγµατι, 

αν  q��∗ > 0 jöô q��∗ > 0  µε i ≠ j, τότε θέτουµε γ = min®q��∗, q��∗¯ > 0. Μετά, θεω-

ρούµε τον πίνακα  Qc = 9q� ��:, ο οποίος διαφέρει από τον Q∗ στα τέσσερα επόµενα 

στοιχεία q� �� = q��∗ − γ, q� �� = q��∗ − γ, q� �� = q��∗ + γ, q� �� = q��∗ + γ. Αφού τα αθροί-

σµατα των γραµµών και των στηλών παραµένουν αµετάβλητα και τα στοιχεία του Qc 

είναι µη αρνητικά, είναι προφανές ότι Qc ∈ ℳ��,�� και οδηγούµαστε στην αντίφαση 
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ª9Qc: = ª�Q∗� − 2γ < ª�Q∗�. Οπότε τα διαγώνια στοιχεία ενός πίνακα ελαχιστο-

ποίησης Q∗ είναι µηδενικά, µε πιθανή εξαίρεση ενός το πολύ εξ αυτών. 

*Απόδειξη ικανότητας: 

Υποθέτουµε ότι η (6.8) ικανοποιείται, και υποθέτουµε ότι min� ª�Q� = ª�Q∗� =θ > 0. Έστω qmm∗ = θ, έτσι q��∗ = 0 για όλα τα i ≠ κ. Τότε, 

ℙ�BΧ = κD9BY = κD� = ℙ�Χ = κ� + ℙ�Y = κ� − ℙ�Χ = κ, Y = κ� = pm + qm − θ. 
Αφού 1 − pm − qm ≥ 0 �από την �6.8�� προκύπτει ότι 

ℙ�Χ ≠ κ, Y ≠ κ� = 1 − ℙ�BΧ = κD9BY = κD� = θ + �1 − pm − qm� ≥ θ > 0. 
Από την άλλη πλευρά, αφού q��∗ = 0 για όλα τα i ≠ κ, έχουµε 

ℙ�Χ ≠ κ, Y ≠ κ� = P q��∗
�àm,   �àm,   �à� . 

Η παραπάνω πιθανότητα είναι τουλάχιστον θ, και έτσι, είναι γνήσια θετική. Έτσι 

οδηγούµαστε στο ότι το άθροισµα (το οποίο είναι άθροισµα µη αρνητικών όρων) 

περιλαµβάνει τουλάχιστον ένα θετικό όρο. Έτσι µπορούµε να φιξάρουµε δυο δείκτες 

r, s µε  r ≠ s, s ≠ κ, r ≠ s, έτσι ώστε q��∗ > 0. Θέτουµε δ = minBθ,q��∗ D > 0 και θεω-

ρούµε τον πίνακα Qc = 9q� ��:, ο οποίος διαφέρει από τον Q∗ µόνο στα τέσσερα 

επόµενα στοιχεία  

q�mm = qmm∗ − δ = θ − δ, q� �� = q��∗ − δ, q� �m = q�m∗ + δ, q�m� = qm�∗ + δ.  
Αφού τα αθροίσµατα των γραµµών και των στηλών παραµένουν αµετάβλητα και τα 

στοιχεία του Qc είναι µη αρνητικά, είναι προφανές ότι Qc ∈ ℳ��,�� και οδηγούµαστε 

στην αντίφαση ª9Qc: = θ − δ < õ. Οπότε ª�Q∗� = ℙ�Χ = Y� = 0. Αυτό αποδεικνύει 

την ύπαρξη των τυχαίων διανυσµάτων που ικανοποιούν την (6.7). 

*Απόδειξη της αναγκαιότητας: 

Αυτό είναι απλό. Αν ένα τυχαίο διάνυσµα (Χ, Υ) ικανοποιεί την (6.7), τότε              

(Χ, Υ) ~Q για κάποια Q ∈ ℳ��,�� µε q�� = 0 για όλα τα i. Έτσι για κάθε i, 

p� + q� = p� + q� − q�� = ℙ�Χ = i� + ℙ�Y = i� − q�� = ℙ�BΧ = iD9BY = iD� ≤ 1. 
*Περίπτωση µοναδικότητας: 

Υποθέτουµε, ότι max�Bp� + q�D = 1 και διαλέγουµε κ µε pm + qm = 1. Αν (Χ, Υ) ~Q 

ικανοποιεί την (6.7) έχουµε ℙ�BΧ = κD9BY = κD� = pm + qm − qmm ≥ pm + qm −ℙ�Χ = Y� = pm + qm = 1. Αυτό οδηγεί στο ότι ο Q µπορεί να έχει µη µηδενικά στοι-

χεία µόνο στην κ – οστή του γραµµή και στην κ – οστή του στήλη. Έτσι q�m = p� για 

όλα τα i ≠ κ, qm� = q� για όλα τα j≠κ, και q�� = 0 διαφορετικά. Έτσι, ο Q καθορί-

ζεται µοναδικά από τα  �,�. Σηµειώνουµε ότι το κ, δεν είναι απαραίτητα µοναδικό, 
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αλλά ο Q είναι πάντα µοναδικός. Για παράδειγµα, αν � = �1 − p, p, 0, . . . , 0� και � = �p, 1 − p, 0, … ,0� µε  0 ≤ p ≤ 1, αποκτούµε τη µοναδική λύση στην (6.7) ℙ�Χ = 2, Y = 1� = p = 1 − ℙ�Χ = 1, Y = 2�. Στην πραγµατικότητα, κάποιος µπορεί 

εύκολα να επιβεβαιώσει ότι το παράδειγµα περιγράφει την πιο γενική µορφή όπου η 

σχέση  pm + qm = 1 ισχύει για περισσότερους από ένα δείκτες κ. 

*Περίπτωση µη µοναδικότητας: 

Υποθέτουµε ότι όλα τα p� και q� είναι θετικά και ότι η (6.8) είναι γνήσια ανισότητα, 

δηλαδή p� + q� < 1 για όλα τα i. [ η τελευταία υπόθεση είναι πιθανή, αν και µόνο αν 

n≥3.] Θέτουµε  

β = ��> �1 −  max�Bp� + q�D� > 0, 
 = �� min�,�®p�q�¯ > 0 και ε = minBβ,δD.  
Ορίζουµε 

ℳ���,�� ∶= ®Q ∈ ℳ��,��: q�� ≥ ε, για όλα τα i, j με  i ≠ j ¯. 

Παρατηρούµε ότι το ℳ���,�� είναι µη κενό (αφού περιέχει τον Q = 9p�q�:), 

συµπαγές υποσύνολο του ℝ�0�. Εφαρµόζοντας τα ίδια επιχειρήµατα όπως στην αρχή, 

παρατηρούµε ότι η συνεχής συνάρτηση  ª�Q� ∶= ίχνος�Q� επιτυγχάνει το ελάχιστο 

στον πίνακα  Q�∗ = 9q��∗: ∈ ℳ���,��. O Q�∗
 έχει το πολύ ένα µη µηδενικό διαγώνιο 

στοιχείο ενώ, από τον ορισµό του ℳ���,��, όλα τα µη διαγώνια στοιχεία είναι του-

λάχιστον ε. Έστω (Χ, Υ) ~Q�∗. Υποθέτοντας ότι ℙ�Χ = Y� = θ > 0, µπορούµε να 

βρούµε ένα µοναδικό δείκτη κ τέτοιον ώστε qmm∗ = θ. Υπολογίζουµε                   

ℙ�BΧ = κD9BY = κD� = pm + qm − θ. Αφού q��∗ = 0 για τα i ≠ κ, έχουµε 

P q��∗
�àm,   �àm,   �à� = ℙ�Χ ≠ κ, Y ≠ κ� = θ + �1 − pm − qm� ≥ θ + /1 − max� Bp� + q�D2 

                           = θ + n�β ≥ θ + n�ε > n�ε. 
Το παραπάνω άθροισµα περιλαµβάνει �n − 1��n − 2� < n� µη αρνητικούς όρους και 

η ανισότητα δείχνει ότι τουλάχιστον ένας από αυτούς είναι µεγαλύτερος από ε. Έτσι 

µπορούµε να βρούµε δυο δείκτες r, s µε  r ≠ s, s ≠ κ, r ≠ s, έτσι ώστε q��∗ > ε. Μπο-

ρούµε να πούµε ότι ο  q��∗  γράφεται q��∗ = ε + γ  µε  γ > 0. Θέτω λ = minBθ, γD > 0 

και θεωρούµε τον πίνακα Qc� = 9q� ��:, ο οποίος διαφέρει από τον Q∗� µόνο στα 

τέσσερα επόµενα στοιχεία 

 q�mm = qmm∗ − λ = θ − λ ≥ 0, q� �� = q��∗ − λ = ε + �γ − λ� ≥ ε, q� �m = q�m∗ + λ, q�m� = qm�∗ + λ. . Είναι προφανές ότι Qc� ∈ ℳ���,�� και οδηγούµαστε στην αντίφαση ª9Qc�: = θ − λ < õ. Οπότε ª9Q∗�: = ℙ�Χ = Y� = 0. Αυτό δείχνει ότι η ύπαρξη του 

τυχαίου διανύσµατος (Χ, Υ) ικανοποιεί την (6.7) µε την πρόσθετη ιδιότητα 
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 ℙ�Χ = i, Y = j� ≥ ε > 0 για όλα τα i ≠ j, θεωρώντας το ε > 0 αρκετά µικρό. ∆εδοµέ-

νου ενός πίνακα πιθανότητας Q�∗ = 9q��∗:, είναι δυνατόν να κατασκευάσουµε µια 

διαφορετική λύση,  Q = 9q��:, στην (6.7). Για παράδειγµα, θέτω  q�� = q��∗ − ε 24 ,   
q�Z = q�Z∗ + ε 24 ,    q�� = q��∗ + ε 24 ,      q�Z = q�Z∗ − ε 24 ,      qZ� = qZ�∗ − ε 24 , qZ� = qZ�∗ + ε 24 ,  και αφήνουµε τους υπόλοιπους όρους αµετάβλητους. Τελικά, εί-

ναι εύκολο να δούµε ότι αν οι Q1 και Q2 λύνουν την (6.7) τότε το ίδιο είναι αληθές 

για την  Q�t� = tQ� + �1 − t�Q�, 0 ≤ t ≤ 1, και η απόδειξη ολοκληρώθηκε. 

∎ 

Απόδειξη Θεωρήµατος 6.1.1. 

Υποθέτουµε ότι ΕR� = AG� για κάποια τυχαία διανύσµατα Χ Χ Χ Χ µε Ε\ = ² και Varu =³Â. Θέτω c = μN, λ = �Y AG� > 0 και παίρνουµε στη σχέση (5.2) του προηγούµενου 

κεφαλαίου µέσες τιµές, για να πάρουµε την ανισότητα (παρατήρηση 5.2.6) 

AG� = ER� ≤ "��"��eu� Y + eu�j ∑ Ε F¡ ��"μNeu� Y4 − 1¡ + ¡ ��"μNeu� Y4 + 1¡G���� . 

Στη συνέχεια, από την |y − 1| + |y + 1| ≤ 2 + �� y� µε ισότητα αν και µόνο αν 

y∈B−2,0,2D παίρνουμε  
∑ Ε F¡ ��"μNeu� Y4 − 1¡ + ¡ ��"μNeu� Y4 + 1¡G���� ≤ 2n + �� ∑ Ε Qf ��"μNeu� Y4 g�X = 2n + 4���� . 

Αφού 
"��"��eu� Y + eu�j �2n + 4� = AG�, οι προηγούµενες ανισότητες είναι, στην 

πραγµατικότητα, ισότητες. Εποµένως η AG� = ER� είναι ισοδύναµη µε την σχέση 

(5.3) του προηγούµενου κεφαλαίου 

Χ�:� ≤ c − λ ≤ X�:� ≤ ⋯ ≤ X�"�:� ≤ c + λ ≤ X�:�, 

(µε c = μN, λ = �Y AG�) και 
��"μNeu� Y4 ∈ B−2,0,2D, i = 1, . . . , n (φυσικά, αρκεί να ισχύει µε 

πιθανότητα 1). Εποµένως, AG� = ER� αν και µόνο αν 

(α)   Χ�:� ≤ μN − �Y AG� ≤ X�:� ≤ ⋯ ≤ X�"�:� ≤ μN + �Y AG� ≤ X�:�                                                                                     
και                                                                                                                       (6.9)   

(β)    X� ∈ .μN − �� AG�, μN, μN + �� AG�3 , i = 1, … , n,                                                                             
µε πιθανότητα 1. Ως εκ τούτου, το στήριγµα (support) οποιουδήποτε ακραίου 

(extremal) τυχαίου διανύσµατος, είναι ένα υποσύνολο του  
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S ∶= .�μN, μN, … , μN, μN + �� AG�, μN, … , μN, μN − �� AG�, μN, … , μN �3, 

Όπου τα πρόσηµα «+» και « - » παρουσιάζονται σε δύο διαφορετικά σηµεία. Το S, 

έχει n(n – 1) στοιχεία και µπορεί να γραφτεί 

S = .²w + ����"����� AG�: �i, j� ∈ B1,2, … , nD�, i ≠ j3. 

Έστω S� ≔ B�i, j� ∈ B1,2, … , nD�, i ≠ jD και παρατηρούµε ότι η συνάρτηση g: S� ⟶ S, 

η οποία στέλνει το �i, j� στο g�i, j� = ²w + ����"����� AG�, είναι 1 – 1 και επί. Αυτό ση-

µαίνει ότι το  �X, Y� ∶= g"��u� είναι ένα τυχαίο ζευγάρι µε τιµές σε ένα υποσύνολο 

του S�, και u = g�X, Y�. Αυτό επιβεβαιώνει την αναπαράσταση στη σχέση (6.4). Για i ∈ B1,2, … nD θέτουµε 

��= ∶= ℙ /Χ� = μN + �� AG�2 = ℙ�Χ = i�,      ��" ∶= ℙ /Χ� = μN − �� AG�2 = ℙ�Y = i�, 
ούτως ώστε,  ℙ�Χ� = μN� = 1 − ��= − ��".   Από την ΕΧ� = μ�  παίρνουµε                 ��= + ��" = ��μ�"μN��eu�  και από την ΕB�Χ� − μN��D = �μ� − μN�� + σ��  παίρνουµε τη σχέση 

��= + ��" = YU�μ�"μN�>=1�>Veu�> . Εποµένως 

��= = �U�μ�"μN�>=1�>V=�μ�"μN�eu�eu�> , ��" = �U�μ�"μN�>=1�>V"�μ�"μN�eu�eu�> , 

οπότε προκύπτει η (6.5). Εποµένως, µπορούµε να βρούµε ένα τυχαίο διάνυσµα Χ Χ Χ Χ µε Ε\ = ² και Varu = ³Â  και ΕR� = AG� αν και µόνο αν η παραπάνω κατασκευή του 

τυχαίου ζεύγους (Χ, Υ) µε ℙ�Χ = Y� = 0, είναι εφικτή. Σύµφωνα µε το Λήµµα 6.1.3, 

αυτό είναι ισοδύναµο µε το max�Bp�= + p�"D ≤ 1, που δίνει την (6.3)(ii) (επίσης 

εγγυάται ότι  ℙ�Χ� = μN� = 1 − ��= − ��" ≥ 0), ενώ η (6.3)(i) προκύπτει από το ότι p�= ≥ 0 και p�" ≥ 0. 

Τέλος, οι ανισότητες στην (6.3) είναι γνήσιες για όλα τα i αν και µόνο αν             p�= + p�" < 1 και p�=p�" > 0 για όλα τα i. Το Λήµµα 6.1.3 δείχνει ότι υπάρχουν 

απείρως πολλά διανύσµατα µε τις παραπάνω ιδιότητες σε αυτήν την περίπτωση. 

Επίσης, αν η (6.3) ικανοποιείται και έχουµε ισότητα στην (6.3)(ii) για κάποια i, η 

µοναδικότητα προκύπτει ξανά από το Λήµµα 6.1.3. 

 

Παρατήρηση – Παραποµπή 6.1.5. Στο Κεφάλαιο αυτό βρήκαµε πότε το φράγµα 

των Arnold και Groeneveld είναι βέλτιστο. Μία γενική περίπτωση για ένα βέλτιστο 

φράγµα του εύρους βρίσκεται στο άρθρο Papadatos, N. (2014). Maximizing the 

expected range from dependent observations under mean – variance information. 
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