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Abstract  

By the early 19th century no general solution of a general polynomial equation ‘by 
radicals’ was found despite considerable effort by many outstanding mathematicians. 
Eventually, the work of Abel and Galois led to a satisfactory framework for fully 
understanding this problem and the realization that the general polynomial equation of 
degree at least 5 could not always be solved by radicals. 

This paper presents the progress and evolution of the concepts found in Galois theory, 
what people contributed and how they performed in the language of mathematics their 
innovative ideas. 

Περίληψη 

Από τις αρχές του 19ου αιώνα δεν είχε ανακαλυφτεί κάποια γενική λύση της γενικής 
πολυώνυµικης  εξίσωσης «από ριζικά» παρά τις σηµαντικές προσπάθειες από 
πολλούς διακεκριµένους µαθηµατικούς. Τελικά, το έργο του Abel και Galois οδήγησε 
σε ένα ικανοποιητικό πλαίσιο για την πλήρη κατανόηση ότι η γενική πολυωνυµική 
εξίσωση µεγαλύτερη η ίση του 5ου βαθµού δεν µπορούσε να λυθεί µε ριζικά. 

Στην παρούσα εργασία παρουσιάζεται η πορεία και η εξέλιξη των εννοιών που 
βρίσκονται στη Θεωρία Galοis, ποιοί άνθρωποι συνέβαλαν και πως απέδωσαν στη 
γλώσσα των µαθηµατικών τις καινοτόµες ιδέες τους. 
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Εισαγωγή  

Η Θεωρία Γκαλουά είναι ο κλάδος της άλγεβρας που συνδέει τη θεωρία σωµάτων µε 
τη θεωρία οµάδων. Πήρε το όνοµά της από τον Γάλλο µαθηµατικό Εβαρίστ Γκαλουά. 
Η Θεωρία Γκαλουά µας δίνει τρόπους για να πάρουµε πληροφορίες για επεκτάσεις 
σωµάτων µελετώντας συγκεκριµένες οµάδες που συνδέονται µε αυτές τις επεκτάσεις. 
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Χρησιµοποιώντας τη θεωρία Γκαλουά, ορισµένα προβλήµατα της θεωρίας σωµάτων 
µπορούν να αναχθούν σε προβλήµατα της θεωρίας οµάδων, τα οποία είναι 
ευκολότερα και κατανοήσιµα. 

Με την εκπόνηση της διπλωµατικής αυτής εργασίας, θα µελετήσουµε διεξοδικά την 
ιστορία της Θεωρίας Galois. Καµία θεωρία στα Μαθηµατικά δεν προέρχεται από 
παρθενογένεση, αλλά οι ήδη υπάρχουσες ιδέες αφού πρώτα κατανοηθούν, στη 
συνέχεια επεξεργάζονται και εξελίσσονται και πολλές φορές καταλήγουν σε κάτι νέο 
που δεν θυµίζει σε τίποτα το παλαιό από το οποίο προήλθε. Η γέννηση της θεωρίας 
Γκαλουά είχε σαν αρχικό κίνητρο το ακόλουθο ερώτηµα, του οποίου η απάντηση 
είναι γνωστή σαν θεώρηµα του Θεωρήµατος Abel–Ruffini: 

Γιατί δεν υπάρχει κανένας τύπος για την εύρεση των ριζών πολυωνύµου 5ου 

(και υψηλότερου) βαθµού µε βάση τους συντελεστές του πολυωνύµου, 

χρησιµοποιώντας µόνο τις συνήθεις αλγεβρικές πράξεις (πρόσθεση, αφαίρεση, 

πολλαπλασιασµός, διαίρεση) και την βοήθεια των ριζών (τετραγωνικές ρίζες, 

κυβικές ρίζες κτλ.) 

 
Η θεωρία Γκαλουά δεν παρέχει µόνο µια όµορφη απάντηση στο ερώτηµα αυτό, άλλα 
εξηγεί επίσης λεπτοµερώς γιατί είναι δυνατών να λυθούν εξισώσεις (µέσω τύπων) 
4ου το πολύ βαθµού και γιατί οι λύσεις τους λαµβάνουν µια συγκεκριµένη µορφή. 
Επιπλέον δίνει ένα σαφές εννοιολογικό περιεχόµενο, συχνά πρακτικό µέσω της 
αφήγησης, ποτέ µια εξίσωση υψηλότερου βαθµού µπορεί να λυθεί µε αυτόν τον 
τρόπο (µέσω τύπων). 

Σε αυτή την εργασία θα κάνουµε µια εκτενή αναφορά στην ιστορική διαδροµή της 
θεωρίας Γκαλουά. Πιο συγκεκριµένα στο 1ο κεφάλαιο θα αναδείξουµε το πρόβληµα 
επίλυσης των πολυωνύµων µιας µεταβλητής και θα παρουσιάσουµε την πορεία 
επίλυσης των πολυωνύµων από την αρχαιότητα µέχρι την θεωρία του Galois. 

Στο 2ο  κεφάλαιο θα ασχοληθούµε µε τη Θεωρία οµάδων και τη Θεωρία σωµάτων, 
όπου µια σειρά από θεωρήµατα, προτάσεις, λήµµατα και παραδείγµατα θα δοθούν 

προκειµένου να προσεγγίσουµε όσο δυνατόν καλύτερα το θέµα. 

Στο 3ο  κεφάλαιο θα δείξουµε ποια ήταν η θεωρία του Galois και η συµβολή της στην 
επίλυση πολυωνύµων µε ριζικά. Τέλος θα βγάλουµε κάποια χρήσιµα συµπεράσµατα. 
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Κεφάλαιο 1ο   

Ιστορική εξέλιξη των µεθόδων επίλυσης πολυωνυµικών 

εξισώσεων 

1.1 Πολυώνυµα 

Η λέξη πολυώνυµο προέρχεται από το Ελληνικό πολύ, και το Λατινικό binomium, 
"binomial". Η λέξη εισήχθηκε στην λατινική γλώσσα από τον Franciscus Viete1. 

Στα µαθηµατικά, τα πολυώνυµα είναι η απλούστερη τάξη µαθηµατικών 
εκφράσεων (πέρα απ τους αριθµούς και τις εκφράσεις που αφορούν αριθµούς). 
Ένα πολυώνυµο είναι µια έκφραση κατασκευασµένη από µεταβλητές (που λέγονται 
επίσης άγνωστοι) και σταθερές (συνήθως αριθµοί άλλα όχι πάντα), χρησιµοποιώντας 
µόνο τις πράξεις της πρόσθεσης, αφαίρεσης, πολλαπλασιασµού, και µη 
αρνητικών ακεραίων δυνάµεων. Ωστόσο, επιτρέπεται η διαίρεση µε σταθερά , επειδή 
η πολλαπλασιαστική αντιστροφή µιας µη µηδενικής σταθεράς είναι επίσης σταθερά. 

Για παράδειγµα, �� − 
�
� + 7 είναι ένα πολυώνυµο, αλλά �� − 

�
� + 7

3

2χ   είναι 

µια αλγεβρική έκφραση που δεν είναι πολυώνυµο, επειδή ο δεύτερος όρος περιέχει 
µια διαίρεση µε την µεταβλητή x (ο όρος 4/x), και επίσης επειδή ο τρίτος όρος 
περιέχει έναν εκθέτη που δεν είναι µη αρνητικός ακέραιος (3/2). 

Πολυώνυµο είναι αλγεβρική παράσταση σταθερών και µιας µεταβλητής που 
συνδέονται µεταξύ τους µόνο µε τις πράξεις της πρόσθεσης και 
του πολλαπλασιασµού, ενώ η µεταβλητή µπορεί να εµφανίζεται υψωµένη σε 
διάφορες φυσικές δυνάµεις. Ουσιαστικά το πολυώνυµο είναι άθροισµα µονωνύµων 
της ίδιας µεταβλητής. Κάθε δύναµη εµφανίζεται µία φορά στο πολυώνυµο, δηλαδή 
στην τελική µορφή του αθροίσµατος δεν εµφανίζονται δύο µονώνυµα µε την ίδια 
δύναµη της µεταβλητής. 

Συνήθως το πολυώνυµο της µεταβλητής x συµβολίζεται µε P(x). Οι συντελεστές 
συµβολίζονται µε ένα γράµµα µε δείκτη συνήθως τη δύναµη της µεταβλητής που 
συνοδεύει. Ο σταθερός όρος έχει συνήθως δείκτη µηδέν. Έτσι, η γενική µορφή του 
πολυωνύµου είναι: 

P(x)= 1
1 1 0...ν ν

ν ν
α χ α χ α χ α

−
−+ + + +  

Σταθερό πολυώνυµο θεωρείται µια οποιαδήποτε σταθερά, ενώ αν η σταθερά είναι 

µηδέν, τότε το πολυώνυµο λέγεται µηδενικό πολυώνυµο. Βαθµός του 

πολυωνύµου ονοµάζεται η µέγιστη δύναµη της µεταβλητής µε µη µηδενικό 

συντελεστή. Σε σταθερό πολυώνυµο ορίζεται ως βαθµός του πολυωνύµου το µηδέν, 

ενώ σε µηδενικό πολυώνυµο δεν ορίζεται βαθµός.  

                                                           
1
 Ο Φρανσουά Βιέτ ήταν Γάλλος μαθηματικός, ο οποίος γεννήθηκε το 1540 και πέθανε το 1603. 
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Μία πολυωνυµική εξίσωση, καλείται επίσης αλγεβρική εξίσωση, είναι 

µία εξίσωση στην οποία ένα πολυώνυµο τίθεται ίσο µε ένα άλλο πολυώνυµο. Στην 

περίπτωση µιας µεταβλητής πολυωνυµικής εξίσωσης, η µεταβλητή θεωρείται ως 

άγνωστη, και προσπαθούµε να βρούµε τις πιθανές τιµές για τις οποίες και τα δύο 

µέλη µιας εξίσωσης είναι ίσα για την ίδια τιµή (γενικά µπορεί να υπάρχουν 

περισσότερες από µία λύσεις). Μία πολυωνυµική εξίσωση έρχεται σε αντίθεση µε 

µία πολυωνυµική ταυτότητα όπως (x + y)(x – y) = �� – ��, όπου και τα δύο µέλη 

αντιπροσωπεύουν το ίδιο πολυώνυµο σε διαφορετικές µορφές, και σαν συνέπεια κάθε 

εκτίµηση και των δύο µελών δίνει σωστή ισότητα. Αυτό σηµαίνει ότι µια 

πολυωνυµική ταυτότητα είναι µία πολυωνυµική εξίσωση για την οποία όλες οι 

πιθανές τιµές των αγνώστων είναι λύσεις.  

Στην απλή άλγεβρα, δίνονται µέθοδοι για την λύση όλων των πρωτοβάθµιων και 

δευτεροβάθµιων πολυωνυµικών εξισώσεων µιας µεταβλητής. Υπάρχουν επίσης 

µέθοδοι για τριτοβάθµια και τεταρτοβάθµια. Για µεγαλύτερης τάξης, το θεώρηµα 

Abel-Ruffini2 βεβαιώνει ότι δεν µπορεί να υπάρξει µία γενική µέθοδος. Ωστόσο, µόνο 

η αριθµητική προσέγγιση των ριζών µπορεί να υπολογιστεί. Ο αριθµός των λύσεων 

µπορεί να µην υπερβαίνει τον βαθµό του πολυωνύµου, και είναι ίσος µε τον βαθµό 

όταν οι µιγαδικές ρίζες υπολογίζονται µε την δική τους πολλαπλότητα. Αυτό το 

γεγονός ονοµάζεται Θεµελιώδες Θεώρηµα της Άλγεβρας. 

Η εκτίµηση των ριζών των πολυωνύµων, ή η "λύση αλγεβρικών εξισώσεων", είναι 

ανάµεσα στα παλαιότερα προβλήµατα των µαθηµατικών. Ωστόσο, η σηµειογραφία 

που χρησιµοποιούµε σήµερα καθιερώθηκε µόλις τον 15ο αιώνα. Πριν από αυτό, οι 

εξισώσεις γράφονταν µε λέξεις.  

Κάθε πολυώνυµο P µε µεταβλητή x αντιπροσωπεύει µία συνάρτηση, ƒ(x) = P (όπου 

οι λύσεις του x στο P αντιστοιχούν σε τιµές της ƒ), ονοµάζεται πολυωνυµική 

συνάρτηση του P, η εξίσωση του x που γίνεται f(x) = 0 είναι η πολυωνυµική 

εξίσωση που αντιστοιχεί στο P. Οι λύσεις αυτής της εξίσωσης, που 

ονοµάζονται ρίζες του πολυωνύµου, είναι τα σηµεία που µηδενίζεται η 

συνάρτηση ƒ (είναι τα σηµεία όπου το γράφηµα της ƒ τέµνει τον άξονα x). Ένας 

αριθµός a είναι µία λύση του P αν και µόνο αν το x − a (βαθµού ένα ως προς x) 

διαιρεί το P. Αυτό µπορεί να σηµαίνει ότι το x − a διαιρεί το P περισσότερες από µία 

φορά: Εάν το (x − a)2 διαιρεί το P τότε a καλείται πολλαπλή ρίζα του P, 

διαφορετικά a καλείται απλή ρίζα του P. Εάν P είναι ένα µη µηδενικό πολυώνυµο, 

υπάρχει η µεγαλύτερη δύναµη m όπως (x − a)m που διαιρεί το P, η οποία καλείται 

πολλαπλότητα της ρίζας a στο P. Όταν P είναι το µηδενικό πολυώνυµο, η αντίστοιχη 

πολυωνυµική εξίσωση είναι ασήµαντη, και σε αυτήν την περίπτωση είναι σύνηθες να 

παραλείπεται όταν µε τους παραπάνω ορισµούς κάθε αριθµός µπορεί να είναι ρίζα 

ενός µηδενικού πολυωνύµου, µε απροσδιόριστη (ή άπειρη) πολλαπλότητα. Με αυτήν 

                                                           
2
 Περισσότερα για το έργο του σε επόμενη ενότητα 
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την εξαίρεση, ο αριθµός των ριζών του P, ακόµη και να µετρηθεί µε τις αντίστοιχες 

πολλαπλότητες, δεν µπορεί να υπερβαίνει τον βαθµό του P. 

 

1.2 Ιστορική αναδροµή 

1.2.1 2
ου

 βαθµού εξίσωση 

 

Στα µαθηµατικά, δευτεροβάθµια εξίσωση ονοµάζεται κάθε πολυωνυµική 

εξίσωση δευτέρου βαθµού. Η γενική µορφή µιας δευτεροβάθµιας εξίσωσης είναι: 

��� +  bx + � = 0 

όπου τα γράµµατα α, β και γ παριστάνουν σταθερούς αριθµούς, µε α≠ 0 

 

Οι σταθερές α, β και γ ονοµάζονται συντελεστές, µε το α να είναι ο συντελεστής 

του x2, το β να είναι ο συντελεστής του x και γ ο σταθερός όρος. Οι συντελεστές 

µπορεί να είναι πραγµατικοί ή µιγαδικοί αριθµοί. 

 

Αιγύπτιοι, Κινέζοι και Βαβυλώνιοι µηχανικοί το 2000 π.χ.  µπορούσαν να λύσουν 
προβλήµατα, στα οποία συναρτούσαν τις πλευρές µε τα εµβαδά ορθογωνίων.  Το 
1500 π.χ. Αιγύπτιοι µηχανικοί, παρότι δεν γνώριζαν µαθηµατικά και εξισώσεις όπως 
στις µέρες µας, βρήκαν έναν τρόπο να υπολογίσουν µεγέθη. Πιο συγκεκριµένα, αντί 
να επινοήσουν έναν τύπο για τον υπολογισµό των πλευρών και των εµβαδών, 
έφτιαξαν έναν πίνακα ο οποίος περιείχε δείγµατα εµβαδών από όλα τα πιθανά µεγέθη 
πλευρών ορθογωνίων και τετραγώνων, έτσι ώστε όταν οι µηχανικοί τις εποχής 
ήθελαν να φτιάξουν ένα σχέδιο µε συγκεκριµένα µέτρα, συµβουλεύονταν τον πίνακα 
και εύρισκαν τα πιο ταιριαστά σχέδια. 

Οι πρώτες προσπάθειες για την εύρεση µίας γενικότερης φόρµουλας για τον 
υπολογισµό των λύσεων των τετραγωνικών εξισώσεων ανέρχονται στην εποχή του 
Πυθαγόρα 500 π.χ. και του Ευκλείδη 300 π.χ. οι οποίοι χρησιµοποίησαν µία αυστηρή  
γεωµετρική προσέγγιση για να βρουν µια γενική διαδικασία για την επίλυση της 
εξίσωσης. Ο Πυθαγόρας παρατήρησε ότι οι αναλογίες ανάµεσα στο εµβαδόν ενός 
τετραγώνου και το αντίστοιχο µήκος της πλευράς του - η τετραγωνική ρίζα - δεν ήταν 
πάντα ακέραιος, αλλά αρνήθηκε να επιτρέψει αναλογίες πλην ρητών αριθµών. Ο 
Ευκλείδης προχώρησε ακόµη περισσότερο και διαπίστωσε ότι η αναλογία αυτή  θα 
µπορούσε, επίσης, να µην είναι ρητός αριθµός. Κατέληξε στο συµπέρασµα ότι 
υπάρχουν άρρητοι αριθµοί. 

Περίπου το 700 µ.χ. η γενική λύση για την εξίσωση δευτέρου βαθµού , αυτή τη φορά 
µε τη χρήση αριθµών , επινοήθηκε από ένα ινδουιστή µαθηµατικό, τον 
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Βραχµαγκούπτα. Ο Βραχµαγκούπτα  ήταν ο πρώτος που επινόησε κανόνες για τον 
υπολογισµό µε το µηδενικό ψηφίο.  Έδωσε τη λύση της γενικής γραµµικής εξίσωσης 
στο κεφάλαιο δεκαοχτώ του Βραχµασφουτασιντάντα3. Σύµφωνα µε το έργο του η 
εξίσωση  ax� +  bx = γ έχει δύο λύσεις, 
 

(α) χ= 
���������

��  

 

(β) χ= 
������

� ��
�

�  

Συνέχισε µε την επίλυση ταυτόχρονων απροσδιόριστων εξισώσεων δηλώνοντας πως 
η επιθυµητή µεταβλητή πρέπει να αποµονωθεί πρώτα, και κατόπιν η εξίσωση να 
διαιρεθεί µε τον επιθυµητό συντελεστή της µεταβλητής. Συγκεκριµένα, πρότεινε να 
χρησιµοποιείται η µέθοδος της 'πολτοποίησης' για την λύση εξισώσεων µε 
πολλαπλούς αγνώστους. 

Η τελική, ολοκληρωµένη λύση όπως τη γνωρίζουµε σήµερα, ήρθε περίπου 1100 µ.χ., 
από έναν άλλο ινδουιστή µαθηµατικό, τον Μπασκάρα (Baskhara). Ο Μπασκάρα   
ήταν ο πρώτος που αναγνώρισε ότι οποιοσδήποτε θετικός αριθµός έχει δύο 
τετραγωνικές ρίζες. 

Η φόρµουλα του Μπασκάρα 

Έστω η παρακάτω δευτέρου βαθµού εξίσωση 

��� +  bx + � = 0 

Με α≠ 0 και πραγµατικούς συντελεστές και δίνεται από τον παρακάτω τύπο: 

2b b 4ac
x

2a

− ± −
=   

Όπου ∆ η διακρίνουσα : ∆ = b2-4ac 

Ανάλογα µε το πρόσηµο της  ∆, έχουµε: 

• ∆ = 0, τότε η εξίσωση έχει δύο ίσες ρίζες 

• ∆> 0, τότε η εξίσωση έχει δύο διαφορετικές ρίζες 

• ∆ <0, τότε η εξίσωση δεν έχει πραγµατικές ρίζες. 

 

 

Με την Αναγέννηση στην Ευρώπη, η ακαδηµαϊκή προσοχή στράφηκε πίσω στα 
αρχικά µαθηµατικά προβλήµατα. Το  1.545 µ.χ. ο Τζιρόλαµο Καρντάνο, ο οποίος 

                                                           
3
 Μια θεωρητική µελέτη του 628 µ.χ. η οποία περιέχει τους πρώτους κανόνες για 

υπολογισµούς µε το µηδέν 
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ήταν ένας τυπικός επιστήµονας της Αναγέννησης (δηλαδή, ενδιαφερόταν για την 
αλχηµεία, τον αποκρυφισµό και άλλα παρόµοια), και ένας από τους καλύτερους 
αλγεβριστές της εποχής του, δηµιούργησε έργα που σχετίζονται µε τις τετραγωνικές 
εξισώσεις. ∆εν ήταν ίσως η πρώτος ή µόνος που ασχολήθηκε, αλλά ήταν σίγουρα ο 
πιο διάσηµος. Στα κείµενα του (κυρίως ρητορικά) επιτρέπει την ύπαρξη σύνθετων, ή 
φανταστικών αριθµών - δηλαδή, οι ρίζες των αρνητικών αριθµών. Στα τέλη του 16ου 
αιώνα η µαθηµατική σηµειογραφία και ο συµβολισµός εισήχθη από έναν ερασιτέχνη 
µαθηµατικό τον François Viète, στη Γαλλία. Το 1637, όταν ο René Descartes 
δηµοσίευσε το έργο La Géométrie, τα σύγχρονα µαθηµατικά γεννήθηκαν, και η 
τετραγωνική εξίσωση πήρε τη µορφή που γνωρίζουµε σήµερα. (h2g2 2004) 

 

1.2.2 Κυβική εξίσωση 

 

Η εξισώσεις 3ου βαθµού ήταν γνωστές από την αρχαιότητα, όπου οι αρχαίοι λαοί των 
Ελλήνων, των Βαβυλώνιων και των Αιγυπτίων αντιµετώπιζαν το πρόβληµα του 
διπλασιασµού του κύβου. Ο ∆ιπλασιασµός του κύβου (επίσης γνωστός ως πρόβληµα 
της ∆ήλου - ∆ήλιον πρόβληµα) είναι ένα από τα τρία γνωστά προβλήµατα της 
αρχαιότητας που δεν είναι δυνατόν να λυθούν µόνο µε κανόνα και διαβήτη. 

Το πρόβληµα συνίσταται στην κατασκευή ενός κύβου µε διπλάσιο όγκο από ένα 
γνωστό κύβο πλευράς α. Ο απλός διπλασιασµός του µήκους της ακµής του κύβου 
οδηγεί σε οχταπλασιασµό του όγκου.  

Αρκετοί αρχαίοι και νεώτεροι ασχολήθηκαν µε το πρόβληµα όπως ο Αρχύτας ο 

Ταραντίνος, ο Εύδοξος ο Κνίδιος, ο Μέναιχµος, ο Νικοµήδης, ο Απολλώνιος ο 

Περγαίος, ο ∆ιοκλής, ο Ήρων ο Αλεξανδρεύς, ο Πάππος ο Αλεξανδρεύς, 

ο Καρτέσιος και άλλοι. Όλοι όµως έδιναν λύση που χρησιµοποιούσε και άλλες 

µεθόδους πλην της κλασσικής. Ο Ευτόκιος ο Ασκαλωνίτης δίνει στα έργα του 

πληροφορίες για 12 λύσεις του ∆ήλιου προβλήµατος. Σήµερα σηµαντικότερη 

θεωρείται η λύση του Αρχύτα καθώς κάνει χρήση τριών στερεών: κυλίνδρου, κώνου 

και σφαίρας. Πιο περίπλοκες µέθοδοι περιλαµβάνουν την Κισσοειδή του ∆ιοκλή, 

την Κογχοειδή του Νικοµήδη, ή τη γραµµή του Φίλωνα του Βυζαντινού. Ωστόσο, η 

ανυπαρξία µιας λύσης τελικά αποδεικνύεται από τον Pierre Wantzel το 1837, 

εφαρµόζοντας την πρόσφατη ανάπτυξη της αφηρηµένης άλγεβρας από Galois (wiki) 

 

Βαβυλωνιακές σφηνοειδής επιγραφές έχουν βρεθεί µεταξύ του 20ου και 16ου αιώνα 

π.χ µε πίνακες για τον υπολογισµό κύβων και κυβικών ριζών. Οι Βαβυλώνιοι 

µπορούσαν να χρησιµοποιήσουν τους πίνακες για να λύσουν τις κυβικές εξισώσεις, 

αλλά δεν υπάρχουν στοιχεία που να επιβεβαιώνουν ότι το έκαναν. Το πρόβληµα του 

διπλασιασµού του κύβου περιλαµβάνει την απλούστερη και πιο παλιά µελετηµένη  
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κυβική εξίσωση, και αυτό για το οποίο οι αρχαίοι Αιγύπτιοι δεν πίστευαν ότι υπήρχε 

λύση.  

Κατά τον 5ο αιώνα π.Χ., ο Ιπποκράτης µειώνει το πρόβληµα αυτό µε εκείνο της 

εύρεσης δύο µέσων αναλογιών µεταξύ µίας γραµµής και µίας άλλης δύο φορές το 

µήκος της πρώτης, αλλά δεν µπορούσε να λύσει αυτό µε κανόνα και διαβήτη, ένα 

έργο το οποίο είναι σήµερα γνωστό ότι είναι αδύνατο. 

 

Τον 11ο αιώνα, ο διάσηµος µαθηµατικός Οµάρ Καγιάµ ανακάλυψε µια γεωµετρική 
µέθοδο για την επίλυση των κυβικών εξισώσεων που θα µπορούσε να χρησιµοποιηθεί 
για να πάρει αριθµητική απάντηση, τέµνοντας µια υπερβολή µε έναν κύκλο, και 
χρησιµοποιώντας αυτή τη µέθοδο βρήκε ότι η κυβική εξίσωση µπορεί να έχει 
περισσότερες από µία λύσεις.  

Σε ένα ατιτλοφόρητο κείµενο του Καγιάµ για τις κυβικές εξισώσεις, που 
ανακαλύφθηκε τον 20ό αιώνα, όπου εµφανίζεται το παραπάνω απόσπασµα, ο Καγιάµ 
ασχολείται µε προβλήµατα γεωµετρικής άλγεβρας. Πρώτο είναι το πρόβληµα της 
"εύρεσης ενός σηµείου στο τεταρτηµόριο ενός κύκλου, τέτοιου ώστε όταν άγεται µία 
κάθετος από το σηµείο αυτό προς µία από τις ακτίνες που το ορίζουν ο λόγος του 
µήκους της καθέτου προς την ακτίνα να ισούται προς το λόγο των τµηµάτων που 
ορίζονται από τον πόδα της καθέτου". Πάλι στην επίλυση αυτού του προβλήµατος το 
µετατρέπει σε ένα άλλο γεωµετρικό πρόβληµα : "εύρεση ενός ορθογώνιο τρίγωνου µε 
την ιδιότητα η υποτείνουσα του να ισούται µε το άθροισµα της µιας κάθετης πλευράς 
του συν το ύψος επί την υποτείνουσα". Για να επιλύσει αυτό το γεωµετρικό 
πρόβληµα εισάγει µια παράµετρο και καταλήγει στην κυβική εξίσωση �� + 200x = 
20�� + 2000. Πράγµατι βρίσκει µια θετική ρίζα για αυτή την εξίσωση τέµνοντας µια 
υπερβολή µε ένα κύκλο. 
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�� + 200x = 20 ! + 2000.  

 

∆εν µπόρεσε να βρει έναν αλγεβρικό τρόπο για την γενικότερη επίλυση της κυβικής 
εξισώσεως όµως µπόρεσε να την λύσει γεωµετρικά. Επιπλέον προσκάλεσε και 
άλλους µαθηµατικούς, προκειµένου να βρούνε µία φόρµουλα για την επίλυση των 
κυβικών εξισώσεων. 

Το 12ο αιώνα ένας άλλος πέρσης µαθηµατικός, ο Sharaf al-Dīn al-Tūsī, έγραψε ένα 
έργο περί εξισώσεων όπου ασχολήθηκε µε οκτώ τύπους κυβικών εξισώσεων µε 
θετικές λύσεις και πέντε τύπους κυβικών εξισώσεων οι οποίες δεν µπορούν να έχουν 
θετικές λύσεις. Χρησιµοποιούσε  µια µέθοδο η οποία  αργότερα θα γίνονταν γνωστή 
ως "µέθοδος Ruffini-Horner" για να προσεγγίζει αριθµητικά τη ρίζα µιας κυβικής 
εξίσωσης. Ανέπτυξε επίσης τις έννοιες της παραγώγου συνάρτησης και τα µέγιστα 
και ελάχιστα των καµπυλών προκειµένου να λύσει κυβικές εξισώσεις οι οποίες δεν 
είχαν θετικές λύσεις. Κατάλαβε τη σηµασία της διακρίνουσας στην κυβική εξίσωση 
προκειµένου να βρει αλγεβρικές λύσεις σε συγκεκριµένους τύπους  κυβικών 
εξισώσεων.  

Στις αρχές του 16ου αιώνα, ο Ιταλός µαθηµατικός Scipione del Ferro (1465-1526) 
βρήκε µια µέθοδο για την επίλυση µίας κατηγορίας των κυβικών εξισώσεων, δηλαδή 
αυτά της µορφής �� + mx = n. Στην πραγµατικότητα, όλες οι κυβικές εξισώσεις 
µπορούν να επαχθούν σε αυτή τη µορφή, αν επιτρέψουµε m και n να είναι αρνητικοί, 
αλλά οι αρνητικοί αριθµοί δεν ήταν γνωστοί σ 'αυτόν εκείνη την εποχή. Ο Del Ferro 
κράτησε τα επίτευγµα του µυστικά µέχρι λίγο πριν το θάνατό του, όταν τα 
αποκάλυψε στο µαθητή του Antonio Fiore.  

Το 1535 ο Fiore συµµετείχε σε ένα διαγωνισµό µε ένα µαθηµατικό που ονοµαζόταν 
Tartaglia, του οποίου το πραγµατικό όνοµα ήταν Nicalo Fontana. Κάθε 
διαγωνιζόµενος έπρεπε να θέσει ένα συγκεκριµένο ποσό χρηµάτων και να προτείνει 
µια σειρά από προβλήµατα για τον αντίπαλό του για να λύσει. Όποιος έλυνε τα 
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περισσότερα, µέσα σε 30 µέρες, θα ήταν και ο νικητής. Ο Tartaglia έλαβε εξισώσεις 
µε τη µορφή x3 + mx = n, για τις οποίες είχε εργαστεί σε µια γενική µέθοδο. Ο Fiore 
δέχτηκε εξισώσεις µε τη µορφή x3 + mx2 = n, οι οποίες αποδείχθηκε ότι είναι πάρα 
πολύ δύσκολες γι 'αυτόν να λύσει, και ο Tartaglia κέρδισε το διαγωνισµό.  

Η λύση του Tartaglia στην τριτοβάθµια εξίσωση (όπως απεικονίζεται στο Ars 
Magna): 

Η γενική κυβική εξίσωση: 

�� + "�� + #� + $ = 0                                                                                            (1) 

Μπορεί να πάρει τη µορφή: 

�� + �� = %                                                                                                               (2) 

Αντικαθιστώντας όπου y =  χ - 
&
�, οποιαδήποτε κυβική εξίσωση γίνεται της µορφής 

�� + �� = %. 

Η εξίσωση (2) λύνεται ακολουθώντας τα παρακάτω βήµατα: 

1.Βρίσκουµε τα  u και v, έτσι ώστε 

 

(α) ' − ) = % 

(β) u ⋅  v= 
*
�

�
 

2. Η λύση των εξισώσεων (α) και (β) για υ και ν δίνονται από: 

(α) ' = �(,
�)� +  (*

�)� + 
,
� 

(β) ) = �(,
�)� + (*

�)� - ,
� 

3. Η ρίζα στην εξίσωση (2) δίνεται από: 

Χ=√'/  -√)/   
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1.2.3  4
ου

 βαθµού εξίσωση 

 

Το 1545 o Cardano δηµοσίευσε το βιβλίο µε τίτλο “Ars Magna4” το οποίο µπορεί να 
θεωρηθεί ως η αρχή της Άλγεβρας. Πέντε χρόνια πριν από αυτόν, ο Lodovico Ferrari 
ανακάλυψε τη φόρµουλα για να λύσει τις τεταρτοβάθµιες εξισώσεις, και περίπου την 
ίδια περίοδο ο Rene Descartes ανακάλυψε παρόµοια φόρµουλα για την επίλυση 
εξισώσεων 4ου βαθµού.  

Λύση του Ferrari στην τεταρτοβάθµια εξίσωση: 

Η γενική µορφή της τεταρτοβάθµιας εξίσωσης,  

�� + "�� + #�� + $� + 0  = 0 

µπορεί να επαχθεί σε πιο απλή µορφή 

�� + ��� + 1�  + �  = 0  (1) 

αντικαθιστώντας όπου  y= x
A

4
−  . Εποµένως, για την επίλυση οποιασδήποτε µορφής 

τεταρτοβάθµιας εξίσωσης, µπορούµε να λύσουµε την εξίσωση (1), (χωρίς τον κυβικό 
όρο).  

Για την επίλυση της (1) πρώτα τη φέρνουµε στην ακόλουθη µορφή 

�� + ��� = −1�  − �   
προσθέτουµε   ��� + �� και στις δύο µεριές προκειµένου να δηµιουργήσουµε ένα 
τέλειο τετράγωνο 

 

�� + 2��� + �� = −1�  – � + ��� + ��  
οπότε έχουµε (�� + �)� = −1�  – � + ��� + ��  (2). 

Φέρνουµε τη (2) στη µορφή  

4�� + � + 5)� =  (−1�  – � + ��� + ��6 + 2��ζ + 2αζ + ζ.  

Αφού (�� + � + 5)�= �� + 29�� + 9� + 2��ζ + 2αζ + ζ 

Οµαδοποιούµε τους όρους στη δεξιά µεριά 

(�� + � + 5)� = (2ζ + α)�� − 1� + (9� – � + 295 + 5� )  (3). 

                                                           
4
 Το Ars Magna (λατινικά: «Η Μεγάλη Τέχνη») είναι ένα σηµαντικό βιβλίο για την 

άλγεβρα γραµµένο από τον Girolamo Cardano. Εκδόθηκε για πρώτη φορά το 1545 
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Στη συνέχεια επιλέγουµε ζ, τέτοιο ώστε η δεξιά µεριά της εξίσωσης (3) να είναι 
τέλειο τετράγωνο. Εποµένως το δεξιό µέρος της (3) πρέπει να είναι της µορφής 

((�25 + 9 )� ±  �9� − � + 295 + 5� )� (*) 

εάν τετραγωνίσουµε το (*) τότε έχουµε 

(� + 25)�� ± (2�25 + 9 �9� − � + 295 + 5�)χ +(9� – � + 295 + 5� ) (**) 

Εξισώνοντας την (3) µε το (**) έχουµε 

−1 = ± 2�25 + 9 �9� − � + 295 + 5� (4) 

Τετραγωνίζουµε και τις δύο µεριές και έχουµε 

 

1� = 4(25 + 9)(9� − � + 295 + 5�)  ή 

4(25 + 9)(9� − � + 295 + 5�)  -1� = 0 (5) 

Η (5) µπορεί να πάρει την παρακάτω µορφή 

5� + <
� 95�+(29�-c)ζ + (

=/
� - >*

� - ?*
� )=0 (5) 

Όπου η µεταβλητή ζ µπορεί να υπολογιστεί από τις  ήδη γνωστές φόρµουλες για την 
κυβική εξίσωση. 

Όταν το ζ είναι ρίζα της (5) τότε το δεξιό µέρος της εξίσωσης (3) είναι ένα τέλειο 
τετράγωνο. Χρησιµοποιώντας µεθόδους από το Ars Magna για την επίλυση κυβικών 
εξισώσεων η (3) µπορεί να γραφτεί 

(�� + � + 5)� = (�25 + 9 )χ ±�9� − � + 295 + 5�)� (6) 

 

Παίρνοντας την τετραγωνική ρίζα της (6) έχουµε 

�� + 9 + 5 = ±((�25 + 9 )χ ±�9� − � + 295 + 5�)) (7) 

 

Όπου στο τέλος χρησιµοποιούµε τη φόρµουλα για την τετραγωνική εξίσωση και 
βρίσκουµε τις λύσεις της εξίσωσης. 
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Η µέθοδος του Ferrari στη σύγχρονη σηµειογραφία 

 

Η γενική µορφή της τεταρτοβάθµιας εξίσωσης είναι (Hana Almoner Looka 2014) 

9�� + @�� + ��� + A�  + �  = 0, όπου α≠0, (1) 

• Αν α≠1, τότε διαιρούµε το β,γ,δ,c µε το α και απλοποιούµε την εξίσωση (1). Η 
εξίσωση που προκείπτει είναι 

�� + ?
= �� + B

= �� + C
= �  +  *

=  = 0   (2) 

• Τώρα ορίζουµε τις παρακάτω µεταβλητές προκειµένου να λύσουµε την 
εξίσωση (2) 

f= γ- (
�
D @�) 

g= δ+ (
E
D @�)- (

E
� @�) 

h= γ- (
�

�<F @�) + (
E

EF @��)- (
E
� @�) 

• Βάζουµε τους αριθµούς f, g και ℎ στην ακόλουθη κυβική εξίσωση 

�� + (E
� H)�� + (I���J

EF )�  – ( E
F�)K�  = 0   (3) 

• Εκτιµούµε  τους α, β, γ και δ συντελεστές για την επίλυση εξίσωσης (3) 

β= 
E
� H 

γ= 
I���J

EF  

δ= 
�L�
F�  

• Μέτα βρίσκουµε τις ρίζες στην παρακάτω κυβική εξίσωση 
�� + @�� + ��  + A  = 0 (4) 

• Για να πάρουµε τρεις ρίζες της εξίσωσης (4) µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε 
τη µέθοδο του Tartaglia  

� Έστω p και q είναι οι τετραγωνικές ρίζες των δύο οποιωνδήποτε µη 
µηδενικών ριζών (χ1,χ2 και χ3) 

� Έστω r= �L
MN και s= 

?
�N 

• Τώρα έχουµε ότι χρειαζόµαστε προκειµένου να λύσουµε την τεταρτοβάθµια 
εξίσωση και να βρούµε τις 4 λύσεις 
χ1= p + q + r - s 

χ2= p - q - r - s 



 

χ3= -p + q - r - s 

χ4= -p - q + r - s 

 

 

1.2.4  5
ου

 βαθµού εξίσωση

 

Στα µαθηµατικά, η συνάρτηση

g(x)=ax5+bx4+cx3+dx2+ex+f

όπου a, b, c, d, e και f είναι µέλη ενός πεδίου, 
µιγαδικών αριθµών, και το 
βαθµού ορίζεται από ένα πολυώνυµο

Γραφική παράσταση ενός πολυωνύμου 5

Θέτοντας  g (x) = 0 και υποθέτοντας 
της µορφής: 

ax5+bx4+cx3+dx2+ex+f=0.

Στις προηγούµενες ενότητες, 
τεταρτοβάθµιες εξισώσεις
×, ÷) και να βρίσκουµε τις ρίζες. 
των λειτουργιών αυτών είναι

Η επίλυση εξισώσεων 5ου 
τον 16 αιώνα, όταν λύθηκαν 

βαθµού εξίσωση 

τα µαθηµατικά, η συνάρτηση 5ου βαθµού  είναι µια συνάρτηση της µορφής

+ex+f 

είναι µέλη ενός πεδίου, των ρητών, των πραγµατικ
το a είναι µη µηδενικός. Με άλλα λόγια, συνάρτηση 

ορίζεται από ένα πολυώνυµο 5ου βαθµού . 

 

Γραφική παράσταση ενός πολυωνύμου 5
ου

 βαθμού 

g (x) = 0 και υποθέτοντας ότι α ≠ 0 δηµιουργούµε µια εξίσωση 5

. 

Στις προηγούµενες ενότητες, είδαµε πως µπορούµε να λύσουµε τριτοβάθµιες και 
τεταρτοβάθµιες εξισώσεις χρησιµοποιώντας µόνο τις τέσσερις βασικές πράξεις (+, 

να βρίσκουµε τις ρίζες. Εξισώσεις που µπορούν να επιλυθούν µε τη χρήση 
των λειτουργιών αυτών είναι επιλύσιµες µε τις ρίζες.  

 βαθµού ήταν ένα σηµαντικό πρόβληµα στην
αιώνα, όταν λύθηκαν κυβικές και τεταρτοβάθµιες εξισώσεις, µέχρι το πρώτο 

19 

είναι µια συνάρτηση της µορφής 

πραγµατικών και των 
. Με άλλα λόγια, συνάρτηση 5ου 

δηµιουργούµε µια εξίσωση 5ου βαθµού 

είδαµε πως µπορούµε να λύσουµε τριτοβάθµιες και 
χρησιµοποιώντας µόνο τις τέσσερις βασικές πράξεις (+, -, 

Εξισώσεις που µπορούν να επιλυθούν µε τη χρήση 

βληµα στην άλγεβρα, από 
, µέχρι το πρώτο 
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µισό του 19ου αιώνα, όταν η αδυναµία µιας τέτοιας γενικής λύσης αποδείχθηκε 
(Abel-Ruffini θεώρηµα5). 

Υπάρχει µία διαφορά ανάµεσα στην εκτίµηση και τον υπολογισµό των ριζών. 
Μέθοδοι για τον υπολογισµό ριζών πολυωνύµου βαθµού 2, µε συνθήκες τετραγώνου 
είναι γνωστές από την αρχαιότητα, και για πολυώνυµα βαθµού 3 η 4 παρόµοιες 
µέθοδοι (που χρησιµοποιούν κυβικές ρίζες όµως) έχουν βρεθεί τον 16ο αιώνα6. Αλλά 
µέθοδοι για 5ου βαθµού πολυώνυµα δεν έχουν βρεθεί ακόµη. Το 1824,ο Niels Henrik 
Abel απέδειξε το πολύ σηµαντικό αποτέλεσµα ότι δεν µπορεί να υπάρξει γενικά 
µέθοδος, που να περιλαµβάνει µόνο αριθµητικές πράξεις, που να υπολογίζει τις ρίζες 
ενός πολυωνύµου βαθµού 5 η µεγαλύτερου βαθµού.  

Σε αντίθεση µε τις εξισώσεις βαθµού µικρότερου από πέντε, η  5ου βαθµού εξίσωση 
δεν µπορεί να επιλυθεί µε ρίζες. Το γεγονός αυτό δεν ήταν σαφές και δεν ήταν 
γνωστό µέχρι τις αρχές του 19ου αιώνα , όπου ο Νορβηγός µαθηµατικός Niles Henrik 
Abel εισήγαγε ένα από τα πιο βαθιά θεωρήµατα, όπου αναφέρει ότι δεν υπάρχει 
γενική αλγεβρική λύση των εξισώσεων βαθµού  ≥ 5 σε ρίζες. 

Το θεώρηµα δεν ισχυρίζεται ότι ορισµένες πολυωνυµικές εξισώσεις υψηλότερου 
βαθµού δεν έχουν καµία λύση. Στην πραγµατικότητα, το αντίθετο είναι αληθές: κάθε 
πολυώνυµο µε µη σταθερή εξίσωση µε ένα άγνωστο, µε  πραγµατικούς ή µιγαδικούς 
συντελεστές, έχει τουλάχιστον έναν σύνθετο αριθµό ως λύση (και ως εκ τούτου, µε 
την πολυωνυµική διαίρεση, έχει πολλές σύνθετες ρίζες όσες και ο βαθµός του, 
απαριθµώντας επαλαµβανόµενες ρίζες). Αυτό είναι το θεµελιώδες θεώρηµα της 
άλγεβρας. Αυτές οι λύσεις µπορούν να υπολογιστούν µε οποιοδήποτε επιθυµητό 
βαθµό ακριβείας µε τη χρήση αριθµητικών µεθόδων όπως η µέθοδος Newton-
Raphson ή µέθοδος Laguerre, και µε αυτό τον τρόπο δεν είναι διαφορετικές από τις 
λύσεις για πολυωνυµικές εξισώσεις του δεύτερου, τρίτου και  τέταρτου βαθµού. Το 
θεώρηµα δείχνει µόνο ότι οι λύσεις µερικών από αυτών των εξισώσεων δεν µπορεί να 
εκφραστούν µέσω µιας γενικής έκφρασης σε ρίζες. 

Επίσης, το θεώρηµα δεν υποστηρίζει ότι ορισµένες πολυωνυµικές εξισώσεις 
υψηλότερου βαθµού έχουν λύσεις που δεν µπορούν να εκφράζονται σε όρους ριζών. 
Ενώ αυτό είναι πλέον γνωστό για να είναι αληθινό, είναι µια ισχυρότερη αξίωση, η 
οποία είχε µόλις αποδειχθεί λίγα χρόνια αργότερα από τον Galois. Το θεώρηµα 
δείχνει µόνο ότι δεν υπάρχει γενική λύση από την άποψη των ριζών που δίνει τις 
ρίζες σε ένα γενικό πολυώνυµο µε αυθαίρετους συντελεστές. ∆εν απέκλεισε από 
µόνο του το ενδεχόµενο ότι κάθε πολυώνυµο µπορεί να λυθεί από την άποψη των 
ριζών για κάθε περίπτωση χωριστά. 

Όταν ο Niles Henrik Abel άρχισε να εργάζεται στις εξισώσεις 5ου βαθµού ήταν πολύ 
νέος, ηλικίας µόνο 19 (περίπου το 1821), αλλά αυτό το έργο ολοκληρώθηκε το 1824. 
Ωστόσο, δυστυχώς, πέθανε το 1829, όταν ήταν µόλις 26 ετών, εξαιτίας της 

                                                           
5
 Για μια πιο βαθειά προσέγγιση:  Abel's impossibility theorem  

6
 Αναφορά σε προηγούμενα υποκεφάλαια  
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φυµατίωσης και του υποσιτισµού. Ωστόσο, µετά το θάνατό του το έργο του εκδόθηκε 
το 1830. 

Ο Abel δεν ήταν ο µόνος µαθηµατικός που ασχολήθηκε µε τις εξισώσεις 5ου βαθµού. 
Κατά την περίοδο αυτή, επίσης, ο Γάλλος µαθηµατικός Everiste Galois, µε την 
απαράµιλλη µεγαλοφυΐα του, ανακάλυψε µια µέθοδο για να προσδιοριστεί εάν η 
εξίσωση θα µπορούσε να λυθεί µε ρίζες ή όχι, µε τη χρήση εξελιγµένων τεχνικών οι 
οποίες οδήγησαν στην ίδρυση της θεωρίας των οµάδων και στη Θεωρία Galois7. 

Το 1830,ο Εβαρίστ Γκαλουά, µελέτησε την µεταλλαγή των ριζών ενός πολυωνύµου, 
επεκτείνοντας το θεώρηµα Abel-Ruffini, δοθείσας µιας πολυωνυµικής εξίσωσης, 
κάποιος µπορεί να αποφασίσει αν είναι επιλύσιµο µε πρωτογενή ανάλυση, και αν 
είναι, να το λύσει. Αυτό το αποτέλεσµα σηµάδεψε την Θεωρία Galois και Θεωρία 
οµάδων, δύο σηµαντικούς τοµείς των σύγχρονων µαθηµατικών. Ο Galois ο ίδιος 
παρατήρησε ότι οι υπολογισµοί µε την µέθοδο του είναι ανέφικτοι. Παρόλα αυτά, 
µέθοδοι για επιλύσιµες εξισώσεις βαθµού 5 και 6 έχουν δηµοσιευθεί. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                           
7
 Περισσότερα για τη θεωρία του Galois στο κεφάλαιο 3 
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Κεφάλαιο 2 

Θεωρία Οµάδων και Σωµάτων 

 

2.1 θεωρία οµάδων 

 

Η θεωρία οµάδων αποτελεί ένα βασικό κλάδο της άλγεβρας µε σηµαντικές 

εφαρµογές στην τοπολογία-γεωµετρία, µαθηµατική φυσική αλλά και σε άλλους 

κλάδους εκτός των µαθηµατικών. ‘Έχει το πλεονέκτηµα, έναντι άλλων κλάδων, να 

µην χρειάζεται κάποιο συγκεκριµένο υπόβαθρο. Στα µαθηµατικά και την αφηρηµένη 

άλγεβρα, η θεωρία οµάδων είναι το πεδίο που µελετά τις αλγεβρικές δοµές γνωστές 

ως οµάδες. Η έννοια της οµάδας είναι θεµελιώδης στην αφηρηµένη άλγεβρα: Άλλες 

γνωστές αλγεβρικές δοµές, όπως οι δακτύλιοι, τα σώµατα, και οι διανυσµατικοί 

χώροι, µπορούν να αντιµετωπιστούν σαν οµάδες που έχουν εφοδιαστεί µε 

επιπρόσθετες πράξεις και αξιώµατα. Οι οµάδες συναντώνται επανειληµµένα σε όλο 

το φάσµα των µαθηµατικών, και οι µέθοδοι της θεωρίας οµάδων έχουν επηρεάσει 

πολλούς τοµείς της άλγεβρας. Οι Γραµµικές αλγεβρικές οµάδες και οι οµάδες 

Lie είναι δύο κλάδοι της θεωρίας οµάδων οι οποίοι έχουν εξελιχθεί αρκετά ώστε να 

αποτελούν ερευνητικά πεδία από µόνοι τους. 

Η θεωρία οµάδων έχει τρεις κύριες ιστορικές καταβολές: τη θεωρία αριθµών, τη 

θεωρία αλγεβρικών εξισώσεων, και την γεωµετρία. Το αριθµο-θεωρητικό κοµµάτι 

ξεκίνησε αρχικά από τον Λέοναρντ Όιλερ, και στη συνέχεια αναπτύχθηκε από 

τον Γκάους µε την δουλειά του πάνω στους ισοϋπόλοιπους αριθµούς και στις 

προσθετικές και πολλαπλασιαστικές οµάδες που σχετίζονται µε τα τετραγωνικά 

σώµατα.  

Τα πρώτα αποτελέσµατα σχετικά µε τις οµάδες µεταθέσεων βρέθηκαν από 

τους Λαγκράνζ, Ρουφίνι, και Άµπελ, στην προσπάθεια αναζήτησης γενικών λύσεων 

για τις πολυωνυµικές εξισώσεις µεγάλου βαθµού. Ο Évariste Galois όµως ήταν 

εκείνος που επινόησε τον όρο "οµάδα" και καθιέρωσε µία σύνδεση ανάµεσα στην 

τότε εκκολαπτόµενη θεωρία οµάδων και την θεωρία σωµάτων, αυτό που σήµερα 

ονοµάζουµε Θεωρία Γκαλουά.  

Ο Εβαρίστ Γκαλουά, τη δεκαετία του 1830, ήταν ο πρώτος που χρησιµοποίησε 

οµάδες για να προσδιορίσει την επιλυσηµότητα των πολυουρικών εξισώσεων. 

Οι Άρθουρ Κέλεϋ και Ωγκυστέν-Λουί Κωσύ πήγαν την έρευνα ένα βήµα παραπέρα 

µε τη δηµιουργία της θεωρίας των οµάδων µεταθέσεων.  
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2.1.1 Ορισµός οµάδας 

Στα µαθηµατικά, η οµάδα ορίζεται ως εξής: 

Ένα ζεύγος (G,*) µε ένα σύνολο G και µια δυαδική πράξη *: G× G: G(a,b):  a×b 

ονοµάζεται οµάδα, όταν ισχύουν οι εξής ιδιότητες: 

• Προσεταιριστική: Για κάθε στοιχείο της οµάδας  a, b και 

c ισχύει: (a*b)*c=a*(b*c) 

• Ουδέτερο στοιχείο: Υπάρχει ουδέτερο στοιχείο e G∈  , για το οποίο για κάθε 

στοιχείο a της οµάδας ισχύει: a*e=e*a=a. 

• Αντίστροφο στοιχείο: Για κάθε στοιχείο a της οµάδας υπάρχει ένα 

στοιχείο 1a G− ∈   έτσι ώστε να ισχύει a*a-1=a-1*a=e 

• Μια οµάδα (G, *) καλείται αβελιανή ή µεταθετική αν : 

Η πράξη * είναι µεταθετική,  δηλαδή ισχύει : ∀ α, b  ∀ G :   x ∗ y = y ∗ x 

Η τάξη µιας οµάδας (G, *) ορίζεται να είναι το πλήθος |G| των στοιχείων του 

συνόλου G και από τώρα και στο εξής θα συµβολίζεται µε  o(G) := |G|. Η οµάδα (G, 

*) καλείται πεπερασµένη, αν o(G) < ∞. ∆ιαφορετικά η (G, *) καλείται άπειρη οµάδα. 

Οι οµάδες µπορούν να διαχωριστούν στις παρακάτω κατηγορίες: 

• Οµάδες Μεταθέσεων 

• Ομάδες Πινάκων 

• Ομάδες Μετασχηματισμών 

• Αφηρημένες ομάδες 

• Τοπολογικές και αλγεβρικές ομάδες 

Μία υποοµάδα S µίας οµάδας G είναι ένα αυτοτελές υποσύνολο, που έχει τους ίδιους 

περιορισµούς µε την οµάδα G. Ο συµβολισµός που χρησιµοποιούµε είναι S<G. 

(Roman S 1995) 

Μία οµάδα G είναι πεπερασµένη εφόσον τα στοιχεία που περιέχει είναι 

πεπερασµένος αριθµός. 

Σε αρκετές περιπτώσεις η δοµή µίας οµάδας µεταθέσεων, µπορεί να µελετηθεί 

χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες της δράσης της στο αντίστοιχο σύνολο. Για 

παράδειγµα µε αυτόν τον τρόπο µπορεί κάποιος να δείξει ότι για n ≥ 

5 η εναλλάσσουσα οµάδα  "R είναι απλή, δηλαδή δεν περιέχει καµία 

γνήσια κανονική υποοµάδα. Το γεγονός αυτό παίζει σηµαντικότατο ρόλο στην 

απόδειξη της αδυναµίας επίλυσης µε ριζικά των γενικών αλγεβρικών εξισώσεων µε 

βαθµό n ≥ 5 
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Έστω G µια πεπερασµένη οµάδα, και H µια υποοµάδα της G. Είναι γνωστό ότι η ίδια 

η υποοµάδα H είναι µια κλάση8 της H. Για να βρούµε µια άλλη κλάση πρέπει να 

βρούµε ένα στοιχείο της G που δεν ανήκει στην κλάση H. Αν 9E είναι ένα τέτοιο 

στοιχείο, τότε µπορούµε να σχηµατίσουµε την κλάση 9EH. Αν 9� είναι ένα στοιχείο 

της G που δεν ανήκει στις κλάσεις H και 9EH, τότε θα έχουµε µια νέα κλάση 9�H. 

Συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο, κάποτε θα εξαντλήσουµε τα στοιχεία της G, εφόσον 

είναι µια πεπερασµένη οµάδα. Επειδή η ένωση όλων των κλάσεων µας δίνει το 

σύνολο G, το πλήθος των στοιχείων της οµάδας G γίνεται, τελικά πολλαπλάσιο του 

πλήθους των στοιχείων της H. 

 

2.1.2 Θεώρηµα Lagrange 

Αν G είναι µια πεπερασµένη οµάδα, και H µια υποοµάδα της G, τότε η τάξη 

της H διαιρεί την τάξη της οµάδας G. Συγκεκριµένα ισχύει: [G:1]=[G:H][H:1]. 

Το Θεώρηµα Lagrange είναι µια σηµαντική βοήθεια, εφόσον συµπεράσµατα από τη 
διαιρετότητα ακεραίων µπορούν να µας οδηγήσουν σε συµπεράσµατα που αφορούν 
τις υποοµάδες µιας οµάδας. 

Παράδειγµα 

Ας υποθέσουµε ότι θέλουµε να βρούµε όλες τις υποοµάδες της προσθετικής 
οµάδας Z10 των ακεραίων mod10. Καταρχήν δύο υποοµάδες είναι η τετριµµένη και η 
ίδια η οµάδα Z10. Αν τώρα H είναι µια άλλη υποοµάδα, τότε από το Θεώρηµα 
Lagrange θα πρέπει να ισχύει 

[Z10:1]=[Z10:H][H:1], 

οπότε η τάξη της H πρέπει να είναι 2 ή 5. Επειδή κάθε υποοµάδα της Z10 είναι 
κυκλική, θα πρέπει να βρούµε στοιχεία της Z10, τα οποία έχουν 
τάξη 2 και 5 αντίστοιχα. Εύκολα διαπιστώνεται ότι ισχύουν 

2×2S=4S≠0S,3×2S=6S≠0S,4×2S=8S≠0S,5×2S=10SSSS =0S, 

και 
2×5S=10SSSS=0S. 

Αυτό σηµαίνει ότι ord(2S)=5 και ord(5S)=2. Εποµένως όλες οι υποοµάδες της Z10 είναι 
οι 

Z10,< 0S>,<2S>,<5S>. 

 

                                                           
8
 Το πλήθος στοιχείων μίας πεπερασμένης ομάδας ονομάζεται κλάση της ομάδας και συμβολίζεται 

με ΙGI ή ο(G) 
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Έστω G µια πεπερασµένη οµάδα, και a ένα στοιχείο της G. Είναι γνωστό ότι η τάξη 
του στοιχείου a είναι ίση µε την τάξη της κυκλικής οµάδας που παράγεται από το 
στοιχείο αυτό, δηλαδή ισχύει 

ord(a)=[<a>:1]. 

Εποµένως από το Θεώρηµα Lagrange προκύπτει ότι η τάξη του στοιχείου a πρέπει να  

διαιρεί την τάξη της οµάδας G. 

Παράδειγµα 

Θεωρούµε την προσθετική οµάδα Z10 των ακεραίων mod10, και το στοιχείο 8S της 

οµάδας αυτής. Η τάξη του στοιχείου 8S, πρέπει να διαιρεί την τάξη της οµάδας, άρα 

πρέπει να είναι 1 ή 2 ή 5 ή 10. Προφανώς δεν µπορεί να είναι 1, εφόσον8S≠0S. Επίσης, 

από τη σχέση 2×8S=16SSSS¯=6S≠0S, προκύπτει ότι η τάξη του στοιχείου αυτού δεν είναι 2. 

Άρα η τάξη του 8S, θα είναι 5 ή 10. ∆ηλαδή δεν χρειάζεται να εξετάσουµε αν 

ισχύει 3×8S=0S, διότι το Θεώρηµα Lagrange δείχνει ότι δεν ισχύει. Είναι εύκολο να 

διαπιστώσει κανείς ότι η τάξη του 8S θα είναι 5. 

 

Το παραπάνω παράδειγµα δείχνει ότι η παρουσία του Θεωρήµατος Lagrange µπορεί 
να µειώσει τις πράξεις που απαιτούνται για τον υπολογισµό της τάξης ενός στοιχείου. 

Ο Lagrange το 1971 µε την εργασία του reflections on the algebraic solution of 
equations συνείσφερε σηµαντικά στην επίλυση εξισώσεων µε ριζικά. Στα δυο πρώτα 
µέρη της εργασίας ασχολείται µε την ανάλυση των  µέχρι τότε µεθόδων για την 
επίλυση των εξισώσεων 3ου και 4ου βαθµού και αποδεικνύει ότι καµία από αυτές δεν 
είναι κατάλληλη για την επίλυση εξισώσεων 5ου βαθµού. Στο 3ο µέρος αναλύει 
κάποιες περιπτώσεις εξισώσεων  υψηλού βαθµού που µπορούν να λυθούν και ,τέλος, 
στο 4ο µέρος κάνει κάποιες γενικές παρατηρήσεις σχετικά µε τη µετατροπή των 
εξισώσεων και τη µείωσή τους σε χαµηλότερο βαθµό. 

 

2.2 R´eflexions sur la R´esolution Alg´ebrique des Equations 

Έστω η παρακάτω εξίσωση 4ου βαθµου 

χ� + mχ� + nχ� + pχ + q=0 

Κάποιος µπορεί, εποµένως, να συµπεράνει από αυτή την παρατήρηση έναν άµεσο 
τρόπο για να φτάσει στη µειωµένη εξίσωση [reduite] του τέταρτου βαθµού και από τη 
χρήση της σε µια γενική λύση για αυτό το βαθµό. Αφού ο συνδυασµός ab + cd των 
τεσσάρων ριζών a, b, c, d της εξίσωσης είναι τέτοιος ώστε µόνο τρείς παραλλαγές να 
είναι αποδεκτές 

ad + cd ac + bd ad + cd 
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προκύπτει ότι αν θέσουµε 

ab + cd = u 

θα πάρουµε  µια εξίσωση U του τρίτου βαθµού, η οποία θα έχει ρίζες 

ab + cd ac + bd ad + bc 

και θα είναι της µορφής 

u�− Au� + B u − C = 0 

Όπου θα έχει 

A = ab + cd + ac + bd + ad + cb 

B = (ab + cd)(ac + bd)+(ab + cd)(ad + cb)+(ac + bd)(ad + cb) 

C = (ab + cd)(ac + bd)(ad + cb) 

ή καλύτερα 

A = ab + ac + ad + bc + bd + cd 

B = α�(bc + bd + cd) + b� (ac + ad + cd) + c� (ab + ad + bd) + d� (ab + ac + bc) 

C = abcd(α� + b� + c� + d�) + a�b�c� + a�b�d� + a�c�d� + b�c�d� 

Οποιαδήποτε µετάθεση και να κάνει κανείς ανάµεσα στις ρίζες a, b, c, και d οι τιµές 
των A, B και C παραµένουν σταθερές. 

Έτσι έχοντας 

−m = a + b + c + d 

n = ab + ac + ad + bc + bd + cd 

−p = abc + abd + acd + bcd 

q = abcd 

βρίσκουµε ότι 

A = n. 

Για να βρούµε το  B παρατηρούµε 

a(bc + bd + cd) = −p – bcd 

και µε τον ίδιο τρόπο 

b(ac + ad + cd) = −p – acd 
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οπότε  

B = (a + b + c + d)(−p) − 4abcd 

Άρα 

B = mp − 4q 

Τέλος για να βρούµε το C  παρατηρούµε οτι 

α�+ b� + c� + d� = m� − 2n 

Έτσι ώστε το µέρος της εξίσωσης µε τον όρο abcd(α�+ b� + c� + d� ) να γίνει (m� − 
2n)q. Για να υπολογίσουµε το άλλο µέρος , βρίσκουµε το τετράγωνο του p όπου 
επάγεται ότι 

a�b�c� + a�b�d� + a�c�d� + b�c�d�= 

 p�-2abcd ( ab+ ac + bc +ad + bd +cd )= 

p�-2nq, 

Οπότε 

C = (m�− 4n)q + p� 

 

 

Έτσι η µειωµένη εξίσωση γίνεται 

u�− nu� + (mp − 4q)u − (m� − 4n)q − p� = 0 

Θα δούµε τώρα πώς, γνωρίζοντας µία από τις τιµές των u, µπορεί κανείς να βρει τις 
τέσσερεις ρίζες a, b, c, d. Αφού  

u = ab + cd και abcd = q 

 

είναι σαφές ότι οι δύο ποσότητες ab και cd θα είναι οι ρίζες αυτής της δεύτερου 
βαθµού εξίσωσης: 

t�− ut + q = 0 

έτσι ώστε ονοµάζοντας κανείς αυτές τις  ρίζες t_ και t__θα µάθει κανείς τα δύο 
γινόµενα 

ab = t_  and cd = t__  

επιπλέον έχοντας  



28 

 

−p = ab(c + d) + cd(a + b) =t_(c + d) + t__(a + b) 

Και επειδή 

a + b + c + d = −m 

θα έχει 

a + b = 
`�abc
bc�bcc  , c + d = 

`�abcc
bcc�bc  

έτσι ώστε αφού 

ab = t_  and cd = t__ 

είναι σαφές ότι η a και b θα είναι οι ρίζες της εξίσωσης 

x�-
`�abc
bc�bcc x+t_=0 

και c και d θα είναι οι ρίζες της 

x�-
`�abcc
bcc�bc x+t__=0 

Έτσι παρατηρούµε ότι αρκεί να γνωρίζουµε µια από τις ρίζες της µειωµένης 
εξίσωσης U προκειµένου να υπολογίσουµε τις 4 ρίζες a,b,c και d της αρχικής 
εξίσωσης. Επίσης, παρατηρούµε ότι κάθε µία από τις ρίζες αυτής της µειωµένης 
εξίσωσης θα δίνει πάντα τις ίδιες τέσσερις ρίζες a, b, c, d. ∆ιότι, αν στη θέση της, 
λαµβάνοντας υ = ab + cd είχε πάρει ένα u = ac + bd ή u = ad + bc, δεν θα υπάρξει 
καµία άλλη αλλαγή στους τύπους µας, εκτός ότι ο b θα πρέπει να αλλάξει σε c ή d και 
ανάποδα. 

 

 

 

2.3 Θώρηµα του Abel-Ruffini 

 

Μετά την εύρεση του τύπου των ριζών τεταροβάθµιων πολυωνύµων η προσπάθεια 
επικεντρώθηκε σε αντίστοιχο τύπο για πολυώνυµα πέµπτου  βαθµού. Ο πρώτος που 
ισχυρίστηκε ότι δεν υπάρχει τέτοιος τύπος ήταν ο Ruffini το 1799 σε µία εργασία που 
εισήγαγε για πρώτη φορά την έννοια των µεταθέσεων. Ο Lagrange είχε ορίσει τις 
µεταθέσεις σαν µεµονωµένα στοιχεία. Το 1824 ο Abel έδωσε µια ολοκληρωµένη 
απόδειξη της µη επιλυσιµότητας πολυωνύµου πέµπτου βαθµού χρησιµοποιώντας τις 
µεταθέσεις των ριζών του πολυωνύµου. Το θεώρηµα δείχνει ότι δεν υπάρχει τύπος µε 



 

ριζικά που να λύνει τα πολυώνυµα µε βαθµό ίσο ή µεγαλύτερο του πέµπτου. 
(Χαραλάµπους Χ 2008) 

Το θεώρηµα του Abel-Ruffini λέει ότι υπάρχουν κάποιες εξισώσεις πέµπτου βαθµού 
των οποίων η λύση δεν µπορεί να εκφρα
παράδειγµα. Ορισµένες άλλ
ρίζες, για παράδειγµα 
παραγοντοποιήσουµε (χ-1)(χ
τις εξισώσεις που µπορούν να λυθούν µε ριζικά και αυτές που δεν µπορούν, 
από τον Εβαρίστ Γκαλουά και είναι τώρα µέρος της θεωρίας Galois: µια 
πολυωνυµική εξίσωση µπορεί να λυθεί µε ριζ
είναι επιλύσιµη οµάδα . 

 

Απόδειξη θεωρήµατος Abel

 

Ένα από τα θεµελιώδη θεωρήµατα της θεωρίας Galo
f(x) ∈ F[x] είναι επιλύσιµο 
Κ στο F έχει µία επιλύσιµ
Abel-Ruffini καθορίζει τον υπολογισµό της οµάδα
πέµπτου βαθµού. 

Έστω �E ένας πραγµατικός υπερβατικός αριθµός, σε ένα πεδίο ρητών αριθµών 
έστω �� ένας πραγµατικός υπ
πραγµατικός υπερβατικός αριθµός στο 

ανεξάρτητα υπερβατικά στοιχεία στο  

 Έστω E= Q(�E,��,��,��, �
και f(x)= (x-�E) (x-��) (x-

επεκτείνοντας την  f(x) παίρνουµε τις συµµετρικές συναρτήσεις της 

 

Ο συντελεστής του �R στην 
είναι το πεδίο το οποίο προκύπτει συνεφάπτοντας
τους ρητούς (οι fg είναι υπερβατικοί γιατί οι

νει τα πολυώνυµα µε βαθµό ίσο ή µεγαλύτερο του πέµπτου. 

Ruffini λέει ότι υπάρχουν κάποιες εξισώσεις πέµπτου βαθµού 
των οποίων η λύση δεν µπορεί να εκφραστεί. Η εξίσωση �<- χ + 1 = 0 είναι ένα 

άλλες πέµπτου βαθµού εξισώσεις µπορούν 
ρίζες, για παράδειγµα �< − �� −χ+1=0, το οποίο µπορούµε να το 

1)(χ-1)(χ+1)(χ+i)(χ-i) = 0. Το ακριβές κριτήριο που διακρίνει 
τις εξισώσεις που µπορούν να λυθούν µε ριζικά και αυτές που δεν µπορούν, 

Εβαρίστ Γκαλουά και είναι τώρα µέρος της θεωρίας Galois: µια 
πολυωνυµική εξίσωση µπορεί να λυθεί µε ριζικά, αν και µόνο αν η οµάδα του

Abel-Ruffini 

Ένα από τα θεµελιώδη θεωρήµατα της θεωρίας Galois αναφέρει ότι ένα πολυώνυµο 
[x] είναι επιλύσιµο µε ριζικά στο F αν και µόνο αν το διασπασµένο κοµµάτι

επιλύσιµη οµάδα Galois, έτσι ώστε η απόδειξη στο
τον υπολογισµό της οµάδας Galois του γενικού πολυώνυµο

ένας πραγµατικός υπερβατικός αριθµός, σε ένα πεδίο ρητών αριθµών 
ένας πραγµατικός υπερβατικός αριθµός στο Q(�E), µέχρι το 

πραγµατικός υπερβατικός αριθµός στο Q(�E,��,��,��). Αυτοί οι αριθµοί ονοµάζονται 

ανεξάρτητα υπερβατικά στοιχεία στο  Q. 

�<)  

-��) (x-��) (x-�<) ∈ Ε(χ). 

παίρνουµε τις συµµετρικές συναρτήσεις της �R

 

στην f(x) κατά συνέπεια είναι (−1)<�Rf<�R. Έστω 
είναι το πεδίο το οποίο προκύπτει συνεφάπτοντας τις συµµετρικές συναρτήσεις µε 

είναι υπερβατικοί γιατί οι�g είναι ανεξάρτητοι).  
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νει τα πολυώνυµα µε βαθµό ίσο ή µεγαλύτερο του πέµπτου. 

Ruffini λέει ότι υπάρχουν κάποιες εξισώσεις πέµπτου βαθµού 
+ 1 = 0 είναι ένα 

 να λυθούν µε 
µπορούµε να το 

Το ακριβές κριτήριο που διακρίνει 
τις εξισώσεις που µπορούν να λυθούν µε ριζικά και αυτές που δεν µπορούν, δόθηκε 

Εβαρίστ Γκαλουά και είναι τώρα µέρος της θεωρίας Galois: µια 
, αν και µόνο αν η οµάδα του Galois 

is αναφέρει ότι ένα πολυώνυµο 
το διασπασµένο κοµµάτι 

στο θεώρηµα του 
Galois του γενικού πολυώνυµου 

ένας πραγµατικός υπερβατικός αριθµός, σε ένα πεδίο ρητών αριθµών Q, και 
χρι το �< οπου �  

. Αυτοί οι αριθµοί ονοµάζονται 

 : 

 

 

 

. Έστω F=Q(fg) 
τις συµµετρικές συναρτήσεις µε 



 

Επειδή οι ανεξάρτητοι υπερβατικοί 
µετάθεση σε µία συµµετρική οµάδα 5 στοιχείων 
ισόµορφο h_ στο Ε, όπου αφήνει σταθερό το 

∆εδοµένου ότι µια αυθαίρετη αναδιάταξη των ριζών ενός γινοµένου 
παράγει το ίδιο πολυώνυµο, π.χ.

εξακολουθεί να είναι το ίδιο

Επίσης ο ισοµορφισµός  

οµάδας Galois G (E / F). Έτσι δείξαµε ότι

να υπάρξουν ισοµορφισµοί που να µην ανήκουν στο 

∆εδοµένου ότι η σχετική οµάδα ισοµορφισµών
πολυώνυµου έχει το πολύ 5! στοιχεία, προκύπτει ότι το G (E / F) είναι ισόµορφο µε 
i<. Γενικεύοντας το επιχείρηµα αυτό δείχνει ότι η οµάδα Galois για κάθε βαθµού n
πολυωνύµου είναι ισόµορφη µε 

Ισχύει ότι i< j k< j l όπου 

το 
&m
n  (ισόµορφο στο k<) δεν αποτελεί αβελιανή οµάδα ,το 

γενικότερη µορφή πολυωνύµου 5
η πρώτη µη τετριµµένη υποοµάδα της συµµετρικής οµάδας 
εναλλασσόµενη οµάδα n 
για no 5 είναι πάντα απλή και µη αβελιαν
επίσης ότι τα γενικά πολυώνυµα όλων 
δεν έχουν επίσης καµία λύση σε ρίζες.

 

2.4 Θεωρία σωµάτων

 

Στα µαθηµατικά, ένα αλγεβρικό σώµα αριθµών
πεπερασµένη (και άρα
αριθµών Q. Έτσι το F
πεπερασµένη διάσταση όταν λογίζεται ως

Η ιδέα ενός αλγεβρικού σώµατος βασίζεται στην έννοια ενός σώµατος. Ένα σώµα 

αποτελείται από ένα σύνολο

ονοµάζονται πρόσθεση, και

Επειδή οι ανεξάρτητοι υπερβατικοί �R δρουν ως άγνωστοι στο Q
µετάθεση σε µία συµµετρική οµάδα 5 στοιχείων i< προκαλεί ένα ξεχωριστό 

στο Ε, όπου αφήνει σταθερό το Q και µεταθετή τα �R. 

αίρετη αναδιάταξη των ριζών ενός γινοµένου εξακολουθεί να 
παράγει το ίδιο πολυώνυµο, π.χ. 

 

το ίδιο όπως πολυώνυµο 

. 

Επίσης ο ισοµορφισµός  h_ αφήνει το f σταθερό, έτσι ώστε να είναι στοιχεία της 

. Έτσι δείξαµε ότι ( )5S G E / F⊆ .  Παρόλα αυτά είναι πιθανόν 

να υπάρξουν ισοµορφισµοί που να µην ανήκουν στο i<. 

∆εδοµένου ότι η σχετική οµάδα ισοµορφισµών για το πεδίο του 5
έχει το πολύ 5! στοιχεία, προκύπτει ότι το G (E / F) είναι ισόµορφο µε 

. Γενικεύοντας το επιχείρηµα αυτό δείχνει ότι η οµάδα Galois για κάθε βαθµού n
πολυωνύµου είναι ισόµορφη µε iR. 

όπου k<είναι µία εναλλασσόµενη οµάδα 5 στοιχείων.

) δεν αποτελεί αβελιανή οµάδα ,το i< δεν επιλύνεται , άρα η 

γενικότερη µορφή πολυωνύµου 5ου βαθµού δεν επιλύνεται µε ριζικά. Επιπλέον
η πρώτη µη τετριµµένη υποοµάδα της συµµετρικής οµάδας n στοιχείων είναι πάντα η 

 στοιχείων και αφού η εναλλασσόµενη οµάδα 
είναι πάντα απλή και µη αβελιανή οµάδα, άρα και µη επιλύσιµη, σηµαίνει

πολυώνυµα όλων των βαθµών υψηλότερα από ό, τι το
δεν έχουν επίσης καµία λύση σε ρίζες. 

Θεωρία σωµάτων 

αλγεβρικό σώµα αριθµών (ή απλά σώµα αριθµών)
πεπερασµένη (και άρα αλγεβρική) επέκταση σώµατος του σώµατος

F είναι ένα σώµα που περιέχει το
όταν λογίζεται ως διανυσµατικός χώρος πάνω από το

Η ιδέα ενός αλγεβρικού σώµατος βασίζεται στην έννοια ενός σώµατος. Ένα σώµα 

σύνολο στοιχείων µαζί µε δυο πράξεις, οι οποίες 

, και πολλαπλασιασµός, και µερικές υποθέσεις. Ένα έξοχο 
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Q, οποιαδήποτε 
προκαλεί ένα ξεχωριστό 

εξακολουθεί να 

έτσι ώστε να είναι στοιχεία της 

.  Παρόλα αυτά είναι πιθανόν 

του 5ου βαθµού 
έχει το πολύ 5! στοιχεία, προκύπτει ότι το G (E / F) είναι ισόµορφο µε 

. Γενικεύοντας το επιχείρηµα αυτό δείχνει ότι η οµάδα Galois για κάθε βαθµού n 

είναι µία εναλλασσόµενη οµάδα 5 στοιχείων. Επειδή 

δεν επιλύνεται , άρα η 

βαθµού δεν επιλύνεται µε ριζικά. Επιπλέον, αφού 
στοιχείων είναι πάντα η 

στοιχείων και αφού η εναλλασσόµενη οµάδα n στοιχείων 
οµάδα, άρα και µη επιλύσιµη, σηµαίνει 

από ό, τι τον πέµπτο 

σώµα αριθµών) F είναι µια 
σώµατος των ρητών 

είναι ένα σώµα που περιέχει το Q και έχει 
πάνω από το Q. 

Η ιδέα ενός αλγεβρικού σώµατος βασίζεται στην έννοια ενός σώµατος. Ένα σώµα 

µαζί µε δυο πράξεις, οι οποίες 

υποθέσεις. Ένα έξοχο 
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παράδειγµα σώµατος είναι το σώµα των ρητών αριθµών, συµβολιζόµενο συνήθως 

µε Q, µαζί µε τις συνήθεις πράξεις της πρόσθεσης κτλ. 

Μια άλλη ιδέα που χρειάζεται για να προσδιορίσουµε αλγεβρικά σώµατα είναι αυτή 

των διανυσµατικών χώρων. Εδώ να προσθέσουµε ότι, µπορούµε να θεωρήσουµε πως 

οι διανυσµατικοί χώροι αποτελούνται από ακολουθίες (x1, x2, ...) των οποίων οι όροι 

είναι στοιχεία ενός σταθερού σώµατος, όπως το σώµα Q. Οποιεσδήποτε τέτοιες δυο 

ακολουθίες µπορούν να προστεθούν προσθέτοντας τους όρους έναν προς έναν. 

Επιπρόσθετα, κάθε ακολουθία µπορεί να πολλαπλασιαστεί από ένα συγκεκριµένο 

στοιχείο c του σταθερού σώµατος. Οι δυο αυτές πράξεις γνωστές ως διανυσµατική 

πρόθεση και βαθµωτός πολλαπλασιασµός ικανοποιούν ένα αριθµό ιδιοτήτων οι 

οποίες βοηθούν στο να ορίσουµε τους διανυσµατικούς χώρους αφηρηµένα. Οι 

διανυσµατικοί χώροι µπορούν να είναι "πεπερασµένης διάστασης", δηλαδή οι 

ακολουθίες που τους απαρτίζουν να είναι πεπερασµένου µήκους. Αν, όµως, ο 

διανυσµατικός χώρος αποτελείται από πεπερασµένες ακολουθίες (x1, x2, ..., xn), ο 

διανυσµατικός χώρος λέγεται πεπερασµένης διάστασης, n. 

Ένα αλγεβρικό σώµα (ή απλά σώµα) είναι ένα πεπερασµένου βαθµού σώµα 

επέκτασης του σώµατος των ρητών αριθµών. Εδώ η διάσταση του ως ένας 

διανυσµατικός χώρος πάνω από το Q λέγεται απλά βαθµός. 

 

 

2.4.1 Αλγεβρικότητα και δακτύλιος ακεραίων 

 

Γενικά, στην αφηρηµένη άλγεβρα, ένα σώµα επέκτασης F / E είναι αλγεβρικό αν 

κάθε στοιχείο f του µεγαλύτερου σώµατος F είναι ρίζα ενός πολυωνύµου µε 

συντελεστές lp, ..., lq από το  E:  

p(f) = lqHq + lq−1Hq−1 + ... + lEf + lp = 0. 

Είναι γεγονός ότι κάθε πεπερασµένο σώµα επέκτασης είναι αλγεβρικό (απόδειξη: 

για x στο F απλά θεωρείστε x, x2, x
3 ...παίρνουµε µια γραµµική εξάρτηση, π.χ. ένα 

πολυώνυµο x είναι µια ρίζα του!). Ειδικότερα αυτό εφαρµόζεται στα αλγεβρικά 

σώµατα, έτσι ώστε κάθε στοιχείο f ενός αλγεβρικού σώµατος F να µπορεί να γραφτεί 

σαν µια ρίζα ενός πολυωνύµου µε ρητούς συντελεστές. Συνεπώς, τα στοιχεία 

του F αναφέρονται επίσης ως αλγεβρικοί αριθµοί. ∆οθέντος ενός 

πολυωνύµου p τέτοιου ώστε p(f) = 0, µπορεί να εξασφαλιστεί ότι ο συντελεστής του 

µεγιστοβάθµιου όρου lq είναι µονάδα, διαιρώντας όλους τους συντελεστές µε αυτόν, 

αν είναι απαραίτητο. Ένα πολυώνυµο µε αυτήν την ιδιότητα είναι γνωστό ως µονικό 

πολυώνυµο. Γενικά θα έχει ρητούς συντελεστές. Αν, όµως, οι συντελεστές του είναι 

όλοι ακέραιοι, το f καλείται ακέραιος αλγεβρικός. Κάθε (συνήθης) ακέραιος z ∈  

 Z είναι αλγεβρικός ακέραιος, καθώς είναι ρίζα του γραµµικού µονικού πολυωνύµου: 
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p(t) = t − z. 

Μπορεί να δειχθεί ότι κάθε ακέραιος αλγεβρικός που είναι επίσης ρητός αριθµός 

είναι στην πραγµατικότητα ακέραιος, εξου και το όνοµα "ακέραιος αλγεβρικός". 

Χρησιµοποιώντας ξανά αφηρηµένη άλγεβρα, και συγκεκριµένα την ιδέα 

ενός πεπερασµένα παραγόµενου µοντέλου, µπορεί να δειχθεί ότι το άθροισµα και το 

γινόµενο οποιωνδήποτε δυο ακέραιων αλγεβρικών είναι επίσης ακέραιος αλγεβρικός, 

έπεται ότι οι ακέραιοι αλγεβρικοί του F σχηµατίζουν έναν δακτύλιο που συµβολίζεται 

µε rs και λέγεται δακτύλιος των ακεραίων του F. Είναι ένας υποδακτύλιος του 

(δηλαδή, ένας δακτύλιος που περιέχεται στο) F. Ένα σώµα δεν περιέχει διαιρέτες του 

µηδενός και η ιδιότητα αυτή κληρονοµείται από κάθε υποδακτύλιο. Συνεπώς, ο 

δακτύλιος των ακεραίων του F είναι µια ακέραια περιοχή. Το σώµα F είναι το σώµα 

κλασµάτων της ακεραίας περιοχής OF. Με τον τρόπο αυτό µπορεί κανείς να µεταβεί 

µπροστά και πίσω µεταξύ του αλγεβρικού σώµατος F και του δακτυλίου του των 

ακεραίων OF. Οι δακτύλιοι των ακεραίων αλγεβρικών έχουν τρεις χαρακτηριστικές 

ιδιότητες: 

• rs είναι µια ακέραια περιοχή που είναι ολοκληρωτικά κλειστή στο σώµα 

κλασµάτων της F. 

• rs είναι ένας Noetherian δακτύλιος.  

• Τέλος, κάθε µη-µηδενικό πρώτο ιδεώδες του OF είναι µέγιστο ή, ισοδύναµα, 

η Krull διάσταση του δακτυλίου αυτού είναι ένα. Ένας αντιµεταθετικός 

δακτύλιος µε τις τρεις αυτές ιδιότητες λέγεται Dedekind 

δακτύλιος (ή Dedekind περιοχή), προς τιµήν του Richard Dedekind, ο οποίος 

ανέλαβε µια σε βάθος µελέτη των δακτυλίων των αλγεβρικών ακεραίων. 

 

2.4.2 Βάσεις για σώµατα αριθµών 

 

Μια ακέραια βάση για ένα σώµα F βαθµού n είναι ένα σύνολο 

B = {b1, �, bn} 

από n αλγεβρικούς ακεραίους του F έτσι ώστε κάθε στοιχείο του δακτυλίου των 

ακεραίων OF του F να γράφεται µοναδικά ως ένας Z-γραµµικός συνδυασµός 

στοιχείων του B; έτσι, για κάθε x στο OF έχουµε 

x = mEb1 + … + mnbn, 

όπου τα mt είναι (συνηθισµένοι) ακέραιοι. Τότε ισχύει επίσης ότι κάθε στοιχείο 

του F µπορεί να γραφτεί µοναδικά ως 

mEb1 + … + uv1v 
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όπου τώρα τα mi είναι ρητοί αριθµοί. Οι αλγεβρικοί ακέραιοι του F είναι τότε 

ακριβώς εκείνα τα στοιχεία του F όπου τα mt είναι όλα ακέραιοι. 

Έστω F ένα σώµα βαθµού n. Μεταξύ όλων των πιθανών βάσεων του F (ως Q-

διανυσµατικός χώρος), υπάρχουν συγκεκριµένες βάσεις γνωστές ως βάσεις δύναµης, 

της µορφής 

Bx = {1, x, ��, ..., �R�E } 

για κάποια στοιχεία x ∈  F. Από το θεώρηµα πρωτεύοντος στοιχείου, υπάρχει ένα 

τέτοιο x, που λέγεται πρωτεύον στοιχείο. Αν το x µπορεί να επιλεχθεί στο OF και έτσι 

ώστε Bx να είναι βάση του OF ως ένα ελεύθερο Z-module, τότε Bx λέγεται βάση 

ακέραιας δύναµης, και το σώµα F λέγεται µονογενικό σώµα. Ένα παράδειγµα 

σώµατος που δεν είναι µονογενικό δόθηκε για πρώτη φορά από τον Dedekind. Το 

παράδειγµά του είναι το σώµα που προκύπτει επισυνάπτοντας µια ρίζα του 

πολυωνύµου �3 − �2 − 2x − 8.  

 

 

 

 

 

2.4.3 Κατασκευές σωµάτων 

 

Έστω k ∀ F, όπου k, F σώµατα, και έστω a ∈   F.  Ορίζουµε k[a] = {f(a) : f(x) ∈   

R[x]}, ενώ k(a) = {f(a)/g(a) : g(a) ≠0, f(x), g(x) ∈R[x]}.  

Μπορούµε να δείξουµε ότι το σύνολο k[a] είναι ο µικρότερος δακτύλιος που περιέχει 

το k και το a, ενώ το σύνολο k(a) είναι το µικρότερο σώµα που περιέχει το k και το a. 

Αυτόµατα k[a] ∀ k(a) ∀ F. Το k(a) είναι ισόµορφο µε το σώµα κλασµάτων του k[a]. 

Παραδείγµατα (Χαραλάµπους Χ. 2008) 

• C = R[i] = {a + bi : a, b ∈  R} και R[i] = R(i) = C 

• Q[√3] = Q(√3) = {a + b √3 : a, b ∈Q} 

• Q[√2/
] = {αp + αE √2/

 + α� √4/
 : ai ∈Q} = Q(√2/

) 

• Μια βάση του Q[√3] ως Q- διανυσµατικός χώρος είναι το σύνολο {1, √3}. 

• Μια βάση του Q[√2/
] ως Q- διανυσµατικός χώρος είναι το σύνολο {1, √2/

 

, √4/
}. 

Θυµίζουµε ότι αν το k είναι σώµα, τότε ο δακτύλιος k[x] είναι περιοχή κυρίων 

ιδεωδών για την οποία ισχύει ο Ευκλείδειος αλγόριθµος διαίρεσης πολυωνύµων. 
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Έπεται ότι εάν p(x) ∈ k[x] και  a ∈ k είναι ρίζα του p(x) (δηλαδή p(a) = 0), τότε p(x) = 

(x − a)q(x). Συνεπάγεται ότι p(x) έχει το πολύ deg(p) ρίζες. Στον δακτύλιο  k[x] κάθε 

πολυώνυµο µπορεί να παραγοντοποιηθεί µονοσήµαντα σε γινόµενο αναγώγων 

πολυωνύµων. Επίσης το µόνο ιδεώδες στο k[x] που είναι πρώτο αλλά όχι µέγιστο 

είναι το µηδενικό ιδεώδες. Το ιδεώδες I = (f(x)) είναι µέγιστο (και πρώτο) αν και 

µόνο αν το πολυώνυµο f(x) είναι ανάγωγο. Στην περίπτωση αυτή ο δακτύλιος πηλίκο 

k[x]/I είναι σώµα.  

 

Παράδειγµα 

Ο δακτύλιος E = Q[x]/(χ� −3) είναι σώµα. Έστω I το µέγιστο ιδεώδες (χ� −3). Έστω 

f(x)∈Q[x]. Τότε f(x) = (χ� −3)q(x)+r(x) όπου r(x) ∈  Q[x] και deg(r(x)) < 2. 

Εποµένως στο E ισχύει ότι f(x) + I = r(x) + I. Ο αντίστροφος του x + I στο E είναι το 

στοιχείο  
E
�x + I , ενώ ο αντίστροφος του x + 2 + I είναι ίσο µε −x + 2 + I. Μία βάση 

του E ως Q-διανυσµατικου χώρου είναι το σύνολο {1S, χS}. Σύµφωνα µε την 

προηγούµενη παρατήρηση ένα τυχαίο στοιχείο του E είναι της µορφής r(x)+I όπου 

r(x) = αEx + αp. Έπεται ότι r(x) + I = αE (x + I) + αp (1 + I) και άρα τα στοιχεία 1S, χS 

παράγουν το E. Για να δείξουµε τη γραµµική ανεξαρτησία των 1S, χS ,έστω ότι cp1S + 

cEχS = 0S. Εποµένως cp(1 + I) + cE(χ + I) = I και cp + cEx ∀ (χ� − 3). Άρα cp + cEx = 

g(x) (χ� − 3). Στη περίπτωση που g(x) ≠0 τότε deg(g(x)(χ� − 3)≥ 2, άτοπο. Άρα g(x) 

= 0 και c0 = c1 = 0 και εποµένως 1S, χS είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Επιπρόσθετα 

παρατηρούµε ότι αν εκτιµήσουµε το πολυώνυµο (y� − 3S) στην τιµή χS περνούµε 0 και 

άρα χS είναι ρίζα του πολυωνύµου y� − 3S: (x +  I) � − (3 + I) = χ� − 3 + I = I.  

Συµπεραίνουµε ότι  

Έστω ότι F είναι σώµα και p(x) ∈F[x] είναι ανάγωγο. Ο δακτύλιος πηλίκο E = F[x]/I 

είναι σώµα. Τότε ισχύουν τα εξής : 

• Το σώµα  E µπορεί να θεωρηθεί σαν επέκταση του F, αφού υπάρχει 

µονοµορφισµός F → E, c → c + I. 

• Έστω ότι deg p(x) = n. Τότε ένα τυχαίο στοιχείο του E είναι της µορφής αp + 

αEx + . . . + αv�Exv�E + I όπου αt ∈F. Θέτοντας 1 = 1 + I και a = x + I έχουµε 

ότι  

E = {αp 1+ αEα + . . . + αvαv�E  : αt ∈F} 

• Το σώµα E είναι F-διανυσµατικός χώρος. Μια βάση του υπεράνω του F είναι 

το σύνολο o {1, a, . . . , 9R�E}. Η διάσταση του E ως F-διανυσµατικός χώρος 

λέγεται βαθµός και συµβολίζεται µε  [E : F]. Ο βαθµός του E είναι ο βαθµός 

του πολυωνύµου  p(x). 

• Στο σώµα E, το στοιχείο a = x + I είναι ρίζα του πολυωνύµου p(y) ∈ E[y]. 

• Όταν το |F| = t τότε E = �� . 
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2.4.4 Αλγεβρικά στοιχεία πάνω από ένα σώµα Κ 

 

Έστω F → E και a ∈E. Το a είναι αλγεβρικό πάνω από το F αν υπάρχει f(x) ∈F[x], 

έτσι ώστε f(x) ≠ 0 και f(a) = 0. Αν το a δεν είναι αλγεβρικό, τότε a είναι υπερβάτικο, 

υπεράνω του F. 

Αν F→ E και a ∈ E τότε σύµφωνα µε το πρώτο θεώρηµα ισοµορφίας των δακτυλίων 

F[a] ∼= F[x]/ ker φ 

Όπου φ : F[x]→F[a] είναι ο επιµορφισµός δακτυλίων που στέλνει το πολυώνυµο f(x) 

στο στοιχείο f(a) ∈F[a]. 

Παραδείγµατα 

• √3 αλγεβρικό υπεράνω του Q αφού είναι ρίζα του χ�− 3. 

• Έστω E = Q[x]/(x2 − 3). Θεωρούµε το στοιχείο χS∈E. Τοτε χS είναι αλγεβρικό 

υπεράνω του Q αφού είναι ρίζα  y� − 3. 

• a ∈E είναι αλγεβρικό υπεράνω του E αφού είναι ρίζα του x − a. 

• Αν k ⊆  F⊆   E και  a ∈E είναι αλγεβρικό υπεράνω του Κ τότε a είναι 

αλγεβρικό υπεράνω του  F 

Έστω F → E και a ∈E.  Αν το α είναι αλγεβρικό πάνω στο F τότε e F[a] = F(a). 

Αν a ∈E είναι αλγεβρικό υπεράνω του F τότε dimF F[a] < ∞. Αν a ∈ E είναι 

υπερβατικό υπεράνω του F τότε dimF F[a] = ∞. 

Αν a ∈E είναι αλγεβρικό υπεράνω του F τότε υπάρχει µοναδικό κανονικό ανάγωγο 

πολυώνυµο f(x) έτσι ώστε f(a) = 0. Αν g(x) ∈F[x] και g(a) = 0 τότε g(x) = q(x)f(x). 

 

2.4.5 Πεπερασµένα σώµατα 

 

Στα µαθηµατικά, ένα σώµα καλείται πεπερασµένο αν το πλήθος των στοιχείων του 

είναι πεπερασµένο. Ένα πεπερασµένο σώµα λέγεται αλλιώς και σώµα Γκαλουά προς 

τιµήν του Γάλλου µαθηµατικού Γκαλουά (Évariste Galois). Τα πεπερασµένα σώµατα 

είναι σηµαντικά στην Θεωρία Αριθµών, την Αλγεβρική Γεωµετρία, 

την Κρυπτογραφία και τη Θεωρία Κωδικοποίησης. 

Τα πεπερασµένα σώµατα έχουν µελετηθεί πλήρως και κατηγοριοποιούνται ως εξής: 
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• Κάθε πεπερασµένο σώµα έχει  pn στοιχεία, όπου p πρώτος 

αριθµός n ≥1 ακέραιος. (Το p ονοµάζεται χαρακτηριστική του σώµατος.) 

• Για κάθε πρώτο p και κάθε ακέραιο n ≥ 1, υπάρχει ένα πεπερασµένο σώµα 

µε pn στοιχεία. 

• Όλα τα σώµατα µε pn στοιχεία είναι ισόµορφα µεταξύ τους. Μπορούµε να 

ταυτίσουµε όλα τα σώµατα µε τον ίδιο αριθµό στοιχείων. Συµβολισµός: GF(pn). 

όπου τα γράµµατα "GF" προέρχονται από το αγγλικό "Galois field" (σώµα 

Γκαλουά). 

 

Έστω A µια πεπερασµένη αβελιανή οµάδα. Τότε υπάρχουν πρώτοι αριθµοί, {E. . . ,{| 

(όχι κατά ανάγκη διαφορετικοί) και φυσικοί αριθµοί }E. . . ,}|  έτσι ώστε  

A= ~MERg × · · · × ~M|R| 

Έστω f(x) ∈E[x] και deg(f(x)) = n ≥ 1. Λέµε ότι το f(x) διασπάται πάνω από το E αν 

f(x) = b(x − 9E)· · ·(x − 9R) και 9g ∈E. 

Έστω f(x) ∈F[x]. Τότε υπάρχει ένα σώµα E, τέτοιο ώστε e F⊆   E και f(x) να 

διασπάται στο Ε. 

Υπάρχει σώµα µε {v στοιχεία (Χαραλάµπους 2008) 

 

2.4.6 Κριτήρια για αναγωγιµότητα πολυωνύµων πάνω από σώµα 

Κριτήριο Eisenstein: έστω ότι f(x) = 9R�v + · · · + 9p, 9g ∈ Z, και ότι για κάποιον 

πρώτο αριθµό p ισχύει ότι p διαιρεί 9g για i = 0, . . . , n − 1, p δεν διαιρεί το 9R, ενώ 

{� δεν διαιρεί το 9p. Τότε το f(x) είναι ανάγωγο πάνω από το Q. 

Έστω k σώµα , f(x) ∈ k[x]. Τότε f(x) είναι ανάγωγο στο Κ(x) αν και µόνο αν f(x + c) 

είναι ανάγωγο πάνω από το k για κάθε c ∈ k. 

Έστω f(x) = 9R�v + · · · + 9p, 9g ∈ Z(χ), πρωταρχικό. Έστω ότι για p ∈ Z, p πρώτο 

ισχύει ότι deg f(x) = deg f(x)SSSSS όπου f(x)SSSSS= 9RSSSS �v + · · · + 9pSSS . Αν f(x)SSSSS είναι ανάγωγο 

στο ��(χ), τότε f(x) είναι ανάγωγο πάνω από το Z. 

 

 

 

 

 

 

 



37 

 

Κεφάλαιο 3
ο
  

 

3.1 Θεωρία Γκαλουά 

 

Η θεωρία Γκαλουά προέρχεται από την µελέτη των συµµετρικών συναρτήσεων. Οι 

συντελεστές του πολυωνύµου είναι τα στοιχειώδη συµµετρικά πολυώνυµα στις ρίζες. 

Για παράδειγµα το (x – a)(x – b) = x2 – (a + b)x + ab, όπου 1, a + b και ab είναι τα 

στοιχειώδη πολυώνηµα βαθµού 0,1 και 2 σε δύο µεταβλητές. 

Αυτό, πρώτη φορά επισηµοποιήθηκε τον 16ο αιώνα από τον Γάλλο 

µαθηµατικό Φρανσουά Βιέτα, στους τύπους Βιέτα, για την περίπτωση των θετικών 

πραγµατικών ριζών. Κατά τη γνώµη του Βρετανού µαθηµατικού Τσαρλς Χιούτον, 

τον 18ο αιώνα , η έκφραση των συντελεστών του πολυωνύµου σε σχέση µε τις ρίζες 

(όχι µόνο για τις θετικές ρίζες) έγινε για πρώτη φορά κατανοητό από τον Γάλλο 

µαθηµατικό Αλπέρ Ζιράρντ τον 17ο αιώνα.  

Από τα νεανικά του ακόµα χρόνια, ήταν ικανός να προσδιορίσει µια ικανή και 

αναγκαία συνθήκη ώστε να γνωρίζει αν ένα πολυώνυµο είναι επιλύσιµο 

µε ριζικά λύνοντας έτσι ένα πρόβληµα που βασάνιζε τους µαθηµατικούς για αρκετούς 

αιώνες. Η προσφορά του για τα µαθηµατικά ήταν στα θεµέλια της Θεωρίας 

Γκαλουά και Άλγεβρας. Ήταν ο πρώτος που χρησιµοποίησε τη λέξη οµάδα για να 

εκφράσει ένα σύνολο µεταθέσεων. Ήταν ριζοσπάστης ∆ηµοκρατικός κατά τη 

διάρκεια της µοναρχίας του Λουδοβίκου Φίλιππου στη Γαλλία και πέθανε στην 

ηλικία των είκοσι ένα ετών σε µια µονοµαχία. Τον Οκτώβριο του 1825, ο Γκαλουά 

εισέρχεται στο Βασιλικό Κολέγιο Louis-Grand όπου έχουν φοιτήσει ο Μολιέρος, 

ο Βίκτωρ Ουγκώ, ο Ροβεσπιέρος και ο Ντελακρουά. Ο Γκαλουά έλαβε υποτροφία και 

εισήχθη οικότροφος στο Κολέγιο. Τα πρώτα τρία χρόνια θεωρήθηκε ένας από τους 

καλύτερους σπουδαστές και τον Οκτώβριο του 1825 άρχισε να παρακολουθεί τον 

ανώτερο κύκλο σπουδών της σχολής – την τάξη ρητορικής. Αλλά οι ενδείξεις 

κόπωσης που παρουσίασε οδήγησαν τον διευθυντή να τον συµβουλεύσει να 

επαναλάβει το µάθηµα τον Ιανουάριο του 1827. Χωρίς κάποια ιδιαίτερη προσπάθεια 

έγινε ξανά ένας από τους καλύτερους σπουδαστές και βραβεύθηκε για µεταφράσεις 

ελληνικών κειµένων καθώς έλαβε και επαίνους για άλλα τέσσερα θέµατα. Τα χρόνια 

αυτή ήταν σηµείο καµπής για τον Εβαρίστ που ανακάλυψε τα µαθηµατικά και 

εισχώρησε στον κόσµο τους. (Wikimedia) 

 

Οι µαθηµατικοί (αρχίζοντας από τους γραφείς της Βαβυλώνιας και φτάνοντας  στους 

φυσικοµαθηµατικούς του 20ού αιώνα ) έβρισκαν πρόβληµα στην έννοιας της 

συµµετρίας µέχρι την στιγµή που εµφανίστηκε ο Galois και έφερε µια νέα τροπή στην 

µαθηµατική σκέψη.  
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Ήταν µια  µαθηµατική ιδιοφυία, που προσπάθησε 

από 15 ετών και τελικά απέδειξε ανεξάρτητα  από τον Abel, µε την περίφηµη 

«θεωρία Galois» ότι εξισώσεις µεγαλύτερες του 4ου βαθµού δεν λύνονται γενικά. 

Σκοτώθηκε σε στηµένη µονοµαχία σε ηλικία 21 ετών περίπου. 

Ο Galois ανακάλυψε ότι η αδυναµία επίλυσης εξισώσεων πέµπτου βαθµού είναι 

απότοκο της συµµετρίας της εξίσωσης. Ήταν το πρόσωπο που άλλαξε την πορεία των 

µαθηµατικών. Η λύση των αλγεβρικών εξισώσεων υπήρξε ένα από τα σπουδαιότερα 

πεδία έρευνας στην περιοχή της άλγεβρας και για πολλά χρόνια συγκέντρωσε το 

ενδιαφέρον κορυφαίων µαθηµατικών όλων των εποχών. Μετά το πρώτο µισό του 

περασµένου αιώνα ο Γάλλος µαθηµατικός Evariste Galois χρησιµοποιώντας την 

οµάδα µεταθέσεων των ριζών της εξίσωσης κατορθωσε να βρεί συνθήκες κάτω από 

τις οποίες λύνονται που έχουν βάθµο ανώτερο από τέταρτο  (κάτι που αποτέλεσε 

σταθµό στην θεωρία οµάδων και τις εφαρµογες της). 

 

3.2 Ιστορική ανασκόπηση πολυωνυµικών εξισώσεων 

 Al-jabr, al-Khwârizmi και ισλαµικά µαθηµατικά 

Το βιβλίο του al-Khwarizmi δεν χρησιµοποιεί τον σύγχρονο αλγεβρικό συµβολισµό 
ούτε και εξισώσεις. Το οτιδήποτε είναι γραµµένο µε λέξεις.  ∆ιαπραγµατεύεται 
κυρίως εξισώσεις. Μελετά  έξι διαφορετικούς τύπους εξισώσεων. Ωστόσο τα 
ισλαµικά µαθηµατικά δεν ασχολούνται µε ΑΡΝΗΤΙΚΟΥΣ αριθµούς. Στη 
δευτεροβάθµια λόγου χάρη εξίσωση οι αρνητικές ρίζες αγνοούνται.  Το ίδιο όµως 
βιβλίο περιέχει και κανόνες Αριθµητικής που διαµορφώθηκαν µε τα ινδικά πρότυπα 
για την εκτέλεση πράξεων µε ινδικά ψηφία . Αναφέρεται επίσης σε τετραγωνικές και 
κυβικές ρίζες, σε κλάσµατα και στη µέθοδο των τριών.   

 Άλγεβρα των πολυωνύµων 

Ο Abu Bakr al-Karaji  συνέχισε την εργασία του  al-Khwarizmi εστιάζοντας στο να 
εφαρµόσει τις τεχνικές της Αριθµητικής στην Άλγεβρα.  Ανέπτυξε µια τεχνική κατά 
την οποία έδωσε όνοµα στις νιοστές δυνάµεις  xn  και στα αντίστροφά τους 1/xn. 
Μπορούσε  έτσι να εργαστεί σε πράξεις – πρόσθεση, αφαίρεση, πολλαπλασιασµός, 
διαίρεση – στα πολυώνυµα. 
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 Ο Ευκλείδης (πατέρας της γεωµετρίας) και η εξίσωση δευτέρου 
βαθµού 

Μολονότι ο όρος Άλγεβρα δηµιουργήθηκε κατά τον Μεσαίωνα πολλές «αλγεβρικές» 
έννοιες είχαν κάνει την εµφάνισή τους πολύ νωρίτερα. Το Βιβλίο 2 των Στοιχείων 
του Ευκλείδη ασχολείται µε δευτεροβάθµιες αλγεβρικές εξισώσεις. Ο αλγεβρικός 
συµβολισµός δεν έχει επινοηθεί. 

Ο Ευκλείδης από την Αλεξάνδρεια (~350 π.Χ. - 270 π.Χ.), 
ήταν Έλληνας µαθηµατικός, που δίδαξε και πέθανε στην Αλεξάνδρεια της Αιγύπτου, 
περίπου κατά την διάρκεια της βασιλείας του Πτολεµαίου Α΄ (323 π.Χ. - 283 π.Χ.). 
Στις µέρες µας είναι γνωστός ως ο «πατέρας» της Γεωµετρίας. Ο Ευκλείδης κατέχει 
µια κρίσιµη θέση στην ιστορία της Λογικής και των Μαθηµατικών, καθώς είναι ο 
πρώτος που παράγει ένα αυστηρά δοµηµένο και συνεκτικό σύστηµα προτάσεων 
(θεωρηµάτων και πορισµάτων) µε βάση ένα σύνολο ορισµών και 5 µόνο αρχικές 
αναπόδεικτες προτάσεις (αιτήµατα). Κατ' αυτό το τρόπο περιέλαβε στο σύστηµα αυτό 
και προτάσεις ήδη διατυπωµένες παλαιότερων σηµαντικών µαθηµατικών, όπως 
ο Θαλής, ο Πυθαγόρας, ο Θεαίτητος, ο Λεωδάµαντας και ο Εύδοξος.  Ο Ευκλείδης 
αναπαριστά τους αριθµούς µε ευθύγραµµα τµήµατα . 

Οι αλγεβρικές ταυτότητες όπως η (a+b)2=a2+2ab+b2 παρουσιάζονται πλεόν µε µορφή 
γεωµετρική. 

Οι πρωτοβάθµιες  (γραµµικές) εξισώσεις λύνονται µε γεωµετρικές κατασκευές. 

Οι δευτεροβάθµιες εξισώσεις ανάγονταν σε γεωµετρικό ισοδύναµο µιας από τις 
µορφές η οποία στη συνέχεια λυνόταν µε την εφαρµογή των ήδη θεµελιωµένων 
θεωρηµάτων εµβαδού. 

Αν και η µέθοδος δεν ήταν πολύ διαφορετική από εκείνη των Βαβυλωνίων, η 
«ελληνική» αυτή µέθοδος µπορούσε να οδηγήσει σε άρρητους αριθµούς. Η 
δευτεροβάθµια εξίσωση θεµελιώθηκε για τη λύση προβληµάτων και ειδικά εκείνων 
που εµπεριέχουν  το πυθαγόρειο θεώρηµα. 

  

 ο ∆ιόφαντος 
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Αρκετούς αιώνες αργότερα στην Αλεξάνδρεια του 3ου µετά τον Χριστό αιώνα  ο 
∆ιόφαντος µε το βιβλίο του Αριθµητικά παρουσίασε µια όχι γεωµετρική Άλγεβρα 
στην οποία εντυπωσιάζει η απουσία γενικών µεθόδων και η επινόηση έξυπνων 
τεχνασµάτων για τη λύση 130 προβληµάτων. Το άλλο στοιχείο που χαρακτηρίζει το 
έργο του είναι τα πρώτα βήµατα προς τον αλγεβρικό συµβολισµό. ∆εν χρησιµοποιεί 
βέβαια γράµµατα, χρησιµοποιεί όµως συντοµογραφίες ενώ µέχρι την εποχή εκείνη η 
Άλγεβρα ήταν µόνο ρητορική. Το έργο του το ανακάλυψαν οι Ευρωπαίοι 1200 
χρόνια µετά.  Το  1570 ο Ιταλός µαθηµατικός Ραφαήλ Μποµπέλι µετέφρασε 
στα λατινικά τα Αριθµητικά και χρησιµοποίησε τα προβλήµατα που περιείχαν για τα 
δικά του συγγράµµατα. Τον επόµενο αιώνα τα γραπτά του ∆ιόφαντου επηρέασαν τον 
εξέχοντα µαθηµατικό Πιέρ ντε Φερµά. Σήµερα «διοφαντικές» καλούνται οι 
εξισώσεις ακέραιων συντελεστών των οποίων ζητούνται οι ακέραιες λύσεις. 

Στο µεταξύ το έργο των Ελλήνων φαίνεται ότι συνεχίστηκε από τους Άραβες 

 Οι Κινέζοι και τα εννέα κεφάλαια της Μαθηµατικής Τέχνης 

Τα «εννέα κεφάλαια της Μαθηµατικής Τέχνης» ήταν  µία καταγραφή των εξελίξεων 
στα πρώιµα κινεζικά µαθηµατικά. Ο κύριος όµως στόχος τους είναι η παρουσίαση 
γνώσεων αστρονοµίας και όχι ειδικά τα µαθηµατικά. Πάντως παρουσιάζονται 
συστήµατα πρωτοβάθµιων εξισώσεων στο κεφάλαιο 8. Η µέθοδος λέγεται 
«fang cheng » και οδηγεί στη λύση γραµµικών εξισώσεων. Η πρόσθεση και  η 
αφαίρεση η οποία συµπεριλαµβάνει και αρνητικούς αριθµούς µνηµονεύεται στο ίδιο 
αυτό βιβλίο στο οποίο γίνεται λόγος και για την «εξαγωγή» της τετραγωνικής και της 
κυβικής ρίζας µε µέθοδο η οποία θυµίζει τη σύγχρονη 

Οι Ιταλοί τον 14ο και 15ο αιώνα 

Οι Ιταλοί δίδασκαν τους εµπόρους τις  ινδοαραβικές τεχνικές για τη λύση 
προβληµάτων , και  αναπτύσσοντες και προεκτείνοντες τις ισλαµικές µεθόδους - 
έγραφαν κείµενα τα οποία δηµιούργησαν τη βάση για παραπέρα ανάπτυξη. Οι Ιταλοί 
εισήγαγαν τον ΑΛΓΕΒΡΙΚΟ ΣΥΜΒΟΛΙΣΜΟ ο οποίος δεν υπήρχε στην ισλαµική 
Άλγεβρα. Ωστόσο τα πράγµατα άλλαζαν πολύ αργά και ο σύγχρονος αλγεβρικός 
συµβολισµός δεν καθιερώθηκα παρά µόνο κατά τον 17ο αιώνα . 

Οι  Ιταλοί ανέπτυξαν επίσης τη µελέτη της δευτεροβάθµιας εξίσωσης ενώ 
αναζητούσαν και τεχνικές για τη λύση τρίτου και τετάρτου βαθµού . 
Ο Maestro Dardi da  Pisa εργάστηκε στις εξισώσεις τετάρτου βαθµού τις 
περισσότερες από τις οποίες τις ανήγαγε σε εξισώσεις δευτέρου βαθµού. 

 

(Πηγή: Πολυωνυµικές εξισώσεις και Θεωρία του Galois του Θεόδωρου Εξαρχάκου) 
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3.3 Οµάδες Galois 

Ένα αλγεβρικό πεδίο είναι, εξ ορισµού, ένα σύνολο στοιχείων (αριθµών) που είναι 

κλειστό υπό τις συνήθεις αριθµητικές πράξεις της πρόσθεσης, της αφαίρεσης, του 

πολλαπλασιασµού και της διαίρεσης (εκτός από διαίρεση µε το µηδέν). Για 

παράδειγµα, το σύνολο των ρητών αριθµών είναι ένα πεδίο, ενώ οι ακέραιοι αριθµοί 

δεν είναι ένα πεδίο, επειδή δεν είναι κλειστοί κάτω από την πράξη της διαίρεσης 

(δηλαδή, το αποτέλεσµα της διαίρεσης ενός ακεραίου από µια άλλη, δεν είναι κατ 

'ανάγκη ακέραιος αριθµός). Οι πραγµατικοί αριθµοί αποτελούν επίσης ένα πεδίο, 

όπως και οι µιγαδικοί αριθµοί. Είναι δυνατόν να κατασκευάσουµε άλλα 

παραδείγµατα πεδίων µέσω επεκτάσεων. Για παράδειγµα, δεδοµένου του συνόλου  Q 

των ρητών αριθµών, µπορούµε να αυξήσουµε το σύνολο Q κατά έναν συγκεκριµένο 

αριθµό ε ο οποίος δεν υπάρχει στο Q, και αυτό σηµαίνει αυτοµάτως ότι κάθε 

ορθολογική συνάρτηση του Ε  είναι επίσης αποδεκτή σαν επέκταση του συνόλου                                 

2 3

2

3 4
2 5

2 7
2

7 8
3

ε ε ε

ε ε

+ + +

− +
  

Το σύνολο των αριθµών που µπορούν να σχηµατιστούν από τους ρητούς και το e 

µέσω απλών αριθµητικών πράξεων αποτελούν ένα νέο πεδίο Ε, το οποίο βέβαια 

αποτελεί επέκταση του αρχικού πεδίου Q. 

Μια σηµαντική ειδική περίπτωση συνάρτησης  είναι όταν ο αριθµός e είναι 

αλγεβρικός αριθµός , δηλαδή, η ρίζα ενός πολυωνύµου µε συντελεστές στο πεδίο 

βάσης. Σε αυτή την περίπτωση, η διαίρεση ενός πολυωνύµου σε e από οποιοδήποτε 

άλλο µπορεί πάντα να εκφράζεται ως ένα απλό πολυώνυµο µε συντελεστές στο πεδίο 

βάσης. Για να αποδειχθεί αυτό, ας πούµε ότι το e είναι µια ρίζα της f δηλ. f(e) = 0 για 

κάποιο πολυώνυµο f βαθµού d, και ας υποθέσουµε ότι θέλουµε να αξιολογήσει την 

αναλογία g(e) / h(ε) για κάθε δύο πολυώνυµα g και h. O ισχυρισµός µας είναι ότι 

αυτή η αναλογία ισούται µε ένα πολυώνυµο q (ε) βαθµού όχι µεγαλύτερου από του d. 

Αυτό ισχύει αν και µόνο αν g(ε) = h(ε)· q(ε) όπου το q είναι βαθµού που δεν είναι 

µεγαλύτερος από του d. Με την εφαρµογή της στη ταυτότητα f(e) = 0, µπορούµε να 

µειώσουµε και στις δύο πλευρές αυτής της εξίσωσης µε υποτιθέµενο βαθµό όχι 

µεγαλύτερο από του d, και στη συνέχεια να εξισώσουµε τους συντελεστές όπως τις 

δυνάµεις για να καθορίσει d rational όρους σχετικά µε τα d συντελεστές του q(ε), έτσι 

είµαστε σίγουροι για την εξεύρεση λύσης. Μια επέκταση στο πεδίο των ρητών Q 

βασίζεται σε ένα αλγεβρικό αριθµό εποµένως συµβολίζεται ως Q[e], που σηµαίνει ότι 

τα στοιχεία είναι όλα πολυώνυµα µε rational  συντελεστές.  

Ένα σηµαντικό και ενδιαφέρον χαρακτηριστικό του κάθε πεδίο που δίνεται είναι το 

σύνολο των αυτοµορφισµών του πεδίου. Ένας αυτοµατισµός είναι µια χαρτογράφηση 
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ένας-προς-έναν από τη σειρά προς τον εαυτό του τέτοιο ώστε  οι πράξεις της 

πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού να διατηρούνται. Με άλλα λόγια, αν αφήσουµε 

M(x) να υποδηλώνει την εικόνα του x υπό την χαρτογράφηση Μ, αυτή η 

χαρτογράφηση είναι ένας αυτοµορφισµός  αν και µόνο αν είναι ένα-προς-ένα και 

ικανοποιεί τις σχέσεις M(x + y) = Μ(x) + M(y) και Μ(xy) = M(x)Μ(y).                      

Είναι σαφές ότι η σύνθεση δύο ή περισσοτέρων αυτοµορφισµών είναι επίσης ένας 

αυτοµορφισµός  και όλα αυτά αποτελούν µια οµάδα. 

Για το πεδίο Q (δηλαδή, οι ρητοί αριθµοί) είναι εύκολο να δούµε ότι o µόνος 

αυτοµορφισµός είναι η χαρτογράφηση της ταυτότητας I(x) = x. Ωστόσο, για 

ορισµένους τοµείς υπάρχουν και µη-τετριµµένοι αυτοµορφισµοί. Ως παράδειγµα, 

εξετάστε το πεδίο Q[ 2 ], το οποίο αποτελείται από όλους τους αριθµούς της µορφής 

p+q 2 όπου p και q είναι ρητοί αριθµοί.  

,  

Για να αποδείξει κάποιος ότι αυτό είναι ένα αυτοµορφισµός, οφείλουµε να 

παρατηρήσουµε ότι είναι ένα-προς-ένα συνάρτηση , και έχουµε τις σχέσεις:  

 

 

Προφανώς, η σύνθεση της J µε τον ευατό της αποδίδει την ταυτότητα I, έτσι ώστε οι 

οµάδες των αυτοµορφισµών για αυτό το πεδίο {I, J}, να δίνονται µε τον πίνακα 

λειτουργία οµάδα 

 

 

http://www.mathpages.com/home/kmath290/kmath290.htm  
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Επίλυση πολυωνύµων µε ριζικά 

Εξίσωση 1
ου

 βαθµού 

Έστω αx+β=0 (1) αx=-β

β
i) α 0 τότε (1) αx=-β x=- ( οναδική λύση)

α
ii) α) α=0 και β 0 (1) 0x=-β Αδύνατη

β) α=0 και β =0 (1) 0x=0 Αόριστη (Άπειρες λύσεις)

Με α,β F όπου το F συµβολίζει κάποιο σώµα όπως ,  ή το Q

⇔

≠ ⇔ ⇔ Μ

≠ ⇔

⇔

∈ � �

 

 

Εξίσωση 2
ου

 βαθµού 

Ατελείς µορφές δευτεροβάθµιας εξίσωσης: 

* Αν έχω την µορφή : αx2 + γ = 0 (α≠0) τότε  θα είναι: 
γ γ

x=± , 0
α α

− − ≥    (αδύνατη 

αν αγ>0) 

* Αν έχω την µορφή : αx2 + βx = 0 (α≠0) τότε  θα είναι : x·(αx+β) = 0 �  x= 0  ή  x = 
β

α
−  

Επίλυση εξίσωσης  β` Βαθµού 

Έστω αx2
+βx+γ=0  , α≠0    (1)   

i) Αν ∆= β2-4αγ>0  τότε  η (1) έχει  δύο πραγµατικές ρίζες άνισες τις :

1 2

2
1 2

-β+ ∆ -β- ∆
x = και x =

2α 2α

Το δε τριώνυµο  παραγοντοποιήται και  γίνεται : αx +βx+γ=α (x-x ) (x-x )⋅ ⋅

   

ii) Αν ∆= β2 -4αγ=0  τότε  η (1) έχει διπλή ρίζα την :  

 0

-β
x =

2α
     2 2 2

0

β
και αx +βx+γ=α (x-x ) α (x+ )

2α
⋅ = ⋅  

iii) Αν ∆= β2 -4αγ<0  τότε  η (1) δεν έχει  πραγµατικές ρίζες  και το τριώνυµο  

αx2
+βx+γ δεν  παραγοντοποιείται.  αx2

+βx+γ= 2β -∆
α [(x+ ) ]

2α 4α
⋅ +   

Η κεντρική ιδέα της λύσης της δευτεροβάθµιας : 1,2

-β ∆
x =

2α

±
 είναι το γεγονός ότι 

µια ρητή συµµετρική αλγεβρική παράσταση Ρ(χ1,χ2) µπορεί να εκφραστεί ως ρητή 
συνάρτηση στοιχειωδών συµµετρικών παραστάσεων. 
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Τύποι Vieta : 1 2 1 2

β γ
S=x +x =- και P=x x =

α α
⋅     (x2-sx+p=0) 

όπου S το άθροισµα των ριζών και P το γινόµενο των ριζών της εξίσωσης.  

Επίσης, 

3 3
1 2

1 2

4 2 2

4 4 4
1 2

x x S-3SP

1 1 S

x x P

1 1 S 4S P 2P

x x P

+ =

+ =

− +
+ =

 

Εξίσωση 3
ου

 βαθµού 

Η γενική µορφή εξίσωσης 3ου βαθµού µε  έναν άγνωστο και πραγµατικούς 
συντελεστές έναν άγνωστο και πραγµατικούς συντελεστές είναι: 3 2χ κχ λχ+µ=0+ +  

Θέτωντας 
κ

χ=ψ-
3

 η δοθείσα εξίσωση µετατρέπεται σε µια εξίσωση τρίτου βαθµού 

δίχως δευτεροβάθµιο όρο � 3χ αχ+β=0+  (1) 

Για να την λύσουµε θέτουµε χ=ψ+ζ  (2) οπότε θα έχουµε: 

ψ3+ζ3+3ψζ(ψ+ζ)+α(ψ+ζ)+β=0 

Κατόπιν θέτουµε 3ψζ=-α �ψζ=-α/3  (3) 

Καταλήγουµε στο σύστηµα: 

3
3 3

3 3 3 3

α α
ψζ=- ψ ζ =-

3 27
ψ ζ β ψ ζ β


 

⇒ 
 + = − + = − 

  (4) 

Εφόσον ξέρουµε το άθροισµα και το γινόµενο του ψ3 και ζ3 αυτές οι ποσότητες 

µπορούν να βρεθούν λύνοντας την δευτεροβάθµια εξίσωση: 
3

2 α
t βt 0 (5)

27
+ − =  

3
2 2 3

3 2 3 2 33

3 2 3 2 33

2

4α β α
∆=β + 4[( ) ( ) ]

27 2 3
ποµένως,

β β β α β β α
ψ ( ) ( ) ψ ( ) ( )

2 2 2 3 2 2 3

β β β α β β α
ζ ( ) ( ) ψ ( ) ( )

2 2 2 3 2 2 3

αταλήγουµε έτσι στον τύπο που δίνει τ

Έχουµε

ην λύση της σχέσης (1):

β β
χ ( )

2 2

: = +

Ε

− − ∆
= = − − + ⇔ = − − +

− + ∆
= = − + + ⇔ = − + +

Κ

= − − + 3 2 33 3
α β β α

( ) ( ) ( ) (6)
3 2 2 3

+ − + +
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Ο παραπάνω τύπος αναφέρεται και ως τύπος του Gardano (Ιταλός µαθηµατικός) και 

εκφράζει την λύση της τριτοβάθµιας εξίσωσης συναρτήσει των συντελεστών της. 

 

Εξίσωση 4
ου

 βαθµού 

Η γενική µορφή µιας τεταρτοβάθµιας εξίσωσης είναι: 4 3 2
3 2 1 0χ α x α χ α χ+α =0+ + +  

Σύµφωνα µε τον Καρτέσιο αν θέσουµε 3α
χ

4
Χ = −  µετατρέπεται σε µορφή που δεν 

περιέχει τριτοβάθµιο όρο: 4 2 2 2χ αχ βχ+γ=(χ κχ λ) (χ κχ µ)+ + + + ⋅ − +  

Για να βρούµε τους αριθµούς κ,λ,µ πρέπει να λύσουµε το σύστηµα : 

2 2

2

2 2

3 3 2 3 2 2 2

6 4 2 2

βµ-κ λ α 2µ=κ α+
κκ(µ λ) β

β
2λ=κ α-λµ=γ

κ
ντικαθιστώντας στην τρίτη εξίσωση θα έχουµε :

β β
λµ γ 4λµ=4γ (κ α+ ) (κ α- ) 4γ

κ κ

(κ ακ+β) (κ ακ-β)=4γκ (κ ακ) β =4γκ

κ 2ακ +(α 4γ)κ β 0

 = + − = ⇒ 
  + 
Α

= ⇔ ⇔ + ⋅ + =

+ ⋅ + ⇔ + −

+ − − =

 

Η εξίσωση είναι κυβική ως προς κ2 και λύνεται µε αντίστοιχο τρόπο. 

 

 

 

 

 

 

Επίλυση µε ριζικά – Η οµάδα Galois 

 

Μετά την επιτυχία στη λύση τριτοβάθµιων και τεταρτοβάθµιων εξισώσεων όπως 

ήταν φυσικό η έρευνα στράφηκε µοιραία σε εξισώσεις πέµπτου ή ανώτερου βαθµού. 

Αρχικά αναζητήθηκαν τύποι που να δίνουν τις λύσεις και τέτοιων εξισώσεων , τύπους 

που να εκφράζουν τις λύσεις των εξισώσεων µέσω εξαγωγών ν-οστών ριζών και 

πράξεων ανάµεσα στους αριθµούς που προκύπτουν συναρτήσει βεβαίως των 

συντελεστών των αντίστοιχων εξισώσεων (όλοι οι τύποι δηλαδή µέχρι τετάρτου 

βαθµού). Η απαίτηση για την λύση µιας πολυωνυµικής εξίσωσης αναφέρετε στην 

µαθηµατική ορολογία ως µέθοδος επίλυσης µε ριζικά. 
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Το 1750 ο Euler προσπάθησε να αναγάγει µια πεµπτοβάθµια εξίσωση προσπάθησε να 

αναγάγει την πεµπτοβάθµια εξίσωση στη λύση µιας εξίσωσης τετάρτου βαθµού όµως 

απέτυχε όπως επίσης απέτυχε και η προσπάθεια του µαθηµατικού Lagrange 30 έτη 

µετά. Αργότερα ο ιταλός ιατρός Πάολο Ρουφίνι έδωσε µια µη ολοκλήρωµένη 

απόδειξη του γεγονότος ότι η γενική εξίσωση πέµπτου βαθµού δεν µπορεί να λυθεί 

µε ριζικά. Μια ανεξάρτητη ελλιπής απόδειξη του ίδιου γεγονότος δώθηκε από τον 

Νορβηγό µαθηµηµατικό Νίλς Χέντρικ Άµπελ. Λίγο αργότερα ο Γάλλος 

µαθηµατικός Εβαρίστ Γκαλουά που σκοτώθηκε σε µια µονοµαχία µε πιστολιά σε 

ηλικία 21 ετών άφησε µετά τον θανατό του µια επιστηµονική διαθήκη η οποία όταν 

τελικά ερµηνεύτηκε αποδείχτηκε ότι πρόσφερε κριτήρια για την δυνατότητα επίλυσης 

µιας αλγεβρικής εξίσωσης µε ριζικά. 

Έστω ( ) v v 1
v v 1 1 0P x a x a x ... a x a 0−

−= + + + + =   µια τυχαία εξίσωση βαθµού ν µε τους 

συντελεστές ia F∈  

Ήδη από τον 18οαιώνα ο Karl Friedrich Gauss είχε αποδείξει ότι µια πολυωνυµική 

εξίσωση βαθµού ν έχει ακριβώς ν µιγαδικές ρίζες χ1,χ2,…,χν. 

Θα θέλαµε να µάθουµε αν υπάρχουν τύποι που εκφράζουν τις λύσεις χ1,χ2,…,χν 

συναρτήσει των συντελεστών α0,α1,…αν µε τη χρήση ριζικών και των τεσσάρων 

αριθµητικών πράξεων. 

Αν στο αρχικό σώµα F που ανήκουν οι συντελεστές βάλουµε τις ρίζες της εξίσωσης 

Ρ(x)=0 και διευρύνουµε την εκτέλεση των πράξεων ανάµεσα στα στοιχεία του νέου 

αυτού συνόλου τότε προκύπτει ένα σώµα που περιέχει το F συµβολίζεται 

F(P)=F(χ1,χ2,…,χν) και γενικά είναι γνήσιο υποσύνολο του � . 

Το µικρότερο δυνατό σώµα που ικανοποιεί τις παραπάνω απαιτήσεις το ονοµάζουµε 

σώµα ριζών του πολυωνύµου Ρ(Χ).  

 

 

 

Επιλυσιµότητα οµαδων και επιλυσιµότητα µε ριζικά 

Όπως είδαµε στην προηγούµενη παράγραφο, µια εξίσωση επιλύεται µε ριζικά αν και 
µόνο αν η οµάδα Galois της εξίσωσης είναι επιλύσιµη. Επειδή τώρα οι οµάδες Galois 
είναι υποοµάδες των οµάδων µεταθέσεων Sn το εύλογο ερώτηµα που τίθεται είναι 
κατά πόσο οι συµµετρικές οµάδες Sn είναι επιλύσιµες. Η οµάδα S2 αποτελείται από 

τις µεταθέσεις hE = � 1 2
1 2� και h� = � 1 2

2 1� και είναι προφανώς επιλύσιµη αφού  

I< S2. To γεγονός ότι [S2 : Ι] = 2 σηµαίνει πως η δευτεροβάθµια εξίσωση λύνεται 
γενικά µε χρήση τετραγωνικής ρίζας. Είδαµε επίσης στα προηγούµενα ότι και η 
οµάδα S3 είναι επιλύσιµη αφού {Ι}<  Α3 < S3 και [Α3: {Ι}] = 3 [S3: Α3] = 2. Αυτό 
σηµαίνει πως η τριτοβάθµια εξίσωση λύνεται γενικά µε χρήση τετραγωνικών και 
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κυβικών ριζών. Στην τέταρτη παράγραφο δείξαµε ότι και η τριτοβάθµια εξίσωση 
λύνεται µε ριζικά. Ας δούµε τώρα το ίδιο πρόβληµα µε έναν διαφορετικό τρόπο, 
µελετώντας την οµάδα S4. Η οµάδα αυτή περιέχει τις 4! = 24 µεταθέσεις του συνόλου 
Ι4 = {1, 2, 3, 4}. Αν σ είναι µια τέτοια µετάθεση τότε αυτή µπορεί να παρασταθεί 

όπως είδαµε µε τον πίνακα: h = ( 1 2 3
h(1) h(2) h(3)    4

h(4)). Ορίζουµε ως πρόσηµο 

ε(σ) της µετάθεσης τον αριθµό ε(σ) = ∏ g��
�(g)��(�)g��  (6.1). Για παράδειγµα αν 

θεωρήσουµε τις µεταθέσεις h = (1 2 3
4 3 2    41) και � = (1 2 3

4 1 2    43) τότε θα 

έχουµε �(h) =  E��
���  . E��

���  . E��
��E  . ���

���  . ���
��E  . ���

��E =  +1, ενώ 

�(�) =  E��
��E  . E��

���  . E��
���  . ���

E��  . ���
E��  . ���

��� =  −1. ∆εδοµένου ότι τα σ(i) και σ(j) δεν είναι 

παρά κάποια από τα στοιχεία του Ι4 γραµµένα µε διαφορετική σειρά είναι σχεδόν 
φανερό ότι για τυχούσα µετάθεση σ θα είναι ε(σ) = ±1. Τις µεταθέσεις που έχουν 
πρόσηµο +1 τις ονοµάζουµε άρτιες µεταθέσεις, ενώ τις µεταθέσεις που έχουν 
πρόσηµο -1 τις ονοµάζουµε περιττές µεταθέσεις. Επειδή για µια µετάθεση σ 
µπορούµε να γράψουµε 

h = � 1 2 3
h(1) h(2) h(3)    4

h(4)� =  ( �(1) �(2) �(3)
h�(1) h�(2) h�(3)    �(4)

h�(4)) θα έχουµε 

�(h)�(�) =  ∏ g��
�(g)��(�) ∏ g��

�(g)��(�)g��g�� = �(h�). Αποδείξαµε δηλαδή ότι ε(στ) = 

ε(σ)ε(τ) (6.2). Επειδή η ταυτοτική µετάθεση είναι προφανώς άρτια από τον τύπο (6.2) 
θα έχουµε +1 = ε(Ι) = ε(σσ-1) = ε(σ)ε(σ-1), πράγµα που σηµαίνει ότι η αντίστροφη 
µιας άρτιας µετάθεσης είναι επίσης άρτια και η αντίστροφη µιας περιττής µετάθεσης 
είναι επίσης περιττή. Αν συµβολίσουµε µε An το σύνολο των άρτιων µεταθέσεων και 
µε Πn το σύνολο των περιττών µεταθέσεων τότε Sn =  An � Πn. (Αν και µιλούσαµε 
για την S4, τα παραπάνω ισχύουν για κάθε οµάδα Sn). Αφού το γινόµενο δύο άρτιων 
είναι επίσης άρτια µετάθεση, και η αντίστροφη µιας άρτιας είναι επίσης άρτια είναι 
φανερό ότι το σύνολο An των άρτιων µεταθέσεων αποτελεί υποοµάδα της Sn.  

Μπορούµε να αποδείξουµε τώρα ότι οι άρτιες µεταθέσεις είναι όσες και οι περιττές:  

Αν ρ είναι µια συγκεκριµένη περιττή µετάθεση και σ διατρέχει τις άρτιες µεταθέσεις, 
η ρσ διατρέχει τις περιττές µεταθέσεις. Είναι ρσ1 ≠ ρσ2 όταν σ1 ≠ σ2 γιατί αν ρσ1 = ρσ2 
πολλαπλασιάζοντας τα δύο µέλη της ισότητας µε ρ-1 προκύπτει ρ-1 (ρσ1) = ρ-1 (ρσ2) 
↔ σ1 = σ2. Επίσης αν π είναι τυχούσα περιττή µετάθεση, τότε αυτή γράφεται στη 
µορφή π = ρ(ρ-1π) και η ρ-1π είναι άρτια αφού ε(ρ-1π) = ε(ρ-1)ε(π) =  
(-1)(+1) = +1. Τα προηγούµενα λοιπόν δείχνουν ότι η απεικόνιση f: An → Πn είναι 
ένα προς ένα και επί. Άρα το πλήθος των άρτιων µεταθέσεων θα είναι ίσο µε το 
πλήθος των περιττών µεταθέσεων και µάλιστα ισχύει |An| = n!/2.  

Ανακεφαλαιώνοντας, είδαµε ότι η οµάδα An των άρτιων µεταθέσεων είναι πάντοτε 
υποοµάδα της συµµετρικής οµάδας Sn. Ο δείκτης της An στην Sn είναι  [i}: "}]  =
R!
�!
�

= 2. Αποδεικνύεται ότι η An είναι κανονική υποοµάδα της Sn ώστε για κάθε 

φυσικό n ≥ 2 ισχύει Ι      An  <   Sn , [Sn: An] = 2. (6.3) 
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Ας είναι α, β, γ…..ω r ≤ n στοιχεία του συνόλου In = {1,2,3…..n}. Τότε  
(α β γ ….. ω) θα συµβολίζει τη µετάθεση που απεικονίζει α → β, β → γ, …. , ω → α 
και κάθε άλλο στοιχείο του In στον εαυτό του. Η µετάθεση (α, β, γ…., ω) θα καλείται 
κύκλος µήκους r ή απλά r-κύκλος. Ειδικότερα ένας 2-κύκλος θα λέγεται 
αντιµετάθεση ή µετάβαση.  

Παράδειγµα: η µετάθεση h = �1 2 3
2 3 4    41� = (1   2   3   4)  είναι ένας 4-κύκλος. 

Το στοιχείο � = �1 2 3
2 4 3    41� = (1  2   4) είναι ένας 3-κύκλος. Μπορούµε να 

διαπιστώσουµε ότι ένας ν-κύκλος είναι ένα στοιχείο της οµάδας µεταθέσεων µε τάξη 
ν, δηλαδή σν = Ι. Έτσι για τους σ, τ θα έχουµε σ4 = Ι και σ3 = Ι. Μπορούµε να 
διαπιστώσουµε ότι κάθε µετάθεση σ, µπορεί να αναλυθεί σε γινόµενο 
αντιµεταθέσεων. Αν και η ανάλυση αυτή δεν είναι µοναδική το πλήθος των 
αντιµεταθέσεων στις οποίες µπορεί να αναλυθεί µια άρτια µετάθεση είναι πάντα 
άρτιος αριθµός, ενώ το πλήθος των αντιµεταθέσεων στις οποίες µπορεί να αναλυθεί 
µια περιττή µετάθεση είναι πάντοτε περιττός αριθµός. Έτσι π.χ. θα έχουµε h =
�1 2 3

4 2 1    43� = (1   2)(1   3)(1   4)(2   3) =  (1   3)(1   4) και η σ είναι σίγουρα 

άρτια µετάθεση. Είναι εύκολο να δούµε ότι το σύνολο Κ = {Ι, (1   2)(3   4), (1   3)(2   
4), (1   4)(2   3)} είναι µια κανονική υποοµάδα του Α4. (Οµάδα τεσσάρων στοιχείων 
του Klein). Προφανώς και το σύνολο Η = {Ι, (1  2)(3  4)} αποτελεί κανονική 
υποοµάδα της Κ. Για την οµάδα S4 συνεπώς παρατηρούµε ότι υπάρχει η εξής σειρά 
κανονικώv υποοµάδων της: S4   <     Κ    <     Η   <     Ι και [S4 : Κ= 2, [Κ:Η] = 12:4 
= 3, [ΗΪ] = 2 (6.4). Άρα η οµάδα S4 είναι επιλύσιµη και εποµένως η γενική εξίσωση 
τετάρτου βαθµού είναι επιλύσιµη µε ριζικά.  

Ας δούµε τώρα πώς οι σχέσεις (6.4) µπορούν να µας οδηγήσουν στη λύση της 
εξίσωσης χ4 + α1χ

3 + α2χ
2 + α3χ + α4 = 0 µε α1, α2, α3, α4 ∈ F (6.5) 

Αν χ1, χ2, χ3, χ4 είναι οι ρίζες της (6.5) µέσα σε ένα σώµα διάσπασης της Ε, από τους 
τύπους του Vieta θα έχουµε:  

 

χ1 + χ2 + χ3 + χ4 = -α1 

χ1χ2 + χ1χ3 + χ1χ4 + χ2χ3 + χ2χ4 + χ3χ4 = α2     (6.6) 

χ1χ2χ3 + χ1χ3χ4 + χ1χ2χ4 + χ2χ3χ4 = -α3 

χ1 χ2 χ3 χ4 = α4 

 

Αν G είναι µια οµάδα θα συµβολίζουµε µε [G] το σύνολο όλων των αλγεβρικών 
παραστάσεων Ρ (χ1, χ2, χ3, χ4) που µένουν αναλλοίωτες όταν δράσουν πάνω τους τα 
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στοιχεία της οµάδας G (παραστάσεις συµµετρικές ως προς την G). Είναι φανερό ότι 
χ1, χ2, χ3, χ4 ∈ [Ι]. θα προσπαθήσουµε να εκφράσουµε τα χ1, χ2, χ3, χ4 συναρτήσει 
στοιχείων του [Η]. Η συνθήκη Ι<  Η [Η:Ι] = 2 µας βεβαιώνει ότι αυτό είναι πάντοτε 
εφικτό στη χειρότερη περίπτωση µε χρήση τετραγωνικών ριζών. Από τις παραστάσεις  

χ1 + χ2 - χ3 - χ4 = β1 

χ1 - χ2 + χ3 - χ4 =β2 

χ1 - χ2 - χ3 + χ4 = β3 

µόνο η β1 ανήκει στο [Η] όµως τα τετράγωνά τους προφανώς ανήκουν στο [Η]. 
θεωρούµε το σύστηµα: 

χ1 + χ2 - χ3 - χ4 = β1   

χ1 - χ2 + χ3 - χ4 =β2    (6.7) 

χ1 - χ2 - χ3 + χ4 = β3 

χ1 + χ2 + χ3 + χ4 = -α1. 

Με πρόσθεση κατά µέλη των εξισώσεών του προκύπτει �E =  E
�  (@E+@� + @� +

9E) =  E
� �@E� + �@�� + �@�� − 9E)  (6.8). 

Όπως βλέπουµε το χ1 και παρόµοια και οι υπόλοιπες ρίζες εκφράζονται όντως από τα 
στοιχεία του [Η] µε χρήση τετραγωνικών ριζών.  

Το επόµενο βήµα είναι να εκφράσουµε τα στοιχεία του [Η] από τα στοιχεία του Κ. 
Υπολογίζοντας τα β1

2, β2
2, β3

2 µε βάση τους τύπους (6.6) και (6.7) βρίσκουµε:  

 

 

β1
2 = α1

2 – 4α2 + 4η1, όπου η1 = χ1χ2 + χ3χ4  

β2
2 = α1

2 – 4α2 + 4η
2, όπου η2 = χ1χ3 + χ2χ4     

β3
2 = α1

2 – 4α2 + 4η
3, όπου η3 = χ1χ4 + χ3χ2 (6.8) 

∆εδοµένου τώρα ότι οι παραστάσεις η1, η2, η3 ανήκουν στο Κ βρίσκουµε π.χ. ότι: 

�E =  E
�  (�9E� − 49� + 4�E + �9E� − 49� + 4�� + �9E� − 49� + 4�� −  9E). 

Πρέπει στη συνέχεια να εκφράσουµε τα η1, η2, η3 συναρτήσει των στοιχείων του [Α1]. 
Παρατηρούµε ότι:  
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  η1 + η2 + η3 = α2  

  η1η2 + η1η3 + η2η3 = α1α3 - 4α4 

η1η2η3 = α4α1
2 + α3

2 – 4α4α2  

Εποµένως οι αριθµοί η1, η2, η3 µπορούν να υπολογιστούν ως ρίζες της κυβικής 
εξίσωσης: ψ3 –α2ψ

2 + (α1α3 – 4α4)ψ – (α4α1
2 +α3

2 – 4α4α2) = 0 (6.9)  

Ακολουθώντας βήµατα προηγούµενης παραγράφου διαπιστώνουµε πως τα η1,η2,η3 
εκφράζονται τελικά από τα στοιχεία του [S4] συναρτήσει των α1,α2,α3,α4 και χρήση 
τετραγωνικών και κυβικών ριζών. 

Μέχρι στιγµής δείξαµε ότι οι οµάδες S2,S3,S4 είναι επιλύσιµες δυστυχώς όµως για 
n≥5 δεν είναι επιλύσιµες δηλ. δεν µπορούν να λυθούν µε ριζικά βέβαια αυτό δεν 
σηµαίνει ότι όλες ανώτερου του πέµπτου βαθµού δεν επιλύονται µε ριζικά 
ενδεχοµένως µια εξίσωση να έχει οµάδα Galois κάποια υποοµάδα της Sn η οποία να 
είναι επιλύσιµη. 

Αν επιθυµούµε να δώσουµε µια απόδειξη για τη µη επιλυσιµότητα της Sn , n≥5 θα 
πρέπει να δούµε κάποια επιπλέον στοιχεία από την θεωρία οµάδων. Αν G είναι µια 
οµάδα µε πεπερασµένο πλήθος στοιχείων ν, ο αριθµός ν καλείται τάξη της οµάδας 

και συµβολίζεται G ν= . 0 1 2 ν ν+1Aνα G τότε οι δυνάµεις α ,α ,α ,....,α ,α ,......∈ δεν 

µπορεί να είναι όλες διαφορετικές µεταξύ τους όταν η οµάδα έχει τάξη ν. Έτσι θα 
υπάρχουν στοιχεία κ,µ µε κ<µ έτσι ώστε αµ=ακ 

Πολλαπλασιάζοντας την τελευταία ισότητα επί α-1 , κ φορές διαδοχικά βρίσκουµε ότι 
αµ-κ=Ι, όπου Ι το ουδέτερο στοιχείο της G. Εποµένως, υπάρχει φυσικός αριθµός n≥1 
ώστε αn=I . Τον ελάχιστο τέτοιο φυσικό αριθµό n τον ονοµάζουµε τάξη του 
στοιχείου α (Αν δεν υπάρχει τότε λέµε ότι το στοιχείο α είναι µηδενικής τάξεως). 

Αν α είναι στοιχείο µιας οµάδας G τότε το σύνολο {ακ/κ=0,1,2,3,…} που αποτελείται 
από τις δυνάµεις του α αποτελεί ουσιαστικά µια υποοµάδα της G. Αυτή την οµάδα 
την λέµε κυκλική παραγόµενη από το στοιχείο α και την συµβολίζουµε ως (α). δηλ. 
είναι (α)={ακ/κ=0,1,2,3,…}. Κάθε κυκλική οµάδα είναι πάντοντε αντιµεταθετική. 

Έστω Η µια υποοµάδα της G, µέσα στην G µπορούµε να ορίσουµε µια σχέση 

ισοδυναµίας ως εξής: 1α β α β Η β αΗ−⇔ ∈ ⇔ ∈� . Η σχέση αυτή είναι µια σχέση 

ισοδυναµίας στο G,  

δηλ. είναι ανακλαστική α α�  

συµµετρική α β β α⇔� �  

και µεταβατική α β και β γ α γ⇒� � �  
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Η βασική λειτουργία µιας σχέσης ισοδυναµίας στο G είναι ότι διαµερίζει το σύνολο 
αυτό σε υποσύνολα που καλούνται κλάσεις ισοδυναµίας τα οποία είναι ανα δύο ξένα 
µεταξύ τους και η ενωσή τους ισούται µε G. Αν συµβολίσουµε µε <α> την κλάση 
ισοδυναµίας του α δηλ. το σύνολο όλων των στοιχείων της G που είναι ισοδύναµα µε 
το α είναι φανερό τότε ότι <α>=αΗ. Το δε σύνολο όλων των κλάσεων ισοδυναµίας 
καλείται σύνολο πηλίκο της σχέσης και θα το συµβολίσουµε µε G/H. Τα στοιχεία του 
G/H τα ονοµάζουµε αριστερές κλάσεις της Η στη G. 

Έχουµε λοιπόν G/H={αH/ α G∈ } µε  

α G/H

G α

α b  <α>,<b> G/H    µε <α> <b>
< >∈

= < >

< > ∩ < >=∅ ∀ ∈ ≠

U
 

Είναι πολύ δύσκολο να δούµε ότι όλες οι αριστερές κλάσεις έχουν το ίδιο πλήθος 
στοιχείων µε την υποοµάδα Η. Από τις παραπάνω σχέσεις εξάγεται πως : 

α G/H α G/H

G <α> H G / H H

δηλ.  G G / H H
∈ ∈

= = = ⋅

= ⋅

∑ ∑
(θεώρηµα Lagrange)

 

Ο τύπος αυτός µας δείχνει επίσης πως η τάξη µιας υποοµάδας Η της οµάδας G διαιρεί 
την τάξη της οµάδας. Τώρα αφού η τάξη ενός στοιχείου α ισούται µε την τάξη της 
κυκλικής οµάδας (α) που παράγεται από το α θα ισχύει ότι και η τάξη ενός στοιχείου 
πάντοτε διαιρεί την τάξη της οµάδας. Έτσι αν η τάξη του α είναι ν και η τάξη της 
οµάδας είναι µ θα έχουµε µ=νκ για κάποιο θετικό ακέραιο κ. Τότε όµως 
αµ=ανκ=(αν)κ=Ικ=Ι που σηµαίνει ότι κάθε στοιχείο µιας οµάδας υψωµένος στην τάξη 
της οµάδας θα µου δίνει πάντοτε το ουδέτερο στοιχείο της οµάδας. 

Αν η τάξη µιας οµάδας G είναι ο πρώτος αριθµός ρ τότε η οµάδα είναι κυκλική.  
Όντως, αν ν η τάξη ενός στοιχείου α της G ≠ Ι τότε θα πρέπει το ν να διαιρεί τον ρ. 
Αφού όµως ο ρ είναι πρώτος θα πρέπει ν=ρ ⇒   G=(α). 

Αν Α, Β⊆G το γινόµενο τους ορίζεται ως ΑΒ={ α    και αβ /   β Β∈Α ∈ }. Βεβαίως 

πάντα ισχύει GΑΒ ⊂ . 

Αν η οµάδα δεν είναι αντιµεταθετική τότε ΑΒ≠ΒΑ. Αν τα Α, Β είναι υποοµάδες της 
G τότε το γινόµενο ΑΒ δεν είναι υποοµάδα της.                                                                                  
Είχαµε δει ότι το σύνολο πηλίκο G/H={αΗ/α∈G}. Κάθε κλάση αΗ είναι υποσύνολο 
της G και έτσι µπορεί να οριστεί το γινόµενο µεταξύ δύο κλάσεων (αΗ), (βΗ). Αυτό 
το γινόµενο είναι µεν υποσύνολο της G αλλά δεν ανήκει στο G/H. Παρατηρούµε 
όµως ότι να ισχύει αΗ=Ηα για κάθε α G∈ τότε για το γινόµενο των δύο κλάσεων θα 
έχουµε : 

(αΗ)(βΗ)=α(Ηβ)Η=α(βΗ)Η=(αβΗ)Η=αβΗ δηλ. το γινόµενο των κλάσεων αΗ ,βΗ 
είναι επίσης η κλάση αβΗ µε πιο απλά λόγια το G/H είναι κλειστό ως προς τον 



 

πολλαπλασιασµό των πράξεων. Το στοιχείο αυτό είναι µείζονος σηµασίας διότι ο 
πολλαπλασιαµός των κλάσεων ικανοποιεί και τα υπόλοιπα αξιώµατα του ορισµού 
µιας οµάδας. (Στα µαθηµατικά
η οποία συνδυάζει δύο στοιχεία
που ανήκει επίσης στο σύνολ
ονοµάζονται αξιώµατα της οµάδας και αναφορικά είναι η
η προσεταιριστική ιδιότητα

Συγκεκριµένα είναι προσεταιριστικός: (αΗ)[(βΗ)(γΗ)]=[(αΗ)(βΗ)](γΗ)=αβγΗ

Έχει ουδέτερο στοιχείο που είναι η κλάση Η

 Υπάρχει αντίστροφο στοιχείο: (αΗ)

Το ζήτηµα είναι ότι δεν ισχύει πάντα η ισότητα αΗ=Ηα 
που η συνθήκη αυτή ικανοποιείται η οµάδα Η λέµε ότι είναι κανονική υποοµάδα της 

G και το γεγονός αυτό το συµβολίζουµε 

 (Πηγή: Εισαγωγή στην θεωρία 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

πολλαπλασιασµό των πράξεων. Το στοιχείο αυτό είναι µείζονος σηµασίας διότι ο 
πολλαπλασιαµός των κλάσεων ικανοποιεί και τα υπόλοιπα αξιώµατα του ορισµού 

µαθηµατικά, οµάδα είναι ένα σύνολο στοιχείων µαζί µε µία πράξη, 
στοιχεία του συνόλου για να σχηµατίσουν ένα τρίτο στοιχείο 

που ανήκει επίσης στο σύνολο, ικανοποιώντας ταυτόχρονα τέσσερις συνθήκες που 
της οµάδας και αναφορικά είναι η

προσεταιριστική ιδιότητα, η ταυτότητα και η αντιστρεψιµότητα).  

ναι προσεταιριστικός: (αΗ)[(βΗ)(γΗ)]=[(αΗ)(βΗ)](γΗ)=αβγΗ

που είναι η κλάση Η: (αΗ)Η=αΗ=Η(αΗ) 

Υπάρχει αντίστροφο στοιχείο: (αΗ)-1=α-1Η 

Το ζήτηµα είναι ότι δεν ισχύει πάντα η ισότητα αΗ=Ηα α G∀ ∈  . Στην περίπτωση 
που η συνθήκη αυτή ικανοποιείται η οµάδα Η λέµε ότι είναι κανονική υποοµάδα της 

και το γεγονός αυτό το συµβολίζουµε H  G. 

(Πηγή: Εισαγωγή στην θεωρία Galois , Κασσαπίδης Γεώργιος) 
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πολλαπλασιασµό των πράξεων. Το στοιχείο αυτό είναι µείζονος σηµασίας διότι ο 
πολλαπλασιαµός των κλάσεων ικανοποιεί και τα υπόλοιπα αξιώµατα του ορισµού 

στοιχείων µαζί µε µία πράξη, 
του συνόλου για να σχηµατίσουν ένα τρίτο στοιχείο 

ο, ικανοποιώντας ταυτόχρονα τέσσερις συνθήκες που 
της οµάδας και αναφορικά είναι η κλειστότητα , 

ναι προσεταιριστικός: (αΗ)[(βΗ)(γΗ)]=[(αΗ)(βΗ)](γΗ)=αβγΗ 

. Στην περίπτωση 
που η συνθήκη αυτή ικανοποιείται η οµάδα Η λέµε ότι είναι κανονική υποοµάδα της 
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3.4 Θεµελιώδες θεώρηµα θεωρίας Galois 

 

Έστω η επέκταση Ε/F , G =Gal{ Ε/F } , το σύνολο των υποοµάδων της G. Λέµε ότι η 

επέκταση Ε/F είναι επέκταση Galois πάνω από το F αν Ε σώµα ανάλυσης ενός 

διαχωρίσιµου πολυωνύµου ( ) [ ]⊂f x F x . Συµβολίζουµε µε P το σύνολο των 

επεκτάσεων του F που είναι υποσώµατα του Ε. 

 

Θεώρηµα: Έστω Ε επέκταση Galois πάνω από το F , G =Gal{ Ε/F } . Υπάρχει µια 

αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία  ανάµεσα στα στοιχεία του συνόλου P των 

υποσωµάτων του Ε που είναι επεκτάσεις του F και στα στοιχεία του συνόλου G των 

υποοµάδων G. 

Συγκεκριµένα , η συνάρτηση Gal{ Ε/F }: P�G ,  B� Gal{ Ε/B } 

Είναι ένα προς ένα µε αντίστροφη  

Ε-: G�P , H�EH 

Ισχύουν οι ιδιότητες:  

• 
B: F

= |G:Gal (Ε/B) | και |G:H| =|EΗ:F| 

• E Gal (Ε/B) – B  &  Gal (Ε/EH) – H 

• Β είναι επέκταση Galois πάνω από το F αν και µόνο αν Gal (Ε/B)<

G 

 

 

 

3Το πολυώνυµο x 2−  

Αρχικά µελετάµε το κανονικό πολυώνυµο f(x)=x3-2 και βρίσκουµε τους ανάγωγους 

παράγοντες του στο Q(x),R(x),C(x). 

Βρίσκουµε τις ρίζες στο �  και παρατηρόυµε ότι το b= 
3 2  είναι µια ρίζα της f(x) 

οπότε το πολυώνυµο 
3x 2− διαιρεί το πολυώνυµο f(x)=x3-2  και έτσι σύµφωνα µε 

τον ευκλείδειο αλγόριθµο διαίρεσης πολυωνύµων βρίσκουµε ότι 
3 23 3 3f(x)=x 2 (x 2) (x 2x+ 4)− = − ⋅ +  

∆ηλαδή 

2 2 2 2( ) ( )( )    όπου ( )f x x b x bx b x bx b p x= − + + + + =  
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Χρησιµοποιώντας τον τύπο για την εύρεση ριζών µιας δευτεροβάθµιας εξίσωσης 

βρίσκουµε ότι οι άλλες δύο ρίζες του πολυωνύµου είναι :

3 1 i 3
2( )

2 2
− ±

  

Θέτουµε τώρα  

1 i 3
ω

2 2
= − +

  

και παρατηρούµε πως 

0 3 2πi

2πi
3

2

ω ω e 1

2π 2π
ω e cos( ) i sin( )

3 3

1 3
ω

2 2


 − − −


− − +




− −


i

 

Συνεπώς , µπορούµε να γράψουµε τις 3 ρίζες της εξίσωσης 
3x 2− στο σύνολο των 

µιγαδικών αριθµών ως εξής: 

(α) Καµία από τις ρίζες του f(x) δεν ανήκει στο Q πράγµα που σηµαίνει πως υπάρχει 

πολυώνυµο Α βαθµού στο Q(x) που να διαιρεί το f(x) οπότε f(x) ανάγωγο του Q(x). 

(β) Εφόσον το b και οι συντελεστές του q(x) ανήκουν στο R ισχύει τότε ότι f(x)=(x-

b)·q(x) στον R(x). Οι ρίζες του Q(x) δεν ανήκουν στον R και εποµένως q(x) είναι 

ανάγωγο στον R(x). Στον δακτύλιο R(x) η ανάλυση του f(x) σε ανάγωγους 

παράγοντες θα είναι το γινόµενο f(x)=(x-b)·q(x) 

(γ) Η ανάλυση του f(x) σε ανάγωγους παράγοντες στο (x)� είναι το γινόµενο 

f(x)=(x-b)·(x-ωb)·(x-ω2 b)  

Οπότε , συµπεραίνουµε τα εξής: 

1) Υπάρχει b∈Κ  έτσι ώστε f(b)=0 αν και µόνο αν f(x)=(x-b)·q(x) όπου ( xx)bq [ ]∈Κ  

2) Αν deg f(x)=1 � τότε f(x) ανάγωγο 

3) Αν deg f(x)=2,3 � τότε f(x) ανάγωγο αν και µόνο αν f(x) δεν έχει ρίζες στο Κ  

4) Αν FΚ ⊂  όπου το F είναι σώµα και f(x) ανάγωγο στο F(x) τότε f(x) ανάγωγο στο 

Κ(x) 

 

Πηγή: Σηµείωσεις µαθήµατος «Θεωρία Galois» των Θεοδώρα Θεοχάρη Αποστολίδη 

και Χαρά Χαραλάµπους Νοέµβριος 2014 

 

∆εύτερο  παράδειγµα 
4

4

Έστω f x x  2 Q

E=Q(b,i)    όπου  b

( )

= 2 

= − ∈
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Οι ρίζες του f(x) είναι { b, ib}± ±  και Ε επέκταση Galois πάνω από το Q. 

Παρατηρούµε ότι µια βάση του Ε ως προς το Q είναι το σύνολο 
2 3 2 3{1,b,b ,b ,i,ib,ib ,ib }  

Έστω G=Gal(E/Q) όπου ισχύει G≈Ds και τα στοιχεία της G καθορίζονται από τις 

απεικονίσεις b, i όπως φαίνεται από τον παρακάτω πίνακα: 

b b b -b -b ib ib -ib -ib 

i i -i i -i i -i i -i 

 σο σ1 σ2 σ3 σ4 σ5 σ6 σ7 

 

Υπάρχουν 5 ακριβώς στοιχεία στην G µε τάξη 2 και 5 υποοµάδες επίσης µε τάξη 2. 

Επιπλέον, το σ4 έχει τάξη 4 άρα η κυκλική οµάδα < σ4> έχει και αυτή τάξη 4. Η G 

Έχει άλλες δύο υποοµάδες µε τάξη 4 και πιο συγκεκριµένα οι γνήσιες µη τετριµµένες 

υποοµάδες της G είναι: 

I. H1=< σ4>={ σ0, σ4, σ2= (σ4)
2, σ6= (σ4)

3} 

II. H2={ σ0, σ2,σ1,σ3} 

III. H3={ σ0, σ2,σ5,σ7} 

IV. < σ3>={idE, σ3} 

V. < σ1>={idE, σ1} 

VI. < σ2>={idE, σ2} 

VII. < σ5>={idE, σ5} 

VIII. < σ7>={idE, σ7} 

∆ιάγραµµα υποοµάδων 
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Η µόνη κανονική υποοµάδα τάξης 2 είναι η  < σ2>. Οι 3 υποοµάδες τάξης 4 είναι 

κανονικές. Για κάθε υποοµάδα της G θα υπολογίσουµε τα αντίστοιχα ενδιάµεσα 

σώµατα. Θα ξεκινήσουµε µε την οµαδα < σ3>. Έστω ότι ανήκει στο Ε όπου: 
2 3 2 3

0 1 2 3 4 5 6 7

i

2 3 2 3
3 0 1 2 3 4 5 6 7

3

3 2
0 1 3 6

επειδή α Q έπεται ότι:

<σ (y)

θα ισχύει σ (y) y αν και µόνο αν

y= (1 ) (1 )

y a a b a b a b a i a ib a ib a ib

a a b a b a b a i a ib a ib a ib

a a b i a b i a ib

= + + + + + − +

∈

>= + − − − + + −

−

+ + − − +  

Άρα E< σ3>=Q(b(1-i),b3(1-i),ib2) 

Και εφόσον: 

 (b(1+i))2=2ib2 

(b(1+i))3=-2b3(1-i) 

Θα έχουµε ότι : 
3 σ Q( (E b 1 )i)< > = +  

Στην συνέχεια θα βρούµε το σώµα του E< σ
2
>. Στην περίπτωση αυτή παρατηρούµε ότι 

[G: < σ2>]=4 

Αφού σ2(i)=i   &  σ2(b
2)=σ2(b)2=(-b)2=b2 έπεται ότι 

2 σ2( )Q b ,i E< >⊂  

Αφού 
2Q Q(i) Q(i,b ) E⊆ ⊆ ⊆  έπεται ότι [Q(I,b2):Q]=4 

Εποµένως
2 2 σ Q(iE ,b )< > = . Με τον ίδιο τρόπο βρίσκουµε και τα άλλα ενδιάµεσα 

σώµατα του Ε και έτσι προκύπτει το παρακάτω διάγραµµα για ενδιάµεσα σώµατα: 
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Τέλος παρατηρούµε ότι: 

• B2=Q(b2) είναι σώµα ανάλυσης του x2-2 πάνω από το Q & Gal(E/B2)≈H2 

• B1=Q(i) είναι σώµα ανάλυσης του x2+1 πάνω από το Q & Gal(E/B1)≈H1 

• B3=Q(b2i) είναι σώµα ανάλυσης του x2+2 πάνω από το Q & Gal(E/B3)≈H3 

• B4=Q(b2,i) είναι σώµα ανάλυσης του (x2-b)·(x2-1) πάνω από το Q & 

Gal(E/B4)≈ < σ2>. 

 

 

 

 

Τρίτο παράδειγµα 

Έστω η εξίσωση έκτου βαθµού  2 3 2f(x)=(x -x+1) -α(x -x)=0.Την  εξίσωση τη 

γράφουµε µε δυο  διαφορετικούς τρόπους  

 
3

3 2

1 1
(x+ -1) -α(x+ -2)=0 (α)

x x

[x(1-x)+1] -α[x(1-x)] =0 (β)
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Από την (α) βλέπουµε ότι αν x ρίζα της εξίσωσης τότε και η 1/x είναι  ρίζα και από τη 
(β) προκύπτει ότι και η 1-x είναι επίσης ρίζα. Συνεπώς αν  θ ρίζα της   εξίσωσης  τότε 

και οι 
1 1 1 θ-1 θ

,1-θ, ,1- = ,
θ 1-θ θ θ θ-1

 

είναι επίσης ρίζες. Μπορούµε να επιλέξουµε τον αριθµό α ώστε όλες οι παραπάνω 
λύσεις να είναι διαφορετικές µεταξύ τους. 

 Το σώµα ριζών του πολυωνύµου f(x) είναι το 
1 θ-1 θ

Q(α,θ,1/θ,1-θ, , , )
1 θ θ θ-1

Ε =
−

 

Η οµάδα Galois G(f) του f(x) αποτελείται από τους αυτοµορφισµούς του Ε που 
αφήνουν σηµειακά αναλλοίωτο το σώµα Q(α) και επειδή ο περιορισµός ενός τέτοιου 

αυτοµορφισµού πάνω στο σύνολο 
1 θ-1 θ

{α,θ,1/θ,1-θ, , , }
1 θ θ θ-1

Α =
−

των ριζών του 

πολυωνύµου f(x) αποτελεί ουσιαστικά µια µετάθεση του Α. Αν σ G(f)∈  τότε η τιµή 

σ(θ) καθορίζει πλήρως τον σ και υπάρχουν έξι διαφορετικοί τρόποι για να οριστεί το 
σ(θ). 

 Πιο συγκεκριµένα : ( )

  θ

1

θ
 1 - θ

1

1 θ
θ - 1

θ

θ

- 1

σ

θ

θ

 
 
 
 
 
 
 =
 −
 
 
 
 
 
 

 

∆εν είναι δύσκολο να διαπιστώσουµε πως G(f)=S3 . Όπως βλέπουµε η συγκεκριµένη 
οµάδα Galois είναι γνήσια υποοµάδα της S6 . Το αξιοσηµείωτο είναι πως ενώ δεν 
γνωρίζουµε τις ρίζες του f(x) η οµάδα Γκαλουά µας είναι απολύτως γνωστή. 

Η αναγκαία και ικανή συνθήκη που βρήκε ο Γκαλουά για να είναι µια πολυωνυµική 
εξίσωση επιλύσιµη µε ριζικά είναι η συνθήκη η αντίστοιχη οµάδα Galois να είναι 
επιλύσιµη. 

Εποµένως, µπορούµε να πούµε πως µια οµάδα G είναι επιλύσιµη αν υπάρχει µια 
ακολουθία υποοµάδων της τέτοια ώστε G>G1>G2>…>Gr={I} όπου {Ι} η τετριµµένη 
υποοµάδα της G που αποτελείται µόνο από το ουδέτερο στοιχείο και στην οποία 
ακολουθία κάθε οµάδα είναι κανονική υποοµάδα της προηγούµενης µε δείκτη πρώτο 
αριθµό. 
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Η οµάδα Galois 

Παρακάτω θα εκθέσουµε µια αναλογία που συσχετίζει τις συµµετρίες των 
πολυγώνων του επιπέδου µε κάποιες αντίστοιχες αλγεβρικές έννοιες, παρόλο που 
ορισµένες από αυτές δεν έχουν ακόµα ορισθεί 

 

πολύγωνο Ρ                                          πολυώνυµο f(x) ∈F[x] 

επίπεδο                                                           σώμα διάσπασης Ε του f(x) 

vert(P)={ }1 vu ,...,u   θέσεις µηδενισµού { }1 v,...,α α  

γραµµικός µετασχηµατισµός  αυτοµορφισµός του Ε 

ορθογώνιος µετασχηµατισµός             αυτοµορφισµός του Ε που διατηρεί το σώµα F 

Σ(Ρ)                                                      οµάδα Galois Gal(f)=Gal(E/F) 

κανονικό πολύγωνο                              ανάγωγο πολυώνυµο 
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