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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

 

Στθν παροφςα εργαςία μελετάται θ μοριακι κίνθςθ ιόντων ςε ρευςτά 

χαμθλισ πυκνότθτασ, υπό τθν επίδραςθ ομογενοφσ θλεκτροςτατικοφ πεδίου, 

μζςω θμικλαςικισ μοριακισ δυναμικισ προςομοίωςθσ γκαουςιανϊν 

κυματοπακζτων, GWP. Η ανάλυςθ βαςίηεται ςτθν ανάπτυξθ μεκόδου μοριακισ 

δυναμικισ  προςομοίωςθσ, όπου εφαρμόηεται τεχνικι για τθν προςομοίωςθ 

εκτόσ ιςορροπίασ καταςτάςεων, ςυγκεκριμζνα για τθν προςομοίωςθ τθσ 

ςτάςιμθσ κατάςταςθσ τθσ ιοντικισ κίνθςθσ διαμζςου ουδζτερου αερίου υπό τθν 

επίδραςθ θλεκτροςτατικοφ πεδίου. Η ανάπτυξθ τθσ μεκόδου βαςίςτθκε ςτθν 

επζκταςθ τεχνικισ θμικλαςικισ δυναμικισ προςομοίωςθσ γκαουςιανϊν 

κυματοπακζτων ςτθν ιςορροπία ςε ςυνκικεσ εκτόσ ιςορροπίασ με ςκοπό τθν 

αναπαραγωγι κβαντικϊν φαινομζνων που λαμβάνουν χϊρα κατά τθν ιοντικι 

κίνθςθ ςε ςυνκικεσ χαμθλισ κερμοκραςίασ.  Η δυναμικι εξζλιξθ των 

γκαουςιανϊν κυματοπακζτων επιτυγχάνεται μζςα από τθν επίλυςθ τθσ χρονικά 

εξαρτθμζνθσ εξίςωςθσ  Schrödinger μζςω μεκόδου παραλλαγϊν.  Οι ιδιότθτεσ 

μεταφοράσ και θ κατανομι ενζργειασ προςδιορίηονται τόςο για τα ιόντα όςο και 

για το φζρον αζριο. Η τεχνικι παρζχει τθν δυνατότθτα μελζτθσ ςυςτθμάτων ςε 

πυκνζσ και θμίπυκνεσ καταςτάςεισ. 
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ABSTRACT 

 

In the present study the ion molecular motion in low density fluids, under 

the action of electrostatic field, is studied through a semiclassical molecular 

dynamic simulation of gaussian wavepackets. The analysis is based in the 

development of a molecular dynamics simulation method which elaborates a 

technique for the simulation of nonequilibrium  states, namely the steady state of 

the ion motion through  neutral gas under the influence of electrostatic field.  The 

method is an extension of a semiclassical technique of a many-particle dynamics 

simulation with Gaussian wave packets at nonequilibrium conditions, for the 

reproduction of the quantum effects in low temperature conditions.  The dynamic 

of the gaussian wavepackets is followed through the solution of time dependent 

Schrödinger equation via a variational method.  Transport properties and energy 

distributions are calculated for ions and neutrals. The method can be extended 

also for studies in dense and moderately dense fluids. 

 

 

 

 

 

 

 

 

SUBJECT AREA: Statistical mechanics 

KEYWORDS: Transport properties, nonequilibrium molecular dynamics, Gaussian 

wave packets, variational principle, low temperature 
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Πρόλογοσ 

Η παροφςα εργαςία πραγματοποιικθκε ςτα πλαίςια του μεταπτυχιακοφ 

προγράμματοσ ςπουδϊν ςτο Τμιμα Χθμείασ του ΕΚΡΑ για τθν απόκτθςθ 

διπλϊματοσ ςτθν ειδίκευςθ τθσ Φυςικοχθμείασ.  
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Ειςαγωγή 

 

Τα πειράματα ιοντικισ ευκινθςίασ αποτελοφν πθγζσ ανάλυςθσ φαινομζνων 

για καταςτάςεισ εκτόσ ιςορροπίασ. Η κφρια χριςθ των πειραμάτων ιοντικισ 

ευκινθςίασ αποτελεί τον εντοπιςμό και διαχωριςμό μορίων για τουσ ςκοποφσ τθσ 

αναλυτικισ χθμείασ, όπου ο διαχωριςμόσ των μορίων επιτυγχάνεται ωσ ςυνάρτθςθ 

του λόγου του φορτίου και τθσ μάηασ των μορίων. Το περιβάλλον των πειραμάτων 

αυτϊν, θ κίνθςθ δθλαδι ιόντων διαμζςου αραιϊν αερίων, αποτελεί ιδανικι 

ςυνκικθ για τθν μελζτθ των δυναμικϊν αλλθλεπιδράςεων ιόντοσ και φζροντοσ 

αερίου και κατ’ επζκταςθ τθν κεωρθτικι μελζτθ των ιδιοτιτων μεταφοράσ των 

ιόντων.  Θεωρθτικόσ υπολογιςμόσ των ιδιοτιτων μεταφοράσ για ςυςτιματα ιόντων 

ςε αζρια, υπό τθν εφαρμογι θλεκτροςτατικοφ πεδίου επιτυγχάνεται μζςω τθσ 

κινθτικισ κεωρίασ και τθσ επίλυςθσ τθσ εξίςωςθσ Boltzmann. Η επαλικευςθ τθσ 

κεωρίασ πραγματοποιείται, τόςο μζςα από πειραματικά αποτελζςματα, όςο και 

μζςα από υπολογιςτικζσ μεκόδουσ.  

  Η ανάπτυξθ υπολογιςτικϊν μεκόδων προςομοίωςθσ μοριακισ δυναμικισ 

και ςτοχαςτικϊν τεχνικϊν, τφπου Monte Carlo, προςφζρουν ζνα ιςχυρό εργαλείο 

πρόβλεψθσ και ερμθνείασ για τα πειράματα ιοντικισ ευκινθςίασ και τθν 

επαλικευςθ τθσ κεωρίασ γφρω από αυτά. Σε ςυνκικεσ πολφ χαμθλισ 

κερμοκραςίασ για φζροντα αζρια μικρισ μοριακισ μάηασ όπου αναδυκνείεται θ 

κβαντικι φφςθ των ςωματιδίων θ χριςθ τεχνικϊν πζρα από τα όρια τθσ κλαςικισ 

μθχανικισ είναι χριςιμο να ερευνθκοφν με ςκοπό να δωκεί ερμθνεία ςε φαινόμενα 

που παρατθροφνται ςε πειράματα ιοντικισ ευκινθςίασ χαμθλισ κερμοκραςίασ. 

Συγκεκριμζνα, ςτα όρια χαμθλοφ πεδίου και χαμθλθσ κερμοκραςίασ παρατθρείται 

πτϊςθ τθσ ιοντικισ ευκινθςίασ κάτω του κεωρθτικά προβλεπόμενου ορίου 

πολωςιμότθτασ. Για τθν μελζτθ αυτοφ του φαινομζνου επιλζχκθκε θ χριςθ μίασ 

θμικλαςικισ προςζγγιςθσ τθσ κίνθςθσ των ιόντων από τθν επίλυςθ τθσ χρονικά 

εξαρτϊμενθσ εξίςωςθσ Schrödinger μζςω κεωρίασ παραλλαγϊν για μοντζλο 

κυματοςυναρτιςεων γκαουςιανά κυματοπακζτα, GWP. Για το ςκοπό αυτό ζνα 

πρόγραμμα θμικλαςικισ προςομοίωςθσ τθσ μοριακισ κίνθςθσ ςτθν ιςορροπία 



 
 

23 
 

επεκτείνεται μζςω μίασ τεχνικιεσ ςε ζνα πρόγραμμα που δφναται να προςομοιϊςθ 

τθν κίνθςθ ιόντων ςε ρευςτά υπό τθν επίδραςθ ομογενοφσ θλεκτροςτατικοφ 

πεδίου. Η κεωρθτικι μζκοδοσ για τθν εξζλιξθ τθσ κίνθςθσ των γκαουςιανϊν 

κυματοπακζτων, θ οποία βαςίηεται ςτθν μζκοδο παραλλαγϊν παρουςιάηεται ςτο 4ο 

Κεφάλαιο, ενϊ θ εφαρμογι τθσ ςτθν ιςορροπία και θ επεκταςι τθσ εκτόσ 

ιςορροπίασ παρουςιάηονται ςτο 5ο Κεφάλαιο. Τα αποτελζςματα τθσ εργαςίασ 

βαςίηονται ςτθν ανάλυςθ των χαρακτθριςτικϊν τθσ νζασ μεκόδου, τθν ευςτάκειά 

τθσ και τθν πρόβλεψθ των πειραματικϊν μετριςεων.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΜΕΡΟ Θ  :    ΘΕΩΡΘΑ  
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Κεφάλαιο 1o  

 

1. Κίνηςη ιόντων ςε ςωλήνεσ όδευςησ 

1.1 Εηζαγσγή 

 Σα πεηξάκαηα ηνληηθήο επθηλεζίαο βαζίδνληαη ζηελ εηζαγσγή ηνληζκέλσλ 

κνξίσλ εληόο ζσιήλα όδεπζεο, όπνπ νπδέηεξν αέξην βξίζθεηαη ζε ηζνξξνπία. θαη 

νκνηόκνξθν ειεθηξηθό πεδίν εθαξκόδεηαη ζην ζσιήλα κε απνηέιεζκα ηελ επηηάρπλζε 

ησλ ηόλησλ θαη ηελ έμνδό ηνπο πάλσ ζε έλαλ αλαιπηή κάδαο. Αλ θαη ηα πεηξάκαηα 

ηνληηθήο επθηλεζίαο μεθίλεζαλ σο ηερληθέο δηαρσξηζκνύ, ε ηδηαηηεξόηεηα ηνπο ζηελ 

πεξίπησζε αξαηώλ αεξίσλ λα πεξηγξάθνπλ ηελ δπλακηθή θξνύζεσλ αλά δύν, 

νδήγεζαλ ζηελ ρξήζε ηνπο γηα δπλακηθέο κειέηεο. Η επθηλεζία, ην κεηξνύκελν 

κέγεζνο,  είλαη αλάινγε ηεο ηαρύηεηαο όδεπζεο θαη απνηειεί ραξαθηεξηζηηθή ηδηόηεηα 

γηα θάζε ηόλ ζηηο ίδηεο ζπλζήθεο πεηξάκαηνο.  

Η ςυνάρτθςθ τθσ ευκινθςίασ από τθ μάηα, το φορτίο και τθν ενεργό διατομι 

τθσ αλλθλεπίδραςθσ ιόντοσ-ουδετζρου παρζχει τθν δυνατότθτα τα 

πειράματα ιοντικισ ευκινθςίασ να χρθςιμεφουν ωσ τεχνικζσ διαχωριςμοφ και 

προςδιοριςμοφ δομισ.1 Ο διαχωριςμόσ επιτυγχάνεται βάςει τθσ 

διαφορετικισ μζςθσ ταχφτθτασ όδευςθσ, που προςλαμβάνει κάκε 

διαφορετικό είδοσ ιόντων.  Νεότερεσ τεχνικζσ υψθλοφ πεδίου με εφαρμογι 

ραδιοςυχνότθτασ, δφναται να προςφζρουν υψθλι διακριτικι ικανότθτα ςτο 

επίπεδο των υποκαταςτϊν.2  Ο προςδιοριςμόσ δομικϊν χαρακτθριςτικϊν 

των ιόντων μζςω τθσ ευκινθςίασ οφείλεται ςτθν εξάρτθςθ αυτισ από τθν 

ενεργό διατομι του αλλθλεπιδρϊντοσ ηεφγουσ ιόντοσ-ουδετζρου, μζγεκοσ 

που ςχετίηεται με τθ γεωμετρία και τα δομικά χαρακτθριςτικά του ιόντοσ. 

Ρεραιτζρω ανάπτυξθ τθσ τεχνικισ, αλλά και θ ταυτόχρονθ ανάπτυξθ των 

υπολογιςτϊν και τθσ κεωρθτικισ υπολογιςτικισ Χθμείασ και θ επζκταςθ τθσ 

κινθτικισ κεωρίασ για ςυςτιματα υπό τθν ιςχυρι επίδραςθ 

θλεκτροςτατικοφ πεδίου, παρείχε τθ δυνατότθτα, ϊςτε θ τεχνικι να 

χρθςιμοποιθκεί για κεωρθτικζσ μελζτεσ και για τον 
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προςδιοριςμό των δυναμικϊν χαρακτθριςτικϊν του αλθλλεπιδρϊντοσ 

ςυςτιματοσ ιόντοσ-ουδετζρου και των ςυντελεςτϊν μεταφοράσ. 

Ρειραματικζσ μετριςεισ για τθν κατανομι ταχυτιτων των ιόντων και των 

ροπϊν τθσ ταχφτθτασ ζχουν λθφκεί με τθ χριςθ κατάλλθλων τεχνικϊν.3 

Επίςθσ μελζτεσ με κατάλλθλεσ ςυςκευζσ και πολφ καλά κακοριςμζνεσ 

ςυνκικεσ είναι δυνατόν να προςφζρουν ποιοτικζσ ςυγκρίςεισ για τισ ιοντικζσ 

περιςτροφικζσ διεγζρςεισ4 και τον υπολογιςμό τθσ περιςτροφικισ 

κερμοκραςίασ.5,6  

 

1.2 Βασικά στοιχεία πειπάματορ 

 

Σχιμα  1.1: Τυπικι πειραματικι διάταξθ φαςματοςκοπίασ ιοντικισ ευκινθςίασ αςφμμετρου 

πεδίου (FAIMS).* 

 

Μία τυπικι ςυςκευι, όπωσ αυτι που φαίνεται ςτο Σχιμα  1.1, αποτελείται 

από τρία βαςικά τμιματα: τθν πθγι των ιόντων, τον ςωλινα όδευςθσ και 

τον ανιχνευτι.  Ζπειτα από τθν παραγωγι των ιόντων από τθν πθγι αυτά 

προωκοφνται εντόσ του ςωλινα όδευςθσ ςε παλμοφσ με τθν βοικεια ενόσ, 

διαφράγματοσ-κφρασ.  Ειςερχόμενα ςτο ςωλινα τα ιόντα κινοφνται υπό τθν 

επίδραςθ του ομοιόμορφου θλεκτρικοφ πεδίου, το οποίο τα επιταχφνει προσ 

τον ανιχνευτι. Κακϊσ τα ιόντα προχωροφν εντόσ του αερίου, ςυμμετζχουν 

                                            
*
 Pacific Northwest National Laboratory, U.S. Department of Energy. 



Κεφάλαιο 1ο                                                                             Κίνθςθ ιόντων ςε ςωλινεσ όδευςθ 

 

 

28 
 

ςε ζνα πλικοσ κροφςεων, που παρακωλφουν τθν κίνθςι τουσ προσ τον 

ανιχνευτι· το φζρον αζριο εντόσ του ςωλινα βρίςκεται ςε ςτακερι πίεςθ, 

που  ςυνικωσ κυμαίνεται από 2.5 10-2Torr ζωσ 760 Torr για διατάξεισ 

χαμθλισ πυκνότθτασ. Πςο μεγαλφτερο είναι ζνα ιόν, τόςο μεγαλφτερθ κα 

είναι θ ενεργόσ διατομι των κρουςεϊν του, επιβραδυνόμενο από αυτζσ 

τελικά κατά μεγαλφτερο ποςοςτό από ό,τι τα μικρότερα ιόντα.  

Στο τζλοσ τθσ πορείασ των ιόντων εντόσ του ςωλινα όδευςθσ 

λαμβάνεται φάςμα των χρόνων ζκλουςθσ των ιόντων ςυνικωσ μζςω ενόσ 

φαςματογράφου μάηασ.  Κακϊσ τα ιόντα ειςζρχονται εντόσ του ςωλινα ανά 

τακτά χρονικά διαςτιματα (παλμοφσ) γίνονται επανειλλθμζνεσ μετριςεισ και 

από τα φάςματα των χρόνων άφιξθσ των ιόντων ςτον ανιχνευτι, προκφπτει 

θ μζςθ ταχφτθτα όδευςθσ των ιόντων. 

Η ταχφτθτα όδευςθσ (
dv ,cm2s-1) υπολογίηεται μζςω τθσ Σχζςθσ 

d
d

lv
t

 , όπου l  το μικοσ του ςωλινα όδευςθσ ςε cm και 
dt  ο χρόνοσ 

ζκλουςθσ.  Η ευκινθςία ( K , cm2s-1V-1) υπολογίηεται μζςω τθσ μζςθσ 

ταχφτθτασ από τθ Σχζςθ dv
K

E
 , όπου E , Vcm-1 , θ ζνταςθ του θλεκτρικοφ 

πεδίου. Ραρατθριςεισ πάνω ςε μετριςεισ ιοντικισ ευκινθςίασ οδιγθςαν 

ςτθν διαπίςτωςθ ότι ςε εντάςεισ πεδίου ζωσ 17 2100 10 Vcm  το μζγεκοσ τθσ 

ευκινθςίασ βρζκθκε να είναι ανάλογο του λόγου E N , όπου E  θ ζνταςθ 

του θλεκτρικοφ πεδίου και N  ο αρικμόσ των ςωματιδίων του φζροντοσ 

αερίου, αρικμιτικι πυκνότθτα. Συνεπϊσ για τζτοιεσ περιοχζσ θ ευκινθςία 

εκφράηεται ςυναρτιςει τθσ μεταβλθτισ E N , οι μονάδεσ τθσ μεταβλθτισ 

είναι τα Τownsed (Td), όπου 1 Td = 10-17 Vcm2. 

Ειδικζσ διατάξεισ για πειράματα χαμθλισ κερμοκραςίασ7 απαιτοφνται 

ϊςτε να προςαρμοςτεί το ςφςτθμα ψφξθσ, Σχιμα  1.2. Για τθν επίτευξθ και 

διατιρθςθ των ιδιαίτερα χαμθλϊν κερμοκραςιϊν ο ςωλινασ όδευςθσ των 

ιόντων περιβάλλεται από  υγρό He. Το υγρό He βρίςκεται ςτα  διάκενα των 

τοίχων του ςωλινα ςτο κυλινδρικό μζροσ και ςε επαφι με τισ πλάκεσ 
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ζμπροςκεν και όπιςκεν αυτοφ· όλθ θ διάταξθ περιβάλλεται από δεξαμενι 

υγροφ αηϊτου. 

 

Σχιμα  1.2: Διάταξθ για πειράματα ιοντικισ ευκινθςίασ ςε χαμθλζσ κερμοκραςίεσ*.8 

 

 Οι πειραματικά μετριςιμοι ςυντελεςτζσ, που περιγράφουν τα 

φαινόμενα μεταφοράσ, ςυγκρίνονται με κεωρθτικά αποτελζςματα από τθν 

αναλυτικι κεωρία με τθν χριςθ ςτοχαςτικϊν μεκόδων.8 Οι μζκοδοι τθσ 

αναλυτικισ κεωρίασ και τθσ μοριακισ δυναμικισ κα αναπτυχκοφν ςτο 2ο και 

3ο Κεφάλαιο αντίςτοιχα. Ραρακάτω παρουςιάηονται οι φαινομενολογικοί 

νόμοι για τον υπολογιςμό των μεταφορικϊν ιδιοτιτων, όςο και τα 

πορίςματα τθσ αναλυτικισ κεωρίασ.  

 

 

 

 

                                            
* Στο Σχιμα όπου SI, πθγι ειςόδου αερίου, IS, πθγι ιόντων, WF, φίλτρο Wien, DT, ςωλινασ όδευςθσ; 

QM, τετραπολικόσ φαςματογράφοσ μάηασ, CT, ειδικό κανάλι ρόθσ θλεκτρονίων, GI, ειςαγωγι 

φζροντοσ αερίου, PM, μανόμετρο, CR, δεξαμενι κερμότθτασ υγροφ Ηe, CI, ειςαγωγι υγροφ He, CO, 

εξαγωγι υγροφ Ηe, LN και RS, δεξαμενι υγροφ αηϊτου και προςταςία ακτινοβολίασ,  DP και  TM, 

αντλίεσ. 
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1.3  Ινληηθή επθηλεζία θαη δηάρπζε 

 

Σε ζνα ςφςτθμα εκτόσ ιςορροπίασ μπορεί να εμφανίηεται ροι ενζργειασ με 

τθ μορφι κερμότθτασ, θλεκτρικοφ φορτίου, μάηασ ι ορμισ. Ρολλζσ φορζσ 

μπορεί να λαμβάνει χϊρα ςφγχρονθ ροι δφο ι και παραπάνω ποςοτιτων, 

όπωσ ςφγχρονθ ροι θλεκτρικοφ φορτίου και μάηασ. Για κάκε ζνα από τα 

φαινόμενα μεταφοράσ ζχουν εξαχκεί φαινομενολιγικοί νόμοι, που τα 

περιγράφουν.  Ζτςι ζχουμε το νόμο τθσ διάχυςθσ του Fick, για τθν μεταφορά 

μάηασ, το νόμο του Ohm, για τθ μεταφορά φορτίου, τον νόμο του Fourier, 

για τθν μεταφορά κερμότθτασ, και το νόμο του Poiseuille, για τθν μεταφορά 

ορμισ.  Εδϊ κα παρουςιαςτοφν οι υπολογιςμοί των μεταφορικϊν ιδιοτιτων, 

κφριωσ για τισ ιδιότθτεσ τθσ ευκινθςίασ και τθσ διάχυςθσ για τθν μεταφορά 

ιόντων εντόσ αερίου υπό τθν επίδραςθ θλεκτροςτατικοφ πεδίου, πειράματα 

ςε ςωλινεσ όδευςθσ. 

Τα φαινόμενα, που λαμβάνουν χϊρα εντόσ του ςωλινα όδευςθσ 

ζχουν ωσ εξισ: Τα ιόντα ειςζρχονται εντόσ του ςωλινα όδευςθσ με τθ μορφι 

νζφουσ, το νζφοσ των ιόντων επιταχφνεται παράλλθλα με το εφαρμοηόμενο 

πεδίο και ταυτόχρονα διαχζεται εντόσ του φζροντοσ αερίου ςφμφωνα με το 

φαινόμενο τθσ διάχυςθσ και προσ τισ τρείσ κατευκφνςεισ.  Οι δφο αυτζσ 

διαφορετικζσ ιδιότθτεσ περιγράφονται θ μζν πρϊτθ μζςω του μεγζκουσ τθσ 

ευκινθςία και θ δε δεφτερθ μζςω του ςυντελεςτι διάχυςθσ. 

 

Ευκινησία 

Κατά τθν εφαρμογι θλεκτρικοφ πεδίου ςε φζρον αζριο παρουςία 

ιόντων ςτθν διεφκυνςθ τθσ εντάςεωσ του πεδίου παρατθρείται ροι ιόντων 

και αυτι εκφράηεται μζςω του μεγζκουσ τθσ ιοντικισ ευκινθςίασ, K . Η 

Σχζςθ τθσ ιοντικισ ευκινθςίασ με τθ μζςθ ταχφτθτα όδευςθσ των ιόντων, για 

χαμθλισ ζνταςθσ ομογενι πεδία δίδεται από το νόμο του Ohm, Σχζςθ 

(1.3.1),  
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 dK 
v

E
   , (1.3.1) 

όπου 
dv  , θ μζςθ ταχφτθτα των ιόντων και E , θ ζνταςθ του πεδίου. Η 

ιοντικι ευκινθςία είναι βακμωτό μζγεκοσ και είναι ευκζωσ ανάλογθ τθσ 

μζςθσ ταχφτθτασ των ιόντων.  Η οριακι ταχφτθτα ι ταχφτθτα όδευςθσ, dv , 

αναφζρεται ςτο κζντρο μάηασ του νζφουσ των ιόντων, όπωσ αυτό 

διοχετεφεται εντόσ του αερίου από τθν πθγι. Η τιμι τθσ προκφπτει τόςο από 

τισ επιταχφνςεισ των ιόντων, λόγω του πεδίου, όςο και από τθν 

επιβράδυνςθ,  που υφίςτανται τα ιόντα λόγω των κροφςεων με τα μόρια του 

φζροντοσ αερίου.  Η ροι, mJ , λόγω τθσ επίδραςθσ του πεδίο δίδεται από, 

τθ Σχζςθ                                    
m dn n K   J v E   ,          (1.3.2) 

όπου n  θ ςυγκζντρωςθ του φζροντοσ αερίου. 

 

Διάχυση 

Πταν ζνα ςφνολο ιόντων εντόσ αερίου ςτακερισ και ομοιόμορφθσ 

κερμοκραςίασ και ολικισ πίεςθσ διαςκορπίηεται ελεφκερα εντόσ του αερίου 

δθμιουργείται ροι ιόντων από περιοχζσ υψθλισ ςυγκζντρωςθσ ςε περιοχζσ 

χαμθλισ ςυγκζντρωςθσ. Κάκε διαβάκμιςθ τθσ ςχετικισ ςυγκζντρωςθσ των 

δφο υλικϊν οδθγεί ςε μία χωροταξικι αναδιάταξθ, με ςκοπό τθν ιςορροπία 

ςε μία ομοιόμορφθ κατανομι του ενόσ εντόσ του άλλου.  

Η ροι, 
DJ , λόγω τθσ διάχυςθσ των ιόντων εκφράηεται ωσ ο αρικμόσ 

των ιόντων, που διαπερνοφν κάκετα μοναδιαία επιφάνεια ςτθν μονάδα του 

χρόνου. Για χαμθλζσ βακμίδεσ ςυγκζντρωςθσ, n ,  όπου ιςχφει ο νόμοσ 

διάχυςθσ του Fick,9  ζχουμε ότι 

     D D n  J  , (1.3.3)  

όπου n  θ βακμίδα ςυγκζντρωςθσ και D  ο ςυντελεςτι διάχυςθσ. Ο 

ςυντελεςτισ διάχυςθσ αποτελεί τθ ςτακερά αναλογίασ και για μθδενικό 

πεδίο είναι βακμωτό μζγεκοσ. Το αρνθτικό πρόςυμο δθλϊνει ότι θ ροι 
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λαμβάνει χϊρα προσ τθν κατεφκυνςθ περιοχϊν μικρότερθσ ςυγκζντρωςθσ 

και θ ςτακερά D  εξαρτάται από τισ αλλθλεπιδράςεισ ιόντοσ-αερίου.  

Στθν περίπτωςθ εφαρμογισ μεγαλφτερου μθ μθδενικοφ πεδίου οι 

ςυνιςτϊςεσ τθσ διάχυςθσ διαφοροποιοφνται και ο ςυνολικόσ ςυντελεςτισ 

τθσ διάχυςθσ  γίνεται τανυςτισ 2ασ τάξεωσ.  Με τθ ςυνικθ ςυνκικθ το πεδίο 

να κεωρείται παράλλθλο ωσ προσ τον άξονα z, ο τελεςτισ τθσ διάχυςθσ ςτθν 

περίπτωςθ μθ μθδενικοφ πεδίου φαίνεται ςτθ Σχζςθ (1.3.4).  

    

0 0

0 0

0 0

D

D D

D



  ,    (1.3.4) 

όπου 
||D
 

και D , οι παράλλθλεσ ι θ κάκετθ ςτο πεδίο ςυνιςτϊςα του 

ςυντελεςτι διάχυςθσ. 

Η ςυνολικι ροι, που αποτελεί το ςφνολο τθσ ροισ  λόγω  πεδίου και 

τθσ ροισ λόγω διάχυςθσ,  

m D J J J  

 dn D n   J v , (1.3.5)  

εκφράηεται τελικϊσ με τθν μορφι πινάκων : 

 

0 0 0

0 0 0

0 0

x

y

z d

J D x

J n D y n

J v D z





 

      

 

J , (1.3.6) 

Ιςοδφναμα, 

 

x T

y T

z d L

J D n x

J D n y

J nv D n z

   

   

   

. (1.3.7) 

Κάτω από τθν περίπτωςθ αςκενοφσ πεδίου και μθδενικισ ροισ 

προκφπτει μία Σχζςθ ανάμεςα ςτθν ευκινθςία και τθ διάχυςθ, γνωςτι ωσ 

Σχζςθ Nerst-Townsend-Einstein, Σχζςθ (1.3.10), θ οποία  ιςχφει για αραιά και 
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πυκνά αζρια, υγρά και ιςοτροπικά ςτερεά. Αν λοιπόν, ςτθν Σχζςθ (1.3.5), 

κζςουμε όπου 0J , από μία εκκετικι κατανομι τφπου Boltzmann 

    0 exp( )n n eE r kT   , (1.3.8)  

με παραγϊγιςθ θ βακμίδα ςυγκζντρωςθσ, n , δίδεται από τθ Σχζςθ    

       
1 e

n
n kT
  E . (1.3.9) 

Αντικακιςτϊντασ ςτθν (1.3.5) τθν (1.3.9)  λαμβανεται θ Σχζςθ 

 (1.3.10) 

Στθν Σχζςθ (1.3.10) βλζπουμε τθν αναλογία τθσ ευκινθςίασ με τον 

ςυντελεςτι διάχυςθσ.  Γεγονόσ που επιβεβαιϊνεται από πειραματικζσ 

μετριςεισ, με τθν ευκινθςία και τον ςυντελεςτι διάχυςθσ να διατθροφνται 

ςτακερά για πεδία ζωσ και 15-20Td, μονάδα που εκφράηει τθν ζνταςθ του 

πεδίου προσ τον αρικμό ςωματιδίων, E N .  

Ανάλογο τθσ Σχζςθσ (1.3.10) προκφπτει και από τθν αναλυτικι 

κεωρία για διάφορεσ τιμζσ πεδίου, Σχζςεισ (1.3.11) 

 

B

i

k T
D K

q


    (1.3.11.α) 

 
 

ln
1 ,

ln /

B

i

k T d K
D K

q d E N

 
   

 
  (1.3.11.β) 

όπου

 

  
2

2

,

.

B B d

B B d

k T k T u

k T k T u





  

 
 (1.3.12) 

με ,   ςυντελεςτζσ, που εξαρτϊνται από τθν μάηα των ιόντων και των 

ουδετζρων. Τα παραπάνω αποτελοφν αποτελζςματα τθσ κεωρίασ δφο 

κερμοκραςιϊν και διαχωρίηουν τον ςυντελεςτι διάχυςθσ ςε δφο ςυνιςτϊςεσ 

ωσ προσ το πεδίο. Τα ευριματα αυτά αρχικϊσ ειςιχκθςαν από τον 

Wannier,10 για τθν περίπτωςθ του απλοφ μοντζλου Maxwell, ςτακερι 

ςυχνότθτα κροφςεων, και ζπειτα μζςω τθσ αναλυτικισ κεωρίασ εξιχκθςαν 

και για μοριακά ςυςτιματα.11  

K eD kT
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1.4 Υαξαθηεξηζηηθέο κεηαβιεηέο  

 

1.4.1 Αλεγκέλε επθηλεζία 

 

Για να επιτευχκεί θ ςφγκριςθ δεδομζνων από μετριςεισ ςε διαφορετικζσ 

ςυνκικεσ πίεςθσ του φζροντοσ αερίου,  θ ιοντικι ευκινθςία ζχει κακιερωκεί 

να εκφράηεται με τθν ανθγμζνθ τθσ μορφι. Η ανθγμζνθ ευκινθςία 

αντιςτοιχεί ςε κανονικζσ ςυνκικεσ, ςτθν πυκνότθτα αερίου, 

25 3

0 2.686763 10N m  , τθν πυκνότθτα του ιδανικοφ αερίου ςε κερμοκραςία 

273.15 Κ  και ςε πίεςθ 101.325kPa. Η ανθγμζνθ ευκινθςία , 
0K , είναι ο λόγοσ 

τθσ μετροφμενθσ ευκινθςίασ επί τον πραγματικό αρικμό πυκνότθτασ, N , 

προσ τθν πυκνότθτα, 
0N .  

   
0

0

273.15K

101325Pa

NK P
K K

N T

  
    

  
  (1.4.1)  

Η ανθγμζνθ ευκινθςία εξακολουκεί να αναφζρεται ςτθν εκάςτοτε 

κερμοκραςία του αερίου, Τ, και τθν αναλογία πεδίου πυκνότθτασ, E N .  Η 

ανθγμζνθ ευκινθςία μπορεί να υπολογιςτεί άμεςα από τθ μζςθ ταχφτθτα 

ολίςκθςθσ των ιόντων και τθν E N από τθ Σχζςθ (1.4.2),  

  
0

0

1 dv
K

N E N
 .  (1.4.2) 

Η 
0K  εκφράηεται ςε μονάδεσ 10-4cm2/Vs , θ 

dv  ςε m/s και  E N  ςε 10-17 

Vcm2 ι ςε Τownsed (Td). 
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1.4.2 Ελεξγόο ζεξκνθξαζία 

 

Ο οριςμόσ τθσ ενεργοφ κερμοκραςίασ προζκυψε μζςα από τθν αναλυτικι 

κεωρία για υψθλά πεδία και χαμθλζσ πυκνότθτεσ (two temperature 

treatment).  Η μζςθ κινθτικι ενζγεια των ιόντων εκφράηεται ωσ το άκροιςμα 

τθσ κερμικισ ενζργειασ, λόγω των ουδετζρων, και τθσ ενζργειασ, που 

προςφζρει το θλεκτροςτατικό πεδίο ςτο ιόν. Τα ιόντα, λοιπόν, ζχουν 

διαφορετικι κερμοκραςία από τθν κερμοκραςία του φζροντοσ αερίου και θ 

κερμοκραςία αυτι καλείται ενεργόσ κερμοκραςία, effT . 

  21
3

1
Beff g dk

T T Mv    , (1.4.3) 

με 
Bk  τθ ςτακερά Boltzmann, gT  τθ κερμοκραςία του φζροντοσ αερίου, M  

τθ μάηα του ιόντοσ, dv  τθ μζςθ ταχφτθτα όδευςθσ και   διορκωτικόσ 

ςυντελεςτισ που αποδίδεται ςτθν αναλογία μάηασ ιόντοσ ουδετζρου.  

Ρειραματικζσ μετριςεισ ιοντικισ ευκινθςίασ O+ ςε αζριο He ςυναρτιςει τθσ 

ενεργοφ κερμοκραςίασ παρουςιάηονται ςτο Σχιμα  1.3. 

 

Σχιμα  1.3 : Πειραματικζσ μετριςεισ ανθγμζνθσ ευκινθςίασ προσ ενεργό κερμοκραςία για Ο+ 

ςε Ηe ςτουσ 298Κ.10 
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1.5 Εμάξηεζε από ηελ ηζρύ ηνπ πεδίνπ, κεηαβιεηή E N  

 

Τόςο θ ευκινθςία, K , όςο και θ διάχυςθ, D , ςε αραιά αζρια κακορίηονται 

από τθν ςυχνότθτα των κροφςεων ανά δφο ιόντοσ-αερίου, 
i gZ 

. Η 

ςυχνότθτα των κροφςεων εκφράηεται μζςω τθσ μζςθσ ελεφκερθσ 

διαδρομισ του ιόντοσ εντόσ του αερίου, l ,   είναι αντιςτρόφωσ ανάλογθ 

αυτισ, όπωσ προκφπτει από τθν κινθτικι κεωρία, Σχζςθ (1.5.1), και ευκζωσ 

ανάλογθ τθσ αρικμθτικισ πυκνότθτασ, N .   

 
2

1

2A

v
l

Z N
  , (1.5.1) 

όπου   θ ενεργόσ διατομι, δθλαδι τα δφο μεγζκθ K  και D  είναι 

αντιςτόφωσ ανάλογα τθσ αρικμθτικισ πυκνότθτασ.  Ππωσ φαίνεται μζςα 

από τθν  Σχζςθ (1.5.1) θ μζςθ ελεφκερθ διαδρομι είναι ευκζωσ ανάλογθ τθσ 

μζςθσ ταχφτθτασ του ιόντοσ και τθσ ζνταςθσ του πεδίου κατ’ επζκταςθ.  Το 

πεδίο λοιπόν ζχει αντίςτροφθ επίδραςθ ςτθν ςυχνότθτα των κροφςεων και 

επομζνωσ ςτα μεγζκθ τθσ ιοντικισ ευκινθςίασ και τθσ διάχυςθσ από ότι θ 

αρικμθτικι πυκνότθτα. Δθλαδι μία αφξθςθ ςτο πεδίο ιςοςτακμίηει μία 

ελάττωςθ τθσ ςυχνότθτασ των κροφςεων λόγο μείωςθσ τθσ πυκνότθτασ του 

αερίου.  Για το λόγο αυτό οι δφο παράμετροι για χαμθλζσ τιμζσ αρικμθτικισ 

πυκνότθτασ ςυηεφγνυνται και οι ιδιότθτεσ μεταφοράσ εκφράηονται μζςω του 

λόγου τουσ.  Από ζνα όριο πυκνότθτασ και πάνω αυτι θ ςυςχζτιςθ παφει να 

υφίςταται και τα μεγζκθ κα πρζπει να προκφπτουν ωσ ςυναρτιςθ και των 

δφο παραμζτρων ανεξάρτθτα.  Ενδεικτικά θ εξάρτθςθ τθσ ευκινθςίασ από 

τον λόγο E N  παρουςιάηεται για πειραματικζσ μετριςεισ Ο+ ςε αζριο He 

ςτουσ 568 Κ ςτο Σχιμα  1.4.  
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Σχιμα  1.4 : Διάγραμμα ανθγμζνθσ ευκινθςίασ ςυναρτιςει του λόγου Ε/Ν για Ο+ ςε He 

ςτουσ 568Κ.12 

 

Διερευνϊντασ το Σχιμα  1.4, ςτα όρια του χαμθλοφ πεδίου θ ευκινθςία 

διατθρείται ςτακερι, ενϊ αυξάνοντασ το πεδίο θ ευκινθςία αρχίηει να 

αυξάνει φτάνοντασ ςε ζνα μζγιςτο. Η διατιρθςθ τθσ ιοντικισ ευκινθςίασ 

ςτακερισ ςτα όρια του χαμθλοφ πεδίου οφείλεται ςτο γεγονόσ ότι θ 

κατανομι ταχυτιτων λόγω τθσ μικρισ προςφοράσ ενζργειασ από το πεδίο 

διατθρείται ςε μία κατάςταςθ κοντά ςτθν ιςορροπία. Η κερμικι ενζργεια 

των ουδετζρων, από τθν άλλθ, είναι τθσ αντίςτοιχθσ τάξθσ μεγζκουσ κάτι 

που παφει κακϊσ το πεδίο αυξάνει περαιτζρω. Το μζγιςτο τθσ ιοντικισ 

ευκινθςίασ που προκφπτει εξαρτάται από τισ αλλθλεπιδράςεισ ιόντοσ-αερίου 

και ςυγκεκριμζνα από τθν περιοχι του ελαχίςτου τθσ καμπφλθσ δυναμικισ 

ενζργειασ. 
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1.6 Εμάξηεζε από ηε ζεξκνθξαζία 

 

1.6.1 Ελεξγόο δηαηνκή 

 

Η ςυχνότθτα των κροφςεων ανάμεςα ςτα επιταγχυνόμενα ιόντα και τα 

μόρια του φζροντοσ αερίου, και ςυνεπϊσ θ επίδραςι τουσ ςτθν ταχφτθτα 

όδευςθσ ζχει να κάνει με τθν γεωμετρία του ηεφγουσ ιόντοσ-αερίου (ενεργζσ 

διατομζσ κροφςθσ).  Για τθν περίπτωςθ μονοατομικϊν αερίων θ ενεργόσ 

διατομι κακορίηεται κφρια από τθν γεωμετρία του ιόντοσ. Άλλοσ ζνασ 

παράγοντασ που επθρεάηει τθ ςυχνότθτα κροφςεων ςτθν περίπτωςθ 

μονατομικοφ αερίου, αλλά και ιόντοσ είναι θ αναλογία μάηασ ιόντοσ και 

φζροντοσ αερίου.  Θεωρθτικι πρόβλεψθ τθσ ευκινθςίασ είναι δυνατι μζςα 

από τον υπολογιςμό του μζςου ολοκλθρϊματοσ κροφςθσ, που είναι 

ςυνάρτθςθ τθσ κερμοκραςίασ, Σχζςθ (1.6.1).  

  
 

1
2

1,1

3 1
 ,           

8 2 ( )B g avg g

mM

m M

q
K

N k T T


 






  
     

  (1.6.1)  

όπου K  είναι θ ευκινθςία του ιόντοσ,   θ ανθγμζνθ μάηα του ςυςτιματοσ 

ιόντοσ-αερίου, q  το φορτίο του ιόντοσ, Bk  θ ςτακερά του Boltzmann, 
gT  θ 

κερμοκραςία του αερίου, N  ο αρικμόσ πυκνότθτασ του αερίου. Ο όροσ 

 1,1

avg
 αποτελεί  το μζςο ολοκλιρωμα κροφςθσ και κακορίηει τθν ευκινθςία 

κάτω από δεδομζνεσ ςυνκικεσ πειράματοσ, κερμοκραςίασ και φζροντοσ 

αερίου (βλζπε Σχζςθ (1.6.2)).  

Η Σχζςθ (1.6.1) προκφπτει τόςο από  τθν αναλυτικι κεωρία υπό τθν 

προςζγγιςθ κοινισ κερμοκραςίασ ιόντων και φζροντοσ αερίου (one 

temperature theory),  όςο και από τθν επίλυςθ τθσ κινθτικισ εξίςωςθσ 

Boltzmann μζςω τθσ μεκόδου των Chapman-Enskog, αφοφ θ τελευταία 

αποτελεί ειδικι περίπτωςθ τθσ πρϊτθσ. Υπό τθν προςζγγιςθ τθσ κλαςικισ 

κινθτικισ κεωρίασ, όπου ζχει ιςχφ για χαμθλζσ τιμζσ E N  ο όροσ υψθλθσ 
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τάξθσ   παραλείπεται. Για τθν περίπτωςθ του χειριςμοφ με δφο 

κερμοκραςίεσ ιόντοσ και φζροντοσ αερίου θ κερμοκραςία, 
gT , ςτθν Σχζςθ 

(1.6.1) αντικακίςταται από  τθν ενεργό κερμοκραςία, 
effT  και  ο όροσ    

λαμβάνεται υπόψθ για υψθλά πεδία. Το μζςο ολοκλιρωμα κροφςθσ, 

παρζχεται από τθν Σχζςθ (1.6.2) όπωσ αυτι προκφπτει από τθν κεωρία των 

κροφςεων*. 

 

       
31,1 121

2 0
( ) expavg B

B

T k T Q
k T

 
     

     (1.6.2) 

όπου    1
Q  θ μζςθ ενεργόσ διατομι κροφςθσ  

 
     1

0
2 1 cos ,Q b bdb   



      (1.6.3) 

 

με  ,b  τθ γωνία ςκζδαςθσ,  

 
 

 
0

1/2
2

2 2
, 2 1

r

V rb dr
b b

r r
  




  

    
 

 ,   (1.6.4) 

όπου b θ παράμετροσ κροφςθσ (impact factor),  V r  το δυναμικό 

αλλθλεπίδραςθσ και  ε θ ςχετικι ταχφτθτα των ςωματιδίων.13 Πλθ θ 

πλθροφορία των διαμοριακϊν κροφςεων μπορεί να περιγραφεί 

αποκλειςτικά μζςω του μζςου ολοκλθρϊματοσ κροφςθσ, με τθν παράλθψθ  

του όρου  ςτθν Σχζςθ (1.6.1).  Ο κεωρθτικόσ υπολογιςμόσ τθσ ιοντικισ 

ευκινθςίασ μζςω των ολοκλθρωμάτων κροφςθσ βρίςκει εφαρμογι ςε 

προςομοιϊςεισ Monte Carlo, είτε για τθ μελζτθ των γεωμετρικϊν 

χαρακτθριςτικϊν,14 είτε για τθν επιβεβαίωςθ τθσ κεωρίασ.8 

 

 

 

                                            
* Η ςχζςθ (1.6.2) εκφράηει το μζςο ολοκλιρωμα κροφςεων για περιπτϊςεισ αςκενοφσ πεδίου. 
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1.6.2  Ινληηθή επθηλεζία ζε πνιύ ρακειέο ζεξκνθξαζίεο 

 

Από τθν Σχζςθ (1.6.1) ότι θ εξάρτθςθ τθσ K , ςε χαμθλά πεδία, από τθν 

κερμοκραςία εκφράηεται μζςω τθσ ενεργοφ διατομισ  των κροφςεων και 

ςυγκεκριμζνα από ζναν όρο  1
2

1,1
( )avgT T . Στθν οριακι  περίπτωςθ 0E N   

και 0gT   θ Σχζςθ ευκινθςίασ κερμοκραςίασ επθρεάηεται εντονότερα από 

τισ διαμοριακζσ αλλθλεπιδράςεισ ιόντοσ αερίου. Η κφρια ςυνειςφορά ςτο 

διαμοριακό δυναμικό αλλθλεπίδραςθσ,  V r , ιόντοσ-αερίου ςτα όρια αυτά, 

για αζριο, που δεν εμφανίηει διπολικι ι τετραπολικι θλεκτρικι ροπι, 

παρζχεται από δυνάμεισ επαγόμενου διπόλου και εκφράηονται μζςω ενόσ 

όρου τθσ διαπυρινικισ απόςταςθσ 4r  και τθσ πολωςιμότθτασ da  ςε Å3 του 

ουδζτερου αερίου.     42

dea
V r

r
                 (1.6.5) 

Η Σχζςθ (1.6.5) και θ ςυςχζτιςθ τθσ ευκινθςίασ και του διαμοριακοφ 

δυναμικοφ ςτα όρια 0E N   και 0T   προτάκθκαν πρϊτα από τον 

Langevin το 190515.  Η οριακι τιμι τθν οποία προςεγγίηει θ ιοντικι ευκινθςία 

ςε χαμθλζσ κερμοκραςίεσ, προςδιορίςτθκε με ακρίβεια16 μζςω τθσ 

αναλυτικισ κεωρίασ και δίδεται από τθ  

 
 

 
2

0 1/2

13.853
0, 0 /pol

d

K K E N T cm V s
a 

       (1.6.6) 

Σφμφωνα λοιπόν με τθν κεωρία κα πρζπει κάκε μετροφμενθ 

ευκινθςία ιόντοσ ςτα όρια 0E N   και 0T   να προςεγγίηει τθν 

χαρακτθριςτικι για το εκάςτοτε ηεφγοσ ιόντοσ –ουδετζρου τιμι  polK .  Στα 

μζςα τθσ δεκαετίασ του ’90 ερευνθτζσ από το μθτροπολιτικό πανεπιςτιμιο 

του Τόκυο ςε μελζτεσ τουσ για το ςφςτθμα του  Ο+ και Ν+ ςε He,17 όπωσ και 

για άλλα ςυςτιματα ανοιχτισ ςτοιβάδασ, παρατιρθςαν πτϊςθ τθσ ιοντικισ 

ευκινθςίασ κάτω από το όριο τθσ πολωςιμότθτασ, Σχιμα  1.5, όπωσ αυτό 

ορίηεται από τθν Σχζςθ (1.6.6).  
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Σχιμα  1.5 :  Πειραματικζσ μετριςεισ ιοντικισ ευκινθςίασ ωσ ςυνάρτθςθ του πεδίου για Ο+ 

και  Ν+ ςε Ηe, 4.35Κ (οι οριηόντιεσ γραμμζσ δείχνουν το όριο πολωςιμότθτα, Kpol, 17.1 και 

17.3 cm2/Vs αντίςτοιχα). 

  

Το φαινόμενο ζχει παρατθρθκεί και ςε περιπτϊςεισ διατομικϊν 

μορίων όπωσ C  , 2N   , 2O ,  κ.α.18 Σε αυτζσ τισ περιπτϊςεισ θ επεξιγθςθ 

που ζχει δοκεί αναφζρεται ςτθν υπόκεςθ ότι το ιόν αναλϊνεται ςε 

περιςτροφικζσ διεγζρςεισ κακυςτερϊντασ τελικά τθν ζξοδό του προσ τον 

ανιχνευτι.  Σε άλλεσ περιπτϊςεισ, όπωσ ςτθν κακυςτζρθςθ του ιόντοσ He+ ςε 

He ζναντι των άλλων ευγενϊν αερίων ςτο αυτό αζριο, Σχιμα  1.5, ζχει δοκεί 

θ ερμθνεία των κροφςεων ανά τρία άτομα και τθσ υποψίασ ςχθματιςμοφ 

ςυςςωμάτων του αερίου κάτι που τελικϊσ αποκλείεται από τουσ ίδιουσ 

ερευνθτζσ λόγω των πολφ χαμθλϊν ςυνκθκϊν πίεςθσ και του πειραματικοφ 

προςδιοριςμοφ τθσ μάηασ των εξερχομζνων ιόντων. Θεωρθτικζσ μελζτεσ με 

τθν χριςθ τθσ κινθτικισ εξίςωςθσ Boltzmann για το ςφςτθμα He+ ςε He 

απζδωςαν τα πειραματικά αποτελζςμα και τθν ελάττωςθ τθσ ευκινθςίασ με 

ςχετικι ακρίβεια, ςφάλμα ζωσ και 4%, προβλζποντασ και περαιτζρω μία 

μεγαλφτερθ πτϊςθ ςε ακόμα μικρότερεσ κερμοκραςίεσ των 2Κ.19  

Μελζτεσ για τυχόν φπαρξθ κβαντικϊν φαινομζνων που να προκαλοφν 

αυτιν τθν πτϊςθ τθσ ιοντικισ ευκινθςίασ πραγματοποιικθκαν για ιόντα Ar 
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ςε αζριο He. Μζςα από λεπτομερι μελζτθ κεωρθτικϊν υπολογιςμϊν τθσ 

κλαςικισ και κβαντικισ ενεργοφ διατομισ,20  απορρίφκθκε μία τζτοια 

υπόκεςθ.  

 

Σχιμα  1.6 :  Πειραματικζσ μετριςεισ ιοντικισ ευκινθςίασ ωσ ςυνάρτθςθ του πεδίου ςε He 

για ιόντα  ευγενϊν αερίων ςτουσ 4.35Κ.
 7

 

 

Η περίπτωςθ εγκλωβιςμοφ των  ιόντων ςε ζναν ςυντονιςμό τφπου 

Feshbach λόγω του ανιςοτροπικοφ δυναμικοφ για τισ περιπτϊςεισ των 

διατομικϊν μορίων  ζχει επίςθσ ςυηθτθκεί και μελετθκεί17γ μζςα από 

ποςοτικι μελζτθ τθσ ενεργοφ διατομισ τθσ ςκζδαςθσ. Μζχρι ςτιγμισ μια 

ςαφισ ερμθνεία του φαινομζνου απουςιάηει από τθν διεκνι βιβλιογραφία., 

ενδείξεισ υπάρχουν ςτθν πικανι εξάρτθςθ του φαινομζνου από τισ 

ςυνκικεσ πίεςθσ οδθγϊντασ ςτον ςχθματιςμό διμερϊν He.21   
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Κεφάλαιο 2o  

 

2. Θεωρητική ερμηνεία 

 

2.1 Εηζαγσγή  

 Η εμέιημε θαη ε πιήξεο αλάπηπμε ηεο θηλεηηθήο ζεσξίαο ζην επίπεδν ηεο 

ζηαηηζηηθήο κεραληθήο ήξζε από ηελ πξνζθνξά ησλ J.C.Maxwell, L.Boltzmann θαη 

J.W.Gibbs
22

 ηνλ 19
ν
 αηώλα κε ηε ρξήζε ηεο θιαζηθήο κεραληθήο θαη ηε ζεώξεζε ηνπ 

Hamilton. Η θηλεηηθή ζεσξία επηηπγράλεη ηελ πιήξε πεξηγξαθή ζπζηεκάησλ εληόο 

ηζνξξνπίαο θαη ζε αξαηά αέξηα κέζσ ηεο εμίζσζεο ηνπ Boltzmann δύλαηαη λα 

ππνινγηζζνύλ νη ζπληειεζηέο ησλ θαηλόκελσλ κεηαθνξάο γηα θαηαζηάζεηο ππό ηελ 

επίδξαζε εμσηεξηθήο δύλακεο.  

Στο πρϊτο μζροσ του κεφαλαίου παρουςιάηεται μία ειςαγωγι ςτθν κινθτικι 

κεωρία, όπου εκτίκεται πωσ προζκυψε θ κινθτικι εξιςϊςθ Boltzmann, 

Τποκεφάλαιο 3.2. Στο Τποκεφάλαιο 3.3, και πϊσ γίνεται χριςθ τθσ για 

εκτόσ ιςορροπίασ καταςτάςεισ, προςεγγιςτικά μοντζλα για ςυςτιματα υπό 

τθν επίδραςθ ομογενοφσ θλεκτροςτατικοφ πεδίου. Στο τζλοσ του πρϊτου 

μζρουσ κα παρουςιαςτεί θ αναλυτικι μζκοδοσ επίλυςθσ τθσ για τθν 

εξαγωγι των ςυντελεςτϊν μεταφοράσ, για ςυςτιματα ιόντων υπό τθν 

επίδραςθ θλεκτροςτατικοφ πεδίου.  

 

2.2 Κηλεηηθή ζεσξία  

 

Οι Maxwell, Boltzmann και Gibbs εργάςτθκαν για τθν ανάπτυξθ μιασ 

κινθτικισ κεωρίασ και κεωρίασ των κροφςεων και τελικϊσ τθσ Στατιςτικισ 

Μθχανικισ ςτο δεφτερο μιςό του 19ουαιϊνα.  Από τισ εργαςίεσ του 

Maxwell23 και τθ ςυνειςφορά του Boltzmann ςε αυτζσ προζκυψε θ 

ςυνάρτθςθ τθσ κατανομισ των μοριακϊν ταχυτιτων ενόσ αερίου ςτθν 

ιςορροπία. Από τισ εργαςίεσ του Boltzmann24 ςκιαγραφικθκε θ ζννοια τθσ 



Κεφάλαιο 2ο                                                                                                  Θεωρθτικι ερμθνεία 

 

 

45 
 

πικανότθτασ των καταςτάςεων κακϊσ και θ ζννοια των ςτατιςτικϊν 

μθχανικϊν ςυνόλων, θ οποία με τισ παρατθριςεισ και επεκτάςεισ του Gibbs 

αναπτφχκθκε τελικά ςτθ ςθμερινι εικόνα για τθν κεωρία των ςτατιςτικϊν 

ςυνόλων κάτω από τθν ιδζα του χϊρου φάςεων.  

Η κατανομι ταχυτιτων Maxwell-Boltzmann εκφράηει τθν πυκνότθτα 

πικανότθτασ των μοριακϊν ταχυτιτων ( , , )x y zv v v  ενόσ ιδανικοφ αερίου ςτθν 

ιςορροπία ςε όλο το εφροσ τιμϊν ( , )  . 

 

      
1/2 21

exp
2 2

x
x

B B

mvmf v
k T k T

  
   

  
  (2.2.1) 

 

 

Σχιμα  2.1 : Kατανομι ταχυτιτων αερίου ωσ προσ μία διάςταςθ ςε διάφορεσ κερμοκραςίεσ. 

 

 

      
3/2

2
21

4 exp
2 2B B

m mvf v v
k T k T




 
   

 
  (2.2.2) 
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Σχιμα  2.2 : Kατανομι ταχυτιτων,  f v , για αζριο Ne ςτουσ 34.6 Καπό προςομοίωςθ τθσ 

παροφςασ εργαςίασ. 

 

Η κατανομι για μία διάςταςθ βλζπουμε πωσ εκφράηει μία κανονικι 

κατανομι (κατανομι Gauss,    
22 2x A

f x ae


 ) και διαπιςτϊνουμε το ρόλο τθσ 

κερμοκραςίασ ωσ τθ μεταβλθτι του εφρουσ τθσ κατανομισ, Σχιμ.2.1. Στισ 

τρείσ διαςτάςεισ ο παράγοντασ 2v  μετατοπίηει τθν καμπφλθ αποκλειςτικά ςε 

κετικζσ τιμζσ και λόγω αυτοφ θ ςυμμετρία τθσ κανονικισ κατανομισ 

μεταβάλλεται, Σχιμα  2.2. 

 Η εφρεςι τθσ από τον Maxwell πραγματοποιικθκε από τισ μελζτεσ 

του πάνω ςε τζλεια ελαςτικζσ κροφςεισ ςφαιρϊν και ςυγκεκριμζνα πάνω 

ςτθν κατανομι τθσ κατεφκυνςθσ των ταχυτιτων των ςφαιρϊν μετά από μία 

κροφςθ25, Σχζςθ (2.2.3), 

 
      3

2
24

2
,      με      exp

a

v
dN v Nf v f v v dv

a

 
   

 
 . (2.2.3) 

Ο Boltzmann26 προχϊρθςε τθν εργαςία του Maxwell για πολυατομικά μόρια 

και για περιπτϊςεισ επίδραςθσ εξωτερικισ δφναμθσ τθσ βαρυτικισ. Η 
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εργαςία του αυτι ειςιγαγε τθ γνωςτι κινθτικι εξίςωςθ του Boltzmann, που 

κα αναλφςουμε παρακάτω.  

Σε μεταγενζςτερεσ εργαςίεσ του και μζςα από τθν προςπάκεια μιασ 

αναλυτικισ απόδειξθσ του 2ου κερμοδυναμικοφ νόμου ο Boltzmann ζκεςε τα 

κεμζλια για τθν Sτατιςτικι Mθχανικι. Η θ πλιρθσ ανάπτυξθ των Στατιςτικϊν 

Μθχανικϊν ςυνόλων πραγματοποιικθκε από τον Gibbs ςτθν εργαςία του 

``On the Fundamental Formula of Statistical Mechanics, with Applications to 

Astronomy and Thermodynamics’’, 27  μαηί με τθν ιδζα του χϊρου φάςεων. 

Ωσ χϊρο φάςεων, για ζνα ςφςτθμα N -ςωματιδίων με a  βακμοφσ 

ελευκερίασ l aN ςυντεταγμζνων, ορίηεται χϊροσ των l  χωρικϊν 

ςυντεταγμζνων  jq  και l  ςυντεταγμζνων τθσ ορμισ  jp . Για ςφςτθμα 

ιδανικοφ αερίου με τθν προςζγγιςθ ςφαιρικϊν μονοατομικϊν μορίων ο 

χϊροσ φάςεων ορίηεται από τισ 6N  ςυντεταγμζνεσ του 

ςυςτιματοσ, 1 2 1 2, ,..., , , ,...N Nq q q p p p , δθλαδι ζνασ χϊροσ ςυνολικά 

6N διαςτάςεων.  

Ζνα ςθμείο ςτο χϊρο φάςεων περιζχει όλθ τθν πλθροφορία για το 

ςφςτθμα των N -ςωματιδίων, εκφράηοντασ μία από τισ πικανζσ του 

καταςτάςεισ. Η κίνθςθ ενόσ ςθμείου ςτο χϊρο ακολουκεί τισ εξιςϊςεισ 

κίνθςθσ του Hamilton 

 

( , ) ( , )
        ,            , 1,.....,6

j j j j

j j

j j

H p q H p q
q p j N

p q

 
   

 
   (2.2.4) 

Για τον κακοριςμό τθσ εξζλιξθσ ςτο χρόνο ενόσ ςθμείου του χϊρου 

φάςεων απαιτοφνται 6N εξιςϊςεισ Hamilton.  Αντ’ αυτοφ κάτω από τθν 

αρχι τθσ διατιρθςθσ τθσ πυκνότθτασ  πικανότθτασ 
 

0
dP

dt


 , ορίηεται θ 

ςυνάρτθςθ πυκνότθτασ καταςτάςεων (number density)  , ,f p q t , θ οποία 

εκφράηει τον αρικμό των πικανϊν μικροκαταςτάςεων, που περιζχονται ςε 

χϊρο dpdq  γφρω από ζνα ςθμείο ,p q  ςε χρόνο t, είναι  , ,f p q t dpdq . Η 
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εξζλιξθ τθσ πυκνότθτασ καταςτάςεων ςτο χρόνο κακορίηεται από τθν 

εξίςωςθ Liouville , Σχζςθ (2.2.5). 

 1 1

0     
j j

N N
j

j

j jj

f
f f

t m 


    


 r p

p
F   (2.2.5) 

Με   και  
j j

 r p τθν κλίςθ για τισ χωρικζσ ςυντεταγμζνεσ και τισ 

ςυντεταγμζνεσ τθσ ορμισ ςτθν f  N  ςωματιδίων. 

Η εξίςωςθ Liouville ζχει δειχκεί ότι ιςοδυναμεί με 6N  εξιςϊςεισ 

κίνθςθσ του Hamilton, που κα απαιτοφνταν για τθν επίλυςθ τθσ χρονικισ 

εξζλιξθσ του ςυςτιματοσ.28 Η εξίςωςθ Liouville αποτελεί τθν υψθλότερθ ςε 

ιεραρχία εξίςωςθ ςτθν ιεραρχία BGGKY (επονομαηόμενθ κατά αυτόν τον 

τρόπο από τουσ ερευνθτζσ Bogoliubov, Born, Green, Kirkwood και 

Yvon)29,p.406  εκφράηοντασ και τισ 6N  ςυντεταγμζνεσ του ςυςτιματοσ. Η 

κινθτικι εξίςωςθ Boltzmann αποτελεί τθ χαμθλότερθ εξίςωςθ ςτθν ιεραρχία 

αφοφ εκφράηει ζνα μόνο ςωματίδιο (6 ςυντεταγμζνεσ). 

 

2.3 Κηλεηηθή εμίζσζε Boltzmann 

 

Η εξίςωςθ Boltzmann περιγράφει τθν μεταβολι τθσ κατανομισ ταχυτιτων 

( , , )f q p t , ενόσ ςωματιδίου μζςα ςτο χϊρο φάςεων, υπό τθν επίδραςθ 

εξωτερικισ δφναμθσ. Ο Boltzmann οδθγικθκε ςε αυτιν μζςα από τθν ιδζα 

κροφςεων, που οδθγοφν ςτθν αφξθςθ ι ελάττωςθ τθσ τοπικισ πυκνότθτασ 

του χϊρου dpdq . Η εξίςωςθ Boltzmann προκφπτει αναλυτικϊσ από τθν 

εξίςωςθ Liouville.29,p.402 Η εξίςωςθ  Boltzmann για τθν κατανομι ταχυτιτων 

ενόσ ςωματιδίου ζχει τθν μορφι 

 
( , , ) ( , , ) ( , , )j j j j j j

j j j i j i ij i

ij

f t f t f t
m f f f f g bdbd

t

  
     

  


r v r v r v
v F v

r v

. 

 (2.3.1) 
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 Το δεξιό μζλοσ τθσ εξίςωςθσ εκφράηει τθ ςυνειςφορά των κροφςεων 

(ολοκλιρωμα κροφςεων), όπου θ ορμι ζχει αντικαταςτακεί με τθν ταχφτθτα 

του ςωματιδίου και ( , , ),   ( , , )j j j jf t f t  r v r v  και 
 

( , , ),   ( , , )i i i if t f t  r v r v
 οι 

κατανομζσ των ταχυτιτων των ςωματιδίων i  και j  αντίςτοιχα πρίν και μετά 

από κροφςθ, 
ijg  είναι ςχετικι ταχφτθτα των ιόντων και b  θ παράμετροσ 

κροφςθσ (impact factor).  

Η εξίςωςθ Boltzmann αποτελεί μία μθ γραμμικι ολοκλθροδιαφορικι 

εξίςωςθ. Η επίλυςι τθσ ζχει προςεγγιςτεί από τουσ Hilbert, Chapman και 

Enskog30,31. Η μζκοδοσ επίλυςθσ αναπτφχκθκε υπό τθν προςζγγιςθ τθσ 

διατιρθςθσ τθσ τοπικισ ιςορροπίασ. 

Οι προχποκζςεισ, που πρζπει να πλθροφνται για να ζχει ιςχφ θ 

εξίςωςθ Boltzmann είναι οι κροφςεισ  να πραγματοποιοφνται ανά δφο 

ςωματίδια και θ διάμετροσ του μορίου να είναι πολφ μικρότερθ από τθ μζςθ 

ελεφκερθ διαδρομι. Οι προυποκζςεισ αυτζσ ικανοποιοφνται ςτθν 

περίπτωςθ αραιϊν αερίων. Κακϊσ θ πυκνότθτα του αερίου αυξάνεται, θ 

ςυχνότθτα των κροφςεων αυξάνει και θ μεταφορά ροισ, που για αραιά 

ςυςτιματα οφείλεται κατά κφριο λόγο ςτθν κίνθςθ των μορίων (molecular 

transfer) εντόσ του ρευςτοφ, τϊρα προκφπτει και από χαμθλισ ενζργειασ 

κροφςεισ, μζςω τθσ μεταφοράσ ορμισ ι ενζργειασ (collisional transfer). Στθ 

μελζτθ πυκνότερων ςυςτθμάτων οι δφο αυτζσ επιδράςεισ 

ςυνυπολογίςκθκαν από τον Enskog  που εξιγαγε μία εξίςωςθ ανάλογθ τθσ 

Boltzmann (εξίςωςθ Enskog),30,Sect.9.3, 31,Chap.16 υπό τθν προςζγγιςθ των 

ςκλθρϊν ςφαιρϊν. Η εξίςωςθ αυτι επίςθσ επιλφεται μζςω τθσ μεκόδου 

Chapman – Enskog. 

Η εξίςωςθ Liouville και θ κινθτικι εξίςωςθ Boltzmann αποτελοφν 

ςθμείο εκκίνθςθσ για τισ περιςςότερεσ κινθτικζσ κεωρίεσ εκτόσ 

ιςορροπίασ.29,p.120  
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2.4 Πξνζεγγηζηηθά κνληέια ηεο θηλεηηθήο εμίζσζεο Boltzmann 

 

Μετά τθν ανάπτυξθ τθσ κινθτικισ εξίςωςθσ του Boltzmann το 1872 

κεωρθτικζσ μελζτεσ πάνω ςτθν κίνθςθ φορτιςμζνων ςωματιδίων εντόσ 

αερίου άρχιςαν να αναπτφςςονται από τον Langevin32 το 1905, ο οποίοσ 

δθμοςίευςε τθ κεωρία του για τθν ιοντικι ευκινθςία με βάςθ τθν κινθτικι 

κεωρία, περίπου 10 χρόνια πρίν τθν ανάπτυξθ τθσ μεκόδου των Chapman 

και Enskog.  Ζκτοτε διάφορα προςεγγιςτικά μοντζλα ζχουν προτακεί για τθν 

εφρεςθ προςεγγιςτικϊν λφςεων τθσ εξίςωςθσ Boltzmann. 

Το κφριο πρόβλθμα κατά τθν επίλυςθ τθσ κινθτικισ εξίςωςθσ 

Boltzmann είναι θ διαχείριςθ του μθ γραμμικοφ όρου των κροφςεων. Ο 

τρόποσ αντιμετϊπιςισ του είναι θ μετατροπι του κάτω από προςεγγίςεισ ςε 

γραμμικό όρο. Για τα ςυςτιματα ιόντων ςε αζρια, όπου το αζριο είναι ςε 

περίςςεια, κεωρείται ότι θ κατανομι ταχυτιτων παραμζνει ςυνεχϊσ ςτθν 

ιςορροπία, κατανομι Maxwell.  Ζτςι για μονοατομικά ςυςτιματα και για 

ομογενζσ θλεκτροςτατικό πεδίο θ εξίςωςθ του Boltzmann γίνεται 

    ' ' ,j j j i j i ji ji ji i

i

q
f f F f F g g d d

t m


 
        

 
r uv E v  , (2.4.1) 

όπου  i iF v  εκφράηει τθν καταμονι Maxwell για το φζρον αζριο  i , jig  θ 

ςχετικι ταχφτθτα και  , jig 
 
θ διαφορικι ενεργόσ διατομι για ελαςτικι 

ςκζδαςθ. Η προςζγγιςθ αυτι είναι ρεαλιςτικι δεδομζνου ότι το ποςοςτό 

των ειςερχομζνων ιόντων ζναντι του αρικμοφ των μορίων του φζροντοσ 

αερίου είναι μικρό. Θεωρείται λοιπόν πωσ θ κίνθςθ των ιόντων δεν επιδρά 

ςτθν ιςορροπία του αερίου και επομζνωσ το μθ γραμμικό ολοκλιρωμα 

κροφςεων που αντιμετωπίηαμε ζχει μετατραπεί ςε ζνα γραμμικό τελεςτι. 

Ρεραιτζρω, κεωρείται γενικϊσ ότι θ κατανομι ταχυτιτων των ιόντων δεν 

μεταβάλεται ωσ προσ τον χρόνο, δθλαδι ότι το ςφςτθμα βρίςκεται ςε μία 

ςτάςιμθ κατάςταςθ, 0
jf

t





. Επιπλζον και υπό τθν προςζγγιςθ τθσ 
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αμελθτζασ μεταβολισ τθσ πυκνότθτασ ςτον χϊρο ο δεφτεροσ όροσ 

0j jf rv  και εφόςον θ εξωτερικι δφναμθ του πεδίου δρά μόνο προσ μια 

κατεφκυνςθ , z , θ Σχζςθ (2.4.1) γράφεται, 

 

 
   ' ' ,

j j

j i j i ji ji ji ji i

z

fq
f F f F g g d d

Nm v



    

 
v

E v .  (2.4.2) 

Η Σχζςθ (2.4.2) μπορεί να προςεγγιςτεί μζςω τθσ,  

 

     
 

0

j j j j j j

z i

f f fq
E

m v 

 
  



v v v

v
   (2.4.3) 

όπου                              
 

   
1

,i ji ji ji ji i

i

N F g g d d


   v v
v

    (2.4.4) 

Η Σχζςθ (2.4.3) αποτελεί το κινθτικό μοντζλο BGK (ρεφ) που δφναται να 

επιλυκεί για διάφορεσ προςεγγίςεισ, όπωσ για ςτακερό μζςο ελεφκερο 

χρόνο  i ct v . To προςεγγιςτικό μοντζλο BGK προτάκθκε από τουσ 

Bhatnagar, Gross, και Krook33 και από τον Welander34 το 1954. Διάφορεσ 

ςυγκριτικζσ εργαςίεσ ωσ προσ τθ μζκοδο επίλυςθσ ζχουν 

πραγματοποιθκεί,35,11 ενδεικτικά παρουςιάηονται τα αποτελζςματα για 

διάφορεσ εντάςεισ πεδίου. 
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. 

 

 

Σχιμα  2.3 : Ιςοπίκανεσ καμπφλεσ ανθγμζνθσ ταχφτθτασ για διάφορεσ τιμζσ πεδίου.36 

 

Άλλο προςεγγιςτικό μοντζλο για τθν επίλυςθ τθσ Boltzmann αποτελεί θ 

εξίςωςθ Fokker- Planck. Σε αυτι τθν περίπτωςθ  ο μθ γραμμικόσ όροσ των 

κροφςεων ζχει αντικαταςτακεί όπωσ φαίνεται ςτθ Σχζςθ :  

  
  2Bk T

f f f
t m m


   
          

   
r v v v

X
v v .   (2.4.5)  

Η εξίςωςθ Fokker- Planck περιγράφει τθν κίνθςθ νζφουσ ςωματιδίων μζςα 

ςε πυκνά ρευςτά για μεγάλεσ αναλογίεσ μάηασ ιόντοσ ουδετζρου. Η χριςθ 

τθσ ζγινε για τθν περιγραφι τθσ κίνθςθσ ιόντων μεγάλθσ μάηασ εντόσ 

ρευςτοφ.37  

Στο επόμενο Υποκεφάλαιο παρουςιάηεται θ αναλυτικι επίλυςθ τθσ 

κινθτικισ εξίςωςθσ, όπωσ αυτι προκφπτει μζςα από τθ χριςθ τθσ μεκόδου 

των ροπϊν, με ςκοπό τον προςδιοριςμό των ςυντελεςτϊν μεταφοράσ. 

 



Κεφάλαιο 2ο                                                                                                  Θεωρθτικι ερμθνεία 

 

 

53 
 

2.5   Αλαιπηηθή ζεσξία 

 

Ρζρα από τθ χριςθ προςεγγιςτικϊν μοντζλων, μζκοδοι επίλυςθσ από 

πλευράσ αναλυτικισ κεωρίασ ζχουν αναπτυχκεί κυρίωσ μζςω τθσ μεκόδου 

των ροπϊν. Οι ροπζσ μιασ ςυνάρτθςθσ κατανομισ εκφράηουν 

χαρακτθριςτικά τθσ κατανομισ όπωσ τθ μζςθ τιμι τθσ και τθ μζςθ τιμι του 

τετραγϊνου τθσμεταβλθτισ που κατανείμεται, τθν αςυμμετρία τθσ 

κατανομισ  (skewness) και τθν κυρτότθτά τθσ (excess). Για τθν κατανομι των 

ιοντικϊν ταχυτιτων, 
jf , όπωσ και για μία κατανομι ταχυτιτων ςτθν 

ιςορροπία, οι ροπζσ εκφράηουν μακροςκοπικζσ αλλά και μικροςκοπικζσ 

ιδιότθτεσ του ςυςτιματοσ. Η μθδενικισ τάξθσ ροπι εκφράηει τθν ιοντικι 

πυκνότθτα, 

 
   , , ,ionN n t f t d  r r v v .  (2.5.1) 

Η πρϊτθσ τάξθσ ροπι ωσ προσ τθν ιοντικι πυκνότθτα εκφράηει τθ  μζςθ  

ταχφτθτα των ιόντων, ενϊ από τθν δεφτερθσ τάξθσ ροπι προκφπτει θ μζςθ 

κινθτικι ενζργεια των ιόντων. Εν γζνει, 

 
 

1
, ,m

m

ion

x x f t d
N

  r v v   (2.5.2) 

2.5.1 Μέζνδνο ξνπώλ 

 

Στθ μζκοδο των ροπϊν ορίηεται μία ςυνάρτθςθ τθσ ιοντικισ ταχφτθτασ   v  

και θ εξίςωςθ Boltzmann εκφράηεται ωσ ςυνάρτθςθ τθσ μζςθσ τιμισ τθσ. 

Δθλαδι, το πρόβλθμα τθσ επίλυςθσ τθσ εξίςωςθσ Boltzmann ανάγεται ςε 

πρόβλθμα εφρεςθσ των ροπϊν τθσ ςυνάρτθςθσ   v ,  

     i i

i

nq
n n n N J

t m
   


      


r vv E   (2.5.3) 

όπου                    ,i i i ri ri i i iJ N F g g d d          v v V   . (2.5.4) 
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Το ολοκλιρωμα των κροφςεων iJ  αποτελεί ζνα γραμμικό τελεςτι, εφόςον θ 

κατανομι του αερίου ζχει κεωρθκεί γνωςτι και ταυτόςθμθ με τθν κατανομι 

Maxwell.  Η Σχζςθ (2.5.3) υπό τθν υπόκεςθ ότι θ πυκνότθτα μόνο εξαρτάται 

από τον χρόνο και τθν κζςθ και μάλιςτα με το nr
 να κεωρείται πολφ μικρό, 

γίνεται : 

  
ln i i

i

q
n N J

m
           v rE v v   (2.5.5)  

Η Σχζςθ (2.5.5) ανάγεται ςε μία ςειρά αλγεβρικϊν εξιςϊςεων μζςω τθσ 

ανάπτυξθσ  του όρου iJ .  Οι εξιςϊςεισ επιλφονται για τισ πρϊτεσ ροπζσ τθσ 

  v  μζςω μιασ διαδικαςίασ ςφγκλιςθσ.  Η ςφγκλιςθ των εξιςϊςεων 

βαςίηεται ςτθν κατάλλθλθ επιλογι των αρχικϊν ςυναρτιςεων (basis 

functions). Η επιλογι των αρχικϊν ςυναρτιςεων μπορεί να γίνει με δφο 

τρόπουσ, ορίηοντασ δοκιμαςτικι ςυνάρτθςθ είτε για τθν ςυνάρτθςθ   v , 

είτε για τθν ςυνάρτθςθ τθσ κατανομισ  , ,f tr v . Η επιλογι των 

ςυναρτιςεων κακορίηει και τθν λφςθ του προβλιματοσ.  Τρείσ βαςικζσ 

περιπτϊςεισ για τθν επιλογι δοκιμαςτικισ ςυνάρτθςθσ για τθν κατανομι τθσ 

ταχφτθτασ των ιόντων δίνουν μια πλιρθ περιγραφι του προβλιματοσ των 

μεταφορικϊν ιδιοτιτων ιόντων ςε αζρια. Κάκε μία από τισ περιπτϊςεισ 

διαφοροποιείται ωσ προσ τισ προςεγγίςεισ και τουσ περιοριςμοφσ ςτισ 

ςυνκικεσ, αλλά όλεσ βρίςκονται κάτω από τθν προςζγγιςθ των κροφςεων 

ανά δφο. Οι περιπτϊςεισ αυτζσ ονομάηονται ςτθ βιβλιογραφία ωσ 

προςεγγίςεισ μιασ, δφο και τριϊν κερμοκραςιϊν.  Οι τρεισ περιπτϊςεισ 

ζχουν προτακεί με ενεργό διατομι κροφςεων μονοατομικϊν μορίων ι 

μονοατομικοφ ιόντοσ με δυατομικό μόριο.  

 

 

 

 



Κεφάλαιο 2ο                                                                                                  Θεωρθτικι ερμθνεία 

 

 

55 
 

2.5.2 Πεξηγξαθή κέζσ κηαο ζεξκνθξαζίαο 

 

Aπό τουσ Chapman και Enskog30,31 και αργότερα από τον Kihara38, 

χρθςιμοποιικθκε θ περιγραφι τθσ δοκιμαςτικισ ςυνάρτθςθσ κατανομισ 

μθδενικισ τάξεωσ, μορφισ Maxwell, οριςμζνθσ κερμοκραςίασ,  

 
   

3/2
2

0 1
exp

2 2B B

m mvf n
k T k T

 
  

 
  (2.5.6) 

Εδϊ, θ κατανομι των ιόντων ομοιάηει με αυτιν τθσ ιςορροπίασ για 

κερμοκραςία, T , ίδια με του φζροντοσ αερίου.  Η κεωρία είναι ικανι να 

περιγράψει ςυςτιματα με μικρζσ αποκλίςεισ από τθν ιςορροπία. Βρίςκει 

εφαρμογι ςε χαμθλζσ βακμίδεσ πεδίου για  μικρό λόγο / gM m .  

 

2.5.3  Πεξηγξαθή κέζσ δύν ζεξκνθξαζηώλ 

 

Κατά τθν περιγραφι μζςω δφο κερμοκραςιϊν, θ δοκιμαςτικι ςυνάρτθςθ 

κατανομισ είναι επίςθσ μθδενικισ τάξεωσ, μόνο που θ κερμοκραςία των 

ιόντων, bT , ορίηεται ωσ ξεχωριςτι παράμετροσ από τθν κερμοκραςία των 

ουδετζρων, T .  

 

3/2
2

0 1
exp

2 2B b B b

m mvf n
k T k T

         
    

   (2.5.7) 

Η παραμετρικοποίθςθ τθσ κερμοκραςιασ  δίδει τθ δυνατότθτα τθσ 

επζκταςθσ τθσ κεωρίασ για πεδία μεγαλφτερθσ ζνταςθσ. Οι υποκζςεισ κάτω 

από τισ οποίεσ ζχει εφαρμοςτεί θ περιγραφι των δφο κερμοκραςίων είναι 

το πεδίο να είναι ομοιόμορφο προσ μία κατεφκυνςθ και ο χρόνοσ μεταβολισ 

των ςυντελεςτϊν μεταφοράσ να είναι πολφ μεγαλφτεροσ του ελεφκερου 

χρόνου ανάμεςα ςτισ κροφςεισ (quasi-steady-state approximation). 

Ραρ’ όλθ τθν επζκταςθ των δυνατοτιτων τθσ κεωρίασ ςε πεδία 

υψθλότερθσ ζνταςθσ θ προςζγγιςθ αυτι από μόνθ τθσ δεν αρκεί να 
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αναπαράγει τα αποτελζςματα των ςυντελεςτϊν μεταφοράσ.  Συγκεκριμζνα 

ενϊ προβλζπει τθν ευκινθςία με ςφάλμα τθσ τάξθσ 10% 39 αποτφγχανει ςτον 

υπολογιςμό του καταμεριςμοφ τθσ ενζργειασ και των ςυντελεςτϊν 

διάχυςθσ.  Μία νζα περιγραφι με ςκοπό τθν καλφτερθ πρόβλεψθ των 

αποτελεςμάτων, προκφπτει μετατοπίηοντασ τθν κατανομι ταχυτιτων του 

ιόντοσ κατά  μία ταχφτθτα 
disu προσ τθ διεφκυνςθ του πεδίου, δθλαδι,   

   
2 22 2 2

dis x y z dismv m m u u u u      
 

v v . 

 

2.5.4 Πεξηγξαθή κέζσ ηξηώλ ζεξκνθξαζηώλ 

 

Κατά τθν περιγραφι μζςω τριϊν κερμοκραςιϊν,40 παραμετρικοποιείται  

περαιτζρω θ κερμοκραςία του ιοντικοφ νζφουσ ωσ προσ τουσ κάκετουσ  και 

τον παράλλθλο προσ το πεδίο άξονεσ. Εδϊ θ κατανομι είναι μετατοπιςμζνθ 

κατά μία ταχφτθτα 
disu και θ δοκιμαςτικι ςυνάρτθςθ μθδενικισ τάξεωσ που 

προκφπτει είναι :  

      

 
 

 
 

1/2 22 2

0 exp
2 2 2 2

x y z dis

T L T L
B b B b B b B b

m u u m u u
m mf n

k T k T k T k T 

    
           

. 

(2.5.8) 

Από μελζτεσ ζχει προκφψει ότι θ μετατόπιςθ τθσ κατανομισ των ταχυτιτων 

ζναντι τθσ ανιςότροπιασ τθσ κερμοκραςίασ επίδρα κατά μεγαλφτερο βακμό 

ςτα αποτελζςματα των ςυντελεςτϊν μεταφοράσ, ειδικά για τισ περιπτϊςεισ 

ιόντων μεγάλθσ μάηασ.41 

Η περίπτωςθ πειραμάτων ςε ςωλινεσ όδευςθσ αποτελεί ιδανικι 

εφαρμογι για τθν επίλυςθ τθσ κινθτικισ εξίςωςθσ Boltzmann, λόγω τθσ 

δυνατότθτασ ςφγκριςθσ των κεωρθτικά υπολογιηόμενων τιμϊν με 

πειραματικά αποτελζςματα, αλλά και με αποτελζςματα τεχνικϊν Monte 

Carlo και προςομοιϊςεων μοριακισ δυναμικισ.` 
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Κεφάλαιο 3o  

 

 

3. Κλαςικέσ προςομοιώςεισ 

3.1 Εηζαγσγή 

Οη κνξηαθέο πξνζνκνηώζεηο θαη ηδηαίηεξα ε ηερληθή Monte Carlo άξρηζαλ λα 

αλαπηύζζνληαη κε ηελ εμέιημε ησλ ππνινγηζηώλ από ηα κέζα πεξίπνπ ηνπ 20
νπ

 αηώλα 

θαη έπεηηα. Η πξώηε πξνζνκνίσζε πγξνύ γηα ηνλ ππνινγηζκό ησλ θαηαζηαηηθώλ 

εμηζώζεσλ πξαγκαηνπνηήζεθε από ηνπο N.Metropolis, A.W.Rosenbunth, M.N. 

Rosenbluth, A.H. Teller & E.Teller ην 1953
42

 κέζσ ηερληθήο Monte Carlo, ελώ ε πξώηε 

κνξηαθή δπλακηθή πξνζνκνίσζε εηζήρζε από ηνπο Alder θαη Wainwright
43

 ζηα ηέιε 

ηεο δεθαεηίαο ηνπ 1950 γηα ηε κειέηε ησλ αιιειεπηδξάζεσλ ησλ ζθιεξώλ ζθαηξώλ. 

Πνιιέο ζεκαληηθέο πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε ηε ζπκπεξηθνξά απιώλ πγξώλ 

πξνέθπςαλ από ηηο κειέηεο απηέο. Σν επόκελν κεγάιν βήκα έγηλε ην 1964, από ηνλ 

Rahman
44

, ν νπνίνο πξαγκαηνπνίεζε ηελ πξώηε πξνζνκνίσζε κε ηελ ρξήζε 

ξεαιηζηηθνύ δπλακηθνύ Lennard-Jones γηα ην πγξό Ar. Ελώ ηέινο ε πξώηε κνξηαθή 

δπλακηθή πξνζνκνίσζε ξεαιηζηηθνύ ζπζηήκαηνο έγηλε από ηνπο  Stillinger θαη 

Rahman
45

 ην 1974 γηα ηελ πξνζνκνίσζε κνξίσλ λεξνύ ζηελ πγξή θάζε σο δηαιύηεο. 

Οη κνξηαθέο δπλακηθέο πξνζνκνηώζεηο απνηεινύλ εηθνληθά πεηξάκαηα ζηνλ 

ππνινγηζηή όπνπ ε εμέιημε ηεο θίλεζεο πξαγκαηνπνηείηαη κε ηε ρξήζε καζεκαηηθώλ 

κνληέισλ.  Η κέζνδνο, πνπ αθνινπζείηαη,  αλαπαξάγεη κία πξαγκαηηθή δπλακηθή 

εμέιημε ηνπ ζπζηήκαηνο θάησ από ηελ εθαξκνγή ησλ δπλακηθώλ αιιειεπίδξαζεο θαη 

ηελ αξηζκεηηθή επίιπζε ησλ εμηζώζεσλ θίλεζεο. Οη κνξηαθέο δπλακηθέο 

πξνζνκνηώζεηο απνηεινύλ έλα εξγαιείν επηβεβαίσζεο ηεο ζεσξίαο θαη έλα κέζν 

βαζύηεξεο εξκελείαο ησλ απνηειεζκάησλ ησλ πεηξακάησλ.  

Σιμερα οι προςομοιϊςεισ γενικά ςτο πεδίο τθσ κεωρθτικισ-

υπολογιςτικισ χθμείασ ζχουν αναπτυχκεί κφρια ςε τρείσ κλάδουσ, ανάλογα 

με τθν εξειδίκευςθ τθσ εφαρμογισ τουσ. Ο πρϊτοσ κλάδοσ αφορά 

προςομοιϊςεισ ςε ατομικό επίπεδο. Μζςω τθσ κβαντικισ κεωρίασ και ab 

initio μεκόδων,46 καταςτρϊνεται θ θλεκτρονιακι δομι μορίων, δίδοντασ 

πλθροφορίεσ για τα δομικά χαρακτθριςτικά τουσ, τθν  γεωμετρικι 

ταξινόμθςθ των ατόμων,  αλλά και το είδοσ των δεςμϊν.  Ο επόμενοσ 

κλάδοσ αφορά τθ μελζτθ ςυςτθμάτων πολλϊν ςωματιδίων ωσ προσ τισ 
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φυςικοχθμικζσ τουσ  ιδιότθτεσ και οι προςομοιϊςεισ που ζχουν αναπτυχκεί 

μπορεί να είναι δυναμικζσ ι ςτοχαςτικζσ, κλαςικζσ, θμικλαςικζσ, αμιγϊσ 

κβαντικζσ, ςε ιςορροπία ι εκτόσ ιςορροπίασ.  Οι προςομοιϊςεισ Μοριακισ 

Δυναμικισ (ΜΔ) εξαρτϊνται από τθν επίλυςθ κινθτικϊν εξιςϊςεων 

δυναμικϊν ςυςτθμάτων και μζςω ςτατιςτικισ ανάλυςθσ ςτο χρόνο εξάγουν 

μακροςκοπικά αποτελζςματα. Ενϊ οι προςομοιϊςεισ Monte Carlo 

βαςίηονται ςε τυχαία δειγματολθψία μζςα από ςτατιςτικά ςφνολα. Τζλοσ, οι 

βιομοριακζσ προςομοιϊςεισ, που αποτελοφν και τον πιο πρόςφατο κλάδο 

των μοριακϊν προςομοιϊςεων, αφοροφν τθ μελζτθ βιομορίων, ςυνικωσ 

πρωτεϊνϊν και νουκλεϊνικϊν οξζων μζςα ςε διαλφτεσ, ςυνικωσ νερό. Ο 

προςδιοριςμόσ των διαμορφόςεων των βιομορίων αποτελεί τθν κφρια 

εργαςία για αυτόν τον τομζα. Πλεσ οι παραπάνω μζκοδοι και τεχνικζσ είναι 

δυνατόν να ςυνδυάηονται διευρφνοντασ τον ορίηοντα εφαρμογϊν για τισ 

μοριακζσ προςομοιϊςεισ.  

Ραρακάτω παρατίκενται τα βαςικά χαρακτθριςτικά μιασ κλαςικισ 

μοριακισ δυναμικισ προςομοίωςθσ ρευςτοφ ςτθν ιςορροπία για τθν 

προςζγγιςθ άκαμπτων μορίων. Στο  Τποκεφάλαιο 3.3 παρουςιάηεται μία 

τεχνικι μοριακισ δυναμικισ προςομοίωςθσ εκτόσ ιςορροπίασ που 

χρθςιμοποιοφμε  για τον υπολογιςμό των φαινομζνων μεταφοράσ και τθσ 

δυναμικισ ιόντων ςε αζρια.  

 

3.2 Μνξηαθέο δπλακηθέο πξνζνκνηώζεηο ζηελ ηζνξξνπία 

 

Η διαδικαςία τθσ μοριακισ προςομοίωςθσ βαςίηεται ςτον υπολογιςμό των 

τροχιϊν των μορίων διαιρϊντασ το χρόνο ςε μικρά χρονικά διαςτιματα , τ, 

και ςτθ ςτατιςτικι ανάλυςθ των μακροςκοπικϊν ιδιοτιτων του ςυςτιματοσ. 

Η μζςθ τιμι μιασ ιδιότθτασ, A , μζςα από τα , n , υπολογιςτικά βιματα τθσ 

προςομοίωςθσ προκφπτει μζςω τθσ Σχζςθσ (3.2.1), 

 1

1 n

A A
n 

 

  , (3.2.1) 
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όπου A
  

είναι θ μζςθ τιμι τθσ ιδιότθτασ Α πάνω από όλα τα ςωματίδια 

του ςυςτφματοσ για το εκάςτοτε υπολογιςτικό βιμα.  

Τα ςυνολικά βιματα μιασ προςομοίωςθσ χωρίηονται ςε δφο κφρια 

μζρθ. Τα βιματα μζχρι τθν αποκατάςταςθ τθσ κερμοδυναμικισ ιςορροπίασ 

του ςυςτιματοσ και τα βιματα τθσ ςτατιςτικισ επεξεργαςίασ.  Στο πρϊτο 

μζροσ και μζχρι ζναν αρικμό βθμάτων πραγματοποιείται κερμοςτάτιςθ  του 

ςυςτιματοσ  με ςκοπό τθν ταχφτερθ προςζγγιςθ τθσ ιςορροπίασ. Από τθν 

επίτευξθ τθσ ιςορροπίασ και ζπειτα το ςφςτθμα αφινεται ανεπθρζαςτο να 

εξελιχκεί με ςκοπό τθν ςυλλογι κατάλλθλου αρικμοφ μικροκαταςτάςεων 

ϊςτε να λθφκεί ζνα ζγκυρο ςτατιςτικό αποτζλεςμα. 

 

Ο βαςικόσ κφκλοσ βθμάτων που ακολουκεί μία μοριακι δυναμικι 

προςομοίωςθ μοριακοφ ςυςτιματοσ παρουςιάηεται ςτο Σχιμα  3.1.  

 

                       

Σχιμα  3.1: Εποπτικό διάγραμμα ροισ για μοριακζσ δυναμικζσ προςομοιϊςεισ 
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3.2.1 Αξρηθή θαηάζηαζε ζπζηήκαηνο 

 

Η επίλυςθ των εξιςϊςεων κίνθςθσ των ςωματιδίων του ςυςτιματοσ προσ 

προςομοίωςθ, ενόσ δθλαδι πεπλεγμζνου ςυςτιματοσ διαφορικϊν 

εξιςϊςεων πρϊτθσ και δευτζρασ τάξεωσ, απαιτοφν τον κακοριςμό αρχικϊν 

ςυνκθκϊν.  Ωσ αρχικζσ ςυνκικεσ κατά τθν ζναρξθ ενόσ προγράμματοσ 

προςομοίωςθσ κακορίηονται οι κζςεισ και οι ορμζσ των ςωματιδίων του 

ςυςτιματοσ. Οι κζςεισ κακορίηονται ϊςτε να ςυναρτοφν μία ψευδο 

κρυςταλλικι δομι π.χ. τφπου fcc. Οι ορμζσ, που εφαρμόηονται, είναι τυχαίεσ 

και ακολουκοφν  κατά προςζγγιςθ κατανομι ταχυτιτων Maxwell-Boltzmann 

για δεδομζνθ κερμοκραςία. Το ςφςτθμα αναπτφςςεται ςταδιακά και 

ςφμφωνα με τα ενδιάμεςα ςτάδια τθσ προςομοίωςθσ Σχιμα 3.2 οδεφει 

ςταδιακά ςτθν κερμοδυναμικι ιςορροπία του, θ οποία τελικϊσ ελζγχεται 

μζςω τθσ αποκατάςταςθσ και ιςχφοσ ςχετικϊν κριτθρίων.. Στθ διάρκεια 

αυτισ τθσ διαδικαςίασ το ςφςτθμα κερμοςτατείται κατά ζνα μεγάλο μζροσ 

τθσ, με ςκοπό τθ γρθγορότερθ αποκατάςταςθ τθσ ιςορροπίασ. 

 

 

Σχιμα  3.2 : Μζρθ υπολογιςτικϊν βθμάτων 

 

Σφμφωνα με τουσ υπολογιςμοφσ το ςφςτθμα ςωματιδίων 

ςυγκεκριμζνου αρικμοφ Ν, αρικμοφ αρκετά μικρότερο από τον αρικμό 

μορίων που εμπεριζχονται ςε ζνα mol, (100 ζωσ 10n) κατανζμεται ςτθν 

κεντρικι κυψελίδα προςομοίωςθσ και με ςκοπό τθν άρςθ των επιφανειακϊν 

φαινομζνων εφαρμόηονται τεχνικζσ περιοδικϊν ςυνκθκϊν.  Σφμφωνα με τισ 

περιοδικζσ ςυνκικεσ, αντίγραφα τθσ μοναδιαίασ κεντρικισ κυψελίδασ 

τοποκετοφνται περίγυρά τθσ, ςχθματίηοντασ ζνα πλζγμα απείρων 

διαςτάςεων, ζτςι ϊςτε να ανταποκρίνεται κεωρθτικά ςε ζνα άπειρο 

ςφςτθμα. Συγκεκριμζνα, κατά τθν κίνθςθ ενόσ μορίου ςτθν κεντρικι 
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κυψελίδα τα είδωλά του ςτισ γειτονικζσ κυψελίδεσ κινοφνται με τον ίδιο 

τρόπο. Επομζνωσ όταν ζνα από τα ςωματίδια εξζρχεται τθσ κεντρικισ 

κυψελίδασ ζνα άλλο ειςζρχεται μζςα ςε αυτιν, ςτθν αντίδιαμετρικι κζςθ, , 

Σχιμα  3.3. Αυτό δίνει τθν εικόνα ότι τα τοιχϊματα των κυψελίδων είναι 

διαπερατά.  

                

Σχιμα  3.3 : Σχθματικι αναπαράςταςθ οριακϊν περιοδικϊν ςυνκθκων.47 

 

Η πυκνότθτα των ςωματιδίων ςε κάκε κυψελίδα διατθρείται. Δεν 

είναι αναγκαία θ αποκικευςθ του άπειρου αρικμοφ ςυντεταγμζνων των 

ειδϊλων ςωματιδίων παρά μόνο αυτϊν τθσ κεντρικισ κυψελίδασ. Η χριςθ 

των περιοδικϊν ςυνκθκϊν ςτισ μοριακζσ προςομοιϊςεισ ζχει εγείρει πολλζσ 

φορζσ απορίεσ για τθν επιρροι αυτισ τθσ περιοδικισ ςυμμετρίασ ςτα 

αποτελεςμάτα.  Μελζτεσ για ςυςτιματα 128 ζωσ 2048 ςωματιδίων υπό τθν 

επίδραςθ Lennard-Jones δυναμικοφ πάνω ςτισ ςυναρτιςεισ αυτόςυςχζτιςθσ 

και ςτουσ ςυντελεςτζσ των ιδιοτιτων μεταφοράσ ζδειξαν ότι το ςφάλμα, 

λόγω τθσ ςυνκικθσ,  είναι κάτω από το όριο του αρικμθτικοφ ςφάλματοσ τθσ 

τεχνικισ.48   

Με τθ χριςθ των περιοδικϊν ςυνκθκϊν γεννάται το πρόβλθμα τθσ 

αλλθλεπίδραςθσ των ςωματιδίων με τα είδωλά τουσ ςτισ παραπλιςιεσ 

κυψελίδεσ.  Το πρόβλθμα αυτό λφκθκε με τθν εφαρμογι τθσ «ςυνκικθσ του 
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πλθςιζςτερου ειδϊλου».  Σφμφωνα με αυτιν κάκε μόριο αλλθλεπιδρά με τα 

πλθςιζςτερα μόρια, είτε αυτά βρίςκονται εντόσ τθσ κεντρικισ κυψελίδασ είτε 

αποτελοφν είδωλα των μορίων τθσ. Σε κάκε περίπτωςθ θ διαμοριακι 

απόςταςθ, που εξετάηεται, είναι αυτι του πλθςιζςτερου ςωματιδίου ςτο 

ςωματίδιο αναφοράσ. Η ειςαγωγι των περιοδικϊν ςυνκθκϊν δθμιουργεί 

ζνα ακόμα πρόβλθμα που αφορά τθν ακτίνα αποκοπισ του δυναμικοφ, θ 

οποία οφείλει να ορίηεται ςε μικοσ μικρότερο από το μιςό του μικουσ τθσ 

μοναδιαίασ κυψελίδασ.  

 

Θερμοστάτιση 

 

Στο αρχικό μζροσ τθσ προςομοίωςθσ πραγματοποιείται κερμοςτάτιςθ του 

ςυςτιματοσ, ϊςτε να επιταχυνκεί θ διαδικαςία όδευςθσ προσ τθν ιςορροπία 

αυτοφ.  Αυτό επιτυγχάνεται μζςα από τον ζλεγχο των μοριακϊν ταχυτιτων 

αφοφ θ ολικι κερμοκραςία του ςυςτιματοσ προκφπτει ωσ το αποτζλεςμα 

τθσ μζςθσ κινθτικισ ενζργειασ του, K , 

 

2

3
T K

Nk
    .   (3.2.5) 

Οι μοριακζσ ταχφτθτεσ διοκρϊνονται ςφμφωνα με ζνα παράγοντα 

διόρκωςθσ  s , 

 
 

1/2
2

1
2

,            
( )

eq

j j

j

T
K m s t s

T t

 
   

 
 v   (3.2.6) 

όπου eqT  αποτελεί τθν επικυμθτι κερμοκραςία τθσ προςομοίωςθσ, jm και 

jv  τθν μάηα και το διάνυςμα τθσ ταχφτθτασ ςωματιδίου j  . 
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3.2.2 Τπνινγηζκόο δπλάκεσλ - Δηακνξηαθά δπλακηθά αιιειεπίδξαζεο 

 

Κάκε ςφςτθμα ανάλογα με τουσ βακμοφσ ελευκερίασ του, παρουςιάηει 

μεταφορικι, περιςτροφικι ι δονθτικι κίνθςθ ςτα ςωματίδιά του.  Εδϊ κα 

αναφερκεί θ περίπτωςθ άκαμπτων μορίων, όπου οι βακμοί ελευκερίασ 

περιορίηονται ςε μεταφορικοφσ και περιςτροφικοφσ.  

Η αλλθλεπίδραςθ των ςωματιδίων του ςυςτιματοσ ακολουκεί περιγράφεται 

από τθ ςυνάρτθςθ του διαμοριακοφ δυναμικοφ που με τθν ςειρά τθσ 

κακορίηει τισ δυνάμεισ και τισ ροπζσ που επιδροφν ςτα μόρια. Εδϊ τα 

διαμοριακά δυναμικά εκφράηουν τισ δυνάμεισ των ςωματιδίων ανά δφο 

(pair potential) και το άκροιςμα των επί μζρουσ δυνάμεων των ατόμων 

εφαρμόηεται ςτο κζντρο μάηασ του μορίου, για το οποίο και επιλφονται 

προςεγγιςτικά με αρικμθτικι ανάλυςθ οι εξιςϊςεισ κίνθςθσ, μζςω 

κατάλλθλων αλγορίκμων, το δε άκροιςμα των ροπϊν γφρω από τουσ 

κφριουσ άξονεσ περιςτροφισ των μορίων κακορίηει τθν περιςτροφικι 

κίνθςθ, που επίςθσ υπολογίηεται με ανάλογουσ αλγορίκμουσ. Υπάρχουν 

πολλά διαμοριακά μοντζλα αλλθλεπίδραςθσ,31 (effective potential models) 

όπωσ τα ςωματίδια ςκλθρισ ςφαίρασ, όπου οι κροφςεισ κεωροφνται 

ελαςτικζσ, με ι χωρίσ ελκτικι ςυνειςφορά, μοντζλο του Sutherland, 

                  

        -     

m

V r r

r
r




 

  

 
  

 

 

αλλά και άλλεσ προςεγγίςεισ δυναμικϊν με διορκϊςεισ για μακρινζσ 

αποςτάςεισ, όπωσ ςτθν περίπτωςθ, που μελετοφνται πυκνζσ φάςεισ.  Ζνα 

από τα πιο κακιερωμζνα εμπειρικά δυναμικά αποτελεί το μοντζλο 

δυναμικοφ Lennard-Jones με γενικό τφπο 

( )  
d c

V r
r r 

   

Ο πρϊτοσ όροσ εκφράηει τισ απωςτικζσ αλλθλεπιδράςεισ, ενϊ ο δεφτεροσ τισ 

ελκτικζσ. Για δυνάμεισ διαςποράσ, και μθ δεςμικζσ αλλθλεπιδράςεισ τίκεται,   
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12 6

( ) 4  V r
r r

 

    

          

  (3.2.7) 

Η μορφι αυτι του δυναμικοφ αναπαριςτά ανά δφο αλλθλεπιδράςεισ μεταξφ 

ουδζτερων μορίων χωρίσ θλεκτροςτατικζσ ροπζσ, όπωσ θ περίπτωςθ 

ανάμεςα ςε άτομα ευγενοφσ αερίου. Το   αντιςτοιχεί ςτο ελάχιςτο του 

δυναμικοφ με αντίςτοιχθ ακτίνα  
mr  και το ς ςτθν διατομικι ακτίνα, όπου το 

δυναμικό μθδενίηεται, και μεταξφ τουσ οι δφο τελευταίεσ παράμετροι 

ςχετίηονται μζςω τθσ ςχζςθσ 6 2mr  ,  όπωσ προκφπτει από τθν επίλυςθ 

τθσ  Σχζςθσ (3.2.7) για ( ) 0V r  . Οι παράμετροι   και   ποικίλλουν ανάλογα 

με το αλλθλεπιδρϊν ςφςτθμα.  

Το μοντζλο του Buckingham31,p.32 επίςθσ περιγράφει τισ δυνάμεισ 

διαςποράσ ανάμεςα ςε δφο επαγόμενα δίπολα όπωσ και ανάμεςα ςε ζνα 

επαγόμενο δίπολο και ζνα επαγόμενο τετράπολο. Το μοντζλο αυτό 

χρθςιμοποιείται για τθν περιγραφι κοντινϊν αλλθλεπιδράςεων και είναι πιο 

ρεαλιςτικό από το δυναμικό Lennard-Jones αλλά λόγω τθσ φφςθσ των 

δυνάμεων κοντινισ εμβζλειασ απαιτεί τθν χριςθ «εςωτερικισ» ακτίνασ 

αποκοπισ πζραν τθσ οποία θ ςυνειςφορά κεωρείται αμελθτζα.  Αν και το 

μοντζλο αυτό είναι πιο ρεαλιςτικό από το LJ, μειονεκτεί ςτο ότι γίνεται 

αρνθτικό ςτισ πολφ μικρζσ αποςτάςεισ. 

 
6 8( ) exp( )V r b ar cr c r        (3.2.8) 

Κατόπιν τθσ επιλογισ του δυναμικοφ ςτον κφκλο των βθμάτων  ςτο ςτάδιο 

του υπολογιςμοφ των δυνάμεων επιλφεται θ εξίςωςθ του Νεφτωνα 

2

2

d r
F m

dt
 , για κάκε βακμο ελευκερίασ ξεχωριςτά και θ εξίςωςθ του Euler 

για τθν περιςτροφι.  

Η δφναμθ εφαρμόηεται ςτα ςωματίδια του αλλθλεπιδρϊντοσ ηεφγουσ 

με ίςο μζτρο αλλά αντίκετεσ φορζσ. Επειδι ο υπολογιςμόσ των 

αλλθλεπιδράςεων απαιτεί τθν ςυμμετοχι όλων των ςωματιδίων ανά δφο 

λαμβανιμζνων, θ όλθ διαδικαςία οδθγεί ςε μια ςειρά από πράξεισ που 

αυξάνουν δραματικά(υπζρμετρα) τον υπολογιςτικό χρόνο.  Επομζνωσ για τθ 
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διατιρθςθ ενόσ μζτριου υπολογιςτικοφ χρόνου τθσ τάξεωσ των ps γίνεται θ 

παραδοχι ότι πζρα από μια διατομικι απόςταςθ θ επίδραςθ του δυναμικοφ 

είναι ικανά μικρι, ϊςτε να παραλθφκεί χωρίσ να ειςάγει ςφάλμα. Η ακτίνα 

αυτι, ακτίνα αποκοπισ, ςυνικωσ αποτελεί τθν τρίτθ ςφαίρα ςυντάξεωσ και 

όπωσ αυτι προκφπτει από τθ ςυνάρτθςθ ακτινικισ κατανομισ, είναι γφρω 

ςτα 3.2  από τον πυρινα του ατόμου.  

 

3.2.3 Εμέιημε θίλεζεο 

 

Εξισώσειρ κίνησηρ 

Οι εξιςϊςεισ κίνθςθσ για τισ κλαςικζσ προςομοιϊςεισ προκφπτουν για τθν 

μεταφορικι κίνθςθ από τθν εξίςωςθ του Νεφτωνα, όπου θ δευτεροβάκμια 

διαφορικι εξίςωςθ επιλφεται αρικμθτικά μζςω τθσ μεκόδου των 

πεπεραςμζνων διαφορϊν (finite difference method) ενϊ για τθν 

περιςτοφικι κίνθςθ προκφπτουν από τθν εξίςωςθ του Euler, όπου θ 

πρωτοβάκμια διαφορικι εξίςωςθ επιλφεται επίςθσ αρικμθτικά, αλλά θ 

εφαρμογι τθσ επιτυγχάνεται μζςα ςε δφο ςτατιςτικά βιματα. Αναλυτικϊσ 

ζχουμε :  

Για τθν μεταφορικι κίνθςθ του κζντρου μάηασ των μορίων του 

ςυςτιματοσ  ακολουκείται  ο νόμοσ του Νεφτωνα 

         j j jm r F     (3.2.9) 

 όπου jm θ μάηα του μορίου και  

j jV rF  

είναι θ δφναμθ που δζχεται το κζντρο μάηασ από το ςφνολο των 

αλλθλεπιδράςεων.  Από τθν μεταφορά του κζντρου μάηασ προκφπτουν μζςω 

κατάλλθλα οριςμζνων διανυςμάτων και οι χωρικζσ ςυντεταγμζνεσ των 

ατόμων του μοριακοφ ςυςτιματοσ. 
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Για τθν περιςτροφικι κίνθςθ επιλφεται θ πρωτοβάκμια διαφορικι 

εξίςωςθ 

 
 j j j

d
I

dt
τ ω    (3.2.10) 

γφρω από το κζντρο μάηασ, όπου 
iτ θ ροπι, 

iI  θ ροπι αδρανείασ ωσ προσ 

ςφςτθμα ςυντεταγμζνων οριςμζνο πάνω ςτο μόριο με κζντρο το κζντρο 

μάηασ και 
iω  θ αντίςτοιχθ γωνιακι ταχφτθτα. Η ροπι υπολογίηεται μζςα 

από τισ δυνάμεισ ςφμφωνα με τθ Σχζςθ 
j ja ja

a

d τ F , όπου 
jad οι 

αποςτάςεισ του εκάςτοτε κζντρου δφναμθσ από το κζντρο μάηασ και jaF  θ 

δφναμθ, που εφαρμόηεται ςε κάκε κζντρο. Ο μεταςχθματιςμόσ από τισ 

ςυντεταγμζνεσ ςϊματοσ ςτισ ςυντεταγμζνεσ ςυςτιματοσ και αντίςτροφα 

πραγματοποιείται μζςω ενόσ πίνακα μεταςχθματιςμοφ, που περιζχει όλεσ 

τισ πλθροφορίεσ για τθν περιςτροφι του μορίου ανά χρονικό βιμα. b sAe e , 

όπου b
e και s

e τα μοναδιαία διανφςματα των ςυντεταγμζνων ςϊματοσ και 

ςυςτιματοσ αντίςτοιχα. Ο πίνακασ μεταςχθματιςμοφ A  εκφράηει όλθ τθν 

πλθροφορία τθσ περιςτροφισ και αρχικά ορίςτθκε με τισ γωνίεσ Euler 

 

cos cos cos sin sin cos sin cos cos sin sin sin

sin cos cos sin cos sin sin cos cos cos cos sin

sin sin sin cos cos

A

           

           

    

  
 

    
 
  

 

 

και ο αντίςτροφοσ, 

 

1

cos cos cos sin sin sin cos cos sin cos sin sin

cos sin cos cos sin sin sin cos cos cos sin cos

sin sin cos sin cos

A

           

           

    



   
 

    
 
  

 

 



Κεφάλαιο 3ο                                                                                                  Κλαςικζσ προςομοιϊςεισ 

 

68 
 

Κακϊσ θ γωνία κ πλθςιάηει τισ 0˚ ι τισ 180˚ θ μζκοδοσ αποτυγχάνει για το 

λόγο αυτό και αντ’αυτισ προτάκθκε θ χριςθ των τετραδικϊν παραμζτρων 

(quaternions),49 οι οποίεσ ορίηονται ςυναρτιςει των γωνιϊν Euler  

 

 

 

 

1 1
0 2 2

1 1
1 2 2

1 1
2 2 2

1 1
3 2 2

cos cos

sin cos

sin sin

cos sin

q

q

q

q

  

  

  

  

 

 

 

 
,

 

οι οποίεσ  περιορίηονται ςφμφωνα με τθν  ςυνκικθ, 

2 2 2 2

0 1 2 3 1q q q q    . 

 

Ο πίνακασ μεταςχθματιςμοφ γίνεται 

2 2 2 2

0 1 2 3 1 2 0 3 1 3 0 2

2 2 2 2

1 2 0 3 0 1 2 3 2 3 0 1

2 2 2 2

1 3 0 2 2 3 0 1 0 1 2 3

2( ) 2( )

( ) 2( ) 2( )

2( ) 2( )

q q q q q q q q q q q q

A Q q q q q q q q q q q q q

q q q q q q q q q q q q

     
 

      
       .

 

Και θ χρονικι εξζλιξθ του πίνακα πραγματοποιείται μζςω των παραγϊγων 

των παραμζτρων από τθν γωνιακι ταχφτθτα,  

0 0 1 2 3

1 1 0 3 2

2 2 3 0 1

3 3 2 1 0

0

1

2

x

y

z

q q q q q

q q q q q

q q q q q

q q q q q







       
     

     
     
     

         . 
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Αλγόπιθμοι ολοκλήπωσηρ 

Οι αλγόρικμοι αρικμθτικισ ολοκλιρωςθσ είναι βαςιςμζνοι ςτο πρόβλθμα 

των «αρχικϊν ςυνκθκϊν», όπου οι αρχικζσ τιμζσ για τθν εκκίνθςθ του 

αλγορίκμου είναι κακοριςμζνεσ. Για τθ χριςθ ενόσ αλγορίκμου πρζπει να 

υπάρχει ςφγκλιςθ, δθλαδι οι λφςεισ να είναι ευςτακείσ ςτθν αλλαγι των 

αρχικϊν ςυνκθκϊν.  Ραρόλθ τθν ευςτάκεια των αλγορίκμων ολοκλιρωςθσ 

ςτθ μοριακι δυναμικι, θ χριςθ μεγάλων χρονικϊν βθμάτων δt μπορεί να 

οδθγιςει ςε ανάλογα ςφάλματα. Γενικά δφο είδθ ςφαλμάτων δροφν 

ανεξάρτθτα ςε μία προςομοίωςθ, τα ςφάλματα λόγω προςζγγιςθσ τθσ 

ακριβοφσ αρικμθτικισ τιμισ κατά τουσ υπολογιςμοφσ (ςφάλμα 

ςτρογγφλευςθσ)50 που εμπίπτουν ςτισ δυνατότθτεσ του υπολογιςτι ςτθν 

πραγματοποίθςθ των πράξεων, και το ςφάλμα «αποκοπισ»51, που αποτελεί 

τθν διαφορά ανάμεςα ςτθν πραγματικι λφςθ και το αποτζλεςμα του 

αλγορίκμου. Στο Σχιμα  3.4 τα δφο ςφάλματα αναπαρίςτανται ςυναρτιςει 

του δt.  

 

 

Σχιμα  3.4 :  Γραφικι αναπαράςταςθ των round–off και truncation error που προκφπτουν 

κατά τθ διαδικαςία. 52 
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Βλζπουμε ότι θ ςυνολικι καμπφλθ εμφανίηει ελάχιςτο και εκεί ακριβϊσ είναι 

θ καλφτερθ ςυνκικθ για το χρονικό βιμα.  Γενικά ζνασ ιδανικόσ αλγόρικμοσ 

πρζπει να είναι ακριβισ και γριγοροσ, να χρειάηεται μικρι χωρθτικότθτα 

μνιμθσ, να μπορεί να κάνει χριςθ μεγάλου δt και να είναι εφκολοσ ςτο 

χειριςμό. Ραρακάτω όπου 
jr , 

jv  και 
ja τα διανφςματα τθσ κζςθσ τθσ 

ταχφτθτασ και τθσ επιτάγχυνςθσ ςωματιδίου j  και t  το χρονικό 

μεςοδιάςτθμα.  

 

Αλγόρικμοσ Verlet : Ο ςυνθκζςτεροσ αλγόρικμοσ, που χρθςιμοποιείται ςτθν 

μοριακι δυναμικι, είναι ο αλγόρικμοσ Verlet. 53 Ο αλγόρικμοσ Verlet επιλφει 

ευκζωσ τθν 2ασ τάξθσ εξίςωςθ του Νεφτωνα   

 
       

 

2

22

2j j j j

j

d t t t t t t
t

dt t

 



   
 

r r r r
a  

Τα διανφςματα των κζςεων  j t tr και  j t tr , ωσ ςυνεχείσ ςυναρτιςεισ 

απείρωσ παραγωγίςιμεσ ωσ προσ τον χρόνο, μποροφν να αναπτυχκοφν ςε 

ςειρά Taylor, ζτςι αντίςτοιχα,ζχουμε  

       
 2

21
2 2

...
j

j j j

d t
t t t t t t

dt
       

r
r r v  

       
 2

21
2 2

...
j

j j j

d t
t t t t t t

dt
       

r
r r v  

 Η ταχφτθτα υπολογίηεται μζςω τθσ Σχζςθσ   

    
 

   j j

j

t t t t
t

t

 



  


r r
v  (3.2.11)  

Στον υπολογιςμό τθσ ταχφτθτασ προκφπτει ςφάλμα τθσ τάξθσ 2t που μπορεί 

να εξαλθφκεί διατθρϊντασ περιςςότερουσ όρουσ ςτα αναπτφγματα. 

 

Αλγόρικμοσ leap-frog : Η μζκοδοσ leap-frog αποτελεί μία τροποποίθςθ τθσ 

μεκόδου Verlet και αναπτφχκθκε από τουσ Hockney54 και Potter,55 για να 
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επιτφχει ταχφτθτεσ με μεγαλφτερθ ακρίβεια. Εδϊ τα διανφςματα των κζςεων 

υπολογίηονται μζςω τθσ ταχφτθτασ για τθ χρονικι ςτιγμι ςτο μζςο του χρο-

νικοφ διαςτιματοσ δt. Το ανάπτυγμα Taylor τθσ Σχζςθσ γράφεται ωσ εξισ 

         1
2

[ ] ...j j j jt t t t t t t       r r v a  

και ο όροσ      1
2

[ ]j jt t tv a  εκφράηει τθν ταχφτθτα, τθ χρονικι ςτιγμι 

t+δt/2. Δθλαδι, 

       1
22j j j

tt t t t   v v a  

και θ επιτάχυνςθ    

 
   

 1
2

2j j

j

tt t
t

t





 


v v
a    ι    

   
 1

2

2j j

j

tt t
t

t





 


v v
a . 

Η ταχφτθτα για το επόμενο μιςό χρονικό βιμα υπολογίηεται από τθν    

 
     2 2j j j

t tt t t t      v v a .   

Τελικά θ ταχφτθτα για το παρόν χρονικό βιμα υπολογίηεται από τον μζςο 

όρο των ταχυτιτων των ενδιάμεςων χρονικϊν ςτιγμϊν, 

 
      1

2 2 2j j j
t tt t t    v v v . (3.2.12) 

 

Αλγόρικμοσ πρόβλεψθσ-διόρκωςθσ του Gear : Ο αλγόρικμοσ πρόβλεψθσ-

διόρκωςθσ56 εξελίςςεται ςε δφο ςτάδια. Στο πρϊτο ςτάδιο, τθσ πρόβλεψθσ, 

υπολογίηονται οι νζεσ τιμζσ ςτο χρόνο, χωρίσ τθν επιρροι των δυνάμεων και 

ςτο δεφτερο ςτάδιο διορκϊνονται οι προθγοφμενεσ τιμζσ ςφμφωνα με τισ 

δυνάμεισ, που δροφν ςτο ςϊμα. Ο αλγόρικμοσ αυτόσ χρθςιμοποιείται 

κυρίωσ, όταν το ςφςτθμα ζχει και περιςτροφικοφσ βακμοφσ ελευκερίασ.  

Ο αλγόρικμοσ προβλζπει τι νζεσ τιμζσ των πζντε ροπϊν για τθν 

χρονικι ςτιγμι t+δt, αναπτφςςοντασ ςε ςειρά Taylor τθν κάκε μία και 

διατθρϊντασ τουσ αντίςτοιχουσ όρουσ που προςφζρουν τθν επικυμθτι 

ακρίβεια. 
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 Ζτςι οι εξιςϊςεισ ζχουν ωσ εξισ για τθν μεταφορά : 

                 
2 3 41 1 1

2 6 24
...p

i i i i i it t t t v t t t t t t t           r r a b c     

             
2 31 1

2 6
...p

i i i i it t t t t t t t t        v v a b c                         

         
21

2
...p

i i i it t t t t t t       a a b c                                                

      ...p

i i it t t t c t     b b                                                                       

    ...p

i it t t  c c                                                                                         

Υπολογίηεται θ τιμι τθσ επιτάχυνςθσ και θ διόρκωςθ προκφπτει από τθν 

διαφορά τθσ προβλεπόμενθσ και τθσ νζασ επιτάχυνςθσ 

     n p

i it t t t t t       a a a  

Στο ςτάδιο τθσ διόρκωςθσ οι πζντε ροπζσ υπολογίηονται βαςθ των 

παρακάτω ςχζςεων : 

     0

c p

i it t t t c t t       r r a  

     1

c p

i it t t t c t t       v v a                                      

     2

c p

i it t t t c t t       a a a  

     3

c p

i it t t t c t t       b b a  

     4

c p

i it t t t t t       c c c a  

 

Για τθν περιςτροφι ςτο ςτάδιο τθσ πρόβλεψθσ ζχουμε για τισ τετραδικζσ 

παραμζτρουσ :  

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

1 1 1 1 1 1

2 3 4

3 6

4

....

p

p

p

p

p

q q q q q q

q q q q q

q q q q

q q q

q q q q q q
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και για τισ γωνιακζσ ταχφτθτεσ,  

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

2 3 4

3 6

4

p

p

p

p

     

    

   

  

    

   

  

 

 

Στο δεφτερο ςτάδιο θ ροπι ςε ςυντεταγμζνεσ ςυςτιματοσ υπολογίηεται 

ςφμφωνα με τον πίνακα περιςτροφισ, που ζχει προβλεφκεί ςτο πρϊτο 

ςτάδιο του αλγορίκμου και μζςω αυτισ λαμβάνεται νζα τιμι τθσ πρϊτθσ 

παραγϊγου τθσ γωνιακισ ταχφτθτασ και τελικϊσ ζχουμε τθν διόρκωςθ από 

τθν διαφορά,  

0 0

p n      

θ διόρκωςθ για τισ τετραδικζσ παραμζτρουσ γίνεται ςτθν πρϊτθ ροπι  

0 0 0

1 1 1

...

n p

n p

q q q

q q q

  

  

 

Οι τετραδικζσ παράμετροι και οι ταχφτθτεσ διορκϊνονται κατά ανάλογο 

τρόπο με τθν μεταφορικι κίνθςθ επίςθσ μζςω διορκωτικϊν ςυντελεςτϊν 

του Gear.  Οι διορκωτικοί ςυντελεςτζσ του Gear για τθν περιςτοφικι και τθν 

μεταφορικι κίνθςθ παρουςιάηονται ςτουσ πίνακεσ 3.1 και 3.2 αντίςτοιχα. 

 

Πίνακασ 3.1 : Διορκωτικοί ςυντελεςτζσ του Gear για 1θσ τάξεωσ εξιςϊςεισ (περιςτοφι) 

πλικοσ 0c  1c  2c  3c  4c  5c  

3 5/12 1 1/2    

4 3/8 1 3/4 1/6   

5 251/720 1 11/12 1/3 1/24  

6 95/288 1 25/24 35/72 5/48 1/120 
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Πίνακασ 3.2 : Διορκωτικοί ςυντελεςτζσ του Gear για 2ασ τάξεωσ εξιςϊςεισ (μεταφορά) 

πλικοσ 0c  1c  2c  3c  4c  5c  

3 0 1 1    

4 1/6 5/6 1 1/3   

5 19/90 3/4 1 1/2 1/12  

6 3/16 251/360 1 11/18 1/6 1/60 

 

3.2.4 ηαηηζηηθή επεμεξγαζία - Τπνινγηζκόο ηδηνηήησλ 

 

Στο ςτάδιο του υπολογιςμοφ των ιδιοτιτων του ςυςτιματοσ υπολογίηονται 

οι μζςεσ τιμζσ αυτϊν πάνω από όλα τα ςωματίδια ςε κάκε χρονικό βιμα, 

Σχζςθ (3.2.13).  Μζχρι τθν αποκαταςτάςθ τθσ ιςορροπίασ οι τιμζσ αυτζσ 

χρθςιμεφουν μόνο ωσ πλθροφορίεσ για τθν εικόνα τθσ εξζλιξθσ του 

ςυςτιματοσ και δεν αποκθκεφονται.  

   1

1 N

j

j

A A
N



   ,  2 2

1

1
j

N

j

A A
N



   (3.2.13)  

όπου jA  θ τιμι τθσ ιδιότθτασ για ζνα ςωματίδιο j  και  A


 θ μζςθ τιμι τθσ 

ιδιότθτασ για ζνα ςτατιςτικό βιμα, πάνω από όλα τα ςωματίδια.  Οι 

ιδιότθτεσ του ςυςτιματοσ ςτθν ιςορροπία υπολογίηονται από 

                        1

1 n

A A
n 

 

    ,  (3.2.14) 

όπου n  το ςφνολο των ςτατιςτικϊν βθμάτων.  

 

Επίςθσ υπολογίηεται θ διακφμανςθ των μζςων τιμϊν μζςω τθσ  
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22 2A A                           (3.2.15) 

Μετά το πζρασ τθσ προςομοίωςθσ ελζγχεται θ διατιρθςθ τθσ ολικισ 

ενζργειασ και θ ολίςκθςθ κζντρου μάηασ του μοριακοφ ςυςτιματοσ. 

Ραραδειγματοσ χάριν υπολογίηεται θ ολικι ορμι του ςυςτιματοσ που ςτθν 

ιςορροπία πρζπει να διατθρείται. Δθλαδι πρζπει,   

0j j j

j

m p v , 

Ζτςι ϊςτε το κζντρο μάηασ του ςυςτιματοσ να μθν ολιςκαίνει,  

j j

j

cm

j

j

m

ό
m

 





r

r , 

όπου jm  θ μάηα ενόσ ςωματιδίου j  και jr , jp  και jv  τα διανφςματα τθσ 

κζςθσ, τθσ ορμισ και τθσ ταχφτθτασ αντίςτοιχα. 

Η ολικι ενζργεια του ςυςτιματοσ υπολογίηεται μζςα από το 

άκροιςμα τθσ κινθτικισ και δυναμικισ ενζργειασ του ςυνόλου των 

ςωματιδίων.   

 21
2Tot j j ji

j j i

E m V


  v    , (3.2.16) 

όπου ijV το διαμοριακό δυναμικό αλλθλεπίδραςθσ. 

 Είναι δυνατι θ καταςκευι καμπφλθσ τθσ κατανομισ τθσ κινθτικισ ενζργειασ, 

 jn E ,  

 
 

0

1

l

Tot
l l

E

E
E n E E

N N





      (3.2.17) 

όπου N  το ςφνολο των ςωματιδίων και 
lE  τιμζσ ενζργειασ από το ςυνεχζσ 

φάςμα κατανομισ ενζργειασ του ςυςτιματοσ.  Στθ ςυνζχεια μπορεί να 

υπολογιςτεί θ ςυνάρτθςθ κατανομισ τθσ ενζργειασ  
 n E

f E
N

  

 
0l

l l

E

E f E E




  και για απειροςτό μεςοδιάςτθμα E να λάβουμε μία 



Κεφάλαιο 3ο                                                                                                  Κλαςικζσ προςομοιϊςεισ 

 

76 
 

ςυνεχι πυκνότθτα πικανότθτασ με    P E f E E  κανονικοποιθμζνθ ϊςτε 

 
0

1f E E


 . 

Η κερμοκραςία του ςυςτιματοσ προκφπτει από τθν μζςθ κινθτικι 

του ενζργεια, όπωσ δείχκθκε και παραπάνω, Σχζςθ (3.2.5) 

2

3
T K

Nk
  . 

Ο υπολογιςμόσ τθσ πίεςθσ επιτυγχάνεται μζςω τθσ γενικευμζνθσ 

καταςτατικισ εξίςωςθσ του κεωριματοσ virial57   

 1

2 0
N

j j

j

K


  r F ,  (3.2.18) 

 

1

2

3

N

j

j j

V
K

P
V




 




r
r

 , (3.2.19) 

όπου  
1N N

j ji ji ji

i j i j ji ji

V
 


  


 F F r r

r r
 με jir  τθν διατομικι ακτίνα των 

ςωματιδίων ,i j  . 

Η μζςθ τετραγωνικι μετατόπιςθ (mean square displacement, MSD) 

εκφράηει τθ μζςθ απόςταςθ, που διανφει ζνα ςωματίδιο ςτο χϊρο του 

ςυςτιματοσ. Η κίνθςθ των ςωματιδίων εντόσ του ςυςτιματοσ περιγράφεται 

ποιοτικά από τθν κίνθςθ Βrown, μζςω τθσ οποίασ ο Einstein οδθγικθκε ςτθν 

Σχζςθ  

 
2 6  r D t C     (3.2.20) 

με D  τον ςυντελεςτι διάχυςθσ και C  μία ςτακερά.  O τρόποσ με τον οποίο 

υπολογίηεται θ μζςθ διαδρομι είναι μζςω του τετραγϊνου τθσ μεταβολισ 

τθσ κζςθσ ςτο χρόνο. Η μζςθ τιμι του ακροίςματοσ πάνω από όλα τα μόρια 

μασ δίδει τθ μζςθ τετραγωνικι μετατόπιςθ (mean square displacement), 

 
   

2

0j jMSD t r r    . (3.2.21) 
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Σχιμα  3.5 : Ενδεικτικό Σχιμα  μζςθσ τρεταγωνικισ μετατόπιςθσ MSD,  2Å . 

Από το  Σχιμα  3.5, παρατθροφμε πωσ θ ςχζςθ τθσ μζςθσ τετραγωνικισ 

μετατόπιςθσ με τον χρόνο είναι γραμμικι. Ο ςυντελεςτισ αυτοδιάχυςθσ, 

D ,  εκφράηεται ωσ προσ το κζντρο μάηασ του μορίου από τθν Σχζςθ (3.2.22) 

    
   

2
1
6

lim 0j jt
t

D t


 r r  (3.2.22) 

Και δϋλιδεται από τθν κλίςθ τθσ ευκείασ.  

Επίςθσ από τθν κεωρία τθσ γραμμικισ αποκρίςεωσ οι διάφορεσ 

ιδιότθτεσ μεταφοράσ είναι δυνατό να υπολογιςκοφν μζςω ςυναρτιςεων 

ςυςχετιςμοφ χρόνου δυναμικϊν ιδιοτιτων ςχετικϊν με το αντίςτοιχο 

φαινόμενο. Oι «χρονικζσ ςυναρτιςεισ ςυςχζτιςθσ» (time correlation 

functions) εκφράηουν το ποςοςτό ςυςχζτιςθσ ςτο χρόνο μιασ δυναμικισ 

ιδιότθτασ.  

0

1
( ) ( ( ) ) ( ( ) )avg avgC t A t A A A d



  






      ι 

    
2( ) ( ) (0) avgC t A t A A    (3.2.23)  

όπου avgA  θ μζςθ τιμι τθσ ιδιότθτασ,   κάποια  χρονικι ςτιγμι και 
 ο 

ςυνολικόσ χρόνοσ. 

Στθ δυναμικι μοριακι προςομοίωςθ είναι δυνατό να υπολογιςτεί θ 

ςυνάρτθςθσ αυτοςυςχζτιςθσ τθσ ταχφτθτασ (velocity autocorrelation 

function, VACF), όπου θ ιδιότθτα A  είναι θ ταχφτθτα v . 



Κεφάλαιο 3ο                                                                                                  Κλαςικζσ προςομοιϊςεισ 

 

78 
 

   
( ) ( ) (0) ,   , ,a a aC t t a x y z  v v    (3.2.24)  

 

Σχιμα  3.6 : Συνάρτθςθ αυτοςυςχζτιςθσ τθσ γραμμικισ ταχφτθτασ για υγρό Νe με Vm=16.16 

m3/mol, ςτουσ 24.8K, από μοριακι προςομοίωςθ τθσ παροφςασ εργαςίασ. 

 

Πταν θ ςυνάρτθςθ VACF,  βλζπε Σχιμα  3.6, προςεγγίηει το μθδζν, τότε οι 

ταχφτθτεσ ζχουν τυχαιοποιθκεί.  Ο  χρόνοσ, 
c , χρόνοσ ςυςχετίςεωσ, 

αποτελεί το μζτρο του χρόνου όπου ελατϊνονται οι ςυςχετίςεισ ςτθν 

ταχφτθτα. 

   

 2

2

0

1
( ) (0) dtc j j j

j

t


   v v v
v

 (3.2.25)  

Ο ςυντελεςτισ αυτοδιάχυςθσ υπό τθν προχπόκεςθ ότι θ ςυνάρτθςθ 

αυτοςυςχζτιςθσ τθσ ταχφτθτασ οδθγείται ςτο μθδζν ςε μεγάλο χρονικό 

διάςτθμα, υπολογίηεται μζςω τθσ Σχζςθσ  

    
 

0

lim ( ) (0) dt

t

t
D t


  v v     (3.2.26)  

Μία άλλθ ιδιότθτα θ οποία μπορεί να εξαχκεί από τθν μοριακι 

προςομοίωςθ είναι αυτι τθσ μζςθσ διαμοριακισ δομισ του ρευςτοφ προσ το 

ςκοπό αυτό υπολογίηονται οι επονομαηόμενεσ ακτινικζσ ςυναρτιςεισ 

κατανομισ (radial distribution function, RDF) οι οποίεσ εκφράηουν τθν 
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πυκνότθτα των  μορίων γφρω από ζνα κεντρικό μόριο κατά μζςο όρο, Σχιμα  

3.7.  

 

Σχιμα  3.7 : Σχθματικι αναπαράςταςθ του διαμεριςμοφ του χϊρου γφρω από ζνα κεντρικό 

άτομα για τον υπολογιςμό τθσ ακτινικισ ςυνάρτθςθσ κατανομισ. 

 

Σφμφωνα με τθν Στατιςτικι Μθχανικι θ ακτινικι ςυνάρτθςθ κατανομισ 

   1,...,
n

Ng r r   ορίηεται ωσ 

  

   
 

1

1

... ...!
,...,

!

NUn
n Nn

N n N

e d dV N
g

N N n Z








  r r
r r    (3.2.27)  

όπου N  το ςφνολο των ςωματιδίων, NZ  το ολοκλιρωμα καταμεριςμοφ, n  θ 

τάξθ τθσ ςυνάρτθςθσ, δθλαδι για πόςα ςωματίδια προκφπτει θ ςυνάρτθςθ, 

nV ο ςυνολικόσ όγκοσ και 
N

U  το δυναμικό αλλθλεπίδραςθσ.  Η ακτινικι 

ςυναρτθςθ κατανομισ είναι μια ςυνάρτθςθ ςυςχετίςεωσ εφόςον επί τθσ 

ουςίασ εκφράηει τθν μεταβολι ςτθν πυκνότθτα, n , των αλλθλεπιδράςεϊν 

τουσ, δθλαδι τα μόρια δεν είναι ανεξάρτθτα αλλά ςυςχετίηονται29,p.255 ςτο 

χϊρο, 

   
       1 1,..., ,...,
n nn

n ng  r r r r  .  (3.2.28)  

Η εφαρμογι τθσ ςυνάρτθςθσ ςτθν  μοριακι δυναμικι εκτιμάται ανά δφο των 

ςωματιδίων λαμβανομζνων κακ’ όλουσ τουσ δυνατοφσ τρόπουσ,    2

1 2,g r r  

όπου θ τελικι κατανομι προκφπτει ωσ μζςοσ όροσ των ανά δφο κατανομϊν 

όλων των ςωματιδίων, βλζπε Σχιμα  3.8.  
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Σχιμα  3.8: Συνάρτθςθ ακτινικισ κατανομισ,  g r  ,για αζριο He 1 bar ςτουσ 50.0K, από 

μοριακι προςομοίωςθ τθσ παροφςασ εργαςίασ. 
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3.3 Μνξηαθή Δπλακηθή πξνζνκνίσζε εθηόο ηζνξξνπίαο  γηα 

πεηξάκαηα ζε ζσιήλεο όδεπζεο 

 

Μοριακζσ δυναμικζσ προςομοιϊςεισ εκτόσ ιςορροπίασ είναι δυνατόν να 

χρθςιμοποιθκοφν για τθ μελζτθ μοριακϊν ςυςτθμάτων, όπου κάποιο είδοσ 

όδευςθσ προσ ςυγκεκριμζνθ διεφκυνςθ λαμβάνει χϊρα ςτα ςωματιδιά του 

και επικυμείται ο υπολογιςμόσ των ιδιοτιτων μεταφοράσ αυτϊν.  Μία 

τζτοια ροι μπορεί να είναι ροι ενζργειασ είτε μζςω εξωτερικοφ 

θλεκτροςτατικοφ πεδίου, π.χ. κίνθςθ ιόντων υπό τθν επίδραςθ 

θλεκτροςτατικοφ πεδίου, είτε μζςω ροισ κερμότθτασ, είτε μζςω ροι ορμισ, 

οπότε μελετάται το ιξϊδεσ. Οι ςυνικεισ μζκοδοι χειριςμοφ καταςτάςεων 

εκτόσ ιςορροπίασ διαχειρίηονται τθν εξωτερικι επίδραςθ, ωσ μία διαταραχι 

του ςυςτιματοσ. Στισ περιςςότερεσ περιπτϊςεισ αυτι θ διαταραχι 

ειςάγεται ςτθ χαμιλτωνειανι του ςυςτιματοσ κατά γραμμικό τρόπο (linear 

response theory). Η ειςαγωγι ενζργειασ όμωσ ςτο ςφςτθμα προκαλεί 

αφξθςθ τθσ κερμοκραςίασ και για τθν αποφυγι αυτοφ ζτςι τεχνικζσ 

κερμοςτάτιςθσ είναι απαραίτθτο να εφαρμοςτοφν. Γνωςτοί κερμοςτάτεσ 

είναι αυτοσ του Andersen58 και του Nosé-Hoover59.  

Αντίκετα με τισ ςυνικεισ εκτόσ ιςορροπίασ μεκόδουσ60  ςτθν 

παροφςα εργαςία χρθςιμοποιείται μία τεχνικι προςομοίωςθσ εκτόσ 

ιςορροπίασ για τθν κίνθςθ ιόντων εντόσ φζροντοσ αερίου υπό τθν 

επίδραςθ ομογενοφσ θλεκτροςτατικοφ πεδίου.61 Η τεχνικι βαςίηεται ςτθν 

ιδζα τθσ δθμιουργίασ εικονικϊν ςωματιδίων των μορίων του φζροντοσ 

αερίου, μζςω των οποίων αλλθλεπιδροφν τα ιόντα. Με το τζχναςμα αυτό θ 

ιςορροπία του φζροντοσ αερίου δεν διαταράςςεται, αφοφ τα ιόντα 

«επικοινωνοφν» με τα ουδζτερα μζςω των εικονικϊν. Στθν πραγματικότθτα 

ζχουμε δφο παράλλθλεσ προςομοιϊςεισ, μία των ιόντων και των εικονικϊν 

του ουδετζρου υπό τθν επίδραςθ του πεδίου, και μία του φζροντοσ αερίου 

ςτθν ιςορροπία, βλζπε Σχιμα   3.10. 
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Σχιμα  3.9 : Σχθματικι αναπαράςταςθ των παράλλθλων προςομοιϊςεων, όπου Rc  θ ακτίνα 

αποκοπισ του δυναμικοφ αλλθλεπίδραςθσ, Ri  θ ακτίνα δθμιουργίασ των εικονικϊν, Rs θ 

ακτίνα δθμιουργίασ δορυφόρων. 

 

Ζτςι κάκε ιόν «ςχθματίηει» μία ςφαίρα αλλθλεπίδραςθσ με τα 

εικονικά του τα εικονικά ενόσ ιόντοσ αλλθλεπιδροφν με τα υπόλοιπα 

εικονικά, και οι δφο αυτζσ αλλθλεπιδράςεισ προςπακοφν να διατθριςουν 

ζνα περιβάλλον γφρω από τα εικονικά μόρια, όςο γίνεται πλθςιζςτερα ςτο 

περιβάλλον τθσ προςομοίωςθσ τθσ ιςορροπίασ. Οι ςυνκικεσ αυτζσ είναι 

ςυνεπισ με το πείραμα ιόντων διαμζςου αερίου ςε ςωλινεσ όδευςθσ, 

αραιζσ καταςτάςεισ του φζροντοσ αερίο όπου θ αναλογία αρικμοφ ιόντων 

και μορίων του αερίου είναι 1/1000 ζωσ 1/10000.  

Τα βαςικά ςτάδια, που παρουςιάηονται ςτο γενικό διάγραμμα ροισ, 

Σχιμα 3.1, ςελ. 60,  για μοριακζσ δυναμικζσ προςομοίωςεισ ςτθν ιςορροπία, 

εκφράηουν και τισ εκτόσ ιςορροπίασ μοριακζσ δυναμικζσ προςομοιϊςεισ.   

Στισ διαμοριακζσ αλλθλεπιδράςεισ ιόντοσ-εικονικοφ του ουδζτερου 

αερίου ζνασ επιπλζον όροσ που εκφράηει τισ μακρινισ εμβζλειασ  δυνάμεισ 

επαγϊμενου διπόλου εφαρμόηεται ςτο δυναμικό Lennard-Jones με γενικό 

τφπο11  

  

   
12 6 4

( ) 1 4 3 1
2

m m mr r r
V r

r r r


  

      
          

       

 , (3.3.1)  
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όπου   23 1 / 2de    α  και με 
dα  τθν διπολικι πολωςιμότθτα του 

ουδετζρου.  

 Η εξζλιξθ τθσ κίνθςθσ ακολουκεί ανάλογεσ εξιςϊςεισ κίνθςθσ, που 

ζχουν εκτεκεί ανωτζρο εκτόσ από τθν προςκικθ ενόσ όρου, που αφορά τθ 

ςτακερι επιτάχυνςθ λόγω πεδίου ςε οριςμζνθ διεφκυνςθ. 

  

3.3.1 Τπνινγηζκόο ηδηνηήησλ κεηαθνξάο 

 

Οι τρεισ ςυντεταγμζνεσ τθσ κινιςθσ των ςωματιδίων του ςυςτιματοσ 

μελετοφνται ξεχωριςτά, διακρίνοντασ δυο είδθ : Τθν παράλλθλθ με τθν 

διεφκυνςθ του πεδίου και τισ δφο κάκετεσ ςε αυτό. Γενικά τα μεγζκθ «αυτά» 

παρουςιάηουν δφο ςυνιςτϊςεσ λόγω κυλινδρικισ ςυμμετρίασ μία κάκετθ και 

μία παράλλθλθ ςτο πεδίο. Ζχουμε δθλαδι ταχφτθτεσ, κινθτικι ενζργεια, 

κερμοκραςία, διάχυςθ κ.α. με ςυνιςτϊςεσ κάκετεσ και παράλλθλεσ ςτο 

πεδίο. Τα τελικά αποτελζςματα λαμβάνονται τόςο για τα ιόντα όςο και για 

τα ουδζτερα. Εδϊ εξετάηεται αποκλειςτικά θ ιδιαίτερθ περίπτωςθ των 

ιόντων αν και κα δοφμε πωσ υπάρχουν ςθμεία, όπου θ μεταχείριςθ των 

ςτατιςτικϊν δεδομζνων γίνεται με τον ίδιο τρόπο για τθν εξαγωγι 

ιδιοτιτων. Ραρακάτω παρατίκενται οι  ιδιότθτεσ που υπολογίηονται. 

Ευκινθςία : 

Η ευκινθςία υπολογίηεται από τθ μζςθ ταχφτθτα των ιόντων ωσ προσ τον 

άξονα εφαρμογισ του θλεκτρικοφ πεδίου, d zu u , ςυνεπϊσ, 

 

zu
K

E
   . (3.3.2) 

Οι κάκετεσ ςυνιςτϊςεσ τθσ μζςθσ τιμισ τθσ ταχφτθτασ των ιόντων είναι ίςεσ 

και μθδενικζσ.  Η μζςθ ταχφτθτα των ιόντων αποτελεί τθν πρϊτθ ροπι τθσ 

κατανομισ ταχυτιτων των ιόντων  ( )u uf u du  . Η 2θσ τάξθσ ροπι από 

όπου προκφπτει θ κινθτικι ενζργεια αποτελεί τθν μζςθ τιμι του τετραγϊνου 
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τθσ ταχφτθτασ 2 2 ( )u u f u du  και θ 3θσ τάξθσ ροπι  εκφράηει τθν 

αςυμμετρία τθσ κατανομισ ταχυτιτων. Ο υπολογιςμόσ τθσ επιτυγχάνεται 

μζςω τθσ Σχζςθσ (3.3.3) 

 
   

1/3 1/23 22

z z z zs u u u u   
 

   (3.3.3) 

Για τθν παράλλθλθ προσ το πεδίο διεφκυνςθ, z, για τισ κάκετεσ ςυνιςτϊςεσ 

x, y  θ  s
 
μθδενίηεται. 

Ενέργεια :  

Η ενζργεια που ςυςςωρεφεται ςτα ιόντα λόγω πεδίου και εκφράηεται 

ωσ ενεργό κεμοκραςία μζςω τθσ Σχζςθσ 

 
2

3 1
2 2B z zk T m u u   

   
22

3 1 1
2 2 2B x x y yk T m u u m u u      

Συνολικά θ κερμικι ενζργεια είναι 

 1
3

2effT T T   

υντελεςτισ διάχυςθσ : 

Ο προςδιοριςμόσ τοφ ςυντελεςτθ διάχυςθσ επιτυγχάνεται πάλι μζςω 

τθσ μζςθσ τετραγωνικισ μετατόπιςθσ 

   
2

1
2

lim 0z zt
t

D r t r


   

   
2

1
, ,2

lim 0x y x yt
t

D r t r


   

Επίςθσ χρθςιμοποιείται και θ ςυςχζτιςθ τθσ μζςθσ μετατόπιςθσ με τθ μζςθ 

ταχφτθτα,62 

    1
2

lim 0z z zt
t

D u r t r


   

         1 1
2 2

lim 0 lim 0x x x y y yt t
t t

D u r t r u r t r
 

    . 
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για χρόνουσ μιασ τάξθσ μεγζκουσ μικρότερουσ από το όριο, που προςεγγίηει 

το άπειρο, θ ςυςχζτιςθ μετατόπιςθσ και ταχφτθτασ παράγει καλφτερεσ 

προςεγγίςεισ.63 

 Επίςθσ υπολογιςμόσ του ςυντελεςτι διάχυςθσ πραγματοποιείται και 

από τθν ςυνάρτθςθ αυτοςυςχζτιςθσ τθσ ταχφτθτασ για τισ δφο ςυνυςτϊςεσ. 

   
0

lim dt

t

z z
t

D u t u t


   

       
0 0

lim dt lim dt

t t

x x y y
t t

D u t u t u t u t
 

    

Ο υπολογιςμόσ τοφ ςυντελεςτθ διάχυςθσ ςτθν ιςορροπία και ςτθν 

προςζγγιςθ των χαμθλϊν πεδίων υπολογίηεται μζςω τθσ Σχζςθσ Nerst-

Townsend-Einstein, Σχζςθ (1.3.10) και προςδιορίηεται ςτισ προςομοιϊςεισ 

μζςω τθσ ςυνάρτθςθσ ςυςχζτιςθσ, MSD.  Στθν περίπτωςθ εφαρμογισ 

υψθλότερων πεδίων πζραν των ορίων του χαμθλοφ πεδίου το φαινόμενο 

τθσ διάχυςθσ περιγράφεται από τθ γενικευμζνθ εξίςωςθ Nerst-Townsend-

Einstein και όπωσ προκφπτει από αυτιν, ςτον ςυντελεςτι διάχυςθσ 

αναγνωρίηονται παράλλθλθ και κάκετεσ ςτο πεδίο ςυνιςτϊςεσ, Σχζςεισ 

(1.3.11), όπωσ παρουςιάςτθκαν και παραπάνω για τισ δφο ςυνιςτϊςεσ. 

Η μζκοδοσ ζχει εφαρμοςτεί ςε διάφορα ςυςτιματα και για διάφορεσ 

μελζτεσ.  Ζχουν πραγματοποιθκεί υπολογιςμοί των μεταφορικϊν ιδιοτιτων 

μονοατομικϊν36 και  πολυατομικϊν ιόντων64 για διάφορεσ  εντάςεισ πεδίου 

και κερμοκραςίεσ. Θεωρθτικζσ μελζτεσ ζχουν πραγματοποιθκεί για τον 

υπολογιςμό τθσ κατανομισ ταχυτιτων των ιόντων, των ςυναρτιςεων 

αυτοςυςχζτιςθσ και τον 3θσ τάξεωσ ςυντελεςτι διάχυςθσ*,65 κακϊσ και 

υπολογιςμοί για τθν ςυςχζτιςθ ταχφτθτασ και κινθτικισ ενζγειασ και για τον 

προςδιοριςμό τθσ  ιοντικισ ευκινθςίασ K+ ςε Ar για  θμίπυκνα ςυςτιματα.66 

 
                                            
*
 Σύμθωνα με ηην γενικεςμένη εξίζωζη Nerst-Einstein, η ποή μποπεί να γπαθεί 

ζςμπεπιλαμβανομένων πεπιζόηεππων όπων, J ...dn n n      v D Q , Q , όπορ ςψηλήρ 

ηάξηρ πος αποηελεί ηανςζηή 3
ηρ

 ηάξεωρ.  
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Κεφάλαιο 4o  

 

4. Μέθοδοσ παραλλαγών και χρονική εξελιξη 

μέςω γκαουςιανών κυματοπακέτων 

 

4.1 Εηζαγσγή 

Η θβαληηθή θύζε ζρεηηθά κε ηηο ηδηόηεηεο ηεο ύιεο δύλαηαη λα δηεξεπλεζεί είηε 

απέπζείαο κε ηελ εθαξκνγή κνξηαθώλ θβαληηθώλ πξνζνκνηώζεσλ, είηε ζηα πιαίζηα 

ηεο θιαζηθήο κεραληθήο κε ηελ εηζαγσγή θβαληηθώλ δηνξζώζεσλ
67

. Λόγσ ηεο 

δπζθνιίαο επίιπζεο ηεο εμίζσζεο Schrödinger γηα πνιιά ζσκαηίδηα ζπλήζσο νη 

θβαληηθέο πξνζνκνηώζεηο πξαγκαηνπνηνύληαη κε εκηθιαζζηθό ηξόπν. Έρνπλ 

αλαπηπρζεί ηερληθέο Monte Carlo
68

, νινθιεξσκάησλ δηαδξνκήο (path integrals)
69

, Car-

Parrinelo
70

, γθανπζηαλώλ θπκαηνπαθέησλ (GWP)  θ.α.. H κέζνδνο ησλ GWP επηιύεη ηελ 

ρξνληθά εμαξηεκέλε εμίζσζε Schrödinger θαηά πξνζέγγηζε βξίζθνληαο εθαξκνγή ζε 

δπλακηθά ζπζηήκαηα πνιιώλ ζσκαηηδίσλ. ην παξόλ θεθάιαην παξνπζηάδεηαη κία 

εκηθιαζηθή κνξηαθή κέζνδνο γθανπζηαλώλ θπκαηνπαθέησλ. 

 

Η εξζλιξθ ςτον χρόνο τθσ κυματοςυνάρτθςθσ ενόσ ςυςτιματοσ παρζχεται 

μζςα από τθν επίλυςθ τθσ χρονικά εξαρτθμζνθσ εξίςωςθσ Schrödinger, 

H i
t


 


 .  

Η κυματοςυνάρτθςθ   περιζχει όλθ τθν φυςικι πλθροφορία του 

ςυςτιματοσ κάκε χρονικι ςτιγμι. Στθν κβαντικι μθχανικι θ ζννοια τθσ 

εξζλιξθσ ςτο χρόνο δεν ςυνεπάγεται τθν ζννοια τθσ τροχιάσ, όπωσ ςτθν 

κλαςικι, αντίκετα αυτι υποκακίςταται από τθν  πυκνότθτα πικανότθτασ ςτο 

χϊρο, με πυκνότθτα πικανότθτασ εφρεςθσ του ςυςτιματοσ ςτθν κζςθ x,  

*( , )P x t   ., *  θ ςυηυγισ κυματοςυνάρτθςθ. Η ιδζα ενόσ κλαςικοφ 

αναλόγου ςτθν κβαντικι, μζςω τθσ εξίςωςθσ Schrödinger για τθν κίνθςθ 

ενόσ ςωματιδίου τζκθκε χαρακτθριςτικά από τον Dirac,71 ωσ εξισ:  
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“…Κάκε δυναμικό ςφςτθμα με κλαςικό ανάλογο, που βρίςκεται ςε μια κατάςταςθ, όπου θ 

κλαςικι περιγραφι ιςχφει ωσ προςζγγιςθ, μπορεί να αναπαραςτακεί ςτθν κβαντικι 

μθχανικι μζςω ενόσ πακζτου κυμάτων, όπου όλεσ οι ςυντεταγμζνεσ και οι ορμζσ ζχουν 

προςεγγίςιμεσ αρικμθτικζσ τιμζσ, των οποίων θ ακρίβεια περιορίηεται από τθν αρχι του 

Heisenberg…” 

Από τθν εξίςωςθ κίνθςθσ τελεςτϊν, ˆ ˆ,
d A dA

i A H i
dt dt

    
 

 ,   

για τουσ τελεςτζσ τθσ ορμισ και τθσ κζςθσ, υπό τισ προχποκζςεισ το 

ςφςτθμα να είναι περιοριςμζνο ςτον χϊρο, οι μεταβλθτζσ τθσ κζςθσ και τθσ 

ορμισ να είναι εντοπιςμζνεσ, μζςα ςτα όρια τθσ αςάφειασ, που προκφπτουν 

από τθν αρχι αβεβαιότθτασ του Heisenberg  1 1
2 2

ˆ ˆ,x p x p    , και θ 

κλίςθ του δυναμικοφ ςε αυτό το εφροσ τθσ κζςθσ να είναι ςτακερι, 

προκφπτει θ εξίςωςθ κίνθςθσ του Νεφτωνα για τθ μζςθ τιμι τθσ κζςθσ και 

τθσ ορμισ, x  και p .  

 Η μζκοδοσ επίλυςθσ που χρθςιμοποιείται ςτθν μελζτθ αυτι για τα 

GWP βαςίηεται ςτθ μζκοδο παραλλαγϊν, όπωσ αυτι προτάκθκε από τουσ 

Dirac, Frenkel72 και McLachlan73 (DFM). Η διαδικαςία εφαρμόςτθκε από τον 

Heller74 το 1975, για τθν εξζλιξθ χρονικά εξαρτθμζνων παραμζτρων των 

GWP. Οι Corbin, Singer και Smith75,76 εφάρμοςαν τθν μζκοδο ςε δυναμικά 

ςυςτιματα πολλϊν ςωματιδίων, π.χ. για τθν περίπτωςθ Ne ςτθν υγρι 

κατάςταςθ. Στθν παροφςα εργαςία βαςιηόμενοι ςτα ευριματα των 

παραπάνω επεκτείνουμε τθν παραπάνω τεχνικι για τθν κίνθςθ ιόντων εκτόσ 

ιςορροπίασ υπό τθν επίδραςθ θλεκτρικοφ πεδίου. Σε αυτό το Κεφάλαιο 

γίνεται ειςαγωγι ςτθν απαραίτθτθ κεωρία των γκαουςιανϊν 

κυματοπακζτων ςτο Τποκεφάλαιο 4.2, ςτο  Τποκεφάλαιο 4.3 και ςτα 

αντίςτοιχα Παραρτιματα ΙΙ,ΙΙΙ εκτίκεται ςυνολικά θ μζκοδοσ και ςτο  

Τποκεφάλαιο 4.4 και ςτο αντίςτοιχο Παράρτθμα IV παράγονται οι 

εξιςϊςεισ κίνθςθσ των χρονικά εξαρτθμζνων παραμζτρων των γκαουςιανϊν 

κυματοπακζτων και θ εφαρμογι του δυναμικοφ αλλθλεπίδραςθσ, 

τροποποιθμζνου από ζνα δυναμικό τφπου Lennard-Jones ςε ζνα δυναμικό 

ωσ άκροιςμα γκαουςιανϊν ςυναρτιςεων. 
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4.2 Οξηζκόο ησλ γθανπζηαλσλ θπκαηνπαθέησλ (GWP) 

 

Η μελζτθ δυναμικϊν ςυςτθμάτων με τθ χριςθ κυματοπακζτων αποτελεί 

ςθμαντικό εργαλείο για τθν ζρευνα ςτα όρια ανάμεςα ςτθν κλαςικι και τθν 

κβαντικι μθχανικι.  Μία κυματοςυνάρτθςθ μπορεί να ςυντίκεται από μία 

ςειρά κυμάτων  (ιδιοςυναρτιςεων), μζςω γραμμικοφ ςυνδυαςμοφ, όπου τα 

επιμζρουσ κφματα να διαφζρουν ωσ προσ τθν ενζργειά τουσ ι τθν ορμι 

τουσ. Για ζνα ελεφκερο ςωματίδιο ςε μια διάςταςθ από τθν εξίςωςθ 

ιδιοτιμϊν τθσ ενζργειασ λαμβάνεται :  

 H E    (4.2.1) 

 

2

22
E

m x

 
  


   (4.2.2) 

 
ikxNe    (4.2.3) 

όπου k  (χωρικι)  ςυχνότθτα του κφματοσ, θ οποία ςχζτιηεται με τθν ορμι, 

p , μζςω τθσ p k  και ςυνεπϊσ από 2 2E p m , 
22 2k mE . Ρροκφπτει 

λοιπόν  

   2ix mE

E x e     .  (4.2.4) 

ςε περίπτωςθ διακριτισ ενζργειασ , nE , κα ίςχυε 

 
  2 2ix mE ix mE

n n

n n

x c e d e        (4.2.5) 

λόγω ςυνεχοφσ Ε, θ ςυνάρτθςθ του ςυςτιματοσ εκφράηεται ωσ 

ολοκλιρωμα,  

 
     ( ) ( )E Ex c E x dE d E x dE           (4.2.6) 

 ι        ( ) ( )p px c p x dp d p p dp       ,  (4.2.7) 

όπου *( ) ( )c E c E  και *( ) ( )d E d E  είναι οι πυκνότθτεσ πικανότθτασ εφρεςθσ του 

ςυςτιματοσ με δεδομζνθ ενζργεια και ορμι.  
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Για τθν χρονικι εξζλιξθ του ςυςτιματοσ ελεφκερου ςωματιδίου με 

ςτακερι, μι μεταβαλλόμενθ, χαμιλτωνειανι ο χρόνοσ υπειςζρχεται ωσ 

μεταβλθτι ςτθν κυματοςυνάρτθςθ.  

 
      /, ( ) ( ) iEt

E Ex t c E x d E x e dE            (4.2.8) 

Στθν αρχι του χρόνου, t=0, τίκεται 

 
       ,0 ( )E E Ex c E x d E x dE            (4.2.9) 

Οι ςυναρτιςεισ ( )c E  και ( )d E  υπολογίηονται ςαν μεταςχθματιςμόσ Fourier* 

τθσ  ,0E x , 

 
  2( ) ,0 ix mE

Ec E x e dx      (4.2.10) 

 
  2( ) ,0 ix mE

Ed E x e dx      (4.2.11) 

Στθν γενικι περίπτωςθ, όπου το ςφςτθμα δζχεται χρονικά εξαρτϊμενεσ 

αλλθλεπιδράςεισ, βάςθ για τθν ανάλυςθ μπορεί να αποτελζςουν 

κυματοςυναρτιςεισ που ςυντίκενται από γραμμικό ςυνδυαςμό 

ιδιοςυναρτιςεων ελεφκερου ςωματιδίου αλλά με γκαουςιανι κατανομι 

ορμισ. Συγκεκριμζνα για  

 
 

2 2
0 /4

( )
p p Δ

c p Ae
 

 ,   (4.2.12) 

όπωσ διακρίνεται ςτο Σχιμα  4.1, όπου 
0p  το  κζντρο τθσ καμπφλθσ και με 

0iΔ= p p , για το ςθμείο  
ip , όπου θ κυρτότθτα τθσ καμπφλθσ μθδενίηεται, 

 2

2
0

ip p

c p

p






. 

                                            
*
 Ράραρτθμα Ιa 
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Σχιμα   4.1 : Τυπικι κατανομι gauss. 

Επομζνωσ καταςκευάηεται κυματοςυνάρτθςθ κυματοπακζτου μιασ 

διάςταςθσ,       
2 2

0 /4 /p p Δ ipx

g x A e e dp
 

   , 

από όπου προκφπτει*       
2 2/ oΔ x ip x

g x Ae e


    .   (4.2.13) 

Στθν μζκοδο παραλλαγϊν ςτο επόμενο Υποκεφάλαιο γίνεται χριςθ μιασ 

γενίκευςθσ τθσ κυματοςυνάρτθςθσ (4.2.12) ςε τρείσ διαςτάςεισ, όπου το 

κυματοπακζτο ζχει μετατεκεί ςε ζνα εξωτερικό ςφςτθμα ςυντεταγμζνων και 

το κζντρο του και θ κατανομι γφρω από αυτό λαμβάνονται ωσ διανφςματα 

r  και 
0r  από το κζντρο των αξόνων και ωσ ορμι λαμβάνεται θ κεντρικι ορμι 

του κυματοπακζτου,  

  
   

2

0 0( )
i

G

r e
   


A r r P r r

 . (4.2.14) 

  ‘Ζνα ιδιαίτερο φαινόμενο τθσ εξζλιξθσ κυματοπακζτων ςε κλειςτά 

ςυςτιματα αποτελεί θ τάςθ τουσ να απλϊνουν ςτο χϊρο χάνοντασ τον 

εντοπιςμό τουσ ςε μεγάλα χρονικά διαςτιματα. Ο εντοπιςμόσ ενόσ 

κβαντικοφ κυματοπακζτου αρχικά διατθρείται οδθγϊντασ το να ακολουκεί 

μία τροχιά ανάλογθ τθσ κλαςικισ κίνθςθσ, αλλά ζπειτα από ζνα χρονικό 

διάςτθμα το πλάτοσ του μεγαλϊνει ζωσ ότου απειριςτεί με αποτζλεςμα τθν 

κατάρρευςθ του κυματοπακζτου, αλλά και τθν αναγζννθςι του κάποιεσ 

ςτιγμζσ αργότερα. Το φαινόμενο αυτό ζχει μελετικει ενδελεχϊσ για 

                                            
*
 Ραράρτθμα Ιb 
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κυματοπακζτα καταςτάςεων Rydberg ςτα όρια τθσ κλαςικισ μθχανικισ77. Ο 

χρόνοσ κατάρρευςθσ και θ ςυχνότθτα αναγζννθςθσ των κυματοπακζτων 

ζχουν μελετθκεί τόςο για τθν απλι περίπτωςθ κφματοσ εντόσ τετραγωνικοφ 

φρζατοσ δυναμικοφ,78 όςο και για τθν περίπτωςθ απλοφ περιςτροφζα, 

απλοφ αρμονικοφ ταλατωντι79 αλλά και για τθν περίπτωςθ πρόςκρουςθσ ςε 

επιφάνεια υπό τθν επίδραςθ βαρυτικισ δφναμθσ.80 

 

4.3 Επίιπζε ηεο ρξνληθά εμαξηεκέλεο εμίζσζεο Schrödinger γηα 

γθανπζηαλα θπκαηνπαθέηα κέζσ ηεο κεζόδνπ παξαιιαγώλ 

 

Η μζκοδοσ παραλλαγϊν αποτελεί μία ευρεία μζκοδο εφρεςθσ ακρότατων 

για ςυναρτιςεισ, που βρίςκονται κάτω από ολοκλιρωςθ ςχθματίηοντασ 

ςυναρτθςιακά τθσ μορφισ, 

   
2

1

2

, , 0
x

x x
x

J y f y y x dx  .
 

Ανάλογο ςυναρτθςιακό μπορεί να καταςκευαςτεί από τθν εξίςωςθ 

Schrödinger με  

     
2

,J t H i t d H i t H i t d         


               ,

 (4.3.1) 

όπου d  αναφζρεται ςε όλουσ τουσ βακμοφσ ελευκερίασ του ςυςτιματοσ 

μία χρονικι ςτιγμι και προφανϊσ  0J   . 

Σκοπόσ είναι θ εφρεςθ τθσ κατάλλθλότερθσ t     που να 

ελαχιςτοποιεί τθν  ,J  
 για δεδομζνθ  . Η   πρόκειται να εκφραςτεί με 

βάςθ τα γκαουςιανά κυματοπακζτα, Σχζςθ (4.2.3). Στο ολικό ελάχιςτο, 

0J  , κα ικανοποιείται θ εξίςωςθ Schrödinger αφοφ κα ιςχφει 
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0
i

H
t





 


. Σφμφωνα με τον οριςμό των ςυναρτθςιακϊν παραγϊγων* θ 

μεταβολι τθσ  ,J   ,   ,J    λόγω μεταβολισ   τθσ   είναι 

         
* *

,J H i i d i H i d                   (4.3.2) 

οπότε* ςτο  ελάχιςτο 

 
   *, 2Re 0J H i d          .      (4.3.3) 

Η Σχζςθ (4.3.3) κα ικανοποιείται από τθν καλφτερθ t    , που μπορεί 

να βρεκεί με βάςθ τθν ςτιγμιαία  . Η Σχζςθ αυτι αποτελεί τθν βάςθ τθσ 

μεκόδου παραλλαγϊν για τθν επίλυςθ τθσ εξίςωςθσ Schrödinger.   

Στθν παροφςα εφαρμογι θ  είναι κυματοςυνάρτθςθ όλων των 

ςωματιδίων, j  , που εδϊ κεωρείται ότι εκφράηεται μζςω τθσ προςζγγιςθσ 

Hartree, 

        1

  
N

j

j

 


 .                   (4.3.4) 

Tο κάκε ςωματίδιο περιγράφεται μζςω γκαουςιανϊν κυματοπακζτων 

                                                      
expj j

i
Q

 
  

 
 ,             (4.3.5) 

με                 
T

j j j j j j j j j jQ r R t t r R t t r R t D t        A P   (4.3.6) 

αλλά με χρονικά εξαρτϊμενεσ παραμζτρουσ    , , ,R P A D  . Οι 

παράμετροι αυτοί πρόκειται να υπολογιςτοφν μζςω τθσ μεκόδου ελαχίςτου.   

Συγκεκριμζνα, θ t     εκφραηεται μζςω ακροίςματοσ όρων των χρονικά 

εξαρτθμζνων παραμζτρων     

M M

d

t dt

 


 


 

  . 

                                            
*
 Ραράρτθμα ΙΙ 
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Συνεπϊσ   
* * *

*

*

M

M M

d

t dt

 
  



   
    

    
    (4.3.7) 

Ζτςι θ ελαχιςτοποίθςθ τθσ (4.3.3) μπορεί να αναχκεί ςτθν ελαχιςτοποίθςθ 

τθσ  

  
* *

*
Re 0M

M M

d
H i d

dt

 
   



  
  

 
   (4.3.8) 

όπου Μ  αναφζρεται ςτισ παραμἐτρουσ όλων των ςωματιδίων.  

Η χαμιλτωνειανι μπορεί να γραφεί 

  1
2

1

   
N

j j

j

H H V


    (4.3.9) 

όπου   

 

2
2

2
j j jH V

m
      (4.3.10) 

με τθν δυναμικι ενζργεια αναφορικά ωσ προσ ζνα ςωματίδιο να εκφράηεται 

από τθν 

 
     * 3

j jl j l l l l l l

l j

V V r r r r d r 


    (4.3.11) 

Για τθν μετατροπι τθσ Σχζςθσ (4.3.8) ςε Σχζςθ ενόσ ςωματιδίου γίνεται 

χριςθ τθσ ερμθτειανισ ιδιότθτασ  

                                                        
 

*
*

m n m n                         (4.3.12) 

και τθσ ιδιότθτασ 

                              

* * *1 1

2 2

m
m m m m md d d

k k k


       

  
 

           (4.3.13) 

Ππου εφόςον ιςχφει *

m n mnd    .    
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Η Σχζςθ (4.3.8) γίνεται  

*
*

*

*
0M M

M MM M

d d
H i d H i d

t dt dt t

  
     

 


         

           
         

    

(4.3.14) 

Η Σχζςθ (4.3.14) πρζπει να μθδενίηεται για κάκε όρο του Md

dt


  και του 

*

Md

dt



 
 
 

 ςυνεπϊσ ιςχφει 

 

* 0
M

H i d
t


 




  

  
  

            (4.3.15.α) 

   και  
*

*
0

M

H i d
t


 



  
  

  
                               (4.3.15.β)  

Ζχοντασ τθν ολικι κυματοςυνάρτθςθ Ψ, Σχζςθ (4.3.4) ςτισ Σχζςεισ (4.3.15) 

λαμβάνεται 

   

*

1 1

*

*
1 1

0

0

N N

j j

j jM

N N

j j

j jM

H i d
t

H i d
t

  


  




 

 

   
    

    

   
     

   

 

 

  (4.3.16)  

και από τθν χαμιλτωνειανι του ςυςτιματοσ Σχζςθ (4.3.10)  

   

 

 

*

1
2

1 1 1

*

1
2*

11 1

0

 0

N NN

j j j j

j j jM

N NN

j j j j

jj jM

H V i d
t

H V i d
t

  


  




  

 

   
     

    

    
      

   

  

 
   

(4.3.17)

 

 

Αναγνωρίηοντασ ότι θ παράγωγοσ ωσ προσ το χρόνο του γινομζνου των 

γκαουςιανϊν ςυναρτιςεων εκφράηεται μζςω του ακροίςματοσ 

1 1

NN

j

j jjt


 

 
 

  
   θ Σχζςθ (4.3.17) γράφεται
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*

1
2

1 1 1

*

1
2*

11 1

0

        0

N NN

j j j j

j j jj M

N NN

j j j j

jj jjM

H V i d
t

H V i d
t

  


  




  

 

      
              

   
           

  

 

  

(4.3.18)  

 

Τελικϊσ λαμβάνεται* θ Σχζςθ (4.3.19), όπου είναι δυνατι θ ελαχιςτοποιιςθ 

τθσ εξίςωςθσ (4.3.7) για κάκε ςωματίδιο ξεχωριςτά,  

   

*

3 0
j

j j j

jjm

H i d r
t






    
         

  , (4.3.19)  

όπου για τθ γκαουςιανι ςυνάρτθςθ, Σχζςθ (4.3.6), οι παράμετροι jm , 

1,2,3m   αντιςτοιχοφν ςτισ χρονικζσ παραμζτρουσ  j tA ,  j tP  και  jD t , 

δθλαδι υπό μορφι πίνακα ζχουμε 

*

*

j

j j

j

 
 

  
 
 

A

λ P

D

  

και ζτςι θ  παράγωγοσ δίδει 

*

*

*

j

jm j

jm

i






 


Y  , 

 όπου ,    με  

0

j j

j j j j jr R

 
 

   
 
 

ξ ξ

Y ξ ξ (t).     (4.3.20) 

 Συνεπϊσ θ (4.3.20) γίνεται 

 

* 3 0j j j j j

j

H i d r
t

 
 

    
Y     (4.3.21) 

Η Σχζςθ (4.3.22) παρζχει κάτω από προςεγγίςεισ τισ εξιςϊςεισ κίνθςθσ ςτο 

χρόνο για τισ χρονικζσ παραμζτρουσ των γκαουςιανϊν κυματοπακζτων. Εν 

γζνει θ κεωρία παραλλαγϊν παράγει προςεγγιςτικζσ λφςεισ ςτο χρόνο τθσ 

εξίςωςθσ Schrödinger ςτο χρόνο. 

 

                                            
*
 * Ραράρτθμα ΙΙΙ 
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4.4  Eμέιημε ηεο θίλεζεο - Αλαγσγή ηνπ δπλακηθνύ ζε άζξνηζκα 

γθανπζηαλώλ ζπλαξηήζεσλ 

  

Μζνει λοιπόν θ επίλυςθ τθσ (4.3.22) δθλαδι θ επίλυςθ των : 

      

2 * 3 0j j j j

j

H i d
t

  
 

    
 r   (4.4.1) 

     

* 3 0j j j j

j

H i d
t

 
 

    
 r      (4.4.2) 

και                                 * 3 0j j j j

j

H i d
t

 
 

    
 r  .       (4.4.3) 

Σε κάκε περίπτωςθ πρζπει να υπολογιςτεί θ  

 
j j jH i

t


 
 

 
  (4.4.4) 

Ππωσ αναφζραμε και ςτο Υποκεφάλαιο 4.2 θ παράμετροσ  j tA  κακορίηει 

το εφροσ του και αποτελεί ζναν μιγαδικό 3x3 πίνακα, θ  j tP  αποτελεί 

διάνυςμα ορμισ και θ παράμετροσ  jD t  τον παραγοντα κανονικοποίθςθσ 

και είναι βακμωτό μιγαδικό μεγεκοσ. Για απλοποίθςθ των υπολογιςμϊν 

κεωρείται ότι τα κυματοπακζτα ζχουν ςφαιρικι ςυμμετρία δθλαδι, AA I  

και ότι το γινόμενο ξξ εκφράηεται μζςω βακμωτοφ μεγζκουσ 2 .  Η δράςθ 

τθσ χαμιλτωνειανισ παράγει*: 

 
2

21

2 2
j j j j j j j jH Q Q V

m m
 

 
     
 

  , 

δθλαδι,      

                         
2

2 22 2 3

2
j j j j

P i
H A A P A V

m m m m
   

 
     
 

       (4.4.5) 

Η παράγωγοσ ωσ προσ το χρόνο δίδει 

                                            
*
 Ραράρτθμα ΙV 
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j

i
Q

j j j j

i
i i e Q Q

t t t
 

   
    

   
  (4.4.6) 

  2

j x x y y z z ji P P P D
t
     


      


  (4.4.7) 

Συνδυάηοντασ τισ (4.4.5) και (4.4.7) λαμβάνουμε, 

2
2 2 22 2 3

    
2

j j j j

j

j x x y y z z j

H i H
t

P i
A A P A V P P P D

m m m m

 

      

 
     

 
           
 

        (4.4.8) 

Θζτοντασ / mR P  και διατθρϊντασ μόνο τουσ άρτιουσ  όρουσ οι τρείσ 

εξιςϊςεισ (4.4.1), (4.4.2), (4.4.3) γίνονται αντίςτοιχα** 

 

2
2 22 3

0
2

j

i P
A V A D

m m m


  
         
   

  (4.4.9) 

2 0a a aP V      (4.4.10) 

 
 

2
2

2 2 2 22 3
0

2
j

i P
A V A D

m m m
  

  
         
   

   (4.4.11) 

Οι ςχζςεισ αυτζσ αποτελοφν τισ εξιςϊςεισ κίνθςθσ του ςυςτιματοσ και 

βλζπουμε πωσ θ Σχζςθ (4.4.10) εκφράηει το ανάλογο τθσ εξίςωςθσ του 

Νεφτωνα και μζςω αυτισ πραγματοποιείται θ εξζλιξθ του κζντρου μάηασ  

2 2/a aV  R . 

Η εξζλιξθ λοιπόν του ςυςτιματοσ πραγματοποιείται μζςω τθσ 

εξζλιξθσ των P , R , A  και D .  Η εξίςωςθ κίνθςθσ για το A   προκφπτει τισ 

(4.4.9) και (4.4.11) απαλείφοντασ τθν D   

  
  2 2

2 2 2 2 22
0A V V

m
   

 
     
 

   (4.4.12)  

                                            
**
 Τα αποτελζςματα εκφράηονται μζςω των μζςων τιμϊν των ιδιοτιτων * 3

M d r M    
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θ Σχζςθ, όμωσ αυτι δεν είναι διαχειρίςιμθ κακϊσ δεν παρζχει τθν 

δυνατότθτα μελζτθσ του πραγματικοφ και του φανταςτικοφ μζρουσ του A  

ξεχωριςτά, για τθν επίτευξθ αυτοφ προτιμάται θ εξισ  υποκατάςταςθ81   

     2

m
A Z Z   (4.4.13) 

οπότε προκφπτει θ διαφορικι  εξίςωςθ   δευτζρασ τάξεωσ 

 Z W Z        (4.4.14) 

με                   2 2
2 2 2 22

W V V
m

        (4.4.15) 

ζναν πραγματικό αρικμό που μασ δίνει τθν δυνατότθτα να μελετιςουμε τα 

πραγματικά και τα φανταςτικά μζρθ του Z  και αντίςτοιχα του A  ξεχωριςτά. 

Ζτςι πλζον θ εξζλιξθ του ςυςτιματοσ λαμβάνεται μζςα από τισ μεταβλθτζσ 

P , R  και Z .  

Ο παράγοντασ D  προκφπτει μζςω του A  από τισ ςχζςεισ (4.4.9), (4.4.11) και 

το φανταςτικό μζροσ κακορίηεται από τθν κανονοικοποίθςθ: 

   
   

3/2

* 3/2 *exp
i i

D D A A



   
       
   

  (4.4.16)  

Η επίλυςθ των ολοκλθρωμάτων για τθν εφρεςθ τθσ μζςθσ τιμισ του 

δυναμικοφ επιτυγχάνεται με ευκολία αν δυναμικό, ( )V r , αναλυκεί ςε ζνα 

άκροιςμα γκαουςιανϊν  ςυναρτιςεων,  

   

2

1

( ) exp( )   m = 2  έως  3
m

G n n

n

V r a d r


    (4.4.17)  

Η μζςθ τιμι του δυναμικοφ υπολογίηεται από τθ Σχζςθ 

                                
     3 3

jl j l j j l l G j lV d d V   r r r r r r    (4.4.18) 

με,                              
3/2 2* expl l l l l l j j l lr r B B      r r R   (4.4.19) 

και                                            * /j j jB i A A     . (4.4.20) 

Ειςάγοντασ το δυναμικό ςτθ Σχζςθ (4.4.18) προκφπτει τελικά 
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 3/2 2

1

exp
m

jl n jln n jln jl

n

V a P d P R


     (4.4.21)  

όπου                 
1

1 11jln n j lP d B B


      και          jl j lR R R   

Στθν περίπτωςθ πυκνϊν ςυςτθμάτων οι ςτακερζσ 
nd και 

na  πρζπει 

να υπολογιςκοφν εμπειρικά ζτςι ϊςτε να αναπαράγονται οριςμζνα  

πειραματικά αποτελζςματα.  Η μζκοδοσ τότε μπορεί να χρθςιμοποιθκεί για 

τθν προβλεψθ ιδιοτιτων. Στα αραιά ςυςτιματα αρκεί θ χριςθ δυναμικοφ 

δφο ςωμάτων για τον υπολογιςμό των ςτακερϊν dn και an . 



  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΜΕΡΟ ΘΘ :   ΤΠΟΛΟΓΘΜΟΘ 
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Κεφάλαιο 5o  

 

5. Ημικλαςική προςομοιώςη πολλών 

ςωματιδίων 

 

5.1 ηνηρεία  πξνζνκνίσζεο ζηελ ηζνξξνπία 

Σα γεληθά ραξαθηεξηζηηθά ηνπ θύθινπ ησλ ζηαδίσλ ζηελ εκηθιαζηθή πξνζνκνίσζε 

έηλαη θαηά βάζε αληίζηνηρα κε απηά κηαο θιαζηθήο πξνζνκνίσζεο ,όπσο αλαιύζεθε 

ζην Τπνθεθάιαην 3.4,  κε εμαίξεζε κία κέζνδν ειαρηζηνπνίεζεο θαηά ηελ έλαξμε ηνπ 

πξνγξάκκαηνο πνπ ζθνπό έρεη ηελ εύξεζε ηεο ειάρηζηεο ηηκήο ηνπ έπξνπο W σο πξνο 

ην εθαξκνδόκελν δηακνξηαθό δπλακηθό θαη γξακκνκνξηαθό όγθν.  ην θεθαίιαην απηό 

εμεηάδνληαη ηα ζηνηρεία ηεο πξνζνκνίσζεο ηόζν ζηελ ηζνξξνπία, Τπνθεθάιαην 5.1, 

όζν θαη εθηόο ηζνξξνπίαο, Τπνθεθάιαην 5.2, θαη παξνπζηάδεηαη κειέηε ησλ 

εμηζώζεσλ θίλεζεο γηα ηε κεηαβιεηή ηνπ εύξνπο ησλ γθανπζηαλώλ θπκαηνπαθέησλ, 

Τπνθεθάιαην 5.3. 

 

Οι κφριεσ μεταβλθτζσ του ςυςτιματοσ είναι οι εξισ: 

 Συνιςτϊςεσ τθσ ορμισ , ,x y zP P P  

 Συντεταγμζνεσ κζςθσ , ,x y zR R R  

 Μεταβλθτι του εφρουσ A  και του ςυντελεςτι 

κανονικοποίθςθσ D . 

Οι εξιςϊςεισ μζςα από τισ οποίεσ υπολογίηονται οι μεταβλθτζσ είναι 

αντίςτοιχα 

                                         2 0aj a aj j
P V     (5.1.1)

 

                                       /j j mR P                                                   (5.1.2) 
                                   

                                      2
j j j

m
A Z Z                                                  (5.1.3)
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                                    j j jZ W Z                                                     (5.1.4) 

όπου       2 2
2 2 2 22

jW V V
m

      , 

και ο ςυντελεςτισ κανονικοποίθςθσ υπολογίηεται μζςω του εφρουσ από τθν: 

 

                      
3/2

* 3/2 *exp j j j j

i i
D D A A



   
       
   

   .                  (5.1.5)
  

 

Το ολοκλιρωμα 2

j
  εκφράηεται μζςα από το φανταςτικό μζροσ τθσ 

μεταβλθτισ του εφρουσ 

 2

2Imj
jA

     (5.1.6) 

Ο κφκλοσ παρακολούθηζης τθσ εξζλιξθσ τθσ κίνθςθσ ξεκινά από τον 

υπολογιςμό των ολοκλθρθμάτων (5.1.6), προχωρά ςτον υπολογιςμό των 

ολοκλθρωμάτων των δυναμικϊν  

 

                       
2

2 2 2 3 2

1

exp
2Im

m

n n jl jln n jln jlj
n j

V a d R P d P R
A




 
  

 
 

             (5.1.7) 

                         2 2

1

exp
2Im

m

a n n jln n jln jl jlaj
n j

V a d P d P R R
A




                (5.1.8) 

                    3/2 2

1

exp
m

n jln n jln jljl
n

V a P d P R


   (5.1.9) 

 

όπου na  και nd  οι ςυντελεςτζσ των γκαοσζιανών ςυναρτιςεων του 

δυναμικοφ αλλθλεπίδραςθσ,   
1

1 11jln n j lP d B B


     με 3
2

Im j

j

A
B  , 

jl j lR R R   με j  και l  τα αλλθλεπιδρϊντα άηομα και ηέλος 

ολοκλθρϊνεται με τον υπολογιςμό τθσ μεταβλθτισ jW . 
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Καηόπιν προβλέπεηαι θ χρονικι εξζλιξθ των jP , 
jR , jZ  και jZ μζςα 

από αρικμθτικι ολοκλιρωςθ. Ακολοφκωσ γίνεται ο υπολογιςμόσ των 

ιδιοτιτων του ςυςτιματοσ ανά τρονικό βιμα και τελικϊσ θ ανανζωςθ των 

τιμϊν των jA  και jD . Οι αρχικζσ τιμζσ για τισ μεταβλθτζσ jA  και jD  

ορίηονται κατά τθν εκκίνθςθ του προγράμματοσ μζςα από μζκοδο 

ελαχιςτοποίθςθσ με το κριτιριο  

 0
Im

jl

j

V

A





  (5.1.10)

 

από όπου και ορίηονται και αρχικζσ ςυνκικεσ για τα jZ και jZ . 

 Οι μακροςκοπικζσ ιδιότθτεσ του ςυςτιματοσ προςδιορίηονται για 

κάκε ςτατιςτικό βιμα ωσ μζςοσ όροσ όλων των ςωματιδίων  

 1

1 N

j
j

A A
N



     , (5.1.11) 

όπου τ: το εκάςτοτε ςτατιςτικό βιμα και Ν: το ςφνολο των ςωματιδίων. Για 

το ςφνολο των βθμάτων τθσ ςτατιςτικισ  οι ιδιότθτεσ του ςυςτιματοσ 

υπολογίηονται μζςα από τθν 
1

1 n

n

A A



 

  , τόςο κβαντικά, όςο και 

κλαςικά μζςω τθσ παρακολοφκθςθσ του κζντρου μάηασ.  

 

5.1.1 Μειέηε ηνπ ζπζηήκαηνο 

 

Η ενζργεια του ςυςτιματοσ, το δυναμικό virial και θ ακτινικι ςυνάρτθςθ 

κατανομισ, RDF, υπολογίηονται τόςο κβαντικά όςο και κλαςικά. Η 

κερμοκραςία προκφπτει μζςα από τθν παρακολοφκθςθ του κζντρου μάηασ 

ςφμφωνα με τον υπολογιςμό τθσ κλαςικισ κινθτικισ ενζργειασ, cK  από 

τθν ορμι του κάκε κυματοπακζτου. 

  
2

3
2

1

1 N

mc j

j

K
N



 
  

 
 P   (5.1.12) 
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Η κερμοκραςία προκφπτει από τθν :  

 2
3

1

1 n

Bk c

n

T K



 

 
  

 
    (5.1.13) 

Η κλαςικι δυναμικι ενζργεια υπολογίηεται από το δυναμικό 

  2

1

exp
m

C n n jl

n

V c d R


    (5.1.14) 

Ο υπολογιςμόσ τθσ κβαντικισ κινθτικισ, QK , και δυναμικισ, QV , 

ενζργειασ επιτυγχάνεται μζςα από τα ολοκλθρϊματα των δυναμικϊν 

ςυγκεκριμζνα 

  3/2 2

1

exp
m

Q n jln n jln jljl
n

V V a P d


   P R   (5.1.15)
 

και 

 * 3ˆ
Q jl jl jlK P d   r   (5.1.16) 

Η πίεςθ του ςυςτιματοσ υπολογίηεται μζςω τθσ γενικευμζνθσ καταςτατικισ 

εξίςωςθσ του κεωριματοσ virial,  

1

2

3

N

j j

j

K

P
V







r F

 

 

5.2 Αλάπηπμε ηνπ πξνγξάκκαηνο εκηθιαζηθήο πξνζνκνίσζεο ηόλησλ 

ζε ξεπζηά 

 

Η ανάπτυξθ του νζου κϊδικα πραγματοποιικθκε μζςα από τθν προςαρμογι 

τθσ τεχνικισ τθσ κίνθςθσ των ιόντων εντόσ ρευςτοφ, που εφαρμόηεται ςτισ 

κλαςικζσ προςομοιϊςεισ, όπωσ αυτι αναπφχκθκε ςτο Υποκεφάλαιο 3.3.  Η 

όλθ επζμβαςθ βαςίςτθκε ςτθν εφαρμογι τθσ υπορουτίνασ τθσ δθμιουργίασ 

και καταςτροφισ των εικονικϊν και τθν αναπαραγωγι των κεντρικϊν 
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υπορουτινϊν του προγράμματοσ τόςο για τα ιόντα όςο και για τα εικονικά. 

Το πρόγραμμα τθσ θμικλαςικισ προςομοίωςθσ ακολουκεί το κάτωκεν 

διάγραμμα, Σχιμα  5.1. 

 

Σχιμα  5.1 : Διάγραμμα ροισ για θμικλαςικι δυναμικι προςομοίωςθ GWP 

 

Η θμικλαςςικι προςομοίωςθ ζναντι των κλαςικϊν προςομοιϊςεων,  

είναι πιο ευαίςκθτθ ςτισ ςυνκικεσ λειτουργίασ. Η κφρια μεταβλθτι που 

επθρεάηεται είναι το εφροσ των κυματοπακζτων. Σφμφωνα με τθ 

βιβλιογραφία, όπωσ αναφζρεται και ςτο Υποκεφάλαιο 4.2, θ τάςθ μιασ 

κυματοδζςμθσ να διατθρεί τον εντοπιςμό τθσ διαρκεί για ζνα αρχικό χρονικό 

διάςτθμα· πζραν αυτοφ το εφροσ απειρίηεται οδθγϊντασ ςε κατάρρευςθ τθσ 
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κυματοδζςμθσ. Το χαρακτθριςτικό αυτό για τθν κατάςταςθ τθσ ιςορροπίασ 

αποφεφγεται μζςω τθσ χριςθσ τθσ μζςθσ τιμισ του εφρουσ  

 
1

1 N

j

j

W W
N 

    (5.2.1) 

Εκτενισ περιγραφι του φαινομζνου γίνεται ςτο Υποκεφάλαιο 5.3.  

 Μζςω του προγράμματοσ παρζχεται θ δυνατότθτα υπολογιςμοφ τθσ 

ευκινθςίασ των ιόντων  

 du
K

E
   (5.2.2)

 

και τθσ μζςθσ κινθτικισ ενζργειασ ι ενεργοφ κερμοκραςίασ,  

 

      
21

3eff g g d
B

T K T K m u m s
k

    (5.2.3) 

όπου du  θ ταχφτθτα όδευςθσ, 23 2 21.3806503 10 /Bk m kg s K   θ ςτακερά 

του Boltzmann και ,g gT m  θ κερμοκραςία και θ μάηα του φζροντοσ  αερίου.  

Μελετάται θ κατανομι ενζργειασ μζςα από τθν παρακολοφκθςθ τθσ 

κερμοκραςίασ ςτισ τρείσ διαςτάςεισ, πάλι μζςω τθσ ταχφτθτασ του κζντρου 

μάηασ των κυματοπακζτων. 

 
2

1 1
2 2 d dkT m u u 

 

 

   
22

1 1 1
2 2 2x x y ykT m u u m u u    

 

 

όπου ,T T  οι κάκετεσ και θ παράλλθλθ κερμοκραςία ωσ προσ το πεδίο.  

Ο ςυντελεςτισ διάχυςθσ του ιόντοσ υπολογίηονται μζςα από τισ 

ςυναρτιςεισ αυτοςυςχζτιςθσ τθσ ταχφτθτασ.  

   
0

lim dt

t

d d
t

D u t u t
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0 0

lim dt lim dt

t t

x x y y
t t

D u t u t u t u t
 

  
 

όπου ,D D  οι ςυνιςτϊςεσ του ςυντελεςτι διάχυςθσ κάκετα και παράλλθλα 

προσ το πεδίο.  

Η πίεςθ του ςυςτιματοσ υπολογίηεται μζςω τθσ γενικευμζνθσ 

καταςτατικισ εξίςωςθσ του κεωριματοσ virial
  

1

2

3

N

j j

j

K

P
V







r F

. 

 

5.3 Η κεηαβιεηή ηνπ εύξνπο ησλ γθανπζηαλώλ θπκαηνπαθέησλ   

 

Μζςω τθσ μελζτθσ των εξιςϊςεων του ςυςτιματοσ και τθν παρακολοφκθςθ 

τθσ ςυμπεριφοράσ τθσ μεταβλθτισ του εφρουσ κατά τθν εφαρμογι νζων 

ςυνκθκϊν ςτα προγράμματα εκτόσ και εντόσ ιςορροπίασ ζγινε αντιλθπτι θ 

ευαιςκθςία τθσ μεταβλθτισ.  Η μεταβλθτι αυτι εμπίπτει ςε ζνα ςφςτθμα μθ 

γραμμικϊν εξιςϊςεων, όπωσ είδαμε ςτο Υποκεφάλαιο 4.4 θ Σχζςθ , 

 
  2 2

2 2 2 2 22
0A V V

m
   

 
     
 

   (5.3.1) 

δφναται να απλοποιθκεί μζςω τθσ Σχζςθσ, 

 

2

m
A Z Z

 

ϊςτε να προκφψει  θ δευτζρασ τάξεωσ  διαφορικι  εξίςωςθ,    Z W Z   

 με        2 2
2 2 2 22

W V V
m

      . (5.3.2) 

Στθ Σχζςθ (5.3.1) εκφράηοντασ μζςω αναπτφγματοσ Taylor το δυναμικό ωσ 

προσ τθν μεταβλθτι ξ λαμβάνεται θ Σχζςθ (5.3.3) 

    
2

22 1
2 2m

A t A t V



  


. (5.3.3) 
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Αντικακιςτϊντασ τον μιγαδικό  A t  με     A t a ib   ζχουμε :  

 
2

22 1
2 2m

a ib a ib V



    


 

 

 
2

2 22 1
2 2

2
m

a ib a b iab V



     


 

Διαχωρίηεται λοιπόν το πραγματικό από το φανταςικό μζροσ λαμβάνοντασ 

ζνα ςφςτθμα εξιςϊςεων. 

      
2

2 22 1
2 2

Re :           
m

A t a a b V



   


  (5.3.4)  

 

       4Im :          
m

A t b ab                        (5.3.5)  

Το παραπάνω ςφςτθμα αποτελεί ζνα μθ γραμμικό ςφςτθμα εξιςϊςεων, ζηο 

οποίο ιςχφει 0b   ή 0b . Εδώ ηίθεηαι 0b   και θ ςυμπεριφορά των λφςεϊν 

του κακορίηονται από τον όρο του δυναμικοφ, 
2

1
2 2

V






.  Για τθν περίπτωςθ 

0V  , οι  0 a  και 0b   αποτελοφν λφςθ του ςυςτιματοσ που οδθγοφν ςε 

ςτάςιμθ κατάςταςθ. Για να διαπιςτωκεί θ ευςτάκεια των λφςεων ςε ζνα 

ςφςτθμα πραγματοποιείται γραμμικι ανάλυςθ, εδϊ όμωσ το ςφςτθμα δεν 

επιδζχεται γραμμικι ανάλυςθ. Αντ’ αυτής λοιπόν καταςκευάηεται 

ςυνάρτθςθ ποσ να διατθρείται κατά τθν πορεία τθσ κίνθςθσ ηων μεηαβληηων 

α και b.  Η ςυνάρτθςθ αυτι είναι θ εξισ:  

   2 21
,   F a b b a W

b
,  με   , 0F a b , 

 

W αποτελεί ςτακερό όρο (κεϊρθςθ μζςου πεδίου), και θ μάηα ζχει τεκεί ίςθ 

με 2.  

Πταν 
2

1
2 2

0W V



  


 τότε οι λφςεισ ακολουκοφν τροχιά όπωσ φαίνεται ςτο 

Σχιμα   5.2. 
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Σχιμα  5.2 : Η τροχία των λφςεων για τθν περίπτωςθ W=0. 

 

Πταν 
2

1
2 2

1W V



  


 τότε οι λφςεισ καταςτρζφονται πζφτοντασ ςτο μθδζν 

για το θανηαζηικό μζροσ, Σχιμα  5.3. 

 

 

Σχιμα  5.3 : Η τροχία των λφςεων για τθν περίπτωςθ W=1.  
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Πταν 
2

1
2 2

1W V



   


 όπωσ προκφπτει από το μοντζλο του αρμονικοφ 

ταλαντωτι οι λφςεισ ταλαντϊνονται, Σχιμα  5.4. 

 

Σχιμα  5.4 : Η τροχία των λφςεων για τθν περίπτωςθ W=-1. 

 

Απαιτείται λοιπόν ιδιαίτερθ διαχείριςθ τθσ μεταβλθτισ του εφρουσ 

των GWP.  Συγκεκριμζνα,  

1) Οι αλλθλεπιδράςεισ πρζπει να είναι ςυχνζσ ϊςτε το W  να είναι 

μθ-μθδενικό και ιδιαίτερα να είναι αρνθτικό (ελκτικό δυναμικό).  

2) Οι λφςεισ του φανταςτικοφ μζρουσ του αντίςτροφου του εφρουσ, 

Im jA , οφείλουν να λαμβάνουν κετικζσ τιμζσ κοντά ςτο μθδζν. 

Για το λόγο αυτό πραγματοποιικθκαν οι εξισ ζλεγχοι και τροποποιιςεισ:  

Α) Για τθν περίπτωςθ τθσ μικρισ ςυχνότθτασ των «κροφςεων» γίνεται 

χριςθ τθσ μζςθσ τιμισ του εφρουσ τόςο των ουδετζρων και των ιόντων όςο 

και των εικονικϊν ϊςτε να διαςφαλίηονται ςυνεχζσ μθ-μθδενικό W για όλα 

τα ιόντα. 

Β) Για τθν αντιμετϊπιςθ τθσ εμφάνιςθσ αρνθτικϊν τιμϊν  

πραγματοποιείται ζλεγχοσ των τιμϊν του Α και διόρκωςθ χωρίσ να 

επθρρεάηουν τον μζςο όρο του εφρουσ των κατανομϊν.  
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Κεφάλαιο 6o  

 

6. Αποτελέςματα 

 

ην παξόλ Κεθάιαην παξνπζηάδνληαη ηα απνηειέζκαηα από ηα πξνγξάκκαηα 

εκηθιαζηθήο πξνζνκνίσζεο πνιιώλ ζσκαηηδίσλ ζηελ ηζνξξνπία θαη εθηόο 

ηζνξξνπίαο. ην πξώην κέξνο παξνπζηάδνληαη ε κεζνδνινγία θαη ε κειέηε γηα ηηο  

ιεηηνπξγηθέο παξακέηξνπο ηεο πξνζνκνίσζεο, ελώ ζην δεύηεξν κέξνο 

παξνπζηάδνληαη ηα απνηειέζκαηα γηα ηα αέξηα Ne θαη He ζηελ ηζνξξνπία, 

Τπνθεθάιαηα 6.3 θαη 6.4 αληίζηνηρα, θαη  γηα ην ζύζηεκα ηόλησλ O
+
 ζε θέξνλ αέξην He 

ππό ηελ επίδξαζε ειεθηξνζηαηηθνύ πεδίνπ ζε ζπλζήθεο ρακειήο ζεξκνθξαζίαο 

4.35Κ. Σα απνηειέζκαηα ζπγθξίλνληαη ηόζν κε πεηξακαηηθέο κεηξήζεηο όζν θαη κε 

απνηειέζκαηα θιαζηθώλ πξνζνκνηώζεσλ.   

 

6.1 Μεζνδνινγία  

Η γενικι μεκοδολογία για πραγματοποίθςθ των υπολογιςμϊν ζχει  ωσ εξισ, 

αρχικά προςδιοριηονται οι λειτουργικζσ παράμετροι τθσ προςομοίωςθσ, 

όπωσ ο αρχικόσ αρικμόσ βθμάτων, το  βζλτιςτο χρονικό μεςοδιάςτθμα, ο 

αρικμόσ βθμάτων για τθν ςτατιςτικι επεξεργαςία, θ ακτίνα δθμιουργίασ των 

εικονικϊν και θ ακτίνα αποκοπισ για τισ αλλθλεπιδράςεισ ιόντοσ-εικονικοφ 

και ζπειτα πραγματοποιοφνται δοκιμζσ για τθν λιψθ αποτελεςμάτων με 

οριςμζνεσ τισ παραπάνω παραμζτρουσ και για επιλεγμζνεσ ςυνκικεσ 

κερμοκραςίασ, γραμμομοριακοφ όγκου και διαμοριακοφ δυναμικοφ. 

 Η χρονικι διάρκεια ςτο αρχικό ςτάδιο τθσ προςομοίωςθσ ιταν 700 

ps που αρκοφν τόςο για τθν αποκατάςταςθ τθσ ιςορροπίασ, όπωσ 

διαπιςτϊνεται από τον χρόνο ςυςχετίςεωσ του αερίου όςο και για 

τθνπροςζγγιςθ τθσ ςτάςιμθσ κατάςταςθσ των ιόντων.  H διάρκεια του 

χρονικοφ βιματοσ κακορίςτθκε από τθν ςυμπεριφορά τθσ ολικισ κβαντικισ 

ενζργειασ και ορίςτθκε ςτα 4.00  fs. Για τθν επιβεβαίωςθ τθσ καλισ 
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εκτζλεςθσ του προγράμματοσ μελετικθκε θ μεταβολι των ιδιοτιτων του 

ςυςτιματοσ για ςυνολικό χρόνο 2000 ps. Η διάρκεια για το ςτάδιο τθσ 

ςτατιςτικισ επεξεργαςίασ κακορίηεται ζτςι ϊςτε το ςχετικό ςφάλμα ωσ προσ 

τθν μζςθ τιμι των ιδιοτιτων να είναι κάτω του 5%. 

Οι ακτίνεσ για τισ αλλθλεπιδράςεισ ιόντοσ - ουδετζρου αφοροφν τθν 

ακτίνα δθμιουργίασ των εικονικϊν και τθν ακτίνα αποκοπισ τθσ διαμοριακισ 

αλλθλεπίδραςθσ ιόντων και εικονικϊν. Η τελευταία αρχικά ορίςτθκε ςτα 

3.2ς και θ πρϊτθ ςτο διπλάςιο τθσ. Ζπειτα από δοκιμζσ με κριτιριο το 

πλικοσ των κροφςεων και τθν μεταβολι τθσ δυναμικισ ενζργειασ 

επιλζχκθκαν τελικϊσ τα 6Å για τθν ακτίνα αποκοπισ ςτο διαμοριακό 

δυναμικό και τα 7Å για τθν ακτίνα δθμιουργίασ των εικονικϊν. 

 

6.2 Μειέηε ιεηηνπξγηθώλ παξακέηξσλ - έιεγρνο επηηπρνύο 

εθηειέζεσο πξνζνκνίσζεο 

 

Ο προςδιοριςμόσ του απαιτοφμενου χρόνου για το αρχικό ςτάδιο τθσ 

προςομοίωςθσ επιλζχκθκε ςτα 700ps. Στο Σχιμα 6.1 παρουςιάηεται θ 

ςυνάρτθςθ αυτοςυςχζτιςθσ τθσ ταχφτθτασ για το αζριο He ςτουσ 4.35Κ. 

 

Σχιμα  6.1: Συνάρτθςθ αυτοςυςχζτιςθσ τθσ ταχφτθτασ για το ςφςτθμα He-He ςτουσ 4.35Κ με 

Vm= 0.005 m3/mol. 
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Για τθν μελζτθ τθσ διάρκειασ του χρονικοφ βιματοσ πραγματοποιικθκαν 

δοκιμζσ για 40.0 fs,  4.00 fs και 0.4 fs. Ραρατθρϊντασ τθν χρονικι εξζλιξθ τθσ 

ολικισ κβαντικισ ενζργειασ του αζριου He για το χρονικό διάςτθμα 

διάρκειασ 40.0 fs διαπιςτϊνεται, Σχιμα  6.2,  θ ολίςκθςθ τθσ ολικισ 

ενζργειασ ςε χαμθλότερεσ τιμζσ. Κάτι που δεν παρατθρείται για τα 4.00 fs 

και 0.40 fs. 

 

Σχιμα  6.2 : Χρονικι εξζλιξθ τθσ ολικισ κβαντικισ ενζργειασ QE  για το ςε διάςτθμα 200ps 

για το He ςτουσ 4.35Κ με Vm= 0.005 m3/mol. 

 

Ο  ζλεγχοσ τθσ ςφγκλιςθσ των ιδιοτιτων του ςυςτιματοσ 

διαπιςτϊνεται μζςα από τθν παρακολοφκθςθ των μεταβολϊν τθσ 

δυναμικισ, τθσ κινθτικισ, και τθσ ολικισ κβαντικισ ενζργειασ, ςε διάςτθμα 

2000 ps για το ςφςτθμα HeΟ+ ςτουσ 4.35Κ με Vm= 0.005 m3/mol, με 

εφαρμογι πεδίου 3Τd.  Οι μεταβολζσ παρουςιάηονται τόςο για το ουδζτερο 

αζριο όςο και για το ιόν, Σχιμα τα 6.3 ζωσ 6.8, ενϊ επίςθσ παρουςιάηεται θ 

μεταβολι του virial, Σχιμα  6.9, και τθσ κερμοκραςίασ για τθν κατάςταςθ 

ιςορροπίασ, Σχιμα  6.10, και θ ενεργόσ κερμοκραςία των ιόντων για 

διεφκυνςθ κάκετθ και παράλλθλθ ςτο πεδίο, Σχιμα  6.11-12 και Σχιμα  6.13 

αντίςτοιχα. 
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Σχιμα  6.3 : Μεταβολζσ τθσ δυναμικισ κβαντικισ ενζργειασ, QV , ςε διάςτθμα 2000ps για 

το He ςτουσ 4.35Κ με Vm= 0.005 m3/mol. 

 

Σχιμα  6.4 : Μεταβολζσ τθσ δυναμικισ κβαντικισ ενζργειασ, QV , ςε διάςτθμα 2000ps για 

τον ιόν Ο+ ςτουσ 4.35Κ. 
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Σχιμα  6.5 : Μεταβολζσ τθσ κινθτικισ κβαντικισ ενζργειασ, QK , ςε διάςτθμα 2000ps για 

το He ςτουσ 4.35Κ με Vm= 0.005 m3/mol. 

 

Σχιμα  6.6 : Μεταβολζσ τθσ κινθτικισ κβαντικισ ενζργειασ, QK , ςε διάςτθμα 2000ps για 

τον ιόν Ο+ ςτουσ 4.35Κ. 
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Σχιμα  6.7 : Μεταβολζσ τθσ κινθτικισ κβαντικισ ενζργειασ, QE , ςε διάςτθμα 2000ps για 

αζριο He ςτουσ 4.35Κ με Vm= 0.005 m3/mol. 

 

Σχιμα  6.8 : Μεταβολζσ τθσ κινθτικισ κβαντικισ ενζργειασ, QE , ςε διάςτθμα 2000 ps τον 

ιόν Ο+ ςτουσ 4.35Κ. 
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Σχιμα  6.9 : Μεταβολζσ του virial, ςε διάςτθμα 2000 ps για αζριο He ςτουσ 4.35Κ με Vm= 

0.005 m3/mol. 

 

Σχιμα  6.10 : Μεταβολι τθσ κερμοκραςίασ ςε διάςτθμα 2000 ps για αζριο He ςτουσ 4.35Κ με 

με Vm= 0.005 m3/mol. 
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Επίςθσ παρουςιάηονται οι διακυμάνςεισ ςτο χρόνο τθσ ενεργοφ 

κερμοκραςίασ των ιόντων για κατευκφνςθ παράλλθλθ και κάκετθ ςτο πεδίο. 

 

Σχιμα  6.11 : Μεταβολι τθσ κερμοκραςίασ ςε διεφκυνςθ κάκετθ ςτο πεδίο, ςε διάςτθμα 

2000 ps, για το ιόν Ο+ ςτουσ 4.35Κ. 

 

Σχιμα  6.12 : Μεταβολι τθσ κερμοκραςίασ ςε διεφκυνςθ κάκετθ ςτο πεδίο, ςε διάςτθμα 

2000 ps, για το ιόν Ο+ ςτουσ 4.35Κ. 
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Σχιμα  6.13 : Μεταβολι τθσ κερμοκραςίασ ςε διεφκυνςθ παράλλθλθ  ςτο  πεδίο, ςε 

διάςτθμα 2000 ps, για το ιόν Ο+ ςτουσ 4.35Κ. 

Οι μεταβολζσ του εφρουσ των κυματοπακζτων για τα ουδζτερα και τα ιόντα 

παρουςιάηονται  ςτα Σχιμα τα 6.14 και 6.15 αντίςτοιχα, υπό τθν ςυνκικθ 

τθσ μζςθσ τιμισ. 

 

 

Σχιμα  6.14 : Μεταβολι του εφρουσ των γκαουςιανων κυματοπακζτων ςε διάςτθμα 2000 ps 

για τα ουδζτερα άτομα του He. 
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Σχιμα  6.15 : Μεταβολι του εφρουσ των γκαουςιανων κυματοπακζτων ςε διάςτθμα 2000 ps 

για το ιόν O+ . 

 

Συγκεντρωτικά  οι αναμενόμενεσ τιμζσ των ιδιοτιτων και θ τυπικι απόκλιςθ  

αυτϊν για τα ιόντα και τα ουδζτερα παρουςιάηονται ςτον πίνακα 6.1 και 6.2 

αντίςτοιχα. 

 

Πίνακασ 6.1 : Η αναμενόμενθ τιμι και θ τυπικι απόκλιςθ τθσ δυναμικισ, QV  , κινθτικισ, 

QK ,  ολικισ ενζργειασ, QE ,  τθσ κερμοκραςίασ ςε διεφκυνςθ κάκετθ,   και 

παράλλθλθ, , και του εφρουσ των κυματοπακζτων, για τα ιόντα. 

A  QV ,  J/mol QK ,  J/mol QE , J/mol 
 , Κ  , Κ 2[ ] , m2 

A  -1.8474 10.502 14.672 7.39 10.62 9.5214·10-21 

   1.5042 9.1242 -  0.9886 1.1481 1.6656·10-21 
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Ρίνακασ 6.2 : Η αναμενόμενθ τιμι και θ τυπικι απόκλιςθ τθσ δυναμικισ, QV  , κινθτικισ, 

QK ,  ολικισ ενζργειασ, QE ,  τθσ κερμοκραςίασ ςε διεφκυνςθ κάκετθ,   και 

παράλλθλθ, , και του εφρουσ των κυματοπακζτων, για τα ουδζτερα. 

A  QV , J/mol QK ,  J/mol QE ,  J/mol  , J/mol  , Κ 
2[ ] , m2 

A  2.1994 6.6729 68.929 -7.6517 4.4032 3.2875·10-20 

   0.91670 0.91670 0.0034635 3.0727 0.097164 3.6932·10-21 

 

  

Με τισ επιλογζσ των 700 ps για το αρχικό ςτάδιο τθσ προςομοίωςθσ, για 

χρονικό διάςτθμα ςτα 4.00 fs και ςυνολικό χρόνο προςομοίωςθσ τα 12 ns 

πραγματοποιικθκαν οι δοκιμζσ που ακολουκοφν για τθν περιγραφι των 

ςυςτθμάτων Ne ςτθν υγρι και τθν αζριο κατάςταςθ, He ςτθν αζριο 

κατάςταςθ ςτθν ιςορροπία και του ςυςτιματοσ HeO+ ςε κερμοκραςία 4.35Κ 

για τθν μελζτθ τθσ ιοντικισ κίνθςθσ. 

 

 

6.3 Εθαξκνγή γηα αέξην Νe 

 

Η ςυνάρτθςθ αυτοςυςχζτιςθσ τθσ ταχφτθτασ, για το ςφςτθμα Νe ςε 28.6K με 

γραμμομοριακό όγκο Vm=721.0·10-6m3/mol, παρουςιάηεται ςτο Σχιμα  6.16.  
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Σχιμα  6.16 : Συνάρτθςθ αυτοςυςχζτιςθσ τθσ ταχφτθτασ για αζριο Ne ςτουσ 28.6 Κ με 

Vm=721.0·10-6 m3/mol . 

 

Η ςυναρτθςθ ακτινικισ κατανομισ παρουςιάηεται ςτο Σχιμα  6.17. 

 

Σχιμα  6.17 : Συνάρτθςθ ακτινικισ κατανομισ για αζριο Ne ςτουσ 28.6 Κ με 

 Vm=721.0·10-6 m3/mol . 
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Εκτενισ μελζτθ πραγματοποιικθκε για τθν διερεφνθςθ τθσ επίδραςθσ 

διαφόρων μεταβλθτϊν τθσ προςομοίωςθσ ςτο εφροσ των γκαουςιανϊν 

κυματοπακζτων. Η μορφι των κυματοπακζτων ζδειξε να μζνει 

ανεπθρρζαςτθ από μεταβολζσ ςτθν κερμοκραςία τθσ τάξθσ των 10Κ φςτερα 

από τυπικζσ δοκιμζσ των 4 ns, ενϊ θ επιρροι τουσ από τθν πυκνότθτα του 

φζροντοσ αερίου παρουςιάηεται ςτο Σχιμα  6.18. 

 

Σχιμα  6.18 : Μεταβολι του εφρουσ *ξ2+ ςυναρτιςει τθσ πυκνότθτασ για τθν περίπτωςθ του 

Ne ςτουσ 28.6 Κ. 

Ραρατθρείται πωσ θ πυκνότθτα και το εφροσ είναι αντιςτρόφωσ ανάλογα 

μεγζκθ. Ζνα τζτοιο φαινόμενο ζγκειται τθν φφςθ των γκαουςιανων 

ςυναρτιςεων, που επιτρζπουν τθν αμοιβαία επικάλυψθ οδθγϊντασ ςτθν 

διαπλάτυνςθ του εφρουσ των κυματοπακζτων. Η ςυμπεριφορά αυτι δεν 

επιτρζπει τθν δυνατότθτα μελζτθσ πολφ  αραιϊν ςυςτθμάτων, παραμόνο 

κατόπιν περιοριςμοφ του εφρουσ ςε μικρότερεσ τιμζσ, γεγονόσ όμωσ που 

επιφζρει μεγαλφτερθ καμπυλότθτα ςτα κυματοπακζτα αυξάνοντασ τελικϊσ 

τθν κβαντικι κινθτικι ενζργεια. 

Ωσ  δυναμικό για το ςφςτθμα του αερίου Νe επιλζγεται ζνα 

εμπειρικό δυναμικό, από τθν βιβλιογραφία. 71  

Τα αποτελζςματα τθσ προςομοίωςθσ για το αζριο Ne 

παρουςιάηονται ςυγκριτικά με αποτελζςματα από προςομοιϊςθ κλαςικοφ 

ςφςτθματοσ Lennard-Joneσ  για το Ne, ςτον πίνακα 6.3. 71 
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Πίνακασ 6.3:  Συγκριτικά αποτελζςματα θμικλαςικισ δυναμικισ προςομοίωςθσ γκαουςιανϊν 

κυματοπακζτων, SemiclGWP , και κλαςικισ προςομοίωςθσ Lennard-jones, Cl.L-, τθσ 

δυναμικισ κινθτικισ και ολικισ  κβαντικισ ενζργειασ,  τθσ πίεςθ και μζςω κβαντικοφ 

υπολογιςμοφ του 2ου ςυντελεςτι του virial, P , για Νe ςτθν αζριο φάςθ ςτουσ 28.6Κ με 

Vm=721.0·10-6m3/mol. 

 

 

 

 

 

 

6.4 Εθαξκνγή γηα αέξην He 

 

Το πρόγραμμα εφαρμόςτθκε για τθν μελζτθ του ςυςτιματοσ αζριου He ςε 

διάφορεσ κερμοκραςίεσ και για διάφορα δυναμικά αλλθλεπίδραςθσ. Η 

αναπαραγωγι των καταςτάςεων ιςορροπίασ για το ςφςτθμα He-He 

ελζγχκθκε μζςω τθσ καταςτατικισ εξίςωςθσ του αερίου. 

Η ζκφραςθ του διαμοριακοφ δυναμικοφ αλλθλεπίδραςθσ απαιτείται 

να γίνει μζςω ενόσ ακροίςματοσ γκαουςιανϊν ςυναρτιςεων για τθν επίλυςθ 

των ολοκλθρωμάτων του ςυςτιματοσ, Σχζςθ (4.4.17). 

2

1

( ) exp( )   m = 2  έως  3
m

G n n

n

V r C d r


   

Η μετατροπι ενόσ δυναμικοφ Lennard-Jones ςε ακροιςμα 

γκαουςιανϊν επιτυγχάνεται μζςα από τθν χριςθ μεκόδου ελαχιςτοποίθςθσ. 

Για τθν περίπτωςθ του He δυναμικό Lennard-Jones, με παραμζτρουσ ε= 

4,3696 10-23 J και ς =2.63 10-10m, μετατράπθκε ςε άκροιςμα τριϊν 

γκαουςιανϊν, ςυγκριτικά παρουςιάηονται ςτο Σχιμα  6.19.  Η απόκλιςθ 

είναι τθσ τάξθσ 5% ςτο ελάχιςτο και 2% με 1% όςο οδθγοφμαςτε ςε 

 
Q neutr

V , k J/mol Q neutr
K , k J/mol QE ,k J/mol P, bar 

SemiclGWP 
-0.02 0.39 0.37 3.4 

Cl.L-J 
-0.06  0.36 0.29 3. 
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μεγαλφτερεσ διαπυρθνικζσ αποςτάςεισ, ενϊ ςτο απωςτικό τμιμα του 

δυναμικοφ θ απόκλιςθ μεγαλϊνει, γεγονόσ που δεν επθρεάηει τθν 

 

 

Σχιμα  6.19 : Συγκριτικι αναπαράςταςθ δυναμικοφ He-He για κβαντικό L-J και θ ςφγκλιςθ 

του ωσ άκροιςμα ςυναρτιςεων Gauss. 

 

δυναμικι του ςυςτιματοσ εφόςον οι ςυνειςφορζσ, για ςυνικεισ και 

χαμθλζσ κερμοκραςίεσ, προζρχονται κφρια από αλλθλεπιδράςεισ ςε μεγάλεσ 

αποςτάςεισ.  

  Ρεραιτζρω μελζτεσ πραγματοποιικθκαν και με τθν χριςθ άλλων 

δοκιμαςτικϊν διαμοριακϊν δυναμικϊν με ςκοπό τθν μελζτθ τθσ 

ευαιςκθςίασ τθσ μεκόδου και τελικϊσ τθσ ιοντικισ ευκινθςίασ ςτθν αλλαγι 

αυτι. Τα διαμοριακά δυναμικά αυτά προκφπτουν από τθν αναγωγι των 

δυναμικϊν παραμζτρων, δυναμικϊν που εφαρμόηονται ςε ρευςτό Νe ςε 

κερμοκραςίεσ από 20 ζωσ 34Κ ςτθν βιβλιογραφία.71 Στισ μελζτεσ αυτζσ 

ςυναντάται ζνα αρχικό δυναμικό αλλθλεπίδραςθσ (Inpot), όπωσ αυτό ζχει 

προκφψει από προςαρμογι γκαουςιανϊν ςυναρτιςεων δυναμικοφ ςε ζνα 

ab initio δυναμικό, και ζνα εμπειρικό δυναμικό (Bpot), αποτζλεςμα 

διορκϊςεων ςτο πρϊτο. Η αναγωγι των παραμζτρων πραγματοποιικθκε 
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μζςω αναλογικισ μεκόδου. Σφμφωνα με αυτιν, βαςιηόμενοι ςτισ 

παραμετρουσ δυναμικοφ L-J των δφο ευγενϊν αερίων, πίνακασ 6.4, με D το 

βάκοσ και Rm θ κζςθ του ελάχιςτου, και  υπό τθν υπόκεςθ ότι για κάκε 

ευγενζσ αζριο ιςχφει  Vn(R) = Dn F(R/Rm
n), με F(R) παγκόςμια ςυνάρτθςθ,  και 

τον ςυναρτθςιακό τφπο 2

1

( ) exp( )   
m

G n n

n

V r C d r


  ,  προκφπτουν οι ςχζςεισ για 

τον προςδιοριςμό των δυναμικϊν παραμζτρων του He: 

He Ne He Ne NeC  C (D / D )   C 0.2567     

 

 

Πίνακασ 6.4 : Δυναμικοί παράμετροι για μοντζλο δυναμικοφ LJ ςε ατομικζσ μονάδεσ.82 

          

Στον πίνακα 6.5 παρουςιάηονται οι δυναμικοί παράμετροι για το Νe και το 

Ηe. 

Πίνακασ 6.5 : Προςδιοριςμόσ δυναμικϊν παραμζτρων για τισ αλλθλεπιδράςεισ He-He για τθν 

περίπτωςθ των διορκωμζνων  και αρχικϊν ςυντελεςτϊν του Ne, Βpot και Inpot, αντίςτοιχα.  

 

     

 
2

Ne He

He Ne m m Ned  d R / R  d 1.0902   
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Οι αντίςτοιχεσ καμπφλεσ δυναμικισ ενζργειασ, όπωσ προζκυψαν από 

τθν μζκοδο παρουςιάηονται ςτο Σχιμα  6.20. 

 

Σχιμα  6.20 : Καμπφλεσ δυναμικισ ενζργειασ ωσ άκροιςμα γκαουςιανϊν για  Ne-Νe 

ςυγκριτικά με τισ αντίςτοιχεσ για  He-He, όπωσ προζκυψαν από τθν μζκοδο αναλογίασ. 

 

Οι παράμετροι για τα τρία δυναμικά αλλθλεπίδραςθσ He-He παρουςιάηονται 

ςυγκεντρωτικά ςτον πίνακα 6.6. 

 

Πίνακασ 6.6 : Οι δυναμικοί παράμετροι των γκαουςιανϊν ςυναρτιςεων για το ςφςτθμα He.  

BpotHe InpotHe LJQpot 

Cn , 10-20 dn , 1020 Cn , 10-20 dn , 1020 Cn ,10-20 dn  , 1020 

137.87 1.23356 115.54 1.19846 391.154 1.53961 

-0. 10461 0.21303 -0.09377 0.2164 -0.0459184 0.146066 

-0.00403 0.06214 -0.00366 0.06378 -113.609 8.13741 
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Στο Σχιμα  6.21, παρουςιάηονται ςυγκριτικά οι τρείσ καμπφλεσ δυναμικισ 

ενζργειασ για το ςφςτθμα του He-Ηe. 

 

Σχιμα  6.21 : Συγκριτικι αναπαράςταςθ δυναμικοφ He-He ωσ ακροίςματα γκαουςιανϊν 

ςυναρτιςεων για τισ τρεισ περιπτϊςεισ που προαναφζρκθκαν 

 

6.4.1  Μειέηε ζε ζεξκνθξαζία 50.0Κ 

 

Ο υπολογιςμόσ τθσ πίεςθσ πραγματοποιείται μζςω τθσ γενικευμζνθσ 

καταςτατικισ εξιςϊςεωσ όπωσ προκφπτει από το κεϊρθμα virial τόςο 

κλαςικά όςο και κβαντικά.  

1

2

3

N

j j

j

K

P
V







r F

 

 

Συγκεκριμζνα για το αζριο He ςτουσ 50.0 Κ προκφπτει καλι προςζγγιςθ ςτισ 

χαμθλζσ πυκνότθτεσ των πειραματικϊν μετριςεων, πίνακασ 6.7. 



Κεφάλαιο 6ο                                                                                                                     Αποτελζςματα 

 

130 
 

Πίνακασ 6.7 : Συγκρίςεισ πίεςθσ ςτουσ 50.0 Κ  για διάφορεσ πυκνότθτεσ, ρ, όπου τα 

αποτελζςματα τθσ πίεςθσ, από τθν θμικλαςικι προςομοίωςθ ςτθν ιςορροπία όπωσ αυτά  

προκφπτουν  μζςω του κβαντικοφ υπολογιςμοφ του virial, PQ , ςυγκρίνονται με 

αποτελζςματα από κλαςικι μοριακι δυναμικι προςομοίωςθ, PC , και με πειραματικά 

αποτελζςματα, Pexp..
83

  Οι ςυγκρίςεισ πραγματοποιοφνται και για τα τρία προτεινόμενα 

δυναμικά. 

Vij ρ(kg/m3) Vm(10-4 m3/mol) PQ (bar) PC(bar) Pexp(bar) 

BpotHe 

0.96 41.65 1.063 0.9868 1 

9.41 4.251 12.15 9.899 10 

18.415 2.173 25.78 29,63 20 

26.863 1.490 39.64 28,63 30 

35.078 1.141 53.47 38,18 40 

 

Vij ρ(kg/m3) Vm(10-4 m3/mol) PQ (bar) PC(bar) Pexp(bar) 

InpotHe 

0.96 41.65 1.065 0.9868 1 

9.41 4.251 11.68 9.899 10 

18.415 2.173 25.79 29,63 20 

26.863 1.490 40.44 28,63 30 

35.078 1.141 56.02 38,18 40 

 

Vij ρ(kg/m3) Vm(10-4 m3/mol) PQ (bar) PC(bar) Pexp(bar) 

LJQpot 

0.96 41.65 1.075 0.9868 1 

9.41 4.251 12.01 9.899 10 

18.415 2.173 26.23 29,63 20 

26.863 1.490 39.46 28,63 30 

35.078 1.141 52.22 38,18 40 

 

Μελετάται επίςθσ θ επίδραςθ τθσ πυκνότθτασ ςτο εφροσ των 

κυματοπακζτων, Σχιμα  6.22. 
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Σχιμα  6.22 : Μεταβολι του εφρουσ *ξ2+ ςυναρτιςει τθσ πυκνότθτασ για Ηe, ςτουσ 50.0Κ. 

 

Οι μετριςεισ ζλαβαν χϊρα με τθν ίδια ςειρά των γραμμομοριακϊν όγκων 

δθλαδι  41.65, 4.251, 2.173, 1.490 και 1.141 (10-4 m3/mol), όπου 

παρατθροφμαι αντίςτοιχθ επιρροι τθσ πυκνότθτασ ςτο εφροσ των 

κυματοπακζτων.  Από τισ παραπάνω δοκιμζσ για τθν πίεςθ παρουςιάηεται 

επίςθσ και θ κλαςικά και θ κβαντικά υπολογιηόμενθ ακτινικι ςυνάρτθςθ 

κατανομισ, δθλαδι κατανομι που υπολογίηεται ςφμφωνα με το κζντρο των 

κυματοπακζτων, τόςο για πίεςθ 1bar όςο και για πίεςθ 10bar, Σχιμα τα 6.23 

και 6.24 αντίςτοιχα.  

                 

Σχιμα  6.23 : Ακτινικι ςυνάρτθςθ κατανομισ για αζριο He ςτουσ 50.0Κ και ςε πίεςθ 1bar. 
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Σχιμα  6.24 : Ακτινικι ςυνάρτθςθ κατανομισ για αζριο He ςτουσ 50.0Κ και ςε πίεςθ 10bar. 

 

6.4.2 πλζήθεο ρακειήο ζεξκνθξαζίαο, 4.35Κ 

 

Για το He θ πίεςθ και θ κερμοκραςία ςτο κρίςιμο ςθμείο είναι 2.29bar   και 

5.2K  αντίςτοιχα, με γραμμομοριακό όγκο 5.776·10-5 m3/mol. Το He 

ςυναντάται ςτθν φφςθ ςε δφο ιςότοπα He3 και He4, με το He4 να ζχει 

πυρθνικό spin 0, να ακολουκεί ςτατιςτικι Bosé-Einstein και να βρίςκεται ςε 

μεγαλφτερθ αφκονία, ενϊ το He3 να ζχει πυρθνικό spin ½ και να ακολουκεί 

ςτατιςτικι Fermi-Dirac, με μικρι αφκονία τθσ τάξθσ του 1ppm.  

Στισ χαμθλζσ κερμοκραςίεσ τα δφο ιςότοπα διαφοροποιοφνται ωσ 

προσ τθν ςυμπεριφορά τουσ ςτισ χαμθλζσ πιζςεισ και κερμοκραςίεσ. Και τα 

δφο ιςότοπα ςε χαμθλζσ κερμοκραςίεσ παρουςιάηουν υγρζσ και 

υπζρρευςτεσ φάςεισ με τισ δεφτερεσ να είναι διαφορετικοφ τφπου και με 

διαφορετικζσ ιδιότθτεσ.  

Συγκεκριμζνα, το ιςότοπο He4 υγροποιείται ςε κανονικό κβαντικό 

υγρό ςτουσ 4.215K ςε πίεςθ 1bar (105 Pa) αλλά ςε κερμοκραςία χαμθλότερθ 

των 2Κ μζςα από μία γραμμι ςθμείων ςυνφπαρξθσ (λ-line) μεταβαίνει ςε 

διαφορετικι υγρι φάςθ, όπου δεν εμφανίηει τριβι και ομοιάηοντασ με 

αυτιν των υπεραγωγϊν ςε ςυμπυκνωμζνεσ φάςεισ με τθ διαφορά ότι τα 

ςωματίδια του He είναι αφόρτιςτα. Το διάγραμμα φάςεων του He4 ςτισ 



Κεφάλαιο 6ο                                                                                                                     Αποτελζςματα 

 

133 
 

χαμθλζσ κερμοκραςίεσ, όπου φαίνονται όλα τα παραπάνω παρουςιάηεται 

ςτο Σχιμα  6.25 . 

 

Σχιμα  6.25 : Διάγραμμα φάςεων He4, όπου φαίνονται τα δφο τριπλά ςθμεία 

και θ λ-line.84 

Το He3 από τθν άλλθ μεταβαίνει από τθν κανονικι υγρι φάςθ ςε 

περιςςότερεσ από μία υπζρρευςτεσ φάςεισ, που εμφανίηονται όμωσ ςε πολφ 

χαμθλότερεσ πιζςεισ και κερμοκραςίεσ.  Το διάγραμμα φάςεων για χαμθλζσ 

κερμοκραςίεσ, με επίδειξθ τθσ λεπτομζρειασ των πολφ χαμθλϊν 

κερμοκραςιϊν παρουςιάηονται ςτο Σχιμα  6.26 . 

 

Σχιμα  6.26 : Διάγραμμα φάςεων του He3.83 

 

Στα πειράματα ιοντικισ ευκινθςίασ του ςυςτιματοσ ΗeO+ το φζρον 

αζριο Ηe περιζχει ςε μεγαλφτερθ αφκονία ιςότοπα He4. Είναι εμφανζσ ότι 

για ςυνκικεσ κερμοκραςίασ 4.35Κ  και ςυνκικεσ πίεςθσ μζχρι και 1bar το He 

βρίςκεται ςτθν αζριο φάςθ. Με τθν εφαρμογι γραμμομοριακοφ όγκου από 

90.00·10-2m3/mol – 20.00·10-4m3/mol ςτο πρόγραμμα τθσ θμικλαςικισ 

προςομοίωςθσ προςεγγίηεται θ αζριο φάςθ του He ςε αυτιν τθν 

κερμοκραςία.  
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Η επίδραςθ τθσ πυκνότθτασ ςτο εφροσ των κυματοπακζτων για το ςφςτθμα 

του He ςτουσ 4.35Κ  παρουςιάηεται ςτο Σχιμα  6.27. 

 

Σχιμα  6.27 : Μεταβολι του εφρουσ *ξ2+ ςυναρτιςει τθσ πυκνότθτασ για Ηe, ςτουσ 4.35Κ. 

   

Οι μετριςεισ ζλαβαν χϊρα για μία ςειρά γραμμομοριακϊν όγκων από 

90.00·10-2m3/mol  ζωσ 20.00·10-4m3/mol. Ραρατθρείται πάλι θ αφξθςθ του 

εφρουσ των κυματοπακζτων μειοφμενθσ τθσ πυκνότθτασ.  

Υπολογιςμοί τθσ πίεςθσ παρουςιάηονται ςτον πίνακα 6.8. Τα 

αποτελζςματα που ακολουκοφν πραγματοποιικθκαν με τθν χριςθ του  

δυναμικοφ Lennard-Jones (LQJpot). 

 

 

Πίνακασ 6.8 : Η  πίεςθ ςε κερμοκραςία 4.35Κ για το διαμοριακό δυναμικό LJQpot. 

Vij ξ(kg/m
3
) Vm(10

-4
 m

3
/mol) PQ (bar) 

LJQpot 

2.00 20.00 0.2571 

0.8005 50.00 0.0922 

0.5340 74.95 0.0609 

0.2224 180.00 0.0238 

0.0044 9000.00 0.0004 
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Η ςυνάρτθςθ ακτινικισ κατανομισ για τισ παραπάνω μετριςεισ 

παρουςιάηεται ςτο Σχιμα   6.28 . 

 

 

(α) 

 (b) 

Σχιμα  6.28 : Ακτινικι ςυνάρτθςθ κατανομισ  Ηe  για διάφορουσ γραμμομοριακοφσ όγκουσ 

ςε κερμοκραςία 4.35Κ, για το διαμοριακό δυναμικό LJQpot, (α )κλαςικά υπολογιηόμενθ 

κζντρο κζντρο (β) κβαντικά υπολογιηόμενθ wp-wp. 
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Στισ μετριςεισ του πειράματοσ τθσ ιοντικισ ευκινθςίασ του ςυςτιματοσ 

HeO+ ςε κερμοκραςία 4.35Κ,16 θ πίεςθ κυμαίνεται από 9.333·10-6bar ζωσ 

5.333·10-5bar. Σε τόςο χαμθλζσ ςυνκικεσ πίεςθσ, λόγω τθσ φφςθ των 

γκαουςιανϊν ςυναρτιςεων θ διαπλάτυνςθ του εφρουσ μεγιςτοποιείται τόςο 

ϊςτε το πρόγραμμα αδυνατεί να διαχειριςτεί τθν επιλογι μίασ τόςο μικρισ 

πίεςθσ. Γίνεται λοιπόν επιλογι γραμμομοριακοφ όγκου, 0.005 m3/mol, 

τζτοιου ϊςτε να διαςφαλίηονται οι κροφςεισ ανά δφο. 

 

6.5 ύζηεκα He-O+ ζε ζεξκνθξαζία 4.35Κ  

 

Το ςφςτθμα του O+ ςε He ςε χαμθλζσ τιμζσ πεδίων, Ε/Ν, εμφανίηει τριϊν 

ειδϊν ιόντα που φαίνεται να προκφπτουν από τρεισ διαφορετικζσ 

ενεργειακζσ καταςτάςεισ  τθν 1Σg
+ του Ο2

2+  πικανϊσ με δονθτικζσ διεγζρςεισ 

και τισ 4S και 2D  για το O+.85 Η κεμελιϊδθσ ενεργειακι κατάςταςθ του 

ςυςτιματοσ HeO+ είναι θ 4Σ- , όπωσ αυτι προκφπτει από τισ He(1S) και O+(4S), 

κεμελιϊδθσ κατάςταςθ του οξυγόνου. Στθν κατάςταςθ 4Σ- δεν υπολογίηεται 

αρχικά θ ςφηευξθ τθσ ςτροφορμισ και του spin. Στθν περίπτωςθ 

ςυνυπολογιςμοφ τουσ ωσ κεμελιϊδθ ςτάκμθ προκφπτει θ  4Σ3/2
-,  θ οποία 

αλλθλεπιδρά με τθν κατάςταςθ 2Ρ3/2 τθσ πρϊτθσ διεγερμζνθσ. Ab initio 

υπολογιςμοί κατζδειξαν τα παραπάνω και οι δφο καταςτάςεισ 

αναπαρίςτανται ςτο Σχιμα  6.29. 
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Σχιμα  6.29: Ενεργειακζσ καταςτάςεισ του ςυςτιματοσ HeO+.86
 

 Η αλλθλεπίδραςθ των δφο καταςτάςεων, όπωσ παρατθρείται, γίνεται 

ςτο απωςτικό μζροσ του δυναμικοφ αλλθλεπίδραςθσ οδθγϊντασ ςε μία 

ςυνδυαςτικι καμπφλθ δυναμικισ ενζργειασ , Σχιμα  6.30.  

 

Σχιμα  6.30 : Συνολικι καμπφλθ αλλθλεπίδραςθσ για το ςφςτθμα  HeO+.74 

Το δυναμικό προκφπτει από ab initio υπολογιςμοφσ.  Η μετατροπι των 

ςθμείων ςε καμπφλθ δυναμικισ ενζργειασ ωσ άκροιςμα γκαουςιανϊν 

ςυναρτιςεων, για τθν εφαρμογι τθσ ςτα ολοκλθρϊματα τθσ προςομοίωςθσ, 

πραγματοποιικθκε μζςω του αλγόρικμου Marquardt-Levenberg για τθ μθ-

γραμμικι μζκοδο ελαχίςτων τετραγϊνων (NLLS).  Τα αποτελζςματα 

αναπαρίςταται ςτο Σχιμα  6.31. 
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Σχιμα  6.31 : Προςαρμογι ςυναρτιςεων gauss ςτο ab initio δυναμικό διαμοριακϊν 

αλλθλεπιδράςεων HeO+. 

 

Το ςφάλμα ςτο ελάχιςτο του δυναμικοφ εκτιμάται ςτο 10%, ελαττοφμενο 

ςτο 2% και κάτω, για αποςτάςεισ μεγαλφτερεσ των 3Å.  

 

 

Σχιμα  6.32 : Η καμπφλθ δυναμικισ ενζργειασ του ςυςτιματοσ HeO+ όπωσ αυτι 

καταςκευάςτθκε από το άκροιςμα γκαουςιανων ςυναρτιςεων ςτο απωςτικό τμιμα. 
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6.5.1 Ιδηόηεηεο κεηαθνξάο  

 

Ο υπολογιςμόσ τθσ ιοντικισ ευκινθςίασ γίνεται μζςω τθσ μζςθσ 

ταχφτθτασ, dv , παράλλθλα ςτο εφαρμοηόμενο πεδίο και δίδεται από τθν 

Σχζςθ  

dv
K

E
 , 

και εκφράηεται μζςω τθσ ανθγμζνθσ ευκινθςίασ  

 
0

0

1 dv
K

N E N
  , 

όπου Ε/Ν ςε μονάδεσ Td. Η ιοντικι ευκινθςία ςυναρτιςει του λόγου Ε/Ν 

παρουςιάηεται ςτο Σχιμα  6.33, για τα διαφορετικά δυναμικά του 

ουδετζρου, He-He, που περιγράφκθςαν ςτο Υποκεφάλαιο 6.2. 

 

Σχιμα  6.33 : Διάγραμμα ιοντικισ ευκινθςίασ ςυναρτιςει του λόγου Ε/Ν για τα διάφορα 

δυναμικά He-He . 

Στο Σχιμα  6.33 θ διαφοροποίθςθ ανάμεςα ςτα αποτελζςματα από τα 

διαφορετικά διαμοριακά δυναμικά του ουδετζρου δίνει μία εκτίμθςθ του 

ςφάλματοσ ςτον υπολογιςμό τθσ ευκινθςίασ. Οι αλλθλεπιδράςεισ ιόντοσ 

ουδετζρου λαμβάνουν χϊρα απομονωμζνεσ μζςω των εικονικϊν, όπου ο 

μόνοσ παράγοντασ που επιδρά είναι το δυναμικό αλλθλεπίδραςθσ HeO+.  

Στο Σχιμα  6.34 παρουςιάηεται θ ιοντικι ευκινθςία ςυναρτιςει του λόγου 

Ε/Ν για το ςφςτθμα HeO+ με δυναμικό για το αζριο Ηe το LQJpot.  
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Σχιμα  6.34 : Διάγραμμα ιοντικισ ευκινθςίασ ςυναρτιςθ του λόγου Ε/Ν για τα διάφορα 

δοκιμαςτικά δυναμικά του ςυςτιματοσ HeO+ με δυναμικό του αερίου Ηe το LQJpot. 

 

Η πτϊςθ τθσ ιοντικισ ευκινθςίασ είναι πρόςκαιρθ, ενϊ ςε 

μεγαλφτερεσ εντάςεισ πεδίου θ υπολογιηόμενθ ευκινθςία δραςκελίηει τα 

πειραματικά αποτελζςματα ςε πολφ μεγάλεσ τιμζσ γεγονόσ που αποδίδεται 

ςτθν φφςθ των γκαουςιανϊν ςυναρτιςεων του δυναμικοφ.  

Η  ενζργεια κατανζμεται ςε δφο ςυνιςτϊςεσ παράλλθλα και κάκετα 

ςτο πεδίο, όπωσ φαίνεται ςτο Σχιμα  6.35 . 

  

Σχιμα  6.35 : Κατανομι ενζργειασ κάκετα και παράλλθλα ςτο πεδίο για το ςφςτθμα  HeO+. 
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Ραρατθροφμαι ότι θ ενζργεια ςτθν κατεφκυνςθ του πεδίου είναι υψθλότερθ 

από τθν ενζργεια ςτθν κάκετθ διεφκυνςθ και ζχουμε μία αναμενόμενθ 

Σχζςθ δευτζρου βακμοφ τθσ κερμοκραςίασ προσ το πεδίο όπωσ αυτι 

προβλζπεται και κεωρθτικά, Σχζςθ (1.3.12). 

2

2

2 ( / ) ,

2 ( / ) .

B B

B B

k T k T E K

k T k T E K





  

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΜΕΡΟ ΘΘΘ :    ΤΖΗΣΗΗ - ΤΜΠΕΡΑΜΑΣΑ 
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Κεφάλαιο 7o  

 

7. Συζήτηςη  -  Συμπεράςματα  

 

 

Ρροκειμζνου να επεκτακεί θ χριςθ τθσ θμικλαςικισ μεκόδου 

προςομοίωςθσ γκαουςιανϊν κυματοπακζτων ςτθν ιςορροπία, για 

ςυςτιματα ιόντων εντόσ αερίων παριχκθςαν αναλυτικά οι εξιςϊςεισ 

κίνθςθσ για τα γκαουςιανά κυματοπακζτα μζςα από τθν επίλυςθ τθσ 

χρονικά εξαρτθμζνθσ εξιςϊςεωσ Schrödinger μζςω κεωρίασ παραλλαγϊν 

υιοκετϊντασ για τθν απλοποίθςθ των υπολογιςμϊν ςφαιρικισ ςυμμετρίασ 

γκαουςιανά κυματοπακζτα. Οι εξιςϊςεισ κίνθςθσ των γκαουςιανϊν 

κυματοπακζτων χρθςιμοποιικθκαν για τθν προςομοίωςθ τθσ κίνθςθσ του 

αερίου ςτθν ιςορροπία και τθσ ιοντικισ κίνθςθσ υπό τθν επίδραςθ του 

θλεκτροςτατικοφ πεδίου.  

Η εφαρμογι του εξωτερικοφ θλεκτροςτατικοφ πεδίου απαιτεί τθν 

χριςθ τεχνικισ κερμοςτάτιςθσ τθσ προςομοίωςθσ του ςυςτιματοσ. Η 

τεχνικι αυτι, που βαςίηεται ςτθν δθμιουργία εικονικϊν ςωματιδίων του 

φζροντοσ αερίου που αλλθλεπιδροφν με τα ιόντα, πλεονεκτεί ςτο ότι δεν 

επιδρά ςτισ εξιςϊςεισ κίνθςθσ του ςυςτιματοσ, ςτο ότι μζςω των 

εικονικϊν αλλθλεπιδράςεων επιτυγχάνεται θ προςζγγιςθ τθσ ςτάςιμθσ 

κατάςταςθσ των ιόντων χωρίσ τθν επιρροι τθσ κατάςταςθσ ιςορροπίασ του 

φζροντοσ αερίου και ςτο ότι παρζχει τθν δυνατότθτα καλισ ςτατιςτικισ 

των ιόντων για περιοριςμζνο αρικμό μορίων του ουδετζρου.  Η τεχνικι 

ζχει αναπτυχκεί και εφαρμοςτεί ςε κλαςικά ςυςτιματα ςτο 

παρελκόν.61,65,66 

Η μζκοδοσ θμικλαςικισ προςομοίωςθσ δυναμικισ πολλϊν 

ςωματιδίων μζςω γκαουςιανϊν κυματοπακζτων για αναπαράγει τθν 
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ιοντικι κίνθςθ  εντόσ φζροντοσ αερίου υπό τθν επίδραςθ θλεκτροςτατικοφ 

πεδίου δίνοντασ καλι προςζγγιςθ ςτα πειραματικά αποτελζςματα. Η 

μζκοδοσ παρουςιάηει ςχετικι ακρίβεια ωσ προσ τθν μεταβολι των 

ιδιοτιτων, ςυγκεκριμζνα οφτε θ δυναμικι οφτε θ κινθτικι ενζργεια 

δείχνουν να ολιςκαίνουν.  Η  προςομοίωςθ επιτυγχάνει να περιγράψει 

τόςο το αζριο He ςε κερμοκραςία 50.0 Κ και 4.35 Κ όςο και το αζριο Νe ςε 

28.6 Κ.  Η ιοντικι ευκινθςία του O+ ςε αζριο He αναπαράγεται θμιποςοτικά 

αναδεικνφοντασ το φαινόμενο τθσ πτϊςθσ τθσ ςε τιμζσ χαμθλότερεσ του 

ορίου πολωςιμότθτασ. Οι ενζργειεσ των ιόντων κατανζμονται διαφορετικά 

παράλλθλα και κάκετα ςτο πεδίο με τθν παράλλθλθ ςυνιςτϊςα 

μεγαλφτερθ τθσ κάκετθσ.  

 Η μζκοδοσ δφναται να βελτιωκεί με χαλάρωςθ του 

περιοριςμοφ τθσ ςφαιρικισ ςυμμετρίασ  χρθςιμοποιϊντασ ελλειπτικά ι και 

περιςςότερο γενικευμζνα κυματοπακζτα. Επίςθσ μπορεί να 

χρθςιμοποιθκεί για τθν μελζτθ τθσ κίνθςθσ ιόντων ςε πυκνά και θμίπυκνα 

ρευςτά. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Ι                                                                                                                                                  

 

a.Μεταςχθματιςμοί Fourier 

 

Η ανάλυςθ Fourier βαςίηεται ςτθν προςζγγιςθ μίασ περιοδικισ ςυνάρτθςθσ 

 f x
 μζςω αρμονικϊν ςυναρτιςεων,    sin  και cos  ή inxnx nx e  

     
1 1

cos sin
2

n n

n n

a
f x a nx b nx

 

 

      

ι 

  ,  inx

n

n

f x c e n




   . 

Μθ περιοδικζσ ςυναρτιςεισ, μποροφν να περιγραφοφν μζςω περιοδικϊν 

ςυναρτιςεων, που ορίηονται ςε ςυνεχζσ φάςμα ςυχνοτιτων και με περίοδο L .  

Σε αυτιν τθν περίπτωςθ λαμβάνουμε ζνα μεταςχθματιςμό Fourier. Ζτςι ο 

μεταςχθματιςμόσ μιασ  f x  ζχει ωσ εξισ : 

   
1

2

ikxg k f x e dx






   

   
1

2

ikxf x g k e dk








   . 

 

b. 

Από τθν p k  και τθν    
2 2

0 /4 /p p Δ ipx

g x A e e dp
 

   λαμβάνεται : 

   
22 2

0 /4k k Δ ikx

g x A e e dk
 

 
 

Θζτοντασ ωσ μεταβλθτι τθν 
0

k k , προκφπτει το ολοκλιρωμα 

       
22 2

0 00
/4

0

k k Δ i k k xik x

g x A e e e d k k
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Και επιλφεται δίδοντασ,  

 
2 2 2

0 /4 /41

2
2

ik x x Δ

g x A e e  


 

   
2 2

0 /
2

Δ xik x

g x A e e


 

 

   
2 2

0 //
2

Δ xip x

g x A e e


     . 

Τελικϊσ θ κυματοςυνάρτθςθ για γκαουςιανό κυματοπακζτο γφρω από το κζντρο 

μάηασ  0r , είναι 

       
22

0 0
/ /

2
ip Δ

g A e e
   

 
r r r r
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ ΙΙ 

 

υναρτθςιακι Παράγωγοσ  

  Ζςτω θ ςυναρτθςιακι 

    J f F f x dx    

τότε το 
 

 

F f

f x




 εκφράηει τθν αλλαγι τθσ  J f  για αλλάγεσ τθσ  f x  γφρω από 

κάποιο ςθμείο x και θ ςυναρτθςιακι παράγωγοσ ορίηεται ωσ  

  
 

 
 

F f
J f dx f x

f x
 




   (ΙΙ-1) 

Θετϊντασ δθλαδι ότι θ ολικι αλλαγι τθσ  J f  προκφπτει ωσ άκροιςμα των 

τοπικϊν αλλάγων τθσ, λόγω αλλαγϊν ςτθν  f x .87 

 Η Σχζςθ (ΙΙ-1) αποτελεί ςυνικθσ διαφορικι εξίςωςθ και ςφμφωνα με ότι ιςχφει  για 

τισ ςυνικεισ διαφορικζσ εξιςϊςεισ μπορεί να εκφραςτεί ωσ, 

     J f J f f J f    , 

δθλαδι,  

     J f F f f dx F f dx     . 

Για τθν περίπτωςθ τθσ 

      
2

,J t H i t d H i t H i t d         


                (ΙΙ-2) 

με t     ζχουμε, 

           ,J H i H i d H i H i d              
 

          

         ,J H i i H i i d H i H i d              
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*

*

,

                                                            

J H i H i d H i i d i H i d

i i d H i H i d

               

       

 



         

     

  

 

ο όροσ    
*

i i d     μθδενίηεται λόγω αμελθτζασ ςυνειςφοράσ οπότε 

μζνει, 

          
* *

, 0J H i i d i H i d                  .  (ΙΙ-3) 

Για τουσ μιγαδικοφσ ιςχφει        

         

       

*

*

Re Im Re Im 2 Re

Re Im ,   Re Im

A A A A A

A A A A

       

     
. 

Επομζνωσ θ Σχζςθ (ΙΙ-3) γίνεται,  

   *, 2Re 0J H i d         , Σχζςθ (4.3.3) ςτο κείμενο. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ ΙΙΙ 

 

Μετατροπι ςε ςχζςθ ενόσ ςωματιδίου  

 
 

 

*

1
2

1 1 1

*

1
2*

11 1

                                   +

N NN

j j j j

j j jj M

N NN

j j j j

jj jjM

H V i d
t

H V i d
t

  


  




  

 

      
             

   
          

  

 

  (ΙΙΙ-1) 

Ρροκειμζνου από τθν (ΙΙΙ-1)  με ςκοπό  να προκφψει θ  

*

3 0
j

j j j

jjm

H i d r
t






    
         

  

διακρίνονται δφο περιπτϊςεισ, που κα εξετάςτουν ξεχωριςτά, j M και j M . 

Ζςτω   με  k l m k l m        . 

Για την πρώτη περίπτωςη j M  έςτω  j M k    λαμβάνεται 

   * *1 1
2 2*

0k k k k k k k k

k kk k

H V i d H V i d
t t

     
 



      
          

      
   

Η επεξεργαςία των όρων τθσ χαμιλτωνειανισ 1
2

1

N

j ij

j i j

H H V
 

 
  

 
   πραγματοποιείται 

ξεχωριςτά, με πρϊτον να μελετάται ο τελεςτισ τθσ κινθτικισ ενζργειασ: 

2
2

2
j jH

m
    

* * *

* * *

*
                                   +

k k l m l m k k l m

k k

k l m l m k k k l m

kk

H i d d d
t

H i d d d
t

        


        




  
  

  

  
   

  





 

  
2

* * 2 * *

*k k k k k k k k l l l m m m

k kk k

H i d H i d d d
t t
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όπου    
2 2

* * 1l l l m m md d         

Συνεπϊσ,   * *

*k k k k k k k k

k kk k

H i d H i d
t t

     
 



      
       

      
  . (ΙΙΙ-2) 

Κατά δεφτερον μελετάται ο τελεςτισ τθσ δυναμικισ ενζργειασ: 1
2 ij

i j

V


  

* * * * * *1 1
2 2*ik k l m k l m k l m ik k l m

i k i kk k

V d V d           
 



 

    
      
    

     

   

   

* * * * * *1
2

* * * * * *1
2 * *

kl k l m k l m km k l m k l m

k k

k l m kl k l m k l m km k l m

k k

V d V d

V d V d

             
 

             
 

   
    

  

  
    

  

 

 

 

 Σφμφωνα με τθν ερμθτειανι ιδιότθτα  
*

*

m n m n         προκφπτει 

   

   

* * * *1
2

* *
* *1

2 * *

k k
k l kl l l k k m km m m k

k k

k k
l kl k l l k m km k m m k

k k

V d d V d d

V d d V d d

 
         

 

 
         

 

     
      

      

     
      

      

 

 

 

   

   

* * * *1
2

* *
* *1

2 * *

k k
k l kl l l k k m km m m k

k k

k k
l kl l l k k m km m m k k

k k

V d d V d d

V d d V d d

 
         

 

 
         

 

     
       

      

     
      

      

   

   

   

* *1
2

* *

1
2 * *

k k
k kl k k km k

k k

k k
kl k k km k k

k k

V d V d

V d V d

 
   

 

 
   

 

     
     

      

     
      

      

 

 

 

 
* * *

* * *

k k k
kl k k km k k kj k k

j kk k k

V d V d V d
  

     
   

        
         

        
     (ΙΙΙ-3) 
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Για την περίπτωςη όπου j M  και έςτω j l  και M m  λαμβάνεται    

     

   

*1
2

* 1
2*

                             

l l k l m k l m k l m

l m

k l m l l k l m k l m

lm

H V i d d d
t

H V i d d d
t

        


        




  
       

  

  
        

  





 

Ράλι οι όροι τθσ χαμιλτωνειανισ κα εξεταςτοφν ξεχωριςτά και για τον τελεςτι τθσ 

κινθτικισ ενζργειασ: 
2

2

2
j jH

m
    , ζχουμε 

   
*

**

*

m m
l l k m k l k l m k l k m l l k l m

l lm m

H i d d d H i d d d
t t

 
               

 



     
            

      
   

*
* *

*
,m m

l l m l l m l m l l l m

l lm m

H i d d H i d d
t t

 
         

 



     
       

      
   

όπου ςφμφωνα με τθν ερμθτειανι ιδιότθτα  
*

*

m n m n         προκφπτει 

*
* *

*

m m
l l l m l m m l l l l m

l lm m

H i d d H i d d
t t

 
        

 

     
      

      
    (ΙΙΙ-4) 

Οι γκαουςιανζσ ςυναρτιςεισ είναι κανονικοποιθμζνεσ, επομζνωσ το ολοκλιρωμα (ΙΙΙ-

4)  από τθν ιδιότθτα * * *1 1
0

2 2

m
m m m m m m m md d d

k k k


       

  
   

    
 
μθδενίηεται. 

Για τον τελεςτι τθσ δυναμικισ ενζργειασ: 1
2 ij

i j

V


  

     
* *1 1

2 2*ij k l m k l m k l m ij k l m

i j i jm m

V d V d             
 



 

    
              

    
    

   * * * * * *1
2

* *
* * * *1

2 * *

m m
kl k l m k l k l m ml k l m k l k l m

m m

m m
k l kl k l m k l m k l ml k l m k l m

m m

V d d d V d d d

V d d d V d d d

 
               

 

 
               

 

   
  

  

  
   

  

 

 

 

Σφμφωνα με τθν ερμθτειανι ιδιότθτα  
*

*

m n m n         προκφπτει 
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   * * * * * *1
2

* *
* * * *1

2 * *

m m
k l kl k l m k l m k l ml m k l k l m

m m

m m
m k l kl k l k l m k l ml k l m k l m

m m

V d d d V d d d

V d d d V d d d

 
               

 

 
               

 

  
 

  

  
   

  

 

 

  (ΙΙΙ-5) 

Και από τθν ιδιότθτα * * *1 1
0

2 2

m
m m m m m m m md d d

k k k


       

  
   

    
  

θ (ΙΙΙ-5) 

μθδενίηεται ςυνεπϊσ ότι ςυνειςφορά παρζχεται από τουσ όρουσ με 

j M μθδενίηεται. Τελικϊσ δθλαδι από τθν (ΙΙΙ-2) και  από τθν (ΙΙΙ-3),  προκφπτει για 

κάκε j ,                
*

*
0

j

j jk j j

j k jj

H V i d
t


 

 

    
           

 . 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ ΙV                                                                                                                                               

 

Εξιςϊςεισ κίνθςθσ  

Για να προςδιορίςτουν από τθν 

 * 3 0j j j j jH i d
t

 
 

  
 

Y r    (ΙV-1) 

οι εξιςϊςεισ εξζλιξθσ για τισ μεταβλθτζσ των γκαουςιανϊν κυματοπακζτων 

υπολογίηεται πρϊτα θ επίδραςθ του τελεςτι jH i
t

 
 

 
 ςτθν j , όπου  

     

exp

   

 

j j

T

j j j j j j j

j j j

i
Q

Q t t D t

r R


 

  
 

     

 

ξ A ξ P ξ

ξ

 

Ξεκινϊντασ από τθν χαμιλτωνειανι 
2

2

2
j j jH V

m

 
    
 

 , θ δεφτερθ παράγωγοσ τθσ 

j  για μία διάςταςθ  δίδεται: 

 

2

2

i i
j jQ Qi

j j je e Q
x x x x x x x
 

           
        

           
 

 
2

2

i i
j jQ Qi i

j je Q e Q
x x x

  
  
  

 

   
2 22 2

2 2

2 2

i i
j jQ Qi i i i

j j j j je Q e Q Q Q
x x x x


       

               

, 

για 
2

jQ
x

 
 
 

:          2j x xx x x x j xx x xQ A P D t A P
x x


   



  
        

 

                             
2

2 2 24 2j xx x xx x x xQ A A P P
x
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 και                   2j xxQ A
x x

  
 

  
.   

 

Για τισ ολικζσ ςυντεταγμζνεσ λαμβάνεται αναλόγωσ 

   2 ,2 ,2j j xx x x yy y y zz z zQ A P A P A P        

                                         
2 2 2

2

2 2 2
2 2 2j j j j j xx yy zzQ Q Q Q A A A

x y z

   
       

   
 

                                            
2 22 2

2 2 2j j xx x x yy y y zz z zQ A P A P A P           

2 2 2 2 2 2 2 2 2=4 4 4 4 4 4x x x x y y y y z z z zA A P P A A P P A A P P             . 

Για GWP ςφαιρικισ ςυμμετρίασ :  

     
2

2 2 2 2 2 2=4 4j j x y z x x y y z z x y zQ A A P P P P P P               

   
2 22 2 2 2 2 2=    και  x y z x y zP P P P        ξξ  

   
2

2 2 24 4j jQ P P        . 

Συνεπϊσ, 

    
2

22 2

2

i i
j j j j j j j j jH Q Q V

m
         

 
2

21

2 2
j j j j j j j j

i
H Q Q V

m m
 

 
     
 

 

2
2 22 2 3

2
j j j j

P i
H A A P A V

m m m m
   

 
     
 

. 

Η παράγωγοσ ωσ προσ το χρόνο δίδει : 

j

i
Q

j j j j

i
i i e Q Q

t t t
 

   
    

   
 

 2

j x x y y z z ji P P P D
t
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 2

j ji P D
t
   


    


 

Τελικϊσ  θ (ΙV-1) γίνεται 

2
* 2 2 2 32 2 3

0
2

j j j j j

P i
A A P A V P D d

m m m m
     

 
         

 
Y r  

Επίλυςθ τθσ                                      * 3 0j j j jH i d
t

 
 

  
 

 r  

2
* 2 2 2 32 2 3

0
2

j j j j

P i
A A P A V P D d

m m m m
     

 
         

 
 r  

2
* 2 2 3 * 3 * 3 * 32 2 3

0
2

j j j j j j j j j j j j j

i P
A d r AP P d V d A D d

m m m m
        

    
             

     
   r r r

 

Οι περιττζσ δυνάμεισ του ξ  μθδενίηονται λόγω ςυμμετρίασ, ςυνεπϊσ,  

2
2 22 3

0
2

j

i P
A V A D

m m m


  
         

   
. 

Επίλυςθ τθσ                                    * 3 0j j j jH i d
t

 
 

  
 

 r  

2
* 2 2 2 32 2 3

0
2

j j j j

P i
A A P A V P D d

m m m m
     

 
         

 
 r   

Οι περιττζσ δυνάμεισ του ξ  μθδενίηονται λόγω ςυμμετρίασ, ςυνεπωσ,  

* 2 2 32
0j j j jA P V P d

m
    

 
   

 
 r  

2 22
0jAP V P

m
      

Επίλυςθ τθσ                                    2 * 3 0j j j j

j

H i d
t

  
 

    
 r  

2
2 * 2 2 2 32 2 3

0
2

j j j j

P i
A A P A V P D d

m m m m
      

 
         

 
 r  
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2
* 2 2 2 3 2 2 2 2 2 3 2 32 2 3

0
2

j j j j

P i
A A P A V P D d

m m m m
           

 
         

 
 r  

 
2

2
* 2 2 2 2 32 3

0
2

j j j j

i P
A V A D d

m m m
    

   
               

 r  

 
2

2
2 2 2 22 3

2
j

i P
A V A D

m m m
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