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Περίληψη

Χρησιμοποιούμε μεθόδους μη-γραμμικής βελτιστοποίησης για να υπολογίσουμε
τις πιο «επιβλαβείς» αρχικές διαταραχές στις θεμελιώδης καταστάσεις του μοντέ-
λου SSP τουWaleffe και στην ροή Poiseuille 2 διαστάσεων. Για αυτήν την μέθοδο
το δυναμικό σύστημα και το adjoint του επιλύονται αριθμητικά,και στη συνέχεια
υπολογίζουμε conjugate παραγώγους του συναρτησοειδούς βελτιστοποίησης με
τις οποίες μεταβάλλουμε τις αρχικές συνθήκες.Η διαδικασία επαναλαμβάνεται μέ-
χρι να επιτευχθεί σύγκλιση. Υπολογίζουμε την ελάχιστη ενέργεια διαταραχών για
την μετάβαση σε αυτοσυντηρούμενες καταστάσεις και τα optimals σε διάφορους
χρόνους για καθορισμένη αρχική ενέργεια. Τέλος συγκρίνουμε τα μη-γραμμικά
optimals της ροής Poiseuille με τα γραμμικά και παρατηρούμε ότι η δομή τους δεν
αλλάζει σημαντικά.

Abstract

Using nonlinear optimization methods we calculate optimal initial distur-
bances over base states in Waleffe’s SSP model and Poiseuille 2D flow.For
this method both forward and adjoint equations are solved numerically and
update the initial condition on a conjugate gradient of the optimization func-
tional.Process is iterated until sufficient convergence is achieved.We search for
minimal perturbation energy for transition to the self-sustaining regime and en-
ergy growth over target times for fixed initial energy.Comparison of nonlinear
optimals with linear in Poiseuille flow shows that structure of optimals is mainly
unchanged.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Από την εποχή του Reynolds ήταν γνωστό ότι η μετάβαση στην τυρβώδη κα-
τάσταση μπορούσε να καθυστερήσει,όσο μειώνονταν οι ατέλειες της πειραματικής
διάταξης (1883).Θα λέγαμε πως αυτή η παρατήρηση αποτελεί και την αρχή για την
ύπαρξη ασταθειών σε πεπερασμένου πλάτους διαταραχές σε ροές.

Για ένα διάστημα η προόδος της θεωρίας επικεντρώθηκε στην γραμμική περιο-
χή(Heisenberg,Lin,Thomas ),όπου και η αστάθεια ή ευστάθεια μιας ροής καθόριζε
την μετάβαση.Παράλληλα ο Squire (1933) απέδειξε ότι σε ροές μεταξύ παράλληλων
τοιχομάτων οι δισδιάστατες διαταραχές γίνονται ασταθής σε χαμηλότερους αριθ-
μούς Reynolds (Re) από τις τρισδιάστατες.΄Ομως αυτή η θεώρηση ,αν και επιτυχής
για μικρές διαταραχές, απείχε αρκετά απο τα πειραματικά αποτελέσματα.

Με την εμφάνιση των ηλεκτρονικών υπολογιστών ήταν αναπόφευκτο να χρησι-
μοποιηθούν και για την μελέτη διαφορικών εξισώσεων.Αριθμητικά πειράματα απο
τους Zahn et al. σε ροή poiseuille 2 διαστάσεων με μια προσέγγιση μέσης ροήσ-
πρώτης αρμονικής,εντόπισαν μη γραμμικές κυματικές λύσεις του συστήματος,οι
οποίες αντιστοιχούσαν και σε περιοχές που ήταν γραμμικά ευσταθείς.

Χρησιμοποιώντας αρχικές συνθήκες που καταλήγουν σε αυτές τις λύσεις και
μικρές 3−D διαταραχές, οι Orszag και Patera (1980) πέτυχαν μετάβαση σε χαμη-
λότερους αριθμούς Reynolds (subcritical transition) από ότι προέβλεπε η γραμμι-
κή θεωρία σε ροή Poiseuille τριών διαστάσεων.Η αρχική ενέργεια των διαταραχών
μειώθηκε στη συνέχεια,όταν οι Butler και Farell (1994) έδειξαν πως γραμμικά op-
timal καταλήγουν και αυτά στην μη γραμμική λύση με αρχική ενέργεια μια τάξη
μεγέθους μικρότερη.

Μέχρι πρόσφατα λοιπόν η ελάχιστη ενέργεια μετάβασης εντοπιζόταν κυρίως
διαισθητικά,καθώς η δοκιμή όλων των πιθανών αρχικών συνθηκών είναι πρακτικά
αδύνατη.Η αυξηση της υπολογιστικής ισχύος επέτρεψε την κατασκευή και χρήση
μεθόδων βελτιστοποίησης,για τις οποίες απαιτείται η επανάληψη μιας αριθμητικής
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ολοκλήρωσης αρκετές φορές .Αποτελέσματα των Zuccher,Bottaro and Luchini ,
Pringle and Kerswell,Cherubini,δείχνουν ότι η προσέγγιση του προβλήματος με
ένα συναρτησοειδές προς μεγιστοποίηση αποφέρει αποτελέσματα.

Στο πλαίσιο αυτής της εργασίας, θα ασχοληθούμε με τέτοιου είδους βελτιστο-
ποιήσεις σε δυναμικά συστήματα.



Κεφάλαιο 2

Απλά μοντέλα εξέλιξης των
διαταραχών

Θα μελετήσουμε καταρχήν κάποια πιο απλά μοντέλα,που επιχειρούν να περι-
γράψουν την τυρβώδη κατάσταση χρησιμοποιώντας μερικά από τα χαρακτηριστικά
της (toy models ) Το αρχικό μας σύστημα είναι οι εξισώσεις Reynolds όπου έ-
χουμε μια δισδιάστατη διαταραχή.Στο επόμενο βήμα αφήνουμε την διαταραχή να
αλληλεπιδράσει με την μέση ροή του συστήματος.Τέλος,επιπλέον θα εισάγουμε
μια μεταβλητή που περιγράφει την inflectional streak instability ,αυξάνοντας τους
βαθμούς ελευθερίας του συστήματος σε 4.Η μέθοδος που χρησιμοποιούμε για την
μεγιστοποίηση της ενέργειας περιγράφεται στην ενότητα Αʹ.2 του παραρτήματος.

2.1 Σύστημα Reynolds

Το σύστημα του Reynolds επικεντρώνεται στην θεμελιώδη γραμμική συμπερι-
φορά των διαταραχών σε μια ροή [12].Οι συνιστώσες του αντιστοιχούν στο streak
(u) και το roll (v) . Περιγράφεται από την ακόλουθη διαφορική εξίσωση.

ẋ =

(
−1 r
0 −2

)
x, r = 10 (2.1)

Από όπου υπολογίζουμε τις ιδιοτιμές και ιδιοκαταστάσεις.

λ1 = −2, ~u1 =

(
0.9950
−0.0995

)
λ2 = −1, ~u2 =

(
1
0

)
(2.2)

Βλέπουμε πως οι ιδιοκαταστάσεις του συστήματος δεν είναι ορθογώνιες,δηλαδή
έχουμε να κάνουμε με έναν μη κανονικό πίνακα.Υπολογίζουμε και το adjoint σύ-
στημα.Επειδή είναι γραμμικό το λ θα δίνεται από την

λ̇ =

(
1 0
−r 2

)
λ (2.3)

3
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Σχήμα 2.1: Η εξέλιξη των ιδιοκαταστάσεων του συστήματος και της κατάστασης
v0

0 1 2 3 4 5
0

1

2

3

4

5

6

7

t

E
(t

)

 

 

u
2

U
2

u
1

U
1

Σχήμα 2.2: Ιδιοκαταστάσεις και adjoint καταστάσεις
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Σχήμα 2.3: Οι παραπάνω λύσεις σε λογαριθμική κλίμακα
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Σχήμα 2.4: Το adjoint διάνυσμα και οι ιδιοκαταστάσεις
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Σχήμα 2.5: Η μέγιστη τιμή του συναρτησοειδούς και ο υπολογισμός με τις ιδιοτιμές
του M(T )
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Λόγω των αρνητικών ιδιοτιμών του πίνακα,κάθε αρχική κατάσταση του συστήμα-
τος αναλώνεται.΄Ομως,επιλέγοντας αρχικές συνθήκες που να απομακρύνονται από
τις ιδιοκαταστάσεις μπορούμε να δούμε ότι οι λύσεις εμφανίζουν ένα μέγιστο στο

μέτρο του συστήματος πριν τελικά καταλήξουν στο 0 (Σχημ.2.6,u0 = 1
2

(√
3
1

)
) .

΄Οπως μπορούμε να δούμε και στο λογαριθμικό διάγραμμα 2.3 όλες οι αρχικές
συνθήκες συμπεριφέρονται ασυμπτωτικά ως exp−t εκτός της u1. Χρησιμοποιούμε
τον αλγόριθμο μεγιστοποίησης Αʹ.Με βάση τις λύσεις που έχουμε,ένα καλό χρο-
νικό διάστημα είναι μέχρι τις 5 μονάδες χρόνου,καθώς κάπου εκεί μπορούμε να
πούμε ότι οι λύσεις μας θα μηδενίζονται.

Η ποσότητα που θέλουμε να μεγιστοποιήσουμε είναι η G(x) = x†(T )x(T ) =
x2(T )+ y2(T ) = E(T ).Ο περιορισμός για τις αρχικές συνθήκες είναι x†(0)x(0) =
1.Οπότε για να κατασκευάσουμε την G θα πρέπει να τρέξουμε τον αλγόριθμο σε
διάφορες χρονικές στιγμές.

Βλέπουμε πως το adjoint U1 (2.4) δεν αντιστοιχεί σε κάποιο από τα μέγιστα
της 2.5 αλλά όσο αυξάνεται ο χρόνος που μας ενδιαφέρει,τόσο τείνει σε αυτό η
μέγιστη αρχική κατάσταση.
Επιπλέον,για να επαληθεύσουμε την ακρίβεια της καμπύλης που βρήκαμε,μπορούμε

να υπολογίσουμε το μέγιστο και μέσω του πίνακα M(T ).΄Οπως βλέπουμε ο αλ-
γόριθμος συμφωνεί με τα αναλυτικά αποτελέσματα,τουλάχιστον σε ένα γραμμικό
πρόβλημα (2.5).

2.2 Μοντέλο του Waleffe

Το επόμενο μοντέλο που θα εξετάσουμε επιχειρεί να περιγράψει πως μια ροή με-
ταβαίνει σε μια αυτο-συντηρούμενη τυρβώδη κατάσταση [13].Καταρχήν,από τις 4
μεταβλη-

d

dt


u
v
w
m

 =
1

R


0
0
0
σ

− 1

R


µu
λv
νw
σm

+


0 0 −δw v
0 0 γw 0
γw −δw 0 0
−v 0 0 0



u
v
w
m

 (2.4)

τές του μοντέλου,οι u αντιστοιχουν στα streaks,οι v στα rolls και οι w στο πλάτος
της αστάθειας του streak Αυτές είναι και οι διαταραχές.Το m αντιστοιχεί στην
μέση ροή.Οι σταθεροί όροι που πολλαπλασιάζουν τις μεταβλητές(µ, λ ,ν, σ) είναι οι
επιμέρους τριβές,ενώ οι γ, δ είναι οι μη-γραμμικοί συντελεστές αλληλεπίδρασης.Το
ζητούμενο σε αυτό το πρόβλημα διαφοροποιείται κάπως,καθώς τώρα αναζητούμε
την ελάχιστη ενέργεια που οδηγεί σε διατήρηση του συστήματος.
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Σχήμα 2.7: Λύσεις των συνιστωσών του μοντέλου του Waleffe

Μια παρατήρηση που μπορούμε να κάνουμε από την μορφή του πίνακα είναι
πως εάν πολλαπλασιάσουμε το σύστημα με το (u, v, w,m) τότε ο πίνακας στο
δεξί μέλος της σχέσης μηδενίζεται,καθώς είναι αντισυμμετρικός.Οι μη γραμμικοί
όροι ανακατανέμουν την ενέργεια.Καταλήγουμε στην παρακάτω έκφραση,η οποία
ουσιαστικά οριοθετεί την αναλωτική περιοχη του συστήματος.

d

dt
(u2 + v2 + w2 +m2) =

σm

R
− 1

R
(µu2 + λv2 + νw2 + σm2) (2.5)

d

dt
(u2 + v2 + w2 +m2) =

σ

4R
− 1

R
(µu2 + λv2 + νw2 + σ(m− 1

2
)2) (2.6)

Μπορούμε να εξάγουμε και πιο απλά μοντέλα από το παραπάνω.Αν για παράδειγ-
μα θέσουμε το m = 1 και το w = 0, τότε βλέπουμε ότι μένει το σύστημα Reynolds
.Εάν διατηρήσουμε τις αλληλεπιδράσεις με την μέση ροη,αλλα πάλι κρατήσουμε το
w = 0,μελετάμε το σύστημα με διαταραχές 2 διαστάσεων.

Πριν να καταπιαστούμε με τον υπολογισμό της ελάχιστης ενέργειας,θα ήταν
χρήσιμο να δούμε ποιές λύσεις μας δίνει το πλήρες σύστημα για διάφορες αρχικές
συνθήκες.Οι τιμές των παραμέτρων που θα χρησιμοποιήσουμε είναι R = 357, µ =
λ = σ = 10, ν = 15, γ = 0.5, δ = 1.Από την (2.6) ,και επειδή ξεκινάμε με m = 1
είμαστε κατευθείαν στην αναλωτική περιοχή του συστήματος.
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Σχήμα 2.8: Η προβολή της τροχιάς στο επίπεδο (U,M)
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Σχήμα 2.9: Χρονικές μεταβολές των επιμέρους ενεργειών
Ep(Διαταραχές),Em(Μέση ροή) και της συνολικής ενέργειας Ε(U,M)
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Ας επιλέξουμε ως αρχικές συνθήκες τις u = 0.010, v = 0.017, w = 0.002,m =
1.Απο αυτές μπορούμε να υπολογίσουμε και την αρχική ενέργεια των διαταραχών
E0 = 3.93 · 10−4.Απο το σχήμα (2.7) φαίνεται πως το μοντέλο μετά απο κά-
ποιον χρόνο καταλήγει σε μια περιοδική κατάσταση, κάτι που φαίνεται και από την
2.8.Μια ερώτηση που θα ήταν ενδιαφέρον να απαντήσουμε είναι εαν αυτη η περιο-
δική τροχιά είναι συγεκριμένη η εξαρτάται από την αρχική ενέργεια.Θα περιμέναμε
πάντως λόγω της 2.6 να εξελίσσονται στον ίδιο χώρο.

Η συμπεριφορά της ενέργειας είναι ενδιαφέρουσα,καθώς από μια περίπου στα-
θερή τιμή σχεδόν μηδενίζεται.Η απότομη πτώση συνδιάζεται με την αύξηση της
ενέργειας των διαταραχών.2.2.1 2-D διαταραχές
Σε αυτήν την απλοποιημένη περίπτωση,το σύστημα γράφεται ως

d

dt

u
v
m

 =
1

R

0
0
σ

− 1

R

µu
λv
σm

+

 0 0 v
0 0 0
−v 0 0

u
v
m

 (2.7)

,και εάν λύσουμε και την εξίσωση για το v θα έχουμε την πιο συμπαγή μορφή

d

dt

(
u
m

)
= −

(
σ
R −v(t)
v(t) σ

R

)(
u
m

)
+

(
0
σ
R

)
(2.8)

Η σχέση 2.6 μετασχηματίζεται στην παρακάτω (λαμβάνοντας υπόψιν ότι µ = λ =
σ

d

dt
(u2 + v2 +m2) =

σ

4R
− σ

R
(u2 + v2 + (m− 1

2
)2) (2.9)

΄Οπως μπορούμε να δούμε η v διαταραχή εμφανίζει εκθετική μείωση.΄Οσο υπάρχει
το v,εμφανίζονται μη-γραμμικοί όροι στις u,m οπότε θα εξετάσουμε την εξέλι-
ξη του μοντέλου για αυτές τις χρονικές περιόδους που το υ δεν είναι αμελητέ-
ο.Διαφορετικά,έπειτα από αρκετό χρόνο το σύστημα καταλήγει στην κατάσταση
(0, 0, 1).΄Οπως βλέπουμε και από το σχήμα 2.11 η ενέργεια έχει την ίδια μορφή με
το σύστημα του Reynolds .Οπότε θα περιμέναμε μια παρόμοια γραφική παράσταση
και για την μέγιστη ενέργεια.

Θέλουμε να βρούμε την αρχική συνθήκη (u, v) η οποία να μεγιστοποιεί την
ενέργεια των διαταραχών E = u2(T ) + v2(T ).Με βάση την παραπάνω ανάλυ-
ση,δεν περιμένουμε να υπάρχει αυτο-συντηρούμενη κατάσταση.Σε αυτό το σημείο
μπορούμε να γράψουμε το πρόβλημα που έχουμε να μεγιστοποιήσουμε.Επειδή το
u2(0) + v2(0) δεν είναι μοναδα,θα πρέπει να το υπολογίσουμε στο συναρτησοει-
δές.΄Αρα

G(V (0), V (T )) =
V †(T )V (T )

V †(0)V (0)
, V =

(
u
v

)
(2.10)
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Σχήμα 2.10: Οι συνιστώσες για διαταραχές 2 διαστάσεων για αρχικές συνθήκες
(0.015, 0.021, 1)

Επιβάλλουμε την εξέλιξη του συστήματος με την σχέση 2.7 ,και επιπλέον απαιτούμε
να ξεκινάμε πάντα από την ίδια ενέργεια.

G(V (0), V (t), V (T ), λ, c) =

V †(T )V (T )

V †(0)V (0)
−
∫ T

0

λ†(t)(Ẋ(t)− f(X(t)))dt− c[V †(0)V (0)− E0] (2.11)

G(V (0), V (t), V (T ), λ, c) =
V †(T )V (T )

V †(0)V (0)

−λ†(T )X(T ) + λ†(0)X(0)−
∫ T

0

λ̇†(t)X(t) + λ†f(X(t))dt− c[V †(0)V (0)− E0]

(2.12)
Από την παραπάνω εξάγουμε τις adjoint εξισώσεις

2V (T )

E0
= λ(T ) (2.13)

λ̇ = −

− σ
R 0 −v
m − σ

R −u
v 0 σ

R

λ (2.14)

∂G

∂x0
= −2cV (0) + λ(0) (2.15)
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Σχήμα 2.11: Οι ενέργειες Ep των διαταραχών,Em της μέσης ροής και E του
συστήματος για διαταραχές 2 διαστάσεων
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Σχήμα 2.12: Η μέγιστη τιμή που φτάνει η G(T ) για τις διάφορες αρχικές ενέργειες
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Σχήμα 2.13: Η μέγιστη τιμή που φτάνει η G(T ) για τις διάφορες αρχικές ενέρ-
γειες.Οι μικρότερες ενέργειες εμφανίζονται αργότερα και έχουν υψηλότερες κορυ-
φές

Για το c επιλέγουμε την τιμή c = 1
2
V †(0)λ(0)
V †(0)V (0)

έτσι ώστε να κρατήσουμε μόνο
την κάθετη στο x(0) συνιστώσα του λ(0).Οι σταθερες του μοντέλου είναι R =
357 ,σ = 10,και η αρχική ενέργεια E0 = 4 · 10−4.Επίσης θα επαναλάβουμε την
διαδικασία για 2 ακόμα ενέργειες E1(0) = 4.5 · 10−4 , E2(0) = 5 · 10−4

Η γραφική παρασταση που μας δίνει ο αλγόριθμος είναι παρόμοια με το σύστημα
Reynolds .΄Οπως βλέπουμε και για τις διαφορετικές ενέργειες,φαίνεται πως η G(T )
είναι μεγαλύτερη όσο μικραίνει η αρχική ενέργεια των διαταραχών.΄Ενα χαρακτηρι-
στικό των λύσεων που μεγιστοποιούν το σύστημα των 2-D διαταραχων είναι πως
η ενέργεια κυρίως βρίσκεται στις v διαταραχές.2.2.2 3-D διαταραχές
Επιστρέφουμε στο πλήρες σύστημα.Με βάση τις λύσεις του συστήματος που εί-
δαμε παραπάνω θα περιμέναμε για τους πρώτους χρόνους το σύστημα να εμφανίζει
μια κορυφή όπως το σύστημα Reynolds ,ενώ στη συνέχεια είτε θα καταλήγει στο
μηδέν ή σε μια αυτοσυντηρούμενη κατάσταση.΄Εχουμε την αρχική ενέργεια από το
σύστημα που ολοκληρώσαμε πριν οπότε η ελάχιστη ενέργεια θα είναι μικρότερη
απο αυτήν.Για να περιορίσουμε κάπως τις αρχικές συνθήκες που υπολογίζουμε ξε-
κινάμε με 4 διαφορετικές ενέργειες και στη συνέχεια αναλύουμε περισσότερο το
διάστημα μεταξύ της πρώτης που διατηρείται και της τελευταίας που μηδενίζεται.
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Σχήμα 2.14: Η ενέργεια των διαταραχών που μεγιστοποιούμε,και η συνολική ε-
νέργεια των διαταραχών

Οι εξισώσεις του προβλήματος δεν διαφέρουν απο την ανάλυση που κάναμε πα-
ραπάνω εκτός από τον πίνακα του adjoint .Και εδώ η ποσότητα που μας ενδιαφέρει

είναι η G(x(T ), x(0)) = u2(T )+v2(T )
u2(0)+v2(0) .Ο adjoint πίνακας είναι

[
∂f

∂x
]T =


− λ
R 0 γw −v
m − µ

R −δw −u
−2γw 2δw − ν

R 0
v 0 0 − σ

R

 (2.16)

Χρησιμοποιούμε και εδώ τις παραμέτρους που χρησιμοποίησαμε παραπάνω R =
357, µ = λ = σ = 10, ν = 15, γ = 0.5, δ = 1.Οι αρχικές μας τιμές είναι τυχαίες
για τα u, v με συγεκριμένη ενέργεια.Θέτουμε το m = 1 και το w = 10−4.

Οι διαφορές στο εάν χρησιμοποιήσουμε 2-διάστατη ή 3-διάστατη είναι μικρές,εκτός
από τα μέγιστα των ενεργειών.όπως βλέπουμε στο διάγραμμα από την ολοκλήρωση
του συστήματος (Σχήμα 2.14).Ειδικά επειδή έχουμε αρχικά ένα μικρό w δεν θα
εμφανίζονται ιδιαίτερες διαφορές. Επειδή μπορούμε να βρούμε αρχικές συνθήκες
που περνάνε το κατώφλι πιο αργά για την ίδια ενέργεια,θα περιμέναμε το γράφημα
της G(T ) από την στιγμή που περνάει στην αυτοσυντηρούμενη φάση να αποτε-
λείται από τις κορυφές των λύσεων,οπότε ουσιαστικά θα παρατηρούσαμε αυξηση
μέχρι να σταθεροποιόταν το σύστημα στην περιοδική τροχιά.
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Σχήμα 2.15: Το G(T ) για την δεύτερη περιοχή ενεργειών

Από τα διαγράμματα μπορούμε να συμπεράνουμε πως η ελάχιστη ενέργεια βρί-
σκεται μεταξύ E0 = 3.6130 · 10−4 − 3.6140 · 10−4,αλλά η ακρίβεια του κώδι-
κά μας δεν μας επιτρέπει να δούμε αυτήν την περιοχή.Για να εξετάσουμε εάν υ-
πάρχουν λύσεις,χρησιμοποιούμε τον αλγόριθμο μέχρι ένα μικρότερο χρονικό διά-
στημα (σε αυτήν την περίπτωση μεχρι χρόνο 200) και βρίσκουμε τις αρχικές
συνθήκες.Με αυτές ολοκληρώνουμε το σύστημα για αρκετό χρόνο και βλέπου-
με ότι το σύστημα περνάει το κατώφλι έπειτα από περίπου 500 μονάδες χρό-
νου.Αν δοκιμάσουμε να ξαναξεκινήσουμε τον αλγόριθμο σε αυτό το σημείο,σε
αντίθεση με την αρχική του υλοποίηση πλεον πρέπει να αλλάξουμε το πρόσημο
του e για να παρατηρήσουμε αυξηση. Η λύση(2.18,2.19) έχει αρχικές συνθήκες
(0.0062110, 0.01899853, 10−4, 1).Χρησιμοποιώντας παρόμοια προσέγγιση δεν κα-
ταφέραμε να εντοπίσουμε λύση για E0 = 3.6132·10−4,οπότε για περαιτέρω ακρίβεια
θα πρέπει να αναζητήσουμε λύσεις στο διάστημα E0 = 3.6132− 3.6133 · 10−4.

΄Οπως βλέπουμε και στο λογαριθμικό διάγραμμα το G(T ) φτάνει σε μια τιμή της
τάξης του 2 · 103,δηλαδή η αρχική ενέργεια που εισάγουμε στο σύστημα γίνεται
περίπου 2000 φορές μεγαλύτερη.
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Σχήμα 2.16: Το G(T ) για την τρίτη περιοχή ενεργειών.Καθώς οι ενέργειες πλη-
σιάζουν στο κατώφλι βλέπουμε το G(T ) να επιβιώνει για μεγαλύτερα χρονικά
διαστήματα
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Σχήμα 2.17: Μια συνολική απεικόνιση των G(T ) στις διάφορες ενέργειες.
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Σχήμα 2.18: Η ενέργεια των διαταραχών σε χρόνο t (E0 = 3.6133 · 10−4)
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Σχήμα 2.19: Εξέλιξη των συνιστωσών με τον χρόνο(E0 = 3.6133 · 10−4)
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Κεφάλαιο 3

Αστάθεια σε ροές

Το επόμενο βήμα είναι να θεωρήσουμε κάποιες απλές ροές και να εξετάσουμε
την εξέλιξη μικρών διαταραχών.

3.1 Σταθερές λύσεις ροών

΄Ενα ασυμπίεστο ρευστό με ιξώδες περιγράφεται από την εξισώση Navier-Stokes

σε 2 διαστάσεις για το πεδίο ταχυτήτων ~V = U(x, y, t)x̂+V (x, y)ŷ με συνοριακές
συνθήκες μη-ολίσθησης

∂t~V + (~V · ~∇)~V = −~∇P +
1

Re
∆~V (3.1)

(3.2)
~∇ · ~V = 0 (3.3)

~V = 0 (3.4)

Επειδή οι διαταραχές που χρησιμοποιούμε είναι χρονο-εξαρτώμενες,αρχικά θα πρέ-
πει να βρούμε μόνιμες ( ∂t = 0) λύσεις του παραπάνω συστήματος.

Ροή Couette Η διάταξη της ροής Couette έχει τα 2 παράλληλα επίπεδα να
κινούνται σε αντίθετες κατευθύνσεις με το ίδιο μέτρο ταχύτητας.Αυτές οι ταχύ-
τητες αποτελούν και τις συνοριακές συνθήκες του προβλήματος.Θεωρούμε ένα
πεδίο ~V = V (y)x̂,και αντικαθιστούμε στην εξίσωση (3.3).Τότε καταλήγουμε στις
2 παρακάτω εκφράσεις

−∂xP +
1

Re
∂2yU = 0 (3.5)

−∂yP = 0 (3.6)

Η 3.6 μας λέει ότι η πίεση P μπορεί να είναι μόνο συνάρτηση του x.Τότε από
την 3.5 καταλήγουμε στο συμπέρασμα πως ο κάθε όρος ισούται με μια σταθερά

19
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α.Το πεδίο U(y) τότε θα δίνεται ως U(y) = αy2 + βy + γ.Με την χρήση των
συνοριακών συνθήκων U(1) = U0,U(−1) = −U0 (+ υπόθεση U(y) = −U(−y)
περιττη συναρτηση, θα μηδενίζεται στη μεση του καναλιού) η ροή είναι η εξής.

~U = U0 · yx̂ (3.7)

Τέλος συμπεραίνουμε ότι η πίεση είναι σταθερή

Ροή Poiseuille Η ανάλυση που κάναμε παραπάνω ισχύει και εδώ,με τις συ-
νοριακές συνθήκες να αλλάζουν U(1) = 0,U(−1) = 0 (+ άρτια συνάρτηση
U(y) = U(−y)).Η ροή δίνεται τότε ως

~U = (1− y2)x̂ (3.8)

Η διαφορά σε σχέση με την ροή Couette είναι ότι η βαθμίδα της πίεσης είναι
σταθερή(υπάρχει μια σταθερή δύναμη στη ροή).

3.2 Εξισώσεις διαταραχών

Για να μελετήσουμε την εξέλιξη διαταραχών πάνω σε μια μέση ροή ορίζουμε ένα
καινούργιο πεδίο ταχυτήτων ~V ′ = U(y)x̂+ ~u′(x, y).Αντικαθιστούμε στην 3.2 και
αφού απαλείψουμε τους όρους της μέσης ροής βρίσκουμε την χρονοεξαρτώμενη
εξίσωση του ~u′.

∂t~u
′ + U · ∂x~u′ + v′ · ∂yUx̂+ (~u′ · ~∇)~u′ = −~∇p′ + 1

Re
∆~u′ (3.9)

~∇ · ~u′ = 0 (3.10)

Αρχικά περιοριζόμαστε στην γραμική περίπτωση,οπότε ο όρος (~u′ · ~∇)~u′ θεω-
ρείται αμελητέος.Η πίεση p′ μπορεί να απαλειφθεί απο τις εξισώσεις εαν χρησιμο-
ποιήσουμε την 3.10,με την απόκλιση της 3.9.

∂x(∂tu
′ + U · ∂xu′ + v′ · ∂yU = −∂xp′ +

1

Re
∆ u′) (3.11)

∂y(∂tv
′ + U · ∂xv′ = −∂yp′ +

1

Re
∆ v′) (3.12)

(3.11) + (3.12) → ∂x(U · ∂xu′ + v′ · ∂yU) + ∂y(U · ∂xv′) = −∆p′ (3.13)

∆p′ = −2∂xv∂yU (3.14)

Το επόμενο βήμα είναι να δράσουμε με την Laplacian στην v συνιστώσα της
3.9,οπότε τελικά θα έχουμε μια εξίσωση μόνο για το v.

∆(∂tv
′ + U · ∂xv′ = −∂yp′ +

1

Re
∆ v′) (3.15)

∂t∆v
′ +∆(U · ∂xv′) = −∂y(−2∂xv

′∂yU) +
1

Re
∆∆v′) (3.16)

∂t∆v
′ = −U · ∂x∆v′ + ∂2yU∂xv

′ +
1

Re
∆∆v′ (3.17)
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Σχήμα 3.1: Το φάσμα των ιδιοτιμών της ροής Poiseuille για N = 197, Re =
4000, k = 1.25 και η λιγότερο ευσταθής ιδιοκατάσταση

Αν στην παραπάνω εξίσωση υποθέσουμε ότι το v′ = v̂(y, t)eikx τότε μπορούμε
να μελετήσουμε περιοδικές δομές μήκους lx = 2π/k (σε ενα άπειρο κανάλι στη
x-διεύθυνση)

∂t(∂
2
y − k2)v̂ = −ikU(∂2y − k2)v̂ + ik∂2yUv̂ +

1

Re
(∂2y − k2)(∂2y − k2)v̂ (3.18)

v̂(±1, t) = 0 (3.19)

Ο υπολογισμός του v θα μας δώσει και το u από την 3.10,αλλά και 2 ακόμα
συνοριακές συνθήκες

ikû = −∂y v̂ (3.20)

∂y v̂(±1, t) = 0 (3.21)3.2.1 Διακριτή μορφή
Μια μέθοδος μελέτης της παραπάνω εξίσωσης είναι να διακριτοποιήσουμε το

v̂ και τις ποσότητες που δρούν σε αυτό (Βʹ.1.1).Οι ποσότητες με τους δείκτες
1, 2, ..., N είναι οι τιμές των συναρτήσεων στα σημεία y1, y2, ..., yN .Η διακριτοποί-
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ηση που εφαρμόζουμε είναι οι πεπερασμένες διαφορές.

v̂(y, t) =


v1(t)
v2(t)
...

vN (t)

 , U(y) =


U1 0 ... 0
0 U2 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... UN

 (3.22)

Τελικά μπορούμε να γράψουμε την εξέλιξή των διαταραχών ώς ένα γραμμικό
σύστημα ẋ = Ax

∂tD2v = −ikUD2v + ik∂2yUv +
1

Re
(D4 − 2k2D2 + k4)v (3.23)

∂tv = D−1
2 (−ikUD2 + ik∂2yU +

1

Re
(D4 − 2k2D2 + k4))v (3.24)

Ενέργεια διαταραχών

Η κινητική ενέργεια των διαταραχών για κάθε χρονική στιγμή είναι

E =

∫ ∫
~u′ · ~u′

2
dxdy (3.25)

Στην γραμμική περίπτωση μπορούμε να εκμεταλλευτούμε την σ΄χεση μεταξύ του
u′ και του v′ για να ξαναγράψουμε την ενέργεια.∫ ∫

u2 + v2

2
dxdy =

∫ ∫
(ûeikx + û∗e−ikx)2 + (v̂eikx + v̂∗e−ikx)2

8
dxdy (3.26)∫

|û|2 + |v̂|2

4
dy =

∫
∂y v̂

∗∂y v̂ + k2v̂∗v̂

4k2
dy (3.27)

∫
∂y v̂

∗∂y v̂dy = v̂∗∂y v̂|y=1
y=−1 −

∫
v̂∗∂2y v̂dy (3.28)∫ −v̂∗∂2y v̂ + k2v̂∗v̂

4k2
dy =

∫ −v̂∗(∂2y − k2)v̂

4k2
dy (3.29)

Αν τώρα περάσουμε στον διακριτό χώρο η ενέργεια γράφεται με την χρήση του
τελεστή D2

E = −v
†D2v

4k2
(3.30)

3.3 Γραμμικά optimals ροής Poiseuille

Ο υπολογισμός των γραμμικών optimals της ροής poiseuille είναι γνωστός
([10]).΄Οπως κάναμε και προηγουμένως αναζητούμε την αρχική συνθήκη η οποία
για δεδομένη ενέργεια θα μεγιστοποιεί τον ρυθμό ανάπτυξης G(T ) = E(T )

E(0) .Επειδή
περιοριζόμαστε στην γραμμική περιοχή μπορούμε να θέσουμε το E(0) = 1.
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Σχήμα 3.2: Η αρχική κατάσταση που δίνει τον μεγαλύτερο ρυθμό ανάπτυξης σε
χρόνο t = 10 και η εξέλιξή της στο χρόνο αυτό (Re = 4000, N = 197)3.3.1 Μέσω υπολογισμού ιδιοτιμών
Για να απλοποιήσουμε κάπως το πρόβλημα ξαναγράφουμε το E = − v†D2v

4k2 ως
E = V †V με το V =

√
D2v.Επιπλέον αλλάζει και το δυναμικό σύστημα που

περιγράφει τις διαταραχές ως εξής.

∂tv = Av → ∂t
√
D2v =

√
D2A

√
D2

−1√
D2v → ∂tV = ÃV (3.31)

Τώρα μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τον διαδότη του παραπάνω συστήματος
για να υπολογίσουμε τα optimal,απο τις ιδιοτιμές του πίνακαM = Φ̃†(T )Φ̃(T ).(Μια
ακόμα πιο άμεση μέθοδος είναι η ιδιάζουσα ανάλυση τελεστή,οπότε έχουμε άμεσα
και τελική κατάσταση για τον χρόνο βελτιστοποίησης.)

Ο υπολογισμός των optimal με τον παραπάνω τρόπο θα μας χρησιμεύσει για
να επιβεβαιώσουμε την ορθότητα του προγράμματος του υπολογισμού των μη-
γραμμικών optimal.3.3.2 Μέσω Conjugate Gradient βελτιστοποίησης
Για να περιοριστούμε στην γραμμικη περιοχή του προβλήματος θα πρέπει να ε-
πιβάλλουμε μια αρκούντως μικρή αρχική ενέργεια.Ελέγχουμε κατά πόσο είμαστε
στην γραμμική περιοχή από την εξέλιξη κάποιου γραμμικού optimal το οποίο αν-
τιπαραβάλουμε με την ολοκλήρωση μέσω του τελεστή Orr-Sommerfield.Ο λόγος
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Σχήμα 3.3: Η τελική κατάσταση και ο λόγος ανάπτυξης από την εξέλιξη του
τελεστή για το optimal T=15

που δεν βάζουμε απλά μια πολύ μικρή τιμή είναι γιατί το σφάλμα κατά την διάρκεια
τις μεγιστοποίησης μπορεί να φτάσει στα όρια ακριβείας του προγράμματος.Θα
ορίζουμε την ενέργεια των διαταραχών ως ένα ποσοστό τις μέσης ενέργειας της
ροής Ē.

Από τα διαγράμματα για τους ρυθμούς ανάπτυξης των δυο περιπτώσεων βλέ-
πουμε ότι συμφωνουν με ικανοποιητική ακρίβεια,οπότε το επόμενο στάδιο είναι να
υπολογίσουμε τα γραμμικά optimals μέσω του προγράμματος βελτιστοποίησης και
να τα συγκρίνουμε.

Ως αρχική ενέργεια των διαταραχών επιλέγουμε την E0 = 10−7Ē.Θα υπολο-
γίσουμε τα optimals για χρόνο T = 1 έως T = 30 και στη συνέχεια θα τα
συγκρίνουμε με τα optimals του τελεστή Orr-Sommerfield . ΄Οπως παρατηρούμε
από το σχήμα,οι δυο διαφορετικές μέθοδοι συμφωνούν.

3.4 Μη-γραμμικά optimals

΄Εχουμε επιβεβαιώσει πως ο αλγόριθμος μεγιστοποίησης εντοπίζει με αρκετά
καλή ακρίβεια τα OP(Linear Optimals) . Επίσης όπως θα δούμε και στο παρακάτω
κεφάλαιο το DNS περιγράφει το FAS (Finite Amplitude State) . ΄Οπως έχουν
δείξει οι Butler και Farrell(1992)αρχικές διαταραχές με ενέργεια της τάξης του
O(10−4) της μέσης ροής είναι ικανές να προκαλέσουν μετάβαση της ροής Poiseuille
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Σχήμα 3.4: Η τελική κατάσταση και ο λόγος ανάπτυξης από την εξέλιξη του
πλήρους κώδικα για το ίδιο optimal και αντιπαραβολή με το γραμμικό (κόκκινοι
κύκλοι),για ενέργεια 10−7Ē
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Σχήμα 3.5: OP σε χρόνο T = 14.Η δομή του γραμμικά υπολογισμένου (στα
αριστερά) OP προς το κέντρο του καναλιού φαίνεται καλύτερα καθορισμένη.
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Σχήμα 3.6: Τα 2 OP έχουν την ίδια δομή για T = 40.
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Σχήμα 3.7: Σε χαμηλές ενέργειες τα conjugate gradient υπολογισμένα OP συμ-
φωνούν με τα γραμμικά.
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. Αυτή η τιμή της ενέργειας είναι αρκετά μικρότερη από αυτήν που αρχικά είχαν
εντοπίσει οι Orszag και Patera (1980),της τάξης O(10−3).Θα παρατηρήσουμε εδώ
ότι γραμμικά η ροή είναι ευσταθής για τις παραμέτρους του προβλήματος (χωρίο
[2× 2π/k], με k = 1.25 και Re = 4000).

Οι ιδιοκαταστάσεις OS χρειάζονται αρχική ενέργεια της τάξης του 0.1% της
μέσης.Μπορούμε να προσδιορίσουμε με ικανοποιητική ακρίβεια την απαραίτητη αρ-
χική ενέργεια της λιγότερο ευσταθούς OS. Για το γραμμικό optimal σε T =
15,γνωρίζουμε ότι η ενέργεια βρίσκεται στην περιοχή [0.0001Ē, 0.0005Ē].

Αν και στο προηγούμενο μοντέλο ξεκινήσαμε την αναζήτηση των NLOP από μια
τυχαία κατάσταση,εδώ θα ακολουθήσουμε τους Pringle και Kerswell , Cherubini
et al.,και ως αρχική συνθήκη επιλέγουμε το κατάλληλο OP .

Μια πρώτη επιλογή θα μπορούσε να είναι το OP για T = 15.Μια επιπλέον δοκιμή
OP διαφορετικών χρόνων όμως (σε αρχική ενέργεια E0 = 2 · 10−4Elam) μας δίνει
μια καλύτερη εικόνα.Ενώ τα OP για μικρούς χρόνους επιστρέφουν στην μόνιμη ρο-
ή,τα OP μεγαύτερων χρονικών στιγμών είναι αυτά που αποκτούν την μεγαλύτερη
ενέργεια.Οι διαφορές πάντως δεν είναι σημαντικές για τα OP T >= 30.Η πιθα-
νότερη εξήγηση για αυτήν την συμπεριφορά είναι πως καθώς αυξάνουμε το χρόνο
έχουμε μεγαλύτερη συμμετοχή της λιγότερο ευσταθούς OS , αλλά από ένα ση-
μείο και μετά η διαφορά είναι αμελητέα (Φτάνουμε ασυμπτωτικά στην μεγαλύτερη
δυνατή τιμή της OS ).

Για τον υπολογισμό των NLOP (Non-Linear Optimals)θα χρησιμοποιήσουμε
διαταραχές με αρχική ενέργεια μικρότερη της παραπάνω,έτσι ώστε να συγκρίνουμε
κατά πόσο μπορούμε να βελτιώσουμε τις τιμές των γραμμικών optimal.Καθώς ο
κώδικας που χρησιμοποιούμε διατηρεί την ροή μάζας σταθερή,θα υπολογίσουμε
και την εξέλιξη των γραμμικών OP με τον ίδιο περιορισμό.

Ο χρονος T = 40 φαίνεται ένα καλό σημείο για να εξετάσουμε αν ένα σύστημα
έχει αρχίσει την μετάβαση στο FAS ή καταλήγει στο laminar state . Οπότε θα πε-
ριορίσουμε την αναζήτησή μας σε NLOP αυτής της χρονικής στιγμής για διάφορες
αρχικές ενέργειες.Ξεκινάμε την αναζήτηση για κάθε ενέργεια με αρχική συνθήκη
το OP για T = 40 και επιπλέον ένα μικρό ποσοστό θορύβου 10−3∗max(OP ),την
οποία στην συνέχεια νορμαλίζουμε στην E0.΄Ενας ακόμα περιορισμός που απαι-
τούμε είναι οι διαταραχές να είναι περιοδικές στον x-άξονα (και να μην αλλάζουν
την μέση ροή).

Για 2 αρχικές ενέργειες NLOP παρατηρούμε πως η ελάχιστη OS διαχωρίζει τις
καταστάσεις που ομαλοποιούνται και αυτές που καταλήγουν στο FAS . Εκτός
από την ενέργεια των διαταραχών πρέπει να λάβουμε υπόψη μας και την μέση
ροή.Στην OS λόγω της μεγαλύτερης αρχικής ενέργειας περιμένουμε η μέση ροή να
αλλάζει περισσότερο από τα NLOP για το ίδιο χρονικό σημείο.΄Εχουμε περιορίσει
την αρχική ενέργεια που απαιτείται στο (1.45−1.47)∗10−4Eb.Δεν περιμένουμε να
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Σχήμα 3.8: Διαφορές στην συμπεριφορά των OP ίδιας ενέργειας αλλά διαφορετι-
κού χρόνου βελτιστοποίησης.

υπάρχουν ιδιαίτερες αλλαγές στον μηχανισμό μετάβασης σε σχέση με την ακριβή
ελάχιστη ενέργεια.

Φαίνεται λοιπόν πως η κεντρική ιδέα του μηχανισμού μετάβασης,δηλαδη η αλ-
λαγή στην συμπεριφορά της λιγότερο ασταθούς OS δεν αλλάζει είτε χρησιμοποι-
ήσουμε OP είτε NLOP . Με βάση τα παραπάνω πειράματα δεν εντοπίσαμε κάποιο
διαφορετικό τρόπο μετάβασης.(΄Ισως όχι)3.4.1 Σύγκριση OP και NLOP

Μια σύγκριση μεταξύ του OP γραμμικά και σε DNS δίνει μια εξήγηση γιατί δεν
περιμένουμε αλλαγές στα NLOP .Σε ενέργειες της τάξης O(10−4) η συμπεριφορά
της ενέργειας είναι γραμμική για τις πρώτες 10 μονάδες του χρόνου.

Περιορίζουμε το NLOP σε μια αρμονική για να εξετάσουμε την συνεισφορά των
υπόλοιπων.΄Οπως βλέπουμε και στο διάγραμμα (3.11) έχουμε πάλι μετάβαση,αλλά
η ενέργεια είναι χαμηλότερη του πλήρους NLOP . Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι όλες
οι αρμονικές είναι απαραίτητες στο NLOP . Επίσης μια σύντομη επιστροφή στην
γραμμική περιοχή για να συγρίνουμε τα 2 optimal επιβεβαιώνει την υπεροχή του
γραμμικού στις χαμηλές ενέργειες. ΄Ομως από τα διαγράμματα που απεικονίζουν το
πεδίο ταχύτητας των διαταραχών οι διαφορές που παρατηρούμε είναι ουσιαστικά
αμελητέες.Σε μεγαλύτερες ενέργειες ( 0.05Eb) δεν καταφέραμε να εντοπίσουμε
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Σχήμα 3.9: Ο λόγος ανάπτυξης βελτιστοποιημένων αρχικών διαταραχών σε χρόνο
T = 40,για διαφορετικές αρχικές ενέργειες.
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Σχήμα 3.10: Βελτιστοπίηση για 3 αρχικές ενέργειες σε διάφορους χρόνους,με
αρχική συνθήκη το γραμμικό OP για T = 40.
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Σχήμα 3.11: Εξέλιξη της ελάχιστης OS,του OP 1.47 ∗ 10−4, των NLOP (1.45−
1.47) ∗ 10−4 και της πρώτης αρμονικής του NLOP 1.47 ∗ 10−4
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Σχήμα 3.12: Σύγκριση της εξέλιξης σε DNS και γραμμικά ενός OP



3.4. ΜΗ-ΓΡΑΜΜΙΚ�Α OPTIMALS 31

κάποιο NLOP , γεγονός που ενισχύει την μοναδικότητα του μηχανισμού μετάβασης
.

Μια διαφορά στην εξέλιξη των OP και NLOP αποτελεί η ασσύμετρη εξέλιξη
των στροβίλων.΄Οπως θα δούμε στο FAS ,οι στρόβιλοι εμφανίζουν μια μικρή κλίση
μεταξύ τους.Το OP χρειάζεται 1-2 μονάδες χρόνου επιπλέον από το NLOP για να
σπάσει την αρχική συμμετρία (φαινομενική τουλάχιστον).

Εξίσωση Reynolds-Orr

Η ενεργειακή μέθοδος αποτελεί μια άλλη προσέγγιση του προβλήματος ευστά-
θειας μιας διαταραχής.Για να παράγουμε την εξίσωση της ενέργειας διαταραχών
υπολογίζουμε το εσωτερικό γινόμενο των διαταραχτικών NS με το πεδίο ταχύτη-
τας των διαταραχών.

~u′ · (∂t~u′ + U∂x~u
′ + v∂yUx̂+ (~u′ · ~∇)~u′ + ~∇p′ − 1

Re
∆~u′) = 0 (3.32)

Ο πρώτος όρος αντιστοιχεί στην χρονική μεταβολή της ενεργειακής πυκνότη-
τας,οπότε η χρονική παράγωγος της ενέργειας των διαταραχών δίνεται από την
ολοκλήρωση στον χώρο της ~u′ ·∂t~u′ → ĖV =

∫
V
~u′ ·∂t~u′dxdy.Οι όροι που παραμέ-

νουν μετά την ολοκλήρωση αποτελούν την εξίσωση Reynolds-Orr που περιγράφει
την εξέλιξη της ενέργειας των διαταραχών.

ĖV = −
∫
V

uiuj
∂Ui
∂xj

− 1

Re

∫
V

∂ui
∂xj

∂ui
∂xj

(3.33)

Παρατηρούμε πως ο δεύτερος όρος − 1
Re

∫
∂ui
∂xj

∂ui
∂xj
είναι πάντα αρνητικός,οπότε

μειώνει την ενέργεια.Τότε φαίνεται καθαρά πως η αύξηση της ενέργειας έχει να
κάνει με τον πρώτο όρο.Σε μια ροή 2 διαστάσεων με μέση ροή ~V = (U(y), 0, 0) και
διαταραχές (u′, v′, 0) η έκφραση απλοποιείται στην −

∫ 1

−1
〈u′v′〉∂U∂y (που θα ήταν

ο ρυθμός αύξησης σε μια ροή χωρίς ιξώδες).Από την ανάλυση των Drazin και
Reid βλέπουμε ότι η εξίσωση Reynolds-Orr για διαταραχές 2 διαστάσεων είναι
ισοδύναμη με το ολοκλήρωμα της ενέργειας της εξίσωσης Orr-Sommerfeld.

΄Οπως είδαμε οι ταχύτητες μπορούν να γραφούν ως (u, v) = (−∂ψ
∂y ,

∂ψ
∂x ) .Χρησι-

μοποιούμε αυτόν τον ορισμό στην invscid έκφραση για να εξάγουμε μια πιο «απτή»
εικόνα για την εξέλιξη των διαταραχών.Ακολουθώντας μια ρευματογραμμή ψ το

dψ = 0.Τότε από το διαφορικό βλέπουμε την σχέση dy
dx = −(

∂ψ
∂x
∂ψ
∂y

)ψ.

dψ =
∂ψ

∂x
dx+

∂ψ

∂y
dy

−u′v′ ∂U
∂y

=
∂ψ

∂y

∂ψ

∂x

∂U

∂y
= (

∂ψ

∂y
)2(

∂ψ
∂x
∂ψ
∂y

)
∂U

∂y
= −(

∂ψ

∂y
)2(

∂ψ
∂x
∂ψ
∂y

)ψ
∂U

∂y
(3.34)
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Σχήμα 3.13: Εξέλιξη του OP στην π΄ρωτη σειρά και του NLOP στη δεύτερη μέχρι
την χρονική στιγμή T = 5.

Για να έχουμε ενίσχυση των διαταραχών θα πρέπει το ολοκλήρωμα αυτής της
έκφρασης να είναι θετικό,οπότε τελικά οι περιοχές που είναι σημαντικοτέρες θα

πρέπει να ικανοποιούν την σχεση (
∂ψ
∂x
∂ψ
∂y

)ψ
∂U
∂y < 0.Βλέπουμε δηλαδή πως η κλίση

των ρευματογραμμών πρέπει να είναι αντίθετη από την κλίση του πεδίου ταχύτητας
της μέσης ροής.
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Σχήμα 3.14: Εξέλιξη του NLOP μέχρι την χρονική στιγμή T = 100.
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Σχήμα 3.15: Μέση ροή και πρώτες αρμονικές τουOP (αριστερά) και NLOP (δεξιά)
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Σχήμα 3.16: Το πεδίο ταχυτήτων του OP (αριστερά) και NLOP (δεξιά)
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Σχήμα 3.17: Στρόβιλοι του OP και αντιστοιχη κλίση της μέσης ροής



Κεφάλαιο 4

Το μη γραμμικό κύμα της
ροής Poiseuille

Η τελική κατάσταση μετά την μετάβαση είναι ένα κύμα (travelling wave) σταθε-
ρού πλάτους.΄Εχουμε καταλήξει λοιπόν σε μια διαφορετική (self-sustaining) λύση
από την ομαλή ροή Poiseuille . Γενικά λύσεις διαφορετικές της μόνιμης θεωρείται
ότι έχουν κάποιο ρόλο στη συντήρηση της τυρβώδους κατάστασησ(σε 3 διαστά-
σεις).Στην ροή που εξετάζουμε υπάρχει επιπλέον και μια ασταθής τέτοια λύση,την
οποία δεν εντοπίσαμε,αλλά πρέπει να βρίσκεται ακριβώς στο όριο της μετάβασης
σύμφωνα και με τη βιβλιογραφία.(Upper and Lower Bracket Solutions )

Η δομή του κύματος δεν διαφέρει σημαντικά από την πρώτη OS κατάσταση,όπως
βλέπουμε και στα σχήματα.Αποτελείται απο 2 στροβίλους που περιστρέφονται σε
αντίθετες φορές,ενώ και η μέση ροή διαφοροποιείται από την Poiseuille όπως στο
διάγραμμα.Φαίνεται ότι αποτέλεσμα αυτής της δομής είναι η μεταφορά ορμής από
το εσωτερικό προς τα τοιχώματα.

Ταχύτητα του κύματος Πειραματικά βρίσκουμε την ταχύτητα του κύμα-
τος αφαιρώντας μια στήλη από την ψ′ και υπολογίζοντας την αντίστοιχη ενέρ-
γεια.Βλέπουμε τότε ότι η ενέργεια αλλάζει περιοδικά(αντί να παραμένει σταθε-
ρή).Από την δομή του κύματος δεν έχει διαφορά αν η στήλη που λείπει αντι-
στοιχεί στον θετικό η τον αρνητικό στρόβιλο,καθως αντιστοιχούν στην ίδια ενέρ-
γεια.Οπότε η περίοδος της ταλάντωσης είναι η μισή του κύματος.Από το διάγραμμα
βλέπουμε 17 κορυφές σε χρόνο δT = 96.13 οπότε μετά απο πράξεις βρίσκου-
με Tw = 11.31 (με βάση το βήμα ολοκλήρωσης).Η ταχύτητα του κύματος είναι
c = 2π

k
1
Tw

= 0.44

Γραμμική ευστάθεια του κύματος Για να υπολογίσουμε την ευστάθεια
του κύματος προσθέτουμε μικρές τυχαίες διαταραχές και εξετάζουμε την εξέλιξή
τους για μια περίοδο.(Υπολογισμός του αριθμού Lyapunov).
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Σχήμα 4.2: Διαφορετικές αρχικές συνθήκες καταλήγουν στην ίδια τελική κατά-
σταση
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Ουσιαστικά η ιδέα είναι πως το κύμα δεν θα αλλάξει σε αυτή την ολοκλήρω-
ση,οπότε όταν το αφαιρέσουμε στο τέλος θα έχουμε την εξέλιξη των διαταρα-
χών.Παρατηρούμε ότι οι μικρές διαταραχές είναι ασταθείς,πιθανώς επειδή το κύμα
δεν έχει ισορροπήσει ακόμη.

4.1 Ο ρόλος των FAS στην μετάβαση

Η θεωρία του Landau Ο Landau περιέγραψε αρχικά την μετάβαση με βά-
ση μια διαφορική εξίσωση για το πλάτος των διαταραχών.Για παραμέτρους που
έχουμε γραμμική ευστάθεια σε μια ροή,το πλάτος των διαταραχών θα μεγαλώνει
εκθετικά με το χρόνο.΄Ομως καθώς αυθάνεται το πλάτος και άλλοι όροι θα γίνονται
σημαντικοί,οι οποίοι αλλ΄ζουν την συμπεριφορά του συστήματος.

d|A|2

dt
= 2γ1|A|2 − α|A|4 (4.1)

΄Οταν και οι 2 σταθερές γ1, α είναι θετικές , θα υπάρχει μια ευσταθής τιμή της
|A|2 στην οποία θα καταλήγουν οι διαταραχές.Καθώς έχουμε υποθέσει ότι εί-
ναι κυματικής μορφής,θα αντιστοιχεί σε αυτές και κάποια συχνότητα ω1. ΄Οσο
απομακρυνόμαστε από την περιοχή γραμμικής αστάθειας η αρχική προσέγγιση
της κυματικής διαταραχής γίνεται λιγότερο ακριβής,τότε πιθανώς το σύστημα να
ισορροπίσει σε μια διαφορετική μέση ροή.Κατά αντιστοιχία με την αρχική διακλά-
δωση,θα εμφανιστεί και εδώ μια διαταραχή πεπερασμένου πλάτους με διαφορετική
συχνότητα.Αυτή η διαδικασία συνεχίζεται με αποτέλεσμα να εμφανιστούν διάφο-
ρες συχνότητες στο φάσμα.Παρόλα αυτά όμως δεν εξηγεί κάποια χαρακτηριστικά
της τυρβώδους κατάστασης,όπως την απώλεια αυτοσυσχέτισης αλλά και το φάσμα
ποιοτικά.

Δευτερεύουσες αστάθειες Τα παραπάνω χαρακτηριστικά μπορούμε να
συναντήσουμε σε συστήματα με παράξενους ελκυστές (strange attractors ).Ακό-
μα και σε συστήματα με λίγους βαθμούς ελευθερίας μπορούμε να παρατηρήσουμε
την μετάπτωση ενός συστήματος από ευσταθές σε περιοδικό και στη συνέχεια
χαοτικό.Αντίστοιχα με τις σταθερές λύσεις και εδώ μπορούμε να μελετήσουμε την
ευστάθεια μιας περιοδικής τροχιάς.Οι Orszag και Patera έδειξαν πως το δισδιάστα-
το κύμα της ροής Poiseuille είναι ασταθές σε 3−D διαταραχές (κάτι που οδηγεί
και στην μετάπτωση σε τυρβώδη κατάσταση) [9].

Γενικότερα,η ύπαρξη λύσεων ενισχύει μια δυναμική προσέγγιση στο σύστη-
μα,καθώς αντίστοιχα με απλά δυναμικά συστήματα περιμένουμε οι διαταραχές γύρω
από αυτές τις λύσεις να έχουν κάποια καθορισμένη συμπεριφορά.
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Σχήμα 4.5: Πεδίο ταχύτητας της λιγότερο ευσταθούς Orr-Sommerfeld (αριστερά)
και του κύματος (δεξιά)
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Σχήμα 4.6: Συγριση των μέσων τιμων ταχύτητας και vorticity του FAS (κόκκινο)
και της ροής Poiseuille (μπλε)
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Κεφάλαιο 5

Επίλογος

Από τα αριθμητικά πειράματα που διεξάγαμε,διαπιστώσαμε πως η μέθοδος μεγι-
στοποίησης είναι εν γένει επιτυξής,καθώς παρατηρούμε αύξηση της target function
.Μια δυσκολία που συναντάνε στην περίπτωση που υπάρχουν διάφορα τοπικά μέγι-
στα,όπως είδαμε και στο μοντέλο του Waleffe,αν χάναμε την λύση που είχε κάνει
μετάβαση τότε παγιδευόμασταν στην περιοχή των φθίνουσων λύσεων.

Παρόμοια στην ροή Poiseuille δεν καταφέραμε να εντοπίσουμε τα optimal αρ-
χικών χρόνων που αντιστοιχούν σε ανώτερες αρμονικές.Επίσης μακριά από την
γραμμική περιοχή ,όταν δεν χρησιμοποιούσαμε το κατάλληλο γραμμικό optimal
για αρχική συνθήκη,εντοπίζαμε λύσεις με χαμηλότερη ανάπτυθη από αυτήν του
γραμμικού για την συγκεκριμένη ενέργεια.Είναι λοιπόν σημαντικό να έχουμε κά-
ποια αρχική συνθήκη που να βοηθάει τον αλγόριθμο.

Μελετήσαμε δυναμικά συστήματα ευσταθή γραμμικά,αλλά ασταθή σε διαταρα-
χές πεπερασμένου πλάτους,με σκοπό να εντοπίσουμε το ελάχιστο πλάτος που α-
παιτείται ώστε να μεταβούν σε διαφορετική κατάσταση.Οι λύσεις που εντοπίσαμε
χρησιμοποιούν την μη κανονικότητα των συστημάτων έτσι ώστε να φτιάξουν τις
θεμελιώδεις δομές.Στην συνέχεια αυτές οι δομές γίνονται πλέον αυτοσυντηρούμε-
νες και καταλήγουν σε κάποια ευσταθή λύση.

Σε αντίθεση με τις 3−D ροές δεν εντοπίσαμε διαφορετικά NLOP και OP στην
ροή Poiseuille , παρά μόνο μικρές διαφορές κοντά στην ενέργεια μετάβασης,και
αφού έχουμε περάσει το χρονικό διάστημα όπου επικρατεί η μη κανονική συμπε-
ριφορά του συστήματος.Στην γραμμική περιο΄χη μάλιστα οι λόγοι ανάπτυξης είναι
μεγαλύτεροι από ότι μη γραμμικά.

Καταλήγουμε λοιπόν στο ότι η transient ανάπτυξη επιτρέπει την κατασκεύη ση-
μαντικών δομών σε ροές,από αρχική ενέργεια τάξεων μεγέθους μικρότερη σε σχέ-
ση με την περίπτωση που η αρχική συνθήκη ήταν μια ιδιοκατάσταση του γραμμικού
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προβλήματος.Αυτές οι δομές στην συνέχεια εμφανίζουν επιπλέον δευτερεύουσες
αστάθειες (σε 3 διαστάσεις) που τελικά οδηγούν σε τυρβώδη κατάσταση.



Παράρτημα Αʹ

Προβλήματα
μεγιστοποίησης

Αʹ.1 ΑλγόριθμοιΑʹ.1.1 Μέθοδος απότομης ανόδου
Μια από τις αρχικές μεθόδους μεγιστοποίησης για μια πραγματική συνάρτηση
f(x), x ∈ Rn,η οποία χρησιμοποιεί την παράγωγο της ∇f(x).Αν κατασκευάσουμε
την διαφορά f(x + δx) − f(x) = ∇f(x)δx μια επιλογή του δx που οδηγεί σε
θετική δf είναι η δx = a∇f(x).Οπότε έχουμε μια επαναληπτική ακολουθία για
τον προσδιορσμό του xi+1

xi+1 = xi + ai∇f(xi) (Αʹ.1)

Το ai υπολογίζεται από την σχέση
df(xi+1)
dai

= ∇f(xi + ai∇f(xi))∇f(xi) = 0
με κάποια μέθοδο μονοδιάστατης μεγιστοποίησης (Line Search).Από τη στιγμή
που έχουμε αύξηση της f σε κάθε βήμα,θα καταλήξουμε σε κάποιο μέγιστο της
συνάρτησης (εάν υπάρχει).Αʹ.1.2 Μέθοδος Conjugate Gradient

Ο αλγόριθμος που χρησιμοποιούμε για την μεγιστοποίηση των προβλημάτων
είναι κυρίως η conjugate gradient method .Πηγή αυτής της μεθόδου είναι η con-
jugate direction method η οποία εντοπίζει τις λύσεις γραμμικών συστημάτων της
μορφής Ax = k,όταν το Α είναι συμμετρικό και θετικά ορισμένο.

Η κεντρική ιδέα είναι πως εαν έχουμε n Α-ορθογώνια διανύσματα για τα ο-
ποία ισχύει piApj = 0, i 6= j, piApi > 0 τότε μπορούμε να βρούμε την λύ-
ση ως εξής.Αφού τα διανύσματα καλύπτουν όλο τον χώρο,η λύση θα είναι h =
c0p0 + c1p1 + ...cn−1pn−1.Το πρόβλημα πλέον είναι να υπολογίζουμε τα ci.Επειδή
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Ah = k μπορούμε να πάρουμε τα εσωτερικά γινόμενα με τα pi.

piAh = pik = piA(c0p0 + c1p1 + ...cn−1pn−1) = cipiApi (Αʹ.2)

ci =
pik

piApi
(Αʹ.3)

Και έχουμε βρει την λύση του συστήματος.

Στη συνέχεια θέλουμε να λύσουμε το ίδιο σύστημα,αλλά χωρίς να έχουμε εξ
αρχής τις pi.Ξεκινάμε απο ένα x0,και ορίζουμε το διάνυσμα g0 = p0 = k −
Ax0.Θέλουμε τα gi να είναι γραμμικά ανεξάρτητα και τα pi Α-ορθογώνια.Για το
πρώτο βήμα ορίζουμε το x1 = x0 + a0p0.Τότε το g1 = k − Ax1 = k − A(x0 +
a0p0) = g0 − a0Ap0,ενώ το p1 θα είναι κάποιος γραμμικός συνδιασμός των g1 και
p0,p1 = g1 + β0p0.Τα ai υπολογίζονται από την απαίτηση να είναι gigj = 0(i 6= j)
και τα bi από την piApj = 0(i 6= j).Για το a0

g†0g1 = g†0(g0 − a0Ap0) = 0 =⇒ a0 =
‖g0‖2

g†0Ap0
(Αʹ.4)

και για το b0

p†0Ap1 = p†0A(g1 + β1p0) = 0 =⇒ β0 = −p
†
0Ag1

p†0Ap0
(Αʹ.5)

Μπορούμε να γενικεύσουμε τις παραπάνω εξισώσεις για κάθε επανάληψη του αλ-

γόριθμου ως ai =
‖gi‖2

g†iApi
και βi = −p†iAgi+1

p†iApi

Η αλλαγή που κάνουμε ουσιαστικά στην παραπάνω μέθοδο για να την χρησιμο-
ποιήσουμε σε μη-γραμμικά προβλήματα είναι να θέσουμε τα gi = ∇f(xi),αντί
για τον τύπο των ai να εφαρμόσουμε κάποια μέθοδο μεγιστοποίησης για την
gi+1pi = 0 και τέλος το bi μπορεί να αντικατασταθεί από διάφορους τύπους,μια εκ
των οποίων είναι η φόρμουλα Polak-Ribieré που χρησιμοποιούμε.Σε αυτούς τους
αλγόριθμους είναι προτιμότερο να παρεμβάλλουμε περιοδικά επαναλήψεις που αν-
τιστοιξούν σε bi = 0,έτσι ώστε να αποφέυγουμε κάποια πιθανά αδιέξοδα .Και οι
δυο αλγόριθμοι δεν μας εγγυόνται ότι θα βρούν το ολικό μέγιστο μιας συνάρτησης
,αλλα τα τοπικά μέγιστα.

Backtracking Line Search method

Αʹ.2 Μέθοδος προσαρτημένων διαφορικών ε-
ξισώσεωνΑʹ.2.1 Τοποθέτηση του προβλήματος

Θεωρούμε ένα συναρτησοειδές G(x) = x†x. Θέλουμε να υπολογίσουμε την
μέγιστη τιμή του σε χρόνο T .Επιβάλλουμε περιορισμούς για την χρονική εξέλιξη
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του συστήματος (ẋ = f(x)) και την αρχική συνθήκη x(0)†x(0) = 1.Το σύστημα
που εξετάζουμε τροποποιείται στο εξής:

G(x(T ), x(t), ẋ(t), x(0), λ) = x†(T )x(T )−
∫ T

0

λ†(ẋ− f(x))dt− c(x†(0)x(0)− 1)

(A.6)
΄Εχουμε υποθέσει ως ξεχωριστές μεταβλητές τις x(0), x(t), x(T ) , και διαταράσ-
σουμε την G με τις νέες τιμές x(0) + δx(0), x(t) + δx(t), x(T ) + δx(T ). Αφού
ολοκληρώσουμε κατά μέλη τον όρο λ†ẋ(t) ώστε να εμφανίσουμε τους επιφανεια-
κούς όρους αλλά και να απαλλαγούμε από την παράγωγο του x(t) θα υπολογίσουμε
την διαφορά δG = G′ − G. Μετά από κάποιες πράξεις θα έχουμε την παρακάτω
έκφραση:

δG(x(T ), x(t), x(0), λ, λ̇) = (x†(T )− λ†(T ))δx(T )

+

∫ T

0

(λ̇† + λ†[
∂f

∂x
])δx(t)dt− (cx†(0)− λ†(0))δx(0) (Αʹ.7)

Επειδή οι διαταραχές που επιλέξαμε είναι εν γένει τυχαίες, για να πούμε ότι
βρισκόμαστε στο μέγιστο του συναρτησοειδούς θα πρέπει οι όροι που πολλαπλα-
σιάζουν κάθε διαταραχή να είναι μηδενικοί.Από αυτήν την παρατήρηση έχουμε τις
εξής σχέσεις για το λ

λ(T ) = x(T ) (A.8)

λ̇+ [
∂f

∂x
]†(x(t))λ = 0 (A.9)

λ(0) = cx(0) (A.10)

Από αυτές, η (Εξ.A.9) μπορεί να λυθεί από την στιγμή που έχουμε την τροχιά
x(t), και η μια συνοριακή συνθήκη που χρειαζόμαστε δίνεται από την (Εξ.A.8)
. Σε αυτήν την περίπτωση θα ολοκληρώσουμε αντίστροφα από την φορά του
χρόνου έτσι ώστε να βρούμε το λ(0).Οπότε έχουμε καταφέρει να περιορίσουμε τους
ελέγχους για το εάν είναι μέγιστο το συναρτησοειδές στην συνθήκη x(0)‖λ(0).

Οπότε επιστρέφουμε στο δG, και βλέπουμε πως από τους αρχικούς όρους έ-
χει μείνει μόνο ο ∂G

∂x(0)δx(0) .Επειδή αναζητούμε το μέγιστο του συναρτησοειδούς
θέλουμε οι μεταβολές που κάνουμε στο G να είναι θετικές.΄Ενας τρόπος για να
το επιτύχουμε είναι να επιβάλλουμε οι αλλαγές δx(0) να είναι κάποιο πολλαπλάσιο
του ∂G

∂x(0) .Τότε θα είχαμε ως αποτέλεσμα δG = a‖ ∂G
∂x(0)‖

2 ≥ 0 Επιλέγουμε το a
σταθερό,αρκετά μεγάλο ώστε να έχουμε παρατηρήσιμες μεταβολές στην G,αλλά
να μην υπερβούμε την γραμμική προσέγγιση που έχουμε κάνει.Πιο αυστηρές μέ-
θοδοι περιλαμβάνουν και τον υπολογισμό του a μέσα στον αλγόριθμο,αλλά τότε
αναπόφευκτα αυξάνεται ο χρόνος υπολογισμού.
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Μετά την πρώτη επανάληψη αντί του δx(0) = a ∂G
∂x(0) που αντιστοιχεί στην

μέθοδο της πιο απότομης ανόδου(steepest ascend),χρησιμοποιούμε την μέθοδο
των συζυγών παραγώγων(conjugate gradients).Τότε το δx(0) γίνεται

δxi+1(0) = aΛxi(0) (Αʹ.11)

Λxi+1(0) = ∇xi+1(0)Gi+1 + βΛxi(0) (Αʹ.12)

βi+1 = max(0,
δxTi+1(0)(δxi+1(0)− δxi(0))

δxTi (0)δxi(0)
), β1 = 0 (Αʹ.13)

Η παραπάνω έκφραση για το β είναι η φόρμουλα των Polak-Ribieré .Γενικά υπάρ-
χουν και άλλοι τρόποι υπολογισμού του β. Επειδή αποφύγαμε τον υπολογισμό του
α υπάρξει το ενδεχόμενο να καταλήξουμε σε μια τελική τιμή που να είναι μικρότερη
από την προηγούμενη.Τότε για τον υπολογισμό της επόμενης αρχικής κατάστασης
επιστρέφουμε στην μέθοδο της απότομης ανόδου αλλά πλεον με το μισό α.΄Ετσι
αυξάνεται η ακρίβεια του αλγόριθμου κοντά στα μέγιστα.

Για τον υπολογισμό του c βασιζόμασε στο ότι οι αρχικές καταστάσεις έχουν
συγεκριμένο μέτρο.΄Ετσι από την στιγμή που γνωρίζουμε το α ο μόνος άγνωστος
στην έκφραση xi+1(0) = xi(0)+aΛxi(0) θα είναι το c. ΄Ισως μια άλλη επιλογή για
το c να ήταν αυτή που ελαχιστοποιεί το | − cx0(0)+λ0(0)|,δηλαδή να κρατήσουμε
ουσιαστικά μόνο την κάθετη στο x0(0) συνιστώσα του λ0(0).Τότε η επιλογή θα
ήταν

c =
x†(0)λ(0)

x†(0)x(0)
(Αʹ.14)

Ενδεχόμενα προβλήματα όταν υπάρχει κάποιο κατώφλι Επειδή θα
χρησιμοποίσουμε τον αλγόριθμο για να υπολογίσουμε τις ελάχιστες ενέργεις που
μπορούν να οδηγήσουν ένα σύστημα σε αυτοσυντηρούμενη κατάσταση,υπάρχει
το ενδεχόμενο να αντιμετωπίσουμε το παρακάτω πρόβλημα.΄Επειτα από ένα μεγά-
λο χρονικό διάστημα,σχεδόν όλες οι αρχικές καταστάσεις θα τείνουν σε κάποιο
σταθερό σημείο,εκτός από μια περιοχή η οποία θα εξαρτάται από το πόσο κοντά
είμαστε ενεργειακά στο κατώφλι.Μάλιστα εάν υπάρχει μόνο μια ενεργειακά υλο-
ποιήσιμη αρχική συνθήκη(στην κρίσιμη ενέργεια για παράδειγμα) τότε ουσιαστικά
η G(x) = x†(T )x(T ) θα έχει την μορφή μιας συνάρτησης βήματος.Οπότε σε αυτήν
την περίπτωση θα ήταν αρκετά πιο δύσκολο να εντοπίσουμε το μέγιστο ξεκινώντας
από κάποια τυχαία αρχική συνθήκη.Αʹ.2.2 Γραμμική Περιγραφή του προβλήματος
Αν θεωρήσουμε ότι ο δυναμικός νόμος ẋ = f(x) έιναι ένα γραμμικό σύστημα

f(x) = Ax τότε το πρόβλημα προσεγγίζεται αναλυτικά πλεον.

G(x(T ), x(t), ẋ(t), x(0), λ) = x†(T )x(T )−
∫ T

0

λ†(ẋ−Ax)dt− c(x†(0)x(0)− 1)

(Αʹ.15)
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λ̇ = −A†λ (Αʹ.16)

Και έχουμε άμεσα τις σχέσεις για τα x(T ),λ(T )

x(T ) = exp(AT )x(0) = Φ(T )x(0), λ(0) = exp(A†T )λ(T ) = Φ†(T )λ(T ) (Αʹ.17)

΄Ομως επειδή έχουμε θέσει το λ(T ) = x(T ) ξαναγράφουμε το λ(0) = Φ†(T )Φ(T )x(0)
.Αλλά,η έκφραση για το λ(0) εμφανίζεται και από την x†(T )x(T ) αν χρησιμοποι-
ήσουμε τους διαδότες.

x†(T )x(T ) = x†(0)Φ†(T )Φ(T )x(0) (Αʹ.18)

Η παραπάνω σχέση μας επιτρέπει μάλιστα να ξαναγράψουμε το πρόβλημα χωρίς
τον δεσμό για το ẋ = f(x) ως

G(x(0)) = x†(0)Φ†(T )Φ(T )x(0)− c(x†(0)x(0)− 1) (Αʹ.19)

Καθώς γνωρίζουμε το Φ†(T )Φ(T ) εάν υπολογίσουμε τις ιδιοτιμές του θα έχουμε
βρεί την ιδιοκατάσταση με την μεγαλύτερη αύξηση

Ακολουθώντας την ανάλυση του μη-γραμμικού προβλήματος, έχουμε την παρά-
γωγο του συναρτησοειδούς

∂G

∂x(0)
= −cx†(0) + x†(0)Φ†(T )Φ(T ) (Αʹ.20)

που βλέπουμε ότι είναι ισοδύναμη με την μη γραμμική έκφραση.Χρησιμοποιούμε και

εδώ το c = x†(0)Φ†(T )Φ(T )x(0)
x†(0)x(0)

Τότε μια επιλογή για το δx(0) = ε(−x†(0)λ(0)
x†(0)x(0)

x(0)+

λ(0)),όπου εάν θέσουμε το M(T ) = Φ†(T )Φ(T ) γίνεται(τα xk αντιστοιχούν στα
xk(0).)

x1 = x0 + ε(−x
†
0M(T )x0
x†0x0

x0 +M(T )x0) =⇒ (Αʹ.21)

x1 = {I + εM(T )− ε
x†0M(T )x0
x†0x0

I}x0 (Αʹ.22)

Από όπου βλέπουμε ότι ο πίνακας που πολλαπλασιάζει το x0 θα έχει τις ιδιοκα-
ταστάσεις του M(T ). Επειδή το M(T ) εμφανίζεται μέσα σε ένα μέτρο,θα έχει
θετικές ιδιοτιμές.Αναλύοντας την x0 στην βάση των ~µi έχουμε x0 =

∑k
i=1 ai~µi.Η

δράση του M(T ) θα ενισχύσει την κατάσταση με την μεγαλύτερη ιδιοτιμή πε-
ρισσότερο.Οπότε η καινούργια κατάσταση x1 θα καταλήγει πιο κοντά στο μέγι-
στο από ότι η x0.Αν ορίσουμε μια επαναληπτική ακολουθία με βάση την σχέση

xi+1 = {I + εM(T ) − εx
†
iM(T )xi
x†
ixi

I}xi,ακολουθώντας και τους περιορισμούς για
τις αρχικές συνθήκες,θα περιμέναμε να συγκλίνει στην μεγαλύτερη ιδιοκατάσταση
που υπάρχει στις αρχικές συνθήκες.
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Σχήμα Αʹ.1: Ανάλυση των διανύσματων v και του adjoint U1 στις ιδιοκαταστάσεις
~u1,~u2Αʹ.2.3 Μη-κανονικοί πίνακες
΄Οταν οι ιδιοκαταστάσεις ενός πίνακα είναι ορθοκανονικές,τότε ξέρουμε πως η
μεγαλύτερη ιδιοτιμη θα είναι και αυτή που μεγαλώνει περισσότερο.΄Ομως,εν γένει
έχουμε να κάνουμε με πίνακες που δεν είναι κανονικοί.Σε αυτήν την περίπτω-
ση,χρειάζεται λίγη παραπάνω προσπάθεια ώστε να εντοπίσουμε τις καταστάσεις με
την μεγαλύτερη αύξηση.

Ανάλυση διανυσμάτων στις ιδιοτιμές ενός πίνακα Καταρχήν,ας ο-
ρίσουμε δυο ιδιοκαταστάσεις κάποιου πίνακα,οι οποιές να μιν είναι κάθετες μεταξύ
τους.Μια καλή επιλογή είναι οι

~u1 =
1√
2

(
1
1

)
, ~u2 =

(
1
0

)
(Αʹ.23)

Τώρα πρέπει να κατασκευάσουμε έναν πίνακα με αυτές τις ιδιοκαταστάσεις. Μπο-

ρουμε να βρούμε ότι ένας τέτοιος θα είναι ο A =

(
−2 3
0 1

)
με τις αντίστοιχες

ιδιοτιμές λ1 = 1,λ2 = −2.Επιλέγουμε ένα διάνυσμα ~v =

(
0.9950
−0.0995

)
.Βλέπουμε

απο το σχήμα A.1 οτι ουσιαστικά φέρνουμε την εφαπτομένη στον κύκλο που αν-
τιστοιχεί στο διάνυσμα ~u,και οι αναλογίες των ~u1,~u2 δινονται από τα σημεία τομής
της με τις προεκτέσεις των γραμμών των ιδιοκαταστάσεων.Για το adjoint ~U1 η
προβολή του στην κατάσταση ~u1 θα είναι μηδενική(A.2).
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Σχήμα Αʹ.2: Το adjoint ~U1 και το πως συνδέεται με τις ιδιοκαταστάσεις

Εξέλιξη με τον χρόνο Σε αντίθεση με τους κανονικούς πίνακες,οι καταστά-
σεις που μεγαλώνουν περισσότερο τείνουν σε μια από τις 2 adjoint καθώς αυξά-
νουμε το διάστημα μεγιστοποίησης,και συγεκριμένα σε αυτή που είναι κάθετη στην
μικρότερη ιδιοτιμή.Αν ορίσουμε το ~U1 από μια σχέση της μορφής ~u2 = a~u1 + ~U1,
τότε παρατηρούμε πως θα μεγαλώνει όχι μόνο από την ~u1,αλλα και επειδή η ~u2
μικραίνει(Μπορούμε να το δούμε καθαρά αν συγκρίνουμε με την ~u2 σταθερή).Απο
τα διαγράμματα A.3 ,(A.4) ,και αν περιμένουμε η μετάβαση στην adjoint κατάστα-
ση να γίνεται με συνεχή τρόπο βλέπουμε την κατευθήνση του μεγίστου να αλλάζει
με τον χρόνο, και ουσιαστικά να τείνει στην ~u1.Αυτό συμβαίνει επειδή τελικά η
~u2(T ) θα γίνει αμελητέα.

Ανάλυση Ν-διάστατου διανύσματος σε μη-ορθογώνια βάση ΄Ε-
να διάνυσμα ~V μπορεί πάντα να γραφεί ως γραμμικός συνδυασμός ενός συνόλου
διανυσμάτων {ui}.

~V =
N∑
i

ci~ui

Θεωρούμε τώρα ότι τα ui αποτελούν μια βάση,και δεν είναι ορθογώνια μετα-
ξύ τους.Τότε ο υπολογισμός των συντελεστών ci γίνεται με την επίλυση ενός
γραμμικού συστήματος Ax = b.
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Σχήμα Αʹ.3: Εξέλιξή του ~U1 για χρόνο T = 0.1
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Σχήμα Αʹ.4: Εξέλιξή του ~U1 για χρόνο T = 0.5
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Υπολογίζουμε το εσωτερικό γινόμενο του ~V με κάθε ~uj ,οπότε έχουμε μια γραμ-
μική εξίσωση για τους συντελεστές ci.

~uj · V =

N∑
i

~uj~uici

Οπότε σε μορφή γραμμικού συστήματος με τους ci ως αγνώστους
u1 · V
u2 · V
..

uN · V

 =


1 ~u1~u2 .. ~u1~uN

~u2~u1 1 .. ~u2~uN
.. .. .. ..

~uN~u1 ~uN~u2 .. 1



c1
c2
..
cN

 (Αʹ.24)

Σημειώνουμε έδω ότι αν η βάση μας ήταν ορθογώνια όλα τα μη-διαγώνια στοιχεία
του πίνακα θα μηδενίζονταν.Αʹ.2.4 Ο αλγόριθμος
Συνοπτικά,η μέθοδος που θα ακολουθήσουμε έχει την εξής μορφή:

1) Αρχικά επιλέγουμε μια τυχαία κατάσταση x0(0) την οποία και κανονικοποιού-
με σύμφωνα με τους περιορισμούς του προβλήματος.

2)Υπολογίζουμε την x(T ) με βάση τον δυναμικό νόμο που έχουμε,εξισώνουμε
με την λ(T ) και βρίσκουμε την λ(0)

3)Ελέγχουμε εάν είμαστε τυχεροί και ισχύει λ(0) = cx(0) ,διαφορετικά ορίζουμε
την νέα αρχική συνθήκη x1(0) = x0(0) + a ∂G

∂x(0) (ουσιαστικά εξετάζουμε εάν το
x0 αποτελεί ιδιοκατάσταση του M(T ),οπότε σε αυτήν την περίπτωση το c θα είναι
η ιδιοτιμή του M(T ))

4)Επαναλαμβάνουμε τα βήματα 1),2) και πλέον ελέγχουμε σε κάθε βήμα τα εξής:

α)Εάν η διαφορά μεταξύ 2 διαδοχικών G είναι αρνητική (Gi − Gi−1 < 0),τότε
θέτουμε το ai =

ai−1

2 και ως νέα αρχική συνθήκη έχουμε την xi+1(0) = xi(0) +

ai
∂Gi
∂xi(0)

β)Εάν η διαφορά τους είναι θετική και μικρότερη από κάποιο σφάλμα που έχουμε
ορίσει τότε σταματάμε το πρόγραμμα

γ)Στην περίπτωση που τα α) και β) δεν ισχύουν τότε η νέα αρχική κατάσταση
δίνεται από την xi+1(0) = xi(0) + aiΛxi(0)
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5)΄Οταν επαναλαμβάνουμε τον υπολογισμό για πολλούς χρόνους Τ,μπορούμε να
χρησιμοποίσουμε αντί για την τυχαία αρχική κατάσταση αυτήν που μεγιστοποιούσε
το συναρτησοειδές στον προηγούμενο χρόνο Τ.



Παράρτημα Βʹ

Μη-γραμμική
βελτιστοποίηση 2−D ροής

Βʹ.1 Αριθμητική ολοκλήρωση ροής

Στα παρακάτω κεφάλαια θα ασχοληθούμε με την αριθμητική ολοκλήρωση ροών
είτε του πλήρους συστήματος,ή των διαταραχών γύρω απο μια μέση ροή.

Θεωρούμε τα όρια της ροής στο y = ±1,και ότι ειναι περιοδική στην x-διεύθυνση
με μήκος κύματος k = 1.25 (Lx = 2π

k ).Για την χωρική διακριτοποίηση της ροής θα
χρησιμοποιήσουμε μετασχηματισμούς Fourrier στην x και πεπερασμένες διαφορές
στην y.

Οι εξισώσεις Navier-Stokes για μια 2−D ροή γράφονται στις μεταβλητές u, v, p
ως εξής:

∂tu+ (~u · ~∇)u = −∂xp+
1

Re
∆u (Βʹ.1)

∂tv + (~u · ~∇)v = −∂yp+
1

Re
∆v (Βʹ.2)

∂xu+ ∂yv = 0 (Βʹ.3)

Για να επιλύσουμε το δισδιάστατο σύστημα επιλέγουμε την αναπαράσταση ψ, ω
(ρευματογραμμής - στροβιλότητας),το οποίο συσχετίζεται με τις αρχικές μεταβλη-
τές από τις σχέσεις

u = −∂yψ, v = ∂xψ (Βʹ.4)

∆ψ = ω (Βʹ.5)

ω = ~∇× ~u |ẑ (Βʹ.6)
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Σχήμα Βʹ.1: Παραγώγιση της συνάρτησης sin(2x) και αντιπαραβολή με το διάνυ-
σμα 16 σημείων της.

Σε αυτή την μορφή εξασφαλίζεται άμεσα πως η ροή είναι ασυμπίεστη,αφού ~u =

−~∇× (ψẑ),και η απόκλιση ενός στροβιλισμού είναι πάντα μηδέν.Οι εξισώσεις NS
μετασχηματίζονται σε αυτήν την μορφή μέσω του στροβιλισμού του ~u.

~∇× (∂t~u+ (~u · ~∇)~u+ ~∇p− 1

Re
∆~u) = 0 (Βʹ.7)

∂tω + (~u · ~∇)ω − 1

Re
∆ω = 0 (Βʹ.8)

Βλέπουμε πως η πίεση απαλείφεται από την εξίσωση του ω.Το μειωνέκτημα
αυτής της αναπαράστασης είναι πως δεν γνωρίζουμε τις συνοριακές συνθήκες για
το ω,τις οποίες όμως μπορούμε να προσεγγίσουμε με διάφορους τύπους.Τελικά
μπορούμε να συνοψίσουμε το σύστημα των εξισώσεων:

∂tω + (~u · ~∇)ω − 1

Re
∆ω = 0,∆ψ = ω, ~u = −~∇× (ψẑ) (Βʹ.9)Βʹ.1.1 Διακριτοποίηση διαφορικών τελεστών

Για την αριθμητική ολοκλήρωση του παραπάνω συστήματος θα χρειαστεί να υ-
πολογίσουμε ποσότητες της μορφής ∂if και ∂2i f .Τα πεδία που μας απασχολούν
είναι συναρτήσεις των x και y , f(x, y).Για να τα αναπαραστήσουμε,φτιάχνουμε
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Σχήμα Βʹ.2: Παραγώγιση της συνάρτησης −(y − y3/3) και αντιπαραβολή με το
διάνυσμα 40 σημείων της.

ένα πλέγμα πάνω στο χωρίο ολοκλήρωσης,και αντικαθιστούμε τις συνεχείς συναρ-
τήσεις με τις τιμές τους στα σημεία του διακριτού πλέγματος,f(xi, yj) = fij.

Παραγωγίσεις στον x-άξονα Λόγω της περιοδικότητας του πεδίου μπο-
ρουμε να χρησιμοποιησούμε φασματικές μεθόδους για τις παραγωγίσεις.΄Ενας γρή-
γορος τρόπος για να τις εφαρμόσουμε είναι με τους πίνακες παραγώγισης. Tre-
fethen(Insert Fourrier matrix) ΄Εχουμε υποθέσει ότι οι συναρτήσεις που παρα-
γωγίζουμε είναι ομαλές.Παραγωγίσεις δεύτερης τάξης γίνονται με εφαρμογή του
διαφορικού τελεστή δύο φορές.

Παραγωγίσεις στον y-άξονα Σε αυτή την περίπτωση προσεγγίζουμε τις
παραγώγους μέσω πεπερασμένων διαφορών.Μια σημαντική διαφορά με παραπάνω
είναι πως οι τελεστές πρώτης και δεύτερης τάξης δεν συνδέονται απλά μεταξύ τους

df

dy
|i =

fi+1 − fi−1

2(δy)
(Βʹ.10)

d2f

dy2
|i =

fi+1 − 2fi + fi−1

2(δy)2
(Βʹ.11)

df

dy
(y) =

f(y + δy)− f(y − δy)

2(δy)
(Βʹ.12)

d2f

dy2
(y) =

f(y + δy)− 2f(y) + f(y − δy)

(δy)2
(Βʹ.13)
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Οπότε όταν έχουμε ορίσει ένα συγκεκριμένο δy θα προσεγγίσουμε την συνάρτηση
f ως ένα διάνυσμα του οποίου οι συντεταγμένες αντιστοιχούν στις τιμές της f
στα διακριτά σημεία,fj .Σε αυτήν την περίπτωση βλέπουμε πως υπάρχει πρόβλημα
με τις συνοριακές τιμές της συνάρτησης,που θα πρέπει είτε να επιβάλλουμε(όταν
είναι γνωστές),είτε να προσεγγίσουμε. Συνολικά η παραγώγιση της συνάρτησης
f μπορεί να παρασταθεί από την δράση ενός τελεστή πάνω στο διάνυσμα fj .

∂f

∂y
(y) =

1

2δy


0 1 0 .. 0
−1 0 1 .. 0
0 −1 0 .. 0
.. .. .. .. ..
0 0 0 −1 0



f0
f1
f2
..
fN

 (Βʹ.14)

∂2f

∂y2
(y) =

1

δy2


−2 1 0 .. 0
1 −2 1 .. 0
0 1 −2 .. 0
.. .. .. .. ..
0 0 0 1 −2



f0
f1
f2
..
fN

 (Βʹ.15)Βʹ.1.2 Μέδοθος ολοκλήρωσης
΄Εχοντας κατασκευάσει τους διαφορικούς τελεστές επιστρέφουμε στο σύστημα
των εξισώσεων που θέλουμε να προχωρήσουμε στον χρόνο.Η διακριτή μορφή της
συνάρτησης ω(x, y) γράφεται ως ένας πίνακας M ×N στοιχείων.Κάθε στήλη του
πίνακα αντιστοιχεί σε ένα x και κάθε γραμμή σε ένα y.

ω(x, y) =


ω11 ω12 .. ω1M

ω21 ω22 .. ω2M

.. .. .. ..
ωN1 ωN2 .. ωNM

 = ωji (Βʹ.16)

Οι παραγωγίσεις σε αυτήν την περίπτωση δουλεύουν ως εξής.Για να υπολογί-
σουμε το ∂ω

∂y θα δράσουμε από αριστερά με τον τελεστή των y, ο οποίος θα παρα-
γωγίσει κάθε στήλη.Οι x παραγωγίσεις γίνονται κατα μήκος των γραμμών,οπότε
ο τελεστής δρά από τα δεξιά.

Τέλος για τους όρους μεταφοράς , ο πολλαπλασιασμός των ταχυτήτων με τις
παραγώγους του ω γίνεται ανά σημείο του πλέγματος, unm · (∂ω∂x )nm

Από τις παραπάνω σχέσεις μπορούμε τώρα να γράψουμε την ∂ω
∂t σε διακριτή

μορφή.

(
∂ω

∂t
)nm = −(u(ωDx))nm − (v(Dyω))nm +

1

Re
(D2ω + ωD2

x)nm (Βʹ.17)
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Εξέλιξη στο χρόνο Ο απλούστερος τρόπος για να υπολογίσουμε μια ποσό-
τητα όταν γνωρίζουμε την χρονική παράγωγό της σε κάποια χρονική στιγμή είναι
η μέθοδος (Forward) Euler.Προσεγγίζουμε την παράγωγο ως διαφορά μεταξύ δυο
χρονικών στιγμών.

(
∂ω

∂t
)k =

ωk+1 − ωk

dt
(Βʹ.18)

ωk+1 = ωk + (
∂ω

∂t
)kdt (Βʹ.19)

Μπορούμε να εφαρμόσουμε την παραπάνω κατευθείαν στην (∂ω∂t )nm ώστε να υπο-
λογίσουμε το (ωnm)k+1 ΄Ομως το μειονέκτημα αυτής της μεθόδου είναι ότι εισάγει
σχετικά μεγάλα αριθμητικά σφάλματα,οπότε θα πρέπει να περιορίσουμε το χρονικό
βήμα dt που χρησιμοποιούμε.

Μια βελτίωση αυτής είναι η μέθοδος Adams-Bashforth στην οποία χρησιμο-
ποιούμε τιμές της παραγώγου από περισσότερες χρονικές στιγμές για να υπολογί-
σουμε τα επόμενα ωnm

Τότε ο υπολογισμός του (ωnm)k+1 γίνεται μέσω των παραγώγων στον χρόνο k
και k−1.Μόνο για το πρώτο βήμα που δεν θα έχουμε χρόνο k−1 χρησιμοποιείται
η μέθοδος Euler .

ωk+1 = ωk + (
3

2
(
∂ω

∂t
)k − 1

2
(
∂ω

∂t
)k−1)dt (Βʹ.20)

Υπολογισμός του ψ Μέχρι τώρα έχουμε υπολογίσει τις τιμές του ωk+1

για σημεία που δεν είναι στο τοίχωμα (y = ±1).Αυτές οι τιμές επαρκούν για
τον υπολογισμό του ψ , εαν γνωρίζουμε τις συνοριακές συνθήκες του.Σε αυτό
το σημείο είναι πιο εύχρηστο να επιλύσουμε την ∆ψ = ω για κάθε φασματικό
αριθμό l,χρησιμοποιώντας την περιοδικότητα στην x-διεύθυνση.Το πρόβλημά μας
τότε θα ήταν να επιλύσουμε τιςM εξισώσεις που προκύπτουν,∆ψl = ωl.Για όλους
τους κυματαριθμούς l 6= 0 γνωρίζουμε ότι ψl(±1) = 0.΄Οταν το l = 0 η διαφορά
ψ0(1) − ψ0(−1) = Q ,δίνει την συνολική ροή Q.΄Ενας τρόπος να επιλύσουμε το
πρόβλημα είναι να θέσουμε το Q σταθερό για όλη την ολοκλήρωση,επιλέγοντας
σταθερές τιμές για τα ψ0(1) και ψ0(−1).

Προσέγγιση των συνοριακών συνθηκών του ω Τέλος για να έχουμε
προσδιορίσει πλήρως τις ποσότητες (ψ, ω) χρειαζόμαστε και τις συνοριακές συν-
θήκες για το ω.΄Ενας τρόπος είναι η προσέγγιση Thomas , με την οποία συνδέουμε
τις τιμές του ψ με τις τιμές του ω στα τοιχώματα.

ψ2m = ψ1m + (
∂ψ

∂y
)1mδy + (

∂2ψ

∂y2
)1m

δy2

2
(Βʹ.21)

ω1m = (
∂2ψ

∂y2
)1m = 2

ψ2m − ψ1m

δy2
(Βʹ.22)
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Οπότε και έχουμε υπολογίσει τις τιμές που μας απασχολούν.

Βʹ.2 Το πρόβλημα μεγιστοποίησης

Η ποσότητα που θέλουμε να μεγιστοποιήσουμε είναι η ανάπτυξη της ενέργεια
των διαταραχών μιας ροής U(y).Το πλήρες πεδίο ταχυτήτων γράφεται ~V = (U(y)+
u(x, y, t))x̂+ v(x, y, t)ŷ,και η ενέργεια που μας ενδιαφέρει

E′(T ) =

∫ 1

−1

∫ 2π
a

0

1

2
(u2(T ) + v2(T ))dxdy (Βʹ.23)

Για δεδομένη αρχική ενέργεια θα έχουμε και τον ρυθμό ανάπτυξης G̃(T ) =
E′(T )
E′(0) ,οπότε με τους περιορισμούς το σύστημα να ακολουθεί τις διαταραχτικές
εξισώσεις Navier-Stokes και οι διαταραχές να έχουν συγεκριμένη αρχική ενέργεια
το πρόβλημα τίθεται ως εξής (συνοριακές συνθήκες,ροή του διαταραχτικού πεδίου)

G(u(T ), u(t), u(0), v(T ), v(t), v(0), ~λ, b, c) = G̃(T )−∫ T

0

∫ 1

−1

∫ 2π
a

0

~λ†(∂t~u
′ + U∂x~u

′ + v∂yUx̂+ (~u′ · ~∇)~u′ + ~∇p′ − 1

Re
∆~u′)dxdydt−

∫ T

0

∫ 1

−1

∫ 2π
a

0

b†(~∇ · ~u′)dxdydt− c(E′(0)− E0) (Βʹ.24)

΄Οπως και παραπάνω,οι εξισώσεις Euler-Lagrange από τις μεταβολές των συναρ-
τήσεων του forward προβλήματος μας δίνουν τις σχέσεις

~λ(x, y, T ) = ~u′(x, y, T ) (Βʹ.25)

∂t~λ = −U∂x~λ+ λ1∂yUŷ − (~u′ · ~∇)~λ− u′i~∇λi −
1

Re
∇2~λ− ~∇b (Βʹ.26)

∂G

∂~u0
= ~λ(x, y, 0)− c~u′(x, y, 0) (Βʹ.27)

Οι εξισώσεις για το ~λ(t) μας επιτρέπουν να ορίσουμε και εδώ ένα ανυσματικό
δυναμικό φ,έτσι ώστε ~λ = −~∇×φẑ και μια συνάρτηση π, π = ~∇×~λ.Το σύστημα
αυτό λύνεται κατά τον ίδιο τρόπο με τις εξισώσεις NS .Ο αλγόριθμος εφαρμόζεται
παρόμοια με την περίπτωση που το πεδίο εξαρτάται μόνο από τον χρόνο,απλώς
πρέπει να χρησιμοποιήσουμε το εσωτερικό γινόμενο που αντιστοιχεί στον χώρο
που εργαζόμαστε.
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