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Περίληψη. Στην παρούσα εργασία ϑα µελετήσουµε δύο είδη προρρυθµιστών για την
επίλυση γραµµικών εξισώσεων µε επαναληπτικές µεθόδους. Ο πρώτος ϐασίζεται σε προσεγ-
γιστική αντιστροφή πίνακα και ο δεύτερος κατασκευάζεται µε χρήση γραφηµάτων. Αφού
δούµε αυτές τις δύο τεχνικές ϑα γενικεύσουµε τη δεύτερη ώστε να λειτουργεί για µεγαλύτερο
πλήθος πινάκων. Στο τέλος ϑα δοκιµάσουµε τη ϐελτιωµένη µέθοδο σε ένα εκτενές σύνολο
προβληµάτων από επιστηµονικές και τεχνολογικές εφαρµογές για να εξετάσουµε την αποτε-
λεσµατικότητας αυτής της γενίκευσης.

Λέξεις κλειδιά. αραιά γραµµικά συστήµατα, αραιοί πίνακες, γραφήµατα, επαναληπτι-
κές µέθοδοι, προρρύθµιση, προσεγγιστική αντιστροφή.

1 Εισαγωγή.

Θεωρούµε το γραµµικό σύστηµα εξισώσεων

Ax = b, A ∈ Rn×n,x,b ∈ Rn. (1.1)

Ο πίνακας A είτε είναι πυκνός, µε n2 το πλήθος στοιχεία, είτε είναι αραιός,
όπου το µεγαλύτερο µέρος των στοιχείων του είναι µηδέν. Εδώ ο A είναι ένας
µεγάλος σε µέγεθος, αραιός, και συµµετρικός πίνακας.

Τέτοια συστήµατα συναντούµε πολύ συχνά, όπως για παράδειγµα στις
µερικές διαφορικές εξισώσεις. Η επίλυση τέτοιων συστηµάτων γίνεται είτε µε
άµεσες µεθόδους είτε µε επαναληπτικές µεθόδους. Για µεγάλα προβλήµατα
οι άµεσες µέθοδοι γίνονται απαγορευτικές λόγω του µεγέθους εργασίας και
του χώρου αποθήκευσης που απαιτούν. Οι πιο αποτελεσµατικές και ευρέως
διαδεδοµένες επαναληπτικές µέθοδοι είναι οι εξής :

� µέθοδος συζυγών κλίσεων (conjugate gradient CG).

� µέθοδος δισυζυγών κλίσεων (biconjugate gradient BiCG),

� µέθοδος σταθεροποιηµένων δισυζυγών κλίσεων (biconjugate gra-
dient stabilized BiCGSTAB),

� και µέθοδος γενικευµένων ελαχίστων υπολοίπων (generalized mi-
nimal residual GMRES),

Στις επαναληπτικές µεθόδους δεδοµένης της αρχικής τιµής x0, υπολο-
γίζονται επαναληπτικά νέες προσεγγίσεις xk της ακριβούς λύσης

x = A−1b.

Η προσέγγιση xk είναι αποδεκτή σαν λύση εάν το υπόλοιπο
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rk = b −Axk

ικανοποιεί την
∥rk∥ / ∥b∥ ≤ tol,

όπου tol η τάξη ακρίβειας που ϑέλουµε να έχουµε.
Γενικά, η σύγκλιση δεν είναι εγγυηµένη ή µπορεί να είναι εξαιρετικά

αργή. Για αυτό το αρχικό σύστηµα (1.1) µετασχηµατίζεται σε ένα ισοδύνα-
µο, µε καλύτερες ιδιότητες σύγκλισης µέσω της προρρύθµισης. Για να γίνει
αυτό, ϑεωρούµε έναν προρρυθµιστή M και εφαρµόζουµε τον επαναληπτικό
αλγόριθµο επίλυσης είτε στο κατά δεξιά είτε στο κατά αριστερά προρρυθµι-
σµένο σύστηµα

AMy = b, x =My, ή MAx =Mb. (1.2)

Εποµένως, ο M ϑα πρέπει να επιλεγεί έτσι ώστε το γινόµενο AM (ή MA)
να είναι µια καλή προσέγγιση του µοναδιαίου. «Καλός» προρρυθµιστής είναι
αυτός που ϑα ϐελτιώσει το χρόνο σύγκλισης της επαναληπτικής µεθόδου. Ο
χρόνος υλοποίησης του προρρυθµιστή µαζί µε τον χρόνο της επαναληπτικής
διαδικασίας µε προρρύθµιση ϑα πρέπει να είναι πολύ µικρότερος από το
χρόνο της επαναληπτικής διαδικασίας χωρίς προρρύθµιση. Η εύρεση ενός
καλού προρρυθµιστή, ο οποίος να είναι και εύκολο να κατασκευαστεί είναι
ένα δύσκολο πρόβληµα, και συχνά δεν είναι εφικτό να ικανοποιηθούν και οι
δύο ιδιότητες. Πολλοί προρρυθµιστές είναι κατάλληλοι µόνο για συγκεκρι-
µένα είδη προβληµάτων.

Στην παρούσα εργασία ϑα χρησιµοποιήσουµε δυο µεθόδους προρρύθ-
µισης : τη µέθοδο SPAI [10] στην οποία ο προρρυθµιστής προσεγγίζει τον
αντίστροφο του Α και τη µέθοδο προρρύθµισης του Vaidya που ϐασίζεται
στην προσέγγιση της αραιής δοµής του Α από ένα αραιότερο γράφηµα.

2 Η µέθοδος των συζυγών κλίσεων.

΄Οπως αναφέραµε παραπάνω υπάρχουν αρκετές επαναληπτικές µέθοδοι για
επίλυση γραµµικών συστηµάτων. Μια ϐασική µέθοδος είναι αυτή των συζυ-
γών κλίσεων (conjugate gradient) [9]. Την χρησιµοποιούµε για προβλήµατα
των οποίων ο πίνακας είναι αραιός, συµµετρικός και ϑετικά ορισµένος. Τέτοια
προβλήµατα προκύπτουν σε πολλές εφαρµογές όπως προβλήµατα µερικών
διαφορικών εξισώσεων και προβλήµατα ϐελτιστοποίησης.

Conjugate Gradient

r0 = b −Ax0
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p0 = r0
k = 0
επανάλαβε

ak =
rk

T rk
pk

TApk
xk+1 = xk + akpk

rk+1 = rk − akApk

εάν ∥rk+1∥ / ∥b∥ ≤ tol
έξοδος από επαναληπτική διαδικασία

βk =
rk+1

T rk+1
rk

T rk
pk+1 = rk+1 + βkpk

k = k + 1
επέστρεψε το xk+1

Η µέθοδος των συζυγών κλίσεων έχει αποκτήσει το όνοµα της διότι δη-
µιουργεί µια ακολουθία συζυγών διανυσµάτων. Αυτά τα διανύσµατα είναι
υπόλοιπα που προκύπτουν κατά την διάρκεια των επαναλήψεων. Καθώς ε-
πίσης και η κλίση του δευτεροβάθµιου συναρτησοειδούς,

f(x) = 1

2
xTAx − bTx + c (2.1)

η ελαχιστοποίηση του οποίου, εφόσον ο πίνακας A είναι συµµετρικός, ισο-
ύται µε τη λύση του συστήµατος. Η ελαχιστοποίηση της (2.1) προκύπτει αν
µηδενίσουµε την

f ′(x) = 1

2
ATx + 1

2
Ax − b (2.2)

Ορισµός 2.1. Ορίζουµε ως σφάλµα στο i ϐήµα της µεθόδου το διάνυσµα :

ei = xi − x. (2.3)

όπου xi η προσεγγιστική λύση στο i ϐήµα και x η ακριβής λύση του συστήµατος.

Ορισµός 2.2. Ορίζουµε την νόρµα ενέργειας σύµφωνα µε τον τύπο

∥e∥A = (eTAe) 12 . (2.4)

Θεωρητικά η µέθοδος ϕτάνει στην ακριβή λύση σε ακριβώς n επαναλήψεις.
΄Οµως λόγω των υπολογιστικών σφαλµάτων στρογγύλευσης αυτό δεν είναι
πάντα δυνατό. ΄Οταν όµως η σύγκλιση της είναι ικανοποιητική µπορούµε
να χρησιµοποιήσουµε τη µέθοδο συζύγων κλίσεων σαν επαναληπτική µέθο-
δο και να σταµατήσουµε τις επαναλήψεις όταν επιτύχουµε την επιθυµητή
ακρίβεια για τα δεδοµένα του προβλήµατος που επιλύουµε.
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Η σύγκλιση της µεθόδου εξαρτάται από τον δείκτη κατάστασης k(A) του
πίνακα A. ΄Οσο µεγαλύτερο δείκτη κατάστασης έχει ο πίνακας µας τόσο πιο
αργή ϑα είναι η σύγκλιση της µεθόδου. ΄Ενα άνω ϕράγµα του σφάλµατος στο
ϐήµα i της µεθόδου, είναι το

∥ei∥A ≤ (k(A) − 1

k(A) + 1
)
i

∥e0∥A . (2.5)

Εποµένως εάν έχουµε ένα πίνακα A µε µεγάλο δείκτη κατάστασης ϑα
χρειαστεί να προρρυθµίσουµε το σύστηµα µας µε ένα πίνακα M ώστε ο νέος
πίνακας MA να έχει µικρότερο δείκτη κατάστασης και εποµένως µία γρη-
γορότερη σύγκλιση της µεθόδου. Για αυτό και στα πειράµατα µας ϑα χρη-
σιµοποιήσουµε τη µέθοδο συζυγών κλίσεων σε προρρυθµισµένο γραµµικό
σύστηµα γνωστή και ως Preconditioned Conjugate Gradient.

Preconditioned Conjugate Gradient

r0 = b −Ax0

z0 =M−1r0
p0 = z0
k = 0
επανάλαβε

ak =
rk

T zk
pk

TApk
xk+1 = xk + akpk

rk+1 = rk − akApk

εάν ∥rk+1∥ / ∥b∥ ≤ tol
έξοδος από επαναληπτική διαδικασία

zk+1 =M−1rk+1

βk =
zk+1

T rk+1
zk

T rk
pk+1 = zk+1 + βkpk

k = k + 1
επέστρεψε το xk+1

Αυτή είναι η µέθοδος που ϑα χρησιµοποιήσουµε στα αριθµητικά µας πει-
ϱάµατα.

Στο κεφάλαιο 3 ϑα δούµε κάποιους προρρυθµιστές. Θα παρουσιάσουµε
τον αραιό προσεγγιστικό αντίστροφο από τον αλγόριθµο SPAI και ένα εύκολα
αντιστρέψιµο πίνακα όµοιο µε τον πίνακα A από τον αλγόριθµο του Vaidya.
΄Επειτα ϑα κάνουµε κάποιες αλλαγές στον αλγόριθµο του Vaidya ώστε να είναι
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λειτουργικός για µεγαλύτερη γκάµα πινάκων. Και τέλος στο κεφάλαιο 4 ϑα
παρουσιάσουµε αριθµητικά αποτελέσµατα από προβλήµατα που επιλύθηκαν
χρησιµοποιώντας τους προρρυθµιστές αυτούς.

3 Προρρυθµιστές

3.1 Jacobi.

Ο προρρυθµιστής Jacobi δηµιουργείται από την αντίστοιχη επαναληπτική
µέθοδο Jacobi η οποία προσπαθεί να λύσει το σύστηµα (1.1) ως προς κάθε
εξίσωση, δηλαδή

Ax = b

n

∑
j=1
ai,jxj = bi , i = 1, . . . , n

ai,ixi +
n

∑
j=1,j≠i

ai,jxj = bi , i = 1, . . . , n

ai,ixi = −
n

∑
j=1,j≠i

ai,jxj + bi , i = 1, . . . , n

xi = (−
n

∑
j=1,j≠i

ai,jxj + bi) /ai,i , i = 1, . . . , n

Από την τελευταία σχέση παίρνουµε την επαναληπτική µέθοδο Jacobi
που ορίζεται ως,

x
(k)
i = (−

n

∑
j=1,j≠i

ai,jx
(k−1)
j + bi) /ai,i (3.1.1)

Εάν εκφράσουµε τον πίνακα A ως A =D −L −U , όπου

� D = { ai,j i = j
0 i ≠ j

� L = { −ai,j i > j
0 i ≤ j

� U = { −ai,j i < j
0 i ≥ j

6



Τώρα µε την ϐοήθεια της παραπάνω έκφρασης τουA µπορούµε να γράψου-
µε τη σχέση (3.1.1) σαν εξίσωση πινάκων

Dx
(k)
i = ((U +L)x(k−1)j + bi)

x
(k)
i =D−1 ((U +L)x(k−1)j + bi)

x
(k)
i =D−1(U +L)x(k−1)j +D−1bi

x
(k)
i =D−1(D −A)x(k−1)j +D−1bi

x
(k)
i = (I −D−1A)x(k−1)j +D−1bi (3.1.2)

Από την (3.1.2) παίρνουµε τον προρρυθµιστή Jacobi, ο οποίος είναι α-
ποτελεσµατικός σε περιπτώσεις που ο πίνακας A είναι διαγώνια κυρίαρχος.
Αλλά όπως ϑα δούµε και στα παραδείγµατα στο κεφάλαιο 4 δεν ισχύει πάντα
αυτό.

3.2 Incomplete Cholesky

Μια άλλη κατηγορία προρρυθµιστών στηρίζεται στην παραγοντοποίηση

M =HHT (3.2.1)

Ορισµός 3.1. Παραγοντοποίηση Cholesky ενός ερµιτιανού και ϑετικά ορι-

σµένου πίνακα A λέγεται η παραγοντοποίηση της µορφής

A = LLT .

΄Οπου ο L είναι ένας κάτω τριγωνικός πίνακας µε πραγµατικά και ϑετικά δια-

γώνια στοιχεία. Κάθε ερµιτιανός, ϑετικά ορισµένος πίνακας έχει µοναδική

παραγοντοποίηση Cholesky.

Ο αλγόριθµος Cholesky [1] κατά γραµµές είναι ο εξής :

Για i = 1, . . . , n

Για j = 1, . . . , i − 1

Li,j =
1

Lj,j
(Ai,j −

j−1

∑
k=1
Li,kLj,k)
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Li,i = (Ai,i −
i−1
∑
k=1

L2
i,k)

1
2

Ανάλογα έχουµε και τον αλγόριθµο Cholesky κατά στήλες :

Για j = 1, . . . , n

Lj,j = (Aj,j −
j−1

∑
k=1

L2
j,k)

1
2

Για i = j + 1, . . . , n

Li,j =
1

Lj,j
(Ai,j −

j−1

∑
k=1
Li,kLj,k)

Η επιλογή του αλγόριθµου γίνετε ϐάση το πως είναι αποθηκευµένος ο A
ή από την δοµή των A και L στην περίπτωση που είναι αραιοί κ.λ.π.

΄Ενας τρόπος για να επιλέξουµε τονH στην (3.2.1) είναι να τροποποιήσου-
µε το L µε µια ατελή παραγοντοποίηση Cholesky. ∆ηλαδή LLT =HHT +C,
όπου C καλείται πίνακας σφάλµατος και είναι εκείνος που προσπαθεί να
περιορίσει το γέµισµα (fill-in) στοιχείων σε µηδενικές ϑέσεις του πίνακα A.
΄Ετσι ο πίνακαςH προκύπτει από την ακριβή παραγοντοποίηση Cholesky του
πίνακα A και απορρίπτοντας κάποια στοιχεία. Τα κριτήρια για την απόρριψη
στοιχείων είναι τα εξής :

� απόρριψη µε κριτήρια µεγέθους,

� απόρριψη µε κριτήρια ϑέσης.

Οπότε ο αλγόριθµος της παραγοντοποίηση Cholesky τροποποιείται ως
εξής ώστε να έχουµε την ατελή παραγοντοποίηση Cholesky

Για i = 1, . . . , n

Για j = 1, . . . , i − 1

Li,j =
1

Lj,j
(A⋆

i,j −
j−1

∑
k=1
Li,kLj,k)

Li,i = (A⋆
i,i −

i−1
∑
k=1

L2
i,k)

1
2

Στη ϑέση των A⋆
i,i και A⋆

i,j µπορούµε να έχουµε τα στοιχεία Ai,i και Ai,j
αντίστοιχα ή τροποποιηµένα σύµφωνα µε την µέθοδο προρρύθµισης µας [2].
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Για το κριτήριο της απόρριψης λόγω µεγέθους κάνουµε τον εξής έλεγχο

(Ai,j −
i−1
∑
k=1

Lk,iLk,j)
2

< ψAi,iAj,j

και απορρίπτουµε εκείνα τα στοιχεία που δεν ικανοποιούν την παραπάνω
σχέση.

Για το κριτήριο της απόρριψης λόγω ϑέσης απλά απορρίπτουµε εκείνα τα
στοιχεία Lj,i για τα οποία τα οποία ισχύει Aj,i = 0.

3.3 Αραιός προσεγγιστικός αντίστροφος.

Θα εξετάσουµε στη συνέχεια τον προρρυθµιστή αραιό προσεγγιστικό αν-
τίστροφο που παράγεται µε τον αλγόριθµο SPAI (SParse Approximate Inver-
se) [10]. ΄Οπως ϕανερώνει και το όνοµα ο προρρυθµιστής έχει την δοµή του
A−1 και την ιδιότητα AM ≈ I. Επειδή όµως εξ΄ αρχής δεν γνωρίζουµε την
δοµή του A−1 ξεκινάµε συνήθως µε την δοµή του διαγώνιου και επαυξάνουµε
σταδιακά την δοµή του προρρυθµιστή ώστε να αποκτήσει περίπου την δοµή
του A−1.

Για µια δοσµένη αραιή δοµή ο πίνακας M είναι η λύση του προβλήµατος
ελαχιστοποίησης,

min
mk

∥Amk − ek∥2 , k = 1, . . . , n (3.3.1)

όπου ek = (0, . . . ,0,1,0, . . . ,0)T ,
η οποία ανάγεται σε n ανεξάρτητα προβλήµατα ελαχίστων τετραγώνων

∥AM − I∥2F =
n

∑
k=1

∥(AM − I)ek∥22, (3.3.2)

Εδώ χρησιµοποιούµε την Frobenius νόρµα για διευκόλυνση στους υπο-
λογισµούς µας.

Καθώς οι στήλες του M είναι ανεξάρτητες η µία από την άλλη, αρκεί να
παρουσιάσουµε τον αλγόριθµο για µία από αυτές, την οποία ϑα την συµβο-
λίζουµε µε mk. Τώρα ας ονοµάσουµε J το σύνολο των δεικτών j τέτοιοι ώστε
mk(j) ≠ 0. Συµβολίζουµε το διάνυσµα που περιέχει µόνο τα µη-µηδενικά
στοιχεία των αγνώστων mk(J ) µε m̂k. ΄Επειτα, ας ονοµάσουµε I το σύνολο
των δεικτών i τέτοιοι ώστε το A(i,J ) δεν είναι ταυτοτικά µηδέν. Αυτό µας επι-
τρέπει να αποβάλλουµε όλες τις µηδενικές γραµµές στον υποπίνακα A(.,J ).
Συµβολίζουµε τον υποπίνακα A(I,J ) µε Â. Οµοίως, ορίζουµε êk = ek(Ι).
Εάν τώρα ϑέσουµε n1 = ∣I ∣ και n2 = ∣J ∣, ϐλέπουµε ότι η επίλυση του (3.3.1)
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ως προς mk είναι ισοδύναµη µε την επίλυση του

min
mk

∥Âm̂k − êk∥2 (3.3.3)

ως προς m̂k. Το n1 × n2 πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων (2.3) είναι εξαι-
ϱετικά µικρό διότι οι A και M είναι πολύ αραιοί πίνακες. Εάν ο A είναι
µη ιδιάζων, ο υποπίνακας Â πρέπει να είναι πλήρους ϐαθµού (full rank).
Συνεπώς, η QR παραγοντοποίηση του Â είναι

Â = Q( R
0 ) , (3.3.4)

όπου ο R είναι ένας µη ιδιάζων άνω τριγωνικός n2 × n2 πίνακας. Εάν ϑέσουµε
ĉ=QT êk, η λύση του (3.3.3) είναι

m̂k = R−1ĉ(1 ∶ n2). (3.3.5)

Επιλύουµε την (3.3.5) για κάθε k = 1, . . . , n και ϑέτουµε mk(J ) = m̂k.
Αυτό δίνει έναν προσεγγιστικό αντίστροφο M , ο οποίος ελαχιστοποιεί την
∥AM − I∥F για τη δοσµένη αραιή δοµή.

Τώρα σκοπός µας είναι να ϐελτιώσουµε τον M αυξάνοντας την αραιή
δοµή του ώστε να πάρουµε έναν πιο αποτελεσµατικό προρρυθµιστή. Για να
το επιτύχουµε αυτό, ϑα ελαττώσουµε το τρέχον σφάλµα ∥AM − I∥F , δηλαδή
το ∥Amk − ek∥2 για κάθε k = 1, . . . , n. Υπενθυµίζουµε ότι m̂k είναι η ϐέλτιστη
λύση του προβλήµατος ελαχίστων τετραγώνων (3.3.1), και συµβολίζουµε το
υπόλοιπό του µε

r = A(.,J )m̂k − ek. (3.3.6)

Εάν r = 0, το mk είναι ακριβώς η k-στήλη του A−1 και δε ϐελτιώνεται πε-
ϱαιτέρω. Τώρα υποθέτουµε ότι r ≠ 0 και αποδεικνύουµε πώς αυξάνουµε το
σύνολο των δεικτών J για να ελαττώσουµε το ∥r∥2. Εφόσον οι A και mk είναι
αραιοί, τα περισσότερα στοιχεία του r είναι µηδενικά και συµβολίζουµε µε
L το εναποµείναν σύνολο δεικτών l για τους οποίους r(l) ≠ 0. Ουσιαστικά
το L ισούται µε το I, καθώς το r̂ δεν έχει ακριβώς µηδενικές εισόδους σε
πεπερασµένη ακρίβεια. ΄Οµως, εάν το I δεν περιέχει το k, ϑα πρέπει να
συµπεριληφθεί στο L εφόσον το r(k) είναι τότε ίσο µε 1. Για κάθε l ∈ L
αντιστοιχεί ένα σύνολο δεικτών Nl, το οποίο αποτελείται από τους δείκτες των
µη µηδενικών στοιχείων του A(l, .) τα οποία δεν ανήκουν ακόµη στο J . Οι
πιθανοί νέοι υποψήφιοι που ίσως προστεθούν στο J περιέχονται στο

J̃ =⋃
l∈L
Nl. (3.3.7)

Τώρα πρέπει να επιλέξουµε νέους δείκτες j οι οποίοι ϑα οδηγήσουν στην
πιο συµφέρουσα µείωση του ∥r∥2. Για να το κάνουµε αυτό µε οικονοµικό
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αλλά και αποτελεσµατικό τρόπο, ϑεωρούµε για κάθε j ∈ J̃ το µονοδιάστατο
πρόβληµα ελαχιστοποίησης

min
µj∈R
∥r + µjAej∥2 . (3.3.8)

Η λύση του (3.3.8) είναι

µj = −
rTAej

∥Aej∥22
. (3.3.9)

Για κάθε j υπολογίζουµε τη 2-νόρµα ρj του νέου υπολοίπου r+µjAej όπου
το µj δίνεται από την (3.3.9):

ρ2j = − ∥r∥
2
2 −
(rTAej)2

∥Aej∥22
. (3.3.10)

Υπάρχει τουλάχιστον ένας δείκτης j ∈ J̃ τέτοιος ώστε rTAej ≠ 0, ο οποίος ϑα
οδηγήσει σε ένα µικρότερο υπόλοιπο στη (2.10). ∆ιαφορετικά

0 = r(L)TA(L, J̃ ) = r(L)TA(L,J ∪ J̃ ), (3.3.11)

το οποίο συνεπάγεται ότι το r(L) είναι µηδέν, καθώς ο A(L, .) είναι πλήρους
ϐαθµού (full rank). Σηµειώνουµε ότι το J ⋃ J̃ περιέχει τους δείκτες στηλών
όλων των µη µηδενικών στοιχείων του A(L, .) και ότι J ⋂ J̃ = ∅. Ελαττώνου-
µε το J̃ στο σύνολο των πιο κερδοφόρων δεικτών j µε ελάχιστο ρj και το
προσθέτουµε στο J . Χρησιµοποιώντας το επεκταµένο σύνολο δεικτών J , ε-
πιλύουµε ξανά το αραιό πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων (3.3.1). Αυτό δίνει
µία καλύτερη προσέγγιση mk της k-στήλης του A−1. Επαναλαµβάνουµε αυ-
τή τη διαδικασία για κάθε k = 1, ..., n έως ότου το υπόλοιπο ικανοποιεί µία
ορισµένη ανοχή ή µέχρι µία µέγιστη ποσότητα γεµίσµατος fill-in επιτευχθεί
στο mk.

Κάθε ϕορά που αυξάνουµε το σύνολο των µη µηδενικών στοιχείων στο
mk, επιλύουµε ακριβώς το πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων. Τώρα ϑα απο-
δείξουµε πώς µπορεί κανείς εύκολα να ενηµερώσει τηνQR παραγοντοποίηση
και να µειώσει εξαιρετικά το ϕόρτο εργασίας της. Υπενθυµίζουµε ότι το J ε-
ίναι το τρέχον σύνολο και ότι το J̃ είναι το σύνολο των νέων δεικτών που
ϑα προστεθούν στο mk. Συµβολίζουµε µε Ĩ τις νέες αντίστοιχες γραµµές, οι
οποίες περιέχουν τις µη µηδενικές γραµµές του A(.,J ∪ J̃ ), και µε ñ1 και
ñ2 το πλήθος των δεικτών στο Ĩ και J̃ . Κατά συνέπεια, χρειάζεται να αντι-
καταστήσουµε στο (3.3.3) τον υποπίνακα Â µε τον µεγαλύτερο υποπίνακα
A(I ∪ Ĩ,J ∪ J̃ ). Για να επιλύσουµε το (3.3.3), χρησιµοποιούµε τη γνωστή
QR παραγοντοποίηση του Â για να ανανεώσουµε την QR παραγοντοποίηση
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του επαυξηµένου πίνακα A(I ∪ Ĩ,J ∪ J̃ ):

A(I ∪ Ĩ,J ∪ J̃ ) = ( Â A(I, J̃ )
0 A(Ĩ, J̃ ) ) (3.3.12)

= ( Q
Iñ1

)
⎛
⎜
⎝

R QT
1A(I, J̃ )

0 QT
2A(I, J̃ )

0 A(Ĩ, J̃ )

⎞
⎟
⎠
= ( Q

Iñ1

)( R B1

0 B2
) . (3.3.13)

Αυτό απαιτεί µόνο τον υπολογισµό της παραγοντοποίησηςQR τουB2. Σηµει-
ώνουµε ότιA(Ĩ,J ) = 0, διότι το I περιέχει ήδη τους δείκτες των µη µηδενικών
εισόδων που εµφανίζονται στις στήλες J . ΄Εστω

B2 = Q̃(
R̃
0
) , (3.3.14)

όπου B2 ένας πίνακας ñ1 + n1 − n2 × ñ2. Χρησιµοποιώντας την (2.14), ξανα-
γράφουµε την (2.13) ως:

A(I ∪ Ĩ,J ∪ J̃ ) = ( Q
Iñ1

)( In2

Q̃
)
⎛
⎜
⎝

R B1

0 R̃
0 0

⎞
⎟
⎠
. (3.3.15)

Αυτή η διαδικασία µας επιτρέπει να προσθέσουµε νέους δείκτες στο J και να
λύσουµε το πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων για τη ϐέλτιστη λύση χωρίς να
υπολογίσουµε ξανά ολόκληρη την παραγοντοποίηση QR σε κάθε ϐήµα. Εάν
δε σταµατήσουµε τη διαδικασία, ο αλγόριθµος ϑα υπολογίσει την k-στήλη
του A−1. Στην πράξη, παρόλα αυτά, σταµατάµε τη διαδικασία τη στιγµή
που ϕτάσουµε την καθορισµένη ανοχή ή ϕτάσουµε µία µέγιστη ποσότητα
γεµίσµατος (fill-in). Τώρα ϑα παρουσιάσουµε ολόκληρο τον αλγόριθµο SPAI,
όπου το SPAI σηµαίνει Αραιός (SParse) Προσεγγιστικός (Approximate) Αν-
τίστροφος (Inverse).

Ο Αλγόριθµος SPAI.
Για κάθε στήλη mk του M :

(a) Επέλεξε µία αρχική αραιή δοµή J .

(b) Υπολόγισε τους δείκτες γραµµών I των αντίστοιχων µη µηδενικών γραµ-
µών και την QR παραγοντοποίηση (3.3.4) του A(I,J ). ΄Επειτα, υπο-
λόγισε τη λύση mk του προβλήµατος ελαχίστων τετραγώνων (2.1) και
το υπόλοιπό του r όπως δίνεται από την (3.3.6).

΄Οσο το ∥r∥2 > ε:
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(c) Θέσε το L ίσο µε το σύνολο των δεικτών l για τα οποία r(l) ≠ 0.
(d) Θέσε το J̃ ίσο µε το σύνολο όλων των νέων δεικτών στηλών του A

που εµφανίζονται σε όλες τις L γραµµές αλλά όχι στο J .
(e) Για κάθε j ∈ J̃ λύσε το πρόβληµα ελαχιστοποίησης (3.3.8).
(f) Για κάθε j ∈ J̃ υπολόγισε το ρj από την (3.3.10) και διέγραψε από

το J̃ όλους τους δείκτες εκτός των πιο κερδοφόρων.
(g) Υπολόγισε του αντίστοιχους µη-µηδενικούς δείκτες γραµµών Ĩ

και ενηµέρωσε την QR παραγοντοποίηση χρησιµοποιώντας την
(3.3.15). ΄Υστερα λύσε τα νέα προβλήµατα ελαχίστων τετραγώνων,
υπολόγισε το νέο υπόλοιπο r = Amk − ek, και ϑέσε I = I ⋃ Ĩ και
J = J ⋃ J̃ .

Παρατηρήσεις.

1. Η αρχική αραιή δοµή του M είναι τυχαία και ίσως επιλεγεί κενή ή
διαγώνια, εάν καµία a priori πληροφορία για την αραιότητα του A−1

δεν είναι διαθέσιµη. Ακόµη για την επίλυση µιας ακολουθίας προ-
ϐληµάτων µε παρόµοια αραιή δοµή αλλά ποικίλες εισόδους στο A, µία
έξυπνη αρχική σκέψη για τον αρχική αραιή δοµή είναι να επιλεγεί
η ίδια από τον προηγούµενο υπολογισµένο προσεγγιστικό αντίστροφο.
Κάτι τέτοιο µειώνει εξαιρετικά το υπολογιστικό κόστος του M , εφόσον
η αρχική αραιή δοµή ϑα είναι σχεδόν ϐέλτιστη. Σε όλα τα αριθµητι-
κά παραδείγµατά µας η αρχική αραιή δοµή του M επελέγη να είναι
διαγώνια.

2. Εκτός από το κριτήριο τερµατισµού στο ∥r∥2, περιορίζουµε το ϐρόγχο
σε ένα µέγιστο αριθµό επαναλήψεων ώστε να περιορίσουµε το µέγιστο
γέµισµα (fill-in) ανά στήλη του M . Αυτό το κατώτατο όριο σχεδόν ποτέ
δεν επετεύχθη και ο συνολικός αριθµός των µη-µηδενικών εισόδων του
M είναι συνήθως συγκρίσιµος µε το αντίστοιχο αριθµό στο Α.

3. Στο (f ) πρώτα ελαττώνουµε το J̃ στο σύνολο των δεικτών j για τους οπο-
ίους το ρj είναι µικρότερο ή ίσο από τη µέση τιµή όλων των ρj. Από τους
εναποµείναντες δείκτες κρατάµε το πολύ s δείκτες µε ελάχιστο ρj. Εδώ
το s ϑα πρέπει να είναι ένας µικρός ακέραιος προς αποφυγή υπερβολι-
κού γεµίσµατος (fill-in), και εµείς ϑέσαµε το s ίσο µε 5 στους περισσότε-
ϱους αριθµητικούς υπολογισµούς. Αυτό το κριτήριο είναι πολύ ϕθηνό
στον υπολογισµό και αφαιρεί αποτελεσµατικά άχρηστους δείκτες. Ε-
ίναι ανεξάρτητο από παραµέτρους, καθώς χρησιµοποιεί ένα δυναµικό
κριτήριο µέσης τιµής και δεν απαιτεί ένα κατώτατο όριο ως είσοδο από
το χρήστη. Μια πιο περίπλοκη στάθµιση ϑα µπορούσε να εφαρµοστεί
στην κατανοµή του ρj για να ελέγχει το ποσοστό στο οποίο γεµίζει ο M .
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4. ΄Οταν ενηµερώνουµε την QR παραγοντοποίηση (2.15), αποθηκεύουµε
τους πίνακες Householder που προκύπτουν από τις παραγοντοποιήσεις
των πινάκων B2 ξεχωριστά και ποτέ δεν υπολογίζουµε τον Q άµεσα.

5. Η διαδικασία εκλογής στο (c) ίσως περιοριστεί στις πιο εύκολα προ-
σβάσιµες γραµµές, για να ελαττώσουµε τις επικοινωνίες και τη ϱοή
δεδοµένων. Μπορεί επίσης να περιοριστεί µόνο στα µέγιστα στοιχεία
του r.

6. Η µονοδιάστατη ελαχιστοποίηση µπορεί να αντικατασταθεί από άλλη
µέθοδο ελαχιστοποίησης όπως τη µέθοδο µεγίστης καθόδου (steepest
descent)ή το πρόβληµα ακριβούς ελαχιστοποίησης (exact minimization
problem) που σχετίζεται µε το J ⋃{j}. Από την εµπειρία µας, το πρώτο
δεν είναι αρκετά ακριβές και το τελευταίο είναι πολύ ακριβό.

7. Ο προσεγγιστικός αντίστροφος M που υπολογίζει ο SPAI αλγόριθµος
είναι αναλλοίωτος µεταθέσεων. Εάν ο A αντικατασταθεί από τον P1AP2,
όπου P1 και P2 µεταθετικοί πίνακες, λαµβάνουµε τον P T

2 MP T
1 αντί του

M .

Ο αλγόριθµος SPAI µπορεί επίσης να εφαρµοστεί για να υπολογίσει έναν
αραιό προσεγγιστικό αριστερό αντίστροφο του A, ο οποίος µπορεί να χρησι-
µοποιηθεί ως αριστερός προρρυθµιστής στο (1.2). Αυτό ίσως δώσει καλύτερο
αποτέλεσµα εάν όλες οι γραµµές του A−1 είναι αραιές αλλά λίγες στήλες του
είναι γεµάτες.

Εάν η επαναληπτική µέθοδος προρρυθµισµένη µε τον συγκεκριµένο M
δε συγκλίνει, είναι εύκολο να ϐελτιώσουµε τονM χρησιµοποιώντας την αραιή
δοµή του M ως αρχική αραιή δοµή για τον αλγόριθµο SPAI. Η επανάληψη
τότε ϑα προχωρήσει µε το νέο προρρυθµιστή M . Επιπλέον, εφόσον υπολο-
γίζουµε το υπόλοιπο για κάθε µία στήλη mk ξεχωριστά του M , είναι εύκολο
να ξεχωρίσουµε τις πιο δύσκολες στήλες και να συγκεντρωθούµε σε αυτές
για να ϐελτιώσουµε τη σύγκλιση της επαναληπτικής διαδικασίας. Αυτό ίσως
αποδειχθεί χρήσιµο σε σχέση µε την ευέλικτη προρρύθµιση (flexible precon-
ditioning), όπου ο προρρυθµιστής έχει αναπροσαρµοστεί κατά τη διάρκεια
της επαναληπτικής διαδικασίας (ϐλέπε [7], [11]).

3.4 Ο προρρυθµιστής του Vaidya

Ο Pravin Vaidya το 1991 είχε προτείνει δύο είδη προρρυθµιστών για συµµε-
τρικούς και διαγώνια υπερτερούντες πίνακες σε ένα επιστηµονικό συνέδριο
αλλά ποτέ δεν δηµοσίευσε τίποτα πάνω σε αυτά που παρουσίασε.
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Ορισµός 3.2. ∆ιαγώνια υπερτερών πίνακας είναι ο πίνακας του οποίου το

άθροισµα των απολύτων τιµών των µη διαγώνιων στοιχείων µίας γραµµής είναι

µικρότερο ή ίσο από το αντίστοιχο κατ΄ απόλυτη τιµή διαγώνιο στοιχείο. ∆ηλαδή

ισχύει,

∣ai,i∣ ≥
n

∑
j=1,j≠i

∣ai,j ∣ , ∀i

Ωστόσο κάποια από τη ϑεωρία που πιθανώς χρησιµοποίησε είχε δηµο-
σιευτεί στην διδακτορική εργασία του, υποψήφιου τότε διδάκτορα και ϕοιτη-
τή του Vaidya, Keith D. Gremban [8]. ΄Επειτα από καιρό οι Donor Chen και
Sivan Toledo [6] προσπάθησαν να υλοποιήσουν σε κώδικα τον προρρυθµιστή
που είχε προτείνει ο Vaidya, ενώ υπήρχαν και αρκετές δηµοσιεύσεις ϑεωρη-
µάτων [4], [5] για τη ϑεωρία πάνω στην οποία πιθανώς στηρίχτηκε ο Vaidya,
η οποία ονοµάστηκε support graph theory.

3.4.1 Θεωρία και κατασκευή

Κάθε τετραγωνικός n×n πίνακας A µπορεί να ϑεωρηθεί ως ένα ϐεβαρηµένο
γράφηµα.

Ορισµός 3.3. Το παραγόµενο γράφηµα GA = (VA,EA) ενός n × n συµµετρι-

κού πίνακα A είναι ένα ϐεβαρηµένο γράφηµα του οποίου το σύνολο κορυφών

είναι το VA = {1,2, . . . , n} και το σύνολο ακµών του είναι το EA = {(i, j) ∶ i ≠
j και Ai,j ≠ 0}. Το ϐάρος της ακµής (i, j) είναι το Ai,j. Το ϐάρος µίας κορυφής

i είναι το άθροισµα των στοιχείων στην i γραµµή του A.

Αν ο πίνακας A είναι µη συµµετρικός τότε το γράφηµα GA είναι κατευ-
ϑυνόµενο, ενώ αν ο πίνακας A είναι συµµετρικός τότε το γράφηµα GA είναι
µη κατευθυνόµενο. Εµείς ϑα ασχοληθούµε µε συµµετρικούς πίνακες.

Ορισµός 3.4. Μέγιστος δεντροπαράγοντας (maximum spanning tree) ενός

συνεκτικού γραφήµατος είναι το παραγόµενο δέντρο του γραφήµατος όπου το

άθροισµα των ϐαρών των ακµών του είναι το µεγαλύτερο δυνατό.

Ο Vaidya πρότεινε δύο είδη προρρυθµιστών M για αραιούς διαγώνια υ-
περτερούντες πίνακες. Ο πρώτος είναι ο µέγιστος δεντροπαράγοντας του
παραγόµενου γραφήµατος του πίνακα A, ενώ ο δεύτερος είναι επέκταση του
πρώτου. ∆ηλαδή αφού ϐρούµε τον µέγιστο δεντροπαράγοντα προσθέτοντας
επιπλέον ακµές του γραφήµατος κατασκευάζουµε ένα προρρυθµιστή M του
οποίου το παραγόµενο γράφηµα GM είναι υπογράφηµα του GA. Το γράφη-
µα GM έχει το ίδιο σύνολο κορυφών µε το GA, αλλά έχει ένα υποσύνολο του
συνόλου ακµών.
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Η είσοδος του αλγόριθµου είναι ένας n×n συµµετρικός, ϑετικά ορισµένος,
διαγώνια υπερτερών πίνακας (SPDDD) A µε 2m+n µη-µηδενικά στοιχεία και
µία παράµετρος t. Ο αλγόριθµος λειτουργεί ως εξής :

1. Βρίσκουµε πρώτα τον κατά µέγιστη τιµή δεντροπαράγοντα T του γρα-
ϕήµατος GA.

2. ΄Επειτα υποδιαιρούµε το δέντρο T σε ένα σύνολο από k συνεκτικά υπο-
γραφήµατα V1, V2, . . . , Vk έτσι ώστε κάθε Vi να έχει από n/t εώς (dn/t)+1
κορυφές, όπου το d είναι είναι ο µέγιστος αριθµός παιδιών που έχουν
οι κορυφές στο δέντρο µας.

3. ∆ηµιουργούµε το γράφηµα GM προσθέτοντας στο δέντρο T την ϐα-
ϱύτερη ακµή µεταξύ των Vi και Vj ∀i, j. ∆εν προσθέτουµε ακµή στις
περιπτώσεις που, δεν υπάρχει ακµή µεταξύ των Vi και Vj, ή η ϐαρύτερη
ακµή ήδη ανήκει στο σύνολο ακµών του δέντρου µας.

Ο προρρυθµιστής µας είναι ο πίνακας που προκύπτει από το γράφηµα
GM . Τα ϐάρη των ακµών (i, j) για i ≠ j του προρρυθµιστή είναι ίδια µε
τα αντίστοιχα ϐάρη του αρχικού γραφήµατος. Κάνουµε όµως µία διόρθωση
στα διαγώνια στοιχεία του προρρυθµιστή M , έτσι ώστε το άθροισµα κάθε
γραµµής του πίνακα A να είναι ίδιο µε το άθροισµα της αντίστοιχης γραµµής
του πίνακα M .

Η είσοδος t είναι αυτή που αλλάζει τον προρρυθµιστή µας, όσο µεγα-
λώνουµε το t τόσο αυξάνονται τα µη-µηδενικά στοιχεία του προρρυθµιστή,
µε αποτέλεσµα να χάνουµε περισσότερο χρόνο στην κατασκευή του προρ-
ϱυθµιστή και να αυξάνεται ο χρόνος του κάθε ϐήµατος της επαναληπτικής
µεθόδου. Για t = n ο προρρυθµιστής γίνετε ίσος µε τον αρχικό πίνακα A.
Ενώ για t = 1 έχουµε ως προρρυθµιστή τον µέγιστο δεντροπαράγοντα.

3.4.2 Λεπτοµέρειες υλοποίησης του αλγορίθµου.

΄Οπως αναφέρθηκε προηγουµένως το πρώτο ϐήµα για την δηµιουργία του
προρρυθµιστή είναι να ϐρεθεί ο µέγιστος δεντροπαράγοντας. Για τον σκοπό
αυτό ϑα χρησιµοποιήσουµε τον αλγόριθµο του Prim [3].

Ο Αλγόριθµος Prim.

(a) Θεώρησε το γράφηµα T µε µία κορυφή που παίρνεις στην τύχη.

(b) ∆ιάλεξε µια ακµή (i, j) µε µέγιστο ϐάρος από το σύνολο των ακµών που
έχουν την κορυφή i στο T και την κορυφή j στο συµπλήρωµα του T .
Πρόσθεσε αυτή την ακµή στο T και την κορυφή j στις κορυφές του T .
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(c) Αν το T είναι δεντροπαράγοντας του για το γράφηµα σταµάτησε, δια-
ϕορετικά πήγαινε στο (b).

Ο συγκεκριµένος αλγόριθµος είναι γρήγορος και µπορεί να µας επι-
στρέψει ένα δέντρο µε ϱίζα. Ο αλγόριθµος του Prim έχει ως είσοδο το
γράφηµα µας, µε την µορφή πίνακα, και µία κορυφή του γραφήµατος ως
ϱίζα του δέντρου. Ο αλγόριθµος ϑα µας επιστρέψει το δέντρο µε ϱίζα ως ένα
διάνυσµα π ακεραίων, διάστασης n×1. Στη ϑέση π(i) έχουµε τον πατέρα της
κορυφής i.

Παραθέτουµε ένα παράδειγµα ενός SPDDD 8 × 8 πίνακα A.

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

12 -2 -5 0 -4 0 0 0
-2 13 -5 0 0 -3 0 0
-5 -5 17 -6 -1 0 0 0
0 0 -6 8 0 -2 0 0
-4 0 -1 0 12 -3 -4 0
0 -3 0 -2 -3 16 -5 0
0 0 0 0 -4 -5 15 -6
0 0 0 0 0 0 -6 6

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Σχήµα 1: Αριστερά : Το παραγόµενο γράφηµαGA από τον παραπάνω πίνακα.
∆εξιά : Ο µέγιστος δεντροπαράγοντας του γραφήµατος.
Με κόκκινο χρώµα η αρίθµηση των κορυφών και µε µωβ χρώµα τα ϐάρη των
ακµών.

Το δεύτερο σηµαντικό ϐήµα είναι η υποδιαίρεση του δέντρου T σε k συ-
νεκτικά γραφήµατα που έχουν περίπου τον ίδιο αριθµό κορυφών. Θα χρη-
σιµοποιήσουµε τον αλγόριθµο από το [6], όπου ϐρίσκεται και η απόδειξη
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(Θεώρηµα 2.1) ότι η συνάρτηση TreePartition χωρίζει το δέντρο µας σε υπο-
δέντρα µε πλήθος ακµών ανάµεσα σε n/t και dn/t + 1.

TreePartition(vertex i)
#comment : si = πλήθος κορυφών στο υποδέντρο µε ϱίζα την κορυφή i
si = 1
για κάθε παιδί j του i

εάν (sj > n/t + 1)
TreePartition(j)

εάν (sj ≥ n/t)
δηµιούργησε ένα καινούριο υποδέντρο µε ϱίζα το j
αποδέσµευσε το j από παιδί του i

αλλιώς
si = si + sj

Σχήµα 2: Αριστερά : Η υποδιαίρεση του δέντρου σε υποδέντρα.
∆εξιά : Η επιπλέον ακµή που προσθέτουµε στο δέντρο

Στο παράδειγµά µας ο αλγόριθµος TreePartition χωρίζει το δέντρο µας σε
3 υποδέντρα µε σύνολα κορυφών V1 = {1,5}, V2 = {2,3,4} και V3 = {6,7,8}.
΄Επειτα παίρνουµε κάθε Ϲευγάρι υποδέντρων και παρατηρούµε ότι µεταξύ
των G1, G2 και G1, G3 η πιθανή ακµή που ϑα έπρεπε να προστεθεί ανήκει
ήδη στο δέντρο µας. ∆εν συµβαίνει το ίδιο µεταξύ των G2, G3 και εποµένως
προσθέτουµε την ακµή (2,6).
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3.4.3 Βελτίωση - γενίκευση του αλγορίθµου

Ο αλγόριθµος του Vaidya λειτουργεί για πίνακες Stieltjes.

Ορισµός 3.5. Πίνακας Stieltjes είναι ο συµµετρικός και ϑετικά ορισµένος

πίνακας που τα µη διαγώνια στοιχεία του είναι αρνητικά.

Εµείς όµως ϑέλουµε να γενικεύσουµε αυτό τον αλγόριθµο ώστε να λει-
τουργεί για περισσότερες κατηγορίες πινάκων. Για αυτό πραγµατοποιήσαµε
τις παρακάτω αλλαγές :

� Η πρώτη έχει να κάνει µε τον αλγόριθµο του Prim. Επειδή τα µη
µηδενικά στοιχεία στους πίνακες που εξετάσαµε είναι και ϑετικά και
αρνητικά, ϐρίσκουµε το κατ΄ απόλυτη τιµή µέγιστο δεντροπαράγοντα
του γραφήµατος.

� Η δεύτερη αλλαγή είναι συναρτήσει της παραπάνω επιλογή µας. Και
συγκεκριµένα λαµβάνει χώρα στον τρόπο διόρθωσης των διαγώνιων
στοιχείων του προρρυθµιστή µας. Υπενθυµίζουµε ότι αφού έχουν ε-
πιλεγεί όλες οι ακµές του υπογραφήµατος κάνουµε µια διόρθωση στα
διαγώνια στοιχεία του προρρυθµιστή µας. Η διόρθωση αυτή γίνετε για
να έχει το ίδιο άθροισµα γραµµής ο προρρυθµιστήςM µε τον πίνακα A
του συστήµατος (1.1) . Επιλέξαµε το διαγώνιο στοιχείο του προρρυθµι-
στή µας να έχει τιµή ίση µε τη διαφορά του αθροίσµατος των απολύτων
τιµών της γραµµής του πίνακαA µείον το άθροισµα των απολύτων τιµών
των µη διαγώνιων στοιχείων της γραµµής του πίνακα M , δηλαδή

M(i, i) =
n

∑
j=1
∣A(i, j)∣ −

n

∑
j=1,j≠i

∣M(i, j)∣ i = 1, . . . , n

� Η τελευταία αλλαγή που πραγµατοποιήσαµε έχει να κάνει µε την επι-
λογή των ακµών, δηλαδή των µη διαγώνιων στοιχείων του πίνακα A,
στην περίπτωση που έχουµε να επιλέξουµε µεταξύ ακµών που έχουν το
ίδιο ϐάρος. Στο άρθρο για την υλοποίηση του αλγορίθµου του Vaidya
δεν αναφέρεται καθόλου πως αντιµετωπίζεται αυτή η περίπτωση. Στον
αλγόριθµο µας όταν έχουµε να πάρουµε απόφαση για το παραπάνω
πρόβληµα επιλέγουµε την ακµή µε την µικρότερη απόσταση από την
κύρια διαγώνιο. Φτάσαµε σε αυτή την απόφαση ώστε όταν έχουµε να
εφαρµόσουµε παραγοντοποίηση Cholesky στον προρρυθµιστή µας να
µειώσουµε όσο το δυνατόν το fill-in που µπορεί να προκύψει. ΄Οπως
ϑα δούµε και παρακάτω στο παράδειγµα 6 του κεφαλαίου 4 έχουµε
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καλύτερα αποτελέσµατα από τον υλοποιηµένο αλγόριθµο του Vaidya
που ϐρήκαµε στο πακέτο taucs1.

4 Πειραµατικά αποτελέσµατα

Τα πειράµατα µας έγιναν σε περιβάλλον Linux (διανοµή Kubuntu) και µε τη
χρήση του προγράµµατος GNU-Octave.

΄Εγινε χρήση πινάκων που ϐρήκαµε από τις ιστοσελίδες συλλογής πινάκων

� του National Institute of Standards and Technology,
(http://math.nist.gov/MatrixMarket/)

� και του πανεπιστηµίου της Φλόριντα,
(http://www.cise.ufl.edu/research/sparse/matrices/).

Για το σύστηµα (1.1) αν το διάνυσµα b δεν δίνεται ϑα δηµιουργούµε ένα
τυχαίο διάνυσµα x µε στοιχεία µεταξύ του µηδέν και ένα και ϑα το πολλα-
πλασιάζουµε µε τον εκάστοτε πίνακα.

Ως επαναληπτική µέθοδο ϑα χρησιµοποιήσουµε αυτή των συζυγών κλίσε-
ων (Preconditioned Conjugate Gradient). ΄Οπου δεν αναφέρεται η ακρίβεια
της µεθόδου την έχουµε ορίσει ίση µε 10−8.

Στα επόµενα παραδείγµατα οι πίνακες που έχουµε επιλέξει είναι όλοι
συµµετρικοί. ΄Οµως ο αλγόριθµος για τον προρρυθµιστή SPAI δεν δηµιουρ-
γεί συµµετρικούς πίνακες, για αυτό το λόγο αφού δηµιουργήσουµε τον προρ-
ϱυθµιστή µας τον µετατρέπουµε σε συµµετρικό ως εξής :

M ∶= (M +MT )/2

όπου MT ο ανάστροφος του πίνακα M .

4.1 Οικογένεια πινάκων PSADMIT.

Το πρώτο παράδειγµα που ϑα δούµε είναι η οικογένεια πινάκων PSADMIT
(Power systems admittance matrices) που αποτελείται από 4 πίνακες. Προ-
κύπτουν από προβλήµατα δικτύων συστηµάτων παραγωγής ενέργειας (power
system network). Είναι συµµετρικοί µε πραγµατικά στοιχεία και ϑετικά ο-
ϱισµένοι.

1http://www.tau.ac.il/ stoledo/taucs/
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� 494_bus, µεγέθους 494 × 494 µε 1666 µη µηδενικά στοιχεία. ΄Εχει
Frobenius νόρµα 5.8×104 και δείκτη κατάστασης 3.9×106.

Σχήµα 3: 494_bus

Σχήµα 4: Με µπλε χρώµα έχουµε τη σύγκλιση χωρίς προρρυθµιστή.
Με κόκκινο χρώµα έχουµε τη σύγκλιση µε τον προρρυθµιστή Jacobi.
Με πράσινο χρώµα τη σύγκλιση µε προρρυθµιστή τον µέγιστο δεντροπαράγοντα.
Και µε κίτρινο χρώµα τη σύγκλιση µε τον προρρυθµιστή SPAI.
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� 662_bus, µεγέθους 662 × 662 µε 2474 µη µηδενικά στοιχεία. ΄Εχει
Frobenius νόρµα 7.4×103 και δείκτη κατάστασης 8.3×105.

Σχήµα 5: 662_bus

Σχήµα 6: Με µπλε χρώµα έχουµε τη σύγκλιση χωρίς προρρυθµιστή.
Με κόκκινο χρώµα έχουµε τη σύγκλιση µε τον προρρυθµιστή Jacobi.
Με πράσινο χρώµα τη σύγκλιση µε προρρυθµιστή τον µέγιστο δεντροπαράγοντα.
Και µε κίτρινο χρώµα τη σύγκλιση µε τον προρρυθµιστή SPAI.
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� 685_bus, µεγέθους 685 × 685 µε 3249 µη µηδενικά στοιχεία. ΄Εχει
Frobenius νόρµα 4×104 και δείκτη κατάστασης 5.3×105.

Σχήµα 7: 685_bus

Σχήµα 8: Με µπλε χρώµα έχουµε τη σύγκλιση χωρίς προρρυθµιστή.
Με κόκκινο χρώµα έχουµε τη σύγκλιση µε τον προρρυθµιστή Jacobi.
Με πράσινο χρώµα τη σύγκλιση µε προρρυθµιστή τον µέγιστο δεντροπαράγοντα.
Και µε κίτρινο χρώµα τη σύγκλιση µε τον προρρυθµιστή SPAI.
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� 1138_bus, µεγέθους 1138 × 1138 µε 4054 µη µηδενικά στοιχεία. ΄Εχει
Frobenius νόρµα 1.3×105 και δείκτη κατάστασης 1×102.

Σχήµα 9: 1138_bus

Σχήµα 10: Με µπλε χρώµα έχουµε τη σύγκλιση χωρίς προρρυθµιστή.
Με κόκκινο χρώµα έχουµε τη σύγκλιση µε τον προρρυθµιστή Jacobi.
Με πράσινο χρώµα τη σύγκλιση µε προρρυθµιστή τον µέγιστο δεντροπαράγοντα.
Και µε κίτρινο χρώµα τη σύγκλιση µε τον προρρυθµιστή SPAI.
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Στον παρακάτω πίνακα ϐλέπουµε τον αριθµό των επαναλήψεων που χρει-
άστηκε για να συγκλίνει η PCG µε ακρίβεια 10−8 χρησιµοποιώντας καθόλου
προρρύθµιση και µε τους προρρυθµιστές Jacobi, Vaidya και SPAI.

Πίνακας 1
494_bus 662_bus 685_bus 1138_bus

No Preconditioner 1144 606 547 2041
Jacobi 409 208 222 908

Maximum Spanning Tree 44 56 75 62
SPAI 588 131 170 3001

Παρόλο που δεν είναι διαγώνια υπερτερών πίνακες πετυχαίνουµε πάρα πο-
λύ καλή σύγκλιση χρησιµοποιώντας ως προρρυθµιστή το µέγιστο δεντροπα-
ϱάγοντα.

4.2 Οικογένεια πινάκων PLATZ.

Η οικογένεια πινάκων PLATZ (Platzman’s oceanographic models) αποτελε-
ίται από 2 πίνακες, οι οποίοι δηµιουργούνται από µοντέλα πεπερασµένων
διαφορών για ϱηχά κύµατα στον Ατλαντικό και στον Ινδικό ωκεανό. Οι πίνα-
κες είναι οι εξής :

� ο plat362 ένας συµµετρικός µε πραγµατικά στοιχεία και ϑετικά ορι-
σµένος πίνακας µε µέγεθος 362 × 362 και 3074 µη µηδενικά στοιχεία.
΄Εχει Frobenius νόρµα 5 και δείκτη κατάστασης 7.1×1011.
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Σχήµα 11: plat362

Στον πίνακα 2 ϐλέπουµε τον αριθµό των επαναλήψεων που χρειάστηκε
για να συγκλίνει η CG µε ακρίβεια 10−8 και 10−12, χρησιµοποιώντας
καθόλου προρρύθµιση και µε τους προρρυθµιστές Jacobi, Vaidya και
SPAI.

Πίνακας 2

Iterations (rr = 10−8) Iterations (rr = 10−12)
No Preconditioner 289 8784

Jacobi 211 7836
Maximum Spanning Tree 144 5476

SPAI 7730 13086

Στα επόµενα δύο γραφήµατα (σχήµα 12 και 13) έχουµε τη σύγκλιση
της µεθόδου µας για τάξη ακρίβειας 10−8 και 10−12. ΄Οπως παρατηρε-
ίται, από τα γραφήµατα και τον προηγούµενο πίνακα, ο προσεγγιστικός
αντίστροφος δεν συγκλίνει σε επιθυµητό µέγιστο πλήθος επαναλήψεων.
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Σχήµα 12: Με µπλε χρώµα έχουµε τη σύγκλιση χωρίς προρρυθµιστή.
Με κόκκινο χρώµα έχουµε τη σύγκλιση µε τον προρρυθµιστή Jacobi.
Με πράσινο χρώµα τη σύγκλιση µε προρρυθµιστή τον µέγιστο δεντροπαράγοντα.
Και µε κίτρινο χρώµα τη σύγκλιση µε τον προρρυθµιστή SPAI.

Σχήµα 13: Με µπλε χρώµα έχουµε τη σύγκλιση χωρίς προρρυθµιστή.
Με κόκκινο χρώµα έχουµε τη σύγκλιση µε τον προρρυθµιστή Jacobi.
Με πράσινο χρώµα τη σύγκλιση µε προρρυθµιστή τον µέγιστο δεντροπαράγοντα.
Και µε κίτρινο χρώµα τη σύγκλιση µε τον προρρυθµιστή SPAI.

� και ο plat1919 ένας συµµετρικός µε πραγµατικά στοιχεία και ϑετικά
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ορισµένος πίνακας µε µέγεθος 1919×1919 και 17159 µη µηδενικά στοι-
χεία. ΄Εχει Frobenius νόρµα 22 και δείκτη κατάστασης 1×102.

Σχήµα 14: plat1919

Στον πίνακα 3 ϐλέπουµε τον αριθµό των επαναλήψεων που χρειάστηκε
για να συγκλίνει η CG µε ακρίβεια 10−8 και 10−12, χρησιµοποιώντας κα-
ϑόλου προρρύθµιση και µε τους προρρυθµιστές Jacobi, Vaidya. Λόγω
της µεγάλη υπολογιστικής ανάγκης δεν ήταν εφικτό να υπολογιστεί ο
προσεγγιστικός αντίστροφος.

Πίνακας 3

Iterations (rr = 10−8) Iterations (rr = 10−12)
No Preconditioner 500 12367

Jacobi 549 13125
Maximum Spanning Tree 363 9424

Στα επόµενα δύο γραφήµατα (σχήµα 15 και 16) έχουµε τη σύγκλιση
της µεθόδου µας για τάξη ακρίβειας 10−8 και 10−12.
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Σχήµα 15: Με µπλε χρώµα έχουµε την σύγκλιση χωρίς προρρυθµιστή.
Με κόκκινο χρώµα έχουµε την σύγκλιση µε προρρυθµιστή Jacobi.
Και µε πράσινο χρώµα την σύγκλιση µε προρρυθµιστή τον µέγιστο δεντροπαράγοντα.

Σχήµα 16: Με µπλε χρώµα έχουµε την σύγκλιση χωρίς προρρυθµιστή.
Με κόκκινο χρώµα έχουµε την σύγκλιση µε προρρυθµιστή Jacobi.
Και µε πράσινο χρώµα την σύγκλιση µε προρρυθµιστή τον µέγιστο δεντροπαράγον-
τα).
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4.3 Οικογένεια πινάκων BCSSTRUC4

Από την οικογένεια πινάκων BCSSTRUC4, (BCS Structural Engineering Ma-
trices) ϑα δούµε τον πίνακα BCSSTK26. Προκύπτει από σεισµική ανάλυση
για πυρηνικούς αντιδραστήρες.

Είναι συµµετρικός και ϑετικά ορισµένος πίνακας µε µέγεθος 1922 × 1922
µε 30336 µη µηδενικά στοιχεία. ΄Εχει Frobenius νόρµα 4×1011 και δείκτη
κατάστασης 2.8×108.

Σχήµα 17: bcsstk26

Στο σχήµα 17 έχουµε την δοµή του πίνακα ενώ στα σχήµατα 18 και 19
έχουµε την σύγκλιση της µεθόδου για τάξη ακρίβειας 10−5 και 10−8 αντίστοι-
χα. Λόγω της µεγάλη υπολογιστικής ανάγκης δεν ήταν εφικτό να υπολογιστεί
ο προσεγγιστικός αντίστροφος.
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Σχήµα 18: Με µπλε χρώµα έχουµε τη σύγκλιση χωρίς προρρυθµιστή.
Με κόκκινο χρώµα έχουµε τη σύγκλιση µε τον προρρυθµιστή Jacobi.
Με πράσινο χρώµα τη σύγκλιση µε προρρυθµιστή τον µέγιστο δεντροπαράγοντα.

Σχήµα 19: Με µπλε χρώµα έχουµε τη σύγκλιση χωρίς προρρυθµιστή.
Με κόκκινο χρώµα έχουµε τη σύγκλιση µε τον προρρυθµιστή Jacobi.
Με πράσινο χρώµα τη σύγκλιση µε προρρυθµιστή τον µέγιστο δεντροπαράγοντα.

Στον πίνακα 4 έχουµε τις επαναλήψεις της PCG για τάξη ακρίβειας σφάλ-
µατος 10−5 και 10−8.
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Πίνακας 4
Iterations (rr = 10−5) Iterations (rr = 10−8)

No Preconditioner 2655 17226
Jacobi 424 1308

Maximum Spanning Tree 270 1102

4.4 Ο πίνακας Boeing/nasa1824.

Ο πίνακας Boeing/nasa1824 έχει µεγέθος 1824×1824 µε 39208 µη µηδενικά
στοιχεία. ΄Εχει νόρµα 2.1×107 και δείκτη κατάστασης 5.9×106. Είναι συµ-
µετρικός, ϑετικά ορισµένος πίνακας µε πραγµατικά στοιχεία δεν είναι όµως
διαγώνια υπερτερών.

Σχήµα 20: nasa1824

Στα σχήµατα 21 και 22 παρατηρούµε τη σύγκλιση της επαναληπτικής
µεθόδου µας σε τάξη ακρίβειας 10−8 και 10−12 αντίστοιχα.
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Σχήµα 21: Με µπλε χρώµα έχουµε τη σύγκλιση χωρίς προρρυθµιστή.
Με κόκκινο χρώµα έχουµε τη σύγκλιση µε τον προρρυθµιστή Jacobi.
Με πράσινο χρώµα τη σύγκλιση µε προρρυθµιστή τον µέγιστο δεντροπαράγοντα.
Και µε κίτρινο χρώµα τη σύγκλιση µε τον προρρυθµιστή SPAI.

Σχήµα 22: Με µπλε χρώµα έχουµε τη σύγκλιση χωρίς προρρυθµιστή.
Με κόκκινο χρώµα έχουµε τη σύγκλιση µε τον προρρυθµιστή Jacobi.
Με πράσινο χρώµα τη σύγκλιση µε προρρυθµιστή τον µέγιστο δεντροπαράγοντα.
Και µε κίτρινο χρώµα τη σύγκλιση µε τον προρρυθµιστή SPAI.

΄Οπως παρατηρούµε από τον πίνακα 4 χρησιµοποιώντας ως προρρυθµιστή
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το µέγιστο δεντροπαράγοντα πετυχαίνουµε καλή σύγκλιση. ∆εν συµβαίνει το
ίδιο όµως µε τον προσεγγιστικό αντίστροφο.

Πίνακας 5
Iterations (rr = 10−8) Iterations (rr = 10−12)

No Preconditioner 4461 7473
Jacobi 1354 1525

Maximum Spanning Tree 744 1045
SPAI 6751 12956

4.5 Πακτωµένος πρόβολος

Ο πακτωµένος πρόβολος είναι µια δοκός στερεωµένη µόνο στο ένα άκρο της.
Ασκώντας µια κάθετη δύναµη οµοιογενώς σε όλο το µήκος της δοκού µετα-
ϕέρει όλη αυτή τη δύναµη που δέχεται στην στήριξη της.

Στο παραδείγµατα µας ϑα ϑεωρήσουµε διαφορετικά µήκη της δοκού αλλά
ίδια πλάτη ίσα µε 1. Η διαµέριση που ϑα έχει ϑα είναι παντού η ίδια και ίση
µε 16× 8. Μεγαλώνοντας το µήκος της δοκού και κρατώντας την σταθερή την
διαµέριση αυξάνεται ο δείκτης κατάστασης του πίνακα, ενώ έχουµε σταθερό
το µέγεθος ίσο µε 866 × 866.

Οι πίνακες του παραπάνω προβλήµατος δεν είναι συµµετρικοί. ΄Ετσι πριν
δηµιουργήσουµε τους προρρυθµιστές µας ϑα τους µετατρέψουµε σε συµµε-
τρικούς µε το εξής τρόπο :

A ∶= (A +AT )/2

Στα σχήµατα 23 και 25 έχουµε την δοµή των πινάκων σε αντιστοιχία µε τα
διαφορετικά µήκη δοκών. Ενώ στα σχήµατα 24 και 26 έχουµε τη σύγκλιση
της µεθόδου µε τις διάφορες µεθόδους προρρυθµισης.
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Σχήµα 23: Αριστερά ο πίνακας µε µήκος ακτίνας 10 και δεξιά µε µήκος ακτίνας
20.

Ο πίνακας της ακτίνας µε µήκος 10 έχει δείκτη κατάστασης 1.36×1013 και
ο πίνακας της ακτίνας µε µήκος 20 έχει 2.69×1013.

Σχήµα 24: Αριστερά ο πίνακας µε µήκος ακτίνας 10 και δεξιά µε µήκος ακτίνας
20.
Με µπλε χρώµα έχουµε τη σύγκλιση χωρίς προρρυθµιστή.
Με κόκκινο χρώµα έχουµε τη σύγκλιση µε τον προρρυθµιστή Jacobi.
Με πράσινο χρώµα τη σύγκλιση µε προρρυθµιστή τον µέγιστο δεντροπαράγοντα.
Και µε κίτρινο χρώµα τη σύγκλιση µε τον προρρυθµιστή SPAI.
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Σχήµα 25: Αριστερά ο πίνακας µε µήκος ακτίνας 30 και δεξιά µε µήκος ακτίνας
40.

Οι πίνακες της ακτίνας µε µήκος 30 και 40 έχουν δείκτη κατάστασης
4.03×1013 και 5.36×1013 αντίστοιχα.

Σχήµα 26: Αριστερά ο πίνακας µε µήκος ακτίνας 30 και δεξιά µε µήκος ακτίνας
40.
Με µπλε χρώµα έχουµε τη σύγκλιση χωρίς προρρυθµιστή.
Με κόκκινο χρώµα έχουµε τη σύγκλιση µε τον προρρυθµιστή Jacobi.
Με πράσινο χρώµα τη σύγκλιση µε προρρυθµιστή τον µέγιστο δεντροπαράγοντα.
Και µε κίτρινο χρώµα τη σύγκλιση µε τον προρρυθµιστή SPAI.

Στον πίνακα 6 έχουµε αναλυτικά τις επαναλήψεις της PCG µε και χωρίς
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προρρύθµιση για κάθε ένα από τους πίνακες. Η τάξη ακρίβειας που χρησι-
µοποιήσαµε και για τους 4 πίνακες είναι 10−5.

Πίνακας 6
10 × 1 20 × 1 30 × 1 40 × 1

No Preconditioner 996 1970 3579 5473
Jacobi 771 1538 2617 4010

Maximum Spanning Tree 491 970 1609 2507
SPAI 3115 5582 12163 15169

4.6 Προβλήµατα µερικών διαφορικών εξισώσεων

Τα επόµενα δύο προβλήµατα τα δηµιουργήσαµε µέσω του πακέτου taucs.
Και στις δύο περιπτώσεις έχουµε Stieltjes πίνακες µεγέθους 3025 × 3025.

∆υστυχώς όµως τα προβλήµατα που δηµιουργούνται µέσω του πακέτου ε-
ίναι εύκολα επιλύσιµα. Ο µόνος λόγος που τα παραθέτουµε είναι για να
γίνει η σύγκριση µεταξύ του προρρυθµιστή του Vaidya και του αντίστοιχου
ϐελτιωµένου δικού µας.

4.6.1 ∆ύο διαστάσεων µε συνοριακές συνθήκες Neumann

Ο πίνακας µας έχει 14905 µη µηδενικά στοιχεία και δείκτη κατάστασης
8.69× 104. Στο σχήµα 27 έχουµε την δοµή του πίνακα µας και στο σχήµα 28
την σύγκλιση της PCG.

Σχήµα 27: An3025neum.
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Σχήµα 28: Με µπλε χρώµα έχουµε τη σύγκλιση χωρίς προρρυθµιστή.
Με κόκκινο χρώµα έχουµε τη σύγκλιση µε τον προρρυθµιστή Jacobi.
Με πράσινο χρώµα τη σύγκλιση µε προρρυθµιστή τον µέγιστο δεντροπαράγοντα.
Με κίτρινο χρώµα τη σύγκλιση µε τον προρρυθµιστή SPAI.
Και µε µαύρο χρώµα την σύγκλιση µε τον δεντροπαράγοντα από το taucs.

Στον επόµενο πίνακα ϐλέπουµε τον αριθµό των επαναλήψεων της επανα-
ληπτικής µεθόδου µας µε τους προρρυθµιστές µας.

Πίνακας 7
Iterations (rr = 10−12)

No Preconditioner 379
Jacobi 373

Maximum Spanning Tree 261
SPAI 258

Maximum Spanning Tree (taucs) 381

4.6.2 Τριών διαστάσεων

Ο πίνακας µας έχει 19833 µη µηδενικά στοιχεία και δείκτη κατάστασης
6.21×106. Στο σχήµα 29 έχουµε την δοµή του πίνακα και στο σχήµα 30 την
σύγκλιση της PCG.
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Σχήµα 29: Ax11y25z11.

39



Σχήµα 30: Με µπλε χρώµα έχουµε τη σύγκλιση χωρίς προρρυθµιστή.
Με κόκκινο χρώµα έχουµε τη σύγκλιση µε τον προρρυθµιστή Jacobi.
Με πράσινο χρώµα τη σύγκλιση µε προρρυθµιστή τον µέγιστο δεντροπαράγοντα.
Με κίτρινο χρώµα τη σύγκλιση µε τον προρρυθµιστή SPAI.
Και µε µαύρο χρώµα την σύγκλιση µε τον δεντροπαράγοντα από το taucs.

Στον πίνακα 8 ϐλέπουµε τον αριθµό των επαναλήψεων της PCG µε τους
προρρυθµιστές µας.

Πίνακας 8
Iterations (rr = 10−12)

No Preconditioner 189
Jacobi 183

Maximum Spanning Tree 145
SPAI 170

Spanning Tree (taucs) 564
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5 Συµπεράσµατα

Στην εργασία αυτή διερευνήσαµε κυρίως τον προρρυθµιστή του Vaidya και
κατά δεύτερο λόγο το SPAI. Με τις τροποποιήσεις που δοκιµάσαµε είδα-
µε ότι η προρρύθµιση µε γραφήµατα µπορεί να γενικευτεί και σε πίνακες
που δεν είναι κατ΄ ανάγκη Stieltjies και διαγώνια υπερτερούντες. Στα περισ-
σότερα παραδείγµατα, η τροποποιηµένη προρρύθµιση Vaidya, συνέκλινε στο
µικρότερο αριθµό επαναλήψεων από τις άλλες µεθόδους προρρύθµισης που
δοκιµάσαµε.

∆εν αναφέραµε καθόλου χρόνους ως προς τη σύγκλιση της µεθόδου και
του χρόνου υλοποίησης των προρρυθµιστών διότι ακόµα οι αλγόριθµοι δέχον-
ται ϐελτίωση. Σίγουρα ϑα είχαµε καλύτερους χρόνους υλοποίησης αν είχαµε
προγραµµατίσει µε άλλη γλώσσα προγραµµατισµού π.χ. C, C++, Java.

∆υστυχώς δεν ϐρέθηκαν άλλοι πίνακες εκτός του πακέτου taucs ώστε να
γίνει καλύτερη σύγκριση µεταξύ του αλγορίθµου του Vaidya και του ϐελτιω-
µένου που παρουσιάσαµε. Παρόλα αυτά είδαµε σηµαντική ϐελτίωση ως προς
τη σύγκλιση της µεθόδου µε το ϐελτιωµένο προρρυθµιστή µας.

Για να ϐρούµε τον µέγιστο δεντροπαράγοντα ενός γραφήµατος ϑα πρέπει
το γράφηµα µας να είναι συνεκτικό. ΄Ενα πρόβληµα που συναντήσαµε στην
εύρεση πινάκων είναι ότι δεν είχαν συνεκτικά παραγόµενα γραφήµατα. Μια
επιπλέον ϐελτίωση του αλγορίθµου ϑα είναι όταν ένας πίνακας δεν έχει συνε-
κτικό παραγόµενο γράφηµα να µπορεί να ϐρίσκει όλους τους δεντροπαράγον-
τες από τα συνεκτικά γραφήµατα που υπάρχουν στον πίνακα και προσθέτει
τις επιπλέον ακµές. Παρατηρήθηκε ακόµη ότι σε πίνακες που δεν συνέκλινε η
επαναληπτική µέθοδος µας χωρίς προρρύθµιση αλλά είχαµε πολύ καλή σύγ-
κλιση µε τον προρρυθµιστή Jacobi, είχαµε καλύτερα αποτελέσµατα αν δεν
κάναµε διόρθωση στα διαγώνια στοιχεία του προρρυθµιστή που προκύπτει
από το µέγιστο κατ΄ απόλυτη τιµή δεντροπαράγοντα.

Ο προρρυθµιστής SPAI ϑα είχε καλύτερη σύγκλιση αν ϐάζαµε πιο αυ-
στηρά κριτήρια. ∆εν το κάναµε όµως για να έχουµε λιγότερα µη-µηδενικά
στοιχεία ώστε να έχουµε µια σύγκριση µε το αντίστοιχο αριθµό από τον µέγι-
στο κατ΄ απόλυτη τιµή δεντροπαράγοντα. Επιπλέον όσο κάναµε πιο αυστηρά
τα κριτήρια τόσο είχαµε µεγαλύτερο χρόνο υλοποίησης.

Η παρούσα εργασία αφήνει ανοιχτά κάποια Ϲητήµατα που προσφέρον-
ται για µελλοντική έρευνα. Χρειάζεται µια ϑεωρητική διερεύνηση για τη
σύγκλιση σε σχέση µε τις τροποποιήσεις και να εξεταστούν και άλλοι τρόποι
προρρύθµισης µε γραφήµατα που να µην ϐασίζονται κατ΄ ανάγκη στο µέγιστο
δεντροπαράγοντα. Είναι χρήσιµο επίσης να κατασκευαστεί ένα προγραµµα-
τιστικό πλαίσιο σε σε C/C++ πάνω στο οποίο να αξιολογούνται οι µέθοδοι και
ως προς τον υπολογιστικό χρόνο.
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A Κώδικες

A.1 Αλγόριθµοι για τον Vaidya

A.1.1 Prim

1 function [P , r ]=PrimAbsMax(A, r )
2 %[P, r ]=PrimAbsMax(A, r )
3 %Finds the maximum absolute spanning tree of a graph .
4 %Input : i ) A square posit ive de f in i te matrix "A" .
5 % i i ) The vert ice " r " that gonna be the root of the

tree . Default r = 1.
6 %Output : An array ’P ’ that indicates the tree .
7 % The root ’ r ’ of the tree .
8 %
9 %Last update 25/04/2014

10

11 L=size (A,1 ) ;
12 P=zeros (L ,1 ) ;
13 i f nargin==1
14 r=1;
15 e l s e i f nargin==2
16 b=true ;
17 while b
18 i f nnz (A ( : , r ) ) >1
19 b=fa lse ;
20 else
21 r=input ( ’ Give a new vert ice for root cause

the given got no edges : ’ ) ;
22 end
23 end
24 end
25

26 I=zeros (L ,1 ) ;
27 I ( 1 )=r ;
28 sm = sum(A˜=0)−1;
29 A = −abs (A) ;
30 A = A + diag ( in f*ones ( s ize (A,1 ) ,1) ) ;
31 A( r , f ind (A ( : , r ) ) ) = in f ;
32 for k=1:L−1
33 mn = min(min( A ( : , I (1 :k ) ) ) ) ;%Finding the heaviest
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edge .
34 i f (mn==0)
35 %There is no edge that is connected with the

tree .
36 break
37 end
38 [ ipnt , jpnt ] = find ( A ( : , I (1 :k ) ) == mn ) ;%Finding the

heaviest edges .
39 jpnt = I ( jpnt ) ;
40 mx = min( sm( ipnt ) ) ;
41 i2 = find ( sm( ipnt ) == mx ) ;
42 mindist = in f ;
43 for j j =1: length ( i2 )
44 i f mindist > abs ( ipnt ( i2 ( j j ) ) − jpnt ( i2 ( j j ) ) )
45 mindist = abs ( ipnt ( i2 ( j j ) ) − jpnt ( i2 ( j j ) ) ) ;
46 newv = ipnt ( i2 ( j j ) ) ;
47 J = jpnt ( i2 ( j j ) ) ;
48 end
49 end
50 I (k+1) = newv;
51 P (newv ) = J ;
52 A(newv, find (A ( : , newv ) ) ) = in f ;
53 end
54 P (P==0)= in f ;
55 P=P ’ ;
56 i f (sum(P == inf ) > 1)
57 warning ( ’Graph is not connected ! ’ ) ;
58 end
59 end

A.1.2 NumVert

1 function NumVert ( i )
2 %NumVert ( i )
3 %NumVert : Enumerates the number of vert ices in the subtree

rooted at i .
4 % Uses two global arrays ,
5 % i ) P=the output array of Prim ’ s algorithm .
6 % i i ) S=ones (1 , length (P ) ) ;
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7 %Input : The root i of the subtree .
8 %Output : Void .
9

10 global P ;
11 global S;
12 for k=find (P== i )
13 i f f ind (P==k ) ˜=0
14 NumVert (k ) ;
15 end
16 S( i ) =S( i ) +S(k ) ;
17 end
18 end

A.1.3 TreePartition

1 function [ ] = TreePartit ion ( r , t )
2 %[ ] = TreePartit ion ( i , t )
3 %TreePartit ion decompose a tree into k subtrees . I t uses two

global arrays ,
4 %"P" the output of Prim ’ s algorithm and "S" .
5 % Input : i ) The root " r " of the tree .
6 % i i ) A parameter " t " that w i l l help to decompose

the tree into k
7 % subtrees .
8 % Output : Void
9

10 global S
11 global P
12 i f nargin==1
13 t= ce i l ( length (S) ^0.25) ;
14 end
15 n=length (S) ;
16 S( r ) =1;
17 for j =find (P==r )
18 i f (S ( j ) >=n/t +1)
19 TreePartit ion ( j , t )
20 end
21 i f (S ( j ) >=n/t )
22 P ( j ) = in f ;
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23 else
24 S( r ) =S( r ) +S( j ) ;
25 end
26 end
27 end

A.1.4 Vaidya

1 function M = Vaidya (A, t )
2 %M = Vaidya (A, t )
3 %Vaidya ’ s Preconditioner
4 % Input : i ) A square S t i e l t j e s matrix "A" .
5 % i i ) A parameter " t " . Default t=length (A) ^0.25
6 % Output : The preconditioner "M" of A.
7

8 Meg=size (A,1 ) ;
9 i f nargin==1

10 t= ce i l (Meg^0.25) ;
11 end
12

13 global P ;
14 global S;
15 b=true ;
16 P=zeros (1 ,Meg) ;
17 S=ones (1 ,Meg) ;
18 M=sparse (Meg,Meg) ;
19 A=sparse (A) ;
20 while b
21 r=input ( ’\nDo you want to give a root for the tree? ( y

or n) : ’ , ’ s ’ ) ;
22 i f ( r== ’ y ’ || r== ’Y ’ )
23 f p r in t f ( ’ Give the a vert ice for root= 1 ,. . . ,%d : ’ ,

Meg) ;
24 r=input ( ’ ’ ) ;
25 t i c
26 [ P , r ]=PrimMin (A, r ) ;
27 b=fa lse ;
28 e l s e i f ( r== ’n ’ || r== ’N ’ )
29 t i c
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30 [ P , r ]=PrimAbsMax(A,1 ) ;
31 b=fa lse ;
32 end
33 end
34

35 %Fi l l ing the preconditioner with tree elements .
36 for k=[1: r−1,r+1:Meg]
37 M(k,P (k ) ) =A(k,P (k ) ) ;
38 M(P (k ) ,k ) =A(k,P (k ) ) ;
39 end
40

41 i f t ˜= 1
42 NumVert ( r ) ;
43 TreePartit ion ( r , t ) ;
44 i =1;
45 for k=find (P==inf )
46 V{ i }=SubTree (k ) ;
47 i = i +1;
48 end
49

50

51 k=2;
52 l =length (V) ;
53 for i =1: l−1
54 for j =k: l
55 i i =1;
56 MX=zeros ( length (V{ i } ) ,3) ;
57 for j j =V{ i }
58 MX( i i ,1 )=min(A(V{ j } , j j ) ) ;
59 MX( i i ,2 )= j j ;
60 MX( i i ,3 )=V{ j } ( f ind (A(V{ j } , j j ) ==MX( i i ,1 ) ,1) ) ;
61 i i = i i +1;
62 end
63 i i =find (MX( : , 1 ) ==min(MX( : , 1 ) ) ,1) ;
64 M(MX( i i ,2 ) ,MX( i i ,3 ) ) =A(MX( i i ,2 ) ,MX( i i ,3 ) ) ;
65 M(MX( i i ,3 ) ,MX( i i ,2 ) ) =A(MX( i i ,2 ) ,MX( i i ,3 ) ) ;
66 end
67 k=k+1;
68 end
69 end
70 M = M + diag (sum( abs (A) ) − sum( abs (M) ) ) ;
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71 toc
72 end

A.2 Αλγόριθµοι για το SPAI

A.2.1 mins

1 function el=mins ( x , s )
2 %el=mins ( x , s )
3 %Returns the indices of the s minimum elements of array x .
4 %
5 %Detsis Fotios stoxasths@math .uoa . gr
6

7 e l=zeros ( s ,1 ) ;
8 for i =1:s
9 tmp1=min( x ) ;

10 tmp2=find ( x==tmp1) ;
11 e l ( i ) =min(tmp2) ;
12 x ( e l ( i ) ) = Inf ;
13 end
14 end

A.2.2 vrisko

1 function vr=vrisko (A,B)
2 %vr=vrisko (A,B)
3 %Takes two arrays A,B with posit ive ( >0) elements and
4 %returns an array with those belongs at A and not at B.
5 %
6 %Detsis Fotios stoxasths@math .uoa . gr
7

8 L=zeros (A( length (A) ) ,1) ;
9 J=zeros (B( length (B) ) ,1) ;

10 J=L ;
11 L (A) =1;
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12 J (B) =1;
13 K=L−J (1 : length (L ) ) ;
14 vr=find (L−J (1 : length (L ) ) ) ;
15 K( vr ) =K( vr ) +1;
16 vr=find (K) ;
17 end

A.2.3 SPAI

1 function [M,b]= taSPAI (A, epsilon , maxit , s )
2 %M=taSPAI (A, epsilon , maxit , s )
3 %Computes the SPAI preconditioner
4 % parameters :
5 %
6 % A ( required ) : input matrix ( square , real , and

sparse )
7 % epsilon ( optional ) : epsilon
8 % default is epsilon = 0.2
9 % maxit ( optional ) : number of improvement steps

allowed per column
10 % default is maxit = in f
11 % s ( optional ) : maximum number of new nonzeros

accepted per step
12 % default is s = 5
13 %
14 %Uses two non matlab functions vrisko ,mins .
15 %
16 %Detsis Fotios stoxasths@math .uoa . gr
17

18

19 n=size (A,1 ) ;
20 i f s ize (A,1 ) ˜= size (A,2 )
21 waring ( ’The matrix is not square ! ’ ) ;
22 return
23 end
24 J=0;
25 i f nargin==1
26 epsilon=2e−1;
27 maxit= in f ;
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28 s=5;
29 e l s e i f nargin==2
30 maxit= in f ;
31 s=5;
32 e l s e i f nargin==3
33 s=5;
34 end
35 I = [ ] ;
36 JJ = [ ] ;
37 n1=0;
38 n2=0;
39 Mon=eye (n) ;
40 M=zeros (n) ;
41 for k=1:n
42 %−−−−−−−−−−−−−−−−−a
43 J=k;
44 %−−−−−−−−−−−−−−−−−b
45 [ I ,b]= find (A ( : , J ) ) ;
46 B=A( I ,J ) ;
47 n1=length ( I ) ;
48 n2=length (J ) ;
49 [Q R]=qr (B) ;
50 [ a ,b]= find (R) ;
51 a=max( a ) ;
52 R=R(1 :a , : ) ;
53 c=zeros (n1,1 ) ;
54 c=Q’*Mon( I ,k ) ;
55 M(J ,k )=R\c (1 :n2) ;
56 r=A ( : , J ) *M(J ,k )−Mon( : , k ) ;
57 mi=0;
58 while norm( r , ’ f ro ’ ) >epsilon && mi<maxit
59 %−−−−−−−−−−−−−−−−−c
60 L=find ( r ) ;
61 %−−−−−−−−−−−−−−−−−d
62 JJ=vrisko (L ,J ) ;
63 %−−−−−−−−−−−−−−−−−e , f
64 mu=zeros ( length (JJ ) ,1) ;
65 rho=zeros ( length (JJ ) ,1) ;
66 for j =1: length (JJ )
67 b=A( : , JJ ( j ) ) ’* r ;
68 nrm=norm(A ( : , JJ ( j ) ) ,2) ^2;
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69 mu( j )=−b/nrm;
70 rho ( j ) =sqrt (norm( r ,2 )^2−b^2/nrm) ;
71 end
72 b=mean( rho ) ;
73 l g c l =find ( rho<=b ) ;
74 x=zeros ( length ( l g c l ) ,1) ;
75 x=rho ( l g c l ) ;
76 i f s<=length ( l g c l )
77 y=mins ( x , s ) ;
78 JJ=JJ ( l g c l ( y ) ) ;
79 else
80 JJ=JJ ( l g c l ) ;
81 end
82 J=sort ( [ J ;JJ ] ) ;
83 %−−−−−−−−−−−−−−−−−g
84 [ I I ,b]= find (A ( : , J ) ) ;
85 I I =unique ( I I ) ;
86 I I =vrisko ( I I , I ) ;
87 I=sort ( [ I ; I I ] ) ;
88 n1=length ( I ) ;
89 n2=length (J ) ;
90 B=A( I ,J ) ;
91 [Q R]=qr (B) ;
92 [ a ,b]= find (R) ;
93 a=max( a ) ;
94 R=R(1 :a , : ) ;
95 c=zeros (n1,1 ) ;
96 c=Q’*Mon( I ,k ) ;
97 M(J ,k )=R\c (1 :n2) ;
98 r=A ( : , J ) *M(J ,k )−Mon( : , k ) ;
99 mi=mi+1;

100 end
101 end
102 end
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