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Prìlogoc

Sthn an�lush epibÐwshc up�rqei pl joc statistik¸n montèlwn gia thn

an�lush dedomènwn sta opoÐa sunup�rqoun plhroforiakèc diakekommènec

parathr seic. Stìqoc aut c thc ergasÐac eÐnai na katagr�yei kai na pe-

rigr�yei sugkekrimèna montèla prokeimènou na antimet¸pistoÔn dedomèna

epibÐwshc me autì to idiaÐtero qarakthristikì. H plhroforÐa pou mporeÐ

na krÔbetai stic diakekommènec parathr seic eÐnai mia par�metroc pou mpo-

reÐ na èqei ter�stio antÐktupo sthn proteinìmenh an�lush twn dedomènwn.

Shmantik  par�metroc epÐshc mporeÐ na eÐnai kai to pl joc twn diakekom-

mènwn parathr sewn. Gia to lìgo autì sthn paroÔsa ergasÐa diereun�tai

h sumperifor� twn montèlwn aut¸n se prosomoiwmèna dedomèna diafìrwn

megej¸n kai me diaforetikì pososstì diakekommènwn parathr sewn k�-

je for�, ¸ste na diapist¸jeÐ e�n k�poia apì aut� analÔoun ta dedomèna

akribèstera apì k�poia �lla me b�sh krit ria pou orÐzontai ek twn pro-

tèrwn.

H paroÔsa ergasÐa apoteleÐtai apì tèssera kef�laia. To pr¸to a-

pì aut� apoteleÐ mia eisagwg  se basikèc ènnoiec, qarakthristik� kai

mejìdouc an�lushc dedomènwn epibÐwshc. Sto deÔtero kef�laio gÐnetai

mia perigraf  se di�forouc tÔpouc ellip¸n dedomènwn pou sunant¸ntai

iii
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sth bibliografÐa. Sto trÐto kef�laio parousi�zontai leptomer¸c dÔo

mèjodoi an�lushc dedomènwn me plhroforiakèc diakekommènec parathr -

seic. Tèloc, sto tètarto kef�laio katagr�fontai praktikèc efarmogèc

kai sumper�smata pou prokÔptoun apì tic proteinìmenec mejìdouc sta

prosomoiwmèna dedomèna.

Se autì to shmeÐo aisj�nomai baji� thn an�gkh na euqarist sw jerm�

kai ousiastik� touc kajhghtèc mou, k. Apìstolo Mpournèta, k.Ant¸nh

Oikonìmou kai k. EutuqÐa Baggel�tou pou mou èdwsan thn eukairÐa na

xekin sw ton kÔklo twn metaptuqiak¸n mou spoud¸n kaj¸c kai thn k.

LoukÐa MeligkotsÐdou kai ton k. F¸th Si�nnh pou me enèpneusan se aut 

th diadrom . Euqarist¸ dipl� ton epiblèponta aut c thc diplwmatik c

ergasÐac k. F¸th Si�nnh pou dÐqwc th dik  tou upomon , katanìhsh

kai epimon  toÔth h ergasÐa den ja eÐqe oloklhrwjeÐ. H sumbol  tou

up rxe kajoristik  gia to axiìlogo tou apotelèsmatoc. Den mpor¸ na

mhn euqarist sw epÐshc touc sumfoithtèc mou gia to gn sio endiafèron

touc kai th suneq  upost rixh kajìlh th di�rkeia twn metaptuqiak¸n mou

spoud¸n. Tèloc, idiaÐterec euqaristÐec ofeÐlw sto fÐlo kai sun�delfo

Apìstolo D�mialh tìso gia thn suneq  parìtruns  tou ìso kai gia tic

episthmonikèc upodeÐxeic tou sthn telik  diamorfwsh tou keimènou.
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Kef�laio 1

An�lush epibÐwshc

H an�lush dedomènwn epibÐwshc anafèretai sth melèth dedomènwn pou

aforoÔn sto qrìno pou mesolabeÐ metaxÔ miac kajorismènhc qronik c afe-

thrÐac kai thn ekd lwsh k�poiou sumb�ntoc pou mac endiafèrei. Arqik�,

h an�lush epibÐwshc efarmìsthke se iatrikèc èreunec kai qrhsimopoi -

jhke wc ergaleÐo gia na perigrafoÔn kuriolektik� oi qrìnoi epibÐwshc.

Wstìso, to upì melèth gegonìc den eÐnai p�nta o j�natoc, all� mporeÐ

gia par�deigma na eÐnai h anakoÔfish enìc asjen  apì ep¸duna sumpt¸-

mata   h hmèra pou ènac asjen c ja p�rei exit rio apì to nosokomeÐo pou

noshleuìtan. 'Oso gia thn kajorismènh afethrÐa thc melèthc, mporeÐ gia

par�deigma na eÐnai h stigm  pou se k�poion diagn¸sthke mia asjèneia  

h stigm  pou k�poioc asjen c xekÐnhse mia sugkekrimènh jerapeÐa.

Oi mèjodoi pou qrhsimopoioÔntai sthn an�lush epibÐwshc efarmìzon-

tai se dedomèna pou �ptontai diafìrwn episthmonik¸n pedÐwn kai kl�dwn.

'Etsi, mèsw thc an�lushc epibÐwshc mporoÔme na melet soume to qrìno

pou qrei�zetai k�poioc gia na fèrei se pèrac mia sugkekrimènh ergasÐa,

1
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to qrìno antoq c enìc mhqan matoc se dedomènec sunj kec qr shc ktl.

H mejodologÐa pou qrhsimopoioÔme sthn an�lush dedomènwn epibÐw-

shc diafèrei apì tic kajierwmènec mejìdouc pou qrhsimopoioÔme sth sta-

tistik  an�lush dedomènwn ki autì diìti h fÔsh twn dedomènwn epibÐwshc

eÐnai diaforetik . Ta parak�tw idiaÐtera qarakthristik� ja mporoÔsame

na poÔme, ìti sunup�rqoun se dedomèna epibÐwshc kai lÐgo   polÔ peri-

plèkoun th statistik  touc an�lush. Sugkekrimèna, to qronikì di�sthma

parakoloÔjhshc se mia melèth diafèrei apì asjen  se asjen  (�lloc pa-

rakoloujeÐtai gia ènan m na kai �lloc gia ènan qrìno), to sumb�n pou mac

endiafèrei kai b�sei tou opoÐou jèloume na bg�loume sumper�smata ek-

dhl¸netai aprosdìkhta sto parathroÔmeno deÐgma (mporeÐ na sumbeÐ sta

trÐa   sta pènte qrìnia) kai epiplèon oi diakekommènoi qrìnoi epibÐwshc,

pou eÐnai sqedìn sÐgouro ìti ja emperièqontai sto parathroÔmeno deÐg-

ma, parathr seic dhlad  me �gnwsth   en mèrei katagegrammènh di�rkeia

zw c, apoteloÔn merik� apì ta qarakthristik� twn dedomènwn epibÐwshc

pou kajistoÔn thn an�lush touc idiaÐterh.

Se autì to kef�laio anaferìmaste se basikèc ènnoiec pou sqetÐzon-

tai me dedomèna epibÐwshc, stic basikèc sunart seic pou perigr�foun thn

katanom  tou qrìnou epibÐwshc kai stic mejìdouc ektÐmhshc aut¸n twn

sunart sewn pou èqoun anaptuqjeÐ prokeimènou na katal xoume se ìso

to dunatìn orj� sumper�smata sqetik� me to gegonìc pou mac endiafèrei.

Oi mèjodoi autèc qwrÐzontai se treic kathgorÐec, tic mh parametrikèc, tic

hmiparametrikèc kai tic parametrikèc an�loga apì to an upojètoume   ìqi

k�poia katanom  gia touc qrìnouc epibÐwshc pou èqoume parathr sei sto

deÐgma mac.
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Se autì to shmeÐo eÐnai anagkaÐo na tonÐsoume ìti ìlec autèc oi mèjodoi

pou perigr�fontai se autì to kef�laio efarmìzontai ìtan sthn an�lush

mac oi diakekommènec parathr seic jewroÔntai mh plhroforiakèc, dhlad 

ìtan krÐnoume ìti h diakop  thc katagraf c tou qrìnou epibÐwshc den sqe-

tÐzetai me to upì melèth sumb�n. Sta epìmena kef�laia ja anaferjoÔme

stic mejìdouc an�lushc dedomènwn epibÐwshc ìtan oi diakekommènec para-

thr seic krÔboun shmantik  plhroforÐa gia to sumb�n pou mac endiafèrei,

k�ti pou sthn pragmatikìthta sumbaÐnei polÔ suqn�.

1.1 Basikèc ènnoiec

Ac jewr soume ìti èqoume èna upojetikì deÐgma pou perilamb�nei touc

qrìnouc parakoloÔjhshc asjen¸n pou p�sqoun apì k�poio sugkekrimèno

iì, apì th stigm  anÐqneushc tou ioÔ èwc th stigm  ekd lwshc puretoÔ me-

galÔterou apì 39 bajmoÔc KelsÐou. To sumb�n autì, h stigm  ekd lwshc

tou sugkekrimènou puretoÔ, onom�zetai apotuqÐa. H qronik  afethrÐa pou

o k�je asjen c eisèrqetai sth melèth prèpei na eÐnai akrib¸c kajorismènh.

Sto par�deigm� mac, aut  h afethrÐa eÐnai h stigm  pou o iìc aniqneÔetai

sto aÐma tou k�je asjen  kai fusik� diafèrei apì asjen  se asjen . Me-

t� th l xh thc melèthc katagr�fetai o qrìnoc tou k�je asjen , dhlad 

o qrìnoc pou o k�je asjen c parèmeine sth melèth, jewr¸ntac ìti ìloi

oi asjeneÐc tou deÐgmatoc èqoun koin  afethrÐa, th qronik  stigm  0. O

qrìnoc pou mesolabeÐ apì th qronik  afethrÐa mèqri thn apotuqÐa onom�-

zetai qrìnoc epibÐwshc   qrìnoc mèqri thn apotuqÐa. E�n h parat rhsh

eÐnia diakekommènh o antÐstoiqoc qrìnoc onom�zetai qrìnoc diakop c. Ac

jewr soume epÐshc ìti oi asjeneÐc sugkatalègontan sth melèth apì thn
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1h IanouarÐou tou 2011 èwc tic 28 FebrouarÐou tou 2011 kai ìti anex�r-

thta apì to e�n k�poioc apì autoÔc ekd lwse puretì megalÔtero apì 39

bajmoÔc   ìqi, stic 15 MartÐou tou 2011  tan h prokajorismènh l xh

thc melèthc. Onom�zoume qrìno thc melèthc ton hmerologiakì qrìno pou

di rkese h melèth (apì thn 1h IanouarÐou èwc thn 15h MartÐou).

1.1.1 Basikèc sunart seic

Gia na perigr�youme majhmatik� ta dedomèna epibÐwshc qrhsimopoioÔ-

me dÔo jemeli¸deic sunart seic, th sun�rthsh epibÐwshc S(t) kai th su-

n�rthsh kindÔnou h(t). O pragmatikìc qrìnoc epibÐwshc t enìc asjen ,

mporeÐ na perigrafeÐ me th bo jeia miac metablht c T , h opoÐa paÐrnei mh

arnhtikèc timèc. 'Estw T h suneq c tuqaÐa metablht  pou ekfr�zei th

di�rkeia zw c tou upì melèth asjen , dhlad  to qronikì di�sthma apì

thn afethrÐa èwc ìtou prokÔyei to gegonìc pou mac endiafèrei. Oi dia-

foretikèc timèc pou paÐrnei h tuqaÐa metablht  T sunistoÔn mÐa katanom 

pijanìthtac me antÐstoiqh sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac f(t). Tìte

h ajroistik  sun�rthsh katanom c F (t) thc tuqaÐac metablht c T eÐnai

F (t) = P (T ≤ t) =

∫ t

0

f(u) du (1.1)

kai ekfr�zei thn pijanìthta o pragmatikìc qrìnoc epibÐwshc na eÐnai mi-

krìteroc   Ðsoc apì k�poia tim  t.

H sun�rthsh epibÐwshc S(t) orÐzetai wc h pijanìthta o pragmatikìc

qrìnoc epibÐwshc na eÐnai megalÔteroc apì k�poia tim  t, dhlad 

S(t) = P (T > t) =

∫ ∞
t

f(u) du (1.2)
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kai ekfr�zei thn pijanìthta ènac asjen c na epiz sei apì th qronik 

afethrÐa èwc k�poia stigm  met� th stigm  t.

H sqèsh pou sundèei tic dÔo parap�nw sunart seic eÐnai

S(t) = P (T > t) = 1− P (T ≤ t) = 1− F (t), (1.3)

epomènwc h sun�rthsh epibÐwshc eÐnai mia fjÐnousa sun�rthsh, pou shmaÐ-

nei ìti h pijanìthta ènac asjen c na epibi¸sei pèran thc qronik c stigm c

t kat� kanìna mei¸netai kaj¸c o qrìnoc pern�ei. To pìso apìtoma ja

fjÐnei h sun�rthsh epibÐwshc exart�tai k�je for� apì thn katanom  pou

akoloujoÔn oi qrìnoi epibÐwshc sto exetazìmeno deÐgma. Sun jwc, h tim 

thc sun�rthshc epibÐwshc eÐnai 1 th stigm  pou ènac asjen c eisèrqetai

sth melèth kai 0 ìtan o qrìnoc teÐnei sto �peiro. Gia thn tuqaÐa meta-

blht  T h sqèsh pou sundèei th sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac me th

sun�rthsh epibÐwshc eÐnai

f(t) =
dF (t)

dt
=

d(1− S(t))

dt
= − dS(t)

dt
. (1.4)

H sun�rthsh kindÔnou h(t) orÐzetai wc h pijanìthta se ènan asjen 

na ekdhlwjeÐ to upì melèth gegonìc, thn amèswc epìmenh qronik  stigm ,

dhlad 

h(t) = lim
∆t→0

P (t ≤ T < t+ ∆t | T ≥ t)

∆t
(1.5)

kai ekfr�zei ton kÐnduno tou sumb�ntoc se k�poia qronik  stigm  t. SÔm-

fwna me basikèc sqèseic apì th jewrÐa pijanot twn isqÔei ìti

h(t) = lim
∆t→0

P (t ≤ T < t+ ∆t)

P (T ≥ t)∆t
=
f(t)

S(t)
(1.6)

kai epomènwc

h(t) = − 1

S(t)

dS(t)

dt
= − d logS(t)

dt
. (1.7)
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MÐa epiprìsjeth sun�rthsh pou qrhsimopoioÔme eurÔtata sthn an�lu-

sh dedomènwn epibÐwshc kai prokÔptei �mesa apì th sun�rthsh kindÔnou

eÐnai h ajroistik  sun�rthsh kindÔnou H(t)

H(t) =

∫ t

0

h(u) du. (1.8)

ApodeiknÔoume qrhsimopoi¸ntac thn sqèsh (1.6) ìti

S(t) = exp(−H(t)) (1.9)

 

H(t) = − logS(t). (1.10)

Qrhsimopoi¸ntac ìla ta parap�nw katal goume sthn ex c isìthta pou

perigr�fei th sqèsh metaxÔ twn pio basik¸n sunart sewn sthn an�lush

dedomènwn epibÐwshc

h(t) =
f(t)

S(t)
=
− d logS(t)

dt
=

dH(t)

dt
. (1.11)

Epomènwc, an gnwrÐzoume mÐa ek twn tri¸n sunart sewn h(t), S(t), H(t)

mporoÔme na upologÐsoume kai tic upìloipec.

1.2 Mh parametrikèc mèjodoi

Gia thn tetrimmènh perÐptwsh ìpou èqoume èna monì deÐgma me ìlouc

touc qrìnouc epibÐwshc parathrhmènouc, dhlad  qwrÐc kamÐa diakekommènh

parat rhsh, tìte h sun�rthsh epibÐwshc S(t) mporeÐ na ektimhjeÐ apì thn

empeirik  sun�rthsh epibÐwshc

Ŝ(t) =
pl joc asjen¸n me qrìno epibÐwshc ≥ t

pl joc asjen¸n se ìlo to deÐgma
. (1.12)
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MporoÔme na parathr soume ìti h sun�rthsh Ŝ(t) paÐrnei thn tim  1 sto

qronikì di�sthma apì thn afethrÐa thc melèthc èwc kai protoÔ to pr¸to

parathrhmèno sumb�n(pr¸th apotuqÐa) kai thn tim  0 sto qronikì di�-

sthma apì to teleutaÐo sumb�n(teleutaÐa apotuqÐa) èwc kai to tèloc thc

melèthc. EpÐshc, h tim  thc empeirik c sun�rthshc epibÐwshc eÐnai sta-

jer  kat� to qronikì di�sthma metaxÔ dÔo diadoqik¸n apotuqi¸n opìte

sto antÐstoiqo gr�fhma anamènoume mia klimakwt  apeikìnish. Gia tic

ektim seic twn sunart sewn isqÔei

Ŝ(t) = 1− F̂ (t), (1.13)

ìpou F̂ (t) eÐnai h empeirik  ajroistik  sun�rthsh katanom c. Gia thn

periptwsh sthn opoÐa sto deÐgma mac up�rqoun kai diakekommènec para-

thr seic h parap�nw ektim tria den mporeÐ na efarmosteÐ. Tìte suqn�

k�noume qr sh dÔo �llwn ektimht¸n thc sun�rthshc epibÐwshc, tou pÐna-

ka zw c   analogistikìu ektimht  kai thc polÔ dhmofiloÔc kai qr simhc

ektim triac Kaplan–Meier.

1.2.1 O ektimht c pÐnakac zw c

Gia ton upologismì tou ektimht  pÐnaka zw c, qwrÐzoume thn perÐodo

pou pragmatopoi jhke h melèth se k diadoqik� qronik� diast mata, sun -

jwc isom kh. 'Estw ìti sto j-ostì apì aut� ta diast mata, dhlad  apì

th stigm  tj mèqri th stigm  tj+1 parathr same dj apotuqÐec kai cj dia-

kekommènec parathr seic antÐstoiqa. Epiplèon èstw ìti oi asjeneÐc pou

epibi¸noun mèqri kai akrib¸c prin th stigm  tj kai �ra eÐnai se kÐnduno gia

apotuqÐa sthn arq  tou j-ostoÔ diast matoc eÐnai nj. Tìte k�nontac thn

upìjesh ìti oi diakekommènec parathr seic ekdhl¸nontai omoiìmorfa se
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k�je qronikì di�sthma (analogistikìc isqurismìc), prokÔptei ìti o mèsoc

arijmìc twn asjen¸n pou brÐskontai se kÐnduno sto j-ostì di�sthma eÐnai

n′j = nj −
cj
2

(1.14)

kai h pijanìthta na sumbeÐ mia apotuqÐa sto j-ostì di�sthma eÐnai dj/n′j o-

pìte kai h antÐstoiqh pijanìthta epibÐwshc sto Ðdio di�sthma eÐnai 1−dj/n′j
  (n′j − dj)/n′j. Epomènwc e�n jèloume na upologÐsoume thn pijanìthta

enìc asjen  na epibi¸sei met� thn arq  tou m-ostoÔ diast matoc, ja l�-

boume upìyh ìti èqei epibi¸sei se ìlo to prohgoÔmeno qronikì di�sthma,

opìte o ektimht c pinakac zw c thc sun�rthshc epibÐwshc eÐnai

Ŝ(t) =
m∏
j=1

(n′j − dj)
n′j

, (1.15)

me tm ≤ t < tm+1 kai m = 1, . . . , k.

AxÐzei na parathr soume ìti kai aut  h ektÐmhsh thc sun�rthshc e-

pibÐwshc, Ŝ(t), eÐnai mia stajer  an� diast mata sun�rthsh. Akìma, a-

xioshmeÐwto eÐnai to gegonìc ìti h parap�nw mèjodoc eÔreshc ektimht 

eÐnai idiaÐtera euaÐsjhth sto pwc ja gÐnei h epilog  twn qronik¸n diasth-

m�twn. Gia to lìgo autì autìc o ektimht c efarmìzetai me epituqÐa ìtan

den gnwrÐzoume touc akribeÐc qrìnouc twn apotuqi¸n all� ton arijmì

twn apotuqi¸n kai twn diakekommènwn parathr sewn pou parathr jhkan

se mia seir� apì diadoqik� qronik� diast mata. Parìla aut� mporoÔme

na qrhsimopoi soume ton parap�nw ektimht  kai ìtan gnwrÐzoume me a-

krÐbeia tic qronikèc stigmèc twn apotuqi¸n, wstìso h omadopoÐhsh twn

qrìnwn epibÐwshc èqei wc apotèlesma thn ap¸leia mèrouc thc sunolik c

plhroforÐac.
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1.2.2 H ektim tria Kaplan–Meier

Me parìmoio trìpo ja upologÐsoume kai thn ektim tria Kaplan–Meier

thc sun�rthshc epibÐwshc, h opoÐa eÐnai pio apotelesmatik  sugkritik� me

thn prohgoÔmenh sthn perÐptwsh pou gnwrÐzoume touc akribeÐc qrìnouc

twn apotuqi¸n. H diaforopoÐhsh twn dÔo ektimht¸n ègkeitai sto ìti h

epilog  twn diasthm�twn gia thn ektim tria Kaplan–Meier, gÐnetai sÔm-

fwna me touc parathroÔmenouc qrìnouc epibÐwshc. 'Etsi k�je di�sthma

kataskeu�zetai me tètoion trìpo ¸ste na perilamb�nei mÐa apotuqÐa thn

opoÐa paÐrnoume sthn arq  tou k�je diast matoc. Opìte se k�je di�sth-

ma ekdhl¸netai mÐa apotuqÐa sthn arq  tou, ektìc e�n sto parathroÔmeno

deÐgma pragmatopoi jhkan tautìqrona pollèc apotuqÐec kai fusik� ektìc

apì to pr¸to di�sthma pou èqei wc arq  thn afethrÐa thc melèthc kai wc

pèrac th stigm  akrib¸c prin thn pr¸th apotuqÐa. Wc ek toÔtou autì to

di�sthma den perilamb�nei apotuqÐa.

Gia ton upologismì thc ektim triac Kaplan–Meier qwrÐzoume thn perÐ-

odo pou pragmatopoi jhke h melèth sÔmfwna me ton trìpo pou orÐsthke

parap�nw, se k diadoqik� qronik� diast mata, ìsa kai ta gegonìta pou

ekdhl¸jhkan. 'Etsi sto j-ostì apì aut� ta diast mata, ìpwc kai sek�je

�llo di�sthma, dhlad  apì th stigm  tj mèqri th stigm  tj+1 parathr same

1 apotuqÐa. H suneisfor� twn diakekommènwn parathr sewn se aut  th

mèjodo ègkeitai sto gegonìc ìti mèsw aut¸n gnwrÐzoume ton akrib  arij-

mì twn asjen¸n pou suneqÐzoun na sumetèqoun sth melèth akrib¸c prin

th qronik  ènarxh tou k�je diast matoc. 'Estw epomènwc ìti oi asjeneÐc

pou suneqÐzoun na summetèqoun sth melèth(ìsoi epibi¸noun, exair¸ntac

ìsouc dièkoyan) mèqri kai akrib¸c prin th stigm  tj eÐnai nj. Tìte k�-
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nontac thn upìjesh ìti oi apotuqÐec sumbaÐnoun anex�rthta h mÐa apì thn

�llh, prokÔptei ìti h pijanìthta gia apotuqÐa sto j-ostì di�sthma eÐnai

dj/nj, opìte kai h antÐstoiqh pijanìthta epibÐwshc sto Ðdio di�sthma eÐnai

(1− dj)/nj   (nj − dj)/nj.

Epomènwc e�n jèloume na upologÐsoume thn pijanìthta enìc asjen  na

epibi¸sei met� thn arq  tou m-ostoÔ diast matoc, ja l�boume profan¸c

upìyh ìti èqei epibi¸sei se ìlo to prohgoÔmeno qronikì di�sthma, opìte

h ektim tria Kaplan–Meier thc sun�rthshc epibÐwshc eÐnai

Ŝ(t) =
m∏
j=1

(nj − dj)
nj

, (1.16)

me tm ≤ t < tm+1 kai m = 1, . . . , k.

MÐa ektÐmhsh thc diaspor�c thc ektim triac Kaplan–Meier dÐnetai apì

ton tÔpo tou Greenwood

V̂ (Ŝ(t)) = Ŝ(t)2

k∑
j=1

dj
nj(nj − dj)

. (1.17)

Gia meg�lo deÐgma mporoÔme na jewr soume ìti h ektim tria Kaplan–Meier

akoloujeÐ proseggistik� thn kanonik  katanom  me mèsh tim  S(t) kai dia-

spor� pou ektim�tai apì ton tÔpo tou Greenwood. AkoloÔjwc prokÔptei

ìti èna 100(1 − a)% di�sthma empistosÔnhc gia th sun�rthsh epibÐwshc

S(t) eÐnai

apì Ŝ(t)− z(1−a/2)

√
V̂ (Ŝ(t)) èwc Ŝ(t) + z(1−a/2)

√
V̂ (Ŝ(t)).

H ajroistik  sun�rthsh kindÔnouH(t) mporeÐ na ektimhjeÐ �mesa mèsw

thc ektim triac Kaplan–Meier

Ĥ(t) = − log Ŝ(t), (1.18)
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entoÔtoic suqn� qrhsimopoioÔme thn ektim tria pou prot�jhke apì touc

Nelson kai Aalen

Ĥ(t) =
m∑
j=1

dj
nj
, (1.19)

h opoÐa eÐnai epÐshc mia stajer  an� diast mata sun�rthsh. Gia na k�nou-

me pio katanoht  th diadikasÐa upologismoÔ thc ektim triac Kaplan–Meier

parajètoume èna par�deigma me lÐga dedomèna.

Par�deigma 1.1

JewroÔme ta dedomèna apì 18 gunaÐkec, twn opoÐwn melet jhke o

qrìnoc se ebdom�dec, apì th stigm  pou xekÐnhsan na qrhsimopoioÔn mÐa

endom tria suskeu  me skopì thn antisÔllhyh èwc ìtou na p�youn na

thn qrhsimopoioÔn lìgw problhm�twn aimorragÐac kat� thn di�rkeia thc

emmhnìrroiac. H melèth di rkese dÔo qrìnia.

10 13∗ 18∗ 19 23∗ 30 36 38∗ 54∗

56∗ 59 75 93 97 104∗ 107 107∗ 107∗

Oi hlikÐec twn gunaik¸n tou deÐgmatoc eÐnai metaxÔ 18 kai 35 et¸n kai

ìlec eÐqan  dh thn empeirÐa dÔo prohgoÔmenwn ku sewn. Oi parathr seic

pou shmei¸nontai me * eÐnai diakekommènec. H ektim tria Kaplan–Meier kai

oi upologismoÐ pou odhgoÔn se aut , sÔmfwna me thn parap�nw diadikasÐa

parousi�zontai ston parak�tw pÐnaka.
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Di�sthma nj dj (nj − dj)/nj Ŝ(t)

0− 18 0 1.0000 1.0000

10− 18 1 0.9444 0.9444

19− 15 1 0.9333 0.8815

30− 13 1 1.9231 0.8137

36− 12 1 0.9167 0.7459

59− 8 1 0.8750 0.6526

75− 7 1 0.8571 0.5594

93− 6 1 0.8333 0.4662

97− 5 1 0.8000 0.3729

107− 3 1 0.6667 0.2486

An jewr soume ìti mac endiafèrei h pijanìthta mÐa asjen c na qrh-

simopoÐhse thn en lìgw suskeu  gia toul�qiston 30 ebdom�dec,   isodÔ-

nama h pijanìthta mÐa asjen c na mhn emf�nise probl mata aimorragÐac

mèqri kai thn 30h ebdom�da qr shc thc suskeu c, tìte aut  eÐnai Ðsh me

Ŝ(t) = 1× 0.9444× 0.8815× 0.8137 ' 0.6774.

Me qr sh tou statistikoÔ pakètou R prokÔptei sto gr�fhma 1.1, h

grafik  par�stash thc ektim triac Kaplan–Meier gia th sun�rthsh tou

qrìnou epibÐwshc, ìpwc aut  orÐsthke gia tic parap�nw asjeneÐc.

1.3 'Ena montèlo analogik¸n kindÔnwn

Oi mh parametrikèc mèjodoi pou perigr�yame èwc t¸ra gia thn ektÐ-

mhsh tou qrìnou zw c eÐnai polÔ qr simec ìtan èqoume na analÔsoume

èna deÐgma sto opoÐo perilamb�nontai qrìnoi epibÐwshc apì dÔo   peris-
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Sq ma 1.1: H ektim tria Kaplan–Meier thc sun�rthshc epibÐwshc gia ta

dedomèna twn asjen¸n tou paradeÐgmatoc 1.1
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sìterec om�dec asjen¸n sÔmfwna me k�poio sugkekrimèno krit rio (gia

par�deigma sÔmfwna me th jerapeÐa) kai jèloume na sugkrÐnoume thn e-

pibÐwsh metaxÔ twn om�dwn. Wstìso, stic perissìterec iatrikèc èreunec,

kataqwroÔntai epiprìsjetec plhroforÐec gia touc asjeneÐc. Se mia klini-

k  melèth, gia par�deigma, sthn opoÐa to antikeÐmeno twn ereunht¸n eÐnai

h anaz thsh thc pio apotelesmatik c jerapeÐac metaxÔ twn dÔo epikra-

tèsterwn oi epiprìsjetec plhroforÐec mporeÐ na eÐnai h hlikÐa, to fÔlo,

k�poiec metr seic sqetikèc me thn fusiologÐa tou asjen    to perib�llon

tou all� kai par�gontec sqetikoÐ me ton trìpo zw c tou. To er¸thma pou

eÔloga prokÔptei eÐnai poiec apì autèc tic plhroforÐec, oi opoÐec kata-

gr�fontai me th morf  metablht¸n epidroÔn sthn epibÐwsh twn asjen¸n.

O Cox prìteine èna montèlo, gnwstì wc montèlo analogik¸n kindÔnwn,

me to opoÐo ektim�me ton kÐnduno thc ekd lwshc tou sumb�ntoc pou mac

endiafèrei se opoiad pote stigm  met� to xekÐnhma miac melèthc.

Prin anaferjoÔme analutik� sto montèlo tou Cox, kalì ja  tan na

exhg soume ti ennooÔme me ton ìro analogikoÐ kÐndunoi. Ac jewr soume

thn perÐptwsh pou èqoume èna deÐgma asjen¸n, oi opoÐoi lamb�noun eÐte

thn kajierwmènh jerapeÐa eÐte mia nèa enallaktik  thc me antÐstoiqec su-

nart seic kindÔnou hs(t) kai hn(t). Tìte e�n upojèsoume ìti oi kÐndunoi

eÐnai analogikoÐ metaxÔ touc, to montèlo analogik¸n kindÔnwn sthn pio

apl  tou morf  eÐnai

hn(t) = ψhs(t), (1.20)

me thn tim  tou ψ na eÐnai stajer . Mia sunèpeia thc upìjeshc twn ana-

logik¸n kindÔnwn eÐnai ìti oi antÐstoiqec sunart seic pou apeikonÐzoun tic

ektim seic twn pragmatik¸n qrìnwn epibÐwshc twn asjen¸n pou lamb�-
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noun th mÐa kai thn �llh jerapeÐa den tèmnontai. Aut  eÐnai mia anagkaÐa

all� ìqi kai ikan  sunj kh gia na upojèsoume to montèlo analogik¸n kin-

dÔnwn. Akìma kai sthn perÐptwsh pou oi sunart seic me tic ektimhmènec

timèc eÐnai par�llhlec den sunep�getai kat�n�gkh analogikìthta stouc

kindÔnouc. E�n oi grafikèc parast�seic twn sunart sewn pou apeikonÐ-

zoun tic ektim seic twn pragmatik¸n qrìnwn epibÐwshc twn dÔo gkroup

asjen¸n tèmnontai, tìte idiaÐterh prosoq  prèpei na dojeÐ sthn ermhneÐa

touc.

H tim  tou ψ isoÔtai me to lìgo tou kindÔnou gia apotuqÐa enìc asjen 

pou akoloujeÐ th nèa jerapeÐa se sqèsh me ton kÐnduno enìc asjen  pou

akoloujeÐ thn kajierwmènh, gi autì kai to ψ onom�zetai suqn� sqetikìc

kÐndunoc   analogÐa kindÔnou. To ψ dhlad , faner¸nei pìso perissìtero

  ligìtero apotelesmatik  eÐnai h nèa jerapeÐa se sqèsh me thn kajierw-

mènh. 'Etsi, e�n ψ < 1 h nèa jerapeÐa eÐnai perissìtero euergetik  apì

thn kajierwmènh en¸, to antÐstrofo isqÔei ψ > 1. EpÐshc, h tim  tou

sqetikoÔ kindÔnou ψ den mporeÐ na p�rei arnhtikèc timèc gi' autì jètoume

ψ = exp(β). 'Ara β = ln(ψ), opìte to β, dhlad  o log�rijmoc tou sqte-

tikoÔ kindÔnou paÐrnei arnhtikèc timèc ìtan ψ < 1 kai jetikèc timèc ìtan

ψ < 1. Sthn perÐptwsh pou ψ < 1 h nèa jerapeÐa eÐnai pio apotelesma-

tik  apì thn kajierwmènh en¸ sthn perÐptwsh pou ψ > 1 h kajierwmènh

jerapeÐa eÐnai h pio apotelesmatik .
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1.3.1 To montèlo tou Cox me qronik� anex�rth-

tec metablhtèc

Sthn genik  perÐptwsh, upojètoume ìti o kÐndunoc gia apotuqÐa k�-

poiou asjen  se mia dedomènh stigm  exart�tai apì èna sÔnolo metablh-

t¸n, X1, X2, . . . , Xp, oi opoÐec onom�zontai ermhneutikèc   epexhghmati-

kèc. Oi timèc twn metablht¸n aut¸n sunistoÔn gia k�je asjen  èna di�-

nusma x, ètsi ¸ste x = (x1, x2, . . . , xp)
′. Upojètoume ìti oi timèc twn

metablht¸n aut¸n paramènoun amet�blhtec sto qrìno kai droun sthn su-

n�rthsh kindÔnou me b�sh th sqèsh

hi(t) = exp(β1x1i + β2x2i + · · ·+ βpxpi)h0(t), (1.21)

  isodÔnama

hi(t) = exp(

p∑
j=1

βjxji)h0(t), (1.22)

ìpou h0(t) eÐnai mia basik  sun�rthsh kindÔnou kai β = (β1, β2, . . . , βp)
′

eÐnai to di�nusma twn suntelest¸n twn ermhneutik¸n metablht¸n pou ek-

fr�zei thn posotik  epÐdrash touc sth sun�rthsh kindÔnou.

Epomènwc o kÐndunoc enìc asjen  exart�tai apì dÔo mèrh, th sun�r-

thsh h0(t) h opoÐa exart�tai apokleistik� apì to qrìno kai th sun�rthsh

ηi =
∑p

j=1(βjxji) h opoÐa exart�tai apì tic timèc twn ermhneutik¸n meta-

blht¸n kai eÐnai gnwst  wc grammikì mèroc   prognwstikìc deÐkthc. H

basik  sun�rthsh kindÔnou eÐnai aujaÐreth kai Ðdia gia ìlouc touc asje-

neÐc pou summetèqoun sth melèth en¸, apì th sqèsh (1.21) prokÔptei ìti

gia ènan asjen  me x = (0, 0, . . . , 0)′,

hi(t) = h0(t). (1.23)
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'Ara h basik  sun�rthsh kindÔnou h0(t) mporeÐ na oristeÐ kai wc h sun�r-

thsh kindÔnou enìc asjen  me tim  ìlwn twn ermhneutik¸n metablht¸n

Ðsh me 0. Autì eÐnai to montèlo analogik¸n kindÔnwn tou Cox to opoÐo

efarmìzetai eurÔtata sthn an�lush dedomènwn epibÐwshc.

1.3.2 H ektÐmhsh twn paramètrwn sto montèlo

tou Cox

Oi suntelestèc βj, j = 1, . . . , p ektim¸ntai me thn mèjodo merik c pija-

nof�neiac kai m�lista to mègisto epitugq�netai qrhsimopoi¸ntac arijmh-

tikèc mejìdouc. Pio analutik�, jewroÔme ìti èqoume dedomèna epibÐwshc

n asjen¸n kai melet�me an kai kat� pìso h epibÐwsh aut¸n twn asjen¸n

exart�tai apì èna sÔnolo p metablht¸n. Upojètoume epÐshc ìti se r < n

apì autoÔc touc asjeneÐc ekdhl¸netai to sumb�n kat� tic diakekrimènec

kai diatetagmènec qronikèc stigmèc t(1), t(2), . . . , t(r) ¸ste thn stigm  t(j) na

parathreÐtai h j-ost  ekd lwsh tou sumb�ntoc. SumbolÐzoume me R(t(j))

to sÔnolo twn asjen¸n pou brÐskontai se kÐnduno amèswc prin th qronik 

stigm  t(j) en¸, upojètoume ìti th qronik  stigm  t(j) ekdhl¸netai to sum-

b�n mìno se ènan asjen , dj = 1, dhlad  den parathroÔntai Ðsoi qrìnoi

epibÐwshc. H pijanìthta na ekdhlwjeÐ to sumb�n se k�poion asjen  th

j-ost  apì tic diatetagmènec stigmèc ekd lws c tou, dedomènou ìti se

k�poion asjen  apì to sÔnolo R(t(j)) pr�gmati ekdhl¸netai to sumb�n

eÐnai

P =
exp(β′x(j))∑

lεR(t(j)) exp(β′xl)
, (1.24)

ìpou me x(j) sumbolÐzoume to di�nusma twn ermhneutik¸n metablht¸n gia

ton asjen  ston opoÐo ekdhl¸netai to sumb�n th stigm  t(j).
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An p�roume to ginìmeno twn parap�nw pijanot twn prokÔptei h su-

n�rthsh pijanof�neiac gia to montèlo analogik¸n kindÔnwn tou Cox

L(β) =
r∏
j=1

exp(β′x(j))∑
lεR(t(j)) exp(β′xl)

, (1.25)

h opoÐa mporeÐ na grafteÐ kai wc ex c

L(β) =
n∏
i=1

{
exp(β′x(i))∑
lεR(ti) exp(β′xl)

}δi

, (1.26)

e�n upojèsoume ìti sta dedomèna emperièqontai n parathroÔmenoi qrìnoi

epibÐwshc, t1, t2, . . . , tn kai ìti δi, i = 1, . . . , n, eÐnai ènac deÐkthc ekd lw-

shc tou sumb�ntoc pou paÐrnei thn tim  1, e�n o i-ostìc qrìnoc ekd lwshc

tou gegonìtoc pr�gmati parathr jhke kai 0, diaforetik� (diakekommènh

parat rhsh).

H sun�rthsh aut , kaleÐtai merik  pijanof�neia diìti se aut n den

gÐnetai �mesh qr sh twn pragmatik¸n qrìnwn epibÐwshs(diakekommènwn

  mh) pou parathr jhkan sto deÐgma. H merik  pijanof�neia den apo-

teleÐ mia sunhjismènh sun�rthsh pijanof�neiac, wstìso o Cox apèdeixe

ìti mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ wc tètoia gia thn ektÐmhsh tou β ki ètsi o

ektimht c β̂ eÐnai amerìlhptoc, sunep c kai asumptwtik� kanonikìc. Gia

na ektim soume epomènwc to di�nusma twn suntelest¸n twn ermhneutik¸n

metablht¸n, megistopoioÔme to log�rijmo thc merik c pijanof�neiac wc

proc thn k�je sunist¸sa tou. To sÔsthma twn p exis¸sewn pou prokÔ-

ptei lÔnetai me arijmhtikèc mejìdouc.

Gia ton upologismì thc merik c pijanof�neiac, upojèsame ìti to u-

pì melèth gegonìc ekdhl¸netai mìno se ènan asjen  thn k�je qronik 

stigm  pou autì sumbaÐnei. Wstìso, autì den eÐnai p�nta realistikì, an
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skeftoÔme gia par�deigma thn perÐptwsh pou melet�tai o qrìnoc ekd -

lwshc miac asjèneiac se m nec, tìte eÐnai polÔ pijanì se k�poio m na na

emfanÐsoun thn asjèneia perissìteroi apì ènac asjeneÐc. Sthn perÐptwsh

aut , pou parathroÔntai Ðsoi qrìnoi epibÐwshc, qrhsimopoioÔntai k�poiec

proseggÐseic thc merik c pijanof�neiac.

Sta perissìtera statistik� pakèta h efarmog  tou montèlou analogi-

k¸n kindÔnwn eÐnai efikt  kai ètsi upologÐzoume tic ektim seic twn sunte-

lest¸n twn paramètrwn kaj¸c kai tic tupikèc apoklÐseic touc. 'Elegqoi

thc shmantikìthtac twn metablht¸n mporoÔn na gÐnoun me qr sh tou lì-

gou twn pijanofanei¸n   thc elegqosun�rthshc Wald kai h epilog  twn

statistik� shmantikìterwn apì autèc me tic diadikasÐec thc kat� b mata

epilog c pou qrhsimopoioÔntai eurÔtata sthn an�lush palindrìmhshc. U-

penjumÐzoume ìti en¸ to montèlo tou Cox basÐzetai ston isqurismì twn

analogik¸n kindÔnwn, entoÔtoic kamÐa idiaÐterh katanom  pijanìthtac den

prosdiorÐsthke gia th sun�rthsh epibÐwshc, gi autì kai to montèlo autì

eÐnai gnwstì wc hmiparametrikì.

1.3.3 To montèlo tou Cox me qronik� exarthmè-

nec metablhtèc

Sto montèlo tou Cox, pou parousi�same sthn prohgoÔmenh par�gra-

fo, oi metablhtèc pou epidroÔn sthn epibÐwsh, jewr jhkan anex�rthtec

apì to qrìno. M�lista h tim  touc katagr�fetai sun jwc kat� thn è-

narxh thc melèthc kai èktote jewreÐtai ìti paramènei stajer . Up�rqoun

wstìso peript¸seic, pou h tim  miac metablht c metab�lletai kat� th

di�rkeia thc melèthc (gia par�deigma to mègejoc enìc kako jh ìgkou) kai
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tìte h katagraf  twn tim¸n thc se takt� qronik� diast mata mporeÐ na

odhg sei se èna pio ikanopoihtikì montèlo. Sthn perÐptwsh pou oi ermh-

neutikèc metablhtèc den eÐnai stajerèc all� exart¸ntai apì to qrìno, to

montèlo tou Cox tropopoieÐtai kat�llhla. 'Opwc kai sta prohgoÔmena,

jewroÔme ìti èqoume n parathr seic kai p metablhtèc pou upojètoume

pwc epidroÔn sthn epibÐwsh.

H sqèsh (1.22) gia to montèlo analogik¸n kindÔnwn tou Cox genikeÔ-

etai �mesa sth perÐptwshc Ôparxhc qronik� exarhmènwn metablht¸n wc

ex c

hi(t) = exp(

p∑
j=1

βjxji(t))h0(t). (1.27)

Se aut n thn perÐptwsh h basik  sun�rthsh kindÔnou h0(t) faner¸nei ton

kÐnduno enìc asjen  na ekdhl¸sei to gegonìc, dedomènou ìti sto xekÐnhma

thc melèthc ìlec oi timèc twn ermhneutik¸n metablht¸n pou tou antistoi-

qoÔn  tan 0 kai parèmeinan mhdenikèc kajìlh th di�rkeia thc èreunac. H

upìjesh twn analogik¸n kindÔnwn paÔei plèon na isqÔei, afoÔ ìpwc eÔ-

kola mporoÔme na parathr soume h posìthta hi(t)/h0(t), pou onom�zetai

sqetikìc kÐndunoc, den eÐnai plèon stajer .

An analogistoÔme to lìgo twn sunart sewn kindÔnou dÔo asjen¸n th

stigm  t, èstw tou asjen  r kai tou asjen  s, tìte

hr(t)

hs(t)
= exp(

(
β1(x1r(t)− x1s(t)) + · · ·+ βp(xpr(t)− xps(t))

)
, (1.28)

opìte o suntelest c βj mporeÐ na ermhneuteÐ wc o log�rijmoc tou sqe-

tikoÔ kindÔnou gia dÔo asjeneÐc, gia touc opoÐouc h j-ost  ermhneutik 

metablht  gia k�je qronik  stigm  t metab�lletai kat� mÐa mon�da, ìtan

ìlec oi �llec thn Ðdia stigm  paramènoun stajerèc. Sthn pr�xh h ektÐmhsh

tou dianÔsmatoc β apoteleÐ mia arket� polÔplokh diadikasÐa.
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1.3.4 'Elegqoi katallhlìthtac tou montèlou a-

nalogik¸n kindÔnwn

H prosarmog  tou montèlou analogik¸n kindÔnwn tou Cox sto upì

melèth sÔnolo dedomènwn, de ja eÐqe nìhma an h upìjesh twn analogik¸n

kindÔnwn den isqÔei se autì. Epomènwc, gia na apofanjoÔme gia th katal-

lhlìthta tou montèlou, prèpei na efarmìsoume elègqouc gia thn upìjesh

twn analogik¸n kindÔnwn. Se mia prokatarktik  an�lush dedomènwn e-

pibÐwshc kai sthn pio apl  perÐptwsh pou èqoume na sugkrÐnoume thn

apotelesmatikìthta dÔo jerapei¸n, mporoÔme na sqedi�soume tic kampÔ-

lec pou antistoiqoÔn stic ektimhmènec sunart seic twn qrìnwn epibÐwshc

twn dÔo om�dwn kai apl� na parathr soume e�n me to pèrasma tou qrì-

nou autèc apoklÐnoun   ìqi. E�n apoklÐnoun isqÔei h analogikìthta en¸,

e�n autèc tèmnontai   eÐnai par�llhlec den isqÔei h analogikìthta. Sthn

perÐptwsh aut  ja epilèxoume èna parametrikì montèlo gia thn perigraf 

twn dedomènwn.

'Enac �lloc grafikìc trìpoc elègqou thc analogikìthtac prokÔptei

apì th morf  pou lamb�nei h sun�rthsh epibÐwshc sto montèlo analogi-

k¸n kindÔnou. 'Apì to montèlo analogik¸n kindÔnwn tou Cox

hi(t) = exp(β′xi)h0(t),

prokÔptei �mesa ìti∫ t

0

hi(u) du = exp(β′xi)

∫ t

0

h0(u) du, (1.29)

  isodÔnama

logHi(t) = β′xi + logH0(t). (1.30)
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Kaj¸c h posìthta β′xi eÐnai stajer  sto qrìno, ìtan oi ermhneutikèc

metablhtèc den eÐnai qronik� exarthmènec, h kampÔlh logHi(t) gia opoio-

d pote xi, eÐnai par�llhlh me thn kampÔlh logH0(t). Autì shmaÐnei pwc

an isqÔei h upìjesh twn analogik¸n kindÔnwn, oi kampÔlec pou apei-

konÐzoun touc log�rijmouc twn ajroistik¸n sunart sewn kindÔnou, gia

asjeneÐc me diaforetikèc timèc stic anex�rthtec metablhtèc, se sqèsh me

to qrìno ja prèpei na eÐnai par�llhlec. Epomènwc, ènac aplìc trìpoc

grafikoÔ elègqou gia thn isqÔ twn analogik¸n kindÔnwn eÐnai o pros-

diorismìc twn ektim sewn Kaplan–Meier gia epilegmèna xi kai o èlegqoc

thc parallhlÐac pou apaiteÐtai. Meionèkthma aut c thc mejìdou, eÐnai ìti

kat� ton upologismì thc ektim triac Kaplan–Meier de lamb�noume upìyh

tic epexhghmatikèc metablhtèc kai epiplèon ìti apaiteÐtai meg�loc arij-

mìc dedomènwn me thn Ðdia tim  epexhghmatik¸n metablht¸n gia na eÐnai

ègkurec oi ektim seic pou prokÔptoun. Gi autì o grafikìc èlegqoc efar-

mìzetai sthn perÐptwsh pou up�rqoun lÐgec ermhneutikèc metablhtèc kai

oi timèc touc mporoÔn na omadopoihjoÔn kat�llhla.

'Enac pio tupikìc èlegqoc katallhlìthtac tou montèlou, prokÔptei

apì thn exètash twn upoloÐpwn, ta opoÐa mac deÐqnoun kat� pìso ta

dedomèna brÐskontai se sumfwnÐa me tic proôpojèseic kai tic problèyeic

tou prosarmosmènou montèlou. Kat�llhla gia ton èlegqo thc upìjeshc

twn analogik¸n kindÔnwn eÐnai ta upìloipa Schoenfeld ta opoÐa èqoun

nìhma gia k�je mh diakekommènh parat rhsh

rPji = δi
{
xji − âji

}
, (1.31)

ìpou xji eÐnai h tim  thc j-ost c ermhneutik c metablht c, j = 1, . . . , p,
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gia ton i-ostì asjen ,

âji =

∑
lεR(ti)xjl exp(β̂′xl)∑
lεR(ti) exp(β̂′xl)

,

kai R(ti) eÐnai to sÔnolo twn asjen¸n se kÐnduno th stigm  ti.

Enallaktik�, qrhsimopoioÔntai ta klimakopoihmèna upìloipa Schoen-

feld, pou prot�jhkan apì touc Grampsch kai Therneau (1994),

r∗Pi = rvar(β̂)rPi, (1.32)

ìpou r eÐnai to pl joc twn mh diakekommènwn parathr sewn, var(β̂) eÐnai

o pÐnakac diaspor�c tou dinÔsmatoc twn suntelest¸n twn ermhneutik¸n

metablht¸n kai rPi = (rP1i, rP2i, . . . , rPpi)
′ eÐnai to di�nusma twn upoloÐ-

pwn pou upologÐsame parap�nw. Sth morf  aut  ta upìloipa Schoenfeld

eÐnai polÔ qr sima gia ton èlegqo thc upìjeshc twn analogik¸n kindÔnou.

Oi Grambsch kai Therneau èdeixan ìti h anamenìmenh tim  tou i-ostoÔ

klimakopoihmènou upoloÐpou Schoenfeld, gia thn j-ost  ermhneutik  meta-

blht  Xj, eÐnai E(r∗Pji)≈βj(ti)− β̂j, ìpou o suntelest c βj(t) lamb�netai

wc ènac qronik� exarthmènoc suntelest c thc ermhneutik c metablht c

Xj kai βj(ti) eÐnai h tim  tou suntelest  thn i-ost  stigm  ekd lwshc

tou gegonìtoc, ti.

To montèlo analogik¸n kindÔnwn tou Cox apaiteÐ βj(t) = βj, �ra e�n

isqÔei o isqurismìc twn analogik¸n kindÔnwn gia thn ermhneutik  meta-

blht  j, tìte h grafik  par�stash twn r∗Pji +βj epÐ twn ti ja prèpei eÐnai

mia orizìntia gramm . AxÐzei na parathr soume ìti ta upìloipa Schoen-

fed de prosdiorÐzontai apì tic timèc thc exarthmènhc metablht c, dhlad 

tou qrìnou epibÐwshc t, all� apì tic ermhneutikèc metablhtèc. Epiplè-

on, den orÐzontai gia ìlo to deÐgma, all� mìno gia tic mh-diakekommènec
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parathr seic kai gi autèc apoteloÔn dianÔsmata. K�je mh diakekommènh

parat rhsh èqei tìsa upìloipa, ìsec eÐnai kai oi ermhneutikèc metablhtèc.

Tèloc, sthn apl  perÐptwsh pou èqoume na sugkrÐnoume thn apotele-

smatikìthta dÔo jerapei¸n, dhlad  ìtan èqoume to eÐdoc thc jerapeÐac wc

monadik  ermhneutik  metablht  sto montèlo, mporoÔme na elègxoume thn

upìjesh thc analogikìthtac prosjètontac mia qronik� exarthmènh meta-

blht  sto montèlo. H sun�rthsh kindÔnou gia ton i-ostì asjen  k�tw

apì to montèlo analogik¸n kindÔnwn eÐnai

hi(t) = exp(β1x1i)h0(t),

ìpou x1i eÐnai h tim  thc ermhneutik c metablht c X1 kai isoÔtai me 1

ìtan o asjen c akoloujeÐ th nèa jerapeÐa kai me 0 ìtan akoloujeÐ thn

kajierwmènh. OrÐzoume mÐa nèa ermhneutik  metablht , th X2, ètsi ¸ste

X2 = X1t. E�n prosjèsoume th metablht  X2 sto up�rqon montèlo

prokÔptei h ex c sun�rthsh kindÔnou

hi(t) = exp(β1x1i + β2x2it)h0(t). (1.33)

Tìte o sqetikìc kÐndunoc, dhlad  o lìgoc tou kindÔnou pou ello-

qeÔei gia ton asjen  pou akoloujeÐ th nèa jerapeÐa se sqèsh me ton

antÐstoiqo kÐnduno gia ton asjen  pou akoloujeÐ thn kajierwmènh eÐnai

exp(β1 + β2t), afoÔ h metablht  X2 paÐrnei thn tim  t, gia ènan asjen 

pou akoloujeÐ th nèa jerapeÐa. Aut  h morf  sqetikoÔ kindÔnou exar-

t�tai apì to qrìno t �ra to montèlo autì den eÐnai montèlo analogik¸n

kindÔnwn.

Eidikìtera, e�n β2 < 0 o sqetikìc kÐndunoc mei¸netai me to qrìno pou

shmaÐnei ìti o kÐndunoc ekd lwshc tou gegonìtoc gia asjeneÐc pou ako-

loujoÔn th nèa jerapeÐa mei¸netai me to pèrasma tou qrìnou se sqèsh
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me ton kÐnduno thc �llhc om�dac asjen¸n. To antÐstrofo sumbaÐnei ì-

tan to β2 > 0. E�n β1 < 0, tìte mporoÔme na poÔme ìti ta euergetik�

apotelèsmata thc nèac jerapeÐac gÐnontai pio emfan  me to pèrasma tou

qrìnou. O èlegqoc thc analogikìthtac eÐnai isodÔnamoc me ton èlegqo

thc upìjeshc β2 = 0, h opoÐa e�n telik� isqÔei, shmaÐnei ìti o sqetikìc

kÐndunoc eÐnai exp(β1), eÐnai dhlad  stajerìc.

1.4 Mh parametrikoÐ èlegqoi

'Opwc èqoume  dh anafèrei oi ermhneutikèc metablhtèc pou epidroÔn

sto qrìno epibÐwshc mporeÐ na eÐnai posotikèc, ìpwc to apotèlesma miac

sugkekrimènhc ergasthriak c exètashc   h hlikÐa enìc asjen , all� kai

poiotikèc   kathgorikèc ìpwc gia par�deigma to fÔlo tou asjen    to

eÐdoc thc jerapeÐac pou akoloujeÐ. Oi diaforetikèc timèc twn kathgorik¸n

metablht¸n sunistoÔn sun jwc om�dec asjen¸n.

1.4.1 O mh parametrikìc èlegqoc log-rank

Sthn eidik  perÐptwsh, pou up�rqoun dÔo (  perissìterec) om�dec kai

den up�rqoun �llec ermhneutikèc metablhtèc, mporeÐ na efarmosteÐ o è-

legqoc log-rank prokeimènou na exetasteÐ e�n diaforopoieÐtai h sun�rthsh

epibÐwshc metaxÔ twn dÔo(  perissìterwn) om�dwn.

Pio sugkekrimèna, èstw t(1) < t(2) < · · · < t(r) oi diakekrimènec qroni-

kèc stigmèc kat� tic opoÐec sumbaÐnei to upì melèth gegonìc se asjeneÐc

pou proèrqontai apì dÔo om�dec. JewroÔme ìti amèswc prin th qronik 

stigm  t(j), j = 1, . . . , r, up�rqoun nij �toma se kÐnduno, i = 1, 2 kai dij
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eÐnai se pl joc oi asjeneÐc stouc opoÐouc ekdhl¸netai to sumb�n th stig-

m  t(j). Tìte, th dedomènh stigm  t(j) èqoume dj sumb�nta kai nj asjeneÐc

se kÐnduno, dhlad  nj = n1j + n2j kai dj = d1j + d2j.

'Estw ìti h mhdenik  upìjesh pou jèloume na exet�soume eÐnai ìti den

up�rqei diaforopoÐhsh stouc qrìnouc epibÐwshc twn asjen¸n metaxÔ twn

dÔo om�dwn, dhlad  isodÔnama jèloume na exet�soume thn anexarthsÐa

thc epibÐwshc twn asjen¸n apì thn om�da sthn opoÐa an koun. K�tw

apì thn upìjesh aut c thc anèxarthsÐac, mporoÔme na jewr soume ìti to

d1j eÐnai mia tuqaÐa metablht  pou akoloujei upergewmetrik  katanom , me

elaqisth tim  to 0 kai mègisth to min
{
dj, n1j

}
. SÔmfwna me thn katanom 

aut  h pijanìthta h tuqaÐa metablht  pou sqetÐzetai me ton arijmì twn

sumb�ntwn stouc asjeneic thc pr¸thc om�dac na p�rei thn tim  d1j eÐnai(
dj
d1j

)(
nj−dj
n1j−d1j

)(
nj
n1j

) .

H mèsh tim  aut c thc tuqaÐac metablht c sumfwna me tic idiìthtec

thc upergewmetrik c katanom c eÐnai

e1j =
nijdj
nj

. (1.34)

'Etsi e1j eÐnai o anamenìmenoc arijmìc twn asjen¸n pou proèrqontai apì

thn 1h om�da, stouc opoioÔc ekdhl¸netai to sumb�n th stigm  tj. H apì-

klish aut c thc anamenìmenhc tim c apì thn parathroÔmenh eÐnai d1j−e1j,

opìte ajroÐzontac ìlec autèc tic apoklÐseic gia ìla tic stigmèc pou su-

nèbh to gegonìc stouc asjeneic kai twn dÔo om�dwn èqoume èna sunolikì

mètro thc diafor�c twn parathroÔmenwn tim¸n d1j apì tic anamenìmenec

timèc touc. H elegqosun�rthsh pou prokÔptei eÐnai

UL =
r∑
j=1

(d1j − e1j), (1.35)
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me mèsh tim  0, afoÔ E(d1j) = e1j, kai diaspor� to �jroisma twn diaspo-

r¸n twn d1j, afoÔ oi stigmèc ekd lwshc tou sumb�ntoc eÐnai anex�rthtec

h mÐa apì thn �llh.

Epeid  h tuqaÐa metabl t  d1j akoloujeÐ upergewmetrik  katanom , h

diaspor� thc eÐnai

v1j =
n1jn2jdj(nj − dj)

n2
j(nj − 1)

, (1.36)

opìte kai h diaspor� thc elegqosun�rthshc UL eÐnai

var(UL) =
r∑
j=1

v1j. (1.37)

MporeÐ na apodeiqjeÐ ìti h elegqosun�rthsh UL akoloujeÐ thn ka-

nonik  katanom  ìtan o arijmìc twn sumb�ntwn den eÐnai polu mikrìc.

Tìte prokÔptei epÐshc ìti h elegqosun�rthsh, UL/
√
var(UL), akoloujeÐ

kanonik  katanom  me mèsh tim  0 kai diaspor� 1, dhlad 

UL√
var(UL)

∼ N(0, 1).

H telik  morf  tou elègqou log-rank eÐnai to tetr�gwno aut c thc eleg-

qosun�rthshc kai akoloujeÐ χ2 katanom  me 1 bajmì eleujerÐac

WL =
U2
L

var(UL)
∼ χ2

1.

H mhdenik  upìjesh, ìti h epibÐwsh enìc asjen  den exart�tai apì thn

om�da proèleushc, aporrÐptetai an h P -tim  thc katanom c χ2 me èna baj-

mì eleujerÐac pou antistoiqeÐ sth tim  thc parap�nw elegqosun�rthshc,

eÐnai mikrìterh apì th tim  a pou orÐzetai wc epÐpedo shmantikìthtac. O

lìgoc pou o èlegqoc log-rank an kei stouc mh parametrikoÔc elègqouc,

eÐnai ìti oi sunart seic epibÐwshc, twn opoÐwn h isìthta elègqetai upì

thn mhdenik  upìjesh, de qrei�zetai na upologistoÔn kai gia autì qrhsi-

mopoieÐtai eurÔtata.
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1.4.2 O mh parametrikìc èlegqoc Wilcoxon

O èlegqoc Wilcoxon apoteleÐ mÐa stajmismènh parallag  tou elègqou

log-rank mèsw tou opoÐou exet�zetai h Ðdia mhdenik  upìjesh, ìti dhlad 

den up�rqei diaforopoÐhsh metaxÔ twn qrìnwn epibÐwshc gia asjeneÐc pou

proèrqontai apì dÔo diaforetikèc om�dec. Sugkekrimèna, h elegqosun�r-

thsh lamb�nei th morf 

UW =
r∑
j=1

nj(d1j − e1j), (1.38)

ìpou ta d1j kai e1j orÐzontai ìpwc kai ston èlegqo log-rank.

Ston èlegqo Wilcoxon, h k�je diafor� d1j−e1j pollaplasi�zetai me to

sunolikì arijmì twn atìmwn pou brÐskontai se kÐnduno, nj, me apotèlesma

na dÐnetai megalÔtero b�roc sto arqikì komm�ti tou deÐgmatoc, ìpou to

pl joc twn upoleipìmenwn parathr sewn eÐnai megalÔtero apo ì,ti stouc

teleutaÐouc qrìnouc ekd lwshc tou sumb�ntoc (upenjumÐzoume ìti eÐnai

diatetagmènoi), ìpou apomènoun mìno lÐga �toma qwrÐc na èqei diakopeÐ

h epibÐwsh touc. 'Etsi, sth perÐptwsh pou apaiteÐtai na dojeÐ barÔthta

stic pijanèc diaforèc metaxÔ twn dÔo sunart sewn epibÐwshc se arqikì

st�dio, o èlegqoc Wilcoxon apodÐdei kalÔtera apì ton èlegqo log-rank.

H diaspor� thc elegqosun�rthshc UW eÐnai

var(UW ) =
r∑
j=1

n2
jv1j, (1.39)

ìpou v1j = n1jn2jdj(nj − dj)/n2
j(nj − 1), ìpwc deÐxame prohgoÔmena. H

telik  morf  tou elègqou Wilcoxon eÐnai

WW =
U2
W

var(UW )
,
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h opoÐa akoloujeÐ χ2 katanom  me 1 bajmì eleujerÐac ìtan h mhdenik 

upìjesh alhjeÔei. 'Opwc kai ston èlegqo log-rank, h mhdenik  upìjesh,

ìti h epibÐwsh enìc asjen  den exart�tai apì thn om�da proèleushc, a-

porrÐptetai an h P -tim  thc χ2 me èna bajmì eleujerÐac pou antistoiqeÐ

sth tim  thc parap�nw elegqosun�rthshc, eÐnai mikrìterh apì th tim  a

pou orÐzetai wc epÐpedo shmantikìthtac.

1.5 H katanom  Weibull

Tìso sto montèlo tou Cox ìso kai stic mh parametrikèc teqnikèc

ektÐmhshc, pou qrhsimopoi same sthn arq  autoÔ tou kefalaÐou, den u-

pojèsame k�poia sugkekrimènh katanom  gia touc qrìnouc epibÐwshc. To

gegonìc autì mac epitrèpei na efarmìzoume eurèwc autèc tic mejìdouc

sthn an�lush dedomènwn epibÐwshc. Wstìso, ìtan h morf  twn dedomè-

nwn epitrèpei thn uiojèthsh k�poiac sugkekrimènhc katanom c gia touc

qrìnouc epibÐwshc, tìte ta sumper�smata pou prokÔptoun eÐnai pio akri-

b  se sqèsh me ekeÐna pou ja proèkuptan qwrÐc thn uiojèths  thc. Ta

montèla sta opoÐa èqoume upojèsei mÐa sugkekrimènh katanom  gia touc

qrìnouc epibÐwshc onom�zontai parametrik� montèla kai me aut� ja asqo-

lhjoÔme stia epìmenec paragr�fouc.

Mia katanom  pijanìthtac pou diadramatÐzei kurÐarqo rìlo sthn an�-

lush dedomènwn eÐnai h katanom  Weibull, gnwst  me to ìnoma tou Sou-

hdoÔ Wallodi Weibull, o opoÐoc th qrhsimopoÐhse sta mèsa thc dekaetÐac

tou ex nta gia na perigr�yei thn antoq  twn ulik¸n. Ta montèla analo-

gik¸n kindÔnwn pou basÐzontai sthn katanom  Weibull apoteloÔn thn pio

jemeli¸dh parametrik  ekdoq  twn montèlwn analogik¸n kindÔnwn sthn
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an�lush dedomènwn epibÐwshc gi autì kai ja ta analÔsoume leptomer¸c.

Sthn pr�xh mia leitourgik  morf  thc sun�rthshc kindÔnou eÐnai

h(t) = λγtγ−1, (1.40)

me tic paramètrouc λ kai γ na paÐrnoun mìno jetikèc timèc kai to qrìno t

fusik� na paÐrnei mh arnhtikèc timèc. To sq ma thc sun�rthshc aut c, h

opoÐa eÐnai monìtonh, exart�tai kurÐwc apì thn tim  thc paramètrou γ gi

autì kai h γ onom�zetai par�metroc sq matoc en¸, h par�metroc λ onom�-

zetai par�metroc klÐmakac. H genik  morf  thc sun�rthshc kindÔnou gia

tic di�forec timèc thc paramètrou γ faÐnetai sto sq ma 1.2. H sun�rthsh

kindÔnou eÐnai aÔxousa gia γ > 1, fjÐnousa gia 0 < γ < 1 kai stajer  kai

Ðsh me λ gia γ = 1. Eidik� gia thn perÐptwsh pou h par�metroc sq matoc

eÐnai Ðsh me 1, h katanom  Weibull sumpÐptei me thn ekjetik  katanom  me

sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac

f(t) = λe−λt (1.41)

kai mèsh tim  λ−1. 'Opwc proanafèrame se aut n thn perÐptwsh h su-

n�rthsh kindÔnou eÐnai stajer  kai Ðsh me λ, èna polÔ bolikì kai suqn�

realistikì sen�rio.

Gia mia sun�rthsh kindÔnou thc morf c (1.40), h sun�rthsh epibÐwshc

pou prokÔptei eÐnai

S(t) = exp

{
−
∫ t

0

λγuγ−1

}
du = exp(−λtγ). (1.42)

H antÐstoiqh sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac miac tuqaÐac metablht c

T pou perigr�fetai apì tic dÔo parap�nw sunart seic eÐnai

f(t) = λγtγ−1exp(−λtγ), (1.43)
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h(t)

t

Sq ma 1.2: H morf  thc sun�rthshc kindÔnou h(t) = λγtγ−1, ìtan oi qrì-

noi epibÐwshc akoloujoÔn thn W (λ, γ) gia di�forec timèc thc paramètrou

sq matoc γ.

h opoÐa eÐnai h puknìthta miac tuqaÐac metablht c pou akoloujeÐ thn ka-

tanom  Weibull me par�metro sq matoc γ, par�metro klÐmakac λ kai sum-

bolÐzetaiW (λ, γ). H katanom  aut  eÐnai asÔmmetrh diìti h dexi� our� thc

eÐnai pio makri� apì thn arister  kai �ra parousi�zei jetikì suntelest 

loxìthtac pou shmaÐnei ìti oi perissìterec timèc thc brÐskontai dexi� thc

epikratoÔsac tim c.

H mèsh tim  miac tuqaÐac metablht c T me katanom  W (λ, γ) apodei-

knÔetai ìti eÐnai

E(T ) = λ−1/γΓ(γ−1 + 1),

ìpou Γ(x) eÐnai h sun�rthsh G�mma pou orÐzetai apì to olokl rwma

Γ(x) =

∫ ∞
0

ux−1e−u du.
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Wc arijmhtikì perigrafikì mètro gia thn katanom  Weibull, epeid 

aut  èqei jetikì suntelest  loxìthtac, antÐ gia th mèsh tim  pou ephre-

�zetai apì akraÐec timèc, suqn� qrhsimopoioÔme th di�meso. H tim  thc

diamèsou gia touc qrìnouc epibÐwshc eÐnai mia tim  tou qrìnou t, t(50),

gia thn opoÐa isqÔei ìti S
{
t(50)

}
= 0.5, ètsi ¸ste

t(50) =

{
1

λ
log 2

}1/γ

. (1.44)

H di�mèsoc twn qrìnwn epibÐwshc, h tim  t(50), eÐnai aut  h qronik  stigm 

met� apì thn opoÐa perÐpou to 50% tou plhjusmoÔ sto deÐgma anamènetai

na epibi¸sei. 'Epomènwc o misìc pl jusmìc anamènetai na ekdhl¸sei to

upì melèth sumb�n, met� thn stigm  t(50). Genik� to p posostiaÐo shmeÐo

thc katanom c Weibull eÐnai

t(p) =

{
1

λ
log

(
100

100− p

)}1/γ

. (1.45)

1.5.1 To parametrikì montèlo

Ac upojèsoume ìti se èna deÐgma parathr jhkan oi qrìnoi epibÐwshc

n asjen¸n kai ìti se r apì autoÔc ekdhl¸jhke to sumb�n stic antÐstoi-

qec qronikèc stigmèc t1, . . . , tr. Gia touc enapomeÐnantec n − r asjeneÐc,

den katagr�fhke o qrìnoc zw c diìti apì k�poio qronikì shmeÐo t∗, xe-

qwristì gia k�je asjen , kai met� q�jhkan ta Ðqnh touc (diakekommènec

parathr seic).

Oi r qrìnoi epibÐwshc pou katagr�fhkan suneisfèroun sthn sun�rth-

sh pijanof�neiac sÔmfwna me to ginìmeno

r∏
j=1

f(tj)
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en¸, oi qrìnoi epibÐwshc pou den katagr�fhkan suneisfèroun sÔmfwna me

to ginìmeno
n−r∏
l=1

S(t∗l )

lamb�nontac upìyh ìti mèqri th qronik  stigm  t∗l , o en lìgw asjen c

den ekd lwse to sumb�n �ra o qrìnoc epibÐws c tou eÐnai toul�qiston

t∗. Opìte h sun�rthsh pijanof�neiac gia ìlec tic parathr seic eÐnai to

ginìmeno
r∏
j=1

f(tj)
n−r∏
l=1

S(t∗l ).

Mia enallaktik  morf  thc sun�rthshc pijanof�neiac prokÔptei e�n

jewr soume ìti to deÐgma mac apoteleÐtai apì n zeug�ria parathr sewn,

(ti, δi), gia i = 1, . . . , n. SÔmfwna me autìn ton sumbolismì, to δi, eÐnai

mia metablht  deÐkthc pou paÐrnei thn tim  0, ìtan o antÐstoiqoc qrìnoc

epibÐwshc tou i-ostoÔ asjen , ti, eÐnai diakekommènoc kai thn tim  1, ìtan

h antÐstoiqh parat rhsh eÐnai gnwst . Tìte h sun�rthsh pijanof�neiac

gr�fetai
n∏
i=1

{
f(ti)

}δi{S(ti)
}1−δi , (1.46)

 
n∏
i=1

{
f(ti)

S(ti)

}δi
S(ti),

  sÔmfwna me tic isqÔousec sqèseic metaxÔ twn basik¸n sunart sewn

sthn an�lush epibÐwshc

n∏
i=1

{
h(ti)

δiS(ti)
}
.

Oi �gnwstec par�metroi pou upeisèrqontai sth sun�rthsh pijanof�-

neiac kai pou sun�doun me thn katanom  pou upojètoume gia touc pa-
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rathroÔmenouc qrìnouc epibÐwshc sto deÐgma, ektim¸ntai me th mèjodo

mègisthc pijanof�neiac.

Pio analutik�, an h katanom  pou upojètoume gia touc qrìnouc sto

deÐgma pou jewr same parap�nw eÐnai h Weibull me paramètrouc λ kai γ,

tìte h sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac, h sun�rthsh epibÐwshc kai h

sun�rthsh kindÔnou eÐnai antÐstoiqa

f(t) = λγtγ−1 exp(−λγtγ), S(t) = exp(−λtγ), h(t) = λγtγ−1,

opìte me antikat�stash aut¸n twn sqèsewn sth sun�rthsh pijanof�neiac

(1.46) prokÔptei

n∏
i=1

{
λγtγ−1

i exp(−λtγi )
}δi{

exp(−λtγi )
}1−δi ,

  isodÔnama
n∏
i=1

{
λγtγ−1

i

}δi
exp(−λtγi ),

pou eÐnai mia sun�rthsh twn λ kai γ, twn �gnwstwn paramètrwn sthn

katanom  Weibull, opìte th sumbolÐzoume L(λ, γ).

Oi ektimhtèc twn λ kai γ pou megistopoioÔn th sun�rthsh pijanof�-

neiac brÐskontai paragwgÐzontac ton log�rijmo thc sun�rthshc pijanof�-

neiac wc proc λ kai γ antÐstoiqa kai jètontac tic antÐstoiqec parag¸gouc

Ðsec me to mhdèn. Sthn pr�xh, gia katanomèc pou dÐnoun kleistouc tÔpouc

oi zhtoÔmenoi ektimhtèc λ̂ kai γ̂ brÐskontai me arijmhtikèc mejìdouc, me

pio dhmofil  ton algìrijmo Newton-Raphson. Sta perissìtera stati-

stik� pakèta h efarmog  thc katanom c Weibull stouc parathroÔmenouc

qrìnouc epibÐwshc eÐnai efikt  kai ètsi upologÐzoume tic ektim seic twn

�gnwstwn paramètrwn, ta ektimhmèna posostiaÐa shmeÐa pou mac endiafè-



1.5. PARAMETRIK�ES M�EJODOI 35

roun sÔmfwna me ton genikì tÔpo

t̂(p) =

{
1

λ̂
log
( 100

100− p

)}1/γ̂

,

kaj¸c kai tic tupikèc apoklÐseic touc.

Epiplèon, mporoÔme na upologÐsoume ta antÐstoiqa 100(1−a)% diast -

mata empistosÔnhc gia ta posostiaÐa shmeÐa, ta opoÐa eÐnai protimìtero na

ta broÔme mèsw twn antÐstoiqwn diasthm�twn gia tic sunart seic log t(p).

H tupik  apìklish gia to log�rijmo tou posostiaÐou shmeÐou eÐnai

se
{

log t(p)
}

=
1

t̂(p)
se
{
t̂(p)

}
,

kai ta antÐstoiqa �kra tou 100(1− a)% diast matoc empistosÔnhc gia to

log t(p) eÐnai

log t̂(p)± za/2se log t̂(p).

UpologiÐzoume ta antÐstoiqa 100(1−a)% diast mata empistosÔnhc gia ta

posostiaÐa shmeÐa t(p) uy¸nontac sthn kat�llhlh dÔnamh. Gia par�deig-

ma, ta �kra tou 100(1−a)% diast matoc empistosÔnhc gia th di�meso twn

qrìnwn epibÐwshc, t(50), eÐnai t̂(50) exp[±za/2se
{

log t̂(50)
}

].

1.5.2 To parametrikì montèlo analogik¸n kin-

dÔnwn k�tw apì thn katanom  Weibull

'Opwc èqoume  dh diapist¸sei apì thn paroÔsa ergasÐa, èna bolikì

montèlo gia na sugkrÐnoume dÔo gkroup asjen¸n eÐnai to montèlo analo-

gik¸n kindÔnwn. Se aut n thn par�grafo, ja jewr soume ìti sto deÐgma

mac up�rqei mÐa ermhneutik  metablht , h X, b�sei thc opoÐac gÐnetai o

diaqwrismìc twn asjen¸n se dÔo gkroup, to gkroup I kai to gkroup II.
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'Estw ìti h tim  thc eÐnai 0, e�n o asjen c proèrqetai apì to gkroup I

kai 1, e�n o asjen c proèrqetai apì to gkroup II.

SÔmfwna me to montèlo analogik¸n kindÔnwn, o kÐndunoc ekd lwshc

tou sumb�ntoc ston i-ostì asjen  th stigm  t eÐnai

hi(t) = eβxih0(t), (1.47)

ìpou xi eÐnai h tim  thc ermhneutik c metablht c X gia ton i-ostì asjen .

Sunep¸c, h sun�rthsh kindÔnou gia ènan asjen  tou gkroup I th stigm 

t eÐnai h0(t) kai gia ènan asjen  apì to gkroup II eÐnai ψh0(t), ìpou

ψ = exp(β). Tìte h posìthta β eÐnai o log�rijmoc tou lìgou tou kindÔnou

pou diatrèqei ènac asjen c apì to gkroup II wc proc ton kÐnduno pou

diatrèqei ènac asjen c apì to gkroup I.

Isqurizìmenoi epiplèon ìti oi parathroÔmenoi qrìnoi epibÐwshc twn

asjen¸n pou proèrqontai apì to gkroup I akoloujoÔn thn katanom  W-

eibull, prokÔptei ìti h sun�rthsh kindÔnou, h0(t), aut¸n twn asjen¸n

eÐnai

h0(t) = λγtγ−1 (1.48)

kai h sun�rthsh kindÔnou ψh0(t) twn asjen¸n tou gkroup II eÐnai

ψh0(t) = ψλγtγ−1. (1.49)

H sqèsh (1.49) sumpÐptei me th sun�rthsh kindÔnou miac tuqaÐac meta-

blht c T pou akoloujeÐ katanom  Weibull me par�metro sq matoc γ kai

par�metro klÐmakac ψλ. SumperaÐnoume ìti an oi qrìnoi epibÐwshc twn

asjen¸n tou enìc gkroup akoloujoÔn katanom  Weibull me par�metro

sq matoc γ kai o kÐndunoc ekd lwshc tou sumb�ntoc th stigm  t pou dia-

trèqoun oi asjeneÐc pou proèrqontai apì autì to gkroup eÐnai an�logoc me
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ekeÐnon tou �llou, tìte h katanom  pou akoloujoÔn oi qrìnoi epibÐwshc

tou deÔterou gkroup eÐnai kai p�li Weibull me thn Ðdia par�metro sq ma-

toc γ. Aut  h idiìthta thc katanom c Weibull eÐnai gnwst  wc idiìthta

analogik¸n kindÔnwn kai exaitÐac aut c, h katanom  aut  diadramatÐzei

tìso shmantikì rìlo sthn an�lush dedomènwn epibÐwshc.

Sthn perÐptwsh pou sto parathroÔmeno deÐgma n asjen¸n emperièqon-

tai p ermhneutikèc metablhtèc X1, . . . , Xp me antÐstoiqec timèc x1i, . . . , xpi

gia k�je asjen , to montèlo analogik¸n kindÔnwn genikeÔetai wc ex c

hi(t) = exp (β1x1i + β2x2i + · · ·+ βpxpi)h0(t), (1.50)

gia i = 1, . . . , n. Parìlo pou h morf  autoÔ tou montèlou eÐnai parì-

moia me to montèlo analogik¸n kindÔnwn tou Cox up�rqei metaxÔ touc mia

shmantik  diaforopoÐhsh anaforik� me thn basik  sun�rthsh kindÔnou

h0(t). Sto parametrikì montèlo, èqoume upojèsei thn katanom  Weibull

gia touc qrìnouc epibÐwshc, gegonìc pou epifèrei mÐa sugkekrimènh morf 

thc basik c sun�rthshc kindÔnou en¸, sto mh parametrikì montèlo tou

Cox h morf  thc basik c sun�rthshc kindÔnou eÐnai aprosdiìristh.

H basik  sun�rthsh kindÔnou h0(t) sto parametrikì montèlo upologÐ-

zetai eÔkola jewr¸ntac ìti gia k�poion asjen  ìlec oi timèc twn ermhneu-

tik¸n metablht¸n eÐnai Ðsec me to 0. 'Etsi, e�n upojèsoume thn katanom 

Weibull, h basik  sun�rthsh kindÔnou gia ton i-ostì asjen  eÐnai

h0(t) = λγtγ−1,

apì thn opoÐa prokÔptei �mesa h basik  ajroistik  sun�rthsh kindÔnou

H0(t) =

∫ t

0

λγuγ−1 du = λtγ. (1.51)
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Efarmìzontac to montèlo analogik¸n kindÔnwn tou Cox h sun�rthsh kin-

dÔnou gia ton i-ostì asjen  eÐnai

hi(t) = exp(β′xi)λγt
γ−1 (1.52)

kai h antÐstoiqh ajroistik  sun�rthsh kindÔnou eÐnai

Hi(t) = exp(β′xi)λt
γ. (1.53)

Epomènwc, ìtan oi qrìnoi epibÐwshc akoloujoÔn thn katanom  Wei-

bull, h sun�rthsh epibÐwshc k�tw apì to montèlo analogik¸n kindÔnwn

tou Cox paÐrnei th morf 

Si(t) = exp
{
−Hi(t)

}
= exp

{
− exp(β′xi)λt

γ
}
, (1.54)

  isodÔnama thn pio genik  morf 

Si(t) = exp
{
− exp(β′xi)H0(t)

}
. (1.55)

Kai apì tic parap�nw sqèseic apodeiknÔetai h idiìthta analogik¸n kindÔ-

nwn thc katanom c Weibull, afoÔ o qrìnoc epibÐwshc tou asjen  i sth

melèth akoloujeÐ aut n thn katanom  me par�metro klÐmakac λ exp(β′x)

kai par�metro sq matoc γ. Epomènwc, mporoÔme na poÔme ìti oi ermh-

neutikèc metablhtèc epidroÔn sto montèlo pou perigr�fetai apì th sqèsh

(1.50) me tètoio trìpo ¸ste en¸, metab�lletai h par�metroc klÐmakac thc

katanom c Weibull twn qrìnwn epibÐwshc, h par�metroc sq matoc thc

katanom c paramènei stajer .

H diadikasÐa ektÐmhshc twn �gnwstwn paramètrwn eÐnai akrib¸c Ðdia

me aut n pou deÐxame sthn perÐptwsh pou den up rqan ermhneutikèc me-

tablhtèc. H mình diafor� pou prokÔptei me tic ermhneutikèc metablhtèc



1.5. PARAMETRIK�ES M�EJODOI 39

ègkeitai sto ìti tìte prèpei na megistopoi soume tautìqrona th sun�r-

thsh pijanof�neiac kai wc proc to di�nusma twn suntelest¸n β kai wc

proc thn par�metro γ.

1.5.3 EktÐmhsh twn paramètrwn tou montèlou

gia th sÔgkrish dÔo gkroup asjen¸n

To montèlo analogik¸n kindÔnwn pou perigr�fetai apì th sqèsh (1.47)

mporeÐ na ektimhjeÐ qrhsimopoi¸ntac th mèjodo thc mègisthc pijanof�-

neiac. Ja perigr�youme analutik� aut  th diadikasÐa, afoÔ aut  ja qrh-

simopoi soume gia thn an�lush twn dedomènwn sto teleutaÐo kef�laio

thc paroÔsac ergasÐac. Upojètoume ìti oi qrìnoi epibÐwshc kai twn dÔo

gkroup asjen¸n akoloujoÔn ekjetik  katanom . Upojètoume epiplèon

ìti oi asjeneÐc tou gkroup 1 eÐnai n1 kai oi antÐstoiqec parathr seic touc

sumbolÐzontai wc (ti1, δi1), i = 1, 2, . . . , n1, ìpou h metablht  δi1 paÐrnei

thn tim  0, e�n o antÐstoiqoc qrìnoc epibÐwshc tou i-ostoÔ asjen  eÐnai

diakekommènoc kai thn tim  1 diaforetik�. 'Omoia oi parathr seic twn n2

asjen¸n tou gkroup 2 sumbolÐzontai wc (ti′2, δi2), i′ = 1, 2, . . . , n2. 'E-

stw ìti gia touc asjeneÐc tou gkroup 1 h sun�rthsh kindÔnou paÐrnei thn

tim  λ kai h sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac kaj¸c kai h sun�rthsh

epibÐwshc eÐnai

f(ti1) = λe−λti1 , S(ti1) = e−λti1 . (1.56)

Gia touc asjeneÐc tou gkroup 2 h sun�rthsh kindÔnou paÐrnei thn tim  ψλ

kai h sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac kaj¸c kai h sun�rthsh epibÐwshc

eÐnai

f(ti′2) = ψλe−ψλti′2 , S(ti′2) = e−ψλti′2 . (1.57)
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SÔmfwna me th sqèsh (1.46), h sun�rthsh pijanof�neiac gia tic n1+n2

parathr seic, L(ψ, λ), gr�fetai

n1∏
i=1

{
λe−λti1

}δi1{e−λti1}1−δi1
n2∏
i′=1

{
ψλe−ψλti′2

}δi′2{e−ψλti′2}1−δi′2 ,

  pio apl�
n1∏
i=1

λδi1e−λti1
n2∏
i′=1

(ψλ)δi′2e−ψλti′2 .

E�n o arijmìc twn sumb�ntwn pou parathr jhkan sta dÔo gkroup eÐnai

r1 kai r2 antÐstoiqa, tìte r1 =
∑

i δi1 kai r2 =
∑

i′ δi′2 kai o log�rijmoc

thc sun�rthshc pijanof�neiac paÐrnei th morf 

logL(ψ, λ) = r1 log λ− λ
n1∑
i=1

ti1 + r2 log(ψλ)− ψλ
n2∑
i′=1

ti′2.

Me T1 kai T2 sumbolÐzoume to sunolikì gnwstì qrìno epibÐwshc gia touc

asjeneÐc tou gkroup 1 kai tou gkroup 2 antÐstoiqa. Tìte, T1 kai T2 eÐnai

to sÔnolo twn qrìnwn, diakekommènwn kai epibÐwshc, gia to k�je gkroup

asjen¸n, ètsi ¸ste o log�rijmoc thc sun�rthshc pijanof�neiac gÐnetai

logL(ψ, λ) = (r1 + r1) log λ+ r2 logψ − λ(T1 + ψT2).

Prokeimènou na petÔqoume tic ektimhmènec timèc ψ̂, λ̂ gia tic opoÐec h

parap�nw sun�rthsh gÐnetai mègisth, thn paragwgÐzoume wc proc ψ kai

λ kai jètoume tic parag¸gouc Ðsec me mhdèn. Oi exis¸seic pou paÐrnoume

eÐnai
r2

ψ̂
− λ̂T2 = 0, (1.58)

r1 + r2

λ̂
− (T1 + ψ̂T2) = 0, (1.59)

apì tic opoÐec prokÔptoun oi ektim seic

λ̂ =
r2

ψ̂T2

,
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ψ̂ =
r2T1

r1T2

(1.60)

kai telik�

λ̂ =
r1

T1

.

Oi dÔo autoÐ ektimhtèc mporoÔn na exhghjoÔn diaisjhtik�. H ektimh-

mènh tim  gia thn par�metro λ eÐnai to antÐstrofo tou mèsou gnwstoÔ

qrìnou epibÐwshc gia touc asjeneÐc tou gkroup 1, en¸ o ektimhmènoc sqe-

tikìc kÐndunoc, ψ̂, eÐnai o lìgoc tou mèsou gnwstoÔ qrìnou epibÐwshc gia

touc asjeneÐc tou gkroup 1 proc to mèso gnwstì qrìno epibÐwshc gia

touc asjeneÐc tou gkroup 2.

O asumptwtikìc pÐnakac diaspor¸n kai sundiaspor¸n twn ektimht¸n

eÐnai o antÐstrofoc tou plhroforiakoÔ pÐnaka tou opoÐou ta stoiqeÐa tou

brÐskontai apì tic deÔterec parag¸gouc tou log�rijmou thc sun�rthshc

pijanof�neiac. IsqÔei ìti

d logL(ψ, λ)

dψ2
= − r2

ψ2
,

d logL(ψ, λ)

dλ2
= −r1 + r2

λ2
,

d logL(ψ, λ)

dλ dψ
= −T2.

O plhroforiakìc pÐnakac prokÔptei apì tic arnhtikèc anamenìmenec timèc

aut¸n twn merik¸n parag¸gwn

I(ψ, λ) =

r2/ψ
2 T2

T2 r1 + r2/λ
2


kai o antÐstrofoc autoÔ tou pÐnaka eÐnai

1

(r1 + r2)r2 − T 2
2ψ

2λ2

(r1 + r2)ψ2 −T2ψ
2λ2

−T2ψ
2λ2 r2λ

2

 .

Oi tupikèc apoklÐseic twn ψ kai λ brÐskontai e�n antikatast soume

ston parap�nw pÐnaka, tic pramètrouc λ kai ψ apì tic ektim seic touc
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kai sth sunèqeia p�roume tic tetragwnikèc rÐzec aut¸n. 'Etsi, h tupik 

apìklish tou ψ̂ eÐnai

se(ψ̂) =

√
(r1 + r2)ψ̂2

(r1 + r2)r2 − T 2
2 ψ̂

2λ̂2
.

Antikajist¸ntac se aut  th sqèsh touc ektimhtèc ψ̂ kai λ̂ apì tic ekfr�-

seic touc, prokÔptei ìti

se(ψ̂) = ψ̂

√
r1 + r2

r1r2

. (1.61)

'Omoia h tupik  apìklish tou λ̂ eÐnai

se(λ̂) = λ̂
√
r1.

Oi tupikèc apoklÐseic aut¸n twn ektimht¸n de mporoÔn na qrhsimopoi-

hjoÔn �mesa sthn kataskeu  diasthm�twn empistosÔnhc twn paramètrwn

ψ kai λ, afoÔ kai oi dÔo par�metroi prèpei na paÐrnoun jetikèc timèc kai oi

ektim seic touc teÐnoun na èqoun asÔmmetrec katanomèc. Kat' epèktash o

isqurismìc thc kanonikìthtac, pou sun jwc qrhsimopoioÔme gia thn kata-

skeu  diasthm�twn empistosÔnhc, den mporeÐ na proôpotejeÐ. H katanom 

gia to log�rijmo twn ektimht¸n tou ψ   tou λ eÐnai polÔ pijanì na eÐnai

summetrik , opìte qrhsimopoi¸ntac thn tupik  apìklish tou log�rijmou

thc ektimhmènhc paramètrou, upologÐzoume to di�sthma empistosÔnhc gia

to log�rijmo thc paramètrou. Sth sunèqeia, uy¸nontac sthn kat�llhlh

dÔnamh paÐrnoume to di�sthma empistosÔnhc gia thn kajeaut  par�metro.

H tupik  apìklish tou logarÐjmou thc ektimhmènhc paramètrou brÐketai

qrhsimopoi¸ntac to genikì apotèlesma

var
{
g(λ̂)

}
≈

{
dg(λ̂)

dλ̂

}2

var(λ̂), (1.62)
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dhlad 

var(log ψ̂) ≈ ψ̂−2var(ψ̂).

H sqèsh (1.62) eÐnai �mesh apìrroia thc proseggistik c seir�c Taylor

var
{
g(X)

}
≈

{
dg(X)

dX

}2

var(X),

pou isqÔei gia th diaspor� miac sun�rthshc miac tuqaÐac metablht c X.

Epomènwc, h tupik  apìklish tou log ψ̂ eÐnai

se(log ψ̂) = ψ̂−1se(ψ̂) =

√
r1 + r2

r1r2

. (1.63)

Ta ìria enìc 100(1− a)% diast matoc empistosÔnhc gia to log�rijmo

tou sqetikoÔ kindÔnou eÐnai log ψ̂±za/2se(log ψ̂), apì ta opoÐa eÔkola brÐ-

skontai kai ta ìria tou diast matoc empistosÔnhc gai to sqetikì kÐnduno

ψ̂. E�n apaithjeÐ, me parìmoio trìpo brÐskoume to di�sthma empistosÔnhc

gia thn par�metro λ.

1.5.4 DiereÔnhsh thc katallhlìthtac tou pa-

rametrikoÔ montèlou

'Opwc kai gia to montèlo twn analogik¸n kindÔnwn tou Cox ètsi kai

gia to opoiod pote parametrikì montèlo, kalì ja  tan protoÔ xekin sou-

me thn an�lush twn dedomènwn na exet�soume kat� pìso h katanom  pou

upojètoume gia touc qrìnouc epibÐwshc eÐnai alhjofan c. 'Enac aplìc

èlegqoc pou mporoÔme na k�noume eÐnai na ektim soume th sun�rthsh kin-

dÔnou me mÐa apì tic gnwstèc mh parametrikèc mejìdouc ektÐmhshc pou

anafèrame sthn arq  tou kefalaÐou kai apì th grafik  thc apeikìnish

na ex�goume ta an�loga sumper�smata. Gia par�deigma, e�n h sun�rthsh
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kindÔnou prosomoi�zei me mia stajer  sun�rthsh, tìte h uiojèthsh thc

ekjetik c katanom c gia touc qrìnouc epibÐwshc eÐnai m�llon h pio ka-

t�llhlh epilog . AntÐjeta, e�n h grafik  thc apeikìnish eÐnai monìtona

aÔxousa   fjÐnousa tìte h uiojèthsh thc katanom c Weibull eÐnai m�llon

h pio kat�llhlh epilog .

'Enac perissìtero plhroforiakìc èlegqoc pou mporoÔme na k�noume

eÐnai na sugkrÐnoume th sun�rthsh epibÐwshc twn qrìnwn epibÐwshc sto

deÐgma me th sun�rthsh epibÐwshc sto epilegmèno montèlo. 'Estw ìti

problèpetai ìti oi qrìnoi epibÐwshc sto deÐgma akoloujoÔn thn katanom 

Weibull(λ, γ). Tìte h sun�rthsh epibÐwshc ìpwc èqoume  dh deÐxei eÐnai

S(t) = exp
{
− λtγ

}
PaÐrnontac ton log�rijmo aut c, pollaplasi�zontac me −1 kai xanapaÐr-

nontac ton log�rijmo prokÔptei

log
{
− logS(t)

}
= log λ+ γ log t (1.64)

Sth sqèsh (1.64) antikajistoÔme thn sun�rthsh epibÐwshc me thn Kaplan–

Meier ektÐmhs  thc. E�n o isqurismìc mac perÐ thc katanom c Weibull eÐnai

orjìc, tìte h ektim seic twn tim¸n thc sun�rthshc epibÐwshc ja eÐnai polÔ

kont� sthn parathroÔmenec timèc thc kai epomènwc h grafik  par�stash

thc log
{
− log Ŝ(t)

}
epÐ thc log t ja eÐnai mia kat� prosèggish eujeÐa

gramm . Epeid , apì ton orismì thc ajroistik c sun�rthshc kindÔnou

isqÔei H(t) = − logS(t), to gr�fhma pou prokÔptei onom�zetai gr�fhma

tou log�rijmou twn ajroistik¸n kindÔnwn.

Sthn perÐptwsh pou h apeikìnish tou graf matoc eÐnai mia eujeÐa gram-

m , o stajerìc ìroc thc jewreÐtai wc mia ektÐmhsh gia ton log�rijmo thc
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paramètrou klÐmakac, λ, kai h klÐsh thc wc mia ektÐmhsh gia thn par�metro

sq matoc, γ. AxÐzei na shmei¸soume ìti an h klÐsh thc eujeÐac eÐnai kont�

sthn mon�da, tìte h ekjetik  katanom  eÐnai kat�llhlh gia thn perigraf 

twn qrìnwn epibÐwshc sto deÐgma. Epomènwc, ìtan oi qrìnoi epibÐwshc

akoloujoÔn thn katanom  Weibull(λ, γ) tìte to gr�fhma tou log�rijmou

twn ajroistik¸n kindÔnwn eÐnai mia eujeÐa me klÐsh γ kai stajerì ìro

log λ.

Ac upojèsoume èna sÔnolo dedomènwn epibÐwshc me dÔo gkroup asje-

n¸n kai èstw ìti qrìnoi epibÐwshc twn asjen¸n pou proèrqontai apì to

pr¸to gkroup akoloujoÔn thn katanom  Weibull(λ, γ) me to gr�fhma tou

log�rijmou twn ajroistik¸n kindÔnwn na eÐnai mia eujeÐa me klÐsh γ kai

stajerì ìro log λ. Tìte, ìpwc èqoume deÐxei k�tw apì to montèlo ana-

logik¸n kindÔnwn, oi qrìnoi epibÐwshc sto deÔtero gkroup akoloujoÔn

thn katanom  Weibull(ψλ, γ) kai epiplèon to gr�fhma tou log�rijmou

twn ajroistik¸n kindÔnwn eÐnai mia eujeÐa me klÐsh γ kai stajerì ìro

logψλ   logψ + log λ. E�n apì to gr�fhma me tic ektim seic tou log�-

rijmou twn ajroistik¸n sunart sewn kindÔnou epÐ tou log�rijmou twn

qrìnwn epibÐwshc kai gia ta dÔo gkroup prokÔyoun par�llhlec eujeÐec,

tìte kat�llhlo gia thn an�lush eÐnai to parametrikì montèlo analogik¸n

kindÔnwn me qrìnouc epibÐwshc pou akoloujoÔn thn katanom  Weibull.

Tèloc, ta upìloipa Cox-Snell, jewroÔntai polÔ qr sima wc proc ton

èlegqo thc katallhlìthtac twn parametrik¸n montèlwn. 'Estw gia par�-

deigma ìti èqoume jewr sei to montèlo analogik¸n kindÔnwn me qrìnouc

epibÐwshc pou akoloujoÔn thn katanom  Weibull. An èqoume n para-

thr seic, tìte to upìloipo Cox-Snell gia thn i-ost , mh diakekommènh
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parat rhsh, eÐnai

rCi = Ĥi(ti) = − log Ŝi(ti), (1.65)

opìte gia to sugkekrimèno montèlo pou jewr same to i-ostì upìloipo

Cox-Snell eÐnai

rCi = exp (β̂1x1i + β̂2x2i + · · ·+ β̂pxpi)λ̂t
γ̂. (1.66)

An to montèlo pou upojèsame eÐnai kat�llhlo, ta upìloipa Cox-Snell ja

akoloujoÔn thn ekjetik  katanom  me par�metro 1.

To montèlo analogik¸n kindÔnwn ìpwc  dh èqoume anafèrei eÐnai arke-

t� elkustikì gia thn an�lush dedomènwn epibÐwshc exaitÐac tou gegonìtoc

ìti den eÐnai aparaÐthto na na uiojet soume mia sugkekrimènh katanom 

pijanìthtac gia touc parathroÔmenouc qrìnouc epibÐwshc. Parìla aut�,

ìtan upojètoume katanom  Weibull gia touc qrìnouc epibÐwshc h parame-

trik  morf  tou montèlou analogik¸n kindÔnwn apoteleÐ mia kat�llhlh

b�sh prokeimènou na montelopoi soume ta dedomèna.



Kef�laio 2

Ellip  dedomèna

PolÔ suqn� sthn an�lush dedomènwn epibÐwshc den eÐnai dunat  h

katagraf  twn qrìnwn epibÐwshc gia ìlouc touc asjeneÐc. Den eÐnai

sp�niec oi forèc pou ft�nei o prokajorismènoc qrìnoc l xhc thc melèthc

kai se k�poiouc apì touc asjeneÐc pou melet�me den èqei ekdhlwjeÐ akìma

to sumb�n pou mac endiafèrei. EpÐshc, pollèc forèc k�poioi asjeneÐc,

eÐte hjelhmèna eÐte sumptwmatik�, paÔoun na summetèqoun sth melèth kai

ètsi to mìno pou gnwrÐzoume gi autoÔc eÐnai mèqri poia qronik  stigm  den

èqoun ekdhl¸sei to gegonìc. Ta parap�nw fainìmena diakìptoun kat� mÐa

ènnoia th diadikasÐa parakoloÔjhshc twn asjen¸n kat� th di�rkeia miac

melèthc, gi' autì kai oi parathr seic pou prokÔptoun me autìn ton trìpo

onom�zontai diakekommènec. 'Ena �llo eÐdoc parathr sewn pou sunant�me

sta dedomèna epibÐwshc eÐnai oi perikommènec parathr seic, oi opoÐec den

eÐnai oÔte kan en mèrei diajèsimec ston ereunht . Suqn� sth statistik 

an�lush dedomènwn oi ereunhtèc èrqontai antimètwpoi me set dedomènwn

ta opoÐa emperièqoun kai parathr seic pou leÐpoun apì to deÐgma, gnwstèc

47
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wc ellip  dedomèna.

2.1 Diakekommènec parathr seic

Sthn an�lush dedomènwn epibÐwshc, oi diakekommènec parathr seic

gnwstèc kai wc diakekommènoi qrìnoi epibÐwshc sunant¸ntai ìtan to mì-

no pou eÐnai gnwstì gi autoÔc eÐnai, eÐte h arq  touc eÐte to tèloc touc,

mèsa se k�poio sugkekrimèno qronikì di�sthma me apotèlesma o ereunht c

na mhn mporeÐ na katagr�yei to zhtoÔmeno qrìno epibÐwshc (apì th sugke-

krimènh qronik  afethrÐa èwc thn ekd lwsh tou sumb�ntoc). To er¸thma

pou prokÔptei eÐnai p¸c antimetwpÐzontai autèc oi parathr seic apì ton

ereunht , dhlad  pwc mporoÔn na enswmatwjoÔn sth melèth kai fusik�

an prèpei na enswmatwjoÔn. ProtoÔ apant soume se aut� ta erwt mata

kalì ja  tan na perigr�youme me leptomèreia ta eÐdh twn diakekommènwn

parathr sewn pou up�rqoun sth bibliografÐa.

2.1.1 Dexi� diakekommènec parathr seic

Oi dexi� diakekommènec parathr seic enìc deÐgmatoc emfanÐzontai ìtan

se k�poiouc asjeneÐc den èqei ekdhlwjeÐ to gegonìc pou mac endiafèrei

mèqri kai th stigm  tou teleutaÐou gnwstoÔ qrìnou parat rhs c touc.

Autì shmaÐnei ìti o pragmatikìc qrìnoc epibÐwshc aut¸n twn asjen¸n

(o qrìnoc dhlad  apì thn prokajorismènh qronik  afethrÐa thc melè-

thc mèqri thn ekd lwsh tou sumb�ntoc) uperbaÐnei to qrìno parat rhshc

touc, gi autì kai onom�zontai dexi� diakekommènec. Autèc oi parathr seic

emfanÐzontai polÔ suqn� sth melètec dedomènwn epibÐwshc.
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Ac analogistoÔme gia par�deigma pìso sÔnhjec eÐnai na q�nontai ta

Ðqnh orismènwn asjen¸n kat� th di�rkeia miac melèthc epeid  gia k�poio

lìgo oi asjeneÐc autoÐ stam�thsan na epikoinwnoÔn me ton ereunht . Oi

lìgoi pou sunteloÔn sthn kat�stash aut  fusik� poikÐlloun apì asjen 

se asjen . 'Etsi, k�poioc mporeÐ apl� na metakìmise, k�poioc na eÐqe u-

perbolikì fìrto ergasÐac kai na to amèlhse, k�poioc na apof�sise ìti den

axÐzei ton kìpo h talaipwrÐa thc parakoloÔjhshc ktl. Ac analogistoÔme

epÐshc thn perÐptwsh pou ft�nei h stigm  thc an�lushc twn dedomènwn,

dhlad  to tèloc thc parakoloÔjhshc twn asjen¸n kai se polloÔc apì

autoÔc den èqei ekdhlwjeÐ akìma to upì melèth gegonìc. Se ìlec tic pa-

rap�nw ekdoqèc to mìno pou gnwrÐzoume eÐnai ìti o qrìnoc epibÐwshc tou

asjen  eÐnai megalÔteroc apì to qronikì di�sthma me �kra thn afethrÐa

thc melèthc kai th stigm  emf�nishc thc diakekommènhc parat rhshc. Me

�lla lìgia, to upì melèth gegonìc prìkeitai na ekdhlwjeÐ afoÔ o asje-

n c ja èqei p�yei na parakoloujeÐtai apì ton ereunht . Autì to eÐdoc

twn diakekommènwn parathr sewn, eÐnai to pio sunhjismèno sthn an�lush

dedomènwn epibÐwshc gi autì kai qr zei peretaÐrw diereÔnhshc.

2.1.2 Arister� diakekommènec parathr seic

Oi arister� diakekommènec parathr seic enìc deÐgmatoc emfanÐzontai

ìtan se k�poiouc asjeneÐc èqei  dh ekdhlwjeÐ to gegonìc pou mac en-

diafèrei protoÔ oi asjeneÐc autoÐ eisaqjoÔn sth melèth, dhlad  prin thn

ènarxh thc periìdou parakoloÔjhshc. Autì shmaÐnei ìti o pragmatikìc

qrìnoc epibÐwshc aut¸n twn asjen¸n (o qrìnoc dhlad  apì thn pr¸th

ekd lwsh tou sumb�ntoc mèqri thn epìmenh ekd lwsh tou sumb�ntoc, e-
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�n aut  parathrhjeÐ) upoleÐpetai tou qrìnou parat rhs c touc, gi autì

kai onom�zontai arister� diakekommènec. Autèc oi parathr seic emfanÐ-

zontai ligìtero suqn� sth melètec dedomènwn epibÐwshc apì ì,ti oi dexi�

diakekommènec parathr seic.

Ac analogistoÔme wstìso, èna par�deigma gia na katano soume kalÔ-

tera th fÔsh aut¸n twn parathr sewn. 'Estw loipìn, ìti to endiafèron

miac melèthc epikentr¸netai sto qrìno pou mesolabeÐ apì mia qeirourgik 

epèmbash gia thn afaÐresh enìc kako jh ìgkou pou arqik� eÐqe entopisteÐ

mèqri th stigm  thc endeqìmenhc epanemf�nishc tou karkin¸matoc. Ac u-

pojèsoume akìmh ìti h exètash gia thn exakrÐbwsh thc epanemf�nishc

programmatÐzetai apì touc jer�pontec iatroÔc na gÐnei treic m nec met�

th qeirourgik  epèmbash. EÐnai pijanì se k�poiouc apì touc asjeneÐc sto

deÐgma na exakrib¸jhke h epanemf�nish tou karkin¸matoc. Gia autoÔc

touc asjeneÐc o qrìnoc mèqri thn epanemf�nish, dhlad  o qrìnoc epibÐw-

shc pou melet�me, saf¸c upoleÐpetai tou qronikoÔ diast matoc twn tri¸n

mhn¸n gi autì kai lème ìti eÐnai arister� diakekommènoc. Profan¸c se ìti

afor� autì to sugkekrimèno eÐdoc twn diakekommènwn parathr sewn, to

gegonìc pou mac endiafèrei den eÐnai katalhktikì gia ton asjen  opìte

kai h diadikasÐa parakoloÔjhs c tou, parìti èqei ekdhlwjeÐ to gegonìc,

èqei èna sugkekrimèno k�je for� nìhma. 'Opwc proeÐpame oi arister� dia-

kekommènec parathr seic den sunant¸ntai tìso suqn� ìso oi dexi� dia-

kekommènec sthn an�lush dedomènwn epibÐwshc, wstìso oi ereunhtèc twn

koinwnik¸n episthm¸n èrqontai suqn� antimètwpoi mazÐ touc.
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2.1.3 Diakekommènec parathr seic entìc diast -

matoc

Oi diakekommènec parathr seic entìc diast matoc se èna deÐgma em-

fanÐzontai ìtan se k�poiouc asjeneÐc to gegonìc pou mac endiafèrei èqei

ekdhlwjeÐ metaxÔ dÔo qronik¸n stigm¸n, qwrÐc ìmwc na gnwrÐzoume akri-

b¸c to pìte. Autì shmaÐnei ìti den mporoÔme na upologÐsoume akrib¸c to

qrìno epibÐwshc aut¸n twn asjen¸n (to qrìno dhlad  apì thn prokajo-

rismènh qronik  afethrÐa thc melèthc mèqri thn ekd lwsh tou sumb�ntoc),

mporoÔme entoÔtoic na prosdiorÐsoume to qronikì plaÐsio mèsa sto opoÐo

kumaÐnetai. Autèc oi parathr seic emfanÐzontai suqn� se melètec dedo-

mènwn epibÐwshc stic opoÐec oi asjeneÐc parathroÔntai se qronik� proka-

jorismènec episkèyeic kai to gegonìc pou mac endiafèrei èqei pijanìtata

sumbeÐ metaxÔ aut¸n.

Ac analogistoÔme kai p�li to par�deigma pou proanafèrame gia na ka-

tano soume kalÔtera th fÔsh aut¸n twn parathr sewn. 'Estw loipìn,

ìti to endiafèron miac melèthc epikentr¸netai sto qrìno pou mesolabeÐ

apì mia qeirourgik  epèmbash gia thn afaÐresh enìc kako jh ìgkou pou

arqik� eÐqe entopisteÐ mèqri th stigm  thc endeqìmenhc epanemf�nishc

tou karkin¸matoc. E�n sthn pr¸th epÐskeyh, dhlad  treic m nec met�

th qeirourgik  epèmbash, se k�poiouc apì touc asjeneÐc den parathr jh-

ke epanemf�nish tou karkin¸matoc en¸, sth deÔterh epÐskeyh, dhlad  èxi

m nec met� th qeirourgik  epèmbash, se k�poiouc apì autoÔc parathr jh-

ke epanemf�nish, tìte o qrìnoc epibÐwshc aut¸n twn asjen¸n (o qrìnoc

dhlad  apì thn prokajorismènh qronik  afethrÐa thc melèthc mèqri thn

ekd lwsh tou sumb�ntoc) eÐnai metaxÔ tri¸n kai èxi mhn¸n. Gi autoÔ touc
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asjeneÐc o qrìnoc mèqri thn epanemf�nish, dhlad  o qrìnoc epibÐwshc pou

melet�me, kumaÐnetai mèsa se èna sugkekrimèno qronikì plaÐsio, gi autì

kai lème ìti eÐnai diakekommènoc entìc diast matoc. Profan¸c se ìti afo-

r� autì kai autì to eÐdoc twn diakekommènwn parathr sewn, to gegonìc

pou mac endiafèrei den eÐnai katalhktikì gia ton asjen  all� sun jwc

eÐnai h epanemf�nish k�poiou sumpt¸matoc miac asjèneiac   kai thc Ðdiac

thc asjèneiac. Sunant�me suqn� tic diakekommènec parathr seic entìc

diast matoc se melètec diaqronik¸n dedomènwn, dhlad  se dedomèna pou

aforoÔn epanalambanìmenec metr seic an� takt� qronik� diast mata.

2.1.4 Perikommènec parathr seic

Suqn� sthn an�lush dedomènwn epibÐwshc ektìc apì tic diakekommè-

nec parathr seic sunant�me kai tic perikommènec parathr seic kai m�lista

k�poiec forèc autèc oi dÔo eidikèc kathgorÐec parathr sewn sugqèontai

afoÔ kai oi deÔterec apoteloÔn ellip  dedomèna. To fainìmeno thc pe-

rikop c se dedomèna epibÐwshc sumbaÐnei mìno ìtan oi qrìnoi epibÐwshc

pou parathroÔntai empÐptoun se èna orismèno qronikì di�sthma (YL, YR).

Epomènwc oi asjeneÐc me qrìno epibÐwshc pou den empÐptei se autì to

di�sthma, me perikommènouc dhlad  qrìnouc epibÐwshc den katagr�fontai

kajìlou sta dedomèna. To gegonìc autì diaforopoieÐ autèc tic para-

thr seic apì tic diakekommènec kaj¸c stic deÔterec o qrìnoc epibÐwshc

katagr�fetai merik¸c.
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2.1.5 Arister� perikommènec parathr seic

'Otan to YR eÐnai to �peiro tìte emfanÐzontai oi arister� perikommè-

nec parathr seic. Sthn perÐptwsh aut  parathroÔme mìno ekeÐnouc touc

asjeneÐc twn opoÐwn o qrìnoc epibÐwshc uperbaÐnei to qronik  stigm  YL,

pou onom�zetai kai qrìnoc perikop c. Dhlad  katagr�foume to qrìno

epibÐwshc, T , mìno e�n YL < T . Se autì to eÐdoc thc perikommènwn pa-

rathr sewn ìloi oi asjeneÐc pou ekd lwsan to upì melèth gegonìc prin

apì ton qrìno thc perikop c apl� den mporeÐ na katagrafoÔn. O qrì-

noc thc perikop c onom�zetai kai kajusterhmènoc qrìnoc eisìdou afoÔ

oi asjeneÐc parathroÔntai mìno apì aut  th stigm  èwc kai th stigm  tou

sumb�ntoc   th stigm  thc diakop c (diakekommènh parat rhsh). Se an-

tÐjesh loipìn me tic arister� diakekommènec parathr seic pou oi asjeneÐc

èqoun ekdhl¸sei to gegonìc protoÔ eisaqjoÔn sth melèth all� parath-

roÔntai sth sunèqeia, oi arister� perikommènec parathr seic antistoiqoÔn

se asjeneÐc pou den sugkatalègontai kajìlou sth melèth.

Ac analogistoÔme to par�deigma pou qrhsimopoi same parap�nw (gia

tic arister� diakekommènec parathr seic) gia na katano soume kalÔtera

th fÔsh twn arister� perikommènwn parathr sewn. 'Estw loipìn ìti to

endiafèron miac melèthc epikentr¸netai sto qrìno pou mesolabeÐ apì mia

qeirourgik  epèmbash gia thn afaÐresh enìc kako jh ìgkou pou arqik�

eÐqe entopisteÐ mèqri th stigm  thc endeqìmenhc epanemf�nishc tou karki-

n¸matoc. K�poioi apì touc asjeneÐc exaitÐac thc taqÔtathc exèlixhc thc

nìsou Ðswc na mhn kat�feran telik� na katafÔgoun sth qeirourgik  e-

pèmbash opìte o zhtoÔmenoc qrìnoc den katagr�fhke potè gi autoÔc. Oi

parathr seic autèc jewroÔntai arister� perikommènec kai kalì ja  tan
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na lhfjoÔn upìyh apì ton analut .

2.1.6 Dexi� perikommènec parathr seic

'Otan to YL jewreÐtai mhdèn tìte eÐnai pijanì na emfanistoÔn oi de-

xi� perikommènec parathr seic. Sthn perÐptwsh aut  parathroÔme mìno

ekeÐnouc touc asjeneÐc twn opoÐwn o qrìnoc epibÐwshc upoleÐpetai thc

qronik c stigm c YR, dhlad  katagr�foume to qrìno epibÐwshc mìno ìtan

T ≤ YR. Se autì to eÐdoc thc perikommènwn parathr sewn ìloi oi asje-

neÐc pou ekd lwsan to upì melèth gegonìc met� apì th qronik  stigm 

YR den katagr�fontai.

Ac analogistoÔme èna par�deigma gia na katano soume kalÔtera th

fÔsh twn dexi� perikommènwn parathr sewn. To endiafèron miac pragma-

tik c melèthc pou èlabe q¸ra apì to 1978 èwc to 1986 epikentr¸nontan

sto qrìno pou mesol�bhse apì th mìlunsh me ton iì tou AIDS mèsw

met�ggishc èwc thn ènarxh twn klinik¸n sumptwm�twn thc nìsou se èna

deÐgma asjen¸n. Oi asjeneÐc molÔnjhkan me ton iì thn 1h IounÐou 1986

kai h katalhktik  hmeromhnÐa pou ènac asjen c mporoÔse na eggrafeÐ sto

deÐgma  tan 30 IounÐou 1986, me sunèpeia mìno ìsoi asjeneÐc eÐqan  dh em-

fanÐsei ta klinik� sumpt¸mata thc nìsou prin apì aut n thn hmeromhnÐa

na eggr�fthkan sto parathroÔmeno deÐgma. 'Osoi asjeneÐc metaggÐsth-

kan thn 1h IounÐou 1986 kai anèptuxan th nìso met� thn 30h IounÐou 1986

den parathr jhkan kai epomènwc o qrìnoc epibÐwshc den katagr�fhke gi

autoÔc. Autì to eÐdoc twn parathr sewn onom�zontai dexi� perikommènec.
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2.2 MhqanismoÐ pou odhgoÔn se ellip 

dedomèna

Oi statistikoÐ analutèc èrqontai pollèc forèc antimètwpoi me deÐgmata

pou perièqoun ellip  dedomèna, en gènei. Oi lìgoi gia touc opoÐouc oi

sugkekrimènec parathr seic den kataqwr jhkan sunolik� se mia melèth

eÐnai �llec forèc gnwstoÐ kai �llec ìqi. H gn¸sh   h apousÐa gn¸shc

perÐ tou mhqanismoÔ pou odhgeÐ se k�poiec �gnwstec (  en mèrei gnwstèc)

timèc dedomènwn eÐnai autì pou kajorÐzei pl rwc th mèjodo an�lushc pou

ja epilèxei o ereunht c kaj¸c kai thn ermhneÐa twn apotelesm�twn pou

ja prokÔyoun.

K�poiec forèc o mhqanismìc pou odhgeÐ se ellip  dedomèna eÐnai apolÔ-

twc elegqìmenoc apì ton ereunht . Gia par�deigma, se deigmatolhptikèc

èreunec, o mhqanismìc autìc eÐnai apl� h diadikasÐa epilog c tou deÐgmatoc

(k�poiec mon�dec tou upì melèth plhjusmoÔ epilègontai proc katagraf 

en¸ k�poiec �llec ìqi). An o ereunht c proqwr sei sthn an�lush me

b�sh èna tuqaÐo deÐgma tou plhjusmoÔ (dedomènou ìti autì mporeÐ na u-

lopoihjeÐ epituq¸c), tìte jewroÔme ìti o mhqanismìc autìc mporeÐ apl�

na agnohjeÐ. Se �llou eÐdouc èreunec wstìso, ìpwc kai sthn an�lush

epibÐwshc, o mhqanismìc pou odhgeÐ se diakekommènec parathr seic den

mporeÐ na agnohjeÐ. 'Etsi, h an�lush kai h ermhneÐa twn dedomènwn pou

akoloujeÐ eÐnai apolÔtwc exarthmènh apì tic paradoqèc pou ja k�nou-

me sqetik� me thn proèleush twn ellip¸n parathr sewn, gi autì kai oi

paradoqèc autèc prèpei na diatup¸nontai me saf neia k�je for�.
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2.2.1 H proèleush twn ellip¸n dedomènwn

Up�rqoun polloÐ lìgoi gia touc opoÐouc dedomèna mporeÐ na leÐpoun

apì mÐa melèth. MporeÐ apl� na up rxe dusleitourgeÐa ston hlektronikì

exoplismì, k�poioc apì touc ereunhtèc na arr¸sthse   gia opoiond pote

�llo lìgo ta dedomèna na mhn kataqwr jhkan swst�. Se aut n thn perÐ-

ptwsh lème ìti ta dedomèna eÐnai èna entel¸c tuqaÐo fainìmeno(MCAR).

Se aut n thn perÐptwsh ennooÔme ìti h pijanìthta na leÐpei mÐa sugke-

krimènh parat rhsh apì to deÐgma den sqetÐzetai me kanènan trìpo oÔte

apì thn tim  pou ja èpairne aut  h parat rhsh oÔte apì kamÐa �llh tim 

tou deÐgmatoc. Gia par�deigma, se mia èreuna pou melet�tai to eisìdhma

twn noikokuri¸n, ta dedomèna den ja jewroÔntan entel¸c tuqaÐo fainìme-

no(MCAR) kaj¸c eÐnai polÔ pijanì oi �njrwpoi me qamhl� eisod mata na

mhn ta anafèroun se sqèsh me �llouc me uyhlìtera eisod mata. 'Otan ta

dedomèna tou deÐgmatoc eÐnai entel¸c tuqaÐo fainìmeno, tìte to na leÐpei

mÐa parat rhsh eÐnai exÐsou pijanì me to na leÐpei mÐa �llh parat rhsh.

EpÐshc, oi ektim seic pou ja prokÔyoun apì thn an�lush aut¸n twn de-

domènwn ja eÐnai amerìlhptec sugkritik� me autèc pou ja proèkuptan e�n

den èleipan oi sugkekrimènec timèc.

Suqn� èna set dedomènwn mporeÐ na mhn qarakthrÐzetai wc entel¸c

tuqaÐo fainìmeno(MCAR), wstìso na kataqwreÐtai apl� wc tuqaÐo fai-

nìmeno(MAR). Se aut n thn perÐptwsh ennooÔme ìti h pijanìthta na

leÐpei mÐa sugkekrimènh parat rhsh apì to deÐgma den sqetÐzetai me thn

tim  pou ja èpairne aut  h parat rhsh, afoÔ ìmwc elègxoume pwc mporeÐ

na sqetÐzetai me timèc �llwn metablht¸n tou deÐgmatoc. Gia par�deigma,

�njrwpoi me sumpt¸mata kat�jliyhc eÐnai pijanì na mhn èqoun thn t�sh
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na dhl¸noun to eisìdhma touc me apotèlesma to parathroÔmeno eisìdh-

ma na sqetÐzetai me thn kat�jliyh. Oi Ðdioi �njrwpoi eÐnai polÔ pijanì

na èqoun ìntwc mikrìtero eisìdhma kai ètsi na èqoume uyhl� posost�

dedomènwn pou leÐpoun an�mesa se anjr¸pouc me sumpt¸mata kat�jli-

yhc, me apotèlesma to mèso eisìdhma pou ja prokÔyeina eÐnai mikrìtero

apì ì,ti ja  tan e�n den up rqan ta ellip  dedomèna. Parìla aut�, e�n

h pjanìthta na dhl¸jeÐ to eisìdhma apì anjr¸pouc pou p�sqoun apì

sumptwmata kat�jliyhc exakoloujeÐ na mhn sqetÐzetai me to epÐpedo tou

eisod matoc, tìte ta dedomèna ja jewroÔntan tuqaÐo fainìmeno(MAR),

all� ìqi entel¸c tuqaÐo(MCAR).

Sthn an�lush enìc deÐgmatoc pou eÐnai apl� tuqaÐo fainìmeno(MAR),

mporeÐ na paraplanhjoÔme kaj¸c h lèxh tuqaiìthta suneirmik� mac fèr-

nei sto nou kai amerolhyÐa. Genik� autì den isqÔei, an kai pollèc forèc

brÐskoume trìpouc na par�goume statistik� shmantikoÔc kai sqetik� a-

merìlhptouc ektimhtèc. 'Otan mia metablht  pou leÐpei eÐnai tuqaÐo fainì-

meno(MAR), idiaÐterh prosoq  prèpei na dojeÐ sthn peraitèrw an�lush.

'Otan ta dedomèna pou leÐpoun den eÐnai oÔte tuqaÐo fainìmeno(MAR),

oÔte entel¸c tuqaÐo fainìmeno(MCAR), tìte lème ìti den leÐpoun tuqaÐ-

a(MNAR). Gia par�deigma, eÐnai polÔ pijanì se mÐa èreuna pou xet�zoume

thn yuqik  ugeÐa asjen¸n, ta �toma pou èqoun diagnwsteÐ me sumpt¸mata

kat�jliyhc na mhn anafèroun to epÐpedo thc kat�stas c touc. Se mia

tètoia perÐptwsh ta dedomèna sÐgoura den leÐpoun tuqaÐa. Xek�jara, to

mèso epÐpedo yuqik c ugeÐac twn atìmwn pou summetèqoun sthn èreuna

eÐnai merolhptikì se sqèsh me thn ektÐmhsh pou ja paÐrname e�n den u-

p rqan ellipeÐc parathr seic sto deÐgma. To Ðdio sumbaÐnei stic èreunec
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eisodhm�twn stic opoÐec �njrwpoi me qamhl� eisod mata eÐnai ligìtero

pijanì na dhl¸soun to eisìdhma touc.

'Otan sto set dedomènwn pou exet�zoume oi parathr seic pou leÐpoun

den eÐnai tuqaÐo fainìmeno(MNAR), tìte h prosèggish pou akoloujoÔme

eÐnai na montelopoi soume to mhqanismì pou odhgeÐ se ellipeÐc parath-

r seic. Me �lla lìgia prèpei na kataskeu�soume èna montèlo sto opoÐo

na sunupologÐzontai kai oi parathr seic pou leÐpoun, mia diadikasÐa ar-

ket� polÔplokh. Sthn perÐptwsh twn diakekommènwn parathr sewn sthn

an�lush dedomènwn epibÐwshc, oi mhqanismoÐ pou odhgoÔn se autèc eÐnai

sun jwc mh elegqìmenoi apì ton ereunht , entoÔtoic k�poiec forèc eÐnai

katanohtoÐ. Gia k�poiouc asjeneÐc sto deÐgma up�rqei merik  plhrofì-

rhsh wc proc ton qrìno epibÐwshc touc, thn opoÐa o ereunht c prèpei na

l�bei upìyh ¸ste na apofÔgei thn exagwg  merolhptik¸n sumperasm�twn.

2.2.2 EktÐmhsh deÐgmatoc me ellip  dedomèna ba-

sismènh sthn pijanof�neia

H mèjodoc thc ektÐmhshc sunart sewn me th mèjodo thc mègisthc pija-

nof�neiac den diaforopoieÐtai ousiastik� ìtan efarmìzetai se èna deÐgma

me ellip  dedomèna. Wstìso ta sumper�smata eÐnai perissìtero amfisbh-

t sima afoÔ oi parathr seic den eÐnai en gènei anex�rthtec kai tautotik�

katanemhmènec. EpÐshc orismèna apl� sumper�smata pou sun jwc pro-

kÔptoun, ìpwc h kanonikìthta enìc meg�lou deÐgmatoc, den èqoun tìso

�mesh efarmog . Ac melet soume jewrhtik� ti sumbaÐnei me th sun�rthsh

pijanof�neiac se èna deÐgma me ellip  dedomèna.

'Estw Y to sÔnolo twn dedomènwn sumperilambanomènwn kai twn el-
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lip¸n. Gr�foume Y = (Yobs,Ymis), ìpou me Yobs sumbolÐzoume tic

parathroÔmenec timèc, me Ymis sumbolÐzoume tic ellipeÐc, me f(Y |θ) ≡

f(Yobs,Ymis|θ) sumbolÐzoume thn sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac thc

apì koinoÔ katanom c twn parathroÔmenwn kai twn ellip¸n tim¸n kai me

θ thn �gnwsth par�metro thc katanom c pou èqoume upojèsei gia to deÐg-

ma. Ex' orismoÔ h perij¸ria sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac gia tic

parathroÔmenec timèc eÐnai

f(Yobs|θ) =

∫
f(Yobs,Ymis|θ) dYmis. (2.1)

OrÐzoume thn sun�rthsh pijanof�neiac tou θ h opoÐa basÐzetai stic pa-

rathroÔmenec timèc Yobs, agno¸ntac ton mhqanismì emf�nishc ellip¸n de-

domènwn, na eÐnai mÐa opoiad pote sun�rthsh an�logh thc f(Yobs|θ),

L(θ|Yobs) ∝ f(Yobs|θ), (2.2)

opìte ta sumper�smata pou ja prokÔyoun gia thn �gnwsth par�metro θ

basÐzontai sthn parap�nw pijanof�neia, dedomènou ìti mporoÔme na agno-

 soume to mhqanismì pou odhgeÐ se ellip  dedomèna.

Sth genik  perÐptwsh eis�goume sth diadikasÐa kai mÐa nèa metablht 

R mèsw thc opoÐac dhl¸noume e�n mia tim  parathr jhke   ìqi. Gia pa-

r�deigma e�n Y = (Yij) eÐnai ènac (n× k) pÐnakac me n parathr seic gia k

metablhtèc, orÐzoume th metablht  R = (Rij) wc ex c

Rij =


1, an yij parathr jhke,

0, an yij den parathr jhke.

H apì koinoÔ katanom  twn tuqaÐwn metablht¸n R kai Y eÐnai to ginìmeno

thc sun�rthshc katanom c tou Y kai thc desmeumènhc katanom c tou R
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dedomènou tou Y , dhlad 

f(Y,R|θ, ψ) = f(Y |θ)f(R|Y, ψ). (2.3)

Me ψ sumbolÐzoume thn �gnwsth par�metro pou faner¸nei thn katanom 

tou mhqanismoÔ pou odhgeÐ se ellip  dedomèna. 'Otan aut  h katanom 

eÐnai gn¸sth to ψ den eÐnai aparaÐthto.

To pragmatik� parathroÔmeno deÐgma emperièqei tic timèc twn metablh-

t¸n (Yobs, R). Ex' orismoÔ h sun�rthsh katanom c twn parathroÔmenwn

tim¸n Yobs eÐnai

f(Yobs, R|θ, ψ) =

∫
f(Yobs,Ymis|θ)f(R|Yobs,Ymis, ψ) dYmis. (2.4)

H sun�rthsh pijanof�neiac twn θ kai ψ eÐnai opoiad pote sun�rthsh twn

θ kai ψ an�logh sthn parap�nw sqèsh, dhlad 

L(θ, ψ|Yobs) ∝ f(Yobs, R|θ, ψ). (2.5)

To er¸thma pou prokÔptei eÐnai pìte ta sumper�smata ja basÐzontai

sth sqèsh (2.5) kai pìte sthn aploÔsterh (2.2) me thn opoÐa agnoeÐtai

o mhqanismìc pou odhgeÐ stic ellipeÐc parathr seic. AxÐzei na parath-

r soume ìti ìtan autìc o mhqanismìc den exart�tai apì tic timèc Ymis

tìte

f(R|Yobs,Ymis, ψ) = f(R|Yobs, ψ). (2.6)

AkoloÔjwc apì th sqèsh (2.4) isqÔei

f(Yobs, R, θ, ψ) = f(R|Yobs, ψ)×
∫
f(Yobs,Ymis, θ) dYmis (2.7)

= f(R|Yobs, ψ)f(Yobs|θ). (2.8)
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Se pollèc praktikèc efarmogèc oi par�metroi θ kai ψ eÐnai apolÔtwc

diakekrimènec me thn ènnoia ìti o apì koinoÔ parametrikìc q¸roc touc eÐnai

to ginìmeno twn epimèrouc parametrik¸n q¸rwn tou θ kai ψ antÐstoiqa.

E�n autì pr�gmati sumbaÐnei tìte ta sumper�smata gia to θ pou basÐzon-

tai sthn pijanof�neia L(θ, ψ|Yobs, R) ja eÐnai ta Ðdia pou ja prokÔyoun

gia to θ apì thn pijanof�neia L(θ, |Yobs) pou shmaÐnei ìti h sqèsh (2.6)

ikanopoieÐtai kai o mhqanismìc pou odhgeÐ se ellip  dedomèna agnoeÐtai.

Par�deigma 2.1 Ac upojèsoume ìti èqoume èna deÐgma n qrìnwn epibÐ-

wshc pou akoloujoÔn thn ekjetik  katanom  me par�metro λ   isodÔnama

thn katanom  Weibull me paramètrouc λ kai γ = 1. To di�nusma twn pa-

rathroÔmenwn tim¸n, Yobs, eÐnai Yobs = (y1, . . . , ym)′ kai to di�nusma twn

tim¸n pou den parathr jhkan, Ymis, eÐnai Ymis = (ym+1, . . . , yn)′. Tìte

h sun�rthsh pijanof�neiac tou deÐgmatoc eÐnai

f(Y |λ) = λ−n exp (−
n∑
i=1

yi
λ

) (2.9)

H sun�rthsh pijanof�neiac agno¸ntac to mhqanismì pou odhgeÐ sta elli-

p  dedomèna eÐnai an�logh thc katanom c twn parathroÔmenwn tim¸n Yobs

dedomènhc thc paramètrou λ, pou dÐnetai apì th sqèsh

f(Yobs|λ) = λ−m exp (−
m∑
i=1

yi
λ

). (2.10)

Me to di�nusma R = (R1, . . . , Rn)′, ìpou Ri = 1, i = 1, . . . ,m kai

Ri = 0, i = m + 1, . . . , n sumbolÐzoume th metablht  mèsw thc opoÐac

dhl¸noume an mia tim  parathr jhke   ìqi. Upojètoume ìti o k�je asje-

n c parathreÐtai me pijanìthta ψ, dhlad  o mhqanismìc pou odhgeÐ sta

ellip  dedomèna den exart�tai apì tic timèc Ymis pou leÐpoun. Tìte

f(R|Y , ψ) = ψm(1− ψ)n−m (2.11)
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kai

f(Yobs,R|λ, ψ) = λ−m exp (−
m∑
i=1

yi
λ

)ψm(1− ψ)n−m. (2.12)

Sthn perÐptwsh pou oi parametrikoÐ q¸roi twn λ kai ψ den èqoun koin�

shmeÐa, h sumperasmatologÐa gia thn par�metro λ basÐzetai sthn f(Yobs)

agno¸ntac ton mhqanismì pou odhgeÐ stic mh parathroÔmenec timèc. Pio

sugkekrimèna, h ektÐmhsh mègisthc pijanof�neiac gia to λ eÐnai apl� o

deigmatikìc mèsoc twn parathroÔmenwn qrìnwn epibÐwshc, dhlad  λ̂ =∑m
i=1 yi/m.

Ac upojèsoume t¸ra ìti apì k�poio gnwstì qrìno diakop c, c, kai

met� emfanÐzontai oi diakekommènoi qrìnoi epibÐwshc. Tìte

f(R|Y , ψ) =
n∏
i=1

f(Ri|yi, ψ) (2.13)

ìpou

f(Ri|Y , ψ) =


1, an Ri = 1 kai yi < c   Ri = 0 kai yi < c

0, diaforetik� .

Opìte

f(Yobs,R|λ) =
m∏
i=1

f(yi, Ri|λ)
n∏

i=m+1

f(Ri|λ) (2.14)

=
m∏
i=1

f(yi|λ)f(Ri|ψi)
n∏

i=m+1

P (yi > c|λ) (2.15)

= λ−m exp

{
−

m∑
i=1

yi
λ

}
exp

{
− (n−m)c

λ

}
(2.16)

Se aut n thn perÐptwsh o mhqanismìc pou odhgeÐ se ellip  dedomèna

den mporeÐ na agnohjeÐ kai h swst  sun�rthsh pijanof�neiac pou mì-

lic upologÐsame diafèrei apì aut n sth sqèsh (2.10). M�lista h e-

ktÐmhsh mègisthc pijanof�neiac gia to λ se aut n thn perÐptwsh eÐnai
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λ̂ =
∑m

i=1 yi + (n−m)c/m, h opoÐa mporeÐ na sugkrijeÐ me thn ektim tria∑m
i=1 yi/m pou upologÐsame prohgoumèna.
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Kef�laio 3

Parametrik� montèla

Oi parametrikèc mèjodoi pou qrhsimopoioÔntai gia thn an�lush dedo-

mènwn epibÐwshc wc epÐ twn pleÐstwn, proupojètoun ìti o mhqanismìc pou

odhgeÐ se dexi� diakekommènec parathr seic agnoeÐtai apì ton ereunht  wc

mh plhroforiakìc lìgw thc tuqaiìthtac tou. To gegonìc autì faÐnetai

xek�jara apì th suneisfor� twn dexi� diakekommènwn parathr sewn sth

sun�rthsh pijanof�neiac, pou den eÐnai �llh apì thn pijanìthta o qrìnoc

epibÐwshc na xepern� ton qrìno diakop c. To gegonìc dhlad , ìti h diake-

kommènh parat rhsh sunèbh th stigm  pou sunèbei, den epidr� me k�poion

trìpo sthn katanom  tou qrìnou epibÐwshc kai epomènwc den sqetÐzetai

me thn sumperasmatologÐa gia thn katanom  aut . H mejodologÐa aut  se

arketèc praktikèc efarmogèc odhgeÐ se ìqi kai tìso akrib  sumper�smata

en¸, se �llec mporeÐ na apodeiqjeÐ kai paraplanhtik .

Se mia klinik  dokim  gia par�deigma, ènac asjen c mporeÐ na p�yei

na summetèqei sthn en lìgw diadikasÐa, eÐte exaitÐac thc epib�runshc thc

ugeÐac tou, eÐte exaitÐac parenergei¸n apì mia sugkekrimènh farmakeuti-

65
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k  agwg  pou akoloujeÐ. H diakop  aut , th stigm  pou sumbaÐnei eÐnai

polÔ pijanì na eÐnai endeiktik  enìc parathroÔmenou qrìnou epibÐwshc

ellattwmènou se sqèsh me autìn pou ja katagr�fontan se perÐptwsh mh

diakop c. Se antÐjeth perÐptwsh, pou ènac asjen c aisj�njeÐ kalÔtera

kai epÐshc p�yei na summetèqei sthn en lìgw diadikasÐa eÐnai polu pijanì,

h diakop  aut  na epifèrei to antÐstrofo apotèlesma, dhlad  o parath-

roÔmenoc qrìnoc epibÐwshc na eÐnai auxhmènoc se sqèsh me autìn pou ja

katagr�fontan se perÐptwsh mh diakop c.

Sth bibliografÐa up�rqoun poll� parìmoia paradeÐgmata pou katadei-

knÔetai ìti o isqurismìc perÐ thc tuqaiìthtac tou mhqanismoÔ pou odhgeÐ

se diakekommènec parathr seic den eustajeÐ kai ètsi q�netai polÔtimh

plhroforÐa wc proc thn ektÐmhsh thc sun�rthshc epibÐwshc. Ta sumpe-

r�smata epomènwc miac an�lushc mporeÐ na eÐnai se mikrì   meg�lo bajmì

merolhptik� ìtan agnoeÐtai h ex�rthsh pou up�rqei met�xu tou parathrh-

mènou qrìnou epibÐwshc kai tou diakekommènou qrìnou parat rhshc.

3.1 'Ena parametrikì montèlo pou epi-

trèpei thn ex�rthsh metaxÔ qrìnou

epibÐwshc kai qrìnou diakop c

Me th bo jeia tou montèlou pou perigr�fetai se aut n thn par�grafo,

melet�tai h merolhyÐa sta sumper�smata, pou prokÔptei apì thn ex�rth-

sh metaxÔ tou qrìnou epibÐwshc T kai tou qrìnou diakop c C kat� tic

kajierwmènec mejìdouc an�lushc. Gia k�je asjen , jewroÔme ìti up�rqei

ènac en dun�mei tuqaÐoc qrìnoc diakop c C kai ènac en dun�mei tuqaÐoc
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qrìnoc epibÐwshc T . O mhqanismìc diakop c den eÐnai plhroforiakìc ì-

tan oi qrìnoi C kai T eÐnai anex�rthtoi kai oi antÐstoiqec par�metroi twn

sunart sewn katanom c eÐnai apolÔtwc diakekrimènec. ParathroÔme to

qrìno Y = min(T,C) kai th metablht  deÐkth tou mhqanismoÔ diakop c

I, pou paÐrnei thn tim  I = 1, ìtan T ≤ C kai thn tim  I = 0, ìtan T > C.

Dustuq¸c,to epÐpedo thc ex�rthshc metaxÔ twn metablht¸n T kai C den

eÐnai dunatìn na ektimhjeÐ, afoÔ h apì koinoÔ katanom  twn metablht¸n

Y kai I den eparkeÐ gia na prosdioristeÐ h apì koinoÔ katanom  twn T kai

C.

'Etsi, me afethrÐa to gegonìc ìti to epÐpedo thc ex�rthshc metaxÔ tou

qrìnou epibÐwshc kai tou qrìnou diakop c den mporeÐ na ektimhjeÐ, ¸ste na

proqwr soume sthn kataskeu  enìc sugkekrimènou nèou montèlou gia thn

perigraf  twn dedomènwn, katafeÔgoume sthn an�lush euaisjhsÐac twn

kajierwmènwn parametrik¸n montèlwn sthn an�lush epibÐwshc. To pr¸to

b ma proc aut  thn kateÔjunsh eÐnai na montelopoi soume th desmeumènh

katanom  tou qrìnou diakop c C, dedomènhc thc tim c tou qrìnou epibÐw-

shc T (pou pijanìn na mhn èqei parathrhjeÐ), ¸ste na eis�goume th sqèsh

metaxÔ tou qrìnou epibÐwshc kai tou mhqanismoÔ diakop c. H zhtoÔmenh

montelopoÐhsh epitugq�netai epitrèpontac sthn par�metro thc perij¸riac

katanom c tou C na exart�tai apì to T mèsw miac sun�rthshc B(t, θ)

pou faner¸nei th merolhyÐa kai miac paramètrou δ pou faner¸nei thn Ð-

dia thn ex�rthsh. AkoloujeÐ mia sqetik� apl  an�lush euaisjhsÐac thc

paramètrou pou mac endiafèrei na ektim soume, basismènh se grammikèc

proseggÐseic gia mikrèc timèc thc paramètrou δ. Ousiastik�, h ektÐmh-

sh mègisthc pijanof�neiac thc paramètrou pou mac endiafèrei, gia mikrèc
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timèc thc paramètrou δ, prokÔptei na eÐnai sqedìn Ðsh me thn ektÐmhsh

pou ja proèkupte apì thn kajierwmènh an�lush agno¸ntac dhlad  to

mhqanismì diakop c, prosjètontac δ forèc ènan deÐkth euaisjhsÐac pou

exart�tai k�je for� apì to parathroÔmeno motÐbo twn diakekommènwn

parathr sewn.

Prin perigr�youme analutik� to parametrikì montèlo, orÐzoume ek nè-

ou tic basikèc sunart seic pou perigr�foun ta dedomèna epibÐwshc prokei-

mènou na ent�xoume kai thn par�metro pou mac endiafèrei na ektim soume.

'Estw ST (t, θ) h sun�rthsh epibÐwshc pou perigr�fei to qrìno thc tuqaÐ-

ac metablht c T kai θ h par�metroc pou mac endiafèrei na ektim soume.

IsodÔnama, h katanom  thc metablht c T perigr�fetai apì tic sunart seic

fT (t, θ) = − dST (t, θ)

dt
, hT (t, θ) = − d logST (t, θ)

dt
,HT (t, θ) = − logST (t, θ)

pou eÐnai antÐstoiqa h sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac, h sun�rthsh

kindÔnou kai h ajroistik  sun�rthsh kindÔnou. Apì th sun�rthsh puknì-

thtac pijanìthtac fT (t, θ) prokÔptoun epÐshc oi gnwstèc sunart seic

sT (t, θ) =
ϑ

ϑθ
log fT (t, θ) kai iθ = V arT

{
sT (T, θ)

}
pou eÐnai antÐstoiqa h sun�rthsh score kai h sun�rthsh plhroforÐa. 'O-

moia èstw SC(c, γ) h sun�rthsh epibÐwshc pou perigr�fei to qrìno thc

tuqaÐac metablht c C me par�metro γ. AkoloÔjwc h katanom  thc me-

tablht c C, tou qrìnou twn diakekommènwn parathr sewn, perigr�fetai

apì tic sunart seic

fC(c, γ) = − dSC(c, γ)

dt
, hC(c, γ) = − d logSC(c, γ)

dt
,HC(c, γ) = − logSC(c, γ)

pou eÐnai antÐstoiqa h sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac, h sun�rthsh
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kindÔnou kai h ajroistik  sun�rthsh kindÔnou. Apì th sun�rthsh puknì-

thtac pijanìthtac fC(c, γ) prokÔptoun epÐshc oi gnwstèc sunart seic

sC(c, γ) =
ϑ

ϑγ
log fC(c, γ) kai iγ = V arC

{
sC(C, γ)

}
pou eÐnai antÐstoiqa h sun�rthsh score kai h sun�rthsh plhroforÐa. Sthn

peraitèrw an�lush jewroÔme ìti oi par�metroi γ kai θ eÐnai entel¸c dia-

kekrimènec metaxÔ touc, me thn ènnoia ìti h mÐa den prosdÐdei kamÐa plhro-

fìrhsh gia thn �llh, ìpwc epÐshc kai ìti h par�metroc γ qrhsimopoieÐtai

apl� wc bohjhtik  gia touc upologismoÔc, afoÔ h par�metroc pou mac

endiafèrei eÐnai h par�metroc thc sun�rthshc tou qrìnou epibÐwshc.

H mèjodoc pou qrhsimopoioÔme gia thn exagwg  twn sumperasm�twn

basÐzetai ston isqurismì ìti h desmeumènh katanom  thc metablht c C

dedomènhc thc T , èqei akrib¸c thn Ðdia parametrik  morf  me thn perij¸-

ria katanomh fC(c, γ), me th diafor� ìti h par�metrìc thc exart�tai apì

th metablht  T mèsw thc sun�rthshc B(t, θ) kai thc proanaferjeÐsac

paramètrou δ. Analutik�, h desmeumènh puknìthta èqei th morf 

P (C = c|T = t) = fC
(
c, γ + δi

− 1
2

γ B(t, θ)
)
. (3.1)

AxÐzei na shmeiwjeÐ ìti ìtan h par�metroc δ, h opoÐa jewreÐtai èna

mètro megèjouc thc ex�rthshc twn metablht¸n C kai T , eÐnai 0, tìte oi

metablhtèc T kai C eÐnai anex�rthtec, me apotèlesma o mhqanismìc pou

odhgeÐ se diakekommènec parathr seic na agnoeÐtai sthn perataÐrw an�-

lush. Q�rin aplìthtac twn sumbolism¸n upojètoume ìti oi par�metroi

θ kai γ eÐnai monodi�statec. Wstìso, sth genik  perÐptwsh pou autèc

eÐnai poludi�statec tìte kai h sun�rthsh B(t, θ) pou faner¸nei th mero-

lhyÐa eÐnai di�nusma st lh me tìsec grammèc ìsec kai oi diast�seic thc

parametrou γ.
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H sun�rthsh fC
(
c, γ + δi

− 1
2

γ B(t, θ)
)
eÐnai amet�blhth k�tw apì aujaÐ-

retouc grammikoÔc metasqhmatismoÔc thc sun�rthshc merolhyÐac, opìte

protoÔ proqwr soume sthn an�lush euaisjhsÐac eÐnai anagkaÐo na broÔme

touc antÐstoiqouc periorismoÔc jèshc kai klÐmakac thc gia th sun�rthsh

B(t, θ). An epitrèyoume sthn par�metro δ na paÐrnei mikrèc timèc kont�

sto 0, entìc tou diast matoc [−0.3, 0.3], odhgoÔmaste se mia an�lush

euaisjhsÐac gia thn par�metro pou mac endiafèrei pou basÐzetai se aplèc

grammikèc proseggÐseic. 'Etsi me mia pr¸thc t�xhc prosèggish tou ana-

ptÔgmatoc Taylor, h apì koinoÔ sun�rthsh puknìthtac twn metablht¸n

T kai C eÐnai

fT,C(t, c) = fT (t, θ)fC(c, γ + δi
− 1

2
γ B(t, θ)) (3.2)

' fT (t, θ)fC(c, γ)[1 + δi
− 1

2
γ sC(c, γ)B(t, θ)], (3.3)

afoÔ h seir� Taylor gia th sun�rthsh fC(c, γ+ δi
− 1

2
γ B(t, θ)) gÔrw apì to

shmeÐo (c, γ), gia touc ìrouc pr¸thc t�xhc eÐnai

fC(c, γ + δi
− 1

2
γ B(t, θ))

' fC(c, γ) + (c− c) ϑ
ϑc
fC(c, γ) + (γ + δi

− 1
2

γ B(t, θ)− γ)
ϑ

ϑγ
fC(c, γ)

' fC(c, γ) + δi
− 1

2
γ B(t, θ)

ϑ

ϑγ
fC(c, γ)

kai

fC(c, γ)
ϑ

ϑγ
log fC(c, γ) =

ϑ

ϑγ
fC(c, γ)

 

fC(c, γ)sC(c, γ) =
ϑ

ϑγ
fC(c, γ),

�ra

fC(c, γ + δi
− 1

2
γ B(t, θ)) ' fC(c, γ) + fC(c, γ)δi

− 1
2

γ sC(c, γ)B(t, θ).
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Oloklhr¸nontac th sqèsh (3.3) wc proc th metablht  T prokÔptei h

perij¸ria puknìthta thc metablht c C∫ ∞
0

fT (t, θ)fC(c, γ)[1 + δi
− 1

2
γ sC(c, γ)B(t, θ)] dt (3.4)

= fC(c, γ) + δi
− 1

2
γ sC(c, γ)

∫ ∞
0

B(t, θ)fT (t, θ) dt. (3.5)

Opìte jewroÔme ìti

ET [B(T, θ)] =

∫ ∞
0

B(t, θ)fT (t, θ) dt = 0, (3.6)

¸ste h perij¸ria puknìthta thc metablht c C na eÐnai Ðsh me fC(c, γ) gia

touc ìrouc pr¸thc t�xhc thc paramètrou δ. Akìma jèloume h sun�rth-

sh B(t, θ) na èqei peperasmènh diaspor� kai ètsi qwrÐc periorismì thc

genikìthtac upojètoume ìti

V arT [B(T, θ)] = ET [B2(T, θ)] = 1. (3.7)

3.1.1 An�lush euaisjhsÐac

Upojètoume ìti èqoume èna deÐgma apì i = 1, 2, . . . , n asjeneÐc, touc

qrìnouc ti = min(T,C) kai th metablht  deÐkth tou mhqanismoÔ diakop c

I, pou orÐzetai na paÐrnei thn tim  I = 1, ìtan Ti ≤ Ci kai thn tim  I = 0,

ìtan Ti > Ci. Tìte h sun�rthsh tou log�rijmou thc pijanof�neiac tou

deÐgmatoc eÐnai

Lδ(θ, γ) =
n∑
i=1

IilogP (T = ti ∩ T < C) + (1− Ii)logP (C = ti ∩ C < T ).

(3.8)
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UpologÐzontac k�jemia apì autèc tic pijanìthtec, sÔmfwna me thn (3.3)

kai epekteÐnontac wc proc touc ìrouc pr¸thc t�xhc thc paramètrou δ,

brÐskoume

Lδ(θ, γ) '

' L0(θ, γ)+δi
− 1

2
γ

n∑
i=1

{
(1−Ii)µi(ti, θ)sC(ti, γ)−IiB(ti, θ)

ϑHC(ti, γ)

ϑγ

}
.

(3.9)

ìpou

µi(ti, θ) =

∫∞
t
B(u, θ)fT (u, θ) du

S(t, θ)

kai

L0(θ, γ) =
n∑
i=1

{
IiloghT (ti, θ)+(1−Ii)loghC(ti, γ)−HT (ti, θ)−HC(ti, γ)

}
.

(3.10)

H sqèsh (3.10) eÐnai o log�rijmoc thc sun�rthshc pijanof�neiac twn

paramètrwn θ, γ sthn perÐptwsh pou oi metablhtèc T , C eÐnai anex�rth-

tec. AxÐzei na parathr soume ìti eÐnai èna �jroisma apì dÔo mèrh. To

èna apì aut� eÐnai h sun jhc morf  tou log�rijmou thc sun�rthshc pi-

janof�neiac gia tic parathroÔmenec timèc tic metablht c T , upojètontac

ìti agnooÔme to mhqanismì diakop c kai to �llo akrib¸c to antÐstrofo,

dhlad  h sun jhc morf  tou log�rijmou thc sun�rthshc pijanof�neiac

gia tic parathroÔmenec timèc tic metablht c C, upojètontac ìti agnooÔ-

me to mhqanismì emf�nishc sumb�ntwn. Epiplèon, axÐzei na shmei¸soume

ìti sth sun�rthsh pijanof�neiac (3.9) o ìroc pou pollaplasi�zetai me

thn par�metro δ, exart�tai kai apì tic dÔo paramètrouc θ,γ, opìte stic

efarmogèc antikajistoÔme me tic ektim seic aut¸n.
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Jewr¸ntac stajer  thn par�metro δ, me θ̂δ sumbolÐzoume thn tim  thc

paramètrou θ pou megistopoieÐ th sun�rthsh pijanof�neiac (3.9) kai me θ̂0

thn tim  thc paramètrou θ pou megistopoieÐ th sun�rthsh pijanof�neiac

(3.10). Sth sunèqeia paragwgÐzontac thn (3.9) wc proc θ prokÔptei

θ̂δ − θ̂0 '

' δi
− 1

2
γ ι(θ)−1

n∑
i=1

{
(1− Ii)

ϑµ(ti, θ)

ϑθ
sC(ti, γ)− Ii

ϑB(ti, θ)

ϑθ

ϑHC(ti, γ)

ϑγ

}
,

(3.11)

ìpou

ι(θ) = −ϑ
2L0(θ, γ)

ϑθ2

eÐnai h parathroÔmenh plhroforÐa gia to θ, basismènh sto mèroc ekeÐno thc

pijanof�neiac pou agnoeÐtai. Oi an�logec proseggÐseic fusik� mporoÔn

na tekmhriwjoÔn kai gia tic ektim seic γ̂δ kai γ̂0 thc paramètrou γ.

3.1.2 Epilog  thc sun�rthshc merolhyÐac B(t, θ)

SÔmfwna me ton orismì tou montèlou, h sun�rthsh merolhyÐac B(t, θ)

epilègetai ètsi ¸ste na antanakl� th morf  thc endeqìmenhc ex�rthshc

twn metablht¸n pou mac endiafèroun. Gia par�deigma, sthn perÐptwsh pou

h metablht  C akoloujeÐ mia suneq  katanom  me par�metro-rujmì γ, tìte

h sun�rthsh merolhyÐac B(t, θ) epilègetai na eÐnai mia fjÐnousa   aÔxousa

sun�rthsh tou t ètsi ¸ste na eÐnai plhroforiak  wc proc poiec timèc tou

t eÐnai pio pijan  h emf�nish twn diakekommènwn parathr sewn. Genik�,

sthn paroÔsa ergasÐa ja qrhsimopoi soume mia sugkekrimènh morf  gia
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th sun�rthsh B(t, θ), sÔmfwna me Siannis et al. (2005), pou basÐzetai

ston parak�tw isqurismì.

Ac upojèsoume ìti gia ènan sugkekrimèno asjen  oi qrìnoi epibÐw-

shc kai diakop c, T kai C, eÐnai anex�rthtoi me antÐstoiqec sunart seic

puknìthtac pijanìthtac

gT (t, θ + εT ι
− 1

2
θ ) kai gC(c, γ + εCι

− 1
2

γ )

ìpou εT kai εC eÐnai tuqaÐec epidr�seic me antÐstoiqec mèsec timèc 0, dia-

sporèc σ2
T kai σ2

C kai sundiaspor� σTC .

JewroÔme ìti oi diasporèc σ2
T , σ

2
C kai h sundiaspor� σTC eÐnai po-

lÔ mikrèc kai thc Ðdiac t�xhc megèjouc. Tìte h perij¸ria katanom  thc

metablht c T , gia k�poio t, eÐnai

fT (t, θ) = E

{
gT (t, θ + εT ι

− 1
2

θ )

}
'

gT (t, θ) +
σ2
T

2ιθ

ϑ2gT (t, θ)

ϑθ2

me antÐstoiqh sqèsh na isqÔei gia thn perij¸ria katanom  fC(c, γ)thc

metablht c C. H apì koinoÔ katanom  twn metablht¸n T kai C eÐnai

fT,C(t, c) = E

{
gT (t, θ + εT ι

− 1
2

θ )gC(c, γ + εCι
− 1

2
γ )

}
' fT (t, θ)fC(c, γ) + σTC(ιθιγ)

− 1
2
ϑgT (t, θ)

ϑθ

ϑgC(c, γ)

ϑγ

' fT (t, θ)fC(c, γ)[1 + σTC(ιθιγ)
− 1

2 sT (t, θ)sC(c, γ)].

Aut  h pijanof�neia me ton an�logo kat�llhlo orismì gia thn par�-

metro δ, eÐnai akrib¸c Ðdia me thn pijanof�neia pou perigr�fetai apì th

sqèsh (3.3) ìtan h sun�rthsh merolhyÐac B(t, θ) eÐnai Ðsh me thn tupo-

poihmènh sun�rthsh score

B(t, θ) = ι
− 1

2
θ sT (t, θ). (3.12)
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3.1.3 An�lush euaisjhsÐac basismènh sto mo-

ntèlo analogik¸n kindÔnwn

Se aut n thn par�grafo all� kai stic praktikèc efarmogèc pou ja

analÔsoume stic epìmenec paragr�fouc, exet�zoume thn eidik  perÐptwsh

pou oi katanomèc twn metablht¸n T kai C akoloujoÔn to prìtupo twn

montèlwn twn analogik¸n kindÔnwn, dhlad 

hT (t, θ) = eθh∗T (t) , hC(c, γ) = eγh∗C(c), (3.13)

me h∗T (t) kai h∗T (t) na eÐnai gnwstèc basikèc sunart seic kindÔnwn(gia

par�deigma, h sun�rthsh kindÔnou ìtan h katanom  tou qrìnou epibiwshc

eÐnai h ekjetik ). Sthn perÐptwsh aut , o rìloc twn paramètrwn θ kai

γ eÐnai na aux�noun   na mei¸noun ton kÐnduno emf�nishc tou sumb�ntoc

kai ìqi na tropopoioÔn th morf  tou kindÔnou ìso pern�ei o qrìnoc. E�n

isqÔei h (3.13), tìte

sT (t, θ) = 1−HT (t, θ) , sC(c, γ) = 1−HC(c, γ) (3.14)

kai

ιθ = ιγ = 1. (3.15)

Sundu�zontac tic sqèseic (3.13),(3.14), (3.15) kai (3.12) prokÔptei h ex c

apl  morf  gia th sun�rthsh B(t, θ)

B(t, θ) = 1−HT (t, θ). (3.16)

H apì koinoÔ katanom  twn metablht¸n paÐrnei ètsi th nèa summetrik 

morf 

fT,C(t, c) ' fT (t, θ)fC(c, γ)
[
1 + δ[1−HC(c, γ)][1−HT (t, θ)]

]
. (3.17)
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Akìma, se aut n thn perÐptwsh isqÔei ìti µ(t, θ) = −HT (t, θ), opìte o

log�rijmoc thc sun�rthshc pijanof�neiac paÐrnei thn ex c morf 

Lδ(θ, γ) '

' L0(θ, γ)+δι
− 1

2
γ

n∑
i=1

{
HT (ti, θ)HC(ti, γ)−IiHC(ti, γ)−(1−Ii)HT (ti, θ)

}
,

(3.18)

sunep¸c met� tic kat�llhlec paragwgÐseic paÐrnoume thn telik  ektÐmhsh

gia thn merolhyÐa thc paramètrou θ, sÔmfwna me th upìjesh thc ex�rth-

shc twn metablht¸n T kai C

θ̂δ− θ̂0 ' δι(θ)−1ι
− 1

2
γ

n∑
i=1

{
HT (ti, θ)HC(ti, γ)− (1− Ii)HT (ti, θ)

}
. (3.19)

H parap�nw an�lush euaisjhsÐac genikeÔetai sthn perÐptwsh pou sto

upì melèth montèlo perilamb�nontai kai anex�rthtec ermhneutikèc meta-

blhtèc. Tìte, to montèlo analogik¸n kindÔnwn thc sqèshc (3.13) gr�fe-

tai

hT (t, θ, x) = eθ
T xh∗T (t) , hC(c, γ, x) = eγ

T xh∗C(c), (3.20)

ìpou x eÐnai to di�nusma twn anex�rthtwn ermhneutik¸n metablht¸n kai

θT , γT eÐnai to an�strofo di�nusma thc paramètrou θ kai γ antÐstoiqa.

'Opwc kai gia thn perÐptwsh qwrÐc anex�rthtec metablhtèc, h morf  thc

basik c sunart shc kindÔnou eÐnai gnwst  kai gia tic dÔo metablhtèc T ,C.

Q�rin aplìthtac upojètoume ìti h sun�rthsh merolhyÐac exart�tai apì

to di�nusma twn metablht¸n x mìno mèsw tou grammikoÔ prognwstikoÔ

par�gonta θTx kai ìti h par�metroc δ pou faner¸nei thn ex�rthsh twn

metablht¸n T kai C, den exart�tai apì to x, wstìso kamÐa apì autèc

tic upojèseic den eÐnai perioristik . EpekteÐnontac thn proanaferjeÐsa
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an�lush euaisjhsÐac kai jewr¸ntac thn (3.16), h apì koinoÔ katanom 

twn metablht¸n T , C gÐnetai

fT,C(t, c, x) ' fT (t, θ, x)fC(c, γ, x)
{

1+δ[1−HC(c, γ, x)][1−HT (t, θ, x)]
}
,

(3.21)

kai h sun�rthsh tou log�rijmou thc pijanof�neiac (3.18) antÐstoiqa ge-

nikeÔetai wc ex c

Lδ(θ, γ) ' L0(θ, γ)

+δ
n∑
i=1

{
HT (ti, θ, xi)HC(ti, γ, xi)−IiHC(ti, γ, xi)−(1−Ii)HT (ti, θ, xi)

}
.

(3.22)

H telik  ektÐmhsh gia thn merolhyÐa thc paramètrou θ kai gia autì to

montèlo, sÔmfwna me th upìjesh thc ex�rthshc twn metablht¸n T kai C,

eÐnai

θ̂δ−θ̂0 ' δι(θ)−1

n∑
i=1

{
xi
[
HT (ti, θ, xi)HC(ti, γ, xi)−(1−Ii)HT (ti, θ, xi)

]}
.

(3.23)

3.1.4 DeÐkthc euaisjhsÐac kai diast mata empi-

stosÔnhc

'Opwc faÐnetai apì tic exis¸seic (3.11) kai (3.19), h ektÐmhsh mègisthc

pijanof�neiac θ̂δ thc paramètrou θ, k�tw apì thn proteinìmenh an�lush

euaisjhsÐac eÐnai sqedìn Ðsh me thn ektÐmhsh mègisthc pijanof�neiac θ̂δ thc

paramètrou θ, k�tw apì thn kajierwmènh an�lush, prosjètontac δ forèc

ènan par�gonta pou mporeÐ na epÐshc na ektim jei apì thn kajierwmènh
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an�lush, qwrÐc dhlad  na l�boume upìyh thn ex�rthsh twn mhqanism¸n

twn qrìnwn epibÐwshc kai qrìnwn diakop c

θ̂δ − θ̂0 = δU +O(δ2). (3.24)

Me U sumbolÐzetai o diorjwtikìc par�gontac pr¸thc t�xhc gia th merolh-

yÐa kai onom�zetai deÐkthc euaisjhsÐac. Se pollèc efarmogèc, h par�me-

troc θ eÐnai apl� ènac bolikìc trìpoc na parametrikopoioÔme ermhneÔsimec

posìthtec ìpwc h di�mesoc twn qrìnwn epibÐwshc. Sth genik  perÐptwsh

pou endiaferìmaste na ektim soume mia sun�rthsh tou θ, èstw th J(θ),

tìte h an�lush euaisjhsÐac pou prokÔptei gia th sun�rthsh aut  eÐnai

J(θ̂δ) ' J(θ̂0) + δJ ′(θ̂0)U. (3.25)

Epiplèon, to asumptwtikì di�sthma empistosÔnhc gia thn par�metro θ,

ìtan h par�metroc ex�rthshc δ èinai grammik c morf c eÐnai

apì θ̂0 − δ|U | − z(a)

{
ι(θ)

}− 1
2 èwc θ̂0 + δ|U |+ z(a)

{
ι(θ)

}− 1
2 ,

ìpou z(a) eÐnai to kat�llhlo posostiaÐo shmeÐo thc tupopoihmènhc kano-

nik c katanom c. ParathroÔme ìti to parap�nw di�sthma empistosÔnhc

eÐnai to kajierwmèno di�sthma empistosÔnhc diorjwmèno kat� th merolh-

yÐa pou faÐnetai sthn (3.24) kai eÐnai ègkuro ìtan h par�metroc δ paÐrnei

mikrèc timèc. Stic efarmogèc, prosdÐdoume sthn par�metro δ alhjofaneÐc

timèc entìc enìc diast matoc (−δ, δ) pou epijumoÔme na sumperil�boume

sthn an�lush.

3.1.5 ErmhneÐa thc paramètrou ex�rthshc

H en lìgw an�lush epibÐwshc eÐnai èna qr simo ergaleÐo sth stati-

stik  sumperasmatologÐa ìtan me b�sh k�poio krit rio mporoÔme na apo-
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fanjoÔme e�n h ex�rthsh twn metablht¸n T kai C pou faner¸netai apì

thn par�metro δ eÐnai mikr    meg�lh. 'Ena sÔnhjec mètro gia th sun�-

feia twn dÔo metablht¸n eÐnai o suntelest c susqètishc metaxÔ T kai C,

pou wstìso mporeÐ na mhn eÐnai p�nta to kat�llhlo afoÔ pollèc forèc

h ex�rthsh den èqei grammik  morf  kai oi katanomèc èqoun meg�lo sun-

telest  loxìthtac. AntÐ na qrhsimopoi soume wc mètro to suntelest 

susqètishc twn dÔo metablht¸n, mporoÔme na qrhsimopoi soume th su-

sqètish metaxÔ dÔo sunart sewn twn dÔo metablht¸n, èstw thc A(T, θ)

kai thc D(C, γ). 'Otan h par�metroc δ èqei grammik  morf , tìte

|Corr(A(T, θ)), D(C, γ))| ≤ |δ|,

mèsw thc opoÐac prokÔptei ìti h par�metroc δ mporeÐ na ermhneuteÐ wc èna

�nw ìrio gia ìlec tic susqetÐseic metaxÔ tou mhqanismoÔ gènnhshc twn

qrìnwn epibÐwshc kai tou mhqanismoÔ gènnhshc twn qrìnwn diakop c.

3.2 H st�jmish twn dedomènwn epibÐw-

shc mèsw antÐstrofwn pijanot twn

H mèjodoc thc st�jmishc twn dedomènwn mèsw antÐstrofwn pijano-

t twn eÐnai ènac trìpoc na paÐrnoume ektim seic twn posot twn pou mac

endiafèroun se dedomèna epibÐwshc pou perièqoun diakekommènec para-

thr seic. Sthn perÐptwsh pou o mhqanismìc diakop c eÐnai tuqaÐoc, h

mèjodoc aut  dÐnei ta Ðdia apìtelèsmata me aut� pou paÐrnoume apì th mè-

jodo Kaplan–Meier. H idèa thc mejìdou aut c basÐzetai ston isqurismì,

ìti h kampÔlh jnhsimìthtac, pou eÐnai to sumpl rwma thc kampÔlhc epi-
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bÐwshc, dÐnetai apì to �jroisma twn posost¸n twn ajroistik¸n kindÔnwn

emf�nishc tou sumb�ntoc me to pèrasma tou qrìnou.

Ac upojèsoume ìti to upì melèth gegonìc sunèbh th stigm  t kai

ìti akrib¸c stouc misoÔc apì touc asjeneÐc sto deÐgma parathr jhkan

mh plhroforiakoÐ diakekommènoi qrìnoi epibÐwshc mèqri ekeÐnh th stigm .

Autì shmaÐnei ìti mìno oi misoÐ apì touc asjeneÐc ektÐjentai ston kÐnduno

emf�nishc tou sumb�ntoc apì th stigm  t kai met�. Epomènwc, kat� mèso

ìro ja anamèname ìti met� apì Ðso qrìnikì di�sthma me autì pou meso-

l�bhse mèqri th stigm  t, ja parathrhjeÐ gia deÔterh for� to gegonìc

kai kanènac asjen c den ja èqei meÐnei plèon sth melèth. Kat� sunèpeia

kai kat� mèso ìro, ja anamèname o sunolikìc arijmìc twn sumb�ntwn sto

deÐgma na eÐnai 2. Genik�, èan P eÐnai h analogÐa twn asjen¸n sto deÐg-

ma pou brÐskontai se kÐnduno akrib¸c meta thn pr¸th stigm  emf�nishc

tou sumb�ntoc, tìte o anamenìmenoc arijmìc twn sumb�ntwn sto deÐg-

ma, E, eÐnai E = 1/P . Sthn antÐjeth perÐptwsh pou P eÐnai h analogÐa

twn asjen¸n sto deÐgma pou den emf�nisan diakekommèno qrìno epibÐwshc

meqri th stigm  tou pr¸tou sumb�ntoc kai PC eÐnai h analogÐa twn asje-

n¸n pou emf�nisan diakekommèno qrìno epibÐwshc (P + PC = 1), tìte

E = 1/(1− PC).

Gia par�deigma, e�n ta posost� tou mhqanismoÔ diakop c eÐnai mhde-

nik�, tìte PC = 0 kai E = 1/(1− 0) = 1), pou shmaÐnei o anamenìmenoc

sunolikìc arijmìc sumb�ntwn sto deÐgma paramènei sto 1. 'Otan up�rqei

 pio posostì mhqanismoÔ diakop c, èstw PC = 0.1, tìte to 1 parathrh-

mèno gegonìc anamènetai na auxhjeÐ ètsi ¸ste o anamenìmenoc sunolikìc

arijmìc sumb�ntwn sto deÐgma na gÐnei E = 1/0.9 ' 1.1. H mikr  aut 
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aÔxhsh ofeÐletai sto gegonìc ìti paramènei mìno èna mikrì posostì a-

sjen¸n pou mellontik� endeqomènwc mporeÐ na aux sei ta parathrhmèna

sumb�nta. Se perÐptwsh pou up�rqei meg�lo posostì mhqanismoÔ diako-

p c, èstw PC = 0.9, tìte tìte to 1 parathrhmèno gegonìc anamènetai

na auxhjeÐ kai na gÐnei E = 1/0.1 = 10 parathrhmèna gegonìta. 'Ola ta

patrap�nw paradeÐgmata proupojètoun omoiogèneia ston kÐnduno emf�ni-

shc twn sumb�ntwn. E�n o mhqanismìc diakop c den eÐnai tuqaÐoc kai kat'

epèktash plhroforiakìc, tìte h analogÐa PC poikÐllei apì asjen  se

asjen  kai ja prèpei na ektimhjeÐ atomik� sÔmfwna me touc par�gontec

pou ephre�zoun ton kÐnduno emf�nishc tou sumb�ntoc.

3.2.1 H mèjodoc thc st�jmishc twn dedomènwn

Stic analÔseic pou qrhsimopoieÐtai h mèjodoc thc st�jmishc twn dedo-

mènwn mèsw antÐstrofwn pijanot twn, k�je asjen c i stajmÐzetai me èna

b�roc wi, ìpou wi eÐnai to antÐstrofo thc pijanìthtac o en lìgw asje-

n c na dèqetai thn èkjes  tou se mia metablht  X(p.q se mia jerapeÐa),

dedomènhc thc Ôparxhc enìc dianÔsmatoc anèxarthtwn ermhneutik¸n meta-

blht¸n Z pou endeqomènwc ton ephre�zoun. Eidikìtera, wi = 1/f(X|Z),

ìpou f(X|Z) eÐnai h desmeumènh sun�rthsh puknìthtac thc metablht c X

dedomènwn twn parathrhmènwn tim¸n twn anex�rthtwn metablht¸n. Ka-

j¸c ta pragmatik� b�rh eÐnai tupik� �gnwsta mporoÔme se genikèc grammèc

na ta ektim soume mh parametrik� apì tic analogÐec pou prokÔptoun sto

parathroÔmeno deÐgma. Wstìso, ìtan up�rqoun poikÐllec kai suneqeÐc a-

nex�rthtec ermhneutikèc metablhtèc, autì den eÐnai dunatì, opìte gia thn

ektÐmhsh aut¸n twn bar¸n mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ èna hmiparametrikì
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  èna parametrikì montèlo

En suntomÐa, efarmìzoume èna montèlo logistik c palindrìmhshc me

exarthmènh metablht , th metablht  èkjeshc tou asjen  X kai anex�r-

thtec metablhtèc to di�nusma twn ermhneutik¸n metablht¸n Z. 'Etsi

paÐrnoume tic ektim seic twn pijanot twn P (X = x|Z) apì to montèlo

pou epilexame kai sth sunèqeia upìlogÐzoume ta b�rh ŵi apl� antistrè-

fontac autèc tic pijanìthtec, P̂ (X = x|Z)−1. Parìlo pou ta b�rh ŵi

eÐnai asumptwtik� amerìlhpta, sthn pr�xh parousi�zoun meg�lh metablh-

tìthta. Prokeimènou na apall�qtoume apì aut  th metablhtìthta kai na

epitÔqoume mia sqetik  stajerìthta twn bar¸n, upologÐzoume ta stajmi-

smèna b�rh, antikajist¸ntac ton arijmht  tou kl�smatoc me thn perij¸-

ria sun�rthsh pijanìthtac thc metablht c pou dhl¸nei thn èkjesh sthn

parathrhmènh kat�stash, ŝwi = f(X)/f(X|Z). Sth sunèqeia èna xeqw-

ristì montèlo logistik c palindrìmhshc qrhsimopoieÐtai gia thn ektÐmhsh

tou arijmht  twn stajmismènwn bar¸n swi.

Sthn perÐptwsh pou ta dedomèna epibÐwshc emperièqoun diakekommènec

parathr seic pijanìn plhroforiakèc, enswmat¸noume to mhqanismì dia-

kop c sthn parap�nw diadikasÐa. Gia na to epitÔqoume autì, pollaplasi�-

zoume to stajmismèno b�roc tou k�je asjen  ŝwi = f(X)/f(X|Z) me thn

antÐstrofh pijanìthta twn diakekommènwn bar¸n, pou metab�lletai me to

qrìno kai eÐnai thc morf c cwi(t) =
∏t

j=1 P [C(t) = 0]/P [C(t) = 0|Z]

me C(t) na eÐnai ènac deÐkthc gia ton mhqanismì diakop c. DÔo montèla

logistik c palindrìmhshc qrhsimopoioÔntai kai p�li gia thn ektÐmhsh twn

ìrwn tou kl�smatoc.



Kef�laio 4

H an�lush twn dedomènwn me

tic proteinìmenec mejìdouc

Se autì to kef�laio efarmìzoume tic mejìdouc an�lushc dedomènwn

epibÐwshc stic opoÐec anaferj kame sta prohgoÔmena kef�laia. H pr¸th

mèjodoc, pou eÐnai kai h kajierwmènh eÐnai h uiojèthsh enìc parametri-

koÔ montèlou gia touc qrìnouc epibÐwshc kai h ektÐmhsh twn paramètrwn

pou mac endiafèroun akolouj¸ntac th diadikasÐa thc mègisthc pijano-

f�neiac. H deÔterh mèjodoc, enallaktik  thc pr¸thc, eÐnai h uiojèthsh

enìc montèlou pou epitrèpei thn ex�rthsh metaxÔ tou qrìnou epibÐwshc

kai tou qrìnou diakop c me apotèlesma na katal goume se èna eÔroc gia

thn ektÐmhsh thc paramètrou pou mac endiafèrei, an�loga me to mègejoc

the ex�rthshc. H trÐth mèjodoc kai aut , enallaktik  thc pr¸thc, eÐnai

kai p�li h uiojèthsh enìc parametrikoÔ montèlou sto opoÐo enswmat¸-

netai èna stajmismèno b�roc gia ton k�je asjen  pou exart�tai apì to

pìso pijanì eÐnai na parathrhjeÐ   ìqi o antÐstoiqoc qrìnoc epibÐwshc

83
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tou. Stìqoc mac eÐnai na sugkrÐnoume tic ektim seic twn tri¸n mejìdwn

se prosomoiwmèna dedomèna kataskeuasmèna me mia sugkekrimènh morf 

ex�rthshc metaxu twn metablht¸n T kai C kai me diaforetik� posost�

dexi� diakekommènwn parathr sewn k�je for�.

4.1 ProsomoÐwsh dedomènwn me tètoio

trìpo ¸ste na up�rqei ex�rthsh me-

taxÔ tou qrìnou epibÐwshc kai tou

qrìnou diakop c

ProtoÔ efarmìsoume tic dÔo mejìdouc an�lushc dedomènwn epibÐwshc

pou anafèrame sto prohgoÔmeno kef�laio prosomoi�zoume to kat�llh-

lo set dedomènwn me sugkekrimèna qarakthristik�. DhmiourgoÔme dÔo

om�dec me 100 asjeneÐc, èstw to gkroup A kai to gkroup B kai kata-

skeu�zoume touc en dun�mei alhjinoÔc qrìnouc epibÐws c touc se hmèrec.

Oi qrìnoi epibÐwshc kai gia ta dÔo gkroup asjen¸n eÐnai ekjetikoÐ me

paramètrouc 0.01 kai 0.02 antÐstoiqa. Autì shmaÐnei ìti h mèsh tim  tou

qrìnou epibÐwshc gia touc asjeneÐc tou gkroup A eÐnai perÐpou 100 kai gia

touc asjeneÐc tou gkroup B eÐnai perÐpou 50 hmèrec. Ex' arq c dhlad , h

sun�rthsh gia to qrìno epibÐwshc tou gkroup B paÐrnei mikrìterec timèc

apì aut  tou gkroup A. EpÐshc, to k�je gkroup asjen¸n akoloujeÐ th

dik  tou jerapeÐa. Kataskeu�same ta dedomèna me tètoio trìpo ¸ste oi

asjeneÐc tou gkroup A na akoloujoÔn th jerapeÐa me èndeixh 0 kai oi

asjeneÐc tou gkroup B th jerapeÐa me èndeixh 1.
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Oi parathroÔmenoi qrìnoi pou perilamb�nontai sto set dedomènwn pou

ja analÔsoume eÐnai tètoioi ¸ste na up�rqei ex�rthsh metaxÔ tou qrìnou

epibÐwshc kai tou qrìnou diakop c. O mhqanismìc ex�rthshc prokÔptei

apì ton parak�tw sullogismì. 'Otan h parat rhsh pou kataskeu�zou-

me upodhl¸nei qrìno epibÐwshc, tìte to di�nusma twn parathroÔmenwn

qronik¸n tim¸n eÐnai apl� to di�nusma pou perilamb�nei touc tuqaÐouc

ekjetikoÔc qrìnouc twn dÔo gkroup asjen¸n. 'Otan ìmwc h parat rh-

sh eÐnai dexi� diakekommènh, dhlad  upodhl¸nei qrìno diakop c, tìte to

di�nusma twn parathroÔmenwn qronik¸n tim¸n eÐnai to di�nusma pou pe-

rilamb�nei touc alhjinoÔc (tuqaÐouc) qrìnouc epibÐwshc gia to gkroup A

all� mikrìterouc apì touc alhjinoÔc (tuqaÐouc) qrìnouc epibÐwshc gia

to gkroup B.

Me autìn ton trìpo oi qrìnoi twn diakekommènwn parathr sewn kai

to gegonìc pou melet�me susqetÐzontai me èna sugkekrimèno motÐbo. Amè-

swc met� th stigm  pou egkataleÐpoun th melèth oi asjeneÐc tou gkroup

A sumbaÐnei to gegonìc. Dhlad , o qrìnoc thc diakop c gia touc a-

sjeneÐc autoÔ tou gkroup eÐnai kai endeiktikìc tou sumb�ntoc, to opoÐo

sumbaÐnei amèswc met�. Gia touc asjeneÐc tou gkroup B o alhjinìc qrì-

noc epibÐwshc eÐnai megalÔteroc apì ton antÐstoiqo diakekommèno qrìno

parat rhs c touc. Opìte gia na kataskeu�soume touc diakekommènouc

parathroÔmenouc qrìnouc tou gkroup B, afairoÔme èna di�nusma me tu-

qaÐouc arijmoÔc apì thn omoiìmorfh katanom  me �kra to 0 kai tic alhjinèc

timèc twn qrìnwn epibÐwshc touc, apì to di�nusma twn alhjin¸n tim¸n.

Epomènwc, ta dedomèna epibÐwshc pou ja analÔsoume ektìc apì touc

parathroÔmenouc qrìnouc perilamb�noun èna dÐtimo di�nusma, pou paÐrnei
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thn tim  1 ìtan o antÐstoiqoc qrìnoc eÐnai epibÐwshc kai thn tim  0 ìtan

eÐnai diakekommènoc kai èna akìma dÐtimo di�nusma, pou paÐrnei thn tim  1

kai thn tim  0, an�loga me th jerapeÐa pou akoloujei o k�je asjen c.

Ta prosomoiwmèna set dedomènwn prokÔptoun me qr sh tou statistikoÔ

pakètou R, met� apì 1000 epanal yeic kai diaforetik� posost� diake-

kommènwn parathr sewn sto deÐgma. Endeiktik� èna deÐgma apì ta set de-

domènwn pou prokÔptoun, me posostì diakekommènwn parathr sewn 50%

parousi�zetai parak�tw.

time event treat

41.4466545 0 0

326.1074073 1 0

7.8401580 1 0

130.1403305 1 0

39.4173229 0 0

11.61153094 1 0

1.2196944 1 0

207.0936305 1 0

49.6063717 1 0

125.6582380 0 0

4.2 An�lush twn prosomoiwmènwn dedo-

mènwn

SÔmfwna me to trìpo kataskeu c twn dedomènwn, oi sunart seic ka-

tanom c twn qrìnwn epibÐwshc gia to gkroup A kai to gkroup B eÐnai
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ekjetikèc me paramètrouc eb0 kai e(b0+b1) antÐstoiqa

fT0(t) = eb0e−e
b0 t, fT1(t) = e(b0+b1)e−e

(b0+b1)t, (4.1)

me dedomèno ìti h par�metroc pou mac endiafèrei na ektim soume eÐnai to

b(x) = b0 + b1x, me b(x) = b0 gia touc asjeneÐc tou gkroup A kai b(x) =

b0 + b1 gia touc asjeneÐc tou gkroup B. EpÐshc, sÔmfwna me ton trìpo

kataskeu c twn dedomènwn oi alhjinèc timèc gia autèc tic paramètrouc

eÐnai eb0 = 0.01 kai e(b0+b1) = log 0.02   b1 = log 2 = 0.6931472, ìtan eb0 =

0.01. O sqetikìc kÐndunoc ψ epomènwc eÐnai 2 pou shmaÐnei ìti oi asjeneÐc

tou gkroup B diatrèqoun 2 forèc megalÔtero kÐnduno na ekdhl¸soun to

gegonìc se sqèsh me ton kÐnduno pou diatrèqoun oi asjeneÐc tou gkroup

A. H ektÐmhsh gia thn par�metro b1 pou ousiastik� ermhneÔei thn epÐdrash

thc jerapeÐac sto qrìno epibÐwshc kai pou ja prokÔyei apì thn ekjetik 

palindrìmhsh se trÐa diaforetik� montèla kajorÐzei thn katallhlìthta

tou montèlou gia thn exagwg  twn sumperasm�twn.

Sthn pr¸th mèjodo an�lushc, upojètoume ìti o qrìnoc diakop c den

exart�tai apì to qrìno epibÐwshc. Oi sunart seic kindÔnou gia touc a-

sjeneÐc tou gkroup A kai tou gkroup B eÐnai antÐstoiqa hT0 = eb0 kai

hT1 = eb0+b1 . Me qr sh tou statistikoÔ pakètou R efarmìzoume mia

ekjetik  palindrìmhsh me exarthmènh metablht  to qrìno time kai ane-

x�rthth metablht , th metablht  treat gia ta dÔo gkroup asjen¸n. To

ekjetikì montèlo pou qrhsimopoioÔme eÐnai to

ER1 = survreg(Surv(data$time, data$event) data$treat,

dist = ”exponential”),

apì to opoÐo paÐrnoume tic ektim seic pou jèloume gia tic paramètrouc b0
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kai kurÐwc gia th b1. SugkrÐnontac tic ektim seic aut¸n twn paramètrwn

me tic alhjinèc timèc touc, brÐskoume pìso merolhptik� mporeÐ na eÐnai ta

apotèlesmata aut c thc mejìdou gia diaforetik� posost� diakekommènwn

parathr sewn sto deÐgma.

Sthn deÔterh mèjodo an�lushc, upojètoume ìti o qrìnoc diakop c

exart�tai apo to qrìno epibÐwshc, mèsw miac paramètrou δ. JewroÔme

epiplèon tic sunart seic katanom c twn diakekommènwn qrìnwn epibÐwshc

gia to gkroup A kai to gkroup B, pou eÐnai ekjetikèc me paramètrouc eγ0

kai e(γ0+γ1) antÐstoiqa

fC0(c) = eγ0e−e
γ0c, fC1(c) = e(γ0+γ1)e−e

(γ0+γ1)c, (4.2)

afoÔ c(x) = c0 + c1x, me c(x) = c0 gia touc asjeneÐc tou gkroup A kai

c(x) = c0 +c1 gia touc asjeneÐc tou gkroup B. Me qr sh tou statistikoÔ

pakètou R efarmìzoume mia deÔterh ekjetik  palindrìmhsh me exarthmè-

nh metablht  to diakekommèno qrìno time kai anex�rthth metablht , th

metablht  treat gia ta dÔo gkroup asjen¸n. To ekjetikì montèlo pou

qrhsimopoioÔme eÐnai to

ER2 = survreg(Surv(data$time, data$1− event) data$treat,

dist = ”exponential”),

apì to opoÐo paÐrnoume tic ektim seic pou jèloume gia tic paramètrouc γ0

kai γ1, tic opoÐec mazÐ me tic ektim seic b̂0 kai b̂1 pou  dh èqoume upologÐsei

apì thn pr¸th palindrìmhsh, ja qrhsimopoi soume gia na ektim soume thn

telik  tim  thc paramètrou b1 pou mac endiafèrei. H sqèsh (3.23) gia to

gkroup A kai gia ta sugkekrimèna prosomoiwmèna dedomèna gÐnetai

θ̂δ1 ' θ̂01 + δ

∑200
i=1

{
eγ0t2i − (1− Ii)ti

}∑200
i=1 ti

, (4.3)
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kai gia to gkroup B

θ̂δ2 ' θ̂02 + δ

∑200
i=1

{
e(γ0+γ1)t2i − (1− Ii)ti

}∑200
i=1 ti

, (4.4)

ìpou me θ̂δ1 sumbolÐzoume thn ektÐmhsh b̂0 kai me θ̂δ2 thn ektÐmhsh b̂1 pou

èqoume brei apì thn pr¸th palindrìmhsh. H par�metroc δ pou faner¸nei

thn ex�rthsh metaxÔ twn qrìnwn epibÐwshc kai twn qrìnwn diakop c, ìpwc

èqoume  dh anafèrei paÐrnei mikrèc timèc entìc tou diast matoc [−0.3, 0.3].

Gia to k�je gkroup asjen¸n ja ektim soume èna eÔroc tim¸n pou mporoÔn

na p�roun oi ektim seic twn paramètrwn b0 kai b1, ìtan δ = −0.3 kai

δ = 0.3.

H trÐth mèjodoc afor� th st�jmish twn dedomènwn mèsw antÐstro-

fwn pijanotht¸n kai eÐnai mia parallag  thc pr¸thc mejìdou. Oi pi-

janìthtec pou qrei�zetai na upologÐsoume prokeimènou na ektim sou-

me ta stajmismèna b�rh, ìpwc ta perigr�yame sto prohgoÔmeno kef�-

laio, eÐnai P (E = 1)/P (E = 1|X = 0), P (E = 1)/P (E = 1|X = 1),

P (E = 0)/P (E = 0|X = 0) kai P (E = 0)/P (E = 0|X = 1). Me E

sumbolÐzoume th metablht  event pou paÐrnei thn tim  1 ìtan shmei¸netai

ekd lwsh tou gegonìtoc kai 0 diaforetik�.

Oi pijanìthtec P (E = 1) kai P (E = 0) upologÐzontai eÔkola mèsw

twn tÔpwn pou isqÔoun gia th logistik  palindrìmhsh, eb̂0/1 + eb̂0 kai

1/1 + eb̂0 , ìpou b̂0 eÐnai h ektÐmhsh pou paÐrnoume apì to grammikì montèlo

L1 = glm(event v 1, family = binomial, data = data)

agno¸ntac thn epÐdrash thc jerapeÐac sthn ekd lwsh   ìqi tou gego-

nìtoc. Oi pijanìthtec P (E = 1|X = 0), P (E = 1|X = 1), P (E =

0|X = 0) kai P (E = 0|X = 1) upologÐzontai epÐshc mèsw twn tÔpwn
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pou isqÔoun gia th logistik  palindrìmhsh, eb̂0/1 + eb̂0 , eb̂0+b̂1/1 + eb̂0+b̂1 ,

1/1 + eb̂0 kai 1/1 + eb̂0+b̂1 antÐstoiqa. 'Omoia, b̂0 kai b̂1 eÐnai oi ektim seic

pou paÐrnoume apì to grammikì montèlo

L2 = glm(event v treat, family = binomial, data = data)

jewr¸ntac th jerapeÐa wc par�gonta gia thn ekd lwsh   ìqi tou gego-

nìtoc.

Me qr sh tou statistikoÔ pakètou R, ta stajmismèna b�rh upolo-

gÐzontai eÔkola. Sth sunèqeia efarmìzoume mia ekjetik  palindrìmhsh,

èqontac enswmat¸sei ta stajmismèna b�rh sthn an�lush, mèsw tou mo-

ntèlou

ER3 = survreg(Surv(data$time, data$event) v data$treat, weights = w1,

dist = ”exponential”)

apo ìpou pairnoume tic telikèc ektim seic gai thn par�metro pou ex' arq c

mac endiafèrei.

4.2.1 Oi ektim seic twn paramètrwn

Apì thn an�lush twn dedomènwn pou k�name me qr sh tou statistikoÔ

pakètou R, endiaferìmaste na sugkrÐnoume tic ektim seic pou upologÐsame

me tic treic diaforetikèc mejìdouc gia thn par�metro b1, h opoÐa eujÔne-

tai gia th epÐdrash pou èqei h jerapeÐa sthn sun�rthsh epibÐwshc. Ston

pÐnaka 4.1 faÐnontai analutik� oi ektim seic autèc. To posostì diakekom-

mènwn parathr sewn eÐnai 50%, 40%, 30%, 20% kai 10% antÐstoiqa.

EpÐshc, stouc pÐnakec 4.2, 4.3, 4.4 kai 4.5 faÐnontai ta 95% diast mata

empistosÔnhc pou proèkuyan gia thn par�metro b1 gia k�je mèjodo kai gia
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PÐnakac 4.1: Oi ektim seic gia thn par�metro b1

Pragmatik  tim  An�lush 1η An�lush 2η An�lush 3η

0.6931472 1.007137 [0.5753107, 1.4389641] 0.9928988

0.6931472 0.9321655 [0.6425226, 1.2218085] 0.930498

0.6931472 0.8743951 [0.6523872, 1.0964031] 0.8679793

0.6931472 0.8100575 [0.6300238, 0.9900911] 0.8080238

0.6931472 0.7629473 [0.6855454, 0.8403492] 0.7633686

to antÐstoiqo posostì diakekommènwn parathr sewn sto deÐgma. EpÐshc

stouc Ðdiouc pÐnakec faÐnontai oi pijanìthtec oi sugkekrimènec ektim seic

na brÐskontai entìc tou antÐstoiqou diast matoc empistosÔnhc.

PÐnakac 4.2: D.E gia b1, me 50% diakop 

An�lush 95% D.E Pijanìthta

1η [0.5995035, 1.4147710] 0.961

2η [0.2671258, 0.5502135] 0.523

2η [0.9318812, 2.279329] 0.999

3η [0.5852649, 1.400533] 0.989

MÐa pr¸th parat rhsh pou mporoÔme na k�noume kai h opoÐa eÐnai mia

fusik  sunèpeia eÐnai ìti ìso pio mikrì eÐnai to posostì twn diakekommè-

nwn parathr sewn sto deÐgma, tìso pio kìnta eÐnai oi ektimhmènec timèc

thc paramètrou b1 stic alhjinèc kai gia tic treic mejìdouc an�lushc. Gia

par�deigma ìtan to posostì twn diakekommènwn parathr sewn sto deÐgma

eÐnai 10% h apìklish pou parathreÐtai sthn parathrhmènh tim  apì thn
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PÐnakac 4.3: D.E gia b1, me 40% diakop 

An�lush 95% D.E Pijanìthta

1η [0.5784251, 1.285906] 0.957

2η [0.3807947, 0.6526398] 0.547

2η [0.7760555, 1.919172] 1

3η [0.5767577, 1.284238] 0.991

PÐnakac 4.4: D.E gia b1, me 30% diakop 

An�lush 95% D.E Pijanìthta

1η [0.5542205, 1.194570] 0.953

2η [0.4017769, 0.6007679] 0.456

2η [0.7066641, 1.788372] 0.999

3η [0.5478047, 1.188154] 0.963

pragmatik  eÐnai perÐpou 0.05, gia thn pr¸th kai thn trÐth mèjodo an�lu-

shc, en¸ ìtan to posostì twn diakekommènwn parathr sewn sto deÐgma

eÐnai 50% aut  h apìklish eÐnai perÐpou 0.3.

Sqetik� me th deÔterh mèjodo parathroÔme ìti ìso pio mikrì eÐnai to

posostì twn diakekommènwn parathr sewn sto deÐgma tìso mikrìtero eÐ-

nai to èuroc twn ektim sewn pou paÐrnoume. EpÐshc, parathroÔme ìti oi

ektim seic thc kajierwmènhc mejìdou eÐnai sqedìn Ðsec me autèc pou pro-

kÔptoun apì thn an�lush me ta stajmismèna b�rh. Autì pou mporoÔme na

sumper�noume eÐnai ìti mìno gia ta sugkekrÐmèna prosomoiwmèna dedomè-

na, me th dedomènh morf  ex�rthshc metaxÔ qrìnou eptbÐwshc kai qrìnou

diakop c, oi ektim seic twn dÔo mejìdwn sqedìn tautÐzontai, wc ek toÔtou
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PÐnakac 4.5: D.E gia b1, me 20% diakop 

An�lush 95% D.E Pijanìthta

1η [0.4902084, 1.129907] 0.955

2η [0.3869015, 0.6470606] 0.587

2η [0.5935154, 1.612752] 0.997

3η [0.4881748, 1.127873] 0.969

PÐnakac 4.6: D.E gia b1, me 10% diakop 

An�lush 95% D.E Pijanìthta

1η [0.4747443, 1.051150] 0.946

2η [0.4429095, 0.707591] 0.598

2η [0.506579, 1.394710] 0.994

3η [0.4751655, 1.051572] 0.96

mia tètoia parat rhsh den mporeÐ na genikeuteÐ.

Epiplèon, parathroÔme oi pragmatik  tim  thc paramètrou b1, eÐnai ar-

ket� pio kont� sto k�tw �kro tou eÔrouc twn ektim sewn pou prokÔptoun

apì th deÔterh enallaktik  mèjodo an�lushc. Autì shmaÐnei, ìti ìtan h

par�metroc δ ∈ [−0.3, 0.3], pou faner¸nei to mègejoc thc ex�rthshc paÐr-

nei timèc pio kont� sto −0.3, h ektÐmhsh pou paÐrnoume eÐnai pio kont� sth

alhjin  apì ì,ti aut  pou paÐrnoume ìtan h par�metroc δ paÐrnei timèc pio

kont� sto 0.3. Wstìso, oi ektim seic pou p rame ìtan δ = −0.3, èqoun

ìqi kai tìso meg�lh pijanìthta, (perÐpou 50%), na brÐskontai entìc tou

diast matoc empistosÔnhc pou kataskeu�zetai me b�sh aut  thn ektÐmhsh.

Sta parak�tw diagr�mmata apeikonÐzontai kai h pragmatik  sun�rthsh
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Sq ma 4.1: H ektÐmhsh thc sun�rthshc epibÐwshc gia to gkroup B, ìtan

to posostì twn diakekommènwn parathr sewn sto deÐgma eÐnai 50%

epibÐwshc tou gkroup B kai oi ektim seic gia th sun�rthsh aut , sÔmfwna

me ta apotelèsmata pou proèkuyan apì thn an�lush.
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Sq ma 4.2: H ektÐmhsh thc sun�rthshc epibÐwshc gia to gkroup B, ìtan

to posostì twn diakekommènwn parathr sewn sto deÐgma eÐnai 40%
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Sq ma 4.3: H ektÐmhsh thc sun�rthshc epibÐwshc gia to gkroup B, ìtan

to posostì twn diakekommènwn parathr sewn sto deÐgma eÐnai 30%
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Sq ma 4.4: H ektÐmhsh thc sun�rthshc epibÐwshc gia to gkroup B, ìtan

to posostì twn diakekommènwn parathr sewn sto deÐgma eÐnai 20%
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Sq ma 4.5: H ektÐmhsh thc sun�rthshc epibÐwshc gia to gkroup B, ìtan

to posostì twn diakekommènwn parathr sewn sto deÐgma eÐnai 10%
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Κώδικας R 
 

 

library (survival) 

library(ipw) 

 

 

###DATA ΦΩΤΕΙΝΗ 06/12/11 ############# 

###################################### 

 

a0=matrix(0,nrow=1000,ncol=1) 

a1=matrix(0,nrow=1000,ncol=2) 

 

r0=matrix(0,nrow=1000,ncol=1) 

r1=matrix(0,nrow=1000,ncol=2) 

 

v0=matrix(0,nrow=1000,ncol=1) 

v1=matrix(0,nrow=1000,ncol=2) 

 

cc=0.9 

 

for(i in 1:1000){ 

n=100 

T0=rexp(n,rate=0.01); sort(T0); 

T1=rexp(n,rate=0.02); sort(T1); 

mean(T0) 

mean(T1) 

#με πιθανότητα cc έχω παρατηρήσει το χρόνο επιβίωσης. 

I=rbinom(2*n,size=1,prob=cc); I; mean(I) 

fot=function(x){runif(1,0,x)} 

 

# 

dim(T0)=c(n,1) 

dim(T1)=c(n,1) 

U1=apply(T1,1,fot); U1; dim(U1)=c(n,1); 

T=rbind(T0,T1); T; 

U=rbind(T0,T1-U1) 

W=I*T + (1-I)*U ; min(W) 

W 

######################################### 

######################################### 

data=data.frame(time=W,event=I,treat=c(rep(0,n),rep(1,n)),Censor=1-I) 

data 

table(data$event,data$treat) 

 

 

################################################################ 

################################################################ 

ER1=survreg(Surv(data$time,data$event)~data$treat,dist="exponential") 

summary(ER1) 
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# 

a1[i,]=exp(-ER1$coef) 

#a[i]=exp(-ER1$coef[1]) 

 

ER2=survreg(Surv(data$time,1-data$event)~data$treat,dist="exponential") 

summary(ER2) 

# 

r1[i,]=exp(-ER2$coef) 

#r[i]=exp(-ER2$coef[1]) 

 

 

sw1=ipwpoint(exposure=event,family='binomial',link='logit',numerator=~1,denomina

tor=~treat,data=data) 

 

####stabilized weights#### 

w1=sw1$ipw.weights 

table(w1) 

ER3=survreg(Surv(data$time,data$event)~data$treat,weights=w1,dist="exponential") 

summary(ER3) 

# 

v1[i,]=exp(-ER3$coef) 

#v[i]=exp(-ER3$coef[1]) 

} 

 

############################################################## 

#######################Standard estimates##################### 

lhat1=mean(a1[,1]);  

lhat2=lhat1*mean(a1[,2]) 

lhat1;lhat2; 

 

thhat1=c(rep(log(lhat1),100));dim(thhat1)=c(100,1);thhat1[1,1] 

thhat2=c(rep(log(lhat2),100));dim(thhat2)=c(100,1);thhat2[1,1] 

 

##################################### 

b12=thhat2[1,1]-thhat1[1,1];b12 

##################################### 

exp(b12) 

 

datat0=data[data$treat==0,]$event; 

s0=sum(datat0) 

datat1=data[data$treat==1,]$event; 

s1=sum(datat1) 

 

psihat=exp(b12) 

 

seb12=sqrt((s0+s1)/(s0*s1));seb12 

b12-1.959964*seb12 ## kato akro ci## 

b12+1.959964*seb12 ##ano akro ci## 
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cib12=c(b12-1.959964*seb12,b12+1.959964*seb12);dim(cib12)=c(1,2);cib12 ####ci 

gia b12### 

 

A=log(a1[,2]) 

AA=data.frame(est=A) 

AAA=AA[AA<cib12[1,1]];AAA 

AAAA=AA[AA>cib12[1,2]];AAAA 

p=(1000-(length(AAA)+length(AAAA)))/1000;p 

 

########################## 

data1=data[data$treat==0,]$time;dim(data1)=c(100,1);d1=sort(data1) 

S1=exp(-exp(thhat1)*d1);S1 

plot(d1,S1,type="l",xlab="Time for group A",ylab="Survival function") 

############################# 

 

data2=data[data$treat==1,]$time;dim(data2)=c(100,1);d2=sort(data2) 

######################################### 

##########Estimates of Proposed Analysis##### 

######################################### 

 

l2hat1=mean(r1[,1]);  

l2hat2=l2hat1*mean(r1[,2]) 

l2hat1;l2hat2; 

 

gamhat1=c(rep(log(l2hat1),100));dim(gamhat1)=c(100,1) 

gamhat2=c(rep(log(l2hat2),100));dim(gamhat2)=c(100,1) 

gamhat=c(gamhat1,gamhat2);dim(gamhat)=c(200,1);gamhat 

 

e1=exp(gamhat1) 

e2=exp(gamhat2) 

e=exp(gamhat) 

 

Datat0=data[data$treat==0,]$Censor; 

S0=sum(Datat0) 

Datat1=data[data$treat==1,]$Censor; 

S1=sum(Datat1) 

 

psi2=l2hat2/l2hat1      ###gamma1hat#### 

psi2 

 

gamma12=log(psi2);gamma12 

segamma12=sqrt((S0+S1)/(S0*S1));segamma12 

kagamma=gamma12-1.959964*segamma12 ## kato akro ci gia gamma1## 

pagamma=gamma12+1.959964*segamma12 ##ano akro ci gia gamma1## 

cigam1=c(kagamma,pagamma);cigam1 

 

datae1=data[data$event==1,]$time 

datae0=data[data$event==0,]$time 

 

s1=sum((data$time)^2) 
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s2=sum(datae0) 

s3=sum(data$time) 

  

si1=((e1*s1)-s2)/s3; si1 ###sensitivity index for g0### 

si2=((e2*s1)-s2)/s3; si2 ###sensitivity index for g1### 

si=((e*s1)-s2)/s3;si 

 

nsik=(((e1*exp(kagamma))*s1)-s2)/s3; ## kato akro gia sensitivity index### 

nsia=(((e1*exp(pagamma))*s1)-s2)/s3; ## ano akro gia sensitivity index### 

 

cisi=c(nsik[1,1],nsia[1,1]);dim(cisi)=c(1,2);cisi###ci gia si### 

 

thdeltahat10=thhat1-(0.3*si1);thdeltahat10[1,1] ###est of theta,g0,δ1### 

thdeltahat11=thhat1+(0.3*si1);thdeltahat11[1,1] ###est of theta,g0,δ2### 

 

thdeltahat20=thhat2-(0.3*si2);thdeltahat20[1,1] ###est of theta,g1,δ1### 

thdeltahat21=thhat2+(0.3*si2);thdeltahat21[1,1] ###est of theta,g1,δ2### 

 

 

ci1=c(cib12[1,1]+0.3*cisi[1,1],cib12[1,2]+0.3*cisi[1,2]);dim(ci1)=c(1,2) 

ci2=c(cib12[1,1]-0.3*cisi[1,1],cib12[1,2]-0.3*cisi[1,2]);dim(ci2)=c(1,2) 

ci1;ci2; 

 

B1=log(a1[,2])+(0.3*si2[,1]);B1 

BB1=data.frame(est=B1) 

BBB1=BB1[BB1<ci1[1,1]];BBB1 

BBBB1=BB1[BB1>ci1[1,2]];BBBB1 

p=(1000-(length(BBB1)+length(BBBB1)))/1000;p 

 

B2=log(a1[,2])-(0.3*si2[,1]);B2 

BB2=data.frame(est=B2) 

BBB2=BB2[BB2<ci2[1,1]];BBB2 

BBBB2=BB2[BB2>ci2[1,2]];BBBB2 

p=(1000-(length(BBB2)+length(BBBB2)))/1000;p 

 

################################################### 

b120=thdeltahat20[1,1]-thdeltahat10[1,1];b120  

b121=thdeltahat21[1,1]-thdeltahat11[1,1];b121 

rangeb12=c(b120,b121);rangeb12 

##################################################### 

############################IPW###################### 

##################################################### 

l3hat1=mean(v1[,1]);  

l3hat2=l3hat1*mean(v1[,2]) 

l3hat1;l3hat2; 

 

thhat31=c(rep(log(l3hat1),100));dim(thhat31)=c(100,1);thhat31[1,1] 

 

thhat32=c(rep(log(l3hat2),100));dim(thhat32)=c(100,1);thhat32[1,1] 
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################################################## 

b13=thhat32[1,1]-thhat31[1,1];b13 

################################################## 

seb13=sqrt((s0+s1)/(s0*s1));seb12 

b13-1.959964*seb13 ## kato akro ci## 

b13+1.959964*seb13 ##ano akro ci## 

 

cib13=c(b13-1.959964*seb12,b13+1.959964*seb12);dim(cib13)=c(1,2);cib13 ####ci 

gia b12### 

 

C=log(v1[,2]) 

CC=data.frame(est=C) 

CCC=CC[CC<cib13[1,1]];CCC 

CCCC=CC[CC>cib13[1,2]];CCCC 

p=(1000-(length(CCC)+length(CCCC)))/1000;p 

########################################################## 

S0=exp(-(0.02)*d2);S0 

S1=exp(-exp(thhat2)*d2);S1 

S20=exp(-exp(thdeltahat20)*d2);S20 ###est survival,g1,δ1### 

S21=exp(-exp(thdeltahat21)*d2);S21 ###est survival,g1,δ2### 

S3=exp(-exp(thhat32)*d2);S3 

 

x1=d2;x2=d2;x3=d2;x4=d2;x5=d2 

y1=S0;y2=S1;y3=S20;y4=S21;y5=S3 

plot(c(x1,x2,x3,x4),c(y1,y2,y3,y4),main="Estimated survivor Function for group 

B",type="n",xlab="Time",ylab="Survival function") 

lines(x1,y1,lty=1,col="1") 

lines(x2,y2,lty=1,col="blue") 

lines(x3,y3,lty=1,col="red") 

lines(x4,y4,lty=1,col="red") 

lines(x5,y5,lty=1,col="green") 

legend(100,0.9,c("Real values","Standard Analysis","Proposed Analysis,d1=-

0.3","Proposed Analysis,d1=0.3","Analysis with 

weights"),lty=c(1,1,1,1),col=c("1","2","3","3")) 
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ΓΛΩΣΣΑΡΙ 

 

 

1. Συνάρτηση Επιβίωσης  Survivor Function 

2. Συνάρτηση Κινδύνου Hazard Function 

3. Αθροιστική Συνάρτηση Κινδύνου Cumulative Hazard Function 

4. Εμπειρική Συνάρτηση Επιβίωσης  Empirical Survivor Function  

5. Εμπειρική Αθροιστική Συνάρτηση 

Κατανομής  

Empirical Cumulative Distribution 

Function 

6. Εκτιμητής Πίνακας Ζωής  Life - Table Estimate  

7. Αναλογιστικός Εκτιμητής  Actuarial Estimate 

8. Μοντέλο Αναλογικών Κινδύνων Proportional Hazards Model 

9. Σχετικός Κίνδυνος  Relative Hazard 

10. Βασική Συνάρτηση Κινδύνου Baseline Hazard Function 

11. Γραμμικό Μέρος  Linear Component 

12. Προγνωστικός Δείκτης  Prognostic Index 

13. Παράμετρος Σχήματος  Shape Parameter 

14. Παράμετρος Κλίμακας  Scale Parameter 

15. Διακεκομμένες Παρατηρήσεις  Censored Observations 

16. Ελλιπή Δεδομένα Missing Data 

17. Περικομμένες Παρατηρήσεις   Truncated Observations  

18. Διακεκομμένοι Χρόνοι Επιβίωσης  Censored Survival Times 

19. Δεξιά Διακεκομμένες 

Παρατηρήσεις  

Right Censored Observations 

20. Αριστερά Διακεκομμένες 

Παρατηρήσεις 

Left Censored Observations 

21. Εντός Διαστήματος 

Διακεκομμένες Παρατηρήσεις  

Interval Censored Observations  

22. Διαχρονικά Δεδομένα  Longitudinal Data 
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23. Αριστερά Περικομμένες 

Παρατηρήσεις 

Left Truncated Observations 

24. Δεξιά Περικομμένες 

Παρατηρήσεις 

Right Truncated Observations 

25. Ελλιπή Δεδομένα ως Τυχαίο 

Φαινόμενο 

Missing at Random (MAR)  

26. Ελλιπή Δεδομένα ως Εντελώς 

Τυχαίο Φαινόμενο 

Missing Completely at Random 

(MCAR) 

27. Ελλιπή Δεδομένα ως Μη Τυχαίο 

Φαινόμενο 

Missing Not at Random (MNAR) 

 

 

 

 


