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ΠΕΡΙΛΘΨΘ 

Θ παροφςα διπλωματικι εργαςία εκπονικθκε για να οδθγιςει 
ςτθν απονομι Μεταπτυχιακοφ Διπλϊματοσ από το 
Διαπανεπιςτθμιακό-Διατμθματικό Μεταπτυχιακό Ρρόγραμμα 
«Διδακτικισ και Μεκοδολογίασ των Μακθματικϊν». Θ ζρευνα 
που πραγματεφεται ζχει ςτόχο να διερευνιςει το ρόλο τθσ 
οπτικοποίθςθσ ςτθν ανάπτυξθ του γεωμετρικοφ ςυλλογιςμοφ, τθν 
διαμόρφωςθ εικαςιϊν και τθν δόμθςθ αποδείξεων. Στθν ζρευνα 
ςυμμετείχαν ζξι μακθτζσ Α’ Λυκείου (τρεισ οπτικοί- τρεισ μθ 
οπτικοί), οι οποίοι επιλζχκθκαν βάςθ του Βακμοφ Οπτικότθτάσ 
τουσ, και τα δεδομζνα ςυλλζχτθκαν από τθν ανάλυςθ των 
ςυνεντεφξεων ςε δφο μθ τυπικά γεωμετρικά προβλιματα. Από τα 
αποτελζςματα τθσ ζρευνασ ζγινε φανερό ότι θ οπτικοποίθςθ 
ενιςχφει τθν επιχειρθματολογία και τθν αποδεικτικι διαδικαςία 
όταν οι μακθτζσ χρθςιμοποιοφν ευζλικτα τόςο τον οπτικό όςο και 
τον αναλυτικό- μθ οπτικό ςυλλογιςμό, ενϊ οφτε θ οπτικι οφτε θ 
αναλυτικι προςζγγιςθ από μόνεσ τουσ δεν εξαςφαλίηουν πάντοτε 
τθν καταςκευι των επικυμθτϊν αποδείξεων. 

Λζξεισ Κλειδιά: Οπτικοποίθςθ,  Επιχειρθματολογία, Απόδειξθ 

 

This research study was carried out in order to lead to the award 
of a Postgraduate Diploma in “Didactics and Methodology in 
Mathematics.” This research study focuses on the role of 
visualization as a component   in the development of geometrical 
reasoning, the formulation of a conjecture and the construction of 
a proof. The six 10th grade students were selected considering 
their Mathematical Visuality Score (three visualizers and three 
non-visualizers) and the data were collected by the analysis of two 
task-based interviews. The findings indicate that students’ proving 
activity is enhanced by visualization in case that student can easily 
switch back and forth between visual and analytical reasoning, 
whilst neither the visual approach nor the analytical approach can 
ensure successful proofs on their own.  

Key Words: Visualization, Reasoning, Proof 
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ΕΙ΢ΑΓΩΓΘ 

Εξ απαρχισ τθσ Μακθματικισ Επιςτιμθσ θ απόδειξθ κατζχει και διαδραματίηει 

ζναν μείηουςασ ςθμαςίασ ρόλο ςτθν εξαςφάλιςθ τθσ εγκυρότθτασ και τθσ αλικειασ 

μιασ μακθματικισ πρόταςθσ. Θ αποδεικτικι διαδικαςία κατζχει, επίςθσ, ςθμαίνοντα 

ρόλο ςτθν μακθματικι ςχολικι πραγματικότθτα και είναι ζνα αναπόςπαςτο τμιμα 

τθσ διδαςκαλίασ, ιδιαιτζρωσ τθσ Γεωμετρίασ, κακϊσ μζςα από τθν καταςκευι 

αποδείξεων αναλφεται, οργανϊνεται και οικοδομείται θ γεωμετρικι γνϊςθ. 

Ωςτόςο, όπωσ επιβεβαιϊνεται από τθν ίδια τθν ιςτορία των μακθματικϊν, τισ 

ζρευνεσ ςτον τομζα τθσ απόδειξθσ και τθ ςχολικι πρακτικι θ διδαςκαλία και 

εκμάκθςθ τθσ απόδειξθσ ςυναντά ςθμαντικζσ δυςκολίεσ ςε όλεσ τισ βακμίδεσ τθσ 

εκπαίδευςθσ. 

Τισ τελευταίεσ δεκαετίεσ ζνα ςθμαντικό μζροσ τθσ ερευνθτικισ κοινότθτασ ζχει 

ςτρζψει το ενδιαφζρον τθσ ςτθν ςυμβολι τθσ οπτικοποίθςθσ, άμεςα άλλωςτε 

ςυνυφαςμζνθσ με τθν ίδια τθ φφςθ τθσ Γεωμετρίασ, ςτθ διδαςκαλία και το ρόλο 

που αυτι μπορεί να διαδραματίςει ςτθν επιχειρθματολογία και τθ δόμθςθ των 

αποδείξεων. Επιπλζον, θ ραγδαία ανάπτυξθ των νζων τεχνολογιϊν και οι προτάςεισ 

για ενςωμάτωςθ των λογιςμικϊν Δυναμικισ Γεωμετρίασ ωσ εργαλεία 

οπτικοποίθςθσ ςτθ μακθςιακι διαδικαςία, με ςτόχο τθν ενίςχυςθ τθσ κατανόθςθσ 

και καταςκευισ των γεωμετρικϊν αποδείξεων από τουσ μακθτζσ, εγείρουν 

προβλθματιςμοφσ  που οι ερευνθτζσ καλοφνται να εξετάςουν. 

Αντιμετωπίηοντασ τθν αποδεικτικι διαδικαςία ωσ ζνα ςφνολο επιχειρθμάτων 

που πρζπει να ενυπάρχουν ςε κάκε μακθματικό εγχείρθμα, ςτόχοσ τθσ παροφςασ 

ζρευνασ είναι να διερευνιςει τθν εξζλιξθ του γεωμετρικοφ ςυλλογιςμοφ κατά τθν 

αποδεικτικι διαδικαςία, μζςα από το πρίςμα τθσ οπτικοποίθςθσ. Λδιαιτζρωσ θ 

εναςχόλθςθ με μθ-τυπικά γεωμετρικά προβλιματα ενκαρρφνει τουσ μακθτζσ να 

διαμορφϊςουν εικαςίεσ, να διερευνιςουν και να επιχειρθματολογιςουν για τθν 

ορκότθτά τουσ και τζλοσ, να ςυνκζςουν μια τυπικι μακθματικι απόδειξθ. Θ 

ανάλυςθ τθσ επιχειρθματολογίασ των μακθτϊν είναι μια προςπάκεια εξαγωγισ 

ςυμπεραςμάτων για τον τρόπο ςυμβολισ τθσ οπτικοποίθςθσ ςτθν αποδεικτικι 

διαδικαςία, τόςο ςε οπτικοφσ όςο και ςε μθ οπτικοφσ μακθτζσ.  

Θ εργαςία δομείται ςε τζςςερα κεφάλαια. Στο πρϊτο μζροσ παρουςιάηονται τα 

αποτελζςματα τθσ βιβλιογραφικισ αναςκόπθςθσ και περιλαμβάνει μια αναδρομι 

ςτισ κφριεσ κεωρίεσ ανάπτυξθσ του γεωμετρικοφ ςυλλογιςμοφ,  τθν ςχζςθ μεταξφ 

οπτικοποίθςθσ και Γεωμετρίασ και ολοκλθρϊνεται με τθν ςφνδεςθ τθσ 

επιχειρθματολογίασ και τθσ απόδειξθσ μζςα από τθν οπτικι προςζγγιςθ. Στο 

δεφτερο μζροσ αναλφεται διεξοδικά θ μεκοδολογία τθσ ζρευνασ, θ οποία 

πραγματοποιικθκε ςε δφο φάςεισ. Τζλοσ, ςτο τρίτο και τζταρτο κεφάλαιο 

παρουςιάηονται αναλυτικά τα αποτελζςματα και ςυμπεράςματα τθσ ζρευνασ.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1Ο  

ΘΕΩΡΘΣΙΚΟ ΠΛΑΙ΢ΙΟ 

 

1.1 Θεωρίεσ  Ανάπτυξθσ του Γεωμετρικοφ ΢υλλογιςμοφ 

 

1.1.1 Ειςαγωγι: Θ φφςθ τθσ Γεωμετρίασ 

 

Θ Γεωμετρία είναι ζνα πολφπλοκα ςυνδεδεμζνο δίκτυο εννοιϊν, ςυλλογιςμϊν 

και αναπαραςταςιακϊν ςυςτθμάτων που ςτόχο ζχουν να δομιςουν εννοιολογικά 

και αναλφςουν τα φυςικά και φανταςτικά χωρικά περιβάλλοντα (Battista, 2007). Ο 

γεωμετρικόσ ςυλλογιςμόσ περιλαμβάνει, πάνω απ’ όλα, τθ δθμιουργία και χριςθ 

τυπικϊν εννοιολογικϊν ςυςτθμάτων για να διερευνθκοφν το ςχιμα και ο χϊροσ. 
 

Θ γεωμετρικι ςκζψθ ςυνδζεται άμεςα με τον χωρικό ςυλλογιςμό, δθλαδι τθν 

ικανότθτα να «δει» κανείσ, να διερευνιςει και να αναςτοχαςτεί πάνω ςε χωρικά 

αντικείμενα, νοερζσ εικόνεσ, ςχζςεισ και μεταςχθματιςμοφσ. Επιπλζον,  

περιλαμβάνει τθν ικανότθτα αποκωδικοποίθςθσ των νοθτικϊν αυτϊν διεργαςιϊν 

με οπτικό τρόπο και τθν κωδικοποίθςι τουσ ςε άλλθσ μορφισ νοθτικοφσ 

χειριςμοφσ. Κατ’ επζκταςθ θ ςθμαςία του χωρικοφ ςυλλογιςμοφ δεν είναι μόνο να  

τροφοδοτεί με δεδομζνα τθ γεωμετρικι ςκζψθ, αλλά και να παρζχει όλα τα 

απαραίτθτα γνωςτικά εργαλεία για τθ γεωμετρικι ανάλυςθ. 
 

Πςον αφορά ςτθ δομι τθσ χωρικισ ικανότθτασ οι απόψεισ που ςυναντϊνται ςτθ 

βιβλιογραφία διίςτανται ςχετικά με τθν μονοδιάςτατθ ι μθ οντότθτα του χωρικοφ 

ςυλλογιςμοφ. Ο Γαγάτςθσ (2008) παρουςιάηει τισ απόψεισ μια ςειράσ ερευνθτϊν 

(McGee, Linn & Peterson, Lohmann, Kimura) που ορίηουν τθν ικανότθτα αντίλθψθσ 

των εννοιϊν του χϊρου μζςω μιασ ςειράσ παραγόντων που δίνουν ζμφαςθ ςε 

διαφορετικζσ πτυχζσ τθσ διαδικαςίασ. Ζνασ από τουσ ςθμαντικότερουσ παράγοντεσ 

που εντοπίηεται ςτισ περιςςότερεσ μελζτεσ είναι θ οπτικοποίθςθ των εννοιϊν του 

χϊρου που αναφζρεται ςτθν ικανότθτα αντίλθψθσ και νοεροφ χειριςμοφ των 

γεωμετρικϊν αντικειμζνων.  
 

Οι ερευνθτζσ ςυχνά αναγνωρίηουν δφο είδθ γεωμετρικϊν αντικειμζνων, το 

ςχζδιο (drawing), ςτο οποίο αποδίδουν υλικι οντότθτα, και το ςχιμα (figure), το 

οποίο νοείται ωσ κεωρθτικό αντικείμενο. Ο Battista (2007) αντιλαμβάνεται τα 

γεωμετρικά αντικείμενα ωσ νοθτζσ οντότθτεσ οι οποίεσ εμπλζκονται ςυνειδθτά ι μθ 

ςτο γεωμετρικό ςυλλογιςμό. Αναγνωρίηει δε πζντε είδθ τζτοιων αντικειμζνων που 

ςχετίηονται με τθ γεωμετρικι και χωρικι ςκζψθ: το φυςικό αντικείμενο, το 

αντικείμενο των αιςκιςεων, το αντικείμενο αιςκθτθριακισ αντίλθψθσ (νοθτικι 



~ 9 ~ 

 

εικόνα), το εννοιολογικό αντικείμενο και τον οριςμό τθσ ζννοιασ. Οτιδιποτε δεν 

εμπίπτει ςτα παραπάνω είδθ αποτελεί μια αναπαράςταςθ.  
 

Γίνεται κατανοθτό από τα παραπάνω ότι θ Γεωμετρία είναι άρρθκτα 

ςυνυφαςμζνθ με τον γεωμετρικό ςυλλογιςμό. Στθ βιβλιογραφία ςυναντϊνται 

ποικίλεσ απόψεισ και κεωρίεσ ςχετικά με τθν εξζλιξι του και το ρόλο του ςτθ 

ςχολικι πρακτικι. Στο παρόν κεφάλαιο παρουςιάηεται μια εξελικτικι πορεία των 

κυριότερων κεωριϊν ανάπτυξισ του, ξεκινϊντασ από τα ςτάδια γεωμετρικισ 

κατανόθςθσ του Piaget και ολοκλθρϊνεται με το γνωςτικό μοντζλο του Duval. 

 

 

1.1.2 ΢τάδια Γεωμετρικισ Κατανόθςθσ του Piaget 

 

Ο ψυχολόγοσ και φιλόςοφοσ Jean Piaget,  του οποίου το όνομα ταυτίςτθκε με 

τθν Γενετικι Επιςτθμολογία, υποςτιριξε ότι θ γνωςτικι ανάπτυξθ του ατόμου 

ακολουκεί μια προκακοριςμζνθ πορεία θ οποία χαρακτθρίηεται από τζςςερα 

διαφορετικά ςτάδια: το αιςκθςιοκινθτικό, το προεννοιολογικό, το ςτάδιο των 

ςυγκεκριμζνων λογικϊν ενεργειϊν και το ςτάδιο των  τυπικϊν λογικϊν ενεργειϊν. 

Δεδομζνου ότι  ο όροσ ςτάδιο χρθςιμοποιείται ςτθν αναπτυξιακι ψυχολογία για να 

υποδθλϊςει ποιοτικζσ αλλαγζσ ςτον τρόπο οργάνωςθσ τθσ ςυμπεριφοράσ του 

ατόμου, κάκε ςτάδιο αποτελείται από διαφορετικι δομι γνϊςθσ και 

χαρακτθρίηεται από διαφορετικζσ ςυμπεριφορζσ. 

Θ μελζτθ των J. Piaget και B. Inhelder (1967) προςζγγιςε τθν ανάπτυξθ του 

γεωμετρικοφ ςυλλογιςμοφ και τθσ αποδεικτικισ διαδικαςίασ μζςα από τρία ςτάδια 

γεωμετρικισ κατανόθςθσ που ςυμπίπτουν με τθ βιολογικι ανάπτυξθ των μακθτϊν. 

Σφμφωνα με τον Piaget, θ ικανότθτα καταςκευισ μιασ τυπικισ απόδειξθσ περνά από 

διάφορα ςτάδια, αναπτφςςεται με τθν πάροδο του χρόνου και ςυνδζεται με τα 

ςτάδια γνωςτικισ ανάπτυξθσ (Clements & Battista,1992).   

Τα ςτάδια κατανόθςθσ του Piaget ςυνοψίηονται ωσ εξισ (Piaget & Inhelder, 

1967, Battista & Clements, 1995): 

΢τάδιο1: Στο ςτάδιο αυτό θ ςκζψθ των μακθτϊν θλικίασ 7 ι 8 ετϊν ςτερείται 

αναςτοχαςμοφ, ςυςτθματικότθτασ και λογικισ. Θ ςυλλογι των πλθροφοριϊν που 

διακζτουν επεξεργάηεται ανεξάρτθτα χωρίσ να γίνονται ςυνδζςεισ, θ εξερεφνθςθ 

γίνεται κατά τρόπο τυχαίο χωρίσ ςυγκεκριμζνο πλάνο, ενϊ τα ςυμπεράςματα 

μπορεί ςυχνά να είναι αντιφατικά. Στο τζλοσ του ςταδίου αυτοφ θ ςκζψθ των 

μακθτϊν κατευκφνεται ϊςτε οι ιδζεσ να αρχίςουν να ενςωματϊνονται ςε ζνα πιο 

ενοποιθμζνο πλαίςιο. 
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΢τάδιο2: Στο ςτάδιο αυτό βρίςκονται μακθτζσ των θλικιϊν 7-8 ζωσ 11-12 ετϊν.  Οι 

μακθτζσ αρχίηουν να διατυπϊνουν υποκζςεισ και προςπακοφν να αιτιολογιςουν 

τουσ ςυλλογιςμοφσ τουσ. Ραρόλα αυτά, κάνουν εκτιμιςεισ και αιτιολογοφν λογικά 

μόνο όταν τα επιχειριματά τουσ επαλθκεφονται από όςα τουσ είναι ιδθ γνωςτά 

από τον εμπειρικό κόςμο.  

΢τάδιο3: Στο τελευταίο ςτάδιο, οι μακθτζσ θλικίασ 11-12 ετϊν και άνω 

αντιλαμβάνονται τθν αναγκαιότθτα τθσ λογικισ απόδειξθσ. Είναι ςε κζςθ να 

αναπτφξουν παραγωγικοφσ ςυλλογιςμοφσ βαςιςμζνοι ςτισ υποκζςεισ και κατ’ 

επζκταςθ είναι ικανοί να χειριςτοφν ζνα μακθματικό ςφςτθμα. 

Θ μετάβαςθ από το ζνα ςτάδιο ςτο επόμενο ζχει διαπραγματευτικό χαρακτιρα,  

ςυνδζεται άμεςα με τθν κοινωνικι αλλθλεπίδραςθ και προχποκζτει τθν 

επικοινωνία και τθν επιχειρθματολογία ωσ μζςο για τθν επίτευξθ γνωςιακϊν και 

μακθςιακϊν ςτόχων. Σφμφωνα με τον Piaget «θ απόδειξθ είναι αποτζλεςμα  

αντιπαράκεςθσ»  κακϊσ θ επικοινωνία των ςκζψεων μασ  είναι αυτι που παράγει 

τθν αμφιβολία και ενιςχφει τθν επικυμία για απόδειξθ (Piaget 1924, αναφορά ςτουσ 

Battista & Clements,1995). Συνεπϊσ, θ επαφι μεταξφ των μακθτϊν βοθκά να 

ςυνειδθτοποιιςουν τισ ςκζψεισ τουσ, να κατανοιςουν τουσ οριςμοφσ των εννοιϊν 

που χρθςιμοποιοφν και να αποκτιςουν τθν ικανότθτα ενδοςκόπθςθσ των νοθτικϊν 

τουσ διεργαςιϊν με απϊτερο ςτόχο τθν καταςκευι μιασ ακολουκίασ λογικϊν 

επιχειρθμάτων χωρίσ αςυνζπειεσ. 

Θ κεωρία του Piaget περιγράφει τον τρόπο που θ ςκζψθ γενικότερα εξελίςςεται 

από μθ ςυςτθματικι ςε εμπειρικι και τζλοσ ςε λογικι-παραγωγικι. Ειδικότερα, θ 

κεωρία των Van Hieles αςχολείται με τθν ανάπτυξθ τθσ γεωμετρικισ ςκζψθσ 

διαμζςου διαφόρων επιπζδων νόθςθσ υπό τθν επίδραςθ του αναλυτικοφ 

προγράμματοσ ςπουδϊν. 

 

1.1.3 Μοντζλο των Επιπζδων Γεωμετρικισ ΢κζψθσ των Van Hieles  

 

Το μοντζλο τθσ Γεωμετρικισ Σκζψθσ των Van Hieles αποτελεί ζνα πλαίςιο 

περιγραφισ τθσ εξζλιξθσ τθσ γεωμετρικισ ςκζψθσ και ειδικότερα τθσ παραγωγισ 

γεωμετρικϊν εννοιϊν και μακθματικϊν ςυμπεραςμάτων μζςα από τθν προςζγγιςθ 

πζντε βαςικϊν επιπζδων ςκζψθσ από τα οποία διζρχονται οι μακθτζσ κατά τθ 

πορεία τουσ από τθν απλι αναγνϊριςθ του ςχιματοσ μζχρι τθν ικανότθτα ςφνκεςθσ 

μιασ τυπικισ γεωμετρικισ απόδειξθσ  (Van Hiele, 1986). Σφμφωνα με τθ κεωρία Van 

Hiele θ μάκθςθ αντιμετωπίηεται ωσ μια αςυνεχισ διαδικαςία που χαρακτθρίηεται 

από ποιοτικϊσ διαφορετικά επίπεδα ςκζψθσ, τα οποία ακολουκοφν ςυγκεκριμζνθ 

ςειρά και είναι αυςτθρά ιεραρχθμζνα (Battista, 2007). Κατά τον Usiskin (1982) θ 
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κεωρία ςυνοψίηεται ςε τρεισ βαςικζσ πτυχζσ: τθν φπαρξθ των πζντε διακριτϊν 

επιπζδων ςκζψθσ, τισ ιδιότθτεσ κάκε επιπζδου και τισ ςυνκικεσ μετάβαςθσ από 

κάκε επίπεδο ςτο αμζςωσ επόμενο.  

Τα πζντε επίπεδα γεωμετρικοφ ςυλλογιςμοφ κατά Van Hiele, που μποροφν να 

φτάςουν ζωσ και τα οκτϊ διακριτά επίπεδα ςφμφωνα με άλλουσ μελετθτζσ, 

περιγράφονται ωσ εξισ (Clements & Battista,1992 , Γαγάτςθσ, 2008): 

-Επίπεδο 0 (Επίπεδο προ-Αναγνϊριςησ/ Pre-recognition): Οι Clements & Battista 

(1992) πρότειναν τθν φπαρξθ του «προ-αναγνωριςτικοφ» επιπζδου 0, το οποίο 

προθγείται του Οπτικοφ Επιπζδου 1.  Στο επίπεδο αυτό οι μακθτζσ αναγνωρίηουν 

μόνο ζνα υποςφνολο των οπτικϊν χαρακτθριςτικϊν ενόσ ςχιματοσ και αδυνατοφν 

να αναγνωρίςουν τα κοινά ςχιματα. 

-Επίπεδο 1 (Οπτικό Επίπεδο ή Επίπεδο Ολικήσ Ανάλυςησ/ Visual): Οι μακθτζσ 

αντιλαμβάνονται τα ςχιματα ωσ ενιαίεσ ολότθτεσ και δεν αποδίδουν ςε αυτά 

γεωμετρικζσ ιδιότθτεσ. Θ αναγνϊριςι των γεωμετρικϊν μορφϊν γίνεται οπτικά 

ςυνεπϊσ θ αναπαράςταςι τουσ είναι νοθτικι με τθ μορφι οπτικϊν εικόνων. Στο 

επίπεδο αυτό κυριαρχεί θ αντίλθψθ και όχι ο ςυλλογιςμόσ. 

-Επίπεδο 2 (Περιγραφικό ή Αναλυτικό Επίπεδο/ Descriptive-Analytic): Οι μακθτζσ 

αντιλαμβάνονται τα ςχιματα ωσ ςφνολο ιδιοτιτων. Είναι ςε κζςει πλζον να 

ανακαλφψουν, να περιγράψουν και να ονομάςουν τισ ιδιότθτεσ των γεωμετρικϊν 

ςχθμάτων, όχι όμωσ να τισ ορίςουν τυπικά ι να διακρίνουν τισ ςχζςεισ ανάμεςά 

τουσ. Κακοριςτικό εργαλείο ςτο επίπεδο αυτό αποτελεί θ γλϊςςα που 

χρθςιμοποιείται. 

-Επίπεδο 3 (Άτυπο Παραγωγικό Επίπεδο/ Abstract-Relational): Οι μακθτζσ 

διατάςςουν λογικά τα ςχιματα και τισ ιδιότθτζσ τουσ, αντιλαμβάνονται τον ρόλο 

του οριςμοφ, διακρίνουν τισ επαρκείσ και αναγκαίεσ ςυνκικεσ που απαιτοφνται για 

μια ζννοια και προβάλλουν άτυπα επιχειριματα προσ αιτιολόγθςθ του 

ςυλλογιςμοφ τουσ. Είναι ςε κζςθ να αναπτφξουν απλζσ παραγωγικζσ ςυλλογιςτικζσ 

διαδικαςίεσ, αλλά όχι να κατανοιςουν ι να ςυνκζςουν μια τυπικι απόδειξθ. 

-Επίπεδο 4 (Συπικό Αξιωματικό Επίπεδο/ Formal deduction):   Οι μακθτζσ 

αντιλαμβάνονται τθν παραγωγικι διαδικαςία ωσ ζνα μζςο καταςκευισ και 

ανάπτυξθσ τθσ γεωμετρικισ κεωρίασ ςτα πλαίςια ενόσ ςυςτιματοσ αξιωμάτων. Στο 

επίπεδο αυτό κατανοοφν τθ ςθμαςία τθσ αφαίρεςθσ, το ρόλο των οριςμϊν, των 

αξιωμάτων και των κεωρθμάτων και ωσ εκ τοφτου είναι ικανοί να αναπαράγουν και 

να ςυνκζςουν τυπικζσ γεωμετρικζσ αποδείξεισ. Αξίηει να ςθμειωκεί ότι ςτο 

Αναλυτικό Ρρόγραμμα Σπουδϊν θ ουςιαςτικι μελζτθ τθσ Ευκλείδειασ Γεωμετρίασ 

που ξεκινά ςτθν Α’ τάξθ του Λυκείου προχποκζτει και απαιτεί το ςυγκεκριμζνο 

επίπεδο γεωμετρικισ ςκζψθσ. 
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-Επίπεδο 5 (Αυςτηρό/ Rigor-mathematical): Οι μακθτζσ αναγνωρίηουν τθν ανάγκθ 

για αυςτθρότθτα και πραγματοποιοφν αφαιρετικοφσ παραγωγικοφσ ςυλλογιςμοφσ. 

Στο επίπεδο αυτό είναι ςε κζςει να κατανοιςουν τισ μθ-Ευκλείδειεσ Γεωμετρίεσ, να 

εργαςτοφν ςε διάφορα αξιωματικά επίπεδα και να τα ςυγκρίνουν. 

Ραράλλθλα με τθν φπαρξθ των επιπζδων, κυρίαρχο ρόλο ςτθ κεωρία των Van 

Hieles κατζχουν και οι ιδιότθτεσ τουσ (Usiskin, 1982).  Συγκεκριμζνα, τα επίπεδα 

κατανόθςθσ ενόσ γεωμετρικοφ κεωριματοσ είναι εκ φφςεωσ επαγωγικά. Ωσ εκ 

τοφτου ζνασ μακθτισ διζρχεται μζςα από διάφορα επίπεδα ςυλλογιςμοφ και για να 

προωκθκεί ςε ζνα ανϊτερο επίπεδο ςκζψθσ  πρζπει απαραιτιτωσ να ζχει περάςει 

από το προθγοφμενο (ςταθερή αλληλουχία/fixed sequence), ενϊ παράλλθλα οι 

ιδζεσ και ζννοιεσ που ειςάγονται και βρίςκονται ςε λανκάνουςα κατάςταςθ ςε κάκε 

επίπεδο ςυλλογιςμοφ κατανοοφνται πλιρωσ ςτο αμζςωσ επόμενο επίπεδο 

(διαδοχικότητα/ adjacency).  Επιπλζον, κάκε επίπεδο χαρακτθρίηεται από δικά του 

γλωςςικά ςφμβολα και δίκτυα ςχζςεων (διάκριςη/ distinction) κατ’ επζκταςθ άτομα 

που παράγουν ςυλλογιςμοφσ ςε διαφορετικά επίπεδα είναι δφςκολο να 

αλλθλοκατανοθκοφν (διαχωριςμόσ/separation). 

Το πζραςμα από όλα τα επίπεδα κατά τρόπο διαδοχικό είναι υποχρεωτικό ενϊ 

θ επίτευξι του απαιτεί χρόνο και εμπειρία για τθν ανάπτυξθ του κατάλλθλου 

λεξιλογίου και των απαιτοφμενων ειδϊν ςυλλογιςμοφ. Οι  Van Hieles (1986) 

διατείνονται πωσ θ δυςκολία που αντιμετωπίηουν οι μακθτζσ ςτθν εκμάκθςθ και 

ιδιαιτζρωσ ςτθν αποδεικτικι διαδικαςία τθσ Ευκλείδειασ Γεωμετρίασ ζγκειται ςτο 

γεγονόσ ότι βρίςκονται ςε επίπεδο κατϊτερο από αυτό ςτο οποίο διδάςκονται ι  το 

οποίο απαιτείται από το πρόγραμμα ςπουδϊν, ιςχυριςμόσ που επιβεβαιϊνεται και 

από τθν ζρευνα τθσ Senk (1989).  Συνεπϊσ, ςε αντίκεςθ με τον Piaget, βαςικι 

πεποίκθςθ τουσ είναι ότι θ μετάβαςθ από το ζνα επίπεδο ςτο άλλο δεν είναι μια 

φυςικι διαδικαςία, αλλά αποτζλεςμα  κατάλλθλθσ διδακτικισ προςζγγιςθσ και 

μεκοδολογίασ κακϊσ θ αποτυχία των μακθτϊν αποδίδεται ςτθν ζλλειψθ τθσ 

απαραίτθτθσ γεωμετρικισ εμπειρίασ. Για τον λόγο αυτό ο Usiskin (1982) 

ςυγκαταλζγει τθ μακθςιακι διαδικαςία που οδθγεί ςτθν πλιρθ κατανόθςθ 

(επίτευξη/ attainment) ανάμεςα ςτισ χαρακτθριςτικζσ ιδιότθτεσ των επιπζδων.  

Το κεωρθτικό μοντζλο μακθςιακισ διαδικαςίασ του P.M. Van Hiele (1959) που 

οδθγεί  ςτθν πλιρθ κατανόθςθ ςτο επόμενο ανϊτερο επίπεδο ζχει πζντε φάςεισ 

κατά προςζγγιςθ, όχι όμωσ με αυςτθρι ακολουκία (Usiskin 1982, Mason, 2009): 

-Στθ φάςη τησ διερεφνηςησ (inquiry) οι μακθτζσ εμπλζκονται ςε διάλογο ςχετικά με 

τθ δραςτθριότθτα και το αντικείμενο μελζτθσ. Ο κακθγθτισ ζχει τθ δυνατότθτα να 

ελζγξει τισ υπάρχουςεσ γνϊςεισ, ενϊ παράλλθλα τίκενται ερωτιματα και ειςάγεται 

το κατάλλθλο λεξιλόγιο με ςτόχο τθν εξοικείωςι τουσ με το γεωμετρικό 

αντικείμενο. 
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-Στθ φάςη  του κατευθυνόμενου προςανατολιςμοφ (directed orientation) οι 

μακθτζσ ζρχονται ςε επαφι και εξερευνοφν το αντικείμενο μελζτθσ μζςα από 

προςεκτικά επιλεγμζνεσ και δομθμζνεσ δραςτθριότθτεσ  οι οποίεσ κα τουσ 

οδθγιςουν βακμιαία ςτθν ανακάλυψθ δομϊν και εννοιϊν. 

-Στθν τρίτθ φάςη τησ ζκφραςησ- επεξήγηςησ (explanation) ο ρόλοσ του 

εκπαιδευτικοφ περιορίηεται ςτθν ειςαγωγι τθσ κατάλλθλθσ τεχνικισ ορολογίασ ενϊ 

οι μακθτζσ περιγράφουν τα όςα ζχουν ιδθ διαπιςτϊςει, ανταλλάςουν απόψεισ και 

αναπτφςςουν περιςςότερο ακριβι γλωςςικά μζςα για να τισ επεξθγιςουν. 

-Θ τζταρτθ φάςη τησ ελεφθερησ διερεφνηςησ (free orientation) απαιτεί από τουσ 

μακθτζσ να επεξεργαςτοφν δραςτθριότθτεσ ελεφκερα, να χρθςιμοποιιςουν τισ 

δθμιουργικζσ τουσ δυνατότθτεσ και να λάβουν αποφάςεισ κακϊσ καλοφνται να 

αντιμετωπίςουν ςφνκετεσ δραςτθριότθτεσ, με ανοικτοφσ ςτόχουσ και εναλλακτικζσ 

λφςεισ. 

-Τζλοσ, ςτθ φάςη τησ ολοκλήρωςησ (integration) θ νεοαποκτθκείςα γνϊςθ 

ανακεφαλαιϊνεται και ενςωματϊνεται ςτο υπάρχον ςφνολο γνϊςεων και 

ικανοτιτων, δθμιουργϊντασ ζνα νζο πλζγμα ςχζςεων. 

Θ φιλοδοξία των Van Hieles ιταν να προςφζρουν ζνα γενικό πλαίςιο μζςα ςτο 

οποίο να γίνεται κατανοθτι θ ποικιλία των διαφορετικϊν τρόπων ςκζψθσ των 

μακθτϊν, θ εφαρμογι του οποίου να αυξιςει τθν αποτελεςματικότθτα τόςο τθσ 

διδαςκαλίασ όςο και των αναλυτικϊν προγραμμάτων γενικότερα. Ραρόλα αυτά το 

μοντζλο Van Hiele πολφ ςφντομα αποτζλεςε  αντικείμενο ζντονθσ κριτικισ εξαιτίασ 

τθσ αυςτθρότθτάσ του και ανζγειρε ερωτιματα ςχετικά με τθν ακριβι φφςθ, τον 

αρικμό των επιπζδων και το κατά πόςο θ διακριτότθτά τουσ κεωρείται δεδομζνθ.  

Το βαςικότερο  επιχείρθμα είναι ότι θ πρόοδοσ των μακθτϊν δεν φαίνεται να 

παρουςιάηει άλματα από το ζνα διακριτό επίπεδο ςτο άλλο, αλλά αντικζτωσ 

λαμβάνει χϊρα με μικρά προοδευτικά βιματα (Battista, 2007).  Ζρευνεσ, μάλιςτα, 

ζχουν δείξει ότι οι μακθτζσ μποροφν να αναπτφςςουν παράλλθλα διαφορετικά 

επίπεδα γεωμετρικοφ ςυλλογιςμοφ (Battista, 2001, Lehrer et al, 1998). Επιπλζον, θ 

ζρευνα των Gutierrez & Jaime (1998) ανζδειξε ότι οι μακθτζσ μποροφν να ζχουν 

διαφορετικό βακμό κατοχισ κάκε επιπζδου, που κυμαίνεται από χαμθλισ μζχρι 

πλιρθσ κατανόθςθσ,  γεγονόσ που αποτελεί εμπόδιο τόςο ςτθ μακθςιακι όςο και 

τθν αποδεικτικι διαδικαςία.  Στθ ςχολικι πραγματικότθτα, θ διάςταςθ των 

επιπζδων γεωμετρικισ ςκζψθσ μεταξφ του διδάςκοντα και των μακθτϊν, που ζχει 

επιςθμανκεί και από τουσ Van Hieles, ςυχνά αποτελεί τροχοπζδθ για τθν πλιρθ 

κατοχι ενόσ χαμθλότερου επιπζδου κακϊσ απαιτείται από αυτοφσ να απαντοφν ςε 

ζνα υψθλότερο επίπεδο ςκζψθσ χωρίσ τθν κατάλλθλθ γεωμετρικι εμπειρία 

προεξοφλϊντασ τθν «ςυρρίκνωςθ του επιπζδου».  
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1.1.4 Επίπεδα Γεωμετρικοφ ΢υλλογιςμοφ κατά Battista 

 

Ο Battista (2007) επεξεργάςτθκε τα επίπεδα Van Hiele και πρότεινε ζνα 

εναλλακτικό πλαίςιο μζςα ςτο οποίο να εντοπίηεται προςεκτικά θ πρόοδοσ των 

μακθτϊν κατά τθ μετάβαςι τουσ από τισ άτυπεσ διαιςκθτικζσ ζννοιεσ των επίπεδων 

ςχθμάτων μζχρι το τυπικό εννοιολογικό ςφςτθμα, βαςιςμζνο ςε ιδιότθτεσ, που 

χρθςιμοποιείται από τουσ μακθματικοφσ. Θ επεξεργαςία αυτι διευρφνει ςθμαντικά 

τα επίπεδα των Van Hieles ςε δφο περιοχζσ, τθν ανάπτυξθ τθσ γεωμετρικισ ςκζψθσ 

βαςιςμζνθσ ςε ιδιότθτεσ των ςχθμάτων και τθσ εξαγωγισ ςυμπεραςμάτων που 

ςχετίηονται με τισ ιδιότθτεσ αυτζσ. 

Αναλυτικότερα, τα επίπεδα του Γεωμετρικοφ Συλλογιςμοφ και τα επιμζρουσ 

ςτάδια  αυτϊν παρουςιάηονται ωσ εξισ (Battista 2007, Borrow 2000): 

-Επίπεδο1  Εικονικόσ-Ολιςτικόσ ΢υλλογιςμόσ (Visual-Holistic Reasoning): Οι 

μακθτζσ αναγνωρίηουν, περιγράφουν και αιτιολογοφν ςχετικά με τα ςχιματα και 

γενικότερα τα γεωμετρικά αντικείμενα, βαςιςμζνοι ςτθν εικόνα τουσ, 

αντιμετωπίηοντασ τα ωσ οπτικζσ ολότθτεσ. Συχνά αναφζρονται ςε πρωτοτυπικζσ 

μορφζσ (ιςχυρίηονται ότι ζνα ςχιμα είναι παραλλθλόγραμμο  επειδι “μοιάηει με 

πόρτα”) ι επθρεάηονται από τον προςανατολιςμό των ςχθμάτων (αναγνωρίηουν το 

τετράγωνο μόνο όταν οι πλευρζσ του είναι κάκετεσ και οριηόντιεσ). Διακρίνονται δε 

δφο ςτάδια τζτοιου ςυλλογιςμοφ τα: 

 1.1 ΢τάδιο Αναγνϊριςησ (Pre-Recognition) κατά το οποίο οι μακθτζσ 

αδυνατοφν να διακρίνουν κοινά ςχιματα. 

 1.2 ΢τάδιο Αναγνϊριςησ (Recognition) κατά το οποίο αναγνωρίηουν ςωςτά 

πολλά κοινά ςχιματα. 

-Επίπεδο2 Αναλυτικόσ-΢υςτατικόσ ΢υλλογιςμόσ (Analytic-Componential Reasoning): 

Οι μακθτζσ προςεγγίηουν, αντιλαμβάνονται και προςδιορίηουν τα ςχιματα 

περιγράφοντασ τα επιμζρουσ ςτοιχεία τουσ και τισ χωρικζσ ςχζςεισ μεταξφ αυτϊν. Θ 

ανάλυςθ αυτι, ωςτόςο, ποικίλει ςε εμβάκυνςθ, ξεκινϊντασ από τθν άτυπθ και 

ανακριβι ανάλυςθ του ςταδίου 2.1 και καταλιγει ςτθν τυπικι γεωμετρικι ανάλυςθ 

του ςταδίου 2.3, το οποίο αντιςτοιχεί ςτο επίπεδο2 του μοντζλου Van Hiele. Τα 

επιμζρουσ ςτάδια του ςυλλογιςμοφ αυτοφ είναι τα εξισ: 

 2.1 ΢τάδιο Οπτικοφ ΢υςτατικοφ ΢υλλογιςμοφ (Visual-informal componential 

reasoning) κατά το οποίο οι μακθτζσ αναφζρονται ςτα ςυςτατικά και τισ ιδιότθτεσ 

των ςχθμάτων άτυπα και εικονικά. Οι περιγραφζσ τουσ, τόςο για τα ςυςτατικά των 

ςχθμάτων     (ςυχνά μετροφν τον αρικμό των πλευρϊν ι των γωνιϊν) όςο και για τισ 

μεταξφ τουσ χωρικζσ ςχζςεισ (για παράδειγμα ιςχυρίηονται ότι οι γωνίεσ πρζπει να 

είναι “τετράγωνεσ”), περιλαμβάνουν ςχεδόν αποκλειςτικά  λεξιλόγιο που ςχετίηεται 

με τισ εμπειρίεσ τουσ από τον φυςικό κόςμο  και ποικίλει όςον αφορά ςτθν 

ακρίβεια, τθν ςυνοχι και τθν ςυνζπεια. 
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 2.2 ΢τάδιο Άτυπου και μη επαρκή Συπικοφ ΢υςτατικοφ ΢υλλογιςμοφ 

(Informal and insufficient-formal componential reasoning) κατά το οποίο οι μακθτζσ 

χρθςιμοποιοφν ζνα ςυνδυαςμό άτυπων και τυπικϊν χαρακτθριςμϊν για να 

περιγράψουν τισ ιδιότθτεσ των ςχθμάτων. Στουσ τυπικοφσ ςυλλογιςμοφσ τουσ 

χρθςιμοποιοφν γεωμετρικζσ ζννοιεσ και όρουσ που ζχουν διδαχκεί, ωςτόςο ςτο 

ςτάδιο αυτό δεν επαρκοφν για τον πλιρθ προςδιοριςμό ενόσ ςχιματοσ. Για 

παράδειγμα, μποροφν να ιςχυριςτοφν ότι ζνα ορκογϊνιο παραλλθλόγραμμο ζχει τισ 

“απζναντι πλευρζσ του ίςεσ” (λογικόσ ιςχυριςμόσ) και τισ “γωνίεσ του τετράγωνεσ” 

(άτυποσ ςυλλογιςμόσ). Αν και ςυχνά ανακαλοφν ιδιότθτεσ από κλάςεισ ςχθμάτων, ο 

ςυλλογιςμόσ τουσ εξακολουκεί να βαςίηεται ςε οπτικά δεδομζνα και πολλζσ από τισ 

περιγραφζσ τουσ είναι αποτζλεςμα απλισ παρατιρθςθσ των ςχθμάτων. 

 2.3 ΢τάδιο Συπικοφ ΢υλλογιςμοφ βαςιςμζνου ςε Ιδιότητεσ (Sufficient formal 

property-based reasoning) κατά το οποίο οι μακθτζσ χρθςιμοποιοφν αποκλειςτικά 

γεωμετρικζσ ζννοιεσ και ορολογία για να περιγράψουν και να δομιςουν 

εννοιολογικά  τα ςχιματα μζςα από ζνα ςφνολο ιδιοτιτων. Για παράδειγμα, ςτο 

ςτάδιο αυτό ο όροσ «ορκογϊνιο παραλλθλόγραμμο» αναφζρεται ςε μία κλάςθ 

ςχθμάτων θ οποία περιζχει όλεσ τισ κοινζσ ιδιότθτεσ που οι μακθτζσ ζχει ςυνδζςει 

με το ςφνολο των ορκογωνίων. Ωςτόςο,  αυτό το ςφνολο των ιδιοτιτων αποτελεί 

ςτο ςθμείο αυτό μία λίςτα από όλα τα οπτικά χαρακτθριςτικά που ζχουν ςυνδεκεί 

με ζνα ςυγκεκριμζνο τφπο ςχιματοσ, αςυςχζτιςτων τόςο μεταξφ τουσ όςο και με τισ 

υποκλάςεισ τουσ, αν και ορκϊσ διατυπωμζνων γεωμετρικά.  

-Επίπεδο3 ΢χεςιακόσ-΢υμπεραςματικόσ ΢υλλογιςμόσ βαςιςμζνοσ ςε Ιδιότητεσ 

(Relational-Inferential Property-Based Reasoning): Οι μακθτζσ ςτο επίπεδο αυτό 

κάνουν ςυςχετιςμοφσ και εξάγουν ςυμπεράςματα αναφορικά με τισ γεωμετρικζσ 

ιδιότθτεσ των ςχθμάτων, ιςχυριηόμενοι για παράδειγμα ότι “αν ζνα ςχιμα ζχει τθν 

ιδιότθτα Χ, ζχει επίςθσ και τθν ιδιότθτα Υ”. Δθμιουργοφν ομάδεσ ιδιοτιτων, 

εξειδικεφουν τα ςχιματα χωρίσ απαραίτθτα να ονομάηουν όλεσ τουσ τισ ιδιότθτεσ, 

διαμορφϊνουν ςτοιχειϊδθσ οριςμοφσ και διακρίνουν ανάμεςα ςε ικανζσ και 

αναγκαίεσ ςυνκικεσ. Σε αντίκεςθ με το προθγοφμενο επίπεδο που οι μακθτζσ 

χρθςιμοποιοφν τισ γεωμετρικζσ ιδιότθτεσ, ςτο επίπεδο3 καλοφνται να 

επεξεργαςτοφν και να χειριςτοφν τισ ιδιότθτεσ αυτζσ. Ο ςυλλογιςμόσ αυτόσ 

διακρίνεται ςτα ακόλουκα ςτάδια: 

 3.1 ΢τάδιο Εμπειρικϊν ΢χζςεων (Empirical relations) κατά το οποίο οι 

μακθτζσ χρθςιμοποιοφν εμπειρικά δεδομζνα για να ςυμπεράνουν ότι αν ζνα ςχιμα 

ζχει τθν ιδιότθτα Χ, τότε ζχει και τθν ιδιότθτα Υ. 

 3.2 ΢τάδιο  Ανάλυςησ των ΢υςτατικϊν (Componential Analysis) κατά το 

οποίο οι μακθτζσ αναλφουν κάκε ςχιμα ςε επιμζρουσ ςυςτατικά, είτε ςχεδιάηοντασ 

τα είτε καταςκευάηοντάσ τα νοθτά, ϊςτε να ςυμπεράνουν πωσ όταν ζνα ςχιμα ζχει 

μια ιδιότθτα Χ, τότε και θ ιδιότθτα Υ πρζπει να ιςχφει. Για παράδειγμα, οι μακθτζσ 

ςυμπεραίνουν πωσ αν ζνα τετράπλευρο ζχει όλεσ του τισ γωνίεσ ορκζσ τότε πρζπει 
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οι απζναντι πλευρζσ του να είναι ίςεσ ςχεδιάηοντασ ζνα ηεφγοσ άνιςων πλευρϊν και 

παρατθρϊντασ οπτικά ότι οι γωνίεσ που ςχθματίηονται δεν είναι ορκζσ. 

 3.3 ΢τάδιο των Λογικϊν ΢υνεπαγωγϊν (Logical Inference) κατά το οποίο οι 

μακθτζσ πραγματοποιοφν λογικζσ ςυνεπαγωγζσ βαςιηόμενοι ςε ιδιότθτεσ ςχθμάτων 

και όχι πλζον ςε εικόνεσ. Για παράδειγμα, μπορεί κάποιοσ να ιςχυριςτεί ότι επειδι 

ζνα τετράγωνο ζχει όλεσ τισ πλευρζσ ίςεσ τότε οι απζναντι πλευρζσ είναι ίςεσ. Στο 

ςτάδιο αυτό αρχίηουν να διατυπϊνουν ιςχυριςμοφσ απαραίτθτουσ για τθν 

ιεραρχικι ταξινόμθςθ των ςχθμάτων, όχι όμωσ ςε επίπεδο ικανοποιθτικό για να 

αναδομιςουν τα εννοιολογικά δίκτυα που αφοροφν ςτα ςχιματα. Ραρόλα αυτά, θ 

επιχειρθματολογία των μακθτϊν χαρακτθρίηεται “τοπικά λογικι” κακϊσ ο 

παραγωγικόσ τουσ ςυλλογιςμόσ βαςίηεται ςε προτάςεισ που ζχουν προθγουμζνωσ 

γίνει αποδεκτζσ βάςθ εμπειρίασ, διαίςκθςθσ ι αυκεντίασ.  

 3.4 ΢τάδιο Ιεραρχικϊν Σαξινομήςεων βαςιςμζνων ςε λογικζσ ςυνεπαγωγζσ 

(Hierarchical shape classification based on logical inference) κατά το οποίο οι 

μακθτζσ αναδομοφν και αναγνωρίηουν τθ λογικι ιεραρχία ςτθν ταξινόμθςθ των 

ςχθμάτων και προβάλλουν λογικά επιχειριματα για να δικαιολογιςουν τθν 

ιεράρχθςθ αυτι. Γίνεται πλζον ςαφζσ όχι μόνο γιατί το τετράγωνο είναι ζνα 

ορκογϊνιο παραλλθλόγραμμο, αλλά και το ότι είναι ζνα απαραίτθτο μζροσ τθσ 

επιχειρθματολογίασ. Θ νζα αυτι γνϊςθ δεν πθγάηει αποκλειςτικά από εμπειρικά 

και διαιςκθτικά δεδομζνα, προκφπτει μζςα από παραγωγικό ςυλλογιςμό. 

-Επίπεδο4 Συπική Παραγωγική Απόδειξη (Formal Deductive Proof): Οι μακθτζσ 

κατανοοφν και καταςκευάηουν τυπικζσ γεωμετρικζσ αποδείξεισ. Στο πλαίςιο ενόσ 

αξιωματικοφ ςυςτιματοσ, παράγουν μια ακολουκία επιχειρθμάτων που 

αιτιολογοφν λογικά ζνα ςυμπζραςμα ωσ ςυνζπεια των δεδομζνων. Επιπλζον 

αναγνωρίηουν διαφορζσ μεταξφ εννοιϊν, οριςμϊν , αξιωμάτων και κεωρθμάτων. 

 

1.1.5 Μοντζλο Γεωμετρίασ των Houdement & Kuzniak 

 

Σφμφωνα με τουσ Houdement & Kuzniak (2003) θ προςζγγιςθ των Van Hieles,  

βαςιςμζνθ ςτθν ανάπτυξθ τθσ κατανόθςθσ του ςχιματοσ και τθν επεξεργαςία τουσ, 

είναι ωσ ζνα βακμό ορκι, ωςτόςο αυςτθρά γραμμικι και ανεπαρκισ για να 

ερμθνεφςει τα εμπόδια που αντιμετωπίηουν οι μακθτζσ κατά τθν εκμάκθςθ τθσ 

Γεωμετρίασ. Οι ίδιοι ανζπτυξαν ζνα κεωρθτικό πλαίςιο που ςτθρίηεται ςε μια 

επιςτθμολογικι προςζγγιςθ τθσ γεωμετρίασ,  βαςιςμζνθ ςτθ μελζτθ τόςο τθσ 

φιλοςοφίασ όςο και των  μακθματικϊν και διδακτικϊν κειμζνων, ενϊ επιςθμαίνουν 

πωσ θ μελζτθ τουσ εκτόσ από κεωρθτικζσ ζχει και εμπειρικζσ προεκτάςεισ από τθ 

μακρόχρονθ ζρευνά τουσ πάνω ςτθ διδαςκαλία τθσ γεωμετρίασ και τθν κατάρτιςθ 

των εκπαιδευτικϊν. 
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Οι Houdement & Kuzniak (2003) προτείνουν ότι θ ςτοιχειϊδθσ γεωμετρία 

μπορεί να διακρικεί ςε τρία διαφορετικά παραδείγματα γεωμετρίασ ωσ εξισ:  

-ΓεωμετρίαI (Εμπειρική Γεωμετρία / Natural Geometry): Συνδζεται άμεςα με τθ 

διαίςκθςθ και τον πραγματικό φυςικό κόςμο. Θ διαίςκθςθ ςυχνά ταυτίηεται με τθν 

άμεςθ αντίλθψθ και το βαςιςμζνο ςε πραγματικά εργαλεία πείραμα, όπωσ ο 

χάρακασ κακϊσ τα αντικείμενα τθσ Γεωμετρίασ αυτισ είναι υλικά αντικείμενα.  

-ΓεωμετρίαII (Εμπειρική Αξιωματική Γεωμετρία / Natural Axiomatic Geometry): 

Βαςίηεται ςτουσ υποκετικοφσ παραγωγικοφσ νόμουσ που διζπουν το αξιωματικό 

ςφςτθμα τθσ, το οποίο ωςτόςο δεν είναι ολοκλθρωμζνο κακϊσ προκφπτει από ζνα 

ςφνολο οριςμϊν και αξιωμάτων όςο το δυνατόν πλθςιζςτερο ςτον χϊρο των 

αιςκιςεων. Τα αντικείμενα τθσ Γεωμετρίασ αυτισ είναι κεωρθτικά κακϊσ 

απορρζουν από αξιϊματα και οριςμοφσ. 

-ΓεωμετρίαIII (Συπική Αξιωματική Γεωμετρία / Formalist Axiomatic Geometry): Το 

αξιωματικό τθσ ςφςτθμα δεν ςχετίηεται πλζον με τον πραγματικό κόςμο και δεν 

ςτθρίηεται με οποιοδιποτε τρόπο ςτισ αιςκιςεισ. Το είδοσ τθσ ςυλλογιςτικισ είναι 

όμοιο με αυτό τθσ Γεωμετρίασ ΛΛ αλλά το ςφςτθμα των αξιωμάτων είναι πλιρεσ και 

ανεξάρτθτο από ενδεχόμενεσ εφαρμογζσ ςτον πραγματικό κόςμο. Το μοναδικό 

κριτιριο τθσ Γεωμετρίασ αυτισ είναι θ ςυνζπεια (απουςία αντιφάςεων). 

Ο παρακάτω πίνακασ προςφζρει μια δυναμικι αντιςτοιχία τθσ κεωρίασ των Van 

Hieles με τθν προςζγγιςθ των Houdement & Kuzniak. 

 
(Ρίνακασ 1.1: Αντιςτοιχία τθσ κεωρίασ των Επιπζδων Van Hiele με το μοντζλο Γεωμετρίασ των 

Houdement & Kuzniak ) 

Θ ΓεωμετρίαΛ αντιςτοιχίηεται ςτα τρία πρϊτα επίπεδα Van Hiele που 

περιλαμβάνουν τθ διαίςκθςθ, το πείραμα και τον ςυλλογιςμό πάνω ςε υλικά 

αντικείμενα, δθλαδι αντικείμενα ιδωμζνα κάτω από φυςικοφσ περιοριςμοφσ. Θ 

Γεωμετρία ΛΛ περιλαμβάνει το τυπικό αξιωματικό επίπεδο, παραμζνει ωςτόςο ςτο 
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ςτάδιο τθσ μετάβαςθσ κακϊσ θ ςφνδεςι τθσ με τον φυςικό κόςμο εξακολουκεί να 

είναι ςθμαντικι. Τζλοσ, θ ΓεωμετρίαΛΛΛ  αποτελεί το αυςτθρότερο επίπεδο 

απαλλαγμζνο από τθ ςφνδεςι του με τθ διαίςκθςθ. Γίνεται, λοιπόν, ςαφζσ ότι το 

πζραςμα από τθ μία Γεωμετρία ςτθν άλλθ είναι μία περίπλοκθ διαδικαςία και 

απαιτεί αλλαγι κεωρίασ κακϊσ οι δφο μεταβάςεισ είναι διαφορετικισ φφςθσ. Θ 

πρϊτθ αφορά τθ φφςθ των αντικειμζνων και του χϊρου, ενϊ αντικζτωσ θ τελευταία 

ζχει περιςςότερο επιςτθμολογικό χαρακτιρα. 

Θ προςζγγιςθ των Houdement & Kuzniak παρουςιάηει μια κοινι ςυλλογιςτικι με 

το πλαίςιο που προτάκθκε για τθ διδαςκαλία και εκμάκθςθ τθσ Γεωμετρίασ από τθν 

Μακθματικι Ζνωςθ του Θνωμζνου Βαςιλείου (1923) και ςυνοψίηεται περιλθπτικά 

ςε τρία ςτάδια. Το Στάδιο Α είναι διαιςκθτικό και κυριαρχεί θ πειραματικι εργαςία, 

ςτο Στάδιο Β ειςάγεται ο παραγωγικόσ ςυλλογιςμόσ αλλά θ διαίςκθςθ είναι αυτι 

που εξακολουκεί να γεφυρϊνει τα λογικά χάςματα και τζλοσ, ςτο Στάδιο Γ 

κυριαρχεί θ ακρίβεια και αυςτθρότθτα (Jones, 1998). Επομζνωσ, και υπό αυτι τθ 

κεωρθτικι προςζγγιςθ υποςτθρίηεται θ άποψθ των Van Hieles πωσ θ  αρχικι 

εναςχόλθςθ με τθ Γεωμετρία πρζπει να γίνεται με τρόπο διαιςκθτικό και 

διερευνθτικό κζτοντασ τισ βάςεισ για υψθλότερα επίπεδα αφαίρεςθσ (Van Hiele, 

1986). 

 

1.1.6 Θεωρία των ΢χθματοποιθμζνων Εννοιϊν κατά Fischbein 

 

Θ διδαςκαλία και θ εκμάκθςθ τθσ Γεωμετρίασ είναι ςυνυφαςμζνθ με τθν 

φπαρξθ του γεωμετρικοφ ςχιματοσ. Μάλιςτα, θ χρθςιμότθτά του ςτθν επίλυςθ μιασ 

γεωμετρικισ δραςτθριότθτασ είναι αναμφιςβιτθτθ κακϊσ προςφζρει τθ 

διαιςκθτικι βάςθ διερεφνθςθσ των ςχζςεων και ιδιοτιτων (Duval, 1995). Στο 

γεωμετρικό ςυλλογιςμό, ωςτόςο, το γεωμετρικό ςχιμα, ωσ ζνα νοθτικό 

αντικείμενο, δεν αποτελεί οφτε μια κακαρι εικόνα οφτε μια κακαρι ζννοια 

(Mariotti, 1997).  Ρλικοσ ερευνϊν (Duval, 1988, Fischbein, 1993, Laborde, 1994 κα) 

διαπιςτϊνουν ότι  ςε κάκε ςχιμα, ςυνυπάρχουν δφο βαςικοί παράγοντεσ: θ υλικι 

του υπόςταςθ και οι αντίςτοιχεσ νοερζσ αναπαραςτάςεισ που προκφπτουν από τθν 

οπτικι του επεξεργαςία (αντιλθπτικι προςζγγιςθ), κακϊσ και θ εννοιολογικι του 

υπόςταςθ βαςιςμζνθ ςτισ ιδιότθτεσ ενόσ αυςτθροφ αξιωματικοφ ςυςτιματοσ 

(μακθματικι προςζγγιςθ).    

 

Θ ζννοια του γεωμετρικοφ ςχιματοσ κατά τον Fischbein (1993) εμπεριζχει τρεισ 

κατθγορίεσ νοερϊν οντοτιτων: τον οριςμό (definition), τθν εικόνα (image) και τθν 

ςχθματοποιθμζνθ ζννοια (figural concept).  Κάκε γεωμετρικό ςχιμα είναι κάτι 

παραπάνω από μία οπτικι εικόνα ι μια γεωμετρικι καταςκευι, αποτελεί μία νοερι 

δομι που κατζχει ταυτόχρονα εννοιολογικζσ και ςχθματικζσ ιδιότθτεσ. Επιςθμαίνει 
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χαρακτθριςτικά ότι τα αντικείμενα τθσ ζρευνασ και των γεωμετρικϊν ςυλλογιςμϊν 

είναι οι νοθτικζσ οντότθτεσ, οι αποκαλοφμενεσ ςχθματοποιθμζνεσ ζννοιεσ, οι οποίεσ 

απεικονίηουν ταυτόχρονα ιδιότθτεσ του χϊρου (ςχιμα, κζςθ, μζγεκοσ) και 

διαδικαςίεσ εννοιολογικισ φφςθσ, όπωσ αφαίρεςθ, γενίκευςθ, εξιδανίκευςθ.  Για 

παράδειγμα, ζνα τρίγωνο αποτελεί ταυτόχρονα ζνα ςχιμα, μια αναπαράςταςθ ςτο 

χϊρο και μία ζννοια που υπάγεται ςε τυπικοφσ περιοριςμοφσ. Πταν τα ςχιματα και 

οι ζννοιεσ εναρμονίηονται πλιρωσ ςε μια ςχθματοποιθμζνθ ζννοια, τότε 

επιτυγχάνεται το υψθλότερο επίπεδο του γεωμετρικοφ ςυλλογιςμοφ (Fischbein & 

Nachlielli, 1998 αναφορά ςτον Γαγάτςθ, 2008).   

 
(Σχιμα 1.2:Το γεωμετρικό ςχιμα και οι νοερζσ του οντότθτεσ ςφμφωνα με τον Fischbein) 

 

Συνεπϊσ, ςε κάκε γεωμετρικό ςυλλογιςμό ενυπάρχουν δφο ανεξάρτθτεσ και 

κακοριςμζνεσ οντότθτεσ, οι ςχθματικζσ αναπαραςτάςεισ και οι ιδεατζσ γεωμετρικζσ 

ζννοιεσ, οι οποίεσ οφείλουν να αλλθλεπιδροφν οφτωσ ϊςτε να υποκινοφν τθ ςκζψθ.   

Υπό αυτιν τθν ζννοια, οι δυςκολίεσ που ςυχνά αντιμετωπίηουν οι μακθτζσ ςτον 

χειριςμό γεωμετρικϊν καταςτάςεων οφείλονται ςτθ διάςταςθ ι τθ ριξθ μεταξφ 

οπτικοφ και εννοιολογικοφ μζρουσ του αντικειμζνου οδθγϊντασ τουσ ςε αδιζξοδο 

(Mariotti, 1997). 

 

 

1.1.7 Γνωςτικό Μοντζλο του Duval 

 

Ο  Γάλλοσ ψυχολόγοσ Duval, ςε αντίκεςθ με τθ κεωρία των επιπζδων 

γεωμετρικοφ ςυλλογιςμοφ των Van Hieles, εξετάηει τθ γεωμετρικι ςκζψθ μζςα από 

τθ γνωςτικι τθσ ςκοπιά. Στθν προςπάκειά του να ερμθνεφςει τθ λειτουργία ενόσ 

ςχιματοσ υποςτθρίηει ότι δεν υπάρχουν μόνο θ αντιλθπτικι και θ μακθματικι 

προςζγγιςθ κακϊσ διακρίνει τζςςερισ τφπουσ κατανόθςθσ του γεωμετρικοφ 

ςχιματοσ και παρουςιάηει ζνα αυςτθρά δομθμζνο πλαίςιο ανάλυςθσ τουσ (Duval, 

1995, Jones,1998, Γαγάτςθσ, 2008): 

 

(α) Αντιληπτική Κατανόηςη (perceptual apprehension): Ο τφποσ αυτόσ ςχετίηεται με 

τθν αιςκθτθριακι κατανόθςθ του ςχιματοσ με τθν πρϊτθ ματιά. Αναφζρεται ςτθν 
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ςυνολικι κατανόθςθ του ωσ ςτατικισ γεωμετρικισ μορφισ και τθν διάκριςθ 

υποομάδων του ςχιματοσ, πικανϊν άςχετων με τθν καταςκευι του. 

 

(β) ΢ειριακή Κατανόηςη (sequential apprehension): Θ καταςκευι ι θ περιγραφι τθσ 

καταςκευισ ενόσ ςχιματοσ δεν εμπίπτει πλζον ςε αιςκθτθριακοφσ νόμουσ, αλλά 

υπακοφει ςε μακθματικοφσ και τεχνικοφσ  περιοριςμοφσ που υπαγορεφουν και 

ελζγχουν τθν καταςκευαςτικι πρακτικι. 

 

(γ) Λεκτική Κατανόηςη (discursive apprehension): Ο ακριβισ προςδιοριςμόσ των 

μακθματικϊν ςχζςεων ενόσ γεωμετρικοφ ςχιματοσ δεν είναι δυνατόσ μόνο μζςα 

από τθν αντιλθπτικι κατανόθςθ και απαιτεί επιπλζον εννοιολογικό υπόβακρο και 

λεκτικι διατφπωςθ. 

 

(δ) Λειτουργική Κατανόηςη (operative apprehension): Ο τφποσ αυτόσ περιλαμβάνει 

φυςικοφσ ι νοθτοφσ μεταςχθματιςμοφσ και αναδιοργάνωςθ του ςχιματοσ  που 

εξαςφαλίηουν τθν κατανόθςθ ςχζςεων μθ ορατϊν από τθν αντιλθπτικι κατανόθςθ 

και υποςτθρίηουν τθ λφςθ ενόσ ςφνκετου γεωμετρικοφ προβλιματοσ. Διακρίνονται 

δε τρία είδθ τζτοιων μεταςχθματιςμϊν (Duval, 1999): 

 

-Μερολογικόσ (mereologic) ςτον οποίο το αρχικό ςχιμα διαςπάται ςε επιμζρουσ 

και αναδιοργανϊνεται  ςε ζνα διαφορετικό ενιαίο ςχιμα ι εμφανίηεται ςε  νζα 

υποςχιματα.  

 
-Οπτικόσ (optic) ο οποίοσ επιτρζπει τθν ςμίκρυνςθ, μεγζκυνςθ ι αλλαγι 

προςανατολιςμοφ ενόσ ςχιματοσ χωρίσ να ζχει υποςτεί κάποια αλλαγι. Επίπεδα 

ςχιματα μποροφν να κεωρθκοφν τοποκετθμζνα ςτον τριςδιάςτατο χϊρο ι να τουσ 

προςδοκεί θ αίςκθςθ του βάκουσ. 

 
-Αλλαγή Θζςησ (place way) θ οποία επιτρζπει τθν αλλαγι του προςανατολιςμοφ 

του ςχιματοσ μόνο ςτο επίπεδο, αποτελϊντασ τον αςκενζςτερο μεταςχθματιςμό. 

 
 

Ουςιαςτικά, αυτό το είδοσ κατανόθςθσ διαφζρει από τθν ςτατικι αντιλθπτικι 

κατανόθςθ κακϊσ το δοκζν ςχιμα αποτελεί το εναρκτιριο ςθμείο ϊςτε ο μακθτισ 
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να εξερευνιςει άλλουσ ςυςχετιςμοφσ που μποροφν να γίνουν ορατοί μζςα από 

τουσ οπτικοφσ χειριςμοφσ, ςυςχετιςμοί οι οποίοι μποροφν να αποτελζςουν τθν 

ευρετικι ςτρατθγικι για ζνα γεωμετρικό πρόβλθμα. Θ χάραξθ μιασ βοθκθτικισ 

γραμμισ, για παράδειγμα, αποτελεί ξεκάκαρο δείγμα τθσ λειτουργικισ κατανόθςθσ.  

 

Επιπλζον, θ λειτουργικι κατανόθςθ δεν μπορεί να εμφανίηεται ανεξάρτθτθ από 

τισ άλλεσ, ςε αντίκεςθ με τθν αντιλθπτικι και λεκτικι κατανόθςθ οι οποίεσ ςυχνά 

λειτουργοφν αυτόνομα. Από διδακτικισ ςκοπιάσ ο Duval υποςτθρίηει ότι τα δφο 

τελευταία είδθ πρζπει να προχπάρχουν προτοφ ο μακθτισ φτάςει ςτο ςτάδιο τθσ 

λειτουργικισ κατανόθςθσ. Μάλιςτα, θ μακθματικι κεϊρθςθ των ςχθμάτων πρζπει 

να κεωρείται αποτζλεςμα άρρθκτθσ ςυνεργαςίασ μεταξφ των διαφορετικϊν 

διαδικαςιϊν κατανόθςθσ ςε βάκοσ χρόνου. 

 

Εκτόσ από τουσ χειριςμοφσ των γεωμετρικϊν εικόνων και ςχθμάτων, θ 

απόκτθςθ ενόσ υψθλοφ επιπζδου γεωμετρικοφ ςυλλογιςμοφ προχποκζτει επιπλζον 

τθν φπαρξθ τριϊν ειδϊν γνωςτικϊν λειτουργιϊν:  

 

(1) Διαδικαςίεσ Οπτικοποίηςησ (visualization processes), όπωσ θ οπτικι 

αναπαράςταςθ μιασ γεωμετρικισ πρόταςθσ. Διακρίνεται ςτθν εικονική και τθν μη-

εικονική οπτικοποίθςθ (Duval, 2004 αναφορά ςτον Γαγάτςθ, 2008). Κατά τθν 

εικονικι οπτικοποίθςθ οι μακθτζσ αναγνωρίηουν ζνα ςχιμα ταυτίηοντάσ το με τθ 

πρωτοτυπικι του μορφι, μποροφν να περιγράψουν τισ ιδιότθτζσ του αλλά όχι και 

να διακρίνουν ςχζςεισ μεταξφ τουσ. Επιςθμαίνεται δε ότι όταν θ διδαςκαλία τθσ 

γεωμετρίασ ξεκινά με τθν απλι αναγνϊριςθ ςχθμάτων που βαςίηεται ςτθν οπτικι 

αντίλθψθ οι μακθτζσ τείνουν να μζνουν προςκολλθμζνοι ςε αυτι τθ μορφι 

οπτικοποίθςθσ. Αντικζτωσ, θ μθ-εικονικι οπτικοποίθςθ κακιςτά ικανοφσ τουσ 

μακθτζσ να προβοφν ςε οπτικζσ διαςπάςεισ και αναδιοργανϊςεισ των επιμζρουσ 

τμθμάτων ενόσ ςχιματοσ που επιτρζπουν τθν εξερεφνθςθ και επίλυςθ ενόσ 

γεωμετρικοφ προβλιματοσ, λόγοσ για τον οποίο  προτείνεται θ ζνταξθ ςυναφϊν 

δραςτθριοτιτων από τθν πρϊτθ ςχολικι θλικία. 

 

(2) Διαδικαςίεσ Καταςκευήσ (construction processes) οι οποίεσ αναφζρονται ςτθ 

χριςθ  φυςικϊν μακθματικϊν εργαλείων, όπωσ ο κανόνασ και ο διαβιτθσ, ι ακόμα 

βαςικϊν εργαλείων ενόσ δυναμικοφ υπολογιςτικοφ περιβάλλοντοσ. 

 

(3) Διαδικαςίεσ ΢υλλογιςμοφ (reasoning processes) κεωροφνται οι γνωςτικζσ 

διαδικαςίεσ που ενεργοποιοφνται κατά τθν επίλυςθ γεωμετρικϊν προβλθμάτων. 

Ουςιαςτικά πρόκειται για λεκτικζσ, κυρίωσ, διαδικαςίεσ που αφοροφν ςτθν 

επζκταςθ τθσ γνϊςθσ, τθν επεξιγθςθ και τθν απόδειξθ. 
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Οι παραπάνω λειτουργίεσ μποροφν να υπάρξουν ωσ αυτόνομεσ διαδικαςίεσ, 

όπωσ για παράδειγμα οι διαδικαςίεσ οπτικοποίθςθσ και καταςκευισ. 

Χαρακτθριςτικά, θ οπτικοποίθςθ δεν οδθγεί απαραίτθτα ςε κάποια καταςκευι, 

αλλά ακόμα και όταν ςυμβαίνει οι διαδικαςίεσ καταςκευισ εξαρτϊνται ουςιαςτικά 

από τισ ςχζςεισ μεταξφ των μακθματικϊν ιδιοτιτων και των εργαλείων που 

χρθςιμοποιικθκαν. Ωςτόςο, ςφμφωνα με τον Duval οι τρεισ γνωςτικζσ διαδικαςίεσ 

είναι ςτενά ςυνδεδεμζνεσ και θ ςυνεργαςία τουσ κρίνεται απαραίτθτθ για τθν 

κατάκτθςθ τθσ Γεωμετρίασ.  Επιςθμαίνει, δε ότι ςτο πλαίςιο του αναλυτικοφ 

προγράμματοσ ςπουδϊν κα πρζπει οι τρεισ διαδικαςίεσ να αναπτφςςονται 

ξεχωριςτά, ενϊ οι δραςτθριότθτεσ κα πρζπει να υποςτθρίηουν ποικιλία 

διαδικαςιϊν οπτικοποίθςθσ και διαφορετικζσ διαδικαςίεσ ςυλλογιςμοφ (Jones, 

1998). 

 

Το δίκτυο των ςχζςεων και ςυνδζςεων μεταξφ των γνωςτικϊν λειτουργιϊν κατά 

τθν εναςχόλθςθ με μια γεωμετρικι δραςτθριότθτα μπορεί να περιγραφεί με το 

παρακάτω ςχιμα. Θ διαδρομι 2 ςθμαίνεται με κουκίδεσ για να επιςθμάνει ότι θ 

οπτικοποίθςθ δεν υποςτθρίηει πάντα τθν επιχειρθματολογία, ενϊ αντίςτοιχα οι 

διαδρομζσ 5Α και 5Β διευκρινίηουν ότι θ επιχειρθματολογία μπορεί να αναπτυχκεί 

ανεξάρτθτα από τισ άλλεσ δφο λειτουργίεσ. 

 

 
(Σχιμα 1.3: Δίκτυο γνωςτικϊν αλλθλεπιδράςεων ςτθ γεωμετρικι δραςτθριότθτα) 
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1.2 Οπτικοποίθςθ και Γεωμετρία 

 

1.2.1  Ειςαγωγι: Ιςτορικι αναδρομι ςτθν οπτικι προςζγγιςθ  

Θ ζννοια τθσ οπτικοποίθςθσ δεν αποτελεί εφεφρεςθ και ενδιαφζρον των 

τελευταίων ετϊν. Ππωσ  επιςθμαίνει ο Rival (1987) τα διαγράμματα εμφανίηονται 

τόςο παλιά ςτθν ιςτορία των Μακθματικϊν,  όςο αυτά κακαυτά τα μακθματικά. 

Εξαιρουμζνθσ τθσ Γεωμετρίασ, που ανζκακεν ιταν  ζντονα ςυνυφαςμζνθ με τθ 

χριςθ των εικόνων, πολλοί κλάδοι των μακθματικϊν βαςίςτθκαν ςτθ χριςθ 

διαγραμμάτων προκειμζνου να αναπτυχκοφν και να εξελιχκοφν. 

Για τουσ Ρυκαγόρειουσ θ οπτικοποίθςθ ιταν ςφμφυτθ με τθν εξάςκθςθ των 

μακθματικϊν. Οι πρϊτοι κιόλασ Ρυκαγόρειοι για τθν μελζτθ των αρικμϊν και των 

μεταξφ τουσ ςχζςεων ςυνικιηαν να τουσ αναπαριςτοφν με βότςαλα και μικρζσ 

πζτρεσ τοποκετθμζνεσ κατάλλθλα ςε μια επίπεδθ επιφάνεια. Για τον Ρλάτωνα οι 

μόνεσ απόλυτα πραγματικζσ οντότθτεσ είναι οι ιδζεσ και αυτζσ μποροφν να 

γνωςκοφν άμεςα, γνϊςθ που πολλζσ φορζσ είναι δφςκολθ ζωσ αδφνατθ χωρίσ τθ 

βοικεια τθσ αιςκθτθριακισ αντίλθψθσ.  Λδιαίτερα εμφατικόσ για το ρόλο τθσ 

εικόνασ, τονίηει ότι θ χριςθ ςχθμάτων, γραμμϊν και εικόνων ςχετίηεται με τθν 

αιςκθτθριακι παρατιρθςθ και υποβοθκά τθν ανακάλυψθ και ςφλλθψθ των ιδεϊν 

(Αναπολιτάνοσ, 2005).  Επιπλζον, θ αναλογικι μζκοδοσ χρθςιμοποιικθκε ευρφτατα 

από τον Αρχιμιδθ ωσ ζνα κεμελιϊδεσ εργαλείο για τισ μακθματικζσ του 

ανακαλφψεισ, αλλά και από μεταγενζςτερουσ μακθματικοφσ όπωσ ο Bernoulli που 

πρότεινε μια αναλογικι λφςθ ςτο πρόβλθμα τθσ βραχυςτόχρονθσ καμπφλθσ (Acta 

Eruditorum, Λοφνιοσ 1696). 

Ο Λογιςμόσ του 17ου αιϊνα γεννιζται και αναπτφςςεται με ζντονεσ τισ επιρροζσ 

του οπτικοφ ςτοιχείου, ςε μια ςυνεχι αλλθλεπίδραςθ με τα γεωμετρικά 

προβλιματα. Θ δθμιουργία, άλλωςτε, τθσ Αναλυτικισ Γεωμετρίασ αποτελεί ίςωσ 

μια προςπάκεια ςυνδυαςμοφ τθσ Γεωμετρίασ των αρχαίων Ελλινων, άρρθκτα 

ςυνδεδεμζνθσ με τθ χριςθ εικόνων, και τθσ καλά δομθμζνθσ άλγεβρασ τθσ εποχισ 

εκείνθσ (Guzman, 2002). Ο Descartes ςτο ζργο του Regulae ad directionem ingenii, 

περιγράφει κανόνεσ που ευκρινϊσ εμπεριζχουν  διαδικαςίεσ οπτικοποίθςθσ, ενϊ 

παράλλθλα δίνει ζμφαςθ ςτο διαφορετικό ρόλο που διαδραματίηουν οι εικόνεσ και 

τα διαγράμματα ςτθν μακθματικι ςκζψθ.  Ακόμθ και ο Isaak Newton, ςτον οποίον 

αποδίδεται κατά το ιμιςυ θ «ανακάλυψθ» του Απειροςτικοφ Λογιςμοφ, δεν 

απζδειξε τα κεμελιϊδθ κεωριματά του  ςφμφωνα με τα πρότυπα των αυςτθρϊν 

τυπικϊν αποδείξεων που ζχουν επικρατιςει, αλλά χρθςιμοποίθςε ιςχυριςμοφσ που 

βαςίηονταν ςε μεγάλο βακμό ςτθν εικόνα και τθ διαίςκθςθ (Rival, 1987). Αλλά και ο 

πολφ νεότερόσ του Cauchy, ςυνικιηε να διατυπϊνει τισ αρχζσ του αλγεβρικά και ςτθ 

ςυνζχεια να τισ δικαιολογεί γεωμετρικά κζλοντασ να εξαφανίςει τθν άλγεβρα ςαν 
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βάςθ του λογιςμοφ, αποκθρφςςοντασ ζτςι τθν πρακτικι τθσ εποχισ του 

(Γιαννακοφλιασ, 2006). Ο Davis (1993)  ςθμειϊνει πωσ «ο Lagrange ζχει εκφράςει 

τθν πεποίκθςι του ότι θ ικανότθτα τθσ παρατιρθςθσ είναι εξζχουςασ ςθμαςίασ  για 

τον μακθματικό, ενϊ ο Gauss ζχει αποκαλζςει τα μακθματικά επιςτιμθ τθσ 

όραςθσ».  

Στο τζλοσ του 18ου αιϊνα, θ φιλόδοξθ διαιςκθτικι προςζγγιςθ των 

μακθματικϊν μζςα από τθ χριςθ νοθτικϊν εικόνων και διαγραμμάτων, 

παραδειγμάτων και αντιπαραδειγμάτων αντιμετωπίςτθκε με δυςπιςτία κακϊσ 

αποδείχτθκε ςε οριςμζνεσ περιπτϊςεισ ανακριβισ και παραπλανθτικι. 

Χαρακτθριςτικι είναι θ περίπτωςθ τθσ ςχζςθσ των ςυνεχϊν και διαφορίςιμων 

ςυναρτιςεων. Ο Newton αντιμετωπίηοντασ το γράφθμα μιασ ςυνεχοφσ ςυνάρτθςθσ 

ωσ μια ςυνεχι γραμμι χωρίσ κενά, διαπίςτωςε ότι κάκε ςυνεχισ ςυνάρτθςθ ζχει 

τουλάχιςτον ζνα ςθμείο ςτο οποίο να είναι διαφορίςιμθ. Ο Weierstrass (1872), ο 

οποίοσ και κακιζρωςε τθν αρικμθτικοποίθςθ του απειροςτικοφ λογιςμοφ, απζδειξε 

τθν φπαρξθ μιασ ςυνεχοφσ και ςε κανζνα ςθμείο διαφορίςιμθσ ςυνάρτθςθσ με 

αποκλειςτικι χριςθ αλγεβρικοφ ςυμβολιςμοφ και κανενόσ απολφτωσ γραφιματοσ, 

δίνοντασ ςτον απειροςτικό λογιςμό εκείνθ τθ λογικι αυςτθρότθτα που οι 

δθμιουργοί του αναηθτοφςαν για αιϊνεσ.  Αξίηει να ςθμειωκεί ότι ςτο ίδιο 

ςυμπζραςμα είχε καταλιξει και ο Bolzano μερικζσ δεκαετίεσ νωρίτερα (1934) 

περιγράφοντασ τθν ςυνάρτθςθ του όχι αλγεβρικά, αλλά με μία ςειρά γραφθμάτων 

που ςυνεχίηονταν απείρωσ,  εργαςία που δεν ζγινε ευρζωσ γνωςτι (Rival, 1987). 

Επιπροςκζτωσ, κεμελιϊδεισ ζννοιεσ όπωσ αυτζσ του ορίου, τθσ παραγϊγου και του 

ολοκλθρϊματοσ εξακολουκοφςαν να ςτεροφνται κατάλλθλου οριςμοφ. Θ 

αμφιςβιτθςθ του ρόλου τθσ διαίςκθςθσ ςτθν μακθματικι ανακάλυψθ ςυνζχιςε να 

ενιςχφεται από λανκαςμζνα ι ελλιπϊσ αποδεδειγμζνα κεωριματα όπωσ το 

Κεϊρθμα των Τεςςάρων Χρωμάτων ι το Κεϊρθμα κλειςτϊν Καμπυλϊν  του Jordan. 

Θ οπτικι προςζγγιςθ τζκθκε υπό αμφιςβιτθςθ ακόμα και για τθν ίδια τθ 

Γεωμετρία. Θ αμφιβολία γεννικθκε γφρω από το πζμπτο αίτθμα του Ευκλείδθ, για 

το οποίο  πολλοί μακθματικοί αποπειράκθκαν να αποδείξουν ότι ζπεται από τα 

προθγοφμενα αιτιματα καταλιγοντασ ςε ιςοδφναμα αξιϊματα, απλοφςτερα ςτθ 

διατφπωςθ και προφανζςτερα ςτθ διαίςκθςθ. Για δφο χιλιάδεσ χρόνια, κανείσ δεν 

κατάφερε να προςφζρει μια αυςτθρι απόδειξι του παρά τθν οπτικι του απλότθτα. 

Μόλισ το 1832 και 1829, οι Bolyai και Lobachevsky αντίςτοιχα, περιζγραψαν μια 

γεωμετρία ςτθν οποία ιςχφουν τα τζςςερα πρϊτα αιτιματα του Ευκλείδθ, όχι όμωσ 

και το πζμπτο. Και οι δφο ςυμμερίςτθκαν τθν άποψθ ότι θ Υπερβολικι Γεωμετρία, 

αν και δφςκολα γίνεται αντιλθπτι διαιςκθτικά, μποροφςε να περιγράψει τον 

φυςικό κόςμο κατά τρόπο εξίςου επαρκι με τθν Ευκλείδεια Γεωμετρία. 

Θ ςυςτθματικι προςπάκεια για ςυνζπεια και αυςτθρότθτα κατά τθ διάρκεια 

του 19ου και 20ου αιϊνα είχε ωσ αποτζλεςμα ο φορμαλιςμόσ και ο παραγωγικόσ 
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ςυλλογιςμόσ να επικρατιςει ανάμεςα ςτα μζλθ τθσ μακθματικισ κοινότθτασ, 

ακόμα και ςτθ μζκοδο διδαςκαλίασ πολλϊν χωρϊν κακϊσ αποτζλεςε τθν κυρίαρχθ 

δομι των πανεπιςτθμιακϊν ςυγγραμμάτων και όχι μόνο. Στθν ειςαγωγι του 

εγχειριδίου μζςθσ εκπαίδευςθσ  “Γραμμικι Άλγεβρα και Βαςικι Γεωμετρία” του 

Jean Dieudonne ςυναντάται το απόςπαςμα «Ζχω αποφαςίςει να μθν ειςάγω καμία 

εικόνα ςτο κείμενο… Είναι κεμιτό να απελευκερωκοφν οι μακθτζσ από τον 

ηουρλομανδφα των παραδοςιακϊν εικόνων όςο το δυνατόν γρθγορότερα» 

(Guzman, 2002).     

Τισ τελευταίεσ δεκαετίεσ, παράλλθλα με τθν ανάπτυξθ τθσ τεχνολογίασ,  

παρατθρείται μια τάςθ ανανζωςθσ του ενδιαφζροντοσ για τον ρόλο τθσ 

οπτικοποίθςθσ ςτθ μακθματικι δραςτθριότθτα, τθ διδαςκαλία και τθν εκμάκθςθ 

τόςο από μζρουσ των ερευνθτϊν όςο και των διδαςκόντων. Το 1988 ο Bishop 

παρουςίαςε ςτο 12ο Conference of the International Group for the Psychology of 

Mathematics Education (PME) μια αναςκόπθςθ των ερευνϊν που είχαν προθγθκεί 

αναφορικά με τθν οπτικοποίθςθ ςτθν μακθματικι εκπαίδευςθ. Ζωσ και ςιμερα, 

πλικοσ αποτελεςμάτων ςχετικά με τθν  αποτελεςματικότθτα τθσ οπτικοποίθςθσ ςτθ 

μακθςιακι διαδικαςία και τισ δυςκολίεσ που αντιμετωπίηουν οι μακθτζσ , τθν 

αλλθλεπίδραςθ τθσ με τθν τεχνολογία και το ρόλο τθσ ςτθν απόδειξθ ζχουν 

δθμοςιευκεί ςε επιςτθμονικά περιοδικά και διεκνι ςυνζδρια (Presmeg, 2006). 

 

1.2.2 Θ δομι τθσ οπτικοποίθςθσ 

 

Θ λζξθ οπτικοποίθςθ χρθςιμοποιείται ςτον κακθμερινό λόγο για να περιγράψει 

τον ςχθματιςμό μιασ νοθτικισ εικόνασ, ενϊ παράλλθλα πλικοσ ερευνϊν ςτον τομζα 

τθσ ψυχολογίασ ζχουν εςτιάςει ςτθν ικανότθτα του υποκειμζνου να ςχθματίηει και 

να χειρίηεται τισ εικόνεσ αυτζσ. Πςον αφορά ςτθ μακθματικι οπτικοποίθςθ, 

ωςτόςο, το ενδιαφζρον ςτρζφεται ςτθν ικανότθτα των μακθτϊν να ςχεδιάηουν ζνα 

κατάλλθλο διάγραμμα για να αναπαραςτιςουν μία μακθματικι ζννοια ι ζνα 

μακθματικό πρόβλθμα, και να χρθςιμοποιοφν το διάγραμμα αυτό ωσ  όχθμα για να 

επιτφχουν τθν κατανόθςθ. Για τουσ Zimmermann & Cunningham (1991) δεν ζχει 

νόθμα να μιλάμε για τθν οπτικοποίθςθ ενόσ διαγράμματοσ που ςθμαίνει απλά τον 

ςχθματιςμό μιασ νοθτικισ του εικόνασ, αλλά για τθν οπτικοποίθςθ ενόσ 

προβλιματοσ που  ςυνεπάγεται τθν βακφτερθ κατανόθςι του μζςα από ζνα 

διάγραμμα ι μια οπτικι εικόνα.  Θ ςφνκετθ δομι τθσ ζννοιασ τθσ οπτικοποίθςθσ 

απαρτίηεται από τρείσ βαςικζσ ςυνιςτϊςεσ- τισ νοθτικζσ εικόνεσ, τισ διαδικαςίεσ και 

τισ δεξιότθτεσ τθσ οπτικοποίθςθσ- οι οποίεσ ςχετίηονται με τθ δθμιουργία και τθ 

χριςθ των νοθτικϊν αναπαραςτάςεων μιασ μακθματικισ ζννοιασ (Dreyfus, 1991).   
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Για τθν επιςτιμθ των μακθματικϊν, ο όροσ νοθτικι εικόνα (mental image) 

χρθςιμοποιείται για να περιγράψει τθν νοερι καταςκευι ενόσ αντικειμζνου με τθ 

βοικεια αντιλθπτικϊν και διαιςκθτικϊν μζςων, για τθν καταςκευι τθσ οποίασ -ςε 

αντίκεςθ με μια ςτατικι εικόνα- ο νουσ κατζχει ενεργό ρόλο (Battista, 2007). 

Σφμφωνα, επίςθσ,  με τθν Presmeg (2006) νοθτικι εικόνα καλείται το νοερό ςχιμα 

που απεικονίηει μια οπτικι ι χωρικι μακθματικι πλθροφορία, οριςμόσ ιδιαίτερα 

ευρφσ ϊςτε να περιλαμβάνει όλεσ τισ «εικόνεσ ςτο μυαλό». Συλλογζσ από τζτοιεσ 

εικόνεσ  (imagery), τισ οποίεσ οι μακθτζσ μποροφν να ανακαταςκευάηουν, να 

μεταςχθματίηουν και να αναλφουν, αποτελοφν τα βαςικά αντικείμενα που οδθγοφν 

ςτθν οπτικοποίθςθ και  επιτρζπουν τθν πραγματοποίθςθ των απαραίτθτων 

ςυνδζςεων. 

Θ Presmeg (2006), ςε ζρευνά τθσ ανάμεςα ςε 54 οπτικοφσ μακθτζσ 

δευτεροβάκμιασ εκπαίδευςθσ, διακρίνει πζντε τφπουσ εικόνων, που 

χαρακτθρίηονται από διαφορετικό τρόπο δθμιουργίασ και χειριςμοφ. Με φκίνουςα 

ςειρά ςυχνότθτασ εμφάνιςθσ αναγνϊριςε : (α) τισ πραγματικζσ εικόνεσ (concrete 

image) οι οποίεσ είναι ςτατικζσ, πλοφςιεσ και λεπτομερείσ και αποτυπωμζνεσ ςτο 

μυαλό, (β) τισ μνημονικζσ εικόνεσ (memory images of formula) οι οποίεσ αφοροφν 

ςτθν οπτικι ανάκλθςθ κάποιου μακθματικοφ τφπου απομνθμονευμζνου από τα 

ςχολικά εγχειρίδια ι τον πίνακα, (γ)  τισ πρότυπεσ εικόνεσ (pattern images) οι οποίεσ 

απεικονίηουν κακαρζσ ςχζςεισ που εμφανίηονται ςε διαγράμματα όπωσ ο 

πολλαπλαςιαςμόσ καρτεςιανοφ γινομζνου, (δ) τισ κιναιςθητικζσ εικόνεσ 

(kinaesthetic images) που δθμιουργοφνται ι μεταςχθματίηονται ωσ αποτζλεςμα 

φυςικϊν κινιςεων ι δραςτθριοτιτων και τζλοσ (ε) τισ δυναμικζσ εικόνεσ (dynamic 

images) που δθμιουργοφνται ςτο μυαλό με τθν κίνθςθ ι τον  μεταςχθματιςμό μιασ 

ςτατικισ εικόνασ.  

Μια ευρφτερθ διάκριςθ προτείνεται από πολλοφσ μελετθτζσ, ανάμεςά τουσ οι 

Lakoff & Johnson και Wheatley (Battista, 2007), οι οποίοι διαχωρίηουν τισ ςυλλογζσ 

νοθτικϊν εικόνων ςτισ «πλοφςιεσ» εικόνεσ (rich images) και τα εικονικά ςχιματα 

(image schemata).   Οι «πλοφςιεσ» εικόνεσ είναι ςτατικζσ, κακοριςμζνεσ και 

περιεκτικζσ ςε οπτικζσ πλθροφορίεσ, ςε αντίκεςθ με τα εικονικά ςχιματα που 

αναπαριςτάνουν χωρικζσ ςχζςεισ και μποροφν να μεταςχθματιςτοφν 

ποικιλοτρόπωσ. Τα εικονικά ςχιματα , δομζσ που ομοιάηουν ςθμαντικά με αυτζσ 

που θ Presmeg αποκαλεί πρότυπεσ εικόνεσ, οργανϊνουν τισ νοθτικζσ 

αναπαραςτάςεισ ςε ζνα επίπεδο περιςςότερο γενικό και αφθρθμζνο από αυτό ςτο 

οποίο διαμορφϊνονται ςυγκεκριμζνεσ νοθτικζσ εικόνεσ.  

Θ επεξεργαςία των νοθτικϊν εικόνων και θ ςφνδεςι τουσ με τα 

αναπαριςτϊμενα αντικείμενα  πραγματοποιείται μζςα από δφο ςχετικζσ 

διαδικαςίεσ, όπωσ επιςθμαίνει ο Bishop (1983, αναφορά ςτον Γαγάτςθ, 2008): (α) 

την οπτική επεξεργαςία πληροφοριϊν (visual processing) θ οποία επιτρζπει τθν 



~ 27 ~ 

 

μετατροπι των αφθρθμζνων και χωρίσ ςχιμα δεδομζνων, ςε οπτικζσ εικόνεσ, όπωσ 

και τθν μετατροπι των νοθτικϊν εικόνων ςε άλλθσ μορφισ και (β) την ερμηνεία των 

πληροφοριϊν από ςχήματα (interpreting figural information) που αναφζρεται ςτθ 

διαδικαςία ανάγνωςθσ, ανάλυςθσ και κατανόθςθσ των διαφόρων αναπαραςτάςεων 

του χϊρου.  Οι διαδικαςίεσ αυτζσ μποροφν να υλοποιθκοφν και να οδθγιςουν ςτθ 

δόμθςθ μακθματικϊν ιδεϊν και τθ βακφτερθ κατανόθςθ, όταν οι μακθτζσ ζχουν 

αναπτφξει ςυγκεκριμζνεσ δεξιότθτεσ αντίλθψθσ του χϊρου. Ο Del Grande (1987), 

ανακεφαλαιϊνοντασ τισ εργαςίεσ των Frostig & Horne (1964) και Hoffer (1977),  

αναφζρεται ςε επτά δεξιότθτεσ που φαίνεται να ςχετίηονται με τθν ακαδθμαϊκι 

ανάπτυξθ τθσ Γεωμετρίασ:  

 Αντίληψη του πλαιςίου του ςχήματοσ (figure-ground perception): είναι θ 

δεξιότθτα αναγνϊριςθσ ενόσ ςχιματοσ, απομονϊνοντάσ το από ζνα περίπλοκο 

ςφνολο ςχζςεων και μθ ςχετικϊν οπτικϊν ερεκιςμάτων που ςυνυπάρχουν 

 Αντιληπτική ςταθερότητα (perceptual constancy): είναι θ δεξιότθτα 

αναγνϊριςθσ των ςτακερϊν και αναλλοίωτων ιδιοτιτων ενόσ ςχιματοσ, όπωσ το 

μζγεκοσ και το ςχιμα,  ανεξάρτθτα από τθ κζςθ ι τον προςανατολιςμό του και θ 

ανάπτυξι τθσ οφείλεται ςε ζνα βακμό ςε εμπειρίεσ που αποκτϊνται μζςα από 

δραςτθριότθτεσ γεωμετρικισ φφςθσ 

 Αντίληψη τησ θζςησ ςτο χϊρο (position-in-space perception): είναι θ δεξιότθτα 

ςυςχζτιςθσ ενόσ αντικειμζνου, μιασ εικόνασ ι μιασ νοθτικισ εικόνασ ςτο χϊρο 

 Αντίληψη των ςχζςεων ςτο χϊρο (perception of spatial relationship): είναι θ 

δεξιότθτα ςυςχζτιςθσ διαφορετικϊν αντικειμζνων, εικόνων και νοθτικϊν εικόνων 

μεταξφ τουσ 

 Νοερή περιςτροφή (mental rotation): είναι θ δεξιότθτα παραγωγισ και 

διαμόρφωςθσ δυναμικϊν νοθτικϊν εικόνων 

 Οπτική διάκριςη (visual discrimination): είναι θ δεξιότθτα ςφγκριςθσ 

διαφορετικϊν μακθματικϊν αντικειμζνων, εικόνων και νοθτικϊν εικόνων, και 

αναγνϊριςθσ των ομοιοτιτων και διαφορϊν τουσ 

 Οπτική μνήμη (visual memory): είναι θ δεξιότθτα ακριβοφσ ανάκλθςθσ ενόσ 

αντικειμζνου που δεν είναι πλζον ορατό και θ ςυςχζτιςθ των χαρακτθριςτικϊν 

του με άλλα αντικείμενα, ορατά ι μθ  

 

 

1.2.3 Θ φφςθ και ο ρόλοσ τθσ οπτικοποίθςθσ 

 

Ραρόλο που οι ςχζςεισ μεταξφ τθσ οπτικοποίθςθσ, των νοθτικϊν εικόνων και τθσ 

μακθματικισ εκπαίδευςθσ ζχει αποτελζςει το αντικείμενο πολλϊν ερευνϊν, δεν 

υπάρχει γενικι ςυμφωνία ςχετικά με τθν ορολογία που πρζπει να χρθςιμοποιείται 

ςτον τομζα αυτό. Ρολλοί ςυγγραφείσ χρθςιμοποιοφν το όρο «χωρικι ςκζψθ» όταν 

αναφζρονται ςτθν οπτικοποίθςθ, ενϊ ο όροσ «οπτικι εικόνα» ςυναντάται ςτθ 
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βιβλιογραφία με διαφορετικά νοιματα (Gutierrez, 1996). Λδιαίτερθ ςφγχυςθ 

προκαλεί ο οριςμόσ τθσ οπτικοποίθςθσ αναφορικά με το αν αποτελεί μια εξωτερικι 

πράξθ ανάγνωςθσ εικόνων ι περιλαμβάνει περιςςότερο ςφνκετεσ εςωτερικζσ  

διαδικαςίεσ.  

Ο Guzman (2002) χαρακτθρίηει οπτικοποίθςθ τθν μελζτθ των δυνατϊν διακριτϊν 

αναπαραςτάςεων ενόσ αντικειμζνου με ςκοπό μια περιςςότερο αποτελεςματικι 

προςζγγιςθ των αφθρθμζνων ςχζςεων που διζπουν το αντικείμενο. Διακρίνει 

τζςςερα είδθ οπτικοποίθςθσ, με αναφορζσ κυρίωσ ςτθν Ανάλυςθ: τθν ιςομορφικι, 

τθν ομομορφικι, τθν αναλογικι και τθ διαγραμματικι. Ανάμεςά τουσ κυρίαρχθ 

κζςθ καταλαμβάνει θ ιςομορφικι οπτικοποίθςθ ςτθν οποία τα αντικείμενα ζχουν 

πλιρθ αντιςτοιχία με τισ αναπαραςτάςεισ τουσ και κατ’ επζκταςθ οι οπτικοί 

χειριςμοί ενόσ αντικειμζνου μποροφν να μεταςχθματιςτοφν ςε αφθρθμζνεσ 

μακθματικζσ ςχζςεισ. Στθν ομομορφικι οπτικοποίθςθ  υπάρχουν ςτοιχεία τθσ 

αναπαράςταςθσ, που αν και δεν αντιςτοιχίηονται πλιρωσ με τισ ςχζςεισ μεταξφ των 

αφθρθμζνων αντικειμζνων, προωκοφν τισ μακθματικζσ διαδικαςίεσ  τθσ εικαςίασ 

και απόδειξθσ. Ευρφτατα γνωςτι ςτουσ μακθματικοφσ ανά τουσ αιϊνεσ, θ 

αναλογικι οπτικοποίθςθ ζγκειται ςτθν νοθτι αντικατάςταςθ των μελετϊμενων 

αντικειμζνων με μακθματικά αντικείμενα  των οποίων θ ςυμπεριφορά είναι γνωςτι 

και ο χειριςμόσ περιςςότερο προςιτόσ. Τζλοσ, θ διαγραμματικι οπτικοποίθςθ, 

περιςςότερο ςυμβολικι και υποκειμενικι από τα άλλα είδθ, αποτελεί τθν 

αναπαράςταςθ των νοθτϊν αντικειμζνων και των μεταξφ τουσ ςχζςεων μζςω  

διαγραμμάτων που υποςτθρίηουν τισ μακθματικζσ διεργαςίεσ.  

Ο Duval (1999) υποςτθρίηει πωσ οπτικοποίθςθ είναι θ δθμιουργία μιασ 

αναπαράςταςθσ που επιτρζπει με μια μόνο ματιά τθν διάκριςθ και αναγνϊριςθ του 

αναπαριςτϊμενου και επιςθμαίνει ότι δεν υπάρχει κατανόθςθ χωρίσ οπτικοποίθςθ. 

Διακρίνει, επίςθσ, δυο είδθ τζτοιων αναπαραςτάςεων: τισ ςθμειωτικζσ 

αναπαραςτάςεισ που παράγονται ςκοπίμωσ από τθ χριςθ ςθμειωτικϊν 

ςυςτθμάτων, όπωσ εικόνεσ και διαγράμματα και τισ φυςικζσ αναπαραςτάςεισ που 

προκφπτουν ακοφςια με τρόπο φυςικό μζςα από όνειρα, φωτογραφίεσ ι 

αντανακλάςεισ. Ο Bishop (1989) επιςθμαίνει ότι θ ικανότθτα τθσ οπτικοποίθςθσ 

περιλαμβάνει τθν μετάφραςθ των αφθρθμζνων ςχζςεων και μθ-ςχθματοποιθμζνων 

πλθροφοριϊν ςε οπτικζσ αναπαραςτάςεισ και ςυλλογζσ εικόνων. Για τθν Presmeg 

(2006) θ οπτικοποίθςθ περιλαμβάνει διαδικαςίεσ καταςκευισ και μεταςχθματιςμοφ 

τόςο των νοθτικϊν ςυλλογϊν εικόνων όςο και όλων των αναπαραςτάςεων χωρικισ 

φφςθσ που εμπλζκονται ςτθν εναςχόλθςθ με τα μακθματικά. Ο Arcavi (2003) 

προςεγγίηοντασ τθν ζννοια τθσ οπτικοποίθςθσ περιςςότερο αφαιρετικά τθν 

αντιμετωπίηει ωσ μία μζκοδο «για να ειδωκεί το μθ ορατό» ςτα δεδομζνα, τα 

ςφμβολα και τισ λζξεισ, τθν επίλυςθ προβλθμάτων, ακόμα και τθν απόδειξθ.  
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Ο ουςιαςτικότεροσ, ωςτόςο, οριςμόσ που ςκιαγραφεί πλιρωσ όλεσ τισ πτυχζσ 

τόςο τθσ πολφπλοκθσ φφςθσ όςο και τθσ ςθμαςίασ τθσ οπτικοποίθςθσ ςτθ ςχολικι 

πρακτικι,  και υιοκετείται από τουσ Zimmermann & Cunningham (1991), Arcavi 

(2003), Hershkowitz et al. (1989), είναι ο εξισ: 

Οπτικοποίθςθ είναι θ ικανότθτα, θ διαδικαςία και το προϊόν τθσ δθμιουργίασ, 

ερμθνείασ, χριςθσ και αναςτοχαςμοφ πάνω ςε ςχζδια, εικόνεσ και διαγράμματα, 

ςτο μυαλό, το χαρτί ι τα δυναμικά περιβάλλοντα, με ςκοπό τθν απεικόνιςθ και 

επικοινωνία πλθροφοριϊν, τθν ανάπτυξθ νζων ιδεϊν και τθν προαγωγι των 

νοθμάτων.  

Ραράλλθλα, θ οπτικοποίθςθ ςυνδζεται ςτενά με τθ διαιςκθτικι προςζγγιςθ 

όπωσ γίνεται αντιλθπτό από τισ διάφορεσ κεωρίεσ ανάπτυξθσ του γεωμετρικοφ 

ςυλλογιςμοφ, κυρίωσ του Fischbein και του Duval. Οι Zimmermann & Cunningham 

(1991) τονίηουν ότι θ οπτικοποίθςθ είναι ανϊτερθ από τθν όραςθ (vision) κακϊσ 

εμπεριζχει τθν κατανόθςθ, και μάλιςτα εκείνου του είδουσ τθν κατανόθςθ που 

προζρχεται από τθ «διαίςκθςθ θ οποία διαμορφϊνεται μζςα από εικόνεσ ςτα μάτια 

του νου». Θ διαίςκθςθ ςτθν οποία αναφζρονται δεν πρόκειται για ζνα επιφανειακό 

υποκατάςτατο τθσ κατανόθςθσ, αλλά για το είδοσ τθσ διαίςκθςθσ που διαπερνά τθν 

καρδιά μιασ ιδζασ, δίνει βάκοσ και νόθμα ςτθν κατανόθςθ, χρθςιμεφει ωσ 

αξιόπιςτοσ οδθγόσ ςτθν επίλυςθ προβλθμάτων και εμπνζει δθμιουργικζσ 

ανακαλφψεισ. Οι Fujita, Jones & Yamamoto(2004) ςυμπλθρϊνουν ότι θ γεωμετρικι 

διαίςκθςθ, αν και δεν μπορεί να οριςκεί με ακρίβεια, περιλαμβάνει τθ δθμιουργία 

και χειριςμό των γεωμετρικϊν ςχθμάτων ςτο νου, τθν αναγνϊριςθ γεωμετρικϊν 

ιδιοτιτων και τθν ςυςχζτιςθ των εικόνων με ζννοιεσ και κεωριματα τθσ γεωμετρίασ 

με ςκοπό τθν επίλυςθ γεωμετρικϊν προβλθμάτων.  

Κοινι ςυνιςταμζνθ όλων των οριςμϊν που δίδονται αναφορικά με τθν ζννοια τθσ 

οπτικοποίθςθσ είναι ο ςθμαντικόσ ρόλοσ που κατζχει ςτθ μάκθςθ και τθ διδαςκαλία 

των μακθματικϊν: δίνει νόθμα ςτισ μακθματικζσ ζννοιεσ και τισ ςχζςεισ μεταξφ 

τουσ,  οξφνει τθν κατανόθςθ των αφθρθμζνων μακθματικϊν εννοιϊν, αποτελεί 

εργαλείο και οδθγό για τθν εξερεφνθςθ των μακθματικϊν προβλθμάτων, εμπνζει 

και ενιςχφει τθν μακθματικι ανακάλυψθ. Ο Fischbein χαρακτθριςτικά  υποςτθρίηει  

ότι ο ρόλοσ μιασ οπτικισ εικόνασ δεν είναι μόνο να οργανϊνει τα δεδομζνα ςε 

δομζσ με νόθμα, αλλά αποτελεί τον βαςικό παράγοντα που κακοδθγεί τθν 

αναλυτικι ανάπτυξθ μιασ μακθματικισ λφςθσ. Στο ίδιο πλαίςιο ο ρόλοσ τθσ 

οπτικοποίθςθσ είναι να υποςτθρίηει και να οπτικοποιεί τθν φορμαλιςτικι γλϊςςα 

των μακθματικϊν, να γεφυρϊνει το χάςμα ανάμεςα ςτισ λογικζσ λφςεισ και τθν 

λανκαςμζνθ κατά πολλοφσ διαίςκθςθ, και κυρίωσ να αναδεικνφει και να επιλφει 

εννοιολογικά κενά ι παρερμθνείεσ που μια τυπικι απόδειξθ εφκολα παρακάμπτει 

(Arcavi, 2003).   
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Λδιαίτερα αμφιλεγόμενοσ είναι ο ρόλοσ τθσ οπτικοποίθςθσ ςτθ δόμθςθ των 

αυςτθρϊν αποδείξεων κακϊσ πολλοί ερευνθτζσ ςθμειϊνουν ότι μπορεί να 

οδθγιςει ςε λανκαςμζνα ςυμπεράςματα ι να υποβακμίςει τθν ςθμαςία τθσ 

απόδειξθσ . Οι Barwise & Etchemendy (1991) ςτον αντίποδα επιςθμαίνουν 

χαρακτθριςτικά ότι: 

 «Ραρά τθν προφανι ςθμαςία των οπτικϊν εικόνων ςτισ ανκρϊπινεσ γνωςτικζσ 

δραςτθριότθτεσ, θ οπτικι αναπαράςταςθ παραμζνει πολίτθσ δεφτερθσ κατθγορίασ τόςο 

ςτθ κεωρία όςο και ςτθν πρακτικι των μακθματικϊν. Λδιαιτζρωσ, όλοι ζχουμε μάκει να 

απαξιϊνουμε αποδείξεισ που κάνουν ςθμαντικι χριςθ διαγραμμάτων, γραφθμάτων ι 

άλλων μθ-λεκτικϊν μορφϊν αναπαράςταςθσ, περιφρόνθςθ τθν οποία κλθρονομοφμε 

ςτουσ μακθτζσ… Ωςτόςο, οι οπτικζσ μορφζσ αναπαράςταςθσ μπορεί να είναι ςθμαντικζσ 

ωσ νόμιμα ςτοιχεία μιασ μακθματικισ απόδειξθσ».  

Επιπλζον, θ οπτικι προςζγγιςθ αποτελεί τθ βάςθ για τθ δθμιουργία εικαςιϊν θ 

αποδοχι ι απόρριψθ των οποίων ςυμβάλει και κακοδθγεί τθ δόμθςθ μιασ 

φορμαλιςτικισ απόδειξθσ. Συνεπϊσ, ο οπτικόσ ςυλλογιςμόσ δεν υποςτθρίηει απλά 

τθν μακθματικι ανακάλυψθ και  απόδειξθ, αλλά πρζπει να αναπτυχκεί ωσ ζνα 

πλιρωσ αποδεκτόσ τρόποσ ςυλλογιςμοφ, ςυμπεριλαμβανομζνων και των 

μακθματικϊν κεωρθμάτων (Dreyfus, 1991). Ο Rival (1987) δίνοντασ ζμφαςθ ςτθν 

επικοινωνιακι πτυχι των αποδείξεων αναφζρει ότι θ απόδειξθ είναι ζνα 

επιχείρθμα που καταφζρνει να πείςει τουσ ςυνομιλθτζσ και για να νοείται απόδειξθ 

πρζπει να επιτυγχάνει και να διατθρεί τθν κοινωνικι αποδοχι.  Με τθν ζννοια αυτι, 

λιγότερα αυςτθρά επιχειριματα που κάνουν χριςθ διαγραμμάτων και 

απευκφνονται ςτθ διαίςκθςθ, είναι μερικζσ φορζσ οι πιο επιτυχθμζνεσ αποδείξεισ. 

Τζλοσ, τα μακθματικά ζχουν χαρακτθριςτεί ωσ θ επιςτιμθ των κανονικοτιτων  

(Steen) ι ωσ θ επιςτιμθ των αφθρθμζνων ςχεςιακϊν ιδεϊν (Thomas), οριςμοί που 

αναδεικνφουν ότι θ φφςθ των μακθματικϊν ςυνδζεται άμεςα με τθ γενίκευςθ 

αφθρθμζνων ιδεϊν  γι’ αυτό και ο ρόλοσ τθσ είναι εξζχουςασ ςθμαςίασ για τθν 

ανάπτυξθ τθσ μακθματικισ γνϊςθσ. Θ γενίκευςθ είναι μια γνωςτικι και δυναμικι 

διαδικαςία που περιλαμβάνει τθν αφαίρεςθ από ζνα ςυγκεκριμζνο περιεχόμενο, 

τθν αναγνϊριςθ ομοιοτιτων, δομϊν και ςχζςεων, τθν ανακαταςκευι των 

μακθματικϊν αντικειμζνων και τθν αφομοίωςι τουσ ςε ζνα νζο ευρφτερο γνωςτικό 

τομζα, τα αντικείμενα του οποίου παρουςιάηουν κοινά χαρακτθριςτικά με το αρχικό 

περιεχόμενο. Θ δθμιουργία ςχζςεων μεταξφ κανονικοτιτων (pattern) ανάμεςα ςε 

διαφορετικζσ καταςτάςεισ ι παραδείγματα αποτελεί το επαγωγικό βιμα για τθ 

διαμόρφωςθ του γενικοφ που οδθγεί ςτθν ενοποίθςθ των γνϊςεων και τθ 

ςυςχζτιςθ εννοιϊν. Αν τα μακθματικά είναι θ επιςτιμθ των κανονικοτιτων είναι 

φυςικό κανείσ να ψάχνει τουσ πιο αποτελεςματικοφσ τρόπουσ για να οπτικοποιεί τισ 

κανονικότθτεσ αυτζσ και να χρθςιμοποιεί δθμιουργικά τθν οπτικοποίθςθ για να 

επιτφχει τθν κατανόθςθ.  Γίνεται, λοιπόν, ςαφζσ ότι ο ςπουδαιότεροσ ίςωσ ρόλοσ 

τθσ οπτικοποίθςθσ είναι να υποςτθρίηει τθν γενίκευςθ μζςα από τθ χριςθ 
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αφθρθμζνων μορφϊν εικόνων, όπωσ οι πρότυπεσ ι οι δυναμικζσ εικόνεσ (Presmeg, 

1999).    

 

1.2.4 Οι δυςκολίεσ γφρω από τθν οπτικοποίθςθ 

 

Φαίνεται να υπάρχει μία ευρεία ςυμφωνία ανάμεςα ςτα μζλθ τθσ μακθματικισ 

ερευνθτικισ κοινότθτασ ςχετικά με τθν κεντρικι ςθμαςία τθσ οπτικοποίθςθσ ςτθν 

εκμάκθςθ και τθν πρακτικι των  μακθματικϊν, γεγονόσ που πθγάηει από τθν 

αναγνϊριςθ τθσ οπτικοποίθςθσ όχι μόνο ωσ μζςου απλισ αναπαράςταςθσ αλλά και 

ωσ βαςικοφ ςτοιχείου τθσ ςυλλογιςτικισ, τθσ επίλυςθσ προβλθμάτων, ακόμθ και τθσ 

απόδειξθσ. Εξακολουκοφν, βζβαια, να υπάρχουν πολλά ανοικτά ηθτιματα ςχετικά 

με τθν οπτικοποίθςθ ςτθν μακθματικι εκπαίδευςθ που εντοπίηονται ςτθ 

βιβλιογραφία και χριηουν ιδιαίτερθσ προςοχισ. Σφμφωνα με τουσ Eisenberg & 

Dreyfus (1991) οι δυςκολίεσ γφρω από τθν οπτικοποίθςθ μποροφν να ταξινομθκοφν 

ςε τρεισ κατθγορίεσ: τισ πολιτιςμικζσ, γνωςτικζσ και κοινωνιολογικζσ. 

 

Οι πολιτιςμικζσ δυςκολίεσ αναφζρονται ςτισ αξίεσ και πεποικιςεισ γφρω από το 

τί περιλαμβάνει θ πρακτικι των μακθματικϊν, τί είναι νόμιμο και αποδεκτό και τί 

όχι, ειδικότερα ςε ότι αφορά το αμφιλεγόμενο κζμα των οπτικϊν αποδείξεων. Θ 

διαμάχθ αυτι ςτουσ κόλπουσ τθσ μακθματικισ κοινότθτασ και οι αυςτθρζσ 

δθλϊςεισ «αυτό δεν είναι μακθματικά» είναι πικανό να διειςδφςει ςτθν τάξθ, μζςω 

του διδακτικοφ υλικοφ ι των εκπαιδευτικϊν, να διαμορφϊςει τθν ζμφαςθ και το 

πνεφμα τουσ και να οδθγιςει ςε αυτό που θ Presmeg αποκαλεί «υποτίμθςθ τθσ 

οπτικοποίθςθσ», αφινοντασ μικρά περικϊρια ενςωμάτωςθσ και αναβάκμιςθσ τθσ 

ωσ αναπόςπαςτο μζροσ τθσ μακθματικισ πρακτικισ. Τθν αναγκαιότθτα τθσ οπτικισ 

προςζγγιςθσ τονίηει ο Dreyfus (1991), ο οποίοσ υποςτθρίηει ότι ςυχνά είναι 

αναπόφευκτο να καταφφγει κανείσ ςτο ςχιμα και να επιχειρθματολογιςει οπτικά 

κακϊσ δεν είναι δυνατόν να γίνει κατανοθτι μια απόδειξθ, όςο λεπτομερϊσ κι αν 

είναι αναπτυγμζνθ λεκτικά, αν δεν τθν «δει»  ζςτω με τα μάτια του μυαλοφ. Ζνα 

ακόμα ηιτθμα εγείρει ο Fischbein (1999) ςε ζρευνά του θ οποία αναδεικνφει ότι οι 

μακθτζσ δεν ςυμμερίηονται τθν ανάγκθ να αποδείξουν με τρόπο αυςτθρό ζναν 

διαιςκθτικά προφανι ιςχυριςμό, υποβακμίηοντασ κατ’ αυτόν τον τρόπο τθ ςθμαςία 

τθσ τυπικισ απόδειξθσ. Ο ίδιοσ, ωςτόςο, αντιτείνει ότι θ διαιςκθτικι απόδειξθ μιασ 

ιδιότθτασ, που προκφπτει ενδεχομζνωσ μζςω εικόνων, δεν αναιρεί τθν ανάγκθ να 

λάβει μια τυπικι μορφι ςφμφωνθ με τθν παραγωγικι και φορμαλιςτικι δομι των 

μακθματικϊν. Αντικζτωσ, θ διαιςκθτικι αυτι προςζγγιςθ αποτελεί ςυχνά τθ βάςθ 

πάνω ςτθν οποία οικοδομείται μια αυςτθρι απόδειξθ. 

 

Ζνασ ικανόσ αρικμόσ γνωςτικϊν δυςκολιϊν που εντοπίηονται ςτθ βιβλιογραφία  

μποροφν να διατυπωκοφν ςε μία απλοϊκι εκδοχι:  κατά πόςο θ οπτικι προςζγγιςθ 
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είναι πιο εφκολθ και πιο αςφαλισ. Τόςο το υψθλό εννοιολογικό υπόβακρο που 

απαιτεί θ οπτικοποίθςθ όςο και θ απουςία αςφαλϊν διαδικαςτικϊν οδϊν που 

ςυχνά προςφζρει θ ςυμβολικι προςζγγιςθ αποκαρρφνει τουσ μακθτζσ και 

ενδεχομζνωσ και τουσ εκπαιδευτικοφσ με το αιτιολογικό ότι είναι επιςφαλισ. 

Εμφανίηονται, δε, γνωςτικά εξαρτθμζνοι από τουσ αλγορίκμουσ και τισ διαδικαςίεσ 

και αρνοφνται να αναγνωρίςουν τα πλεονεκτιματα τθσ οπτικοποίθςθσ μιασ 

μακθματικισ κατάςταςθσ (Eisenberg & Dreyfus, 1991 , Rosken & Rolken, 2006).  Ζχει 

ιδθ επιςθμανκεί ότι θ οπτικοποίθςθ δεν είναι απλι όραςθ, το να βλζπει κανείσ δεν 

ςθμαίνει απαραίτθτα ότι κατανοεί. Τα λόγια του Goethe «δεν γνωρίηουμε αυτά που 

βλζπουμε, βλζπουμε αυτά που γνωρίηουμε» υπογραμμίηουν ακριβϊσ ότι θ 

απόδοςθ νοιματοσ και θ κατανόθςθ των διαγραμμάτων απαιτοφν ςφνκετεσ 

γνωςτικζσ διαδικαςίεσ αποκωδικοποίθςθσ τουσ και εννοιολογικζσ δομζσ. Θ πτυχι 

αυτι αναδεικνφει ότι θ οπτικοποίθςθ μπορεί να είναι προφανισ για ζναν 

εκπαιδευτικό αλλά όχι για ζνα μακθτι ι ακόμα ότι θ απόδοςθ νοιματοσ μπορεί να 

διαφζρει μεταξφ των μακθτϊν. Ο Whiteley (2004) τονίηει ότι «από τθ ςτιγμι που 

δθμιουργοφμε αυτό που βλζπουμε, μποροφμε και να αλλάξουμε αυτό που 

βλζπουμε» μζςα από ςυνεχι γνωςτικι κακοδιγθςθ και εξάςκθςθ. Ραρόλα αυτά, 

ακόμθ και όταν θ οπτικοποίθςθ πλθροί τισ γνωςτικζσ προχποκζςεισ είναι δυνατόν 

να προκφψει ςφγκρουςθ ανάμεςα ςτθ διαιςκθτικι λφςθ και τθν ορκι λογικι λφςθ 

δθμιουργϊντασ παρερμθνείεσ ι λανκαςμζνα ςυμπεράςματα, γεγονόσ που 

επαλθκεφεται από τθν ίδια τθν ιςτορία των μακθματικϊν. Θ πικανότθτα, ωςτόςο, 

να οδθγιςει ςε λάκθ  δεν κα ζπρεπε να μειϊνει ςτο ελάχιςτο τον ουςιαςτικό τθσ 

ρόλο και να αποτελεί αναςταλτικό παράγοντα κακϊσ ακόμα και θ φορμαλιςτικι 

προςζγγιςθ ενδζχεται να υποκρφπτει λάκθ, πλάνεσ και ελλιπι ςυλλογιςμό 

(Guzman, 2002).   

 

Μια επιπλζον γνωςτικι δυςκολία αποτελεί θ αδυναμία ευζλικτθσ μετάφραςθσ 

και μετακίνθςθσ μεταξφ των οπτικϊν και αναλυτικϊν αναπαραςτάςεων μιασ 

ζννοιασ, διαδικαςίεσ οι οποίεσ κα μποροφςαν να χαρακτθριςτοφν ο πυρινασ τθσ 

μακθματικισ κατανόθςθσ. Ο Dreyfus (1991) ανακεφαλαιϊνοντασ μια ςειρά 

ερευνϊν ςχετικϊν με τθν αντιμετϊπιςθ δυςκολιϊν αναφζρεται ςτθν ζλλειψθ 

δεξιότθτασ των μακθτϊν να δουν ζνα διάγραμμα με διαφορετικοφσ τρόπουσ, ςτθ 

δυςκολία να αναγνωρίςουν τουσ μεταςχθματιςμοφσ που υπονοοφνται και κυρίωσ 

ςτθν ζλλειψθ ςφνδεςθσ μεταξφ οπτικοποίθςθσ και αναλυτικισ ςκζψθσ. Οι Rosken & 

Rolka (2006) ςε ζρευνά τουσ ςχετικά με τον γεωμετρικό οριςμό  τθσ ζννοιασ του 

ολοκλθρϊματοσ διαπιςτϊνουν ότι ςυχνά θ οπτικι προςζγγιςθ δεν οδθγεί ςε ορκι 

λφςθ του προβλιματοσ κακϊσ ςτερείται γνωςτικισ ευελιξίασ μεταξφ οπτικϊν και 

αλγορικμικϊν τεχνικϊν. Κατ’ επζκταςθ θ  γνωςτι ριςθ «μια εικόνα αξίηει όςο χίλιεσ 

λζξεισ» αποκτά αξία μόνο όταν θ εικόνα αποτελεί προϊόν ςτοχαςτικισ ςκζψθσ και 

αφορμι  για τθ μετακίνθςθ μεταξφ  πολλαπλϊν αναπαραςταςιακϊν ςυςτθμάτων, 

ενϊ ο Duval (1999) επιςθμαίνει ότι θ επιτυχισ οπτικοποίθςθ απαιτεί ειδικι 
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εκπαίδευςθ για τον τρόπο οπτικοποίθςθσ κάκε αναπαραςταςιακοφ ςυςτιματοσ. 

Γεγονόσ είναι ότι θ κατανόθςθ και ο χειριςμόσ πολλαπλϊν αναπαραςτάςεων 

αποτελεί μια μακρόπνοθ, μθ-γραμμικι και δφςκολθ  διαδικαςία για τουσ μακθτζσ, 

με αποτζλεςμα να καταφεφγουν ςτισ λιγότερο απαιτθτικζσ διαδικαςτικζσ μεκόδουσ. 

 

Στθ βιβλιογραφία εντοπίηονται και δυςκολίεσ που αφοροφν αυτι κακ’ αυτι τθ 

χριςθ των εικόνων. Οι Zodik & Zaslavsky (2007) εντοπίηουν ότι θ ιδιαιτερότθτα των 

διαγραμμάτων και θ τάςθ των μακθτϊν να αντιλαμβάνονται ςυγκεκριμζνα 

διαγράμματα ωσ πρότυπα περιορίηουν τισ ςυλλογζσ εικόνων για κάποιο αντικείμενο 

ι ζννοια και εγκλωβίηουν τθ ςκζψθ ςε πρωτοτυπικζσ μορφζσ. Ραράλλθλα, είναι 

γεγονόσ ότι οι μακθτζσ ακόμα και αν διακζτουν ζνα ευρφ φάςμα διακριτϊν 

αναπαραςτάςεων προτιμοφν τθ χριςθ πρωτοτυπικϊν μορφϊν εξαιτίασ τθσ 

εξοικείωςισ τουσ με αυτζσ μζςα από τθ διδαςκαλία. Θ εκτεταμζνθ, δε,  χριςθ 

ςτερεοτυπικϊν αναπαραςτάςεων οδθγεί ςε «γεωμετρικι  ακαμψία» (geometrical 

rigidity), δθλαδι αδυναμία νοθτικισ αναγνϊριςθσ και χειριςμοφ γεωμετρικϊν 

ςχθμάτων που δεν ςυμπίπτουν με τθν πρωτοτυπικι τουσ μορφι ι ςτα οποία 

εφαρμόηεται μια ιςομετρία ι ζνασ μεταςχθματιςμόσ που εν μζρει ι πλιρωσ 

μεταβάλλει τθ κζςθ του (Acuna & Larios, 2008).  Μια ακόμθ δυςκολία που 

παρατθρείται είναι θ αδυναμία των μακθτϊν να «δουν» ζνα διάγραμμα με 

διαφορετικοφσ τρόπουσ, να μετακινιςουν τθν προςοχι τουσ από ςυγκεκριμζνα 

μζρθ ενόσ διαγράμματοσ ςτο ςφνολό του και αντίςτροφα. Ο Arcavi (2003) 

υπογραμμίηει ότι αυτό που μπορεί να «δει» κανείσ ςε μια οπτικι εικόνα δεν 

εξαρτάται μόνο από τισ γνϊςεισ του, αλλά και από το πλαίςιο μζςα ςτο οποίο το 

μελετά. Είναι πικανό,  ςε διαφορετικά πλαίςια, τα ίδια οπτικά αντικείμενα να 

αποκτοφν διαφορετικό νόθμα ακόμα και για τουσ ειδικοφσ. Στισ παραπάνω 

δυςκολίεσ θ Presmeg (1986) προςκζτει  πωσ μια αςαφισ εικόνα μπορεί να 

εμφανίηεται επίμονα, εμποδίηοντασ τθν πρόοδο τθσ ςκζψθσ, και είναι αναγκαίο να 

ςυνοδευτεί από διαδικαςίεσ αυςτθρισ αναλυτικισ ςκζψθσ προκειμζνου να είναι 

χριςιμθ. Χαρακτθριςτικά για τθν αμφικυμία τθσ οπτικοποίθςθσ είναι τα λόγια του 

Tall (1994, αναφορά ςτουσ  Rosken & Rolka, 2006): «Είναι αυτι θ ποιότθτα τθσ 

χριςθσ εικόνων χωρίσ να γίνεται κανείσ υποχείριο αυτϊν που προςφζρει ζνα 

ςθμαντικό πλεονζκτθμα ςτουσ εκπαιδευτικοφσ αλλά δθμιουργεί ςθμαντικι 

δυςκολία ςτουσ μακθτζσ».  

 

Οι κοινωνιολογικζσ δυςκολίεσ αφοροφν κζματα που άπτονται άμεςα τθσ 

διδαςκαλίασ των μακθματικϊν. Οι Eisenberg & Dreyfus (1991) υποςτθρίηουν ότι θ 

διδαςκαλία πρζπει να υποςτεί μια «διδακτικι μεταφορά» που εν ςυντομία 

αναφζρεται ςτουσ μεταςχθματιςμοφσ που υφίςταται θ γνϊςθ όταν από τον 

επιςτθμονικό και ακαδθμαϊκό τθσ χαρακτιρα προςαρμόηεται ςε γνϊςθ κατάλλθλθ 

για διδαςκαλία. Θ διαδικαςία αυτι, εκ φφςεωσ, τεμαχίηει  και αρικμθτικοποιεί τθ 

γνϊςθ, ςτερϊντασ τθσ μια ποικιλία διαςυνδζςεων. Επιπλζον, θ Presmeg (2006) ςτθν 
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τριετι ζρευνά τθσ ςχετικά με τουσ παράγοντεσ που επθρεάηουν τθ χριςθ των 

οπτικϊν εικόνων μζςα ςτθ ςχολικι τάξθ κατζλθξε ςε ενδιαφζροντα ςυμπεράςματα 

που αφοροφςαν τουσ ίδιουσ τουσ εκπαιδευτικοφσ. Αναπάντεχα, περιςςότερο 

επιτυχείσ με τουσ οπτικοφσ μακθτζσ ιταν οι εκπαιδευτικοί πεποίκθςθ των οποίων 

ιταν ότι ςτόχοσ είναι πάντοτε θ γενίκευςθ και οι οπτικζσ μζκοδοι πρζπει να 

εγκαταλειφτοφν μόλισ εξυπθρετιςουν τον αρχικό ςκοπό τουσ, κακϊσ επζτρεπαν 

ςτουσ μακθτζσ να χρθςιμοποιοφν τθν προτιμϊμενθ οπτικι προςζγγιςθ τουλάχιςτον 

ςτθν αρχικι μακθματικι επεξεργαςία ϊςτε να υπερπθδιςουν το εμπόδιο τθσ 

γενίκευςθσ.  Υποςτθρίηει, μάλιςτα, ότι οι κακθγθτζσ που χρθςιμοποιοφςαν οπτικζσ 

μεκόδουσ ςτθ διδαςκαλία τουσ κα ιταν περιςςότερο επιτυχείσ αν ιταν καλφτερα 

ενθμερωμζνοι  για τισ παγίδεσ που θ οπτικοποίθςθ και θ γενίκευςθ ελλοχεφουν. 

Τζλοσ, θ μθ-οπτικι διδαςκαλία και τάςθ αποδοκιμαςίασ τθσ μεκόδου είχε ωσ 

αποτζλεςμα τισ χαμθλζσ επιδόςεισ των μακθτϊν και τθν προςπάκεια ςτείρασ 

απομνθμόνευςθσ διαδικαςιϊν. Θ απροκυμία άλλωςτε των μακθτϊν να 

χρθςιμοποιιςουν οπτικζσ αναπαραςτάςεισ ςυχνά είναι αποτζλεςμα τθσ 

υποβάκμιςθσ τθσ οπτικοποίθςθσ τόςο από τον εκπαιδευτικό και τθ διδαςκαλία του, 

όςο και από το ίδιο το πρόγραμμα ςπουδϊν που παρζχει ελλιπι εξάςκθςθ τθσ 

δεξιότθτασ αυτισ. Επιπροςκζτωσ, προςπακϊντασ να ερμθνεφςει τθν 

υποεκπροςϊπθςθ των οπτικϊν μακθτϊν ανάμεςα ςτουσ άριςτουσ μιασ ςχολικισ 

τάξθσ εντοπίηει ότι είναι πικανό θ ίδια θ φφςθ των μακθματικϊν να ευνοεί τθσ μθ 

οπτικζσ μεκόδουσ, είναι όμωσ ςίγουρο ότι  το πρόγραμμα ςπουδϊν που επιβάλει 

αυςτθροφσ χρονικοφσ περιοριςμοφσ, εξεταςτοκεντρικι αξιολόγθςθ και ζμφαςθ ςτθ 

φορμαλιςτικι διδαςκαλία οδθγεί ςτθν εξάρτθςθ από τθν ταχφτθτα και τθν ευκολία 

των διαδικαςτικϊν μεκόδων (Presmeg, 1986). 

 

Στο ςθμείο αυτό πρζπει να τονιςτεί ότι οι μακθτζσ που χρθςιμοποιοφν μθ 

οπτικζσ μεκόδουσ ςτθν επίλυςθ προβλθμάτων δεν είναι πάντοτε αυτοί που 

αδυνατοφν να χρθςιμοποιιςουν τθν οπτικι προςζγγιςθ. Θ προτίμθςθ για 

μακθματικι οπτικοποίθςθ ακολουκεί τθν κατανομι του Gauss ςτουσ 

περιςςότερουσ ςχολικοφσ πλθκυςμοφσ ςυνεπϊσ υπάρχουν κάποιοι μακθτζσ για 

τουσ οποίουσ θ οπτικοποίθςθ δεν αποτελεί επιλογι κακϊσ δεν νιϊκουν τθν ανάγκθ 

για να αναπτφξουν αυτι τθ λειτουργία τθσ νόθςθσ (Presmeg, 1985). Επιπλζον, 

υπάρχουν μακθτζσ που ενϊ κατζχουν τθ δεξιότθτα τθσ χριςθσ των οπτικϊν 

μεκόδων, προτιμοφν να μθν τθν χρθςιμοποιοφν χάριν ευκολίασ (Kruteskii, 1976 , 

Presmeg, 1986). Ρροφανϊσ, όταν ζνα κζμα διδάςκεται για πρϊτθ φορά θ οπτικι 

παρουςίαςθ ενιςχφει τθν κατανόθςθ, ωςτόςο θ εξάςκθςθ ςτθ διαδικαςία ι τον 

τφπο οδθγεί ςε τζτοιο βακμό εξοικείωςθσ που θ εικόνα δεν είναι πλζον 

απαραίτθτθ. Τζλοσ, ο Kruteskii, ςε ζρευνά του για τουσ μακθματικά χαριςματικοφσ 

μακθτζσ, επιςθμαίνει ότι απαραίτθτθ πτυχι και πλεονζκτθμα τθσ μακθματικισ 

ςκζψθσ είναι οι μακθτζσ να ζχουν διακζςιμεσ οπτικζσ και μθ οπτικζσ λειτουργίεσ 

κατά τθν αντιμετϊπιςθ των προβλθμάτων ϊςτε ςε κάκε περίπτωςθ να επιλζγουν 
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τθν καταλλθλότερθ. Τθν ιςορροπία αυτι μεταξφ οπτικϊν και λεκτικϊν λειτουργιϊν 

ο McKim αποκαλεί αμφιδζξια ςκζψθ (ambidextrous thinking) . 

 

Ολοκλθρϊνοντασ, τα αποτελζςματα τθσ ζρευνασ γφρω από τθν οπτικοποίθςθ 

ςτθν μακθματικι εκπαίδευςθ κάνουν παραπάνω από ςαφζσ τόςο τον κεμελιϊδθ 

ρόλο τθσ ςτθν κατανόθςθ και τθν μακθματικι ανακάλυψθ, όςο και τα προβλιματα 

που αυτι μπορεί να δθμιουργιςει,  υπενκυμίηοντασ ότι θ χριςθ τθσ δεν πρζπει να 

είναι πανάκεια. Θ πλιρθσ κατανόθςθ των δυςκολιϊν τθσ εμπλουτίηουν τισ γνϊςεισ 

των εκπαιδευτικϊν για τισ πτυχζσ τθσ μακθματικισ ςκζψθσ και αναμφίβολα 

εξυπθρετοφν τθν πρόοδο. Κρίνεται ςκόπιμο τα νζα προγράμματα ςπουδϊν και οι 

καινοτόμεσ πρακτικζσ ςτθν τάξθ να δίνουν εκ νζου ζμφαςθ ςτθν αξία τθσ 

οπτικοποίθςθσ με τζτοιο τρόπο ϊςτε να ενιςχφεται θ αμφιδζξια ςκζψθ, κζτοντάσ 

τθν κεντρικό άξονα ςτθ διδαςκαλία των μακθματικϊν. 
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1.3   Από τθν Eπιχειρθματολογία ςτθν Απόδειξθ 

 

1.3.1 Ειςαγωγι: Θ φφςθ τθσ απόδειξθσ 

 

Θ μελζτθ τθσ φιλοςοφίασ και τθσ ιςτορίασ των μακθματικϊν κατά τουσ αιϊνεσ 

αναδεικνφει τθν φπαρξθ πολλϊν και αντικρουόμενων απόψεων ςχετικά με το ρόλο 

και κυρίωσ το χαρακτιρα τθσ απόδειξθσ. Θ διαμάχθ αυτι ζχει τισ ρίηεσ τθσ ςτθ 

διαφορετικι απόδοςθ νοιματοσ ςτθν ζννοια τθσ απόδειξθσ, αυτισ ανάμεςα ςτουσ 

όρουσ του «διαφωτίηω» και του «πείκω». Ο όροσ «διαφωτίηω», ςυνδζεται άμεςα 

με τον εμπειριςμό και τθ διαίςκθςθ και αναφζρεται ςε εκείνεσ τισ αποδεικτικζσ 

διαδικαςίεσ ςτισ οποίεσ θ επιχειρθματολογία περιζχει λογικά κενά ι είναι ατελισ, 

ωςτόςο το ςυμπζραςμα είναι εμφανζσ και βζβαιο βάςει των μαρτυριϊν (του 

ςχιματοσ, των αιςκιςεων κλπ). Αντικζτωσ, ο όροσ «πείκω» αναφζρεται ςτθ λογικι 

τθσ μθ αντιφατικότθτασ των αποδεικτικϊν διαδικαςιϊν, ςτθν αυςτθρότθτα και τον 

φορμαλιςμό που πρζπει να τισ διζπουν και αποτελεί ζωσ και ςιμερα τθν κυρίαρχθ 

αντίλθψθ για τθν ζννοια τθσ απόδειξθσ. 

Τθν περίοδο των λογικϊν μακθματικϊν του 6ου-5ου π.Χ. αιϊνα, οι αποδεικτικζσ 

μζκοδοι ιταν διαιςκθτικζσ και εμπειρικζσ κάτω από τθν επιρροι των ςοφιςτϊν, 

υποςτθρικτϊν των αιςκιςεων,  και των Ρυκαγορείων. Θ πρϊτθ ςθμαντικι ριξθ ςτο 

χϊρο τθσ απόδειξθσ δθμιουργικθκε κατά τον 4ο και 3ο π.Χ. αιϊνα  όταν κάτω από 

τθν επίδραςθ των Ελεατϊν φιλοςόφων και του Ρλάτωνα αναδείχκθκε θ ανάγκθ 

χειριςμοφ ιδεατϊν αντικειμζνων που θ οπτικι προςζγγιςθ δεν μποροφςε να 

ικανοποιιςει. Οι Ελεάτεσ, φφςθ αντίκετοι με τθν εμπειρικι γνϊςθ και τον κόςμο 

των αιςκιςεων, χρθςιμοποίθςαν τθν ζμμεςθ αποδεικτικι διαδικαςία ενϊ ο κφριοσ 

εκπρόςωπόσ τουσ Ραρμενίδθσ, πρϊτοσ δθμιοφργθςε ζνα εκτεταμζνο παραγωγικό 

επιχείρθμα κζτοντασ μια κεμελιϊδθ αντίκεςθ μεταξφ των αιςκιςεων και ενόσ 

αφθρθμζνου επιχειριματοσ (Szabo 1973, Lloyd 1979 αναφορά ςτθν Δθμθτριάδου). 

Μια παρόμοια επιςτθμολογικι ριξθ ςθμειϊκθκε πολλοφσ αιϊνεσ αργότερα κατά 

τον 18ο και 19ο αιϊνα με τθν επικράτθςθ τθσ ανάλυςθσ, των αυςτθρϊν μεκόδων και 

τθν ανακάλυψθ των μθ Ευκλείδειων γεωμετριϊν. Λδιαιτζρωσ, θ αξιωματικι 

κεμελίωςθ του Hilbert είναι αυςτθρι και απαλλαγμζνθ από τθν προφάνεια και τθν 

οπτικι αναπαράςταςθ. Στο πλαίςιο αυτό, θ απόδειξθ λαμβάνεται ωσ μια 

φορμαλιςτικι διαδικαςία που προκφπτει από ζνα ςυνεπζσ, ανεξάρτθτο και πλιρεσ  

αξιωματικό ςφςτθμα βαςιςμζνο ςε τυπικά λογικοφσ κανόνεσ. 

Θ παραδοςιακι άποψθ για τον ρόλο τθσ απόδειξθσ αποτυπϊνεται εφςτοχα από 

τον Griffiths (2000, αναφορά ςτον Weber, 2003) ςφμφωνα με τον οποίο θ απόδειξθ 

είναι μια τυπικι και λογικι πορεία ςυλλογιςμοφ που αρχίηει με ζνα ςφνολο 

αξιωμάτων και μζςω λογικϊν βθμάτων οδθγείται ςε ζνα ςυμπζραςμα, με ςκοπό 

τθν απόδειξθ ενόσ κεωριματοσ. Ωςτόςο, ςτθ βιβλιογραφία ςυναντϊνται πλικοσ 

οριςμϊν που υποδεικνφουν ότι θ απόδειξθ είναι κάτι παραπάνω από τθν απλι 
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μακθματικι επιβεβαίωςθ ενόσ κεωριματοσ κακϊσ εμπεριζχει και κοινωνικι πτυχι. 

Σφμφωνα με τουσ Davis & Hersh (Hersh, 1993) θ απόδειξθ πρζπει να νοείται ωσ ζνα 

επιχείρθμα που καταςκευάηεται για να πείκει ζναν μακθματικό που γνωρίηει το 

κζμα, ενϊ για τον Balacheff είναι μια επεξιγθςθ δεκτι από τθν μακθματικι 

κοινότθτα, ςε μια δεδομζνθ χρονικι ςτιγμι. Ωςτόςο, οι  Davis & Hersh  

υπογραμμίηουν τθ δυςκολία να προςδιοριςτεί τι είδουσ επιχείρθμα αποτελεί μια 

ζγκυρθ απόδειξθ για τθ μακθματικι κοινότθτα κακϊσ ςτθν περίπτωςθ που ζνα 

επιχείρθμα δεν γίνει δεκτό ωσ απόδειξθ, αυτό δεν εξαρτάται μόνο από τθ λογικι 

του δομι, αλλά και από τον τρόπο που διαμορφϊκθκε το επιχείρθμα ϊςτε να γίνει 

πειςτικό, ακριβζσ και ςαφζσ (Hanna, 1990). 

 

1.3.2 Λειτουργίεσ και Μζκοδοι τθσ απόδειξθσ 

 

Γίνεται αντιλθπτό ότι τόςο θ μακθματικι κοινότθτα όςο και οι εκπαιδευτικοί 

κεωροφν ότι θ εδραίωςθ τθσ αλικειασ ενόσ επιχειριματοσ είναι μόνο ζνασ από 

τουσ λόγουσ για τθν καταςκευι μιασ απόδειξθσ. Στθ βιβλιογραφία ςυναντϊνται 

πλικοσ εναλλακτικϊν ςτόχων μιασ απόδειξθσ και αναλφονται οι λειτουργίεσ που 

αυτι διαδραματίηει μζςα ςτθ ςχολικι πρακτικι (Hanna 1990 & 2000, Hersh 1993, 

de Villiers, 1990, Weber,2003). 

 Θ απόδειξθ ωσ μζςο επαλικευςθσ και αιτιολόγθςθσ (verification-justification): Θ 

παραδοςιακι και πιςτι ςτο φορμαλιςμό άποψθ υποςτθρίηει ότι θ απόδειξθ 

είναι θ διαδικαςία επιβεβαίωςθσ τθσ ορκότθτασ, εγκυρότθτασ και ιςχφοσ ενόσ 

γεωμετρικοφ ιςχυριςμοφ με ςκοπό τθν εξάλειψθ κάκε αμφιβολίασ για τθν 

αλικεια μιασ μακθματικισ πρόταςθσ. 

 Θ απόδειξθ ωσ μζςο επεξιγθςθσ (explanation): Θ επεξιγθςθ μπορεί να 

κεωρθκεί ςυνϊνυμθ με τθ βακφτερθ επίγνωςθ του γιατί μια εικαςία, πρόταςθ ι 

ιδιότθτα είναι αλθκισ. Ο Hersh (1993) επιςθμαίνει ότι «θ καλφτερθ απόδειξθ 

είναι αυτι που βοθκάει να γίνει κατανοθτό το νόθμα του κεωριματοσ που 

αποδεικνφεται για να διαπιςτωκεί όχι μόνο ότι είναι αλθκινό αλλά και γιατί είναι 

αλθκινό». 

 Θ απόδειξθ ωσ μζςο ςυςτθματοποίθςθσ (systematization): Θ απόδειξθ 

προςφζρει το απαραίτθτο πλαίςιο μζςα ςτο οποίο αρχικϊσ ανεξάρτθτα 

αποδεικτικά ςτοιχεία μποροφν να οργανωκοφν και να ενταχκοφν ςε ζνα πλιρεσ 

και ενοποιθμζνο ςφνολο που υπακοφει ςε κοινά αποδεκτοφσ νόμουσ και 

κανόνεσ. Θ οργάνωςθ, δε, των ςτοιχείων αυτϊν ςε ζνα παραγωγικό ςφςτθμα 

μπορεί να αναδείξει επιχειριματα τα οποία είναι εςφαλμζνα ι ελλιπι.  

 Θ απόδειξθ ωσ μζςο ανακάλυψθσ (discovery): Θ διερεφνθςθ των λογικϊν 

ςυνεπειϊν ενόσ οριςμοφ ι ενόσ αξιωματικοφ ςυςτιματοσ  κακιςτά εφικτι τθ 

ανάπτυξθ νζων γεωμετρικϊν αποτελεςμάτων και μακθματικϊν κεωριϊν. 
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 Θ απόδειξθ ωσ μζςο επικοινωνίασ (communication): Θ απόδειξθ αποτελεί το 

προϊόν αλλθλεπίδραςθσ, διαλόγου και κοινωνικισ διαπραγμάτευςθσ μζςα ςε μια 

ςχολικι τάξθ. Θ επικοινωνιακι αυτι πτυχι τθσ απόδειξθσ τθν υποβάλει ςε μια 

διαδικαςία ςυνεχοφσ κριτικισ και επανεξζταςθσ μζςα από τθν οποία 

αποςαφθνίηονται τυχόν ςφάλματα, παρανοιςεισ ι αμφιςβθτιςεισ.  

 Θ απόδειξθ ωσ μζςο πνευματικισ πρόςκλθςθσ (intellectual challenge): Θ 

απόδειξθ προςφζρει αυτιν τθ διανοθτικι πρόκλθςθ που είναι ςυνϊνυμθ με τθν 

αυτοπραγμάτωςθ και τθν εςωτερικι ευχαρίςτθςθ και αποτελεί τθ βάςθ για να 

εξεταςτεί θ διανοθτικι αντοχι και θ ευςτροφία του μακθματικοφ. 

 Θ απόδειξθ ωσ μζςο ανάπτυξθσ τθσ διαίςκθςθσ (developing intuition): Θ 

εξζταςθ των λογικϊν ςυνεπαγωγϊν ενόσ οριςμοφ ι μιασ γεωμετρικισ πρόταςθσ 

ι ιδιότθτασ  μπορεί να ενιςχφςει τθν ανάπτυξθ τθσ εννοιολογικισ ι διαιςκθτικισ 

κατανόθςθσ του μελετϊμενου αντικειμζνου.  

 Θ απόδειξθ ωσ μζςο διερεφνθςθσ (exploration) τθσ ζννοιασ ενόσ οριςμοφ ι των 

ςυνεπειϊν μιασ υπόκεςθσ. 

 Θ απόδειξθ ωσ καταςκευι (construction) μιασ εμπειρικισ κεωρίασ. 

 Θ απόδειξθ ωσ ενςωμάτωςθ γνϊςεων (incorporation) ςε ζνα νζο πλαίςιο και θ 

εξζταςθ αυτισ από μια νζα οπτικι. 

 

Είναι ςαφζσ ότι οι λειτουργίεσ τθσ απόδειξθσ δεν ζχουν όλεσ τθν ίδια βαρφτθτα 

ςτθν εκμάκθςθ και τθ διδαςκαλία των μακθματικϊν. Θ Hanna (2000) υποςτθρίηει 

ότι οι λειτουργίεσ τθσ επαλικευςθσ, ςυνϊνυμθ με τθν εγκυρότθτα ενόσ 

επιχειριματοσ, και τθσ επεξιγθςθσ, ςυνϊνυμθ με τθν παραδοχι ι μθ τθσ αλικειάσ 

του, αποτελοφν κεμελιϊδεισ λειτουργίεσ με τισ οποίεσ πρζπει να ειςάγεται ζνασ 

μακθτισ ςτθ διδαςκαλία τθσ απόδειξθσ κακϊσ είναι αποτζλεςμα τθσ ιςτορικισ 

ανάπτυξθσ τθσ μακθματικισ ςκζψθσ. Ωςτόςο, ςφμφωνα με τον de Villiers (1999) θ 

ειςαγωγι αυτι δεν πρζπει να κακυςτερεί αδικαιολόγθτα κακϊσ μια απόδειξθ 

πρζπει να είναι αποτζλεςμα μιασ ςπειροειδοφσ προςζγγιςθσ των διαφόρων 

λειτουργιϊν τθσ. 

 

(Σχιμα 1.4: Σπειροειδισ προςζγγιςθ των λειτουργιϊν τθσ απόδειξθσ κατά τον de Villiers) 
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Κατά τθ διαδικαςία επίλυςθσ ενόσ μακθματικοφ προβλιματοσ οι μακθτζσ 

αναπτφςςουν διαφορετικά είδθ ςυλλογιςμοφ για τθν παραγωγι μιασ αποδεκτισ 

απόδειξθσ, τα οποία μποροφν να ταξινομθκοφν ςε τρεισ κατθγορίεσ ωσ εξισ: 

 O παραγωγικόσ ςυλλογιςμόσ (deductive argumentation) αρχίηει από ζναν γενικό 

κανόνα και καταλιγει ςε ζνα ειδικό ςυμπζραςμα μζςα από μια λογικι αλυςίδα 

ςυλλογιςμϊν ςτθν οποία κάκε βιμα προκφπτει από το επόμενο. Ωσ εκ τοφτου θ 

παραγωγικι απόδειξθ είναι μια απλι διαδικαςία εξαγωγισ ςυμπεράςματοσ που 

ακολουκεί προθγοφμενεσ γνϊςεισ και ςτθρίηεται ςε αυτζσ. 

 Ο επαγωγικόσ ςυλλογιςμόσ (inductive argumentation) αρχίηει από μία ειδικι 

περίπτωςθ και ολοκλθρϊνεται με ζναν γενικό κανόνα. Συνεπϊσ, κατά τθν 

επαγωγικι απόδειξθ μια κοινι ιδιότθτα μεταξφ διαφορετικϊν παραδειγμάτων, 

περιπτϊςεων ι μοτίβων που επαναλαμβάνονται αποτελεί τθ βάςθ για γενίκευςθ 

και εξαγωγι ςυμπεραςμάτων. 

 Ο απαγωγικόσ ςυλλογιςμόσ (abductive argumentation) ςφμφωνα με τον Pierce 

προκφπτει όταν κάποιοσ ςυμπεραίνει από τα αποτελζςματα τθν αιτία. Δθλαδι 

«παρατθρεί τα γεγονότα και αναηθτά μια κεωρία για να τα εξθγιςει». Ο γενικόσ 

τφποσ τθσ απαγωγισ είναι: το γεγονόσ Α παρατθρείται, αν το C είναι αλθκζσ τότε 

το Α κα μποροφςε να είναι αλθκζσ, ζτςι είναι λογικό να υποκζςουμε ότι το C 

είναι αλθκζσ. 

 

Στθν ςχολικι πρακτικι των μακθματικϊν ςυναντϊνται ζνασ ςθμαντικόσ 

αρικμόσ μεκόδων αποδείξεων, οι κυριότερεσ από τισ οποίεσ ςυνοψίηονται ωσ εξισ:  

 Ευκεία Απόδειξθ: Στθν ευθεία απόδειξη, το ςυμπζραςμα κακιερϊνεται με το 

λογικό ςυνδυαςμό των αξιωμάτων, των οριςμϊν και των προθγοφμενων 

κεωρθμάτων. 

 Απόδειξθ με Επαγωγι: Στθν απόδειξη με μαθηματική επαγωγή, αποδεικνφεται 

πρϊτα μια "βαςικι περίπτωςθ", και ςτθ ςυνζχεια χρθςιμοποιείται ζνασ 

"επαγωγικόσ κανόνασ" για να δείξει μια (ςυχνά άπειρθ) ςειρά από άλλεσ 

περιπτϊςεισ. Αφοφ θ βαςικι περίπτωςθ είναι αλθκισ, θ απειρότθτα των άλλων 

περιπτϊςεων κα πρζπει επίςθσ να ιςχφει, ακόμα κι αν δεν μποροφν όλεσ να 

αποδειχκοφν ευκζωσ λόγω του άπειρου αρικμοφ τουσ. 

Θ αρχι τθσ μακθματικισ επαγωγισ ορίηει ότι: 

Ζςτω N = { 1, 2, 3, 4, ... } το ςφνολο των φυςικϊν αρικμϊν και P(n) μια μακθματικι 

πρόταςθ που περιζχει τον φυςικό αρικμό n που ανικει ςτο N, ζτςι ϊςτε (i) P(1) 

ιςχφει, δθλαδι, P(n) να είναι αλικεια για n = 1 (ii) P(m + 1) ιςχφει όταν P(m) ιςχφει, 

δθλαδι P(m) ςυνεπάγεται ότι P(m + 1). Τότε, P(n) ιςχφει για όλουσ τουσ φυςικοφσ 

αρικμοφσ n. 

 Απόδειξθ με Ανάλυςθ και ΢φνκεςθ: Στθν απόδειξη με ανάλυςη γίνεται δεκτι 

εξαρχισ θ αλικεια τθσ πρόταςθσ P. Από αυτιν ςυνάγεται θ αλικεια μιασ 
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πρόταςθσ ι μιασ αλυςίδασ προτάςεων. Εάν οι τελευταίεσ προτάςεισ είναι 

αλθκείσ, τότε προφανϊσ και θ αρχικι πρόταςθ P είναι αλθκισ εφόςον μποροφμε 

να αναχκοφμε ςε αυτιν ςυνκετικά από τισ προθγοφμενεσ προτάςεισ. 

 Απόδειξθ με Εξάντλθςθ: Στθν απόδειξη με εξάντληςη, το ςυμπζραςμα δείχνεται 

διαιρϊντασ το ςε ζναν πεπεραςμζνο αρικμό περιπτϊςεων, και αποδεικνφοντασ 

τθν κάκε μια ξεχωριςτά. Θ μζκοδοσ αυτι είναι κοινι πρακτικι κυρίωσ ςτον τομζα 

τθσ κεωρίασ αρικμϊν  όπου απαιτείται ο ζλεγχοσ όλων των περιπτϊςεων. 

 Απόδειξθ με Αντιμετάκεςθ: Θ απόδειξη με αντιμετάθεςη δείχνει το ςυμπζραςμα 

"αν P τότε Q" αποδεικνφοντασ το ιςοδφναμο αντικετοαντίςτροφο "αν όχι P τότε 

όχι Q". 

 Απόδειξθ με Εισ Άτοπον Απαγωγι: Στθν απόδειξη με εισ άτοπον απαγωγή 

δείχνεται ότι αν κάποια πρόταςθ ιταν ψευδισ, τότε ςυμβαίνει μια λογικι 

αντίφαςθ, επομζνωσ θ αρχικι πρόταςθ κα πρζπει να είναι αλθκισ.  

 Μθ Καταςκευαςτικι Απόδειξθ / Απόδειξθ Υπαρξθσ: Στθν απόδειξη φπαρξησ 

δείχνεται ότι ζνα αντικείμενο πρζπει να υπάρχει, χωρίσ να εξθγιςει πϊσ 

βρίςκεται ζνα τζτοιο αντικείμενο. Συχνά ταυτίηεται με τθν απόδειξθ με εισ 

άτοπον απαγωγι, όπου θ μθ φπαρξθ του αντικειμζνου αποδεικνφεται αδφνατθ. 

 Καταςκευαςτικι Απόδειξθ / Απόδειξθ με Αντιπαράδειγμα: Θ καταςκευαςτική 

απόδειξη περιλαμβάνει τθν καταςκευι ενόσ παραδείγματοσ με τθν ιδιότθτα να 

δείχνει ότι υπάρχει κάτι που ζχει τθν ηθτοφμενθ ιδιότθτα. Συνικωσ, θ 

καταςκευαςτικι απόδειξθ αποδεικνφει τθ μθ ορκότθτα μιασ πρόταςθσ, ενϊ το 

παράδειγμα που καταςκευάηεται λζγεται αντιπαράδειγμα. 

Αναμφίβολα θ χριςθ των παραδειγμάτων ςτθν αποδεικτικι διαδικαςία 

εμπλουτίηει τον τρόπο διδαςκαλίασ, ενιςχφει τθν κατανόθςθ ςε βάκοσ και ςε 

πλθρότθτα των μακθματικϊν εννοιϊν, άρει παρανοιςεισ, διορκϊνει νοθτικά 

μοντζλα και αποτελεί εφαλτιριο για τθν απόδειξθ αν νοθκεί ωσ μια μακρόπνοθ 

διαδικαςία εικαςιϊν και αντιπαραδειγμάτων. Οι Zazkis & Chernoff (2008) 

υποςτθρίηουν ότι τα αντιπαραδείγματα είναι ζνα ςυςτατικό υψθλοφ επιπζδου 

γνϊςθσ που ωκοφν τουσ μακθτζσ να επανεξετάςουν τισ αντιλιψεισ και 

πεποικιςεισ τουσ ςχετικά με τθ φφςθ των μακθματικϊν αντικειμζνων και 

εξυπθρετοφν τθ δθμιουργία τθσ γνωςτικισ ςφγκρουςθσ, απαραίτθτθ για τθν 

φπαρξθ εννοιολογικισ αλλαγισ. 

 

1.3.3 Θ ςχζςθ επιχειρθματολογίασ και απόδειξθσ 

 

Θ απόδειξθ αναμφίβολα αποτελεί ζνα αναπόςπαςτο κομμάτι τθσ μακθματικισ 

πρακτικισ και κατ’ επζκταςθ θ αναηιτθςθ των διαδικαςιϊν που ςυνεπάγεται τθ 

δόμθςι τθσ αποτελεί ζνα βαςικό αντικείμενο μελζτθσ τθσ ερευνθτικισ κοινότθτασ 

τα τελευταία τριάντα τουλάχιςτον χρόνια (Balacheff 1987, Duval,1991, Boero et 

all,2010 κα). Οι περιςςότερεσ από τισ μελζτεσ ζχουν εςτιάςει ςτθ φφςθ των 
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ςχζςεων μεταξφ τθσ επιχειρθματολογίασ και τθσ απόδειξθσ αναδεικνφοντασ 

διαφορετικζσ οπτικζσ, κακϊσ κάποιεσ από αυτζσ επιςθμαίνουν τισ ουςιαςτικζσ 

διαφορζσ τουσ ςε κοινωνικό, επιςτθμολογικό και λογικό επίπεδο ενϊ οι 

περιςςότερο πρόςφατεσ φωτίηουν τθ ςυνζχεια που πρζπει να υφίςταται μεταξφ 

τουσ. 

Θ ςχζςθ μεταξφ επιχειρθματολογίασ και απόδειξθσ είναι άρρθκτα ςυνδεδεμζνθ 

με τθ ςχζςθ μεταξφ εικαςίασ και ζγκυρου επιχειριματοσ. Ππωσ εφςτοχα 

επιςθμαίνει ο Balacheff (1999) θ επιχειρθματολογία είναι για τθν εικαςία ότι και το 

μακθματικό κεϊρθμα για τθν απόδειξθ. Στθν πραγματικότθτα, μία εικαςία μπορεί 

να προκφψει χωρίσ τθν παρουςία οποιουδιποτε είδουσ επιχειρθματολογίασ, 

προερχόμενθ απευκείασ από ζνα ςχιμα ι τθν διαίςκθςθ. Λδανικά, θ εικαςία είναι 

μια διλωςθ που ςυνδζεται με ζνα ςφνολο εννοιϊν και οριςμϊν μζςα ςτο οποίο θ 

διλωςθ είναι δυνθτικά αλθκισ όταν επιτρζπεται θ καταςκευι ενόσ επιχειριματοσ 

που να τθν ικανοποιεί (Balacheff, 1994 αναφορά ςτθν Pedemonte, 2000). Θ εικαςία 

μετατρζπεται ςε ζνα ζγκυρο επιχείρθμα όταν κάποιο μακθματικό κεϊρθμα 

επιτρζπει τθν καταςκευι μιασ απόδειξθσ που να το επαλθκεφει.   Συνεπϊσ, όταν μια 

διλωςθ που εκφράηει μια εικαςία επικυρϊνεται μζςα από μια μακθματικι κεωρία, 

τότε μια απόδειξθ ζχει δομθκεί. 

Μια ςειρά μελετϊν εςτιάηουν ςτθν επιςτθμολογικι διάκριςθ μεταξφ τθσ 

μακθματικισ απόδειξθσ και άλλων μορφϊν διαδικαςιϊν απόδειξθσ αναδεικνφοντασ 

μια δυνθτικι ςφγκρουςθ μεταξφ τθσ εμπειρικισ και τυπικισ απόδειξθσ. Θ πικανι 

αυτι απόκλιςθ ζχει επιςθμανκεί από τον Duval ο οποίοσ υπογραμμίηει τθ διαφορά 

ανάμεςα ςτισ διαδικαςίεσ τθσ επιχειρθματολογίασ και τθσ απόδειξθσ (Mariotti, 

2006). Σφμφωνα με τον Duval θ ριξθ μεταξφ του ςθμαςιολογικοφ και κεωρθτικοφ 

επιπζδου τθσ απόδειξθσ είναι αναπόφευκτθ όταν θ απόδειξθ ωσ μια ρθτορικι 

διαδικαςία που ςτόχο ζχει να πείςει ζναν ςυνομιλθτι ζρχεται ςε αντίκεςθ με τισ 

απαιτιςεισ μιασ μακθματικισ απόδειξθσ ωσ μια λογικι αλλθλουχία επιχειρθμάτων 

με κεωρθτικι εγκυρότθτα. Αυτι ακριβϊσ θ ριξθ εξθγεί γιατί οι μακθτζσ δεν 

κατανοοφν τθν αναγκαιότθτα μιασ απόδειξθσ όταν υπάρχει μια επιχειρθματολογία 

που να επαλθκεφει ζναν ιςχυριςμό. Μια τζτοια ςφγκρουςθ μπορεί να αποτελζςει 

ζνα επιςτθμολογικό εμπόδιο για τουσ μακθτζσ, για τθν υπερπιδθςθ του οποίου 

απαιτείται θ αναγνϊριςθ τθσ φπαρξθσ τθσ πολφπλοκθσ ςχζςθσ μεταξφ των δφο 

διαδικαςιϊν (Balacheff, 1999).   

Στον αντίποδα,  οι ςχζςεισ μεταξφ τθσ επιχειρθματολογίασ και τθσ απόδειξθσ 

αποτζλεςαν το αντικείμενο πολλϊν ερευνϊν και από γνωςτικι ςκοπιά. Υπάρχουν 

ερευνθτζσ που επιςθμαίνουν ότι είναι απαραίτθτο να λθφκοφν υπόψθ οι ςυνδζςεισ 

που αναπτφςςονται μεταξφ τθσ εικαςίασ και απόδειξθσ, παρά τισ προφανείσ 

διαφορζσ των δφο διαδικαςιϊν (Garuti et all, 1996, Boero et al, 1996, Pedemonte, 

2000). Οι εν λόγω ζρευνεσ ζχουν υπογραμμίςει τθν ςυνζχεια που υπάρχει μεταξφ 
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τθσ επιχειρθματολογίασ, ωσ διαδικαςία  παραγωγισ δθλϊςεων, και τθσ καταςκευισ 

μιασ απόδειξθσ, ωσ διαδικαςία  λογικισ δόμθςθσ των επιχειρθμάτων. Μάλιςτα, θ 

γνωςτικι αυτι ςυνζχεια ζχει αναλυκεί και περιγραφεί ςτθ βιβλιογραφία με τον όρο 

γνωςτική ενότητα ωσ εξισ (Boero et al, 1996): 

Κατά τθ διάρκεια τθσ παραγωγισ μιασ υπόκεςθσ ο μακθτισ προοδευτικά 

επεξεργάηεται τθ διατφπωςθ τθσ υπόκεςισ του αναπτφςςοντασ μια εντατικι λογικι 

επιχειρθματολογία θ οποία αναμιγνφεται λειτουργικά με τθν προςπάκεια 

αιτιολόγθςθσ τθσ ευλογοφάνειασ των επιλογϊν του. Κατά τθ διάρκεια του επόμενου 

ςταδίου τθσ παρουςίαςθσ των αποδείξεων, ο μακθτισ ςυνδζει με αυτι τθ 

διαδικαςία μερικά από τα προθγοφμενα παραχκζντα επιχειριματα οργανϊνοντάσ τα 

ςε μια λογικι αλυςίδα. 

 

(Σχιμα 1.5: Σχθματικι Αναπαράςταςθ τθσ λειτουργίασ τθσ Γνωςτικισ Ενότθτασ) 

 

Οι ζρευνεσ πάνω ςτο κζμα τθσ γνωςτικισ ενότθτασ (Garuti et al, 1996 , Boero et 

al, 1996 , Mariotti, 2001) επιςθμαίνουν ότι θ απόδειξθ είναι περιςςότερο προςιτι 

ςτουσ μακθτζσ όταν εξαρτάται από τθν ανάπτυξθ μιασ λογικισ επιχειρθματολογίασ 

για τθν καταςκευι μιασ υπόκεςθσ. Ωσ εκ τοφτου, θ διδαςκαλία τθσ απόδειξθσ, 

δθλαδι θ ςυνικθσ πρακτικι τθσ παρουςίαςθσ και όχι καταςκευισ τθσ, φαίνεται 

αναποτελεςματικι και τα ανοιχτά γεωμετρικά προβλιματα που απαιτοφν από τουσ 

μακθτζσ να διατυπϊςουν μια εικαςία κρίνονται περιςςότερο κατάλλθλα. Επιπλζον, 

οι Boero et al προτείνουν ότι θ διαδικαςία παραγωγισ μιασ εικαςίασ μπορεί να 

είναι το προϊόν μιασ δυναμικισ διερεφνθςθσ μζςα από τθν οποία κάποια ςτιγμι 

αναγνωρίηεται μια κανονικότθτα ι λογικι ςυνζπεια, θ οποία αργότερα κα αποκοπεί 

από τθ φάςθ τθσ διερεφνθςθσ και κα λάβει τθν μορφι μιασ υπόκεςθσ από λογικι 

ςκοπιά. 

Θ Pedemonte (2007) αναγνωρίηοντασ ότι το μοντζλο τθσ γνωςτικισ ενότθτασ 

δεν καλφπτει όλεσ τισ πτυχζσ μεταξφ επιχειρθματολογίασ και απόδειξθσ, ανζπτυξε 
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ζνα κεωρθτικό πλαίςιο μζςα ςτο οποίο να αναλφεται και να ςυγκρίνεται θ 

επιχειρθματολογία που υποςτθρίηει μια υπόκεςθ και τθν αντίςτοιχθ απόδειξθ ςε 

ανοικτά γεωμετρικά προβλιματα. Θ ςφγκριςθ αυτι αναλφει τθν ςυνζχεια ι μθ 

μεταξφ επιχειρθματολογίασ και απόδειξθσ κάτω από δφο οπτικζσ: το αναφορικό 

ςφςτθμα (referential system) και τθ δομι (structure). Με τον όρο αναφορικό 

ςφςτθμα νοείται όλο το αναπαραςταςιακό ςφςτθμα (γλϊςςα, ςχιματα, ευρετικζσ 

ςτρατθγικζσ) και γνωςτικό ςφςτθμα (ζννοιεσ, οριςμοί, κεωριματα) που 

χρθςιμοποιείται τόςο ςτθ φάςθ τθσ επιχειρθματολογίασ όςο και τθσ απόδειξθσ. Θ 

δομι αναφζρεται ςτισ λογικζσ γνωςτικζσ ςχζςεισ που διζπουν τισ δθλϊςεισ και τα 

επιχειριματα, ιτοι τθν παραγωγικι, επαγωγικι ι απαγωγικι δομι τουσ. Θ κεωρία 

τθσ γνωςτικισ ενότθτασ αναφζρεται μόνο ςτο αναφορικό ςφςτθμα κακϊσ ςυνζχεια 

ςτο ςφςτθμα αυτό παρατθρείται όταν κάποιεσ εκφράςεισ, ςχιματα ι κεωριματα 

που χρθςιμοποιοφνται τελικϊσ ςτθν απόδειξθ ζχουν ιδθ αναφερκεί ςτθν 

προθγοφμενθ επιχειρθματολογία που υποςτθρίηει μια εικαςία. Δομικι, ωςτόςο, 

ςυνζχεια μεταξφ τθσ επιχειρθματολογίασ και τθσ απόδειξθσ επιτυγχάνεται όταν οι 

δφο διαδικαςίεσ χαρακτθρίηονται από τθν ίδια λογικι δομι.  

Ρροκειμζνου να αναλυκεί και να ςυγκρικεί το αναφορικό ςφςτθμα και θ δομι 

ανάμεςα ςτθν επιχειρθματολογία και τθν απόδειξθ δφναται να  χρθςιμοποιθκεί το 

τριαδικό μοντζλο του Toulmin.  Θ εγγφθςθ ςε μια γεωμετρικι απόδειξθ μπορεί να 

είναι ζνα αξίωμα, οριςμόσ ι κεϊρθμα. Αν θ εγγφθςθ είναι βαςιςμζνθ ςε κάποιο 

μακθματικό κανόνα τότε παρατθρείται γνωςτικι ςυνζχεια μεταξφ των δφο 

διαδικαςιϊν κακϊσ ο κανόνασ αντικακίςταται με κάποιο  γεωμετρικό κεϊρθμα ςτθ 

δόμθςθ τθσ απόδειξθσ. Στθν περίπτωςθ που ο κανόνασ δεν είναι ορκόσ ι ακριβισ 

τότε τρεισ πικανζσ περιπτϊςεισ αναγνωρίηονται: ο μακθτισ να μθν καταςκευάςει 

κάποια απόδειξθ ςυνεπϊσ δεν υπάρχει ενότθτα, ο μακθτισ να καταςκευάςει μια 

λανκαςμζνθ απόδειξθ βαςιςμζνθ ςτον λανκαςμζνο κανόνα οπότε και παρατθρείται 

γνωςτικι ενότθτα ι ο μακθτισ να εγκαταλείψει τον λανκαςμζνο κανόνα και να τον 

αντικαταςτιςει με κάποιο επιχείρθμα που να τον οδθγιςει ςε ορκι απόδειξθ. Στθν 

τελευταία περίπτωςθ υπάρχει μεν γνωςτικι ςφγκρουςθ αλλά ζχει καταςκευαςτεί 

μια επιτυχισ επιχειρθματολογία. 

Θ ανάλυςθ αυτι ανζδειξε ότι θ ςυνζχεια μεταξφ των επιχειρθμάτων που 

υποςτθρίηουν μια εικαςία και τθσ απόδειξθσ ςτο αναφορικό ςφςτθμα είναι 

εξαιρετικά ςυχνι, ωςτόςο είναι απαραίτθτο να καλυφκεί μία δομικι απόςταςθ 

μεταξφ των δφο, από μια απαγωγικι επιχειρθματολογία ςε μια παραγωγικι 

απόδειξθ. Ειδικά ςε ότι αφορά τθ γεωμετρία, το δομικό αυτό χάςμα δφςκολα 

γεφυρϊνεται ωκϊντασ τουσ μακθτζσ να παράγουν λακεμζνεσ αποδείξεισ κακϊσ θ 

μετάβαςθ από τθν επιχειρθματολογία ςτθν απόδειξθ απαιτεί ςχετικζσ δομικζσ 

αλλαγζσ (Pedemonte, 2007).  Θ φυςικι αυτι δομικι ςυνζχεια μεταξφ ενόσ 

απαγωγικοφ επιχειριματοσ και μιασ απαγωγικισ απόδειξθσ αποτελεί μια 

ουςιαςτικι δυςκολία για τθ δόμθςθ μιασ τυπικισ απόδειξθσ. Λδιαιτζρωσ  θ 
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επαγωγικι επιχειρθματολογία απζχει ςθμαντικά από τθ δομι μιασ παραγωγικισ 

απόδειξθσ κακϊσ μια ςφνδεςθ μεταξφ τουσ επιτυγχάνεται μόνο όταν θ 

επιχειρθματολογία περιζχει τθν «γενικι περίπτωςθ».  Οι Harel & Sowder (αναφορά 

ςτθ Mariotti, 2006) αναγνωρίηουν δφο είδθ επιχειρθμάτων που ςχετίηονται με τον 

επαγωγικό ςυλλογιςμό και περιγράφονται ωσ εξισ:  

 Θ γενίκευςθ επιτυγχάνεται όταν αναγνωρίηεται ζνα γενικό μοτίβο που 

διζπει αυτό κακ’ αυτό το αποτζλεςμα (result pattern generalization). Για 

παράδειγμα, μζςα από μια ςειρά από αρικμθτικοφσ υπολογιςμοφσ 

αναγνωρίηεται θ κανονικότθτα του αποτελζςματοσ. 

 Θ γενίκευςθ πθγάηει από τθν ίδια τθ διαδικαςία που οδθγεί ςτο 

αποτζλεςμα (process pattern generalization). Για παράδειγμα, μπορεί 

κανείσ να παρατθριςει τθν κανονικότθτα τθσ διαδικαςίασ που οδθγεί ςτο 

αποτζλεςμα ι μια αλυςίδα βθμάτων που ςυςχετίηουν το αποτζλεςμα. 

Στο πλαίςιο αυτό, όταν μια εικαςία προκφπτει από τθ γενίκευςθ του αποτελζςματοσ 

απαιτείται από τον μακθτι να γεφυρϊςει το δομικό κενό των δφο ςυλλογιςμϊν και 

να πραγματοποιιςει μια ςχεδόν αυκαίρετθ μετάβαςθ από τθν επαγωγικι 

επιχειρθματολογία ςτθν παραγωγικι απόδειξθ. Αντικζτωσ, ζνασ ςυλλογιςμόσ που 

υποςτθρίηει τθ γενίκευςθ τθσ διαδικαςίασ είναι δυνατόν να προςφζρει τθν 

παραγωγικι βάςθ πάνω ςτθν οποία κα οικοδομθκεί μία απόδειξθ.  

Ρροκειμζνου να ερμθνευτοφν οι πικανζσ αιτίεσ για τθν φπαρξθ ι μθ τθσ 

γνωςτικισ ενότθτασ, οι Boero et al (2010) πρόςφατα ενςωμάτωςαν τθν ανάλυςθ 

του Habermas για τθν ορκολογικι ςυμπεριφορά (rational behavior) ςτισ λογικζσ 

πρακτικζσ μιασ απόδειξθσ. Ο Habermas διακρίνει τρεισ αλλθλζνδετεσ ςυνιςτϊςεσ 

μιασ εκλογικευμζνθσ ςυμπεριφοράσ: τθν επιςτθμικι (epistemic), τθν τελεολογικι 

(teleological) και τθν επικοινωνιακι (communicative). Στο πλαίςιο αυτό οι Boero et 

al διζκριναν ςτισ πρακτικζσ μιασ απόδειξθσ τθν επιςτθμικι πτυχι θ οποία 

ςυνίςταται ςτθν ςυνειδθτι επικφρωςθ των επιχειρθμάτων ςφμφωνα με κοινά 

αποδεικτοφσ και νόμιμουσ τρόπουσ ςυλλογιςμοφ, τθν τελεολογικι πτυχι 

ςυνυφαςμζνθ ςτον χαρακτιρα τθσ απόδειξθσ ωσ επίλυςθ γεωμετρικοφ 

προβλιματοσ και αφορά όλεσ τισ ςυνειδθτζσ επιλογζσ του λφτθ προκειμζνου να 

επιτευχκεί το επικυμθτό αποτζλεςμα και τζλοσ τθν επικοινωνιακι πτυχι θ οποία 

ςυνίςταται ςτθν ςυνειδθτι τιρθςθ των κανόνων που διαςφαλίηουν τόςο τθν 

επικοινωνία όλων των ςυλλογιςτικϊν επιπζδων όςο και τθ ςυμμόρφωςθ των 

τελικϊν αποδείξεων με τα δεδομζνα τθσ μακθματικισ κουλτοφρασ. 

Οι Arzarello & Sabena (2011) αντιλαμβάνονται το μοντζλο των Boero et al ωσ 

ζνα μοντζλο που περιγράφει τουσ ςυνειδθτοφσ περιοριςμοφσ ςχετικά με τισ τρεισ 

ςυνιςτϊςεσ τθσ εκλογικευμζνθσ ςυμπεριφοράσ και αναγνωρίηει δφο επίπεδα 

επιχειρθματολογίασ: το βαςικό επίπεδο (ground level) ζμφυτο ςτθν ιδιαίτερθ φφςθ 

των τριϊν πτυχϊν που αναγνωρίηονται ςτισ πρακτικζσ μιασ απόδειξθσ και το μετα-

επίπεδο (meta-level) ζμφυτο ςτθν επίγνωςθ των περιοριςμϊν που διζπουν τισ τρεισ 
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αυτζσ πτυχζσ. Βαςιςμζνοι ςε αυτι τθ διάκριςθ, ειςάγουν τθν ζννοια τθσ μετα-

γνωςτικισ ενότθτασ ωσ τθν γνωςτικι ςυνζχεια μεταξφ των δφο επιπζδων 

επιχειρθματολογίασ, ιδιαιτζρωσ μεταξφ τθσ τελεολογικισ ςυνιςτϊςασ του μετα-

επιπζδου και τθσ επιςτθμικισ ςυνιςτϊςασ του βαςικοφ επιπζδου. Σε αντίκεςθ με 

τθν αναφορικι και δομικι γνωςτικι ενότθτα που προτείνεται από τθν Pedemonte 

και εςτιάηει ςε διαχρονικζσ διαδικαςίεσ τθσ επιχειρθματολογίασ και απόδειξθσ, θ 

μετα-γνωςτικι ενότθτα αναφζρεται ςτθν ςυγχρονικι ολοκλιρωςθ μεταξφ των δφο 

επιπζδων επιχειρθματολογίασ. Συνεπϊσ, θ ζλλειψθ αλλθλουχίασ μεταξφ των δφο 

επιπζδων δυςχεραίνει τισ διαδικαςίεσ απόδειξθσ και δθμιουργεί γνωςτικζσ 

ςυγκροφςεισ.    

 

1.3.4 Θ οπτικοποίθςθ ςτθν απόδειξθ: θ περίπτωςθ του δυναμικοφ   

περιβάλλοντοσ 

 

Θ οπτικοποίθςθ είναι μια αφαιρετικι διαδικαςία που δεν κάνει χριςθ τθσ 

εικόνασ με τθ κλαςικι ζννοια, αλλά του νοθτικοφ ςχιματοσ τθσ εικόνασ γι’ αυτό και 

θ παρουςία ενόσ διαγράμματοσ δεν είναι πάντοτε απαραίτθτθ. Θ οπτικοποίθςθ, 

ςυνεπϊσ, ενόσ νοθτικοφ ςχιματοσ περιλαμβάνει τθν οργάνωςθ των μεμονωμζνων 

δεδομζνων  και τθν ανάπτυξθ ενόσ πολυκλαδικοφ ςυςτιματοσ μζςα ςτο οποίο οι 

πλθροφορίεσ αποκτοφν μία ενιςχυμζνθ βάςθ που  λειτουργεί καταλυτικά ςτθ 

διαδικαςία τθσ επιχειρθματολογίασ και κατ’ επζκταςθ τθσ απόδειξθσ. Λειτουργεί ωσ 

πυρινασ ςυςτθμικϊν προεκτάςεων ζτςι ϊςτε οι βοθκθτικζσ εικόνεσ που 

δθμιουργοφν τα νοθτικά ςχιματα να αποτελοφν  ζνα γνωςτικό εργαλείο 

ανακάλυψθσ για τον μακθτι. Επιπλζον, οι νοθτικζσ εικόνεσ, τα διαγράμματα και οι 

οπτικζσ αναπαραςτάςεισ  αποτελοφν απαραίτθτα ςυςτατικά ενόσ επιτυχθμζνου 

επιχειριματοσ και είναι ικανά να μεταβιβάςουν τθ διορατικότθτα και τθ γνϊςθ 

(Hanna, 2000). 

Δεδομζνου ότι οι υπολογιςτζσ ζχουν αυξιςει ςθμαντικά τισ δυνατότθτεσ τθσ 

οπτικισ απεικόνιςθσ  το ενδιαφζρον τθσ ερευνθτικισ κοινότθτασ ζχει ςτραφεί ςτθν 

πικανι ςυμβολι των δυναμικϊν περιβάλλοντων ςτθ δόμθςθ τυπικϊν αποδείξεων   

κακϊσ αποτελεί ζνα επαναςτατικό μζςο που υποςτθρίηει τθν ανάπτυξθ τθσ 

γεωμετρικισ κατανόθςθσ, υποβοθκά τθν διερεφνθςθ των γεωμετρικϊν 

ςχθματιςμϊν και παρζχει το περιβάλλον μζςα ςτο οποίο θ διαμόρφωςθ των 

εικαςιϊν γίνεται περιςςότερο προςιτι για τουσ μακθτζσ και αποκτά νόθμα. Θ 

Hanna (2000) υποςτθρίηει ότι το λογιςμικό ζχει τθ δυναμικι να ενκαρρφνει τόςο τθ 

διερεφνθςθ όςο και τθν απόδειξθ κακϊσ διευκολφνει ςθμαντικά τουσ μακθτζσ να 

κζςουν και να ελζγξουν τισ υποκζςεισ τουσ. Επιπλζον, οι Haddas & Hershcovitz 

(1998) επιςθμαίνουν ότι  θ χριςθ των υπολογιςτϊν ζχει ανοίξει νζα ςφνορα ςτθ 

διδαςκαλία τθσ γεωμετρίασ κακϊσ βοθκά τουσ μακθτζσ να διευρφνουν τθν οπτικι 
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τουσ για τθν απόδειξθ ςυνδζοντασ τθν άτυπθ επιχειρθματολογία με τθν τυπικι 

απόδειξθ. Τζλοσ, οι Raman & Weber (2006) υποςτθρίηουν ότι μζςα από το δυναμικό 

περιβάλλον ενιςχφεται επιπλζον θ «ιδζα κλειδί» που είναι απαραίτθτθ για να 

γεφυρϊςει τθ διαιςκθτικι και διερευνθτικι επιχειρθματολογία με τθν τυπικι 

απόδειξθ κακϊσ κάνει ςαφι τον ςτόχο που πρζπει να επιτευχκεί και παρζχει τα 

βιματα που πρζπει να ακολουκθκοφν ϊςτε ζνα επιχείρθμα να πάρει τθν μορφι 

μιασ αποδεικτικισ πρόταςθσ. 

Θ παραδοςιακι διδαςκαλία, μζςα ςτθν οποία ζνα μακθματικό επιχείρθμα είναι 

αλθκζσ μόνο αν μπορεί να αποδειχκεί, φαίνεται να υποςτθρίηει ότι θ απόδειξθ 

είναι θ μόνθ αρχι για τθν κακιζρωςθ τθσ ιςχφοσ μιασ πρόταςθσ. Ωςτόςο, ζρευνεσ 

των de Villiers (1999) και Hanna (2000)  ζχει αναδείξει ότι για τουσ μακθτζσ θ 

βεβαιότθτα πριν από τθν απόδειξθ αποτελεί ςυχνά κίνθτρο και προχπόκεςθ για τθν 

εφρεςθ τθσ. Στισ περιπτϊςεισ αυτζσ θ ςυμβολι  του δυναμικοφ περιβάλλοντοσ είναι 

κάτι παραπάνω από απλι επαλικευςθ αλλά ενιςχφει τθ λειτουργία τθσ επεξιγθςθσ 

και τθσ διανοθτικισ πρόκλθςθσ. Θ εμπειρικι επαλικευςθ μιασ υπόκεςθσ και θ 

εξζταςθ ικανοφ αρικμοφ παραδειγμάτων ςίγουρα παρζχει ζνα ιςχυρό αίςκθμα 

βεβαιότθτασ για τθν εγκυρότθτά τθσ χωρίσ όμωσ να εξαςφαλίηει  μια ικανοποιθτικι 

επίγνωςθ για το πϊσ και το γιατί θ υπόκεςθ είναι αλθκισ. Ερευνθτικά 

αποτελζςματα των de Villiers και Jones (2000) επιςθμαίνουν ότι ακόμα και αρχάριοι 

μακθτζσ δεν αρκοφνται ςτθν απλι επιβεβαίωςθ αλλά ςτθ πλειοψθφία τουσ 

επιδεικνφουν τθν ανάγκθ να επεξθγιςουν με μακθματικι γλϊςςα όςα 

απεικονίηονται ςτθν οκόνθ. Οι μακθματικζσ αυτζσ επεξθγιςεισ μζςω του 

μακθματικοφ ςυλλογιςμοφ διαρκρϊνονται ςε μία τυπικι γεωμετρικι απόδειξθ που 

θ ίδια πλζον παρζχει τθ βεβαιότθτα για τθν αλικεια των γεωμετρικϊν 

αντικειμζνων. (Jones, 2000). 

Είναι γεγονόσ ότι το πζραςμα από τθ διερευνθτικι γεωμετρία ςε μια 

παραγωγικι απόδειξθ δεν είναι οφτε απλι οφτε αυκόρμθτθ.  Οι Hoyles & Healy 

(1999, αναφορά ςτουσ Christou et al., 2004) διαπιςτϊνουν ότι παρόλο που το 

δυναμικό περιβάλλον ενιςχφει τον κακοριςμό και τθν αναγνϊριςθ διαφόρων 

γεωμετρικϊν ιδιοτιτων και των μεταξφ τουσ ςχζςεων, ςυχνά όταν οι μακθτζσ 

καλοφνται να παράξουν μια γεωμετρικι απόδειξθ εγκαταλείπουν τισ προθγοφμενεσ 

γεωμετρικζσ καταςκευζσ. Το γεγονόσ αυτό επιςθμαίνει ότι υπάρχουν περιπτϊςεισ 

που θ επιχειρθματολογία αυτι είναι βοθκθτικι μόνο ςτθν κατανόθςθ του 

προβλιματοσ και δεν ςυμβάλει ουςιαςτικά ςτθν ανάπτυξθ τθσ ικανότθτασ των 

μακθτϊν να καταςκευάηουν αποδείξεισ, κζτοντασ ζνα χάςμα ανάμεςα ςτθν 

δυναμικι γεωμετρία και τθν απόδειξθ. Θ γεφφρωςθ του χάςματοσ ανάμεςα ςτθν 

επαγωγικι διερεφνθςθ και τθν παραγωγικι απόδειξθ είναι εφικτι όταν οι μακθτζσ  

παρακινθκοφν και ενιςχυκοφν με κατάλλθλεσ ερωτιςεισ προκειμζνου να 

αναηθτιςουν εξθγιςεισ για τισ εικαςίεσ τουσ ζτςι ϊςτε να καταςκευάςουν ζνα 

παραγωγικό επιχείρθμα ςαν μια προςπάκεια επεξιγθςθσ και όχι επαλικευςθσ 
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(Christou, 2004). Τθν ςθμαςία των «γιατί» ερωτιςεων ζχει επιςθμάνει και θ 

Mariotti (2006)  κακϊσ θ υπζρβαςθ τθσ λειτουργίασ τθσ απλισ επαλικευςθσ τθσ 

αλικειασ ενόσ επιχειριματοσ ανοίγει το δρόμο για μια ουςιαςτικι γεωμετρικι 

επιχειρθματολογία.  

Στο πλαίςιο αυτό θ ςυμβολι των ανοικτϊν ι μθ τυπικϊν γεωμετρικϊν 

προβλθμάτων είναι ςθμαντικι κακϊσ θ επίλυςθ ενόσ προβλιματοσ είναι το αρχικό 

βιμα για τθν ανάπτυξθ τθσ κατανόθςθσ μιασ μακθματικισ απόδειξθσ. Ζνα ανοικτό 

πρόβλθμα είναι μια κατάςταςθ που απαιτεί διερεφνθςθ, δθμιουργία και ζλεγχο 

εικαςιϊν, επιχειρθματολογία και ςυςτθματοποίθςθ των ςυμπεραςμάτων για τθν 

καταςκευι μιασ απόδειξθσ, διαδικαςίεσ που μποροφν με επιτυχία να εμφανιςτοφν 

μζςα από κατάλλθλα ςχεδιαςμζνεσ δραςτθριότθτεσ μζςα ςε ζνα δυναμικό 

περιβάλλον (de Villiers, 1999). Θ δυναμικι φφςθ του λογιςμικοφ και θ αμεςότθτα 

που προςφζρει ενιςχφουν τθν πνευματικι πρόκλθςθ, επιτρζπουν τισ ςυνδζςεισ με 

τισ προχπάρχουςεσ γνϊςεισ και εμπειρίεσ, υποςτθρίηουν τθν ανακάλυψθ νζων 

αποτελεςμάτων και διαμορφϊνουν ζνα γενικευμζνο και ςυςτθματοποιθμζνο 

πλαίςιο μζςα ςτο οποίο το πρόβλθμα αποκτά νόθμα. 

Θ οπτικοποίθςθ και θ χριςθ των υπολογιςτϊν, παρά τθν αδιαμφιςβιτθτθ 

ςυμβολι τουσ ςτθν εξζλιξθ τθσ επιχειρθματολογίασ και τθ δόμθςθ τθσ απόδειξθσ, 

δεν κεωρείται πανάκεια και δεν αποτελεί υποκατάςτατο τθσ παραδοςιακισ 

απόδειξθσ κακϊσ υπόκειται ακόμα ςε αυςτθροφσ περιοριςμοφσ κατά τα πρότυπα 

τθσ μακθματικισ κοινότθτασ. Επιπλζον, ζχει επιςθμανκεί ότι οι υπζρμαχοι τθσ 

φορμαλιςτικισ απόδειξθσ κεωροφν τθν οπτικι προςζγγιςθ τροχοπζδθ ςτθν 

ςυλλογιςτικι διαδικαςία κακϊσ θ προφάνεια και θ επιβεβαίωςθ τθσ αλικειασ 

απομακρφνουν τουσ μακθτζσ από τθν ανάγκθ να τθν αποδείξουν. Χαρακτθριςτικά θ 

Hanna(2000) καταγράφει τισ απόψεισ των ερευνθτϊν ςχετικά με το ρόλο τθσ 

οπτικοποίθςθσ ςτθν απόδειξθ: 

 Ο Francis (1996) υποςτθρίηει ότι ο οπτικόσ ςυλλογιςμόσ δεν μπορεί να 

αναγνωρίηεται ωσ ίςθσ αξίασ με τον προταςιακό, ενϊ κεωρεί παράλογο ο 

πειραματιςμόσ να αντικαταςτιςει τθν αυςτθρότθτα των μακθματικϊν 

 Ο Palais (1999) αναγνωρίηει ότι θ οπτικοποίθςθ με ι χωρίσ τθν χριςθ 

υπολογιςτικοφ περιβάλλοντοσ αποτελεί ενιςχυτικό παράγοντα για τισ αυςτθρζσ 

φορμαλιςτικζσ αποδείξεισ, ωςτόςο οι οπτικζσ αναπαραςτάςεισ δεν μποροφν να 

γίνουν αποδεκτζσ ωσ νόμιμεσ αποδείξεισ 

  Οι Borwein & Jorgenson (1997) επιςθμαίνουν ότι μια οπτικι αναπαράςταςθ που 

ςυνιςτά μια απόδειξθ δεν είναι τίποτα παραπάνω από μια ςτατικι εικόνα, θ 

οποία δεν φανερϊνει τθν ςυλλογιςτικι πορεία μιασ προταςιακισ διαδικαςίασ 

απόδειξθσ και δεν κάνει ορατζσ τισ ςυνδζςεισ που είναι απαραίτθτεσ. 
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Ρροςεγγίηοντασ με μια κριτικι ματιά το ρόλο τθσ οπτικοποίθςθσ ςτθν απόδειξθ 

πρζπει να τονιςτεί ότι ςε καμία περίπτωςθ δεν μειϊνει και δεν υποκακιςτά τον 

κυρίαρχο ρόλο τθσ τυπικισ απόδειξθσ ςτθ μακθματικι κεωρία και πρακτικι. Θ 

οπτικι προςζγγιςθ γίνεται αντιλθπτι ωσ το όχθμα που γεφυρϊνει το χάςμα μεταξφ 

τθσ επιχειρθματολογίασ και τθσ απόδειξθσ προςφζροντασ ςτουσ μακθτζσ το 

περιβάλλον μζςα ςτο οποίο μποροφν να εξερευνιςουν, να πειραματιςτοφν, να 

διατυπϊςουν και να απορρίψουν εικαςίεσ που ςε καμία περίπτωςθ δεν ςυνιςτοφν 

απόδειξθ οφτε μποροφν να τθν αντικαταςτιςουν. Στόχοσ τθσ οπτικοποίθςθσ δεν 

είναι να «δουν» οι μακθτζσ αλλά να προκαλζςει τουσ μακθτζσ να 

ςυνειδθτοποιιςουν γιατί ζνασ ιςχυριςμόσ είναι αλθκισ, βεβαιότθτα που προςφζρει 

μόνο μια αναλυτικι απόδειξθ. Άλλωςτε το να «δει» κανείσ δεν ςυνεπάγεται 

απαραίτθτα τθν κατανόθςθ. ΢όλοσ του ςφγχρονου εκπαιδευτικοφ είναι να 

δθμιουργιςει ςτουσ μακθτζσ τθν ανάγκθ επεξιγθςθσ των εικαςιϊν τουσ με 

μακθματικι γλϊςςα και διερεφνθςθσ τθσ αιτίασ τθσ αλικειάσ τουσ, διαδικαςία που 

ιδανικά οδθγεί ςτθ ςφνκεςθ μιασ τυπικισ απόδειξθσ ωσ λογικι ςυνζπεια και 

αλλθλουχία γνωςτϊν αποτελεςμάτων.   
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2Ο  

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΕΡΕΤΝΑ΢ 

 

2.1 Ερευνθτικό Πρόβλθμα & Ερευνθτικά Ερωτιματα 

Θ παροφςα ζρευνα εντάςςεται ςτθν κατθγορία των διερευνθτικϊν ερευνϊν και 

ςτόχο ζχει να διερευνιςει τθν εξζλιξθ του γεωμετρικοφ ςυλλογιςμοφ κατά το 

πζραςμα από τθν εικαςία ςτθν απόδειξθ, μζςα από το πρίςμα τθσ οπτικοποίθςθσ. 

Τα ερευνθτικά ερωτιματα που εξετάηονται είναι τα εξισ: 

1. Κάτω από ποιεσ προχποκζςεισ μποροφν να αναγνωριςτοφν κάποια μοτίβα 

αλλθλεπίδραςθσ μεταξφ οπτικοφ και λογικοφ ςυλλογιςμοφ; 

2. Ρϊσ υποςτθρίηεται το πζραςμα από τθν επιχειρθματολογία ςτθν απόδειξθ 

με τθ βοικεια τθσ οπτικισ προςζγγιςθσ; 

 

2.2 Φάςεισ τθσ ζρευνασ 

Θ ζρευνα διεξιχκθ ςε ζνα τμιμα Α’ Λυκείου ενόσ Γενικοφ Ενιαίου Λυκείου του 

Νομοφ Αττικισ,  δυναμικισ είκοςι δφο (22) μακθτϊν και θ ςυλλογι των δεδομζνων 

πραγματοποιικθκε ςε δφο φάςεισ. Στθν πρϊτθ προπαραςκευαςτικι φάςθ  

ςυμμετείχε το ςφνολο των μακθτϊν του τμιματοσ, ενϊ για τθ δεφτερθ φάςθ τθσ 

ζρευνασ, κατά τθν οποία διερευνικθκαν τα ερευνθτικά ερωτιματά τθσ, 

επιλζχκθκαν ζξι (6) μακθτζσ με κριτιριο το Βακμό Οπτικότθτασ (Mathematical 

Visuality Score) που προζκυψε από τθν επεξεργαςία των δεδομζνων τθσ πρϊτθσ 

φάςθσ. 

2.2.1 Πρϊτθ Φάςθ τθσ Ζρευνασ 

Ερευνθτικό Εργαλείο: 

Θ πρϊτθ φάςθ τθσ ζρευνασ περιελάμβανε τθν ςυμπλιρωςθ ερωτθματολογίων,  

ςτα οποία οι μακθτζσ κλικθκαν να επιλφςουν με όποιο τρόπο επικυμοφςαν 

δϊδεκα λεκτικά προβλιματα, από τισ απαντιςεισ των οποίων εξιχκθ ο Βακμόσ 

Οπτικότθτασ (MVS) κάκε μακθτι. 

Το ερωτθματολόγιο ζχει ςχεδιαςτεί από τθν κα Norma Presmeg, Κακθγιτρια 

του Μακθματικοφ Τμιματοσ του Ρανεπιςτθμίου του Λλινόισ, από τθν οποία δόκθκε 

θ άδεια μετάφραςθσ και αναπαραγωγισ του κακϊσ κρίκθκε ότι εξυπθρετεί τισ 
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ανάγκεσ τθσ παροφςασ ζρευνασ. Το ερωτθματολόγιο ζχει χρθςιμοποιθκεί ευρφτατα 

ςε ζρευνεσ αναφορικά με τθν οπτικοποίθςθ και τθν επιχειρθματολογία (Presmeg 

1986, 2006) και ζχει ςτόχο να υπολογίςει τον Βακμό Οπτικότθτασ (MVS) του 

ερωτϊμενου. Διαχωρίηεται, δε,  ςε δφο μζρθ: το πρϊτο μζροσ αποτελείται από ζξι 

λεκτικά προβλιματα τα οποία οι μακθτζσ καλοφνται να ολοκλθρϊςουν ςε  τριάντα 

λεπτά, ενϊ το δεφτερο μζροσ αποτελείται από δϊδεκα λεκτικά προβλιματα που κα 

πρζπει να επιλυκοφν ςε διάρκεια μιασ ϊρασ. Ο Βακμόσ Οπτικότθτασ κάκε μακθτι 

προκφπτει από τισ απαντιςεισ των δεκαοκτϊ ςε ςφνολο προβλθμάτων. 

Στο πλαίςιο τθσ ςυγκεκριμζνθσ ζρευνασ χρθςιμοποιικθκε μόνο το δεφτερο 

μζροσ του πρωτότυπου  ερευνθτικοφ εργαλείου το οποίο ακόμα και μεμονωμζνο 

εξαςφαλίηει αςφαλι ςυμπεράςματα για το Βακμό Οπτικότθτασ. Ο Βακμόσ 

Οπτικότθτασ αποτελεί το κριτιριο βάςθ του οποίου ζγινε θ επιλογι των μακθτϊν 

για τθν ςυμμετοχι τουσ ςτθ δεφτερθ φάςθ τθσ ζρευνασ.  

Ριλοτικι Ζρευνα: 

Το  δεφτερο μζρουσ του ερωτθματολογίου μεταφράςτθκε και δόκθκε ςε μία 

ανεξάρτθτθ ομάδα ζξι μακθτϊν, φοιτοφντων ςε τάξεισ από Γ’ Γυμναςίου μζχρι Β’ 

Λυκείου, οι οποίοι κατζγραψαν τισ παρατθριςεισ τουσ ςχετικά με τθν ευκολία 

κατανόθςθσ των προβλθμάτων και των εκφραςτικϊν μζςων που 

χρθςιμοποιικθκαν. Λαμβάνοντασ υπόψθ τισ παρατθριςεισ των μακθτϊν ζγιναν οι 

απαραίτθτεσ τροποποιιςεισ και διαμορφϊκθκε το τελικό ερωτθματολόγιο που 

περιελάμβανε δϊδεκα λεκτικά προβλιματα. 

Μετά τον ςχεδιαςμό τθσ τελικισ μορφισ του, το ερωτθματολόγιο δόκθκε ςε 

μία ομάδα πζντε μακθτϊν Α’ Λυκείου, επιλεγμζνουσ αναλογικά με τισ επιδόςεισ 

τουσ, ςτουσ οποίουσ ηθτικθκε να δϊςουν ολοκλθρωμζνεσ απαντιςεισ για κάκε ζνα 

από τα προβλιματα που αςχολικθκαν ςτθν διάρκεια μιασ ϊρασ. Κατόπιν ηθτικθκε 

θ άποψθ τουσ ςχετικά με τθ διαδικαςία ςτθν οποία είχαν ςυμμετάςχει. Από τθν 

ανάλυςθ των απαντιςεων προζκυψε ζνασ μεγάλοσ και μθ αναμενόμενοσ αρικμόσ 

αναπάντθτων προβλθμάτων, ενϊ ςτο ςφνολό τουσ οι μακθτζσ διατφπωςαν τθν 

άποψθ ότι ο όγκοσ των προβλθμάτων ιταν κουραςτικόσ και θ εναςχόλθςι τουσ με 

τα τελευταία κατά ςειρά προβλιματα ιταν επιφανειακι.  

Δεδομζνων των ενδείξεων ότι τα δϊδεκα προβλιματα αποτελοφν ζναν μεγάλο 

αρικμό για να αςχολθκοφν οι μακθτζσ αποτελεςματικά ςτθ διάρκεια μίασ 

διδακτικισ ϊρασ, επιλζχκθκε ο διαχωριςμόσ του ερωτθματολογίου ςε δφο μζρθ, 

αποτελοφμενο από ζξι λεκτικά προβλιματα ανάλογθσ δυςκολίασ ζκαςτο. 

Συμμετζχοντεσ:  

Στθν πρϊτθ φάςθ τθσ ζρευνασ ςυμμετείχε το ςφνολο των μακθτϊν του τμιματοσ.  
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Διαδικαςία:  

Θ πρϊτθ φάςθ τθσ ζρευνασ ιταν ςυνολικισ διάρκειασ δφο διδακτικϊν ωρϊν, οι 

οποίεσ επιλζχκθκαν με διαφορά μιασ εβδομάδασ μεταξφ τουσ.  

Στθν πρϊτθ ςυνάντθςθ οι μακθτζσ χωρίςτθκαν ςε δφο ομάδεσ, ςτθν κάκε μία 

από τισ οποίεσ δόκθκε διαφορετικό μζροσ του ερωτθματολογίου. Κλικθκαν να 

απαντιςουν ςε όλα τα προβλιματα του ερωτθματολογίου που τουσ δόκθκε όςο πιο 

αναλυτικά μποροφςαν. Κατόπιν, ςε κάκε μακθτι που ολοκλιρωνε τθ διαδικαςία 

μοιράςτθκε ζνα ςυνοδευτικό ερωτθματολόγιο. Το ςυνοδευτικό ζγγραφο 

αποτελοφνταν από πικανζσ διαδικαςίεσ επίλυςθσ για κάκε ζνα από τα προβλιματα 

που είχαν επεξεργαςτεί και ηθτικθκε να επιλζξουν για κάκε πρόβλθμα τον τρόπο ι 

τουσ τρόπουσ επίλυςθσ που ιταν εγγφτεροι ςτθ δικι τουσ λφςθ. Για κάκε πρόβλθμα 

υπιρχε επιπλζον  κενόσ χϊροσ ςυμπλιρωςθσ, ςε περίπτωςθ που καμία από τισ  

προτεινόμενεσ διαδικαςίεσ επίλυςθσ δεν κάλυπτε τουσ μακθτζσ. Θ διαδικαςία 

ολοκλθρϊκθκε ςε περίπου 55 λεπτά. 

Στθν δεφτερθ ςυνάντθςθ ςε κάκε ομάδα μακθτϊν δόκθκε το δεφτερο 

αντίςτοιχο μζροσ του ερωτθματολογίου που ζμενε να επεξεργαςτοφν. Θ διαδικαςία 

ιταν πανομοιότυπθ με τθν προθγοφμενθ και ολοκλθρϊκθκε ςτον ίδιο περίπου 

χρόνο.  

Ανάλυςθ ερωτθματολογίων: 

Για τθν εξαγωγι του Βακμοφ Οπτικότθτασ ςυνεκτιμικθκαν τόςο οι επιλογζσ 

των μακθτϊν ςτο ςυνοδευτικό ζγγραφο, όςο και οι ιδιόχειρεσ απαντιςεισ των 

μακθτϊν ςε κάκε πρόβλθμα.  

Κάκε οπτικόσ τρόποσ  επίλυςθσ που είτε αποτυπωνόταν ςτο χαρτί με κάποιο 

διάγραμμα ι ςχιμα είτε δθλωνόταν ωσ νοερι εικόνα, βακμολογικθκε με 2. Κάκε 

αλγεβρικόσ τρόποσ επίλυςθσ ζλαβε το βακμό 0. Στισ περιπτϊςεισ που οι μακθτζσ 

διλωςαν ότι επζλεξαν ζναν ςυνδυαςμό των παραπάνω διαδικαςιϊν θ λφςθ 

εκλιφκθκε ωσ οπτικι και δόκθκε ο βακμόσ 2. Τζλοσ, ςε τυχόν αναπάντθτα 

προβλιματα ι απαντιςεισ που ιταν ανεπαρκείσ και αςαφείσ ωσ προσ τθν 

αιτιολόγθςθ δόκθκε ο βακμόσ 1. Ωσ εκ τοφτου, ο Βακμόσ Οπτικότθτασ κυμαίνεται 

από 0-24. 

 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ Β.5 
Έναρ επιβάηηρ πος είσε ήδη ηαξιδέτει ηη μιζή διαδπομή ηος 

ηαξιδιού αποκοιμήθηκε. Όηαν ξύπνηζε είσε ακόμα να ηαξιδέτει ηην 

μιζή απόζηαζη από αςηή πος είσε ηαξιδέτει όζο ήηαν κοιμιζμένορ. 

Ποιο μέπορ όλος ηος ηαξιδιού ήηαν κοιμιζμένορ; 
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(Εικόνα 2.1: Ραράδειγμα απάντθςθσ που ζλαβε 2 βακμοφσ ςτο MVS) 

 

 

(Εικόνα 2.2: Ραράδειγμα απάντθςθσ που ζλαβε 0 βακμοφσ ςτο MVS) 

 

Στο ςθμείο αυτό είναι ςκόπιμο να γίνει ςαφισ θ ορολογία που υιοκετικθκε και 

χρθςιμοποιείται ςε όλθ τθν ζρευνα. Οι οριςμοί αυτοί ζχουν διατυπωκεί από τθν 

Presmeg και βαςίηονται ςε μελζτεσ των Moses και Suwarsono (Presmeg, 1986). 

Μια οπτική μζθοδοσ επίλυςησ (visual method) περιλαμβάνει τθ χριςθ 

οπτικϊν ςυλλογϊν εικόνων, με τθν παρουςία ι μθ ενόσ διαγράμματοσ, ωσ 

απαραίτθτο μζροσ τθσ διαδικαςίασ επίλυςθσ, ακόμα και αν θ αλγεβρικι μζκοδοσ 

χρθςιμοποιείται επίςθσ.   

Μια μη οπτική μζθοδοσ επίλυςησ (nonvisual method) δεν περιλαμβάνει 

καμίασ μορφισ οπτικζσ εικόνεσ ωσ απαραίτθτο μζροσ τθσ διαδικαςίασ επίλυςθσ. 

Θ Μαθηματική Οπτικότητα ενόσ ατόμου είναι ο βακμόσ ςτον οποίο ζνα 

άτομο προτιμά να χρθςιμοποιεί οπτικζσ μεκόδουσ κατά τθν εναςχόλθςθ του με 

προβλιματα που μποροφν να επιλυκοφν είτε με οπτικζσ είτε με μθ οπτικζσ 

μεκόδουσ. 
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Οπτικοί (visualisers) καλοφνται οι μακθτζσ που προτιμοφν να χρθςιμοποιοφν 

οπτικζσ μεκόδουσ επίλυςθσ προβλθμάτων, ςε προβλιματα τα οποία μποροφν να 

επιλυκοφν τόςο με οπτικζσ ι μθ οπτικζσ μεκόδουσ. 

Μη-οπτικοί (nonvisualisers) καλοφνται οι μακθτζσ οι οποίοι δεν προτιμοφν 

να χρθςιμοποιοφν οπτικζσ μεκόδουσ ςε τζτοιου είδουσ προβλιματα.  

Αποτελζςματα: 

Είναι προφανζσ ότι για λόγουσ δεοντολογίασ και διαςφάλιςθσ τθσ ανωνυμίασ 

των μακθτϊν δόκθκε ζνασ κωδικόσ αναγνϊριςθσ. Τα βακμολογικά αποτελζςματα 

τθσ πρϊτθσ φάςθσ ςυγκεντρϊνονται ςτον παρακάτω πίνακα: 

 ΟΝΟΜΑ΢ΙΑ 

ΜΑΘΗΣΗ 

MV SCORE ΑΝΑΛΟΓΙΑ 

΢/Λ 

ΕΠΙΔΟ΢Η ΑΝΩ 

ΣΟΤ ΜΕΣΡΙΟΤ 

1  11 9 Σ - 3 Λ  

2  10 9 Σ - 3 Λ  

3  12 9 Σ - 3 Λ  

4  9 6 Σ - 6 Λ  

5 Γ 7 8 ΢ - 4 Λ  

6 A 17 2 ΢ - 10 Λ  

7  7 8 Σ - 4 Λ  

8 Θ 7 1 ΢ - 11 Λ  

9  8 3 Σ - 9 Λ  

10*  14 3 Σ - 9 Λ  

11  9 5 Σ - 7 Λ  

12  11 6 Σ - 6 Λ  

13 Δ 5 6 ΢ - 6 Λ  

14  11 1 Σ - 11 Λ  

15  13 2 Σ - 10 Λ  
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16 B 16 5 ΢ - 7 Λ  

17  14 5 Σ - 7 Λ  

18 Η 16 2 ΢ - 10 Λ  

19*  11 1 Σ - 11 Λ  

20  15 5 Σ - 7 Λ  

21  8 7 Σ - 5 Λ  

22*  12 2 Σ - 10 Λ  

(Ρίνακασ 2.3: Ρίνακασ βακμολογικϊν αποτελεςμάτων πρϊτθσ φάςθσ) 

 Σθμειϊςεισ: 

1. Οι μακθτζσ που εμφανίηονται με * είχαν πολφ υψθλό ποςοςτό αναπάντθτων 

ερωτιςεων, ωσ εκ τοφτου το αποτζλεςμα του Βακμοφ Οπτικότθτασ κρίνεται 

πλαςματικό. 

2. Θ εκτίμθςθ τθσ επίδοςθσ των μακθτϊν (βλ. ςτιλθ “ΕΡΛΔΟΣΘ ΑΝΩ ΤΟΥ ΜΕΤ΢ΛΟΥ”) 

ζγινε από τον διδάςκοντα του τμιματοσ. 

 

Μετά τθν ανάλυςθ των ερωτθματολογίων επιλζχκθκαν να ςυμμετάςχουν ςτθν 

επόμενθ φάςθ τρεισ οπτικοί μακθτζσ με αρκετά υψθλό MVS και τρεισ μθ-οπτικοί 

μακθτζσ με τα χαμθλότερα MVS. Σε κάκε μία από τισ δφο ομάδεσ μακθτϊν 

επιλζχκθκε από ζνασ ςυμμετζχοντασ με χαμθλι ςχολικι επίδοςθ, όπωσ εκτιμικθκε 

από τον διδάςκοντα του τμιματοσ. 

 

 

2.2.2 Δεφτερθ Φάςθ τθσ Ζρευνασ 

Ερευνθτικό Εργαλείο: 

 Στθ δεφτερθ φάςθ τθσ ζρευνασ πραγματοποιικθκαν ατομικζσ θμι-

δομθμζνεσ ςυνεντεφξεισ πάνω ςε δφο μθ-τυπικά γεωμετρικά προβλιματα, τα οποία 

είναι τα ακόλουκα: 
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ΔΡΑ΢ΣΘΡΙΟΣΘΣΑ 1Θ  

 

 

Στο πλαίςιο τθσ παροφςασ ζρευνασ θ οπτικοποίθςθ λαμβάνεται ωσ θ ικανότθτα 

των μακθτϊν να καταςκευάηουν, να μεταςχθματίηουν και να αναλφουν εικόνεσ και 

νοθτικζσ εικόνεσ. Βαςικόσ, δε, ρόλοσ τθσ είναι να απεικονίςει και να επικοινωνιςει 

πλθροφορίεσ, να αναπτφξει ιδζεσ και νοιματα και να χρθςιμοποιιςει κατάλλθλα τισ 

εικόνεσ με ςκοπό τθν μακθματικι ανακάλυψθ και τθν κατανόθςθ.  

Στόχοσ τθσ πρϊτθσ δραςτθριότθτασ είναι να διερευνιςει αν ο μακθτισ μπορεί 

να δθμιουργιςει μια ςυλλογι εικόνων αντιπροςωπευτικι για το πρόβλθμα και ςε 

ποιο  βακμό μπορεί αυτι θ ςυλλογι να φωτίςει τθν “ιδζα- κλειδί” και να 

δθμιουργιςει μια εικαςία ικανι να αποτελζςει βάςθ για μια τυπικι απόδειξθ. Θ 

πρϊτθ ερϊτθςθ αποςκοπεί ςτθν ανάπτυξθ τθσ οπτικοποίθςθσ, μζςα από τθν οποία 

ο μακθτισ κα αποδεχτεί ι κα απορρίψει τον ιςχυριςμό, και τθν ενίςχυςθ μιασ 

επιχειρθματολογίασ ικανισ να εξθγιςει τθν επιλογι αυτι του μακθτι. Θ δεφτερθ 

ερϊτθςθ τθσ δραςτθριότθτασ εξετάηει κατά πόςο και με ποιεσ προχποκζςεισ θ 

προθγοφμενθ επιχειρθματολογία του μακθτι μπορεί να υποςτθρίξει τθν επικυμθτι 

δομι μιασ τυπικισ απόδειξθσ, ςτθν προκειμζνθ περίπτωςθ μιασ πρόταςθσ 

βαςιςμζνθσ ςε γεωμετρικά επιχειριματα. Θ πρϊτθ δραςτθριότθτα ολοκλθρϊνεται 

με τθν μελζτθ του ίδιου προβλιματοσ μζςα ςτο δυναμικό περιβάλλον του 

προγράμματοσ  Geogebra, όπου οι μακθτζσ ζχουν τθ δυνατότθτα να ελζγξουν, να 

επιβεβαιϊςουν ι να απορρίψουν εικαςίεσ που ζχουν  ιδθ διατυπϊςει και να 

αναςτοχαςτοφν πάνω ςτθν επιχειρθματολογία που ζχουν αναπτφξει. Θ διαδικαςία 

αυτι, μζςα από τθν επιβεβλθμζνθ οπτικοποίθςθ, επικυμεί να εξετάςει ςε ποιεσ 

περιπτϊςεισ και υπό ποιεσ ςυνκικεσ μπορεί το περιβάλλον του υπολογιςτι να 

διευκολφνει το πζραςμα από τθν επιχειρθματολογία ςτθν απόδειξθ. 
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(Εικόνα 2.4: Εικόνεσ από τθν αναπαράςταςθ τθσ 1
θσ

 Δραςτθριότθτασ ςτο δυναμικό περιβάλλον του 

Geogebra) 

Σθμείωςθ: Μζςα ςτο περιβάλλον του Geogebra οι μακθτζσ ιταν δυνατό να 

χρθςιμοποιιςουν τθ «Βοικεια», δθλαδι τθν αριςτερι ςτιλθ όπου υπιρχαν 

όλα τα αρικμθτικά δεδομζνα του ςχιματοσ, όπωσ το μζγεκοσ των πλευρϊν, 

των διαμζτρων ι των γωνιϊν.  

 

ΔΡΑ΢ΣΘΡΙΟΣΘΣΑ 2Θ  

 

 

Ππωσ, ζχει επιςθμανκεί θ οπτικοποίθςθ είναι αποτελεςματικι όταν μπορεί να 

υποςτθρίξει τθ γενίκευςθ, ενϊ θ μακθματικι γενίκευςθ αναγνωρίηεται και ςε 

περιςςότερο αφαιρετικζσ μορφζσ εικόνων, όπωσ αυτι των πρότυπων εικόνων. 

Στόχοσ τθσ δεφτερθσ δραςτθριότθτασ είναι να διερευνιςει αν ο μακθτισ μπορεί, 

μζςα από ζναν μικρό αρικμό ςυγκεκριμζνων διαγραμμάτων, να ανακαλφψει ζνα  

μοτίβο που ςυνδζει τον αρικμό των διαγωνίων με τον αρικμό των κορυφϊν 

ζκαςτου πολυγϊνου και να καταφζρει να γενικεφςει το μοτίβο αυτό ςε μια 

αλγεβρικι ςχζςθ που ιςχφει για κάκε πολφγωνο.  Το μοτίβο αυτό είναι εξαιρετικά 

δφςκολο να βρεκεί με κακαρά αλγεβρικι προςζγγιςθ, ενϊ θ χριςθ απλϊν οπτικϊν 

ςυλλογιςμϊν που ζπονται άμεςα από τον τρόπο ςχεδίαςθσ των διαγραμμάτων 

αποτελεί χριςιμο εργαλείο ςτα χζρια των μακθτϊν. Θ πρϊτθ ερϊτθςθ επικυμεί να 

ενιςχφςει τθν οπτικοποίθςθ του μακθτι με απϊτερο ςτόχο να παρατθριςει μια 

κοινι διαδικαςία ςτθν χάραξθ των διαγωνίων πάνω ςτθν οποία κα οικοδομθκεί θ 
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ςτρατθγικι εφρεςθσ του αρικμοφ τουσ. Θ δεφτερθ ερϊτθςθ εξετάηει τισ 

προχποκζςεισ κατά τισ οποίεσ μια ςτρατθγικι μεταφράηεται ςε μια ορκι αλγεβρικι 

ςχζςθ και τον τρόπο με τον οποίο διαςφαλίηεται θ γενικι τθσ ιςχφ. 

Συμμετζχοντεσ:  

Στθ δεφτερθ φάςθ τθσ ζρευνασ ςυμμετείχαν ζξι μακθτζσ οι οποίοι επιλζχκθκαν 

βάςθ του Βακμοφ Οπτικότθτασ (ΜVS) που προζκυψε από τθν ανάλυςθ τθσ πρϊτθσ 

φάςθσ. Από αυτοφσ οι μιςοί εμφάνιςαν τθν χαμθλότερθ βακμολογία ςτον πίνακα 

μζτρθςθσ του Βακμοφ Οπτικότθτασ τθσ τάξθσ 5-7 και κατατάςςονται ςτθν 

κατθγορία των μθ οπτικϊν μακθτϊν, ενϊ οι υπόλοιποι ζλαβαν τισ υψθλότερεσ 

βακμολογίεσ τθσ τάξθσ 16-17 και κατατάςςονται ςτθν κατθγορία των οπτικϊν 

μακθτϊν. 

Αξίηει να ςθμειωκεί ότι οι μακθτζσ που επιλζχτθκαν ωσ αντιπροςωπευτικοί 

κάκε κατθγορίασ παρουςιάηουν ποικιλία ωσ προσ τθν αναλογία των Σωςτϊν και 

Λάκοσ απαντιςεων. Επιπλζον, ςε κάκε κατθγορία επιλζχκθκε να ςυμμετζχει ςτισ 

ςυνεντεφξεισ ζνασ μακθτισ που ο διδάςκων του τμιματοσ κατζταξε ςτουσ ζχοντασ 

επιδόςεισ κάτω του μετρίου. 

Διαδικαςία:  

Κάκε ςυμμετζχων ςτθ δεφτερθ φάςθ τθσ ζρευνα ζλαβε μζροσ ςε δφο 

ςυνεντεφξεισ διάρκειασ 30-40 λεπτϊν ζκαςτθ, κακϊσ οι δφο δραςτθριότθτεσ 

επιλζχκθκε να  ςυηθτθκοφν ξεχωριςτά.  

Οι ςυνεντεφξεισ που αφοροφν ςτθν πρϊτθ γεωμετρικι δραςτθριότθτα 

δομοφνται ςε τρείσ βαςικοφσ κεματικοφσ άξονεσ: το ςτάδιο τθσ οπτικοποίθςθσ το 

οποίο ολοκλθρϊνεται όταν ο μακθτισ αναγνωρίςει ότι ο ιςχυριςμόσ δεν είναι 

πάντοτε αλθκισ, το ςτάδιο επιχειρθματολογίασ και ανάπτυξθσ εικαςίασ το οποίο 

ολοκλθρϊνεται με τθ διατφπωςθ μιασ απόδειξθσ και τζλοσ το ςτάδιο του δυναμικοφ 

περιβάλλοντοσ ςτο οποίο είναι επικυμθτι θ τροποποίθςθ τόςο τθσ 

επιχειρθματολογίασ όςο και τθσ απόδειξθσ όταν είναι απαραίτθτθ.  

Στον παρακάτω πίνακα παρουςιάηεται ζνα βαςικό πρωτόκολλο ερωτιςεων 

πάνω ςτο οποίο κινικθκαν οι ςυνεντεφξεισ τθσ πρϊτθσ δραςτθριότθτασ. Ο 

ερευνθτισ ζχει από βοθκθτικό ζωσ κακοδθγθτικό ρόλο όταν κρίνεται απαραίτθτο 

ςτα δφο πρϊτα ςτάδια, ενϊ θ ςυμμετοχι του ςτο τελευταίο ςτάδιο είναι επικυμθτό 

να είναι υποςτθρικτικι. 
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Στάδιο 

Οπτικοποίθςθσ 

Τι πιςτεφεισ; Ρϊσ είςαι ςίγουροσ γι’ αυτό; 

Είναι κάτι που το γνωρίηεισ από τθ κεωρία ι απλά μπορείσ να 

το διαπιςτϊςεισ από το ςχιμα; 

Ζχεισ κάποια εικόνα ςτο μυαλό ςου; Μπορείσ να μου τθν 

περιγράψεισ; Μπορείσ να μου τθν ςχεδιάςεισ; 

Μπορείσ να επιβεβαιϊςεισ με κάποιο τρόπο τον ιςχυριςμό 

ςου; Τι παρατθρείσ; 

Μπορείσ να φζρεισ μερικά δικά ςου παραδείγματα; Τι 

παρατθρείσ; 

Υπάρχουν κάποια τετράπλευρα για τα οποία να ιςχφει/ να 

μθν ιςχφει αυτό που ιςχυρίηεται ο ςυμμακθτισ ςου; 

Στάδιο  

Επιχειρθματολογίασ 

& 

Ανάπτυξθσ  

Εικαςίασ 

Σε ποιεσ περιπτϊςεισ ιςχφει/ δεν ιςχφει αυτό που ιςχυρίηεται 

ο ςυμμακθτισ ςου; 

Τα ςχιματα που ζχεισ ςχεδιάςει πϊσ διαφζρουν από αυτό 

του ςυμμακθτι ςου; Ζχουν κάτι κοινό; 

Στα ςχιματα που ζχεισ ςχεδιάςει μπορείσ να διακρίνεισ 

κάποιεσ ομοιότθτεσ/διαφορζσ; 

Μπορείσ να διακρίνεισ κάποιεσ κοινζσ ιδιότθτεσ των 

τετραπλεφρων που ικανοποιοφν/δεν ικανοποιοφν τον 

ιςχυριςμό;  

Ρου οφείλονται οι κοινζσ ιδιότθτεσ; 

Στάδιο 

Δυναμικοφ  

Ρεριβάλλοντοσ 

Μπορείσ να μου περιγράψεισ τι παρατθρείσ; Ρου οφείλεται 

αυτό; 

Τι ζχεισ να παρατθριςεισ για το είδοσ των τετραπλεφρων που 

ςχθματίηονται; Ρου οφείλεται αυτό; 

Ραρατθρείσ κάτι κοινό/ κάτι που να παραμζνει ςτακερό; Τι 

είναι αυτό που αλλάηει ςε κάκε περίπτωςθ; Ρωσ εξθγείται; 

 

 

Οι ςυνεντεφξεισ τθσ δεφτερθσ δραςτθριότθτασ δεν κινικθκαν ςε διακριτοφσ 

κεματικοφσ άξονεσ. ΢όλοσ του ερευνθτι ιταν να δθμιουργιςει τθν ανάγκθ ςτο 

μακθτι να εςτιάςει ςτθν διαδικαςία χάραξθσ των διαγωνίων (οπτικι μζκοδοσ) και 

όχι ςτο αποτζλεςμα (αλγεβρικι μζκοδοσ) με ςκοπό τθν υιοκζτθςθ μιασ ςτρατθγικισ 

που να μπορεί να μεταφραςτεί ςε αλγεβρικι ςχζςθ. Στισ περιπτϊςεισ που ο 

μακθτισ αδυνατεί να εςτιάςει ςτθ διαδικαςία ο ερευνθτισ δφναται να τθν 

υποδεικνφει για να αποτελζςει βάςθ για τθν ανάπτυξθ τθσ επιχειρθματολογίασ. 
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Ζνα βαςικό πρωτόκολλο ερωτιςεων για τθ δεφτερθ δραςτθριότθτα 

παρουςιάηεται ςτον παρακάτω πίνακα:   

Ζμφαςθ ςτθ  

Διαδικαςία 

Μπορείσ να μου περιγράψεισ τι ακριβϊσ κάνεισ; 

Ρόςεσ βρικεσ; Ρϊσ είςαι ςίγουροσ ότι είναι τόςεσ και δεν 

ςου ξζφυγε καμία; 

Ρϊσ κα μποροφςεσ να χρθςιμοποιιςεισ τισ πλθροφορίεσ που 

δίνονται; 

Ρϊσ χρθςιμοποιείσ τισ πλθροφορίεσ που ςου δίνονται;  

Ρϊσ ζφερεσ τισ διαγϊνιεσ; Τυχαία ι ακολοφκθςεσ κάποια 

ςτρατθγικι; 

Ριςτεφεισ ότι είναι ςθμαντικό να ςχεδιάςουμε τισ διαγϊνιεσ 

με κάποια ςτρατθγικι και όχι τυχαία; Γιατί; 

Μπορείσ να μου περιγράψεισ ποια ςτρατθγικι ακολουκείσ  

για να είςαι ςίγουροσ ότι δεν ςου διαφεφγει καμία 

διαγϊνιοσ; 

Μιπωσ κα μασ βοθκοφςε αν αςχολοφμαςταν με κάκε 

κορυφι ξεχωριςτά/ φζρναμε από κάκε κορυφι όςεσ 

μποροφμε; 

 Αλγεβρικό Μοτίβο Υπάρχει κάποια ςχζςθ ανάμεςα ςτισ γωνίεσ του πολυγϊνου 

και τισ διαγϊνιεσ που διζρχονται από αυτζσ; Λςχφει αυτό ςε 

όλεσ τισ περιπτϊςεισ; 

Ρϊσ μπορείσ να χρθςιμοποιιςεισ τα ςυμπεράςματα αυτά για 

να δϊςεισ μια απάντθςθ ςτο ερϊτθμα β; 

Τι ςυμβολιςμοφσ  πρζπει να χρθςιμοποιιςεισ; 

 

Ανάλυςθ αποτελεςμάτων: 

Στθν παροφςα ζρευνα χρθςιμοποιικθκε θ ποιοτικι ανάλυςθ περιεχομζνου με 

ςτόχο τθ διερεφνθςθ των τάςεων που εμφάνιςαν οι μακθτζσ κατά το πζραςμα από 

τθν επιχειρθματολογία ςτθν απόδειξθ. Ακριβϊσ αυτι θ διερευνθτικι φφςθ τθσ 

ζρευνασ κατεφκυνε επαγωγικά τισ κεματικζσ κατθγορίεσ ςτισ οποίεσ επικεντρϊκθκε 

θ ανάλυςθ των ςυνεντεφξεων. Θ δθμιουργία των κεματικϊν κατθγοριϊν προζκυψε 

μζςα από τθν ανάλυςθ των ςυνεντεφξεων ςε δφο βαςικά ςτάδια. 

Αρχικά, το απομαγνθτοφωνθμζνο κείμενο κάκε ςυνζντευξθσ εξετάςτθκε ςτθν 

ολότθτά του, και μζςα από μία ςυςτθματικι ανάγνωςθ και κωδικοποίθςθ 

καταγράφθκε θ πορεία όλων των ςυλλογιςμϊν που προζκυψαν. Θ διαδικαςία αυτι 

πραγματοποιικθκε για κάκε δραςτθριότθτα ξεχωριςτά. Το αρχικό αυτό ςτάδιο 

μεταφζρκθκε ςε ζνα λογιςτικό φφλλο Excel. Θ καταγραφι ζγινε τόςο κάκετα, κάκε 

ςτιλθ αντιπροςϊπευε τθ ςυλλογιςτικι πορεία ενόσ μακθτι, όςο και οριηόντια 
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κακϊσ κάκε ομάδα γραμμϊν αντιπροςϊπευε τθ ςυλλογιςτικι πορεία όλων των 

μακθτϊν ςτο επιλεγμζνο ςτάδιο. Κατά τθ διάρκεια τθσ διαδικαςίασ αυτισ 

επιχειρικθκε θ μελζτθ των δεδομζνων ςε δφο ευρείεσ αρχικζσ κατθγορίεσ, τθσ 

επιχειρθματολογίασ των οπτικϊν και μθ οπτικϊν μακθτϊν.    

Ππωσ ιταν αναμενόμενο, πολλοί από τουσ διαλόγουσ μεταξφ των 

ςυμμετεχόντων και του ερευνθτι περιείχαν αρκετζσ επιςθμάνςεισ και 

διευκρινιςεισ που δεν είχαν άμεςθ ςχζςθ με τισ δραςτθριότθτεσ ι επεξθγιςεισ που 

αφοροφςαν γνωςτικά κενά των μακθτϊν και ιταν απαραίτθτεσ για τθ ςυνζχεια τθσ 

διαδικαςίασ. Στθ δεφτερθ φάςθ τθσ ανάλυςθσ απομονϊκθκε θ ςυλλογιςτικι πορεία 

των μακθτϊν που ςχετίηονταν με τθ δραςτθριότθτα και ανταποκρίνονταν ςτα 

ερευνθτικά ερωτιματα. Θ καταγραφι ζγινε ςε ζνα νζο λογιςτικό φφλλο Excel, με 

όμοια οριηόντια και κάκετθ δομι. Από τθν ανάλυςθ αυτισ τθσ διαδικαςίασ 

προζκυψαν οι κεματικζσ κατθγορίεσ βάςθ των οποίων αναλφκθκε θ 

επιχειρθματολογία των μακθτϊν και εξιχκθςαν τα αποτελζςματα τθσ ζρευνασ. 

 

 

(Εικόνα 2.5: Απόςπαςμα του Λογιςτικοφ Φφλλου Δραςτθριότθτα 1-Ρρϊτθ Φάςθ) 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3Ο  

ΑΠΟΣΕΛΕ΢ΜΑΣΑ 

 

3.1 Προφίλ Μακθτϊν 

 

Ρροκειμζνου να κατανοθκεί ςε βάκοσ θ επιχειρθματολογία των μακθτϊν που 

ςυμμετείχαν ςτθ δεφτερθ φάςθ τθσ ζρευνασ είναι χριςιμο να ςκιαγραφθκοφν τα 

προφίλ των μακθτϊν, όπωσ αυτά προζκυψαν εξετάηοντασ το Βακμό Οπτικότθτάσ 

(MVS) τουσ ςτθν πρϊτθ φάςθ τθσ ζρευνασ, και τθν ανάλυςθ των κεματικϊν 

κατθγοριϊν ςτθ δεφτερθ και τελευταία φάςθ αυτισ. 

 

(Οργανόγραμμα 3.1: Σχθματικι Αναπαράςταςθ των προφίλ των μακθτϊν) 

 

Μακθτισ Α: Ζνασ οπτικόσ μακθτισ με ιδιαίτερα υψθλό MVS και υψθλζσ ςχολικζσ 

επιδόςεισ. Από τθν αναλογία των Σωςτϊν και Λάκοσ απαντιςεων (2Σ-10Λ) γίνεται 

αιςκθτό ότι θ οπτικι προςζγγιςθ ςε μεγάλο ποςοςτό δεν οδθγεί ςτα επικυμθτά 

ορκά αποτελζςματα.  Θ τάςθ του μακθτι να χρθςιμοποιεί ςχεδόν αποκλειςτικά τθν 

οπτικι μζκοδο ςτθν επίλυςθ προβλθμάτων επαλθκεφτθκε και κατά τθν εναςχόλθςθ 

με τισ γεωμετρικζσ δραςτθριότθτεσ. 

ΕΞΙ 

΢ΤΜΜΕΣΕΧΟΝΣΕ΢ 

   ΤΨΗΛΕ΢ 
ΕΠΙΔΟ΢ΕΙ΢ 

ΟΠΣΙΚΟΙ 
 ΜΑΘΗΣΕ΢ 

ΜΑΘΗΣΗ΢ Α 

(σχεδόν αποκλειστικά 
οπτική μέθοδος) 

ΜΑΘΗΣΗ΢ Β 

( ευέλικτη χρήση και των 
δύο μεθόδων) 

ΜΗ ΟΠΣΙΚΟΙ 
ΜΑΘΗΣΕ΢ 

ΜΑΘΗΣΗ΢ Γ 

(σχεδόν αποκλειστικά μη 
οπτική μέθοδος) 

ΜΑΘΗΣΗ΢ Δ 

(ευέλικτη χρήση και των 
δύο μεθόδων) 

ΧΑΜΗΛΕ΢ 
ΕΠΙΔΟ΢ΕΙ΢ 

ΟΠΣΙΚΟ΢  
ΜΑΘΗΣΗ΢ 

ΜΑΘΗΣΗ΢ Ζ 

(σχεδόν αποκλειστικά 
οπτική μέθοδος) 

ΜΗ ΟΠΣΙΚΟ΢ 
ΜΑΘΗΣΗ΢ 

ΜΑΘΗΣΗ΢ Θ 

(σχεδόν αποκλειστικά μη 
οπτική μέθοδος) 



~ 62 ~ 

 

Μακθτισ Β: Ζνασ οπτικόσ μακθτισ με υψθλό MVS και εξίςου υψθλζσ ςχολικζσ 

επιδόςεισ. Θ αναλογία των Σωςτϊν και Λάκοσ απαντιςεων (5Σ-7Λ) κυμαίνεται 

κοντά ςτο μζςο όρο που ςθμειϊκθκε από το ςφνολο τθσ τάξθσ. Θ ανάλυςθ των δφο 

γεωμετρικϊν δραςτθριοτιτων ανζδειξε τθν ικανότθτα του μακθτι να χρθςιμοποιεί 

με ςχετικι ευελιξία τόςο τθν οπτικι όςο και τθ μθ οπτικι μζκοδο επίλυςθσ. 

Μακθτισ Γ: Ζνασ μθ οπτικόσ μακθτισ με χαμθλό MVS και υψθλζσ ςχολικζσ 

επιδόςεισ. Θ αναλογία των Σωςτϊν και Λάκοσ απαντιςεων (8Σ-4Λ) ιταν θ καλφτερθ 

επίδοςθ που παρατθρικθκε ανάμεςα ςτουσ μθ οπτικοφσ μακθτζσ και θ δεφτερθ 

καλφτερθ ςτο ςφνολο τθσ τάξθσ. Θ τάςθ του μακθτι να χρθςιμοποιεί ςχεδόν 

αποκλειςτικά μθ οπτικζσ μεκόδουσ ςτθν επίλυςθ προβλθμάτων επαλθκεφτθκε και 

κατά τθν εναςχόλθςθ με τισ  δφο γεωμετρικζσ δραςτθριότθτεσ. 

Μακθτισ Δ: Ζνασ μθ οπτικόσ μακθτισ με χαμθλό MVS και υψθλζσ ςχολικζσ 

επιδόςεισ. Θ αναλογία των Σωςτϊν και Λάκοσ απαντιςεων (6Σ-6Λ) κυμαίνεται 

κοντά ςτο μζςο όρο που ςθμειϊκθκε από το ςφνολο τθσ τάξθσ. Θ ανάλυςθ των δφο 

γεωμετρικϊν δραςτθριοτιτων ανζδειξε τθν ικανότθτα του μακθτι να χρθςιμοποιεί 

με μεγάλθ ευκολία και ευελιξία τόςο τισ οπτικζσ όςο και τισ μθ οπτικζσ μεκόδουσ 

επίλυςθσ. 

Μακθτισ Η: Ζνασ οπτικόσ μακθτισ με υψθλό MVS και ςχολικζσ επιδόςεισ κάτω του 

μετρίου. Θ αναλογία των Σωςτϊν και Λάκοσ απαντιςεων (2Σ-10Λ) είναι ιδιαίτερα 

χαμθλι και πικανόν δικαιολογείται από το επίπεδο επίδοςισ του. Θ τάςθ του να 

χρθςιμοποιεί οπτικζσ μεκόδουσ επίλυςθσ ιταν ςε μεγάλο βακμό αποτελεςματικι 

κατά τθν εναςχόλθςθ με τθν πρϊτθ δραςτθριότθτα, αλλά όχι το ίδιο επιτυχισ με τθ 

δεφτερθ. 

Μακθτισ Θ: Ζνασ μθ οπτικόσ μακθτισ με χαμθλό MVS και ςχολικζσ επιδόςεισ κάτω 

του μετρίου. Θ αναλογία των Σωςτϊν και Λάκοσ απαντιςεων (1Σ-11Λ) είναι θ 

χαμθλότερθ που παρατθρικθκε ςε επίπεδο τάξθσ και πικανόν δικαιολογείται από 

τισ χαμθλζσ ςχολικζσ επιδόςεισ του. Θ τάςθ του να χρθςιμοποιεί μθ οπτικζσ 

μεκόδουσ επίλυςθσ ιταν εν μζρει αποτελεςματικι κατά τθν εναςχόλθςθ με τθ 

δεφτερθ δραςτθριότθτα, χωρίσ να παρατθρείται το ίδιο ςτθν πρϊτθ. 
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3.2 Ανάλυςθ τθσ Επιχειρθματολογίασ τθσ 1θσ Δραςτθριότθτασ 

 

Ακολουκεί θ ανάλυςθ τθσ επιχειρθματολογίασ των μακθτϊν ςτθν πρϊτθ 

δραςτθριότθτα. Κάκε ανάλυςθ διακρίνεται ςε τρία μζρθ: τθ φάςθ τθσ 

οπτικοποίθςθσ, τθ φάςθ τθσ δθμιουργίασ εικαςίασ και τθν τελευταία φάςθ του 

δυναμικοφ περιβάλλοντοσ. Στο τζλοσ τθσ δεφτερθσ φάςθσ ηθτείται από τουσ 

μακθτζσ να καταγράψουν τθν απόδειξθ που κα ζδιναν ωσ απάντθςθ ςτθν 

δραςτθριότθτα. Μετά το τζλοσ  τθσ τρίτθσ φάςθσ και τθ μεςολάβθςθ του δυναμικοφ 

περιβάλλοντοσ ηθτείται από τουσ μακθτζσ να επανεξετάςουν τθν απόδειξθ και να 

προβοφν ςε όποιεσ διορκϊςεισ κρίνουν απαραίτθτεσ. 

 

Μακθτισ Α (MVS 17) 

 

ΦΑ΢Θ ΟΠΣΙΚΟΠΟΙΘ΢Θ΢ 

Ο μακθτισ Α μετά τθν ςχολαςτικι ανάγνωςθ τθσ δραςτθριότθτασ αποδζχεται τον 

ιςχυριςμό. Με αφορμι τθν οπτικι εικόνα τθσ δραςτθριότθτασ και ςτθν προςπάκειά 

του να εξθγιςει τθν άποψι του, αναφζρεται ςε δομικά ςτοιχεία του ςχιματοσ τα 

οποία είναι δυνατόν να αποτελζςουν και ιδζεσ κλειδί για τθν απόδειξθ. 

Α: …από τθ ςτιγμι που πιρε ζνα τυχαίο τετράπλευρο μζςα ςε αυτόν τον κφκλο και 

ζφερε τισ διαγϊνιζσ του, ξζρουμε ότι οι διαγϊνιεσ που διζρχονται μζςα από ζνα κζντρο 

είναι ίςεσ…Γιατί είναι διάμετροι του κφκλου… 

Ο μακθτισ ωςτόςο εμμζνει ςτθν άποψι του με περιςςότερθ βεβαιότθτα. Ηθτϊντασ 

επαλικευςθ για τθν άποψι του και ςχεδιάηοντασ παραδείγματα που υποκζτει ότι 

επιβεβαιϊνουν τον ιςχυριςμό αντιλαμβάνεται ότι αυτόσ δεν μπορεί να ιςχφει για 

κάκε τυχαίο τετράπλευρο.  

Ε1: Εδϊ το τετράπλευρο που κάνεισ είναι τελείωσ τυχαίο;  

Α: Πχι..  

Ε: Το ζχεισ κάνει να μοιάηει με κάποιο ςυγκεκριμζνο τετράπλευρο;  

Α: Να μοιάηει… Τι άλλο να κάνω;… Α! Πχι ςε κάκε τυχαίο τετράπλευρο! 

 

Σχεδιάηοντασ ακολοφκωσ  ζνα αντιπαράδειγμα καταλιγει πωσ ο ιςχυριςμόσ είναι 

λανκαςμζνοσ (εικόνα 3.2). 

Α: Πχι. Δεν ιςχφει. Μάλλον, δεν ιςχφει όλεσ τισ φορζσ! 

 

1
Σθμειϊνεται ότι ςτα απομαγνθτοφωνθμζνα αποςπάςματα το γράμμα Ε αποδίδεται ςτον ερευνθτι, ενϊ τα 

υπόλοιπα γράμματα αποτελοφν τθν ονομαςία των μακθτϊν, όπωσ παρουςιάςτθκε ςτο οργανόγραμμα. 
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(Εικόνα 3.2: Ραραδείγματα που δόκθκαν από τον μακθτι Α) 

 

ΦΑ΢Θ ΕΙΚΑ΢ΙΑ΢ 

Στθ ςυνζχεια, ο μακθτισ μελετά προςεκτικά τα ςχιματα που ζχει μπροςτά του,  

αρχίηει να παρατθρεί ομοιότθτεσ και διαφορζσ, και διατυπϊνει ςυμπεράςματα 

ςχετικά με τισ διαγϊνιζσ τουσ ςε κακαρά οπτικό επίπεδο. 

Α: Λογικά οι διαγϊνιεσ περνάνε από το κζντρο όταν οι πλευρζσ (δείχνει τισ πλευρζσ του 

τετραγϊνου) είναι ίςεσ περίπου….. Τετράγωνο! Άρα οι διαγϊνιεσ κα περνάνε από το 

κζντρο και κα είναι ίςεσ μόνο όταν κα είναι τετράγωνο. 

Ε: Θ μόνθ περίπτωςθ είναι το τετράπλευρο να είναι τετράγωνο; 

Α: Και παραλλθλόγραμμο2… Ραραλλθλόγραμμο, τετράγωνο… Και ρόμβοσ;  

 

Πταν του ηθτείται να αιτιολογιςει τον τελευταίο ιςχυριςμό επικαλείται τθν 

προθγοφμενθ κεωρθτικι του γνϊςθ χωρίσ να μπορεί να εξθγιςει περαιτζρω και 

επιςτρζφει εκ νζου ςτθ μελζτθ των ςχθμάτων.  

 

Ε: Μπορείσ να μου εξθγιςεισ πωσ κατζλθξεσ ςτο ςυμπζραςμα αυτό; 

Α: Το ξζρω από τθ κεωρία μου. Πτι λογικά… Αυτό με βοθκάει πιο πολφ (τετράγωνο). 

Γιατί ςτο τετράγωνο οι πλευρζσ του είναι ίςεσ, άρα και οι διαγϊνιζσ του είναι ίςεσ…. και 

ότι άλλα ςτοιχεία ζχουν κα είναι ίςα. 

Ε: Στθν περίπτωςθ του ρόμβου τι ιςχφει; 

Α: Ζχουμε περιςςότερα ςτοιχεία αν κυμάμαι. Κάτςε να το πάρω λογικά. Εδϊ πάλι οι 

διαγϊνιεσ είναι ίςεσ (δείχνει ςτο ςχιμα). Και δθμιουργοφνται ορκογϊνια τρίγωνα. Τα 

τρίγωνα είναι ορκογϊνια και… 

 

                                        
 

(Εικόνα 3.3: Ραραδείγματα ρόμβων που μελετά ο μακθτισ Α) 

 

 
2
Σθμειϊνεται ότι ςτθν επιχειρθματολογία όλων των μακθτϊν θ αναφορά ςτα «παραλλθλόγραμμα» αφορά μόνο 

τα ορκογϊνια παραλλθλόγραμμα. Κανζνασ από τουσ μακθτζσ δεν αναφζρκθκε ςε πλάγια παραλλθλόγραμμα. 
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Εξετάηοντασ επιςταμζνωσ τισ διαγϊνιεσ των ςχθμάτων και γράφοντάσ τεσ 

επανειλθμμζνωσ με το ςτυλό προκφπτει το ερϊτθμα  αν θ ιςότθτα των διαγωνίων 

αποτελεί επαρκι ςυνκικθ. 

 

Α: Να ρωτιςω κάτι; Οι διαγϊνιεσ κα είναι ίςεσ, αλλά αυτό ςθμαίνει ότι κα περνάνε και 

από το κζντρο; 

Αναηθτϊντασ απάντθςθ ςτο ερϊτθμα που προζκυψε επιςτρζφει ςτθ μελζτθ του 

τετραγϊνου. 

Α: Χωρίηονται ςε τζςςερα ίςα τρίγωνα.  

Ε: Ρϊσ ξζρεισ ότι τα τρίγωνα είναι ίςα;  

Α: Αν ναι! Οι διαγϊνιεσ τζμνονται ςτο κζντρο. Άρα, οι διαγϊνιεσ πρζπει να είναι ίςεσ και 

να διχοτομοφνται. Αλλά αφοφ περνάνε από το κζντρο του κφκλου και κα είναι ίςεσ και 

κα διχοτομοφνται. 

 

Ο μακθτισ, ζχοντασ ιδθ επιςθμάνει όλα τα απαραίτθτα ςτοιχεία για τθ δόμθςθ 

μιασ απόδειξθσ, παρακζτει τθν παρακάτω απόδειξθ ςτθν οποία αφενόσ δεν 

περιλαμβάνονται τα ςτοιχεία αυτά, αφετζρου δεν ζχει μια ςαφι 

επιχειρθματολογία. Επιπλζον, εςτιάηεται ςτθν αιτιολόγθςθ μόνο τθσ περίπτωςθσ 

του τετραγϊνου χρθςιμοποιϊντασ οπτικζσ παρατθριςεισ χωρίσ επεξιγθςθ. 

     

                 

              

ΦΑ΢Θ ΔΤΝΑΜΙΚΟΤ ΠΕΡΙΒΑΛΛΟΝΣΟ΢ 

Στθ φάςθ αυτι ο μακθτισ Α επιβεβαιϊνει τουσ ιςχυριςμοφσ ςχετικά με τισ 

διαγϊνιεσ που ζχει ιδθ διατυπϊςει ςτθν προθγοφμενθ φάςθ και παρατθρεί το 

εφροσ των τετραπλεφρων που ςχθματίηονται. Εξακολουκεί, επίςθσ,  να διαχωρίηει 

το τετράγωνο από τα υπόλοιπα παραλλθλόγραμμα.  

Α: Αν κουνιςω το Α ι το Β οι διαγϊνιεσ άλλεσ φορζσ περνάνε και άλλεσ όχι. Να, αν το 

βάλω ζτςι είναι παραλλθλόγραμμο. Και ζτςι μπορεί να γίνει τετράγωνο και ρόμβοσ. 

……. 

Α: Είναι πάρα πολλά αυτά που περνάνε… Βαςικά, πάντα κα είναι παραλλθλόγραμμο 

απλά κάποιεσ φορζσ κα είναι τετράγωνο….. γίνεται τετράγωνο όταν (οι διαγϊνιεσ) είναι 

κάκετεσ. 
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Πταν καλείται να εξθγιςει πότε οι διαγϊνιεσ κα διζρχονται από το κζντρο, εξετάηει 

από τθν αρχι τα τετράπλευρα που ςχθματίηονται και παρατθρεί:   

 

Α: Για να είναι ίςεσ κα περνάνε από το κζντρο αφοφ είναι διάμετροι ςτον κφκλο. Αλλά 

μπορεί να είναι ίςεσ ακόμα και αν δεν περνάνε από το κζντρο. 

…… 

Α: Είναι ίςεσ, αλλά δεν φτάνει μόνο αυτό… Και αυτζσ είναι ακτ… Βαςικά, πρζπει να 

περνάνε από το κζντρο και να διχοτομοφνται γιατί αυτά είναι ακτίνεσ. 

 

Ολοκλθρϊνοντασ, ηθτείται από τον μακθτι να επανεξετάςει τθν απόδειξθ που 

ζγραψε και να προβεί ςε διορκϊςεισ αν κρίνει ότι είναι απαραίτθτεσ. 

 

Α: Μμμ.. Ναι. Εδϊ πρζπει να γράψω ότι ςυμβαίνει ςε όλα τα παραλλθλόγραμμα. 

Ε: Δεν πρζπει να εξθγιςεισ γιατί ςυμβαίνει; Επειδι απλά το βλζπουμε; 

 

Α: Πχι. Κα του ζλεγα ότι αυτό ςυμβαίνει ςτα παραλλθλόγραμμα και τα 

τετράγωνα γιατί οι διαγϊνιεσ που περνάνε από το κζντρο είναι ίςεσ και 

διχοτομοφνται ενϊ ςτα υπόλοιπα τετράπλευρα δεν περνάνε από το κζντρο αφοφ 

δεν διχοτομοφνται. 

Ο μακθτισ Α, ζνασ «οπτικόσ» μακθτισ με ιδιαίτερα υψθλό MVS, φαίνεται να 

δεςμεφεται από τθν οπτικι εικόνα που του δίνεται αποδεχόμενοσ τον ιςχυριςμό και 

μόνο μζςα από μια ςειρά παραδειγμάτων καταλιγει ςε ζνα αντιπαράδειγμα ικανό 

να απορρίψει τον ιςχυριςμό. Στισ φάςεισ τθσ οπτικοποίθςθσ και εικαςίασ αξιοποιεί 

πλιρωσ τα πλεονεκτιματα τθσ οπτικισ προςζγγιςθσ ανακαλφπτοντασ και 

αιτιολογϊντασ τισ βαςικζσ ιδζεσ κλειδιά που κα αποτελζςουν βάςθ για τθ δόμθςθ 

τθσ απόδειξθσ, χωρίσ ωςτόςο να γίνεται αναφορά ι ςφνδεςθ με τισ αντίςτοιχεσ 

κεωρθτικζσ γνϊςεισ που διακζτει. Κάκε φορά που του ηθτείται να αιτιολογιςει ςε 

κεωρθτικι βάςθ επιςτρζφει ςτθν μελζτθ των ςχθμάτων για να αναηθτιςει τθν 

απάντθςθ. Θ τρίτθ φάςθ του δυναμικοφ περιβάλλοντοσ ενιςχφει τθ βεβαιότθτα του 

για τα  ςυμπεράςματα ςτα οποία ζχει ιδθ καταλιξει λειτουργϊντασ ωσ 

επιβεβαιωτικόσ παράγοντασ, χωρίσ όπωσ φαίνεται να προςφζρει νζα δεδομζνα 

ςτθν επιχειρθματολογία του. Τζλοσ, θ αρχικι απόδειξθ δίνεται με τθ μορφι 

ςυμπεράςματοσ, απουςιάηει πλιρωσ θ επιχειρθματολογία και θ γενίκευςθ κακϊσ 

μελετάται μόνο θ περίπτωςθ του τετραγϊνου. Μετά τθ μεςολάβθςθ του δυναμικοφ 

περιβάλλοντοσ ο μακθτισ παρακζτει μια απαγωγικι απόδειξθ ςτθν οποία 

διαφαίνεται ότι ζχει δθμιουργθκεί θ ανάγκθ να αιτιολογιςει και ςε κεωρθτικι 

βάςθ τα οπτικά επιχειριματα που είχαν προθγθκεί. Ωςτόςο, θ υπεργενίκευςθ ςτθν 

οποία προβαίνει είναι προβλθματικι κακϊσ φαίνεται να εξάγεται μόνο μζςα από 

τθν οπτικι παρατιρθςθ.   
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ΜΑΘΘΣΘ΢ Β (MVS 16) 

 

ΦΑ΢Θ ΟΠΣΙΚΟΠΟΙΘ΢Θ΢ 

Ο μακθτισ Β προτοφ τοποκετθκεί για τθν ορκότθτα ι μθ του ιςχυριςμοφ αναλφει 

δομικά το ςχιμα που του ζχει δοκεί. Μετά τθν ανάλυςθ αυτι καταλιγει ότι ο 

ιςχυριςμόσ τθσ δραςτθριότθτασ είναι ορκόσ. 

Β: Λοιπόν, εφόςον το τετράπλευρο.. εφόςον οι κορυφζσ του τετραπλεφρου είναι 

εγγεγραμμζνεσ ςτον κφκλο;  

Ε: Το τετράπλευρο είναι εγγεγραμμζνο, για να είναι εγγεγραμμζνο πρζπει οι κορυφζσ 

του να… 

Β: είναι πάνω ςτον κφκλο. Οπότε, οι διαγϊνιζσ του κα είναι οι διάμετροι του κφκλου οι 

οποίοι περνάνε από το κζντρο Ο. 

… 

Ε: Σε ποιο ςυμπζραςμα καταλιγεισ; Λςχφει πάντα αυτό που ιςχυρίηεται ο ςυμμακθτισ 

ςου; 

Β: Ναι. Εφόςον οι κορυφζσ είναι ςτον κφκλο… 

 

Πταν ηθτείται από τον μακθτι να επιβεβαιϊςει τθν άποψι του ςχεδιάηει τυχαία ζνα 

αντιπαράδειγμα που ανατρζπει τα λεγόμενά του (εικόνα 3.4). Συμπεραίνει, τότε, ότι 

ο ιςχυριςμόσ τθσ δραςτθριότθτασ δεν ιςχφει για όλα τα τετράπλευρα. 

 

Β: Ζφτιαξα ζνα τυχαίο τετράπλευρο ΑΒΓΔ. Κα φζρω τισ διαγϊνιζσ του και… Ναι. Δεν 

περνάνε. Βαςικά αυτό (δείχνει διαγϊνιο ΑΓ) δεν είναι διάμετροσ. Το ΑΓ δεν περνάει από 

το κζντρο, δεν είναι δθλαδι διάμετροσ και δεν εφάπτεται κιόλασ ςτο κζντρο. 

Ε: Δεν τζμνονται μάλλον εννοείσ; 

Β: Ναι, ναι δεν τζμνονται. 

Ε: Συνεπϊσ αυτό που λζει ο ςυμμακθτισ ςου δεν ιςχφει; 

Β: Ράντα δεν είναι! Κάποιεσ φορζσ μπορεί να είναι. Πταν είναι τραπζηιο ι ορκογϊνιο; 

Να κάνω ζνα άλλο; 

 

 

 
(Εικόνα 3.4: Αντιπαράδειγμα που φζρει ο μακθτισ Β) 
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Ο μακθτισ αναηθτά περαιτζρω επιβεβαίωςθ και ςχεδιάηει μια ςειρά ςχθμάτων. 

Αξίηει να ςθμειωκεί ότι πρϊτα ςχεδιάηει δυο διαμζτρουσ του κφκλου και ζπειτα 

ςχθματίηει το τετράπλευρο. 
 

Β: (ςχεδιάηει πρϊτα τισ διαγϊνιεσ να διζρχονται από το κζντρο και μετά ςχθματίηει το 

τετράπλευρο)  Ζκανα ζνα τραπζηιο. 

Ε: Μμ, εμζνα δεν μου μοιάηει πολφ με τραπζηιο μάλλον με.. 

Β: Με τετράγωνο; Πχι τετράγωνο δεν είναι ςίγουρα γιατί θ ΑΒ είναι μεγαλφτερθ από τθν 

ΑΔ.  

Ε: Και με τισ διαγϊνιεσ τι γίνεται; 

Β: Ρερνάνε από το κζντρο. 

… 

Β: Ναι. Οκ, αυτό είναι τραπζηιο. Οι διαγϊνιοι… δεν περνάνε. Να κάνω άλλο ζνα; 

Ε: Ππωσ κζλεισ! 

Β: (ςχεδιάηει πρϊτα τισ διαγϊνιεσ) Είναι ζνα ορκογϊνιο παραλλθλόγραμμο. Και περνάνε 

κιόλασ. 

Ε:Μπορείσ να βγάλεισ κάποιο ςυμπζραςμα; 

Β: Εεεε.. Το ιςοςκελζσ τραπζηιο δεν είναι, το παραλλθλόγραμμο είναι και… το τετράγωνο 

μπορεί να είναι… 

 

                   
 

     (Εικόνα 3.5: Ραραδείγματα τραπεηίων και παραλλθλογράμμων που ςχεδιάηει ο μακθτισ Β) 

 

ΦΑ΢Θ ΕΙΚΑ΢ΙΑ΢ 

Στθ φάςθ αυτι ηθτείται από τον μακθτι να εντοπίςει ομοιότθτεσ και διαφορζσ 

ανάμεςα ςτα ςχιματα που ζχει ςχεδιάςει. Για να επεξθγιςει τισ παρατθριςεισ του 

δεν βαςίηεται ςε οπτικά δεδομζνα, αλλά επιλζγει να ανακαλζςει κεωρθτικζσ 

γνϊςεισ που διακζτει. 

Β: Ναι. Αυτά εδϊ (δείχνει τετράγωνο και ορκογϊνιο παραλ/μο) είναι ορκογϊνια. Αυτό 

ζχει όλεσ τισ γωνίεσ ορκζσ , το τετράγωνο ζχει όλεσ τισ γωνίεσ ορκζσ. Εμμμ… οι διαγϊνιοι 

τζμνονται ςτο κζντρο του κφκλου… Και όλα είναι παραλλθλόγραμμα. 

Ε: Μποροφμε να το εξθγιςουμε με κάποιο τρόπο αυτό; 

Β:…. Διότι, επειδι ακριβϊσ είναι ορκι θ γωνία  οι διαγϊνιοι είναι και διχοτόμοι τθσ 

γωνίασ και όλεσ οι γωνίεσ είναι ίςεσ μοίρεσ, δθλαδι 45, 45,45. 

Ε: Ρϊσ είμαςτε ςίγουροι ότι ιςχφει αυτό; 

Β: Γιατί ξζρουμε ςτα παραλλθλόγραμμα οι διαγϊνιοι διχοτομοφν τισ γωνίεσ του. 

Ε: Στα υπόλοιπα ςχιματα είμαςτε ςίγουροι ότι οι διαγϊνιεσ δεν διχοτομοφν τισ γωνίεσ; 
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Β: Εδϊ οι γωνίεσ είναι ίδιων μοιρϊν (ορκογϊνιο παραλ/μο), εδϊ δεν ιςχφει αυτό 

(τραπζηιο) δεν είναι 90μοίρεσ, δεν ξζρουμε πόςο είναι οι γωνίεσ φυςικά αν δεν ξζρω ότι 

δεν είναι ιςοςκελζσ. 

Ε: Και το γεγονόσ ότι δεν ξζρουμε πόςεσ μοίρεσ είναι οι γωνίεσ του μασ εξαςφαλίηει ότι 

δεν μπορεί θ διαγϊνιοσ να τισ διχοτομεί; 

Β:…. Πχι μάλλον. 

 

Το γνωςτικό κενό που δθμιουργικθκε δεν είναι ακόμα ικανό να ςτρζψει τθν 

επιχειρθματολογία του μακθτι ςε άλλθ κατεφκυνςθ. Επιμζνει να χρθςιμοποιεί τθ 

διαςτρεβλωμζνθ γνϊςθ που ζχει ανακαλζςει, ταυτίηει τα δεδομζνα με το 

ςυμπζραςμα και κινείται αμφίδρομα μεταξφ τουσ. 

 

Β: Τα τετράπλευρα που εγϊ πιςτεφω ότι περνάνε από το κζντρο είναι τα ορκογϊνια, είτε 

είναι τετράγωνα, είτε είναι ορκογϊνια παραλλθλόγραμμα κτλ, διότι οι διαγϊνιοι είναι 

και διάμ…, διχοτομοφν τισ γωνίεσ και εφόςον ζχουν μία ορκι γωνία κα είναι και όλεσ 

ορκζσ και οι γωνίεσ κα είναι 45μοιρϊν. 

Ε: Ζχεισ δφο ςχιματα ςτα οποία οι διαγϊνιοι διζρχονται από το κζντρο και άλλα δφο που 

δεν διζρχονται. Υπάρχει κάτι άλλο που μπορείσ να παρατθριςεισ για τισ διαγϊνιεσ; 

Β: Δθμιουργοφν ίςα τρίγωνα. αυτό (το τρίγωνο) είναι ίςο με αυτό, όπωσ και αυτά τα δφο 

ενϊ εδϊ (τραπζηιο) δεν είναι ίςα παρά μόνο όταν είναι ιςοςκελζσ το τετράπλευρο. 

Ε: Ρϊσ είμαςτε ςίγουροι ότι ςε αυτζσ τισ περιπτϊςεισ τα τρίγωνα είναι ίςα; 

Β: Ρροφανϊσ για να περνάνε οι διαγϊνιοι από το κζντρο το τετράπλευρο κα πρζπει να 

είναι ορκογϊνιο, να ζχει μία τουλάχιςτον ορκι γωνία… όλεσ να είναι ορκζσ με 

αποτζλεςμα οι διαγϊνιοι να είναι και διχοτόμοι των γωνιϊν. Άρα κα είναι και τα 

τρίγωνα αυτά ίςα. 

 

Ο μακθτισ παρακζτει μια απόδειξθ θ οποία βαςίηεται ςτα κριτιρια ιςότθτασ των 

τριγϊνων, ςτθν οποία κεωρεί δεδομζνο ότι οι διαγϊνιοι διζρχονται από το κζντρο 

ςτα ορκογϊνια παραλλθλόγραμμα. Το ςυμπζραςμα ςτο οποίο καταλιγει απζχει 

από αυτό που ζχει ηθτθκεί.  

  

Διότι, εφόςον είναι παραλλθλόγραμμο οι απζναντι 

πλευρζσ είναι ίςεσ και παράλλθλεσ, οι γωνίεσ αυτζσ είναι 

κατακορυφιν άρα είναι ίςεσ , και αφοφ οι διαγϊνιοι 

διχοτομοφν.. όχι είπαμε δεν είμαςτε ςίγουροι, αυτζσ 

εδϊ οι γωνίεσ είναι ίςεσ ωσ εντόσ         εναλλάξ, οπότε τα 

τρίγωνα είναι ίςα… 
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ΦΑ΢Θ ΔΤΝΑΜΙΚΟΤ ΠΕΡΙΒΑΛΛΟΝΣΟ΢ 

Μζςα ςτο δυναμικό περιβάλλον και με τθ βοικεια του μετρθτι γωνιϊν ο μακθτισ 

απορρίπτει τελικά τθν ιςχυρι αντίλθψθ που είχε διαμορφωκεί μζςα από τθν 

διαςτρεβλωμζνθ ανάκλθςθ των ιδιοτιτων των παραλλθλογράμμων.   

Ε: Μπορείσ να ελζγξεισ αν ιςχφει ο ιςχυριςμόσ ςου πωσ ςε ζνα ορκογϊνιο 

παραλλθλόγραμμο οι διαγϊνιεσ είναι και διχοτόμοι των γωνιϊν του. 

Β: Οκ. Αυτό είναι τετράγωνο.. Ναι, ναι. Ππωσ φαίνεται ιςχφει. 

Ε: Μπορείσ να ελζγξεισ αν υπάρχουν άλλα τετράπλευρα ςτα οποία οι διαγϊνιοι να 

διχοτομοφν τισ γωνίεσ τουσ; 

Β: (πειραματίηεται αρκετι ϊρα) Είναι δφςκολο να το πετφχω ακριβϊσ αλλά… Νομίηω όχι; 

Ε: Στα ορκογϊνια παραλλθλόγραμμα δθλαδι δεν ιςχφει; 

Β: (ςχθματίηει ζνα ορκογϊνιο παραλλθλόγραμμο) Ωχ.. Ρϊσ γίνεται;…  

     … 

Β:… Δθλαδι αυτό ςυμβαίνει μόνο ςτα τετράγωνα;  Άρα αυτό που ζγραψα πριν δεν 

ιςχφει…. 

 

Θ ςφγκρουςθ αυτι τον οδθγεί να μελετιςει εκ νζου τθ δραςτθριότθτα 

εγκαταλείποντασ τελείωσ τουσ ιςχυριςμοφσ που είχε χρθςιμοποιιςει. Αρχικά 

ανακαλφπτει το εφροσ των τετραπλεφρων τα οποία ικανοποιοφν τον ιςχυριςμό και 

ζπειτα εςτιάηει ςε δομικζσ παρατθριςεισ που επεξθγοφν τθν ιδιότθτά τουσ αυτι. 

Κάκε μία από τισ παρατθριςεισ αυτζσ επιλζγει να τισ επαλθκεφει οπτικά και εν 

ςυνεχεία τισ αιτιολογεί κεωρθτικά. 

 

Β: Κάκε φορά που βάηω τισ διαγϊνιεσ να περνάνε από το κζντρο ςχθματίηεται 

ορκογϊνιο παραλλθλόγραμμο. Και μπορϊ να το κάνω πολφ πολφ μικρό… 

Ε: Υπάρχει κάποιο ςτοιχείο που να παραμζνει ςτακερό ςε όλα αυτά τα τετράπλευρα; 

Β: Πτι είναι διαγϊνιοι ςτο κζντρο… Μιπωσ εννοείτε ότι είναι διάμετροι; 

Ε: Μπορείσ να ςυνεχίςεισ; Τι άλλα ςυμπεράςματα μπορείσ να βγάλεισ; 

… 

Ε: Σε τι διαφζρει αυτό το τετράπλευρο με τα ορκογϊνια παραλλθλόγραμμα που είδαμε 

πριν;  

Β: Δεν ζχει τισ γωνίεσ του ορκζσ… Οφτε οι πλευρζσ του είναι παράλλθλεσ και… τι άλλο; 

Εεε, δεν είναι πια διάμετροι του κφκλου. 

Ε: Μπορείσ να εξθγιςεισ γιατί ςυμβαίνει αυτό;  

Β: Γιατί… (βάηει πάλι τισ διαγϊνιεσ να διζρχονται από το κζντρο και πειραματίηεται)..   

Επειδι  οι διαγϊνιοι είναι και οι διάμετροι και είναι ίςεσ μεταξφ τουσ; 

… 

Β: Οκ. Αν βάλω τισ διαγϊνιεσ να περνάνε από το κζντρο τότε είναι ίςεσ… Πμωσ και ςτο 

ιςοςκελζσ τραπζηιο πρζπει να είναι ίςεσ (ςχθματίηει ζπειτα το τραπζηιο για να το 

επιβεβαιϊςει). Ναι, ζτςι είναι. 

(φζρνει πάλι τισ διαγϊνιεσ να διζρχονται από το κζντρο  και μετακινεί ςιγά ςιγά τα 

ςθμεία ϊςτε να ςχθματίηονται τυχαία τετράπλευρα) Ρρζπει να περνάνε και από το 

κζντρο, από το κζντρο…. 
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…. 

Β: Τζμνονται ακριβϊσ ςτθ μζςθ ενϊ όταν μετακινιςω το Β δεν περνάει από το μζςο τθσ 

ΑΓ που είναι το κζντρο. 

… 

Β: … Για να είναι οι διαγϊνιοι… Για να είναι παραλλθλόγραμμο πρζπει οι διαγϊνιοι να 

είναι διάμετροι και να τζμνονται  και οι δφο ςτο κζντρο…. Άρα το ΟΑ, ΟΒ και αυτά 

(δείχνει ΟΓ και ΟΔ) είναι και αυτά ίςα γιατί είναι ακτίνεσ του κφκλου. Ενϊ ακόμα και ζνα 

ςθμείο να μετακινιςω δεν είναι πια ακτίνεσ άρα δεν είναι και ίςα όλα μεταξφ τουσ. 

 

Ο μακθτισ ανακεωρεί πλιρωσ τθν απόδειξθ που ζχει γράψει. Στθ φάςθ αυτι 

διατυπϊνει μια πλιρθ απόδειξθ, δομθμζνθ ωσ προσ τα επιχειριματα και το 

ςυμπζραςμα, επιςθμαίνοντασ και όλεσ τισ δυνατζσ περιπτϊςεισ. 

 

Β: Οι διαγϊνιοι διζρχονται από το κζντρο όταν το τετράπλευρο είναι κάποιο 

ορκογϊνιο παραλλθλόγραμμο γιατί τότε είναι διάμετροι του κφκλου και 

τζμνονται ακριβϊσ ςτθ μζςθ… Μποροφμε να ποφμε ότι διχοτομοφνται; Ενϊ, αν 

οι διαγϊνιοι δεν περνάνε από το κζντρο τότε ςίγουρα δεν διχοτομοφνται και το 

τετράπλευρο είναι τυχαίο ι ιςοςκελζσ τραπζηιο.  

 

Ο μακθτισ Β είναι ζνασ οπτικόσ μακθτισ ο οποίοσ φαίνεται να χρθςιμοποιεί 

τόςο οπτικζσ όςο και μθ-οπτικζσ μεκόδουσ επίλυςθσ, όχι όμωσ με τθν ίδια ευκολία. 

Θ φάςθ τθσ οπτικοποίθςθσ περιορίηεται ςτθν εξαγωγι ςυμπεραςμάτων ςχετικά με 

το είδοσ των τετραπλεφρων που δφναται να ικανοποιοφν τον ιςχυριςμό. Στθ 

δεφτερθ φάςθ ο μακθτισ εγκαταλείπει κάκε οπτικι μζκοδο και ςτθρίηει τθν 

επιχειρθματολογία του ςε κεωρθτικζσ γνϊςεισ. Θ ανάκλθςθ εςφαλμζνων γνϊςεων  

και θ διαρκισ ανακφκλωςι τουσ δθμιουργεί γνωςτικά κενά, όμωσ ο μακθτισ 

εξακολουκεί να τισ χρθςιμοποιεί προκειμζνου να αιτιολογιςει τισ παρατθριςεισ 

του.  Μόνο όταν το περιβάλλον του υπολογιςτι δθμιουργεί οπτικι ςφγκρουςθ με 

τα προθγοφμενα επιχειριματα, ο μακθτισ επιςτρζφει ςτισ οπτικζσ μεκόδουσ για 

τθν ανάλυςθ τθσ δραςτθριότθτασ. Αρχικά παρατθρεί και επαλθκεφει οπτικά δομικά 

χαρακτθριςτικά των ςχθμάτων που αποτελοφν τισ ιδζεσ κλειδιά και ζπειτα επεξθγεί 

ςε κεωρθτικι βάςθ. Τζλοσ, παρατθρϊντασ τθν πρϊτθ απόδειξθ του μακθτι γίνεται 

φανερό ότι ςυγχζει τα δεδομζνα με το ηθτοφμενο ςε μια προςπάκεια να 

δθμιουργιςει μια απόδειξθ που ςυμβαδίηει με τισ αποδείξεισ που ηθτοφνται ςτθ 

ςχολικι πρακτικι. Θ αναςκευαςμζνθ απόδειξθ αποτελεί μια επικυμθτι απόδειξθ 

ςτθν οποία αναφζρονται τα απαραίτθτα επιχειριματα και οι πικανζσ περιπτϊςεισ 

τετραπλεφρων που ςχθματίηονται.  
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ΜΑΘΘΣΘ΢ Γ (MVS 7) 

 

ΦΑ΢Θ ΟΠΣΙΚΟΠΟΙΘ΢Θ΢ 

Ο μακθτισ Γ διαβάηοντασ τθν δραςτθριότθτα αποδζχεται με αμφιβολίεσ τον 

ιςχυριςμό και αναγνωρίηει ότι είναι πικανόν να υπάρχουν τετράπλευρα που να μθν 

τον ικανοποιοφν. 

Γ: Ναι ςυμφωνϊ μαηί του. Αν είναι τυχαίο και όντωσ περνάνε από το κζντρο.. 

Ε: Αν είναι όντωσ τυχαίο τετράπλευρο; Δθλαδι μπορεί να μθν είναι τυχαίο; 

Γ: Εεε ναι.. Μπορεί να το ζφτιαξε ζτςι ϊςτε οι διαγϊνιοι να περνάνε από το κζντρο. 

Ε: Δθλαδι υπάρχουν και άλλα τετράπλευρα που ενδζχεται οι διαγϊνιοι να μθν περνάνε 

από το κζντρο; 

Γ: Λογικά κα υπάρχουν και κάποια που δεν περνάνε.. 

 

Για να επιβεβαιϊςει αυτι του τθν αντίλθψι ηθτά να ςχεδιάςει κάποια 

παραδείγματα. Σχεδιάηει αρχικά ζνα αντιπαράδειγμα και το αντιμετωπίηει με 

δυςπιςτία αναηθτϊντασ κάποιο λάκοσ ςτο ςχιμα του. Ακολοφκωσ, επικυμεί να 

ςχεδιάςει ζνα ορκογϊνιο παραλλθλόγραμμο το οποίο εικάηει ότι ικανοποιεί τον 

ιςχυριςμό τθσ δραςτθριότθτασ (εικόνα 3.6).  

 

Γ: Ζφτιαξα ζναν κφκλο, πιρα τζςςερα τυχαία ςθμεία και μετά ζφερα τισ πλευρζσ. Το 

τετράπλευρο είναι τελείωσ τυχαίο και δεν περνάνε από το κζντρο. Άρα… Μιπωσ ο 

κφκλοσ μου δεν ιταν ςωςτόσ; 

Ε: Δθλαδι τι κα μποροφςε να είναι λάκοσ ςτον κφκλο ςου; 

Γ: Μπορϊ να κάνω και άλλο ζνα; 

Ε: Τα ςθμεία ςου τα βάηεισ τυχαία; 

Γ: Ρροςπακϊ να είναι παραλλθλόγραμμο. Ορκογϊνιο. Σε αυτό περνάνε. Άρα ςε μερικά 

ιςχφει και ςε μερικά όχι. 

 

                     
 

(Εικόνα 3.6: Αντιπαράδειγμα και παραλλθλόγραμμο που ςχεδιάηει ο μακθτισ Γ) 

 

Ο μακθτισ ιςχυρίηεται ότι ο ιςχυριςμόσ τθσ δραςτθριότθτασ ικανοποιείται ςτα 

«ςυμμετρικά ςχιματα» ςτα οποία ςυγκαταλζγει  το τετράγωνο και το ρόμβο. 

 

Ε: Γιατί προςπάκθςεσ να κάνεισ ςυγκεκριμζνα ζνα ορκογϊνιο παραλλθλόγραμμο; 
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Γ: Γιατί είναι πιο ςυμμετρικό και υπζκεςα ότι μπορεί να περνάει από το κζντρο. 

Ε:  Μίλθςεσ για ςυμμετρικά ςχιματα. Ροια άλλα ςυμμετρικά ςχιματα ξζρεισ; 

Γ:… ΢όμβοσ; Βαςικά ο ρόμβοσ είναι το ίδιο, και το τετράγωνο. Αν κάνω ζναν ρόμβο 

(ςχεδιάηει) ναι, περνάνε. 

 

ΦΑ΢Θ ΕΙΚΑ΢ΙΑ΢ 

Στθ φάςθ τθσ εικαςίασ ο μακθτισ αναηθτά ομοιότθτεσ και διαφορζσ ανάμεςα ςτα 

ςχιματα. Είναι φανερό ότι θ οπτικι παρατιρθςθ ζχει περιοριςμοφσ για τον μακθτι 

και χρθςιμοποιείται ςε ζνα βαςικό επίπεδο. Πταν θ οπτικοποίθςθ δεν μπορεί να 

του εξαςφαλίςει ςίγουρεσ απαντιςεισ θ μζκοδοσ αυτι εγκαταλείπεται, επιςτρζφει 

ςτθ κεωρθτικι του γνϊςθ και επικαλείται το κεϊρθμα ιδιοτιτων των 

παραλλθλογράμμων. 

Γ: Λοιπόν. Ρρϊτα απ’ όλα ςτο ςχιμα. Ζχουν τισ γωνίεσ τουσ ίςεσ, οι διαγϊνιοι τουσ 

φαίνονται ίςοι; Πχι είναι ίςοι αφοφ είναι ακτίνεσ του κφκλου. Άρα ναι, ςε αυτά δεν είναι 

ίςοι γιατί δεν είναι ακτίνεσ του κφκλου αφοφ δεν περνάνε από το κζντρο. 

Ε: Βγάηεισ κάποιο ςυμπζραςμα απ’ όλα αυτά; 

Γ: Πτι κάκε τετράπλευρο που οι διαγϊνιοί του περνάνε από τον κφκλο, περνάνε από το 

κζντρο του κφκλου είναι ίςο; 

Ε: Μςο με τι; 

Γ: … Κάτςε να το πάρω από τθν αρχι. Στα τετράγωνα.. Στα παραλλθλόγραμμα.. Πχι. Να 

κάνω άλλο ζνα.  Ναι, ωραία και ςτα παραλλθλόγραμμα περνάνε. Λοιπόν, ςτα 

παραλλθλόγραμμα και τα τετράγωνα οι διαγϊνιεσ περνάνε από το κζντρο γιατί είναι 

ίςεσ. 

Ε: Αν οι διαγϊνιεσ δεν περνάνε από το κζντρο είμαςτε ςίγουροι ότι αποκλείεται να είναι 

ίςεσ; 

Γ: Εεε αυτό δεν το ξζρω ςίγουρα. Κα μποροφςαν νομίηω.. 

Ε: Αν είναι ίςεσ γιατί δεν διζρχονται από το κζντρο όπωσ ςτα παραλλθλόγραμμα; 

Γ: … Καλά, τζλοσ πάντων ξζρουμε  από τι κεωρία ότι ςτα παραλλθλόγραμμα οι διαγϊνιεσ 

είναι ίςεσ και διχοτομοφνται. Άρα, όταν οι διαγϊνιοι είναι διάμετροι του κφκλου το 

τετράπλευρο κα είναι κάποιο παραλλθλόγραμμο. 

 

Θ απόδειξι του μακθτι ςτο τζλοσ τθσ φάςθσ είναι αρκετά ελλιπισ εν ςυγκρίςει με 

τθν τελευταία του επιχειρθματολογία, απουςιάηουν τα κεωρθτικά επιχειριματα και 

δεν γίνεται αναφορά ςτο είδοσ των τετραπλεφρων που μποροφν να ςχθματιςτοφν. 

Επιπλζον, ςτθν απόδειξθ γίνεται αναφορά μόνο ςτθ διχοτόμθςθ των διαγωνίων και 

όχι ςτθν ιςότθτά τουσ, παρότι είχε ιδθ διατυπωκεί. 
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ΦΑ΢Θ ΔΤΝΑΜΙΚΟΤ ΠΕΡΙΒΑΛΛΟΝΣΟ΢ 

Στθ φάςθ αυτι ο μακθτισ επιβάλλεται να χρθςιμοποιιςει τθν οπτικι προςζγγιςθ 

για να επιβεβαιϊςει ι να διορκϊςει προθγοφμενα επιχειριματά του. Και ςε αυτι 

τθν περίπτωςθ θ αξιοποίθςθ τθσ μεκόδου δεν είναι ουςιαςτικι, ενϊ δείχνει 

απρόκυμοσ να ελζγξει ιςχυριςμοφσ που ζχουν προκφψει βαςιςμζνοι ςτθ κεωρθτικι 

γνϊςθ. 

Γ:  (πειραματίηεται αρκετι ϊρα ςιωπθλόσ) Λοιπόν , ναι.. Αν μετακινιςω το Α μπορϊ να 

φτιάξω πολλά παραλλθλόγραμμα που περνάνε από το κζντρο γιατί οι διαγϊνιοι 

διχοτομοφνται. Μόλισ μετακινιςω το Γ ζςτω και λίγο το τετράπλευρο δεν είναι 

παραλλθλόγραμμο γιατί θ γωνία αυτι δεν είναι ορκι.  

Ε: Ρροθγουμζνωσ μου είπεσ ότι ςτα παραλλθλόγραμμα οι διαγϊνιεσ είναι ίςεσ και 

διχοτομοφνται. Ωσ προσ τθν ιςότθτα τουσ ζχεισ να παρατθριςεισ κάτι; 

Γ: Ε αφοφ περνάνε από το κζντρο κα είναι ίςεσ. 

Ε: Μπορείσ να ελζγξεισ αν υπάρχουν τετράπλευρα που οι διαγϊνιεσ είναι ίςεσ αλλά δεν 

περνάνε από το κζντρο; 

Γ: Μμμμ.. Να δω λίγο…Να εδϊ νομίηω είναι περίπου ίςεσ. Τραπζηιο φαίνεται αλλά… Να 

ανοίξω λίγο τθ βοικεια.. Ναι καλά το κατάλαβα ςτο ιςοςκελζσ τραπζηιο. 

Ε: Αυτό δεν είναι ζνα ςυμμετρικό ςχιμα; 

Γ: Είναι.. Αλλά οι διαγϊνιοι δεν διχοτομοφνται. 

Ε: Υπάρχει περίπτωςθ οι διαγϊνιοι να διχοτομοφνται αλλά να μθν είναι ίςεσ; 

Γ: Να διχοτομοφνται και να μθν είναι ίςεσ; Πχι! Για να διχοτομοφνται πρζπει να 

τζμνονται ςτο μζςο άρα αναγκαςτικά κα είναι όλα ίςα αφοφ είναι ακτίνεσ του κφκλου. 

Ε: Κεσ να ελζγξεισ να δεισ αν ιςχφει; 

Γ: (κουνάει αδιάφορα τα ςθμεία) Δεν γίνεται. Αφοφ πρζπει να είναι ίςεσ και να 

διχοτομοφνται. Μςεσ είναι μόνο όταν περνάνε από το κζντρο. Αλλιϊσ δεν κα είναι 

διάμετροι. 

 

Θ τελευταία απόδειξθ που παρακζτει ζχει εκ νζου τθν μορφι ςυμπεράςματοσ, είναι 

όμωσ βελτιωμζνθ ωσ προσ το περιεχόμενο.  Αυτι τθν φορά γίνεται αναφορά ςτα 

τετράπλευρα που ικανοποιοφν τον ιςχυριςμό αλλά εξακολουκεί να απουςιάηει θ 

κεωρθτικι επεξιγθςθ από τθν επιχειρθματολογία του, παρά το γεγονόσ ότι ζχει 

επιςθμανκεί νωρίτερα. 

Γ: Ναι, λοιπόν ότι αυτό δεν μπορεί να ςυμβαίνει ςε τυχαίο τετράπλευρο, γίνεται 

μόνο ςτα παραλλθλόγραμμα επειδι οι διαγϊνιεσ ςε αυτά διχοτομοφνται. 

 

Ο μακθτισ Γ είναι ζνασ μθ-οπτικόσ μακθτισ με MVS τθσ τάξθσ του 7, για τον 

οποίο θ οπτικι μζκοδοσ επίλυςθσ δεν φαίνεται να αποτελεί ενδεδειγμζνθ επιλογι.  

Στθ φάςθ τθσ οπτικοποίθςθσ διατθρεί αποςτάςεισ από τθν οπτικι εικόνα τθσ 

δραςτθριότθτασ, απορρίπτει ουςιαςτικά τον ιςχυριςμό και προχωρά μζχρι τθν 

αναγνϊριςθ των ςχθμάτων που τον ικανοποιοφν, χαρακτθρίηοντάσ τα 
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«ςυμμετρικά», χωρίσ να αναφζρεται ςε δομικά χαρακτθριςτικά και ιδιότθτεσ των 

ςχθμάτων. Στθ διάρκεια τθσ δεφτερθσ φάςθ αξιοποιεί τα οπτικά ςχιματα ωσ ζνα 

βακμό, και όταν θ μζκοδοσ αυτι δεν του προςφζρει επιπλζον πλθροφορίεσ 

εγκαταλείπει τθν μελζτθ των ςχθμάτων και ανατρζχει αβίαςτα ςτθν αςφαλι 

κεωρθτικι του γνϊςθ. Στθν τελευταία φάςθ αρκείται ςε γενικζσ παρατθριςεισ 

χωρίσ να προςκζτει ουςιαςτικά ςτοιχεία ςτθν επιχειρθματολογία του, ςτθριηόμενοσ 

ενδεχομζνωσ ςτθν ιςχφ τθσ κεωρθτικισ του γνϊςθσ.  Αναγνωρίηει δε ότι μοναδικι 

ςυνκικθ για να ιςχφει ο ιςχυριςμόσ είναι θ διχοτόμθςθ των διαγωνίων χωρίσ τθν 

ανάγκθ να το επιβεβαιϊςει με τθ βοικεια του δυναμικοφ περιβάλλοντοσ, 

περιοριηόμενοσ όμωσ αυςτθρά ςτθν οπτικι εικόνα του κφκλου. Θ πρϊτθ απόδειξθ 

που παρακζτει ζχει τθ μορφι ςυμπεράςματοσ, παρότι ζχει ιδθ αναφερκεί ςτθν  

κατάλλθλθ ιδιότθτα των ορκογωνίων παραλλθλογράμμων για να αιτιολογιςει τισ 

παρατθριςεισ του. Ακόμα, όμωσ και μετά τθ φάςθ του δυναμικοφ περιβάλλοντοσ θ 

απόδειξθ χαρακτθρίηεται από φτωχι επεξιγθςθ παρά το γεγονόσ ότι τα απαραίτθτα 

επιχειριματα είχαν διατυπωκεί και επεξθγθκεί πλιρωσ λεκτικά. 

 

 

ΜΑΘΘΣΘ΢ Δ (MVS 5) 

 

ΦΑ΢Θ ΟΠΣΙΚΟΠΟΙΘ΢Θ΢ 

Ο μακθτισ Δ απορρίπτει εξαρχισ  τον ιςχυριςμό ζχοντασ ςτο μυαλό του ζνα ιςχυρό 

αντιπαράδειγμα (εικόνα 3.7). 

Δ: …  Πχι, δεν ςυμφωνϊ. 

Ε: Μπορείσ να μου εξθγιςεισ γιατί; 

Δ: Ρρϊτα απ’ όλα αφοφ λζει ότι είναι τυχαίο το τετράπλευρο και εγγεγραμμζνο ςτον 

κφκλο μποροφμε να το κάνουμε ζξω από το κζντρο του κφκλου. 

Ε: Μπορείσ να μου ςχεδιάςεισ το ςχιμα που ζχεισ ςτο μυαλό ςου; 

Δ: Ασ ποφμε αυτό. Εδϊ οι διαγϊνιοι δεν περνάνε από το κζντρο αφοφ το κζντρο δεν 

είναι μζςα ςτο τετράπλευρο. 

 

 
(Εικόνα 3.7: Αντιπαράδειγμα που ςχεδιάηει ο μακθτισ Δ) 

 

Ακολοφκωσ ο μακθτισ αναγνωρίηει ότι υπάρχουν τετράπλευρα που δφναται να 

ικανοποιοφν τον ιςχυριςμό. Διατυπϊνει διάφορουσ ιςχυριςμοφσ για τουσ οποίουσ 
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δεν επικαλείται κάποια προθγοφμενθ κεωρθτικι γνϊςθ και ελζγχει τθν ορκότθτά 

τουσ με τθ βοικεια των ςχθμάτων. 

 

Ε: Ρολφ ωραία. Συνεπϊσ αυτό που ιςχυρίηεται ο ςυμμακθτισ ςου δεν ιςχφει ποτζ; 

Δ: Πχι, κάποιεσ φορζσ μπορεί να ιςχφει…. 

Ε: Ρότε πιςτεφεισ ότι μπορεί να ιςχφει; 

Δ: Ρικανόν όταν ςτο τετράγωνο καμιά από τισ πλευρζσ του δεν είναι παράλλθλθ με 

κάποια άλλθ;  

Ε: Τότε τι γίνεται με τισ διαγϊνιεσ του τετραπλεφρου; Διζρχονται ι όχι από το κζντρο; 

Δ: Ρερνάνε από το κζντρο. 

Ε: Αυτό το γνωρίηεισ από κάποιο κεϊρθμα; Ζχεισ κάποια εικόνα ςτο μυαλό ςου; 

Δ: Πχι. Σκζφτθκα ότι εδϊ (ςχιμα τραπεηίου) αυτζσ οι δφο (δείχνει πλευρζσ) είναι 

παράλλθλεσ και δεν περνάνε από το κζντρο (δείχνει διαγϊνιεσ) άρα μπορεί όταν είναι 

όλεσ παράλλθλεσ να περνάνε από το κζντρο. 

Ε: Μπορείσ με κάποιο τρόπο να ελζγξεισ αν ιςχφει αυτό που λεσ; 

Δ: Να κάνω άλλο ςχιμα; Είναι τραπζηιο και αυτό. 

Ε: Τι γίνεται με τισ διαγϊνιεσ; 

Δ: Ρερνάνε νομίηω.. Ι όχι; Τθν ζκανα εγϊ να περνάει. Δεν περνάει. 

 

 
 

(Εικόνα 3.8: Ραραδείγματα τραπεηίων που ςχεδιάηει ο μακθτισ Δ) 

 

Ο μακθτισ διαπιςτϊνει ότι τα ορκογϊνια παραλλθλόγραμμα ικανοποιοφν το 

ιςχυριςμό τθσ δραςτθριότθτασ χρθςιμοποιϊντασ μάλιςτα μια δυναμικι ςυλλογι 

εικόνων. 

 

Ε: Συνεπϊσ, μποροφμε να βγάλουμε το ςυμπζραςμα ότι ποτζ δεν διζρχονται από το 

κζντρο; 

Δ: Πχι, ςτο τετράγωνο νομίηω περνάνε. 

Ε: Ρϊσ το ςκζφτθκεσ αυτό; 

Δ: Γιατί όςο πιο πολφ μοιάηει ςε τετράγωνο τόςο πλθςιάηουν οι διαγϊνιοι ςτο κζντρο. 

Ε: Μποροφμε να το ελζγξουμε αν ιςχφει; 

Δ: (ςχεδιάηει ορκογϊνιο παραλλθλόγραμμο) Ναι περνάνε. 

Ε: Αυτό που ςχεδίαςεσ τι είναι; 

Δ: Τετράγ… Πχι, δεν είναι. Ορκογϊνιο μου μοιάηει. Να ςχεδιάςω ζνα τετράγωνο; 

Νομίηω και εδϊ περνάνε. Να τισ φζρω κιόλασ; 
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(Εικόνα 3.9: Ραραδείγματα ορκογωνίων παραλ/μων που επεξεργάηεται ο μακθτισ) 

 

ΦΑ΢Θ ΕΙΚΑ΢ΙΑ΢ 

Στθ φάςθ τθσ εικαςίασ ο μακθτισ κινείται ευζλικτα ανάμεςα ςτθ κεωρθτικι και τθν 

οπτικι προςζγγιςθ. Οι δφο μζκοδοι φαίνεται να αλλθλοςυμπλθρϊνονται και ο 

μακθτισ χρθςιμοποιεί όποια από τισ δφο του είναι περιςςότερο χριςιμθ κάκε 

φορά. 

Δ: Ναι, καταρχιν όλεσ οι πλευρζσ είναι παράλλθλεσ. Επίςθσ, οι γωνίεσ που 

δθμιουργοφνται μεταξφ δφο πλευρϊν είναι όλεσ ορκζσ. Ενϊ ςτα άλλα οι γωνίεσ δεν 

είναι ορκζσ και ζχουν μόνο δφο πλευρζσ παράλλθλεσ. Άρα, όταν είναι ορκογϊνια 

παραλλθλόγραμμα οι διαγϊνιοι διζρχονται από το κζντρο. 

Ε: Μποροφμε να εξθγιςουμε γιατί ςυμβαίνει αυτό; 

Δ: Μιπωσ επειδι οι διαγϊνιοι διχοτομοφνται; 

Ε: Ρϊσ είμαςτε ςίγουροι ότι οι διαγϊνιοι διχοτομοφνται; 

Δ: Γιατί….. Γιατί ξζρουμε ότι ςτα ορκογϊνια παραλλθλόγραμμα οι διαγϊνιεσ είναι ίςεσ 

και διχοτομοφνται. 

… 

Δ:…. Ά, μιςό λεπτό. Αφοφ θ διαγϊνιοσ είναι θ διάμετροσ του κφκλου αυτζσ είναι ίςεσ. 

Και το μιςό τθσ διαμζτρου είναι οι ακτίνεσ, δθλαδι αυτό το κομμάτι είναι ίςο με αυτό, 

και αυτό με αυτό (δείχνει ακτίνεσ) άρα όλεσ είναι ίςεσ μεταξφ τουσ. 

Ε: Μπορείσ να βγάλεισ κάποιο ςυμπζραςμα από όλα αυτά; 

Δ: Ναι… Επειδι οι διαγϊνιεσ του τετραπλεφρου είναι… διχοτομοφνται και τζμνονται ςτθ 

μζςθ που είναι το κζντρο του κφκλου ςχθματίηονται ορκογϊνια παραλλθλόγραμμα, 

τετράγωνα ι ρόμβοσ. Ενϊ ςε ζνα τυχαίο τετράπλευρο όπου δεν είναι όλεσ οι ευκείεσ 

παράλλθλεσ δεν διχοτομοφνται οι διαγϊνιοι οπότε δεν περνάνε από το κζντρο. 

 

Θ απόδειξθ που παρακζτει ο μακθτισ κάνει αναφορά ςε όλεσ τισ πικανζσ 

περιπτϊςεισ τετραπλεφρων που ικανοποιοφν ι μθ τον ιςχυριςμό, ενϊ παράλλθλα θ 

επιχειρθματολογία του παρουςιάηει μια κεωρθτικι βάςθ. 
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ΦΑ΢Θ ΔΤΝΑΜΙΚΟΤ ΠΕΡΙΒΑΛΛΟΝΣΟ΢ 

Θ τρίτθ φάςθ αποτελεί το περιβάλλον μζςα ςτο οποίο ο μακθτισ μπορεί να 

παρατθριςει το δυναμικό μοντζλο ςχθμάτων που είχε ιδθ ςτο μυαλό του. Σε κάκε 

βιμα τθσ επιχειρθματολογίασ του είναι ζντονθ θ ςυνζπεια μεταξφ οπτικοφ και μθ-

οπτικοφ ςυλλογιςμοφ. Ακόμα και όταν θ ορκότθτα τθσ κεωρθτικισ γνϊςθσ δεν είναι 

βζβαιθ, θ οπτικι παρατιρθςθ αποτελεί διζξοδοσ για τον μακθτι.  

Δ: Ππωσ αν και να κουνιςω τα ςθμεία όταν φτιάξω τισ διαγϊνιεσ να διζρχονται από το 

κζντρο τότε ςχθματίηεται πάντα ζνα ορκογϊνιο παραλλθλόγραμμο. Αν οι διαγϊνιεσ 

τζμνονται κάκετα ςχθματίηεται τετράγωνο. Ενϊ αν κουνιςω το Α ι το Γ και ζςτω και μία 

φφγει από το κζντρο ςχθματίηεται ζνα τυχαίο παραλλθλόγραμμο. 

Ε: Ρϊσ μποροφμε να το εξθγιςουμε αυτό; 

Δ: Γιατί όταν οι διαγϊνιοι, αφοφ είναι διάμετροι του κφκλου, περνάνε από το κζντρο 

διχοτομοφνται. Και αφοφ διχοτομοφνται τα τετράπλευρα είναι παραλλθλόγραμμα.  

Ε: Θ μοναδικι περίπτωςθ… 

Δ: Βαςικά αφοφ διχοτομοφνται πρζπει να είναι ορκογϊνια παραλλθλόγραμμα; Ι όχι; Πχι 

ςε όλα τα παραλλθλόγραμμα διχοτομοφνται.  

Ε: Θ μοναδικι περίπτωςθ να διχοτομοφνται οι διαγϊνιοι είναι να διζρχονται από το 

κζντρο; 

Δ: Εεεε…νομίηω ναι; Δθλαδι πϊσ να γίνεται αυτό; Να διχοτομοφνται αλλά να μθν είναι 

ίςεσ;….. 

Ε: Αυτό ακριβϊσ! Υπάρχει περίπτωςθ να ςυμβαίνει αυτό; 

Δ: …. Ξζρω ‘γω.. Θ μια να 6 δθλαδι και θ άλλθ 3; …(πειραματίηεται αρκετι ϊρα 

μετακινϊντασ τα ςθμεία) Στον κφκλο δεν γίνεται νομίηω, αλλά γενικά μπορεί να γίνει. Ασ 

ποφμε θ μία να είναι 6 και θ άλλθ 4 και να περνάνε από το μζςο. 

Ε: Ζχεισ κάποια εικόνα ςτο μυαλό ςου; Τι τετράπλευρο μπορεί να ςχθματιςτεί ςε αυτι τθν 

περίπτωςθ; 

Δ: Ζνα τυχαίο. Σίγουρα δεν κα είναι ορκογϊνιο. Α! Κατάλαβα ναι. Στα ορκογϊνια 

παραλλθλόγραμμα οι διαγϊνιεσ είναι ίςεσ και διχοτομοφνται. Μζςα ςτον κφκλο όμωσ για 

να διχοτομοφνται πρζπει να περνάνε από το κζντρο του κφκλου. Γιατί αλλιϊσ δεν κα είναι 

ίςεσ. 

 

Στο τζλοσ τθσ φάςθσ αυτισ, ο μακθτισ επικυμεί να ςυμπλθρϊςει τθν απόδειξι του 

και παρακζτει μια απόλυτα επικυμθτι παραγωγικι απόδειξθ . Αυτι τθ φορά τα 

επιχειριματα αιτιολογοφνται ςε κεωρθτικι βάςθ, θ οποία ζγινε περιςςότερο 

ξεκάκαρθ κατά τθν μελζτθ τθσ δραςτθριότθτασ μζςα ςτο δυναμικό περιβάλλον. 

 

Δ: Λοιπόν, όταν οι διαγϊνιεσ διζρχονται από το κζντρο διχοτομοφνται και είναι 

ίςεσ ωσ διάμετροι του κφκλου και το εγγεγραμμζνο τετράπλευρο είναι ορκογϊνιο 

παραλλθλόγραμμο. Αν, όμωσ, οι διαγϊνιεσ δεν είναι ίςεσ τότε… οφτε κα περνάνε 

από το κζντρο… και οφτε κα διχοτομοφνται και κα ζχουμε ζνα τυχαίο 

τετράπλευρο. 
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Ο μακθτισ Δ, ζνασ μθ-οπτικόσ μακθτισ με αρκετά χαμθλό MVS, χειρίηεται με 

ιδιαίτερθ ευκολία τόςο τισ οπτικζσ όςο και τισ μθ οπτικζσ μεκόδουσ επίλυςθσ. Στθν 

φάςθ τθσ οπτικοποίθςθ απορρίπτει τον ιςχυριςμό και χρθςιμοποιεί ζνα δυναμικό 

μοντζλο για να επιλζξει τα τετράπλευρα τα οποία ικανοποιοφν τον ιςχυριςμό. Τόςο 

ςτθ φάςθ τθσ εικαςίασ όςο και ςτθ τελευταία φάςθ είναι ζκδθλθ θ μετακίνθςθ 

ανάμεςα ςτισ δφο μεκόδουσ επίλυςθσ με τζτοιον τρόπο ϊςτε να 

αλλθλοςυμπλθρϊνονται και να δίνουν απαντιςεισ ςτα διφοροφμενα ςθμεία. Και οι 

δφο αποδείξεισ που ο μακθτισ παρακζτει αναγνωρίηουν όλεσ τισ πικανζσ 

περιπτϊςεισ τετραπλεφρων και επιχειρθματολογοφν ςε κεωρθτικι βάςθ. Αξίηει,  

βζβαια, να ςθμειωκεί ότι θ επιχειρθματολογία αυτι είναι ςαφζςτερα διατυπωμζνθ 

και αποκτά παραγωγικι δομι μετά τθν παρζμβαςθ του υπολογιςτικοφ 

περιβάλλοντοσ. 

 

Μακθτισ Ζ (MVS 16) 

 

ΦΑ΢Θ ΟΠΣΙΚΟΠΟΙΘ΢Θ΢ 

Ο μακθτισ Η αποδζχεται τον ιςχυριςμό και αναλφοντασ τθν ςυλλογιςτικι του 

αναφζρεται ςτθν ιςότθτα των διαγωνίων που διζρχονται από το κζντρο του κφκλου. 

Ωςτόςο, υποςτθρίηει ότι θ ιςότθτα αυτι προκφπτει άμεςα από το ςχιμα. 

Η: Λογικά εφόςον ζχουμε πάρει το κζντρο του κφκλου εδϊ και εφόςον είναι τυχαίο το 

τετράπλευρο, οι διαγϊνιεσ οι οποίεσ τζμνονται ςτο κζντρο του κφκλου κα είναι ίςεσ. 

Εφόςον είναι ςτο κζντρο. Τϊρα, δεν ξζρω αν είναι ςωςτό… 

Ε: Ρϊσ είςαι ςίγουροσ ότι οι διαγϊνιεσ που διζρχονται από το κζντρο είναι ίςεσ; 

Η: Επειδι ξζρουμε ότι το Ο εδϊ είναι το κζντρο του κφκλου εφόςον πάρουμε τισ 

διαγϊνιεσ κα είναι ίςεσ. 

Ε: Αυτό είναι κάτι που το ξζρεισ από κάποιο κανόνα ι κεϊρθμα; 

Η: Ναι… Βαςικά, φαίνεται ςτο ςχιμα. 

 

Ρροκειμζνου να επαλθκεφςει τθν άποψι του καλείται να ςχεδιάςει δικά του 

παραδείγματα. Αναλφοντασ τα δομικά χαρακτθριςτικά του ςχιματοσ αναφζρεται 

ςτθν ιδζα τθσ διχοτόμθςθσ, διαιςκθτικά και αυτι τθ φορά, χωρίσ να μπορεί να το 

αιτιολογιςει κεωρθτικά. Αργότερα, μάλιςτα, επικαλείται τθ μνθμονικι ςυλλογι 

εικόνων που διακζτει από τθν επίλυςθ παρόμοιων αςκιςεων. 

 

Ε: Ωραία. Αυτό το τετράπλευρο που ζκανεσ είναι τυχαίο; Είναι κάποιο ςυγκεκριμζνο; 

Η: Πχι είναι τυχαίο. Απλά δεν μου ζχει βγει καλά το ςχιμα και δεν ξζρω αν ζχω πάρει 

καλά το κζντρο του κφκλου. 

Ε: Με τισ διαγϊνιεσ τι γίνεται; Τι παρατθρείσ; 
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Η: Ρερνάνε από το κζντρο. Ξεκινάμε από εδϊ (μια κορυφι) το περνάμε από το κζντρο και 

φτάνει εδϊ (φζρνει διαγϊνιο). Το ίδιο και από τθν άλλθ. Αν ονομάςουμε Α, Β, Γ, Δ και 

αυτό το ονομάςουμε Ο πχ, το Α με το Ο κα είναι ίςο (δείχνει ακτίνα ΟΒ), το Β με το Ο κα 

είναι ίςο γιατί είναι ςτο κζντρο (δείχνει ακτίνα ΟΓ), κακϊσ και το Γ και το Δ (δείχνει 

υπόλοιπεσ ακτίνεσ). 

Ε: Ρϊσ είμαςτε ςίγουροι ότι τα τμιματα αυτά κα είναι ίςα; 

Η: Γιατί οι διαγϊνιοι περνάνε από το κζντρο; 

Ε: Και επειδι περνάνε από το κζντρο ξζρουμε ςίγουρα ότι τα τμιματα αυτά είναι ίςα; 

Η: Ναι, γιατί χωρίηονται ςτθ μζςθ. 

Ε: Και πϊσ ξζρουμε ότι χωρίηονται ςτθ μζςθ; 

Η: Γιατί…. Ράντα ςτισ αςκιςεισ αυτά τα παίρνουμε ίςα.  

 

Στθ ςυνζχεια, ο μακθτισ φζρει μια ςειρά όμοιων ςχθμάτων για να επιβεβαιϊςει τον 

ιςχυριςμό. Ακόμα και όταν του υποδεικνφεται να ςχεδιάςει ζνα διαφορετικό ςχιμα, 

όπωσ ςτθν περίπτωςθ του τραπεηίου, μεταφζρει το κζντρο του κφκλου ςτο ςθμείο  

τομισ των διαγωνίων. Τελικά, κατορκϊνει να διαπιςτϊςει ότι ο ιςχυριςμόσ τθσ 

δραςτθριότθτασ δεν είναι πάντα αλθκισ. 

 

Ε: Αν κάνεισ πζντε-ζξι περιπτϊςεισ κα ιςχφει πάντα; 

Η: Νομίηω.. ναι! 

Ε: Κζλεισ να δοκιμάςεισ για να ςιγουρευτοφμε; 

Η: ‘Ζτςι περίπου.. Και εδϊ περνάνε… Και αν κάνω αυτό περνάνε και εδϊ. 

Ε: Μιπωσ τα τετράπλευρα που ςχεδίαςεσ μοιάηουν αρκετά μεταξφ τουσ; Ρροςπάκθςε να 

κάνεισ κάτι διαφορετικό. 

Η: Είναι κάπωσ διαφορετικό αυτό. Εδϊ… (φζρνει τισ διαγϊνιεσ) περνάνε (μεταφζρει το 

κζντρο ςτο ςθμείο τομισ των διαγωνίων). 

Ε: Ρερνάνε ι τισ ζκανεσ εςφ να περνάνε; (εικόνα 3.10) 

Η: Εγϊ. Να κάνω άλλο ζνα; …Και εδϊ ασ ποφμε δεν ιςχφει.  Αν πάρουμε τισ διαγϊνιεσ δεν 

κα τερματίςουν ςτο κζντρο του κφκλου. Πχι, όχι δεν περνάνε. Οπότε δεν ιςχφει αυτό που 

λζω. 

Ε: Δεν ιςχφει, λοιπόν, ποτζ ο ιςχυριςμόσ του ςυμμακθτι ςου;  

Η: Πχι, μερικζσ φορζσ ιςχφει. 

 

    
 

(Εικόνα 3.10: Αντιπαραδείγματα που φζρει ο μακθτισ Η) 

 

 

 



~ 81 ~ 

 

ΦΑ΢Θ ΕΙΚΑ΢ΙΑ΢ 

Στθ φάςθ αυτι ο μακθτισ καλείται να αναγνωρίςει ομοιότθτεσ και διαφορζσ μεταξφ 

των ςχθμάτων που ζχει ςχεδιάςει. Ραρότι θ ιδζα τθσ διχοτόμθςθσ και ιςότθτασ 

εξακολουκοφν να υπάρχουν δεν αξιοποιοφνται με κάποιο τρόπο και το ενδιαφζρον 

του μακθτι εςτιάηεται ςε γενικά χαρακτθριςτικά των ςχθμάτων, όπωσ το μζγεκοσ 

του κφκλου ι τθ κζςθ του κζντρου. 

Η: Σε αυτά (δείχνει ςχιματα εγγεγραμμζνων τετραγϊνων) είναι ζνασ μικρόσ κφκλοσ, δεν 

είναι ςαν και αυτόν  που είναι μεγάλοσ, είναι περίπου το ίδιο ςχιμα, απλά κάποιεσ φορζσ 

περιςτρζφεται ασ ποφμε, εεεε τι άλλο.. Μμμμ.. αυτά μπορϊ να βρω. 

Ε: Σε ςφγκριςθ με αυτό (δείχνω τραπζηιο) τι διαφορζσ υπάρχουν; 

Η: Είναι πιο μεγάλοσ κφκλοσ, ζχω πάρει τυχαία ςθμεία, απλά εδϊ ζχουμε βάλει πιο κοντά 

αυτά τα δφο ςθμεία, τι άλλο; Θ διαφορά είναι ότι κόβονται ςτο κζντρο, ενϊ εδϊ όχι. 

Ε: Γιατί ςε αυτό το ςχιμα οι διαγϊνιεσ διζρχονται από το κζντρο ενϊ εδϊ όχι; 

Η: Γιατί ο κφκλοσ είναι πιο μικρόσ και οι ακτίνεσ που μποροφμε να πάρουμε είναι… 

Ε: Ζχει ςχζςθ δθλαδι το μζγεκοσ του κφκλου; Κάνε ζνα μεγαλφτερο κφκλο και 

προςπάκθςε να φτιάξεισ περίπου το ίδιο ςχιμα.  

Η: Ρερνάνε. Άρα δεν ζχει ςχζςθ ο κφκλοσ. Μιπωσ ζχει ςχζςθ το που βάηουμε το κζντρο. 

 

Μετά από αρκετι ϊρα ο μακθτισ εντοπίηει ότι υπάρχει κάποια ςχζςθ ανάμεςα ςτο 

είδοσ του τετραπλεφρου και τισ διαγϊνιεσ του. Εξακολουκεί να αναφζρεται ςτθν 

διχοτόμθςθ και ιςότθτα των διαγωνίων διαιςκθτικά χωρίσ όμωσ να μπορεί να 

δθμιουργιςει κάποια εικαςία. 

 

Η: Νόμιηα ότι είναι ανάλογα με τον κφκλο. Και ανάλογα που παίρνουμε τα ςθμεία παίηει 

μεγάλο ρόλο. 

Ε: Ανάλογα που παίρνουμε τα ςθμεία. Μπορείσ να μου το εξθγιςεισ λίγο περιςςότερο 

αυτό;  

Η: (εγγεγραμμζνο τετράγωνο) Να αν βάλουμε εδϊ το Α, το ΑΒ και το ΑΓ αν είναι ίςα κα 

κόβονται ςτθ μζςθ οι διαγϊνιοι. 

Ε: Στο ςχιμα αυτό (ορκ. παραλλθλόγραμμο) κα ιςχφει το ίδιο; 

Η: Αν βάλουμε εδϊ ςθμεία τότε αυτό (ΟΑ) και αυτό (ΟΒ) κα είναι ίςα. Και αυτά (ΟΓ, ΟΔ) 

… (εικόνα 3.11) 

Ε: Μπορείσ να βγάλεισ κάποιο ςυμπζραςμα; 

Η: Εεεε… Πτι οι διαγϊνιοι κόβονται ςτο κζντρο; 

Ε: Στθν περίπτωςθ αυτι τι τετράπλευρα μποροφν να ςχθματιςτοφν; 

Η: Πλα τα τετράπλευρα. Αφοφ ιταν τυχαία όλα.  

Ε: Αν παρατθριςουμε τα τετράπλευρα ςτα οποία οι διαγϊνιεσ διζρχονται από το κζντρο, 

μιπωσ μποροφμε να αναγνωρίςουμε κάποια γνωςτά τετράπλευρα; 

Η: Εεεε ναι. Εδϊ και εδϊ είναι τετράγωνο, εδϊ τραπζηιο και εδϊ ρόμβοσ; Βαςικά όλα τα 

ξζρουμε. Άρα, ςε αυτά που ξζρουμε περνάνε από το κζντρο. 
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(Εικόνα 3.11: Μελζτθ των ιδιοτιτων του ορκογωνίου παραλ/μου) 

 

ΦΑ΢Θ ΔΤΝΑΜΙΚΟΤ ΠΕΡΙΒΑΛΛΟΝΣΟ΢ 

Ο μακθτισ Η ςτο περιβάλλον του υπολογιςτι ζχει τθ δυνατότθτα να παρατθριςει 

όλεσ τισ περιπτϊςεισ τετραπλεφρων και να διαπιςτϊςει ότι τα ορκογϊνια 

παραλλθλόγραμμα ικανοποιοφν τον ιςχυριςμό. Θ ορολογία που χρθςιμοποιεί 

εξακολουκεί να είναι ςυγκεχυμζνθ. 

Ε: Μπορείσ να μου εξθγιςεισ τι ακριβϊσ ςκζφτεςαι; 

Η: Αν φζρω το Α εδϊ και το Β εδϊ οι διαγϊνιεσ περνάνε από το κζντρο. (ςχθματίηει 

ορκογϊνιο παραλλθλόγραμμο) 

Ε: Τι ςχιμα είναι αυτό που ςχθματίηεται; 

Η: Τετράγωνο. 

Ε: Μπορείσ να βρεισ άλλεσ περιπτϊςεισ που οι διαγϊνιεσ του να διζρχονται από το 

κζντρο; 

Η: (Ρειραματίηεται αρκετι ϊρα, φτιάχνει παραλλθλόγραμμα με μικρι διαφορά πλευρϊν) 

Εεεε, είναι όλα τετράγωνα. 

Ε: Είςαι ςίγουροσ ότι αυτό εδϊ είναι τετράγωνο; 

Η: Είναι λίγο πιο μεγάλο. Πλεσ πάλι είναι παράλλθλεσ.. 

… 

Ε: Τι γίνεται όταν οι διαγϊνιεσ δεν διζρχονται από το κζντρο; Μπορείσ να δοκιμάςεισ; 

Η: (πειραματίηεται μετακινϊντασ όλα τα ςθμεία). Να εδϊ περνάνε αφοφ μοιάηει με το 

παραλλθλόγραμμο. Βαςικά δεν περνάνε όταν τα τετράπλευρα δεν είναι ςυγκεκριμζνα. 

Ε: Για ποιο λόγο πιςτεφεισ ότι ιςχφει αυτό; 

Η: (ςχθματίηει ζνα τετράγωνο) Εδϊ και εδϊ είναι οι γωνίεσ ορκζσ. Και….οι πλευρζσ είναι 

παράλλθλεσ. 

 

Πταν καλείται να εξθγιςει το φαινόμενο που παρατθρεί φαίνεται πωσ οι ζννοιεσ 

τθσ ιςότθτασ και διχοτόμθςθσ αποκτοφν περιςςότερο νόθμα και χρθςιμοποιοφνται 

ςτο εξισ περιςςότερο ςυνειδθτά, χωρίσ ωςτόςο να γίνεται αναφορά ςε κεωρθτικζσ 

γνϊςεισ. 

Ε: Ρϊσ μποροφμε να το εξθγιςουμε αυτό; Τι ςυμβαίνει όταν οι διαγϊνιεσ διζρχονται από 

το κζντρο; 

Η:…Είναι ίςεσ και το ΟΑ, το Ο με το Β και τα άλλα κα είναι ίςα. 
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Ε: Μπορείσ να ςκεφτείσ γιατί ςε ζνα παραλλθλόγραμμο διζρχονται από το κζντρο και εδϊ 

όχι; 

Η: Γιατί ςε ζνα ορκογϊνιο παραλλθλόγραμμο οι ακτίνεσ αυτζσ εδϊ είναι όλεσ ίςεσ, οπότε 

άμα πάρουμε τισ ακτίνεσ αυτζσ εδϊ και….Εφόςον πάνω ςε αυτζσ τισ ακτίνεσ φτιάχνονται 

και οι πλευρζσ κα είναι περίπου…κα είναι παράλλθλεσ, ίςωσ να είναι και ίςεσ, δεν ξζρω.. 

Ε: Μπορείσ να βγάλεισ κάποιο ςυμπζραςμα από όλα αυτά; Ρότε οι διαγϊνιοι διζρχονται 

από το κζντρο και πότε όχι… 

Η: Ρερνάνε όταν οι διαγϊνιοι χωρίηονται ακριβϊσ ςτθ μζςθ και είναι όλα ίςα. 

Ε: Και τι είδουσ τετράπλευρα μποροφν να ςχθματιςτοφν; 

Η:…. 

Ε: Για παράδειγμα μπορεί να είναι τραπζηιο; 

Η: Πχι, γιατί είναι άλλο είδοσ παραλλθλογράμμου. Ρρζπει να είναι πιο… Ξζρουμε ότι ςε 

ζνα τραπζηιο δεν ζχουμε ίςεσ πλευρζσ, ςε καμία περίπτωςθ ΑΔ δεν είναι ίςο με το ΒΓ 

(ζχει ςχθματίςει τραπζηιο) 

Ε: Με τισ διαγϊνιεσ τι μπορείσ να παρατθριςεισ διαφορετικό από πριν; 

Η: Πτι δεν κόβονται ςτθ μζςθ αφοφ δεν περνάνε από το κζντρο. 

 

Ο μακθτισ ςτο τζλοσ τθσ τρίτθσ φάςθσ κατορκϊνει να παρακζςει μια απόδειξθ που 

να διακζτει τα βαςικά επιχειριματα και το ςυμπζραςμα, χωρίσ να γίνεται καμία 

αναφορά ςε γεωμετρικά κεωριματα ι ιδιότθτεσ.  

 

Η: Γιατί για να περνάνε από το κζντρο αυτό γίνεται ςτα παραλλθλόγραμμα γιατί 

εκεί όλεσ οι πλευρζσ είναι παράλλθλεσ γιατί οι διαγϊνιεσ πρζπει να είναι ίςεσ και 

να χωρίηονται ςτθ μζςθ. 

 

Ο μακθτισ Η, είναι ζνασ οπτικόσ μακθτισ με χαμθλζσ ςχολικζσ επιδόςεισ, όπωσ 

άλλωςτε διακρίνεται και από τθ δυςκολία να χρθςιμοποιιςει τθν κατάλλθλθ 

ορολογία αλλά και να επεξθγιςει τα επιχειριματά του. Από τθν πρϊτθ κιόλασ φάςθ 

τθσ οπτικοποίθςθσ ο μακθτισ παρατθρεί δομικά χαρακτθριςτικά των ςχθμάτων και 

αναφζρεται ςτισ ιδιότθτεσ τθσ ιςότθτασ και διχοτόμθςθσ ςε οπτικι και διαιςκθτικι 

βάςθ. Οι ιδιότθτεσ αυτζσ δεν αξιοποιοφνται ςτθ φάςθ τθσ εικαςίασ κακϊσ θ 

επιχειρθματολογία του μακθτι εςτιάηεται ςε διάφορα γενικά και δευτερεφοντα  

χαρακτθριςτικά των ςχθμάτων που οδθγοφν ςε αδιζξοδο. Θ φάςθ αυτι 

ολοκλθρϊνεται όταν ο μακθτισ αντιλαμβάνεται ότι θ διζλευςθ των διαγωνίων από 

το κζντρο ςχετίηεται άμεςα με το είδοσ των τετραπλεφρων που μποροφν να 

ςχθματιςτοφν από αυτζσ, χωρίσ να ζχει κατορκϊςει να αναγνωρίςει το είδοσ αυτϊν 

που ικανοποιοφν τον ιςχυριςμό και φυςικά να δθμιουργιςει κάποια εικαςία. Το 

δυναμικό περιβάλλον του υπολογιςτι δίνει τθ δυνατότθτα ςτον μακθτι να 

παρατθριςει όλο το εφροσ των τετραπλεφρων που επαλθκεφουν ι όχι τον 

ιςχυριςμό και να διαπιςτϊςει ποια από τα ςτοιχεία τουσ παραμζνουν ςτακερά. Στο 
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πλαίςιο αυτό οι ιδιότθτεσ τθσ ιςότθτασ και διχοτόμθςθσ αποκτοφν νόθμα και 

δικαιολογοφνται οπτικά, χωρίσ βζβαια να οδθγοφν ςτθν ανάκλθςθ κάποιασ 

κεωρθτικισ γνϊςθσ που δεν γνωρίηουμε άλλωςτε ςε ποιο βακμό υφίςταται. Θ 

απόδειξθ που παρακζτει, μετά το τζλοσ τθσ τρίτθσ φάςθσ, περιζχει τουλάχιςτον τα 

δφο βαςικά επιχειριματα που αναμζναμε. 

 

 

Μακθτισ Θ (MVS 7) 

 

ΦΑ΢Θ ΟΠΣΙΚΟΠΟΙΘ΢Θ΢ 

Ο μακθτισ Κ μετά τθν ανάγνωςθ τθσ δραςτθριότθτασ αποδζχεται τον ιςχυριςμό. 

Στθν προςπάκειά του να αιτιολογιςει τθν απάντθςθ του χρθςιμοποιεί ιδιαιτζρωσ 

αςαφι επιχειριματα. 

Κ: …Συμφωνϊ μαηί του. 

Ε: Μπορείσ να μου εξθγιςεισ γιατί; 

Κ: Αφοφ περνάνε από το κζντρο.. Ζνα τυχαίο τετράπλευρο; 

Ε: Ναι, τυχαίο είναι.. 

Κ: … 

Ε: Μασ πειράηει θ λζξθ τυχαίο; 

Κ: Ναι γιατί και ο κφκλοσ δεν είναι… Είναι τυχαίοσ κφκλοσ και δεν ξζρουμε… Αφοφ ζχουμε 

πάρει το Ο, και κάνουμε το τετράπλευρο μζςα ςτον κφκλο οι διαγϊνιεσ που κα φζρουμε 

κα ιςαπζχουν μεταξφ τουσ; 

Ε: Τι εννοείσ ότι κα ιςαπζχουν μεταξφ τουσ; 

Κ: Πτι κα ζχουν ίδιο…. 

 

Πταν ηθτείται από τον μακθτι να επαλθκεφςει τθν άποψι του μζςα από κάποια 

παραδείγματα φζρει μια ςειρά όμοιων ςχθμάτων και μόνο μετά από υπόδειξθ του 

ςχιματοσ κατορκϊνει να διακρίνει ζνα αντιπαράδειγμα. Διαπιςτϊνει τελικά ότι θ 

διζλευςθ των διαγωνίων από το κζντρο του κφκλου ςχετίηεται με το είδοσ των 

τετραπλεφρων. 

 

Ε: Αυτό το τετράπλευρο που ςχθμάτιςεσ είναι κάποιο τυχαίο; 

Κ: Είναι τετράγωνο. 

Ε: Με τισ διαγϊνιεσ του, λοιπόν, τι γίνεται; 

Κ: Ναι, περνάνε. 

Ε: Κα κάνεισ μερικά ακόμα παραδείγματα; 

Κ: Τυχαίο τϊρα; 

… 

Ε: Αυτό που ςχεδίαςεσ μοιάηει αρκετά με τα προθγοφμενα δεν νομίηεισ; 

Κ: Ε ναι, μοιάηει. 
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Ε: Υπάρχει κάποιοσ λόγοσ που τα ζκανεσ να μοιάηουν με τετράγωνο; 

Κ: Πχι, όπωσ βγαίνουν. 

Ε: Να ςου ςχεδιάςω εγϊ ζναν κφκλο; Βάλε τζςςερα τυχαία ςθμεία όπου κζλεισ και μετά 

ζνωςζ τα. Τι παρατθρείσ; 

Κ: Δεν περνάνε!.. Πχι περνάνε (μετακινεί το κζντρο του κφκλου ςτο ςθμείο τομισ των 

διαγωνίων).. 

… 

Κ: Ναι, ναι δεν περνάνε. 

Ε: Λοιπόν, τι ιςχφει τελικά; Ροιοσ ζχει δίκιο; 

Κ: Είναι ανάλογα με το ςχιμα; 

Ε: Δθλαδι κζλεισ να μου το εξθγιςεισ λίγο περιςςότερο; 

Κ: Υπάρχουν ςχιματα που περνάνε και άλλα που δεν περνάνε. 

 

                      
 

(Εικόνα 3.12: Ραραδείγματα και αντιπαραδείγματα που φζρει ο μακθτισ Κ) 

 

ΦΑ΢Θ ΕΙΚΑ΢ΙΑ΢ 

Ρροςπακϊντασ ο μακθτισ να εντοπίςει ομοιότθτεσ και διαφορζσ μεταξφ των 

ςχθμάτων υποςτθρίηει ότι οι διαγϊνιεσ διζρχονται από το κζντρο ςτα «κακοριςμζνα 

ςχιματα». Αργότερα, διαπιςτϊνει ότι δεν αρκεί το ςχιμα να είναι γνωςτό αλλά 

πρζπει και οι πλευρζσ του να είναι ίςεσ, χωρίσ να μπορεί να αιτιολογιςει τον 

ιςχυριςμό αυτόν. 

Κ: Εδϊ το ςχιμα που ζχουμε είναι κακοριςμζνο ενϊ ςτα υπόλοιπα δεν ξζρουμε τι είναι. 

Ε: Πταν λεσ κακοριςμζνο τι εννοείσ; 

Κ: Εδϊ  ξζρουμε ότι είναι ζνα τετράγωνα ενϊ ςτα άλλα ςχιματα δεν ξζρουμε. 

Ε: Πμωσ και αυτό το ςχιμα είναι κακοριςμζνο αφοφ ξζρουμε ότι είναι ζνα τραπζηιο. 

Κ: Ναι, αλλά… Εδϊ (τραπζηιο) οι πλευρζσ δεν είναι όλεσ ίςεσ μεταξφ τουσ ενϊ ςτο 

τετράγωνο είναι όλεσ ίςεσ. 

Ε: Θ ιςότθτα των πλευρϊν μασ εξαςφαλίηει ότι οι διαγϊνιοι διζρχονται από το κζντρο; 

Κ: Ναι γιατί και μζςα ςτο κφκλο κα απζχει ίδιο. 

Ε: Δθλαδι τι κα απζχει ίδιο. Μπορείσ να μου δείξεισ; 

Κ: … 

 

Μετά από αρκετζσ ςυγκρίςεισ ο μακθτισ διακρίνει ότι τα ορκογϊνια 

παραλλθλόγραμμα κα ικανοποιοφν τον ιςχυριςμό τθσ δραςτθριότθτασ. 
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Ε:  Για να δοφμε. Θ μόνθ περίπτωςθ οι διαγϊνιεσ να διζρχονται από το κζντρο είναι να 

είναι τετράγωνο; 

Κ: Πχι. Αλλά πρζπει να είναι.. Κάποιο κακοριςμζνο πρζπει να ζχουμε. Πχι να παίρνουμε 

τυχαία ςθμεία, πρζπει…. 

Ε: Μπορείσ να μου πεισ μερικά κακοριςμζνα ςχιματα; 

Κ: Το τετράγωνο.. Τα οποία να ιςαπζχουν το ίδιο; Βαςικά αυτό. 

Ε: Πταν λεσ να ιςαπζχουν. Ροια τμιματα να ιςαπζχουν; 

Κ: Αυτό να είναι ίςο με αυτό και αυτό με  αυτό (δείχνει απζναντι πλευρζσ τετραγϊνου) 

Ε: Δθλαδι να είναι ίςεσ οι πλευρζσ του τετραπλεφρου. 

Κ: Ναι. 

Ε: Είναι απαραίτθτο να ζχουν όλεσ τισ πλευρζσ ίςεσ; 

Κ: Ζνα ηεφγοσ. Το τετράγωνο ζχει και τισ τζςςερισ αλλά δεν είναι απαραίτθτο. 

Ε: Σε ποια ςχιματα ςυμβαίνει αυτό; 

Κ: Στα παραλλθλόγραμμα; 

 

Στθν προςπάκειά του να επεξθγιςει τισ προθγοφμενεσ παρατθριςεισ του φζρει 

αςαφι επιχειριματα και αςφνδετουσ γεωμετρικοφσ όρουσ. Μετά από υψθλι 

κακοδιγθςθ διακρίνει τθν ιςότθτα των διαγωνίων όμωσ θ επιςιμανςθ αυτι δεν 

είναι αρκετι για να δθμιουργθκεί κάποια εικαςία. 

 

Ε: Ραρατθροφμε, λοιπόν, ότι ςτα παραλλθλόγραμμα οι διαγϊνιεσ διζρχονται από το 

κζντρο. Μποροφμε να εξθγιςουμε γιατί ςυμβαίνει αυτό; 

Κ: Ναι. Αν είναι τυχαίο το τετράπλευρο οι διαγϊνιεσ δεν διζρχονται, ενϊ εδϊ ςτο 

τετράπλευρο άμα το διπλϊςουμε κα πζςει το ζνα πάνω ςτο άλλο και κα μασ δείξει ότι 

ιςαπζχουν. 

… 

Ε: Για τισ διαγϊνιεσ μποροφμε να βγάλουμε κάποιο ςυμπζραςμα; 

Κ: Οι διαγϊνιεσ κα είναι ίςεσ μεταξφ τουσ; 

Ε: Αυτό πϊσ μποροφμε να το εξθγιςουμε; 

Κ: Επειδι είναι κατακορυφιν; Πχι. Δεν μου ζρχεται. 

Ε: Το γεγονόσ ότι δουλεφουμε ςε ζναν κφκλο μπορεί να μασ βοθκιςει; 

Κ:…Μιπωσ είναι περίοδοσ; Πχι. 

Ε: Ωςτόςο είςαι ςίγουροσ ότι είναι ίςεσ; 

Κ: Ναι. Αφοφ περνάνε από εκεί που τζμνονται κα είναι ίςεσ.  

… 

Ε: Στο ςχιμα αυτό (ιςοςκελζσ τραπζηιο) οι διαγϊνιεσ κα μποροφςαν να είναι ίςεσ; 

Κ: Ναι. Μςεσ είναι.  

Ε: Τότε γιατί δεν διζρχονται από το κζντρο του κφκλου; Υπάρχει και κάποιο άλλο ςτοιχείο 

που να παίηει ρόλο; 

Κ: Το ςχιμα μζςα. Δεν κυμάμαι τϊρα. Για τθν γωνία μιπωσ; 

 

 

 

 



~ 87 ~ 

 

ΦΑ΢Θ ΔΤΝΑΜΙΚΟΤ ΠΕΡΙΒΑΛΛΟΝΣΟ΢ 

Το περιβάλλον του υπολογιςτι δίνει τθ δυνατότθτα ςτον μακθτι να παρατθριςει 

όλο το εφροσ των τετραπλεφρων που μποροφν να ςχθματιςτοφν. Ωςτόςο, μζςα από 

τα δυναμικά αυτά ςχιματα δθμιουργείται θ εντφπωςθ ότι οι διαγϊνιεσ που 

διζρχονται από το κζντρο δεν είναι πάντα ίςεσ. 

Κ: (μετακινεί τα ςθμεία) Πταν βάηω τα ςθμεία κοντά οι διαγϊνιοι περνάνε από το κζντρο. 

Αν κουνιςω το Γ, τα ςθμεία δεν ιςαπζχουν και οι διαγϊνιοι δεν περνάνε. 

Ε: Μπορείσ να παρατθριςεισ τι είδουσ τετράπλευρα ςχθματίηονται ςε κάκε περίπτωςθ; 

Κ: Ναι εδϊ ςχθματίηεται τετράγωνο, ενϊ όταν μετακινϊ κάποιο ςθμείο το τετράπλευρο 

δεν είναι κακοριςμζνο, είναι κάποιο τυχαίο. 

Ε: Δθλαδι θ μοναδικι περίπτωςθ να διζρχονται οι διαγϊνιεσ από το κζντρο είναι όταν το 

τετράπλευρο είναι τετράγωνο; 

Κ: (πειραματίηεται αρκετά φτιάχνοντασ πολφ μικρά ορκογϊνια παραλλθλόγραμμα) Πχι 

είναι πάρα πολλά αυτά που περνάνε. Πταν οι διαγϊνιεσ είναι μεγάλεσ ςχθματίηονται 

παραλλθλόγραμμα, ενϊ όταν μικραίνουν γίνεται τετράγωνο. 

Ε: Τι εννοείσ όταν οι διαγϊνιεσ είναι μεγάλεσ; 

Κ: Εδϊ είναι (φτιάχνει ορκ. παραλλθλόγραμμο) μεγαλφτερεσ από το τετράγωνο. 

Ε: Ρροθγουμζνωσ ωςτόςο είχαμε πει ότι οι διαγϊνιεσ είναι ίςεσ. Τι ιςχφει από τα δφο; 

Κ:….  

 

Ο μακθτισ ανακαλφπτει ςφντομα τθν οπτικι αυτι απάτθ με τθ βοικεια τθσ 

μζτρθςθσ και εςτιάηει το ενδιαφζρον του ςτθν ιςότθτα των διαγωνίων που 

διζρχονται από το κζντρο, αιτιολογϊντασ το και κεωρθτικά.  

 

Ε: Αν κζλεισ μποροφμε να ανοίξουμε τθ βοικεια και να δοφμε το μικοσ τουσ ςε κάκε 

περίπτωςθ. Τι παρατθρείσ; 

Κ: Πτι πάντα είναι ίςεσ όταν περνάνε από το κζντρο ενϊ ςτα τυχαία τετράπλευρα δεν 

είναι. 

Ε: Μποροφμε να εξθγιςουμε γιατί είναι ίςεσ; 

Κ: Γιατί περνάνε από το κζντρο. 

Ε: Και αυτό ςθμαίνει ότι όςεσ περνάνε από το κζντρο κα είναι ίςεσ; 

Κ:…… Μιπωσ επειδι είναι διάμετροι; 

Ε: Υπάρχει περίπτωςθ οι διαγϊνιεσ να είναι ίςεσ αλλά να μθν διζρχονται από το κζντρο; 

Μπορείσ να το ελζγξεισ; 

Κ: (πειραματίηεται)…Ε ναι.. Εδϊ γίνεται (φτιάχνει ιςοςκελζσ τραπζηιο) 

Ε: Μπορείσ λοιπόν να βγάλεισ κάποιο ςυμπζραςμα για το είδοσ των τετραπλεφρων και τισ 

διαγϊνιεσ τουσ; 

Κ: Πταν διζρχονται από το κζντρο τα τετράπλευρα είναι παραλλθλόγραμμα ι τετράγωνα, 

ενϊ είναι τυχαία όταν δεν περνάνε. 

 

Ο μακθτισ προκειμζνου να αιτιολογιςει τισ παρατθριςεισ του αναπτφςςει μια 

κυκλικι επιχειρθματολογία μεταξφ τθσ ιςότθτασ των διαγωνίων και του είδουσ των 
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τετραπλεφρων που ςχθματίηονται χωρίσ τελικά να διακρίνει τα δεδομζνα από τα 

ηθτοφμενα. 

 

Ε: Μποροφμε να εξθγιςουμε γιατί όταν οι διαγϊνιοι είναι διάμετροι του κφκλου 

ςχθματίηονται τετράγωνα; 

Κ: Γιατί είναι ίςεσ. 

Ε: Ρολφ ωραία. Ρρζπει δθλαδι οι διαγϊνιεσ να είναι ίςεσ για να διζρχονται από το 

κζντρο. Πμωσ ςτθν περίπτωςθ αυτι (φτιάχνω ιςοςκελζσ τραπζηιο) μποροφμε να δοφμε 

ότι οι διαγϊνιεσ είναι ίςεσ αλλά δεν διζρχονται από το κζντρο. Μπορείσ να βγάλεισ 

κάποιο ςυμπζραςμα; 

Κ: Εεε… Δεν περνάνε γιατί δεν είναι διάμετροι του κφκλου. 

Ε: Για να ςχθματιςτεί ζνα τετράγωνο αρκεί οι διαγϊνιεσ να είναι ίςεσ; 

Κ: Πχι. Ρρζπει και να περνάνε από το κζντρο. 

Ε: (φτιάχνω δυο κφκλουσ, ςτον ζναν ςχθματίηω τετράγωνο και ςτο άλλο ιςοςκελζσ 

τραπζηιο) Μποροφμε να κάνουμε κάποιεσ παρατθριςεισ για τισ διαγϊνιεσ; 

Κ: Εεεε… Εδϊ είναι ίςεσ αφοφ περνάνε από το κζντρο, ενϊ εδϊ… Πχι και εδϊ είναι ίςεσ 

αλλά δεν περνάνε από το κζντρο. 

Ε: Εκτόσ λοιπόν από τθν ιςότθτα μιπωσ χρειαηόμαςτε κάποιο ακόμα ςτοιχείο που να μασ 

εξαςφαλίηει ότι οι διαγϊνιεσ να διζρχονται από το κζντρο; 

Κ: Να είναι διάμετροι… 

 

Θ απόδειξθ που παρακζτει περιζχει μόνο το ςυμπζραςμα που ζχει προκφψει από 

τθν οπτικι παρατιρθςθ, ενϊ απουςιάηει πλιρωσ θ επιχειρθματολογία.  

 

Κ:… Για να διζρχονται από το κζντρο πρζπει να είναι διάμετροι του κφκλου και 

αυτό ςυμβαίνει ςτα παραλλθλόγραμμα και τα τετράγωνα. Στα τυχαία 

τετράπλευρα δεν περνάνε από το ίδιο ςθμείο. 

 

Ο μακθτισ Κ είναι ζνασ μθ-οπτικόσ μακθτισ με χαμθλό MVS τθσ τάξθσ του 7 και 

χαμθλι ςχολικι επίδοςθ. Στθ φάςθ τθσ οπτικοποίθςθσ αποδζχεται εξαρχισ τον 

ιςχυριςμό, επιμόνωσ φζρει παρόμοια παραδείγματα που τον ικανοποιοφν και μόνο 

μετά από υπόδειξθ ενόσ αντιπαραδείγματοσ διαπιςτϊνει ότι αυτόσ δεν ιςχφει για 

όλα τα τετράπλευρα. Τόςο ςτθν πρϊτθ φάςθ, όςο και ςτθ φάςθ τθσ εικαςίασ ο 

μακθτισ χρθςιμοποιεί αςφνδετουσ με τθ δραςτθριότθτα γεωμετρικοφσ όρουσ, ενϊ 

θ ιδιαίτερα αςαφισ επιχειρθματολογία του δεν εςτιάηεται ςε κάποιο δομικό 

ςτοιχείο των ςχθμάτων. Ακόμα και θ κακοδθγοφμενθ παρατιρθςθ τθσ ιςότθτα των 

διαγωνίων δεν αποτελεί βάςθ για τθ δθμιουργία κάποιασ εικαςίασ, αλλά 

αντιμετωπίηεται το ίδιο χαοτικά με τισ υπόλοιπεσ γεωμετρικζσ αναφορζσ. Μόνο 

μζςα ςτο περιβάλλον του υπολογιςτι θ ιςότθτα αυτι αποκτά νόθμα και 

αιτιολογείται κεωρθτικά. Στο μεγαλφτερο μζροσ τθσ τρίτθσ φάςθσ θ επιβεβλθμζνθ 

οπτικοποίθςθ δεν φαίνεται να βοθκά ι να προςκζτει κάποια ςτοιχεία ςτθν 
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επιχειρθματολογία του μακθτι κακϊσ αυτόσ αναλϊνεται ςε μια διαρκι 

ανακφκλωςθ τθσ παρατιρθςθσ ότι «οι διαγϊνιεσ που διζρχονται από το κζντρο 

είναι διάμετροι του κφκλου και είναι ίςεσ». Σαν λογικι ςυνζπεια, θ απόδειξθ που 

παρακζτει ζχει τθ μορφι οπτικοφ ςυμπεράςματοσ χωρίσ τθν παρουςία 

επιχειρθματολογίασ ι κεωρθτικισ βάςθσ.  

 

3.3 Ανάλυςθ τθσ Επιχειρθματολογίασ τθσ 2θσ Δραςτθριότθτασ 

 

 

Μακθτισ Α (MVS 17) 

 

Ο μακθτισ Α ξεκινά με το ςχεδιαςμό ενόσ επταγϊνου και φζρει τισ διαγϊνιζσ του με 

τυχαίο τρόπο, επιςθμαίνοντασ ςυγχρόνωσ ότι δεν μποροφμε να φζρουμε διαγϊνιεσ 

προσ κάκε κορυφι. 

Α: Διαγϊνιεσ τϊρα. Μία, δφο, τρεισ.. Είναι διαγϊνιεσ αυτζσ; 

Ε: Ρϊσ φζρουμε μία διαγϊνιο;  

Α: Από μία κορυφι φζρνουμε ευκεία ςε μια άλλθ. Μια, δυο, τρεισ, τζςςερισ…ωωω! Ζχει 

πάρα πολλζσ!... Εννζα.. Πχι δεν είναι αυτι, δεν είναι. 

Ε: Γιατί δεν είναι διαγϊνιοσ;  

Α: Γιατί αυτι είναι δίπλα του. Είναι πλευρά. Λοιπόν, εννζα, δζκα. Να ςυνεχίςω; 

 

Ρροκειμζνου να χρθςιμοποιιςει τισ πλθροφορίεσ που του δίνονται ςχεδιάηει και τα 

υπόλοιπα πολφγωνα φζροντασ διαγϊνιεσ με τυχαίο τρόπο. Αντιλαμβανόμενοσ ότι ο 

τρόποσ αυτόσ δεν είναι αςφαλισ αναηθτεί μία ςτρατθγικι που να διαςφαλίηει ότι 

ζχουν χαραχκεί όλεσ οι διαγϊνιεσ. 

 

Α: Να ςχεδιάςω το πεντάγωνο; Ζχει μια, δυο,…πζντε! 

Ε: Τισ διαγϊνιεσ πωσ τισ ζφερεσ; Τυχαία; 

Α: Ναι. Από όποια κορυφι ζβλεπα. 

Ε: Ωραία. Συνζχιςε, τι άλλο κα ικελεσ να κάνεισ;  

Α: Και ςτο εξάγωνο το ίδιο κα ζκανα. Κάκε φορά πρζπει να τισ μετράω. Αλλά αν είναι 

πάρα πολλζσ πάλι… 

… 

Α: Κα μποροφςαμε να χωρίςουμε το επτάγωνο ςε δφο μζρθ, να φζρουμε αυτι για 

παράδειγμα. Αν φζρουμε τισ πιο κφριεσ κα χωριςτοφν ςε δφο μζρθ, κα πάρουμε αυτό 

εδϊ.. Μοιάηει με παραλλθλόγραμμο, όχι με τραπζηιο. Κα πάρουμε από κάκε κορυφι 

όςεσ γίνονται, και μετά αφοφ τελειϊςουμε με αυτό το ςχιμα πάμε ςτο άλλο και κάνουμε 

ακριβϊσ το ίδιο πράγμα… Ι μποροφμε να το χωρίςουμε ςε τρίγωνα.. 

Ε: Ραρατιρθςε το ςχιμα που ζκανεσ. Είςαι ςίγουρθ ότι ζφερεσ όλεσ τισ διαγϊνιεσ; 

Α: …Ζχουμε αυτι, και αυτι. Ααα, ζχουμε κι άλλεσ. 

Ε: Δεν δείχνει πολφ αποτελεςματικόσ ο τρόποσ αυτόσ. 
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Α: Πχι. 

 

Ο μακθτισ χρθςιμοποιεί μια κακαρά οπτικι ςτρατθγικι που ςφντομα 

αποδεικνφεται ανεπαρκισ. Επανεξετάηοντασ, μετά από παρότρυνςθ, τα δεδομζνα 

τθσ δραςτθριότθτασ εςτιάηει τθν προςοχι του ςτθ διαδικαςία χάραξθσ διαγωνίων. 

 

Α: Το τετράγωνο ζχει δφο. Δθλαδι από κάκε κορυφι θ απζναντι κορυφι ζχει μόνο μία. 

Δθλαδι εδϊ τισ ενϊνει μία. Και το ίδιο από τθν άλλθ. 

Ε: Ωραία. Για ςυνζχιςε. 

Α: Το πεντάγωνο τϊρα. Λοιπόν, το πεντάγωνο ζχει πζντε. Άρα δεν μπορεί να ςυμβεί το 

ίδιο. Θ μια που κα περιςςζψει, βαςικά όλεσ τουσ κα πάνε ςε όςεσ μποροφνε, ςτισ 

απζναντί τουσ. Δθλαδι αυτι εδϊ πζρα (κορυφι) πάει ςε αυτι και αυτι (φζρνει 

διαγϊνιεσ ςτισ απζναντι κορυφζσ). 

… 

Α: Ναι ότι κάκε κορυφι πθγαίνει ςε όςεσ απζναντι μπορεί, ςτα πιο μεγάλα.. 

Ε: Τι εννοείσ ςε όςεσ μπορεί; Υπάρχουν κάποιεσ που δεν μπορεί; 

Α: Αυτι θ κορυφι ζχει απζναντι κορυφι αυτι και αυτι (δείχνει απζναντι κορυφζσ) και 

αποκλείουμε αυτζσ (δείχνει τισ δφο διπλανζσ)… Άρα οι δφο ακριανζσ, οι δυο διπλανζσ. 

Εδϊ ζχει απζναντι κορυφι αυτι και αυτι (δείχνει απζναντι κορυφζσ) και αποκλείουμε 

αυτζσ (δείχνει τισ δφο διπλανζσ)… Άρα ςυμβαίνει παντοφ το ίδιο. 

 

Αναλφοντασ διαδικαςτικά τθ δραςτθριότθτα διαμορφϊνει εφκολα τθ ςτρατθγικι 

επίλυςισ τθσ. 

 

Α: Άρα ουςιαςτικά αςχολοφμαςτε με τθν κάκε κορυφι, βρίςκουμε ποιεσ είναι οι απζναντι 

κορυφζσ, τισ ενϊνουμε και αςχολοφμαςτε ζτςι με κάκε κορυφι. 

Ε: Εςφ όμωσ δεν αςχολικθκεσ με όλεσ τισ κορυφζσ ςτθν τελευταία περίπτωςθ. 

Σταμάτθςεσ ςτθν τρίτθ. 

Α: Ναι, γιατί τισ άλλεσ τισ είχα ιδθ φζρει. 

 

Ο μακθτισ αντιμετωπίηει εμφανι δυςκολία να ςυνδζςει τισ οπτικζσ του 

παρατθριςεισ με τον λογικό αλγεβρικό ςυμβολιςμό.  

 

Α: Από κάκε κορυφι φζρνω όςεσ είναι και οι απζναντί τθσ. Ρϊσ κα το ςυμβολίςω αυτό; 

Για παράδειγμα ςτο επτάγωνο μπορϊ να φζρω όςεσ είναι οι απζναντι κορυφζσ, πζντε, όχι 

τζςςερισ. Ναι είναι τζςςερισ γιατί αποκλείονται αυτζσ οι δφο.  Στο εξάγωνο μπορϊ να 

φζρω τρεισ, ςτο πεντάγωνο μπορϊ…. Α! μιπωσ είναι κάκε φορά δφο λιγότερεσ; 

Ε: Τρεισ λιγότερεσ από τι; 

Α: Τρεισ λιγότερεσ από τισ κορυφζσ, γιατί αποκλείονται πάντα οι δφο διπλανζσ. 

… 

Ε: Ωραία. Σε ζνα ν-γωνο πόςεσ διαγϊνιεσ μποροφμε να φζρουμε από κάκε κορυφι; 

Α: ν. Σε ζνα τετράγωνο μποροφμε μία, ςε ζνα πεντάγωνο δφο, ςε ζνα ν-γωνο μποροφμε ν! 

Ε: Δθλαδι ςε ζνα τετράγωνο μποροφμε να φζρουμε τζςςερισ διαγϊνιεσ; 
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Α: Πχι, μία. ν δια 2…ν δια… Πχι.. Στο τετράγωνο κζλει μία, ςτο πεντάγωνο κζλει δφο, ςτο 

εξάγωνο κζλει ν.. Ζχει κάτι να κάνει με τισ γωνίεσ αυτό; 

… 

Α: Λογικά. Στο πεντάγωνο ασ ποφμε μποροφμε να φζρουμε δφο διαγϊνιεσ αφοφ 

αποκλείουμε τισ δυο.. Σε ζνα ν-γωνο μπορϊ να φζρω όςεσ γωνίεσ ζχει το ν-γωνο και 

αποκλείονται όμωσ οι διπλανζσ τθσ. 

Ε: Άρα πόςεσ κα είναι οι απζναντι κορυφζσ; 

Α: ν-2  

 

Μάλιςτα, ςτθ φάςθ αυτι θ ζμφαςθ ςτθν οπτικοποίθςθ είναι τόςο ιςχυρι ϊςτε  οι 

αλγεβρικζσ ςχζςεισ που ςταδιακά διαμορφϊνονται ελζγχονται αποκλειςτικά και 

μόνο μζςα από τθν μελζτθ τθσ διαδικαςίασ χάραξθσ των διαγωνίων θ οποία 

αποτυγχάνει να περιγράψει πλιρωσ το ηθτοφμενο μοτίβο. 

 

Ε: Μπορείσ να ελζγξεισ αν αυτό ιςχφει και για τα υπόλοιπα πολφγωνα; 

Α: Λςχφει. Αφοφ πάντα αποκλείουμε τισ δφο διπλανζσ κορυφζσ. Δεν μποροφμε να 

φζρουμε εκεί. 

Ε: Συνολικά ςε όλο το πολφγωνο πόςεσ διαγϊνιεσ μποροφμε να φζρουμε; 

Α: Σε ζνα πολφγωνο.. Λογικά κα κάνουμε το πολφγωνο επί ν-2. 

Ε: Μπορείσ να μου γράψεισ τον τφπο αυτό; 

Α: ν.   ν-2 

… 

Ε: Μπορείσ να ελζγξεισ αν ιςχφει για τα πολφγωνα που ζχουμε ςχεδιάςει; 

Α: Να κάνω ζνα καινοφργιο ι ςε αυτά; 

Ε: Ππωσ κζλεισ. 

Α: Κα κάνω ζνα μεγάλο (ςχεδιάηει ζνα εννιάγωνο). Ωραία από κάκε κορυφι αποκλείονται 

πάντα οι δφο διπλανζσ κορυφζσ, άρα ν-2. Μετά κα το κάνω αυτό για όλεσ τισ κορυφζσ, 

δθλαδι κα πολλαπλαςιάςω  με το ν. Άρα, ναι ιςχφει ο τφποσ. 

 

Ο μακθτισ Α, όπωσ είχε γίνει φανερό και ςτθν ανάλυςθ τθσ πρϊτθσ 

δραςτθριότθτασ, χρθςιμοποιεί ςχεδόν κατ’ αποκλειςτικό τρόπο τθν οπτικι μζκοδο 

επίλυςθσ προβλθμάτων. Αρχικά, ςτθν προςπάκειά του να ανακαλφψει το μοτίβο 

που κρφβεται πίςω από τον υπολογιςμό των διαγωνίων προτείνει μια κακαρά 

οπτικι ςτρατθγικι, αυτι τθσ κατάτμθςθσ του πολυγϊνου ςε μικρότερα γνωςτά 

πολφγωνα. Θ οπτικι απόρριψι τθσ οδθγεί ςτθ προςεκτικι μελζτθ τθσ διαδικαςίασ 

χάραξθσ των διαγωνίων που εφκολα αποκαλφπτει το μοτίβο ςτο οποίο αυτι 

υπάγεται. Ραρά τθν αναγνϊριςθ όλων των απαραίτθτων προχποκζςεων θ 

μετάφραςι του ςε μία αλγεβρικι ςχζςθ είναι ιδιαίτερα προβλθματικι.  Θ τάςθ 

χρθςιμοποίθςθσ τθσ οπτικισ μεκόδου είναι μάλιςτα τόςο ιςχυρι ϊςτε θ ςχζςθ 

αυτι να επαλθκεφεται μόνο μζςα από τθν οπτικι παρατιρθςθ, θ οποία όμωσ είναι 

ανεπαρκισ κακϊσ δεν γίνεται αντιλθπτό από τον μακθτι ότι καταμετρά τισ 

διαγϊνιεσ δφο φορζσ,  οδθγϊντασ τον ςε λανκαςμζνο αποτζλεςμα. 
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Μακθτισ Β (MVS 16) 

 

Ο μακθτισ Β ξεκινά με το ςχεδιαςμό του επταγϊνου. Φζρει τισ διαγϊνιεσ με 

ςτρατθγικι και αμζςωσ διαμορφϊνει ζνα μοτίβο για τον υπολογιςμό των 

διαγωνίων του. 

Ε: Μπορείσ να μου περιγράψεισ τι κάνεισ; 

Β: Από μία κορυφι παίρνω…Εμ, ξεκινάω κορυφι, κορυφι. Από αυτι τθν κορυφι (πρϊτθ 

κορυφι) φζρνω τζςςερισ. (ςχεδιάηει και ςτθ δεφτερθ κορυφι μόνο) Από κάκε κορυφι 

φζρνω τζςςερισ, άρα επειδι ζχω επτά κορυφζσ φζρνω 4επί 7, 28. 

 

Ελζγχοντασ το μοτίβο ςε ζνα πεντάγωνο αντιλαμβάνεται ότι αυτό δεν είναι ορκό και 

αναγνωρίηει το λάκοσ τθσ διπλισ καταμζτρθςθσ των διαγωνίων ςε αυτό. Ωςτόςο, 

καταφεφγει ςε μία αρικμθτικι αναηιτθςθ του μοτίβου εγκαταλείποντασ τθ 

διαδικαςτικι ανάλυςθ των ςχθμάτων. 

 

Ε: Είναι κάτι που ςε προβλθματίηει; 

Β: Πτι κάποιεσ είναι κοινζσ. Αυτισ τθσ κορυφισ, αυτι εδϊ πζρα με αυτι τθν ζχω φζρει. 

Άρα… Δεν είναι. Είναι 6 (κορυφζσ), 3επί 6 18 αλλά αυτό ζχει 9….. Ναι, γιατί αυτι εδϊ 

πζρα τθν είχα φζρει πριν και ζχει μόνο δφο…. Να δοκιμάςω κάποιο άλλο; (ςχεδιάηει 

πεντάγωνο και φζρνει διαγϊνιεσ)….. (εγκαταλείπει το ςχιμα και αρχίηει να γράφει) 

Ε: Αυτό που γράφεισ τι ακριβϊσ είναι; 

Β: … (εικόνα 3.13)… Εδϊ ανάμεςα ςτο πεντάγωνο και το τετράγωνο, ζχουν μία διαφορά 3 

διαγωνίων. Ανάμεςα ςτο 5και το 6 ζχουν μία διαφορά 4διαγωνίων. Δθλαδι, όςο 

αυξάνουμε τισ κορυφζσ και ξεκινϊντασ από τθ διαφορά των τριϊν διαγωνίων, εδϊ που 

πάμε από το 5 ςτο 6 αυξάνουμε ζναν αρικμό δθλαδι πάμε ςτο 4, από το 6 ςτο 7 λογικά 

κα πάει ςτο 5. 

Ε: Συνεπϊσ πόςεσ διαγϊνιεσ ζχει ζνα επτάγωνο; 

Β: Άρα, κα είναι 14. Στο οκτάγωνο κα είναι 6, άρα κα ζχει 20…. 

Ε: Ρολφ ωραία. Για να δοφμε τϊρα. Με αυτόν τον τρόπο που ζκανεσ τϊρα βρικεσ ότι το 

επτάγωνο ζχει 14διαγϊνιεσ, ενϊ ςχεδιάηοντάσ το πριν κατζλθξεσ ςτο ςυμπζραςμα ότι 

ζχει 28. Ροιο από τα δφο είναι ςωςτό; 

Β: Ναι ςτθν ουςία ζχω βρει 28 αλλά μζτραγα κι άλλθ φορά. Δθλαδι, ζφερνα ΑΓ πχ αλλά 

ζφερνα και ΓΑ, γι’ αυτό μου βγικε τόςο. 

                                               

                       
(Εικόνα 3.13: Αρικμθτικι προςζγγιςθ του αποτελζςματοσ) 
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Ο μακθτισ αντιλαμβανόμενοσ ότι θ αρικμθτικι μζκοδοσ είναι αρκετά χρονοβόρα 

για ζνα πολφγωνο με μεγάλο αρικμό γωνιϊν, επιςτρζφει και διατυπϊνει πλζον με 

αςφάλεια τθ ςτρατθγικι που προζκυψε μζςα από τθν ανάλυςθ τθσ διαδικαςίασ. 

 

Β: Στθν αρχι ςκζφτθκα πόςεσ διαγϊνιεσ μποροφμε να φζρουμε από κάκε κορυφι, μετά 

μζτρθςα πόςεσ κορυφζσ είχα, ςτθ ςυγκεκριμζνθ περίπτωςθ 7, και μετά πολλαπλαςίαςα 

επί 4. Αλλά δεν ιςχφει; 

Ε: Ναι, κάτι μάλλον ζχουμε παραλείψει εκεί. Για ποιο λόγο ο τρόποσ αυτόσ μασ οδθγεί ςε 

λάκοσ; 

Β: Επειδι μζτρθςα τισ διαγϊνιεσ δφο φορζσ. Κα διαιρζςω μιπωσ δια 2; 

Ε: Για ποιο λόγο κα το κάνουμε αυτό; 

Β: Γιατί ζχω προςκζςει.. το αποτζλεςμα που βρικα από τισ πραγματικζσ διαγϊνιεσ επί 

δφο γιατί τισ μζτρθςα δυο φορζσ 

 

Ο μακθτισ προκειμζνου να μετατρζψει τθ ςτρατθγικι αυτι ςε μια αλγεβρικι ςχζςθ 

χρθςιμοποιεί με αρκετι ευελιξία τόςο τθν οπτικι όςο και τθν αρικμθτικι 

προςζγγιςθ με τζτοιο τρόπο ϊςτε αυτζσ να αλλθλοςυμπλθρϊνονται. 

 

Ε: Μποροφμε τϊρα να ςκεφτοφμε ζναν τφπο που να υπολογίηει τισ διαγϊνιεσ ενόσ ν- 

γϊνου; 

Β: Ωραία. Κα είναι ν….ν επί τισ διαγϊνιεσ που μπορϊ να φζρω ςε αυτι δια 2. Αλλά το 

κζμα είναι πϊσ κα δϊςει ςε κάποιον να καταλάβει ότι από κάκε κορυφι πρζπει να φζρω 

κάποιεσ διαγϊνιεσ. 

… 

Β: Στο εξάγωνο και το πεντάγωνο ιςχφει 6 κορυφζσ δια 2. 

Ε: Λςχφει και ςτο πεντάγωνο αυτό; 

Β: Ναι.. Πχι. Είναι 2,5. Ναι και αυτό ςωςτό. ……. 

Ε: Μιπωσ μποροφμε να εξθγιςουμε γιατί ςτο πεντάγωνο μποροφμε να φζρουμε δφο 

διαγϊνιεσ από κάκε κορυφι και όχι τζςςερισ ι πζντε; 

Β: Δεν γίνεται γιατί το ΑΒ και το ΕΑ είναι ουςιαςτικά και οι διαγϊνιεσ που μποροφμε να 

φζρουμε, δθλαδι με τθν πλευρά είναι ίδια. 

Ε: Λςχφει το ίδιο και με τα υπόλοιπα πολφγωνα; 

Β: Εεε και ςτο επτάγωνο ναι, ςε όλα ιςχφει ςε όλα. Άρα κάκε φορά αφαιροφμε δφο; Από 

κάκε κορυφι αφαιροφμε δφο πλευρζσ. Εδϊ για παράδειγμα είναι 5-2 (πεντάγωνο), ςτο 

εξάγωνο είναι 6… 6-2 επίςθσ. Πχι. Μία, δφο (μετράει διπλανζσ πλευρζσ). Δεν βγαίνει. 

Ρρζπει να αφαιρζςουμε το τρία. Εδϊ ςτο επτάγωνο.. μπορϊ να φζρω 4 άρα από το 7  

μζνουν 3. Και ςτο πεντάγωνο ζχω 5 και φζρνω 2 άρα πάλι τρία.  

… 

Ε: Υπάρχει κάποια ςχζςθ ανάμεςα ςτον αρικμό των κορυφϊν του πολυγϊνου και ςτο 

αρικμό των διαγωνίων που μποροφμε να φζρουμε από κάκε κορυφι; 

Β: Εεε… Ππωσ είπαμε κάκε φορά αφαιροφμε το τρία. Δθλαδι ν-3; 

Ε: Για ποιο λόγο  ιςχφει αυτι θ ςχζςθ; Μποροφμε να το εξθγιςουμε; 

Β: Γιατί… Γιατί επαλθκεφεται από τα πολφγωνα αυτά και… 

 



~ 94 ~ 

 

Τζλοσ, θ επεξιγθςι του τφπου που παρακζτει ο μακθτισ είναι ακριβισ, διακρίνεται 

ωςτόςο μια δυςκολία ςτον ςυμβολιςμοφ του. 

 

Ε: Ροιοσ είναι ο τφποσ λοιπόν που υπολογίηει τον αρικμό των διαγωνίων ενόσ ν-γϊνου; 

Β: ν-3.ν/2 

… 

Β: Λοιπόν, κανονικά εφόςον ξζρει το ςχιμα, πχ κα είναι 40κορυφϊν; Κα ζφερνε από μία 

κορυφι τισ αντίςτοιχεσ διαγϊνιεσ και κα ζβλεπε ότι από τθν κορυφι από τθν οποία ζχει 

φζρει διαγϊνιεσ…πρζπει να αφαιρζςει ςφνολο τρεισ κορυφζσ. Άρα, από των αρικμό των 

κορυφϊν που ζχω αφαιρϊ τισ τρεισ κορυφζσ που ουςιαςτικά δεν ςυμμετζχουν ςτο να 

φζρω διαγϊνιεσ, πολλαπλαςιάηει επί το ν…. επί το ν ναι για να βρω απ’ όλεσ τισ κορυφζσ 

πόςεσ είναι, αλλά επειδι ουςιαςτικά αυτό δεν ιςχφει γιατί εγϊ διαιρϊ…. γιατί κάποιεσ 

διαγϊνιοι είναι κοινζσ από άλλεσ κορυφζσ, διαιρϊ δια δφο. 

 

Ο μακθτισ Β είναι ικανόσ να χρθςιμοποιεί τόςο τθν οπτικι όςο και τθν μθ 

οπτικι προςζγγιςθ κατά τθν επίλυςθ προβλθμάτων. Στθν περίπτωςθ τθσ δεφτερθσ 

δραςτθριότθτασ οι δφο μζκοδοι ςυνεργάηονται ομαλά και χρθςιμοποιοφνται με 

ευελιξία. Θ ανάλυςθ τθσ διαδικαςίασ ςτθν οποία προβαίνει ο μακθτισ κατά τθ 

χάραξθ των διαγωνίων διαμορφϊνει άμεςα ζνα μοτίβο για τον υπολογιςμό τουσ. 

Πταν το μοτίβο αυτό αποδεικνφεται ανακριβζσ καταφεφγει ςτθν αρικμθτικι 

αναηιτθςθ του μζςα από τθν οποία προκφπτει θ διόρκωςι του. Σε κάκε περίπτωςθ 

που θ οπτικι μζκοδοσ υςτερεί, θ λογικι μζκοδοσ επιςτρατεφεται για να δϊςει τθν 

απάντθςθ και τα ςυμπεράςματά τθσ αποκτοφν νόθμα μζςα από τθν οπτικοποίθςθ. 

Θ αλγεβρικι ςχζςθ ςτθν οποία καταλιγει ο μακθτισ παρουςιάηει λάκθ ωσ προσ τον 

ςυμβολιςμό τθσ, όμωσ θ επεξιγθςι είναι πλιρθσ και ορκά δομθμζνθ.  

 

Μακθτισ Γ (MVS 7) 

 

Ο μακθτισ Γ ξεκινά από το ςχεδιαςμό ενόσ τετραγϊνου και μεταβαίνοντασ ςτο 

πεντάγωνο φζρει τισ διαγϊνιεσ με ςτρατθγικι. Είναι φανερι θ τάςθ του να βρει μία 

αρικμθτικι φόρμουλα που να ςυμβαδίηει με τισ οπτικζσ του παρατθριςεισ. 

Γ: Φτιάχνω ζνα τετράπλευρο, και τισ δφο διαγϊνιεσ. …Τϊρα ζκανα ζνα πεντάγωνο και 

ζφερα τισ πζντε διαγϊνιεσ. (ςχθματίηει διαγϊνιεσ με ςτρατθγικι) 

Ε: Τισ διαγϊνιεσ τισ ζφερεσ τυχαία; 

Γ: Εεεε ναι. Ζφερα από κάκε γωνία δφο, ςτισ γωνίεσ που δεν…Καταλάβατε.. 

Ε: Σε ποιεσ γωνίεσ εννοείσ; 

Γ: Σε αυτζσ που μπορϊ, γιατί ςε αυτζσ εδϊ τισ δίπλα δεν μπορϊ. 

… 
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Γ: Καταρχάσ αφοφ προςκζτω μία γωνία από κάκε κορυφι κα περνάει, κα πρζπει  να 

φζρω ακόμα μια (διαγϊνιο) από κάκε γωνία. Οπότε ζχει 6 (το εξάγωνο) ςυν 4, 11. Πχι.. 

Ώπα, δεν ζβαλα και αυτζσ. 19 

Ε: Μπορείσ να μου εξθγιςεισ τι ακριβϊσ μετράσ; 

Γ: Μετράω τισ γραμμζσ που φζρνω από κάκε γωνία. 

Ε: Στο εξάγωνο τι μζτρθςεσ ακριβϊσ; 

Γ: Από κάκε κορυφι φζρνω τρεισ και ςυνολικά εεε 9. Πχι. Ναι, και ςυνολικά 9. 

… 

Γ: Από κάκε κορυφι φζρνω τθ διαγϊνιο και μετράει ςε αυτι που ζχει ςταλκεί. 

Ε: Λςχφει το ίδιο και ςτο πεντάγωνο; 

Γ: Ζχει πζντε, ςε κάκε κορυφι φζρνουμε δφο και ςυνολικά πζντε. Άρα, φζρνουμε μία από 

κάκε κορυφι; 

Ε: Μία από κάκε κορυφι; 

Γ: Ναι μία κα φζρουμε, μία από δω, μία από δω, μία από εδϊ..(κοιτάει κυκλικά τισ 

κορυφζσ) Πχι, δφο, δφο. 

Ε: Στο επτάγωνο τι ςυμβαίνει; 

Γ: Στο επτάγωνο…Στο τετράγωνο φζρνουμε μία , ςτο πεντάγωνο δφο, ςτο εξάγωνο τρεισ 

άρα ςτο επτάγωνο φζρνουμε τζςςερισ. 

Ε: Ζχεισ κάποιο ςχιμα ςτο μυαλό ςου; 

Γ: Πχι. Λογικά το πιρα. 

 

Σχεδιάηοντασ το επτάγωνο διαμορφϊνει αμζςωσ μία ςτρατθγικι επίλυςθσ τθσ 

δραςτθριότθτασ. Θ ςτρατθγικι αυτι με ευκολία μεταφράηεται ςε αλγεβρικι ςχζςθ 

μζςα όμωσ από αρικμθτικι επαλικευςθ, ενϊ με δυςκολία επεξθγείται οπτικά. 

 

Γ: (ςχθματίηει το επτάγωνο και φζρνει τισ τζςςερισ διαγϊνιεσ από τθ μία κορυφι)  

Λοιπόν, είναι 28. 

Ε: Μπορείσ να μου εξθγιςεισ τι ακριβϊσ ςκζφτθκεσ; 

Γ: Ναι. Από κάκε κορυφι μποροφμε να φζρουμε 4, άρα 4επι 7 κορυφζσ 28. 

… 

Γ: Άρα από κάκε κορυφι μποροφμε να φζρουμε ν-3 διαγϊνιεσ.  

Ε: Το ν-3 μπορείσ να μου εξθγιςεισ πϊσ προζκυψε; 

Γ: …Στο επτάγωνο  είναι 7-4=3, ςτο εξάγωνο 6-3=3, ςτο πεντάγωνο 5-2=3 άρα κάκε φορά 

είναι 3 λιγότερεσ από τισ γωνίεσ 

Ε: Ρϊσ είμαςτε ςίγουροι ότι αυτό ιςχφει για όλα τα πολφγωνα και όχι μόνο για αυτά τα 

ςυγκεκριμζνα; 

Γ: Γιατί… Γιατί μερικζσ γων.., με γραμμζσ… όχι. Γιατί μερικζσ γωνίεσ ςχθματίηονται από 

αυτό; 

Ε: Τι εννοείσ ςχθματίηονται από αυτό; 

Γ: Να δεν μπορϊ να φζρω ςτισ διπλανζσ, ςτισ γειτονικζσ γωνίεσ και ςε αυτι 

… 

Ε: Μπορείσ δθλαδι να μου γράψεισ ζναν τφπο που μπορεί να υπολογίςει τισ διαγϊνιεσ 

του ν-γϊνου; 

Γ: …ν.(ν-3) 
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Ο μακθτισ ηθτά να επαλθκεφςει το αποτζλεςμα. Διαπιςτϊνει αρικμθτικά ότι τα 

αποτελζςματα δεν επιβεβαιϊνουν τα δεδομζνα που προκφπτουν από τα ςχιματα 

και προβαίνει ςτισ απαραίτθτεσ διορκϊςεισ. 

 

Γ: Να υπολογίςω λίγο; 10; Ναι… (εικόνα 3.14) 

Ε: Υπάρχει κάποιο πρόβλθμα; 

Γ: Ρρζπει να κάνουμε κάποια αλλαγι ςτον τφπο.… Κάτςε…Τι να αφαιρζςουμε άλλθ μια 

κορυφι; 

Ε: Εξιγθςε μου λίγο περιςςότερο τι ςκζφτθκεσ. 

Γ:…. Δεν μπορϊ να καταλάβω…(επαλθκεφει αρικμθτικά τον τφπο για εξάγωνο) Δια 2! 

Ε: Για ποιο λόγο πρζπει να διαιρζςουμε με το 2; 

Γ: Γιατί… Βαςικά γιατί ζτςι βγαίνουν τα νοφμερα. 

 

 
 

(Εικόνα 3.14: Αρικμθτικι προςζγγιςθ του αποτελζςματοσ) 

 

Ρροκφπτει άμεςα το ερϊτθμα αν ο τφποσ ςτον οποίο κατζλθξε ο μακθτισ ιςχφει για 

όλα τα πολφγωνα. Ραρά το γεγονόσ ότι δεν μπορεί να τον επεξθγιςει με κάποιο 

τρόπο οπτικά, εκφράηει τθν πεποίκθςι του για τθν ορκότθτά του βαςιηόμενοσ ςτθν 

επαλικευςθ των αποτελεςμάτων. 

 

Ε: Υπάρχει κάποια λογικι εξιγθςθ γιατί να διαιρζςουμε τον τφπο με το δφο; 

Γ: Βαςικά, εεε…. Δεν ξζρω, δεν ξζρω αλλά είμαι ςίγουροσ ότι είναι ζτςι. 

… 

Γ: Ο τφποσ είναι ν.(ν-3)/2. Από τισ γωνίεσ που ζχει πρζπει να αφαιρζςει 3 για να βρει 

πόςεσ διαγϊνιεσ διζρχονται από κάκε κορυφι. Τον αρικμό που βρίςκει πρζπει να τον 

πολλαπλαςιάςει με τισ γωνίεσ και αυτό να το διαιρζςει με δφο. 

 

Ο μακθτισ Γ είναι ζνασ μθ-οπτικόσ μακθτισ που ζδειξε τθ ςαφι προτίμθςι του 

ςτθ χριςθ μθ οπτικϊν μεκόδων και ςτισ δφο δραςτθριότθτεσ που κλικθκε να 

αςχολθκεί. Ο μακθτισ φζρει τισ διαγϊνιεσ με ςτρατθγικι μελετϊντασ τθ διαδικαςία 

χάραξισ τουσ και αυτό είναι αρκετό για να διαμορφϊςει ζνα μοτίβο υπολογιςμοφ 

των διαγωνίων. Το μοτίβο επιβεβαιϊνεται αρικμθτικά και οι απαραίτθτεσ 

διορκϊςεισ γίνονται με ςτόχο να επαλθκεφονται τα δεδομζνα τθσ δραςτθριότθτασ. 
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Οι διορκϊςεισ αυτζσ είναι αποτζλεςμα αρικμθτικισ δοκιμισ και επαλικευςθσ 

χωρίσ να ςυνοδεφονται από οποιαδιποτε οπτικι επεξιγθςθ παρά μόνο από τθ 

βεβαιότθτα που προςφζρουν οι μακθματικοί υπολογιςμοί. Ο μακθτισ καταλιγει ςε 

μια ορκά ςυμβολιςμζνθ αρικμθτικι ςχζςθ υπολογιςμοφ των διαγωνίων 

εκφράηοντασ τθ πεποίκθςι του ότι επαλθκεφεται για όλα τα πολφγωνα, χωρίσ 

ωςτόςο να μπορεί να αιτιολογιςει πωσ εξαςφαλίηεται θ γενίκευςθ αυτι. 

 

 

Μακθτισ Δ (MVS 5) 

 

Ο μακθτισ Δ ξεκινά με το ςχεδιαςμό του τετραγϊνου και ςυνεχίηει με τα υπόλοιπα 

πολφγωνα φζροντασ τισ διαγϊνιεσ με ςτρατθγικι.. Αναγνωρίηει ότι δεν μπορεί να 

φζρει διαγϊνιεσ προσ όλεσ τισ κορυφζσ και άμεςα διαμορφϊνει ζνα μοτίβο 

υπολογιςμοφ τουσ. 

Δ: Λοιπόν, παίρνω πζντε ςθμεία, φτιάχνω το πεντάγωνο και κα φζρω τισ διαγϊνιεσ. Από 

κάκε ςθμείο φζρνω ςτισ απζναντι γωνίεσ….Σε αυτζσ που είναι… προςκείμενεσ τισ λζμε; 

Δεν μποροφμε να φζρουμε ςε αυτζσ που είναι ςτθν ίδια πλευρά. 

Ε: Μπορείσ να ςυνεχίςεισ; 

Δ: Λοιπόν, επτά ςθμεία…(ςχθματίηει το επτάγωνο)…Μία, δφο, τρεισ, 

τζςςερισ,….(ψικυρίηει αρικμοφσ 4,8,12) 

Ε: Μπορείσ να μου εξθγιςεισ αυτό που ςκζφτεςαι; 

Δ: Από αυτι τθ κορυφι ζχουμε τζςςερισ, και από τισ άλλεσ ζχουμε τζςςερισ και για να 

μθν φζρω τισ διαγϊνιεσ μετράω... κανονικά. Κάνω άκροιςμα ςυν 4 ανά κορυφι. 

Ε: Ρόςεσ είναι ςυνολικά λοιπόν; 

Δ: Ρόςεσ ζχουμε ακόμα, δυο, τρεισ, ζξι (μετράει κορυφζσ από τισ οποίεσ δεν ζχει φζρει 

διαγϊνιο)… 24 ακόμα, και 4 αυτζσ 28. 

Ε: Μπορείσ να μου εξθγιςεισ τον τρόπο που ςκζφτθκεσ μζχρι τϊρα; 

Δ: Επειδι ξζρω ότι από εδϊ διζρχονται τζςςερισ, πολλαπλαςίαςα με τον αρικμό των 

άλλων κορυφϊν. 

 

Επαλθκεφοντασ το μοτίβο ςτο οποίο κατάλθξε ςε ζνα πεντάγωνο αντιλαμβάνεται 

ότι δεν είναι απόλυτα ορκό, ενϊ προβαίνει αμζςωσ ςτθ διόρκωςι του επεξθγϊντασ 

το παράλλθλα με τρόπο οπτικό. 

 

Δ: Να φτιάξω πάλι το πεντάγωνο; Λοιπόν, από κάκε κορυφι διζρχονται δφο… 

Ε: Και ςυνολικά το πεντάγωνο πόςεσ διαγϊνιεσ ζχει; 

Δ: 8, όχι.. 6.. γιατί κόλλθςα τϊρα; 10, 10 ςυγνϊμθ. 

Ε: Τόςεσ ζχεισ ςχεδιάςει; 
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Δ: …. Νομίηω…(αρχίηει και γράφει με το ςτυλό πάνω από τισ διαγϊνιεσ). Εδϊ τθν μία τθν 

ζχουμε ιδθ φζρει (μόλισ φτάνει ςτθν τρίτθ κορυφι) και εδϊ (ςτθν τζταρτθ κορυφι) και 

εδϊ τισ ζχουμε ζτοιμεσ ιδθ (ςτθν πζμπτθ κορυφι)… Γι’ αυτό… 

Ε: Πταν λεσ γι’ αυτό τι ακριβϊσ εννοείσ; 

Δ: Γι’ αυτό υπολόγιςα δζκα, επειδι τισ μζτρθςα δφο φορζσ. Άρα, το επτάγωνο ζχει 14. 

Ε: Αυτό πϊσ προζκυψε; 

Δ: Διαίρεςα το 28 με το δφο γιατί τισ μετροφςα δφο φορζσ. 

 

Στθν προςπάκειά του να μεταφράςει το οπτικό μοτίβο ςε μια αλγεβρικι ςχζςθ ο 

μακθτισ Δ χρθςιμοποιεί με ευελιξία τθν οπτικι και αλγεβρικι προςζγγιςθ, με 

τζτοιο τρόπο ϊςτε οι παρατθριςεισ που προκφπτουν από τθ μια μζκοδο  

προςζγγιςθσ να αποκτοφν νόθμα μζςα ςτθ δεφτερθ. 

 

Δ: Τφπο ε; …. Δεν ξζρω πϊσ να ςυμβολίςω το πόςεσ μπορϊ να φζρω από κάκε κορυφι. 

… 

Δ: Εεε επειδι… αφαιροφμε τισ γωνίεσ που είναι ςτθν ίδια πλευρά με τθν γωνία που 

φζραμε τισ διαγϊνιεσ; 

Ε: Λςχφει αυτό για όλα τα πολφγωνα; 

Δ: Ναι.. Εδϊ που είχαμε πζντε, ασ ποφμε από αυτό, φζραμε δφο. 5 μείον 3, αυτά τα τρία 

(δείχνει μία κορυφι και τισ διπλανζσ τθσ) 2. Και ςτο τετράγωνο ιςχφει το ίδιο, 4 μείον 

αυτζσ τισ 3, 2. 

Ε: Σε ζνα ν-γωνο με ν κορυφζσ πόςεσ διαγϊνιεσ κα… 

Δ: ν πλθν… Ρϊσ μπορϊ να ςυμβολίςω;….. ν-3 απ’ ότι κατάλαβα κα είναι. 

Ε: Μπορείσ να μου γράψεισ ζναν τφπο που να υπολογίηει τισ διαγϊνιεσ που κα διζρχονται 

από ζνα πολφγωνο; 

Δ: Α ναι! ν-3 μζςα ςε παρζνκεςθ επί ν…. 

Ε: Μπορείσ να…. 

Δ: (επαλθκεφει αρικμθτικά τον τφπο) 5-3=2 επί 5, 10… 6-3=3 επί 6, δεκαοκτϊ …δια δφο 

τότε μιπωσ γιατί βλζπω πϊσ… είναι το διπλάςιο  

Ε: Υπάρχει κάποια εξιγθςθ γι’ αυτό; Στισ δφο αυτζσ περιπτϊςεισ ιςχφει, πϊσ είμαςτε 

ςίγουροι ότι ιςχφει για όλα τα πολφγωνα; 

Δ: …. Γιατί νομίηω, όπωσ είπαμε πριν μία κορυφι με μία άλλθ μπορεί να ζχει τθν ίδια 

διαγϊνιο και εμείσ τθν μετράμε δφο φορζσ. 

 

Ο μακθτισ καταλιγει ςε ζναν ορκό τφπο τόςο ςτθ δομι  όςο και ςτθ ςυμβολικι του 

μορφι. Ραράλλθλα διαπιςτϊνει τθν ιςχφ του τφπου για όλα τα πολφγωνα κακϊσ 

τον αιτιολογεί αναλφοντασ και διαδικαςτικά το μοτίβο του. 

 

Δ: Από τθν κάκε κορυφι ενόσ ν- γϊνου φζρνουμε διαγϊνιεσ ςτισ υπόλοιπεσ κορυφζσ. Κα 

παρατθριςουμε ότι θ κορυφι δεν κα ζχει με τισ  δφο διπλανζσ τθσ γωνίεσ. Άρα, από τον 

αρικμό των γωνιϊν ν κα αφαιρζςουμε τισ 3 που δεν ζχουν διαγϊνιεσ μεταξφ τουσ. Πμωσ, 

αυτό δεν ςυμβαίνει μόνο με μία κορυφι αλλά με όλεσ, οπότε τθ διαφορά αυτι κα τθν 

πολλαπλαςιάςουμε με τον αρικμό των γωνιϊν ν. Πμωσ κάκε διαγϊνιοσ είναι ευκφγραμμο 
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τμιμα μεταξφ δφο κορυφϊν και γι’ αυτό πρζπει να τθν μετριςουμε μόνο μία φορά. Άρα 

τθ ςχζςθ ν(ν-3) τθ διαιρζςουμε δια δφο. 

 

Ο μακθτισ Δ είναι θ περίπτωςθ ενόσ μθ-οπτικοφ μακθτι, με χαμθλό μάλιςτα 

MVS τθσ τάξθσ του 5, ο οποίοσ όμωσ χρθςιμοποιεί τόςο τθν οπτικι όςο και τθ μθ 

οπτικι προςζγγιςθ επίλυςθσ προβλθμάτων με επιτυχία. Και ςτθν περίπτωςθ τθσ 

δεφτερθσ δραςτθριότθτασ, όπωσ άλλωςτε είχε παρατθρθκεί και ςτθν ανάλυςθ τθσ 

πρϊτθσ, ο μακθτισ επιλζγει τθ μζκοδο που του διαςφαλίηει περιςςότερο πλοφςιεσ 

και αςφαλείσ πλθροφορίεσ ςε κάκε περίπτωςθ. Σχεδιάηοντασ τισ διαγϊνιεσ κάκε 

πολυγϊνου με ςτρατθγικι και παρατθρϊντασ τθ διαδικαςία χάραξισ τουσ 

καταλιγει εφκολα ςε ζνα μοτίβο υπολογιςμοφ τουσ. Πταν το μοτίβο αποδεικνφεται 

λανκαςμζνο μζςα από οπτικι επαλικευςθ αναηθτά και πάλι τθν απάντθςθ ςτθ 

μελζτθ τθσ διαδικαςίασ. Καλοφμενοσ να γράψει μια αλγεβρικι ςχζςθ που να 

υπολογίηει τον αρικμό των διαγωνίων, χρθςιμοποιεί τθν αρικμθτικι προςζγγιςθ 

τόςο για τθν εφρεςι τθσ όςο και τθν επαλικευςι τθσ, προβαίνοντασ πάντα ςτθν 

αιτιολόγθςι τθσ μζςα από τα ςχιματα. Θ αλγεβρικι ςχζςθ που καταλιγει 

παρουςιάηει ορκό ςυμβολιςμό και επεξθγείται πλιρωσ μζςα από τθν ανάλυςθ τθσ 

διαδικαςίασ χάραξθσ των διαγωνίων.  

 

Μακθτισ Ζ (MVS 16) 

 

Ο μακθτισ Η φζρει τισ διαγϊνιεσ με τυχαίο τρόπο και απλϊσ επαλθκεφει τα 

δεδομζνα τθσ δραςτθριότθτασ χωρίσ να παρατθριςει κάποια κοινι διαδικαςία ςτθ 

χάραξι τουσ. Στθν περίπτωςθ του επταγϊνου ιςχυρίηεται διαιςκθτικά ότι κα ζχει 

λιγότερεσ διαγϊνιεσ από τα προθγοφμενα αλλά γριγορα ανακαλεί τον ιςχυριςμό. 

Η: Στο επτάγωνο, μάλιςτα. Επτάγωνο τϊρα. Το επτάγωνο τϊρα, εφόςον αυτό ζχει εννζα 

το επτάγωνο κα ζχει λιγότερεσ γιατί… Ρϊσ να το εξθγιςω τϊρα;  

Ε: Μπορείσ να μου εξθγιςεισ γιατί πιςτεφεισ ότι το επτάγωνο ζχει λιγότερεσ διαγϊνιεσ 

από το εξάγωνο; 

Η:….. Καλφτερα να το φτιάξω. Δεν ζχω ξαναφτιάξει επτάγωνο.  

Ε: Τισ διαγϊνιεσ τισ φζρνεισ τυχαία; 

Η: Ναι. Δεν ξζρω αν είναι και ςωςτζσ. Δεν ζχω ξαναφτιάξει επτάγωνο. 

Ε: Είςαι ςίγουροσ ότι τισ ζχεισ φζρει όλεσ; 

Η: Δεν ξζρω είναι και πολλζσ. 

 

Θ μζκοδοσ τθσ απλισ χάραξθσ των διαγωνίων αρχίηει να αμφιςβθτείται και ο 

μακθτισ Η αναηθτεί μία ικανοποιθτικι ςτρατθγικι. Ρροτείνει τθν κατάτμθςθ του 
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επταγϊνου ςε γνωςτά πολφγωνα, όμωσ ςφντομα θ ςτρατθγικι αποδεικνφεται 

λανκαςμζνθ.  

 

Η: Α, ναι.. Εδϊ ζχουμε ζνα πεντάγωνο. Κα μποροφςαμε αν δεν ζχουμε τραβιξει αυτζσ τισ 

γραμμζσ να τα πάμε ςφμφωνα με τα πάνω περίπου. 

Ε:  Εξιγθςζ μου λίγο περιςςότερο τι εννοείσ. 

Η: Να κάνω ζνα άλλο ςχιμα. Κα πάρω επτά ςθμεία. Κα μποροφςαμε να πάρουμε αυτι τθ 

διαγϊνιο εδϊ και αυτό που μζνει είναι ζνα πεντάγωνο. Άμα τραβιξουμε τισ διαγϊνιεσ 

(ςχεδιάηει) … και είναι και άλλθ μία είπαμε ότι ζχουμε πζντε.. Τρεισ, τζςςερισ και άλλθ 

μία μασ μζνει. Αν πάρουμε από εδϊ, όχι..  Τϊρα ςτο κάτω που δεν είναι ακριβϊσ 

τετράπλευρο, είναι… τραπζηιο μποροφμε να ποφμε κα μποροφςαμε να φζρουμε και εδϊ 

(ςχεδιάηει). Αυτζσ είναι. 

Ε: Είςαι ςίγουροσ ότι αυτζσ είναι όλεσ όςεσ μπορείσ να φζρεισ; 

Η: Γενικά; Μπορϊ να φζρω και από εδϊ και εδϊ.. Τϊρα δεν ξζρω.. Ζχει και από εδϊ! 

 

Ο μακθτισ μόνο μετά από υπόδειξθ μελετά τθ διαδικαςία χάραξθσ των διαγωνίων. 

Θ μελζτθ αυτι τον οδθγεί ςτθ διαμόρφωςθ ενόσ μοτίβου για τον υπολογιςμό τουσ. 

 

Ε: Για παράδειγμα να ξεκινιςουμε από μια κορυφι και να είμαςτε ςίγουροι ότι τισ 

φζραμε όλεσ. 

Η: Ναι μποροφμε να το κάνουμε..(ςχεδιάηει νζο) Μποροφμε να ξεκινιςουμε από εδϊ (μια 

κορυφι του επταγϊνου) και να φζρουμε αρκετζσ. 

Ε: Ρόςεσ μποροφμε να φζρουμε; 

Η: Από αυτό το ςθμείο; Εεε.. μια, δφο, τρεισ, τζςςερισ,.. τζςςερισ.. Από εδϊ (πθγαίνει ςτθν 

διπλανι κορυφι) πάλι τζςςερισ. (πθγαίνει ςτθν τρίτθ και δεν τισ ςχεδιάηει όλεσ) Και από 

εδϊ τζςςερισ, βαςικά ςε όλεσ τζςςερισ. 

Ε: Γιατί μποροφμε να φζρουμε τζςςερισ και όχι επτά για παράδειγμα; 

Η: Γιατί είναι πολφ κοντινά τα ςθμεία αυτά (δείχνει διπλανζσ κορυφζσ) και δεν μποροφμε 

να πάρουμε διαγϊνιεσ. Εδϊ δεν γίνεται ασ ποφμε να πάρουμε. 

Ε: Άρα, από κάκε… 

Η: Δθλαδι 28 ζχει… 

Ε: Ρϊσ το βρικεσ το 28; 

Η: Είπα τζςςερισ που μποροφμε επί επτά κορυφζσ. 

 

Επαλθκεφοντασ το παραπάνω μοτίβο ςτθν περίπτωςθ του πενταγϊνου 

αντιλαμβάνεται ότι είναι ελλιπζσ και αναγνωρίηει το ςθμείο τθσ διαδικαςίασ το 

οποίο χρειάηεται διόρκωςθ. 

 

Ε: Και ςε όλο το πεντάγωνο πόςεσ μποροφμε να φζρουμε; 

Η: Δζκα.. Πχι αφοφ είπαμε πζντε. 

Ε: Πμωσ , το ςχεδίαςεσ πριν και βρικεσ πζντε. Ρϊσ γίνεται αυτό; 

Η: Ρζντε; Ναι ςωςτό και αυτό. Λοιπόν από εδϊ φζρνουμε δφο, και από εδϊ δφο, από εδϊ 

μία και ςε αυτζσ…καμία 

Ε: Ρωσ γίνεται αυτό; Ρριν είπαμε ότι από κάκε μία μποροφμε να φζρουμε δφο. 
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Η: Εεεε.. Α, γιατί τισ ζχουμε ιδθ φζρει. Για να ιταν δζκα ζπρεπε να ξαναμετριςουμε 

αυτζσ εδϊ, αλλά δεν τισ μετράμε. Κα πρζπει να βροφμε τισ δφο κορυφζσ που φζρνουνε 

δφο, τθ μια κορυφι που φζρνει μια και αυτζσ να μθν τισ μετριςουμε κακόλου.  Άρα, δφο 

επί δφο ςυν μια επί μία και μθδζν μασ κάνει πζντε. (εικόνα 3.15) 

 

 

      
 

(Εικόνα 3.15: Οπτικζσ παρατθριςεισ του μακθτι Η)  

 

Ραρόλο που αναγνωρίηει ότι κάποιεσ από τισ διαγϊνιεσ ζχουν καταμετρθκεί δφο 

φορζσ με το μοτίβο που ζχει διαμορφϊςει  είναι αδφνατον να προβεί ςτθ διόρκωςι 

του. Θ επιχειρθματολογία του περιορίηεται μόνο ςτο πόςεσ διαγϊνιεσ μποροφν να 

διζλκουν από κάκε κορυφι. Ακόμα και με υψθλι κακοδιγθςθ, ο μακθτισ δεν 

καταφζρνει να υπερπθδιςει το εμπόδιο που προζκυψε και αναλϊνεται ςε γενικζσ 

και διαιςκθτικζσ παρατθριςεισ. 

 

Ε: Να το ςκεφτοφμε λίγο από τθν αρχι. Από κάκε κορυφι πόςεσ μποροφμε να φζρουμε; 

Η: Ράντα μποροφμε λιγότερεσ διαγϊνιεσ. 

Ε: Λιγότερεσ από τι; 

Η: Από το πόςεσ είναι οι γωνίεσ. 

Ε: Μπορείσ να  μου εξθγιςεισ γιατί ςυμβαίνει αυτό; 

Η: Γιατί εδϊ και εδϊ δεν μποροφμε να φζρουμε (δείχνει διπλανζσ κορυφζσ) 

Ε: Ρόςεσ λιγότερεσ  διαγϊνιεσ δθλαδι μποροφμε να φζρουμε; 

Η: Στο πεντάγωνο..τρεισ.. Πχι, ζχουμε πζντε και μποροφμε δφο. Δθλαδι,  μπερδεφτθκα 

τϊρα. Εεεε τρεισ λιγότερεσ. Σε ζνα εξάγωνο φζρνουμε τρεισ άρα τρεισ λιγότερεσ.. 

… 

Ε: Ρϊσ είςαι ςίγουροσ ότι ιςχφει ςε όλα τα πολφγωνα αυτό; Μπορείσ να μου το εξθγιςεισ 

ςφμφωνα με αυτά που λζγαμε πριν; 

Η: Μιπωσ με τα νοφμερα αυτά κάνουμε κάτι; Δεν… Εδϊ ιςχφει ςίγουρα. Τϊρα δεν ξζρω 

για όλα αν ιςχφει. 

… 

Ε: Ωραία, βρικαμε πϊσ μποροφμε να φζρουμε από κάκε κορυφι. Για να υπολογίςουμε 

πόςεσ μποροφμε να φζρουμε ςυνολικά ςε όλο το πολφγωνο τι κα κάνουμε; 

Η: Κα ποφμε επί τισ γωνίεσ. 

Ε: Αυτόσ ο τρόποσ όμωσ μασ οδιγθςε ςε λάκοσ προθγουμζνωσ. 

Η: Ναι γιατί κάποιεσ τισ μετράει δφο φορζσ.  

Ε: Μιπωσ μποροφμε να κάνουμε κάτι ϊςτε να μθν τισ μετράμε δυο φορζσ; 
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Η: Εεεε… Να πολλαπλαςιάηουμε με λιγότερεσ κορυφζσ; 

Ε: Ρόςεσ λιγότερεσ; Πςεσ κζλουμε; 

Η:…..Δεν ξζρω. Σίγουρα είναι λιγότερεσ από αυτζσ που κα υπολογίςουμε. 

 

Επιπλζον, αντιμετωπίηει μεγάλθ δυςκολία να αντιλθφκεί τθν ζννοια ενόσ ν-γϊνου 

και αδυνατεί να γενικεφςει το μοτίβο που ζχει παρατθριςει για όλα τα πολφγωνα.  

 

Ε: Σε ζνα ν-γωνο πόςεσ διαγϊνιεσ διζρχονται από κάκε κορυφι; 

Η: Τι είναι αυτό; 

Ε: Ζνα πολφγωνο που δεν ξζρουμε πόςεσ ακριβϊσ κορυφζσ ζχουμε. Το ν μπορεί να είναι 

ζνα αρικμόσ όπωσ το 6, το 7, το 8 κτλ και να ςχθματίηεται ζνα εξάγωνο, ζνα επτάγωνο, 

ζνα οκτάγωνο. 

… 

Η: Σε ζνα ν-γωνο δεν μπορϊ να φζρω εδϊ, άρα… Μπορϊ να φζρω τρεισ διαγϊνιεσ; Ζχω 

κολλιςει ςτο τρία εγϊ. Βζβαια ανάλογα και τα ςθμεία, δθλαδι αν είναι απζναντι τα 

ςθμεία, αν είναι δίπλα όπωσ εδϊ δεν μπορϊ να φζρω. Τϊρα δεν ξζρω…Δεν ζχω και το 

ςχιμα. Μιπωσ ςε κάκε κορυφι μποροφμε να φζρουμε ζξι διαγϊνιεσ; 

… 

Η: Σε ζνα ν-γωνο από κάκε κορυφι μποροφμε να φζρουμε τρεισ. Ζνα ν-γωνο; Εφόςον δεν 

ζχουμε πάρει  ςυγκεκριμζνα ςθμεία και δεν ζχουμε φτιάξει ζνα ςχιμα  κα μποροφςαμε 

να πάρουμε τρεισ διαγϊνιεσ από κάκε ςυγκεκριμζνο ςθμείο.. Αλλά πάλι δεν ξζρω.. Δεν 

είναι ςυγκεκριμζνο το ςχιμα. 

 

Στθν ανάλυςθ τθσ πρϊτθσ δραςτθριότθτασ ζγινε φανερό ότι ο μακθτισ Η, ζνασ 

μακθτισ χαμθλϊν επιδόςεων με προτίμθςθ ςτθν οπτικι προςζγγιςθ,  μπορεί να 

αξιοποιιςει τθν οπτικοποίθςθ και να καταλιξει ςε κάποια ορκά ςυμπεράςματα. 

Στθ δραςτθριότθτα αυτι ο μακθτισ φζρει αρχικά τισ διαγϊνιεσ με τυχαίο τρόπο και 

προτείνει μια κακαρά οπτικι ςτρατθγικι, αυτι τθσ κατάτμθςθσ των πολυγϊνων ςε 

μικρότερα. Μόνο μετά από υπόδειξθ ακολουκεί μια ςτρατθγικι ςτθ χάραξθ των 

διαγωνίων, παρατθρεί τθ διαδικαςία και διαμορφϊνει ζνα μοτίβο για τθ χάραξι 

τουσ. Ο μακθτισ μζςα από τθν οπτικι παρατιρθςθ αναγνωρίηει τισ δφο βαςικζσ 

ςυνκικεσ που πρζπει να λάβει υπόψθ του για τθν εφρεςθ του ςωςτοφ μοτίβου 

ωςτόςο δεν μπορεί να τισ μεταφράςει ςε μια ορκι ςτρατθγικι ι αλγεβρικι ςχζςθ, 

ακόμα και μετά από υψθλι κακοδιγθςθ. Πταν το μοτίβο που ζχει προτείνει 

αποδεικνφεται ελλιπζσ, οι διορκϊςεισ που προτείνει είναι γενικζσ και διαιςκθτικζσ 

χωρίσ να ζχουν ςαφι προςανατολιςμό. Τζλοσ, ο μακθτισ δεν φαίνεται να 

αντιλαμβάνεται τθν ζννοια ενόσ ν-γωνου, αναηθτϊντασ ζνα ςχιμα για να αποκτιςει 

μορφι, και δεν κατάφερε να γενικεφςει ςυμβολικά το μοτίβο που εντόπιςε για το 

πλικοσ των διαγωνίων ανά κορυφι.  
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Μακθτισ Θ (MVS 7) 

 

Ο μακθτισ Κ ξεκινά με τον ςχεδιαςμό ενόσ τετραγϊνου και ςυνεχίηει με το 

πεντάγωνο. Αντιμετωπίηει κάποιεσ δυςκολίεσ ςχετικζσ με τθν ζννοια και τθ χάραξθ 

των διαγωνίων. Τελικά ςχεδιάηει τισ διαγϊνιεσ με τυχαίο τρόπο ζτςι ϊςτε να 

επαλθκεφονται τα δεδομζνα τθσ δραςτθριότθτασ. Στθ χάραξθ των διαγωνίων ενόσ 

εξαγϊνου γίνεται αντιλθπτό ότι δεν μπορεί να φζρει διαγϊνιεσ προσ όλεσ τισ 

κορυφζσ. 

Κ: Δεν μποροφμε να φζρουμε παντοφ. 

Ε: Τι εννοείσ δεν μποροφμε να φζρουμε παντοφ; 

Κ: Γιατί κα είναι φψοσ; Αν το φζρουμε κατακόρυφα. 

Ε: Ναι αλλά μασ ενδιαφζρει να φζρουμε τα φψθ ςε αυτιν τθν περίπτωςθ; 

Κ:…… 

Ε: Εμείσ εξετάηουμε τισ διαγϊνιεσ ζτςι; Για να φζρουμε τισ διαγϊνιεσ τι κάνουμε; 

Κ: Ενϊνουμε τισ τελίτςεσ (κορυφζσ του ςχιματοσ) 

Ε: Ωραία. Μποροφμε να ενϊςουμε όλεσ τισ κορυφζσ μεταξφ τουσ; 

Κ: Ναι. 

Ε: Είςαι ςίγουροσ ότι μποροφμε να τισ ενϊςουμε όλεσ μεταξφ τουσ; 

Κ: Ε ναι. Από εδϊ ενϊνουμε αυτι και αυτι (δείχνει μόνο απζναντι κορυφζσ) 

Ε: Γιατί δεν μου δείχνεισ αυτιν τθν κορυφι (δείχνω διπλανι) 

Κ: Ε πϊσ κα γίνει; Θ διαγϊνιοσ κα πάει ζτςι; Δεν γίνεται. 

 

Ο μακθτισ κεωρεί απαραίτθτθ προχπόκεςθ να γνωρίηει τον αρικμό των διαγωνίων 

για τθ χάραξι του και δεν είναι δυνατόν να δει κάποια ςτρατθγικι ςτθ χάραξι τουσ. 

Ε: Είςαι ςίγουροσ ότι τισ ζφερεσ όλεσ; 

Κ: Πχι. 

Ε: Μιπωσ μποροφμε να βροφμε κάποιο τρόπο για να είμαςτε ςίγουροι ότι τισ φζραμε 

όλεσ; 

Κ: Κα φζρω όςεσ βλζπω και αν δεν ζχω φτάςει τον αρικμό κα ξανακοιτάξω. 

Ε: Στο επτάγωνο όμωσ δεν ξζρεισ πόςεσ είναι οι διαγϊνιζσ του. Ρϊσ κα είςαι ςίγουροσ ότι 

κα τισ φζρεισ όλεσ; Μιπωσ μποροφμε να βροφμε κάποιον άλλο τρόπο; 

Κ: …. Ε δεν μου ζρχεται κάτι. 

 

Μετά από υπόδειξθ ςχεδιάηει ζνα εξάγωνο, αρχίηει να μελετά κάκε κορυφι του 

ξεχωριςτά και να διατυπϊνει τισ παρατθριςεισ του. Αντιλαμβάνεται, επιπλζον, ότι 

κάποιεσ διαγϊνιεσ ζχουν ιδθ χαραχκεί.  

 

Κ: Δθλαδι τι να κάνω; Να ξεκινιςω από τθν κορυφι; 

Ε: Ναι. Για πάμε να δοφμε αν μασ βοθκά ο τρόποσ αυτόσ. 

Κ: (εξάγωνο)  Από εδϊ μποροφμε να φζρουμε αυτι και αυτι. Και αυτι. Τρεισ δθλαδι. 
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Ε: Σε ποιεσ κορυφζσ δεν μποροφμε να φζρουμε διαγϊνιεσ; 

Κ: Σε αυτζσ εδϊ (δείχνει δυο διπλανζσ) 

… 

Ε: Μπορείσ να βγάλεισ κάποιο ςυμπζραςμα; 

Κ: Πτι είναι εννιά. 

Ε: Ρϊσ είςαι ςίγουροσ; 

Κ: Αφοφ μου το δίνει θ άςκθςθ. 

Ε: Εςφ όμωσ αςχολικθκεσ μόνο με τισ τρεισ κορυφζσ. Με τισ άλλεσ τι γίνεται; 

Κ: Τι δθλαδι να φζρω και από εδϊ; 

Ε: Μπορείσ να δεισ τι γίνεται με τισ άλλεσ κορυφζσ; 

Κ: … Αφοφ εδϊ δεν γίνεται πάλι. Αφοφ ζχω φζρει τθ διαγϊνιο από εδϊ μζχρι εδϊ το ίδιο 

αποτζλεςμα ζχω. 

Ε: Και αυτό ςυμβαίνει και με τισ υπόλοιπεσ κορυφζσ; 

Κ: Ναι. Τισ ζχω ιδθ φζρει. 

 

Τθν ίδια μζκοδο χρθςιμοποιεί και ςτθν περίπτωςθ του επταγϊνου. Λςχυρίηεται ότι 

μπορεί για να υπολογίςει τον αρικμό των διαγωνίων αρκεί να βρει από ποιεσ 

κορυφζσ διζρχονται διαγϊνιεσ. Θ ςτρατθγικι αυτι γριγορα αποδεικνφεται 

λανκαςμζνθ και ανακεωρείται.   

 

Κ: (ςχεδιάηει επτάγωνο) Τζςςερισ από εδϊ. Τζςςερισ και εδϊ. Άρα από κάκε κορυφι 

μπορϊ να φζρω τζςςερισ. Άρα, κα είναι δϊδεκα; 

Ε: Μπορείσ να μου εξθγιςεισ γιατί; 

Κ: Κα είναι δϊδεκα γιατί μόνο τρεισ (κορυφζσ) χρειαηόμαςτε αφοφ μετά άμα φζρουμε τισ 

τρεισ κα ςυμπίπτουν όλεσ μεταξφ τουσ. 

Ε: Το ζλεγξεσ αυτό. Είςαι ςίγουροσ ότι χρειάηεται να φζρουμε μόνο από τρεισ κορυφζσ τισ 

διαγϊνιεσ; 

Κ: Νομίηω ναι. 

Ε: Για παράδειγμα από αυτι τθν κορυφι τισ ζχουμε φζρει όλεσ; (υποδεικνφω κορυφι) 

Κ: Πχι. Ζχει άλλεσ δφο. Γιατί τισ δφο τισ ζχω ξαναφζρει. Και από εδϊ μπορϊ να φζρω μία. 

 

Μετά από τθν απόρριψθ τθσ προθγοφμενθσ ςτρατθγικισ, ο μακθτισ επιςτρζφει ςτθ 

μελζτθ του εξαγϊνου και γράφει κάποιεσ αρικμθτικζσ πράξεισ προςπακϊντασ να 

προςεγγίςει το αποτζλεςμα μζςα από ζνα αλγεβρικό μοτίβο. Επιβεβαιϊνοντασ ότι 

το μοτίβο αυτό επαλθκεφεται και ςτθν περίπτωςθ του πενταγϊνου ιςχυροποιείται 

και εφαρμόηεται με βεβαιότθτα και ςτθν περίπτωςθ του επταγϊνου. 

 

Κ: 3 επί 6…18 το εξάγωνο; 

Ε: Ρωσ υπολόγιςεσ ότι οι διαγϊνιεσ κα είναι 16; 

Κ: Είπα ότι μποροφμε να φζρουμε τρεισ (διαγϊνιεσ) από κάκε κορυφι. Άρα ςε 6 κορυφζσ 

κα είναι 18 

Ε: Πμωσ θ δραςτθριότθτα μασ λζει ότι το εξάγωνο ζχει εννζα διαγϊνιεσ. Τι ζχουμε κάνει 

λάκοσ; 

Κ: Α ναι! Δια δφο βγαίνει! 
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Ε: Μποροφμε όμωσ να εξθγιςουμε γιατί πρζπει να διαιρζςουμε με δφο. 

Κ: Γιατί βγαίνουν τα νοφμερα. Και ςτο πεντάγωνο είναι ζτςι 2 επί 5 κάνει 10, δια 2 ορίςτε 

5. 

Ε: Συνεπϊσ, μπορείσ να… 

Κ: Άρα τζςςερισ που ζχουμε εδϊ (επτάγωνο) επί 7 μασ κάνει 28.. Και δια δυο.. Ζχει 13 το 

επτάγωνο. 

 

Ο μακθτισ εκφράηει τθν πεποίκθςι του ότι αφοφ το μοτίβο που κατζλθξε 

εφαρμόηεται ςτα πολφγωνα τθσ δραςτθριότθτασ, κα ιςχφει για κάκε πολφγωνο. 

Ωςτόςο το μοτίβο αυτό μπορεί να χρθςιμοποιθκεί μόνο όταν ξζρουμε πόςεσ 

διαγϊνιεσ διζρχονται από κάκε κορυφι. Θ ανατροπι αυτι τον οδθγεί να 

αναηθτιςει ζναν τρόπο υπολογιςμοφ τουσ. Ο υπολογιςμόσ και ςε αυτι τθ 

περίπτωςθ γίνεται με αρικμθτικι προςζγγιςθ. 

 

Ε: Ωραία ςτο ςυγκεκριμζνο πολφγωνο μποροφμε να φζρουμε τζςςερισ διαγϊνιεσ. Στο 

εξάγωνο πόςεσ μποροφμε να φζρουμε; 

Κ: Τρεισ. 

Ε: Γιατί μποροφμε να φζρουμε τρεισ και όχι τζςςερισ για παράδειγμα; 

Κ: Γιατί ζχει λιγότερεσ κορυφζσ. Και ςτο πεντάγωνο πόςεσ μποροφμε δφο. 

Ε: Εκτόσ του ότι ζχει λιγότερεσ κορυφζσ μποροφμε να παρατθριςουμε κάτι άλλο; 

Κ: … 

Ε: Υπάρχει κάποια ςχζςθ ανάμεςα ςτον αρικμό των κορυφϊν και τον αρικμό των 

διαγωνίων που μποροφμε να φζρουμε από κάκε κορυφι; 

Κ: Ζχει….Κάκε φορά προςκζτω μία. 

 

Ο μακθτισ κεωρεί απαραίτθτθ προχπόκεςθ για τον υπολογιςμό των διαγωνίων τον  

ςχεδιαςμό του πολυγϊνου ακόμα και όταν αυτό ζχει μεγάλο αρικμό κορυφϊν.  

Ε: Σε ζνα εικοςάγωνο κα ςυμβαίνει το ίδιο;  

Κ: Κα ςχεδιάςουμε το εικοςάγωνο και κα μετριςουμε πόςεσ διαγϊνιεσ ζχει κάκε 

κορυφι. Μετά κα πολλαπλαςιάςουμε με το 20 και κα διαιρζςουμε με δυο.  

 

Τζλοσ, δεν κατανοεί τθν ζννοια του ν-γϊνου και αδυνατεί να ςυμβολίςει με κάποια 

αλγεβρικι ςχζςθ το μοτίβο εφρεςθσ των αρικμϊν των διαγωνίων ενόσ πολυγϊνου. 

 

Ε: Σε ζνα ν-γωνο τι κα ςυμβαίνει; 

Κ: Σε ζνα ν-γωνο; Δθλαδι; 

Ε: Ζνα ν-γωνο είναι ζνα πολφγωνο με ν κορυφζσ. Αν ν είναι ο αρικμόσ 5 κα είναι το 

πεντάγωνο. Αν ν είναι ο αρικμόσ 6 κα είναι το εξάγωνο. 

Κ: Ε ωραία.. Το ίδιο πράγμα. Κα το ςχεδιάςουμε και κα μετριςουμε τισ κορυφζσ… 

Ε: Αν δεν ξζρουμε ποιοσ αρικμόσ είναι ο ν μποροφμε να βροφμε ζναν τφπο που αρχικά να 

υπολογίηει τον αρικμό των διαγωνίων που φζρουμε από κάκε κορυφι; 

Κ: Αν δεν ξζρουμε το ν όχι. Ροιο πολφγωνο κα είναι; Ρϊσ κα το ςχεδιάςουμε; 
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Για τον μακθτι Κ, ζναν μθ-οπτικό μακθτι με χαμθλζσ ςχολικζσ επιδόςεισ, θ 

αξιοποίθςθ τθσ οπτικοποίθςθσ υπόκειται ςε αρκετοφσ περιοριςμοφσ όπωσ 

προζκυψε από τθν ανάλυςθ τθσ πρϊτθσ δραςτθριότθτασ. Στθν περίπτωςθ τθσ 

δεφτερθσ δραςτθριότθτασ,  ο μακθτισ ςχεδιάηει πολφγωνα και απλϊσ επιβεβαιϊνει 

τα δεδομζνα που δίνονται, χωρίσ να αναγνωρίηει κάποια κοινι διαδικαςία. Μετά 

από υπόδειξθ μελετά τθ διαδικαςία χάραξθσ των διαγωνίων και κατορκϊνει να 

παρατθριςει τισ δυο απαραίτθτεσ προχποκζςεισ για τθ διαμόρφωςθ τθσ 

ηθτοφμενθσ αρικμθτικισ ςχζςθσ. Θ οπτικι μζκοδοσ φαίνεται αναποτελεςματικι 

κακϊσ οδθγεί τον μακθτι ςε εςφαλμζνα ςυμπεράςματα και εγκαταλείπεται χάριν 

μιασ αρικμθτικισ προςζγγιςθσ για τθν εφρεςθ του μοτίβου. Θ ςτρατθγικι που 

προκφπτει μζςα από τθν προςζγγιςθ είναι ορκι, και ιςχυροποιείται με τθν 

επαλικευςθ ςτα υπόλοιπα πολφγωνα, κεωρεί όμωσ αναγκαίο τον ςχεδιαςμό του 

πολυγϊνου. Το γεγονόσ ότι το μοτίβο δεν μπορεί να επεξθγθκεί με τθ βοικεια των 

ςχθμάτων ςε ςυνδυαςμό με τθν απουςία τθσ γενίκευςθσ, κάνει αδφνατθ τθν 

μετάφραςθ του μζςα από μια αλγεβρικι ςχζςθ. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4Ο  

΢ΤΜΠΕΡΑ΢ΜΑΣΑ 

4.1 ΢υμπεράςματα- ΢υηιτθςθ 

Θ πρϊτθ φάςθ τθσ ζρευνασ, μζςα από τθν οποία προζκυψε ο Βακμόσ 

Οπτικότθτασ κάκε μακθτι, αποτζλεςε το κριτιριο επιλογισ των ζξι μακθτϊν που 

ςυμμετείχαν ςτθ δεφτερθ και ουςιαςτικι φάςθ των ςυνεντεφξεων. Θ ςυηιτθςθ που 

ακολουκεί είναι βαςιςμζνθ ςτθν κατθγοριοποίθςθ των μακθτϊν όπωσ αυτι 

προζκυψε από τθν ανάλυςθ των αποτελεςμάτων. Ο οπτικόσ μακθτισ Α και ο μθ-

οπτικόσ μακθτισ Γ παρατθρικθκε ότι παρουςιάηουν ςαφι προτίμθςθ ςε μια 

μζκοδο προςζγγιςθσ. Λδιαίτερθ αίςκθςθ κάνει θ περίπτωςθ του μακθτι Α ο οποίοσ 

εμφάνιςε τον υψθλότερο Βακμό Οπτικότθτασ, ταξινομικθκε από τον διδάςκοντα 

τθσ τάξθσ ανάμεςα ςτουσ μακθτζσ υψθλϊν επιδόςεων, ωςτόςο θ αναλογία ςωςτϊν 

και λάκοσ απαντιςεων ιταν μόλισ 2Σ-10Λ, ςε αντίκεςθ με τον μακθτι Γ που είχε 

αναλογία 8Σ-4Λ. Ο οπτικόσ μακθτισ Β και ο μθ οπτικόσ μακθτισ Δ, είναι μακθτζσ 

υψθλϊν επιδόςεων, που φάνθκε ότι μποροφν να χρθςιμοποιοφν με ευελιξία και τισ 

δφο μεκόδουσ ςυλλογιςμοφ, ενϊ εμφάνιςαν μζτριεσ επιδόςεισ ςτθν πρϊτθ φάςθ 

τθσ ζρευνασ. Τζλοσ, ο οπτικόσ μακθτισ Η και μθ οπτικόσ Κ παρουςίαςαν πολφ 

χαμθλζσ επιδόςεισ ςτθν πρϊτθ φάςθ, που δικαιολογείται εν μζρει από τισ χαμθλζσ 

ςχολικζσ τουσ επιδόςεισ.  

 Θ ιςχυρι δζςμευςθ του μακθτι Α από τθν οπτικι προςζγγιςθ επαλθκεφεται 

μζςα από τθν ανάλυςθ των δφο δραςτθριοτιτων. Στθν πρϊτθ δραςτθριότθτα θ 

επιχειρθματολογία του μακθτι ςτθρίηεται ςε μεγάλο βακμό ςτισ οπτικζσ 

παρατθριςεισ και επιλζγεται κάκε φορά που του ηθτείται να επεξθγιςει τουσ 

ιςχυριςμοφσ του. Μόνο όταν θ οπτικι προςζγγιςθ παρζχει ςτον μακθτι  απόλυτθ 

βεβαιότθτα για τθν ορκότθτα τουσ, επιλζγει να τεκμθριϊςει και κεωρθτικά τα 

επιχειριματά του. Ραρόλα αυτά, θ απόδειξθ που παρακζτει είναι ςε μορφι 

ςυμπεράςματοσ, αποτζλεςμα των οπτικϊν παρατθριςεων, και δεν εμφανίηει 

γνωςτικι ςυνζχεια με τθν προθγοφμενθ επιχειρθματολογία του. Θ φάςθ του 

δυναμικοφ περιβάλλοντοσ ενϊ, ουςιαςτικά λειτουργεί ωσ επιβεβαιωτικόσ 

παράγοντασ τθσ φάςθσ τθσ εικαςίασ και δεν  προςφζρει νζα επιχειριματα, δρα 

ενιςχυτικά ςτθ παραγωγι τθσ απόδειξθσ κακϊσ τελικά ο μακθτισ παρακζτει μια 

απαγωγικι μεν απόδειξθ θ οποία, όμωσ, διακζτει κεωρθτικι επιχειρθματολογία. 

Στθ δεφτερθ δραςτθριότθτα, ο μακθτισ χρθςιμοποιεί αποκλειςτικά και μόνο οπτικό 

ςυλλογιςμό για τθν παραγωγι τθσ ηθτοφμενθσ αλγεβρικισ ςχζςθσ, προςεγγίηοντασ 

τθν μζςα από τθν ανάλυςθ τθσ διαδικαςίασ. Ωςτόςο, οδθγείται ςε λάκοσ γιατί 

αποτυγχάνει να παρατθριςει και να εντάξει ςτο μοτίβο το ςτοιχείο τθσ διπλισ 

καταμζτρθςθσ των διαγωνίων κακϊσ κάκε του επαλικευςθ περιζχει οπτικι πλάνθ. 
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Τζλοσ, θ προςζγγιςθ του μακθτι μζςα από τθν ανάλυςθ τθσ διαδικαςίασ παρζχει τθ 

βεβαιότθτα για τθν ιςχφ τθσ αλγεβρικισ ςχζςθσ ςε όλα τα πολφγωνα. 

 Στον αντίποδα, ο μακθτισ Γ δείχνει ςαφι προτίμθςθ ςτθ χριςθ των μθ 

οπτικϊν μεκόδων. Στθν πρϊτθ δραςτθριότθτα είναι προφανζσ ότι ο οπτικόσ 

ςυλλογιςμόσ εγκαταλείπεται ςφντομα ωσ επιςφαλισ και μθ ικανόσ να παρζχει 

απαντιςεισ, και θ επιχειρθματολογία του μακθτι ςτρζφεται ςτθν ανάκλθςθ 

κεωρθτικϊν γνϊςεων. Ραρά τθν ακριβι λεκτικι κεωρθτικι επιχειρθματολογία, θ 

απόδειξθ που παρακζτει ο μακθτισ δεν παρουςιάηει γνωςτικι ςυνζχεια κακϊσ 

δίδεται με τθν μορφι ςυμπεράςματοσ, μζςα από τθν οπτικι παρατιρθςθ, 

απουςιάηοντασ πλιρωσ θ επιχειρθματολογία. Θ εναςχόλθςθ του μζςα ςτο δυναμικό 

περιβάλλον είναι επιφανειακι κακϊσ θ βεβαιότθτα των κεωρθτικϊν γνϊςεων δεν 

δθμιουργεί τθν ανάγκθ οπτικισ εξερεφνθςθσ τθσ δραςτθριότθτασ. Θ απόδειξθ που  

διατυπϊνει ςτο τζλοσ τθσ τρίτθσ φάςθσ είναι βελτιωμζνθ, όμωσ εξακολουκεί να 

απουςιάηει θ κεωρθτικι επιχειρθματολογία παρότι ιταν ρθτά εκπεφραςμζνθ ςε 

όλεσ τισ προθγοφμενεσ φάςεισ. Κατά παρόμοιο τρόπο, ο οπτικόσ ςυλλογιςμόσ 

χρθςιμοποιείται από τον μακθτι μόνο ωσ εναρκτιριο και βοθκθτικό βιμα και ςτθν 

δεφτερθ δραςτθριότθτα. Μόλισ άρχιςε να διαμορφϊνεται ζνα μοτίβο υπολογιςμοφ 

των διαγωνίων θ ανάλυςθ τθσ διαδικαςίασ εγκαταλείπεται πλιρωσ χάριν τθσ 

αρικμθτικισ προςζγγιςθσ του αποτελζςματοσ. Θ ηθτοφμενθ αλγεβρικι ςχζςθ 

διαμορφϊνεται μζςα από τθ διαδικαςία αρικμθτικισ δοκιμισ και επαλικευςθσ, 

ωςτόςο ο μακθτισ δεν μπορεί να παρζχει εγγυιςεισ για τθν γενικι ιςχφ τθσ παρά τθ 

διαιςκθτικι βεβαιότθτά του.  

 Ο μακθτισ Β είναι ζνασ οπτικόσ μακθτισ που χρθςιμοποιεί με ςχετικι 

ευελιξία τόςο τον οπτικό όςο και τον λογικό ςυλλογιςμό. Κατά τθν ανάλυςθ τθσ 

πρϊτθσ δραςτθριότθτασ, παρά το γεγονόσ ότι ςτθ φάςθ τθσ οπτικοποίθςθσ αναλφει 

δομικά τα ςχιματα και κάνει οπτικζσ παρατθριςεισ, όταν καλείται να 

επιχειρθματολογιςει εγκαταλείπει πλιρωσ τον οπτικό ςυλλογιςμό επιλζγοντασ να 

ανακαλζςει τισ κεωρθτικζσ του γνϊςεισ. Ραρά τα γνωςτικά κενά που 

δθμιουργοφνται ςτθν επιχειρθματολογία του εξαιτίασ τθσ εςφαλμζνθσ γνϊςθσ που 

χρθςιμοποιεί, εμμζνει ςε αυτι δείχνοντασ μεγάλθ εμπιςτοςφνθ ςτον λογικό του 

ςυλλογιςμό. Θ απόδειξθ που παρακζτει παρουςιάηει μεν γνωςτικι ςυνζχεια ωσ 

προσ το αναφορικό ςφςτθμα, περιζχει όμωσ ςθμαντικζσ αςτοχίεσ κακϊσ κινείται 

αμφιςιμαντα μεταξφ των δεδομζνων και του ηθτοφμενου ςυμπεράςματοσ. Θ φάςθ 

του δυναμικοφ περιβάλλοντοσ, προςφζρει τθν απαραίτθτθ γνωςτικι ςφγκρουςθ 

ϊςτε ο μακθτισ να ανακεωριςει πλιρωσ τθν προθγοφμενθ επιχειρθματολογία του. 

Ο οπτικόσ και ο λογικόσ ςυλλογιςμόσ βρίςκονται ςε ςυνεχι αλλθλεπίδραςθ κακϊσ 

κάκε οπτικι παρατιρθςθ αποκτά νόθμα μζςα από τθν κεωρθτικι επεξιγθςθ. Θ 

απόδειξθ, τζλοσ, που διατυπϊνεται είναι μία πλιρθσ και λογικά δομθμζνθ 

παραγωγικι απόδειξθ. Θ ίδια ευζλικτθ χριςθ των δφο προςεγγίςεων αποτυπϊνεται 

και ςτθ δεφτερθ δραςτθριότθτα. Θ ανάλυςθ τθσ διαδικαςίασ και θ αρικμθτικι 
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προςζγγιςθ του αποτελζςματοσ αλλθλοςυμπλθρϊνονται με τζτοιο τρόπο ϊςτε να 

εξαςφαλίηεται τόςο θ ορκι αλγεβρικι ςχζςθ όςο και θ αιτιολόγθςθ τθσ γενικισ 

ιςχφσ τθσ. 

 Θ ίδια άνεςθ και ευελιξία ςτθν μετακίνθςθ μεταξφ οπτικοφ και λογικοφ 

ςυλλογιςμοφ παρατθρείται και ςτον μθ οπτικό μακθτι Δ. Και ςτισ δφο 

δραςτθριότθτεσ τόςο θ οπτικι, όςο και θ μθ οπτικι προςζγγιςθ βρίςκονται ςε 

αλλθλουχία και ομαλι ςυνεργαςία και επιλζγονται από τον μακθτι ανάλογα με το 

είδοσ και τθν αςφάλεια των πλθροφοριϊν που παρζχουν. Κάκε φορά που θ μία 

μζκοδοσ αποτυγχάνει να δϊςει αςφαλείσ πλθροφορίεσ ι δθμιουργεί γνωςτικά 

κενά, ο μακθτισ καταφεφγει ςτθν άλλθ για να αναηθτιςει ι να επαλθκεφςει τισ 

απαντιςεισ.   Πςον αφορά ςτθν ςχζςθ επιχειρθματολογίασ και απόδειξθσ, αξίηει να 

ςθμειωκεί ότι ςτθν πρϊτθ δραςτθριότθτα, ο μακθτισ παρακζτει εξ αρχισ μια 

δομθμζνθ απόδειξθ με κεωρθτικά επιχειριματα που παρουςιάηει γνωςτικι 

ςυνζχεια με τθν απαγωγικι επιχειρθματολογία του. Θ φάςθ του δυναμικοφ 

περιβάλλοντοσ δρα εξαιρετικά υποςτθρικτικά ωσ προσ τθ δομι και τθν 

επιχειρθματολογία του, κακϊσ ο μακθτισ αναδιατυπϊνει μια παραγωγικι 

απόδειξθ, πλιρθσ ωσ προσ το περιεχόμενο και τθν επιχειρθματολογία ςε κεωρθτικό 

πλαίςιο. Ομοίωσ, ςτθ δεφτερθ δραςτθριότθτα θ ανάλυςθ τθσ διαδικαςίασ και θ 

ςυνεχισ επαλικευςθ μζςα από τθν αρικμθτικι προςζγγιςθ προςφζρει τθ 

βεβαιότθτα ςτον μακθτι για τθν ορκότθτα του αλγεβρικοφ μοτίβου και τθν γενικι 

του ιςχφ. 

 Ο μακθτισ Η είναι ζνασ οπτικόσ μακθτισ χαμθλϊν επιδόςεων και κατ’ 

επζκταςθ περιοριςμζνων κεωρθτικϊν γνϊςεων, όπωσ ζγινε ιδιαίτερα φανερό ςτθν 

πρϊτθ δραςτθριότθτα. Ραρά το γεγονόσ, ότι ο μακθτισ εςτιάηει ςε δομικά ςτοιχεία 

των ςχθμάτων και αναγνωρίηει, ζςτω και διαιςκθτικά, τθν ιςότθτα και διχοτόμθςθ 

των διαγωνίων δεν καταφζρνει να αξιοποιιςει τισ παρατθριςεισ αυτζσ ςε μια 

λογικι επιχειρθματολογία, κακϊσ το ενδιαφζρον του ςτρζφεται ςε διάφορα 

αςφνδετα χαρακτθριςτικά των ςχθμάτων. Στθ φάςθ τθσ εικαςίασ  κατορκϊνει μόνο 

να αναγνωρίςει τα τετράπλευρα που ικανοποιοφν τον ιςχυριςμό μζςα από τθν 

οπτικι παρατιρθςθ. Ωςτόςο, μζςα ςτο δυναμικό περιβάλλον, οι ζννοιεσ τθσ 

διχοτόμθςθσ και ιςότθτασ φαίνεται να αποκτοφν νόθμα και να περιλαμβάνονται ωσ 

βαςικά ςυςτατικά τθσ επιχειρθματολογίασ του μακθτι. Στο τζλοσ, μάλιςτα, τθσ 

φάςθσ αυτισ διατυπϊνει μια ςχετικϊσ δομθμζνθ απόδειξθ με επιχειριματα, τα 

οποία όμωσ προκφπτουν μζςα από τθν οπτικι παρατιρθςθ κακϊσ ςε κανζνα 

ςθμείο τθσ επιχειρθματολογίασ δεν ζγινε φανερι κάποια ςφνδεςθ με 

προθγοφμενεσ κεωρθτικζσ γνϊςεισ. Ομοίωσ, και ςτθ δεφτερθ δραςτθριότθτα ο 

μακθτισ δείχνει τθ ςαφι προτίμθςι του ςτθ χριςθ οπτικϊν διαδικαςιϊν επίλυςθσ. 

Μετά από αρκετι κακοδιγθςθ ςτρζφεται ςτθν ανάλυςθ τθσ διαδικαςίασ χάραξθσ 

των διαγωνίων. Ραρά το γεγονόσ ότι θ ανάλυςθ αυτι προςφζρει ςτον μακθτι τθν 

απαραίτθτθ επιχειρθματολογία, δεν καταφζρνει να διαμορφϊςει μια ςτρατθγικι 
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για τον υπολογιςμό τουσ και να τθν αποτυπϊςει ςε μια αλγεβρικι ςχζςθ. Επιπλζον, 

δεν ιταν δυνατόν να χειριςτεί τθν ζννοια του ν-γωνου ςυνεπϊσ δεν ιταν δυνατό να 

αποφανκεί για τθν γενικι ιςχφ του μοτίβου που εντόπιςε για τον υπολογιςμό του 

πλικουσ των διαγωνίων ανά κορυφι, κεωρϊντασ απαραίτθτθ προχπόκεςθ τθν 

φπαρξθ ενόσ ςχιματοσ. 

 Θ ζλλειψθ κεωρθτικοφ υποβάκρου αποτελεί εμπόδιο και για τον μθ οπτικό 

μακθτι Κ. Λδιαιτζρωσ ςτθν πρϊτθ δραςτθριότθτα, ο μακθτισ δεν μπορεί να 

επωφελθκεί και να αναπτφξει μια επιχειρθματολογία βαςιςμζνθ ςτον οπτικό 

ςυλλογιςμό, κακϊσ θ προςοχι του δεν εςτιάηεται ςε δομικά ςυςτατικά των 

ςχθμάτων. Μετά από υψθλι κακοδιγθςθ αναγνωρίηει τθν ιςότθτα των διαγωνίων 

ςτα ορκογϊνια παραλλθλόγραμμα, παρατιρθςθ που δεν είναι ικανι να 

διαμορφϊςει μια εικαςία και να προωκιςει τθν επιχειρθματολογία. Μζςα ςτο 

δυναμικό περιβάλλον του υπολογιςτι, θ επιβεβλθμζνθ οπτικοποίθςθ δεν φαίνεται 

να ενιςχφει ςθμαντικά τθν επιχειρθματολογία του, αντικζτωσ δθμιουργεί και μια 

οπτικι πλάνθ ωσ τθν ιςότθτα των διαγωνίων που διζρχονται από το κζντρο. Κατά τθ 

φάςθ αυτι, ο μακθτισ κατορκϊνει να εςτιάςει ςτθν ιςότθτα τουλάχιςτον των 

διαγωνίων ωσ απαραίτθτο ςτοιχείο τθσ επιχειρθματολογίασ του, δικαιολογϊντασ το 

και κεωρθτικά. Ακολοφκωσ επιδίδεται ςε μια κυκλικι επιχειρθματολογία όπου τα 

δεδομζνα και το ηθτοφμενο ταυτίηονται. Θ απόδειξθ που διατυπϊνει δίδεται ςε 

μορφι ςυμπεράςματοσ μζςα από τθν οπτικι παρατιρθςθ, απουςιάηοντασ πλιρωσ 

θ επιχειρθματολογία. Στθ δεφτερθ δραςτθριότθτα, θ ςυλλογιςτικι πορεία του 

μακθτι παρουςιάηει ςθμαντικζσ ομοιότθτεσ με αυτι του μθ οπτικοφ μακθτι Γ. Θ 

οπτικι προςζγγιςθ μζςα από τθν ανάλυςθ τθσ διαδικαςίασ χάραξθσ των διαγωνίων 

αποτελεί μόνο ζνα βοθκθτικό βιμα για τθν αρχικι διαμόρφωςθ του μοτίβου. Στθ 

ςυνζχεια, ο οπτικόσ ςυλλογιςμόσ εγκαταλείπεται πλιρωσ και ο μακθτισ μζςα από 

τθ διαδικαςία δοκιμισ και επαλικευςθσ διαμορφϊνει μία ςτρατθγικι εφρεςθσ των 

διαγωνίων ςε ζνα γνωςτό πολφγωνο, κεωρϊντασ απαραίτθτο τον ςχεδιαςμό του. 

Επιπλζον, ο μακθτισ αντιμετωπίηει δυςκολία ςτθν κατανόθςθ τθσ ζννοιασ του ν-

γϊνου και δεν καταφζρνει να γενικεφςει το μοτίβο αυτό ςε μια αλγεβρικι ςχζςθ. 

 Είναι ςαφζσ ότι θ οπτικοποίθςθ δεν αποτελεί πανάκεια και δεν μπορεί να 

χρθςιμοποιθκεί με τθν ίδια επιτυχία από όλουσ τουσ μακθτζσ. Θ ιςορροπία μεταξφ 

οπτικϊν και λογικϊν λειτουργιϊν που χαρακτθρίηει τουσ μακθτζσ Β και Δ, και ο 

ΜcKim αποκαλεί αμφιδζξια ςκζψθ (ambidextrous thinking), αποτελεί πλεονζκτθμα 

τθσ μακθματικισ ςκζψθσ και φαίνεται να ενιςχφει τθν διαμόρφωςθ εικαςιϊν, τθν 

επιχειρθματολογία και κατ’ επζκταςθ τθν παραγωγι αποδείξεων. Το γεγονόσ, 

μάλιςτα, ότι ο μακθτισ Δ είναι ζνασ μθ οπτικόσ μακθτισ επαλθκεφει τουσ Presmeg 

(1986) και Kruteskii (1976), που υποςτθρίηουν πωσ ςυχνά μακθτζσ παρόλο που 

διακζτουν τθ δεξιότθτα τθσ οπτικισ μεκόδου επιλζγουν να μθν τθν χρθςιμοποιοφν 

χάριν ευκολίασ ι καταλλθλότθτασ. Για τουσ δφο μακθτζσ, ο οπτικόσ και λογικόσ 

ςυλλογιςμόσ φαίνεται να αλλθλεπιδροφν ςε κάκε βιμα τθσ αποδεικτικισ 
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διαδικαςίασ με τρόπο αμφίδρομο, ενιςχφοντασ τελικά τθν καταςκευι μιασ 

παραγωγικισ απόδειξθσ. 

  Στον αντίποδα, ο μακθτισ Γ φαίνεται γνωςτικά εξαρτθμζνοσ από τθν λογικι 

και αλγορικμικι διαδικαςία, αρνοφμενοσ να αναγνωρίςει τα πλεονεκτιματα τθσ 

οπτικοποίθςθσ, φαινόμενο που ζχουν αναδείξει και οι Εisenberg & Dreyfus (1991) 

και Rosken & Rolken (2006). Είναι φανερό ότι ο μακθτισ Γ αντιμετϊπιςε με 

δυςπιςτία και επιςφάλεια τθν οπτικι προςζγγιςθ καταφεφγοντασ ςτθν αςφάλεια 

των κεωρθτικϊν και διαδικαςτικϊν οδϊν. Θ οπτικι προςζγγιςθ χρθςιμοποιείται 

μόνο επιφανειακά και εγκαταλείπεται πλιρωσ όταν ο λογικόσ ςυλλογιςμόσ βρίςκει 

πρόςφορο ζδαφοσ. Αντικζτωσ, για τον μακθτι Α θ οπτικοποίθςθ ιταν ο 

παράγοντασ που παρείχε εγκυρότθτα και επιβεβαίωςθ ςτισ εικαςίεσ και τα 

επιχειριματά του. Ο οπτικόσ ςυλλογιςμόσ χρθςιμοποιείται ςχεδόν κατ’ 

αποκλειςτικότθτα και μόνο όταν θ βεβαιότθτα που παρζχεται από τισ οπτικζσ 

παρατθριςεισ είναι ιςχυρι πραγματοποιείται θ ςφνδεςθ με τον λογικό ςυλλογιςμό, 

παρατιρθςθ που ςυμβαδίηει με τα λεγόμενα του Jones (2000). Θ ςχεδόν 

αποκλειςτικι και άκαμπτθ χριςθ των προτιμϊμενων προςεγγίςεων δεν φαίνεται να 

εξαςφαλίηει πάντοτε το επικυμθτό λογικό πζραςμα από τθν εικαςία ςτθν απόδειξθ. 

  Αναφορικά με τουσ μακθτζσ Η και Κ, θ αδυναμία τουσ να «δουν» τα 

ςχιματα με διαφορετικζσ οπτικζσ και να μετακινιςουν τθν προςοχι τουσ από τα 

επιμζρουσ ςτοιχεία του διαγράμματοσ ςτο ςφνολο και αντίςτροφα, αποτελεί 

ςθμαντικό εμπόδιο ςτον ςυλλογιςμό τουσ. Άλλωςτε θ αξιοποίθςθ των εικόνων 

εξαρτάται ςε μεγάλο βακμό από τισ προθγοφμενεσ γνϊςεισ και, όπωσ 

επιςθμαίνεται από τουσ Arcavi (2003) και Presmeg (1986) πρζπει να ςυνοδεφεται 

από διαδικαςίεσ αναλυτικισ ςκζψθσ προκειμζνου να είναι αποτελεςματικι. Στουσ 

δφο μακθτζσ δεν αναγνωρίηεται κάποια μορφι αλλθλεπίδραςθσ μεταξφ οπτικοφ και 

λογικοφ ςυλλογιςμοφ, κακϊσ ο κακζνασ χρθςιμοποιεί ςχεδόν κατ’ αποκλειςτικό 

τρόπο τθν προτιμθτζα μζκοδο. Είναι, όμωσ, αξιοςθμείωτο ότι ιδιαιτζρωσ ςτθν 

πρϊτθ δραςτθριότθτα ο οπτικόσ μακθτισ Η κατορκϊνει να διατυπϊςει μια 

δομθμζνθ λογικι απόδειξθ, μετά και τθ χριςθ του δυναμικοφ περιβάλλοντοσ, ενϊ 

αντικζτωσ για τον μακθτι Κ θ οπτικοποίθςθ δεν αποτελεί υποςτθρικτικό εργαλείο 

για τθν αποδεικτικι διαδικαςία. 

 Θ ανάλυςθ τθσ επιχειρθματολογίασ των μακθτϊν κατά τθν διαμόρφωςθ 

εικαςιϊν και τθν παραγωγι αποδείξεων ςτθν πρϊτθ δραςτθριότθτα είναι ςε 

απόλυτθ ςυμφωνία με τισ ζρευνεσ τθσ Pedemonte (2007) ςχετικά με τθ γνωςτικι 

ςυνζχεια. Στθ πλειοψθφία των μακθτϊν παρατθρείται ςυνζχεια ςτο αναφορικό 

ςφςτθμα, όχι όμωσ και ςτθ δομι. Το γνωςτικό χάςμα μεταξφ απαγωγικισ 

επιχειρθματολογίασ και παραγωγικισ απόδειξθσ γεφυρϊνεται μόνο ςτισ αποδείξεισ 

των μακθτϊν Β και Δ, μετά και τθν μεςολάβθςθ του δυναμικοφ περιβάλλοντοσ.  

Επιπλζον, ο μακθτισ Α παρακζτει μια απαγωγικι απόδειξθ που παρουςιάηει 
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γνωςτικι ςυνζχεια με τθν προθγοφμενθ επιχειρθματολογία του, ςε αντίκεςθ με τον 

μακθτι Γ όπου θ απόδειξθ που παρακζτει χαρακτθρίηεται από πολφ φτωχι 

επιχειρθματολογία ςε ςφγκριςθ με τθ λεκτικι του επιχειρθματολογία. Τζλοσ,  ο 

μακθτισ Η κατορκϊνει να δομιςει μια απαγωγικι απόδειξθ ςε αντιςτοιχία με τα 

οπτικά επιχειριματα που είχαν προθγθκεί ςε αντίκεςθ με τον μακθτι Κ που 

αναλϊνεται ςε μια κυκλικι επιχειρθματολογία, όπου τα δεδομζνα και το 

ςυμπζραςμα ταυτίηονται.  

 Από τθν ανάλυςθ τθσ επιχειρθματολογίασ τθσ δεφτερθσ δραςτθριότθτασ 

γίνεται κατανοθτό ότι θ γενίκευςθ που πθγάηει μζςα από τθν ανάλυςθ τθσ 

διαδικαςίασ προςφζρει τθ παραγωγικι βάςθ πάνω ςτθν οποία μπορεί να 

οικοδομθκεί μια απόδειξθ, όπωσ επιςθμαίνεται και από τθν Mariotti (2006). Και ςε 

αυτι τθν περίπτωςθ, θ αμφιδζξια ςκζψθ των μακθτϊν Β και Δ εξαςφάλιςε τθν πιο 

ολοκλθρωμζνθ επιχειρθματολογία τόςο ωσ προσ το αποτζλεςμα όςο και τθ γενικι 

ιςχφ του. Οι οπτικοί μακθτζσ Α και Η που χρθςιμοποίθςαν κατ’ αποκλειςτικότθτα 

τθν οπτικι μζκοδο μζςα από τθν παρατιρθςθ τθσ κανονικότθτασ τθσ διαδικαςίασ  

δεν κατόρκωςαν να ξεπεράςουν τα οπτικά εμπόδια που εμφανίςτθκαν και 

οδθγικθκαν ςε λανκαςμζνο αποτζλεςμα. Αντικζτωσ, οι μθ οπτικοί μακθτζσ Γ και Κ 

αναγνϊριςαν τθν κανονικότθτα του αποτελζςματοσ μζςα από μια ςειρά 

υπολογιςμϊν, χωρίσ όμωσ να μποροφν να επιβεβαιϊςουν τθν γενικι ιςχφ του 

μοτίβου που προζκυψε. 

 Στο ςθμείο αυτό πρζπει να γίνει αναφορά ςτθ ςυμβολι τθσ οπτικοποίθςθσ 

ςτθν επιχειρθματολογία, ιδιαιτζρωσ ςτθ φάςθ του δυναμικοφ περιβάλλοντοσ. 

Ενδιαφζρον παρουςιάηουν οι περιπτϊςεισ των μακθτϊν Η και Κ εξαιτίασ των 

περιοριςμζνων κεωρθτικϊν γνϊςεων. Ο οπτικόσ μακθτισ Η, μζςα ςτο περιβάλλον 

του υπολογιςτι, κατορκϊνει να ανακαλφψει τισ ιδζεσ κλειδί απαραίτθτεσ για να 

γεφυρϊςουν τθ διαιςκθτικι του επιχειρθματολογία με τθν τυπικι απόδειξθ, όπωσ 

ζχει επιςθμανκεί και από τουσ Ramon & Weber (2006), και τζλοσ να δομιςει μια 

ικανοποιθτικι απόδειξθ, όχι όμωσ και να πραγματοποιιςει ςυνδζςεισ με 

προθγοφμενεσ κεωρθτικζσ γνϊςεισ. Ραράλλθλα, ο μθ-οπτικόσ μακθτισ Κ δεν 

αξιοποιεί ςε μεγάλο βακμό τθν επιβεβλθμζνθ οπτικοποίθςθ παρά μόνο ςτθν 

αναγνϊριςθ τθσ ιςότθτασ των διαγωνίων, χωρίσ να κατορκϊςει να παράγει μια 

αλυςίδα λογικϊν επιχειρθμάτων που να δομιςουν μια απόδειξθ. Επιπλζον, παρά 

τουσ φόβουσ των πολζμιων τθσ χριςθσ των νζων τεχνολογιϊν ςτθ ςχολικι πρακτικι 

κανζνασ από τουσ μακθτζσ δεν κεϊρθςε αυταπόδεικτο ζναν διαιςκθτικά προφανι 

ιςχυριςμό που επαλθκεφεται οπτικά και αρικμθτικά από τα εργαλεία του 

δυναμικοφ περιβάλλοντοσ. Αντικζτωσ, ςτθν πλειοψθφία τουσ επιδεικνφουν τθν 

ανάγκθ να αιτιολογιςουν με μακθματικι γλϊςςα και λογικοφσ ιςχυριςμοφσ όςα 

απεικονίηονταν ςτθν οκόνθ. Τζλοσ, θ ςυμβολι του υπολογιςτι ιταν ςθμαντικι 

ακόμα και ςτθ μορφι των τελικϊν αποδείξεων. Θ απόδειξθ του μακθτι Α δόκθκε 

αρχικά με τθ μορφι οπτικοφ ςυμπεράςματοσ, ενϊ εξελίχκθκε ςε μια ολοκλθρωμζνθ 
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απόδειξθ με απαγωγικι δομι και κεωρθτικά επιχειριματα ςτο τζλοσ τθσ τρίτθσ 

φάςθσ. Για τον μακθτι Β θ ςυμβολι τθσ τρίτθσ φάςθσ ιταν εξαιρετικά ςθμαντικι 

κακϊσ μετζτρεψε μια πλιρωσ λανκαςμζνθ απόδειξθ ςε μια παραγωγικι απόδειξθ, 

με κεωρθτικι επιχειρθματολογία και διερεφνθςθ όλων των πικανϊν τετραπλεφρων. 

Αλλά, ακόμα και για τον μακθτι Δ, θ πλιρθσ κατά τ ’άλλα απαγωγικι απόδειξθ τθσ 

φάςθσ τθσ οπτικοποίθςθσ, μετετράπθ ςε μια επικυμθτι παραγωγικι απόδειξθ ςτο 

τζλοσ τθσ τρίτθσ φάςθσ. 

 Συνοψίηοντασ τθν παροφςα εργαςία, θ οπτικοποίθςθ είναι δυνατόν να 

ενιςχφςει τθν κατανόθςθ, να βελτιϊςει τθν απόδοςθ νοιματοσ και να επθρεάςει τθ 

μορφι των επιχειρθμάτων που οι μακθτζσ παρζχουν κατά τθν αποδεικτικι 

διαδικαςία, αφοφ προθγουμζνωσ ζχουν απολζςει τθ βεβαιότθτα τθσ δεδομζνθσ 

αλικειασ των γεωμετρικϊν ιςχυριςμϊν.  Ωςτόςο, κάκε μορφισ οπτικοποίθςθ για 

να είναι επιτυχισ και να οδθγεί ςτθν καταςκευι μιασ απόδειξθσ που υπόκειται ςτα 

δεδομζνα τθσ μακθματικισ κοινότθτασ πρζπει να ςυνοδεφεται και να υποςτθρίηεται 

από αυςτθρζσ λογικζσ διαδικαςίεσ. Θ ευζλικτθ μετακίνθςθ μεταξφ του οπτικοφ και 

λογικοφ ςυλλογιςμοφ και θ αμφιδζξια ςκζψθ φαίνεται να γεφυρϊνει το χάςμα 

μεταξφ επιχειρθματολογίασ και απόδειξθσ και να εξαςφαλίηει τθν δόμθςθ των 

επικυμθτϊν  αποδείξεων. Ραρά το πλικοσ των ερευνθτικϊν αποτελεςμάτων για τθ 

ςυμβολι τθσ οπτικοποίθςθσ ςτθν κεμελίωςθ και ανάπτυξθ τθσ γνϊςθσ, τόςο τα 

αναλυτικά προγράμματα όςο και θ πρακτικι πολλϊν διδαςκόντων εξακολουκοφν 

να ενιςχφουν τθν αυςτθρά φορμαλιςτικι, αλγορικμικι και λογικι 

επιχειρθματολογία οδθγϊντασ τουσ μακθτζσ ςε εξάρτθςθ από απομνθμονευτικζσ 

διαδικαςίεσ και μεκοδολογίεσ, αποκλείοντάσ τουσ  ουςιαςτικά  από το να ζρκουν ςε 

επαφι με τα πλεονεκτιματα τθσ οπτικοποίθςθσ. Κα ιταν, ίςωσ, χριςιμοσ ο 

επαναπροςδιοριςμόσ του ρόλου τθσ διδαςκαλίασ τθσ απόδειξθσ αλλά και του ρόλου 

του μακθτι ςτθν μακθματικι πρακτικι, και θ ενίςχυςθ τθσ αμφιδζξιασ ςκζψθσ 

μζςα από κατάλλθλα διαμορφωμζνεσ μθ-τυπικζσ δραςτθριότθτεσ. 

 Θ παροφςα εργαςία εξζταςε το αν και υπό ποιεσ ςυνκικεσ θ οπτικοποίθςθ 

μπορεί να αποτελζςει ζνα χριςιμο εργαλείο ςτα χζρια των μακθτϊν κατά τθν 

αποδεικτικι διαδικαςία. Ζγινε φανερό, ότι θ ιςορροπθμζνθ χριςθ των οπτικϊν και 

λογικϊν ςυλλογιςμϊν είναι εξαιρετικά βοθκθτικι. Ραράλλθλα, από μόνθ τθσ 

οπτικοποίθςθ δεν μπορεί να αποτελζςει εργαλείο, όπωσ άλλωςτε και θ ζμφαςθ 

μόνο ςτθν αναλυτικι ςκζψθ δεν εξαςφαλίηει απαραιτιτωσ τθν ορκότθτα των 

αποτελεςμάτων. Ωςτόςο, το ηιτθμα που ανακφπτει είναι ποια μζκοδοσ 

διδαςκαλίασ μπορεί να εξαςφαλίςει και να ενιςχφςει τθν ιςορροπθμζνθ και 

αμφίδρομθ χριςθ των δφο μεκόδων και τθν ανάπτυξθ των δφο δεξιοτιτων παρά 

τθν προςωπικι προτίμθςθ των μακθτϊν. Επιπλζον, ενδιαφζρον παρουςιάηει και θ 

διερεφνθςθ του τρόπου ενίςχυςθσ τθσ οπτικοποίθςθσ κατά τθν ειςαγωγι των νζων 

εννοιϊν ϊςτε θ λογικι και οπτικι προςζγγιςθ να ενυπάρχουν και να μθν νοοφνται 

από τουσ μακθτζσ ωσ διαδικαςίεσ διαφορετικισ διάςταςθσ. 
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(1) 

A’ ΜΕΡΟ΢  

 

ΘΜΕΡΟΜΘΝΙΑ: ..................................................................................................  
 
ΣΜΘΜΑ: ............................................................................................................  

ΟΝΟΜΑΣΕΠΩΝΤΜΟ: .........................................................................................  

 

 

ΟΔΗΓΙΕ΢ 

 

(1) Γράψτε τισ απαντιςεισ ςασ ςτον ειδικό χϊρο που ςασ δίνεται για κάκε πρόβλθμα 

ςτο φφλλο απαντιςεων. Ο χϊροσ είναι αρκετόσ ϊςτε μζροσ αυτοφ να 

χρθςιμοποιθκεί και ωσ πρόχειρο. 

 

(2) Για κάκε πρόβλθμα εξθγιςτε τον ςυλλογιςμό ςασ όςο περιςςότερο μπορείτε. 

 

 

(3) Αςχολθκείτε με όλα τα προβλιματα. 
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ΦΤΛΛΟ ΑΠΑΝΣΗ΢ΕΩΝ 

 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ Β.1 

Μία νταλίκα που μεταφζρει αυτοκίνθτα αποτελείται από τρία άνιςα τμιματα. Το 

μικοσ όλθσ τθσ νταλίκασ είναι 450μζτρα. Το μικοσ του πρϊτου και του δεφτερου 

τμιματοσ μαηί είναι 350μζτρα. Ενϊ το μικοσ του δεφτερου και του τρίτου τμιματοσ 

μαηί είναι 250μζτρα. Ροιο είναι το μικοσ του κάκε τμιματοσ; 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ Β.2 

Σε ζναν αγϊνα δρόμου ο Γιάννθσ είναι 10μζτρα μπροςτά από τον Ρζτρο. Ο Κωμάσ 

είναι 4μζτρα μπροςτά από τον Δθμιτρθ ενϊ ο Δθμιτρθσ είναι 3μζτρα μπροςτά από 

τον Ρζτρο. Ρόςα μζτρα μπροςτά από τον Κωμά είναι ο Γιάννθσ; 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ Β.3 

Ζνασ ξυλοκόποσ  πριονίηει κάκε μεγάλο κορμό μικουσ 16μζτρων ςε μικρότερουσ 

κορμοφσ  μικουσ 2μζτρων. Αν κάκε πριόνιςμα διαρκεί δφο λεπτά, πόςθ ϊρα κα 

χρειαςτεί ο ξυλοκόποσ  για να παράγει οκτϊ μικροφσ κορμοφσ από ζναν μεγάλο 

κορμό;  

ΠΡΟΒΛΗΜΑ Β.4 

Ζνα βάηο με μαρμελάδα ηυγίηει 8 κιλά. Θ μιςι μαρμελάδα χφκθκε από το βάηο και 

τϊρα  το βάηο και το περιεχόμενό του ηυγίηουν 4,5 κιλά. Ροιο είναι το βάροσ του 

βάηου; 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ Β.5 

Σε ζνα μπουκάλι υπιρχε δφο φορζσ περιςςότερο γάλα από όςο υπιρχε ςε ζνα 

άλλο. Πταν αφαιρζςαμε 20 λίτρα γάλα από κάκε μπουκάλι, τότε  ςτο πρϊτο 

μπουκάλι ζμεινε τρεισ φορζσ περιςςότερο γάλα από αυτό που ζμεινε ςτο δεφτερο 

μπουκάλι. Ρόςο γάλα υπιρχε αρχικά ςε κάκε μπουκάλι; 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ Β.6 

Δζκα δαμάςκθνα ηυγίηουν όςο τρία βερίκοκα και ζνα μανγκο. Ζξι δαμάςκθνα και 

ζνα βερίκοκο ηυγίηουν όςο ζνα μανγκο. Ρόςα δαμάςκθνα ηυγίηουν όςο ζνα μανγκο; 
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(2) 

A’ ΜΕΡΟ΢ 

 

ΘΜΕΡΟΜΘΝΙΑ: ..................................................................................................  
 
ΣΜΘΜΑ: ............................................................................................................  

ΟΝΟΜΑΣΕΠΩΝΤΜΟ: .........................................................................................  

 

 

ΟΔΗΓΙΕ΢ 

 

(1) Γράψτε τισ απαντιςεισ ςασ ςτον ειδικό χϊρο που ςασ δίνεται για κάκε πρόβλθμα 

ςτο φφλλο απαντιςεων. Ο χϊροσ είναι αρκετόσ ϊςτε μζροσ αυτοφ να 

χρθςιμοποιθκεί και ωσ πρόχειρο. 

 

(2) Για κάκε πρόβλθμα εξθγιςτε τον ςυλλογιςμό ςασ όςο περιςςότερο μπορείτε. 

 

 

(3) Αςχολθκείτε με όλα τα προβλιματα. 
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ΦΤΛΛΟ ΑΠΑΝΣΗ΢ΕΩΝ 

 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ Β.1 

Ζνα μπαλόνι πρϊτα ανζβθκε ςε φψοσ 200μζτρων από το ζδαφοσ, ζπειτα κινικθκε 

100μζτρα ανατολικά και μετά ζπεςε 100μζτρα. Στθ ςυνζχεια ταξίδεψε 50μζτρα 

ανατολικά και τζλοσ ζπεςε κάκετα ςτο ζδαφοσ. Ρόςο μακριά από τθν αρχικι του 

κζςθ βρζκθκε το μπαλόνι ; 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ Β.2 

Θ θλικία μιασ μθτζρασ είναι  επτά φορζσ μεγαλφτερθ από τθν θλικία τθσ κόρθσ τθσ. 

Θ διαφορά μεταξφ τουσ είναι 24 χρόνια. Ρόςο χρονϊν είναι θ κάκε μία τουσ; 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ Β.3 

Αρχικά, θ τιμι ενόσ κιλοφ ηάχαρθ ιταν τρεισ φορζσ μεγαλφτερθ από τθν  τιμι ενόσ 

κιλοφ αλάτι. Αργότερα, θ τιμι του ενόσ κιλοφ αλάτι αυξικθκε κατά το μιςό τθσ 

αρχικισ του τιμισ, ενϊ θ τιμι τθσ ηάχαρθσ δεν άλλαξε. Αν θ τιμι του αλατιοφ είναι 

τϊρα 30 λεπτά το κιλό, ποια είναι θ τιμι του ενόσ κιλοφ ηάχαρθ; 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ Β.4 

Μερικά ςπουργίτια κάκονται ςε δφο δζντρα και κάκε δζντρο ζχει τον ίδιο αρικμό 

ςπουργιτιϊν. Δφο ςπουργίτια πετάνε από το πρϊτο δζντρο ςτο δεφτερο δζντρο. 

Ρόςα περιςςότερα ςπουργίτια από το πρϊτο δζντρο ζχει τϊρα το δεφτερο δζντρο; 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ Β.5 

Ζνασ επιβάτθσ που είχε ιδθ ταξιδζψει τθ μιςι διαδρομι του ταξιδιοφ 

αποκοιμικθκε. Πταν ξφπνθςε είχε ακόμα να ταξιδζψει τθν μιςι απόςταςθ από 

αυτι που είχε ταξιδζψει όςο ιταν κοιμιςμζνοσ. Ροιο μζροσ όλου του ταξιδιοφ ιταν 

κοιμιςμζνοσ; 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ Β.6 

Αν τοποκετιςουμε μία ολόκλθρθ τοφρτα πάνω ςτθ μια πλευρά μιασ ηυγαριάσ και  

ςτθν άλλθ πλευρά τοποκετιςουμε τα τρία τζταρτα τθσ τοφρτασ και ζνα βάροσ ¾ του 

κιλοφ, τότε θ ηυγαριά ιςορροπεί. Ρόςο ηυγίηει ολόκλθρθ θ τοφρτα; 
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(1) 
 

Β’ ΜΕΡΟ΢ 
 
ΘΜΕΡΟΜΘΝΙΑ: ..................................................................................................  
 
ΣΜΘΜΑ: ............................................................................................................  

ΟΝΟΜΑΣΕΠΩΝΤΜΟ: .........................................................................................  

 

ΟΔΗΓΙΕ΢ 

 

Στο ερωτθματολόγιο αυτό καλείςτε να κρίνετε ποια μακθματικι διαδικαςία ακολουκιςατε 

για να λφςετε κάκε ζνα από τα προβλιματα. Για κάκε πρόβλθμα δίνονται τρεισ ι 

περιςςότερεσ πικανζσ απαντιςεισ. 

 

Προςοχή!!! Δεν ζχει ςημαςία αν ζχετε ολοκληρϊςει τισ λφςεισ ςασ ή όχι και αν οι λφςεισ 

ςασ είναι ςωςτζσ ή λανθαςμζνεσ. 

 

(1) Για κάκε πρόβλθμα βάλτε ζνα    ςτο αντίςτοιχο κουτάκι τθσ λφςθσ που εςείσ 

χρθςιμοποιιςατε ι είναι πιο κοντά ςε αυτι που χρθςιμοποιιςατε. 

Αν θ λφςθ ςασ μοιάηει με δφο από αυτζσ που δίνονται βάλτε    και ςτα δφο αντίςτοιχα 

κουτάκια. 

 

(2) Αν καμία από τισ λφςεισ που δίνονται δεν είναι παρόμοια με αυτι που εςείσ 

χρθςιμοποιιςατε τότε βάλτε   ςτο κουτάκι “Καμία από τισ παραπάνω”. 

Στθν περίπτωςθ αυτι εξθγιςτε όςο πιο κακαρά μπορείτε τθ λφςθ ςασ ςτον ειδικό χϊρο 

που υπάρχει.  
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Πρόβλημα Β.1 

1θ Λφςθ:  

Για να λφςω το πρόβλθμα φαντάςτθκα πϊσ κα ιταν το φορτθγό που μεταφζρει αυτοκίνθτα 

και μετά υπολόγιςα το μικοσ του κάκε τμιματοσ. 

  Μικοσ του τρίτου τμιματοσ=450-350=100μζτρα 

  Μικοσ του πρϊτου τμιματοσ=450-250=200μζτρα 

  Άρα, το μικοσ του δεφτερου τμιματοσ=150μζτρα 

___________________________________________________________________________

 2θ Λφςθ:  

Σχεδίαςα ζνα διάγραμμα που αναπαριςτά το φορτθγό και μετά υπολόγιςα το μικοσ κάκε 

τμιματοσ. 

 
Το μικοσ του πρϊτου τμιματοσ είναι 200μζτρα, του δεφτερου τμιματοσ είναι 150μζτρα και 

του τρίτου τμιματοσ είναι 100 μζτρα. 

___________________________________________________________________________

 3θ Λφςθ:  

Για να λφςω το πρόβλθμα οφτε φαντάςτθκα οφτε ηωγράφιςα καμία εικόνα. 

 Ζβγαλα ςυμπεράςματα μόνο από τα δεδομζνα του προβλιματοσ: 

  Το μικοσ  του φορτθγοφ είναι 450 m   x+y+z = 450 

  Το πρϊτο και δεφτερο τμιμα μαηί είναι 350m   x+y = 
350 
  Συμπζραςμα: Το μικοσ του τρίτου τμιματοσ=450-350=100m z = 
100 

  Το δεφτερο και τρίτο τμιμα μαηί είναι 250m   y+z = 
250 
  Συμπζραςμα: Το μικοσ του πρϊτου τμιματοσ=450-250=200m x = 
200 

 Άρα, το μικοσ του δεφτερου τμιματοσ = 450-200-100=150m y = 150 
___________________________________________________________________________ 

         Καμία από τισ παραπάνω 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………….
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………………… 

_____________________________________________________________________ 
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Πρόβλημα Β.2 

1θ Λφςθ:      

Φαντάςτθκα με το μυαλό μου τα τζςςερα παιδιά και υπολόγιςα τθν απόςταςθ μεταξφ του 

Γιάννθ και του Κωμά. Ο Γιάννθσ είναι 3μζτρα μπροςτά από τον Κωμά. 

___________________________________________________________________________

 2θ Λφςθ:       

Σχεδίαςα ζνα διάγραμμα που αντιςτοιχεί ςτα τζςςερα παιδιά και υπολόγιςα τθν απόςταςθ 

μεταξφ του Γιάννθ και του Κωμά. 

 
Γιάννθσ   Κωμάσ    Δθμιτρθσ  Ρζτροσ 

Ο Γιάννθσ είναι 3μζτρα μπροςτά από τον Κωμά. 

___________________________________________________________________________

 3θ Λφςθ:      

Ζλυςα το πρόβλθμα χρθςιμοποιϊντασ μόνο τα δεδομζνα του προβλιματοσ: 

Ο Κωμάσ είναι 4m μπροςτά από τον Δθμιτρθ και ο Δθμιτρθσ είναι 3m μπροςτά από τον 

Ρζτρο. 

Συμπζραςμα: Ο Κωμάσ είναι 7m μπροςτά από τον Ρζτρο. 

Ο Γιάννθσ είναι 10m μπροςτά από τον Ρζτρο. 

Συμπζραςμα: Ο Γιάννθσ είναι 3m μπροςτά από τον Κωμά. 

___________________________________________________________________________ 

               Καμία από τισ παραπάνω 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………….
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………………… 

_____________________________________________________________________ 
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Πρόβλημα Β.3 

1θ Λφςθ:   

Για να λφςω το πρόβλθμα ςχεδίαςα ζνα διάγραμμα που αναπαριςτά ζναν μεγάλο κορμό 

που κόβετε ςε 8 μικρότερουσ κορμοφσ. 

 

Από το διάγραμμα φαίνεται ότι χρειάηονται 7 πριονίςματα για να παράγουμε 8 μικροφσ 

κορμοφσ. Άρα, ο χρόνοσ που χρειάηεται ο ξυλοκόποσ είναι 7Χ2=14 λεπτά 

___________________________________________________________________________

 2θ Λφςθ:  

Για να λφςω το πρόβλθμα ακολοφκθςα τθ διαδικαςία τθσ 1θσ Λφςθσ αλλά ςχεδίαςα το 

διάγραμμα ςτο μυαλό μου. 

___________________________________________________________________________

 3θ Λφςθ:  

Ζλυςα το πρόβλθμα με επεξιγθςθ. Αν ζνασ μεγάλοσ κορμόσ είχε μικοσ μεγαλφτερο από 

16m, κάποιοσ κα χρειαηόταν 8 πριονίςματα για να κόψει 8 μικροφσ κορμοφσ. Αλλά το 

τελευταίο πριόνιςμα δεν χρειάηεται, οπότε 7 μόνο πριονίςματα είναι απαραίτθτα.  

Ο ξυλοκόποσ χρειάηεται δθλαδι 7Χ2=14 λεπτά. 

__________________________________________________________________________    

                Καμία από τισ παραπάνω 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………….
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………………… 

____________________________________________________________________ 
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Πρόβλημα Β.4 

1θ Λφςθ: 

 Ζλυςα το πρόβλθμα χρθςιμοποιϊντασ ςφμβολα και εξιςϊςεισ: 

   Ζςτω x κιλά το βάροσ του βάηου. 

   Τότε το βάροσ τθσ μαρμελάδασ είναι (8-x) κιλά. 

   Το βάροσ τθσ μιςισ μαρμελάδασ που χφκθκε είναι 
2
1 (8-x) κιλά. 

   Τότε, x + 
2
1 (8-x)=4

2
1 . Δθλαδι x=1. 

   Άρα, το βάροσ του βάηου είναι 1 κιλό. 

___________________________________________________________________________  

                2θ Λφςθ:  

Σχεδίαςα ζνα διάγραμμα που αναπαριςτά τα αντίςτοιχα βάρθ. 

 

Από το διάγραμμα, το βάροσ τθσ μιςισ μαρμελάδασ είναι 8-4 2
1 =3 2

1 κιλά. 

Άρα, το βάροσ τθσ μαρμελάδασ είναι 7 κιλά, και το βάροσ του βάηου είναι 1 κιλό. 

(Ι απευκείασ από το διάγραμμα, το βάροσ του βάηου είναι 4 2
1 -3 2

1 =1 κιλό) 

___________________________________________________________________________

 3θ Λφςθ: 

 Ζκανα τθν ίδια διαδικαςία με τθ 2θ Λφςθ αλλά ςχεδίαςα το διάγραμμα ςτο μυαλό μου. 

___________________________________________________________________________

 4θ Λφςθ:  

Ζκανα τθν ίδια διαδικαςία με τθ 2θ Λφςθ, αλλά δεν χρθςιμοποίθςα κακόλου κάποιο 

διάγραμμα ι εικόνα. 

___________________________________________________________________________ 

               Καμία από τισ παραπάνω 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………….
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………………… 

____________________________________________________________________ 
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Πρόβλημα Β.5 

1θ Λφςθ: 

 Ζλυςα το πρόβλθμα χρθςιμοποιϊντασ ςφμβολα και εξιςϊςεισ. 

    Ζςτω x λίτρα και 2x λίτρα οι αρχικζσ ποςότθτεσ γάλατοσ ςτα δφο 

μπουκάλια. 

   Αφοφ αφαιρζςαμε το γάλα ζμειναν (x-20) και (2x-20) λίτρα γάλα 

αντίςτοιχα. 

   Τότε  3(x-20)=2x-20→x=40 

   Άρα, οι αρχικζσ ποςότθτεσ γάλατοσ ιταν 40 και 80 λίτρα αντίςτοιχα. 

___________________________________________________________________________

 2θ Λφςθ:  

Σχεδίαςα ζνα διάγραμμα που αναπαριςτά τισ ποςότθτεσ του γάλατοσ ςε κάκε μπουκάλι. 

 

Από το διάγραμμα φαίνεται ότι, αφοφ αφαιρζςαμε το γάλα, το πρϊτο μπουκάλι περιζχει 

τρεισ φορζσ περιςςότερο γάλα από το δεφτερο. Θ ποςότθτα που μζνει ςτο δεφτερο 

μπουκάλι είναι 20 λίτρα. Άρα, οι αρχικζσ ποςότθτεσ είναι 40 και 80 λίτρα. 

___________________________________________________________________________

 3θ Λφςθ:  

Ακολοφκθςα τθν ίδια διαδικαςία με τθν 2θ Λφςθ, αλλά ςχεδίαςα το διάγραμμα ςτο μυαλό 

μου. 

___________________________________________________________________________  

               Καμία από τισ παραπάνω 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………….
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………………… 

____________________________________________________________________ 
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Πρόβλημα Β.6 

1θ Λφςθ: 

Ζλυςα το πρόβλθμα χρθςιμοποιϊντασ ςφμβολα και εξιςϊςεισ: 

   Ζςτω x το βάροσ ενόσ δαμάςκθνου και y το βάροσ ενόσ βερίκοκου. 

   Τότε το βάροσ ενόσ μανγκο είναι (6x+y) 

   Δθλαδι 10x=3y + (6x+y), άρα x=y 

   Επίςθσ, το βάροσ ενόσ μανγκο είναι 6x +x = 7x δθλαδι 7 δαμάςκθνα. 

___________________________________________________________________________ 

 2θ Λφςθ:  

Ζλυςα το πρόβλθμα ςχεδιάηοντασ ζνα διάγραμμα που αναπαριςτά τα βάρθ. 

 

Από κάκε πλευρά αφαιροφμε 6 δαμάςκθνα. Τότε 4 δαμάςκθνα ζχουν το ίδιο βάροσ με 4 

βερίκοκα. Δθλαδι 1 δαμάςκθνο ηυγίηει όςο και 1 βερίκοκο. Το 1 μανγκο ηυγίηει 6 

δαμάςκθνα και 1 βερίκοκο, το οποίο είναι ίςο με το βάροσ 7 δαμάςκθνων. 

___________________________________________________________________________  

               3θ Λφςθ:  

Ακολοφκθςα τθν ίδια διαδικαςία με τθν 2θ Λφςθ, αλλά ςχεδίαςα το διάγραμμα ςτο μυαλό 

μου. 

___________________________________________________________________________ 

 4θ Λφςθ: 

 Ζλυςα το πρόβλθμα με αιτιολόγθςθ, χωρίσ να φανταςτϊ καμία εικόνα. 

   Ζνα μανγκο ηυγίηει όςο 6 δαμάςκθνα και 1 βερίκοκο. 

   Τότε, 10 δαμάςκθνα ηυγίηουν όςο 3 βερίκοκα, 6 δαμάςκθνα και 1 

δαμάςκθνο. 

   Δθλαδι, 4 δαμάςκθνα ηυγίηουν όςο 4 βερίκοκα. 

   Τζλοσ, ζνα μανγκο ηυγίηει όςο 7 δαμάςκθνα. 

___________________________________________________________________________  

                Καμία από τισ παραπάνω 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………….
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………………… 

_____________________________________________________________________ 
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(2) 
 

Β’ ΜΕΡΟ΢ 
 
ΘΜΕΡΟΜΘΝΙΑ: ..................................................................................................  
 
ΣΜΘΜΑ: ............................................................................................................  

ΟΝΟΜΑΣΕΠΩΝΤΜΟ: .........................................................................................  

 

 

ΟΔΗΓΙΕ΢ 

 

Στο ερωτθματολόγιο αυτό καλείςτε να κρίνετε ποια μακθματικι διαδικαςία ακολουκιςατε 

για να λφςετε κάκε ζνα από τα προβλιματα. Για κάκε πρόβλθμα δίνονται τρεισ ι 

περιςςότερεσ πικανζσ απαντιςεισ. 

 

Προςοχή!!! Δεν ζχει ςημαςία αν ζχετε ολοκληρϊςει τισ λφςεισ ςασ ή όχι και αν οι λφςεισ 

ςασ είναι ςωςτζσ ή λανθαςμζνεσ. 

 

(1) Για κάκε πρόβλθμα βάλτε ζνα    ςτο αντίςτοιχο κουτάκι τθσ λφςθσ που εςείσ 

χρθςιμοποιιςατε ι είναι πιο κοντά ςε αυτι που χρθςιμοποιιςατε. 

Αν θ λφςθ ςασ μοιάηει με δφο από αυτζσ που δίνονται βάλτε    και ςτα δφο αντίςτοιχα 

κουτάκια. 

 

(2) Αν καμία από τισ λφςεισ που δίνονται δεν είναι παρόμοια με αυτι που εςείσ 

χρθςιμοποιιςατε τότε βάλτε   ςτο κουτάκι “Καμία από τισ παραπάνω”. 

Στθν περίπτωςθ αυτι εξθγιςτε όςο πιο κακαρά μπορείτε τθ λφςθ ςασ ςτον ειδικό χϊρο 

που υπάρχει.  
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Πρόβλημα Β.1 

1θ Λφςθ:   
Φαντάςτθκα τθ διαδρομι που ακολοφκθςε το μπαλόνι και μετά υπολόγιςα τθν απόςταςθ 
από εκεί που ξεκίνθςε μζχρι εκεί που ζφταςε.  
Βρικα ότι θ απόςταςθ είναι 100+50=150μζτρα. 

___________________________________________________________________________ 

  2θ Λφςθ:  

Σχεδίαςα ζνα διάγραμμα που αναπαριςτά τθ διαδρομι που ακολοφκθςε το μπαλόνι και 
μετά υπολόγιςα τθν απόςταςθ από εκεί που ξεκίνθςε 
μζχρι εκεί που ζφταςε.    
   

 Θ απόςταςθ είναι=100+50=150m 

___________________________________________________________________________ 

 3θ Λφςθ:  
Για να λφςω το πρόβλθμα παρατιρθςα ποιεσ πλθροφορίεσ ιταν χριςιμεσ για να λφςω το 
πρόβλθμα (χωρίσ να φανταςτϊ κακόλου τθ διαδρομι που ακολοφκθςε το μπαλόνι). 
 Ζτςι θ απόςταςθ από το ςθμείο που ξεκίνθςε μζχρι το ςθμείο που ζφταςε το μπαλόνι ιταν 
100m+50m=150m. 

___________________________________________________________________________ 

         Καμία από τισ παραπάνω 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………….
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………………… 
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Πρόβλημα Β.2 

 

1θ Λφςθ: 
 Ζλυςα το πρόβλθμα δοκιμάηοντασ διάφορεσ τιμζσ: 
   Θλικία κόρθσ  Θλικία μθτζρασ 
2 χρονϊν  26χρονϊν  Πχι 

   3 χρονϊν  27χρονϊν  Πχι 

   4 χρονϊν  28χρονϊν  Ναι 

Άρα θ θλικία τθσ κόρθσ είναι 4 ζτθ και τθσ μθτζρασ 28 ζτθ. 

___________________________________________________________________________

 2θ Λφςθ: 

 Ζλυςα το πρόβλθμα χρθςιμοποιϊντασ ςφμβολα και εξιςϊςεισ: 

  Ζςτω ότι θ θλικία τθσ κόρθσ  είναι x ζτθ. 

  Τότε θ θλικία τθσ μθτζρασ είναι 7x ζτθ. 

  Θ διαφορά τουσ είναι 24 χρόνια άρα 7x-x=24.Δθλαδι 6x=24 και x=4. 

  Τότε θ κόρθ είναι 4 ετϊν και θ μθτζρα 28 ετϊν. 

___________________________________________________________________________

 3θ Λφςθ: 

Σχεδίαςα ζνα διάγραμμα που  

αναπαριςτά τισ θλικίεσ.  

 

             

Από το διάγραμμα, θ διαφορά των 

θλικιϊν τουσ είναι 6 ίςα 

τμιματα, ςυνολικά 24 χρόνια. 

Άρα, κάκε τμιμα αντιςτοιχεί ςε 4 χρόνια. Θ θλικία τθσ κόρθσ είναι 4 χρόνια και τθσ μθτζρασ 

28 χρόνια. 

___________________________________________________________________________

 4θ Λφςθ:     

Σχεδίαςα ςτο μυαλό μου ζνα διάγραμμα ςαν αυτό τθσ 3θσ Λφςθσ και εξιγθςα ότι τα 6 

τμιματα αντιςτοιχοφν ςε 24 χρόνια, άρα το ζνα τμιμα αντιςτοιχεί ςε 4 χρόνια (με ι χωρίσ 

τθ χριςθ ςυμβόλων).   Ζτςι θ θλικία τθσ κόρθσ είναι 4 ζτθ και τθσ μθτζρασ 28 ζτθ. 

__________________________________________________________________________ 

  Καμία από τισ παραπάνω 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………….
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………………… 

_____________________________________________________________________ 
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Πρόβλημα Β.3 

1θ Λφςθ:  

 Ζλυςα το πρόβλθμα ςχεδιάηοντασ ζνα διάγραμμα που αναπαριςτά τισ τιμζσ τθσ ηάχαρθσ 

και του αλατιοφ. 

 

       Θ τιμι 1κιλοφ 

           ηάχαρθ                             Θ τωρινι τιμι 1κιλοφ 

                                     Αρχικι τιμι                        αλάτι (30 λεπτά)         

 Ππωσ φαίνεται από το διάγραμμα μετά τθν αφξθςθ τθσ τιμισ του αλατιοφ, θ τιμι ενόσ 

κιλοφ ηάχαρθ είναι διπλάςια από τθν τιμι ενόσ κιλοφ αλάτι.  

Άρα, θ τιμι ενόσ κιλοφ ηάχαρθ είναι 60λεπτά. 

___________________________________________________________________________

 2θ Λφςθ:     

Χρθςιμοποίθςα τθν ίδια μζκοδο με τθν 1θ Λφςθ, αλλά ςχεδίαςα το διάγραμμα ςτο μυαλό 

μου και όχι ςτο χαρτί. 

___________________________________________________________________________

 3θ Λφςθ:      

Ζλυςα το πρόβλθμα επεξθγϊντασ τα δεδομζνα.  

Θ τιμι ενόσ κιλοφ αλάτι είναι τϊρα 30λεπτά. Άρα 1 ½   φορζσ τθσ προθγοφμενθσ τιμισ, 

δθλαδι θ προθγοφμενθ τιμι ιταν 20λεπτά το κιλό.  

Ζτςι θ τιμι τθσ ηάχαρθσ είναι 3X20=60λεπτά. 

___________________________________________________________________________  

               4θ Λφςθ:      

 Ζλυςα το πρόβλθμα χρθςιμοποιϊντασ ςφμβολα και εξιςϊςεισ: 

   Ζςτω ότι θ αρχικι τιμι του αλατιοφ ιταν x λεπτά το κιλό. 

  Θ τιμι τθσ ηάχαρθσ ιταν τότε 3x λεπτά το κιλό. 

  Μετά τθν αφξθςθ θ τιμι του αλατιοφ είναι 1,5x λεπτά το κιλό. 

  Άρα, θ τιμι ενόσ κιλοφ ηάχαρθ είναι διπλάςια από τθν τωρινι τιμι του αλατιοφ, 

δθλαδι 2Χ30=60 λεπτά. 

_________________________________________________________________________ 

                Καμία από τισ παραπάνω 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………….
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………………… 

____________________________________________________________________ 
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Πρόβλημα Β.4 

 

  1θ Λφςθ: 

 Ζλυςα το πρόβλθμα με επεξιγθςθ. Αφοφ δφο ςπουργίτια πζταξαν από το πρϊτο δζντρο 

ςτο δεφτερο, το πρϊτο δζντρο είχε δφο λιγότερα ςπουργίτια από πριν, ενϊ το δεφτερο 

δζντρο είχε δφο ςπουργίτια περιςςότερα από πριν.  

Άρα, το δεφτερο δζντρο ζχει τϊρα τζςςερα περιςςότερα ςπουργίτια από το πρϊτο. 

___________________________________________________________________________

 2θ Λφςθ:  

Σχεδίαςα ζνα διάγραμμα: 

 

Το δεφτερο δζντρο ζχει τζςςερα περιςςότερα ςπουργίτια από το πρϊτο. 

___________________________________________________________________________

 3θ Λφςθ:   

Χρθςιμοποίθςα τθν ίδια μζκοδο με τθ 2θ Λφςθ ,αλλά ςχεδίαςα το διάγραμμα ςτο μυαλό 

μου και όχι ςτο χαρτί. 

___________________________________________________________________________

 4θ Λφςθ:  

 Ζλυςα το πρόβλθμα χρθςιμοποιϊντασ ζνα παράδειγμα. Ρ.χ. αν υποκζςουμε ότι ςε κάκε 

δζντρο υπιρχαν αρχικά 8 ςπουργίτια. Αφοφ δφο ςπουργίτια πζταξαν από το πρϊτο δζντρο 

ςτο δεφτερο, ςτο πρϊτο δζντρο ζμειναν 8 ςπουργίτια ενϊ το δεφτερο ζχει 10. Άρα, το 

δεφτερο δζντρο ζχει 4 περιςςότερα ςπουργίτια από το πρϊτο. 

___________________________________________________________________________

 5θ Λφςθ:  

Ζλυςα το πρόβλθμα χρθςιμοποιϊντασ ςφμβολα και εξιςϊςεισ: 

  Ζςτω x ο αρικμόσ των ςπουργιτιϊν ςε κάκε δζντρο. 

  Αφοφ δφο ςπουργίτια πζταξαν από το πρϊτο δζντρο ςτο δεφτερο, ςτο πρϊτο  

δζντρο ζμειναν (x-2) ςπουργίτια, ενϊ το δεφτερο δζντρο ζχει (x+2) ςπουργίτια. 

               Θ διαφορά τουσ είναι (x+2)-(x-2)=4 ςπουργίτια. 

___________________________________________________________________________        

                Καμία από τισ παραπάνω 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………….
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………………… 

____________________________________________________________________ 
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Πρόβλημα Β.5 

1θ Λφςθ:  

Σχεδίαςα ζνα διάγραμμα που αναπαριςτά τθν απόςταςθ που ταξίδεψε ο επιβάτθσ. 

 

Από το διάγραμμα, αν όλθ θ διαδρομι αποτελείται από 6 μζρθ, ο επιβάτθσ κοιμικθκε τα 2 

μζρθ, δθλαδι το 1/3 του ςυνολικοφ ταξιδιοφ. 

___________________________________________________________________________

 2θ Λφςθ:  

Ακολοφκθςα τθν ίδια διαδικαςία με τθν 1θ Λφςθ αλλά ςχεδίαςα το διάγραμμα ςτο μυαλό 

μου. 

___________________________________________________________________________

 3θ Λφςθ: 

 Ζλυςα το πρόβλθμα χρθςιμοποιϊντασ ςφμβολα και εξιςϊςεισ: 

   Ζςτω x μζρθ θ απόςταςθ που κοιμικθκε ο επιβάτθσ. 

  Πταν ξφπνθςε, απζμενε απόςταςθ 2
1 x μζρθ. 

  Άρα, θ μιςι διαδρομι του ταξιδιοφ ιταν x+ 2
1 x 

  ενϊ ολόκλθρο το ταξίδι ιταν 2(x+ 2
1 x)=3x μζρθ. 

  Δθλαδι ο επιβάτθσ κοιμικθκε το 1/3 τθσ ςυνολικισ διαδρομισ. 

___________________________________________________________________________           

  Καμία από τισ παραπάνω 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………….
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………………… 

____________________________________________________________________ 
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Πρόβλημα Β.6 

1θ Λφςθ:  

Ζλυςα το πρόβλθμα ςχεδιάηοντασ ζνα διάγραμμα που αναπαριςτά τα αντικείμενα. 

 

Αν αφαιρζςουμε τα ¾ τθσ τοφρτασ και από τισ δφο πλευρζσ, το ¼ τθσ τοφρτασ είναι ίςο με 

τα ¾ του κιλοφ. Άρα, θ τοφρτα ηυγίηει 3 κιλά. 

___________________________________________________________________________        

               2θ Λφςθ:  

Ακολοφκθςα τθν ίδια διαδικαςία με τθν 1θ Λφςθ, αλλά ςχεδίαςα το διάγραμμα ςτο μυαλό 

μου. 

___________________________________________________________________________        

               3θ Λφςθ: 

 Ζλυςα το πρόβλθμα χρθςιμοποιϊντασ ςφμβολα και εξιςϊςεισ: 

   Ζςτω x κιλά το βάροσ ολόκλθρθσ τθσ τοφρτασ. 

   Τότε x=
4
3 x +

4
3 . Άρα, x=3. 

   Δθλαδι, το βάροσ τθσ τοφρτασ είναι 3 κιλά. 

___________________________________________________________________________

 4θ Λφςθ: 

 Ζλυςα το πρόβλθμα χωρίσ να χρθςιμοποιιςω κάποιο διάγραμμα ι εικόνα: 

 Σκζφτθκα ότι το ¼ ολόκλθρθσ τθσ τοφρτασ ηυγίηει ¾ του κιλοφ. Άρα, ολόκλθρθ θ τοφρτα 

ηυγίηει 3 κιλά. 

___________________________________________________________________________ 

               Καμία από τισ παραπάνω 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………….
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………………… 
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Γ’ ΜΕΡΟ΢ 

ΘΜΕΡΟΜΘΝΙΑ:………………………………………………………………………………………………………………….. 

ΟΝΟΜΑΣΕΠΩΝΤΜΟ ΜΑΘΘΣΘ:………………………………………………………………………………………. 

 

ΓΕΩΜΕΣΡΙΚΕ΢ ΔΡΑ΢ΣΗΡΙΟΣΗΣΕ΢ 
ΜΗ ΣΤΠΙΚΑ ΓΕΩΜΕΣΡΙΚΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΣΑ (ΑΣΟΜΙΚΕ΢ ΢ΤΝΕΝΣΕΤΞΕΙ΢) 

 

ΔΡΑ΢ΣΘΡΙΟΣΘΣΑ 1Θ  

 

Ζνασ ςυμμακθτισ ςου καταλιγει ςτο παρακάτω ςυμπζραςμα αλλά δεν 
είναι απόλυτα ςίγουροσ. 

 
 

  

«Ραίρνω  ζναν                    
 «Εγγράφω τυχαίο τετράπλευρο          «Σχεδιάηω τισ  
κφκλο με κζντρο το Ο.»    με τισ κορυφζσ του πάνω ςτον            διαγϊνιζσ του.       
                                                 κφκλο.»                  Αυτζσ διζρχονται 
                                                                                                                        από το κζντρο Ο.» 

«Άρα, αφοφ το τετράπλευρο που ςχεδίαςα είναι τυχαίο, ςε κάθε 
τετράπλευρο εγγεγραμμζνο ςε κφκλο οι διαγϊνιζσ του θα διζρχονται 
από το κζντρο. Ζτςι δεν είναι;» 

 Συμφωνείσ μαηί του; 

 Τι κα του ζλεγεσ για να τον πείςεισ; 
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Γ’ ΜΕΡΟ΢ 

ΘΜΕΡΟΜΘΝΙΑ:………………………………………………………………………………………………………………….. 

ΟΝΟΜΑΣΕΠΩΝΤΜΟ ΜΑΘΘΣΘ:………………………………………………………………………………………. 

 

ΓΕΩΜΕΣΡΙΚΕ΢ ΔΡΑ΢ΣΗΡΙΟΣΗΣΕ΢ 
ΜΗ ΣΤΠΙΚΑ ΓΕΩΜΕΣΡΙΚΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΣΑ (ΑΣΟΜΙΚΕ΢ ΢ΤΝΕΝΣΕΤΞΕΙ΢) 

 

ΔΡΑ΢ΣΘΡΙΟΣΘΣΑ 2Θ  

 

Ζνα τετράγωνο ζχει δφο διαγϊνιεσ, ζνα πεντάγωνο ζχει πζντε 
διαγϊνιεσ, ενϊ ζνα εξάγωνο ζχει εννζα. 
α) Μπορείσ να βρεισ πόςεσ διαγϊνιεσ ζχει ζνα επτάγωνο; Εξιγθςε 
αναλυτικά τι ςκζφτθκεσ. 
β) Μπορείσ να βρεισ ζναν τφπο που να υπολογίηει τον αρικμό των 
διαγωνίων ενόσ ν-γϊνου; Εξιγθςε πϊσ κατζλθξεσ ςε αυτόν. 

 
 

 

 


