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Περίηψη

Στο Κεφ. 0 κάνουμε απή αναφορά στα ασικότερα εραεία της Γενικής
Σετικότητας και τν οποίν η ρήση είναι πού συνή στο κυρίς κείμενο.
Επίσης δείνουμε πς με εάιστα ήματα μπορεί να δει κανείς ότι ο τανυστής
Riemann ικανοποιεί την κυματική εξίσση, που μας προιδεάζει ότι τα κύματα
καμπυότητας είναι πράματι μια ουσιαστική έννοια. Στα κεφάαια του
Μέρους I ασοούμαστε με τα αρυτικά κύματα. Συκεκριμένα στο Κεφ.
1 εξερευνούμε τις εξισώσεις του Einstein περνώντας από διάφορες οικές
αμίδες ια την περίπτση μιας ραμμικής διαταραής 1ης τάξης στην μετρική
και εξάουμε την εξίσση κίνησης αυτής της τανυστικής διαταραής (αρυτικό
κύμα). Εξετάζουμε επίσης την επίδραση που έει ένα αρυτικό κύμα σε μια
σειρά από εεύερα σμάτια, και συκεκριμένα την παραμόρφση που προκαεί
σε ένα δακτυίδι από διακριτά σμάτια. Στο Κεφ. 2 ασοούμαστε με τα είδη
σημάτν αρυτικών κυμάτν και τα ενερά και μεοντικά πειράματα ια την
ανίνευσή τους. Περιράφουμε επίσης την ειτουρία του πιο διαδεδομένου
πέον είδους ανινευτών, του ανινευτή συμοομέτρου. Στο Κεφ. 3
ράφουμε ια τα πουποικούς όρους της αρυτικής ακτινοοίας. Στο Κεφ.
4 ασοούμαστε με την ενέρεια τν αρυτικών κυμάτν και δουεύουμε στη
εόμενη προσέιση μικρού μήκους κύματος ια να ρούμε τις ενερειακές
απώειες αυτών. Στο Κεφ. 5 αρακτηρίζουμε τις διάφορες περιοές του
φάσματος της αρυτικής ακτινοοίας και αναφέρουμε τα αντίστοια πειράματα
που ειδικεύονται σε κάε περιοή. Στα κεφάαια του Μέρους II ασοούμαστε,
σε μια προσπάεια ενίκευσης της αρικής συζήτησης του Κεφ. 1, ενικότερα
με τις ραμμικές διαταραές σε ένα FRW σύμπαν μηδενικής καμπυότητας.
Στα κεφάαια του Μέρους III κάνουμε μια αναφορά στη αμτή ερία
του Πηρισμού (Inflation) και ενικεύουμε την προηούμενη ανάυση του
Μέρους II αά στην περίπτση που έουμε ένα ή περισσότερα inflaton πεδία,
με απώτερο σκοπό την εξαή του δείκτη φασματικής ισύς. Η συζήτηση
αυτή είναι κρίσημη στην μεέτη τν αρυτικών κυμάτν αφού και οι τανυστικές
διαταραές συνεισφέρουν στο μέεος αυτό. Στο IV εισαάουμε στις ασικές
έννοιες και εραεία της μεέτης του CMB. Τέος στο Μέρος V έπουμε
πς από τις ανισοτροποίες του CMB παίρνουμε πηροφορίες ια τις αρέονες
κοσμοοικές διαταραές του Μέρους III.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 0
Προκαταρκτικά

Συμάσεις Προσήμου

Στη ιιoραφία παρατηρούνται ποοί διαφορετικοί ορισμού τν τανυστών
που συνά ρησημοποιούνται στη Γενική Σετικότητα, εονός που οφείεται,
πέρα από την δυνατότητα επιοής διαφορετικής μετρικής, και στην ανεξάρτητη
εευερία που υπάρει στον ορισμό του τανυστή Riemann και του τανυστή
ενέρειας ορμής. Πρός αποφυή τυόν παρενόησης στον παρακάτ πίνακα
φαίνονται οι διαφορετικές συμάσεις προσήμου που συναντώνται στην
ιιοραφία:

Συραφέας Χ1 Weinberg

gµν +−−− −+++

Γαβγ (same) (same)

Rα
βγδ

(
Rα
βγδ

)
X

(
Rα
βγδ

)
W

= −
(
Rα
βγδ

)
X

Rβδ

(
Rβδ

)
X

(
Rβδ

)
W

= −
(
Rβδ

)
X

R gαββ Rβ
αβ ≡ RX R

Tµν =
δS
δgµν

(
Tµν
)
X

(
Tµν
)
W

= −
(
Tµν
)
X
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Βαρυτικά και Η/Μ κύματα σύκριση

Γραμμικοποιημένη αρύτητα Ηεκτρομανητισμός

Δυναμικά hµν
Διανυσματικό δυναμικό: Α(1, x)
Βαμτό δυναμικό: Φ(t, x)

Πεδία
Γραμμικοποιημένη

καμπυότητα Rieman:
Raβγδ(x)

Ηεκτρικό πεδίο: E(t, x)
Μανητικό πεδίο: Β(t, x)

Μετασηματισμός αμίδας hµν → hµν − ∂µϵν − ∂νϵµ Aµ → Aµ − ∂µχ

Παράδειμα συνήκης
αμίδας (”Lorentz”) ∂νh

ν
µ − 1

2
∂µh

ν
ν = 0 ∂µAµ = 0

Εξισώσεις πεδίου στη
αμίδα Lorentz □hµν = 0 □Aµ = 0

Χρήσιμες σέσεις από τη Γενική Σετικότητα
Σέσεις Christoffel

Γσµν =
1

2
gσρ(∂µgνρ + ∂νgρµ − ∂ρgµν). (0.1)

Τανυστής Riemann

Rρ
σµν = ∂µΓ

ρ
νσ − ∂νΓ

ρ
µσ + ΓρµλΓ

λ
νσ − ΓρνλΓ

λ
µσ (0.2)

R•
•µν = ∂µΓ

•
ν• − ∂νΓ

•
µ• +

[
Γ•
µ•,Γ

•
ν•
]
=
[
∂µ + Γ•

µ•, ∂νΓ
•
ν•
]

Τανυστής Ricci

Rµν = ∂λΓ
λ
µν − ∂νΓ

λ
µλ + ΓλµνΓ

σ
λσ − ΓλµσΓ

σ
νλ (0.3)
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Το ίνος του τανυστή Ricci μας δίνει το αμτό Ricci:

R = Rµ
µ = gµνRµν (0.4)

Μια ρήσιμη έννοια που α ρησιμοποιήσουμε παρακάτ την οποία όμς δεν
α αποδείξουμε είναι οι εξισώσεις πεδίου Einstein.

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν =

8πG

c4
Tµν (0.5)

Οι παραπάν συνδέουν την καμπυότητα (μέσ της μετρικής και του
τανυστή Ricci) με την παρουσία ενέρειας - ορμής (μέσ του Tµν).

..

Ισοδύναμη διατύπση

.

Παίρνοντας στην 0.5 το ίνος ς προς τη μετρική και στα δύο μέη
παίρνουμε

R− D

2
R =

8πG

c4
T

όπου D είναι η διάσταση του ρορόνου στον οποίο δουεύουμε (εδώ
D = 4). Η έκφραση αυτή μπορεί να ξαναραφεί ς

−R =
8πG

c4
T

D
2
− 1

Προσέτοντας το παραπάν, ποαπασιασμένο −1
2
gµν φορές στην 0.5,

παίρνουμε την επόμενη ισοδύναμη ”trace-reversed” μορφή

Rµν =
8πG

c4

(
Tµν −

1

2
Tgµν

)
(0.6)

Δηαδή ο όρος με το αμτό του τανυστή Ricci έει αντικατασταεί
στη νέα έκφραση από όρο με αμτό του τανυστή ενέρειας-ορμής.

Επίσης από τα παραπάν έπουμε ότι τα αμτά τν δύο αυτών
τανυστών συνδέονται με τη σέση:

R =
8πG

c4
T (0.7)
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Μια πρώτη ένδειξη του ότι μπορεί να έουμε κύματα
καμπυότητας

Από την ταυτότητα Bianchi:

Rαβγδ,µ +Rαβδµ,γ +Rαβµγ,δ = 0 (0.8)

Στο κενό ώρο, ρίς την παρουσία κάποιας πηής δηαδή, η 0.6 μας δίνει ότι

Rαβ = 0 (0.9)

Ποαπασιάζοντας την 0.11 με gαµ, και ρησιμοποιώντας την 0.9, παίρνουμε

Rµ
βγδ,µ +����Rµ

βδµ,γ +
����Rµ
βµγ,δ = 0

Rµ
βγδ,µ = 0

(0.10)

Λό της συμμετρίας του τανυστή Riemann σημαίνει ότι ο τανυστής αυτός
έει μηδενική απόκιση σε κάε δείκτη.

Παίρνουμε τώρα τη δεύτερη παράο της 0.11 ς προς µ, και
ρησημοποιούμε το τεευταίο επιείρημα ια την απόκιση του τανυστή Rie-
mann:

R ,µ
αβγδ,µ +XXXXXR ,µ

αβδµ,γ +XXXXXR ,µ
αβµγ,δ = 0 (0.11)

Που σημαίνει ότι ο τανυστής Riemann ικανοποιεί την κυματική εξίσση:

□Rαβγδ = 0 (0.12)
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Μέρος I

Βαρυτικά Κύματα
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1
Εξαή Λύσης Βαρυτικών Κυμάτν

1.1 Βαρυτικά κύματα σε επίπεδο ώρο

Όπς και στον ηεκτρομανητισμό στον οποίο υπάρουν ηεκτρομανητικές
διαταραές που διαδίδονται με ταύτητα c - ηεκτρομανητικά κύματα - στην
σετικιστική ερία της αρύτητας υπάρουν διαταραές της εμετρίας του
ώρου οι οποίες διαδίδονται στο ρορόνο και ονομάζουμε αρυτικά κύματα.

Θερούμε ένα ασενές αρυτικό πεδίο στο κενό. Η μετρική του επίπεδου ώρου
Minkowski είναι:

gαβ ≡ g
(0)
αβ = ηαβ =


−1

1

1

1


Εισάουμε τον τανυστή hαβ ς διαταραή στο παραπάν επίπεδο ώρο, ώστε:

gαβ = ηαβ + hαβ (1.1)

Επειδή τα ηαβ και gαβ είναι συμμετρικά, πρέπει και το hαβ να είναι επίσης
συμμετρικό. Ορίζουμε στη συνέεια με τη οήεια τν σέσεν τν ύψσης
δεικτών της ειδικής σετικότητας και τις ποσότητες:

hαβ ≡ ηασhσβ

hαβ ≡ ηασηβρhσρ

h ≡ hαα = ησρhσρ.

(1.2)
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..

Ανταοίτη μορφή της διαταραής

.

Επειδή είναι gµνgµσ = δσν , έουμε:

δσν = gµνg
µσ = (ηµν + hµν)(η

µσ + αhµσ) = δσν + αhσν + h+O(h2)

άρα πρέπει α = −1, συνεπώς η ανταοίτη σέση ια τη μετρική ίνεται:

gαβ = ηαβ − hαβ (1.3)

Στη νέα μετρική τα σύμοα Christoffel και ο τανυστής Ricci ίνονται:

Γσµν =
1

2
ησρ(hνρ,µ + hρµ,ν − hµν,ρ). (1.4)

Και επειδή κρατάμε πρώτης τάξης όρους ς προς hαβ έουμε:

Rµνρσ = ηµλ∂ρΓ
λ
νσ − ηµλ∂σΓ

λ
νρ

=
1

2
(hµσ,νρ + hνρ,µσ − hµρ,νσ − hνσ,µρ)

και με τη οήεια της 1.4:

Rµν = ∂λΓ
λ
µν − ∂νΓ

λ
λµ

= ∂λ
1

2
ηλρ (∂νhµρ + ∂µhρν − ∂ρhµν)− ∂ν

1

2
ηλρ (∂µhλρ + ∂λhρµ − ∂ρhλµ)

= ∂λ
1

2

(
∂νh

λ
µ + ∂µh

λ
ν − ∂λhµν

)
− ∂ν

1

2

(
∂µh

λ
λ + ∂λh

λ
µ − ∂λhλµ

)
=

1

2

[
hλµ,νλ + hλν,µλ − h ,λ

µν,λ − hλλ,µν − hλµ,λν + h ,λ
λµ,ν

]
=

1

2

[
hλµ,νλ + hλν,µλ −□hµν − h,µν−hλµ,λν + h ,λ

λµ,ν

]

Όμς είναι hλµ,λν = ηλβhβµ,λν = ηλβηλkh
,k

βµ,ν = δβkh
,k

βµ,ν = h ,k
kµ,ν = h ,λ

λµ,ν

Συνεπώς:

Rµν =
1

2

[
hλµ,νλ + hλν,µλ −□hµν − h,µν

]
(1.5)
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Και
R = hµν,µν −□h (1.6)

Επομένς οι εξισώσεις πεδίου του Einstein, ανοώντας όρους O(|hµν |2),
ίνονται:

Gµν =
1

2

[
hλµ,νλ + hλν,µλ −□hµν − h,λσ − ηµν(h

λσ
,µν −□h)

]
+O(h2µν)

=
1

2

[
hλµ,νλ + hλν,µλ −□hµν − h,µν − ηµνh

λσ
,λσ + ηµν□h

] (1.7)

Εφαρμόζουμε τον μετασηματισμό:

h̄µν = hµν −
1

2
ηµνh (Trace-Reverse Metric)

h̄ = h− 1

2
4h = −h

hµν = h̄µν −
1

2
ηµν h̄

(1.8)

Και παίρνουμε:

Rµν =
1

2

[
h̄λµ,νλ + h̄λν,µλ −□hµν

]
(1.9)

και

Gµν =
1

2

[
hλµ,νλ + hλν,µλ −□hµν − h,λσ − ηµν(h

λσ
,µν −□h)

]
+O(h2µν)

=
1

2

[
h̄λµ,νλ + h̄λν,µλ −□h̄µν −

1

2
(ηνλh̄

,λ
,µ − ηµν□h̄)

]
+O(h̄2µν)

= −1

2

[
□h̄µν + ηµν h̄

,λσ
λσ − h̄λµ,νλ − h̄,λν,µλ

]
+O(h̄2µν)

(1.10)
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..

Άος συοισμός στη ιιοραφία

.

Αφού Gµν =
8πG
c4
Tµν =

8πG
c4

[
Tµν + tµν(h̄)

]
□h̄µν + ηµν h̄

,λσ
λσ − h̄λµ,νλ − h̄,λν,µλ = −16πG

c4
[
Tµν + tµν(h̄)

]
Θέτοντας

W̄µ = ηρσ∂ρh̄µσ

Η προηούμενη εξίσση παίρνει την εναακτική μορφή

□h̄µν − ∂µW̄ν − ∂νW̄µ + ηρσ∂ρW̄σηµν = −16πG

c4
[
Tµν + tµν(h̄)

]
την οποία συναντάμε στη ιιοραφία (π. [10])

Βέπουμε ότι η παραπάν σέση α αποποιούταν ακόμα περισσότερο αν
h̄µν,ν = ∂ν h̄

µν = 0

Αυτό μπορούμε να το πετύουμε με τον επόμενο μετασηματισμό. Θερούμε
ένα απειροστό μετασηματισμό συντεταμένν, x′ α = xα+ξα, όπου ξa είναι ένα
δεδομενο διανυσματικό πεδίο. Έουμε ότι η διαταραή h̄µν μετασηματίζεται
όπς [1, 3, 10]:

h̄
′

αβ = h̄αβ − ξα,β − ξβ,α + ηαβξ
ρ
,ρ

h̄ = h′ − 2ξα,α
(1.11)

Προκύπτει ότι αυτός, ια να είναι μετασηματισμός Lotentz α πρέπει
ξα,β + ξβ,α = 0. Πράματι, ια να είναι ένας ραμμικός μετασηματισμός,
μετασηματισμός Lorentz α πρέπει η μετρική να παραμένει αναοίτη:

..

Πρέπει gµν = g′µν

gµν = ηµν + hµν =
∂x′ρ

∂xµ
∂x′σ

∂xν
g′ρσ = (δρµ + ∂µξ

ρ)(δσν + ∂νξ
σ)g′ρσ

= (δρµδ
σ
ν + δρµ∂νξ

σ + δσν ∂µξ
ρ + ∂µξ

ρ∂νξ
σ)g′ρσ

≈ g′µν + g′ρν∂µξ
ρ + g′µσ∂νξ

σ

= ηµν + h′µν + ∂νξµ + ∂µξν

= g′µν + ∂νξµ + ∂µξν︸ ︷︷ ︸
=0
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Πώς πρέπει να μετασηματίζεται οιπόν το h̄µν ώστε να έουμε ∂ν h̄µν = 0?

h̄µν = hµν −
1

2
ηµνh

= h′µν + (∂νξµ + ∂µξν)−
1

2
ηµνh

= h̄′µν −
1

2
ηµν h̄

′ + (0)− 1

2
ηµνh

= h̄′µν −
1

2
ηµν
(
h̄′ + h

)
= h̄′µν −

1

2
ηµν (−h′ + h)

= h̄′µν −
1

2
ηµν (−2∂αξ

α)

(1.12)

όπου προφανώς το h̄αβ παραμένει ύση της εξίσσης πεδίου. Επομένς, αφού
έουμε την εευερία να επιέξουμε όποιο ξα, μπορούμε να επιέξουμε το ξ να
είναι ύση της διαφορικής εξίσσης:

h̄σα,σ =
1

2
h̄′σσ,α −□ξα (Harmonic gauge) (1.13)

Τότε έπουμε ότι η 1.12 μας δίνει το επιυμητό αποτέεσμα ∂ν h̄µν = 0. Οι
1.8 και 1.13 μαζί συνιστούν την Transverse Traceless αμίδα, στην οποία α
δουέψουμε από εδώ και πέρα.

..

Βαμοί εευερίας

.

• hµν είναι ένας 4× 4 συμμετρικός πίνακας: 10 ΒΕ

• Harmonic gauge: -4 ΒΕ

• Επιοή του ξα: -4 ΒΕ

Μόνο 2 ΒΕ περισσεύουν στην TT αμίδα.

Με την επιοή και αυτής της δεύτερης αμίδας παίρνουμε:

Gµν = −1

2
□hµν (1.14)
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Και οι εξισώσεις Einstein παίρνουν την απούστερη μορφή:

Gµν = −1

2
□hµν =

8πG

c4
Tµν ⇒

..
□hµν = −16πG

c4
Tµν (1.15)

η οποία είναι της μορφής:

□hµν = −jgrµν με αμίδα ∂µh̄µν = 0

Όπς και στον ηεκτρομανητισμό, η ύση της εξίσσης αυτής είναι το
καυστερημένο δυναμικό:

hαβ(x, t) =
4πG

c4

∫
Tαβ(x′, t− |x−x′|

c
)

|x− x′| d3x′. (1.16)

Αυτή η ύση περιράφει μια αρυτική διαταραή που διαδίδεται στο ώρο με
την ταύτητα του φτός c.

1.2 Περίπτση απουσίας αρυτικών πηών

Όταν Tαβ = 0, τότε έουμε στην αμίδα Lorentz την ομοενή εξίσση
που αντιστοιεί στην περίπτση απουσίας αρυτικών πηών (στo α δούμε
τη ενική μη ομοενή ύση), δηαδή την εξίσση εευέρου πεδίου:

□hαβ = 0, (1.17)

η οποία έει ύση διαδιδόμενου κύματος με k2 = 0

hµν(x) = Re{Aµν(k)e±ik·x} (1.18)

όπου ο τανυστής πόσης Aµν = Aνµ ικανοποιεί πάντα, ό της αμίδας
Lorentz, τις συνήκες:

..
kµAµν(k) = Aµν(k)kν = 0 (1.19)
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Μπορεί να δειεί ότι στον τανυστή του πάτους μπορεί να επιηεί η
πρόσετη συνήκη

..
Aαα = 0 [3] (1.20)

Οι δύο αυτές συνήκες αποτεούν τη εόμενη transverse-traceless gauge
και ρησιμοποιούν όες τις εευερίες αμίδας, συνεπώς οι εναπομείνασες
συνιστώσες του hαβ α έουν φυσική σημασία. Επιέοντας ς z την διεύυνση
διάδοσης του κύματος, παίρνουμε k⃗ = (ω, 0, 0, ω) που σε συνδυασμό με την
εξίσση 1.19 α έουμε Aαz = A0α = 0 ια κάε α (αυτή είναι και η προέευση
του προσδιορισμού transverse ια τη αμίδα: το Aµν είναι εκάρσιο στη
διεύυνση διάδοσης του κύματος). Από την 1.19 οιπόν έουμε ότι επιιώνουν
οι συνιστώσες Axx, Ayy και Axy = Ayx. Επιπέον η 1.2 επιάει τη συνήκη
Axy = Ayx ια το ίνος του τανυστή Aµν . Επομένς ο τανυστής του πάτους
παίρνει τη μορφή:

ATTµν =


0 0 0 0

0 Axx Axy 0

0 Axy −Axx 0

0 0 0 0

 (1.21)

Τέος από την k⃗ = (ω, 0, 0, ω) έουμε ik⃗ · x⃗ = −i(ωt− ωz) επομένς η ενική
ύση τν ραμμικοποιημένν εξισώσεν Einstein στο κενό, ια διάδοση στον
z άξονα με σταερή συνότητα ω στην ΤΤ αμίδα είναι:

hTTµν (t, z) = Re{


0 0 0 0

0 Axx Axy 0

0 Axy −Axx 0

0 0 0 0

 eiω(z−t)} (1.22)

Που σημαίνει ότι αφού υπάρουν δύο ανεξάρτητες συνιστώσες, α υπάρουν
δύο πιανές ποώσεις ια τα αρυτικά κύματα. Η συνιστώσα του κύματος που
είναι ανάοη του Axx ονομάζεται plus (+) και αυτή που είναι ανάοη του
Axy ονομάζεται cross (×). Έτσι στη ραμμική προσέιση με την ΤΤ αμίδα
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στο κενό μπορούμε να ράψουμε:

hµν =


0 0 0 0

0 h+(t− z) h×(t− z) 0

0 h×(t− z) −h+(t− z) 0

0 0 0 0

 (1.23)

Για να συνειδητοποιήσουμε τι σημαίνει ένα αρυτικό κύμα να έει μια
συκεκριμένη πόση πρέπει να εξετάσουμε ποια α είναι η επίδρασή του σε
κάποια δοκιμαστικά σμάτια.

1.3 Επίδραση αρυτικών κυμάτν σε εεύερα
σμάτια

Όα τα αρυτικά κύματα μπορούν να ραφτούν στη μορφή της 1.22, ώστε κάε
κύμα να έει δύο ανεξάρτητες συνιστώσες, τις hTTxx και hTTxy .
Ας ερήσουμε ένα κύμα πόσης + που διαδίδεται στον z άξονα:

hµν =


0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 0

h(t− z) (1.24)

που αντιστοιεί σε μια ρονοεξαρτώμενη μετρική:

ds2 = −dt2 + (1 + h(t− z))dx2 + (1− h(t− z))dy2 + dz2 (1.25)

Θερούμε δύο δοκιμαστικά σμάτια Α και Β στις έσεις xiA = (ct, 0, 0, 0) και
xi = (ct, xB, yB, zB) και ένα αρυτικό που διαδίδεται στον z άξονα. Αν τα
σμάτια αυτά είναι ακίνητα πρτού περάσει το πρώτο μέτπο του κύματος, α
έουν τετραταύτητες uA = uB = (1, 0, 0, 0). Αφού τα σμάτια είναι εεύερα,
α υπακούουν την εδαισιακή εξίσση

d

dτ
ui = −Γiµνu

µuν ⇒ d2xi

dτ 2
= −Γiµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
(1.26)

Στη ραμμικοποιημένη μετρική οι σέσεις του Christoffel σε πρώτη τάξη της
διαταραής παίρνουν την μορφή:

δΓαµν =
1

2
ηαβ

(
∂hβµ
∂xν

+
∂hβν
∂xµ

− ∂hµν
∂xα

)
(1.27)
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Αντικαιστώντας στην 1.26, παίρνουμε την αρική τιμή της επιτάυνσης:(
duα

dτ

)
0

=
d2(δxi)

dτ 2
= −δΓiµνuµuν = −δΓi00

= −1

2
ηαβ

(
∂hβ0
∂x0

+
∂hβ0
∂x0

− ∂h00
∂xα

)
όπου ρησιμοποιήσαμε το εονός ότι τα σμάτια είναι αρικά ακίνητα. Όμς
από την αμίδα ΤΤ είδαμε ότι hδ0 = 0 άρα(

duα

dτ

)
0

= 0

που σημαίνει πς σε πρώτη τάξη ς προς τη διαταραή, η ρική απόσταση
μεταξύ τν σματιδίν A και B δεν έει αάξει ό του αρυτικού κύματος.
Η ρορονική απόσταση όμς τν μεταξύ τν δύο σμάτν έει αάξει. Για
παράδειμα αν τα Α και Β είναι πάν στον άξονα x και απέουν απόσταση L0

τότε το αντίστοιο στοιείο μήκους είναι

ds2 = −dt2 + (1 + h(t− z))dx2 (1.28)

που αντιστοιεί στη μετρική

gµν =

[
−1 0

0 1 + h(t− z)

]
επομένς η ρορονική απόσταση μεταξύ τους α είναι:

L(t) =

∫ L0

0

|ds2|1/2 =
∫ L0

0

|gαβdxαdxβ|1/2

=

∫ L0

0

|gxx|1/2dx ≈ |gxx(x = 0)|1/2L0

=

[
1 +

1

2
h(t− z)

]
L0

(1.29)

άρα η μεταοή στην ρορονική απόσταση τν μαζών είναι

δL(t)

L0

≃ 1

2
h(t− z) (1.30)

που σημαίνει ότι τααντεύεται με τη συνότητα του αρυτικού κύματος όπς
φαίνεται στην παραπάν εικόνα. Μια τυπική ταάντση αρυτικών κυμάτν
προερόμενη από μια μακρινή αστρονομική πηή και αναμένουμε να είναι
ανινεύσιμη στη Γη είναι της τάξης δL/L0 ∼ 10−21.
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Σήμα 1.1: Απόστασης μεταξύ δοκιμαστικών σμάτν που διαταράσσεται
ό του αρυτικού κύματος

1.4 Ποώσεις

Ορίζουμε το διάνυσμα μεταξύ τν δύο ξ̂α που περιράφει την ταυτόρονη
σετική τους απόσταση, στο σύστημα όπου τα σμάτια αυτά είναι ακίνητα
πριν από τη διέευση του αρυτικού κύματος.

ξ̂α(t) := χ̂αB(t)− χ̂αA(t) = (0, xB, yB, zB). (1.31)
Στο τοπικό αδρανειακό σύστημα η σετική επιτάυνση μεταξύ τν σμάτν
δίνεται από την εξίσση της εδαισιακής απόκισης [3, 7]

d2ξ̂α

dt̂2
= −c2R̂α

βγδû
β ξ̂γûδ, (1.32)

όπου ûβ := dxα/(cdt) είναι η τετραταύτητα στο σύστημα ηρεμίας τν δύο
σμάτν.

Εάν επιέξουμε συντεταμένες στη αμίδα TT με τέτοιο τρόπο ώστε το
πεδίο τν 4-ταυτήτν που απαιτείται ια να περιράψει τις ΤΤ συντεταμένες
να ταυτίζεται με τη 4-ταύτητα στο αρικό σύστημα ηρεμίας, τότε

Ri0j0 = RTT
i0j0 +O(h2). (1.33)
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Χρησιμοποιώντας την παραπάν, ανοώντας όρους τάξης O(h2), παίρνουμε

d2xi

dt2
=

1

2

∂2hTTij
∂t2

xj, (1.34)

όπου οι παράοι δευτέρας τάξης ρονική παράος ∂2hTTij /∂t2 υποοίζεται
κατά μήκος της εδαισιακής x = y = z = 0. Παραπάν δεν απαιτείται πουενά
να υποέσουμε ότι η διάδοση του κύματος ίνεται στην διεύυνση +ẑ, επομένς
αυτή η σέση ισύει ια κύματα που ταξιδεύουν προς κάε διεύυνση. Έστ ότι
ια ρόνους t ≤ 0 δεν υπάρουν κύματα (hTTij = 0) στην περιοή τν μαζών,

xi(t) = xi0 = σταερό, ια t ≤ 0. (1.35)

Την t = 0 κάποια μέτπα κυμάτν καταφάνουν στην περιοή. Περιμένουμε
ότι xi(t) = xi0 + O(h) ια t > 0, επομένς επειδή ανοούμε όρους O(h2),
μπορούμε να κάνουμε την ααή:

d2xi

dt2
=

1

2

∂2hTTij
∂t2

xj ⇒ d2xi

dt2
=

1

2

∂2hTTij
∂t2

xj0 (1.36)

Οοκηρώνοντας την 1.36,

xi(t) =

(
δij +

1

2
hTTij (t)

)
xj0, t > 0 (1.37)

Προσανατοίζουμε τώρα τους άξονες στο σύστημά μας ώστε το κύμα να
διαδίδεται στην +ẑ κατεύυνση, ώστε το hTTij (t) να δίνεται από την 1.23.
Επομένς το σύστημα εξισώσεν 1.36 παίρνει τη μορφή:

x(t) = x0 +
1

2
(h+(t)x0 + hx(t)y0) , (1.38a)

y(t) = y0 +
1

2
(hx(t)x0 − h+(t)y0) , (1.38b)

z(t) = z0 (1.38c)

Από τις παραπάν εξισώσεις φαίνεται ότι το κύμα είναι εκάρσιο στη
διεύυνση διάδοσής του, που σημαίνει ότι προκαεί σετικές μετατοπίσεις τν
δοκιμαστικών σματιδίν μόνο στο επίπεδο που είναι κάετο με τη διεύυνση
διάδοσής του, δηαδή α έει τη μορφή της εικόνας 1.2 .8

Ας ερήσουμε ένα τέειο δακτυίδι αρικά ακίνητν σματιδίν στο επίπεδο
x-y (1.3) με το κέντρο του δακτυιδιού να συμπίπτει με την αρή τν αξόνν.
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Σήμα 1.2: Μια 3d αναπαράσταση ενός εκάρσιου πομένου αρυτικού
κύματος στο ώρο [17]

Αν r0 η ακτίνα του δακτυιδιού, τότε οι συντεταμένες του κάε σματιδίου
στο δακτυίδι μπορούν να παραμετροποιηούν με μια νία ϕ ∈ [0, 2π]

x0 = r0 cosϕ, y0 = r0 sinϕ, z0 = 0. (1.39)

οι εξισώσεις 1.38 και 1.39 συνεπάονται ότι η τρίτη συνιστώσα τν σματιδίν
παραμένει συνεώς σταερή z(t) = 0, άρα μόνο οι x και y συντεταμένες τν
σμ=ατιδίν α πρέπει να αναυούν.

Εάν το κύμα έει πόση +, δηαδή είναι hTTxx ̸= 0, hTTxy = 0 τότε
ρησιμοποιώντας τις εξισώσεις 1.38 και 1.39 παίρνουμε

x(t) = r0 cosϕ
(
1 +

1

2
h+(t)

)
, (1.40a)

y(t) = r0 sinϕ
(
1− 1

2
h+(t)

)
. (1.40b)

Αρικά, πρτού το κύμα φτάσει (h+(t ≤ 0) = 0), το δακτυίδι τν σματιδίν
είναι τεείς κυκικό. Πώς παραμορφώνεται η διάταξή τους με τη διέευση
του κύματος;
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Αντιμετπίζοντας το σύστημα αυτό ς την παραμετρική μορφή μιας
καμπύης με παράμετρο ϕ, μπορούμε διώνοντας την εξάρτηση του ϕ να
καταήξουμε πού απά σε μια εξίσση της μορφής

x2

(a+(t))2
+

y2

(b+(t))2
= 1, (1.41)

όπου
a+(t) := r0

(
1 +

1

2
h+(t)

)
, b+(t) :=

(
1− 1

2
h+(t)

)
. (1.42)

Οι εξισώσεις 1.41 - 1.42 περιράφουν μια έειψη με κέντρο την αρή του
συστήματος συντεταμένν. Η έειψη έει ημιάξονες a+(t) και b+(t), οι
οποίοι είναι παράηοι με τους άξονες x και y αντίστοια. Εάν το h+(t)
είναι μια ταανττική συνάρτηση, η οποία αάζει το πρόσημό της σε κάε
ταάντση, τότε η παραμόρφση του αρικού κύκου σε έειψη ίνεται με τον
εξής τρόπο: στο ρονικό διάστημα όπου είναι h+(t) > 0, ο κύκος τεντώνεται
στην διεύυνση x και συμπιέζεται στην διεύυνση y. Όταν είναι h+(t) < 0
το τέντμα ίνεται κατά μήκος του άξονα y και η συμπίεση κατά μήκος του x
άξονα.

Ας εστιάσουμε την προσοή μας σε ένα μόνο σμάτιο του δατυιδιού. Η
κίνησή του ς προς την αρή δίνεται από την 1.38 ια κάποια τιμή του ϕ. Ποιά
είναι η μορφή της τροιάς του σματιδίου;
Συνδυάζοντας την 1.40 με την 1.41 ώστε να απααούμε από το h+ ρίσκουμε:

x2

r0 cosϕ
+

y2

r0 sinϕ
− 2 = 0, (1.43)

Η παραπάν εξίσση μας έει ότι ότι ένα σματίδιο του δακτυιδιού κινείται
ύρ από την αρική του έση κατά μήκος μιας ευείας ραμμής.

Με την ίδια οική εξετάζουμε και τα κύματα με πόση × όπου h+ = 0,
έουμε:

x(t) = r0

(
cosϕ+

1

2
sinϕh×(t)

)
, (1.44a)

y(t) = r0

(
sinϕ− 1

2
sinϕh×(t)

)
. (1.44b)

Εισάουμε τις νέες συντεταμένες (x′, y′) οι οποίες προέρονται από τις παιές
με μια περιστροφή κατά νία α = 45o ύρ από τον z άξονα.(

x′

y′

)
=

[
cosα sinα
− sinα cosα

](
x

y

)
=

√
2

2

[
1 1

−1 1

](
x

y

)
(1.45)
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Σήμα 1.3: Η επίδραση ενός αρυτικού κύματος διαδιδόμενου στη διεύυνση z
σε μια σειρά από δοκιμαστικές μάζες στο x-y επίπεδο

Ξαναράφουμε την 1.44 ς προς τις νέες συντεταμένες (x′, y′),

x(t) =

√
2

2
r0 (sinϕ+ cosϕ) (1 + h×(t)) , (1.46a)

y(t) =

√
2

2
r0 (sinϕ− cosϕ) (1− h×(t)) . (1.46b)

που δίνει την καμπύη
x′2

(a×(t))2
+

y′2

(b×(t))2
= 1, (1.47)

όπου
a×(t) := r0

(
1 +

1

2
h×(t)

)
, b×(t) :=

(
1− 1

2
h×(t)

)
. (1.48)

Οι εξισώσεις 1.47 και 1.48 έουν την ίδια ακριώς μορφή με αυτή τν εξισώσεν
1.41 και 1.42. Αυτό σημαίνει ότι το αρικό κυκικό δακτυίδι παραμορφώνεται
σε μια έειψη με κέντρο την αρή, με ημιάξονες a× και b× οι οποίοι είναι
στραμμένοι κατά νία 45o ς προς τους άξονες x και y αντίστοια 2.

2Η διαφορά με τα ηεκτρομανητικά κύματα είναι ότι οι δύο ανεξάρτητες ποώσεις
διαφέρουν κατά μια περιστροφή 45o και όι 90o μεταξύ τους. Αυτό οφείεται στο εονός
ότι το hµν είναι τανυστής τάξης 2 (δηαδή πίνακας), ενώ στον ηεκτρομανητισμό έουμε το
Aµ που είναι τανυστής τάξης 1 (δηαδή διάνυσμα).

Ηεκτρομανητικά κύματα Βαρυτικά κύματα
E′

x = Ex cos θ + Ey sin θ h′
+ = h+ cos 2θ − h× sin 2θ

E′
y = Ey cos θ − Ex sin θ h′

× = h+ cos 2θ + h+ sin 2θ
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Σήμα 1.4: Δείνουμε πς σημειακά σματίδια κατά μήκος ενός δακτυίου
μετατοπίζονται ς αποτέεσμα της αηεπίδρασης με ένα αρυτικό κύμα
διαδιδόμενο σε διεύυνση κάετη στο επίπεδο του δακτυίου. Το αριστερό
σήμα αναφέρεται σε κύμα πόσης + ενώ το δεξί σε κύμα πόσης ×
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2
Ανίνευση Βαρυτικών Κυμάτν

Σήμα 2.1: Σμάτια που αηεπιδρούν πιο ασενικά φαίνεται ότι προέρονται
από νεαρότερες στιμές του Σύμπαντος. Εν ένει, αρυτικά κύματα
προερόμενα από εποές κοντά στην κίμακα του Planck μπορεί να είναι ορατά
στο σημερινό σύμπαν.

Υπάρουν ποά κίνητρα ια την προσπάεια ανίνευσης αρυτικών
κυμάτν και την επιυμία αύξησης της ακρίειας τν ανινευτών. Πρώτα από
όα σεδόν όα τα αστροφυσικά φαινόμενα εκπέμπουν αρυτικά κύματα, και
μάιστα τα ποιο ίαια από αυτά σε μεάες εντάσεις. Σε ορισμένες περιπτώσεις
τα αρυτικά κύματα μεταφέρουν πηροφορίες τις οποίες δεν μπορούμε να
πάρουμε από την ηεκτρομανητική ακτινοοία. Για παράδειμα, αρυτικά
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κύματα φτάνουν σε εμάς απευείας μετά από μια έκρηξη supernova ενώ αντίετα
η ηεκτρομανητική ακτινοοία υπόκειται ποαπές σκεδάσεις από την ύη
που τον περιάει πρτού φτάσει σε εμάς και έτσι πούτιμες πηροφορίες ια
την έκρηξη άνονται κατά τη διαδικασία. Ένα άο παράδειμα που υποδεικνύει
την σημαντικότητα τν αρυτικών κυμάτν στην κοσμοοία είναι τα αρυτικά
κύματα που προέρονται από το πρώιμο σύμπαν, καώς αυτό είε ηικία μόις
10−25s. Αυτά τα αρυτικά κύματα αποτεούν τους καύτερους αειοφόρος
(??) ια τη μεέτη του νεαρού σύμπαντος και μεταφέρουν το αποτύπμα
άνστης φυσικής σε ενέρειες πού υψηότερες από αυτές που μπορούμε
να πετύουμε σήμερα με τους επιταυντές.

2.1 Παρατηρίσημα μεέη αρυτικών κυμάτν

Στο προηούμενο κεφάαιο καύψαμε πόσο διαφέρουν τα παρατηρίσημα μεάη
του αρυτικού από του ηεκτρομανητικού πεδίου. Αυτά είναι τα μεέη που
έουμε να παρατηρίσουμε όταν έουμε να ανηνεύσουμε αρυτικά κύματα:

• h+(t), h×(t),φάση(t): το πάτος, την πόση τν κυμάτν και τη φάση
της πόσης συναρτήσει του ρόνου. Αυτά τα μεέη περιέουν τις
περισσότερες πηροφορίες ια τα αρυτικά κύματα.

• θ, ϕ: τη διεύυνση της πηής στον ουρανό (εκτός από παρατηρήσεις του
στοαστικού υποάρου).

Από αυτά είναι εμφανές ότι η ανίνευση της αριτυκής ακτινοοίας δεν είναι
ίδια με την ανίνευση της ηεκτρομανητικής. Στην περίπτση της Η/Μ
αστρονομίας μπορεί σεδόν πάντα κανείς να ενισύσει την ακτινοοία, ενώ
στην περίπτση της αστρονομίας τν αρυτικών κυμάτν κάποιος πρέπει να
ακοουήσει της τααντώσεις της αρυτικής ακτινοοίας. Ουσιαστικά στον
Η/Μ ανηνεύουμε την ισύ της ακτινοοίας ενώ στην αρυτική ακτινοοία
πρέπει να ανινεύσουμε την έμεση δράση του κύματος στον ώρο.

Ας εξετάσουμε τι μπορούμε να συμπεράνουμε από μια ανίνεση. Εάν
το αρυτικό κύμα έει μικρή διαρκεια, της τάξης του δείματος μιας ροής
δειματοηψίας, τότε κάε ανηνευτής α δώσει συνήος έναν αριμό, το οποίο
είναι το πάτος του κύματος που προάεται στον ανινευτή (μια συνδιασμένη
προοή τν ποώσεν h+ και h×). Εάν το κύμα κρατάει περισσότερο από ένα
από δείμα, τότε η πηροφορία αυτή α είναι μια συνάρτηση στο ρόνο.
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Εάν το σήμα κρατάει σημαντικά περισσότερο ρόνο, τότε και το πάτος και
η φάση του κύματος μπορούν να επιρρεαστούν από την κίνηση του ανινευτή,
ο οποίος κινείται και περιστρέφεται μαζί με την τροιά της Γής. Αυτό προκαεί
μια διαμόρφση στο πάτος και τη φάση που δεν είναι εενής στο σήμα. Εάν
η εστερική μορή του σήματος μπορεί να κατανοηεί, τότε η διαμόρφση αυτή
μπορεί να ρησιμοποιηεί ια τον προσδιορισμό της έσης της πηής.

Ξερίζουμε τρία διαφορετικά είδη σήματος από τη σκοπιά του παρατηρητή.

(i) Παμοί (bursts) έουν τόσο μικρή διάρκεια όπου η αοίση στο σήμα
ό της κίνησης του ανηνευτή δεν είναι παρατηρίσημη. Κατά τη
διάρκεια της παρατήρισης ο ανινευτής είναι ουσιαστικά στατικός. Στην
περίπτση αυτή ρειαζόναστε τουάιστον 3 και ιδανικά 4 ανινευτές ια
να προσδιορήσουμε την έση της πηής με τη μέοδο του τρινισμού και
τις δύο ποώσεις h+ και h×. Ένα σύστημα ενηνευτών είναι απαραίτητο
ια την εξαή όν τν πηροφοριών σε αυτή την περίπτση.

(ii) Συνεές σήμα εξ ορισμού διαρκεί αρκετά ώστε η κίνηση του ανινευτή να
αποτυπώνεται στη διαμόρφση του πάτους και της φάσης του σήματος.
Στην περίπτση αυτή ερούμε ένα από μοντέο ια το εενές
(”εστερικό”) σήμα και μπορούμε να ρησιμοποιήσουμε τις πηροφορίες
που είναι αποτυπμένες στο σήμα (την διαμόρφση του πάτους και της
φάσης) ια να συμπεράνουμε τη έση και τα πάτη πόσης της πηής
στον ουρανό. Ένας και μόνο ανινευτής μπορεί αποτεεσματικά να κάνει
αυτή τη δουειά από μόνος του. Ωστόσο, προκειμένου να είμαστε έαιοι
ότι το καταραφόμενο σήμα είναι πράματι τέτοιο, είναι σημαντικό να
παρατηριεί από έναν δεύτερο ή και τρίτο ανινευτή.

(iii) Στοαστικά υπόαρα μπορούν να ανινευούν όπς ο όρυος σε έναν
ανινευτή. Εάν ο όρυος ενός ανινευτή είναι αρκετά κατανοητός, αυτός
ο παραπήσιος όρυος μπορεί να ανιευεί ς στοαστικό υπόαρο.
Αυτό είναι αρκετά ανάοο με τον τρόπο ανίνευσης του μικροκυματικού
υποάρου.

Μια πιο έμπιστη μέοδο ια την ανίνευση της στοαστικής ακτινοοίας
είναι η διαστεύρση μεταξύ δύο ανινευτών, οι οποίοι υπόκεινται στον ίδιο
κοσμοοικό όρυο αα’έουν διαφορετικό εενή όρυο. Η διασταύρση
αυτή εξαείφει πού από τον όρυο του ανινευτή και ειτουρεί καύτερα
όταν οι ανινευτές απέουν μεταξύ τους ιότερο από ένα μήκος κύματος της
ανινευόμενης αρυτικής ακτινοομίας.
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Εν ενη η ανίνευση αρυτικών κυμάτν απαιτεί την συνδιαδμένη
παρατήριση από ένα σύστημα ανινευτών, τόσο ια την αύξηση της
εμπιστοσύνης της παρατήρησης όσο και ια την παροή ακριών πηροφοριών
σε άα φυσικά παρατηρίσημα μεέη (κατεύυνση, πάτος κτ).

2.2 Ανινευτές δέσμης (Συμοόμετρα laser)

Οι ανινευτές αυτοί κάνουν ρήση δεσμών laser ια να παρακοουούν την
μεταοή στην πρότυπη απόσταση μεταξύ ζεύους εευέρν μαζών (οι
οποίες αιρούνται με τη οήεια στήριξής που εξουδετερώνει τααντώσεις
που προέρονται από τον εξτερικό ώρο) κατά τη διέευση ενός αρυτικού
κύματος. Είναι ουσιαστικά συμοόμετρα Michelson μεάης κίμακας.
Ανινευτές της μορφής αυτής είναι αυτή τη στιμή σε ειτουρία υπό τη
διεύυνση διαφόρν ομάδν πακοσμίς.

Ένα πεονέκτημα τν ανινευτών αυτών είναι ότι η διαφορά φάσης
στη δέσμη του φτός μπορεί να ίνει μεαύτερη απά μεαώνοντας τους
ραίονες του ανινευτή. Ένας ανινευτής με ραxίoνες μήκους 4km
ανταποκρίνεται σε ένα αρυτικό κύμα πάτους 10−21 3 με

δlgw ∼ 1

2
hl ∼ 2× 10−18m (2.1)

όπου δlgw είναι η παραμόρφση στο ραίονα του ανινευτή.

Υπάρουν τριών ειδών πηές ορύου: ερμικός, και δονητικός. Για
να καταάουμε τον τρόπο με τον οποίο περιορίζονται, είναι σημαντικό να
σκεφτούμε σε ένοιες του ώρου συνοτήτν. Παρατηρήσεις με επίειους
ανινευτές α ίνονται πιανός στο φάσμα τν 10Hz με 10kHz. Διαταρές
ορύου έξ από την περιοή ανίνευσης μπορούν απά να ανοηούν.
Ο στόος του εένου ορύου η μείση τν διαταραών εντός του
παρατηρίσημου φάσματος.

• Θερμικός όρυος. Τα συμοόμετρα δουεύουν σε ερμοκρασία
δματίου και δονήσεις στα κάτοπτρα και στα αναρτημένα εκρεμή μπορούν
να επισκιάσουν τα αρυτικά κύματα. Για να εένξουν αυτό το είδος

3Θυμίζουμε εδώ ότι το πάτος h στο οποίο αναφερόμαστε είναι αδιάστατο και αναφέρεται
στο μέεος του φαινομένου παραμόρφσης του ώρου και τν αποστάσεν με τη διέευση
του αρυτικού κύματος. Επομένς το h είναι το κάσμα της παραμόρφσης - του τεντώματος
του ώρου δL

L .
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ορύου, οι μηανικοί εκμεταεύονται το εονός ότι ο ερμικός όρυος
έει το μέιστο πάτος του στις ιδιοσυνότητες

• Θόρυος Poisson (shot noise) Αυτός είναι ο κύριος περιορισμός στην
ευαισησία σε υψηότερες συνότητες, 200 − 300Hz. Έει να κάνει με
τυαίες διακυμάνσεις στην ένταση του φτός που μπορεί να εμφανίζονται
ς σήμα αρυτικού κύματος. Όσο περισσότερα φτόνα ρησιμοποιούνται,
τόσο πιο ομαοί α είναι οι κροσσοί συμοής. Μπορουε εύκοα να
υποοίσουμε αυτό τον εενή όρυο. Εάν N είναι το πήος τν
φτονίν που εκπέμπονται από το laser κατά τη διάρκεια μιας μέτρησης,
τότε όπς και κάε τυαία διαδικασία ια τη διακύμανση ισύει δN ∝

√
N .

Εάν ρησιμοποιούμε φς με μήκος κύματος λ (π υπέρυρο με λ ∼ 1µm)
μπορούμε να αναμένουμε να καταράψουμε το μήκος κύματος αυτό με
ακρίεια

δlshot ∼
λ

2π
√
N

(2.2)

Για να μετρήσουμε ένα αρυτικό κύμα συνότητας f , πρέπει να παίρνουμε
τουάιστον 2f μετρήσεις το δευτερόεπτο, ώστε να μπορούμε να
συσσρεύουμε φτόνια ια ρόνο 2

2f
. Εάν P είναι η ισύς της δέσμης,

τότε
N =

P
hc
λ
· 1
2f

(2.3)

Μπορεί εύκοα κανείς να δεί ότι προκειμένου το δlshot να είναι ίδιο με
to δlgw στην 2.1, ρειαζόμαστε φς ισύος περίπου 600kW . Κανένα
συνεές laser δεν είναι ικανό να παρέει τέτοια ισύ στο συμοόμετρο.
Το κειδί ια την επίτευξη τέτοιας ισύος μέσα στους ραίονες του
ανινευτή είναι μια τενική που ονομάζεται ανακύκση ισύος [2] όπου
με την προσήκη κατόπτρν κατά μήκος τν ραιόνν αυξάνουν το
ενερό μήκος που διανύει η δέσμη εξισσοροπόντας ταυτόρονα και τις
ενερειακές απώειες ό διαάσεν.

• Δονήσεις εδάφους και μηανικές δονήσεις είναι μια άη πηή ορύου
που πρέπει να εενεί. Τυπικές σεισμικές δονήσεις μειώνονται απότομα
με τη συνότητα. Συνεπώς αυτό αποτεεί πρόημα κυρίν κάτ από
τα 100Hz. Τα αναρτημένα εκρεμμή είναι εξαιρετικά μηανικά φίτρα ια
συνότητες υψηότερες της φυσικής τους συνότητας. Οι αναρτημένοι
σήνες (στους οποίους ταξιδεύει η δέσμη) περιαμάνουν ποαπά
εκρεμή, κάε ένα με συνότητα ύρ στο 1Hz. Αυτό προσφαίρει μια
ρήορη ακύρση του ορύου πάν από το 1Hz. Το φάσμα τν
συμοομέτρν κανονικά εμφανίζει ένα απότομο ήμα στο αμηής
συνότητας υπόαρο: αυτό είναι το αναμενόμενο πάτος του δονητικού
ορύου.

32



Λειτουρία

Μια δέσμη laser ρίζεται και κατευύνεται στου δύο ραίονες του ανινευτή
οι οποίοι έουν κατασκευαστεί ώστε να έουν το ίδιο μήκος. Το φς
ανακάται σε δοκιμαστικές μάζες με κατοπτρική επιφάνεια που στα άκρα τν
δύο ραίονν. Στη συνέεια το ανακώμενο φς επανενώνονται και οι
κροσσοί συμοής που παρατηρούνται αναύονται ια ενδείξεις μεταοής της
ρορονικής απόστασης τν δοκιμαστικών μαζών.

Σήμα 2.2: Σηματική αναπαράσταση ανινευτή συμοόμετρου laser. Στα
μακρά (ίδιου μήκους σκέη) του ανινευτή, το φς ανακάται επανειημμένα,
αυξάνοντας έτσι το ενερό μήκος του ανινευτή.

Επειδή τα δύο σκέη φτιάνονται ώστε να έουν μεάο μήκος είναι δυνατό
να ανινεύσουν εξαιρετικά μικρές μεταοές σε αποστάσεις. Θα εξετάσουμε
επτομερώς πς μπορούμε με τη ρήση φτός να μετρήσουμε την απόσταση
μεταξύ δύο σμάτν που εκτεούν εεύερη πτώση. Επειδή τα σμάτια είναι
εεύερα, και υποέτουμε ότι είναι μακριά το ένα από το άο, μπορούμε
να ρησιμοποιήσουμε το ΤΤ σύστημα συντεταμένν. Ας ερήσουμε ια
απότητα ένα κύμα που ταξιδεύει κατά την διεύυνση του άξονα z έοντας
κααρή + πόση ώστε η μετρική στην περιοή όπου διαδίδεται να δίνεται από
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την

ds2 = −dt2 + [1 + h+(t− z)] dx2 + [1− h+(t− z)] dy2 + dz2 (2.4)

Ας υποέσουμε πάι, ια απότητα, ότι δύο σώματα ρίσκονται στον άξονα
x, το ένα τοποετημένο στην αρή x = 0 και το άο στη έση x = L.
Στο σύστημα ΤΤ, τα σμάτια παραμένουν στις έσεις αυτές συνέεια. Για να
πραματοποιηεί μια μέτρηση, το σμάτιο στην αρή στένει ένα φτόνιο κατά
μήκος του άξονα x προς το δεύτερο σώμα, το οποίο το ανακά προς τα πίσ. Το
πρώτο σώμα μετρά τον απόυτο ρόνο (proper time) που μεσοάησε μεταξύ
τν εονότν της εκπομπής και της ήψης.

Επειδή το φτόνιο που ταξιδεύει πάν στον άξονα x κινείται πάν σε μια
εδαισιακή (ds2 = 0), με dy = dz = 0, α έει μια ενερό ταύτητα(

dx

dt

)2

=
1

1 + h+
. (2.5)

Παρόο που δεν ισούται με τη μονάδα, αυτή είναι απά ταύτητα τν
συντεταμένν δεν έρεται σε ρήξη με τη σετικότητα. Ένα φτόνιο που
εκπέμφηκε την tstart από την αρή φτάνει μια συντεταμένη x σε ρόνο
t(x). Το φτόνιο φτάνει στην δεύτερη μάζα σε ρόνο που παίρνουμε,
οοκηρώνοντας την ενερό ταύτητα του φτός (2.5):

tfar = tstart +

∫ L

0

[1 + h+(t(x))]
1/2 dx (2.6)

Αφού το h+ είναι μικρό, μπορούμε να αναπτύξουμε την ρίζα, σε τάξη O(|h|),
έτοντας επιπέον t(x) = tstart + x:

tfar = tstart + L+
1

2

∫ L

0

h+(tstart + x)dx (2.7)

Το φς ανακάται προς τα πίσ και όμοιο επιείρημα με παραπάν
μπορούμε να κάνουμε ια την διαδρομή επιστροφής στην πρώτη μάζα:

treturn = tstart+2L+
1

2

∫ L

0

h+(tstart+x)dx+
1

2

∫ L

0

h+(tstart+L+x)dx (2.8)

Επειδή η παραπάν εξαρτάται από το ρόνο t στο TT σύστημα
συντεταμένν, η εξίσση αυτή μας δίνει μια μετρήσιμη ποσότητα.
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Εάν το μήκος L είναι μικρό συκριτικά με το μήκος κύματος του αρυτικού
κύματος, ή ο ρόνος επιστροφής treturn είναι μικρός σε σέση με την περίοδο του
κύματος, το h+ είναι ουσιαστικά σταερό στη διαδρομή του φτονίου. Τότε
ο ρόνος επιστροφής είναι απά ανάοος της απόυτης απόστασης L όπς
υποοίζεται από τη μετρική. Προκειμένου να ρησιμοποιηεί η σέση αυτή
ια τον υποοισμό της μετρικής της διαταραής το πιο από που μπορούμε
να κάνουμε είναι να εξετάσουμε το ρυμό μεταοής του ρόνου επιστροφής
treturn με το πέρασμα του αρυτικού κύματος.

dtreturn
dtstart

= 1 +
1

2
[h+(tstart + 2L)− htstart ] (2.9)

Παρατηρούμε ότι ο ρυμός μεταοής του ρόνου επιστροφής εξαρτάται
μόνο από τη μετρική του κύματος τη στιμή της εκπομπής του φτονίου και
της επιστροφής του στο σημείο αυτό μετά την ανάκαση. Συκεκριμένα το
πάτος του αρυτικού κύματος τη στιμή της ανάκασης δεν παίζει κανένα
ρόο.

Εάν τώρα το σήμα που στένεται από την αρή δεν είναι ένα μοναδικό
φτόνιο αά ένα συνεές ηεκτρομανητικό κύμα συνότητας ν, τότε η
παράος του ρόνου επιστροφής ς προς το ρόνο εκκίνησης δεν είναι παρά
ο όος της συνότητας της δέσμης τη στιμή επιστροφής προς τη συνότητα
της δέσμης τη στιμή της εκπομπής.

dtreturn
dtstart

=
νreturn
νstart

. (2.10)

Επομένς αν μεετάμε τις ααές στην ερυρομετατόπιση της δέσμης
που επιστρέφει, μπορούμε άμεσα να το αντιστοιίσουμε με ααές στο
πάτος του αρυτικού κύματος. Στην (??) α άουμε την αντίστοιη σέση
ια τη ενική περίπτση όπου το κύμα έει τυαία διεύυνση ς προς τον
προσανατοισμό τν πηών.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3
Παραή Βαρυτικών Κυμάτν

Θα συζητήσουμε τώρα ια το είδος τν πηών που οδηούν στην παραή
αρυτικών κυμάτν. Θα δούμε ότι στην προσέιση όπου ερούμε την πηή
αρκετά μακριά από τον παρατηρητή, το αρυτικό πεδίο καορίζεται από τη
δεύτερη ρονική παράο της τετραποικής ροπής της πηής. Με άα όια,
η αρυτική ακτινοοία είναι κυρίς ακτινοοία τετραπόου. Αντίετα, στον
ηεκτρομανητισμό κυρίαρη είναι η ακτινοοία διπόου [16].

3.1 Προσέιση μακρινού πεδίου

Εξετάζουμε τη ραμμικοποιημένη εξίσση πεδίου 1.15 στην ΤΤ αμίδα,

□hµν = −16πG

c4
, ∂µh

µν = 0

Για δεδομένο T µν η ενική ύση σε αυτή την μη ομοενή εξίσση είναι η
ενική ύση στην ομοενή κυματική εξίσση (επαηία επίπεδν αρμονικών
κυμάτν) συν μια ειδική ύση της μη ομοενούς εξίσσης. Μια τέτοια ειδική
ύση μπορεί να ραφεί αμέσς σε αναοία με το καυστερημένο δυναμικό
( [16] chap. 10.2): είναι η ύση καυστερημένου δυναμικού:

h̄µν(t, r⃗) =
1

4π

∫
R3

(
− 16πG

c4

)
Tµν(ct− |r⃗ ′ − r⃗|, r⃗ ′

)

|r⃗ ′ − r⃗|
d3r⃗

′
. (3.1)

Παραίζοντας την παραπάν δύο φορές επαηεύεται εύκοα ότι
ικανοποιεί την 1.15.

36



Η ενική ύση στην μη ομοενή κυματική εξίσση δίνεται, αροίζοντας
σε μια αυαίρετη επαηία επίπεδν αρμονικών κυμάτν που ικανοποιούν την
ομοενή εξίσση ( [9] chap.4). Εάν δεν υπάρουν εισερόμενα κύματα από το
άπειρο, μόνο η 3.1 δίνει φυσική ύση. Θα εξετάσουμε τώρα τη ύση μακριά από
την πηή. Για να το κάνουμε αυτό, υποέτουμε ότι ο T µν είναι διάφορος του
μηδενός μόνο σε μια συμπαή περιοή του ώρου. Μπορούμε έτσι να φράξουμε
την περιοή αυτή από μια σφαίρα KR ακτίνας R ύρ από την αρή (ερήσαμε
την αρή μέσα στην πηή), έτσι ώστε T µν = 0 έξ από την σφαίρα και πάν
στο σύνορό της. Ενδιαφερόμαστε ια το πεδίο hµν στο σημείο r⃗ με |r⃗ ≫ R|.

Σήμα 3.1: Ψάνουμε το πεδίο μακριά από την πηή.

Επομένς

|r⃗ ′ − r⃗| =
√
r ′2 + r2 − 2r′r cos θ = r

√
1− 2

r′

r
cos θ +

(r′
r

)2
= r

(
1 +O(r′/r)

)
.

(3.2)

Αντικαιστώντας την 3.2 στην 3.1 παίρνουμε:

h̄µν(t, r⃗) = −4G

c4

∫
R3

Tµν(ct− r

(
1 +O(r′/r)

)
, r⃗

′
)

r

(
1 +O(r′/r)

)
, r⃗ ′

d3r⃗
′
. (3.3)

Εάν r ≫ R, ο O(r′/r) όρος μπορεί να ανοηεί και μπορούμε να ερήσουμε
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το r σταερό καώς ίνεται η οοκήρση ς προς r′ ≥ R σε όη τη περιοή.

h̄µν(t, r) = −4G

c4r

∫
R3

Tµν(ct− r, r⃗
′
)d3r⃗

′
. (3.4)

Στην προσέιση αυτή το hµν εξαρτάται από το μέτρο του r⃗. Αυτό ιατί τα
σφαιρικά κύματα σε αυτή την προσέιση μπορούν να ερηούν επίπεδα.

Θα εξετάσουμε τώρα ποιες ιδιότητες τν πηών καορίζουν τοhµν σε αυτή
την προσέιση. Εισάουμε ια το σκοπό αυτό τις πουποικές ροπές της
πηής. Ορίζονται σε αναοία με τον ηεκτρομανητισμό , με την πυκνότητα
φορτίου να αντικαίσταται από την πυκνότητα ενέρειας T00 = −T 0

0 = T 00.

M(t) =

∫
KR

T 00(ct, r⃗)d3r⃗ μονοποική ροπή,

Dk(t) =

∫
KR

T 00(ct, r⃗)xkd3r⃗ διποική ροπή,

Ikl(t) =

∫
KR

T 00(ct, r⃗)xkxld3r⃗ τετραποική ροπή

. . .

Να παρατηρήσουμε ότι κάε τετραποική ροπή καορίζεται από το άινο
μέρος της και τετραποικές ροπές αμηότερης τάξης.

Υποοίζουμε την πρώτη και δεύτερη ρονική παράο τν
τετραποικών ροπών. Θα ρησιμοποιήσουμε την εξίσση συνέειας:

∂µT
µν =

c4

16πG
∂µ□hµν =

c4

16πG
□∂µhµν = 0 (3.5)

Βρίσκουμε
d

dt
Ikl(t) =

∫
KR

c∂0T
00(ct, r⃗)xkxld3r⃗ = −c

∫
KR

∂iT
i0(ct, r⃗)xkxld3r⃗

= −c
∫
KR

[
∂i
(
T i0(ct, r⃗)xkxl

)
− T i0(ct, r⃗)δki x

l − T i0(ct, r⃗)xkδli

]
d3r⃗.

(3.6)

Το πρώτο οοκήρμα μπορεί, με τη οήεια του ερήματος Gauss να
ξαναραφτεί ς επιφανειακό:∫

KR

∂i
(
T i0(ct, r⃗)xkxl

)
d3r⃗ =

∫
∂KR

T i0(ct, r⃗)xkxld3fi
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όπου το dfi είναι το στοιείο επιφανείας στην ∂KR. Καώς η KR περικείει
όες τις πηές, ο T µν είναι μηδέν πάν στο σύνορο ∂KR, επομένς το τεευταίο
οοκήρμα, και άρα ο πρώτος όρος στην 3.6 μηδενίζεται. Άρα:

d

dt
Ikl(t) = c

∫
KR

(
T k0(ct, r⃗)xl + T l0(ct, r⃗)xk

)
d3r⃗. (3.7)

Όμοια ρίσκουμε και τη δεύτερη παράο:

d2

dt2
Ikl(t) = c2

∫
KR

(
∂0T

k0(ct, r⃗)xl + ∂0T
l0(ct, r⃗)xk

)
d3r⃗

= c2
∫
KR

(
− ∂iT

ki(ct, r⃗)xl − ∂iT
li(ct, r⃗)xk

)
d3r⃗

= c2
∫
KR

[
− ∂i

(
T ki(ct, r⃗)xl

)
+ T ki(ct, r⃗)δli − ∂i

(
T li(ct, r⃗)xk

)
+ T li(ct, r⃗)δki

]
d3r⃗.

= 0 + c2
∫
KR

T kl(ct, r⃗)d3r⃗ − 0 + c2
∫
KR

T lk(ct, r⃗)d3r⃗.

και επειδή T µν = T νµ

d2

dt2
Ikl(t) = c2

∫
KR

T lk(ct, r⃗
′
)d3r⃗

′ (3.8)

Εισάοντας αυτό το αποτέεσμα στην 3.4 ρίσκουμε ότι στην προσέιση
μακρινού πεδίου:

h̄µν(t, r) = −4G

c4r

∫
R3

Tµν(ct− r, r⃗
′
)d3r⃗

′
= −4G

c4r

1

2c2
d2Ikl

dt2

(
t− r

c

)
.

Άρα η ύση της διάδοσης ενός αρυτικού κύματος μακριά από την πηή δίνεται
συναρτήσει της δεύτερης ρονικής παραώου της τετραποικής ροπής της
πηής.

h̄µν(t, r) = −2G

c6r

d2Ikl

dt2

(
t− r

c

)
.

Επομένς αυτή είναι και η μόνη ιδιότητα της πηής που μπορεί να μετρήσει
και ένας ανινευτής μακριά από την πηή, η δεύτερη ρονική παράος της
τετραποικής ροπής σε έναν καυστερημένο ρόνο. Υπό αυτή την έννοια, η
αρυτική ακτινοοία είναι ακτινοοία τετραπόου ενώ η ηεκτρομανητική
ακτινοοία είναι ακτινοοία διπόου.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4
Ενέρεια τν Βαρυτικών Κυμάτν

4.1 Μη τοπική ενέρεια στη Γενική Σετικότητα

Η ενερειακή πυκνότητα ενός Νευτώνειου αρυτικού πεδίου δίνεται από την

ϵNewt(x⃗) = − 1

8πG

[
∇⃗Φ(x⃗)

]2
= − 1

8πG

[
g⃗(x⃗)

]2 (4.1)

Όπου το Φ(x⃗) είναι το Νευτώνειο αρυτικό δυναμικό και g⃗(x⃗) είναι το
Νευτώνειο αρυτικό πεδίο. Η σέση αυτή είναι ανάοη με τη ενερειακή
πυκνότητα του ηεκτρικού πεδίου που ξέρουμε από τον ηεκτρομανητισμό. Η
ενερειακή πυκνότητα ια ένα αρυτικό πεδίο έει την ίδια μορφή, εκτός από
το πρόσημο ”− ” το οποίο δηώνει της αρυτικής δύναμης. Επειδή η αρύτητα
είναι μια εκτική δύναμη, η ενέρεια που μιας ορανμένης κατανομής μαζών
είναι μικρότερη από αυτήν όταν οι μάζες είναι διάσπαρτες.

Τέτοιες σέσεις όμς δεν παίρνουμε στη ενική σετικότητα και υπάρει
ένας εμειώδης όος ια τον οποίο δεν υπάρει έννοια τοπικής αρυτικής
ενερειακής πυκνότητας στη ενική σετικότητα. Αυτός έει να κάνει με τη
σύνδεση μεταξύ διατηρούμενν ποσοτήτν και και ρορονικές συμμετρίες.
Η διατηρούμενη ενέρεια και στροφορμή της τροιάς ενός σματιδίου σε
μια Schwarzchild εμετρία έρεται ς άμεσο επόμενο τις συμμετρίες τν
στροφών και ρονικών μεταέσεν. Η διατηρούμενη ενέρεια και στροφορμή
του ηεκτρομανητικού πεδίου μπορεί να ερηεί ς συνέπεια συμμετριών
στο επίπεδο ρορόνο τις οποίες υποέτουμε στη ερία του Maxwell. Όμς
στη ενική σετικότητα δεν ερούμε καμία σταερή ρορονική συμμετρία.
Συνεπώς τέτοια επιειρήματα δεν μπορούν να τεούν, αφού είναι μια ερία
ρορονικής εμετρίας, και δεν υπάρουν συμμετρίες που να αρακτηρίζουν
όο το ρορόνο. Η απουσία τοπικής αρυτικής ενέρειας στη ενική
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σετικότητα είναι μέρος μιας σημαντικής ααής στον τρόπο εώρησης της
αρύτητας ς έννοια άμεσα συνυφασμένη με αυτή της καμπυότητας του
ρορόνου και όι ς δυναμικό πεδίο που απά δρα μέσα στο ρορόνο.

4.2 Τανυστής ενέρειας-ορμής Βαρυτικών Κυμάτν
στην προσέιση μικρού μήκους κύματος

Παρόο που δεν υπάρει έννοια τοπικής ενέρειας ια ένα αρυτικό πεδίο,
η οική ενέρεια ηρεμίας (μετάφραση του (mass-energy)) του ρορόνου
αποδεικνύεται ότι έει νόημα όταν ο ώρος είναι ασυμπττικά επίπεδος.
Συκεκριμένο παράδειμα αυτού είναι όταν ορίζουμε την μάζα μιας μεανής
οπής από τη ασυμπττική συμπεριφορά στην Schwarzchild ή Kerr εμετρία.
Μεταξύ τν δύο άκρν της οικής ενέρειας του σύμπαντος και της αδυναμίας
ορισμού τοπικής ενέρειας υπάρει η προσειστική έννοια της ενερειακής
πυκνότητας ενός ασενούς αρυτικού κύματος που έει μήκος κύματος λ, το
οποίο είναι πού μικρότερο από την κίμακα καμπυότητας R του ρορόνου
στο υπόαρο μέσα στον οποίο διαδίδεται. Η ενέρεια αυτή δεν είναι ακριώς
τοπική. Είναι μια μέση ενερειακή πυκνότητα πάν σε ρορονικούς όκους
τν οποίν οι διαστάσεις είναι μεαύτερες από λ αά πού μικρότερες από
R.

Οι προσείσεις που συμμετέουν στον ορισμό αυτής της ενερειακής
πυκνότητας αυξάνονται σε ακρίεια καώς το λ/R ίνεται μικρό. Για
παράδειμα, μπορούν να ίνουν πού ακριείς στον υποοισμό της ενέρειας
του άνεται από μια πηή αρυτικών κυμάτν απά υποοίζοντας πού μακριά
από την πηή όπου ο ώρος είναι προσειστικά επίπεδος και το R μπορούμε
να το ερήσουμε άπειρο.

Παρακάτ α υποοίσουμε την ενερειακή πυκνότητα μικρού μήκους
κύματος αρυτικής ακτινοοίας. Όμς μπορούμε πρτού μπούμε σε
αυτή την διαδικασία να προέψουμε τη μορφή της με μερικά επιειρήματα
διαστατικής ανάυσης. Αν υποέσουμε ότι έουμε ένα κύμα της μορφής
f(t − z) = A sin

[
ω(t − z)

]
, αναμένουμε όπς και στην μηανική ή στον

ηεκτρομανητισμό η ενερειακή πυκνότητα να είναι ανάοη του τετραώνου
του πάτους του κύματος A. Η ενερειακή πυκνότητα έει μονάδες (μήκους)−2

σε μονάδες όπου G = c = 1.
[
Είναι (ενέρεια)/(μήκος)3 ∼ M/(LT 2),

αά η μάζα και ο ρόνος έουν μονάδες μήκους σε αυτό το σύστημα
]
. Η

μόνη ποσότητα με διαστάσεις μήκους στην μετρική ενός επίπεδου αρυτικού
κύματος με συνότητα ω είναι το αντίστροφο της συνότητας αυτής. Επομένς,
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υποέτουμε ότι η ενερειακή πυκνότητα πρέπει να είναι ανάοη του ω2α2.

Όταν ύσαμε τις εξισώσεις του Einstein ια το ραμμικοποιημένο αρυτικό
πεδίο στο Κεφάαιο 3 δεν ανησυούσαμε ια το αν η ενέρεια του κύματος
προκαεί πρόσετη καμπύση του ρορόνου και απά πήραμε μια σταερή
επίπεδη μετρική στο υπόαρο. Αυτό ήταν συνεπές με την προσέιση, ιατί
ύναμε τις εξισώσεις του Einstein σε πρώτη (ραμμική) τάξη του πάτους
του αρυτικού κύματος. Αναμένουμε η ενερειακή πυκνότητα του κύματος
να είναι δεύτερης τάξης ς προς το πάτος του αρυτικού κύματος όπς
δείξαμε διαστατικά παραπάν. Η ενερειακή πυκνότητα οιπόν ενός κύματος α
μπορούσε να ανοηεί σε ραμμική προσέιση πρώτης τάξης όμς η ενέρεια
τν κυμάτν ίνεται πηή καμπυότητας σε προσείσεις ανώτερης τάξης.
Γράφοντας τις εξισώσεις του Einstein στο κενό σε προσέιση μεαύτερης
τάξης, α είμαστε σε έση να προσδιορίσουμε τον ενερό τανυστή ενέρειας
ορμής τν αρυτικών κυμάτν.

Οι εξισώσεις του Einstein ια τη μετρική gαβ(x) στην απουσία πηών
ίνεται ακριώς:

Rαβ(g) = 0 (4.2)
Έστ R η τυπική ακτίνα καμπυότητας του υποκείμενου ώρου, ƛ το τυπικό
μειμένο μήκος κύματος (λ/2π) και A το πάτος του αρυτικού κύματος.
Απαιτούμε να ικανοποιούνται ταυτορόνς οι συνήκες A ≪ 1 και ƛ/R ≪ 1.
Η καμπυότητα του υποάρου μπορεί να οφείεται αποκειστικά σε κύματα ή
μερικώς σε κύματα και μερικώς σε κοντινή ύη και άα πεδία.

Η ανάυση ίνεται σε σύστημα αναφοράς αρικά αμονομημένο στο ώρο
με την έννοια ότι ο διαρισμός της μετρικής στη συνεισφορά του υποκείμενου
ώρου και της ίδιας της διαταραής α είναι εφικτή. hαβ:

gαβ(x) = g
(B)
αβ (x) + h

(1)
αβ(x) + h

(2)
αβ(x) + . . . = 0 (4.3)

Θερούμε ότι ο υποκείμενος ώρος είναι είος και ότι η διαταραή έει
μήκος κύματος λ πού μικρότερη της κίμακας R στην οποία η μετρική του
υποκείμενου ώρου μεταάεται σημαντικά. Μπορούμε κατά συνέπεια να
ισυριστούμε ότι ο g

(B)
αβ α περιράφει προσειστικά επίπεδο ώρο, αά

εαφρά καμπυομένο ό της ενέρειας του αρυτικού κύματος.

Αναπτύσσουμε την 4.2 σε δυνάμεις του πάτους του κύματος, παίρνοντας

Rαβ = R
(B)
αβ (g

(B)) +R
(1)
αβ(g

(B), h) +R
(2)
αβ(g

(B), h) + . . . = 0

? R/ƛ2 R2/ƛ2 R3/ƛ2
(4.4)
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Εδώ, το R
(B)
αβ είναι ο τανυστής Ricci του υποάρου ο οποίος είναι

ανεξάρτητος της διαταραής hαβ, το R
(1)
αβ είναι ραμμικό ς προς το hαβ και

το R(2)
αβ εξαρτάται από το τετρανικό όρο του hαβ κτ, όπου ενικά το R(n)

αβ

αποτεείται από όους τους όρους n-ης τάξης ς προς hαβ. Εδώ όμς ανώτεροι
όροι δεν α ρειαστούν.

Όμοια, ο τανυστής του Einstein παίρνει τη μορφή:

Gαβ(h) = Rαβ(h)−
1

2
gαβg

ρσRρσ(h) = G
(1)
αβ(h) +G

(2)
αβ + . . . = 0 (4.5)

όπου
G

(1)
αβ(h) = R

(1)
αβ(h)−

1

2
ηαβη

ρσR(1)
ρσ (h),

G
(2)
αβ(h) = R

(2)
αβ(h)−

1

2
ηαβη

ρσR(2)
ρσ (h)−

1

2
hαβη

ρσR(1)(h) + ηαβh
ρσR(1)

ρσ (h), (4.6)

κτ. Εδώ ρησημοποιήσαμε ότι gαβ = ηαβ − hαβ + . . .. Υποέτουμε ότι η
μετρική μας gαβ = ηαβ + hαβ ικανοποιεί την εξίσση πεδίου του Einstein:

Gαβ(h) = κTαβ, κ =
8πG

c4

Ξαναράφουμε την εξίσση κρατώντας μόνο πρώτης τάξης όρους στο αριστερό
μέος και μετακινώντας όους τους ανώτερης τάξης όρους στο αριστερό μέος,

G
(1)
αβ(h) = κ

(
Tαβ + tαβ

)
, (4.7)

tαβ =
1

κ

(
Gαβ(h)−G

(1)
αβ(h)

)
=

1

κ

(
G

(2)
αβ(h) + . . .

)
(4.8)

Σύμφνα με την 4.7 το h ικανοποιεί την ραμμικοποιημένη εξίσση πεδίου με
πηή Tαβ + tαβ

4. Φυσικά αυτή εξακοουεί να είναι η ίδια εξίσση Einstein η
οποία είναι μη ραμμική. Απά ονομάσαμε τους μη ραμμικούς όρους tαβ και
τους ερμηνεύσαμε σαν να είναι πρόσετες πηές.

4Η ιδέα ια τη ραφή της ”ξένης” συνεισφοράς στον τανυστή ενέρειας-ορμής με αυτή τη
μορφή εισαάηκε πρώτη φορά από τους Landau και Lifshitz στο [6] chap.11 §101 και ια το
όο αυτό ο tαβ είναι νστός ς Landau–Lifshitz pseudotensor
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..

Κρίσιμες παρατηρήσεις πάν στο tαβ

.

• Τα tαβ δεν είναι συνειστώσες κάποιου τανυστή
Πράματι, το G

(1)
αβ και κατά συνέπεια το tαβ μετασηματίζεται ς

τανυστής κάτ από μετασηματισμούς Lorentz, αά όι κάτ
από αυαίρετη ααή συντεταμένν. Για το όο αυτό το tαβ
ονομάζεται ψευδοτενυστής ενέρειας-ορμής.

• Η συνδιασμένη πηή Tαβ + tαβ ικανοποιεί την εξίσση συνέειας

∂α
(
Tαβ + tαβ

)
= 0a (4.9)

a Αυτή η εξίσση δεν είναι συναοίτη (ιατί κατά την εξαή τις
σέσης συναντώνται όροι με απή και όι συναοίτη παράο
της μορφής ∂hijl

∂xl
a), αά ισύει μόνο σε σφαιρικές συντεταμένες

όπου η μετρική του υποάρου έει συνειστώσες ηαβ. Παρόα
αυτά ίνεται πραματική εξίσση διατήρησης σε οοκηρτική
μορφή, εάν οοκηρεί σε μια ρορονική περιοή (η ααή
του ενερειακού περιεομένου μέσα σε ένα ρικό όκο ισούται
με την ενέρεια στο σύνορό του). b

aΣέση 101.8 στο [6]
bΑντίετα ο συναοίτος νόμος απόκισης που έουμε ∇αTαβ = 0 ο οποίος

ικανοποιείται από πραματική πηή μάζας, είναι νόμος διατήρησης μόνο σε απειροστά
μικρές περιοές και δεν οδηεί σε κανένα οοκηρτικό νόμο διατήρησης.

Η ραμμικοποίηση του πεδίου ς προς hαβ και τν παραών του είναι
ισοδύναμη με το να έσουμε tαβ = 0. Σε αυτή την προσέιση, το Tαβ
ικανοποιεί το νόμο διατήρησης 4.9. Πρέπει να πάμε σε τουάιστον δεύτερη
τάξη της μορφής 4.3 αν έουμε να έουμε ενα μη τετριμένο tαβ. Σε αυτη
την ανώτερης τάξης προσέιση, το h

(1)
αβ είναι ύση της ραμμικοποιημένης

εξίσσης πεδίου. Τα h(1)αβ είναι μικρά σε πρώτη τάξη, ενώ τα h(2)αβ είναι μικρά σε
2η τάξη. Με άα όια όροι ραμμικοί στα h(2)αβ αντιμετπίζονται με τον ίδιο
τρόπο σαν τερανικοί όροι στα h(1)αβ .

Αναπτύσσοντας και τα δύο μέη της 4.7 μέρι δεύτερη τάξη, παίρνουμε:

G
(1)
αβ

(
h(1) + h(2)

)
= κ

(
Tαβ + tαβ

)
,

tαβ = −1

κ
G

(2)
αβ(h

(1)).
(4.10)

Με άα όια παίρνουμε τον ψευδο-τανυστή ενέρειας-ορμής στη
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αμηότερη μή τετριμένη του προσσέιση εάν εισάουμε την ύση h
(1)
αβ της

ραμμικοποιημένης εξίσσης στην G(2)
αβ .

Εάν η μετρική του υποάρου είναι μη-επίπεδη αποκειστικά εξαιτίας της
ενέρειας στα κύματα, αυτή η καμπυότητα δεν α πρέπει να είναι ραμμική
ς προς το hαβ. Επομένς ο ραμμικός όρος R(1)

αβ στην 4.4 α πρέπει να είναι
μηδενικός

R
(1)
αβ(γ, h) = 0. (4.11)

Αυτή είναι μια ραμμική κυματική εξίσση ια το αρυτικό κύμα. Όσο
μικρότερο είναι το πάτος του κύματος, τόσο ιότερο καμπύος είναι
ο υποκείμενος ώρος (το γαβ πησιάζει την επίπεδη μετρική), και τόσο
περισσότερο πησιάζει η 4.5 σε μια ραμμική κυματική εξίσση σε επίπεδο
ώρο.

Με το να έμε ότι ερούμε κυματομορφές με μικρά μήκη κύματος
εννοούμε τέτοια ώστε να μεταάονται ρήορα στην κίμακα όπου το γαβ
μεταάεται. Το υπόοιπο της εξίσσης 4.4 έει επομένς ισύ μόνο κατά
μέσο όρο. Παίρνοντας το μέσο όρο πάν σε ρορονικούς όκους με πευρές
μεαύτερες από το μήκος κύματος έουμε:

R
(B)
αβ (γ) = −

⟨
R

(2)
αβ(γ, h)

⟩
. (4.12)

Η εξίσση 4.6 μας δείνει πς ο τετρανικός όρος ς προς το πάτος του
αρυτικού κύματος παράει καμπυότητα στο ρορόνο. Γράφοντας την 4.6
στην μορφή τν εξισώσεν του Einstein ια την καμπυότητα του υποάρου:

R
(B)
αβ (γ) = 8π

(
T

(GW )
αβ − 1

2
γαβT

(GW )

)
(4.13)

ίνεται εμφανής ο διαρισμός. Ο ενερός τανυστής ενέρειας-ορμής του
αρυτικού κύματος είναι:

T
(GW )
αβ = − 1

8π

[⟨
R

(2)
αβ

⟩
− 1

2
γαβ
⟨
R(2)

⟩]
. (4.14)

Από τον ενερό τανυστής ενέρειας-ορμής μιας μικρού μήκους κύματος
διαταραής α ρούμε την ενερειακή πυκνότητα ενός επίπεδου αρυτικού
κύματος σε ένα ραμμικά επίπεδο ώρο στην κατώτερη τάξη του πάτους
του. Ας υποέσουμε ότι έουμε ένα αρυτικό κύμα πόσης plus (+) και
με διεύυνση αυτή του άξονα z (δηαδή είναι της μορφής 1.24). Προκειμένου
να ρούμε την έκφραση της ενέρειας και της ροής ενέρειας που ψάνουμε,
ς πρακτικό παράδειμα και ρίς έειψη της ενικότητας α ερήσουμε ότι
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έουμε κυματική μορφή f(t − z) = α sin
[
ω(t − z)

]
. Η ροή ενέρειας είναι η

συνιστώσα T 03
(GW ) της 4.8.

Για να υποοίσουμε το T 03
(GW ) σε δεύτερη τάξη O(α2) ς προς το πάτος

του κύματος αρκεί να άουμε γαβ στην 4.8. Ο παραόμενος τανυστής
ενέρειας-ορμής οδηεί στο γαβ να αποκίνει από το hαβ κατά μια ποσότητα
ανάοη του α2.

gαβ(1) = −hαβ (4.15)

4.2.1 Ενερειακές απώειες αρυτικών κυμάτν

gaβ = ηaβ + h
(1)
aβ + h

(2)
aβ (4.16)

Raβ = R
(1)
aβ

[
h(1)µν
]︸ ︷︷ ︸

0

+R
(1)
aβ

[
h(2)µν
]
+R

(2)
aβ

[
h(1)µν
]︸ ︷︷ ︸

0

(4.17)

R
(2)
aβ

[
h(1)µν
]
=

1

2
hµνhµν,aβ +

1

4
hµν,a hµν,β + ∂µhνβ∂ (4.18)

4.2.2 Μερικές εκτιμήσεις μεέους

Ένα σημαντικό πρόημα όσον αφορά τους υποοισμούς στην ενική
σετικότητα είναι η μη ραμμικότητα του ώρου. Δεν είναι πάντα δυνατό
να ρίσουμε την συνεισφορά τν αρυτικών κυμάτν από την καμπυότητα
του ώρου. Οι κίμακες στις οποίες αυτή μεταάεται (λGW ) είναι πού
μικρότερη συκρινόμενη με όες τις υπόοιπες σημαντικές συνεισφορές στην
καμπυότητα που συναντάμε στην αστροφυσική. Η σημαντική αυτή διαφορά
μας επιτρέπει να διαρίσουμε τον τανυστή του Riemann σε δύο μέρη, ένα που
αφορά την εμετρία του υποκείμενου ώρου (RB

µνσρ) και ένα άο κομμάτι
που αφορά τη συνεισφορά του αρυτικού κύματος στην καμπυότητα (RGW

µνσρ).
Ο διαρισμός αυτός δεν είναι απόυτα ακριής, αά είναι μια αξιόοη
προσέιση. Ο RB

µνσρ μπορεί να αντιμετπισεί ς μια μέση, καοική, μεάης
κίμακας καμπυότητα του σύμπαντος πάν σε διάφορα μήκη κύματος. To
RGW
µνσρ είναι το ρήορα μετααόμενο μέρος του τανυστή Riemann που

περιράφει σε μικρή κίμακα, μόνο τοπικά την καμπυότητα. Οι επόμενες
σέσεις δίνουν μια εκτίμηση τν αντιστοίν κιμάκν

RGW
µνσρ ∼

1

R2
(4.19)
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RGW
µνσρ ≡ Rµνσρ −RB

µνσρ ∼
h

ƛ2GW
(4.20)

Όπου το R είναι το αμτό Ricci και ƛ = λ/2π. Θερήσαμε ότι το RB
µνσρ

είναι αντιστρόφς ανάοο του R2 υποέτοντας ότι έουμε ένα κειστό σύμπαν
(ανάοα με την καμπυότητα μιας σφαίρας). Μπορούμε επίσης να έουμε και
μια προσέιση ια το πώς το μέτρο τν δύο μερών του τανυστή διαφέρουν,
παίρνοντας ς τάξη μεέους ια το πάτος, αυτό που ανινεύηκε στο LIGO
(h ∼ 10−22cm).

RGW
µνσρ ∼

1

1056cm2
(4.21)

RGW
µνσρ ∼

h

ƛ2GW
∼ 10−22

(108cm)2
∼ 1

10−38cm2
≫ 1

1056cm2
(4.22)

Όπου R άαμε προσειστικά την ακτίνα του Hubble.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5
Το φάσμα τν Βαρυτικών Κυμάτν

Τρεις είναι οι περιοές συνοτήτν αρυτικών κυμάτν που εξετάζονται
πειραματικά: η περιοή υψηών συνοτήτν (HF:f ∼ 10−4 ές 1 Hz), η
περιοή αμηών συνοτήτν (LF:f ∼ 10−7 ές 10−9 Hz), και η περιοή
εξαιρετικά αμηών συνοτήτν (ELF:f ∼ 10−15 ές 10−18 Hz). Στο σήμα
?? φαίνονται οι τρεις κύριες περιοές του φάσματος συνοτήτν μαζί με τις
καμπύες ευαισησίας διαφόρν ανινευτών [18]. Ο οριζόντιος άξονας έει
συνότητες και ο κατακόρυφος ενερειακές πυκνότητες. Στο δεξιό άκρο του
ραφήματος (FR) δουεύουν οι επίειοι ανινευτές: TAMA, GEO, LIGO,
aLIGO (ή αιώς Advanced LIGO είναι ανααμισμένα προράμματα του
LIGO), AdV, KAGRA, ET, Cosmic Explorer (CE). Οι πηές σε αυτή την
περιοή έουμε άει να είναι από: συμπαή διπά εειπτικά συστήματα, su-
pernovas, pulsars και ξεριστά το διπό σύστημα GW150914. Στη μεσαία
περιοή (LF) α αναζητούν αρυτικά κύματα οι διαστημικοί ανινευτές: eLISA,
LISA, DECIGO, BBO, ALIA. Σε αυτή την περιοή ερήσαμε τις πηές:
(resolvable) και μη διπά συστήματα, διπά συστήματα μεάης μάζας„ su-
pernovas τύπου ΙΑ. Στην περιοή εξαιρετικά αμηών συνοτήτν (ELF)
ειτουρούν οι ανινευτές που παίρνουν δεδομένα ρόνν άφιξης σημάτν από
πάσαρς: EPTA, IPTA, SKA. Εδώ πήραμε ς πηές: Στοαστικό υπόαρο,
υπερμεέη διπά συστήματα. Στην τεευταία κατηορία, η ακρίεια τν
ανινευτών αυξάνεται με το πήος τν παρατηρούμενν pulsars αά και με
το ρόνο παρατήρησης, που σημαίνει ότι με τον καιρό (άαμε να κυμαίνεται
από 10 - 20 ρόνια) οι καμπύες ευαισησίας κατεαίνουν αμηότερα στο
διάραμμα. Περισσότερες πηροφορίες ια τους διαφορετικούς ανινευτές και
την ευαισησία τους υπάρουν εδώ: [19].

48



Σήμα 5.1: Φάσμα συνοτήτν αρυτικών κυμάτν και καμπύες ευαισησίας
διαφόρν επίειν και διαστημικών ανινευτών, ς προς την κρίσιμη ενερειακή
πυκνότητα ανά οαριμικό διάστημα συνοτήτν ποαπασιασμένο με το
τετράνο της σταεράς Hubble H0. [18]

5.1 Περιοή υψηών συνοτήτν, 1− 104 Hz

Μία πηή αρυτικών κυμάτν μάζας M δεν μπορεί να είναι πού μικρότερη
από την αρυτική της ακτίνα, 2GM/c2, και δεν μπορεί να εκπέμψει ισυρά σε
περιόδους πού μικρότερες από το ρόνο που παίρνει στο φς να εκτεέσει μαι
περιστροφή ύρ από τη αρυτική ακτίνα της μάζας. Συνεπώς, οι συνότητες
στις οποίες εκπέμπει η αρυτική πηή είναι

f ≲ 1

4πGM/c3
∼ 104Hz

M⊙

M
, (5.1)

όπου M⊙ είναι η ηιακή μάζα. Για να επιτευεί μέεος με τάξη μεέους ίδια
της αρυτικής ακτίνας και συνεπώς εκπομπή κοντά στη μέιστη συνότητα,
το σώμα α πρέπει να είναι αρύτερο από το όριο μάζας του Chandrasekhar
κατά περίπου μια ηιακή μάζα, M⊙. Επομένς, η υψηότερη συνότητα που
αναμένουμε από ισυρά αρυτικά κύματα είναι fmax ∼ 104 Hz. Αυτή ορίζει το
άν άκρο του φάσματος τν αρυτικών κυμάτν.
Η περιοή υψηών συνοτήτν κυριαρεί στις μετρήσεις τν επίειν
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συμοομέτρν και ανινευτών συντονισμού αρυτικών κυμάτν. Σε
συνότητες αμηότερες του 1 Hz, οι επίειοι ανινευτές φτάνουν να έουν
σεδόν ανυπέρητο όρυο από a) τις διακυμάνσεις της αμίδας του
Νευτώνειου αρυτικού πεδίου (εξαιτίας έξεν από ανομοιομορφίες της ήινης
ατμόσφαιρας πάν από τον ανινευτή) και b) από τις δονήσεις του Γήινου
φοιού (οι οποίες είναι πού δύσκοο να αφαιρεούν μηανικά από την αρή).
Προκειμένου να ανινευτούν κύματα με αμηότερη συνότητα α πρέπει να
ρησιμοποιηούν διαστημικοί ανινευτές σε τροιά, απααμένοι από τις δύο
παραπάν πηές ορύου.

Πήος πηών αρυτικών κυμάτν που παρουσιάζουν ενδιαφέρον
εκπέμπουν στην περιοή υψηών συνοτήτν: κατάρρευση αστέρν σε αστέρες
νετρονίν ή μεανών οπών στο ααξία μας και σε κοντινούς ααξίες, η
περιστροφή και η δόνηση αστέρν νετρονίν στον ααξία μας, η σύζευξη
διπών συστημάτν αστέρν, αστέρν νετρονίν και μεανών οπών (M ≲
1000Modot) σε μακρινούς ααξίες. Άες πιανές πηές μπορεί να είναι το
στοαστικό υπόαρο από δονούμενες κοσμικές ορδές, ααές φάσες στο
νεαρό σύμπαν και το Big Bang.

5.2 Περιοή αμηών συνοτήτν, 10−4 - 1 Hz

Η περιοή αμηών συνοτήτν, 10−4 ές 1 Hz, είναι ο τομέας έρευνας τν
διαστημικών ανινευτών (ρίσκονται σε ήινη ή σε άη διαπανητική τροιά).
Οι πιο σημαντικοί από αυτούς είναι, ανινευτές που καταράφουν τη μετατόπιση
Doppler μικροκυμάτν που στένονται από τη Γη σε διαστημόποια σε τροιά
και στη συνέεια αναμεταδίδονται πίσ στη Γη και ανινευτές προσαρμοσμένοι
πάν σε δορυφόρους που παρακοουούν με φτόμετρα ο ένας τον άο
(διαστημικά συμοόμετρα laser, την τενοοία αυτή α ρησιμοποιεί ο
ανινευτής LISA στο μέον).

Το άν άκρο της περιοής αυτής στο 1 Hz ορίζεται από το ορύου
ό τν ααών στη αρυτική αμίδα και τν ορύν ό δονήσεν
που επηρεάζουν τα επίεια όρανα. Το κατώτερο άκρο, ∼ 10−4 Hz, αυτής
της περιοής συνοτήτν ορίζεται να είναι τέτοιο ό τν αναμενόμενν
δυσκοιών στις αμηές συνότητες απομόνσης του διαστημοποίου από τις
στροιώδεις δυνάμεις του ηιακού ανέμου και της κοσμικής ακτινοοίας.

Η περιοή αμηών συνοτήτν α πρέπει να κυριαρείται από κύματα
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διπών συστημάτν με μικρή περίοδο στο ααξία μας (διπά συστήματα
κύριας ακοουίας, ευκών νάνν, αστέρν νετρονίν, κτ), από ευκούς
νάνους, αστέρες νετρονίν και μικρές μεανές οπές που εκτεούν σπειροειδή
τροιά ύρ από μεανή οπή μεάης μάζας (M ∼ 3 × 105 με 3 × 107 Modot)
σε μακρινούς ααξίες. Επίσης κύματα τέτοιας συνότητας δίνουν και διπά
συστήματα υπερμεεών μεανών οπών (M ∼ 100 με 108 Modot) που πρόκειται
να συνευούν Το άν όριο, ∼ 108 Modot, στις μάζες τν μεανών οπών
που μπορούν να εκπέμψουν σε περιοή αμηών συνοτήτν προέρεται από
την εξίσση 13 παίρνοντας f ≳ 10−4Hz. Θα πρέπει επίσης να υπάρει ένα
στοαστικό υπόαρο στις αμηές συνότητες από διαδικασίες στο νεαρό
σύμπαν όπς δονήσεις κοσμικών ορδών, ααές φάσεις και το ίδιο το Big
Bang.

5.3 Περιοή πού αμηών συνοτήτν, 10−7 - 10−9

Hz

Καώς ένα αρυτικό κύμα διαπερνάει τη Γη, διαταράσσει το ρυμό ροής του
ρόνου και συνεπώς το ρυμό τύπν τν ροοιών μας ς προς ροόια
που ρίσκονται έκτος του κύματος. Τέτοιες διαφορές α φανούν ς προφανείς
διαταραές στους ρόνους άφιξης παμούς pulsars με κύματα παραπήσιας
συνότητας. Αν δεν παρατηρηούν τέτοιες διαταραές σε κάποιο σημείο,
μπορούμε να καταήξουμε στο ότι ούτε η Γη, ούτε ο pulsar ”ούζονται”
από αρυτικά κύματα όμοιας συνότητας. Αν διαταραές με την ίδια ρονική
εξέιξη παρατηρούνται ταυτόρονα από αρκετά διαφορετικά pulsar, τότε την
αιτία α μπορούσαμε να αποδώσουμε στα αρυτικά κύματα που ταξιδεύουν
στον ενδιάμεσο ώρο.

Παίρνοντας το μέσο όρο τν ρόνν άφιξης τν παμών σε μεάα
ρονικά διαστήματα (από μήνες ές δεκαετίες), μπορεί να επιτευεί μια
μεάη ακρίεια και κατά συνέπεια, στενά όρια μπορούν να παρούν ια τα
κύματα που διαπερνάνε τη Γη ή τον pulsar. Το πάν άκρο αυτής της περιοής
συνοτήτν, ∼ 10−7Hz, ρίσκεται παίρνοντας τη μέση τιμή τν ρόνν
άφιξης τν παμών ια ένα διάστημα μερικών μηνών τέτοιο ώστε να αυξηεί
η ακρίεια. Το κάτ άκρο της περιοής αυτής, ∼ 109 Hz, ρίσκεται από τη
μέση τιμή ια διάστημα ∼ 20 ετών, και αυτό ιατί πού σταεροί pulsars με
παμούς Ο(ms) ήταν οι πρώτοι που ανακαύφηκαν και άρα έουμε ποά
δεδομένα.
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Με τα όσα ξέρουμε μέρι σήμερα ισυρές πηές αρυτικών κυμάτν είναι
ενικά συμπαείς και με μέεος όι πού μεαύτερο της αρυτικής τους
ακτίνας. Τα μόνα όμς συμπαή σώματα που μπορούν να δώσουν κύματα π.
στη περιοή f ≲ 107 Hz, είναι αυτά με μάζα M ≳ 1011Modot 13. Αυτή είναι
ποές τάξεις μεέους μεαύτερη από τη μάζα τν σμάτν που νρίζουμε
από όα τα σημερινά αστρονομικά δεδομένα και φαίνεται επομένς οικό να
πούμε ότι τα μόνα ισυρά αρυτικά κύματα που παίρνουμε σε αυτή την περιοή
συνοτήτν προέρονται από το στοαστικό υπόαρο που προήε από τις
ίδιες διαδικασίες του νεαρού σύμπαντος, από τις οποίες προέρονται και τα
κύματα υψηότερν συνοτήτν.

5.4 Περιοή εξαιρετικά αμηών συνοτήτν, 10−15

- 10−18 Hz

Βαρυτικά κύματα εξαιρετικά αμηών συνοτήτν, 10−15 με 10−18 Hz, α πρέπει
να προκαούν ανισοτροπίες στην μικροκυματική ακτινοοία υποάρου. Το
ισυρότερο όριο που έει μπει ια αυτές τις συνότητες προέρεται από το
κάτ άκρο της περιοής συνοτήτν f ∼ 10−18 Hz, όπου το μήκος κύματος
τν αρυτικών κυμάτν είναι περίπου π φορές η απόσταση Hubble 1/H0

και τα αρυτικά κύματα, πιέζοντας όο το ώρο εντός του κοσμοοικού
ορίζοντα προς μια κατεύυνση και τεντώνοντάς τον προς μια άη α πρέπει
να έουν παράξει τετραποικές ανισοτροπίες στο μικροκυματικό υπόαρο. Οι
τετραποικές αυτές ανισοτροπίες, που καταράφονται από το δορυφόρο COBE,
αν προέρονται κατά κύριο όο από αρυτικά κύματα (το οποίο είναι πιανό),
α πρέπει να αντιστοιούν σε μια ενερειακή πυκνότητα Ωg(10

−18Hz) ∼ 10−9.

5.5 Λία περισσότερα όια ια τις κοσμοοικές
πηές

Σε αυτήν την ενότητα α εξετάσουμε τις στοαστικό υπόαρο τν αρυτικών
κυμάτν. Αναός με την προέευσή του, το στοαστικό υπόαρο μπορεί
εν ένει να ρισεί σε δύο κατηορίες: αυτή που προέρεται από την υπέρεση
αρυτικής ακτινοοίας από μεάους πηυσμούς αστροφυσικών πηών που
δεν μπορούν να επιυούν απομονμένα, και το αρέονο υπόαρο που
προκύπτει απο διαδικασίες που αμάνουν ώρα στα πρώιμα στάδια δημιουρίας
του σύμπαντος. Η συνιστώσα αυτή του υποάρου της αρυτικής ακτινοοίας
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είναι ιδιαίτερα ενδιαφέρουσα αφού φέρει πηροφορία ια την κατάσταση του
αρέονου σύμπανος εκυμονώντας πιανότατα και νέα φυσική.

Το ενερειακό και φασματικό περιεόμενο αυτής της ακτινοοίας είναι
αποτυπομένη στο φάσμα, το οποίο ορίζεται ς

ΩGW =
1

ρc
fρ̃GW (f), (5.2)

όπου f είναι η συνότητα, ρc είναι η κρίσημη ενερειακή πυκνότητα του
σύμπαντος

(
ρc = 3H2

0/8πG
)
και ρ̃GW είναι η ενερεια τν αρυτικών κυμάτν

ανά μονάδα συνότητας

ρGW =

∫ ∞

0

dfρ̃GW (f). (5.3)

Πρτού ασοηούμε με τους μηανισμούς από τους οποίους μπορεί να
δημιουρήηκαν τα αρέονα αρυτικά κύματα, α εξετάσουμε τα κύρια
φαινομενοοικά φράματα.
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Μέρος II

Διαταραές με απουσία αμτού
πεδίου
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6
Μετασηματισμοί Βαμίδας της μετρικής

Γράφουμε τη μετρική του διαταραμένου FRW(0) (δηαδή επίπεδου) σύμπαντος
ς

gµν = ḡµν + δgµν = a2
(
ηµν + hµν

)
, (6.1)

όπου το hµν , καώς και τα hµν,ρ, hµν,ρσ ερούνται μικρά. Παρακάτ α
ανοήσουμε από όες τις εξισώσεις διαταραές τάξης O(h2) και ανώτερης.

hµν ≡ ηµρhρν , hµν ≡ ηµρηνσhρσ. (6.2)

Στο Κεφ. 1 δείξαμε ότι (σέση 1.3):

gµν = a−2
(
ηµν − hµν

)
(6.3)

Θα δώσουμε διαφορετικά ονόματα ια τις ρικές και ρονικές συντεταμένες
της διαταραμένης μετρικής, ορίζοντας

[
hµν
]
=

[
−2A −B,i

−B,i −2Dδij + 2E,ij

]
(6.4)

ώστε

gµν =

(
−a2 0

0 α2δij

)
︸ ︷︷ ︸

a2ηµν

+ a2

(
−2A2 −Bi

−Bi −2Dδij + 2E,ij

)
︸ ︷︷ ︸

a2hµν

(6.5)

όπου
D = −1

6
hii ≡ −1

6
h (6.6)

και ο E,ij είναι άινος
δijE,ij ≡ E,i

,i ≡ E,ii = 0. (6.7)
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και αφού οι δείκτες ανεαίνουν και κατεαίνουν με την αδιατάρακτη μετρική
του επίπεδου σύμπαντος ηµν , έουμε

[
hµν
]
≡

[
−2A +B,i

+B,i −2Dδij + 2E,ij

]
(6.8)

επομένς το στοιείο μήκους είναι

ds2 = a2(η)s
{
−(1 + 2A)dη2 − 2B,idηdx

i +
[
(1− 2D)δij + 2E,ij

]
dxidxj

}
.

(6.9)
Ας υποέσουμε ότι έουμε ένα αδιατάρατο ώρο ο οποίος περιράφεται από το
σύστημα συντεταμένν {xa}. Έστ η διαταραμένη μορφή του ώρου αυτού
και έστ δύο διαφορετικά συστήματα συντεταμένν {x̃a} και {x̂a} που τον
περιράφουν. Οι συντεταμένες x̂a και x̃a συνδέονται με το μετασηματσμό

x̃a = x̂a + ξa, (6.10)

όπου το ξa και οι παράοι του ξa,β είναι μικρά σε πρώτη τάξη. Η διαφορά
μεταξύ τν ∂ξa

∂x̂β
και ∂ξa

∂x̃β
είναι μικρή σε δεύτερη τάξη απομένς μπορούμε απά

να ράψουμε ξa,β.

Το σύστημα {x̂a} συσετίζει ένα σημείο P̄ του υποάρου με ένα σημειο
P̂ ενώ το {x̃a} αντιστοιεί το P̄ στο P̃ . Για το ίδιο σημείο στα τρία συστήματα
α έουμε

x̃a(P̃ ) = x̂a(P̂ ) = xa(P̄ ) (6.11)
Η 6.10 μας δίνει το μετασηματισμό συντεταμένν του ίδιου σημείου στο
διαταραμένο ώρο π,

x̃a(P̃ ) =x̂a(P̃ ) + ξa

x̃a(P̂ ) =x̂a(P̂ ) + ξa.
(6.12)

και ερούμε ότι η διαφορά ξa(P̃ ) − ξa(P̂ ) είναι μικρή σε δεύτερη τάξη.
Επομένς ράφουμε απά ξa και το συσετίζουμε με το σημείο P̄ του
υποάρου.

ξa = ξa(P̄ ) = ξa(xβ). (6.13)
Συνδιάζοντας τις 6.11 και 6.12, παίρνουμε το μετασηματισμό διαφορετικών
σημείν ια το ίδιο σύστημα συντεταμένν

x̂(P̃ ) =x̂a(P̂ )− ξa

x̃(P̃ ) =x̃(P̂ )− ξa
(6.14)
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α εξετάσουμε τώρα τους κανόνες μετασηματισμού αμτών, διανυσμάτν
και τανυστών μεταξύ τν συστημάτν {x̃a} και {x̂a}.

s =s

wã =X ã
β̂
wβ̂

Aã
β̃
=X ã

γ̂X
δ̂
β̃
Aγ̂
δ̃

Bãβ̃ =X γ̂
ãX

δ̂
β̃
Bγ̂β̂

(6.15)

όπου
X ã
β̂
≡∂x̃

a

∂x̂β
= δaβ + ξa,β

X δ̂
β̃
≡∂x̂δ

∂x̃β
= δδβ − ξδ,β.

(6.16)

όπου παραπάν ρησημοποιήσαμε την 6.12.
Στη συνέεια α ρησημοποιήσουμε διαταραές διαφόρν ποσοτήτν

s =s̄+ δs

wa =w̄a + δwa

Aaβ =+ Āaβ + δAaβ

Baβ =B̄aβ + δBaβ.

(6.17)

Η ποσότητα s = s̄ + δs ζει στο διαταραμένο ώρο. Οι διαταραές
στις διαφορετικές αμίδες ορίζονται ς τη διαφορά της ποσότητας s στο
διαταραμένο από τον αδιατάρατο ώρο, στη αμίδα αυτή

δ̂s(xa) ≡s(P̂ )− s̄(P̄ )

δ̃s(xa) ≡s(P̃ )− s̄(P̄ ).
(6.18)

Η διαταραή δs επομένς παίρνεται από την διαφορά μεταξύ δύο ρορόνν
και ερούμε ότι ”ζει” στον υποκείμενο ώρο. Αάζει στο μετασηματισμό
αμίδας

s(P̃ ) = s(P̂ )+
∂s

∂x̂a
(P̂ )
[
x̂a(P̃ )− x̂a(P̂ )

]
= s(P̂ )− ∂s

∂x̂a
(P̂ )ξa = s(P̂ )− ∂s̄

∂xa
(P̄ )ξa

(6.19)
όπου πήραμε την προσέιση ∂s

∂x̂a
(P̂ ) ≈ ∂s̄

∂xa
(P̄ ), αφού διαφέρουν μεταξύ τους σε

πρώτη τάξη αά ποαπασιαζόμενος με το ξa ο συνοικός όρος είναι μικρός
σε δεύτερη τάξη.

Επειδή ο υποκείμενος ώρος είναι ομοενής α έουμε s̄ = s̄(η, xi) = s̄(η)
επομένς

∂s̄

∂xa
(P̄ )ξa =

∂s̄

∂η
(P̄ )ξ0 = s̄

′
ξ0. (6.20)
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Επομένς παίρνουμε
s(P̃ ) = s(P̂ )− s̄

′
ξ0, (6.21)

έτσι από την 6.18 παίρνουμε το νόμο μετασηματισμού μιας αμτής
διαταραής μεταξύ δύο αμίδν

δ̃s(xa) = s(P̂ )− s̄
′
ξ0 − s̄(P̄ ) = δ̂s(xa)− s̄

′
ξ0. (6.22)

Δουεύοντας με τον ίδιο τρόπο ια την περίπτση τν διανυσμάτν και τν
τανυστών ρίσκουμε

Bµ̂ν̂(P̃ ) = Bµ̂ν̂(P̂ ) +
∂Bµ̂ν̂

∂x̂a
[
x̂a(P̃ )− x̂a(P̂ )

]
= Bµ̂ν̂(P̂ )−

∂B̄µ̂ν̂

∂x̂a
(P̄ )ξa (6.23)

και

Bµ̃ν̃(P̃ ) =X
ρ̂
µ̃X

σ̂
ν̃Bρ̂σ̂(P̃ ) = (δρµ − ξρ,µ)(δ

σ
ν − ξσ,ν)

[
Bρ̂σ̂(P̂ )−

∂B̄ρσ

∂xa
(P̄ )ξa

]
=Bµ̂ν̂(P̂ )− ξρ,µB̄ρ̂ν̂(P̄ )− ξσ,νB̄µ̂σ̂(P̂ )−

∂B̄µν

∂xa
(P̄ )ξa

=Bµ̂ν̂(P̂ )− ξρ,µB̄ρν(P̄ )− ξσ,νB̄µσ(P̄ )−
∂B̄µν

∂xa
(P̄ )ξa,

(6.24)
όπου αντικαταστήσαμε το Bµ̂σ̂(P̂ ) με B̄µσ(P̄ ) στον δεύτερο όρο, το οποίο
μπορούμε να κάνουμε αφού ποαπασιάζεταιμε τον πρώτης τάξης όρο ξσ,ν .

Όμοια με την περίπτση της αμτής διαταραής ορίζουμε

˜δBµν =Bµ̃ν̃(P̃ )− B̄µν(P̄ )

=Bµ̂ν̂(P̂ )− B̄µν(P̄ )− ξρ,µB̄ρν(P̄ )− ξσ,νB̄µσ(P̄ )−
∂B̄µν

∂xa
(P̄ )ξa

= ˆδBµν − ξρ,µB̄ρν − ξσ,νB̄µσ − B̄µν,aξ
a.

(6.25)

Εφαρμόζοντας την εξίσση μετασηματισμού αμίδας 6.25 ια την διαταραή
της μετρικής παίρνουμε

˜δgµν = δgµν − ξρ,µḡρν − ξσ,ν ḡµν − ḡµν,0ξ
0, (6.26)

όπου αντικαταστήσαμε το ḡµν,aξ
a με ḡµν,0ξ0 αφού η μετρική του υποάρου

εξαρτάται, μέσ του παράοντα κίμακας, μόνο από τη ρονική συνειστώσα η.
Επειδή είναι ḡµν = a2(η)ηµν , α έουμε

ḡµν,0 = 2a
′
aηµν (6.27)

και
δ̃gµν = δgµν + a2

[
− ξρ,µηρν − ξσ,νηµσ − 2

a
′

a
ηµνξ

0
]
. (6.28)
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Από τα προηούμενα

[
δgµν

]
=

[
−2A −B,i

−B,i −2Dδij + 2E,ij

]
(6.29)

Εφαρμόζοντας τον παραπάν νόμο μετασηματισμού παίρνουμε ια τις
διαφορετικές συνειστώσεις:

δ̃g00 ≡− 2a2Ã

=δg00 +

(
−ξρ,0ηρ0 − ξσ,0η0σ − 2

a
′

a
η00ξ

0

)
=− 2a2A+ a2

(
2ξ0,0 + 2

a
′

a
ξ0
) (6.30)

από την οποία και παίρνουμε τον νόμο μετασηματισμού αμίδας

Ã = A− ξ0,0 −
a

′

a
ξ0 (6.31)

Όμοια, ια το δg0i έουμε

δ̃g0i =− a2B̃,i

=δg0i + a2
[
−xiρ,0ηρi − xiσ,iη0σ − 2

a
′

a��η0iξ
0

]
=− a2B,i +

[
−ξ0,0��η0i − ξj,0ηij − ξ0,iη00 − ξj,i��η0j

]
=− a2B,i − a2ξi,0 + a2ξ0,i

(6.32)

Επομένς παίρνουμε
B̃i = Bi + ξi,0 − ξ0,i (6.33)

Τέος από το ριοκό κομμάτι της μετρικής έουμε

δ̃gij =− 2D̃δij + 2Ẽ,ij

=δgij + a2
[
−ξρ,iηρj − ξσ,jηiσ − 2

a
′

a
ηijξ

0

]
=2Dδij + 2E,ij + a2

[
−ξk,iηkj − ξk,jηik − 2

a
′

a
ηijξ

0

]
=2Dδij + 2E,ij + a2

[
−ξj,i − ξi,j − 2

a
′

a
δijξ

0

]
(6.34)

Απομένς

−D̃δij + Ẽ,ij = −Dδij + E,ij −
1

2

(
ξj,i + ξi,j

)
− a

′

a
ξ0δij (6.35)
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Το ίνος του όρου 1
2

(
ξi,j + ξj,i

)
είναι ξkk άρα αν ράψουμε

1

2

(
ξi,j + ξj,i

)
=

1

3
δijξ

k
k +

1

2

(
ξi,j + ξj,i

)
− 1

3
δijξ

k
k︸ ︷︷ ︸

άινο

(6.36)

έπουμε ότι ανακαστικά οι δύο τεευταίοι ότι συνειστούν ένα άινο κομμάτι.
Μπορούμε έται να ρίσουμε την 6.35:

D̃ =D +
1

3
ξk,k +

a
′

a
ξ0

Ẽij =Eij −
1

2

(
ξij + ξji

)
+

1

3
δijξ

k
k .

(6.37)

Όταν ένας μετασηματισμός αμίδας εξαφανίζει κάποιες διαταραές, τότε
αυτές δεν είναι πραματικές, φυσικές διαταραές, απά τότε ο διαταραμένος
ώρος είναι ίδιος με τον υποκείμενο απά διαφέρει στο ότι έει διαταραμένο
σύτημα συντεταμένν. Οι διαταραές αυτές ονομάζονται ”κααρές αμίδες”.

6.1 Διαρισμός σε Βαμτές, Διανυσματικές και
Τανυστικές Διαταραές

Εάν κρατήσουμε την αμίδα (την συσέτιση μεταξύ του υποκείμενου
ώρου και του διαταραμένου ώρου) σταερή αά εφαρμόσουμε ένα
μετασηματισμό συντεταμένν στον υποκείμενο ώρο, α πάρουμε ένα
αντίστοιο μετασηματισμό συντεταμένν στο δαταραμένο ώρο. Το
σύστημα συντεταμένν του υποάρου επιέηκε ώστε να σέεται τις
συμμετρίες αυτού του ώρου και αυτό είναι μια ιδιότητα που δεν έουμε να
άσουμε. Συκεκριμένα, στη κοσμοοική ερία διαταραών επιέουμε ένα
σύστημα συντεταμένν του υποάρου ώστε να σέεται την ιδιότητα της
ομοένειάς του, το οποίο μας δίνει ένα μοναδικό φύμα του ρορόνου
σε t = σταερά ρορονικές φέτες. Επομένν δεν έουμε να αάξουμε
αυτό τον τρόπποο τομής. Αυτό μας αφήνει:

• ομοενείς μετασηματισμούς της ρονικής συντεταμένης π
αναπαραμέτρηση του ρόνου, τν οποίν παράδειμα αποτεεί η
ααή από τον συνήη κοσμικό ρόνο t στον η,
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• και μετασηαμτισμούς τν ρικών συντεταμένν

xi
′

= X i
′

k x
k, 5 (6.38)

όπου X i
′

k είναι ανεξάρτητη του ρόνου, η οποία είναι και η περίπτση που
εξετάζουμε σε αυτή την ενότητα.

Για το υπόαρό μας είαμε επιέξει FRW (0), έτσι ώστε η 3-μετρική να εαι
Ευκείδεια,

gij = a2δij, (6.39)
και έουμε να διατηρήσουμε αυτή την ιδιότητα. Αυτό μας αφήνει τις στροφές.
Οι πήρεις πίνακες στροφών επομένς είναι

Xµ
′

ρ =

[
1 0

0 X i
′

k

]
=

[
1 0

0 Ri
′

k

]
και µ

ρ′
=

[
1 0

0 Ri
k
′

]
, (6.40)

όπου Ri
′

k είναι ο πίνακας στροφών, με την ιδιότητα RTR = I, ή Ri
′

kR
i
′

l =

(RTR)kl = δkl. Επομένς RT = R−1 έτσι ώστε Ri
′

k = Rk
i′
.

Αυτός ο μετασηματισμός συντεταμένν στο υπόαρο παράει τον εξής
μετασηματισμό,

xµ
′

= Xµ
′

ρ x
ρ, (6.41)

στον διαταραμένο ώρο. Εδώ η μετρική είναι

gµν =a
2

[
−1− 2A −Bi

−Bi (1− 2D)δij + 2Eij

]
= a2ηµν + a2

[
−2A −Bi

−Bi −2Dδij + 2Eij

]
.

(6.42)
Μετασηματίζοντας τη μετρική,

gρ′σ′ = Xµ

ρ
′X

ν
σ
′gµν , (6.43)

παίρνουμε ια τις διαφορετικές συνειστώσες

g0′0′ = Xµ

0
′X

ν
0
′gµν = X0

0
′X0

0
′g00 = g00 = a2(−1− 2A)

g0′ l′ = Xµ

0
′X

ν
l′
gµν = X0

0′
Xj

l
′g0j = −a2Rj

l
′Bj

gk′ l′ = X i
k′
Xj

l′
gij = a2

(
− 2DδijR

i
k′
Rj

l′
+ 2EijR

i
k′
Rj

l′

)
= a2

(
−2Dδkl + 2EijR

i
k
′Rj

l
′

)
,

(6.44)

5Εδπέρα ρησιμοποιούμε το ’ ια να συμοίσουμε το άο σύστημα συντεταμένν. Να
μην συίζεται με ′ ≡ d/dη τν άν ενοτήτν.
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από τις οποίες ανανρίζουμε τις διαταραές στις νέες συντεταμένες,

A
′
=A

D
′
=D

Bl
′ =Rj

l′
Bj

Ek′ l′ =R
i
k
′Rj

l′
Eij.

(6.45)

Συνεπώς τα και D μετασηματίζονται ς αμτά κάτ από στροφές στο
σύστημα συντεταμένν του υποάρου, τα Bi μετασηματίζονται ς 3-
διανυσματα, και τα Eij ς 3-d τανυστές. Καώς ρισκόμαστε επομένς
σε μια σταερή αμίδα, μπορούμε επομένς να τα σκεφτούμε ς αμτά,
διανυσματικά και τανυστικά πεδία σε ένα 3-d Εκείδειο υποκείμενο ώρο.
Μπορούμε στόσο να πάρουμε άες δύο αμτές ποσότητες και άη μια
διανυσματικη από τα Bi και Eij.

Γνρίζουμε ότι ένα διάνυσμα μπορεί να ρισεί σε δύο μέρη, ένα μηδενικής
απόκισης και ένα μηδενικού στροιισμού

B⃗ = B⃗S + B⃗V , με ∇× B⃗S = 0 και ∇ · B⃗V = 0, (6.46)

και ότι το πρώτο μπορεί να εκφρασεί ς κίση κάποιου αμτού πεδίου 6

B⃗S = −∇B. (6.47)

και σε συμοισμό συνειστσών

Bi = −B,i +BV
i , όπου δijBV

i.j = 0. (6.48)

Με όμοιο τρόπο, το συμμετρικό άινο τανυστικό πεδίο Eij μπορεί να
ρισεί σε τρία μέρη,

Eij = ES
ij + EV

ij + ET
ij , (6.49)

όπου τα ES
ij και EV

ij μπορούν να εκφραστούν ς προς ένα αμτό πεδίο E και
ένα διανυσματικό πεδίο Ei,

ES
ij =

(
∂i∂j −

1

3
δij∇2

)
E = E,ij −

1

3
δijδ

klE,kl

EV
ij = −1

2

(
Ei,j + Ej,i

)
, όπου δijEi,j = ∇ · E⃗ = 0

και δijET
ij,k = 0, δijET

ij = 0.

(6.50)

6Αυτή η σύμαση προσήμου αντιστοιεί στο να σκεφτόμαστε τη αμτή συνάρτηση Β ς
”δυναμικό”, όπου το διανυσματικό πεδίο B⃗S ”κατρακυάει προς τα κάτ”.
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Βέπουμε ότι ES
ij είναι συμμετικός και άινος εκ κατασκευής. Ο EV

ij είναι
συμμετρικός εκ κατασκευής, και η συνήκη στο Ei τον κάνει άινο. Ο τανυστής
ET
ij υποέτεται συμμετρικός, και οι δύο συνήκες εφαρμοσμένες σε αυτόν ,τον

κάνουν άινο και transverce7.

Κάτ από στροφές στον υποκείμενο ώρο,

A
′
=A, B

′
= B, D

′
= D. E

′
= E

BV
l
′ =Rj

l′
RV
j , El′ = Rj

l′
Ej

ET
k
′
l
′ =Ri

k
′Rj

l
′E

T
ij .

(6.51)

Οι διαταραές της μετρικής μπορούνε επομένς να ρισούν σε

• ένα αμτό κομμάτι, αποτεούμενο από τα A,B,D και E

• ένα διανυσματικό κομμάτι, αποτεούμενο από BV
i και Ei,

• και ένα τανυστικό κομμάτι ET
ij.

Οι ονομασίες ”αμτό”, ”διανυσματικό” και ”τανυστικό” αναφέρονται στις
ιδιότητες μετασηματισμού κάτ από στροφές στον υποκείμενο ώρο.8

Οι διαταραές στον τανυστή του Einstein δGµ
ν και η διαταραή του τανυστή

ενέρειας δT µν μπορούν όμοια να ρισούν σε αμτά + διανυσματικά +
τανυστικά μέρη. To αμτό μέρος του δGµ

ν προέρεται μόνο από το αμτό
μέρος του δgµν κτ.

Το σημαντικό όσον αφορά αυτό το διαρισμό είναι ότι το αμτό,
το διανυσματικό και το τανυστικό κομμάτι δεν συζεύονται μεταξύ τους (σε
πρώτης τάξης ερία διαταραών), αά εξείσσονται ανεξάρτητα. Αυτό μας
επιτρέπει να τα αντιμετπίζουμε ξεριστά: μπορούμε να μεετήσουμε, π
αμτές διαταραές με τρόπο τέτοιο, σαν να απουσίαζαν οι διανυσματικές
και τανυστικές διαταραές. Η συνοική εξέηξη της πήρους διαταραής είναι
απά μια ραμμική υπέρεση της ανεξάρτητης εξέηξης του αμτού, του
διανυσματικού και του τανυστικού μέρους της διαταραής.

7Για περισσότερη διευκρίνιση του τεευταίου όρου στο παίσιο της παρούσας συζήτησης
δες [24]

8Επομένς ”αμτό”, δεν σημαίνει π, ότι οι δοιαταραές α είναι αναοίτες κάτ
από μετασηματισμούς αμίδας - οι αμτές διαταραές δεν είναι αναοίτοι κάτ από
μετασηματισμούς αμίδας, όπς έουμε ήδη δει στις 6.31 και 6.37
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Εφαρμόζουμε ένα δεσμό σε κάε ένα από τα 3-διανύσματα BV
i και Ei, και

3 + 1 = 4 δεσμούς στο συμμετρικό τανυστή ET
ij αφήνοντας σε κάε ένα από

αυτούς 2 ανεξάρτητες συνειστώσες. Επομένς οι 10 αμοί εευερίας που
αντιστοιούν στις 10 συνειστώσες της μετρικής της διαταραής hµν ρίζονται
σε

1 + 1 + 1 + 1 = 4 αμτούς
2 + 2 = 4διανυσματικούς

2 = 2τανυστικούς
(6.52)

αμούς εευερίας.

Οι αμτές διαταραές είναι οι πιο σημαντικές. Συζεύονται με τις
διαταραές της πίεσης και της πυκνότητας και παρουσιάζουν αρυτική αστάεια:
υπερπυκνές περιοές εξείσσονται σε ακόμα πυκνότερες. Είναι υπεύυνες ια
το σηματισμό τν δομών στο σύμπαν από μικρές αρικές συνήκες.

Οι διανυσματικές διαταραές συζεύονται με τις διαταραές της νιακής
ταύτητας στο κοσμικό ρευστό. Έουν την τάση ατονούν σε ένα
διαστεόμενο σύμπαν, και επομένς πιανόν δεν είναι σημαντικες στην
κοσμοοία.

Κάναμε όα τα παραπάν σε μια συκεκριμένη σταερή αμίδα.
Προκύπτει ότι οι μετασηματισμοί αμίδας επιρρεάζουν τις αμτές και τις
διανυσματικές διαταραές, αά οι τανυστικές διαταραές είναι αναοίτες σε
μετασηματισμούς αμίδας. Οι τανυστικές διαταραές είναι αρυτικά κύματα,
αυτή τη φορά σε ένα διεσταόμενο σύμπαν9 Όταν τις παίρνουμε από συνοικές
διαταραές με την παραπάν διαδικασία διαρισμου, ρίσκονται ήδη στην
”transverse-traceless αμίδα”. Οι τανυστικές διαταραές έουν κοσμοοική
σημασία, αφού εάν είναι αρκετά ισυρές, έουν ενα παρατηρήσιμο αποτέεσμα
στην ανισοτροπία του μικροκυματικού υποάρου.

6.2 Βαμτές Διαταραές

Στην ενότητα αυτή α εξετάσουμε αμτές διαταραές, οι οποίες είναι
υπεύυνες ια τις δομή του Σύμπαντος (π. την απόκιση από το ομοενές
και ισότροπο FRW Σύμπαν). Η μετρική είναι

ds2 = a2
(
η
)
{−(1 + 2)dη2 − 2Bidηdx

i +
[
(1− 2ψ)δ + 2Eij

]
dxidxj}. (6.53)

9Σε αντίεση με τη ερία διαταραών στο ώρο Minkowski, η οποία είναι και η συνήης
οδός παρουσίασης τν αρυτικών κυμάτν στην Γενική Σετικότητα.
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όπου έουμε ορίσει την διαταραή της καμπυότητας

ψ ≡ D +
1

3
∇2E. (6.54)

Τώρα εαν ξεκινήσουμε από κααρά ρικές διαταραές και κάνουμε
οποιαδήποτε αυαίρετο μετασηματισμό αμίδας, που παρίσταται από ένα πεδίο
ξµ = (ξ0, ξi), α μπορούσαμε να εισάουμε επίσης ένα διάνυσμα διαταραής.
Η διανυσματική διαταραή αυτή όμς είναι ”κααρή αμίδα” και επομένς
δεν εει κάποιο ενδιαφέρον. Μπορούμε να ρίσουμε το ξi σε ένα μέρος με
μηδενική απόκιση (μέρος που αφορά μετατοπίσεις) και ένα κομμάτι με μηδενικό
στροιισμό, το οποίο μπορεί να ραφεί ς η κίση κάποιας συνάρτησης ξ,

ξi = ξitr − δijξ,j = ξ⃗tr −∇ξ όπου ξitr,i = ∇ · ξ⃗tr = 0. (6.55)

Το μέρος ξitr είναι υπεύυνο ια τις διανυσματικές διαταραές, ενώ τα ξ0 και
ξ,j μεταάουν τις αμτές διαταραές. Στα παίσια της συζήτησης τν
αμτών διαταραών δεν άνουμε κάτι, εαν επιέξουμε να άουμε υπόψη
μόνο τις αμτές διαταραές, ενώ το ξitr μέρος απουσιάζει. Αυτοί οι αμτοί
μετασηματισμοί αμίδας προσδιορίζονται πήρς από δύο συναρτήσεις ξ0 και
ξ,

η̃ =η + ξ0(η, x⃗)

x̃i =xi − δijξ,j(η, x⃗)
(6.56)

και διατηρούν την αμτή φύση της διαταραής. (Η διαφορά δηαδή από το
προηούμενο κεφάαιο είναι ότι έσαμε ξi → −δijξ,j(η, x⃗))

Χρησιμοποιώτας αυτούς τους αμτούς μετασηματισμούς, οι εξισώσεις
μετασηματισμού τν αμτώς συναρτήσεν που εμφανίζονται μέσα στη
μετρική ίνονται:

Ã =A− ξ0
′ − a

′

a
ξ0

B̃ =B + ξ
′
+ ξ0

D̃ =D − 1

3
∇2ξ +

a
′

a
ξ0

Ẽ =E + ξ,

(6.57)

Και από τις 6.54 και 6.57 παίρνουμε ότι τον μετασηματισμό της ψ η οποία
συνά ρησημοποιείται ς τέταρτη αμτή μεταητή αντί ια την D:

ψ̃ = ψ +
a

′

a
ξ0 = ψ +Hξ0. (6.58)
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6.3 Δυναμικά Bardeen

Ορίζουμε τις επόμενες δύο ποσότητες

Φ ≡A+H
(
B − E

′)
+
(
B − E

′)′
Ψ ≡D +

1

3
∇2E −H

(
B − E

′)
= ψ −H

(
B − E

′)10 (6.59)

Οι ποσότητες αυτές είναι αναοίτες κάτ από μετασηματισμούς αμίδας

6.4 Σύμμορφη Νευτώνεια Βαμίδα

Μπορούμε να κάνουμε ρήση της εευερίας αμίδας ια να έσουμε τις
αμτές διαταραές B και E ίσες με μηδέν. Από την 6.44 έπουμε ότι αυτό
επιτυάνεται με την επιοή

ξ =− E

ξ0 =−B + E
′ (6.60)

Κάνοντας ένα μετασηματισμό αμίδας φτάνουμε σε μια συνά
ρησιμοποιούμενη αμίδα, τη σύμορφη-Νευτώνεια αμίδα (ια συντόμευση
Νευτώνεια αμίδα). Θα συμοίσουμε τις ποσότητες στη αμίδα αυτή με
δείκτη Ν. Συνεπώς BN = EN = 0, ενώ άμεσα έπουμε ότι

AN =Φ

DN =ψN = Ψ.
(6.61)

Επομένς τα δυναμικά Bardeen είναι ίσες με τις δύο μη μηδενικές διαταραές
στην σύμμορφη Νευτώνεια αμίδα.

Από εδώ και πέρα (μέρι να ειπεί το αντίετο) α κάνουμε υποοισμούς
στην σύμορφη-Νευτώνεια αμίδα. Η μετρική επομένς είναι

ds2 = a(η)2
[
−
(
1 + 2Φ)dη2 + (1− 2Ψ)δijdx

idxj
]
, (6.62)

ή

gµν = a2

[
−1− 2Φ

(1− 2Ψ)δij

]
και gµν = a−2

[
−1 + 2Φ

(1 + 2Ψ)δij

]
,

(6.63)
10Βέπε απόδειξη I
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ή

hµν =

[
−2Φ

−2Ψδij

]
και hµν =

[
−2Φ

−2Ψδij

]
(6.64)
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7
Διαταραές στον Τανυστή Καμπυότητας

Από την σύμμορφη-Νευτώνεια μετρική παίρνουμε τους συντεεστές Christoffel

Γ0
00 =

a′

a
+ Φ

′
Γ0
0k = Φ,k Γ0

ij =
a
′

a
δij −

[
2a

′

a

(
Φ +Ψ

)
+Ψ

′]
δij

Γi00 = Φ,i Γi0j =
a
′

a
δij −Ψ

′
δij Γikl = −

(
Ψ,lδ

i
k +Ψ,kδ

i
l

)
+Ψ,iδkl

(7.1)
και τα αροίσματα

Γa0a =4
a

′

a
+ Φ

′ − 3Ψ
′

Γaia =Φ,i − 3Ψ,i

(7.2)

όπου έουμε ανοήσει όους τους, μεαύτερης 1ης τάξης, όρους ς προς τις
μικρές ποσότητες Φ και Ψ. Επομένς οι εκφράσεις αυτές εμπεριέουν 0ης και
1ης τάξης όρους, και διαρίζονται στο υπόαρο και τη διαταραή όπς:

Γaβγ = Γ̄aβγ + δΓaβγ, (7.3)

όπου
Γ̄0
00 = H Γ̄0

0k = 0 Γ̄0
ij = Hδij

Γ̄i00 = 0 Γ̄i0j = Hδij Γ̄ikl = 0
(7.4)

και

δΓ0
00 = Φ

′
δΓ0

0k = Φ,k δΓ0
ij = −

[
2H
(
Φ +Ψ

)
+Ψ

′]
δij

δΓi00 = Φ,i δΓi0j = −Ψ
′
δij δΓikl = −

(
Ψ,lδ

i
k +Ψ,kδ

i
l

)
+Ψ,iδkl.

(7.5)

Ο τανυστής Ricci είναι

Rµν =Γaνµ,a − Γaaµ,ν + ΓaaβΓ
β
ν,µ − ΓaνβΓ

β
a,µ

=R̄µν + δΓaνµ,a − δΓaaµ,ν + Γ̄aaβδΓ
β
νµ + Γ̄βνµδΓΓ

a
aβ − Γ̄aνβδ

β
aµ − Γ̄βaµδΓ

a
νβ.
(7.6)
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Υστερα από υποοισμούς παίρνουμε
R00 =− 3H′

+ 3Ψ
′′
+∇2Φ + 3H

(
Φ

′
+Ψ

′)
R0i =2

(
Ψ

′
+HΦ

)
,i

Rij =
(
H′

+ 2H2
)
δij

+
[
−Ψ

′′
+∇2Ψ−H

(
Φ

′
+ 5Ψ

′)− (2H′
+ 4H2

)(
Φ +Ψ

)]
δij +

(
Ψ− Φ

)
,ij

(7.7)
Υψώνοντας έπειτα το δείκτη παίρνουμε

Rµ
ν = gµaRaν =

(
R̄ + δRaν

)
R̄µ
ν + δgµaR̄aν + ḡµaδRaν . (7.8)

παίρνουμε
R0

0 =3a−2H′
+ a−2

[
− 3Ψ

′′ −∇2Φ + 3H
(
Φ

′
+Ψ

′)− 6HΦ
]

R0
i =− 2a−2

(
Ψ

′
+HΦ

)
,i

Ri
0 =−R0

i = 2a−2
(
Ψ+HΦ

)
,i

Ri
j =a

−2
(
H + 2H2

)
δij

+ a−2
[
−Ψ

′′
+∇2Ψ−H

(
Φ

′
+ 5Ψ

′)− (2H′
+ 4H2

)
Φ
]
δij

+ a−2
(
Ψ− Φ

)
,ij
.

(7.9)

και αροίζοντας παίρνουμε τη σταερά καμπυότητας του Ricci
R =R0

0 +Ri
i

=6a−2
(
H′

+H2
)

+ a2
[
− 6Ψ

′′
+ 2∇2

(
2Ψ−Ψ

)
− 6H

(
Φ

′
+ 3Ψ

′)− 12
(
H′

+H2
)
Φ
]
.

(7.10)
Και τεικά, ο τανυστής του Einstein ίνεται

G0
0 =R

0 − 1

2
R

=− 3a−2H2 + a−2
[
− 2∇2Ψ+ 6HΨ

′
+ 6H2Φ

]
G0
i =R

0
i

Gi
0 =R

i
0 = −R0

i = −G0
i

Gi
j =R

i
j −

1

2
δijR

=a−2
(
− 2H′ −H2

)
δij

+ a−2
[
2Ψ

′′
+∇2

(
Φ−Ψ

)
+H

(
2Φ

′
+ 4Ψ

′)
+
(
4H′

+ 2H2
)
Φ
]
δij

(7.11)

Να παρατηρήσουμε καάτι ια το υπόαρο και τις διαταραές. Αφού τα
υπόαρο R̄µ

ν και Ḡµ
ν είναι διαώνια, τα μη διαώνια στοιεία περιέουν μόνο

τη διαταραή
R0
i = G0

i = δR0
i = δG0

i . (7.12)
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8
Εξέηξη Υπερορίζοντα και συσέτιση με τις

προτότυπες διαταραές.

Το σύνηες σκεπτικό σήμερα είναι ότι οι διαταραές παρήησαν πού νρίτερα
απ’την αποδέσμευση τν νετρίν, π. κατά τη διάρκεια του inflation. Παρόο
που η εποή κυριαρίας της ακτινοοίας είναι οική ια την εξακρίση τν
”αρικών” συνηκών Φk⃗(rad), Scr,⃗k(rad), Sbr,⃗k(rad), Svr,⃗k(rad), αυτές ΔΕΝ
είναι ”πραματικά” αρικές - εναακτικά τις ονομάζουμε ”αρέονες” τιμές.
Θα έαμε να τις συσετίσουμε με τις ”προτότυπες” διαταραές, π. με την
κατάσταση αμέσς μετά τη έννηση τν διαταραών. Θα συμοίσουμε τον
ρόνο δημιουρίας με t⋆ ή απά ⋆. Μπορεί νξα διαφέρει ια διαφορετικές
κίμακες k (ια την περίπτση του inflation ισούται περίπου με το ρόνο εξόδου
από τον ορίζοντα). Η σέση αυτή εξαρτάται από τον μηανισμό δημιουρίας που
ερούμε (π. inflation) και από το τι συμαίνει μεταξύ του ρόνου δημιουρίας
(⋆) και την αρέονη περίοδο (rad) (π. αναέρμανση μετά το inflation). Στο
πρώτο μέρος της ανάυσης τν διαταραών δεν υποέσαμε ένα συκεκριμένο
μηανισμό ια τη παραή τν διαταραών (υποέτουμε απώς ότι πρόκειται
ια μια Γκαουσιανή τυεία διαδικασία)- στο επόμενο μέρος α ερήσουμε το
inflation ς μηανισμό παραής τν διαταραών - επομένς τώρα κάνουμε
μια απή ενική παρατήρηση.

Στα συνήει σενάρια οι διαταραές είναι έξ από τον ορίζοντα κατά το
διάστημα μεταξύ ⋆ και (rad), αά κάποιες άες ιδιότητες της αρέονης
εποής κυριαρίας της ακτινοοίας μπορεί να μην στέκουν. Επομένς ας
συκεντρώσουμε τι άες ενικές ιδιότητες συνεπάονται από την υπόεση
του υπερορίζοντα (k ≪ H).
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Για αδιαατικές (S = 0) διαταραές ισύει R = στα 11. Τα δυναμικά
Bardeen Φ και Ψ δεν παραμένουν υπορετικά σταερά. Επομένς το R είναι
καύτερη ποσότητα ια να περιράψει τις αδιαατικές διαδικασίες, και έουμε

Rk⃗(rad) = Rk⃗(⋆) (ADI). (8.1)

Από την άη, εάν S ̸= 0, το R α αναπτυεί, και επομένς το Rk⃗(rad)
μπορεί να άει συνεισφορές από τις ”προτότυπες” εντροπικές διαταραές την
στιμή ⋆. Ενώ κατά τη διάρκεια της αρέονης περιόδου τα Scr, Sbr και Sνr
παραμένουν σταερά


Rk⃗(rad)

Scr,⃗k(rad)

Sbr,⃗k(rad)

Svr,⃗k(rad)

 =


1 TRScr(k) TRSbr

(k) TRSνr(k)

0 TScrScr(k) TScrSbr
(k) TScrSνr(k)

0 TSbrScr(k) TSbrSbr
(k) TSbrSνr(k)

0 TSνrScr(k) TSνrSbr
(k) TSνrSνr(k)




Rk⃗(⋆)

Scr,⃗k(⋆)

Sbr,⃗k(⋆)

Sνr,⃗k(⋆)

 (8.2)

11Βέπε [24] Εξ.15.30
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Μέρος III

Διαταραές με παρουσία αμτού
πεδίου
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9
Μια νρημία με τη αμτή ερία του inflation

Κοσμοοικό inflation (πηρισμός) ονομάζουμε μια περιόδο επιταυνόμενης
υπερφτεινής διαστοής στα πρώημα στάδια εξέηξης του σύμπαντος12 13.

Ο ακριής ορισμός του Inflation είναι απά κάε περίοδος κατά την οποία ο
παράοντας κίμακα του σύμπαντος αυξάνεται επιταυνόμενα. Συά συναντάμε
στη ιιοραφία τρείς ισοδύναμες διατυπώσεις:

INFLATION ⇔ ä > 0 ⇔
(
ρ+ 3p

)
< 0 ⇔ d

dt

H−1

a
< 0 (9.1)

Επειδή υποέτουμε ότι ρ > 0 είναι απαραίτητο να έουμε p < 0 ια να
ικανοποιείται η μεσαία συνήκη, η οποια είναι ανεξάρτητη της καμπυητας
του συπαντος. Το inflation περιράφεται συνής σαν μια περίοδος ρήορης
διαστοής, παρόο που δεν είναι σαφές ς προς το τι η διαστοή αυτή είναι
ρήορη. Η τεευτάια έκφραση δίνει στην ένοια αυτή περισσότερο φυσικό
περιεόμενο.

Επειδή το H−1/a είναι στην κοσμοοία το comoving μήκος Hub-
ble, έπουμε ότι η παραπάν συνήκη ια το inflation ισοδυναμεί με
το το comoving μήκος Hubble να μειώνεται με το ρόνο. Ειδμένο σε
συντεταμένες που ταξιδεύουν μαζί με τη διαστοή, το παρατηρήσημο σύμπαν
στην πραματικότητα μειώνεται κατά τη διάρκεια του inflation, ιατί η
αρακτηριστική κίμακα δεσμεύει όο και ιότερο ώρο συντεταμένν καώς
το inflation εξείσσεται.

12Βέπε [28,29].
13Με τη ενικότερη έννοια είναι κάε περίοδος επιταυνόμενης διαστοής, όι απαραίτητα

υπερφτεινής. Ακόμα και σήμερα, ό της επιταυνόμενης διαστοής του σύμπαντος,
ερείται ότι ρισκόμαστε σε μια τέτοια περίοδο
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Η επιτυία του inflation έκειται στο ότι παρόο που είναι ένας απός
μηανισμός, ποά προήματα κοσμοοικά προήματα μπορούν να υούν
με την εισαή του. Τα ποιο σημαντικά από αυτά είναι

Το πρόημα της επιπεδότητας
Σύμφνα με παρατηρήσεις, η οική παράμετρος πυκνότητας σήμερα
είναι πού κοντά στο 1 και η καμπυότητα του σύμπαντος είναι
ουσιαστικά μηδενική. Συνεπώς το σύμπαν είναι σεδόν επίπεδο.
Αφού η πυκνότητα καμπυότητας αάζει ς προς την κίμακα ς
a−2, μειώνεται πιο απότομα από την ύη ή την ακτινοοία καιι
επομένς στο παραόν η παράμετρος πυκνότητας καμπυότητας α
ήταν ακόμα μικρότερη και το σύμπαν α ήταν ακόμα πιο επίπεδο.
Πράματι συκρίνοντας με την ακτινοοία, η οποία αάζει με την
κίμακα σαν a−4, ρίσκουμε

ρK
ρr

∼ 102
(
a

a0

)2

= 102
(
ρr,0
ρr

)1/2

, (9.2)

όπου ρησιμοποιήσαμε ότι ΩK ∼ 10−3 σήμερα και Ωr ∼ 10−5.
Σήμερα η ενερειακή πυκνότητα της ακτινοοίας είναι της τάξης
τν (10−4eV ). Στο ρόνο του Planck, όταν η ενερειακή
πυκνότητα του σύμπαντος ήταν (1019GeV ), το κάσμα αυτό ήταν
10−62. Δεδομένν τν τυαίν αρικών συνηκών στο τέος μιας
κατάστασης καντικής αρύτητας, α περίμενε κάποιος ότι όες
οι συνεισφορές στην ενερειακή πυκνότητα του σύμπαντος, π η
ακτινοοία ακι η καμπυότητα, α ήταν της ίδιας τάξης μεέους. Το
πρόημα της επιπεδότητας μπορεί επομένς να διατυπεί ς: ιατί
α έπρεπε να ξεκινήσουμε από αρικές καταστάσεις στο πού πρώιμο
σύμπαν τέτοιες ώστε ο παράοντας πυκνότητας του σύμπαντος να
ήταν ρυμισμένος στα 10−62 της οικής ενερειακής πυκνότητας, τι
στιμή που α μπορούσε να είε παάρει οποιαδήποτε τιμή?

Το πρόημα του Ορίζοντα
Ο ορίζοντας (του σματιδίου) περικείει εκείνο το τμήμα του ώρου
μέσα στο οποίο αιτιακή επικοιννία είναι εφικτή. Αφού καμια
πηροφορία δεν μπορεί να ταξιδέψει ρηορότερα από το φς,
ένα εονός που αμάνει ώρα στο (t1, x1) δεν μπορεί να ίνει
αντιηπτό από έναν παρατηρητή στο (t2, x2) εάν η απόστασή του
είναι μεαύτερη από την απόδταση που μπορεί να διανύσει το φς
σε αυτό το ρονικό διάστημα. Για ένα σύμπαν που κυριαρείται
από ύη ή ακτινοοία, ο ορίζοντας αυξάνεται ρηορότερα από τον
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ίδιο το ώρο14 ή με άα όια, πηαίνοντας πίσ στο ρόνο, ο
ορίζοντας ο ορίζοντας συρρικνώνεται πιο ρήορα από το ώρο. Αυτό
σημαίνει ότι σήμερα μπορούμε να αντιηφούμε εονότα τα οποία
στο παρεόν δεν ήταν αιτιακά συνδεδεμένα μεταξύ τους. Επομένς
το πρώιμο σύμπαν αποτεείαι από διαφορετικές περιοές που δεν
ανταάσουν πηροροφίες μεταξύ τους. Πάραυτα, το παρατηρίσημο
σύμπαν σήμερα είναι πού ισοτροπικό, προφανώς η νουκεοσύνεση
έαε ώρα με το ν ίδιο τρόπο παντού και ι αυτό η ερμοκρασία
του CMB είναι ασικά ισοτροπική. Αά το σημερινό παρατηρήσιμο
σύμπαν ρίστηκε περίπου σε 106 ασύνδετες περιοές την στιμή της
επανασύνδεσης, όταν δημιουρήηκε το CMB, και σε περίπου 1024

περιοές την περίοδο της νοκεοσύνεσης. Επομένς το πρόημα
του Ορίζοντα είναι το πς τέτοιες ασύνδετες περιοές του σύμπαντος
εξείηκαν με τόσο παρόμοιο τρόπο.

Το πρόημα του μονοπόου
Ααές φάσης στο πρώιμο σύμπαν αναμένεται να δημιουρήσουν
τοποοικές ανμαίες. Μεταξύ αυτών, τα μονόποα ερούνται
”επικίνδυνα απομεινάρια”, αφού η μεάη τους πυκνότητα α
κυριαρούσε στην οική πυκνότητα του σύμπαντος. Τα απομεινάρια
αυτά είναι τυπικώς μη σετικιστικά, με πυκνότητα ενέρειας όπς a−3,
άρα δεν α επέτρεπαν ποτέ την κυριαρία της ύης ή της ακτινοοίας.

Το πρόημα της ομοένειας σε μεάη κίμακα
Σε μεάες κίμακες το σύμπαν είναι πού ομοενές και ισότροπο.
Ήδη στην επανασύνδεση, η απόκιση από την ομοένεια της
ακτινοοίας του υποάρου είναι μόις 10−5. Αυτό εείρει
ερτήματα όσον αφορά στην στις αρικές συνήκες που παράουν
τέτοιο ομοενές σύμπαν. Πράματι στο ρόνο του Planck οι
συνήκες αυτές αναμένονται να είναι αοτικές και είναι εξαιρετικά
απίανο να μπορούσαν να εξεηούν σε ένα σύμπαν τόσο ομοενές
καιι ισότροπο.

Το πρόημα της ανομοιοένειας σε μικρή κίμακα
Την ίδια στιμή αυτό το πού ομοιόμορφο σύμπαν παρουσιάζει
ανομοιοένειες σε μικρές κίμακες, όπς ααξίες και ομάδες
ααξιών. Πιστεύεται ότι από αυτές τις ανομοιοένειες της τάξης
10−5 του CMB πρoέρονται οι σηματισμοί τν μεάης κίμακας
δομών, μέσ αρυτικής κατάρευσης. Συνεπώς δημιουρείται το

14Για κυριαρία της ύης ο ορίζοντας του σματιδίου αυξάνεται ς a3/2, ενώ ια κυριαρία
της ακτινοοίας αυξάνεται ς a2 και επομένς και στις δύο περιπτώσεις ρηορότερα από τον
παράοντα κίμακας (υποφτονική διαστοή).
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ερώτημα, πς δημιουρήηκαν αυτές οι μικρές διακυμάνσεις σε ένα
κατά τα άα ομοενές σύμπαν.

Δεν νρίζουμε πότε ακριώς το inflation έαε ώρα, αν και το άν
όριο της ενερειακής κίμακας του inflation σύμφνα με το Planck είναι
1.9× 1016GeV . Πιστεύεται ότι το πού στα πρώτα 10−30s το σύμπαν διεστάει
κατά ένα παράοντα 1026. Μια τέτοια διαστοή μπορεί ανα επιτευεί εάν το
σύμπαν είναι εμάτο με ένα αμτό πεδίο, συμοιζόμενο συνής με ϕ, του
οποίου η αρώς μειούμενη δυναμική ενέρεια κυριαρεί την οική πυκνότητα
ενέρειας. Κατά τη διάρκεια αυτής της ταύτατης διαστοής, το σύμπαν
ψύηκε ενώ οι υπόοιπες συνειστώσες του αραιώηκαν. συνεπώς μια περίοδος
αναέρμανσης (reheating) ρειάζεται στη συνέεια, ια να ανακτήσει τη
ερμοκρασία του σύμπαντος στην απαιτούμενη ερμοκρασία ια να διατηρήσει
όα τα επιτυημένα αρακτηριστικά της καιερμένης ερίας του Big Bang.
Κατά την αναέρμανση η ενέρεια του αμτού πεδίου διασπάται σε σμάτια
και εμίζει το σύμπαν με σμάτια του Standard Model.

Οι εξισώσεις του Einstein α πρέπει να μας εξηούν ποιο είδος ύης μπορεί
να οδηήσει σε μια τέτοια περίοδο. Ας ξεκινήσουμε από την εξίσση Friedmann
ια ένα επίπεδο σύμπαν, το οποίο μπορεί να ραφεί ς

ȧ =

√
8πG

3
aρ1/2. (9.3)

παίρνοντας τη ρονική παράο αυτής και αντικαυστώντας το ρ̇ σύμφνα με
την εξίσση διατήρηση της ενέρειας παίρνουμε

ä = −
√

8πG

3

ȧ

2ρ1/2
(ρ+ 3p). (9.4)

Για όσο διάστημα το σύμπαν διαστέεται, ȧ > 0. Άρα, η συνήκη ια μια
επιταυνόμενη διαστοή είναι απά

ρ+ 3p < 0 (9.5)

Καταήουμε ότι κατά τη διάρκεια του inflation η πίεση έπρεπε να είναι αρνητική
και μικρότερη από −ρ/3. Ποιό είδος ύης α μπορούσε να ικανοποιήσει την
συνήκη αυτή; Μια κοσμοοική σταερά α μπορούσε να το πετύει αυτό αφού
έει p = −ρ. Κατά τη διάρκεια μιας περιόδου κυριαρίας της κοσμοοικής
σταεράς, η παράμετρος Hubble παραμένει σταερή: και έουμε De Sitter
(εκετικό) infaltion. Το πρόημα είναι ότι η κοσμοοική σταερά δεν φείνει,
άρα το inflation α συνείζει επ άπειρον. Εάν έουμε το inflation να τεειώνει,
”κάτι πρέπει να ίνεται”, άρα πρέπει να υπρει ένα έος τουτ ρόνου. Επομένς
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το είδος της ύης που είναι υπεύυνο ια το infaltion δεν μπορεί να ρίσκεται
ακριώς σε ισορροποία. Η πιο απή επιοή είναι να εξετάσουμε ένα αμτό
πεδίο (ονομαζόμενο inflaton) το οποίο κατηφορίζει μια πού επίπεδη κυάδα
δυναμικού (slow-rolling). Επειδή κατηφορίζςι, υπάρει ένα έος του ρόνου,
και κάτι μπορεί να συμεί που μπορεί να σταματήσει το infaltion. Αά επειδή
η κοιάδα είναι πού επίπεδη και η πορεία του πεδίου στη έδη ισορροπίας
είναι αρή, το πεδίο μπορεί να ειδεί ς μια ”στιμιαία κατάσταση κενού”,
η οοποία μοιράζεται τις ίδιες σεδόν ιδιότητες με την πραματική κατάσταση
κενού: συκεκριμένα, η ενέρεια του πεδίου διαέεται πού αρά και η πίεση
είναι πού κοντά στην −ρ.

Στης επόμενες εννότητες, α μεετήσουμε το σενάριο αυτό, στο οποίο
μπορεί κανείς να ξερίσει διάφορες φάσεις. Οι αριμοί παρακάτ αντιστοιούν
στην εικόνα ??, η οποία συνοψίζει περιεκτικά την εξέηξη τν κιμάκν
συναρτήσει του (συνήους όι σύμμορφου) ρόνου.

Σήμα 9.1: Η εξέηξη μιας συοής παρατηρίσημν κιμάκν k
(κυματάριμοι) συναρτήσει του ρόνου, κατά περίοδο του inflation, κυριαρίας
της ακτινοοίας, κυριαρίας της ύης και κοσμοοικής σταεράς (ή σκοτεινής
ενέρειας). Τα μεαύτερα μήκη κύματος που εικονίζονται είναι ίσα με τη
σημερινή ακτίνα του Hubble (kmin = 2π/H0), άρα είναι η μεαύτερη κίμακα
που είναι προσάσιμη σε παρατηρήσεις (καορίζει το μέεος του ορατού
σύμπαντος).
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9.1 Βαμτά πεδία στην Κοσμοοία

Για να πάρουμε μια περίοδο σαν το inflation είναι ανακάιο να έουμε κάτι
που να οδηήσει σε αρνητική πίεση. Αυτό που επιτυνάνει τη συκεκριμένη
δουειά είναι ένα αμτό πεδίο, που περιράφει αμτά (ρίς spin) σμάτια.
Η δράση σε τέτοια κομοοικά μοντέα ράφεται ς:

Sϕ = −
∫
dx4

√
g

[
1

2

∂ϕ

∂xµ
∂ϕ

∂xν
+ V (ϕ)

]
, (9.6)

Sϕ = −
∫
dx4

√
−g
[
1

2
R + Lϕ

]
, (9.7)

με
Lϕ = −1

2
gµν∂µϕ∂νϕ− V (ϕ) (9.8)

Για τη μετρική FRW έουμε √
−g ≡

√
−det(gµν) = a3. Όπου V (ϕ) είναι

μια συνάρτηση νστή ς δυναμικό του αμτού πεδίου. Διαφορετικά
πηοριστικά μοντέα αντιστοιούν σε διαφορετικές επιοές ια το δυναμικό
αυτό. Οι εξισώσεις πεδίου ια το ϕ σε ένα αρυτικό πεδίο δίνονται από τη
συνήκη η δράση αυτή να είναι στάσιμη ς προς μεταοές στο ϕ:

∂µ
δ(
√
−gL)

δ(∂µϕ)
− δ(

√
−gL)
δϕ

= 0 ⇒ −∂µ(a3∂µϕ)− Vϕa
3 = 0 (9.9)

Χρησημοποιώντας τον κανόνα του Leibniz στον 1ο όρο, το εονός ότι ο
παράοντα κίμακας είναι συνάρτηση μόνο του ρόνου a(t) και διαιρώντας με
έναν παράοντα a3 παίρνουμε:

[̈ϕ] + 3Hϕ̇− ∇2

a2
ϕ+ Vϕ = 0 (9.10)

Από αυτή έπουμε ότι η διαστοή του σύμπαντος μας δίνει ένα όρο απόσεσης
ανάοο του ρυμού διαστοής H = ȧ/a. Ο τανυστής ενέρειας-ορμής
ράφεται:

T µν =
2√
−g

δ(∂µϕ)

δgµν
= ∂µϕ∂νϕ+ gµνLϕ (9.11)

από την οποία παίρνουμε τις συνειστώσες της πίεσης και πυκνότητας:

ρ =T00 =
1

2
gµν

∂ϕ

∂xµ
∂ϕ

∂xν
+ V (ϕ)

p =Tii =
1

2
gµν

∂ϕ

∂xµ
∂ϕ

∂xν
− V (ϕ)

(9.12)
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Επειδή δουεύουμε στη μετρική Robertson-Walker οι παραπάν μπορεί να
ραφούν στην διαώνια μορφή:

ρ =
1

2
ϕ̇2 + V (ϕ) +

1

2

(∇ϕ)2

a2

pϕ =
1

2
ϕ̇2 − V (ϕ)− 1

6

(∇ϕ)2

a2

(9.13)

Οι εξισώσεις κίνησης ια το πεδίο μπορούν να ρεούν αντικαιστώντας τις
σέσεις αυτές στην εξίσση Friedmann και την εξίσση συνέειας αντίστοια.
Υποέτοντας ένα σύμπαν επίπεδο:

H2 =
1

3

[
V (ϕ) +

1

2
ϕ̇2

]
(9.14)

και
ϕ̈+ 3Hϕ̇ = −dV

dϕ
(9.15)

9.2 Slow Roll

Ο καιερμένος τρόπος προσέισης του inflation είναι η slow-roll προσειση.
Η προσέιση αυτή μας επιτρέπει να ανοήσουμε τον όρο ϕ̇ της 9.14 και τον
πρώτο όρο στην 9.15 δίνοντας:

H2 ≃V (ϕ)

3
,

3Hϕ̇ ≃− V ′(ϕ)

(9.16)

όπου το ≃ δηώνει ότι οι σέσεις αυτές ισύουν στα παίσια της προσέιαης
slow-roll. Προκειμένου οι σέσεις αυτές να ισύουν, είναι υπορετικό να
ισύουν οι δύο συνήκες:

ϕ̇2/2 ≪ V ⇒ H2 = ρ/3 ≈ V /3

ϕ̈2/2 ≪ 3Hϕ̇ ⇒ 3Hϕ̇ ≈ −V ′ (9.17)

Η πρώτη από τις εξισώσεις αυτές εκυάται ότι το H είναι σεδόν σταερό
H ≪ H2, οδηόντας σε ημι-εκετική διαστοή (με a ∼ eHt).

ϵ(ϕ) ≪ 1, |η(ϕ)| ≪ 1, (9.18)
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Όπου οι slow-roll παράμετροι ϵ και η είναι:

ϵ(ϕ) =
1

2

(
V ′

V

)2

η(ϕ) =
V ′′

V

(9.19)

9.3 Διάρκεια του Inflation και εξέηξη τν
κιμάκν

Όταν σε επόμενο κεφάαιο συζητήσουμε ια την δημιουρία και εξέιξη
διαταραών, α μας ενδιαφέρει η ιστορία του κάε σύμμορφου κυματικού
αριμού. Μια σημαντική ερώτηση που αφορά μια συκεκριμένη κίμακα είναι το
αν είναι μεαύτερη ή μικρότερη από τον ορίζοντα. Ακριοοόντας, α έπρεπε
να αναφερόμαστε πάντα στο μήκος Hubble, αά ακοουούμε τη συνηισμένη
οροοία όπου οι όροι ”ορίζοντας” και ”μήκος Hubble” ρησημοποιούνται από
κοινού ια να αποδώσουν την έννοια του δεύτερου. Διαταραές τη πυκνότητας
συνής ορίζονται από το σύμμορφο κυμματικό αριμό κ, ο οποίος προκύπτει
από μια αρμονική ανάυση Fourier της διαταραής. Ορίζουμε μια κίμακα να
είναι ίση με τον ορίζοντα όταν κ = aH. Από τον ορισμό, κατά την διάρκεια
του inflation το σύμμορφο μήκος Hubble μειώνεται ενώ σε όες τις άες
στιμές αυξάνεται. Μια σταερή σύμμορφη κίμακα κ−1 επομένς μπορεί να
ξεκινήσει την εξέιξή της αρικά πού μικρότερη από H−1/a και να καταήξει
στο τέος του inflation ναερείται πού μεαύτερη. Για κάε κίμακα η
οποία περνάει τον ορίζοντα κατά την διάρκεια του inlation, μια σημαντική εποή
ια ποσοτικοποιήσουμε είναι ο ρόνος ο οποίος ισούται με την ακτίνα του
Hubble, κ = aH. Με ίες απές υποέσεις, αυτό μπορεί να αντιστοιηεί
με το πήος τν αρακτηριστικών ρόνν του inflation (e-folding) στους
οποίους το σύμπαν αυξάνεται κατά παράοντα e ύστερα από την παραπάν
στιμή. Η εξέηξη μιας κίμακας κ, η οποία μπορούμε να φανταστούμε,
ια παράδειμα, ότι είναι η κίμακα που σήμερα ισούται με την ακτίνα του
Hubble, κ = a0H0, όπς φαίνεται στην εικόνα ??. Για να ταυτοποιήσουμε
(ανανρίσουμε) τις διαφορετικές κίμακες, απαιτείται ένα μοντέο ια την
εξέιξη του σύμπαντος μέρι και το παρόν. Για παράδειμα, στην απούστερη
ιώσιμη κοσμοοίαρίζουμε την εξέιξη στα εξής μέρη:

• Από τη στιμή του η κίμακα κ−1 ισούται με την ακτίνα του Hubble ές
το τέος του inflation
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Σήμα 9.2: Δύο όψεις της συμπεριφοράς της σύμμορφης κίμακας κ σε σέση
με το μήκος του Hubble (κίμακα του ορίζοντα) Εξ ορισμού, το σύμμορφο
μήκος Hubble 1/aH φίνει την περίοδο του inflation, ενώ στις άες εποές
αυξάνεται. Η πρώτη εικόνα δείνει φυσικές συντεταμένες ενώ η κάτ
σύμμορφες. Ο κατακόρυφος άξονας καύπτει ποές τάξεις μεάους. Μια
κίμακα ξεκινά αιά μέσα στον ορίζοντα, στην συνέεια περνάει έξ κάποια
στιμή πριν από το τέος του inflation και ξαναμπαίνει πού μετα του τέους
του inflation
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• Από το τέος του inflation μέρι την αποκατάσταση του ερμού Big
Bang (αναέρμανση). Εδώ υποέτουμε ότι το σύμπαν συμπεριφέρεται
την περίοδο αυτή σαν να κυριαρείται από ύη.

• Την εποή κυριαρίας της ακτινοοίας, από το τέος της αναέρμανσης
(μεταφορές ενέρειας του κενού στην ακτινοοία και ύη) ές το ρόνο
ισοδυναμίας ύης και ακτινοοίας teq.

• Την εποή κυριαρίας της ύης, από την στιμή teq μέρι σήμερα.

Αυτό δεν είναι το μόνο δυνατό μοντέο της εξέηξης του σύμπαντος. Για
παράδειμα υπάρει μια τροποποίηση στην παραπάν ταξινόμιση νστή
ς ερμικό inflation, στο οποίο δύο πρόσετες περίοδοι συμαίνουν σε
αμηές ενέρειες. Υποέτουμε ακαριαίες μεταάσεις μεταξύ τν περιόδν.
Χρησημοποιούμε τον δείκτη κ ια να συμοίσουμε την τιμή τν ποσοτήτν
κ = aH κατά την περίοδο του inflation και μετά την αναέρμανση. Έπειτα,
μετρώντας όες τις ποσότητες που σετίζονται με την σημερινή σύμμορφη
κίμακα του Hubble −1

0 /a0 παίρνουμε
κ

a0H0

=
aHκ

aH0

=
aκ
aτέος

aτέος
aαν/νση

aαν/νση

aeq

aeq
a0

Hκ

H0

. (9.20)

Το πρώτο κάσμα στο αριστερό μέος της εξίσσης δίνει τον αριμό τν
αρακτηριστικών ρόνν N(κ) του inflation όταν η κίμακα κ ισούται με την
ακτίνα του Hubble ( aκ

aτέος
= e−N). Αντικαυστώντας τις τυπικές τιμές τν

άν μεεών παίρνουμε

N(κ) = 62− ln κ

a0H0

− ln 1016GeV

V
1/4
κ

+ ln V
1/4
k

V 1/4
− 1

3
ln

V
1/4
τέος

ρ
1/4
αν/νση

. (9.21)

Οι τεευταίοι 3 όροι της 9.21 αντιπροσοπεύουν την αεαιότητα σε διάφορες
ενερειακές κίμακες που σετίζονταιμε το inflation. Σε τυπικά μοντέα του
inflation, οι παράοντες αυτοί δεν αναμένεται να είναι πού μεάοι. Συνής,
δεν είναι σημαντικό να νρίζουμε τον ακριή αριμό τν αρακτηριστικών
ρόνν στον οποίο η σημερινή κίμακα Hubble είναι ίση με την κίμακα Hubble
την περίοδο του inflation. Με την τυπική εξέηξη, συνής συναντάμε στην
ιιοραφία τον ρόνο αυτό να παίρνει τις τιμές 50 ή 60 ενώ σε τροποποιημένες
ερίες όπν το ερμό inflation να πάιρνει και την τιμή = 25.

Το πήος τν αρακτηριστικών ρόνν (e-folds) του inflation μεταξύ του
τέους του inflation και ενός ρόνου t κατά τη διάρκεια του inflation είναι

N(t) ≡ ln a(tend)
a(t)

=

∫ tend

t

= − 1

2m2
Pl

∫ ϕend

ϕt

H

H ′ dϕ

∫ ϕt

ϕend

dϕ

MPl

1√
2ϵ(ϕ)

. (9.22)
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Οι μεαύτερες σύμμορφες κίμακες εξέρονται πρώτες από τον ορίζοντα κατά
το inflation, και είναι οι τεευταίες που ξαναμπαίνουν στον ορίζοντα αρότερα,
κατά την περίοδο κυριαρίας της ακτινοοίας και ύης. Για να υποοίσουμε
τον αριμό τν e-folds που απαιτούνται ια να υεί το πρόημα του ορίζοντα,
ερούμε έναφυσικό κυματάριμο kphus. Ο όος του με τη σημερινή κίμακα
τυ Hubble είναι

kphys
a0H0

=
akHk

a0H0

=
ak
aend

aend
areh

areh
aeq

aeq
a0

Hk

H0

, (9.23)

όπου ak και Hk είναι ο παράοντας κίμακας και η παράμετρος Hubble όταν ο
συκεκριμένος αυτός κυματάριμος k εξέρεται από τον ορίζοντα. aend είναι ο
παράοντας κίμακας στο τέος του inflation, aeq είναι ο περάοντας κίμακας
στην εποή κυριαρίας της ύης-ακτινοοίας και aeh

83



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 10
Infaltion

10.1 Βαμτά πεδία στον ώρο Minkowski

Μεετάμε μια ερία N αμτών πεδίν ϕI , I = 1, · · · , N με
κανονικοποιημένους15 κινητικούς όρους. H Λακρανζιανή της ερίας αυτής
είναι

L
(
ϕI , ∂µϕI

)
= −1

2
∂µϕI∂

µϕI − V
(
ϕI
)

(10.1)

(όπου εννοείται άροιση τόσο στα µ όσο και στα I). Ως νστόν οι εξισώσεις
κίνησης παίρνονται με το να απαιτήσουμε την στασιμότητα της δράσης, δηαδή
δS = 0 όπου

S =

∫
Ld4x (10.2)

ρησιμοποιώντας καρτεσιανές συντεταμένες, οδηούμαστε στις εξισώσεις
Euler-Lagrange

∂L
∂ϕI

− ∂µ

[
∂L

∂
(
∂µϕI

)] = 0 (10.3)

όπου
∂L
∂ϕI

= −VI και ∂L
∂
(
∂µϕI

) = −∂µϕI (10.4)

με
VI ≡

∂V
∂ϕI

. (10.5)

έτσι η 10.3 ίνεται
∂µ∂

µϕI − VI = 0. (10.6)
15ια παράδειμα της μορφής 1

2∂µϕI∂
µϕI και όι ∂µϕI∂

µϕI . Οι ότι έει ιδιαίτερη συμμασία,
απά ια να έει την νστή μορφή η Lagrangian.
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Η Λακρανζιανή 10.1 εξαρτάται από τις ρορονικές συντεταμένες
μόνο μέσα από τα ϕI και ∂µϕI και όι άμεσα. Αυτό σημαίνει ότι η δράση
είναι αναοίτη κάτ από ομοενείς μεταέσεις τν συντεταμένν στο
ρορόνο. Σύμφνα με το εώρημα της Noether τέτοια αναοιώτητα οδηεί
σε διατηρούμενα ρεύματα.

Αν μετατοπίσουμε όη τις συντεταμένες του πεδίου κατά μια απειροστή
ποσότητα αν = στα. Αυτό σημαίνει ότι σε ένα ρορονικό σημείο P η
καινούρια τιμή του πεδίου ϕ′

I και η απόκισή του ∂µϕ
′
I είναι αυτές που υπήραν

σε ένα άο σημείο P’ ώστε:
xν(P ′) = xν(P )− αν . (10.7)

Επομένς
ϕ′
I(P ) = ϕI(P

′) = ϕI(P )− αν∂νϕI(P ) ≡ ϕI(P ) + δϕI(P )

∂µϕ
′
I(P ) = ∂µϕI(P

′) = ∂µϕI(P )− αν∂ν∂µϕI(P ) ≡ ∂µϕI(P ) + δ
(
∂µϕI(P )

)
L′
(P ) = L(P ′)− αν∂νL(P ) ≡ L(P ) + δL(P )

Και αφού η Λακρανζιανή εξαρτάται μόνο από τα ϕI και ∂µϕI η μεταοή της
α είναι:

δL =
∂L
∂ϕI

δϕI +
∂L

∂
(
∂µϕI

)δ(∂µϕI)
= −αν

[
∂L
∂ϕI

∂νϕI +
∂L

∂
(
∂µϕI

)∂ν∂µϕI]
= −αν

[
∂L

∂
(
∂µϕI

)∂νϕI],
(10.8)

όπου κάναμε ρήση της 10.3. Επομένς έουμε ότι

δL = −αν∂νL ≡ −αν∂µ
(
δµνL

)
= −αν∂µ

[
∂L

∂
(
∂µϕI

)∂νϕI]. (10.9)

αφού αυτό ισύει ια κάε (απειροστό) αν , έουμε το νόμο διαρήρησης
∂µT

µ
ν = 0, (10.10)

όπου
T µν ≡ δµνL − ∂L

∂
(
∂µϕI

)∂νϕI , (10.11)

ονομάζεται τανυστής ενέρειας-ορμής. Οι συναοίτες συνειστώσεις του είναι

T µν ≡ ηµνL − ∂L
∂
(
∂µϕI

)∂νϕI
= ηµν

[
− 1

2
∂ρϕI∂

ρϕI − V (ϕI)

]
+ ∂µϕI∂

νϕI .

(10.12)
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Συκεκριμένα

ρ ≡ T 00 =
1

2

∑
I

ϕ̇2
I +

1

2

∑
I

(
∇ϕI

)2
+ V (ϕI) (10.13)

p ≡ 1

3
T ii =

1

2

∑
I

ϕ̇2
I −

1

6

∑
I

(
∇ϕI

)2 − V (ϕI). (10.14)

10.2 Βαμτά πεδία σε καμπύο ρορόνο

Σε καμύο ρορόνο η Λακρανζιανή 10.1 αντικαίσταται από

Lϕ = −1

2
gµν∇µϕI∇νϕI − V (ϕI) = −1

2
∂ρϕI − V (ϕI). (10.15)

και η δράση από την
Sϕ =

∫
Lϕ

√
−gd4x, (10.16)

όπου
− g ≡ det

[
gµν
]
. (10.17)

Στην 10.15, ∇µϕI = ∂µϕI αφού τα ϕI είναι αμτά πεδία, αά ια τις
αποκίσεις της Euler-Lagrange εξίσσης, όπου πρέπει να ρησημοποιήσουμε
το εώρημα του Stokes στην ενική του μορφή ια καμπύο ώρο∫

Σ

∇µυ
µ
√
−gd4x =

∫
∂Σ

nµυ
µ
√

|γ|d3x, (10.18)

όπου ∂Σ είναι το σύνορο της ρορονικής περιοής Σ και γ είναι η ορίζουσα
της αντίστοιης μετρικής του συνόρου.

Παίρνουμε τις εξισώσεις του Einstein, διαταράσσοντας την δράση του
Hilbert

S = SH =

∫
R
√
−gd4x, (10.19)

και απαιτώντας δSH = 0. Διαταράσσοντας τη μετρική gµν → gµν + δgµν ,
παίρνουμε

δSH =

∫
d4x

√
−ggµνδRµν +

∫
d4x

√
−gRµνδg

µν +

∫
d4xR

√
−g. (10.20)
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Από τη ΓΣ ξέρουμε ότι το πρώτο οοκήρμα μηδενίζεται (αφού είναι οική
απόκιση και μηδενίζεται από το . Stokes) και ότι

δ
√
−g = 1

2

√
−ggµνδgµν .16 (10.21)

Το οποίο δίνει
1√
−g

δSH
δgµν

= Rµν −
1

2
gµνR ≡ Gµν = 0. (10.22)

Παίρνουμε τη σετικιστική ερία με πηές αμτά πεδία ασενώς συζευμένο
με την αρύτητα διαταράσσοντας τη δράση

S =
1

16πG
SH + Sϕ =

1

16πG

∫
R
√
−gd4x+

∫
Lϕ

√
−gd4x (10.23)

Και στο σύστημα M2
Pl =

1
8πG

= 1 έουμε

S =
1

2

∫
dtd3

√
−g
[
R− (∂µϕ)

2 − 2V
]

(10.24)

Διαταράσσοντας ς προς τα αμτά πεδία, παίρνουμε την εξίσση Euler-
Lagrange

∂L
∂ϕI

−∇µ

[
∂L

∂
(
∇µϕI

)] = 0 (10.25)

όπου
∂L
∂ϕI

= −VI και ∂L
∂
(
∇µϕI

) = −∂µϕI (10.26)

έτσι παίρνουμε
□ϕI − VI = 0, (10.27)

όπου

□ϕI ≡ ∇µ∇µϕI = gµν∇µ∇νϕI =
1√
−g

∂µ
(√

−g∂µϕI
)
. (10.28)

Διαταράσσοντας ς προς την αντίστροφη μετρική παίρνουμε τις εξισώσεις του
Einstein

Rµν −
1

2
gµνR = 8πGTµν , (10.29)

16Από την σέση του Jacobi ο κανόνας παραώισης της ορίζουσας δίνει

δg = δdet(gµν) = ggµνδgµν

από την οποία παίρνουμε

δ
√
−g = − 1

2
√
−g

δg =
1

2

√
−g
(
gµνδgµν

)
= −1

2

√
−g
(
ggµνδg

µν
)
.

όπου κάναμε ρήση της σέσης gµνδg
µν = −gµνδgµν
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όπου
Tµν ≡ −2

1√
−g

δSϕ
δgµν

. (10.30)

Από την 10.15
δLphi

δgµν
=

1

2
∇µϕI∇νϕI = −1

2
∂µϕI∂νϕI (10.31)

άρα από την 10.21

δSϕ =

∫
δLϕ

√
−gd4x+

∫
Lϕδ

√
−gd4x

=

∫
d4x

√
−g
(
− 1

2
∂µϕI∂νϕI −

1

2
Lϕgµν

)
δgµν

(10.32)

ώστε
Tµν = −2

1√
−g

δSϕ
δgµν

= ∂µϕI∂νϕI + gµνLϕ

= ∂µϕI∂νϕI −
1

2
gµν∂ρϕI∂

ρϕI − gµνV (ϕI),

(10.33)

ή
T µν = ∂µϕI∂νϕI −

1

2
δµν ∂ρϕI∂

ρϕI − δµνV (ϕI), (10.34)

το οποίο είναι η σετικιστική μορφή της 10.12, με το ηµν να έει αντικαταστηεί
πέον από το gµν .

10.3 Υποκείμενο Σύμπαν

Ας εφαρμόσουμε τα προηούμενα στον επίπεδο FRW ώρο, με μετρική

ds2 = a2(η)(−dη2 + dx2 + dy2 + dz2) ⇒
√
−g = a4. (10.35)

Στον υποκείμενο ώρο τα αμτά πεδία είναι ομοενή,

ϕ̄I = ϕ̄I(η). (10.36)

Και τα πεδία του υποάρου ικανοποιούν την:

ϕ̄
′′

I + 2Hϕ̄′

I = −a2 ∂V
∂ϕ̄I

17 (10.37)

17Από την 10.27 και την 10.28, έουμε

1√
−g

∂µ
(√

−g∂µϕI

)
− VI = 0
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..

Ισοδύναμη έκφραση στις σύνηες μονάδες ρόνου:

.

Από B έουμε

ϕ
′′
+ 2Hϕ′

+ a2Vϕ = 0

⇒H−2ϕ
′′
+ 2H−1ϕ

′
+ a2H−2Vϕ = 0

⇒
(
H−2ϕ̈+H−1ϕ̇

)
+ 2
(
H−1ϕ̇

)
+ a2a−2H−2Vϕ = 0

⇒H−2ϕ̈+H−1ϕ̇+ 2H−1ϕ̇+ a2a−2H−2Vϕ = 0

⇒ ϕ̈+ 3Hϕ̇+ a2Vϕ = 0.

και ο τανυστής ενέρειας ορμής του υποάρου:

T̄ 0
0 = −1

2
a−2

∑
I

(
ϕ̄

′

I

)
− V

(
ϕ̄I
)
= −ρ̄

T̄ 0
i = T̄ i0 = 0

T̄ ij = δij

[
1

2
a−2

∑
I

(
ϕ̄

′

I

)
− V

(
ϕ̄I
)]

= δij p̄.

(10.38)

Από την οποία έουμε

ρ̄+ p̄ = a−2
∑
I

(
ϕ̄

′

I

)
(10.39)

ρ̄− p̄ = 2V (10.40)

και οι εξισώσεις Friedmann είναι

H2 =
8πG

3
ρ̄a2 =

8πG

3

[
1

2

∑
I

(
ϕ̄

′

I

)2
+ a2V

]
(10.41)

H′
= −4πG

3

(
ρ̄+ 3p̄

)
= −8πG

3

[∑
I

(
ϕ̄

′

I

)2 − a2V

]
. (10.42)

Διαφορετικοί συνδιασμοί τν εξισώσεν Friedman δίνουν:

⇒ 1

a2
∂µ
(
a2∂µϕI

)
− ∂V

∂ϕI
= 0

⇒ 1

a2
∂0
(
a2∂0ϕI

)
− ∂V

∂ϕI
= 0

⇒ ϕ
′′

I + 2
ȧ

a
ϕ

′

I +
∂V

∂ϕI
= 0
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−2H′ −H2 = 8πGa2 = 8πG

[
1

2

∑
I

(
ϕ̄

′

I

)2 − a2V

]
(10.43)

−H′
+H2 = 4πG

(
ρ̄+ p̄

)
a2 = 4πG

∑
I

(
ϕ̄

′

I

)2 (10.44)

H′
+ 2H2 = 4πG

(
ρ̄− p̄

)
a2 = 8πGa2V. (10.45)

10.4 Διαταρακτικό Σύμπαν

Η μετρική που αποκίνει κατά δgµν από ένα επίπεδο FRW18 σύμπαν μπορεί να
ραφεί ς

ds2 = a2
{
−
(
1 + 2A

)
dη2 + 2∇iBdx

idη +
[(
1− 2D

)
δij + 2∇i∇jE

]
dxidxj

}
,

(10.46)
δηαδή,

gµν = ḡµν + δgµν = a2
(
ηµν + hµν

)
= a2

[
−1− 2A −B,i

−B,i (1− 2D)δij + 2E,ij

]

gµν = a2

[
−1 + 2A −B,i

−B,i (1 + 2D)δij − 2E,ij

]
.

(10.47)

όπου τα A,B,D και E είναι αμτές συναρτήσεις τν συντεταμένν. Στην
παραπάν μετρική εξετάζουμε μόνο αμτές διαταραές, ανοώντας προς
το παρόν τις διανυσματικές και τανυστικές (α τις εξετάσουμε στο 10.10)
διαταραές. 19 Από το παραπάν η ορίζουσα της μετρικής (όα τα ινόμενα

18Που σημαίνει ότι η μετρική του υποάρου είναι ds2 = a2(τ)
[
dτ2−δijdx

idxj
]
S Επιέξαμε

αυτή ιατί είναι ρεαιστική και δεν περιπέκει ρις όο τις πράξεις.
19Λό της τανυστικής φύσης της διαταραής, οι παραπάν αμτές συναρτήσεις αάζουν

όταν αάζει το σύστημα αναφοράς. Είναι ια παράδειμα δυνατό να υπάρει σύστημα αναφοράς
ια το οποίο να είναι A = B = D = E = 0. Στην περίπτση αυτή δεν έουμε διαταραές
στη μετρική, αφού παίρνουμε την αρική αδιατάρατη FRW μετρική. Επομένς το εονός
ότι έουμε τέσσερες αμτές συναρτήσεις τν συντεταμένν στην παραπάν μετρική, δεν
ευάται ότι πραματικά έουμε να κάνουμε με κοσμοοικές διαταραές, ιατί οι συναρτήσεις
αυτές μπορεί να είναι απά ιδιομορφίες τν συντεταμένν. Αυτό είναι νστό και ς πρόημα
της αμίδας.
Προκειμένου να εξασφαίσουμε ότι πραματικά εουμε να κάνουμε με κοσμοοικές
διαταραές, είναι ρήσιμο να κατασκευάσουμε συνδυασμούς τν παραπάν αμτών που
παραμένουν αναοίτοι κάτ από πρώτης τάξης μετασηματισμούς συντεταμένν. Υπάρουν
τρεις συνδιασμοί ανεξάρτητοι από την επιοή ρικού συστήματος συντεταμένν: A, D
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είναι εκτός από τα διαώνια είναι μικρά σε τουάιστον δεύτερη τάξη)

g ≈ −a8
(
1 + 2A

)(
1− 2D + 2E11

)(
1− 2D + 2E22

)(
1− 2D + 2E33

)
≈ −a−8

[
1 + 2A− 6D + 2(E11 + E22 + E33)

]
= −a8(1 + 2A− 6D),

(10.48)
αφού ο Eij είναι άινος. Από αυτήν

√
−g = a4(1 + A− 3D) . (10.49)

Σε αυτήν την διαταραμένη μετρική, η εξίσση 10.27 ίνεται

ϕ
′′

I + 2Hϕ′

I −∇2ϕI −
(
A′ + 3D′ −Bi,i

)
ϕ

′

I = −a2(1 + 2A)
∂V

∂ϕI
. (10.50)

Χρίζουμε τώρα τα πεδία στο κομμάτι που αφορά το υπόαρο και το
κομμάτι της διαταραής,

ϕI = ϕ̄I(η) + δϕI(η, x⃗). (10.51)

Το δυναμικό ίνεται

V (ϕI) = V (ϕ̄I + δϕI) = V (ϕ̄I) +
∂V

∂ϕI
δϕI (10.52)

και οι παράοι ίνονται

VI ≡
∂V

∂ϕI
=
∂V

∂ϕI
(ϕ̄1 + δϕ̄1, · · · , ϕ̄N + δϕ̄N)

=
∂V

∂ϕI
(ϕ̄1, · · · , ϕ̄N) +

∑
J

∂2V

∂ϕI∂ϕJ
δϕJ

≡ V̄J +
∑
J

V̄IJδϕJ

(10.53)

Χρίζοντας την 10.50 σε συνεισφορά υποάρου και το κομμάτι της διαταραής
παίρνουμε

δϕ
′′

I + 2Hδϕ′

I −∇2δϕI + a2VIJδϕJ = −2a2VIA+ ϕ
′

I(A
′ + 3D′ −Bi,i), (10.54)

όπου έουμε πέον σταματήσει να άζουμε μπάρες πάν από τις ποσότητες
του υποάρου (εδώ VIJ , VI και ϕ′) και ενοείται άροιση στα J. Εδώ −Bi,i −

και σ ≡ E
′ − B, με E

′
= dE/dη. Υπάρουν δύο συνδιασμοί ανεξάρτητοι από την επιοή

ρονικών συντεταμένν, π τα δυναμικά Bardeen Ψ ≡ A−Hσ − σ
′ , Φ ≡ −D −Hσ

Ιδιαίτερα ρήσιμη είναι η Νευτώνεια αμίδαB = E = 0, στην οποία η μετρική ίνεται διαώνεια
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∇ · B⃗ = ∇2B, άρα το μέρος του διανύσματος δεν συνεισφέρει. Για όου
συμμετρίας, τα αμτά πεδία συζεύονται μόνο με αμτές διαταραές της
μετρικής, και επομένς α εξετάσουμε αυτές απ’οεδ και πέρα. Εισάοντας
την 10.51 στην 10.34 παίρνουμε το κομμάτι του τανυστή ενέρειας ορμής που
αφορά το υπόαρο και τις διαταραές

δT 0
0 = −

∑
I

{
a−2[ϕ

′

Iδϕ
′

I − (ϕ
′

I)
2A] + VIδϕ

′

I

}
= −δρ

δT 0
i = −a2

∑
I

ϕ
′

I∂i(δϕI)

δT i0 = −a2
∑
I

[
ϕ

′

I∂i(δϕI)− (ϕ
′

I)
2Bi

]
δT ij = δij

∑
I

{
a−2[ϕ

′

Iδϕ
′

I − (ϕ
′

I)
2A]− VIδϕ

′

I

}
= δijδp.

(10.55)

Βέπουμε ότι τα αμτά πεδία δεν έουν ανισοτροπικό στρες και επομένς τα
Bardeen δυναμικά είναι ίδια, Φ = Ψ.

Μπορούμε τώρα να ράψουμε τις εξισώσεις του Einstein.

..

Διαταρακτικές εξισώσεις Einstein

.

+
1

2
a2δG0

0 =3H
(
HA+D

′)
=− 4πG

∑
I

{
[
ϕ

′

Iδϕ
′

I

]
+ a2VIδϕI}

(10.56a)

−1

2
a2δG0

i =
(
ψ

′
+HA

)
,i
= 4πG

∑
I

ϕ
′

I∂i
(
δϕI
)

(10.56b)

+
1

2
a2δGi

0 =
[
ψ

′
+HA+

(
−H′

+H2
)
B
]
,i

=4πG
∑
I

[
ϕ

′

I∂i
(
δϕI
)
+
(
ϕ

′

I

)2
B,i

] (10.56c)

+
1

2
a2δGi

j =
[(
2H′

+H2
)
A+HA′

+ ψ
′′
+ 2Hψ′

+
1

2
∇2D

]
δij −

1

2
D,ij

=4πGδij
∑
I

{[
ϕ

′

Iδϕ
′

I − (ϕ
′

I)
2A
]
− a2VIδϕI

}
,

(10.56d)

όπου
D ≡ A− ψ + 2H

(
B − E

′)
+
(
B − E

′)
= 0 (10.57)

επειδή το δεξί μέος της 10.56d δεν έει διαώνιο μέος. Και τα δύο μέη τν
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εξησώσεν 10.56b-10.56c είναι αποκίσεις και έτσι παίρνουμε

ψ
′
+HA =4πG

∑
I

ϕ
′

IδϕI (10.58a)

ψ
′
+HA+ (−H′

+H2)B =4πG
∑
I

[
ϕ

′

IδϕI +
(
ϕ

′

I

)2
B
]

(10.58b)

(
2H′

+H2
)
A+HA′

+ ψ
′′
+ 2Hψ′

=4πG
∑
I

{[
ϕ

′

Iδϕ
′

I − (ϕ
′

I)
2A
]
− a2VIδϕI

}
.

(10.58c)

Η διαφορά μεταξύ τν εξισώσεν 10.58b και 10.58a είναι μόνο η εξίσση του
υποάρου, άρα δεν είναι ανεξάρτητες διαταρακτικές εξισώσεις.

Αφού τα ϕI είναι αμτά πεδία, ο μετασηματισμός αμίδας τους είναι

δ̃ϕI = δϕI − ϕ̄
′

Iξ
0. (10.59)

10.5 Βαμίδα επίπεδου ώρου

Υπάρουν διαφορετικές τακτικές ια την επίυση αμτών διαταρακτικών
εξισώσεν. Μια τακτική είναι να ρησιμοποιήσουμε τις εξισώσεις του Ein-
stein ια να εξαείψουμε τις διαταραές της μετρικής από την 10.54, ια να
πάρουμε μια διαφορική εξίσση μόνο ια το δϕI .

Για να το επιτύουμε αυτό, πάμε στην ρικά επίπεδη αμίδα, η οποία
συμοίζεται με τον δείκτη Q και ορίζεται ς

ψQ = 0 (10.60)

Αφού η διαταραή της μετρικής ψ μετασηματίζεται ς

ψ̃Q = ψ +Hξ0. (10.61)

πηαίνουμε στηνρικά επίπεδη αμίδα μέσ του μετασηματισμού αμίδας

ξ0 = −H−1ψ. (10.62)

Η διαταραή του πεδίου στην ρικά επίπεδη αμίδα συμοίζεται ορισμένες
φορές με Q και καείται μεταητή Sasaki ή μεταητή Mukhanov:

QI ≡ δϕQI = δϕI +
ϕ̄

′
I

Hψ. (10.63)
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Στην αμίδα αυτή οι πεδιακές εξισώσεις ίνονται

Q
′′

I + 2HQ′

I −∇2QI + a2VIJQJ = −2a2VIAQ + ϕ
′

I

(
A

′

Q + 3D
′

Q +∇2BQ

)
= −2a2VIAQ + ϕ

′

IA
′

Q − ϕ
′

I∇2
(
E

′

Q −BQ

)
.

(10.64)
Η δεύτερη εξίσση του Einstein 10.58b ίνεται

HAQ = 4πG
∑
I

ϕ
′

IQI ⇒ AQ = 4πGH−1
∑
I

ϕ
′

IQI , (10.65)

η οποία μας επιτρέπει να αντικαταστήσουμε το AQ στην 10.64.

Οι εναπομέιναντες διαταραές της μετρικής στην εξίσση είναι ο
συνδιασμός ∇2

(
E

′
Q −BQ

)
. Παρατηρούμε ότι τα δυναμικά Bardeen τώρα είναι

Φ = Ψ = ψ −H
(
B − E

′)
= H

(
E

′

Q −BQ

)
, (10.66)

ώστε ο τεευτίος όρος στην 10.64 ίνεται

− ϕ
′

I∇2
(
E

′

Q −BQ

)
= −H−1ϕ

′

I∇2Φ (10.67)

όπου
∇2Φ = 4πGa2δρC (10.68)

(από τις εξισώσεις ”δεσμούς” Einstein). Οι εναπομείνουσες διαταραές της
μετρικής έουν αντικατασταεί από από διαταραές στην πυκνότητα ενέρειας
αά σε διαφορετική αμίδα, τη σύμμορφη αμίδα.

Επομένς ρειάζεται να εκφράσουμε τις διααραές πυκνότητας στη
σύμμορφη αμίδα δρC ς προς ποσότητες στην αμίδα επίπεδου ώρου.

Προηουμένς ορίσαμε την σύμμορφη αμίδα απαιτώντας uC = BC = 0.

ui = − δT 0
i

ρ+ p
, (10.69)

δT 0
i = 0 και B = 0. (10.70)

Από τις οποίες έπεται ∑
I

ϕ
′

I∂i
(
δϕCI

)
= 0 (10.71)

και ια την περίπτση του ενός πεδίου

δϕC = 0 (10.72)
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(τουάιστον όταν ϕ ̸= 0). Και αφού τα δT 0
i και B μετασηματίζονται ς

˜δT 0
i =δT 0

i −
(
T 0 − 1

3
T kk
)
ξ0,i = δT 0

i +
(
ρ+ p

)
ξ0,i

B̃ =B + ξ
′
+ ξ0,

(10.73)

παίρνουμε τη σύμμορφη αμίδα

ξ0,i =− δT 0
i

ρ+ p
=
∂
(
ϕ

′
IδϕI

)∑(
ϕ

′
I

)2
⇒ ξ0 =

ϕ
′
IδϕI∑(
ϕ

′
I

)2 (10.74)

και
ξ
′
= −B − ξ0. (10.75)

Για τη διαταραή της πυκνότητας στη σύμμορφη αμίδα παίρνουμε

δρC =δρ− ρ
′
ξ0

=a−2
∑
I

[
ϕ

′

I

(
δϕ

′

I − ϕ
′

IA
)
−
(
ϕ

′′

I −Hϕ′

I

)
δϕI
]

=a−2
∑
I

[
ϕ

′

I

(
δϕ

′

I − ϕ
′

IA
)
+

(
3Hϕ′

I + a2
∂V

∂ϕI

)
δϕI

]
⇒ ∇2Φ =4πG

∑
I

[
ϕ

′

I

(
δϕ

′

I − ϕ
′

IA
)
−
(
ϕ

′′

I −Hϕ′

I

)
δϕI
]
,

(10.76)

όπου τα δϕI και A είναι σε αυαίρετη αμίδα. Συκεκριμένα στην αμίδα
επίπεδου ώρου

∇2Φ =4πG
∑
I

[
ϕ

′

I

(
δϕ

′

I − ϕ
′

IAQ
)
−
(
ϕ

′′

I −Hϕ′

I

)
QI

]
. (10.77)

Μπορούμε τώρα να ρησιμοποιήσουμε την 10.65 (και την εξίσση του
υποάρου 10.44) ια να αντικαταστήσουμε το AQ στην 10.77

∇2Φ = 4πGa2δρC = 4πG
∑
I

ϕ
′

I

(
Q

′

I +
H′

H Q − ϕ
′′
I

ϕ
′
I

QI

)
(10.78)

και ια να ράψουμε την 10.64 σε μορφή που εμπέκει μόνο τις διαταραές του
πεδίου QI

Q
′′

I + 2HQ′

I −∇2QI +
∑
I

[
a2VIJ −

8πG

a2

(
a2

Hϕ
′

Iϕ
′

J

)]
QJ = 0. (10.79)
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Βέπουμε ότι η εξέιξη τν διαφορετικών διαταραών του αμτού πεδίου
QI είναι συζευμένες με τις δεύτερες παραώους του δυναμικού VIJ και της
εξέιξηε του υποάρου (a2H−1ϕ

′
Iϕ

′
J). Στην ισοδύμαμη έκφραση του συνήους

κοσμικού ρόνου t η 10.79 ίνεται

Q̈I + 3HQ̇I −
1

a2
∇2QI +

∑
I

[
VIJ −

8πG

a3
d

dt

(
a3

H
ϕ̇I ϕ̇J

)]
QJ = 0. (10.80)

10.6 Ένα Πεδίο

10.6.1 Υπόαρο

Για την περίπτση ενός μοναδικού πεδίου η 10.38 ίνεται

ρ =
1

2
a−2(ϕ

′
)2 + V και p =

1

2
a−2(ϕ

′
)2 − V, (10.81)

έτσι ώστε

ρ+ p = a−2(ϕ
′
)2 και ρ− p = 2V και w ≡ p

ρ
=

(ϕ
′
)2 − 2a2V

(ϕ′)2 + 2a2V
, (10.82)

οι εξισώσεις Friedmann είναι

H2 =
8πG

3
ρa2 =

4πG

3

[
(ϕ

′
)2 + 2a2V

]
H′

=
4πG

3
(ρ+ 3p)a2 = −8πG

3

[
(ϕ

′
)2 − a2V

]
.

(10.83)

Η εξίσση πεδίου του υποάρου είναι

ϕ
′′
+ 2Hϕ′

+ a2Vϕ = 0. (10.84)

ενώ η ίδια στις συνήεις ρονικές συντεταμένες (όπς δείξαμε σε προηούμενη
ενότητα) είναι

ϕ̈+ 3Hϕ̇+ a2Vϕ = 0. (10.85)
Παραίζοντας την 10.81 και ρησιμοποιώντας την 10.85, παίρνουμε

ρ
′
= −3Ha−2(ϕ

′
)2 και p

′
= −3Ha−2(ϕ

′
)2 − 2ϕ

′
Vϕ (10.86)

και
c2s ≡

p
′

ρ′ =
3Hϕ′

+ 2a2Vϕ
3Hϕ′ . (10.87)
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10.6.2 Διαταρακτικές εξισώσεις πεδίου

Για ένα μοναδικό πεδίο, έουμε μόνο ένα αμό εευερίας (ια κάε τιμή του
k⃗). Για κάε αμό εευερίας, μπορούμε να πάρουμε τη μετρική διαταραή του
Φ, ή τη διαταραή στην ρικά επίπεδη αμίδα Q. Και στις δύο προσείσεις
παίρνουμε μια διαφορική εξίσση δευτέρας τάξης, στην τεευταία περίπτση

Q
′′

k⃗
+ 2HQ′

k⃗
+ k2Qk⃗ + a2VϕϕQk⃗ =

8πG

a2

[
a2

H (ϕ
′
)2
]′

Qk⃗. (10.88)

Εάν ξέραμε την ύση του υποάρου, α μπορούσαμε να ύσουμε την εξίσση
ξεκινώντας από τις αρικές συνήκες Qk⃗ και Q′

k⃗
σε κάποιο αρικό ρόνο η =

ηinit. Οι διαταραές του πεδίου καορίζουν στη συνέεια όες τις υπόοιπες
διαταρακτικές ποσότητες.

Παρόα αυτά, όπς και στην περίπτση του ιδανικού ρευστού, είναι
ρήσιμο να ορίσουμε άες ποσότητες όπς την οική εντροπία της διαταραής
S και τη σύμμορφη καμπυότητα της διαταραήε R. Αυτές έουν πιο απές
συμπεριφορές σε κίμακες έξ από τον ορίζοντα.

10.6.3 Καμπυότητα και Οική Εντροπία Διαταραών

Η σύμμορφη διαταραή της καμπυότητας ορίζεται

R ≡ −ϕC = −ψ −Hξ0, (10.89)

από όπου τώρα, από την 10.74

ξ0 =
δϕ

ϕ′ (10.90)

ώστε έουμε
R = −ψ − H

ϕ′ = −H
ϕ′Q. (10.91)

Παραίζοτας αυτό παίρνουμε

R′
= −ψ − H

ϕ′

(
Q

′
+

H′

H Q− ϕ
′′

ϕ′

)
. (10.92)
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Συκρίνοντας με την 10.78 μπορούμε να το ράψουμε ς

R′
=
Ha2(
ϕ′)2 δρC = − H

ρ+ p
δρC (10.93)

=− H
4πG

(
ϕ′)2∇2Φ = − 2

3H
ρ

ρ+ p
∇2Φ. (10.94)

Στο ώρο Fourier

H−1R′

k⃗
=

3

2

ρ

ρ+ p

(
k

H

)2

Φ, (10.95)

που δείνει ότι Rk⃗ = στα. σε κίμακες έξ από τον ορίζοντα (στον
υπερορίζοντα k ≪ H). Στο inflation ισύει ρ+p≪ ρ. Στην επ[όμενη ενότητα,
δείνουμε ότι 1 + w =

(
ρ + p

)
/ρ είναι πρώτης τάξης ς προς τους slow-roll

παράοντες.

10.6.4 Slow-Roll Inflation

Η παράραφος αυτή αφορά την ύση του υποάρου. Χρησιμοποιούμε σύνηη
κοσμικό ρόνο t, αντί ια το σύμμορφο ρόνο η και ράφουμε

V ′ ≡ dV

dϕ
. (10.96)

Η ακριείς εξισώσεις ια το υπόαρο είναι

ϕ̈+ 3Hϕ̇+ V
′
= 0 και H2 =

8πG

3

(1
2
ϕ̇2 + V

)
=

1

3M2

(1
2
ϕ̇2 + V

)
(10.97)

όπου
M ≡ 1√

8πG
(10.98)

είναι η μάζα του Planck. Στην slow-roll προσέιση υποέτουμε ότι

ϕ̇2 ≪ V και |ϕ̈| ≪ |3Hϕ̇|, (10.99)

και αντικαιστούμε την εξίσση 10.97 από τις slow-roll εξισώσεις

3Hϕ̇+ V
′
= 0 ⇒ V

′
= −3Hϕ̇⇒ ϕ̇ = − V

′

3H

H2 =
1

3M2
V ⇒ V = 3M2H2 ⇒ 3H2 =

V

M2
,

(10.100)
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και από αυτές
H−1ϕ̇ = −M2V

′

V
. (10.101)

Από εδώ και πέρα πρέπει να ρησημοποιούμε τις 10.100 αντί τν 10.97.

Σημαντικό στην slow roll προσέιση είναι να υμόμαστε ότι τώρα όα
εξαρτνται από το ϕ, μέσ του V ϕ και τν παραών του. Δεν μπορούμε να
προσδιορίσουμε ξεριστά τα ϕ και ϕ̇. Παραίζντας τις slow-roll εξισώσεις,
παίρνουμε

Ḣ = −(V
′
)

6V
και ϕ̈ =

M2

3

V
′′
V

′

V
− M2

6

(V
′
)3

V 2
. (10.102)

Ορίζουμε τις slow-roll παραμέτρους

ϵV ≡ M2

2

(
V

′

V

)2

ηV ≡M2V
′′

V
ξV ≡M4V

′′′
V

′

V 2
20 (10.103)

Χρησιμοποιώντας τις slow-roll εξισώσεις παίρνουμε το επόμενο αποτέεσμα

H−2Ḣ = −ϵ (10.104a)(
H−1ϕ̇

)2
= 2M2ϵ (10.104b)

H−2ϕ̈ = H−1ϕ̇
(
ϵ− η

)
(10.104c)

H−1ϵ̇ = −2ϵη + 4ϵ2 (10.104d)
H−1η̇ = +3ϵη − ξ (10.104e)

και
ρ =

(
1 +

1

3
ϵ
)
V

p =
(
− 1 +

1

3
ϵ
)
V

w ≡ p

ρ
≈ −1 +

2

3
ϵ⇒ 1 + w ≈ 2

3
ϵ

c2s =
ṗ

ρ̇
≈ −1− 2

3
ϵ+

2

3
η.

(10.105)

Κατά τη περίοδο του inflation, οι slow-roll παράμετροι ϵ και η είναι τυπικά
μικροί, ενώ το ξ είναι ακόμα μικρότερο: τυπικά το ξ είναι μικρό σε δεύτερη
τάξη ς προς τα ϵ και η. Όταν έμε ότι υποοίζουμε μια slow-roll παράμετρο
σε μια συκεκριμένη τάξη αναφερόμαστε στα ϵ και η σαν να είναι πρώτης και
το ξ δεύτερης τάξης.Βέπουμε ότι οι ρονικές διακυμάνσεις τν ϵ και η είναι
επίσης μικρά σε δεύτερη τάξη ς προς τις slow-roll παραμέτρους.
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10.6.5 Εξέιξη έξ από τον ορίζοντα

Θέουμε να υποοίσουμε πς οι διαταραές του πεδίου εξείσσονται στην
slow-roll inflation, ξεκινώντας από τότε όταν οι διαταραές είναι εντεώς εντός
του ορίζοντα.

Οι διαταρακτική εξίσση πεδίου είναι

H−2Q̈k⃗+3H−1Q̇k⃗+

(
k

aH

)2

Qk⃗ =

[
8πG

a3H2

d

dt

(
a3

H3
ϕ̇2

)
−H−2V

′′
]
Qk⃗. (10.106)

Στην slow-roll προσέιση ο όρος στο δεξί μέος είναι[
6ϵ− 3η + 6ϵ2 − 4ϵη

]
Qk⃗.

21 (10.107)

Επομένς έπουμε ότι στην αμίδα επίπεδου ώρου, οι διαταραές της
μετρικής επιρρεάζουν την διαταρακτική πεδιακή εξίσση σε πρώτη τάξη τν
slow-roll παραμέτρν. Εαν υποοίζαμε μόνο σε 0κη τάξη ς προς τiς slow-roll
παραμέτρους, α μπορούσαμε να ανοήσουμε τις μετρικές διαταραές σε αυτήν
την αμίδα.

Σε πρώτη τάξη ς προς τις slow-roll παραμέτρους η τεευταία εξίσση
ίνεται

H−2Q̈k⃗ + 3H−1Q̇k⃗ +

(
k

aH

)2

Qk⃗ =
[
6ϵ− 3η

]
Qk⃗. (10.108)

και ρησιμοποιώντας το σύμμορφο ρόνο παίρνει τη μορφή

Q
′′
+ 3H−1Q

′
+ k2Q = H2

(
6ϵV − 3ηV

)
Q, (10.109)

(άζουμε το δείκτη V ώστε να μην υπάρει σύνιση της slow-roll παραμέτρου
ηV και του σύμμορφου ρόνου η). Ορίζουμε

u ≡ aQ, (10.110)

και η εξίσση 10.109 ίνεται

u
′′
+

(
k2 − a

′′

a

)
u = H2

(
6ϵV − 3ηV

)
u. (10.111)

21Βέπε απόδειξη IX
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10.6.5.1 Υπόαρο

Πρώτα ρειάζεται να ύσουμε το πρόημα του υποάρου, π. πς τα a και
H εξείσσονται. Από την

H =
a

′

a
= aH = ȧ (10.112)

ρίσκουμε τις εξισώσεις

a
′′

a
= H2

(
1 +

H′

H2

)
και H′

H2
= 1 +

Ḣ

H2
.22 (10.113)

και ρησιμοποιώντας τις σέσεις 10.104 έουμε ότι

H′

H2
= 1− ϵV (10.114)

και
a

′′

a
= H2(2− ϵV ). (10.115)

Οοκηρώνοντας την 10.114 παίρνουμε
dH
H2

= (1− ϵV )dη ⇒ H =
−1

(1− ϵV )η
=

1

a

da

dh
. (10.116)

Παραίζοντας ια άη μια φορά
da

a
= − 1

1− ϵV

dη

η
⇒ ln a = − 1

1− ϵV
ln |η|+ στα. ⇒ a ∝ (−η)−

1
1−ϵV .

(10.117)
Να παρατηρήσουμε εδώ ότι to η είναι αρνητικό, καώς ο ρόνος πησιάζει το
η → 0 και a→ ∞ (εάν η slow-roll περίοδος συνειζόταν)

10.6.5.2 Συναρτήσεις Hankel και Bessel

Οι εξισώσεις Hankel

H(1)
ν ≡ Jν(x) + iNν(x) και H(2)

ν ≡ Jν(x)− iNν(x), (10.118)

όπου οι Jν(x) και Nν(x) είναι συναρτήσεις Bessel και Neumann αντίστοια και
είναι ύσεις της εξίσσης

x2
d2

dx2
Z(x) + x

d

dx
Z(x) +

[
x2 − ν2

]
Z(x) = 0. (10.119)

22Βέπε απόδειξη VIII
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ια πραματικά x, οι Jν(x) και Nν(x) είναι πραματικές και 2
ν(x) = H

(1)
ν (x)∗.

Η ασυμπττική τους συμπεριφορά είναι

H(1)
ν (x) ∼

√
2

πx
ei
[
x−(ν+ 1

4
)π
2

]
ια x→ ∞ (10.120)

H(1)
ν (x) ∼ −i

(
ν − 1

)
!

π

(
2

x

)ν
=

√
2

π
e−i

π
2 2ν−

3
2
Γ(ν)

Γ(3
2
)
x−ν ια x→ 0.

(10.121)

10.6.5.3 Διαταρακτική εξίσση

Χρησιμοποιώντας την 10.114, η 10.111 ίνεται

u
′′
+
[
k2 −H2(2 + 5ϵV − 3ηV )

]
u = 0, (10.122)

και κάνοντας ρήση της

H2 =
1

(1− ϵV )2η2
≈ 1 + 2ϵV

η2
(10.123)

παίρνουμε σε πρώτη τάξη τν slow-roll παραμέτρν

u
′′
+
[
k2 − 1

η2
(2 + 9ϵV − 3ηV )

]
u = 0. (10.124)

Η εξίσση αυτή μοιάζει με εξίσση Bessel και αυτό το έπουμε εάν τη
φέρουμεστη μορφή

u
′′
+

[
k2 − 1

η2
(ν2 − 1

4
)

]
u = 0. (10.125)

όπου

ν2 =
9

4
+ 9ϵV − 3ηV ⇒ ν =

3

2

√
1 + 4ϵV − 4

3
ηV ≈ 3

2
+ 3ϵV − ηV . (10.126)

Ορίζουμε μια νέα συνάρτηση s τέτοια ώστε

u ≡ (−η)1/2s. (10.127)

Η εξίσση 10.125 ίνεται

η2s
′′
+ ηs

′
+
[
k2η2 − ν2

]
s = 0, (10.128)

την οποία ανανρίζουμε ς εξίσση Bessel. Οι ύσεις επομένς είναι

s(η) ≡ (−η)−1/2u(η) ≡ (−η)−1/2aQk⃗(η) = C1k⃗H
(1)
ν (−kη) + C2k⃗H

(2)
ν (−kη),

(10.129)
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ή
Qk⃗ = Ck⃗a

−1
√
−ηHν(−kη) (10.130)

Νεαρές εποές αντιστοιούν στο όριο x = −kη → ∞ και ύστεροι ρόνοι στο
x = −kη → 0. Επομένς ια νεαρές εποές έουμε

Qk⃗ = Ck⃗

√
2

π

1

a
√
k
e−ikη (10.131)

και σε ύστερες εποές

Qk⃗ = Ck⃗a
−1
√
−η
√

2

π
2ν−3/2Γ

(
ν
)

Γ
(
3
2

)(− kη
)−ν (10.132)

όπου ανοήσαμε τον σταερό παράοντα φάσης exp
[
− i(ν+1/2)π/2

]
(νεαροί

ρόνοι) και exp
[
− iπ/2

]
(ύστεροι ρόνοι) αφού δεν παίζουν ρόο στην

συνέεια.
Από την 10.126

ν =
3

2
+ 3ϵV − ηV . (10.133)

Από την 10.117

a−1 ∝ (−η)1/(1−ϵV ) ≈ (−η)1+ηV ⇒ 1

−aη
∝ (−η)ϵV (10.134)

Επομένς σε ύστερους ρόνους έουμε

Qk⃗ ∝ (−η)3/2+ϵV −ν = (−η)ηV −2ϵV , (10.135)

π το Qk⃗ ίνεται σεδόν σταερό, εννοώντας σε 0η τάξη τν slow-roll
παραμέτρν.

10.6.6 Δημιουρία Βαμτών Διαταραών

Κίμακες εντός του ορίζοντα κατά την περίοδο του inflation είναι
μικροσκοπικές και επομένς καντικά φαινόμενα είναι σημαντικά. Κατά
συνέπεια α πρέπει να μεετήσουμε τη συμπεριφορά τν αμτών πεδίν
ρησιμοποιώντας καντική ερία πεδίου. Eξετάζουμε πρώτα μια καντική
ερία πεδίου ενός αμτού πεδίου σε ώρο Minkowski.
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10.6.6.1 Διαταραές του κενού στον ώρο Minkowski

Η εξίσση πεδίου ια ένα έμμαζο εεύερο πραματικό αμτό πεδίο σε ενα
ώρο Minkowski είνει

ϕ̈−∇2ϕ+m2ϕ = 0, (10.136)
ή

ϕ̈k⃗ + E2
kϕk⃗ = 0, (10.137)

όπου E2
k = k2 +m2, ια τις συνειστώσες Fourier. Παρατηρούμε ότι η 10.137

είναι η εξίσση του αμονικού ταανττή. Επομένς καάε συνειστώσα Fourier
του πεδίου συμπεριφέρεται ς ανεξάρτητος αρμονικός ταανττής. Για ευκοία
α ερήσουμε ένα σύστημα ταανττών περιορισμένν σε έναν όκο V =
L3, επιτρέποντάς μας να κάνουμε αροίσματα Fourier σε ενα διακριτό σύνοο
κυματαριμών k⃗, αντί ια οοκηρώματα Fourier.

Έουμε ένα ξεριστό ζεύος τεεστών δημιουρίας και καταστροφής â†
k⃗
,

âk⃗ ια κάε k⃗. Συνοίζουμε τη ασική κατάσταση |0⟩, και την ονομάζουμε
κατάσταση κενού. Τα σματίδια είναι κάντα τν τααντώσεν του πεδίου.
Το κενό είναι κατάσταση με απουσία σματιδίν. Δρώντας στο κενό με τον
τεεστή δημιουρίας â†

k⃗
προσέτουμε ένα κάντο ορμής k⃗ και ενέρειας Ek στο

σύστημα. Την κατάσταση αυτή την συμοίζουμε ς

â†
k⃗
|0⟩ =

∣∣1k⃗⟩ . (10.138)

Ως νστών η δράση του τεεστή καταστροφής στη ασική κατάσταση μας
δίνει

âk⃗ |0⟩ = 0. (10.139)
Τα ερμητιανά συζυή τν παραπάν σέσεν είναι

⟨0| âk⃗ =
⟨
1k⃗
∣∣ και ⟨0| â†

k⃗
= 0. (10.140)

Ενώ οι σέσεις μετάεσης τν τεεστών αυτών είναι[
â†
k⃗
, â†

k⃗′

]
=
[
âk⃗, âk⃗′

]
= 0, και

[
âk⃗, â

†
k⃗′

]
= δ

k⃗k⃗′
. (10.141)

Το κασικό παρατηρίσημο μέεος

ϕ(t, x⃗) =
∑

ϕk⃗(t)e
ik⃗·x⃗ (10.142)

αντικαίσταται από το τεεστή του πεδίου

ϕ̂(t, x⃗) =
∑

ϕ̂k⃗(t)e
ik⃗·x⃗ (10.143)

104



όπου
ϕ̂(t) = wk(t)âk⃗ + w∗

k(t)â
†
−k⃗

(10.144)
και

wk(t) = V −1/2 1√
2Ek

e−iEkt (10.145)

είναι η συνάρτηση άρους της κατάστασης k⃗ άρα α πρέπει να είναι μια
κανονικοποιημένη ύση της 10.137. Δουεύουμε στην εικόνα του Heisenberg
όπου έουμε ρονικά εξέισσόμενους τεεστές.

Στην κασική περίπτση η ασική κατάσταση α ήταν αυτή όπουείαμε
ϕ = στα. = 0, αά ξέρουμε από την καντική μηανική ότι στην
περίπτση του αρμονικού ταανττή υπάρουν τααντώσεις ακόμα και στην
εμειώδη κατάσταση. Όμοια υπάρουν τααντώσεις του αμτού πεδίου, οι
διακυμάνσεις κενού.

Θα υποοίσουμε το φάσμα ισύος αυτών τν διαταραών του κενού. Το
φάσμα της ισύς ορίζεται ς την αναμενόμενη τιμή

Pϕ(k) = V
k3

2π2
⟨|ϕk⃗|

2⟩ (10.146)

και η διακύμανση του πεδίου ράφεται συναρτήσει αυτής ς

⟨ϕ(x⃗)2⟩ =
∫ 2

0

dk

k
Pϕ(k). (10.147)

ια την εμειώδη κατάσταση, η αναμενόμενη τιμή του |ϕk⃗|2 είναι

⟨0| ϕ̂k⃗ϕ̂
†
k⃗
|0⟩ =|wk|2 ⟨0| âk⃗â

†
k⃗
|0⟩+ w2

k ⟨0| âk⃗â
†
−k⃗

|0⟩

+ (w∗
k)

2 ⟨0| â†
−k⃗
â†
k⃗
|0⟩+ |wk|2 ⟨0| â−k⃗â−k⃗ |0⟩

=|wk|2
⟨
1k⃗
∣∣1k⃗⟩ = |wk|2

(10.148)

Από την 10.145 έουμε ότι |w| = 1/(2V Ek). Το ασικό αποτέεσμά μας είναι
ότι

Pϕ(k) = V
k3

2π2
|wk|2 (10.149)

ια διαταραές του κενού. Στη συνέεια α εφαρμόσουμε το αποτέεσμα αυτό
στην περίπτση τπυ inflation όπου και οι συναρτήσεις wk(t) διαφέρουν.

10.6.6.2 Διαταραές του κενού την περίοδο του Inflation

Κατά την περίοδο του inflation η εξίσση πεδίου (ια διαταραές στο infaltion)
είναι η 10.106. Υπάρουν τααντώσεις μόνο στην διαταραή Q, το πεδίο ϕ
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στο υπόαρο είναι ομοενές και εξείσσεται αρά με το ρόνο. Από την
οπτική ενός σματιδίου, η ύση του υποάρου αναπαραστά το κενό (όι υπό
την έννοια ότι αυτή είναι η εμειώδης κατάσταση του συστήματος, ιατί η
πραματική εμειώδης κατάσταση έει το ϕ στο εάιστο του δυναμικού).
Τα σμάτια είναι κάντα τααντώσεν ύρ από αυτήν την τιμή. Βρήκαμε ότι
οι ανεξάρτητες ύσεις του Qk⃗(η) (που δεν είναι παρά η διαταραές του πεδίου
δϕk⃗ όπς φαίνεται από την 10.63) ια την περίπτση που είμαστε στην περίοδο
του inflation, δίνονται από την 10.130 επομένς οι συναρτήσεις άρους wk(t)
α δίνονται από αυτές τις ύσεις του κάντου του αμτού πεδίου με την
απροσδιοριστία μιας ποαπασιαστικής σταεράς κανονικοποίησης.

wk(η) = Ck⃗a
−1
√
−ηH(1)

ν (−kη) (10.150)

και ο μιαδικός συζυής του wk(η), όπου η ρονική εξάρτηση είναι στον
παράοντα κίμακας a = a(η) ∝ (−η)−1/(1−ϵS)23.

Όταν η κίμακα k είναι εντεώς εντός του ορίζοντα, k ≫ H ∼ 1/(−η),

wk(η) ≈ Ck⃗

√
2

π

1

a
√
k
e−ikη (10.151)

τααντώνεται ρήορα ς προς το ρόνο του Hubble. Σε κίμακες αποστάσεν
και ρόνου πού μικρότερες από την κίμακα του Hubble, μπορούμε να
ανοήσουμε την διαστοή του σύμπαντος και να ράψουμε η = t/a. Τα
πράματα α πρέπει να έουν τότε την συμπεριφορά που αναμένουμε στον ώρο
Minkowski και να εξισώσουμε την παραπάν ύση με την συνάρτηση άρους
στο ώρο Minkowski,

Ck⃗

√
2

π

1

a
√
k
e−ikη = (aL)−3/2 1√

2Ek
e−iEkt (10.152)

απο την οποία παίρνουμε Ek = k/a και

Ck⃗ = L−3/2

√
π

4
(10.153)

έτσι ώστε η ορά κανονικοποιημένη συνάρτηση άρους κατά την περίοδο του
inflation να είναι

wk(η) = L−3/2

√
π

4
a−1

√
−ηHν(−kη), (10.154)

το οποίο μπορούμε τώρα να εφαρμόσουμε σε όους τους ρόνους κατά την
διάρκεια του slow-roll inflation.

23Θερούμε το ϵ σταερό
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Ο τεεστής του πεδίου ια τις αμτές διαταραές του κατά την περίοδο
του inflation είναι

Q̂k⃗(η) = wk(η)âk⃗ + w∗
k(η)â

†
−k⃗
, (10.155)

και το φάσμα ισύος της αμτής διαταραής του πεδίου είναι

PQ(k) = L3 k
3

2π2
|wk|2. (10.156)

Πού πριν από την έξοδο από τον ορίζοντα, k ≫ H, παρατηρούμενος σε
ρονικές κίμακες πού μικρότερες από το ρόνο του Hubble, ο τεεστής
του πεδίου Q̂k⃗(η) ίνεται ο τεεστής πεδίου στο ώρο Minkowsi (Εξ. 10.131)
και έουμε κοινές διαταραές του κενού ια το ϕ.

Πού αρότερα από την έξοδο από τον ορίζοντα, η συνάρτηση άρους
ίνεται σεδόν σταερή με το ρόνο (Εξ. 10.135-10.132),

wk(η) = L−3/2 1√
2
sν−3/2Γ(ν)

Γ(3
2
)

1

a

√
−η(−kη)−ν ∝

(
− η
)ηV −2ϵV , (10.157)

και οι διαταραές ”παώνουν”. Οι κίμακες τότε είαν μεαώσει και έτσι οι
διαταραές μπορούν να μεετηούν κασικά.
Το φάσμα ισύος τν αμτών διαταραών Q ίνεται:

PQ(η, k) =
22ν−3

(2π)

[
Γ(ν)

Γ(3
2
)

]2
(−aη)−2(−kη)3−2ν

=
26ϵV −2ηV

(2π)2

[
Γ(3

2
+ 3ϵs − ηs)

Γ(3
2
)

]2
(−aη)−2(−kη)2ηV −6ϵV .

(10.158)

Βέπουμε ότι η εξάρτηση του φάσφατος ισύος από την κίμακα (κυματάριμο)
είναι

PQ ∝ k2ηV −6ϵV ≡ kns ⇒ ns = 2ηV − 6ϵV . (10.159)
Ακόμα και σε ύστερους ρόνους, το φάσμα ισύος έειμια ασενής ρονική
εξάρτηση ∝ (−η)2ηV −4ϵV , και σημαντικότερα,η προσέισή μας ότι οι slow-
roll παράμετροι παραμένουν σταερές α ισύει ια ένα πήος περιόδν ≪
1/(slow − roll παράμετροι). Επομένς α πρέπει να αάξουμε μεταητές
μετά την έξοδο από τον ορίζοντα.
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10.6.7 Αρέονο Φάσμα Ισύος

Από την 10.6.3 είδαμε ότι η σύμμορφη διαταραή στην καμπυότητα παραμένει
σταερή σε κίμακες έξ από τον ορίζοντα και ότι

R = −H
ϕ̇
Q = −H

ϕ′Q (10.160)

Από το οποίο συνεπάεται

PR(η, k) =

(
H

ϕ̇

)2

PQ(η, k). (10.161)

Και επομένς έουμε σε ύστερους ρόνους (όταν k ≪ H)

PR(η, k) =
22ν−3

(2π)2

[
Γ(ν)

Γ(3
2
)

]2(
H

−aηϕ̇

)2

(−kη)3−2ν (10.162)

Με την εξάρτηση από την κίμακα να είναι k3−2ν και την ρονική εξαρτηση να
δίνεται από (

H

aϕ̇

)2 (
− η
)1−2ν (10.163)
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..

Σταερότητα στο ρόνο στην slow-roll προσέιση(
H

aϕ̇

)2

(−η)1−2ν =
8πG

3a2

(
1

2
+
V

ϕ̇2

)
(−η)−2−6ϵs+2ηs.

=
8πG

3a2
V

ϕ̇2
(−η)−2−6ϵs+2ηs.

=
8πG

3a2
9H2V

V ′2
(−η)−2−6ϵs+2ηs

=
4πG

a2

[
2

M2

(
V

V ′

)2]
(−η)−2−6ϵs+2ηs.

∝ 4πG
1

ϵs

(
− η
)2+2ϵs

(−η)−2−6ϵs+2ηs.

∝ 4πG
1

ϵs
(−η)−4ϵs+2ηs

∝ 4πG
1

ϵs
e(−4ϵs+2ηs) ln(−η)

∝ 4πG
1

ϵs

[
1 + (−4ϵs + 2ηs) ln(−η) +

[
(−4ϵs + 2ηs) ln(−η)

]21
2
+ · · ·

]

..

Slow-Roll συνήκη:
ϕ̇2 ≪ V

..

a ∝
(
− η
)− 1

1−ϵs

ϵs =
M2

2

(
V

′

V

)2
από 10.103

Παρατηρούμε ότι ο πρώτος όρος 4πG 1
ϵs

είναι σταερός, και επειδή οι slow roll παράμετροι είναι
μικροί (ϵS ≪ 1), είναι κυρίαρος. Συνεπώς ο δεύτερος όρος που δίνει την ρονική του εξέηξη
μπορεί να ανοηεί και η αρική μας ποσότητα να ερηεί σταερή.

Αφού ο παράοντας 10.163 παραμένει σταερός, μπορούμε να επιέξουμε να
τον υποοίσουμε ια κάε k στο ρόνο όπου η κίμακα εξέρεται από τον
ορίζοντα, όταν δηαδή k = aH, παρόο που η 10.162 δεν ακόμα δίνει το φάσμα
ισύος σε αυτήν την εποή (τότε έει τη μορφή της ενικής συνάρτησης
Hankel όι την προσειστική μορφή ια ύστερους ρόνους) παρά μόνο
αρότερα.

Από την 10.163,
H = aH =

−1(
1− ϵV

)
η

(10.164)

έουμε

− aη =
1

(1− ϵV )H
και − kη =

k

(1− ϵV )aH
(10.165)
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και άρα η 10.162 ίνεται

PR(η, k) = 22ν−3

[
Γ(ν)

Γ(3
2
)

]2(
1− ϵV

)2ν−1
(
H

2π

)2(
H

ϕ̇

)2(
k

aH

)3−2ν

, (10.166)

το οποίο τώρα υποοίζουμε ια κάε k στο ρόνο έξόδου από τον ορίζοντα,
k = aH = H ια να πάρουμε

PR(k) =

[
22ν−3

(
Γ(ν)

Γ(3
2
)

)2 (
1− ϵ

)2ν−1
(
H

2π

)2(
H

ϕ̇

)2
]
k=aH

. (10.167)

Αυτός είναι το αρέονο φάσμα τν διαταραών. Η εξίσση 10.167 δεν
έει πέον ρονική εξάρτηση, αφού εξορισμού, υποοίζεται ια κάε k την
στιμή εξόδου από τον ορίζοντα (k = aH). Ανεξαρτήτς από την slow-
roll προσέιση, το PR(k) παραμένει σταερό στο ρόνο ια όση περίοδο οι
κίμακες k μένουν εντεώς εκτός του ορίζοντα.

Μπορούμε τώρα να υποέσουμε ότι η 10.167 έει προκύψει από ανεξάρτητο
υποοισμό ια κάε διαφορετικό k, έτσι ώστε ια κάε k οι slow-roll
παράμετροι πάρηκαν να είναι προσειστικά σταεροί στην τιμή που είαν
όταν k = aH. Επομένς η 10.167 παραμένει εκυρη ια όες τι κίμακες
ια τις οποίες η slow roll προσέιση ήταν έκυρη κοντά στην έξοδο από τον
ορίζοντα, παρόο που οι παράμετροι έουν αάξει σημαντικά με την άξοδο
του όου φάσματος τν κιμάκν.

Σε 1η προσέιση τν slow-roll παραμέτρν η 10.167 έει την ίδια
εξάρτηση από την κίμακα με την 10.158,

ns ≡
d lnPR

d ln k = 3− 2ν = 2η − 6ϵ (10.168)

αά πέν μπορούμε να υποοίσουμε την εξάρτηση από την κίμακα k σε
δύτερη τάξη τν slow-roll παραμέτρν.

10.6.7.1 Φασματικός δείκτης σε δεύτερη τάξη τν slow-roll παραμέτρν

Εάν η 0η τάξη ήταν επαρκής ια τον υποοισμό του φασματικού δείκτη σε 1η

τάξη, η 10.167 α ήταν αρκετή ια να υποοίσουμε το φασματικό δείκτη σε 2η
τάξη τν slow roll παραμέτρν. Από την 10.167,

d lnPR

d ln k =
d

d ln k ln
[
22ν−3

(
Γ(ν)

Γ(3
2
)

)2(
1− ϵ

)2ν−1

]
+

d

d ln k ln
[(

H

2π

)2(
H

ϕ̇

)2
]
.

(10.169)
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• Ο πρώτος όρος δίνει(
2− ln 2− γ

)(
− 16ϵη + 24η2 + 2ξ

)
+ 4ϵη − 8ϵ2, (10.170)

όπου γ = 0.577215... είναι η σταερά Euler-Mascheroni, ώστε 2 − ln 2 − γ ≈
0.729637.

Πς α πάρουμε τις slow-roll εξισώσεις σε 2η τάξη? Χρειαζόμαστε ένα
αποτέεσμα ανώτερης τάξης ια το H−1ϵ̇ αφού παρόο που η 10.104e που
ρησιμοποιήσαμε είναι 2ης τάξης, ρησιμοποιήηκε στη μορφή (1/ϵ)H−1ϵ̇, το
οποίο ειναι 1ης τάξης.

Για να υποοίσουμε σε ανώτερη slow-roll τάξη α επιστρέψουμε στις
εξισώσεις 10.97 του υποάρου

ϕ̈ ≈ Hϕ̇(ϵ− η) και 1

2
ϕ̇2 ≈M2H2ϵ (10.171)

ια να καταήξουμε στις 2ης τάξη ςεξισώσεις

(3 + ϵ− η)Hϕ̇+ V
′
= 0 ⇒Hϕ̇ = − V

′

3 + ϵ− η

H2 =
1

3M2
(M2H2ϵ+ V ) ⇒H2 =

V

(3− ϵ)M2

(10.172)

από τις οποίες μπορούμε να εξάουμε τις διάφορες 2ης τάξεις εξισώσεις

ϵH ≡ −Ḣ
H

≈ϵ− 4

3
ϵ2 +

2

3
ϵη

(H−1ϕ̇)2 =2M2 (3− ϵ)2

(3 + ϵ− η)2
≈ 2M2(1− 4

3
+

2

3
η)ϵ ≈ 2M2ϵH

H−1ϵ̇ ≈4ϵ2 − 2ϵη − 8

3
ϵ3 +

8

3
ϵ2η − 2

3
ϵη2

H−1ϵ̇H ≈(1− 8

3
ϵ+

2

3
η)H−1ϵ̇+

2

3
ϵH−1η̇

≈ϵ(4ϵ− 2η − 40

3
ϵ2 +

36

3
ϵη − 2η2 − 2

3
ξ)

(10.173)

• Στρέφουμε την προσοή μας τώρα στον δεύτερο όρο της 10.169. Από

d

d ln k ln
[(

H

2π

)2(
H

ϕ̇

)2
]
=

d

d ln k ln
(
H2

ϵH

)
=

2

H

dH

d ln k − 1

ϵH

dϵH

d ln k . (10.174)
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εδώ
d ln k
dt

=
d ln(aH)

dt
=
ȧ

a
+
Ḣ

H
= H

(
1 +

Ḣ

H2

)
= H(1− ϵH) (10.175)

έτσι ώστε η 10.174 ίνεται
2ϵH

1− ϵH
− 1

ϵH(1− ϵH)
H−1ϵ̇H ≈

(
−2ϵ+

2

3
ϵ2 − 4

3
ϵη

)
−
(
4ϵ− 2η − 4ϵ2 +

14

3
ϵη − 2

3
η2 − 2

3
ξ

)
=− 6ϵ+ 2η +

14

3
ϵ2 − 6ϵη +

2

3
η2 +

2

3
ξ.

(10.176)
Προσέτοντας τις 10.170+10.176 παίρνουμε εν τέει

ηs = −6ϵ+2η−10

3
ϵ2−2ϵη+

2

3
η2+

2

3
ξ+(2−ln 2−γ)(24ϵ2−16ϵη+2ξ). (10.177)

Σύμφνα με τα αποτεέσματα του Plank 2015 (υποέτοντας αδιαατικές
αμτές διαταραές και ανοώντας τανυστικές διαταραές), η παρατηρηείσα
τιμή του φασματικού δείκτη ήταν

ηs + 1 = 0.968± 0.006 ⇒ ηs = −0.032± 0.006. (10.178)
Αναμένουμε σε αυτό να κυριααρούν οι 1ης τάξης συνεισφορές π O(10−3). Οι
ακριείς τιμές και σέσεις μεταξύ τν slow-roll παραμέτρν εξαρτάται από το
επιεέν μοντέο ια το inflation.

10.7 Διαταραές Καμπυότητας

Στην περίπτση N αμτών πεδίν, οι διαταραές της καμπυότητας είναι
R ≡ −ψC = −ψ −Hξ0, (10.179)

όπου από την 10.74

ξ0 =

∑
ϕ

′
IδϕI∑(
ϕ′)2 , (10.180)

ώστε εν τέει έουμε

R = −ψ −H
∑
ϕ

′
IδϕI∑(
ϕ′)2 = −H

∑
ϕ

′
IQI∑(
ϕ′)2 = − H(

ρ+ p
)
a2

∑
ϕ

′

IQI

= 4πG
H

H′ −H2

∑
ϕ

′

IQI = 4πG
H

H′ −H2
ϕ⃗

′ · Q⃗.
(10.181)

Η εύρεση της ρονικής εξέηξης R′ δεν είναι τόσο απή όσο την περίπτση
που έουμε ενα μόνο πεδίο.
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10.8 Slow-Roll Inflation

Στο σημείο αυτό α ασοηούμε αποκηστικά με την ύση του υποάρου. Θα
ρησιμοποιήσουμε σύνηη ρόνο t, αντί ια το σύμμορφο ρόνο η. Υποέτουμε
τις slow-roll εξισώσεις

3Hϕ̇I + VI = 0 ⇒ VI = −3Hϕ̇⇒ ϕ̇I = − VI
3H

(10.182)

και
H2 =

1

3M2
V ⇒ V = 3M2H2 ⇒ 3H2 =

V

M2
(10.183)

ισύει ια όα τα πεδία ϕI . Από αυτές

H−1ϕ̇I = −M2VI
V
, (10.184)

και σε διανυσματική μορφή

H−1 ˙⃗ϕ = −M
2

V
∇V, (10.185)

δηαδή στην slow-roll ύση, το πεδίο του ποάρου εξείσσεται σύμφνα με
την κίση του δυναμικού.

Παραίζοντας τις slow-roll εξισώσεις παίρνουμε

Ḣ = −
∑
V 2
I

6V
(10.186)

και
ϕ̈I =

M2

3

∑
VIJVJ
V

− M2

6

VI
∑
V 2
J

V 2
.24 (10.187)

Στην 10.187 ο δεύτερος όρος είναι παράηος στο ˙⃗
ϕ, αά ο πρώτος όρος

μπορεί να μην είναι.

10.8.1 Παράμετροι slow-roll

Ορίζουμε τις slow-roll παραμέτρους

ϵIJ ≡ M2

2

VIVJ
V 2

ηIJ ≡M2VIJ
V

(10.188)

24Βέπε απόδειξη V
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και
ϵ ≡ tr[ϵIJ ] =

∑
ϵII . (10.189)

Να παρατηρίσουμε ότι οι πίνακες ϵIJ και ηIJ είναι συμμετρικοί.

Χρησιμοποιώντας τις slow-roll εξισώσεις παίρνουμε

H−2Ḣ = −ϵ (10.190a)
και

(H−1ϕ̇I)
2 = 2M2ϵII (όι άροισμα) (10.190b)

H−2ϕ̈I = ϵH−1ϕ̇I −
∑
J

ηIJH
−1ϕ̇J (10.190c)

H−1ϵ̇IJ = 4ϵϵIJ −
∑
K

(
ϵIKηJK + ϵIKηJK

)
(10.190d)

H−1ϵ̇ = 4ϵ2 − 2
∑
IK

ϵIKηIK .
25 (10.190e)

Κατά την περίοδο του inflation, οι slow-roll παράμετροι ϵIJ και ηIJ είναι
τυπικά μικροί και η ρονική τους διακύμανση είναι μικρή σε δεύτερη τάξη. Θα
ορίσουμε ξ παραμέτρους μόνο αφότου έουμε κάνει μια περιστροφή στο ώρο
τν πεδίν στις αδιαατικές και εντροπικές διαταραές του πεδίου.

10.8.2 Νόμος εκετικής διαστοής του υποάρου

Επειδή η 10.190a είναι η ίδια όπς στην περίπτση του inflation από ένα παιδίο,
παίρνουμε τον ίδιο νόμο

H′

H2
= 1− ϵ⇒ H =

−1

(1− ϵ)η
⇒ a ∝

(
− η
)−1/(1−ϵ)

, (10.191)

και
a

′′

a
= H2

(
2− ϵ

)
. (10.192)

(αυτές είναι ορές όσο το ϵ είναι προσειστικά σταερό.)
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10.8.3 Εξέηξη διαταραών

Από την 10.79 η εξίσση εξέηξης τν διαταραών είναι

H−2Q
′′

I + 2H−1Q
′

I +

(
k

H

)2

QI = H−2
∑
J

[
8πG

a2

(
a2

Hϕ
′

Iϕ
′

J

)′

− a2VIJ

]
QJ ,

(10.193)
ή

H−2Q̈I + 2H−1Q̇I +

(
k

H

)2

QI = H−2
∑
J

[
8πG

a2
d

dt

(
a2

H ϕ̇I ϕ̇J

)
− VIJ

]
QJ .

(10.194)
Χρησημοποιώντας τις slow-roll εξισώσεις, το δεξί μέος ίνεται[

6ϵIJ − 3ηIJ −
∑
K

(
2ϵIKηJK + 2ηIKϵJK

)]
QJ ≡ AIJQJ . (10.195)

Ορίζοντας
uI ≡ aQI , (10.196)

η 10.193 ίνεται

u
′′

I +

(
k2 − a

′′

a

)
uI = H2

∑
J

AIJuJ (10.197)

και κάνοντας ρήση της 10.192 ίνεται

u
′′

I + k2uI = H2(2− ϵ)uI +H
∑
J

AIJuJ

= H2
[(
2− ϵ

)
δIJ + AIJ

]
uJ

(10.198)

και επειδή από τον ορισμό του σύμμορφου ρόνου είναι

H2 =
1

(1− ϵ)2
(−η)2 ≈ (1 + 2ϵ+ 3ϵ2)(−η)2 (10.199)

έουμε

u
′′

I +

(
k2 − 2

η2

)
uI =

3

η2

[
(ϵ+

3

4
ϵ2)δIJ + 2ϵIJ − ηIJ + 6ϵϵIJ − 2ϵηIJ

− 1

3

∑
K

(
2ϵIKηJK + 2ηIKϵJK

)]
uJ

(10.200)
υποοισμένη σε 2η τάξη τν slow-roll παραόντν. Οστώσο είναι συνεπές
να τη ρησιμοποιήσαμε τον νόμο του αναπτύματος ο οποίος ήταν ορός μόνο
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υποέτοντας ότι η slow-roll παράμετρος ϵ παραμένει σταερή. Επομένς η
slow-roll εξίσση εξέηξης τν διαταραών είναι

u
′′

I +

(
k2 − 2

η2

)
uI =

3

η2
(
ϵδIJ + 2ϵIJ − ηIJ

)
uJ ≡ 3

η2
MIJuJ . (10.201)

Οι μη διαώνειες συνειστώσες του πίνακα MIJ συσετίζουν την εξέιξη
διαφορετικών διαταραών του πεδίου uI . Οστώσ μπορούμε να κάνουμε
μια στροφή στο ώρο τν πεδίν ια να διανοποιήσουμε τον M, αφού
είναι πραματικός και συμμετρικός, ια να φτάσουμε τις διαταραές uI που
εξείσσονται ανεξάρτητα. Ας ονομάσουμε τον πίνακα στροφών UIJ , ώστε

uI =
∑

UIJuj και UTMU = diag(λ1, · · · , λN) (10.202)

όπου τα λI είναι οι ιδιοτιμές του πίνακα M. Είναι 1 τάξης ς προς τις slow-roll
παραμέτρους. Αφού U είναι πίνακας στροφών

UTU = 1 ή
∑
I

UILUIJ = δIJ . (10.203)

και η 10.201 ίνεται

u
′′

L+
(
k2 − 2

η2
)
uL =

3

η2
λLuL

⇒ u
′′

L+

[
k2 − 1

η2
(
ν2L − 1

4

)]
uL =

3

η2
λLuL

(10.204)

όπου
νL ≡

√
9

4
+ 3λL ≈ 3

2
+ λL. (10.205)

Η εξίσση αυτή είναι ίδια με την 10.125 άρα την έουμ ήδη ύσει. Οι
συναρτήσεις άρους είναι

wL(η) = L−3/2

√
pi

4
a−1

√
−ηHνL(−kη)

→ L−3/2 1√
2
2νL−3/2 Γ(νL)

Γ(3/2)

1

a

√
−η(−kη)−νL

→ L−3/22νL−3/2 Γ(νL)

Γ(3/2)

1

a

√
−η
2
(−kη)−3/2−λL

→ L−3/22νL−3/2 Γ(νL)

Γ(3/2)

1

a
frac1

√
2k(−kη)−1−λL

(10.206)

Η προσέισή μας ότι οι slow-roll παράμετροι α παραμένουν σταεροί α
ισύει ια έναν αριμό αρακτηριστικών ρόνν ≪ 1/(slow−roll παράμετροι).
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Συνεπώς έουμε να πάμε σε άες μεταητές ,ετά την έξοδο από τον
ορίζοντα. Μια από τις πιανές επιοές είναι σύμμορφη διαταρακτική
καμπυότητα R.

R = 4πG
H

H′ −H2
ϕ⃗

′ · Q⃗ ≈ − 1

2M2ϵ
H−1ϕ⃗

′ · Q⃗ ≈ 1

2ϵV
∇V · Q⃗. (10.207)

Συνεπώς το R δίνεται από τη διαταρακτική συνειστώσα δηαδή την διεύυνση
του πεδίου του υποάρου ϕ⃗′ , το οποίο είναι, στην slow-roll προσέιση, στην
διεύυνση της κίσης του δυναμικού. Αυτό εν ένει δεν είναι στη διεύυνση
κανενός από τα ιδιοδιανύσματα του πίνακα Μ, άρα ρειάζεται να κάνουμε άη
μια στροφή στο ώρο τν πεδίν.

Εφαρμόζουμε μια στροφή από την αρική μας άση στο ώρο
συντεταμένν τν πεδίν, όπου

Q⃗ =


Q1

Q2
...
QN

 (10.208)

σε μια νέα άση ια τις διαταραές του πεδίου, ώστε

Q⃗ =


Qσ

Qs1...
Qs(N−1)

 = ST


Q1

Q2
...
QN

 (10.209)

όπου
Qσ ≡ ∇V · Q⃗

|∇V |
. (10.210)

Ο πίνακας στροφής α εξαρτάται εν ένει από τον ρόνο, αφού το ∇V μπορεί
να αάζει κατεύυνση κατά μήκος της τροιάς στο υπόαρο (η τροιά στο
υπόαρο στο ώρο τν πεδίν μπορεί να είναι καμπύη). Ονομάζουμε Qσ

την αδαατική διαταραή του πεδίου και τις N − 1 οροώνιες διαταραές Qsl

εντροπικές διαταραές του πεδίου.

Αφού ο πίνακας στροφών δεν είναι σταερός στο ώρο τν πεδίν, δεν
περιστρέφουμε τις τιμές τν πεδίν στο πόαρο, αά τις ρονικές τους
παραώους 

σ̇

ṡ1
...

ṡN−1

 = ST


ϕ̇1

ϕ̇2
...
ϕ̇N

 (10.211)
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Που σημαίνει ότι η στροφή S δεν είναι μια καοική στροφή τν συντεταμένν
στο ώρο τν πεδίν, αά μια τοπική στροφή στο ώρο τν διανυσμάτν τν
διαταραών του πεδίου και τν ρονικών παραών τν διανυσματν.

10.9 Δύο πεδία

10.9.1 Αδιαατικές και Εντροπικές πεδιακές συντεταμένες

Θερούμε τώρα την περίπτση δύο πεδίν, ϕ⃗ =
(
ϕ1, ϕ2

)
. Η διεύυνση της

ύσης του υποάρου δίνεται από την ϕ̇. Η νία διεύυνσης θ δίνεται από

tan θ ≡ ϕ̇2

ϕ̇1

. (10.212)

Ορίζουμε την αποκαούμενη αδιαατική συνειστώσα του πεδίου σ, ς το
οοκηρμένο μήκος διαδρομής κατά μήκος της τροιάς από κάποιο αυαίρετο
αρικό σημείο (μόνο διαφορές της τάκης σ παίζουν ρόο), και s, την
αποκαούμενη εντροπική συνειστώσα του πεδίου, ς την οροώνια απόσταση
από την διαδρομή. Επομένς η ύση του υποάρου είναι εξορισμού:

s = ṡ = s̈ = 0 (10.213)

Αυτό ορίζει ένα σύστημα συντεταμένν σ, s στο ώρο τν πεδίν,
αμονομημένο ια μια συκεκριμένη ύση του υποάρου. Εάν η τροιά
είναι καμπύη, αυτό είναι ένα καμπύο σύστημα συντεταμένν, και ισύει
μόνο στην ειτονιά της τροιάς αφού πιο μακριά οι s ραμμες συντεταμένν
τέμνονται. Θα πρέπει να ρησημοποιήσουμε αυτό το σύστημα συντεταμένν
στην τροιά και μόνο, καώς και δεν α εισάουμε τα πήρει εραεία ια την
ανάυση τν καμπυόραμν συστημάτν συντεταμένν.

Εξετάζουμε την ύση του υποάρου ϕ1 ≡ ϕ̄1(t), ϕ2 ≡ ϕ̄2(t) συναρτήσει
τν νέν συντεταμένν σ, s, θ. Οι νέες συντεταμένες σ, s δίνονται από μια
στροφή κατά νία θ από τις παιές συντεταμένες ϕI , ϕ2 ώστε(

σ̇

ṡ

)
=

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)(
ϕ̇1

ϕ̇2

)
= ST

(
ϕ̇1

ϕ̇2

)
, (10.214)

όπου
S ≡

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
(10.215)
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Επομένς
σ̇ = ϕ̇1 cos θ + ϕ̇2 sin θ. (10.216)

Η αντίστροφη σέση είναι(
ϕ̇1

ϕ̇2

)
= S

(
σ̇

ṡ

)
=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
σ̇

ṡ

)
(10.217)

Και επειδή είναι ṡ = 0 έουμε

ϕ̇1 = σ̇ cos θ και ϕ̇2 = σ̇ sin θ ⇒ σ̇2 = ϕ̇2
1 + ϕ̇2

2 (10.218)

και
ϕ̇1 sin θ = ϕ̇2 cos θ (10.219)

Το δυναμικό V (ϕ1, ϕ2) υπάρει παντού στον ώρο τν πεδίν (ϕ1, ϕ2).
Μπορούμε να εκφράσουμε την κίση του είται στη ϕ1, ϕ2 είται στη σ, s άση.
Έουμε (

Vσ
Vs

)
= ST

(
V1
V2

)
=

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)(
V1
V2

)
(10.220)

και (
V1
V2

)
= ST

(
Vσ
Vs

)
=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
Vσ
Vs

)
(10.221)

Η ρονική παράος του V κατά μήκος της τροιάς είναι

V̇ = V1ϕ̇1 + V2ϕ̇2 = Vσσ̇. (10.222)

Μπορούμε όμοια να περιστρέψουμε τις δεύτερες παραώους VIJ

|VI′J ′ | ≡ ST |VIJ |S ή VI′J ′ ≡ SK
I
′ SL

J
′VKL (10.223)

ή (
Vσσ Vσs
Vσs Vss

)
=

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)(
V11 V12
V12 V22

)(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
(10.224)

δίνοντας έτσι

Vσσ ≡ cos2 θV11 + 2 cos θ sin θV12 + sin2 θV22

Vss ≡ sin2 θV11 − 2 cos θ sin θV12 + cos2 θV22
Vσs ≡ − sin θ cos θV11 +

(
cos2 θ − sin2 θ

)
V12 + cos θ sin θV22.

(10.225)
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Παίρνουμε τις εξισώσεις αυτές ς ορισμό τν Vσσ, Vss και Vσs. Αφού τα πήραμε
από στροφές, αυτό σημαίνει ότι δεν είναι μερικές παράοι, αά συναοίτες
παράοι στις σ, s συντεταμένες.

Όμοια, ια τις τρίτες παραώους:

VI′J ′K′ ≡ SL
I
′SM
J
′ SN

K
′VLMN , (10.226)

δίνοντας

Vσσσ ≡ cos3 θV111 + 3 cos2 θ sin θV112 + 3 cos θ sin2 θV122 + sin3 θV222

Vσσs ≡− cos2 θ sin θV111 +
(
cos3 θ − 2 cos θ sin2 θ

)
V112

+
(
2 cos2 θ sin θ − sin3 θ

)
V122 + sin2 θ cos θV222

Vσss ≡ cos θ sin2 θV111 +
(
− 2 cos2 θ sin θ + sin3 θ

)
V112

+
(
cos3 θ − 2 sin2 θ cos θ

)
V122 + sin θ cos2 θV222

Vsss ≡− sin3 θV111 + 3 sin2 θ cos θV112 − sin θ cos2 θV122 + cos3 θV222
(10.227)

Παραίζοντας πάι την 10.216 παίρνουμε

σ̈ = ϕ̈1 cos θ − ϕ̇θ̇ sin θ + ϕ̈2 sin θ + ϕ̇2θ̇ cos θ = ϕ̈1 cos θ + ϕ̈2 sin θ (10.228)

όπου κάναμε ρήση της 10.219.

10.9.2 Ακριής ύση υποάρου

Χρησιμοποιώντας τις πεδιακές εξισώσεις του ϕI ια το υπόαρο

ϕ̈1 + 3Hϕ̇1 + V1 = 0 (10.229)
ϕ̈2 + 3Hϕ̇2 + V2 = 0, (10.230)

παίρνουμε από την 10.228 την εξίσση του πεδίου στο υπόαρο στις
αδιαατικές συντεταμένες του πεδίου

σ̈ + 3Hσ̇ + Vσ = 0. (10.231)

Η αντίστοιη εξίσση ια το εντροπικό πεδίο του υποάρου είναι ό του
ορισμού 10.213 s̈ = 0. Αντίετα το ρόο της άης δυναμικής ποσότητας ια
το υπόαρο ανααμάνει η θ. Βρίσκουμε

Vs = −θ̇σ̇ ή θ̇ = −Vs
σ̇
. (10.232)
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Παραίζοντας την πρώτη από τις παραπάν παίρνουμε την εξίσση ια
το θ̈. Εδώ πρέπει να είμαστε προσεκτική με τη ρ’ηση της άσης σ, s αφού
μεταάεται κατά μήκος της τροιάς. Επομένς V̇s ̸= Vssṡ+Vσsσ̇ = Vσsσ̇. Για
να αποφήουμε να δουέψουμε σε καμπύο σύστημα συντεταμένν, μπορούμε
να υρίσουμε στο αρικό καρτεσιανό συστημα ϕ1, ϕ2 ια τον υποοισμό:
παραίζοντας την Vs = −V1 sin θ + V2 cos θ, παίρνουμε

V̇s = Vσsṡ− θ̇Vσ (10.233)

και μπορούμε τώρα να παραίσουμε την 10.232 και ρησιμοποιώντας τις
10.233 και 10.231 να πάρουμε

θ̈ − 3Hθ̇ + Vσs − 2
Vσ
σ̇
θ̇ = 0. (10.234)

10.9.3 Slow-Roll προσέιση

Από την προηούμενη ενότητα έουμε

H2 =
V

3M2
(10.235)

και
H−1ϕ̇I = −M2VI

V

H−1

(
ϕ̇1

ϕ̇2

)
= −M2 1

V

(
V1
V2

) (10.236)

και στρέφοντας τις συντεταμένες παίρνουμε

H−1ST ϕ̇I = −M2ST
VI
V

H−1

(
σ̇

ṡ

)
= −M2 1

V

(
Vσ
V

) (10.237)

όμς ṡ = 0 άρα η δεύτερη συνειστώσα μηδενίζεται

Vs = 0. (10.238)

στην slow-roll τροια. Αυτό απά δηώνει ότι η τροιά είναι πάντα στη
διεύυνση του ∇V , ώστε δεν επάρουν οξές συνειστώσες στο ∇V . (Κάποιος
α μπορούσε να καταήξει από την 10.232, ότι θ̇ = 0, αά αυτό α ήταν άος
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- πρέπει τώρα να είμαστε συνεπείς με τις slow-roll εξισώσεις, και να μην τις
μπέκουμε με τις ακριείς εξισώσεις).

Αυτό σημαίνει ότι

ϵ ≡ ϵ11 + ϵ22 =
M2

2

(
∇V

)2
V 2

=
M2

2

V 2
σ

V 2
(10.239)

και δεν ρειάζεται να ορίσουμε ϵσs, ϵss ή ξεριστό ϵσσ. Εναακτικά έουμε
τις σέσεις

ϵ11 =ϵ cos2 θ
ϵ22 =ϵ sin2 θ

ϵ12 =ϵ cos θ sin θ.
(10.240)

Αά ορίζουμε

ησσ ≡M2Vσσ
V

ησs ≡M2Vσs
V

ηss ≡M2Vss
V

(10.241)

και τα ηIJ μετασηματίζονται όπς και στην 10.225

ησσ ≡ cos2 θη11 + 2 cos θ sin θη12 + sin2 θη22

ηss ≡ sin2 θη11 − 2 cos θ sin θη12 + cos2 θη22
ησs ≡ − sin θ cos θη11 +

(
cos2 θ − sin2 θ

)
η12 + cos θ sin θη22,

(10.242)

από την οποία έπουμε ότι

ησσ + ηss = η11 + η22. (10.243)

ενώ παίρνουμε τον αντίετο μετασηματισμό απά αάζοντας το πρόσημο στην
νία θ

η11 ≡ cos2 θησσ − 2 cos θ sin θησs + sin2 θηss

η22 ≡ sin2 θησσ + 2 cos θ sin θησs + cos2 θηss
η12 ≡ + sin θ cos θησσ +

(
cos2 θ − sin2 θ

)
ησs − cos θ sin θηss.

(10.244)

Τώρα ορίζουμε επίσης

ξσσσ ≡M4VσVσσσ
V 2

ξσσs ≡M4VσVσσs
V 2

ξσss ≡M4VσVsss
V 2

. (10.245)

Από την εξίσση 10.190e

H−1ϵ̇ = 4ϵ2 − 2ϵ
(
cos2 θ + 2 cos θ sin θη12 + sin2 θη22

)
= 4ϵ2 − 2ϵησσ (10.246)
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Επίσης από την 10.190c,

H−1

(
ϕ̈1

ϕ̈2

)
= ϵH−1

(
ϕ̇1

ϕ̇2

)
−

(
η11 η12
η12 η22ϕ̇2

)
H−1

(
ϕ̇1

ϕ̇2

)

⇒

{
H−2ϕ̈1 = ϵH−1ϕ̇1 − η11H

−1ϕ̇1 − η12H
−1ϕ̇2

H−2ϕ̈1 = ϵH−1ϕ̇2 − η12H
−1ϕ̇1 − η22H

−1ϕ̇2

(10.247)

Παραίζοντας την σ̇ = ϕ̇1 cos θ + ϕ̇2 sin θ, παίρνουμε

H−2σ̈ = H−1σ̇
(
ϵ− ησσ

)26 (10.248)

και παραίζοντας την ṡ = −ϕ̇1 sin θ + ϕ̇2 cos θ = 0, παίρνουμε την slow-
roll εξίσση ια το θ̇:

H−1θ̇ = −ησs ∝ −Vσs. (10.249)
Να σημειώσουμε ότι η Vs = 0 δεν συνεπάεται Vσs = 0, αφού δουύουμε σε
καμπυόραμμο σύστημα συντεταμένν, και στο Vσs έουμε συναοίτες
παραώους.

Είναι διδακτικό να συκρίνουμε την ακριή εξίσση 10.232 με την 10.249:
παίρνοντας την slow-roll προσέιση εξαείφουμε τους όρους ϕ̈I από την
εξίσση πεδίου. Τότε η αναζήτηση της ύσης του υποάρου αναάεται
στηνν τοποραφία του δυναμικού V (ϕ1, ϕ2): Οι τροιές είναι οι διαδρομές της
πιο απότομης καόδου, έτσι ώστε να μην υπάρουν πάιες συνειστώσες Vs
στην κίση και η καμπύση της τροιάς καορίζεται από το δυναμικό: το Vσs
μετράει το πς το δυναμικό

Μπορούμε τώρα να υποοίσουμε τις ρονικές παραώους τν άν
slow-roll παραμέτρν πρώτης τάξης

H−1η̇σσ =2ϵησσ − 2η2σs − ξσσσ

H−1η̇σs =2ϵησs
(
ηss − ησσ

)
− ξσσs

H−1η̇ss =2ϵηss + 2η2σs − ξσss.

(10.250)

10.9.4 Διαταραές

Οι διαταραές του πεδίου μετασηματίζονται στην αδιαατική Qσ ≡ δσQ
και εντροπική διαταραή Qs ≡ δsQ ≡ δs του πεδίου. (δουεύουμε στην

26Bέπε απόδειξη VI
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αμίδα επίπεδου ώρου και δεν ράφουμε πέον τον δείκτη Q ια τη αμίδα).
Επομένς

(
δσ

δs

)
= ST

(
δϕ1

δϕ2

)
=

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)(
δϕ1

δϕ2

)
, (10.251)

και (
δϕ1

δϕ2

)
=

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)(
δσ

δs

)
. (10.252)

οι εξισώσεις εξέιξης ια τις διαταραές αυτές ίνοται

δσ̈+3Hδσ̇+

[
− 1

a2
∇2+Vσσ−σ̇2− 8πG

a3
d

dt

(
a3

H
σ̇2

)]
δσ = 2

d

dt

(
θ̇δs
)
−2

(
Vσ
σ̇

)
θ̇δs

(10.253)
και

δs̈+ 3Hδσ̇ +

(
− 1

a2
∇2 + Vss + 3θ̇2

)
δs = − θ̇

σ̇

1

2πG

1

a2
∇2Φ. (10.254)

Βέπουμε ότι ια μια ευεία τροιά θ̇ = 0, η εξίσση ια το δσ είναι ίδια με
την εξίσση ια την περίπτση ενός πεδίου, αά ια μια καμπύη τροιά, η
εντροπική διαταραή δs παίζει το ρόο πηής. Το δεξί μέος στην εξίσση ια
το δs είναι μικρό ια κίμακες έξ από τον ορίζοντα (superhorizon).

10.9.5 Διαταραές Εντροπίας και Καμυπότητας

Η σύμμορφη διαταραή της καμπυότητας είναι

R = −H ϕ̇1δϕ1 + ϕ̇2δϕ2

ϕ̇2
1 + ϕ̇2

2

= −Hδσ

σ̇
(10.255)

Και ια αυτή παίρνουμε μια διαφορική εξίσση που μας δίνει την εξέηξή της

Ṙ =
H

Ḣ

1

a2
∇2Φ−2H

θ̇

σ̇
δs. (10.256)

Συνεπώς το R παραμένει σταερό σε κίμακες έξ από τον ορίζοντα, εάν δεν
υπάρουν εντροπικές διαταραές του πεδίου, αά το δs δρα ς πηή.

Ορίζουμε μια ανάοη εντροπική διαταραή

S ≡ H
δs

σ̇
(10.257)
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Άρα, ια κίμακες έξ από τον ορίζοντα

Ṙ = −2θ̇S (k ≪ H). (10.258)

10.9.6 Εξέηξη κατά την έξοδο από τον Ορίζοντα

Τα δσ και δs δεν αντιστοιούν στις ανεξάρτητες συνειστώσες του πεδίου κατά
την έξοδο από τον ορίζοντα που συζητήσαμε στην 10.8.3. Αυτές παίρνονται με
στροφή με μια διαφορετική νία Θ. Για τις ανεξάτητες διαταραές υ1 και υ2
ρήκαμε

u⃗ = Uυ⃗, υ⃗ = UT u⃗, (10.259)
όπου

u⃗ =

(
aδϕ1

aδϕ2

)
= (aQ1aQ2) (10.260)

και

U ≡

(
cosΘ − sinΘ
sinΘ cosΘ

)
(10.261)

είναι ένας πίνακας στροφών ο οποίος διανοποιείται όπς

M =

(
ϵ+ 2ϵ11 − η11 2ϵ12 − η12
2ϵ12 − η12 ϵ+ 2ϵ22 − η22

)
, (10.262)

π,

UTMU =

(
λ1 0

0 λ2

)
. (10.263)

Μπορούμε να ύσουμε ς προς Θ από την συνήκη το UTMU να είναι διαώνιο,
π

(UTMU)12 =
(
2ϵ22−ϵ11+η11−η22

)
sinΘ cosΘ+

(
2ϵ12−η12

)
(cos2Θ−sin2 Θ) = 0,

(10.264)
όπου

sinΘ cosΘ =
1

2
sin 2Θ και cos2 Θ− sin2 Θ = 0, (10.265)

ώστε
tan 2Θ = 2

[
2ϵ12 − η12

2(ϵ11 − ϵ22)− (η11 − η22)

]
. (10.266)

Τα λ1, λ2 είναι οι ιδιοτιμές του πίνακα M οι οποίες παίρνονται ς ύσεις από
την

det(M − λI) = 0 (10.267)
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της οποίας οι ύσεις είναι

λ =
1

2
{4ϵ− (η11 + η22)±

√[
2(ϵ11 − ϵ22)− (ϵ11 − ϵ22)

]2
+ 4(2ϵ12 − η12)2}.

(10.268)
Αυτή δεν μας διαφτίζει ια το είναι η λ1 και ποια η λ2, αά ούτε 10.266
μας προσδιορίζει το Θ με απροσδιοριστεία ενός όρου π/2 π μπορούμε να
προσέσουμε π/2 στο Θ, το οποίο εναάσει τις λ1 και λ2. Μπορούμε να
ρησιμοποιήσουμε το αποτέεσμα της ενότητας 10.9.3 ια να ξαναράψουμε τα
αποτεέσματα 10.266 και 10.268 σε όρους τν στρεμένν slow-roll παραμέτρν:

λ =
1

2

[
4ϵ− (ησσ + ηss)±

√
ω2 + 4η2σs

]
(10.269)

και
tan 2Θ =

ω sin 2θ − 2ησs cos 2θ
ω cos 2θ + 2ησs sin 2θ

, (10.270)

όπου έουμε ορίσει τον παρακάτ συμοισμό ια συντομοραφία

ω ≡ 2ϵ− (ησσ − ηss). (10.271)

Από την 10.270 έπουμε ότι tan 2Θ = tan 2θ, εάν ησs = 0, π Vσs = 0.
Επομένς στην περίπτση αυτή, οι ανεξάρτητες διαταραές του πεδίου είναι η
αδιαατικές και οι εντροπικές διαταραές, αά σε κάε άη περίπτση δεν
είναι.

Συνδυάζοντας τις δύο στροφές 10.251 και 10.259 μπορούμε να στρέψουμε
τις ανεξάρτητα παραείσες διαταραές σε αδιαατικές και εντροπικές
διαταραές του πεδίου(

aδσ

aδs

)
= STU

(
υ1
υ2

)
=

(
cos(Θ− θ) − sin(Θ− θ)

sin(Θ− θ) cos(Θ− θ)

)(
υ1
υ2

)
(10.272)

Χρησιμοποιώντας την 10.270 μπορούμε ύκοα να ρούμε ότι

tan 2(Θ− θ) =− 2
ησs
ω

cos 2(Θ− θ) =
ω√

ω2 + 4η2σs

sin 2(Θ− θ) =
−2ησs√
ω2 + 4η2σs

.

(10.273)

Μπορούμε τώρα να πάρουμε τις διαταραές δσ και δs, από αυτές τν υ1 και υ2
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που πήραμε στην ενότητα 10.8.3:

υL =awL → L−3/22λL
Γ(3

2
+ λL)

Γ(3
2
)

1√
2k

(−kη)−1−λL

⟨|υL|2⟩ =∇V −12λL
[
Γ(3

2
+ λL)

Γ(3
2
)

]2
1

2k
(−kη)−2−2λL

⟨υ1υ⋆2⟩ =0

(10.274)

Για το φάσμα ισύος ρειαζόμαστε αυτά στη μορφή

V k3

2π2

1

a2
⟨|υL|2⟩ =

1

4π2
22λL

[
Γ(3

2
+ λL)

Γ(3
2
)

]2(
k

a

)2

(−kη)−2−2λL (10.275)

Για κάε κίμακα k υποοίζουμε αυτή τη σέση στην έξοδο από τον ορίζοντα,
όπου k = H = aH και −kη = 1/(1− ϵ) (από την 10.191). Άρα έουμε

V k3

2π2

1

a2
⟨|υL|2⟩ =

(
H⋆

2π

)2

2λL
[
Γ(3

2
+ λL)

Γ(3
2
)

]2
(1− ϵ)2+2λL

≈
(
H⋆

2π

)2

(1 + 2CλL − 2ϵ),

(10.276)

όπου C ≡ 2 − ln 2 − γ ≈ 0.729637 και το H⋆ δηώνει ότι το H υποοίζεται
στην έξοδο του ορίζοντα (όπς επίσης και τα ϵ και λL).

Χρησιμοποιώντας την 10.272 έουμε

a2⟨|δσ|2⟩ =⟨
[
cos(Θ− θ)υ1 − sin(Θ− θ)υ2

][
cos(Θ− θ)υ1 − sin(Θ− θ)υ2

]⋆⟩
= cos2(Θ− θ)⟨|υ1|2⟩+

1

2
sin2(Θ− θ)⟨|υ2|2⟩

=
1

2

(
⟨|υ1|2⟩+ ⟨|υ2|2⟩

)
+

1

2
cos 2(Θ− θ)

(
⟨|υ1|2⟩ − ⟨|υ2|2⟩

)
a2⟨δσδs⋆⟩ =⟨

[
cos(Θ− θ)υ1 − sin(Θ− θ)υ2

][
sin(Θ− θ)υ1 + cos(Θ− θ)υ2

]⋆⟩
=
1

2
sin 2(Θ− θ)big(⟨|υ1|2⟩ − ⟨|υ2|2⟩

)
a2⟨|δs|2⟩ =1

2
big(⟨|υ1|2⟩+ ⟨|υ2|2⟩

)
− 1

2
cos 2(Θ− θ)big(⟨|υ1|2⟩ − ⟨|υ2|2⟩

)
.

(10.277)
Από την 10.269 παίρνουμε

λ1 + λ2 =4ϵ−
(
ησσ + ηss

)
λ1 − λ2 =

√
ω2 + 4η2σs.

(10.278)
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Τέος ια το φάσμα ισύος τν αδιαατικών και εντροπικών διαταραών, καώς
και ια τις συσετίσεις τους πάιρνουμε

Pσ⋆(k) ≡V k3

2π2
⟨|δσk⃗|

2⟩ =
(
H⋆

2π

)[
1 + (−1 + 6C)ϵ− 2Cησσ

]
Cσs⋆(k) ≡V k3

2π2
⟨δσk⃗δσ

⋆
k⃗
⟩ = −2Cησs

(
H⋆

2π

)2

Ps⋆(k) ≡V k3

2π2
⟨|δsk⃗|

2⟩ =
(
H⋆

2π

)2 [
1− 2(1− C)ϵ− 2Cηss

]
.

(10.279)

10.9.7 Εξέηξη έξ από τον Ορίζοντα

Χρησιμοποιώντας τις 10.255 και 10.257, αμέσς παίρνουμε από την 10.279 το
διαταρακτικό φάσμα ια το R και S , καώς δημιουρούνται με την έξοδο από
τον ορίζοντα,

PR⋆(k) =

(
H⋆

σ̇⋆

)2

Pσ⋆(k) =

(
H2
⋆

2πσ̇⋆

)2 [
1 + (−2 + 6C)η − 2Cησσ

]
CRS⋆(⋆) =−

(
H⋆

σ̇⋆

)2

Cσs⋆(k) = +2Cησs

(
H2
⋆

2πσ̇⋆

)2

PS⋆(k) =

(
H⋆

σ̇⋆

)2

Ps⋆(k) =

(
H2
⋆

σ̇⋆

)2 [
1− 2(1− C)ϵ− 2Cηss

]
.

(10.280)

Ωστόσο, σε αντίεση με την περίπτση του 1 πεδίου, όπου το PR(k) παραμένει
σταερό στο ρόνοια όσο ισύει k ≪ H, τώρα το διαταρακτικό φάσμα μπορεί
να εξειεί και έξ από τον ορίζοντα. Σε πρώτης τάξης ερία διαταραών,
οι συνειστώσες Fourier της διαταραής σε κάποιο ύστερο ρόνο t α είναι
ανάοοι τν νρίτερν τιμών στο t⋆:(

Rk⃗(t)

Sk⃗(t)

)
= Tk(t, t⋆)

(
Rk⃗⋆

Sk⃗⋆

)
(10.281)

(Γράφουμε Tk και όι Tk⃗ αφού η αντίστοιη φυσική ερείται αναοίτη σε
στροφές.)

Για υπεροριζόντιες κίμακες, η εξάρτηση της εξέιξης από τη κίμακα
εξαφανίζεται, ώστε Tk(t, t⋆) = T (t, t⋆). Ωστόσο η 10.281 παραμένει εξαρτώμενη
της κίμακας, αφού το t⋆ εξαρτάται από το k. Συνεπώς(
Rk⃗(t)

Sk⃗(t)

)
=

(
TRR(t, t⋆) TRS(t, t⋆)

TSR(t, t⋆) TSS(t, t⋆)

)(
Rk⃗⋆

Sk⃗⋆

)
=

(
TRR(t, t⋆)Rk⃗⋆ + TRS(t, t⋆)Sk⃗⋆
TSR(t, t⋆)Rk⃗⋆ + TSS(t, t⋆)Sk⃗⋆

)
(10.282)
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Γνρίζουμε δύο πράματα που ισύουν ενικά ια τις διαταραές στον
υπερορίζοντα: 1) αδιαατικές διαταραές παραμένουν αδιαατικές ⇒ TSR 2)
ια αδιαατικές διαταραές, R είναι σταερή στο ρόνο ⇒ RR = 1. Επομένς
η 10.282 ίνεται(

Rk⃗(t)

Sk⃗(t)

)
=

(
1 TRS(t, t⋆)

0 TSS(t, t⋆)

)(
Rk⃗⋆

Sk⃗⋆

)
=

(
Rk⃗⋆ + TRS(t, t⋆)Sk⃗⋆

TSS(t, t⋆)Sk⃗⋆

)
, (10.283)

και μπορούμε επίης, ορίζοντας δύο συναρτήσεις a(t) και β(t) που σετίζονται
με τις εξισώσεις μεταφοράς TPS και TSS , να ράψουμε ότι εν ένει,

H−1R = a(t)S H−1Ṡ = β(t)S. (10.284)
Μπορούμε να ρούμε τη σέση μεταξύ αυτών τν συναρτήσεν και τν
συναρτήσεν μεταφοράς, οοκηρώνοντας τις 10.284. Αρικά ράφουμε την
δεύτερη από αυτές ς

d lnS(t′) ≡dS(t
′
)

S(t′)
= β(t

′
)H(t

′
)dt

′ ⇒ lnS(t)− lnS(t⋆) =
∫ t

t⋆

β(t
′
)H(t

′
)dt

′

⇒ TSS(t, t⋆) ≡
S(t)

S(t⋆)
= exp

{∫ t

t⋆

β(t
′
)H(t

′
)dt

′
}
.

(10.285)
Τότε

R(t) =R(t⋆) +

∫ t

t⋆

Ṙdt = R(t⋆) +

∫ t

t⋆

a(t
′
)H(t

′
)S(t

′
)dt

′

=R(t⋆) +

∫ t

t⋆

a(t
′
)H(t

′
)TSS(t

′
, t⋆)S(t⋆)dt

′

⇒ TRS(t, t⋆) =

∫ t

t⋆

a(t
′
)H(t

′
)TSS(t

′
, t⋆)dt

′
.

(10.286)

Οι μόνες ποσότητες που εξαρτώνται από το k ή το k⃗ στην (10.285,10.286)
είναι οι R = Rk⃗, S = Sk⃗, και t⋆ = t⋆(k). Παραπάν τα a, β, TSS και
TRS , εξαρτώνται από το μοντέο του inflation, και τα TSS(t, t⋆) και TRS(t, t⋆)
μπορεί να είναι πούποκο να υποοιστούν. Προκειμένου να ρούμε τους
φαρματικούς δείτες, ρειαζόμαστε τις παραώους τν TSS και TRS ς προς
το k, τις οποίες παίρνουμε από

∂TSS
∂t⋆

=− β(t⋆)H(t⋆)TSS(t, t⋆)

∂TRS

∂t⋆
=− a(t⋆)H(t⋆)TSS(t⋆, t⋆) +

∫ t

t⋆

a(t
′
)H(t

′
)
∂TSS(t

′
, t⋆)

∂t⋆
dt

′

=− a(t⋆)H(t⋆)− β(t⋆)H(t⋆)

∫ t

t⋆

a(t
′
)H(t

′
)TSS(t

′
, t⋆)dt

′

=− a(t⋆)H(t⋆)− β(t⋆)H(t⋆)TRS(t, t⋆).

(10.287)

129



Επομένς ρειαζόμαστε τα a(t⋆) και β(t⋆) στο ρονο t⋆ της εξόδου από τον
ορίζοντα στο inflation, τα οποία είναι πιο εύκοα προσάσημα σε όρους τν
slow-roll παραμέτρν σε αυτή την περίοδο.

Τα αρέονα φάσματα PR(k), CRS(k), PS(k) είναι ορισμένα σε κάποιο
ρόνο t μετά το inflation, κατά την περίοδο κυριαρίας της ακτινοοίας, όταν
όες οι κοσμοοικές κίμακες ήταν ακόμα αρκετά έξ από τον ορίζοντα:

PR(k) ≡V k3

2π2
⟨|Rk⃗|

2⟩ = PR⋆(k) + 2TRS(t, t⋆)CRS⋆(k) + TRS(t, t⋆)
2P(S⋆)(k)

(10.288)

CRC(k) ≡V k3

2π2
⟨Rk⃗S

⋆
k⃗
⟩ = TSS(t, t⋆)CRS⋆(k) + TRS(t, t⋆)TSSPS⋆(k) (10.289)

PS(k) ≡V k3

2π2
⟨|Sk⃗|

2⟩ = TSS(t, t⋆)
2PS⋆(k).

27 (10.290)

Αφού αυτές αναφέρονται σε ρόνο μετά το inflation, όταν τα αμτά
πεδία του inflation α έουν αντικατασταεί από ύη και ακτινοοία, οι
εξισώσεις 10.255 και 10.257 δεν α ισύουν πέον. Παρόα αυτά, συνείζουμε
να έουμε μια σύμμορφη διαταρακική καμπυότητα R και ποσότητες που
ονομάζονται εντροπικές διαταραές, οι οποίες περιράφουν τις αποκίσεις
από την αδιαατικότητα. Αφού σε αυτή την ενότητα υποέσαμε ότι όες οι
διαταραές πηάζουν από slow-roll inflation με δύο πεδία, υπάρουν μόνο δύο
αμοί εευερίας σε κάε όρο Fourier, αφήνοντας μόνο ένα αμό εευερίας
ια την απόκιση από την αδιαατικότητα. Επομένς όες οι εντροπικές
διαταραές μπορούν να δούν συναρτήσει μιας ποσότητας Sk⃗ ανά όρο Fourier.

10.9.8 Αρέονοι φασματικοί δείκτες σε πρώτη τάξη

Για να υποοήσουμε τους φασματικούς δείκτες σε πρώτη τάξη τν slow-roll
παραμέτρν, είναι αρκετό να ξεκινήσει κανείς από το δημιουρούμενο φάσμα
υποοισμένο σε 0η τάξη. Συνεπώς αντί ια την ?? αρκεί να ρησιμοποιήσουμε
την

PR⋆(k) =

(
H2
⋆

2πσ̇⋆

)2

≡ P⋆(k) (10.291)

CRS⋆ =0 (10.292)

PS⋆ =

(
H2
⋆

2πσ̇⋆

)2

= P (0)
⋆ (k). (10.293)
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Οι εξισώσεις 10.288, 10.289, 10.290 τώρα ίνονται

PR =P (0)
⋆ (k) + T 2

RSP (0)
⋆ (k) (10.294)

CRS(k) =TRSTSSP (0)
⋆ (k) (10.295)

PS(k) =T
2
SSP (0)

⋆ (k). (10.296)

Για να υποοίσουμε τους φασματικούς δείκτες, ρειαζόμαστε τα a(t⋆) και
β(t⋆). Από την 10.258, Ṙ = −θ̇S. Στην slow-roll προσέιση, από την 10.249
θ̇ = −Hησs. Άρα έουμε

Ṙ = 2HησsS ⇒ a(t⋆) = 2ησs. (10.297)

Προκειμένου να πάρουμε μια slow-roll προσέιση ια το β(t⋆) στον
υπερορίζοντα, ξεκινάμε από την 10.254. Στο όριο του υπερορίζοντα, μπορούμε
να ανοήσουμε τον ∇2 όρο, παίρνοντας έτσι

δ̈s+ 3Hδ̇s+
(
Vss + 3θ̇2

)
δs = 0. (10.298)

Στην slow-roll προσέιση ανοούμε τη δεύτερη ρονική παράο άρα έουμε
(ρ’αφοντας τα Vss και θ̇ σε όρους τν slow-roll παραμέτρν),

3Hδ̇s+ 3H2
(
ηss + η2σs

)
δs = 0 (10.299)

Ανοώντας τον 2ης τάξη όρο, αυτή ίνεται

H−1δ̇s+ ηssδs = 0, (10.300)

(Το σημαντικό σημείο είναι ότι σε υπεροριζόντιες κίμακες, τα διαφορετικά
τμήματα του σύμπαντος είναι ασύνδετα μεταξύ τους, και η ανομοιοένεια τν
διαταραών δεν παίζει ρόο στην τοπική τους εξέηξη. Επομένς το ϕ⃗ + δϕ⃗
εξείσσεται όπς το υπόαρο, απά πάν σε διαφορετική slow-roll τροιά.)

Για S ≡ (H/σ̇) αυτή ίνεται η εξίσση

H−1Ṡ = (−2ϵ+ ησσ − ηss)S ⇒ β(t⋆) = −2ϵ+ ησσ − ηss. (10.301)

Είμαστε τώρα έτοι,οι να υποοίσουμε τους φασματικούς δείκτες. Από τις ....

PR(k) = PR⋆ + TRS(t, t⋆)
2PS⋆(k) =

H4

4π2σ̇2

(
1 + T 2

RS
)
, (10.302)

όπου ια κάε κίμακα k, τα H και σ̇ υποοίζονται στο t⋆, όταν k = aH; και
TRS = TRS(t, t⋆). Από τις 10.235 και 10.237

H4

σ̇2
= H2(H−1σ̇)−2 =

V

3M2

V 2

M4V 2
σ

∝ V

ϵ
. (10.303)
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Ο φασματικός δείκτης ηR δίνεται από την

ηR ≡ d lnPR(k)

d ln k =
d lnV
d ln k − d ln ϵ

d ln k +
d ln(1 + T 2

RS)

d ln k . (10.304)

Το d ln k μπορεί να αντικατασταεί από ρονική παράο

d ln k
dt

=
d ln(aH)

dt
=
ȧ

a
+
Ḣ

H
= H

(
1 +

Ḣ

H2

)
= (1− ϵ)H (10.305)

(όπου στο τεευτάιο ήμα ρησιμοποιήσαμε την 10.190a ). Tώρα με ρήση
τν 10.237 και 10.239
d lnV
d ln k =

1

V

1(
1− ϵ

)
H
V̇ =

1

V

1(
1− ϵ

)
H
Vσσ̇ =

−M2

1− ϵ

(
Vσ
V

)2

=
−2

1− ϵ
ϵ ≈ −2ϵ

(10.306)
Με ρήση της 10.246

d ln ϵ
d ln k =

1

(1− ϵ)H

ϵ̇o

ϵ
=

4ϵ− 2ησσ
1− ϵ

≈ 4ϵ− 2ησσ. (10.307)

Οι δύο αυτές συνεισφορές προστίενται στο αποτέεσμα που είαμε στην
περίπτση ενός μόνο πεδίου.

Ο νέος όρος προέρεται από το
d ln(1 + T 2

RS)

d ln k ≈ 1

1 + T 2
RS
H−1 d

dt⋆
(1 + T 2

RS) =
2TRS

1 + T 2
RS
H−1∂TRS

∂t⋆

=
2TRS

1 + T 2
RS

[
− a(t⋆)− β(t⋆)TRS

]
=

2TRS

1 + T 2
RS

(−4ησs) +
T 2
RS

1 + T 2
RS

(4ϵ− 2ησσ + 2ηss).

(10.308)

Έουμε δύο εκ τν προτέρν περιορισμούς στο TRS . Εξαρτώνται από το
μοντέο του inflation που εξετάζουμε, συμπεριαμανομένης και της εποής
της αναέρμανσης. Από την άη, οι συνδιασμοί TRS/(1 + T 2

RS) και T 2
RS/(1 +

T 2
RS) παραπάν έουν περιορισμένο εύρος - ο τεευταίος πρέπει να είναι μεταξύ

του 0 και του 1. Η τετρανική του ρίζα πρέπει να είναι μεταξύ του −1 και του
1 και έει καιερεί να ορίζεται ς προς την νία ∆, έτσι ώστε

cos∆ ≡ TRS√
1 + T 2

RS
(10.309)

Από αυτό παίρνουμε
T 2
RS

1 + T 2
RS

= cos2 ∆, 1

1 + T 2
RS

= sin2∆,
1√

1 + T 2
RS

= sin∆ (10.310)
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(επιέοντας 0 ≤ ∆ ≤ π), και
1

T 2
RS

= tan2∆,
1

TRS
= tan∆. (10.311)

Αυτό μας επιτρέπει να ράψουμε την 10.308 ς
d ln(1 + T 2

RS)

d ln k ≈ −4ησs cos∆ sin∆+ (4ϵ− 2ησσ + 2ηss) cos2 ∆ (10.312)

και συνοικά έουμε το τεικό αποτέεσμα

ηR = −(6−4 cos2 ∆)ϵ+2ησσ sin2∆−4ησs cos∆ sin∆+2ηss cos2∆. (10.313)

Με όμοιο τρόπο παίρνουμε και

ηS = −2ϵ+ 2ηss (10.314)

και
ηC ≡ d ln CRS(k)

d ln k = −2ϵ− 2ησs tan∆+ 2ηss. (10.315)

Παραίζοντας σε 2η τάξη τν slow-roll παραμέτρν:

qs ≡
dηS
d ln k ≈ H−1η̇S = −2H−1ϵ̇+ 2H−1η̇ss = −8ϵ2 + 4ϵ

(
ησσ + ηss

)
+ 4η2σs + 2ξσss

qC ≡ dη

d ln k ≈ H−1η̇C = · · ·

=− 8ϵ2 + 4ϵ(ησσ + ηss) + 4η2σs(1− tan2 ∆)− 4ησs(ησσ − ηss) tan∆+ 2ξσσs tan∆− 2ξσss

qR ≡ dηR
d ln k ≈ H−1η̇R = · · ·

=8(−3 + 4 cos∆ −2 cos4∆)ϵ2

+ 4(4− 7 cos2 ∆+ 4 cos4 ∆)ϵησσ − 32 sin3 ∆ cos∆ϵησs + 4(5 cos2∆− 4 cos4∆)ϵησσ

+ 4 sin2∆ cos2 ∆(η2σσ + η2ss) + 4(1− 4 sin2∆ cos2 ∆)η2σs
+ 8(sin∆ cos∆− 2 sin∆ cos3∆)ησ(ησσ − ηss)− 8 sin2 ∆ cos2∆ησσηss
− 2 sin2∆ξσσσ + 4 sin∆ cos∆ξσσs − 2 cos2 ∆ξσss.

(10.316)
Αφού η εξέιξη τν φασματικών δεικτών είναι 2ης τάξης ς προς τις slow-roll
παραμέτρους,είναι συνής καή προσέιση το να προσείζουμε το φάσμα
ισύος με ένα πουνυμικό όρο, π. με σταερούς φασματικούς δείκτες.
Εξαίρεση σε αυτό αποτεεί το ηC , στην περίτση όπου το TRS είναι πού
μικρό, π. το tan∆ είναι πού μεάο ακόμα και αν οι slow-roll παράμετροι
είναι σταεροί. Ο φασματικός δείκτης ηC από μόνος του εμπεριέει τον όρο
−2ησs tan∆, το οποίο μπορεί να κάνει το ηC μεάο. Συνεπώς η συσέτιση
CRS(k) δεν προσείζεται απαραίτητα από πουνυμική σέση. Ωστόσο αυτό
συμαίνει μόνο όταν οι συσέτιση είναι μικρή, αφού η 0ης τάξης διόρση είναι
ανάοη στο TRS .
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10.10 Αρέονες Τανυστικές Διαταραές

Για τανυστικές διαταραές, η μετρική είναι

gµν = a2ηµν+δg
T
µν = a2

(
ηµν+hµν

)
= a2


−1

1 + h+ h×
h× 1− h+

1

 . (10.317)

Επομένς υπάρουν δύο ποώσεις ια τις τανυστικές διαταραές, h+ και h×.
Από την δράση του Hilbert και δουεύοντας με τον ADM, ρίσκουμε ότι

ψ+,× ≡ M√
2
h+,× (10.318)

εμφανίζεται στη δράση σαν ένα εεύερο άμαζο αμτό πεδίο. Επομένς οι
διαταραές αυτές έουν το φάσμα την περίοδο του inflation με τις διαταραές
από τα αμτά πεδία,

Pψ(k) ≡ V k3

2π2

⟨
|ψ(k⃗)|2

⟩
=
(H
2π

)2
k=aH

(10.319)

στην κατώτερη τάξη. Οι τανυστικές διαταραές δεν αναπτύσσονται έξ από την
ορίζοντα, άρα αυτό δίνει το φάσμα τν αρέονν τανυστικών διαταρραών.
Ορίζεται συνής ς

PT (k) ≡V k3

2π2

⟨
hµν(k⃗)h

µν(k⃗)∗
⟩
= V k3

2π2

⟨
2|h+(k⃗)|2 + 2|h×(k⃗)|2

⟩
8

M2
Pψ(k) =

8

M2

(
H

2π

)2

k=aH

.

(10.320)

Και επειδή οι δύο ποώσεις είναι ανεξάρτητες⟨
ha(k⃗)hb(k⃗

′
)∗
⟩
=

2π2

Vk3 δabδk⃗k⃗′
1

4
PT (k) όπου a, b = +× (10.321)

Χρησιμοποιώντας τις slow-roll εξισώσεις H2 = V /3M2 κτ, παίρνουμε

PT =
2

3π2M4
V (10.322a)

nT ≡d lnPT

d ln k =
d lnV
d ln k = −2ϵ (10.322b)

qT ≡ dnT
d ln k = −2

dϵ

d ln k = −8ϵ2 + 4ϵησσ. (10.322c)
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Το τανυστικό προς το αμτό κάσμα του φάσματος ορίζεται ς,

r ≡ PT

PR

. (10.323)

Στο inflation με ένα πεδίο η PR δεν εξείσσεται έξ από τον ορίζοντα. Στην
περίπτση αυτή ράφουμε

r⋆ ≡
PT

PR⋆

. (10.324)

Στην περίπτση όμς του inflation με περισσότερα πεδία, το PR εξείσσεται
έξ από τον ορίζοντα, ενώ το PT όι και επομένς r ̸= r⋆. Αφού

PR⋆ = P (0)
⋆ =

H4

4π2σ̇2
=

1

4π2

V

3M2

V 2

M4V 2
σ

=
1

24π2M4

1

ϵ
, (10.325)

έουμε
r⋆ =

48π2m4

3π2M4
ϵ = 16ϵ. (10.326)

Και από την 10.295

PR − (1 + T 2
RS)P (0)

⋆ =
P⋆

sin2∆
=

P⋆

1− |γ|
(10.327)

Αφού οι τανυστικές διαταραές προσέτουν νέα [αρατηρίσημα μεέη
(r, nT , qT ) ρίς να εισάουν νέες slow-roll παραμέτρους, παίρνουμε εξισώσεις
συνοικότητας

nT =− 1

8
r⋆ = − r

8(1− |γ|)
(10.328a)

qT =nT (nT − nar) (10.328b)
οι οποίες μπορούν να ρησιμοποιηούν ια να εένξουν το inflation ρίς να
ρειάζεται να υποέσουμε κανένα μοντέο inflation.

Αρέονες τανυστικές διαταραές δεν έουν παρατηρηεί μερι σήμερα.
Συνδιασμένα αποτεέσματα από τα πειράματα έτουν ένα ανώτητο όριο στο
κάσα τν τανυστικών προς αμτών διαταραών.

r < 0.07 (2σ εαιότητα) (10.329)
Υποέτοντας inflation με ένα πεδίο παίρνουμε και το άν όριο

ϵ < 0.044 (10.330)
και από τις εξισώσεις συνοικότητας

nT > −0.009 (10.331)
Όσο μικρότερο είναι το r, με ιότερη ακρίεια α μπορέσουμε να μετρήσουμε
το nT (αφού πρώτα έουμε ανινεύσει τις τανυστικές διαταραές).
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Μέρος IV

CMB
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 11
Ανισοτροπίες στην Κοσμική ακτινοοία Υποάρου

11.1 Διακυμάνσεις του CMB

Για να εξετάσουμε την κοσμοοική εξέηξη της κατανομής φτονίν, πρέπει
να άουμε υπόψη μας το π η κατανομή τν φτονίν αάζει από σημείο
σε σημείο στο ανομοενές σύμπαν. Μπορούμε να φανταστούμε το σύμπαν
να είναι διαιρεμένο σε διακριττά κουτιά (όκου V), τα οποία είναι μικρά σε
σέση με κοσμοοικές κίμακες αά μεάα συκρινόμενα με μικροσκοπικές
καταστάσεις, και φτονικές καταστάσεις που ζουν σε αυτά τα κουτιά. Τα
κουτιά αρακτηρίζονται από, τη έση xi την ορμή k⃗ και το σπιν s, a καταστάσεις∣∣∣xik⃗s⟩.

Επομένς ο πίνακας πυκνότητας του συστήματος τν καταστάσεν αυτών
α είει στοιεία

⟨xiq⃗s′|ρ̂1|xiq⃗s⟩ ≡ ρ
(1)

s
′
s

(
xi, k⃗

)
= ⟨a†s(xi, k⃗)as′ (xi, k⃗)⟩ (11.1)

τα οποία καορίζουν τις παραμέτρους Stokes

I(xi, k⃗), Q(xi, k⃗), U(xi, k⃗), V (xi, k⃗) (11.2)

Καώς το σύμπαν εξείσσεται με το ρόνο η το ίδιο κάνει και η μήτρα
πυκνότητας τν φτονίν

ρ
(1)

ss′
(η, x

′
, k⃗) =

1

2

[
I(η, xi, k⃗) +Q(η, xi, k⃗) U(η, xi, k⃗)− iV (η, xi, k⃗)

U(η, xi, k⃗) + iV (η, xi, k⃗) I(η, xi, k⃗)−Q(xi, k⃗)

]
(11.3)

Στο υποκείμενο σύμπαν, τα φτόνια είναι σε ερμική ισορροποία (ια μια
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ικανοποιητική ημιπροσειστική δουειά ια την ανισοτροποία του CMB).

ρ
(1)

ss
′ (η, x

i, k⃗) = ρ̄ss′ (η, k) ≡
δss′

ek/T (η) − 1
=

1

ek/T (η) − 1

[
1

1

]
(11.4)

έτσι ώστε
Ī(η, k) =

2

ek/T (η) − 1
, Ū = Q̄ = V̄ = 0 (11.5)

Μπορούμε να ράψουμε τον ανοιμένο πίνακα πυκνότητας ιο το διαταραμένο
σύμπαν, 11.3, σαν υπόαρο+ διαταραή

ρ
(1)

ss′
(η, xi, k⃗) = ρ̄ss′ (η, k) + δρ

(1)

ss′
(η, xi, k⃗) (11.6)

όπου

δρ
(1)

ss
′ (η, x

i, k⃗) =
1

2

[
δI +Q U − iV

U + iV δI −Q

]
(11.7)

Ακοουούμε τώρα τη συζήτηση της ενότητας (M) (Εξίσση φτεινότητας).
Παρατηρούμε ότι η συνρτηση κατανομής τν φτονίν f(η, xi, k⃗) της (M) είναι
ουσιαστικά η ίδια με την παράμετρο Stokes I(η, xi, k⃗),

f(η, xi, k⃗) =
1

h3
I(η, xi, k⃗) =

1

(2π)3
I(η, xi, k⃗) (11.8)

Ο φασικός ώρος της κατάστασης έσης και ορμής h−3 μετατρέπει (την
αναμενόμενη τιμή) τον αριμό κατοής I(η, xi, k⃗) ≡ ⟨n̂(xi, k⃗)⟩(η) σε (την
αναμενόμενη τιμή) του αριμού πικνότητας f(η, xi, k⃗) στο φασικό ώρο.
(Βασικά η συνάρτηση κατανομής ορίζεται συνά ρίς τον παράοντα
πυκνότητας της κατάστασης h−3, έτσι ώστε f = I). Γράφουμε την
διαταραμένη παράμετρο Stokes ς

I(η, xi, q, n̂) = Ī(η, q) + δI(η, xi, q, n̂) ≡ 2

exp
{

q
T (η)[1+Θ(η,xi,q,n̂)]

}
− 1

(11.9)

όπς και στην M, και παρατηρούμε ότι ια 1ης τάξη διαταραές

δI =
∂Ī

∂T
TΘ = −q∂Ī

∂q
Θ (11.10)

όπου το Ī(η, q) ερείται συνάρτηση τν T και q. Καώς το Ī εξαρτάται από
η μόνο μέσ του T,

(
∂Ī
∂q

)
T
=
(
∂Ī
∂q

)
η
. Εδώ

∂Ī

∂q
=

∂

∂q

(
2

eq/T − 1

)
=

−2(
eq/T − 1

)2 1T eq/T (11.11)
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και

− q
∂Ī

∂q
=

2(
eq/T − 1

)2 qT eq/T =
2xex(
ex − 1

)2 =
2x(

ex/2 − e−x/2
)2 (11.12)

όπου x ≡ q
T (η)

. Επομένς

δI =
2x

(ex/2 − e−x/2)2
Θ ⇒ Θ ≡ Ic =

(
ex/2 − e−x/2

)2
2x

δI (11.13)

Εδώ το Ic είναι η παράμετρος Stokes εκφρασμένη ς σετική διαταραήτης
ερμοκρασίας του CMB. Είναι ίδια με την συνάρτηη φτεινότητας (M).
Επαναορίζουμε τώρα τις υπόοιπες παραμέτρους Stokes επίσης σαν σετικές
διαταραές στην ερμοκρασία του CMB.

δρ
(1)

ss′
=
1

2

[
δI +Q U − iV

U + iV δI −Q

]
≡
(
−q∂Ī

∂q

)
ρss′

≡
(
−q∂Ī

∂q

)
1

2

[
Θ+Qc Uc − iVc
Uc + iVc Θ−Qc

] (11.14)

όπου ορίσαμε τον πίνακα διακύμανσης στη ερμοκρασία του CMB

ρss′
(
η, xi, k⃗

)
=

1

2

[
Θ+Qc Uc − iVc
Uc + iVc Θ−Qc

]
(11.15)

έτσι ώστε

Qc ≡
1(

−q ∂Ī
∂q

)Q =

(
ex/2 − e−x/2

)2
2x

Q (11.16)

Θα δειεί ότι σε πρώτης τάξης ερία διαταραών
δεν αναπτύσσεται πόση V, έτσι ώστε Vc = V = 0. Επίσης α προκύψει
ότι όπς και ια το Θ, δεν προκύπτει καμια εξάρτηση τν Qc και Uc από την
ενέρεια τν φτονίν, έτσι ώστε

ρss′ (η, x
i, q⃗) = ρss′ (η, x

i, q⃗) =
1

2

[
Θ+Qc Uc
Uc Θ−Qc

]
(11.17)

Επομένς το ρss′ (η, x
i, q⃗) είναι ένας πραματικός συμμετρικός πίνακας, ο

οποίος αναπαραστά μια διαταραή εξαρτώμενη από το ρόνο, τη έση και την
πόση, στην ερμοκρασία του CMB. Εν το μεταξύ, η εξάρτηση του CMB
από την συνότητα παραμένει στο φάσμα του μέανος σώματος.
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Θ(η, xi, n̂) είναι η διαταραή στη ερμοκρασία στο η, xi τν φτονίν
που κινούνται στην κατεύυνση n̂, υποοισμένη στη μέση
τιμή δύο καταστάσεν πόσης

Qc(η, x
i, n̂) είναι το μισό της διαφοράς μεταξύ της διακίμανσης

ερμοκρασίας τν φτονίν στη ραμμική κατάσταση x-
πόσης και στη ραμμική κατάσταση y-πόσης.

Uc(η, x
i, n̂) είναι η αντίστοιη διαφορά ανάμεσα στην ραμμική 45o και

135o κατάστασης πόσης

Ο όος που δεν έουνε εξάρτηση από το q είναι ο ίδιος όπς και στην
περίπτση του Θ. Αρικά δεν έουν, καώς τα φτόνια αρικά ρίσκονται σε
ερμική ισορροποία, άρα Q = U = 0. Θα εξάουμε τις εξισώσεις εξέηξης ια
τα Qc και Uc. Και αυτές οι εξιώσεις εξέηξης προκύπτει να είναι ανεξάρτητες
από το q και επομένς δεν αναπτύσσεται καμια εξέηξη από το q, και οι
διαταραές διατηρούν το φάσμα μέανος σώματος.

11.2 Τανυστής Πόσης

Οι διακυμάνσεις του CMB περιράφονται από τις διακυμάνσεις στον τανυστή
πυκνότητας ερμοκρασίας, ο οποίος μπορεί να ρισεί στο ίνος του Θ και
ένα άινο κομμάτι

ρss′ (η, x⃗, n⃗) =
1

2

[
Θ+Q U

U Θ− U

]
= Θ

1

2

[
1

1

]
+

1

2

[
Q U

U −Q

]
(11.18)

Θέουμε τώρα να αναπτύξουμε την x⃗-εξάρτηση της πόσης σε επίπεδα κύματα
(ανάπτυμα Fourier) και της n⃗-εξάρτησης σε σφαιρικές αρμονικές. Πρέπει όμς
να αντιμετοπίσουμε την εξάρτηση από τις συντεταμένες τν Q και U.
Το σύνοο τν μοναδιαίν διανυσμάτν φτιάνει μια σφαίρα, όπου μπορούμε
να ρησιμοποιήσουμε σφαιρικές συντεταμένες θ, ϕ. Για κάε όρο του
αναπτύματος Fourier επιέουμε σφαιρικές συντεταμένες τέτοιες ώστε ο
z-άξονας (θ = 0) να είναι παράηος στο κυματικό αριμό k⃗. Οι παράμετροι
Stokes ια κάε κατεύευνση n̂ του φτονίου

Επομένς οι δύο ραμμικές καταστάσεις πόσης που εξετάζουμε είναι oi
θ και ϕ ραμμικές ποώσεις. Το θ̂ παίρνει τη έση του x̂ και το ϕ̂ τη έση

του ŷ. Γνρίζουμε ότι o ρâb̂(η̂, x⃗, n⃗) = 1
2

[
Θ+Q U

U Θ−Q

]
μετασηματίζεται

σαν τανυστής 2ης τάξης στη n̂-σφαίρα. Μπορούμε να το διαρίσουμε στο
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Σήμα 11.1: Τα μοναδιαία διανύσματα θ̂, ϕ̂, n̂ ια μια οροκανονική right-
handed άση.

Σήμα 11.2: Κοιτώντας τη μοναδιαία σφαίρα a) από το εστερικό (τα φτόνια
απομακρίνονται από εμάς) b) από το εξτερικό (τα φτόνια έρονται προς εμάς)

ίνος του Trρ = Θ,το οποίο μετασηματίζεται σαν αμτό, και τον άινο

συμμετρικό τανυστή πόσης ρâb̂(η̂, x⃗, n⃗) = 1
2

[
Q U

U −Q

]
. Σε ένα δεδομένο

η, x⃗, το Pâ,b̂(n̂) είναι 2ης τάξης τανυστικό πδίο στη σφαίρα. Βάζουμε ανύσματα
ια δείκτες αι να δείξουμε ότι τα Pâb̂ είναι συνιστώσες στην οροκανονική
άση (θ̂, ϕ̂), και όι στην θ, ϕ άση.

Pθ̂,θ̂ = −Pϕ̂ϕ̂ =
1
2
Q(θ, ϕ)

Pθ̂,ϕ̂ = Pϕ̂θ̂ =
1
2
U(θ, ϕ)

(11.19)

Σαν τανυστικό πεδίο στη σφαίρα, ο τανυστής πόσης δεν α έπρεπε
να αναπτύσσεται σε συνήεις σφαιρικές αρμονικές με τον ίδιο τρόπο με ένα
αμτό πεδίο όπς το Θ. Θα αφιερώσουμε τις επόμενες ενότητες ια τη
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συζήτηση του αναπτύματος σε σφαιρικές αρμονικές του τανυστικού πεδίου
πόσης.

Σήμα 11.3: h

11.3 Κασσικό Ημιμονορματικό Επίπεδο κύμα

Είδαμε ότι κασσικά, ένα μονορματικό επίπεδ’κύμα είναι ανακαστικά
πήρς πομένο (I2 = Q2 + U2 + V 2). Ωστώσ στη φύση συναντάμε μη
πομένη και μερικώς πομένη ακτινοοία. Παρόο που αυτό μπορεί να
ίνει κατανοητό από την καντική φύση της ακτινοοίας, μπορούμε επίσης να
παρατηρήσουμε ότι το μονορμαικό κύμα (μιας καά ορισμένης συνότητας)
είναι μια εξιδανίκευση. Για παράδειμα, το CMB έει φάσμα μέανος σώματος,
και οι ανινευτές του CMB είναι ευαίσητοι σε μια περιοή συνοτήτν ∆ν.

Μπορούμε να πάρουμε μερικώς πομένη ή μη πομένη ακτινοοία από
μια επαηία πομένν κυμάτν. Το ηεκτρικό πεδίο (στο x⃗ = 0) δίνεται
από

E⃗ = Re
[
(Exêx + Eyêy)e

−iωt] (11.20)

όπου το μιαδικό πάτος E⃗ = E⃗(t),

Ex =Ex(t) = ax(t)e
iax(t)

Ey =Ey(t) = ay(t)e
iay(t)

(11.21)
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μεταάεται αρά με το ρόνο.

Ορίζουμε τις παραμέτρους Stokes σε ρονικά μέσους όρους

I ≡ ⟨|Ex|2⟩+ ⟨|Ey|2⟩ = ⟨a2x⟩+ ⟨a2y⟩
Q ≡ ⟨|Ex|2⟩ − ⟨|Ey|2⟩ = ⟨a2x⟩ − ⟨a2y⟩
U ≡ ⟨ExE∗

y⟩+ ⟨EyE∗
x⟩ = 2Re⟨ExE∗

y⟩ = 2⟨axay cos a⟩
V ≡ i⟨ExE∗

y⟩ − i⟨EyE∗
x⟩ = 2Im⟨ExE∗

y⟩ = 2⟨axay sin a⟩

(11.22)

όπου a(t) = ay(t)− ax(t) και είναι 0 ≤ Q2 + U2 + V 2 ≤ I2 και πήρς μη
πομένη ακτινοοία (Q = U = V = 0) είναι πέον δυνατή. Μπορούμε
επίσης να ορίσουμε τον τανυστή συνοής

Cij ≡⟨EiE∗
j ⟩ = ⟨aiajei(ai−aj)⟩

=

[
⟨a2x⟩ ⟨axaye−ia⟩

⟨ayaxeia⟩ ⟨a2y⟩

]
=

[
⟨ExE∗

x⟩ ⟨ExE∗
y⟩

⟨EyE∗
x⟩ ⟨EyE∗

y⟩

]

=
1

2

[
I +Q U − iV

U + iV I −Q

] (11.23)

ο οποίος είναι ερμητιανός, C∗
ij = Cji, με I = TrC. Μπορεί να ραφεί και

συναρτήσει τν πικάνν Pauli 28 ς

C =
1

2

(
I1 +Qσ3 + Uσ1 + V σ2

)
(11.24)

Αντί ια I και Q είναι μερικές φορές προτημιταίο να ρησημοποιούμε

Ix ≡
1

2

(
I +Q

)
και Iy ≡

1

2

(
I −Q

)
(11.25)

Αφού C = ⟨E⃗ ⊗ E⃗∗⟩ (όπου με ⊗ συμοίζουμε τανυστικό ινόμενο),
μετασηματίζεται ςτανυστής 2ης τάξης

Ci′j′ ≡
1

2

[
I

′
+Q

′
U

′ − iV
′

U
′
+ iV

′
I

′ −Q
′

]
= Ri

′
kRj

′
lCkl

=
1

2

[
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

][
I +Q U − iV

U + iV I −Q

][
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

] (11.26)

28σ1 =

(
1

1

)
, σ2 =

(
−i

i

)
, σ3 =

(
1

−1

)
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 12
Σφαιρικό Αρμονικό ανάπτυμα του Πεδίου Πόσης

12.1 Σφαιρικό Αρμονικό ανάπτυμα του Πεδίου
Πόσης

Η εξάρτηση από την κατεύυνση της ραμμικής πόσης αναπαρίσταται από
ενα 2ης τάξης τανυστικό πεδίο στη σφαίρα του μοναδιαίου διανύσματος

Pâb̂(n̂) =
1

2

[
Q(n̂) U(n̂)

U(n̂) −Q(n̂)

]
(12.1)

Τα ανύσματα â και b̂, μας υμίζουν ότι στην εξίσση 12.1 οι συνιστώσες
στον τανυστή δίνονται σε μια οροκανονική άση, το ζεύος τν μαναδιαίν
διανυσμάτν οροώνιν στο n⃗, ς προς το οποίο οι παράμετροι Stokes είναι
ορισμένοι.
Ο ραμμικός τανυστής πόσης Pâb̂ είναι πραματικός, συμμετρικός και άινος
και επομένς έει μόνο δύο ανεξάρτητες συνιστώσες.
Το άνυσμα κατεύυνσης n̂ μπορεί να παραστά

• Τη διεύυνση της ορμής του φτονίου, n̂ = n̂photon, q⃗ = qn̂, ή

• τη διεύυνση παρατηρησης n̂ = n̂obs

Η παρακώτ ανάυση ταιριάζει εξίσου καά και με τις δύο προσείσεις.
Εφαρμόζουμε την προσέιση 1) όταν συζητάμε την εξέηξη του CMB από το
νεαρό σύμπαν και παίρνουμε την εξίσση Boltzmann από αυτήν. Εφαρμόζουμε
την προσέιση 2) όταν περιράφουμε τρινές παρατηρίσεις και την ανάυσή
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τους. Όταν πάρουμε τη σέση μεταξύ τν 1) και 2) πρέπει να άουμε υπόψην
μας ότι.

n̂ods = −n̂photon(εδώ και τώρα) (12.2)
π. πρέπει να αντιστρέψουμε τη σφαίρα. Η ανάυση αυτή ίνεται σε επόμενο
κεφάαιο (L). Θα ρησιμοποιήσουμε συνήεις σφαιρικές συντεταμένες θ, ϕ
στη σφαίρα, ετσι ώστε

n̂ = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ) = (nx, ny, nz) (12.3)

Να παρατηρήσουμε ότι υπάρουν ποά διαφορετικά σφαιρικά συστήματα
συντεταμένν ια τη σφαίρα, που αντιστοιούν σε διαφορετικούς
προσανατοισμούς τν (οροώνιν) x,y και z αξόνν. Μπορεί ο καένας
να προκύψει από περιστροφή κάποιου άου. Να προσέξουμε επίσης ότι το
n̂ αναπαραστά ένα διάνυσμα κατεύυνσης, το οποίο είναι ανεξάρτητο από το
σύστημα συντεταμένν: ένα δεδομένο διάνυσμα κατεύυνσης έει συνιστώσες
(nx, ny, nz) = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cosϕ) σε ένα θ, ϕ σύστημα συντεταμένν
και άες συντεταμένες (nx′ , ny′ , nz′ ) = (sin θ′ cosϕ, sin θ′ sinϕ′

, cosϕ′
) σε ένα

άο θ′
, ϕ

′ σύστημα.

Οι συνιστώσεις του Pâb̂ και όμοια οι παράμετροι Stokes Q,U ια μια
δεδομένη κατεύυνση n̂ αάζουμ, όταν αάζουμε από ένα σφαικό σύστημα
συντεταμένν σε ένα άο. Σε μια ααή συστήματος συντεταμένν
θ, ϕ → θ

′
, ϕ

′ , τα τοπικά μοναδιαία ανύσματα θ̂, ϕ̂ στο n̂ περιστρέφονται κατά
μια νία ψ (διαφορετική α διαφορετικό n̂)

⇒
Q

′
=Q cos 2ψ + U sin 2ψ

U
′
=−Q sin 2ψ + U cos 2ψ

(12.4)

Συνεπώς ο διαρισμός του πεδίου πόσης σε Q και U δεν είναι φυσικής
σημασίας. Παρόα αυτά, προκύπτει ότι το πεδίο ραμμικής πόσης στη
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σφαίρα μπορεί μα ρισεί σε δύο μέρη με ένα τρόπο ανεξάρτητο από το
σύστημα συντεταμένν και ότι η φυσική στα μέρη σημεία είναι διαφορετική.
Ο διαρισμός αυτός είναι ανάοος με το διαρισμό ενός διανυσματικού
πεδίου σε κομμάτι μηδενικής απόκισης και κομμάτι μηδενικού στροιισμού.
Τα δύο μέρη καούνται E-mode (ή G-mode,”gradient”) και B-mode (ή
C-mode, ”curl”) πόση.

Αναπαραστούμε αυτό το διαρισμό πρώτα ρησιμοποιώντας την ”flat-sky
προσέιση”, π ανοώντας την καμπυότητα της σφαίρας.

12.2 Flat-Sky προσέιση

Θερούμε μόνο ένα μικρό τμήμα της σφαίρας (ή του ουρανού, εαν σκεφτόμαστε
από την προσέιση του παρατηρητή (2)), όπου μπορούμε να ανοήσουμε
την καμπυότητα: Χρησημοποιούμε Ευκείδια εμετρία και εισάουμε
καρτεσιανές συντεταμένες x και y.
Τώρα

Pab(x, y) =
1

2

[
Q U

U −Q

]
=

[
Pxx Pxy
Pyx Pyy

]
=

[
Pxx Pxy
Pxx −Pxx

]
(12.5)

Μπορούμε να εισάουμε ενα διανυσματικό πεδίο wa σετιζόμενο με το πεδίο
πόσης Pab, μέσ της απόκισής του

wa ≡ P ab
,a = P ba

,b (12.6)

(δεν παίζει ρόο εάν κάποιος δείκτης είναι πάν ή κάτ, αφού ρησιμοποιούμε
καρτεσιανές συντεταμένες). Εαν εφαρμόσουμε έναν μετασηματισμό Fourier
σερ αυτό το 2-d επίπεδο κύμα, η απόκιση ίνεται

wa = ikbP
ab, ή (12.7)[

wx

wy

]
=

[
ikxP

xx + ikyP
xy

ikxP
yx + ikyP

yy

]
=

[
ikxP

xx + ikyP
xy

ikxP
xy − ikyP

xx

]
= i

[
kx ky
−ky kx

]
[P xxP xy]

(12.8)
Μπορούμε τώρα να αντιστρέψουμε αυτή τη σέση πινάκν:[

P xx

P xy

]
= −i

[
kx ky
−ky kx

]−1 [
wx

wy

]
=

−i
k2x + k2y

[
kx −ky
ky kx

][
wx

wy

]
(12.9)
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Επομένς ο τανυστής του πεδίου πόσης αρακτηρίζεται από αυτό το
διανυσματικό πεδίο (με απροσδιοριστία μιας σταεράς, που αντιστοιεί στην
k⃗ = (kx, ky) = 0). Για να εκφράσουμε την 12.9 ς παράο στo x⃗-ώρο,
πρέπει αν απααούμε από το k2 ≡ k2x + k2y. Επομένς ορίζουμε ένα νέο
τανυστικό πεδίο V⃗ στο ώρο Fourier ς

V a =
2

k2
wa (12.10)

Στο x⃗-ώρο αυτό αντιστοιεί στo να ύσουμε το πεδίο V⃗ από την εξίσση

∇2V⃗ = −2w⃗ (12.11)

Πέρα από το w⃗, ύση εξαρτάται από τη συνοριακή συνιήκη. Το να
ρησιμοποιήσουμε ανάπτυμα Fourier ισοδυναμεί με το να υποέσουμε
περιοδικές συνοριακές συνήκες. (Όταν επιστρέψουμε στη σφαίρα, δεν
υπάρουν συνορα. Επίσης, ένα σταερό μη μηδενικό ραμμικό πεδίο πόσης
στη σφαίρα δεν είναι δυνατό, αφού οδηεί ανακαστικά σε μια σνμαία σε ένα
σημείο.)

Η εξ. 12.9 ίνεται[
P xx

P xy

]
= − i

2

[
kx −ky
ky kx

][
vx

vy

]
=

1

2

[
−ikx +iky
−iky −ikx

][
vx

vy

]
(12.12)

Επιστρέφοντας στον x⃗−ώρο, έουμε

P xx = −P yy = −1
2
∂xv

x + 1
2
∂yv

y

P xy = −P yx = −1
2
∂yv

x − 1
2
∂xv

y
(12.13)

Ένα διανυσματικό πεδίο, όπς έουμε ξανααναφέρει, μπορεί να ρισεί σε
ένα κομάτι ρία απόκιση και ένα ρίς στροιισμό. Για ένα 3-διάστατο
διανυσματικό πεδίο αυτό μπορεί να ραφεί ς

V⃗ = − ∇A︸︷︷︸
αμτή
διαταραή

+ ∇× B⃗︸ ︷︷ ︸
διανυσματική
διαταραή

ή
Vx = −∂xA+ ∂yBz − ∂zBy

Vy = −∂yA+ ∂zBx − ∂xBz

Vz = −∂zA+ ∂xBy − ∂yBx

(12.14)

Και μπορούμε να το αναάουμε στην 2-διάστατη περίπτση, απαιτόντας Vz =
0, και ερόντας ομοένεια στην z-διεύυνση ⇒ ∂z = 0. Από αυτό έπεται

Vx =− ∂xA+ ∂yBz

Vy =− ∂yA− ∂xBz

(12.15)
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Μπορούμε να έμε από εδ και πέρα B ≡ Bz. Ένα 2-διάστατο διάνυσμα
επομένς καορίζεται από ένα αμτό δυναμικό A και ένα ψευτοαμτό
δυναμικό B. Το B είναι ψευδοαμτό, αφού αάζει πρόσημο σε ένα
μετασηματισμό ομοτιμίας, π (x′

= −x, y′
= y) ή (x′

= y, y
′
= x) και αφού

αυτό απαιτεί z′
= −z ⇒ Bz′ = −Bz ια (x, y, z) προκειμένου το σύστημα

συντεταμένν να παραμείνει δεξιόστροφο.

Συνδιάζοντας τις 12.13 και 12.15 παίρνουμε

P xx = −P yy = +1
2
(∂x∂xA− ∂x∂yB − ∂y∂yA− ∂y∂xB)

P xy = −P yx = +1
2
(∂y∂xA− ∂y∂yB − ∂x∂yA− ∂x∂xB)

(12.16)

Χρησιμοποιώντας τον Levi-Civita τανυστή, του οποίου οι συνιστώσες σε ένα
δεξιόστροφο Καρτεσιανό σύστημα συντεταμένν είναι

ϵab =

[
1

−1

]
(12.17)

μπορούμε να ράψουμε την 12.16 ς μια μοναδική τανυστική εξίσση

Pab = A,ab −
1

2
δA,cc +

1

2
(ϵcbB,ac + ϵcaB,bc) (12.18)

Το οποίο ρίζει το τανυστικό πεδίο πόσης σε δύο μέρη με τρόπο ανεξάρτητο
από το στημα συντεταμένν:

• Το κομμάτι που δίνεται από το αμτό πεδίο A, το οποίο ονομάζεται
E-mode, ή το κομμάτι της απόκισης

• Το κομάτι που δίνεται από το ψευδοαμτό πεδίο B, το οποίο καείται
B-mode, ή κομμάτι απόκισης.

12.3 Γεμετρία της σφαίρας

Επιστρέφουμε τώρα στην πήρη σφαίρα, της οποίας και η εμετρία
περιράφεται από τη μετρική

ds2 = dθ2 + sin2 θdϕ2 gab =

θ ϕ[ ]
1 0
0 sin2 θ

(12.19)
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Σε αυτές τις συντεταμένες τα σύμοα Christoffel είναι

Γθϕϕ = − sin θ cos θ
Γϕθϕ = Γϕϕθ = cot θ

(12.20)

Και επίσης έουμε
g =det g = sin2 θ

√
g = sin θ (12.21)

Αφού η μετρική είναι διαώνια (το σφαιρικό σύστημα συντεταμένν είναι
οροώνιο), είναι εύκοο να πάμε από την προηούμενη άση, σε αυτή την
οροκανονική άση

Pab =
√
gaa

√
gbb Pâb̂ =

1

2

[
Q sin θU

sin θU − sin2 θQ

]
(12.22)

Ο αντισυμμετρικός Levi-Civita τανυστής ίνεται

ϵab =
√
gaa

√
gbb ϵâb̂ = sin θ

[
1

−1

]
(12.23)

Μπορούμε τώρα να ενικεύσουμε το αποτέεσμα 12.18 της flat-sky ανάυσης
στην καμπύη ποαπότητα της 2-σφαίρας:

Pab = A;ab −
1

2
gabA

;c
;c +

1

2
(ϵcbB;ac + ϵcaB;bc) (12.24)

όπου εδώ

ϵcb = gcaϵab =

[
1 0

0 1
sin2 θ

][
0 sin2 θ

− sin θ 0

]
=

[
0 sin θ

− 1
sin2 θ 0

]
29 (12.25)

12.4 Τανυστικές Σφαιρικές Αρμονικές

Αφού τα A και B είναι αμτά πεδία (εφόσον δεν κάνουμε μετασηματισμούς
ομοτιμίας, μπορούμε να αντημετοπίσουμε το B σαν αμτό. Στροφές
του συστήματος συντεταμένν θ, ϕ → θ

′
ϕ

′ είναι εντάξη), μπορούμε να τα
αναπτύξουμε σε σφαιρικές αρμονικές, με το συνήη τρόπο:

A(θ, ϕ) =
∑

almY
m
l (θ, ϕ)

B(θ, ϕ) =
∑

blmY
m
l (θ, ϕ)

(12.26)

29Βέπε [37] Appendix A
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και οι συντεεστές του αναπτύματος μετασηματίζονται όπς

alm =
∑
m′

Dl
mm′ (a, β, γ)a

′

lm′

blm =
∑
m′

Dl
mm

′ (a, β, γ)b
′

lm
′

(12.27)

σε μια στροφή του συστήματος συντεταμένν. Εδώ τα a, β, γ είναι οι
νίες Euler της θ, ϕ → θ

′
ϕ

′ στροφής. Η 12.27 δείνει τον αντίστροφο
μετασηματισμό τν alm, blm. Χρησιμοποιώντας την 12.26 και την 12.25
μπορούμε τώρα να ράψουμε το πεδίο πόσης ς

Pab(θ, ϕ) =
∑
lm

alm

(
Y m
l;ab −

1

2
gabY

m;c
;c

)
︸ ︷︷ ︸

≡ 1
Nl
Y G
(lm)ab

+
∑
lm

blm
1

2

(
ϵcbY

m
l;ac + ϵcaY

m
l;bc

)
︸ ︷︷ ︸

≡ 1
Nl
Y C
(lm)ab

=
∑
lm

aGlmY
G
(lm)ab +

∑
lm

aClmY
C
(lm)ab

(12.28)

όπου έουμε ορίσει τις τανυστικές σφαιρικές αρμονικές

Y G
(lm)ab ≡ Nl

(
Y m
l;ab −

1

2
gabY

m;c
l;c

)
Y c
(lm)ab ≡

1

2
Nl

(
ϵcbY

m
l;ac + ϵcaY

m
l;bc

) (12.29)

όπου

Nl ≡

√
2(l − 2)!

(l + 2)!
(12.30)

είναι ο συντεεστής κανονικοποίησης, και επίσης μόις ορίσαμε

aGlm =
1

Nl

alm και aClm =
1

Nl

blm. (12.31)

Εδώ το Y m
l;ab είναι η δεύτερη συναοίτη παράος της συνήους (αμτής)

σφαιρικής αρμονικής Y m
l .

Y m
l;ab =

(
Y m
l,a

)
;b
= Y m

l,ab − ΓcbaY
m
l,c = Y m

l;ba (12.32)

Χρησιμοποιώντας τα σύμοα Christoffel από την 12.20,

Y m
l,θθ =Y

m
l,θθ

Y m
l,θϕ =Y

m
l,θϕ − cot θY m

l,ϕ

Y m
l,ϕϕ =Y m

l,ϕϕ + sin θ cos θY m
l,θ

Y m;c
l;c =gcbY m

l;bc = Y m
l;θθ +

1

sin2 θ
Y m
l;ϕϕ

(12.33)
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• Τι έουμε ια l = 0 και l = 1? Η εξ.12.30 δίνει 0 = 1 = 0. Επίσης

Y m
l;ab −

1

2
gabY

m;c
l;c = ϵcbY

m
l;ac + ϵcaY

m
l;bc = 0 ια l = 0, 1 (12.34)

Οι τανυστικές σφαιρικές αρμονικές είναι οροκανονικές∫
dΩY G∗

(lm)ab(θ, ϕ)Y
G ab
l′m′ (θ, ϕ) =

∫
Y C∗
(lm)ab(θ, ϕ)Y

C ab
l′m′ (θ, ϕ) = δll′δmm′∫

dΩY G∗
(lm)ab(θ, ϕ)Y

C ab
(l′m′ )

(θ, ϕ) =0

(12.35)
έτσι ώστε

aGlm =

∫
dΩPab(θ, ϕ)Y

G ab∗
(lm) (θ, ϕ)

aClm =

∫
dΩPab(θ, ϕ)Y

C ab∗
(lm) (θ, ϕ)

(12.36)

Αυτό σημαίνει ότι οι μονοποικές και διποικές συνιστώσες τν αμτών
και ψευδοαμτών δυναμικών A(n̂) και B(n̂) δεν συνεισφέρουν στην πόση
Pab(n̂) και από σσύμαση, τα ερούμε μηδέν.
Επομένς τα aGlm, aClm, Y G

(lm)ab, Y
C
(lm)ab ξεκινάνε από l = 2, και

Pab(θ, ϕ) =
∞∑
l=2

l∑
m=−l

aGlmY
G
(lm)ab +

∞∑
l=2

l∑
m=−l

aClmY
C
(lm)ab (12.37)

Από τις 12.27 και 12.31 έπεται ότι οι πουποικοί συντεεστές aGlm και aClm
μετασηματίζονται με το συνήη τρόπο

a
G/C
lm =

∑
m

′

Dl
mm

′ (a, β, γ)a
G

′
/C

′

lm
′ (12.38)

σε ένα περιστρεφόμενο σύστημα συντεταμένν.
Μπορεί να φαίνεται ότι έουμε αυξήσει κατά πού το πήος τν συνιστσών
τν σφαιρικών αρμονικών, με όους αυτούς τους δείκτες G,C και ab =
θθ, θϕ, ϕθ, ϕϕ. Για την ακρίεια, υπάρουν μονάα δύο ανεξάρτητες
συνιστώσες. Πρώτα από όα, οι Y G

(lm)ab, Y
C
(lm)ab είναι άινοι και συμμετρικοί

εκ κατασκευής, άρα κάε ένας εξ αυτών έει δύο ανεξάρτητες συνιστώσες.
Επιπέον, οι συνιστώσες τν Y G

(lm) και Y C
(lm) σετίζονται ο ένας με τον άο,

και μπορούμε να τους ράψουμε ς

Y G
(lm)ab =

Nl

2

[
Wlm Xlm sin θ

Xlm sin θ −Wlm sin2 θ

]
Y C
(lm)ab =

Nl

2

[
−Xm Wlm sin θ

Wlm sin θ Xlm sin2 θ

]
(12.39)
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όπου οι δύο ανεξάρτητες συναρτήσεις είναι

Wlm ≡Ylm;θθ −
1

sin2 θ
= ∂2θYlm − 1

sin2 θ
partial2ϕYlm − cos θ

sin θ ∂θYlm

=(∂2θ − cot θ∂θ +
m2

sin2 θ
)Ylm = l(l + 1)Ylm + 2∂2θYlm

Xlm ≡ 2

sin θYlm;θϕ =
2

sin θ∂θ∂ϕYlm − 2 cos θ
sin2 θ

∂ϕYlm =
2im

sin θ (∂θ − cot θ)Ylm
(12.40)

όπου ρησιμοποιήσαμε τις ιδιότητες τν σφαιρικών αρμονικών

L̂zYlm ≡− i∂ϕYlm = mYlm

L̂2Ylm ≡−
{

1

sin2 θ

∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

}
Ylm

=− cot ∂θYlm − ∂2θYlm − 1

sinθ
∂2ϕYlm = l(l + 1)Ylm

(12.41)

όπου L̂z και L̂2 είναι οι τεεστές στροφορμής.
Να παρατηρήσουμε ότι στην οροκανονική άση

Pâb̂(θ, ϕ) =
1

2

[
Q U

U −Q

]
=
∑
lm

aGlmY
G
(lm)âb̂

+
∑
lm

aClmY
C
(lm)âb̂

, (12.42)

όπου

Y G
(lm)âb̂

≡ Nl

2

[
Wlm Xlm

Xlm −Wlm

]
Y C
(lm)âb̂

≡ Nl

2

[
−Xlm Wlm

Wlm Xlm

]
(12.43)

Για τις παραμέτρους Stokes έουμε

Q =
∑
lm

aGlmNlWlm −
∑
lm

aClmNlXlm

U =
∑
lm

aGlmNlXlm +
∑
lm

aCNlWlm

(12.44)

12.5 Ιδιότητες τν Τανυστικών Σφαιρικών
Αρμονικών

Οι αμτές σφαιρικές αρμονικές είναι

Y m
l (θ, ϕ) = (−1)m

√
2l + 1

4π

√
(l − 1)!

(l +m)!
Pm
l (cos θ)eimϕ (12.45)
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όπου οι σετικές συναρτήσεις Legendre Pm
l (cos θ) είναι πραματικές και

P−m
l = (−1)m

(l − 1)!

(l +m)!
Pm
l (12.46)

⇒ Y −m
l =(−1)−m

√
2l + 1

4π

√
(l − 1)!

(l +m)!
P−m
l e−imϕ

=

√
2l + 1

4π

√
(l − 1)!

(l +m)!
Pm
l e

−iml = (−1)mY m∗
l

(12.47)

Από αυτό έπεται επίσης (ρησιμοποιώντας τις 12.29 και 12.39)

Y
G/C
(l,−m)ab =(−1)mY

G/C∗
(lm)ab

Wl,−m =(−1)mW ∗
lm

Xl,−m =(−1)mX∗
lm

(12.48)

Από την 12.39 μπορούμε να υποοίσουμε τα Wlm και Xlm σε όρους τν
Pm
l (cos θ)

Wlm(θ, ϕ) =l(l + 1)Y m
l + 2∂2θY

m
l = · · · = (−1)m2

√
2l + 1

4π

√
(l −m)!

(l +m)!
G+
lm(cos θ)eimϕ

−iXlm(θ, ϕ) =
2m

sin θ (∂θ − cot θ)Y m
l = · · · = (−1)m2

√
2l + 1

4π

√
(l −m)!

(l +m)!
G−
lm(cos θ)eimϕ

(12.49)
όπου οι

G+
lm(cos θ) ≡−

[
l −m2

sin2 θ
+

1

2
l(l − 1)

]
Pm
l (cos θ) + (l +m)

cos θ
sin2 θ

Pm
l−1(cos θ)

G−
lm(cos θ) ≡

m

sin2 θ

[
(l − 1) cos θPm

l (cos θ)− (l +m)Pm
l−1(cos θ)

]
(12.50)

είναι πραματικές.
Παραπάν ρησιμοποιήσαμε την εξίσση Legendre

1

sin θ
d

dθ

(
sin θ d

dθ
Pm
l (cos θ)

)
+

[
l(l + 1)− m2

sin2 θ

]
Pm
l (cos θ) = 0

d2

dθ2
Pm
l (cos θ) = x

dPm
l

dx
+

m2

1− x2
Pm
l − l(l + 1)Pm

l όπου x = cos θ
(12.51)
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και η αναδρομική σέση

(x2 − 1)
d

dx
Pm
l = lxPm

l − (l +m)Pm
l−1 (12.52)

Βέπουμε ότι η ϕ−εξάρτηση τν Wlm, Xlm, Y
G
lm, Y

C
lm είναι τετρημένη, eimϕ, και

ότι ια m = 0: το Wl0 είναι πραματικό και το Xl0 είναι φανταστηκό.

Αντίποδες

Οι δύο αντίετες μεταξύ τους κατευύνσεις n̂ και −n̂ έουν συντεταμένες
n̂ = (θ, ϕ) και −n̂ = (θ−, ϕ−) = (π − θ, ϕ+ π)

⇒ x− = cos θ− = − cos θ = −x
eimϕ

−
= eimπeimϕ = (−1)meimϕ

Η ομοτιμία της σετικής εξίσσης Legendre είναι

Pm
l (−x) = (−1)l+mPm

l (x) (12.53)

∴ Y m
l (−n̂) = (−1)m(−1)l+mY m

l (n̂) = (−1)lY m
l (n̂) (12.54)

Από τον ορισμό τν G±
lm, Εξ.12.50, παίρνουμε

G±
lm(−x) = ±(−1)l+mG±

lm(x) ⇒
Wm
l (−n̂) =(−1)lWm

l (n̂)

Xm
l (−n̂) =(−1)lXm

l (n̂)
(12.55)
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Ανάκαση Βορά-Νότου

Εάν απά εφαρμόσουμε μια ανάκαση

θ → ϕ− θ ⇒ cos θ → − cos θ

αά κρατήσουμε το ϕ ίδιο, δεν παίρνουμε τον παράοντα eimπ = (−1)m, και
έουμε τα αποτεέσματα

Y m
l (π − θ, ϕ) =(−1)l+mY m

l (θ, ϕ)

Wm
l (π − θ, ϕ) =(−1)l+mWm

l (θ, ϕ)

Xm
l (π − θ, ϕ) =(−1)l+mXm

l (θ, ϕ)

(12.56)

Βόριοι και Νότιοι Πόοι

Ο όρειος και ο νότιος πόος (NP και SP) του θ, ϕ συστήματος συντεταμένν
αντιστοιεί στα θ = 0, π.

x = cos θ = +1,−1

Η ϕ συντεταμένη είναι πειονότιμη σε αυτά τα σημείο (όες οι τιμές του ϕ
αντιστοιούν στο ίδιο σημείο).
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Οι Pm
l (x) έουν τις τιμές

Pm
l (±1) =0 ια m ̸= 0

Pl(1) =1 και Pl(−1) = (−1)l
(12.57)

από αυτό παίρνουμε

Y m
l (NP ) =

√
2l + 1

4π
δm0

Y m
l (SP ) =(−1)l

√
2l + 1

4π
δm0

(12.58)

Τα G±
lm(±1) είναι πιο δύσκοο να τα εξάουμε, αφού από τις 12.50 και 12.57

απά παίρνουμε 0
0

ή ∞ − ∞, καώς sin θ = 0 στους πόους. Για να τα
υποοίσουμε, ρειάζεται να πάρουμε το όριο θ → 0, π.

⋆ ⋆ ⋆

Pm
l (cos θ) ∼ (−1)m

2mm!

(l +m)!

(l −m)!
θm ια m > 0

και καώςθ → 0

Pl(cos θ) ∼ 1− 1

4
l(l + 1)θ2

(12.59)

Χρησιμοποιώντας την 12.50 παίρνουμε ια m ≥ 0, ότι

G±
l2(1) =

1

4

(l + 2)!

(l − 2)!
⇒

Wl2(0, ϕ) =
1

Nl

√
2l + 1

8π
ei2ϕ

Xl2(0, ϕ) =
i

Nl

√
2l + 1

8π
ei2ϕ

(12.60)

⋆ ⋆ ⋆

Wm
l (0, ϕ) =

1

Nl

√
2l + 1

8π

(
δm2e

i2ϕ + δm,−2e
−i2ϕ)

Xm
l (0, ϕ) =

i

Nl

√
2l + 1

8π

(
δm2e

i2ϕ − δm,−2e
−i2ϕ) (12.61)
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12.6 Ανάπτυμα Fourier και ανάπτυμα σε
Σφαιρικές Αρμονικές

Η συνάρτηση φτεινότητας Θ(η, x⃗, n̂) εξαρτάται και από την έση (x⃗) και από
την κατεύυνση (n̂). Αναπτύσουμε κατά Fourier ς προς το τη έση

Θ(η, x⃗, n̂) =
∑
k⃗

Θ(η, k⃗, n̂)eik⃗·x⃗ (12.62)

Η εξίσση φτεινότητας ίνεται

∂Θ

∂η
= −in̂ · k⃗ Θ− 1

2
h

′

ijn
inj − h

′

0in
i +

1

2
in̂ · k⃗h00 (12.63)

ια Θ(θ, k⃗, n̂). Αναπτύσσουμε στη συνέεια την εξάρτηση από την κατεύυνση
(n̂) του Θ(θ, k⃗, n̂) σε σφαιρικές αρμονικές.

Θ(θ, k⃗, n̂) =
∑
lm

alm(η, k⃗)Y
m
l (n̂) (12.64)

Για το ανάπτυμα σε σφαιρικές αρμονικές προκύπτει ότι είναι οικό να
επιέξουμε τον άξονα z παράηο στο κύμα k⃗ του αναπτύματος Fourier:
ẑ||⃗k.
Είναι απούστερο να σκεφτούμε ότι επιέουμε έναν μόνο όρο του
αναπτύματος Fourier k⃗ και στη συνέεια διαέουμε το προσανατοισμό τν
n’s ώστε

Θ(η, x⃗, n̂) = Θ(η, n̂)eik⃗·x⃗ = Θ(η, n̂)eikz (12.65)
και

∂θ

∂η
= −ikn3θ −

1

2
h

′
ninj − h

′

0in
i +

1

2
ikn3h00 (12.66)

Για μεοντική ευκοία εισάουμε έναν όρο il
√

2l+1
4π

στους συντεεστές τν
σφαιρικών αρμονικών και ορίζουμε

Θm
l ≡ il

√
2l + 1

4π
alm ≡ il

√
2l + 1

4π
alm

∫
dΩY m∗

l (n̂)Θ(η, n̂) (12.67)

Θα κάνουμε τώρα ένα ανάπτυμα της 12.66 σε σφαιρικές αρμονικές ξεριστά
ια ερυρομετατόπιση (12.7) και free streaming (L).
Ιδιότητες τν σφαιρικών αρμονικών m

l (n̂) = Y m
l (θ, ϕ) συζητούνται στο (I).

Παρατηρούμε από την 12.65 ότι η Θ(η, x⃗, n̂) είναι πραματική ⇒ Θ(η,−k⃗, n̂) =
Θ(η, k⃗, n̂)∗. Κια αφού η Θ(η, x⃗, n̂) είναι μιαδική, δεν υπάρει πρόσετος
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περιορισμός στους συντεεστές του αναπτύματός του θlm.
Θα μπορούσαμε να είαμε ορίσει τις ”μη κανπνικοποιημένες σφαιρικές
αρμονικές”

Ỹ m
l (n̂) ≡ (−i)l

√
4π

2l + 1
Y m
l (n̂) = (−i)l(−i)m

√
(l −m)!

(l +m)!
Pm
l (cos θ)eimϕ

(12.68)
Ποές εξισώσεις είναι απούστερες ια το Ỹ m

l (n̂) παρά ια το m
l (n̂), αά η

σέση ορονιότητας είναι∫
dΩỸ m

l (n̂)∗Ỹ m
′

l′
(n̂) =

4π

2l + 1
δl

′

l δ
m

′

m . (12.69)

Το πουποικό ανάπτυμα της συνάρτηση φτεινότητας τώρα είναι

Θ(η, n̂) =
∑

Θm
l (η)Ỹ

m
l (n̂)

Θm
l (η) =

2l + 1

4π

∫
dΩỸ m∗

l (n̂)Θ(η, n̂)
(12.70)

Για το m = 0 έουμε Το πουποικό ανάπτυμα της συνάρτηση φτεινότητας
τώρα είναι

Ỹ 0
l (n̂) =(−i)lPl(cos θ)

Θ0
l (η) =

2l + 1

4π
il
∫
dΩPl(cos θ)Θ(η, n̂)

=(2l + 1)il
∫ 1

−1

d cos θ
2

Pl(cos θ)Θ(η, n̂)

(12.71)

Η ανισοτροποία Θ(n̂) είναι ίδια σε κάε x⃗ εκτός του ότι διαμορφώνεται από
επίπεδο κύμα eik⃗·x⃗
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Μέρος V

Κοσμοοικές διαταραές και η
καταραφή τους στο CMB
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12.7 Δημιουρία ανισοτροποιών στο CMB από
διαταραές της μετρικής

Εξετάζουμε τώρα το κομμάτι της ερυρομετατόπισης της συνάρτησης
φτεινότητας 12.66:

∂θ

∂η
= −1

2
h

′

ijn
inj − h

′

0in
i +

1

2
ikn3h00 (12.72)

Αυτή μας έει πς οι διαταραές της μετρικής επιρρεάζουν την εξίσση
φτεινότητας. Εξετάζουμε τις αμτές, διανυσματικές και τανυστικές
διαταραές ξεριστά.

12.7.1 Βαμτές διαταραές

Επιέουμε Νευτώνεια αμίδα⇒ hij = −2ψδij, h0i = 0, h00=−2Φ. Η 12.72
ίνεται

∂Θ

∂η
= +ψ

′ − ikn3ϕ = ψ
′√

4πY 0
0 (n̂)− ikϕ

√
4π

3
Y 0
1 (n̂) (12.73)

Για τoυς πουποικούς συντεεστές έουμε

a
′

lm =

∫
dΩY m∗

l (n̂)
∂Θ

∂η
= ψ

′√
4πδ0l δ

0
m − ikϕ

√
4π

3
δ1l δ

0
m

⇒ Θm′

l =il
√

2l + 1

4π
a

′

lm = ψ
′
δ0l δ

0
m + kϕδ1l δ

0
m

(12.74)

Άρα ια τους διαφορετικούς ποιποικούς συντεεστές έουμε

Θ0′

0 =ψ
′

Θ0′

1 =kψ
(12.75)

ενώ όες οι άες συνειστώσες είναι μηδενικές και άρα δεν έουμε συνεισφορές
σε αυτές.

Η 12.75 αντιστοιεί σε δ1γ = 4ψ
′
, v

′
γ = kϕ στην περιραφή του τανυστή

ενέρειας ορμής. Η πρώτη από αυτές αντιστοιεί στην ααή της ενερειακής
πυκνότητας τν φτονίν ό πρόσετης της διαστοής του ψ′. Η δεύτερη
εκφράζει την επίδραση της απόκισηε του αρυτικύ δυναμικού kϕ στα φτόνια.
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12.7.2 Διανυσματικές Διαταραές

Για διανυσματικές διαταραές

ηµν =

[
0 −Bi

−Bi 2Eν
ij

]
=


0 −B1 −B2 0

−B1 −iE1

−B2 −iE2

0 −iE1 −iE2 0

 (12.76)

Ο μετασηματισμός αμίδας είναι (σε συμφνία με όσα είπαμε στο Κεφ. 6.2)
B̃i = Bi + ξi

′ και Ẽi = Ei + kξi (12.77)
Επιέουμε αμίδα όπου Ei = 0 (παίρνοντας ξi = − 1

k
Ei)

⇒ h00 = hij = 0, h0i = −Bi (12.78)
Η 12.72 ίνεται

∂Θ

∂η
=B

′

ini = n1B
′

1 + n2B
′

2

=

√
2π

3

[(
− Y 1

1 + Y −1
1

)
B

′

1 + i
(
Y 1
1 + Y −1

1

)
B

′

2

]
=

√
4π

3

[
− 1√

2

(
B

′

1 − iB
′

2

)
Y 1
1 +

1√
2

(
B

′

1 + iB
′

2

)
Y −1
1

]
=

√
4π

3

[
B(1)′Y 1

1 +B(−1)Y −1
1

]
(12.79)

όπου ορίσαμε
B(1) ≡−1√

2

(
B1 − iB2

)
B(−1) ≡ 1√

2

(
B1 + iB2

) (12.80)

Για τους πουποικούς όρους

Θm′

l =il
√

2l + 1

4π

∫
dΩY m∗

l (n̂)
∂Θ(n̂)

∂η

=i

√
3

4π

√
4π

3

[
B(1)′δ1l δ

1
m +B(−1)′δ1l δ

−1
m

] (12.81)

Άρα ια τους διαφορετικούς πουποικούς όρους

Θ1′

1 =iB(1)′

Θ−1′

1 =iB(−1)′
(12.82)

ενώ δεν έουμε κάποια άη επίδραση στις άες συνειστώσες του Θm
l .
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12.7.3 Τανυστικές Διαταραές

Για τανυστικές διαταραές, h00 = h0i = 0 και hij =

h+ h×
h× −h+

0


Η Εξ. 12.72 ίνεται

∂

∂η
=− 1

2
h

′

ijninj = −1

2

[
h

′

+(n
2
1 − n2

2) + h
′

×2n1n2

]
=
2π

15

[(
Y 2
2 + Y −2

2

)
h

′

+ + i
(
− Y 2

2 + Y −2
2

)
h

′

×

]
=
4π

5

1√
6

[(
− h

′

+ + ih
′

×
)
Y 2
2 +

(
− h

′

+ − ih
′

×
)
Y −2
2

]
=
4π

5

[
h(2)

′
Y 2
2 + h(−2)′Y −2

2

]
(12.83)

όπου
h(2) ≡−1

6

(
h+ − ih×

)
h(−2) ≡−1

6

(
h+ + ih×

) (12.84)

Για τους πουποικούς όρους παίρνουμε (μόνο οι όροι l = 2 είναι μη μηδενικοί)

Θm′

l = il
√

2l + 1

4π

∫
dΩY m∗

l (n̂)(n̂)
∂Θ(n̂)

∂η
= −

√
5

4π

√
4π

5

[
h(2)

′
δ2l δ

2
m+h

(−2)′δ2l δ
−2
m

]
(12.85)

Θ2′

2 =− h(2)
′

Θ
(−2)′

2 =− h(−2)′
(12.86)

και δεν έουμε άη συνεισφορά στο Θm
l .

12.7.4 Σύνοψη

Βρήκαμε ότι η επίδραση της αρυτικής ερυρομετατόπισης στη συνάρτηση
φτεινότητας είναι

Θ0′
0 = ψ

′
Θ1′

1 = iB(1)′ Θ2′
2 = −h(2)′

Θ0′
1 = kϕ Θ−1′

1 = iB(−1)′ Θ−2′

2 = −h(−2)′
(12.87)
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Το σημαντικό αποτέεσμα είναι ότι:
Οι αμτές διαταραές διεείρουν m = 0 καταστάσεις
Οι διανυσματικές διαταραές διεείρουν m = ±1 καταστάσεις
Οι τανυστικές διαταραές διεείρουν m = ±2 καταστάσεις

12.8 Free Streaming

Ασοούμαστε τώρα με το κομμάτι της συνάρτησης φτεινότητας 12.66 του
free-streaming:

∂Θ

∂η
= −ikn3Θ όπου Θ = Θ(η, n̂) (12.88)

Η φυσική αυτού είναι η ανάμειξη σε διαφορετικές έσεις, καώς τα φτόνια

Σήμα 12.1: Το σήμα δείνει την δημιουρία τετραποικής ανισοτροποίας
(l = 2) -στο κέντρο της εικόνας, το οποίο αντοπροσπεύει έναν ύστερο ρόνο
η - από τη διποική ανισοτροποία (l = 1)

κινούνται από ένα επίπεδο σε ένα άο.

Η 12.72 διαφέρει από την προηούμενη περίπτση, (μετρικές διαταραές,
12.7) στο ότι τώρα η Θ(n̂), με τη δικιά της εξάρτηση από την κατεύυνση
εμφανίζεται στο δεξί μέος, πέρα από την εξάρτηση από το n3. Αυτό οδηεί
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σε ινόμενα τν Y m
l τα οποία ρησιμοποιήσαμε στη σειρά CG,

∂Θ

∂η
=− ik cos θΘ(n̂) = −ik

√
4π

3
Y 0
1 (n̂)Θ(n̂) = −ik

√
4π

3

∑
l

Θm
l (−i)l

√
4π

2l + 1
Y 0
1 Y

m
l

=− ik
∑
l

Θm
l (−i)l

√
4π

2l + 1

[√
(l +m)(l −m)

(2l − 1)(2l + 1)
Y m
l−1 +

√
(l + 1 +m)(l + 1−m)

(2l + 1)(2l + 3)
Y m
l+1

]
(12.89)

Μπορούμε να πάρουμε αροίσματα πάν σε στους δύο όρους ξεριστά, στον
πρώτο ια l = l

′
+1 και στον δεύτερο ια l = l

′−1, και να τους αντιμετοπίσουμε
ς αροίσματα πάν στα l′ ,

∂Θ

∂η
=− ik

∑
l′

Θm
l′+1

(−i)l
′
+1

√
4π

2l′ + 3

√
(l′ + 1 +m)(l′ + 1−m)

(2l′ + 1)(2l′ + 3)
Y m
l′

− ik
∑
l′

Θm
l′−1

(−i)l
′−1

√
4π

2l′ − 1

√
(l′ +m)(l′ −m)

(2l′ − 1)(2l′ + 1)
Y m
l′
.

(12.90)

Και τώρα ανοούμε τους περιττούς όρους ιατί αυτο-αναιρούνται. Μπορούμε
επομένς να επιέξουμε τους πουποικούς συντεεστές

Θm′

l =il
√

2l + 1

4π

∫
dΩY m∗

l

∂Θ

∂η

=− ikil
√

����2l + 1
HH4π

[
Θm
l+1(−i)l+1

√
HH4π

2l + 3

√
(l + 1 +m)(l + 1−m)

�����(2l + 1)(2l + 3)

+ Θm
l−1(−i)l−1

√
4π

2l − 1

√
(l +m)(l −m)

(2l − 1)�����(2l + 3)

]
=− k

√
(l + 1)2 −m2

2l + 3
Θm
l+1 + k

√
l2 −m2

2l − 1
Θm
l−1

(12.91)
Η I.10 ια l = 0 ίνεται

Y 0
1 Y

0
0 = 0 +

√
3

4π

√
1 · 1
1 · 3

Y 0
1 =

1√
4π
Y 0
1 (12.92)

και η 12.91 ια l = 0 ίνεται

Θ0′

0 = −k1
3
Θ0

1 + 0 = −k
3
Θ0

1 (12.93)

Από την 12.91 έπυμε ότι η επίδραση του free streaming είναι να αναμεινύει
τις l συνεισφορές, ρίς να αναμεινύει τις m καταστάσεις.
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Συνδιάζοντας τα αποτεέσματα από το Κεφ. 12.7 και Κεφ. L, έουμε ότι
το πουποικό ανάπτυμα της συνάρτησης φτεινότητας 12.66 είναι

Θ0′

0 =− k

3
Θ0

1 + ψ
′

Θ0′

1 =− 2

5
kΘ0

2 + kΘ0
0 + kϕ

Θ±1′

1 =−
√
3

5
kΘ±1

2 + iB(±1)
′

Θ0′

2 =− 3

7
kΘ0

3 +
2

3
kΘ0

1

Θ±1′

2 =−
√
8

7
kΘ±1

3 +
1√
3
kΘ±1

1

Θ±2′

2 =−
√
5

7
kΘ±2

3 − h(±2)′

Θm′

l =

√
(l + 1)2 −m2

2l + 3
kΘm

l+1 +

√
l2 −m2

2l − 1
kΘm

l−1 ια l ≥ 3

(12.94)

Μετρικές διαταραές εννούν ανισοτροπία στο CMB σε μικρά l. Αφού οι
m καταστάσεις δεν είναι μεικτές, έουμε απά m = 0 συνεισφορές ια την
περίπτση αμτών διαταραών, m = ±1 ια διανύσματα και m = ±2 ια
τανυστικές διαταραές.

Επομένς δεν παίρνουμε ποτέ |m| ≥ 3 όρους!
(Να υμίσουμε ότι κάνουμε όμς 1ης τάξης ερία διαταραών.)

12.9 Spin-2 Σφαιρικές Αρμονικές

Υπάρει και μια άη μέοδος ια να παάρουμε το ανάπτυμα σε σφαιρικές
αρμονικές ραμμικών ποώσεν. Αντί να παρατηρήσουμε ότι οι παράμετροι
Stokes σηματίζουν ένα τανυστικό πεδίο και ρησιμοποιώντας τα συνήη
εραεία της διαφορικής εμετρίας στην κυρτή ποαπότητα της σφαίρας,
μπορούμε να εστειάσουμε στους μιεδικούς συνδιασμούς τν παραμέτρν
Stokes Q + iU και Q − iU . Δεν α υπάρξει αναφορά σε σύστημα
συντεταμένν, καώς οι παρέμετροι Stokes δίνονται πάντα σε μορφή που
ανήκει σε οροκανονική άση. Η σημαντική παρατήριση είναι ότι σε ένα
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μετασηματισμό συντεταμένν θ, ϕ→ θ
′
, ϕ

′

Q
′
=Q cos 2ψ + U sin 2ψ

U
′
=−Q sin 2ψ + U cos 2ψ

⇒
Q

′
+ iU

′
=e−i2ψ(Q+ iU)

Q
′ − iU

′
=e+i2ψ(Q+ iU)

(12.95)

Στην αναζήτηση ενός κατάηου τρόπου ια να κάνουμε πουποικό
ανάπτυμα τν συναρτησεν στη σφαίρα με τέτοιες ιδιότητες μετασηματισμών
ρίσκουμε διαφορικούς τεεστές, οι οποίοι δρώντας στις συνήεις (πέον
καούμενες ”spin-0”) σφαιρικές αρμονικές παράουν τις καούμενες spin-2
σφαιρικές αρμονικές 2Y

m
l και −2Y

m
l . Αυτοί οι διαφορικοί τεεστές σετίζονται

στενά με τις συναοίτες παραώους που ρησιμοποιήσαμε ια να πάρουμε
τις τανυστικές σφαιρικές αρμονικές, και το τεικό αποτέεσμα που παίρνουμε
από τη δράση τους είναι

2Y
m
l =

Nl√
2

(
Wlm + iXlm

)
−2Y

m
l =

Nl√
2

(
Wlm − iXlm

) Wlm =
1√
2Nl

(
2
Y m
l +−2 Y

m
l

)
Xlm =

−i√
2Nl

(
2
Y m
l +−2 Y

m
l

) (12.96)

και ρησιμοποιώντας την 12.44 παίρνουμε

Q± iU =
∑
lm

aGlmNl

(
Wlm ± iXlm

)
+
∑
lm

aClmNl

(
−Xlm ± iWlm

)︸ ︷︷ ︸
±i
(
Wlm±iXlm

)
=
∑
lm

√
2
(
aGlm ± iaClm

)︸ ︷︷ ︸
≡a±2,lm

±2Y
m
l

(12.97)

Και οι δύο προσείσεις, είτε τν τανυστικών σφαιρικών αρμονικών, είτε τν
spin-2 σφαιρικών αρμονικών ια την ανάυση της πόσης του CMB οδηούν
στο ίδιο αποτέεσμα, αά η ύπαρξη και τν δύο προσείσεν έει οδηήσει
σε διαφορετικές συμάσεις όσον αφορά το πρόσημο και τον παράοντα

√
2.

Ξερίζουμε τις δύο συμάσεις μεταξύ τους ρησιμοποιώντας τα ράμματα G
και C ια τις δύο κααρές ποώσεις στη σύμαση τν τανυστικών σφαιρικών
αρμονικών και τα ράμματα E και B ια να διαρίσουμε τις δύο κααρές
ποώσει στη σύμαση τν spin-2 σφαιρικών αρμονικών. Η σύμαση στη ρήση
τν spin-2 αρμονικών έει κυριαρήσει σήμερα στο πεδίο μεέτης του CMB,
και ια το όο αυτό στη συνέεια α δουέψουμε ασικά με αυτή τη σύμαση.
Εν ένει, ποσότητες ορισμένες πάν στη σφαίρα που μετασηματίζονται όπς

f
′
(n̂) = e−isψf(n̂) (12.98)

166



όπου το ψ είναι η τοπική (στο n̂) νία στροφής τν μοναδιαίν διανυσμάτν
θ̂, ϕ̂ , ονομάζονται spin−s συναρτήσει, και αναπτύσσονται σε spin−s σφαιρικές
αρμονικές sY

m
l (θ, ϕ). Οι συνήεις Y m

l ≡0 Y
m
l .

Οι spin-s σφαιρικές αρμονικές (ια δεδομένο s) συνειστούν ένα πήρες σύνοο
οροκανονικών συναρτήσεν στη σφαίρα∫

dΩsY
m
l (θ, ϕ)sY

m
′

l′
(θ, ϕ) = δll′δmm′ (12.99)

Συνεπώς έουμε

a2,lm =

∫
dΩ2Y

m∗
l (θ, ϕ)

(
Q+ iU

)
(θ, ϕ)

a−2,lm =

∫
dΩ−2Y

m∗
l (θ, ϕ)

(
Q− iU

)
(θ, ϕ)

Q+ iU =
∑
lm

a2,lm2Y
m
l

Q− iU
∑
lm

a−2,lm−2Y
m
l

(12.100)

Q =
1

2

∑
lm

(
a2,lm2Y

m
l + a−2,lm−2Y

m
l

)
U − i

2

∑
lm

(
a2,lm2Y

m
l − a−2,lm−2Y

m
l

) (12.101)
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E και B modes

Αντί ια τα a2,lm, a−2,lm είναι οικό να εισάουμε τους ραμμικούς
συνδιασμούς τους

aElm ≡ −1
2
(a2,lm + a−2,lm) = −

√
2aGlm

QB
lm ≡ i

2
(a2,lm − a−2,lm) = −

√
2aClm

(12.102)

⇒
a2,lm =− aElm − iaBlm

a−2,lm =− aElm + iaBlm
⇒

Q+ iU =−
∑
lm

(
aElm + iaBlm

)
2
Y m
l

Q− iU =−
∑
lm

(
aElm − iaBlm

)
−2
Y m
l

(12.103)

και ορίζουμε τα spin-0 πεδία

Ẽ(n̂) ≡
∑
lm

√
(l + 2)!

(l − 2)!
aElmY

m
l (n̂) = −2

∑
lm

1

Nl

aGlmY
m
l = 2A(n̂)

B̃(n̂) ≡
∑
lm

√
(l + 2)!

(l − 2)!
aBlmY

m
l (n̂) = −2

∑
lm

1

Nl

aClmY
m
l = −2B(n̂)

(12.104)

τα αμτά και ψευδοαμτά δυναμικά πόσης με τα οποία ξεκινήσαμε.
Ο όος που εισάουμε τους E και B συνδιασμούς τν spin +2 και spin -
2 πουποικών συντεεστών είναι α) επανενώνουμε το μιαδικό Q ± iU σε
πραματικές ποσότητες E και B και b) έουν συκεκριμένη ομοτιμία: το E
είναι αμτό και το B είναι ψευδοαμτό.

Ιδιότητες τν Spin-2 Σφαιρικών Αρμονικών

Από τις σέσεις μεταξύ τν τανυστικών και spin-2 σφαιρικών αρμονικών
παίρνουμε τις αντίστοιες ιδιότητες ια το sY

m
l .

+2Y
−m
l =(−1)m−2Y

m∗
l

−2Y
−m
l =(−1)m+2Y

m∗
l

⇒
a∗2,lm =(−1)ma−2,l−m

a∗−2,lm =(−1)ma2,l−m
(12.105)

Οι

2Y
m
l (−n̂) =(−1)l−2Y

m
l (n̂)

−2Y
m
l (−n̂) =(−1)l2Y

m
l (n̂)

2Y
m
l (π − θ, ϕ) =(−1)l+m−2Y

m
l (θ, ϕ)

−2Y
m
l (π − θ, ϕ) =(−1)l+m2Y

m
l (θ, ϕ)

(12.106)
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Παρατηρούμε τώρα ότι όες οι σέσεις εμπέκουν την ενααή spin +2 ↔ −2
Βόρειοι και Νότιοι Πόοι

2Y
m
l (0, ϕ) =

√
2l+1
4π
δm,−2e

−i2ϕ
2Y

m
l (π, ϕ) = (−1)l

√
2l+1
4π
δm,2e

i2ϕ

−2Y
m
l (0, ϕ) =

√
2l+1
4π
δm,2e

i2ϕ
−2Y

m
l (π, ϕ) = (−1)l

√
2l+1
4π
δm,−2e

−i2ϕ

(12.107)
Επομένς είναι

πειότιμη στο NP, εαν m = −s
πειότιμη στο SP, εαν m = s

(ια s = ±2, όι ια s = 0) (12.108)

12.10 Συναρτήσεις Συσέτισης και Γνιακό Φάσμα
Ισύος

Η ανισοτροποία και η πόση του CMB περιράφονται από τρία σύνοα
πουποικών συντεεστών

aTlm =

∫
dΩY m∗

l (θ, ϕ)Θ(θ, ϕ)

aGlm =

∫
dΩY Gab∗

lm (θ, ϕ)Pab(θ, ϕ)

aClm =

∫
dΩY Cab∗

lm (θ, ϕ)Pab(θ, ϕ)

(12.109)

Χρησιμοποιούμε X,Y ια να συμοίσουμε κάε ένα από τα T,G,C. Τα Θ και
Pab είναι πραματικά

⇒ aXl,−m = (−1)maX∗
lm (12.110)

Υποέτουμε ότι οι αρένες διαταραές δημιουρήηκαν από στατιστικά
τυαίες ισοτροτικές Γκαουσιανές διαδικασίες, και ρησιμοποιούμε το ⟨·⟩
ια να συμοίσουμε τη αναμενόμενη τιμή αυτής της τυαίας διαδικασίας.
Υποέτουμε επίσης ότι τα παρατηρούμενα aXlm παράηκαν από αρέονες
ραμμικές διαταραές. ⇒ κηρονόμησαν τις στατιστικές ιδιότητες τν
αρένν διαταραών
⇒ Οι αναμενόμενες τιμές ⟨axlmaY ∗

l
′
m

′ ⟩ εξαφανίζονται ια l ̸= l
′ , ή m ̸= m

′ και
είναι ανεξάρτητη στο m

∴ ⟨axlmaY ∗
l
′
m

′ ⟩ = ⟨axl,−maY ∗
l,−m⟩ = (−1)2m︸ ︷︷ ︸

=1

⟨ax∗lmaYlm⟩ = ⟨ax∗lmaYlm⟩ (12.111)
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είναι πραματικά και συμμετρικά στα XY.
Οι στατιστικές ιδιότητες του CMB περιράφονται πήρς (μπορούν να
προκύψουν όες οι αναμενόμενες τιμές) από τα έξι νιακά φάσματα ισύος

⟨aTlmaT∗l′m′ ⟩ = CTT
l δll′δmm′ ⟨aTlmaG∗

l
′
m

′ ⟩ = CTGδll′δmm′

⟨aGlmaG∗
l′m′ ⟩ = CGG

l δll′δmm′ ⟨aTlmaC∗
l′m′ ⟩ = CTCδll′δmm′

⟨aClmaC∗
l
′
m

′ ⟩ = CCC
l δll′δmm′ ⟨aGlmaC∗

l
′
m

′ ⟩ = CGCδll′δmm′

(12.112)

Υποέτουμε επίσης ότι η αρέονη τυαία διαδικασία που δημιούρησε αυτέςτις
διαταραές διατηρεί την ομοτιμία π. δεν διαρίζει μεταξυ του σύμπαντος
και της καρεπτικής του εικόνας. Το διαταραμενο σύμπαν είναι στατιστικά
συμμετρικό στην ομοτιμία, δη. το σύμπαν και η καρεπτική του εικόνα έουν
τις ίδιες στατιστικές ιδιότητες.

Στο καρεπτικό σύμπαν, το ψευδοαμτό δυναμικό πόσης B έει
αντίετο πρόσημο, ενώ το αμτό δυναμικό Α και η συνάρτυηση φτεινότητας
Θ παραμένουν απαράατες. Λέμε ότι σε ένα μετασηματισμό ομοτιμίας

Θ → Θ ⇒ aTlm → aTlm

A→ A ⇒ aGlm → aGlm

B → −B ⇒ aClm → −aClm

(12.113)

Από στατιστική συμμετρία στην ομοτιμία

⇒
−⟨aTlmaC∗

lm⟩ =⟨aTlmaC∗
lm⟩ = CTC = 0

−⟨aGlmaC∗
lm⟩ =⟨aGlmaC∗

lm⟩ = CGC = 0
(12.114)

∴ Έουμε μόνο τέσσερα νιακά φάσματα ισύος CTT
l , CGG

l CCC
l , CTG

l .
Με τις συμάσεις του spin-2 φορμαισμού τα τρία φάσματα ισύος είναι

CEE
l ≡⟨aElmaE∗

lm⟩ = 2CGG
l

CBB
l ≡⟨aBlmaB∗

lm ⟩ = 2CCC
l

CTE
l ≡⟨aTlmaE∗

lm⟩ = −
√
2CTG

l

(12.115)

Συναρτήσεις Συσέτισης

Οι συναρτήσεις συσέτισης ερμοκρασίας στη σφαίρα (ουρανό) ορίζεται ς

CTT (n̂1, n̂2) ≡ ⟨Θ(n̂1)Θ(n̂2)⟩ (12.116)
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Εξαιτίας της στατιστικής ισοτροποίας, αυτό μπορεί να εξαρτάται μονάα από
τη νία θ μεταξύ τν δύο κατευύνσεν

CTT (θ) ≡ ⟨Θ(n̂1)Θ(n̂2)⟩|n̂1·n̂2=cos θ (12.117)

Από την παρατήρηση του ουρανού παίρνουμε μια εκτίμηση ια την συνάρτηση
συσέτισης παίρνοντας την μέση τιμή πάν σε όα τα ζεύη κατευύσεν που
ρίζονται κατά μια νία θ. Εξαιτίας στατιστικής ισοτροποίας μπορούμε να
επιέξουμε n̂1 = (0, 0), n̂2 = (θ, 0) και ρίσκουμε

CTT (θ) =⟨Θ(0, 0)Θ(θ, 0)⟩ =
∑
lm

∑
l
′
m

′

⟨aT∗lmaTl′m′ ⟩Y m∗
l (0, 0)︸ ︷︷ ︸√

2l+1
4π

δm0

Y m
′

l′
(θ, 0)

=
∑
lm

∑
l′m′

CTT
l δll′δmm′

√
2l + 1

4π
δm0 Y 0

l (θ, 0)︸ ︷︷ ︸√
2l+1
4π

Pl(cos θ)

=
∑
l

2l + 1

4π
CTT
l Pl(cos θ)

(12.118)

Και ια θ = 0(n̂1 = n̂2) παίρνουμε την αυτοσυσέτιση της ερμοκρασίας ≡
διακύμανση ερμοκρασίας

CTT (0) = ⟨Θ(n̂)Θ(n̂)⟩ =

⟨(
δT

T

)2
⟩

=
∑
l

2l + 1

4π
CTT
l (12.119)

Για ποώσεις, ο ορισμός τν συναρτήσεν συσέτισης είναι πιο δύσκοος,
εξαιτίας της εξάρτησης τν παραμέτρν Stokes από τις συντεταμένες. Η
ραμμική πόση έει διεύυνση στη σφαίρα που δίνεται από τα Q και U . Για
να συσετήσουμε αυτή την κατεύυνση μεταξύ τν σημείν n̂1 και n̂2 στη
σφαίρα, ο ανεξάρτητος από τις συντεταμένες τρόπος ια να συκρίνουμε τις
διεύύνσεις αυτές είναι να τις συσετίσουμε με τις κατευύνσεις ς προς τα n̂1

και n̂2. Η κατεύυνση αυτή καορίζεται μονοσήμαντα (με την απροσδιοριστία
ενός προσήμου που δεν παίζει ρόο στην πόση) από τον μέιστο κύκο
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που εννώνει τα n̂1 και n̂2. Συνεπώς, προκειμένου να πάρουμε τις συσετίσεις
πόσης μεταξύ τν n̂1 και n̂2, επαναορίζουμε τις παραμέτρους Stokes, ς
προς ένα σύστημα που καορίζεται από τον παραπάν μέιστο κύκο, έτσι
ώστε η ”x” ή ”θ” κατεύυνση να είναι η κατεύυνση κατά μήκος του μέιστου
κύκου, από το n̂1 στο n̂2 (η εάιστη απόσταση, ώστε το τόξο να ειναι πάντα
0 ≤ θ ≤ π), και η ”y” ή ”ϕ” κατεύυνση να είναι οροώνια, έτσι ώστε τα (x̂, ŷ, n̂)
να σηματίζουν μια δεξιόστροφη άση και στα δύο σημεία. Ονομάζουμε αυτές
τις επαναορισμένες παραμέτρους Stokes Qr και Ur. Θερικά Qr αντιστοιούν
σε ποώσεις κατά μήκος του μέιστου κύκου και αρνητικά Qr σε ποώσεις
κάετες σε αυτόν. Το Ur μετράει την πόση σε διεύυνση 45 από αυτόν.
Μπορούμε τώρα να ορίσουμε τις συναρτήσεις συσέτισης.

CQQ(n̂1, n̂2) ≡ ⟨Qr(n̂1)Qr(n̂2)⟩ CTQ ≡ langleΘr(n̂1)Qr(n̂1)⟩
CUU(n̂1, n̂2) ≡ ⟨Ur(n̂1)Ur(n̂2)⟩ CTU ≡ langleΘr(n̂1)Ur(n̂2)⟩
CQU(n̂1, n̂2) ≡ ⟨Qr(n̂1)Ur(n̂2)⟩

(12.120)

Στατιστική ισοτροποία ⇒ οι συναρτήσεις αυτές εξαρτώνται μόνο από την νία
θ μεταξύ τν n̂1 και n̂2,

cos θ = n̂1 · n̂2, 0 ≤ θ (12.121)

Επομένς οι σετικοί με την πόση συναρτήσεις συσέτισης είναι

CQQ(θ) ≡ ⟨Qr(n̂1)Qr(n̂2)⟩ CTQ(θ) ≡ ⟨Θr(n̂1)Qr(n̂2)⟩
CUU(θ) ≡ ⟨Ur(n̂1)Ur(n̂2)⟩ CTU(θ) ≡ ⟨Θr(n̂1)Ur(n̂2)⟩
CQU(θ) ≡ ⟨Qr(n̂1)Ur(n̂2)⟩ cosθ ≡ n̂1 · n̂2

(12.122)

Μπορούμε να επιέξουμε n̂1 = (0, 0), n̂2 = (θ, 0). Αυτό

⋆ ⋆ ⋆
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Οι συνήεις παράμετροι Stokes είναι κακώς ορισμένοι στο NP (επίσης στο SP)
όπου θ = 0 αά το ϕ είναι πειότιμο. Μπορούμε να το αντιμετοπίσουμε αυτό,
ορίζοντας τις παραμέτρους Stokes με το να είναι επίσης πειότιμες

Q(0, ϕ) ≡ lim
θ→0

Q(θ, ϕ)

U(0, ϕ) ≡ lim
θ→0

U(θ, ϕ)
(12.123)

Το οποίο δίνει τα παραπάν Qr = Q, Ur = U, με ϕ = 0.
Υποοίζουμε τώρα το CQQ(θ). Από την 12.44

Q(θ, ϕ) =
∑
lm

Nl

[
aClmWlm(θ, ϕ)− aClmXlm(θ, ϕ)

]
(12.124)

⇒CQQ(θ) ≡ ⟨Q(0, 0)Q(θ, 0)⟩

=
∑
lm

∑
l
′
m

′

NlNl′
⟨[
aGlmWlm(0, 0)− aClmXlm(0, 0)

][
aG∗
l
′
m

′W ∗
l
′
m

′ (θ, 0)− aC∗
l
′
m

′X∗
l
′
m

′ (θ, 0)
]⟩

=
∑
lm

∑
l
′
m

′

NlNl
′
[
Wlm(0, 0)W

∗
l′m′ (θ, 0)⟨aGlmaG∗

l′m′ ⟩ −Wlm(0, 0)X
∗
l′m′ (θ, 0) ⟨aGlmaC∗

l′m′ ⟩︸ ︷︷ ︸
=0

−Xlm(0, 0)W
∗
l′m′ (θ, 0) ⟨aClmaG∗

l′m′ ⟩︸ ︷︷ ︸
=0

+Xlm(0, 0)X
∗
l′m′ (θ, 0) ⟨aClmaC∗

l′m′ ⟩︸ ︷︷ ︸
CCC

ll δ
ll
′ δ

mm
′

]
=
∑
lm

N2
l

[
Wlm(0, 0)︸ ︷︷ ︸

1
Nl

√
2l+1
8π

(δm2+δm,−2)

W ∗
lm(θ, 0)C

GG
l + Xlm(0, 0)︸ ︷︷ ︸

i
Nl

√
2l+1
8π

(δm2−δm,−2)

X∗
lm(θ, 0)C

CC
l

]

=
∑
l

√
2l + 1

8π
Nl

{[
W ∗
l2(θ, 0) +W ∗

l,−2(θ, 0)
]
CGG
l + i

[
X∗
l2(θ, 0)−X∗

l,−2(θ, 0)
]
CCC
l

}
(12.125)
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Για ϕ = 0, τα Wlm(θ, 0) είναι πραματικά και τα Xlm(θ, 0) είναι φανταστικά,
και από την 12.112

Wl,−2 = W ∗
l2 και Xl,−2 = X∗

l2 άρα (12.126)

W ∗
l2(θ, 0) +Wl,−2(θ, 0) = 2Wl2(θ, 0)

και iX∗
l2(θ, 0)︸ ︷︷ ︸

−iXl2(θ,0)

− iX∗
l,−2(θ, 0)︸ ︷︷ ︸
Xl2(θ,0)

= −2iXl2(θ, 0) (12.127)

και παίρνουμε

CQQ
l (θ) =

∑
l

√
2l + 1

2π
Nl

[
Wl2(θ, 0)C

GG
l − iXl2(θ, 0)C

CC
l

]
=
∑
l

2l + 1

2π
N2
l

[
CGG
l G+

l2(cos θ) + CCC
l G−

l2(cos θ)
] (12.128)

Από την 12.61,

Wl2(0, 0) =
1

Nl

√
2l + 1

8π
, Xl2(0, 0) =

i

Nl

√
2l + 1

8π
(12.129)

άρα η αυτοσυσέτιση (διακύμανση) του Q είναι

CQQ(0) = ⟨Q(n̂)Q(n̂)⟩ = ⟨Q2⟩ =
∑
l

2l + 1

4π

(
CGG
l + CCC

l

)
=
∑
l

2l + 1

4π

CEE
l + CBB

l

2

(12.130)

Όμοια παίρνουμε

CUU(θ) =
∑
l

√
2l + 1

2π
Nl

[
Wl2(θ, 0)C

CC
l − iXl2(θ, 0)C

GG
l

]
=
∑
l

2l + 1

2π
N2
l

[
CGGG

−
l2(cos θ) + CCC

l G+
l2(cos θ)

]
CTQ(θ) =⟨Q(0, 0)Θ(0, 0)⟩ =

∑
l

2l + 1

4π
NlC

TG
l P 2

l (cos θ)︸ ︷︷ ︸
m=2,

όι τετράνο

και ότι CTU(θ) = CQU(θ) = 0

(12.131)
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Ο μηδενισμός τν TU καιQU συσετίσεν οφείεται στην συμμετρία ομοτιμίας
(υμίζουμε ότι αντιστοιούν στα Qr και Ur)

Ο μηδενισμός τν TU και QU συσετίσεν: Οι παράμετροι Stokes

Θ(n̂1),Θ(n̂2), Qr(n̂1), Q(n̂2) έουν την ίδια τιμή σε ένα δεδομένο σύμπαν και
το καρεπτικό του. Αά οι Ur(n̂1), Ur(n̂2) έουν αντίετα πρόσημα στο
καρεπτικό σύμπαν. Από διατήρηση ομοτιμίας έπεται

⟨Qr(n̂1)Ur(n̂2)⟩ =− ⟨Qr(n̂1)Ur(n̂2)⟩ = 0 ⇒ CQU = 0

⟨Θr(n̂1)Ur(n̂2)⟩ =− ⟨Θr(n̂1)Ur(n̂2)⟩ = 0 ⇒ CTU = 0
(12.132)

αά ια CUU παίρνουμε απά ⟨Qr(n̂1)Ur(n̂2)⟩ = +⟨Qr(n̂1)Ur(n̂2)⟩, αφού και
τα δύο Ur αάζουν πρόσημο, και έτσι δεν πάιρνυμε καμια συνήκη ια τις
αυτοσυσετήσεις, από την ομοτιμία.

Υποοίζοντας τα CUU(θ) και CTQ(θ) στο ϕ = 0, παίρνουμε

CUU(0) =⟨U2⟩ =
∑
l

2l + 1

4π

(
CGG
l + CCC

l

)
=
∑
l

2l + 1

4π

CEE
l + CBB

l

2
= CQQ(0)

CTQ(0) =⟨Θ(n̂)Q(n̂)⟩ =
⟨
δT

T
Q

⟩
=
∑
l

2l + 1

4π
NlC

TG
l P 2

l (1)︸ ︷︷ ︸
=0

= 0

(12.133)
Η TQ αυτοσυσέτιση (με τις δύο διαταραές υποοισμένες στο ίδιο σημείο)
μηδενίζονται

⋆ ⋆ ⋆

Ο πίνακας αυτοσυσέτισης τν παραμέτρν Stokes ⟨(I,Q, U)× (I,Q, U)⟩
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επομένς είναι

∑
l

2l + 1

4π

CTT
l 0 0

0 CGG
l + CCC

l 0

0 0 CGG
l + CCC

l


=
∑
l

2l + 1

4π

CTT
l 0 0

0
CEE

l +CBB
l

2
0

0 0
CEE

l +CBB
l

2


(12.134)

Σε όρους τν SY
m
l ,

CQQ(θ) =
∑
l

√
2l + 1

2π
Nl

[
Wl2(θ, 0)︸ ︷︷ ︸

1√
2Nl

(
2Y 2

l +−2Y 2
l

)CGG
l −iXl2(θ, 0)︸ ︷︷ ︸

−1√
2Nl

(
2Y 2

l −−2Y 2
l

)CCC
l

]

=
∑
l

√
2l + 1

4π

{[
2Y

2
l (θ, 0) + −2Y

2
l (θ, 0)

]
CGG
l −

[
2Y

2
l (θ, 0) + −2Y

2
l (θ, 0)

]
CCC
l

}
=
∑
l

√
2l + 1

4π

{
1

2

[
2Y

2
l (θ, 0) + −2Y

2
l (θ, 0)

]
CEE
l − 1

2

[
2Y

2
l (θ, 0) + −2Y

2
l (θ, 0)

]
CBB
l

}

=
∑
l

√
2l + 1

4π

[
1

2

(
CEE
l − CBB

l

)
2Y

2
l (θ, 0) +

1

2

(
CEE
l + CBB

l

)
−2Y

2
l (θ, 0)

]
(12.135)

και (από τις 12.127 και 12.131, απά εναάσουμε με τα E και B)

CUU(θ) =
∑
l

√
2l + 1

2π

[
1

2

(
CBB
l − CEE

l

)
2Y

2
l (θ, 0) +

1

2

(
CBB
l + CEE

l

)
−2Y

2
l (θ, 0)

]

CTQ(θ) =
∑
l

2l + 1

4π
Nl

(
− 1√

2

)
︸ ︷︷ ︸

−
√

(l−2)!
(l+2)!

CTE
l P 2

l (cos θ) = −
∑
l

2l + 1

4π

√
(l − 2)!

(l + 2)!
CTE
l P 2

l (cos θ)

(12.136)
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12.11 Εξίσση Boltzmann-Vlasov

12.12 Παράμετροι Stokes και Spin-S Σφαιρικές
Αρμονικές

Η ακτινοοία του CMB αρακτηρίζεται από έναν 2× 2 πίνακα έντασης Iij. Οι
παράμετροι Stokes Q και U ορίζονται σαν Q =

(
I11 − 22

)
/4 και U = I12/2 ενώ

η ανισοτροποία στη ερμοκρασία δίνεται από την T =
(
I11 − I22

)
/4. Εν ένει,

η τέταρτη παράμετρος Stokes V που περιράφει την κυκική πόση α είναι
επίσης ανακαία, αά στην κοσμοοία μπορεί να ανοηεί επειδή δεν μπορεί
να παραεί μέσ σκέδασης Thomson.

12.13 Αρμονική ανάυση ια πόση του CMB

Η ανισοτροπία στην ερμορκασία του CMB είναι μια συνάρτηση πάν σε
μια σφαίρα. Σε αναοία με το ανάπτυμα Fourier στον 3-διάστατο ώρο,
ξερίζουμε τις συνεισφορές διαφορετικών νιακών κιμάκν κάνοντας ενα
πουποικό ανάπτυμα,

δT

T0
=
∑

αlmYlm
(
θ, ϕ
)

(12.137)

όπου το άροισμα τρέει πάν στα l = 1, 2, · · ·∞ και m = −l, · · · , l, δίνοντας
2l+1 τιμές του m ια κάε l. Οι συναρτήσεις Ylm είναι οι σφαιρικές αρμονικές,
οι οποίες είναι ένα οροκανονικό σύνοο συναρτήσεψν πάν στη σφαίρα, άρα
μπορούμε να υποοίσουμε τους πουποικούς συντεεστές αlm από την

αlm =

∫
Y ∗
lm

δT

T0

(
θ, ϕ
)
dΩ. (12.138)

Ο ορισμός 12.137 δίνει αδιάστατα αlm (συνά στην ιιοραφία ορίζονται
ρίς το T0 = 2.725 στην 12.137 και έτσι έουν διαστάσεις ερμοκρασίας
οι οποίες συνής δίνονται σε µK). Το άροισμα ξεκινά στο l = 1, αφού
Y00 = σταερό και επομένς πρέπει να έουμε α00 = 0 ια μια ποσότητα η
οποία αντιπροσοπεύει μια διακύμανση από το μέσο όρο. Το διποικό μέρος,
l = 1 κυριαρείται από το φαινόμενο Doppler ό της κίνησης του ηιακού
συστήματος ς προς την επιφάνεις της τεευτσίας σκέδασης, και δεν μπορούμε
να ξερίσουμε από αυτό το κοσμοοικό δίποο που προκαείται από τις
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διαταραές μεάης κίμακας. Επομένς ενδιαφερόμαστε μόνο ια το l ≥ 2
μέρος του αναπτύματος.

Ένας άος συμοισμός ια το Ylm είναι Yn̂ όπου n̂ είναι το μοναδιαίο
άνυσμα του οποίου η κατεύυνση καορίζεται από τις νίες θ και ϕ.

12.14 Γενικές σέσεις ια τις διακυμάνσεις
ερμοκρασίας

Στην ενότητα αυτή ρίσκουμε τις ενικές σέσεις ια τη συνεισφορά τν
αμτών και τανυστιών διαταραών στις παρατηρούμενες ερμοκρασιακές
διακυμάνσεις του CMB.

Επειδή η ενερειακή πυκνότητα του μέανος σώματος είναι ανάοη
της τέταρτης δύναμης της ερμοκρασίας, οι κασματικές διακυμάνσεις στην
ερμοκρασία της ακτινοοίας που έρονται από μια διεύυνση n̂ είναι το ένα
τέταρτο της κασματικής διακύμανσης στην πρότυπη ενερειακή πυκνότητα τν
φτονίν που ταξιδεύουν στην κατεύυνση p̂ = −n̂ στην έση μας x = 0 και
ρόνο t = t0.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 13
Συμπήρμα: Αποδείξεις Σέσεν

Παράραφος 4.2:
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..

Υποοισμοί στην προσέιση μικρού μήκους κύματος

.

Rαβ = ∂γΓ
γ
αβ − ∂βΓ

γ
αγ + ΓγαβΓ

δ
γδ − ΓγαδΓ

δ
βγ (13.1)

Γαβγ =
1

2
gαδ
(
gδβ|γ + gδγ|β − gβγ|δ

)
(13.2)

Όπου σε αυτήν την έκφραση και όες όσες ακοουούν οι δείκτες υψώνονται
και κατεάζονται με τη μετρική του υποάρου gBαβ και οι κατακόρυφες ραμμές
δηώνουν παραώιση ς προς συντεταμένες σε αυτή τη μετρική.

Γαβγ =
1

2

(
ηαδ − hαδ

)(
hγδ|β + hδβ|γ − hβγ|δ

)
=

1

2

[
ηαδhδγ|β + ηαδhδβ|γ − ηαδhβγ|δ

]
O(α)

− 1

2

[
hαδhδγ|β + hαδhδβ|γ − hαδhβγ|δ

]
O(α2)

(13.3)

Και ο τανυστής Ricci ίνεται σύμφνα με την 13.1:

R
(2)
αβ =− 1

2
∂γ

[
hγδ
(
hδα|β + hδβ|α − hαβ|δ

)]
+

1

2
∂β

[
hγδ
(
hγδ|α +HHHhδα|γ −HHHhαγ|δ

)]
+

1

4
ηγσ
(
hσα|β + hσβ|α − hαβ|σ

)
ηδζ
(
HHHhζγ|δ + hζδ|γ −HHHhγδ|ζ

)
− 1

4
ηγσ
(
hσα|δ + hσδ|α − hαδ|σ

)
ηδζ
(
hζβ|γ + hζγ|β − hβγ|ζ

)
=− 1

2
∂γ

[
hγδ
(
hδα|β + hδβ|α − hαβ|δ

)]
+

1

2
∂β
(
hγδhγδ|α

)
+

1

4
ηγσηδζhζδ|γ

(
hσα|β + hσβ|α − hαβ|σ

)
− 1

4
ηγσ
(
hσα|δ + hσδ|α − hαδ|σ

)
ηδζ
(
hζβ|γ + hζγ|β − hβγ|ζ

)
Θέουμε να υποοίζουμε τις ρορονικές συνειστώσες

t0j = −1

κ
G

(2)
0j (h

(1)) (13.4)
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..

και ερόντας ένα επίπεδο αρμονικό κύμα στην αμίδα ΤΤ με:

hµν
(
τ, x⃗
)
= hλ

(
τ ; k⃗
)
Re{eik⃗·x⃗}ϵµν

(
k⃗;λ
)

(13.5)

όπου λ = +,× με ϵµν
(
z; +

)
=


0

1 0

0 −1

0

, ϵµν(z; +) =


0

0 1

1 0

0

 και

kµk
µ = 0, hαβ(x)kβ = 0, hαα(x) = 0, h0β(x) = 0.

Το οποίο πάντα μπορούμε να ερήσουμε ότι κινείται προς τη διεύυνση του άξονα
z και άρα να ράψουμε

hµν
(
τ, z
)
= hλ

(
τ ;ω

)
Re{e−iω(t−z)}ϵµν

(
ω;λ

)
Με διαφορά ένα παράοντα −c, οι ρορονικές συνειστώσες του t0j, δίνουν τις
συνειστώσες της πυκνότητας ενέρειας sj ς προς ένα παρατηρητή του οποίου η
τετραταύτητα uρ είναι εφαπτόμενη στις ραμμές x0,

sj = −uρtρj = −u0t0j = −ct0j. (13.6)

και από την 13.4 έουμε:

κt0j = −R(2)
0j (h

(1))− 1
2
η0jη

ρσR
(2)
ρσ (h)− 1

2
h0jη

ρσR(1)(h) + η0jh
ρσR

(1)
ρσ (h)

= −R(2)
0j (h

(1))− 0 − 0 + 0
(13.7)

και επειδή από παραπάν είναι

R
(2)
0j =− 1

2
∂γ

[
hγδ
(
���*

0
hδ0|j + hδj|0 −���*

0
h0j|δ

)]
+

1

2
∂j
(
hγδhγδ|0

)
+

1

4
ηγσηδζhζδ|γ

(
���*0
hσ0|j + hσj|0 −���*0

h0j|σ
)

− 1

4
ηγσ
(
���*0
hσ0|δ + hσδ|0 −���*0

h0δ|σ
)
ηδζ
(
hζj|γ + hζγ|j − hjγ|ζ

)
=− 1

2
∂γ
(
hγδhδj|0

)
+

1

2
∂j
(
hγδhγδ|0

)
− 1

4
ηγσ ηδζhζδ|γ︸ ︷︷ ︸

=∂γh
ζ
ζ=0

hσj|0 +
1

4
ηγσhσδ|0η

δζ
(
hζj|γ + hζγ|j−hjγ|ζ

)
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..

..

όπου οι όροι με επισήμανση αηο-ακυρώνονται ιατί:

ηγσhσδ|0η
δζ
(
hζj|γ − hjγ|ζ

)
=
(
h
δ |σ
j − h

σ|δ
j

)
hσδ|0

=h
δ |σ
j hσδ|0 − h

σ|δ
j hσδ|0

στον 2o όρο κάνουμε την ααή σ ↔ δ =h
δ |σ
j hσδ|0 − h

δ|σ
j hδσ|0 = 0

R
(2)
0j (h

(1)) = −1

2
hγδ|γhδj|0 −

1

2
hγδhδj|0γ +

1

2
hγδ|jhγδ|0 +

1

2
hγδhγδ|0j −

1

4
hγζ|0hζγ|j

Ο πρώτος όρος, ό της 13.5 ίνεται

hγδ|γ = hγδikγ = 0

Ο δεύτερος όρος, πάι ό της 13.5 ίνεται

hγδhδj|0γ = hγδhδji
2kγk0 ∼ hγδkγ = 0

Επομένς
R

(2)
0j (h

(1)) = +
1

2
hγδ |jhγδ|0 +

1

2
hγδhγδ|0j −

1

4
hγζ |0hγζ|j

=+
1

4
hγδ |jhγδ|0 +

1

2
hγδhγδ|0j

=+
1

4
hkl |jhkl|0 +

1

2
hklhkl|0j
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..

είναι

..ϵklϵkl =ϵ1lϵ1l + ϵ2lϵ2l +
HHHϵ3lϵ3l

=ϵ11ϵ11 + ϵ12ϵ12 + ϵ21ϵ21 + ϵ22ϵ22

..

ϵkl× ϵ×kl = ϵ12ϵ12 + ϵ21ϵ21 = 1 + 1 = 2

. ϵkl+ ϵ×kl = ϵkl× ϵ+kl = 0.

ϵkl+ ϵ+kl = ϵ11ϵ11 + ϵ22ϵ22 = 1 + 1 = 2

Άρα αφού

hkl|z =+
[
h+|zϵ

kl
+ + h×|zϵ

kl
×|z
]
Re{e−iω(t−z)}

hkl|0 =0

hkl|0z =
[
h+ϵ

kl
+ + h×ϵ

kl
×
]
ω2Re{e−iω(t−z)}

Θα είναι και

hkl|zhkl|0 =0

hklhkl|0z =+ 2ω2
[
h2+ + h2×

]
Re{e−i2ω(t−z)}

Άρα

R
(2)
0z

(
h1
)
=
[
h+|zh+ + h×|zh×

]
ω2Re{e−i2ω(t−z)}
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..
..

Απούστερη περίπτση hµν = h+ sin
[
ω
(
t− z

)]
ϵ+µν = α sin

[
ω
(
t− z

)]
ϵ+µν

.

Στην περίπτση αυτή

κt0z =− 1

4
hkl |zhkl|0 −

1

2
hklhkl|0z

=− 1

4
h11 |zh11|0 −

1

4
h22 |zh22|0 −

1

2
h11h11|0z −

1

2
h22h22|0z

=+
1

4
h11|zh11|0 +

1

4
h22|zh22|0 +

1

2
h11h11|0z +

1

2
h22h22|0z

=+
1

2
h11|zh11|0 + h11h11|0z

=+
1

2

[
− αω cos

[
ω(t− z)

]][
αω cos

[
ω(t− z)

]]
+ α sin

[
ω(t− z)

][
− αω2 sin

[
ω(t− z)

]]
=− α2ω2 cos2

[
ω(t− z)

]
− α2ω2 sin2

[
ω(t− z)

]
=− α2ω2

Επομένς
κt0z = −α2ω2 → t0z = − c4

8πG
α2ω2
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Παράραφος 6.3:

..

..Απόδειξη I

[Απόδειξη σέσης 6.59]

Φ̃ =Ã+H
(
B̃ − Ẽ

′)
+
(
B̃ − Ẽ

′)′
=A− ξ0

′ − a
′

a
ξ0

+H
(
B + AAξ

′
+ ξ0 −

(
E + AAξ

)′)
+
(
B + AAξ

′
+ ξ0 −

(
E + AAξ

)′)′
=A+H

(
B + E

′)
+
(
B + E

′)′
−@@ξ

0′ −
S
S
S

a
′

a
ξ0 +

S
S
S

a
′

a
ξ0 +@@ξ

0′

=Φ

Ψ̃ =ψ̃ −H
(
B̃ − Ẽ

′)
=ψ +

S
S
S

a
′

a
ξ0 −H

(
B − E

′)− S
S
S

a
′

a
ξ0

=Ψ
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Κεφάαιο ??

..

..Απόδειξη II

δΓλλµ = δΓ0
0µ + δΓiiµ

• ια µ = 0

δΓλλ0 =δΓ
0
00 + δΓii0

=− 1

2
ḣ00 +

1

2a2

(
− 2ȧ

a
hii + ḣii +

HHH∂ihi0 −HHH∂ihi0

)
=− 1

2
ḣ00 −

ȧ

a3
hii +

1

2a2
ḣii

=∂0

(
1

2a2
hii −

1

2
h00

)
• ια µ = k

δΓλλk =δΓ
0
0k + δΓiik

=
ȧ

a
hk0 −

1

2
∂kh00 +

1

2a2
δil
(
− 2hl0aȧδik + ∂khli + ∂ihlk − ∂lhki

)
=
ȧ

a
hk0 −

1

2
∂kh00 +

1

2a2
(
− 2hi0aȧδik + ∂khii +

HHH∂ihik −HHH∂ihki
)

=
ȧ

a
hk0 −

1

2
∂kh00 +

1

2a2
(
− 2hk0aȧ+ ∂khii

)
=
@
@
@

ȧ

a
hk0 −

1

2
∂kh00 −

Z
Z
ZZ

aȧ

a2
hk0 +

1

2a2
∂khii

=∂k

(
1

2a2
hii −

1

2
h00

)

..

..Απόδειξη III

Επειδή ο τανυστής Tµν αφορά το ενικό και όι τον αδιατάρατο ώρο, α
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..

υψώνει και α κατεάζει τους δείκτες του με τη ενική μετρική gµν

δT µν =δ
(
gµλTλν

)
=gµλδTλν + δgµρT (0)

ρν

=
(
gµλ(0) − hµλ

)
δTλν︸ ︷︷ ︸

O(2)

+hµρT (0)
ρν

=gµλ(0)δTλν + hµρT (0)
ρν

Όμς σύμφνα με την ?? είναι hµρ = −gµλ(0)g
ρκ
(0)hλκ άρα

δT µν =gµλ(0)δTλν − gµλ(0)g
ρκ
(0)hλκT

(0)
ρν

=gµλ(0)δTλν − gµλ(0)hλκT
κ(0)
ν

=gµλ(0)
[
δTλν − hλκT

κ(0)
ν

]

Καφάαιο 10

Παράραφος 10.6.5.3
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..Απόδειξη IV

[Απόδειξη σέσης 10.128]

u
′
= − 1

2
√
−η

s+
√
−ηs′

u
′′
= − 1

4
(
− η
)3/2 s− 1

2
√
−η

s
′ − 1

2
√
−η

s
′
+
√
−ηs′′

Άρα[
− 1

4
(
− η
)3/2 s− 1√

−η
s
′
+
√
−ηs′′

]
+

[
k2 − 1

η2
(ν2 − 1

4
)

]√
−ηs = 0

√
−ηs′′ − 1√

−η
s
′
+

[
k2 − 1(

− η
)3/2ν2]s = 0

η2s
′′
+ ηs

′
+
[
k2η2 − ν2

]
s = 0
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..

..Απόδειξη V

[ Απόδειξη σέσης 10.187]

6HḢ =
1

M2

∑
J

VJ ϕ̇J =
1

M2

∑
J

VJ

(
− VJ
3H

)
=− 1

3M2H

∑
J

V 2
J

Ḣ =− 1

18M2H2

∑
J

V 2
J = − 1

6V

∑
J

V 2
J (1)

ϕ̈I =− V̇I3H − 3ḢVI
9H2

=
3ḢVI − 3H

∑
J VIJ ϕ̇J

9H2

=
3ḢVI −��3H

∑
J VIJ

(
− VJ

��3H
)

9H2
=

Ḣ

3H2
VI +

1

3H2

∑
J

VIJVJ

=

(
3M2

3V

)(
− 1

6V

∑
J

V 2
J

)
+
M2

3V

∑
J

VIJVJ

=
M2

3

∑
VIJVJ
V

− M2

6

VI
∑
V 2
J

V 2
(2)

..
..Απόδειξη VI
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..

[Απόδειξη σέσης 10.248]

H−2σ̈ =H−2
[
ϕ̈1 − ϕ̇1θ̇ sin θ + ϕ̈2 sin θ + ϕ̇2θ̇ cos θ

]
=
(
ϵH−1ϕ̇1 − η11H

−1ϕ̇1 − η12H
−1ϕ̇2

)
cos θ

−H−2ϕ̇1θ̇ sin θ +H−2ϕ̇2θ̇ cos θ
+
(
ϵH−1ϕ̇2 − η12H

−1ϕ̇1 − η22H
−1ϕ̇2

)
sin θ

=ϵH−1
(
ϕ̇1 cos θ + ϕ̇2 sin θ

)
− η12H

−1
(
ϕ̇1 sin θ + ϕ̇2 cos θ

)
−
(
η11ϕ̇1 cos θ + η22ϕ̇2 sin θ

)
H−1 +

�����������(
ϕ̇2 cos θ − ϕ̇1 sin θ

)
H−1

(
από 10.219

)
=ϵH−1σ̇ − η12H

−12ϕ̇1 sin θ −
(
η11ϕ̇1 cos θ + η22ϕ̇2 sin θ

)
H−1

=H−1
[
ϵσ̇ − 2η12ϕ̇1 sin θ − η11ϕ̇1 cos θ − η22ϕ̇2 sin θ

]
=H−1

[
ϵσ̇ − 2η12σ̇ cos θ sin θ − η11σ̇ cos2 θ − η22σ̇ sin2 θ

]
=H−1σ̇

(
ϵ− ησσ

)

Κεφάαιο 10

Παράραφος 10.4

..

..Απόδειξη VII

[Απόδειξη σέσης 10.50]

1√
−g

∂µ
(√

−g∂µϕI
)
=

1√
−g

∂µ
(√

−ggµν∂νϕI
)

1√
−g

∂µ
(√

−ggµν∂νϕI
)
− VI = 0
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a4
(
1 + A− 3D

)
VI =∂µ

(√
−ggµν∂νϕI

)
=∂η

(√
−gg00∂ηϕI

)
+ ∂η

(√
−gg0i∂iϕI

)
+ ∂i

(√
−ggi0∂ηϕI

)
+ ∂i

(√
−ggij∂jϕI

)
=∂η

(√
−g
)
g00ϕ

′

I +
√
−g∂η

(
g00
)
ϕ

′

I +
√
−gg00ϕ′′

I

+ ∂η
(√

−g
)
g0iϕ

′

I +
√
−g∂η

(
g0i
)
∂iϕI +

√
−gg0i∂η

(
���∂iϕI

)
+ ∂i

(√
−g
)
gi0ϕ

′

I +
√
−g∂i

(
gi0
)
ϕ

′

I +
√
−ggi0����∂i

(
ϕ

′

I

)
+ ∂i

(√
−g
)
gij���∂jϕI +

√
−g∂i

(
gij
)
���∂jϕI +

√
−ggij∂i

(
���∂jϕI

)
...

Παράραφος 10.6.5

..

..Απόδειξη VIII

[Απόδειξη σέσης 10.113]

H′
=
a

′′
a− a

′2

a2
=
a

′′

a
−
(
a

′

a

)2

⇒ a
′′

a
=H′

+H2 = H2

(
1 +

H′

H2

)
και a′

= d
dη
a = aȧ, ä = d

dη

(
d
dη
a
)
= a d

dt

(
a d
dt
a
)
= aȧ2 + a2ä άρα

H′

H2
=
( a
a′

)2 a′′
a− a

′2

a2

=
( a
aȧ

)2 (aȧ2 + a2ä) a− (aȧ)2

a2

=
a2ȧ2 + a3äa− a2ȧ2

a2ȧ2

=1 +
a2

ȧ2

(
aä− ȧ2

a2

)
=1 +

Ḣ

H2
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..

..Απόδειξη IX

[Απόδειξη σέσης 10.107] Με ρήση τν 10.103 και 10.100 έουμε

−H2V
′′
= − ηV

M2

1

H2
= −η 1

M2
3M2 = −3η

8πG

a3H2

d

dt

(
a3

H
ϕ̇2

)
=

1

M2

1

a3H2

[
3a2ȧϕ̇2 1

H
− a3

Ḣ

H2
ϕ̇2 + 2

a3

H
ϕ̇ϕ̈

]
=

1

M2

[
3

(
ϕ̇

H

)2

− Ḣ

H2

(
ϕ̇

H

)2

+
2

H3
ϕ̇ϕ̈

]
Από την 10.104 οι δύο πρώτοι όροι ίνονται

3

(
ϕ̇

H

)2

= 6M2ϵ

− Ḣ

H2

(
ϕ̇

H

)2

= −
(
− ϵ
)(
2M2ϵ

)
= 2M2ϵ2

Ο τεευταίος όρος από την 10.104

2

H3
ϕ̇ϕ̈ =

2

H
ϕ̇
1

H
ϕ̇
(
ϵ− η

)
= 2
(
ϵ− η

)( ϕ̇
H

)2

= 2
(
ϵ− η

)
2M2ϵ

= 4M2
(
ϵ2 − ϵη

)
Επομένς το δεξιό μέος ίνεται[

1

M2

[
6M2ϵ+ 2M2ϵ2 + 4M2

(
ϵ2 − ϵη

)]
− 3η

]
Qk⃗.

⇒
[
6ϵ− 3η + 6ϵ2 − 4ϵη

]
Qk⃗.

Παράραφος 10.9.2

..
..Απόδειξη X
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..

[Απόδειξη σέσης 10.232] Παραίζοντας την ṡ = −ϕ̇1 sin θ+ ϕ̇2 cos θ =
0, παίρνουμε

s̈ =− ϕ̈1 sin θ − ϕ̇1θ̇ cos θ + ϕ̈2 cos θ − ϕ̇θ̇ sin θ
=
(
3Hϕ̇+ V1

)
sin θ − θ̇

(
ϕ̇1 cos θ + ϕ̇2 sin θ

)
−
(
3Hϕ̇2 + V2

)
cos θ

=
(
3Hϕ̇1 + V1

)
sin θ − θ̇σ̇ −

(
3Hϕ̇2 + V2

)
cos θ

=3H((((((((((((
ϕ̇1 sin θ − ϕ̇2 cos θ

)
+ V1 sin θ − V2 cos θ − θ̇σ̇

=V1 sin θ − V2 cos θ − θ̇σ̇

=− Vs − θ̇σ̇

Όμς s̈ = 0 άρα
Vs = −θ̇σ̇

..

..Απόδειξη XI

[Απόδειξη σέσης 10.233]

V̇s = −V̇1 sin θ − V1θ̇ cos θ + V̇2 cos θ − V2θ̇ sin θ (13.8)

είναι

V̇1 =∇ϕ1V1ϕ̇1 +∇ϕ2V1ϕ̇2 = V11ϕ̇1 + V12ϕ̇2

V̇2 =∇ϕ1V2ϕ̇1 +∇ϕ2V2ϕ̇2 = V12ϕ̇1 + V22ϕ̇2

επομένς

V̇s =− V11ϕ̇1σ̇ cos θ sin θ − V12ϕ̇2σ̇ sin2 θ − V1θ̇ cos θ
+ V12ϕ̇1σ̇ cos2 θ + V22ϕ̇2σ̇ cos θ sin θ − V2θ̇ sin θ.

=
[
− sin θ cos θV11 +

(
cos2 θ − sin2 θ

)
V12 + cos θ sin θ

]
σ̇.

− θ̇
(
V1 cos θ + sin θ

)
.

=Vσsσ̇ − θ̇Vσ.

..

από 10.218

..

από 10.225
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Παράραφος 10.8.1

..

..Απόδειξη XII

[Απόδειξη σέσεν 10.190]

1.
H−2Ḣ =

3M2

V

(
− 1

6V

∑
I

V 2
I

)
= −M2

2V 2

∑
I

V 2
I = −ϵ

2.

(H−1ϕ̇I)
2 =

3M2

V

V 2
I

9H2
= 2M2

(
M2

2V 2
VIVI

)
= 2M2ϵII

3.

H−2ϕ̈I =H
−2

[
M2

3

∑
VIJVJ
V

− M2

6

VI
∑
V 2
J

V 2

]
=H−2

[
M2

3

1

V

∑
J

V

M2
nIJ
(
− 3Hϕ̇J

)
− M2

6

1

V 2

(
− 3Hϕ̇I

) 2

M2

∑
I

V 2
I

]
=ϵH−1ϕ̇I −

∑
J

ηIJH
−1ϕ̇J
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4.

H−1ϵ̇IJ =H−1M
2

2

(
V̇IVJ + VI V̇J

)
V 2 − VIVJ2V V̇

V 4

=H−1 M
2

2V 2

[
VJ
∑
K

VIK ϕ̇K + VI
∑
K

VJK ϕ̇K

]
−H−1M

2

V 3
VIVJ

∑
K

VK ϕ̇K

=H−1 M
2

2V 2

[
VJ
∑
K

VIK
(
− VK

3H

)
+ VI

∑
K

VJK
(
− VK

3H

)]
−H−1M

2

V 3
VIVJ

∑
K

VK
(
− VK

3H

)
=− M2

V

M2

2V 2

[
VJ
∑
K

VIKVK + VI
∑
K

VJKVK

]
+
M2

V

M2

V 3
VIVJ

∑
K

VKVK

=−
∑
K

[
ηIJϵJK + ηJKϵIK

]
+ 4ϵIJϵ

5.

H−1ϵ̇ =H−1M
2

2

∑
I

2VI V̇IV
2 − V 2

I 2V V̇

V 4

=H−1M
2

2

∑
I

2VIV
2
∑
VIK ϕ̇K − V 2

I 2V
∑
VK ϕ̇K

V 4

=H−1M
2

V 4

∑
I

[
V 2VI

∑
K

VIK
(
− VK

3H

)
− V 2

I V
∑
K

VK
(
− VK

3H

)]
=
M2

V

M2

V 4

∑
I

[
− V 2

∑
K

VIKVIVK + V 2
I V
∑
K

V 2
K

]
=− 2

∑
I

(
M2

V
VIK

)(
M2

2

VIVK
V 2

)
+ 4

∑
I

∑
K

(
M2

2

VIVI
V 2

)(
M2

2

VKVK
V 2

)
=− 2

∑
I

∑
K

ηIKϵIK + 4ϵ2
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Appendix

A Εξίσση Γεδαισιακής Απόκισης

Έστ ότι έουμε δύο εεύερα σημειακά σμάτια Α και Β που κινούνται σε
εδαισιακές καμπύες οι οποίες αποκινουν. Υποέτουμε ότι σε κάε ένα
από αυτά αντιστοιούν τροιές xµ(τ) και xµ(τ) + ξµ. Από την εξίσση τν
εδαισιακών έουμε ότι η τροιές τους α υπακούουν στις

d2xµ

dτ 2
+ Γµνλ

dxν

dτ

dxλ

dτ
(A.1)

d2(xµ + ξµ)

dτ 2
+ Γµνλ(x+ ξ)

d(xν + ξµ)

dτ

d(xλ + ξλ)

dτ
(A.2)

Αναπτύσσουμε την A.2:

d2xµ

dτ 2
+
d2ξµ

dτ 2
+ Γµνλ(x+ ξ)

[
dxν

dτ

dxλ

dτ
+
dxν

dτ

dξλ

dτ
+
dξν

dτ

dxλ

dτ

]
= 0

Αναπτύσσουμε κατά Taylor Γµνλ(x+ ξ) = Γµνλ(x) +
(
∂δΓ

µ
νλ

)
ξδ:

d2xµ

dτ 2
+
d2ξµ

dτ 2
+

[
Γµνλ +

(
∂δΓ

µ
νλ

)
ξδ
][
dxν

dτ

dxλ

dτ
+
dxν

dτ

dξλ

dτ
+
dξν

dτ

dxλ

dτ

]
= 0

Ανοώντας όρους δεύτερης ή μεαύτερης τάξης ς προς ξµ και αφαιρώντας
την A.1 έουμε:

d2ξµ

dτ 2
+ Γµνλ

(
dxν

dτ

dξλ

dτ
+
dξν

dτ

dxλ

dτ

)
+
(
∂δΓ

µ
νλ

)
ξδ
dxν

dτ

dxλ

dτ
= 0
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Εκμεταευόμενοι τη εευερία που έουμε να αάξουμε ονομασία στους
ουούς δείκτες η παραπάν ράφεται πιο κααρά:

d2ξµ

dτ 2
+ 2Γµνλ

dxν

dτ

dξλ

dτ
+
(
∂δΓ

µ
νλ

)
ξδ
dxν

dτ

dxλ

dτ
= 0

Χρησιμοποιώντας την παρακάτ:
df

dτ
=

∂f

∂xα
dxα

dtτ
= uα

∂f

∂xα
≡ ∇uf (A.3)

Έουμε ότι η ταύτητα και η επιτάυνση της σετικής απομάκρυνσης τν
σμάτν Α και Β στο σύστημα ενός παρατηρητή φαίνεται να είναι (η
παραώιση ίνεται ς προς τον ιδιορόνο τ του παρατηρητή):

vα ≡ (∇uξ)
α = uβ∇βξ

α =
dξα

dτ
+ Γαβγu

βξγ (A.4a)

και wα ≡ ∇u∇uξ = uβ∇βυ
α =

dυα

dτ
+ Γαδγu

δυγ (A.4b)

Αντικαιστώντας την A.4a στην A.4b παίρνουμε:

wα =
d2ξα

dτ 2
+

d

dτ

(
Γαβγu

βξγ
)
+ Γαβϵu

δ

(
dξϵ

dτ
+ Γϵβγu

βξγ
)

=
d2ξα

dτ 2
+ 2Γαβγu

β dξ
γ

dτ
+
∂Γαβγ
∂xδ

uδuβξγ + Γαβγ
duβ

dτ
ξγ + ΓαδϵΓ

ϵ
βγu

βuδξγ
(A.5)

Συνδυάζοντας τις A.5 και A μπορούμε να εξαείψουμε το d2ξα

dτ2
:

wα = −
∂Γαβγ
∂xδ

uβuγξδ +
∂Γαβγ
∂xδ

uβuδξγ − ΓαβγΓ
β
δϵu

δuϵξγ + ΓαδϵΓ
ϵ
βγu

βuδξγ

= −
(
∂Γαβγ
∂xδ

−
∂Γαβγ
∂xδ

+ ΓαβγΓ
β
δϵ − ΓαδϵΓ

ϵ
βγ

)
uβuδξγ

≡ −Rα
βγδu

βξγuδ

(A.6)

B Νόμοι μετασηματισμού μεταξύ ρονικών
συντεταμένν

Ο σύνηης ρόνος t και ο σύμμορφος ρόνος η συνδέονται από τη σέση

dt = adη ⇒ d

dt
=

1

a

d

dη
⇒ ˙( ) = 1

a

( )′
ή
( )′

= a ˙( ) (B.1)
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Για οποιεσδήποτε δύο συναρτήσεις του ρόνου, f και g έουμε

df

dg
=
ḟ

ġ
=
f

′

g′ (B.2)

Η συνήης παράμετρος Hubble και η σύμμορφη παράμετρος Hubble συνδέονται
από την

H = aH = ȧ =
a′

a
(B.3)

Μερικές φορές είναι ρήσιμο να τησημοποιούμε τον παράοντα κίμακας a ή
το οάριμό του ς ρονική συντεταμέν:

H−1f
′
= H−1ḟ = a

df

da
=

df

dlna
(B.4)

H−2f
′′
= H−2f̈ +H−1ḟ = a2

d2f

da2
+

1− 3w

2
a
df

da
=
( d

dlna

)2
f − 1 + 3w

2

df

dlna
(B.5)

Σε ποές εξισώσεις εμφανίζεται ο συνδιασμός

H−2f
′′
+ 2H−1f

′
= H−2f̈ + 3H−1ḟ (B.6)

Επίσης ισύει ότι
H = aä = a2

(
Ḣ +H2

)
. (B.7)

C Κύμα με τυαία διεύυνση ς προς τον
προσανατοισμό τν δοκιμαστικών μαζών

Στην 2.2 κάναμε την υπόεση ότι το κύμα διαδίδεται σε διεύυνση κάετη με τον
προσανατοισμό τν δύο μαζών. Εάν υποέσουμε ότι ένα κύμα h+ ταξιδεύει
σε διεύυνση που σηματίζει νία θ με τον άξονα z στο επίπεδο x− z.

Η φτεινή δέσμη είνα στην x διεύυνση άρα ρειαζόμαστε μόνο την hxx
συνιστώσα αφού αυτή α επηρεάσει το φτόνιο. Θα δουέψουμε πρώτα σε
συντεταμένες xα′ με αμίδα TT όπου τα αρυτικά κύματα ταξιδεύουν στην
διεύυνση z′ με πόση h+, άρα μπορούμε να ρησιμοποιήσουμε την 1.29. Στη
συνέεια μπορούμε να εφαρμόσουμε μια στροφή συντεταμένν ύρ από τον
άξονα y′ ια να πάρουμε το hxx που ρειαζόμαστε.

Για ένα κύμα πόσης h′+ που ταξιδεύει στη διεύυνση z′ στο σύστημα
με ΤΤ αμίδα (t′, x′, y′, z′), έουμε hTTx′x′ = A′cos [(z′ − t′)ω] , hTTy′y′ = −hTTx′x′.
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Έστ (t, x, y, z) σύστημα που παίρνουμε με περιστροφή τν συντεταμένν
(t′, x′, y′, z′) ύρ από τον y′ άξονα κατά μια νία θ.
Τότε

hxx =

(
∂x′

∂x

)2

hTTx′x′ +

(
∂y′

∂x

)2

hTTy′y′ = cos2 θhTTx′x′

= cos2 θA′ cos
[
ω
(
z cos θ + x sin θ − t

)]
= A cos

[
ω
(
x sin θ − t

)]
(C.1)

Όπου έσαμε A ≡ cos2 θA′ και ρίς έειψη της ενικότητας έσαμε, z = 0.
Αντικαιστώντας το hxx μέσα στην έκφραση της διάδοσης της φτεινής δέσμης
2.6 από το x = 0 στο x = L:

tfar = tstart +

∫ L

0

√
1 + hxxdx

= tstart + L+
1

2

∫ L

0

hxxdx

= tstart + L+
1

2

∫ L

0

Acos[−ω (x(1− sin θ) + tstart)]dx.

(C.2)

Στην τεευταία ρησιμοποιήσαμε την προσέιση t(x) ≈ tstart + x στην
σέση 5.1. Στο ρόνο που παίρνει της δέσμης να επιστρέψει από το x = L
(όταν t = tfar) στο σημείο αρικής εκπομπής x = 0 (όταν t = treturn) έουμε
αντιέτς t(x) ≈ tstart + 2l − x.∫ treturn

tfar

dt = −
∫ 0

L

dx
√
1 + hxx =

∫ L

0

dx
√
1 + hxx (C.3)

Οοκηρώνοντας και στα δύο μέη της εξίσσης

treturn =tfar + L+
1

2

∫ 0

L

dxhxx

=tfar + L+
1

2

∫ 0

L

A cos
[
− ω

(
x(1− sin θ) + tstart

)
]dx

+
1

2

∫ 0

L

A cos
[
− ω

(
− x(sin θ + 1) + tstart + 2L

)]
dx

(C.4)

η οποία είναι ενίκευση της έκφρασης 2.8. Παραίζοντας ς προς το ρόνο
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εκκίνησης της δέσμης παίρνουμε:

dtreturn
dtstart

=1 +
1

2

[
1

1 + sin θhxx
(
tstart + 2L

)
− 1

1− sin θhxx
(
tstart

)
+

(
1

1− sin θ − 1

1 + sin θ

)
hxx
(
tstart + L (1 + sin θ)

)]
.

=1 +
1

2

[
(1− sin θ)h′xx(tstart + 2L)− (1 + sin θ)h′xx(tstart)

− 2 sin θh′xx
(
tstart + L (1− sin θ)

)]
.

(C.5)

Ένας παράοντας 1/ cos2 θ, απορροφήηκε όταν το hxx αντικαταστάηκε από
το h′xx (Θυμίζουμε ότι παραπάν πήραμε A = A′ cos2 θ).

D Μετρική Robertson-Walker

Η σύνρονη κοσμοοία είναι ασισμένη στην κοσμοοική αρή:

• κανείς δεν ρίσκεται στο κέντρο του του σύμπαντος

• ο κόσμος φαίνεται ο ίδιος από όποιο σημείο του σύμπαντος και αν ειδεί

Οι δύο παραπάν υποέσεις διατυπώνουν ότι το σύμπαν (σε μεάες κίμακες30)
είανι ομοενές και ισσότροπο (ειδμένο από ένα παρατηρητή του εκτεεί
εεύερη πτώση). Ένα ομοενές και ισότροπο σύμπαν περιράφεται από τη
μετρική Friedmann-Robertson-Walker (FRW):

ds2 ≡ gµν(x)dx
µdxν = −dt2 + α2(t)

[
dx2 − k

(x · dx)2
1− kx2

]
(D.1)

Όπου οι συνειστώσες της μετρικής είναι

g(0)µν =

(
−1 0

0 α2
(
δij + k xixj

1−kx2
) ) =

(
−1 0

0 α2γij

)
(D.2)

30Ενδείξεις από πειράματα παρατήρησης του CMB επιεαιώνουν την ομοένεια και
ισοτροποία του σύμπαντος σε κίμακες > 100Mpc

201



και
gij(0) =

1

α2(t)
γij, gi0(0) = 0, g00(0) = −1 (D.3)

με το α(t) να είναι ο παράοντας κίμακας του σύμπαντος. Το ds είναι το
μέτρο της ιδιοαπόστασης μεταξύ δύο σημείν στο ρορόνο που ρίζονται
από στοιειώδες μήκος dxµ. Η σταερά k δίνει την καμπυότητα του ώρου
και παίρνει τις τιμές k = −1, 0, 1 σε ένα ανοιτό, επίπεδο και κειστό σύμπαν
αντίστοια.

Στη μετρική αυτή οι σέσεις του Christofel 0.1 έουν τις μη μηδενικές
συνειστώσες:

Γ0
ij =

1

2
g00
[
���*

0
g0i,j +���*

0
g0j,i − gij,0

]
= αα̇

[
δij + k

xixj

1− kx2

]
=αα̇γij,

(D.4a)

Γi0j =
1

2
giλ
[
���*

0
gl0,j + gij,0 −���*

0
g0j,i

]
=

1

2

1

α2(t)
γil2αα̇γlj

=
α̇

α
δij,

(D.4b)

Και έται έουμε:

∂0Γ
0
ij =∂0

(
αα̇γij

)
= γij

d

dt

(
αα̇
)

(D.5a)

Γ0
ikΓ

k
j0 =αα̇γik

α̇

α
δkj = α̇2γij (D.5b)

Γ0
ijΓ

l
0l =αα̇γij

α̇

α
δll = 3α̇2γij (D.5c)

∂0Γ
i
i0 =∂0

α̇

α
δii = 3∂0

α̇

α
(D.5d)

Γi0jΓ
j
0i =

α̇

α
δij
α̇

α
δji = 3

( α̇
α

)2 (D.5e)

Καώς ∂iγ00 = 0 και ∂iγ0i = 0 επομένς Γi00 = 0.
Με τη οήεια τν παραπάν μπορούμε να ρούμε και τις μη μηδενικές
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συνειστώσες του τανυστή Ricci 0.231

Rij =∂λΓ
λ
ij − ∂jΓ

λ
iλ + ΓλijΓ

σ
λσ − ΓλiσΓ

σ
jλ

=∂kΓ
k
ij − ∂jΓ

k
ik + ΓkijΓ

l
kl − ΓlikΓ

k
jl

+ ∂0Γ
0
ij − ∂j�

��
0

Γ0
i0 + Γ0

ijΓ
l
0l + Γkij�

��>
0

Γ0
k0 − Γki0Γ

0
jk − Γ0

ilΓ
l
j0

=R̃ij + γij
d

dt

(
αα̇
)
+ 3α̇2γij − α̇2γij − α̇2γij

=R̃ij + γijα̇
2 + γijαα̈+ 3α̇2γij − 2α̇2γij

=R̃ij + γijαα̈ + 2γijα̇
2

(D.6)

όπου R̃ij = ∂kΓ
k
ij − ∂jΓ

l
il + ΓkijΓ

σ
kσ − ΓkiσΓ

σ
jk.

R00 =∂λ�
��
0

Γλ00 − ∂0Γ
λ
0λ +�

��
0

Γλ00 Γσλσ − Γλ0σΓ
σ
0λ (B.7)

=− ∂0Γ
k
0k − ∂0�

��
0

Γ0
00 − Γk0lΓ

l
0k −����*0

Γk00Γ
0
0k − Γ0

0lΓ
l
00

=− ∂0Γ
k
0k − Γk0lΓ

l
0k

=− 3∂0

(
α̇

α

)
− 3

(
α̇

α

)2

= −3
α̈

α

άρα

Rij =R̃ij + 2α̇2γij + αα̈γij (B.7)

R00 =− 3
α̈

α

31Στα παρακάτ έπουμε πάι διαφορές στα πρόσημα συκριτικά με τις σέσεις της
παραράφου 1.5 του [21]
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..

Καταστατικές Μεταητές στην FRW μετρική

.

Από τις εξισώσεις πεδίου της ΓΣ:

Rµν = 8πG

(
Tµν −

1

2
gµνT

)
.

• ια µν = 00

−3
α̈

α
= 4πG

(
ρ+ 3p

)
• ια µν = ij

α̈

α
+ 2
( α̇
α

)2
+ 2

k

α2
= 4πG

(
ρ− p

)
.

Και ύνοντας ς προς τις δύο καταστατικές μεταητές παίρνουμε:

ρ(0) =
3

8πG

(
α̇2

α2

)
, p(0) = − 1

8πG

(
2α̈

α
+
α̇2

α2

)
. (D.8)

Αντί τις ημι-καρτεσιανές συντεταμένες xi, μπορούμε να
ρησιμοποιήσουμε σφαιρικές συντεταμένες, ια τις οποίες:

dx2 = dr2 + r2dΩ, dΩ ≡ d2θ + sin2 θdϕ2. (D.9)
άρα

ds2 = −dt2 + α2(t)

[
dr2

1− kx2 + r2dΩ

]
(D.10)

όπου στην περίπτση αυτή η μετρική είναι διαώνια, με:

grr =
α2(t)

1− kr2
, gθθ = α2(t)r2, gϕϕ = α2(t)r2 sin2 θ, g00 = −1. (D.11)

Στη ιιοραφία συναντούμε τις παρακάτ ισοδύναμες μορφές της μετρικής
FRW:

ds2 =a2
[
−dη2 + dr2

1−Kr2
+ r2

(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)]
, (D.12)

ds2 =a2

[
−dη2 + 1

1 + K
4
r2

(
dx2 + dy2 + dz2

)]
, (D.13)

ds2 =a2

[
−dη2 + dχ2 +

(
1√
K

sin
(√

Kχ
))2 (

dθ2 + sin2 θdϕ2
)]
, (D.14)
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όπου

r ≡ r

1 + K
4
r2

r ≡
√
x2 + y2 + z2 χ ≡

∫ r dr√
1−Kr2

(D.15)

E Κινηματική: Σύμμορφος ρόνος και Ορίζοντες

Η αιτιακή δομή του συύμπαντος κυερνάται από την διάδοση του φτός στον
FRW ρορόνο. Τα άμαζα φτόνια ταξιδεύουν στην μηδενική εδαισιακή
ds2 = 0. Οι τροιές τν φτονίν αυτές μεετώνται πιο εύκοα αν ορίσουμε
τον σύμμορφο ρόνο:

τ =

∫
dt

α(t)
(E.1)

ια τον οποίο η FRW μετρική ίνεται:

ds2 = α2(τ)
[
− dτ 2 +

(
dχ2 + Φk(χ

2)
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)]
(E.2)

Σε ένα ισότροπο σύμπαν μπορούμε να ερήσουμε ακτινική διάδοση του φτός
της μορφής:

ds2 = α2(τ)
[
− dτ 2 + dχ2

]
. (E.3)

Στην περίπτση αυτή η μετρική έει παραοντοποιηεί σε μια στατική μετρική
Minkowski ποαπασιασμένη από ένα ρονοεξαρτόμενο σύμμορφο παράοντα
α(τ). Η ακτινική μηδενική εδαισιακή του φτός (ds2 = 0) στην FRW μετρική
εκφρασμένη ς προς το σύμμορφο ρόνο α ικανοποιεί την:

∆χ(τ) = ±∆τ + στα (E.4)

όπου το πρόσημο + αντιστοιεί σε ένα απομακρινόμενο φτόνιο και το πρόσημο
- σε ένα εισερόνενο φτόνιο. Αυτό δείνει το πεονέκτιμα του να δουεύουμε
με το σύμμορφο ρόνο: οι ακτίνες του φτός αντιστοιούν σε ευείες ραμμές
σε νία 45 μεταξύ τους στις χ− τ συντεταμένες. Εάν από την άη είαμε
ρησιμοποιήσει τον φυσικό ρόνο t, τότε οι κώνοι φτός ια τον καμπύο
ρορόνο α ήταν καμπυομένοι. Με αυτα’ς προαπαιτούμενα μπορούμε να
εισάουμε δύο είδη οριζόντν:
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Ορίζοντας Σματιδίν

Η μέιστη σύμμορφη απόσταση που μπορεί να ταξιδέψει το φώς μεταξύ ενός
αρικού ρόνου ti και ενός ύστερου ρόνου t είναι:

χp(τ) = τ − τi =

∫ t

ti

dt

α(t)
. (E.5)

Αυτός ονομάζεται (σύμμορφος) ορίζοντας σματιδίου. Ο αρικός ρόνος ti
συνά παίνεται να είναι η ”αρή του σύμπαντος”, ti ≡ 032 όπου α(ti ≡ 0) ≡ 0.
Το φυσικό μέεος του ορίζοντα ενος σματιδίου είναι:

dp(t) = α(t)χp. (E.6)

Ορίζοντας Γεονότν

Ο ορίζοντας εονότν ορίζει το σύνοο τν σημείν από τα οποία σήματα που
εκπέμηκαν μια ρονική στιμή τ δεν πρόκειται να ηφούν από ένα παρατηρητή
στο μέον. Σε σύμμορφες συντεταμένες τα σημεία αυτά ικανοποιούν την:

χ > χe =

∫ τmax

τ

dτ = τmax − τ, (E.7)

όπου το tmax δηώνει μια τεική στιμή στο ρόνο (αυτή μπορεί να είναι
πεπερασμένη ή άπειρη). Το φυσικό μέεος του ορίζοντα εονότν είναι:

de(t) = α(t)χe (E.8)

Η διαστεομενη σφαίρα του Hubble

Ο ορίζοντας ενός σματιδίου είναι αυτός που σετίζεται με το πρόημα του
ορίζοντα ?? της καιερμένης κοσμοοίας του ΒΒ. Η E.5 μπορεί να ραφεί
με το ν επόμενο τρόπο:

χph(τ) =

∫ t

ti

dt

α
=

∫ lnα

lnαi

(
αH
)−1

dlnα, (E.9)

32Να παρατηρήσουμε εδώ ότι το Big Bang είναι μια στιμή στο ρόνο και όι ενα
σημείο στο ώρο
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όπου αi ≡ 0 αντιστοιή στο BB. Η αιτιακή δομή του σύμπαντος μπορεί να
συσετιεί με την εξέηξη της σύμμορφης ακτίνας του Hubble (αH)−1. Για ένα
σύμπαν το οποίο κυριαρείται από ένα κοσμικό ρευστό με σταερή καταστατική
εξίσση ω ≡ p/ρ παίρνουμε:

(αH)−1 = H−1
0 α

1
2
(1+3ω). (E.10)

Παρατηρούμε την εξάρτηση του εκέτη από το (1 + 3ω). Όες οι νστές
πηές ύης ικανοποιούν την ισυρή ενερειακή συνήκη 1 + 3ω > 0, και
έτσι ήταν συνηησμένη υπόεση ότι η σύμμορφη ακτίνα Hubble αυξάνεται
καώς το σύμπαν διαστέεται. Σε αυτή την περίπτση το οοκήρμα στην
E.9, κυριαρείται από το άν όριο και παίρνει μηδενικές συνεισφορές από
μικρούς ρόνους. Το έπουμε αυτό αποκιστικά στην περίπτση ενός τέειου
ρευστού. Χρησιμοποιώντας την E.10 στην E.9 ρίσκουμε:

χph(α) =
2H−1

0

(1 + 3ω)

[
α

1
2
(1+3ω) − α

1
2
(1+3ω)

i

]
≡ τ − τi. (E.11)

Το εονός ότι αυτός ο σύμμορφος ορίζοντας παίρνει τη μεαύτερη
συνεισφορά από μετέπειτα ρόνους μπορεί εκδηώνεται

F Εξίσση Friedman

Στη Γενική Σετικότητα η μετρική είναι μια δυναμική μεταητή. Η ρονική
εξέηξη του παράοντα κίμακας κυερνάται από τις εξισώσεις του Einstein:

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR = 8πGTµν (F.1)

Το ερυτικό πεδίο, δηαδή η μετρική του ώρου, πηάζει και καμπυώνεται από
την ύη/ενέρεια. Ο τανυστής ενέρειας-ορμής υπορεώνεται από τις συνήκες
ισοτροποίας και ομοένειας να είναι της μορφής ενός ιδανικού ρευστού, δηαδή
Tµν = diag(−ρ, p, p, p). Τότε οι εξισώσεις του Einstein ράφονται ς δύο
ανεξάρτητες εξισώσεις:

H2 ≡
(
α̇

α

)2

=
ρ

3
− κ

α2

(
Εξίσση Friedmann

)
(F.2)

α̈

α
= −1

6

(
ρ+ 3p

) (
Εξίσση Raychaudhuri

)
(F.3)

Η εξίσση F.3 μπορεί να αντικατασταεί από την εξίσση συνέειας

ρ̇+ 3H
(
ρ+ p

)
= 0

(
Εξίσση Συνέειας

)
(F.4)
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η οποία προκύπτει είτε από συνδυασμό τν εξισώσεν F.2 και F.3 είτε από την
∇νT

µν = 0. Ουσιαστικά η F.4 δεν είναι παρά ο πρώτος ερμοδυνιμικός νόμος:

dU = −pdV ⇒ d(ρa3) = −pd(a3) (F.5)

και εισάοντας την καταστατική εξίσση p ≡ ωρ, η εξίσση συνέειας μπορεί
να οοκηρώεί ια να δώσει

dρ

ρ
= −3

(
1 + ω

)da
a

⇒ ρ ∝ a−3(1+ω) (F.6)

και ανοώντας τον όρο καμπυότητας στην F.2, ακοουεί

a ∝

{
t2/3(1+ω) ω ̸= 1

eHt ω = 1
(F.7)

[Αυτό μπορεί να ρεεί αντικαιστώντας a = tn και την F.7 στην F.2, ια να
πάρουμε (n/t)2 = 1/3t−3n(1+ω). Αυτή έει ύση n = 2/3(1+ω), δεδομένου ότι
ω ̸= 1. Για ω = −1 είναι ρ = στα. και η F.2 έει σταερή ύση]

Η ύη στο σύμπαν αποτεείται από ποά ρευστά Tµν =
∑

i T
(i)ν
µ , με

i = {rad,mat,Λ}, ια ακτινοοία, μη σετικιστική ύη και κενό αντίστοια.
Εάν η ενέρεια που ανταάσσεται μεταξύ τους είναι μηδαμινή, συνεπάεται
ότι όα τα ρευστά ξεριστά υπακούουν την εξίσση συνέειας. Μπορούμε να
ορίσουμε μια παράμετρο ια κάε καταστατική εξίσση ξεριστά pi = ωiρi.

Ορίζουμε Ωi = ρi/ρc, όπου ρc = 3H2 είναι η κρίσημη πυκνότητα. Τότε
μπορούμε να φέρουμε την εξίσση Friedman F.2 στην ισοδύναμη μορφή:

ρc = ρi −
3K

a2

1 =
ρi
ρc

− 3K

a2ρc
= Ωi −

3K

a23H2
= Ωi −

K(
aH
)2

Ωi = 1 +
K(
aH
)2

και ια το σύνοο τν κοσμικών ρευστών:

Ω =
∑
i

Ωi = 1 +
k(
aH
)2 (F.8)
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επομένς το Ω είναι μεαύτερο, ίσο ή μικρότερο από τη μονάδα ια ένα
ανοιτό, επίπεδο, ή κειστό σύμπαν αντίστοια. Από παρατηρήσεις (super-
novae, CMB, ΒΒΝ κ.α.) εουμε καταήξει στις σημερινές τιμές:

Ω− 1 ≈ 0, ΩB ≈ 0.04, Ωγ ≈ 8× 10−5, Ω ≈ 0.072 (F.9)

με B και DM να συμοίζουν τα αρυόνια και τη σκοτεινή ύη. Η ορατή ύη
έει πού μικρή συνεισφορά στην οική πυκνότητα.

G Ιδανικά Ρευστά

Ως ιδανικό ορίζεται το μέσο ια το οποίο σε κάε σημείο του μπορούμερ
να ερήσουμε ένα τοπικό αδρανειακό Καρτεσιανό σύστημα αναφοράς, που
ταξιδεύει μαζί με το ρευστό, στο οποίο σύστημα το ρευστό φαίνεται ομοενές
σε όες τις κατευύνσεις. Σε ένα τέτοιο τοπικό αδρανειακό σύστημα οι
συνειστώσες του τανυστή ενέρειας ορμής πρέπει να έουν τη μορφή:

T ij = δijp, T i0 = Ti0 = 0, T 00 = ρ

Αυτό ιατί μη μηδενικές τιμές του T i0 και κάε άος όρος μη ανάοοι του
δij α επέεαν μια προνομιακή κατεύυνση στο ώρο, όπς την κατεύυνση
του T i0, ή κάποιας εκ τν μη εκφυισμένν ιδιοδιανυσμάτν του Tij. Οι όροι p
και ρ είναι αυτοί της πίεσης και της ενέρειας αντίστοια. Τότε σε άνα τοπικό
αδρανειακό σύστημα αναφοράς ο τανυστής ενέρειας ορμής παίρνει τη μορφή:

T aβ = pηaβ +
(
p+ ρ

)
uauβ, (G.1)

με τις p και ρ να ορίζονται στο ίδιο σύστημα αναφοράς που ταξιδεύει μαζί
με το ρευστό και οι ua να ορίζεται από τις συνήκες να μετασηματίζεται
ς τετραδιάνυσμα κάτ από μετασηματισμούς Lorentz και στο τοπικό
Καρτεσιανό σύστημα να έει συνειστώσες ū0 = 1 και ūi = 0. Το τετραδιάνυσμα
αυτό, νστό και ς διάνυσμα ταύτητας, είναι κανονικοποιημένο έτσι ώστε σε
κάε αδρανειακό σύστημα να είναι ηaβuaβ = −1. Συνεπάεται ότι σε ένα ενικό
αρυτικό πεδίο ο τανυστής ενέρειας ορμής ενός ιδανικού ρευστού είναι:

T µν = pgµν +
(
p+ ρ

)
uµuν , gµνu

µuν = −1 (G.2)

H Συμπήρμα στο κεφάαιο τν διαταραών
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..

Μεέτη της εξίσσης Συνέειας ??

.

Εξετάζουμε πρώτα την μηδενική συνειστώσα η οποία α δώσεις την διατήρηση της
ενέρειας. Έουμε:

∂0T
0
0 + ∂iT

i
0 + Γµµ0T

0
0 + ΓµµiT

i
0︸ ︷︷ ︸

O(2)

−Γ0
00T

0
0 − Γ0

i0T
i
0︸ ︷︷ ︸

O(2)

−Γi00T
0
i︸ ︷︷ ︸

O(2)

−Γij0T
j
i = 0. (1)
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..

Ιντερμέδιο : Μετάφραση της παραπάν σέσης στη μετρική FRW [22]
Κασικό όριο

.

Η εξίσση T µν;µ = 0 ράφεται:

∂tρ+∇r ·
(
ρu
)
= 0 (1)

Επίσης υμίζουμε τις σέσεις:

Euler ∂tu+ u∇r · u = −1
ρ
∇rp−∇rΦ

Poisson ∇2
rΦ = 4πGρ

Όπου το αρυτικό δυναμικό Φ καορίζει την επίτάυνση g = −∇rΦ. Γενικότερα η
εξίσση Poisson περιαμάνει και την κοσμοοική σταερά ∇2

rΦ = 4πGρ− λ.
Παίρνοντας Φ = 0 στο r = 0, η εξίσση Poison οοκηρώνεται όπς:

∂

∂r

(
r2
∂Φ

∂r

)
=
(
4πGρ− Λ

)
r2 (2)

⇒ ∂Φ

∂r
=
1

3

(
4πGρ− Λ

)
r

⇒ Φ =
1

6

(
4πGρ− Λ

)
r2.

Η εξίσση Euler επομένς ίνεται

∂H

∂t
r+H2 r∇r · r︸ ︷︷ ︸

r

=− 1

3

(
4πGρ− Λ

)
r (3)

⇒ ∂H

∂t
+H2 =

1

3

(
Λ− 4πGρ

)
.

Αυτό είναι το Νευτώνιο όριο τν εξισώσεν Friedman (το σετικιστικό αποτέεσμα
αντικαιστά το ρ με το άρισμα της πυκνότητας ενέρειας και τρείς φορές το ινόμενο
της πίεσης, ρ+ 3p).
Η εξίσση συνέειας ίνεται

∂tρ+∇r ·
[
ρ(t)H(t)r

]
=0 (4)

⇒ ∂tρ+ 3ρH =0.

⇒ 1

ρ

∂ρ

∂t
+

3

a

∂a

∂t
=0
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Αυτή δίνει τη διατήριση ενέρειας στο όριο ρ ≪ p. Στο σύστημα που ταξιδεύει
μαζί με το υπόαρο (αδιατάρατο ώρο) ένας παρατηρητής έει ταύτητα dr/dt =
H(t)r επομένς και έση r = a(t)x όπου x είναι σταερά. Αντί να αρακτηρίζουμε
εονότα από τα t και r είναι οικό να ρησημοποιήσουμε τα t και x, όπου x είναι
οι ρικές συντεταμένες όπς μετρώνται στο σύστημα του υποάρου.
Οι παράοι μετασηματίζονται ς:(

∂

∂t

)
r
=

(
∂

∂t

)
x
+

(
∂x
∂t

)
r
· ∇x

=

(
∂

∂t

)
x
−H(t)x · ∇x,

(5)

όπου ρησημοποιήσαμε το ∇ ια να συμοίσουμε την απασιανή ς προς x ια
σταερό t και

∇x = a−1∇. (6)
Παρακάτ ράφοντας ∂t αμάνουμε το x σταερό.
Διαταράσουμε τα ρ, u και Φ ύρ από τις τιμές του υποάρου:

ρ⇒ ρ̄(t) + δρ ≡ ρ̄(t)
(
1 + δ

)
(7)

p⇒ p̄(t) + δp

u ⇒ a(t)H(t)x+ v
Φ ⇒ Φ̄(x, t) + ϕ.

Όπου δ είναι το κάσμα της διαταραής στην πυκνότητα του ρευστού και ϕ το
διαταραμένο αρυτικό δυναμικό. Ετσι, ια ένα σματίδιο στο ρευστό,

dr
dt

=
d
(
ax
)

dt
= aHx+ a

dr
dt

= u, (8)

Βέπουμε ότι adr/dt = v, άρα η v περιράφει ααές στα στοιεία του υρού στο
σύμμορφο σύστημα ανά ρόνο. Η εξίσση συνέειας, με τη ρήση της 5 ίνεται:

(1 + δ)∂tρ̄−Hρ̄x · ∇δ + ρ̄∂tδ +
ρ̄

a
∇ ·
[(
1 + δ

)(
aHx+ v

)]
= 0. (9)

Ορανώνοντας σε όρους ς προς την τάξη της διαταραής

∂tρ̄+ 3ρ̄H︸ ︷︷ ︸
0ης-τάξης

+
(
∂tρ̄+ 3ρ̄H

)
δ + ρ̄∂tδ +

ρ̄

a
∇ · v︸ ︷︷ ︸

1ης-τάξης

+
ρ̄

a

(
v · ∇δ + δ∇ · v

)
︸ ︷︷ ︸

2ης-τάξης

= 0. (10)
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Λό της εξίσσης 4 ια το υπόαρο το όρος μηδενικής τάξης είναι μηδέν. Και
στη ραμμική περίπτση μπορούμε να ερήσουμε τις διαταραές αρκετά μικρές (και
τις παραώους τους) ώστε να ανοήσουμε τον όρο δευτέρας τάξης. Άρα:

∂tδ +
1

a
∇ · v = 0.

I Σφαιρικές Αρμονικές

Αναυτική μορφή

Y m
l ≡ (−1)m

√
2l + 1

4π

√
(l −m)!

(l +m)!
Pm
l (cos θ)︸ ︷︷ ︸

ενικό πουώνυμο
Legendre

eimϕ (I.1)

Ορκανονικότητα ∫
dΩY m

l (n̂)Y m′

l′ (n̂)⋆ = δll′δmm′ (I.2)

Πρόσετη ιδιότητα ∑
m

|Y m
l (θ, ϕ)|2 = 2l + 1

4π
(I.3)

Πουώνυμα Legendre

Pl(cos θ) =
√

4π

2l + 1
Y 0
l (θ) (ανεξάρτητο του ϕ) (I.4)

Ανάπτυμα επίπεδου κύματος

eik⃗·⃗k = 4π
∑
lm

iljl(kx)Y
m
l (x̂)Y m

l (k̂)⋆ (I.5)
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Μορφές του Y m
l (θ, ϕ) = Y m

l (n̂) ια l ≤ 2: Εδώ n̂ =
(
n1, n2, n3

)
=(

sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ
)
είναι το μοναδιαίο άνυσμα κατεύυνσης

Y 0
0 = 1√

4π

Y 1
1 = −

√
3
8π

sin θeiϕ = −
√

3
4π

1√
2
(n1 + in2)

Y 0
1 =

√
3
4π

cos θ =
√

3
4π
n3

Y −1
1 =

√
3
8π

sin θe−iϕ =
√

3
4π

1√
2
(n1 − in2)

Y 2
2 = 1

4

√
15
2π

sin2 θei2ϕ = 1
4

√
15
2π
(n1 + in2)

2

Y 1
2 = −1

2

√
15
2π

cos θ sin θeiϕ = −1
2

√
15
2π
n3(n1 + in2)

Y 0
2 = 1

4

√
5
π

(
3 cos2 θ − 1

)
= 1

4

√
5
π

(
3n2

3 − 1
)

Y −1
2 = 1

2

√
15
2π

cos θ sin θe−iϕ = 1
2

√
15
2π
n3

(
n1 − in2

)
Y −2
2 = 1

4

√
15
2π

sin2 θe−i2ϕ = 1
4

√
15
2π

(
n1 − in2

)2

(I.6)

⇒ n1 =
2π
3

(
− Y 1

1 + Y −1
1

)
n1n2 = i

√
2π
15

(
− Y 2

2 + Y −2
2

)
n2 = i2π

3

(
Y 1
1 + Y −1

1

)
1
2

(
n2
1 − n2

2

)
=
√

2π
15

(
Y 2
2 + Y −2

2

)
n3 =

4π
3
Y 0
1

(I.7)

Ποσετη ιδιότητα:∑
m

Y m
l (n̂

′
)∗Y m

l (n̂) =
2l + 1

4π
Pl(cos θ) =

2l + 1

4π
Pl(n̂

′ · n̂) (I.8)

όπου β είναι η νία μεταξύ τν n̂′ και n̂.

Στροφή Συστήματος Συντεταμένν

⋆ ⋆ ⋆

Γινόμενο δύο Σφαιρικών Αρμονικών (Σειρά Clebsch-Gordon)

Y m1
l1

(θ, ϕ)Y m2
l2

(θ, ϕ) =
∑
jm

√
(2l1 + 1)(2l2 + 1)

4π(2j + 1)
⟨l10l20|j0⟩⟨l1m1l2m2|jm⟩Y m

j (θ, ϕ)

(I.9)
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όπου οι συντεεστές Clebsch-Gordon33 ⟨l1m1l2m2|jm⟩ = 0 εκτός και αν m =
m1 +m1 και j = |l1 − l2|, · · · l1 + l2 Μια ειδική περίπτση (που ρειαζόμαστε
στο Κεφ. L) είναι

Y 0
1

(
θ, ϕ
)
Y m
l

(
θ, ϕ
)
=

√
3

4π

√
(l +m)(l −m)

(2l − 1)(2l + 1)
Y m
l−1+

√
3

4π

√
(l + 1 +m)(l + 1−m)

(2l + 1)(2l + 3)
Y m
l+1

(I.10)
την οποία μπορούμε να πάρουμε και από την αναδρομική σέση ια τα ενικά
πουώνυμα Legendre

cos θPm
l (cos θ) = l +m

2l + 1
Pm
l−1(cos θ) +

l + 1−m

2l + 1
Pm
l+1(cos θ) (I.11)

J Εξίσση Boltzmann-Vlasov

J.1 Φασικός Χώρος και Συνάρτηση κατανομής

Εάν αντιμετοπίσουμε το ενερειακό περιεόμενο του σύμπαντος ς ρευστό που
περιράφεται από τον τανυστή ενέρειας ορμής T µν ,δεν οδηούμαστε σε πήρες
σύστημα εξισώσεν στην περίπτση που δεν έουμε προσειση ιδανικού
ρευστού.Επίσης αυτή η περιραφή (του ρευστού) στο κοσμικό φτονικό
υπόαρο, δεν μπορεί να εξηήσει τις ανισοτροποίες του CMB (το T µµ
περιράφει πουποικούς όρους ές και l = 2).

Πριν από την αποσύνδεση τν φτονίν η προσειση του ιδανικού
ρευστού αάει, και είναι ρειάζεται μια μιο ακριής ανάυση της ενέρειας και
ύης του σύμπαντος. Για τις συνειστώσες (αρυόνια, CDM, νετρίνα, φτόνια)
οι οποιες αποτεούνται από σμάτια αυτή η πιο αναυτική προσέιση δίνεται
από την συνάρτηση κατανομής f η οποία είναι 6-διάστατη στο φασικό ώρο.
Κάε είδος σματιδίου i έει τη δικιά του συνάρτηση καταμ=νομής fi.

Ο φασικός ώρος περιράφεται από έξι μεταητές:

• τρεις συνειστώσες xi

• και τις αντίστοιες ορμές pi
33Συνής ράφονται ς ⟨l1l2m1m2|jm⟩

215



Για την περίπτση μας, όπου έουμε σμάτια σε καμπύο ρορόνο σε κάποιο
σύστημα xµ, μπορούμε να πάρουμε τις συντεταμένες να είναι τρεις ρικές
συντεταμένες xi. Οι αντίστοιες ορμές α είναι οι ρικές συνειστώσες pi
της τετραορμής.

Ορίζουμε τη συνάρτηση κατανομής f ενός είδους σματιδίν ς μια
6-διάστατη πυκνότητα στο ώρο φάσεν. Επομένς ο αριμός dN τν
σματιδίν στις ρικές συντεταμένες xi, μέσα στον όκο dx1dx2dx3, και
με ρικές συνειστώσες pi της 4-ορμής, σε ρόνο η, δίνεται από

dN = f(η, xi, pi)dx
1dx2dx3 dp1dp2dp3︸ ︷︷ ︸

substackστοιείο όκουστο φασικό ώρο

(J.1)

Συνεπώς η f έει εξάρτηση επίσης από τον ρόνο, αά η ρονική συντεταμένη
(η) εμφανίζεται με διαφορετικό τρόπο σε σέση με την ρική συνειστώσα,
αφού η f ορίζεται ς πυκνότητα στι ρικές συντεταμένες. Άρα η f(η, xi, pi)
είναι μια συνάρτηση στο 6-διάστατο φασικό ώρο {xi, pi} που εξείσσεται με το
ρόνο η. Η ρονική συνειστώσα p0 της 4-ορμής δεν εμφανίζεται ς μεταητή,
αφού ια δεδομένο είδος σματιδίου η p0 καορίζεται από το pi (και τη μετρική),
και δεν είναι επομένς ανεξάρτητη μεταητή.

Προκύπτει ότι η συνάρτηση κατανομής f, ορισμένη με τον τρόπο αυτό, είναι
ανεξάρτητη από την επιοή συντεταμένν (δεν α το δείξουμε).

⋆ ⋆ ⋆

∂f

∂η
= − ∂f

∂xi
dxi

dη︸ ︷︷ ︸
free streaming

− ∂f

∂E

dE

dη︸ ︷︷ ︸
ερυρομετατόπιση

(J.2)

Το αποτέεσμα αυτό, η συνάρτηση Boltzmann σε 1η τάξη, εκφράζει το πς η
τιμή της συνάρτησης κατανομής αάζει στο xi, qi ό τν επιδράσεν:

• Free streaming: Εξαιτίας τν ταυτήτν τους dxi

dη
, τα σματίδια κινούνται

έξ από το στοιείο όκου d3xi (και επομένς από το στοιείο του
φασικού ώρου d3xid3qi) , και άα σμάτια εισέρονται μέσα σε αυτό

• Ερυρομετατόπιση: Η ενέρεια (και επομένς η ορμή) του σματιδίου
αάζει εξαιτίας της αρύτητας.
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K Τανυστής Ενέρειας σε Τοπικό Οροκανονικό
Σύστημα

Ο τανυστής Ενέρειας Ορμής T µ̂ν̂ στο τοπικό οροκανονικό σύστημα σε όρους
της συνάρτησης κατανομής είναι

T µ̂ν̂(η, xi) =

∫
d3qi

E
f(η, xi, q⃗)qµqν (K.1)

Όπου qµ ≡ (E, qi), η 4-ορμή στο τοπικό οροκανονικό σύστημα. Επομένς
έουμε

T 0̂0̂ =
∫
Efd3q πυκνότητα ενέρειας

T 0̂̂i =
∫
qifd3q πυκνότητα ορμής = ενερειακή ροή

T îĵ =
∫

qiqj

E
fd3q ροή ορμής

(K.2)

ια τις ποσότητες που παρατηρούνται από ένα σύμμορφο παρατηρητή.

Στο οροκανονικό σύστημα T µ̂ν̂ = ηνρT
µ̂ρ, άρα

T0̂0̂ =− T 0̂
0̂
= T 0̂0̂

T0̂̂i =− T î
0̂
= −T 0̂̂i

Tîĵ =− T î
ĵ
= T îĵ

(K.3)

Και ια να τα συνδέσουμε με αυτά που είπαμε στην ερία διαταραών, πρέπει
να μετασηματίσουμε το

T µν =

[
−ρ̄− δρ (ρ̄+ p̄)(vi + h0i)

−(ρ̄+ p̄)vi (ρ̄+ δp)δij +
∑

ij

]
(K.4)

στο οροκανονικό σύστημα.

Χρησημοποιώντας gµν = a2(ηµν + hµν) και gµν = a−2(ηµν − hµν) έουμε
ια τις ανταοίτες και συναοίτες συνειστώσες:

T µν = a−2

[
ρ̄+ δρ+ ρ̄h00 (ρ̄+ p̄)vi + p̄h0i
(ρ̄+ p̄)vi + p̄h0i (p̄+ δp)δij +

∑
ij −p̄hij

]
(K.5)

T µν = a2

[
ρ̄+ δρ− ρ̄h00 −(ρ̄+ p̄)vi − p̄h0i

−(ρ̄+ p̄)vi − p̄h0i (p̄+ δp)δij +
∑

ij +p̄hij

]
(K.6)
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Θέουμε να κατασκευάσουμε μια οροκανονική άση {eµ̂} η οποία αντιστοιεί
σε μια δοείσα άση {eµ} ≡ ∂µ. Για την περίπτση ενός οροκανονικού
συστήματος συντεταμένν αυτό είναι τετριμένο, απά κανονικοποιούμε τα eµ.
Αά έουμε την ειδική περίπτση, όπου hµν δεν είναι διαώνιο. Η διαδική
άση {eµ ≡ dx̃µ} μας οεύει αφού

eµe
ν = δνµ (K.7)

Και από τη ΓΣ έουμε ότι οι ανταοίτες και συναοίτες συνειστώσες της
οροκανονικής άσης και της δυαδικής είναι

(eµ)
a =δaµ (eµ)a = gaµ

(eν)a =δ
ν
a (eν)a = gaµ

(K.8)

και τα εστερικά ινόμενα είναι

eµ · eν =(eµ)a(eν)
a = gµν

eµ · eν =(eµ)a(e
ν)a = gµν

(K.9)

Από αυτό έουμε να κατασκευάσουμε μια νέα άση {eµ̂}, τέτοια ώστε eµ̂ ·eν̂ =
ηµν και e0̂ είναι εφαπτόμενο στην ευεία xi = σταερό. Αφού το e0 είναι ήδη

Σήμα 14.1: Βάση συντεταμένν eµ και η διαδική άση eµ. Να παρατηρήσουμε
ότι το σήμαείανι υπεροικό. Η απόκιση από την οροκανονικότητα είναι
μόις 1ης τάξης διαταραή.

εφαπτόμενο στην ευεία xi = σταερό, απά είναι e0 · e0 = g00 = −a2(1− h00)
αντί ια −1, και στην κανονικοποιημένη άση παίρνουμε

e0̂ ≡
1√
|g00|

e0 =
1

a
√
1− h00

e0 = a−1
(
1 +

1

2

)
e0 (K.10)

218



Τα ei είναι οροώνια στο e0, αά όι μεταξύ τους. Από την άη, εάν
ορίσουμε

eî ≡ q
(
δij +

1

2
hij
)
ej (K.11)

παίρνουμε
eiej =a

(
δik +

1

2
hik
)
a
(
δjl +

1

2
hjl
)
ekel

=
(
δik +

1

2
hik
)(
δjl +

1

2
hjl
)(
δkl − hkl

)
=δij − hij +

1

2
hij +

1

2
hij

=δij

(K.12)

και eî · e0̂ = 0. Επομένς {eµ̂} είναι μια οροκανονική άση eµ̂ · eν̂ = ηµν .

Σε όρους τν συντεταμένν {eµ}, e0̂ = a−1
(
1 + 1

2
h00
)
e0 και

eî =a
(
δij +

1

2
hij
)
eĵ = a

(
δij +

1

2
hij
)
gjµeµ̂ = a

(
δij +

1

2
hij
)
a−2
(
ηjµ − hjµ

)
eµ

= · · · = a−1
[
h0ie0 +

(
δij −

1

2
hij
)
ej
]

(K.13)
ή eµ̂ = Xν

µ̂eν όπου

X0
0̂
= a−1

(
1 + 1

2
h00
)

X0
î
= a−1h0i

X i
0̂
= 0 Xj

î
= a−1

(
δij − 1

2
hij
) (K.14)

έιναι ο πίνακας μετασηματισμού μεταξύ τν δύο άσεν.

Μπορούμε τώρα να ρησημοποιήσουμε τα Xν
µ̂ ια να μετασηματίσουμε

τις συναοίτες συνειστώσες κάε τανυστή από το σύστημα συντεταμένν
σε αυτή την οροκανονική άση. Για τον τανυστή ενέρειας έουμε

Tµ̂ν̂ = Xρ
µ̂X

σ
ν̂ Tρσ (K.15)

η οποία, με ρήση τν K.5 και K.13 δίνει

T0̂0̂ =T
0̂0̂ = ρ̄+ δρ

T0̂̂i =Tî0̂ = −
(
ρ̄+ p̄

)
vi

T 0̂̂i =T î0̂ = +
(
ρ̄+ p̄

)
vi

Tîĵ =T
îĵ =

(
p̄+ δp

)
δij +

∑
ij

(K.16)
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Επομένς παίρνουμε τη σύνδεση μεταξύ τν διαταραών του τανυστή ενέρειας
και της συνάρτησης κατανομής34:

ρ = ρ̄+ δρ =

∫
Efd3q

p = p̄+ δp =
1

3
δijT

îĵ =

∫
δijq

iqj

3E
fd3q∑

ij

= T îĵ − δijp =

∫ (
qiqj − 1

3
δijq2

)fd3
E(

ρ+ p
)
vi =

(
ρ̄+ p̄

)
vi =

∫
qifd3q

(K.17)

όπου q ≡
√
δijqiqj = |q⃗|

L Ερυρομετατόπιση Φτονίν και Free Streaming

Για φτόνια, E =
√
q2 +m2 = q = |q⃗| =

√
δijqiqj. Με το n̂ = ni =(

sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ
)
(δijninj = 1) να δίνει την διεύυνση της ορμής τν

φτονίν στο σύστημα (το τοπικό οροκανονικό) του παρατηρητή (xi = στα.).

Εξετάζουμε τώρα την πρώτης τάξης εξίσση Boltzmann ια τα φτόνια,
∂f

∂η
= − ∂f

∂xi
dxi

dη
− ∂f

∂q

dq

dη
(L.1)

Η ενέρεια τν φτονίν q που παρατηρείται από ένα τοπικό παρατηρητή μπορεί
να ραφεί ς

q ≡ −u · p = −uµpµ (L.2)
όπου u = e0̂ είναι η 4-ταύτητα του παρατηρητή, και p είναι η 4-ορμή.

Οι ανταοίτες συνειστώσες τπυ φτονίου είναι

pµ =
dxµ

dλ
=

(
dxη

dλ
,
dxx

i

dλ

)
(L.3)

34Σημειώνουμε ότι τα αποτεέσματα αυτά ισύουν μόνο σε 1ης τάξης ερία διαταραών.
Για παράδειμα, έουμε υποέσει ότι η ταύτητα του ρευστού v⃗ είναι μικρή (μη σετικιστική).
Γενικά, στη ΓΣ, η παρατηρούμενη πυκνότητα ενέρειας T 0̂0̂ δεν είναι ίση με την ενερειακή
πυκνότητα ρ στο σύστημα ηρεμίας του ρευστού, ια δύο όους: 1) την κινητική ενέρεια
όο της ταύτητας v⃗ του ρευστού 2) συστοή Lorentz του στοιείου όκου. Και τα δύο αυτά
έουν O(v2) επίδραση, και επομένς μπορούν να ανοηούν σε 1ης τάξης ερία διαταραών.
(Ταύτητες σματιδίν q⃗/E μπορεί να είναι σετικιστικές στην περίπτσή μας - και σίουρα
είναι ια τα φτόνια)
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όπου λ είναι η παράμετρος κατά μήκος της καμπύης - τροιάς του φτονίου.
Αυτές εξείσσονται σύμφνα με την εδαισιακή εξίσση

d2xµ

dλ2
+ Γµνρ

dxν

dλ

dxρ

dλ
=
dpµ

dλ
+ Γµνρp

νpρ = 0 (L.4)

Οι συνειστώσες της παρατηρούμενης 4-ταύτητας είναι

uµ =(e0̂)
µ = a−1

(
1 +

1

2
h00, 0, 0, 0

)
uµ =gµνu

ν = a2 (ηµ0 + hµ0)u
0 = a

(
−1 +

1

2
h00, h0i

)
= −a

(
1− 1

2
h00,−h0i

)
(L.5)

Μπορούμε να συσετίσουμε τις συνειστώσες της 4-ορμής του φτονίου στο
σύστημα συντεταμένν, pµ =

(
p0, pi

)
με αυτές στο σύστημα του παρατηρητή

pµ̂ = qµ =
(
q, qi

)
με την

pµ = Xµ
ν̂ q

ν

p0 = a−1
(
1 + 1

2
h00
)
q + a−1h0iq

i = a−1
(
1 + 1

2
h00 + h0in

i
)

pi = a−1
(
δij − 1

2
hij
)
qj = a−1q

(
ni − 1

2
hijn

i
) (L.6)

Από αυτό, σε 0η τάξη έουμε

p0 = a−1q, pi = a−1qi ⇒ pi

p0
= ni σε 0η τάξη (L.7)

και

p · p = gµνp
µpν = ηµνp

µpν︸ ︷︷ ︸
δijpipj−(p0)2

+hµνp
µpν = 0

⇒ δijp
ipj

(p0)2
= 1− h00 − 2h0i

pi

p0
− hij

pipj

(p0)2
= 1− h00 − 2hoin

i − hijn
inj

(L.8)
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Αφού το ∂f
∂xi

είναι μια διαταραή, μπορούμε να προσείσουμε το dxi

dη
στην L.1

από το dxi

dη
= pi

p0
≈ ni (σε 0η τάξη) και ράφουμε την L.1 ς

∂f

∂η
= − ∂f

∂xi
ni − q

∂f

∂q

1

q

dq

dη
(L.9)

Προράμε τώρα στον υποοισμό της ερυρομετατόπισης τν φτονίν, 1
q
dq
dη
.

Υποοίζουμε ρώτα το dq
dη

dq

dη
= − d

dη

(
uµp

µ
)
= −duµ

dη
pµ − uµ

dpµ

dη
(L.10)

Παρατηρούμε εδώ ότι το uµ ορίζεται παντού από το σύστημα συντεταμένν
και τη μετρική, και μπορούμε να ράψουμε

duµ
dη

=
∂uµ
∂η

+
∂uµ
∂xi

dxi

dη
=
∂uµ
∂η

+
∂uµ
∂xi

pi

p0
(L.11)

Χρησημοποιώντας τo uµ από την L.5

∂u0
∂η

= −a′(
1− 1

2
h00
)
+ 1

2
ah

′
00

∂u0
∂xi

= 1
2
ah00,i

∂ui
∂η

= a
′
h0i + ah

′
0i ah0j,i

(L.12)

∴ έουμε το − duµ

dη
pµ

Για −uµ dp
µ

dη
= −uµ dλdη

dpµ

dλ
= −uµ 1

p0
dpµ

dλ
ρειαζόμαστε την εδαισιακή εξίσση

L.4

Τα σύμοα Christoffel ια μια ενική hµν διαταραή είναι

Γ0
00 =H − 1

2
h

′

00

Γ0
0i =Hh0i −

1

2
h00,i

Γ0
ij =Hδij +Hδijh00 +Hhij − frac12

(
h0i,j + h0j,i

)
+

1

2
h

′

ij

Γi00 =Hh0i + h
′

0i −
1

2
h00,i

Γi0j =Hδij −
1

2

(
h0j,i − h0i,j

)
+

1

2
h

′

ij

Γijk =−Hδjkh0i +
1

2
hij,k +

1

2
hij,k +

1

2
hik,j −

1

2
hjk,i

(L.13)
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Το αποτέεσμα είναι
dq

dη
= p0

(
− a

′
+

1

2
a

′
h00 +

1

2
ah00,in

i + a
′
h0in

i − ah
′

0in
i − 1

2
ah

′

ijn
inj
)

(L.14)

Χρειαζόμαστε επίσης ια να φτάσουμε στο τεικό αποτέεσμα

1

q

dq

dη
= −H − 1

2
h

′

ijn
inj − h

′

0in
i +

1

2
h00,in

i (L.15)

⇒ ∂f

∂η
=
∂f

∂xi
ni − q

∂f

∂q

(
−H − 1

2
h

′

ijn
inj − h

′

0in
i +

1

2
h00,in

i

)
(L.16)

M Εξίσση Φτεινότητας

Εξετάζουμε τώρα την συνάρτηση κατανομής τν φτονίν. Δεδομένου ότι τα
φτόνια είναι άμαζα

E(k⃗) = k (M.1)
Σε ερμική ισορροποία, η κατανομή τν φτονίν ακοουεί κατανομή Bose-
Einstein

feq(η, x
i, k⃗) =

g

(2π)3
1

ek/T − 1
(M.2)

Αφού όπς νρίζουμε από τη στατιστική φυσική, αφού δεν υπάρει νόμος
διατήρισης του πήους τν φτονίν (είναι μποζόνια) το ημεικό δυναμικό
τους α είναι μηδεν µ = 0. Εδώ g = 2 είναι ο αριμός τν εστερικών αμών
εευερίας (spin).

Στο υποκείμενο σύμπαν, η ερμική ισορροποία ια τα φτόνια είναι αρκετά
καή προσέιση, και η ερμοκρασία Τ είναι ομοενής. Επομένς

f̄(η, xi, k⃗) = f̄(η, k) =
g

(2π)3
1

ek/T (η) − 1
(M.3)

Γράφουμε την διαταρακτική συνάρτηση κατανομής ς

f(η, xi, k, n̂) =
g/(2π)3

exp
{

k
T (η)[1+θ(η,xi,k,n̂)]

} − 1 (M.4)

(απούτς ενικά, θ μπορεί να εκφραστεί συναρτήσει του f).

Τώρα υποέτουμε θ = θ(η, xi, n̂), ανεξάρτητο της ενέρειας τν φτονίν
k. Η υπόεση αυτή (κατά προσέιση) α αιτιοοηεί αρότερα. (Αρικά,
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σε νεαρούς ρόνους είναι σε ισοροπία και η υπόεση ισύει. Θα άουμε
τις εξισώσεις εξέιξης ια το θ και προκύπτει να μην περιέουν το k άρα η
k-εξάρτηση μπορεί να ανοηεί. Αυτό στην πραματικότητα εξαρτάται από την
υπόεση ότι τα φτόνια καώς σκεδάζονται από τα ηεκτρόνια δεν αάζουν
την ενέρειά τους στο σύστημα ηρεμίας του ηεκτρονίου το οποίο ισοδυναμεί
με το να υποέτουεμ ότι είμαστε στο κασσικό όριο k ≪ me.

Σε τοπική ερμική ισοροπία α είαμε τοπική ερμοκρασία T (η, xi) =
T (η)

[
1 + θ(η, xi)

]
. Συνεπώς η υπόεση είναι ότι η απόκιση από την ομοενή

ύση της ερμοκρασίας είναι εξαρτώμενη από την απόσταση (ανισοτροποία).

• Η Θ(η, xi, n̂) καείται συνάρτηση φτεινότητας.

Ένας τοπικός παρατηρητής στο η, xi α παρατηρήσει ακτινοοία να
καταφάνει σε αυτόν με φάσμα μέανος σώματος, της οποίας η ερμοκρασία
εξαρτάται από την κατεύυνση x̂ = −n̂ την οποία κοιτάει

T (−n̂) = T (η)
[
1 + θ(η, xi, n̂)

]
(M.5)

Αφού το Θ είναι μικρό (1ης τάξης διαταραή) μπορούμε να εκφράσουμε την
διαταραή στην συνάρτηση κατανομής f = f̄ + δf = f̄ + f (1) ς

f (1)(η, xi, k, n̂) ≡ δf
∂f̄

∂T
T (η)θ(η, xi, n̂) (M.6)

Αφού f̄ εξαρτάται από το k και T μόνο μέσ του όου q/T , έουμε

T
∂f̄

∂T
= −k∂f̄

∂k
⇒ f (1) = −k∂f̄

∂k
Θ (M.7)

Επιστρέφουμε τώρα στην εξίσση κρούσης του Boltzmann ια το φτόνιο,

df

dη
=
∂f

∂η
+
∂f

∂xi
ni + k

∂f

∂k

(
−H − 1

2
h

′

ijn
inj − h

′

0i

)
(M.8)
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