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Περίηψη

Στο Κεφ. 0 κάνουμε απή αναφορά στα ασικότερα εραεία της Γενικής
Σετικότητας και τν οποίν η ρήση είναι πού συνή στο κυρίς κείμενο.
Επίσης δείνουμε πς με εάιστα ήματα μπορεί να δει κανείς ότι ο τανυστής
Riemann ικανοποιεί την κυματική εξίσση, που μας προιδεάζει ότι τα κύματα
καμπυότητας είναι πράματι μια ουσιαστική έννοια. Στα κεφάαια του
Μέρους I ασοούμαστε με τα αρυτικά κύματα. Συκεκριμένα στο Κεφ.
1 εξερευνούμε τις εξισώσεις του Einstein περνώντας από διάφορες οικές
αμίδες ια την περίπτση μιας ραμμικής διαταραής 1ης τάξης στην μετρική
και εξάουμε την εξίσση κίνησης αυτής της τανυστικής διαταραής (αρυτικό
κύμα). Εξετάζουμε επίσης την επίδραση που έει ένα αρυτικό κύμα σε μια
σειρά από εεύερα σμάτια, και συκεκριμένα την παραμόρφση που προκαεί
σε ένα δακτυίδι από διακριτά σμάτια. Στο Κεφ. 2 ασοούμαστε με τα είδη
σημάτν αρυτικών κυμάτν και τα ενερά και μεοντικά πειράματα ια την
ανίνευσή τους. Περιράφουμε επίσης την ειτουρία του πιο διαδεδομένου
πέον είδους ανινευτών, του ανινευτή συμοομέτρου. Στο Κεφ. 3
ράφουμε ια τα πουποικούς όρους της αρυτικής ακτινοοίας. Στο Κεφ.
4 ασοούμαστε με την ενέρεια τν αρυτικών κυμάτν και δουεύουμε στη
εόμενη προσέιση μικρού μήκους κύματος ια να ρούμε τις ενερειακές
απώειες αυτών. Στο Κεφ. 5 αρακτηρίζουμε τις διάφορες περιοές του
φάσματος της αρυτικής ακτινοοίας και αναφέρουμε τα αντίστοια πειράματα
που ειδικεύονται σε κάε περιοή. Στα κεφάαια του Μέρους II ασοούμαστε,
σε μια προσπάεια ενίκευσης της αρικής συζήτησης του Κεφ. 1, ενικότερα
με τις ραμμικές διαταραές σε ένα FRW σύμπαν μηδενικής καμπυότητας.
Στα κεφάαια του Μέρους III κάνουμε μια αναφορά στη αμτή ερία
του Πηρισμού (Inflation) και ενικεύουμε την προηούμενη ανάυση του
Μέρους II αά στην περίπτση που έουμε ένα ή περισσότερα inflaton πεδία,
με απώτερο σκοπό την εξαή του δείκτη φασματικής ισύς. Η συζήτηση
αυτή είναι κρίσημη στην μεέτη τν αρυτικών κυμάτν αφού και οι τανυστικές
διαταραές συνεισφέρουν στο μέεος αυτό. Στο IV εισαάουμε στις ασικές
έννοιες και εραεία της μεέτης του CMB. Τέος στο Μέρος V έπουμε
πς από τις ανισοτροποίες του CMB παίρνουμε πηροφορίες ια τις αρέονες
κοσμοοικές διαταραές του Μέρους III.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 0
Προκαταρκτικά

Συμάσεις Προσήμου

Στη ιιoραφία παρατηρούνται ποοί διαφορετικοί ορισμού τν τανυστών
που συνά ρησημοποιούνται στη Γενική Σετικότητα, εονός που οφείεται,
πέρα από την δυνατότητα επιοής διαφορετικής μετρικής, και στην ανεξάρτητη
εευερία που υπάρει στον ορισμό του τανυστή Riemann και του τανυστή
ενέρειας ορμής. Πρός αποφυή τυόν παρενόησης στον παρακάτ πίνακα
φαίνονται οι διαφορετικές συμάσεις προσήμου που συναντώνται στην
ιιοραφία:

Συραφέας Χ1 Weinberg

gµν +−−− −+++

Γαβγ (same) (same)

Rα
βγδ

(
Rα
βγδ

)
X

(
Rα
βγδ

)
W

= −
(
Rα
βγδ

)
X

Rβδ

(
Rβδ

)
X

(
Rβδ

)
W

= −
(
Rβδ

)
X

R gαββ Rβ
αβ ≡ RX R

Tµν =
δS
δgµν

(
Tµν
)
X

(
Tµν
)
W

= −
(
Tµν
)
X

8



Βαρυτικά και Η/Μ κύματα σύκριση

Γραμμικοποιημένη αρύτητα Ηεκτρομανητισμός

Δυναμικά hµν
Διανυσματικό δυναμικό: Α(1, x)
Βαμτό δυναμικό: Φ(t, x)

Πεδία
Γραμμικοποιημένη

καμπυότητα Rieman:
Raβγδ(x)

Ηεκτρικό πεδίο: E(t, x)
Μανητικό πεδίο: Β(t, x)

Μετασηματισμός αμίδας hµν → hµν − ∂µϵν − ∂νϵµ Aµ → Aµ − ∂µχ

Παράδειμα συνήκης
αμίδας (”Lorentz”) ∂νh

ν
µ − 1

2
∂µh

ν
ν = 0 ∂µAµ = 0

Εξισώσεις πεδίου στη
αμίδα Lorentz □hµν = 0 □Aµ = 0

Χρήσιμες σέσεις από τη Γενική Σετικότητα
Σέσεις Christoffel

Γσµν =
1

2
gσρ(∂µgνρ + ∂νgρµ − ∂ρgµν). (0.1)

Τανυστής Riemann

Rρ
σµν = ∂µΓ

ρ
νσ − ∂νΓ

ρ
µσ + ΓρµλΓ

λ
νσ − ΓρνλΓ

λ
µσ (0.2)

R•
•µν = ∂µΓ

•
ν• − ∂νΓ

•
µ• +

[
Γ•
µ•,Γ

•
ν•
]
=
[
∂µ + Γ•

µ•, ∂νΓ
•
ν•
]

Τανυστής Ricci

Rµν = ∂λΓ
λ
µν − ∂νΓ

λ
µλ + ΓλµνΓ

σ
λσ − ΓλµσΓ

σ
νλ (0.3)
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Το ίνος του τανυστή Ricci μας δίνει το αμτό Ricci:

R = Rµ
µ = gµνRµν (0.4)

Μια ρήσιμη έννοια που α ρησιμοποιήσουμε παρακάτ την οποία όμς δεν
α αποδείξουμε είναι οι εξισώσεις πεδίου Einstein.

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν =

8πG

c4
Tµν (0.5)

Οι παραπάν συνδέουν την καμπυότητα (μέσ της μετρικής και του
τανυστή Ricci) με την παρουσία ενέρειας - ορμής (μέσ του Tµν).

..

Ισοδύναμη διατύπση

.

Παίρνοντας στην 0.5 το ίνος ς προς τη μετρική και στα δύο μέη
παίρνουμε

R− D

2
R =

8πG

c4
T

όπου D είναι η διάσταση του ρορόνου στον οποίο δουεύουμε (εδώ
D = 4). Η έκφραση αυτή μπορεί να ξαναραφεί ς

−R =
8πG

c4
T

D
2
− 1

Προσέτοντας το παραπάν, ποαπασιασμένο −1
2
gµν φορές στην 0.5,

παίρνουμε την επόμενη ισοδύναμη ”trace-reversed” μορφή

Rµν =
8πG

c4

(
Tµν −

1

2
Tgµν

)
(0.6)

Δηαδή ο όρος με το αμτό του τανυστή Ricci έει αντικατασταεί
στη νέα έκφραση από όρο με αμτό του τανυστή ενέρειας-ορμής.

Επίσης από τα παραπάν έπουμε ότι τα αμτά τν δύο αυτών
τανυστών συνδέονται με τη σέση:

R =
8πG

c4
T (0.7)
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Μια πρώτη ένδειξη του ότι μπορεί να έουμε κύματα
καμπυότητας

Από την ταυτότητα Bianchi:

Rαβγδ,µ +Rαβδµ,γ +Rαβµγ,δ = 0 (0.8)

Στο κενό ώρο, ρίς την παρουσία κάποιας πηής δηαδή, η 0.6 μας δίνει ότι

Rαβ = 0 (0.9)

Ποαπασιάζοντας την 0.11 με gαµ, και ρησιμοποιώντας την 0.9, παίρνουμε

Rµ
βγδ,µ +����Rµ

βδµ,γ +
����Rµ
βµγ,δ = 0

Rµ
βγδ,µ = 0

(0.10)

Λό της συμμετρίας του τανυστή Riemann σημαίνει ότι ο τανυστής αυτός
έει μηδενική απόκιση σε κάε δείκτη.

Παίρνουμε τώρα τη δεύτερη παράο της 0.11 ς προς µ, και
ρησημοποιούμε το τεευταίο επιείρημα ια την απόκιση του τανυστή Rie-
mann:

R ,µ
αβγδ,µ +XXXXXR ,µ

αβδµ,γ +XXXXXR ,µ
αβµγ,δ = 0 (0.11)

Που σημαίνει ότι ο τανυστής Riemann ικανοποιεί την κυματική εξίσση:

□Rαβγδ = 0 (0.12)
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Μέρος I

Βαρυτικά Κύματα
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1
Εξαή Λύσης Βαρυτικών Κυμάτν

1.1 Βαρυτικά κύματα σε επίπεδο ώρο

Όπς και στον ηεκτρομανητισμό στον οποίο υπάρουν ηεκτρομανητικές
διαταραές που διαδίδονται με ταύτητα c - ηεκτρομανητικά κύματα - στην
σετικιστική ερία της αρύτητας υπάρουν διαταραές της εμετρίας του
ώρου οι οποίες διαδίδονται στο ρορόνο και ονομάζουμε αρυτικά κύματα.

Θερούμε ένα ασενές αρυτικό πεδίο στο κενό. Η μετρική του επίπεδου ώρου
Minkowski είναι:

gαβ ≡ g
(0)
αβ = ηαβ =


−1

1

1

1


Εισάουμε τον τανυστή hαβ ς διαταραή στο παραπάν επίπεδο ώρο, ώστε:

gαβ = ηαβ + hαβ (1.1)

Επειδή τα ηαβ και gαβ είναι συμμετρικά, πρέπει και το hαβ να είναι επίσης
συμμετρικό. Ορίζουμε στη συνέεια με τη οήεια τν σέσεν τν ύψσης
δεικτών της ειδικής σετικότητας και τις ποσότητες:

hαβ ≡ ηασhσβ

hαβ ≡ ηασηβρhσρ

h ≡ hαα = ησρhσρ.

(1.2)
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..

Ανταοίτη μορφή της διαταραής

.

Επειδή είναι gµνgµσ = δσν , έουμε:

δσν = gµνg
µσ = (ηµν + hµν)(η

µσ + αhµσ) = δσν + αhσν + h+O(h2)

άρα πρέπει α = −1, συνεπώς η ανταοίτη σέση ια τη μετρική ίνεται:

gαβ = ηαβ − hαβ (1.3)

Στη νέα μετρική τα σύμοα Christoffel και ο τανυστής Ricci ίνονται:

Γσµν =
1

2
ησρ(hνρ,µ + hρµ,ν − hµν,ρ). (1.4)

Και επειδή κρατάμε πρώτης τάξης όρους ς προς hαβ έουμε:

Rµνρσ = ηµλ∂ρΓ
λ
νσ − ηµλ∂σΓ

λ
νρ

=
1

2
(hµσ,νρ + hνρ,µσ − hµρ,νσ − hνσ,µρ)

και με τη οήεια της 1.4:

Rµν = ∂λΓ
λ
µν − ∂νΓ

λ
λµ

= ∂λ
1

2
ηλρ (∂νhµρ + ∂µhρν − ∂ρhµν)− ∂ν

1

2
ηλρ (∂µhλρ + ∂λhρµ − ∂ρhλµ)

= ∂λ
1

2

(
∂νh

λ
µ + ∂µh

λ
ν − ∂λhµν

)
− ∂ν

1

2

(
∂µh

λ
λ + ∂λh

λ
µ − ∂λhλµ

)
=

1

2

[
hλµ,νλ + hλν,µλ − h ,λ

µν,λ − hλλ,µν − hλµ,λν + h ,λ
λµ,ν

]
=

1

2

[
hλµ,νλ + hλν,µλ −□hµν − h,µν−hλµ,λν + h ,λ

λµ,ν

]

Όμς είναι hλµ,λν = ηλβhβµ,λν = ηλβηλkh
,k

βµ,ν = δβkh
,k

βµ,ν = h ,k
kµ,ν = h ,λ

λµ,ν

Συνεπώς:

Rµν =
1

2

[
hλµ,νλ + hλν,µλ −□hµν − h,µν

]
(1.5)
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Και
R = hµν,µν −□h (1.6)

Επομένς οι εξισώσεις πεδίου του Einstein, ανοώντας όρους O(|hµν |2),
ίνονται:

Gµν =
1

2

[
hλµ,νλ + hλν,µλ −□hµν − h,λσ − ηµν(h

λσ
,µν −□h)

]
+O(h2µν)

=
1

2

[
hλµ,νλ + hλν,µλ −□hµν − h,µν − ηµνh

λσ
,λσ + ηµν□h

] (1.7)

Εφαρμόζουμε τον μετασηματισμό:

h̄µν = hµν −
1

2
ηµνh (Trace-Reverse Metric)

h̄ = h− 1

2
4h = −h

hµν = h̄µν −
1

2
ηµν h̄

(1.8)

Και παίρνουμε:

Rµν =
1

2

[
h̄λµ,νλ + h̄λν,µλ −□hµν

]
(1.9)

και

Gµν =
1

2

[
hλµ,νλ + hλν,µλ −□hµν − h,λσ − ηµν(h

λσ
,µν −□h)

]
+O(h2µν)

=
1

2

[
h̄λµ,νλ + h̄λν,µλ −□h̄µν −

1

2
(ηνλh̄

,λ
,µ − ηµν□h̄)

]
+O(h̄2µν)

= −1

2

[
□h̄µν + ηµν h̄

,λσ
λσ − h̄λµ,νλ − h̄,λν,µλ

]
+O(h̄2µν)

(1.10)
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..

Άος συοισμός στη ιιοραφία

.

Αφού Gµν =
8πG
c4
Tµν =

8πG
c4

[
Tµν + tµν(h̄)

]
□h̄µν + ηµν h̄

,λσ
λσ − h̄λµ,νλ − h̄,λν,µλ = −16πG

c4
[
Tµν + tµν(h̄)

]
Θέτοντας

W̄µ = ηρσ∂ρh̄µσ

Η προηούμενη εξίσση παίρνει την εναακτική μορφή

□h̄µν − ∂µW̄ν − ∂νW̄µ + ηρσ∂ρW̄σηµν = −16πG

c4
[
Tµν + tµν(h̄)

]
την οποία συναντάμε στη ιιοραφία (π. [10])

Βέπουμε ότι η παραπάν σέση α αποποιούταν ακόμα περισσότερο αν
h̄µν,ν = ∂ν h̄

µν = 0

Αυτό μπορούμε να το πετύουμε με τον επόμενο μετασηματισμό. Θερούμε
ένα απειροστό μετασηματισμό συντεταμένν, x′ α = xα+ξα, όπου ξa είναι ένα
δεδομενο διανυσματικό πεδίο. Έουμε ότι η διαταραή h̄µν μετασηματίζεται
όπς [1, 3, 10]:

h̄
′

αβ = h̄αβ − ξα,β − ξβ,α + ηαβξ
ρ
,ρ

h̄ = h′ − 2ξα,α
(1.11)

Προκύπτει ότι αυτός, ια να είναι μετασηματισμός Lotentz α πρέπει
ξα,β + ξβ,α = 0. Πράματι, ια να είναι ένας ραμμικός μετασηματισμός,
μετασηματισμός Lorentz α πρέπει η μετρική να παραμένει αναοίτη:

..

Πρέπει gµν = g′µν

gµν = ηµν + hµν =
∂x′ρ

∂xµ
∂x′σ

∂xν
g′ρσ = (δρµ + ∂µξ

ρ)(δσν + ∂νξ
σ)g′ρσ

= (δρµδ
σ
ν + δρµ∂νξ

σ + δσν ∂µξ
ρ + ∂µξ

ρ∂νξ
σ)g′ρσ

≈ g′µν + g′ρν∂µξ
ρ + g′µσ∂νξ

σ

= ηµν + h′µν + ∂νξµ + ∂µξν

= g′µν + ∂νξµ + ∂µξν︸ ︷︷ ︸
=0
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Πώς πρέπει να μετασηματίζεται οιπόν το h̄µν ώστε να έουμε ∂ν h̄µν = 0?

h̄µν = hµν −
1

2
ηµνh

= h′µν + (∂νξµ + ∂µξν)−
1

2
ηµνh

= h̄′µν −
1

2
ηµν h̄

′ + (0)− 1

2
ηµνh

= h̄′µν −
1

2
ηµν
(
h̄′ + h

)
= h̄′µν −

1

2
ηµν (−h′ + h)

= h̄′µν −
1

2
ηµν (−2∂αξ

α)

(1.12)

όπου προφανώς το h̄αβ παραμένει ύση της εξίσσης πεδίου. Επομένς, αφού
έουμε την εευερία να επιέξουμε όποιο ξα, μπορούμε να επιέξουμε το ξ να
είναι ύση της διαφορικής εξίσσης:

h̄σα,σ =
1

2
h̄′σσ,α −□ξα (Harmonic gauge) (1.13)

Τότε έπουμε ότι η 1.12 μας δίνει το επιυμητό αποτέεσμα ∂ν h̄µν = 0. Οι
1.8 και 1.13 μαζί συνιστούν την Transverse Traceless αμίδα, στην οποία α
δουέψουμε από εδώ και πέρα.

..

Βαμοί εευερίας

.

• hµν είναι ένας 4× 4 συμμετρικός πίνακας: 10 ΒΕ

• Harmonic gauge: -4 ΒΕ

• Επιοή του ξα: -4 ΒΕ

Μόνο 2 ΒΕ περισσεύουν στην TT αμίδα.

Με την επιοή και αυτής της δεύτερης αμίδας παίρνουμε:

Gµν = −1

2
□hµν (1.14)
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Και οι εξισώσεις Einstein παίρνουν την απούστερη μορφή:

Gµν = −1

2
□hµν =

8πG

c4
Tµν ⇒

..
□hµν = −16πG

c4
Tµν (1.15)

η οποία είναι της μορφής:

□hµν = −jgrµν με αμίδα ∂µh̄µν = 0

Όπς και στον ηεκτρομανητισμό, η ύση της εξίσσης αυτής είναι το
καυστερημένο δυναμικό:

hαβ(x, t) =
4πG

c4

∫
Tαβ(x′, t− |x−x′|

c
)

|x− x′| d3x′. (1.16)

Αυτή η ύση περιράφει μια αρυτική διαταραή που διαδίδεται στο ώρο με
την ταύτητα του φτός c.

1.2 Περίπτση απουσίας αρυτικών πηών

Όταν Tαβ = 0, τότε έουμε στην αμίδα Lorentz την ομοενή εξίσση
που αντιστοιεί στην περίπτση απουσίας αρυτικών πηών (στo α δούμε
τη ενική μη ομοενή ύση), δηαδή την εξίσση εευέρου πεδίου:

□hαβ = 0, (1.17)

η οποία έει ύση διαδιδόμενου κύματος με k2 = 0

hµν(x) = Re{Aµν(k)e±ik·x} (1.18)

όπου ο τανυστής πόσης Aµν = Aνµ ικανοποιεί πάντα, ό της αμίδας
Lorentz, τις συνήκες:

..
kµAµν(k) = Aµν(k)kν = 0 (1.19)
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Μπορεί να δειεί ότι στον τανυστή του πάτους μπορεί να επιηεί η
πρόσετη συνήκη

..
Aαα = 0 [3] (1.20)

Οι δύο αυτές συνήκες αποτεούν τη εόμενη transverse-traceless gauge
και ρησιμοποιούν όες τις εευερίες αμίδας, συνεπώς οι εναπομείνασες
συνιστώσες του hαβ α έουν φυσική σημασία. Επιέοντας ς z την διεύυνση
διάδοσης του κύματος, παίρνουμε k⃗ = (ω, 0, 0, ω) που σε συνδυασμό με την
εξίσση 1.19 α έουμε Aαz = A0α = 0 ια κάε α (αυτή είναι και η προέευση
του προσδιορισμού transverse ια τη αμίδα: το Aµν είναι εκάρσιο στη
διεύυνση διάδοσης του κύματος). Από την 1.19 οιπόν έουμε ότι επιιώνουν
οι συνιστώσες Axx, Ayy και Axy = Ayx. Επιπέον η 1.2 επιάει τη συνήκη
Axy = Ayx ια το ίνος του τανυστή Aµν . Επομένς ο τανυστής του πάτους
παίρνει τη μορφή:

ATTµν =


0 0 0 0

0 Axx Axy 0

0 Axy −Axx 0

0 0 0 0

 (1.21)

Τέος από την k⃗ = (ω, 0, 0, ω) έουμε ik⃗ · x⃗ = −i(ωt− ωz) επομένς η ενική
ύση τν ραμμικοποιημένν εξισώσεν Einstein στο κενό, ια διάδοση στον
z άξονα με σταερή συνότητα ω στην ΤΤ αμίδα είναι:

hTTµν (t, z) = Re{


0 0 0 0

0 Axx Axy 0

0 Axy −Axx 0

0 0 0 0

 eiω(z−t)} (1.22)

Που σημαίνει ότι αφού υπάρουν δύο ανεξάρτητες συνιστώσες, α υπάρουν
δύο πιανές ποώσεις ια τα αρυτικά κύματα. Η συνιστώσα του κύματος που
είναι ανάοη του Axx ονομάζεται plus (+) και αυτή που είναι ανάοη του
Axy ονομάζεται cross (×). Έτσι στη ραμμική προσέιση με την ΤΤ αμίδα
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στο κενό μπορούμε να ράψουμε:

hµν =


0 0 0 0

0 h+(t− z) h×(t− z) 0

0 h×(t− z) −h+(t− z) 0

0 0 0 0

 (1.23)

Για να συνειδητοποιήσουμε τι σημαίνει ένα αρυτικό κύμα να έει μια
συκεκριμένη πόση πρέπει να εξετάσουμε ποια α είναι η επίδρασή του σε
κάποια δοκιμαστικά σμάτια.

1.3 Επίδραση αρυτικών κυμάτν σε εεύερα
σμάτια

Όα τα αρυτικά κύματα μπορούν να ραφτούν στη μορφή της 1.22, ώστε κάε
κύμα να έει δύο ανεξάρτητες συνιστώσες, τις hTTxx και hTTxy .
Ας ερήσουμε ένα κύμα πόσης + που διαδίδεται στον z άξονα:

hµν =


0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 0

h(t− z) (1.24)

που αντιστοιεί σε μια ρονοεξαρτώμενη μετρική:

ds2 = −dt2 + (1 + h(t− z))dx2 + (1− h(t− z))dy2 + dz2 (1.25)

Θερούμε δύο δοκιμαστικά σμάτια Α και Β στις έσεις xiA = (ct, 0, 0, 0) και
xi = (ct, xB, yB, zB) και ένα αρυτικό που διαδίδεται στον z άξονα. Αν τα
σμάτια αυτά είναι ακίνητα πρτού περάσει το πρώτο μέτπο του κύματος, α
έουν τετραταύτητες uA = uB = (1, 0, 0, 0). Αφού τα σμάτια είναι εεύερα,
α υπακούουν την εδαισιακή εξίσση

d

dτ
ui = −Γiµνu

µuν ⇒ d2xi

dτ 2
= −Γiµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
(1.26)

Στη ραμμικοποιημένη μετρική οι σέσεις του Christoffel σε πρώτη τάξη της
διαταραής παίρνουν την μορφή:

δΓαµν =
1

2
ηαβ

(
∂hβµ
∂xν

+
∂hβν
∂xµ

− ∂hµν
∂xα

)
(1.27)
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Αντικαιστώντας στην 1.26, παίρνουμε την αρική τιμή της επιτάυνσης:(
duα

dτ

)
0

=
d2(δxi)

dτ 2
= −δΓiµνuµuν = −δΓi00

= −1

2
ηαβ

(
∂hβ0
∂x0

+
∂hβ0
∂x0

− ∂h00
∂xα

)
όπου ρησιμοποιήσαμε το εονός ότι τα σμάτια είναι αρικά ακίνητα. Όμς
από την αμίδα ΤΤ είδαμε ότι hδ0 = 0 άρα(

duα

dτ

)
0

= 0

που σημαίνει πς σε πρώτη τάξη ς προς τη διαταραή, η ρική απόσταση
μεταξύ τν σματιδίν A και B δεν έει αάξει ό του αρυτικού κύματος.
Η ρορονική απόσταση όμς τν μεταξύ τν δύο σμάτν έει αάξει. Για
παράδειμα αν τα Α και Β είναι πάν στον άξονα x και απέουν απόσταση L0

τότε το αντίστοιο στοιείο μήκους είναι

ds2 = −dt2 + (1 + h(t− z))dx2 (1.28)

που αντιστοιεί στη μετρική

gµν =

[
−1 0

0 1 + h(t− z)

]
επομένς η ρορονική απόσταση μεταξύ τους α είναι:

L(t) =

∫ L0

0

|ds2|1/2 =
∫ L0

0

|gαβdxαdxβ|1/2

=

∫ L0

0

|gxx|1/2dx ≈ |gxx(x = 0)|1/2L0

=

[
1 +

1

2
h(t− z)

]
L0

(1.29)

άρα η μεταοή στην ρορονική απόσταση τν μαζών είναι

δL(t)

L0

≃ 1

2
h(t− z) (1.30)

που σημαίνει ότι τααντεύεται με τη συνότητα του αρυτικού κύματος όπς
φαίνεται στην παραπάν εικόνα. Μια τυπική ταάντση αρυτικών κυμάτν
προερόμενη από μια μακρινή αστρονομική πηή και αναμένουμε να είναι
ανινεύσιμη στη Γη είναι της τάξης δL/L0 ∼ 10−21.
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Σήμα 1.1: Απόστασης μεταξύ δοκιμαστικών σμάτν που διαταράσσεται
ό του αρυτικού κύματος

1.4 Ποώσεις

Ορίζουμε το διάνυσμα μεταξύ τν δύο ξ̂α που περιράφει την ταυτόρονη
σετική τους απόσταση, στο σύστημα όπου τα σμάτια αυτά είναι ακίνητα
πριν από τη διέευση του αρυτικού κύματος.

ξ̂α(t) := χ̂αB(t)− χ̂αA(t) = (0, xB, yB, zB). (1.31)
Στο τοπικό αδρανειακό σύστημα η σετική επιτάυνση μεταξύ τν σμάτν
δίνεται από την εξίσση της εδαισιακής απόκισης [3, 7]

d2ξ̂α

dt̂2
= −c2R̂α

βγδû
β ξ̂γûδ, (1.32)

όπου ûβ := dxα/(cdt) είναι η τετραταύτητα στο σύστημα ηρεμίας τν δύο
σμάτν.

Εάν επιέξουμε συντεταμένες στη αμίδα TT με τέτοιο τρόπο ώστε το
πεδίο τν 4-ταυτήτν που απαιτείται ια να περιράψει τις ΤΤ συντεταμένες
να ταυτίζεται με τη 4-ταύτητα στο αρικό σύστημα ηρεμίας, τότε

Ri0j0 = RTT
i0j0 +O(h2). (1.33)
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Χρησιμοποιώντας την παραπάν, ανοώντας όρους τάξης O(h2), παίρνουμε

d2xi

dt2
=

1

2

∂2hTTij
∂t2

xj, (1.34)

όπου οι παράοι δευτέρας τάξης ρονική παράος ∂2hTTij /∂t2 υποοίζεται
κατά μήκος της εδαισιακής x = y = z = 0. Παραπάν δεν απαιτείται πουενά
να υποέσουμε ότι η διάδοση του κύματος ίνεται στην διεύυνση +ẑ, επομένς
αυτή η σέση ισύει ια κύματα που ταξιδεύουν προς κάε διεύυνση. Έστ ότι
ια ρόνους t ≤ 0 δεν υπάρουν κύματα (hTTij = 0) στην περιοή τν μαζών,

xi(t) = xi0 = σταερό, ια t ≤ 0. (1.35)

Την t = 0 κάποια μέτπα κυμάτν καταφάνουν στην περιοή. Περιμένουμε
ότι xi(t) = xi0 + O(h) ια t > 0, επομένς επειδή ανοούμε όρους O(h2),
μπορούμε να κάνουμε την ααή:

d2xi

dt2
=

1

2

∂2hTTij
∂t2

xj ⇒ d2xi

dt2
=

1

2

∂2hTTij
∂t2

xj0 (1.36)

Οοκηρώνοντας την 1.36,

xi(t) =

(
δij +

1

2
hTTij (t)

)
xj0, t > 0 (1.37)

Προσανατοίζουμε τώρα τους άξονες στο σύστημά μας ώστε το κύμα να
διαδίδεται στην +ẑ κατεύυνση, ώστε το hTTij (t) να δίνεται από την 1.23.
Επομένς το σύστημα εξισώσεν 1.36 παίρνει τη μορφή:

x(t) = x0 +
1

2
(h+(t)x0 + hx(t)y0) , (1.38a)

y(t) = y0 +
1

2
(hx(t)x0 − h+(t)y0) , (1.38b)

z(t) = z0 (1.38c)

Από τις παραπάν εξισώσεις φαίνεται ότι το κύμα είναι εκάρσιο στη
διεύυνση διάδοσής του, που σημαίνει ότι προκαεί σετικές μετατοπίσεις τν
δοκιμαστικών σματιδίν μόνο στο επίπεδο που είναι κάετο με τη διεύυνση
διάδοσής του, δηαδή α έει τη μορφή της εικόνας 1.2 .8

Ας ερήσουμε ένα τέειο δακτυίδι αρικά ακίνητν σματιδίν στο επίπεδο
x-y (1.3) με το κέντρο του δακτυιδιού να συμπίπτει με την αρή τν αξόνν.
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Σήμα 1.2: Μια 3d αναπαράσταση ενός εκάρσιου πομένου αρυτικού
κύματος στο ώρο [17]

Αν r0 η ακτίνα του δακτυιδιού, τότε οι συντεταμένες του κάε σματιδίου
στο δακτυίδι μπορούν να παραμετροποιηούν με μια νία ϕ ∈ [0, 2π]

x0 = r0 cosϕ, y0 = r0 sinϕ, z0 = 0. (1.39)

οι εξισώσεις 1.38 και 1.39 συνεπάονται ότι η τρίτη συνιστώσα τν σματιδίν
παραμένει συνεώς σταερή z(t) = 0, άρα μόνο οι x και y συντεταμένες τν
σμ=ατιδίν α πρέπει να αναυούν.

Εάν το κύμα έει πόση +, δηαδή είναι hTTxx ̸= 0, hTTxy = 0 τότε
ρησιμοποιώντας τις εξισώσεις 1.38 και 1.39 παίρνουμε

x(t) = r0 cosϕ
(
1 +

1

2
h+(t)

)
, (1.40a)

y(t) = r0 sinϕ
(
1− 1

2
h+(t)

)
. (1.40b)

Αρικά, πρτού το κύμα φτάσει (h+(t ≤ 0) = 0), το δακτυίδι τν σματιδίν
είναι τεείς κυκικό. Πώς παραμορφώνεται η διάταξή τους με τη διέευση
του κύματος;
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Αντιμετπίζοντας το σύστημα αυτό ς την παραμετρική μορφή μιας
καμπύης με παράμετρο ϕ, μπορούμε διώνοντας την εξάρτηση του ϕ να
καταήξουμε πού απά σε μια εξίσση της μορφής

x2

(a+(t))2
+

y2

(b+(t))2
= 1, (1.41)

όπου
a+(t) := r0

(
1 +

1

2
h+(t)

)
, b+(t) :=

(
1− 1

2
h+(t)

)
. (1.42)

Οι εξισώσεις 1.41 - 1.42 περιράφουν μια έειψη με κέντρο την αρή του
συστήματος συντεταμένν. Η έειψη έει ημιάξονες a+(t) και b+(t), οι
οποίοι είναι παράηοι με τους άξονες x και y αντίστοια. Εάν το h+(t)
είναι μια ταανττική συνάρτηση, η οποία αάζει το πρόσημό της σε κάε
ταάντση, τότε η παραμόρφση του αρικού κύκου σε έειψη ίνεται με τον
εξής τρόπο: στο ρονικό διάστημα όπου είναι h+(t) > 0, ο κύκος τεντώνεται
στην διεύυνση x και συμπιέζεται στην διεύυνση y. Όταν είναι h+(t) < 0
το τέντμα ίνεται κατά μήκος του άξονα y και η συμπίεση κατά μήκος του x
άξονα.

Ας εστιάσουμε την προσοή μας σε ένα μόνο σμάτιο του δατυιδιού. Η
κίνησή του ς προς την αρή δίνεται από την 1.38 ια κάποια τιμή του ϕ. Ποιά
είναι η μορφή της τροιάς του σματιδίου;
Συνδυάζοντας την 1.40 με την 1.41 ώστε να απααούμε από το h+ ρίσκουμε:

x2

r0 cosϕ
+

y2

r0 sinϕ
− 2 = 0, (1.43)

Η παραπάν εξίσση μας έει ότι ότι ένα σματίδιο του δακτυιδιού κινείται
ύρ από την αρική του έση κατά μήκος μιας ευείας ραμμής.

Με την ίδια οική εξετάζουμε και τα κύματα με πόση × όπου h+ = 0,
έουμε:

x(t) = r0

(
cosϕ+

1

2
sinϕh×(t)

)
, (1.44a)

y(t) = r0

(
sinϕ− 1

2
sinϕh×(t)

)
. (1.44b)

Εισάουμε τις νέες συντεταμένες (x′, y′) οι οποίες προέρονται από τις παιές
με μια περιστροφή κατά νία α = 45o ύρ από τον z άξονα.(

x′

y′

)
=

[
cosα sinα
− sinα cosα

](
x

y

)
=

√
2

2

[
1 1

−1 1

](
x

y

)
(1.45)
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Σήμα 1.3: Η επίδραση ενός αρυτικού κύματος διαδιδόμενου στη διεύυνση z
σε μια σειρά από δοκιμαστικές μάζες στο x-y επίπεδο

Ξαναράφουμε την 1.44 ς προς τις νέες συντεταμένες (x′, y′),

x(t) =

√
2

2
r0 (sinϕ+ cosϕ) (1 + h×(t)) , (1.46a)

y(t) =

√
2

2
r0 (sinϕ− cosϕ) (1− h×(t)) . (1.46b)

που δίνει την καμπύη
x′2

(a×(t))2
+

y′2

(b×(t))2
= 1, (1.47)

όπου
a×(t) := r0

(
1 +

1

2
h×(t)

)
, b×(t) :=

(
1− 1

2
h×(t)

)
. (1.48)

Οι εξισώσεις 1.47 και 1.48 έουν την ίδια ακριώς μορφή με αυτή τν εξισώσεν
1.41 και 1.42. Αυτό σημαίνει ότι το αρικό κυκικό δακτυίδι παραμορφώνεται
σε μια έειψη με κέντρο την αρή, με ημιάξονες a× και b× οι οποίοι είναι
στραμμένοι κατά νία 45o ς προς τους άξονες x και y αντίστοια 2.

2Η διαφορά με τα ηεκτρομανητικά κύματα είναι ότι οι δύο ανεξάρτητες ποώσεις
διαφέρουν κατά μια περιστροφή 45o και όι 90o μεταξύ τους. Αυτό οφείεται στο εονός
ότι το hµν είναι τανυστής τάξης 2 (δηαδή πίνακας), ενώ στον ηεκτρομανητισμό έουμε το
Aµ που είναι τανυστής τάξης 1 (δηαδή διάνυσμα).

Ηεκτρομανητικά κύματα Βαρυτικά κύματα
E′

x = Ex cos θ + Ey sin θ h′
+ = h+ cos 2θ − h× sin 2θ

E′
y = Ey cos θ − Ex sin θ h′

× = h+ cos 2θ + h+ sin 2θ
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Σήμα 1.4: Δείνουμε πς σημειακά σματίδια κατά μήκος ενός δακτυίου
μετατοπίζονται ς αποτέεσμα της αηεπίδρασης με ένα αρυτικό κύμα
διαδιδόμενο σε διεύυνση κάετη στο επίπεδο του δακτυίου. Το αριστερό
σήμα αναφέρεται σε κύμα πόσης + ενώ το δεξί σε κύμα πόσης ×
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2
Ανίνευση Βαρυτικών Κυμάτν

Σήμα 2.1: Σμάτια που αηεπιδρούν πιο ασενικά φαίνεται ότι προέρονται
από νεαρότερες στιμές του Σύμπαντος. Εν ένει, αρυτικά κύματα
προερόμενα από εποές κοντά στην κίμακα του Planck μπορεί να είναι ορατά
στο σημερινό σύμπαν.

Υπάρουν ποά κίνητρα ια την προσπάεια ανίνευσης αρυτικών
κυμάτν και την επιυμία αύξησης της ακρίειας τν ανινευτών. Πρώτα από
όα σεδόν όα τα αστροφυσικά φαινόμενα εκπέμπουν αρυτικά κύματα, και
μάιστα τα ποιο ίαια από αυτά σε μεάες εντάσεις. Σε ορισμένες περιπτώσεις
τα αρυτικά κύματα μεταφέρουν πηροφορίες τις οποίες δεν μπορούμε να
πάρουμε από την ηεκτρομανητική ακτινοοία. Για παράδειμα, αρυτικά
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κύματα φτάνουν σε εμάς απευείας μετά από μια έκρηξη supernova ενώ αντίετα
η ηεκτρομανητική ακτινοοία υπόκειται ποαπές σκεδάσεις από την ύη
που τον περιάει πρτού φτάσει σε εμάς και έτσι πούτιμες πηροφορίες ια
την έκρηξη άνονται κατά τη διαδικασία. Ένα άο παράδειμα που υποδεικνύει
την σημαντικότητα τν αρυτικών κυμάτν στην κοσμοοία είναι τα αρυτικά
κύματα που προέρονται από το πρώιμο σύμπαν, καώς αυτό είε ηικία μόις
10−25s. Αυτά τα αρυτικά κύματα αποτεούν τους καύτερους αειοφόρος
(??) ια τη μεέτη του νεαρού σύμπαντος και μεταφέρουν το αποτύπμα
άνστης φυσικής σε ενέρειες πού υψηότερες από αυτές που μπορούμε
να πετύουμε σήμερα με τους επιταυντές.

2.1 Παρατηρίσημα μεέη αρυτικών κυμάτν

Στο προηούμενο κεφάαιο καύψαμε πόσο διαφέρουν τα παρατηρίσημα μεάη
του αρυτικού από του ηεκτρομανητικού πεδίου. Αυτά είναι τα μεέη που
έουμε να παρατηρίσουμε όταν έουμε να ανηνεύσουμε αρυτικά κύματα:

• h+(t), h×(t),φάση(t): το πάτος, την πόση τν κυμάτν και τη φάση
της πόσης συναρτήσει του ρόνου. Αυτά τα μεέη περιέουν τις
περισσότερες πηροφορίες ια τα αρυτικά κύματα.

• θ, ϕ: τη διεύυνση της πηής στον ουρανό (εκτός από παρατηρήσεις του
στοαστικού υποάρου).

Από αυτά είναι εμφανές ότι η ανίνευση της αριτυκής ακτινοοίας δεν είναι
ίδια με την ανίνευση της ηεκτρομανητικής. Στην περίπτση της Η/Μ
αστρονομίας μπορεί σεδόν πάντα κανείς να ενισύσει την ακτινοοία, ενώ
στην περίπτση της αστρονομίας τν αρυτικών κυμάτν κάποιος πρέπει να
ακοουήσει της τααντώσεις της αρυτικής ακτινοοίας. Ουσιαστικά στον
Η/Μ ανηνεύουμε την ισύ της ακτινοοίας ενώ στην αρυτική ακτινοοία
πρέπει να ανινεύσουμε την έμεση δράση του κύματος στον ώρο.

Ας εξετάσουμε τι μπορούμε να συμπεράνουμε από μια ανίνεση. Εάν
το αρυτικό κύμα έει μικρή διαρκεια, της τάξης του δείματος μιας ροής
δειματοηψίας, τότε κάε ανηνευτής α δώσει συνήος έναν αριμό, το οποίο
είναι το πάτος του κύματος που προάεται στον ανινευτή (μια συνδιασμένη
προοή τν ποώσεν h+ και h×). Εάν το κύμα κρατάει περισσότερο από ένα
από δείμα, τότε η πηροφορία αυτή α είναι μια συνάρτηση στο ρόνο.
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Εάν το σήμα κρατάει σημαντικά περισσότερο ρόνο, τότε και το πάτος και
η φάση του κύματος μπορούν να επιρρεαστούν από την κίνηση του ανινευτή,
ο οποίος κινείται και περιστρέφεται μαζί με την τροιά της Γής. Αυτό προκαεί
μια διαμόρφση στο πάτος και τη φάση που δεν είναι εενής στο σήμα. Εάν
η εστερική μορή του σήματος μπορεί να κατανοηεί, τότε η διαμόρφση αυτή
μπορεί να ρησιμοποιηεί ια τον προσδιορισμό της έσης της πηής.

Ξερίζουμε τρία διαφορετικά είδη σήματος από τη σκοπιά του παρατηρητή.

(i) Παμοί (bursts) έουν τόσο μικρή διάρκεια όπου η αοίση στο σήμα
ό της κίνησης του ανηνευτή δεν είναι παρατηρίσημη. Κατά τη
διάρκεια της παρατήρισης ο ανινευτής είναι ουσιαστικά στατικός. Στην
περίπτση αυτή ρειαζόναστε τουάιστον 3 και ιδανικά 4 ανινευτές ια
να προσδιορήσουμε την έση της πηής με τη μέοδο του τρινισμού και
τις δύο ποώσεις h+ και h×. Ένα σύστημα ενηνευτών είναι απαραίτητο
ια την εξαή όν τν πηροφοριών σε αυτή την περίπτση.

(ii) Συνεές σήμα εξ ορισμού διαρκεί αρκετά ώστε η κίνηση του ανινευτή να
αποτυπώνεται στη διαμόρφση του πάτους και της φάσης του σήματος.
Στην περίπτση αυτή ερούμε ένα από μοντέο ια το εενές
(”εστερικό”) σήμα και μπορούμε να ρησιμοποιήσουμε τις πηροφορίες
που είναι αποτυπμένες στο σήμα (την διαμόρφση του πάτους και της
φάσης) ια να συμπεράνουμε τη έση και τα πάτη πόσης της πηής
στον ουρανό. Ένας και μόνο ανινευτής μπορεί αποτεεσματικά να κάνει
αυτή τη δουειά από μόνος του. Ωστόσο, προκειμένου να είμαστε έαιοι
ότι το καταραφόμενο σήμα είναι πράματι τέτοιο, είναι σημαντικό να
παρατηριεί από έναν δεύτερο ή και τρίτο ανινευτή.

(iii) Στοαστικά υπόαρα μπορούν να ανινευούν όπς ο όρυος σε έναν
ανινευτή. Εάν ο όρυος ενός ανινευτή είναι αρκετά κατανοητός, αυτός
ο παραπήσιος όρυος μπορεί να ανιευεί ς στοαστικό υπόαρο.
Αυτό είναι αρκετά ανάοο με τον τρόπο ανίνευσης του μικροκυματικού
υποάρου.

Μια πιο έμπιστη μέοδο ια την ανίνευση της στοαστικής ακτινοοίας
είναι η διαστεύρση μεταξύ δύο ανινευτών, οι οποίοι υπόκεινται στον ίδιο
κοσμοοικό όρυο αα’έουν διαφορετικό εενή όρυο. Η διασταύρση
αυτή εξαείφει πού από τον όρυο του ανινευτή και ειτουρεί καύτερα
όταν οι ανινευτές απέουν μεταξύ τους ιότερο από ένα μήκος κύματος της
ανινευόμενης αρυτικής ακτινοομίας.
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Εν ενη η ανίνευση αρυτικών κυμάτν απαιτεί την συνδιαδμένη
παρατήριση από ένα σύστημα ανινευτών, τόσο ια την αύξηση της
εμπιστοσύνης της παρατήρησης όσο και ια την παροή ακριών πηροφοριών
σε άα φυσικά παρατηρίσημα μεέη (κατεύυνση, πάτος κτ).

2.2 Ανινευτές δέσμης (Συμοόμετρα laser)

Οι ανινευτές αυτοί κάνουν ρήση δεσμών laser ια να παρακοουούν την
μεταοή στην πρότυπη απόσταση μεταξύ ζεύους εευέρν μαζών (οι
οποίες αιρούνται με τη οήεια στήριξής που εξουδετερώνει τααντώσεις
που προέρονται από τον εξτερικό ώρο) κατά τη διέευση ενός αρυτικού
κύματος. Είναι ουσιαστικά συμοόμετρα Michelson μεάης κίμακας.
Ανινευτές της μορφής αυτής είναι αυτή τη στιμή σε ειτουρία υπό τη
διεύυνση διαφόρν ομάδν πακοσμίς.

Ένα πεονέκτημα τν ανινευτών αυτών είναι ότι η διαφορά φάσης
στη δέσμη του φτός μπορεί να ίνει μεαύτερη απά μεαώνοντας τους
ραίονες του ανινευτή. Ένας ανινευτής με ραxίoνες μήκους 4km
ανταποκρίνεται σε ένα αρυτικό κύμα πάτους 10−21 3 με

δlgw ∼ 1

2
hl ∼ 2× 10−18m (2.1)

όπου δlgw είναι η παραμόρφση στο ραίονα του ανινευτή.

Υπάρουν τριών ειδών πηές ορύου: ερμικός, και δονητικός. Για
να καταάουμε τον τρόπο με τον οποίο περιορίζονται, είναι σημαντικό να
σκεφτούμε σε ένοιες του ώρου συνοτήτν. Παρατηρήσεις με επίειους
ανινευτές α ίνονται πιανός στο φάσμα τν 10Hz με 10kHz. Διαταρές
ορύου έξ από την περιοή ανίνευσης μπορούν απά να ανοηούν.
Ο στόος του εένου ορύου η μείση τν διαταραών εντός του
παρατηρίσημου φάσματος.

• Θερμικός όρυος. Τα συμοόμετρα δουεύουν σε ερμοκρασία
δματίου και δονήσεις στα κάτοπτρα και στα αναρτημένα εκρεμή μπορούν
να επισκιάσουν τα αρυτικά κύματα. Για να εένξουν αυτό το είδος

3Θυμίζουμε εδώ ότι το πάτος h στο οποίο αναφερόμαστε είναι αδιάστατο και αναφέρεται
στο μέεος του φαινομένου παραμόρφσης του ώρου και τν αποστάσεν με τη διέευση
του αρυτικού κύματος. Επομένς το h είναι το κάσμα της παραμόρφσης - του τεντώματος
του ώρου δL

L .

31



ορύου, οι μηανικοί εκμεταεύονται το εονός ότι ο ερμικός όρυος
έει το μέιστο πάτος του στις ιδιοσυνότητες

• Θόρυος Poisson (shot noise) Αυτός είναι ο κύριος περιορισμός στην
ευαισησία σε υψηότερες συνότητες, 200 − 300Hz. Έει να κάνει με
τυαίες διακυμάνσεις στην ένταση του φτός που μπορεί να εμφανίζονται
ς σήμα αρυτικού κύματος. Όσο περισσότερα φτόνα ρησιμοποιούνται,
τόσο πιο ομαοί α είναι οι κροσσοί συμοής. Μπορουε εύκοα να
υποοίσουμε αυτό τον εενή όρυο. Εάν N είναι το πήος τν
φτονίν που εκπέμπονται από το laser κατά τη διάρκεια μιας μέτρησης,
τότε όπς και κάε τυαία διαδικασία ια τη διακύμανση ισύει δN ∝

√
N .

Εάν ρησιμοποιούμε φς με μήκος κύματος λ (π υπέρυρο με λ ∼ 1µm)
μπορούμε να αναμένουμε να καταράψουμε το μήκος κύματος αυτό με
ακρίεια

δlshot ∼
λ

2π
√
N

(2.2)

Για να μετρήσουμε ένα αρυτικό κύμα συνότητας f , πρέπει να παίρνουμε
τουάιστον 2f μετρήσεις το δευτερόεπτο, ώστε να μπορούμε να
συσσρεύουμε φτόνια ια ρόνο 2

2f
. Εάν P είναι η ισύς της δέσμης,

τότε
N =

P
hc
λ
· 1
2f

(2.3)

Μπορεί εύκοα κανείς να δεί ότι προκειμένου το δlshot να είναι ίδιο με
to δlgw στην 2.1, ρειαζόμαστε φς ισύος περίπου 600kW . Κανένα
συνεές laser δεν είναι ικανό να παρέει τέτοια ισύ στο συμοόμετρο.
Το κειδί ια την επίτευξη τέτοιας ισύος μέσα στους ραίονες του
ανινευτή είναι μια τενική που ονομάζεται ανακύκση ισύος [2] όπου
με την προσήκη κατόπτρν κατά μήκος τν ραιόνν αυξάνουν το
ενερό μήκος που διανύει η δέσμη εξισσοροπόντας ταυτόρονα και τις
ενερειακές απώειες ό διαάσεν.

• Δονήσεις εδάφους και μηανικές δονήσεις είναι μια άη πηή ορύου
που πρέπει να εενεί. Τυπικές σεισμικές δονήσεις μειώνονται απότομα
με τη συνότητα. Συνεπώς αυτό αποτεεί πρόημα κυρίν κάτ από
τα 100Hz. Τα αναρτημένα εκρεμμή είναι εξαιρετικά μηανικά φίτρα ια
συνότητες υψηότερες της φυσικής τους συνότητας. Οι αναρτημένοι
σήνες (στους οποίους ταξιδεύει η δέσμη) περιαμάνουν ποαπά
εκρεμή, κάε ένα με συνότητα ύρ στο 1Hz. Αυτό προσφαίρει μια
ρήορη ακύρση του ορύου πάν από το 1Hz. Το φάσμα τν
συμοομέτρν κανονικά εμφανίζει ένα απότομο ήμα στο αμηής
συνότητας υπόαρο: αυτό είναι το αναμενόμενο πάτος του δονητικού
ορύου.
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Λειτουρία

Μια δέσμη laser ρίζεται και κατευύνεται στου δύο ραίονες του ανινευτή
οι οποίοι έουν κατασκευαστεί ώστε να έουν το ίδιο μήκος. Το φς
ανακάται σε δοκιμαστικές μάζες με κατοπτρική επιφάνεια που στα άκρα τν
δύο ραίονν. Στη συνέεια το ανακώμενο φς επανενώνονται και οι
κροσσοί συμοής που παρατηρούνται αναύονται ια ενδείξεις μεταοής της
ρορονικής απόστασης τν δοκιμαστικών μαζών.

Σήμα 2.2: Σηματική αναπαράσταση ανινευτή συμοόμετρου laser. Στα
μακρά (ίδιου μήκους σκέη) του ανινευτή, το φς ανακάται επανειημμένα,
αυξάνοντας έτσι το ενερό μήκος του ανινευτή.

Επειδή τα δύο σκέη φτιάνονται ώστε να έουν μεάο μήκος είναι δυνατό
να ανινεύσουν εξαιρετικά μικρές μεταοές σε αποστάσεις. Θα εξετάσουμε
επτομερώς πς μπορούμε με τη ρήση φτός να μετρήσουμε την απόσταση
μεταξύ δύο σμάτν που εκτεούν εεύερη πτώση. Επειδή τα σμάτια είναι
εεύερα, και υποέτουμε ότι είναι μακριά το ένα από το άο, μπορούμε
να ρησιμοποιήσουμε το ΤΤ σύστημα συντεταμένν. Ας ερήσουμε ια
απότητα ένα κύμα που ταξιδεύει κατά την διεύυνση του άξονα z έοντας
κααρή + πόση ώστε η μετρική στην περιοή όπου διαδίδεται να δίνεται από
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την

ds2 = −dt2 + [1 + h+(t− z)] dx2 + [1− h+(t− z)] dy2 + dz2 (2.4)

Ας υποέσουμε πάι, ια απότητα, ότι δύο σώματα ρίσκονται στον άξονα
x, το ένα τοποετημένο στην αρή x = 0 και το άο στη έση x = L.
Στο σύστημα ΤΤ, τα σμάτια παραμένουν στις έσεις αυτές συνέεια. Για να
πραματοποιηεί μια μέτρηση, το σμάτιο στην αρή στένει ένα φτόνιο κατά
μήκος του άξονα x προς το δεύτερο σώμα, το οποίο το ανακά προς τα πίσ. Το
πρώτο σώμα μετρά τον απόυτο ρόνο (proper time) που μεσοάησε μεταξύ
τν εονότν της εκπομπής και της ήψης.

Επειδή το φτόνιο που ταξιδεύει πάν στον άξονα x κινείται πάν σε μια
εδαισιακή (ds2 = 0), με dy = dz = 0, α έει μια ενερό ταύτητα(

dx

dt

)2

=
1

1 + h+
. (2.5)

Παρόο που δεν ισούται με τη μονάδα, αυτή είναι απά ταύτητα τν
συντεταμένν δεν έρεται σε ρήξη με τη σετικότητα. Ένα φτόνιο που
εκπέμφηκε την tstart από την αρή φτάνει μια συντεταμένη x σε ρόνο
t(x). Το φτόνιο φτάνει στην δεύτερη μάζα σε ρόνο που παίρνουμε,
οοκηρώνοντας την ενερό ταύτητα του φτός (2.5):

tfar = tstart +

∫ L

0

[1 + h+(t(x))]
1/2 dx (2.6)

Αφού το h+ είναι μικρό, μπορούμε να αναπτύξουμε την ρίζα, σε τάξη O(|h|),
έτοντας επιπέον t(x) = tstart + x:

tfar = tstart + L+
1

2

∫ L

0

h+(tstart + x)dx (2.7)

Το φς ανακάται προς τα πίσ και όμοιο επιείρημα με παραπάν
μπορούμε να κάνουμε ια την διαδρομή επιστροφής στην πρώτη μάζα:

treturn = tstart+2L+
1

2

∫ L

0

h+(tstart+x)dx+
1

2

∫ L

0

h+(tstart+L+x)dx (2.8)

Επειδή η παραπάν εξαρτάται από το ρόνο t στο TT σύστημα
συντεταμένν, η εξίσση αυτή μας δίνει μια μετρήσιμη ποσότητα.
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Εάν το μήκος L είναι μικρό συκριτικά με το μήκος κύματος του αρυτικού
κύματος, ή ο ρόνος επιστροφής treturn είναι μικρός σε σέση με την περίοδο του
κύματος, το h+ είναι ουσιαστικά σταερό στη διαδρομή του φτονίου. Τότε
ο ρόνος επιστροφής είναι απά ανάοος της απόυτης απόστασης L όπς
υποοίζεται από τη μετρική. Προκειμένου να ρησιμοποιηεί η σέση αυτή
ια τον υποοισμό της μετρικής της διαταραής το πιο από που μπορούμε
να κάνουμε είναι να εξετάσουμε το ρυμό μεταοής του ρόνου επιστροφής
treturn με το πέρασμα του αρυτικού κύματος.

dtreturn
dtstart

= 1 +
1

2
[h+(tstart + 2L)− htstart ] (2.9)

Παρατηρούμε ότι ο ρυμός μεταοής του ρόνου επιστροφής εξαρτάται
μόνο από τη μετρική του κύματος τη στιμή της εκπομπής του φτονίου και
της επιστροφής του στο σημείο αυτό μετά την ανάκαση. Συκεκριμένα το
πάτος του αρυτικού κύματος τη στιμή της ανάκασης δεν παίζει κανένα
ρόο.

Εάν τώρα το σήμα που στένεται από την αρή δεν είναι ένα μοναδικό
φτόνιο αά ένα συνεές ηεκτρομανητικό κύμα συνότητας ν, τότε η
παράος του ρόνου επιστροφής ς προς το ρόνο εκκίνησης δεν είναι παρά
ο όος της συνότητας της δέσμης τη στιμή επιστροφής προς τη συνότητα
της δέσμης τη στιμή της εκπομπής.

dtreturn
dtstart

=
νreturn
νstart

. (2.10)

Επομένς αν μεετάμε τις ααές στην ερυρομετατόπιση της δέσμης
που επιστρέφει, μπορούμε άμεσα να το αντιστοιίσουμε με ααές στο
πάτος του αρυτικού κύματος. Στην (??) α άουμε την αντίστοιη σέση
ια τη ενική περίπτση όπου το κύμα έει τυαία διεύυνση ς προς τον
προσανατοισμό τν πηών.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3
Παραή Βαρυτικών Κυμάτν

Θα συζητήσουμε τώρα ια το είδος τν πηών που οδηούν στην παραή
αρυτικών κυμάτν. Θα δούμε ότι στην προσέιση όπου ερούμε την πηή
αρκετά μακριά από τον παρατηρητή, το αρυτικό πεδίο καορίζεται από τη
δεύτερη ρονική παράο της τετραποικής ροπής της πηής. Με άα όια,
η αρυτική ακτινοοία είναι κυρίς ακτινοοία τετραπόου. Αντίετα, στον
ηεκτρομανητισμό κυρίαρη είναι η ακτινοοία διπόου [16].

3.1 Προσέιση μακρινού πεδίου

Εξετάζουμε τη ραμμικοποιημένη εξίσση πεδίου 1.15 στην ΤΤ αμίδα,

□hµν = −16πG

c4
, ∂µh

µν = 0

Για δεδομένο T µν η ενική ύση σε αυτή την μη ομοενή εξίσση είναι η
ενική ύση στην ομοενή κυματική εξίσση (επαηία επίπεδν αρμονικών
κυμάτν) συν μια ειδική ύση της μη ομοενούς εξίσσης. Μια τέτοια ειδική
ύση μπορεί να ραφεί αμέσς σε αναοία με το καυστερημένο δυναμικό
( [16] chap. 10.2): είναι η ύση καυστερημένου δυναμικού:

h̄µν(t, r⃗) =
1

4π

∫
R3

(
− 16πG

c4

)
Tµν(ct− |r⃗ ′ − r⃗|, r⃗ ′

)

|r⃗ ′ − r⃗|
d3r⃗

′
. (3.1)

Παραίζοντας την παραπάν δύο φορές επαηεύεται εύκοα ότι
ικανοποιεί την 1.15.
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Η ενική ύση στην μη ομοενή κυματική εξίσση δίνεται, αροίζοντας
σε μια αυαίρετη επαηία επίπεδν αρμονικών κυμάτν που ικανοποιούν την
ομοενή εξίσση ( [9] chap.4). Εάν δεν υπάρουν εισερόμενα κύματα από το
άπειρο, μόνο η 3.1 δίνει φυσική ύση. Θα εξετάσουμε τώρα τη ύση μακριά από
την πηή. Για να το κάνουμε αυτό, υποέτουμε ότι ο T µν είναι διάφορος του
μηδενός μόνο σε μια συμπαή περιοή του ώρου. Μπορούμε έτσι να φράξουμε
την περιοή αυτή από μια σφαίρα KR ακτίνας R ύρ από την αρή (ερήσαμε
την αρή μέσα στην πηή), έτσι ώστε T µν = 0 έξ από την σφαίρα και πάν
στο σύνορό της. Ενδιαφερόμαστε ια το πεδίο hµν στο σημείο r⃗ με |r⃗ ≫ R|.

Σήμα 3.1: Ψάνουμε το πεδίο μακριά από την πηή.

Επομένς

|r⃗ ′ − r⃗| =
√
r ′2 + r2 − 2r′r cos θ = r

√
1− 2

r′

r
cos θ +

(r′
r

)2
= r

(
1 +O(r′/r)

)
.

(3.2)

Αντικαιστώντας την 3.2 στην 3.1 παίρνουμε:

h̄µν(t, r⃗) = −4G

c4

∫
R3

Tµν(ct− r

(
1 +O(r′/r)

)
, r⃗

′
)

r

(
1 +O(r′/r)

)
, r⃗ ′

d3r⃗
′
. (3.3)

Εάν r ≫ R, ο O(r′/r) όρος μπορεί να ανοηεί και μπορούμε να ερήσουμε
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το r σταερό καώς ίνεται η οοκήρση ς προς r′ ≥ R σε όη τη περιοή.

h̄µν(t, r) = −4G

c4r

∫
R3

Tµν(ct− r, r⃗
′
)d3r⃗

′
. (3.4)

Στην προσέιση αυτή το hµν εξαρτάται από το μέτρο του r⃗. Αυτό ιατί τα
σφαιρικά κύματα σε αυτή την προσέιση μπορούν να ερηούν επίπεδα.

Θα εξετάσουμε τώρα ποιες ιδιότητες τν πηών καορίζουν τοhµν σε αυτή
την προσέιση. Εισάουμε ια το σκοπό αυτό τις πουποικές ροπές της
πηής. Ορίζονται σε αναοία με τον ηεκτρομανητισμό , με την πυκνότητα
φορτίου να αντικαίσταται από την πυκνότητα ενέρειας T00 = −T 0

0 = T 00.

M(t) =

∫
KR

T 00(ct, r⃗)d3r⃗ μονοποική ροπή,

Dk(t) =

∫
KR

T 00(ct, r⃗)xkd3r⃗ διποική ροπή,

Ikl(t) =

∫
KR

T 00(ct, r⃗)xkxld3r⃗ τετραποική ροπή

. . .

Να παρατηρήσουμε ότι κάε τετραποική ροπή καορίζεται από το άινο
μέρος της και τετραποικές ροπές αμηότερης τάξης.

Υποοίζουμε την πρώτη και δεύτερη ρονική παράο τν
τετραποικών ροπών. Θα ρησιμοποιήσουμε την εξίσση συνέειας:

∂µT
µν =

c4

16πG
∂µ□hµν =

c4

16πG
□∂µhµν = 0 (3.5)

Βρίσκουμε
d

dt
Ikl(t) =

∫
KR

c∂0T
00(ct, r⃗)xkxld3r⃗ = −c

∫
KR

∂iT
i0(ct, r⃗)xkxld3r⃗

= −c
∫
KR

[
∂i
(
T i0(ct, r⃗)xkxl

)
− T i0(ct, r⃗)δki x

l − T i0(ct, r⃗)xkδli

]
d3r⃗.

(3.6)

Το πρώτο οοκήρμα μπορεί, με τη οήεια του ερήματος Gauss να
ξαναραφτεί ς επιφανειακό:∫

KR

∂i
(
T i0(ct, r⃗)xkxl

)
d3r⃗ =

∫
∂KR

T i0(ct, r⃗)xkxld3fi
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όπου το dfi είναι το στοιείο επιφανείας στην ∂KR. Καώς η KR περικείει
όες τις πηές, ο T µν είναι μηδέν πάν στο σύνορο ∂KR, επομένς το τεευταίο
οοκήρμα, και άρα ο πρώτος όρος στην 3.6 μηδενίζεται. Άρα:

d

dt
Ikl(t) = c

∫
KR

(
T k0(ct, r⃗)xl + T l0(ct, r⃗)xk

)
d3r⃗. (3.7)

Όμοια ρίσκουμε και τη δεύτερη παράο:

d2

dt2
Ikl(t) = c2

∫
KR

(
∂0T

k0(ct, r⃗)xl + ∂0T
l0(ct, r⃗)xk

)
d3r⃗

= c2
∫
KR

(
− ∂iT

ki(ct, r⃗)xl − ∂iT
li(ct, r⃗)xk

)
d3r⃗

= c2
∫
KR

[
− ∂i

(
T ki(ct, r⃗)xl

)
+ T ki(ct, r⃗)δli − ∂i

(
T li(ct, r⃗)xk

)
+ T li(ct, r⃗)δki

]
d3r⃗.

= 0 + c2
∫
KR

T kl(ct, r⃗)d3r⃗ − 0 + c2
∫
KR

T lk(ct, r⃗)d3r⃗.

και επειδή T µν = T νµ

d2

dt2
Ikl(t) = c2

∫
KR

T lk(ct, r⃗
′
)d3r⃗

′ (3.8)

Εισάοντας αυτό το αποτέεσμα στην 3.4 ρίσκουμε ότι στην προσέιση
μακρινού πεδίου:

h̄µν(t, r) = −4G

c4r

∫
R3

Tµν(ct− r, r⃗
′
)d3r⃗

′
= −4G

c4r

1

2c2
d2Ikl

dt2

(
t− r

c

)
.

Άρα η ύση της διάδοσης ενός αρυτικού κύματος μακριά από την πηή δίνεται
συναρτήσει της δεύτερης ρονικής παραώου της τετραποικής ροπής της
πηής.

h̄µν(t, r) = −2G

c6r

d2Ikl

dt2

(
t− r

c

)
.

Επομένς αυτή είναι και η μόνη ιδιότητα της πηής που μπορεί να μετρήσει
και ένας ανινευτής μακριά από την πηή, η δεύτερη ρονική παράος της
τετραποικής ροπής σε έναν καυστερημένο ρόνο. Υπό αυτή την έννοια, η
αρυτική ακτινοοία είναι ακτινοοία τετραπόου ενώ η ηεκτρομανητική
ακτινοοία είναι ακτινοοία διπόου.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4
Ενέρεια τν Βαρυτικών Κυμάτν

4.1 Μη τοπική ενέρεια στη Γενική Σετικότητα

Η ενερειακή πυκνότητα ενός Νευτώνειου αρυτικού πεδίου δίνεται από την

ϵNewt(x⃗) = − 1

8πG

[
∇⃗Φ(x⃗)

]2
= − 1

8πG

[
g⃗(x⃗)

]2 (4.1)

Όπου το Φ(x⃗) είναι το Νευτώνειο αρυτικό δυναμικό και g⃗(x⃗) είναι το
Νευτώνειο αρυτικό πεδίο. Η σέση αυτή είναι ανάοη με τη ενερειακή
πυκνότητα του ηεκτρικού πεδίου που ξέρουμε από τον ηεκτρομανητισμό. Η
ενερειακή πυκνότητα ια ένα αρυτικό πεδίο έει την ίδια μορφή, εκτός από
το πρόσημο ”− ” το οποίο δηώνει της αρυτικής δύναμης. Επειδή η αρύτητα
είναι μια εκτική δύναμη, η ενέρεια που μιας ορανμένης κατανομής μαζών
είναι μικρότερη από αυτήν όταν οι μάζες είναι διάσπαρτες.

Τέτοιες σέσεις όμς δεν παίρνουμε στη ενική σετικότητα και υπάρει
ένας εμειώδης όος ια τον οποίο δεν υπάρει έννοια τοπικής αρυτικής
ενερειακής πυκνότητας στη ενική σετικότητα. Αυτός έει να κάνει με τη
σύνδεση μεταξύ διατηρούμενν ποσοτήτν και και ρορονικές συμμετρίες.
Η διατηρούμενη ενέρεια και στροφορμή της τροιάς ενός σματιδίου σε
μια Schwarzchild εμετρία έρεται ς άμεσο επόμενο τις συμμετρίες τν
στροφών και ρονικών μεταέσεν. Η διατηρούμενη ενέρεια και στροφορμή
του ηεκτρομανητικού πεδίου μπορεί να ερηεί ς συνέπεια συμμετριών
στο επίπεδο ρορόνο τις οποίες υποέτουμε στη ερία του Maxwell. Όμς
στη ενική σετικότητα δεν ερούμε καμία σταερή ρορονική συμμετρία.
Συνεπώς τέτοια επιειρήματα δεν μπορούν να τεούν, αφού είναι μια ερία
ρορονικής εμετρίας, και δεν υπάρουν συμμετρίες που να αρακτηρίζουν
όο το ρορόνο. Η απουσία τοπικής αρυτικής ενέρειας στη ενική
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σετικότητα είναι μέρος μιας σημαντικής ααής στον τρόπο εώρησης της
αρύτητας ς έννοια άμεσα συνυφασμένη με αυτή της καμπυότητας του
ρορόνου και όι ς δυναμικό πεδίο που απά δρα μέσα στο ρορόνο.

4.2 Τανυστής ενέρειας-ορμής Βαρυτικών Κυμάτν
στην προσέιση μικρού μήκους κύματος

Παρόο που δεν υπάρει έννοια τοπικής ενέρειας ια ένα αρυτικό πεδίο,
η οική ενέρεια ηρεμίας (μετάφραση του (mass-energy)) του ρορόνου
αποδεικνύεται ότι έει νόημα όταν ο ώρος είναι ασυμπττικά επίπεδος.
Συκεκριμένο παράδειμα αυτού είναι όταν ορίζουμε την μάζα μιας μεανής
οπής από τη ασυμπττική συμπεριφορά στην Schwarzchild ή Kerr εμετρία.
Μεταξύ τν δύο άκρν της οικής ενέρειας του σύμπαντος και της αδυναμίας
ορισμού τοπικής ενέρειας υπάρει η προσειστική έννοια της ενερειακής
πυκνότητας ενός ασενούς αρυτικού κύματος που έει μήκος κύματος λ, το
οποίο είναι πού μικρότερο από την κίμακα καμπυότητας R του ρορόνου
στο υπόαρο μέσα στον οποίο διαδίδεται. Η ενέρεια αυτή δεν είναι ακριώς
τοπική. Είναι μια μέση ενερειακή πυκνότητα πάν σε ρορονικούς όκους
τν οποίν οι διαστάσεις είναι μεαύτερες από λ αά πού μικρότερες από
R.

Οι προσείσεις που συμμετέουν στον ορισμό αυτής της ενερειακής
πυκνότητας αυξάνονται σε ακρίεια καώς το λ/R ίνεται μικρό. Για
παράδειμα, μπορούν να ίνουν πού ακριείς στον υποοισμό της ενέρειας
του άνεται από μια πηή αρυτικών κυμάτν απά υποοίζοντας πού μακριά
από την πηή όπου ο ώρος είναι προσειστικά επίπεδος και το R μπορούμε
να το ερήσουμε άπειρο.

Παρακάτ α υποοίσουμε την ενερειακή πυκνότητα μικρού μήκους
κύματος αρυτικής ακτινοοίας. Όμς μπορούμε πρτού μπούμε σε
αυτή την διαδικασία να προέψουμε τη μορφή της με μερικά επιειρήματα
διαστατικής ανάυσης. Αν υποέσουμε ότι έουμε ένα κύμα της μορφής
f(t − z) = A sin

[
ω(t − z)

]
, αναμένουμε όπς και στην μηανική ή στον

ηεκτρομανητισμό η ενερειακή πυκνότητα να είναι ανάοη του τετραώνου
του πάτους του κύματος A. Η ενερειακή πυκνότητα έει μονάδες (μήκους)−2

σε μονάδες όπου G = c = 1.
[
Είναι (ενέρεια)/(μήκος)3 ∼ M/(LT 2),

αά η μάζα και ο ρόνος έουν μονάδες μήκους σε αυτό το σύστημα
]
. Η

μόνη ποσότητα με διαστάσεις μήκους στην μετρική ενός επίπεδου αρυτικού
κύματος με συνότητα ω είναι το αντίστροφο της συνότητας αυτής. Επομένς,
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υποέτουμε ότι η ενερειακή πυκνότητα πρέπει να είναι ανάοη του ω2α2.

Όταν ύσαμε τις εξισώσεις του Einstein ια το ραμμικοποιημένο αρυτικό
πεδίο στο Κεφάαιο 3 δεν ανησυούσαμε ια το αν η ενέρεια του κύματος
προκαεί πρόσετη καμπύση του ρορόνου και απά πήραμε μια σταερή
επίπεδη μετρική στο υπόαρο. Αυτό ήταν συνεπές με την προσέιση, ιατί
ύναμε τις εξισώσεις του Einstein σε πρώτη (ραμμική) τάξη του πάτους
του αρυτικού κύματος. Αναμένουμε η ενερειακή πυκνότητα του κύματος
να είναι δεύτερης τάξης ς προς το πάτος του αρυτικού κύματος όπς
δείξαμε διαστατικά παραπάν. Η ενερειακή πυκνότητα οιπόν ενός κύματος α
μπορούσε να ανοηεί σε ραμμική προσέιση πρώτης τάξης όμς η ενέρεια
τν κυμάτν ίνεται πηή καμπυότητας σε προσείσεις ανώτερης τάξης.
Γράφοντας τις εξισώσεις του Einstein στο κενό σε προσέιση μεαύτερης
τάξης, α είμαστε σε έση να προσδιορίσουμε τον ενερό τανυστή ενέρειας
ορμής τν αρυτικών κυμάτν.

Οι εξισώσεις του Einstein ια τη μετρική gαβ(x) στην απουσία πηών
ίνεται ακριώς:

Rαβ(g) = 0 (4.2)
Έστ R η τυπική ακτίνα καμπυότητας του υποκείμενου ώρου, ƛ το τυπικό
μειμένο μήκος κύματος (λ/2π) και A το πάτος του αρυτικού κύματος.
Απαιτούμε να ικανοποιούνται ταυτορόνς οι συνήκες A ≪ 1 και ƛ/R ≪ 1.
Η καμπυότητα του υποάρου μπορεί να οφείεται αποκειστικά σε κύματα ή
μερικώς σε κύματα και μερικώς σε κοντινή ύη και άα πεδία.

Η ανάυση ίνεται σε σύστημα αναφοράς αρικά αμονομημένο στο ώρο
με την έννοια ότι ο διαρισμός της μετρικής στη συνεισφορά του υποκείμενου
ώρου και της ίδιας της διαταραής α είναι εφικτή. hαβ:

gαβ(x) = g
(B)
αβ (x) + h

(1)
αβ(x) + h

(2)
αβ(x) + . . . = 0 (4.3)

Θερούμε ότι ο υποκείμενος ώρος είναι είος και ότι η διαταραή έει
μήκος κύματος λ πού μικρότερη της κίμακας R στην οποία η μετρική του
υποκείμενου ώρου μεταάεται σημαντικά. Μπορούμε κατά συνέπεια να
ισυριστούμε ότι ο g

(B)
αβ α περιράφει προσειστικά επίπεδο ώρο, αά

εαφρά καμπυομένο ό της ενέρειας του αρυτικού κύματος.

Αναπτύσσουμε την 4.2 σε δυνάμεις του πάτους του κύματος, παίρνοντας

Rαβ = R
(B)
αβ (g

(B)) +R
(1)
αβ(g

(B), h) +R
(2)
αβ(g

(B), h) + . . . = 0

? R/ƛ2 R2/ƛ2 R3/ƛ2
(4.4)
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Εδώ, το R
(B)
αβ είναι ο τανυστής Ricci του υποάρου ο οποίος είναι

ανεξάρτητος της διαταραής hαβ, το R
(1)
αβ είναι ραμμικό ς προς το hαβ και

το R(2)
αβ εξαρτάται από το τετρανικό όρο του hαβ κτ, όπου ενικά το R(n)

αβ

αποτεείται από όους τους όρους n-ης τάξης ς προς hαβ. Εδώ όμς ανώτεροι
όροι δεν α ρειαστούν.

Όμοια, ο τανυστής του Einstein παίρνει τη μορφή:

Gαβ(h) = Rαβ(h)−
1

2
gαβg

ρσRρσ(h) = G
(1)
αβ(h) +G

(2)
αβ + . . . = 0 (4.5)

όπου
G

(1)
αβ(h) = R

(1)
αβ(h)−

1

2
ηαβη

ρσR(1)
ρσ (h),

G
(2)
αβ(h) = R

(2)
αβ(h)−

1

2
ηαβη

ρσR(2)
ρσ (h)−

1

2
hαβη

ρσR(1)(h) + ηαβh
ρσR(1)

ρσ (h), (4.6)

κτ. Εδώ ρησημοποιήσαμε ότι gαβ = ηαβ − hαβ + . . .. Υποέτουμε ότι η
μετρική μας gαβ = ηαβ + hαβ ικανοποιεί την εξίσση πεδίου του Einstein:

Gαβ(h) = κTαβ, κ =
8πG

c4

Ξαναράφουμε την εξίσση κρατώντας μόνο πρώτης τάξης όρους στο αριστερό
μέος και μετακινώντας όους τους ανώτερης τάξης όρους στο αριστερό μέος,

G
(1)
αβ(h) = κ

(
Tαβ + tαβ

)
, (4.7)

tαβ =
1

κ

(
Gαβ(h)−G

(1)
αβ(h)

)
=

1

κ

(
G

(2)
αβ(h) + . . .

)
(4.8)

Σύμφνα με την 4.7 το h ικανοποιεί την ραμμικοποιημένη εξίσση πεδίου με
πηή Tαβ + tαβ

4. Φυσικά αυτή εξακοουεί να είναι η ίδια εξίσση Einstein η
οποία είναι μη ραμμική. Απά ονομάσαμε τους μη ραμμικούς όρους tαβ και
τους ερμηνεύσαμε σαν να είναι πρόσετες πηές.

4Η ιδέα ια τη ραφή της ”ξένης” συνεισφοράς στον τανυστή ενέρειας-ορμής με αυτή τη
μορφή εισαάηκε πρώτη φορά από τους Landau και Lifshitz στο [6] chap.11 §101 και ια το
όο αυτό ο tαβ είναι νστός ς Landau–Lifshitz pseudotensor
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..

Κρίσιμες παρατηρήσεις πάν στο tαβ

.

• Τα tαβ δεν είναι συνειστώσες κάποιου τανυστή
Πράματι, το G

(1)
αβ και κατά συνέπεια το tαβ μετασηματίζεται ς

τανυστής κάτ από μετασηματισμούς Lorentz, αά όι κάτ
από αυαίρετη ααή συντεταμένν. Για το όο αυτό το tαβ
ονομάζεται ψευδοτενυστής ενέρειας-ορμής.

• Η συνδιασμένη πηή Tαβ + tαβ ικανοποιεί την εξίσση συνέειας

∂α
(
Tαβ + tαβ

)
= 0a (4.9)

a Αυτή η εξίσση δεν είναι συναοίτη (ιατί κατά την εξαή τις
σέσης συναντώνται όροι με απή και όι συναοίτη παράο
της μορφής ∂hijl

∂xl
a), αά ισύει μόνο σε σφαιρικές συντεταμένες

όπου η μετρική του υποάρου έει συνειστώσες ηαβ. Παρόα
αυτά ίνεται πραματική εξίσση διατήρησης σε οοκηρτική
μορφή, εάν οοκηρεί σε μια ρορονική περιοή (η ααή
του ενερειακού περιεομένου μέσα σε ένα ρικό όκο ισούται
με την ενέρεια στο σύνορό του). b

aΣέση 101.8 στο [6]
bΑντίετα ο συναοίτος νόμος απόκισης που έουμε ∇αTαβ = 0 ο οποίος

ικανοποιείται από πραματική πηή μάζας, είναι νόμος διατήρησης μόνο σε απειροστά
μικρές περιοές και δεν οδηεί σε κανένα οοκηρτικό νόμο διατήρησης.

Η ραμμικοποίηση του πεδίου ς προς hαβ και τν παραών του είναι
ισοδύναμη με το να έσουμε tαβ = 0. Σε αυτή την προσέιση, το Tαβ
ικανοποιεί το νόμο διατήρησης 4.9. Πρέπει να πάμε σε τουάιστον δεύτερη
τάξη της μορφής 4.3 αν έουμε να έουμε ενα μη τετριμένο tαβ. Σε αυτη
την ανώτερης τάξης προσέιση, το h

(1)
αβ είναι ύση της ραμμικοποιημένης

εξίσσης πεδίου. Τα h(1)αβ είναι μικρά σε πρώτη τάξη, ενώ τα h(2)αβ είναι μικρά σε
2η τάξη. Με άα όια όροι ραμμικοί στα h(2)αβ αντιμετπίζονται με τον ίδιο
τρόπο σαν τερανικοί όροι στα h(1)αβ .

Αναπτύσσοντας και τα δύο μέη της 4.7 μέρι δεύτερη τάξη, παίρνουμε:

G
(1)
αβ

(
h(1) + h(2)

)
= κ

(
Tαβ + tαβ

)
,

tαβ = −1

κ
G

(2)
αβ(h

(1)).
(4.10)

Με άα όια παίρνουμε τον ψευδο-τανυστή ενέρειας-ορμής στη
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αμηότερη μή τετριμένη του προσσέιση εάν εισάουμε την ύση h
(1)
αβ της

ραμμικοποιημένης εξίσσης στην G(2)
αβ .

Εάν η μετρική του υποάρου είναι μη-επίπεδη αποκειστικά εξαιτίας της
ενέρειας στα κύματα, αυτή η καμπυότητα δεν α πρέπει να είναι ραμμική
ς προς το hαβ. Επομένς ο ραμμικός όρος R(1)

αβ στην 4.4 α πρέπει να είναι
μηδενικός

R
(1)
αβ(γ, h) = 0. (4.11)

Αυτή είναι μια ραμμική κυματική εξίσση ια το αρυτικό κύμα. Όσο
μικρότερο είναι το πάτος του κύματος, τόσο ιότερο καμπύος είναι
ο υποκείμενος ώρος (το γαβ πησιάζει την επίπεδη μετρική), και τόσο
περισσότερο πησιάζει η 4.5 σε μια ραμμική κυματική εξίσση σε επίπεδο
ώρο.

Με το να έμε ότι ερούμε κυματομορφές με μικρά μήκη κύματος
εννοούμε τέτοια ώστε να μεταάονται ρήορα στην κίμακα όπου το γαβ
μεταάεται. Το υπόοιπο της εξίσσης 4.4 έει επομένς ισύ μόνο κατά
μέσο όρο. Παίρνοντας το μέσο όρο πάν σε ρορονικούς όκους με πευρές
μεαύτερες από το μήκος κύματος έουμε:

R
(B)
αβ (γ) = −

⟨
R

(2)
αβ(γ, h)

⟩
. (4.12)

Η εξίσση 4.6 μας δείνει πς ο τετρανικός όρος ς προς το πάτος του
αρυτικού κύματος παράει καμπυότητα στο ρορόνο. Γράφοντας την 4.6
στην μορφή τν εξισώσεν του Einstein ια την καμπυότητα του υποάρου:

R
(B)
αβ (γ) = 8π

(
T

(GW )
αβ − 1

2
γαβT

(GW )

)
(4.13)

ίνεται εμφανής ο διαρισμός. Ο ενερός τανυστής ενέρειας-ορμής του
αρυτικού κύματος είναι:

T
(GW )
αβ = − 1

8π

[⟨
R

(2)
αβ

⟩
− 1

2
γαβ
⟨
R(2)

⟩]
. (4.14)

Από τον ενερό τανυστής ενέρειας-ορμής μιας μικρού μήκους κύματος
διαταραής α ρούμε την ενερειακή πυκνότητα ενός επίπεδου αρυτικού
κύματος σε ένα ραμμικά επίπεδο ώρο στην κατώτερη τάξη του πάτους
του. Ας υποέσουμε ότι έουμε ένα αρυτικό κύμα πόσης plus (+) και
με διεύυνση αυτή του άξονα z (δηαδή είναι της μορφής 1.24). Προκειμένου
να ρούμε την έκφραση της ενέρειας και της ροής ενέρειας που ψάνουμε,
ς πρακτικό παράδειμα και ρίς έειψη της ενικότητας α ερήσουμε ότι
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έουμε κυματική μορφή f(t − z) = α sin
[
ω(t − z)

]
. Η ροή ενέρειας είναι η

συνιστώσα T 03
(GW ) της 4.8.

Για να υποοίσουμε το T 03
(GW ) σε δεύτερη τάξη O(α2) ς προς το πάτος

του κύματος αρκεί να άουμε γαβ στην 4.8. Ο παραόμενος τανυστής
ενέρειας-ορμής οδηεί στο γαβ να αποκίνει από το hαβ κατά μια ποσότητα
ανάοη του α2.

gαβ(1) = −hαβ (4.15)

4.2.1 Ενερειακές απώειες αρυτικών κυμάτν

gaβ = ηaβ + h
(1)
aβ + h

(2)
aβ (4.16)

Raβ = R
(1)
aβ

[
h(1)µν
]︸ ︷︷ ︸

0

+R
(1)
aβ

[
h(2)µν
]
+R

(2)
aβ

[
h(1)µν
]︸ ︷︷ ︸

0

(4.17)

R
(2)
aβ

[
h(1)µν
]
=

1

2
hµνhµν,aβ +

1

4
hµν,a hµν,β + ∂µhνβ∂ (4.18)

4.2.2 Μερικές εκτιμήσεις μεέους

Ένα σημαντικό πρόημα όσον αφορά τους υποοισμούς στην ενική
σετικότητα είναι η μη ραμμικότητα του ώρου. Δεν είναι πάντα δυνατό
να ρίσουμε την συνεισφορά τν αρυτικών κυμάτν από την καμπυότητα
του ώρου. Οι κίμακες στις οποίες αυτή μεταάεται (λGW ) είναι πού
μικρότερη συκρινόμενη με όες τις υπόοιπες σημαντικές συνεισφορές στην
καμπυότητα που συναντάμε στην αστροφυσική. Η σημαντική αυτή διαφορά
μας επιτρέπει να διαρίσουμε τον τανυστή του Riemann σε δύο μέρη, ένα που
αφορά την εμετρία του υποκείμενου ώρου (RB

µνσρ) και ένα άο κομμάτι
που αφορά τη συνεισφορά του αρυτικού κύματος στην καμπυότητα (RGW

µνσρ).
Ο διαρισμός αυτός δεν είναι απόυτα ακριής, αά είναι μια αξιόοη
προσέιση. Ο RB

µνσρ μπορεί να αντιμετπισεί ς μια μέση, καοική, μεάης
κίμακας καμπυότητα του σύμπαντος πάν σε διάφορα μήκη κύματος. To
RGW
µνσρ είναι το ρήορα μετααόμενο μέρος του τανυστή Riemann που

περιράφει σε μικρή κίμακα, μόνο τοπικά την καμπυότητα. Οι επόμενες
σέσεις δίνουν μια εκτίμηση τν αντιστοίν κιμάκν

RGW
µνσρ ∼

1

R2
(4.19)
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RGW
µνσρ ≡ Rµνσρ −RB

µνσρ ∼
h

ƛ2GW
(4.20)

Όπου το R είναι το αμτό Ricci και ƛ = λ/2π. Θερήσαμε ότι το RB
µνσρ

είναι αντιστρόφς ανάοο του R2 υποέτοντας ότι έουμε ένα κειστό σύμπαν
(ανάοα με την καμπυότητα μιας σφαίρας). Μπορούμε επίσης να έουμε και
μια προσέιση ια το πώς το μέτρο τν δύο μερών του τανυστή διαφέρουν,
παίρνοντας ς τάξη μεέους ια το πάτος, αυτό που ανινεύηκε στο LIGO
(h ∼ 10−22cm).

RGW
µνσρ ∼

1

1056cm2
(4.21)

RGW
µνσρ ∼

h

ƛ2GW
∼ 10−22

(108cm)2
∼ 1

10−38cm2
≫ 1

1056cm2
(4.22)

Όπου R άαμε προσειστικά την ακτίνα του Hubble.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5
Το φάσμα τν Βαρυτικών Κυμάτν

Τρεις είναι οι περιοές συνοτήτν αρυτικών κυμάτν που εξετάζονται
πειραματικά: η περιοή υψηών συνοτήτν (HF:f ∼ 10−4 ές 1 Hz), η
περιοή αμηών συνοτήτν (LF:f ∼ 10−7 ές 10−9 Hz), και η περιοή
εξαιρετικά αμηών συνοτήτν (ELF:f ∼ 10−15 ές 10−18 Hz). Στο σήμα
?? φαίνονται οι τρεις κύριες περιοές του φάσματος συνοτήτν μαζί με τις
καμπύες ευαισησίας διαφόρν ανινευτών [18]. Ο οριζόντιος άξονας έει
συνότητες και ο κατακόρυφος ενερειακές πυκνότητες. Στο δεξιό άκρο του
ραφήματος (FR) δουεύουν οι επίειοι ανινευτές: TAMA, GEO, LIGO,
aLIGO (ή αιώς Advanced LIGO είναι ανααμισμένα προράμματα του
LIGO), AdV, KAGRA, ET, Cosmic Explorer (CE). Οι πηές σε αυτή την
περιοή έουμε άει να είναι από: συμπαή διπά εειπτικά συστήματα, su-
pernovas, pulsars και ξεριστά το διπό σύστημα GW150914. Στη μεσαία
περιοή (LF) α αναζητούν αρυτικά κύματα οι διαστημικοί ανινευτές: eLISA,
LISA, DECIGO, BBO, ALIA. Σε αυτή την περιοή ερήσαμε τις πηές:
(resolvable) και μη διπά συστήματα, διπά συστήματα μεάης μάζας„ su-
pernovas τύπου ΙΑ. Στην περιοή εξαιρετικά αμηών συνοτήτν (ELF)
ειτουρούν οι ανινευτές που παίρνουν δεδομένα ρόνν άφιξης σημάτν από
πάσαρς: EPTA, IPTA, SKA. Εδώ πήραμε ς πηές: Στοαστικό υπόαρο,
υπερμεέη διπά συστήματα. Στην τεευταία κατηορία, η ακρίεια τν
ανινευτών αυξάνεται με το πήος τν παρατηρούμενν pulsars αά και με
το ρόνο παρατήρησης, που σημαίνει ότι με τον καιρό (άαμε να κυμαίνεται
από 10 - 20 ρόνια) οι καμπύες ευαισησίας κατεαίνουν αμηότερα στο
διάραμμα. Περισσότερες πηροφορίες ια τους διαφορετικούς ανινευτές και
την ευαισησία τους υπάρουν εδώ: [19].
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Σήμα 5.1: Φάσμα συνοτήτν αρυτικών κυμάτν και καμπύες ευαισησίας
διαφόρν επίειν και διαστημικών ανινευτών, ς προς την κρίσιμη ενερειακή
πυκνότητα ανά οαριμικό διάστημα συνοτήτν ποαπασιασμένο με το
τετράνο της σταεράς Hubble H0. [18]

5.1 Περιοή υψηών συνοτήτν, 1− 104 Hz

Μία πηή αρυτικών κυμάτν μάζας M δεν μπορεί να είναι πού μικρότερη
από την αρυτική της ακτίνα, 2GM/c2, και δεν μπορεί να εκπέμψει ισυρά σε
περιόδους πού μικρότερες από το ρόνο που παίρνει στο φς να εκτεέσει μαι
περιστροφή ύρ από τη αρυτική ακτίνα της μάζας. Συνεπώς, οι συνότητες
στις οποίες εκπέμπει η αρυτική πηή είναι

f ≲ 1

4πGM/c3
∼ 104Hz

M⊙

M
, (5.1)

όπου M⊙ είναι η ηιακή μάζα. Για να επιτευεί μέεος με τάξη μεέους ίδια
της αρυτικής ακτίνας και συνεπώς εκπομπή κοντά στη μέιστη συνότητα,
το σώμα α πρέπει να είναι αρύτερο από το όριο μάζας του Chandrasekhar
κατά περίπου μια ηιακή μάζα, M⊙. Επομένς, η υψηότερη συνότητα που
αναμένουμε από ισυρά αρυτικά κύματα είναι fmax ∼ 104 Hz. Αυτή ορίζει το
άν άκρο του φάσματος τν αρυτικών κυμάτν.
Η περιοή υψηών συνοτήτν κυριαρεί στις μετρήσεις τν επίειν
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συμοομέτρν και ανινευτών συντονισμού αρυτικών κυμάτν. Σε
συνότητες αμηότερες του 1 Hz, οι επίειοι ανινευτές φτάνουν να έουν
σεδόν ανυπέρητο όρυο από a) τις διακυμάνσεις της αμίδας του
Νευτώνειου αρυτικού πεδίου (εξαιτίας έξεν από ανομοιομορφίες της ήινης
ατμόσφαιρας πάν από τον ανινευτή) και b) από τις δονήσεις του Γήινου
φοιού (οι οποίες είναι πού δύσκοο να αφαιρεούν μηανικά από την αρή).
Προκειμένου να ανινευτούν κύματα με αμηότερη συνότητα α πρέπει να
ρησιμοποιηούν διαστημικοί ανινευτές σε τροιά, απααμένοι από τις δύο
παραπάν πηές ορύου.

Πήος πηών αρυτικών κυμάτν που παρουσιάζουν ενδιαφέρον
εκπέμπουν στην περιοή υψηών συνοτήτν: κατάρρευση αστέρν σε αστέρες
νετρονίν ή μεανών οπών στο ααξία μας και σε κοντινούς ααξίες, η
περιστροφή και η δόνηση αστέρν νετρονίν στον ααξία μας, η σύζευξη
διπών συστημάτν αστέρν, αστέρν νετρονίν και μεανών οπών (M ≲
1000Modot) σε μακρινούς ααξίες. Άες πιανές πηές μπορεί να είναι το
στοαστικό υπόαρο από δονούμενες κοσμικές ορδές, ααές φάσες στο
νεαρό σύμπαν και το Big Bang.

5.2 Περιοή αμηών συνοτήτν, 10−4 - 1 Hz

Η περιοή αμηών συνοτήτν, 10−4 ές 1 Hz, είναι ο τομέας έρευνας τν
διαστημικών ανινευτών (ρίσκονται σε ήινη ή σε άη διαπανητική τροιά).
Οι πιο σημαντικοί από αυτούς είναι, ανινευτές που καταράφουν τη μετατόπιση
Doppler μικροκυμάτν που στένονται από τη Γη σε διαστημόποια σε τροιά
και στη συνέεια αναμεταδίδονται πίσ στη Γη και ανινευτές προσαρμοσμένοι
πάν σε δορυφόρους που παρακοουούν με φτόμετρα ο ένας τον άο
(διαστημικά συμοόμετρα laser, την τενοοία αυτή α ρησιμοποιεί ο
ανινευτής LISA στο μέον).

Το άν άκρο της περιοής αυτής στο 1 Hz ορίζεται από το ορύου
ό τν ααών στη αρυτική αμίδα και τν ορύν ό δονήσεν
που επηρεάζουν τα επίεια όρανα. Το κατώτερο άκρο, ∼ 10−4 Hz, αυτής
της περιοής συνοτήτν ορίζεται να είναι τέτοιο ό τν αναμενόμενν
δυσκοιών στις αμηές συνότητες απομόνσης του διαστημοποίου από τις
στροιώδεις δυνάμεις του ηιακού ανέμου και της κοσμικής ακτινοοίας.

Η περιοή αμηών συνοτήτν α πρέπει να κυριαρείται από κύματα
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διπών συστημάτν με μικρή περίοδο στο ααξία μας (διπά συστήματα
κύριας ακοουίας, ευκών νάνν, αστέρν νετρονίν, κτ), από ευκούς
νάνους, αστέρες νετρονίν και μικρές μεανές οπές που εκτεούν σπειροειδή
τροιά ύρ από μεανή οπή μεάης μάζας (M ∼ 3 × 105 με 3 × 107 Modot)
σε μακρινούς ααξίες. Επίσης κύματα τέτοιας συνότητας δίνουν και διπά
συστήματα υπερμεεών μεανών οπών (M ∼ 100 με 108 Modot) που πρόκειται
να συνευούν Το άν όριο, ∼ 108 Modot, στις μάζες τν μεανών οπών
που μπορούν να εκπέμψουν σε περιοή αμηών συνοτήτν προέρεται από
την εξίσση 13 παίρνοντας f ≳ 10−4Hz. Θα πρέπει επίσης να υπάρει ένα
στοαστικό υπόαρο στις αμηές συνότητες από διαδικασίες στο νεαρό
σύμπαν όπς δονήσεις κοσμικών ορδών, ααές φάσεις και το ίδιο το Big
Bang.

5.3 Περιοή πού αμηών συνοτήτν, 10−7 - 10−9

Hz

Καώς ένα αρυτικό κύμα διαπερνάει τη Γη, διαταράσσει το ρυμό ροής του
ρόνου και συνεπώς το ρυμό τύπν τν ροοιών μας ς προς ροόια
που ρίσκονται έκτος του κύματος. Τέτοιες διαφορές α φανούν ς προφανείς
διαταραές στους ρόνους άφιξης παμούς pulsars με κύματα παραπήσιας
συνότητας. Αν δεν παρατηρηούν τέτοιες διαταραές σε κάποιο σημείο,
μπορούμε να καταήξουμε στο ότι ούτε η Γη, ούτε ο pulsar ”ούζονται”
από αρυτικά κύματα όμοιας συνότητας. Αν διαταραές με την ίδια ρονική
εξέιξη παρατηρούνται ταυτόρονα από αρκετά διαφορετικά pulsar, τότε την
αιτία α μπορούσαμε να αποδώσουμε στα αρυτικά κύματα που ταξιδεύουν
στον ενδιάμεσο ώρο.

Παίρνοντας το μέσο όρο τν ρόνν άφιξης τν παμών σε μεάα
ρονικά διαστήματα (από μήνες ές δεκαετίες), μπορεί να επιτευεί μια
μεάη ακρίεια και κατά συνέπεια, στενά όρια μπορούν να παρούν ια τα
κύματα που διαπερνάνε τη Γη ή τον pulsar. Το πάν άκρο αυτής της περιοής
συνοτήτν, ∼ 10−7Hz, ρίσκεται παίρνοντας τη μέση τιμή τν ρόνν
άφιξης τν παμών ια ένα διάστημα μερικών μηνών τέτοιο ώστε να αυξηεί
η ακρίεια. Το κάτ άκρο της περιοής αυτής, ∼ 109 Hz, ρίσκεται από τη
μέση τιμή ια διάστημα ∼ 20 ετών, και αυτό ιατί πού σταεροί pulsars με
παμούς Ο(ms) ήταν οι πρώτοι που ανακαύφηκαν και άρα έουμε ποά
δεδομένα.
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Με τα όσα ξέρουμε μέρι σήμερα ισυρές πηές αρυτικών κυμάτν είναι
ενικά συμπαείς και με μέεος όι πού μεαύτερο της αρυτικής τους
ακτίνας. Τα μόνα όμς συμπαή σώματα που μπορούν να δώσουν κύματα π.
στη περιοή f ≲ 107 Hz, είναι αυτά με μάζα M ≳ 1011Modot 13. Αυτή είναι
ποές τάξεις μεέους μεαύτερη από τη μάζα τν σμάτν που νρίζουμε
από όα τα σημερινά αστρονομικά δεδομένα και φαίνεται επομένς οικό να
πούμε ότι τα μόνα ισυρά αρυτικά κύματα που παίρνουμε σε αυτή την περιοή
συνοτήτν προέρονται από το στοαστικό υπόαρο που προήε από τις
ίδιες διαδικασίες του νεαρού σύμπαντος, από τις οποίες προέρονται και τα
κύματα υψηότερν συνοτήτν.

5.4 Περιοή εξαιρετικά αμηών συνοτήτν, 10−15

- 10−18 Hz

Βαρυτικά κύματα εξαιρετικά αμηών συνοτήτν, 10−15 με 10−18 Hz, α πρέπει
να προκαούν ανισοτροπίες στην μικροκυματική ακτινοοία υποάρου. Το
ισυρότερο όριο που έει μπει ια αυτές τις συνότητες προέρεται από το
κάτ άκρο της περιοής συνοτήτν f ∼ 10−18 Hz, όπου το μήκος κύματος
τν αρυτικών κυμάτν είναι περίπου π φορές η απόσταση Hubble 1/H0

και τα αρυτικά κύματα, πιέζοντας όο το ώρο εντός του κοσμοοικού
ορίζοντα προς μια κατεύυνση και τεντώνοντάς τον προς μια άη α πρέπει
να έουν παράξει τετραποικές ανισοτροπίες στο μικροκυματικό υπόαρο. Οι
τετραποικές αυτές ανισοτροπίες, που καταράφονται από το δορυφόρο COBE,
αν προέρονται κατά κύριο όο από αρυτικά κύματα (το οποίο είναι πιανό),
α πρέπει να αντιστοιούν σε μια ενερειακή πυκνότητα Ωg(10

−18Hz) ∼ 10−9.

5.5 Λία περισσότερα όια ια τις κοσμοοικές
πηές

Σε αυτήν την ενότητα α εξετάσουμε τις στοαστικό υπόαρο τν αρυτικών
κυμάτν. Αναός με την προέευσή του, το στοαστικό υπόαρο μπορεί
εν ένει να ρισεί σε δύο κατηορίες: αυτή που προέρεται από την υπέρεση
αρυτικής ακτινοοίας από μεάους πηυσμούς αστροφυσικών πηών που
δεν μπορούν να επιυούν απομονμένα, και το αρέονο υπόαρο που
προκύπτει απο διαδικασίες που αμάνουν ώρα στα πρώιμα στάδια δημιουρίας
του σύμπαντος. Η συνιστώσα αυτή του υποάρου της αρυτικής ακτινοοίας
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είναι ιδιαίτερα ενδιαφέρουσα αφού φέρει πηροφορία ια την κατάσταση του
αρέονου σύμπανος εκυμονώντας πιανότατα και νέα φυσική.

Το ενερειακό και φασματικό περιεόμενο αυτής της ακτινοοίας είναι
αποτυπομένη στο φάσμα, το οποίο ορίζεται ς

ΩGW =
1

ρc
fρ̃GW (f), (5.2)

όπου f είναι η συνότητα, ρc είναι η κρίσημη ενερειακή πυκνότητα του
σύμπαντος

(
ρc = 3H2

0/8πG
)
και ρ̃GW είναι η ενερεια τν αρυτικών κυμάτν

ανά μονάδα συνότητας

ρGW =

∫ ∞

0

dfρ̃GW (f). (5.3)

Πρτού ασοηούμε με τους μηανισμούς από τους οποίους μπορεί να
δημιουρήηκαν τα αρέονα αρυτικά κύματα, α εξετάσουμε τα κύρια
φαινομενοοικά φράματα.
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Μέρος II

Διαταραές με απουσία αμτού
πεδίου
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6
Μετασηματισμοί Βαμίδας της μετρικής

Γράφουμε τη μετρική του διαταραμένου FRW(0) (δηαδή επίπεδου) σύμπαντος
ς

gµν = ḡµν + δgµν = a2
(
ηµν + hµν

)
, (6.1)

όπου το hµν , καώς και τα hµν,ρ, hµν,ρσ ερούνται μικρά. Παρακάτ α
ανοήσουμε από όες τις εξισώσεις διαταραές τάξης O(h2) και ανώτερης.

hµν ≡ ηµρhρν , hµν ≡ ηµρηνσhρσ. (6.2)

Στο Κεφ. 1 δείξαμε ότι (σέση 1.3):

gµν = a−2
(
ηµν − hµν

)
(6.3)

Θα δώσουμε διαφορετικά ονόματα ια τις ρικές και ρονικές συντεταμένες
της διαταραμένης μετρικής, ορίζοντας

[
hµν
]
=

[
−2A −B,i

−B,i −2Dδij + 2E,ij

]
(6.4)

ώστε

gµν =

(
−a2 0

0 α2δij

)
︸ ︷︷ ︸

a2ηµν

+ a2

(
−2A2 −Bi

−Bi −2Dδij + 2E,ij

)
︸ ︷︷ ︸

a2hµν

(6.5)

όπου
D = −1

6
hii ≡ −1

6
h (6.6)

και ο E,ij είναι άινος
δijE,ij ≡ E,i

,i ≡ E,ii = 0. (6.7)
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και αφού οι δείκτες ανεαίνουν και κατεαίνουν με την αδιατάρακτη μετρική
του επίπεδου σύμπαντος ηµν , έουμε

[
hµν
]
≡

[
−2A +B,i

+B,i −2Dδij + 2E,ij

]
(6.8)

επομένς το στοιείο μήκους είναι

ds2 = a2(η)s
{
−(1 + 2A)dη2 − 2B,idηdx

i +
[
(1− 2D)δij + 2E,ij

]
dxidxj

}
.

(6.9)
Ας υποέσουμε ότι έουμε ένα αδιατάρατο ώρο ο οποίος περιράφεται από το
σύστημα συντεταμένν {xa}. Έστ η διαταραμένη μορφή του ώρου αυτού
και έστ δύο διαφορετικά συστήματα συντεταμένν {x̃a} και {x̂a} που τον
περιράφουν. Οι συντεταμένες x̂a και x̃a συνδέονται με το μετασηματσμό

x̃a = x̂a + ξa, (6.10)

όπου το ξa και οι παράοι του ξa,β είναι μικρά σε πρώτη τάξη. Η διαφορά
μεταξύ τν ∂ξa

∂x̂β
και ∂ξa

∂x̃β
είναι μικρή σε δεύτερη τάξη απομένς μπορούμε απά

να ράψουμε ξa,β.

Το σύστημα {x̂a} συσετίζει ένα σημείο P̄ του υποάρου με ένα σημειο
P̂ ενώ το {x̃a} αντιστοιεί το P̄ στο P̃ . Για το ίδιο σημείο στα τρία συστήματα
α έουμε

x̃a(P̃ ) = x̂a(P̂ ) = xa(P̄ ) (6.11)
Η 6.10 μας δίνει το μετασηματισμό συντεταμένν του ίδιου σημείου στο
διαταραμένο ώρο π,

x̃a(P̃ ) =x̂a(P̃ ) + ξa

x̃a(P̂ ) =x̂a(P̂ ) + ξa.
(6.12)

και ερούμε ότι η διαφορά ξa(P̃ ) − ξa(P̂ ) είναι μικρή σε δεύτερη τάξη.
Επομένς ράφουμε απά ξa και το συσετίζουμε με το σημείο P̄ του
υποάρου.

ξa = ξa(P̄ ) = ξa(xβ). (6.13)
Συνδιάζοντας τις 6.11 και 6.12, παίρνουμε το μετασηματισμό διαφορετικών
σημείν ια το ίδιο σύστημα συντεταμένν

x̂(P̃ ) =x̂a(P̂ )− ξa

x̃(P̃ ) =x̃(P̂ )− ξa
(6.14)
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α εξετάσουμε τώρα τους κανόνες μετασηματισμού αμτών, διανυσμάτν
και τανυστών μεταξύ τν συστημάτν {x̃a} και {x̂a}.

s =s

wã =X ã
β̂
wβ̂

Aã
β̃
=X ã

γ̂X
δ̂
β̃
Aγ̂
δ̃

Bãβ̃ =X γ̂
ãX

δ̂
β̃
Bγ̂β̂

(6.15)

όπου
X ã
β̂
≡∂x̃

a

∂x̂β
= δaβ + ξa,β

X δ̂
β̃
≡∂x̂δ

∂x̃β
= δδβ − ξδ,β.

(6.16)

όπου παραπάν ρησημοποιήσαμε την 6.12.
Στη συνέεια α ρησημοποιήσουμε διαταραές διαφόρν ποσοτήτν

s =s̄+ δs

wa =w̄a + δwa

Aaβ =+ Āaβ + δAaβ

Baβ =B̄aβ + δBaβ.

(6.17)

Η ποσότητα s = s̄ + δs ζει στο διαταραμένο ώρο. Οι διαταραές
στις διαφορετικές αμίδες ορίζονται ς τη διαφορά της ποσότητας s στο
διαταραμένο από τον αδιατάρατο ώρο, στη αμίδα αυτή

δ̂s(xa) ≡s(P̂ )− s̄(P̄ )

δ̃s(xa) ≡s(P̃ )− s̄(P̄ ).
(6.18)

Η διαταραή δs επομένς παίρνεται από την διαφορά μεταξύ δύο ρορόνν
και ερούμε ότι ”ζει” στον υποκείμενο ώρο. Αάζει στο μετασηματισμό
αμίδας

s(P̃ ) = s(P̂ )+
∂s

∂x̂a
(P̂ )
[
x̂a(P̃ )− x̂a(P̂ )

]
= s(P̂ )− ∂s

∂x̂a
(P̂ )ξa = s(P̂ )− ∂s̄

∂xa
(P̄ )ξa

(6.19)
όπου πήραμε την προσέιση ∂s

∂x̂a
(P̂ ) ≈ ∂s̄

∂xa
(P̄ ), αφού διαφέρουν μεταξύ τους σε

πρώτη τάξη αά ποαπασιαζόμενος με το ξa ο συνοικός όρος είναι μικρός
σε δεύτερη τάξη.

Επειδή ο υποκείμενος ώρος είναι ομοενής α έουμε s̄ = s̄(η, xi) = s̄(η)
επομένς

∂s̄

∂xa
(P̄ )ξa =

∂s̄

∂η
(P̄ )ξ0 = s̄

′
ξ0. (6.20)
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Επομένς παίρνουμε
s(P̃ ) = s(P̂ )− s̄

′
ξ0, (6.21)

έτσι από την 6.18 παίρνουμε το νόμο μετασηματισμού μιας αμτής
διαταραής μεταξύ δύο αμίδν

δ̃s(xa) = s(P̂ )− s̄
′
ξ0 − s̄(P̄ ) = δ̂s(xa)− s̄

′
ξ0. (6.22)

Δουεύοντας με τον ίδιο τρόπο ια την περίπτση τν διανυσμάτν και τν
τανυστών ρίσκουμε

Bµ̂ν̂(P̃ ) = Bµ̂ν̂(P̂ ) +
∂Bµ̂ν̂

∂x̂a
[
x̂a(P̃ )− x̂a(P̂ )

]
= Bµ̂ν̂(P̂ )−

∂B̄µ̂ν̂

∂x̂a
(P̄ )ξa (6.23)

και

Bµ̃ν̃(P̃ ) =X
ρ̂
µ̃X

σ̂
ν̃Bρ̂σ̂(P̃ ) = (δρµ − ξρ,µ)(δ

σ
ν − ξσ,ν)

[
Bρ̂σ̂(P̂ )−

∂B̄ρσ

∂xa
(P̄ )ξa

]
=Bµ̂ν̂(P̂ )− ξρ,µB̄ρ̂ν̂(P̄ )− ξσ,νB̄µ̂σ̂(P̂ )−

∂B̄µν

∂xa
(P̄ )ξa

=Bµ̂ν̂(P̂ )− ξρ,µB̄ρν(P̄ )− ξσ,νB̄µσ(P̄ )−
∂B̄µν

∂xa
(P̄ )ξa,

(6.24)
όπου αντικαταστήσαμε το Bµ̂σ̂(P̂ ) με B̄µσ(P̄ ) στον δεύτερο όρο, το οποίο
μπορούμε να κάνουμε αφού ποαπασιάζεταιμε τον πρώτης τάξης όρο ξσ,ν .

Όμοια με την περίπτση της αμτής διαταραής ορίζουμε

˜δBµν =Bµ̃ν̃(P̃ )− B̄µν(P̄ )

=Bµ̂ν̂(P̂ )− B̄µν(P̄ )− ξρ,µB̄ρν(P̄ )− ξσ,νB̄µσ(P̄ )−
∂B̄µν

∂xa
(P̄ )ξa

= ˆδBµν − ξρ,µB̄ρν − ξσ,νB̄µσ − B̄µν,aξ
a.

(6.25)

Εφαρμόζοντας την εξίσση μετασηματισμού αμίδας 6.25 ια την διαταραή
της μετρικής παίρνουμε

˜δgµν = δgµν − ξρ,µḡρν − ξσ,ν ḡµν − ḡµν,0ξ
0, (6.26)

όπου αντικαταστήσαμε το ḡµν,aξ
a με ḡµν,0ξ0 αφού η μετρική του υποάρου

εξαρτάται, μέσ του παράοντα κίμακας, μόνο από τη ρονική συνειστώσα η.
Επειδή είναι ḡµν = a2(η)ηµν , α έουμε

ḡµν,0 = 2a
′
aηµν (6.27)

και
δ̃gµν = δgµν + a2

[
− ξρ,µηρν − ξσ,νηµσ − 2

a
′

a
ηµνξ

0
]
. (6.28)
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Από τα προηούμενα

[
δgµν

]
=

[
−2A −B,i

−B,i −2Dδij + 2E,ij

]
(6.29)

Εφαρμόζοντας τον παραπάν νόμο μετασηματισμού παίρνουμε ια τις
διαφορετικές συνειστώσεις:

δ̃g00 ≡− 2a2Ã

=δg00 +

(
−ξρ,0ηρ0 − ξσ,0η0σ − 2

a
′

a
η00ξ

0

)
=− 2a2A+ a2

(
2ξ0,0 + 2

a
′

a
ξ0
) (6.30)

από την οποία και παίρνουμε τον νόμο μετασηματισμού αμίδας

Ã = A− ξ0,0 −
a

′

a
ξ0 (6.31)

Όμοια, ια το δg0i έουμε

δ̃g0i =− a2B̃,i

=δg0i + a2
[
−xiρ,0ηρi − xiσ,iη0σ − 2

a
′

a��η0iξ
0

]
=− a2B,i +

[
−ξ0,0��η0i − ξj,0ηij − ξ0,iη00 − ξj,i��η0j

]
=− a2B,i − a2ξi,0 + a2ξ0,i

(6.32)

Επομένς παίρνουμε
B̃i = Bi + ξi,0 − ξ0,i (6.33)

Τέος από το ριοκό κομμάτι της μετρικής έουμε

δ̃gij =− 2D̃δij + 2Ẽ,ij

=δgij + a2
[
−ξρ,iηρj − ξσ,jηiσ − 2

a
′

a
ηijξ

0

]
=2Dδij + 2E,ij + a2

[
−ξk,iηkj − ξk,jηik − 2

a
′

a
ηijξ

0

]
=2Dδij + 2E,ij + a2

[
−ξj,i − ξi,j − 2

a
′

a
δijξ

0

]
(6.34)

Απομένς

−D̃δij + Ẽ,ij = −Dδij + E,ij −
1

2

(
ξj,i + ξi,j

)
− a

′

a
ξ0δij (6.35)
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Το ίνος του όρου 1
2

(
ξi,j + ξj,i

)
είναι ξkk άρα αν ράψουμε

1

2

(
ξi,j + ξj,i

)
=

1

3
δijξ

k
k +

1

2

(
ξi,j + ξj,i

)
− 1

3
δijξ

k
k︸ ︷︷ ︸

άινο

(6.36)

έπουμε ότι ανακαστικά οι δύο τεευταίοι ότι συνειστούν ένα άινο κομμάτι.
Μπορούμε έται να ρίσουμε την 6.35:

D̃ =D +
1

3
ξk,k +

a
′

a
ξ0

Ẽij =Eij −
1

2

(
ξij + ξji

)
+

1

3
δijξ

k
k .

(6.37)

Όταν ένας μετασηματισμός αμίδας εξαφανίζει κάποιες διαταραές, τότε
αυτές δεν είναι πραματικές, φυσικές διαταραές, απά τότε ο διαταραμένος
ώρος είναι ίδιος με τον υποκείμενο απά διαφέρει στο ότι έει διαταραμένο
σύτημα συντεταμένν. Οι διαταραές αυτές ονομάζονται ”κααρές αμίδες”.

6.1 Διαρισμός σε Βαμτές, Διανυσματικές και
Τανυστικές Διαταραές

Εάν κρατήσουμε την αμίδα (την συσέτιση μεταξύ του υποκείμενου
ώρου και του διαταραμένου ώρου) σταερή αά εφαρμόσουμε ένα
μετασηματισμό συντεταμένν στον υποκείμενο ώρο, α πάρουμε ένα
αντίστοιο μετασηματισμό συντεταμένν στο δαταραμένο ώρο. Το
σύστημα συντεταμένν του υποάρου επιέηκε ώστε να σέεται τις
συμμετρίες αυτού του ώρου και αυτό είναι μια ιδιότητα που δεν έουμε να
άσουμε. Συκεκριμένα, στη κοσμοοική ερία διαταραών επιέουμε ένα
σύστημα συντεταμένν του υποάρου ώστε να σέεται την ιδιότητα της
ομοένειάς του, το οποίο μας δίνει ένα μοναδικό φύμα του ρορόνου
σε t = σταερά ρορονικές φέτες. Επομένν δεν έουμε να αάξουμε
αυτό τον τρόπποο τομής. Αυτό μας αφήνει:

• ομοενείς μετασηματισμούς της ρονικής συντεταμένης π
αναπαραμέτρηση του ρόνου, τν οποίν παράδειμα αποτεεί η
ααή από τον συνήη κοσμικό ρόνο t στον η,
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• και μετασηαμτισμούς τν ρικών συντεταμένν

xi
′

= X i
′

k x
k, 5 (6.38)

όπου X i
′

k είναι ανεξάρτητη του ρόνου, η οποία είναι και η περίπτση που
εξετάζουμε σε αυτή την ενότητα.

Για το υπόαρό μας είαμε επιέξει FRW (0), έτσι ώστε η 3-μετρική να εαι
Ευκείδεια,

gij = a2δij, (6.39)
και έουμε να διατηρήσουμε αυτή την ιδιότητα. Αυτό μας αφήνει τις στροφές.
Οι πήρεις πίνακες στροφών επομένς είναι

Xµ
′

ρ =

[
1 0

0 X i
′

k

]
=

[
1 0

0 Ri
′

k

]
και µ

ρ′
=

[
1 0

0 Ri
k
′

]
, (6.40)

όπου Ri
′

k είναι ο πίνακας στροφών, με την ιδιότητα RTR = I, ή Ri
′

kR
i
′

l =

(RTR)kl = δkl. Επομένς RT = R−1 έτσι ώστε Ri
′

k = Rk
i′
.

Αυτός ο μετασηματισμός συντεταμένν στο υπόαρο παράει τον εξής
μετασηματισμό,

xµ
′

= Xµ
′

ρ x
ρ, (6.41)

στον διαταραμένο ώρο. Εδώ η μετρική είναι

gµν =a
2

[
−1− 2A −Bi

−Bi (1− 2D)δij + 2Eij

]
= a2ηµν + a2

[
−2A −Bi

−Bi −2Dδij + 2Eij

]
.

(6.42)
Μετασηματίζοντας τη μετρική,

gρ′σ′ = Xµ

ρ
′X

ν
σ
′gµν , (6.43)

παίρνουμε ια τις διαφορετικές συνειστώσες

g0′0′ = Xµ

0
′X

ν
0
′gµν = X0

0
′X0

0
′g00 = g00 = a2(−1− 2A)

g0′ l′ = Xµ

0
′X

ν
l′
gµν = X0

0′
Xj

l
′g0j = −a2Rj

l
′Bj

gk′ l′ = X i
k′
Xj

l′
gij = a2

(
− 2DδijR

i
k′
Rj

l′
+ 2EijR

i
k′
Rj

l′

)
= a2

(
−2Dδkl + 2EijR

i
k
′Rj

l
′

)
,

(6.44)

5Εδπέρα ρησιμοποιούμε το ’ ια να συμοίσουμε το άο σύστημα συντεταμένν. Να
μην συίζεται με ′ ≡ d/dη τν άν ενοτήτν.
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από τις οποίες ανανρίζουμε τις διαταραές στις νέες συντεταμένες,

A
′
=A

D
′
=D

Bl
′ =Rj

l′
Bj

Ek′ l′ =R
i
k
′Rj

l′
Eij.

(6.45)

Συνεπώς τα και D μετασηματίζονται ς αμτά κάτ από στροφές στο
σύστημα συντεταμένν του υποάρου, τα Bi μετασηματίζονται ς 3-
διανυσματα, και τα Eij ς 3-d τανυστές. Καώς ρισκόμαστε επομένς
σε μια σταερή αμίδα, μπορούμε επομένς να τα σκεφτούμε ς αμτά,
διανυσματικά και τανυστικά πεδία σε ένα 3-d Εκείδειο υποκείμενο ώρο.
Μπορούμε στόσο να πάρουμε άες δύο αμτές ποσότητες και άη μια
διανυσματικη από τα Bi και Eij.

Γνρίζουμε ότι ένα διάνυσμα μπορεί να ρισεί σε δύο μέρη, ένα μηδενικής
απόκισης και ένα μηδενικού στροιισμού

B⃗ = B⃗S + B⃗V , με ∇× B⃗S = 0 και ∇ · B⃗V = 0, (6.46)

και ότι το πρώτο μπορεί να εκφρασεί ς κίση κάποιου αμτού πεδίου 6

B⃗S = −∇B. (6.47)

και σε συμοισμό συνειστσών

Bi = −B,i +BV
i , όπου δijBV

i.j = 0. (6.48)

Με όμοιο τρόπο, το συμμετρικό άινο τανυστικό πεδίο Eij μπορεί να
ρισεί σε τρία μέρη,

Eij = ES
ij + EV

ij + ET
ij , (6.49)

όπου τα ES
ij και EV

ij μπορούν να εκφραστούν ς προς ένα αμτό πεδίο E και
ένα διανυσματικό πεδίο Ei,

ES
ij =

(
∂i∂j −

1

3
δij∇2

)
E = E,ij −

1

3
δijδ

klE,kl

EV
ij = −1

2

(
Ei,j + Ej,i

)
, όπου δijEi,j = ∇ · E⃗ = 0

και δijET
ij,k = 0, δijET

ij = 0.

(6.50)

6Αυτή η σύμαση προσήμου αντιστοιεί στο να σκεφτόμαστε τη αμτή συνάρτηση Β ς
”δυναμικό”, όπου το διανυσματικό πεδίο B⃗S ”κατρακυάει προς τα κάτ”.
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Βέπουμε ότι ES
ij είναι συμμετικός και άινος εκ κατασκευής. Ο EV

ij είναι
συμμετρικός εκ κατασκευής, και η συνήκη στο Ei τον κάνει άινο. Ο τανυστής
ET
ij υποέτεται συμμετρικός, και οι δύο συνήκες εφαρμοσμένες σε αυτόν ,τον

κάνουν άινο και transverce7.

Κάτ από στροφές στον υποκείμενο ώρο,

A
′
=A, B

′
= B, D

′
= D. E

′
= E

BV
l
′ =Rj

l′
RV
j , El′ = Rj

l′
Ej

ET
k
′
l
′ =Ri

k
′Rj

l
′E

T
ij .

(6.51)

Οι διαταραές της μετρικής μπορούνε επομένς να ρισούν σε

• ένα αμτό κομμάτι, αποτεούμενο από τα A,B,D και E

• ένα διανυσματικό κομμάτι, αποτεούμενο από BV
i και Ei,

• και ένα τανυστικό κομμάτι ET
ij.

Οι ονομασίες ”αμτό”, ”διανυσματικό” και ”τανυστικό” αναφέρονται στις
ιδιότητες μετασηματισμού κάτ από στροφές στον υποκείμενο ώρο.8

Οι διαταραές στον τανυστή του Einstein δGµ
ν και η διαταραή του τανυστή

ενέρειας δT µν μπορούν όμοια να ρισούν σε αμτά + διανυσματικά +
τανυστικά μέρη. To αμτό μέρος του δGµ

ν προέρεται μόνο από το αμτό
μέρος του δgµν κτ.

Το σημαντικό όσον αφορά αυτό το διαρισμό είναι ότι το αμτό,
το διανυσματικό και το τανυστικό κομμάτι δεν συζεύονται μεταξύ τους (σε
πρώτης τάξης ερία διαταραών), αά εξείσσονται ανεξάρτητα. Αυτό μας
επιτρέπει να τα αντιμετπίζουμε ξεριστά: μπορούμε να μεετήσουμε, π
αμτές διαταραές με τρόπο τέτοιο, σαν να απουσίαζαν οι διανυσματικές
και τανυστικές διαταραές. Η συνοική εξέηξη της πήρους διαταραής είναι
απά μια ραμμική υπέρεση της ανεξάρτητης εξέηξης του αμτού, του
διανυσματικού και του τανυστικού μέρους της διαταραής.

7Για περισσότερη διευκρίνιση του τεευταίου όρου στο παίσιο της παρούσας συζήτησης
δες [24]

8Επομένς ”αμτό”, δεν σημαίνει π, ότι οι δοιαταραές α είναι αναοίτες κάτ
από μετασηματισμούς αμίδας - οι αμτές διαταραές δεν είναι αναοίτοι κάτ από
μετασηματισμούς αμίδας, όπς έουμε ήδη δει στις 6.31 και 6.37
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Εφαρμόζουμε ένα δεσμό σε κάε ένα από τα 3-διανύσματα BV
i και Ei, και

3 + 1 = 4 δεσμούς στο συμμετρικό τανυστή ET
ij αφήνοντας σε κάε ένα από

αυτούς 2 ανεξάρτητες συνειστώσες. Επομένς οι 10 αμοί εευερίας που
αντιστοιούν στις 10 συνειστώσες της μετρικής της διαταραής hµν ρίζονται
σε

1 + 1 + 1 + 1 = 4 αμτούς
2 + 2 = 4διανυσματικούς

2 = 2τανυστικούς
(6.52)

αμούς εευερίας.

Οι αμτές διαταραές είναι οι πιο σημαντικές. Συζεύονται με τις
διαταραές της πίεσης και της πυκνότητας και παρουσιάζουν αρυτική αστάεια:
υπερπυκνές περιοές εξείσσονται σε ακόμα πυκνότερες. Είναι υπεύυνες ια
το σηματισμό τν δομών στο σύμπαν από μικρές αρικές συνήκες.

Οι διανυσματικές διαταραές συζεύονται με τις διαταραές της νιακής
ταύτητας στο κοσμικό ρευστό. Έουν την τάση ατονούν σε ένα
διαστεόμενο σύμπαν, και επομένς πιανόν δεν είναι σημαντικες στην
κοσμοοία.

Κάναμε όα τα παραπάν σε μια συκεκριμένη σταερή αμίδα.
Προκύπτει ότι οι μετασηματισμοί αμίδας επιρρεάζουν τις αμτές και τις
διανυσματικές διαταραές, αά οι τανυστικές διαταραές είναι αναοίτες σε
μετασηματισμούς αμίδας. Οι τανυστικές διαταραές είναι αρυτικά κύματα,
αυτή τη φορά σε ένα διεσταόμενο σύμπαν9 Όταν τις παίρνουμε από συνοικές
διαταραές με την παραπάν διαδικασία διαρισμου, ρίσκονται ήδη στην
”transverse-traceless αμίδα”. Οι τανυστικές διαταραές έουν κοσμοοική
σημασία, αφού εάν είναι αρκετά ισυρές, έουν ενα παρατηρήσιμο αποτέεσμα
στην ανισοτροπία του μικροκυματικού υποάρου.

6.2 Βαμτές Διαταραές

Στην ενότητα αυτή α εξετάσουμε αμτές διαταραές, οι οποίες είναι
υπεύυνες ια τις δομή του Σύμπαντος (π. την απόκιση από το ομοενές
και ισότροπο FRW Σύμπαν). Η μετρική είναι

ds2 = a2
(
η
)
{−(1 + 2)dη2 − 2Bidηdx

i +
[
(1− 2ψ)δ + 2Eij

]
dxidxj}. (6.53)

9Σε αντίεση με τη ερία διαταραών στο ώρο Minkowski, η οποία είναι και η συνήης
οδός παρουσίασης τν αρυτικών κυμάτν στην Γενική Σετικότητα.
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όπου έουμε ορίσει την διαταραή της καμπυότητας

ψ ≡ D +
1

3
∇2E. (6.54)

Τώρα εαν ξεκινήσουμε από κααρά ρικές διαταραές και κάνουμε
οποιαδήποτε αυαίρετο μετασηματισμό αμίδας, που παρίσταται από ένα πεδίο
ξµ = (ξ0, ξi), α μπορούσαμε να εισάουμε επίσης ένα διάνυσμα διαταραής.
Η διανυσματική διαταραή αυτή όμς είναι ”κααρή αμίδα” και επομένς
δεν εει κάποιο ενδιαφέρον. Μπορούμε να ρίσουμε το ξi σε ένα μέρος με
μηδενική απόκιση (μέρος που αφορά μετατοπίσεις) και ένα κομμάτι με μηδενικό
στροιισμό, το οποίο μπορεί να ραφεί ς η κίση κάποιας συνάρτησης ξ,

ξi = ξitr − δijξ,j = ξ⃗tr −∇ξ όπου ξitr,i = ∇ · ξ⃗tr = 0. (6.55)

Το μέρος ξitr είναι υπεύυνο ια τις διανυσματικές διαταραές, ενώ τα ξ0 και
ξ,j μεταάουν τις αμτές διαταραές. Στα παίσια της συζήτησης τν
αμτών διαταραών δεν άνουμε κάτι, εαν επιέξουμε να άουμε υπόψη
μόνο τις αμτές διαταραές, ενώ το ξitr μέρος απουσιάζει. Αυτοί οι αμτοί
μετασηματισμοί αμίδας προσδιορίζονται πήρς από δύο συναρτήσεις ξ0 και
ξ,

η̃ =η + ξ0(η, x⃗)

x̃i =xi − δijξ,j(η, x⃗)
(6.56)

και διατηρούν την αμτή φύση της διαταραής. (Η διαφορά δηαδή από το
προηούμενο κεφάαιο είναι ότι έσαμε ξi → −δijξ,j(η, x⃗))

Χρησιμοποιώτας αυτούς τους αμτούς μετασηματισμούς, οι εξισώσεις
μετασηματισμού τν αμτώς συναρτήσεν που εμφανίζονται μέσα στη
μετρική ίνονται:

Ã =A− ξ0
′ − a

′

a
ξ0

B̃ =B + ξ
′
+ ξ0

D̃ =D − 1

3
∇2ξ +

a
′

a
ξ0

Ẽ =E + ξ,

(6.57)

Και από τις 6.54 και 6.57 παίρνουμε ότι τον μετασηματισμό της ψ η οποία
συνά ρησημοποιείται ς τέταρτη αμτή μεταητή αντί ια την D:

ψ̃ = ψ +
a

′

a
ξ0 = ψ +Hξ0. (6.58)
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6.3 Δυναμικά Bardeen

Ορίζουμε τις επόμενες δύο ποσότητες

Φ ≡A+H
(
B − E

′)
+
(
B − E

′)′
Ψ ≡D +

1

3
∇2E −H

(
B − E

′)
= ψ −H

(
B − E

′)10 (6.59)

Οι ποσότητες αυτές είναι αναοίτες κάτ από μετασηματισμούς αμίδας

6.4 Σύμμορφη Νευτώνεια Βαμίδα

Μπορούμε να κάνουμε ρήση της εευερίας αμίδας ια να έσουμε τις
αμτές διαταραές B και E ίσες με μηδέν. Από την 6.44 έπουμε ότι αυτό
επιτυάνεται με την επιοή

ξ =− E

ξ0 =−B + E
′ (6.60)

Κάνοντας ένα μετασηματισμό αμίδας φτάνουμε σε μια συνά
ρησιμοποιούμενη αμίδα, τη σύμορφη-Νευτώνεια αμίδα (ια συντόμευση
Νευτώνεια αμίδα). Θα συμοίσουμε τις ποσότητες στη αμίδα αυτή με
δείκτη Ν. Συνεπώς BN = EN = 0, ενώ άμεσα έπουμε ότι

AN =Φ

DN =ψN = Ψ.
(6.61)

Επομένς τα δυναμικά Bardeen είναι ίσες με τις δύο μη μηδενικές διαταραές
στην σύμμορφη Νευτώνεια αμίδα.

Από εδώ και πέρα (μέρι να ειπεί το αντίετο) α κάνουμε υποοισμούς
στην σύμορφη-Νευτώνεια αμίδα. Η μετρική επομένς είναι

ds2 = a(η)2
[
−
(
1 + 2Φ)dη2 + (1− 2Ψ)δijdx

idxj
]
, (6.62)

ή

gµν = a2

[
−1− 2Φ

(1− 2Ψ)δij

]
και gµν = a−2

[
−1 + 2Φ

(1 + 2Ψ)δij

]
,

(6.63)
10Βέπε απόδειξη I
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ή

hµν =

[
−2Φ

−2Ψδij

]
και hµν =

[
−2Φ

−2Ψδij

]
(6.64)
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7
Διαταραές στον Τανυστή Καμπυότητας

Από την σύμμορφη-Νευτώνεια μετρική παίρνουμε τους συντεεστές Christoffel

Γ0
00 =

a′

a
+ Φ

′
Γ0
0k = Φ,k Γ0

ij =
a
′

a
δij −

[
2a

′

a

(
Φ +Ψ

)
+Ψ

′]
δij

Γi00 = Φ,i Γi0j =
a
′

a
δij −Ψ

′
δij Γikl = −

(
Ψ,lδ

i
k +Ψ,kδ

i
l

)
+Ψ,iδkl

(7.1)
και τα αροίσματα

Γa0a =4
a

′

a
+ Φ

′ − 3Ψ
′

Γaia =Φ,i − 3Ψ,i

(7.2)

όπου έουμε ανοήσει όους τους, μεαύτερης 1ης τάξης, όρους ς προς τις
μικρές ποσότητες Φ και Ψ. Επομένς οι εκφράσεις αυτές εμπεριέουν 0ης και
1ης τάξης όρους, και διαρίζονται στο υπόαρο και τη διαταραή όπς:

Γaβγ = Γ̄aβγ + δΓaβγ, (7.3)

όπου
Γ̄0
00 = H Γ̄0

0k = 0 Γ̄0
ij = Hδij

Γ̄i00 = 0 Γ̄i0j = Hδij Γ̄ikl = 0
(7.4)

και

δΓ0
00 = Φ

′
δΓ0

0k = Φ,k δΓ0
ij = −

[
2H
(
Φ +Ψ

)
+Ψ

′]
δij

δΓi00 = Φ,i δΓi0j = −Ψ
′
δij δΓikl = −

(
Ψ,lδ

i
k +Ψ,kδ

i
l

)
+Ψ,iδkl.

(7.5)

Ο τανυστής Ricci είναι

Rµν =Γaνµ,a − Γaaµ,ν + ΓaaβΓ
β
ν,µ − ΓaνβΓ

β
a,µ

=R̄µν + δΓaνµ,a − δΓaaµ,ν + Γ̄aaβδΓ
β
νµ + Γ̄βνµδΓΓ

a
aβ − Γ̄aνβδ

β
aµ − Γ̄βaµδΓ

a
νβ.
(7.6)
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Υστερα από υποοισμούς παίρνουμε
R00 =− 3H′

+ 3Ψ
′′
+∇2Φ + 3H

(
Φ

′
+Ψ

′)
R0i =2

(
Ψ

′
+HΦ

)
,i

Rij =
(
H′

+ 2H2
)
δij

+
[
−Ψ

′′
+∇2Ψ−H

(
Φ

′
+ 5Ψ

′)− (2H′
+ 4H2

)(
Φ +Ψ

)]
δij +

(
Ψ− Φ

)
,ij

(7.7)
Υψώνοντας έπειτα το δείκτη παίρνουμε

Rµ
ν = gµaRaν =

(
R̄ + δRaν

)
R̄µ
ν + δgµaR̄aν + ḡµaδRaν . (7.8)

παίρνουμε
R0

0 =3a−2H′
+ a−2

[
− 3Ψ

′′ −∇2Φ + 3H
(
Φ

′
+Ψ

′)− 6HΦ
]

R0
i =− 2a−2

(
Ψ

′
+HΦ

)
,i

Ri
0 =−R0

i = 2a−2
(
Ψ+HΦ

)
,i

Ri
j =a

−2
(
H + 2H2

)
δij

+ a−2
[
−Ψ

′′
+∇2Ψ−H

(
Φ

′
+ 5Ψ

′)− (2H′
+ 4H2

)
Φ
]
δij

+ a−2
(
Ψ− Φ

)
,ij
.

(7.9)

και αροίζοντας παίρνουμε τη σταερά καμπυότητας του Ricci
R =R0

0 +Ri
i

=6a−2
(
H′

+H2
)

+ a2
[
− 6Ψ

′′
+ 2∇2

(
2Ψ−Ψ

)
− 6H

(
Φ

′
+ 3Ψ

′)− 12
(
H′

+H2
)
Φ
]
.

(7.10)
Και τεικά, ο τανυστής του Einstein ίνεται

G0
0 =R

0 − 1

2
R

=− 3a−2H2 + a−2
[
− 2∇2Ψ+ 6HΨ

′
+ 6H2Φ

]
G0
i =R

0
i

Gi
0 =R

i
0 = −R0

i = −G0
i

Gi
j =R

i
j −

1

2
δijR

=a−2
(
− 2H′ −H2

)
δij

+ a−2
[
2Ψ

′′
+∇2

(
Φ−Ψ

)
+H

(
2Φ

′
+ 4Ψ

′)
+
(
4H′

+ 2H2
)
Φ
]
δij

(7.11)

Να παρατηρήσουμε καάτι ια το υπόαρο και τις διαταραές. Αφού τα
υπόαρο R̄µ

ν και Ḡµ
ν είναι διαώνια, τα μη διαώνια στοιεία περιέουν μόνο

τη διαταραή
R0
i = G0

i = δR0
i = δG0

i . (7.12)
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8
Εξέηξη Υπερορίζοντα και συσέτιση με τις

προτότυπες διαταραές.

Το σύνηες σκεπτικό σήμερα είναι ότι οι διαταραές παρήησαν πού νρίτερα
απ’την αποδέσμευση τν νετρίν, π. κατά τη διάρκεια του inflation. Παρόο
που η εποή κυριαρίας της ακτινοοίας είναι οική ια την εξακρίση τν
”αρικών” συνηκών Φk⃗(rad), Scr,⃗k(rad), Sbr,⃗k(rad), Svr,⃗k(rad), αυτές ΔΕΝ
είναι ”πραματικά” αρικές - εναακτικά τις ονομάζουμε ”αρέονες” τιμές.
Θα έαμε να τις συσετίσουμε με τις ”προτότυπες” διαταραές, π. με την
κατάσταση αμέσς μετά τη έννηση τν διαταραών. Θα συμοίσουμε τον
ρόνο δημιουρίας με t⋆ ή απά ⋆. Μπορεί νξα διαφέρει ια διαφορετικές
κίμακες k (ια την περίπτση του inflation ισούται περίπου με το ρόνο εξόδου
από τον ορίζοντα). Η σέση αυτή εξαρτάται από τον μηανισμό δημιουρίας που
ερούμε (π. inflation) και από το τι συμαίνει μεταξύ του ρόνου δημιουρίας
(⋆) και την αρέονη περίοδο (rad) (π. αναέρμανση μετά το inflation). Στο
πρώτο μέρος της ανάυσης τν διαταραών δεν υποέσαμε ένα συκεκριμένο
μηανισμό ια τη παραή τν διαταραών (υποέτουμε απώς ότι πρόκειται
ια μια Γκαουσιανή τυεία διαδικασία)- στο επόμενο μέρος α ερήσουμε το
inflation ς μηανισμό παραής τν διαταραών - επομένς τώρα κάνουμε
μια απή ενική παρατήρηση.

Στα συνήει σενάρια οι διαταραές είναι έξ από τον ορίζοντα κατά το
διάστημα μεταξύ ⋆ και (rad), αά κάποιες άες ιδιότητες της αρέονης
εποής κυριαρίας της ακτινοοίας μπορεί να μην στέκουν. Επομένς ας
συκεντρώσουμε τι άες ενικές ιδιότητες συνεπάονται από την υπόεση
του υπερορίζοντα (k ≪ H).
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Για αδιαατικές (S = 0) διαταραές ισύει R = στα 11. Τα δυναμικά
Bardeen Φ και Ψ δεν παραμένουν υπορετικά σταερά. Επομένς το R είναι
καύτερη ποσότητα ια να περιράψει τις αδιαατικές διαδικασίες, και έουμε

Rk⃗(rad) = Rk⃗(⋆) (ADI). (8.1)

Από την άη, εάν S ̸= 0, το R α αναπτυεί, και επομένς το Rk⃗(rad)
μπορεί να άει συνεισφορές από τις ”προτότυπες” εντροπικές διαταραές την
στιμή ⋆. Ενώ κατά τη διάρκεια της αρέονης περιόδου τα Scr, Sbr και Sνr
παραμένουν σταερά


Rk⃗(rad)

Scr,⃗k(rad)

Sbr,⃗k(rad)

Svr,⃗k(rad)

 =


1 TRScr(k) TRSbr

(k) TRSνr(k)

0 TScrScr(k) TScrSbr
(k) TScrSνr(k)

0 TSbrScr(k) TSbrSbr
(k) TSbrSνr(k)

0 TSνrScr(k) TSνrSbr
(k) TSνrSνr(k)




Rk⃗(⋆)

Scr,⃗k(⋆)

Sbr,⃗k(⋆)

Sνr,⃗k(⋆)

 (8.2)

11Βέπε [24] Εξ.15.30
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Μέρος III

Διαταραές με παρουσία αμτού
πεδίου
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9
Μια νρημία με τη αμτή ερία του inflation

Κοσμοοικό inflation (πηρισμός) ονομάζουμε μια περιόδο επιταυνόμενης
υπερφτεινής διαστοής στα πρώημα στάδια εξέηξης του σύμπαντος12 13.

Ο ακριής ορισμός του Inflation είναι απά κάε περίοδος κατά την οποία ο
παράοντας κίμακα του σύμπαντος αυξάνεται επιταυνόμενα. Συά συναντάμε
στη ιιοραφία τρείς ισοδύναμες διατυπώσεις:

INFLATION ⇔ ä > 0 ⇔
(
ρ+ 3p

)
< 0 ⇔ d

dt

H−1

a
< 0 (9.1)

Επειδή υποέτουμε ότι ρ > 0 είναι απαραίτητο να έουμε p < 0 ια να
ικανοποιείται η μεσαία συνήκη, η οποια είναι ανεξάρτητη της καμπυητας
του συπαντος. Το inflation περιράφεται συνής σαν μια περίοδος ρήορης
διαστοής, παρόο που δεν είναι σαφές ς προς το τι η διαστοή αυτή είναι
ρήορη. Η τεευτάια έκφραση δίνει στην ένοια αυτή περισσότερο φυσικό
περιεόμενο.

Επειδή το H−1/a είναι στην κοσμοοία το comoving μήκος Hub-
ble, έπουμε ότι η παραπάν συνήκη ια το inflation ισοδυναμεί με
το το comoving μήκος Hubble να μειώνεται με το ρόνο. Ειδμένο σε
συντεταμένες που ταξιδεύουν μαζί με τη διαστοή, το παρατηρήσημο σύμπαν
στην πραματικότητα μειώνεται κατά τη διάρκεια του inflation, ιατί η
αρακτηριστική κίμακα δεσμεύει όο και ιότερο ώρο συντεταμένν καώς
το inflation εξείσσεται.

12Βέπε [28,29].
13Με τη ενικότερη έννοια είναι κάε περίοδος επιταυνόμενης διαστοής, όι απαραίτητα

υπερφτεινής. Ακόμα και σήμερα, ό της επιταυνόμενης διαστοής του σύμπαντος,
ερείται ότι ρισκόμαστε σε μια τέτοια περίοδο
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Η επιτυία του inflation έκειται στο ότι παρόο που είναι ένας απός
μηανισμός, ποά προήματα κοσμοοικά προήματα μπορούν να υούν
με την εισαή του. Τα ποιο σημαντικά από αυτά είναι

Το πρόημα της επιπεδότητας
Σύμφνα με παρατηρήσεις, η οική παράμετρος πυκνότητας σήμερα
είναι πού κοντά στο 1 και η καμπυότητα του σύμπαντος είναι
ουσιαστικά μηδενική. Συνεπώς το σύμπαν είναι σεδόν επίπεδο.
Αφού η πυκνότητα καμπυότητας αάζει ς προς την κίμακα ς
a−2, μειώνεται πιο απότομα από την ύη ή την ακτινοοία καιι
επομένς στο παραόν η παράμετρος πυκνότητας καμπυότητας α
ήταν ακόμα μικρότερη και το σύμπαν α ήταν ακόμα πιο επίπεδο.
Πράματι συκρίνοντας με την ακτινοοία, η οποία αάζει με την
κίμακα σαν a−4, ρίσκουμε

ρK
ρr

∼ 102
(
a

a0

)2

= 102
(
ρr,0
ρr

)1/2

, (9.2)

όπου ρησιμοποιήσαμε ότι ΩK ∼ 10−3 σήμερα και Ωr ∼ 10−5.
Σήμερα η ενερειακή πυκνότητα της ακτινοοίας είναι της τάξης
τν (10−4eV ). Στο ρόνο του Planck, όταν η ενερειακή
πυκνότητα του σύμπαντος ήταν (1019GeV ), το κάσμα αυτό ήταν
10−62. Δεδομένν τν τυαίν αρικών συνηκών στο τέος μιας
κατάστασης καντικής αρύτητας, α περίμενε κάποιος ότι όες
οι συνεισφορές στην ενερειακή πυκνότητα του σύμπαντος, π η
ακτινοοία ακι η καμπυότητα, α ήταν της ίδιας τάξης μεέους. Το
πρόημα της επιπεδότητας μπορεί επομένς να διατυπεί ς: ιατί
α έπρεπε να ξεκινήσουμε από αρικές καταστάσεις στο πού πρώιμο
σύμπαν τέτοιες ώστε ο παράοντας πυκνότητας του σύμπαντος να
ήταν ρυμισμένος στα 10−62 της οικής ενερειακής πυκνότητας, τι
στιμή που α μπορούσε να είε παάρει οποιαδήποτε τιμή?

Το πρόημα του Ορίζοντα
Ο ορίζοντας (του σματιδίου) περικείει εκείνο το τμήμα του ώρου
μέσα στο οποίο αιτιακή επικοιννία είναι εφικτή. Αφού καμια
πηροφορία δεν μπορεί να ταξιδέψει ρηορότερα από το φς,
ένα εονός που αμάνει ώρα στο (t1, x1) δεν μπορεί να ίνει
αντιηπτό από έναν παρατηρητή στο (t2, x2) εάν η απόστασή του
είναι μεαύτερη από την απόδταση που μπορεί να διανύσει το φς
σε αυτό το ρονικό διάστημα. Για ένα σύμπαν που κυριαρείται
από ύη ή ακτινοοία, ο ορίζοντας αυξάνεται ρηορότερα από τον
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ίδιο το ώρο14 ή με άα όια, πηαίνοντας πίσ στο ρόνο, ο
ορίζοντας ο ορίζοντας συρρικνώνεται πιο ρήορα από το ώρο. Αυτό
σημαίνει ότι σήμερα μπορούμε να αντιηφούμε εονότα τα οποία
στο παρεόν δεν ήταν αιτιακά συνδεδεμένα μεταξύ τους. Επομένς
το πρώιμο σύμπαν αποτεείαι από διαφορετικές περιοές που δεν
ανταάσουν πηροροφίες μεταξύ τους. Πάραυτα, το παρατηρίσημο
σύμπαν σήμερα είναι πού ισοτροπικό, προφανώς η νουκεοσύνεση
έαε ώρα με το ν ίδιο τρόπο παντού και ι αυτό η ερμοκρασία
του CMB είναι ασικά ισοτροπική. Αά το σημερινό παρατηρήσιμο
σύμπαν ρίστηκε περίπου σε 106 ασύνδετες περιοές την στιμή της
επανασύνδεσης, όταν δημιουρήηκε το CMB, και σε περίπου 1024

περιοές την περίοδο της νοκεοσύνεσης. Επομένς το πρόημα
του Ορίζοντα είναι το πς τέτοιες ασύνδετες περιοές του σύμπαντος
εξείηκαν με τόσο παρόμοιο τρόπο.

Το πρόημα του μονοπόου
Ααές φάσης στο πρώιμο σύμπαν αναμένεται να δημιουρήσουν
τοποοικές ανμαίες. Μεταξύ αυτών, τα μονόποα ερούνται
”επικίνδυνα απομεινάρια”, αφού η μεάη τους πυκνότητα α
κυριαρούσε στην οική πυκνότητα του σύμπαντος. Τα απομεινάρια
αυτά είναι τυπικώς μη σετικιστικά, με πυκνότητα ενέρειας όπς a−3,
άρα δεν α επέτρεπαν ποτέ την κυριαρία της ύης ή της ακτινοοίας.

Το πρόημα της ομοένειας σε μεάη κίμακα
Σε μεάες κίμακες το σύμπαν είναι πού ομοενές και ισότροπο.
Ήδη στην επανασύνδεση, η απόκιση από την ομοένεια της
ακτινοοίας του υποάρου είναι μόις 10−5. Αυτό εείρει
ερτήματα όσον αφορά στην στις αρικές συνήκες που παράουν
τέτοιο ομοενές σύμπαν. Πράματι στο ρόνο του Planck οι
συνήκες αυτές αναμένονται να είναι αοτικές και είναι εξαιρετικά
απίανο να μπορούσαν να εξεηούν σε ένα σύμπαν τόσο ομοενές
καιι ισότροπο.

Το πρόημα της ανομοιοένειας σε μικρή κίμακα
Την ίδια στιμή αυτό το πού ομοιόμορφο σύμπαν παρουσιάζει
ανομοιοένειες σε μικρές κίμακες, όπς ααξίες και ομάδες
ααξιών. Πιστεύεται ότι από αυτές τις ανομοιοένειες της τάξης
10−5 του CMB πρoέρονται οι σηματισμοί τν μεάης κίμακας
δομών, μέσ αρυτικής κατάρευσης. Συνεπώς δημιουρείται το

14Για κυριαρία της ύης ο ορίζοντας του σματιδίου αυξάνεται ς a3/2, ενώ ια κυριαρία
της ακτινοοίας αυξάνεται ς a2 και επομένς και στις δύο περιπτώσεις ρηορότερα από τον
παράοντα κίμακας (υποφτονική διαστοή).
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ερώτημα, πς δημιουρήηκαν αυτές οι μικρές διακυμάνσεις σε ένα
κατά τα άα ομοενές σύμπαν.

Δεν νρίζουμε πότε ακριώς το inflation έαε ώρα, αν και το άν
όριο της ενερειακής κίμακας του inflation σύμφνα με το Planck είναι
1.9× 1016GeV . Πιστεύεται ότι το πού στα πρώτα 10−30s το σύμπαν διεστάει
κατά ένα παράοντα 1026. Μια τέτοια διαστοή μπορεί ανα επιτευεί εάν το
σύμπαν είναι εμάτο με ένα αμτό πεδίο, συμοιζόμενο συνής με ϕ, του
οποίου η αρώς μειούμενη δυναμική ενέρεια κυριαρεί την οική πυκνότητα
ενέρειας. Κατά τη διάρκεια αυτής της ταύτατης διαστοής, το σύμπαν
ψύηκε ενώ οι υπόοιπες συνειστώσες του αραιώηκαν. συνεπώς μια περίοδος
αναέρμανσης (reheating) ρειάζεται στη συνέεια, ια να ανακτήσει τη
ερμοκρασία του σύμπαντος στην απαιτούμενη ερμοκρασία ια να διατηρήσει
όα τα επιτυημένα αρακτηριστικά της καιερμένης ερίας του Big Bang.
Κατά την αναέρμανση η ενέρεια του αμτού πεδίου διασπάται σε σμάτια
και εμίζει το σύμπαν με σμάτια του Standard Model.

Οι εξισώσεις του Einstein α πρέπει να μας εξηούν ποιο είδος ύης μπορεί
να οδηήσει σε μια τέτοια περίοδο. Ας ξεκινήσουμε από την εξίσση Friedmann
ια ένα επίπεδο σύμπαν, το οποίο μπορεί να ραφεί ς

ȧ =

√
8πG

3
aρ1/2. (9.3)

παίρνοντας τη ρονική παράο αυτής και αντικαυστώντας το ρ̇ σύμφνα με
την εξίσση διατήρηση της ενέρειας παίρνουμε

ä = −
√

8πG

3

ȧ

2ρ1/2
(ρ+ 3p). (9.4)

Για όσο διάστημα το σύμπαν διαστέεται, ȧ > 0. Άρα, η συνήκη ια μια
επιταυνόμενη διαστοή είναι απά

ρ+ 3p < 0 (9.5)

Καταήουμε ότι κατά τη διάρκεια του inflation η πίεση έπρεπε να είναι αρνητική
και μικρότερη από −ρ/3. Ποιό είδος ύης α μπορούσε να ικανοποιήσει την
συνήκη αυτή; Μια κοσμοοική σταερά α μπορούσε να το πετύει αυτό αφού
έει p = −ρ. Κατά τη διάρκεια μιας περιόδου κυριαρίας της κοσμοοικής
σταεράς, η παράμετρος Hubble παραμένει σταερή: και έουμε De Sitter
(εκετικό) infaltion. Το πρόημα είναι ότι η κοσμοοική σταερά δεν φείνει,
άρα το inflation α συνείζει επ άπειρον. Εάν έουμε το inflation να τεειώνει,
”κάτι πρέπει να ίνεται”, άρα πρέπει να υπρει ένα έος τουτ ρόνου. Επομένς
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το είδος της ύης που είναι υπεύυνο ια το infaltion δεν μπορεί να ρίσκεται
ακριώς σε ισορροποία. Η πιο απή επιοή είναι να εξετάσουμε ένα αμτό
πεδίο (ονομαζόμενο inflaton) το οποίο κατηφορίζει μια πού επίπεδη κυάδα
δυναμικού (slow-rolling). Επειδή κατηφορίζςι, υπάρει ένα έος του ρόνου,
και κάτι μπορεί να συμεί που μπορεί να σταματήσει το infaltion. Αά επειδή
η κοιάδα είναι πού επίπεδη και η πορεία του πεδίου στη έδη ισορροπίας
είναι αρή, το πεδίο μπορεί να ειδεί ς μια ”στιμιαία κατάσταση κενού”,
η οοποία μοιράζεται τις ίδιες σεδόν ιδιότητες με την πραματική κατάσταση
κενού: συκεκριμένα, η ενέρεια του πεδίου διαέεται πού αρά και η πίεση
είναι πού κοντά στην −ρ.

Στης επόμενες εννότητες, α μεετήσουμε το σενάριο αυτό, στο οποίο
μπορεί κανείς να ξερίσει διάφορες φάσεις. Οι αριμοί παρακάτ αντιστοιούν
στην εικόνα ??, η οποία συνοψίζει περιεκτικά την εξέηξη τν κιμάκν
συναρτήσει του (συνήους όι σύμμορφου) ρόνου.

Σήμα 9.1: Η εξέηξη μιας συοής παρατηρίσημν κιμάκν k
(κυματάριμοι) συναρτήσει του ρόνου, κατά περίοδο του inflation, κυριαρίας
της ακτινοοίας, κυριαρίας της ύης και κοσμοοικής σταεράς (ή σκοτεινής
ενέρειας). Τα μεαύτερα μήκη κύματος που εικονίζονται είναι ίσα με τη
σημερινή ακτίνα του Hubble (kmin = 2π/H0), άρα είναι η μεαύτερη κίμακα
που είναι προσάσιμη σε παρατηρήσεις (καορίζει το μέεος του ορατού
σύμπαντος).
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9.1 Βαμτά πεδία στην Κοσμοοία

Για να πάρουμε μια περίοδο σαν το inflation είναι ανακάιο να έουμε κάτι
που να οδηήσει σε αρνητική πίεση. Αυτό που επιτυνάνει τη συκεκριμένη
δουειά είναι ένα αμτό πεδίο, που περιράφει αμτά (ρίς spin) σμάτια.
Η δράση σε τέτοια κομοοικά μοντέα ράφεται ς:

Sϕ = −
∫
dx4

√
g

[
1

2

∂ϕ

∂xµ
∂ϕ

∂xν
+ V (ϕ)

]
, (9.6)

Sϕ = −
∫
dx4

√
−g
[
1

2
R + Lϕ

]
, (9.7)

με
Lϕ = −1

2
gµν∂µϕ∂νϕ− V (ϕ) (9.8)

Για τη μετρική FRW έουμε √
−g ≡

√
−det(gµν) = a3. Όπου V (ϕ) είναι

μια συνάρτηση νστή ς δυναμικό του αμτού πεδίου. Διαφορετικά
πηοριστικά μοντέα αντιστοιούν σε διαφορετικές επιοές ια το δυναμικό
αυτό. Οι εξισώσεις πεδίου ια το ϕ σε ένα αρυτικό πεδίο δίνονται από τη
συνήκη η δράση αυτή να είναι στάσιμη ς προς μεταοές στο ϕ:

∂µ
δ(
√
−gL)

δ(∂µϕ)
− δ(

√
−gL)
δϕ

= 0 ⇒ −∂µ(a3∂µϕ)− Vϕa
3 = 0 (9.9)

Χρησημοποιώντας τον κανόνα του Leibniz στον 1ο όρο, το εονός ότι ο
παράοντα κίμακας είναι συνάρτηση μόνο του ρόνου a(t) και διαιρώντας με
έναν παράοντα a3 παίρνουμε:

[̈ϕ] + 3Hϕ̇− ∇2

a2
ϕ+ Vϕ = 0 (9.10)

Από αυτή έπουμε ότι η διαστοή του σύμπαντος μας δίνει ένα όρο απόσεσης
ανάοο του ρυμού διαστοής H = ȧ/a. Ο τανυστής ενέρειας-ορμής
ράφεται:

T µν =
2√
−g

δ(∂µϕ)

δgµν
= ∂µϕ∂νϕ+ gµνLϕ (9.11)

από την οποία παίρνουμε τις συνειστώσες της πίεσης και πυκνότητας:

ρ =T00 =
1

2
gµν

∂ϕ

∂xµ
∂ϕ

∂xν
+ V (ϕ)

p =Tii =
1

2
gµν

∂ϕ

∂xµ
∂ϕ

∂xν
− V (ϕ)

(9.12)
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Επειδή δουεύουμε στη μετρική Robertson-Walker οι παραπάν μπορεί να
ραφούν στην διαώνια μορφή:

ρ =
1

2
ϕ̇2 + V (ϕ) +

1

2

(∇ϕ)2

a2

pϕ =
1

2
ϕ̇2 − V (ϕ)− 1

6

(∇ϕ)2

a2

(9.13)

Οι εξισώσεις κίνησης ια το πεδίο μπορούν να ρεούν αντικαιστώντας τις
σέσεις αυτές στην εξίσση Friedmann και την εξίσση συνέειας αντίστοια.
Υποέτοντας ένα σύμπαν επίπεδο:

H2 =
1

3

[
V (ϕ) +

1

2
ϕ̇2

]
(9.14)

και
ϕ̈+ 3Hϕ̇ = −dV

dϕ
(9.15)

9.2 Slow Roll

Ο καιερμένος τρόπος προσέισης του inflation είναι η slow-roll προσειση.
Η προσέιση αυτή μας επιτρέπει να ανοήσουμε τον όρο ϕ̇ της 9.14 και τον
πρώτο όρο στην 9.15 δίνοντας:

H2 ≃V (ϕ)

3
,

3Hϕ̇ ≃− V ′(ϕ)

(9.16)

όπου το ≃ δηώνει ότι οι σέσεις αυτές ισύουν στα παίσια της προσέιαης
slow-roll. Προκειμένου οι σέσεις αυτές να ισύουν, είναι υπορετικό να
ισύουν οι δύο συνήκες:

ϕ̇2/2 ≪ V ⇒ H2 = ρ/3 ≈ V /3

ϕ̈2/2 ≪ 3Hϕ̇ ⇒ 3Hϕ̇ ≈ −V ′ (9.17)

Η πρώτη από τις εξισώσεις αυτές εκυάται ότι το H είναι σεδόν σταερό
H ≪ H2, οδηόντας σε ημι-εκετική διαστοή (με a ∼ eHt).

ϵ(ϕ) ≪ 1, |η(ϕ)| ≪ 1, (9.18)
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Όπου οι slow-roll παράμετροι ϵ και η είναι:

ϵ(ϕ) =
1

2

(
V ′

V

)2

η(ϕ) =
V ′′

V

(9.19)

9.3 Διάρκεια του Inflation και εξέηξη τν
κιμάκν

Όταν σε επόμενο κεφάαιο συζητήσουμε ια την δημιουρία και εξέιξη
διαταραών, α μας ενδιαφέρει η ιστορία του κάε σύμμορφου κυματικού
αριμού. Μια σημαντική ερώτηση που αφορά μια συκεκριμένη κίμακα είναι το
αν είναι μεαύτερη ή μικρότερη από τον ορίζοντα. Ακριοοόντας, α έπρεπε
να αναφερόμαστε πάντα στο μήκος Hubble, αά ακοουούμε τη συνηισμένη
οροοία όπου οι όροι ”ορίζοντας” και ”μήκος Hubble” ρησημοποιούνται από
κοινού ια να αποδώσουν την έννοια του δεύτερου. Διαταραές τη πυκνότητας
συνής ορίζονται από το σύμμορφο κυμματικό αριμό κ, ο οποίος προκύπτει
από μια αρμονική ανάυση Fourier της διαταραής. Ορίζουμε μια κίμακα να
είναι ίση με τον ορίζοντα όταν κ = aH. Από τον ορισμό, κατά την διάρκεια
του inflation το σύμμορφο μήκος Hubble μειώνεται ενώ σε όες τις άες
στιμές αυξάνεται. Μια σταερή σύμμορφη κίμακα κ−1 επομένς μπορεί να
ξεκινήσει την εξέιξή της αρικά πού μικρότερη από H−1/a και να καταήξει
στο τέος του inflation ναερείται πού μεαύτερη. Για κάε κίμακα η
οποία περνάει τον ορίζοντα κατά την διάρκεια του inlation, μια σημαντική εποή
ια ποσοτικοποιήσουμε είναι ο ρόνος ο οποίος ισούται με την ακτίνα του
Hubble, κ = aH. Με ίες απές υποέσεις, αυτό μπορεί να αντιστοιηεί
με το πήος τν αρακτηριστικών ρόνν του inflation (e-folding) στους
οποίους το σύμπαν αυξάνεται κατά παράοντα e ύστερα από την παραπάν
στιμή. Η εξέηξη μιας κίμακας κ, η οποία μπορούμε να φανταστούμε,
ια παράδειμα, ότι είναι η κίμακα που σήμερα ισούται με την ακτίνα του
Hubble, κ = a0H0, όπς φαίνεται στην εικόνα ??. Για να ταυτοποιήσουμε
(ανανρίσουμε) τις διαφορετικές κίμακες, απαιτείται ένα μοντέο ια την
εξέιξη του σύμπαντος μέρι και το παρόν. Για παράδειμα, στην απούστερη
ιώσιμη κοσμοοίαρίζουμε την εξέιξη στα εξής μέρη:

• Από τη στιμή του η κίμακα κ−1 ισούται με την ακτίνα του Hubble ές
το τέος του inflation
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Σήμα 9.2: Δύο όψεις της συμπεριφοράς της σύμμορφης κίμακας κ σε σέση
με το μήκος του Hubble (κίμακα του ορίζοντα) Εξ ορισμού, το σύμμορφο
μήκος Hubble 1/aH φίνει την περίοδο του inflation, ενώ στις άες εποές
αυξάνεται. Η πρώτη εικόνα δείνει φυσικές συντεταμένες ενώ η κάτ
σύμμορφες. Ο κατακόρυφος άξονας καύπτει ποές τάξεις μεάους. Μια
κίμακα ξεκινά αιά μέσα στον ορίζοντα, στην συνέεια περνάει έξ κάποια
στιμή πριν από το τέος του inflation και ξαναμπαίνει πού μετα του τέους
του inflation
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• Από το τέος του inflation μέρι την αποκατάσταση του ερμού Big
Bang (αναέρμανση). Εδώ υποέτουμε ότι το σύμπαν συμπεριφέρεται
την περίοδο αυτή σαν να κυριαρείται από ύη.

• Την εποή κυριαρίας της ακτινοοίας, από το τέος της αναέρμανσης
(μεταφορές ενέρειας του κενού στην ακτινοοία και ύη) ές το ρόνο
ισοδυναμίας ύης και ακτινοοίας teq.

• Την εποή κυριαρίας της ύης, από την στιμή teq μέρι σήμερα.

Αυτό δεν είναι το μόνο δυνατό μοντέο της εξέηξης του σύμπαντος. Για
παράδειμα υπάρει μια τροποποίηση στην παραπάν ταξινόμιση νστή
ς ερμικό inflation, στο οποίο δύο πρόσετες περίοδοι συμαίνουν σε
αμηές ενέρειες. Υποέτουμε ακαριαίες μεταάσεις μεταξύ τν περιόδν.
Χρησημοποιούμε τον δείκτη κ ια να συμοίσουμε την τιμή τν ποσοτήτν
κ = aH κατά την περίοδο του inflation και μετά την αναέρμανση. Έπειτα,
μετρώντας όες τις ποσότητες που σετίζονται με την σημερινή σύμμορφη
κίμακα του Hubble −1

0 /a0 παίρνουμε
κ

a0H0

=
aHκ

aH0

=
aκ
aτέος

aτέος
aαν/νση

aαν/νση

aeq

aeq
a0

Hκ

H0

. (9.20)

Το πρώτο κάσμα στο αριστερό μέος της εξίσσης δίνει τον αριμό τν
αρακτηριστικών ρόνν N(κ) του inflation όταν η κίμακα κ ισούται με την
ακτίνα του Hubble ( aκ

aτέος
= e−N). Αντικαυστώντας τις τυπικές τιμές τν

άν μεεών παίρνουμε

N(κ) = 62− ln κ

a0H0

− ln 1016GeV

V
1/4
κ

+ ln V
1/4
k

V 1/4
− 1

3
ln

V
1/4
τέος

ρ
1/4
αν/νση

. (9.21)

Οι τεευταίοι 3 όροι της 9.21 αντιπροσοπεύουν την αεαιότητα σε διάφορες
ενερειακές κίμακες που σετίζονταιμε το inflation. Σε τυπικά μοντέα του
inflation, οι παράοντες αυτοί δεν αναμένεται να είναι πού μεάοι. Συνής,
δεν είναι σημαντικό να νρίζουμε τον ακριή αριμό τν αρακτηριστικών
ρόνν στον οποίο η σημερινή κίμακα Hubble είναι ίση με την κίμακα Hubble
την περίοδο του inflation. Με την τυπική εξέηξη, συνής συναντάμε στην
ιιοραφία τον ρόνο αυτό να παίρνει τις τιμές 50 ή 60 ενώ σε τροποποιημένες
ερίες όπν το ερμό inflation να πάιρνει και την τιμή = 25.

Το πήος τν αρακτηριστικών ρόνν (e-folds) του inflation μεταξύ του
τέους του inflation και ενός ρόνου t κατά τη διάρκεια του inflation είναι

N(t) ≡ ln a(tend)
a(t)

=

∫ tend

t

= − 1

2m2
Pl

∫ ϕend

ϕt

H

H ′ dϕ

∫ ϕt

ϕend

dϕ

MPl

1√
2ϵ(ϕ)

. (9.22)
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Οι μεαύτερες σύμμορφες κίμακες εξέρονται πρώτες από τον ορίζοντα κατά
το inflation, και είναι οι τεευταίες που ξαναμπαίνουν στον ορίζοντα αρότερα,
κατά την περίοδο κυριαρίας της ακτινοοίας και ύης. Για να υποοίσουμε
τον αριμό τν e-folds που απαιτούνται ια να υεί το πρόημα του ορίζοντα,
ερούμε έναφυσικό κυματάριμο kphus. Ο όος του με τη σημερινή κίμακα
τυ Hubble είναι

kphys
a0H0

=
akHk

a0H0

=
ak
aend

aend
areh

areh
aeq

aeq
a0

Hk

H0

, (9.23)

όπου ak και Hk είναι ο παράοντας κίμακας και η παράμετρος Hubble όταν ο
συκεκριμένος αυτός κυματάριμος k εξέρεται από τον ορίζοντα. aend είναι ο
παράοντας κίμακας στο τέος του inflation, aeq είναι ο περάοντας κίμακας
στην εποή κυριαρίας της ύης-ακτινοοίας και aeh
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 10
Infaltion

10.1 Βαμτά πεδία στον ώρο Minkowski

Μεετάμε μια ερία N αμτών πεδίν ϕI , I = 1, · · · , N με
κανονικοποιημένους15 κινητικούς όρους. H Λακρανζιανή της ερίας αυτής
είναι

L
(
ϕI , ∂µϕI

)
= −1

2
∂µϕI∂

µϕI − V
(
ϕI
)

(10.1)

(όπου εννοείται άροιση τόσο στα µ όσο και στα I). Ως νστόν οι εξισώσεις
κίνησης παίρνονται με το να απαιτήσουμε την στασιμότητα της δράσης, δηαδή
δS = 0 όπου

S =

∫
Ld4x (10.2)

ρησιμοποιώντας καρτεσιανές συντεταμένες, οδηούμαστε στις εξισώσεις
Euler-Lagrange

∂L
∂ϕI

− ∂µ

[
∂L

∂
(
∂µϕI

)] = 0 (10.3)

όπου
∂L
∂ϕI

= −VI και ∂L
∂
(
∂µϕI

) = −∂µϕI (10.4)

με
VI ≡

∂V
∂ϕI

. (10.5)

έτσι η 10.3 ίνεται
∂µ∂

µϕI − VI = 0. (10.6)
15ια παράδειμα της μορφής 1

2∂µϕI∂
µϕI και όι ∂µϕI∂

µϕI . Οι ότι έει ιδιαίτερη συμμασία,
απά ια να έει την νστή μορφή η Lagrangian.
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Η Λακρανζιανή 10.1 εξαρτάται από τις ρορονικές συντεταμένες
μόνο μέσα από τα ϕI και ∂µϕI και όι άμεσα. Αυτό σημαίνει ότι η δράση
είναι αναοίτη κάτ από ομοενείς μεταέσεις τν συντεταμένν στο
ρορόνο. Σύμφνα με το εώρημα της Noether τέτοια αναοιώτητα οδηεί
σε διατηρούμενα ρεύματα.

Αν μετατοπίσουμε όη τις συντεταμένες του πεδίου κατά μια απειροστή
ποσότητα αν = στα. Αυτό σημαίνει ότι σε ένα ρορονικό σημείο P η
καινούρια τιμή του πεδίου ϕ′

I και η απόκισή του ∂µϕ
′
I είναι αυτές που υπήραν

σε ένα άο σημείο P’ ώστε:
xν(P ′) = xν(P )− αν . (10.7)

Επομένς
ϕ′
I(P ) = ϕI(P

′) = ϕI(P )− αν∂νϕI(P ) ≡ ϕI(P ) + δϕI(P )

∂µϕ
′
I(P ) = ∂µϕI(P

′) = ∂µϕI(P )− αν∂ν∂µϕI(P ) ≡ ∂µϕI(P ) + δ
(
∂µϕI(P )

)
L′
(P ) = L(P ′)− αν∂νL(P ) ≡ L(P ) + δL(P )

Και αφού η Λακρανζιανή εξαρτάται μόνο από τα ϕI και ∂µϕI η μεταοή της
α είναι:

δL =
∂L
∂ϕI

δϕI +
∂L

∂
(
∂µϕI

)δ(∂µϕI)
= −αν

[
∂L
∂ϕI

∂νϕI +
∂L

∂
(
∂µϕI

)∂ν∂µϕI]
= −αν

[
∂L

∂
(
∂µϕI

)∂νϕI],
(10.8)

όπου κάναμε ρήση της 10.3. Επομένς έουμε ότι

δL = −αν∂νL ≡ −αν∂µ
(
δµνL

)
= −αν∂µ

[
∂L

∂
(
∂µϕI

)∂νϕI]. (10.9)

αφού αυτό ισύει ια κάε (απειροστό) αν , έουμε το νόμο διαρήρησης
∂µT

µ
ν = 0, (10.10)

όπου
T µν ≡ δµνL − ∂L

∂
(
∂µϕI

)∂νϕI , (10.11)

ονομάζεται τανυστής ενέρειας-ορμής. Οι συναοίτες συνειστώσεις του είναι

T µν ≡ ηµνL − ∂L
∂
(
∂µϕI

)∂νϕI
= ηµν

[
− 1

2
∂ρϕI∂

ρϕI − V (ϕI)

]
+ ∂µϕI∂

νϕI .

(10.12)
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Συκεκριμένα

ρ ≡ T 00 =
1

2

∑
I

ϕ̇2
I +

1

2

∑
I

(
∇ϕI

)2
+ V (ϕI) (10.13)

p ≡ 1

3
T ii =

1

2

∑
I

ϕ̇2
I −

1

6

∑
I

(
∇ϕI

)2 − V (ϕI). (10.14)

10.2 Βαμτά πεδία σε καμπύο ρορόνο

Σε καμύο ρορόνο η Λακρανζιανή 10.1 αντικαίσταται από

Lϕ = −1

2
gµν∇µϕI∇νϕI − V (ϕI) = −1

2
∂ρϕI − V (ϕI). (10.15)

και η δράση από την
Sϕ =

∫
Lϕ

√
−gd4x, (10.16)

όπου
− g ≡ det

[
gµν
]
. (10.17)

Στην 10.15, ∇µϕI = ∂µϕI αφού τα ϕI είναι αμτά πεδία, αά ια τις
αποκίσεις της Euler-Lagrange εξίσσης, όπου πρέπει να ρησημοποιήσουμε
το εώρημα του Stokes στην ενική του μορφή ια καμπύο ώρο∫

Σ

∇µυ
µ
√
−gd4x =

∫
∂Σ

nµυ
µ
√

|γ|d3x, (10.18)

όπου ∂Σ είναι το σύνορο της ρορονικής περιοής Σ και γ είναι η ορίζουσα
της αντίστοιης μετρικής του συνόρου.

Παίρνουμε τις εξισώσεις του Einstein, διαταράσσοντας την δράση του
Hilbert

S = SH =

∫
R
√
−gd4x, (10.19)

και απαιτώντας δSH = 0. Διαταράσσοντας τη μετρική gµν → gµν + δgµν ,
παίρνουμε

δSH =

∫
d4x

√
−ggµνδRµν +

∫
d4x

√
−gRµνδg

µν +

∫
d4xR

√
−g. (10.20)
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Από τη ΓΣ ξέρουμε ότι το πρώτο οοκήρμα μηδενίζεται (αφού είναι οική
απόκιση και μηδενίζεται από το . Stokes) και ότι

δ
√
−g = 1

2

√
−ggµνδgµν .16 (10.21)

Το οποίο δίνει
1√
−g

δSH
δgµν

= Rµν −
1

2
gµνR ≡ Gµν = 0. (10.22)

Παίρνουμε τη σετικιστική ερία με πηές αμτά πεδία ασενώς συζευμένο
με την αρύτητα διαταράσσοντας τη δράση

S =
1

16πG
SH + Sϕ =

1

16πG

∫
R
√
−gd4x+

∫
Lϕ

√
−gd4x (10.23)

Και στο σύστημα M2
Pl =

1
8πG

= 1 έουμε

S =
1

2

∫
dtd3

√
−g
[
R− (∂µϕ)

2 − 2V
]

(10.24)

Διαταράσσοντας ς προς τα αμτά πεδία, παίρνουμε την εξίσση Euler-
Lagrange

∂L
∂ϕI

−∇µ

[
∂L

∂
(
∇µϕI

)] = 0 (10.25)

όπου
∂L
∂ϕI

= −VI και ∂L
∂
(
∇µϕI

) = −∂µϕI (10.26)

έτσι παίρνουμε
□ϕI − VI = 0, (10.27)

όπου

□ϕI ≡ ∇µ∇µϕI = gµν∇µ∇νϕI =
1√
−g

∂µ
(√

−g∂µϕI
)
. (10.28)

Διαταράσσοντας ς προς την αντίστροφη μετρική παίρνουμε τις εξισώσεις του
Einstein

Rµν −
1

2
gµνR = 8πGTµν , (10.29)

16Από την σέση του Jacobi ο κανόνας παραώισης της ορίζουσας δίνει

δg = δdet(gµν) = ggµνδgµν

από την οποία παίρνουμε

δ
√
−g = − 1

2
√
−g

δg =
1

2

√
−g
(
gµνδgµν

)
= −1

2

√
−g
(
ggµνδg

µν
)
.

όπου κάναμε ρήση της σέσης gµνδg
µν = −gµνδgµν
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όπου
Tµν ≡ −2

1√
−g

δSϕ
δgµν

. (10.30)

Από την 10.15
δLphi

δgµν
=

1

2
∇µϕI∇νϕI = −1

2
∂µϕI∂νϕI (10.31)

άρα από την 10.21

δSϕ =

∫
δLϕ

√
−gd4x+

∫
Lϕδ

√
−gd4x

=

∫
d4x

√
−g
(
− 1

2
∂µϕI∂νϕI −

1

2
Lϕgµν

)
δgµν

(10.32)

ώστε
Tµν = −2

1√
−g

δSϕ
δgµν

= ∂µϕI∂νϕI + gµνLϕ

= ∂µϕI∂νϕI −
1

2
gµν∂ρϕI∂

ρϕI − gµνV (ϕI),

(10.33)

ή
T µν = ∂µϕI∂νϕI −

1

2
δµν ∂ρϕI∂

ρϕI − δµνV (ϕI), (10.34)

το οποίο είναι η σετικιστική μορφή της 10.12, με το ηµν να έει αντικαταστηεί
πέον από το gµν .

10.3 Υποκείμενο Σύμπαν

Ας εφαρμόσουμε τα προηούμενα στον επίπεδο FRW ώρο, με μετρική

ds2 = a2(η)(−dη2 + dx2 + dy2 + dz2) ⇒
√
−g = a4. (10.35)

Στον υποκείμενο ώρο τα αμτά πεδία είναι ομοενή,

ϕ̄I = ϕ̄I(η). (10.36)

Και τα πεδία του υποάρου ικανοποιούν την:

ϕ̄
′′

I + 2Hϕ̄′

I = −a2 ∂V
∂ϕ̄I

17 (10.37)

17Από την 10.27 και την 10.28, έουμε

1√
−g

∂µ
(√

−g∂µϕI

)
− VI = 0
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..

Ισοδύναμη έκφραση στις σύνηες μονάδες ρόνου:

.

Από B έουμε

ϕ
′′
+ 2Hϕ′

+ a2Vϕ = 0

⇒H−2ϕ
′′
+ 2H−1ϕ

′
+ a2H−2Vϕ = 0

⇒
(
H−2ϕ̈+H−1ϕ̇

)
+ 2
(
H−1ϕ̇

)
+ a2a−2H−2Vϕ = 0

⇒H−2ϕ̈+H−1ϕ̇+ 2H−1ϕ̇+ a2a−2H−2Vϕ = 0

⇒ ϕ̈+ 3Hϕ̇+ a2Vϕ = 0.

και ο τανυστής ενέρειας ορμής του υποάρου:

T̄ 0
0 = −1

2
a−2

∑
I

(
ϕ̄

′

I

)
− V

(
ϕ̄I
)
= −ρ̄

T̄ 0
i = T̄ i0 = 0

T̄ ij = δij

[
1

2
a−2

∑
I

(
ϕ̄

′

I

)
− V

(
ϕ̄I
)]

= δij p̄.

(10.38)

Από την οποία έουμε

ρ̄+ p̄ = a−2
∑
I

(
ϕ̄

′

I

)
(10.39)

ρ̄− p̄ = 2V (10.40)

και οι εξισώσεις Friedmann είναι

H2 =
8πG

3
ρ̄a2 =

8πG

3

[
1

2

∑
I

(
ϕ̄

′

I

)2
+ a2V

]
(10.41)

H′
= −4πG

3

(
ρ̄+ 3p̄

)
= −8πG

3

[∑
I

(
ϕ̄

′

I

)2 − a2V

]
. (10.42)

Διαφορετικοί συνδιασμοί τν εξισώσεν Friedman δίνουν:

⇒ 1

a2
∂µ
(
a2∂µϕI

)
− ∂V

∂ϕI
= 0

⇒ 1

a2
∂0
(
a2∂0ϕI

)
− ∂V

∂ϕI
= 0

⇒ ϕ
′′

I + 2
ȧ

a
ϕ

′

I +
∂V

∂ϕI
= 0
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−2H′ −H2 = 8πGa2 = 8πG

[
1

2

∑
I

(
ϕ̄

′

I

)2 − a2V

]
(10.43)

−H′
+H2 = 4πG

(
ρ̄+ p̄

)
a2 = 4πG

∑
I

(
ϕ̄

′

I

)2 (10.44)

H′
+ 2H2 = 4πG

(
ρ̄− p̄

)
a2 = 8πGa2V. (10.45)

10.4 Διαταρακτικό Σύμπαν

Η μετρική που αποκίνει κατά δgµν από ένα επίπεδο FRW18 σύμπαν μπορεί να
ραφεί ς

ds2 = a2
{
−
(
1 + 2A

)
dη2 + 2∇iBdx

idη +
[(
1− 2D

)
δij + 2∇i∇jE

]
dxidxj

}
,

(10.46)
δηαδή,

gµν = ḡµν + δgµν = a2
(
ηµν + hµν

)
= a2

[
−1− 2A −B,i

−B,i (1− 2D)δij + 2E,ij

]

gµν = a2

[
−1 + 2A −B,i

−B,i (1 + 2D)δij − 2E,ij

]
.

(10.47)

όπου τα A,B,D και E είναι αμτές συναρτήσεις τν συντεταμένν. Στην
παραπάν μετρική εξετάζουμε μόνο αμτές διαταραές, ανοώντας προς
το παρόν τις διανυσματικές και τανυστικές (α τις εξετάσουμε στο 10.10)
διαταραές. 19 Από το παραπάν η ορίζουσα της μετρικής (όα τα ινόμενα

18Που σημαίνει ότι η μετρική του υποάρου είναι ds2 = a2(τ)
[
dτ2−δijdx

idxj
]
S Επιέξαμε

αυτή ιατί είναι ρεαιστική και δεν περιπέκει ρις όο τις πράξεις.
19Λό της τανυστικής φύσης της διαταραής, οι παραπάν αμτές συναρτήσεις αάζουν

όταν αάζει το σύστημα αναφοράς. Είναι ια παράδειμα δυνατό να υπάρει σύστημα αναφοράς
ια το οποίο να είναι A = B = D = E = 0. Στην περίπτση αυτή δεν έουμε διαταραές
στη μετρική, αφού παίρνουμε την αρική αδιατάρατη FRW μετρική. Επομένς το εονός
ότι έουμε τέσσερες αμτές συναρτήσεις τν συντεταμένν στην παραπάν μετρική, δεν
ευάται ότι πραματικά έουμε να κάνουμε με κοσμοοικές διαταραές, ιατί οι συναρτήσεις
αυτές μπορεί να είναι απά ιδιομορφίες τν συντεταμένν. Αυτό είναι νστό και ς πρόημα
της αμίδας.
Προκειμένου να εξασφαίσουμε ότι πραματικά εουμε να κάνουμε με κοσμοοικές
διαταραές, είναι ρήσιμο να κατασκευάσουμε συνδυασμούς τν παραπάν αμτών που
παραμένουν αναοίτοι κάτ από πρώτης τάξης μετασηματισμούς συντεταμένν. Υπάρουν
τρεις συνδιασμοί ανεξάρτητοι από την επιοή ρικού συστήματος συντεταμένν: A, D
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είναι εκτός από τα διαώνια είναι μικρά σε τουάιστον δεύτερη τάξη)

g ≈ −a8
(
1 + 2A

)(
1− 2D + 2E11

)(
1− 2D + 2E22

)(
1− 2D + 2E33

)
≈ −a−8

[
1 + 2A− 6D + 2(E11 + E22 + E33)

]
= −a8(1 + 2A− 6D),

(10.48)
αφού ο Eij είναι άινος. Από αυτήν

√
−g = a4(1 + A− 3D) . (10.49)

Σε αυτήν την διαταραμένη μετρική, η εξίσση 10.27 ίνεται

ϕ
′′

I + 2Hϕ′

I −∇2ϕI −
(
A′ + 3D′ −Bi,i

)
ϕ

′

I = −a2(1 + 2A)
∂V

∂ϕI
. (10.50)

Χρίζουμε τώρα τα πεδία στο κομμάτι που αφορά το υπόαρο και το
κομμάτι της διαταραής,

ϕI = ϕ̄I(η) + δϕI(η, x⃗). (10.51)

Το δυναμικό ίνεται

V (ϕI) = V (ϕ̄I + δϕI) = V (ϕ̄I) +
∂V

∂ϕI
δϕI (10.52)

και οι παράοι ίνονται

VI ≡
∂V

∂ϕI
=
∂V

∂ϕI
(ϕ̄1 + δϕ̄1, · · · , ϕ̄N + δϕ̄N)

=
∂V

∂ϕI
(ϕ̄1, · · · , ϕ̄N) +

∑
J

∂2V

∂ϕI∂ϕJ
δϕJ

≡ V̄J +
∑
J

V̄IJδϕJ

(10.53)

Χρίζοντας την 10.50 σε συνεισφορά υποάρου και το κομμάτι της διαταραής
παίρνουμε

δϕ
′′

I + 2Hδϕ′

I −∇2δϕI + a2VIJδϕJ = −2a2VIA+ ϕ
′

I(A
′ + 3D′ −Bi,i), (10.54)

όπου έουμε πέον σταματήσει να άζουμε μπάρες πάν από τις ποσότητες
του υποάρου (εδώ VIJ , VI και ϕ′) και ενοείται άροιση στα J. Εδώ −Bi,i −

και σ ≡ E
′ − B, με E

′
= dE/dη. Υπάρουν δύο συνδιασμοί ανεξάρτητοι από την επιοή

ρονικών συντεταμένν, π τα δυναμικά Bardeen Ψ ≡ A−Hσ − σ
′ , Φ ≡ −D −Hσ

Ιδιαίτερα ρήσιμη είναι η Νευτώνεια αμίδαB = E = 0, στην οποία η μετρική ίνεται διαώνεια
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∇ · B⃗ = ∇2B, άρα το μέρος του διανύσματος δεν συνεισφέρει. Για όου
συμμετρίας, τα αμτά πεδία συζεύονται μόνο με αμτές διαταραές της
μετρικής, και επομένς α εξετάσουμε αυτές απ’οεδ και πέρα. Εισάοντας
την 10.51 στην 10.34 παίρνουμε το κομμάτι του τανυστή ενέρειας ορμής που
αφορά το υπόαρο και τις διαταραές

δT 0
0 = −

∑
I

{
a−2[ϕ

′

Iδϕ
′

I − (ϕ
′

I)
2A] + VIδϕ

′

I

}
= −δρ

δT 0
i = −a2

∑
I

ϕ
′

I∂i(δϕI)

δT i0 = −a2
∑
I

[
ϕ

′

I∂i(δϕI)− (ϕ
′

I)
2Bi

]
δT ij = δij

∑
I

{
a−2[ϕ

′

Iδϕ
′

I − (ϕ
′

I)
2A]− VIδϕ

′

I

}
= δijδp.

(10.55)

Βέπουμε ότι τα αμτά πεδία δεν έουν ανισοτροπικό στρες και επομένς τα
Bardeen δυναμικά είναι ίδια, Φ = Ψ.

Μπορούμε τώρα να ράψουμε τις εξισώσεις του Einstein.

..

Διαταρακτικές εξισώσεις Einstein

.

+
1

2
a2δG0

0 =3H
(
HA+D

′)
=− 4πG

∑
I

{
[
ϕ

′

Iδϕ
′

I

]
+ a2VIδϕI}

(10.56a)

−1

2
a2δG0

i =
(
ψ

′
+HA

)
,i
= 4πG

∑
I

ϕ
′

I∂i
(
δϕI
)

(10.56b)

+
1

2
a2δGi

0 =
[
ψ

′
+HA+

(
−H′

+H2
)
B
]
,i

=4πG
∑
I

[
ϕ

′

I∂i
(
δϕI
)
+
(
ϕ

′

I

)2
B,i

] (10.56c)

+
1

2
a2δGi

j =
[(
2H′

+H2
)
A+HA′

+ ψ
′′
+ 2Hψ′

+
1

2
∇2D

]
δij −

1

2
D,ij

=4πGδij
∑
I

{[
ϕ

′

Iδϕ
′

I − (ϕ
′

I)
2A
]
− a2VIδϕI

}
,

(10.56d)

όπου
D ≡ A− ψ + 2H

(
B − E

′)
+
(
B − E

′)
= 0 (10.57)

επειδή το δεξί μέος της 10.56d δεν έει διαώνιο μέος. Και τα δύο μέη τν
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εξησώσεν 10.56b-10.56c είναι αποκίσεις και έτσι παίρνουμε

ψ
′
+HA =4πG

∑
I

ϕ
′

IδϕI (10.58a)

ψ
′
+HA+ (−H′

+H2)B =4πG
∑
I

[
ϕ

′

IδϕI +
(
ϕ

′

I

)2
B
]

(10.58b)

(
2H′

+H2
)
A+HA′

+ ψ
′′
+ 2Hψ′

=4πG
∑
I

{[
ϕ

′

Iδϕ
′

I − (ϕ
′

I)
2A
]
− a2VIδϕI

}
.

(10.58c)

Η διαφορά μεταξύ τν εξισώσεν 10.58b και 10.58a είναι μόνο η εξίσση του
υποάρου, άρα δεν είναι ανεξάρτητες διαταρακτικές εξισώσεις.

Αφού τα ϕI είναι αμτά πεδία, ο μετασηματισμός αμίδας τους είναι

δ̃ϕI = δϕI − ϕ̄
′

Iξ
0. (10.59)

10.5 Βαμίδα επίπεδου ώρου

Υπάρουν διαφορετικές τακτικές ια την επίυση αμτών διαταρακτικών
εξισώσεν. Μια τακτική είναι να ρησιμοποιήσουμε τις εξισώσεις του Ein-
stein ια να εξαείψουμε τις διαταραές της μετρικής από την 10.54, ια να
πάρουμε μια διαφορική εξίσση μόνο ια το δϕI .

Για να το επιτύουμε αυτό, πάμε στην ρικά επίπεδη αμίδα, η οποία
συμοίζεται με τον δείκτη Q και ορίζεται ς

ψQ = 0 (10.60)

Αφού η διαταραή της μετρικής ψ μετασηματίζεται ς

ψ̃Q = ψ +Hξ0. (10.61)

πηαίνουμε στηνρικά επίπεδη αμίδα μέσ του μετασηματισμού αμίδας

ξ0 = −H−1ψ. (10.62)

Η διαταραή του πεδίου στην ρικά επίπεδη αμίδα συμοίζεται ορισμένες
φορές με Q και καείται μεταητή Sasaki ή μεταητή Mukhanov:

QI ≡ δϕQI = δϕI +
ϕ̄

′
I

Hψ. (10.63)
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Στην αμίδα αυτή οι πεδιακές εξισώσεις ίνονται

Q
′′

I + 2HQ′

I −∇2QI + a2VIJQJ = −2a2VIAQ + ϕ
′

I

(
A

′

Q + 3D
′

Q +∇2BQ

)
= −2a2VIAQ + ϕ

′

IA
′

Q − ϕ
′

I∇2
(
E

′

Q −BQ

)
.

(10.64)
Η δεύτερη εξίσση του Einstein 10.58b ίνεται

HAQ = 4πG
∑
I

ϕ
′

IQI ⇒ AQ = 4πGH−1
∑
I

ϕ
′

IQI , (10.65)

η οποία μας επιτρέπει να αντικαταστήσουμε το AQ στην 10.64.

Οι εναπομέιναντες διαταραές της μετρικής στην εξίσση είναι ο
συνδιασμός ∇2

(
E

′
Q −BQ

)
. Παρατηρούμε ότι τα δυναμικά Bardeen τώρα είναι

Φ = Ψ = ψ −H
(
B − E

′)
= H

(
E

′

Q −BQ

)
, (10.66)

ώστε ο τεευτίος όρος στην 10.64 ίνεται

− ϕ
′

I∇2
(
E

′

Q −BQ

)
= −H−1ϕ

′

I∇2Φ (10.67)

όπου
∇2Φ = 4πGa2δρC (10.68)

(από τις εξισώσεις ”δεσμούς” Einstein). Οι εναπομείνουσες διαταραές της
μετρικής έουν αντικατασταεί από από διαταραές στην πυκνότητα ενέρειας
αά σε διαφορετική αμίδα, τη σύμμορφη αμίδα.

Επομένς ρειάζεται να εκφράσουμε τις διααραές πυκνότητας στη
σύμμορφη αμίδα δρC ς προς ποσότητες στην αμίδα επίπεδου ώρου.

Προηουμένς ορίσαμε την σύμμορφη αμίδα απαιτώντας uC = BC = 0.

ui = − δT 0
i

ρ+ p
, (10.69)

δT 0
i = 0 και B = 0. (10.70)

Από τις οποίες έπεται ∑
I

ϕ
′

I∂i
(
δϕCI

)
= 0 (10.71)

και ια την περίπτση του ενός πεδίου

δϕC = 0 (10.72)
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(τουάιστον όταν ϕ ̸= 0). Και αφού τα δT 0
i και B μετασηματίζονται ς

˜δT 0
i =δT 0

i −
(
T 0 − 1

3
T kk
)
ξ0,i = δT 0

i +
(
ρ+ p

)
ξ0,i

B̃ =B + ξ
′
+ ξ0,

(10.73)

παίρνουμε τη σύμμορφη αμίδα

ξ0,i =− δT 0
i

ρ+ p
=
∂
(
ϕ

′
IδϕI

)∑(
ϕ

′
I

)2
⇒ ξ0 =

ϕ
′
IδϕI∑(
ϕ

′
I

)2 (10.74)

και
ξ
′
= −B − ξ0. (10.75)

Για τη διαταραή της πυκνότητας στη σύμμορφη αμίδα παίρνουμε

δρC =δρ− ρ
′
ξ0

=a−2
∑
I

[
ϕ

′

I

(
δϕ

′

I − ϕ
′

IA
)
−
(
ϕ

′′

I −Hϕ′

I

)
δϕI
]

=a−2
∑
I

[
ϕ

′

I

(
δϕ

′

I − ϕ
′

IA
)
+

(
3Hϕ′

I + a2
∂V

∂ϕI

)
δϕI

]
⇒ ∇2Φ =4πG

∑
I

[
ϕ

′

I

(
δϕ

′

I − ϕ
′

IA
)
−
(
ϕ

′′

I −Hϕ′

I

)
δϕI
]
,

(10.76)

όπου τα δϕI και A είναι σε αυαίρετη αμίδα. Συκεκριμένα στην αμίδα
επίπεδου ώρου

∇2Φ =4πG
∑
I

[
ϕ

′

I

(
δϕ

′

I − ϕ
′

IAQ
)
−
(
ϕ

′′

I −Hϕ′

I

)
QI

]
. (10.77)

Μπορούμε τώρα να ρησιμοποιήσουμε την 10.65 (και την εξίσση του
υποάρου 10.44) ια να αντικαταστήσουμε το AQ στην 10.77

∇2Φ = 4πGa2δρC = 4πG
∑
I

ϕ
′

I

(
Q

′

I +
H′

H Q − ϕ
′′
I

ϕ
′
I

QI

)
(10.78)

και ια να ράψουμε την 10.64 σε μορφή που εμπέκει μόνο τις διαταραές του
πεδίου QI

Q
′′

I + 2HQ′

I −∇2QI +
∑
I

[
a2VIJ −

8πG

a2

(
a2

Hϕ
′

Iϕ
′

J

)]
QJ = 0. (10.79)
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Βέπουμε ότι η εξέιξη τν διαφορετικών διαταραών του αμτού πεδίου
QI είναι συζευμένες με τις δεύτερες παραώους του δυναμικού VIJ και της
εξέιξηε του υποάρου (a2H−1ϕ

′
Iϕ

′
J). Στην ισοδύμαμη έκφραση του συνήους

κοσμικού ρόνου t η 10.79 ίνεται

Q̈I + 3HQ̇I −
1

a2
∇2QI +

∑
I

[
VIJ −

8πG

a3
d

dt

(
a3

H
ϕ̇I ϕ̇J

)]
QJ = 0. (10.80)

10.6 Ένα Πεδίο

10.6.1 Υπόαρο

Για την περίπτση ενός μοναδικού πεδίου η 10.38 ίνεται

ρ =
1

2
a−2(ϕ

′
)2 + V και p =

1

2
a−2(ϕ

′
)2 − V, (10.81)

έτσι ώστε

ρ+ p = a−2(ϕ
′
)2 και ρ− p = 2V και w ≡ p

ρ
=

(ϕ
′
)2 − 2a2V

(ϕ′)2 + 2a2V
, (10.82)

οι εξισώσεις Friedmann είναι

H2 =
8πG

3
ρa2 =

4πG

3

[
(ϕ

′
)2 + 2a2V

]
H′

=
4πG

3
(ρ+ 3p)a2 = −8πG

3

[
(ϕ

′
)2 − a2V

]
.

(10.83)

Η εξίσση πεδίου του υποάρου είναι

ϕ
′′
+ 2Hϕ′

+ a2Vϕ = 0. (10.84)

ενώ η ίδια στις συνήεις ρονικές συντεταμένες (όπς δείξαμε σε προηούμενη
ενότητα) είναι

ϕ̈+ 3Hϕ̇+ a2Vϕ = 0. (10.85)
Παραίζοντας την 10.81 και ρησιμοποιώντας την 10.85, παίρνουμε

ρ
′
= −3Ha−2(ϕ

′
)2 και p

′
= −3Ha−2(ϕ

′
)2 − 2ϕ

′
Vϕ (10.86)

και
c2s ≡

p
′

ρ′ =
3Hϕ′

+ 2a2Vϕ
3Hϕ′ . (10.87)
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10.6.2 Διαταρακτικές εξισώσεις πεδίου

Για ένα μοναδικό πεδίο, έουμε μόνο ένα αμό εευερίας (ια κάε τιμή του
k⃗). Για κάε αμό εευερίας, μπορούμε να πάρουμε τη μετρική διαταραή του
Φ, ή τη διαταραή στην ρικά επίπεδη αμίδα Q. Και στις δύο προσείσεις
παίρνουμε μια διαφορική εξίσση δευτέρας τάξης, στην τεευταία περίπτση

Q
′′

k⃗
+ 2HQ′

k⃗
+ k2Qk⃗ + a2VϕϕQk⃗ =

8πG

a2

[
a2

H (ϕ
′
)2
]′

Qk⃗. (10.88)

Εάν ξέραμε την ύση του υποάρου, α μπορούσαμε να ύσουμε την εξίσση
ξεκινώντας από τις αρικές συνήκες Qk⃗ και Q′

k⃗
σε κάποιο αρικό ρόνο η =

ηinit. Οι διαταραές του πεδίου καορίζουν στη συνέεια όες τις υπόοιπες
διαταρακτικές ποσότητες.

Παρόα αυτά, όπς και στην περίπτση του ιδανικού ρευστού, είναι
ρήσιμο να ορίσουμε άες ποσότητες όπς την οική εντροπία της διαταραής
S και τη σύμμορφη καμπυότητα της διαταραήε R. Αυτές έουν πιο απές
συμπεριφορές σε κίμακες έξ από τον ορίζοντα.

10.6.3 Καμπυότητα και Οική Εντροπία Διαταραών

Η σύμμορφη διαταραή της καμπυότητας ορίζεται

R ≡ −ϕC = −ψ −Hξ0, (10.89)

από όπου τώρα, από την 10.74

ξ0 =
δϕ

ϕ′ (10.90)

ώστε έουμε
R = −ψ − H

ϕ′ = −H
ϕ′Q. (10.91)

Παραίζοτας αυτό παίρνουμε

R′
= −ψ − H

ϕ′

(
Q

′
+

H′

H Q− ϕ
′′

ϕ′

)
. (10.92)
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Συκρίνοντας με την 10.78 μπορούμε να το ράψουμε ς

R′
=
Ha2(
ϕ′)2 δρC = − H

ρ+ p
δρC (10.93)

=− H
4πG

(
ϕ′)2∇2Φ = − 2

3H
ρ

ρ+ p
∇2Φ. (10.94)

Στο ώρο Fourier

H−1R′

k⃗
=

3

2

ρ

ρ+ p

(
k

H

)2

Φ, (10.95)

που δείνει ότι Rk⃗ = στα. σε κίμακες έξ από τον ορίζοντα (στον
υπερορίζοντα k ≪ H). Στο inflation ισύει ρ+p≪ ρ. Στην επ[όμενη ενότητα,
δείνουμε ότι 1 + w =

(
ρ + p

)
/ρ είναι πρώτης τάξης ς προς τους slow-roll

παράοντες.

10.6.4 Slow-Roll Inflation

Η παράραφος αυτή αφορά την ύση του υποάρου. Χρησιμοποιούμε σύνηη
κοσμικό ρόνο t, αντί ια το σύμμορφο ρόνο η και ράφουμε

V ′ ≡ dV

dϕ
. (10.96)

Η ακριείς εξισώσεις ια το υπόαρο είναι

ϕ̈+ 3Hϕ̇+ V
′
= 0 και H2 =

8πG

3

(1
2
ϕ̇2 + V

)
=

1

3M2

(1
2
ϕ̇2 + V

)
(10.97)

όπου
M ≡ 1√

8πG
(10.98)

είναι η μάζα του Planck. Στην slow-roll προσέιση υποέτουμε ότι

ϕ̇2 ≪ V και |ϕ̈| ≪ |3Hϕ̇|, (10.99)

και αντικαιστούμε την εξίσση 10.97 από τις slow-roll εξισώσεις

3Hϕ̇+ V
′
= 0 ⇒ V

′
= −3Hϕ̇⇒ ϕ̇ = − V

′

3H

H2 =
1

3M2
V ⇒ V = 3M2H2 ⇒ 3H2 =

V

M2
,

(10.100)
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και από αυτές
H−1ϕ̇ = −M2V

′

V
. (10.101)

Από εδώ και πέρα πρέπει να ρησημοποιούμε τις 10.100 αντί τν 10.97.

Σημαντικό στην slow roll προσέιση είναι να υμόμαστε ότι τώρα όα
εξαρτνται από το ϕ, μέσ του V ϕ και τν παραών του. Δεν μπορούμε να
προσδιορίσουμε ξεριστά τα ϕ και ϕ̇. Παραίζντας τις slow-roll εξισώσεις,
παίρνουμε

Ḣ = −(V
′
)

6V
και ϕ̈ =

M2

3

V
′′
V

′

V
− M2

6

(V
′
)3

V 2
. (10.102)

Ορίζουμε τις slow-roll παραμέτρους

ϵV ≡ M2

2

(
V

′

V

)2

ηV ≡M2V
′′

V
ξV ≡M4V

′′′
V

′

V 2
20 (10.103)

Χρησιμοποιώντας τις slow-roll εξισώσεις παίρνουμε το επόμενο αποτέεσμα

H−2Ḣ = −ϵ (10.104a)(
H−1ϕ̇

)2
= 2M2ϵ (10.104b)

H−2ϕ̈ = H−1ϕ̇
(
ϵ− η

)
(10.104c)

H−1ϵ̇ = −2ϵη + 4ϵ2 (10.104d)
H−1η̇ = +3ϵη − ξ (10.104e)

και
ρ =

(
1 +

1

3
ϵ
)
V

p =
(
− 1 +

1

3
ϵ
)
V

w ≡ p

ρ
≈ −1 +

2

3
ϵ⇒ 1 + w ≈ 2

3
ϵ

c2s =
ṗ

ρ̇
≈ −1− 2

3
ϵ+

2

3
η.

(10.105)

Κατά τη περίοδο του inflation, οι slow-roll παράμετροι ϵ και η είναι τυπικά
μικροί, ενώ το ξ είναι ακόμα μικρότερο: τυπικά το ξ είναι μικρό σε δεύτερη
τάξη ς προς τα ϵ και η. Όταν έμε ότι υποοίζουμε μια slow-roll παράμετρο
σε μια συκεκριμένη τάξη αναφερόμαστε στα ϵ και η σαν να είναι πρώτης και
το ξ δεύτερης τάξης.Βέπουμε ότι οι ρονικές διακυμάνσεις τν ϵ και η είναι
επίσης μικρά σε δεύτερη τάξη ς προς τις slow-roll παραμέτρους.
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10.6.5 Εξέιξη έξ από τον ορίζοντα

Θέουμε να υποοίσουμε πς οι διαταραές του πεδίου εξείσσονται στην
slow-roll inflation, ξεκινώντας από τότε όταν οι διαταραές είναι εντεώς εντός
του ορίζοντα.

Οι διαταρακτική εξίσση πεδίου είναι

H−2Q̈k⃗+3H−1Q̇k⃗+

(
k

aH

)2

Qk⃗ =

[
8πG

a3H2

d

dt

(
a3

H3
ϕ̇2

)
−H−2V

′′
]
Qk⃗. (10.106)

Στην slow-roll προσέιση ο όρος στο δεξί μέος είναι[
6ϵ− 3η + 6ϵ2 − 4ϵη

]
Qk⃗.

21 (10.107)

Επομένς έπουμε ότι στην αμίδα επίπεδου ώρου, οι διαταραές της
μετρικής επιρρεάζουν την διαταρακτική πεδιακή εξίσση σε πρώτη τάξη τν
slow-roll παραμέτρν. Εαν υποοίζαμε μόνο σε 0κη τάξη ς προς τiς slow-roll
παραμέτρους, α μπορούσαμε να ανοήσουμε τις μετρικές διαταραές σε αυτήν
την αμίδα.

Σε πρώτη τάξη ς προς τις slow-roll παραμέτρους η τεευταία εξίσση
ίνεται

H−2Q̈k⃗ + 3H−1Q̇k⃗ +

(
k

aH

)2

Qk⃗ =
[
6ϵ− 3η

]
Qk⃗. (10.108)

και ρησιμοποιώντας το σύμμορφο ρόνο παίρνει τη μορφή

Q
′′
+ 3H−1Q

′
+ k2Q = H2

(
6ϵV − 3ηV

)
Q, (10.109)

(άζουμε το δείκτη V ώστε να μην υπάρει σύνιση της slow-roll παραμέτρου
ηV και του σύμμορφου ρόνου η). Ορίζουμε

u ≡ aQ, (10.110)

και η εξίσση 10.109 ίνεται

u
′′
+

(
k2 − a

′′

a

)
u = H2

(
6ϵV − 3ηV

)
u. (10.111)

21Βέπε απόδειξη IX
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10.6.5.1 Υπόαρο

Πρώτα ρειάζεται να ύσουμε το πρόημα του υποάρου, π. πς τα a και
H εξείσσονται. Από την

H =
a

′

a
= aH = ȧ (10.112)

ρίσκουμε τις εξισώσεις

a
′′

a
= H2

(
1 +

H′

H2

)
και H′

H2
= 1 +

Ḣ

H2
.22 (10.113)

και ρησιμοποιώντας τις σέσεις 10.104 έουμε ότι

H′

H2
= 1− ϵV (10.114)

και
a

′′

a
= H2(2− ϵV ). (10.115)

Οοκηρώνοντας την 10.114 παίρνουμε
dH
H2

= (1− ϵV )dη ⇒ H =
−1

(1− ϵV )η
=

1

a

da

dh
. (10.116)

Παραίζοντας ια άη μια φορά
da

a
= − 1

1− ϵV

dη

η
⇒ ln a = − 1

1− ϵV
ln |η|+ στα. ⇒ a ∝ (−η)−

1
1−ϵV .

(10.117)
Να παρατηρήσουμε εδώ ότι to η είναι αρνητικό, καώς ο ρόνος πησιάζει το
η → 0 και a→ ∞ (εάν η slow-roll περίοδος συνειζόταν)

10.6.5.2 Συναρτήσεις Hankel και Bessel

Οι εξισώσεις Hankel

H(1)
ν ≡ Jν(x) + iNν(x) και H(2)

ν ≡ Jν(x)− iNν(x), (10.118)

όπου οι Jν(x) και Nν(x) είναι συναρτήσεις Bessel και Neumann αντίστοια και
είναι ύσεις της εξίσσης

x2
d2

dx2
Z(x) + x

d

dx
Z(x) +

[
x2 − ν2

]
Z(x) = 0. (10.119)

22Βέπε απόδειξη VIII
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ια πραματικά x, οι Jν(x) και Nν(x) είναι πραματικές και 2
ν(x) = H

(1)
ν (x)∗.

Η ασυμπττική τους συμπεριφορά είναι

H(1)
ν (x) ∼

√
2

πx
ei
[
x−(ν+ 1

4
)π
2

]
ια x→ ∞ (10.120)

H(1)
ν (x) ∼ −i

(
ν − 1

)
!

π

(
2

x

)ν
=

√
2

π
e−i

π
2 2ν−

3
2
Γ(ν)

Γ(3
2
)
x−ν ια x→ 0.

(10.121)

10.6.5.3 Διαταρακτική εξίσση

Χρησιμοποιώντας την 10.114, η 10.111 ίνεται

u
′′
+
[
k2 −H2(2 + 5ϵV − 3ηV )

]
u = 0, (10.122)

και κάνοντας ρήση της

H2 =
1

(1− ϵV )2η2
≈ 1 + 2ϵV

η2
(10.123)

παίρνουμε σε πρώτη τάξη τν slow-roll παραμέτρν

u
′′
+
[
k2 − 1

η2
(2 + 9ϵV − 3ηV )

]
u = 0. (10.124)

Η εξίσση αυτή μοιάζει με εξίσση Bessel και αυτό το έπουμε εάν τη
φέρουμεστη μορφή

u
′′
+

[
k2 − 1

η2
(ν2 − 1

4
)

]
u = 0. (10.125)

όπου

ν2 =
9

4
+ 9ϵV − 3ηV ⇒ ν =

3

2

√
1 + 4ϵV − 4

3
ηV ≈ 3

2
+ 3ϵV − ηV . (10.126)

Ορίζουμε μια νέα συνάρτηση s τέτοια ώστε

u ≡ (−η)1/2s. (10.127)

Η εξίσση 10.125 ίνεται

η2s
′′
+ ηs

′
+
[
k2η2 − ν2

]
s = 0, (10.128)

την οποία ανανρίζουμε ς εξίσση Bessel. Οι ύσεις επομένς είναι

s(η) ≡ (−η)−1/2u(η) ≡ (−η)−1/2aQk⃗(η) = C1k⃗H
(1)
ν (−kη) + C2k⃗H

(2)
ν (−kη),

(10.129)
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ή
Qk⃗ = Ck⃗a

−1
√
−ηHν(−kη) (10.130)

Νεαρές εποές αντιστοιούν στο όριο x = −kη → ∞ και ύστεροι ρόνοι στο
x = −kη → 0. Επομένς ια νεαρές εποές έουμε

Qk⃗ = Ck⃗

√
2

π

1

a
√
k
e−ikη (10.131)

και σε ύστερες εποές

Qk⃗ = Ck⃗a
−1
√
−η
√

2

π
2ν−3/2Γ

(
ν
)

Γ
(
3
2

)(− kη
)−ν (10.132)

όπου ανοήσαμε τον σταερό παράοντα φάσης exp
[
− i(ν+1/2)π/2

]
(νεαροί

ρόνοι) και exp
[
− iπ/2

]
(ύστεροι ρόνοι) αφού δεν παίζουν ρόο στην

συνέεια.
Από την 10.126

ν =
3

2
+ 3ϵV − ηV . (10.133)

Από την 10.117

a−1 ∝ (−η)1/(1−ϵV ) ≈ (−η)1+ηV ⇒ 1

−aη
∝ (−η)ϵV (10.134)

Επομένς σε ύστερους ρόνους έουμε

Qk⃗ ∝ (−η)3/2+ϵV −ν = (−η)ηV −2ϵV , (10.135)

π το Qk⃗ ίνεται σεδόν σταερό, εννοώντας σε 0η τάξη τν slow-roll
παραμέτρν.

10.6.6 Δημιουρία Βαμτών Διαταραών

Κίμακες εντός του ορίζοντα κατά την περίοδο του inflation είναι
μικροσκοπικές και επομένς καντικά φαινόμενα είναι σημαντικά. Κατά
συνέπεια α πρέπει να μεετήσουμε τη συμπεριφορά τν αμτών πεδίν
ρησιμοποιώντας καντική ερία πεδίου. Eξετάζουμε πρώτα μια καντική
ερία πεδίου ενός αμτού πεδίου σε ώρο Minkowski.
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10.6.6.1 Διαταραές του κενού στον ώρο Minkowski

Η εξίσση πεδίου ια ένα έμμαζο εεύερο πραματικό αμτό πεδίο σε ενα
ώρο Minkowski είνει

ϕ̈−∇2ϕ+m2ϕ = 0, (10.136)
ή

ϕ̈k⃗ + E2
kϕk⃗ = 0, (10.137)

όπου E2
k = k2 +m2, ια τις συνειστώσες Fourier. Παρατηρούμε ότι η 10.137

είναι η εξίσση του αμονικού ταανττή. Επομένς καάε συνειστώσα Fourier
του πεδίου συμπεριφέρεται ς ανεξάρτητος αρμονικός ταανττής. Για ευκοία
α ερήσουμε ένα σύστημα ταανττών περιορισμένν σε έναν όκο V =
L3, επιτρέποντάς μας να κάνουμε αροίσματα Fourier σε ενα διακριτό σύνοο
κυματαριμών k⃗, αντί ια οοκηρώματα Fourier.

Έουμε ένα ξεριστό ζεύος τεεστών δημιουρίας και καταστροφής â†
k⃗
,

âk⃗ ια κάε k⃗. Συνοίζουμε τη ασική κατάσταση |0⟩, και την ονομάζουμε
κατάσταση κενού. Τα σματίδια είναι κάντα τν τααντώσεν του πεδίου.
Το κενό είναι κατάσταση με απουσία σματιδίν. Δρώντας στο κενό με τον
τεεστή δημιουρίας â†

k⃗
προσέτουμε ένα κάντο ορμής k⃗ και ενέρειας Ek στο

σύστημα. Την κατάσταση αυτή την συμοίζουμε ς

â†
k⃗
|0⟩ =

∣∣1k⃗⟩ . (10.138)

Ως νστών η δράση του τεεστή καταστροφής στη ασική κατάσταση μας
δίνει

âk⃗ |0⟩ = 0. (10.139)
Τα ερμητιανά συζυή τν παραπάν σέσεν είναι

⟨0| âk⃗ =
⟨
1k⃗
∣∣ και ⟨0| â†

k⃗
= 0. (10.140)

Ενώ οι σέσεις μετάεσης τν τεεστών αυτών είναι[
â†
k⃗
, â†

k⃗′

]
=
[
âk⃗, âk⃗′

]
= 0, και

[
âk⃗, â

†
k⃗′

]
= δ

k⃗k⃗′
. (10.141)

Το κασικό παρατηρίσημο μέεος

ϕ(t, x⃗) =
∑

ϕk⃗(t)e
ik⃗·x⃗ (10.142)

αντικαίσταται από το τεεστή του πεδίου

ϕ̂(t, x⃗) =
∑

ϕ̂k⃗(t)e
ik⃗·x⃗ (10.143)

104



όπου
ϕ̂(t) = wk(t)âk⃗ + w∗

k(t)â
†
−k⃗

(10.144)
και

wk(t) = V −1/2 1√
2Ek

e−iEkt (10.145)

είναι η συνάρτηση άρους της κατάστασης k⃗ άρα α πρέπει να είναι μια
κανονικοποιημένη ύση της 10.137. Δουεύουμε στην εικόνα του Heisenberg
όπου έουμε ρονικά εξέισσόμενους τεεστές.

Στην κασική περίπτση η ασική κατάσταση α ήταν αυτή όπουείαμε
ϕ = στα. = 0, αά ξέρουμε από την καντική μηανική ότι στην
περίπτση του αρμονικού ταανττή υπάρουν τααντώσεις ακόμα και στην
εμειώδη κατάσταση. Όμοια υπάρουν τααντώσεις του αμτού πεδίου, οι
διακυμάνσεις κενού.

Θα υποοίσουμε το φάσμα ισύος αυτών τν διαταραών του κενού. Το
φάσμα της ισύς ορίζεται ς την αναμενόμενη τιμή

Pϕ(k) = V
k3

2π2
⟨|ϕk⃗|

2⟩ (10.146)

και η διακύμανση του πεδίου ράφεται συναρτήσει αυτής ς

⟨ϕ(x⃗)2⟩ =
∫ 2

0

dk

k
Pϕ(k). (10.147)

ια την εμειώδη κατάσταση, η αναμενόμενη τιμή του |ϕk⃗|2 είναι

⟨0| ϕ̂k⃗ϕ̂
†
k⃗
|0⟩ =|wk|2 ⟨0| âk⃗â

†
k⃗
|0⟩+ w2

k ⟨0| âk⃗â
†
−k⃗

|0⟩

+ (w∗
k)

2 ⟨0| â†
−k⃗
â†
k⃗
|0⟩+ |wk|2 ⟨0| â−k⃗â−k⃗ |0⟩

=|wk|2
⟨
1k⃗
∣∣1k⃗⟩ = |wk|2

(10.148)

Από την 10.145 έουμε ότι |w| = 1/(2V Ek). Το ασικό αποτέεσμά μας είναι
ότι

Pϕ(k) = V
k3

2π2
|wk|2 (10.149)

ια διαταραές του κενού. Στη συνέεια α εφαρμόσουμε το αποτέεσμα αυτό
στην περίπτση τπυ inflation όπου και οι συναρτήσεις wk(t) διαφέρουν.

10.6.6.2 Διαταραές του κενού την περίοδο του Inflation

Κατά την περίοδο του inflation η εξίσση πεδίου (ια διαταραές στο infaltion)
είναι η 10.106. Υπάρουν τααντώσεις μόνο στην διαταραή Q, το πεδίο ϕ
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στο υπόαρο είναι ομοενές και εξείσσεται αρά με το ρόνο. Από την
οπτική ενός σματιδίου, η ύση του υποάρου αναπαραστά το κενό (όι υπό
την έννοια ότι αυτή είναι η εμειώδης κατάσταση του συστήματος, ιατί η
πραματική εμειώδης κατάσταση έει το ϕ στο εάιστο του δυναμικού).
Τα σμάτια είναι κάντα τααντώσεν ύρ από αυτήν την τιμή. Βρήκαμε ότι
οι ανεξάρτητες ύσεις του Qk⃗(η) (που δεν είναι παρά η διαταραές του πεδίου
δϕk⃗ όπς φαίνεται από την 10.63) ια την περίπτση που είμαστε στην περίοδο
του inflation, δίνονται από την 10.130 επομένς οι συναρτήσεις άρους wk(t)
α δίνονται από αυτές τις ύσεις του κάντου του αμτού πεδίου με την
απροσδιοριστία μιας ποαπασιαστικής σταεράς κανονικοποίησης.

wk(η) = Ck⃗a
−1
√
−ηH(1)

ν (−kη) (10.150)

και ο μιαδικός συζυής του wk(η), όπου η ρονική εξάρτηση είναι στον
παράοντα κίμακας a = a(η) ∝ (−η)−1/(1−ϵS)23.

Όταν η κίμακα k είναι εντεώς εντός του ορίζοντα, k ≫ H ∼ 1/(−η),

wk(η) ≈ Ck⃗

√
2

π

1

a
√
k
e−ikη (10.151)

τααντώνεται ρήορα ς προς το ρόνο του Hubble. Σε κίμακες αποστάσεν
και ρόνου πού μικρότερες από την κίμακα του Hubble, μπορούμε να
ανοήσουμε την διαστοή του σύμπαντος και να ράψουμε η = t/a. Τα
πράματα α πρέπει να έουν τότε την συμπεριφορά που αναμένουμε στον ώρο
Minkowski και να εξισώσουμε την παραπάν ύση με την συνάρτηση άρους
στο ώρο Minkowski,

Ck⃗

√
2

π

1

a
√
k
e−ikη = (aL)−3/2 1√

2Ek
e−iEkt (10.152)

απο την οποία παίρνουμε Ek = k/a και

Ck⃗ = L−3/2

√
π

4
(10.153)

έτσι ώστε η ορά κανονικοποιημένη συνάρτηση άρους κατά την περίοδο του
inflation να είναι

wk(η) = L−3/2

√
π

4
a−1

√
−ηHν(−kη), (10.154)

το οποίο μπορούμε τώρα να εφαρμόσουμε σε όους τους ρόνους κατά την
διάρκεια του slow-roll inflation.

23Θερούμε το ϵ σταερό
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Ο τεεστής του πεδίου ια τις αμτές διαταραές του κατά την περίοδο
του inflation είναι

Q̂k⃗(η) = wk(η)âk⃗ + w∗
k(η)â

†
−k⃗
, (10.155)

και το φάσμα ισύος της αμτής διαταραής του πεδίου είναι

PQ(k) = L3 k
3

2π2
|wk|2. (10.156)

Πού πριν από την έξοδο από τον ορίζοντα, k ≫ H, παρατηρούμενος σε
ρονικές κίμακες πού μικρότερες από το ρόνο του Hubble, ο τεεστής
του πεδίου Q̂k⃗(η) ίνεται ο τεεστής πεδίου στο ώρο Minkowsi (Εξ. 10.131)
και έουμε κοινές διαταραές του κενού ια το ϕ.

Πού αρότερα από την έξοδο από τον ορίζοντα, η συνάρτηση άρους
ίνεται σεδόν σταερή με το ρόνο (Εξ. 10.135-10.132),

wk(η) = L−3/2 1√
2
sν−3/2Γ(ν)

Γ(3
2
)

1

a

√
−η(−kη)−ν ∝

(
− η
)ηV −2ϵV , (10.157)

και οι διαταραές ”παώνουν”. Οι κίμακες τότε είαν μεαώσει και έτσι οι
διαταραές μπορούν να μεετηούν κασικά.
Το φάσμα ισύος τν αμτών διαταραών Q ίνεται:

PQ(η, k) =
22ν−3

(2π)

[
Γ(ν)

Γ(3
2
)

]2
(−aη)−2(−kη)3−2ν

=
26ϵV −2ηV

(2π)2

[
Γ(3

2
+ 3ϵs − ηs)

Γ(3
2
)

]2
(−aη)−2(−kη)2ηV −6ϵV .

(10.158)

Βέπουμε ότι η εξάρτηση του φάσφατος ισύος από την κίμακα (κυματάριμο)
είναι

PQ ∝ k2ηV −6ϵV ≡ kns ⇒ ns = 2ηV − 6ϵV . (10.159)
Ακόμα και σε ύστερους ρόνους, το φάσμα ισύος έειμια ασενής ρονική
εξάρτηση ∝ (−η)2ηV −4ϵV , και σημαντικότερα,η προσέισή μας ότι οι slow-
roll παράμετροι παραμένουν σταερές α ισύει ια ένα πήος περιόδν ≪
1/(slow − roll παράμετροι). Επομένς α πρέπει να αάξουμε μεταητές
μετά την έξοδο από τον ορίζοντα.
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10.6.7 Αρέονο Φάσμα Ισύος

Από την 10.6.3 είδαμε ότι η σύμμορφη διαταραή στην καμπυότητα παραμένει
σταερή σε κίμακες έξ από τον ορίζοντα και ότι

R = −H
ϕ̇
Q = −H

ϕ′Q (10.160)

Από το οποίο συνεπάεται

PR(η, k) =

(
H

ϕ̇

)2

PQ(η, k). (10.161)

Και επομένς έουμε σε ύστερους ρόνους (όταν k ≪ H)

PR(η, k) =
22ν−3

(2π)2

[
Γ(ν)

Γ(3
2
)

]2(
H

−aηϕ̇

)2

(−kη)3−2ν (10.162)

Με την εξάρτηση από την κίμακα να είναι k3−2ν και την ρονική εξαρτηση να
δίνεται από (

H

aϕ̇

)2 (
− η
)1−2ν (10.163)
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..

Σταερότητα στο ρόνο στην slow-roll προσέιση(
H

aϕ̇

)2

(−η)1−2ν =
8πG

3a2

(
1

2
+
V

ϕ̇2

)
(−η)−2−6ϵs+2ηs.

=
8πG

3a2
V

ϕ̇2
(−η)−2−6ϵs+2ηs.

=
8πG

3a2
9H2V

V ′2
(−η)−2−6ϵs+2ηs

=
4πG

a2

[
2

M2

(
V

V ′

)2]
(−η)−2−6ϵs+2ηs.

∝ 4πG
1

ϵs

(
− η
)2+2ϵs

(−η)−2−6ϵs+2ηs.

∝ 4πG
1

ϵs
(−η)−4ϵs+2ηs

∝ 4πG
1

ϵs
e(−4ϵs+2ηs) ln(−η)

∝ 4πG
1

ϵs

[
1 + (−4ϵs + 2ηs) ln(−η) +

[
(−4ϵs + 2ηs) ln(−η)

]21
2
+ · · ·

]

..

Slow-Roll συνήκη:
ϕ̇2 ≪ V

..

a ∝
(
− η
)− 1

1−ϵs

ϵs =
M2

2

(
V

′

V

)2
από 10.103

Παρατηρούμε ότι ο πρώτος όρος 4πG 1
ϵs

είναι σταερός, και επειδή οι slow roll παράμετροι είναι
μικροί (ϵS ≪ 1), είναι κυρίαρος. Συνεπώς ο δεύτερος όρος που δίνει την ρονική του εξέηξη
μπορεί να ανοηεί και η αρική μας ποσότητα να ερηεί σταερή.

Αφού ο παράοντας 10.163 παραμένει σταερός, μπορούμε να επιέξουμε να
τον υποοίσουμε ια κάε k στο ρόνο όπου η κίμακα εξέρεται από τον
ορίζοντα, όταν δηαδή k = aH, παρόο που η 10.162 δεν ακόμα δίνει το φάσμα
ισύος σε αυτήν την εποή (τότε έει τη μορφή της ενικής συνάρτησης
Hankel όι την προσειστική μορφή ια ύστερους ρόνους) παρά μόνο
αρότερα.

Από την 10.163,
H = aH =

−1(
1− ϵV

)
η

(10.164)

έουμε

− aη =
1

(1− ϵV )H
και − kη =

k

(1− ϵV )aH
(10.165)
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και άρα η 10.162 ίνεται

PR(η, k) = 22ν−3

[
Γ(ν)

Γ(3
2
)

]2(
1− ϵV

)2ν−1
(
H

2π

)2(
H

ϕ̇

)2(
k

aH

)3−2ν

, (10.166)

το οποίο τώρα υποοίζουμε ια κάε k στο ρόνο έξόδου από τον ορίζοντα,
k = aH = H ια να πάρουμε

PR(k) =

[
22ν−3

(
Γ(ν)

Γ(3
2
)

)2 (
1− ϵ

)2ν−1
(
H

2π

)2(
H

ϕ̇

)2
]
k=aH

. (10.167)

Αυτός είναι το αρέονο φάσμα τν διαταραών. Η εξίσση 10.167 δεν
έει πέον ρονική εξάρτηση, αφού εξορισμού, υποοίζεται ια κάε k την
στιμή εξόδου από τον ορίζοντα (k = aH). Ανεξαρτήτς από την slow-
roll προσέιση, το PR(k) παραμένει σταερό στο ρόνο ια όση περίοδο οι
κίμακες k μένουν εντεώς εκτός του ορίζοντα.

Μπορούμε τώρα να υποέσουμε ότι η 10.167 έει προκύψει από ανεξάρτητο
υποοισμό ια κάε διαφορετικό k, έτσι ώστε ια κάε k οι slow-roll
παράμετροι πάρηκαν να είναι προσειστικά σταεροί στην τιμή που είαν
όταν k = aH. Επομένς η 10.167 παραμένει εκυρη ια όες τι κίμακες
ια τις οποίες η slow roll προσέιση ήταν έκυρη κοντά στην έξοδο από τον
ορίζοντα, παρόο που οι παράμετροι έουν αάξει σημαντικά με την άξοδο
του όου φάσματος τν κιμάκν.

Σε 1η προσέιση τν slow-roll παραμέτρν η 10.167 έει την ίδια
εξάρτηση από την κίμακα με την 10.158,

ns ≡
d lnPR

d ln k = 3− 2ν = 2η − 6ϵ (10.168)

αά πέν μπορούμε να υποοίσουμε την εξάρτηση από την κίμακα k σε
δύτερη τάξη τν slow-roll παραμέτρν.

10.6.7.1 Φασματικός δείκτης σε δεύτερη τάξη τν slow-roll παραμέτρν

Εάν η 0η τάξη ήταν επαρκής ια τον υποοισμό του φασματικού δείκτη σε 1η

τάξη, η 10.167 α ήταν αρκετή ια να υποοίσουμε το φασματικό δείκτη σε 2η
τάξη τν slow roll παραμέτρν. Από την 10.167,

d lnPR

d ln k =
d

d ln k ln
[
22ν−3

(
Γ(ν)

Γ(3
2
)

)2(
1− ϵ

)2ν−1

]
+

d

d ln k ln
[(

H

2π

)2(
H

ϕ̇

)2
]
.

(10.169)
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• Ο πρώτος όρος δίνει(
2− ln 2− γ

)(
− 16ϵη + 24η2 + 2ξ

)
+ 4ϵη − 8ϵ2, (10.170)

όπου γ = 0.577215... είναι η σταερά Euler-Mascheroni, ώστε 2 − ln 2 − γ ≈
0.729637.

Πς α πάρουμε τις slow-roll εξισώσεις σε 2η τάξη? Χρειαζόμαστε ένα
αποτέεσμα ανώτερης τάξης ια το H−1ϵ̇ αφού παρόο που η 10.104e που
ρησιμοποιήσαμε είναι 2ης τάξης, ρησιμοποιήηκε στη μορφή (1/ϵ)H−1ϵ̇, το
οποίο ειναι 1ης τάξης.

Για να υποοίσουμε σε ανώτερη slow-roll τάξη α επιστρέψουμε στις
εξισώσεις 10.97 του υποάρου

ϕ̈ ≈ Hϕ̇(ϵ− η) και 1

2
ϕ̇2 ≈M2H2ϵ (10.171)

ια να καταήξουμε στις 2ης τάξη ςεξισώσεις

(3 + ϵ− η)Hϕ̇+ V
′
= 0 ⇒Hϕ̇ = − V

′

3 + ϵ− η

H2 =
1

3M2
(M2H2ϵ+ V ) ⇒H2 =

V

(3− ϵ)M2

(10.172)

από τις οποίες μπορούμε να εξάουμε τις διάφορες 2ης τάξεις εξισώσεις

ϵH ≡ −Ḣ
H

≈ϵ− 4

3
ϵ2 +

2

3
ϵη

(H−1ϕ̇)2 =2M2 (3− ϵ)2

(3 + ϵ− η)2
≈ 2M2(1− 4

3
+

2

3
η)ϵ ≈ 2M2ϵH

H−1ϵ̇ ≈4ϵ2 − 2ϵη − 8

3
ϵ3 +

8

3
ϵ2η − 2

3
ϵη2

H−1ϵ̇H ≈(1− 8

3
ϵ+

2

3
η)H−1ϵ̇+

2

3
ϵH−1η̇

≈ϵ(4ϵ− 2η − 40

3
ϵ2 +

36

3
ϵη − 2η2 − 2

3
ξ)

(10.173)

• Στρέφουμε την προσοή μας τώρα στον δεύτερο όρο της 10.169. Από

d

d ln k ln
[(

H

2π

)2(
H

ϕ̇

)2
]
=

d

d ln k ln
(
H2

ϵH

)
=

2

H

dH

d ln k − 1

ϵH

dϵH

d ln k . (10.174)
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εδώ
d ln k
dt

=
d ln(aH)

dt
=
ȧ

a
+
Ḣ

H
= H

(
1 +

Ḣ

H2

)
= H(1− ϵH) (10.175)

έτσι ώστε η 10.174 ίνεται
2ϵH

1− ϵH
− 1

ϵH(1− ϵH)
H−1ϵ̇H ≈

(
−2ϵ+

2

3
ϵ2 − 4

3
ϵη

)
−
(
4ϵ− 2η − 4ϵ2 +

14

3
ϵη − 2

3
η2 − 2

3
ξ

)
=− 6ϵ+ 2η +

14

3
ϵ2 − 6ϵη +

2

3
η2 +

2

3
ξ.

(10.176)
Προσέτοντας τις 10.170+10.176 παίρνουμε εν τέει

ηs = −6ϵ+2η−10

3
ϵ2−2ϵη+

2

3
η2+

2

3
ξ+(2−ln 2−γ)(24ϵ2−16ϵη+2ξ). (10.177)

Σύμφνα με τα αποτεέσματα του Plank 2015 (υποέτοντας αδιαατικές
αμτές διαταραές και ανοώντας τανυστικές διαταραές), η παρατηρηείσα
τιμή του φασματικού δείκτη ήταν

ηs + 1 = 0.968± 0.006 ⇒ ηs = −0.032± 0.006. (10.178)
Αναμένουμε σε αυτό να κυριααρούν οι 1ης τάξης συνεισφορές π O(10−3). Οι
ακριείς τιμές και σέσεις μεταξύ τν slow-roll παραμέτρν εξαρτάται από το
επιεέν μοντέο ια το inflation.

10.7 Διαταραές Καμπυότητας

Στην περίπτση N αμτών πεδίν, οι διαταραές της καμπυότητας είναι
R ≡ −ψC = −ψ −Hξ0, (10.179)

όπου από την 10.74

ξ0 =

∑
ϕ

′
IδϕI∑(
ϕ′)2 , (10.180)

ώστε εν τέει έουμε

R = −ψ −H
∑
ϕ

′
IδϕI∑(
ϕ′)2 = −H

∑
ϕ

′
IQI∑(
ϕ′)2 = − H(

ρ+ p
)
a2

∑
ϕ

′

IQI

= 4πG
H

H′ −H2

∑
ϕ

′

IQI = 4πG
H

H′ −H2
ϕ⃗

′ · Q⃗.
(10.181)

Η εύρεση της ρονικής εξέηξης R′ δεν είναι τόσο απή όσο την περίπτση
που έουμε ενα μόνο πεδίο.
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10.8 Slow-Roll Inflation

Στο σημείο αυτό α ασοηούμε αποκηστικά με την ύση του υποάρου. Θα
ρησιμοποιήσουμε σύνηη ρόνο t, αντί ια το σύμμορφο ρόνο η. Υποέτουμε
τις slow-roll εξισώσεις

3Hϕ̇I + VI = 0 ⇒ VI = −3Hϕ̇⇒ ϕ̇I = − VI
3H

(10.182)

και
H2 =

1

3M2
V ⇒ V = 3M2H2 ⇒ 3H2 =

V

M2
(10.183)

ισύει ια όα τα πεδία ϕI . Από αυτές

H−1ϕ̇I = −M2VI
V
, (10.184)

και σε διανυσματική μορφή

H−1 ˙⃗ϕ = −M
2

V
∇V, (10.185)

δηαδή στην slow-roll ύση, το πεδίο του ποάρου εξείσσεται σύμφνα με
την κίση του δυναμικού.

Παραίζοντας τις slow-roll εξισώσεις παίρνουμε

Ḣ = −
∑
V 2
I

6V
(10.186)

και
ϕ̈I =

M2

3

∑
VIJVJ
V

− M2

6

VI
∑
V 2
J

V 2
.24 (10.187)

Στην 10.187 ο δεύτερος όρος είναι παράηος στο ˙⃗
ϕ, αά ο πρώτος όρος

μπορεί να μην είναι.

10.8.1 Παράμετροι slow-roll

Ορίζουμε τις slow-roll παραμέτρους

ϵIJ ≡ M2

2

VIVJ
V 2

ηIJ ≡M2VIJ
V

(10.188)

24Βέπε απόδειξη V
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και
ϵ ≡ tr[ϵIJ ] =

∑
ϵII . (10.189)

Να παρατηρίσουμε ότι οι πίνακες ϵIJ και ηIJ είναι συμμετρικοί.

Χρησιμοποιώντας τις slow-roll εξισώσεις παίρνουμε

H−2Ḣ = −ϵ (10.190a)
και

(H−1ϕ̇I)
2 = 2M2ϵII (όι άροισμα) (10.190b)

H−2ϕ̈I = ϵH−1ϕ̇I −
∑
J

ηIJH
−1ϕ̇J (10.190c)

H−1ϵ̇IJ = 4ϵϵIJ −
∑
K

(
ϵIKηJK + ϵIKηJK

)
(10.190d)

H−1ϵ̇ = 4ϵ2 − 2
∑
IK

ϵIKηIK .
25 (10.190e)

Κατά την περίοδο του inflation, οι slow-roll παράμετροι ϵIJ και ηIJ είναι
τυπικά μικροί και η ρονική τους διακύμανση είναι μικρή σε δεύτερη τάξη. Θα
ορίσουμε ξ παραμέτρους μόνο αφότου έουμε κάνει μια περιστροφή στο ώρο
τν πεδίν στις αδιαατικές και εντροπικές διαταραές του πεδίου.

10.8.2 Νόμος εκετικής διαστοής του υποάρου

Επειδή η 10.190a είναι η ίδια όπς στην περίπτση του inflation από ένα παιδίο,
παίρνουμε τον ίδιο νόμο

H′

H2
= 1− ϵ⇒ H =

−1

(1− ϵ)η
⇒ a ∝

(
− η
)−1/(1−ϵ)

, (10.191)

και
a

′′

a
= H2

(
2− ϵ

)
. (10.192)

(αυτές είναι ορές όσο το ϵ είναι προσειστικά σταερό.)
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10.8.3 Εξέηξη διαταραών

Από την 10.79 η εξίσση εξέηξης τν διαταραών είναι

H−2Q
′′

I + 2H−1Q
′

I +

(
k

H

)2

QI = H−2
∑
J

[
8πG

a2

(
a2

Hϕ
′

Iϕ
′

J

)′

− a2VIJ

]
QJ ,

(10.193)
ή

H−2Q̈I + 2H−1Q̇I +

(
k

H

)2

QI = H−2
∑
J

[
8πG

a2
d

dt

(
a2

H ϕ̇I ϕ̇J

)
− VIJ

]
QJ .

(10.194)
Χρησημοποιώντας τις slow-roll εξισώσεις, το δεξί μέος ίνεται[

6ϵIJ − 3ηIJ −
∑
K

(
2ϵIKηJK + 2ηIKϵJK

)]
QJ ≡ AIJQJ . (10.195)

Ορίζοντας
uI ≡ aQI , (10.196)

η 10.193 ίνεται

u
′′

I +

(
k2 − a

′′

a

)
uI = H2

∑
J

AIJuJ (10.197)

και κάνοντας ρήση της 10.192 ίνεται

u
′′

I + k2uI = H2(2− ϵ)uI +H
∑
J

AIJuJ

= H2
[(
2− ϵ

)
δIJ + AIJ

]
uJ

(10.198)

και επειδή από τον ορισμό του σύμμορφου ρόνου είναι

H2 =
1

(1− ϵ)2
(−η)2 ≈ (1 + 2ϵ+ 3ϵ2)(−η)2 (10.199)

έουμε

u
′′

I +

(
k2 − 2

η2

)
uI =

3

η2

[
(ϵ+

3

4
ϵ2)δIJ + 2ϵIJ − ηIJ + 6ϵϵIJ − 2ϵηIJ

− 1

3

∑
K

(
2ϵIKηJK + 2ηIKϵJK

)]
uJ

(10.200)
υποοισμένη σε 2η τάξη τν slow-roll παραόντν. Οστώσο είναι συνεπές
να τη ρησιμοποιήσαμε τον νόμο του αναπτύματος ο οποίος ήταν ορός μόνο
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υποέτοντας ότι η slow-roll παράμετρος ϵ παραμένει σταερή. Επομένς η
slow-roll εξίσση εξέηξης τν διαταραών είναι

u
′′

I +

(
k2 − 2

η2

)
uI =

3

η2
(
ϵδIJ + 2ϵIJ − ηIJ

)
uJ ≡ 3

η2
MIJuJ . (10.201)

Οι μη διαώνειες συνειστώσες του πίνακα MIJ συσετίζουν την εξέιξη
διαφορετικών διαταραών του πεδίου uI . Οστώσ μπορούμε να κάνουμε
μια στροφή στο ώρο τν πεδίν ια να διανοποιήσουμε τον M, αφού
είναι πραματικός και συμμετρικός, ια να φτάσουμε τις διαταραές uI που
εξείσσονται ανεξάρτητα. Ας ονομάσουμε τον πίνακα στροφών UIJ , ώστε

uI =
∑

UIJuj και UTMU = diag(λ1, · · · , λN) (10.202)

όπου τα λI είναι οι ιδιοτιμές του πίνακα M. Είναι 1 τάξης ς προς τις slow-roll
παραμέτρους. Αφού U είναι πίνακας στροφών

UTU = 1 ή
∑
I

UILUIJ = δIJ . (10.203)

και η 10.201 ίνεται

u
′′

L+
(
k2 − 2

η2
)
uL =

3

η2
λLuL

⇒ u
′′

L+

[
k2 − 1

η2
(
ν2L − 1

4

)]
uL =

3

η2
λLuL

(10.204)

όπου
νL ≡

√
9

4
+ 3λL ≈ 3

2
+ λL. (10.205)

Η εξίσση αυτή είναι ίδια με την 10.125 άρα την έουμ ήδη ύσει. Οι
συναρτήσεις άρους είναι

wL(η) = L−3/2

√
pi

4
a−1

√
−ηHνL(−kη)

→ L−3/2 1√
2
2νL−3/2 Γ(νL)

Γ(3/2)

1

a

√
−η(−kη)−νL

→ L−3/22νL−3/2 Γ(νL)

Γ(3/2)

1

a

√
−η
2
(−kη)−3/2−λL

→ L−3/22νL−3/2 Γ(νL)

Γ(3/2)

1

a
frac1

√
2k(−kη)−1−λL

(10.206)

Η προσέισή μας ότι οι slow-roll παράμετροι α παραμένουν σταεροί α
ισύει ια έναν αριμό αρακτηριστικών ρόνν ≪ 1/(slow−roll παράμετροι).
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Συνεπώς έουμε να πάμε σε άες μεταητές ,ετά την έξοδο από τον
ορίζοντα. Μια από τις πιανές επιοές είναι σύμμορφη διαταρακτική
καμπυότητα R.

R = 4πG
H

H′ −H2
ϕ⃗

′ · Q⃗ ≈ − 1

2M2ϵ
H−1ϕ⃗

′ · Q⃗ ≈ 1

2ϵV
∇V · Q⃗. (10.207)

Συνεπώς το R δίνεται από τη διαταρακτική συνειστώσα δηαδή την διεύυνση
του πεδίου του υποάρου ϕ⃗′ , το οποίο είναι, στην slow-roll προσέιση, στην
διεύυνση της κίσης του δυναμικού. Αυτό εν ένει δεν είναι στη διεύυνση
κανενός από τα ιδιοδιανύσματα του πίνακα Μ, άρα ρειάζεται να κάνουμε άη
μια στροφή στο ώρο τν πεδίν.

Εφαρμόζουμε μια στροφή από την αρική μας άση στο ώρο
συντεταμένν τν πεδίν, όπου

Q⃗ =


Q1

Q2
...
QN

 (10.208)

σε μια νέα άση ια τις διαταραές του πεδίου, ώστε

Q⃗ =


Qσ

Qs1...
Qs(N−1)

 = ST


Q1

Q2
...
QN

 (10.209)

όπου
Qσ ≡ ∇V · Q⃗

|∇V |
. (10.210)

Ο πίνακας στροφής α εξαρτάται εν ένει από τον ρόνο, αφού το ∇V μπορεί
να αάζει κατεύυνση κατά μήκος της τροιάς στο υπόαρο (η τροιά στο
υπόαρο στο ώρο τν πεδίν μπορεί να είναι καμπύη). Ονομάζουμε Qσ

την αδαατική διαταραή του πεδίου και τις N − 1 οροώνιες διαταραές Qsl

εντροπικές διαταραές του πεδίου.

Αφού ο πίνακας στροφών δεν είναι σταερός στο ώρο τν πεδίν, δεν
περιστρέφουμε τις τιμές τν πεδίν στο πόαρο, αά τις ρονικές τους
παραώους 

σ̇

ṡ1
...

ṡN−1

 = ST


ϕ̇1

ϕ̇2
...
ϕ̇N

 (10.211)
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Που σημαίνει ότι η στροφή S δεν είναι μια καοική στροφή τν συντεταμένν
στο ώρο τν πεδίν, αά μια τοπική στροφή στο ώρο τν διανυσμάτν τν
διαταραών του πεδίου και τν ρονικών παραών τν διανυσματν.

10.9 Δύο πεδία

10.9.1 Αδιαατικές και Εντροπικές πεδιακές συντεταμένες

Θερούμε τώρα την περίπτση δύο πεδίν, ϕ⃗ =
(
ϕ1, ϕ2

)
. Η διεύυνση της

ύσης του υποάρου δίνεται από την ϕ̇. Η νία διεύυνσης θ δίνεται από

tan θ ≡ ϕ̇2

ϕ̇1

. (10.212)

Ορίζουμε την αποκαούμενη αδιαατική συνειστώσα του πεδίου σ, ς το
οοκηρμένο μήκος διαδρομής κατά μήκος της τροιάς από κάποιο αυαίρετο
αρικό σημείο (μόνο διαφορές της τάκης σ παίζουν ρόο), και s, την
αποκαούμενη εντροπική συνειστώσα του πεδίου, ς την οροώνια απόσταση
από την διαδρομή. Επομένς η ύση του υποάρου είναι εξορισμού:

s = ṡ = s̈ = 0 (10.213)

Αυτό ορίζει ένα σύστημα συντεταμένν σ, s στο ώρο τν πεδίν,
αμονομημένο ια μια συκεκριμένη ύση του υποάρου. Εάν η τροιά
είναι καμπύη, αυτό είναι ένα καμπύο σύστημα συντεταμένν, και ισύει
μόνο στην ειτονιά της τροιάς αφού πιο μακριά οι s ραμμες συντεταμένν
τέμνονται. Θα πρέπει να ρησημοποιήσουμε αυτό το σύστημα συντεταμένν
στην τροιά και μόνο, καώς και δεν α εισάουμε τα πήρει εραεία ια την
ανάυση τν καμπυόραμν συστημάτν συντεταμένν.

Εξετάζουμε την ύση του υποάρου ϕ1 ≡ ϕ̄1(t), ϕ2 ≡ ϕ̄2(t) συναρτήσει
τν νέν συντεταμένν σ, s, θ. Οι νέες συντεταμένες σ, s δίνονται από μια
στροφή κατά νία θ από τις παιές συντεταμένες ϕI , ϕ2 ώστε(

σ̇

ṡ

)
=

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)(
ϕ̇1

ϕ̇2

)
= ST

(
ϕ̇1

ϕ̇2

)
, (10.214)

όπου
S ≡

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
(10.215)
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Επομένς
σ̇ = ϕ̇1 cos θ + ϕ̇2 sin θ. (10.216)

Η αντίστροφη σέση είναι(
ϕ̇1

ϕ̇2

)
= S

(
σ̇

ṡ

)
=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
σ̇

ṡ

)
(10.217)

Και επειδή είναι ṡ = 0 έουμε

ϕ̇1 = σ̇ cos θ και ϕ̇2 = σ̇ sin θ ⇒ σ̇2 = ϕ̇2
1 + ϕ̇2

2 (10.218)

και
ϕ̇1 sin θ = ϕ̇2 cos θ (10.219)

Το δυναμικό V (ϕ1, ϕ2) υπάρει παντού στον ώρο τν πεδίν (ϕ1, ϕ2).
Μπορούμε να εκφράσουμε την κίση του είται στη ϕ1, ϕ2 είται στη σ, s άση.
Έουμε (

Vσ
Vs

)
= ST

(
V1
V2

)
=

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)(
V1
V2

)
(10.220)

και (
V1
V2

)
= ST

(
Vσ
Vs

)
=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
Vσ
Vs

)
(10.221)

Η ρονική παράος του V κατά μήκος της τροιάς είναι

V̇ = V1ϕ̇1 + V2ϕ̇2 = Vσσ̇. (10.222)

Μπορούμε όμοια να περιστρέψουμε τις δεύτερες παραώους VIJ

|VI′J ′ | ≡ ST |VIJ |S ή VI′J ′ ≡ SK
I
′ SL

J
′VKL (10.223)

ή (
Vσσ Vσs
Vσs Vss

)
=

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)(
V11 V12
V12 V22

)(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
(10.224)

δίνοντας έτσι

Vσσ ≡ cos2 θV11 + 2 cos θ sin θV12 + sin2 θV22

Vss ≡ sin2 θV11 − 2 cos θ sin θV12 + cos2 θV22
Vσs ≡ − sin θ cos θV11 +

(
cos2 θ − sin2 θ

)
V12 + cos θ sin θV22.

(10.225)
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Παίρνουμε τις εξισώσεις αυτές ς ορισμό τν Vσσ, Vss και Vσs. Αφού τα πήραμε
από στροφές, αυτό σημαίνει ότι δεν είναι μερικές παράοι, αά συναοίτες
παράοι στις σ, s συντεταμένες.

Όμοια, ια τις τρίτες παραώους:

VI′J ′K′ ≡ SL
I
′SM
J
′ SN

K
′VLMN , (10.226)

δίνοντας

Vσσσ ≡ cos3 θV111 + 3 cos2 θ sin θV112 + 3 cos θ sin2 θV122 + sin3 θV222

Vσσs ≡− cos2 θ sin θV111 +
(
cos3 θ − 2 cos θ sin2 θ

)
V112

+
(
2 cos2 θ sin θ − sin3 θ

)
V122 + sin2 θ cos θV222

Vσss ≡ cos θ sin2 θV111 +
(
− 2 cos2 θ sin θ + sin3 θ

)
V112

+
(
cos3 θ − 2 sin2 θ cos θ

)
V122 + sin θ cos2 θV222

Vsss ≡− sin3 θV111 + 3 sin2 θ cos θV112 − sin θ cos2 θV122 + cos3 θV222
(10.227)

Παραίζοντας πάι την 10.216 παίρνουμε

σ̈ = ϕ̈1 cos θ − ϕ̇θ̇ sin θ + ϕ̈2 sin θ + ϕ̇2θ̇ cos θ = ϕ̈1 cos θ + ϕ̈2 sin θ (10.228)

όπου κάναμε ρήση της 10.219.

10.9.2 Ακριής ύση υποάρου

Χρησιμοποιώντας τις πεδιακές εξισώσεις του ϕI ια το υπόαρο

ϕ̈1 + 3Hϕ̇1 + V1 = 0 (10.229)
ϕ̈2 + 3Hϕ̇2 + V2 = 0, (10.230)

παίρνουμε από την 10.228 την εξίσση του πεδίου στο υπόαρο στις
αδιαατικές συντεταμένες του πεδίου

σ̈ + 3Hσ̇ + Vσ = 0. (10.231)

Η αντίστοιη εξίσση ια το εντροπικό πεδίο του υποάρου είναι ό του
ορισμού 10.213 s̈ = 0. Αντίετα το ρόο της άης δυναμικής ποσότητας ια
το υπόαρο ανααμάνει η θ. Βρίσκουμε

Vs = −θ̇σ̇ ή θ̇ = −Vs
σ̇
. (10.232)
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Παραίζοντας την πρώτη από τις παραπάν παίρνουμε την εξίσση ια
το θ̈. Εδώ πρέπει να είμαστε προσεκτική με τη ρ’ηση της άσης σ, s αφού
μεταάεται κατά μήκος της τροιάς. Επομένς V̇s ̸= Vssṡ+Vσsσ̇ = Vσsσ̇. Για
να αποφήουμε να δουέψουμε σε καμπύο σύστημα συντεταμένν, μπορούμε
να υρίσουμε στο αρικό καρτεσιανό συστημα ϕ1, ϕ2 ια τον υποοισμό:
παραίζοντας την Vs = −V1 sin θ + V2 cos θ, παίρνουμε

V̇s = Vσsṡ− θ̇Vσ (10.233)

και μπορούμε τώρα να παραίσουμε την 10.232 και ρησιμοποιώντας τις
10.233 και 10.231 να πάρουμε

θ̈ − 3Hθ̇ + Vσs − 2
Vσ
σ̇
θ̇ = 0. (10.234)

10.9.3 Slow-Roll προσέιση

Από την προηούμενη ενότητα έουμε

H2 =
V

3M2
(10.235)

και
H−1ϕ̇I = −M2VI

V

H−1

(
ϕ̇1

ϕ̇2

)
= −M2 1

V

(
V1
V2

) (10.236)

και στρέφοντας τις συντεταμένες παίρνουμε

H−1ST ϕ̇I = −M2ST
VI
V

H−1

(
σ̇

ṡ

)
= −M2 1

V

(
Vσ
V

) (10.237)

όμς ṡ = 0 άρα η δεύτερη συνειστώσα μηδενίζεται

Vs = 0. (10.238)

στην slow-roll τροια. Αυτό απά δηώνει ότι η τροιά είναι πάντα στη
διεύυνση του ∇V , ώστε δεν επάρουν οξές συνειστώσες στο ∇V . (Κάποιος
α μπορούσε να καταήξει από την 10.232, ότι θ̇ = 0, αά αυτό α ήταν άος
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- πρέπει τώρα να είμαστε συνεπείς με τις slow-roll εξισώσεις, και να μην τις
μπέκουμε με τις ακριείς εξισώσεις).

Αυτό σημαίνει ότι

ϵ ≡ ϵ11 + ϵ22 =
M2

2

(
∇V

)2
V 2

=
M2

2

V 2
σ

V 2
(10.239)

και δεν ρειάζεται να ορίσουμε ϵσs, ϵss ή ξεριστό ϵσσ. Εναακτικά έουμε
τις σέσεις

ϵ11 =ϵ cos2 θ
ϵ22 =ϵ sin2 θ

ϵ12 =ϵ cos θ sin θ.
(10.240)

Αά ορίζουμε

ησσ ≡M2Vσσ
V

ησs ≡M2Vσs
V

ηss ≡M2Vss
V

(10.241)

και τα ηIJ μετασηματίζονται όπς και στην 10.225

ησσ ≡ cos2 θη11 + 2 cos θ sin θη12 + sin2 θη22

ηss ≡ sin2 θη11 − 2 cos θ sin θη12 + cos2 θη22
ησs ≡ − sin θ cos θη11 +

(
cos2 θ − sin2 θ

)
η12 + cos θ sin θη22,

(10.242)

από την οποία έπουμε ότι

ησσ + ηss = η11 + η22. (10.243)

ενώ παίρνουμε τον αντίετο μετασηματισμό απά αάζοντας το πρόσημο στην
νία θ

η11 ≡ cos2 θησσ − 2 cos θ sin θησs + sin2 θηss

η22 ≡ sin2 θησσ + 2 cos θ sin θησs + cos2 θηss
η12 ≡ + sin θ cos θησσ +

(
cos2 θ − sin2 θ

)
ησs − cos θ sin θηss.

(10.244)

Τώρα ορίζουμε επίσης

ξσσσ ≡M4VσVσσσ
V 2

ξσσs ≡M4VσVσσs
V 2

ξσss ≡M4VσVsss
V 2

. (10.245)

Από την εξίσση 10.190e

H−1ϵ̇ = 4ϵ2 − 2ϵ
(
cos2 θ + 2 cos θ sin θη12 + sin2 θη22

)
= 4ϵ2 − 2ϵησσ (10.246)
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Επίσης από την 10.190c,

H−1

(
ϕ̈1

ϕ̈2

)
= ϵH−1

(
ϕ̇1

ϕ̇2

)
−

(
η11 η12
η12 η22ϕ̇2

)
H−1

(
ϕ̇1

ϕ̇2

)

⇒

{
H−2ϕ̈1 = ϵH−1ϕ̇1 − η11H

−1ϕ̇1 − η12H
−1ϕ̇2

H−2ϕ̈1 = ϵH−1ϕ̇2 − η12H
−1ϕ̇1 − η22H

−1ϕ̇2

(10.247)

Παραίζοντας την σ̇ = ϕ̇1 cos θ + ϕ̇2 sin θ, παίρνουμε

H−2σ̈ = H−1σ̇
(
ϵ− ησσ

)26 (10.248)

και παραίζοντας την ṡ = −ϕ̇1 sin θ + ϕ̇2 cos θ = 0, παίρνουμε την slow-
roll εξίσση ια το θ̇:

H−1θ̇ = −ησs ∝ −Vσs. (10.249)
Να σημειώσουμε ότι η Vs = 0 δεν συνεπάεται Vσs = 0, αφού δουύουμε σε
καμπυόραμμο σύστημα συντεταμένν, και στο Vσs έουμε συναοίτες
παραώους.

Είναι διδακτικό να συκρίνουμε την ακριή εξίσση 10.232 με την 10.249:
παίρνοντας την slow-roll προσέιση εξαείφουμε τους όρους ϕ̈I από την
εξίσση πεδίου. Τότε η αναζήτηση της ύσης του υποάρου αναάεται
στηνν τοποραφία του δυναμικού V (ϕ1, ϕ2): Οι τροιές είναι οι διαδρομές της
πιο απότομης καόδου, έτσι ώστε να μην υπάρουν πάιες συνειστώσες Vs
στην κίση και η καμπύση της τροιάς καορίζεται από το δυναμικό: το Vσs
μετράει το πς το δυναμικό

Μπορούμε τώρα να υποοίσουμε τις ρονικές παραώους τν άν
slow-roll παραμέτρν πρώτης τάξης

H−1η̇σσ =2ϵησσ − 2η2σs − ξσσσ

H−1η̇σs =2ϵησs
(
ηss − ησσ

)
− ξσσs

H−1η̇ss =2ϵηss + 2η2σs − ξσss.

(10.250)

10.9.4 Διαταραές

Οι διαταραές του πεδίου μετασηματίζονται στην αδιαατική Qσ ≡ δσQ
και εντροπική διαταραή Qs ≡ δsQ ≡ δs του πεδίου. (δουεύουμε στην

26Bέπε απόδειξη VI
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αμίδα επίπεδου ώρου και δεν ράφουμε πέον τον δείκτη Q ια τη αμίδα).
Επομένς

(
δσ

δs

)
= ST

(
δϕ1

δϕ2

)
=

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)(
δϕ1

δϕ2

)
, (10.251)

και (
δϕ1

δϕ2

)
=

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)(
δσ

δs

)
. (10.252)

οι εξισώσεις εξέιξης ια τις διαταραές αυτές ίνοται

δσ̈+3Hδσ̇+

[
− 1

a2
∇2+Vσσ−σ̇2− 8πG

a3
d

dt

(
a3

H
σ̇2

)]
δσ = 2

d

dt

(
θ̇δs
)
−2

(
Vσ
σ̇

)
θ̇δs

(10.253)
και

δs̈+ 3Hδσ̇ +

(
− 1

a2
∇2 + Vss + 3θ̇2

)
δs = − θ̇

σ̇

1

2πG

1

a2
∇2Φ. (10.254)

Βέπουμε ότι ια μια ευεία τροιά θ̇ = 0, η εξίσση ια το δσ είναι ίδια με
την εξίσση ια την περίπτση ενός πεδίου, αά ια μια καμπύη τροιά, η
εντροπική διαταραή δs παίζει το ρόο πηής. Το δεξί μέος στην εξίσση ια
το δs είναι μικρό ια κίμακες έξ από τον ορίζοντα (superhorizon).

10.9.5 Διαταραές Εντροπίας και Καμυπότητας

Η σύμμορφη διαταραή της καμπυότητας είναι

R = −H ϕ̇1δϕ1 + ϕ̇2δϕ2

ϕ̇2
1 + ϕ̇2

2

= −Hδσ

σ̇
(10.255)

Και ια αυτή παίρνουμε μια διαφορική εξίσση που μας δίνει την εξέηξή της

Ṙ =
H

Ḣ

1

a2
∇2Φ−2H

θ̇

σ̇
δs. (10.256)

Συνεπώς το R παραμένει σταερό σε κίμακες έξ από τον ορίζοντα, εάν δεν
υπάρουν εντροπικές διαταραές του πεδίου, αά το δs δρα ς πηή.

Ορίζουμε μια ανάοη εντροπική διαταραή

S ≡ H
δs

σ̇
(10.257)
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Άρα, ια κίμακες έξ από τον ορίζοντα

Ṙ = −2θ̇S (k ≪ H). (10.258)

10.9.6 Εξέηξη κατά την έξοδο από τον Ορίζοντα

Τα δσ και δs δεν αντιστοιούν στις ανεξάρτητες συνειστώσες του πεδίου κατά
την έξοδο από τον ορίζοντα που συζητήσαμε στην 10.8.3. Αυτές παίρνονται με
στροφή με μια διαφορετική νία Θ. Για τις ανεξάτητες διαταραές υ1 και υ2
ρήκαμε

u⃗ = Uυ⃗, υ⃗ = UT u⃗, (10.259)
όπου

u⃗ =

(
aδϕ1

aδϕ2

)
= (aQ1aQ2) (10.260)

και

U ≡

(
cosΘ − sinΘ
sinΘ cosΘ

)
(10.261)

είναι ένας πίνακας στροφών ο οποίος διανοποιείται όπς

M =

(
ϵ+ 2ϵ11 − η11 2ϵ12 − η12
2ϵ12 − η12 ϵ+ 2ϵ22 − η22

)
, (10.262)

π,

UTMU =

(
λ1 0

0 λ2

)
. (10.263)

Μπορούμε να ύσουμε ς προς Θ από την συνήκη το UTMU να είναι διαώνιο,
π

(UTMU)12 =
(
2ϵ22−ϵ11+η11−η22

)
sinΘ cosΘ+

(
2ϵ12−η12

)
(cos2Θ−sin2 Θ) = 0,

(10.264)
όπου

sinΘ cosΘ =
1

2
sin 2Θ και cos2 Θ− sin2 Θ = 0, (10.265)

ώστε
tan 2Θ = 2

[
2ϵ12 − η12

2(ϵ11 − ϵ22)− (η11 − η22)

]
. (10.266)

Τα λ1, λ2 είναι οι ιδιοτιμές του πίνακα M οι οποίες παίρνονται ς ύσεις από
την

det(M − λI) = 0 (10.267)
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της οποίας οι ύσεις είναι

λ =
1

2
{4ϵ− (η11 + η22)±

√[
2(ϵ11 − ϵ22)− (ϵ11 − ϵ22)

]2
+ 4(2ϵ12 − η12)2}.

(10.268)
Αυτή δεν μας διαφτίζει ια το είναι η λ1 και ποια η λ2, αά ούτε 10.266
μας προσδιορίζει το Θ με απροσδιοριστεία ενός όρου π/2 π μπορούμε να
προσέσουμε π/2 στο Θ, το οποίο εναάσει τις λ1 και λ2. Μπορούμε να
ρησιμοποιήσουμε το αποτέεσμα της ενότητας 10.9.3 ια να ξαναράψουμε τα
αποτεέσματα 10.266 και 10.268 σε όρους τν στρεμένν slow-roll παραμέτρν:

λ =
1

2

[
4ϵ− (ησσ + ηss)±

√
ω2 + 4η2σs

]
(10.269)

και
tan 2Θ =

ω sin 2θ − 2ησs cos 2θ
ω cos 2θ + 2ησs sin 2θ

, (10.270)

όπου έουμε ορίσει τον παρακάτ συμοισμό ια συντομοραφία

ω ≡ 2ϵ− (ησσ − ηss). (10.271)

Από την 10.270 έπουμε ότι tan 2Θ = tan 2θ, εάν ησs = 0, π Vσs = 0.
Επομένς στην περίπτση αυτή, οι ανεξάρτητες διαταραές του πεδίου είναι η
αδιαατικές και οι εντροπικές διαταραές, αά σε κάε άη περίπτση δεν
είναι.

Συνδυάζοντας τις δύο στροφές 10.251 και 10.259 μπορούμε να στρέψουμε
τις ανεξάρτητα παραείσες διαταραές σε αδιαατικές και εντροπικές
διαταραές του πεδίου(

aδσ

aδs

)
= STU

(
υ1
υ2

)
=

(
cos(Θ− θ) − sin(Θ− θ)

sin(Θ− θ) cos(Θ− θ)

)(
υ1
υ2

)
(10.272)

Χρησιμοποιώντας την 10.270 μπορούμε ύκοα να ρούμε ότι

tan 2(Θ− θ) =− 2
ησs
ω

cos 2(Θ− θ) =
ω√

ω2 + 4η2σs

sin 2(Θ− θ) =
−2ησs√
ω2 + 4η2σs

.

(10.273)

Μπορούμε τώρα να πάρουμε τις διαταραές δσ και δs, από αυτές τν υ1 και υ2
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που πήραμε στην ενότητα 10.8.3:

υL =awL → L−3/22λL
Γ(3

2
+ λL)

Γ(3
2
)

1√
2k

(−kη)−1−λL

⟨|υL|2⟩ =∇V −12λL
[
Γ(3

2
+ λL)

Γ(3
2
)

]2
1

2k
(−kη)−2−2λL

⟨υ1υ⋆2⟩ =0

(10.274)

Για το φάσμα ισύος ρειαζόμαστε αυτά στη μορφή

V k3

2π2

1

a2
⟨|υL|2⟩ =

1

4π2
22λL

[
Γ(3

2
+ λL)

Γ(3
2
)

]2(
k

a

)2

(−kη)−2−2λL (10.275)

Για κάε κίμακα k υποοίζουμε αυτή τη σέση στην έξοδο από τον ορίζοντα,
όπου k = H = aH και −kη = 1/(1− ϵ) (από την 10.191). Άρα έουμε

V k3

2π2

1

a2
⟨|υL|2⟩ =

(
H⋆

2π

)2

2λL
[
Γ(3

2
+ λL)

Γ(3
2
)

]2
(1− ϵ)2+2λL

≈
(
H⋆

2π

)2

(1 + 2CλL − 2ϵ),

(10.276)

όπου C ≡ 2 − ln 2 − γ ≈ 0.729637 και το H⋆ δηώνει ότι το H υποοίζεται
στην έξοδο του ορίζοντα (όπς επίσης και τα ϵ και λL).

Χρησιμοποιώντας την 10.272 έουμε

a2⟨|δσ|2⟩ =⟨
[
cos(Θ− θ)υ1 − sin(Θ− θ)υ2

][
cos(Θ− θ)υ1 − sin(Θ− θ)υ2

]⋆⟩
= cos2(Θ− θ)⟨|υ1|2⟩+

1

2
sin2(Θ− θ)⟨|υ2|2⟩

=
1

2

(
⟨|υ1|2⟩+ ⟨|υ2|2⟩

)
+

1

2
cos 2(Θ− θ)

(
⟨|υ1|2⟩ − ⟨|υ2|2⟩

)
a2⟨δσδs⋆⟩ =⟨

[
cos(Θ− θ)υ1 − sin(Θ− θ)υ2

][
sin(Θ− θ)υ1 + cos(Θ− θ)υ2

]⋆⟩
=
1

2
sin 2(Θ− θ)big(⟨|υ1|2⟩ − ⟨|υ2|2⟩

)
a2⟨|δs|2⟩ =1

2
big(⟨|υ1|2⟩+ ⟨|υ2|2⟩

)
− 1

2
cos 2(Θ− θ)big(⟨|υ1|2⟩ − ⟨|υ2|2⟩

)
.

(10.277)
Από την 10.269 παίρνουμε

λ1 + λ2 =4ϵ−
(
ησσ + ηss

)
λ1 − λ2 =

√
ω2 + 4η2σs.

(10.278)
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Τέος ια το φάσμα ισύος τν αδιαατικών και εντροπικών διαταραών, καώς
και ια τις συσετίσεις τους πάιρνουμε

Pσ⋆(k) ≡V k3

2π2
⟨|δσk⃗|

2⟩ =
(
H⋆

2π

)[
1 + (−1 + 6C)ϵ− 2Cησσ

]
Cσs⋆(k) ≡V k3

2π2
⟨δσk⃗δσ

⋆
k⃗
⟩ = −2Cησs

(
H⋆

2π

)2

Ps⋆(k) ≡V k3

2π2
⟨|δsk⃗|

2⟩ =
(
H⋆

2π

)2 [
1− 2(1− C)ϵ− 2Cηss

]
.

(10.279)

10.9.7 Εξέηξη έξ από τον Ορίζοντα

Χρησιμοποιώντας τις 10.255 και 10.257, αμέσς παίρνουμε από την 10.279 το
διαταρακτικό φάσμα ια το R και S , καώς δημιουρούνται με την έξοδο από
τον ορίζοντα,

PR⋆(k) =

(
H⋆

σ̇⋆

)2

Pσ⋆(k) =

(
H2
⋆

2πσ̇⋆

)2 [
1 + (−2 + 6C)η − 2Cησσ

]
CRS⋆(⋆) =−

(
H⋆

σ̇⋆

)2

Cσs⋆(k) = +2Cησs

(
H2
⋆

2πσ̇⋆

)2

PS⋆(k) =

(
H⋆

σ̇⋆

)2

Ps⋆(k) =

(
H2
⋆

σ̇⋆

)2 [
1− 2(1− C)ϵ− 2Cηss

]
.

(10.280)

Ωστόσο, σε αντίεση με την περίπτση του 1 πεδίου, όπου το PR(k) παραμένει
σταερό στο ρόνοια όσο ισύει k ≪ H, τώρα το διαταρακτικό φάσμα μπορεί
να εξειεί και έξ από τον ορίζοντα. Σε πρώτης τάξης ερία διαταραών,
οι συνειστώσες Fourier της διαταραής σε κάποιο ύστερο ρόνο t α είναι
ανάοοι τν νρίτερν τιμών στο t⋆:(

Rk⃗(t)

Sk⃗(t)

)
= Tk(t, t⋆)

(
Rk⃗⋆

Sk⃗⋆

)
(10.281)

(Γράφουμε Tk και όι Tk⃗ αφού η αντίστοιη φυσική ερείται αναοίτη σε
στροφές.)

Για υπεροριζόντιες κίμακες, η εξάρτηση της εξέιξης από τη κίμακα
εξαφανίζεται, ώστε Tk(t, t⋆) = T (t, t⋆). Ωστόσο η 10.281 παραμένει εξαρτώμενη
της κίμακας, αφού το t⋆ εξαρτάται από το k. Συνεπώς(
Rk⃗(t)

Sk⃗(t)

)
=

(
TRR(t, t⋆) TRS(t, t⋆)

TSR(t, t⋆) TSS(t, t⋆)

)(
Rk⃗⋆

Sk⃗⋆

)
=

(
TRR(t, t⋆)Rk⃗⋆ + TRS(t, t⋆)Sk⃗⋆
TSR(t, t⋆)Rk⃗⋆ + TSS(t, t⋆)Sk⃗⋆

)
(10.282)
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Γνρίζουμε δύο πράματα που ισύουν ενικά ια τις διαταραές στον
υπερορίζοντα: 1) αδιαατικές διαταραές παραμένουν αδιαατικές ⇒ TSR 2)
ια αδιαατικές διαταραές, R είναι σταερή στο ρόνο ⇒ RR = 1. Επομένς
η 10.282 ίνεται(

Rk⃗(t)

Sk⃗(t)

)
=

(
1 TRS(t, t⋆)

0 TSS(t, t⋆)

)(
Rk⃗⋆

Sk⃗⋆

)
=

(
Rk⃗⋆ + TRS(t, t⋆)Sk⃗⋆

TSS(t, t⋆)Sk⃗⋆

)
, (10.283)

και μπορούμε επίης, ορίζοντας δύο συναρτήσεις a(t) και β(t) που σετίζονται
με τις εξισώσεις μεταφοράς TPS και TSS , να ράψουμε ότι εν ένει,

H−1R = a(t)S H−1Ṡ = β(t)S. (10.284)
Μπορούμε να ρούμε τη σέση μεταξύ αυτών τν συναρτήσεν και τν
συναρτήσεν μεταφοράς, οοκηρώνοντας τις 10.284. Αρικά ράφουμε την
δεύτερη από αυτές ς

d lnS(t′) ≡dS(t
′
)

S(t′)
= β(t

′
)H(t

′
)dt

′ ⇒ lnS(t)− lnS(t⋆) =
∫ t

t⋆

β(t
′
)H(t

′
)dt

′

⇒ TSS(t, t⋆) ≡
S(t)

S(t⋆)
= exp

{∫ t

t⋆

β(t
′
)H(t

′
)dt

′
}
.

(10.285)
Τότε

R(t) =R(t⋆) +

∫ t

t⋆

Ṙdt = R(t⋆) +

∫ t

t⋆

a(t
′
)H(t

′
)S(t

′
)dt

′

=R(t⋆) +

∫ t

t⋆

a(t
′
)H(t

′
)TSS(t

′
, t⋆)S(t⋆)dt

′

⇒ TRS(t, t⋆) =

∫ t

t⋆

a(t
′
)H(t

′
)TSS(t

′
, t⋆)dt

′
.

(10.286)

Οι μόνες ποσότητες που εξαρτώνται από το k ή το k⃗ στην (10.285,10.286)
είναι οι R = Rk⃗, S = Sk⃗, και t⋆ = t⋆(k). Παραπάν τα a, β, TSS και
TRS , εξαρτώνται από το μοντέο του inflation, και τα TSS(t, t⋆) και TRS(t, t⋆)
μπορεί να είναι πούποκο να υποοιστούν. Προκειμένου να ρούμε τους
φαρματικούς δείτες, ρειαζόμαστε τις παραώους τν TSS και TRS ς προς
το k, τις οποίες παίρνουμε από

∂TSS
∂t⋆

=− β(t⋆)H(t⋆)TSS(t, t⋆)

∂TRS

∂t⋆
=− a(t⋆)H(t⋆)TSS(t⋆, t⋆) +

∫ t

t⋆

a(t
′
)H(t

′
)
∂TSS(t

′
, t⋆)

∂t⋆
dt

′

=− a(t⋆)H(t⋆)− β(t⋆)H(t⋆)

∫ t

t⋆

a(t
′
)H(t

′
)TSS(t

′
, t⋆)dt

′

=− a(t⋆)H(t⋆)− β(t⋆)H(t⋆)TRS(t, t⋆).

(10.287)
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Επομένς ρειαζόμαστε τα a(t⋆) και β(t⋆) στο ρονο t⋆ της εξόδου από τον
ορίζοντα στο inflation, τα οποία είναι πιο εύκοα προσάσημα σε όρους τν
slow-roll παραμέτρν σε αυτή την περίοδο.

Τα αρέονα φάσματα PR(k), CRS(k), PS(k) είναι ορισμένα σε κάποιο
ρόνο t μετά το inflation, κατά την περίοδο κυριαρίας της ακτινοοίας, όταν
όες οι κοσμοοικές κίμακες ήταν ακόμα αρκετά έξ από τον ορίζοντα:

PR(k) ≡V k3

2π2
⟨|Rk⃗|

2⟩ = PR⋆(k) + 2TRS(t, t⋆)CRS⋆(k) + TRS(t, t⋆)
2P(S⋆)(k)

(10.288)

CRC(k) ≡V k3

2π2
⟨Rk⃗S

⋆
k⃗
⟩ = TSS(t, t⋆)CRS⋆(k) + TRS(t, t⋆)TSSPS⋆(k) (10.289)

PS(k) ≡V k3

2π2
⟨|Sk⃗|

2⟩ = TSS(t, t⋆)
2PS⋆(k).

27 (10.290)

Αφού αυτές αναφέρονται σε ρόνο μετά το inflation, όταν τα αμτά
πεδία του inflation α έουν αντικατασταεί από ύη και ακτινοοία, οι
εξισώσεις 10.255 και 10.257 δεν α ισύουν πέον. Παρόα αυτά, συνείζουμε
να έουμε μια σύμμορφη διαταρακική καμπυότητα R και ποσότητες που
ονομάζονται εντροπικές διαταραές, οι οποίες περιράφουν τις αποκίσεις
από την αδιαατικότητα. Αφού σε αυτή την ενότητα υποέσαμε ότι όες οι
διαταραές πηάζουν από slow-roll inflation με δύο πεδία, υπάρουν μόνο δύο
αμοί εευερίας σε κάε όρο Fourier, αφήνοντας μόνο ένα αμό εευερίας
ια την απόκιση από την αδιαατικότητα. Επομένς όες οι εντροπικές
διαταραές μπορούν να δούν συναρτήσει μιας ποσότητας Sk⃗ ανά όρο Fourier.

10.9.8 Αρέονοι φασματικοί δείκτες σε πρώτη τάξη

Για να υποοήσουμε τους φασματικούς δείκτες σε πρώτη τάξη τν slow-roll
παραμέτρν, είναι αρκετό να ξεκινήσει κανείς από το δημιουρούμενο φάσμα
υποοισμένο σε 0η τάξη. Συνεπώς αντί ια την ?? αρκεί να ρησιμοποιήσουμε
την

PR⋆(k) =

(
H2
⋆

2πσ̇⋆

)2

≡ P⋆(k) (10.291)

CRS⋆ =0 (10.292)

PS⋆ =

(
H2
⋆

2πσ̇⋆

)2

= P (0)
⋆ (k). (10.293)
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Οι εξισώσεις 10.288, 10.289, 10.290 τώρα ίνονται

PR =P (0)
⋆ (k) + T 2

RSP (0)
⋆ (k) (10.294)

CRS(k) =TRSTSSP (0)
⋆ (k) (10.295)

PS(k) =T
2
SSP (0)

⋆ (k). (10.296)

Για να υποοίσουμε τους φασματικούς δείκτες, ρειαζόμαστε τα a(t⋆) και
β(t⋆). Από την 10.258, Ṙ = −θ̇S. Στην slow-roll προσέιση, από την 10.249
θ̇ = −Hησs. Άρα έουμε

Ṙ = 2HησsS ⇒ a(t⋆) = 2ησs. (10.297)

Προκειμένου να πάρουμε μια slow-roll προσέιση ια το β(t⋆) στον
υπερορίζοντα, ξεκινάμε από την 10.254. Στο όριο του υπερορίζοντα, μπορούμε
να ανοήσουμε τον ∇2 όρο, παίρνοντας έτσι

δ̈s+ 3Hδ̇s+
(
Vss + 3θ̇2

)
δs = 0. (10.298)

Στην slow-roll προσέιση ανοούμε τη δεύτερη ρονική παράο άρα έουμε
(ρ’αφοντας τα Vss και θ̇ σε όρους τν slow-roll παραμέτρν),

3Hδ̇s+ 3H2
(
ηss + η2σs

)
δs = 0 (10.299)

Ανοώντας τον 2ης τάξη όρο, αυτή ίνεται

H−1δ̇s+ ηssδs = 0, (10.300)

(Το σημαντικό σημείο είναι ότι σε υπεροριζόντιες κίμακες, τα διαφορετικά
τμήματα του σύμπαντος είναι ασύνδετα μεταξύ τους, και η ανομοιοένεια τν
διαταραών δεν παίζει ρόο στην τοπική τους εξέηξη. Επομένς το ϕ⃗ + δϕ⃗
εξείσσεται όπς το υπόαρο, απά πάν σε διαφορετική slow-roll τροιά.)

Για S ≡ (H/σ̇) αυτή ίνεται η εξίσση

H−1Ṡ = (−2ϵ+ ησσ − ηss)S ⇒ β(t⋆) = −2ϵ+ ησσ − ηss. (10.301)

Είμαστε τώρα έτοι,οι να υποοίσουμε τους φασματικούς δείκτες. Από τις ....

PR(k) = PR⋆ + TRS(t, t⋆)
2PS⋆(k) =

H4

4π2σ̇2

(
1 + T 2

RS
)
, (10.302)

όπου ια κάε κίμακα k, τα H και σ̇ υποοίζονται στο t⋆, όταν k = aH; και
TRS = TRS(t, t⋆). Από τις 10.235 και 10.237

H4

σ̇2
= H2(H−1σ̇)−2 =

V

3M2

V 2

M4V 2
σ

∝ V

ϵ
. (10.303)
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Ο φασματικός δείκτης ηR δίνεται από την

ηR ≡ d lnPR(k)

d ln k =
d lnV
d ln k − d ln ϵ

d ln k +
d ln(1 + T 2

RS)

d ln k . (10.304)

Το d ln k μπορεί να αντικατασταεί από ρονική παράο

d ln k
dt

=
d ln(aH)

dt
=
ȧ

a
+
Ḣ

H
= H

(
1 +

Ḣ

H2

)
= (1− ϵ)H (10.305)

(όπου στο τεευτάιο ήμα ρησιμοποιήσαμε την 10.190a ). Tώρα με ρήση
τν 10.237 και 10.239
d lnV
d ln k =

1

V

1(
1− ϵ

)
H
V̇ =

1

V

1(
1− ϵ

)
H
Vσσ̇ =

−M2

1− ϵ

(
Vσ
V

)2

=
−2

1− ϵ
ϵ ≈ −2ϵ

(10.306)
Με ρήση της 10.246

d ln ϵ
d ln k =

1

(1− ϵ)H

ϵ̇o

ϵ
=

4ϵ− 2ησσ
1− ϵ

≈ 4ϵ− 2ησσ. (10.307)

Οι δύο αυτές συνεισφορές προστίενται στο αποτέεσμα που είαμε στην
περίπτση ενός μόνο πεδίου.

Ο νέος όρος προέρεται από το
d ln(1 + T 2

RS)

d ln k ≈ 1

1 + T 2
RS
H−1 d

dt⋆
(1 + T 2

RS) =
2TRS

1 + T 2
RS
H−1∂TRS

∂t⋆

=
2TRS

1 + T 2
RS

[
− a(t⋆)− β(t⋆)TRS

]
=

2TRS

1 + T 2
RS

(−4ησs) +
T 2
RS

1 + T 2
RS

(4ϵ− 2ησσ + 2ηss).

(10.308)

Έουμε δύο εκ τν προτέρν περιορισμούς στο TRS . Εξαρτώνται από το
μοντέο του inflation που εξετάζουμε, συμπεριαμανομένης και της εποής
της αναέρμανσης. Από την άη, οι συνδιασμοί TRS/(1 + T 2

RS) και T 2
RS/(1 +

T 2
RS) παραπάν έουν περιορισμένο εύρος - ο τεευταίος πρέπει να είναι μεταξύ

του 0 και του 1. Η τετρανική του ρίζα πρέπει να είναι μεταξύ του −1 και του
1 και έει καιερεί να ορίζεται ς προς την νία ∆, έτσι ώστε

cos∆ ≡ TRS√
1 + T 2

RS
(10.309)

Από αυτό παίρνουμε
T 2
RS

1 + T 2
RS

= cos2 ∆, 1

1 + T 2
RS

= sin2∆,
1√

1 + T 2
RS

= sin∆ (10.310)
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(επιέοντας 0 ≤ ∆ ≤ π), και
1

T 2
RS

= tan2∆,
1

TRS
= tan∆. (10.311)

Αυτό μας επιτρέπει να ράψουμε την 10.308 ς
d ln(1 + T 2

RS)

d ln k ≈ −4ησs cos∆ sin∆+ (4ϵ− 2ησσ + 2ηss) cos2 ∆ (10.312)

και συνοικά έουμε το τεικό αποτέεσμα

ηR = −(6−4 cos2 ∆)ϵ+2ησσ sin2∆−4ησs cos∆ sin∆+2ηss cos2∆. (10.313)

Με όμοιο τρόπο παίρνουμε και

ηS = −2ϵ+ 2ηss (10.314)

και
ηC ≡ d ln CRS(k)

d ln k = −2ϵ− 2ησs tan∆+ 2ηss. (10.315)

Παραίζοντας σε 2η τάξη τν slow-roll παραμέτρν:

qs ≡
dηS
d ln k ≈ H−1η̇S = −2H−1ϵ̇+ 2H−1η̇ss = −8ϵ2 + 4ϵ

(
ησσ + ηss

)
+ 4η2σs + 2ξσss

qC ≡ dη

d ln k ≈ H−1η̇C = · · ·

=− 8ϵ2 + 4ϵ(ησσ + ηss) + 4η2σs(1− tan2 ∆)− 4ησs(ησσ − ηss) tan∆+ 2ξσσs tan∆− 2ξσss

qR ≡ dηR
d ln k ≈ H−1η̇R = · · ·

=8(−3 + 4 cos∆ −2 cos4∆)ϵ2

+ 4(4− 7 cos2 ∆+ 4 cos4 ∆)ϵησσ − 32 sin3 ∆ cos∆ϵησs + 4(5 cos2∆− 4 cos4∆)ϵησσ

+ 4 sin2∆ cos2 ∆(η2σσ + η2ss) + 4(1− 4 sin2∆ cos2 ∆)η2σs
+ 8(sin∆ cos∆− 2 sin∆ cos3∆)ησ(ησσ − ηss)− 8 sin2 ∆ cos2∆ησσηss
− 2 sin2∆ξσσσ + 4 sin∆ cos∆ξσσs − 2 cos2 ∆ξσss.

(10.316)
Αφού η εξέιξη τν φασματικών δεικτών είναι 2ης τάξης ς προς τις slow-roll
παραμέτρους,είναι συνής καή προσέιση το να προσείζουμε το φάσμα
ισύος με ένα πουνυμικό όρο, π. με σταερούς φασματικούς δείκτες.
Εξαίρεση σε αυτό αποτεεί το ηC , στην περίτση όπου το TRS είναι πού
μικρό, π. το tan∆ είναι πού μεάο ακόμα και αν οι slow-roll παράμετροι
είναι σταεροί. Ο φασματικός δείκτης ηC από μόνος του εμπεριέει τον όρο
−2ησs tan∆, το οποίο μπορεί να κάνει το ηC μεάο. Συνεπώς η συσέτιση
CRS(k) δεν προσείζεται απαραίτητα από πουνυμική σέση. Ωστόσο αυτό
συμαίνει μόνο όταν οι συσέτιση είναι μικρή, αφού η 0ης τάξης διόρση είναι
ανάοη στο TRS .
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10.10 Αρέονες Τανυστικές Διαταραές

Για τανυστικές διαταραές, η μετρική είναι

gµν = a2ηµν+δg
T
µν = a2

(
ηµν+hµν

)
= a2


−1

1 + h+ h×
h× 1− h+

1

 . (10.317)

Επομένς υπάρουν δύο ποώσεις ια τις τανυστικές διαταραές, h+ και h×.
Από την δράση του Hilbert και δουεύοντας με τον ADM, ρίσκουμε ότι

ψ+,× ≡ M√
2
h+,× (10.318)

εμφανίζεται στη δράση σαν ένα εεύερο άμαζο αμτό πεδίο. Επομένς οι
διαταραές αυτές έουν το φάσμα την περίοδο του inflation με τις διαταραές
από τα αμτά πεδία,

Pψ(k) ≡ V k3

2π2

⟨
|ψ(k⃗)|2

⟩
=
(H
2π

)2
k=aH

(10.319)

στην κατώτερη τάξη. Οι τανυστικές διαταραές δεν αναπτύσσονται έξ από την
ορίζοντα, άρα αυτό δίνει το φάσμα τν αρέονν τανυστικών διαταρραών.
Ορίζεται συνής ς

PT (k) ≡V k3

2π2

⟨
hµν(k⃗)h

µν(k⃗)∗
⟩
= V k3

2π2

⟨
2|h+(k⃗)|2 + 2|h×(k⃗)|2

⟩
8

M2
Pψ(k) =

8

M2

(
H

2π

)2

k=aH

.

(10.320)

Και επειδή οι δύο ποώσεις είναι ανεξάρτητες⟨
ha(k⃗)hb(k⃗

′
)∗
⟩
=

2π2

Vk3 δabδk⃗k⃗′
1

4
PT (k) όπου a, b = +× (10.321)

Χρησιμοποιώντας τις slow-roll εξισώσεις H2 = V /3M2 κτ, παίρνουμε

PT =
2

3π2M4
V (10.322a)

nT ≡d lnPT

d ln k =
d lnV
d ln k = −2ϵ (10.322b)

qT ≡ dnT
d ln k = −2

dϵ

d ln k = −8ϵ2 + 4ϵησσ. (10.322c)
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Το τανυστικό προς το αμτό κάσμα του φάσματος ορίζεται ς,

r ≡ PT

PR

. (10.323)

Στο inflation με ένα πεδίο η PR δεν εξείσσεται έξ από τον ορίζοντα. Στην
περίπτση αυτή ράφουμε

r⋆ ≡
PT

PR⋆

. (10.324)

Στην περίπτση όμς του inflation με περισσότερα πεδία, το PR εξείσσεται
έξ από τον ορίζοντα, ενώ το PT όι και επομένς r ̸= r⋆. Αφού

PR⋆ = P (0)
⋆ =

H4

4π2σ̇2
=

1

4π2

V

3M2

V 2

M4V 2
σ

=
1

24π2M4

1

ϵ
, (10.325)

έουμε
r⋆ =

48π2m4

3π2M4
ϵ = 16ϵ. (10.326)

Και από την 10.295

PR − (1 + T 2
RS)P (0)

⋆ =
P⋆

sin2∆
=

P⋆

1− |γ|
(10.327)

Αφού οι τανυστικές διαταραές προσέτουν νέα [αρατηρίσημα μεέη
(r, nT , qT ) ρίς να εισάουν νέες slow-roll παραμέτρους, παίρνουμε εξισώσεις
συνοικότητας

nT =− 1

8
r⋆ = − r

8(1− |γ|)
(10.328a)

qT =nT (nT − nar) (10.328b)
οι οποίες μπορούν να ρησιμοποιηούν ια να εένξουν το inflation ρίς να
ρειάζεται να υποέσουμε κανένα μοντέο inflation.

Αρέονες τανυστικές διαταραές δεν έουν παρατηρηεί μερι σήμερα.
Συνδιασμένα αποτεέσματα από τα πειράματα έτουν ένα ανώτητο όριο στο
κάσα τν τανυστικών προς αμτών διαταραών.

r < 0.07 (2σ εαιότητα) (10.329)
Υποέτοντας inflation με ένα πεδίο παίρνουμε και το άν όριο

ϵ < 0.044 (10.330)
και από τις εξισώσεις συνοικότητας

nT > −0.009 (10.331)
Όσο μικρότερο είναι το r, με ιότερη ακρίεια α μπορέσουμε να μετρήσουμε
το nT (αφού πρώτα έουμε ανινεύσει τις τανυστικές διαταραές).
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Μέρος IV

CMB
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 11
Ανισοτροπίες στην Κοσμική ακτινοοία Υποάρου

11.1 Διακυμάνσεις του CMB

Για να εξετάσουμε την κοσμοοική εξέηξη της κατανομής φτονίν, πρέπει
να άουμε υπόψη μας το π η κατανομή τν φτονίν αάζει από σημείο
σε σημείο στο ανομοενές σύμπαν. Μπορούμε να φανταστούμε το σύμπαν
να είναι διαιρεμένο σε διακριττά κουτιά (όκου V), τα οποία είναι μικρά σε
σέση με κοσμοοικές κίμακες αά μεάα συκρινόμενα με μικροσκοπικές
καταστάσεις, και φτονικές καταστάσεις που ζουν σε αυτά τα κουτιά. Τα
κουτιά αρακτηρίζονται από, τη έση xi την ορμή k⃗ και το σπιν s, a καταστάσεις∣∣∣xik⃗s⟩.

Επομένς ο πίνακας πυκνότητας του συστήματος τν καταστάσεν αυτών
α είει στοιεία

⟨xiq⃗s′|ρ̂1|xiq⃗s⟩ ≡ ρ
(1)

s
′
s

(
xi, k⃗

)
= ⟨a†s(xi, k⃗)as′ (xi, k⃗)⟩ (11.1)

τα οποία καορίζουν τις παραμέτρους Stokes

I(xi, k⃗), Q(xi, k⃗), U(xi, k⃗), V (xi, k⃗) (11.2)

Καώς το σύμπαν εξείσσεται με το ρόνο η το ίδιο κάνει και η μήτρα
πυκνότητας τν φτονίν

ρ
(1)

ss′
(η, x

′
, k⃗) =

1

2

[
I(η, xi, k⃗) +Q(η, xi, k⃗) U(η, xi, k⃗)− iV (η, xi, k⃗)

U(η, xi, k⃗) + iV (η, xi, k⃗) I(η, xi, k⃗)−Q(xi, k⃗)

]
(11.3)

Στο υποκείμενο σύμπαν, τα φτόνια είναι σε ερμική ισορροποία (ια μια
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ικανοποιητική ημιπροσειστική δουειά ια την ανισοτροποία του CMB).

ρ
(1)

ss
′ (η, x

i, k⃗) = ρ̄ss′ (η, k) ≡
δss′

ek/T (η) − 1
=

1

ek/T (η) − 1

[
1

1

]
(11.4)

έτσι ώστε
Ī(η, k) =

2

ek/T (η) − 1
, Ū = Q̄ = V̄ = 0 (11.5)

Μπορούμε να ράψουμε τον ανοιμένο πίνακα πυκνότητας ιο το διαταραμένο
σύμπαν, 11.3, σαν υπόαρο+ διαταραή

ρ
(1)

ss′
(η, xi, k⃗) = ρ̄ss′ (η, k) + δρ

(1)

ss′
(η, xi, k⃗) (11.6)

όπου

δρ
(1)

ss
′ (η, x

i, k⃗) =
1

2

[
δI +Q U − iV

U + iV δI −Q

]
(11.7)

Ακοουούμε τώρα τη συζήτηση της ενότητας (M) (Εξίσση φτεινότητας).
Παρατηρούμε ότι η συνρτηση κατανομής τν φτονίν f(η, xi, k⃗) της (M) είναι
ουσιαστικά η ίδια με την παράμετρο Stokes I(η, xi, k⃗),

f(η, xi, k⃗) =
1

h3
I(η, xi, k⃗) =

1

(2π)3
I(η, xi, k⃗) (11.8)

Ο φασικός ώρος της κατάστασης έσης και ορμής h−3 μετατρέπει (την
αναμενόμενη τιμή) τον αριμό κατοής I(η, xi, k⃗) ≡ ⟨n̂(xi, k⃗)⟩(η) σε (την
αναμενόμενη τιμή) του αριμού πικνότητας f(η, xi, k⃗) στο φασικό ώρο.
(Βασικά η συνάρτηση κατανομής ορίζεται συνά ρίς τον παράοντα
πυκνότητας της κατάστασης h−3, έτσι ώστε f = I). Γράφουμε την
διαταραμένη παράμετρο Stokes ς

I(η, xi, q, n̂) = Ī(η, q) + δI(η, xi, q, n̂) ≡ 2

exp
{

q
T (η)[1+Θ(η,xi,q,n̂)]

}
− 1

(11.9)

όπς και στην M, και παρατηρούμε ότι ια 1ης τάξη διαταραές

δI =
∂Ī

∂T
TΘ = −q∂Ī

∂q
Θ (11.10)

όπου το Ī(η, q) ερείται συνάρτηση τν T και q. Καώς το Ī εξαρτάται από
η μόνο μέσ του T,

(
∂Ī
∂q

)
T
=
(
∂Ī
∂q

)
η
. Εδώ

∂Ī

∂q
=

∂

∂q

(
2

eq/T − 1

)
=

−2(
eq/T − 1

)2 1T eq/T (11.11)
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και

− q
∂Ī

∂q
=

2(
eq/T − 1

)2 qT eq/T =
2xex(
ex − 1

)2 =
2x(

ex/2 − e−x/2
)2 (11.12)

όπου x ≡ q
T (η)

. Επομένς

δI =
2x

(ex/2 − e−x/2)2
Θ ⇒ Θ ≡ Ic =

(
ex/2 − e−x/2

)2
2x

δI (11.13)

Εδώ το Ic είναι η παράμετρος Stokes εκφρασμένη ς σετική διαταραήτης
ερμοκρασίας του CMB. Είναι ίδια με την συνάρτηη φτεινότητας (M).
Επαναορίζουμε τώρα τις υπόοιπες παραμέτρους Stokes επίσης σαν σετικές
διαταραές στην ερμοκρασία του CMB.

δρ
(1)

ss′
=
1

2

[
δI +Q U − iV

U + iV δI −Q

]
≡
(
−q∂Ī

∂q

)
ρss′

≡
(
−q∂Ī

∂q

)
1

2

[
Θ+Qc Uc − iVc
Uc + iVc Θ−Qc

] (11.14)

όπου ορίσαμε τον πίνακα διακύμανσης στη ερμοκρασία του CMB

ρss′
(
η, xi, k⃗

)
=

1

2

[
Θ+Qc Uc − iVc
Uc + iVc Θ−Qc

]
(11.15)

έτσι ώστε

Qc ≡
1(

−q ∂Ī
∂q

)Q =

(
ex/2 − e−x/2

)2
2x

Q (11.16)

Θα δειεί ότι σε πρώτης τάξης ερία διαταραών
δεν αναπτύσσεται πόση V, έτσι ώστε Vc = V = 0. Επίσης α προκύψει
ότι όπς και ια το Θ, δεν προκύπτει καμια εξάρτηση τν Qc και Uc από την
ενέρεια τν φτονίν, έτσι ώστε

ρss′ (η, x
i, q⃗) = ρss′ (η, x

i, q⃗) =
1

2

[
Θ+Qc Uc
Uc Θ−Qc

]
(11.17)

Επομένς το ρss′ (η, x
i, q⃗) είναι ένας πραματικός συμμετρικός πίνακας, ο

οποίος αναπαραστά μια διαταραή εξαρτώμενη από το ρόνο, τη έση και την
πόση, στην ερμοκρασία του CMB. Εν το μεταξύ, η εξάρτηση του CMB
από την συνότητα παραμένει στο φάσμα του μέανος σώματος.
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Θ(η, xi, n̂) είναι η διαταραή στη ερμοκρασία στο η, xi τν φτονίν
που κινούνται στην κατεύυνση n̂, υποοισμένη στη μέση
τιμή δύο καταστάσεν πόσης

Qc(η, x
i, n̂) είναι το μισό της διαφοράς μεταξύ της διακίμανσης

ερμοκρασίας τν φτονίν στη ραμμική κατάσταση x-
πόσης και στη ραμμική κατάσταση y-πόσης.

Uc(η, x
i, n̂) είναι η αντίστοιη διαφορά ανάμεσα στην ραμμική 45o και

135o κατάστασης πόσης

Ο όος που δεν έουνε εξάρτηση από το q είναι ο ίδιος όπς και στην
περίπτση του Θ. Αρικά δεν έουν, καώς τα φτόνια αρικά ρίσκονται σε
ερμική ισορροποία, άρα Q = U = 0. Θα εξάουμε τις εξισώσεις εξέηξης ια
τα Qc και Uc. Και αυτές οι εξιώσεις εξέηξης προκύπτει να είναι ανεξάρτητες
από το q και επομένς δεν αναπτύσσεται καμια εξέηξη από το q, και οι
διαταραές διατηρούν το φάσμα μέανος σώματος.

11.2 Τανυστής Πόσης

Οι διακυμάνσεις του CMB περιράφονται από τις διακυμάνσεις στον τανυστή
πυκνότητας ερμοκρασίας, ο οποίος μπορεί να ρισεί στο ίνος του Θ και
ένα άινο κομμάτι

ρss′ (η, x⃗, n⃗) =
1

2

[
Θ+Q U

U Θ− U

]
= Θ

1

2

[
1

1

]
+

1

2

[
Q U

U −Q

]
(11.18)

Θέουμε τώρα να αναπτύξουμε την x⃗-εξάρτηση της πόσης σε επίπεδα κύματα
(ανάπτυμα Fourier) και της n⃗-εξάρτησης σε σφαιρικές αρμονικές. Πρέπει όμς
να αντιμετοπίσουμε την εξάρτηση από τις συντεταμένες τν Q και U.
Το σύνοο τν μοναδιαίν διανυσμάτν φτιάνει μια σφαίρα, όπου μπορούμε
να ρησιμοποιήσουμε σφαιρικές συντεταμένες θ, ϕ. Για κάε όρο του
αναπτύματος Fourier επιέουμε σφαιρικές συντεταμένες τέτοιες ώστε ο
z-άξονας (θ = 0) να είναι παράηος στο κυματικό αριμό k⃗. Οι παράμετροι
Stokes ια κάε κατεύευνση n̂ του φτονίου

Επομένς οι δύο ραμμικές καταστάσεις πόσης που εξετάζουμε είναι oi
θ και ϕ ραμμικές ποώσεις. Το θ̂ παίρνει τη έση του x̂ και το ϕ̂ τη έση

του ŷ. Γνρίζουμε ότι o ρâb̂(η̂, x⃗, n⃗) = 1
2

[
Θ+Q U

U Θ−Q

]
μετασηματίζεται

σαν τανυστής 2ης τάξης στη n̂-σφαίρα. Μπορούμε να το διαρίσουμε στο
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Σήμα 11.1: Τα μοναδιαία διανύσματα θ̂, ϕ̂, n̂ ια μια οροκανονική right-
handed άση.

Σήμα 11.2: Κοιτώντας τη μοναδιαία σφαίρα a) από το εστερικό (τα φτόνια
απομακρίνονται από εμάς) b) από το εξτερικό (τα φτόνια έρονται προς εμάς)

ίνος του Trρ = Θ,το οποίο μετασηματίζεται σαν αμτό, και τον άινο

συμμετρικό τανυστή πόσης ρâb̂(η̂, x⃗, n⃗) = 1
2

[
Q U

U −Q

]
. Σε ένα δεδομένο

η, x⃗, το Pâ,b̂(n̂) είναι 2ης τάξης τανυστικό πδίο στη σφαίρα. Βάζουμε ανύσματα
ια δείκτες αι να δείξουμε ότι τα Pâb̂ είναι συνιστώσες στην οροκανονική
άση (θ̂, ϕ̂), και όι στην θ, ϕ άση.

Pθ̂,θ̂ = −Pϕ̂ϕ̂ =
1
2
Q(θ, ϕ)

Pθ̂,ϕ̂ = Pϕ̂θ̂ =
1
2
U(θ, ϕ)

(11.19)

Σαν τανυστικό πεδίο στη σφαίρα, ο τανυστής πόσης δεν α έπρεπε
να αναπτύσσεται σε συνήεις σφαιρικές αρμονικές με τον ίδιο τρόπο με ένα
αμτό πεδίο όπς το Θ. Θα αφιερώσουμε τις επόμενες ενότητες ια τη
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συζήτηση του αναπτύματος σε σφαιρικές αρμονικές του τανυστικού πεδίου
πόσης.

Σήμα 11.3: h

11.3 Κασσικό Ημιμονορματικό Επίπεδο κύμα

Είδαμε ότι κασσικά, ένα μονορματικό επίπεδ’κύμα είναι ανακαστικά
πήρς πομένο (I2 = Q2 + U2 + V 2). Ωστώσ στη φύση συναντάμε μη
πομένη και μερικώς πομένη ακτινοοία. Παρόο που αυτό μπορεί να
ίνει κατανοητό από την καντική φύση της ακτινοοίας, μπορούμε επίσης να
παρατηρήσουμε ότι το μονορμαικό κύμα (μιας καά ορισμένης συνότητας)
είναι μια εξιδανίκευση. Για παράδειμα, το CMB έει φάσμα μέανος σώματος,
και οι ανινευτές του CMB είναι ευαίσητοι σε μια περιοή συνοτήτν ∆ν.

Μπορούμε να πάρουμε μερικώς πομένη ή μη πομένη ακτινοοία από
μια επαηία πομένν κυμάτν. Το ηεκτρικό πεδίο (στο x⃗ = 0) δίνεται
από

E⃗ = Re
[
(Exêx + Eyêy)e

−iωt] (11.20)

όπου το μιαδικό πάτος E⃗ = E⃗(t),

Ex =Ex(t) = ax(t)e
iax(t)

Ey =Ey(t) = ay(t)e
iay(t)

(11.21)
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μεταάεται αρά με το ρόνο.

Ορίζουμε τις παραμέτρους Stokes σε ρονικά μέσους όρους

I ≡ ⟨|Ex|2⟩+ ⟨|Ey|2⟩ = ⟨a2x⟩+ ⟨a2y⟩
Q ≡ ⟨|Ex|2⟩ − ⟨|Ey|2⟩ = ⟨a2x⟩ − ⟨a2y⟩
U ≡ ⟨ExE∗

y⟩+ ⟨EyE∗
x⟩ = 2Re⟨ExE∗

y⟩ = 2⟨axay cos a⟩
V ≡ i⟨ExE∗

y⟩ − i⟨EyE∗
x⟩ = 2Im⟨ExE∗

y⟩ = 2⟨axay sin a⟩

(11.22)

όπου a(t) = ay(t)− ax(t) και είναι 0 ≤ Q2 + U2 + V 2 ≤ I2 και πήρς μη
πομένη ακτινοοία (Q = U = V = 0) είναι πέον δυνατή. Μπορούμε
επίσης να ορίσουμε τον τανυστή συνοής

Cij ≡⟨EiE∗
j ⟩ = ⟨aiajei(ai−aj)⟩

=

[
⟨a2x⟩ ⟨axaye−ia⟩

⟨ayaxeia⟩ ⟨a2y⟩

]
=

[
⟨ExE∗

x⟩ ⟨ExE∗
y⟩

⟨EyE∗
x⟩ ⟨EyE∗

y⟩

]

=
1

2

[
I +Q U − iV

U + iV I −Q

] (11.23)

ο οποίος είναι ερμητιανός, C∗
ij = Cji, με I = TrC. Μπορεί να ραφεί και

συναρτήσει τν πικάνν Pauli 28 ς

C =
1

2

(
I1 +Qσ3 + Uσ1 + V σ2

)
(11.24)

Αντί ια I και Q είναι μερικές φορές προτημιταίο να ρησημοποιούμε

Ix ≡
1

2

(
I +Q

)
και Iy ≡

1

2

(
I −Q

)
(11.25)

Αφού C = ⟨E⃗ ⊗ E⃗∗⟩ (όπου με ⊗ συμοίζουμε τανυστικό ινόμενο),
μετασηματίζεται ςτανυστής 2ης τάξης

Ci′j′ ≡
1

2

[
I

′
+Q

′
U

′ − iV
′

U
′
+ iV

′
I

′ −Q
′

]
= Ri

′
kRj

′
lCkl

=
1

2

[
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

][
I +Q U − iV

U + iV I −Q

][
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

] (11.26)

28σ1 =

(
1

1

)
, σ2 =

(
−i

i

)
, σ3 =

(
1

−1

)
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 12
Σφαιρικό Αρμονικό ανάπτυμα του Πεδίου Πόσης

12.1 Σφαιρικό Αρμονικό ανάπτυμα του Πεδίου
Πόσης

Η εξάρτηση από την κατεύυνση της ραμμικής πόσης αναπαρίσταται από
ενα 2ης τάξης τανυστικό πεδίο στη σφαίρα του μοναδιαίου διανύσματος

Pâb̂(n̂) =
1

2

[
Q(n̂) U(n̂)

U(n̂) −Q(n̂)

]
(12.1)

Τα ανύσματα â και b̂, μας υμίζουν ότι στην εξίσση 12.1 οι συνιστώσες
στον τανυστή δίνονται σε μια οροκανονική άση, το ζεύος τν μαναδιαίν
διανυσμάτν οροώνιν στο n⃗, ς προς το οποίο οι παράμετροι Stokes είναι
ορισμένοι.
Ο ραμμικός τανυστής πόσης Pâb̂ είναι πραματικός, συμμετρικός και άινος
και επομένς έει μόνο δύο ανεξάρτητες συνιστώσες.
Το άνυσμα κατεύυνσης n̂ μπορεί να παραστά

• Τη διεύυνση της ορμής του φτονίου, n̂ = n̂photon, q⃗ = qn̂, ή

• τη διεύυνση παρατηρησης n̂ = n̂obs

Η παρακώτ ανάυση ταιριάζει εξίσου καά και με τις δύο προσείσεις.
Εφαρμόζουμε την προσέιση 1) όταν συζητάμε την εξέηξη του CMB από το
νεαρό σύμπαν και παίρνουμε την εξίσση Boltzmann από αυτήν. Εφαρμόζουμε
την προσέιση 2) όταν περιράφουμε τρινές παρατηρίσεις και την ανάυσή
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τους. Όταν πάρουμε τη σέση μεταξύ τν 1) και 2) πρέπει να άουμε υπόψην
μας ότι.

n̂ods = −n̂photon(εδώ και τώρα) (12.2)
π. πρέπει να αντιστρέψουμε τη σφαίρα. Η ανάυση αυτή ίνεται σε επόμενο
κεφάαιο (L). Θα ρησιμοποιήσουμε συνήεις σφαιρικές συντεταμένες θ, ϕ
στη σφαίρα, ετσι ώστε

n̂ = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ) = (nx, ny, nz) (12.3)

Να παρατηρήσουμε ότι υπάρουν ποά διαφορετικά σφαιρικά συστήματα
συντεταμένν ια τη σφαίρα, που αντιστοιούν σε διαφορετικούς
προσανατοισμούς τν (οροώνιν) x,y και z αξόνν. Μπορεί ο καένας
να προκύψει από περιστροφή κάποιου άου. Να προσέξουμε επίσης ότι το
n̂ αναπαραστά ένα διάνυσμα κατεύυνσης, το οποίο είναι ανεξάρτητο από το
σύστημα συντεταμένν: ένα δεδομένο διάνυσμα κατεύυνσης έει συνιστώσες
(nx, ny, nz) = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cosϕ) σε ένα θ, ϕ σύστημα συντεταμένν
και άες συντεταμένες (nx′ , ny′ , nz′ ) = (sin θ′ cosϕ, sin θ′ sinϕ′

, cosϕ′
) σε ένα

άο θ′
, ϕ

′ σύστημα.

Οι συνιστώσεις του Pâb̂ και όμοια οι παράμετροι Stokes Q,U ια μια
δεδομένη κατεύυνση n̂ αάζουμ, όταν αάζουμε από ένα σφαικό σύστημα
συντεταμένν σε ένα άο. Σε μια ααή συστήματος συντεταμένν
θ, ϕ → θ

′
, ϕ

′ , τα τοπικά μοναδιαία ανύσματα θ̂, ϕ̂ στο n̂ περιστρέφονται κατά
μια νία ψ (διαφορετική α διαφορετικό n̂)

⇒
Q

′
=Q cos 2ψ + U sin 2ψ

U
′
=−Q sin 2ψ + U cos 2ψ

(12.4)

Συνεπώς ο διαρισμός του πεδίου πόσης σε Q και U δεν είναι φυσικής
σημασίας. Παρόα αυτά, προκύπτει ότι το πεδίο ραμμικής πόσης στη
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σφαίρα μπορεί μα ρισεί σε δύο μέρη με ένα τρόπο ανεξάρτητο από το
σύστημα συντεταμένν και ότι η φυσική στα μέρη σημεία είναι διαφορετική.
Ο διαρισμός αυτός είναι ανάοος με το διαρισμό ενός διανυσματικού
πεδίου σε κομμάτι μηδενικής απόκισης και κομμάτι μηδενικού στροιισμού.
Τα δύο μέρη καούνται E-mode (ή G-mode,”gradient”) και B-mode (ή
C-mode, ”curl”) πόση.

Αναπαραστούμε αυτό το διαρισμό πρώτα ρησιμοποιώντας την ”flat-sky
προσέιση”, π ανοώντας την καμπυότητα της σφαίρας.

12.2 Flat-Sky προσέιση

Θερούμε μόνο ένα μικρό τμήμα της σφαίρας (ή του ουρανού, εαν σκεφτόμαστε
από την προσέιση του παρατηρητή (2)), όπου μπορούμε να ανοήσουμε
την καμπυότητα: Χρησημοποιούμε Ευκείδια εμετρία και εισάουμε
καρτεσιανές συντεταμένες x και y.
Τώρα

Pab(x, y) =
1

2

[
Q U

U −Q

]
=

[
Pxx Pxy
Pyx Pyy

]
=

[
Pxx Pxy
Pxx −Pxx

]
(12.5)

Μπορούμε να εισάουμε ενα διανυσματικό πεδίο wa σετιζόμενο με το πεδίο
πόσης Pab, μέσ της απόκισής του

wa ≡ P ab
,a = P ba

,b (12.6)

(δεν παίζει ρόο εάν κάποιος δείκτης είναι πάν ή κάτ, αφού ρησιμοποιούμε
καρτεσιανές συντεταμένες). Εαν εφαρμόσουμε έναν μετασηματισμό Fourier
σερ αυτό το 2-d επίπεδο κύμα, η απόκιση ίνεται

wa = ikbP
ab, ή (12.7)[

wx

wy

]
=

[
ikxP

xx + ikyP
xy

ikxP
yx + ikyP

yy

]
=

[
ikxP

xx + ikyP
xy

ikxP
xy − ikyP

xx

]
= i

[
kx ky
−ky kx

]
[P xxP xy]

(12.8)
Μπορούμε τώρα να αντιστρέψουμε αυτή τη σέση πινάκν:[

P xx

P xy

]
= −i

[
kx ky
−ky kx

]−1 [
wx

wy

]
=

−i
k2x + k2y

[
kx −ky
ky kx

][
wx

wy

]
(12.9)
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Επομένς ο τανυστής του πεδίου πόσης αρακτηρίζεται από αυτό το
διανυσματικό πεδίο (με απροσδιοριστία μιας σταεράς, που αντιστοιεί στην
k⃗ = (kx, ky) = 0). Για να εκφράσουμε την 12.9 ς παράο στo x⃗-ώρο,
πρέπει αν απααούμε από το k2 ≡ k2x + k2y. Επομένς ορίζουμε ένα νέο
τανυστικό πεδίο V⃗ στο ώρο Fourier ς

V a =
2

k2
wa (12.10)

Στο x⃗-ώρο αυτό αντιστοιεί στo να ύσουμε το πεδίο V⃗ από την εξίσση

∇2V⃗ = −2w⃗ (12.11)

Πέρα από το w⃗, ύση εξαρτάται από τη συνοριακή συνιήκη. Το να
ρησιμοποιήσουμε ανάπτυμα Fourier ισοδυναμεί με το να υποέσουμε
περιοδικές συνοριακές συνήκες. (Όταν επιστρέψουμε στη σφαίρα, δεν
υπάρουν συνορα. Επίσης, ένα σταερό μη μηδενικό ραμμικό πεδίο πόσης
στη σφαίρα δεν είναι δυνατό, αφού οδηεί ανακαστικά σε μια σνμαία σε ένα
σημείο.)

Η εξ. 12.9 ίνεται[
P xx

P xy

]
= − i

2

[
kx −ky
ky kx

][
vx

vy

]
=

1

2

[
−ikx +iky
−iky −ikx

][
vx

vy

]
(12.12)

Επιστρέφοντας στον x⃗−ώρο, έουμε

P xx = −P yy = −1
2
∂xv

x + 1
2
∂yv

y

P xy = −P yx = −1
2
∂yv

x − 1
2
∂xv

y
(12.13)

Ένα διανυσματικό πεδίο, όπς έουμε ξανααναφέρει, μπορεί να ρισεί σε
ένα κομάτι ρία απόκιση και ένα ρίς στροιισμό. Για ένα 3-διάστατο
διανυσματικό πεδίο αυτό μπορεί να ραφεί ς

V⃗ = − ∇A︸︷︷︸
αμτή
διαταραή

+ ∇× B⃗︸ ︷︷ ︸
διανυσματική
διαταραή

ή
Vx = −∂xA+ ∂yBz − ∂zBy

Vy = −∂yA+ ∂zBx − ∂xBz

Vz = −∂zA+ ∂xBy − ∂yBx

(12.14)

Και μπορούμε να το αναάουμε στην 2-διάστατη περίπτση, απαιτόντας Vz =
0, και ερόντας ομοένεια στην z-διεύυνση ⇒ ∂z = 0. Από αυτό έπεται

Vx =− ∂xA+ ∂yBz

Vy =− ∂yA− ∂xBz

(12.15)
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Μπορούμε να έμε από εδ και πέρα B ≡ Bz. Ένα 2-διάστατο διάνυσμα
επομένς καορίζεται από ένα αμτό δυναμικό A και ένα ψευτοαμτό
δυναμικό B. Το B είναι ψευδοαμτό, αφού αάζει πρόσημο σε ένα
μετασηματισμό ομοτιμίας, π (x′

= −x, y′
= y) ή (x′

= y, y
′
= x) και αφού

αυτό απαιτεί z′
= −z ⇒ Bz′ = −Bz ια (x, y, z) προκειμένου το σύστημα

συντεταμένν να παραμείνει δεξιόστροφο.

Συνδιάζοντας τις 12.13 και 12.15 παίρνουμε

P xx = −P yy = +1
2
(∂x∂xA− ∂x∂yB − ∂y∂yA− ∂y∂xB)

P xy = −P yx = +1
2
(∂y∂xA− ∂y∂yB − ∂x∂yA− ∂x∂xB)

(12.16)

Χρησιμοποιώντας τον Levi-Civita τανυστή, του οποίου οι συνιστώσες σε ένα
δεξιόστροφο Καρτεσιανό σύστημα συντεταμένν είναι

ϵab =

[
1

−1

]
(12.17)

μπορούμε να ράψουμε την 12.16 ς μια μοναδική τανυστική εξίσση

Pab = A,ab −
1

2
δA,cc +

1

2
(ϵcbB,ac + ϵcaB,bc) (12.18)

Το οποίο ρίζει το τανυστικό πεδίο πόσης σε δύο μέρη με τρόπο ανεξάρτητο
από το στημα συντεταμένν:

• Το κομμάτι που δίνεται από το αμτό πεδίο A, το οποίο ονομάζεται
E-mode, ή το κομμάτι της απόκισης

• Το κομάτι που δίνεται από το ψευδοαμτό πεδίο B, το οποίο καείται
B-mode, ή κομμάτι απόκισης.

12.3 Γεμετρία της σφαίρας

Επιστρέφουμε τώρα στην πήρη σφαίρα, της οποίας και η εμετρία
περιράφεται από τη μετρική

ds2 = dθ2 + sin2 θdϕ2 gab =

θ ϕ[ ]
1 0
0 sin2 θ

(12.19)
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Σε αυτές τις συντεταμένες τα σύμοα Christoffel είναι

Γθϕϕ = − sin θ cos θ
Γϕθϕ = Γϕϕθ = cot θ

(12.20)

Και επίσης έουμε
g =det g = sin2 θ

√
g = sin θ (12.21)

Αφού η μετρική είναι διαώνια (το σφαιρικό σύστημα συντεταμένν είναι
οροώνιο), είναι εύκοο να πάμε από την προηούμενη άση, σε αυτή την
οροκανονική άση

Pab =
√
gaa

√
gbb Pâb̂ =

1

2

[
Q sin θU

sin θU − sin2 θQ

]
(12.22)

Ο αντισυμμετρικός Levi-Civita τανυστής ίνεται

ϵab =
√
gaa

√
gbb ϵâb̂ = sin θ

[
1

−1

]
(12.23)

Μπορούμε τώρα να ενικεύσουμε το αποτέεσμα 12.18 της flat-sky ανάυσης
στην καμπύη ποαπότητα της 2-σφαίρας:

Pab = A;ab −
1

2
gabA

;c
;c +

1

2
(ϵcbB;ac + ϵcaB;bc) (12.24)

όπου εδώ

ϵcb = gcaϵab =

[
1 0

0 1
sin2 θ

][
0 sin2 θ

− sin θ 0

]
=

[
0 sin θ

− 1
sin2 θ 0

]
29 (12.25)

12.4 Τανυστικές Σφαιρικές Αρμονικές

Αφού τα A και B είναι αμτά πεδία (εφόσον δεν κάνουμε μετασηματισμούς
ομοτιμίας, μπορούμε να αντημετοπίσουμε το B σαν αμτό. Στροφές
του συστήματος συντεταμένν θ, ϕ → θ

′
ϕ

′ είναι εντάξη), μπορούμε να τα
αναπτύξουμε σε σφαιρικές αρμονικές, με το συνήη τρόπο:

A(θ, ϕ) =
∑

almY
m
l (θ, ϕ)

B(θ, ϕ) =
∑

blmY
m
l (θ, ϕ)

(12.26)

29Βέπε [37] Appendix A
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και οι συντεεστές του αναπτύματος μετασηματίζονται όπς

alm =
∑
m′

Dl
mm′ (a, β, γ)a

′

lm′

blm =
∑
m′

Dl
mm

′ (a, β, γ)b
′

lm
′

(12.27)

σε μια στροφή του συστήματος συντεταμένν. Εδώ τα a, β, γ είναι οι
νίες Euler της θ, ϕ → θ

′
ϕ

′ στροφής. Η 12.27 δείνει τον αντίστροφο
μετασηματισμό τν alm, blm. Χρησιμοποιώντας την 12.26 και την 12.25
μπορούμε τώρα να ράψουμε το πεδίο πόσης ς

Pab(θ, ϕ) =
∑
lm

alm

(
Y m
l;ab −

1

2
gabY

m;c
;c

)
︸ ︷︷ ︸

≡ 1
Nl
Y G
(lm)ab

+
∑
lm

blm
1

2

(
ϵcbY

m
l;ac + ϵcaY

m
l;bc

)
︸ ︷︷ ︸

≡ 1
Nl
Y C
(lm)ab

=
∑
lm

aGlmY
G
(lm)ab +

∑
lm

aClmY
C
(lm)ab

(12.28)

όπου έουμε ορίσει τις τανυστικές σφαιρικές αρμονικές

Y G
(lm)ab ≡ Nl

(
Y m
l;ab −

1

2
gabY

m;c
l;c

)
Y c
(lm)ab ≡

1

2
Nl

(
ϵcbY

m
l;ac + ϵcaY

m
l;bc

) (12.29)

όπου

Nl ≡

√
2(l − 2)!

(l + 2)!
(12.30)

είναι ο συντεεστής κανονικοποίησης, και επίσης μόις ορίσαμε

aGlm =
1

Nl

alm και aClm =
1

Nl

blm. (12.31)

Εδώ το Y m
l;ab είναι η δεύτερη συναοίτη παράος της συνήους (αμτής)

σφαιρικής αρμονικής Y m
l .

Y m
l;ab =

(
Y m
l,a

)
;b
= Y m

l,ab − ΓcbaY
m
l,c = Y m

l;ba (12.32)

Χρησιμοποιώντας τα σύμοα Christoffel από την 12.20,

Y m
l,θθ =Y

m
l,θθ

Y m
l,θϕ =Y

m
l,θϕ − cot θY m

l,ϕ

Y m
l,ϕϕ =Y m

l,ϕϕ + sin θ cos θY m
l,θ

Y m;c
l;c =gcbY m

l;bc = Y m
l;θθ +

1

sin2 θ
Y m
l;ϕϕ

(12.33)
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• Τι έουμε ια l = 0 και l = 1? Η εξ.12.30 δίνει 0 = 1 = 0. Επίσης

Y m
l;ab −

1

2
gabY

m;c
l;c = ϵcbY

m
l;ac + ϵcaY

m
l;bc = 0 ια l = 0, 1 (12.34)

Οι τανυστικές σφαιρικές αρμονικές είναι οροκανονικές∫
dΩY G∗

(lm)ab(θ, ϕ)Y
G ab
l′m′ (θ, ϕ) =

∫
Y C∗
(lm)ab(θ, ϕ)Y

C ab
l′m′ (θ, ϕ) = δll′δmm′∫

dΩY G∗
(lm)ab(θ, ϕ)Y

C ab
(l′m′ )

(θ, ϕ) =0

(12.35)
έτσι ώστε

aGlm =

∫
dΩPab(θ, ϕ)Y

G ab∗
(lm) (θ, ϕ)

aClm =

∫
dΩPab(θ, ϕ)Y

C ab∗
(lm) (θ, ϕ)

(12.36)

Αυτό σημαίνει ότι οι μονοποικές και διποικές συνιστώσες τν αμτών
και ψευδοαμτών δυναμικών A(n̂) και B(n̂) δεν συνεισφέρουν στην πόση
Pab(n̂) και από σσύμαση, τα ερούμε μηδέν.
Επομένς τα aGlm, aClm, Y G

(lm)ab, Y
C
(lm)ab ξεκινάνε από l = 2, και

Pab(θ, ϕ) =
∞∑
l=2

l∑
m=−l

aGlmY
G
(lm)ab +

∞∑
l=2

l∑
m=−l

aClmY
C
(lm)ab (12.37)

Από τις 12.27 και 12.31 έπεται ότι οι πουποικοί συντεεστές aGlm και aClm
μετασηματίζονται με το συνήη τρόπο

a
G/C
lm =

∑
m

′

Dl
mm

′ (a, β, γ)a
G

′
/C

′

lm
′ (12.38)

σε ένα περιστρεφόμενο σύστημα συντεταμένν.
Μπορεί να φαίνεται ότι έουμε αυξήσει κατά πού το πήος τν συνιστσών
τν σφαιρικών αρμονικών, με όους αυτούς τους δείκτες G,C και ab =
θθ, θϕ, ϕθ, ϕϕ. Για την ακρίεια, υπάρουν μονάα δύο ανεξάρτητες
συνιστώσες. Πρώτα από όα, οι Y G

(lm)ab, Y
C
(lm)ab είναι άινοι και συμμετρικοί

εκ κατασκευής, άρα κάε ένας εξ αυτών έει δύο ανεξάρτητες συνιστώσες.
Επιπέον, οι συνιστώσες τν Y G

(lm) και Y C
(lm) σετίζονται ο ένας με τον άο,

και μπορούμε να τους ράψουμε ς

Y G
(lm)ab =

Nl

2

[
Wlm Xlm sin θ

Xlm sin θ −Wlm sin2 θ

]
Y C
(lm)ab =

Nl

2

[
−Xm Wlm sin θ

Wlm sin θ Xlm sin2 θ

]
(12.39)
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όπου οι δύο ανεξάρτητες συναρτήσεις είναι

Wlm ≡Ylm;θθ −
1

sin2 θ
= ∂2θYlm − 1

sin2 θ
partial2ϕYlm − cos θ

sin θ ∂θYlm

=(∂2θ − cot θ∂θ +
m2

sin2 θ
)Ylm = l(l + 1)Ylm + 2∂2θYlm

Xlm ≡ 2

sin θYlm;θϕ =
2

sin θ∂θ∂ϕYlm − 2 cos θ
sin2 θ

∂ϕYlm =
2im

sin θ (∂θ − cot θ)Ylm
(12.40)

όπου ρησιμοποιήσαμε τις ιδιότητες τν σφαιρικών αρμονικών

L̂zYlm ≡− i∂ϕYlm = mYlm

L̂2Ylm ≡−
{

1

sin2 θ

∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

}
Ylm

=− cot ∂θYlm − ∂2θYlm − 1

sinθ
∂2ϕYlm = l(l + 1)Ylm

(12.41)

όπου L̂z και L̂2 είναι οι τεεστές στροφορμής.
Να παρατηρήσουμε ότι στην οροκανονική άση

Pâb̂(θ, ϕ) =
1

2

[
Q U

U −Q

]
=
∑
lm

aGlmY
G
(lm)âb̂

+
∑
lm

aClmY
C
(lm)âb̂

, (12.42)

όπου

Y G
(lm)âb̂

≡ Nl

2

[
Wlm Xlm

Xlm −Wlm

]
Y C
(lm)âb̂

≡ Nl

2

[
−Xlm Wlm

Wlm Xlm

]
(12.43)

Για τις παραμέτρους Stokes έουμε

Q =
∑
lm

aGlmNlWlm −
∑
lm

aClmNlXlm

U =
∑
lm

aGlmNlXlm +
∑
lm

aCNlWlm

(12.44)

12.5 Ιδιότητες τν Τανυστικών Σφαιρικών
Αρμονικών

Οι αμτές σφαιρικές αρμονικές είναι

Y m
l (θ, ϕ) = (−1)m

√
2l + 1

4π

√
(l − 1)!

(l +m)!
Pm
l (cos θ)eimϕ (12.45)
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όπου οι σετικές συναρτήσεις Legendre Pm
l (cos θ) είναι πραματικές και

P−m
l = (−1)m

(l − 1)!

(l +m)!
Pm
l (12.46)

⇒ Y −m
l =(−1)−m

√
2l + 1

4π

√
(l − 1)!

(l +m)!
P−m
l e−imϕ

=

√
2l + 1

4π

√
(l − 1)!

(l +m)!
Pm
l e

−iml = (−1)mY m∗
l

(12.47)

Από αυτό έπεται επίσης (ρησιμοποιώντας τις 12.29 και 12.39)

Y
G/C
(l,−m)ab =(−1)mY

G/C∗
(lm)ab

Wl,−m =(−1)mW ∗
lm

Xl,−m =(−1)mX∗
lm

(12.48)

Από την 12.39 μπορούμε να υποοίσουμε τα Wlm και Xlm σε όρους τν
Pm
l (cos θ)

Wlm(θ, ϕ) =l(l + 1)Y m
l + 2∂2θY

m
l = · · · = (−1)m2

√
2l + 1

4π

√
(l −m)!

(l +m)!
G+
lm(cos θ)eimϕ

−iXlm(θ, ϕ) =
2m

sin θ (∂θ − cot θ)Y m
l = · · · = (−1)m2

√
2l + 1

4π

√
(l −m)!

(l +m)!
G−
lm(cos θ)eimϕ

(12.49)
όπου οι

G+
lm(cos θ) ≡−

[
l −m2

sin2 θ
+

1

2
l(l − 1)

]
Pm
l (cos θ) + (l +m)

cos θ
sin2 θ

Pm
l−1(cos θ)

G−
lm(cos θ) ≡

m

sin2 θ

[
(l − 1) cos θPm

l (cos θ)− (l +m)Pm
l−1(cos θ)

]
(12.50)

είναι πραματικές.
Παραπάν ρησιμοποιήσαμε την εξίσση Legendre

1

sin θ
d

dθ

(
sin θ d

dθ
Pm
l (cos θ)

)
+

[
l(l + 1)− m2

sin2 θ

]
Pm
l (cos θ) = 0

d2

dθ2
Pm
l (cos θ) = x

dPm
l

dx
+

m2

1− x2
Pm
l − l(l + 1)Pm

l όπου x = cos θ
(12.51)
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και η αναδρομική σέση

(x2 − 1)
d

dx
Pm
l = lxPm

l − (l +m)Pm
l−1 (12.52)

Βέπουμε ότι η ϕ−εξάρτηση τν Wlm, Xlm, Y
G
lm, Y

C
lm είναι τετρημένη, eimϕ, και

ότι ια m = 0: το Wl0 είναι πραματικό και το Xl0 είναι φανταστηκό.

Αντίποδες

Οι δύο αντίετες μεταξύ τους κατευύνσεις n̂ και −n̂ έουν συντεταμένες
n̂ = (θ, ϕ) και −n̂ = (θ−, ϕ−) = (π − θ, ϕ+ π)

⇒ x− = cos θ− = − cos θ = −x
eimϕ

−
= eimπeimϕ = (−1)meimϕ

Η ομοτιμία της σετικής εξίσσης Legendre είναι

Pm
l (−x) = (−1)l+mPm

l (x) (12.53)

∴ Y m
l (−n̂) = (−1)m(−1)l+mY m

l (n̂) = (−1)lY m
l (n̂) (12.54)

Από τον ορισμό τν G±
lm, Εξ.12.50, παίρνουμε

G±
lm(−x) = ±(−1)l+mG±

lm(x) ⇒
Wm
l (−n̂) =(−1)lWm

l (n̂)

Xm
l (−n̂) =(−1)lXm

l (n̂)
(12.55)
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Ανάκαση Βορά-Νότου

Εάν απά εφαρμόσουμε μια ανάκαση

θ → ϕ− θ ⇒ cos θ → − cos θ

αά κρατήσουμε το ϕ ίδιο, δεν παίρνουμε τον παράοντα eimπ = (−1)m, και
έουμε τα αποτεέσματα

Y m
l (π − θ, ϕ) =(−1)l+mY m

l (θ, ϕ)

Wm
l (π − θ, ϕ) =(−1)l+mWm

l (θ, ϕ)

Xm
l (π − θ, ϕ) =(−1)l+mXm

l (θ, ϕ)

(12.56)

Βόριοι και Νότιοι Πόοι

Ο όρειος και ο νότιος πόος (NP και SP) του θ, ϕ συστήματος συντεταμένν
αντιστοιεί στα θ = 0, π.

x = cos θ = +1,−1

Η ϕ συντεταμένη είναι πειονότιμη σε αυτά τα σημείο (όες οι τιμές του ϕ
αντιστοιούν στο ίδιο σημείο).

155



Οι Pm
l (x) έουν τις τιμές

Pm
l (±1) =0 ια m ̸= 0

Pl(1) =1 και Pl(−1) = (−1)l
(12.57)

από αυτό παίρνουμε

Y m
l (NP ) =

√
2l + 1

4π
δm0

Y m
l (SP ) =(−1)l

√
2l + 1

4π
δm0

(12.58)

Τα G±
lm(±1) είναι πιο δύσκοο να τα εξάουμε, αφού από τις 12.50 και 12.57

απά παίρνουμε 0
0

ή ∞ − ∞, καώς sin θ = 0 στους πόους. Για να τα
υποοίσουμε, ρειάζεται να πάρουμε το όριο θ → 0, π.

⋆ ⋆ ⋆

Pm
l (cos θ) ∼ (−1)m

2mm!

(l +m)!

(l −m)!
θm ια m > 0

και καώςθ → 0

Pl(cos θ) ∼ 1− 1

4
l(l + 1)θ2

(12.59)

Χρησιμοποιώντας την 12.50 παίρνουμε ια m ≥ 0, ότι

G±
l2(1) =

1

4

(l + 2)!

(l − 2)!
⇒

Wl2(0, ϕ) =
1

Nl

√
2l + 1

8π
ei2ϕ

Xl2(0, ϕ) =
i

Nl

√
2l + 1

8π
ei2ϕ

(12.60)

⋆ ⋆ ⋆

Wm
l (0, ϕ) =

1

Nl

√
2l + 1

8π

(
δm2e

i2ϕ + δm,−2e
−i2ϕ)

Xm
l (0, ϕ) =

i

Nl

√
2l + 1

8π

(
δm2e

i2ϕ − δm,−2e
−i2ϕ) (12.61)
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12.6 Ανάπτυμα Fourier και ανάπτυμα σε
Σφαιρικές Αρμονικές

Η συνάρτηση φτεινότητας Θ(η, x⃗, n̂) εξαρτάται και από την έση (x⃗) και από
την κατεύυνση (n̂). Αναπτύσουμε κατά Fourier ς προς το τη έση

Θ(η, x⃗, n̂) =
∑
k⃗

Θ(η, k⃗, n̂)eik⃗·x⃗ (12.62)

Η εξίσση φτεινότητας ίνεται

∂Θ

∂η
= −in̂ · k⃗ Θ− 1

2
h

′

ijn
inj − h

′

0in
i +

1

2
in̂ · k⃗h00 (12.63)

ια Θ(θ, k⃗, n̂). Αναπτύσσουμε στη συνέεια την εξάρτηση από την κατεύυνση
(n̂) του Θ(θ, k⃗, n̂) σε σφαιρικές αρμονικές.

Θ(θ, k⃗, n̂) =
∑
lm

alm(η, k⃗)Y
m
l (n̂) (12.64)

Για το ανάπτυμα σε σφαιρικές αρμονικές προκύπτει ότι είναι οικό να
επιέξουμε τον άξονα z παράηο στο κύμα k⃗ του αναπτύματος Fourier:
ẑ||⃗k.
Είναι απούστερο να σκεφτούμε ότι επιέουμε έναν μόνο όρο του
αναπτύματος Fourier k⃗ και στη συνέεια διαέουμε το προσανατοισμό τν
n’s ώστε

Θ(η, x⃗, n̂) = Θ(η, n̂)eik⃗·x⃗ = Θ(η, n̂)eikz (12.65)
και

∂θ

∂η
= −ikn3θ −

1

2
h

′
ninj − h

′

0in
i +

1

2
ikn3h00 (12.66)

Για μεοντική ευκοία εισάουμε έναν όρο il
√

2l+1
4π

στους συντεεστές τν
σφαιρικών αρμονικών και ορίζουμε

Θm
l ≡ il

√
2l + 1

4π
alm ≡ il

√
2l + 1

4π
alm

∫
dΩY m∗

l (n̂)Θ(η, n̂) (12.67)

Θα κάνουμε τώρα ένα ανάπτυμα της 12.66 σε σφαιρικές αρμονικές ξεριστά
ια ερυρομετατόπιση (12.7) και free streaming (L).
Ιδιότητες τν σφαιρικών αρμονικών m

l (n̂) = Y m
l (θ, ϕ) συζητούνται στο (I).

Παρατηρούμε από την 12.65 ότι η Θ(η, x⃗, n̂) είναι πραματική ⇒ Θ(η,−k⃗, n̂) =
Θ(η, k⃗, n̂)∗. Κια αφού η Θ(η, x⃗, n̂) είναι μιαδική, δεν υπάρει πρόσετος
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περιορισμός στους συντεεστές του αναπτύματός του θlm.
Θα μπορούσαμε να είαμε ορίσει τις ”μη κανπνικοποιημένες σφαιρικές
αρμονικές”

Ỹ m
l (n̂) ≡ (−i)l

√
4π

2l + 1
Y m
l (n̂) = (−i)l(−i)m

√
(l −m)!

(l +m)!
Pm
l (cos θ)eimϕ

(12.68)
Ποές εξισώσεις είναι απούστερες ια το Ỹ m

l (n̂) παρά ια το m
l (n̂), αά η

σέση ορονιότητας είναι∫
dΩỸ m

l (n̂)∗Ỹ m
′

l′
(n̂) =

4π

2l + 1
δl

′

l δ
m

′

m . (12.69)

Το πουποικό ανάπτυμα της συνάρτηση φτεινότητας τώρα είναι

Θ(η, n̂) =
∑

Θm
l (η)Ỹ

m
l (n̂)

Θm
l (η) =

2l + 1

4π

∫
dΩỸ m∗

l (n̂)Θ(η, n̂)
(12.70)

Για το m = 0 έουμε Το πουποικό ανάπτυμα της συνάρτηση φτεινότητας
τώρα είναι

Ỹ 0
l (n̂) =(−i)lPl(cos θ)

Θ0
l (η) =

2l + 1

4π
il
∫
dΩPl(cos θ)Θ(η, n̂)

=(2l + 1)il
∫ 1

−1

d cos θ
2

Pl(cos θ)Θ(η, n̂)

(12.71)

Η ανισοτροποία Θ(n̂) είναι ίδια σε κάε x⃗ εκτός του ότι διαμορφώνεται από
επίπεδο κύμα eik⃗·x⃗
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Μέρος V

Κοσμοοικές διαταραές και η
καταραφή τους στο CMB
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12.7 Δημιουρία ανισοτροποιών στο CMB από
διαταραές της μετρικής

Εξετάζουμε τώρα το κομμάτι της ερυρομετατόπισης της συνάρτησης
φτεινότητας 12.66:

∂θ

∂η
= −1

2
h

′

ijn
inj − h

′

0in
i +

1

2
ikn3h00 (12.72)

Αυτή μας έει πς οι διαταραές της μετρικής επιρρεάζουν την εξίσση
φτεινότητας. Εξετάζουμε τις αμτές, διανυσματικές και τανυστικές
διαταραές ξεριστά.

12.7.1 Βαμτές διαταραές

Επιέουμε Νευτώνεια αμίδα⇒ hij = −2ψδij, h0i = 0, h00=−2Φ. Η 12.72
ίνεται

∂Θ

∂η
= +ψ

′ − ikn3ϕ = ψ
′√

4πY 0
0 (n̂)− ikϕ

√
4π

3
Y 0
1 (n̂) (12.73)

Για τoυς πουποικούς συντεεστές έουμε

a
′

lm =

∫
dΩY m∗

l (n̂)
∂Θ

∂η
= ψ

′√
4πδ0l δ

0
m − ikϕ

√
4π

3
δ1l δ

0
m

⇒ Θm′

l =il
√

2l + 1

4π
a

′

lm = ψ
′
δ0l δ

0
m + kϕδ1l δ

0
m

(12.74)

Άρα ια τους διαφορετικούς ποιποικούς συντεεστές έουμε

Θ0′

0 =ψ
′

Θ0′

1 =kψ
(12.75)

ενώ όες οι άες συνειστώσες είναι μηδενικές και άρα δεν έουμε συνεισφορές
σε αυτές.

Η 12.75 αντιστοιεί σε δ1γ = 4ψ
′
, v

′
γ = kϕ στην περιραφή του τανυστή

ενέρειας ορμής. Η πρώτη από αυτές αντιστοιεί στην ααή της ενερειακής
πυκνότητας τν φτονίν ό πρόσετης της διαστοής του ψ′. Η δεύτερη
εκφράζει την επίδραση της απόκισηε του αρυτικύ δυναμικού kϕ στα φτόνια.
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12.7.2 Διανυσματικές Διαταραές

Για διανυσματικές διαταραές

ηµν =

[
0 −Bi

−Bi 2Eν
ij

]
=


0 −B1 −B2 0

−B1 −iE1

−B2 −iE2

0 −iE1 −iE2 0

 (12.76)

Ο μετασηματισμός αμίδας είναι (σε συμφνία με όσα είπαμε στο Κεφ. 6.2)
B̃i = Bi + ξi

′ και Ẽi = Ei + kξi (12.77)
Επιέουμε αμίδα όπου Ei = 0 (παίρνοντας ξi = − 1

k
Ei)

⇒ h00 = hij = 0, h0i = −Bi (12.78)
Η 12.72 ίνεται

∂Θ

∂η
=B

′

ini = n1B
′

1 + n2B
′

2

=

√
2π

3

[(
− Y 1

1 + Y −1
1

)
B

′

1 + i
(
Y 1
1 + Y −1

1

)
B

′

2

]
=

√
4π

3

[
− 1√

2

(
B

′

1 − iB
′

2

)
Y 1
1 +

1√
2

(
B

′

1 + iB
′

2

)
Y −1
1

]
=

√
4π

3

[
B(1)′Y 1

1 +B(−1)Y −1
1

]
(12.79)

όπου ορίσαμε
B(1) ≡−1√

2

(
B1 − iB2

)
B(−1) ≡ 1√

2

(
B1 + iB2

) (12.80)

Για τους πουποικούς όρους

Θm′

l =il
√

2l + 1

4π

∫
dΩY m∗

l (n̂)
∂Θ(n̂)

∂η

=i

√
3

4π

√
4π

3

[
B(1)′δ1l δ

1
m +B(−1)′δ1l δ

−1
m

] (12.81)

Άρα ια τους διαφορετικούς πουποικούς όρους

Θ1′

1 =iB(1)′

Θ−1′

1 =iB(−1)′
(12.82)

ενώ δεν έουμε κάποια άη επίδραση στις άες συνειστώσες του Θm
l .
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12.7.3 Τανυστικές Διαταραές

Για τανυστικές διαταραές, h00 = h0i = 0 και hij =

h+ h×
h× −h+

0


Η Εξ. 12.72 ίνεται

∂

∂η
=− 1

2
h

′

ijninj = −1

2

[
h

′

+(n
2
1 − n2

2) + h
′

×2n1n2

]
=
2π

15

[(
Y 2
2 + Y −2

2

)
h

′

+ + i
(
− Y 2

2 + Y −2
2

)
h

′

×

]
=
4π

5

1√
6

[(
− h

′

+ + ih
′

×
)
Y 2
2 +

(
− h

′

+ − ih
′

×
)
Y −2
2

]
=
4π

5

[
h(2)

′
Y 2
2 + h(−2)′Y −2

2

]
(12.83)

όπου
h(2) ≡−1

6

(
h+ − ih×

)
h(−2) ≡−1

6

(
h+ + ih×

) (12.84)

Για τους πουποικούς όρους παίρνουμε (μόνο οι όροι l = 2 είναι μη μηδενικοί)

Θm′

l = il
√

2l + 1

4π

∫
dΩY m∗

l (n̂)(n̂)
∂Θ(n̂)

∂η
= −

√
5

4π

√
4π

5

[
h(2)

′
δ2l δ

2
m+h

(−2)′δ2l δ
−2
m

]
(12.85)

Θ2′

2 =− h(2)
′

Θ
(−2)′

2 =− h(−2)′
(12.86)

και δεν έουμε άη συνεισφορά στο Θm
l .

12.7.4 Σύνοψη

Βρήκαμε ότι η επίδραση της αρυτικής ερυρομετατόπισης στη συνάρτηση
φτεινότητας είναι

Θ0′
0 = ψ

′
Θ1′

1 = iB(1)′ Θ2′
2 = −h(2)′

Θ0′
1 = kϕ Θ−1′

1 = iB(−1)′ Θ−2′

2 = −h(−2)′
(12.87)
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Το σημαντικό αποτέεσμα είναι ότι:
Οι αμτές διαταραές διεείρουν m = 0 καταστάσεις
Οι διανυσματικές διαταραές διεείρουν m = ±1 καταστάσεις
Οι τανυστικές διαταραές διεείρουν m = ±2 καταστάσεις

12.8 Free Streaming

Ασοούμαστε τώρα με το κομμάτι της συνάρτησης φτεινότητας 12.66 του
free-streaming:

∂Θ

∂η
= −ikn3Θ όπου Θ = Θ(η, n̂) (12.88)

Η φυσική αυτού είναι η ανάμειξη σε διαφορετικές έσεις, καώς τα φτόνια

Σήμα 12.1: Το σήμα δείνει την δημιουρία τετραποικής ανισοτροποίας
(l = 2) -στο κέντρο της εικόνας, το οποίο αντοπροσπεύει έναν ύστερο ρόνο
η - από τη διποική ανισοτροποία (l = 1)

κινούνται από ένα επίπεδο σε ένα άο.

Η 12.72 διαφέρει από την προηούμενη περίπτση, (μετρικές διαταραές,
12.7) στο ότι τώρα η Θ(n̂), με τη δικιά της εξάρτηση από την κατεύυνση
εμφανίζεται στο δεξί μέος, πέρα από την εξάρτηση από το n3. Αυτό οδηεί
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σε ινόμενα τν Y m
l τα οποία ρησιμοποιήσαμε στη σειρά CG,

∂Θ

∂η
=− ik cos θΘ(n̂) = −ik

√
4π

3
Y 0
1 (n̂)Θ(n̂) = −ik

√
4π

3

∑
l

Θm
l (−i)l

√
4π

2l + 1
Y 0
1 Y

m
l

=− ik
∑
l

Θm
l (−i)l

√
4π

2l + 1

[√
(l +m)(l −m)

(2l − 1)(2l + 1)
Y m
l−1 +

√
(l + 1 +m)(l + 1−m)

(2l + 1)(2l + 3)
Y m
l+1

]
(12.89)

Μπορούμε να πάρουμε αροίσματα πάν σε στους δύο όρους ξεριστά, στον
πρώτο ια l = l

′
+1 και στον δεύτερο ια l = l

′−1, και να τους αντιμετοπίσουμε
ς αροίσματα πάν στα l′ ,

∂Θ

∂η
=− ik

∑
l′

Θm
l′+1

(−i)l
′
+1

√
4π

2l′ + 3

√
(l′ + 1 +m)(l′ + 1−m)

(2l′ + 1)(2l′ + 3)
Y m
l′

− ik
∑
l′

Θm
l′−1

(−i)l
′−1

√
4π

2l′ − 1

√
(l′ +m)(l′ −m)

(2l′ − 1)(2l′ + 1)
Y m
l′
.

(12.90)

Και τώρα ανοούμε τους περιττούς όρους ιατί αυτο-αναιρούνται. Μπορούμε
επομένς να επιέξουμε τους πουποικούς συντεεστές

Θm′

l =il
√

2l + 1

4π

∫
dΩY m∗

l

∂Θ

∂η

=− ikil
√

����2l + 1
HH4π

[
Θm
l+1(−i)l+1

√
HH4π

2l + 3

√
(l + 1 +m)(l + 1−m)

�����(2l + 1)(2l + 3)

+ Θm
l−1(−i)l−1

√
4π

2l − 1

√
(l +m)(l −m)

(2l − 1)�����(2l + 3)

]
=− k

√
(l + 1)2 −m2

2l + 3
Θm
l+1 + k

√
l2 −m2

2l − 1
Θm
l−1

(12.91)
Η I.10 ια l = 0 ίνεται

Y 0
1 Y

0
0 = 0 +

√
3

4π

√
1 · 1
1 · 3

Y 0
1 =

1√
4π
Y 0
1 (12.92)

και η 12.91 ια l = 0 ίνεται

Θ0′

0 = −k1
3
Θ0

1 + 0 = −k
3
Θ0

1 (12.93)

Από την 12.91 έπυμε ότι η επίδραση του free streaming είναι να αναμεινύει
τις l συνεισφορές, ρίς να αναμεινύει τις m καταστάσεις.
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Συνδιάζοντας τα αποτεέσματα από το Κεφ. 12.7 και Κεφ. L, έουμε ότι
το πουποικό ανάπτυμα της συνάρτησης φτεινότητας 12.66 είναι

Θ0′

0 =− k

3
Θ0

1 + ψ
′

Θ0′

1 =− 2

5
kΘ0

2 + kΘ0
0 + kϕ

Θ±1′

1 =−
√
3

5
kΘ±1

2 + iB(±1)
′

Θ0′

2 =− 3

7
kΘ0

3 +
2

3
kΘ0

1

Θ±1′

2 =−
√
8

7
kΘ±1

3 +
1√
3
kΘ±1

1

Θ±2′

2 =−
√
5

7
kΘ±2

3 − h(±2)′

Θm′

l =

√
(l + 1)2 −m2

2l + 3
kΘm

l+1 +

√
l2 −m2

2l − 1
kΘm

l−1 ια l ≥ 3

(12.94)

Μετρικές διαταραές εννούν ανισοτροπία στο CMB σε μικρά l. Αφού οι
m καταστάσεις δεν είναι μεικτές, έουμε απά m = 0 συνεισφορές ια την
περίπτση αμτών διαταραών, m = ±1 ια διανύσματα και m = ±2 ια
τανυστικές διαταραές.

Επομένς δεν παίρνουμε ποτέ |m| ≥ 3 όρους!
(Να υμίσουμε ότι κάνουμε όμς 1ης τάξης ερία διαταραών.)

12.9 Spin-2 Σφαιρικές Αρμονικές

Υπάρει και μια άη μέοδος ια να παάρουμε το ανάπτυμα σε σφαιρικές
αρμονικές ραμμικών ποώσεν. Αντί να παρατηρήσουμε ότι οι παράμετροι
Stokes σηματίζουν ένα τανυστικό πεδίο και ρησιμοποιώντας τα συνήη
εραεία της διαφορικής εμετρίας στην κυρτή ποαπότητα της σφαίρας,
μπορούμε να εστειάσουμε στους μιεδικούς συνδιασμούς τν παραμέτρν
Stokes Q + iU και Q − iU . Δεν α υπάρξει αναφορά σε σύστημα
συντεταμένν, καώς οι παρέμετροι Stokes δίνονται πάντα σε μορφή που
ανήκει σε οροκανονική άση. Η σημαντική παρατήριση είναι ότι σε ένα
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μετασηματισμό συντεταμένν θ, ϕ→ θ
′
, ϕ

′

Q
′
=Q cos 2ψ + U sin 2ψ

U
′
=−Q sin 2ψ + U cos 2ψ

⇒
Q

′
+ iU

′
=e−i2ψ(Q+ iU)

Q
′ − iU

′
=e+i2ψ(Q+ iU)

(12.95)

Στην αναζήτηση ενός κατάηου τρόπου ια να κάνουμε πουποικό
ανάπτυμα τν συναρτησεν στη σφαίρα με τέτοιες ιδιότητες μετασηματισμών
ρίσκουμε διαφορικούς τεεστές, οι οποίοι δρώντας στις συνήεις (πέον
καούμενες ”spin-0”) σφαιρικές αρμονικές παράουν τις καούμενες spin-2
σφαιρικές αρμονικές 2Y

m
l και −2Y

m
l . Αυτοί οι διαφορικοί τεεστές σετίζονται

στενά με τις συναοίτες παραώους που ρησιμοποιήσαμε ια να πάρουμε
τις τανυστικές σφαιρικές αρμονικές, και το τεικό αποτέεσμα που παίρνουμε
από τη δράση τους είναι

2Y
m
l =

Nl√
2

(
Wlm + iXlm

)
−2Y

m
l =

Nl√
2

(
Wlm − iXlm

) Wlm =
1√
2Nl

(
2
Y m
l +−2 Y

m
l

)
Xlm =

−i√
2Nl

(
2
Y m
l +−2 Y

m
l

) (12.96)

και ρησιμοποιώντας την 12.44 παίρνουμε

Q± iU =
∑
lm

aGlmNl

(
Wlm ± iXlm

)
+
∑
lm

aClmNl

(
−Xlm ± iWlm

)︸ ︷︷ ︸
±i
(
Wlm±iXlm

)
=
∑
lm

√
2
(
aGlm ± iaClm

)︸ ︷︷ ︸
≡a±2,lm

±2Y
m
l

(12.97)

Και οι δύο προσείσεις, είτε τν τανυστικών σφαιρικών αρμονικών, είτε τν
spin-2 σφαιρικών αρμονικών ια την ανάυση της πόσης του CMB οδηούν
στο ίδιο αποτέεσμα, αά η ύπαρξη και τν δύο προσείσεν έει οδηήσει
σε διαφορετικές συμάσεις όσον αφορά το πρόσημο και τον παράοντα

√
2.

Ξερίζουμε τις δύο συμάσεις μεταξύ τους ρησιμοποιώντας τα ράμματα G
και C ια τις δύο κααρές ποώσεις στη σύμαση τν τανυστικών σφαιρικών
αρμονικών και τα ράμματα E και B ια να διαρίσουμε τις δύο κααρές
ποώσει στη σύμαση τν spin-2 σφαιρικών αρμονικών. Η σύμαση στη ρήση
τν spin-2 αρμονικών έει κυριαρήσει σήμερα στο πεδίο μεέτης του CMB,
και ια το όο αυτό στη συνέεια α δουέψουμε ασικά με αυτή τη σύμαση.
Εν ένει, ποσότητες ορισμένες πάν στη σφαίρα που μετασηματίζονται όπς

f
′
(n̂) = e−isψf(n̂) (12.98)
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όπου το ψ είναι η τοπική (στο n̂) νία στροφής τν μοναδιαίν διανυσμάτν
θ̂, ϕ̂ , ονομάζονται spin−s συναρτήσει, και αναπτύσσονται σε spin−s σφαιρικές
αρμονικές sY

m
l (θ, ϕ). Οι συνήεις Y m

l ≡0 Y
m
l .

Οι spin-s σφαιρικές αρμονικές (ια δεδομένο s) συνειστούν ένα πήρες σύνοο
οροκανονικών συναρτήσεν στη σφαίρα∫

dΩsY
m
l (θ, ϕ)sY

m
′

l′
(θ, ϕ) = δll′δmm′ (12.99)

Συνεπώς έουμε

a2,lm =

∫
dΩ2Y

m∗
l (θ, ϕ)

(
Q+ iU

)
(θ, ϕ)

a−2,lm =

∫
dΩ−2Y

m∗
l (θ, ϕ)

(
Q− iU

)
(θ, ϕ)

Q+ iU =
∑
lm

a2,lm2Y
m
l

Q− iU
∑
lm

a−2,lm−2Y
m
l

(12.100)

Q =
1

2

∑
lm

(
a2,lm2Y

m
l + a−2,lm−2Y

m
l

)
U − i

2

∑
lm

(
a2,lm2Y

m
l − a−2,lm−2Y

m
l

) (12.101)
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E και B modes

Αντί ια τα a2,lm, a−2,lm είναι οικό να εισάουμε τους ραμμικούς
συνδιασμούς τους

aElm ≡ −1
2
(a2,lm + a−2,lm) = −

√
2aGlm

QB
lm ≡ i

2
(a2,lm − a−2,lm) = −

√
2aClm

(12.102)

⇒
a2,lm =− aElm − iaBlm

a−2,lm =− aElm + iaBlm
⇒

Q+ iU =−
∑
lm

(
aElm + iaBlm

)
2
Y m
l

Q− iU =−
∑
lm

(
aElm − iaBlm

)
−2
Y m
l

(12.103)

και ορίζουμε τα spin-0 πεδία

Ẽ(n̂) ≡
∑
lm

√
(l + 2)!

(l − 2)!
aElmY

m
l (n̂) = −2

∑
lm

1

Nl

aGlmY
m
l = 2A(n̂)

B̃(n̂) ≡
∑
lm

√
(l + 2)!

(l − 2)!
aBlmY

m
l (n̂) = −2

∑
lm

1

Nl

aClmY
m
l = −2B(n̂)

(12.104)

τα αμτά και ψευδοαμτά δυναμικά πόσης με τα οποία ξεκινήσαμε.
Ο όος που εισάουμε τους E και B συνδιασμούς τν spin +2 και spin -
2 πουποικών συντεεστών είναι α) επανενώνουμε το μιαδικό Q ± iU σε
πραματικές ποσότητες E και B και b) έουν συκεκριμένη ομοτιμία: το E
είναι αμτό και το B είναι ψευδοαμτό.

Ιδιότητες τν Spin-2 Σφαιρικών Αρμονικών

Από τις σέσεις μεταξύ τν τανυστικών και spin-2 σφαιρικών αρμονικών
παίρνουμε τις αντίστοιες ιδιότητες ια το sY

m
l .

+2Y
−m
l =(−1)m−2Y

m∗
l

−2Y
−m
l =(−1)m+2Y

m∗
l

⇒
a∗2,lm =(−1)ma−2,l−m

a∗−2,lm =(−1)ma2,l−m
(12.105)

Οι

2Y
m
l (−n̂) =(−1)l−2Y

m
l (n̂)

−2Y
m
l (−n̂) =(−1)l2Y

m
l (n̂)

2Y
m
l (π − θ, ϕ) =(−1)l+m−2Y

m
l (θ, ϕ)

−2Y
m
l (π − θ, ϕ) =(−1)l+m2Y

m
l (θ, ϕ)

(12.106)
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Παρατηρούμε τώρα ότι όες οι σέσεις εμπέκουν την ενααή spin +2 ↔ −2
Βόρειοι και Νότιοι Πόοι

2Y
m
l (0, ϕ) =

√
2l+1
4π
δm,−2e

−i2ϕ
2Y

m
l (π, ϕ) = (−1)l

√
2l+1
4π
δm,2e

i2ϕ

−2Y
m
l (0, ϕ) =

√
2l+1
4π
δm,2e

i2ϕ
−2Y

m
l (π, ϕ) = (−1)l

√
2l+1
4π
δm,−2e

−i2ϕ

(12.107)
Επομένς είναι

πειότιμη στο NP, εαν m = −s
πειότιμη στο SP, εαν m = s

(ια s = ±2, όι ια s = 0) (12.108)

12.10 Συναρτήσεις Συσέτισης και Γνιακό Φάσμα
Ισύος

Η ανισοτροποία και η πόση του CMB περιράφονται από τρία σύνοα
πουποικών συντεεστών

aTlm =

∫
dΩY m∗

l (θ, ϕ)Θ(θ, ϕ)

aGlm =

∫
dΩY Gab∗

lm (θ, ϕ)Pab(θ, ϕ)

aClm =

∫
dΩY Cab∗

lm (θ, ϕ)Pab(θ, ϕ)

(12.109)

Χρησιμοποιούμε X,Y ια να συμοίσουμε κάε ένα από τα T,G,C. Τα Θ και
Pab είναι πραματικά

⇒ aXl,−m = (−1)maX∗
lm (12.110)

Υποέτουμε ότι οι αρένες διαταραές δημιουρήηκαν από στατιστικά
τυαίες ισοτροτικές Γκαουσιανές διαδικασίες, και ρησιμοποιούμε το ⟨·⟩
ια να συμοίσουμε τη αναμενόμενη τιμή αυτής της τυαίας διαδικασίας.
Υποέτουμε επίσης ότι τα παρατηρούμενα aXlm παράηκαν από αρέονες
ραμμικές διαταραές. ⇒ κηρονόμησαν τις στατιστικές ιδιότητες τν
αρένν διαταραών
⇒ Οι αναμενόμενες τιμές ⟨axlmaY ∗

l
′
m

′ ⟩ εξαφανίζονται ια l ̸= l
′ , ή m ̸= m

′ και
είναι ανεξάρτητη στο m

∴ ⟨axlmaY ∗
l
′
m

′ ⟩ = ⟨axl,−maY ∗
l,−m⟩ = (−1)2m︸ ︷︷ ︸

=1

⟨ax∗lmaYlm⟩ = ⟨ax∗lmaYlm⟩ (12.111)
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είναι πραματικά και συμμετρικά στα XY.
Οι στατιστικές ιδιότητες του CMB περιράφονται πήρς (μπορούν να
προκύψουν όες οι αναμενόμενες τιμές) από τα έξι νιακά φάσματα ισύος

⟨aTlmaT∗l′m′ ⟩ = CTT
l δll′δmm′ ⟨aTlmaG∗

l
′
m

′ ⟩ = CTGδll′δmm′

⟨aGlmaG∗
l′m′ ⟩ = CGG

l δll′δmm′ ⟨aTlmaC∗
l′m′ ⟩ = CTCδll′δmm′

⟨aClmaC∗
l
′
m

′ ⟩ = CCC
l δll′δmm′ ⟨aGlmaC∗

l
′
m

′ ⟩ = CGCδll′δmm′

(12.112)

Υποέτουμε επίσης ότι η αρέονη τυαία διαδικασία που δημιούρησε αυτέςτις
διαταραές διατηρεί την ομοτιμία π. δεν διαρίζει μεταξυ του σύμπαντος
και της καρεπτικής του εικόνας. Το διαταραμενο σύμπαν είναι στατιστικά
συμμετρικό στην ομοτιμία, δη. το σύμπαν και η καρεπτική του εικόνα έουν
τις ίδιες στατιστικές ιδιότητες.

Στο καρεπτικό σύμπαν, το ψευδοαμτό δυναμικό πόσης B έει
αντίετο πρόσημο, ενώ το αμτό δυναμικό Α και η συνάρτυηση φτεινότητας
Θ παραμένουν απαράατες. Λέμε ότι σε ένα μετασηματισμό ομοτιμίας

Θ → Θ ⇒ aTlm → aTlm

A→ A ⇒ aGlm → aGlm

B → −B ⇒ aClm → −aClm

(12.113)

Από στατιστική συμμετρία στην ομοτιμία

⇒
−⟨aTlmaC∗

lm⟩ =⟨aTlmaC∗
lm⟩ = CTC = 0

−⟨aGlmaC∗
lm⟩ =⟨aGlmaC∗

lm⟩ = CGC = 0
(12.114)

∴ Έουμε μόνο τέσσερα νιακά φάσματα ισύος CTT
l , CGG

l CCC
l , CTG

l .
Με τις συμάσεις του spin-2 φορμαισμού τα τρία φάσματα ισύος είναι

CEE
l ≡⟨aElmaE∗

lm⟩ = 2CGG
l

CBB
l ≡⟨aBlmaB∗

lm ⟩ = 2CCC
l

CTE
l ≡⟨aTlmaE∗

lm⟩ = −
√
2CTG

l

(12.115)

Συναρτήσεις Συσέτισης

Οι συναρτήσεις συσέτισης ερμοκρασίας στη σφαίρα (ουρανό) ορίζεται ς

CTT (n̂1, n̂2) ≡ ⟨Θ(n̂1)Θ(n̂2)⟩ (12.116)
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Εξαιτίας της στατιστικής ισοτροποίας, αυτό μπορεί να εξαρτάται μονάα από
τη νία θ μεταξύ τν δύο κατευύνσεν

CTT (θ) ≡ ⟨Θ(n̂1)Θ(n̂2)⟩|n̂1·n̂2=cos θ (12.117)

Από την παρατήρηση του ουρανού παίρνουμε μια εκτίμηση ια την συνάρτηση
συσέτισης παίρνοντας την μέση τιμή πάν σε όα τα ζεύη κατευύσεν που
ρίζονται κατά μια νία θ. Εξαιτίας στατιστικής ισοτροποίας μπορούμε να
επιέξουμε n̂1 = (0, 0), n̂2 = (θ, 0) και ρίσκουμε

CTT (θ) =⟨Θ(0, 0)Θ(θ, 0)⟩ =
∑
lm

∑
l
′
m

′

⟨aT∗lmaTl′m′ ⟩Y m∗
l (0, 0)︸ ︷︷ ︸√

2l+1
4π

δm0

Y m
′

l′
(θ, 0)

=
∑
lm

∑
l′m′

CTT
l δll′δmm′

√
2l + 1

4π
δm0 Y 0

l (θ, 0)︸ ︷︷ ︸√
2l+1
4π

Pl(cos θ)

=
∑
l

2l + 1

4π
CTT
l Pl(cos θ)

(12.118)

Και ια θ = 0(n̂1 = n̂2) παίρνουμε την αυτοσυσέτιση της ερμοκρασίας ≡
διακύμανση ερμοκρασίας

CTT (0) = ⟨Θ(n̂)Θ(n̂)⟩ =

⟨(
δT

T

)2
⟩

=
∑
l

2l + 1

4π
CTT
l (12.119)

Για ποώσεις, ο ορισμός τν συναρτήσεν συσέτισης είναι πιο δύσκοος,
εξαιτίας της εξάρτησης τν παραμέτρν Stokes από τις συντεταμένες. Η
ραμμική πόση έει διεύυνση στη σφαίρα που δίνεται από τα Q και U . Για
να συσετήσουμε αυτή την κατεύυνση μεταξύ τν σημείν n̂1 και n̂2 στη
σφαίρα, ο ανεξάρτητος από τις συντεταμένες τρόπος ια να συκρίνουμε τις
διεύύνσεις αυτές είναι να τις συσετίσουμε με τις κατευύνσεις ς προς τα n̂1

και n̂2. Η κατεύυνση αυτή καορίζεται μονοσήμαντα (με την απροσδιοριστία
ενός προσήμου που δεν παίζει ρόο στην πόση) από τον μέιστο κύκο
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που εννώνει τα n̂1 και n̂2. Συνεπώς, προκειμένου να πάρουμε τις συσετίσεις
πόσης μεταξύ τν n̂1 και n̂2, επαναορίζουμε τις παραμέτρους Stokes, ς
προς ένα σύστημα που καορίζεται από τον παραπάν μέιστο κύκο, έτσι
ώστε η ”x” ή ”θ” κατεύυνση να είναι η κατεύυνση κατά μήκος του μέιστου
κύκου, από το n̂1 στο n̂2 (η εάιστη απόσταση, ώστε το τόξο να ειναι πάντα
0 ≤ θ ≤ π), και η ”y” ή ”ϕ” κατεύυνση να είναι οροώνια, έτσι ώστε τα (x̂, ŷ, n̂)
να σηματίζουν μια δεξιόστροφη άση και στα δύο σημεία. Ονομάζουμε αυτές
τις επαναορισμένες παραμέτρους Stokes Qr και Ur. Θερικά Qr αντιστοιούν
σε ποώσεις κατά μήκος του μέιστου κύκου και αρνητικά Qr σε ποώσεις
κάετες σε αυτόν. Το Ur μετράει την πόση σε διεύυνση 45 από αυτόν.
Μπορούμε τώρα να ορίσουμε τις συναρτήσεις συσέτισης.

CQQ(n̂1, n̂2) ≡ ⟨Qr(n̂1)Qr(n̂2)⟩ CTQ ≡ langleΘr(n̂1)Qr(n̂1)⟩
CUU(n̂1, n̂2) ≡ ⟨Ur(n̂1)Ur(n̂2)⟩ CTU ≡ langleΘr(n̂1)Ur(n̂2)⟩
CQU(n̂1, n̂2) ≡ ⟨Qr(n̂1)Ur(n̂2)⟩

(12.120)

Στατιστική ισοτροποία ⇒ οι συναρτήσεις αυτές εξαρτώνται μόνο από την νία
θ μεταξύ τν n̂1 και n̂2,

cos θ = n̂1 · n̂2, 0 ≤ θ (12.121)

Επομένς οι σετικοί με την πόση συναρτήσεις συσέτισης είναι

CQQ(θ) ≡ ⟨Qr(n̂1)Qr(n̂2)⟩ CTQ(θ) ≡ ⟨Θr(n̂1)Qr(n̂2)⟩
CUU(θ) ≡ ⟨Ur(n̂1)Ur(n̂2)⟩ CTU(θ) ≡ ⟨Θr(n̂1)Ur(n̂2)⟩
CQU(θ) ≡ ⟨Qr(n̂1)Ur(n̂2)⟩ cosθ ≡ n̂1 · n̂2

(12.122)

Μπορούμε να επιέξουμε n̂1 = (0, 0), n̂2 = (θ, 0). Αυτό

⋆ ⋆ ⋆
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Οι συνήεις παράμετροι Stokes είναι κακώς ορισμένοι στο NP (επίσης στο SP)
όπου θ = 0 αά το ϕ είναι πειότιμο. Μπορούμε να το αντιμετοπίσουμε αυτό,
ορίζοντας τις παραμέτρους Stokes με το να είναι επίσης πειότιμες

Q(0, ϕ) ≡ lim
θ→0

Q(θ, ϕ)

U(0, ϕ) ≡ lim
θ→0

U(θ, ϕ)
(12.123)

Το οποίο δίνει τα παραπάν Qr = Q, Ur = U, με ϕ = 0.
Υποοίζουμε τώρα το CQQ(θ). Από την 12.44

Q(θ, ϕ) =
∑
lm

Nl

[
aClmWlm(θ, ϕ)− aClmXlm(θ, ϕ)

]
(12.124)

⇒CQQ(θ) ≡ ⟨Q(0, 0)Q(θ, 0)⟩

=
∑
lm

∑
l
′
m

′

NlNl′
⟨[
aGlmWlm(0, 0)− aClmXlm(0, 0)

][
aG∗
l
′
m

′W ∗
l
′
m

′ (θ, 0)− aC∗
l
′
m

′X∗
l
′
m

′ (θ, 0)
]⟩

=
∑
lm

∑
l
′
m

′

NlNl
′
[
Wlm(0, 0)W

∗
l′m′ (θ, 0)⟨aGlmaG∗

l′m′ ⟩ −Wlm(0, 0)X
∗
l′m′ (θ, 0) ⟨aGlmaC∗

l′m′ ⟩︸ ︷︷ ︸
=0

−Xlm(0, 0)W
∗
l′m′ (θ, 0) ⟨aClmaG∗

l′m′ ⟩︸ ︷︷ ︸
=0

+Xlm(0, 0)X
∗
l′m′ (θ, 0) ⟨aClmaC∗

l′m′ ⟩︸ ︷︷ ︸
CCC

ll δ
ll
′ δ

mm
′

]
=
∑
lm

N2
l

[
Wlm(0, 0)︸ ︷︷ ︸

1
Nl

√
2l+1
8π

(δm2+δm,−2)

W ∗
lm(θ, 0)C

GG
l + Xlm(0, 0)︸ ︷︷ ︸

i
Nl

√
2l+1
8π

(δm2−δm,−2)

X∗
lm(θ, 0)C

CC
l

]

=
∑
l

√
2l + 1

8π
Nl

{[
W ∗
l2(θ, 0) +W ∗

l,−2(θ, 0)
]
CGG
l + i

[
X∗
l2(θ, 0)−X∗

l,−2(θ, 0)
]
CCC
l

}
(12.125)
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Για ϕ = 0, τα Wlm(θ, 0) είναι πραματικά και τα Xlm(θ, 0) είναι φανταστικά,
και από την 12.112

Wl,−2 = W ∗
l2 και Xl,−2 = X∗

l2 άρα (12.126)

W ∗
l2(θ, 0) +Wl,−2(θ, 0) = 2Wl2(θ, 0)

και iX∗
l2(θ, 0)︸ ︷︷ ︸

−iXl2(θ,0)

− iX∗
l,−2(θ, 0)︸ ︷︷ ︸
Xl2(θ,0)

= −2iXl2(θ, 0) (12.127)

και παίρνουμε

CQQ
l (θ) =

∑
l

√
2l + 1

2π
Nl

[
Wl2(θ, 0)C

GG
l − iXl2(θ, 0)C

CC
l

]
=
∑
l

2l + 1

2π
N2
l

[
CGG
l G+

l2(cos θ) + CCC
l G−

l2(cos θ)
] (12.128)

Από την 12.61,

Wl2(0, 0) =
1

Nl

√
2l + 1

8π
, Xl2(0, 0) =

i

Nl

√
2l + 1

8π
(12.129)

άρα η αυτοσυσέτιση (διακύμανση) του Q είναι

CQQ(0) = ⟨Q(n̂)Q(n̂)⟩ = ⟨Q2⟩ =
∑
l

2l + 1

4π

(
CGG
l + CCC

l

)
=
∑
l

2l + 1

4π

CEE
l + CBB

l

2

(12.130)

Όμοια παίρνουμε

CUU(θ) =
∑
l

√
2l + 1

2π
Nl

[
Wl2(θ, 0)C

CC
l − iXl2(θ, 0)C

GG
l

]
=
∑
l

2l + 1

2π
N2
l

[
CGGG

−
l2(cos θ) + CCC

l G+
l2(cos θ)

]
CTQ(θ) =⟨Q(0, 0)Θ(0, 0)⟩ =

∑
l

2l + 1

4π
NlC

TG
l P 2

l (cos θ)︸ ︷︷ ︸
m=2,

όι τετράνο

και ότι CTU(θ) = CQU(θ) = 0

(12.131)
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Ο μηδενισμός τν TU καιQU συσετίσεν οφείεται στην συμμετρία ομοτιμίας
(υμίζουμε ότι αντιστοιούν στα Qr και Ur)

Ο μηδενισμός τν TU και QU συσετίσεν: Οι παράμετροι Stokes

Θ(n̂1),Θ(n̂2), Qr(n̂1), Q(n̂2) έουν την ίδια τιμή σε ένα δεδομένο σύμπαν και
το καρεπτικό του. Αά οι Ur(n̂1), Ur(n̂2) έουν αντίετα πρόσημα στο
καρεπτικό σύμπαν. Από διατήρηση ομοτιμίας έπεται

⟨Qr(n̂1)Ur(n̂2)⟩ =− ⟨Qr(n̂1)Ur(n̂2)⟩ = 0 ⇒ CQU = 0

⟨Θr(n̂1)Ur(n̂2)⟩ =− ⟨Θr(n̂1)Ur(n̂2)⟩ = 0 ⇒ CTU = 0
(12.132)

αά ια CUU παίρνουμε απά ⟨Qr(n̂1)Ur(n̂2)⟩ = +⟨Qr(n̂1)Ur(n̂2)⟩, αφού και
τα δύο Ur αάζουν πρόσημο, και έτσι δεν πάιρνυμε καμια συνήκη ια τις
αυτοσυσετήσεις, από την ομοτιμία.

Υποοίζοντας τα CUU(θ) και CTQ(θ) στο ϕ = 0, παίρνουμε

CUU(0) =⟨U2⟩ =
∑
l

2l + 1

4π

(
CGG
l + CCC

l

)
=
∑
l

2l + 1

4π

CEE
l + CBB

l

2
= CQQ(0)

CTQ(0) =⟨Θ(n̂)Q(n̂)⟩ =
⟨
δT

T
Q

⟩
=
∑
l

2l + 1

4π
NlC

TG
l P 2

l (1)︸ ︷︷ ︸
=0

= 0

(12.133)
Η TQ αυτοσυσέτιση (με τις δύο διαταραές υποοισμένες στο ίδιο σημείο)
μηδενίζονται

⋆ ⋆ ⋆

Ο πίνακας αυτοσυσέτισης τν παραμέτρν Stokes ⟨(I,Q, U)× (I,Q, U)⟩
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επομένς είναι

∑
l

2l + 1

4π

CTT
l 0 0

0 CGG
l + CCC

l 0

0 0 CGG
l + CCC

l


=
∑
l

2l + 1

4π

CTT
l 0 0

0
CEE

l +CBB
l

2
0

0 0
CEE

l +CBB
l

2


(12.134)

Σε όρους τν SY
m
l ,

CQQ(θ) =
∑
l

√
2l + 1

2π
Nl

[
Wl2(θ, 0)︸ ︷︷ ︸

1√
2Nl

(
2Y 2

l +−2Y 2
l

)CGG
l −iXl2(θ, 0)︸ ︷︷ ︸

−1√
2Nl

(
2Y 2

l −−2Y 2
l

)CCC
l

]

=
∑
l

√
2l + 1

4π

{[
2Y

2
l (θ, 0) + −2Y

2
l (θ, 0)

]
CGG
l −

[
2Y

2
l (θ, 0) + −2Y

2
l (θ, 0)

]
CCC
l

}
=
∑
l

√
2l + 1

4π

{
1

2

[
2Y

2
l (θ, 0) + −2Y

2
l (θ, 0)

]
CEE
l − 1

2

[
2Y

2
l (θ, 0) + −2Y

2
l (θ, 0)

]
CBB
l

}

=
∑
l

√
2l + 1

4π

[
1

2

(
CEE
l − CBB

l

)
2Y

2
l (θ, 0) +

1

2

(
CEE
l + CBB

l

)
−2Y

2
l (θ, 0)

]
(12.135)

και (από τις 12.127 και 12.131, απά εναάσουμε με τα E και B)

CUU(θ) =
∑
l

√
2l + 1

2π

[
1

2

(
CBB
l − CEE

l

)
2Y

2
l (θ, 0) +

1

2

(
CBB
l + CEE

l

)
−2Y

2
l (θ, 0)

]

CTQ(θ) =
∑
l

2l + 1

4π
Nl

(
− 1√

2

)
︸ ︷︷ ︸

−
√

(l−2)!
(l+2)!

CTE
l P 2

l (cos θ) = −
∑
l

2l + 1

4π

√
(l − 2)!

(l + 2)!
CTE
l P 2

l (cos θ)

(12.136)
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12.11 Εξίσση Boltzmann-Vlasov

12.12 Παράμετροι Stokes και Spin-S Σφαιρικές
Αρμονικές

Η ακτινοοία του CMB αρακτηρίζεται από έναν 2× 2 πίνακα έντασης Iij. Οι
παράμετροι Stokes Q και U ορίζονται σαν Q =

(
I11 − 22

)
/4 και U = I12/2 ενώ

η ανισοτροποία στη ερμοκρασία δίνεται από την T =
(
I11 − I22

)
/4. Εν ένει,

η τέταρτη παράμετρος Stokes V που περιράφει την κυκική πόση α είναι
επίσης ανακαία, αά στην κοσμοοία μπορεί να ανοηεί επειδή δεν μπορεί
να παραεί μέσ σκέδασης Thomson.

12.13 Αρμονική ανάυση ια πόση του CMB

Η ανισοτροπία στην ερμορκασία του CMB είναι μια συνάρτηση πάν σε
μια σφαίρα. Σε αναοία με το ανάπτυμα Fourier στον 3-διάστατο ώρο,
ξερίζουμε τις συνεισφορές διαφορετικών νιακών κιμάκν κάνοντας ενα
πουποικό ανάπτυμα,

δT

T0
=
∑

αlmYlm
(
θ, ϕ
)

(12.137)

όπου το άροισμα τρέει πάν στα l = 1, 2, · · ·∞ και m = −l, · · · , l, δίνοντας
2l+1 τιμές του m ια κάε l. Οι συναρτήσεις Ylm είναι οι σφαιρικές αρμονικές,
οι οποίες είναι ένα οροκανονικό σύνοο συναρτήσεψν πάν στη σφαίρα, άρα
μπορούμε να υποοίσουμε τους πουποικούς συντεεστές αlm από την

αlm =

∫
Y ∗
lm

δT

T0

(
θ, ϕ
)
dΩ. (12.138)

Ο ορισμός 12.137 δίνει αδιάστατα αlm (συνά στην ιιοραφία ορίζονται
ρίς το T0 = 2.725 στην 12.137 και έτσι έουν διαστάσεις ερμοκρασίας
οι οποίες συνής δίνονται σε µK). Το άροισμα ξεκινά στο l = 1, αφού
Y00 = σταερό και επομένς πρέπει να έουμε α00 = 0 ια μια ποσότητα η
οποία αντιπροσοπεύει μια διακύμανση από το μέσο όρο. Το διποικό μέρος,
l = 1 κυριαρείται από το φαινόμενο Doppler ό της κίνησης του ηιακού
συστήματος ς προς την επιφάνεις της τεευτσίας σκέδασης, και δεν μπορούμε
να ξερίσουμε από αυτό το κοσμοοικό δίποο που προκαείται από τις
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διαταραές μεάης κίμακας. Επομένς ενδιαφερόμαστε μόνο ια το l ≥ 2
μέρος του αναπτύματος.

Ένας άος συμοισμός ια το Ylm είναι Yn̂ όπου n̂ είναι το μοναδιαίο
άνυσμα του οποίου η κατεύυνση καορίζεται από τις νίες θ και ϕ.

12.14 Γενικές σέσεις ια τις διακυμάνσεις
ερμοκρασίας

Στην ενότητα αυτή ρίσκουμε τις ενικές σέσεις ια τη συνεισφορά τν
αμτών και τανυστιών διαταραών στις παρατηρούμενες ερμοκρασιακές
διακυμάνσεις του CMB.

Επειδή η ενερειακή πυκνότητα του μέανος σώματος είναι ανάοη
της τέταρτης δύναμης της ερμοκρασίας, οι κασματικές διακυμάνσεις στην
ερμοκρασία της ακτινοοίας που έρονται από μια διεύυνση n̂ είναι το ένα
τέταρτο της κασματικής διακύμανσης στην πρότυπη ενερειακή πυκνότητα τν
φτονίν που ταξιδεύουν στην κατεύυνση p̂ = −n̂ στην έση μας x = 0 και
ρόνο t = t0.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 13
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Παράραφος 4.2:
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Υποοισμοί στην προσέιση μικρού μήκους κύματος

.

Rαβ = ∂γΓ
γ
αβ − ∂βΓ

γ
αγ + ΓγαβΓ

δ
γδ − ΓγαδΓ

δ
βγ (13.1)

Γαβγ =
1

2
gαδ
(
gδβ|γ + gδγ|β − gβγ|δ

)
(13.2)

Όπου σε αυτήν την έκφραση και όες όσες ακοουούν οι δείκτες υψώνονται
και κατεάζονται με τη μετρική του υποάρου gBαβ και οι κατακόρυφες ραμμές
δηώνουν παραώιση ς προς συντεταμένες σε αυτή τη μετρική.

Γαβγ =
1

2

(
ηαδ − hαδ

)(
hγδ|β + hδβ|γ − hβγ|δ

)
=

1

2

[
ηαδhδγ|β + ηαδhδβ|γ − ηαδhβγ|δ

]
O(α)

− 1

2

[
hαδhδγ|β + hαδhδβ|γ − hαδhβγ|δ

]
O(α2)

(13.3)

Και ο τανυστής Ricci ίνεται σύμφνα με την 13.1:

R
(2)
αβ =− 1

2
∂γ

[
hγδ
(
hδα|β + hδβ|α − hαβ|δ

)]
+

1

2
∂β

[
hγδ
(
hγδ|α +HHHhδα|γ −HHHhαγ|δ

)]
+

1

4
ηγσ
(
hσα|β + hσβ|α − hαβ|σ

)
ηδζ
(
HHHhζγ|δ + hζδ|γ −HHHhγδ|ζ

)
− 1

4
ηγσ
(
hσα|δ + hσδ|α − hαδ|σ

)
ηδζ
(
hζβ|γ + hζγ|β − hβγ|ζ

)
=− 1

2
∂γ

[
hγδ
(
hδα|β + hδβ|α − hαβ|δ

)]
+

1

2
∂β
(
hγδhγδ|α

)
+

1

4
ηγσηδζhζδ|γ

(
hσα|β + hσβ|α − hαβ|σ

)
− 1

4
ηγσ
(
hσα|δ + hσδ|α − hαδ|σ

)
ηδζ
(
hζβ|γ + hζγ|β − hβγ|ζ

)
Θέουμε να υποοίζουμε τις ρορονικές συνειστώσες

t0j = −1

κ
G

(2)
0j (h

(1)) (13.4)
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και ερόντας ένα επίπεδο αρμονικό κύμα στην αμίδα ΤΤ με:

hµν
(
τ, x⃗
)
= hλ

(
τ ; k⃗
)
Re{eik⃗·x⃗}ϵµν

(
k⃗;λ
)

(13.5)

όπου λ = +,× με ϵµν
(
z; +

)
=


0

1 0

0 −1

0

, ϵµν(z; +) =


0

0 1

1 0

0

 και

kµk
µ = 0, hαβ(x)kβ = 0, hαα(x) = 0, h0β(x) = 0.

Το οποίο πάντα μπορούμε να ερήσουμε ότι κινείται προς τη διεύυνση του άξονα
z και άρα να ράψουμε

hµν
(
τ, z
)
= hλ

(
τ ;ω

)
Re{e−iω(t−z)}ϵµν

(
ω;λ

)
Με διαφορά ένα παράοντα −c, οι ρορονικές συνειστώσες του t0j, δίνουν τις
συνειστώσες της πυκνότητας ενέρειας sj ς προς ένα παρατηρητή του οποίου η
τετραταύτητα uρ είναι εφαπτόμενη στις ραμμές x0,

sj = −uρtρj = −u0t0j = −ct0j. (13.6)

και από την 13.4 έουμε:

κt0j = −R(2)
0j (h

(1))− 1
2
η0jη

ρσR
(2)
ρσ (h)− 1

2
h0jη

ρσR(1)(h) + η0jh
ρσR

(1)
ρσ (h)

= −R(2)
0j (h

(1))− 0 − 0 + 0
(13.7)

και επειδή από παραπάν είναι

R
(2)
0j =− 1

2
∂γ

[
hγδ
(
���*

0
hδ0|j + hδj|0 −���*

0
h0j|δ

)]
+

1

2
∂j
(
hγδhγδ|0

)
+

1

4
ηγσηδζhζδ|γ

(
���*0
hσ0|j + hσj|0 −���*0

h0j|σ
)

− 1

4
ηγσ
(
���*0
hσ0|δ + hσδ|0 −���*0

h0δ|σ
)
ηδζ
(
hζj|γ + hζγ|j − hjγ|ζ

)
=− 1

2
∂γ
(
hγδhδj|0

)
+

1

2
∂j
(
hγδhγδ|0

)
− 1

4
ηγσ ηδζhζδ|γ︸ ︷︷ ︸

=∂γh
ζ
ζ=0

hσj|0 +
1

4
ηγσhσδ|0η

δζ
(
hζj|γ + hζγ|j−hjγ|ζ

)
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..

όπου οι όροι με επισήμανση αηο-ακυρώνονται ιατί:

ηγσhσδ|0η
δζ
(
hζj|γ − hjγ|ζ

)
=
(
h
δ |σ
j − h

σ|δ
j

)
hσδ|0

=h
δ |σ
j hσδ|0 − h

σ|δ
j hσδ|0

στον 2o όρο κάνουμε την ααή σ ↔ δ =h
δ |σ
j hσδ|0 − h

δ|σ
j hδσ|0 = 0

R
(2)
0j (h

(1)) = −1

2
hγδ|γhδj|0 −

1

2
hγδhδj|0γ +

1

2
hγδ|jhγδ|0 +

1

2
hγδhγδ|0j −

1

4
hγζ|0hζγ|j

Ο πρώτος όρος, ό της 13.5 ίνεται

hγδ|γ = hγδikγ = 0

Ο δεύτερος όρος, πάι ό της 13.5 ίνεται

hγδhδj|0γ = hγδhδji
2kγk0 ∼ hγδkγ = 0

Επομένς
R

(2)
0j (h

(1)) = +
1

2
hγδ |jhγδ|0 +

1

2
hγδhγδ|0j −

1

4
hγζ |0hγζ|j

=+
1

4
hγδ |jhγδ|0 +

1

2
hγδhγδ|0j

=+
1

4
hkl |jhkl|0 +

1

2
hklhkl|0j
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..

είναι

..ϵklϵkl =ϵ1lϵ1l + ϵ2lϵ2l +
HHHϵ3lϵ3l

=ϵ11ϵ11 + ϵ12ϵ12 + ϵ21ϵ21 + ϵ22ϵ22

..

ϵkl× ϵ×kl = ϵ12ϵ12 + ϵ21ϵ21 = 1 + 1 = 2

. ϵkl+ ϵ×kl = ϵkl× ϵ+kl = 0.

ϵkl+ ϵ+kl = ϵ11ϵ11 + ϵ22ϵ22 = 1 + 1 = 2

Άρα αφού

hkl|z =+
[
h+|zϵ

kl
+ + h×|zϵ

kl
×|z
]
Re{e−iω(t−z)}

hkl|0 =0

hkl|0z =
[
h+ϵ

kl
+ + h×ϵ

kl
×
]
ω2Re{e−iω(t−z)}

Θα είναι και

hkl|zhkl|0 =0

hklhkl|0z =+ 2ω2
[
h2+ + h2×

]
Re{e−i2ω(t−z)}

Άρα

R
(2)
0z

(
h1
)
=
[
h+|zh+ + h×|zh×

]
ω2Re{e−i2ω(t−z)}
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Απούστερη περίπτση hµν = h+ sin
[
ω
(
t− z

)]
ϵ+µν = α sin

[
ω
(
t− z

)]
ϵ+µν

.

Στην περίπτση αυτή

κt0z =− 1

4
hkl |zhkl|0 −

1

2
hklhkl|0z

=− 1

4
h11 |zh11|0 −

1

4
h22 |zh22|0 −

1

2
h11h11|0z −

1

2
h22h22|0z

=+
1

4
h11|zh11|0 +

1

4
h22|zh22|0 +

1

2
h11h11|0z +

1

2
h22h22|0z

=+
1

2
h11|zh11|0 + h11h11|0z

=+
1

2

[
− αω cos

[
ω(t− z)

]][
αω cos

[
ω(t− z)

]]
+ α sin

[
ω(t− z)

][
− αω2 sin

[
ω(t− z)

]]
=− α2ω2 cos2

[
ω(t− z)

]
− α2ω2 sin2

[
ω(t− z)

]
=− α2ω2

Επομένς
κt0z = −α2ω2 → t0z = − c4

8πG
α2ω2
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Παράραφος 6.3:

..

..Απόδειξη I

[Απόδειξη σέσης 6.59]

Φ̃ =Ã+H
(
B̃ − Ẽ

′)
+
(
B̃ − Ẽ

′)′
=A− ξ0

′ − a
′

a
ξ0

+H
(
B + AAξ

′
+ ξ0 −

(
E + AAξ

)′)
+
(
B + AAξ

′
+ ξ0 −

(
E + AAξ

)′)′
=A+H

(
B + E

′)
+
(
B + E

′)′
−@@ξ

0′ −
S
S
S

a
′

a
ξ0 +

S
S
S

a
′

a
ξ0 +@@ξ

0′

=Φ

Ψ̃ =ψ̃ −H
(
B̃ − Ẽ

′)
=ψ +

S
S
S

a
′

a
ξ0 −H

(
B − E

′)− S
S
S

a
′

a
ξ0

=Ψ
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Κεφάαιο ??

..

..Απόδειξη II

δΓλλµ = δΓ0
0µ + δΓiiµ

• ια µ = 0

δΓλλ0 =δΓ
0
00 + δΓii0

=− 1

2
ḣ00 +

1

2a2

(
− 2ȧ

a
hii + ḣii +

HHH∂ihi0 −HHH∂ihi0

)
=− 1

2
ḣ00 −

ȧ

a3
hii +

1

2a2
ḣii

=∂0

(
1

2a2
hii −

1

2
h00

)
• ια µ = k

δΓλλk =δΓ
0
0k + δΓiik

=
ȧ

a
hk0 −

1

2
∂kh00 +

1

2a2
δil
(
− 2hl0aȧδik + ∂khli + ∂ihlk − ∂lhki

)
=
ȧ

a
hk0 −

1

2
∂kh00 +

1

2a2
(
− 2hi0aȧδik + ∂khii +

HHH∂ihik −HHH∂ihki
)

=
ȧ

a
hk0 −

1

2
∂kh00 +

1

2a2
(
− 2hk0aȧ+ ∂khii

)
=
@
@
@

ȧ

a
hk0 −

1

2
∂kh00 −

Z
Z
ZZ

aȧ

a2
hk0 +

1

2a2
∂khii

=∂k

(
1

2a2
hii −

1

2
h00

)

..

..Απόδειξη III

Επειδή ο τανυστής Tµν αφορά το ενικό και όι τον αδιατάρατο ώρο, α
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..

υψώνει και α κατεάζει τους δείκτες του με τη ενική μετρική gµν

δT µν =δ
(
gµλTλν

)
=gµλδTλν + δgµρT (0)

ρν

=
(
gµλ(0) − hµλ

)
δTλν︸ ︷︷ ︸

O(2)

+hµρT (0)
ρν

=gµλ(0)δTλν + hµρT (0)
ρν

Όμς σύμφνα με την ?? είναι hµρ = −gµλ(0)g
ρκ
(0)hλκ άρα

δT µν =gµλ(0)δTλν − gµλ(0)g
ρκ
(0)hλκT

(0)
ρν

=gµλ(0)δTλν − gµλ(0)hλκT
κ(0)
ν

=gµλ(0)
[
δTλν − hλκT

κ(0)
ν

]

Καφάαιο 10

Παράραφος 10.6.5.3
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..Απόδειξη IV

[Απόδειξη σέσης 10.128]

u
′
= − 1

2
√
−η

s+
√
−ηs′

u
′′
= − 1

4
(
− η
)3/2 s− 1

2
√
−η

s
′ − 1

2
√
−η

s
′
+
√
−ηs′′

Άρα[
− 1

4
(
− η
)3/2 s− 1√

−η
s
′
+
√
−ηs′′

]
+

[
k2 − 1

η2
(ν2 − 1

4
)

]√
−ηs = 0

√
−ηs′′ − 1√

−η
s
′
+

[
k2 − 1(

− η
)3/2ν2]s = 0

η2s
′′
+ ηs

′
+
[
k2η2 − ν2

]
s = 0
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..

..Απόδειξη V

[ Απόδειξη σέσης 10.187]

6HḢ =
1

M2

∑
J

VJ ϕ̇J =
1

M2

∑
J

VJ

(
− VJ
3H

)
=− 1

3M2H

∑
J

V 2
J

Ḣ =− 1

18M2H2

∑
J

V 2
J = − 1

6V

∑
J

V 2
J (1)

ϕ̈I =− V̇I3H − 3ḢVI
9H2

=
3ḢVI − 3H

∑
J VIJ ϕ̇J

9H2

=
3ḢVI −��3H

∑
J VIJ

(
− VJ

��3H
)

9H2
=

Ḣ

3H2
VI +

1

3H2

∑
J

VIJVJ

=

(
3M2

3V

)(
− 1

6V

∑
J

V 2
J

)
+
M2

3V

∑
J

VIJVJ

=
M2

3

∑
VIJVJ
V

− M2

6

VI
∑
V 2
J

V 2
(2)

..
..Απόδειξη VI
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..

[Απόδειξη σέσης 10.248]

H−2σ̈ =H−2
[
ϕ̈1 − ϕ̇1θ̇ sin θ + ϕ̈2 sin θ + ϕ̇2θ̇ cos θ

]
=
(
ϵH−1ϕ̇1 − η11H

−1ϕ̇1 − η12H
−1ϕ̇2

)
cos θ

−H−2ϕ̇1θ̇ sin θ +H−2ϕ̇2θ̇ cos θ
+
(
ϵH−1ϕ̇2 − η12H

−1ϕ̇1 − η22H
−1ϕ̇2

)
sin θ

=ϵH−1
(
ϕ̇1 cos θ + ϕ̇2 sin θ

)
− η12H

−1
(
ϕ̇1 sin θ + ϕ̇2 cos θ

)
−
(
η11ϕ̇1 cos θ + η22ϕ̇2 sin θ

)
H−1 +

�����������(
ϕ̇2 cos θ − ϕ̇1 sin θ

)
H−1

(
από 10.219

)
=ϵH−1σ̇ − η12H

−12ϕ̇1 sin θ −
(
η11ϕ̇1 cos θ + η22ϕ̇2 sin θ

)
H−1

=H−1
[
ϵσ̇ − 2η12ϕ̇1 sin θ − η11ϕ̇1 cos θ − η22ϕ̇2 sin θ

]
=H−1

[
ϵσ̇ − 2η12σ̇ cos θ sin θ − η11σ̇ cos2 θ − η22σ̇ sin2 θ

]
=H−1σ̇

(
ϵ− ησσ

)

Κεφάαιο 10

Παράραφος 10.4

..

..Απόδειξη VII

[Απόδειξη σέσης 10.50]

1√
−g

∂µ
(√

−g∂µϕI
)
=

1√
−g

∂µ
(√

−ggµν∂νϕI
)

1√
−g

∂µ
(√

−ggµν∂νϕI
)
− VI = 0
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..

a4
(
1 + A− 3D

)
VI =∂µ

(√
−ggµν∂νϕI

)
=∂η

(√
−gg00∂ηϕI

)
+ ∂η

(√
−gg0i∂iϕI

)
+ ∂i

(√
−ggi0∂ηϕI

)
+ ∂i

(√
−ggij∂jϕI

)
=∂η

(√
−g
)
g00ϕ

′

I +
√
−g∂η

(
g00
)
ϕ

′

I +
√
−gg00ϕ′′

I

+ ∂η
(√

−g
)
g0iϕ

′

I +
√
−g∂η

(
g0i
)
∂iϕI +

√
−gg0i∂η

(
���∂iϕI

)
+ ∂i

(√
−g
)
gi0ϕ

′

I +
√
−g∂i

(
gi0
)
ϕ

′

I +
√
−ggi0����∂i

(
ϕ

′

I

)
+ ∂i

(√
−g
)
gij���∂jϕI +

√
−g∂i

(
gij
)
���∂jϕI +

√
−ggij∂i

(
���∂jϕI

)
...

Παράραφος 10.6.5

..

..Απόδειξη VIII

[Απόδειξη σέσης 10.113]

H′
=
a

′′
a− a

′2

a2
=
a

′′

a
−
(
a

′

a

)2

⇒ a
′′

a
=H′

+H2 = H2

(
1 +

H′

H2

)
και a′

= d
dη
a = aȧ, ä = d

dη

(
d
dη
a
)
= a d

dt

(
a d
dt
a
)
= aȧ2 + a2ä άρα

H′

H2
=
( a
a′

)2 a′′
a− a

′2

a2

=
( a
aȧ

)2 (aȧ2 + a2ä) a− (aȧ)2

a2

=
a2ȧ2 + a3äa− a2ȧ2

a2ȧ2

=1 +
a2

ȧ2

(
aä− ȧ2

a2

)
=1 +

Ḣ

H2
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..Απόδειξη IX

[Απόδειξη σέσης 10.107] Με ρήση τν 10.103 και 10.100 έουμε

−H2V
′′
= − ηV

M2

1

H2
= −η 1

M2
3M2 = −3η

8πG

a3H2

d

dt

(
a3

H
ϕ̇2

)
=

1

M2

1

a3H2

[
3a2ȧϕ̇2 1

H
− a3

Ḣ

H2
ϕ̇2 + 2

a3

H
ϕ̇ϕ̈

]
=

1

M2

[
3

(
ϕ̇

H

)2

− Ḣ

H2

(
ϕ̇

H

)2

+
2

H3
ϕ̇ϕ̈

]
Από την 10.104 οι δύο πρώτοι όροι ίνονται

3

(
ϕ̇

H

)2

= 6M2ϵ

− Ḣ

H2

(
ϕ̇

H

)2

= −
(
− ϵ
)(
2M2ϵ

)
= 2M2ϵ2

Ο τεευταίος όρος από την 10.104

2

H3
ϕ̇ϕ̈ =

2

H
ϕ̇
1

H
ϕ̇
(
ϵ− η

)
= 2
(
ϵ− η

)( ϕ̇
H

)2

= 2
(
ϵ− η

)
2M2ϵ

= 4M2
(
ϵ2 − ϵη

)
Επομένς το δεξιό μέος ίνεται[

1

M2

[
6M2ϵ+ 2M2ϵ2 + 4M2

(
ϵ2 − ϵη

)]
− 3η

]
Qk⃗.

⇒
[
6ϵ− 3η + 6ϵ2 − 4ϵη

]
Qk⃗.

Παράραφος 10.9.2

..
..Απόδειξη X
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[Απόδειξη σέσης 10.232] Παραίζοντας την ṡ = −ϕ̇1 sin θ+ ϕ̇2 cos θ =
0, παίρνουμε

s̈ =− ϕ̈1 sin θ − ϕ̇1θ̇ cos θ + ϕ̈2 cos θ − ϕ̇θ̇ sin θ
=
(
3Hϕ̇+ V1

)
sin θ − θ̇

(
ϕ̇1 cos θ + ϕ̇2 sin θ

)
−
(
3Hϕ̇2 + V2

)
cos θ

=
(
3Hϕ̇1 + V1

)
sin θ − θ̇σ̇ −

(
3Hϕ̇2 + V2

)
cos θ

=3H((((((((((((
ϕ̇1 sin θ − ϕ̇2 cos θ

)
+ V1 sin θ − V2 cos θ − θ̇σ̇

=V1 sin θ − V2 cos θ − θ̇σ̇

=− Vs − θ̇σ̇

Όμς s̈ = 0 άρα
Vs = −θ̇σ̇

..

..Απόδειξη XI

[Απόδειξη σέσης 10.233]

V̇s = −V̇1 sin θ − V1θ̇ cos θ + V̇2 cos θ − V2θ̇ sin θ (13.8)

είναι

V̇1 =∇ϕ1V1ϕ̇1 +∇ϕ2V1ϕ̇2 = V11ϕ̇1 + V12ϕ̇2

V̇2 =∇ϕ1V2ϕ̇1 +∇ϕ2V2ϕ̇2 = V12ϕ̇1 + V22ϕ̇2

επομένς

V̇s =− V11ϕ̇1σ̇ cos θ sin θ − V12ϕ̇2σ̇ sin2 θ − V1θ̇ cos θ
+ V12ϕ̇1σ̇ cos2 θ + V22ϕ̇2σ̇ cos θ sin θ − V2θ̇ sin θ.

=
[
− sin θ cos θV11 +

(
cos2 θ − sin2 θ

)
V12 + cos θ sin θ

]
σ̇.

− θ̇
(
V1 cos θ + sin θ

)
.

=Vσsσ̇ − θ̇Vσ.

..

από 10.218

..

από 10.225
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Παράραφος 10.8.1

..

..Απόδειξη XII

[Απόδειξη σέσεν 10.190]

1.
H−2Ḣ =

3M2

V

(
− 1

6V

∑
I

V 2
I

)
= −M2

2V 2

∑
I

V 2
I = −ϵ

2.

(H−1ϕ̇I)
2 =

3M2

V

V 2
I

9H2
= 2M2

(
M2

2V 2
VIVI

)
= 2M2ϵII

3.

H−2ϕ̈I =H
−2

[
M2

3

∑
VIJVJ
V

− M2

6

VI
∑
V 2
J

V 2

]
=H−2

[
M2

3

1

V

∑
J

V

M2
nIJ
(
− 3Hϕ̇J

)
− M2

6

1

V 2

(
− 3Hϕ̇I

) 2

M2

∑
I

V 2
I

]
=ϵH−1ϕ̇I −

∑
J

ηIJH
−1ϕ̇J
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..

4.

H−1ϵ̇IJ =H−1M
2

2

(
V̇IVJ + VI V̇J

)
V 2 − VIVJ2V V̇

V 4

=H−1 M
2

2V 2

[
VJ
∑
K

VIK ϕ̇K + VI
∑
K

VJK ϕ̇K

]
−H−1M

2

V 3
VIVJ

∑
K

VK ϕ̇K

=H−1 M
2

2V 2

[
VJ
∑
K

VIK
(
− VK

3H

)
+ VI

∑
K

VJK
(
− VK

3H

)]
−H−1M

2

V 3
VIVJ

∑
K

VK
(
− VK

3H

)
=− M2

V

M2

2V 2

[
VJ
∑
K

VIKVK + VI
∑
K

VJKVK

]
+
M2

V

M2

V 3
VIVJ

∑
K

VKVK

=−
∑
K

[
ηIJϵJK + ηJKϵIK

]
+ 4ϵIJϵ

5.

H−1ϵ̇ =H−1M
2

2

∑
I

2VI V̇IV
2 − V 2

I 2V V̇

V 4

=H−1M
2

2

∑
I

2VIV
2
∑
VIK ϕ̇K − V 2

I 2V
∑
VK ϕ̇K

V 4

=H−1M
2

V 4

∑
I

[
V 2VI

∑
K

VIK
(
− VK

3H

)
− V 2

I V
∑
K

VK
(
− VK

3H

)]
=
M2

V

M2

V 4

∑
I

[
− V 2

∑
K

VIKVIVK + V 2
I V
∑
K

V 2
K

]
=− 2

∑
I

(
M2

V
VIK

)(
M2

2

VIVK
V 2

)
+ 4

∑
I

∑
K

(
M2

2

VIVI
V 2

)(
M2

2

VKVK
V 2

)
=− 2

∑
I

∑
K

ηIKϵIK + 4ϵ2
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Appendix

A Εξίσση Γεδαισιακής Απόκισης

Έστ ότι έουμε δύο εεύερα σημειακά σμάτια Α και Β που κινούνται σε
εδαισιακές καμπύες οι οποίες αποκινουν. Υποέτουμε ότι σε κάε ένα
από αυτά αντιστοιούν τροιές xµ(τ) και xµ(τ) + ξµ. Από την εξίσση τν
εδαισιακών έουμε ότι η τροιές τους α υπακούουν στις

d2xµ

dτ 2
+ Γµνλ

dxν

dτ

dxλ

dτ
(A.1)

d2(xµ + ξµ)

dτ 2
+ Γµνλ(x+ ξ)

d(xν + ξµ)

dτ

d(xλ + ξλ)

dτ
(A.2)

Αναπτύσσουμε την A.2:

d2xµ

dτ 2
+
d2ξµ

dτ 2
+ Γµνλ(x+ ξ)

[
dxν

dτ

dxλ

dτ
+
dxν

dτ

dξλ

dτ
+
dξν

dτ

dxλ

dτ

]
= 0

Αναπτύσσουμε κατά Taylor Γµνλ(x+ ξ) = Γµνλ(x) +
(
∂δΓ

µ
νλ

)
ξδ:

d2xµ

dτ 2
+
d2ξµ

dτ 2
+

[
Γµνλ +

(
∂δΓ

µ
νλ

)
ξδ
][
dxν

dτ

dxλ

dτ
+
dxν

dτ

dξλ

dτ
+
dξν

dτ

dxλ

dτ

]
= 0

Ανοώντας όρους δεύτερης ή μεαύτερης τάξης ς προς ξµ και αφαιρώντας
την A.1 έουμε:

d2ξµ

dτ 2
+ Γµνλ

(
dxν

dτ

dξλ

dτ
+
dξν

dτ

dxλ

dτ

)
+
(
∂δΓ

µ
νλ

)
ξδ
dxν

dτ

dxλ

dτ
= 0
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Εκμεταευόμενοι τη εευερία που έουμε να αάξουμε ονομασία στους
ουούς δείκτες η παραπάν ράφεται πιο κααρά:

d2ξµ

dτ 2
+ 2Γµνλ

dxν

dτ

dξλ

dτ
+
(
∂δΓ

µ
νλ

)
ξδ
dxν

dτ

dxλ

dτ
= 0

Χρησιμοποιώντας την παρακάτ:
df

dτ
=

∂f

∂xα
dxα

dtτ
= uα

∂f

∂xα
≡ ∇uf (A.3)

Έουμε ότι η ταύτητα και η επιτάυνση της σετικής απομάκρυνσης τν
σμάτν Α και Β στο σύστημα ενός παρατηρητή φαίνεται να είναι (η
παραώιση ίνεται ς προς τον ιδιορόνο τ του παρατηρητή):

vα ≡ (∇uξ)
α = uβ∇βξ

α =
dξα

dτ
+ Γαβγu

βξγ (A.4a)

και wα ≡ ∇u∇uξ = uβ∇βυ
α =

dυα

dτ
+ Γαδγu

δυγ (A.4b)

Αντικαιστώντας την A.4a στην A.4b παίρνουμε:

wα =
d2ξα

dτ 2
+

d

dτ

(
Γαβγu

βξγ
)
+ Γαβϵu

δ

(
dξϵ

dτ
+ Γϵβγu

βξγ
)

=
d2ξα

dτ 2
+ 2Γαβγu

β dξ
γ

dτ
+
∂Γαβγ
∂xδ

uδuβξγ + Γαβγ
duβ

dτ
ξγ + ΓαδϵΓ

ϵ
βγu

βuδξγ
(A.5)

Συνδυάζοντας τις A.5 και A μπορούμε να εξαείψουμε το d2ξα

dτ2
:

wα = −
∂Γαβγ
∂xδ

uβuγξδ +
∂Γαβγ
∂xδ

uβuδξγ − ΓαβγΓ
β
δϵu

δuϵξγ + ΓαδϵΓ
ϵ
βγu

βuδξγ

= −
(
∂Γαβγ
∂xδ

−
∂Γαβγ
∂xδ

+ ΓαβγΓ
β
δϵ − ΓαδϵΓ

ϵ
βγ

)
uβuδξγ

≡ −Rα
βγδu

βξγuδ

(A.6)

B Νόμοι μετασηματισμού μεταξύ ρονικών
συντεταμένν

Ο σύνηης ρόνος t και ο σύμμορφος ρόνος η συνδέονται από τη σέση

dt = adη ⇒ d

dt
=

1

a

d

dη
⇒ ˙( ) = 1

a

( )′
ή
( )′

= a ˙( ) (B.1)
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Για οποιεσδήποτε δύο συναρτήσεις του ρόνου, f και g έουμε

df

dg
=
ḟ

ġ
=
f

′

g′ (B.2)

Η συνήης παράμετρος Hubble και η σύμμορφη παράμετρος Hubble συνδέονται
από την

H = aH = ȧ =
a′

a
(B.3)

Μερικές φορές είναι ρήσιμο να τησημοποιούμε τον παράοντα κίμακας a ή
το οάριμό του ς ρονική συντεταμέν:

H−1f
′
= H−1ḟ = a

df

da
=

df

dlna
(B.4)

H−2f
′′
= H−2f̈ +H−1ḟ = a2

d2f

da2
+

1− 3w

2
a
df

da
=
( d

dlna

)2
f − 1 + 3w

2

df

dlna
(B.5)

Σε ποές εξισώσεις εμφανίζεται ο συνδιασμός

H−2f
′′
+ 2H−1f

′
= H−2f̈ + 3H−1ḟ (B.6)

Επίσης ισύει ότι
H = aä = a2

(
Ḣ +H2

)
. (B.7)

C Κύμα με τυαία διεύυνση ς προς τον
προσανατοισμό τν δοκιμαστικών μαζών

Στην 2.2 κάναμε την υπόεση ότι το κύμα διαδίδεται σε διεύυνση κάετη με τον
προσανατοισμό τν δύο μαζών. Εάν υποέσουμε ότι ένα κύμα h+ ταξιδεύει
σε διεύυνση που σηματίζει νία θ με τον άξονα z στο επίπεδο x− z.

Η φτεινή δέσμη είνα στην x διεύυνση άρα ρειαζόμαστε μόνο την hxx
συνιστώσα αφού αυτή α επηρεάσει το φτόνιο. Θα δουέψουμε πρώτα σε
συντεταμένες xα′ με αμίδα TT όπου τα αρυτικά κύματα ταξιδεύουν στην
διεύυνση z′ με πόση h+, άρα μπορούμε να ρησιμοποιήσουμε την 1.29. Στη
συνέεια μπορούμε να εφαρμόσουμε μια στροφή συντεταμένν ύρ από τον
άξονα y′ ια να πάρουμε το hxx που ρειαζόμαστε.

Για ένα κύμα πόσης h′+ που ταξιδεύει στη διεύυνση z′ στο σύστημα
με ΤΤ αμίδα (t′, x′, y′, z′), έουμε hTTx′x′ = A′cos [(z′ − t′)ω] , hTTy′y′ = −hTTx′x′.
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Έστ (t, x, y, z) σύστημα που παίρνουμε με περιστροφή τν συντεταμένν
(t′, x′, y′, z′) ύρ από τον y′ άξονα κατά μια νία θ.
Τότε

hxx =

(
∂x′

∂x

)2

hTTx′x′ +

(
∂y′

∂x

)2

hTTy′y′ = cos2 θhTTx′x′

= cos2 θA′ cos
[
ω
(
z cos θ + x sin θ − t

)]
= A cos

[
ω
(
x sin θ − t

)]
(C.1)

Όπου έσαμε A ≡ cos2 θA′ και ρίς έειψη της ενικότητας έσαμε, z = 0.
Αντικαιστώντας το hxx μέσα στην έκφραση της διάδοσης της φτεινής δέσμης
2.6 από το x = 0 στο x = L:

tfar = tstart +

∫ L

0

√
1 + hxxdx

= tstart + L+
1

2

∫ L

0

hxxdx

= tstart + L+
1

2

∫ L

0

Acos[−ω (x(1− sin θ) + tstart)]dx.

(C.2)

Στην τεευταία ρησιμοποιήσαμε την προσέιση t(x) ≈ tstart + x στην
σέση 5.1. Στο ρόνο που παίρνει της δέσμης να επιστρέψει από το x = L
(όταν t = tfar) στο σημείο αρικής εκπομπής x = 0 (όταν t = treturn) έουμε
αντιέτς t(x) ≈ tstart + 2l − x.∫ treturn

tfar

dt = −
∫ 0

L

dx
√
1 + hxx =

∫ L

0

dx
√
1 + hxx (C.3)

Οοκηρώνοντας και στα δύο μέη της εξίσσης

treturn =tfar + L+
1

2

∫ 0

L

dxhxx

=tfar + L+
1

2

∫ 0

L

A cos
[
− ω

(
x(1− sin θ) + tstart

)
]dx

+
1

2

∫ 0

L

A cos
[
− ω

(
− x(sin θ + 1) + tstart + 2L

)]
dx

(C.4)

η οποία είναι ενίκευση της έκφρασης 2.8. Παραίζοντας ς προς το ρόνο
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εκκίνησης της δέσμης παίρνουμε:

dtreturn
dtstart

=1 +
1

2

[
1

1 + sin θhxx
(
tstart + 2L

)
− 1

1− sin θhxx
(
tstart

)
+

(
1

1− sin θ − 1

1 + sin θ

)
hxx
(
tstart + L (1 + sin θ)

)]
.

=1 +
1

2

[
(1− sin θ)h′xx(tstart + 2L)− (1 + sin θ)h′xx(tstart)

− 2 sin θh′xx
(
tstart + L (1− sin θ)

)]
.

(C.5)

Ένας παράοντας 1/ cos2 θ, απορροφήηκε όταν το hxx αντικαταστάηκε από
το h′xx (Θυμίζουμε ότι παραπάν πήραμε A = A′ cos2 θ).

D Μετρική Robertson-Walker

Η σύνρονη κοσμοοία είναι ασισμένη στην κοσμοοική αρή:

• κανείς δεν ρίσκεται στο κέντρο του του σύμπαντος

• ο κόσμος φαίνεται ο ίδιος από όποιο σημείο του σύμπαντος και αν ειδεί

Οι δύο παραπάν υποέσεις διατυπώνουν ότι το σύμπαν (σε μεάες κίμακες30)
είανι ομοενές και ισσότροπο (ειδμένο από ένα παρατηρητή του εκτεεί
εεύερη πτώση). Ένα ομοενές και ισότροπο σύμπαν περιράφεται από τη
μετρική Friedmann-Robertson-Walker (FRW):

ds2 ≡ gµν(x)dx
µdxν = −dt2 + α2(t)

[
dx2 − k

(x · dx)2
1− kx2

]
(D.1)

Όπου οι συνειστώσες της μετρικής είναι

g(0)µν =

(
−1 0

0 α2
(
δij + k xixj

1−kx2
) ) =

(
−1 0

0 α2γij

)
(D.2)

30Ενδείξεις από πειράματα παρατήρησης του CMB επιεαιώνουν την ομοένεια και
ισοτροποία του σύμπαντος σε κίμακες > 100Mpc
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και
gij(0) =

1

α2(t)
γij, gi0(0) = 0, g00(0) = −1 (D.3)

με το α(t) να είναι ο παράοντας κίμακας του σύμπαντος. Το ds είναι το
μέτρο της ιδιοαπόστασης μεταξύ δύο σημείν στο ρορόνο που ρίζονται
από στοιειώδες μήκος dxµ. Η σταερά k δίνει την καμπυότητα του ώρου
και παίρνει τις τιμές k = −1, 0, 1 σε ένα ανοιτό, επίπεδο και κειστό σύμπαν
αντίστοια.

Στη μετρική αυτή οι σέσεις του Christofel 0.1 έουν τις μη μηδενικές
συνειστώσες:

Γ0
ij =

1

2
g00
[
���*

0
g0i,j +���*

0
g0j,i − gij,0

]
= αα̇

[
δij + k

xixj

1− kx2

]
=αα̇γij,

(D.4a)

Γi0j =
1

2
giλ
[
���*

0
gl0,j + gij,0 −���*

0
g0j,i

]
=

1

2

1

α2(t)
γil2αα̇γlj

=
α̇

α
δij,

(D.4b)

Και έται έουμε:

∂0Γ
0
ij =∂0

(
αα̇γij

)
= γij

d

dt

(
αα̇
)

(D.5a)

Γ0
ikΓ

k
j0 =αα̇γik

α̇

α
δkj = α̇2γij (D.5b)

Γ0
ijΓ

l
0l =αα̇γij

α̇

α
δll = 3α̇2γij (D.5c)

∂0Γ
i
i0 =∂0

α̇

α
δii = 3∂0

α̇

α
(D.5d)

Γi0jΓ
j
0i =

α̇

α
δij
α̇

α
δji = 3

( α̇
α

)2 (D.5e)

Καώς ∂iγ00 = 0 και ∂iγ0i = 0 επομένς Γi00 = 0.
Με τη οήεια τν παραπάν μπορούμε να ρούμε και τις μη μηδενικές
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συνειστώσες του τανυστή Ricci 0.231

Rij =∂λΓ
λ
ij − ∂jΓ

λ
iλ + ΓλijΓ

σ
λσ − ΓλiσΓ

σ
jλ

=∂kΓ
k
ij − ∂jΓ

k
ik + ΓkijΓ

l
kl − ΓlikΓ

k
jl

+ ∂0Γ
0
ij − ∂j�

��
0

Γ0
i0 + Γ0

ijΓ
l
0l + Γkij�

��>
0

Γ0
k0 − Γki0Γ

0
jk − Γ0

ilΓ
l
j0

=R̃ij + γij
d

dt

(
αα̇
)
+ 3α̇2γij − α̇2γij − α̇2γij

=R̃ij + γijα̇
2 + γijαα̈+ 3α̇2γij − 2α̇2γij

=R̃ij + γijαα̈ + 2γijα̇
2

(D.6)

όπου R̃ij = ∂kΓ
k
ij − ∂jΓ

l
il + ΓkijΓ

σ
kσ − ΓkiσΓ

σ
jk.

R00 =∂λ�
��
0

Γλ00 − ∂0Γ
λ
0λ +�

��
0

Γλ00 Γσλσ − Γλ0σΓ
σ
0λ (B.7)

=− ∂0Γ
k
0k − ∂0�

��
0

Γ0
00 − Γk0lΓ

l
0k −����*0

Γk00Γ
0
0k − Γ0

0lΓ
l
00

=− ∂0Γ
k
0k − Γk0lΓ

l
0k

=− 3∂0

(
α̇

α

)
− 3

(
α̇

α

)2

= −3
α̈

α

άρα

Rij =R̃ij + 2α̇2γij + αα̈γij (B.7)

R00 =− 3
α̈

α

31Στα παρακάτ έπουμε πάι διαφορές στα πρόσημα συκριτικά με τις σέσεις της
παραράφου 1.5 του [21]
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..

Καταστατικές Μεταητές στην FRW μετρική

.

Από τις εξισώσεις πεδίου της ΓΣ:

Rµν = 8πG

(
Tµν −

1

2
gµνT

)
.

• ια µν = 00

−3
α̈

α
= 4πG

(
ρ+ 3p

)
• ια µν = ij

α̈

α
+ 2
( α̇
α

)2
+ 2

k

α2
= 4πG

(
ρ− p

)
.

Και ύνοντας ς προς τις δύο καταστατικές μεταητές παίρνουμε:

ρ(0) =
3

8πG

(
α̇2

α2

)
, p(0) = − 1

8πG

(
2α̈

α
+
α̇2

α2

)
. (D.8)

Αντί τις ημι-καρτεσιανές συντεταμένες xi, μπορούμε να
ρησιμοποιήσουμε σφαιρικές συντεταμένες, ια τις οποίες:

dx2 = dr2 + r2dΩ, dΩ ≡ d2θ + sin2 θdϕ2. (D.9)
άρα

ds2 = −dt2 + α2(t)

[
dr2

1− kx2 + r2dΩ

]
(D.10)

όπου στην περίπτση αυτή η μετρική είναι διαώνια, με:

grr =
α2(t)

1− kr2
, gθθ = α2(t)r2, gϕϕ = α2(t)r2 sin2 θ, g00 = −1. (D.11)

Στη ιιοραφία συναντούμε τις παρακάτ ισοδύναμες μορφές της μετρικής
FRW:

ds2 =a2
[
−dη2 + dr2

1−Kr2
+ r2

(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)]
, (D.12)

ds2 =a2

[
−dη2 + 1

1 + K
4
r2

(
dx2 + dy2 + dz2

)]
, (D.13)

ds2 =a2

[
−dη2 + dχ2 +

(
1√
K

sin
(√

Kχ
))2 (

dθ2 + sin2 θdϕ2
)]
, (D.14)
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όπου

r ≡ r

1 + K
4
r2

r ≡
√
x2 + y2 + z2 χ ≡

∫ r dr√
1−Kr2

(D.15)

E Κινηματική: Σύμμορφος ρόνος και Ορίζοντες

Η αιτιακή δομή του συύμπαντος κυερνάται από την διάδοση του φτός στον
FRW ρορόνο. Τα άμαζα φτόνια ταξιδεύουν στην μηδενική εδαισιακή
ds2 = 0. Οι τροιές τν φτονίν αυτές μεετώνται πιο εύκοα αν ορίσουμε
τον σύμμορφο ρόνο:

τ =

∫
dt

α(t)
(E.1)

ια τον οποίο η FRW μετρική ίνεται:

ds2 = α2(τ)
[
− dτ 2 +

(
dχ2 + Φk(χ

2)
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)]
(E.2)

Σε ένα ισότροπο σύμπαν μπορούμε να ερήσουμε ακτινική διάδοση του φτός
της μορφής:

ds2 = α2(τ)
[
− dτ 2 + dχ2

]
. (E.3)

Στην περίπτση αυτή η μετρική έει παραοντοποιηεί σε μια στατική μετρική
Minkowski ποαπασιασμένη από ένα ρονοεξαρτόμενο σύμμορφο παράοντα
α(τ). Η ακτινική μηδενική εδαισιακή του φτός (ds2 = 0) στην FRW μετρική
εκφρασμένη ς προς το σύμμορφο ρόνο α ικανοποιεί την:

∆χ(τ) = ±∆τ + στα (E.4)

όπου το πρόσημο + αντιστοιεί σε ένα απομακρινόμενο φτόνιο και το πρόσημο
- σε ένα εισερόνενο φτόνιο. Αυτό δείνει το πεονέκτιμα του να δουεύουμε
με το σύμμορφο ρόνο: οι ακτίνες του φτός αντιστοιούν σε ευείες ραμμές
σε νία 45 μεταξύ τους στις χ− τ συντεταμένες. Εάν από την άη είαμε
ρησιμοποιήσει τον φυσικό ρόνο t, τότε οι κώνοι φτός ια τον καμπύο
ρορόνο α ήταν καμπυομένοι. Με αυτα’ς προαπαιτούμενα μπορούμε να
εισάουμε δύο είδη οριζόντν:
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Ορίζοντας Σματιδίν

Η μέιστη σύμμορφη απόσταση που μπορεί να ταξιδέψει το φώς μεταξύ ενός
αρικού ρόνου ti και ενός ύστερου ρόνου t είναι:

χp(τ) = τ − τi =

∫ t

ti

dt

α(t)
. (E.5)

Αυτός ονομάζεται (σύμμορφος) ορίζοντας σματιδίου. Ο αρικός ρόνος ti
συνά παίνεται να είναι η ”αρή του σύμπαντος”, ti ≡ 032 όπου α(ti ≡ 0) ≡ 0.
Το φυσικό μέεος του ορίζοντα ενος σματιδίου είναι:

dp(t) = α(t)χp. (E.6)

Ορίζοντας Γεονότν

Ο ορίζοντας εονότν ορίζει το σύνοο τν σημείν από τα οποία σήματα που
εκπέμηκαν μια ρονική στιμή τ δεν πρόκειται να ηφούν από ένα παρατηρητή
στο μέον. Σε σύμμορφες συντεταμένες τα σημεία αυτά ικανοποιούν την:

χ > χe =

∫ τmax

τ

dτ = τmax − τ, (E.7)

όπου το tmax δηώνει μια τεική στιμή στο ρόνο (αυτή μπορεί να είναι
πεπερασμένη ή άπειρη). Το φυσικό μέεος του ορίζοντα εονότν είναι:

de(t) = α(t)χe (E.8)

Η διαστεομενη σφαίρα του Hubble

Ο ορίζοντας ενός σματιδίου είναι αυτός που σετίζεται με το πρόημα του
ορίζοντα ?? της καιερμένης κοσμοοίας του ΒΒ. Η E.5 μπορεί να ραφεί
με το ν επόμενο τρόπο:

χph(τ) =

∫ t

ti

dt

α
=

∫ lnα

lnαi

(
αH
)−1

dlnα, (E.9)

32Να παρατηρήσουμε εδώ ότι το Big Bang είναι μια στιμή στο ρόνο και όι ενα
σημείο στο ώρο
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όπου αi ≡ 0 αντιστοιή στο BB. Η αιτιακή δομή του σύμπαντος μπορεί να
συσετιεί με την εξέηξη της σύμμορφης ακτίνας του Hubble (αH)−1. Για ένα
σύμπαν το οποίο κυριαρείται από ένα κοσμικό ρευστό με σταερή καταστατική
εξίσση ω ≡ p/ρ παίρνουμε:

(αH)−1 = H−1
0 α

1
2
(1+3ω). (E.10)

Παρατηρούμε την εξάρτηση του εκέτη από το (1 + 3ω). Όες οι νστές
πηές ύης ικανοποιούν την ισυρή ενερειακή συνήκη 1 + 3ω > 0, και
έτσι ήταν συνηησμένη υπόεση ότι η σύμμορφη ακτίνα Hubble αυξάνεται
καώς το σύμπαν διαστέεται. Σε αυτή την περίπτση το οοκήρμα στην
E.9, κυριαρείται από το άν όριο και παίρνει μηδενικές συνεισφορές από
μικρούς ρόνους. Το έπουμε αυτό αποκιστικά στην περίπτση ενός τέειου
ρευστού. Χρησιμοποιώντας την E.10 στην E.9 ρίσκουμε:

χph(α) =
2H−1

0

(1 + 3ω)

[
α

1
2
(1+3ω) − α

1
2
(1+3ω)

i

]
≡ τ − τi. (E.11)

Το εονός ότι αυτός ο σύμμορφος ορίζοντας παίρνει τη μεαύτερη
συνεισφορά από μετέπειτα ρόνους μπορεί εκδηώνεται

F Εξίσση Friedman

Στη Γενική Σετικότητα η μετρική είναι μια δυναμική μεταητή. Η ρονική
εξέηξη του παράοντα κίμακας κυερνάται από τις εξισώσεις του Einstein:

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR = 8πGTµν (F.1)

Το ερυτικό πεδίο, δηαδή η μετρική του ώρου, πηάζει και καμπυώνεται από
την ύη/ενέρεια. Ο τανυστής ενέρειας-ορμής υπορεώνεται από τις συνήκες
ισοτροποίας και ομοένειας να είναι της μορφής ενός ιδανικού ρευστού, δηαδή
Tµν = diag(−ρ, p, p, p). Τότε οι εξισώσεις του Einstein ράφονται ς δύο
ανεξάρτητες εξισώσεις:

H2 ≡
(
α̇

α

)2

=
ρ

3
− κ

α2

(
Εξίσση Friedmann

)
(F.2)

α̈

α
= −1

6

(
ρ+ 3p

) (
Εξίσση Raychaudhuri

)
(F.3)

Η εξίσση F.3 μπορεί να αντικατασταεί από την εξίσση συνέειας

ρ̇+ 3H
(
ρ+ p

)
= 0

(
Εξίσση Συνέειας

)
(F.4)
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η οποία προκύπτει είτε από συνδυασμό τν εξισώσεν F.2 και F.3 είτε από την
∇νT

µν = 0. Ουσιαστικά η F.4 δεν είναι παρά ο πρώτος ερμοδυνιμικός νόμος:

dU = −pdV ⇒ d(ρa3) = −pd(a3) (F.5)

και εισάοντας την καταστατική εξίσση p ≡ ωρ, η εξίσση συνέειας μπορεί
να οοκηρώεί ια να δώσει

dρ

ρ
= −3

(
1 + ω

)da
a

⇒ ρ ∝ a−3(1+ω) (F.6)

και ανοώντας τον όρο καμπυότητας στην F.2, ακοουεί

a ∝

{
t2/3(1+ω) ω ̸= 1

eHt ω = 1
(F.7)

[Αυτό μπορεί να ρεεί αντικαιστώντας a = tn και την F.7 στην F.2, ια να
πάρουμε (n/t)2 = 1/3t−3n(1+ω). Αυτή έει ύση n = 2/3(1+ω), δεδομένου ότι
ω ̸= 1. Για ω = −1 είναι ρ = στα. και η F.2 έει σταερή ύση]

Η ύη στο σύμπαν αποτεείται από ποά ρευστά Tµν =
∑

i T
(i)ν
µ , με

i = {rad,mat,Λ}, ια ακτινοοία, μη σετικιστική ύη και κενό αντίστοια.
Εάν η ενέρεια που ανταάσσεται μεταξύ τους είναι μηδαμινή, συνεπάεται
ότι όα τα ρευστά ξεριστά υπακούουν την εξίσση συνέειας. Μπορούμε να
ορίσουμε μια παράμετρο ια κάε καταστατική εξίσση ξεριστά pi = ωiρi.

Ορίζουμε Ωi = ρi/ρc, όπου ρc = 3H2 είναι η κρίσημη πυκνότητα. Τότε
μπορούμε να φέρουμε την εξίσση Friedman F.2 στην ισοδύναμη μορφή:

ρc = ρi −
3K

a2

1 =
ρi
ρc

− 3K

a2ρc
= Ωi −

3K

a23H2
= Ωi −

K(
aH
)2

Ωi = 1 +
K(
aH
)2

και ια το σύνοο τν κοσμικών ρευστών:

Ω =
∑
i

Ωi = 1 +
k(
aH
)2 (F.8)
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επομένς το Ω είναι μεαύτερο, ίσο ή μικρότερο από τη μονάδα ια ένα
ανοιτό, επίπεδο, ή κειστό σύμπαν αντίστοια. Από παρατηρήσεις (super-
novae, CMB, ΒΒΝ κ.α.) εουμε καταήξει στις σημερινές τιμές:

Ω− 1 ≈ 0, ΩB ≈ 0.04, Ωγ ≈ 8× 10−5, Ω ≈ 0.072 (F.9)

με B και DM να συμοίζουν τα αρυόνια και τη σκοτεινή ύη. Η ορατή ύη
έει πού μικρή συνεισφορά στην οική πυκνότητα.

G Ιδανικά Ρευστά

Ως ιδανικό ορίζεται το μέσο ια το οποίο σε κάε σημείο του μπορούμερ
να ερήσουμε ένα τοπικό αδρανειακό Καρτεσιανό σύστημα αναφοράς, που
ταξιδεύει μαζί με το ρευστό, στο οποίο σύστημα το ρευστό φαίνεται ομοενές
σε όες τις κατευύνσεις. Σε ένα τέτοιο τοπικό αδρανειακό σύστημα οι
συνειστώσες του τανυστή ενέρειας ορμής πρέπει να έουν τη μορφή:

T ij = δijp, T i0 = Ti0 = 0, T 00 = ρ

Αυτό ιατί μη μηδενικές τιμές του T i0 και κάε άος όρος μη ανάοοι του
δij α επέεαν μια προνομιακή κατεύυνση στο ώρο, όπς την κατεύυνση
του T i0, ή κάποιας εκ τν μη εκφυισμένν ιδιοδιανυσμάτν του Tij. Οι όροι p
και ρ είναι αυτοί της πίεσης και της ενέρειας αντίστοια. Τότε σε άνα τοπικό
αδρανειακό σύστημα αναφοράς ο τανυστής ενέρειας ορμής παίρνει τη μορφή:

T aβ = pηaβ +
(
p+ ρ

)
uauβ, (G.1)

με τις p και ρ να ορίζονται στο ίδιο σύστημα αναφοράς που ταξιδεύει μαζί
με το ρευστό και οι ua να ορίζεται από τις συνήκες να μετασηματίζεται
ς τετραδιάνυσμα κάτ από μετασηματισμούς Lorentz και στο τοπικό
Καρτεσιανό σύστημα να έει συνειστώσες ū0 = 1 και ūi = 0. Το τετραδιάνυσμα
αυτό, νστό και ς διάνυσμα ταύτητας, είναι κανονικοποιημένο έτσι ώστε σε
κάε αδρανειακό σύστημα να είναι ηaβuaβ = −1. Συνεπάεται ότι σε ένα ενικό
αρυτικό πεδίο ο τανυστής ενέρειας ορμής ενός ιδανικού ρευστού είναι:

T µν = pgµν +
(
p+ ρ

)
uµuν , gµνu

µuν = −1 (G.2)

H Συμπήρμα στο κεφάαιο τν διαταραών

209



..

Μεέτη της εξίσσης Συνέειας ??

.

Εξετάζουμε πρώτα την μηδενική συνειστώσα η οποία α δώσεις την διατήρηση της
ενέρειας. Έουμε:

∂0T
0
0 + ∂iT

i
0 + Γµµ0T

0
0 + ΓµµiT

i
0︸ ︷︷ ︸

O(2)

−Γ0
00T

0
0 − Γ0

i0T
i
0︸ ︷︷ ︸

O(2)

−Γi00T
0
i︸ ︷︷ ︸

O(2)

−Γij0T
j
i = 0. (1)

210



..

Ιντερμέδιο : Μετάφραση της παραπάν σέσης στη μετρική FRW [22]
Κασικό όριο

.

Η εξίσση T µν;µ = 0 ράφεται:

∂tρ+∇r ·
(
ρu
)
= 0 (1)

Επίσης υμίζουμε τις σέσεις:

Euler ∂tu+ u∇r · u = −1
ρ
∇rp−∇rΦ

Poisson ∇2
rΦ = 4πGρ

Όπου το αρυτικό δυναμικό Φ καορίζει την επίτάυνση g = −∇rΦ. Γενικότερα η
εξίσση Poisson περιαμάνει και την κοσμοοική σταερά ∇2

rΦ = 4πGρ− λ.
Παίρνοντας Φ = 0 στο r = 0, η εξίσση Poison οοκηρώνεται όπς:

∂

∂r

(
r2
∂Φ

∂r

)
=
(
4πGρ− Λ

)
r2 (2)

⇒ ∂Φ

∂r
=
1

3

(
4πGρ− Λ

)
r

⇒ Φ =
1

6

(
4πGρ− Λ

)
r2.

Η εξίσση Euler επομένς ίνεται

∂H

∂t
r+H2 r∇r · r︸ ︷︷ ︸

r

=− 1

3

(
4πGρ− Λ

)
r (3)

⇒ ∂H

∂t
+H2 =

1

3

(
Λ− 4πGρ

)
.

Αυτό είναι το Νευτώνιο όριο τν εξισώσεν Friedman (το σετικιστικό αποτέεσμα
αντικαιστά το ρ με το άρισμα της πυκνότητας ενέρειας και τρείς φορές το ινόμενο
της πίεσης, ρ+ 3p).
Η εξίσση συνέειας ίνεται

∂tρ+∇r ·
[
ρ(t)H(t)r

]
=0 (4)

⇒ ∂tρ+ 3ρH =0.

⇒ 1

ρ

∂ρ

∂t
+

3

a

∂a

∂t
=0
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Αυτή δίνει τη διατήριση ενέρειας στο όριο ρ ≪ p. Στο σύστημα που ταξιδεύει
μαζί με το υπόαρο (αδιατάρατο ώρο) ένας παρατηρητής έει ταύτητα dr/dt =
H(t)r επομένς και έση r = a(t)x όπου x είναι σταερά. Αντί να αρακτηρίζουμε
εονότα από τα t και r είναι οικό να ρησημοποιήσουμε τα t και x, όπου x είναι
οι ρικές συντεταμένες όπς μετρώνται στο σύστημα του υποάρου.
Οι παράοι μετασηματίζονται ς:(

∂

∂t

)
r
=

(
∂

∂t

)
x
+

(
∂x
∂t

)
r
· ∇x

=

(
∂

∂t

)
x
−H(t)x · ∇x,

(5)

όπου ρησημοποιήσαμε το ∇ ια να συμοίσουμε την απασιανή ς προς x ια
σταερό t και

∇x = a−1∇. (6)
Παρακάτ ράφοντας ∂t αμάνουμε το x σταερό.
Διαταράσουμε τα ρ, u και Φ ύρ από τις τιμές του υποάρου:

ρ⇒ ρ̄(t) + δρ ≡ ρ̄(t)
(
1 + δ

)
(7)

p⇒ p̄(t) + δp

u ⇒ a(t)H(t)x+ v
Φ ⇒ Φ̄(x, t) + ϕ.

Όπου δ είναι το κάσμα της διαταραής στην πυκνότητα του ρευστού και ϕ το
διαταραμένο αρυτικό δυναμικό. Ετσι, ια ένα σματίδιο στο ρευστό,

dr
dt

=
d
(
ax
)

dt
= aHx+ a

dr
dt

= u, (8)

Βέπουμε ότι adr/dt = v, άρα η v περιράφει ααές στα στοιεία του υρού στο
σύμμορφο σύστημα ανά ρόνο. Η εξίσση συνέειας, με τη ρήση της 5 ίνεται:

(1 + δ)∂tρ̄−Hρ̄x · ∇δ + ρ̄∂tδ +
ρ̄

a
∇ ·
[(
1 + δ

)(
aHx+ v

)]
= 0. (9)

Ορανώνοντας σε όρους ς προς την τάξη της διαταραής

∂tρ̄+ 3ρ̄H︸ ︷︷ ︸
0ης-τάξης

+
(
∂tρ̄+ 3ρ̄H

)
δ + ρ̄∂tδ +

ρ̄

a
∇ · v︸ ︷︷ ︸

1ης-τάξης

+
ρ̄

a

(
v · ∇δ + δ∇ · v

)
︸ ︷︷ ︸

2ης-τάξης

= 0. (10)
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Λό της εξίσσης 4 ια το υπόαρο το όρος μηδενικής τάξης είναι μηδέν. Και
στη ραμμική περίπτση μπορούμε να ερήσουμε τις διαταραές αρκετά μικρές (και
τις παραώους τους) ώστε να ανοήσουμε τον όρο δευτέρας τάξης. Άρα:

∂tδ +
1

a
∇ · v = 0.

I Σφαιρικές Αρμονικές

Αναυτική μορφή

Y m
l ≡ (−1)m

√
2l + 1

4π

√
(l −m)!

(l +m)!
Pm
l (cos θ)︸ ︷︷ ︸

ενικό πουώνυμο
Legendre

eimϕ (I.1)

Ορκανονικότητα ∫
dΩY m

l (n̂)Y m′

l′ (n̂)⋆ = δll′δmm′ (I.2)

Πρόσετη ιδιότητα ∑
m

|Y m
l (θ, ϕ)|2 = 2l + 1

4π
(I.3)

Πουώνυμα Legendre

Pl(cos θ) =
√

4π

2l + 1
Y 0
l (θ) (ανεξάρτητο του ϕ) (I.4)

Ανάπτυμα επίπεδου κύματος

eik⃗·⃗k = 4π
∑
lm

iljl(kx)Y
m
l (x̂)Y m

l (k̂)⋆ (I.5)
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Μορφές του Y m
l (θ, ϕ) = Y m

l (n̂) ια l ≤ 2: Εδώ n̂ =
(
n1, n2, n3

)
=(

sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ
)
είναι το μοναδιαίο άνυσμα κατεύυνσης

Y 0
0 = 1√

4π

Y 1
1 = −

√
3
8π

sin θeiϕ = −
√

3
4π

1√
2
(n1 + in2)

Y 0
1 =

√
3
4π

cos θ =
√

3
4π
n3

Y −1
1 =

√
3
8π

sin θe−iϕ =
√

3
4π

1√
2
(n1 − in2)

Y 2
2 = 1

4

√
15
2π

sin2 θei2ϕ = 1
4

√
15
2π
(n1 + in2)

2

Y 1
2 = −1

2

√
15
2π

cos θ sin θeiϕ = −1
2

√
15
2π
n3(n1 + in2)

Y 0
2 = 1

4

√
5
π

(
3 cos2 θ − 1

)
= 1

4

√
5
π

(
3n2

3 − 1
)

Y −1
2 = 1

2

√
15
2π

cos θ sin θe−iϕ = 1
2

√
15
2π
n3

(
n1 − in2

)
Y −2
2 = 1

4

√
15
2π

sin2 θe−i2ϕ = 1
4

√
15
2π

(
n1 − in2

)2

(I.6)

⇒ n1 =
2π
3

(
− Y 1

1 + Y −1
1

)
n1n2 = i

√
2π
15

(
− Y 2

2 + Y −2
2

)
n2 = i2π

3

(
Y 1
1 + Y −1

1

)
1
2

(
n2
1 − n2

2

)
=
√

2π
15

(
Y 2
2 + Y −2

2

)
n3 =

4π
3
Y 0
1

(I.7)

Ποσετη ιδιότητα:∑
m

Y m
l (n̂

′
)∗Y m

l (n̂) =
2l + 1

4π
Pl(cos θ) =

2l + 1

4π
Pl(n̂

′ · n̂) (I.8)

όπου β είναι η νία μεταξύ τν n̂′ και n̂.

Στροφή Συστήματος Συντεταμένν

⋆ ⋆ ⋆

Γινόμενο δύο Σφαιρικών Αρμονικών (Σειρά Clebsch-Gordon)

Y m1
l1

(θ, ϕ)Y m2
l2

(θ, ϕ) =
∑
jm

√
(2l1 + 1)(2l2 + 1)

4π(2j + 1)
⟨l10l20|j0⟩⟨l1m1l2m2|jm⟩Y m

j (θ, ϕ)

(I.9)
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όπου οι συντεεστές Clebsch-Gordon33 ⟨l1m1l2m2|jm⟩ = 0 εκτός και αν m =
m1 +m1 και j = |l1 − l2|, · · · l1 + l2 Μια ειδική περίπτση (που ρειαζόμαστε
στο Κεφ. L) είναι

Y 0
1

(
θ, ϕ
)
Y m
l

(
θ, ϕ
)
=

√
3

4π

√
(l +m)(l −m)

(2l − 1)(2l + 1)
Y m
l−1+

√
3

4π

√
(l + 1 +m)(l + 1−m)

(2l + 1)(2l + 3)
Y m
l+1

(I.10)
την οποία μπορούμε να πάρουμε και από την αναδρομική σέση ια τα ενικά
πουώνυμα Legendre

cos θPm
l (cos θ) = l +m

2l + 1
Pm
l−1(cos θ) +

l + 1−m

2l + 1
Pm
l+1(cos θ) (I.11)

J Εξίσση Boltzmann-Vlasov

J.1 Φασικός Χώρος και Συνάρτηση κατανομής

Εάν αντιμετοπίσουμε το ενερειακό περιεόμενο του σύμπαντος ς ρευστό που
περιράφεται από τον τανυστή ενέρειας ορμής T µν ,δεν οδηούμαστε σε πήρες
σύστημα εξισώσεν στην περίπτση που δεν έουμε προσειση ιδανικού
ρευστού.Επίσης αυτή η περιραφή (του ρευστού) στο κοσμικό φτονικό
υπόαρο, δεν μπορεί να εξηήσει τις ανισοτροποίες του CMB (το T µµ
περιράφει πουποικούς όρους ές και l = 2).

Πριν από την αποσύνδεση τν φτονίν η προσειση του ιδανικού
ρευστού αάει, και είναι ρειάζεται μια μιο ακριής ανάυση της ενέρειας και
ύης του σύμπαντος. Για τις συνειστώσες (αρυόνια, CDM, νετρίνα, φτόνια)
οι οποιες αποτεούνται από σμάτια αυτή η πιο αναυτική προσέιση δίνεται
από την συνάρτηση κατανομής f η οποία είναι 6-διάστατη στο φασικό ώρο.
Κάε είδος σματιδίου i έει τη δικιά του συνάρτηση καταμ=νομής fi.

Ο φασικός ώρος περιράφεται από έξι μεταητές:

• τρεις συνειστώσες xi

• και τις αντίστοιες ορμές pi
33Συνής ράφονται ς ⟨l1l2m1m2|jm⟩
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Για την περίπτση μας, όπου έουμε σμάτια σε καμπύο ρορόνο σε κάποιο
σύστημα xµ, μπορούμε να πάρουμε τις συντεταμένες να είναι τρεις ρικές
συντεταμένες xi. Οι αντίστοιες ορμές α είναι οι ρικές συνειστώσες pi
της τετραορμής.

Ορίζουμε τη συνάρτηση κατανομής f ενός είδους σματιδίν ς μια
6-διάστατη πυκνότητα στο ώρο φάσεν. Επομένς ο αριμός dN τν
σματιδίν στις ρικές συντεταμένες xi, μέσα στον όκο dx1dx2dx3, και
με ρικές συνειστώσες pi της 4-ορμής, σε ρόνο η, δίνεται από

dN = f(η, xi, pi)dx
1dx2dx3 dp1dp2dp3︸ ︷︷ ︸

substackστοιείο όκουστο φασικό ώρο

(J.1)

Συνεπώς η f έει εξάρτηση επίσης από τον ρόνο, αά η ρονική συντεταμένη
(η) εμφανίζεται με διαφορετικό τρόπο σε σέση με την ρική συνειστώσα,
αφού η f ορίζεται ς πυκνότητα στι ρικές συντεταμένες. Άρα η f(η, xi, pi)
είναι μια συνάρτηση στο 6-διάστατο φασικό ώρο {xi, pi} που εξείσσεται με το
ρόνο η. Η ρονική συνειστώσα p0 της 4-ορμής δεν εμφανίζεται ς μεταητή,
αφού ια δεδομένο είδος σματιδίου η p0 καορίζεται από το pi (και τη μετρική),
και δεν είναι επομένς ανεξάρτητη μεταητή.

Προκύπτει ότι η συνάρτηση κατανομής f, ορισμένη με τον τρόπο αυτό, είναι
ανεξάρτητη από την επιοή συντεταμένν (δεν α το δείξουμε).

⋆ ⋆ ⋆

∂f

∂η
= − ∂f

∂xi
dxi

dη︸ ︷︷ ︸
free streaming

− ∂f

∂E

dE

dη︸ ︷︷ ︸
ερυρομετατόπιση

(J.2)

Το αποτέεσμα αυτό, η συνάρτηση Boltzmann σε 1η τάξη, εκφράζει το πς η
τιμή της συνάρτησης κατανομής αάζει στο xi, qi ό τν επιδράσεν:

• Free streaming: Εξαιτίας τν ταυτήτν τους dxi

dη
, τα σματίδια κινούνται

έξ από το στοιείο όκου d3xi (και επομένς από το στοιείο του
φασικού ώρου d3xid3qi) , και άα σμάτια εισέρονται μέσα σε αυτό

• Ερυρομετατόπιση: Η ενέρεια (και επομένς η ορμή) του σματιδίου
αάζει εξαιτίας της αρύτητας.
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K Τανυστής Ενέρειας σε Τοπικό Οροκανονικό
Σύστημα

Ο τανυστής Ενέρειας Ορμής T µ̂ν̂ στο τοπικό οροκανονικό σύστημα σε όρους
της συνάρτησης κατανομής είναι

T µ̂ν̂(η, xi) =

∫
d3qi

E
f(η, xi, q⃗)qµqν (K.1)

Όπου qµ ≡ (E, qi), η 4-ορμή στο τοπικό οροκανονικό σύστημα. Επομένς
έουμε

T 0̂0̂ =
∫
Efd3q πυκνότητα ενέρειας

T 0̂̂i =
∫
qifd3q πυκνότητα ορμής = ενερειακή ροή

T îĵ =
∫

qiqj

E
fd3q ροή ορμής

(K.2)

ια τις ποσότητες που παρατηρούνται από ένα σύμμορφο παρατηρητή.

Στο οροκανονικό σύστημα T µ̂ν̂ = ηνρT
µ̂ρ, άρα

T0̂0̂ =− T 0̂
0̂
= T 0̂0̂

T0̂̂i =− T î
0̂
= −T 0̂̂i

Tîĵ =− T î
ĵ
= T îĵ

(K.3)

Και ια να τα συνδέσουμε με αυτά που είπαμε στην ερία διαταραών, πρέπει
να μετασηματίσουμε το

T µν =

[
−ρ̄− δρ (ρ̄+ p̄)(vi + h0i)

−(ρ̄+ p̄)vi (ρ̄+ δp)δij +
∑

ij

]
(K.4)

στο οροκανονικό σύστημα.

Χρησημοποιώντας gµν = a2(ηµν + hµν) και gµν = a−2(ηµν − hµν) έουμε
ια τις ανταοίτες και συναοίτες συνειστώσες:

T µν = a−2

[
ρ̄+ δρ+ ρ̄h00 (ρ̄+ p̄)vi + p̄h0i
(ρ̄+ p̄)vi + p̄h0i (p̄+ δp)δij +

∑
ij −p̄hij

]
(K.5)

T µν = a2

[
ρ̄+ δρ− ρ̄h00 −(ρ̄+ p̄)vi − p̄h0i

−(ρ̄+ p̄)vi − p̄h0i (p̄+ δp)δij +
∑

ij +p̄hij

]
(K.6)
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Θέουμε να κατασκευάσουμε μια οροκανονική άση {eµ̂} η οποία αντιστοιεί
σε μια δοείσα άση {eµ} ≡ ∂µ. Για την περίπτση ενός οροκανονικού
συστήματος συντεταμένν αυτό είναι τετριμένο, απά κανονικοποιούμε τα eµ.
Αά έουμε την ειδική περίπτση, όπου hµν δεν είναι διαώνιο. Η διαδική
άση {eµ ≡ dx̃µ} μας οεύει αφού

eµe
ν = δνµ (K.7)

Και από τη ΓΣ έουμε ότι οι ανταοίτες και συναοίτες συνειστώσες της
οροκανονικής άσης και της δυαδικής είναι

(eµ)
a =δaµ (eµ)a = gaµ

(eν)a =δ
ν
a (eν)a = gaµ

(K.8)

και τα εστερικά ινόμενα είναι

eµ · eν =(eµ)a(eν)
a = gµν

eµ · eν =(eµ)a(e
ν)a = gµν

(K.9)

Από αυτό έουμε να κατασκευάσουμε μια νέα άση {eµ̂}, τέτοια ώστε eµ̂ ·eν̂ =
ηµν και e0̂ είναι εφαπτόμενο στην ευεία xi = σταερό. Αφού το e0 είναι ήδη

Σήμα 14.1: Βάση συντεταμένν eµ και η διαδική άση eµ. Να παρατηρήσουμε
ότι το σήμαείανι υπεροικό. Η απόκιση από την οροκανονικότητα είναι
μόις 1ης τάξης διαταραή.

εφαπτόμενο στην ευεία xi = σταερό, απά είναι e0 · e0 = g00 = −a2(1− h00)
αντί ια −1, και στην κανονικοποιημένη άση παίρνουμε

e0̂ ≡
1√
|g00|

e0 =
1

a
√
1− h00

e0 = a−1
(
1 +

1

2

)
e0 (K.10)
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Τα ei είναι οροώνια στο e0, αά όι μεταξύ τους. Από την άη, εάν
ορίσουμε

eî ≡ q
(
δij +

1

2
hij
)
ej (K.11)

παίρνουμε
eiej =a

(
δik +

1

2
hik
)
a
(
δjl +

1

2
hjl
)
ekel

=
(
δik +

1

2
hik
)(
δjl +

1

2
hjl
)(
δkl − hkl

)
=δij − hij +

1

2
hij +

1

2
hij

=δij

(K.12)

και eî · e0̂ = 0. Επομένς {eµ̂} είναι μια οροκανονική άση eµ̂ · eν̂ = ηµν .

Σε όρους τν συντεταμένν {eµ}, e0̂ = a−1
(
1 + 1

2
h00
)
e0 και

eî =a
(
δij +

1

2
hij
)
eĵ = a

(
δij +

1

2
hij
)
gjµeµ̂ = a

(
δij +

1

2
hij
)
a−2
(
ηjµ − hjµ

)
eµ

= · · · = a−1
[
h0ie0 +

(
δij −

1

2
hij
)
ej
]

(K.13)
ή eµ̂ = Xν

µ̂eν όπου

X0
0̂
= a−1

(
1 + 1

2
h00
)

X0
î
= a−1h0i

X i
0̂
= 0 Xj

î
= a−1

(
δij − 1

2
hij
) (K.14)

έιναι ο πίνακας μετασηματισμού μεταξύ τν δύο άσεν.

Μπορούμε τώρα να ρησημοποιήσουμε τα Xν
µ̂ ια να μετασηματίσουμε

τις συναοίτες συνειστώσες κάε τανυστή από το σύστημα συντεταμένν
σε αυτή την οροκανονική άση. Για τον τανυστή ενέρειας έουμε

Tµ̂ν̂ = Xρ
µ̂X

σ
ν̂ Tρσ (K.15)

η οποία, με ρήση τν K.5 και K.13 δίνει

T0̂0̂ =T
0̂0̂ = ρ̄+ δρ

T0̂̂i =Tî0̂ = −
(
ρ̄+ p̄

)
vi

T 0̂̂i =T î0̂ = +
(
ρ̄+ p̄

)
vi

Tîĵ =T
îĵ =

(
p̄+ δp

)
δij +

∑
ij

(K.16)
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Επομένς παίρνουμε τη σύνδεση μεταξύ τν διαταραών του τανυστή ενέρειας
και της συνάρτησης κατανομής34:

ρ = ρ̄+ δρ =

∫
Efd3q

p = p̄+ δp =
1

3
δijT

îĵ =

∫
δijq

iqj

3E
fd3q∑

ij

= T îĵ − δijp =

∫ (
qiqj − 1

3
δijq2

)fd3
E(

ρ+ p
)
vi =

(
ρ̄+ p̄

)
vi =

∫
qifd3q

(K.17)

όπου q ≡
√
δijqiqj = |q⃗|

L Ερυρομετατόπιση Φτονίν και Free Streaming

Για φτόνια, E =
√
q2 +m2 = q = |q⃗| =

√
δijqiqj. Με το n̂ = ni =(

sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ
)
(δijninj = 1) να δίνει την διεύυνση της ορμής τν

φτονίν στο σύστημα (το τοπικό οροκανονικό) του παρατηρητή (xi = στα.).

Εξετάζουμε τώρα την πρώτης τάξης εξίσση Boltzmann ια τα φτόνια,
∂f

∂η
= − ∂f

∂xi
dxi

dη
− ∂f

∂q

dq

dη
(L.1)

Η ενέρεια τν φτονίν q που παρατηρείται από ένα τοπικό παρατηρητή μπορεί
να ραφεί ς

q ≡ −u · p = −uµpµ (L.2)
όπου u = e0̂ είναι η 4-ταύτητα του παρατηρητή, και p είναι η 4-ορμή.

Οι ανταοίτες συνειστώσες τπυ φτονίου είναι

pµ =
dxµ

dλ
=

(
dxη

dλ
,
dxx

i

dλ

)
(L.3)

34Σημειώνουμε ότι τα αποτεέσματα αυτά ισύουν μόνο σε 1ης τάξης ερία διαταραών.
Για παράδειμα, έουμε υποέσει ότι η ταύτητα του ρευστού v⃗ είναι μικρή (μη σετικιστική).
Γενικά, στη ΓΣ, η παρατηρούμενη πυκνότητα ενέρειας T 0̂0̂ δεν είναι ίση με την ενερειακή
πυκνότητα ρ στο σύστημα ηρεμίας του ρευστού, ια δύο όους: 1) την κινητική ενέρεια
όο της ταύτητας v⃗ του ρευστού 2) συστοή Lorentz του στοιείου όκου. Και τα δύο αυτά
έουν O(v2) επίδραση, και επομένς μπορούν να ανοηούν σε 1ης τάξης ερία διαταραών.
(Ταύτητες σματιδίν q⃗/E μπορεί να είναι σετικιστικές στην περίπτσή μας - και σίουρα
είναι ια τα φτόνια)
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όπου λ είναι η παράμετρος κατά μήκος της καμπύης - τροιάς του φτονίου.
Αυτές εξείσσονται σύμφνα με την εδαισιακή εξίσση

d2xµ

dλ2
+ Γµνρ

dxν

dλ

dxρ

dλ
=
dpµ

dλ
+ Γµνρp

νpρ = 0 (L.4)

Οι συνειστώσες της παρατηρούμενης 4-ταύτητας είναι

uµ =(e0̂)
µ = a−1

(
1 +

1

2
h00, 0, 0, 0

)
uµ =gµνu

ν = a2 (ηµ0 + hµ0)u
0 = a

(
−1 +

1

2
h00, h0i

)
= −a

(
1− 1

2
h00,−h0i

)
(L.5)

Μπορούμε να συσετίσουμε τις συνειστώσες της 4-ορμής του φτονίου στο
σύστημα συντεταμένν, pµ =

(
p0, pi

)
με αυτές στο σύστημα του παρατηρητή

pµ̂ = qµ =
(
q, qi

)
με την

pµ = Xµ
ν̂ q

ν

p0 = a−1
(
1 + 1

2
h00
)
q + a−1h0iq

i = a−1
(
1 + 1

2
h00 + h0in

i
)

pi = a−1
(
δij − 1

2
hij
)
qj = a−1q

(
ni − 1

2
hijn

i
) (L.6)

Από αυτό, σε 0η τάξη έουμε

p0 = a−1q, pi = a−1qi ⇒ pi

p0
= ni σε 0η τάξη (L.7)

και

p · p = gµνp
µpν = ηµνp

µpν︸ ︷︷ ︸
δijpipj−(p0)2

+hµνp
µpν = 0

⇒ δijp
ipj

(p0)2
= 1− h00 − 2h0i

pi

p0
− hij

pipj

(p0)2
= 1− h00 − 2hoin

i − hijn
inj

(L.8)
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Αφού το ∂f
∂xi

είναι μια διαταραή, μπορούμε να προσείσουμε το dxi

dη
στην L.1

από το dxi

dη
= pi

p0
≈ ni (σε 0η τάξη) και ράφουμε την L.1 ς

∂f

∂η
= − ∂f

∂xi
ni − q

∂f

∂q

1

q

dq

dη
(L.9)

Προράμε τώρα στον υποοισμό της ερυρομετατόπισης τν φτονίν, 1
q
dq
dη
.

Υποοίζουμε ρώτα το dq
dη

dq

dη
= − d

dη

(
uµp

µ
)
= −duµ

dη
pµ − uµ

dpµ

dη
(L.10)

Παρατηρούμε εδώ ότι το uµ ορίζεται παντού από το σύστημα συντεταμένν
και τη μετρική, και μπορούμε να ράψουμε

duµ
dη

=
∂uµ
∂η

+
∂uµ
∂xi

dxi

dη
=
∂uµ
∂η

+
∂uµ
∂xi

pi

p0
(L.11)

Χρησημοποιώντας τo uµ από την L.5

∂u0
∂η

= −a′(
1− 1

2
h00
)
+ 1

2
ah

′
00

∂u0
∂xi

= 1
2
ah00,i

∂ui
∂η

= a
′
h0i + ah

′
0i ah0j,i

(L.12)

∴ έουμε το − duµ

dη
pµ

Για −uµ dp
µ

dη
= −uµ dλdη

dpµ

dλ
= −uµ 1

p0
dpµ

dλ
ρειαζόμαστε την εδαισιακή εξίσση

L.4

Τα σύμοα Christoffel ια μια ενική hµν διαταραή είναι

Γ0
00 =H − 1

2
h

′

00

Γ0
0i =Hh0i −

1

2
h00,i

Γ0
ij =Hδij +Hδijh00 +Hhij − frac12

(
h0i,j + h0j,i

)
+

1

2
h

′

ij

Γi00 =Hh0i + h
′

0i −
1

2
h00,i

Γi0j =Hδij −
1

2

(
h0j,i − h0i,j

)
+

1

2
h

′

ij

Γijk =−Hδjkh0i +
1

2
hij,k +

1

2
hij,k +

1

2
hik,j −

1

2
hjk,i

(L.13)
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Το αποτέεσμα είναι
dq

dη
= p0

(
− a

′
+

1

2
a

′
h00 +

1

2
ah00,in

i + a
′
h0in

i − ah
′

0in
i − 1

2
ah

′

ijn
inj
)

(L.14)

Χρειαζόμαστε επίσης ια να φτάσουμε στο τεικό αποτέεσμα

1

q

dq

dη
= −H − 1

2
h

′

ijn
inj − h

′

0in
i +

1

2
h00,in

i (L.15)

⇒ ∂f

∂η
=
∂f

∂xi
ni − q

∂f

∂q

(
−H − 1

2
h

′

ijn
inj − h

′

0in
i +

1

2
h00,in

i

)
(L.16)

M Εξίσση Φτεινότητας

Εξετάζουμε τώρα την συνάρτηση κατανομής τν φτονίν. Δεδομένου ότι τα
φτόνια είναι άμαζα

E(k⃗) = k (M.1)
Σε ερμική ισορροποία, η κατανομή τν φτονίν ακοουεί κατανομή Bose-
Einstein

feq(η, x
i, k⃗) =

g

(2π)3
1

ek/T − 1
(M.2)

Αφού όπς νρίζουμε από τη στατιστική φυσική, αφού δεν υπάρει νόμος
διατήρισης του πήους τν φτονίν (είναι μποζόνια) το ημεικό δυναμικό
τους α είναι μηδεν µ = 0. Εδώ g = 2 είναι ο αριμός τν εστερικών αμών
εευερίας (spin).

Στο υποκείμενο σύμπαν, η ερμική ισορροποία ια τα φτόνια είναι αρκετά
καή προσέιση, και η ερμοκρασία Τ είναι ομοενής. Επομένς

f̄(η, xi, k⃗) = f̄(η, k) =
g

(2π)3
1

ek/T (η) − 1
(M.3)

Γράφουμε την διαταρακτική συνάρτηση κατανομής ς

f(η, xi, k, n̂) =
g/(2π)3

exp
{

k
T (η)[1+θ(η,xi,k,n̂)]

} − 1 (M.4)

(απούτς ενικά, θ μπορεί να εκφραστεί συναρτήσει του f).

Τώρα υποέτουμε θ = θ(η, xi, n̂), ανεξάρτητο της ενέρειας τν φτονίν
k. Η υπόεση αυτή (κατά προσέιση) α αιτιοοηεί αρότερα. (Αρικά,
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σε νεαρούς ρόνους είναι σε ισοροπία και η υπόεση ισύει. Θα άουμε
τις εξισώσεις εξέιξης ια το θ και προκύπτει να μην περιέουν το k άρα η
k-εξάρτηση μπορεί να ανοηεί. Αυτό στην πραματικότητα εξαρτάται από την
υπόεση ότι τα φτόνια καώς σκεδάζονται από τα ηεκτρόνια δεν αάζουν
την ενέρειά τους στο σύστημα ηρεμίας του ηεκτρονίου το οποίο ισοδυναμεί
με το να υποέτουεμ ότι είμαστε στο κασσικό όριο k ≪ me.

Σε τοπική ερμική ισοροπία α είαμε τοπική ερμοκρασία T (η, xi) =
T (η)

[
1 + θ(η, xi)

]
. Συνεπώς η υπόεση είναι ότι η απόκιση από την ομοενή

ύση της ερμοκρασίας είναι εξαρτώμενη από την απόσταση (ανισοτροποία).

• Η Θ(η, xi, n̂) καείται συνάρτηση φτεινότητας.

Ένας τοπικός παρατηρητής στο η, xi α παρατηρήσει ακτινοοία να
καταφάνει σε αυτόν με φάσμα μέανος σώματος, της οποίας η ερμοκρασία
εξαρτάται από την κατεύυνση x̂ = −n̂ την οποία κοιτάει

T (−n̂) = T (η)
[
1 + θ(η, xi, n̂)

]
(M.5)

Αφού το Θ είναι μικρό (1ης τάξης διαταραή) μπορούμε να εκφράσουμε την
διαταραή στην συνάρτηση κατανομής f = f̄ + δf = f̄ + f (1) ς

f (1)(η, xi, k, n̂) ≡ δf
∂f̄

∂T
T (η)θ(η, xi, n̂) (M.6)

Αφού f̄ εξαρτάται από το k και T μόνο μέσ του όου q/T , έουμε

T
∂f̄

∂T
= −k∂f̄

∂k
⇒ f (1) = −k∂f̄

∂k
Θ (M.7)

Επιστρέφουμε τώρα στην εξίσση κρούσης του Boltzmann ια το φτόνιο,

df

dη
=
∂f

∂η
+
∂f

∂xi
ni + k

∂f

∂k

(
−H − 1

2
h

′

ijn
inj − h

′

0i

)
(M.8)
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