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Περίληψη

Κύριο θέμα της παρούσας διδακτορικής διατριβής είναι η θεωρία Ramsey, η

οποία επεκτείνεται όπως και οι εφαρμογές της στην Συναρτησιακή Ανάλυση

και στην θεωρία των τοπολογικών δυναμικών συστημάτων, αναδεικνύοντας

την αλληλεπίδραση αυτών των τριών περιοχών των Μαθηματικών.

Κεντρική έννοια για την διατριβή αποτελεί η έννοια του coideal. Συγκε-

κριμένα, μέσω ενός coideal σε ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο, επεκτείνουμε

την κλασική θεωρία Ramsey. Η θεωρία μας περιλαμβάνει ως ειδικότερες πε-

ριπτώσεις (α) την αντίστοιχη θεωρία για coideals στο σύνολο των φυσικών

αριθμών που απεδείχθη από τους Louveau, Mathias, Farah και Todorcevic,
(β) τα διαμεριστικά θεωρήματα των Milliken, Taylor για ακολουθίες πεπε-

ρασμένων μη κενών υποσυνόλων φυσικών αριθμών, και (γ) τα διαμεριστι-

κά θεωρήματα για ακολουθίες λέξεων που απεδείχθησαν από τους Carlson,
Bergelson-Blass-Hindman, Φαρμάκη.

Επίσης, μέσω της έννοιας του coideal στο σύνολο των φυσικών αριθμών,

αποδεικνύεται ένα `1-διχοτομικό θεώρημα, ισχυρότερο από το θεμελιώδες `1-

διχοτομικό θεώρημα του Rosenthal.
Τέλος, αποδεικνύονται αποτελέσματα επαναφοράς και πολυδιάστατα απο-

τελέσματα επαναφοράς για τοπολογικά δυναμικά συστήματα σε μια μερικά δια-

τεταγμένη ημιομάδα ως προς ένα coideal. Η θεωρία μας περιλαμβάνει αποτελέ-

σματα επαναφοράς και πολυδιάστατα αποτελέσματα επαναφοράς για τοπολογι-

κά δυναμικά συστήματα στο σύνολο των φυσικών αριθμών, ή σε πεπερασμένα

μη κενά υποσύνολα των φυσικών, που απεδείχθησαν από τους Furstenberg
και Weiss, και ανάλογα αποτελέσματα για τοπολογικά δυναμικά συστήματα με

δείκτες από λέξεις που απεδείχθησαν από τους Φαρμάκη και Κουτσογιάννη.

Λέξεις κλειδιά: Ramsey, Rosenthal, Furstenberq, Weiss, coideal.





Abstract

The main topic of this PhD thesis is Ramsey theory, which is extending, as
well as its applications in Functional Analysis and in theory of topological
dynamical systems.

Central concept is the concept of coideal. Precisely, via the concept of
a coideal on an infinite directed set, we extend the classical Ramsey theory,
and in addition our theory includes as particular cases (a) the correspon-
ding theory for coideals on the set of natural numbers proved by Louveau,
Mathias, Farah and Todorcevic, (b) the Milliken-Taylor partition theorems
for sequences of finite non empty subsets of natural numbers, and (c) the
partition theorems for sequences of words proved by Carlson, Bergelson-
Blass-Hindman, Farmaki.

In the sequel, via the concept of a coideal on the set of natural numbers,
we establish an extension of the fundamental Rosenthal’s `1-dichotomy the-
orem.

Finally, we prove recurrence and multiple recurrence results for topolo-
gical dynamical systems indexed by an arbitrary directed partial semigroup
with respect to a coideal. Our theory includes recurrence and multiple
recurrence results for topological dynamical systems, indexed by natural
numbers, or by finite non empty subsets of natural numbers, proved by
Furstenberg and Weiss, and analogous results for topological dynamical
systems indexed by words, proved by Farmaki and Koutsogiannis.

Key words: Ramsey, Rosenthal, Furstenberq, Weiss, coideal.





Εισαγωγή

Στην παρούσα διατριβή παρουσιάζονται ερευνητικά αποτελέσματα που ανα-

φέρονται σε τρείς περιοχές των Μαθηματικών, συγκεκριμένα στην θεωρία

Ramsey, στην Συναρτησιακή Ανάλυση και στην θεωρία των τοπολογικών δυ-

ναμικών συστημάτων, αναδεικνύοντας και την σύνδεση των περιοχών αυτών.

Στο πρώτο κεφάλαιο αναφέρονται τα αποτελέσματα στην θεωρία Ramsey, ε-
νώ στο δεύτερο και στο τρίτο κεφάλαιο αναφέρονται τα αποτελέσματα στην

Συναρτησιακή Ανάλυση και στην θεωρία των τοπολογικών δυναμικών συστη-

μάτων αντίστοιχα.

Κεντρικό θεώρημα της θεωρίας Ramsey είναι το επόμενο διαμεριστικό

θεώρημα του συνόλου των απείρων αυξουσών ακολουθιών φυσικών αριθμών

που απεδείχθη το 1965 από τον Nash-Williams ([33]). Σημειώνουμε ότι το

θεώρημα αυτό είναι ισχυρότερο από το θεμελιώδες θεώρημα Ramsey ([34])

(Θεώρημα 1.1.3), το οποίο είναι ένα διαμεριστικό θεώρημα για το σύνολο των

k-άδων φυσικών αριθμών που απεδείχθη το 1929 και αποτέλεσε την αρχή της

θεωρίας Ramsey.

Θεώρημα A (Nash-Williams, [33]).
΄Εστω [N] το σύνολο όλων των απείρων αυξουσών ακολουθιών φυσικών αριθ-

μών και U ⊆ [N] μια διαμεριστική οικογένεια του [N], η οποία είναι κλειστή

ως προς την τοπολογία της κατά σημείο σύγκλισης. Για κάθε A ⊆ N άπειρο

υπάρχει B ⊆ A άπειρο ώστε,

είτε [B] ⊆ U ,
είτε [B] ⊆ [N] \ U ,

όπου για B ⊆ N, θέτουμε [B] = {(xn)n∈N ⊆ B : xn < xn+1 για κάθε n ∈ N}.
Αργότερα, οι Galvin, Prikry ([21]) απέδειξαν ότι οι διαμεριστικές οικο-

γένειες U του [N] που είναι Borel ως προς την τοπολογία της κατά σημείο
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σύγκλισης, έχουν την ίδια ιδιότητα.

Το θεώρημα Nash-Williams, με την πάροδο του χρόνου, ισχυροποιήθηκε

προς δύο διαφορετικές κατευθύνσεις.

Η πρώτη κατεύθυνση ισχυροποίησης είχε ως στόχο την επιλογή των απεί-

ρων υποσυνόλων A,B του θεωρήματος Nash-Williams από μια συγκεκριμένη

οικογένεια απείρων υποσυνόλων. Συγκεκριμένα, ο Louveau ([29]) αντικατέ-

στησε τα αυθαίρετα άπειρα υποσύνολα A,B με στοιχεία ενός μη τετριμένου

Ramsey υπερφίλτρου στο σύνολο των φυσικών αριθμών, ενώ αργότερα οι

Mathias ([31]), Farah ([7]) ισχυροποίησαν το προηγούμενο θεώρημα αντικα-

θιστώντας τα A,B με στοιχεία ενός selective (Ορισμός 1.2.15) και semisele-
ctive coideal (Ορισμός 1.2.23) αντίστοιχα, στο σύνολο των φυσικών αριθμών.

Η δεύτερη κατεύθυνση ισχυροποίησης είχε ως στόχο την διατύπωση ανά-

λογων διαμεριστικών θεωρημάτων για ακολουθίες με στοιχεία σε ένα σύνολο,

διαφορετικό του συνόλου των φυσικών αριθμών. Αρχικά, οι Milliken ([32]),

Taylor ([37]) απέδειξαν ένα ανάλογο διαμεριστικό θεώρημα (Θεώρημα 1.1.13)

για ακολουθίες πεπερασμένων μη κενών υποσυνόλων του N, αντί για ακολου-

θίες στοιχείων του N. Επίσης, ο Carlson ([4]) απέδειξε ένα ανάλογο διαμε-

ριστικό θεώρημα για ακολουθίες λέξεων ως προς ένα πεπερασμένο αλφάβητο

(Θεώρημα 1.1.14) και στην συνέχεια οι Bergelson, Blass, Hindman ([1]) απέ-

δειξαν ένα ανάλογο θεώρημα για ακολουθίες λέξεων με φορέα (located λέξε-

ων) ως προς ένα πεπερασμένο αλφάβητο. Αργότερα, από την Φαρμάκη ([11])

επεξετάθηκαν τα θεωρήματα αυτά για ακολουθίες λέξεων, οι οποίες είναι κυ-

ριαρχημένες ως προς ένα άπειρο αλφάβητο (Θεώρηματα 1.1.16, 1.1.18), ενώ

πρόσφατα απεδείχθη ένα διαμεριστικό θεώρημα Nash-Williams για το σύνολο

των ρητών από τους Φαρμάκη, Κουτσογιάννη ([15]).

Στην παρούσα διατριβή (στο Κεφάλαιο 1) αποδεικνύεται (Θεώρημα 1.3.34)

μια ισχυρή επέκταση του κλασικού θεωρήματος Nash-Williams, του οποίου ει-

δικές περιπτώσεις είναι οι ισχυροποιήσεις του θεωρήματος Nash-Williams και

ως προς τις δύο κατευθύνσεις που αναφέρθηκαν προηγουμένως. Επομένως,

μπορούμε να πούμε ότι το Θεώρημα 1.3.34 είναι μια ισχυροποίηση του θεωρή-

ματος Nash-Williams που ενοποιεί τις δύο κατευθύνσεις ισχυροποίησής του

που αναφέραμε παραπάνω, δηλαδή το Θεώρημα 1.3.34 αποτελεί μια ενιαία επέ-

κταση των θεωρημάτων Louveau, Mathias, Farah, αλλά και των θεωρημάτων

Milliken-Taylor, Carlson, Bergelson-Blass-Hindman και Φαρμάκη.
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Συγκεκριμένα, εισάγοντας την έννοια της semiselective∗ βάσης coideal
σε ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο (Ορισμοί 1.3.11, 1.3.12), επεκτείνοντας

την έννοια του semiselective coideal στο N (Ορισμός 1.2.23) που εισήγαγε ο

Farah ([7]), αποδεικνύεται το επόμενο διαμεριστικό θεώρημα:

Θεώρημα B (Θεώρημα 1.3.34, [16]).

΄Εστω [X] το σύνολο όλων των αυξουσών ακολουθιών ενός άπειρου διατε-

ταγμένου σύνολου (X,≺), B ⊆ [X] μια semiselective∗ βάση coideal στο X
και s ένα διατεταταγμένο πεπερασμένο υποσύνολο του X, ώστε B − s ∈ B
για κάθε B ∈ B. Για κάθε διαμεριστική οικογένεια U του

[X]∗ = {(xn)n∈N ⊆ X : xn ≺ xn+1 για κάθε n ∈ N},

η οποία είναι κλειστή ως προς την τοπολογία της κατά σημείο σύγκλισης και

για κάθε A ∈ B υπάρχει B ∈ B, B ⊆ A ώστε,

είτε [B]∗ ⊆ U ,
είτε [B]∗ ⊆ [X]∗ \ U ,

όπου για B ⊆ X θέτουμε, [B]∗ = {(xn)n∈N ⊆ B : xn ≺ xn+1 για κάθε n ∈
N}.

Η ειδική περίπτωση του Θεωρήματος B για X = N με την συνήθη διάταξη

και B την οικογένεια όλων των απείρων υποσυνόλων του N είναι το κλασικό

θεώρημα Nash-Williams.
Η ειδική περίπτωση του Θεωρήματος B για X = N με την συνήθη διάταξη

και B την οικογένεια όλων των Ramsey υπερφίλτρων στο N είναι το θεώρημα

του Louveau ([30]), καθώς τα Ramsey υπερφίλτρα στο N είναι semiselective
coideals στο N.

Η ειδική περίπτωση του Θεωρήματος B για το σύνολο [N]<∞>0 όλων των

πεπερασμένων μη κενών υποσυνόλων του N και για κατάλληλη βάση coideal
στο [N]<∞>0 (Παραδειγμα 1.3.6 (1), Πρόταση 1.3.15) είναι το θεώρημα των

Milliken ([32]), Taylor ([37]) (Θεώρημα 1.1.13).

Η ειδική περίπτωση του Θεωρήματος B για το σύνολο L(Σ, ~k; υ) των ω-
located λέξεων με μεταβλητή ως προς ένα άπειρο αλφάβητο Σ που φράσσονται

από μια αύξουσα ακολουθία ~k και για κατάλληλη βάση coideal στο L(Σ, ~k; υ)
(Παράδειγμα 1.3.6 (2), Πρόταση 1.3.14) εμπεριέχει τα θεωρήματα των Carl-
son ([4]) (Θεώρημα 1.1.14) και Φαρμάκη ([11]) (Θεώρημα 1.1.18), ενώ στην
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περίπτωση του πεπερασμένου αλφαβήτου είναι το θεώρημα των Bergelson-
Blass-Hindman ([1]).

Το Θεώρημα Β, καθώς και άλλα συναφή αποτελέσματα εμπεριέχονται στην

ακόλουθη δημοσιευμένη εργασία:
′′Abstract topological Ramsey theory for nets′′, V. Farmaki, D. Karageor-
gos, A. Koutsogiannis, A. Mitropoulos, Topology and its Applications, 201
(2016), 314-329.

Με χρήση αποτελεσμάτων της θεωρίας Ramsey, και ειδικότερα με χρήση

του κλασικού θεωρήματος Nash-Williams, απεδείχθησαν σημαντικά θεωρή-

ματα της Συναρτησιακής Ανάλυσης (όπως τα θεωρήματα του Rosenthal ([35])
και του Gowers ([23])). Συγκεκριμένα, στο ακόλουθο διχοτομικό θεώρημα

του Rosenthal ([35]) δόθηκε μια απλούστερη απόδειξη, μέσω του κλασικού

θεωρήματος Nash-Williams, από τον Farahat ([8]).

Θεώρημα Γ (`1-διχοτομικό θεώρημα του Rosenthal, [35]).
΄Εστω (fn)n∈N μια φραγμένη ακολουθία συναρτήσεων από ένα άπειρο σύνολο

X στο σύνολο των πραγματικών αριθμών. Τότε υπάρχει μια υπακολουθία

(fnk)k∈N της (fn)n∈N ώστε,

είτε η (fnk)k∈N είναι κατά σημείο συγκλίνουσα,

είτε η (fnk)k∈N είναι ισοδύναμη με την μοναδιαία βάση του `1.

Στην παρούσα διατριβή (στο Κεφάλαιο 2) αποδεικνύεται (Θεώρημα 2.2.20)

ένα l1-διχοτομικό θεώρημα, ισχυρότερο από το αντίστοιχο του Rosenthal, μέ-
σω της έννοιας του coideal στο σύνολο N των φυσικών αριθμών. Η απόδειξη

αυτού του θεωρήματος βασίζεται στο ισχυρότερο θεώρημα Nash-Williams
(Θεώρημα 1.3.34) που αποδεικνύεται στο κεφάλαιο 1.

Συγκεκριμένα, αντικαθιστώντας την οικογένεια όλων των απείρων υποσυ-

νόλων του N με μια βάση coideal B στο N (Ορισμός 1.2.12), επεκτείνουμε

τις έννοιες της ακολουθίας, της υπακολουθίας μιας ακολουθίας και της συγ-

κλίνουσας ακολουθίας σ΄ έναν μετρικό χώρο με τις έννοιες της B-ακολουθίας
(Ορισμός 2.2.2), της B-υπακολουθίας μιας B-ακολουθίας (Ορισμός 2.2.4) και

της B-συγκλίνουσας ακολουθίας σ΄ έναν μετρικό χώρο (Ορισμός 2.2.6) αν-

τίστοιχα. Οι συνήθεις έννοιες της ακολουθίας, της υπακολουθίας και της

συγκλίνουσας ακολουθίας αντιστοιχούν στην βάση coideal B = [N] όλων των

απείρων υποσυνόλων του N. Στην συνέχεια, για μια Ramsey βάση coideal B
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στο N αποδεικνύεται (Πρόταση 2.2.10 και Θεώρημα 2.2.11) ότι κάθε φραγμένη

B-ακολουθία πραγματικών αριθμών έχει μια B-υπακολουθία η οποία είναι B-
συγκλίνουσα, επεκτείνοντας το θεμελιώδες θεώρημα Bolzano-Weierstrass που

αντιστοιχεί στην βάση coideal B = [N] όλων των απείρων υποσυνόλων του N.

Χρησιμοποιώντας αυτό το επεκτεταμένο θεώρημα Bolzano-Weierstrass και το

ισχυρότερο διαμεριστικό θεώρημα Nash-Williams που αποδεικνύεται στο κε-

φάλαιο 1 (Θεώρημα 1.3.34), επεκτείνουμε (Θεώρημα 2.2.20) το `1-διχοτομικό

θεώρημα του Rosenthal ως προς ένα coideal ως εξής:

Θεώρημα ∆ (Θεώρημα 2.2.20, [18]).

΄Εστω B μια semiselective βάση coideal στο N και (fn)n∈A μια φραγμένη B-
ακολουθία συναρτήσεων από ένα άπειρο σύνολο X στο σύνολο των πραγμα-

τικών αριθμών. Τότε υπάρχει μια B-υπακολουθία (fn)n∈B της (fn)n∈A ώστε,

είτε η (fn)n∈B είναι B-συγκλίνουσα,
είτε η (fn)n∈B είναι ισοδύναμη με την μοναδιαία βάση του `1(B).

Παρατηρούμε ότι στην ειδικότερη περίπτωση όπου B = [N] (προφανώς μια

semiselective βάση coideal στο N), το Θεώρημα ∆ συμπίπτει με το θεμελιώδες

`1-διχοτομικό θεώρημα του Rosenthal ([35]).

Το Θεώρημα ∆, καθώς και άλλα συναφή αποτελέσματα εμπεριέχονται στην

ακόλουθη δημοσιευμένη εργασία:
′′The `1-dichotomy theorem with respect to a coideal′′, V. Farmaki and A.
Mitropoulos, Real Analysis Exchange, 42 (1) (2016), 1-17.

Κεντρική έννοια στις επεκτάσεις του κλασικού θεωρήματος Nash-Williams
και του `1-διχοτομικού θεωρήματος του Rosenthal ήταν η έννοια του coideal
σε ένα μερικά διατεταγμένο σύνολο. Η έννοια αυτή αποδεικνύεται πρόσφορη

και για να επεκταθούν κλασικά αποτελέσματα της θεωρίας των τοπολογικών

δυναμικών συστημάτων.

Η αρχή της θεωρίας των τοπολογικών δυναμικών συστημάτων γίνεται το

1927 από τον Birkhoff ([3]), ο οποίος απέδειξε (Θεώρημα 3.1.8) ότι κάθε το-

πολογικό δυναμικό σύστημα (X,T n)n∈N (όπου ο X είναι συμπαγής μετρικός

χώρος και T : X → X μια συνεχής απεικόνιση) έχει ένα σημείο επαναφοράς

(recurrent), δηλαδή ότι υπάρχουν x0 ∈ X και μια ακολουθία (nk)k∈N φυσικών

αριθμών ώστε limk∈NT
nk(x0) = x0. Οι Furstenberg, Weiss ([20]) επεξέτει-

ναν το θεώρημα Birkhoff για πεπερασμένο πλήθος τοπολογικών δυναμικών
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συστημάτων (X,T n1 )n∈N, (X,T
n
2 )n∈N, . . . , (X,T

n
l )n∈N, αποδεικνύοντας (Θεώ-

ρημα 3.1.11) ότι έχουν ένα κοινό σημείο επαναφοράς. Γι΄ αυτόν τον λόγο

το θεώρημα Furstenberg-Weiss αναφέρεται και ως πολυδιάστατο θεώρημα ε-

παναφοράς Birkhoff (multiple Birkhoff recurrence theorem). Το θεώρημα

Furstenberg-Weiss διατυπώνεται ως εξής:

Θεώρημα E (Furstenberg-Weiss, [20]).
΄ΕστωX συμπαγής μετρικός χώρος και (X,T n1 )n∈N, (X,T

n
2 )n∈N, . . . , (X,T

n
l )n∈N

τοπολογικά δυναμικά συστήματα, όπου T1, T2, . . . , Tl : X → X συνεχείς συ-

ναρτήσεις που ανά δύο μετατίθενται. Τότε υπάρχουν x0 ∈ X και μια ακολου-

θία φυσικών αριθμών (nk)k∈N ⊆ N με (nk)→∞, ώστε

T nk1 (x0)→ x0, T
nk
2 (x0)→ x0, . . . , T

nk
l (x0)→ x0.

Στην παρούσα διατριβή (στο Κεφάλαιο 3) επεκτείνονται τα θεωρήματα επα-

ναφοράς (recurrence) και τα πολυδιάστατα θεωρήματα επαναφοράς (multiple
recurrence) για τοπολογικά δυναμικά συστήματα, όπου οι ακολουθίες φυσι-

κών αριθμών αντικαθίστανται από δίκτυα σε ένα μερικά διατεταγμένο σύνολο.

Αυτή η γενική θεωρία τοπολογικών δυναμικών συστημάτων περιέχει και ενο-

ποιεί τα αποτελέσματα επαναφοράς και τα πολυδιάστατα αποτελέσματα επανα-

φοράς για τοπολογικά δυναμικά συστήματα στους φυσικούς ή σε πεπερασμένα

μη κενά υποσύνολα φυσικών που απεδείχθησαν από τους Furstenberg, Weiss
([20], [19]), και τα ανάλογα αποτελέσματα για τοπολογικά δυναμικά συστήμα-

τα με δείκτες από λέξεις που απεδείχθησαν από τους Φαρμάκη, Κουτσογιάννη

([14]).

Αρχικά, εισάγουμε (Ορισμός 3.2.10) τα τοπολογικά δυναμικά συστήματα

(X,T λ)λ∈Λ, όπου Λ είναι μια μερικά διατεταγμένη ημιομάδα, επεκτείνοντας τα

τοπολογικά δυναμικά συστήματα της ειδικής μορφής (X,T n)n∈N. Στο Θεώ-

ρημα 3.2.13 αποδεικνύεται ότι ένα τοπολογικό δυναμικό σύστημα (X,T λ)λ∈Λ

έχει ένα σημείο B-επαναφοράς (B-recurrent) (Ορισμός 3.2.12), όπου B εί-

ναι στοιχείο μιας κατάλληλης βάσης coideal B στο Λ (Ορισμός 3.2.9) με την

ιδιότητα-(D) (Ορισμός 3.2.4). Η έννοια αυτή επεκτείνει την κλασική έννοια

του σημείου επαναφοράς (recurrent) στα τοπολογικά δυναμικά συστήματα

(X,T n)n∈N που εισήχθη από τους Furstenberg, Weiss ([20]) (Ορισμός 3.1.9).

Τελικά, χρησιμοποιώντας το Θεώρημα 3.2.13 αποδεικνύεται (Θεώρημα 3.2.25)
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το επόμενο πολυδιάστατο θεώρημα επαναφοράς (multiple recurrence theo-
rem), επεκτείνοντας το θεώρημα Furstenberg-Weiss ([20]).

Θεώρημα Z (Θεώρημα 3.2.25, [17]).

΄Εστω (Λ,≺, ∗) μια μερικά διατεταγμένη ημιομάδα, B μια κατάλληλη βάση coi-
deal στην (Λ,≺, ∗) με την ιδιότητα-(D), m ∈ N, (X,T λ1 )λ∈Λ, . . . , (X,T

λ
m)λ∈Λ

Λ-τοπολογικά δυναμικά συστήματα ενός συμπαγούς μετρικού χώρου (X, d)
που περιέχονται όλα σε μια μεταθετική ομάδα G ομομορφισμών του X, και

έστω τα συστήματα (X,T λi )λ∈Λ, (X, (T λi )−1)λ∈Λ να είναι ισοσυνεχή για κάθε

i = 1, . . . ,m. Τότε για κάθε B ∈ B υπάρχουν A ∈ B με A ⊆ B και x0 ∈ X
ώστε,

lim
λ∈A

T λi (x0) = x0 για κάθε 1 6 i 6 m.

Το Θεώρημα Z, καθώς και άλλα συναφή αποτελέσματα εμπεριέχονται στην

ακόλουθη δημοσιευμένη εργασία:
′′Topological dynamics on nets′′, V. Farmaki, D. Karageorgos, A. Koutso-
giannis, A. Mitropoulos, Topology and its Applications, 201 (2016), 414-

431.

Η συνεισφορά της διατριβής αυτής στην θεωρία Ramsey, στην Συναρτη-

σιακή Ανάλυση και στην θεωρία των τοπολογικών δυναμικών συστημάτων

αναδεικνύει την υπάρχουσα αλληλεπίδραση των θεωριών αυτών.
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Κεφάλαιο 1

Θεωρία Ramsey

Το 1927 ο van der Waerden ([39]) απέδειξε ότι αν το σύνολο των φυσικών

αριθμών διαμερισθεί σε πεπερασμένα το πλήθος σύνολα, τότε κάποιο από αυτά

περιέχει αυθαίρετα μεγάλη αριθμητική πρόοδο, ενώ το 1929 ο Ramsey ([34])

απέδειξε ότι αν το σύνολο των k-άδων φυσικών αριθμών διαμερισθεί σε πεπε-

ρασμένα το πλήθος σύνολα, τότε υπάρχει ένα άπειρο υποσύνολο των φυσικών,

ώστε το σύνολο των k-άδων του να εμπεριέχεται σε κάποιο σύνολο της δια-

μέρισης. Τα δύο αυτά θεμελιώδη θεωρήματα, τα οποία αποτελούν την βάση

της θεωρίας Ramsey είναι συνέπειες της αρχής του περιστερεώνα, σύμφωνα

με την οποία αν το A είναι ένα άπειρο σύνολο και B ⊆ A, τότε είτε το B είναι

άπειρο είτε το A \B είναι άπειρο.

Το 1965 ο Nash-Williams ([33]) απέδειξε το κλασικό διαμεριστικό θεώ-

ρημα της θεωρίας Ramsey για το σύνολο [N] όλων των απείρων αυξουσών

ακολουθιών φυσικών αριθμών, το οποίο διατυπώνεται ως εξής: για κάθε δια-

μεριστική οικογένεια U ⊆ [N] η οποία είναι κλειστή ως προς την τοπολογία

της κατά σημείο σύγκλισης και για κάθε A ⊆ N άπειρο, υπάρχει B ⊆ A άπειρο

ώστε,

είτε [B] ⊆ U είτε [B] ⊆ [N] \ U ,

όπου για B ⊆ N, θέτουμε [B] = {(xn)n∈N ⊆ B : xn < xn+1 για κάθε n ∈ N}.
Το 1973 οι Galvin, Prikry ([21]) απέδειξαν ένα ισχυρότερο θεώρημα, αν-

τίστοιχο του θεωρήματος Nash-Williams για μια διαμεριστική οικογένεια U
που είναι Borel ως προς την τοπολογία της κατά σημείο σύγκλισης.
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Το 1974 ο Hindman ([25]) απέδειξε ότι αν οι φυσικοί αριθμοί διαμερισθούν

σε πεπερασμένα το πλήθος σύνολα, τότε υπάρχει ένα άπειρο υποσύνολο των

φυσικών αριθμών του οποίου όλα τα πεπερασμένα αθροίσματα εμπεριέχονται

σε κάποιο σύνολο της διαμέρισης, ισχυροποιώντας την αρχή του περιστερεώνα.

Το ανάλογο αποτέλεσμα για πεπερασμένες διαμερίσεις των k-άδων φυσικών

αριθμών απεδείχθη ανεξάρτητα από τους Milliken ([32]) το 1975 και Taylor
([37]) το 1976, ισχυροποιώντας το θεώρημα Ramsey.

Η έννοια της λέξης ως προς ένα πεπερασμένο αλφάβητο εισήχθη από τους

Hales-Jewett ([24]), αποδεικνύοντας μέσω λέξεων το συνδυαστικό ανάλογο

του θεωρήματος van der Waerden ([39]). Ο Carlson ([4]) το 1988 επεξέτεινε

το αποτέλεσμα των Hales-Jewett, αποδεικνύοντας ένα διαμεριστικό θεώρημα

για το σύνολο των λέξεων ως προς ένα πεπερασμένο αλφάβητο, ενοποιώντας

και ισχυροποιώντας έτσι τους δύο κλάδους της θεωρίας Ramsey, δηλαδή τον

κλάδο των θεωρημάτων van der Waerden και Hales-Jewett, αλλά και τον

κλάδο των θεωρημάτων Ramsey, Hindman και Milliken-Taylor.

Οι Bergelson, Blass, Hindman ([1]) το 1994 όρισαν την έννοια της located
λέξης (λέξης με φορέα) ως προς ένα πεπερασμένο αλφάβητο, ως μια συνάρτηση

από ένα πεπερασμένο υποσύνολο του συνόλου N των φυσικών αριθμών στο

αλφάβητο, και απέδειξαν ένα διαμεριστικό θεώρημα για located λέξεις ως προς

ένα πεπερασμένο αλφάβητο, ανάλογο του θεωρήματος του Carlson ([4]).

Στα θεωρήματα Carlson ([4]) και Bergelson-Blass-Hindman ([1]) απαιτού-

με το αλφάβητο Σ να είναι πεπερασμένο, καθώς αυτά τα διαμεριστικά αποτε-

λέσματα δεν ισχύουν αν το Σ υποτεθεί άπειρο, αφού τότε θα υπήρχε άπειρη

μονοχρωματική πρόοδος σε κάθε πεπερασμένο χρωματισμό του συνόλου των

φυσικών αριθμών, κάτι που φυσικά δεν ισχύει.

Η Φαρμάκη ([11]) το 2009 εισήγαγε μια χαλάρωση της ισχυρής υπόθε-

σης του πεπερασμένου αλφαβήτου ως εξής: θεωρώντας ένα άπειρο αλφάβητο

Σ = {a1, a2, . . .} και μια ακολουθία φυσικών αριθμών ~k = (kn)n∈N όρισε μια

ω-located λέξη ως προς το Σ που φράσσεται από την ~k, ως μια located λέξη

ω = ωn1 . . . ωnl ως προς το Σ ώστε ωni ∈ {a1, . . . , akni} για κάθε 1 6 i 6 l.

Ανάλογα, μια ω-λέξη ως προς το Σ που φράσσεται από την ~k, ορίστηκε ως

μια λέξη ω = ω1 . . . ωl ως προς το Σ, όπου ωi ∈ {α1, α2, . . . , αki} για κά-

θε 1 6 i 6 l. ΄Ετσι, οι λέξεις και οι located λέξεις θεωρούνται ω-λέξεις
και ω-located λέξεις αντίστοιχα, που φράσσονται από μια σταθερή ακολου-
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θία (kn)n∈N. Με αυτές τις συνθήκες η Φαρμάκη ([11]) απέδειξε διαμεριστικά

θεωρήματα για ω-located λέξεις ως προς ένα άπειρο αλφάβητο, επεκτείνον-

τας τα θεωρήματα Carlson ([4]) και Bergelson-Blass-Hindman ([1]) ως προς

ένα άπειρο αλφάβητο, το οποίο όμως είναι κυριαρχημένο από μια ακολουθία

~k = (kn)n∈N φυσικών αριθμών. Επίσης, πρόσφατα οι Φαρμάκη, Κουτσογιάν-

νης ([15]) απέδειξαν διαμεριστικά θεωρήματα για ρητούς.

Στο κεφάλαιο αυτό, αρχικά στην πρώτη παράγραφο διατυπώνουμε τα κλα-

σικά διαμεριστικά αποτελέσματα της θεωρίας Ramsey που χρησιμοποιούμε

στην παρούσα διατριβή, και ειδικότερα αποδεικνύουμε τα θεμελιώδη θεωρήμα-

τα Ramsey ([34]) και Nash-Williams ([33]).

Στην δεύτερη παράγραφο εισάγουμε και μελετάμε την κεντρική για αυτήν

την διατριβή έννοια του coideal, αναφέροντας και την σύνδεση των διαμεριστι-

κών θεωρημάτων της θεωρίας Ramsey με την ύπαρξη συγκεκριμένων coideal.

Τέλος, στην τρίτη παράγραφο παρουσιάζουμε τα ερευνητικά μας αποτελέ-

σματα, σύμφωνα με τα οποία επεκτείνεται η κλασική θεωρία Ramsey μέσω της

έννοιας του coideal, και περιλαμβάνονται ως ειδικότερες περιπτώσεις (α) η αν-

τίστοιχη θεωρία για coideals στο σύνολο των φυσικών αριθμών που απεδείχθη

από τους Louveau ([30]), Mathias ([31]) και Farah ([7]), (β) τα διαμεριστικά

θεωρήματα των Milliken ([32]), Taylor ([37]) για ακολουθίες πεπερασμένων

μη κενών υποσυνόλων φυσικών αριθμών, (γ) τα διαμεριστικά θεωρήματα για

ακολουθίες λέξεων και located λέξεων που απεδείχθησαν από τους Carlson
([4]) και Bergelson, Blass, Hindman ([1]) αντίστοιχα, και (δ) τα διαμεριστικά

θεωρήματα για ακολουθίες ω-located λέξεων που απεδείχθησαν από την Φαρ-

μάκη ([11]). Επομένως, τα παραπάνω αποτελέσματα ενοποιούνται κάτω από

την θεωρία που παρουσιάζεται στην τρίτη παράγραφο.

Σημείωση. Συμβολίζουμε με N το σύνολο {1, 2, . . .} όλων των φυσικών

αριθμών. Για ένα άπειρο υποσύνολο M του N και για k ∈ N θέτουμε,

[M ] = {L ⊆M : L άπειρο σύνολο},

[M ]<∞ = {L ⊆M : L πεπερασμένο σύνολο},

[M ]k = {(m1, . . . ,mk) : m1 < . . . < mk ∈M}.
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1.1 Βασικά αποτελέσματα στην θεωρία Ramsey

1.1αʹ Θεωρήματα van der Waerden και Ramsey

Θα διατυπώσουμε το θεμελιώδες θεώρημα van der Waerden (Θεώρημα 1.1.2)

και θα αποδείξουμε το θεμελιώδες θεώρημα Ramsey (Θεώρημα 1.1.3), τα ο-

ποία αναφέρονται σε πεπερασμένες διαμερίσεις του συνόλου N των φυσικών

αριθμών και του συνόλου [N]k όλων των k-άδων των φυσικών αριθμών αντί-

στοιχα. Τα δύο αυτά θεμελιώδη θεωρήματα της θεωρίας Ramsey ουσιαστικά

είναι συνέπειες της αρχής του περιστερεώνα (Θεώρημα 1.1.1). Επίσης, ενδει-

κτικά αναφέρουμε μια εφαρμογή του θεωρήματος Ramsey στην Ανάλυση, απο-

δεικνύοντας με την βοήθειά του το θεμελιώδες θεώρημα Bolzano-Weierstrass
(Θεώρημα 1.1.4).

Θεώρημα 1.1.1 (Αρχή του περιστερεώνα). ΄Εστω A ένα άπειρο σύ-
νολο και B ⊆ A. Τότε είτε το B είναι άπειρο είτε το A \B είναι άπειρο.

Θεώρημα 1.1.2 (van der Waerden, [39]). ΄Εστω k, r ∈ N. Αν N = C1∪
. . . ∪ Cr, μια διαμέριση των φυσικών αριθμών, τότε υπάρχει 1 6 i0 6 r ώστε
το Ci0 να περιέχει αριθμητική πρόοδο μήκους k, δηλαδή υπάρχουν a, b ∈ N
ώστε a+ jb ∈ Ci0 για κάθε 1 6 j 6 k − 1.

Θεώρημα 1.1.3 (Ramsey, [34]). Για κάθε k ∈ N, A ⊆ N άπειρο και
F ⊆ [N]k υπάρχει B ⊆ A άπειρο ώστε,
είτε [B]k ⊆ F ,
είτε [B]k ⊆ [N]k \ F .

Απόδειξη. Η απόδειξη θα γίνει με επαγωγή στο k. Πράγματι, για k = 1 το

θεώρημα έπεται άμεσα από την αρχή του περιστερεώνα.

Υποθέτουμε ότι το θεώρημα ισχύει για k − 1, με k ∈ N, k > 1 και θα

το αποδείξουμε για το k. ΄Εστω B0 = A ∈ [N] και F ⊆ [N]k. Θέτουμε

m1 = minA, A1 = A \ {m1} = B0 \ {m1} και

F1 = {s ∈ [A1]k−1 : {m1} ∪ s ∈ F}.

Από επαγωγική υπόθεση υπάρχει B1 ∈ [A1] ώστε

είτε [B1]k−1 ⊆ F1 είτε [B1]k−1 ⊆ [N]k−1 \ F1.
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Θέτουμε m2 = minB1, A2 = B1 \ {m2} και

F2 = {s ∈ [A2]k−1 : {m2} ∪ s ∈ F}.

Από επαγωγική υπόθεση υπάρχει B2 ∈ [A2] ώστε

είτε [B2]k−1 ⊆ F2 είτε [B2]k−1 ⊆ [N]k−1 \ F2.

Συνεχίζοντας ανάλογα κατασκευάζουμε μία γνησίως αύξουσα ακολουθία (mn)n∈N
στοιχείων του A και φθίνουσες ακολουθίες απείρων υποσυνόλων του A,

(An)n∈N, (Bn)n∈N∪{0} που ικανοποιούν τις επόμενες ιδιότητες:

(i) mn ∈ Bi για κάθε n > i

(ii) Bn ⊆ An για κάθε n ∈ N

(iii) An = Bn−1 \ {mn}

(iv) Αν Fn = {s ∈ [An]k−1 : {mn} ∪ s ∈ F}, τότε

είτε [Bn]k−1 ⊆ Fn είτε [Bn]k−1 ⊆ [N]k−1 \ Fn, για κάθε n ∈ N.

Θέτουμε, I = {mn : n ∈ N}, και I1 = {mn ∈ I : [Bn]k−1 ⊆ Fn}.
Αν το I1 είναι άπειρο, τότε [I1]k ⊆ F . Πράγματι, έστω t ∈ [I1]k και έστω

mint = mn ∈ I για κάποιον n ∈ N. Τότε t = {mn} ∪ s, όπου s ∈ [I1]k−1
.

Επομένως t = {mn} ∪ s ∈ F .

Αν το I1 δεν είναι άπειρο, τότε το σύνολο I2 = I \ I1 είναι άπειρο. Επο-

μένως [I2]k ⊆ [N]k \ F . Πράγματι, έστω t ∈ [I2]k και έστω mint = mn για

κάποιον n ∈ N, οπότε t = {mn} ∪ s, όπου s ∈ [I2]k−1
. Τότε s ∈ [Bn]k−1 ⊆

[N]k−1 \ Fn, άρα t = {mn} ∪ s ∈ [N]k \ F . Η απόδειξη είναι πλήρης.

Θα αποδείξουμε τώρα το θεμελιώδες θεώρημα Bolzano-Weierstrass, χρη-
σιμοποιώντας το θεώρημα Ramsey ([34]).

Σημείωση. Για ένα άπειρο υποσύνολο M του N θέτουμε,

[M ]2 = {(n,m) ∈M ×M : n < m}.
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Θεώρημα 1.1.4 (Bolzano-Weierstarss). Κάθε φραγμένη ακολουθία πραγ-
ματικών αριθμών έχει μια συγκλίνουσα υπακολουθία.

Απόδειξη. ΄Εστω (an)n∈N μια φραγμένη ακολουθία. Αρκεί να αποδείξουμε ότι

η (an)n∈N έχει μια μονότονη υπακολουθία. Θέτουμε,

F = {(n,m) ∈ [N]2 : an < am}.

Από το θεώρημα Ramsey, υπάρχει M ∈ [N] ώστε

είτε [M ]2 ⊆ F είτε [M ]2 ⊆ [N]2 \ F .

Αν [M ]2 ⊆ F , η υπακολουθία (an)n∈M της (an)n∈N είναι αύξουσα, ενώ αν

[M ]2 ⊆ [N]2 \ F , η υπακολουθία (an)n∈M της (an)n∈N είναι φθίνουσα. Η

απόδειξη είναι πλήρης.

1.1βʹ Θεώρημα Nash-Williams

Σε αυτήν την παράγραφο θα αποδείξουμε (Θεώρημα 1.1.9) το κλασικό διαμερι-

στικό θεώρημα της θεωρίας Ramsey για το σύνολο [N] όλων των απείρων αυ-

ξουσών ακολουθιών φυσικών αριθμών που απεδείχθη από τον Nash-Williams
([33]), αποδεικνύοντας ένα ισχυρότερο θεώρημα που απεδείχθη από τον El-
lentuck ([6]) (Θεώρημα 1.1.8).

Ξεκινάμε με την απαραίτητη ορολογία.

΄Εστω t, s ∈ [N]<∞. Γράφουμε t < s, αν maxt < mins.
Επίσης γράφουμε, t v s αν t είναι ένα αρχικό τμήμα του s, δηλαδή αν

είτε t ∈ {∅, s} είτε υπάρχει y ∈ s ώστε t = {x ∈ s : x < y}.

Για s ∈ [N]<∞ και M ∈ [N], θέτουμε

[s,M ] = {s ∪ L : L ∈ [M ] και s < L}.

Ορισμός 1.1.5. ΄Εστω U ⊆ [N], a ∈ [N]<∞ και A ⊆ N άπειρο.

(i) Το [a,A] λέγεται καλό, αν υπάρχει B ⊆ A άπειρο ώστε [a,B] ⊆ U .
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(ii) Το [a,A] λέγεται κακό αν δεν είναι καλό.

(iii) Το [a,A] λέγεται πολύ κακό αν είναι κακό και αν το [a∪{n}, A] είναι
κακό για κάθε n ∈ A ∩ (maxa,+∞).

Λήμμα 1.1.6. ΄Εστω U ⊆ [N], a ∈ [N]<∞ και A ⊆ N άπειρο.

(i) Αν το [a,A] είναι κακό, τότε το [a,B] είναι κακό για κάθε B ⊆ A άπειρο.

(ii) Αν το [a,A] είναι πολύ κακό, τότε το [a,B] είναι πολύ κακό για κάθε
B ⊆ A άπειρο.

Απόδειξη. (i) ΄Εστω [a,A] κακό και B ∈ [A]. Τότε [a, C] ∩ U c 6= ∅ για κάθε

C ∈ [A] (όπου U c = [N]\U), άρα [a, C]∩U c 6= ∅ για κάθε C ∈ [B]. Επομένως

το [a,B] είναι κακό.
(ii) ΄Εστω [a,A] πολύ κακό και B ∈ [A]. Τότε το [a,A] είναι κακό και

[a ∪ {n}, A] είναι κακό για κάθε n ∈ A ∩ (maxa,+∞). Τότε το [a,B] είναι

κακό και [a ∪ {n}, B] είναι κακό για κάθε n ∈ B ∩ (maxa,+∞). Επομένως

το [a,B] είναι πολύ κακό.

Λήμμα 1.1.7. ΄Εστω U ⊆ [N], a ∈ [N]<∞ και A ⊆ N άπειρο. Αν το [a,A]
είναι κακό, υπάρχει B ⊆ A άπειρο ώστε το [a,B] είναι πολύ κακό.

Απόδειξη. ΄Εστω [a,A] κακό. Υποθέτουμε ότι για κάθε C ∈ [A] το [a, C]
δεν είναι πολύ κακό. Τότε αφού το [a,A] δεν είναι πολύ κακό, υπάρχει n0 ∈
A∩(maxa,+∞) ώστε το [a∪{n0}, A] είναι καλό. Επομένως υπάρχει B0 ∈ [A]
ώστε [a ∪ {n0}, B0] ⊆ U . Αφού το [a,B0] δεν είναι πολύ κακό, υπάρχει

n1 ∈ B0 ∩ (n0 +∞) ώστε το [a ∪ {n1}, B0] είναι καλό. Επομένως υπάρχει

B1 ∈ [B0] ώστε [a ∪ {n1}, B1] ⊆ U . Συνεχίζοντας ανάλογα κατασκευάζουμε

μια αύξουσα ακολουθία (nk)k∈N ⊆ A και μια φθίνουσα οικογένεια απείρων

υποσυνόλων του A, A ⊇ B0 ⊇ B1 ⊇ . . ., ώστε

[a ∪ {nk}, Bk] ⊆ U , για κάθε k ∈ N.

Τότε [a,B] ⊆ U . Πράγματι, έστω I ∈ [a,B]. Τότε, I = a ∪ C, με C ∈ [B]
και a < C. ΄Εστω λ ∈ N ώστε nλ = minC. Τότε I ∈ [a ∪ {nλ}, B] ⊆ U , το
οποίο είναι άτοπο αφού το [a,A] είναι κακό. Η απόδειξη είναι πλήρης.
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Σημείωση. Η τοπολογία της κατά σημείο σύγκλισης είναι η τοπο-

λογία που έχει ως βάση τα σύνολα
{

[a,N] : a ∈ [N]<∞
}
, ενώ η τοπολογία

Ellentuck στο σύνολο N είναι η τοπολογία που έχει ως βάση τα σύνολα{
[a,M ] : a ∈ [N]<∞, M ∈ [N]

}
. Προφανώς, η τοπολογία Ellentuck είναι

ασθενέστερη της τοπολογίας της κατά σημείο σύγκλισης.

Θα αποδείξουμε μια ισχυρότερη μορφή του διαμεριστικού θεωρήματος Nash-
Williams ([33]), όπου η διαμεριστική οικογένεια U όλων των απείρων αυξου-

σών ακολουθιών φυσικών αριθμών είναι κλειστή ως προς την τοπολογία El-
lentuck, καθώς αν η U είναι κλειστή ως προς την τοπολογία της κατά σημείο

σύγκλισης, τότε είναι κλειστή και ως προς την τοπολογία Ellentuck.

Θεώρημα 1.1.8 (Ellentuck, [6]). ΄Εστω U μια διαμεριστική οικογένεια
του [N], η οποία είναι ανοικτή ως προς την τοπολογία Ellentuck. Για κάθε
a ∈ [N]<∞ και A ⊆ N άπειρο υπάρχει B ⊆ A άπειρο ώστε,
είτε [a,B] ⊆ U ,
είτε [a,B] ⊆ [N] \ U .

Απόδειξη. ΄Εστω a ∈ [N]<∞ και A ∈ [N]. Αν το [a,A] είναι καλό, τότε

υπάρχει B ∈ [A] ώστε [a,B] ⊆ U .
΄Εστω ότι το [a,A] είναι κακό. Τότε από το Λήμμα 1.1.7 υπάρχει B0 ∈

[A \ a] ώστε το [a,B0] είναι πολύ κακό. ΄Εστω n0 = minB0. Τότε το

[a ∪ {n0}, B0] είναι κακό. Επομένως από το Λήμμα 1.1.7 υπάρχει B1 ∈ [B0]
ώστε το [a ∪ {n0}, B1] είναι πολύ κακό. ΄Εστω n1 = minB1. Τότε το

[a∪{n1}, B1] είναι κακό. Επομένως υπάρχει B1
2 ∈ [B1] ώστε το [a∪{n1}, B1

2 ]
είναι πολύ κακό και αφού το [a∪{n0}, B1] είναι πολύ κακό, το [a∪{n0, n1}, B1

2 ]
είναι κακό. Επομένως από το Λήμμα 1.1.7 υπάρχει B2

2 := B2 ώστε το

[a ∪ {n0, n1}, B2] είναι πολύ κακό. Συνεχίζοντας ανάλογα κατασκευάζουμε

μια αύξουσα ακολουθία (nk)k∈N και μια φθίνουσα ακολουθία (Bi)i∈N απείρων

υποσυνόλων του A, με A ⊇ B1 ⊇ B2 ⊇ . . ., ώστε ni = minBi για κάθε i ∈ N
και το σύνολο [a∪ s, Bk] είναι πολύ κακό για κάθε s ∈ {n0, n1, . . . , nk−1} και

το σύνολο [a ∪ s, Bk] είναι κακό για κάθε s ∈ {n0, n1, . . . , nk}.
Θέτουμε, B = {n0, n1, . . .}. Τότε, [a,B] ⊆ [N]\U . Πράγματι, υποθέτουμε

ότι δεν ισχύει. Αφού η U είναι ανοικτή ως προς την τοπολογία Ellentuck
υπάρχουν a ⊆ a′ ∈ [a ∪B]<∞ και B′ ∈ [B], ώστε [a′, B′] ⊆ [a,B] ∩ U . Τότε

υπάρχουν i ∈ N, ώστε a′ = a∪ b για κάποιο b ∈ {n0, n1, . . . , ni} και B′ ⊆ Bi,



1.1 Βασικα αποτελεσματα στην θεωρια Ramsey · 9

ώστε [a′, B′] ⊆ [a,B] ∩ U . Επομένως, [a ∪ b, B′] ⊆ U , άρα το [a ∪ b, Bi] είναι
καλό, το οποίο είναι άτοπο. Επομένως, [a,B] ⊆ [N] \ U .

Θεώρημα 1.1.9 (Nash-Williams, [33]). ΄Εστω U μια διαμεριστική οικο-
γένεια του [N], η οποία είναι κλειστή ως προς την τοπολογία της κατά σημείο
σύγκλισης. Για κάθε A ⊆ N άπειρο υπάρχει B ⊆ A άπειρο ώστε,
είτε [B] ⊆ [N] \ U ,
είτε [B] ⊆ U .

Απόδειξη. Αφού η U είναι κλειστή ως προς την τοπολογία της κατά σημείο

σύγκλισης, η [N] \ U είναι ανοικτή ως προς την τοπολογία της κατά σημείο

σύγκλισης, άρα είναι ανοικτή ως προς την τοπολογία Ellentuck. Επομένως

από το θεώρημα 1.1.8 υπάρχει B ∈ [A] ώστε

είτε [B] ⊆ [N] \ U είτε [B] ⊆ U .

Παρατήρηση 1.1.10. Αργότερα, οι Galvin, Prikry ([21]) απέδειξαν ένα
ισχυρότερο αποτέλεσμα, αντίστοιχο του Θεωρήματος 1.1.9 για μια διαμερι-

στική οικογένεια U που είναι Borel ως προς την τοπολογία της κατά σημείο
σύγκλισης.

Παραλείπουμε την απόδειξη του θεωρήματος Galvin-Prikry, σημειώνοντας
ότι έπεται από το Πόρισμα 1.3.38 που αποδεικνύεται παρακάτω.

Θεώρημα 1.1.11 (Galvin-Prikry, [21]). ΄Εστω U μια διαμεριστική οι-
κογένεια του [N], η οποία είναι Borel ως προς την τοπολογία της κατά σημείο
σύγκλισης. Για κάθε A ⊆ N άπειρο υπάρχει B ⊆ A άπειρο ώστε,
είτε [B] ⊆ [N] \ U ,
είτε [B] ⊆ U .

1.1γʹ Θεώρημα Hindman

Σε αυτήν την παράγραφο διατυπώνουμε το διαμεριστικό θεώρημα Hindman
([25]) (Θεώρημα 1.1.12), το οποίο αναφέρεται σε πεπερασμένα υποσύνολα του
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συνόλου N των φυσικών αριθμών, ταυτίζοντας τους φυσικούς με πεπερασμέ-

να υποσύνολα μέσω του δυαδικού αναπτύγματος. Επίσης, διατυπώνουμε το

θεώρημα των Milliken, Taylor (Θεώρημα 1.1.13), οι οποίοι στα [32], [37]

αντίστοιχα επεξέτειναν το θεώρημα Hindman (Θεώρημα 1.1.12) για k-άδες
πεπερασμένων υποσυνόλων, ισχυροποιώντας το θεώρημα Ramsey (Θεώρη-

μα 1.1.3).

Σημείωση. Για μια ακολουθία φυσικών αριθμών (xn)n∈N ⊆ N και για

k ∈ N θέτουμε,

FS(xn)n∈N =

{∑
i∈F

xi : F ∈ [N]<∞>0

}
,

[FS(xn)n∈N]k = {(s1, . . . , sk) : si ∈ FS(xn)n∈N για κάθε n ∈ N και s1 < . . . < sk}.

Το θεώρημα Hindman ([25]) διατυπώνεται ως εξής:

Θεώρημα 1.1.12 (Hindman, [25]). ΄Εστω r ∈ N και N = C1 ∪ . . . ∪ Cr
μια διαμέριση των φυσικών αριθμών. Τότε υπάρχουν 1 6 i0 6 r και μια
ακολουθία (xn)n∈N ⊆ N φυσικών αριθμών ώστε

FS(xn)n∈N ⊆ Ci0 .

Θεώρημα 1.1.13 (Milliken-Taylor, [32], [37]). ΄Εστω k, r ∈ N, [N]k =
C1 ∪ . . . ∪ Cr και έστω μια ακολουθία (xn)n∈N ⊆ N φυσικών αριθμών. Τότε
υπάρχουν 1 6 i0 6 r και μια ακολουθία (yn)n∈N ⊆ N φυσικών αριθμών με
FS(yn)n∈N ⊆ FS(xn)n∈N ώστε

[FS(yn)n∈N]k ⊆ Ci0 .

1.1δʹ Θεώρημα Carlson

Η έννοια της λέξης ως προς ένα πεπερασμένο αλφάβητο εισήχθη από τους

Hales-Jewett ([24]), αποδεικνύοντας μέσω λέξεων το συνδυαστικό ανάλογο

του θεωρήματος van der Waerden. Ο Carlson ([4]) επεξέτεινε το αποτέλεσμα

των Hales-Jewett, αποδεικνύοντας ένα διαμεριστικό θεώρημα για το σύνο-

λο των λέξεων ως προς ένα πεπερασμένο αλφάβητο (Θεώρημα 1.1.14). Το
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θεώρημα Hindman είναι ειδική περίπτωση του θεωρήματος Carlson για ένα

αλφάβητο με δύο στοιχεία.

Ξεκινάμε με την έννοια της λέξης ως προς ένα πεπερασμένο αλφάβητο.

΄Εστω Σ = {α1, α2, . . . , αk}, k ∈ N ένα πεπερασμένο αλφάβητο. Ορίζου-

με,

W (Σ) = {w = w1w2 · · ·wl : l ∈ N, wi ∈ Σ, i = 1, 2, . . . , k}

το σύνολο των λέξεων με στοιχεία από το αλφάβητο Σ.

΄Εστω ένα στοιχείο υ /∈ Σ το οποίο λέγεται μεταβλητή. Ορίζουμε,

W (Σ; υ) := W (Σ ∪ {υ}) \W (Σ)

το σύνολο των λέξεων με μεταβλητή ως προς το Σ. Μια λέξη με μετα-

βλητή υ /∈ Σ συμβολίζεται με w(υ). Επίσης για a ∈ Σ, συμβολίζουμε με w(a)
την λέξη όπου η μεταβλητή υ αντικαθίσταται με το γράμμα a.

Ορίζουμε στο W (Σ∪{υ}) την πράξη ∗ ως εξής: αν w = w1w2 · · ·wl, u =
u1u2 · · ·um ∈ W (Σ ∪ {υ}), θέτουμε

w ∗ u = w1w2 · · ·wlu1u2 · · ·um.

Θεώρημα 1.1.14 (Carlson, [4]). ΄Εστω Σ ένα πεπερασμένο αλφάβητο,
υ /∈ Σ μια μεταβλητή και k, l ∈ N. Αν

W (Σ; υ) =
k⋃
i=1

Bi, και W (Σ) =
l⋃

i=1

Ai,

τότε υπάρχουν 1 6 k0 6 k, 1 6 l0 6 l και μια ακολουθία λέξεων με μεταβλητή
(wn(υ))n∈N ⊆ W (Σ; υ), ώστε{

w1(a1) ∗ . . . ∗ wn(an) : n ∈ N, a1, . . . , an ∈ Σ ∪ {υ}

και υπάρχει 1 6 j 6 n ώστε ij = υ
}
⊆ Bk0 ,

και

{w1(a1) ∗ . . . ∗ wn(an) : n ∈ N, a1, . . . , an ∈ Σ} ⊆ Al0 .
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1.1εʹ Διαμεριστικά θεωρήματα για ω-located λέξεις ως προς

ένα άπειρο αλφάβητο

Οι Bergelson, Blass, Hindman ([1]) όρισαν την έννοια της located λέξης

(λέξης με φορέα) ως προς ένα πεπερασμένο αλφάβητο, ως μια συνάρτηση

από ένα πεπερασμένο υποσύνολο του συνόλου N των φυσικών αριθμών στο

αλφάβητο, αποδεικνύοντας ένα διαμεριστικό θεώρημα για located λέξεις ως

προς ένα πεπερασμένο αλφάβητο, ανάλογο του θεωρήματος του Carlson ([4]).

Στα θεωρήματα Carlson ([4]) και Bergelson-Blass-Hindman ([1]) απαιτού-

με το αλφάβητο Σ να είναι πεπερασμένο, καθώς τα αυτά διαμεριστικά αποτε-

λέσματα δεν ισχύουν αν το Σ υποτεθεί άπειρο, αφού τότε θα υπήρχε άπειρη

μονοχρωματική πρόοδος σε κάθε πεπερασμένο χρωματισμό του συνόλου των

φυσικών αριθμών, κάτι που φυσικά δεν ισχύει.

Η Φαρμάκη ([11]) απέδειξε μια δυνατή επέκταση των θεωρημάτων Carlson
([4]) και Bergelson-Blass-Hindman ([1]) ως προς ένα άπειρο αλφάβητο Σ, το

οποίο όμως είναι κυριαρχημένο από μια ακολουθία ~k = (kn)n∈N ⊆ N φυσικών

αριθμών. Γι΄ αυτόν τον λόγο όρισε τις ω-located λέξεις ως προς ένα άπειρο

αλφάβητο Σ που φράσσονται από μια ακολουθία ~k = (kn)n∈N ⊆ N φυσικών

αριθμών, τις οποίες εισάγουμε παρακάτω, και απέδειξε διαμεριστικά θεωρή-

ματα για ω-located λέξεις ως προς ένα άπειρο αλφάβητο (Θεωρήματα 1.1.16

και 1.1.18), επεκτείνοντας τα θεωρήματα Carlson ([4]) και Bergelson-Blass-

Hindman ([1]), που αντιστοιχούν στην ειδική περίπτωση ~k = (kn)n∈N με

kn = k για κάθε n ∈ N.

΄Εστω Σ = {α1, α2, . . .} ένα άπειρο αριθμήσιμο αλφάβητο και ~k = (k)n∈N ⊆
N μια αύξουσα ακολουθία φυσικών αριθμών. Μια ω-located λέξη ως προς

το Σ που φράσσεται από την ~k είναι μια συνάρτηση ω από ένα μη-κενό,

πεπερασμένο υποσύνολο F του N στο αλφάβητο Σ ώστε w(n) = wn ∈
{α1, α2, . . . , αkn} για κάθε n ∈ F .

΄Ετσι, το σύνολο L(Σ, ~k) όλων των (σταθερών) ω-located λέξεων ως

προς το Σ που φράσσονται από την ~k είναι:

L(Σ, ~k) =
{
w = wn1 . . . wnl : l ∈ N, n1 < . . . < nl ∈ N και

wni ∈ {a1, a2, . . . , akni} για κάθε 1 ≤ i ≤ l
}
.
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Συμβολίζουμε με dom(w) = {n1, . . . , nl} το πεδίο ορισμού (domain) της ω-
located λέξης ω = ωn1 · · ·ωnl .

΄Εστω υ /∈ Σ μια μεταβλητή. Το σύνολο L(Σ, ~k; υ) όλων των ω-
located λέξεων με μεταβλητή ως προς το Σ που φράσσονται από την

ακολουθία ~k είναι:

L(Σ, ~k; υ) =
{
w = wn1 . . . wnl : l ∈ N, n1 < . . . < nl ∈ N,

wni ∈ {υ, α1, . . . , αkni} για κάθε 1 ≤ i ≤ l

και υπάρχει 1 ≤ i ≤ l με wni = υ
}
.

Παρατήρηση 1.1.15. Οι λέξεις και οι located λέξεις είναι ω-λέξεις και ω-
located λέξεις αντίστοιχα, στην περίπτωση όπου η ακολουθία (kn)n∈N είναι
σταθερή.

Θέτουμε L(Σ ∪ {υ}, ~k} = L(Σ, ~k) ∪ L(Σ, ~k; υ). Εφοδιάζουμε το σύνολο

L(Σ ∪ {υ}, ~k} με την ακόλουθη σχέση: αν w, u ∈ L(Σ ∪ {υ}, ~k}, τότε

w < u⇔ maxdom(w) < mindom(u).

Αν w = wn1 · · ·wnr , u = um1 · · ·uml ∈ L(Σ∪{υ}, ~k} με w < u ορίζουμε την

λέξη

w ∗ u = un1 · · ·wnrum1 · · ·uml ∈ L(Σ ∪ {υ}, ~k}.

Θα ορίσουμε τώρα για κάθε p ∈ N ∪ {0} τις συναρτήσεις

Tp : L(Σ ∪ {υ}, ~k} → L(Σ ∪ {υ}, ~k}.

΄Εστω w = wn1 . . . wnl ∈ L(Σ ∪ {υ}. Θέτουμε T0(w) = w και για p ∈ N
θέτουμε

Tp(w) = un1 · · ·unl ,

όπου, για 1 6 i 6 l, ορίζουμε uni = wni αν wni ∈ Σ, uni = αp αν wni = υ
και kni > p και τέλος uni = αkni αν wni = υ και kni < p.
Παρατηρούμε ότι για κάθε p ∈ N ∪ {0} και αν w = wnl . . . wnl ∈ L(Σ ∪ {υ}
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έχουμε dom(Tp(w)) = dom(w), Tp(w) = w αν w ∈ L(Σ, ~k) και Tp(w) =

Tpw(w) αν w ∈ L(Σ, ~k; υ) και p > pw = knw , όπου

nw = max{ni : 1 6 i 6 l, wni = υ}.

Επίσης,

Tp(w ∗ u) = Tp(w) ∗ Tp(u) για κάθε w, u ∈ L(Σ ∪ {υ}, ~k} με w < u

και

Tp(L(Σ ∪ {υ}, ~k}) = L(Σ, ~k) για κάθε p ∈ N.
Μπορούμε να διατυπώσουμε τώρα το επόμενο διαμεριστικό θεώρημα για

ω-located λέξεις ως προς ένα άπειρο αλφάβητο Σ που απεδείχθη από την

Φαρμάκη ([11]).

Θεώρημα 1.1.16 (Διαμεριστικό θεώρημα για ω-located λέξεις, Φαρμά-

κη, [11]). ΄Εστω Σ = {α1, α2, . . .} ένα άπειρο αριθμήσιμο αλφάβητο, υ /∈ Σ

μια μεταβλητή, ~k = (kn)n∈N ⊆ N και r, s ∈ N. Αν

L(Σ, ~k; υ) = A1 ∪ . . . ∪ Ar και L(Σ, ~k) = C1 ∪ . . . ∪ Cs,

τότε υπάρχουν μια ακολουθία (wn)n∈N ⊆ L(Σ, ~k; υ) με wn < wn+1 για κάθε

n ∈ N και 1 6 i0 6 r, 1 6 j0 6 s ώστε

Tp1(wn1) ∗ . . . ∗ Tpλ(wnλ) ∈ Ai0 ,

για κάθε λ ∈ N, n1 < · · · < nλ ∈ N, p1, . . . , pλ ∈ N∪ {0} ώστε 0 6 pi 6 kni
για κάθε 1 6 i 6 λ και 0 ∈ {p1, . . . , pλ} και

Tp1(wn1) ∗ . . . ∗ Tpλ(wnλ) ∈ Cj0 ,

για κάθε λ ∈ N, n1 < · · · < nλ ∈ N, p1, . . . , pλ ∈ N ώστε 1 6 pi 6 kni για
κάθε 1 6 i 6 λ.

Παρατήρηση 1.1.17. Η ειδικότερη περίπτωση του Θεωρήματος 1.1.16 για

ακολουθίες ~k = (kn)n∈N ⊆ N με kn = k1 για κάθε n ∈ N συμπίπτει με
το ανάλογο διαμεριστικό θεώρημα των Bergelson-Blass-Hindman ([1]) για
located λέξεις ως προς ένα πεπερασμένο αλφάβητο, ενώ για την περίπτωση
~k = (kn)n∈N ⊆ N με kn = 1 για κάθε n ∈ N το Θεώρημα 1.1.16 έχει ως
συνέπεια το διαμεριστικό θεώρημα του Hindman ([25]).



1.1 Βασικα αποτελεσματα στην θεωρια Ramsey · 15

Extracted ω-located λέξεις - Extractions

Θα διατυπώσουμε (στο Θεώρημα 1.1.18 παρακάτω) μια ισχυρότερη μορφή του

Θεωρήματος 1.1.16 που απεδείχθη από την Φαρμάκη ([11]), χρησιμοποιώντας

την έννοια της extracted ω-located λέξης μιας διατεταγμένης ακολουθίας ω-
located λέξεων με μεταβλητή, την οποία εισάγουμε παρακάτω.

΄Εστω Σ = {α1, α2, . . .} ένα άπειρο αριθμήσιμο αλφάβητο, υ /∈ Σ μια

μεταβλητή και ~k = (κn)n∈N ⊆ N μια αύξουσα ακολουθία φυσικών αριθμών.

Θέτουμε,

L∞(Σ, ~k; υ) = {~w = (wn)n∈N : wn ∈ L(Σ, ~k; υ) και wn ≺ wn+1 για κάθε

n ∈ N}.

΄Εστω ~w = (wn)n∈N ∈ L∞(Σ, ~k; υ). Μια extracted ω-located λέξη της w
με μεταβλητή είναι μια ω-located λέξη με μεταβλητή

u = Tp1(wn1) ∗ . . . ∗ Tpλ(wnλ) ∈ L(Σ, ~k; υ),

όπου λ ∈ N, n1 < · · · < nλ ∈ N, p1, . . . , pλ ∈ N ∪ {0} με 0 6 pi 6 kni για

κάθε 1 6 i 6 λ και 0 ∈ {p1, . . . , pλ}.
Το σύνολο όλων των extracted ω-located λέξεων της w με μεταβλητή συμ-

βολίζεται με EV (~w).

Μια extracted ω-located λέξη της w είναι μια ω-located λέξη

z = Tp1(wn1) ∗ . . . ∗ Tpλ(wnλ) ∈ L(Σ, ~k),

όπου λ ∈ N, n1 < · · · < nλ ∈ N, p1, . . . , pλ ∈ N με 1 6 pi 6 kni για κάθε

1 6 i 6 λ.
Το σύνολο όλων των extracted ω-located λέξεων της w συμβολίζεται με

E(~w). ΄Εστω

EV ∞(~ω) = {~u = (un)n∈N ∈ L∞(Σ, ~k; υ) : un ∈ EV (~ω) για κάθε n ∈ N}.

Αν ~u ∈ EV ∞(~ω), τότε λέμε ότι η ~u είναι μια extraction της ~w και γράφουμε

~u ≺ ~w. Σημειώνουμε ότι ~u ≺ ~w αν και μόνο αν EV (~u) ⊆ EV (~w).
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Θεώρημα 1.1.18 (Φαρμάκη, [11]). ΄Εστω Σ = {α1, α2, . . . , } ένα άπειρο
αριθμήσιμο αλφάβητο, υ /∈ Σ μια μεταβλητή, ~k = (kn)n∈N ⊆ N μια αύξουσα
ακολουθία φυσικών αριθμών, ~w = (wn)n∈N ∈ L∞(Σ, ~k; υ) και r, s ∈ N. Αν

L(Σ, ~k; υ) = A1 ∪ . . . ∪ Ar και L(Σ, ~k) = C1 ∪ . . . ∪ Cs

τότε υπάρχουν μια extraction ~u = (un)n∈N της ~w και 1 6 i0 6 r, 1 6 j0 6 s
ώστε

EV (~u) ⊆ Ai0 και E(~u) ⊆ Cj0 .

1.2 Βασικά αποτελέσματα σχετικά με την έννοια

του coideal

Σε αυτήν την παράγραφο εισάγουμε και μελετάμε (σύμφωνα με τους Mathias
([31]), Farah ([7]), Todorcevic ([38])) την κεντρική για αυτήν την διατριβή

έννοια του coideal. Μια μη-κενή οικογένεια H υποσυνόλων ενός μη-κενού

συνόλου X είναι ένα coideal στο X, αν ικανοποιεί τις επόμενες ιδιότητες:

(i) Αν A ∪B ∈ H, τότε είτε A ∈ H είτε B ∈ H.

(ii) Αν A ∈ H και A ⊆ B ⊆ X, τότε B ∈ H.

Η κλάση των coideal στο X περιέχει την κλάση των υπερφίλτρων στο X,

ενώ το σύνολο [N] όλων των απείρων υποσυνόλων του N είναι ένα coideal
στο X = N, το οποίο όμως δεν είναι υπερφίλτρο στο X = N, αφού δεν είναι

κλειστό ως προς τις πεπερασμένες τομές.

Ο Louveau ([29]) εισήγαγε τα Ramsey υπερφίλτρα στο N, ενώ αργότερα

οι Mathias ([31]), Farah ([7]) και Todorcevic ([38]) μελέτησαν τα Ramsey
coideals στο N. Το 1977 ο Mathias ([31]) εισήγαγε τα Ramsey coideals
και τα selective coideals, τα οποία ονόμασε χαρούμενες οικογένειες (happy
families), ενώ αργότερα ο Glasner ([22]) μελέτησε τα coideals σε σχέση με

την Stone-Cech συμπαγοποίηση, χρησιμοποιώντας τον όρο των οικογενειών

με την διαιρετική ιδιότητα (divisible property), και ο Furstenberg ([19]) σε

σχέση με τα τοπολογικά δυναμικά συστήματα και με την θεωρία Ramsey,
χρησιμοποιώντας τον όρο των οικογενειών Ramsey. Το 1998 ο Farah ([7])
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εισήγαγε τα semiselective coideals, ενώ αργότερα οι Bergelson, Downarowicz
([2]) μελέτησαν τα coideals σε σχέση με την εργοδική θεωρία, χρησιμοποιών-

τας τον όρο των κανονικών διαμεριστικών (partition regular) οικογενειών.

Πρόσφατα, οι Samet, Tsaban ([36]) μελέτησαν τα coideals σε σχέση με την

θεωρία Ramsey, χρησιμοποιώντας τον όρο των superfilter.

Αρχικά, στην παράγραφο 1.2(α) εισάγουμε την κλάση των υπερφίλτρων σε

ένα μη κενό σύνολο X, η οποία περιέχεται στην κλάση των coideal στο X,

την οποία ορίζουμε στην παράγραφο 1.2(β) (σύμφωνα με τους Mathias ([31]),

Farah ([7]) και Todorcevic ([38])). Επιπλέον, αποδεικνύεται (Πρόταση 1.2.10)

ότι ένα μη κενό υποσύνολο H του συνόλου X είναι ένα coideal στο X αν και

μόνο αν είναι ένωση υπερφίλτρων στο X.

Στην παράγραφο 1.2(γ) ορίζουμε την έννοια της βάσης coideal σε ένα

μη κενό σύνολο X, ως μια μη κενή οικογένεια B υποσυνόλων του X που

ικανοποιεί μόνο την ακόλουθη ιδιότητα:

Αν A ∪B ∈ B, τότε υπάρχει C ∈ B ώστε είτε C ⊆ A είτε C ⊆ B.

Η κλάση των βάσεων coideal στο X περιέχει την κλάση των coideal στο X,

ενώ το σύνολο [2N] όλων των απείρων υποσυνόλων του N που περιέχει μόνο

άρτιους αριθμούς είναι μια βάση coideal στοX = N, αλλά δεν είναι coideal στο
X = N. Μια βάση coideal παράγει ένα μοναδικό coideal, το οποίο αποτελείται

από όλα τα υποσύνολα του συνόλου X που έχουν ως υποσύνολο ένα στοιχείο

της βάσης.

Στην τέταρτη παράγραφο, αρχικά ορίζουμε τα selective coideals στο N
τα οποία εισήγαγε ο Mathias ([31]) χρησιμοποιώντας τον όρο των χαρούμε-

νων οικογενειών (happy families) και στην συνέχεια αποδεικνύεται (Θεώρη-

μα 1.2.17) ένα θεώρημα το οποίο οφείλεται στον Mathias ([31]), μέσω του

οποίου μπορούμε να εντοπίσουμε selective coideals στο N. Χρησιμοποιώντας

αυτό το θεώρημα κατασκευάζουμε (Παράδειγμα 1.2.18) ένα selective coideal
στο N ([18]). Επίσης, εισάγουμε τις διαγώνιες ιδιότητες (p) και (q) για ένα

coideal στο N και αποδεικνύουμε (Πρόταση 1.2.20), σύμφωνα με τον Todo-
rcevic ([38]), ότι ένα coideal στο N είναι selective αν και μόνο αν έχει αυτές

τις δύο ιδιότητες.

Στην πέμπτη παράγραφο εισάγουμε τα semiselective coideals στο N, τα

οποία όρισε αρχικά ο Farah ([7]). Η κλάση των semiselective coideal στο N
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περιέχει την κλάση των selective coideal στο N. Επίσης δίνουμε έναν ισοδύνα-

μο ορισμό με τον αρχικό ορισμό του Farah ([7]) για ένα semiselective coideal
στο N, ο οποίος αναφέρεται στο βιβλίο του Todorcevic ([38]), αποδεικνύ-

οντας (Πρόταση 1.2.26) την ισοδυναμία των δύο ορισμών. Αυτή η διαγώνια

έννοια (του semiselective coideal) αποδεικνύεται κατάλληλη προκειμένου να

αποδειχθούν σημαντικά θεωρήματα στην θεωρία των coideal στο N, όπως

το Θεώρημα 1.2.31 που είναι ένα διαμεριστικό θεώρημα Nash-Williams για

το σύνολο [N] όλων των απείρων υποσυνόλων του N ως προς μια semisele-
ctive βάση coideal στο N και απεδείχθη από τον Farah ([7]). Σημειώνουμε

ότι το θεώρημα αυτό έπεται από το ισχυρότερο διαμεριστικό θεώρημα Nash-
Williams που αποδεικνύεται στην παράγραφο 1.3 (Θεώρημα 1.3.34), και θα

το χρησιμοποιήσουμε στο δεύτερο κεφάλαιο προκειμένου να αποδείξουμε τα

ερευνητικά μας αποτελέσματα.

Στην έκτη παράγραφο εισάγουμε τα Ramsey coideals στο N, σύμφωνα

με τον Mathias ([31]), και παρουσιάζουμε την σχέση μεταξύ των selective,
semiselective και Ramsey coideal στο N. Συγκεκριμένα, ο Mathias ([31])

απέδειξε ότι κάθε selective coideal στο N είναι Ramsey, ενώ ο Farah ([7])

απέδειξε ότι κάθε semiselective coideal στο N είναι Ramsey, κατασκευάζοντας
παραδείγματα semiselective coideal στο N που δεν είναι selective και Ramsey
coideal στο N που δεν είναι semiselective. ΄Ετσι, για ένα coideal H ⊆ [N]
στο N ισχύουν οι επόμενες συνεπαγωγές:

H selective⇒ H semiselective⇒ H Ramsey.

Σημειώνουμε ότι σύμφωνα με τον Louveau ([30]), στην περίπτωση των υπερ-

φίλτρων στο N, οι έννοιες selective, semiselective και Ramsey είναι ισοδύνα-

μες.

Τέλος, στην παράγραφο 1.2(ζ) αναφέρουμε την σύνδεση των διαμεριστι-

κών θεωρημάτων της θεωρίας Ramsey με την ύπαρξη συγκεκριμένων coideal.

1.2αʹ Η κλάση των υπερφίλτρων

Σε αυτήν την παράγραφο εισάγουμε (στους Ορισμούς 1.2.1 και 1.2.3 (i)) και

χαρακτηρίζουμε (στην Πρόταση 1.2.4) την κλάση των υπερφίλτρων σε ένα μη

κενό σύνολο X.
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Ορισμός 1.2.1. ΄Ενα φίλτρο F σε ένα μη κενό σύνολο X είναι μια οικο-
γένεια υποσυνόλων του X που ικανοποιεί τις επόμενες ιδιότητες:

(i) Αν A ∈ F , τότε A 6= ∅.

(ii) Αν A,B ∈ F , τότε A ∩B ∈ F .

(iii) Αν A ∈ F και A ⊆ B ⊆ X, τότε B ∈ F .

Πρόταση 1.2.2. ΄Εστω A μια οικογένεια υποσυνόλων ενός μη κενού συ-
νόλου X με την ιδιότητα των πεπερασμένων τομών. Τότε υπάρχει φίλτρο F
στο N ώστε A ⊆ F .

Απόδειξη. ΄Εστω n ∈ N. Θέτουμε,

B =
{ n⋂
i=1

Ai : Ai ∈ A, για κάθε i = 1, . . . , n
}
, F = {A ⊆ X : υπάρχει B ∈ B ώστε B ⊆ A}.

Θα αποδείξουμε ότι το F είναι φίλτρο στο X.

(i) Αν A ∈ F , τότε ∅ 6=
⋂n
i=1Ai ⊆ A, αφού η A έχει την ιδιότητα των

πεπερασμένων τομών.

(ii) Αν A,B ∈ F , προφανώς A ∩B ∈ F .

(iii) Αν A ∈ F και A ⊆ B ⊆ X, τότε
⋂n
i=1Ai ⊆ A ⊆ B, άρα B ∈ F .

Επομένως το F φίλτρο στο X και προφανώς A ⊆ F .

Ορισμός 1.2.3. ΄Εστω X ένα μη κενό σύνολο και x ∈ X.

(i) ΄Ενα υπερφίλτρο στο X είναι ένα μεγιστικό (maximal) φίλτρο στο
X.

(ii) Το σύνολο όλων των υπερφίλτρων του X συμβολίζεται με βX και ανα-
φέρεται ως Stone-Cech συμπαγοποίηση του X.
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(iii) Το σύνολο Ux = {A ⊆ X : x ∈ A} είναι υπερφίλτρο στο X και ο-
νομάζεται τετριμμένο (principal) υπερφίλτρο που παράγεται από το
x.

Πρόταση 1.2.4. ΄Εστω X ένα μη κενό σύνολο και p φίλτρο στο X. Τα
εξής είναι ισοδύναμα:

(i) Το p είναι υπερφίλτρο στο X.

(ii) Αν F ⊆ X ώστε A ∩ F 6= ∅ για κάθε A ∈ p, τότε F ∈ p.

(iii) Αν F ⊆ X, τότε είτε F ∈ p είτε F c ∈ p.

(iv) Αν A,B ⊆ X με A ∪B ∈ p, τότε είτε A ∈ p είτε B ∈ p.

Απόδειξη. (i)⇒ (ii) ΄Εστω p υπερφίλτρο στο X και F ⊆ X ώστε A∩F 6= ∅
για κάθε A ∈ p. Υποθέτουμε ότι F /∈ p. Θεωρούμε την οικογένεια A =
p∪ {F}. Η A είναι κλειστή ως προς τις πεπερασμένες τομές, επομένως λόγω

της Πρότασης 1.2.2 υπάρχει φίλτρο q ώστε p ⊂ A ⊆ q, το οποίο είναι άτοπο.

(ii) ⇒ (i) ΄Εστω ότι υπάρχει υπερφίλτρο q στο X με p ⊂ q. ΄Εστω

F ∈ q \ p. Τότε F ∩B 6= ∅ για κάθε B ∈ q, άρα F ∩A 6= ∅ για κάθε A ∈ p.
Τότε, λόγω της υπόθεσης έχουμε ότι F ∈ p, το οποίο είναι άτοπο. Επομένως

το p είναι υπερφίλτρο στο X.

(i)⇒ (iii) ΄Εστω p υπερφίλτρο στο X και έστω F ⊆ X. Υποθέτουμε ότι

F /∈ p. Τότε υπάρχει A ∈ p με F ∩ A = ∅, άρα A ⊆ F c
. Επομένως αφού p

υπερφίλτρο στο X, έχουμε F c ∈ p.
(iii) ⇒ (i) ΄Εστω p φίλτρο στο X και q υπερφίλτρο στο X με p ⊂ q.

΄Εστω F ⊆ X με F ∈ q \ p. Σύμφωνα με την υπόθεση έχουμε F c ∈ p ⊂ q.
Αφού το q είναι υπερφίλτρο στο X έχουμε ∅ = F ∩ F c ∈ q, το οποίο είναι

άτοπο. Επομένως το p είναι υπερφίλτρο στο X.

(i) ⇒ (iv) ΄Εστω p υπερφίλτρο στο X και A,B ⊆ X με A ∪ B ∈ p.
Υποθέτουμε ότι A /∈ p και B /∈ p. Τότε υπάρχουν U, V ∈ p ώστε A ∩ U =
B∩V = ∅. Αφού το p είναι υπερφίλτρο στο X έχουμε U ∩V ∈ p. Επομένως,

αφού p υπερφίλτρο στο X, έχουμε ∅ = (A ∪ B) ∩ (U ∩ V ) ∈ p, άτοπο. ΄Αρα

είτε A ∈ p είτε B ∈ p.
(iv)⇒ (i) ΄Εστω p φίλτρο στοX και έστω F ⊆ X. ΤότεX = F∪F c ∈ p,

άρα λόγω της υπόθεσης έχουμε είτε F ∈ p είτε F c ∈ p. Επομένως το p είναι

υπερφίλτρο στο X.
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Πρόταση 1.2.5. Κάθε φίλτρο σε ένα μη κενό σύνολο X περιέχεται σε ένα
υπερφίλτρο.

Απόδειξη. ΄Εστω F ένα φίλτρο στο X. Θα αποδείξουμε ότι υπάρχει υπερφίλ-

τρο p στο X ώστε F ⊆ p.
Θεωρούμε την οικογένεια

C = {U ⊆ P(X) : U φίλτρο στο X και F ⊆ U}.

Προφανώς η C είναι μη-κενή αφού F ∈ C. ΄Εστω (Fi)i∈I μια αλυσίδα στην C,
δηλαδή η (Fi)i∈I είναι μια μη-κενή ολικά διατεταγμένη υποοικογένεια της C.
Θα αποδείξουμε ότι το σύνολο L =

⋃
i∈I Fi είναι ένα φίλτρο στο X.

(i) ΄Εστω A ∈ L. Τότε υπάρχει i0 ∈ I ώστε A ∈ Fio , επομένως A 6= ∅.

(ii) ΄Εστω A,B ∈ L. Τότε υπάρχουν i1, i2 ∈ I ώστε A ∈ Fi1 , B ∈ Fi2 .
Μπορούμε να υποθέσουμε ότι Fi1 ⊆ Fi2 , αφού η (Fi)i∈I είναι αλυσίδα

στο C. Τότε A,B ∈ Fi2 , επομένως A ∩B ∈ Fi2 ⊆ L.

(iii) ΄Εστω A ∈ L και A ⊆ B. Τότε υπάρχει i0 ∈ I ώστε A ∈ Fi0 , επομένως
B ∈ Fi0 ⊆ L.

Επομένως L =
⋃
i∈I Fi είναι φίλτρο στο X, και F ⊆ L. Από το λήμμα του

Zorn υπάρχει μεγιστικό στοιχείο, p της C. Το p είναι υπερφίλτρο και F ⊆ p.

Πρόταση 1.2.6. ΄Εστω X ένα μη κενό άπειρο σύνολο. Τότε υπάρχει υπερ-
φίλτρο στο X, το οποίο δεν είναι τετριμμένο.

Απόδειξη. ΄Εστω, B = {A ⊆ X : X \ A είναι πεπερασμένο}. Η B έχει

την ιδιότητα των πεπερασμένων τομών, επομένως λόγω της Πρότασης 1.2.2

υπάρχει φίλτρο F στο X με B ⊆ F . Σύμφωνα με την Πρόταση 1.2.5 υπάρχει

υπερφίλτρο p στο X ώστε B ⊆ F ⊆ p. Αφού το X \ {x} είναι άπειρο,

{x} /∈ B, άρα {x} /∈ p για κάθε x ∈ X. Επομένως το p δεν είναι τετριμμένο.
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1.2βʹ Η έννοια του coideal

Σε αυτήν την παράγραφο εισάγουμε (στον Ορισμό 1.2.8) την έννοια του coi-
deal σε ένα μη κενό σύνολο X, σύμφωνα με τους Mathias ([31]), Farah ([7]),

Todorcevic ([38]), και αναφέρουμε (στις Παρατηρήσεις 1.2.9) κάποια αξιοση-

μείωτα παραδείγματα coideal που παίζουν κεντρικό ρόλο στην θεωρία Ramsey.
Σημειώνουμε ότι η κλάση των coideal στο X περιέχει την κλάση των υπερ-

φίλτρων στο X, και επιπλέον όπως αποδεικνύεται στην Πρόταση 1.2.10 ένα

μη κενό υποσύνολο H ενός μη κενού συνόλου X είναι ένα coideal στο X αν

και μόνο αν είναι ένωση υπερφίλτρων στο X.

Ξεκινάμε με την έννοια του ιδεώδους σε ένα μη-κενό σύνολο X.

Ορισμός 1.2.7. Μια μη κενή οικογένεια I υποσυνόλων ενός μη κενού
συνόλου X είναι ένα ideal (ιδεώδες) στο X αν ικανοποιεί τις ακόλουθες
ιδιότητες:

(i) Αν A,B ∈ I, τότε A ∪B ∈ I

(ii) Αν B ∈ I και A ⊆ B ⊆ X, τότε A ∈ I.

Ορισμός 1.2.8. Μια μη κενή οικογένεια H υποσυνόλων ενός μη-κενού
συνόλου X είναι ένα coideal στο X αν ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες:

(i) Αν A ∪B ∈ H, τότε είτε A ∈ H είτε B ∈ H.

(ii) Αν A ∈ H και A ⊆ B ⊆ X, τότε B ∈ H.

Παρατηρήσεις 1.2.9. (i) Μια μη κενή οικογένεια υποσυνόλων ενός μη-
κενού συνόλου X είναι ένα coideal στο X, αν το συμπλήρωμά της είναι ένα
ideal στο X.

(ii) ΄Ενα υπερφίλτρο σε ένα μη κενό σύνολο X είναι ένα coideal στο X, το
οποίο είναι κλειστό ως προς τις πεπερασμένες τομές.

(iii) Το σύνολο [N] όλων των απείρων υποσυνόλων του N είναι ένα coideal
στο N (Παράδειγμα 1.2.35 (i)), το οποίο δεν είναι υπερφίλτρο στο N, αφού δεν
είναι κλειστό ως προς τις πεπερασμένες τομές.

(iv) Το σύνολο

Hd =
{
A ∈ [N] : d∗(A) := lim sup

n

|A ∩ {1, 2, . . . , n}|
n

> 0
}
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είναι ένα coideal στο N.
(v) Το σύνολο AP όλων των απείρων υποσυνόλων του N που περιέχουν

αυθαίρετα μεγάλες αριθμητικές προόδους είναι ένα coideal στο N (Παράδειγ-
μα 1.2.35 (ii)), το οποίο δεν είναι υπερφίλτρο στο N, αφού δεν είναι κλειστό
ως προς τις πεπερασμένες τομές.

Ο Glasner ([22]) συνέδεσε την έννοια του coideal στο σύνολο X με την

συμπαγοποίηση βX του X, όπου X μια αβελιανή ομάδα. Ειδικότερα, κατ΄

αναλογία με την απόδειξη του Glasner (Πρόταση 1.1 στο [22]), θα αποδείξουμε

την επόμενη πρόταση:

Πρόταση 1.2.10. ΄Εστω X ένα μη κενό σύνολο καιH ⊆ X μη κενό. ΤοH
είναι ένα coideal στο X αν και μόνο αν υπάρχει ένα μη κενό γνήσιο υποσύνολο
Z του βX, ώστε

H = {A ⊆ X : υπάρχει p ∈ Z με A ∈ p} =
⋃
p∈Z

p.

Απόδειξη. ΄Εστω H ⊆ X coideal στο X. Θέτουμε,

Z = {p ∈ βX : p ⊆ H}.

Προφανώς
⋃
p∈Z p ⊆ H. Θα αποδείξουμε ότι H ⊆

⋃
p∈Z p. Πράγματι, έστω

A ∈ H. Αρκεί να αποδείξουμε ότι υπάρχει p ∈ Z ⊆ H ώστε A ∈ p. Θέτουμε,

F = {B ⊆ X : A \B /∈ H}.

Τότε F ⊆ H. Πράγματι, έστω B ∈ F . Αφού A = (A \ B) ∪ B ∈ H και το

H είναι coideal στο X έπεται ότι B ∈ H.

Θα αποδείξουμε ότι το F είναι φίλτρο στο X.

(i) F 6= ∅, αφού B ∈ F .

(ii) ΄Εστω B1, B2 ∈ F . Τότε A \ B1 /∈ H και A \ B2 /∈ H. Επομένως

(A \ B1) ∪ (A \ B2) /∈ H, άρα A \ (B1 ∩ B2) /∈ H και ισοδύναμα

B1 ∩B2 ∈ F .



24 · Θεωρια Ramsey

(iii) ΄Εστω B1 ∈ F με B1 ⊆ B2 ⊆ X. Τότε A \ B1 /∈ H, άρα A \ B2 /∈ H,

αφού το H είναι coideal στο X και A\B2 ⊆ A\B1. Επομένως B2 ∈ F .

Αφού το F είναι φίλτρο στο X, σύμφωνα με την Πρόταση 1.2.5, υπάρχει

p ∈ βX ώστε F ⊆ p.
Θα αποδείξουμε ότι p ⊆ H. Πράγματι, αν δεν ισχύει υπάρχει B ∈ p με

B /∈ H. Τότε αφου το H είναι coideal στο X, έχουμε A ∩ B /∈ H και

ισοδύναμα A \Bc /∈ H. ΄Αρα Bc ∈ F ⊆ p. Τότε ∅ = B ∩Bc ∈ p, άτοπο. Εφ΄

όσον p ∈ βX και p ⊆ H, έπεται p ∈ Z. Επίσης A ∈ p, αφού ∅ = A \A /∈ H,

άρα A ∈ F ⊆ p. Επομένως, H =
⋃
p∈Z p.

Αντίστροφα, έστω ότι υπάρχει μη-κενό γνήσιο υποσύνολο Z του βX,

ώστε

H = {A ⊆ X : υπάρχει p ∈ Z με A ∈ p} =
⋃
p∈Z

p.

Θα αποδείξουμε ότι το H είναι ένα coideal στο X.

(i) H 6= ∅, αφού X ∈ H.

(ii) ΄Εστω A ∪ B ∈ H. Τότε υπάρχει p ∈ Z με A ∪ B ∈ p. Επομένως είτε

A ∈ p είτε B ∈ p και ισοδύναμα είτε A ∈ H είτε B ∈ H.

(iii) ΄Εστω A ∈ H και A ⊆ B ⊆ X. Τότε υπάρχει p ∈ Z με A ∈ p.
Επομένως υπάρχει p ∈ Z με B ∈ p, άρα B ∈ H.

Πόρισμα 1.2.11. ΄Εστω X ένα μη κενό σύνολο και H ⊆ X μη κενό. Το
H είναι ένα coideal στο X αν και μόνο αν είναι ένωση υπερφίλτρων στο X.

1.2γʹ Βάσεις coideal

Στον επόμενο ορισμό ορίζουμε την κλάση των βάσεων coideal σε ένα μη κενό

σύνολο X, που περιέχει την κλάση των coideal στο X. Η σχέση μεταξύ

coideal και βάσεων coideal αποδεικνύεται στην Πρόταση 1.2.14 ([16]).

Ορισμός 1.2.12. Μια μη κενή οικογένεια B ενός μη κενού συνόλου X
είναι μια βάση coideal στο X αν ικανοποιεί μόνο την ακόλουθη ιδιότητα:
Αν A ∪B ∈ B, τότε υπάρχει C ∈ B ώστε είτε C ⊆ A είτε C ⊆ B.
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Παρατηρήσεις 1.2.13. (i) Προφανώς ένα coideal στο X είναι μια βάση

coideal στο X.

(ii) Το σύνολο [2N] όλων των απείρων υποσυνόλων του N που περιέχει

μόνο άρτιους αριθμούς είναι μια βάση coideal στο N, αλλά δεν είναι coideal
στο N.

(iii) ΄Εστω k ∈ N. Αν M ⊆ N άπειρο, θέτουμε

[M ]k =
{
{m1, . . . ,mk} : mi ∈M, 1 ≤ i ≤ k

}
.

Η οικογένεια
{

[M ]k : M ∈ [N]
}

είναι μια βάση coideal στο N (Παράδειγ-

μα 1.2.35 (iii)).

Η σχέση μεταξύ coideal και βάσεων coideal δίνεται στην επόμενη πρόταση

([16]).

Σημείωση. Αν B ⊆ X, θέτουμε

LB = {A ⊆ X : υπάρχει B ∈ B με B ⊆ A}.

Πρόταση 1.2.14. ΄Εστω X ένα μη-κενό σύνολο και H ⊆ X. Τότε το H
είναι ένα coideal στο X αν και μόνο αν υπάρχει μια βάση coideal B ⊆ X ώστε
H = LB. Επομένως, η B είναι μια βάση coideal στο X, αν η οικογένεια LB
είναι ένα coideal στο X.

Απόδειξη. Αν B είναι μια βάση coideal στο X, τότε LB είναι προφανώς ένα

coideal στο X, αφού αν υπάρχει D ∈ B ώστε D ⊆ A ∪ B, τότε D =
(D ∩ A) ∪ (D ∩B) και ισοδύναμα υπάρχει C ∈ B ώστε

είτε C ⊆ D ∩ A ⊆ A είτε C ⊆ D ∩B ⊆ B.

Αν H είναι ένα coideal, τότε H είναι προφανώς μια βάση coideal και H = LH.

1.2δʹ Selective coideals στο N

Σε αυτήν την παράγραφο εισάγουμε (στον Ορισμό 1.2.15) την κλάση των se-
lective coideal στο N, τα οποία όρισε ο Mathias ([31]) χρησιμοποιώντας τον

όρο των χαρούμενων οικογενειών (happy families). Επίσης, αποδεικνύεται
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(Θεώρημα 1.2.17) ένα θεώρημα που οφείλεται στον Mathias ([31]), μέσω του

οποίου μπορούμε να εντοπίσουμε selective coideals στο N. Χρησιμοποιώντας

αυτό το θεώρημα κατασκευάζουμε (στο Παράδειγμα 1.2.18) ένα selective coi-
deal στο N ([18]). Τέλος, εισάγουμε (στον Ορισμό 1.2.19) τις διαγώνιες ιδιό-

τητες (p) και (q) για ένα coideal στο N και αποδεικνύουμε (Πρόταση 1.2.20),

σύμφωνα με τον Todorcevic ([38]), ότι ένα coideal στο N είναι selective αν

και μόνο αν έχει αυτές τις δύο ιδιότητες.

Σημείωση. ΄Εστω A ∈ [N] και n ∈ N. Θέτουμε,

A− n = {m ∈ A : n < m}.

Ορισμός 1.2.15. ΄ΕστωH ⊆ [N] ένα coideal στο N. ΤοH λέγεται selecti-
ve αν για κάθε φθίνουσα ακολουθία (An)n∈N στοιχείων του H, υπάρχει B ∈ H
ώστε B−n ⊆ An, για κάθε n ∈ B. Το σύνολο B λέγεται διαγωνοποίηση
της (An)n∈N.

Παράδειγμα 1.2.16. Το coideal H = [N] όλων των απείρων υποσυνόλων
του N είναι ένα selective coideal στο N.

΄Ενας τρόπος για να εντοπίσουμε selective coideals στο N είναι μέσω του

επόμενου θεωρήματος του Mathias ([31]) (βλέπε επίσης [38]).

Θεώρημα 1.2.17. (Mathias, [31]) ΄Εστω A ένα άπειρο υποσύνολο του συ-
νόλου [N] όλων των απείρων υποσυνόλων του N ώστε A∩B είναι πεπερασμένο
για κάθε ζευγάρι A,B διακεκριμένων στοιχείων του A. ΄Εστω

H =
{

Γ ⊆ N : για κάθε Ai ∈ A, το σύνολο Γ \
⋃
i∈F

Ai είναι άπειρο για κάθε

πεπερασμένο υποσύνολο F του N
}
.

Τότε το H είναι ένα selective coideal στο N.

Απόδειξη. Αρχικά θα αποδείξουμε ότι το H είναι ένα coideal στο N.



1.2 Βασικα αποτελεσματα σχετικα με την εννοια του coideal · 27

(i) ΄Εστω A ∪ B ∈ H. Τότε για κάθε A1, A2, . . . , An ∈ A το σύνολο

(A ∪B) \
⋃n
i=1Ai είναι άπειρο και ισοδύναμα το σύνολο

(A \
n⋃
i=1

Ai) ∪ (B \
n⋃
i=1

Ai)

είναι άπειρο. Επομένως για κάθε n ∈ N,

είτε Ãn = A\
n⋃
i=1

Ai είναι άπειρο είτε B̃n = A\
n⋃
i=1

Bi είναι άπειρο.

Υποθέτουμε ότι υπάρχουν άπειρα n ∈ N, ώστε Ãn άπειρο. Τότε A ∈ H.

Αν υποθέσουμε ότι υπάρχουν άπειρα n ∈ N, ώστε B̃n άπειρο, τότε

B ∈ H.

(ii) ΄Εστω A ∈ H και A ⊆ B ⊆ N. Τότε για κάθε Ai ∈ A το σύνολο

A \
⋃
i∈F Ai είναι άπειρο για κάθε πεπερασμένο υποσύνολο F του N.

Ισοδύναμα για κάθε Ai ∈ A το σύνολο B \
⋃
i∈F Ai είναι άπειρο για

κάθε πεπερασμένο υποσύνολο F του N, επομένως B ∈ H.

Θα αποδείξουμε τώρα ότι το H είναι selective coideal στο N.

΄Εστω (Γn)n∈N μια φθίνουσα ακολουθία στοιχείων του H. Διακρίνουμε

τις δύο επόμενες περιπτώσεις:

1. Υποθέτουμε ότι υπάρχει ακολουθία (Ak)k∈N διακεκριμένων στοιχείων

του A ώστε το σύνολο Ak ∩ Γn είναι άπειρο για κάθε k, n ∈ N.

Κατασκευάζουμε μια γνησίως αύξουσα ακολουθία φυσικών (nk)k∈N ⊆ N
ως εξής:

Θέτουμε n1 = minΓ1 και nk+1 = min(Γnk ∩ (Al − {nk})),

όπου l = max{l : 2l διαιρεί τον k}. Θέτουμε,

B = {n1 < n2 < · · · < nk < nk+1 < · · · }.

Τότε B − {ni} = {ni+1, ni+2, . . .} ⊆ Γni , για κάθε i ∈ N, αφού η

(Γn)n∈N είναι φθίνουσα ακολουθία στοιχείων του H. Επιπλέον B ∈ H,

αφού το H είναι coideal στο N και B − {ni} ⊆ B, με B − {ni} ∈ H.
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2. Υποθέτουμε ότι δεν υπάρχει ακολουθία (Ak)k∈N διακεκριμένων στοιχεί-

ων του A ώστε το σύνολο Ak ∩ Γn είναι άπειρο για κάθε k, n ∈ N.

΄Εστω ∆0 μια αυθαίρετη διαγωνοποίηση της Γn, δηλαδή ∆0 − n ⊆ Γn
για κάθε n ∈ N. Αν ∆0 ∈ H, τότε το θεώρημα ισχύει. Αν ∆0 /∈ H,

τότε υπάρχει πεπερασμένο υποσύνολο F του N ώστε ∆0 \
⋃
i∈F Ai είναι

πεπερασμένο. Τότε Γn \
⋃
i∈F Ai ∈ H για κάθε n ∈ N. ΄Εστω ∆1

μια διαγωνοποίηση του Γn \
⋃
i∈F Ai. Αν ∆1 ∈ H, τότε το θεώρημα

ισχύει. Αλλιώς, υπάρχει πεπερασμένο υποσύνολο F του N ώστε ∆1 \⋃
i∈F Ai είναι πεπερασμένο. Τότε Γn \

⋃
i∈F Ai ∈ H για κάθε n ∈ N.

Συνεχίζοντας με τον ίδιο τρόπο κατασκευάζουμε σε κάθε περίπτωση

διαγωνοποίηση της Γn που ανήκει στο H.

Η απόδειξη είναι πλήρης.

Στο επόμενο παράδειγμα, χρησιμοποιώντας το Θεώρημα 1.2.17, κατασκευά-

ζουμε ένα selective coideal στο N ([18]).

Παράδειγμα 1.2.18. ΄Εστω P = {pn : n ∈ N} μια αρίθμηση όλων των
πρώτων φυσικών αριθμών. Για κάθε n ∈ N θέτουμε,

An = {k ∈ N : ο ελάχιστος πρώτος διαιρέτης του k είναι ίσος με το pn}.

Προφανώς το σύνολο An είναι άπειρο για κάθε n ∈ N και An ∩ Am = ∅ για
κάθε n,m ∈ N με n 6= m. Σύμφωνα με το Θεώρημα 1.2.17, το σύνολο

Hp = {A ∈ [N] : A\
⋃
n∈F

An είναι άπειρο για κάθε πεπερασμένο υποσύνολο F του N}

είναι ένα selective coideal στο N.

Στον επόμενο ορισμό εισάγουμε τις διαγώνιες ιδιότητες (p) και (q) ενός

coideal στο N και στην συνέχεια αποδεικνύουμε ότι ένα coideal στο N είναι

selective αν και μόνο αν έχει αυτές τις δύο ιδιότητες (σύμφωνα με τον Todo-
rcevic [38]).

Σημειώνουμε ότι ένα υπερφίλτρο με την ιδιότητα-(p) αναφέρεται ως (p)-point
υπερφίλτρο.
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Ορισμός 1.2.19. ΄Εστω H ⊆ [N] ένα coideal στο N.

(i) Το H έχει την ιδιότητα (p), αν για κάθε φθίνουσα ακολουθία (An)n∈N
στοιχείων του H, υπάρχει B ∈ H ώστε το σύνολο B \ An είναι πεπερα-
σμένο για κάθε n ∈ N.

(ii) Το H έχει την ιδιότητα (q), αν για κάθε A ∈ H και για κάθε ξένη
διαμέριση A =

⋃
n∈N Fn του A όπου κάθε Fn είναι πεπερασμένο, υπάρχει

B ∈ H, B ⊆ A ώστε |B ∩ Fn| 6 1 για κάθε n ∈ N.

Πρόταση 1.2.20. ΄Εστω H ⊆ [N] ένα coideal στο N. Το H ειναι selective
αν και μόνο αν έχει τις ιδιότητες (p) και (q).

Απόδειξη. ΄Εστω H ⊆ N ένα selective coideal στο N. Τότε προφανώς το H
έχει την ιδιότητα (p).
Θα αποδείξουμε ότι το H έχει την ιδιότητα (q). ΄Εστω A ∈ H με A =⋃
n∈N Fn, με Fn ξένα, πεπερασμένα για κάθε n ∈ N. ΄Εστω n ∈ N. Θέτουμε,

An =
⋃{

Fk : k ∈ N, Fk ∩ {0, 1, . . . , n} = ∅
}
.

Θα αποδείξουμε ότι An ∈ H. Πράγματι, έχουμε

A = (∪{Fk : k ∈ N, Fk ∩ {0, 1, . . . , n} = ∅})
⋃

(∪{Fk : k ∈ N, Fk ∩ {0, 1, . . . , n} 6= ∅}) .

Αφού το σύνολο ∪{Fk : k ∈ N, Fk ∩ {0, 1, . . . , n} 6= ∅} είναι πεπερασμένο

και A ∈ H, έπεται ∪{Fk : k ∈ N, Fk ∩ {0, 1, . . . , n} = ∅} = An ∈ H.

Επομένως η (An)n∈N είναι φθίνουσα ακολουθία στοιχείων του selective coi-
deal H στο N, άρα υπάρχει B ∈ H ώστε B − n ⊆ An για κάθε n ∈ B.

Τότε |B ∩Fk| 6 1 για κάθε k ∈ N. Πράγματι, έστω ότι υπάρχουν k1 < k2 με

k1, k2 ∈ B ∩ Fk. Τότε k2 ∈ B − k1 ⊆ Ak1 , επομένως k2 ∈ Ak1 ∩ Fk το οποίο

είναι άτοπο αφού Ak1 ∩ Fk = ∅.
Αντίστροφα, έστω H ⊆ [N] ένα coideal στο N που ικανοποιεί τις ιδιότητες

(p) και (q). Θα αποδείξουμε ότι το H είναι selective coideal στο N.

΄Εστω (An)n∈N μια φθίνουσα ακολουθία στοιχείων του H. Αφού το H έχει

την ιδιότητα (p), υπάρχει A ∈ H ώστε το σύνολο A\An είναι πεπερασμένο για

κάθε n ∈ N. Κατασκευάζουμε επαγωγικά μια γνησίως αύξουσα ακολουθία
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φυσικών (nk)k∈N ⊆ N ώστε n0 = 0 και A \ Ank ⊆ {0, . . . , nk+1}. Τότε

A =
⋃∞
k=0[nk, nk+1) ∩ A ∈ H, με [nk, nk+1) ξένα πεπερασμένα για κάθε

k ∈ N. Επομένως αφού το H έχει την ιδιότητα (q) υπάρχει B ∈ H με B ⊆ A
ώστε |B ∩ [nk, nk+1)| 6 1 για κάθε k ∈ N. Αφού το H είναι coideal στο N
και

B = (B ∩ ∪[n2k−1, n2k)) ∪ (B ∩ ∪[n2k, n2k+1),

μπορούμε να υποθέσουμε ότι |B ∩ [n2k, n2k+1)| = 0. Θέτουμε

B1 = B ∩ [n2k−1, n2k).

Τότε B1 ∈ H και B1 − n ⊆ B − n ⊆ A − n ⊆ An, για κάθε n ∈ B1. Η

απόδειξη είναι πλήρης.

1.2εʹ Semiselective coideals στο N

Σε αυτήν την παράγραφο εισάγουμε την κλάση των semiselective coideal στο
N (στους Ορισμούς 1.2.21, 1.2.23 σύμφωνα με τον Farah ([7]) και στους

Ορισμούς 1.2.24, 1.2.25 σύμφωνα με τον Todorcevic ([38])), η οποία περιέχει

την κλάση των selective coideal στο N. Τα semiselective coideals ορίστηκαν

αρχικά από τον Farah ([7]) (Ορισμός 1.2.23), ενώ αργότερα ο Todorcevic
([38]) έδωσε έναν ισοδύναμο ορισμό (Ορισμός 1.2.25). Στην Πρόταση 1.2.26

αποδεικνύεται ότι οι Ορισμοί 1.2.23, 1.2.25 των Farah, Todorcevic αντίστοιχα

για ένα semiselective coideal στο N είναι ισοδύναμοι. Τέλος, διατυπώνουμε

(Θεώρημα 1.2.31) ένα διαμεριστικό θεώρημα Nash-Williams για το σύνολο [N]
όλων των απείρων υποσυνόλων του N ως προς μια semiselective βάση coideal
στο N, το οποίο απεδείχθη από τον Farah ([7]). Σημειώνουμε ότι αυτό το

θεώρημα έπεται από το Θεώρημα 1.3.34 που αποδεικνύεται παρακάτω και θα

παίξει κεντρικό ρόλο στις αποδείξεις των ερευνητικών μας αποτελεσμάτων στο

δεύτερο κεφάλαιο.

Ορισμός 1.2.21. ΄Εστω H ⊆ [N] ένα coideal στο N. ΄Ενα υποσύνολο R
του H έχει την ιδιότητα dense-open στο H αν ικανοποιεί τις επόμενες δύο
ιδιότητες:

(i) Για κάθε B ∈ H υπάρχει C ∈ R με C ⊆ B.
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(ii) Αν C ∈ R και B ∈ H με B ⊆ C, τότε B ∈ R.

Παρατήρηση 1.2.22. ΄Εστω H ⊆ [N] ένα coideal στο N. Η ιδιότητα
dense-open στο H για ένα υποσύνολο R του H είναι κλειστή ως προς τις
πεπερασμένες τομές.

Πράγματι, αρκεί να αποδείξουμε ότι αν R1,R2 υποσύνολα του H με την
ιδιότητα dense-open στο H, τότε το σύνολο R = R1 ∩ R2 έχει την ιδιότητα

dense-open στο H.

(i) ΄Εστω B ∈ H. Αφού το R1 έχει την ιδιότητα dense-open υπάρχει
C1 ∈ R1 με C1 ⊆ B. Αφού το R2 έχει την ιδιότητα dense-open υπάρχει
C2 ∈ R2 με C2 ⊆ B. Θέτουμε C = C1 ∩ C2. Τότε C ⊆ C1 ∈ R1 και

C ⊆ C2 ∈ R2. Επομένως, C ∈ R1 ∩R2 = R και φυσικά C ⊆ B.

(ii) ΄Εστω C ∈ R1 ∩ R2 και B ∈ H με B ⊆ C. Τότε αφού τα R1 και

R2 έχουν την ιδιότητα dense-open στο H, έπεται B ∈ R1 και B ∈ R2,

επομένως B ∈ R1 ∩R2 = R.

Θα χρησιμοποιήσουμε αυτήν την ιδιότητα παρακάτω.

Ορισμός 1.2.23 (Farah, [7]). ΄Εστω H ⊆ [N] ένα coideal στο N. Το H
λέγεται semiselective αν για κάθε ακολουθία (Rn)n∈N υποσυνόλων του H
με την ιδιότητα dense-open στο H και για κάθε A ∈ H, υπάρχει B ∈ H με
B ⊆ A ώστε B − n ∈ Rn για κάθε n ∈ B.

Προκειμένου να δώσουμε τον ορισμό του Todorcevic ([38]) χρειαζόμαστε

τον επόμενο ορισμό.

Ορισμός 1.2.24. ΄ΕστωH ⊆ [N] ένα coideal στο N. ΤοH έχει την ιδιότητα
(pw) (weak-(p) ιδιότητα), αν για κάθε ακολουθία (Rn)n∈N υποσυνόλων του
H με την ιδιότητα dense-open στο H και για κάθε A ∈ H, υπάρχει B ∈ H
με B ⊆ A ώστε για κάθε n ∈ N υπάρχει Cn ∈ Rn ώστε το σύνολο B \ Cn
είναι πεπερασμένο.

Ορισμός 1.2.25 (Todorcevic, [38]). ΄Εστω H ⊆ [N] ένα coideal στο N.
ΤοH λέγεται semiselective αν ικανοποιεί τις ιδιότητες (pw) και (q) (Ορισμοί
1.2.24 και 1.2.19 (ii) αντίστοιχα).
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Θα αποδείξουμε τώρα (σύμφωνα με τον Todorcevic ([38])), ότι οι Ορισμοί

1.2.25 και 1.2.23 για ένα semiselective coideal στο N είναι ισοδύναμοι.

Πρόταση 1.2.26 (Todorcevic, [38]). ΄Εστω H ⊆ [N] ένα coideal στο
N. Το H ειναι semiselective (σύμφωνα με τον ορισμό του Todorcevic) αν
και μόνο αν για κάθε ακολουθία (Rn)n∈N υποσυνόλων του H με την ιδιότητα
dense-open στο H και για κάθε A ∈ H, υπάρχει B ∈ H με B ⊆ A ώστε
B − n ∈ Rn για κάθε n ∈ B (ορισμός του Farah).

Απόδειξη. ΄Εστω H ⊆ [N] ένα semisective coideal στο N, (Rn)n∈N μια α-

κολουθία υποσυνόλων του H με την ιδιότητα dense-open στο H και έστω

A ∈ H. Αφού το H έχει την ιδιότητα (pw), υπάρχει B0 ∈ H με B0 ⊆ A
ώστε για κάθε n ∈ N υπάρχει Cn ∈ Rn ⊆ H ώστε το σύνολο B0 \ Cn είναι

πεπερασμένο. ΄Εστω n ∈ N. Θέτουμε,

in = min
{
i ∈ N : B0 ⊆ Cn − {0, 1, . . . , in}

}
.

΄Εστω (mk)k∈N μια γνησίως αύξουσα ακολουθία φυσικών ώστε m0 = 0 και

mk+1 = min
{
m ∈ N : m > mk και m > in για κάθε n 6 mk

}
.

Τότε B0 =
⋃∞
k=0[mk,mk+1) ∩ B0 ∈ H. Αφού τα σύνολα [mk,mk+1) είναι

ξένα, πεπερασμένα για κάθε k ∈ N και το H έχει την ιδιότητα (q), υπάρχει

B1 ∈ H με B1 ⊆ B0 ώστε |B1 ∩ [mk,mk+1)| 6 1, για κάθε k ∈ N. Αφού το

H είναι coideal στο N και

B1 = (B1 ∩ ∪[n2k−1, n2k)) ∪ (B1 ∩ ∪[n2k, n2k+1),

μπορούμε να υποθέσουμε ότι |B1 ∩ [n2k, n2k+1)| = 0. Θέτουμε

B2 = B1 ∩ [n2k−1, n2k).

Τότε B2 ∈ H, B2 ⊆ A και B2 − n ⊆ B1 − n ⊆ B0 − n ⊆ Cn ∈ Rn για κάθε

n ∈ B2.

Αντίστροφα, έστω ότι για κάθε ακολουθία (Rn)n∈N υποσυνόλων του H
με την ιδιότητα dense-open στο H και για κάθε A ∈ H, υπάρχει B ∈ H με

B ⊆ A ώστε B − n ∈ Rn για κάθε n ∈ B. Τότε η ιδιότητα (pw) προφανώς
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ισχύει. Θα αποδείξουμε ότι το H έχει την ιδιότητα (q).
Πράγματι, έστω A ∈ H με A =

⋃∞
k=0 Fk, όπου Fk ξένα, πεπερασμένα για

κάθε k ∈ N. ΄Εστω (mk)k∈N ⊆ N μια γνησίως αύξουσα ακολουθία φυσικών

ώστε m0 = 0 και Fk = [mk,mk+1) ∩ A για κάθε k ∈ N. ΄Εστω n ∈ N.

Θέτουμε,

Rn =
{
C ∈ H ώστε είτε C ∩ A = ∅ είτε |C ∩ [mk,mk+1)| 6 1

για τον μοναδικό k ώστε mk 6 n < mk+1

}
.

Θα αποδείξουμε ότι για κάθε n ∈ N η (Rn)n∈N έχει την ιδιότητα dense-open
στο H.

(i) ΄Εστω B ∈ H. Αρκεί να αποδείξουμε ότι υπάρχει C ∈ Rn με C ⊆ B.

Αν B ∩ A = ∅, τότε B ∈ Rn. Επομένως C = B ∈ Rn.

΄Εστω B ∩ A 6= ∅. Τότε B ∩
⋃∞
k=0[mk,mk+1) 6= ∅. Αφού για τον

μοναδικό k ώστε mk 6 n < mk+1 ισχύει |B ∩ [mk,mk+1)| 6 1, έχουμε
C = B ∈ Rn.

(ii) ΄Εστω C ∈ Rn και B ∈ H με B ⊆ C. Τότε είτε C ∩ A = ∅ είτε

|C ∩ [mk,mk+1)| 6 1 για τον μοναδικό k ώστε mk 6 n < mk+1. ΄Αρα

είτε B ∩ A = ∅ είτε |B ∩ [mk,mk+1)| 6 1 για τον μοναδικό k ώστε

mk 6 n < mk+1. Επομένως B ∈ Rn.

Τότε, λόγω της υπόθεσης υπάρχει B ∈ H με B ⊆ A ώστε B − n ∈ Rn

για κάθε n ∈ B. Επομένως, αφού B ⊆ A, έχουμε |B ∩ [mk,mk+1)| 6 1 για

κάθε k ∈ N. Η απόδειξη είναι πλήρης.

Θα αποδείξουμε τώρα μια ισοδύναμη μορφή της Πρότασης 1.2.26 (σύμφωνα

με τον Todorcevic ([38])), την οποία θα χρησιμοποιήσουμε στην παράγραφο

1.3 παρακάτω.

Πρόταση 1.2.27. ΄Εστω H ⊆ [N] ένα coideal στο N. Το H ειναι semi-
selective αν και μόνο αν για κάθε ακολουθία (Rb)b∈[N]<∞ υποσυνόλων του H
με την ιδιότητα dense-open στο H και για κάθε A ∈ H, υπάρχει B ∈ H με
B ⊆ A ώστε B − b ∈ Rb για κάθε b ∈ [B]<∞.
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Απόδειξη. ΄Εστω H ⊆ [N] ένα semiselective coideal στο N και (Rb)b∈[N]<∞

μια ακολουθία υποσυνόλων του H με την ιδιότητα dense-open στο H. ΄Εστω

A ∈ H. Για κάθε n ∈ N θέτουμε Rn =
⋂

maxb=nRb. Τότε σύμφωνα με την

Παρατήρηση 1.2.22 η οικογένεια (Rn)n∈N έχει την ιδιότητα dense-open στο

H. Επομένως υπάρχει B ∈ H με B ⊆ A ώστε B − n ∈ Rn για κάθε n ∈ B.

΄Εστω b ∈ [B]<∞. Τότε, B − b = B −maxb = B − n ∈ Rn ⊆ Rb.

Αντίστροφα, έστω (Rn)n∈N ⊆ H με την ιδιότητα dense-open στο H και

έστω A ∈ H. Ορίζουμε, Rb = Rn, για κάθε b ∈ [N]<∞, με n = maxb. Τότε

η (Rb)b∈[N]<∞ έχει την ιδιότητα dense-open στο H, επομένως υπάρχει B ∈ H
με B ⊆ A ώστε B − b ∈ Rb για κάθε b ∈ [B]<∞. Τότε για κάθε n ∈ B
έχουμε, B − n = B − b ∈ Rb = Rn. Η απόδειξη είναι πλήρης.

Παρατήρηση 1.2.28. Σύμφωνα με την Πρόταση 1.2.20 και τον Ορισμό 1.2.25

ένα selective coideal είναι προφανώς semiselective (αφού η ιδιότητα (pw) είναι
ασθένεστερη της ιδιότητας (p)).

Θα αποδείξουμε τώρα αυτή την συνεπαγωγή για ένα coideal στο N χρη-

σιμοποιώντας τον ορισμό του Farah ([7]) (Ορισμός 1.2.23).

Πρόταση 1.2.29. Κάθε selective coidealH ⊆ [N] στο N είναι semiselective.

Απόδειξη. ΄Εστω H ⊆ [N] ένα selective coideal στο N, A ∈ H και έστω

(Rn)n∈N μια ακολουθία υποσυνόλων τουH με την ιδιότητα dense-open. Αφού

το R1 έχει την ιδιότητα dense-open, υπάρχει A1 ⊆ A με A1 ∈ R1. Αφού

το R2 έχει την ιδιότητα dense-open, υπάρχει A2 ⊆ A1 ⊆ A με A2 ∈ R2.

Συνεχίζοντας ανάλογα κατασκευάζουμε μια φθίνουσα ακολουθία A1 ⊇ A2 ⊇
. . . ⊇ An ⊇ An+1 ⊇ . . ., ώστε An ∈ Rn για κάθε n ∈ N. Αφού το H είναι

selective coideal, υπάρχει B0 ∈ H ώστε B0 − n ⊆ An για κάθε n ∈ B0.

Θέτουμε, B = B0 − n. Τότε B ∈ H, B ⊆ An ⊆ A και για κάθε n ∈ B
έχουμε B − n = B0 − n ⊆ An ∈ Rn. Επομένως το H είναι semiselective
coideal.

Παρατηρήσεις 1.2.30. (i) Σύμφωνα με τον Farah (Παράδειγμα 2.7 στο
[7]) το αντίστροφο της Πρότασης 1.2.29 δεν ισχύει γενικά.
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(ii) Το coideal H = [N] όλων των απείρων υποσυνόλων του N είναι ένα
selective coideal στο N, άρα είναι semiselective coideal στο N.

(iii) Το coideal Hp που ορίστηκε στο Παράδειγμα 1.2.18 είναι ένα selective
coideal στο N, άρα είναι semiselective coideal στο N.

Θα διατυπώσουμε τώρα ένα διαμεριστικό θεώρημα για το σύνολο [N] όλων
των απείρων υποσυνόλων του N ως προς μια semiselective βάση coideal στο
N, το οποίο απεδείχθη από τον Farah ([7]). Το ανάλογο θεώρημα για την

semiselective βάση coideal [N] όλων των απείρων υποσυνόλων του N συμπί-

πτει με το κλασικό διαμεριστικό θεώρημα Nash-Williams (Θεώρημα 1.1.9).

Σημειώνουμε ότι αυτό το διαμεριστικό θεώρημα έπεται από το ισχυρότερο

διαμεριστικό θεώρημα Nash-Williams (Θεώρημα 1.3.34) που αποδεικνύεται

παρακάτω, και θα το χρησιμοποιήσουμε στο δεύτερο κεφάλαιο, προκειμένου

να αποδείξουμε τα ερευνητικά μας αποτελέσματα.

΄Ενα υποσύνολο U του [N] είναι κλειστό ως προς την τοπολογία της κατά

σημείο σύγκλισης, αν ταυτίζοντας κάθε στοιχείο του [N] με ένα στοιχείο

του {0, 1}N, το σύνολο U είναι ένα κλειστό υποσύνολο του [N] ως προς την

σχετική τοπολογία του {0, 1}N.
Θεώρημα 1.2.31 (Farah, [7]). ΄Εστω B μια semiselective βάση coideal
στο N. Για κάθε κλειστό ως προς την τοπολογία της κατά σημείο σύγκλισης
υποσύνολο U του [N] και για κάθε A ∈ LB υπάρχει B ∈ LB, B ⊆ A ώστε

είτε [B] ⊆ U είτε [B] ⊆ [N] \ U .

1.2ϛʹ Ramsey coideals στο N

Σε αυτήν την παράγραφο εισάγουμε (στον Ορισμό 1.2.32) την κλάση των

Ramsey coideal στο N. Η έννοια του Ramsey υπεφίλτρου στο σύνολο των

φυσικών αριθμών ορίστηκε από τον Louveau ([29]), ενώ αργότερα η ανάλο-

γη έννοια για coideals στο σύνολο των φυσικών αριθμών εμφανίστηκε στα

[31], [7] από τους Mathias, Farah αντίστοιχα. Επίσης, αναφέρουμε (στο Θε-

ώρημα 1.2.33 και τις Παρατηρήσεις 1.2.34) την σχέση μεταξύ των selective,
semiselective και Ramsey coideal στο N.

Σημείωση. ΄Εστω A ∈ [N] και n ∈ N. Θέτουμε,

[A]n = {(x1, . . . , xn) : x1 < . . . < xn ∈ A}.
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Ορισμός 1.2.32. ΄Εστω H ⊆ [N] ένα coideal στο N. Το H λέγεται Ram-
sey αν για κάθε n, r ∈ N και για κάθε A ∈ H με [A]n = C1 ∪ . . . ∪ Cr,
υπάρχουν B ∈ H, B ⊆ A και 1 6 i0 6 r ώστε [B]n ⊆ Ci0 .

Ο Mathias ([31]) απέδειξε ότι κάθε selective coideal στο N είναι Ramsey,
ενώ ο Farah ([7]) μελέτησε την σχέση μεταξύ μεταξύ των selective, semisele-
ctive και Ramsey coideal, αποδεικνύοντας ότι κάθε semiselective coideal στο
N είναι Ramsey. Επιπλέον κατασκεύασε παραδείγματα semiselective coideal
στο N που δεν είναι selective (Παράδειγμα 2.7 στο [7]) και Ramsey coideal
στο N που δεν είναι semiselective (Παράδειγμα 2.8 στο [7]).

Επομένως για ένα coideal H στο N ισχύει το επόμενο θεώρημα:

Θεώρημα 1.2.33 (Farah, [7]). ΄Εστω H ⊆ [N] ένα coideal στο N. Τότε
ισχύουν οι επόμενες συνεπαγωγές:

H selective ⇒ H semiselective ⇒ H Ramsey

Σημειώνουμε ότι οι κλάσεις των selective, semiselective και Ramsey βά-

σεων coideal ορίζονται αναλόγως με τους Ορισμούς 1.2.15, 1.2.23, 1.2.25, και

1.2.32 των selective, semiselective και Ramsey coideal αντίστοιχα. Φυσικά,

αν B ⊆ [N] μια βάση coideal στο N, τότε ισχύουν οι επόμενες συνεπαγωγές:

B selective ⇒ B semiselective ⇒ B Ramsey

Παρατηρήσεις 1.2.34. (i) Σύμφωνα με τον Farah ([7]), οι αντίστροφες
συνεπαγωγές του Θεωρήματος 1.2.33 δεν ισχύουν γενικά.

(ii) Το coideal [N] όλων των απείρων υποσυνόλων του N είναι selective,
άρα είναι semiselective και ισοδύναμα Ramsey.

(iii) Το coideal Hp, που ορίστηκε στο Παράδειγμα 1.2.18 είναι selective,
άρα είναι semiselective και ισοδύναμα Ramsey.

(iv) Σύμφωνα με τους Samet, Tsaban ([36]), το coideal AP όλων των α-
πείρων υποσυνόλων του N που περιέχουν αυθαίρετα μεγάλες αριθμητικές προ-
όδους δεν είναι Ramsey. Επομένως, δεν είναι semiselective και ισοδύναμα δεν
είναι selective coideal στο N.

(v) Σύμφωνα με τον Louveau ([30]), ένα υπερφίλτρο στο N είναι Ramsey
αν και μόνο αν είναι selective αν και μόνο αν είναι semiselective.
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1.2ζʹ Σχέση της θεωρίας Ramsey με την έννοια του coideal

Θα αναφέρουμε τώρα την σύνδεση των διαμεριστικών θεωρημάτων της θεω-

ρίας Ramsey με την ύπαρξη συγκεκριμένων coideal.

Παραδείγματα 1.2.35. ( i) Η αρχή του περιστερεώνα (Θεώρημα 1.1.1)
ισοδύναμα διατυπώνεται με την ύπαρξη του coideal [N] όλων των απείρων
υποσυνόλων του N.
( ii) Το θεώρημα van der Waerden (Θεώρημα 1.1.2) ισοδύναμα διατυπώ-

νεται με την ύπαρξη του coideal AP όλων των απείρων υποσυνόλων του N
που περιέχουν αυθαίρετα μεγάλες αριθμητικές προόδους.

( iii) Το θεώρημα Ramsey (Θεώρημα 1.1.3) ισοδύναμα διατυπώνεται με την
ύπαρξη της βάσης coideal

{
[M ]k : M ∈ [N]

}
όλων των k-άδων του άπειρου

υποσυνόλου M του συνόλου N των φυσικών αριθμών.

Παρακάτω θα δούμε ότι τα διαμεριστικά θεωρήματα που αναφέρονται σε

πεπερασμένα αθροίσματα και σε λέξεις, έχουν ως συνέπεια την ύπαρξη συγ-

κεκριμένων coideal στα σύνολα αυτά.

1.3 Ερευνητικά αποτελέσματα: Επέκταση της κλα-

σικής θεωρίας Ramsey μέσω της έννοιας του

coideal

Σε αυτήν την παράγραφο παρουσιάζουμε τα ερευνητικά μας αποτελέσματα.

Συγκεκριμένα, μέσω της έννοιας του coideal σε ένα άπειρο διατεταγμένο

σύνολο αποδεικνύεται (Θεώρημα 1.3.34) μια ισχυρή επέκταση του κλασικού

θεωρήματος Nash-Williams, το οποίο ενοποιεί τις δύο κατευθύνσεις ισχυρο-

ποίησής του που αναφέραμε στις προηγούμενες παραγράφους. Δηλαδή, το

Θεώρημα 1.3.34 περιλαμβάνει μια ενιαία επέκταση (α) της αντίστοιχης θεω-

ρίας για coideals στο σύνολο των φυσικών αριθμών που απεδείχθη από τους

Louveau ([29]), Mathias ([31]) και Farah ([7]), (β) των διαμεριστικών θεωρη-

μάτων Milliken ([32]), Taylor ([37]) για ακολουθίες πεπερασμένων μη κενών

υποσυνόλων φυσικών αριθμών , (γ) των διαμεριστικών θεωρημάτων για α-

κολουθίες λέξεων και για ακολουθίες located λέξεων που απεδείχθησαν από

τους Carlson ([4]) και Bergelson, Blass, Hindman ([1]) αντίστοιχα, και (δ)
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των διαμεριστικών θεωρημάτων για ακολουθίες ω-located λέξεων που απεδεί-

χθησαν από την Φαρμάκη ([11]).

Αρχικά, εισάγουμε τις έννοιες του coideal και της βάσης coideal σε ένα

άπειρο διατεταγμένο σύνολο (X,≺) (στους Ορισμούς 1.3.2 και 1.3.5 αντίστοι-

χα). Σημειώνουμε ότι η κλάση των coideal στο X περιέχει την κλάση των

υπερφίλτρων στο X και περιέχεται στην κλάση των βάσεων coideal στο X.

Επίσης, εισάγουμε την υποκλάση των semiselective∗ βάσεων coideal στο X
(στους Ορισμούς 1.3.11 και 1.3.12) και αποδεικνύουμε (Θεώρημα 1.3.16) ότι

κάθε semiselective∗ βάση coideal B στο X ώστε {y ∈ B : x ≺ y} ∈ B για

κάθε B ∈ B και κάθε x ∈ X (και ισοδύναμα κάθε semiselective∗ coideal στο
X) έχει την ιδιότητα Ramsey∗, δηλαδή για κάθε φυσικό αριθμό n, για κάθε

διαμεριστική οικογένεια F του [X]∗ = {(x1, . . . , xn) : x1 ≺ . . . ≺ xn ∈ X}
και για κάθε A ∈ B υπάρχει B ∈ B, B ⊆ A ώστε,

είτε [B]∗ ⊆ F είτε [B]∗ ⊆ [X]∗ \ F ,
όπου για B ⊆ X θέτουμε [B]∗ = {(xn)n∈N ⊆ B : xn ≺ xn+1 για κάθε n ∈
N}.

Στην συνέχεια αποδεικνύεται (Θεώρημα 1.3.26) ένα διαμεριστικό θεώρημα

για το σύνολο [X]<∞∗ = {(x1, . . . , xn) : n ∈ N, x1 ≺ . . . ≺ xn ∈ X}∪{0}, το
οποίο διατυπώνεται ως εξής: για μια διαμεριστική οικογένεια F του συνόλου

[X]<∞∗ και για κάθε στοιχείο A μιας semiselective∗ βάσης coideal B στο X,

υπάρχει B ∈ B, B ⊆ A ώστε,

είτε [B]<∞∗ ⊆ [X]<∞∗ \ F ,

είτε κάθε άπειρη αύξουσα ακολουθία στοιχείων του B έχει αρχικό τμήμα

στο F .

Εφοδιάζοντας το σύνολο [X]∗ όλων των ολικά διατεταγμένων υποσυνόλων

του X με την σχετική τοπολογία της τοπολογίας γινόμενο του {0, 1}X , το Θε-

ώρημα 1.3.26 έχει ως συνέπεια το επόμενο ισχυρότερο διαμεριστικό θεώρημα

Nash-Williams.

Θεώρημα (Θεώρημα 1.3.34).

΄Εστω (X,≺) ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο, B ⊆ [X] μια semiselective∗

βάση coideal στο X ώστε B − s ∈ B για κάθε B ∈ B και s ∈ [X]<∞∗ .

Για κάθε διαμεριστική οικογένεια U ⊆ του [X]∗, η οποία είναι κλειστή ως

προς την τοπολογία της κατά σημείο σύγκλισης και για κάθε A ∈ B υπάρχει

B ∈ B, B ⊆ A ώστε,
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είτε [B]∗ ⊆ U ,
είτε [B]∗ ⊆ [X]∗ \ U .

Επίσης, αποδεικνύεται (Πόρισμα 1.3.38) ένα ισχυρότερο αποτέλεσμα, αν-

τίστοιχο του Θεωρήματος 1.3.34 για μια διαμεριστική οικογένεια U του [X]∗,
που είναι Borel ως προς την τοπολογία της κατά σημείο σύγκλισης.

Αφού (α) τα semiselective coideals στο σύνολο N των φυσικών αριθ-

μών είναι semiselective∗ στο διατεταγμένο σύνολο N, και (β) τα διαμεριστικά

θεωρήματα, για το σύνολο όλων των ακολουθιών πεπερασμένων μη κενών υ-

ποσυνόλων του N, και επίσης για το σύνολο των ακολουθιών λέξεων, είναι δυ-

νατόν, ορίζοντας κατάλληλες semiselective∗ βάσεις coideal (Προτάσεις 1.3.14,

1.3.15) να επαναδιατυπωθούν, έπεται ότι αυτά τα αποτελέσματα ((α) και (β))
εμπεριέχονται στην θεωρία που παρουσιάζεται σε αυτήν την παράγραφο, και

άρα ενοποιούνται κάτω από αυτήν την θεωρία.

Σημείωση. Συμβολίζουμε με N το σύνολο {1, 2, . . .} όλων των φυσικών

αριθμών. Για ένα σύνολο X συμβολίζουμε με [X]<∞ το σύνολο όλων των

πεπερασμένων υποσυνόλων του X, με [X]<∞>0 το σύνολο όλων των πεπερα-

σμένων μη-κενών υποσυνόλων του X και με [X] το σύνολο όλων των απείρων

υποσυνόλων του X.

1.3αʹ Coideals σε άπειρα διατεταγμένα σύνολα

Αρχικά, εισάγουμε (στους Ορισμούς 1.3.1, 1.3.2) την έννοια του coideal σε

ένα άπειρο σύνολο εφοδιασμένο με μια σχέση που κάνει το σύνολο διατεταγ-

μένο, επεκτείνοντας την ανάλογη έννοια που ορίστηκε νωρίτερα για το σύνολο

των φυσικών αριθμών (από τους Mathias ([31]), Farah ([7])) και αναφέραμε

στην πρώτη παράγραφο. Κάθε υπερφίλτρο U σε ένα άπειρο διατεταγμένο σύ-

νολο (X,≺) που ικανοποιεί την ιδιότητα, για κάθε A ∈ U και x ∈ X υπάρχει

z ∈ A με x ≺ z, είναι ένα coideal στο (X,≺), και επιπλέον σύμφωνα με το

Πόρισμα 1.2.11 κάθε ένωση υπερφίλτρων σε ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο

(X,≺) που ικανοποιούν την παραπάνω ιδιότητα είναι coideal στο (X,≺).
Στην συνέχεια, εισάγουμε (στον Ορισμό 1.3.5) την έννοια της βάσης coi-

deal σε ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο. Μια βάση coideal παράγει ένα μονα-

δικό coideal, το οποίο αποτελείται από όλα τα υποσύνολα του X που έχουν ως

υποσύνολο ένα στοιχείο της βάσης. Επιπλέον, αναφέρουμε κάποια σημαντικά
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παραδείγματα βάσεων coideal σε άπειρα διατεταγμένα σύνολα (Παραδείγμα-

τα 1.3.6), ως συνέπεια των διαμεριστικών θεωρημάτων που αναφέρονται σε

πεπερασμένα αθροίσματα και σε λέξεις.

Τέλος, εισάγουμε (στον Ορισμό 1.3.7) τις έννοιες των Ramsey και Ram-
sey∗ βάσεων coideal σε ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο. Η ιδιότητα Ramsey∗

είναι ασθένεστερη της ιδιότητας Ramsey, όμως είναι η κατάλληλη έννοια για

την γενική περίπτωση των coideal σε άπειρα διατεταγμένα σύνολα, καθώς

αρκετά coideals σε άπειρα διατεταγμένα σύνολα, τα οποία έχουν κεντρικό

ρόλο στην θεωρία Ramsey, είναι Ramsey∗ αλλά δεν είναι Ramsey (Παρατη-

ρήσεις 1.3.8 και Προτάσεις 1.3.9, 1.3.10).

Ορισμός 1.3.1. ΄Εστω X ένα μη κενό σύνολο και ≺ μια σχέση στο X η
οποία ικανοποιεί τι επόμενες ιδιότητες:

(i) Αν x, y ∈ X με x ≺ y, τότε x 6= y.

(ii) Αν x, y, z ∈ X με x ≺ y και y ≺ z, τότε x ≺ z.

(iii) Για κάθε x, y ∈ X υπάρχει z ∈ X ώστε x ≺ z και y ≺ z.

Τότε το (X,≺) είναι ένα διατεταγμένο σύνολο.

Ορισμός 1.3.2. ΄Εστω (X,≺) ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο. ΄Ενα υπο-
σύνολο H του [X] είναι ένα coideal στο (X,≺) αν ικανοποιεί τις επόμενες
τρεις ιδιότητες:

(i) Για κάθε A ∈ H και x ∈ X υπάρχει z ∈ A ώστε x ≺ z.

(ii) Αν A ∪B ∈ H, τότε είτε A ∈ H είτε B ∈ H.

(iii) Αν A ∈ H και A ⊆ B ⊆ X, τότε B ∈ H.

Σημείωση. ΄Εστω A ⊆ X, s ∈ [X]<∞ και x ∈ X. Τότε, A−∅ = A και για

s 6= ∅,
A− s = {x ∈ A : y ≺ x για κάθε y ∈ s},

A− x = A− {x} = {z ∈ A : x ≺ z}.
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Παρατηρήσεις 1.3.3. (i) ΄Εστω (X,≺) ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο.
΄Ενα υπερφίτρο U στο X λέγεται adequate αν A − x 6= ∅ για κάθε A ∈ U
και x ∈ X. ΄Ετσι ένα adequate υπερφίλτρο στο X είναι ένα coideal στο X, το
οποίο είναι επίσης κλειστό ως προς τις πεπερασμένες τομές.

(ii) ΄Εστω (X,≺) ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο. Κάθε ένωση από ade-
quate υπερφίλτρα στο X είναι ένα coideal στο (X,≺) (Πόρισμα 1.2.11).

Πρόταση 1.3.4. ΄Εστω H ⊆ [X] ένα coideal στο (X,≺), A ∈ H και
s ∈ [X]<∞. Τότε A− s ∈ H.

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ X. Τότε A − x ∈ H, αφού A \ (A − x) /∈ H. Για

s = {x1, . . . , xk} ∈ [X]<∞>0 , k ∈ N έχουμε A− s ∈ H, αφού

A \ (A− s) = A \ (A− x1) ∪ . . . ∪ A \ (A− xk) /∈ H.

Ορισμός 1.3.5. ΄Εστω (X,≺) σε ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο. ΄Ενα
υποσύνολο B του [X] είναι μια βάση coideal στο (X,≺) αν ικανοποιεί τις
επόμενες δύο ιδιότητες:

(i) Για κάθε A ∈ B και x ∈ X υπάρχει z ∈ A ώστε x ≺ z.

(ii) Αν A ∪B ∈ B, τότε υπάρχει C ∈ B ώστε είτε C ⊆ A είτε C ⊆ B.

Προφανώς, ένα coideal στο (X,≺) είναι μια βάση coideal στο (X,≺).
Σημείωση. Αν B ⊆ [X], θέτουμε,

LB = {A ⊆ X : υπάρχει B ∈ B με B ⊆ A}.

΄Εστω H ⊆ [X]. Σύμφωνα με την Πρόταση 1.2.14 το H είναι ένα coideal
στο (X,≺) αν και μόνο αν υπάρχει μια βάση coideal B ⊆ [X] ώστε H = LB.

Θα δούμε τώρα ότι τα διαμεριστικά θεωρήματα που αναφέρονται σε πεπε-

ρασμένα αθροίσματα και σε λέξεις και αναφέραμε στις προηγούμενες παρα-

γράφους, έχουν ως συνέπεια την ύπαρξη συγκεκριμένων βάσεων coideal στα
σύνολα αυτά.
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Παραδείγματα 1.3.6.

(1) ΄Εστω [N]<∞>0 το σύνολο όλων των πεπερασμένων μη κενών υποσυνόλων

του N. Αν F1, F2 ∈ [N]<∞>0 , θέτουμε F1 ≺ F2 αν maxF1 < minF2. Τότε,

([N]<∞>0 ,≺) είναι ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο.
Αν (Fn)n∈N ⊆ [N]<∞>0 ακολουθία ώστε Fn ≺ Fn+1, για κάθε n ∈ N, θέτουμε

FU((Fn)n∈N) =
{⋃

i∈α Fi : α ∈ [N]<∞>0

}
. Η οικογένεια

{FU((Fn)n∈N) : (Fn)n∈N ⊆ [N]<∞>0 με F1 ≺ F2 ≺ . . .}

είναι μια βάση coideal στο ([N]<∞>0 ,≺), σύμφωνα με το θεώρημα του Hindman
([25]) (Θεώρημα 1.1.12).

(2) ΄Εστω Σ = {α1, α2, . . .} ένα αριθμήσιμο αλφάβητο, v /∈ Σ μεταβλητή και
~κ = (κn)n∈N ⊆ N μια αύξουσα ακολουθία. Στην πρώτη παράγραφο ορίσαμε
το σύνολο των ω-located λέξεων ως προς το Σ με μεταβλητή που φράσσονται

από την ακολουθία ~k να είναι το σύνολο:

L(Σ, ~k; υ) =
{
w = wn1 . . . wnl : l ∈ N, n1 < . . . < nl ∈ N,

wni ∈ {υ, α1, . . . , αkni} για κάθε 1 ≤ i ≤ l

και υπάρχει 1 ≤ i ≤ l με wni = υ
}
.

Το σύνολο dom(w) = {n1, . . . , nl} είναι το πεδίο ορισμού της ω-located λέ-

ξης w = wn1 . . . wnl . Αν w, u ∈ L(Σ, ~k; υ), ορίζουμε w ≺ u ανmax dom(w) <

min dom(u). Τότε το (L(Σ, ~k; υ),≺) είναι ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο.
΄Εστω

L∞(Σ, ~k; υ) = {~w = (wn)n∈N : wn ∈ L(Σ, ~k; υ) και wn ≺ wn+1 αν n ∈ N}.

Επίσης στην πρώτη παράγραφο ορίσαμε το σύνολο EV (~w) όλων των extracted

ω-located λέξεων μιας ακολουθίας ~w ∈ L∞(Σ, ~k; υ). Τότε η οικογένεια

{EV (~w) : ~w = (wn)n∈N ∈ L∞(Σ, ~k; υ)}

είναι μια βάση coideal στο (L(Σ, ~k; υ),≺), σύμφωνα με το διαμεριστικό θεώ-
ρημα για ω-located λέξεις που αποδείχθηκε από την Φαρμάκη ([11]) (Θεώρη-
μα 1.1.16), και νωρίτερα από τους Bergelson, Blass, Hindman ([1]) για την
ειδικότερη περίπτωση του πεπερασμένου αλφαβήτου.
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Σημείωση. ΄Εστω (X,≺) ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο και A ⊆ X,

n ∈ N. Θέτουμε,

[A]<∞∗ = {(x1, . . . , xn) : n ∈ N, x1 ≺ · · · ≺ xn ∈ A} ∪ {∅},

[A]n = {{x1, . . . , xn} : x1, . . . , xn ∈ A}, και
[A]n∗ = {(x1, . . . , xn) : x1 ≺ · · · ≺ xn ∈ A}.

Εισάγουμε τώρα τις έννοιες των Ramsey και Ramsey∗ βάσεων coideal σε
ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο.

Ορισμός 1.3.7. ΄Εστω (X,≺) ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο και B ⊆ [X]
μια βάση coideal στο (X,≺).

(i) Η B λέγεται Ramsey αν για κάθε n, r ∈ N και για κάθε A ∈ B με
[A]n = C1 ∪ · · · ∪ Cr, υπάρχουν B ∈ B, B ⊆ A και 1 6 i0 6 r ώστε
[B]n ⊆ Ci0 .

(ii) Η B λέγεται Ramsey∗ αν για κάθε n, r ∈ N και για κάθε A ∈ B με
[A]n∗ = C1 ∪ · · · ∪ Cr, υπάρχουν B ∈ B, B ⊆ A και 1 6 io 6 r ώστε
[B]n∗ ⊆ Ci0 .

Παρατηρήσεις 1.3.8. ΄Εστω (X,≺) ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο.

(i) Αν μια βάση coideal στο X είναι Ramsey, τότε είναι προφανώς Ramsey∗.

(ii) Αν (X,≺) είναι ένα ολικά διατεταγμένο σύνολο, τότε μια βάση coideal
στο X είναι Ramsey αν και μόνο αν είναι Ramsey∗, αφού [A]n = [A]n∗
για κάθε n ∈ N και A ∈ B.

(iii) Η βάση coideal {EV (~w) : ~w = (wn)n∈N ∈ L∞(Σ, ~k; υ)}, όπως αποδεί-
χθηκε από την Φαρμάκη ([11]) και από τους Bergelson, Blass, Hindman
([1]) για την περίπτωση του πεπερασμένου αλφαβήτου ειναι Ramsey∗ στο

(L(Σ, ~k; υ),≺), αλλά δεν είναι Ramsey, σύμφωνα με την Πρόταση 1.3.9.

(iv) Η βάση coideal B = {FU((Fn)n∈N) : (Fn)n∈N ⊆ [N]<∞>0 , με F1 ≺
F2 ≺ . . .}, όπως αποδείχθηκε από τους Milliken ([32]), Taylor ([37])
είναι Ramsey∗ στο ([N]<∞>0 ,≺), αλλά δεν είναι Ramsey σύμφωνα με
την Πρόταση 1.3.10.
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Πρόταση 1.3.9. Η βάση coideal

B = {EV (~w) : ~w = (wn)n∈N ∈ L∞(Σ, ~k; υ)}

στο (L(Σ, ~k; υ),≺) δεν είναι Ramsey.

Απόδειξη. ΄Εστω ~w = (wn)n∈N ∈ L∞(Σ, ~k; υ) και έστω [EV (~w)]2 = C1 ∪C2,

όπου

C1 =
{
{w1, w2} ∈ [EV (~w)]2 : w1 ≺ w2

}
και C2 = [EV (~w)]2 \ C1.

Υποθέτουμε ότι η B ειναι Ramsey και έστω ~u = (un)n∈N ∈ L∞(Σ, ~k; υ)
ακολουθία ώστε

είτε [EV (~u)]2 ⊆ C1 είτε [EV (~u)]2 ⊆ C2.

Αφού {u1, u1 ∗ u2} /∈ C1 η πρώτη εναλλακτική δεν ισχύει. Επίσης, αφού

{u1, u2} /∈ C2 και η δεύτερη εναλλακτική δεν ισχύει, άτοπο. ΄Αρα, η B δεν

είναι Ramsey.

Πρόταση 1.3.10. Η βάση coideal

B = {FU((Fn)n∈N) : (Fn)n∈N ⊆ [N]<∞>0 , με F1 ≺ F2 ≺ . . .}

στο ([N]<∞>0 ,≺) είναι Ramsey∗, αλλά δεν είναι Ramsey.

Απόδειξη. Σύμφωνα με τους Milliken ([32]), Taylor ([37]) (Θεώρημα 1.1.13)

η βάση coideal

B = {FU((Fn)n∈N) : (Fn)n∈N ⊆ [N]<∞>0 , με F1 ≺ F2 ≺ . . .}

είναι Ramsey∗. Ανάλογα με την προηγούμενη πρόταση αποδεικνύεται ότι η

βάση coideal B δεν είναι Ramsey.
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1.3βʹ Semiselective∗ βάσεις coideal και η ιδιότητα Ramsey

Ο Farah ([7]) εισήγαγε την έννοια του semiselective coideal στο N (Ορι-

σμός 1.2.23). Θα εισάγουμε (στους Ορισμούς 1.3.11, 1.3.12) την έννοια της

semiselective∗ βάσης coideal σε ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο, επεκτείνον-

τας την ανάλογη έννοια που ορίστηκε στο σύνολο των φυσικών αριθμών.

Σημειώνουμε ότι η έννοια της semiselective∗ βάσης coideal ενδείκνυται ώ-
στε να μπορέσουμε να χρησιμοποιήσουμε διαγώνια επιχειρήματα, προκειμένου

να αποδείξουμε τα αποτελέσματά μας παρακάτω.

Στο Θεώρημα 1.3.16 αποδεικνύεται ότι κάθε semiselective∗ βάση coideal
σε ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο (X,≺) που ικανοποιεί την ιδιότητα B −
x ∈ B για κάθε B ∈ B και x ∈ X, είναι Ramsey∗, και ισοδύναμα ότι κάθε

semiselective∗ coideal σε ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο είναι Ramsey∗.
Στις Προτάσεις 1.3.14, 1.3.15 παρακάτω, αποδεικνύεται ότι οι βάσεις coi-

deal που αναφέρθηκαν στα Παραδείγματα 1.3.6 (1) και (2) στο σύνολο των

πεπερασμένων συνόλων των φυσικών αριθμών και στο σύνολο των ω-located
λέξεων με μεταβλητή αντίστοιχα, είναι semiselective∗ και επιπλέον ικανοποιούν

την δεύτερη ιδιότητα. Επομένως, έχουμε μια διαφορετική απόδειξη ότι αυτές

οι βάσεις coideal είναι Ramsey∗.

Ορισμός 1.3.11. ΄Εστω (X,≺) ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο, B ⊆ [X]
βάση coideal στο X και A ∈ B. ΄Ενα σύνολο R ⊆ B έχει την ιδιότητα dense-
open στην B (αντίστοιχα έχει την ιδιότητα dense-open στην B στο A) αν
ισχύουν οι δύο επόμενες συνθήκες:

(i) Για κάθε B ∈ B, (αντίστοιχα για κάθε B ∈ B, B ⊆ A) υπάρχει C ∈ R
με C ⊆ B.

(ii) Για κάθε C ∈ R και για κάθε B ∈ B με B ⊆ C, έχουμε ότι B ∈ R.

Ορισμός 1.3.12. ΄Εστω (X,≺) ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο. Μια βάση
coideal B ⊆ [X] στο (X,≺) λέγεται semiselective∗ αν για κάθε οικογένεια
(Rs)s∈[X]<∞∗

, όπου Rs ⊆ B έχει την ιδιότητα dense-open στην B, και για
κάθε B ∈ B υπάρχει B′ ∈ B, B′ ⊆ B ώστε για κάθε s ∈ [B′]<∞∗ και

B̃ ⊆ B′ − s, B̃ ∈ B, έχουμε ότι B̃ ∈ Rs.
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Πρόταση 1.3.13. ΄Εστω (X,≺) ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο, B ⊆ [X]
μια semiselective∗ βάση coideal στο (X,≺) και A ∈ B. Τότε για κάθε οικογέ-
νεια (RA

s )s∈[X]<∞∗
, όπου RA

s ⊆ B έχει την ιδιότητα dense-open στην B στο A,
υπάρχει B′ ∈ B, B′ ⊆ A ώστε για κάθε s ∈ [B′]<∞∗ και B̃ ⊆ B′ − s, B̃ ∈ B,
έχουμε ότι B̃ ∈ RA

s .

Απόδειξη. Θεωρούμε την οικογένεια (RA
s )s∈[X]<∞∗

, όπου RA
s ⊆ B έχει την

ιδιότητα dense-open στην B στο A για κάθε s ∈ [X]<∞∗ . Για s ∈ [X]<∞∗ ,

ορίζουμε το σύνολο

Rs = RA
s ∪ {B ∈ B : @ C ∈ B, C ⊆ A ∩B}.

Θα αποδείξουμε ότι το σύνολο Rs έχει την ιδιότητα dense-open στην B.

(i) ΄Εστω B ∈ B. Αν υπάρχει C ∈ B, C ⊆ A∩B, τότε υπάρχει D ∈ RA
s ⊆ Rs

με D ⊆ C ⊆ B. Αλλιώς, B ∈ Rs.

(ii) ΄Εστω C ∈ Rs και B ∈ B με B ⊆ C. Αν C ∈ RA
s , τότε B ∈ RA

s ⊆ Rs.
Αν C /∈ RA

s , τότε δεν υπάρχει D ∈ B, D ⊆ A ∩ C. Επομένως, B ∈ Rs.
Αφού η B είναι semiselective∗ βάση coideal, υπάρχει B′ ∈ B, B′ ⊆ A

ώστε για κάθε s ∈ [B′]<∞∗ και B̃ ⊆ B′ − s, B̃ ∈ B έχουμε ότι B̃ ∈ RA
s .

Σημείωση. Αν w1, . . . , wk ∈ L(Σ, ~k; υ) με w1 ≺ · · · ≺ wk γράφουμε

EV (w1, . . . , wk) = {wn1(p1) ? . . . ? wnλ(pλ) : λ ∈ N, n1 < . . . < nλ ≤ k ∈ N,

pi ∈ {1, . . . , kni} ∪ {υ} για κάθε 1 ≤ i ≤ λ και υ ∈ {p1, . . . , pλ}}.

Παρατηρήστε ότι το σύνολο EV (w1, . . . , wk) είναι πεπερασμένο.

Πρόταση 1.3.14. Η βάση coideal

B = {EV (~w) : ~w = (wn)n∈N ∈ L∞(Σ, ~k; υ)}

στο (L(Σ, ~k; υ),≺) είναι semiselective∗ και B − s ∈ B για κάθε B ∈ B και
s ∈ [L(Σ, ~k; υ)]<∞∗ .
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Απόδειξη. ΄Εστω EV (~w) ∈ B, όπου ~w = (wn)n∈N ∈ L∞(Σ, ~k; υ) και έστω

s = (s1, . . . , sm) ∈ [L(Σ, ~k; υ)]<∞∗ , m ∈ N. Τότε,

EV (~w)− s = EV (~w)− sm = EV (~w − sm) ∈ B,

όπου ~w − sm = (wn)∞n=n0
∈ L∞(Σ, ~k; υ) με

n0 = min{n ∈ N : min dom(wn) > max dom(sm)}.

΄Εστω (Rs)s∈[L(Σ,~k;υ)]<∞∗
, όπου Rs ⊆ B έχει την ιδιότητα dense-open στην

B για κάθε s ∈ [L(Σ, ~k; υ)]<∞∗ , και έστω EV (~w) ∈ B, όπου ~w = (wn)n∈N ∈
L∞(Σ, ~k; υ).

Σύμφωνα με την ιδιότητα (i) του Ορισμού 1.3.11, υπάρχει ~s1 = (s1
n)n∈N ∈

L∞(Σ, ~k; υ) με EV (~s1) ⊆ EV (~w) ώστε EV (~s1) ∈ R∅.
Υποθέτουμε ότι έχουν κατασκευαστεί ~s1, . . . , ~sk ∈ L∞(Σ, ~k; υ) με

EV (~sk) ⊆ · · · ⊆ EV (~s1) ⊆ EV (~w)

και έστω ~si = (sin)n∈N για κάθε i ∈ {1, . . . , k}. Θα κατασκευάσουμε ~sk+1.

΄Εστω {t1, . . . , tλ} = EV (s1
1, . . . , s

k
k). Σύμφωνα με την ιδιότητα (i) του Ορι-

σμού 1.3.11, υπάρχουν ~s1
k+1, . . . , ~s

λ
k+1 ∈ L∞(Σ, ~k; υ) ώστε

EV (~sλk+1) ⊆ · · · ⊆ EV (~s1
k+1) ⊆ EV (~sk − skk)

και EV (~sik+1) ∈ Rti για κάθε 1 ≤ i ≤ λ. θέτουμε ~sk+1 = ~sλk+1 και έ-

στω ~sk+1 = (sk+1
n )n∈N. Σύμφωνα με την ιδιότητα (ii) του Ορισμού 1.3.11,

EV (~sk+1) ∈ Rti για κάθε 1 ≤ i ≤ λ.

Θέτουμε ~s = (s1
1, s

2
2, . . .) ∈ L∞(Σ, ~k; υ). Τότε EV (~s) ⊆ EV (~w), αφού

s1
1 ≺ s2

2 ≺ . . . και snn ∈ EV (~w) για κάθε n ∈ N. ΄Εστω s ∈ [EV (~s)]<∞∗ και

EV (~u) ⊆ EV (~s)− s = EV (~s− s). ΄Εστω s 6= ∅. Τότε θέτουμε

n0 = min{n ∈ N : s ∈ EV ((s1
1, . . . , s

n
n))}.

Αφού s ∈ [EV ((s1
1, . . . , s

n0
n0

))]<∞∗ , έχουμε ότι EV (~sn0+1) ∈ Rs. Τότε, σύμ-

φωνα με την ιδιότητα (ii) του Ορισμού 1.3.11, έχουμε ότι EV (~s− sn0
n0

) ∈ Rs,

αφού EV (~s− sn0
n0

) ⊆ EV (~sn0+1). Επομένως, EV (~u) ∈ Rs, αφού

EV (~u) ⊆ EV (~s− sn0
n0

) = EV (~s− s).
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Ανάλογα αποδεικνύεται και η επόμενη πρόταση.

Πρόταση 1.3.15. Η βάση coideal

B = {FU((Fn)n∈N) : (Fn)n∈N ⊆ [N]<∞>0 με Fn ≺ Fn+1 για κάθε n ∈ N},

στο ([N]<∞>0 ,≺), είναι semiselective∗ και B − s ∈ B για κάθε B ∈ B και
s ∈ [[N]<∞>0 ]<∞.

Θα αποδείξουμε τώρα ότι κάθε semiselective∗ βάση coideal σε ένα άπειρο

διατεταγμένο σύνολο X ώστε B − x ∈ B για κάθε B ∈ B και x ∈ X και

ισοδύναμα κάθε semiselective∗ coideal σε ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο

είναι Ramsey∗.

Σημείωση. ΄Εστω (X,≺) ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο. Για μια οικο-

γένεια F ⊆ [X]<∞∗ και για y ∈ X ορίζουμε,

F−y = {s ∈ F : είτε s = ∅ είτε s = (x1, . . . , xn) για n ∈ N και y ≺ x1}, και

F(y) = {s ∈ [X]<∞∗ : είτε s = ∅, {y} ∈ F είτε s = (x1, . . . , xn) 6= ∅, (y, x1, . . . , xn) ∈ F}.

Θεώρημα 1.3.16. ΄Εστω (X,≺) ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο, B ⊆ [X]
μια semiselective∗ βάση coideal στο (X,≺) ώστε B − x ∈ B για κάθε B ∈ B
και x ∈ X και έστω κ ∈ N. Για κάθε A ∈ B και F ⊆ [X]<∞∗ υπάρχει

B ∈ B, B ⊆ A ώστε

είτε [B]κ∗ ⊆ F είτε [B]κ∗ ⊆ [X]<∞∗ \ F .

Απόδειξη. Η απόδειξη θα γίνει με επαγωγή στο κ. Για κ = 1 το θεώρημα

ισχύει, αφού η B είναι βάση coideal και για κάθε A ∈ B και F ⊆ [X]<∞∗

A = (F ∩ A) ∪ (([X]<∞∗ \ F) ∩ A) .

Υποθέτουμε ότι το θεώρημα ισχύει για κάποιον κ ∈ N, k > 1. ΄Εστω

A ∈ B και F ⊆ [X]<∞∗ . Για κάθε x ∈ X θέτουμε,

R{x} = {B̃ ∈ B : B̃ ⊆ X−x και είτε [B̃]κ∗ ⊆ F(x) είτε [B̃]κ∗ ⊆ [X]<∞∗ \F(x)}

και

Rs = B για κάθε s ∈ [X]<∞∗ \ {{x} : x ∈ X}.
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Για x ∈ X και B ∈ B, από την επαγωγική υπόθεση, υπάρχει B̃ ∈ B, B̃ ⊆
B − x ώστε

είτε [B̃]κ∗ ⊆ F(x) είτε [B̃]κ∗ ⊆ [X]<∞∗ \ F(x).

΄Αρα, B̃ ∈ R{x}. Επίσης, για κάθε C ∈ R{x} και για κάθε B ∈ B με B ⊆ C
έχουμε ότι B ∈ R{x}.

Από τα παραπάνω επιχειρήματα οι οικογένειες Rs, για s ∈ [X]<∞∗ έχουν

την ιδιότητα dense-open στην B. Αφού η B είναι semiselective∗ βάση coideal
υπάρχει B′ ∈ B, B′ ⊆ A ώστε για κάθε x ∈ B′ και B0 ⊆ B′ − x, B0 ∈ B
έχουμε ότι B0 ∈ Rx. ΄Αρα, B′ − x ∈ Rx για κάθε x ∈ B′, αφού B′ − x ∈ B.
΄Εστω

B1 = {x ∈ B′ : [B′ − x]κ∗ ⊆ F(x)}, και
B2 = {x ∈ B′ : [B′ − x]κ∗ ⊆ [X]<∞∗ \ F(x)}.

Αφού B′ ∈ B, B′ = B1 ∪ B2 και η B είναι βάση coideal, υπάρχει B ∈ B
ώστε είτε B ⊆ B1 είτε B ⊆ B2 και φυσικά B ⊆ A. Αν B ⊆ B1, έχουμε ότι

[B − x]κ∗ ⊆ F(x) για κάθε x ∈ B και ισοδύναμα ότι [B]κ+1
∗ ⊆ F . Επίσης, αν

B ⊆ B2, έχουμε ότι, [B−x]κ∗ ⊆ [X]<∞∗ \F(x) για κάθε x ∈ B και ισοδύναμα

ότι [B]κ+1
∗ ⊆ [X]<∞∗ \ F . Η απόδειξη είναι πλήρης.

Το παραπάνω διαμεριστικό θεώρημα έχει ως συνέπεια την ύπαρξη επιπλέον

βάσεων coideal.

Πόρισμα 1.3.17. ΄Εστω (X,≺) ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο, B ⊆ [X]
μια semiselective∗ βάση coideal στο (X,≺) ώστε B − x ∈ B για κάθε B ∈ B
και x ∈ X. Για κάθε n ∈ N, η οικογένεια {[A]n∗ : A ∈ B} είναι μια βάση
coideal στο ([X]n∗ ,≺), όπου για (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) ∈ [X]n∗ , ορίζουμε
(x1, . . . , xn) ≺ (y1, . . . , yn) αν xn ≺ y1.

Το Θεώρημα 1.3.16 συνεπάγεται ότι κάθε semiselective∗ coideal H σε ένα

άπειρο διατεταγμένο σύνολο (X,≺) είναι Ramsey∗.

Πόρισμα 1.3.18. ΄Εστω (X,≺) ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο, H ⊆ [X]
ένα semiselective∗ coideal στο (X,≺) και έστω κ ∈ N. Για κάθε A ∈ B και
F ⊆ [X]<∞∗ υπάρχει B ∈ H, B ⊆ A ώστε

είτε [B]κ∗ ⊆ F είτε [B]κ∗ ⊆ [X]<∞∗ \ F .
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Η βάση coideal

{EV (~w) : ~w = (wn)n∈N ∈ L∞(Σ, ~k; υ)}

στο (L(Σ, ~k; υ),≺) είναι semiselective∗, σύμφωνα με την Πρόταση 1.3.14, και

B − x ∈ B για κάθε B ∈ B και x ∈ L(Σ, ~k; υ). Επομένως, από το Θεώρη-

μα 1.3.16 έπεται ότι είναι Ramsey∗, ένα αποτέλεσμα το οποίο έχει αποδειχθεί

από τον Carlson ([4]) και από την Φαρμάκη ([11]).

Πόρισμα 1.3.19 ([4], [11]). Η βάση coideal

B = {EV (~w) : ~w = (wn)n∈N ∈ L∞(Σ, ~k; υ)}

στο (L(Σ, ~k; υ),≺) είναι Ramsey∗.

Το επόμενο πόρισμα του Θεωρήματος 1.3.16 έχει αποδειχτεί από τους

Milliken ([32]) και Taylor ([37].

Πόρισμα 1.3.20 ([32], [37] ). Η βάση coideal

B = {FU((Fn)n∈N) : (Fn)n∈N ⊆ [N]<∞>0 με Fn ≺ Fn+1 για κάθε n ∈ N}

στο ([N]<∞>0 ,≺) είναι Ramsey∗.

Απόδειξη. Η βάση coideal B είναι semiselective∗, σύμφωνα με την Πρότα-

ση 1.3.4, και B−x ∈ B για κάθε B ∈ B και x ∈ [N]<∞>0 . Επομένως, σύμφωνα

με το Θεώρημα 1.3.16, η B είναι Ramsey∗.

1.3γʹ ΄Ενα διαμεριστικό θεώρημα για coideals σε διατεταγ-

μένα σύνολα

Σε αυτήν την παράγραφο αποδεικνύεται ένα διαμεριστικό θεώρημα (Θεώρη-

μα 1.3.26) για το σύνολο όλων των ολικά διατεταγμένων υποσυνόλων ενός

άπειρου διατεταγμένου συνόλου, το οποίο θα χρησιμοποιήσουμε στην επόμενη

παράγραφο, προκειμένου να αποδείξουμε το ισχυρότερο διαμεριστικό θεώρη-

μα Nash-Williams (Θεώρημα 1.3.34). Συγκεκριμένα, αποδεικνύεται ότι για

μια διαμεριστική οικογένεια F του συνόλου όλων των μη-κενών, ολικά διατε-

ταγμένων, πεπερασμένων υποσυνόλων ενός άπειρου διατεταγμένου συνόλου
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X και για ένα στοιχείο A μιας semiselective∗ βάσης coideal B στο X ώστε

B − s ∈ B για κάθε B ∈ B και s ∈ [X]<∞∗ υπάρχει B ∈ B, B ⊆ A ώστε,

είτε όλα τα ολικά διατεταγμένα πεπερασμένα υποσύνολα του B είναι στοι-

χεία του συμπληρώματος του F ,

είτε κάθε άπειρη αύξουσα ακολουθία στοιχείων του B έχει αρχικό τμήμα

στο F .

Μια ισοδύναμη μορφή του Θεωρήματος 1.3.26 δίνεται στο Θεώρημα 1.3.27,

το οποίο έχει κεντρικό ρόλο στις αποδείξεις των αποτελεσμάτων μας στην

επόμενη παράγραφο.

Ξεκινάμε με την απαραίτητη ορολογία.

Σημείωση. ΄Εστω (X,≺) ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο.

(1) Για t, s ∈ [X]<∞∗ , γράφουμε t ≺ s, αν είτε ∅ ∈ {t, s} είτε t, s 6= ∅ και

x ≺ y για κάθε x ∈ t και y ∈ s.

(2) Για t, s ∈ [X]<∞∗ , γράφουμε t v s, αν t είναι ένα αρχικό τμήμα του s,
δηλαδή αν είτε t ∈ {∅, s} είτε υπάρχει y ∈ s ώστε t = {x ∈ s : x ≺ y}.

(3) Αν A ⊆ X θέτουμε,

[A]∗ = {(xn)n∈N ⊆ A : xn ≺ xn+1 για κάθε n ∈ N}.

(4) Αν (xn)n∈N ∈ [X]∗ και s ∈ [X]<∞∗ γράφουμε, s v (xn)n∈N, αν είτε s = ∅
είτε s = (x1, . . . , xm) για κάποιον m ∈ N.

(5) ΄Εστω t, s ∈ [X]<∞∗ με t ≺ s. Αν t = (x1, . . . , xn), n ∈ N και s =
(s1, . . . , sm), m ∈ N, θέτουμε

t⊗ s = (x1, . . . , xn, s1, . . . , sm).

Αν t = ∅, θέτουμε t⊗ s = s και αν s = ∅, θέτουμε t⊗ s = t.

Ορισμός 1.3.21. ΄Εστω (X,≺) ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο. Για κάθε
A ∈ [X] και t ∈ [X]<∞∗ θέτουμε,

[t, A]∗ = {(xn)n∈N ∈ [X]∗ : t v (xn)n∈N και (xn)n∈N − t ∈ [A]∗},
[∅, A]∗ = [A]∗, και
[t, A]<∞∗ = {t1 ∈ [X]<∞∗ : t1 v t} ∪ {t⊗ s : s ∈ [A]<∞∗ και t ≺ s}.
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Ορισμός 1.3.22. ΄Εστω (X,≺) ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο, B ⊆ [X]
μια βάση coideal στο X, A ∈ B, t ∈ [X]<∞∗ και F ⊆ [X]<∞∗ \ {∅}.

(i) Το A δέχεται (accepts) το t, αν για κάθε (xn)n∈N ∈ [t, A]∗ υπάρχει
s ∈ F ώστε s v (xn)n∈N.

(ii) Το A απορρίπτει (rejects) το t, αν δεν υπάρχει B ∈ B, B ⊆ A που
να δέχεται το t.

(iii) Το A αποφασίζει (decides) για το t, αν το A είτε δέχεται το t είτε
απορρίπτει το t.

Παρατήρηση 1.3.23. ΄Εστω B ⊆ [X] μια semiselective∗ βάση coideal
στο (X,≺) ώστε B − s ∈ B για κάθε B ∈ B και s ∈ [X]<∞∗ και έστω

F ⊆ [X]<∞∗ \ {∅}. Τότε το A ∈ B δέχεται (απορρίπτει) το t ∈ [X]<∞∗ αν και

μόνο αν το A− t δέχεται (απορρίπτει) το t.

Λήμμα 1.3.24. ΄Εστω B ⊆ [X] μια βάση coideal στο X και F ⊆ [X]<∞∗ \
{∅}.

(i) Αν το A ∈ B δέχεται (απορρίπτει) το t ∈ [X]<∞∗ , τότε κάθε B ∈ B, B ⊆
A δέχεται (απορρίπτει) το t.

(ii) Για κάθε A ∈ B και t ∈ [X]<∞∗ υπάρχει B ∈ B, B ⊆ A που αποφασίζει
για το t.

(iii) Αν το A ∈ B δέχεται το t ∈ [X]<∞∗ , τότε το A δέχεται το tx = t ∪ {x},
για κάθε x ∈ A− t.

(iv) Αν το A ∈ B απορρίπτει το t ∈ [X]<∞∗ , τότε

C = {x ∈ A− t : A δέχεται t ∪ {x}} /∈ LB.

Απόδειξη. (i) ΄Επεται από τους ορισμούς.

(ii) ΄Εστω A ∈ B και t ∈ [X]<∞∗ . Αν το A απορρίπτει το t, τότε το A
αποφασίζει για το t. Αλλιώς, υπάρχει B ∈ B, B ⊆ A που δέχεται το t και

άρα το B αποφασίζει για το t.
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(iii) ΄Εστω x ∈ A− t και (xn)n∈N ∈ [tx, A]∗. Τότε (xn)n∈N ∈ [t, A]∗. Αφού το

A δέχεται το t, υπάρχει s ∈ F ώστε s v (xn)n∈N. ΄Αρα, το A δεχεται το tx.

(iv) Υποθέτουμε ότι C ∈ LB. Τότε υπάρχει C̃ ∈ B ώστε C̃ ⊆ C. Αφού

C̃ ⊆ A, σύμφωνα με το (i), το C̃ απορρίπτει το t.

΄Εστω (xn)n∈N ∈ [t, C̃]∗. Τότε υπάρχει xn0 ∈ C̃ − t, n0 ∈ N, με την

ιδιότητα txn0 = t ∪ {xn0} v (xn)n∈N. Αφού xn0 ∈ C̃ ⊆ C, το A δέχεται το

txn0 και ισοδύναμα υπάρχει s ∈ F ώστε s v (xn)n∈N. Επομένως το C̃ δεχεται

το t, το οποίο είναι άτοπο.

Λήμμα 1.3.25. ΄Εστω B ⊆ [X] μια semiselective∗ βάση coideal στο (X,≺)
ώστε B − s ∈ B για κάθε B ∈ B και s ∈ [X]<∞∗ και έστω F ⊆ [X]<∞∗ \ {∅}.
Για κάθε A ∈ B υπάρχει B ∈ B, B ⊆ A ώστε το B αποφασίζει για κάθε
t ∈ [B]<∞∗ .

Απόδειξη. Για κάθε s ∈ [X]<∞∗ θέτουμε,

Rs = {B′ ∈ B : B′ αποφασίζει για το s}.

Από τα (i) και (ii) του Λήμματος 1.3.24, η οικογένεια Rs, για s ∈ [X]<∞∗ ,

έχει την ιδιότητα dense-open. Αφού η B είναι semilective∗ βάση coideal,
για κάθε A ∈ B υπάρχει B ∈ B, B ⊆ A ώστε για κάθε s ∈ [B]<∞∗ και

B̃ ⊆ B− s, B̃ ∈ B έχουμε ότι B̃ ∈ Rs. ΄Αρα, για κάθε s ∈ [B]<∞∗ έχουμε ότι

B− s ∈ B και ότι το B− s αποφασίζει για το s. Επομένως, το B αποφασίζει

για κάθε s ∈ [B]<∞∗ .

Θεώρημα 1.3.26. ΄Εστω (X,≺) ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο, B ⊆ [X]
μια semiselective∗ βάση coideal στο X ώστε B − s ∈ B για κάθε B ∈ B και
s ∈ [X]<∞∗ και έστω F ⊆ [X]<∞∗ \{∅}. Για κάθε A ∈ B υπάρχει B ∈ B, B ⊆
A ώστε,
είτε [B]<∞∗ ∩ F = ∅,
είτε για κάθε (xn)n∈N ∈ [B]∗ υπάρχει s ∈ F ώστε s v (xn)n∈N.

Απόδειξη. ΄Εστω A ∈ B. Σύμφωνα με το Λήμμα 1.3.25, υπάρχει B ∈ B, B ⊆
A το οποίο αποφασίζει για κάθε s ∈ [B]<∞∗ . Αν το B δέχεται το ∅, τότε η

δεύτερη συνθήκη του θεωρήματος ισχύει.
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΄Εστω ότι το B απορρίπτει το ∅. Ορίζουμε τις οικογένειες (Ls)s∈[X]<∞∗
ως

εξής: Για s ∈ [B]<∞∗ ώστε το B απορρίπτει το s θέτουμε

Ls = {C ∈ B : C απορρίπτει sx = s ∪ {x}, για κάθε x ∈ C − s}

και Ls = B αλλιώς.

Θα αποδείξουμε ότι οι οικογένειες Ls, για s ∈ [X]<∞∗ έχουν την ιδιότητα

dense-open στην B στο B. ΄Εστω s ∈ [B]<∞∗ ώστε το B απορρίπτει το s.

(i) ΄Εστω B1 ∈ B, B1 ⊆ B. Τότε, σύμφωνα με το (i) του Λήμματος 1.3.24, το

B1 απορρίπτει το s και, άρα σύμφωνα με το (iv) του Λήμματος 1.3.24, έχουμε

ότι

C1 = {x ∈ B1 − s : B1 δέχεται το sx = s ∪ {x}} /∈ LB.
Αφού το B αποφασίζει για κάθε s ∈ [B]<∞∗ , σύμφωνα με την Παρατήρη-

ση 1.3.23 και το (i) του Λήμματος 1.3.24, για κάθε s ∈ [B]<∞∗ έχουμε ό-

τι το B − s και ισοδύναμα το B1 − s αποφασίζει για κάθε s. Επομένως

B1 − s = C1 ∪ C2, όπου

C2 = {x ∈ B1 − s : B1 απορρίπτει sx = s ∪ {x}}.

Αφού B1 − s ∈ B και C1 /∈ LB, έχουμε ότι C2 ∈ LB. Επομένως, υπάρχει

C ∈ B, C ⊆ C2 ⊆ B1 και C ∈ Ls.
(ii) ΄Εστω B1 ∈ B και C ∈ Ls με B1 ⊆ C. Τότε C ∈ B και το C απορρίπτει

κάθε sx = s ∪ {x} για x ∈ C − s. Επομένως B1 ∈ Ls, αφού B1 ∈ B και

B1 ⊆ C.

Αφου η B είναι semiselective∗ υπάρχει B′ ∈ B, B′ ⊆ B ώστε για κάθε

s ∈ [B′]<∞∗ και B̃ ⊆ B′ − s, B̃ ∈ B έχουμε ότι B̃ ∈ Ls. Θα αποδείξουμε ότι

το B′ απορρίπτει κάθε s ∈ [B′]<∞∗ .

Πράγματι, θα χρησιμοποιήσουμε επαγωγή στο μήκος |s| του s. Αν |s| = 0,
τότε s = ∅ και το B′ απορρίπτει το ∅, αφου το B απορρίπτει το ∅ και B′ ⊆ B.

Υποθέτουμε ότι το B′ απορρίπτει κάθε s ∈ [B′]n∗ . ΄Εστω s ∪ {x} ∈ [B′]n+1
∗ ,

όπου s ∈ [B′]n∗ και x ∈ B′ − s. Αφού B′ − s ∈ Ls και το B′ απορρίπτει το
s από την επαγωγική υπόθεση, έχουμε ότι το B′ − s απορρίπτει το s ∪ {x}
και ισοδύναμα ότι το B′ απορρίπτει το s ∪ {x}. Επομένως το B′ απορρίπτει
το s ∈ [B′]<∞∗ .

Αν s ∈ [B′]<∞∗ ∩ F , τότε το B′ δέχεται το s, άρα [B′]<∞∗ ∩ F = ∅. Η

απόδειξη του θεωρήματος είναι πλήρης.
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Θα αποδείξουμε τώρα μια ισοδύναμη μορφή του Θεωρήματος 1.3.26.

Θεώρημα 1.3.27. ΄Εστω (X,≺) ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο, B ⊆ [X]
μια semiselective∗ βάση coideal στο X ώστε B − s ∈ B για κάθε B ∈ B και
s ∈ [X]<∞∗ , και έστω t ∈ [X]<∞∗ και F ⊆ [X]<∞∗ \ {∅}. Για κάθε A ∈ B
υπάρχει B ∈ B, B ⊆ A ώστε,
είτε [t, B]<∞∗ ∩ F = ∅,
είτε για κάθε (xn)n∈N ∈ [t, B]∗ υπάρχει s ∈ F ώστε s v (xn)n∈N.

Απόδειξη. Αν t = ∅, τότε το θεώρημα ταυτίζεται με το Θεώρημα 1.3.26.

Υποθέτουμε ότι t 6= ∅. ΄Εστω A ∈ B. Αν υπάρχει t1 v t με t1 ∈ F έχουμε

προφανώς την δεύτερη συνθήκη του θεωρήματος. ΄Εστω t1 /∈ F για κάθε

t1 v t. Θέτουμε

F1 = {s ∈ F : t v s} και F2 = {(s− t) : s ∈ F1}.

Παρατηρήστε ότι αν s ∈ F2, τότε t ⊗ s ∈ F1 και ∅ /∈ F2. Σύμφωνα με το

Θεώρημα 1.3.26, υπάρχει B ∈ B, B ⊆ A− t ώστε
είτε [B]<∞∗ ∩ F2 = ∅,
είτε για κάθε (xn)n∈N ∈ [B]∗ υπάρχει s ∈ F2 ώστε s v (xn)n∈N.

Τότε,

είτε [t, B]<∞∗ ∩ F = ∅,
είτε για κάθε (xn)n∈N ∈ [t, B]∗ υπάρχει s ∈ F ώστε s v (xn)n∈N.

Το Θεώρημα 1.3.27 έχει ως συνέπεια το επόμενο θεώρημα για ένα semi-
selective∗ coideal σε ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο.

Θεώρημα 1.3.28. ΄Εστω (X,≺) ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο, H ⊆ [X]
ένα semiselective∗ coideal στο (X,≺), t ∈ [X]<∞∗ και F ⊆ [X]<∞∗ \ {∅}. Για
κάθε A ∈ H υπάρχει B ∈ H, B ⊆ A ώστε,
είτε [t, B]<∞∗ ∩ F = ∅,
είτε για κάθε (xn)n∈N ∈ [t, B]∗ υπάρχει s ∈ F ώστε s v (xn)n∈N.

1.3δʹ Επέκταση του κλασικού θεωρήματος Nash-Williams μέ-
σω της έννοιας του coideal

Σε αυτήν την παράγραφο αποδεικνύεται (Θεώρημα 1.3.34) το βασικό αποτέ-

λεσμα αυτού του κεφαλαίου, μια ισχυρή επέκταση του κλασικού θεωρήματος
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Nash-Williams ([33]). Συγκεκριμένα, για ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο

(X,≺) εφοδιάζουμε το σύνολο [X]∗ όλων των απείρων διατεταγμένων ακο-

λουθιών στοX με την σχετική τοπολογία της τοπολογία γινόμενο του {0, 1}X
και χρησιμοποιώντας το διαμεριστικό θεώρημα σε ένα διατεταγμένο σύνολο

(Θεώρημα 1.3.27) που αποδείξαμε στην προηγούμενη παράγραφο, αποδεικνύ-

εται (Θεώρημα 1.3.33) ότι αν B είναι μια semiselective∗ βάση coideal στο X
ώστε B − s ∈ B για κάθε B ∈ B και s ∈ [X]<∞∗ , τότε κάθε διαμεριστική

οικογένεια U του [X]∗, η οποία είναι κλειστή ως προς την τοπολογία της κατά

σημείο σύγκλισης, είναι B-πλήρως (completely) Ramsey∗, δηλαδή για κάθε

στοιχείο A ∈ B υπάρχει στοιχείο B ∈ B με B ⊆ A ώστε,

είτε όλες οι άπειρες διατεταγμένες ακολουθίες του B να είναι στοιχεία του

U ,
είτε όλες οι άπειρες διατεταγμένες ακολουθίες του B να είναι στοιχεία του

συμπληρώματος του U .
Από το Θεώρημα 1.3.33 έπεται άμεσα το επόμενο ισχυρότερο διαμεριστικό

θεώρημα Nash-Williams (Θεώρημα 1.3.34).

Θεώρημα (Θεώρημα 1.3.34).

΄Εστω (X,≺) ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο, B ⊆ [X] μια semiselective∗

βάση coideal στο X ώστε B − s ∈ B για κάθε B ∈ B και s ∈ [X]<∞∗ .

Για κάθε διαμεριστική οικογένεια U του [X]∗, η οποία είναι κλειστή ως προς

την τοπολογία της κατά σημείο σύγκλισης και για κάθε A ∈ B υπάρχει B ∈
B, B ⊆ A ώστε,

είτε [B]∗ ⊆ U ,
είτε [B]∗ ⊆ [X]∗ \ U .

Σημειώνουμε ότι θα χρησιμοποιήσουμε το Θεώρημα 1.3.34 στο δεύτερο

κεφάλαιο προκειμένου να αποδείξουμε τα ερευνητικά μας αποτελέσματα.

Το παραπάνω διαμεριστικό θεώρημα χαρακτηρίζεται ως ένα θεώρημα τύ-

που Nash-Williams για την B στο X, ως ειδικότερη περίπτωση αυτού του

θεωρήματος για την βάση coideal B = [N] στο X = N, το οποίο απεδείχθη

από τον Nash-Williams ([33]) (Θεώρημα 1.1.9).

Η εφαρμογή αυτού του διαμεριστικού θεωρήματος για το σύνολο [N]<∞>0 ό-

λων των πεπερασμένων μη κενών υποσυνόλων του N και για την βάση coideal
B = {FU((Fn)n∈N) : (Fn)n∈N ⊆ [N]<∞>0 , με F1 ≺ F2 ≺ . . .} στο [N]<∞>0 (Πα-

ραδειγμα 1.3.6 (1), Πρόταση 1.3.15) συνεπάγεται ένα θεώρημα τύπου Nash-
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Williams στο [N]<∞>0 , το οποίο απεδείχθη αρχικά από τους Milliken ([32]),

Taylor ([37]).

Επίσης, αυτό το διαμεριστικό θεώρημα συνεπάγεται ένα θεώρημα τύπου

Nash-Williams για το σύνολο L(Σ, ~k; υ) των ω-located λέξεων με μεταβλητή

ως προς ένα άπειρο αλφάβητο Σ που φράσσεται από μια αύξουσα ακολου-

θία ~k, για την βάση coideal B = {EV (~w) : ~w = (wn)n∈N ∈ L∞(Σ, ~k; υ)}
στο L(Σ, ~k; υ) (Παράδειγμα 1.3.6 (2), Πρόταση 1.3.14) το οποίο απεδείχθη

από τον Carlson ([4]) και από την Φαρμάκη ([11]), και στην περίπτωση του

πεπερασμένου αλφαβήτου από τους Bergelson, Blass, Hindman ([1]).

Επιπλέον, αποδεικνύεται (Θεώρημα 1.3.36 και Πόρισμα 1.3.38) ότι κάθε

διαμεριστική οικογένεια U του [X]∗, το οποίο είναι ένα Borel υποσύνολο του

[X]∗, είναι B-πλήρως Ramsey∗.

Τέλος, ορίζοντας (στον Ορισμό 1.3.40) την έννοια της B-Baire∗ διαμε-

ριστικής οικογένειας του [X]∗, αποδεικνύεται (Θεώρημα 1.3.41) ότι κάθε B-
Baire∗ διαμεριστική οικογένεια είναι B-completely Ramsey∗.

Ορισμός 1.3.29. ΄Εστω (X,≺) ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο και B ⊆
[X] μια βάση coideal στο X. ΄Ενα υποσύνολο U ⊆ [X]∗ λέγεται B-Ramsey∗

αν για κάθε A ∈ B υπάρχει B ∈ B, B ⊆ A ώστε

είτε [B]∗ ⊆ U είτε [B]∗ ⊆ [X]∗ \ U .

Αν για κάθε A ∈ B υπάρχει B ∈ B, B ⊆ A ώστε [B]∗ ⊆ [X]∗ \ U , τότε το
σύνολο U λέγεται B-Ramsey∗ null.

Ορισμός 1.3.30. ΄Εστω (X,≺) ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο και B ⊆
[X] μια βάση coideal στο X. ΄Ενα υποσύνολο U ⊆ [X]∗ λέγεται B-πλήρως
(completely) Ramsey∗ αν για κάθε t ∈ [X]<∞∗ και A ∈ B υπάρχει B ∈
B, B ⊆ A ώστε

είτε [t, B]∗ ⊆ U είτε [t, B]∗ ⊆ [X]∗ \ U .

Αν για κάθε t ∈ [X]<∞∗ και A ∈ B υπάρχει B ∈ B, B ⊆ A ώστε [t, B]∗ ⊆
[X]∗ \ U , τότε το σύνολο U λέγεται B-πλήρως (completely) Ramsey∗

null.
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Παρατηρήσεις 1.3.31. (i) Αν U ⊆ [X]∗ είναι B-πλήρως Ramsey∗, τότε
είναι B- Ramsey∗.

(ii) ΄Ενα σύνολο U ⊆ [X]∗ είναι B-πλήρως Ramsey ∗ (αντίστοιχα είναι
B-πλήρως Ramsey∗ null) αν και μόνο αν για κάθε t ∈ [X]<∞∗ η οικογένεια

U t =
{
~x− t : ~x ∈ U ∩ [t,X]∗

}
,

είναι B- Ramsey∗ (αντίστοιχα είναι B-Ramsey∗ null), όπου για ~x = (xn)n∈N
θέτουμε ~x− t = (xn)n≥n0 και n0 = min{n ∈ N : t ≺ {xn}}. Αυτό συμβαίνει
γιατί [t, B]∗ ⊆ U , αν και μόνο αν [B − t]∗ ⊆ U t.

(iii) Αν (Un)∞n=0 είναι μια ακολουθία υποσυνόλων του [X]∗, τότε

( ∞⋃
n=0

Un
)t

=
∞⋃
n=0

U tn ;για κάθε t ∈ [X]<∞∗ .

Θα εφοδιάσουμε το σύνολο [X]∗ με την σχετική τοπολογία της τοπολογίας

γινόμενο του {0, 1}X , του οποίου τα βασικά ανοικτά σύνολα είναι της μορφής

[t,X]∗, για t ∈ [X]<∞∗ , όπου

[t,X]∗ = {(xn)n∈N ∈ [X]∗ : t v (xn)n∈N}.

Ορισμός 1.3.32. ΄Εστω (X,≺) ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο. Ταυτί-
ζοντας κάθε στοιχείο ~x = (xn)n∈N ∈ [X]∗ με την χαρακτηριστική συνάρτηση
xσ(~x) ∈ {0, 1}X του συνόλου σ(~x) = {xn : n ∈ N} ⊆ X, εφοδιάζουμε το σύ-
νολο [X]∗ με την σχετική τοπολογία T της τοπολογίας γινόμενο (ισοδύναμα
με την τοπολογία της κατά σημείο σύγκλισης) του {0, 1}X . Μια βάση της
τοπολογίας T είναι η οικογένεια

{
[t,X]∗ : t ∈ [X]<∞∗

}
.

Επομένως, μια οικογένεια U ⊆ [X]∗ είναι κλειστή ως προς την τοπολογία

της κατά σημείο σύγκλισης (ισοδύναμα T-κλειστή) αν {χσ(~s) : ~s ∈ U} είναι

κλειστό στο {0, 1}X ως προς την τοπολογία γινόμενο.

Θεώρημα 1.3.33. ΄Εστω (X,≺) ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο και B ⊆
[X] μια semiselective∗ βάση coideal στο X ώστε B − s ∈ B για κάθε B ∈ B
και s ∈ [X]<∞∗ . Τότε κάθε διαμεριστική οικογένεια U του [X]∗, η οποία είναι
κλειστή ως προς την τοπολογία της κατά σημείο σύγκλισης, είναι B-πλήρως
Ramsey∗.
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Απόδειξη. ΄Εστω t ∈ [X]<∞∗ και A ∈ B. Θέτουμε

F = {s ∈ [X]<∞∗ : υπάρχει (zn)n∈N ∈ U ώστε s v (zn)n∈N} ⊆ [X]<∞∗ }.

Σύμφωνα με το Θεώρημα 1.3.27, υπάρχει B ∈ B, B ⊆ A ώστε, είτε

(1) [t, B]<∞∗ ⊆ F , είτε

(2) για κάθε (xn)n∈N ∈ [t, B]∗ υπάρχει s ∈ [X]<∞∗ \ F ώστε s v (xn)n∈N.

Αν ισχύει η (1), τότε [t, B]∗ ⊆ U . Πράγματι, έστω ~x = (xn)n∈N ∈ [t, B]∗.
Τότε (x1, . . . , xn) ∈ [t, B]<∞∗ ⊆ F , για κάθε n ∈ N. Επομένως, για κάθε

n ∈ N υπάρχει ~zn = (znm)m∈N ∈ U ώστε (x1 . . . , xn) v (znm)m∈N. Αφού η U
είναι κλειστή ως προς την τοπολογία της κατά σημείο σύγκλισης και (~zn)n∈N
συγκλίνει κατά σημείο στο ~x, έχουμε ότι ~x ∈ U . Επομένως, [t, B]∗ ⊆ U .

Αν ισχύει η (2), τότε για κάθε (xn)n∈N ∈ [t, B]∗ υπάρχει s v (xn)n∈N το

οποίο ανήκει στο [X]<∞∗ \ F . Επομένως, [t, B]∗ ⊆ [X]∗ \ U .

Από το Θεώρημα 1.3.33 έπεται άμεσα το επόμενο ισχυρότερο θεώρημα

Nash-Williams, καθώς αν U ⊆ [X]∗ είναι B-πλήρως Ramsey∗, τότε είναι

B-Ramsey∗.

Θεώρημα 1.3.34. ΄Εστω (X,≺) ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο, B ⊆ [X]
μια semiselective∗ βάση coideal στο X ώστε B − s ∈ B για κάθε B ∈ B
και s ∈ [X]<∞∗ . Για κάθε διαμεριστική οικογένεια U του [X]∗, η οποία είναι
κλειστή ως προς την τοπολογία της κατά σημείο σύγκλισης και για κάθε A ∈ B
υπάρχει B ∈ B, B ⊆ A ώστε,
είτε [B]∗ ⊆ U ,
είτε [B]∗ ⊆ [X]∗ \ U

Πόρισμα 1.3.35. ΄Εστω (X,≺) ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο και H ⊆
[X] ένα semiselective∗ coideal στο X. Τότε κάθε διαμεριστική οικογένεια
U του [X]∗, η οποία είναι κλειστή ως προς την τοπολογία της κατά σημείο
σύγκλισης, είναι H-πλήρως Ramsey∗.

Θεώρημα 1.3.36. ΄Εστω (X,≺) ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο και B ⊆
[X] μια semiselective∗ βάση coideal στο X ώστε B − s ∈ B για κάθε B ∈ B
και s ∈ [X]<∞∗ . Τότε η οικογένεια των B-πλήρως Ramsey∗ υποσυνόλων του
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[X]∗ είναι κλειστή ως προς τις αριθμήσιμες ενώσεις και επίσης η οικογένεια
των B-πλήρως Ramsey∗ null υποσυνόλων του [X]∗ είναι κλειστή ως προς τις
αριθμήσιμες ενώσεις.

Απόδειξη. ΄Εστω (Un)∞n=0 μια ακολουθία B-πλήρως Ramsey ∗
υποσυνόλων

του [X]∗. Θα αποδείξουμε ότι
⋃∞
n=0 Un είναι B-πλήρως Ramsey∗. Αρκεί να

αποδείξουμε ότι
⋃∞
n=0 Un είναι B-πλήρως Ramsey∗ null αν Un είναι B-πλήρως

Ramsey∗ null για κάθε n ∈ N ∪ {0}.
΄Εστω (Un)∞n=0 μια ακολουθία B-πλήρως Ramsey∗ null υποσυνόλων του

[X]∗ και έστω t ∈ [X]<∞∗ και A ∈ B. Ορίζουμε τις οικογένειες (Rs)s∈[X]<∞∗

ως εξής: Για s ∈ [X]<∞∗ ώστε t ≺ s θέτουμε

Rs = {B ∈ B : [s, B]∗ ∩ (Un)t = ∅ για κάθε n ∈ N, n ≤ |s|},

όπου με |s| συμβολίζουμε το μήκος του s και το (Un)t έχει οριστεί στις Πα-

ρατηρήσεις 1.3.31. Αλλιώς, θέτουμε Rs = B.
Θα αποδείξουμε ότι οι οικογένειες Rs, για s ∈ [X]<∞∗ έχουν την ιδιότητα

dense-open. ΄Εστω s ∈ [X]<∞∗ ώστε t ≺ s με |s| = n0 .

(i) ΄Εστω B ∈ B. Αφού οι οικογένειες U0, . . .Un0 είναι B-πλήρως Ramsey∗

null, υπάρχει C ∈ B, C ⊆ B ώστε [t ⊗ s, C]∗ ∩ Un = ∅ για κάθε n ∈
{0, . . . , n0}. Επομένως, C ∈ Rs.

(ii) ΄Εστω B ∈ Rs και C ∈ B, C ⊆ B. Τότε, προφανώς C ∈ Rs.

Αφού η B είναι semiselective∗ βάση coideal, υπάρχει B ∈ B, B ⊆ A
ώστε για κάθε s ∈ [B]<∞∗ και B1 ⊆ B − s, B1 ∈ B έχουμε ότι B1 ∈ Rs.

Επομένως, [∅, B]∗ ∩ (U0)t = ∅ και ισοδύναμα [t, B]∗ ∩ U0 = ∅. Ειδικότερα,

[∅, B]∗ ∩ (Un)t = ∅, για κάθε n ∈ N. Πράγματι, ας υποθέσουμε ότι υπάρχει

(xn)n∈N ∈ [∅, B]∗∩ (Un)t για κάποιο n ∈ N. Αν s = (x1, . . . , xn), τότε B−s ∈
Rs, άρα [s, B − s]∗ ∩ (Un)t = ∅, άτοπο αφού (xn)n∈N ∈ [s, B − s]∗ ∩ (Un)t.
Επομένως, [∅, B]∗∩ (Un)t = ∅ για κάθε n ∈ N και ισοδύναμα [t, B]∗∩ Un = ∅
για κάθε n ∈ N. Η απόδειξη είναι πλήρης.

Τα επόμενα Πορίσματα έπονται άμεσα από το Θεώρημα 1.3.36.

Πόρισμα 1.3.37. ΄Εστω (X,≺) ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο και B ⊆
[X] μια semiselective∗ βάση coideal στοX ώστε B−s ∈ B για κάθε B ∈ B και
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s ∈ [X]<∞∗ (ή B ⊆ [X] ένα semiselective∗ coideal στο X). Τότε η οικογένεια
όλων των B-πλήρως Ramsey∗ υποσυνόλων του [X]∗ είναι ένα σ-σώμα (σ-field).

Πόρισμα 1.3.38. ΄Εστω (X,≺) ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο και B ⊆
[X] μια semiselective∗ βάση coideal στο X ώστε B − s ∈ B για κάθε B ∈ B
και s ∈ [X]<∞∗ (ή B ⊆ [X] ένα semiselective∗ coideal στο X). Τότε κάθε
Borel υποσύνολο του [X]∗ είναι B-πλήρως Ramsey∗.

Παρατηρήσεις 1.3.39. (i) Η ειδικότερη περίπτωση του Πορίσματος 1.3.38
για το coideal [N] στο N με την συνήθη διάταξη αποδεικνύεται από τους
Galvin-Prikry ([21]).

(ii) Σύμφωνα με το Πόρισμα 1.3.38 και την Πρόταση 1.3.15 κάθε Borel
υποσύνολο του [[N]<∞>0 ]∗ είναι B-πλήρως Ramsey∗, όπου B = {FU((Fn)n∈N) :
(Fn)n∈N ⊆ [N]<∞>0 , με F1 ≺ F2 ≺ . . .}. Το αποτέλεσμα αυτό απεδείχθη από
τους Milliken ([32]), Taylor ([37]).

(iii) Σύμφωνα με το Πόρισμα 1.3.38 και την Πρόταση 1.3.14 κάθε Borel

υποσύνολο του [L(Σ, ~k; υ)]∗ είναι B-πλήρως Ramsey∗, όπου B = {EV (~w) :

~w = (wn)n∈N ∈ L∞(Σ, ~k; υ)}. Το αποτέλεσμα αυτό απεδείχθη από τον Carlson
([4]) και από την Φαρμάκη ([11]), και νωρίτερα από τους Bergelson, Blass,
Hindman ([1]) για την ειδικότερη περίπτωση του πεπερασμένου αλφαβήτου.

Ορισμός 1.3.40. ΄Εστω (X,≺) ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο και B ⊆
[X] μια βάση coideal στο X. ΄Ενα υποσύνολο U ⊆ [X]∗ λέγεται B-Baire∗ αν
για κάθε t ∈ [X]<∞∗ και A ∈ B υπάρχουν s ∈ [X]<∞∗ και B ∈ B, B ⊆ A ώστε
[s, B]∗ ⊆ [t, A]∗ και

είτε [s, B]∗ ⊆ U είτε [s, B]∗ ⊆ [X]∗ \ U .

Αν για κάθε t ∈ [X]<∞∗ και A ∈ B υπάρχουν s ∈ [X]<∞∗ και B ∈ B ώστε
[s, B]∗ ⊆ [t, A]∗ και [s, B]∗ ⊆ [X]∗ \U , τότε το σύνολο U λέγεται B-meager∗.

Αν ένα υποσύνολο U ⊆ [X]∗ είναι B-πλήρως Ramsey∗, τότε είναι προφα-

νώς B-Baire∗ και φυσικά αν U είναι B-Ramsey null ∗, τότε U είναι B-meager∗.
Η αντίστροφη συνεπαγωγή, σύμφωνα με τον Todorcevic (Λήμμα 7.5 στο [38])

δεν ισχύει. Στο επόμενο θεώρημα θα αποδείξουμε ότι οι δυο έννοιες ταυτί-

ζονται στην περίπτωση της semiselective∗ βάσης coideal.
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Θεώρημα 1.3.41. ΄Εστω (X,≺) ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο και B ⊆
[X] μια semiselective∗ βάση coideal στο X ώστε B − s ∈ B για κάθε B ∈ B
και s ∈ [X]<∞∗ . Τότε κάθε B-Baire∗ υποσύνολο του [X]∗ είναι B-πλήρως
Ramsey∗.

Απόδειξη. ΄Εστω U ένα B-Baire∗ υποσύνολο του [X]∗. ΄Εστω t ∈ [X]<∞∗ και

A ∈ B. Για s ∈ [X]<∞∗ ώστε t ≺ s θέτουμε,

Rs = {B ∈ B : [s, B]∗ ⊆ U t} ∪ {B ∈ B : [s, B]∗ ⊆ [X]∗ \ U t}
∪ {B ∈ B : [s, B′]∗ * U t και [s, B′]∗ * [X]∗\U t για κάθε B′ ∈ B, B′ ⊆ B}.

Η οικογένεια Rs έχει την ιδιότητα dense-open. Αφού η B είναι μια semi-
selective∗ βάση coideal, υπάρχει B ∈ B, B ⊆ A ώστε για κάθε s ∈ [B]<∞∗ και

B1 ⊆ B − s, B1 ∈ B έχουμε ότι B1 ∈ Rs. Τότε B − s ∈ B και B − s ∈ Rs

για κάθε s ∈ [B]<∞∗ . ΄Εστω

F1 = {s ∈ [B]<∞∗ : [s, B]∗ ⊆ U t},
F2 = {s ∈ [B]<∞∗ : [s, B]∗ ⊆ [X]∗ \ U t}, και
F3 = {s ∈ [B]<∞∗ : [s, B′]∗ * U t και [s, B′]∗ * [X]∗ \ U t για κάθε

B′ ∈ B, B′ ⊆ B}.
Αφού B − s ∈ Rs για κάθε s ∈ [B]<∞∗ , έχουμε [B]<∞∗ = F1 ∪ F2 ∪ F3.

Σύμφωνα με το Θεώρημα 1.3.26, υπάρχει B1 ∈ B, B1 ⊆ B ώστε, είτε

(1) [B1]<∞∗ ∩ F1 = ∅, είτε

(2) για κάθε (xn)n∈N ∈ [∅, B1]∗ υπάρχει s ∈ F1 ώστε s v (xn)n∈N.

Αν ισχύει η περίπτωση (2), τότε [∅, B1]∗ ⊆ U t. Αλλιώς, εφαρμόζοντας το

Θεώρημα 1.3.26 για την οικογένεια F2 υπάρχει B2 ∈ B, B2 ⊆ B1 ώστε, είτε

(1) [B2]<∞∗ ∩ F2 = ∅, είτε

(2) για κάθε (xn)n∈N ∈ [∅, B2]∗ υπάρχει s ∈ F2 ώστε s v (xn)n∈N.

Αν ισχύει η περίπτωση (2), τότε [∅, B2]∗ ⊆ [X]∗ \ U t. Αλλιώς, εφαρμόζοντας

το Θεώρημα 1.3.26 για την οικογένεια F3 υπάρχει B3 ∈ B, B3 ⊆ B2 ώστε,

είτε

(1) [B3]<∞∗ ∩ F3 = ∅, είτε
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(2) για κάθε (xn)n∈N ∈ [B3]∗ υπάρχει s ∈ F3 ώστε s v (xn)n∈N.

Θα αποδείξουμε ότι η τελευταία περίπτωση δεν μπορεί να συμβαίνει.

Αφού [B3]<∞∗ ∩F1 = ∅, [B3]<∞∗ ∩F2 = ∅, έχουμε ότι [B3]<∞∗ ⊆ F3. Αφού

η U έχει την ιδιότητα Baire∗ το ίδιο ισχύει και για την οικογένεια U t. ΄Αρα

υπάρχουν r ∈ [X]<∞∗ και B′ ∈ B, B′ ⊆ B3 ώστε [r, B′]∗ ⊆ [∅, B3]∗ και

είτε [r, B′]∗ ⊆ U t είτε [r, B′]∗ ⊆ [X]∗ \ U t.

Αφού r ∈ [B3]<∞∗ ⊆ F3 και B′ ⊆ B έχουμε ότι

[r, B′]∗ * U t και [r, B′]∗ * [X]∗ \ U t,

το οποίο είναι άτοπο. Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη.





Κεφάλαιο 2

Επέκταση του `1-διχοτομικού
θεωρήματος του Rosenthal

΄Ενα από τα σημαντικότερα θεωρήματα της Συναρτησιακής Ανάλυσης είναι

το θεμελιώδες `1-διχοτομικό θεώρημα του Rosenthal ([35]), σύμφωνα με το

οποίο, αν (fn)n∈N είναι μια φραγμένη ακολουθία πραγματικών συναρτήσεων

(ορισμένη σε ένα άπειρο σύνολο X), τότε η (fn)n∈N έχει μια υπακολουθία,

η οποία είναι είτε κατά σημείο συγκλίνουσα, είτε ισοδύναμη (ως προς την

|| · ||∞) με την μοναδιαία βάση του `1. Μια απλούστερη απόδειξη αυτού του

θεωρήματος, μέσω του κλασικού θεωρήματος Nash-Williams ([33]), δόθηκε

από τον Farahat ([8]).

Σε αυτό το κεφάλαιο, στην πρώτη παράγραφο διατυπώνουμε το θεμελιώ-

δες `1-διχοτομικό θεώρημα του Rosenthal, ενώ στην δεύτερη παράγραφο α-

ποδεικνύεται ένα `1-διχοτομικό θεώρημα, ισχυρότερο από το αντίστοιχο του

του Rosenthal, μέσω της έννοιας του coideal στο σύνολο N των φυσικών

αριθμών. Σημειώνουμε ότι η απόδειξη αυτού του θεωρήματος βασίζεται στο

ισχυρότερο θεώρημα Nash-Williams (Θεώρημα 1.3.34) που απεδείχθη στο

πρώτο κεφάλαιο.

Αρχικά, αντικαθιστώντας την οικογένεια όλων των απείρων υποσυνόλων

του N με μια βάση coideal B στο N, επεκτείνουμε τις έννοιες της ακολου-

θίας, της υπακολουθίας μιας ακολουθίας και της συγκλίνουσας ακολουθίας

σ΄ έναν μετρικό χώρο με τις έννοιες της B-ακολουθίας (Ορισμός 2.2.2), της

B-υπακολουθίας μιας B-ακολουθίας (Ορισμός 2.2.4) και της B-συγκλίνουσας
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ακολουθίας σ΄ έναν μετρικό χώρο (Ορισμός 2.2.6) αντίστοιχα. Οι συνήθεις

έννοιες της ακολουθίας, της υπακολουθίας και της συγκλίνουσας ακολουθί-

ας αντιστοιχούν στην βάση coideal B = [N] όλων των απείρων υποσυνόλων

του N. Στην συνέχεια, για μια Ramsey βάση coideal B στο N αποδεικνύ-

εται (Πρόταση 2.2.10 και Θεώρημα 2.2.11) ότι κάθε φραγμένη B-ακολουθία
πραγματικών αριθμών έχει μια B-υπακολουθία η οποία είναι B-συγκλίνουσα,
επεκτείνοντας το θεμελιώδες θεώρημα Bolzano-Weierstrass που αντιστοιχεί

στην βάση coideal B = [N] όλων των απείρων υποσυνόλων του N. Χρη-

σιμοποιώντας αυτό το επεκτεταμένο θεώρημα Bolzano-Weierstrass και το ι-

σχυρότερο διαμεριστικό θεώρημα Nash-Williams που απεδείχθη στο πρώτο

κεφάλαιο (Θεώρημα 1.3.34), επεκτείνουμε (Θεώρημα 2.2.20) το `1-διχοτομικό

θεώρημα του Rosenthal ως προς ένα coideal ως εξής: αν B είναι μια semise-
lective βάση coideal στο N, τότε κάθε φραγμένη B-ακολουθία πραγματικών

συναρτήσεων (fn)n∈A έχει μια B-υπακολουθία (fn)n∈B, η οποία είναι είτε B-
συγκλίνουσα, είτε ισοδύναμη με την μοναδιαία βάση του `1(B). Σημειώνουμε

ότι το θεμελιώδες `1-διχοτομικό θεώρημα του Rosenthal αντιστοιχεί στην

(semiselective) βάση coideal B = [N] όλων των απείρων υποσυνόλων του N.

Σημείωση. Συμβολίζουμε με N το σύνολο {1, 2, . . .} όλων των φυσικών

αριθμών. Για ένα άπειρο υποσύνολο M του N συμβολίζουμε με [M ]<∞ το

σύνολο όλων των πεπερασμένων υποσυνόλων του M , με [M ]<∞>0 το σύνολο

όλων των πεπερασμένων μη-κενών υποσυνόλων του M και με [M ] το σύνολο

όλων των απείρων υποσυνόλων του M .

2.1 Το θεμελιώδες `1-διχοτομικό θεώρημα του Ro-
senthal

Το θεμελιώδες `1-διχοτομικό θεώρημα του Rosenthal διατυπώνεται ως εξής:

Θεώρημα 2.1.1 (`1-διχοτομικό θεώρημα του Rosenthal, [35]). ΄Ε-
στω (fn)n∈N μια φραγμένη ακολουθία συναρτήσεων από ένα άπειρο σύνολο
X στο σύνολο των πραγματικών αριθμών. Τότε υπάρχει μια υπακολουθία
(fnk)k∈N της (fn)n∈N ώστε,
είτε η (fnk)k∈N είναι κατά σημείο συγκλίνουσα,
είτε η (fnk)k∈N είναι ισοδύναμη με την μοναδιαία βάση του `1.
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2.2 Ερευνητικά αποτελέσματα: Επέκταση του `1-

διχοτομικού θεωρήματος του Rosenthal ως προς

ένα coideal

Αρχικά, στην παράγραφο 2.2(α) για μια βάση coideal B στο σύνολο N των φυ-

σικών αριθμών εισάγουμε τις B-ακολουθίες σε ένα σύνολο X (Ορισμός 2.2.2),

τις B-υπακολουθίες μιας B-ακολουθίας σε ένα σύνολο X (Ορισμός 2.2.4) και

τις B-συγκλίνουσες ακολουθίες σε ένας μετρικό (ή τοπολογικό) χώρο (Ο-

ρισμός 2.2.6). Οι συνήθεις έννοιες της ακολουθίας, της υπακολουθίας και

της συγκλίνουσας ακολουθίας αντιστοιχούν στην βάση coideal B = [N] όλων
των απείρων υποσυνόλων του N. Σημειώνουμε ότι μια ακολουθία μπορεί να

έχει υπακολουθίες που δεν είναι B-υπακολουθίες (Παρατηρήσεις 2.2.5 (ii)).
Στην συνέχεια, για μια Ramsey βάση coideal B στο N αποδεικνύεται (Πρότα-

ση 2.2.10 και Θεώρημα 2.2.11) ότι κάθε φραγμένη B-ακολουθία πραγματικών

αριθμών έχει μια B-υπακολουθία η οποία είναι B-συγκλίνουσα, επεκτείνον-

τας το θεμελιώδες θεώρημα Bolzano-Weierstrass που αντιστοιχεί στην βάση

coideal B = [N] όλων των απείρων υποσυνόλων του N. Τέλος, εφαρμό-

ζοντας το Θεώρημα 2.2.11 χαρακτηρίζουμε (Πρόταση 2.2.12) τις φραγμένες

B-ακολουθίες πραγματικών αριθμών που δεν είναι B-συγκλίνουσες, ως εκεί-

νες που έχουν δύο B-υπακολουθίες οι οποίες συγκλίνουν ως προς την B σε

διαφορετικά όρια.

Στην παράγραφο 2.2(β), χρησιμοποιώντας τα παραπάνω αποτελέσματα και

το ισχυρότερο διαμεριστικό θεώρημα Nash-Williams που απεδείχθη στο πρώ-

το κεφάλαιο (Θεώρημα 1.3.34), αποδεικνύεται (Θεώρημα 2.2.20) το επόμενο

`1-διχοτομικό θεώρημα ως προς ένα coideal:

Θεώρημα (Θεώρημα 2.2.20).

΄Εστω B μια semiselective βάση coideal στο N και (fn)n∈A μια φραγμένη B-
ακολουθία συναρτήσεων από ένα άπειρο σύνολο X στο σύνολο των πραγμα-

τικών αριθμών. Τότε υπάρχει μια B-υπακολουθία (fn)n∈B της (fn)n∈A ώστε,

είτε η (fn)n∈B είναι B-συγκλίνουσα,
είτε η (fn)n∈B είναι ισοδύναμη με την μοναδιαία βάση του `1(B).

Παρατηρούμε ότι στην ειδικότερη περίπτωση όπου B = [N] (προφανώς

μια semiselective βάση coideal στο N), το Θεώρημα 2.2.20 συμπίπτει με το

θεμελιώδες `1-διχοτομικό θεώρημα του Rosenthal ([35]).
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2.2αʹ Ακολουθίες και σύγκλιση ως προς μια βάση coideal

Αρχικά υπενθυμίζουμε την έννοια της βάσης coideal στο N, που ορίσαμε στο

πρώτο κεφάλαιο (Ορισμός 1.2.12).

Ορισμός 2.2.1. Μια μη κενή οικογένεια B του συνόλου [N] είναι μια βάση

coideal στο N αν ικανοποιεί την επόμενη ιδιότητα:
Αν A ∪B ∈ B, τότε υπάρχει C ∈ B ώστε είτε C ⊆ A είτε C ⊆ B.

Σημείωση. Αν B ⊆ [N], θέτουμε

LB = {A ∈ [N] : υπάρχει B ∈ B με B ⊆ A}.

Σύμφωνα με την Πρόταση 1.2.14 ([16]), μια μη κενή οικογένεια B του

συνόλου [N] είναι μια βάση coideal στο N, αν η οικογένεια LB είναι ένα coideal
στο N.

Ορισμός 2.2.2. ΄ΕστωX ένα μη κενό σύνολο και B μια βάση coideal στο N.
Μια B-ακολουθία στο X είναι μια συνάρτηση a : A→ X από ένα στοιχείο
A του coideal LB που παράγεται από την B στο σύνολο X και συμβολίζεται με
(an)n∈A.

Παρατηρήσεις 2.2.3. (i) Κάθε ακολουθία σε ένα σύνολο X είναι μια B-
ακολουθία στο X για κάθε βάση coideal B στο N, αφού N ∈ LB.

(ii) ΄Εστω B μια βάση coideal στο N. Κάθε B-ακολουθία σε ένα σύνολο

X είναι μια [N]-ακολουθία στο X, αφού το [N] είναι coideal στο N (Παρά-

δειγμα 1.2.35 (i)).

Για μια βάση coideal B στο N, θα ορίσουμε τις B-υπακολουθίες μιας B-
ακολουθίας σε ένα σύνολο X.

Ορισμός 2.2.4. ΄Εστω B μια βάση coideal στο N και (an)n∈A μια B-
ακολουθία σε ένα σύνολο X. Η B-ακολουθία (an)n∈B στο X λέγεται η B-
υπακολουθία της (an)n∈A αν B ⊆ A.

΄Εστω B μια βάση coideal στο N. Η υπακολουθία (akn)n∈N της ακο-

λουθίας (an)n∈N αντιστοιχεί στην B-υπακολουθία (an)n∈B της (an)n∈N, αν

B = {kn : n ∈ N} ∈ LB. Σημειώνουμε ότι στην περίπτωση όπου το LB είναι
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διαφορετικό του [N], κάθε ακολουθία έχει υπακολουθίες που δεν αντιστοιχούν

σε B-υπακολουθίες. (Παρατήρηση 2.2.5(ii) παρακάτω).

Αντίθετα, αν (an)n∈B είναι μια B-υπακολουθία της ακολουθίας (an)n∈N,
τότε η υπακολουθία (akn)n∈N της (an)n∈N, όπου B = {kn : n ∈ N} με

kn < kn+1 για κάθε n ∈ N, αντιστοιχεί στην (an)n∈B.

Παρατηρήσεις 2.2.5. (i) Μια υπακολουθία μιας ακολουθίας (an)n∈N αν-

τιστοιχεί σε μια [N]-υπακολουθία της (an)n∈N, αφού το [N] είναι coideal στο

N (Παράδειγμα 1.2.35 (i)).
(ii) ΄Εστω B μια βάση coideal στο N. Αν το LB είναι διαφορετικό του [N],

τότε κάθε ακολουθία (an)n∈N σε ένα σύνολο X έχει υπακολουθίες που δεν

αντιστοιχούν σε B-υπακολουθίες της (an)n∈N.
Πράγματι, αν A ∈ [N]\LB και A = {kn : n ∈ N} με kn < kn+1 για κάθε n ∈ N,

τότε η υπακολουθία (akn)n∈N της (an)n∈N δεν αντιστοιχεί σε B-υπακολουθία
της (an)n∈N.
Για παράδειγμα, έστω η βάση coideal

Hd =
{
A ∈ [N] : d∗(A) := lim sup

n

|A ∩ {1, 2, . . . , n}|
n

> 0
}

και P το σύνολο των πρώτων φυσικών αριθμών. Αν P = {kn : n ∈ N} με

kn < kn+1 για κάθε n ∈ N, τότε η υπακολουθία (akn)n∈N της (an)n∈N δεν

αντιστοιχεί σε μια Hd-υπακολουθία της (an)n∈N.
(iii) ΄Εστω B μια βάση coideal στο N. Αν (an)n∈B είναι μια B-υπακολουθία

της B-ακολουθίας (an)n∈A και (an)n∈C είναι μια B-υπακολουθία της (an)n∈B,
τότε (an)n∈C είναι μια B-υπακολουθία της (an)n∈A.

Για μια βάση coideal B στο N θα ορίσουμε τις B-ακολουθίες που είναι

B-συγκλίνουσες σε έναν μετρικό χώρο. Αναλόγως ορίζονται οι B-ακολουθίες
που είναι B-συγκλίνουσες σε έναν τοπολογικό χώρο.

Ορισμός 2.2.6. ΄Εστω (X, d) μετρικός χώρος και B μια βάση coideal στο
N. Μια B-ακολουθία (an)n∈B στο X συγκλίνει ως προς την B στο
στοιχείο a του X αν για κάθε ε > 0 το σύνολο

{n ∈ B : d(an, a) > ε}
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δεν περιέχει στοιχείο της B (ισοδύναμα δεν ανήκει στο LB).
Επίσης, η B-ακολουθία (an)n∈A στον (X, d) είναι B-συγκλίνουσα, αν συγ-
κλίνει ως προς την B σε κάποιο στοιχείο a του X.

Σύμφωνα με τον προηγούμενο ορισμό, μια B-ακολουθία (an)n∈A πραγμα-

τικών αριθμών συγκλίνει ως προς την B στον πραγματικό αριθμό a αν για

κάθε ε > 0 το σύνολο {n ∈ A : |an − a| > ε} δεν περιέχει στοιχείο της B
(ισοδύναμα δεν ανήκει στο LB).

Παρατηρήσεις 2.2.7. (i) Μια ακολουθία (an)n∈N σε έναν μετρικό χώρο

(X, d) συγκλίνει ως προς την βάση coideal [N] στο a αν και μόνο αν η (an)n∈N
συγκλίνει στο a.
Επιπλέον μια B-ακολουθία (an)n∈A σε έναν μετρικό χώρο (X, d), όπου B είναι

μια βάση coideal στο N, συγκλίνει ως προς την βάση coideal [N] στο a αν και

μόνο αν η ακολουθία (akn)n∈N συγκλίνει στο a, όπου {kn : n ∈ N} = A και

kn < kn+1 για κάθε n ∈ N.

(ii) ΄Εστω B μια βάση coideal στο N. Αν μια B-ακολουθία (an)n∈A σε

έναν μετρικό χώρο συγκλίνει ως προς την βάση coideal [N] στο a ∈ X, τότε

η (an)n∈A συγκλίνει ως προς την B στο a.
(iii) ΄Εστω η βάση coideal

Hd =
{
A ∈ [N] : d∗(A) := lim sup

n

|A ∩ {1, 2, . . . , n}|
n

> 0
}

στο N και η ακολουθία (an)n∈N πραγματικών αριθμών με

an =

{
1, αν n δεν είναι πρώτος

0, αν n είναι πρώτος

Η ακολουθία (an)n∈N συγκλίνει ως προς την βάση coideal Hd στο 1, αλλά δεν

είναι συγκλίνουσα ακολουθία πραγματικών αριθμών.

(iv) ΄Εστω B1,B2 βάσεις coideal στο N με B1 ⊆ B2 και (an)n∈A μια B1-

ακολουθία σε ένα μετρικό χώρο. Αν η (an)n∈A συγκλίνει ως προς την B2 στο

a ∈ X, τότε η (an)n∈A συγκλίνει ως προς την B1 στο a.
(v) ΄Εστω B μια βάση coideal στο N και (an)n∈A μια B-ακολουθία σε ένα

μετρικό χώρο. Η B-ακολουθία (an)n∈A συγκλίνει ως προς την B στο a αν και

μόνο αν κάθε B-υπακολουθία της (an)n∈A συγκλίνει ως προς την B στο a.
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(vi) ΄Εστω B μια βάση coideal στο N και (an)n∈N μια ακολουθία σε έναν με-

τρικό χώρο. Αν μια B-υπακολουθία (an)n∈B της (an)n∈N είναι B-συγκλίνουσα,
η υπακολουθία (akn)n∈N της (an)n∈N που αντιστοιχεί στην (an)n∈B δεν είναι

απαραίτητα B-συγκλίνουσα.
Πράγματι, έστω η βάση coideal [2N] και η ακολουθία (an)n∈N πραγματικών

αριθμών με

an =

{
2, αν n είναι άρτιος

1, αν n είναι περιττός

Η [2N]-υπακολουθία (an)n∈B της (an)n∈N, όπου B = {n ∈ N : n > 1},
συγκλίνει ως προς την βάση coideal [2N] στο 2, αλλά η υπακολουθία (akn)n∈N
της (an)n∈N που αντιστοιχεί στην (an)n∈B, όπου k2n−1 = 2n και k2n = 2n+1
για κάθε n ∈ N, δεν είναι [2N]-συγκλίνουσα.

Ανάλογα, θα ορίσουμε για μια βάση coideal B στο N, τις B-ακολουθίες
πραγματικών συναρτήσεων οι οποίες είναι κατά σημείο B-συγκλίνουσες.

Ορισμός 2.2.8. ΄Εστω B μια βάση coideal στο N, A ∈ LB και fn : X →
R μια συνάρτηση από το σύνολο X στο σύνολο των πραγματικών αριθμών
για κάθε n ∈ A. Η B-ακολουθία (fn)n∈A συγκλίνει ως προς την B
κατά σημείο στην συνάρτηση f : X → R αν και μόνο αν η B-ακολουθία
(fn(x))n∈A πραγματικών αριθμών συγκλίνει ως προς την B στην f(x) για
κάθε x ∈ X.

Θα αποδείξουμε ότι κάθε B-ακολουθία πραγματικών αριθμών έχει μια μο-

νότονη B-υπακολουθία, στην περίπτωση όπου B είναι μια Ramsey βάση coi-
deal, επεκτείνοντας το θεμελιώδες θεώρημα Bolzano-Weierstrass, που αντι-

στοιχεί στην ειδικότερη περίπτωση όπου B = [N]. Αρχικά υπενθυμίζουμε την

έννοια της Ramsey βάσης coideal στο N που αναφέραμε στο πρώτο κεφάλαιο

(Ορισμός 1.2.32).

Ορισμός 2.2.9. ΄Εστω B ⊆ [N] μια βάση coideal στο N. Η B λέγεται
Ramsey αν για κάθε n, r ∈ N και για κάθε A ∈ B με [A]n = C1 ∪ . . . ∪ Cr,
υπάρχουν B ∈ B, B ⊆ A και 1 6 i0 6 r ώστε [B]n ⊆ Ci0 .
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Σημειώνουμε ότι για μια βάση coideal B στο N, μια B-ακολουθία (an)n∈A
πραγματικών αριθμών είναι αύξουσα (αντίστοιχα φθίνουσα) αν an ≤ am (αν-

τίστοιχα an ≥ am ) για κάθε n,m ∈ A με n < m.

Σημείωση. Για ένα άπειρο υποσύνολο M του N θέτουμε

[M ]2 = {(n,m) ∈M ×M : n < m}.

Πρόταση 2.2.10. ΄Εστω B μια Ramsey βάση coideal στο N. Κάθε B-
ακολουθία πραγματικών αριθμών έχει μια μονότονη B-υπακολουθία.

Απόδειξη. ΄Εστω (an)n∈A μια B-ακολουθία πραγματικών αριθμών. Θέτουμε

F = {(n,m) ∈ [A]2 : an < am}.

Αφού η B είναι Ramsey βάση coideal στο N, υπάρχει B ∈ B, B ⊆ A ώστε

είτε [B]2 ⊆ F είτε [B]2 ⊆ [A]2 \ F .

Αν [B]2 ⊆ F , η B-υπακολουθία (an)n∈B της (an)n∈A είναι αύξουσα, ενώ αν

[B]2 ⊆ [A]2 \ F , η B-υπακολουθία (an)n∈B της (an)n∈A είναι φθίνουσα.

Από την Πρόταση 2.2.10 και από την Παρατήρηση 2.2.7(i), έπεται ότι

κάθε φραγμένη B-ακολουθία πραγματικών αριθμών, όπου η B είναι μια Ram-
sey βάση coideal στο N, έχει μια μονότονη B-υπακολουθία , η οποία είναι

[N]-συγκλίνουσα και σύμφωνα με την Παρατήρηση 2.2.7(ii), είναι επίσης B-
συγκλίνουσα.

Θεώρημα 2.2.11. ΄Εστω B μια Ramsey βάση coideal στο N. Κάθε φραγ-
μένη B-ακολουθία πραγματικών αριθμών έχει μια μονότονη B-υπακολουθία, η
οποία είναι [N]-συγκλίνουσα και ισοδύναμα B-συγκλίνουσα.

Χρησιμοποιώντας το Θεώρημα 2.2.11, θα χαρακτηρίσουμε στην περίπτωση

όπου B είναι μια Ramsey βάση coideal στο N, τις φραγμένες B-ακολουθίες
πραγματικών αριθμών που δεν είναι B-συγκλίνουσες.

Πρόταση 2.2.12. ΄Εστω B μια Ramsey βάση coideal στο N και (an)n∈A μια
φραγμένη B-ακολουθία πραγματικών αριθμών που δεν είναι B-συγκλίνουσα.
Τότε υπάρχουν δύο B-υπακολουθίες της (an)n∈A που συγκλίνουν ως προς την
B σε διαφορετικά όρια.
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Απόδειξη. Η B-ακολουθία (an)n∈A πραγματικών αριθμών είναι φραγμένη, άρα

σύμφωνα με το Θεώρημα 2.2.11, η (an)n∈A έχει μια μονότονη B-υπακολουθία
(an)n∈B1 η οποία συγκλίνει ως προς την B στον πραγματικό αριθμό a.
Αφού η B-ακολουθία (an)n∈A δεν είναι B-συγκλίνουσα στο a, υπάρχει ε > 0
ώστε

{n ∈ A : |an− a| > ε} = {n ∈ A : an > a+ ε}∪ {n ∈ A : an 6 a− ε} ∈ LB.

Επομένως,

είτε {n ∈ A : an > a+ ε} ∈ LB είτε {n ∈ A : an 6 a− ε} ∈ LB.

Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι

C = {n ∈ A : an > a+ ε} ∈ LB.

Η B-ακολουθία (an)n∈C είναι φραγμένη, άρα σύμφωνα με την Πρόταση 2.2.10,

έχει μια μονότονη B-υπακολουθία (an)n∈B2 . Η μονότονη και φραγμένη B-
ακολουθία (an)n∈B2 πραγματικών αριθμών συγκλίνει ως προς την βάση coi-
deal [N] στον πραγματικό αριθμό b με b > a+ ε, σύμφωνα με την Παρατήρη-

ση 2.2.7(i). Σύμφωνα με την Παρατήρηση 2.2.7(ii), η B-ακολουθία (an)n∈B2

συγκλίνει ως προς την B στο b. Αφού B2 ∈ LB και B2 ⊆ C ⊆ A, η (an)n∈B2

είναι μια B-υπακολουθία της (an)n∈A η οποία συγκλίνει ως προς την B στον

πραγματικό αριθμό b με b 6= a.
Επομένως, υπάρχουν δύο B-υπακολουθίες (an)n∈B1 και (an)n∈B2 της (an)n∈A

οι οποίες συγκλίνουν ως προς την B στους πραγματικόυς αριθμόυς a, b αντί-

στοιχα με b 6= a.

2.2βʹ Το `1-διχοτομικό θεώρημα ως προς ένα coideal

Σε αυτήν την παράγραφο, χρησιμοποιώντας τα αποτελέσματα της προηγού-

μενης παραγράφου και το Θεώρημα 1.3.34, αποδεικνύεται (Θεώρημα 2.2.20),

ότι για μια semiselective βάση coideal B στο N, κάθε φραγμένη B-ακολουθία
πραγματικών συναρτήσεων (fn)n∈A έχει μια B-υπακολουθία (fn)n∈B η οποία

είναι είτε B-συγκλίνουσα, είτε ισοδύναμη με την μοναδιαία βάση του `1(B),
επεκτείνοντας το `1-διχοτομικό θεώρημα του Rosenthal ως προς ένα coideal.
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Στην ειδικότερη περίπτωση όπου B = [N] (προφανώς μια semiselective
coideal βάση στο N), το Θεώρημα 2.2.20 συμπίπτει με το θεμελιώδες `1-

διχοτομικό θεώρημα του Rosenthal ([35]) (Θεώρημα 2.1.1).

Αρχικά, θα ορίσουμε για μια βάση coideal B στο N τις B-συγκλίνουσες,
και τις ανεξάρτητες ακολουθίες ξένων υποσυνόλων ενός άπειρου συνόλου X.

Ορισμός 2.2.13. ΄Εστω B μια βάση coideal στο N. Μία B-ακολουθία
(Yn, Zn)n∈A υποσυνόλων ενός άπειρου συνόλου X ώστε Yn ∩ Zn = ∅ για
κάθε n ∈ A

(i) λέγεται B-συγκλίνουσα, αν για κάθε x ∈ X

είτε FAx = {n ∈ A : x ∈ Yn} δεν περιέχει στοιχείο της B (ισοδύναμα FAx /∈ LB),

είτε GAx = {n ∈ A : x ∈ Zn} δεν περιέχει στοιχείο της B (ισοδύναμα GAx /∈ LB), και

(ii) λέγεται ανεξάρτητη, αν για κάθε επιλογή πεπερασμένων, ξένων

υποσυνόλων F,G του A ισχύει(⋂
n∈F

Yn

)
∩

(⋂
n∈G

Zn

)
6= ∅.

Είναι προφανές, ότι αν μια B-ακολουθία (Yn, Zn)n∈A είναι B-συγκλίνουσα
(αντίστοιχα ανεξάρτητη), τότε κάθε B-υπακολουθία της (Yn, Zn)n∈A είναι B-
συγκλίνουσα (αντίστοιχα ανεξάρτητη).

Θα αποδείξουμε τώρα, χρησιμοποιώντας το ισχυρότερο διαμεριστικό θεώ-

ρημα Nash-Williams (Θεώρημα 1.3.34), ότι αν B είναι μια semiselective βάση

coideal στο N, τότε κάθε B-ακολουθία ξένων υποσυνόλων ενός άπειρου συνό-

λου X έχει μια B-υπακολουθία που είναι είτε B-συγκλίνουσα είτε ανεξάρτητη.

Υπενθυμίζουμε πρώτα την έννοια της semiselective βάσης coideal στο σύ-

νολο N των φυσικών αριθμών, σύμφωνα με τον ορισμό του Todorcevic ([38])

(Ορισμοί 1.2.21, 1.2.25 και Πρόταση 1.3.13). ΄Οπως αποδείξαμε στο πρώτο

κεφάλαιο (Πρόταση 1.2.26) αυτός ο ορισμός είναι ισοδύναμος με τον αρχικό

ορισμό του Farah ([7]) (Ορισμός 1.2.23), ο οποίος εισήγαγε τα semiselective
coideals στο N.
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Ορισμός 2.2.14. ΄Εστω B μια βάση coideal στο N και A ∈ LB. ΄Ενα
υποσύνολο R του LB έχει την ιδιότητα dense-open στην B (αντίστοιχα
έχει την ιδιότητα dense-open στην B στο A) αν ικανοποιεί τις επόμενες δύο
ιδιότητες:

(i) Για κάθε B ∈ LB, (αντίστοιχα για κάθε B ∈ LB, B ⊆ A) υπάρχει
C ∈ R με C ⊆ B.

(ii) Αν C ∈ R και B ∈ LB με B ⊆ C, τότε B ∈ R.

Ορισμός 2.2.15. Μια βάση coideal B στο N είναι semiselective, αν ικα-
νοποιεί τις επόμενες δύο ιδιότητες:

(i) Για κάθε ακολουθία (Rn)n∈N υποσυνόλων του LB με την ιδιότητα dense-
open στην B και για κάθε A ∈ LB (εναλλακτικά, για κάθε A ∈ LB και
για κάθε ακολουθία (Rn)n∈N υποσυνόλων του LB με την ιδιότητα dense-
open στην B στο A ) υπάρχει B ∈ LB με B ⊆ A ώστε για κάθε n ∈ N
υπάρχουν Cn ∈ Rn και ένα πεπερασμένο υποσύνολο F του B ώστε
B \ F ⊆ Cn.

(ii) Για κάθε A ∈ LB και για κάθε ξένη διαμέριση A =
⋃∞
n=1 Fn του A,

όπου Fn είναι πεπερασμένο για κάθε n ∈ N, υπάρχει B ∈ LB με B ⊆ A
ώστε το σύνολο B ∩ Fn έχει το πολύ ένα στοιχείο για κάθε n ∈ N.

Πρόταση 2.2.16. ΄Εστω B μια semiselective βάση coideal στο N και (Yn, Zn)n∈A
μια B-ακολουθία υποσυνόλων ενός άπειρου συνόλου X ώστε Yn ∩ Zn = ∅ για
κάθε n ∈ N. Τότε υπάρχει μια B-υπακολουθία (Yn, Zn)n∈B της (Yn, Zn)n∈A
ώστε

είτε η (Yn, Zn)n∈B είναι B-συγκλίνουσα,
είτε η (Yn, Zn)n∈B είναι ανεξάρτητη.

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι όλες οι B-υπακολουθίες (Yn, Zn)n∈B, για κάθε

B ∈ LB, B ⊆ A, της (Yn, Zn)n∈A δεν είναι B-συγκλίνουσες.
Συμβολίζουμε με (−1)Yn το σύνολο Zn για κάθε n ∈ A. Θεωρώντας ένα

άπειρο υποσύνολο του N ως μια αύξουσα ακολουθία στο N, για κάθε k ∈ N
θέτουμε

Uk =
{
N = (ni)i∈N ∈ [N] :

k⋂
i=1

(−1)iYni 6= ∅
}
.
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Τα υποσύνολα Uk του [N] για κάθε k ∈ N είναι κλειστά ως προς την τοπολογία

της κατά σημείο σύγκλισης, αφού ταυτίζοντας κάθε στοιχείο του [N] με ένα

στοιχείο του {0, 1}N, τα σύνολα Uk είναι κλειστά υποσύνολα του [N] ως προς

την σχετική τοπολογία του {0, 1}N. Ισοδύναμα το U =
⋂
k∈N Uk είναι επίσης

κλειστό ως προς την τοπολογία της κατά σημείο σύγκλισης υποσύνολο του

[N].
Εφαρμόζουμε το Θεώρημα 1.3.34 για την διαμεριστική οικογένεια U του

[N] και για την semiselective βάση coideal B. Τότε υπάρχει B ∈ LB, B ⊆ A
ώστε,

είτε [B] ⊆ U είτε [B] ⊆ [N] \ U .

Υποθέτουμε ότι υπάρχει B ∈ LB, B ⊆ A ώστε [B] ⊆ [N] \ U . Αφού η

B-ακολουθία (Yn, Zn)n∈B δεν είναι B-συγκλίνουσα υπάρχει x0 ∈ X ώστε

C1 = {n ∈ B : x0 ∈ Yn} ∈ LB και C2 = {n ∈ B : x0 ∈ Zn} ∈ LB.

Επομένως, x0 ∈ Yn για κάθε n ∈ C1 και x0 ∈ (−1)Yn για κάθε n ∈ C2. ΄Αρα,

x0 ∈ (∩n∈C1Yn)
⋂

(∩n∈C2(−1)Yn).

Κατασκευάζουμε ένα άπειρο υποσύνολο C του B ώστε C = {ci : i ∈ N} με

ci < ci+1, c2i ∈ C1 και c2i−1 ∈ C2 για κάθε i ∈ N. Τότε

x0 ∈
⋂
i∈N(−1)iYci ,

και ισοδύναμα C = (ci)i∈N ∈ U . ΄Αρα C ∈ U ∩ [B], το οποίο είναι άτοπο, αφού

έχουμε υποθέσει ότι [B] ⊆ [N] \ U .
Επομένως, υπάρχει B ∈ LB, B ⊆ A ώστε [B] ⊆ U . ΄Εστω

B = {bi : i ∈ N} με bi < bi+1 για κάθε i ∈ N.

Αφού B ∈ LB έχουμε ότι,

είτε B0 = {b2n : n ∈ N} ∈ LB είτε B1 = {b2n−1 : n ∈ N} ∈ LB.

΄Εστω B0 ∈ LB. Θα αποδείξουμε ότι οι B-ακολουθίες (Yn, Zn)n∈B0 είναι

ανεξάρτητες. Πράγματι, έστω F,G πεπερασμένα, ξένα υποσύνολα του B0.

Υπάρχει N = {bki : i ∈ N} ∈ [B] με ki < ki+1 για κάθε i ∈ N ώστε

F ⊆ {bki : i άρτιος}, G ⊆ {bki : i περιττός}.
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Αφού N = {bki : i ∈ N} ∈ [B] ⊆ U , έχουμε ότι
⋂k
i=1(−1)iYbki 6= ∅ για

κάθε k ∈ N, και ισοδύναμα (
⋂
n∈F Yn) ∩ (

⋂
n∈G Zn) 6= ∅. Επομένως οι B-

υπακολουθίες (Yn, Zn)n∈B0 της (Yn, Zn)n∈A είναι ανεξάρτητες.

Σημείωση. ΄Εστω B μια βάση coideal στο N και (fn)n∈A μια φραγμένη

B-ακολουθία συναρτήσεων από ένα άπειρο σύνολο X στο σύνολο των πραγ-

ματικών αριθμών (υπάρχει ένας πραγματικός αριθμός M ώστε |fn(x)| ≤ M
για κάθε n ∈ N και x ∈ X).

Για δύο ρητούς αριθμούς p, q με p < q και n ∈ A θέτουμε

Y p
n = {x ∈ X : fn(x) < p} και Zq

n = {x ∈ X : fn(x) > q}

Προφανώς Y p
n ∩ Zq

n = ∅ για κάθε n ∈ A και για κάθε ρητούς αριθμούς

p, q με p < q. Επομένως, σύμφωνα με την Πρόταση 2.2.16, αν η B είναι μια

semiselective βάση coideal στο N, τότε δοθέντων ρητών αριθμών p, q με p < q
υπάρχει B ∈ LB, B ⊆ A ώστε

είτε οι B-ακολουθίες (Y p
n , Z

q
n)n∈B είναι B-συγκλίνουσες,

είτε οι B-ακολουθίες (Y p
n , Z

q
n)n∈B είναι ανεξάρτητες.

Στην επόμενη πρόταση βελτιώνουμε αυτήν την διχοτομία ως εξής:

Πρόταση 2.2.17. ΄Εστω B μια semiselective βάση coideal στο N και (fn)n∈A
μια φραγμένη B-ακολουθία συναρτήσεων από ένα άπειρο σύνολο X στο σύνολο
των πραγματικών αριθμών. Τότε υπάρχει B ∈ LB, B ⊆ A ώστε
είτε οι B-ακολουθίες (Y p

n , Z
q
n)n∈B είναι B-συγκλίνουσες για κάθε ρητούς

αριθμούς p, q με p < q,
είτε υπάρχουν ρητοί αριθμοί p, q με p < q ώστε η B-ακολουθία (Y p

n , Z
q
n)n∈B

είναι ανεξάρτητη.

Απόδειξη. Θεωρούμε το σύνολο

P = {(p, q) ∈ Q×Q : p < q} = {(p1, q1), (p2, q2), . . .},

όπου Q είναι το σύνολο των ρητών αριθμών.

Υποθέτουμε ότι για κάθε B ∈ LB, B ⊆ A και για κάθε (p, q) ∈ P η

B-ακολουθία (Y p
n , Z

q
n)n∈B δεν είναι ανεξάρτητη. Για k ∈ N θέτουμε

Rk = {B ∈ LB : (Y pk
n , Zqk

n )n∈B είναι B − συγκλίνουσα}.
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Αρχικά, θα αποδείξουμε ότι οι οικογένειες Rk, για κάθε k ∈ N, έχουν την

ιδιότητα dense-open στην B στο A (Ορισμός 2.2.14). Πράγματι, έστω k ∈ N.

(i) ΄Εστω C ∈ LB, C ⊆ A. Σύμφωνα με τις υποθέσεις μας, για κάθε

D ∈ LB, D ⊆ C η B-ακολουθία (Y pk
n , Zqk

n )n∈D δεν είναι ανεξάρτητη.

΄Αρα, σύμφωνα με την Πρόταση 2.2.16 υπάρχει B ∈ LB, B ⊆ C ώστε

η B-ακολουθία (Y pk
n , Zqk

n )n∈B είναι B-συγκλίνουσα. ΄Αρα, B ∈ Rk, και
B ⊆ C.

(ii) ΄Εστω B ∈ Rk και C ∈ LB με C ⊆ B. Η B-ακολουθία (Y pk
n , Zqk

n )n∈C
είναι B-συγκλίνουσα, αφού είναι μια B-υπακολουθία της (Y pk

n , Zqk
n )n∈B,

η οποία είναι B-συγκλίνουσα. Επομένως, C ∈ Rk.

Επομένως, οι οικογένειες Rk, για κάθε k ∈ N, έχουν την ιδιότητα dense-open
στην B στο A.

Αφού η B είναι μια semiselective βάση coideal (Ορισμός 2.2.15) υπάρχει

B ∈ LB, B ⊆ A ώστε για κάθε k ∈ N υπάρχουν Ck ∈ Rk και ένα πεπερα-

σμένο υποσύνολο F του B ώστε B \ F ⊆ Ck. Επομένως, οι B-ακολουθίες
(Y pk

n , Zqk
n )n∈B είναι B-συγκλίνουσες για κάθε k ∈ N.

Θα αποδείξουμε, στην περίπτωση όπου ισχύει η πρώτη εναλλακτική της δι-

χοτομίας που αποδείχθηκε στην Πρόταση 2.2.17, τότε η B-ακολουθία (fn)n∈A
έχει μια B-υπακολουθία (fn)n∈B η οποία είναι B-συγκλίνουσα.

Πρόταση 2.2.18. ΄Εστω B μια semiselective βάση coideal στο N και (fn)n∈B
μια φραγμένη B-ακολουθία συναρτήσεων από ένα άπειρο σύνολο X στο σύ-
νολο των πραγματικών αριθμών. Αν οι B-ακολουθίες (Y p

n , Z
q
n)n∈B είναι B-

συγκλίνουσες για κάθε ρητούς αριθμούς p, q με p < q, τότε η B-ακολουθία
(fn)n∈B είναι B-συγκλίνουσα.

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι η B-ακολουθία (fn)n∈B δεν είναι B-συγκλίνουσα.
Τότε υπάρχει x0 ∈ X ώστε η B-ακολουθία (fn(x0))n∈B δεν είναι B-συγκλίνουσα.
Σύμφωνα με την Πρόταση 2.2.12 υπάρχουν B1, B2 ∈ LB με B1 ⊆ B, B2 ⊆ B
και a, b ∈ R με a 6= b ώστε οι B-ακολουθίες (fn(x0))n∈B1 , (fn(x0))n∈B2 συγ-

κλίνουν ως προς την B στα a, b αντίστοιχα. Μπορούμε να υποθέσουμε ότι
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a < b και έστω p, q ρητοί αριθμοί ώστε a < p < q < b. Τότε

{n ∈ B1 : fn(x0) > p} /∈ LB και {n ∈ B2 : fn(x0) 6 q} /∈ LB.

Επομένως,

{n ∈ B : fn(x0) < p} ∈ LB και {n ∈ B : fn(x0) > q} ∈ LB,

και ισοδύναμα

{n ∈ B : x0 ∈ Y p
n } ∈ LB και {n ∈ B : x0 ∈ Zq

n} ∈ LB.

Αυτό όμως είναι άτοπο, αφού η ακολουθία (Y p
n , Z

q
n)n∈B είναι B-συγκλίνουσα.

Επομένως, η B-ακολουθία (fn)n∈B είναι B-συγκλίνουσα.

Τέλος, θα αποδείξουμε, στην περίπτωση όπου ισχύει η δεύτερη εναλλα-

κτική της διχοτομίας που αποδείχθηκε στην Πρόταση 2.2.17, τότε η φραγμέ-

νη B-ακολουθία (fn)n∈A στον χώρο Banach `∞(X) έχει μια B-υπακολουθία
(fn)n∈B η οποία είναι ισοδύναμη με την μοναδιαία βάση του `1(B).

Σημειώνουμε ότι μια φραγμένη B-ακολουθία (xn)n∈B σε έναν χώρο Ba-
nach (X, ||.||), όπου B είναι μια βάση coideal στο N, είναι ισοδύναμη με την

μοναδιαία βάση του `1(B) αν υπάρχει πραγματικός θετικός αριθμός K ώστε

K
∑

i∈H |λi| 6 ||
∑

i∈H λixi||, για κάθε B-ακολουθία (λn)n∈B πραγματικών

αριθμών και για κάθε μη-κενό πεπερασμένο υποσύνολο H του B.

Είναι προφανές ότι μια B-ακολουθία (an)n∈B σε έναν χώρο Banach X εί-

ναι ισοδύναμη με την μοναδιαία βάση του `1(B) αν και μόνο αν η ακολουθία

(akn)n∈N που αντιστοιχεί στην (an)n∈B είναι ισοδύναμη με την μοναδιαία βάση

του `1.

Πρόταση 2.2.19. ΄Εστω B μια semiselective βάση coideal στο N και (fn)n∈B
μια φραγμένη B-ακολουθία συναρτήσεων από ένα άπειρο σύνολο X στο σύνολο
των πραγματικών αριθμών. Αν υπάρχουν ρητοί αριθμοί p, q με p < q ώστε η
B-ακολουθία (Y p

n , Z
q
n)n∈B είναι ανεξάρτητη, τότε η B-ακολουθία (fn)n∈B στον

χώρο Banach `∞(X) είναι ισοδύναμη με την μοναδιαία βάση του `1(B).

Απόδειξη. ΄Εστω μια B-ακολουθία (λn)n∈B πραγματικών αριθμών. Για ένα

πεπερασμένο υποσύνολο H του N θέτουμε

FH = {i ∈ H : λi > 0} και GH = {i ∈ H : λi < 0}.
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Αφού η B-ακολουθία (Y p
n , Z

q
n)n∈B είναι ανεξάρτητη υπάρχουν

y1 ∈

( ⋂
i∈FH

Xp
i

)
∩

( ⋂
i∈GH

Y q
i

)
και y2 ∈

( ⋂
i∈GH

Xp
i

)
∩

( ⋂
i∈FH

Y q
i

)
.

Αφού η (fn)n∈B είναι φραγμένη αρκεί να αποδείξουμε ότι υπάρχει K > 0 ώστε

K
∑

i∈H |λi| 6 ||
∑

i∈H λifi||∞, για κάθε B-ακολουθία (λn)n∈B πραγματικών

αριθμών και για κάθε μη-κενό πεπερασμένο υποσύνολο H του B. Για μια

B-ακολουθία (λn)n∈B πραγματικών αριθμών και για ένα μη-κενό πεπερασμένο

υποσύνολο H του B έχουμε ότι,∑
i∈H

λifi(y1) 6 p
∑
i∈FH

|λi|−q
∑
i∈GH

|λi| και

∑
i∈H

λifi(y2) > q
∑
i∈FH

|λi|−p
∑
i∈GH

|λi|

΄Επεται ότι,

(q − p)
n∑
i=1

|λi| 6 |
∑
i∈H

λifi(y2)−
∑
i∈H

λifi(y1)| 6 2||
∑
i∈H

λifi||∞

και ισοδύναμα ότι,

(q − p)
2

∑
i∈H

|λi| 6 ||
∑
i∈H

λifi||∞.

Επομένως, η (fn)n∈B είναι ισοδύναμη με την μοναδιαία βάση του `1(B).

Τελικά, το `1-διχοτομικό θεώρημα για μια semiselective βάση coideal στο
N έπεται από τις Προτάσεις 2.2.17, 2.2.18, 2.2.19.

Θεώρημα 2.2.20 (`1-διχοτομικό θεώρημα ως προς ένα coideal). ΄Εστω B
μια semiselective βάση coideal στο N και (fn)n∈A μια φραγμένη B-ακολουθία
συναρτήσεων από ένα άπειρο σύνολο X στο σύνολο των πραγματικών αριθμών.
Τότε υπάρχει μια B-υπακολουθία (fn)n∈B της (fn)n∈A ώστε
είτε η (fn)n∈B είναι B-συγκλίνουσα,
είτε η (fn)n∈B είναι ισοδύναμη με την μοναδιαία βάση του `1(B).

Παρατηρούμε ότι στην ειδικότερη περίπτωση όπου B = [N] (προφανώς

μια semiselective βάση coideal στο N), το Θεώρημα 2.2.20 συμπίπτει με το

θεμελιώδες `1-διχοτομικό θεώρημα του Rosenthal ([35]) (Θεώρημα 2.1.1).



Κεφάλαιο 3

Τοπολογικά δυναμικά

συστήματα

Σε αυτό το κεφάλαιο, αρχικά εισάγουμε (στον Ορισμό 3.1.1) την έννοια του

τοπολογικού δυναμικού συστήματος (X,T n)n∈N, όπου ο X είναι συμπαγής

μετρικός χώρος και T : X → X μια συνεχής συνάρτηση, και στην συνέ-

χεια αποδεικνύουμε (Θεώρημα 3.1.8) το θεμελιώδες θεώρημα του Birkhoff
([3]), το οποίο αποτέλεσε την αρχή της θεωρίας των τοπολογικών δυναμικών

συστημάτων.

Ο Birkhoff ([3]) το 1927 απέδειξε ότι αν T είναι μια συνεχής συνάρτηση

από έναν συμπαγή μετρικό χώρο στον εαυτό του, τότε υπάρχουν x0 ∈ X και

μια ακολουθία (nk)k∈N φυσικών αριθμών ώστε limk∈NT
nk(x0) = x0.

Το θεώρημα του Birkhoff ισχυροποιήθηκε από τους Furstenberg, W-
eiss ([20]) προς δύο κατευθύνσεις. Αρχικά, ορίζοντας τα σημεία επαναφοράς

(recurrent) του X, ως σημεία του X ώστε limk∈NT
nk(x) = x για κάποια α-

κολουθία (nk)k∈N φυσικών αριθμών, εντόπισαν συνθήκες κάτω από τις οποίες

ένα υποσύνολο του X έχει σημεία επαναφοράς, ενώ στην συνέχεια απέδειξαν

(Θεώρημα 3.1.11) ότι πεπερασμένο πλήθος τοπολογικών δυναμικών συστη-

μάτων (X,T n1 )n∈N, (X,T
n
2 )n∈N, . . . , (X,T

n
l )n∈N έχουν κοινό σημείο επαναφο-

ράς. Γι΄ αυτόν τον λόγο το θεώρημα Furstenberg-Weiss αναφέρεται και ως

πολυδιάστατο θεώρημα επαναφοράς Birkhoff (multiple Birkhoff recurrence
theorem).

Στην συνέχεια οι Furstenberg, Weiss ([20], [19]) επεξέτειναν τα παραπά-
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νω αποτελέσματα σε συστήματα (T F )F∈[N]<∞>0
, όπου [N]<∞>0 είναι το σύνολο

όλων των πεπερασμένων μη κενών υποσυνόλων του N, αντικαθιστώντας τα

συστήματα (T n)n∈N που χρησιμοποιήθηκαν νωρίτερα. Επίσης, πρόσφατα οι

Φαρμάκη, Κουτσογιάννης ([14]) απέδειξαν ανάλογα αποτελέσματα για τοπο-

λογικά δυναμικά συστήματα με δείκτες από λέξεις.

Στην παράγραφο 3.2 παρουσιάζουμε τα ερευνητικά μας αποτελέσματα, σύμ-

φωνα με τα οποία επεκτείνονται τα θεωρήματα επαναφοράς (recurrence) και τα
πολυδιάστατα θεωρήματα επαναφοράς (multiple recurrence) για τοπολογικά

δυναμικά συστήματα, όπου οι ακολουθίες φυσικών αριθμών αντικαθίστανται

από δίκτυα σε ένα μερικά διατεταγμένο σύνολο. Η γενική αυτή θεωρία τοπολο-

γικών δυναμικών συστημάτων περιλαμβάνει και ενοποιεί τα παραπάνω γνωστά

αποτελέσματα που αναφέραμε.

Κεντρική έννοια σε αυτές τις επεκτάσεις, όπως και στις επεκτάσεις του

κλασικού θεωρήματος Nash-Williams και του `1-διχοτομικού θεωρήματος του

Rosenthal, είναι η έννοια του coideal σε ένα μερικά διατεταγμένο σύνολο.

3.1 Βασικά αποτελέσματα στην θεωρία των τοπο-

λογικών δυναμικών συστημάτων

3.1αʹ Η έννοια του τοπολογικού δυναμικού συστήματος

Αρχικά, στον επόμενο ορισμό εισάγουμε την έννοια του τοπολογικού δυναμι-

κού συστήματος και στην συνέχεια αναφέρουμε τις έννοιες του υποσυστήμα-

τος ενός τοπολογικού δυναμικού συστήματος (Ορισμός 3.1.2), και της τρο-

χιάς και του minimal τοπολογικού δυναμικού συστήματος (Ορισμοί 3.1.3,

3.1.4 αντίστοιχα). Τέλος, διατυπώνουμε έναν χαρακτηρισμό (Πρόταση 3.1.6),

σύμφωνα με τον Furstenberg ([19]), για ένα minimal τοπολογικό δυναμικό

σύστημα, τον οποίο θα χρησιμοποιήσουμε παρακάτω.

Ορισμός 3.1.1. ΄Εστω (X, d) ένας συμπαγής μετρικός χώρος και G μια
ημιομάδα συνεχών συναρτήσεων από τον X στον εαυτό του. Τότε το ζεύγος
(X,G) λέγεται τοπολογικό δυναμικό σύστημα.

Αν G κυκλική ημιομάδα, δηλαδή G = {T n : n ∈ N}, όπου T : X → X
συνεχής συνάρτηση, το σύστημα (X,G) συμβολίζεται με (X,T n)n∈N ή με
(X,T ).
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Ορισμός 3.1.2. ΄Εστω (X,G) ένα τοπολογικό δυναμικό σύστημα. Αν Y
ένα κλειστό υποσύνολο του X, το οποίο είναι G-αναλλοίωτο, δηλαδή T (Y ) ⊆ Y
για κάθε T ∈ G, τότε το ζεύγος (Y,G|Y ) είναι τοπολογικό δυναμικό σύστημα
και λέγεται υποσύστημα του (X,G) (με την σχετική τοπολογία).

Ορισμός 3.1.3. ΄Εστω (X,G) ένα τοπολογικό δυναμικό σύστημα και x0 ∈
X. Το σύνολο O = {gx0 : g ∈ G} λέγεται τροχιά του x0.

Αν (X,T ) ένα τοπολογικό δυναμικό σύστημα, τροχιά του x0 λέγεται το σύνολο

O = {T nx0 : n ∈ N}.

Ορισμός 3.1.4. ΄Εστω (X,G) ένα τοπολογικό δυναμικό σύστημα και (Y,G|Y )
ένα υποσύστημά του. Το (Y,G|Y ) λέγεται minimal υποσύστημα αν για κάθε
κλειστό και G-αναλλοίωτο υποσύνολο Z του Y ισχύει είτε Z = ∅ είτε Z = X.
Το (X,G) είναι minimal σύστημα αν για κάθε (Y,G|Y ) υποσύστημα του
(X,G) ισχύει είτε Y = ∅ είτε Y = X.

Με χρήση του λήμματος Zorn, αποδεικνύεται η ύπαρξη ενός minimal υ-

ποσυστήματος σε κάθε τοπολογικό δυναμικό σύστημα.

Πρόταση 3.1.5. Κάθε τοπολογικό δυναμικό σύστημα (X,G) έχει τουλάχι-
στον ένα minimal υποσύστημα.

Ο ακόλουθος χαρακτηρισμός για ένα minimal τοπολογικό δυναμικό σύ-

στημα οφείλεται στον Furstenberg ([19]).

Πρόταση 3.1.6 (Furstenberg, [19]). ΄Εστω (X,G) τοπολογικό δυναμικό
σύστημα. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(i) (X,G) είναι minimal.

(ii) X = O(x) για κάθε x ∈ X.

(iii) X =
⋃
g∈G g

−1(U) για κάθε ανοικτό υποσύνολο U του X.

Το επόμενο πόρισμα έπεται άμεσα από την Πρόταση 3.1.6 και θα το χρη-

σιμοποιήσουμε για να αποδείξουμε το θεμελιώδες θεώρημα του Birkhoff ([3])

παρακάτω.
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Πόρισμα 3.1.7. ΄Εστω (X,T ) τοπολογικό δυναμικό σύστημα. Τα ακόλουθα
είναι ισοδύναμα:

(i) (X,T ) είναι minimal.

(ii) X = OT (x) για κάθε x ∈ X.

(iii) X =
⋃
n∈N T

−n(U) για κάθε ανοικτό υποσύνολο U του X.

3.1βʹ Θεώρημα Birkhoff

Στο επόμενο θεώρημα αποδεικνύουμε το θεμελιώδες θεώρημα του Birkhoff,
το οποίο αποτελεί την αρχή της θεωρίας των τοπολογικών δυναμικών συστη-

μάτων. Εισάγοντας την έννοια του σημείου επαναφοράς (recurrent) για ένα

τοπολογικό δυναμικό σύστημα, σύμφωνα με τους Furstenberg-Weiss ([20])

(Ορισμός 3.1.9), το θεώρημα του Birkhoff έχει ως συνέπεια την ύπαρξη τέ-

τοιων σημείων σε κάθε τοπολογικό δυναμικό σύστημα.

Θεώρημα 3.1.8 (Birkhoff , [3]). ΄Εστω (X,T n)n∈N τοπολογικό δυναμι-
κό σύστημα. Τότε υπάρχουν x0 ∈ X και μια ακολουθία φυσικών αριθμών
(nk)k∈N ⊆ N με (nk)→∞, ώστε

T nk(x0)→ x0.

Απόδειξη. ΄Εστω ένα minimal υποσύστημα (Y, T |Y ) του (X,T ). Τότε σύμ-

φωνα με το Πόρισμα 3.1.7, για κάθε y ∈ Y έχουμε Y = OT (y). ΄Εστω x0 ∈ Y .

Αφού το Y είναι minimal έχουμε Y = OT (x0) και επειδή x0 ∈ OT (x0) υπάρχει

ακολουθία φυσικών αριθμών (nk)k∈N με (nk)→∞, ώστε T nk(x0)→ x0.

Οι Furstenberg-Weiss ([20]) εισήγαγαν την έννοια του σημείου επαναφο-

ράς (recurrent) σε ένα τοπολογικό δυναμικό σύστημα.

Ορισμός 3.1.9 (Furstenberg- Weiss, [20]). ΄Εστω (X,T n)n∈N ένα τοπο-
λογικό δυναμικό σύστημα. ΄Ενα σημείο x0 ∈ X λέγεται σημείο επαναφο-

ράς (recurrent), αν υπάρχει μια ακολουθία φυσικών αριθμών (nk)k∈N ⊆ N
με (nk)→∞, ώστε

T nk(x0)→ x0.
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΄Αμεση συνέπεια του θεωρήματος Birkhoff είναι η ύπαρξη σημείου επανα-

φοράς σε κάθε τοπολογικό δυναμικό σύστημα.

Πόρισμα 3.1.10. Σε κάθε τοπολογικό δυναμικό σύστημα (X,T n)n∈N υ-
πάρχει σημείο επαναφοράς x0 ∈ X.

3.1γʹ Θεώρημα Furstenberg-Weiss

Στο επόμενο θεώρημα διατυπώνουμε το θεώρημα Furstenberg-Weiss ([20]),

το οποίο αποτελεί μια γενίκευση του θεώρηματος του Birkhoff στην περίπτω-

ση όπου έχουμε περισσότερες από μία συνεχείς συναρτήσεις από τον συμπαγή

μετρικό χώρο X στον εαυτό του, οι οποίες μετατίθενται μεταξύ τους και ένα

σημείο του X που είναι σημείο επαναφοράς ως προς κάθε συνάρτηση ξεχω-

ριστά. Γι΄ αυτόν τον λόγο το θεώρημα Furstenberg-Weiss αναφέρεται και ως

πολυδιάστατο θεώρημα επαναφοράς Birkhoff (multiple Birkhoff recurrence
theorem).

Θεώρημα 3.1.11 (Furstenberg-Weiss, [20]). ΄Εστω X συμπαγής μετρι-
κός χώρος και (X,T n1 )n∈N, (X,T

n
2 )n∈N, . . . , (X,T

n
l )n∈N τοπολογικά δυναμικά

συστήματα, όπου T1, T2, . . . , Tl : X → X συνεχείς συναρτήσεις που ανά δύο
μετατίθενται. Τότε υπάρχουν x0 ∈ X και μια ακολουθία φυσικών αριθμών
(nk)k∈N ⊆ N με (nk)→∞, ώστε

T nk1 (x0)→ x0, T
nk
2 (x0)→ x0, . . . , T

nk
l (x0)→ x0.

3.2 Ερευνητικά αποτελέσματα: Επέκταση της θε-

ωρίας των τοπολογικών δυναμικών συστημά-

των σε ημιομάδες

Σε αυτήν την παράγραφο αποδεικνύονται θεωρήματα επαναφοράς (recurrence)
και πολυδιάστατα θεωρήματα επαναφοράς (multiple recurrence) για τοπολο-

γικά δυναμικά συστήματα σε μερικά διατεταγμένες ημιομάδες ως προς μια

αυθαίρετη βάση coideal, κατάλληλη για αυτήν την ημιομάδα. Τα ερευνητι-

κά μας αποτελέσματα περιέχουν και ενοποιούν τα αποτελέσματα επαναφοράς

και τα πολυδιάστατα αποτελέσματα επαναφοράς για τοπολογικά δυναμικά συ-

στήματα στους φυσικούς ή σε πεπερασμένα μη κενά υποσύνολα φυσικών που
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απεδείχθησαν από τους Furstenberg, Weiss ([20], [19]), και τα ανάλογα α-

ποτελέσματα για τοπολογικά δυναμικά συστήματα με δείκτες από λέξεις που

απεδείχθησαν από τους Φαρμάκη, Κουτσογιάννη ([14]).

Σημείωση. ΄Εστω N = {1, 2, . . .} το σύνολο των φυσικών αριθμών. Για

ένα σύνολο X συμβολίζουμε με [X]<∞ το σύνολο όλων των πεπερασμένων

υποσυνόλων του X, με [X]<∞>0 το σύνολο όλων των πεπερασμένων μη-κενών

υποσυνόλων του X και με [X] το σύνολο όλων των απείρων υποσυνόλων του

X.

3.2αʹ Βάσεις coideal με την ιδιότητα-D

Σε αυτήν την παράγραφο εισάγουμε (στον Ορισμό 3.2.4) την ιδιότητα-(D) για

μια βάση coideal σε ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο (Λ,≺) και αποδεικνύου-

με (Θεώρημα 3.2.6) ότι κάθε δίκτυο (xλ)λ∈Λ σε έναν συμπαγή μετρικό χώρο

έχει ένα συγκλίνων υποδίκτυο της μορφής (xλ)λ∈A, όπου A είναι ένα στοιχείο

μιας αυθαίρετης βάσης coideal B στο Λ με την ιδιότητα-(D). Επιπλέον, απο-

δεικνύεται ότι το A είναι υποσύνολο ενός δοθέντος στοιχείου B της βάσης

coideal B. Το αποτέλεσμα αυτό θα αποτελέσει το σημείο εκκίνησης, προ-

κειμένου να αποδείξουμε στην παράγραφο 3.2(β) αποτελέσματα επαναφοράς

(recurrence) και πολυδιάστατα αποτελέσματα επαναφοράς (multiple recurre-
nce) για τοπολογικά δυναμικά συστήματα συνεχών συναρτήσεων από έναν

συμπαγή μετρικό χώρο στον εαυτό του, σε ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο

ως προς μια βάση coideal με την ιδιότητα-(D).

Αρχικά υπενθυμίζουμε την έννοια της βάσης coideal σε ένα άπειρο διατε-

ταγμένο σύνολο που εισάγαμε στο πρώτο κεφάλαιο.

Ορισμός 3.2.1. ΄Εστω (Λ,≺) ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο. ΄Ενα υποσύ-
νολο B του [Λ] λέγεται βάση coideal στο (X,≺) αν ικανοποιεί τις επόμενες
δύο ιδιότητες:

(i) Για κάθε A ∈ B και λ1 ∈ Λ υπάρχει λ2 ∈ A ώστε λ1 ≺ λ2.

(ii) Αν A ∪B ∈ B, τότε υπάρχει C ∈ B ώστε είτε C ⊆ A είτε C ⊆ B.

Παρατηρήσεις 3.2.2. ΄Εστω (Λ,≺) ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο και
B ⊆ [Λ] μια βάση coideal στο (Λ,≺).
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(i) Κάθε στοιχείο A της B είναι ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο.
(ii) Αν (xλ)λ∈Λ είναι ένα δίκτυο στο X, τότε (xλ)λ∈A είναι ένα υποδίκτυο

του (xλ)λ∈Λ για κάθε A ∈ B.

Θα ορίσουμε τώρα την ιδιότητα-(p) για μια βάση coideal σε ένα άπειρο

διατεταγμένο σύνολο, επεκτείνοντας την ανάλογη έννοια που ορίστηκε από

τους Mathias ([31]), Farah ([7]), Todorcevic ([38]) για coideals στο σύνολο

των φυσικών αριθμών, και την οποία αναφέραμε στο πρώτο κεφάλαιο (Ορι-

σμός 1.2.19 (i)). ΄Ενα υπερφίλτρο στο σύνολο των φυσικών αριθμών με την

ιδιότητα-(p) αναφέρεται ως (p)-point υπερφίλτρο.

Ορισμός 3.2.3. ΄Εστω (Λ,≺) ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο. Μια βάση
coideal B ⊆ [Λ] στο (Λ,≺) έχει την ιδιότητα-(p) αν για κάθε ακολουθία
(An)n∈N, με An ∈ B και A1 ⊇ A2 ⊇ . . ., υπάρχει A ∈ B ώστε A \ An είναι
πεπερασμένο σύνολο για κάθε n ∈ N.

Θα εισάγουμε τώρα, για μια βάση coideal σε ένα άπειρο διατεταγμένο

σύνολο την ιδιότητα-(D), η οποία είναι ασθενέστερη από την ιδιότητα-(p).

Ορισμός 3.2.4. ΄Εστω (Λ,≺) ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο. Μια βάση
coideal B ⊆ [Λ] στο (Λ,≺) έχει την ιδιότητα-(D) αν για κάθε ακολουθία
(An)n∈N, με An ∈ B και A1 ⊇ A2 ⊇ . . ., υπάρχει A ∈ B, ώστε για κάθε
n ∈ N υπάρχει kn ∈ N ∪ {0} που ικανοποιεί ότι

kn = max
{
k ∈ N : υπάρχει λ1, . . . , λk ∈ A \ An με λ1 ≺ · · · ≺ λk

}
.

Παραδείγματα 3.2.5. (1) Το σύνολο [N] είναι ένα coideal στο N με την
συνήθη διάταξη (Παράδειγμα 1.2.35 (i)) και προφανώς έχει την ιδιότητα-(p)
και ισοδύναμα την ιδιότητα-(D).

(2) ΄Εστω [N]<∞>0 το σύνολο όλων των μη κενών πεπερασμένων υποσυνόλων

του N. Για F1, F2 ∈ [N]<∞>0 ορίζουμε F1 ≺ F2 αν maxF1 < minF2. Τότε το

([N]<∞>0 ,≺) είναι ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο.

Η βάση coideal στο ([N]<∞>0 ,≺),

B = {FU((Fn)n∈N) : (Fn)n∈N ⊆ [N]<∞>0 με F1 ≺ F2 ≺ . . .}
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του Παραδείγματος 1.3.6 (1) δεν έχει την ιδιότητα-(p), αλλά έχει την ιδιότητα-
(D).
Πράγματι, έστω η ακολουθία (Ak)k∈N, με Ak ∈ B και A1 ⊇ A2 ⊇ . . .. Αν
Ak = FU((F k

n )n∈N), όπου (F k
n )n∈N ⊆ [N]<∞>0 F k

1 ≺ F k
2 ≺ . . . για κάθε k ∈ N,

τότε θέτουμε A = FU((F k
k )k∈N). Τότε A ∈ B και για κάθε k ∈ N

k − 1 = max{n ∈ N : υπάρχει F1 ≺ · · · ≺ Fn ∈ A \ Ak με F1 ≺ · · · ≺ Fn}.

(3) ΄Εστω Σ = {α1, α2, . . .} ένα άπειρο αλφάβητο και ~k = (kn)n∈N ⊆ N μια
αύξουσα ακολουθία. Στο πρώτο κεφάλαιο ορίσαμε το σύνολο L(Σ, ~k) των ω-

located λέξεων ως προς το Σ που φράσσονται από την ακολουθία ~k, και επίσης

για μια μεταβλητή υ /∈ Σ, ορίσαμε το σύνολο L(Σ, ~k; υ) των ω-located λέξεων

με μεταβλητή ως προς το Σ που φράσσονται από την ακολουθία ~k.

΄Εστω L(Σ ∪ {υ}, ~k) = L(Σ, ~k) ∪ L(Σ, ~k; υ).

Αν w = wn1 . . . wnl ∈ L(Σ∪{υ}, ~k), τότε το σύνολο dom(w) = {n1, . . . , nl}
είναι το πεδίο ορισμόύ της w. Για w, u ∈ L(Σ ∪ {υ}, ~k) ορίζουμε w ≺ u

αν max dom(w) < min dom(u). Τότε (L(Σ ∪ {υ}, ~k),≺), (L(Σ, ~k),≺) και

(L(Σ, ~k; υ),≺) είναι άπειρα διατεταγμένα σύνολα. ΄Εστω

L∞(Σ, ~k; υ) = {(wn)n∈N ⊆ L(Σ, ~k; υ) : wn ≺ wn+1 για κάθε n ∈ N}.

Ορίσαμε επίσης για μια ακολουθία (~w)n∈N ∈ L∞(Σ, ~k; υ) το σύνολο EV (~w)
όλων των extracted ω-located λέξεων με μεταβλητή της ~w καθώς και το σύνολο
E(~w) όλων των extracted ω-located λέξεων της ~w.
Οι βάσεις coideal

B = {E(~w) : ~w = (wn)n∈N ∈ L∞(Σ, ~k; υ)}, B1 = {EV (~w) : ~w = (wn)n∈N ∈ L∞(Σ, ~k; υ)}

στα (L(Σ, ~k),≺) και (L(Σ, ~k; υ),≺) αντίστοιχα (Παράδειγμα 1.3.6 (2)) δεν
έχουν την ιδιότητα-(p), αλλά έχουν την ιδιότητα-(D).
Πράγματι, έστω μια ακολουθία (Ak)k∈N, μεAk = E( ~wk), όπου ~wk = (wkn)n∈N ∈
Lω(Σ, ~k; υ), και A1 ⊇ A2 ⊇ . . .. ΄Εστω ~w = (wkk)k∈N ∈ Lω(Σ, ~k; υ). Θέτουμε
A = E(~w). Τότε A ∈ B. Επίσης, για κάθε k ∈ N,

k − 1 = max{n ∈ N : υπάρχει w1, . . . , wn ∈ A \ Ak με w1 ≺ · · · ≺ wn}.
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Επομένως, η B έχει την ιδιότητα-(D). Ανάλογα, αποδεικνύεται ότι η B1 έχει

την ιδιότητα-(D).

Θα αποδείξουμε τώρα το βασικό αποτέλεσμα αυτής της παραγράφου. Είναι

γνωστό ότι κάθε δίκτυο (xλ)λ∈Λ σε έναν συμπαγή μετρικό χώρο έχει ένα

συγκλίνων υποδίκτυο. Θα αποδείξουμε, στο επόμενο θεώρημα, ότι αυτό το

υποδίκτυο έχει την μορφή (xλ)λ∈A, όπου A είναι ένα στοιχείο μιας βάσης

coideal B στο Λ με την ιδιότητα-(D) και επιπλέον το A είναι υποσύνολο ενός

δοθέντος στοιχείου B της B.
΄Εστω (Λ,≺) ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο και (xλ)λ∈Λ ⊆ X ένα δίκτυο

σε έναν τοπολογικό χώρο X. Για x0 ∈ X, γράφουμε limλ∈Λ xλ = x0, αν

(xλ)λ∈Λ συγκλίνει στο x0, δηλαδή αν για κάθε περιοχή V του x0, υπάρχει

λ0 ≡ λ0(V ) ∈ Λ ώστε xλ ∈ V για κάθε λ ∈ Λ με λ0 ≺ λ.
Ανάλογα, για ένα στοιχείο A της βάσης coideal B στο (Λ,≺) και για

x0 ∈ X, γράφουμε limλ∈A xλ = x0, αν το δίκτυο (xλ)λ∈A συγκλίνει στο x0,

δηλαδή αν για κάθε περιοχή V του x0, υπάρχει λ0 ≡ λ0(V ) ∈ A ώστε xλ ∈ V
για κάθε λ ∈ A με λ0 ≺ λ.

Θεώρημα 3.2.6. ΄Εστω (X, d) ένας συμπαγής μετρικός χώρος, (Λ,≺) ένα
άπειρο διατεταγμένο σύνολο και έστω (xλ)λ∈Λ ⊆ X ένα δίκτυο στο X. Για
κάθε βάση coideal B ⊆ [Λ] στο (Λ,≺) με την ιδιότητα-(D) και για κάθε B ∈ B
υπάρχει A ∈ B με A ⊆ B ώστε το υποδίκτυο (xλ)λ∈A του (xλ)λ∈Λ συγκλίνει

σε κάποιο στοιχείο του X.

Απόδειξη. ΄Εστω B μια βάση coideal στο (Λ,≺) με την ιδιότητα-(D) και έστω

B ∈ B. Θέτουμε

B̂(x, ε) = {y ∈ X : d(x, y) ≤ ε}
για κάθε x ∈ X και ε > 0. Αφού ο (X, d) είναι συμπαγής μετρικός χώρος,

έχουμε ότι X =
⋃m1

i=1 B̂(x1
i ,

1
2
), για κάποια x1

1, . . . , x
1
m1
∈ X.

΄Εστω A1 = B. Αφού A1 =
⋃m1

i=1 Ci, όπου

Ci =
{
λ ∈ A1 : xλ ∈ B̂(x1

i ,
1

2
)
}
,

και η B είναι μια βάση coideal υπάρχουν A2 ∈ B, A2 ⊆ A1 και 1 ≤ i1 ≤
m1 ώστε A2 ⊆ Ci1 και ισοδύναμα {xλ : λ ∈ A2} ⊆ B̂(x1

i1
, 1

2
). Συνεχί-

ζουμε ανάλογα. Αφού B̂(x1
i1
, 1

2
) είναι συμπαγής μετρικός χώρος, υπάρχουν
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x2
1, . . . , x

2
m2
∈ X, ώστε B̂(x1

i1
, 1

2
) ⊆

⋃m2

i=1 B̂(x2
i ,

1
4
) και ισοδύναμα υπάρχουν

A3 ∈ B, A3 ⊆ A2 και 1 ≤ i2 ≤ m2 ώστε

{xλ : λ ∈ A3} ⊆ B̂(x1
i1
,
1

2
) ∩ B̂(x2

i2
,
1

4
).

Επαγωγικά, κατασκευάζουμε μια ακολουθία (An)n∈N, με An ∈ B και A1 ⊇
A2 ⊇ . . ., και ακόμη κλειστές μπάλες B̂(xnin ,

1
2n

), για κάθε n ∈ N, ώστε

{xλ : λ ∈ An+1} ⊆
⋂n
j=1 B̂(xjij ,

1
2j

) για κάθε n ∈ N.

΄Εστω, {x0} =
⋂
n∈N B̂(xnin ,

1
2n

). Αφού η βάση coideal B έχει την ιδιότητα-

(D) υπάρχει C ∈ B, ώστε για κάθε n ∈ N υπάρχει kn ∈ N ∪ {0} ώστε

kn = max{k ∈ N : υπάρχει λ1, . . . , λk ∈ C \ An με λ1 ≺ · · · ≺ λk}.

Από αυτό έπεται ότι το σύνολο C \ A1 δεν περιέχει στοιχείο του B. ΄Αρα,

αφού C ∈ B και C = (C \A1)∪ (C ∩A1), υπάρχει A ∈ B, A ⊆ C ∩A1. Τότε

A ⊆ C, A ∈ B, A ⊆ B = A1 και για κάθε n ∈ N, n > 1 υπάρχει qn ∈ N∪{0}
ώστε

qn = max{k ∈ N : υπάρχει λ1, . . . , λk ∈ A \ An με λ1 ≺ · · · ≺ λk}.

Θα αποδείξουμε ότι limλ∈A xλ = x0. Πράγματι, έστω ε > 0. Επιλέγουμε

n0 ∈ N ώστε 1/2n0 < ε. Τότε d(xλ, x0) ≤ 1/2n0 < ε, για κάθε λ ∈ An0+1.

΄Εστω λ1, . . . , λqn0+1 ∈ A \ An0+1 με λ1 ≺ · · · ≺ λqn0+1 . Αφού δεν υπάρχει

λ ∈ A \ An0+1 με λqn0+1 ≺ λ και A ∈ B, υπάρχει λ0 ∈ A ∩ An0+1 ώστε

λqn0+1 ≺ λ0. Επομένως, για κάθε λ ∈ A με λ0 ≺ λ έχουμε ότι λ ∈ An0+1 και

ισοδύναμα ότι d(xλ, x0) ≤ 1/2n0 < ε. Η απόδειξη είναι πλήρης.

Η ειδικότερη περίπτωση του Θεωρήματος 3.2.6 για το διατεταγμένο σύνολο

([N]<∞>0 ,≺) και για την βάση coideal B του Παραδείγματος 3.2.5 (2) απεδείχθη

από τους Furstenberg, Weiss ([20]). Επίσης, η ειδικότερη περίπτωση του

Θεωρήματος 3.2.6 για το διατεταγμένο σύνολο (L(Σ, ~k; υ),≺) των ω-located
λέξεων και για την βάση coideal B του Παραδείγματος 3.2.5 (3) απεδείχθη

από τους Φαρμάκη, Κουτσογιάννη ([14]).
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3.2βʹ Επέκταση της θεωρίας των τοπολογικών δυναμικών

συστημάτων σε μερικά διατεταγμένες ημιομάδες

Σε αυτήν την παράγραφο, αρχικά εισάγουμε (στον Ορισμό 3.2.9), για μια

μερικά διατεταγμένη ημιομάδα Λ, την έννοια της κατάλληλης (suitable) βά-

σης coideal στην Λ, και στην συνέχεια (στον Ορισμό 3.2.10) τα τοπολογικά

δυναμικά συστήματα (X,T λ)λ∈Λ, επεκτείνοντας τα τοπολογικά δυναμικά συ-

στήματα της ειδικής μορφής (X,T n)n∈N. Σκοπός μας είναι, χρησιμοποιώντας

το Θεώρημα 3.2.6 της προηγούμενης παραγράφου, να αποδείξουμε αποτελέ-

σματα επαναφοράς (recurrence) και πολυδιάστατα αποτελέσματα επαναφοράς

(multiple recurrence) για τοπολογικά δυναμικά συστήματα σε μια μερικά δια-

τεταγμένη ημιομάδα, ως προς μια κατάλληλη βάση coideal για αυτήν την η-

μιομάδα, επεκτείνοντας τα θεώρηματα επαναφοράς (recurrence) των Birkhoff
([3]) και Furstenberg-Weiss ([20]).

Συγκεκριμένα, στο Θεώρημα 3.2.13 αποδεικνύεται ότι ένα τοπολογικό δυ-

ναμικό σύστημα (X,T λ)λ∈Λ έχει ένα σημείο B-επαναφοράς (B-recurrent)
(Ορισμός 3.2.12), όπου B είναι στοιχείο μιας κατάλληλης βάσης coideal B
στην μερικά διατεταγμένη ημιομάδα Λ, με την ιδιότητα-(D). Η έννοια αυτή

επεκτείνει την κλασική έννοια του σημείου επαναφοράς (recurrent) στα το-

πολογικά δυναμικά συστήματα της ειδικής μορφής (X,T n)n∈N, που εισήχθη

από τους Furstenberg, Weiss ([20]). Χρησιμοποιώντας το Θεώρημα 3.2.13

αποδεικνύεται (Θεώρημα 3.2.25), με κάποιες επιπλέον υποθέσεις, ένα πολυ-

διάστατο θεώρημα επαναφοράς (multiple recurrence theorem), ανάλογο του

Θεωρήματος 3.2.13, επεκτείνοντας το θεώρημα Furstenberg-Weiss ([20]).

Ορισμός 3.2.7. ΄Εστω Λ ένα μη κενό σύνολο και ≺ μια σχέση στο Λ η
οποία ικανοποιεί τι επόμενες ιδιότητες:

(i) Αν λ1, λ2 ∈ Λ με λ1 ≺ λ2, τότε λ1 6= λ2.

(ii) Αν λ1, λ2, λ3 ∈ Λ με λ1 ≺ λ2 και λ2 ≺ λ3, τότε λ1 ≺ λ3.

(iii) Για κάθε λ1, λ2 ∈ Λ υπάρχει λ3 ∈ Λ ώστε λ1 ≺ λ3 και λ2 ≺ λ3.

Τότε το (Λ,≺) είναι ένα διατεταγμένο σύνολο.

Ορισμός 3.2.8. ΄Εστω (Λ,≺) ένα άπειρο διατεταγμένο σύνολο και έστω ότι
για κάθε λ1, λ2 ∈ Λ με λ1 ≺ λ2 ορίζεται ένα μοναδικό στοιχείο λ1 ∗λ2 ∈ Λ. Η
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τριάδα (Λ,≺, ∗) λέγεται μερικά διατεταγμένη ημιομάδα, αν για κάθε

λ1, λ2, λ3 ∈ Λ με λ1 ≺ λ2 ≺ λ3 ισχύουν λ1 ≺ λ2 ∗ λ3, λ1 ∗ λ2 ≺ λ3 και

(λ1 ∗ λ2) ∗ λ3 = λ1 ∗ (λ2 ∗ λ3).

Ορισμός 3.2.9. ΄Εστω (Λ,≺, ∗) μια μερικά διατεταγμένη ημιομάδα.
Μια βάση coideal B στην (Λ,≺) λέγεται κατάλληλη (suitable) για την
(Λ,≺, ∗) αν κάθε B ∈ B έχει την ιδιότητα λ1 ∗ λ2 ∈ B για κάθε λ1, λ2 ∈ B
με λ1 ≺ λ2.

Προφανώς, αν μια βάση coideal B είναι κατάλληλη για μια μερικά διατε-

ταγμένη ημιομάδα (Λ,≺, ∗), τότε η (B,≺, ∗) είναι επίσης μερικά διατεταγμένη

ημιομάδα για κάθε B ∈ B.
Θα ορίσουμε τώρα την κεντρική έννοια αυτής της παραγράφου, την έννοια

του τοπολογικού δυναμικού συστήματος σε μια μερικά διατεταγμένη ημιομάδα.

Ορισμός 3.2.10. ΄Εστω (Λ,≺, ∗) μια μερικά διατεταγμένη ημιομάδα. Μια
οικογένεια {T λ}λ∈Λ συνεχών συναρτήσεων από έναν συμπαγή μετρικό χώρο

X στον εαυτό του είναι ένα Λ-τοπολογικό δυναμικό σύστημα του X
αν

T λ1 ◦ T λ2 = T λ1∗λ2 ,

για κάθε λ1, λ2 ∈ Λ με λ1 ≺ λ2.

Προφανώς, αν η B είναι μια κατάλληλη βάση coideal για την (Λ,≺, ∗) και

B ∈ B, τότε η οικογένεια {T λ}λ∈B είναι επίσης ένα τοπολογικό δυναμικό

σύστημα του X.

Παραδείγματα 3.2.11. ΄Εστω X ένας συμπαγής μετρικός χώρος.
(1) ΄Εστω T : X → X μια συνεχής απεικόνιση. Τότε {T n}n∈N είναι ένα
N-τοπολογικό δυναμικό σύστημα του X.
(2) Σύμφωνα με το Παράδειγμα 3.2.5 (2), το ([N]<∞>0 ,≺) είναι ένα άπειρο διατε-
ταγμένο σύνολο. ΄Αρα, ([N]<∞>0 ,≺,∪) είναι μια μερικά διατεταγμένη ημιομάδα
και η βάση coideal B που ορίστηκε στο παράδειγμα αυτό είναι μια κατάλληλη
βάση coideal για αυτήν την ημιομάδα. Για κάθε n ∈ N, έστω Tn : X → X
μια συνεχής απεικόνιση από έναν συμπαγή μετρικό χώρο X στον εαυτό του.
Για F = {n1 < · · · < nk} ∈ [N]<∞>0 θέτουμε

T F = Tn1 ◦ . . . ◦ Tnk .
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Τότε {T F}F∈[N]<∞>0
είναι ένα [N]<∞>0 -τοπολογικό δυναμικό σύστημα του X. Ει-

δικότερα, μπορούμε να αντικαταστήσουμε το Tn με το T
n
, για κάθε n ∈ N,

όπου T : X → X είναι μια συνεχής απεικόνιση.

(3) ΄Εστω Σ = {α1, α2, . . .} ⊆ N ένα άπειρο αριθμήσιμο αλφάβητο και ~k =
(kn)n∈N ⊆ N μια αύξουσα ακολουθία. Σύμφωνα με το Παράδειγμα 3.2.5 (3), η
(L(Σ, ~k),≺, ∗) είναι μια μερικά διατεταγμένη ημιομάδα και η βάση coideal B
που ορίστηκε στο παράδειγμα αυτό είναι μια κατάλληλη βάση coideal για αυ-
τήν την ημιομάδα. ΄Εστω {Tn}n∈N μια ακολουθία συνεχών συναρτήσεων από
τον X στον εαυτό του και έστω (ln)n∈N ⊆ N. Για w = wn1 . . . wnλ ∈ L(Σ, ~k)
έστω

Tw = T
ln1wn1
n1 ◦ . . . ◦ T lnλwnλnλ .

Τότε {Tw}w∈L(Σ,~k) είναι ένα L(Σ, ~k)-τοπολογικό δυναμικό σύστημα του X.

Θα ορίσουμε τώρα τα σημεία επαναφοράς (recurrent) ενός τοπολογικού

δυναμικού συστήματος για μια μερικά διατεταγμένη ημιομάδα, ως προς μια

κατάλληλη βάση coideal για αυτήν την ημιομάδα. Στην συνέχεια, χρησιμο-

ποιώντας το Θεώρημα 3.2.6, θα αποδείξουμε την ύπαρξη τέτοιων σημείων στην

περίπτωση όπου η βάση coideal έχει την ιδιότητα-(D).

Ορισμός 3.2.12. ΄Εστω (Λ,≺, ∗) μια μερικά διατεταγμένη ημιομάδα, {T λ}λ∈Λ

ένα Λ-τοπολογικό δυναμικό σύστημα ενός συμπαγούς μετρικού χώρου (X, d),
B μια κατάλληλη βάση coideal στο (Λ,≺, ∗) και έστω B ∈ B. ΄Ενα σημείο x0

του X λέγεται σημείο B-επαναφοράς (B-recurrent) αν

lim
λ∈A

T λ(x0) = x0, για κάποιο A ∈ B με A ⊆ B.

Θεώρημα 3.2.13. ΄Εστω (Λ,≺, ∗) μια μερικά διατεταγμένη ημιομάδα, {T λ}λ∈Λ

ένα Λ-τοπολογικό δυναμικό σύστημα ενός συμπαγούς μετρικού χώρου (X, d),
B μια κατάλληλη βάση coideal στο (Λ,≺, ∗) με την ιδιότητα-(D) και έστω
B ∈ B. Τότε ο X περιέχει σημεία B-επαναφοράς.

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ X. Σύμφωνα με το Θεώρημα 3.2.6, υπάρχουν A ∈
B, A ⊆ B και x0 ∈ X ώστε limλ∈A T

λ(x) = x0. ΄Εστω ε > 0. Τότε υπάρχει

λ0 ∈ A ώστε d(T λ(x), x0) < ε/2, για κάθε λ ∈ A με λ0 ≺ λ. Σταθεροποιούμε
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ένα λ1 ∈ A με λ0 ≺ λ1. Αφού T λ1 είναι συνεχής συνάρτηση στο X, υπάρχει

δ > 0 ώστε αν y ∈ X με d(y, x0) < δ, τότε d(T λ1(y), T λ1(x0)) < ε/2. Αφού

limλ∈A T
λ(x) = x0, υπάρχει λ2 ∈ A, λ1 ≺ λ2 ώστε d(T λ2(x), x0) < δ. Τότε,

d(T λ1(T λ2(x)), T λ1(x0)) < ε/2

και ισοδύναμα

d(T λ1∗λ2(x), T λ1(x0)) < ε/2.

Αφού λ1∗λ2 ∈ A και λ0 ≺ λ1∗λ2, έχουμε ότι d(T λ1∗λ2(x), x0) < ε/2. ΄Επεται

ότι, d(T λ1(x0), x0) < ε. Επομένως, limλ∈A T
λ(x0) = x0.

Η ειδικότερη περίπτωση αυτού του θεωρήματος, όπου Λ = N, B = [N] και
το τοπολογικό δυναμικό σύστημα έχει την μορφή {T n}n∈N, όπου T είναι μια

συνεχής συνάρτηση από έναν συμπαγή μετρικό χώρο (X, d) στον εαυτό του

είναι το θεώρημα επαναφοράς (recurrence) του Birkhoff ([3]) (Θεώρημα 3.1.8).

Σκοπός μας είναι να εντοπίσουμε σημεία επαναφοράς ενός τοπολογικού

δυναμικού συστήματος σε μια μερικά διατεταγμένη ημιομάδα ως προς μια κα-

τάλληλη βάση coideal για αυτήν την ημιομάδα σε ένα δοθέν υποσύνολο του

χώρου. Αρχικά, θα αναζητήσουμε σημεία σχεδόν επαναφοράς, καθώς η κλάση

τους είναι ευρύτερη από την κλάση των σημείων επαναφοράς.

Ορισμός 3.2.14. ΄Εστω (Λ,≺, ∗) μια μερικά διατεταγμένη ημιομάδα και
{T λ}λ∈Λ ένα Λ-τοπολογικό δυναμικό σύστημα ενός συμπαγούς μετρικού χώ-
ρου (X, d), B μια κατάλληλη βάση coideal στην (Λ,≺, ∗) και έστω B ∈ B.
΄Ενα σημείο x0 του X λέγεται σημείο B-σχεδόν επαναφοράς (B-almost
recurrent) αν για κάθε ε > 0 και λ0 ∈ Λ, υπάρχουν λ ∈ B, λ0 ≺ λ ώστε

d(T λ(x0), x0) < ε.

΄Ενα κλειστό υποσύνολο F του X λέγεται σύνολο B-σχεδόν επαναφο-

ράς (B-almost recurrent) αν για κάθε ε > 0, λ0 ∈ Λ και x ∈ F , υπάρχουν
y ∈ F και λ ∈ B, λ0 ≺ λ ώστε

d(T λ(y), x) < ε.
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Στο επόμενο παράδειγμα θα επισημάνουμε έναν τρόπο να εντοπίζουμε υ-

ποσύνολα σχεδόν επαναφοράς ενός συμπαγούς μετρικού χώρου.

Παράδειγμα 3.2.15. ΄Εστω (X, d) συμπαγής μετρικός χώρος, (Λ,≺, ∗)
μια μερικά διατεταγμένη ημιομάδα, B μια κατάλληλη βάση coideal στην
(Λ,≺, ∗) με την ιδιότητα-(D) και έστω B ∈ B. ΄Εστω F (X) το σύνολο όλων
των μη κενών κλειστών υποσυνόλων του X εφοδιασμένα με την Hausdorff

μετρική d̃, όπου

d̃(K,M) = max{supx∈Kd(x,M), supx∈Md(x,K)}.

Τότε (F (X), d̃) είναι συμπαγής μετρικός χώρος. ΄Εστω {T λ}λ∈Λ ένα Λ-
τοπολογικό δυναμικό σύστημα του (X, d). Ορίζουμε,

T̃ λ : F (X)→ F (X) με T̃ λ(K) = T λ(K).

Τότε {T̃ λ}λ∈Λ είναι ένα Λ-τοπολογικό δυναμικό σύστημα του (F (X), d̃). Σύμ-
φωνα με το Θεώρημα 3.2.13, υπάρχουν A ∈ B, A ⊆ B και K ∈ F (X) ώστε

lim
λ∈A

T̃ λ(K) = K.

Τότε το K είναι ένα σημείο B-επαναφοράς του F (X) και το K είναι ένα B-
σχεδόν υποσύνολο επαναφοράς του X.

Θα αποδείξουμε τώρα ότι κάθε υποσύνολο σχεδόν επαναφοράς του X
περιέχει σημεία σχεδόν επαναφοράς του X.

Πρόταση 3.2.16. ΄Εστω (Λ,≺, ∗) μια μερικά διατεταγμένη ημιομάδα, {T λ}λ∈Λ

ένα Λ-τοπολογικό δυναμικό σύστημα ενός συμπαγούς μετρικού χώρου (X, d),
B μια κατάλληλη βάση coideal στην (Λ,≺, ∗) και έστω B ∈ B. Κάθε υποσύ-
νολο B-σχεδόν επαναφοράς F του X περιέχει σημεία B-σχεδόν επαναφοράς
του X.

Απόδειξη. ΄Εστω F ένα υποσύνολο B-σχεδόν επαναφοράς του X. Σταθε-

ροποιούμε ε > 0 και λ0 ∈ Λ. Επαγωγικά, θα κατασκευάσουμε ακολουθία

(xn)n∈N ⊆ F , ακολουθία (λn)n∈N ⊆ B με λn ≺ λn+1 και μια ακολουθία

(εn)n∈N με 0 < εn < ε/2, ώστε

d(T λn+1(xn+1), xn) < εn+1 και d(T λn(x), xn−1) < εn,
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όταν x ∈ X και d(x, xn) < εn+1, για κάθε n ∈ N.

Πράγματι, αφού το F είναι σύνολο B-σχεδόν επαναφοράς, για x0 ∈ F και

ε1 = ε/2 υπάρχει λ1 ∈ B με λ0 ≺ λ1 και x1 ∈ F ώστε d(T λ1(x1), x0) < ε1.

΄Εστω ότι υπάρχουν x0, x1, . . . , xn ∈ F, λ1, . . . , λn ∈ B με λ1 ≺ . . . ≺ λn και

0 < ε1, ε2, . . . , εn < ε/2 ώστε d(T λi(xi), xi−1) < εi, για κάθε i = 1, . . . , n.
Αφού T λn είναι συνεχής συνάρτηση, υπάρχει 0 < εn+1 6 εn ώστε αν x ∈ X
και d(x, xn) < εn+1, τότε

d(T λn(x), T λn(xn)) < εn − d(T λn(xn), xn−1).

΄Αρα, όταν d(x, xn) < εn+1 έχουμε ότι

d(T λn(x), xn−1) 6 d(T λn(x), T λn(xn)) + d(T λn(xn), xn−1) < εn.

Αφού το F είναι σύνολο B-σχεδόν επαναφοράς, υπάρχουν λn+1 ∈ B με λn ≺
λn+1 και xn+1 ∈ F ώστε d(T λn+1(xn+1), xn) < εn+1. Αυτό ολοκληρώνει την

κατασκευή.

Θα αποδείξουμε ότι αν i, j ∈ N και i < j, τότε

d(T λi+1∗...∗λj(xj), xi) < εi+1.

Πράγματι, αν d(T λj(xj), xj−1) < εj έχουμε ότι d(T λj−1(T λj(xj)), xj−2) <
εj−1, και αφού λj−1 ≺ λj, έχουμε ότι d(T λj−1∗λj(xj), xj−2) < εj−1. Επανα-

λαμβάνοντας την ίδια διαδικασία παίρνουμε ότι d(T λi+1∗...∗λj(xj), xi) < εi+1 6
ε1 = ε/2.

Αφού ο X είναι συμπαγής μετρικός χώρος υπάρχουν i, j ∈ N με i < j
ώστε d(xi, xj) < ε/2. Τότε,

d(T λi+1∗...∗λj(xj), xj) 6 d(T λi+1∗...∗λj(xj), xi) + d(xi, xj) < ε.

Για x = xj και λ = λi+1 ∗ . . . ∗ λj ∈ B έχουμε ότι λ0 ≺ λ και d(T λ(x), x) <
ε.

Θα ορίσουμε τώρα τα υποσύνολα επαναφοράς ενός συμπαγούς μετρικού

χώρου ως προς ένα τοπολογικό δυναμικό σύστημα σε μια μερικά διατεταγμένη

ημιομάδα, προκειμένου να εντοπίσουμε σημεία επαναφοράς σε αυτά.
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Ορισμός 3.2.17. ΄Εστω (Λ,≺, ∗) μια μερικά διατεταγμένη ημιομάδα, {T λ}λ∈Λ

ένα Λ-τοπολογικό δυναμικό σύστημα ενός συμπαγούς μετρικού χώρου (X, d)
και B μια κατάλληλη βάση coideal στην (Λ,≺, ∗). ΄Ενα κλειστό υποσύνολο F
του X λέγεται σύνολο B-επαναφοράς (B-recurrent), για B ∈ B, αν για
κάθε ε > 0 και x ∈ F , υπάρχουν A ∈ B με A ⊆ B και y ∈ F ώστε

d(T λ(y), x) < ε, για κάθε λ ∈ A.

΄Ενα κλειστό υποσύνολο F τουX λέγεται σύνολο επαναφοράς (recurrent),
αν είναι σύνολο B-επαναφοράς (B-recurrent) για κάθε B ∈ B.

Προφανώς, ένα υποσύνολο B-επαναφοράς του X, για B ∈ B, είναι σύ-

νολο B-σχεδόν επαναφοράς και, σύμφωνα με την Πρόταση 3.2.16, περιέχει

σημεία B-σχεδόν επαναφοράς. ΄Οπως θα αποδείξουμε στην Πρόταση 3.2.24

παρακάτω, μπορούμε να εντοπίσουμε σημεία B-επαναφοράς σε ένα ομογενές υ-

ποσύνολο B-επαναφοράς του X. Πρώτα δίνουμε τους κατάλληλους ορισμούς,

ξεκινώντας από τον ορισμό του minimal δυναμικού συστήματος.

Ορισμός 3.2.18. ΄Εστω X συμπαγής μετρικός χώρος, (Λ,≺, ∗) μια μερι-
κά διατεταγμένη ημιομάδα και {T λ}λ∈Λ ένα Λ-τοπολογικό δυναμικό σύστημα
του (X, d). Το σύστημα λέγεται minimal αν δεν υπάρχει γνήσιο κλειστό
υποσύνολο Y ⊂ X που να είναι T λ-αναλλοίωτο για κάθε λ ∈ Λ.

Χρησιμοποιώντας το λήμμα του Zorn αποδεικνύεται ότι υπάρχει ένα μη-

κενό κλειστό υποσύνολο Y του X ώστε το σύστημα {T λ}λ∈Λ περιορισμένο

στο Y να είναι minimal. Σύμφωνα με την Πρόταση 3.1.6 που οφείλεται στον

Fursrenberg ([19]), έχουμε τον επόμενο χαρακτηρισμό για ένα minimal τοπο-
λογικό δυναμικό σύστημα, στην περίπτωση όπου η Λ είναι ημιομάδα.

Πρόταση 3.2.19 (Furstenberg, [19]). ΄Εστω X συμπαγής μετρικός χώ-
ρος, G μια ημιομάδα και έστω {T g}g∈G ένα G-τοπολογικό δυναμικό σύστημα
τουX. Το δυναμικό σύστημα {T g}g∈G είναιminimal αν για κάθε ανοικτό υπο-
σύνολο U τουX, υπάρχουν πεπερασμένα το πλήθος στοιχεία g1, g2, . . . , gn ∈ G
ώστε

n⋃
i=1

(T gi)−1(U) = X.
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Θα δώσουμε τώρα τον ορισμό ενός ομογενούς υποσυνόλου του X ως προς

ένα σύνολο {Ti}i∈I μετασχηματισμών που δρουν στο X, τον οποίο εισήγαγε

ο Furstenberg ([19]) ως εξής:

Ορισμός 3.2.20 (Furstenberg, [19]). ΄Εστω X συμπαγής μετρικός χώ-
ρος και F ένα κλειστό υποσύνολο του X. Το F λέγεται ομογενές ως προς
ένα σύνολο μετασχηματισμών {Ti}i∈I που δρουν στο X αν υπάρχει μια ομά-
δα ομομορφισμών G του X καθένας από τους οποίους μετατίθεται με κάθε Ti
ώστε το G αφήνει το F αναλλοίωτο και το (F,G) είναι minimal.

Στην επόμενη πρόταση θα αποδείξουμε ότι ένα ομογενές υποσύνολο τουX
είναι σύνολο επαναφοράς, αν ικανοποιεί μια ασθενέστερη συνθήκη από αυτήν

στον Ορισμό 3.2.17.

Πρόταση 3.2.21. ΄Εστω (Λ,≺, ∗) μια μερικά διατεταγμένη ημιομάδα, {T λ}λ∈Λ

ένα Λ-τοπολογικό δυναμικό σύστημα ενός συμπαγούς μετρικού χώρου (X, d),
B μια κατάλληλη βάση coideal στην (Λ,≺, ∗) και έστω B ∈ B. Αν ένα κλει-
στό υποσύνολο F του X είναι ομογενές ως προς το σύστημα {T λ}λ∈Λ και για

κάθε ε > 0 υπάρχουν x, y ∈ F και A ∈ B, A ⊆ B ώστε

d(T λ(y), x) < ε για κάθε λ ∈ A,

τότε το F είναι σύνολο B-επαναφοράς.

Απόδειξη. Αφού το F είναι ομογενές ως προς το σύστημα {T λ}λ∈Λ, υπάρχει

μια ομάδα G ομομορφισμών, καθένας από τους οποίους μετατίθεται με κάθε

T λ ώστε το G αφήνει αναλλοίωτο το F και (F,G) είναι minimal.
Ισχυριζόμαστε ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει ένα πεπερασμένο υποσύνολο G0

του G ώστε, για κάθε x, y ∈ F , ming∈G0 d(g(x), y) < ε/2.
Πράγματι, έστω {Ui}ki=1 ένα πεπερασμένο κάλυμμα του F από ανοικτά

σύνολα διαμέτρου < ε/2. Σύμφωνα με την Πρόταση 3.2.19, υπάρχει πεπερα-

σμένο σύνολο {gi1, . . . , gimi} για κάθε 1 6 i 6 k ώστε
⋃mi
j=1(gij)

−1(Ui) = F .

΄Εστω,

G0 = {gij : 1 6 i 6 k, 1 6 j 6 mi}.

Τότε για κάθε x, y ∈ F έχουμε ότι y ∈ Ui0 για κάποιο i0 ∈ {1, . . . , κ} και

x ∈ (gi0j0)
−1(Ui0) για κάποιο j0 ∈ {1, . . . ,mi0}. Τότε gi0j0(x) ∈ Ui0 και, αφού το
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Ui0 έχει διάμετρο < ε/2, έχουμε ότι ming∈G0 d(g(x), y) 6 d(gi0j0(x), y) < ε/2.
΄Εστω ε > 0 και z ∈ F . Υπάρχει δ > 0 ώστε αν x1, x2 ∈ X και d(x1, x2) < δ,
τότε d(g(x1), g(x2)) < ε/2, για κάθε g ∈ G0. Σύμφωνα με τις υποθέσεις

μας, υπάρχουν x, y ∈ F και A ∈ B, A ⊆ B ώστε d(T λ(y), x) < δ, για

κάθε λ ∈ A. Τότε d(g(T λ(y)), g(x)) < ε/2, για κάθε g ∈ G0 και λ ∈ A.

Αφού κάθε g ∈ G0 μετατίθεται με κάθε T λ, έχουμε ότι d(T λ(g(y)), g(x)) =
d(g(T λ(y)), g(x)) < ε/2, για κάθε g ∈ G0 και λ ∈ A.

Σύμφωνα με τον ισχυρισμό μας, υπάρχει g ∈ G0 ώστε d(g(x), z) < ε/2. Τότε,

d(T λ(g(y)), z) 6 d(T λ(g(y)), g(x)) + d(g(x), z) < ε,

για κάθε λ ∈ A. Επομένως το F είναι σύνολο B-επαναφοράς, αφού A ∈
B, A ⊆ B και g(y) ∈ F .

Ως συνέχεια της πρότασης 3.2.21 έχουμε την επόμενη πρόταση:

Πρόταση 3.2.22. ΄Εστω (Λ,≺, ∗) μια μερικά διατεταγμένη ημιομάδα, {T λ}λ∈Λ

ένα Λ-τοπολογικό δυναμικό σύστημα ενός συμπαγούς μετρικού χώρου (X, d),
B μια κατάλληλη βάση coideal στην (Λ,≺, ∗) και έστω B ∈ B. Αν ένα κλει-
στό υποσύνολο F του X είναι ομογενές ως προς το σύστημα {T λ}λ∈Λ και

σύνολο B-επαναφοράς, τότε για κάθε ε > 0 υπάρχουν ένα σημείο x0 ∈ F και
A ∈ B, A ⊆ B ώστε

d(T λ(x0), x0) < ε, για κάθε λ ∈ A.

Απόδειξη. Αφού το F είναι ομογενές σύνολο ως προς το σύστημα {T λ}λ∈Λ,

υπάρχει μια ομάδα G ομομορφισμών καθένας από τους οποίους μετατίθεται με

κάθε T λ ώστε η G αφήνει το F αναλλοίωτο και (F,G) είναι minimal. Τότε

για κάθε ε > 0 υπάρχει πεπερασμένο υποσύνολο G0 του G ώστε, για κάθε

x1, x2 ∈ F , ming∈G0 d(g(x1), x2) < ε/2.
΄Εστω ε > 0. Υπάρχει δ > 0 ώστε αν x1, x2 ∈ X και d(x1, x2) < δ,

τότε d(g(x1), g(x2)) < ε/2, για κάθε g ∈ G0. ΄Εστω x ∈ F. Αφού το F
είναι σύνολο B-επαναφοράς, υπάρχουν A ∈ B με A ⊆ B και y ∈ F ώστε

d(T λ(y), x) < δ, για κάθε λ ∈ A.
Τότε, αφού κάθε g ∈ G0 μετατίθεται με κάθε T λ, έχουμε ότι d(T λ(g(y)), g(x)) =

d(g(T λ(y)), g(x)) < ε/2, για κάθε g ∈ G0 και λ ∈ A.
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΄Εστω g ∈ G0 ώστε d(g(x), g(y)) < ε/2. Τότε για κάθε λ ∈ A έχουμε ότι

d(T λ(g(y)), g(y)) 6 d(T λ(g(y)), g(x)) + d(g(x), g(y)) < ε.

Θέτουμε x0 = g(y) ∈ F .

Θα αποδείξουμε στην Πρόταση 3.2.24 παρακάτω ότι, στην περίπτωση όπου

η βάση coideal B έχει την ιδιότητα-(D) και το σύνολο {T λ : λ ∈ Λ} είναι

ισοσυνεχές, το σύνολο όλων των σημείων B-επαναφοράς ενός ομογενούς

υποσυνόλου επαναφοράς F του X, για B ∈ B, είναι ένα πυκνό υποσύνολο

του F .

Ορισμός 3.2.23. ΄Ενα σύνολο {Ti}i∈I συνεχών συναρτήσεων από έναν συμ-
παγή μετρικό χώρο (X, d) στον εαυτό του λέγεται ισοσυνεχές, αν για κάθε
ε > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε αν x, y ∈ X με d(x, y) < δ, τότε

d(T i(x), T i(y)) < ε, για κάθε i ∈ I.

Πρόταση 3.2.24. ΄Εστω (Λ,≺, ∗) μια μερικά διατεταγμένη ημιομάδα, {T λ}λ∈Λ

ένα Λ-τοπολογικό δυναμικό σύστημα ενός συμπαγούς μετρικού χώρου (X, d),
το οποίο είναι ισοσυνεχές, B μια κατάλληλη βάση coideal στην (Λ,≺, ∗) με
την ιδιότητα-(D) και έστω B ∈ B. Τότε κάθε ομογενές υποσύνολο επαναφο-
ράς F του X περιέχει σημεία B-επαναφοράς. Επιπλέον το σύνολο όλων των
σημείων B-επαναφοράς του F είναι πυκνό υποσύνολο του F .

Απόδειξη. ΄Εστω V ένα ανοικτό υποσύνολο του X ώστε V ∩ F 6= ∅. Υπάρ-

χουν ένα ανοικτό σύνολο V ′ ώστε V ′ ⊆ V, V ′ ∩ F 6= ∅ και δ > 0 ώστε αν

x ∈ X και d(x, V ′) < δ, τότε x ∈ V .

Αφού το F είναι ομογενές ως προς το σύστημα {T λ}λ∈Λ, υπάρχει μια

ομάδα G ομομορφισμών που μετατίθενται με κάθε {T λ}λ∈Λ ώστε η G αφήνει

το F αναλλοίωτο και (F,G) είναι minimal. Σύμφωνα με την Πρόταση 3.2.19,

υπάρχει πεπερασμένο υποσύνολο G0 της G ώστε F ⊆
⋃
g∈G0

g−1(V ′).
΄Εστω ε > 0 ώστε αν x1, x2 ∈ X με d(x1, x2) < ε, τότε d(g(x1), g(x2)) < δ
για κάθε g ∈ G0. Αφού το F είναι ομογενές υποσύνολο επαναφοράς του

X, σύμφωνα με την Πρόταση 3.2.22, υπάρχουν ένα σημείο x0 ∈ F και A ∈
B, A ⊆ B ώστε d(T λ(x0), x0) < ε, για κάθε λ ∈ A. ΄Εστω g ∈ G0 ώστε
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g(x0) ∈ V ′. Τότε d(T λ(g(x0)), g(x0)) < δ, για κάθε λ ∈ A. Αφού g(x0) ∈
V ′, έχουμε ότι T λ(g(x0)) ∈ V για κάθε λ ∈ A. Επομένως, για κάθε ανοικτό

σύνολο V με V ∩ F 6= ∅ υπάρχουν A ∈ B, A ⊆ B και x′ = g(x0) ∈ V ∩ F
ώστε T λ(x′) ∈ V για κάθε λ ∈ A.

Ισοδύναμα, αφού {T λ}λ∈Λ είναι ισοσυνεχές, για κάθε ανοικτό σύνολο V
με V ∩ F 6= ∅ υπάρχουν A ∈ B, A ⊆ B και ένα ανοικτό σύνολο V1 ώστε

V1 ∩ F 6= ∅, V1 ⊆ V και T λ(V1) ⊆ V για κάθε λ ∈ A.

΄Εστω V0 ένα ανοικτό υποσύνολο του X ώστε V0 ∩ F 6= ∅. Κατασκευάζου-

με επαγωγικά μια ακολουθία (Vn)n∈N ανοικτών συνόλων και μια ακολουθία

(An)n∈N ⊆ B, με B ⊇ A1 ⊇ A2 ⊇ . . ., ώστε για κάθε n ∈ N

Vn ⊆ Vn−1, Vn ∩ F 6= ∅ και T λ(Vn) ⊆ Vn−1 για κάθε λ ∈ An.

Μπορούμε να υποθέσουμε ότι η διάμετρος του Vn τείνει στο 0. ΄Εστω,⋂
n∈N Vn ∩ F = {x0}. Τότε x0 ∈ V0 και θα αποδείξουμε ότι το x0 είναι

ένα σημείο B-επαναφοράς του F .

Πράγματι, αφού η βάση coideal B έχει την ιδιότητα-(D) υπάρχει C ∈ B,
ώστε για κάθε n ∈ N υπάρχει kn ∈ N ∪ {0} ώστε

kn = max{k ∈ N : υπάρχει λ1, . . . , λk ∈ C \ An με λ1 ≺ · · · ≺ λk}.

Από αυτό έπεται ότι το σύνολο C \A1 δεν περιέχει σημείο της B. Επομένως,

αφού C ∈ B, υπάρχει A ∈ B, A ⊆ C∩A1. Τότε A ⊆ C, A ∈ B, A ⊆ A1 ⊆ B
και για κάθε n ∈ N, n > 1 υπάρχει qn ∈ N ∪ {0} ώστε

qn = max{k ∈ N : υπάρχει λ1, . . . , λk ∈ A \ An με λ1 ≺ · · · ≺ λk}.

Θα αποδείξουμε ότι limλ∈A T
λ(x0) = x0. ΄Εστω ε > 0. Αφού η διάμετρος

του Vn τείνει στο 0, επιλέγουμε n0 ∈ N, n0 > 1 ώστε η διάμετρος του Vn0 να

είναι μικρότερη από ε. ΄Εστω λ1, . . . , λqn0+1 ∈ A\An0+1 με λ1 ≺ · · · ≺ λqn0+1 .
Τότε υπάρχει λ0 ∈ A ∩ An0+1 ώστε λqn0+1 ≺ λ0. Για κάθε λ ∈ A με λ0 ≺ λ

έχουμε ότι λ ∈ A ∩ An0+1 και ισοδύναμα ότι T λ(x0) ∈ Vn0 . Αφού x0 ∈ Vn0 ,

έχουμε ότι d(T λ(x0), x0) < ε, για κάθε λ ∈ A με λ0 ≺ λ. Επομένως, το x0

είναι ένα σημείο B-επαναφοράς του F και x0 ∈ V0. Η απόδειξη είναι πλήρης.
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Τέλος, χρησιμοποιώντας την προηγούμενη πρόταση, θα αποδείξουμε με

κάποιες επιπλέον υποθέσεις, ένα πολυδιάστατο θεώρημα επαναφοράς (multiple
recurrence theorem), ανάλογο του Θεωρήματος 3.2.13, το οποίο επεκτείνει

το θεώρημα των Furstenberg, Weiss (Θεώρημα 3.1.11).

Θεώρημα 3.2.25. ΄Εστω (Λ,≺, ∗) μια μερικά διατεταγμένη ημιομάδα, B
μια κατάλληλη βάση coideal στην (Λ,≺, ∗) με την ιδιότητα-(D), m ∈ N,
(X,T λ1 )λ∈Λ, . . . , (X,T

λ
m)λ∈Λ Λ-τοπολογικά δυναμικά συστήματα ενός συμπα-

γούς μετρικού χώρου (X, d) που περιέχονται όλα σε μια μεταθετική ομάδα G
ομομορφισμών του X, και έστω τα συστήματα (X,T λi )λ∈Λ, (X, (T λi )−1)λ∈Λ

να είναι ισοσυνεχή για κάθε i = 1, . . . ,m. Τότε για κάθε B ∈ B υπάρχουν
A ∈ B με A ⊆ B και x0 ∈ X ώστε,

lim
λ∈A

T λi (x0) = x0 για κάθε 1 6 i 6 m.

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι το (X,G) είναι minimal, αλλιώς μπορούμε να αν-

τικαταστήσουμε το X με ένα G-minimal υποσύνολο του X. Η απόδειξη θα

γίνει με επαγωγή στο m. Για m = 1 το θεώρημα ισχύει λόγω του Θεωρήμα-

τος 3.2.13. Υποθέτουμε ότι το θεώρημα ισχύει για κάποιον m ∈ N, m > 1.
΄Εστω B ∈ B και {T λ1 }λ∈Λ, . . . , {T λm+1}λ∈Λ, m + 1 Λ-τοπολογικά δυναμικά

συστήματα που ικανοποιούν τις υποθέσεις του θεωρήματος. Θέτουμε,

Sλi = T λi ◦ (T λm+1)−1
για κάθε 1 6 i 6 m.

Αφού η G είναι μεταθετική ομάδα, ισχύει Sλ1∗λ2i = Sλ1i ◦S
λ2
i για κάθε λ1, λ2 ∈

B με λ1 ≺ λ2 και 1 6 i 6 m. Επομένως, {Sλ1 }λ∈Λ, . . . , {Sλm}λ∈Λ είναι Λ-

τοπολογικά δυναμικά συστήματα ενός συμπαγούς μετρικού χώρου (X, d) που

ικανοποιούν τις υποθέσεις του θεωρήματος. Επομένως, λόγω της επαγωγικής

υπόθεσης υπάρχουν y0 ∈ X και A ∈ B με A ⊆ B ώστε

limλ∈A S
λ
i (y0) = y0 για κάθε 1 6 i 6 m.

΄Εστω ε > 0. Για κάθε i = 1, . . . ,m υπάρχει λi ∈ A ώστε

d(T λi ((T λm+1)−1(y0)), y0) = d(Sλi (y0), y0) < ε/2, για κάθε λ ∈ A με λi ≺ λ.

΄Εστω λ0 ∈ A με λ1, . . . , λm ≺ λ0. Τότε για κάθε λ ∈ A με λ0 ≺ λ έχουμε

ότι

d(T λi ((T λm+1)−1(y0)), y0) < ε/2, για κάθε i = 1, . . . ,m+ 1.
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Σύμφωνα με το Θεώρημα 3.2.6, υπάρχουν y1 ∈ X και A1 ∈ B, A1 ⊆ A ώστε

limλ∈A1(T
λ
m+1)−1(y0) = y1.

Αφού {T λi }λ∈Λ, για i = 1, . . . ,m + 1, είναι ισοσυνεχή συστήματα υπάρχει

δ > 0 ώστε αν x, y ∈ X με d(x, y) < δ, τότε d(T λi (x), T λi (y)) < ε/2,
για κάθε λ ∈ Λ και i = 1, . . . ,m + 1. ΄Εστω λ1 ∈ A1 με λ0 ≺ λ1, ώ-

στε d((T λm+1)−1(y0), y1) < δ, για κάθε λ ∈ A1 με λ1 ≺ λ. Επομένως,

d(T λi ((T λm+1)−1(y0)), T λi (y1)) < ε/2, για κάθε λ ∈ A1 με λ1 ≺ λ και κά-

θε i = 1, . . . ,m + 1. Επομένως, για κάθε λ ∈ A1 με λ1 ≺ λ και κάθε

i = 1, . . . ,m+ 1 έχουμε ότι

d(T λi (y1), y0) 6 d(T λi (y1), T λi ((T λm+1)−1(y0))) + d(T λi ((T λm+1)−1(y0)), y0) < ε.

΄Εστω C ∈ B, C ⊆ A1 − λ1 ⊆ B. Τότε

max{d(T λi (y1), y0) : i = 1, . . . ,m+ 1} < ε για κάθε λ ∈ C.

Θεωρούμε τον συμπαγή μετρικό χώρο (Xm+1, d̃), όπου

d̃((y1, . . . , ym+1), (x1, . . . , xm+1)) = max {d(yi, xi), i = 1, . . . ,m+ 1},

και τα Λ-τοπολογικά δυναμικά συστήματα {T̃ λ}λ∈Λ του Xm+1
, τα οποία είναι

ισοσυνεχή, όπου T̃ λ = T λ1 × · · · × T λm+1. ΄Εστω ∆m+1 = {(x, . . . , x) : x ∈
X} ⊆ Xm+1

το διαγώνιο υποσύνολο του Xm+1
. Μπορούμε να υποθέσουμε

ότι η G δρα στο Xm+1
αντικαθιστώντας κάθε g ∈ G με g × . . . × g. Τότε

οι συναρτήσεις T̃ λ, για λ ∈ Λ, μετατίθενται με τις συναρτήσεις του G, το G
αφήνει το ∆m+1

αναλλοίωτο και το (∆m+1, G) είναι minimal. Επομένως, το

∆m+1
είναι ομογενές σύνολο ως προς τον (T̃ λ)λ∈Λ.

Σύμφωνα με την Πρόταση 3.2.24, για να αποδείξουμε το θεώρημα, αρκεί να

αποδείξουμε ότι το ∆m+1
είναι σύνολο B-επαναφοράς. Επομένως, σύμφωνα

με την Πρόταση 3.2.21, αρκεί για δοθέν ε > 0 να αποδείξουμε ότι υπάρχουν

x, y ∈ X και C ∈ B, C ⊆ B ώστε

d̃(T̃ λ((y, . . . , y)), (x, . . . , x)) = max {d(T λi (y), x) : i = 1, . . . ,m+ 1} < ε,

για κάθε λ ∈ C. ΄Ομως έχουμε ήδη αποδείξει, ότι για δοθέν ε > 0 υπάρχουν

y1, y0 ∈ X και C ∈ B, C ⊆ B ώστε

max {d(T λi (y1), y0) : i = 1, . . . ,m+ 1} < ε,
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για κάθε λ ∈ C. Επομένως, το ∆m+1
είναι σύνολο επαναφοράς. Η απόδειξη

είναι πλήρης.

Πόρισμα 3.2.26. ΄Εστω (Λ,≺, ∗) μια μερικά διατεταγμένη ημιομάδα, B
μια κατάλληλη βάση coideal στην (Λ,≺, ∗) με την ιδιότητα-(D), m ∈ N,
(X,T λ1 )λ∈Λ, . . . , (X,T

λ
m)λ∈Λ Λ-τοπολογικά δυναμικά συστήματα ενός συμπα-

γούς μετρικού χώρου (X, d) που περιέχονται όλα σε μια μεταθετική ομάδα G
ομομορφισμών του X, και έστω τα συστήματα (X,T λi )λ∈Λ, (X, (T

λ
i )−1)λ∈Λ να

είναι ισοσυνεχή για κάθε i = 1, . . . ,m. Για κάθε μη-κενό ανοικτό υποσύνολο
U του X και B ∈ B υπάρχει C ∈ B, C ⊆ B ώστε

m⋂
i=1

(T λi )−1(U) 6= ∅ για κάθε λ ∈ C.

Απόδειξη. Σύμφωνα με την Πρόταση 3.2.19, υπάρχει ένα πεπερασμένο υπο-

σύνολο G0 του G ώστε X =
⋃
g∈G0

g−1(U). Σύμφωνα με το Θεώρημα 3.2.25,

υπάρχουν x0 ∈ X και A ∈ B με A ⊆ B ώστε limλ∈A T
λ
i (x0) = x0, για κάθε

1 6 i 6 m. ΄Εστω g ∈ G0 ώστε x0 ∈ g−1(U). Τότε, υπάρχει λ0 ∈ A ώστε

T λi (x0) ∈ g−1(U) για κάθε λ ∈ A με λ0 ≺ λ και για κάθε 1 6 i 6 m. ΄Εστω

C ∈ B, C ⊆ A− λ0 ⊆ B. Τότε, g(x0) ∈
⋂m
i=1(T λi )−1(U), για κάθε λ ∈ C.
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