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ΠΕΡΙΛΗΨΗ

Στην παρούσα εργασία προτείνουμε μια λογική γλώσσα επερωτήσεων, την lxpQL, με την
δυνατότητα έκφρασης προτιμήσεων. Εκτός των κλασικών λογικών τελεστών (∧ , ∨ ,¬)
γίνεται χρήση και ενός νέου δυαδικού τελεστή ≫ , ο οποίος εκφράζει την λεξικογραφική
προτίμηση μεταξύ των δύο παραμέτρων του. Επίσης, ορίζουμε ένα σύνολο από απειρο-
στά και δείχνουμε ότι μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να αποδώσουμε την σωστή σημασιο-
λογία της γλώσσας μας. Συγκεκριμένα δείχνουμε ότι διατηρείται η λεξικογραφική ιδιότητα
στην σημασία των εκφράσεων με προτιμήσεις της γλώσσας. Τέλος, παραθέτουμε έναν
διερμηνέα της νέας γλώσσας που υλοποιήθηκε σε XSB Prolog.

ΘΕΜΑΤΙΚΗ ΠΕΡΙΟΧΗ: Σημασιολογία Γλωσσών Προγραμματισμού

ΛΕΞΕΙΣ ΚΛΕΙΔΙΑ: Γλώσσες Επερωτήσεων με Προτιμήσεις, Λεξικογραφική Προτίμηση





ABSTRACT

In this thesis we propose lxpQL, a new query language for expressing user-defined preference
constraints. Except from the usual logical operators (∧ , ∨ ,¬), this language uses a new
binary operator ≫ , which expresses a lexicographic preference between its arguments.
We also define a set of infinitesimals and we show that this set can be used in order to
give the proper semantics of our language, namely that the lexicographical property of the
expressed preferences is preserved. Finally, we provide an interpreter of lxpQL, which
was implemented in XSB Prolog.

SUBJECT AREA: Semantics of Programming Languages

KEYWORDS: Query languages for Preferences, Lexicographic Preferences
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Μία λογική γλώσσα επερωτήσεων για λεξικογραφικές προτιμήσεις

1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Στην επιστήμη της πληροφορικής αλλά και γενικότερα στην καθημερινή μας ζωή, συχνά
καλούμαστε να λύσουμε προβλήματα αναζήτησης στα οποία συνήθως οι απαντήσεις ποι-
κίλλουν. Έτσι, με κάποιο κριτήριο θέλουμε να ταξινομήσουμε τις απαντήσεις και να βρούμε
κάποια που να είναι πιο κοντά σε αυτό που αναζητούμε.

Στις βάσεις δεδομένων αλλά και στην λογική (λογικό προγραμματισμό κλπ), τομείς που
κατεξοχήν χρησιμοποιούνται στην πληροφορική για μοντελοποίηση κάποιου σεναρίου και
διαχείριση των δεδομένων του, τα κριτήρια που θέτουμε προς ικανοποίηση από τις επι-
στρεφόμενες λύσεις, είναι συνήθως αυστηρά. Δηλαδή, οι απαντήσεις θα ικανοποιούν όλα
τα κριτήρια στο 100%. Είτε κάτι θα είναι Ψευδές ή Αληθές. Αυτό σημαίνει ότι αν κάποιο
κριτήριο δεν ικανοποιείται, μπορεί να μην έχουμε καμία απολύτως απάντηση, ενώ ίσως,
θα μας έκανε και μία λύση που ικανοποιεί «εν μέρει» τις απαιτήσεις μας.

Στην παρούσα εργασία, αυτό που μελετάμε, είναι ένας τρόπος να μπορούμε να έχουμε
πιο πολύπλοκες απαντήσεις. Πιο σωστά, να μπορούμε να δηλώσουμε πιο πολύπλοκες
ερωτήσεις, όπου τα κριτήρια που θέτουμε έχουν μεταξύ τους σχέσεις προτίμησης, οπότε
κι οι απαντήσεις είναι ταξινομημένες σύμφωνα με τον βαθμό που ικανοποιούν αυτά τα
κριτήρια.

Για παράδειγμα, έστω ότι θέλουμε να βρούμε την πιο ταιριαστή στις επιθυμίες μας πτήση
από Αθήνα για Βοστώνη. Πρώτα απ’ όλα θέλουμε η λύση που θα βρούμε να είναι πτήση με
αφετηρία την Αθήνα και προορισμό την Βοστώνη. Έπειτα θέλουμε να ικανοποιεί κάποια
κριτήρια όπως οι θέσεις στην καμπίνα να είναι της Α κατηγορίας, να έχει δωρεάν φαγητό
κλπ. Αυτές τις επιθυμίες, θέλουμε να τις δηλώσουμε ως «χαμηλότερης προτεραιότητας».
Αν δηλαδή δεν ικανοποιούνται από κάποια πτήση Αθήνας-Βοστώνης, θέλουμε να φανεί
μεν στην απάντηση, χωρίς να απορριφθεί εντελώς η επιλογή αυτή. Αν υπάρχει κάποια
πτήση που τις ικανοποιεί, σαφώς θα προτιμήσουμε αυτήν, αλλιώς θα αρκεστούμε στην
πρώτη.

Στην παρούσα εργασία, προτείνουμε έναν νέο τελεστή για έκφραση προτίμησης μεταξύ
όρων σε λογικές προτάσεις, τον «τελεστή λεξικογραφικής προτίμησης». Η λειτουργία του
τελεστή αυτού, όπως φαίνεται και στο όνομά του, θυμίζει τον τρόπο σύγκρισης δύο συμ-
βολοσειρών. Έτσι, όπως στην σύγκριση δύο συμβολοσειρών οι αριστερότεροι χαρακτή-
ρες έχουν «μεγαλύτερο βάρος» στην σύγκριση, έτσι κι εδώ ο αριστερότερος όρος μιας
έκφρασης με τον τελεστή αυτόν, έχει μεγαλύτερη προτίμηση σε σχέση με το δεξιότερο.
Στην σύγκριση δύο εκφράσεων, οι δεξιοί όροι του τελεστή θα παίξουν «ρόλο» μόνο αν οι
αριστεροί είναι ίσοι.

Επίσης, ορίζουμε μία γλώσσα, την lxpQL (Lexicographic Preferences - Query Language),
με την οποία μπορούμε να κάνουμε λογικές επερωτήσεις σε μια βάση δεδομένων (από
γεγονότα), με χρήση των κλασικών λογικών τελεστών (∧ , ∨ ,¬) και του νέου τελεστή (≫ ).
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Έτσι μπορούμε αν έχουμε ένα σύνολο από γεγονότα:

from_to(athens, boston, fl1).
from_to(athens, boston, fl2).

seat_class(fl1, a_class).
seat_class(fl2, b_class).

free_lunch(fl2).

να έχουμε προτάσεις όπως:

from_to(athens, boston,X) ∧ (seat_class(X, a_class) ≫ free_lunch(X))

Η πρόταση θα έχει μεγαλύτερη τιμή αν αντικαταστήσουμε την μεταβλητή X με την στα-
θερά fl1 σε σχέση με την fl2. Με άλλα λόγια, θα είναι προτιμότερο αν αντικαταστήσουμε
την X με την fl1, διότι με την παραπάνω πρόταση, θέλουμε διαισθητικά να πούμε ότι
«επιθυμητή» είναι η πτήση που είναι από Αθήνα για Βοστώνη και έχει διαθέσιμη θέση Α
κατηγορίας, καθώς και, με μικρότερη προτεραιότητα, να έχει δωρεάν φαγητό. Η fl1 είναι
Α κατηγορίας, ενώ η fl2 όχι, οπότε παρόλο που η fl2 είναι πτήση με δωρεάν φαγητό, θα
πρέπει να επιλέξουμε την fl1.

Μετά από τη σύντομη αυτή εισαγωγή, ας δούμε την δομή του υπόλοιπου κειμένου της
εργασίας. Στο πρώτο κεφάλαιο θα κάνουμε μία ανασκόπηση σε δύο βασικά εργαλεία που
θα χρησιμοποιήσουμε, την Λογική πρώτης Τάξης και τις Απειρότιμες λογικές αληθοτιμές.
Στο δεύτερο κεφάλαιο παρουσιάζουμε εν συντομία την γλώσσα Preflogπου είναι και η
βάση γι’ αυτήν την εργασία και η οποία αναπτύχθηκε στο [03]. Στο τρίτο κεφάλαιο δίνουμε
ένα παράδειγμα σε γλώσσα Preflogμε το οποίο φαίνεται η «αδυναμία» των τελεστών της
γλώσσας για την έκφραση προτιμήσεων και προτείνουμε με μία διαισθητική περιγραφή
τις ιδιότητες του τελεστή λεξικογραφικής προτίμησης. Επίσης εξετάζουμε τις ιδιότητες που
πρέπει να έχει ένα σύνολο για να μπορεί να εκφράσει την σημασία του τελεστή αυτού. Στο
τέταρτο κεφάλαιο ορίζουμε τυπικά τον τελεστή και την γλώσσα lxpQL και εξετάζουμε την
σημασιολογία της γλώσσας με χρήση του συνόλου των απειροστών. Στο πέμπτο κεφά-
λαιο παραθέτουμε διαφορετικές προσεγγίσεις για την έκφραση προτιμήσεων που έχουν
προταθεί στην βιβλιογραφία. Στο έκτο κεφάλαιο έχουμε τα συμπεράσματα της εργασίας
και κάποιες μελλοντικές κατευθύνσεις για την έρευνα πάνω στην γλώσσα lxpQL.
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2. ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΙ ΑΠΕΙΡΟΤΙΜΩΝ ΛΟΓΙΚΩΝ ΣΥΝΟΛΩΝ

Στο κεφάλαιο αυτό, θα ασχοληθούμε με δύο βασικές έννοιες που θα χρειαστούμε στην
συνέχεια της εργασίας. Αρχικά θα δούμε την «Λογική πρώτης τάξης» και στο δεύτερο μέ-
ρος του κεφαλαίου θα δούμε στοιχεία της έννοιας του απειροστού και μία πρώτη σύνδεση
των απειροστών με τις λογικές Αληθοτιμές.

2.1 Στοιχεία Λογικής πρώτης τάξης

Βασικό εργαλείο για το «στήσιμο» μιας Βάσης Δεδομένων με Λογική, αλλά και η έκφραση
επερωτήσεων σε αυτήν, είναι η Λογική Πρώτης Τάξης. Στην ενότητα αυτή, θα ασχολη-
θούμε με τους βασικούς ορισμούς και το συντακτικό της λογικής πρώτης τάξης.

2.1.1 Ορισμοί και Συντακτικό

Η λογική πρώτης τάξης, ή αλλιώς κατηγορηματική λογική πρώτης τάξης, (ή και κατηγορη-
ματική λογική) είναι γενίκευση της προτασιακής λογικής, στην οποία μπορούμε να διατυ-
πώνουμε προτάσεις που παριστάνουν ισχυρισμούς στον προς μοντελοποίηση κόσμο. Οι
προτάσεις, εκτός από τα σύμβολα κατηγορήματος, είναι δυνατόν να περιλαμβάνουν και
λογικούς συνδέσμους, όπως σύζευξη ∧ , διάζευξη ∨ , συνεπαγωγή →, άρνηση ¬, αλλά
και σημεία στίξης, όπως τα «(», «)» και «,». Κάθε λογικός σύνδεσμος έχει την αναμενό-
μενη, με βάση την ονομασία του, σημασία. Για παράδειγμα, η συνεπαγωγή p→ q σημαίνει
«αν ισχύει p, τότε ισχύει και q».

Διατυπώνοντας έτσι μία γνώση με αυτόν τον τρόπο, έχουμε την δυνατότητα να εξάγουμε
συμπεράσματα ακολουθώντας τον βασικό κανόνα modus poneus.

Ορισμός 2.1. Modus Poneus Αν γνωρίζουμε ότι η πρόταση p είναι αληθής και ότι η συνε-
παγωγή p → q ισχύει (είναι αληθής), τότε μπορούμε να συμπεράνουμε ότι και η πρόταση
q είναι αληθής.

Παράδειγμα 2.1. Αν γνωρίζουμε ότι «αν έχω ενυδρείο είμαι άντρας» και ότι «έχω ενυ-
δρείο», μπορούμε να συμπεράνουμε, εφαρμόζοντας τον κανόνα modus poneus, ότι «είμαι
άντρας»

έχω ενυδρείο
έχω ενυδρείο→ είμαι άντρας

}
=⇒ είμαι άντρας

Στην λογική πρώτης τάξης, σε αντίθεση με την προτασιακή λογική που έχουμε απλά προ-
τασιακά σύμβολα (π.χ. p, q), έχουμε άτομα, όπως για παράδειγμα τα male(Socrates) και
hasFishtank(x), τα οποία δομούνται από κατηγορήματα (π.χ.male, hasFishtank), σταθε-
ρές (π.χ. Socrates), μεταβλητές (π.χ. x), καθώς και πιο πολύπλοκες δομές, που ονομάζο-
νται σύνθετοι όροι ή δομές. Οπότε το παραπάνω απλό παράδειγμα μπορεί να «επεκταθεί»
σε λογική πρώτης τάξης ως:
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Παράδειγμα 2.2. Αν γνωρίζουμε ότι «αν κάποιος έχει ενυδρείο είναι άντρας» και ότι ο «Σω-
κράτης έχει ενυδρείο», μπορούμε να συμπεράνουμε, εφαρμόζοντας τον κανόνα modus
poneus, ότι «ο Σωκράτης είναι άντρας»

hasF ishtank(socrates)
∀x (hasF ishtank(x)→ male(x))

}
=⇒ male(socrates)

Ας δούμε όμως λίγο πιο τυπικά πως δομείται και ποιο είναι το συντακτικό γενικά στην
Λογική Πρώτης Τάξης. Στη λογική πρώτης τάξης, ορίζουμε τα εξής σύνολα:

P : Σύνολο κατηγορημάτων

F : Σύνολο συναρτησιακών συμβόλων

V : Σύνολο μεταβλητών

Σε κάθε κατηγόρημα ή συναρτησιακό σύμβολο k αντιστοιχεί ένας ακέραιος αριθμός n ≥ 0,
που ονομάζεται τάξη (ή βαθμός) του k. Το k συμβολίζεται και ως k/n. Τα συναρτησιακά
σύμβολα βαθμού 0 ονομάζονται και σταθερές. Στη λογική πρώτης τάξης, χρησιμοποιούμε
τα σημεία στίξης «(», «)» και «,». Δηλαδή, στο παραπάνω παράδειγμα, είναι Socrates/0,
hasF ishtank/1, male/1.

Ορισμός 2.2 (Όρος). Ένας όρος ορίζεται ως:

• Αν x ∈ V , το x είναι όρος.

• Αν c/0 ∈ F , το c είναι όρος.

• Αν f/n ∈ F και t1, t2, . . . , tn είναι όροι, το f(t1, t2, . . . , tn) είναι όρος.

Παράδειγμα 2.3. Αν V = {x} και F = {socrates/0, plato/0, teacher/1, student/2} τα x,
socrates, plato, student(teacher(socrates), plato) είναι όροι.

Ορισμός 2.3 (Ατομικός Τύπος). Ένας ατομικός τύπος (ή άτομο) ορίζεται ως:

• Αν p/0 ∈ P , τότε το p είναι άτομο.

• Αν p/n ∈ P και t1, t2, . . . , tn είναι όροι, το p(t1, t2, . . . , tn) είναι άτομο.

Παράδειγμα 2.4. Στο πιο πάνω παράδειγμα, τα hasFishtank(socrates), man(x) καθώς
και man(socrates), είναι άτομα.

Για τη δόμηση πιο σύνθετων τύπων, στη λογική πρώτης τάξης χρησιμοποιούνται τα συν-
δετικά ή τελεστές, όπως:

¬ : άρνηση ∧ : σύζευξη
∨ : διάζευξη → : συνεπαγωγή
∀ : καθολικός ποσοδείκτης ∃ : υπαρξιακός ποσοδείκτης
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Ορισμός 2.4 (Καλοσχηματισμένος Τύπος). Ένας καλοσχηματισμένος τύπος (ή τύπος)
ορίζεται ως:

• Αν το A είναι άτομο, τότε το A είναι τύπος.

• Αν τα F1 και F2 είναι τύποι, τότε και τα (¬F1), (F1 ∧ F2), (F1 ∨ F2), (F1 → F2) είναι
τύποι.

• Αν το F είναι τύπος και x ∈ V , τότε τα (∀xF ) και (∃xF ) είναι τύποι.

Παράδειγμα 2.5. Τα παρακάτω, αν λάβουμε υπόψιν από τα προηγούμενα παραδείγματα
ότι x ∈ V και P = {male, teaching, hasF ishtank}, είναι τύποι.

male(socrates)

student(x, plato)

∀x (hasFishtank(x)→ male(x))

(¬∃x (hasF ishtank(x) ∧ (¬male(x))))

∀x ∃y ((teaching(teacher(x), y) ∧ male(x)) ∨ (¬male(x)))

Έχοντας υπόψιν τον παραπάνω ορισμό για τους συντακτικά αποδεκτούς τύπους, κατα-
λήγουμε στον παρακάτω ορισμό.

Ορισμός 2.5 (ΓλώσσαΠρώτης Τάξης). Δεδομένων ενός συνόλου κατηγορημάτων P , ενός
συνόλου συναρτησιακών συμβόλων F και ενός συνόλου μεταβλητών V , το σύνολο όλων
των συντακτικά αποδεκτών τύπων, αποτελεί μια γλώσσα πρώτης τάξης.

Ορισμός 2.6. Η εμβέλεια των ∀ και ∃ στους τύπους (∀xF ) και (∃xF ) αντίστοιχα, είναι ο
τύπος F .

Φυσικά, μπορούμε να παραλείψουμε τις παρενθέσεις στους τύπους, όπου αυτό δεν δη-
μιουργεί σύγχυση. Μία ιεραρχία που ακολουθείται για τους τελεστές που έχουμε ορίσει,
είναι η άρνηση ¬ και οι ποσοδείκτες (καθολικός ∀ και υπαρξιακός ∃) να είναι ισχυρότερα
από τη διάζευξη ∨ , αυτή ισχυρότερη από τη σύζευξη ∧ και αυτή από τη συνεπαγωγή→.

Ορισμός 2.7. Ένα άτομο, ή η άρνησή του, λέγεται και στοιχειώδης τύπος.

Ορισμός 2.8 (Πρόταση). Οι τύποι της μορφής:

∀x1,∀x2, . . . , ∀xs(L1 ∨ L2 ∨ . . . ∨ Lm)

καλούνται προτάσεις, όπου τα Li (1 ≤ i ≤ m) είναι στοιχειώδεις τύποι και τα xj (1 ≤ j ≤ s)
είναι οι μεταβλητές που εμφανίζονται στο L1 ∨ L2 ∨ . . . ∨ Lm.
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To ∀x∃y (teaching(teacher(x), y) ∧ male(y) ∨ ¬male(x)), είναι μία πρόταση.

Μία έκφραση της μορφής A→ B μπορεί να γραφεί και ως B ← A. Επίσης, οι προτάσεις
της μορφής:

∀x1,∀x2, . . . , ∀xs(A1 ∨ A2 ∨ . . . ∨ Ak ∨ ¬B1 ∨ ¬B2 . . . ∨ ¬Bn)

όπου τα Ai (1 ≤ i ≤ k) και Bj (1 ≤ j ≤ n) είναι άτομα, γράφεται και ως εξής:

A1, A2, . . . , Ak ← B1, B2, . . . , Bn

Το αριστερό μέλος του← ονομάζεται κεφαλή της πρότασης, ενώ το δεξιό μέλος ονομάζε-
ται σώμα της πρότασης.

Ορισμός 2.9. Οι προτάσεις της παραπάνω μορφής, με k = 1, δηλαδή προτάσεις όπως:

A← B1, B2, . . . , Bn

ονομάζονται οριστικές προτάσεις, ή και κανόνες. Οι οριστικές προτάσεις με n = 0, δηλαδή
τύπου:

A←

ονομάζονται μοναδιαίες προτάσεις, ή και γεγονότα.
Προτάσεις με k = 0 και n > 0, δηλαδή:

← B1, B2, . . . , Bn

ονομάζονται οριστικοί στόχοι, ή και επερωτήσεις.

Για τα γεγονότα υπάρχει και διαφορετική γραφή. Αντί για:

A←

μπορούμε να γράψουμε και:
A.

Ορισμός 2.10 (Λογικό Πρόγραμμα). Ορίζουμε ως οριστικό λογικό προγραμμα (ή λογικό
πρόγραμμα) ένα σύνολο οριστικών κανόνων.

Ορισμός 2.11 (Σχήμα Βάσης Δεδομένων με Λογική). Ένα σχήμα βάσης δεδομένων με
Λογική, αποτελείται από δύο βασικά μέρη.

1. Ένα σύνολο Sd από γεγονότα.

2. Τις επερωτήσεις στην βάση, ένα σύνολο δηλαδή από οριστικούς στόχους.
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Παράδειγμα 2.6. Έστω τρεις πτήσεις απο Αθήνα για Βοστώνη, οι δύο είναι με ανταπό-
κριση στην Ρώμη και η τρίτη είναι με ανταπόκριση στο Λονδίνο. Η πτήση με ανταπόκριση
στο Λονδίνο είναι με την εταιρία British Airways, ενώ οι υπόλοιπες δύο είναι η μία της
εταιρίας Aegean Airlines και η άλλη της American Airlines.

Την γνώση αυτή θα την καταγράφαμε σε μία βάση με Λογική με το παρακάτω σύνολο Sd

από γεγονότα:

from_to(athens, boston, fl1).
from_to(athens, boston, fl2).
from_to(athens, boston, fl3).

stopover(fl1, rome).
stopover(fl2, rome).
stopover(fl3, london).

carrier(fl1, aegean).
carrier(fl2, american).
carrier(fl3, british).

Έστω ότι θέλουμε να κάνουμε τις παρακάτω επερωτήσεις:

• Θέλουμε την πτήση η οποία είναι από Αθήνα για Βοστώνη, με ανταπόκριση στο Λον-
δίνο.

• Θέλουμε την πτήση η οποία είναι από Αθήνα για Βοστώνη, με ανταπόκριση στη Ρώμη
με εταιρία είτε της Aegean Airlines ή της British Airways.

Αυτές τις δύο ερωτήσεις τις διατυπώνουμε ως εξής 1:

← from_to(athens, boston,X) ∧ stopover(X, london).

← from_to(athens, boston,X) ∧ stopover(X, rome)∧
(carrier(X, aegean) ∨ carrier(X, british)).

Στις γλώσσες λογικής πρώτης τάξης, χρησιμοποιούμε τις έννοιες «Σύμπαν Herbrand»,
«Βάση Herbrand» και «Βασικό στιγμιότυπο». Αν και στην παρούσα εργασία δεν γίνεται
ιδιαίτερη αναφορά σε αυτές, για λόγους καταρχήν πληρότητας, αλλά και διότι σε επόμενο
κεφάλαιο θα χρειστούν στον ορισμό της σημασιολογίας λογικών προγραμμάτων, παρα-
θέτουμε τους ορισμούς τους.

Ορισμός 2.12 (Σύμπαν Herbrand). Έστω P λογικό πρόγραμμα. Ορίζουμε ως σύμπαν
Herbrand UP του P , το σύνολο όλων των όρων που δεν περιέχουν μεταβλητές και που
μπορούν να παραχθούν από τις σταθερές και τα συναρτησιακά σύμβολα του P .

1Γενικά στα παραδείγματα που θα δούμε, ακολουθούμε τον κανόνα: όλοι οι όροι εκτός των μεταβλητών
και όλοι οι τύποι ορίζονται με μικρό αρχικό χαρακτήρα, ενώ οι μεταβλητές με κεφαλαίο πρώτο χαρακτήρα.
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Ορισμός 2.13 (ΒάσηHerbrand). ΈστωP λογικό πρόγραμμα. Ορίζουμεως βάσηHerbrand
BP του P , το σύνολο όλων των ατόμων που δεν περιέχουν μεταβλητές και που μπορούν
να παραχθούν από τα κατηγορήματα του P με ορίσματα από το UP .

Ορισμός 2.14 (Βασικό στιγμιότυπο). Ορίζουμε ως βασικό στιγμιότυπο ground(P ) ενός
λογικού προγράμματος P το (πιθανώς άπειρο) λογικό πρόγραμμα το οποίο παράγεται
αντικαθιστώντας στο P τις μεταβλητές με στοιχεία του UP με όλους τους δυνατούς τρόπους.

2.1.2 Σημασιολογία

Είδαμε μέχρι στιγμής τι είναι μια γλώσσα Λογικής Πρώτης Τάξης και πως συντάσσεται μία
πρόταση σε αυτήν. Συνήθως, η ονοματολογία που επιλέγεται στα άτομα και τους τύπους
μιας έκφρασης σε λογική πρώτης τάξης, είναι τέτοια ώστε να συνάδει με την διαισθητική
σημασία της. Σε φυσική γλώσσα δηλαδή, μπορούμε να δώσουμε την ερμηνεία που υπο-
νοεί κι ο συντάκτης της λογικής πρότασης. Στην υποενότητα αυτή, θα παρουσιάσουμε τι
σημαίνουν οι προτάσεις αυτές με έναν πιο τυπικό και αυστηρό τρόπο.

Ορισμός 2.15 (Ερμηνεία). Μία ερμηνεία (interpetation) I για μια γλώσσα L πρώτης τάξης
αποτελείται από τα εξής:

1. Ένα μη κενό σύνολο D που ονομάζεται το πεδίο της ερμηνείας.

2. Μία ανάθεση σε κάθε σταθερά c ενός στοιχείου cI ∈ D.

3. Μία ανάθεση σε κάθε n-μελές συναρτησιακό σύμβολο f , μιας συνάρτησης fI : Dn →
D.

4. Μία ανάθεση σε κάθε n-αδικό σύμβολο κατηγορήματος p μιας n-αδικής σχέσης pI
στο D, δηλαδή ενός υποσυνόλου του Dn.

Ορισμός 2.16 (Αποτίμηση). Μια αποτίμηση ή κατάσταση σ πάνω σε μια ερμηνεία I είναι
μια συνάρτηση που αντιστοιχίζει σε κάθε μεταβλητή ένα στοιχείο του D.

Ορισμός 2.17 (Ορισμός αλήθειας κατα Tarski). Έστω I μια ερμηνεία με πεδίο D μιας
γλώσσας πρώτης τάξης L και σ μια αποτίμηση πάνω στην I. Ένας τύπος είναι αληθής
(έχει τιμή true) στα I, σ αν:

• είναι της μορφής p(t1, . . . , tn) και (σ(t1), . . . , σ(tn)) ∈ PI ,

• είναι της μορφής ¬ϕ και ο ϕ δεν είναι αληθής στα I, σ,

• είναι της μορφής ϕ1 ∧ ϕ2 και οι ϕ1, ϕ2 είναι αληθείς στα I, σ,

• είναι της μορφής ϕ1 ∨ ϕ2 και τουλάχιστον ένας εκ των ϕ1, ϕ2 είναι αληθής στα I, σ,

• είναι της μορφής ϕ1 ← ϕ2 και είτε ο τύπος ϕ2 δεν είναι αληθής στα I, σ είτε ο ϕ1 είναι
αληθής στα I, σ,
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• είναι της μορφής ∃xϕ και υπάρχει κάποιο d ∈ D τέτοιο ώστε ο φ να είναι αληθής στα
I, σ(x|d), όπου σ(x|d) είναι η αποτίμηση σ στην οποία η ανάθεση στη μεταβλητή x
έχει αντικατασταθεί με d,

• είναι της μορφής ∀xϕ και για κάθε d ∈ D ο ϕ είναι αληθής στα I, σ(x|d), όπου σ(x|d)
είναι η αποτίμηση σ στην οποία η ανάθεση στη μεταβλητή x έχει αντικατασταθεί με d.

Ένας τύπος είναι ψευδής (έχει τιμή false) στα I, σ αν δεν είναι αληθής στα I, σ.

Παράδειγμα 2.7. Στο παραπάνωπαράδειγμα (2.6), καταρχήν όλα τα γεγονότα (όπως είναι
το from_to(athens, boston, fl1), κλπ), έχουν τιμή true.

Επίσης οι δύο προτάσεις, αν αντικαταστήσουμε την μεταβλητή X με τις σταθερές fl3 και
fl1 αντίστοιχα, δηλαδή:

← from_to(athens, boston, fl3) ∧ stopover(fl3, london).

← from_to(athens, boston, fl1) ∧ stopover(fl1, rome)∧
(carrier(fl1, aegean) ∨ carrier(fl1, british)).

θα είναι και οι δύο αληθείς. Για οποιαδήποτε άλλη αντικατάσταση της X, οι προτάσεις κι οι
δύο θα είναι ψευδείς.

Στην κλασική λογική με απλές λογικές εκφράσεις, το πεδίο τιμών που αρκεί για την ερμη-
νεία των προτάσεων, είναι το σύνολο που αποτελείται από τις τιμές true και false. Υπάρ-
χουν όμως περιπτώσεις γλωσσών πρώτης τάξης που οι τιμές αυτές δεν αρκούν. Στον
λογικό προγραμματισμό για παράδειγμα, που είναι ένα υποσύνολο της λογικής πρώτης
τάξης, δεν υπάρχει δυνατότητα να αποδώσουμε σημασία σε προτάσεις της μορφής:

p← ¬p.

Το p δεν είναι ούτε αληθές ούτε ψευδές! Αν πούμε ότι είναι αληθές, τότε εφαρμόζοντας τον
κανόνα το p θα πρέπει να είναι ψευδές και το αντίστροφο! Για λύση σε παράδοξα όπως
κι αυτό, υιοθετήθηκε η λεγόμενη Τρίτιμη Λογική, το πεδίο της οποίας εκτός από τις τιμές
true και false έχει την τιμή 0, με την διαισθητική ερμηνεία «δεν γνωρίζω».

Σε άλλα παραδείγματα γλωσσών, όπως σε αυτό που μελετάται στην παρούσα εργασία,
που θέλουμε να μοντελοποιήσουμε πιο πολύπλοκες έννοιες (πχ προτίμηση), δεν μας αρ-
κεί ούτε το τρίτιμο πεδίο για να εκφράσουμε την σημασία των προτάσεων. Στην επόμενη
ενότητα θα δούμε πως μπορούμε να επεκτείνουμε τα σύνολα αυτά και να έχουμε κι άλλες
τιμές αληθείας.

2.2 Απειροστά

Στην ενότητα αυτή, παραθέτουμε βασικά στοιχεία των απειροστών (infinitesimals). Αρ-
χικά κάνουμε μια ιστορική αναδρομή στα απειροστά, και στην συνέχεια αναφέρουμε πως
μπορούν να χρησιμοποιηθούν τα απειροστά για να έχουμε κι άλλες, πέραν των δύο (ή και
τριών στην τρίτιμη λογική) αληθοτιμών, false και true.

23 Γ. Παπαδημητρίου



Μία λογική γλώσσα επερωτήσεων για λεξικογραφικές προτιμήσεις

2.2.1 Ιστορική Αναδρομή

Οι τιμές που θα μελετήσουμε, είναι τιμές αληθείας, ενδιάμεσες των κλασικών τιμών false
και true και εκατέρωθεν του μηδενός. Στον ορισμό των τιμών αυτών, χρησιμοποιούμε την
έννοια του απειροστού, για την οποία θα κάνουμε αρχικά μία ιστορική αναδρομή.

Με τον όρο απειροστό, αναφερόμαστε σε στοιχεία τα οποία έχουν οσοδήποτε μικρό μέ-
γεθος μεγαλύτερο όμως του μηδενός. Η έννοια απειροστό, προέρχεται από αυτήν των
απειροελάχιστων ποσοτήτων, που έχει σαφώς τις ρίζες της σε αρχαία φιλοσοφικά κεί-
μενα.

Από την εποχή τωνΜιλήσιων στοχαστών, η αναζήτηση μιας σταθερής υλικής αρχής πάνω
στην οποία να στηρίζονται όλες οι εξελίξεις των πραγμάτων, όπου στο τέλος όλα τα πράγ-
ματα μετά την φθορά τους επανέρχονται στην αρχική τους κατάσταση, ήταν αναγκαία
προκειμένου να αντιμετωπιστούν τα μεγάλα διλήμματα της ύπαρξης του κόσμου.

Η πρώτη έκφραση της έννοιας του αδιαίρετου όντος, αλλά και της έννοιας του απείρου
διαφαίνεται στον Παρμενίδη. Το ον είναι ένα, αδιαίρετο, συνεχές, ομοιογενές, δεν έχει αρχή
και τέλος. Ενώ ο Ανεξαγόρας αναφέρει τις αδιαίρετες ποσότητες ως απειροελάχιστα μόρια
στα οποία φθάνουμε με την επ’ άπειρο διαιρετότητα της ύλης, τα οποία εξακολουθούν να
έχουν κάποιο μέγεθος που δεν αντιστοιχεί στο μηδέν.

Ο Δημόκριτος θεωρεί ότι τα πρωταρχικά στοιχεία, τα οποία ονομάζει «άτομα» είναι άπειρα
στο πλήθος και αδιαίρετα στο μέγεθος. Μια πρώτη προσέγγιση στην έννοια του απειρο-
στού, μπορεί να θεωρηθεί η εναπομείνασα της «γωνίας του ημικυκλίου» όπως την ανα-
φέρει ο Ευκλείδης ή «κερατοειδής γωνία» κατά τον Πρόκλο. Η γωνία δηλαδή μεταξύ μιας
εφαπτομένης του κύκλου και του τόξου του ημικυκλίου της διαμέτρου στο εφαπτόμενο
σημείο. Όπως έδειξε ο Ευκλείδης η γωνία αυτή είναι μικρότερη από οποιαδήποτε οξεία
ευθύγραμμη γωνία.

Με την έννοια των απειροστών, ασχολήθηκε κι ο Αρχιμήδης, χρησιμοποιώντας την απο-
δεικτική μέθοδο της εξάντλησης. Απέφευγε όμως να χρησιμοποιήσει «επίσημα» την έν-
νοια του απειροστού. Τα επίπεδα σχήματα κατα τον Αρχιμήδη αποτελούνταν από γραμμές
ενώ τα σώματα από επιφάνειες. Αυτή η αντίληψη κρύβει μέσα της κατα κάποιον τρόπο
την έννοια του απειροστού και των άπειρων εφαρμογών.

Βασισμένοι σε αυτές τις ιδέες οι μαθηματικοί στον Μεσαίωνα αλλά και μετέπειτα, όπως
οι Galileo, Johann Kepler και Cavalieri, χρησιμοποίησαν την έννοια του απείρου και των
απειροστών στις εργασίες τους. Ο Kelper θεωρούσε για παράδειγμα ότι ο κύκλος ήταν
ένα κανονικό πολύγωνο με άπειρο αριθμό πλευρών. Τα τρίγωνα, των οποίων οι βάσεις
ήταν οι πλευρές του πολυγώνου και τα ύψη τους οι ακτίνες του κύκλου, είχαν εμβαδόν
απειροστού μεγέθους, το άθροισμα των οποίων ισούται με το άθροισμα του εμβαδού του
κύκλου. Με την ίδια μέθοδο έδειξε ότι ο όγκος της σφαίρας είναι το 1/3 του γινομένου της
ακτίνας της επί το εμβαδόν της επιφανείας της, θεωρώντας έναν άπειρο αριθμό κώνων
με απειροστή βάση, των οποίων οι κορυφές ήταν το κέντρο της σφαίρας και οι βάσεις
συνέθεταν την επιφάνειά της.

Ο Giles Persone de Roberval, ασπάζεται τη μέθοδο των αδιαιρέτων του Cavalieri, αλλά η
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δική του άποψη για τα αδιαίρετα διαφέρει ριζικά από την προηγούμενη παράδοση. Ανα-
φέρει σαφέστατα στη μέθοδό του ότι μια επιφάνεια δεν σχηματίζεται από γραμμές ούτε
ένα στερεό από επιφάνειες, αλλά στην πραγματικότητα είναι φτιαγμένο από ομοδιάστατα
μικρά κομμάτια ή επιφάνειες και στερεά αντίστοιχα, απειροστά πράγματα (infinite things)
όπως τα ονομάζει, τα οποία παρατηρούμε σαν να ήταν αδιαίρετα.

Το 1685 ο Wallis δημοσίευσε μια Άλγεβρα, όπου εισάγει νέα αλγεβρικά σύμβολα και κα-
νόνες και κάνει συστηματική χρήση μαθηματικών τύπων. Η μέθοδος που χρησιμοποιείται
είναι γνωστή ως «αριθμητικοποίηση της Γεωμετρίας». Ένα δοσμένο μέγεθος παρουσιά-
ζεται σαν αριθμητικός λόγος ο οποίος προέρχεται από σύγκριση με μια μονάδα του ίδιου
μεγέθους. Ο Wallis χρησιμοποιεί για πρώτη φορά το σύμβολο του ∞ για το άπειρο, ενώ
το « 1

∞» χρησιμοποιεί για να συμβολίσει τα απειροστά ή non-quanta όπως τα ονομάζει.

Οι ιδέες του Wallis σχετικά με τον τρόπο άθροισης ενός απεριόριστου αριθμού προσθε-
τέων θα μπορούσαν να θεωρηθούν ως πρόδρομες της μετέπειτα αντίληψης του Leibniz
για το ολοκλήρωμα όχι ως ορίου αθροίσματος αλλά ως καθεαυτού αθροίσματος. Η άποψη
τουWallis για τα απειροστά, όπως φαίνεται από την αλληλογραφία που είχε με τον Leibniz,
είναι ότι αποτελούν ένα «τίποτα», κάτι που ο Leibniz ποτέ δεν αποδέχτηκε. Για τον Leibniz
οι άπειρα μικρές ποσότητες ήταν μικρότερες από οποιαδήποτε άλλη οσοδήποτε μικρή
δοσμένη ποσότητα αλλά μεγαλύτερες από το μηδέν και οι άπειρα μεγάλες ποσότητες με-
γαλύτερες από οποιαδήποτε δοσμένη ποσότητα. Και τα δύο είδη των ποσοτήτων αυτών
είναι μεταβλητές ποσότητες.

2.2.2 Απειροστά και Αληθοτιμές

Βασισμένοι στην ιδέα των απειροστών τιμών, οι Ροντογιάννης και Wadge στο [01], πα-
ρουσιάζουν μία άπειρων τιμών λογική ή ”infinitesimal logic” όπως την καλούν, στην οποία
ορίζουν την σημασιολογία για την άρνηση-ως-αποτυχία. Το σύνολο τιμών αποτελείται από
έναν άπειρο αριθμό γραμμικά διατεταγμένων λογικών τιμών μεταξύ των κλασικών λογικών
τιμών False και True με την τιμή 0 στην μέση.

Συγκεκριμένα θεωρούν το σύνολο από τις (διατεταγμένες) τιμές:
F0 < F1 < · · · < Fα < · · · < 0 < · · · < Tα < · · · < T1 < T0

Κάθε τιμή στο σύνολο, προκύπτει από τον διαδοχικό πολλαπλασιασμό των τιμών True ή
False με ένα απειροστό ϵ. Έτσι η τιμή T0 = ϵ0True, η τιμή F4 = ϵ4False κλπ, και γενικά
Fk = ϵkFalse και Tk = ϵkTrue. Έχουμε έτσι με τις ενδιάμεσες τιμές την δυνατότητα να
εκφράσουμε πολλαπλά επίπεδα λογικών τιμών. Δηλαδή ότι κάτι είναι πιο αληθές από
κάτι άλλο και αντίστοιχα κάτι πιο ψευδές από κάτι άλλο.

Διαισθητικά η τιμή ekT είναι άπειρα πιο αληθής από την ek+1T και αντίστοιχα η ekF άπειρα
πιο ψευδής από την ek+1F .

Στο [01], χρησιμοποιείται το σύνολο με τις άπειρες τιμές αληθείας, ώστε να επιτευθεί ο
ορισμός ενός ελάχιστου μοντέλου ενός λογικού προγράμματος που περιέχει άρνηση. Η
κεντρική ιδέα στην έκφραση της σημασιολογίας για την άρνηση είναι ότι αν κάτι συνεπάγε-
ται από κάποιο γεγονός, τότε έχει απόλυτη τιμή, αλλά αν κάτι προκύπτει από την άρνηση
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μιας έκφρασης τότε η τιμή αληθείας θα είναι η αντίθετη από την τιμή της έκφρασης με
αυξημένο τον δείκτη του απειροστού κατα έναν βαθμό. Δηλαδή:

¬Tn = Fn+1

¬Fn = Tn+1

Με άλλα λόγια, αν κάτι προκύπτει από την άρνηση κάποιας ψευδούς τιμής, θα έχει μεν
αληθή τιμή, αλλά κατά βαθμό μικρότερο από το αν προέκυπτε απευθείας από συνεπα-
γωγή με αληθή τιμή.

Κάνοντας χρήση αυτής της λογικής, αποδεικνύεται ότι μπορούμε να βρούμε fix point 2 για
το αντίστοιχο πρόγραμμα.

Η ιδέα του απειροσυνόλου αληθοτιμών, χρησιμοποιήθηκε αρχικά από τους Ruchi και
Wadge στο [02], στην συνέχεια από τους Τρουμπούκη και Ροντογιάννη στο [03], για να
αποδώσουν σημασιολογία σε λογικές προτάσεις και σε λογικά προγράμματα αντίστοιχα,
που κάνουν χρήση τελεστών που εκφράζουν προτιμήσεις. Την προσέγγιση αυτήν, θα την
εξετάσουμε εκτενέστερα, στο κεφάλαιο που ακολουθεί.

2 Στην σημασιολογία σταθερού σημείου, η σημασία κάποιου λογικού προγράμματος είναι το ελάχιστο μο-
ντέλο, όπου μοντέλο είναι μία ερμηνεία που ικανοποιεί όλους τους κανόνες του προγράμματος. Το ελάχιστο
μοντέλο για ένα λογικό πρόγραμμα P , βρίσκεται από έναν «ειδικό» τελεστή (συνάρτηση), τον TP .
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3. ΛΟΓΙΚΗ ΜΕ ΠΡΟΤΙΜΗΣΕΙΣ

Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούμε με τη δυνατότητα της χρήσης της Λογικής για την
περιγραφή προτιμήσεων. Την δυνατότητα δηλαδή να εκφράζουμε σε λογικές προτάσεις
με χρήση επιπλέον τελεστών, προτιμήσεις μεταξύ ατόμων. Για παράδειγμα, να μπορούμε
σε λογική πρώτης τάξης, να μοντελοποιήσουμε την πρόταση φυσικής γλώσσας: «Θέλω
τις πτήσεις από Αθήνα για Βοστώνη και αν είναι δυνατόν οι πτήσεις να είναι με την εται-
ρία Aegean, ή εναλλακτικά με την εταιρία Easyjet». Στο κεφάλαιο αυτό θα εξετάσουμε
την προσέγγιση των Τρουμπούκη και Ροντογιάννη [03] για προτιμήσεις στον Λογικό Προ-
γραμματισμό, που είναι βασισμένη σε εργασία των Ruchi και Wadge [02].

3.1 Γλώσσα Preflog

Στο άρθρο [03] οι Τρουμπούκης και Ροντογιάννης, μελετούν μία επαύξηση της γλώσσας
Datalog 1. Η νέα γλώσσα, που την ονομάζουν Preflog , περιέχει εκτός των λογικών τελε-
στών (∧ , ∨ ,←), και δύο τελεστές προτίμησης, τους opt και alt 2.

Τα λογικά προγράμματα με προτιμήσεις αποτελούνται απο κανόνες της μορφής H ← B,
όπου B μια λογική πρόταση με προτιμήσεις.

Ορισμός 3.1 (Λογικό πρόγραμμα με προτιμήσεις). Ένα λογικό προγραμμα με προτιμήσεις
είναι ένα σύνολο κανόνων, καθένας από τους οποίους έχει μια από τις δύο μορφές:

A← opt i1A1 ∧ opt i2A2 ∧ . . . ∧ opt inAn, n ≥ 0, ik ≥ 0
A← alt i1A1 ∨ alt i2A2 ∨ . . . ∨ alt inAn, n ≥ 0, ik ≥ 0

όπου τα A,A1, A2, . . . , An είναι ατομικοί τύποι.

Όπως φαίνεται και στον παραπάνω ορισμό, ο τελεστής opt χρησιμοποιείται σε συνάρ-
τηση με τον τελεστή ∧ ενώ ο τελεστής alt με τον τελεστή ∨ . Σε φυσική γλώσσα, η ερμη-
νεία του τελεστή opt είναι «προαιρετικά» (οptionally), ενώ του τελεστή alt είναι «εναλλα-
κτικά» (alternatively). Ο δείκτης πάνω στους τελεστές αυτούς, δηλώνει τον βαθμό προτίμη-
σης, δηλαδή το πόσο κάτι είναι προαιρετικό σε σχέση με κάτι άλλο ή πόσο πιο εναλλακτικό.
Έτσι, δεδομένων δύο ατομικών τύπων A1 και A2, με την πρόταση A1 ∧ opt 1A2, θέλουμε
να δηλώσουμε «να ισχύει το A1 και προαιρετικά το A2». Με την πρόταση A1 ∨ alt 1A2, δη-
λώνουμε «να ισχύει το A1 ή εναλλακτικά να ισχύει το A2». Η σημασία του βαθμού στους
τελεστές, είναι πιο ξεκάθαρη αν έχουμε παραπάνω των δύο ατομικών τύπων, και θέλουμε
για παράδειγμα να ισχύει ο πρώτος, ή εναλλακτικά ο δεύτερος ή «ακόμα πιο» εναλλακτικά
ο τρίτος. Αυτό το «ακόμα πιο», το εκφράζουμε με την χρήση του βαθμού στους τελεστές.

1Η γλώσσα Datalog, είναι ένα υποσύνολο του Λογικού Προγραμματισμού, με βασική διαφορά ότι δεν
περιέχει συναρτησιακά σύμβολα, πέραν φυσικά των σταθερών.

2Οι τελεστές opt και alt στo [02] των Ruchi και Wadge, αναφέρονται ως µ και ω αντίστοιχα. Τον τελεστή
µ τον ονομάζουν και preferencial constraint, ενώ τον ω τον ονομάζουν backup constraint. Οι ονομασίες opt
και alt προτιμήθηκαν(!) γιατί είναι πιο διαισθητικές.
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Στους δύο αυτούς τελεστές, υπονοείται η έννοια της «προτίμησης». Όταν λέμε δηλαδή
«να ισχύει το A1 και προαιρετικά το A2», λέμε στην ουσία ότι: πρώτα απ’ όλα θέλουμε να
ισχύει το A1. Αν δεν ικανοποιείται αυτό, θα πρέπει να φαίνεται στο αποτέλεσμα, δηλαδή
να μην ικανοποιείται κι η πρόταση. Αν ισχύει το A1, θα μας ενδιέφερε να ισχύει και το A2,
χωρίς όμως να σημαίνει ότι θα είναι εντελώς αδιάφορο το αποτέλεσμα, αν αυτό δεν ισχύει.
Υπονοούμε δηλαδή μία προτίμηση στο να ισχύει το A1 σε σχέση με το A2. Αντίστοιχα με
την πρόταση «να ισχύει το A1 ή εναλλακτικά να ισχύει το A2», είναι σαν να λέμε: θέλουμε
να ισχύει τοA1. Αν αυτό δεν ισχύει, ισχύει όμως τοA2, θέλουμε να ικανοποιείται «εν μέρει»
και η πρόταση. Πάλι κι εδώ υπονοούμε την προτίμηση στο A1, αφού αν αυτό δεν ισχύει,
ισχύει όμως το A2, δεν θα μείνουμε τόσο ικανοποιημένοι όσο αν ίσχυε το αντίστροφο (να
ισχύει το A1 και όχι το A2). Οπότε, για να γίνουν πιο ξεκάθαρα τα παραπάνω, ας δούμε
ένα παράδειγμα.

Παράδειγμα 3.1. Στο παράδειγμα 2.6, με την πρόταση: «Θέλουμε την πτήση η οποία είναι
από Αθήνα για Βοστώνη, με ανταπόκριση στο Λονδίνο», δηλώνουμε ρητά ότι θέλουμε την
πτήση η οποία είναι από Αθήνα για Βοστώνη και έχει ανταπόκριση στο Λονδίνο. Η πτήση
που θα ικανοποιήσει την πρόταση αυτή, είναι μόνο αυτή που ικανοποιεί και τα δύο. Η
δυνατότητα που έχουμε με την γλώσσα Preflog , είναι να εκφράσουμε και μία πρόταση
όπως: «Θέλουμε την πτήση η οποία είναι από Αθήνα για Βοστώνη και προαιρετικά να έχει
ανταπόκριση στο Λονδίνο». Δηλαδή, θέλουμε οπωσδήποτε η πτήση να είναι από Αθήνα για
Βοστώνη. Αν δεν ικανοποιείται αυτό, δεν έχει νόημα να δούμε αν ικανοποιείται κάποια άλλη
απαίτηση. Αν όμως ικανοποιείται, θα κοιτάξουμε να δούμε και θα επιλέξουμε την πτήση
που ικανοποιεί και την άλλη απαίτηση. Αν δεν υπάρχει τέτοια πτήση, δηλαδή πτήση με
ανταπόκριση στο Λονδίνο, θα επιλέξουμε αυτήν που απλά ικανοποιεί την βασική απαίτηση,
να είναι δηλαδή πτήση από Αθήνα για Βοστώνη. Αυτό θα το εκφράζαμε στην Preflog , ως:

from_to(athens, boston,X) ∧ opt stopover(X, london).

Και πάλι, όπως είναι φυσικό στο παράδειγμά μας, η πτήση που ικανοποιεί την παραπάνω
πρόταση είναι η fl3. Στο ίδιο παράδειγμα, θα φαινόταν η εκφραστικότητα της Preflog για
προτιμήσεις, αν ζητάγαμε κάτι σαν: «Θέλουμε την πτήση η οποία είναι από Αθήνα για
Βοστώνη, προαιρετικά να έχει ανταπόκριση στο Λονδίνο και ακόμα πιο προαιρετικά να
είναι πτήση της Aegean». Σε Preflog , θα το εκφράζαμε ως:

from_to(athens, boston,X) ∧ opt stopover(X, london) ∧ opt 2carrier(X, aegean).

Τώρα δεν υπάρχει κάποια πτήση που να ικανοποιεί και τους τρεις περιορισμούς. Η πτήση
όμως που θα προτιμήσουμε, είναι η fl3, επειδή ικανοποιεί τους δύο πρώτους. Η πτήση
fl1, δεν προτιμάται, παρόλο που ικανοποιεί τον τρίτο περιορισμό (είναι πτήση της Aegean),
επειδή δεν ικανοποιεί τον δεύτερο (σε σχέση με την fl3). Εδώ να σημειώσουμε, ότι χωρίς
τον τελεστή opt , αν σε μια κλασικού τύπου λογική λέγαμε:

from_to(athens, boston,X) ∧ stopover(X, london) ∧ carrier(X, aegean).

και οι τρεις πτήσεις θα είχαν την ίδια προτίμηση, εφόσον καμία από τις τρεις δεν ικανοποιεί
και τους τρεις περιορισμούς.
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Αντίστοιχα, μπορούμε να τροποποιήσουμε την δεύτερη επερώτηση του παραδείγματος
2.6, ώστε να λέμε: «Θέλουμε την πτήση η οποία είναι από Αθήνα για Βοστώνη, και είναι της
εταιρίας American Airlines ή εναλλακτικά της British Airways» Σε Preflog , θα το εκφράζαμε
ως:

from_to(athens, boston,X) ∧ (carrier(X, american) ∨ alt carrier(X, british))

Έτσι η πτήση που θα προτιμήσουμε είναι η πτήση fl2, επειδή ικανοποιεί την πρώτη και
την δεύτερη απαίτηση σε σχέση με την fl1 που ικανοποιεί την πρώτη και την τελευταία ή
σε σχέση με την fl3 που ικανοποιεί μόνο την βασική απαίτηση. Η διαφορά με το να μην
είχαμε τον τελεστή alt , είναι ότι η fl2 και η fl1 θα είχαν την ίδια προτίμηση, εφόσον και στις
δύο ικανοποιείται μία από τις δύο απαιτήσεις (να είναι της American Airlines, ή της British
Airways).

Οι λογικές προτάσεις με προτιμήσεις μπορούν να παίρνουν τιμές από το άπειρο σύνολο
αληθοτιμών:

V = {F0, F1, . . . , 0, . . . , T1, T0}.
Είναι επόμενο πως αυτή η διαβάθμιση στις τιμές των λογικών προτάσεων θα πρέπει να
περάσει στο νόημα των κανόνων των λογικών προγραμμάτων με προτιμήσεις. Έτσι, το
νόημα ενός κανόνα H ← B είναι ότι η κεφαλή H είναι όσο αληθής όσο το σώμα B. Για
παράδειγμα, ο κανόνας A ← A0 ∧ optA1 δηλώνει ότι η πρόταση A είναι όσο αληθής
όσο η πρόταση «A0 και προαιρετικά A1», ενώ ο κανόνας A ← A0 ∨ altA1 δηλώνει ότι η
πρόταση A είναι όσο αληθής όσο η πρόταση «A0 ή εναλλακτικά A1».

3.2 Σημασιολογία της Preflog

Όπως είδαμε, το πεδίο που χρησιμοποιείται στην γλώσσα Preflog για την απόδοση σημα-
σίας στα λογικά προγράμματα με προτιμήσεις, είναι το απειρότιμο σύνολο V. Είναι εύκολα
αντιληπτό, ότι η επιλογή του συνόλου αυτού έγινε ώστε να αποδοθούν οι διάφοροι βαθμοί
προτίμησης με μία αντίστοιχη τιμή από το σύνολο αυτό. Όσο μεγαλύτερη είναι η τιμή που
αποδίδεται σε μία πρόταση, τόσο μεγαλύτερη είναι κι η προτίμηση σε αυτήν.

Προτού συνεχίσουμε με τον ορισμό της σημασίας των δύο τελεστών και γενικά με την
ερμηνεία προγραμμάτων στην γλώσσα Preflog (που είναι αποτελέσματα του [03]), ας κά-
νουμε μία παρατήρηση σχετικά με την έννοια της προτίμησης και την χρήση του όρου
γενικά στην παρούσα εργασία. Σε μια πρόταση με προτιμήσεις, με τους τελεστές προ-
τίμησης που χρησιμοποιούμε, δηλώνουμε την προτίμηση που έχουμε σε ένα άτομο της
πρότασης σε σχέση με κάποιο άλλο. Δηλαδή ότι κάτι θέλουμε να ισχύει με μεγαλύτερη
προτεραιότητα από το να ισχύει κάτι άλλο. Απο εκεί και πέρα, τον όρο προτίμηση, τον
χρησιμοποιούμε και με την έννοια του «προτιμώ τον όρο (από το Herbrand Universe)
που μεγιστοποιεί την πρόταση προτίμησης».

Ορισμός 3.2 (Λογικοί τελεστές). Έστω A,B ∈ V. Για τους λογικούς τελεστές θα ισχύει:

• A ∧ B = min(A, B),
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• A ∨ B = max(A, B).

Ορισμός 3.3 (Τελεστές προτίμησης). Έστω A ∈ V. Για τους τελεστές προτίμησης θα
ισχύει:

• optA = (A ∨ ϵA)

• altA = (A ∧ ϵA)

Ο τελεστής ϵ, αυξάνει τον βαθμό μίας τιμής κατα μία μονάδα. Αν στο ϵ έχουμε εκθέτη (ϵk),
αυξάνει τον βαθμό μίας τιμής κατα i μονάδες, έτσι ο παραπάνω ορισμός γενικεύεται σε:

Πρόταση 3.1. Έστω A ∈ V. Για k ≥ 1 έχουμε:

• opt kA = (A ∨ ϵkA)

• alt kA = (A ∧ ϵkA)

Βασισμένοι στους ορισμούς για την σημασία των τεσσάρων τελεστών, μπορούμε να απο-
δείξουμε τις παρακάτω σχέσεις:

Πρόταση 3.2. Έστω A,B ∈ V και k ≥ 1. Ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις (βλέπε [03]):

1. ϵk(A ∧ B) = ϵkA ∧ ϵkB,

2. ϵk(A ∨ B) = ϵkA ∨ ϵkB,

3. opt k(A ∧ B) = opt kA ∧ opt kB,

4. opt k(A ∨ B) = opt kA ∨ opt kB,

5. alt k(A ∧ B) = alt kA ∧ alt kB,

6. alt k(A ∨ B) = alt kA ∨ alt kB.

Ας ασχοληθούμε λίγο με την σημασία των τελεστών και το διαισθητικό τους νόημα, ώστε
να γίνει πιο κατανοητό το πως τους χρησιμοποιούμε στις προτάσεις. Ο τελεστής opt αυ-
ξάνει την τιμή ενός ατόμου, αν αυτή είναι αρνητική (μικρότερη του 0, δηλαδή «Ψευδής»
αληθοτιμή), αλλιώς την αφήνει ως έχει. Ο τελεστής alt κάνει το ανάποδο, δηλαδή μειώ-
νει μία θετική αληθοτιμή, αλλιώς την αφήνει ως έχει. Τυπικά αυτή η συμπεριφορά των
τελεστών συνοψίζεται στην παρακάτω Πρόταση (3.3):

Πρόταση 3.3. Για τους τελεστές opt και alt , για i ≥ 0, k ≥ 1 και A ∈ V ισχύει:

A Fi 0 Ti

opt kA Fi+k 0 Ti

alt kA Fi 0 Ti+k
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Αν δηλαδή έχουμε μία αρνητική τιμή, που αυτό σημαίνει ότι ένας τουλάχιστον όρος μιας
πρότασης δεν ικανοποιείται, ο τελεστής opt θα «ελαττώσει» το αρνητικό αυτό αποτέλε-
σμα, σαν σε φυσική γλώσσα να λέγαμε «δεν μας πειράζει και τόσο που δεν ικανοποιείται».
Αντίστοιχα, ο τελεστής alt θα «μειώσει» το θετικό αποτέλεσμα. Δηλαδή, αν κάτι έχει θετική
τιμή, δηλαδή ικανοποιείται, ο τελεστής alt θα ελαττώσει την τιμή αυτήν, επειδή ικανοποιεί-
ται ο όρος που θέλαμε να ισχύει εναλλακτικά.

Παράδειγμα 3.2. Έστω δύο όροιA καιB που έχουν τιμές F0 ή T0. Στον πίνακα 3.1 φαίνεται
η συμπεριφορά των τελεστών opt και alt σε συνδυασμό με τους λογικούς τελεστές ∧ και
∨ .

A B optB altB A ∧ B A ∧ optB A ∨ B A ∨ altB
F0 F0 F1 F0 F0 F0 F0 F0

F0 T0 T0 T1 F0 F0 T0 T1

T0 F0 F1 F0 F0 F1 T0 T0

T0 T0 T0 T1 T0 T0 T0 T0

Πίνακας 3.1: Συνδυασμοί τελεστών ∧ , ∨ με τους alt ,opt .

Στην συνέχεια παραθέτουμε κάποιους ορισμούς σχετικά με την σημασία των προγραμ-
μάτων στην γλώσσα Preflog .

Ορισμός 3.4 (Απειρότιμη ερμηνεία). Ορίζουμε ως απειρότιμη ερμηνεία I ενός προγράμ-
ματος P μια συνάρτηση I : BP → V , όπου BP η βάση Herbrand του P και V το σύνολο
απείρων τιμών αληθείας {0, F0, T0, F1, T1, . . .}.

Για να ορίσουμε την έννοια του απειρότιμου μοντέλου, θα χρειαστεί να επεκτείνουμε την
έννοια της ερμηνείας και στους διαθέσιμους λογικούς τελεστές της γλώσσας μας (∧ , ∨ ,
opt , alt ) καθώς και στις σταθερές True, False.

Ορισμός 3.5. Έστω I απειρότιμη ερμηνεία ενός προγράμματος P , και A,B ∈ BP . Η I
μπορεί να επεκταθεί ως εξής:

• I(A ∧ B) = min(I(A), I(B))

• I(A ∨ B) = max(I(A), I(B))

• I(opt kA) =


Ti, αν I(A) = Ti

Fi+k, αν I(A) = Fi

0, αν I(A) = 0

• I(alt kA) =


Ti+k, αν I(A) = Ti

Fi, αν I(A) = Fi

0, αν I(A) = 0

• I(True) = T0.
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Ορισμός 3.6. Έστω I απειρότιμη ερμηνεία ενός προγράμματος P . Η I ικανοποιεί τον
κανόνα H ← B όταν I(H) ≥ I(B).
Ορισμός 3.7. Μια απειρότιμη ερμηνεία I είναι μοντέλο όταν ικανοποιεί όλους τους κανόνες
του P .

Δεν χρειάζεται για τις ανάγκες της παρούσας εργασίας να επιμείνουμε με τους ορισμούς
και τις αποδείξεις για τις έννοιες αυτές και στον τρόπο που υπολογίζεται εν τέλει το ελά-
χιστο μοντέλο, άρα και η σημασία ενός προγράμματος Preflog . Σε γενικές γραμμές, για
την εύρεση της σημασίας ενός προγράμματος P της Preflog , δηλαδη για τον υπολογισμό
ελάχιστου μοντέλου ενός προγράμματος P , γίνεται όπως έχουμε αναφέρει και σε προη-
γούμενο κεφάλαιο, με τον υπολογισμό του σταθερού σημείου ενός ειδικού τελεστή (του
TP ). Θα πρέπει πρώτα να θεωρήσουμε μία σχέση διάταξης μεταξυ δύο ερμηνειών του P .
Ορισμός 3.8. Έστω I, J δύο απειρότιμες ερμηνείες ενός προγράμματος P . Θα γράφουμε
I ≤ J αν για κάθε p ∈ BP ισχύει ότι I(p) ≤ J(p).

Έτσι, με χρήση του όρου «ελάχιστο επάνω όριο» (lub) ενός συνόλου τιμών, έχουμε τον
παρακάτω ορισμό για τον τελεστή TP .
Ορισμός 3.9. Έστω I απειρότιμη ερμηνεία και IP το σύνολο όλων των ερμηνειών ενός
προγράμματος P . Ορίζουμε τον τελεστή TP : IP → IP ως εξής:

TP (I)(A) = lub{I(B) : (A← B) ∈ ground(P )}

Αποδεικνύεται ότι εφαρμόζοντας επαναληπτικά τον τελεστή TP στον εαυτό του, ξεκινώντας
από μία αρχική ερμηνεία που την συμβολίζουμε ⊥ και ισούται με {(p, F0) : p ∈ BP}, θα
βρούμε το σταθερό σημείο, δηλαδή το ελάχιστο μοντέλο. Δηλαδή,

⊥, TP (⊥), TP (TP (⊥)), TP (TP (TP (⊥)), . . .
Για το ελάχιστο μοντέλο, ισχύει το παρακάτω Θεώρημα:
Θεώρημα 3.1. Μια απειρότιμη ερμηνεία I είναι μοντέλο ενός προγράμματος P αν και μόνο
αν TP (I) ≤ I.

Παραθέτουμε ένα παράδειγμα για ένα απλό πρόγραμμα σε Preflog για να γίνει κατανοη-
τός ο τρόπος υπολογισμού της σημασίας του.

3.3 Παραδείγματα

Παράδειγμα 3.3. Έστω το πρόγραμμα:

P =



s← alt p.

s← q ∧ opt r.

p← q.

q.


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Αν με TP ↑ k για k ≥ 0 συμβολίζουμε την k-οστή εφαρμογή του τελεστή TP , θα έχουμε
διαδοχικά:

• TP ↑ 0 = {(s, F0), (p, F0), (q, F0), (r, F0)}

• TP ↑ 1 = {(s, F0), (p, T0), (q, T0), (r, F0)}

• TP ↑ 2 = {(s, F1), (p, T0), (q, T0), (r, F0)}

• TP ↑ 3 = {(s, T1), (p, T0), (q, T0), (r, F0)}

• TP ↑ 4 = {(s, T1), (p, T0), (q, T0), (r, F0)}

Παράδειγμα 3.4. Σε συνέχεια των παραδειγμάτων 2.6 και 3.1 με τις πτήσεις θα μοντε-
λοποιήσουμε τις παρακάτω προτάσεις σε γλώσσα Preflog και στην συνέχεια θα υπολογί-
σουμε την σημασία της καθεμίας.

1. Να είναι πτήση από Αθήνα για Βοστώνη και προαιρετικά να έχει ανταπόκριση στο
Λονδίνο,

2. Να είναι πτήση από Αθήνα για Βοστώνη και προαιρετικά να έχει ανταπόκριση στο
Λονδίνο και ακόμα πιο προαιρετικά να είναι πτήση της Aegean,

3. Να είναι πτήση από Αθήνα για Βοστώνη και προαιρετικά να είναι πτήση της Delta,
εναλλακτικά πτήση της American Airlines,

4. Να είναι πτήση από Αθήνα για Λονδίνο και προαιρετικά να έχει ανταπόκριση στην
Ρώμη.

Θα κωδικοποιήσουμε σε γλώσσα Preflog τις παραπάνω προτάσεις, ως κανόνες με το
όνομα desired_flight_i, όπου i αντιστοιχεί στον αριθμό της πρότασης.

desired_flight_1(X) ← from_to(athens, boston,X) ∧ opt stopover(X, london).

desired_flight_2(X) ← from_to(athens, boston,X) ∧ opt stopover(X, london)
∧opt 2carrier(X, aegean).

desired_flight_3(X) ← from_to(athens, boston,X) ∧ opt (carrier(X, delta)
∨alt carrier(X, american)).

desired_flight_4(X) ← from_to(athens, london,X) ∧ opt stopover(X, rome).

Ο σκοπός του συγκεκριμένου παραδείγματος δεν είναι να φανεί ο τρόπος λειτουργίας του
τελεστή TP και το πως βρίσκουμε το ελάχιστο μοντέλο ενός προγράμματος. Για τον λόγο
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αυτό παραθέτουμε απευθείας την σημασία του προγράμματος.

(from_to(athens, boston, fl1), T0),
(from_to(athens, boston, fl2), T0),
(from_to(athens, boston, fl3), T0),
(stopover(fl1, rome), T0), (stopover(fl2, rome), T0), (stopover(fl3, london), T0),
(carrier(fl1, aegean), T0), (carrier(fl2, american), T0), (carrier(fl3, british), T0),
(desired_flight_1(fl1), F1), (desired_flight_1(fl2), F1), (desired_flight_1(fl3), T0),
(desired_flight_2(fl1), F1), (desired_flight_2(fl2), F1), (desired_flight_2(fl3), F2),
(desired_flight_3(fl1), F1), (desired_flight_3(fl2), T1), (desired_flight_3(fl3), F1),
(desired_flight_4(fl1), F0), (desired_flight_4(fl2), F0), (desired_flight_4(fl3), F0).

Να παρατηρήσουμε ότι η επιθυμητή πτήση για την πρόταση 1 είναι πτήση με την μεγαλύ-
τερη τιμή στο μοντέλο, δηλαδή η πτήση fl3 με τιμή T0 αφού ισχύουν και οι δύο περιορισμοί.
Αντίστοιχα, για τις υπόλοιπες προτάσεις, η fl3 πάλι με μεγαλύτερη τιμή βγαίνει η πιο επι-
θυμητή για την πρόταση 2, παρόλο που η τιμή είναι αρνητική (αφού δεν ικανοποιείται η
απαίτηση να είναι πτήση της εταιρίας Aegean). Για την πρόταση 3, η πιο επιθυμητή είναι η
fl2 αφού ικανοποιεί την εναλλακτική απαίτηση να είναι πτήση της American Airlines. Κα-
μία πτήση δεν είναι προτιμότερη κάποιας άλλης για την πρόταση 4, αφού καμία πτήση δεν
ικανοποιεί την βασική απαίτηση να είναι πτήση από Αθήνα για Λονδίνο.

Στο κεφάλαιο αυτό, παρουσιάσαμε εν συντομία την προσέγγιση των Τρουμπούκη και Ρο-
ντογιάννη με την γλώσσα Preflog , για την έκφραση λογικών προτάσεων με προτιμήσεις,
κάνοντας χρήση των δύο τελεστών opt και alt . Στην συνέχεια και από το επόμενο κε-
φάλαιο, θα μελετήσουμε μία εναλλακτική πρόταση για έκφραση προτιμήσεων, ορμώμενοι
από κάποια παραδείγματα λογικών προγραμμάτων σε Preflogπου δεν έχουν το επιθυ-
μητό/διαισθητικό αποτέλεσμα.
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4. ΛΕΞΙΚΟΓΡΑΦΙΚΗ ΠΡΟΤΙΜΗΣΗ

Στο κεφάλαιο αυτό θα παρουσιάσουμε ένα παράδειγμα, στο οποίο φαίνεται ότι οι προσεγ-
γίσεις που έχουμε δει με τους τελεστές opt και alt , δεν δίνουν το επιθυμητό αποτέλεσμα.
Στην συνέχεια προτείνουμε κάποιες ιδιότητες που πρέπει να έχει κάποιος τελεστής που
δίνει λύση στο πρόβλημα. Τέλος εξετάζουμε τις προϋποθέσεις του υποψήφιου συνόλου
για την απόδοση σημασίας στον τελεστή αυτόν, καθώς και το αν το σύνολοVπληροί αυτές
τις ιδιότητες.

4.1 Πρόβλημα προτιμήσεων

Στο παρακάτω παράδειγμα, θέλουμε να εκφράσουμε ως επιθυμητή πτήση, αυτήν η οποία:

1. Είναι πτήση από Αθήνα για Βοστώνη και έχει οπωσδήποτε ανταπόκριση,

2. Προτιμάμε να έχει ανταπόκριση στη Ρώμη και, αν όχι, εναλλακτικά να έχει ανταπό-
κριση στο Λονδίνο.

3. Θα προτιμούσαμε πτήση με την αεροπορική εταιρία Aegean.

Οι παραπάνω προτάσεις είναι με σειρά προτίμησης. Δηλαδή θέλουμε πτήση η οποία
οπωσδήποτε πρέπει να είναι από Αθήνα με προορισμό την Βοστώνη. Επίσης να έχει
ανταπόκριση στην Ρώμη. Αν δεν υπάρχει ανταπόκριση στην Ρώμη θα εξετάσουμε αν
υπάρχει εναλλακτική λύση με ανταπόκριση σε Λονδίνο. Τέλος, μεταξύ των πτήσεων που
ικανοποιούν στον ίδιο βαθμό τα παραπάνω, θα επιλέξουμε αυτήν η οποία είναι με Aegean.

Όπως είδαμε και στο προηγούμενο κεφάλαιο, θα πρέπει ο βαθμός προτίμησης να «φαί-
νεται» και στην τιμή της πρότασης. Δηλαδή, αν για παράδειγμα έχουμε πτήση της εταιρίας
British Airways που έχει ανταπόκριση στην Ρώμη θα πρέπει η τιμή της πρότασης να έχει
μεγαλύτερη τιμή για αυτήν την πτήση από ότι για μια πτήση της Aegean χωρίς ανταπό-
κριση.

Στα παράδειγμα που ακολουθεί, καθώς και στο υπόλοιπο της εργασίας, για μια λογική
πρόταση E, με τον συμβολισμό ∥E∥ εννοούμε την σημασία της E στο πεδίο τιμών που
εξετάζουμε.

Έστω λοιπόν,

Παράδειγμα 4.1.

desired_flight(X) ← from_to(athens, boston,X)∧
has_stopover(X)∧
opt carrier(X, aegean).

has_stopover(X) ← stopover(X, rome)∨
alt stopover(X, london).
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και επίσης, ισχύουν:

from_to(athens, boston, fl1).
from_to(athens, boston, fl2).

stopover(fl1, rome).
stopover(fl2, london).

Έχουμε δηλαδή δύο πτήσεις από Αθήνα για Βοστώνη, την πτήση fl1 και την fl2 οι οποίες
έχουν ανταπόκριση στην Ρώμη και στο Λονδίνο αντίστοιχα. Καμία από τις δύο δεν είναι
πτήση της Aegean. Η πτήση που διαισθητικά θέλουμε να είναι η επιθυμητή είναι η fl1,
εφόσον έχει ανταπόκριση στην Ρώμη σε σχέση με την fl2 που έχει μεν ανταπόκριση, αλλά
στο Λονδίνο.

Οι τιμές του desired_flight για fl1 και fl2 είναι:

∥desired_flight(fl1)∥ = min(
∥from_to(athens, boston, fl1)∥,
∥has_stopover(fl1)∥,
∥opt carrier(fl1, aegean)∥

)
= min(

T0,max(∥stopover(fl1, rome)∥,
∥alt stopover(fl1, london)∥), F1

)
= min( T0,max(T0, F0), F1)
= F1

∥desired_flight(fl2)∥ = min(
∥from_to(athens, boston, fl2)∥,
∥has_stopover(fl2)∥,
∥opt carrier(fl2, aegean)∥

)
= min(

T0,max(∥stopover(fl2, rome)∥,
∥alt stopover(fl2, london)∥), F1

)
= min( T0,max(F0, T1), F1)
= F1

Δηλαδή και η fl1 και η fl2, έχουν την ίδια τιμή F1, είναι δηλαδή σαν να τις προτιμάμε το ίδιο,
πράγμα που έρχεται σε αντίθεση με αυτό που διαισθητικά θέλουμε να εκφράσουμε.

Από την παραπάνω ανάλυση, φαίνεται ότι ο λόγος που υπάρχει αυτή η συμπεριφορά, είναι
ότι εκφράζουμε τις προτιμήσεις με τους τελεστές opt και alt , σε συνδυασμό όμως με τους
τελεστές ∧ και ∨ . Τα semantics των τελεστών αυτών, είναι η μικρότερη και η μεγαλύτερη
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τιμή των «εμπλεκόμενων» όρων αντίστοιχα, οπότε, σε ειδικές περιπτώσεις όπως αυτήν
του παραδείγματος, κάποια τιμή θα «χαθεί». Στο παράδειγμα, παρόλο που για την fl1 η
τιμή του has_stopover(fl1) είναι μεγαλύτερη από την αντίστοιχη για fl2, επειδή καμία από
τις δύο δεν είναι πτήση της Aegean, άρα και ∥carrier(X, aegean)∥ είναι F1, το αποτέλεσμα
της συνάρτησης min είναι F1 και για τις δύο.

Στο παράδειγμά μας, σαν αποτέλεσμα έχουμε να μην είναι ξεκάθαρη η διαφορά των δύο
πτήσεων ως προς την ικανοποίηση των όρων μας. Αν τροποποιήσουμε ελαφρώς το πα-
ράδειγμα, έτσι ώστε η fl2 να είναι πτήση της Aegean, το αποτέλεσμα για ∥desired_flight(fl2)∥
θα είναι min(T0,max(F0, T1), T0) = T1. Δηλαδή η fl2 θα θεωρηθεί προτιμότερη της fl1,
πράγμα που διαισθητικά φαίνεται ακόμα πιο λάθος.

Στην συνέχεια θα παρουσιάσουμε την διαισθητική προσέγγιση ενός τελεστή, με τον οποίο
έχουμε την δυνατότητα να εκφράζουμε ρητά την προτίμηση μεταξύ δύο (ή και περισσοτέ-
ρων) ατόμων.

4.2 Τελεστής Λεξικογραφικής προτίμησης (≫ )

4.2.1 Περιγραφή τελεστή

Ο τελεστής που θα παρουσιάσουμε, λειτουργεί με την ίδια λογική που λειτουργεί και η
σύγκριση δύο συμβολοσειρών. Αν έχουμε δύο συμβολοσειρές, η σύγκριση γίνεται από
αριστερά προς τα δεξιά ελέγχοντας πρώτα την σχέση των χαρακτήρων στην πρώτη θέση.
Αν είναι ο ίδιος χαρακτήρας και στις δύο συμβολοσειρές, τότε συνεχίζουμε τον έλεγχο μία
θέση προς τα δεξιά. Αν οι χαρακτήρες διαφέρουν, μεγαλύτερη θα είναι η συμβολοσειρά
με τον μεγαλύτερο χαρακτήρα σύμφωνα με την αλφαβητική κατάταξη. Οπότε, όσο πιο
αριστερά βρίσκονται οι χαρακτήρες στην ακολουθία, τόσο πιο σημαντικοί είναι για την
σύγκριση με άλλες ακολουθίες.

Για παράδειγμα, έστω οι ακολουθίες ”memory” και ”metal”. Αν υποθέσουμε ότι η διά-
ταξη των γραμμάτων της αλφαβήτου, είναι από μικρότερο προς μεγαλύτερο χαρακτήρα
(a < b < c < · · · < z), η πρώτη ακολουθία είναι μικρότερη της δεύτερης, επειδή ο τρί-
τος χαρακτήρας της πρώτης είναι μικρότερος του τρίτου στην δεύτερη. Επίσης, δεν έχει
σημασία που οι χαρακτήρες στις θέσεις τέσσερα και πέντε είναι μεγαλύτεροι στην πρώτη
ακολουθία.

Τον τελεστή ≫ που θα χρησιμοποιήσουμε για να εκφράσουμε προτίμηση, θα τον καλούμε
«τελεστή λεξικογραφικής προτίμησης» και η συμπεριφορά του θυμίζει την σύγκριση
δύο συμβολοσειρών. Όπως θα δούμε, διατηρείται με την χρήση αυτού του τελεστή, η
σχέση προτίμησης που θέλουμε να εκφράσουμε μεταξύ δύο «υποεκρφράσεων».

Για να γίνει πιο κατανοητή διαισθητικά στην χρήση του ο τελεστής, έστω μια έκφραση της
μορφής ex(X) ≡ a(X) ≫ b(X) και δύο άτομα c1 και c2. Με την ex(X), θέλουμε να εκφρά-
σουμε την προτίμηση να ισχύει το a(X) σε σχέση με το b(X). Δηλαδή θα προτιμήσουμε
ένα άτομο το οποίο μεγιστοποιεί την τιμή του a(X) και έπειτα θα «ασχοληθούμε» με την
τιμή του b(X). Θα πρέπει, το άτομο για το οποίο η τιμή ∥a(X)∥ είναι μεγαλύτερη, να έχει
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και μεγαλύτερη τιμή ∥ex(X)∥. Αν έχουν την ίδια τιμή ∥a(X)∥, μεγαλύτερη τιμή θα έχει αυτό
με την μεγαλύτερη ∥b(X)∥ τιμή. Δηλαδή, αν ∥a(c1)∥ > ∥a(c2)∥, τότε ∥ex(c1)∥ > ∥ex(c2)∥. Αν
∥a(c1)∥ < ∥a(c2)∥, τότε ∥ex(c1)∥ < ∥ex(c2)∥. Και τέλος, αν ∥a(c1)∥ = ∥a(c2)∥, τότε κάνουμε
την ίδια σύγκριση με τα ∥b(c1)∥ και ∥b(c2)∥.

Από την περιγραφή που έχουμε δώσει, μπορούμε να συμπεράνουμε ότι δύο εκφράσεις,
πχ a1 ≫ b1 και a2 ≫ b2 για να έχουν την ίδια τιμή θα πρέπει να ισχύει a1 = a2 και b1 = b2.

Στην συνέχεια της παρούσας εργασίας, μπορεί να παραλείπονται οι παρενθέσεις αν δεν
υπάρχει σύγχυση, με αριστερή προσεταιριστικότητα, έτσι ώστε a ≫ b ≫ c να σημαίνει:
(a ≫ b) ≫ c.

Ας δούμε τώρα πως θα εκφράσουμε το παράδειγμα 4.1 αν αντί των τελεστών alt και opt ,
χρησιμοποιήσουμε τον νέο τελεστή ≫ :

Παράδειγμα 4.2.

desired_flight(F ) ← from_to(athens, boston, F ) ≫ has_stopover(F ) ≫
carrier(F, aegean).

has_stopover(F ) ← stopover(F, rome) ≫ stopover(F, london).

Οπότε, αν υποθέσουμε ότι έχουμε τις πτήσεις fl1 και fl2, το from_to(athens, boston, F ) θα
έχει την ίδια τιμή και για τις δύο οπότε συνεχίζουμε τον έλεγχο για το has_stopover(F ).
Για το has_stopover(F ) θα κάνουμε πρώτα την σύγκριση για το stopover(F, rome). Εδώ η
πτήση fl1 θα έχει τιμή true ενώ η fl2 false. Δηλαδή η τιμή για το stopover(fl1, rome) είναι
μεγαλύτερη της τιμής για το stopover(fl2, rome), άρα και η πτήση fl1 θα βγει προτιμότερη
της fl2, παρόλο που η τιμή για το carrier(F, aegean) θα είναι ίδια και για τις δύο πτήσεις,
και κυρίως παρόλο που η πτήση fl2 έχει μεγαλύτερη τιμή για το stopover(F, london) από
την fl1.

4.2.2 Ιδιότητα Λεξικογραφικής Προτίμησης

Το κύριο χαρακτηριστικό που πρέπει να έχει το σύνολο που θα επιλέξουμε για να εκφρά-
σουμε την σημασιολογία του τελεστή ≫ , είναι η διατήρηση της Ιδιότητας Λεξικογραφικής
Προτίμησης.

Ορισμός 4.1. Λεξικογραφικά Μικρότερο Έστω V σύνολο ολικά διατεταγμένων τιμών με
την σχέση ≤, και έστω a1, a2 και b1, b2 στοιχεία του V . Ισχύει (a1, b1) ≤lex (a2, b2) αν ισχύει
ένα από τα παρακάτω:

• a1 < a2, ή,

• a1 = a2 και b1 < b2, ή,

• a1 = a2 και b1 = b2.
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Ορισμός 4.2. Ιδιότητα Λεξικογραφικής Προτίμησης. Έστω V σύνολο ολικά διατεταγμένων
τιμών με την σχέση ≤, και έστω a1, a2 και b1, b2 στοιχεία του V . Λέμε ότι η συνάρτηση
e : V × V → V έχει την Ιδιότητα Λεξικογραφικής Προτίμησης αν ισχύει: e(a1, b1) ≤ e(a2, b2)
ανν (a1, b1) ≤lex (a2, b2). Στην περίπτωση αυτήν, λέμε επίσης ότι το σύνολο V διατηρεί την
Ιδιότητα Λεξικογραφικής Προτίμησης.

Από τον ορισμό των συναρτήσεων με την ιδιότητα Λεξικογραφικής Προτίμησης, προκύπτει
το παρακάτω Λήμμα, το οποίο θα χρειαστούμε στην συνέχεια.

Λήμμα 4.1. Αν για μία συνάρτηση e : V × V → V ισχύει η Ιδιότητα Λεξικογραφικής Προ-
τίμησης, η συνάρτηση αυτή είναι 1− 1.

Απόδειξη. Έστω ότι για την e ισχύει η ιδιότητα, αλλά δεν είναι 1− 1. Δηλαδή, για τέσσερα
στοιχεία του V : a1, a2, b1, b2, με (a1, b1) ̸= (a2, b2) και e(a1, b1) = e(a2, b2), έχουμε:

• Αν (a1, b1) < (a2, b2), για να ισχύει η ιδιότητα 4.2, θα πρέπει e(a1, b1) < e(a2, b2).
Άτοπο.

• Αντίστοιχα και για (a1, b1) > (a2, b2), θα πρέπει e(a1, b1) > e(a2, b2).

Στην συνέχεια, θα επιλέξουμε ένα σύνολο που πληροί την ιδιότητα που περιγράψαμε.

4.2.3 Σύνολο V

Αρχικά, θα εξετάσουμε αν το σύνολο άπειρων τιμών αληθείας V που χρησιμοποιήθηκε
από την γλώσσα Preflogδιατηρεί την ιδιότητα Λεξικογραφικής προτίμησης, δηλαδή αν
μπορούμε να το χρησιμοποιήσουμε για την απόδοση σημασίας στον τελεστή ≫ . Θα πρέ-
πει να κατασκευάσουμε μια συνάρτηση e : V× V→ V που έχει την ιδιότητα 4.2.

Για να γίνει κατανοητό διαισθητικά, ας υποθέσουμε για ευκολία στην κατανόηση, το σύνολο
N για πεδίο και την συνάρτηση e : N× N→ N, με:

e(x, y) = n · x+ y

με n ∈ N ένας αρκετά μεγάλος αριθμός. Έστω n = 50000. Οπότε, για δύο δυάδες (1, 5) και
(2, 10), έχουμε e(1, 5) = 50000 + 5 = 50005, και e(2, 10) = 50000 · 2 + 10 = 100010. Ισχύει
(1, 5) ≤ (2, 10) και e(1, 5) = 50005 ≤ 100010 = e(2, 10), οπότε φαίνεται να ισχύει η ιδιότητα.
Τι γίνεται όμως αν επιλέξουμε μία δυάδα με αρκετά μεγάλο y; Έστω δηλαδή η (1, 200000)
και η (2, 1), με e(1, 200000) = 250000 και e(2, 1) = 50000 · 2 + 1 = 100002. Παρατηρούμε ότι
ενώ (1, 200000) < (2, 1), αντίθετα e(1, 200000) > e(2, 1). Άρα, όσο μεγάλο κι αν επιλέξουμε
τον αριθμό n, δεν θα είναι ποτέ αρκετά μεγάλος ώστε να καλύψει όλες τις δυνατές δυάδες.

Παρακάτω θα αποδείξουμε πιο τυπικά ότι το σύνολο V δεν είναι ικανό να εκφράσει την
σημασιολογία του τελεστή λεξικογραφικής προτίμησης. Αρκεί να δείξουμε δηλαδή, ότι δεν
υπάρχει συνάρτηση στο V για την οποία ισχύει η ιδιότητα 4.2.
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Πρόταση 4.1. Το σύνολο V δεν διατηρεί την ιδιότητα Λεξικογραφικής Προτίμησης.

Απόδειξη. Έστω ότι υπάρχει τέτοια συνάρτηση u : V× V → V. Θα πρέπει, για οποιαδή-
ποτε δύο στοιχεία a, b ∈ V× V, να ισχύει a <lex b ⇐⇒ u(a) < u(b).

Ας υποθέσουμε όλους τους συνδυασμούς (T0, n), με n ∈ V. Θα πρέπει ∀n1, n2 ∈ V με
n1 < n2 να ισχύει:

u(T0, n1) < u(T0, n2).

Επίσης, θα πρέπει να ισχύει ∀x1, x2 ∈ V:

u(T1, x1) < u(T0, x2)

Δηλαδή, να υπάρχει uT1 = u(T1, T0) τέτοιο ώστε uT1 < u(T0, n) για κάθε n ∈ V.

Διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις για την τιμή του uT1.

1. uT1 ∈ (0, T0].
Έστω k ∈ N το order του uT1. Δηλαδή uT1 = Tk.
Αυτό σημαίνει, από τον ορισμό του συνόλουV, ότι υπάρχουν ακριβώς k μεγαλύτερες
τιμές του uT1 στο V.
Αλλά οι συνδυασμοί (T0, n) για τους οποίους πρέπει να ισχύει u(T0, n) > Tk είναι
άπειροι, άρα περισσότεροι του k.
Δηλαδή, από αρχή Περιστερώνα, τουλάχιστον δύο (για την ακρίβεια άπειροι) συν-
δυασμοί έχουν την ίδια τιμή στο V. Αυτό όμως είναι Άτοπο (από Λήμμα 4.1).

2. uT1 ∈ [F0, 0).
Ακολουθώντας την ίδια λογική με το πρώτο βήμα, έστω k ∈ N το order του uT1.
Δηλαδή uT1 = Fk.
Έστω οι συνδυασμοί (F0, n). Θα πρέπει ∀n ∈ V να ισχύει u(F0, n) < Fk. Οπότε πάλι
οδηγούμαστε σε άτοπο.

3. uT1 = 0.
Για τους συνδυασμούς (T2, n), θα πρέπει ∀n ∈ V, να ισχύει u(2, n) < 0. Άρα u(T2, n) ∈
[F0, 0). Στο δεύτερο βήμα όμως είδαμε ότι αντίστοιχη περίπτωση μας οδήγησε σε
άτοπο.

Στο επόμενο κεφάλαιο, θα εξετάσουμε ένα σύνολο από αληθοτιμές που έχει την ιδιότητα
της Λεξικογραφικής προτίμησης. Επίσης ορίζουμε μία γλώσσα λογικών επερωτήσεων με
προτιμήσεις σε βάση δεδομένων.
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5. ΓΛΩΣΣΑ ΛΟΓΙΚΩΝ ΕΠΕΡΩΤΗΣΕΩΝ ΜΕ ΠΡΟΤΙΜΗΣΕΙΣ

Στο κεφάλαιο αυτό θα επιλέξουμε ένα σύνολο ικανό να εκφράσει την σημασιολογία του
τελεστή λεξικογραφικής προτίμησης που ορίσαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο. Επίσης, θα
ορίσουμε μια απλή γλώσσα επερωτήσεων με χρήση του νέου τελεστή και των βασικών
τελεστών AND, OR και NOT. Τέλος θα δούμε κάποιες ιδιότητες του τελεστή καθώς και
κάποια παραδείγματα επερωτήσεων στην γλώσσα αυτήν.

5.1 Απειρότιμες Ακολουθίες

Σε αυτήν την ενότητα, θα περιγράψουμε κάποιες επεκτάσεις των τιμών του συνόλου V,
αληθοτιμές δηλαδή, ενδιάμεσες των διακριτών τιμών στο V. Το σύνολο που θα ορίσουμε
στην συνέχεια και θα χρησιμοποιήσουμε για τον ορισμό της σημασίας των εκφράσεων
στην γλώσσα που θα προτείνουμε, είναι ένα υποσύνολο των τιμών αυτών.

Οι τιμές που θα δούμε που θα τις αποκαλούμε «απειρότιμες ακολουθίες», αποτελούνται
κατά κάποιον τρόπο, από αθροίσματα των τιμών στο V. Για παράδειγμα τέτοιες τιμές είναι
οι ακόλουθες:

ϵT + ϵ2F

ϵT + ϵ2T + ϵ4F

Πιο αυστηρά, ορίζουμε ως απειρότιμη ακολουθία:

Ορισμός 5.1 (Απειρότιμες Ακολουθίες).

• Οι τιμές ϵnT και ϵnF , με n ≥ 0, είναι απειρότιμες ακολουθίες.

• Αν a, b είναι δύο απειρότιμες ακολουθίες, τότε και η a+ b είναι απειρότιμη ακολουθία.

Η διαίσθηση που θα δίνουμε στην προσέγγιση με τις προτιμήσεις για το ϵ, είναι ότι το T
είναι απείρως προτιμότερο (μεγαλύτερο) του ϵT , αυτό με την σειρά του απείρως προτιμό-
τερο του ϵ2T κ.ο.κ. Αντίστοιχα το ϵF είναι απείρως προτιμότερο του F . Έτσι, όποιον όρο
μικρότερο του πρώτου και να προσθέσουμε σε μία ακολουθία, θα είναι μικρότερη από μια
ακολουθία με μεγαλύτερο πρώτο όρο. Για να γίνει πιο κατανοητό, έστω δύο ακολουθίες:

ϵT + ϵ2F

ϵ2T + ϵ3T

Ο πρώτος όρος της πρώτης ακολουθίας είναι ϵT που είναι απείρως μεγαλύτερος 1 της
ϵ2T . Οπότε, ό,τι και να προσθέσουμε στην δεύτερη ακολουθία (μικρότερο του ϵ2T ), δεν

1Οι επιμέρους όροι δύο ακολουθιών συγκρίνονται όπως ακριβώς και στο απλό διατεταγμένο σύνολο των
άπειρων αληθοτιμών.
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θα συγκλίνουμε ποτέ στο ϵT , άρα η πρώτη θα είναι «πάντα» μεγαλύτερη της δεύτερης.
Το ίδιο συμβαίνει κι αν στην πρώτη ακολουθία προσθέσουμε «αρνητικές» τιμές. Δηλαδή
όρους με F τιμή. Όσες και να προσθέσουμε τέτοιες τιμές, δεν θα συγκλίνουμε ποτέ στο
ϵ2T .

Ίσως γίνει ακόμα πιο κατανοητό διαισθητικά, αν υποθέσουμε ότι το ϵ είναι ένα κλάσμα,
έστω 1/5. Επίσης τα T και F είναι οι τιμές 1 και −1 αντίστοιχα. Τότε το παραπάνω παρά-
δειγμα γίνεται:

ϵT + ϵ2F = 1/5− 1/52 = 4/52

ϵ2T + ϵ3T = 1/52 + 1/53 = 6/53

Έτσι κι η ϵ2T + ϵ4T = 1/52 + 1/54 = 26/54 είναι μικρότερη και των δύο.

Προφανώς, υπάρχουν παραδείγματα που ο αριθμός 1/5 φαίνεται ότι δεν είναι ο κατάλ-
ληλος για αυτήν την πράξη. Αυτό το «ξεπερνάμε» με την διαίσθηση που έχουμε δώσει
στο ϵ και μας επιτρέπει να έχουν «προτεραιότητα» (μεγαλύτερο βάρος) οι αριστερότερες
τιμές μιας ακολουθίας αληθοτιμών. Το θετικό που προσφέρουν τα κλάσματα σε σχέση
με τις απειρότιμες ακολουθίες, είναι ότι η σύγκριση είναι πιο διαισθητική, εφόσον σε κάθε
ακολουθία αποδίδεται ένας πραγματικός αριθμός, οπότε και η σύγκριση γίνεται όπως και
στους πραγματικούς.

Στην συνέχεια παρουσιάζουμε τον τρόπο σύγκρισης δύο ή παραπάνω ακολουθιών.

5.1.1 Σύγκριση Αληθοτιμών

Η σύγκριση γίνεται και για τις απειρότιμες ακολουθίες, όπως η σύγκριση μεταξύ λέξεων
του αλφαβήτου. Δηλαδή, για δύο ακολουθίες, συγκρίνουμε το πρώτο στοιχείο της πρώτης
με το πρώτο στοιχείο της δεύτερης και αν το ένα είναι μεγαλύτερο του άλλου, θα είναι
μεγαλύτερη κι η αντίστοιχη ακολουθία. Αν είναι ίσα, τότε προχωράμε στην σύγκριση του
δεύτερου στοιχείου της πρώτης με το δεύτερο της δεύτερης κ.ο.κ για όλα τα επόμενα, έως
ότου τα στοιχεία να διαφέρουν. Πιο τυπικά,

Ορισμός 5.2 (Σύγκριση Αληθοτιμών). Έστω δύο απειρότιμες ακολουθίες:

a = ϵa1A1 + ϵa2A2 + · · ·+ ϵamAm

b = ϵb1B1 + ϵb2B2 + · · ·+ ϵakBk

Με Ai, Bi ∈ {F, T} και ai, bi ∈ N, m, k > 0, καθώς και ai < aj και bi < bj, για κάθε i < j. Η
σύγκριση μεταξύ των a, b γίνεται ώς εξής: Για i ≥ 1 και i ≤ m και i ≤ k, επαναλαμβάνουμε
τον έλεγχο:

1. Αν Ai > Bi τότε a > b.

2. Αν Ai < Bi τότε a < b.
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3. Αν Ai = Bi = F , αν ai > bi τότε a > b, αλλιώς αν ai < bi τότε a < b.

4. Αν Ai = Bi = T , αν ai > bi τότε a < b, αλλιώς αν ai < bi τότε a > b.

5. Αν Ai = Bi και ai = bi τότε, ακολουθούμε τα βήματα 1 έως 5 για i+ 1.

Ανm < k και η a είναι ίση με την υποακολουθία bm = ϵb1B1+ϵb2B2+· · ·+ϵbmBm, μεγαλύτερη
θα είναι η a αν Bm+1 = F , αλλιώς η b. Αντίστοιχα αν k < m και η b είναι ίση με την
υποακολουθία ak = ϵa1A1 + ϵa2A2 + · · · + ϵakAk, μεγαλύτερη θα είναι η a αν Ak+1 = T ,
αλλιώς η b.

Οι παρακάτω ακολουθίες είναι με σειρά από μικρότερη προς μεγαλύτερη:

F
ϵF + ϵ4T
ϵF + ϵ5T + ϵ9F
ϵF + ϵ2T + ϵ2F
ϵ2F + ϵ2T + ϵ2F
ϵ100T
ϵ2T + ϵ3T
ϵT + ϵ2F
T

5.1.2 Ορισμός Πεδίου Vι

Το σύνολο που θα ορίσουμε (και το καλούμε Vι), είναι ένα υποσύνολο του συνόλου των
απειρότιμων ακολουθιών. Τις ακολουθίες αυτές του συνόλου, θα τις ονομάζουμε «δο-
μήσιμες»2, επειδή είναι μόνο οι ακολουθίες οι οποίες μπορούν να προκύψουν από την
συνένωση (με συγκεκριμένο τρόπο), δύο ακολουθιών που ανήκουν στο σύνολο.

Για τον ορισμό του συνόλου τυπικά, θα χρειαστούμε την έννοια του βαθμού (ord) μιας
ακολουθίας.

Ορισμός 5.3 (Βαθμός ακολουθίας). Ορίζουμε ως βαθμό (ord) μιας ακολουθίας a, τον
μέγιστο βαθμό των απειροστών μέσα στην ακολουθία. Δηλαδή, για μια ακολουθία a =
ϵa1A1 + ϵa2A2 + · · ·+ ϵamAm, ορίζουμε ως βαθμό:

ord(a) = max(a1, a2, . . . , am).

Για παράδειγμα το ord(T ) = ord(F ) = 0, ord(ϵT ) = 1, ord(ϵ2T + ϵ3F + ϵ8T ) = 8, κ.ο.κ.

Ορισμός 5.4 (Σύνολο Vι). Το σύνολο των απειρότιμων ακολουθιών ή πιο απλά το σύνολο
Vι ορίζεται ως:

2Χρησιμοποιούμε και τον όρο constructible.
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• Οι τιμές F , T ανήκουν στο σύνολο Vι.

• Αν a, b ∈ Vι τότε και ϵa+ ϵord(ϵa)+1b ∈ Vι.

Παρατηρούμε ότι, ακολουθίες όπως F , T , ϵF + ϵ2T , ϵ2F + ϵ3T + ϵ5F είναι δομήσιμες και
ανήκουν στο Vι, ενώ ακολουθίες όπως T + ϵ2F , F + T + ϵT και ϵ2T , ϵ5T + ϵ6F , ϵ2F + ϵ2T
δεν είναι δομήσιμες.

Επίσης, το σύνολο Vι έχει lub και glb τις τιμές T και F αντίστοιχα, αφού όλες οι ακολου-
θίες διάφορες των F και T είναι αθροίσματα από ϵiF και ϵiT με i > 0 που είναι σαφώς
μεγαλύτερα του F και μικρότερα του T .

Στην επόμενη ενότητα θα παρουσιάσουμε την γλώσσα Λογικών Επερωτήσεων με Προτι-
μήσεις, θα ορίσουμε τους τελεστές και την σημασιολογία τους, και θα δούμε παραδείγματα
πάνω στην γλώσσα.

5.2 Γλώσσα επερωτήσεων lxpQL

Σκοπός της γλώσσας που προτείνουμε, είναι να μπορούμε να εκφράζουμε επερωτήσεις
με λογικές προτάσεις πρώτης τάξης, επαυξημένες με τον τελεστή της λεξικογραφικής προ-
τίμησης. Να μπορούμε δηλαδή, εκτός των κοινών τελεστών (∧ , ∨ ,¬), να έχουμε και τον
τελεστή ≫ . Για παράδειγμα η παρακάτω έκφραση:

color(X, red) ≫ (color(X, green) ∨ color(X, yellow))

Η διαισθητική ερμηνεία της έκφρασης αυτής, μπορούμε να πούμε ότι είναι: θέλουμε τα X
για τα οποία το χρώμα είναι κόκκινο και δευτερευόντως αυτά για τα οποία το χρώμα είναι
είτε πράσινο ή κίτρινο.

Φυσικά στο παραπάνω παράδειγμα, δεν φαίνεται το πλεονέκτημα του τελεστή ≫ σε
σχέση με τους τελεστές opt και alt . Αυτό θα φανεί σε παραδείγματα στην συνέχεια.

5.2.1 Συντακτικό

Σε προηγούμενο κεφάλαιο αναφέραμε τι είναι ένα Σχήμα Βάσης Δεδομένων με Λογική. Και
στην γλώσσα lxpQL έχουμε ένα σύνολο Sd από γεγονότα που αποτελεί και τα δεδομένα
της βάσης. Οι επερωτήσεις, δηλαδή οι οριστικοί στόχοι στην γλώσσα αυτήν, αποτελούνται
από προτάσεις που όπως έχουμε δει είναι τύποι της γλώσσας συγκεκριμένης μορφής.

Ορισμός 5.5 (Καλοσχηματισμένος Τύπος). Ένας καλοσχηματισμένος τύπος (ή τύπος)
στην γλώσσα lxpQL ορίζεται ως:

• Αν το A είναι άτομο, τότε το A είναι τύπος.

• Αν τα F1 και F2 είναι τύποι, τότε και τα (¬F1), (F1 ∧ F2), (F1 ∨ F2) και (F1 ≫ F2)
είναι τύποι.
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Οπότε, μία επερώτηση σε lxpQL, μπορεί να είναι:

Ορισμός 5.6 (Οριστικός Στόχος στην lxpQL). Ένας οριστικός στόχος (ή επερώτηση) στην
γλώσσα lxpQL είναι μία πρόταση της μορφής:

← A.

όπου A είναι τύπος.

Παράδειγμα 5.1. Παραδείγματα επερωτήσεων σε lxpQL:

← (a ≫ (b ∧ c)).
← ((a ≫ b) ∨ (a ≫ (b ∨ ¬c))).
← (from_to(athens, boston,X) ∧ (carrier(X, aegean) ≫ carrier(X, british))).

Στα παραδείγματα που έχουμε δει μέχρι στιγμής, και σε απλή γλώσσα πρώτης τάξης αλλά
και στην γλώσσα Preflog , δομούμε τις προτάσεις με την μορφή κανόνων. Η γλώσσα
lxpQL, δεν είναι γλώσσα λογικού προγραμματισμού και δεν περιέχει κανόνες. Οι επε-
ρωτήσεις είναι σε μορφή απλών προτάσεων όπως στο προηγούμενο παράδειγμα (5.1).
Σε πιο πολύπλοκες προτάσεις, για παράδειγμα, την επερώτηση: «Θέλουμε τις πτήσεις
από Αθήνα για Βοστώνη που προαιρετικά να έχουν ανταπόκριση στην Ρώμη και εναλλα-
κτικά στο Λονδίνο. Με μικρότερη προτεραιότητα θα θέλαμε οι πτήσεις να είναι πτήσεις της
Aegean και εναλλακτικά της British Airways», σε γλώσσα lxpQL θα την εκφράζαμε ως:

← (from_to(athens, boston,X) ≫
(stopover(X, rome) ≫ stopover(X, london)) ≫
(carrier(X, aegean) ≫ carrier(X, british))

Όπως γίνεται κατανοητό, τέτοιες πολύπλοκες εκφράσεις (που είναι και το σύνηθες οι επε-
ρωτήσεις να είναι σαν και αυτήν ή ακόμα περισσότερο πολύπλοκες), είναι δυσκολονόητες
και ίσως δύσμορφες. Γι’ αυτόν τον λόγο, υιοθετούμε την λογική των κανόνων. Δηλαδή
τις επερωτήσεις σε παραδείγματα που θα ακολουθήσουν, τις εκφράζουμε για ευκολία,
όπως θα τις εκφράζαμε σε μια γλώσσα λογικού προγραμματισμού όπως η Preflog . Αυτό
δεν θα επηρεάσει την σημασιολογία των εκφράσεων, εφόσον σε επίπεδο «συντακτικής
ανάλυσης» κάνουμε την αντικατάσταση από την μορφή των κανόνων σε μορφή απλών
προτάσεων. Οπότε, η παραπάνω, μπορεί να γίνει:

desired_stopover(X) ← stopover(X, rome) ≫ stopover(X, london).
desired_carrier(X) ← carrier(X, aegean) ≫ carrier(X, british).
desired_flight(X) ← from_to(athens, boston,X) ≫

desired_stopover(X) ≫ desired_carrier(X).

και σαν επερώτηση να «καλέσουμε» απλά:

← desired_flight(X).

45 Γ. Παπαδημητρίου



Μία λογική γλώσσα επερωτήσεων για λεξικογραφικές προτιμήσεις

5.2.2 Σημασιολογία τελεστών

Στην παρούσα ενότητα, θα ορίσουμε την σημασία για τους τελεστές της γλώσσας. Δηλαδή
για τον τελεστή λεξικογραφικής προτίμησης (≫ ), καθώς και για τους λογικούς τελεστές
∧ , ∨ και ¬. Όπως θα δούμε, η σημασία για τους λογικούς τελεστές ορίζεται όπως και στην
λογική πρώτης τάξης (όπως δηλαδή και στην γλώσσα Preflog ).

Ορισμός 5.7 (Βασικό στιγμιότυπο). Ορίζουμε ως βασικό στιγμιότυπο groundSd
(E) μιας

έκφρασης E για ένα σύνολο γεγονότων Sd, το σύνολο εκφράσεων, το οποίο παράγεται
αντικαθιστώντας στην E τις μεταβλητές με στοιχεία από σταθερές στο Sd και την E, με
όλους τους δυνατούς τρόπους.

Ορισμός 5.8. Έστω ένα σύνολο γεγονότων Sd και μία έκφραση E της γλώσσας lxpQL.
Αν a ∈ groundSd

(E), τότε:

• ∥a∥ = T , άν a ∈ Sd,

• ∥a∥ = F , διαφορετικά.

Στην συνέχεια, όταν αναφερόμαστε σε εκφράσεις της γλώσσας lxpQL, θα εννοούμε, αν
δεν υπάρχει σύγχυση, εκφράσεις από το βασικό στιγμιότυπο ενός συνόλου από γεγονότα
και την αντίστοιχη έκφραση με μεταβλητές στην lxpQL.

Ορισμός 5.9. Έστω δύο εκφράσεις a, b με ∥a∥, ∥b∥ ∈ Vι. Τότε,

• ∥a ∧ b∥ = min(∥a∥, ∥b∥)

• ∥a ∨ b∥ = max(∥a∥, ∥b∥)

• ∥a ≫ b∥ = ϵ∥a∥+ ϵord(ϵ∥a∥)+1∥b∥ .

• Αν ∥a∥ = ϵa1A1+ϵa2A2+· · ·+ϵamAm, τότε ∥¬a∥ = ϵa1(¬A1)+ϵa2(¬A2)+· · ·+ϵam(¬Am).

Ο ορισμός για τα AND και OR είναι ο αναμενόμενος. Ο ορισμός του τελεστή της λεξικο-
γραφικής προτίμησης, στην ουσία είναι ίδιος με τον ορισμό των στοιχείων του συνόλου
Vι.

Από τον ορισμό της σημασίας του τελεστή ≫ , εύκολα μπορούμε να αποδείξουμε το πα-
ρακάτω Λήμμα,

Λήμμα 5.1. Έστω a μία λογική έκφραση της γλώσσας lxpQL. Αν ∥a∥ ̸∈ {F, T}, δηλαδή
το μέγεθος του ∥a∥ είναι μεγαλύτερο του 1, τότε υπάρχουν δύο εκφράσεις a1, a2 τ.ο. a =
a1 ≫ a2.

Απόδειξη. Απλή εφαρμογή του Oρισμού 5.9.
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Οπότε, για τον τελεστή NOT, διακρίνουμε δύο περιπτώσεις για μια έκφραση a. Είτε το ∥a∥
ισούται με F ή T , άρα το ∥(¬a)∥ ισούται με T και F αντίστοιχα, είτε αποτελείται από δύο
υποεκφράσεις a1 και a2 και το ¬ εφαρμόζεται αναδρομικά σε αυτές. Με άλλα λόγια, για αν
a ∈ Vι, η σημασία του (¬a) ισούται με την τιμή a αν αντιστρέψουμε τα F και T σε T και F
αντίστοιχα. Για παράδειγμα ¬(ϵF + ϵ2T ) = ϵT + ϵ2F . Παρακάτω θα δικαιολογήσουμε αυτή
την συμπεριφορά (θα δείξουμε δηλαδή ότι είναι και διαισθητικά αυτό που θέλουμε).

Προς το παρόν ας δούμε ότι η σημασία των εκφράσεων που περιέχουν τους παραπάνω
τέσσερις τελεστές, διατηρούν τις τιμές του συνόλου Vι. Δηλαδή ότι για κάθε a, b ∈ Vι, θα
ισχύει:

• ∥a ≫ b∥ = ϵa+ ϵord(ϵa)+1b ∈ Vι, εξ’ ορισμού.

• ∥a ∧ b∥ = min(a, b) ∈ Vι.

• ∥a ∨ b∥ = max(a, b) ∈ Vι.

• ∥¬(ϵa1A1 + ϵa2A2 + · · ·+ ϵamAm)∥ = ϵa1(¬A1) + ϵa2(¬A2) + · · ·+ ϵam(¬Am) ∈ Vι.

Οι τελεστές δηλαδή AND, OR, NOT δεν «επηρεάζουν» τις δομήσιμες ακολουθίες.

Παράδειγμα 5.2. Το παράδειγμα με τις πτήσεις (4.1), που τροποποιήσαμε στο 4.2 κάνο-
ντας χρήση του τελεστή ≫ , θα έχει την παρακάτω σημασία.

∥from_to(athens, boston, fl1)∥ = T
∥from_to(athens, boston, fl2)∥ = T
∥stopover(fl1, rome)∥ = T
∥stopover(fl2, london)∥ = T

∥has_stopover(fl1)∥ = ∥T ≫ F∥ = ϵT + ϵ2F

∥has_stopover(fl2)∥ = ∥F ≫ T∥ = ϵF + ϵ2T

∥desired_flight(fl1)∥ = ∥from_to(athens, boston, fl1) ≫
(has_stopover(fl1) ≫ carrier(fl1, aegean))∥

= ∥T ≫ ((ϵT + ϵ2F ) ≫ F )∥
= ϵ2T + ϵ4T + ϵ5F + ϵ6F

∥desired_flight(fl2)∥ = ∥from_to(athens, boston, fl2) ≫
(has_stopover(fl2) ≫ carrier(fl2, aegean))∥

= ∥T ≫ ((ϵF + ϵ2T ) ≫ F )∥
= ϵ2T + ϵ4F + ϵ5T + ϵ6F

Δηλαδή, ∥desired_flight(fl1)∥ = ϵ2T + ϵ4T + ϵ5F + ϵ6F > ϵ2T + ϵ4F + ϵ5T + ϵ6F =
∥desired_flight(fl2)∥, εφόσον ϵ4T > ϵ4F .

Στην επόμενη ενότητα παρουσιάζουμε και αποδεικνύουμε μερικές ταυτότητες που ισχύ-
ουν για εκφράσεις με χρήση των τελεστών της γλώσσας lxpQL.
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5.2.3 Ταυτότητες στην lxpQL

Τα παρακάτω παραδείγματα-ταυτότητες, θα μας βοηθήσουν να κατανοήσουμε περισσό-
τερο την συμπεριφορά του τελεστή της λεξικογραφικής προτίμησης σε συνδυασμό με τους
υπόλοιπους τελεστές OR και AND.

Ορισμός 5.10. Έστω a, b, c ∈ Vι. Τότε ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις 3:

1. (a ∧ c) ≫ b = (a ≫ b) ∧ (c ≫ b)

2. (a ∨ c) ≫ b = (a ≫ b) ∨ (c ≫ b)

3. (a ≫ b) ∧ (b ≫ a) = (a ∧ b) ≫ (a ∨ b)

Απόδειξη. Θα αποδείξουμε πρώτα την ιδιότητα 1. Η απόδειξη για την ιδιότητα 2 είναι
παρόμοια με αυτήν, συνεπώς την παραλείπουμε. Οπότε,

Αν a = c, τότε η σχέση είναι προφανής, αφού (a ≫ b) ∧ (c ≫ b) = min(a ≫ b, a ≫
b) = a ≫ b = (a ∧ c) ≫ b.

Έστω a > c. Τότε θα έχουμε:

• (a ∧ c) ≫ b = min(a, c) ≫ b = c ≫ b.

• (a ≫ b) ∧ (c ≫ b) = min(a ≫ b, c ≫ b) =
a>c

c ≫ b.

άρα, αν a > c, τότε ισχύει η ιδιότητα 1.

Έστω a < c. Τότε αντίστοιχα:

• (a ∧ c) ≫ b = min(a, c) ≫ b = a ≫ b.

• (a ≫ b) ∧ (c ≫ b) = min(a ≫ b, c ≫ b) =
a<c

a ≫ b.

οπότε και αν a < c ισχύει η σχέση 1.

Θα αποδείξουμε τώρα την ιδιότητα 3 (η οποία παρουσιάζει κι ένα διαισθητικό ενδιαφέρον
για τον τελεστή μας, που θα θίξουμε παρακάτω), με παρόμοιο τρόπο με την προηγούμενη
απόδειξη.

Έστω a ≥ b. Τότε:

• (a ≫ b) ∧ (b ≫ a) = min(a ≫ b, b ≫ a) =
a≥b

b ≫ a

• (a ∧ b) ≫ (b ∨ a) = min(a, b) ≫ max(a, b) =
a≥b

b ≫ a

3 Στην συνέχεια, όπου δεν υπάρχει σύγχυση, η σημασία μιας έκφρασης a, αντί για ∥a∥ θα γράφεται ως
a, όπως και το αντίστροφο. Δηλαδή για a, b ∈ Vι, θα γράφουμε a ≫ b και θα εννούμε την έκφραση a′ ≫ b′

με ∥a′∥ = a και ∥b′∥ = b.
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άρα αν a ≥ b τότε ισχύει η ισότητα 3. Ομοίως, αν a ≤ b, έχουμε:

• (a ≫ b) ∧ (b ≫ a) =
a≤b

b ≫ a

• (a ∧ b) ≫ (b ∨ a) =
a≤b

b ≫ a

Το ενδιαφέρον που εντοπίζουμε στην ιδιότητα 3 είναι αν ερμηνεύσουμε την έκφραση:
(a ≫ b) ∧ (b ≫ a) ως «ίδια προτίμηση» μεταξύ a και b. Αν δηλαδή δούμε την έκφραση
διαισθητικά, είναι σαν να δηλώνουμε προτίμηση του a σε σχέση με το b και συγχρόνως
προτίμηση του b σε σχέση με το a. Όπως δηλαδή, όταν για να δείξουμε ότι ισχύει μία
ισότητα, δείχνουμε ότι ισχύουν δύο «αντίστροφες» ανισότητες, με αυτήν την λογική εξετά-
ζουμε κι εδώ την ιδιότητα «ίδια προτίμηση». Εφόσον το a το προτιμάμε του b και το b το
προτιμάμε του a, τα a και b θα έχουν τον ίδιο βαθμό προτίμησης.

Λαμβάνοντας υπόψιν την ιδιότητα 3, θα μπορούσαμε να πούμε ότι δηλώνουμε ίδια προ-
τίμηση, αν διαλέξουμε τον συνδυασμό για a και b που μεγιστοποιεί την μικρότερη τιμή των
δύο και δευτερευόντως την μεγαλύτερη των δύο.

5.2.4 Παραδείγματα

Ας δούμε μερικά ακόμα παραδείγματα εκφράσεων στην γλώσσα lxpQL.

Παράδειγμα 5.3. Στο παράδειγμα με τις πτήσεις (4.2), όπως έχουμε δει, εκφράζουμε την
πρόταση «προτιμούμε την πτήση από Αθήνα για Βοστώνη, δευτερευόντως να έχει ανταπό-
κριση στην Ρώμη και αν όχι στο Λονδίνο (με προτίμηση στην Ρώμη) και τέλος με μικρότερη
προτεραιότητα να είναι πτήση της Aegean».

Σε αυτό το παράδειγμα, θα τροποποιήσουμε λίγο την παραπάνω πρόταση, ώστε να ζη-
τήσουμε τις απευθείας πτήσεις από Αθήνα για Βοστώνη (κι ας είναι αρκετά κουραστικό!),
δηλαδή τις πτήσεις που δεν έχουν ανταπόκριση πουθενά.

Δηλαδή, επιθυμούμε πτήση από Αθήνα για Βοστώνη, δευτερευόντως να μην έχει ανταπό-
κριση πουθενά, και τέλος αν γίνεται να είναι πτήση της Aegean.

Οπότε, το query αυτό θα εκφραστεί στην lxpQL ως:

desired_flight(F ) ← from_to(athens, boston, F ) ≫ ¬stopover(F, _) ≫
carrier(F, aegean).

Αν ισχύουν τα ίδια δεδομένα με το παράδειγμα 4.2, δηλαδή έχουμε τις πτήσεις fl1 και fl2
από Αθήνα για Βοστώνη με ανταπόκριση στην Ρώμη για την πρώτη και στο Λονδίνο για
την δεύτερη, η τιμές των desired_flight(fl1) και desired_flight(fl2) θα είναι ίδιες και ίσες
και ϵ2T + ϵ3F + ϵ4F .
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Για μια τρίτη πτήση fl3 από Αθήνα για Βοστώνη, χωρίς κάποια ανταπόκριση, η τιμή για
το desired_flight(fl3), θα είναι: T ≫ ¬F ≫ F = ϵ2T + ϵ3T + ϵ4F . Άρα η πτήση fl3
προτιμότερη των fl1 και fl2.

Πιο ενδιαφέρον θα είχε αν βάζαμε στην «εξίσωση» την has_stopover. Η υποέκφραση
has_stopover, δηλώνει ότι επιθυμούμε ανταπόκριση με προτεραιότητα στην Ρώμη σε σχέση
με το Λονδίνο. Αν αντί για ¬stopover(F, _), βάλουμε ¬has_stopover(F ), δηλαδή

desired_flight(F ) ← from_to(athens, boston, F ) ≫ ¬has_stopover(F ) ≫
carrier(F, aegean).

εκφράζουμε έτσι να μην ισχύει η προτεραιότητα αυτή. Δηλαδή ότι δεν επιθυμούμε να έχει
ανταπόκριση κυρίως στην Ρώμη και δευτερευόντως στο Λονδίνο. Θα προτιμήσουμε δη-
λαδή πτήσεις που έχουν ανταπόκριση στο Λονδίνο σε σχέση με αυτές που έχουν αντα-
πόκριση στην Ρώμη, ή πτήσεις που δεν έχουν ανταπόκριση ούτε στην Ρώμη ούτε στο
Λονδίνο.

Συγκεκριμένα οι τιμές για τα desired_flight(fl1) και desired_flight(fl2) θα είναι αντίστοιχα:

• T ≫ ¬(T ≫ F ) ≫ F = T ≫ (F ≫ T ) ≫ F = ϵ2T + ϵ4F + ϵ5T + ϵ6F .

• T ≫ ¬(F ≫ T ) ≫ F = T ≫ (T ≫ F ) ≫ F = ϵ2T + ϵ4T + ϵ5F + ϵ6F .

Οπότε η πτήση fl2 είναι σε αυτήν την περίπτωση προτιμότερη της fl1.

Για την πτήση fl3, η desired_flight(fl3), θα έχει τιμή ϵ2T+ϵ4T+ϵ5+ϵ6F , θα είναι συνεπώς
και πάλι προτιμότερη από τις fl1 και fl2.

Παράδειγμα 5.4. Έστω ότι ισχύουν τα παρακάτω γεγονότα:

from_to(athens, boston, fl1).
from_to(athens, boston, fl2).
from_to(athens, london, fl3).
from_to(london, boston, fl4).

stopover(fl1, london).

Και θέλουμε με αφετηρία την Αθήνα και προορισμό την Βοστώνη, να εκφράσουμε την προ-
τίμηση σε πτήσεις που έχουν προγραμματισμένη ανταπόκριση στο Λονδίνο, σε σχέση με
συνδυασμό πτήσεων από Αθήνα για Λονδίνο και από Λονδίνο για Βοστώνη.

Αυτό θα το εκφράζαμε ως:

(from_to(athens, boston, F l) ∧ stopover(Fl, london)) ≫
(from_to(athens, london, F l) ∧ from_to(london, boston, F l2).

Οι τιμές για την παραπάνω έκφραση θα είναι:
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Για Fl = fl1 και Fl2 οτιδήποτε. Η τιμή θα είναι (T ∧ T ) ≫ (F ∧ _) = T ≫ F =
ϵT + ϵ2F .

Για Fl = fl2 και Fl2 οτιδήποτε. Η τιμή θα είναι (T ∧ F ) ≫ (F ∧ _) = F ≫ F =
ϵF + ϵ2F .

Για Fl = fl3 και Fl2 = fl4 (ή το ανάποδο). Η τιμή θα είναι (F ∧ F ) ≫ (T ∧ T ) =
F ≫ T = ϵF + ϵ2T .

Θα προτιμήσουμε δηλαδή την πτήση fl1 σε σχέση με τον συνδυασμό πτήσεων fl3 με fl4.
Επίσης η πτήση fl2 έχει την χαμηλότερη προτίμηση από τις άλλες διότι είναι απευθείας
πτήση από Αθήνα για Βοστώνη.

Ας εξετάσουμε τώρα την περίπτωση που θέλουμε να εκφράσουμε την «ίδια προτίμηση».
Όπως ήδη έχουμε αναφέρει, θα εκφράσουμε την ιδιότητα «ίδια προτίμηση» μεταξύ δύο
εκφράσεων a και b, με την πρόταση: (a ≫ b) ∧ (b ≫ a), η οποία κάνοντας χρήση της
ιδιότητας 3 από τον ορισμό 5.10, ισούται με a ∧ b ≫ a ∨ b.

Παράδειγμα 5.5. Έστω και πάλι το παράδειγμα με τις πτήσεις. Επίσης, έστω ότι ισχύουν
τα παρακάτω, με comforts(Fl, C) να δηλώνει τις ανέσεις που παρέχονται σε κάθε πτήση
(στην πτήση Fl, παρέχεται το «αγαθό» C).

from_to(athens, boston, fl1).
from_to(athens, boston, fl2).
from_to(athens, boston, fl3).

comforts(fl1, free_lunch).
comforts(fl1,movies).
comforts(fl2, wifi).
comforts(fl2,movies).

Θέλουμε να εκφράσουμε το query που θα μας επιστρέψει πτήση από Αθήνα για Βοστώνη,
η οποία δευτερευόντως - αλλά με τον ίδιο βαθμό προτίμησης, θέλουμε να έχει δωρεάν
γεύμα και να προβάλει ταινίες κατά την διάρκεια.

Δηλαδή, πρώτη προτεραιότητα θέλουμε να είναι πτήση από Αθήνα για Βοστώνη. Έπειτα,
μας ενδιαφέρει να έχει αυτές τις δύο ανέσεις, αλλά χωρίς να βάζουμε προτεραιότητα στην
μία σε σχέση με την άλλην. Θα προτιμήσουμε κάποια πτήση που έχει και τις δύο αυτές
παροχές, λιγότερο μία πτήση που έχει μία από τις δύο και ακόμα λιγότερο πτήση που δεν
έχει καμία από τις δύο.

Οπότε, αυτό θα το εκφράζαμε ως,

from_to(athens, boston, F l) ≫
((comforts(Fl, free_lunch) ≫ comforts(Fl,movies))∧
((comforts(Fl,movies) ≫ comforts(Fl, free_lunch))).

Οι τιμές για την παραπάνω επερώτηση θα είναι,
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Για Fl = fl1: T ≫ ((T ∧ T ) ≫ (T ∨ T )) = ϵT + ϵ3T + ϵ4T .

Για Fl = fl2: T ≫ ((F ∧ T ) ≫ (F ∨ T )) = ϵT + ϵ3F + ϵ4T .

Για Fl = fl3: T ≫ ((F ∧ F ) ≫ (F ∨ F )) = ϵT + ϵ3F + ϵ4F .

Άρα η σειρά προτεραιότητας στην προτίμηση, είναι πρώτα η πτήση fl1, έπειτα η fl2 και
τέλος η fl3.

Να παρατηρήσουμε ότι αν αντί για την έκφραση «ίδιας προτίμησης», χρησιμοποιούσαμε
απλά τον τελεστή OR, δηλαδή το query:

from_to(athens, boston, F l) ≫ (comforts(Fl, free_lunch) ∨ comforts(Fl,movies))

τότε η πτήση fl1 με την πτήση fl2 θα είχαν την ίδια τιμή ίση με ϵT + ϵ2T .

Έστω τώρα ότι είχαμε δύο ακόμα πτήσεις την fl4 και fl5 με τις παρακάτω παροχές:

conforts(fl4, free_lunch).
conforts(fl4, romance_movies).
conforts(fl5, free_lunch).
conforts(fl5, free_dessert).

και θέλουμε να εκφράσουμε την παραπάνω επερώτηση λίγο τροποποιημένη, ώστε το δω-
ρεάν γεύμα να δηλώνεται ως «γεύμα κανονικό και με λιγότερη προτίμηση επιδόρπιο» και
η προβολή ταινιών ως «ταινίες δράσης και με λιγότερη προτίμηση ρομάντζα».

Δηλαδή το δωρεάν γεύμα εκφράζεται με την πρόταση:

(comforts(Fl, free_lunch) ≫ comforts(Fl, free_dessert))

και οι προβολές ταινιών με την πρόταση:

(comforts(Fl, action_movies) ≫ comforts(Fl, romance_movies))

Αν το τελικό query αποτελείται από τις δύο προτάσεις ενωμένες με τον τελεστή OR οι τιμές
για Fl = fl4 και για Fl = fl5, θα είναι:

Για Fl = fl4: (T ≫ F ) ∨ (F ≫ T ) = ϵT + ϵ2F .

Για Fl = fl5: (T ≫ T ) ∨ (F ≫ F ) = ϵT + ϵ2T .

που σημαίνει ότι η πτήση fl5 είναι προτιμότερη της fl4.

Αν χρησιμοποιήσουμε την σχέση «ίδιας προτίμησης», οι τιμές θα είναι:

Για Fl = fl4: (T ≫ F ) ∧ (F ≫ T ) ≫ (T ≫ F ) ∨ (F ≫ T ) = ϵ2F+ϵ3T+ϵ5T+ϵ6F .

Για Fl = fl5: (T ≫ T ) ∧ (F ≫ F ) ≫ (T ≫ T ) ∨ (F ≫ F ) = ϵ2F+ϵ3F+ϵ5T+ϵ6T .
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δηλαδή, στην περίπτωση αυτή η πτήση fl4 είναι προτιμότερη της fl5.

Αυτή η «συμπεριφορά», φαίνεται να συνάδει με την διαίσθηση που έχει η ιδιότητα ίδιας
προτίμησης. Με τον τελεστή OR επιλέξαμε την πτήση fl5, η οποία ναι μεν ικανοποιεί την
πρόταση για το δωρεάν γεύμα με την μεγαλύτερη τιμή, δεν ικανοποιεί όμως καθόλου την
πρόταση για την προβολή ταινιών. Έτσι, είναι σαν να υπονοείται μια «προτεραιότητα» και
μεγαλύτερη προτίμηση στην πρόταση για δωρεάν γεύμα σε σχέση με την πρόταση για
προβολή ταινιών. Δηλώνοντας όμως ίδια προτίμηση μεταξύ των δύο, σημαίνει ότι δεν μας
ενδιαφέρει να ικανοποιήσουμε ένα από τα δύο με τον μεγαλύτερο βαθμό, αλλά να ικα-
νοποιήσουμε όσο περισσότερο γίνεται και τα δύο! Οπότε, παρόλο που η πτήση fl4 δεν
ικανοποιεί στον μέγιστο βαθμό κάποια από τα δύο, ικανοποιεί όμως εν μέρει και τα δύο,
περισσότερο από ότι συγχρόνως τα ικανοποιεί η fl5 και γι’ αυτόν το λόγο θα επιλέξουμε
αυτήν.

5.3 Αποδείξεις Ορθότητας

Στην παρούσα ενότητα, θα ασχοληθούμε με κάποιες ιδιότητες των στοιχείων του πεδίου
Vι και τελικά θα αποδείξουμε την επάρκεια του συνόλου να περιγράφει σωστά τον λεξικο-
γραφικό τελεστή. Θα αποδείξουμε δηλαδή ότι το σύνολο Vι διατηρεί την Ιδιότητα Λεξικο-
γραφικής Προτίμησης (4.2).

5.3.1 Δομήσιμες Ακολουθίες - Ιδιότητες

Το πρώτο Λήμμα το οποίο θα δείξουμε, αφορά την σχέση των ακολουθιών στο Vι μεταξύ
τους. Δύο ακολουθίες a, b ∈ Vι, θα αποδείξουμε ότι δεν μπορεί η μία να είναι πρόθεμα της
άλλης. Αν la, lb τα μεγέθη των a και b αντίστοιχα, θα υπάρχει i < la, lb, τέτοιο ώστε οι a και
b να διαφέρουν στο σημείο αυτό.

Την ιδιότητα αυτήν, εκτός από το ότι θα την χρησιμοποιήσουμε και σε αποδείξεις παρα-
κάτω, την εκμεταλλευόμαστε και στον ορισμό της σύγκρισης δύο ακολουθιών. Δηλαδή,
δύο ακολουθίες για να είναι ίσες θα πρέπει να είναι ίσες σε όλα τα σημεία τους. Αλλιώς σε
κάποιο σημείο πάντα θα διαφέρουν, οπότε και η μία θα είναι αναγκαστικά μικρότερη της
άλλης.

Λήμμα 5.2. Έστω δύο ακολουθίες a, b ∈ Vι και έστω ότι η a είναι πρόθεμα της b. Τότε
αναγκαστικά θα ισχύει a = b.

Απόδειξη. Θα το αποδείξουμε με επαγωγή στο μέγεθος του b.

• Ισχύει για μέγεθος |b| = 1. Είναι προφανές, αφού για μέγεθος 1 υπάρχουν μόνο δύο
δομήσιμες ακολουθίες, οι F, T .

• Έστω ότι ισχύει για |b| ≤ k.
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• Εξετάζουμε για μέγεθος ακολουθιών |b| = k+1. Από το Λήμμα (5.1), η b θα είναι της
μορφής ϵb1 + ϵord(ϵb1)+1b2, για b1, b2 ∈ Vι. Εφόσον η a πρόθεμα της b, τότε η a θα έχει
μέγεθος μεγαλύτερο του 1 (αφού διαφορετικά, θα πρέπει να είναι F ή T που από τον
ορισμό των δομήσιμων ακολουθιών δεν μπορεί να συμβαίνει). Οπότε, πάλι από το
Λήμμα (5.1), η a θα είναι της μορφής ϵa1 + ϵord(ϵa1)+1a2.

Επίσης πρέπει να ισχύει τουλάχιστον ένα από τα δύο:

– ϵa1 πρόθεμα της ϵb1 (άρα και a1 πρόθεμα της b1)
– ϵb1 πρόθεμα της ϵa1 (άρα και b1 πρόθεμα της a1)

Παρατηρούμε ότι όποιο κι απ’ τα δύο ισχύει, από την επαγωγική υπόθεση (εφόσον
|a1|, |b1| ≤ k), θα πρέπει a1 = b1.

Αλλά έτσι, θα πρέπει αναγκαστικά το ϵord(ϵa1)+1a2 να είναι πρόθεμα της ϵord(ϵb1)+1b2,
εφόσον a πρόθεμα b και a1 = b1. Από την επαγωγική υπόθεση (πάλι |a2|, |b2| ≤ k),
θα ισχύει ϵord(ϵa1)+1a2 = ϵord(ϵb1)+1b2 =⇒ a2 = b2.

Άρα και a = b.

Κάνοντας χρήση και του παραπάνω Λήμματος, θα αποδείξουμε στην συνέχεια την σχέση
που έχουν οι ακολουθίες στο Vι με τις αντίστοιχες εκφράσεις της γλώσσας lxpQL που τις
παράγουν.

Συγκεκριμένα θα δείξουμε ότι κάθε ακολουθία στο Vι, αντιστοιχεί σε μοναδική έκφραση
που αποτελείται από F, T και τον τελεστή λεξικογραφικής προτίμησης. Δεν υπάρχει δη-
λαδή περίπτωση, μία ακολουθία, να μπορεί να παραχθεί από διαφορετικές εκφράσεις
αυτού του τύπου.

Λήμμα 5.3. Όταν δύο εκφράσεις αποτελούνται από F, T και τον τελεστή ≫ παράγουν την
ίδια ακολουθία από απειροστά, τότε οι δύο αυτές εκφράσεις είναι πανομοιότυπες.

Απόδειξη. Θα το αποδείξουμε με επαγωγή στον αριθμό των εμφανίσεων του τελεστή ≫ .
Είναι προφανές, για να είναι δύο ακολουθίες ίδιες, θα πρέπει η αντίστοιχες εκφράσεις να
έχουν τον ίδιο αριθμό εμφανίσεων του τελεστή ≫ .

Οπότε,

• Στις εκφράσεις με 0 στον αριθμό εμφανίσεις του τελεστή ≫ , είναι προφανές ότι ισχύει
(δύο θα είναι οι δυνατές παραγόμενες τιμές, οι F και T ).

• Έστω ότι ισχύει για όλες τις εκφράσεις και τις αντίστοιχες τιμές, για k εμφανίσεις του
τελεστή.

• Θα εξετάσουμε την περίπτωση για εκφράσεις με k + 1 εμφανίσεις του τελεστή ≫ .
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Υποθέτουμε ότι η μία έκφραση είναι της μορφής A1 ≫ A2 και η άλλη της μορφής
B1 ≫ B2. Επίσης, έστω η A1 παράγει την ακολουθία a1, η A2 την a2 και οι B1, B2

τις b1 και b2 αντίστοιχα.
Οπότε θα ισχύει: ∥A1 ≫ A2∥ = ϵa1+ϵord(ϵa1)+1a2 και ∥B1 ≫ B2∥ = ϵb1+ϵord(ϵb1)+1b2 .
Αλλά, από την υπόθεση, θα πρέπει ϵa1 + ϵord(ϵa1)+1a2 = ϵb1 + ϵord(ϵb1)+1b2 .
Για να συμβαίνει όμως αυτό, ένα από τα δύο μπορεί να ισχύει:

– a1 υποακολουθία της b1, ή
– b1 υποακολουθία της a1.

Που από το Λήμμα (5.2), συμπεραίνουμε ότι a1 = b1 (= w), οπότε και a2 = b2 (εφόσον
ϵw + ϵord(ϵw)+1a2 = ϵw + ϵord(ϵw)+1b2 ).
Άρα, από επαγωγική υπόθεση, θα πρέπει οι εκφράσεις A1 και B1 να είναι πανομοιό-
τυπες, όπως επίσης και οι A2 και B2.
Οπότε και A1 ≫ A2 πανομοιότυπη με B1 ≫ B2.

Η παραπάνω ιδιότητα, μας οδηγεί και στο συμπέρασμα, ότι εφόσον κάθε ακολουθία στοVι

αντιστοιχεί σε μία μοναδική έκφραση από F, T και τον τελεστή λεξικογραφικής προτίμησης,
ο αριθμός των ακολουθιών πεπερασμένου μεγέθους, είναι πεπερασμένες.

Πιο τυπικά,

Λήμμα 5.4. Ο αριθμός των δομήσιμων απειρότιμων ακολουθιών μεγέθους n ≥ 2 είναι
πεπερασμένος και ίσος με 2nCn−1, με Cn−1 το (n−1)-ιοστό μέλος της ακολουθίας Catalan.

Απόδειξη. Ο αριθμός Catalan Cn δίνει τον αριθμό όλων των δυνατών τρόπων όπου n+1
όροι μπορούν να μπουν εντός παρενθέσεων.

Επίσης 2n είναι όλοι οι δυνατοί συνδυασμοί των όρων F και T .

Οπότε ο αριθμός των δυνατών εκφράσεων μεγέθους n, άρα, από το Λήμμα (5.3) και οι
αντίστοιχες, μοναδικά παραγόμενες, απειρότιμες ακολουθίες, είναι 2n × Cn−1.

Παράδειγμα 5.6. Έστω ότι έχουμε τους όρους A,B,C,D που αποτελούνται από F ή T .
Παρακάτω βλέπουμε μερικά παραδείγματα εκφράσεων με χρήση του τελεστή ≫ , και τις
αντίστοιχες τιμές τους στο Vι.

Ο αριθμός Catalan για το 4− 1 είναι C3 = 5.

Οι διαφορετικές εκφράσεις που θα έχουμε θα είναι 5 ∗ 24 = 80.

Αν οι επιμέρους τιμές είναι μόνο T τότε οι τιμές είναι σε φθίνουσα σειρά απο το 1 έως το
5, αλλιώς αν αποτελούνται από F συμβαίνει το αντίθετο. Δηλαδή, αν οι τιμές είναι T , όσο
πιο δεξιά είναι οι παρενθέσεις τόσο μεγαλύτερη είναι η τιμή, ενώ αν είναι F συμβαίνει το
αντίθετο.
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# Παρ. Έκφραση X ∥X∥ ∈ Vι

1 A ≫ (B ≫ (C ≫ D)) ϵA+ ϵ3B + ϵ5C + ϵ6D
2 A ≫ ((B ≫ C) ≫ D) ϵA+ ϵ4B + ϵ5C + ϵ6D
3 (A ≫ B) ≫ (C ≫ D) ϵ2A+ ϵ3B + ϵ5C + ϵ6D
4 (A ≫ (B ≫ C)) ≫ D ϵ2A+ ϵ4B + ϵ5C + ϵ6D
5 ((A ≫ B) ≫ C) ≫ D ϵ3A+ ϵ4B + ϵ5C + ϵ6D

Πίνακας 5.1: Πέντε δυνατές εκφράσεις με 3 τελεστές ≫ . Τα A,B,C,D ∈ {F, T}

Σε αυτό το σημείο, μπορούμε να αποδείξουμε το βασικό θεώρημα της ενότητας, που ανα-
φέρεται στη διατήρηση της Ιδιότητας Λεξικογραφικής Προτίμησης, για το σύνολο Vι.

Θεώρημα 5.1. Το σύνολο Vι διατηρεί την ιδιότητα του Ορισμού (4.2). Δηλαδή, για κάθε
a, b, c, d ∈ Vι, ισχύει (a, b) <lex (c, d) ανν ∥a ≫ b∥ < ∥c ≫ d∥.

Απόδειξη. Θα αποδείξουμε πρώτα το ευθύ και στην συνέχεια το αντίστροφο.

Υποθέτουμε ότι (a, b) <lex (c, d). Εξ’ ορισμού, για να συμβαίνει αυτό, θα πρέπει είτε a < c
ή a = c και b < d.

Έστω ότι a < c. Από το Λήμμα 5.2, το a δεν μπορεί να είναι πρόθεμα του c, ούτε φυσικά
το αντίστροφο. Αυτό σημαίνει, ότι υπάρχει φυσικός αριθμός n, με n < min(|a|, |c|), τέτοιος
ώστε:

∀i < n, a[i] = c[i] και a[n] < c[n].

Άρα, τρεις είναι οι περιπτώσεις που μπορεί να ισχύουν:

• a[n] = ϵrF και c[n] = ϵsT , (r ανεξάρτητο του s), ή

• a[n] = ϵrF και c[n] = ϵsF , με r < s, ή

• a[n] = ϵrT και c[n] = ϵsT , με r > s.

Από τον ορισμό, έχουμε ∥a ≫ b∥ = ϵa+ ϵord(ϵa)+1b και ∥c ≫ d∥ = ϵc+ ϵord(ϵc)+1d .

Οπότε για το ϵa και ϵc ισχύει:
(ϵa)[i] = (ϵc)[i], ∀i < n

το οποίο είναι προφανές. Για τα (ϵa)[n], (ϵc)[n] θα ισχύουν αντίστοιχα των παραπάνω
περιπτώσεων:

• (ϵa)[n] = ϵr+1F και (ϵc)[n] = ϵs+1T , (r ανεξάρτητο του s), ή

• (ϵa)[n] = ϵr+1F και (ϵc)[n] = ϵs+1F , με r < s, ή

• (ϵa)[n] = ϵr+1T και (ϵc)[n] = ϵs+1T , με r > s.
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Και στις τρεις περιπτώσεις, έχουμε ϵa < ϵc.

Δηλαδή, αν a < c τότε και ϵa < ϵc, οπότε, εξ ορισμού της σύγκρισης δύο αληθοτιμών,
ϵa+ ϵord(ϵa)+1b < ϵc+ ϵord(ϵc)+1d .

Η άλλη περίπτωση είναι αν a = c (έστω w). Θα πρέπει b < d. Πάλι με την ίδια λογική που
ακολουθήσαμε παραπάνω, θα υπάρχει n′ τέτοιο ώστε ∀i < n′, b[i] = d[i] και b[n′] < d[n′].

Πάλι μία από τις τρεις περιπτώσεις θα πρέπει να ισχύει για τα b, d, (όπως παραπάνω για
τα a, c).

Δηλαδή:
(ϵord(w)+1b)[i] = (ϵord(w)+1d)[i], ∀i < n′

που είναι προφανές, και για τα (ϵord(w)+1b)[n′], (ϵord(w)+1d)[n′]:

• (ϵord(w)+1b)[n′] = ϵord(w)+r′+1F και (ϵd)[n′] = ϵord(w)+s′+1T , (r′ ανεξάρτητο του s), ή

• (ϵord(w)+1b)[n′] = ϵord(w)+r′+1F και (ϵd)[n′] = ϵord(w)+s′+1F , με r′ < s′, ή

• (ϵord(w)+1b)[n′] = ϵord(w)+r′+1T και (ϵd)[n′] = ϵord(w)+s′+1T , με r′ > s′.

Δηλαδή αν a = c = w και b < d τότε και ϵord(w)+1b < ϵord(w)+1d, άρα και ϵw + ϵord(ϵw)+1b <
ϵw + ϵord(ϵw)+1d .

Και στις δύο περιπτώσεις, δείξαμε ότι αν (a, b) <lex (c, d) τότε και ∥a ≫ b∥ < ∥c ≫ d∥.

Θα δείξουμε τώρα το αντίστροφο:

Έστω v, w ∈ Vι, με v < w. Από το Λήμμα 5.3 προκύπτει ότι τα v, w γράφονται μοναδικά
ως v = v1 ≫ v2 και w = w1 ≫ w2.

Δηλαδή ∥v1 ≫ v2∥ < ∥w1 ≫ w2∥. Έστω (v1, v2) ̸<lex (w1, w2). Άρα μπορεί να ισχύει:

• (v1, v2) >lex (w1, w2). Οπότε, εφόσον ισχύει το ευθύ, θα πρέπει ∥v1 ≫ v2∥ > ∥w1 ≫
w2∥.

• (v1, v2) =lex (w1, w2). Οπότε (και από Λήμμα 5.3), θα ισχύει ∥v1 ≫ v2∥ = ∥w1 ≫
w2∥.

Και στις δύο περιπτώσεις οδηγούμαστε σε άτοπο. Άρα ισχύει και το αντίστροφο.

Επιπλέον των παραπάνω ιδιοτήτων, θα δούμε τώρα δύο ακόμα χαρακτηριστικά των ακο-
λουθιών στο Vι που αφορούν την δομή τους, τα οποία, πέραν της καλύτερης εικόνας για
τις Δομίσημες ακολουθίες, θα μας δώσουν και την δυνατότητα να κατασκευάσουμε συ-
νάρτηση που παράγει για κάθε τιμή του Vι, την αντίστοιχη (μοναδική, από Λήμμα 5.3),
έκφραση από F , T και τον τελεστή ≫ .

Λήμμα 5.5. Δεδομένης μιας έκφρασης από F, T και του τελεστή ≫ , το order της παραγό-
μενης ακολουθίας ισούται με 2k, όπου k ο αριθμός εμφανίσεων του τελεστή στην έκφραση.
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Απόδειξη. Θα το αποδείξουμε με επαγωγή στον αριθμό των ≫ στην έκφραση.

• Στις εκφράσεις με 0 στον αριθμό εμφανίσεις του τελεστή ≫ , είναι προφανές ότι ισχύει
(δύο θα είναι οι δυνατές παραγόμενες τιμές, οι F και T ).

• Έστω ότι ισχύει για όλες τις εκφράσεις και τις αντίστοιχες τιμές, για το πολύ k εμφα-
νίσεις του τελεστή.

• Έστω μία έκφραση A με k + 1 εμφανίσεις του τελεστή η οποία είναι της μορφής
A1 ≫ A2. Επίσης, έστω η A1 παράγει την ακολουθία a1, η A2 την a2 και έστω ότι ο
αριθμός των εμφανίσεων του τελεστή στις A1 και A2 είναι k1 και k2 αντίστοιχα.
Είναι προφανές ότι k1 + k2 = k.
Οπότε έχουμε, ord(∥A∥) = ord( ϵa1 + ϵord(ϵa1)+1a2 ) = ord(ϵa1) + 1 + ord(a2) = (2k1 +
1) + 1 + 2k2 = 2(k1 + k2 + 1) = 2(k + 1).

Είναι προφανές ότι το μέγεθος μιας ακολουθίας, εξαρτάται από τον αριθμό των εμφανί-
σεων του τελεστή ≫ στην αντίστοιχη έκφραση. Οπότε μπορούμε να επεκτείνουμε το πα-
ραπάνω Λήμμα και να εκφράσουμε τον βαθμό μιας ακολουθίας σε σχέση με το μέγεθός
της.

Πόρισμα 5.1. Έστω n το μέγεθος μίας ακολουθίας x ∈ Vι. Ο βαθμός της θα ισούται με:

ord(x) = 2(n− 1) (5.1)

Απόδειξη. Η ακολουθία x αντιστοιχεί σε μία έκφραση x′, αποτελούμενη από F, T και ≫ .
Αν k ο αριθμός των εμφανίσεων του τελεστή ≫ στην x′, το μέγεθος της x θα είναι n = k+1.

Οπότε από το παραπάνω λήμμα και την σχέση n = k+1 συμπεραίνουμε την Σχέση (5.1).

Πράγματι, μπορούμε να το παρατηρήσουμε και στα παρακάτω παραδείγματα ακολουθιών
την ιδιότητα αυτή.

x ∈ Vι Μήκος του x ord(x)

ϵT + ϵ2F 2 2× (2− 1) = 2
ϵF + ϵ3T + ϵ4F 3 2× (3− 1) = 4
ϵ2F + ϵ3T + ϵ4F 3 2× (3− 1) = 4
ϵ2F + ϵ3T + ϵ5T + ϵ6F 4 2× (4− 1) = 6
ϵ2F + ϵ4T + ϵ5T + ϵ6F 4 2× (4− 1) = 6

Πίνακας 5.2: Εξάρτηση βαθμού ακολουθίας από το μέγεθός της.
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Και στα παραδείγματα, φαίνεται ότι ο βαθμός μιας ακολουθίας, είναι ανεξάρτητος της δο-
μής της και εξαρτάται μόνο από το μέγεθός της.

Κάτι άλλο που μπορούμε να παρατηρήσουμε στα παραδείγματα ακολουθιών, είναι μία
επέκταση της ιδιότητας αυτής, για τον βαθμό σε κάθε σημείο μια ακολουθίας εκτός του
τελευταίου.

Αν x ∈ Vι, και ord(xi) ο βαθμός του i-οστού στοιχείου στην ακολουθία x, (για παράδειγμα
στην ακολουθία x = ϵ2F+ϵ3T+ϵ4F , ο βαθμός του πρώτου στοιχείου είναι ord(x1) = 2, του
δεύτερου ord(x2) = 3 κλπ). Προφανώς, ο βαθμός μιας ακολουθίας x ισούται με ord(xn),
όπου n το μέγεθός της.

Βλέπουμε ότι υπάρχει σχέση ανισότητας μεταξύ των βαθμών και της αντίστοιχης θέσης
για τα στοιχεία διάφορα του τελευταίου, μέσα σε μία ακολουθία.

Οπότε οδηγούμαστε στην παρακάτω διατύπωση:

Λήμμα 5.6. Έστω n το μέγεθος μίας ακολουθίας x ∈ Vι. Η σχέση του βαθμού μιας ακο-
λουθίας ord(xi) για κάθε i < n είναι:

ord(xi) > 2(i− 1) (5.2)

Απόδειξη. Θα το αποδείξουμε με επαγωγή στο μέγεθος της ακολουθίας.

• Για τις ακολουθίες μεγέθους n = 1 είναι προφανές ότι ισχύει.

• Έστω ότι ισχύει για όλες τις ακολουθίες, μεγέθους το πολύ k.

• Έστω έκφραση x = ϵa+ ϵord(ϵa)+1b , μεγέθους k + 1. Αν na, nb τα μεγέθη των a και b
αντίστοιχα, θα έχουμε:

– Για κάθε i < na, εφόσον na ≤ k, θα πρέπει ord(ai) > 2(i − 1). Αλλά στην
ακολουθία x οι αντίστοιχοι βαθμοί θα είναι αυξημένοι κατα 1.
Άρα ord(xi) = ord(ai) + 1 > 2(i− 1) + 1 > 2(i− 1).

– Για i = na, ord(xi) = ord(ai) + 1 = 2(i− 1) + 1 > 2(i− 1).
– Για i > na και i < k + 1, η αντίστοιχη θέση στην b θα είναι i− na.
Οπότε ord(xi) = ord(bi−na) + ord(a) + 2 = ord(bi−na) + 2na.
Αλλά ord(bi−na) > 2(i− na − 1).
Οπότε ord(xi) > 2(i− na − 1) + 2na = 2(i− 1).

Βασισμένοι στις Σχέσεις (5.1) και (5.2), μπορούμε να κατασκευάσουμε μία εξίσωση για
την σχέση του order και του μεγέθους της πρώτης υποακολουθίας μιας ακολουθίας.

Να μπορούμε έτσι να διαχωρίζουμε μία ακολουθία στις δύο επιμέρους υποακολουθίες της.
Με αυτόν τον τρόπο, έχοντας μία ακολουθία x ∈ Vι, μπορούμε αναδρομικά, να παράγουμε
την αντίστοιχη έκφραση αποτελούμενη από F , T και τον τελεστή ≫ .
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Πόρισμα 5.2. Έστω x ∈ Vι με x = ϵa+ ϵord(ϵa)+1b για a, b ∈ Vι.

Το μέγεθος του a, θα ισούται με το μικρότερο l τ.ω.:

ord(xl) = 2(l − 1) + 1. (5.3)

Απόδειξη. Με χρήση της εξίσωσης (5.1), θα πρέπει ord(a) = 2(na − 1). Οπότε για l = na

θα πρέπει ord(al) = 2(l − 1).

Από τον ορισμό του x, θα ισχύει ord(xl) = ord(al) + 1 = 2(l − 1) + 1.

Έστω ότι υπάρχει και l′ που ικανοποιεί την Σχέση (5.3). Από την Ανισότητα (5.2), θα
πρέπει l′ > l.

Για τον διαχωρισμό μίας ακολουθίας x ∈ Vι σε δύο μέρη a, b ∈ Vι, ώστε x = a ≫ b, θα
χρησιμοποιήσουμε αρχικά την Σχέση (5.3) για να βρούμε το μέγεθος της πρώτης υποακο-
λουθίας, οπότε και της δεύτερης ως την διαφορά του μεγέθους του x με το μέγεθος του a.
Στην συνέχεια κατασκευάζουμε τις a και b λαμβάνοντας υπόψιν την δομή των Δομίσημων
ακολουθιών. Δηλαδή, αν x = a ≫ b, θα είναι x = ϵa + ϵord(ϵa)+1b , άρα στην ακολουθία x
όλα τα στοιχεία του a έχουν τον βαθμό αυξημένο κατα 1 και όλα τα στοιχεία του b έχουν
τον βαθμό αυξημένο κατα ord(ϵa) + 1, ή διαφορετικά κατα 2la.

Οπότε, αν το x το γράφουμε αλλιώς και ως x =
n∑

i=1

ϵord(xi)xi, έχουμε τον παρακάτω αλγό-

ριθμο που με είσοδο x, επιστρέψει ως έξοδο τις υποακολουθίες a, b.

Αλγόριθμος 5.1. Διαχωρισμός Απειρότιμης Ακολουθίας (InfSeqSplitter )

Είσοδος Ακολουθία x ∈ Vι, μεγέθους n.

Εξοδος NULL αν n = 1, αλλιώς τις ακολουθίες a, b ∈ Vι τ.ω. x = a ≫ b.

1. Βρες το μικρότερο la τ.ω. ord(xla) = 2(la − 1) + 1.

2. Αν la > 0, Επέστρεψε:

• a =
la∑
i=1

ϵord(xi)−1xi.

• b =
n∑

i=la+1

ϵord(xi)−2laxi.

3. Αλλιώς4, Επέστρεψε: NULL.

Έτσι, μπορούμε να διαχωρίζουμε μία ακολουθία στις επιμέρους της. Ας δούμε μερικά
παραδείγματα.

4To la θα μείνει στο 0 μόνο αν η είσοδος είναι μεγέθους n = 1.
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a ≫ b ord(xl) na nb a b

ϵT + ϵ2F 1 1 1 T F
ϵF + ϵ3T + ϵ4F 1 1 2 F ϵT + ϵ2F
ϵ2T + ϵ3F + ϵ4F 3 2 1 ϵT + ϵ2F F
ϵ2F + ϵ3T + ϵ5T + ϵ6F 3 2 2 ϵF + ϵ2T ϵF + ϵ2F
ϵ2F + ϵ4T + ϵ5T + ϵ6F 5 3 1 ϵF + ϵ3T + ϵ4T F

Φυσικά, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τον παραπάνω αλγόριθμο, όχι μόνο για να δια-
χωρίσουμε απλά μία ακολουθία στις δύο (μοναδικές) επιμέρους της, αλλά να επιστρέ-
ψουμε την αντίστοιχη έκφραση από F, T και τελεστή ≫ που την παράγουν. Ένας απλός
αλγόριθμος (αναδρομικός) για αυτήν την λειτουργία είναι ο παρακάτω:

Αλγόριθμος 5.2. Αντιστοιχία ακολουθίας ∥e∥ ∈ Vι στην e (InfSeqExpr )

Είσοδος Ακολουθία x ∈ Vι, μεγέθους n.

Εξοδος Έκφραση από F , T και τελεστή ≫ που παράγει την x.

1. ex ← InfSeqSplitter(x)

2. Αν ex = NULL, επέστρεψε x.

3. Αλλιώς, επέστρεψε (InfSeqExpr(ex[a]) ≫ InfSeqExpr(ex[b]))

Οπότε, αν καλέσουμε την InfSeqExpr με την έκφραση από το παραπάνω παράδειγμα:
ϵ2F + ϵ4T + ϵ5T + ϵ6F , θα έχουμε:

InfSeqExpr(ϵ2F + ϵ3T + ϵ5T + ϵ6F )
(InfSeqExpr(ϵF + ϵ2T ) ≫ InfSeqExpr(ϵT + ϵ2F ))

((InfSeqExpr(F ) ≫ InfSeqExpr(T )) ≫ (InfSeqExpr(T ) ≫ InfSeqExpr(F )))
((F ≫ T ) ≫ (T ≫ F ))

5.3.2 Τελεστής NOT

Ο τελεστής NOT σε συνδυασμό με τον τελεστή ≫ , θέλουμε να εκφράζει την άρνηση μιας
προτίμησης. Οπότε θα αποδείξουμε ότι η σημασία του τελεστή όπως την επιλέξαμε στο
προηγούμενο κεφάλαιο, είναι διαισθητικά ορθή. Δηλαδή ότι για a, b ∈ Vι ισχύει ¬(a ≫
b) = ¬a ≫ ¬b

Πρόταση 5.1 (Σημασία τελεστή NOT). Αν για μια τετράδα στοιχείων του Vι, τα a1, b1, a2, b2
ισχύει ∥a1 ≫ b1∥ > ∥a2 ≫ b2∥, τότε ∥¬(a1 ≫ b1)∥ < ∥¬(a2 ≫ b2)∥.
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Απόδειξη. Έστω δύο στοιχεία x1, x2 ∈ Vι, με x1 < x2. Τα στοιχεία αυτά είναι άθροισμα
από όρους της μορφής ϵd1jx1j με d1j ∈ N και x1j ∈ {F, T}.

Θέλουμε να δείξουμε ότι ¬x1 > ¬x2.

Εφόσον x1 < x2, από το Λήμμα 5.2, σημαίνει ότι σε κάποιο σημείο τους οι δύο ακολουθίες
διαφέρουν, δηλαδή, υπάρχει φυσικός αριθμός i > 0 τέτοιος ώστε:

ϵd1jx1j = ϵd2jx2j j < i

ϵd1jx1j < ϵd2jx2j j = i

Για λόγους ευκολίας, τις ίσες υποακολουθίες για j < i, ϵd1jx1j και ϵ
d2jx2j , θα τις ονομά-

σουμε xe. Είναι προφανές ότι αν ϵd1jx1j = ϵd2jx2j θα ισχύει και ¬ϵd1jx1j = ¬ϵ
d2jx2j . Για να

ισχύει η ανισότητα, για j = i, διακρίνουμε τις εξής τρεις περιπτώσεις.

1. Οι αληθοτιμές x1i και x2i είναι ίσες με T , άρα για να ισχύει η ανισότητα θα πρέπει
d1j > d2i.

Οπότε εξετάζουμε ξεχωριστά τα ¬x1 και ¬x2,

¬x1 = ¬xe + ¬(ϵd1iT ) + · · · = ¬xe + ϵd1iF + . . .

¬x2 = ¬xe + ¬(ϵd2iF ) + · · · = ¬xe + ϵd2iF + . . . .

Άρα, εφόσον ϵd1iF > ϵd2iF , ισχύει ¬x1 > ¬x2.

2. Οι αληθοτιμές x1i και x2i είναι ίσες με F , άρα για να ισχύει η ανισότητα θα πρέπει
d1j < d2i.

Οπότε, εξετάζοντας πάλι ξεχωριστά τα ¬x1 και ¬x2,

¬x1 = ¬xe + ϵd1iT + . . .

¬x2 = ¬xe + ϵd2iT + . . . .

Άρα, εφόσον ϵd1iT > ϵd2iT , ισχύει ¬x1 > ¬x2.

3. Τέλος, x1i < x2i, που σημαίνει ότι x1i = F και x2i = T .

Οπότε, για τα ¬x1 και ¬x2 έχουμε,

¬x1 = ¬xe + ϵd1iT + . . .

¬x2 = ¬xe + ϵd2iF + . . . .

Άρα, ανεξάρτητα της σχέσης των d1i και d12, εφόσον T > F , ισχύει ¬x1 > ¬x2.
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5.4 Άλλοι Τελεστές

Στην γλώσσα lxpQL έχουμε ορίσει τέσσερις τελεστές, τους τρεις λογικούς AND, OR και
NOT και τον τελεστή λεξικογραφικής προτίμησης. Εκτός από αυτούς, ενδιαφέρον παρου-
σιάζουν και κάποιοι ακόμα που θα εμπλουτίσουν την εκφραστικότητα της γλώσσας μας.
Στην ενότητα αυτή θα εξετάσουμε μερικούς.

5.4.1 Νέοι τελεστές

Αρχικά ας δούμε κάποιους τελεστές που μπορούν να χρησιμεύσουν στο να μας δίνουν
πληροφορία για κάποια τιμή στο Vι. Για παράδειγμα πόσο αληθής είναι μια τιμή, ή αν μια
αληθοτιμή είναι μεγαλύτερη άλλης κλπ.

Ορισμός 5.11. Τελεστής Truth: ⌈.⌉
Έστω a ∈ Vι. Ο τελεστής ⌈a⌉ μας επιστρέφει την αληθοτιμή του a, αν υποθέσουμε ότι
η πρώτη τιμή μιας ακολουθίας είναι κι αυτή που «καθορίζει» το αν αυτή είναι Αληθής ή
Ψευδής. Δηλαδή, αν a =

∑n
i=1 ϵ

diAi, για i ≥ 1, di ≥ 0 και Ai ∈ {F, T}, τότε:

⌈a⌉ = A1

Για παράδειγμα, ⌈ϵT + ϵ2F ⌉ = T και ⌈ϵF + ϵ2T ⌉ = F .

Ορισμός 5.12. Τελεστής Μεγαλύτερη Τιμή . >? . Έστω a, b ∈ Vι. Ο τελεστής Μεγαλύτερη
Τιμή, επιστρέφει αν η πρώτη τιμή (αριστερά) είναι μεγαλύτερη της δεύτερης. Δηλαδή,

a >? b =

{
T Αν a > b
F Διαφορετικά.

Οπότε, ϵT + ϵ3F + ϵ4F >? ϵT + ϵ2F = T ενώ ϵT + ϵ2T >? T = F .

Ορισμός 5.13. Τελεστής IsTrue: ( .̂ )
Έστω a ∈ Vι. Ορίζουμε:

â =

{
T Αν a = T
F Διαφορετικά.

Για παράδειγμα T̂ = T αλλά ̂ϵT + ϵ2F = F̂ = ̂ϵF + ϵ2T = F .

Στo Παράδειγμα (5.5), εξετάσαμε την περίπτωση της ίδιας προτίμησης για δύο εκφράσεις
a και b, ως (a ≫ b) ∧ (b ≫ a), ή όπως δείξαμε στην ιδιότητα 3 του Ορισμού (5.10), και
ως (a ∧ b) ≫ (a ∨ b). Για ευκολία και για να είναι οι εκφράσεις μας πιο ευανάγνωστες,
θα ορίσουμε τον τελεστή ίδιας προτίμησης ως:
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Ορισμός 5.14. Τελεστής Ίδια Προτίμηση:

Έστω a, b δύο εκφράσεις της γλώσσας lxpQL. Ορίζουμε την ίδια προτίμηση μεταξύ των a
και b ως:

a ≬ b ≡ (a ≫ b) ∧ (b ≫ a)

Έτσι, η επερώτηση του Παραδείγματος (5.5): «Θέλουμε πτήση από Αθήνα για Βοστώνη,
η οποία δευτερευόντως - αλλά με τον ίδιο βαθμό προτίμησης, θέλουμε να έχει δωρεάν
γεύμα και να προβάλει ταινίες κατά την διάρκεια», με χρήση του νέου τελεστή μπορεί να
εκφραστεί ως:

from_to(athens, boston, F l) ≫
((comforts(Fl, free_lanch) ≬ comforts(Fl,movies))

5.4.2 Τροποποίηση τελεστή ≫

Η σημασία του τελεστή λεξικογραφικής προτίμησης όπως την ορίσαμε, για a, b ∈ Vι έχει
την ίδια συμπεριφορά ανεξάρτητα των a και b και την σχέση μεταξύ τους. Ακόμα κι αν
έχουν την ίδια τιμή F ή την ίδια τιμή T , το αποτέλεσμα θα είναι ϵF + ϵ2F και ϵT + ϵ2T αντί-
στοιχα. Όπως θα δούμε και στο παράδειγμα που ακολουθεί, αυτή η λεπτομέρεια, μπορεί
να οδηγήσει σε αντί-διαισθητικά αποτελέσματα. Στην συνέχεια του παραδείγματος, προ-
τείνουμε μία λύση με μία τροποποίηση του τελεστή.

Παράδειγμα 5.7. Έστω ότι ισχύουν τα παρακάτω γεγονότα για δύο πτήσεις fl1 και fl2:

seat_class(fl1, a_class).
seat_class(fl2, b_class).

free_lunch(fl2).

available_seats(fl1, near_exit).
available_seats(fl2, near_toilet).

carrier(fl1, british_airways).
carrier(fl2, aegean).

Και θέλουμε να εκφράσουμε ως επιθυμητή πτήση, την πτήση της οποίας η θέση είναι είτε
στην κατηγορία A-class ή αν είναι σε άλλη κατηγορία να μας ικανοποιεί με σειρά προ-
τεραιότητας: να έχει δωρεάν φαγητό και θέση κοντά στις τουαλέτες. Τέλος και στις δύο
περιπτώσεις, με μικρότερη προτεραιότητα θέλουμε η πτήση να είναι της Aegean. Αυτό θα
το εκφράζαμε ως:
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desired_flight(X) ← desired_seat(X) ≫ carrier(X, aegean).

desired_seat(X) ← seat_class(X, a_class)∨
(free_lunch(X) ≫ available_seats(X,near_toilet)).

Η πτήση που θα περιμέναμε να έχει μεγαλύτερη τιμή, είναι η πτήση fl2, επειδή η πτήση fl2
ικανοποιεί και την πρόταση desired_seat και τον carrier με True αληθοτιμές, ενώ η πτήση
fl1, παρόλο που ικανοποιεί τον desired_seat δεν ικανοποιεί τον carrier. Ας δούμε όμως
τι τιμές θα έχουμε για τα desired_flight(fl1) και desired_flight(fl2) με την σημασιολογία
που έχουμε προτείνει:

∥desired_seat(fl1)∥ = max(T, ϵF + ϵ2T ) = T

∥desired_seat(fl2)∥ = max(F, ϵT + ϵ2T ) = ϵT + ϵ2T

∥desired_flight(fl1)∥ = ∥T ≫ F∥ = ϵT + ϵ2F

∥desired_flight(fl2)∥ = ∥(ϵT + ϵ2T ) ≫ T∥ = ϵ2T + ϵ3T + ϵ4T

Δηλαδή ∥desired_seat(fl1)∥ > ∥desired_seat(fl2)∥, άρα προτιμότερη η πτήση fl1.

Ο λόγος που έχουμε αυτή την συμπεριφορά, είναι όπως αναφέραμε και στην εισαγωγή,
ότι ∥T ≫ T∥ = ϵT + ϵ2T . Δηλαδή ∥T ≫ T∥ < ∥T∥, που είναι σαν ο τελεστής ≫ να
«ρίχνει» τον βαθμό προτίμησης, παρόλο που και οι δύο τιμές εκατέρωθεν είναι T . Για
την αντιμετώπιση αυτής της ιδιομορφίας, ορίζουμε τον παρακάτω τελεστή, μία ελαφρά
τροποποίηση του τελεστή ≫ .

Ορισμός 5.15. Τελεστής (. ≫e .)

Έστω a, b ∈ Vι. Τότε ορίζουμε τον τελεστή ≫e ως:

∥a ≫e b∥ =


T Αν a = b = T
F Αν a = b = F
∥a ≫ b∥ Διαφορετικά.

Δηλαδή, ο νέος τελεστής έχει ακριβώς την ίδια συμπεριφορά με τον τελεστή ≫ , εκτός
από τις δύο περιπτώσεις όπου οι εκατέρωθεν τιμές είναι ίσες μεταξύ τους και με τιμή ίση
με T ή ίση με F . Έτσι αν στο Παράδειγμα (5.7) τον τελεστή ≫ τον αντικαταστήσουμε με
τον νέο ≫e , οι τιμές των desired_flight(fl1) και desired_flight(fl2) γίνονται:

∥desired_seat(fl1)∥ = max(T, ∥F ≫e T∥) = T

∥desired_seat(fl2)∥ = max(F, ∥T ≫e T∥) = T
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∥desired_flight(fl1)∥ = ∥T ≫e F∥ = ϵT + ϵ2F

∥desired_flight(fl2)∥ = ∥T ≫e T∥ = T

Οπότε τώρα, η πτήση fl2 έχει μεγαλύτερη τιμή για το desired_flight απ’ ότι η fl1, μας
βγαίνει δηλαδή σωστά προτιμότερη της fl1.

Για να μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τον νέο τελεστή, χρειάζεται να αποδείξουμε ότι η
βασική Ιδιότητα της Λεξικογραφική Προτίμησης (Ορισμός 4.2) διατηρείται στον νέο τελε-
στή.

Θεώρημα 5.2. Ο τελεστής ≫e διατηρεί την Ιδιότητα Λεξικογραφικής Προτίμησης.

Απόδειξη. Έστω a, b, c, d ∈ Vι. Διακρίνουμε τις παρακάτω τρεις περιπτώσεις για τις εκ-
φράσεις a ≫e b και c ≫e d:

• Αν a = b = T , τότε προφανώς θα ισχύει a ≥ c και b ≥ d για οποιαδήποτε c και d.
Επίσης ∥T ≫e T∥ = T , και T ≥lex ∥c ≫e d∥.

• Ομοίως, αν a = b = F , τότε προφανώς a ≤ c και b ≤ d για οποιαδήποτε c και d.
Επίσης ∥F ≫e F∥ = F , και F ≤lex ∥c ≫e d∥.

• Διαφορετικά, αν δεν ισχύει a = b = T ή a = b = F , από τον ορισμό ∥a ≫e b∥ = ∥a ≫
b∥, οπότε από Θεώρημα (5.1) ισχύει η ιδιότητα της λεξικογραφικής προτίμησης.

Και στις τρεις δυνατές περιπτώσεις, δείξαμε ότι ο νέος τελεστής διατηρεί την Ιδιότητα.

Η σημασία του τελεστή ≫e , μπορεί να οριστεί και με έκφραση από τους ήδη ορισμένους
τελεστές της γλώσσας μας, μαζί με τον τελεστή IsTrue που αναφέραμε. Δηλαδή, έστω
a, b ∈ Vι, τότε:

a ≫e b = â ∧ b ∨ (¬â ∧ b ∧ ¬(¬̂a ∧ ¬̂b) ∧ a ≫ b)

Απόδειξη. Διακρίνουμε τις τρεις περιπτώσεις για τα a και b και την σχέση μεταξύ τους:

Αν a = b = T τότε T ≫e T = T̂ ∧ T ∨ (¬T̂ ∧ T ∧ ¬(¬̂T ∧ ¬̂T ) ∧ T ≫ T ) = T̂ ∨ · · · = T .

Αν a = b = F τότε F ≫e F = F̂ ∧ F ∨ (¬F̂ ∧ F ∧ ¬(¬̂F ∧ ¬̂F ) ∧ (F ≫ F )) =

F̂ ∨ (¬F̂ ∧ ¬(T̂ ∧ T̂ ) ∧ (F ≫ F )) = F ∨ (T ∧ F ∧ (F ≫ F )) = F .

Διαφορετικά a ≫e b = F ∨ (¬F ∧ ¬F ∧ a ≫ b) = a ≫ b.
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6. ΣΧΕΤΙΚΕΣ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΕΙΣ ΣΤΗΝ ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ

Γενικά, υπάρχουν δύο βασικές κατηγορίες στις προσεγγίσεις που συναντάμε για την έκ-
φραση προτιμήσεων σε βάσεις δεδομένων και παρεμφερή πεδία.

1. «Ποιοτικό μοντέλο» (Qualitative Model). Όπου η δήλωση της προτίμησης γίνεται
σχετικά μεταξύ όρων (προτιμάμε κάτι από κάτι άλλο),

2. «Ποσοτικό μοντέλο» (Quantitive Model). Όπου η δήλωση της προτίμησης γίνεται
θέτοντας σε κάθε όρο τον βαθμό προτίμησής του.

Μπορεί να γίνει από τώρα αντιληπτό ότι η πρώτη προσέγγιση είναι πιο εκφραστική και
πιο διαισθητική, αφού μπορούμε να ορίσουμε δυναμικά ότι έναν όρο τον προτιμάμε από
κάποιον άλλον. Δεν ασχολούμαστε με ποιον τρόπο η υλοποίηση της γλώσσας εν τέλει
επιλέγει το προτιμητέο. Στην δεύτερη προσέγγιση, ίσως είναι πιο ξεκάθαρο το αποτέλε-
σμα. Αν κάτι είναι προτιμότερο από κάτι άλλο, αυτό θα φαίνεται στην τιμή που θα έχει
λάβει (πχ θα είναι μεγαλύτερη).

Μία σημαντική δουλειά από την πρώτη κατηγορία, είναι του Chomicki [04], στην οποία
μπορεί ο χρήστης μιας βάσης δεδομένων, να ορίσει σχέσεις προτίμησης μεταξύ πλειά-
δων (tuples) και με χρήση ενός ειδικού τελεστή, τον winnow, να επιλεχθεί η πλειάδα με
την μεγαλύτερη προτίμηση. Στην εργασία αυτήν βασίστηκαν οι Χαραλαμπίδης, Ροντο-
γιάννης και Τρουμπούκης [05], που παρουσίασαν έναν ενιαίο τρόπο με χρήση κάποιας
γλώσσας υψηλής τάξης λογικού προγραμματισμού (συγκεκριμένα την γλώσσαHiLog, μία
επέκταση τηςXSBProlog), για κωδικοποίηση των δεδομένων και έκφραση επερωτήσεων
με προτιμήσεις μέσω του τελεστή winnow.

Μία άλλη προσέγγιση είναι των Borning, Freeman-Benson και Wilson [06], στην οποία οι
προτιμήσεις εκφράζονται με την δόμηση των περιορισμών (απαιτήσεων) σε μία ιεραρχία
από n+1 επίπεδα Hi. Οι περιορισμοί στο επίπεδο H0 είναι οι περιορισμοί που πρέπει να
ισχύουν οπωσδήποτε. Οι περιορισμοί στα υπόλοιπα επίπεδα όσο πάμε προς το n τόσο
μειώνεται η «ανάγκη» να ισχύουν. Λύση σε μία ιεραρχία περιορισμών είναι ένα σύνολο
από τιμές που ικανοποιούν τους βασικούς περιορισμούς στο H0 και τους περιορισμούς
στα υπόλοιπα επίπεδα (με αντίστοιχο βαθμό προτεραιότητας) να τους ικανοποιούν όσο
καλύτερα γίνεται. Δηλαδή να μην υπάρχει κάποια λύση που να ικανοποιεί καλύτερα τους
περιορισμούς αυτούς.

Στην δεύτερη κατηγορία προσεγγίσεων, ένα αντιπροσωπευτικό παράδειγμα είναι η fuzzy
λογική, η οποία παρουσιάστηκε το 1965 από τον Lotfi Zadeh στα πλαίσια της fuzzy θεω-
ρίας συνόλων, στην οποία κάτι μπορεί να ανήκει μερικώς σε ένα σύνολο με ποσόστωση
από 0% (δεν ανήκει στο σύνολο), έως 100% (ανήκει εξ ολοκλήρου σε αυτό). Έτσι και στην
fuzzy λογική, οι κλασικές Boolean τιμές True και False, επεκτείνονται κι επιτρέπουμε με-
ρική Αλήθεια, δηλαδή κάτι να είναι λιγότερο ή περισσότερο αληθές από κάτι άλλο. Έτσι τα
πολλά επίπεδα Αληθείας, μπορούν να χρησιμοποιηθούν για να εκφράσουμε πολλαπλά
επίπεδα προτίμησης.
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Στο «ίδιο μήκος κύματος», έχουμε και την εργασία των Agrawal και Wimmers [10], στην
οποία η έκφραση τωνπροτιμήσεων, γίνεται μέσωμιας «βαθμολογικής συνάρτησης» (scor-
ing function). Ο βαθμός προτίμησης, αποδίδεται από τον χρήστη της βάσης ως έναν
αριθμό στο διάστημα [0, 1], όπου το 0 σημαίνει μηδενική προτεραιότητα, ενώ το 1 βασική
προτεραιότητα (απαραίτητα να ισχύει). Το αποτέλεσμα μιας πλειάδας «βαθμολογείται»
από την συνάρτηση, κι έτσι όσο μεγαλύτερη τιμή έχει μία πλειάδα, τόσο μεγαλύτερη είναι
η προτίμησή της σε σχέση με κάποια άλλη.

Τέλος, οι εργασίες των Ruchi Agarwal, W.W.Wadge [02] και των Ροντογιάννη και Τρου-
μπούκη [03] οι οποίες αποτελούν και την βάση για την παρούσα, θα μπορούσαμε να
πούμε ότι ανήκουν και στις δύο κατηγορίες. Δηλαδή, κάνοντας χρήση δύο τελεστών, έχουμε
την δυνατότητα να ορίσουμε σε λογική πολλαπλά επίπεδα προτεραιότητας στο να ισχύει
κάτι, εκφράζοντας σχέσεις προτιμήσεων μεταξύ όρων. Έτσι, υπο αυτήν την έννοια, οι προ-
σεγγίσεις αυτές είναι υλοποιήσεις του qualitative model. Σε κάθε λογική έκφραση όμως σε
αυτές τις προσεγγίσεις, αποδίδεται μία τιμή, που είναι κι η σημασία της έκφρασης, από ένα
διατεταγμένο σύνολο άπειρων τιμών αληθείας (θα παρουσιαστεί διεξοδικότερα σε επό-
μενο κεφάλαιο). Όσο πιο μεγάλη τιμή στο σύνολο αυτό έχει μία έκφραση, τόσο μεγαλύτερη
είναι κι η προτίμησή της. Υπό αυτήν την έννοια, οι προσεγγίσεις αυτές, αντιπροσωπεύουν
το quantitive model.
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7. ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ ΚΑΙ ΜΕΛΛΟΝΤΙΚΕΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΕΙΣ

7.1 Συμπεράσματα

Στην παρούσα εργασία, είδαμε μία ακόμα προσέγγιση στην έκφραση λογικών προτάσεων
με προτιμήσεις ως επερωτήσεις σε βάσεις δεδομένων. Βασιστήκαμε στις εργασίες των
Ruchi Agarwal, W.W.Wadge [02] και Τρουμπούκη και Ροντογιάννη [03] όπου η έκφραση
προτιμήσεων σε λογικές προτάσεις, γίνεται με χρήση δύο επιπλέον τελεστών, τους opt και
alt και προτείναμε έναν πιο «ασφαλή» και «ακριβή» τρόπο, με τον τελεστή λεξικογραφικής
προτίμησης (≫ ).

Με τον τελεστή ≫ , δηλώνουμε ρητή προτίμηση μεταξύ δύο όρων υιοθετώντας την λογική
της σύγκρισης δύο συμβολοσειρών. Έτσι αν έχουμε δύο όρους a1 ≫ b1 και a2 ≫ b2, η
σύγκριση μεταξύ τους γίνεται πρώτα για τους a όρους και αν αυτοί είναι ίσοι τότε γίνεται
η σύγκριση για τους b. Οπότε μεγαλύτερη «ισχύ» έχουν οι όροι a (οι αριστερότεροι όροι
του τελεστή ≫ ), σε σχέση με τους όρους b, εφόσον αν κάποιος από τους a όρους είναι
μεγαλύτερος, ολόκληρη η αντίστοιχη έκφραση με τον τελεστή ≫ είναι μεγαλύτερη από
την άλλη, ασχέτως της σχέσης των b όρων.

Προτείναμε μία γλώσσα για έκφραση προτιμήσεων σε ένα Σχήμα Βάσης Δεδομένων με
Λογική, την lxpQL, και ένα σύνολο από απειρότιμες λογικές ακολουθίες (το Vι), για την
αποτίμηση των εκφράσεων στην γλώσσα αυτή. Αποδείξαμε ότι το σύνολο είναι επαρκές
για την απόδοση σημασίας σε όλες τις εκφράσεις στην lxpQL και είδαμε διάφορα παρα-
δείγματα καθώς και κάποιες ιδιότητες που ισχύουν για τον τελεστή ≫ .

7.2 Μελλοντικές κατευθύνσεις

Σαν μελλοντικές προσεγγίσεις, μπορούμε να εξετάσουμε για μία αποδοτική proof procedure
για την γλώσσα lxpQL και να δούμε πως μπορεί η γλώσσα αυτή να χρησιμοποιηθεί σε
συνδυασμό με γνωστά συστήματα βάσεων δεδομένων.

Μία ακόμα εφαρμογή, θα ήταν να εξετάσουμε άλλους τομείς της πληροφορικής που θα
μπορούσε να χρησιμοποιηθεί το σύνολο Vι των δομίσημων απειρότιμων ακολουθιών. Για
παράδειγμα, αν αναπαραστήσουμε τις εκφράσεις που περιέχουν τον τελεστή ≫ σε μορφή
δένδρων, αυτό που πετυχαίνουμε με τις ακολουθίες αυτές, είναι να «γραμμικοποιούμε»
αυτές τις δενδρικές δομές. Οπότε μία απλή εφαρμογή των δομίσημων ακολουθιών θα
ήταν η αναπαράσταση δένδρων σε γραμμική μορφή. Θα είχε ενδιαφέρον να εξετάσουμε
άλλες τέτοιες περιπτώσεις εφαρμογής.

Μια πιο συμαντική εφαρμογή, θα είναι να εξετάσουμε αν το σύνολο Vι είναι complete
lattice, ώστε να μπορέσουμε να επεκτείνουμε την γλώσσα lxpQL σε γλώσσα λογικού
προγραμματισμού και να μπορούμε έτσι να χρησιμοποιήσουμε τον τελεστή ≫ σε λογι-
κούς κανόνες με αναδρομή κλπ.

Τέλος, θα θέλαμε να διερευνήσουμε την σχέση της προσέγγισης που προτείναμε στην
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παρούσα εργασία, με άλλες προσεγγίσεις στην βιβλιογραφία, και να εξετάσουμε τα πλε-
ονεκτήματα της καθεμιάς.
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ I. ΑΛΛΕΣ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΕΙΣ ΚΑΙ ΕΠΕΚΤΑΣΕΙΣ

Στο κεφάλαιο αυτό, θα δούμε κάποιες διαφορετικές περιπτώσεις συνόλων που μας απα-
σχόλησαν και θα μπορούσαν να χρησιμοποιηθούν για την σημασιολογία της γλώσσας
lxpQL. Επίσης θα δούμε μία δυνατή προσέγγιση για τον τελεστή ≫ στην γλώσσαPreflog .

I.1 Άλλες Προσεγγίσεις για τον τελεστή ≫

Εκτός της προσέγγισης που ακολουθήσαμε τελικά στην παρούσα εργασία με τις απειρό-
τιμες ακολουθίες, ασχοληθήκαμε και εξετάσαμε και κάποιες άλλες περιπτώσεις συνόλων
που θα μπορούσαν να χρησιμοποιηθούν για να εκφράσουμε την σημασία του τελεστή Λε-
ξικογραφικής προτίμησης. Στην ενότητα αυτή θα παρουσιάσουμε σύντομα, χωρίς δηλαδή
αποδείξεις ορθότητας κλπ, τις περιπτώσεις αυτές.

I.1.1 Δυάδες

Η λύση με τις δυάδες μοιάζει πολύ φυσική και είναι σίγουρα αρκετά απλή στην κατανόηση.
Χρησιμοποιούμε δυάδες οι οποίες με την σειρά τους μπορεί να αποτελούνται από άλλες
δυάδες κλπ, με βασικές τιμές τις F και T . Ας ορίσουμε πιο τυπικά το σύνολο.

Ορισμός I.1. Σύνολο δυάδων Vτ

• Τα T , F είναι στοιχεία του Vτ .

• Αν a, b ∈ Vτ , τότε και (a, b) ∈ Vτ .

Εύκολα μπορεί να υποψιαστεί κανείς το πως χρησιμοποιούμε το σύνολο Vτ για την έκ-
φραση της σημασίας του τελεστή ≫ . Αν έχουμε μία έκφραση a ≫ b για a, b ∈ Vτ , η
σημασία της θα είναι,

∥a ≫ b∥ = (a, b).

Η σύγκριση δύο δυάδων γίνεται όπως γίνεται κι η DFS αναζήτηση στα δέντρα. Για δύο
δυάδες a, b ∈ Vτ με a = (a1, a2) και b = (b1, b2), συγκρίνουμε το a1 με το b1 και αν χρειάζεται,
αν δηλαδή a1 = b1, συγκρίνουμε και το a2 με το b2. Αν τα επιμέρους στοιχεία a1, b1 κλπ,
είναι διάφορα των F και T , είναι δηλαδή κι αυτά με την σειρά τους δυάδες, συνεχίζουμε
αναδρομικά τον ίδιο έλεγχο. Πιο τυπικά, η σύγκριση δύο δυάδων,

Ορισμός I.2. Σύγκριση δυάδων - Μεγαλύτερη τιμή (>)

Διακρίνουμε τρείς περιπτώσεις για την σύγκριση δύο τιμών στο Vτ .

1. T > a, ∀a ∈ Vτ − {T}.

2. a > F, ∀a ∈ Vτ − {F}.
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3. (a1, a2) > (b1, b2) αν a1 > b1 ή αν a1 = b1 και a2 > b2.

Στην ουσία, θα μπορούσαμε να πούμε, ότι οι δυάδες είναι κάτι σαν ταυτοτική συνάρτηση.
Για παράδειγμα η σημασία της έκφρασης (F ≫ T ) ≫ (F ≫ (T ≫ F )), με χρήση της
λογικής των δυάδων θα είναι: ((F, T ), (F, (T, F ))). Ας δούμε ένα πιο πολύπλοκο παρά-
δειγμα.

Παράδειγμα I.1. Έστω οι εκφράσεις του παραδείγματος 4.2. Οι τιμές τους στο σύνολο Vτ

θα είναι:

∥has_stopover(fl1)∥ = (T, F ) .

∥has_stopover(fl2)∥ = (F, T ) .

∥desired_flight(fl1)∥ = (T, ( (T, F ) , F ) )

∥desired_flight(fl2)∥ = (T, ( (F, T ) , F ) )

Οπότε, από τον ορισμό της σύγκρισης δύο τιμών στο Vτ , το (T, ( (T, F ) , F ) ) είναι μεγα-
λύτερο του (T, ( (F, T ) , F ) ) άρα ∥desired_flight(fl1)∥ > ∥desired_flight(fl2)∥.

I.1.2 Λίστες

Μία άλλη προσέγγιση παρόμοια με τις δυάδες, είναι η χρήση της δομής λίστα. Η διαφορά
είναι ότι στις λίστες έχουμε γραμμική αναπαράσταση και όχι δενδρική όπως στις δυάδες.
Οι λίστες ήταν κι η πρώτη περίπτωση που εξετάσαμε για τον τελεστή Λεξικογραφικής
προτίμησης, την εγκαταλείψαμε όμως γιατί δεν μπορούσε να καλύψει όλες τις περιπτώ-
σεις εκφράσεων. Στην συνέχεια, θα δούμε και μία βελτίωση των λιστών που ξεπερνάει τα
προβλήματα αυτά.

Στον ορισμό του συνόλου για τις λίστες, θα χρειαστούμε την λειτουργία της παράθεσης
⊕ δύο λιστών. Εκτός από την παράθεση δύο λιστών, έχουμε και παράθεση λίστας με τις
τιμές T, F . Δηλαδή, αν a, b ∈ {T, F} τότε a ⊕ b = [a, b] και αν a ∈ {T, F} και b μία λίστα,
τότε a ⊕ b = [a] ⊕ b και b ⊕ a = b ⊕ [a].

Οπότε, το σύνολο των αληθοτιμών με λίστες ορίζεται ως:

Ορισμός I.3. Σύνολο Vλ

• Τα T , F είναι στοιχεία του Vλ.

• Αν a, b ∈ Vλ, τότε και a ⊕ b ∈ Vλ.

Η σημασία του τελεστή ≫ όπως εκφράζεται με λίστες, θα είναι πράξη της παράθεσης.
Δηλαδή, για δύο τιμές a, b ∈ Vλ, η έκφραση a ≫ b, θα έχει τιμή:

∥a ≫ b∥ = ∥a∥ ⊕ ∥b∥
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Η σύγκριση δύο λιστών, γίνεται ακριβώς όπως η σύγκριση δύο συμβολοσειρών, δηλαδή
από αριστερά προς τα δεξιά. Αν δύο στοιχεία (στην ίδια θέση) είναι ίσα, τότε συνεχίζουμε
στην επόμενη θέση, μέχρι κάποιο να είναι μεγαλύτερο του άλλου. Δηλαδή,

Ορισμός I.4. Σύγκριση λιστών - Μεγαλύτερη τιμή (>)

• T > x, x ∈ Vλ − {T}.

• F < x, x ∈ Vλ − {F}.

• a1 ⊕ a > b1 ⊕ b αν a1 > b1 ή αν a1 = b1 και a > b.

Παράδειγμα I.2. Οι εκφράσεις desired_flight(fl1) και desired_flight(fl2) του παραδείγ-
ματος 4.2, με χρήση του συνόλου Vλ για την σημασία του τελεστή ≫ , θα αντιστοιχούν στις
παρακάτω τιμές:

• ∥desired_flight(fl1)∥ = [T, T, F, F ]

• ∥desired_flight(fl2)∥ = [T, F, T, F ]

Από τον ορισμό της σύγκρισης δύο λιστών, η λίστα [T, T, F, F ] είναι μεγαλύτερη της λίστας
[T, F, T, F ], οπότε ∥desired_flight(fl1)∥ > ∥desired_flight(fl2)∥.

Το πρόβλημα που αντιμετωπίσαμε στην περίπτωση των λιστών, είναι ακριβώς ότι η πλη-
ροφορία αναπαριστάται γραμμικά και όχι πολυεπίπεδα όπως συμβαίνει στη δενδρική
μορφή των δυάδων. Έτσι, υπάρχει περίπτωση όταν συκγρίνουμε δύο τιμές, το i-οστό
στοιχείο της μίας να αντιστοιχεί σε διαφορετική υποέκφραση από ότι το i-οστό της δεύτε-
ρης.

Με παραλλαγή του παραδείγματος (4.2) με τις πτήσεις, θα γίνει κατανοητή αυτή η περί-
πτωση.

Παράδειγμα I.3. Έστω ότι ισχύουν τα παρακάτω γεγονότα για δύο πτήσεις fl1 και fl2:

from_to(athens, boston, fl1).
from_to(athens, boston, fl2).

carrier(fl1, british_airways).
carrier(fl2, british_airways).

seat_class(fl1, a_class).
seat_class(fl2, b_class).

free_lunch(fl1).
free_lunch(fl2).

available_seats(fl1, near_exit).
available_seats(fl2, near_toilet).
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Και θέλουμε να εκφράσουμε ως επιθυμητή πτήση, την πτήση η οποία είναι από Αθήνα για
Βοστώνη, και με μικρότερη προτεραιότητα η θέση να είναι είτε στην κατηγορία A-class ή
αν είναι σε άλλη κατηγορία να μας ικανοποιεί με σειρά προτεραιότητας τα εξής:

1. Να έχει δωρεάν φαγητό.

2. Να είναι κοντά στις τουαλέτες της καμπίνας.

3. Να είναι κοντά σε κάποια έξοδο.

Τέλος, θέλουμε η πτήση να είναι με την εταιρία Aegean. Αυτή την επερώτηση θα την εκ-
φράζαμε ως:

desired_flight(X) ← from_to(athens, boston,X) ≫
(desired_seat(X) ≫ carrier(X, aegean)).

desired_seat(X) ← seat_class(X, a_class)∨
(free_lunch(X) ≫
(available_seats(X,near_toilet) ≫ available_seats(X,near_exit)))

Οι τιμές των desired_flight(fl1) και desired_flight(fl2) στο σύνολο Vλ θα είναι:

∥desired_seat(fl1)∥ = max(T, [T, F, T ]) = T

∥desired_seat(fl2)∥ = max(F, [T, T, F ]) = [T, T, F ]

∥desired_flight(fl1)∥ = [T, T, F ]

∥desired_flight(fl2)∥ = [T, T, T, F, F ]

Δηλαδή, ∥desired_flight(fl1)∥ < ∥desired_flight(fl2)∥. Αυτό όμως που θα περιμέναμε
όμως, θα ήταν η πτήση fl1 να έχει μεγαλύτερη τιμή από την fl2, εφόσον η έκφραση για
desired_seat έχει μεγαλύτερη τιμή αντίστοιχα.

Η «ανωμαλία» αυτή παρατηρείται γιατί συγκρίναμε το τρίτο στοιχείο της λίστας για το
desired_flight(fl1) το οποίο αντιστοιχεί στο ότι η πτήση fl1 δεν είναι πτήση της Aegean,
με το τρίτο στοιχείο της λίστας για το desired_flight(fl2) που αντιστοιχεί στο «δωρεάν
φαγητό» για την πτήση fl2. Συγκρίναμε δηλαδή διαφορετικά πράγματα.

Φυσικά, το παραπάνω παράδειγμα, δεν θα έχει πρόβλημα στο σύνολο με τις δυάδες,
αφού:

∥desired_flight(fl1)∥ = (T, (T, F ))

∥desired_flight(fl2)∥ = (T, ((T, (T, F )), F ))
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Οπότε, εφόσον οι για τις δύο δυάδες ισχύει: (T, (T, F )) > (T, ((T, (T, F )), F )) (αφού T >
(T, (T, F ))), ισχύει ∥desired_flight(fl1)∥ > ∥desired_flight(fl2)∥.

Επίσης στο σύνολο Vι, η σημασία των ∥desired_flight(fl1)∥ και ∥desired_flight(fl2)∥ θα
είναι,

∥desired_flight(fl1)∥ = ϵT + ϵ3T + ϵ4F

∥desired_flight(fl2)∥ = ϵT + ϵ4T + ϵ6T + ϵ7F + ϵ8F

Οπότε και πάλι, ∥desired_flight(fl1)∥ > ∥desired_flight(fl2)∥, αφού ϵT + ϵ3T + ϵ4F >
ϵT + ϵ4T + ϵ6T + ϵ7F + ϵ8F .

Ας δούμε όμως ποια θα μπορούσε να είναι μία τροποποίηση του συνόλου των λιστών,
ώστε να ξεπερνάμε αυτό το πρόβλημα.

I.1.3 Παραλλαγή Λιστών

Οι λίστες θυμίζουν σαν δομή τις τιμές του συνόλουVι. Η πιο προφανής εξάλλου υλοποίηση
που μπορεί να γίνει για τις απειρότιμες ακολουθίες θα είναι με χρήση λιστών. Αυτό που θα
κάνουμε είναι να χρησιμοποιήσουμε την λογική του συνόλου Vι για να τροποποιήσουμε
κατάλληλα το σύνολο Vλ ώστε να μην έχει το πρόβλημα που αναφέραμε.

Ας δούμε πρώτα πως αλλιώς συγκρίνουμε δύο τιμές στο Vι. Έχουμε δει ότι για δύο ακο-
λουθίες, όταν συγκρίνουμε το i-οστό σημείο τους, ελέγχουμε καταρχήν αν η αληθοτιμή της
μίας είναι μεγαλύτερη της άλλης. Δηλαδή αν στην μία η αληθοτιμή είναι T και στην άλλη
είναι F . Αν είναι και οι δύο F , μεγαλύτερη θα είναι αυτή με τον μεγαλύτερο απειρότιμο
βαθμό, ενώ αν κι οι δύο είναι T , μεγαλύτερη θα είναι αυτή με τον μικρότερο απειρότιμο
βαθμό. Μία άλλη ανάγνωση θα ήταν αν βλέπαμε τον απειρότιμο βαθμό ως θέση στην
ακολουθία. Δηλαδή, ο βαθμός 1 σημαίνει την πρώτη θέση της ακολουθίας, ο βαθμός 3 την
τρίτη κλπ. Η έλλειψη κάποιου βαθμού θα μπορούσε να υπονοεί μία άλλη αληθοτιμή, την 0
που όπως και στην τρίτιμη λογική είναι μεταξύ των F και T . Για παράδειγμα η ακολουθία
ϵT + ϵ2F αντιστοιχεί στην 0+ ϵT + ϵ10+ ϵ2F , η ϵF + ϵ3T + ϵ4T στην 0+ ϵF + ϵ20+ ϵ3T + ϵ4T
κλπ. Έτσι η σύγκριση γίνεται πάλι με τον ίδιο τρόπο σημείο το σημείο ελέγχοντας μόνο
την αληθοτιμή, με F < 0 < T .

Τον παραπάνω συλλογισμό, μπορούμε να το αναπαραστήσουμε με την χρήση λιστών.
Να μην χρειάζεται δηλαδή να κρατάμε τα απειροστά, αλλά μόνο τις αληθοτιμές. Για να
ορίσουμε την νέα αυτή δομή λιστών, θα χρειαστούμε την έννοια «βαθμός» λίστας.

Ορισμός I.5. Βαθμός μίας λίστας (ord)
Ως βαθμό μίας λίστας l, ορίζουμε το μέγεθος της λίστας μείον 1. Επίσης ο βαθμός των F, T
είναι 0.

Οπότε, το νέο σύνολο λιστών ορίζεται ως,

Ορισμός I.6. Σύνολο λιστών Vζ
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• Τα T , F είναι στοιχεία του Vζ .

• Αν l1, l2 ∈ Vζ τότε και [0] ⊕ l1 ⊕ [0]ord(l1)+2 ⊕ l2, με [0]n η λίστα με στοιχεία 1 0 μεγέθους
n.

Παρατηρούμε ότι ο ορισμός του πεδίου Vζ δεν διαφέρει πολύ σε σχέση με αυτόν του
πεδίου Vι. Στην ουσία, αν έχουμε ένα a ∈ Vι, με a =

∑
i ϵ

aiAi και Ai ∈ {T, F}, αντιστοιχεί
σε λίστα (στοιχείο τηςVζ), όπου ∀i > 1, μεταξύAi−1 καιAi εισάγουμε ai−ai−1−1 μηδενικά,
καθώς και ai μηδενικά για i = 1.

Για παράδειγμα, οι τιμές των desired_flight(fl1) και desired_flight(fl2) του παραδείγμα-
τος (I.3) αντιστοιχούν σε:

Επερώτηση Ακολουθία στο Vι Λίστα στο Vζ

desired_flight(fl1) ϵT + ϵ3T + ϵ4F [0, T, 0, T, F ]
desired_flight(fl2) ϵT + ϵ4T + ϵ6T + ϵ7F + ϵ8F [0, T, 0, 0, T, 0, F, F ]

Παρατηρούμε ότι [0, T, 0, T, F ] > [0, T, 0, 0, T, 0, F, F ], εφόσον T > 0 στην σύγκριση των
στοιχείων στην θέση 4.

Έτσι οι τιμές για τα desired_flight(fl1) και desired_flight(fl2) στο σύνολο Vζ

I.1.4 Άλλες προσεγγίσεις

Υπάρχουν κι άλλα σύνολα πέραν των όσων εξετάσαμε, που θα μπορούσαν να εκφρά-
σουν την σημασία του τελεστή λεξικογραφικής προτίμησης. Για παράδειγμα μία άμεση
συνέπεια του συνόλου Vζ που μελετήσαμε στην προηγούμενη ενότητα, είναι αν κάνουμε
χρήση κάποιας συνάρτησης 2 1 − 1 από το σύνολο Vζ στο N. Να αντιστοιχούμε δηλαδή
το σύνολο Vζ σε ένα υποσύνολο του N. Βέβαια, ενδιαφέρον θα είχε, αν βρίσκαμε μία πιο
άμεση συνάρτηση που αντιστοιχεί απευθείας κάποιες εκφράσεις της γλώσσας lxpQL στο
υποσύνολο αυτό του N.

I.2 Μία προσέγγιση στην γλώσσα Preflog

Έχουμε αποδείξει ότι το σύνολο V δεν μας κάνει γενικά, για να εκφράσουμε σωστά όλες
τις περιπτώσεις εκφράσεων με τον τελεστή ≫ . Σε αυτήν εδώ την ενότητα, παρουσιά-
ζουμε επιγραμματικά, μία ιδέα με την οποία ίσως θα μπορούσαμε να χρησιμοποιήσουμε
το σύνολο αυτό και κατ’ επέκταση την γλώσσα Preflog για να έχουμε έναν τελεστή με τις
ιδιότητες του τελεστή της λεξικογραφικής προτίμησης.

Βασική προϋπόθεση, είναι να γνωρίζουμε το «βάθος» της Βάσης BP . Πιο συγκεκριμένα,
για δύο εκφράσεις της PreflogA και B αν έχουμε την πρόταση A ≫ B και γνωρίζουμε το

1Το 0 ̸∈ Vζ , καθώς και [0]n ̸∈ Vζ .
2Ένα παράδειγμα 1− 1 αντιστοίχισης από δομή λίστα στο N είναι το Gödel numbering
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maximum order τουB (έστω ⟨B⟩max) για όλα τα instances του προγράμματος, θα μπορού-
σαμε να «ομαδοποιήσουμε» τον βαθμό προτίμησης του A ως προς το ⟨B⟩max. Δηλαδή
έστω το max order του B για τις True αληθοτιμές του είναι ⟨BT ⟩max και αντίστοιχα ⟨BF ⟩max

για τις False. Το ⟨B⟩max = ⟨BT ⟩max + ⟨BF ⟩max. Τότε παίρνουμε περιπτώσεις για την αλη-
θοτιμή του A.

∥A ≫ B∥ =


ϵ(⟨B⟩max+1)·(⟨A⟩+1)+⟨B⟩T , Truth[B] = T, Truth[A] = T
ϵ(⟨B⟩max+1)·(⟨A⟩+2)−⟨B⟩F , Truth[B] = T, Truth[A] = F

ϵ(⟨B⟩max+1)·(⟨A⟩+1)+(⟨BT ⟩max+⟨B⟩)T , Truth[B] = F, Truth[A] = T
ϵ(⟨B⟩max+1)·(⟨A⟩+2)−(⟨BT ⟩max+⟨B⟩)F , Truth[B] = F, Truth[A] = F

Παράδειγμα I.4. Έστω για παράδειγμα δύο εκφράσεις της Preflog , A και B. Αν για τα
αντίστοιχα instances του A οι τιμές είναι: ϵ2T , ϵ2T και ϵT , ενώ αντίστοιχα για του B οι τιμές
είναι ϵ3T , ϵ2F και ϵ6T , θα ισχύει ⟨B⟩max = 8 και ⟨BT ⟩max = 6. Οπότε, για την πρόταση
A ≫ B, οι αντίστοιχες τιμές θα ήταν:

A ≫ B ∥A ≫ B∥
ϵ2T ≫ ϵ3T ϵ9(2+1)+3T = ϵ30T
ϵ2T ≫ ϵ2F ϵ9(2+1)+6+2T = ϵ35T
ϵT ≫ ϵ6T ϵ9(1+1)+6T = ϵ24T

Θα είχε ενδιαφέρον, να εξετάσουμε σε βάθος την περίπτωση αυτήν και να αποδείξουμε
ότι κάνει για όλες τις περιπτώσεις προγραμμάτων στην Preflog .
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ II. LXPQL INTERPRETER

Στα πλαίσια της εργασίας, υλοποιήθηκε ένας απλός διερμηνέας της γλώσσας lxpQL, κυ-
ρίως για δοκιμή των παραδειγμάτων και καλύτερη μελέτη του τελεστή ≫ 1 και της χρήσης
του συνόλου των απειρότιμων ακολουθιών. Η υλοποίηση έγινε στην γλώσσα XSBProlog,
η οποία είναι μία υλοποίηση της Prolog και επιτρέπει τον ορισμό υψηλής τάξης λογικών
προτάσεων με σύνταξη της γλώσσας HiLog. Στο κεφάλαιο αυτό, παραθέτουμε τον κώ-
δικα της υλοποίησής μας αφού πρώτα δούμε πως θα εκφράζαμε κάποια παραδείγματα
(από προηγούμενες ενότητες), στην προσέγγιση αυτήν. Ο κώδικας είναι διαθέσιμος στο
παρακάτω αποθετήριο:

https://bitbucket.org/papajim7/lxpql

II.1 Παραδείγματα

Προτού παρουσιάσουμε μερικά παραδείγματα στην υλοποίηση αυτήν, θα κάνουμε μία
σύντομη ανασκόπηση του διερμηνέα. Καταρχήν, οι αντιστοιχίες φαίνονται στον πίνακα
που ακολουθεί.

Τελεστής Αντιστοιχία
≫ >>
∧ /\
∨ \/
¬ pnot

Πίνακας II.1: Αντιστοιχία τελεστών της γλώσσας lxpQL στην υλοποίηση σε XSB Prolog.

Η δήλωση των γεγονότων ενός παραδείγματος, γίνονται όπως ακριβώς και στην XSB
Prolog(ή γενικότερα σε οποιαδήποτε Prolog ). Για την δήλωση των επερωτήσεων χρη-
σιμοποιούμε τον κανόνα sem_print/1, ο οποίος δέχεται ως παράμετρο μία έκφραση σε
lxpQL και τυπώνει σε «αναγνώσιμη» μορφή όλους τους δυνατούς συνδυασμούς και τις
αντίστοιχες τιμές τους από το σύνολο Vι.

II.1.1 Εκτέλεση Παραδείγματος (4.1)

Η δήλωση των δεδομένων γίνεται με τον παρακάτω κώδικα σε XSB Prolog.
:-['src/prefbasic'], ['src/prefcmp'], ['src/prefsem'].
:-hilog from_to , stopover.

1Στην υλοποίηση ο τελεστής για την λεξικογραφική προτίμηση, δεν είναι ο ≫ αλλά η «βελτίωσή» του, ο
τελεστής ≫e .
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from_to(athens ,boston ,fl1).
from_to(athens ,boston ,fl2).

stopover(fl1, rome).
stopover(fl2, london).

Η αντίστοιχη επερώτηση θα γίνει με την παρακάτω πρόταση:
?- sem_print(from_to(athens , boston , F) >>

( (stopover(F, rome) >> stopover(F, london)) >> carrier(F, aegean) )).

Solution: 1
_h198: fl2
Value: eT + e^4 F + e^5 T + e^6 F

Solution: 2
_h198: fl1
Value: eT + e^4 T + e^5 F + e^6 F

F = _h198

II.1.2 Εκτέλεση Παραδείγματος (5.5)

Αρχικά παραθέτουμε την δήλωση των δεδομένων του παραδείγματος:
:-['src/prefbasic'], ['src/prefcmp'], ['src/prefsem'].
:-hilog from_to , comforts.

from_to(athens , boston , fl1).
from_to(athens , boston , fl2).
from_to(athens , boston , fl3).

comforts(fl1, free_lanch).
comforts(fl1, movies).
comforts(fl2, wifi).
comforts(fl2, movies).

Η αντίστοιχη επερώτηση θα γίνει με την παρακάτω πρόταση:
?- sem_print(from_to(athens , boston , Fl) >>

((comforts(Fl, free_lanch) >> comforts(Fl, movies)) /\
((comforts(Fl, movies) >> comforts(Fl, free_lanch))))).

Solution: 1
_h198: fl1
Value: T

Solution: 2
_h198: fl3
Value: eT + e^2 F
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Solution: 3
_h198: fl2
Value: eT + e^3 F + e^4 T

Fl = _h198

II.1.3 Παράδειγμα με βιβλία

Έστω ένα άλλο παράδειγμα, αυτή την φορά με βιβλία. Έχουμε τρία βιβλία, τα b1, b2, b3 τα
οποία αποτελούνται από 50, 100 και 150 σελίδες αντίστοιχα. Επίσης, τα b1 και b2 είναι
βιβλία μυστηρίου, ενώ το b3 είναι ρομάντζο. Αυτά τα δεδομένα, κωδικοποιούνται ως:
:-['src/prefbasic'], ['src/prefcmp'], ['src/prefsem'].
:-hilog book, pages , genre , grthan.

book(b2).
book(b1).
book(b3).
pages(b1, 50).
pages(b2, 100).
pages(b3, 150).
genre(b1, mystery).
genre(b2, mystery).
genre(b3, romance).

Ως επιθυμητό βιβλίο, ορίζουμε αυτό που έχει περισσότερες σελίδες από 60 και δευτερευό-
ντως να είναι βιβλίο μυστηρίου. Αυτό θα το εκφράζαμε ως:
?- sem_print((pages(B, N) /\ ( N > 60)) >> genre(B, mystery)).

Solution: 1
_h180: b2
_h198: 100
Value: T

Solution: 2
_h180: b1
_h198: 50
Value: eF + e^2 T

Solution: 3
_h180: b3
_h198: 150
Value: eT + e^2 F

B = _h180
N = _h198
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Σε αυτό το παράδειγμα χρησιμοποιήσαμε και τον τελεστή>που δεν υπάρχει στην γλώσσα
lxpQL. Είναι όμως τελεστής της XSBProlog, και τον χρησιμοποιήσαμε όπως θα το χρησι-
μοποιούσαμε σε απλή Prolog , ως ένα οποιοδήποτε άλλο predicate που είναι είτε αληθές
ή ψευδές.

II.2 Διερμηνέας

Ο κώδικας έχει χωριστεί σε τρία μέρη (αρχεία). Το αρχείο «prefbasic.P» που έχει κατηγο-
ρήματα για βασικές λειτουργίες, όπως την fold, ή την map. Το αρχείο «prefcmp.P» που
έχει κατηγορήματα για την σύγκριση δύο τιμών (είτε του συνόλου Vι, είτε του Vτ ). Το αρ-
χείο «prefsem.P» που είναι και το «ουσιαστικότερο», με κατηγορήματα για τον interpreter.
Ακολουθεί ο κώδικας.

II.2.1 Κώδικας διερμηνέα

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%
% file: prefsem.P
% Expressing queries with preferences using lexicographic preference operator.
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%
% depends on prefcmp.P and prefbasic.P
%
:- import append/3 from basics.
:- import concat_atom/2 from string.
:- import concat_atom/3 from string.

:- hilog resultList_toInfStringValues , infList_toString , print_infValue ,
semlistminmax , sem, sem_print , sempnot , semvalue_TF , semvalue_diff ,
semantics_AndOr , semantics_lexp , epsilon_succ , is_pref_op , pr_not ,
semantics.

%
% Define operators >>, \/, /\ and pnot
% >> : lexicographic preference operator
% \/ : OR
% /\ : AND
% pnot : NOT
%
:- op(400, yfx, [>>]).
:- op(500, yfx, [\/, /\]).
:- op(300, fx, [pnot]).

%
% is_pref_op(:Exp)
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% is true if Exp is a preference operator (one of >>, \/, /\. pnot).
%
is_pref_op(>>(_,_)).
is_pref_op(\/(_,_)).
is_pref_op(/\(_,_)).
is_pref_op(pnot(_)).

%
% main operation (semantics) %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%

%
% semantics(:SemV)(:Exp, :Sem)
% Sem is Semantic value for expression Exp.
%

% semantics for operators >>
semantics(SemV)( A >> B, S ) :- semantics(SemV)(A, SA),

semantics(SemV)(B, SB),
semantics_lexp(SemV)(SA, SB, S).

semantics(SemV)( A >> B, S ) :- semantics(SemV)(B, SB),
semantics(SemV)(A, SA),
semantics_lexp(SemV)(SA, SB, S).

% semantics for operators OR, AND (Max, Min)
semantics(SemV)( A \/ B, S ) :- semantics_AndOr(SemV)(max)(A, B, S).
semantics(SemV)( A \/ B, S ) :- semantics_AndOr(SemV)(max)(B, A, S).
semantics(SemV)( A /\ B, S ) :- semantics_AndOr(SemV)(min)(A, B, S).

% semantics for operator not
semantics(SemV)( pnot A, S ) :- semantics(SemV)(A, SA), map(sempnot)(SA, S).

% semantics for facts (t if there is a fact A, else f).
semantics(_)( A, t ) :- not is_pref_op(A), iscallable(A), A.
semantics(_)( A, f ) :- not is_pref_op(A), iscallable(A), not A.
semantics(_)( A, f ) :- not is_pref_op(A), not iscallable(A).

% operation sem: %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% get all solutions for an expression with corresponding semantic

%sem(:SemV)(:Exp, :Vars, :SemList)
% SemV: value set type. (one of treev , infv)
% Exp: expression with preferences to evaluate
% Vars: a list of variables in expression Exp
% SemList is a list with all possible values of variables
% in Vars list (and corresponding semantic values)
%
sem(SemV)(Exp, Vars, SemList) :-
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setof([S|Vars], semantics(SemV)(Exp, S), SemList).
%sem(:SemV)(MinMax)(:Exp, :Vars, :Value , :Index)
% Value is the Index -th compination of atoms (with its semantic value),
% that satisfies expression Exp (ordered by MinMax order)
sem(SemV)(MinMax)(Exp, Vars, Value , Index) :- sem(SemV)(Exp, Vars, SemList),

ordindex(semlistminmax(MinMax(SemV)))(SemList , Index , Value).
% default 'cals' are with infv type of values
sem(Exp, Vars, SemList) :- sem(infv)(Exp, Vars, SemList).
sem(MinMax)(Exp, Vars, Value , Index) :-

sem(infv)(MinMax)(Exp, Vars, Value , Index).
% prints all solutions and corresponding values for expression :Exp
sem_print(Exp) :- term_variables(Exp, Vars), sem(Exp, Vars, Sol),

resultList_toInfStringValues(Sol, SolP),
print_results(SolP, Vars, 1).

%
% auxiliary operations %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%

%
% semvalue_TF(:Value)
% is true if Value is t or f.
semvalue_TF(t).
semvalue_TF(f).

%
% semvalue_diff(:X,:Y)
% is true if X or Y are different values or
% at least one of them isn't t(rue) or f(alse).
semvalue_diff(S,_):-not semvalue_TF(S), !.
semvalue_diff(_,S):-not semvalue_TF(S), !.
semvalue_diff(X,Y):-not eq(_)(X,Y). % X \== Y.

%
% epsilon_succ(:E)(:X,:Y)
% infinitesimal index of Y is E+(infinitesimal index of X).

epsilon_succ(E)((T,X),(T,Y)) :- !,Y is E+X.
epsilon_succ(E)(T,[(T,E)]).

%
% semantics for operations
%

%
% sempnot(:X, :Y)
% Y=not X. (reverse all truth values in X. t->f and f->t)

sempnot(t,f).
sempnot(f,t).
sempnot((f,N),(t,N)).
sempnot((t,N),(f,N)).
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sempnot([A,B], [A1,B1]) :- sempnot(A, A1), sempnot(B,B1).

%
% semord(:Val, :Ord)
% Ord is order of value Val (for infinitesimal sequences)

semord(f,0).
semord(t,0).
semord([],0).
semord([(_,N)|L], O):-semord(L, O1), maxnum(N,O1,O).

%
% semantics_lexp(:SemV)(:SA, :SB, :S)
% S is lexicographic composition of SA and SB.
% ( if SA=SB \in {t,f} then S=SA (=SB) ).
semantics_lexp(_)(S, S, S) :- semvalue_TF(S).
semantics_lexp(treev)(SA, SB, [SA, SB]) :- semvalue_diff(SA, SB).
semantics_lexp(infv)(SA, SB, S) :- semvalue_diff(SA, SB),

map(epsilon_succ(1))(SA, SA1),
semord(SA1, SAord), SAord1 is SAord+1,
map(epsilon_succ(SAord1))(SB, SB1),
append(SA1,SB1,S).

%
% semantics_AndOr(:SemV)(:MinMax) (:A, :B, :S)
% S=MinMax(semantics(A), semantics(B))
semantics_AndOr(SemV)(MinMax)( A, B, S ) :- semantics(SemV)(A, SA),

semantics(SemV)(B, SB),
semcmp(MinMax(SemV))(SA,SB,S).

%
% semlistminmax(:MinMax)(:A,:B,:M)
% M=A if MinMax(semantic_value(A),semantic_value(B))=semantic_value(A),
% else M=B.
% (A and B are lists with format [V|VarList],
% where VarList is a list of atoms which satisfy the given expression ,
% and V the corresponding semantic value of the expression).
semlistminmax(_)([A|L], [B|_], [A|L]):-eq(_)(A, B).
semlistminmax(MinMax)([A|L], [B|_], [A|L]):-MinMax(A, B).
semlistminmax(MinMax)([A|_], [B|L], [B|L]):-MinMax(B, A).

%
% predicates for printing an infinitesimal sequence in 'readable' format.

print_infValue(t,'T').
print_infValue((T,0),S):-print_infValue(T,S).
print_infValue((T,1),S):-print_infValue(T,ST), concat_atom(['e', ST], S).
print_infValue((T,P),S):-P>1, print_infValue(T,ST),

concat_atom(['e^',P,'␣', ST], S).

infList_toString([V|L], [S|[L]]):-map(print_infValue)(V, NV),
concat_atom(NV, '␣+␣', S).
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resultList_toInfStringValues(L, NL) :- map(infList_toString)(L, NL).

print_results([],_,_).
print_results([[Val, Inst]|Res], Vars, SolNo) :- write('Solution:␣'),

write(SolNo), write('\n'),
var_inst_print(Vars, Inst),
write('Value:␣'), write(Val), write('\n\n'),
SolNo2 is SolNo+1,
print_results(Res, Vars, SolNo2).

var_inst_print([],[]).
var_inst_print([V|Vars], [I|Inst]) :- write(V), write(':␣'),

write(I), write('\n'), var_inst_print(Vars, Inst).

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%
% file: prefcmp.P
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

:- hilog semcmp , max, min, eq.

%
% Compare semantic values %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%

%
% eq(_)(:X, :Y)
% true if X=Y.
eq(_)(X,X).

%
% min(:SemVal)(:X, :Y)
% true if X < Y
min(infv)((f,_),(t,_)).
min(infv)((t,X),(t,Y)):-X>Y.
min(infv)((f,X),(f,Y)):-X<Y.
min(infv)((f,_),t).
min(infv)(f,(T,X)):-min(infv)((f,0), (T,X)).
min(_)(f,t).

min(treev)([A1, B1], [A2, B2]) :- eq(treev)(A1, A2),!, min(treev)(B1, B2).
min(treev)(X, [A,B]):-eq(treev)(X,A), !, min(treev)(X,B).
min(treev)(X, [A,_]):-!, min(treev)(X,A).
min(treev)([A,B], X):-eq(treev)(A,X), !, min(treev)(B,X),!.
min(treev)([A,_], X):-!, min(treev)(A,X).
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min(infv)([X|L1],[X|L2]):-min(infv)(L1, L2).
min(infv)([X|_],[Y|_]):-min(infv)(X, Y).
min(infv)(f, [_|_]).
min(infv)([_|_], t).

%
% max(:SemVal)(:X, :Y)
% true if X>Y
max(SemV)(X,Y):-min(SemV)(Y,X).

% semcmp(:MinMax)(:X, :Y, :M)
% M=MinMax(X,Y), where MinMax is min or max.
semcmp(_)(X,X,X):-!.
semcmp(MinMax)(X,Y,X) :- MinMax(X,Y), !.
semcmp(MinMax)(X,Y,Y) :- MinMax(Y,X), !.

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%
% file: prefbasic.P
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

:- import delete/3 from listutil.
:- hilog iscallableexp , iscallable , getindex , getminmax , foldl , map, select ,

maxnum ,maxn.

% maxnum(:X, :Y, :M)
% M = max(X,Y).
maxnum(X,Y,X):-X>Y,!.
maxnum(_,Y,Y).

maxn(A,B):-A>B.

%
% select (:Op)(:X, :Y, :S)
% if Op(X,Y) is true then S=X else S=Y.
select(Op)(X,_,X) :- catch(Op,_,fail), !.
select(Op)(X,Y,X) :- catch(Op(X,Y),_,fail), !.
select(_)(_,Y,Y).

% same as select/4 except that check with Op,
% is between UnFold(X) and UnFold(Y).
select(Op)(UnFold)(X,Y,X) :- UnFold(X,X1), UnFold(Y,Y1), Op(X1,Y1),!.
select(_)(_)(_,Y,Y).

%
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% map operation

map(_)([],[]) :-!.
map(M)([X1|L1], [X2|L2]) :- !, M(X1,X2), map(M)(L1, L2).
map(M)(X1, X2) :- M(X1,X2).

%
% fold operation

foldl(_)(Z, [], Z).
foldl(F)(Z, [X|XL], V) :- F(Z,X,V1), foldl(F)(V1, XL, V).

% getminmax(:MinMax)(:L,:M).
% M is the MinMax of list L

getminmax(_)([M],M).
getminmax(MinMax)([X|L],M):-getminmax(MinMax)(L, ML), MinMax(X, ML, M).

% ordindex(:MinMax)(:L, :I, :V).
% V is the Ith item (according to MinMax) of list L.

ordindex(_)([],_,_):-fail.
ordindex(MinMax)(L, 1, V) :- getminmax(MinMax)(L, V).
ordindex(MinMax)(L, I, V) :- getminmax(MinMax)(L, M),

delete(M, L, L1), I1 is I-1,
ordindex(MinMax)(L1, I1, V).

% iscallable(:Exp)
% true if Exp is callable (for example ,
% if there is no predicate foo(X), then iscallable(foo(X)) fails).
iscallable(E) :- catch(clause(E,_), _, iscallableexp(X)), X=t,!.
iscallable(E) :- catch(clause(E,_), _, fail).
iscallableexp(t).

II.2.2 Ανασκόπηση κώδικα

Η υλοποίηση έχει γίνει για να υποστηρίζει δύο εκδοχές της σημασιολογίας για την γλώσσα
lxpQL. Και αυτήν με τις απειρότιμες ακολουθίες με τις οποίες ασχοληθήκαμε στο μεγα-
λύτερο μέρος της εργασίας, αλλά και την εναλλακτική με τις δυάδες. Τον διαχωρισμό τον
κάνουμε με τις συναρτησιακά σύμβολα: infv και treev αντίστοιχα.

Τα predicates που μας ενδιαφέρουν για την δήλωση των επερωτήσεων είναι αυτά με
όνομα: sem.

Έτσι, στο predicate sem/4, η πρώτη παράμετρος καθορίζει τον τύπο σημασιολογίας, η
δεύτερη παράμετρος είναι η προς «διερμηνεία» έκφραση σε γλώσσα lxpQL, η τρίτη είναι
λίστα με τις μεταβλητές που εμφανίζονται στην έκφραση αυτήν και τέλος στην τελεταία
θα «αποθηκευτεί» το αποτέλεσμα. Το αποτέλεσμα είναι όλοι οι δυνατοί συνδυασμοί των
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μεταβλητών και οι αντίστοιχες τιμές της έκφρασης σε μία λίστα.

Το predicate sem/6 έχει την ίδια συμπεριφορά με το sem/4, με την διαφορά ότι σαν απο-
τέλεσμα έχουμε μόνο έναν συνδυασμό για τις μεταβλητές και την αντίστοιχη τιμή. Αυτό
καθορίζεται από την δεύτερη παράμετρο που μπορεί να είναι είτε max ή min και την τε-
λευταία που είναι ένας φυσικός αριθμός μεγαλύτερος ή ίσος του 1. Έτσι, αν η δεύτερη
παράμετρος είναι max και η τελευταία το 1, θα «επιστραφεί» ο συνδυασμός με την μεγα-
λύτερη τιμή. Αν ο αριθμός ειναι 2 θα έχουμε τον συνδυασμό με την δεύτερη μεγαλύτερη
τιμή κλπ. Αντίστοιχα αν η δεύτερη παράμετρος είναιmin θα έχουμε την μικρότερη τιμή αν
η τελευταία είναι 1, την δεύτερη μικρότερη τιμή αν η τελευταία είναι 2 κλπ.

Τα predicates sem/3 και sem/5 έχουν ακριβώς τις ίδες συμπεριφορές με τα sem/4 και
sem/6 αντίστοιχα, με default τιμές στις πρώτες παραμέτρους την infv, εφόσον, η βασική
επιλογή είναι τα semantics με τις απειρότιμες ακολουθίες.
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