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Περίληψη 
	
Το τι είναι άλγεβρα ή το τι είναι αλγεβρική σκέψη ή αλγεβρικός συλλογισµός 

απασχολεί τους ερευνητές της διδακτικής των µαθηµατικών για περισσότερο από 

είκοσι χρόνια. Οι θεωρητικές προσεγγίσεις διερευνούν το είδος των αλγεβρικών 

δραστηριοτήτων, τη συµπεριφορά των µαθητών που ασχολούνται µε αυτές τις 

δραστηριότητες και το είδος της αφαιρετικής σκέψης και της αλγεβρικής 

κατανόησης. Μέσα στο πλήθος των θεωρητικών προσεγγίσεων, στη προσπάθεια να 

διασαφηνίσουµε τις έννοιες αυτές, ξεχωρίζουµε τους φακούς ανάγνωσης των Kieran 

(2007) και Kaput (2008) που έχουν ένα κοινό χαρακτηριστικό: βλέπουν τις 

ικανότητες του µαθητή που ενεργεί, ο Kaput µέσα από τις δραστηριότητες που 

µπορούν να χαρακτηριστούν αλγεβρικές και η Kieran µέσα από τον τρόπο σκέψης 

των µαθητών που ασχολούνται µε τις δραστηριότητες αυτές. Με βάση τη θεωρητική 

προσέγγιση των δύο αυτών ερευνητών προτείναµε ένα µοντέλο της δοµής της 

αλγεβρικής σκέψης των µαθητών. Υποθέσαµε ότι η Αλγεβρική σκέψη έχει τέσσερις 

διακριτές διαστάσεις που τις ονοµάσαµε (α) Γενικευµένη αριθµητική, (β) 

Συναρτησιακή σκέψη, (γ) Μετασχηµατιστική ικανότητα και (δ) Μοντελοποίηση – 

µετα-άλγεβρα – αποδείξεις. Στόχος της έρευνας ήταν να επιβεβαιώσουµε εµπειρικά 

το µοντέλο που προτείνουµε, έτσι σχεδιάσαµε και πραγµατοποιήσαµε έρευνα σε 134 

µαθητές τις Γ γυµνασίου, µέσω έργων που δοµήσαµε βάσει προηγούµενων ερευνών 

και της υπάρχουσας βιβλιογραφίας. Η ανάλυση των δεδοµένων έδειξε υψηλό βαθµό 

συσχέτισης των παραγόντων «συναρτησιακή σκέψη» και «Μοντελοποίηση – µετα-

άλγεβρα – απόδειξη». Ως εκ τούτου εξετάσαµε την εγκυρότητα ενός εναλλακτικού 

µοντέλου βάσει του οποίου οι παράγοντες «συναρτησιακή σκέψη» και 

«Μοντελοποίηση – µετα-άλγεβρα – απόδειξη» σχηµατίζουν ένα ενιαίο παράγοντα. 

Το νέο µοντέλο των τριών διακριτών παραγόντων της αλγεβρικής σκέψης των 
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µαθητών επιβεβαιώθηκε µε τα αποτελέσµατα της έρευνας. Η έρευνα έδειξε ότι 

υπάρχει µία ιεραρχική σχέση µεταξύ των τριών παραγόντων της αλγεβρικής σκέψης: 

η µετασχηµατιστική ικανότητα και η ικανότητα χειρισµού της αλγεβρικής γλώσσας 

αποτελούν βασική προϋπόθεση ώστε οι µαθητές να επιτύχουν τη χρήση των 

αλγεβρικών δοµών για σκοπούς γενίκευσης και εξαγωγής συµπερασµάτων και τέλος 

ακολουθεί ο παράγοντας της µετα-άλγεβρας που εµπεριέχει πιο δύσκολες ικανότητες 

όπως η συναρτησιακή σκέψη, η επίλυση προβληµάτων που εµπεριέχουν σχέσεις 

µεταξύ µεταβλητών, η χρήση µοντέλων για αναπαράσταση προβληµάτων και 

σχέσεων καθώς και η λειτουργία της απόδειξης. Η εµπειρική επιβεβαίωση του 

µοντέλου αυτού αποτελεί τη συνεισφορά της παρούσας εργασίας και µπορεί να 

προσφέρει στους εκπαιδευτικούς και στους ερευνητές ένα µέσο για να εξετάσουν την 

πολύπλοκη φύση της αλγεβρικής σκέψης µαθητών γυµνασίου. 

Λέξεις κλειδιά 
	
Αλγεβρική σκέψη, συλλογισµός, ικανότητα, γενίκευση. 
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Abstract 
	
What is algebra or what is algebraic thinking or algebraic reasoning concerns 

mathematics teaching researchers for more than twenty years. Theoretical approaches 

investigate the type of algebraic activities, the behavior of the students involved in 

these activities and the type of abstract thinking and algebraic understanding. Within 

the multitude of theoretical approaches, in the effort to clarify these concepts, we 

distinguish the reading lenses of Kieran (2007) and Kaput (2008) that have a common 

feature: they see the abilities of the student acting, Kaput, through activities that can 

be characterized as algebraic and Kieran through the way of thinking of the students 

engaged in these activities. Based on the theoretical approach of these two 

researchers, we proposed a model of the structure of students’ algebraic thinking. We 

assumed that Algebraic thinking has four distinct dimensions, which we have called 

(a) Generalized Arithmetic, (b) Functional Thinking, (c) Transformation and (d) 

Modeling - Meta-Algebra - Proof. The aim of the research was to empirically confirm 

the model we propose, so we designed and completed a research with 134 high school 

students through projects we built on previous research and existing literature. The 

analysis of the data showed a high degree of correlation between the factors 

"functional thinking" and "modeling - meta-algebra - proof". We therefore examined 

the validity of an alternative model whereby factors "functional thinking" and 

"modeling - meta-algebra - proof" form a single factor. The new model of the three 

distinct factors of algebraic thinking of students was confirmed with the results of the 

survey. Research has shown that there is a hierarchical relationship between the three 

factors of algebraic thinking: transformational ability and ability to handle algebraic 

language are a basic prerequisite for students to achieve the use of algebraic structures 

for the purpose of generalizing and inferring conclusions, and finally the factor of 
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post-algebra involving more difficult abilities such as functional thinking, solution of 

problems involving relations between variables, the use of models to represent 

problems and relations and proof. Empirical confirmation of this model is the 

contribution of this work and can provide teachers and researchers with a means to 

examine the complexity of the algebraic thinking of high school students. 

Key words 
	
Algebraic thinking, reasoning, ability, generalization. 
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Εισαγωγή 
	
Σηµαντικός αριθµός ερευνητικών εργασιών έχουν εξετάσει το είδος των αλγεβρικών 

δραστηριοτήτων στην εκπαίδευση (Carraher, Martinez & Schliemann, 2008· Drijvers, 

Goddijn, & Kindt, 2011· Kaput, 2000). Παρόλα αυτά στο πεδίο της µαθηµατικής 

εκπαίδευσης δεν έχει διευκρινιστεί η έννοια της αλγεβρικής σκέψης στο γυµνάσιο µε 

τέτοιο τρόπο, ώστε να αποτελέσει αναπόσπαστο κοµµάτι τις διδασκαλίας και της 

µάθησης των µαθητών. Το έγγραφο των επιπέδων του National Council of Teachers 

of Mathematics (2000) διαχωρίζει τις δραστηριότητες της σχολικής άλγεβρας σε 

κατηγορίες, δίνοντας έµφαση στην ικανότητα γενίκευσης, τη διερεύνηση µοτίβων, 

σχέσεων, συναρτήσεων, την αναπαράσταση σχέσεων µε τη χρήση συµβόλων και την 

ανάλυση της µεταβολής σε διαφορετικά πλαίσια. Επιπρόσθετα, είναι ευρέως 

αποδεκτός ο διαχωρισµός µεταξύ της αλγεβρικής σκέψης σε σχέση µε το τι 

διδάσκεται στα σχολείο ως άλγεβρα. Η αλγεβρική σκέψη θεωρείται ότι µπορεί να 

κατακτηθεί από όλους τους µαθητές και αξιολογείται ως ζωτικής σηµασίας για τις 

ανάγκες της κοινωνίας και της εργασίας (Mason, Graham & Johnston-Wilder, 2005). 

Ο όρος αλγεβρική σκέψη αναφέρεται πλέον σε ένα ευρύτερο εννοιολογικό πλαίσιο 

που ξεφεύγει από την απλή καταγραφή συγκεκριµένων έργων. Για αυτό τα τελευταία 

χρόνια δίνεται ιδιαίτερη σηµασία στην ανάπτυξη της αλγεβρικής σκέψης σε όλο το 

φάσµα της εκπαίδευσης παρά στην απλή διδασκαλία εννοιών σε θεµατικές ενότητες 

άλγεβρας στο γυµνάσιο και στο λύκειο (NCTM, 2000). Ο σχεδιασµός των 

αναλυτικών προγραµµάτων κινείται γύρω από άξονες που θέλουν τους µαθητές να 

εµπλέκονται µε αλγεβρικές δραστηριότητες από την αρχή της εκπαίδευσής τους, 

ακόµα και από το νηπιαγωγείο, ώστε οι µαθητές να αναπτύξουν ικανότητες που 

µπορούν να χαρακτηριστούν αλγεβρικές. Οι δραστηριότητες αυτές περιλαµβάνουν 

εργασίες µε µοτίβα, σχέσεις και συναρτήσεις, µελέτη µαθηµατικών δοµών, 
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αναπαράσταση σχέσεων σε µαθηµατικό πλαίσιο, δηµιουργία µοντέλων, και µελέτη 

της έννοιας της αλλαγής σε ποικίλα πλαίσια (NCTM, 2000). 

Η ανάγκη ενσωµάτωσης της άλγεβρας σε όλο το φάσµα της εκπαίδευσης προκύπτει 

από το γεγονός ότι η άλγεβρα συνδέεται µε την δηµιουργία, την ανάπτυξη και την 

επικοινωνία των εννοιών σε όλους τους τοµείς των µαθηµατικών, εξασφαλίζοντας 

την ενότητα της γνώσης, από την αριθµητική, τη γεωµετρία µέχρι και τη στατιστική 

(NCTM, 2000). Ο σηµαντικός ρόλος της άλγεβρας δεν περιορίζεται στο χώρο των 

µαθηµατικών αλλά είναι και βασικό συστατικό γνώσης στις επιστήµες και τη 

µηχανική και οι αλγεβρικές ικανότητες είναι προϋπόθεση για σπουδές σε ανώτερα 

µαθηµατικά αλλά και για την πρόσβαση σε επιστηµονικά, οικονοµικά και 

βιοµηχανικά επαγγέλµατα (Hatfield, Edwards, Bitter, & Morrow, 2000).  

Η ανάγκη ενσωµάτωσης της άλγεβρας σε όλα τα στάδια της εκπαίδευσης και η 

προσπάθεια εύρεσης τρόπων ανάπτυξης της αλγεβρικής σκέψης από τις µικρές τάξεις 

του δηµοτικού, έχει απασχολήσει µεγάλη οµάδα ερευνητών. Σε αυτές τις έρευνες 

υπάρχουν θεωρητικές προσεγγίσεις για το τι είναι άλγεβρα και αλγεβρική σκέψη 

(Sfard and Linchevsky, 1994; English και Sharry, 1996; Rivera and Becker, 2007) και 

πως αυτές οι έννοιες σχετίζονται µε τον τρόπο σκέψης των µαθητών. Κάποιοι 

ερευνητές έχουν ασχοληθεί µε τη σχέση της άλγεβρας µε την αριθµητική 

(Herscovics, N. & Linchevsky, L. , 1994; Carraher et al., 2006; Lins & Kaput, 2004; 

Radford, 2015), άλλοι µε το ποια είναι η δοµή (Usiskin, 1988, Watson, 2009; 

Radford, 2015) και ποια τα χαρακτηριστικά των αλγεβρικών δραστηριοτήτων 

(Kieran, 1996, Kaput, 1995). Άλλες έρευνες ασχολούνται µε τρόπους διδασκαλίας 

που ενισχύουν την απόκτηση αλγεβρικών γνώσεων (Kieran, 1996, 2011; Kaput, 

1995)  και σε αρκετές περιπτώσεις οι προτάσεις αυτές αλλά και η προσπάθεια 
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ορισµού των εννοιών που σχετίζονται µε την άλγεβρα στηρίζονται στα 

παρατηρούµενα λάθη των µαθητών στην εργασία τους µε αλγεβρικές δραστηριότητες 

(Kieran, 1981; Booth, 1988; Tall, 1989; Pedemonte, 2008; Healy, L., & Hoyles, C., 

2000; MacGregor, M., & Stacey, K., 1993; Prediger, 2010).    

Το µεγάλο αυτό πλήθος των ερευνών ασχολείται κυρίως µε την ανάγκη ένταξης της 

άλγεβρας σε όλο το φάσµα της εκπαίδευσης σε αντίθεση µε το παραδοσιακό µοντέλο 

σχολικής εκπαιδευτικής δοµής που θέλει την άλγεβρα να διδάσκεται στο γυµνάσιο 

και στο λύκειο. Παρόλο το µεγάλο πλήθος εργασιών που οδηγούν σε ορισµούς και 

περιγραφές των εννοιών που σχετίζονται µε την άλγεβρα και την αλγεβρική σκέψη 

των µαθητών δεν µπορέσαµε να βρούµε κάποια έρευνα που να έπεται των 

αποτελεσµάτων του µεγάλου όγκου ερευνών που να ασχολείται µε την άλγεβρα, ή µε 

την εµπειρική επιβεβαίωση κάποιου µοντέλου αλγεβρικής σκέψης ή αλγεβρικής 

δραστηριότητας στο γυµνάσιο. Η ανάγκη ενσωµάτωσης της άλγεβρας στις πρώτες 

τάξεις του δηµοτικού είναι δεδοµένη, αλλά τι γίνεται µε το γυµνάσιο; Πώς η µέχρι 

τώρα διαµόρφωση των αναλυτικών προγραµµάτων έχει επηρεάσει τη δοµή της 

αλγεβρικής σκέψης στο γυµνάσιο; Ποια είναι τα χαρακτηριστικά της αλγεβρικής 

σκέψης των µαθητών του γυµνασίου και ποια είναι η συµπεριφορά τους όταν 

ασχολούνται µε αλγεβρικές δραστηριότητες;  

 

 

 

 



13	

Θεωρητικό πλαίσιο 
	
Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται η ανασκόπηση της βασικότερης βιβλιογραφίας για την 

κατανόηση των εννοιών των όρων «άλγεβρα», «αλγεβρική σκέψη» ή «αλγεβρικός 

συλλογισµός». Μέσα από διαφορετικούς φακούς ανάγνωσης των ερευνών που 

υπάρχουν στο πλαίσιο αυτό, αναγνωρίζουµε τα χαρακτηριστικά των εννοιών που 

είναι κοινά στις διαφορετικές αναγνώσεις.  

Η βάση της θεωρητικής προσέγγισης είναι η άλγεβρα και η ανάλυση του όρου 

ξεκινάει από γενικούς ορισµούς, από το ότι άλγεβρα είναι ένας κλάδος των 

µαθηµατικών, και στη συνέχεια, µέσα από τις υπάρχουσες αναλύσεις παρουσιάζουµε 

την εξέλιξη των ορισµών προς την  παρουσίαση του όρου «άλγεβρα» σε σχέση µε το 

διδασκόµενο µάθηµα στα σχολεία και µε τον τρόπο δράσης και σκέψης των µαθητών. 

Οι θεωρητικές αναλύσεις των Kieran (1996) και Kaput (1995) πιστεύουµε ότι 

περιγράφουν πλήρως την έννοια της «αλγεβρικής σκέψης» των µαθητών και για αυτό 

το λόγο αναλύουµε τις αναγνώσεις τους οι οποίες οριοθετούν τους στόχους της 

έρευνάς µας. 

Στη συνέχεια του κεφαλαίου αναλύουµε τα λάθη που κάνουν οι µαθητές στην 

ενασχόλησή τους µε αλγεβρικές δραστηριότητες και τις δυσκολίες που 

αντιµετωπίζουν µε την κατανόηση των εν χρήση εννοιών. 

Με βάση τις έρευνες των Kieran και Kaput, στις οποίες αναγνωρίζουµε την κοινή 

«ουσία» που είναι η σκέψη των µαθητών, συνθέτουµε ένα µοντέλο παραγόντων 

αλγεβρικής σκέψης, το οποίο παρουσιάζουµε στη συνέχεια του κεφαλαίου.  
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Τι είναι Άλγεβρα 
	
Μία πολύ δύσκολη ερώτηση ως προς την απάντησή της είναι το «τι είναι άλγεβρα». 

Είναι ένας µεγάλος κλάδος των µαθηµατικών, είναι ένας τρόπος µαθηµατικής 

δραστηριότητας, ή είναι ένας τρόπος σκέψης; Και πότε µία δραστηριότητα 

χαρακτηρίζεται αλγεβρική;  

Η άποψη ότι η άλγεβρα είναι ένας κλάδος των µαθηµατικών µε την έννοια ότι 

ξεκινάει όταν σταµατάει η αριθµητική, επικρατούσε στα αναλυτικά προγράµµατα 

σπουδών για µεγάλο χρονικό διάστηµα και έχει απασχολήσει πολλούς ερευνητές. 

Ενώ κάποιες έρευνες µελέτησαν το «γνωστικό κενό» που δηµιουργούσε η µετάβαση 

από την αριθµητική στην άλγεβρα (Herscovics, N. & Linchevsky, L. , 1994), κάποιες 

άλλες έρευνες επικεντρώθηκαν στην ιδέα ότι δεν υπάρχει εµφανής διάκριση µεταξύ 

της αριθµητικής και της άλγεβρας και ότι η αριθµητική είναι εγγενώς αλγεβρική και 

η άλγεβρα εγγενώς αριθµητική (Carraher et al., 2006; Lins & Kaput, 2004). Ο 

Radford (2015) υποστηρίζει ότι οι δραστηριότητες µε µοτίβα είναι ο χώρος που η 

αριθµητική και η άλγεβρα συνυπάρχουν, ενώ ο Watson (2009) παρατηρεί ότι η 

αναγνώριση της δοµής των αλγεβρικών εκφράσεων προϋποθέτει την αναγνώριση της 

δοµής των αριθµητικών εκφράσεων. 

Η άλγεβρα ως τρόπος σκέψης έχει απασχολήσει αρκετούς ερευνητές. Οι Sfard and 

Linchevsky (1994) παρατήρησαν ότι οι µαθητές όταν αντιµετωπίζουν αλγεβρικά 

προβλήµατα αντιµετωπίζουν δύο σηµαντικές µεταβάσεις: από την κατανόηση απλών 

λειτουργιών και διαδικασιών, στην κατανόηση της δοµής µίας έκφρασης µε χρήση 

αγνώστου και στη συνέχεια στη έννοια της συναρτησιακής διάστασης µίας έκφρασης 

µε χρήση µεταβλητών. Υπάρχει δηλαδή αλλαγή στον τρόπο σκέψης και αντίληψης 

των αντικειµένων, µία µετάβαση από το διαδικαστικό τρόπο σκέψης στον αφαιρετικό 
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τρόπο σκέψης για την κατανόηση των δοµών. Οι English και Sharry (1996), 

υποστηρίζουν ότι η αναλογική σκέψη, η διαδικασία σύγκρισης αλγεβρικών 

αντικειµένων, η ανακάλυψη των κοινών τους χαρακτηριστικών, είναι το εργαλείο 

ανακάλυψης των αλγεβρικών δοµών. Οι Rivera και Becker (2007) παρατήρησαν ότι 

οι µαθητές παράγουν γενικεύσεις για κλάσεις αφηρηµένων αντικειµένων µέσω 

απαγωγικής και επαγωγικής συλλογιστικής: οι απαγωγικές διαδικασίες, στη µελέτη 

για παράδειγµα ενός µοτίβου, στηρίζει την επαγωγική διαδικασία παραγωγής 

γενίκευσης. Υπάρχει δηλαδή µία διαδικασία απαγωγικής – επαγωγικής σκέψης. 

Άλλες έρευνες υποστηρίζουν ότι η επίλυση αλγεβρικών προβληµάτων σχετίζεται µε 

την ικανότητα επαγωγικής σκέψης αλλά και για τη σύνδεση απαγωγικής δηµιουργίας 

επιχειρηµάτων που προηγούνται µίας αλγεβρικής απόδειξης και της παραγωγικής 

διαδικασίας δηµιουργίας της απόδειξης.  

Μία κοινή οπτική σε διάφορες προσεγγίσεις του τι είναι Άλγεβρα, είναι το ότι η 

Άλγεβρα είναι η µελέτη των µαθηµατικών συµβόλων και των κανόνων για το 

χειρισµό των συµβόλων αυτών (Herstein, 1964). Και ενώ η προσέγγιση αυτή είναι 

και κατανοητή και αποδεκτή, είναι αµφίβολο αν καλύπτει µεγάλο µέρος της αίσθησης 

που έχουµε για το τι είναι Άλγεβρα. Μία πιο ακριβής προσπάθεια ορισµού είναι το 

ότι η άλγεβρα είναι ο τρόπος να εκφράζουµε γενικεύσεις για τους αριθµούς, τις 

ποσότητες, τις σχέσεις και τις συναρτήσεις (Watson, 2009). Και αυτός ο ορισµός 

παρουσιάζει µία από τις πολλές πτυχές της άλγεβρας. Ο Usiskin (1988) συµπληρώνει 

ότι άλγεβρα είναι και η µελέτη των δοµών αλλά και ένα σύνολο διαδικασιών για την 

επίλυση συγκεκριµένων προβληµάτων, δίνει δηλαδή, την πραγµατιστική διάσταση 

της άλγεβρας. Ο Kaput (1995) αναγνώρισε πέντε χαρακτηριστικά της άλγεβρας: 

γενίκευση και τυποποίηση (generalization and formalization), συντακτικά 

καθοδηγούµενους χειρισµούς (syntactically guided manipulations), η µελέτη των 
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δοµών, η µελέτη συναρτήσεων, σχέσεων και συµµεταβολής και η γλώσσα 

τυποποίησης. Και για να είµαστε πιο ακριβείς, ο Kaput παρουσίασε τα πέντε αυτά 

χαρακτηριστικά της άλγεβρας ως τις πέντε µορφές αλγεβρικής σκέψης µαθητών. 

Σκοπός του ήταν να δείξει ότι η άλγεβρα ενυπάρχει και εµπλουτίζει τις περισσότερες 

µαθηµατικές δραστηριότητες.  

Αποτέλεσµα της έρευνας που οδήγησε στη σύνθεση ορισµών για το τι είναι η 

σχολική άλγεβρα ήταν η θέση του NCTM – National Council of Teachers of 

Mathematics (1998), ότι το περιεχόµενο της σχολικής άλγεβρας µπορεί να αναλυθεί 

θεµατικά σε τέσσερις κατηγορίες: συναρτήσεις και σχέσεις, µοντελοποίηση, δοµή, 

γλώσσα και αναπαράσταση. 

Ο Howe (2005) ορίζει την άλγεβρα σε σχέση µε τη µορφή εργασίας σε µαθηµατικά 

προβλήµατα όπως η εργασία µε µεταβλητές, αναπαράσταση και µοντελοποίηση 

καταστάσεων, χειρισµός και µετατροπές εκφράσεων και εξισώσεων και η ανάδειξη 

των αλγεβρικών δοµών σε αριθµητικές παραστάσεις. Ένας άλλος ορισµός που 

φαίνεται να συγκεντρώνει τις πιθανές προσεγγίσεις της έννοιας της άλγεβρας είναι 

αυτός που αναπτύχθηκε από τους Mason, Graham και Johnston-Wilder (2005) και 

που ορίζει την άλγεβρα σύµφωνα µε την εκτιµώµενη συµπεριφορά των µαθητών. 

Ένας µαθητής λοιπόν που ασχολείται µε αλγεβρικές δραστηριότητες µπορεί να 

εκφράζει γενικευµένες προτάσεις και κατανοεί την έννοια της γενίκευσης, έρχεται 

αντιµέτωπος µε πολλές εκφράσεις της ίδιας γενίκευσης, χρησιµοποιεί µε άνεση τα 

σύµβολα, είτε όταν χρησιµοποιούνται ως άγνωστοι είτε ως απροσδιόριστες 

ποσότητες σε εξισώσεις ή ανισότητες, κατανοεί τις αλγεβρικές δοµές που 

αναδεικνύουν και τους κανόνες τις αριθµητικής και τους κανόνες χειρισµού 

αλγεβρικών εκφράσεων. 
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Σε µία άλλη έρευνα (Lee, 1997), ρωτήθηκαν καθηγητές µαθηµατικών, µαθηµατικοί, 

φοιτητές και ερευνητές της διδακτικής των µαθηµατικών, το τι είναι άλγεβρα. Οι 

απαντήσεις ανέδειξαν εφτά διαφορετικές οπτικές: γενικευµένη αριθµητική, εργαλείο, 

γλώσσα, κουλτούρα, τρόπος σκέψης, δραστηριότητα. Ο Lee (1997) αναφερόµενος 

στις συνεντεύξεις αυτές επισήµανε ότι το ότι η Άλγεβρα αναφερόταν ως 

δραστηριότητα στις περισσότερες απαντήσεις των ερωτηθέντων: «Η Άλγεβρα είναι 

κάτι που κάνεις, ένας τόπος δράσης» (σελ.187). Μπορεί η άλγεβρα να έχει να κάνει 

µε τα σύµβολα αλλά η χρήση και ο µετασχηµατισµός των συµβόλων είναι αυτό που 

µας ενδιαφέρει και όχι από µόνα τους τα σύµβολα. Η δηµιουργία των αλγεβρικών 

εκφράσεων και ο µετασχηµατισµός τους είναι συστατικό της άλγεβρας, δηλαδή και 

πάλι αναφερόµαστε στη δράση (action). 

Με βάση την ιδέα ότι η άλγεβρα είναι δραστηριότητα, η Kieran (1996) ανέπτυξε ένα 

µοντέλο που χωρίζει τις αλγεβρικές δραστηριότητες σε τρία είδη: δραστηριότητες 

γενίκευσης, δραστηριότητες µετασχηµατισµών που ακολουθούν συγκεκριµένους 

κανόνες και µετα-αλγεβρικές δραστηριότητες (meta-level activities), δηλαδή 

µαθηµατικές δραστηριότητες που στηρίζονται στην αλγεβρική σκέψη, 

δραστηριότητες δηλαδή που δεν είναι αποκλειστικά αλγεβρικές, αλλά προϋποθέτουν 

ικανότητα αλγεβρικής σκέψης και που περιλαµβάνουν γενικευµένες µαθηµατικές 

µεθόδους, όπως επίλυση προβληµάτων, µοντελοποίηση, γενίκευση, διατύπωση 

εικασιών, αιτιολόγηση, απόδειξη.  

Η οπτική του Kaput (1995) και της Kieran (1996) χρησιµοποιούν, κατά την άποψη 

µας, τον ίδιο φακό ανάγνωσης µε δύο διαφορετικούς τρόπους. Ο Kaput γράφει στο 

άρθρο του (1995), 

Επέλεξα να οργανώσω το υλικό γύρω από τις πέντε διαφορετικές µορφές 
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αλγεβρικής συλλογιστικής (reasoning) όπως τις βλέπω, µε σκοπό να 

παρουσιάσω πως η άλγεβρα µπορεί να εµποτίσει και να εµπλουτίσει τις 

περισσότερες µαθηµατικές δραστηριότητες από τις πρώτες τάξεις και µετά 

(σελ. 4). 

Και οι δύο ερευνητές µελετούν το υποκείµενο που ενεργεί, δηλαδή τον µαθητή. Η 

Kieran διερευνά το είδος των αλγεβρικών δραστηριοτήτων και ο Kaput µελετά τη 

σκέψη του µαθητή που ενεργεί στις δραστηριότητες αυτές.  Στο παρακάτω σχήµα 

παρουσιάζονται επιγραµµατικά οι άξονες των δύο προσεγγίσεων. 

 

 

 

 

 

 

Το µοντέλο Αλγεβρικής δραστηριότητας της Kieran (1996) 

Η Kieran (1996) κατηγοριοποίησε την σχολική άλγεβρα µε κριτήριο το είδος των 

δραστηριοτήτων µε τις οποίες εµπλέκονται οι µαθητές: 

1. Δραστηριότητες γενίκευσης 

2. Δραστηριότητες µετασχηµατισµών που ακολουθούν συγκεκριµένους 

κανόνες. 

3. Μετα-αλγεβρικές δραστηριότητες (meta-level activities), δηλαδή 

Kaput (1995) 

1. Γενίκευση και τυποποίηση 

(formalization) 

2. Χειρισµός και µετασχηµατισµός 

αντικειµένων σε πλαίσιο 

µαθηµατικών κανόνων. 

3. Μελέτη των δοµών. 

4. Μελέτη συναρτήσεων, σχέσεων 

και συµµεταβολής. 

5. Γλώσσα τυποποίησης. 

	

Kieran (1996) 

1. Δραστηριότητες γενίκευσης 

2. Δραστηριότητες 

µετασχηµατισµών που 

ακολουθούν συγκεκριµένους 

κανόνες. 

3. Μετα-αλγεβρικές 

δραστηριότητες (meta-level 

activities). 
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µαθηµατικές δραστηριότητες που στηρίζονται στην αλγεβρική σκέψη, 

δραστηριότητες δηλαδή δεν είναι αποκλειστικά αλγεβρικές, που 

περιλαµβάνουν γενικευµένες µαθηµατικές µεθόδους, όπως επίλυση 

προβληµάτων, µοντελοποίηση, γενίκευση, διατύπωση εικασιών, αιτιολόγηση, 

απόδειξη, δραστηριότητες που προϋποθέτουν ικανότητα αλγεβρικής σκέψης. 

Δραστηριότητες γενίκευσης 

Οι δραστηριότητες γενίκευσης στην άλγεβρα έχουν να κάνουν µε τη δηµιουργία των 

εκφράσεων και των εξισώσεων που είναι αντικείµενο της άλγεβρας. Σε αυτές τις 

εκφράσεις χρησιµοποιούνται µεταβλητές ως άγνωστοι και παράµετροι µε χρήση του 

συµβόλου της ισότητας και ανήκουν στο χώρο της επίλυσης εξισώσεων.  

Δηλαδή συναντάµε δραστηριότητες που περιλαµβάνουν:  

i. Εξισώσεις µίας µεταβλητής που αναπαριστούν προβληµατικές καταστάσεις 

(Bell, 1995). 

Παράδειγµα: Έχουµε 31 πέτρες τοποθετηµένες σε τρεις σειρές. Η πρώτη έχει 5 

πέτρες λιγότερες από την τρίτη και η δεύτερη έχει 15 πέτρες περισσότερες από την 

Τρίτη. Να βρείτε το πλήθος των πετρών κάθε σειράς. (Bell, 1995) 

ii. Εκφράσεις γενίκευσης που προκύπτουν από γεωµετρικά µοτίβα ή αριθµητικές 

ακολουθίες (Mason, 1996). 

Παράδειγµα: Παρατηρήστε τη παρακάτω σειρά σχηµάτων. Διατυπώστε έναν κανόνα 

σύµφωνα µε τον οποίο µπορούµε να κατασκευάσουµε σχήµατα για να συνεχίσουµε 

τη σειρά σχηµάτων της εικόνας (Mason, 1996). 
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Εικόνα 1. Γεωµετρικό µοτίβο 

 

iii. Εκφράσεις που προκύπτουν από τους κανόνες που ισχύουν σε αριθµητικές 

σχέσεις. (Lee and Weeler, 1987). 

Παράδειγµα: Να αποδείξετε ότι το άθροισµα δύο διαδοχικών φυσικών αριθµών είναι 

περιττός αριθµός (Lee and Weeler, 1987). 

Η δηµιουργία νοήµατος στην άλγεβρα συµβαίνει κυρίως µέσω των δραστηριοτήτων 

γενίκευσης. Σε σχέση µε τη δηµιουργία νοήµατος, οι αλγεβρικές δραστηριότητες 

κινούνται µεταξύ δύο πλαισίων. Το πρώτο είναι το πλαίσιο των συναρτήσεων και το 

άλλο είναι το πλαίσιο της γενικευµένης αριθµητικής.  

Στο πλαίσιο των συναρτήσεων συναντάµε δραστηριότητες που σχετίζονται µε α) τη 

δηµιουργία αναπαραστάσεων µέσω πινάκων και γραφικών παραστάσεων, που 

βοηθούν στην κατανόηση των εννοιών των συγκεκριµένων δραστηριοτήτων, β) το 

χειρισµό µεταβλητών σε εκφράσεις, που βρίσκονται σε σχέση µε άλλες µεταβλητές, 

γ) Εξισώσεις πρώτου βαθµού µίας µεταβλητής που µπορεί να θεωρηθούν ότι 

προκύπτουν από την ισότητα δύο γραµµικών συναρτήσεων που η γραφική τους 

παράσταση είναι ευθεία, δ) την ερµηνεία της λύσης µίας εξίσωσης ως την τιµή του x 

για την οποία δύο συναρτήσεις είναι ίσες ή το σηµείο τοµής των δύο συναρτήσεων. 

Στο πλαίσιο της γενικευµένης αριθµητικής έχουµε δραστηριότητες όπου ο άγνωστος 

έχει προτεραιότητα σε σχέση µε τη µεταβλητή και οι εκφράσεις και οι εξισώσεις 
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λειτουργούν ως αναπαραστάσεις αριθµητικών διαδικασιών. 

Η δραστηριότητα γενίκευσης είναι ο χώρος που η άλγεβρα έχει το ρόλο της γλώσσας 

που διατυπώνει το νόηµα (Radford, 2001) και που η αλγεβρική σκέψη µπορεί να 

εκφραστεί (Cuoco, Goldenberg, & Mark, 1996). 

Δραστηριότητες µετασχηµατισµών που ακολουθούν συγκεκριµένους κανόνες. 
	
Οι δραστηριότητες αυτές περιλαµβάνουν το µετασχηµατισµό παραστάσεων µε 

παραγοντοποίηση, πράξεις, άνοιγµα παρενθέσεων, απλοποίηση κλασµάτων,  πράξεις 

πολυωνύµων, όπως και δηµιουργία ισοδύναµων εκφράσεων και εξισώσεων µε 

πράξεις, παραγοντοποίηση και απλοποίηση, απαλοιφή παρενθέσεων, επίλυση 

εξισώσεων και ανισώσεων κ.λ.π. Το µεγαλύτερο µέρος των δραστηριοτήτων αυτών 

είναι η αλλαγή της συµβολικής µορφής µίας έκφρασης ή µίας εξίσωσης µε σκοπό να 

διατηρηθεί η ισοδυναµία. Όλες οι αλλαγές και οι µετασχηµατισµοί πρέπει να 

ακολουθούν κανόνες και προϋποθέτουν τη κατανόηση των κανόνων αυτών. Βασικοί 

κανόνες οδηγούν σε αρχικούς µετασχηµατισµούς και καθώς η διαδικασία σύνθεσης 

ισοδύναµων εκφράσεων γίνεται πιο σύνθετη, νέοι κανόνες χρησιµοποιούνται, οι 

αρχικοί κανόνες χρησιµοποιούνται µε διαφορετικό τρόπο, σε ευρύτερο πεδίο και µε 

τη διαδικασία αυτή συνθέτεται το νόηµα, η κατανόηση. Ακόµα και η τεχνική της 

παραγοντοποίησης έχει τη δυνατότητα να οδηγήσει στην κατανόηση βαθύτερου 

νοήµατος στην άλγεβρα. Για παράδειγµα η πρόταση x6 – 1 µπορεί να 

παραγοντοποιηθεί µέσω δύο διαφορετικών δοµών: ως διαφορά τετραγώνων ή ως 

διαφορά κύβων. Η σύνδεση των δοµών αυτών και οι µετασχηµατισµοί µε τον ένα ή 

τον άλλο τρόπο δηµιουργεί τις προϋποθέσεις δηµιουργίας νοήµατος. Επίσης 

δραστηριότητες τέτοιας µορφής οδηγούν και σε γενικεύσεις για τις σχέσεις των 

διαφορετικών δοµών. Στο παράδειγµα αυτό η παραγοντοποίηση της έκφρασης x6 – 1 
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έχει τις παρακάτω µορφές: 	

x6 −1= x2( )3 −1= x2 −1( ) x4 + x2 +1( ) = x −1( ) x +1( ) x4 + x2 +1( ) 	

x6 −1= x3( )2 −1= x3 −1( ) x3 +1( ) = x −1( ) x2 + x +1( ) x +1( ) x2 − x +1( ) 	

x6 −1= x −1( ) x5 + x4 + x3 + x2 + x +1( ) 	

Οι διαφορετικοί τρόποι παραγοντοποίησης και η σύνδεση των διαφορετικών 

προϊόντων µπορεί να κατευθύνει σε γενικεύσεις και δίνει µία ευρεία οπτική του 

αλγεβρικού αντικειµένου.	

Κάποιος που γνωρίζει τους κανόνες και έχει κατανοήσει τις έννοιες και τη αλγεβρική 

δοµή τους, µπορεί να µετασχηµατίζει αλγεβρικές παραστάσεις και εξισώσεις µε 

τρόπο που φαίνεται να είναι αυτόµατος. Όταν κάποιος κατέχει τους κανόνες και τις 

ιδιότητες των αντικειµένων ανακαλεί τους αλγόριθµους µετατροπής σχεδόν 

αυτόµατα, θα µπορούσε να πει κάποιος, χωρίς ιδιαίτερη σκέψη. Όπως όµως έχει 

τονίσει ο Paolo Boero (1993), κάθε αλγεβρικός χειρισµός περιέχει ένα στόχο που 

καθορίζει την πορεία του χειρισµού του αλγεβρικού αντικειµένου, µία αίσθηση για το 

πως θέλεις να µετατρέψεις µία αλγεβρική παράσταση ή µία εξίσωση, που θέλεις να 

καταλήξεις, πως θέλεις να µοιάζει η αλγεβρική έκφραση που χειρίζεσαι όταν 

τελειώσεις. Υπάρχει δηλαδή ένας παράλληλος, σχεδόν υποσυνείδητος σχεδιασµός 

στρατηγικής, που καθορίζει την πορεία χειρισµού των αλγεβρικών αντικειµένων. Εξ’ 

άλλου, όπως παρατηρεί και ο Mason (1996), υπάρχει µία ανθρώπινη επιθυµία να 

«αποφεύγονται τα ενδιάµεσα στάδια», δηλαδή κατά το χειρισµό των εκφράσεων και 

τον µετασχηµατισµό τους, αποφεύγονται ενδιάµεσες ισοδύναµες εκφράσεις, ώστε ο 

στόχος να επιτευχθεί συντοµότερα. Η άνεση αυτή προκύπτει βέβαια, από την 
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εµπειρία. Εδώ υπάρχει µία αντίφαση: αν θέλεις να αποκτήσεις άνεση στο χειρισµό 

αλγεβρικών εκφράσεων, για να µπορείς να αναγνωρίζεις τις έννοιες πίσω από τον 

«στεγνό» µετασχηµατισµό των αλγεβρικών αντικειµένων, πρέπει να εργάζεσαι χωρίς 

να παρατηρείς τις λεπτοµέρειες, δηλαδή να εργάζεσαι µε δραστηριότητες που 

αποµακρύνουν την προσοχή σου από την ερµηνεία των εκφράσεων αυτών (Gattegno, 

1987).  

Ανιχνεύοντας βαθύτερα την ικανότητα χειρισµού των αλγεβρικών αντικειµένων, 

κατανοούµε ότι για να µπορέσουµε να µετασχηµατίσουµε µία αλγεβρική έκφραση, 

να χειριστούµε τα σύµβολα µε επιτυχία πρέπει να έχουµε κατανοήσει τις δοµικές 

ιδιότητες των µαθηµατικών λειτουργιών και των σχέσεων ώστε να µπορούµε να 

κατανοήσουµε ποιοι µετασχηµατισµοί είναι επιτρεπτοί και ποιοι δεν είναι (Booth, 

1989). Η αναγνώριση και η µελέτη των αλγεβρικών δοµών είναι ένα από τα 

χαρακτηριστικά της άλγεβρας (Kaput, 1995) που, µπορούµε να πούµε, που 

εµφανίζεται στους µετασχηµατισµούς και τους χειρισµούς των αλγεβρικών 

αντικειµένων και συµβόλων. Οι «χωρίς νόηµα» µετασχηµατισµοί έπονται της 

ικανότητας αναγνώρισης των αφηρηµένων εννοιών που βρίσκονται πίσω από τα 

σύµβολα (Sfard, Linchevski, 1994), µε τρόπο που τα σύµβολα γίνονται, όπως 

υποστηρίζει και ο Kaput (1995), διάφανα. 

Με αυτή την προσέγγιση του τρόπου που πραγµατοποιούνται οι δραστηριότητες 

µετασχηµατισµού συµπεραίνουµε ότι µία τέτοια δραστηριότητα δεν στηρίζεται απλά 

σε τεχνικές, δεν στερείται νοήµατος. Κάθε δραστηριότητα µετασχηµατισµού 

περιλαµβάνει θεωρητικά και εννοιολογικά στοιχεία τα όποια είναι περισσότερο 

εµφανή κατά την εκµάθηση και αρχική εφαρµογή των τεχνικών αυτών. Οι τεχνικές 

έχουν ένα πραγµατιστικό ρόλο για την παραγωγή αποτελεσµάτων αλλά 
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προϋποθέτουν και οδηγούν σε κατανόηση εννοιών που χειρίζεται η άλγεβρα 

(Lagrance, 2002). 

Μετα-αλγεβρικές δραστηριότητες (Global/meta-level). 
	
Σε αυτές τις δραστηριότητες χρησιµοποιείται η άλγεβρα ως εργαλείο και γι’ αυτό το 

λόγο αναφέρονται και ως µετα-αλγεβρικές. Σε αυτές τις δραστηριότητες ανήκει η 

επίλυση προβληµάτων µε κατασκευή εξίσωσης, η µοντελοποίηση, η ανάδειξη 

µαθηµατικών δοµών, η µελέτη αλλαγών και σχέσεων, η γενίκευση, η αιτιολόγηση, η 

εξήγηση και η απόδειξη, η πρόβλεψη και η έκφραση εικασιών, η µελέτη της αλλαγής 

σε περιβάλλοντα συναρτήσεων και γενικά όλες οι δραστηριότητες µε τις οποίες 

ασχολούνται οι µαθητές, στις οποίες δε χρησιµοποιείται η άλγεβρα µέσω της 

κατασκευής «αλγεβρικών» αντικειµένων, που είναι δυνατό δηλαδή, να µη 

χρησιµοποιηθούν καθόλου γράµµατα ως µεταβλητές, άγνωστοι ή παράµετροι. Σε 

τέτοιες δραστηριότητες ο µαθητής χρησιµοποιεί µαθηµατικές ικανότητες που δεν 

µπορούν να χαρακτηριστούν αποκλειστικά αλγεβρικές, γεωµετρικές ή κάτι άλλο, 

αλλά το υπόβαθρο τους είναι εµφανέστατα αλγεβρικό. Εξ’ άλλου αν το αρνηθούµε 

αυτό είναι σα να τοποθετούµε την άλγεβρα σε χαµηλό επίπεδο χρησιµότητας. Οι 

µετα-αλγεβρικές δραστηριότητες προϋποθέτουν αλγεβρικές ικανότητες, αλλά 

χρησιµοποιούνται και ως εργαλείο για την απόκτηση και ενίσχυση νέων ικανοτήτων 

αλγεβρικής σκέψης για την ενασχόληση µε πιο σύνθετες δραστηριότητες γενίκευσης 

και µετατροπής των δύο πρώτων κατηγοριών. Δηµιουργούν δηλαδή το περιβάλλον 

ενασχόλησης γενικά µε µία µαθηµατική, ή ειδικά µε µία αλγεβρική δραστηριότητα. 

Η σηµαντικότητα των µετα-αλγεβρικών δραστηριοτήτων οφείλεται σε σηµαντικό 

βαθµό και στο ότι σε αυτή την κατηγορία ανήκουν δραστηριότητες που η αρχική 

προσέγγιση τους δεν απαιτεί τη χρήση γραµµάτων (µεταβλητές, παράµετροι) και 
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κατασκευή εξισώσεων, αλλά καταλήγουν σε αυτή οι µαθητές είτε λόγω ανάγκης είτε 

λόγω ευκολίας. Δίνουν δηλαδή, την δυνατότητα στο µαθητή να κινείται µεταξύ του 

συµβολικού και µη συµβολικού τρόπου επίλυσης προβληµατικών καταστάσεων, 

ώστε η ικανότητα δηµιουργίας γενικευµένων µαθηµατικών µοντέλων µε χρήση 

συµβόλων (γραµµάτων) να αναπτύσσεται σταδιακά, βάσει ανάγκης ή ευκολίας. 

Ωστόσο η άλγεβρα δεν είναι επίλυση προβληµάτων, µοντελοποίηση, απόδειξη ή 

κάποια άλλη µετα-αλγεβρική δραστηριότητα. Δεν είναι ούτε τρόπος διδασκαλίας της 

άλγεβρας. Τα χαρακτηριστικά των µετα-αλγεβρικών δραστηριοτήτων 

περιλαµβάνονται στα άλλα δύο είδη αλγεβρικών δραστηριοτήτων της γενίκευσης και 

του µετασχηµατισµού. Δηλαδή η έννοια της µετα-αλγεβρικής δραστηριότητας είναι 

ταυτόχρονα ευρύτερη και πιο περιορισµένη από την έννοια της αλγεβρικής 

δραστηριότητας.   

Το µοντέλο αλγεβρικής συλλογιστικής (algebraic reasoning) του 
Kaput (1995). 
	
Ο Kaput ανίχνευσε πέντε διαφορετικές αλληλοσχετιζόµενες µορφές αλγεβρικής 

συλλογιστικής που δηµιουργούν ένα σύνθετο ενιαίο σύνολο. Οι πρώτες δύο µορφές 

αποτελούν τη βάση των υπολοίπων, οι επόµενες δύο αποτελούν θεµατικές πτυχές (;) 

και η τελευταία µορφή που διαχέεται σε όλες τις προηγούµενες, εµφανίζει την 

άλγεβρα ως ένα δίκτυο γλωσσών. Υπάρχει πλούσια εννοιολογική αλληλεπίδραση 

µεταξύ των πέντε µορφών αλγεβρικής συλλογιστικής. Αυτές είναι: 

1. Η άλγεβρα ως γενίκευση και τυποποίηση µοτίβων. 

2. Η άλγεβρα ως συντακτικά καθοδηγούµενος χειρισµός φορµαλισµών. 

3. Η άλγεβρα ως η µελέτη των δοµών που προκύπτουν από τους υπολογισµούς 

και τις σχέσεις. 
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4. Η άλγεβρα ως η µελέτη συναρτήσεων, σχέσεων και συµµεταβολής. 

5. Η άλγεβρα ως πρώτη ύλη µοντελοποίησης. 

Γενίκευση και τυποποίηση µοτίβων 
	
Παρόλο που η υπολογιστική αριθµητική που επικρατεί στη βασική εκπαίδευση, η 

αρίθµηση και η ταξινόµηση που χρησιµοποιείται στη συνδυαστική και η ικανότητα 

της χωρικής αντίληψης δεν φαίνεται να προϋποθέτουν και να περιλαµβάνουν την 

ικανότητα γενίκευσης και µαθηµατικής τυποποίησης, είναι δύσκολο να αφαιρέσει 

κάποιος τις δύο αυτές ικανότητες από οποιαδήποτε µαθηµατική δραστηριότητα. H 

γενίκευση και η µαθηµατική τυποποίηση είναι στον πυρήνα της µαθηµατικής 

δραστηριότητας και σκέψης, είναι αυτό που χαρακτηρίζει κάτι µαθηµατικό. 

Η γενίκευση που πραγµατοποιείται στα µαθηµατικά, περιλαµβάνει τη σκόπιµη 

διεύρυνση του εύρους της συλλογιστικής και των εν χρήση εννοιών πέρα από τα 

σύνορα της εκάστοτε δραστηριότητας, αναγνωρίζει και αποκαλύπτει ρητά τις 

οµοιότητες που έχουν τα µαθηµατικά αντικείµενα του ίδιου χώρου. Η γενίκευση που 

πραγµατοποιείται στα µαθηµατικά κατά τη µελέτη ενός µαθηµατικού αντικειµένου, 

µίας µαθηµατικής δραστηριότητας, αναπτύσσει τη συλλογιστική πέρα από το επίπεδο 

του συγκεκριµένου αντικειµένου ή δραστηριότητας και αναγνωρίζει τη δοµή, τα 

µοτίβα, τους κανόνες, τις διαδικασίες και τις σχέσεις ώστε το αντικείµενο µελέτης 

παύει να είναι η αρχική δραστηριότητα αλλά αυτά που προκύπτουν από τη γενίκευση. 

Αλλά η διατύπωση της γενίκευσης απαιτεί τη χρήση γλώσσας που µπορεί να είναι η 

τυποποιηµένη και αυστηρά «µαθηµατική» ή το σύνολο που περιλαµβάνει τη γλώσσα 

επικοινωνίας, τις χειρονοµίες, και όλα αυτά που κάνουν οι µαθητές για να 

επικοινωνήσουν τις ιδέες τους.  

Η γενίκευση και η τυποποίηση µπορούν να χωριστούν σε δύο κατηγορίες µε κριτήριο 



27	

το πλαίσιο εµφάνισης τους, ανάλογα αν προκύπτουν από τη συλλογιστική και την 

επικοινωνία σε µαθηµατικό περιβάλλον, και από τη συλλογιστική και επικοινωνία σε 

καταστάσεις που δεν χαρακτηρίζονται µαθηµατικές αλλά που στον πυρήνα τους 

είναι. Μπορεί να φαίνεται ότι οι δύο κατηγορίες είναι διαφορετικές µεταξύ τους αλλά 

στην ουσία όχι µόνο καταλήγουν στο ίδιο σηµείο που είναι η γενίκευση και η 

τυποποίηση αλλά και προϋποθέτουν το ίδιο υπόβαθρο που είναι η εµπειρία. Όταν 

ένας µαθητής ασχολείται µε ασκήσεις µαθηµατικών  που χρειάζονται απλές ή και πιο 

σύνθετες πράξεις, ανατρέχει στην εµπειρία του. Οι ικανότητες που έχει αναπτύξει σε 

προηγούµενες δραστηριότητες είναι το εργαλείο για τις νέες. Αλλά και όταν κάποιος 

ασχολείται µε ένα πρόβληµα που δεν χαρακτηρίζεται µαθηµατικό, αλλά έχει τα 

µαθηµατικά στον πυρήνα του, στηρίζεται στην εµπειρία που έχει αποκτήσει µέχρι 

εκείνη τη στιγµή, από άλλα προβλήµατα, ώστε να βελτιώσει τις ικανότητες του για να 

µπορέσει να ξεπεράσει την προβληµατική της κάθε δραστηριότητας. Η µαθηµατική 

σκέψη τελικά προκύπτει από την εµπειρία και γίνεται µαθηµατική µέσω κατάλληλων 

δραστηριοτήτων και διαδικασιών (Kaput, 1995). 

Η Άλγεβρα ως συντακτικά καθοδηγούµενος χειρισµός φορµαλισµών. 
	
Όταν χειριζόµαστε αλγεβρικούς φορµαλισµούς, αλγεβρικές παραστάσεις, σχέσεις 

τύπους κλπ. η προσοχή µας επικεντρώνεται στα σύµβολα και τους συντακτικούς 

κανόνες που πρέπει να τηρήσουµε και λίγη σηµασία δίνουµε στο τι αντιπροσωπεύουν 

τα αντικείµενα αυτά. Όσο πιο σύνθετη γίνεται µία αλγεβρική παράσταση ή µία 

εξίσωση,  τόσο περισσότερο εµφανές γίνεται το φαινόµενο αυτό. Στην προσπάθεια να 

µπορέσουµε να χειριστούµε δυσκολότερα σύµβολα δεν ανακαλύπτουµε τις έννοιες 

που κρύβονται πίσω από αυτά, τις σχέσεις που τα συνδέουν και µηχανιστικά 

ακολουθούµε κανόνες για να µετατρέψουµε τους µαθηµατικούς φορµαλισµούς. Αντί 

να εστιάζουµε στα σύµβολα κοιτάµε µέσα από αυτά για να δούµε µε λεπτοµέρεια 
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τους συντακτικούς κανόνες (Kaput, 1995).  Έτσι όσο προχωράµε «βαθύτερα» στην 

Άλγεβρα σκεφτόµαστε διαρκώς λιγότερο.  

Αν, για παράδειγµα, παρατηρήσουµε το πως οι µαθητές της Β γυµνασίου χειρίζονται 

τις εξισώσεις και τις ανισώσεις, θα επιβεβαιώσουµε όσα αναφέραµε παραπάνω. Όταν 

οι µαθητές φτάνουν στο κεφάλαιο των εξισώσεων, γνωρίζουν ότι είναι µία ισότητα 

που περιλαµβάνει ένα άγνωστο, συνήθως το «x» αλλά δεν θυµούνται ή δεν γνωρίζουν 

ότι η εξίσωση αυτή συνδέεται µε ένα πρόβληµα. Στην αρχή λοιπόν του κεφαλαίου 

υπάρχει µία πολύ καλή δραστηριότητα µε ζυγαριές για την κατανόηση της έννοιας 

της εξίσωσης και αρκετά σύντοµα, στις επόµενες δραστηριότητες η σύνδεση των 

εξισώσεων µε το αρχικό πρόβληµα χάνεται στην προσπάθεια να µάθουν οι µαθητές 

να απλοποιούν και να µετασχηµατίζουν τις εξισώσεις. Και επειδή, η αντίληψη των 

περισσότερων ότι οι εξισώσεις είναι το σηµαντικότερο και το κατεξοχήν µαθηµατικό 

αντικείµενο γνώσης, οι ασκήσεις στη β γυµνασίου γίνονται όλο και πιο σύνθετες, ως 

προς τις πράξεις που απαιτούν για να απλοποιηθούν, δηλαδή ως προς το σύνολο των 

συντακτικών κανόνων που πρέπει κάποιος να ακολουθήσει. Έτσι το πραγµατικό 

νόηµα χάνεται και οι µαθητές µαθαίνουν να χρησιµοποιούν µηχανικά κανόνες και 

διαδικασίες, ακόµα και σε περιπτώσεις  που δεν µπορούν. Για παράδειγµα το 

«χιαστί» γινόµενο, η ιδιότητα των αναλογιών, εφαρµόζεται πολλές φορές και στην 

πρόσθεση κλασµάτων ή στον πολλαπλασιασµό. Τέτοιες ιδιότητες, διαδικασίες 

ξεκόβονται από τις έννοιες που τις συνοδεύουν µε αποτέλεσµα να χάνεται το νόηµα.  

Οι έρευνες χρησιµοποιούν αρκετά παραδείγµατα που δείχνουν τις δυσκολίες που 

αντιµετωπίζουν οι µαθητές στην κατανόηση των αλγεβρικών αντικειµένων και των 

εννοιών που βρίσκονται στον πυρήνα τους.  

Άλλα συχνά λάθη παρατηρούνται στις ανισώσεις που το σύµβολο της ανίσωσης, 
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είναι για κάποιους µαθητές, ένα άλλο σύµβολο που µπήκε στη θέση του συµβόλου 

της ισότητας, µεταξύ δύο αλγεβρικών παραστάσεων που χρησιµοποιούν τον ίδιο 

άγνωστο. Βλέπουµε συχνά, κυρίως στις πρώτες δραστηριότητες, ότι οι µαθητές 

θέλουν να εφαρµόσουν στις ανισώσεις τις ίδιες διαδικασίες που ισχύουν στις 

εξισώσεις και «µαθαίνουν» να µην το κάνουν αυτό και να είναι προσεκτικοί όταν δεν 

βλέπουν ισότητα, µαθαίνουν νέους κανόνες και οι περισσότεροι δεν αντιλαµβάνονται 

την εννοιολογική διαφορά της εξίσωσης µε την ανίσωση, αδυναµία που ενισχύεται 

όλο και περισσότερο µε τις διαρκώς αυξανόµενης δυσκολίας ασκήσεις.    

Ένα άλλο παράδειγµα δυσκολίας των µαθητών παρατηρείται στο κεφάλαιο των 

ταυτοτήτων στην γ γυµνασίου, όπου κάποιοι µαθητές πιστεύουν ότι (α+β)2=α2+β2 

ακόµα και µετά το τέλος του κεφαλαίου και άλλοι πιστεύουν ότι ισχύει ταυτόχρονα η 

προηγούµενη ισότητα µε την ταυτότητα που µαθαίνουν στο κεφάλαιο αυτό. Τέτοιες 

δυσκολίες παρουσιάζονται γιατί τα µαθηµατικά αυτά αντικείµενα διδάσκονται 

στεγνά, ως τύποι, δεν συνδέονται µε παραδείγµατα που θα βοηθούσαν στην 

κατανόηση αλλά και επειδή δεν έχουν οι µαθητές αρκετές ευκαιρίες να συλλογιστούν 

τι είναι αυτό που µαθαίνουν, να αντιληφθούν το αντικείµενο της γνώσης και να 

δοκιµάσουν µε παραδείγµατα που θα κατασκευάσουν οι ίδιοι την ισχύ των 

αλγεβρικών προτάσεων.  

Η σχέση δυσκολότερες ασκήσεις – λιγότερο νόηµα που παρατηρείται στην 

µαθηµατική εκπαίδευση, έχει ως αποτέλεσµα την ανικανότητα των µαθητών να 

διακρίνουν το νόηµα των µαθηµατικών και φτάνοντας στις τελευταίες τάξεις του 

Λυκείου οι µαθητές πιστεύουν ότι τα µαθηµατικά δεν είναι ιδιαίτερα χρήσιµα για τη 

ζωή τους και η πεποίθηση αυτή ενισχύει την αποξένωση τους από το µάθηµα, τους 

οδηγεί να αντιµετωπίζουν τα µαθηµατικά στεγνά, χωρίς ενδιαφέρον, αφιερώνουν λίγο 
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χρόνο στα µαθηµατικά ο οποίος αναλώνεται σε πράξεις και διαδικασίες και στην 

πορεία αυτή χάνουν κάποιοι µαθητές την ευκαιρία να αναπτύξουν σε βαθύτερο 

επίπεδο τη µαθηµατική τους σκέψη.   

Ο Kaput (1992) αναφέρει στο άρθρο του ένα παράδειγµα που κατέγραψε ο Guershon 

Harel στο οποίο µία µαθήτρια του γυµνασίου προσπάθησε να λύσει την ανίσωση  (x 

– 1)2 > 1. Η µαθήτρια έδωσε τη λύση: x > 1. Όταν ρωτήθηκε πως έφτασε στη λύση 

αυτή η µαθήτρια χρησιµοποίησε τη διαδικασία που είχε µάθει στις εξισώσεις και 

υποστήριξε πως επειδή η λύση της εξίσωσης  (x – 1)2 = 0 είναι  x – 1 = 0  ή  x – 1 = 

0,  δηλαδή τελικά x = 1, εποµένως και στην ανίσωση θα έχουµε x > 1. Όταν 

ρωτήθηκε η µαθήτρια για το πως θα µπορούσε να λύσει την εξίσωση  

(x – 1)(x – 1) = 3, απάντησε (x – 1) = 3 ή (x – 1) = 3.  O Harel σχολίασε για το 

παράδειγµα αυτό, ότι η µαθήτρια είχε δηµιουργήσει πολύ επιφανειακές συµβολικές 

δοµές, δεν µπόρεσε να αντιληφθεί το τι αντιπροσωπεύουν οι συµβολικές προτάσεις 

των ασκήσεων που προσπάθησε να λύσει και γι’ αυτό πίστεψε ότι µοιράζονται την 

ίδια δοµή, έχουν δηλαδή παρόµοια µέθοδο λύσης. Η λανθασµένη αντίληψη ότι η 

ισότητα και η ανισότητα έχουν παρόµοιες ιδιότητες και ότι οι διαδικασίες που 

χειρίζονται ασκήσεις µε τις σχέσεις αυτές είναι παρόµοιες, εµφανίζεται σε αρκετούς 

µαθητές. Ενώ τα παιδιά του γυµνασίου αλλά και του Λυκείου µπορούν να χειρίζονται 

τα σύµβολα και να µαθαίνουν διαδικασίες, τις οποίες ανακαλούν όταν τις χρειαστούν, 

η δυνατότητα αυτή δε συνδέεται µε την κατανόηση. Ο τυπικός µαθητής πιστεύει ότι η 

αποµνηµόνευση κανόνων και διαδικασιών είναι ο στόχος της µαθηµατικής 

εκπαίδευσης.  

Αντιθέτως η κατανόηση της Άλγεβρας περιλαµβάνει την ικανότητα σύνδεσης γνώσης 

των διαδικασιών µε τη γνώση των εννοιών (Kaput, 1992). 
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Η άλγεβρα ως η µελέτη των δοµών που προκύπτουν από τους υπολογισµούς και 
τις σχέσεις. 
	
Οι δραστηριότητες υπολογισµών και οι εργασίες εξάσκησης και γενικά οι 

δραστηριότητες που ακολουθούν τους κανόνες και τις ιδιότητες των αλγεβρικών 

αντικειµένων οδηγούν σε γενικεύσεις µέσω αφαίρεσης που αναδεικνύουν τις 

αλγεβρικές δοµές των αντικειµένων. Οι δοµές αυτές είναι αρχικά αφηρηµένες και η 

αναγνώριση τους προϋποθέτει εµπειρία, εκφράζονται από τους µαθητές λεκτικά σε 

φυσική γλώσσα, η αναγνώριση τους εµπλουτίζει την εννοιολογική κατανόηση των 

συστηµάτων από τα οποία προέκυψαν οι δοµές, βοηθούν τη σύνθεση και ανακάλυψη 

γενικευµένων δοµών και είναι εργαλείο που βοηθάει τους µαθητές να φτάσουν σε 

υψηλότερα επίπεδα αφαίρεσης (Kaput, 1992). 

Η άλγεβρα ως µελέτη συναρτήσεων, σχέσεων και συµµεταβολής. 
	
Όταν συζητάµε για την άλγεβρα σκεφτόµαστε µεταβλητές. Μία αλγεβρική πρόταση ή 

ένας τύπος περιέχει γράµµατα, µεταβλητές, σταθερές ή παραµέτρους. Κεντρικό 

σηµείο της αλγεβρικής σκέψης είναι η έννοια της µεταβλητής µε όλες τις πιθανές 

ερµηνείες και συνδέσεις µε άλλες έννοιες (Usiskin, 1988). Αυτό που είναι σηµαντικό 

και ενδιαφέρον για τη δυναµική φύση της µεταβλητής δεν είναι µόνο ότι µπορεί να 

αλλάζει τιµές αλλά το πως η αλλαγή στις τιµές µίας µεταβλητής επηρεάζει τις τιµές 

άλλων µεταβλητών. Η µελέτη λοιπόν των µεταβλητών συνδέεται µε τη µελέτη των 

συναρτήσεων (Heid, 1996).    

Όταν συζητάµε για συναρτήσεις, έχουµε στο µυαλό µας την έννοια της 

συµµεταβολής δύο ποσοτήτων, όπου η µεταβολή στην τιµή µίας µεταβλητής 

συνδέεται µε τη µεταβολή στην τιµή µίας άλλης µεταβλητής. Συνήθως η εισαγωγή 

στην έννοια γίνεται µε τον κλασικό τρόπο ορισµού της συνάρτησης, µέσω του τύπου 

της, µελέτη βασικών συναρτήσεων κ.λ.π. Αλλά όταν συζητάµε για τη συναρτησιακή 
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διάσταση της άλγεβρας δεν εννοούµε απαραίτητα τη µελέτη συναρτήσεων. Στη 

διάσταση αυτή υπάρχει η χρήση γραµµάτων ως µεταβλητές και ως άγνωστοι. Για 

παράδειγµα µπορούµε να δούµε την έκφραση 2x + 4 ως συνάρτηση αν σκεφτούµε ότι 

αντιστοιχεί κάθε αριθµό x σε κάποιον άλλο. Αν όµως έχουµε την ισότητα των 

συναρτήσεων 2x + 4 και 8, το x λαµβάνεται ως άγνωστος και είναι η τιµή για την 

οποία οι δύο συναρτήσεις είναι ίσες. Αλλά και πάλι, όταν συζητάµε για την έννοια 

των συναρτήσεων σε σχέση µε την άλγεβρα, συζητάµε και για τη σχέση των τιµών 

του x και των αντίστοιχων τιµών της συνάρτησης, για το πως η µεταβολή στις τιµές 

του x δηµιουργεί συγκεκριµένες µεταβολές στις τιµές της συνάρτησης (Kieran, 

Boileau, Garancon, 1996).   

H ιδέα της επικοινωνίας µεταξύ δύο µεταβλητών και της παράλληλης µεταβολής των 

τιµών τους διατρέχει την έννοια της συνάρτησης και µπορεί να παρουσιαστεί στους 

µαθητές µέσω δραστηριοτήτων αρίθµησης, µέτρησης, εκτίµησης αποτελέσµατος. Και 

επειδή εµπεριέχει πολλαπλές αναπαραστάσεις όπως καταγραφή σε πίνακες, λίστες, 

γραφικές παραστάσεις, γίνεται εµφανής η διαδικασία γενίκευσης στην προσπάθεια να 

ανακαλυφθεί τι κοινό έχουν όλες αυτές οι διαφορετικές αναπαραστάσεις.  Ένας 

µαθητής χρειάζεται να αναπτύξει την ικανότητα να ερµηνεύει και να κατανοεί τις 

διαφορετικές αναπαραστάσεις µίας συνάρτησης όπως και την ικανότητα να 

αναγνωρίζει οικογένειες συναρτήσεων µέσω των διαφορετικών αναπαραστάσεων 

τους (Heid, 1996).  

Η άλγεβρα µέσω µοντελοποίησης  
	
Η έννοια της µοντελοποίησης στα µαθηµατικά έχει ευρύ φάσµα. Ένας ορισµός είναι 

ότι µαθηµατικό µοντέλο είναι η περιγραφή ενός φαινοµένου µε τη χρήση 

µαθηµατικών εννοιών και µαθηµατικής γλώσσας και η µοντελοποίηση είναι η 
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µεθοδολογία και η διαδικασία κατασκευής µαθηµατικών σχέσεων από µη 

µαθηµατικές καταστάσεις (Aris, 2012). Πιο απλά όµως, η µοντελοποίηση 

περιλαµβάνει τη δηµιουργία πολλαπλών αναπαραστάσεων (γραφήµατα, σχέσεις, 

εξισώσεις κ.λπ.) ενός προβλήµατος, µίας µαθηµατικής σχέσης που περιγράφει ή 

εξηγεί ένα φαινόµενο.  

Σύµφωνα µε τον Burkhardt (1981), de Lange (1987), αλλά και άλλους, η 

µοντελοποίηση περιλαµβάνει το στάδιο της δηµιουργίας, της διατύπωσης του 

µοντέλου και ακολουθεί το στάδιο της επικύρωσης. Στο στάδιο της δηµιουργίας 

εξετάζεται ένα φαινόµενο ή µία κατάσταση µε σκοπό να ανιχνευτούν οι σχέσεις των 

µεταβλητών της κατάστασης. Οι σχέσεις αυτές ανακαλύπτονται είτε µέσω 

παρατήρησης ή µέτρησης ή απλά από έξυπνες δοκιµές και εικασίες πάνω στο προς 

εξέταση φαινόµενο. Για παράδειγµα αν µελετάµε τη συµπεριφορά ενός καλωδίου 

ρεύµατος κάτω από συγκεκριµένες συνθήκες, µπορούµε αρχικά να θεωρήσουµε ότι η 

µεταβολή της θερµοκρασίας του περιβάλλοντος δεν επηρεάζει. Η αρχική υπόθεση 

καθορίζει το πλαίσιο κατανόησης και ερµηνείας του φαινοµένου, ακολουθεί µία 

σειρά µαθηµατικών µετασχηµατισµών των σχέσεων που δηµιουργούνται, ώστε 

τελικά να προκύψει το µοντέλο εκφρασµένο συµβολικά. Συνήθως το µοντέλο είναι 

ένας τύπος, η σχέση µίας µεταβλητής µε τις υπόλοιπες. Αλλά µοντέλο µπορεί να είναι 

και ένα γράφηµα ή ένας πίνακας µε αριθµούς που µπορεί να είναι προϊόν 

προσοµοίωσης του φαινοµένου σε υπολογιστή. Στο στάδιο της επικύρωσης, 

ελέγχεται η ορθότητα του µοντέλου µε την επιστροφή στη µελέτη του φαινοµένου ή 

της κατάστασης που περιγράφει. Στο στάδιο αυτό µπορούν να επιβεβαιωθούν οι 

αρχικές υποθέσεις ή και να απορριφθούν. Με δοκιµές, µπορεί στο παράδειγµα που 

αναφέραµε, να διαπιστώσουµε ότι η µεταβολή της θερµοκρασίας του περιβάλλοντος 

τελικά δεν συµφωνεί µε την αρχική µας εικασία, έτσι επιστρέφουµε στη φάση της 
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δηµιουργίας για τη διόρθωση του αρχικού µοντέλου.   

Η µοντελοποίηση ορίζεται ως µία λειτουργία, που αποτελείται από δύο στάδια, το 

στάδιο της σύνθεσης, της κατασκευής στο πλαίσιο αρχικών υποθέσεων και το στάδιο 

της επικύρωσης. Και τα δύο στάδια περιλαµβάνουν λειτουργίες γενίκευσης και 

µετασχηµατισµών. Οι αρχικές υποθέσεις οδηγούν σε τύπους ή γραφήµατα τα οποία 

µετασχηµατίζονται, συνδυάζονται και ελέγχονται. Τα προϊόντα της µοντελοποίησης 

είναι η γενίκευση που ισχύει για παρόµοια φαινόµενα µε αυτό που δηµιούργησε το 

µοντέλο. Η παρατήρηση ενός φαινοµένου, η διατύπωση εικασιών για τις σχέσεις και 

την ισχύ των µεταβλητών µίας κατάστασης και η πορεία προς τη δηµιουργία ενός 

µαθηµατικού µοντέλου περιγραφής του φαινοµένου είναι η µετάβαση από το ειδικό 

στο γενικό. 

Κάποιος µπορεί να υποστηρίξει ότι η µοντελοποίηση δεν αποτελεί σηµαντική 

µαθηµατική λειτουργία κυρίως όταν πραγµατοποιείται µε τη βοήθεια υπολογιστών. 

Παρόλο που οι υπολογιστές είναι µέσο µοντελοποίησης, η προσπάθεια ανακάλυψης 

των τύπων που θα εισάγουµε στον υπολογιστή, ή τα εργαλεία που θα 

χρησιµοποιήσουµε για να περιγράψουµε ένα φαινόµενο, προϋποθέτει κατανόηση των 

µαθηµατικών εννοιών του φαινοµένου (Kaput, 1992). Ακόµα και η επιλογή γλώσσας 

προγραµµατισµού και ο προγραµµατισµός είναι µαθηµατική λειτουργία.  

Τα λάθη στην άλγεβρα 

	
Το αποτέλεσµα της αλγεβρικής δραστηριότητας.  

Στην αριθµητική, ο στόχος µίας δραστηριότητας είναι η παραγωγή ενός αριθµητικού 

αποτελέσµατος. Στην άλγεβρα όµως ο στόχος είναι διαφορετικός. Στην άλγεβρα 

έχουµε παραγωγή διαδικασιών και σχέσεων εκφρασµένες σε γενική απλοποιηµένη 

µορφή (Booth, 1988). Οι γενικευµένες προτάσεις χρησιµοποιούνται ως κανόνες για 
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την παραγωγή νέων διαδικασιών που χρησιµοποιούνται ως εργαλεία για νέες 

δραστηριότητες που µπορεί να έχουν ως αποτέλεσµα έναν αριθµό, αλλά ο στόχος δεν 

είναι ο αριθµός αλλά η παραγωγή, η έκφραση και ο χειρισµός της γενίκευσης και των 

διαδικασιών. Οι µαθητές δεν µπορούν να ανιχνεύσουν τον στόχο αυτό και πολύ 

συχνά αναζητούν το αριθµητικό αποτέλεσµα (Booth, 1988). Ο Booth παρατηρεί ότι 

ενώ ορισµένοι µαθητές  παράγουν µία σωστή αλγεβρική έκφραση εξακολουθούν να 

αναζητούν το αριθµητικό αποτέλεσµα, καθώς αυτό που παρήγαγαν δε θεωρούν ότι 

είναι αρκετό.  

Απόδειξη.  

Μία αιτία δηµιουργίας παρανοήσεων των µαθητών για την έννοια της απόδειξης είναι 

η σηµαντική διαφορά µεταξύ του δεχόµαστε ότι κάτι είναι σωστό βάσει εµπειρίας και 

του αποδεικνύουµε ότι κάτι είναι σωστό βάσει λογικής αφαίρεσης (logical deduction) 

(Tall, 1989). Παρόµοιας φύσης προβλήµατα δηµιουργεί η σηµαντική διαφορά µεταξύ 

επιχειρηµατολογίας και απόδειξης, όπου στην επιχειρηµατολογία τα συµπεράσµατα 

βασίζονται στο περιεχόµενο ενώ στην απόδειξη παράγονται βάσει λογικής 

διαδικασίας που ακολουθεί συγκεκριµένους κανόνες (Pedemonte, 2008).  

Μπορούµε να ισχυριστούµε ότι απόδειξη είναι µία σειρά συµβολικών 

µετασχηµατισµών, που πολλοί µαθητές δεν µπορούν εύκολα να ακολουθήσουν ενώ 

ταυτόχρονα αναρωτιούνται ποιος είναι ο λόγος να αποδείξουµε κάτι που γνωρίζουµε 

εκ των προτέρων ότι ισχύει (Tall, 1989). Ταυτόχρονα ο µαθητής που εφαρµόζει µία 

διαδικασία διαδοχικών συµβολικών µετασχηµατισµών, είναι προετοιµασµένος να 

δεχτεί το αποτέλεσµα της διαδικασίας, όποιο και να είναι αυτό. Εκτός από την 

προηγούµενη παρατήρηση, ο Tall (1989) συµπληρώνει ότι οι µαθητές έχουν διάφορες 

ενστάσεις για το ρόλο της απόδειξης: αν η αλήθεια µίας πρότασης µπορεί να 
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επαληθευτεί µέσω υπολογιστή, τότε αρκετές επαληθεύσεις είναι ικανές να 

αποδείξουµε κάτι. Δηλαδή ο µαθητής είναι σαν τον επιστήµονα του εργαστηρίου 

όπου πειραµατικές επιβεβαιώσεις µίας εικασίας είναι απόδειξη της ισχύς της.  

Στις προτάσεις της µορφής «δείξε ότι αν κάτι ισχύει τότε θα ισχύει και κάτι άλλο», 

δηλαδή αποδείξεις της µορφής: αν P τότε Q, υπάρχουν µαθητές που δεν µπορούν να 

διακρίνουν τη διαφορά της πρότασης από την «αν Q τότε P». O Tall σηµειώνει ότι οι 

δυσκολίες σε αυτή την περίπτωση υπάρχουν γιατί στις αποδείξεις αυτής της µορφής 

και οι δύο προτάσεις P και Q είναι ισοδύναµες, δηλαδή ισχύουν ταυτόχρονα. Η 

επιλογή κατεύθυνσης απόδειξης από την πρόταση P στην Q ή από την Q στην P 

δηµιουργεί προβλήµατα και στους δάσκαλους των µαθηµατικών (Tall, 1989).  

Ο Tall (1989) υποστηρίζει ότι προβλήµατα κατανόησης δηµιουργούνται λόγω των 

χαρακτηριστικών µίας µαθηµατικής απόδειξης. Το πρώτο είναι ότι απαιτεί σαφώς 

διατυπωµένους ορισµούς και δηλώσεις και το άλλο είναι ότι απαιτεί συµφωνηµένες 

διαδικασίες για την εξαγωγή της αλήθειας µιας δήλωσης από την άλλη. Και τα δύο 

χαρακτηριστικά της µαθηµατικής απόδειξης δηµιουργούν προβλήµατα στους 

µαθητές. Οι έννοιες των ορισµών και η διατύπωση τους, αλλά και οι διαδικασίες 

«εξαγωγής της αλήθειας» είναι πηγές δυσκολιών. Η διαδικασία της απόδειξης είναι 

ιδιαίτερα σύνθετη και προϋποθέτει ένα ευρύ φάσµα ικανοτήτων που πρέπει να 

κατέχουν οι µαθητές: αναγνώριση και οργάνωση υποθέσεων, σύνδεση µε ορισµούς 

ιδιότητες και υπάρχουσες δοµές, οργάνωση λογικών επιχειρηµάτων και διατύπωση 

των επιχειρηµάτων σε φορµαλιστικό πλαίσιο (Healy, L., & Hoyles, C., 2000).  Οι 

µαθητές προτιµούν να κάνουν υπολογισµούς παρά να προσπαθούν να παράγουν 

αλήθειες από αφαιρετικούς ορισµούς, δυσνόητα διατυπωµένους, µέσω ασαφών 

διαδικασιών παραγωγής νοήµατος.  
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Πέρα των δυσκολιών που αντιµετωπίζουν οι µαθητές στο να συνθέτουν µία τυπικά 

διατυπωµένη ακολουθία επιχειρηµάτων για την παραγωγή µίας απόδειξης και στο να 

αντιλαµβάνονται τη διάφορα της εµπειρικής απόδειξης από τη µαθηµατική απόδειξη, 

δηµιουργούνται προβλήµατα στις διαφορετικές διαστάσεις της έννοιας της απόδειξης 

(Healy, L., & Hoyles, C., 2000). Μία απόδειξη µπορεί να έχει πραγµατιστικό ρόλο 

για τη δηµιουργία εργαλείων, µπορεί να είναι διατύπωση επιχειρηµάτων για τις 

σχέσεις και τις ιδιότητες των µαθηµατικών αντικειµένων, να περιλαµβάνει απλή ή πιο 

σύνθετη φορµαλιστική διατύπωση και να παρουσιάζεται µε διαφορετικούς τρόπους, 

µε σχήµατα, πίνακες, αυστηρούς φορµαλισµούς κλπ. 

Η χρήση των µεταβλητών.  

Αρκετοί µαθητές αντιµετωπίζουν προβλήµατα µε τη δηµιουργία µαθηµατικών 

προτάσεων εκφρασµένες µε φορµαλιστικό τρόπο, από πληροφορίες που συλλέγουν 

από κείµενο σε φυσική γλώσσα. Ακόµα και απλές γραµµικές εξισώσεις είναι αρκετές 

φορές δύσκολο να σχηµατιστούν από κάποιους µαθητές (MacGregor, M., & Stacey, 

K., 1993). Ένας βασικός λόγος που συµβαίνει αυτό είναι οι µαθητές επιχειρούν να 

δηµιουργήσουν µία εξίσωση από µία πρόταση σε φυσική γλώσσα, αντικαθιστώντας 

τις βασικές λέξεις µε µεταβλητές και η διαδικασία αυτή ταυτόχρονα µε την ανάγνωση 

του κειµένου. Η διαδικασία αυτή αναφέρεται ως «συντακτική µετάφραση» 

(MacGregor, M., & Stacey, K., 1993). Ένα παράδειγµα που αναφέρει ο Clement, 

(1982) είναι το παρακάτω πρόβληµα: υπάρχουν έξι φορές περισσότεροι µαθητές από 

τους καθηγητές. Στο πρόβληµα αυτό αν συµβολίσουµε µε S το πλήθος των µαθητών 

και µε P το πλήθος των καθηγητών, υπάρχει µεγάλο ποσοστό µαθητών που θα 

σχηµατίσουν την ισότητα:  6S = P.  Ίσως το πρόβληµα αυτό να οφείλεται στα 

παραδείγµατα που υπάρχουν στα σχολικά βιβλία που στις περισσότερες περιπτώσεις, 

οι µαθητές σχηµατίζουν παραστάσεις ή εξισώσεις  µε απλή αντικατάσταση λέξεων µε 
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µεταβλητές. Για παράδειγµα, αν δούµε το σχολικό βιβλίο της β γυµνασίου, στο 

κεφάλαιο των εξισώσεων και στη παράγραφο 1.4 – «Επίλυση προβληµάτων µε τη 

χρήση εξισώσεων», οι οδηγίες που δίνονται στους µαθητές για τη δηµιουργία 

εξίσωσης µε σκοπό να λυθεί ένα πρόβληµα, αλλά και τα τέσσερα παραδείγµατα που 

υπάρχουν µετά τις οδηγίες, ευνοούν την υιοθέτηση της συντακτικής µετάφρασης του 

κειµένου µε αντικατάσταση λέξεων µε µεταβλητές.  

Για να καταφέρει ένας µαθητής να σχηµατίσει µία αλγεβρική πρόταση, µία εξίσωση 

ή µία ανίσωση, ή για να δηµιουργήσει τα εργαλεία µε σκοπό να κατασκευάσει µία 

απόδειξη, πρέπει πριν την προσπάθεια για συντακτική µετάφραση του κειµένου να 

έχει κατανοήσει πλήρως το φυσικό κείµενο από το οποίο θα αντλήσει πληροφορίες.  

Απαιτείται, όπως αναφέρουν και οι  MacGregor και  Stacey (1993), η 

«σηµασιολογική µετάφραση του κειµένου». Αυτή η διαδικασία όµως, στηρίζεται στα 

γνωστικά σχήµατα των µαθητών και ελλιπή γνωστικά σχήµατα δηµιουργούν εµπόδια 

στην σηµασιολογική κατανόηση ενός κειµένου µε σκοπό τη δηµιουργία του 

αντίστοιχου αλγεβρικού αντικειµένου.  

Κατά τη µετάφραση του κειµένου παρατηρείται και ένα άλλο φαινόµενο. Τα 

αλγεβρικά γράµµατα χρησιµοποιούνται ως συντοµεύσεις των λέξεων του φυσικού 

κειµένου. Το γράµµα P στο προηγούµενο παράδειγµα συµβολίζει, για τους µαθητές, 

ένα καθηγητή και αντίστοιχα το S, ένα µαθητή, ενώ η χρήση των αντίστοιχων 

µεταβλητών είναι για την αντιστοίχισή τους µε το πλήθος των καθηγητών και των 

µαθητών αντίστοιχα (MacGregor, M., & Stacey, K., 1993). 

Η χρήση των συµβόλων.  

Ο Booth (1988) αντίστοιχα παρατηρεί ότι κάποιοι µαθητές συναντούν εµπόδια 

προσπαθώντας να απλοποιήσουν εκφράσεις της µορφής: 2α + 5β = , λόγω της 
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ερµηνείας του συµβόλου της πράξης της πρόσθεσης και του συµβόλου της ισότητας. 

Θεωρούν κάποιοι µαθητές ότι τα σύµβολα αυτά πρέπει να συνοδεύονται από κάποια 

ενέργεια. Η εµφάνιση του συµβόλου «+» είναι η ένδειξη ότι πρέπει να προστεθούν 

κάποια αντικείµενα και το «=» σηµαίνει την εύρεση και τη καταγραφή ενός 

αποτελέσµατος, µετά το σύµβολο της ισότητας πρέπει δηλαδή να υπάρχει κάποιο 

αριθµητικό αποτέλεσµα (Kieran, 1981). Παραδείγµατα, παρόµοια µε το παραπάνω 

όπου κάποιοι µαθητές ενώνουν όρους στη µορφή 2α + 5β = 7αβ, ενδέχεται να 

οφείλονται στην περιορισµένη εµπειρία των µαθητών και στην προσκόλλησή τους 

στη δοµή της αριθµητικής όπου µπορούµε να έχουµε ένωση όρων όπως για 

παράδειγµα: 3 δεκάδες και 7 µονάδες = 37. Υπάρχει όµως και στην δοµή της 

άλγεβρας περίπτωση «ένωσης» όρων. Στον πολλαπλασιασµό, 5 φορές το α, είναι το 

5α, βλέπουµε δηλαδή ότι εξαφανίστηκε το σύµβολο του πολλαπλασιασµού και το 

αποτέλεσµα προκύπτει από την ένωση των όρων (Booth, 1988).  

Συγκεκριµένα για το πώς αντιλαµβάνονται οι µαθητές την χρήση του συµβόλου της 

ισότητας, υπάρχουν αρκετές έρευνες που έχουν καταλήξει ότι η ισότητα ερµηνεύεται 

µε δύο τρόπους, ως λειτουργική και ως σχεσιακή (Prediger, 2010). Η Kieran (1981) 

αναφέρει ότι το σύµβολο της ισότητας είναι για πολλούς µαθητές, από το δηµοτικό 

µέχρι και την τριτοβάθµια εκπαίδευση, σήµα για να κάνεις κάτι. Για τα παιδιά του 

δηµοτικού το σύµβολο της ισότητας είναι το διαχωριστικό µεταξύ του προβλήµατος 

και της λύσης του. Στο δηµοτικό, οι δραστηριότητες των µαθηµατικών ευνοούν τη 

λειτουργική ερµηνεία του συµβόλου της ισότητας, ενώ στο γυµνάσιο προσεγγίζεται η 

σχεσιακή ερµηνεία του συµβόλου. Η Prediger (2010) παρατηρεί ότι υπάρχουν 

µαθητές στη µέση εκπαίδευση που θεωρούν ότι η ισότητα 24 ´ 7 = 20 ´ 7 + 4 ´ 7 

είναι λανθασµένη διότι το δεύτερο µέλος δεν περιέχει το αποτέλεσµα της πράξης του 

πρώτου µέλους. Αυτοί οι µαθητές δεν µπορούν να αντιληφθούν τη σχεσιακή 



40	

ερµηνεία του συµβόλου της ισότητας και η χρήση του είναι σωστή µόνο όταν 

ακολουθεί το σύµβολο η λύση του προβλήµατος, το αποτέλεσµα. 

Η κατανόηση της αριθµητικής.  

Έχουµε συζητήσει την πλευρά της άλγεβρας ως γενικευµένη αριθµητική που 

εµφανίζεται µέσω γενικεύσεων των αριθµητικών σχέσεων και διαδικασιών. 

Προηγείται βέβαια η κατανόηση των αριθµητικών σχέσεων και των διαδικασιών στο 

πλαίσιο της αριθµητικής (Booth, 1988). Υπάρχουν δηλαδή µαθητές που έχουν 

δυσκολίες στην άλγεβρα λόγω προβληµάτων που έχουν στο πλαίσιο της αριθµητικής.  

Μία κατηγορία λαθών που κάνουν κάποιοι µαθητές σχετίζεται µε τη χρήση των 

παρενθέσεων. Οι µαθητές δεν χρησιµοποιούν παρενθέσεις ή κάποιες φορές δεν τις 

λαµβάνουν υπόψιν τους. (Kieran, 1979). Τα λάθη οφείλονται στη σειρά που 

πραγµατοποιούνται οι πράξεις, ανεξάρτητα από την ύπαρξη των παρενθέσεων, και 

που είναι µε τη σειρά που είναι γραµµένη η έκφραση, δεν ακολουθούνται δηλαδή οι 

κανόνες της αριθµητικής στην προτεραιότητα των πράξεων και στη χρήση των 

παρενθέσεων. Ένα αριθµητικό παράδειγµα λάθους που αντιστοιχεί σε πληθώρα 

αλγεβρικών είναι η πράξη  27 + 19 ´ 18 που κάποιοι µαθητές πιστεύουν πως το 

αποτέλεσµα είναι το ίδιο είτε εκτελεστεί πρώτα η πρόσθεση, είτε ο πολλαπλασιασµός 

(Booth, 1984). Λάθη αυτής της µορφής είναι συνήθως η αιτία λαθών στην άλγεβρα 

όπου κάποιοι µαθητές είτε αγνοούν, είτε δε χρησιµοποιούν παρενθέσεις ή τις 

χρησιµοποιούν λανθασµένα.  

Οι Herscovics, και Linchevski, (1994), παρατήρησαν µία κατηγορία λαθών που 

κάνουν οι µαθητές στην οποία αναφέρονται ως «αποσύνδεση από το σύµβολο του 

µείον». Παρατήρησαν την τάση κάποιων µαθητών να αγνοούν το σύµβολο του µείον 

που βρίσκεται µπροστά από ένα αριθµό. Σε µία έρευνα τους, κάποιοι µαθητές είτε 
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έκαναν πράξεις µε την απόλυτη τιµή του αριθµού, χωρίς να λαµβάνουν υπόψιν τους 

το αρνητικό σύµβολο µπροστά από τον αριθµό, είτε παρέλειπαν το µείον σε κάποιο 

σηµείο της σειράς των µετασχηµατισµών. Αυτά τα λάθη ίσως να προέρχονται από 

γνωστικά εµπόδια (Herscovics, 1989), είτε από παρανοήσεις των µαθητών στη σειρά 

των πράξεων. Μαθαίνοντας ότι ο πολλαπλασιασµός και η διαίρεση προηγούνται της 

πρόσθεσης και της αφαίρεσης , κάποιοι µαθητές πιστεύουν ότι η πρόσθεση 

προηγείται του πολλαπλασιασµού (Herscovics, και Linchevski, 1994). Η Kieran 

(1989) υποστηρίζει ότι τέτοια λάθη οφείλονται στην ελλιπή κατανόηση της δοµής της 

αριθµητικής. Οι µαθητές δοµούν τα αλγεβρικά τους νοήµατα στην εµπειρία τους µε 

δραστηριότητες της αριθµητικής. 

Μοντέλο Αλγεβρικής σκέψης 

Η προσπάθεια περιγραφής της έννοιας της Αλγεβρικής σκέψης, όσο λεπτοµερής και 

αναλυτική να είναι, βρίσκεται σε θεωρητικό επίπεδο και δίνει µια γενική εικόνα της 

έννοιας που δεν είναι ιδιαίτερα ξεκάθαρη. Η υπάρχουσα βιβλιογραφία δηµιουργεί ένα 

πέπλο εννοιών και ορισµών σε µία σύνθεση αλγεβρικής σκέψης (γενίκευση, επίλυση, 

απόδειξη), διαδικασιών συλλογισµού και µαθηµατικών θεµάτων (συναρτήσεις, 

µοντελοποίηση).  

Σκοπός αυτής της εργασίας αυτής είναι να παρουσιάσει ένα µοντέλο διάστασης της 

αλγεβρικής σκέψης – δραστηριοτήτων των µαθητών της δευτεροβάθµιας 

εκπαίδευσης µέσω του οποίου θα µπορέσει να ανιχνευτεί η φύση της αλγεβρικής 

σκέψης των µαθητών. Στόχος είναι να επαληθευτεί το µοντέλο αυτό εµπειρικά και να 

ανιχνευτεί αν υπάρχει ιεράρχηση στα προτεινόµενα χαρακτηριστικά αλγεβρικής 

σκέψης που αναπτύσσουν οι µαθητές. 

Στην εργασία αυτή συνθέτουµε ένα µοντέλο διάστασης της αλγεβρικής σκέψης των 
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µαθητών µε κριτήριο το είδος των εργασιών και το τρόπο εργασίας στις 

δραστηριότητες αυτές, βασιζόµενοι στις ιδέες του Kaput (1995) και της Kieran 

(1996). Σύµφωνα µε το µοντέλο που προτείνουµε, υποθέτουµε ότι συγκεκριµένα είδη 

δραστηριοτήτων απαιτούν και διαφορετικό τρόπο σκέψης. Υποθέτουµε ότι η 

Αλγεβρική ικανότητα - σκέψη συντίθεται από τέσσερις παράγοντες ικανοτήτων που 

καθορίζονται σύµφωνα µε το είδος των δραστηριοτήτων και τις ικανότητες που 

πρέπει να έχει αναπτύξει ένας µαθητής για να εργαστεί µε τις δραστηριότητες αυτές. 

Οι τέσσερις αυτοί παράγοντες είναι: 

α) Γενικευµένη αριθµητική 

β) Συναρτησιακή σκέψη 

γ) Μετασχηµατιστική ικανότητα 

δ) Μοντελοποίηση – µετα-άλγεβρα – αποδείξεις.  

Ο παράγοντας «γενικευµένη αριθµητική» σχετίζεται µε την ικανότητα που πρέπει να 

κατέχουν οι µαθητές για να εργαστούν µε δραστηριότητες που βασίζονται στην 

αριθµητική, και διακρίνουµε τρία είδη δραστηριοτήτων γενικευµένης αριθµητικής:  

(α) δραστηριότητες που περιλαµβάνουν πράξεις και ιδιότητες αριθµών, (β) 

δραστηριότητες που προϋποθέτουν την αναγνώριση της δοµής των αριθµητικών 

αντικειµένων και (γ) ασκήσεις ισότητας και ανισότητας, χωρίς τη χρήση συµβόλων.  

Ο παράγοντας «συναρτησιακή σκέψη» σχετίζεται µε δραστηριότητες που έχουν 

σχέση µε (α) την µελέτη µοτίβων (β) την αναγνώριση σχέσεων µεταξύ µεταβλητών 

και (γ) την αναγνώριση σχέσης σε γράφηµα.  

Ο παράγοντας «µετασχηµατιστική ικανότητα» σχετίζεται µε δραστηριότητες που 
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έχουν σχέση µε τον µετασχηµατισµό (α) αριθµητικών παραστάσεων, (β) αλγεβρικών 

παραστάσεων και την (γ) στην επίλυση εξισώσεων.  

Ο παράγοντας «µοντελοποίηση – µετα-άλγεβρα – αποδείξεις» σχετίζεται µε 

δραστηριότητες που έχουν σχέση µε την (α) µοντελοποίηση και (β) µετα-άλγεβρα και 

αποδείξεις. 

Οι εξειδικευµένες αλγεβρικές ικανότητες και ο αντίστοιχος τρόπος σκέψης που 

πρέπει να έχουν οι µαθητές για να εργαστούν µε αλγεβρικές δραστηριότητες 

υποθέτουµε ότι µπορούν να ερµηνευτούν ως µία έκφραση µίας κατηγορίας  

ικανοτήτων – σκέψης, από το σύνολο των έντεκα που προτείνουµε, που είναι:  

1. Ιδιότητες αριθµών και πράξεων  

2. Δοµή αριθµητικών αντικειµένων  

3. Ισότητα – Ανισότητα 

4. Μοτίβα 

5. Αναγνώριση σχέσης µεταξύ µεταβλητών 

6. Αναγνώριση σχέσης σε γράφηµα 

7. Αριθµητικοί µετασχηµατισµοί 

8. Αλγεβρικοί µετασχηµατισµοί 

9. Εξισώσεις 

10. Μοντελοποίηση 

11. Μετα-άλγεβρα – απόδειξη  

 
Κάθε ειδική ικανότητα υποθέτουµε ότι διατηρεί τα δικά της ιδιαίτερα 

χαρακτηριστικά, είναι θεµελιώδης και είναι η βάση για πιο εξειδικευµένες 

ικανότητες. Υποθέτουµε λοιπόν, ότι οι ικανότητες και ο αλγεβρικός τρόπος σκέψης 
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των µαθητών αντιστοιχούν σε έντεκα διαφορετικούς παράγοντες πρώτης τάξης. Οι 

παράγοντες αυτοί συγκροτούν τέσσερις διαφορετικούς παράγοντες δεύτερης τάξης 

που συνθέτουν την αλγεβρική σκέψη και το σύνολο των αλγεβρικών ικανοτήτων των 

µαθητών. 

Γράφηµα 1 – Μοντέλο Αλγεβρικής Σκέψης 
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Αλγεβρική σκέψη.  

Οι όροι αλγεβρική σκέψη και αλγεβρικός συλλογισµός εναλλάσσονται στην 

υπάρχουσα βιβλιογραφία. Ο όρος αλγεβρική σκέψη (algebraic thinking) είναι 

καταλληλότερος καθώς η αναφορά σε είδος συλλογισµού δηµιουργεί την εντύπωση 

ότι αναφερόµαστε σε ένα άλλο είδος από τα είδη συλλογισµού: απαγωγικός, 

επαγωγικός, παραγωγικός, αναλυτικός (Kieran, 2011). Ο όρος «αλγεβρική σκέψη» 

µπορεί να περιγράψει την πολυδιάστατη έννοια της σκέψης των µαθητών που 

εργάζονται σε δραστηριότητες της άλγεβρας. Σε αυτή την εργασία ακολουθούµε την 

άποψη των Blanton και Kaput (2005) ότι η αλγεβρικής σκέψη είναι η διαδικασία 

κατά την οποία οι µαθητές γενικεύουν µαθηµατικές ιδέες που προκύπτουν από 

συγκεκριµένα παραδείγµατα και εκφράζουν αυτές τις ιδέες είτε µε τυπικό είτε µε µη 

τυπικό τρόπο. Εποµένως η γενίκευση είναι το χαρακτηριστικό που διαποτίζει όλα τα 

είδη της αλγεβρικής σκέψης.  

Γενικευµένη αριθµητική.  

Οι περισσότεροι µαθητές που εισέρχονται στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση 

γνωρίζοντας τις βασικές πράξεις της αριθµητικής και διαδικασίες επίλυσης 

αριθµητικών προβληµάτων. Όµως παρόλο που οι διαδικασίες αυτές εφαρµόζονται 

σωστά, υπάρχουν αρκετοί µαθητές που παρουσιάζουν προβλήµατα κατά τη µετάβαση 

από την αριθµητική στην άλγεβρα. Πολλά από αυτά τα προβλήµατα οφείλονται στην 

έλλειψη κατανόησης των ιδιοτήτων και της δοµής των αντικειµένων (Russell et. al., 

2011).  

Με τον όρο «Γενικευµένη αριθµητική» αναφερόµαστε στη γενίκευση της γνώση της 

αριθµητικής, στη κατανόηση και χρήση των κανόνων και των ιδιοτήτων των πράξεων 

της αριθµητικής και της σχέσης των αριθµών, στη διατύπωση γενικεύσεων π.χ. για 

την αντιµεταθετική ιδιότητα της πρόσθεσης ή του πολλαπλασιασµού, για τις 
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ιδιότητες του 0, ή την κατανόηση της ισότητας και της ανισότητας µεταξύ αριθµών 

στο πλαίσιο της αριθµητικής ώστε να επεκταθεί στο χώρο της άλγεβρας.  Στην 

κατηγορία αυτή βρίσκονται δραστηριότητες που δεν κάνουν χρήση µεταβλητών και 

αγνώστων και βασίζονται στη γνώση των κανόνων και λειτουργιών της αριθµητικής. 

Στην αριθµητική οι δραστηριότητες βασίζονται στις τέσσερις βασικές πράξεις µεταξύ 

φυσικών αριθµών και στις ιδιότητες των πράξεων αυτών. Η κατανόηση των 

λειτουργιών και κανόνων της αριθµητικής είναι µέσo κατανόησης της άλγεβρας. Η 

επανάληψη δηµιουργεί µοτίβα που στηρίζονται στη δοµή της αριθµητικής και 

δηµιουργούν τις προϋποθέσεις για γενίκευση (Usiskin, 1998). Για παράδειγµα το 4 + 

3 = 3 + 4 γενικεύεται α + β = β + α. Επίσης το µοτίβο αναδεικνύει τη δοµή του 

αντικειµένου και η έκφραση της δοµής παράγει γενικεύσεις που ανήκουν στο χώρο 

της άλγεβρας (Mason, 1996). Μοτίβα της µορφής 

2 + 3 = 3 + 2  

5 + 4 = 4 + 5 

6 + 3 = 3 + 6 

είναι εργαλεία γενίκευσης µέσω συµπερασµάτων των µαθητών της µορφής: «η σειρά 

δεν µετράει». Τέτοιου είδους µοτίβα βοηθούν τους µαθητές να κατανοήσουν τη δοµή  

της αριθµητικής και να οδηγηθούν σε γενικεύσεις του χώρου της άλγεβρας. Σύµφωνα 

µε τον Usiskin (1998) το µοτίβο:  

3 . 5 = 15  

2 . 5 = 10  

1 . 5 = 5 



47	

0 . 5 = 0 

επεκτείνεται στον πολλαπλασιασµό µε αρνητικούς: 

-1 . 5 = -5 

-2 . 5 = -10 

και στη συνέχεια η ιδέα επεκτείνεται στη γενίκευση -x . y = -xy. Η κατανόηση της 

δοµής µπορεί να βοηθήσει στην επέκταση των ιδιοτήτων πέρα από το σύνολο των 

φυσικών αριθµών.  

Όταν εργαζόµαστε σε ένα παράδειγµα της αριθµητικής αναγνωρίζουµε τις σχέσεις 

µεταξύ των αριθµών που θέλουµε να τις εκφράσουµε µαθηµατικά. Περνάµε µέσα 

από µία διαδικασία µετάφρασης και γενίκευσης που είναι δύο βασικές ικανότητες 

που δοµούνται στο χώρο της αριθµητικής και είναι πολύ βασικές για την άλγεβρα 

(Usiskin, 1998).  Επίσης,  η εξέταση και η κατανόηση της σχέσης και της λειτουργίας 

των αριθµών του παραδείγµατος, βοηθούν να περάσουµε το πλαίσιο του 

συγκεκριµένου, και να κατανοήσουµε τη δοµή του αντικειµένου. Η γενικευµένη 

αριθµητική είναι ουσιαστικά, µέρος της διαδικασίας αποµάκρυνσης από το 

συγκεκριµένο. Η αναγνώριση της και η κατανόηση των σχέσεων των αριθµών και 

της δοµής των σχέσεων αυτών είναι βασικό χαρακτηριστικό της αλγεβρικής σκέψης 

Fujii and Stephens (2001).  

Συναρτησιακή σκέψη. 

Όποτε συζητάµε για την εξάρτηση µίας ποσότητας από µία ή περισσότερες 

διαφορετικές ποσότητες συζητάµε για συναρτήσεις. Η έννοια της συνάρτησης είναι 

βασική στην σχολική άλγεβρα και αρκετοί ερευνητές υποστηρίζουν τη 

σηµαντικότητα που κατέχει στη διδασκαλία της άλγεβρας (Kieran, 1996). Δεν είναι 
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µόνο η αναγνώριση της σχέσης εξάρτησης µεταξύ των µεταβλητών που είναι 

σηµαντική αλλά οι διαφορετικές αναπαραστάσεις µίας τέτοιας σχέσης και η σύνδεση 

των αναπαραστάσεων αυτών, είναι εξαιρετικά σηµαντική (Kieran, 1996). Υπάρχουν 

όµως και πρακτικοί λόγοι της σηµαντικότητας της κατανόησης της έννοιας της 

συνάρτησης. Η ικανότητα  συναρτησιακής σκέψης είναι προϋπόθεση για την 

κατανόηση δυσκολότερων αλγεβρικών εννοιών (Kaput, 1992). Στο άρθρο των 

Romberg et al. (1993) αλγεβρικών αναφέρεται ότι η έννοια της συνάρτησης είναι από 

τις πιο σηµαντικές και χρήσιµες έννοιες των µαθηµατικών. Και είναι εξαιρετικά 

σηµαντικό η αναγνώριση της σχέσης να γίνεται σε διαφορετικές αναπαραστάσεις 

αλλά και ο τρόπος έκφρασης της σχέσης αυτής.  

Μία από τις σηµαντικότερες θέσεις στον πυρήνα της συναρτησιακής σκέψης 

κατέχουν τα µοτίβα. Ο Lee (1996) αναφέρει ότι «η άλγεβρα, στην πραγµατικότητα τα 

µαθηµατικά έχουν να κάνουν µε τη γενίκευση µοτίβων (σελ. 103). Η κατανόηση των 

µοτίβων, των σχέσεων και των συναρτήσεων είναι ένας από τους στόχους της 

µαθηµατικής εκπαίδευσης όπως αναφέρει η έκθεση Algebra standard in the Principles 

and Standards for school mathematics (NCTM, 2000). Οι English and Warren (1998) 

υποστηρίζουν ότι µέσω των µοτίβων δίνεται η ευκαιρία στους µαθητές να 

παρατηρήσουν και να εκφράσουν τις γενικεύσεις τους και στη συνέχεια να τις 

καταγράψουν µε συµβολικό τρόπο. 

Τα γεωµετρικά µοτίβα είναι µία ακολουθία σχηµάτων στα οποία τα αντικείµενα των 

σχηµάτων αυτών αλλάζουν συνήθως µε ένα προβλεπόµενο τρόπο, εξελίσσονται 

βάσει συναρτησιακών κανόνων µεταξύ συνήθως δύο µεταβλητών. Τα γεωµετρικά 

µοτίβα έχουν χαρακτηριστικά που τα κάνει ιδανικά εργαλεία ανάπτυξης της 

συναρτησιακής σκέψης. Η δηµιουργία νοητικών αναπαραστάσεων που βασίζονται 
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στη σχέση µεταξύ δύο µεταβλητών ποσοτήτων, η αναγνώριση της σχέσης σε ένα 

συγκεκριµένο περιστατικό και η σκέψη που οδηγεί σε γενικεύσεις της σχέσης αυτής 

στη µετάβαση από το ειδικό στο γενικό, είναι τα βασικά χαρακτηριστικά της 

συναρτησιακής σκέψης (Ε. Smith, 2008). Στα γεωµετρικά µοτίβα αναγνωρίζεται 

βάσει παρατήρησης, η σχέση των µεταβλητών στα αρχικά σχήµατα µετά από 

υποθέσεις, δοκιµές και ελέγχους και γενικεύεται στην πορεία εξέλιξης του µοτίβου. 

Υπάρχουν δύο είδη κανόνων που µπορεί ένας µαθητής να παράγει µελετώντας ένα 

µοτίβο. Μπορεί ο µαθητής να αναγνωρίσει τον αναδροµικό τύπο, δηλαδή πως κάθε 

σχέδιο δηµιουργείται από το προηγούµενό του στη σειρά των σχηµάτων. Μπορεί 

όµως να δηµιουργήσει τον γενικό τύπο, τη σχέση δηλαδή που ισχύει µεταξύ των 

µεταβλητών του µοτίβου. Ο γενικός τύπος δίνει και τη δυνατότητα υπολογισµού 

οποιουδήποτε όρου του µοτίβου, χωρίς να είναι απαραίτητο να υπολογιστούν οι 

ενδιάµεσοι όροι. Οι γενικοί τύποι είναι όµως πιο δύσκολο να παραχθούν και 

συνδέονται πιο άµεσα µε τη συναρτησιακή σκέψη Lannin, et al., (2006).  

Μετασχηµατιστική ικανότητα  

Για το είδος της αλγεβρικής σκέψης που ενεργοποιούν οι µαθητές όταν 

µετασχηµατίζουν αλγεβρικά αντικείµενα, υιοθετούµε την άποψη της Kieran (1996), 

παρατηρώντας ότι η προσέγγισή της καλύπτει την κατηγορία των αλγεβρικών 

δραστηριοτήτων που ο Kaput αναφέρει ως: «Η Άλγεβρα ως συντακτικά 

καθοδηγούµενος χειρισµός φορµαλισµών». 

Οι δραστηριότητες αυτές περιλαµβάνουν το µετασχηµατισµό παραστάσεων µε 

παραγοντοποίηση, πράξεις, άνοιγµα παρενθέσεων, απλοποίηση κλασµάτων,  πράξεις 

πολυωνύµων, όπως και δηµιουργία ισοδύναµων εκφράσεων και εξισώσεων µε 

πράξεις, παραγοντοποίηση και απλοποίηση, απαλοιφή παρενθέσεων, επίλυση 
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εξισώσεων και ανισώσεων κλπ. Το µεγαλύτερο µέρος των δραστηριοτήτων αυτών 

είναι η αλλαγή της συµβολικής µορφής µίας έκφρασης ή µίας εξίσωσης µε σκοπό να 

διατηρηθεί η ισοδυναµία. Όλες οι αλλαγές και οι µετασχηµατισµοί πρέπει να 

ακολουθούν κανόνες και προϋποθέτουν τη κατανόηση των κανόνων αυτών. 

Βασικοί κανόνες µετατρέπονται σε εργαλεία χειρισµού των αλγεβρικών 

αντικειµένων, µετατρέπονται όσο πιο σύνθετοι γίνονται οι µετασχηµατισµοί. Αυτή η 

διαδικασία δε στερείται νοήµατος και για να είναι αποτελεσµατική, σε σύνθετους 

κυρίως µετασχηµατισµούς απαιτείται η βαθιά κατανόηση της αλγεβρικής δοµής. 

Ακόµα και οι αυτόµατοι, όπως µπορεί να φαίνονται µετασχηµατισµοί περιέχει ένα 

στόχο που καθορίζει την πορεία του χειρισµού του αλγεβρικού αντικειµένου, µία 

αίσθηση για το πως θέλεις να µετατρέψεις µία αλγεβρική παράσταση ή µία εξίσωση, 

που θέλεις να καταλήξεις, πως θέλεις να µοιάζει η αλγεβρική έκφραση που χειρίζεσαι 

όταν τελειώσεις (Paolo Boero, 1993). Ο αλγεβρικός µετασχηµατισµός ακολουθεί µία 

αρχικά σχεδιασµένη στρατηγική και πολλές φορές αποφεύγονται τα ενδιάµεσα 

στάδια ενός µετασχηµατισµού, µε σκοπό να προσεγγιστεί συντοµότερα ο στόχος  

(Mason, 1996). Επίσης για να µπορέσουµε να εργαστούµε σε µία δραστηριότητα 

µετασχηµατισµού πρέπει να έχουµε κατανοήσει τις δοµικές ιδιότητες των 

µαθηµατικών λειτουργιών και των σχέσεων ώστε να µπορούµε να κατανοήσουµε 

ποιοι µετασχηµατισµοί είναι επιτρεπτοί και ποιοι δεν είναι (Booth, 1989). . Κάθε 

δραστηριότητα µετασχηµατισµού περιλαµβάνει θεωρητικά και εννοιολογικά στοιχεία 

τα όποια είναι περισσότερο εµφανή κατά την εκµάθηση και αρχική εφαρµογή των 

τεχνικών αυτών. Οι τεχνικές έχουν ένα πραγµατιστικό ρόλο για την παραγωγή 

αποτελεσµάτων αλλά προϋποθέτουν και οδηγούν σε κατανόηση εννοιών που 

χειρίζεται η άλγεβρα (Lagrance, 2002). 
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Μοντελοποίηση – Μετα-άλγεβρα – Αποδείξεις 

Οι δραστηριότητες της µετα-άλγεβρας είναι όπως αναφέρει και η Kieran (1996) είναι 

αυτές στις οποίες χρησιµοποιείται η άλγεβρα ως εργαλείο και γι’ αυτό το λόγο 

αναφέρονται και ως µετα-αλγεβρικές. Σε αυτές τις δραστηριότητες ανήκει η επίλυση 

προβληµάτων µε κατασκευή εξίσωσης, η µοντελοποίηση, η ανάδειξη µαθηµατικών 

δοµών, η µελέτη αλλαγών και σχέσεων, η γενίκευση, η αιτιολόγηση, η εξήγηση και η 

απόδειξη, η πρόβλεψη και η έκφραση εικασιών, η µελέτη της αλλαγής σε 

περιβάλλοντα συναρτήσεων και γενικά όλες οι δραστηριότητες µε τις οποίες 

ασχολούνται οι µαθητές, στις οποίες δε χρησιµοποιείται η άλγεβρα µέσω της 

κατασκευής «αλγεβρικών» αντικειµένων, που είναι δυνατό δηλαδή, να µη 

χρησιµοποιηθούν καθόλου γράµµατα ως µεταβλητές, άγνωστοι ή παράµετροι. Σε 

τέτοιες δραστηριότητες ο µαθητής χρησιµοποιεί µαθηµατικές ικανότητες που δεν 

µπορούν να χαρακτηριστούν αποκλειστικά αλγεβρικές, γεωµετρικές ή κάτι άλλο, 

αλλά το υπόβαθρο τους είναι εµφανέστατα αλγεβρικό. 

Μαθηµατικό µοντέλο είναι ένα µαθηµατικό αντικείµενο που προσεγγίζει και 

περιγράφει τα βασικά χαρακτηριστικά µίας κατάστασης. Το µοντέλο µπορεί να έχει 

τη µορφή εξίσωσης, γραφήµατος, πίνακα, ή οποιουδήποτε άλλου µαθηµατικού 

εργαλείου κατάλληλου για την εκάστοτε περίπτωση (Timmons et. al., 2012).  

Η µοντελοποίηση ορίζεται ως µία λειτουργία, που αποτελείται από δύο στάδια, το 

στάδιο της σύνθεσης, της κατασκευής στο πλαίσιο αρχικών υποθέσεων και το στάδιο 

της επικύρωσης. Και τα δύο στάδια περιλαµβάνουν λειτουργίες γενίκευσης και 

µετασχηµατισµών. Οι αρχικές υποθέσεις οδηγούν σε τύπους ή γραφήµατα τα οποία 

µετασχηµατίζονται, συνδυάζονται και ελέγχονται. Τα προϊόντα της µοντελοποίησης 

είναι η γενίκευση που ισχύει για παρόµοια φαινόµενα µε αυτό που δηµιούργησε το 
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µοντέλο. Η παρατήρηση ενός φαινοµένου, η διατύπωση εικασιών για τις σχέσεις και 

την ισχύ των µεταβλητών µίας κατάστασης και η πορεία προς τη δηµιουργία ενός 

µαθηµατικού µοντέλου περιγραφής του φαινοµένου είναι η µετάβαση από το ειδικό 

στο γενικό. 

Το τι είναι απόδειξη στα µαθηµατικά δεν είναι πολύ ξεκάθαρο για τους µαθητές και 

πολλές φορές το τι σηµαίνει απόδειξη είναι διαφορετικό από αυτό που πιστεύει ο 

καθηγητής, όπως και πολλοί καθηγητές ερµηνεύουν διαφορετικά τον όρο αυτό (Tall 

1989).  Και ενώ δεν µπορούµε να ορίσουµε το τί είναι απόδειξη και ούτε µπορούµε 

να βρούµε κάποιο ορισµό στα σχολικά βιβλία, η απόδειξη είναι βασικό συστατικό της 

δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης. Μπορούµε να ισχυριστούµε ότι η απόδειξη στα 

µαθηµατικά είναι µία ακολουθία παραγωγικών συλλογισµών ώστε από κάποιες 

µαθηµατικές «αλήθειες» να παράγουµε µία αλήθεια, να µπορέσουµε να 

επιβεβαιώσουµε ένα σηµαντικό αποτέλεσµα. Όµως κάποιες αποδείξεις είναι 

επαγωγικές. Οι επιστήµονες αποδεικνύουν βάσει παρατήρησης ενώ στα µαθηµατικά 

το παράδειγµα δεν αποδεικνύει, επιβεβαιώνει την αλήθεια ενός γεγονότος. Για την 

παραγωγή µίας απόδειξης η παραγωγική σκέψη εναλλάσσεται µε τον επαγωγικό 

συλλογισµό βάσει παρατήρησης και τα τυπικά, φορµαλιστικά επιχειρήµατα 

ακολουθούν τα άτυπα επιχειρήµατα και τις εικασίες (Healy και Hoyles, 2000) 

Σε πολλές αποδείξεις του Λυκείου ο µαθητής πρέπει να περάσει µέσα από µία σειρά 

συµβολικών µετασχηµατισµών ώστε να παράγει ένα αποτέλεσµα που είναι 

προετοιµασµένος να δεχτεί, κάτι που είναι σωστό. «Και γιατί είναι απαραίτητο να 

αποδείξουµε κάτι το οποίο είναι σωστό;» Συνήθως οι µαθητές αντιµετωπίζουν την 

έννοια της απόδειξης ως επιστήµονες, δηλαδή αρκετές επιβεβαιώσεις µίας εικασίας 

επιβεβαιώνει την ισχύ της (Tall, 1989). Όπως υποστηρίζει ο Tall (1998), η φύση της 



53	

τυπικής απόδειξης είναι πολύ δύσκολο να γίνει κατανοητή από τους µαθητές. Ως εκ 

τούτου ως απόδειξη δεχόµαστε τη διαδικασία παραγωγής ενός αποτελέσµατος 

ξεκινώντας από κάποια δεδοµένα ή υποθέσεις στο πλαίσιο της γενικότητας, δηλαδή η 

ακολουθία των παραγωγικών συλλογισµών να ισχύει για όλα τα αντικείµενα στα 

οποία αναφέρεται, και να χρησιµοποιεί όλες τις ιδιότητες των αρχικών αντικειµένων. 

Για παράδειγµα, αν η απόδειξη χρησιµοποιεί διαδοχικούς ακέραιους πρέπει σε γενική 

µορφή να έχουµε τους ν, ν+1, όπου ν ένας ακέραιος και όχι απλά τους µ, ν που δεν 

έχουν το χαρακτηριστικό να είναι διαδοχικοί. 

Σκοπός και στόχοι της έρευνας 

Ο σκοπός αυτής της της εργασίας είναι η βαθύτερη κατανόηση και διασαφήνιση της 

έννοιας της αλγεβρικής σκέψης στο διδακτικό πλαίσιο του γυµνασίου.  

Ο βασικός στόχος της έρευνας αυτής είναι η σύνθεση και ο εµπειρικός έλεγχος ενός 

θεωρητικού µοντέλου, που συνδυάζει υφιστάµενα θεωρητικά πλαίσια για την 

περιγραφή της δοµής της αλγεβρικής σκέψης µαθητών γυµνασίου, έχοντας ως στόχο 

την περιγραφή των σχέσεων µεταξύ των συνιστωσών της αλγεβρικής σκέψης. 

Επιµέρους στόχοι της έρευνας είναι να εξετάσουµε αν υπάρχουν οµάδες µαθητών 

που παρουσιάζουν παρόµοια επίπεδα αλγεβρικής ικανότητας και αν υπάρχει 

ιεράρχηση στην ανάπτυξη των παραγόντων της αλγεβρικής σκέψης.  

Ερευνητικά ερωτηµατα 

Ο σκοπός και οι στόχοι της έρευνας καθορίζουν τρία ερευνητικά ερωτήµατα:  

1. Μπορούµε να συνθέσουµε ένα µοντέλο των παραγόντων της αλγεβρικής 

σκέψης των µαθητών του γυµνασίου το οποίο επιβεβαιώνεται και εµπειρικά; 

2. Υπάρχουν οµάδες µαθητών µε παρόµοιες αλγεβρικές ικανότητες λόγω κοινών 

χαρακτηριστικών αλγεβρικής σκέψης; 
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3. Υπάρχει κάποιου είδους ιεράρχηση στους διαφορετικούς παράγοντες 

αλγεβρικής σκέψης των µαθητών; 

Μεθοδολογία 

Ο βασικός στόχος της έρευνας αυτής είναι η εµπειρική επιβεβαίωση του µοντέλου 

των παραγόντων της αλγεβρικής σκέψης που παρουσιάσαµε στο προηγούµενο 

κεφάλαιο. Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζουµε το σχεδιασµό και τη µεθοδολογία της 

έρευνας που πραγµατοποιήσαµε για την επιτυχία του συγκεκριµένου στόχου. 

Συµµετέχοντες 

Η εργασία µε αλγεβρικές δραστηριότητες συνδέεται και µε ικανότητες αναπτυξιακής 

φύσης, ώστε να υπάρχει η ικανότητα κατανόησης των λειτουργιών και της δοµής των 

αντικειµένων (Piaget, 1969, Wertheimer, 1960). Όπως υποστηρίζει ο Watson (2009), 

ο µαθητής που εργάζεται µε επιτυχία στο χώρο της άλγεβρας πρέπει να κατανοεί τη 

λειτουργία  και τις ιδιότητες των πράξεων, να αναγνωρίζει τις λειτουργίες και τους 

κανόνες χρήσης των συµβολισµών, να αναγνωρίζει τη διαφορετική χρήση των 

γραµµάτων ως µεταβλητές, άγνωστους, σταθερές ή παραµέτρους και να έχει εµπειρία 

µε µετασχηµατισµό αριθµητικών και αλγεβρικών παραστάσεων. Για το λόγο αυτό 

επιλέξαµε να διεξάγουµε την έρευνα σε µαθητές της γ γυµνασίου, που θεωρούµε ότι 

τηρούν τις προϋποθέσεις ανάπτυξης αλγεβρικής σκέψης.  

Στην έρευνα µας συµµετείχαν 134 µαθητές, 6 διαφορετικών τµηµάτων της γ 

γυµνασίου ενός ιδιωτικού σχολείου της Αττικής στο οποίο εργάζεται ο ερευνητής. Οι 

µαθητές ήταν από όλα τα επίπεδα ακαδηµαϊκής επίδοσης. Τα αγόρια ήταν σε πλήθος 

περίπου όσα και τα κορίτσια. Η έρευνα διεξήχθη τις δύο εβδοµάδες πριν τις διακοπές 

του Πάσχα και επιλέχθηκε αυτή η περίοδος ώστε οι µαθητές να έχουν αποκτήσει 

εµπειρία σε κάποια κεφάλαια της γ γυµνασίου που θεωρήσαµε ότι είναι σηµαντικά 
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για τη διεξαγωγή της έρευνας όπως οι ταυτότητες και η παραγοντοποίηση. Επίσης 

στη γ γυµνασίου περισσότερο από τις υπόλοιπες τάξεις του γυµνασίου, οι µαθητές 

έχουν αρκετή εµπειρία µε το µετασχηµατισµό αριθµητικών και αλγεβρικών 

παραστάσεων και µε την επίλυση εξισώσεων. Προτιµήσαµε να διεξάγουµε την 

έρευνα στο γυµνάσιο και όχι στο Λύκειο καθώς υποθέσαµε ότι ο τρόπος εργασίας 

στο Λύκειο ίσως να περιόριζε την ελευθερία συµµετοχής των µαθητών. 

Η περίοδος πριν το Πάσχα είναι κατάλληλη καθώς έχει καλυφθεί το µεγαλύτερο 

κοµµάτι της ύλης της γ γυµνασίου, ταυτόχρονα όµως είναι µία περίοδος που οι 

µαθητές είναι κουρασµένοι και δύσκολα εµπλέκονται ενεργά σε δραστηριότητες 

µέσα στην τάξη που ξεφεύγουν από τα πλαίσια του καθηµερινού προγράµµατος.   

Εργαλεία 

Για να επιβεβαιώσουµε το µοντέλο αλγεβρικής σκέψης των µαθητών συνθέσαµε 25 

δραστηριότητες που τις χωρίσαµε σε δύο µέρη ώστε να µπορέσουµε να διεξάγουµε 

την έρευνα σε δύο διδακτικές ώρες. Το κριτήριο επιλογής των δραστηριοτήτων κάθε 

µέρους ήταν ο χρόνος που θεωρήσαµε ότι απαιτείται για την ολοκλήρωση τους. 

Στόχος ήταν να προλάβουν όλοι οι µαθητές να ασχοληθούν µε όλες τις 

δραστηριότητες κάθε µέρους. 

Κάποιες από τις δραστηριότητες ήταν ανοικτού τύπου ενώ κάποιες άλλες ήταν 

πολλαπλής επιλογής. Τις δραστηριότητες που θέλαµε να δούµε τον τρόπο που 

απάντησαν οι µαθητές, και τη διαδικασία που επέλεξαν για να απαντήσουν, τις 

αφήσαµε ανοικτές, ενώ στις υπόλοιπες δραστηριότητες που η απάντηση ήταν σωστό 

οι µαθητές έπρεπε να διαλέξουν µία απάντηση από 4 ή 5 πιθανές απαντήσεις. 
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Στο γράφηµα 2 βλέπουµε το προτεινόµενο µοντέλο αλγεβρικής σκέψης µε την 

κωδικοποίηση των αντίστοιχων δραστηριοτήτων και των παραγώντων της κάθε 

διάστασης.  

Γράφηµα 2 – Διαστάσεις Αλγεβρικής σκέψης, κωδικoποίηση 

 

Για τη µέτρηση του παράγοντα «Γενικευµένη αριθµητική» δοµήσαµε οκτώ 

δραστηριότητες (βλ. Πίνακα 1). 3 δραστηριότητες που σχετίζονται µε την κατανόηση 

των ιδιοτήτων των αριθµών και των πράξεων, 3 δραστηριότητες που σχετίζονται µε 
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τη δοµή των αντικειµένων και 2 δραστηριότητες για την κατανόηση της ισότητας και 

της ανισότητας. 

Στην πρώτη και στην τρίτη δραστηριότητα οι µαθητές έπρεπε να χρησιµοποιήσουν 

τις ιδιότητες των αριθµητικών πράξεων που ισχύουν στην αριθµητική για να 

υπολογίσουν το αποτέλεσµα δύο πράξεων:  3 × (-13212) – 5 × (-13212)  και   

-1245 × 15 + 245 × 15. 

Πίνακας 1. Έργα του παράγοντα «Γενικευµένη αριθµητική» 

Είδος έργου Παράδειγµα 
Ιδιότητες αριθµών 
και πράξεων 

(ga_a1)  Να υπολογίσετε το αποτέλεσµα της πράξης:   
3⋅(−13212)−5⋅(−13212) =  

 (ga_a2)  Να βρείτε ποιος από τους παρακάτω αριθµούς είναι 
άρτιος. 

a. 2348 
b. 3348 
c. 5348 
d. 7348 
e. Είναι πολύ δύσκολες οι πράξεις για να 

απαντήσουµε. 
 (ga_a3)  Να υπολογίσετε το αποτέλεσµα της πράξης:  

 
Δοµή αριθµητικών 
αντικειµένων 

(ga_b1)  Να βρείτε ποιο είναι το τελευταίο ψηφίο του γινοµένου  
32 ⋅1112 . 
 a. 0 b. 1 c. 3 d. 9 

 (ga_b2)  Να βρείτε ποιο είναι το υπόλοιπο της διαίρεσης του 
αθροίσµατος 946 + 950 + 952 + 960 διά του 950 

 (ga_b3)  Έστω ο αριθµός 3400. Να εξετάσετε αν ο αριθµός αυτός 
διαιρείται µε το 9 και να αιτιολογήσετε την απάντηση σας. 

Ισότητα – 
Ανισότητα 

(ga_c1)  Αν Α + Β = 4, να βρείτε ποια είναι η τιµή της 
παράστασης      
2Α + 2Β – 5 
 a. 8 b. -1 c. 3 d. -5 

 (ga_c2)  Να βρείτε για ποια τιµή του αριθµού α η παρακάτω 
ανίσωση είναι σωστή. 

- 10 > (-5)α  
a. 2 
b. -2 
c. 1 
d. 3 

 

Και στις δύο δραστηριότητες οι µαθητές µπορούσαν να απαντήσουν µε δύο τρόπους: 

−1245⋅15+245⋅15 =
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µπορούσαν απλά να βρουν τα δύο γινόµενα της αριθµητικής παράστασης και στη 

συνέχεια να προσθέσουν τα γινόµενα αυτά, ή να αναγνωρίσουν ότι µπορούν να 

εφαρµόσουν την επιµεριστική ιδιότητα, βλέποντας ότι στους δύο όρους υπάρχει 

κοινός παράγοντας. Ανάµεσα στις δύο δραστηριότητες, που ανήκουν στην 

«γενικευµένη αριθµητική», καθώς είναι πράξεις ακεραίων, υπάρχουν διαφορές. Στην 

πρώτη δραστηριότητα ο κοινός παράγοντας είναι αρνητικός, υπάρχει γινόµενο 

αρνητικών αριθµών και το τελικό αποτέλεσµα είναι θετικός αριθµός. Στη δεύτερη 

δραστηριότητα ο κοινός παράγοντας είναι θετικός και το τελικό αποτέλεσµα είναι 

αρνητικός αριθµός. Η µορφή των δραστηριοτήτων είναι τέτοια που υποθέσαµε ότι ο 

µαθητής θα αναγνώριζε εύκολα την επιµεριστική ιδιότητα, παρατηρώντας την 

ύπαρξη του κοινού παράγοντα στους δύο όρους. Σκόπιµα συµπεριλάβαµε χρονοβόρα 

για τον υπολογισµό τους γινόµενα, για να κατευθύνουµε τους µαθητές προς τη χρήση 

επιµεριστικής ιδιότητας. Με τις δραστηριότητες αυτές θέλαµε να εξετάσουµε κατά 

πόσο οι µαθητές ανατρέχουν σε βασικές ιδιότητες των αριθµητικών πράξεων που 

χρησιµοποιούνται και σε αλγεβρικές πράξεις. Υποθέσαµε ότι ποιοτικά η χρήση των 

ιδιοτήτων αυτών δηµιουργεί κατάλληλες προϋποθέσεις ανάπτυξης αλγεβρικών 

ικανοτήτων. Βασικά όµως θέλαµε να απαντήσουµε το απλό ερώτηµα: µπορούν οι 

µαθητές να κάνουν πράξεις που στηρίζονται στην αριθµητική;  

Στην δεύτερη δραστηριότητα οι µαθητές έπρεπε να επιλέξουν ποιος από τους 2348, 

3348, 5348, 7348 είναι άρτιος, ή να επιλέξουν την απάντηση ότι είναι πολύ δύσκολες οι 

πράξεις για να απαντήσουµε, οι µαθητές έπρεπε να αναγνωρίσουν ότι το 2348 είναι 

άρτιος ως γινόµενο άρτιων αριθµών. Η προπαίδεια του 2 έχει πάντα άρτιο 

αποτέλεσµα και αυτό το γνωρίζουν οι µαθητές από πολύ νωρίς στο δηµοτικό. Επίσης 

ο άρτιος εκθέτης δεν είναι κριτήριο για να δούµε αν το αποτέλεσµα της δύναµης είναι 

άρτιος αριθµός. Μπορεί η δραστηριότητα αυτή να παραπέµπει στην προπαίδεια του 
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2, αλλά οι δυνάµεις ανήκουν στο χώρο της άλγεβρας και γι’ αυτό το λόγο η 

δραστηριότητα αυτή ανήκει στην κατηγορία της γενικευµένης αριθµητικής. Για τη 

δραστηριότητα αυτή υποθέσαµε ότι οι µαθητές σε αυτή την ηλικία γνωρίζουν ποιοι 

αριθµοί ονοµάζονται άρτιοι και ποιοι περιττοί αλλά επίσης µαθητές σε αυτό το 

επίπεδο έχουν εµπειρία µε τις έννοιες και τις ιδιότητες των δυνάµεων. Θέλαµε λοιπόν 

να εξετάσουµε κατά πόσο µπορούν οι µαθητές να εφαρµόσουν τις γνώσεις τους σε 

δραστηριότητα µε αριθµητικούς όρους συνδυάζοντας ικανότητες γενίκευσης του 

πλαισίου της άλγεβρας. 

Στην υποκατηγορία «δοµή» της γενικευµένης αριθµητικής, συµπεριλάβαµε τρεις 

δραστηριότητες. Στην πρώτη δραστηριότητα οι µαθητές έπρεπε να επιλέξουν µεταξύ 

των 0, 1, 3 και 9, ποιο είναι το τελευταίο ψηφίο του αριθµού 32 × 1112. Θέλαµε να 

εξετάσουµε αν οι µαθητές µπορούν να ανιχνεύσουν τη δοµή του γινοµένου αυτού, να 

καταλάβουν ότι όλες οι δυνάµεις του 11 δίνουν αριθµό που το τελευταίο τους ψηφίο 

είναι το 1 και ότι κάθε αριθµός που τελειώνει σε 1, όταν πολλαπλασιάζεται µε το 32, 

δηλαδή µε το 9, δίνει γινόµενο που το τελευταίο ψηφίο του είναι το 9. Μέσω της 

δοµής της δραστηριότητας αυτής, µπορούν οι µαθητές να καταλήξουν σε απάντηση 

που προϋποθέτει γενικεύσεις αλγεβρικής φύσης;   

Στη δεύτερη δραστηριότητα της ίδιας υποκατηγορίας, οι µαθητές έπρεπε να βρουν 

ποιο είναι το υπόλοιπο της διαίρεσης του αθροίσµατος 946 + 950 + 952 + 960 διά του 

950. Στη δραστηριότητα αυτή οι µαθητές θα µπορούσαν υπολογίσουν το άθροισµα 

και στη συνέχεια να κάνουν τη διαίρεση, αλλά θα µπορούσαν να υπολογίσουν τη 

διαφορά που έχει κάθε όρος του αθροίσµατος από το 950. Και σε αυτή την 

δραστηριότητα θέλαµε να εξετάσουµε αν κάποιοι µαθητές θα επέλεγαν να 

απαντήσουν χωρίς να υπολογίσουν το άθροισµα, βγάζοντας έτσι ποιοτικά 
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συµπεράσµατα για τη φύση της αλγεβρικής τους σκέψης. Αλλά θέλαµε επίσης να 

εξετάσουµε, αν όσοι δε επέλεγαν να απαντήσουν µε τη διαφορά κάθε όρου του 

αθροίσµατος από το 950, µπορούσαν να σκεφτούν και εκτελέσουν µε ταχύτητα τον 

τρόπο λύσης µε πράξεις. 

Στην τρίτη δραστηριότητα της υποκατηγορίας «Δοµή», οι µαθητές έπρεπε να 

εξετάσουν αν ο αριθµός 3400 διαιρείται µε το 9. Εδώ οι µαθητές, αναγνωρίζοντας τη 

δοµή του αντικειµένου, µέσω των ιδιοτήτων των δυνάµεων, έπρεπε να απαντήσουν 

βλέποντας το ισοδύναµο αντικείµενο 9200, που διαιρείται µε το 9. Θέλαµε να 

εξετάσουµε αν µία ιδιότητα των δυνάµεων, µπορεί να εφαρµοστεί αντίστροφα. 

Υποθέσαµε ότι ίσως κάποιοι µαθητές να µπορούσαν να απαντήσουν αναλύοντας το 

3400 σε γινόµενο τετρακοσίων τριαριών, το οποίο είναι γινόµενο διακοσίων ζευγαριών 

από τριάρια, δηλαδή γινόµενο διακοσίων εννιαριών. Και οι δύο τρόποι προϋποθέτουν 

κατανόηση της δοµής του αντικειµένου.  

Στην υποκατηγορία «Ισότητα – Ανισότητα» συµπεριλάβαµε 2 δραστηριότητες. Στην 

πρώτη δραστηριότητα δίνονταν στους µαθητές η πληροφορία ότι Α + Β = 4 και βάσει 

αυτής της πληροφορίας έπρεπε οι µαθητές να βρουν την τιµή της παράστασης 2Α + 

2Β – 5. Εδώ έπρεπε οι µαθητές να αντιµετωπίσουν το Α + Β ως ένα αντικείµενο και 

να δουν ότι η τελική παράσταση περιέχει το διπλάσιο του αριθµού αυτού, µειωµένο 

κατά 5. Θέλαµε να εξετάσουµε αν µπορούν οι µαθητές να αντιµετωπίσουν τη δοµή Α 

+ Β ως ένα αντικείµενο και αν µπορούν να δουν ότι η παράσταση 2Α + 2Β – 5 

χρησιµοποιεί το ίδιο αντικείµενο.  

Στη δεύτερη δραστηριότητα που σχετίζεται µε τη γενίκευση αριθµητικών ιδιοτήτων 

σε ανισοτικές σχέσεις, οι µαθητές έπρεπε να επιλέξουν ποια τιµή του α από τις 2, -2, 

1 και 3 επαληθεύει την ανισότητα - 10 > (-5)α. Σε αυτή τη δραστηριότητα µπορούσαν 
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οι µαθητές να λύσουν την ανίσωση, αλλά υποθέσαµε ότι οι περισσότεροι να 

απαντούσαν µε δοκιµές των πιθανών απαντήσεων. Η γενίκευση την αριθµητικής 

αναδεικνύεται στην αναγνώριση της θέσης των γινοµένων του -5 µε τους αριθµούς 

των απαντήσεων στην αριθµογραµµή των ακεραίων. Έπρεπε δηλαδή οι µαθητές να 

επιλέξουν τον µεγαλύτερο θετικό αριθµό διότι αυτός δίνει το µικρότερο γινόµενο, 

που κατά απόλυτη τιµή είναι το µεγαλύτερο από τα γινόµενα των άλλων 

απαντήσεων. Θέλαµε λοιπόν να εξετάσουµε κατά πόσο µπορούν οι µαθητές να 

επιλέξουν τη σωστή απάντηση αναγνωρίζοντας τις ιδιότητες και τη φύση των 

αριθµών και της ανίσωσης. 

Για τη µέτρηση του παράγοντα «Συναρτησιακή σκέψη» δοµήσαµε έξι 

δραστηριότητες. Δύο δραστηριότητες που σχετίζονται µε την µελέτη των µοτίβων, 

δύο δραστηριότητες που σχετίζονται µε την αναγνώριση της σχέσης µεταξύ 

µεταβλητών και δύο δραστηριότητες για την αναγνώριση της σχέσης σε γράφηµα 

(βλ. Πίνακα 2). Σε όλες τις δραστηριότητες που επιλέξαµε επιθυµούσαµε να 

εξετάσουµε αν µπορούσαν οι µαθητές να αναγνωρίσουν µεταβλητές και να φτάσουν 

σε γενίκευση αναγνωρίζοντας τη σχέση µεταξύ των εν χρήση µεταβλητών.  

Στην πρώτη υποκατηγορία που σχετίζεται µε τα µοτίβα συµπεριλάβαµε ένα 

γεωµετρικό και ένα αριθµητικό µοτίβο. Στο γεωµετρικό µοτίβο, οι µαθητές έπρεπε να 

βρουν πόσα τρίγωνα περιέχει το 10ο κατά σειρά σχήµα από τη σειρά των σχηµάτων 

που δίνονται. Σε κάθε σχήµα ο αριθµός των τριγώνων είναι ο διπλάσιος από τον 

αριθµό των τετραγώνων. Έπρεπε δηλαδή αρχικά οι µαθητές να δουν πως 

δηµιουργείται η ακολουθία των τετράγωνων των σχηµάτων και πως το πλήθος των 

τριγώνων σχετίζεται µε το πλήθος των τετραγώνων. Υποθέσαµε ότι κάποιοι µαθητές 

µπορεί να έφταναν και σε γενίκευση κατασκευάζοντας ένα τύπο που θα περιέγραφε 
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τη σχέση αυτή, αλλά πιστεύαµε πως οι περισσότεροι µαθητές θα υπολόγιζαν το 

πλήθος των τριγώνων διπλασιάζοντας το πλήθος των τετραγώνων, που προκύπτει, µε 

σχετικά εύκολο για το επίπεδο αυτό, τρόπο. Στην αριθµητική ακολουθία οι µαθητές 

έπρεπε να βρουν τον 8ο όρο της ακολουθίας -2, 4, -8, 16. Έπρεπε δηλαδή να 

κατανοήσουν ότι κάθε όρος δηµιουργείται αναδροµικά από τον προηγούµενο 

πολλαπλασιάζοντας µε -2. 

Στην αναγνώριση σχέσης µεταξύ µεταβλητών, δοµήσαµε δύο δραστηριότητες. Στην 

πρώτη δραστηριότητα δώσαµε έναν πίνακα που περιείχε 5 ζευγάρια τιµών και οι  

µαθητές έπρεπε να βρουν ποια σχέση από τις τέσσερις που δίνονταν µπορούσε 

ναπεριγράψει τη σχέση των µεταβλητών που δίνονταν. Οι µαθητές έπρεπε να 

αναγνωρίσουν τη σχέση σε όλα τα ζευγάρια τιµών καθώς υπήρχαν σχέσεις που 

επαληθευόντουσαν από κάποια αλλά όχι από όλα τα ζευγάρια. Εδώ έπρεπε οι 

µαθητές να συνδέσουν τις δύο διαφορετικές αναπαραστάσεις της συνάρτησης και να 

κατανοήσουν ότι η περιγραφή της συναρτησιακής σχέσης πρέπει να 

πραγµατοποιείται από όλα τα ζευγάρια τιµών του πίνακα.  

Στη δεύτερη δραστηριότητα για την αναγνώριση της σχέσης µεταξύ µεταβλητών 

είχαµε µία λεκτική περιγραφή της σχέσης δύο µεταβλητών και θέλαµε να 

ανιχνεύσουµε κατά πόσο θα µπορούσαν οι µαθητές να αναγνωρίσουν τη σχέση των 

µεταβλητών αυτών και να την περιγράψουν φορµαλιστικά. Το πρόβληµα έλεγε ότι ο 

Γιώργος εργάζεται σε µία ασφαλιστική εταιρία για ασφάλειες αυτοκινήτου. Ο µισθός 

του είναι 50€ και παίρνει και 20€ για κάθε ασφάλεια που πουλάει. Το πρώτο ερώτηµα 

ζητούσε να απαντήσουν οι µαθητές πόσα χρήµατα κερδίζει ο Γιώργος κάθε 

εβδοµάδα. Καθώς τα χρήµατα που κερδίζει εξαρτώνται από το πόσες ασφάλειες θα 

πουλήσει και δε γνωρίζουµε πόσες ασφάλειες πούλησε, η ερώτηση έχει γενική 
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Πίνακας 2. Έργα µέτρησης του παράγοντα «Συναρτησιακή σκέψη» 

Είδος έργου Παράδειγµα 
Μοτίβα (ss_a1)  Παρατηρήστε την παρακάτω σειρά σχηµάτων.  

 
Βρείτε πόσα τριγωνάκια έχει το 10ο κατά σειρά σχήµα.  

 (ss_a2)  Να βρείτε τον 8ο όρο της παρακάτω ακολουθίας 
αριθµών:  – 2, 4, –8, 16 

Αναγνώριση σχέσης 
µεταξύ µεταβλητών 0 1 

1 2 
2 5 
3 10 
4 17 

(ss_b1)  Να βρείτε ποια είναι η εξίσωση που 
περιγράφει τη σχέση των µεταβλητών στο 
διπλανό πίνακα. 

a. y = 2x 
b. y = 2x + 1 
c. y = x2 + 1 
d. y = x2 + x 
e. Κανένα από τα παραπάνω 

 (ss_b2)  Ο Γιώργος εργάζεται σε µία ασφαλιστική εταιρία για 
ασφάλειες αυτοκινήτου. Ο µισθός του είναι 50€ και παίρνει και 
20€ για κάθε ασφάλεια που πουλάει.  

a. Πόσα είναι τα χρήµατα που κερδίζει ο Γιώργος κάθε εβδοµάδα;  
b. Αν σε µία εβδοµάδα έβγαλε 190€ πόσες ασφάλειες είχε 

πουλήσει;  
Αναγνώριση σχέσης 
σε γράφηµα 

(ss_c1)  Παρακάτω ακολουθεί η γραφική παράσταση της σχέσης 
δύο µεταβλητών κ και λ. 

 
Πόσα σηµεία πιστεύετε ότι έχει η γραφική παράσταση; 

 (ss_c2)  Μία βρύση είναι ανοικτή στο τέρµα και γεµίζει µία 
δεξαµενή. Σιγά σιγά, µε αργό ρυθµό, κλείνουµε τη βρύση µέχρι 
να κλείσει τελείως. Ποια από τις παρακάτω γραφικές 
παραστάσεις αναπαριστά το παράδειγµα αυτό; 
α.	                                    β. 
 
 
 
 
 
γ.                                     δ. 
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διάσταση και υποθέσαµε ότι αυτό θα κατανοούσαν και οι µαθητές, δοµώντας για την 

απάντηση τους ένα τύπο που να συνδέει τις µεταβλητές πλήθος ασφαλειών (ως 

ανεξάρτητη µεταβλητή) και εβδοµαδιαίο µισθό.  Στο δεύτερο ερώτηµα έπρεπε οι 

µαθητές να απαντήσουν πόσες ασφάλειες πούλησε ο Γιώργος αν γνωρίζαµε ότι 

έβγαλε 190€. Εδώ οι µαθητές θα µπορούσαν να απαντήσουν αντιστρέφοντας τις 

πράξεις, δηλαδή αφαιρώντας 50€ που είναι ο βασικός µισθός και βρίσκοντας το ποσό 

που κερδίζει ο Γιώργος από τις ασφάλειες και στη συνέχεια διαιρώντας µε το 20 για 

να βρουν το πλήθος των ασφαλειών. Θα µπορούσαν όµως να εξισώσουν τα χρήµατα 

που βρήκαν σε γενική µορφή από το πρώτο ερώτηµα και στη συνέχεια να έλυναν την 

εξίσωση που θα πρόκυπτε.  

Στην τελευταία υποκατηγορία της διάστασης «Συναρτησιακή σκέψη», στην 

υποκατηγορία  που σχετίζεται στην αναγνώριση σχέσης σε γράφηµα συµπεριλάβαµε 

δύο δραστηριότητες. Στην πρώτη δραστηριότητα έπρεπε οι µαθητές να απαντήσουν 

πόσα σηµεία έχει µία δοσµένη γραφική παράσταση. Εδώ είχαµε την γραφική 

αναπαράσταση µίας συναρτησιακής σχέσης και θέλαµε να ανιχνεύσουµε αν µπορούν 

οι µαθητές να ερµηνεύσουν τη συνέχεια της σχέσης που διαφαίνεται σε όλα τα 

σηµεία µίας γραφικής παράστασης. Η αναπαράσταση µίας συναρτησιακής σχέσης µε 

τύπο υπονοεί τα άπειρα ζευγάρια τιµών που επαληθεύουν τη σχέση αυτή, ενώ η 

αναπαράσταση της συνάρτησης µε πίνακα παρουσιάζει στιγµιότυπα της σχέσης των 

µεταβλητών. Η γραφική παράσταση δίνει και αυτή τη έννοια των άπειρων ζευγαριών 

τιµών που την επαληθεύουν και θέλαµε να ανιχνεύσουµε αν αυτό είναι εµφανές και 

στους µαθητές.  

Στη δεύτερη δραστηριότητα θέλαµε να δούµε αν οι µαθητές µπορούσαν να 

κατανοήσουν την ποιότητα της σχέσης ανιχνεύοντας τις ιδιότητες της. Το πρόβληµα 
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έλεγε ότι µία βρύση είναι ανοικτή στο τέρµα και γεµίζει µία δεξαµενή. Σιγά σιγά, µε 

αργό ρυθµό, κλείνουµε τη βρύση µέχρι να κλείσει τελείως. Έπρεπε οι µαθητές να 

επιλέξουν µία από τις τέσσερις γραφικές παραστάσεις που δίναµε. Οι µαθητές έπρεπε 

να αναγνωρίσουν ότι η αύξηση του νερού γίνεται µε φθίνοντα ρυθµό και να 

επιλέξουν την αντίστοιχη γραφική παράσταση.  

Για τη µέτρηση του παράγοντα «Μετασχηµατιστική ικανότητα» δοµήσαµε έξι 

δραστηριότητες. Δύο δραστηριότητες µε αριθµητικούς µετασχηµατισµούς, δύο 

δραστηριότητες µε αλγεβρικούς µετασχηµατισµούς και δύο δραστηριότητες µε 

εξισώσεις (βλ. Πίνακα 3). Η αξία των µετασχηµατισµών διαφαίνεται, σύµφωνα µε  

Πίνακας 3. Έργα µέτρησης του παράγοντα «Μετασχηµατιστική ικανότητα» 

 

ό,τι έχουµε αναφέρει ως τώρα σε αυτές τις τρεις κατηγορίες και θέλαµε να δούµε αν 

οι µαθητές µπορούν να εφαρµόσουν ικανότητες µετασχηµατισµών σε αριθµητικές 

παραστάσεις, σε αλγεβρικές παραστάσεις και σε εξισώσεις. Δώσαµε δύο αριθµητικές 

παραστάσεις:  

Είδος έργου Παράδειγµα 
Αριθµητικοί 
µετασχηµατισµοί 

(mi_a1)  Να υπολογίσετε την τιµή της παράστασης: 

A =
1− 1

2

1+ 3
2

+
1− 1

3

1+ 2
3

+
1− 1

4

1+ 5
4  

 (mi_a2)  Να υπολογίσετε την τιµή της παράστασης: 
Α = 2 2 −3 3 +7 2 + 4 3 +5  

Αλγεβρικοί 
µετασχηµατισµοί 

(mi_b1)  Να απλοποιήσετε την παρακάτω παράσταση:  

Α = 2x
xy − y2

− 2y
x2 − xy

+ x+ y
2xy

  

 (mi_b2)  Να απλοποιήσετε την παράσταση: 
Β = (α – 2β)(α + β) – (α + β)(α – β) +β(β + α) 

Εξισώσεις (mi_c1)  Να λύσετε την εξίσωση:  
( ) ( ) ( )16 x 1 1 2 3 x 3 x 6+ + - - = - +  

 (mi_c2)  Να λύσετε την εξίσωση: 
x 1 x 2 x 36
2 2 3
- - -

- = -
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A =
1− 1

2

1+ 3
2

+
1− 1

3

1+ 2
3

+
1− 1

4

1+ 5
4   

Α = 2 2 −3 3 +7 2 + 4 3 +5  

Στην πρώτη έπρεπε οι µαθητές να µετατρέψουν αρχικά τα κλάσµατα σε σύνθετα, 

κάνοντας πράξεις στους όρους των κλασµάτων και στη συνέχεια να µετασχηµατίσουν 

τα σύνθετα κλάσµατα σε απλά για να µπορέσουν, µετατρέποντάς τα σε οµώνυµα, να 

τα προσθέσουν.  

Στη δεύτερη δραστηριότητα που είναι µία παράσταση µε άρρητους αριθµούς έπρεπε 

οι µαθητές να αναγνωρίσουν τα όµοια αντικείµενα και να τα προσθέσουν, 

γνωρίζοντας ότι δεν είναι δυνατό να καταλήξουν σε ένα αριθµητικό αποτέλεσµα, 

παρόλο που η παράσταση είναι αριθµητική.  

Στην υποκατηγορία που είχε σχέση µε τους µετασχηµατισµούς αλγεβρικών 

παραστάσεων είχαµε δύο δραστηριότητες. Στην πρώτη έπρεπε οι µαθητές να 

µετασχηµατίσουν την παράσταση 2x
xy − y2

− 2y
x2 − xy

+ x+ y
2xy

. Εδώ οι µαθητές έπρεπε να 

χρησιµοποιήσουν τις διαδικασίες µετασχηµατισµού τέτοιων αλγεβρικών 

παραστάσεων, όπως είχαν µάθει µε δραστηριότητες του σχολικού βιβλίου της γ 

γυµνασίου. Έπρεπε να παραγοντοποιήσουν τους παρονοµαστές, να βρουν το 

ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο, να µετατρέψουν τα κλάσµατα σε οµώνυµα, να 

προσθέσουν τα κλάσµατα, να κάνουν τις πράξεις στον αριθµητή, να 

παραγοντοποιήσουν το κλάσµα για να µπορέσουν τελικά να το απλοποιήσουν. Η 

δεύτερη δραστηριότητα έπρεπε οι µαθητές να απλοποιήσουν, µε µετασχηµατισµούς 

την παράσταση: (α – 2β)(α + β) – (α + β)(α – β) +β(β + α). Εδώ έπρεπε οι µαθητές να 
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προσέξουν στην εκτέλεση των πράξεων και στην αναγωγή όµοιων όρων.  

Στην κατηγορία των εξισώσεων δοµήσαµε δύο δραστηριότητες που είχαν εξισώσεις. 

Η πρώτη εξίσωση ήταν η  16(x + 1) + 1 – 2(3 – x) = -3(x + 6) στην οποία έπρεπε οι 

µαθητές να εφαρµόσουν τη διαδικασία πράξεις, χωρίζουµε γνωστούς από αγνώστους 

κ.λπ.  

Η δεύτερη εξίσωση είχε διαφορετική µορφή:   x 1 x 2 x 36
2 2 3
- - -

- = -
	
, που απαιτούσε τη 

διαδικασία επίλυσης εξίσωσης µε απαλοιφή παρονοµαστών. 
	
 

Για τη µέτρηση του παράγοντα «Μοντελοποίηση, µετα-άλγεβρα, αποδείξεις» 

δοµήσαµε πέντε δραστηριότητες. Τρεις δραστηριότητες που σχετίζονται µε τη 

µοντελοποίηση και  δύο δραστηριότητες που έχουν σχέση µε τη µετα-άλγεβρα και 

την απόδειξη (βλ. Πίνακα 4). 

Στην υποκατηγορία «Μοντελοποίηση» προτείναµε τρεις δραστηριότητες. Στην πρώτη 

δραστηριότητα οι µαθητές έπρεπε να εκφράσουν µε συµβολικό τρόπο την πρόταση 

«το διπλάσιο του τετραγώνου ενός αριθµού είναι µεγαλύτερο από τον αριθµό αυτό», 

να κατασκευάσουν δηλαδή το µοντέλο περιγραφής της λεκτικής πρότασης. Οι 

µαθητές έπρεπε απλά να µεταφράσουν από αριστερά προς τα δεξιά, την πρόταση 

αυτή χρησιµοποιώντας µία µεταβλητή, καθώς η πρόταση κάνει χρήση µίας 

µεταβλητής.  

Στην δεύτερη δραστηριότητα οι µαθητές έπρεπε να επιλέξουν µία πρόταση από ένα 

µοντέλο που δίνονταν µε τη µορφή πίνακα. Το πρόβληµα έλεγε πως µία εταιρία 

κινητής τηλεφωνίας είχε δηµοσιεύσει ένα πίνακα για τα χρηµατικά ποσά που χρεώνει 

στους πελάτες της. Οι µαθητές έπρεπε να βρουν ποια από τις 4 προτάσεις που δίναµε 

αντιστοιχούσε στο µοντέλο του δεδοµένου πίνακα. Σε αυτή τη δραστηριότητα θέλαµε 



68	

να ανιχνεύσουµε αν οι µαθητές µπορούν αν συνδέσουν το µοντέλο που δίνεται νε 

µορφή πίνακα και την λεκτική περιγραφή του. Εδώ δεν ήταν δυνατή η µετάφραση 

της πρότασης όπως στην πρώτη δραστηριότητα, αλλά έπρεπε να γίνει µε έλεγχο όλων 

των προτάσεων η επιλογή.  

Στην τρίτη δραστηριότητα της ίδιας υποκατηγορίας, που κατά την άποψή µας είχε 

πολύ µεγάλο ενδιαφέρον, έπρεπε οι µαθητές να επιλέξουν ποιο σχηµατικό µοντέλο 

από τα τέσσερα που δίναµε περιέγραφε την πρόταση:  το διπλάσιο ενός αριθµού 

µειωµένο κατά 1 είναι ίσο µε ένα άλλο αριθµό αυξηµένο κατά 5. Τα τέσσερα µοντέλα 

φαίνονται στον πίνακα 4 και για να διαλέξουν οι µαθητές το σωστό, υποθέσαµε ότι 

πρώτα θα έπρεπε εννοιολογικά να καταλήξουν στο φορµαλιστικό µοντέλο 2x – 1 = y 

+ 5.  

Στην υποκατηγορία µετα-άλγεβρα που συµπεριλάβαµε και τις αποδείξεις συνθέσαµε 

δύο δραστηριότητες. Στην πρώτη δραστηριότητα είχαµε το παρακάτω πρόβληµα: µία 

εταιρία ενοικίασης αυτοκινήτων χρεώνει 20€ την ηµέρα και 0,50€ για κάθε 

χιλιόµετρο. Μία άλλη εταιρία χρεώνει 40€ µε απεριόριστα χιλιόµετρα. Για ποιες 

αποστάσεις θα διαλέγατε τη δεύτερη εταιρία αντί της πρώτης; Εδώ οι µαθητές δεν 

µπορούν να χρησιµοποιήσουν κάποιο εργαλείο από την εργαλειοθήκη τους, δεν 

υπάρχει κάποια διαδικασία που µπορούν να εφαρµόσουν, ούτε έχουν µάθει κάποια 

τεχνική που να βοηθάει στη λύση του προβλήµατος. Η λύση δεν ανήκει εξολοκλήρου 

στην άλγεβρα, αλλά όπως έχουµε αναφέρει στην επισκόπηση της βιβλιογραφίας, η 

άλγεβρα είναι το εργαλείο, ο δρόµος για τη λύση. Υποθέσαµε ότι οι µαθητές 

µπορούσαν να επιλέξουν διάφορους δρόµους επίλυσης του προβλήµατος. Ένας 

τρόπος είναι να δηµιουργήσουν την ανίσωση 40 < 20 + 0,5x, ώστε να προκύψει x > 

40. Ένας άλλος τρόπος είναι να λύσουν οι µαθητές την εξίσωση 40 + 20 + 0,5x, για 
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να βρουν για πόσα χιλιόµετρα το κόστος ενοικίασης από τις δύο εταιρίες είναι το ίδιο 

και στη συνέχεια, καθώς η δεύτερη εταιρία δε χρεώνει για τα χιλιόµετρα χρήσης, να 

επιλέξουν τη δεύτερη εταιρία. Ένας άλλος τρόπος λύσης που υποθέσαµε ότι θα 

βλέπαµε στις απαντήσεις των µαθητών είναι να βρουν αρχικά τη διαφορά του 20 από 

το 40 ώστε να προκύψει ότι 20 ευρώ είναι η διαφορά της χρέωσης λόγω χιλιοµέτρων 

και στη συνέχεια να βρουν µε διαίρεση πόσα χιλιόµετρα πρέπει να κάνει κάποιος που 

έχει ενοικιάσει αυτοκίνητο από τη δεύτερη εταιρία για να ισοφαρίσει το χρέος που θα 

είχε αν είχε ενοικιάσει αυτοκίνητο από την πρώτη. Έτσι θα κατέληγαν ότι για 

παραπάνω χιλιόµετρα θα συνέφερε η δεύτερη εταιρία.  

Πίνακας 4. Έργα µέτρησης του παράγοντα «Μοντελοποίηση, µετα-άλγεβρα, απόδειξη» 

Είδος έργου Παράδειγµα 
Μοντελοποίηση (met_a1)  Να εκφράσετε µε συµβολικό τρόπο την πρόταση:  

«Το διπλάσιο του τετραγώνου ενός αριθµού είναι µεγαλύτερο 
από τον αριθµό αυτό». 

 (met_a2)  Είστε συνδροµητές της εταιρίας κινητής τηλεφωνίας 
Mobifon και θέλετε να µάθετε πως χρεώνεστε για τη χρήση του 
κινητού σας. Η εταιρία σας στέλνει τα παρακάτω παραδείγµατα 
χρεώσεων: 

 
 
 
 

 
Με ποιο τρόπο υπολογίζει η εταιρία τις χρεώσεις; 

a. Η εταιρία χρεώνει 0,1€ το λεπτό και προσθέτει και 6€ 
έξοδα δικτύου. 

b. Η εταιρία έχει πάγιο 15€, χρεώνει και 0,01€ για κάθε 
λεπτό οµιλίας. και δίνει µία επιπλέον έκπτωση 2€ για 
χρήση πάνω από 80 λεπτά.  

c. Η εταιρία έχει πάγιο 13€, 100 λεπτά δωρεάν χρόνο 
οµιλίας και χρεώνει και 0,5€ για κάθε λεπτό οµιλίας 
πάνω από τα 100 λεπτά. 

d. Η εταιρία έχει πάγιο 20€ και χρεώνει και άλλα 8€ για 
απεριόριστο χρόνο οµιλίας του χρήστη. 

  (met_a3)  Το διπλάσιο ενός αριθµού µειωµένο κατά 1 είναι ίσο 
µε ένα άλλο αριθµό αυξηµένο κατά 5. Ποιο από τα παρακάτω 
µοντέλα αναπαριστά την πρόταση αυτή; 

Χρόνος οµιλίας Χρέωση 
70 min 13€ 
90 min 13€ 
130 min 28€ 
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Η τελευταία δραστηριότητα που σχετίζεται µε την απόδειξη και ανήκει στη διάσταση 

της αλγεβρικής σκέψης «µετα-άλγεβρα» ζητούσε να αποδείξουν οι µαθητές ότι το 

γινόµενο άρτιου µε περιττό αριθµό είναι άρτιος αριθµός. Σε αυτή την δραστηριότητα 

οι µαθητές έπρεπε να χρησιµοποιήσουν τη συµβολική αναπαράσταση των άρτιων και 

των περιττών, προσέχοντας ότι η απόδειξη αναφερόταν σε τυχαίους αριθµούς και όχι 

σε διαδοχικούς. Έτσι θα έπρεπε οι µαθητές να συµβολίσουν µε 2ρ τον τυχαίο άρτιο 

και µε 2λ + 1 τον τυχαίο περιττό και ότι το γινόµενο τους 2ρ(2λ + 1) είναι 

πολλαπλάσιο του 2, εποµένως είναι άρτιο. Υποθέσαµε ότι οι µαθητές θα 

δυσκολευόντουσαν να αποδείξουν την πρόταση αυτή καθώς µέχρι την γ γυµνασίου 

δεν έχουν την εµπειρία γενικεύσεων αυτού του επιπέδου. Όµως πιστεύαµε ότι θα 

µπορούσαν να φτάσουν σε µία απόδειξη, όχι απαραίτητα φορµαλιστική, 

χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των αντικειµένων της απόδειξης. 

 
Μετα-άλγεβρα 
απόδειξη 

(met_b1)  Μια εταιρία ενοικίασης αυτοκινήτων χρεώνει 20€ την 
ηµέρα και 0,50€ για κάθε χιλιόµετρο. Μία άλλη εταιρία χρεώνει 
40€ µε απεριόριστα χιλιόµετρα. Για ποιες αποστάσεις θα 
διαλέγατε τη δεύτερη εταιρία αντί της πρώτης;  

 (met_b2)  Να αποδείξετε ότι το γινόµενο ενός άρτιου µε ένα 
περιττό είναι περιττός αριθµός.  
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Ανάλυση Δεδοµένων – Αποτελέσµατα 

Για την επιβεβαίωση της εγκυρότητας του προτεινόµενου µοντέλου χρησιµοποιήθηκε 

επιβεβαιωτική παραγοντική ανάλυση. Η χρήση της επιβεβαιωτικής παραγοντικής 

ανάλυσης κρίθηκε κατάλληλη για το λόγο ότι θέλαµε να επιβεβαιώσουµε την 

εγκυρότητα ενός µοντέλου που αναπτύχθηκε µε βάση προηγούµενες ερευνητικές 

εργασίες και τη σχετική βιβλιογραφία. Θέλαµε δηλαδή να εξετάσουµε αν το σύνολο 

των µέτρων της αλγεβρικής σκέψης των µαθητών έχει την τετραπλή διάσταση που 

υποθέσαµε, αν δηλαδή υπάρχουν 4 παράγοντες (γενικευµένη αριθµητική, 

συναρτησιακή σκέψη, µετασχηµατιστική ικανότητα, µετα-άλγεβρα) που καθορίζουν 

την διάσταση της αλγεβρικής σκέψης των µαθητών.  Για τη διεξαγωγή των 

αναλύσεων χρησιµοποιήθηκε το λογισµικό MPLUS  (Muthén & Muthén, 2007). Για 

την επιβεβαίωση των µοντέλων χρησιµοποιήθηκαν οι ακόλουθοι τρεις δείκτες: (α) Ο 

λόγος x2/df (< 2),  ο δείκτης Comparative Fit Index, CFI, (> 0,9) και (γ) ο δείκτης 

Root Mean-Square Error of Approximation, RMSEA, (< 0,08). 

Τρόπος αξιολόγησης των απαντήσεων στα έργα της έρευνας 

Οι απαντήσεις των µαθητών βαθµολογήθηκαν σε κλίµακα 0 – 1. Οι µαθητές είχαν 

αρκετό χρόνο για να ασχοληθούν µε τα φύλλα δραστηριοτήτων και τις δύο φορές που 

πραγµατοποιήθηκε η έρευνα. Ως εκ τούτου οι δραστηριότητες που δεν είχαν καµία 

απάντηση βαθµολογήθηκαν µε 0. Οι σωστές απαντήσεις βαθµολογήθηκαν µε άριστα 

1. 

Η ανάλυση που ακολουθεί είναι ανά δραστηριότητα µε σειρά βάσει κωδικοποίησης 

που φαίνεται στο γράφηµα 2. 

Στη δραστηριότητα ga_a1 οι µαθητές έπρεπε να επιλέξουν µεταξύ 5 διαφορετικών 

απαντήσεων για το αποτέλεσµα της πράξης: 3 × (-13212) – 5 × (-13212). Οι πρώτες 
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τέσσερις επιλογές ήταν 26424, -2, -2×13212, 8×13212 και η τελευταία επιλογή ήταν 

ότι καµία από τις παραπάνω δεν ήταν σωστή. Η σωστή απάντηση βαθµολογήθηκε µε 

1 και η λανθασµένη απάντηση µε 0. Με 0 βαθµολογήθηκαν τα φύλλα που δεν είχαν 

απάντηση σε αυτή τη δραστηριότητα. 

Στη δραστηριότητα ga_a2 οι µαθητές έπρεπε να επιλέξουν ποιος από τους 2348, 3348, 

5348, 7348 είναι άρτιος, ή να επιλέξουν την απάντηση ότι είναι πολύ δύσκολες οι 

πράξεις για να απαντήσουµε. Η σωστή απάντηση βαθµολογήθηκε µε 1 και η 

λανθασµένη απάντηση µε 0. Με 0 βαθµολογήθηκαν τα φύλλα που δεν είχαν 

απάντηση σε αυτή τη δραστηριότητα. 

Στη δραστηριότητα ga_a3 οι µαθητές έπρεπε να υπολογίσουν το αποτέλεσµα της 

πράξης: -1245 × 15 + 245 × 15, που είναι το -15000. Η σωστή απάντηση 

βαθµολογήθηκε µε 1, η λάθος και η κενή απάντηση µε 0. Με 0,50 βαθµολογήθηκαν 

τα φύλλα των µαθητών  που είτε η απάντηση τους ήταν η αντίθετη της σωστής, 

παρέλειψαν δηλαδή το αρνητικό πρόσηµο, είτε µετά την παραγοντοποίηση έκαναν 

µικρό αριθµητικό λάθος στην παρένθεση αλλά συνέχισαν σωστά, ή έδωσαν 

κατευθείαν τη σωστή απάντηση χωρίς ανάλυση. Με 0,75 βαθµολογήθηκαν τα φύλλα 

των µαθητών, που έκαναν σωστά όλες τις πράξεις αλλά επέλεξαν να κάνουν πρώτα 

κάθε πράξη ξεχωριστά, να υπολογίσουν δηλαδή κάθε όρο της αριθµητικής 

παράστασης, αλλά τελικά ενώ φαίνεται στο χαρτί τους ότι η τελική πράξη είναι η 

σωστή, δίνουν σαν απάντηση την αντίθετη της, δηλαδή γράφουν 15000.  

Στην δραστηριότητα ga_b1 οι µαθητές έπρεπε να επιλέξουν µεταξύ των 0, 1, 3 και 9, 

ποιο είναι το τελευταίο ψηφίο του αριθµού 32 × 1112. Η σωστή απάντηση 

βαθµολογήθηκε µε 1 και η λανθασµένη απάντηση µε 0. Με 0 βαθµολογήθηκαν τα 

φύλλα που δεν είχαν απάντηση σε αυτή τη δραστηριότητα. 
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Στη δραστηριότητα ga_b2, οι µαθητές έπρεπε να επιλέξουν µεταξύ των αριθµών 0, 8, 

-8, 12 ποιο είναι το υπόλοιπο της διαίρεσης του αθροίσµατος 946 + 950 + 952 + 960 

διά του 950. Εναλλακτικά θα µπορούσαν να επιλέξουν την τελευταία απάντηση, ότι 

καµία από τις παραπάνω τιµές δεν είναι σωστή. Η σωστή απάντηση βαθµολογήθηκε 

µε 1 και η λανθασµένη απάντηση µε 0. Με 0 βαθµολογήθηκαν τα φύλλα που δεν 

είχαν απάντηση σε αυτή τη δραστηριότητα. 

Στη δραστηριότητα ga_b3, οι µαθητές έπρεπε να εξετάσουν αν ο αριθµός 3400 

διαιρείται µε το 9. Η σωστή απάντηση βαθµολογήθηκε µε 1 και η λανθασµένη 

απάντηση µε 0. Με 0 βαθµολογήθηκαν τα φύλλα που δεν είχαν απάντηση σε αυτή τη 

δραστηριότητα. Στη δραστηριότητα αυτή είχαµε απαντήσεις µαθητών που απάντησαν 

σωστά ότι το 3400 διαιρείται µε το 9 αλλά η αιτιολόγηση τους δεν ήταν πλήρης. 

Κάποιοι έγραψαν ότι το 3400 είναι πολλαπλάσιο του 32, κάποιοι άλλοι 3400 = (32)200 

και είχαµε και απαντήσεις µαθητών που στην αιτιολόγηση τους είχαν γράψει ότι 34 = 

81 που είναι πολλαπλάσιο του 9, εποµένως και το 81100 είναι πολλαπλάσιο του 9. 

Δηλαδή περιέγραψαν λεκτικά την ισότητα: 3400 = (34)100 . Το πολύ µικρό πλήθος των 

σωστών απαντήσεων µας ώθησε να αυξήσουµε την ελαστικότητα για το ποιες 

απαντήσεις θα έπαιρναν κάποιους βαθµούς. Με 0,25 βαθµολογήσαµε τα φύλλα που 

απάντησαν ότι επειδή το 32 = 9, 33 = 27, 34 = 81, δηλαδή οι δυνάµεις του 3 είναι 

πολλαπλάσια του 9, τότε και το 3400 είναι πολλαπλάσιο του 9. Με 0,5 

βαθµολογήσαµε τα φύλλα των µαθητών που είχαν γράψει ότι 32 = 9 και το 9 είναι 

υποπολλαπλάσιο του 3400, ενώ µε 0,75 βαθµολογήσαµε τους µαθητές που έγραψαν 

ότι 3400 = 3×3×3×3×3×3×3… = 9×3×3×3×3…, εποµένως είναι πολλαπλάσιο του 9. 

Στην δραστηριότητα ga_c1 δίνονταν στους µαθητές η πληροφορία ότι Α + Β = 4 και 

βάσει αυτής της πληροφορίας οι µαθητές έπρεπε να επιλέξουν ποια από τους 
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αριθµούς 8, -1, 3 και -5 είναι η τιµή της παράστασης 2Α + 2Β – 5. Η σωστή 

απάντηση βαθµολογήθηκε µε 1 και η λανθασµένη απάντηση µε 0. Με 0 

βαθµολογήθηκαν τα φύλλα που δεν είχαν απάντηση σε αυτή τη δραστηριότητα. 

Στη δραστηριότητα ga_c2 οι µαθητές έπρεπε να επιλέξουν ποια τιµή του α από τις 2, 

-2, 1 και 3 επαληθεύει την ανισότητα - 10 > (-5)α. Η σωστή απάντηση 

βαθµολογήθηκε µε 1 και η λανθασµένη απάντηση µε 0. Με 0 βαθµολογήθηκαν τα 

φύλλα που δεν είχαν απάντηση σε αυτή τη δραστηριότητα. 

Η δραστηριότητα ss_a1 που ήταν ένα γεωµετρικό µοτίβο, ήταν ανοικτού τύπου και οι 

µαθητές έπρεπε να βρουν πόσα τρίγωνα περιέχει το 10ο κατά σειρά σχήµα από τη 

σειρά των σχηµάτων που δίνονται. Η σωστή απάντηση βαθµολογήθηκε µε 1 και η 

λανθασµένη απάντηση µε 0. Με 0 βαθµολογήθηκαν τα φύλλα που δεν είχαν 

απάντηση σε αυτή τη δραστηριότητα. Κάποιοι από τους µαθητές που 

βαθµολογήθηκαν µε 1 σε αυτή την δραστηριότητα, είχαν γράψει ότι το πλήθος των 

τριγώνων είναι 2ν2, κάποιων άλλων οι απαντήσεις βασίζονταν σε διαδοχικά σχήµατα 

που είχαν σχεδιάσει οι µαθητές και είχαν γράψει και την ακολουθία 2, 8, 18 άρα 200 

και είχαµε και απαντήσεις που στην αιτιολόγηση τους είχαν γράψει ότι έχουµε 20 επί 

10, δηλαδή 200 τρίγωνα. Με 0,25 βαθµολογήσαµε τους µαθητές που είχαν γράψει ότι 

έχουµε 10 επί 10 τρίγωνα δηλαδή αυτούς που είχαν ασχοληθεί µε το δύσκολο µέρος 

του υπολογισµού και στη συνέχεια δεν πρόσεξαν τι ακριβώς ζητούσε το πρόβληµα. 

Θεωρήσαµε δηλαδή, ότι η απάντηση αυτή δείχνει κάποια µορφή αλγεβρικής 

ικανότητας.  

Με 0,5 βαθµολογήσαµε τους µαθητές που έδωσαν σωστή απάντηση χωρίς 

αιτιολόγηση και 0,75 δώσαµε στις απαντήσεις των µαθητών που είτε είχαν βρει 

σωστά το πλήθος των τετραγώνων και είχαν αιτιολογήσει πλήρως την απάντηση 
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τους, αλλά δεν ασχολήθηκαν µε τα τρίγωνα είτε είχαν φτάσει στο σωστό πλήθος 

τριγώνων αλλά η αιτιολόγηση τους ήταν ελλιπής. Με 0 βαθµολογήθηκαν τα φύλλα 

που δεν είχαν απάντηση σε αυτή τη δραστηριότητα. 

Στη δραστηριότητα ss_a2 οι µαθητές έπρεπε να βρουν τον 8ο όρο της ακολουθίας -2, 

4, -8, 16. Με 1 βαθµολογήθηκαν οι µαθητές που στην απάντηση τους είχαν γράψει 

όλους τους όρους µέχρι το 256. Με 0,5 βαθµολογήσαµε τους µαθητές που έγραψαν 

τους όρους της ακολουθίας αλλά σταµάτησαν σε προηγούµενο όρο και όχι στο 256. 

Με 0,5 βαθµολογήσαµε επίσης απαντήσεις µαθητών που είχαν βρει ότι κάθε όρος της 

ακολουθίας προκύπτει από τον προηγούµενο πολλαπλασιάζοντας µε το -2, αλλά 

έκαναν λάθος σε έναν πολλαπλασιασµό. Με 0,75 απαντήσεις που δεν είχαν πλήρη 

αιτιολόγηση αλλά σωστό αποτέλεσµα. Με 0 βαθµολογήθηκαν τα φύλλα που δεν 

είχαν απάντηση σε αυτή τη δραστηριότητα. 

Στη δραστηριότητα ss_b1 δώσαµε έναν πίνακα που περιείχε 5 ζευγάρια τιµών (0, 1), 

(1,2), (2, 5), (3, 10), (4, 17) και οι µαθητές έπρεπε να βρουν ποια σχέση από τις 

τέσσερις που δίνονταν µπορούσε να περιγράψει τη σχέση των µεταβλητών. Η σωστή 

απάντηση ήταν η τρίτη στη σειρά των επιλογών, δηλαδή η σχέση y = x2 + 1. Οι 

πρώτες δύο σχέσεις δεν επαληθευόντουσαν από το πρώτο ζευγάρι τιµών ως εκ τούτου 

εύκολα θα το απέρριπταν οι µαθητές. Η σωστή απάντηση βαθµολογήθηκε µε 1 και η 

λανθασµένη απάντηση µε 0. Με 0 βαθµολογήθηκαν τα φύλλα που δεν είχαν 

απάντηση σε αυτή τη δραστηριότητα. 

Στη δραστηριότητα ss_b2 είχαµε ένα πρόβληµα µε δύο ερωτήµατα στα οποία δώσαµε 

τους κωδικούς ss_b2a και ss_b2b αντίστοιχα. Το πρόβληµα έλεγε ότι ο Γιώργος 

εργάζεται σε µία ασφαλιστική εταιρία για ασφάλειες αυτοκινήτου. Ο µισθός του είναι 

50€ και παίρνει και 20€ για κάθε ασφάλεια που πουλάει. Το πρώτο ερώτηµα (ss_b2a) 
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ζητούσε να απαντήσουν οι µαθητές πόσα χρήµατα κερδίζει ο Γιώργος κάθε 

εβδοµάδα. Με 1 βαθµολογήθηκαν οι µαθητές που έγραψαν 50 + 20x, που ήταν και η 

σωστή απάντηση. Δύο µαθητές µέσα σε πολλά που είχαν γράψει, είχαν δώσει και την 

απάντηση 50 + 20x = y και αυτοί βαθµολογήθηκαν µε 0,75. Ένας µαθητής  

βαθµολογήθηκε µε 0,5 διότι έδωσε την απάντηση x = 50 + 20x. Με 0 

βαθµολογήθηκαν τα φύλλα που είχαν λανθασµένη απάντηση ή δεν είχαν απάντηση 

σε αυτή τη δραστηριότητα. 

Στο δεύτερο ερώτηµα έπρεπε οι µαθητές να απαντήσουν πόσες ασφάλειες πούλησε ο 

Γιώργος αν γνωρίζαµε ότι έβγαλε 190€. Η σωστή απάντηση ήταν το 7 η οποία 

βαθµολογήθηκε µε 1. Κάποιοι από τους µαθητές που βαθµολογήθηκαν µε 1, είχαν 

γράψει: x = (190 – 50)/20, άρα x = 7, κάποιοι άλλοι έλυσαν το πρόβληµα µε 

αντιστροφή της διαδικασίας, δηλαδή έγραψαν 190 – 50 = 140, εποµένως 140/20 = 7 

ασφάλειες, ενώ είχαµε και ένα µαθητή που στην απάντηση του είχε γράψει ότι η µία 

ασφάλεια αντιστοιχεί στα 20€, οι x στα 140€, άρα x = 7. Με 1 βαθµολογήθηκε η 

απάντηση  50 + 7 φορές το 20 = 140 αλλά και η λύση του προβλήµατος µε την 

εξίσωση 50 + 20x = 190. Σε αυτή τη δραστηριότητα δεν είχαµε απαντήσεις που 

θεωρήσαµε ότι έπρεπε να πάρουν βαθµολογία διαφορετική από 1 ή 0. Με 0 

βαθµολογήθηκαν τα φύλλα που είχαν λανθασµένη απάντηση ή δεν είχαν απάντηση 

σε αυτή τη δραστηριότητα. 

Στη δραστηριότητα ss_c1 έπρεπε οι µαθητές να απαντήσουν πόσα σηµεία έχει µία 

δοσµένη γραφική παράσταση. Η σωστή απάντηση, δηλαδή η απάντηση των µαθητών 

που αναγνώρισαν ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης έχει άπειρα σηµεία 

βαθµολογήθηκε µε 1. Με 0 βαθµολογήθηκαν τα φύλλα που είχαν λανθασµένη 

απάντηση ή δεν είχαν απάντηση σε αυτή τη δραστηριότητα. 
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Στην δραστηριότητα ss_c2 είχαµε ένα πρόβληµα. Το πρόβληµα έλεγε ότι µία βρύση 

είναι ανοικτή στο τέρµα και γεµίζει µία δεξαµενή. Σιγά σιγά, µε αργό ρυθµό, 

κλείνουµε τη βρύση µέχρι να κλείσει τελείως. Έπρεπε οι µαθητές να επιλέξουν µία 

από τις τέσσερις γραφικές παραστάσεις που δίναµε. Οι µαθητές που απάντησαν 

σωστά βαθµολογήθηκαν µε 1. Με 0 βαθµολογήθηκαν τα φύλλα που είχαν 

λανθασµένη απάντηση ή δεν είχαν απάντηση σε αυτή τη δραστηριότητα.  

Στην δραστηριότητα mi_a1 οι µαθητές έπρεπε να υπολογίσουν την τιµή της 

παράστασης: 

A =
1− 1

2

1+ 3
2

+
1− 1

3

1+ 2
3

+
1− 1

4

1+ 5
4 . Στη δραστηριότητα αυτή είχαµε απαντήσεις που 

πήραν βαθµό 1, 0,25, 0,5, ή 0,75. Οι µαθητές που έφτασαν στο τελικό αποτέλεσµα 

βαθµολογήθηκαν µε 1. Με 0,25 βαθµολογήθηκε η λύση κατά την οποία ο µαθητής  

έκανε µόνο οµώνυµα τα κλάσµατα σε κάθε όρο των κλασµάτων της παράστασης και 

δε συνέχισε. Με 0,5 βαθµολογήθηκε η λύση κατά την οποία ο µαθητής, αφού έφτασε 

στο άθροισµα τριών κλασµάτων µετά συνέχισε µε απαλοιφή και µε µικρό αριθµητικό 

λάθος. Με 0,75 βαθµολογήθηκε η λύση κατά την οποία ο µαθητής προχώρησε 

αρκετά τις πράξεις αλλά είτε έκανε µικρό αριθµητικό λάθος ή σταµάτησε λίγο πριν 

τον υπολογισµό του τελικού αποτελέσµατος. Με 0 βαθµολογήθηκαν τα φύλλα που 

δεν είχαν απάντηση.  

Στη δραστηριότητα  mi_a2 οι µαθητές έπρεπε να υπολογίσουν την τιµή της 

παράστασης: Α = 2 2 −3 3 +7 2 + 4 3 +5 . Με 1 βαθµολογήθηκαν οι µαθητές που 

έφτασαν στο τελικό αποτέλεσµα. Με 0,25 βαθµολογήθηκαν οι µαθητές που 

πρόσθεσαν τους όρους µε τις όµοιες ρίζες αλλά στο τέλος πρόσθεσαν τις 

διαφορετικές ρίζες (9 2 + 3 = 10 5 ή 2 + 3 = 2 3 ). Με 1 βαθµολογήθηκε 
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και ένας µαθητής που πολλαπλασίασε και τα δύο µέλη της ισότητας που δίναµε µε το 

2. Με 0,5 βαθµολογήθηκαν οι µαθητές που αφού πρόσθεσαν τις όµοιες ρίζες, στη 

συνέχεια έκαναν λάθος πράξεις, και µε 0,75 οι µαθητές που έκαναν σωστά τις 

πράξεις αλλά έγραψαν ότι 9 2 = 6 ή ότι 9 2 = 6. Με 0 βαθµολογήθηκαν οι 

λανθασµένες απαντήσεις και τα φύλλα που δεν είχαν απάντηση. 

Στη δραστηριότητα  mi_b1 οι µαθητές έπρεπε να υπολογίσουν την τιµή της 

παράστασης: 2x
xy − y2

− 2y
x2 − xy

+ x+ y
2xy

. Με 1 βαθµολογήθηκαν οι απαντήσεις των 

µαθητών που είχαν φτάσει µέχρι το τελικό αποτέλεσµα. Με 0,25 βαθµολογήθηκαν τα 

φύλλα των µαθητών που στη λύση τους έφτασαν µέχρι την παραγοντοποίηση των 

παρονοµαστών, ενώ µε 0,5 οι µαθητές που στη λύση τους µετά την παρογοντοποίηση 

των παρονοµαστών έκαναν τα κλάσµατα οµώνυµα και τα πρόσθεσαν φτάνοντας σε 

ένα κλάσµα αλλάδε συνέχισαν. Με 0,75 βαθµολογήθηκαν τα φύλλα των µαθητών 

που έφτασαν µέχρι ένα κλάσµα και παρογοντοποίησαν και τον αριθµητή. Με 0 

βαθµολογήθηκαν τα φύλλα που δεν είχαν απάντηση και εκείνα που είχαν αρκετά 

λάθη στη λύση τους.  

Στη δραστηριότητα  mi_b2 οι µαθητές έπρεπε να υπολογίσουν την τιµή της 

παράστασης: Β = (α – 2β)(α + β) – (α + β)(α – β) +β(β + α). Με 1 βαθµολογήθηκαν 

τα φύλλα των µαθητών που έφτασαν στο τελικό αποτέλεσµα είτε µε 

παραγοντοποίηση µε κοινό παράγοντα το (α+β), είτε µε πράξεις, µε χρήση της 

ταυτότητας, της διαφοράς των τετραγώνων ή µε την επιµεριστική ιδιότητα. Με 0,25 

βαθµολογήθηκαν οι απαντήσεις των µαθητών που ενώ άνοιξαν σωστά τις 

παρενθέσεις στη συνέχεια έκανα πολλά λάθη. Με 0,5 βαθµολογήθηκαν οι απαντήσεις 

των µαθητών που εκτέλεσαν σωστά τις πράξεις αλλά δεν υπολόγισαν το τελικό 

αποτέλεσµα, και µε 0,75 βαθµολογήθηκαν οι απαντήσεις των µαθητών που 
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παραγοντοποίησαν την παράσταση µε κοινό παράγοντα το (α+β) και έφτασαν στο 

αποτέλεσµα (α+β)×0, αλλά δεν έγραψαν το τελικό αποτέλεσµα. Με 0 

βαθµολογήθηκαν τα φύλλα που δεν είχαν απάντηση, ή η λύση τους ήταν 

λανθασµένη. Τα λάθη οφείλονταν σε λάθος πράξεις.  

Στη δραστηριότητα mi_c1 είχαµε την εξίσωση: 16(x + 1) + 1 – 2(3 – x) = -3(x + 6). 

Με 1 βαθµολογήθηκαν οι µαθητές που έφτασαν στο τελικό αποτέλεσµα. Με 0,25 

βαθµολογήθηκαν οι απαντήσεις των µαθητών που ενώ άνοιξαν σωστά τις 

παρενθέσεις στη συνέχεια έκανα πολλά λάθη. Με 0,5 βαθµολογήθηκαν οι απαντήσεις 

των µαθητών, που είτε έκαναν σωστά τις πράξεις σε κάθε µέλος αλλά δε συνέχισαν, 

είτε έφτασαν µέχρι το σηµείο που είχαν χωρίσει τους γνωστούς από τους αγνώστους, 

ή είχαν κάνει δύο µικρά λάθη, στην επιµεριστική και στο άθροισµα ή κάποιο λάθος 

στην προτεραιότητα των πράξεων αλλά συνέχισαν σωστά. Με 0,75 βαθµολογήθηκαν 

οι απαντήσεις των µαθητών που ενώ έφτασαν την εξίσωση στη µορφή 21x = -29, είτε 

βρήκαν κατά απόλυτη τιµή το σωστό αποτέλεσµα ή έκαναν µικρό αριθµητικό λάθος. 

Με 0 βαθµολογήθηκαν τα φύλλα που είχαν λάθος στην λύση ή δεν είχαν απάντηση. 

Τα λάθη οφείλονταν σε λάθος πράξεις.  

Στη δραστηριότητα mi_c2 είχαµε την εξίσωση: 
x 1 x 2 x 36
2 2 3
- - -

- = - .	Με 1 

βαθµολογήθηκαν οι µαθητές που έφτασαν στο τελικό αποτέλεσµα. Με 0,25 

βαθµολογήθηκαν οι απαντήσεις των µαθητών που στη λύση τους δεν 

πολλαπλασίασαν το 6 µε το ΕΚΠ, οι απαντήσεις των µαθητών που έκαναν λάθος σε 

ένα πρόσηµο και στη συνέχεια ένα αριθµητικό λάθος αλλά συνέχισαν τη διαδικασία 

σωστά, τα φύλλα των µαθητών που έκαναν σωστά την απαλοιφή αλλά µετά έκαναν 

αρκετά λάθη, και οι µαθητές που είτε έδιωξαν το 6 µε την απαλοιφή, είτε εκτέλεσαν 

σωστά τη διαδικασία αλλά έκαναν κάποια λάθη.  
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Με 0,5 βαθµολογήθηκαν οι απαντήσεις των µαθητών που στη λύση τους έκαναν 

σωστά την απαλοιφή και τη διαδικασία αλλά έκαναν 2 αριθµητικά λάθη που 

διαµόρφωσε το τελικό τους αποτέλεσµα, ή έκαναν σωστά τις αρχικές πράξεις στη 

διαδικασία επίλυσης αλλά σταµάτησαν σε κάποιο σηµείο. Με 0,75 βαθµολογήθηκαν 

οι απαντήσεις των µαθητών που στη λύση τους έκαναν σωστά τις πράξεις και 

ακολούθησαν επίσης σωστά τη διαδικασία, αλλά δε συνέχισαν στον υπολογισµό του 

αγνώστου. Με 0 βαθµολογήθηκαν τα φύλλα που είχαν λανθασµένη ή δεν είχαν 

απάντηση. Τα λάθη οφείλονταν σε λάθος πράξεις.  

Στη δραστηριότητα met_a1 οι µαθητές έπρεπε να εκφράσουν µε συµβολικό τρόπο 

την πρόταση «το διπλάσιο του τετραγώνου ενός αριθµού είναι µεγαλύτερο από τον 

αριθµό αυτό». Τη σωστή απάντηση τη βαθµολογήσαµε µε 1. Με 0,5 

βαθµολογήθηκαν οι απαντήσεις των µαθητών που στη λύση τους είτε είχαν γράψει 

2x2<x, είτε 2x2=x. Με 0,75 βαθµολογήθηκαν οι απαντήσεις των µαθητών που στη 

λύση τους έγραψαν 2x2>y. Με 0 βαθµολογήθηκαν τα φύλλα που είχαν λανθασµένη ή 

δεν είχαν απάντηση.  

Στην δραστηριότητα met_a2 που ήταν πολλαπλής επιλογής, οι µαθητές έπρεπε να 

επιλέξουν ποιος από τους 4 τρόπους υπολογισµού των χρεώσεων που δίναµε 

χρησιµοποιεί µία εταιρία κινητής τηλεφωνίας. Την απάντηση θα έδιναν οι µαθητές 

βάσει του πίνακα παραδειγµάτων χρέωσης που δίναµε. Η σωστή απάντηση 

βαθµολογήθηκε µε 1, ενώ η λανθασµένη µε 0. Τα φύλλα που δεν είχαν απάντηση 

βαθµολογήθηκαν και αυτά µε 0. 

Στην δραστηριότητα met_a3 που ήταν πολλαπλής επιλογής, οι µαθητές έπρεπε να 

επιλέξουν ποιο σχηµατικό µοντέλο από τα τέσσερα που δίναµε περιέγραφε την 

πρόταση: το διπλάσιο ενός αριθµού µειωµένο κατά 1 είναι ίσο µε ένα άλλο αριθµό 
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αυξηµένο κατά 5. Η σωστή απάντηση βαθµολογήθηκε µε 1, ενώ η λανθασµένη µε 0. 

Με 0,5 βαθµολογήσαµε τα φύλλα των µαθητών που ενώ απάντησαν λάθος, έγραψαν 

σωστά τη σχέση που περιγράφει την πρόταση, δηλαδή παρόλο που κατανόησαν την 

πρόταση και κατάφεραν να κατασκευάσουν το µοντέλο µε ένα τύπο, δεν µπόρεσαν 

να αναγνωρίσουν ποιο σχέδιο αντιστοιχεί στο µοντέλο αυτό. Δεν µπόρεσαν να 

µετατρέψουν το µοντέλο που κατασκεύασαν σε άλλη µορφή. Τα φύλλα που δεν είχαν 

απάντηση βαθµολογήθηκαν και αυτά µε 0.  

Στην δραστηριότητα met_b1 είχαµε το παρακάτω πρόβληµα: µία εταιρία ενοικίασης 

αυτοκινήτων χρεώνει 20€ την ηµέρα και 0,50€ για κάθε χιλιόµετρο. Μία άλλη 

εταιρία χρεώνει 40€ µε απεριόριστα χιλιόµετρα. Για ποιες αποστάσεις θα διαλέγατε 

τη δεύτερη εταιρία αντί της πρώτης;	 

Με 1 βαθµολογήσαµε τα φύλλα των µαθητών που έφτασαν στο τελικό αποτέλεσµα. 

Με 0,25 βαθµολογήθηκαν οι απαντήσεις των µαθητών που απάντησαν σωστά χωρίς 

αιτιολόγηση. Με 0,75 βαθµολογήθηκαν οι απαντήσεις των µαθητών που απάντησαν 

σωστά µε δοκιµές ή µε παραδείγµατα ή απάντησαν x = 40 µε λύση εξίσωσης. Με 0 

βαθµολογήθηκαν οι λανθασµένες και οι κενές απαντήσεις. 

Στην δραστηριότητα met_b2 οι µαθητές έπρεπε να αποδείξουν ότι το γινόµενο άρτιου 

µε περιττό αριθµό είναι άρτιος αριθµός. Οι µαθητές δεν κατάφεραν να αποδείξουν 

την πρόταση αυτή και µόνο ένας µαθητής έγραψε µία µορφή απόδειξης, όπου έγραµε 

πως αν µ είναι ένας άρτιος και ν ένας περιττός τότε το µν είναι πολλαπλάσιο του 2 

γιατί και το µ είναι πολλαπλάσιο του 2. Η απάντηση αυτή βαθµολογήθηκε µε 1 και 

στη βαθµολόγηση των υπόλοιπων απαντήσεων είµασταν ελαστικοί.  

Με 0,25 βαθµολογήθηκαν οι απαντήσεις των µαθητών που κάποιοι από αυτούς 

έγραψαν στη λύση τους, ότι είναι άρτιος διότι 2x(2x+1), και κάποιοι άλλοι έγραψαν 
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2x(2x-1)=4x2-2x. Με 0,5 βαθµολογήθηκαν οι µαθητές που απάντησαν ότι 2x(2x+1) 

είναι άρτιος γιατί είναι 2 επί κάτι άλλο, και οι µαθητές που έγραψαν ότι το γινόµενο 

άρτιου µε περιττό αριθµό είναι άρτιος αριθµός γιατί θα είναι 2 επί κάτι, άρα 

πολλαπλάσιο του 2. Ένας µαθητής πήρε 0,75 που απάντησε ότι 2x(2x+1)=4x2+2x, 

δηλαδή άρτιος και άρτιος που θα είναι άρτιος. Με 0 βαθµολογήθηκαν οι κενές και οι 

λανθασµένες απαντήσεις.  

Περιγραφική Στατιστική 

Βαθµολόγηση 
	
Στη δραστηριότητα ga_a1 οι µαθητές έπρεπε να επιλέξουν µεταξύ 5 διαφορετικών 

απαντήσεων για το αποτέλεσµα της πράξης: 3 × (-13212) – 5 × (-13212). Οι πρώτες 

τέσσερις επιλογές ήταν 26424, -2, -2×13212, 8×13212 και η τελευταία επιλογή ήταν 

ότι καµία από τις παραπάνω δεν ήταν σωστή. Σε αυτή τη δραστηριότητα 73, δηλαδή 

το 54,5% των µαθητών έδωσαν σωστή απάντηση και βαθµολογήθηκε η απάντησή 

τους µε 1, 57 µαθητές, δηλαδή το 42,5%, έδωσαν λανθασµένη απάντηση, ενώ 4 

µαθητές (3%) δεν απάντησαν καθόλου. Δηλαδή το 45,5% των µαθητών 

βαθµολογήθηκε µε 0. Η µέση τιµή της βαθµολογίας σε αυτή την δραστηριότητα ήταν 

0,545. 

Στη δραστηριότητα ga_a2 οι µαθητές έπρεπε να επιλέξουν ποιος από τους 2348, 3348, 

5348, 7348 είναι άρτιος, ή να επιλέξουν την απάντηση ότι είναι πολύ δύσκολες οι 

πράξεις για να απαντήσουµε. Το 76,1% των µαθητών απάντησε σωστά στην 

δραστηριότητα αυτή. Δεν υπήρχαν µαθητές που δεν απάντησαν σε αυτή την 

ερώτηση. Η µέση τιµή των απαντήσεων σε αυτή την δραστηριότητα ήταν 0,761. 

Στη δραστηριότητα ga_a3 οι µαθητές έπρεπε να υπολογίσουν το αποτέλεσµα της 

πράξης: -1245 × 15 + 245 × 15, που είναι το -15000. Η σωστή απάντηση 



83	

βαθµολογήθηκε µε 1, η λάθος και η κενή απάντηση µε 0. Οι 84 µαθητές, δηλαδή το 

63% απάντησαν σωστά. Από αυτούς το 45% (το 28,3% του συνόλου) των µαθητών 

έδωσε σωστή απάντηση κάνοντας τους πολλαπλασιασµούς και µετά την πρόσθεση 

των ακεραίων, ενώ το υπόλοιπο 55% (το 34,3% του συνόλου) έφτασε στη σωστή 

απάντηση µε χρήση της επιµεριστικής ιδιότητας. Οι 22 µαθητές, δηλαδή το 16,4% 

βαθµολογήθηκαν µε 0 για αυτή την δραστηριότητα γιατί έκαναν λάθος και στα δύο 

βήµατα των πράξεων, δηλαδή και στον πολλαπλασιασµό και στην πρόσθεση. Μόλις 

το 3% δεν απάντησε σε αυτήν την ερώτηση. Από τους µαθητές που δεν πήραν 0 για 

την απάντηση τους, 9 µαθητές, δηλαδή το 7% βαθµολογήθηκαν µε 0,25 διότι έκαναν 

σωστά τους πολλαπλασιασµούς αλλά είτε δεν προχώρησαν στην πρόσθεση των 

γινοµένων, είτε έκαναν λάθος στην πρόσθεση των γινοµένων, ή πρόσθεσαν τις 

απόλυτες τιµές των γινοµένων.  Με 0,50 βαθµολογήθηκε το 10% των απαντήσεων 

που πήρε κάποιο βαθµό και το 9% του συνόλου (12 µαθητές),  που είτε η απάντηση 

τους ήταν η αντίθετη της σωστής, παρέλειψαν δηλαδή το αρνητικό πρόσηµο, είτε 

µετά την παραγοντοποίηση έκαναν µικρό αριθµητικό λάθος στην παρένθεση αλλά 

συνέχισαν σωστά, ή έδωσαν κατευθείαν τη σωστή απάντηση χωρίς ανάλυση. Με 0,75 

βαθµολογήθηκαν 7 µαθητές, δηλαδή το 6% των µη µηδενικών απαντήσεων και το 

5,2% του συνόλου, που έκαναν σωστά όλες τις πράξεις αλλά όχι σε µία αριθµητική 

παράσταση αλλά κάθε πράξη ξεχωριστά, αλλά τελικά ενώ φαίνεται στο χαρτί τους 

ότι η τελική πράξη είναι η σωστή, δίνουν σαν απάντηση την αντίθετη της, δηλαδή 

γράφουν 15000. Η µέση τιµή της βαθµολογίας σε αυτή την δραστηριότητα είναι ήταν 

0,724.  

Στην δραστηριότητα ga_b1 οι µαθητές έπρεπε να επιλέξουν µεταξύ των 0, 1, 3 και 9, 

ποιο είναι το τελευταίο ψηφίο του αριθµού 32 × 1112. Οι 92 µαθητές, δηλαδή το 

63,4%, επέλεξε τη σωστή απάντηση. Η µέση τιµή της βαθµολογίας ήταν 0,634. 
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Στη δραστηριότητα ga_b2, οι µαθητές έπρεπε να επιλέξουν µεταξύ των αριθµών 0, 8, 

-8, 12 ποιο είναι το υπόλοιπο της διαίρεσης του αθροίσµατος 946 + 950 + 952 + 960 

διά του 950. Εναλλακτικά θα µπορούσαν να επιλέξουν την τελευταία απάντηση, ότι 

καµία από τις παραπάνω τιµές δεν είναι σωστή. Σε αυτή τη δραστηριότητα οι 67 

µαθητές, δηλαδή το 46,2% των µαθητών απάντησαν σωστά και το υπόλοιπο 53,8% 

απάντησε λάθος. Ενδιαφέρον έχει το γεγονός ότι το 32,8% των µαθητών επέλεξε την 

πέµπτη απάντηση, ότι δηλαδή καµία απάντηση από τις δοσµένες δεν ήταν σωστή. 5 

µαθητές (3,7%) δεν απάντησαν καθόλου. Η µέση τιµή της βαθµολογίας της 

δραστηριότητας αυτής ήταν 0,462. 

Στη δραστηριότητα ga_b3, οι µαθητές έπρεπε να εξετάσουν αν ο αριθµός 3400 

διαιρείται µε το 9. Το 21,6% (29 µαθητές) δεν απάντησαν καθόλου και το 52,9% των 

µαθητών (71 µαθητές) απάντησε λάθος. Δηλαδή το 74,5% των µαθητών (100 

µαθητές) βαθµολογήθηκαν µε 0 στη δραστηριότητα αυτή. Φαίνεται ότι σε αυτή τη 

δραστηριότητα οι µαθητές δυσκολεύτηκαν αρκετά και δεν µπόρεσαν να εφαρµόσουν 

τις ιδιότητες της συγκεκριµένης δοµής. Από τους υπόλοιπους 34 µαθητές (25,5%) 

που πήρε βαθµούς για τις απαντήσεις που έδωσαν έχουµε 13 µαθητές, δηλαδή το 

38,2% (9,7% του συνόλου), που απάντησαν σωστά ότι το 3400 διαιρείται µε το 9. Οι 

11 απάντησαν ότι το 3400 είναι πολλαπλάσιο του 32, κάποιοι έγραψαν και 3400 = 

(32)200. Οι άλλοι 2 έγραψαν ότι το 34 = 81 που είναι πολλαπλάσιο του 9, εποµένως και 

το 81100 είναι πολλαπλάσιο του 9. Δηλαδή περιέγραψαν λεκτικά την ισότητα: 3400 = 

(34)100 . Το πολύ µικρό πλήθος των σωστών απαντήσεων µας ώθησε να αυξήσουµε 

την ελαστικότητα για το ποιες απαντήσεις θα έπαιρναν κάποιους βαθµούς. Με 0,25 

βαθµολογήσαµε τα φύλλα που απάντησαν ότι επειδή το 32 = 9, 33 = 27, 34 = 81, 

δηλαδή οι δυνάµεις του 3 είναι πολλαπλάσια του 9, τότε και το 3400 είναι 

πολλαπλάσιο του 9. Συνολικά 18 µαθητές, δηλαδή το 13,4% του συνόλου των 
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απαντήσεων και το 52,9% των απαντήσεων που δεν βαθµολογήθηκαν µε 0, 

απάντησαν µε αυτό τον τρόπο, εκ των οποίων οι 4 έγραψαν και ότι όλες οι δυνάµεις 

του 3, εκτός του 31 διαιρούνται µε το 9. Με 0,5 βαθµολογήσαµε 2 µαθητές, δηλαδή 

το 1,5% του συνόλου των απαντήσεων και το 5,9% των απαντήσεων που δεν 

βαθµολογήθηκαν µε 0, που απάντησαν ότι 32 = 9 και το 9 είναι υποπολλαπλάσιο του 

3400. Με 0,75 βαθµολογήσαµε άλλους 2 µαθητές που έγραψαν ότι 3400 = 

3×3×3×3×3×3×3… = 9×3×3×3×3…, εποµένως είναι πολλαπλάσιο του 9. Η µέση τιµή της 

βαθµολογίας στη δραστηριότητα αυτή ήταν 0,146.  

Στην δραστηριότητα ga_c1 δίνονταν στους µαθητές η πληροφορία ότι Α + Β = 4 και 

βάσει αυτής της πληροφορίας οι µαθητές έπρεπε να επιλέξουν ποια από τους 

αριθµούς 8, -1, 3 και -5 είναι η τιµή της παράστασης 2Α + 2Β – 5. Το 90,3% των 

µαθητών απάντησαν σωστά, 2 µαθητές δεν απάντησαν καθόλου και 11 µαθητές 

απάντησαν λάθος. Η µέση τιµή της βαθµολογίας σε αυτή τη δραστηριότητα ήταν 

0,903.  

Στη δραστηριότητα ga_c2 οι µαθητές έπρεπε να επιλέξουν ποια τιµή του α από τις 2, 

-2, 1 και 3 επαληθεύει την ανισότητα - 10 > (-5)α. Τη σωστή απάντηση επέλεξε το 

65,7% των µαθητών (88 µαθητές), ενώ 21,6% των µαθητών απάντησε ότι το 1 είναι η 

σωστή απάντηση, δηλαδή από τις 44 λανθασµένες απαντήσεις οι 29, δηλαδή το 

65,9% ήταν η απάντηση 1. Η µέση τιµή της βαθµολογίας αυτής της απάντησης ήταν 

το 0,659. 

Η δραστηριότητα ss_a1 που ήταν ένα γεωµετρικό µοτίβο, ήταν ανοικτού τύπου και οι 

µαθητές έπρεπε να βρουν πόσα τρίγωνα περιέχει το 10ο κατά σειρά σχήµα από τη 

σειρά των σχηµάτων που δίνονται. Το 51,4% των µαθητών βρήκαν σωστά το πλήθος 

των τριγώνων. Αυτοί ήταν 69 µαθητές και από αυτούς οι 10, δηλαδή το 14,5% των 
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σωστών απαντήσεων, κατέληξαν και σε γενίκευση, έγραψαν δηλαδή ότι το πλήθος 

των τριγώνων είναι 2ν2. Οι 9 σωστές απαντήσεις βασίζονταν σε διαδοχικά σχήµατα 

που είχαν σχεδιάσει οι µαθητές και είχαν γράψει και την ακολουθία 2, 8, 18 άρα 200. 

Οι 2 από τους 69 µαθητές είχαν γράψει ότι τα τρίγωνα είναι 20 επί 10, δηλαδή 200. 

Με 0,25 βαθµολογήσαµε 3 µαθητές (2,2%) που είχαν γράψει ότι έχουµε 10 επί 10 

τρίγωνα. Με 0,5 βαθµολογήσαµε 13 µαθητές, δηλαδή το 9,7%, που έδωσαν σωστή 

απάντηση χωρίς αιτιολόγηση και 0,75 δώσαµε σε 15 µαθητές που απάντησαν σωστά 

εκ των οποίων οι 8 είχαν βρει σωστά το πλήθος των τετραγώνων και δεν 

ασχολήθηκαν µε τα τρίγωνα και οι υπόλοιποι 7 απάντησαν σωστά αλλά η 

αιτιολόγηση τους δε αιτιολογούσε επακριβώς την απάντηση τους. Οι λανθασµένες 

απαντήσεις ήταν 37 (27,6%) και είχαµε και 7 φύλλα χωρίς καµία απάντηση, δηλαδή 

5,2% των µαθητών. Από τις 37 λανθασµένες απαντήσεις, 1 µαθητής προσπάθησε να 

βρει τη λύση κάνοντας διαδοχικά σχήµατα αλλά µάλλον αυτό δεν τον βοήθησε, 2 

µαθητές απάντησαν ότι έχουµε 20 επί 20 τρίγωνα, 6 προσπάθησαν µε πολλά σχήµατα 

να µετρήσουν το πλήθος και τα υπόλοιπα ήταν λάθος στον τρόπο σκέψης. Η µέση 

τιµή της βαθµολογίας σε αυτή την ερώτηση ήταν 0,653. 

Στη δραστηριότητα ss_a2 οι µαθητές έπρεπε να βρουν τον 8ο όρο της ακολουθίας -2, 

4, -8, 16. Οι 84 µαθητές, δηλαδή το 62,7% των µαθητών απάντησαν σωστά 

παίρνοντας 1 και έφτασαν στη σωστή απάντηση γράφοντας όλους τους όρους µέχρι 

το 256. Με 0,5 βαθµολογήσαµε 16 µαθητές, δηλαδή το 11,9% του συνόλου των 

απαντήσεων και το 19% των απαντήσεων που δεν βαθµολογήθηκαν µε 0, εκ των 

οποίων οι 15 έγραψαν τους όρους της ακολουθίας αλλά σταµάτησαν σε προηγούµενο 

όρο και όχι στο 256 και ο ένας από τους 16 βρήκε ότι πολλαπλασιάζοντας µε το -2 

ένα όρο δηµιουργούµε τον επόµενο, αλλά έκανε λάθος σε έναν πολλαπλασιασµό. Με 

0,75 βαθµολογήσαµε 4 απαντήσεις, 2,9% του συνόλου και 4,7% των σωστών 
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απαντήσεων που ήταν σωστή η απάντηση αλλά η αιτιολόγηση δεν ήταν επαρκής. 6 

µαθητές δεν απάντησαν καθόλου, δηλαδή ποσοστό 4,5%. Η µέση τιµή της 

βαθµολογίας στη δραστηριότητα αυτή ήταν 0,709. 

Στη δραστηριότητα ss_b1 δώσαµε έναν πίνακα που περιείχε 5 ζευγάρια τιµών (0, 1), 

(1,2), (2, 5), (3, 10), (4, 17) και οι µαθητές έπρεπε να βρουν ποια σχέση από τις 

τέσσερις που δίνονταν µπορούσε να περιγράψει τη σχέση των µεταβλητών. Η σωστή 

απάντηση ήταν η τρίτη στη σειρά των επιλογών, δηλαδή η σχέση y = x2 + 1. Οι 

πρώτες δύο σχέσεις δεν επαληθευόντουσαν από το πρώτο ζευγάρι τιµών ως εκ τούτου 

εύκολα θα το απέρριπταν οι µαθητές. Τη σωστή απάντηση επέλεξαν οι 101 µαθητές, 

δηλαδή το 75,4%, ενώ 5 µαθητές (3,7%) δεν απάντησαν καθόλου και 28 µαθητές 

(20,9%) απάντησαν λάθος. Από τους 28 µαθητές οι 20, το 14,9% του συνόλου των 

απαντήσεων και το 71,4% των απαντήσεων που δεν βαθµολογήθηκαν µε 0 επέλεξαν 

την σχέση y = 2x +1 καθώς αυτή η σχέση επαληθεύεται από τα τρία πρώτα ζευγάρια 

και φαίνεται ότι οι µαθητές αρκέστηκαν στο γεγονός αυτό και δεν προχώρησαν στη 

δοκιµή της τέταρτης σχέσης. Η µέση τιµή της βαθµολογίας σε αυτή την ερώτηση 

ήταν 1,01.   

Στη δραστηριότητα ss_b2 είχαµε ένα πρόβληµα µε δύο ερωτήµατα στα οποία δώσαµε 

τους κωδικούς ss_b2a και ss_b2b αντίστοιχα. Το πρόβληµα έλεγε ότι ο Γιώργος 

εργάζεται σε µία ασφαλιστική εταιρία για ασφάλειες αυτοκινήτου. Ο µισθός του είναι 

50€ και παίρνει και 20€ για κάθε ασφάλεια που πουλάει. Το πρώτο ερώτηµα (ss_b2a) 

ζητούσε να απαντήσουν οι µαθητές πόσα χρήµατα κερδίζει ο Γιώργος κάθε 

εβδοµάδα. Οι 72 µαθητές, δηλαδή το 53,7%, έγραψαν 50 + 20x, που ήταν και οι 

σωστή απάντηση. Δύο µαθητές (1,5%) µέσα σε πολλά που είχαν γράψει, είχαν δώσει 

και την απάντηση 50 + 20x = y και αυτοί βαθµολογήθηκαν µε 0,75. Ένας µαθητής 
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(),75%) βαθµολογήθηκε µε 0,5 διότι έδωσε την απάντηση x = 50 + 20x. Οι υπόλοιποι 

59 µαθητές, δηλαδή το 44%, βαθµολογήθηκε µε 0. Απ’ αυτούς, οι 25, δηλαδή το 

148,7% του συνόλου των απαντήσεων και το 42,4% των απαντήσεων που 

βαθµολογήθηκαν µε 0 δεν έδωσαν κάποια απάντηση. Από τους 34 µαθητές (25,4%) 

που έδωσαν λανθασµένη απάντηση, 17 έγραψαν ότι ο Γιώργος θα βγάζει την 

εβδοµάδα 20€ και ότι ασφάλειες πουλήσει, οι 12 από αυτούς έγραψαν και το 

άθροισµα 50 + x, ένας µαθητής έγραψε 20×50x = y, 8 µαθητές έγραψαν 50€. Η µέση 

τιµή της βαθµολογίας του πρώτου ερωτήµατος της δραστηριότητας αυτής ήταν 0,552. 

Στο δεύτερο ερώτηµα έπρεπε οι µαθητές να απαντήσουν πόσες ασφάλειες πούλησε ο 

Γιώργος αν γνωρίζαµε ότι έβγαλε 190€. Η σωστή απάντηση ήταν το 7 και οι 92 

µαθητές, δηλαδή το 68,7% απάντησε σωστά και βαθµολογήθηκε µε 1. Από αυτούς, 5 

µαθητές, το 5,2% του συνόλου των απαντήσεων και το 7,6% των σωστών 

απαντήσεων, έγραψαν ότι x = (190 – 50)/20, άρα x = 7. Οι 62 από τους 92 µαθητές 

που απάντησαν σωστά, δηλαδή το 46,3% του συνόλου των απαντήσεων και το 67,4% 

των σωστών απαντήσεων έλυσαν το πρόβληµα µε αντιστροφή της διαδικασίας, 

δηλαδή έγραψαν 190 – 50 = 140, εποµένως 140/20 = 7 ασφάλειες. Ένας µαθητής 

έγραψε ότι η µία ασφάλεια αντιστοιχεί στα 20€, οι x στα 140€, άρα x = 7. Ένας 

µαθητής έγραψε 50 + 7 φορές το 7 = 140 και 20 µαθητές, το 14,9% του συνόλου των 

απαντήσεων και το 21,7% των σωστών απαντήσεων έλυσαν το πρόβληµα µε την 

εξίσωση 50 + 20x = 190. Χωρίς απάντηση είχαµε 14 φύλλα, δηλαδή ποσοστό 10,4%. 

Η µέση τιµή της βαθµολογίας του δεύτερου ερωτήµατος της δραστηριότητας αυτής 

ήταν 0,687.  

Στη δραστηριότητα ss_c1 έπρεπε οι µαθητές να απαντήσουν πόσα σηµεία έχει µία 

δοσµένη γραφική παράσταση. Τη σωστή απάντηση, έδωσε το 35,8% των µαθητών, 
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δηλαδή 48 µαθητές αναγνώρισαν ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης έχει 

άπειρα σηµεία. Χωρίς απάντηση παράδωσαν το φύλλο τους οι 19 µαθητές, το 14,2% 

του συνόλου. Από τους 67 (50%) µαθητές που έδωσαν λανθασµένη απάντηση, οι 49 

(το 36,6% του συνόλου των απαντήσεων και το 73,1% των λανθασµένων 

απαντήσεων), ένας µαθητής περισσότερος δηλαδή από αυτούς που απάντησαν 

σωστά, έγραψαν ότι η γραφική παράσταση έχει 5 σηµεία, µετρώντας µάλλον τα άκρα 

των ευθύγραµµων τµηµάτων της τεθλασµένης γραµµής. Ότι η γραφική παράσταση 

έχει 13 σηµεία, όσα είναι και τα σηµεία τοµής της γραφικής παράστασης µε τις 

ευθείες του πλέγµατος, απάντησαν 3 µαθητές (2,2%), ενώ 13 µαθητές (9,7%) έδωσαν 

την απάντηση 4, που ίσως η απάντηση αυτή συνδέεται µε το πλήθος των 

διαφορετικών ευθύγραµµων τµηµάτων της γραφικής παράστασης. Η µέση τιµή της 

βαθµολογίας στη δραστηριότητα αυτή ήταν 0,358. 

Στην δραστηριότητα ss_c2 είχαµε ένα πρόβληµα. Το πρόβληµα έλεγε ότι µία βρύση 

είναι ανοικτή στο τέρµα και γεµίζει µία δεξαµενή. Σιγά σιγά, µε αργό ρυθµό, 

κλείνουµε τη βρύση µέχρι να κλείσει τελείως. Έπρεπε οι µαθητές να επιλέξουν µία 

από τις τέσσερις γραφικές παραστάσεις που δίναµε. Οι µαθητές που απάντησαν 

σωστά ήταν 75, δηλαδή το 56%. Σε αυτή την δραστηριότητα είχαµε 8 φύλλα (6%) 

χωρίς απάντηση. Η µέση τιµή της βαθµολογίας στη δραστηριότητα αυτή ήταν 0,56. 

Στην δραστηριότητα mi_a1 οι µαθητές έπρεπε να υπολογίσουν την τιµή της 

παράστασης: 

A =
1− 1

2

1+ 3
2

+
1− 1

3

1+ 2
3

+
1− 1

4

1+ 5
4 . Συνολικά είχαµε 61 απαντήσεις (45,5%) που 

πήραν βαθµό 1, 0,25, 0,5, ή 0,75. Στο τελικό αποτέλεσµα έφτασαν 32 µαθητές, 

δηλαδή το 23,9%. Ένας µαθητής (0,75% του συνόλου των απαντήσεων και 1,6% των 

απαντήσεων που δε βαθµολογήθηκαν µε µηδέν), βαθµολογήθηκε µε 0,25 που έκανε 
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οµώνυµα τα κλάσµατα σε κάθε όρο των κλασµάτων της παράστασης, ένας µαθητής 

(0,75% του συνόλου των απαντήσεων και 1,6% των απαντήσεων που δε 

βαθµολογήθηκαν µε µηδέν) βαθµολογήθηκε µε 0,5 που αφού έφτασε στο άθροισµα 

τριών κλασµάτων µετά συνέχισε µε απαλοιφή και µε µικρό αριθµητικό λάθος, και 27 

µαθητές (20,2% του συνόλου των απαντήσεων και 44,3% των απαντήσεων που δε 

βαθµολογήθηκαν µε µηδέν) βαθµολογήθηκαν µε 0,75 που προχώρησαν αρκετά τις 

πράξεις αλλά είτε έκαναν µικρό αριθµητικό λάθος ή σταµάτησαν λίγο πριν τον 

υπολογισµό του τελικού αποτελέσµατος.   Με 0 βαθµολογήθηκαν 73 φύλλα (54,5%), 

εκ των οποίων το 54,8%, δηλαδή τα 40 (30% του συνόλου), δεν είχαν απάντηση. Η 

µέση τιµή της βαθµολογίας σε αυτή τη δραστηριότητα ήταν 0,396.  

Στη δραστηριότητα  mi_a2 οι µαθητές έπρεπε να υπολογίσουν την τιµή της 

παράστασης: Α = 2 2 −3 3 +7 2 + 4 3 +5 . Συνολικά είχαµε 97 απαντήσεις (72,4%) 

που πήραν βαθµό 1, 0,25, 0,5, ή 0,75. Στο τελικό αποτέλεσµα έφτασαν 78 µαθητές, 

δηλαδή το 58,2%. 7 µαθητές (5,2% του συνόλου των απαντήσεων και 9% των 

απαντήσεων που δε βαθµολογήθηκαν µε µηδέν), βαθµολογήθηκαν µε 0,25 που οι 6 

από αυτούς πρόσθεσαν τους όρους µε τις όµοιες ρίζες αλλά στο τέλος πρόσθεσαν τις 

διαφορετικές ρίζες (9 2 + 3 = 10 5 ή 2 + 3 = 2 3 ) και ο ένας 

πολλαπλασίασε και τα δύο µέλη στην ισότητα που δίναµε µε το 2.  

5 µαθητές (3,7% του συνόλου των απαντήσεων και 5,2% των απαντήσεων που δε 

βαθµολογήθηκαν µε µηδέν) βαθµολογήθηκε µε 0,5 που αφού πρόσθεσαν τις όµοιες 

ρίζες, στη συνέχεια έκαναν λάθος πράξεις, και 7 µαθητές (3,7% του συνόλου των 

απαντήσεων και 5,2% των απαντήσεων που δε βαθµολογήθηκαν µε µηδέν) 

βαθµολογήθηκαν µε 0,75 που έκαναν σωστά τις πράξεις αλλά έγραψαν ότι 9 2 = 6 

ή ότι 9 2 = 6. Με 0 βαθµολογήθηκαν 47 φύλλα (35,1%), εκ των οποίων το 49%, 
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δηλαδή τα 23 (30% του συνόλου), δεν είχαν απάντηση. Η µέση τιµή της βαθµολογίας 

σε αυτή τη δραστηριότητα ήταν 0,653. 

Στη δραστηριότητα  mi_b1 οι µαθητές έπρεπε να υπολογίσουν την τιµή της 

παράστασης: 2x
xy − y2

− 2y
x2 − xy

+ x+ y
2xy

. Συνολικά είχαµε 55 απαντήσεις (41%) που 

πήραν βαθµό 1, 0,25, 0,5, ή 0,75. Στο τελικό αποτέλεσµα έφτασαν 10 µαθητές, 

δηλαδή το 7,5% του συνόλου των απαντήσεων και το 18,2% των απαντήσεων που δε 

βαθµολογήθηκαν µε µηδέν. 18 µαθητές (13,4% του συνόλου των απαντήσεων και 

32,7% των απαντήσεων που δε βαθµολογήθηκαν µε µηδέν), βαθµολογήθηκαν µε 

0,25 που έκαναν µέχρι την παραγοντοποίηση των παρονοµαστών. 11 µαθητές (8,2% 

του συνόλου των απαντήσεων και 20% των απαντήσεων που δε βαθµολογήθηκαν µε 

µηδέν) βαθµολογήθηκε µε 0,5 που µετά την παρογοντοποίηση των παρονοµαστών 

έκαναν τα κλάσµατα οµώνυµα και τα πρόσθεσαν φτάνοντας σε ένα κλάσµα και 7 

µαθητές (3,7% του συνόλου των απαντήσεων και 12,7% των απαντήσεων που δε 

βαθµολογήθηκαν µε µηδέν) βαθµολογήθηκαν µε 0,75 που έφτασαν σε ένα κλάσµα 

και παρογοντοποίησαν και τον αριθµητή. Με 0 βαθµολογήθηκαν 79 φύλλα (59%), εκ 

των οποίων το 44,3%, δηλαδή τα 35 (26,1% του συνόλου), δεν είχαν απάντηση. Τα 

λάθη οφείλονταν σε λάθος πράξεις, ή µη σωστή επιλογή διαδικασίας, καθώς 13 

µαθητές προσπάθησαν να κάνουν απαλοιφή των παρονοµαστών. Η µέση τιµή της 

βαθµολογίας σε αυτή τη δραστηριότητα ήταν 0,239. 

Στη δραστηριότητα  mi_b2 οι µαθητές έπρεπε να υπολογίσουν την τιµή της 

παράστασης: Β = (α – 2β)(α + β) – (α + β)(α – β) +β(β + α). Συνολικά είχαµε 75 

απαντήσεις (56%) που πήραν βαθµό 1, 0,25, 0,5, ή 0,75. Στο τελικό αποτέλεσµα 

έφτασαν 53 µαθητές, δηλαδή το 39,6% του συνόλου των απαντήσεων και το 70,7% 

των απαντήσεων που δε βαθµολογήθηκαν µε µηδέν. Οι 6 από τις 53 σωστές 
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απαντήσεις (11,3%) ήταν µε παραγοντοποίηση του (α+β). Οι υπόλοιποι 47 (88,7%) 

δεν είδαν τον κοινό παράγοντα και από τους 47, οι 13 (το 24,5 των σωστών 

απαντήσεων) έκαναν τις πράξεις µε χρήση της ταυτότητας, της διαφοράς των 

τετραγώνων ενώ οι υπόλοιποι 34 (64,2% των σωστών απαντήσεων) εφάρµοσαν την 

επιµεριστική ιδιότητα. 15 µαθητές (11,2% του συνόλου των απαντήσεων και 20% 

των απαντήσεων που δε βαθµολογήθηκαν µε µηδέν), βαθµολογήθηκαν µε 0,25 που 

ενώ άνοιξαν σωστά τις παρενθέσεις στη συνέχεια έκανα πολλά λάθη. 4 µαθητές (3% 

του συνόλου των απαντήσεων και 5,3% των απαντήσεων που δε βαθµολογήθηκαν µε 

µηδέν) βαθµολογήθηκε µε 0,5 που εκτέλεσαν σωστά τις πράξεις αλλά δεν 

υπολόγισαν το τελικό αποτέλεσµα, και 3 µαθητές (2,2% του συνόλου των 

απαντήσεων και 4% των απαντήσεων που δε βαθµολογήθηκαν µε µηδέν) 

βαθµολογήθηκαν µε 0,75 που παραγοντοποίησαν την παράσταση µε κοινό 

παράγοντα το (α+β) και έφτασαν στο αποτέλεσµα (α+β)×0, αλλά δεν έγραψαν το 

τελικό αποτέλεσµα. Με 0 βαθµολογήθηκαν 60 φύλλα (44,8%), εκ των οποίων το 

33,3%, δηλαδή τα 20 (15% του συνόλου), δεν είχαν απάντηση. Τα λάθη οφείλονταν 

σε λάθος πράξεις. Η µέση τιµή της βαθµολογίας σε αυτή τη δραστηριότητα ήταν 

0,448. 

Στη δραστηριότητα mi_c1 είχαµε την εξίσωση: 16(x + 1) + 1 – 2(3 – x) = -3(x + 6). 

Συνολικά είχαµε 127 απαντήσεις (94,8%) που πήραν βαθµό 1, 0,25, 0,5, ή 0,75. Στο 

τελικό αποτέλεσµα έφτασαν 83 µαθητές, δηλαδή το 61,9% του συνόλου των 

απαντήσεων και το 65,4% των απαντήσεων που δε βαθµολογήθηκαν µε µηδέν. 2 

µαθητές (1,5% του συνόλου των απαντήσεων και 1,6% των απαντήσεων που δε 

βαθµολογήθηκαν µε µηδέν), βαθµολογήθηκαν µε 0,25 που ενώ άνοιξαν σωστά τις 

παρενθέσεις στη συνέχεια έκανα πολλά λάθη. 5 µαθητές (3,7% του συνόλου των 

απαντήσεων και 3,9% των απαντήσεων που δε βαθµολογήθηκαν µε µηδέν) 
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βαθµολογήθηκε µε 0,5, 1 από αυτούς έκανε σωστά τις πράξεις σε κάθε µέλος αλλά δε 

συνέχισε, 2 έφτασαν µέχρι το σηµείο που είχαν χωρίσει τους γνωστούς από τους 

αγνώστους, 1 είχε κάνει δύο µικρά λάθη, στην επιµεριστική και στο άθροισµα και 1 

είχε κάνει λάθος στην προτεραιότητα των πράξεων αλλά συνέχισε σωστά. 37 µαθητές 

(27,6% του συνόλου των απαντήσεων και 29,1% των απαντήσεων που δε 

βαθµολογήθηκαν µε µηδέν) βαθµολογήθηκαν µε 0,75, όπου οι 8 από αυτούς έφτασαν 

την εξίσωση στη µορφή 21x = -29, 6 βρήκαν κατά απόλυτη τιµή το σωστό 

αποτέλεσµα και οι υπόλοιποι 21 έκαναν µικρό αριθµητικό λάθος. Με 0 

βαθµολογήθηκαν 7 φύλλα (5,2%), εκ των οποίων το 42,9%, δηλαδή τα 4 (3% του 

συνόλου), δεν είχαν απάντηση. Τα λάθη οφείλονταν σε λάθος πράξεις. Η µέση τιµή 

της βαθµολογίας σε αυτή τη δραστηριότητα ήταν 0,849. 

Στη δραστηριότητα mi_c2 είχαµε την εξίσωση: 
x 1 x 2 x 36
2 2 3
- - -

- = - .	Συνολικά 

είχαµε 111 απαντήσεις (82,8%) που πήραν βαθµό 1, 0,25, 0,5, ή 0,75. Στο τελικό 

αποτέλεσµα έφτασαν 61 µαθητές, δηλαδή το 45,5% του συνόλου των απαντήσεων 

και το 55% των απαντήσεων που δε βαθµολογήθηκαν µε µηδέν. 13 µαθητές (9,7% 

του συνόλου των απαντήσεων και 11,7% των απαντήσεων που δε βαθµολογήθηκαν 

µε µηδέν), βαθµολογήθηκαν µε 0,25, εκ των οποίων οι 2 δεν πολλαπλασίασαν το 6 µε 

το ΕΚΠ, 1 έκανε λάθος σε ένα πρόσηµο και στη συνέχεια ένα αριθµητικό λάθος αλλά 

συνέχισε τη διαδικασία σωστά, 5 έκαναν σωστά την απαλοιφή αλλά µετά έκαναν 

αρκετά λάθη, 1 έδιωξε το 6 µε την απαλοιφή, και 3 έκαναν σωστή τη διαδικασία 

αλλά µε κάποια λάθη. 11 µαθητές (8,2% του συνόλου των απαντήσεων και 9,9% των 

απαντήσεων που δε βαθµολογήθηκαν µε µηδέν) βαθµολογήθηκε µε 0,5, 5 από αυτούς 

έκαναν σωστά την απαλοιφή και τη διαδικασία αλλά έκαναν 2 αριθµητικά λάθη που 

διαµόρφωσε το τελικό τους αποτέλεσµα, και οι υπόλοιποι 6 έκαναν σωστά τις 
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αρχικές πράξεις στη διαδικασία επίλυσης αλλά σταµάτησαν σε κάποιο σηµείο. 22 

µαθητές (16,4% του συνόλου των απαντήσεων και 19,8% των απαντήσεων που δε 

βαθµολογήθηκαν µε µηδέν) βαθµολογήθηκαν µε 0,75, που έκαναν σωστά τις πράξεις 

και ακολούθησαν επίσης σωστά τη διαδικασία, αλλά δε συνέχισαν στον υπολογισµό 

του αγνώστου. Με 0 βαθµολογήθηκαν 23 φύλλα (17,2%), εκ των οποίων το 65,2%, 

δηλαδή τα 15 (11,2% του συνόλου), δεν είχαν απάντηση. Τα λάθη οφείλονταν σε 

λάθος πράξεις. Η µέση τιµή της βαθµολογίας σε αυτή τη δραστηριότητα ήταν 0,659. 

Στη δραστηριότητα met_a1 οι µαθητές έπρεπε να εκφράσουν µε συµβολικό τρόπο 

την πρόταση «το διπλάσιο του τετραγώνου ενός αριθµού είναι µεγαλύτερο από τον 

αριθµό αυτό». Συνολικά είχαµε 113 απαντήσεις (84,3%) που πήραν βαθµό 1, 0,25, 

0,5, ή 0,75. Τη σωστή απάντηση έδωσαν 107 µαθητές, δηλαδή το 79,9% του συνόλου 

των απαντήσεων και το 94,7% των απαντήσεων που δε βαθµολογήθηκαν µε µηδέν. 3 

µαθητές (2,2% του συνόλου των απαντήσεων και 2,7% των απαντήσεων που δε 

βαθµολογήθηκαν µε µηδέν) βαθµολογήθηκε µε 0,5, 1 από αυτούς είχε απαντήσει 

2x2<x και οι άλλοι 2 είχαν απαντήσει 2x2=x. 3 µαθητές (2,2% του συνόλου των 

απαντήσεων και 2,7% των απαντήσεων που δε βαθµολογήθηκαν µε µηδέν) 

βαθµολογήθηκαν µε 0,75, που έγραψαν 2x2>y. Με 0 βαθµολογήθηκαν 21 φύλλα 

(15,7%), εκ των οποίων το 33,3%, δηλαδή τα 7 (5,2% του συνόλου), δεν είχαν 

απάντηση. Από τις λανθασµένες απαντήσεις 3 είχαν την απάντηση 2(22)>2, 3 είχαν 

την απάντηση (x2)2>x, 2 είχαν την απάντηση (x2)2<x και οι υπόλοιπες είχαν 

απαντήσεις της µορφής 2x>2, 2x>x, x2>x, x2>2, 2x2>x2, 2x2=x+1.  που Τα λάθη 

οφείλονταν σε λάθος πράξεις. Η µέση τιµή της βαθµολογίας σε αυτή τη 

δραστηριότητα ήταν 0,826. 
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Στην δραστηριότητα met_a2 που ήταν πολλαπλής επιλογής, οι µαθητές έπρεπε να 

επιλέξουν ποιος από τους 4 τρόπους υπολογισµού των χρεώσεων που δίναµε 

χρησιµοποιεί µία εταιρία κινητής τηλεφωνίας. Την απάντηση θα έδιναν οι µαθητές 

βάσει του πίνακα παραδειγµάτων χρέωσης που δίναµε. 95 µαθητές, δηλαδή το 70,9% 

του συνόλου των µαθητών απάντησαν σωστά. 22 µαθητές, δηλαδή 16,4%, δεν 

απάντησε σε αυτή την δραστηριότητα. Η µέση τιµή την βαθµολογίας σε αυτή την 

δραστηριότητα ήταν 0,709. 

Στην δραστηριότητα met_a3 που ήταν πολλαπλής επιλογής, οι µαθητές έπρεπε να 

επιλέξουν ποιο σχηµατικό µοντέλο από τα τέσσερα που δίναµε περιέγραφε την 

πρόταση: το διπλάσιο ενός αριθµού µειωµένο κατά 1 είναι ίσο µε ένα άλλο αριθµό 

αυξηµένο κατά 5. 39 µαθητές, δηλαδή το 29,1% του συνόλου των µαθητών 

απάντησαν σωστά, ενώ 12 µαθητές (9%) ενώ απάντησαν λάθος, έγραψαν σωστά τη 

σχέση που περιγράφει την πρόταση, δηλαδή παρόλο που κατανόησαν την πρόταση 

και κατάφεραν να κατασκευάσουν το µοντέλο µε ένα τύπο, δεν µπόρεσαν να 

αναγνωρίσουν ποιο σχέδιο αντιστοιχεί στο µοντέλο αυτό. Δεν µπόρεσαν να 

µετατρέψουν το µοντέλο που κατασκεύασαν σε άλλη µορφή. Τις 12 αυτές 

απαντήσεις τις βαθµολογήσαµε µε 0,5. Εποµένως είχαµε 51 απαντήσεις που πήραν 

κάποιο βαθµό (38,1%) και 83 φύλλα που βαθµολογήθηκαν µε 0 (61,9%). Από αυτά 4 

δεν είχαν απάντηση (3% του συνόλου και 4,8% των απαντήσεων που 

βαθµολογήθηκαν µε 0). Κανένας µαθητής δεν επέλεξε την τρίτη απάντηση, ενώ οι 

περισσότερες λανθασµένες απαντήσεις ήταν αυτές που είχαν επιλέξει το d. Η µέση 

τιµή την βαθµολογίας σε αυτή την δραστηριότητα ήταν 0,328. 

Στην δραστηριότητα met_b1 είχαµε το παρακάτω πρόβληµα: µία εταιρία ενοικίασης 

αυτοκινήτων χρεώνει 20€ την ηµέρα και 0,50€ για κάθε χιλιόµετρο. Μία άλλη 
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εταιρία χρεώνει 40€ µε απεριόριστα χιλιόµετρα. Για ποιες αποστάσεις θα διαλέγατε 

τη δεύτερη εταιρία αντί της πρώτης;	Συνολικά είχαµε 58 απαντήσεις (43,3%) που 

πήραν βαθµό 1, 0,25, 0,5, ή 0,75. Στο τελικό αποτέλεσµα έφτασαν 20 µαθητές, 

δηλαδή το 14,9% του συνόλου των απαντήσεων και το 34,5% των απαντήσεων που 

δε βαθµολογήθηκαν µε µηδέν. 32 µαθητές (23,9% του συνόλου των απαντήσεων και 

55,2% των απαντήσεων που δε βαθµολογήθηκαν µε µηδέν), βαθµολογήθηκαν µε 

0,25, που απάντησαν σωστά χωρίς αιτιολόγηση, 6 µαθητές (4,5% του συνόλου των 

απαντήσεων και 10,3% των απαντήσεων που δε βαθµολογήθηκαν µε µηδέν) 

βαθµολογήθηκε µε 0,75. Από αυτούς 3 απάντησαν σωστά µε δοκιµές ή µε 

παραδείγµατα και 3 απάντησαν x = 40 µε λύση εξίσωσης. Είχαµε 76 φύλλα που 

βαθµολογήθηκαν µε 0 εκ των οποίων το 30,3% δηλαδή τα 23 ήταν χωρίς απάντηση, 

δηλαδή το 17,2% του συνόλου. Η µέση τιµή της βαθµολογίας σε αυτή τη 

δραστηριότητα ήταν 0,241.	

Στην δραστηριότητα met_b2 οι µαθητές έπρεπε να αποδείξουν ότι το γινόµενο άρτιου 

µε περιττό αριθµό είναι άρτιος αριθµός. Οι µαθητές δεν κατάφεραν να αποδείξουν 

την πρόταση αυτή και µόνο ένας µαθητής έγραψε µία µορφή απόδειξης όπου έγραµε 

πως αν µ είναι ένας άρτιος και ν ένας περιττός τότε το µν είναι πολλαπλάσιο του 2 

γιατί και το µ είναι πολλαπλάσιο του2. Η απάντηση αυτή βαθµολογήθηκε µε 1 και 

στη βαθµολόγηση των υπόλοιπων απαντήσεων είµασταν ελαστικοί. Συνολικά είχαµε 

µόλις 17 απαντήσεις (12,7%) που πήραν βαθµό 1, 0,25, 0,5, ή 0,75. Στο τελικό 

αποτέλεσµα έφτασε µόνο ένας µαθητής, δηλαδή το 0,75% του συνόλου των 

απαντήσεων και το 5,9% των απαντήσεων που δε βαθµολογήθηκαν µε µηδέν. 8 

µαθητές (6% του συνόλου των απαντήσεων και 35,3% των απαντήσεων που δε 

βαθµολογήθηκαν µε µηδέν), βαθµολογήθηκαν µε 0,25, όπου οι 6 έγραψαν ότι είναι 

άρτιος διότι 2x(2x+1), 2 έγραψαν 2x(2x-1)=4x2-2x, 7 µαθητές (5,2% του συνόλου 
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των απαντήσεων και 41,2% των απαντήσεων που δε βαθµολογήθηκαν µε µηδέν) 

βαθµολογήθηκε µε 0,5. Από αυτούς 5 απάντησαν ότι 2x(2x+1) είναι άρτιος γιατί 

είναι 2 επί κάτι άλλο, και 2 έγραψαν ότι το γινόµενο άρτιου µε περιττό αριθµό είναι 

άρτιος αριθµός γιατί θα είναι 2 επί κάτι, άρα πολλαπλάσιο του 2. Ένας µαθητής πήρε 

0,75 που απάντησε ότι 2x(2x+1)=4x2+2x, δηλαδή άρτιος και άρτιος που θα είναι 

άρτιος. Είχαµε 117 φύλλα που βαθµολογήθηκαν µε 0 εκ των οποίων το 23,1% 

δηλαδή τα 27 ήταν χωρίς απάντηση, δηλαδή το 20,1% του συνόλου. Η µέση τιµή της 

βαθµολογίας σε αυτή τη δραστηριότητα ήταν 0,047.  

Η δραστηριότητα µε τη µικρότερη µέση τιµή, Μ =  0,047 ήταν η met_b2 που 

αναφερόταν στον παράγοντα µετα-άλγεβρα, ενώ τη µεγαλύτερη µέση τιµή είχε η 

δραστηριότητα ga_c1 µε Μ = 0,903. Οι µέσες τιµές κινήθηκαν γύρω από το 0,56 µε 

διακύµανση 0,05. Η γενική µέση επίδοση ήταν η ίδια µε όποιον τρόπο και αν την 

υπολογίσαµε.  

Η µεταβλητή GA είναι η σύνθεση των µεταβλητών GA_A, GA_B, GA_C,  η 

µεταβλητή SS είναι η σύνθεση των µεταβλητών SS_A, SS_B, SS_C,  η µεταβλητή 

MI είναι η σύνθεση των µεταβλητών MI_A, MI_B, MI_C,  η µεταβλητή MET είναι η 

σύνθεση των µεταβλητών MET_A, MET _B.   

 

Οι δραστηριότητες του παράγοντα «Γενικευµένη αριθµητική» (GA) είχαν µέση τιµή 

βαθµολογιών ΜGA = 0,63, του παράγοντα «Συναρτησιακή Σκέψη» (SS), ΜSS = 0,601, 

του παράγοντα «Μετασχηµατιστική ικανότητα» (MI), ΜMI = 0,54 και του παράγοντα 

«Μετα-άλγεβρα» (ΜΕΤ) ΜMET = 0,382. (GA=Γενικευµένη αριθµητική, SS 

=Συναρτησιακή σκέψη, MI=Μετασχηµατιστική ικανότητα , MET=Μετα-άλγεβρα).  
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Από τις µέσες τιµές των βαθµολογιών φαίνεται ότι οι µαθητές είχαν καλύτερη 

επίδοση στις δραστηριότητες της «γενικευµένης αριθµητικής» αλλά και της 

«συναρτησιακής σκέψης» όπου οι µέσες τιµές διέφεραν κατά 0,29. Μέτρια επίδοση 

είχαν στις δραστηριότητες της «µετασχηµατιστικής ικανότητας» και τη χειρότερη 

επίδοση είχαν στις δραστηριότητες της κατηγορίας «Μοντελοποίηση - Μετα-άλγεβρα 

– αποδείξεις» και απ’ ότι φαίνεται η τελευταία δραστηριότητα, η απόδειξη ότι το 

γινόµενο άρτιου µε περιττό είναι άρτιος, διαµόρφωσε τη χαµηλή µέση τιµή.  

Σε όλες της δραστηριότητες είχαµε ελάχιστη τιµή το 0 και µέγιστη το 1, γεγονός που 

δείχνει ότι υπήρχαν µαθητές που απάντησαν σωστά και µαθητές που απάντησαν 

λάθος. Οι τιµές της λοξότητας και της κύρτωσης για τις µεταβλητές GA, SS, MI, 

MET φαίνονται στον πίνακα που ακολουθεί και τα αποτελέσµατα δείχνουν ότι οι 

επιδόσεις των µαθητών στις τέσσερις κατηγορίες ακολουθούν την κανονική 

κατανοµή. 

 

Πίνακας 5 –  
Αποτελέσµατα της επίδοσης των µαθητών στους παράγοντες της Αλγεβρικής σκέψης 
 

Είδος έργου Μέση τιµή Τυπική 
απόκλιση Λοξότητα Κύρτωση 

Γενικευµένη 
Αριθµητική 
GA 

0,63 0,175 -0,063 -0,57 

Συναρτησιακή 
σκέψη 
SS 

0,601 0,193 -0,135 -0,08 

Μετασχηµατιστική 
ικανότητα 
MI 

0,54 0,213 0,071 -0,79 

Μοντελοποίηση – 
µετα-άλγεβρα – 
αποδείξεις 
Met 

0,382 0,177 0,458 0,489 
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Επιβεβαίωση του µοντέλου της διάστασης της αλγεβρικής σκέψης 

Η επιβεβαιωτική παραγοντική ανάλυση που χρησιµοποιήθηκε είχε ως σκοπό να 

εξετάσει την εγκυρότητα εννοιολογικής κατασκευής του µοντέλου. Τα αποτελέσµατα 

της ανάλυσης έδειξαν ότι οι δείκτες προσαρµογής δεν ήταν ικανοποιητικοί, για να 

υποστηρίξουν τη δοµή του προτεινόµενου µοντέλου (χ2/df>2, CFI<,95, και 

RMSEA=,08). Εξετάζοντας τα αποτελέσµατα της ανάλυσης διαπιστώθηκε ότι ο 

βαθµός συσχέτισης µεταξύ των παραγόντων συναρτησιακή σκέψη και µετα-άλγεβρα, 

µοντελοποίηση, αποδείξεις ήταν ιδιαίτερα υψηλός, για αυτό αποφασίσαµε να 

εξετάσουµε την εγκυρότητα ενός εναλλακτικού µοντέλου µε βάση το οποίο η 

ικανότητα των µαθητών στα έργα συναρτησιακής σκέψης, µετα-άλγεβρας, 

µοντελοποίησης και απόδειξης σχηµατίζουν έναν ενιαίο παράγοντα. Τα 

αποτελέσµατα της ανάλυσης έδειξαν ότι οι δείκτες προσαρµογής του εναλλακτικού 

µοντέλου ήταν εξαιρετικοί (χ2/df=1,07, CFI=,97, και RMSEA=,03), επιβεβαιώνοντας 

την προσαρµογή του εναλλακτικού µοντέλου στα εµπειρικά δεδοµένα της έρευνας. 

Συγκεκριµένα, τα αποτελέσµατα της έρευνας επιβεβαίωσαν ότι η αλγεβρική σκέψη 

µαθητών γυµνασίου αποτελεί σύνθεση τριών διακριτών, αλλά αλληλοσχετιζόµενων 

παραγόντων που αναφέρονται στη (α) γενικευµένη αριθµητική, (β) στη 

µετασχηµατιστική ικανότητα και (γ) στη µετα-άλγεβρα που εµπεριέχει τη 

συναρτησιακή σκέψη, τη µοντελοποίηση και την απόδειξη. Η τυποποιηµένη λύση 

του µοντέλου έδειξε ότι όλες οι φορτίσεις ήταν στατιστικά σηµαντικές και στην 

πλειοψηφία τους ήταν ικανοποιητικές και κυµάνθηκαν από 0,38 έως 0,84 (δείτε 

Διάγραµµα 2). Επιπρόσθετα, τα αποτελέσµατα της ανάλυσης έδειξαν ότι κάθε είδος 

έργου φόρτιζε επαρκώς σε έναν µόνο από τους παράγοντες πρώτης τάξης, 

επιβεβαιώνοντας µε αυτόν τον τρόπο την υπόθεση ότι οι τρεις παράγοντες πρώτης 

τάξης αναπαριστούν τρεις διακριτές ικανότητες όσον αφορά την αλγεβρική σκέψη. 
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Διάγραµµα 2: Οι Παράγοντες της Αλγεβρικής Σκέψης 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ο παράγοντας «Γενικευµένη Αριθµητική» συµβολίζεται µε τη µεταβλητή GA που 

είναι η σύνθεση των µεταβλητών GA_A, GA_B, GA_C,  ο παράγοντας 

«Μετασχηµατιστική Ικανότητα» συµβολίζεται µε τη µεταβλητή MI και είναι η 

σύνθεση των µεταβλητών MI_A, MI_B, MI_C και ο παράγοντας «Μετα-άλγεβρα» 

που εµπεριέχει τη συναρτησιακή σκέψη, τη µοντελοποίηση και τις αποδείξεις, 

συµβολίζεται µε τη µεταβλητή  η µεταβλητή MET είναι η σύνθεση των µεταβλητών 

SS_A, SS_B, SS_C , MET_A, MET _B. 
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Η µέση τιµή, η τυπική απόκλιση η λοξότητα και η κύρτωση καθενός από τους τρεις 

παράγοντες φαίνεται στον πίνακα που ακολουθεί.  

Πίνακας 6 –  
Αποτελέσµατα της επίδοσης των µαθητών στους 3 παράγοντες της Αλγεβρικής σκέψης 
 

Είδος έργου Μέση τιµή Τυπική 
απόκλιση Λοξότητα Κύρτωση 

Γενικευµένη 
Αριθµητική 
GA 

0,63 0,175 -0,063 -0,57 

Μετασχηµατιστική 
ικανότητα 
MI 

0,54 0,213 0,071 -0,79 

Μετα-άλγεβρα 
ΜΕΤΑ 0,514 0,155 0,223 -0,038 

 

Σχέσεις µεταξύ των παραγόντων της διάστασης της Αλγεβρικής 
σκέψης 

Οι συσχετίσεις µεταξύ των τριών παραγόντων ήταν υψηλές, καταδεικνύοντας ότι οι 

τρεις διαστάσεις της αλγεβρικής σκέψης σχετίζονται µεταξύ τους. Συγκεκριµένα η 

συσχέτιση µεταξύ του παράγοντα της µετασχηµατιστικής ικανότητας και της 

γενικευµένης αριθµητικής ήταν 0,78 (p<0.05), η συσχέτιση µεταξύ της 

µετασχηµατιστικής ικανότητας και του παράγοντα της µετα-άλγεβρας ήταν 0,60 

(p<0.05) και τέλος η συσχέτιση µεταξύ γενικευµένης αριθµητικής και µετα-άλγεβρας 

ήταν 0,78 (p<0.05). 

Για να διερευνήσουµε τις σχέσεις µεταξύ των παραγόντων της αλγεβρικής σκέψης 

εξετάσαµε διαδοχικά τον βαθµό προσαρµογής προς τα δεδοµένα της έρευνας 

γραµµικών δοµικών µοντέλων µε τα οποία υποθέσαµε ότι υπάρχει γραµµική σχέση 

µεταξύ των τριών παραγόντων. Το µοντέλο που είχε τους υψηλότερους δείκτες 

προσαρµογής (χ2/df=1,04, CFI=,98, and RMSEA=,02) έδειξε ότι ο παράγοντας 

µετασχηµατιστική ικανότητα αποτελεί παράγοντα πρόβλεψης του παράγοντα 
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γενικευµένη αριθµητική και ο τελευταίος αποτελεί παράγοντα πρόβλεψης του 

παράγοντα µετα-άλγεβρα (δείτε Διάγραµµα 3). Ο συντελεστής παλινδρόµησης της 

µετασχηµατιστικής ικανότητας στη γενικευµένη αριθµητική ήταν 0,79 (p<0.05) και ο 

αντίστοιχος συντελεστής παλινδρόµησης της γενικευµένης αριθµητικής στη µετα-

άλγεβρα ήταν 0,78 (p<0.05). 

Διάγραµµα 3: Γραµµική Σχέση µεταξύ Παραγόντων Αλγεβρικής Σκέψης 

 

 

 

Κατηγορίες µαθητών επίπεδου αλγεβρικής σκέψης και ικανότητας  

Για να εξετάσουµε αν υπάρχουν οµάδες µαθητών µε παρόµοια επίδοση στο σύνολο 

των δραστηριοτήτων της έρευνας ώστε να δούµε αν υπάρχουν οµάδες µαθητών µε 

παρόµοιο επίπεδο αλγεβρικής σκέψης και αλγεβρικών ικανοτήτων, 

πραγµατοποιήσαµε ανάλυση Latent Class Analysis. Η ανάλυση έδειξε ότι υπάρχουν 

τέσσερις οµάδες µαθητών µε παρόµοια επίδοση στις δραστηριότητες της έρευνας. Το 

πλήθος και το ποσοστό των µαθητών που ανήκει σε κάθε κατηγορία φαίνεται στον 

πίνακα 7. Η µέση τιµή της πιθανότητας των µαθητών της κάθε κατηγορίας να 

ανήκουν στην κατηγορία που τους εντάσσει η ανάλυση φαίνεται παρακάτω στον 

πίνακα 8. 
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Πίνακας 7 – Πλήθος µαθητών κάθε κατηγορίας (Class Counts) 
 

Κατηγορία  Πλήθος Ποσοστό % 

1 

2 

3 

4 

36 

58 

36 

4 

26,87 

43,28 

26,87 

2,99 

 
 
Πίνακας 8 – Μέση Τιµή Πιθανότητας Κάθε Κατηγορίας (Average Latent Class 
Probabilities) 
 

Πιθανότητα να ανήκουν 

στην  

Κατηγορία 

1 

Κατηγορία 

2 

Κατηγορία 

3 

Κατηγορία 

4 

 Μαθητής Κατηγορίας 1 

Μαθητής Κατηγορίας 2 

Μαθητής Κατηγορίας 3 

Μαθητής Κατηγορίας 4 

.893 

.112 

0 

0 

.107 

.855 

.067 

0 

0 

.032 

.929 

.042 

0 

0 

.004 

.958 

 

Η µέση τιµή και η τυπική απόκλιση της επίδοσης των µαθητών κάθε κατηγορίας 

φαίνεται στον πίνακα 9 που ακολουθεί. Στην πρώτη κατηγορία επιδόσεων ανήκουν οι 

µαθητές που είχαν επίδοση κάτω από τη γενική µέση επίδοση 0,56, στη δεύτερη 

κατηγορία ανήκουν οι µαθητές που είναι κοντά στη γενική µέση επίδοση, στην Τρίτη 

κατηγορία έχουµε µαθητές που φαίνεται ότι η αλγεβρική τους σκέψη είναι σε καλό 

επίπεδο, καθώς η µέση επίδοσή τους είναι αρκετά πάνω από τη γενική µέση επίδοση 

και στην τέταρτη κατηγορία, έχουµε τους λιγότερους µαθητές µε άριστη επίδοση.  
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Πίνακας 9 – Μέση τιµή και τυπική απόκλιση της επίδοσης των µαθητών κάθε 
κατηγορίας 
 

Κατηγορία  Μέση τιµή Τυπική 

απόκλιση 

1 

2 

3 

4 

.411 

.533 

.712 

.914 

.003 

.003 

.003 

.003 

 

Στον πίνακα 10 φαίνεται η µέση τιµή και η τυπική απόκλιση των µαθητών κάθε 

κατηγορίας σε κάθε µία από τις οµάδες των δραστηριοτήτων που αντιστοιχούν στους 

τρεις παράγοντες της αλγεβρικής σκέψης. 

Πίνακας 10 – Μέση τιµή και τυπική απόκλιση της επίδοσης των µαθητών κάθε 
κατηγορίας σε κάθε παράγοντα αλγεβρικής σκέψης 
 

Κατηγορία  Γενικευµένη 
Αριθµητική 

Μετασχηµατιστική 
Ικανότητα 

Μετα-άλγεβρα, 
Συναρτησιακή σκέψη 

 Μέση 
τιµή 

Τυπική 
απόκλιση 

Μέση τιµή Τυπική 
απόκλιση 

Μέση τιµή Τυπική 
απόκλιση 

1 

2 

3 

4 

0,4473 

0,6027 

0,7692 

0,8889 

0,1198 

0,1303 

0,1121 

0 

0,3635 

0,4946 

0,7371 

0,9444 

0,1447 

0,158 

0,1448 

0,6365 

0,3828 

0,5025 

0,6316 

0,9167 

0,1199 

0,12 

0,1033 

0,7638 

Συν. 0,6137 0,17521 0,5374 0,2154 0,5167 0,1612 

 

Στην πρώτη κατηγορία µαθητών βλέπουµε ότι οι 36 µαθητές είχαν καλύτερη επίδοση 

στις δραστηριότητες της γενικευµένης αριθµητικής και το ίδιο συµβαίνει και για τους 

µαθητές της δεύτερης και της τρίτης κατηγορίας. Στις πρώτες δύο κατηγορίες η 
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χαµηλότερη επίδοση εµφανίστηκε στις δραστηριότητες που σχετίζονταν µε την 

Μετασχηµατιστική ικανότητα των µαθητών. Στην τρίτη κατηγορία η χαµηλότερη 

επίδοση εµφανίστηκε στις δραστηριότητες του παράγοντα Μετα-άλγεβρα, 

Συναρτησιακή σκέψη, µοντελοποίηση, αποδείξεις. Στην τέταρτη κατηγορία µαθητών, 

η καλύτερη επίδοση εµφανίστηκε στις δραστηριότητες που σχετίζονταν µε τη 

µετασχηµατιστική ικανότητα των µαθητών και η χαµηλότερη στις δραστηριότητες 

της γενικευµένης αριθµητικής. 

Περιγραφή Ικανοτήτων των Μαθητών των Τεσσάρων Επιπέδων 
Αλγεβρικής Σκέψης 

Ικανότητες των µαθητών της πρώτης κατηγορίας 

Στον πίνακα 11 φαίνονται οι µέσες τιµές της επίδοσης των µαθητών της πρώτης 

κατηγορίας στις δραστηριότητες του φύλλου της έρευνας. 

Πίνακας 11 – Μέση επίδοση των µαθητών της πρώτης κατηγορίας  
 

ga_a1 ga_a2 ga_a3 ga_b1 ga_b2 ga_b3 
0,25 0,53 0,59 0,5 0,31 0,07 

ga_c1 ga_c2 ss_a1 ss_a2 ss_b1 ss_b2a 
0,89 0,5 0,4 0,63 0,56 0,25 

ss_b2b ss_c1 ss_c2 mi_a1 mi_a2 mi_b1 
0,56 0,17 0,47 0,13 0,4 0,11 

mi_b2 mi_c1 mi_c2 met_a1 met_a2 met_a3 
0,2 0,75 0,61 0,64 0,64 0,15 

met_b1 met_b2 
    0,13 0,01 
     

Οι µαθητές της πρώτης κατηγορίας είχαν καλύτερη επίδοση στις δραστηριότητες της 

γενικευµένης αριθµητικής. Φαίνεται ότι το επίπεδο της αλγεβρικής τους σκέψης ήταν 

τέτοιο που µπόρεσαν να έχουν ικανοποιητική επίδοση σε δραστηριότητες που είχαν 

µεγάλη σχέση µε την αριθµητική. Δηλαδή οι µαθητές αυτοί είχαν επιδόσεις µε µέση 

τιµή πάνω από 0,5 στις δραστηριότητες µε πράξεις στο σύνολο των φυσικών 
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αριθµών, δραστηριότητες µε απλές δυνάµεις φυσικών αριθµών και στη πρώτη 

δραστηριότητα της ισότητας που ήταν σχετικά απλή. Στις δραστηριότητες που 

υπήρχε ανάγκη γενίκευσης και αναγνώρισης αλλά και εφαρµογής της δοµής των 

πράξεων, δεν παρατηρήθηκαν ικανοποιητικές επιδόσεις. Αρκετά ελλιπής µπορεί να 

χαρακτηριστεί η επίδοση των µαθητών αυτών στη δραστηριότητα που έπρεπε να 

βρουν το υπόλοιπο της διαίρεσης του αθροίσµατος 946 + 950 + 952 + 960 διά του 950, 

που η µέση τιµή της επίδοσης ήταν 0,31, αλλά και στη δραστηριότητα που έπρεπε να 

εξετάσουν αν το 3400 διαιρείται µε το 9, που η µέση επίδοση ήταν 0,07. Χαµηλή 

επίδοση µε µέση τιµή 0,25 είχαν οι µαθητές αυτής της κατηγορίας στη 

δραστηριότητα που έπρεπε να υπολογίσουν το αποτέλεσµα της πράξης 3(-1312)-5(-

1312).  

Στις δραστηριότητες που απαιτούσαν ικανότητες µετασχηµατισµού, οι µαθητές είχαν 

µη ικανοποιητική επίδοση, σε βαθµό που φαίνεται ότι δεν µπορούν να κάνουν 

πράξεις σε παραστάσεις ούτε σε αριθµητικό ούτε σε αλγεβρικό πλαίσιο. Οι επιδόσεις 

των µαθητών στις δραστηριότητες των αριθµητικών και των αλγεβρικών 

µετασχηµατισµών είχαν µέση τιµή κάτω από 0,2, εκτός από τη δραστηριότητα µε τις 

ρίζες που η µέση τιµή ήταν 0,4. Παρόλα αυτά όµως οι µαθητές είχαν πολύ καλή 

επίδοση, µε µέσες τιµές 0,75 και 0,61 στις εξισώσεις. Φαίνεται λοιπόν ότι οι µαθητές 

αυτής της κατηγορίας µπορούν να εφαρµόσουν διαδικασίες επίλυσης και αυτό 

φαίνεται και από τις εξισώσεις αλλά και από τη δραστηριότητα µε τις ρίζες.  

Στις δραστηριότητες που σχετίζονταν µε τον παράγοντα «Μετα-άλγεβρα» που 

περιέχει τη συναρτησιακή σκέψη, τη µοντελοποίηση και τις αποδείξεις φαίνεται ότι 

οι µαθητές δεν µπόρεσαν να επιλύσουν ασκήσεις και προβλήµατα που απαιτούσαν 

εµβάθυνση και γενίκευση των γνώσεων που διέπουν τις δραστηριότητες που 
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εµφανίζονται στα  σχολικά βιβλία. Στις δραστηριότητες της συναρτησιακής σκέψης 

παρατηρήθηκαν χαµηλές επιδόσεις, σε σηµείο που µπορούµε να χαρακτηρίσουµε το 

επίπεδο κατανόησης των εννοιών της συνάρτησης, ανεπαρκές. Οι µαθητές δεν 

µπόρεσαν να εργαστούν σε καλό βαθµό µε το γεωµετρικό µοτίβο (ΜΤ = 0,4), δεν 

κατάφεραν να βρουν το γενικό τύπο στη δραστηριότητα που έπρεπε να βρουν πόσα 

χρήµατα κερδίζει ο Γιώργος πουλώντας ασφάλειες αυτοκινήτου( ΜΤ = 0,25) και δεν 

αντιλαµβάνονται ότι µία γραφική παράσταση αποτελείται από τα άπειρα σηµεία που 

προκύπτουν από τη σχέση των µεταβλητών, όπου στην αντίστοιχη δραστηριότητα η 

µέση τιµή ήταν 0,17. Στις υπόλοιπες δραστηριότητες που είχαν κάποια σχέση µε 

δραστηριότητες του βιβλίου, η επίδοση µπορεί να χαρακτηριστεί ικανοποιητική.   

Με µέση επίδοση 0,64 στις δραστηριότητες που έπρεπε να εκφράσουν µε συµβολικό 

τρόπο την πρόταση «Το διπλάσιο του τετραγώνου ενός αριθµού είναι µεγαλύτερο 

από τον αριθµό αυτό» και στη δραστηριότητα που έπρεπε να βρουν µε ποιο τρόπο 

µία εταιρία κινητής τηλεφωνίας χρεώνει τους πελάτες της, φαίνεται ότι οι µαθητές 

µπορούν να εργαστούν µε δραστηριότητες µοντελοποίησης αυτού του είδους. 

Παρόµοιες δραστηριότητες υπάρχουν και στα σχολικά βιβλία. Φαίνεται όµως ότι οι 

µαθητές δεν έχουν την ικανότητα να δουν πως ένα µοντέλο που περιγράφεται λεκτικά 

µπορεί να αναπαρασταθεί µε διαφορετικό τρόπο, σε αυτή την περίπτωση µε ένα 

σχήµα, όπως φαίνεται στη αντίστοιχη δραστηριότητα µε κωδικό met_a3 που η µέση 

τιµή ήταν 0,15. Χαµηλή επίδοση µε µέση τιµή κάτω από 0,13 είχαν οι µαθητές στις 

δραστηριότητες της µετα-άλγεβρας και της απόδειξης. Φαίνεται ότι οι µαθητές δεν 

έχουν τις απαραίτητες ικανότητες ώστε να επιλύουν προβλήµατα που σχετίζονται µε 

την άλγεβρα και που περιγράφονται είτε σε µαθηµατικό, είτε σε µη µαθηµατικό 

πλαίσιο.  
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Στη συνέχεια παρουσιάζουµε τις απαντήσεις µίας µαθήτριας που ανήκει στην πρώτη 

κατηγορία µαθητών, σε κάποιες από τις δραστηριότητες της έρευνας.  

Στην εικόνα 2 φαίνεται η δραστηριότητα ga_a3 και η απάντηση της µαθήτριας που 

περιέχει λάθη στις πράξεις. 

Εικόνα 2.  
Απάντηση µαθήτριας της πρώτης κατηγορίας στη δραστηριότητα ga_a3  
 

 

Η ίδια µαθήτρια απάντησε σωστά στη δραστηριότητα ss_a1, που περιείχε ένα 

γεωµετρικό µοτόβο, όπως φαίνεται στην εικόνα 3.  

Εικόνα 2.  
Απάντηση µαθήτριας της πρώτης κατηγορίας στη δραστηριότητα ga_a3  
 

 

Στη δραστηριότητα που σχετίζονταν µε τον παράγοντα «µετασχηµατιστική 

ικανότητα», η ίδια µαθήτρια απάντησε όπως φαίνεται στην εικόνα 3. 
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Εικόνα 3.  
Απάντηση µαθήτριας της πρώτης κατηγορίας στη δραστηριότητα mi_a2  
 

 

Όπως φαίνεται στην λύση της δραστηριότητας αυτής, αλλά και στις απαντήσεις της 

µαθήτριας στις δραστηριότητες µε το µετασχηµατισµό παραστάσεων (βλ. εικόνα 4), 

η µαθήτρια κατέχει χαµηλό επίπεδο ικανότητας µετασχηµατισµού παραστάσεων. 

Εικόνα 4.  
Απάντηση µαθήτριας της πρώτης κατηγορίας στη δραστηριότητα mi_b1 
  

 

Αντιθέτως, η µαθήτρια αυτή µπορεί να εφαρµόζει τις διαδικασίες επίλυσης 

εξισώσεων, όπως φαίνεται στην εικόνα 5. 
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Εικόνα 5.  
Απάντηση µαθήτριας της πρώτης κατηγορίας στη δραστηριότητα mi_c1 

 

Η απάντηση στην πρώτη δραστηριότητα του παράγοντα µοντελοποίηση φαίνεται 

στην εικόνα 6. 

Εικόνα 6.  
Απάντηση µαθήτριας της πρώτης κατηγορίας στη δραστηριότητα met_a1 
 

 

Η προσπάθεια να αποδείξει η ίδια µαθήτρια, ότι o 3400 διαιρείται µε το 9 και ότι το 

γινόµενο άρτιου µε περιττό είναι άρτιος αριθµός, φαίνεται στην εικόνα 7 και 8 

αντίστοιχα. 

Εικόνα 7.  
Απάντηση µαθήτριας της πρώτης κατηγορίας στη δραστηριότητα met_b2 
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Εικόνα 8.  
Απάντηση µαθήτριας της πρώτης κατηγορίας στη δραστηριότητα ga_b3 

 

Ικανότητες των µαθητών της δεύτερης κατηγορίας 

Στον πίνακα 12 φαίνονται οι µέσες τιµές της επίδοσης των µαθητών της δεύτερης 

κατηγορίας στις δραστηριότητες του φύλλου της έρευνας. 

Πίνακας 12 – Μέση επίδοση των µαθητών της δεύτερης κατηγορίας  
 

ga_a1 ga_a2 ga_a3 ga_b1 ga_b2 ga_b3 
0,52 0,81 0,64 0,72 0,47 0,06 

ga_c1 ga_c2 ss_a1 ss_a2 ss_b1 ss_b2a 
0,84 0,66 0,65 0,66 0,74 0,59 

ss_b2b ss_c1 ss_c2 mi_a1 mi_a2 mi_b1 
0,66 0,38 0,55 0,47 0,64 0,16 

mi_b2 mi_c1 mi_c2 met_a1 met_a2 met_a3 
0,33 0,86 0,63 0,85 0,67 0,27 

met_b1 met_b2 
    0,3 0,03 
     

Από τον πίνακα φαίνεται ότι οι µαθητές αυτής της κατηγορίας είχαν χαµηλές 

επιδόσεις στη δραστηριότητα ga_b3, όπου η µέση τιµή ήταν 0,06, παρόµοια µε την 
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επίδοση των µαθητών της πρώτης κατηγορίας. Σε συνδυασµό µε το γεγονός ότι οι 

µέσες τιµές σε όλες τις υπόλοιπες του παράγοντα «Γενικευµένη αριθµητική» είναι 

µεγαλύτερες από 0,55 και φτάνουν µέχρι 0,84, µπορούµε να καταλήξουµε στο 

συµπέρασµα ότι οι µαθητές αυτής της οµάδας ικανοτήτων κατέχουν τις απαραίτητες 

αλγεβρικές ικανότητες ώστε να εργαστούν µε δραστηριότητες της γενικευµένης 

αριθµητικής. Φαίνεται να παρουσιάζουν κάποια δυσκολία στις δραστηριότητες που 

απαιτείται η κατανόηση της δοµής των αλγεβρικών αντικειµένων και ιδιαίτερα στη 

δραστηριότητα που έπρεπε να εξετάσουν αν το 3400 διαιρείται µε το 9. Και οι µαθητές 

αυτής της κατηγορίας δεν κατάφεραν να συνδυάσουν τις ιδιότητες των δυνάµεων και 

των αριθµών ώστε να απαντήσουν µε επιτυχία στην αντίστοιχη δραστηριότητα. 

Και οι µαθητές αυτής της κατηγορίας δεν εµφάνισαν ικανοποιητικές επιδόσεις στις 

δραστηριότητες που είχαν µετασχηµατισµό αλγεβρικών παραστάσεων, µε µέση 

επίδοση 0,16 και 0,33 στις αντίστοιχες δραστηριότητες, αλλά η επίδοση τους ήταν 

ικανοποιητική στις δραστηριότητες των αριθµητικών παραστάσεων µε µέση επίδοση 

0,47 και 0,54. Βλέπουµε λοιπόν ότι οι µαθητές της δεύτερης κατηγορίας είναι πιο 

ικανοί µε τις πράξεις αλλά δεν µπορούν και αυτοί να εργαστούν ικανοποιητικά µε 

αλγεβρικές παραστάσεις. Και οι δύο κατηγορίες µαθητών έχουν παρόµοιες, 

ικανοποιητικές επιδόσεις στις δραστηριότητες µε εξισώσεις.  

Οι µαθητές αυτής της κατηγορίας φαίνεται ότι αντιλαµβάνονται τις έννοιες που 

σχετίζονται µε τις συναρτήσεις, καθώς η επίδοσή τους στις αντίστοιχες 

δραστηριότητες έχουν µέση τιµή µεγαλύτερες από 0,55, µε µέγιστη µέση επίδοση 

0,74, µε εξαίρεση τη δραστηριότητα που σχετίζονταν µε την ικανότητα αναγνώρισης 

του πλήθους των σηµείων µίας γραφικής παράστασης, όπου η µέση επίδοση ήταν 

0,38. Και οι µαθητές αυτής της κατηγορίας δεν µπορούν να κατανοήσουν ότι η 
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γραφική παράσταση µιας συνάρτησης αποτελείται από τα άπειρα σηµεία που 

προκύπτουν από τη σχέση των µεταβλητών. Σηµαντική βελτίωση είχαµε στη 

δραστηριότητα όπου έπρεπε οι µαθητές να βρουν τον γενικό τύπο που περιγράφει τη 

σχέση των χρηµάτων που κερδίζει ο Γιώργος σε σχέση µε το πλήθος των ασφαλειών 

που πουλάει. Η µέση επίδοση σε αυτή τη δραστηριότητα ήταν 0,59 ενώ στην 

προηγούµενη κατηγορία ήταν 0,25.  

Φαίνεται ότι στις δραστηριότητες που σχετίζονται µε την µετα-άλγεβρα και την 

µοντελοποίηση, οι µαθητές αυτής της κατηγορίας είχαν ελαφρώς καλύτερες 

επιδόσεις. Εξακολουθούν όµως οι επιδόσεις στη τελευταία δραστηριότητα της 

µοντελοποίησης και τις δύο δραστηριότητες της µετα-άλγεβρας και την απόδειξη, να 

είναι χαµηλές. Μπορούµε δηλαδή να συµπεράνουµε ότι οι µαθητές αυτής της 

κατηγορίας δεν µπορούν να εφαρµόσουν τις γνώσεις που έχουν αποκτήσει σε νέες 

δραστηριότητες που στηρίζονται στην άλγεβρα.  

Στις εικόνες που ακολουθούν παρουσιάζουµε κάποιες απαντήσεις ενός µαθητή που 

ανήκει στη δεύτερη κατηγορία. 

Όπως φαίνεται από τις απαντήσεις στις δραστηριότητες, ο µαθητής µπορεί να 

εφαρµόζει τις ιδιότητες των πράξεων (εικόνα 9 και 10), αλλά κάνει κάποια βασικά 

λάθη σε δραστηριότητες των µετασχηµατισµών (εικόνα 11) και στην εξίσωση 

(εικόνα 13). Στην αλγεβρική παράσταση φαίνεται ότι ενώ ξέρει ο συγκεκριµένος 

µαθητής πως να κάνει τα κλάσµατα οµώνυµα, παραλείπει σε κάποιο βήµα τον 

παρονοµαστή των δύο πρώτων κλασµάτων. Αλλά και στην εξίσωση αναγνωρίζει ότι 

πρέπει να κάνει απαλοιφή αλλά δεν πολλαπλασιάζει µε το Ε.Κ.Π τον πρώτο όρο. Τα 

λάθη και οι παραλείψεις στις απαντήσεις του µαθητή στις δραστηριότητες των 
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εικόνων 14, 15 και 16, δικαιολογούν την κατάταξη του µαθητή στη δεύτερη οµάδα 

µαθητών. 

Εικόνα 9.  
Απάντηση µαθητή της δεύτερης κατηγορίας στη δραστηριότητα mi_a2 

 

Εικόνα 10.  
Απάντηση µαθητή της δεύτερης κατηγορίας στη δραστηριότητα mi_b2 
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Εικόνα 11.  
Απάντηση µαθητή της δεύτερης κατηγορίας στη δραστηριότητα mi_b1 
 

	
 
 
 
Εικόνα 13.  
Απάντηση µαθητή της δεύτερης κατηγορίας στη δραστηριότητα mi_c2 
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Εικόνα 14.  
Απάντηση µαθητή της δεύτερης κατηγορίας στη δραστηριότητα mi_a2 
 

	
 
Εικόνα 15.  
Απάντηση µαθητή της δεύτερης κατηγορίας στη δραστηριότητα met_b2 
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Εικόνα 16.  
Απάντηση µαθητή της δεύτερης κατηγορίας στη δραστηριότητα ss_b2 
 

	
	
Εικόνα 17.  
Απάντηση µαθητή της δεύτερης κατηγορίας στη δραστηριότητα mi_c1 
 

	
	
Εικόνα 18.  
Απάντηση µαθητή της δεύτερης κατηγορίας στη δραστηριότητα met_a1 
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Ικανότητες των µαθητών της τρίτης κατηγορίας 

Στον πίνακα 13 φαίνονται οι µέσες τιµές της επίδοσης των µαθητών της τρίτης 

κατηγορίας στις δραστηριότητες του φύλλου της έρευνας. 

Πίνακας 13 – Μέση επίδοση των µαθητών της τρίτης κατηγορίας  
 

ga_a1 ga_a2 ga_a3 ga_b1 ga_b2 ga_b3 
0,58 0,89 0,97 0,83 0,69 0,31 

ga_c1 ga_c2 ss_a1 ss_a2 ss_b1 ss_b2a 
1 0,86 0,88 0,86 0,94 0,75 

ss_b2b ss_c1 ss_c2 mi_a1 mi_a2 mi_b1 
0,83 0,44 0,64 0,5 0,92 0,42 

mi_b2 mi_c1 mi_c2 met_a1 met_a2 met_a3 
0,83 0,92 0,71 0,96 0,81 0,53 

met_b1 met_b2 
    0,2 0,06 
    Σύµφωνα µε τη µέση τιµή των επιδόσεων στις δραστηριότητες της γενικευµένης 

αριθµητικής, φαίνεται ότι οι µαθητές αυτής της κατηγορίας, κατέχουν τις 

απαραίτητες αλγεβρικές ικανότητες και τον αντίστοιχο τρόπο σκέψης. Με εξαίρεση 

τη δραστηριότητα ga_b3, όπου φαίνεται ότι µε µέση επίδοση 0,31 και οι µαθητές 

αυτής της κατηγορίας δεν κατάφεραν να αναγνωρίσουν την αντίστοιχη δοµή, οι 

επιδόσεις ήταν αρκετά καλές. Η χαµηλότερη επίδοση ήταν 0,58, στην πρώτη 

δραστηριότητα όπου φαίνεται ότι οι µαθητές έχουν δυσκολία µε τις πράξεις 

αρνητικών αριθµών. Η υψηλότερη µέση επίδοση ήταν στη δραστηριότητα που είχε 

σχέση µε την ισότητα των αντικειµένων, όπου όλοι οι µαθητές απάντησαν σωστά. 

Οι µαθητές αυτής της κατηγορίας φαίνεται ότι µπορούν να µετασχηµατίζουν 

αριθµητικές και αλγεβρικές παραστάσεις, αλλά φαίνεται ότι δυσκολεύονται όταν οι 

παραστάσεις αυτές περιέχουν κλάσµατα. Η επίλυση εξισώσεων είχε τις µεγαλύτερες 

µέσες τιµές. Φαίνεται ότι οι µαθητές έχουν ευκολία στην εφαρµογή διαδικασιών για 

την επίλυση εξισώσεων. Σηµαντική βελτίωση στους µαθητές αυτής της κατηγορίας, 

εµφανίζει η επίδοση στην αλγεβρική παράσταση της δραστηριότητας mi_b2, όπου η 
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αντίστοιχη επίδοση των µαθητών της πρώτης κατηγορίας ήταν 0,2, της δεύτερης 

0,33, ενώ της τρίτης ήταν 0,83. Παρατηρούµε λοιπόν µία µεγάλη διαφορά στην 

ικανότητα µετασχηµατισµού αλγεβρικών παραστάσεων όπου απαιτούνται αρκετές 

πράξεις σε πολλά βήµατα, µεταξύ µεταβλητών, που φαίνεται ότι δυσκολεύουν τους 

µαθητές. 

Βελτίωση παρατηρείται και στην επίδοση των µαθητών της κατηγορίας αυτής και 

στις δραστηριότητες που έχουν σχέση µε τη συναρτησιακή σκέψη. Φαίνεται ότι οι 

µαθητές κατέχουν τις αντίστοιχες ικανότητες σε σηµαντικό βαθµό, καθώς η 

µικρότερη µέση επίδοση ήταν 0,64 και η υψηλότερη 0,94, µε εξαίρεση και πάλι τη 

δραστηριότητα ss_c1, όπου µε µέση επίδοση 0,44, φαίνεται ότι και οι µαθητές αυτής 

της κατηγορίας δεν µπορούν να κατανοήσουν το άπειρο πλήθος των σηµείων µίας 

γραφικής παράστασης. Στις δραστηριότητες της µοντελοποίησης, οι επιδόσεις ήταν 

ικανοποιητικές, και οι µέσες τιµές 0,96, 0,81 και 0,53 µας οδηγούν στο συµπέρασµα 

ότι οι µαθητές κατέχουν τις αντίστοιχες ικανότητες. Βέβαια η χαµηλή µέση τιµή 0,53 

στην τελευταία δραστηριότητα της µοντελοποίησης δείχνει ότι οι µαθητές δεν έχουν 

εµπειρία µε δραστηριότητες που σχετίζονται µε διαφορετικές αναπαραστάσεις 

µαθηµατικών µοντέλων και τη σχέση των αναπαραστάσεων αυτών και αυτό είναι ένα 

γεγονός που χρήζει λεπτοµερέστερης συζήτησης. 

Η επίδοση στις δραστηριότητες της µετα-άλγεβρας και την απόδειξη ήταν χαµηλή και 

για τους µαθητές αυτής της κατηγορίας, υποδεικνύοντας ότι ο τρόπος εκπαίδευσης 

δεν διευκολύνει την απόκτηση αλγεβρικών ικανοτήτων που απαιτούν οι 

δραστηριότητες αυτής της µορφής.  

Στις εικόνες που ακολουθούν παρουσιάζουµε κάποιες απαντήσεις µίας µαθήτριας που 

ανήκει στην τρίτη κατηγορία. 
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Βλέπουµε ότι η µαθήτρια µπορεί να κάνει αριθµητικές και αλγεβρικές πράξεις και να 

µετασχηµατίζει αριθµητικές και αλγεβρικές παραστάσεις αλλά και να λύνει µε άνεση 

εξισώσεις (εικόνες 19 έως 23).  

Εικόνα 19.  
Απάντηση µαθήτριας της τρίτης κατηγορίας στη δραστηριότητα ga_a3 
 

 

Εικόνα 20.  
Απάντηση µαθήτριας της τρίτης κατηγορίας στη δραστηριότητα mi_a2 
 

 

Εικόνα 21.  
Απάντηση µαθήτριας της τρίτης κατηγορίας στη δραστηριότητα m1_b2 
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Εικόνα 22.  
Απάντηση µαθήτριας της τρίτης κατηγορίας στη δραστηριότητα mi_a1 
 

 

 
 
 
Εικόνα 23.  
Απάντηση µαθήτριας της τρίτης κατηγορίας στη δραστηριότητα mi_c2 
 

 

Όµως βλέπουµε ότι εµφανίζονται κάποια προβλήµατα στο µετασχηµατισµό 

αλγεβρικών παραστάσεων, όπου την αντίστοιχη δραστηριότητα µε τις αλγεβρικές 

πράξεις σε κλάσµατα (mi_b1), η µαθήτρια επιλέγει να µην την απαντήσει. Υπάρχουν 

επίσης ελλείψεις στην κατανόηση της δοµής των αριθµητικών αντικειµένων και των 
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ιδιοτήτων των αριθµών (εικόνα  24), στη δραστηριότητα του παράγοντα 

συναρτησιακή σκέψη (εικόνα 25), στη δραστηριότητα του παράγοντα µετα-άλγεβρα 

(εικόνα 26) και στην απόδειξη που η απάντηση της µαθήτριας δεν είναι σωστή. 

 
Εικόνα 24.  
Απάντηση µαθήτριας της τρίτης κατηγορίας στη δραστηριότητα ga_b2 
 

 

Εικόνα 25.  
Απάντηση µαθήτριας της τρίτης κατηγορίας στη δραστηριότητα ss_b1 
 

 

Εικόνα 26.  
Απάντηση µαθήτριας της τρίτης κατηγορίας στη δραστηριότητα met-b1 
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Ικανότητες των µαθητών της τέταρτης κατηγορίας 

Στον πίνακα 14 φαίνονται οι µέσες τιµές της επίδοσης των µαθητών της τέταρτης 

κατηγορίας στις δραστηριότητες του φύλλου της έρευνας. 

Πίνακας 14 – Μέση επίδοση των µαθητών της τέταρτης κατηγορίας  
 

ga_a1 ga_a2 ga_a3 ga_b1 ga_b2 ga_b3 
0,5 1 1 1 1 0,5 

ga_c1 ga_c2 ss_a1 ss_a2 ss_b1 ss_b2a 
1 1 1 0,75 1 1 

ss_b2b ss_c1 ss_c2 mi_a1 mi_a2 mi_b1 
1 1 0,75 0,75 0,81 0,88 

mi_b2 mi_c1 mi_c2 met_a1 met_a2 met_a3 
1 0,94 1 1 1 1 

met_b1 met_b2 
    0,75 0,5 
     

Οι µαθητές της τέταρτης κατηγορίας είναι οι µαθητές που χαρακτηρίζονται ως 

άριστοι. Κατέχουν τις αλγεβρικές ικανότητες που αντιστοιχούν στο επίπεδό τους και 

η αλγεβρική τους σκέψη φαίνεται ότι είναι σε υψηλό επίπεδο. Κάποια δυσκολία 

εµφανίζεται στις αριθµητικές παραστάσεις µε κλάσµατα, στην αναγνώριση 

περίπλοκων δοµών και την εφαρµογή των ιδιοτήτων της δοµής και στις αποδείξεις. 

Οι µαθητές αυτής της κατηγορίας εµφανίζουν µεγάλη διαφορά στην επίδοσή τους 

στις δραστηριότητες της µετα-άλγεβρας γεγονός που επιβεβαιώνει την υπόθεση ότι οι 

µαθητές µπορούν να εµβαθύνουν γύρω από τις αλγεβρικές έννοιες και να διευρύνουν 

το επίπεδο δράσης των εννοιών αυτών. Η απόδειξη εξακολουθεί να είναι δύσκολο 

κοµµάτι της αλγεβρικής ικανότητας, αλλά κάτι τέτοιο ίσως να θεωρείται και 

αναµενόµενο καθώς οι µαθητές µέχρι και την γ γυµνασίου έχουν ασχοληθεί ελάχιστα 

µε αποδείξεις.    
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Στη συνέχεια παραθέτουµε κάποιες ενδεικτικές απαντήσεις δύο µαθητών της 

κατηγορίας αυτής. Σε όλους τους µαθητές της κατηγορίας παρατηρούµε άνεση στις 

πράξεις σε αριθµητικές και αλγεβρικές παραστάσεις και στην επίλυση εξισώσεων. 

Αλλά παρατηρούµε επίσης και εφαρµογή γνώσεων σε δραστηριότητες του παράγοντα 

«συναρτησιακή σκέψη» (εικόνα 27), σε µετα-αλγεβρικό επίπεδο, σε προβλήµατα 

(εικόνα 28) και επίσης ικανοποιητικό επίπεδο ικανοτήτων στην απόδειξη (εικόνα 29). 

Αξιοσηµείωτο είναι ότι η µαθήτρια κατάφερε να φτάσει και σε γενίκευση στη 

δραστηριότητα του γεωµετρικού µοτίβου (εικόνα 30). 

Εικόνα 27.  
Απάντηση µαθήτριας της τέταρτης κατηγορίας στη δραστηριότητα ss_b2 
 

	
 
Εικόνα 28.  
Απάντηση µαθήτριας της τέταρτης κατηγορίας στη δραστηριότητα met_b1 
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Εικόνα 29.  
Απάντηση µαθήτριας της τέταρτης κατηγορίας στη δραστηριότητα met_b2 
 

	
 
Εικόνα 30.  
Απάντηση µαθήτριας της τέταρτης κατηγορίας στη δραστηριότητα ss_a1 
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Συζήτηση 

Η συνεισφορά της παρούσας εργασίας εδράζεται κυρίως στην εµπειρική επιβεβαίωση 

του µοντέλου περιγραφής της δοµής της αλγεβρικής σκέψης µαθητών Γ΄ γυµνασίου. 

Τα αποτελέσµατα της εργασίας έδειξαν ότι η αρχική µας υπόθεση αναφορικά µε τις 

διαστάσεις της αλγεβρικής σκέψης δεν επιβεβαιώθηκε, αλλά τα δεδοµένα της 

έρευνας επιβεβαίωσαν ένα εναλλακτικό µοντέλο περιγραφής της αλγεβρικής σκέψης 

µαθητών Γ΄ γυµνασίου που εδράζεται κυρίως στο µοντέλο της Kieran (2007). 

Εποµένως, µε βάση τα αποτελέσµατα της εργασίας µπορεί να λεχθεί ότι το µοντέλο 

περιγραφής αλγεβρικής σκέψης της Kierean (2007) αποτελεί ένα έγκυρο εργαλείο 

ανάλυσης της αλγεβρικής σκέψης των µαθητών Γ΄ γυµνασίου. Το καινοτόµο στοιχείο 

της εργασίας ως προς το µοντέλο της Kierean (2007), πέρα από την εµπειρική 

επιβεβαίωσή του, στηρίζεται στο γεγονός ότι νοηµατοδοτεί µε ξεκάθαρο τρόπο τις 

υπο-παραµέτρους των τριών παραγόντων και αναδεικνύει το ρόλο της 

µοντελοποίησης (Kaput, 2008) ως θεµελιώδους στοιχείου του παράγοντα µετα-

άλγεβρα. Επιπρόσθετα, στον παράγοντα µετα-άλγεβρα περιλαµβάνονται οι τρεις 

µορφές συναρτησιακής σκέψης (µοτίβα, σχέσεις µεταξύ µεταβλητών, σχέσεις σε 

διαγράµµατα), όπως προτείνονται, επίσης, από τον Kaput (2008). Συµπερασµατικά 

µπορεί να λεχθεί ότι µε βάση τα αποτελέσµατα της εργασίας, λόγω των υψηλών 

συσχετίσεων µεταξύ των διαφορετικών παραµέτρων της αλγεβρικής σκέψης, το 

µοντέλο των τριών διαστάσεων της Kieran (2007) µπορεί να περιγράψει µε πιο 

επαρκές τρόπο τη δοµή της αλγεβρικής σκέψης µαθητών γυµνασίου, 

χρησιµοποιώντας, επιµέρους στοιχεία από το µοντέλο του Kaput (2008).  

Επιπλέον, τα αποτελέσµατα της παρούσας εργασίας έδειξαν ότι υπάρχει µια 

ιεραρχική σχέση µεταξύ των τριών παραγόντων της αλγεβρικής σκέψης. Ο 

παράγοντας «µετασχηµατιστική ικανότητα» που αναφέρεται στο χειρισµό των 
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αριθµητικών και αλγεβρικών συµβόλων προβλέπει σε σηµαντικό βαθµό την επίδοση 

των µαθητών στον παράγοντα γενικευµένη αριθµητική που αναφέρεται στην 

ικανότητα γενίκευσης αριθµητικών και αλγεβρικών δοµών. Επιπρόσθετα, ο 

παράγοντας γενικευµένη αριθµητική επηρεάζει άµεσα την επίδοση των µαθητών 

στον παράγοντα µετα-άλγεβρα που εµπεριέχει την συναρτησιακή σκέψη, την 

ικανότητα µοντελοποίησης καθώς και τη χρήση αλγεβρικών δοµών για σκοπούς 

απόδειξης και συλλογισµού. Η ιεραρχική αυτή σχέση µεταξύ των τριών παραγόντων 

υποδηλώνει µια πιθανή τροχιά µάθησης στηριζόµενη στο σκεπτικό ότι η 

µετασχηµατιστική ικανότητα και η ικανότητα χειρισµού της αλγεβρικής γλώσσας 

αποτελούν βασική προϋπόθεση ώστε οι µαθητές να επιτύχουν τη χρήση των 

αλγεβρικών δοµών για σκοπούς γενίκευσης και εξαγωγής συµπερασµάτων και τέλος 

ακολουθεί ο παράγοντας της µετα-άλγεβρας που εµπεριέχει πιο δύσκολες ικανότητες 

όπως η συναρτησιακή σκέψη, η επίλυση προβληµάτων που εµπεριέχουν σχέσεις 

µεταξύ µεταβλητών, η χρήση µοντέλων για αναπαράσταση προβληµάτων και 

σχέσεων καθώς και η λειτουργία της απόδειξης. 

Η ανάλυση έδειξε ότι υπάρχουν τέσσερα επίπεδα αλγεβρικής σκέψης και αλγεβρικών 

ικανοτήτων, όπως αυτά καθορίστηκαν από την επίδοση των µαθητών στα έργα της 

έρευνας. Οι οµάδες παρουσιάζουν διαφορές στην επίδοσή τους στις διάφορες 

κατηγορίες έργων. Από την ανάλυση φάνηκε ότι στους µαθητές χαµηλής επίδοσης 

εµφανίζονται προβλήµατα στις πράξεις µε κλάσµατα και αλγεβρικές παραστάσεις, 

στην σύνδεση των διαφορετικών αναπαραστάσεων των συναρτήσεων και αρκετά 

µεγάλη δυσκολία στην εφαρµογή γνώσεων σε µετα-αλγεβρικό επίπεδο, στην εργασία 

µε προβλήµατα, µε µοντελοποίηση και µε αποδείξεις. Οι µαθητές στα υπόλοιπα 

επίπεδα, φάνηκε ότι είχαν ισχυρότερες αλγεβρικές ικανότητες στο χειρισµό 

αλγεβρικών και αριθµητικών παραστάσεων αλλά και στην κατανόηση των εννοιών 
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της συνάρτησης, αλλά κάποιες δυσκολίες συνέχισαν να φαίνονται στο επίπεδο της 

µετα-άλγεβρας και την απόδειξη, γεγονός που ίσως είναι αναµενόµενο καθώς 

δραστηριότητες των παραγόντων αυτών εµφανίζονται στην ύλη της Α Λυκείου. 

Το µοντέλο που χρησιµοποιήθηκε σε αυτή την εργασία µπορεί να προσφέρει στους 

εκπαιδευτικούς και στους ερευνητές ένα µέσο για να εξετάσουν την πολύπλοκη φύση 

της αλγεβρικής σκέψης µαθητών γυµνασίου. Οι εκπαιδευτικοί µπορούν να 

χρησιµοποιήσουν το µοντέλο, για να συµπεριλάβουν στη διδασκαλία τους 

δραστηριότητες που µπορούν να συµβάλουν στην ανάπτυξη των επιµέρους 

διαστάσεων της αλγεβρικής σκέψης και κατ’ επέκταση στην ανάπτυξη της 

αλγεβρικής σκέψης. Από την πλευρά των ερευνητών, το µοντέλο µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί ως αφετηρία για περαιτέρω µελέτη της δοµής της αλγεβρικής σκέψης 

και εν δυνάµει τροχιών µάθησης, µε βάση τις οποίες θα µπορούν να σχεδιαστούν 

προγράµµατα διδασκαλίας που θα λαµβάνουν υπόψη τις προϋποθέσεις ανάπτυξης 

των παραµέτρων της αλγεβρικής σκέψης. 
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