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Περίληψη

Στην παρούσα εργασία παρουσιάζεται μια γενικευμένη μέθοδος διαστατικής ελάτ-

τωσης, η οποία παρέχει τη δυνατότητα απόκτησης μάζας σε πεδία της ελαττωμένης

θεωρίας. Μελετώνται οι ιδιότητες του δυναμικού το οποίο προκύπτει ως αποτέλεσμα

της διαδικασίας αυτής καθώς και οι κατάλληλες συνθήκες για την ομαλή συμπεριφορά

του. ΄Επειτα εφαρμόζεται η διαδικασία αυτή στη δράση της ετεροτικής χορδής και με-

λετώνται οι επιπτώσεις της στη συμμετρία βαθμίδος που διαθέτει η ελαττωμένη θεωρία.
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Εισαγωγή

Η τεχνική της διαστατικής ελάττωσης χρησιμοποιείται ευρέως στις θεωρίες υπερ-

βαρύτητας για την κατασκευή υπερσυμμετρικών Yang-Mills θεωριών. Στη συνήθη

διαστατική ελάττωση, η οποία φέρει τα ονόματα των Kaluza-Klein, υποθέτει κανείς

πως ο χωρόχρονος διάστασης D + d χωρίζεται στο συνήθη χωρόχρονο διάστασης D

με μεταβλητές xµ και σε έναν εσωτερικό συμπαγή χώρο διάστασης d, στον οποίον

αντιστοιχούν μεταβλητές yM . Τα πεδία και οι συμμετρίες της αρχικής θεωρίας θεω-

ρούνται ανεξάρτητα των εσωτερικών συντεταγμένων. ΄Ετσι έχει κανείς μια θεωρία σε

D διαστάσεις, η οποία κληρονομεί συμμετρίες της αρχικής θεωρίας καθώς και νέα πε-

δία τα οποία εμφανίζονται ως συνιστώσες των αρχικών πεδίων στον εσωτερικό χώρο.

Συγκεκριμένα, για τη δράση Einstein-Hibert η συμμετρία της αρχικής θεωρίας κάτω

από διαφορομορφισμούς στον εσωτερικό χώρο μεταφράζεται σε μια Αβελιανή U(1)d

συμμετρία βαθμίδος για την ελαττωμένη θεωρία με τα αντίστοιχα πεδία βαθμίδος να

προέρχονται από τους μη διαγωνίους όρους της αρχικής μετρικής. Οι διαγώνιοι όροι

της μετρικής συμπεριφέρονται ως βαθμωτά πεδία κάτω από τους μετασχηματισμούς

αυτούς και είναι τα λεγόμενα διαστελλόνια. Ο δε όγκος του εσωτερικού χώρου εμ-

φανίζεται ως απλός πολλαπλασιαστικός παράγων της δράσης και μεταβάλλει τη μάζα

Planck.Ωστόσο, οι υπερσυμμετρικές θεωρίες σε 10 και 11 διαστάσεις είναι άμαζες και

η διαστατική ελάττωση των Kaluza-Klein δεν επιτρέπει την εμφάνιση έμμαζων πεδίων

στις ελαττωμένες θεωρίες.

Το πρόβλημα αυτό λύνει η διαστατική ελάττωση τύπου Scherk-Schwarz, η οποία

διαφέρει από τη συνήθη διαστατική ελάττωση καθώς επιτρέπει σε κάποια πεδία να

έχουν εξάρτηση από τις εσωτερικές συντεταγμένες διατηρώντας όμως τη συνολική

δράση ανεξάρτητη αυτών. Με τον τρόπο αυτό προκύπτει ένα επιπλέον δυναμικό στην

ελαττωμένη θεωρία το οποίο εμπεριέχει όρους μάζας για κάποια πεδία ενώ η συμμετρία

βαθμίδος της ελαττωμένης θεωρίας γίνεται μη Αβελιανή.

Η παρούσα εργασία είναι δομημένη ως εξής: αρχικά θα παρουσιάσουμε την ελάτ-

τωση της δράσης Einstein-Hilbert σύμφωνα με την διαστατική ελάττωση των Kaluza-

Klein κι έπειτα σύμφωνα με την ελάττωση τύπου Scherk-Schwarz, ώστε να καθίσταται

εύκολη η σύγκριση των αποτελεσμάτων των 2 μεθόδων. Στη συνέχεια εξετάζουμε

τις προϋποθέσεις που πρέπει να πληροί η ομάδα βαθμίδος της ελαττωμένης θεωρίας

προκειμένου το δυναμικό να έχει ομαλή συμπεριφορά. Ακολουθούμε κατόπιν την ίδια

διαδικασία για τη δράση της ετεροτικής χορδής σε 10 διαστάσεις, στην οποία περίπτωση

έχουμε επιπλέον πεδία τύπου Kalb-Ramond και Yang-Mills. Εξετάζουμε ακόμη την

επίδραση της ελάττωσης Scherk-Schwarz στη συμμετρία βαθμίδος της αρχικής θεωρίας.
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1 Γενικευμένη Διαστατική Ελάττωση

1.1 Διαστατική Ελάττωση Kaluza-Klein σε d-διάστατο τόρο

Το εναρκτήριο σημείο είναι η δράση Einstein-Hilbert σεD+d διαστάσεις. Οι συμβάσεις

που ακολουθούμε είναι οι εξής: η υπογραφή της μετρικής είναι G = (−,+,+,+...,+)

ενώ για τις χωροχρονικές συντεταγμένες xµ με μ=0,1,2...D ενώ για τον εσωτερικό

χώρο yM με Μ=1,2...d. Για τον εφαπτόμενο χώρο έχουμε λατινικούς δείκτες a, b, c...

εάν αναφερόμαστε στο D-διάστατο χώρο ενώ για τον αντίστοιχο εσωτερικό χώρο

έχουμε κεφαλαίους λατινικούς δείκτες A,B,C... Χρησιμοποιούμε περισπωμένη για ένα

πεδίο της αρχικής D + d-διάστατης θεωρίας ενώ η απουσία της υποδηλώνει πεδίο της

ελαττωμένης. Αντίστοιχα οι δείκτες με περισπωμένη παίρνουν 2 τιμές: x̂µ = (xµ, yM).

Η δράση Einstein-Hilbert είναι:

SEH =
1

4κ2

∫
dx̂D+d

√
−GR̂ =

1

4κ2

∫
dxD

∫
dyd

Vd
êR̂ (1.1)

όπου ê είναι η ορίζουσα του πεδίου eaµ. Για τη βαθμωτή καμπυλότητα έχουμε:

R̂ = R̂µ̂ν̂Ĝ
µ̂ν̂ = R̂µ̂ρ̂ν̂σ̂Ĝ

µ̂ν̂Ĝρ̂σ̂ = R̂µ̂ρ̂ν̂σ̂ê
µ̂
â ê
ν̂
b̂
êρ̂ĉ ê

σ̂
d̂
η̂âb̂η̂ĉd̂ = R̂µ̂ν̂âb̂ê

µ̂âêν̂b̂ (1.2)

όπου:

R̂µ̂ν̂âb̂ = ∂µ̂ω̂ν̂âb̂ + ω̂t̂µ̂âω̂ν̂t̂b̂ − µ̂↔ ν̂ (1.3)

Στην άνωθεν δράση έχουμε εισάγει επίσης τον αναλλοίωτο όγκο του εσωτερικού χώρου

Vd με διαστάσεις (μήκους)
d
έτσι ώστε

κ2

4π
να είναι η συνήθης σταθερά του Νεύτωνα

με διαστάσεις (μήκους)
D − 2
. Στη γενικευμένη ελάττωση η Λαγκραντζιανή θα είναι

αναλλοίωτη των εσωτερικών συντεταγμένων, εκτός από έναν παράγοντα τον οποίον

θα αναιρέσουμε με κατάλληλη επιλογή του Vd. Για λόγους ευκολίας θα δουλέψουμε

χρησιμοποιώντας τις φερμιονικές συγγενείς συνδέσεις με λατινικούς δείκτες:

ω̂ĉâb̂ = êµ̂ĉ ω̂µ̂âb̂ (1.4)

Με ολοκλήρωση των ω-όρων κατά παράγοντες, η δράση παίρνει τη μορφή:

SEH =
1

4κ2

∫
dDx

∫
ddy

Vd
ê(ω̂â

b̂ĉ
ω̂b̂ĉâ + ω̂â

âb̂
ω̂ĉ
ĉd̂
η̂b̂d̂) (1.5)

Στην Kaluza-Klein διαστατική ελάττωση θεωρεί κανείς αναπτύγματα των πεδίων στον

εσωτερικό χώρο,τον οποίο θεωρούμε ως έναν d-διάστατος τόρο (δηλαδή αποτελείται

δηλαδή από d τω πλήθος S1
). Για παράδειγμα, για ένα βαθμωτό πεδίο θα ισχύει (θεω-

ρώντας απλώς έναν κύκλο ακτίνας R στον εσωτερικό χώρο με συντεταγμένη z):

φ̂ =
∑

n φ(n)e
inz
R
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΄Ετσι έχουμε έναν άπειρο αριθμό πεδίων στον ελαττωμένο χώρο, τα οποία αριθμο-

ύνται από το n. Η δράση του τελεστη �̂ στο πεδίο δίνει:

�̂φ̂ = �φ0 + (�φ1 − 1
R2φ1)e

iz
R + (�φ2 − 4

R2φ2)e
2iz
R + ...

Οπότε θα ισχύει:

�̂φ̂ = 0→ (�φn + n2

R2φn) = 0

Δηλαδή τα πεδία φn ικανοποιούν την εξίσωση Klein-Gordon με μάζες mn ∼ |n|
R
. Στο

όριο που η ακτίνα του κύκλου γίνεται πολύ μικρή, οι μάζες των πεδίων αυτών γίνον-

ται τεράστιες. Τα σωματίδια αυτά δεν έχουμε τη δυνατότητα να τα παρατηρήσουμε,

συνεπώς κρατούμε στη Lagrangian μόνο τους όρους n = 0, που σημαίνει πως τα πε-

δία τα οποία μένουν είναι ανεξάρτητα των εσωτερικών συντεταγμένων και άμαζα. Το

επιχείρημα αυτό θα ισχύει για όλα τα επόμενα εδάφια. Για τα μοναδιαία ανύσματα ορ-

θοκανονικής βάσης (vielbein1) έχουμε την ακόλουθη μορφή:

êâµ̂ =

[
δγeaµ 2κV M

µ EA
M

0 EA
M

]
(1.6)

Μπορούμε να επιλέξουμε την άνωθεν τριγωνική μορφή για τα πλειομελή βάση εξαιτίας

της τοπικής συμμετρίας Lorentz σε D + d διαστάσεις ενώ δ = detE. Ο εκθέτης

γ αντιστοιχεί σε έναν αυθαίρετο μετασχηματισμό Weyl της ελαττωμένης πλειομελούς

βάσης και θα επιλεγεί κατάλληλα στη συνέχεια. Το άνωθεν πεδίο περιέχει ένα D

διάστατο βαρυτόνιο (eaµ), d τω πλήθος ανυσματικά πεδία V
M
µ και d2

βαθμωτά πεδία

EA
M . ΄Ομως εξαιτίας της τοπικής συμμετρίας Lorentz στον εσωτερικό χώρο, μόνο τα

d(d+1)
2
εξ αυτών των βαθμωτών αντιστοιχούν σε διαδιδόμενα σωματίδια. Η αρχική

θεωρία είναι αναλλοίωτη κάτω από γενικούς μετασχηματισμούς συντεταγμένων:

´̂xµ̂ = x̂µ̂ − ξµ̂(x) (1.7)

δêâµ̂ = ξν̂(x)∂ν̂ ê
â
µ̂ + ∂µ̂ξ

ν̂(x)êâν̂

Λαμβάνουμε τις απειροστές παραμέτρους ξ των μετασχηματισμών να είναι ανεξάρτητες

των εσωτερικών συντεταγμένων. Για χωροχρονικούς μετασχηματισμούς, η άνωθεν

εξίσωση δίνει για τα ελαττωμένα πεδία:

δeaµ(x) = ξν(x)∂νe
a
µ(x) + ∂µξ

ν(x)eaν(x) (1.8)

δV M
µ (x) = ξν(x)∂νV

M
µ (x) + ∂µξ

ν(x)V M
ν (x)

δEA
M(x) = ξν(x)∂νE

A
M(x)

1
Μια συναφής ονομασία που θα μπορούσε να αποδοθεί είναι πλειομελής βάση
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Ενώ για μετασχηματισμούς στον εσωτερικό χώρο έχουμε:

δeaµ(x) = 0 (1.9)

δV M
µ (x) =

1

2κ
∂µξ

M(x)

δEA
M(x) = 0

Οπότε κάτω από ξµ μετασχηματισμούς τα πεδία EA
M μετασχηματίζονται ως βαθμωτά

ενώ τα eaµ, V
M
µ ως ανύσματα. Κάτω από ξ

M
μετασχηματισμούς τα πεδία V M

µ μετασχη-

ματίζονται ως ανύσματα ενώ τα eaµ, E
A
M ως βαθμωτά.

΄Εχοντας καθορίσει τα πεδία και τους νόμους μετασχηματισμού προχωρούμε στον

υπολογισμό των ποσοτήτων που εμφανίζονται στη δράση όπως τα αντίστροφα πεδία

πλαισίου και η μετρική. Η αντίστροφη πλειομελής βάση ορίζεται από:

êµ̂â =

[
δ−γeµa −2κδ−γeµaV

M
µ

0 EM
A

]
(1.10)

για τις μετρικές έχουμε:

ĝµ̂ν̂ =

[
δ2γgµν + 4κ2V M

µ VνM 2κVµN
2κVνM GMN

]
(1.11)

ĝµ̂ν̂ =

[
δ−2γgµν 2κV µN

2κV νM GMN + 4κ2δ−2γV µMV N
µ

]
(1.12)

Για τη μετρική του εσωτερικού χώρου ισχύει: GMN = EA
ME

B
NδAB ενώ για τις φερμιο-

νικές συγγενείς συνδέσεις έχουμε:

ω̂c,ab = δ−γ[ωc,ab + γ(ηcae
µ
b − ηcbe

µ
a)∂µδ] (1.13)

ω̂c,aB = κδ−2γeµc e
ν
aV

M
µν EMB

ω̂c,AB =
1

2
δγeµc (EN

A ∂µENB − EN
B ∂µENA)

ω̂C,ab = −κδ−2γeµae
ν
bV

M
µν EMC

ω̂C,aB = −1

2
δ−γEM

B e
µ
a∂µEMC

ω̂C,AB = 0

όπου ορίσαμε: V M
µν = ∂µV

M
ν −∂νV M

µ . Η αναλλοιώτητα σε μετασχηματισμούς βαθμίδος

είναι προφανής στις παραπάνω εκφράσεις. Οι αναλυτικοί υπολογισμοί βρίσκονται στο

παράρτημα. Από την έκφραση για τη βαθμωτή καμπυλότητα, βλέπουμε πως το R έχει

έναν παράγοντα δγ(D−2)+1
. Συνεπώς μπορούμε να φέρουμε την ελαττωμένη δράση στη
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γνωστή μορφή Einstein-Hilbert επιλέγοντας:

γ = − 1
D−2

Αντικαθιστώντας τα παραπάνω βρίσκουμε τελικά:

SEH =

∫
dDxe[

1

4κ2
R− 1

4
δ2/(D−2)V M

µν V
NµνGMN

+
1

16κ2
∂µGMN∂

µGMN − 1

4κ2(D − 2)
∂µlnδ∂

µlnδ] (1.14)

όπου η ολοκλήρωση στον εσωτερικό χώρο δίνει απλώς τον όγκο αυτού όπου και α-

ναιρείται. Η ελαττωμένη αυτή δράση περιέχει μόνον άμαζα σωμάτια, ένα βαρυτόνιο, d

Αβελιανά πεδία βαθμίδος και
1
2
d(d + 1) βαθμωτά πεδία. Επίσης, εάν κανείς αναπτύξει

την εσωτερική μετρική περί το ελάχιστο της, GMN = gδMN βλέπει πως οι κινητικοί

όροι για τα βαθμωτά και διανυσματικά πεδία έχουν το σωστό πρόσημο. Η θεωρία αυ-

τή είναι συμμετρική σε γενικούς μετασχηματισμούς συντεταγμένων, τοπικούς Lorentz

μετασχηματισμούς και μετασχηματισμούς βαθμίδος U(1)d. Υπάρχει επίσης συμμετρία

στους γενικούς γραμμικούς μετασχηματισμούς της ομάδας SL(E,R) που αντιστοιχούν

σε :

´GMN = TKMT
Λ
NGKΛ

´V M
µ = T−1M

N V N
µ

όπου Τ είναι ένας πραγματικός πίνακας d× d διαστάσεων.

1.2 Γενικευμένη Διαστατική Ελάττωση σε καμπύλο d-

διάστατο τόρο

Τα παραπάνω αποτελέσματα μπορούν να γενικευθούν επιτρέποντας στα πεδία να έχουν

εξάρτηση από τις εσωτερικές συντεταγμένες. Η γενίκευση αυτή πρέπει να γίνει με

κατάλληλο τρόπο έτσι ώστε αφενός να μπορεί να οριστεί ένα όριο στο οποίο τα πεδία

χάνουν την εξάρτηση αυτή (άρα ανακτώνται τα αποτελέσματα της συνήθους διαστατι-

κής ελάττωσης) αφετέρου δε η συνολική δράση να μην έχει εξάρτηση από τις εσωτερικές

συντεταγμένες. Φυσικά, από τη στιγμή που η δράση θα είναι ανεξάρτητη των εσωτε-

ρικών συντεταγμένων υπονοείται πως υπάρχει κάποια συμμετρία. Απουσία φερμιονίων,

η συμμετρία Lorentz δεν έχει μεγάλη σημασία, οπότε η μοναδική συμμετρία την οποία

μπορούμε να εκμεταλλευτούμε είναι αυτή σε γενικούς μετασχηματισμούς συντεταγ-

μένων. Η διαστατική ελάττωση προσδιορίζεται από την επιλογή της y-εξάρτησης των

απειροστών παραμέτρων ξµ̂. Η επιλογή θα πρέπει να είναι τέτοια ώστε να μην περιο-

ρίζονται οι γενικοί μετασχηματισμοί συντεταγμένων σε D διαστάσεις και να είναι η
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ομάδα Lie των τοπικών μετασχηματισμών βαθμίδος (την οποία θα αποκαλούμε G) όσο

γενικότερη γίνεται. Για 2 διαδοχικούς μετασχηματισμούς συντεταγμένων σε D+d δια-

στάσεις με παραμέτρους ξ1,ξ2 ανακαλώντας το νόμο μετασχηματισμού της πλειομελούς

βάσης:

δξê
â
µ̂ = ξν̂∂ν̂ ê

â
µ̂ + ∂µ̂ξ

ν̂ êâν̂ (1.15)

Μπορεί κανείς να δείξει πως ισχύει:

[δξ1 , δξ2 ] = δξ3 (1.16)

ξµ̂3 (x, y) = ξν̂1 (x, y)∂ν̂ξ
µ̂
2 (x, y)− 1↔ 2 (1.17)

Θεωρούμε την ακόλουθη εξάρτηση από τις εσωτερικές συντεταγμένες:

ξµ(x, y) = ξµ(x) (1.18)

ξM(x, y) = U−1M
N (y)ξN(x) (1.19)

Μπορεί κανείς να λάβει το όριο U−1M
N → δMN και να ανακτήσει τα αποτελέσματα της

προηγούμενης παραγράφου. Ο μεταθέτης 2 χωροχρονικών μετασχηματισμών δίδεται

από το x-ανάλογο της προηγούμενης εξίσωσης ενώ μεταθέτοντας έναν χωροχρονικό

μετασχηματισμό ξµ1 και έναν εσωτερικό μετασχηματισμό ξ
M
2 προκύπτει ένας νέος εσω-

τερικός μετασχηματισμός με παράμετρο:

ξM3 (x) = ξµ1 (x)∂µξ
M
2 (x)

Το σημαντικότερο όμως είναι το ακόλουθο αποτέλεσμα για το μεταθέτη 2 εσωτερι-

κών μετασχηματισμών ξM1 (x, y),ξN2 (x, y):

ξM3 (x, y) = ξN1 (x, y)(∂NU
−1M
K )ξK2 − 1↔ 2⇔

ξK3 (x)U−1M
K = ξP1 (x)U−1N

P ∂NU
−1M
K ξK2 (x)− 1↔ 2⇔

ξΛ
3 (x) = ξP1 (x)UΛ

MU
−1N
P ∂NU

−1M
K ξK2 (x)− 1↔ 2 =

ξP1 (x)ξK2 (x)(UΛ
MU

−1N
P ∂NU

−1M
K − UΛ

MU
−1N
K ∂NU

−1M
P ) =

ξP1 (x)ξK2 (x)(−U−1N
P U−1M

K ∂NU
Λ
M + U−1N

K U−1M
P ∂NU

Λ
M) =

ξP1 (x)ξK2 (x)U−1M
K U−1N

P (∂MU
Λ
N − ∂NUΛ

M)⇔

ξΛ
3 (x) = γΛ

PKξ
P
1 (x)ξK2 (x)

όπου ορίσαμε:

γMNP = U−1K
N U−1Λ

P (∂ΛU
M
K − ∂KUM

Λ ) (1.20)
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Φυσικά οι πίνακες U πρέπει να είναι τέτοιοι ώστε η εξάρτηση από τις εσωτερικές συν-

τεταγμένες να αναιρείται και οι γMNP να είναι σταθεροί. Μπορεί κανείς να βρει τέτοιους

πίνακες αν θεωρήσουμε τις συντεταγμένες y να είναι οι συντεταγμένες μιας πολλα-

πλότητας μιας ομάδας Lie με d γεννήτορες. Σε αυτήν την περίπτωση οι γεννήτορες

του μετασχηματισμού μπορούν να γραφούν ως:

LM = U−1N
M (y)∂N (1.21)

ενώ για το μεταθέτη τους θα ισχύει:

[LN , LP ] = γMNPLM (1.22)

΄Ομως από το 2ο θεώρημα του Lie, είναι γνωστό πως εάν ισχύει η άνωθεν σχέση για το

μεταθέτη, τότε οι σταθερές δομής είναι όντως ανεξάρτητες των συντεταγμένων y και

δίδονται από την άνωθεν έκφραση. Αναλυτικός υπολογισμός των πινάκων U δεν είναι

απαραίτητος καθώς στους υπολογισμούς υπεισέρχονται οι σταθερές δομής και όχι οι

ίδιοι. Στα επόμενα εδάφια ωστόσο θα συζητηθούν οι περιορισμοί των πινάκων αυτών.

Με την επιλογή της άνωθεν εξάρτησης από τις εσωτερικές συντεταγμένες έχουμε

εξάγει μια αυθαίρετη d-διάστατη άλγεβρα Lie από την ομάδα των μετασχηματισμών

συντεταγμένων σε D + d διαστάσεις. Επιλέγουμε μια αντίστοιχη εξάρτηση για τα

πεδία:

eaµ(x, y) = eaµ(x) (1.23)

V M
µ (x, y) = U−1M

N V N
µ (x)

EA
M(x, y) = UN

ME
A
N(x)

Από φυσικής πλευράς οι βαθμοί ελευθερίας είναι οι ίδιοι. Οι νόμοι μετασχηματισμού

για τα πεδία γίνονται:

δEA
M(x) = γNMP ξ

P (x)EA
N(x) (1.24)

δEM
A (x) = γMNP ξ

N(x)EP
A (x)

δV M
µ (x) =

1

2κ
∂µξ

M(x) + γMNP ξ
N(x)V P

µ (x)

δeaµ = 0

Οπότε τα πεδία V M
µ είναι πεδία βαθμίδος για την ομάδα G με σταθερές δομής γMNP .

΄Οπως θα φανεί στη συνέχεια οι σταθερές αυτές καθορίζουν το δυναμικό και τις μάζες

των πεδίων. Η ορίζουσα δ είναι ανεξάρτητη των συντεταγμένων y ωστόσο η ορίζουσα

ê είναι:

ê = U(y)δγD+1e
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όπου U(y) = detUM
N (y). Ο παράγων αυτός είναι το αναλλοίωτο μέτρο άρα η ολο-

κλήρωση στον εσωτερικό χώρο δίνει απλώς τον όγκο αυτού. Επιλέγοντας τώρα:

Vd =
∫
ddyU

ο όγκος αυτός απαλείφεται. Από την αναλλοιώτητα του όγκου του εσωτερικού χώρου

μπορούμε να λάβουμε τον εξής περιορισμό.

γMMN = 0 (1.25)

Δίνουμε την αναλυτική απόδειξη αυτού στο κεφάλαιο 2. Υπολογίζοντας τώρα τις

φερμιονικές συγγενείς συνδέσεις έχουμε:

ω̂c,ab = δ−γ[ωc,ab + γ(ηcae
µ
b − ηcbe

µ
a)∂µlnδ] (1.26)

ω̂c,aB = κδ−2γeµc e
ν
aEMBV

M
µν

ω̂c,AB =
1

2
δ−γeµcE

N
ADµENB − A⇔ B

ω̂C,ab = −κδ−2γEMCe
µ
ae
ν
bV

M
µν (1.27)

ω̂C,aB = −1

2
δ−γEM

B e
µ
aDµEMC

ω̂C,AB =
1

2
γMNP (EN

AE
P
BEMC + EN

AE
P
CEMB − EN

BE
P
CEMA)

όπου έχουμε ορίσει:

V M
µν = ∂µV

M
ν − ∂νV M

µ − 2κγMNPV
M
µ V N

ν (1.28)

DµENB = ∂µENB − 2κV P
µ γ

M
NP (1.29)

Με βάση αυτά η ελαττωμένη δράση είναι:

SEH =

∫
dDxe[

1

4κ2
R− 1

4
δ2/(D−2)V M

µν V
NµνGMN +

1

16κ2
DµGMND

µGMN

− 1

4κ2(D − 2)
∂µlnδ∂

µlnδ − 1

16κ2
δ−2/(D−2)γMNP (2γNMKG

PK + γKΛΣGMKG
NΛGPΣ)]

(1.30)

1.3 Η Ομάδα Βαθμίδος

Εκτός από τη μετατροπή των παραγωγων σε συναλλοίωτες και του Αβέλιανού πεδίου

σε μη Αβελιανό, η παραπάνω δράση περιέχει και το δυναμικό:

V (G) = 2γMNPγ
N
MP + γMNPγ

K
ΛΣGMKG

NΛGPΣ
(1.31)

Θεωρώντας τη μετρική GMN = gδMN βλέπει κανείς πως το δυναμικό V ∼ g−1
όπου ο

συντελεστής είναι αρνητικός και στο όριο g → 0, V → −∞. Συνεπώς θα πρέπει να
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βάλουμε επιπλέον περιορισμούς στην ομάδα G (και στους πίνακες U) προκειμένου το

δυναμικό να έχει ομαλή συμπεριφορά. Απαιτούμε το δυναμικό να είναι θετικά ορισμένο

και να μηδενίζεται όταν GMN = δMN . Η απαίτηση αυτή μεταφράζεται στους εξής

περιορισμούς για τις σταθερές δομής:

V (1) = 2γMNPγ
N
MP + γMNPγ

M
NP = 0 (1.32)

∂V/∂GMN(1) = 2γPKMγ
K
PN + 2γKPMγ

K
PN − γMPKγNPK = 0 (1.33)

V (G) ≥ 0 (1.34)

Η συνθήκη (1.33) ισοδυναμεί με την απαίτηση: RMN = 0, όταν V M
µ = 0, eaµ =

δaµ, E
M
A = δAM . Για το λόγο αυτό τις ομάδες αυτές τις όνομάζουμε επίπεδες. ΄Ενας

τρόπος για να κατασκευάσουμε ομάδες με κατάλληλους πίνακες U οι οποίοι θα ικανο-

ποιούν τις παραπάνω σχέσεις είναι να κάνουμε πρώτα μια συνήθη διαστατική ελάττωση

σε D + 1 διαστάσεις και έπειτα να κάνουμε μια γενικευμένη διαστατική ελάττωση σε

D διαστάσεις. Θεωρούμε τότε τους πίνακες U να είναι της μορφής:

UM
N (y) = (exp(My1))MN (1.35)

όπου ο πίνακας Μ είναι άιχνος πίνακας διαστάσεων d × d του οποίου η πρώτη στήλη
και γραμμή είναι 0. Οι σταθερές δομής σε αυτήν την περίπτωση είναι:

γMNP = MM
N δ

1
P −MM

P δ
1
N (1.36)

Στην παραπάνω σχέση χρησιμοποιήσαμε το εξής: εφόσον ο πίνακας Μ έχει 0 στην

πρώτη στήλη και γραμμή, εύκολα μπορεί να δει κανείς πως και ο Mn
θα έχει την ιδι-

ότητα αυτή. Συνεπώς:

U1
N = (I + y1M + 1

2
(y1M)2 + ...)1

N = I1
N = δ1

N

Οπότε έχει κανείς μια άλγεβρα με τις εξής μεταθετικές σχέσεις:

[L1, LP ] = −MM
P LM (1.37)

[LN , LP ] = 0, N, P 6= 1 (1.38)

Η (1.32) γράφεται ως:

TrM(M +M>) = 0 (1.39)

Οπότε επιλέγουμε τον πίνακα Μ ως αντισυμμετρικό. Με αυτήν την επιλογή, η συνθήκη

(1.33) ικανοποιείται αυτόματα. Μένει να αποδείξουμε τη θετικότητα του δυναμικού.

Αρχικά εκφράζουμε το δυναμικό συναρτήσει του πίνακα Μ:

V (G) = 2γMNPγ
N
MKG

PK + γMKΛγ
N
PΣGMNG

KPGΛΣ =

12



(MM
N δ

1
P−MM

P δ
1
N)(MN

Mδ
1
K−MN

K δ
1
M)GPK+(MM

K δ
1
Λ−MM

Λ δ1
K)(MN

P δ
1
Σ−MN

Σ δ
1
P )GMNG

PKGΛΣ =

2MM
N M

N
MG

11 + 2MM
K M

N
P GMNG

KPG11 − 2MM
K M

N
P GMNG

1KG1P =

2(M2)MMG
11 + 2G11(G−1M)PM(MG)PM − 2MM

K M
N
P GMNG

1KG1P

2G11Tr(M1)− 2G11(MG−1)MP (GM)PM − 2MM
K M

N
P GMNG

1KG1P =

2G11Tr(M2 −MGMG−1)− 2MM
K M

N
P GMNG

1KG1P →

V (G) = 2G11Tr(M2 −MGMG−1)− 2MM
K M

N
P GMNG

1KG1P
(1.40)

Κάτω από μετασχηματισμούς ξM έχει κανείς:

G1M = MM
N ξ

NG11 −MM
N ξ

1G1N

Επειδή στο ασθενές όριο G11 ∼ 1, τα πεδία G1N
έχουν σταθερούς όρους στις με-

ταβολές τους, οπότε κάνοντας έναν μετασχηματισμό βαθμίδος μπορούμε να θέσουμε:

G1N = 0. Σε αυτή τη βαθμίδα ο δεύτερος όρος του δυναμικού μηδενίζεται. Θεωρούμε

τώρα το συμμετρικό πίνακα:

YAB = EMAM
M
N E

N
B + EMBM

M
N E

N
A

Υπολογίζοντας το τετράγωνο αυτού έχουμε:

Y 2
AB = YACYDBδ

CD = (EMAE
N
CM

M
N +EMCE

N
AM

M
N )(EPDE

K
BM

P
K+EPBE

K
DM

P
K)δCD =

EMAE
K
BM

M
N M

P
Kδ

N
P +EMAEPBM

M
N M

P
KG

NK+EN
AE

K
BM

M
N M

P
KGMPE

N
AEPBM

M
N M

P
Kδ

K
M =

2EMAE
K
BM

2M
K + 2EMAEPBM

M
N M

P
KG

NK

Παίρνοντας το ίχνος αυτού:

Tr(Y 2) = Y 2
ABδ

AB = 2Tr(M2 −MGMG−1)

΄Ομως αφού Tr(Y 2) ≥ 0→ 2Tr(M2 −MGMG−1) ≥ 0

΄Αρα το δυναμικό V (G) είναι όντως θετικά ορισμένο. Μία κατηγορία καταλλήλων

ομάδων δίδεται από την (54) όπου οι πίνακες Μ είναι πραγματικοί και αντισυμμετρικοί,

με 0 στην πρώτη γραμμή και στήλη. Η γενικότερη κατηγορία πινάκων δεν είναι γνω-

στή αλλά μια περιγραφή αυτής μπορεί να γίνει ως εξής: θεωρούμε αρχικά τους δείκτες

M,N... να είναι 2 ειδών, M, M̄ , με 1 ≤ M̄ ≤ n και n ≤M ≤ d. Αν τώρα πάρει κανείς

n τω πλήθος πραγματικούς αντισυμμετρικούς πίνακεςMM̄ με d−n γραμμές και στήλες
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έτσι ώστε:

[LN̄ , LP ] = −(MN̄)MP LM

[LN , LP ] = [LN̄ , LP̄ ] = 0

μπορεί να δειχθεί πως ικανοποιούνται οι παραπάνω προϋποθέσεις, ενώ η ταυτότητα

Jacobi απαιτεί:

[MN̄ ,MP̄ ] = 0

1.4 Υπολογισμός των μαζών

Σε αυτό το εδάφιο θα θεωρήσουμε ένα συγκεκριμένο παράδειγμα. ΄Εστω λοιπόν d

περιττός και η ομάδα G περιγράφεται από έναν απλό πίνακα Μ τάξης d−1. Ως ευκολία

στο συμβολισμό θα θεωρήσουμε τους εσωτερικούς δείκτες να παίρνουν τιμές M =

2, 3...d. Κάνοντας έναν ορθογώνιο μετασχηματισμό (ο οποίος δεν αποτελεί περιορισμό

στη θεωρία) μπορούμε να φέρουμε τον πίνακα Μ στη μορφή:

MM
N =


0 m1 0 ... 0

−m1 0 m2 ... 0

. −m2 . . 0

. . . . md−1/2

0 0 ... −md−1/2 0

 (1.41)

Δηλαδή τα μόνα μη μηδενικά στοιχεία του πίνακα είναι τα M2
3 ,M

3
2 κλπ. Η υπόθεση

για την τάξη του πίνακα ισοδυναμεί με την απαίτηση οι παράμετροι mN να είναι μη

μηδενικές. Εργαζόμαστε στην βαθμίδα του προηγούμενου εδαφίου:

G1M = G1M = 0 (1.42)

Από τον ορισμό του πεδίου βαθμίδος V M
µν έχουμε:

Vµν = ∂µVν − ∂νVµ (1.43)

V M
µν = DµV

M
ν −DνV

M
µ (1.44)

όπου:

DµV
M
ν = ∂µV

M
ν + 2κVµM

M
N V

N
ν (1.45)

είναι η συναλλοίωτη παράγωγος για ηλεκτρικά φορτισμένα πεδία. Αν πάρουμε το γραμ-

μικό συνδυασμό V 2
µ + iV 3

µ βλέπουμε ότι:

Dµ(V 2
ν +iV 3

ν ) = ∂µ(V 2
ν +iV 3

ν )+2iκm1Vµ(V 2
ν +iV 3

ν ) = ∂µ(V 2
ν +iV 3

ν )+iKVµ(V 2
ν +iV 3

ν )
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Δηλαδή το πεδίο V 2
µ + iV 3

µ είναι ένα μιγαδικό διανυσματικό πεδίο με ηλεκτρικό φορτίο

K = 2κm1. ΄Εχουμε ακόμη τις εξής συναλλοίωτες παραγώγους:

DµG11 = ∂µG11 (1.46)

DµG1M = 2κMN
K V

K
µ GNM (1.47)

DµGMN = ∂µGMN − 2κVµ(MK
MGKN +MK

NGKM) (1.48)

Από την εξίσωση (66) βλέπουμε πως ο κινητικός όρος των βαθμωτών πεδίων

gµνDµGMNDνG
MN
περιέχει τον όρο μάζας για τα πεδία βαθμίδος:

LVM =
1

2
gµνGMNM

M
K M

N
Λ V

K
µ V

Λ
ν (1.49)

Δηλαδή το πεδίο V 2
µ + iV 3

µ έχει μάζα m1 κ.ο.κ. Η σχέση μάζας-φορτίου είναι:

Μ = 1
2κ
Κ

Για τις μάζες των βαθμωτών πεδίων είναι βολικό να αφαιρέσουμε την ορίζουσα από

τον πίνακα GMN ορίζοντας:

ḠMN = GMNG
−1/(d−1)

(1.50)

Τότε από την εξίσωση (49) έχουμε τον πλήρη κινητικό όρο για τα βαθμωτά πεδία:

Lkin = −1

2
e(∂µφ1∂

µφ1 + ∂µφ2∂
µφ2 −

1

8κ2
∂µḠMN∂

µḠMN) (1.51)

όπου ορίσαμε

φ1 = 1
c1
lnG

φ2 = 1
c2
lnGG11

c1 =
√

8(D − 2)κ

c2 =
√

8(d− 1)κ

Χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις (49),(59),(60) και (69)για το δυναμικό βρίσκουμε:

Lint = − 1

kκ2
e exp(

D − 3

D − 2
c1φ1 − c2φ2)Tr(M2 −MḠMḠ−1) (1.52)

Για να δει κανείς τις μάζες των βαθμωτών αρκεί απλώς να θέσει Ḡ = exp(2κS) όπου

S είναι ένας πραγματικός άιχνος συμμετρικός πίνακας και να αναπτύξει σε δυνάμεις

αυτού. Εάν το κάνει κανείς αυτό βρίσκει πως εκτός των φ1, φ2 υπάρχουν επιπλέον

1
2
(d− 3) βαθμωτά πεδία ενώ τα υπόλοιπα είναι φορτισμένα και έμμαζα εάν όλα τα mN

είναι διαφορετικά μεταξύ τους.
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1.5 Διαστατική Ελάττωση Πεδίων ΄Υλης

Σε αυτό το εδάφιο θα μελετήσουμε τη διαστατική ελάττωση πεδίων τα οποία εμφανίζον-

ται συχνά σε θεωρίες υπερβαρύτητας, συγκεκριμένα του βαθμωτού πεδίου (0-μορφή),

πεδίων Yang-Mills (1-μορφή) καθώς και αντισυμμετρικού τανυστικού πεδίου δευτέρας

τάξης (2-μορφή).

1.5.1 Το Βαθμωτό Πεδίο

Στη 10-διάστατη θεωρία υπερβαρύτητας υπάρχει ένα βαθμωτό πεδίο με κινητικό όρο:

SΦ = 1
2

∫
dDx

∫
ddy
Vd
êĝµ̂ν̂∂µ̂Φ∂ν̂Φ

Το Φ όμως δεν έχει εσωτερικούς δείκτες, οπότε πρέπει να το εκλάβουμε ως απλέτα

της ομάδας G. Θέτοντας λοιπόν Φ(x, y) = Φ(x) η ελαττωμένη δράση είναι:

SΦ = 1
2

∫
dDxegµν∂µΦ∂νΦ

΄Οπως βλέπουμε το πεδίο Φ δεν έχει όρο μάζας μετά την ελάττωση και όπως φαίνεται

δεν μπορεί να αποκτήσει με τη γενικευμένη διαστατική ελάττωση που μελετούμε.

1.5.2 Πεδίο Yang-Mills

Τα πεδία Yang-Mills στη γενικότερη περίπτωση είναι πεδία βαθμίδος της SU(N) ο-

μάδος και κεντρικής σημασίας στη σύγχρονη φυσική καθώς αποτελούν τη βάση για

τις θεμελιώδεις δυνάμεις στα πλαίσια του Καθιερωμένου Προτύπου. Τέτοια πεδία εμ-

φανίζονται επίσης στις θεωρίες υπερβαρύτητας εξ ου και η μελέτη των συνεπειών της

διαστατικής ελάττωσης. Δεδομένης μιας ομάδας H με σταθερές δομής cIJK και πεδία

βαθμίδος ÂIµ̂ τα πεδία Yang-Mills δίδονται από την:

F̂ I
µ̂ν̂ = ∂µ̂Â

I
ν̂ − ∂ν̂ÂIµ̂ + gcIJKÂ

J
µ̂Â

K
ν̂ (1.53)

ένώ η δράση είναι:

SYM = −1

4

∫
dDx

∫
ddy

Vd
êĝµ̂κ̂ĝν̂λ̂F̂ I

µ̂ν̂F̂
I
κ̂λ̂

(1.54)

όπου υπονοείται άθροιση στους δείκτες I. Πέραν των γενικών μετασχηματισμών συν-

τεταγμένων, η θεωρία αυτή είναι αναλλοίωτη στους μετασχηματισμούς βαθμίδος:

δÂIµ̂ = ∂µ̂ΛI − gcIJKΛJÂKµ̂ (1.55)

Με βάση τους κανόνες για την y-εξάρτηση, θα έχουμε για τα δυναμικά βαθμίδος:

ÂIµ(x, y) = AIµ(x) (1.56)

ÂIM(x, y) = UN
MA

I
N(x) (1.57)
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΄Οπως μπορεί να διαπιστώσει κανείς, το AIµ δεν είναι αναλλοίωτο κάτω από μετασχη-

ματισμούς ξM , συνεπώς ορίζουμε το ελαττωμένο δυναμικό ως:

aIµ(x) = AIµ(x)− 2κV M
µ AIM (1.58)

Για τη διαστατική ελάττωση υπολογίζουμε τις διάφορες συνιστώσες του F̂ I
µ̂ν̂ στον ε-

φαπτόμενο χώρο.

F̂ I
ab = êµ̂a ê

ν̂
b F̂

I
µ̂ν̂ = êµa ê

ν
b F̂µν + êMa ê

ν
b F̂Mν + êNa ê

ν
b F̂µN + êMa ê

N
b F̂MN =

(δ−γeµa)(δ−γeνb )(∂µA
I
ν − ∂νAIν + gcIJKA

J
µA

K
ν )

+ (−2κδ−γV P
µ U

−1M
P eµa)(δ−γeνb )(−∂νAIΛUΛ

M + gcIJKA
J
ΛU

Λ
MA

K
ν )

+ (δ−γeµa)(−2κδ−γV P
ν U

−1N
P eνb )(∂µA

I
ΛU

Λ
N + gcIJKA

J
µA

J
ΛU

Λ
N)

+(−2κδ−γV P
µ U

−1M
P eµa)(−2κδ−γV P

ν U
−1N
P eνb )(∂MU

Λ
NA

I
Λ−∂NUΛ

MA
I
Λ+gcIJKA

J
ΛA

K
ΣU

Λ
MU

Σ
N) =

δ−2γeµae
ν
b (∂µa

I
ν − ∂νaIµ + gcIJKa

J
µa

K
ν + 2κAIMV

M
µν ) = δ−2γeµae

ν
b (F

I
µν + 2κAIMV

M
µν )

F̂ I
ab = δ−2γeµae

ν
b (F

I
µν + 2κAIMV

M
µν ) (1.59)

F I
µν = ∂µa

I
ν − ∂νaIµ + gcIJKa

J
µa

K
ν (1.60)

Περνώντας τώρα στον όρο F̂ I
aB έχουμε:

F̂ I
aB = êµ̂a ê

ν̂
BF̂

I
µ̂ν̂ = êµa ê

N
B F̂

I
µN+êMa ê

N
B F̂

I
MN = (δ−γeµaE

Λ
BU
−1N
Λ )(∂µA

I
PU

P
N+gcIJKA

J
µA

K
P U

P
N )

− 2κδ−γeµaV
P
µ U

−1M
P EΣ

BU
−1N
Σ (∂MU

Λ
NA

I
Λ − ∂NUΛ

MA
I
Λ + gcIJKA

J
ΛA

K
ΣU

Λ
MU

Σ
N) =

δ−γeµae
N
BDµA

I
N

F̂ I
aB = δ−γeµae

N
BDµA

I
N (1.61)

DµA
I
N = ∂µA

I
N + gcIJKa

J
µA

K
N − 2κAIMγ

M
NPV

P
µ (1.62)

όπου η παράγωγος DµA
I
M είναι συναλλοίωτη κάτω από μετασχηματισμούς της ομάδος

G×H

Για τον τελευταίο όρο F̂ I
AB:

F̂ I
AB = êµ̂Aê

ν̂
BF̂

I
µ̂ν̂ = êMA ê

N
B F̂

I
MN = EP

AE
K
B U

−1M
P U−1N

K (∂MU
Λ
NA

I
Λ−∂NUΛ

MA
I
Λ+gcIJKA

J
ΛA

K
ΣU

Λ
MU

Σ
N) =

− EP
AE

N
B (γMPKA

I
M − gcIJKAJPAKN )

F̂ I
AB = −EP

AE
N
B (γMPKA

I
M − gcIJKAJPAKN ) (1.63)
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Με βάση αυτά η ελαττωμένη δράση γίνεται:

SYM =

∫
dDxe[−1

4
δ2/(D−2)(F I

µν+2κAIMV
M
µν )(F Iµν+AINV

Nµν)+
1

2
GMNgµνDµA

I
MDνA

I
N

− 1

4
δ−2/(D−2)GMPGNΛ(γΣ

MNA
I
Σ − gcIJKAJMAKN )(γΣ

PΛA
I
Σ − gcIJKAJPAKΛ )] (1.64)

Το δυναμικό στον τελευταίο όρο είναι μη αρνητικό και μηδενίζεται εάν AIM = 0 (επιλογή

η οποία επιτρέπεται από τις εξισώσεις κίνησης).Βλέπουμε πως το δυναμικό περιέχει τον

όρο μάζας:

1

2
M2A2 =

1

4
γMKΛγ

N
PΣA

I
MA

I
N (1.65)

Αν αναλογιστούμε τη συζήτηση του προηγούμενου εδαφίου, βλέπουμε πως το AI1 παρα-

μένει άμαζο, ενώ τα AI2, A
I
3 περιγράφουν πεδία με μάζες m1 κ.ο.κ. Παρατηρούμε επίσης

πως οι μάζες του βαρυτικού τμήματος (δηλαδή των πεδίων V M
µ ,GMN δεν επηρεάζονται.

1.5.3 Αντισυμμετρικό τανυστικό πεδίο δευτέρας τάξης

Η 10-διάστατη θεωρία υπερβαρύτητας περιέχει αντισυμμετρικό τανυστικό δυναμικό

βαθμίδος B̂µ̂ν̂ . Το δυναμικό αυτό μπορεί να ερμηνευθεί ως το ανάλογο του ηλεκτρομα-

γνητικού δυναμικού Aµ για την επιφάνεια που διαγράφει μια χορδή καθώς κινείται. Η

θεωρία είναι αναλλοίωτη κάτω από Αβελιανούς μετασχηματισμούς βαθμίδος της μορ-

φής:

δΛB̂µ̂ν̂ = ∂µ̂Λν̂ − ∂ν̂Λµ̂ (1.66)

ενώ το πεδίο (το οποίο είναι αναλλοίωτο κάτω από μετασχηματισμούς βαθμίδος) δίδεται

από την:

Ĥµ̂ν̂λ̂ = ∂µ̂B̂ν̂λ̂ + ∂λ̂B̂µ̂ν̂ + ∂ν̂B̂λ̂µ̂ (1.67)

και ο κινητικός όρος είναι:

S = − 1

12

∫
dDx

∫
ddy

Vd
êĝµ̂µ̂

′
ĝν̂ν̂

′
ĝλ̂λ̂

′
Ĥµ̂ν̂λ̂Ĥµ̂′ν̂′λ̂′ (1.68)

Η διαστατική ελάττωση παράγει μια θεωρία με ένα αντισυμμετρικό πεδίο Bµν , d τω

πλήθος διανυσματικά πεδία BµM και
1
2
d(d − 1) βαθμωτά πεδία BMN . ΄Οπως και πριν

θεωρούμε την εξής εξάρτηση από τις εσωτερικές συντεταγμένες:

B̂µν(x, y) = Bµν(x) (1.69)

B̂µM(x, y) = UN
M(y)BµN(x) (1.70)

B̂MN(x, y) = UK
M(y)UP

N (y)BKP (x) (1.71)
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ενώ για τους μετασχηματισμούς βαθμίδος:

Λ̂µ(x, y) = Λµ(x) (1.72)

Λ̂M(x, y) = UN
M(y)ΛN(x) (1.73)

Ορίζοντας τα ελαττωμένα δυναμικά (αναλογικά με την περίπτωση των δυναμικών Yang-

Mills) ως:

bµν = Bµν − 2κV M
[µ bν]M −BMNV

M
µ V N

ν (1.74)

bµM = BµM − V N
µ BMN (1.75)

Ο υπολογισμός των ελαττωμένων πεδίων γίνεται όπως και στην περίπτωση των πεδίων

Yang-Mills. Παραθέτουμε εδώ τα αποτελέσματα, ενώ ένας αναλυτικός υπολογισμός

αυτών όπως και μια μελέτη της άλγεβρας της ομάδας βαθμίδος υπάρχει στο κεφάλαιο

2 όπου εφαρμόζουμε τη γενικευμένη διαστατική ελάττωση στη δράση της ετεροτικής

χορδής. ΄Εχουμε λοιπόν:

HMNP = BMKγ
K
NP (1.76)

HµMN = DµBMN + bµKγ
K
MN (1.77)

HµνM = Dµbν −Dνbµ + 2κV N
µνBMN (1.78)

Hµνλ = ∂µbνλ − 2κbµMV
M
νλ + cycles (1.79)

Οι συναλλοίωτες παράγωγοι είναι:

DµBMN = ∂µBMN − 2κV P
µ (γKNPBMK + γKMPBNK) (1.80)

DµbνM = ∂µbνM − 2κγNMPV
P
µ bνN (1.81)

και η ελαττωμένη δράση είναι:

S = −
∫
dDxe[

1

12
δ4/(D−2)HµνλH

µνλ − 1

4
δ2/(D−2)GMNHµνMH

µν
N

+
1

4
GMPGNKHµMNH

µ
PK −

1

12
δ−2/(D−2)GMNGPKGΛΣHMPΛHNKΣ] (1.82)

Η ελαττωμένη δράση περιέχει τόσο τους όρους μάζας για βαθμωτά και ανυσματικά

πεδία καθώς και κινητικούς όρους και αλληλεπιδράσεις. Οι μάζες των πεδίων μπορο-

ύν να υπολογιστούν με τρόπο ανάλογο του εδαφίου 1.4. Θα πρέπει να σχολιάσουμε

στο σημείο αυτό ότι και στα πεδία αυτά αλλά και στα Yang-Mills πεδία εισαγάγαμε

την εξάρτηση από τις εσωτερικές συντεταγμένες με τρόπο ανάλογο αυτού για τη βαθ-

μωτή καμπυλότητα. ΄Οπως θα φανεί και στην εφαρμογή που ακολουθεί για τα πεδία

ύλης υπάρχει μια επιπλέον ελευθερία-μπορούμε δηλαδή να έχουμε εξάρτηση από τις

εσωτερικές συντεταγμένες χωρίς να εισάγουμε τους πίνακες UM
N (y).
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2 Διαστατική Ελάττωση Scherk-Schwarz της ε-

τεροτικής χορδής

Στο εδάφιο αυτό θα εφαρμόσουμε την τεχνική της μαζικής διαστατικής ελάττωσης που

αναπτύξαμε στο προηγούμενο εδάφιο στη δραση του χαμηλοενεργειακού ορίου της ε-

τεροτικής χορδής. Στην περίπτωση αυτή θα επικεντρωθούμε στα επιπλέον πεδία ύλης

τα οποία περιέχονται στη θεωρία ενώ θα χρησιμοποιήσουμε τα αποτελέσματα για το

βαρυτικό κομμάτι της δράσης από πριν. Θα θεωρήσουμε εξάρτηση από τις εσωτερι-

κές συντεταγμένες των πεδίων Yang-Mills και Kalb-Ramond και θα εξετάσουμε πως

οι συμμετρίες των πεδίων αυτών μεταβάλλονται εξαιτίας αυτής. Ακολουθούμε μια ε-

λαφρώς διαφορετική σύμβαση. Συγκεκριμένα θα θεωρήσουμε τον όρο γ=0 ο οποίος

αντιστοιχούσε στο μετασχηματισμό Weyl της θεωρίας καθώς και 2κ = 1. Η θεωρία

της ετεροτικής χορδής εμπεριέχει το διαστελλόνιο ως πολλαπλασιαστικό παράγοντα

e−Φ
οπότε ο μετασχηματισμόςWeyl είναι εμφανής. ΄Οπως και στα προηγούμενα θα θε-

ωρήσουμε πρώτα τη συνήθη διαστατική ελάττωση έτσι ώστε να υπάρχει σύγκριση των

αποτελεσμάτων, έπειτα θα εξετάσουμε μόνο την εξάρτηση των πεδίων από τις εσωτερι-

κές συντεταγμένες και τέλος θα θεωρήσουμε τη γενικότερη περίπτωση της ελάττωσης

σε καμπύλο τόρο. Η δράση της θεωρίας μας είναι η:

S =

∫
d10x
√
−Ge−Φ[R +∇Φ2 − 1

12
HµνλH

µνλ − 1

4

16∑
I=1

F I
µνF

Iµν ] (2.1)

όπου:

ds2 = Gabdx̃
adx̃b (2.2)

είναι η string-frame μετρική και

F I = dAI (2.3)

H = dB − 1

2
AI ∧ F I

(2.4)

είναι τα πεδία Yang-Mills και Kalb-Ramond και φ είναι το διαστελλόνιο. Σημειώνουμε

εδώ πως τα πεδία αυτά είναι Αβελιανά ενώ στον ορισμό του H υπάρχουν και οι λεγόμε-

νοι όροι Chern-Simons. Η παρουσία αυτών των όρων περιπλέκει τόσο τη διαστατική

ελάττωση (καθώς θα έχουν τη δική τους εξάρτηση από τις εσωτερικές συντεταγμένες)

αλλά και τη συμμετρία βαθμίδος (καθώς όπως μπορεί να διαπιστώσει κανείς εύκολα

ένας μετασχηματισμός Yang-Mills δεν επηρρεάζει μόνο το αντίστοιχο πεδίο αλλά και

το H).

Για το βαρυτικό κομμάτι της δράσης (στο οποίο εμπεριέχεται το διαστελλόνιο) η

συνήθης διαστατική ελάττωση δίνει:

SEH =

∫
dDx
√
−ge−φ[R + (∇φ)2 +

1

4
DµGMND

µGMN − 1

4
GMNV

M
µν V

Nµν ] (2.5)

e−φ =
√
Ge−Φ → Φ(x, y) = φ(x) +

1

2
ln|G| (2.6)
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Για τα υπόλοιπα πεδία, αναλύουμε τους τανυστικούς βαθμούς ελευθερίας ως εξής:

AI = AIµ(x, y)dxµ + AIM(x, y)dyM (2.7)

B =
1

2
Bµν(x, y)dxµ ∧ dxν +BµM(x, y)dxµ ∧ dyM +

1

2
BMN(x, y)dyM ∧ dyN (2.8)

΄Οπως και πριν, στη συνήθη διαστατική ελάττωση τα πεδία είναι ανεξάρτητα των εσω-

τερικών συντεταγμένων, οπότε:

AIµ(x, y) = AIµ(x), AIM(x, y) = AIM(x), Bµν(x, y) = Bµν(x)

BµM(x, y) = BµM(x), BMN(x, y) = BMN(x), V M
µ (x, y) = V M

µ (x)

΄Οπως μπορεί να διαπιστώσει κανείς εύκολα, κάτω από έναν διαφορομορφισμό έχου-

με τους εξής μετασχηματισμούς:

dy′M = dyM − ∂µωMdxµ (2.9)

V ′M = V M + ∂µω
Mdxµ (2.10)

dy′M + V ′Mµ dxµ = dyM + V M
µ dxµ (2.11)

Ωστόσο, οι υπόλοιποι βαθμοί ελευθερίας δεν είναι αναλλοίωτοι κάτω από μετασχημα-

τισμούς βαθμίδας. Για να έχουμε εμφανή συμμετρία βαθμίδος θα εκφράσουμε τους

κινητικούς όρους των πεδίων στην εφαπτόμενη βάση την οποία κατασκευάζουμε να ε-

ίναι αναλλοίωτη κάτω από μετασχηματισμούς βαθμίδος. Συγκεκριμένα χρησιμοποιούμε

την ακόλουθη μορφή για τα πεδία πλαισίου:

EA
M =

[
eαµ EA

NV
N
µ

0 EA
M

]
(2.12)

EM
A =

[
eµα −eµαV M

µ

0 EM
A

]
(2.13)

προκειμένου να κατασκευάσουμε την αναλλοίωτη εφαπτόμενη βάση:

eα = eαµdx
µ

(2.14)

EA = EA
M(dyM + V M

µ dxµ) (2.15)

Για την ελάττωση των πεδίων θα στηριχτούμε στη βάση των dxµ, EA
καθώς και στη

συμμετρία βαθμίδος της αρχικής θεωρίας. Συγκεκριμένα θα θεωρήσουμε τους κινητι-

κούς όρους των πεδίων στον εφαπτόμενο χώρο και έπειτα θα οργανώσουμε τα πεδία

αυτά στην αναλλοίωτη βάση ενώ η συμμετρία βαθμίδος θα μας επιτρέψει να ορίσουμε

σωστά τους ελαττωμένους βαθμούς ελευθερίας ώστε να καθίσταται σαφής η συμμετρία

της ελαττωμένης θεωρίας. Με βάση τα όσα είπαμε προχωρούμε στην ελάττωση των

πεδίων Yang-Mills και Kalb-Ramond.
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Για το Yang-Mills δυναμικό έχουμε:

AI = AIµdx
µ + AIMdy

M

και φυσικά για το πεδίο έχουμε:

F I = dAI = ∂[µA
I
ν]dx

µ ∧ dxν + ∂µA
I
Mdx

µ ∧ dyM (2.16)

Εκφράζοντας τώρα το αποτέλεσμα αυτό στην ενδιάμεση βάση έχουμε:

F I = 1
2
(∂µA

I
ν − ∂νAIµ − ∂µAIMV M

ν + ∂νA
I
MV

M
µ )dxµ ∧ dxν + ∂µA

I
ME

M
A dx

µ ∧ EA =

1
2
(∂µ(AIν − V M

ν AIM)− ∂ν(AIµ − V M
µ AIM) + AIM(∂µV

M
ν − ∂νV M

µ ))dxµ ∧ dxν

+ ∂µA
I
ME

M
A dx

µ ∧ EA =

1
2
(∂µa

I
ν − ∂νaIµ + AIM(∂µV

M
ν − ∂νV M

µ ))dxµ ∧ dxν + ∂µA
I
ME

M
A dx

µ ∧ EA =

1
2
(F I

µν + AIMV
M
µν )dxµ ∧ dxν + ∂µA

I
ME

M
A dx

µ ∧ EA =

1
2
f Iµνdx

µ ∧ dxν + ∂µA
I
ME

M
A dx

µ ∧ EA

όπου ορίσαμε:

aIµ = AIµ − AIMV M
µ (2.17)

V M
µν = ∂µV

M
ν − ∂νV M

µ (2.18)

f Iµν = F I
µν + AIMV

M
µν (2.19)

ως το ελαττωμένο δυναμικό και το Kaluza-Klein πεδίο προκειμένου να φέρουμε τον

πρώτο όρο στη μορφή ενός Yang-Mills πεδίου. ΄Οπως εύκολα μπορεί να διαπιστώσει

κανείς τα δυναμικά aIµ είναι αναλλοίωτα κάτω από τους μετασχηματισμούς y
M → yM −

ωM . Τελικά έχουμε για τη δράση των πεδίων αυτών:

SYM = −
∫
dxD[

1

4

√
−ge−φf Iµνf Iµν +

1

2
∇µA

I
M∇µAING

MN ] (2.20)

Η ελάττωση του Kalb-Ramond πεδίου είναι κάπως πιο περίπλοκη εξαιτίας τόσο της

φύσης του ως μια 3-μορφή όσο και της ύπαρξης Chern-Simons όρων στον ορισμό του.

Ξεκινούμε υπολογίζοντας τη συνεισφορά αυτών των όρων.

AI ∧ F I = 1
2
AIµF̂

I
νλdx

µ ∧ dxν ∧ dxλ + (1
2
AIM F̂

I
µν + AI[µ∂ν]AM)dxµ ∧ dxν ∧ dyM

− A[M∂µAN ]dx
µ ∧ dyM ∧ dyN
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Από την άλλη, για το δυναμικό B έχουμε:

dB = 1
2
∂[µBνλ]dx

µ∧dxν ∧dxλ +∂[µBν]Mdx
µ∧dxν ∧dyM + 1

2
∂µBMNdx

µ∧dyM ∧dyN

οπότε συνολικά για το πεδίο H έχουμε:

H = dB − 1
2
A ∧ F =

1
2
(∂[µBνλ] − 1

4
AIµF̂

I
νλ)dx

µ ∧ dxν ∧ dxλ

+ (∂[µBν]M − 1
2
AM F̂µν + 1

2
A[µ∂ν]AM)dxµ ∧ dxν ∧ dyM

+ 1
2
(∂µBMN − A[M∂µAN ])dx

µ ∧ dyM ∧ dyN

Για την ελάττωση του H ακολουθούμε την εξής πορεία (την οποία θα εφαρμόσουμε

και στην περίπτωση όπου υπάρχει εξάρτηση των πεδίων από τις εσωτερικές συντεταγ-

μένες). Ξαναγράφουμε το πεδίο ως εξής:

H = Ĥµνλdx
µ ∧ dxν ∧ dxλ + ĤµνMdx

µ ∧ dxν ∧ dyM + ĤµMNdx
µ ∧ dyM ∧ dyN

(2.21)

όπου οι όροι με αγκύλη από πάνω ταυτίζονται με τους αντίστοιχους όρους της προη-

γούμενης έκφρασης. ΄Επειτα ξαναγράφουμε το πεδίο H στην ενδιάμεση βάση χρησιμο-

ποιώντας την άνωθεν έκφραση. Για τον όρο ĤµMN έχουμε:

HµMNdx
µ∧dyM∧dyN = HµMNE

M
A E

N
B dx

µ∧EA∧EB+2HµMNV
N
ν E

M
A dx

µ∧dxν∧EA

+HµMNV
M
ν V N

λ dx
µ ∧ dxν ∧ dxλ

Για τον όρο ĤµνM έχουμε:

HµνMdx
µ ∧ dxν ∧ dyM = HµνME

M
A dx

µ ∧ dxν ∧ EA −HµνMV
M
λ dxµ ∧ dxν ∧ dxλ

Συγκεντρώνοντας τα άνωθεν αποτελέσματα το πεδίο H στην ενδιάμεση βάση εκφράζε-

ται ως:

H = (Ĥµνλ − ĤµνMV
M
λ + ĤµMNV

M
ν V N

λ )dxµ ∧ dxν ∧ dxλ

+ (ĤµνM + 2ĤµMNV
N
ν )EM

A dx
µ ∧ dxν ∧ EA + ĤµMNE

M
A E

M
B dx

µ ∧ EA ∧ EB
(2.22)

Μπορούμε πλέον να υπολογίσουμε τον κάθε όρο ξεχωριστά και έχοντας ως γνώμο-

να τη συμμετρία βαθμίδος να οργανώσουμε κατάλληλα τα νέα πεδία. Για τον όρο

ĤµνM + 2ĤµMNV
N
ν ευρίσκουμε:
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ĤµνM + 2ĤµMNV
N
ν =

∂[µBν]M − 1
2
AIM∂[µA

I
ν] + 1

2
AI[ν∂µ]A

I
M + V N

[ν ∂µ]BMN + 1
2
AIMV

N
[ν ∂µ]A

I
N − 1

2
AINV

N
[ν ∂µ]A

I
M

Χρησιμοποιώντας τις εξής ταυτότητες:

AIMV
N

[ν ∂µ]A
I
N = AIM∂[µ(AINV

N
ν] )− AIMAIN∂[µV

N
ν]

AINV
N

[ν ∂µ]A
I
M = ∂[µ(AINV

N
ν] A

I
M)− AIM∂[µ(AINV

N
ν] )

AI[ν∂µ]A
I
M = ∂[µ(AIν]A

I
M)− AIM∂[µA

I
ν]

V N
[ν ∂µ]BMN = ∂[µ(V N

ν] BMN)−BMN∂[µV
N
ν]

έχουμε:

ĤµνM + 2ĤµMNV
N
ν =

∂[µ[Bν]M +BMNV
N
ν] + 1

2
(AIν]−AINV N

ν] )AIM ]− 1
2
AIM [∂µ(AIν−AINV I

ν )−∂ν(AIµ−AINV I
µ )]

+ 1
2
(BMN + 1

2
AIMA

I
N)(∂µV

N
ν − ∂νV N

µ ) =

∂[µ[Bν]M +BMNV
N
ν] + 1

2
aIν]A

I
M ]− 1

2
AIM(∂µa

I
ν − ∂νaIµ) + 1

2
(BMN + 1

2
AIMA

I
N)V N

µν =

∂[µbν]M − 1
2
AIMF

I
µν + 1

2
(BMN + 1

2
AIMA

I
N)V N

µν =

1
2
(Hµν − AIMF I

µν − CMNV
N
µν ) = 1

2
hµνM

ĤµνM + 2ĤµMNV
N
ν =

1

2
hµνM =

1

2
(Hµν − AIMF I

µν − CMNV
N
µν ) (2.23)

όπου ορίσαμε:

bµM = BµM +BMNV
N
µ +

1

2
aIµA

I
M (2.24)

CMN = BMN +
1

2
AIMA

I
N (2.25)

ως το ελαττωμένο δυναμικό με το αντίστοιχο πεδίο βαθμίδος. Περνούμε τώρα στον

υπολογισμό του Ĥµνλ − ĤµνMV
M
λ + ĤµMNV

M
ν V N

λ . Από την (122):

Ĥµνλ − ĤµνMV
M
λ + ĤµMNV

M
ν V N

λ =

1
2
∂[µBνλ]− 1

4
AI[µF̂

I
νλ]− ∂[νBλ]MV

M
µ + 1

4
AIMV

M
µ F̂ I

νλ + 1
2
V M
µ AI[ν∂λ]A

I
M + 1

2
∂µBMNV

M
ν V N

λ
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+ 1
2
AIM∂µA

I
NV

M
[ν V

N
λ] =

1
2
(∂µBνλ− 1

2
aIµF̂

I
νλ−2∂[νBλ]MV

M
µ +V M

µ AI[ν∂λ]A
I
M+∂µBMNV

M
ν V N

λ +AIM∂µA
I
NV

M
[ν V

N
λ] )

Ο τελευταίος όρος αρχικά ήταν αντισυμμετρικός στους δείκτες M,N όμως αυτό ι-

σοδυναμεί με αντισυμμετρία στους δείκτες ν,λ. Θέλουμε το τελικό αποτέλεσμα να

είναι πλήρως αντισυμμετρικό αφού η έκφραση αυτή πολλαπλασιάζεται με τη βάση

dxµ ∧ dxν ∧ dxλ. Γνωρίζουμε όμως πως για έναν τανυστή Aµνλ ο οποίος είναι αν-
τισυμμετρικός στους δείκτες ν,λ το πλήρως αντισυμμετρικό τμήμα του είναι το:

A[µνλ] = 1
3
(Aµνλ + Aνλµ + Aλµν) = 1

3
(Aµνλ + cycles)

Οπότε θα γράψουμε την έκφραση μας σε μορφή αντισυμμετρική στους δείκτες ν,λ

και εν τέλει θα πάρουμε την κατάλληλη έκφραση με τις κυκλικές μεταθέσεις. Αυτό

μας επιτρέπει στις πράξεις να κάνουμε άφοβα μια κυκλική εναλλαγή των δεικτών μ,ν,λ.

Χρησιμοποιώντας τις εξής ταυτότητες:

∂µBMNV
M
ν V N

λ = ∂[νBMNV
M
λ] V

N
µ = ∂[ν(BMNV

N
µ )V M

λ] −BMNV
M

[λ ∂ν]V
N
µ =

− ∂[ν(BMNV
N
λ] )V M

µ −BMNV
N
µ ∂[νV

M
λ]

2∂[νBλ]MV
M
µ = ∂[νBλ]MV

M
µ +∂µB[νMV

M
λ] = ∂[νBλ]MV

M
µ +∂µ(B[νMV

M
λ] )−B[νM∂µV

M
λ] =

∂[νBλ]MV
M
µ + ∂µ(B[νMV

M
λ] ) +BµM∂[νV

M
λ]

Το αποτέλεσμα είναι:

Ĥµνλ − ĤµνMV
M
λ + ĤµMNV

M
ν V N

λ =

∂µ(Bνλ + V M
[ν Bλ]M)− 1

2
aIµF̂

I
νλ − (BµM +BMNV

N
µ )∂[νV

M
λ] − ∂[ν(Bλ]M +BMNV

N
λ] )V M

µ

+ V M
µ AI[ν∂λ]A

I
M + AIM∂µA

I
NV

M
[ν V

N
λ]

Χρησιμοποιούμε επίσης τις εξής ταυτότητες για δυναμικά Yang-Mills προκειμένου να

φέρουμε σε κατάλληλη μορφή το ελαττωμένο πεδίο H:

V M
µ AI[ν∂λ]A

I
M = AIµV

M
[λ ∂ν]A

I
M = AIµ∂[ν(A

I
MV

M
λ] )− AIµAIM∂[νV

M
λ]

AIMV
M

[ν V
N
λ] ∂µA

I
N = −AIMV M

µ V N
[λ ∂ν]A

I
N = −AINV N

µ ∂[ν(A
I
MV

M
λ] ) + AINV

N
µ A

I
M∂[νV

M
λ]

Με βάση τα άνωθεν έχουμε:
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V M
µ AI[ν∂λ]A

I
M + AIM∂µA

I
NV

M
[ν V

N
λ] =

AIµ∂[ν(A
I
MV

M
λ] )− AIµAIM∂[νV

M
λ] − AINV N

µ ∂[ν(A
I
MV

M
λ] ) + AINV

N
µ A

I
M∂[νV

M
λ] =

aIµ∂[ν(A
I
MV

M
λ] )− aIµAIM∂[νV

M
λ] = aIµ∂[ν(A

I
MV

M
λ] )− 1

2
aIµA

I
M∂[νV

M
λ] −

1
2
aIµA

I
M∂[νV

M
λ]

Ακόμη:

−1
2
aIµA

I
M∂[νV

M
λ] = −1

2
aI[λA

I
M∂µV

M
ν] = −1

2
∂µ(aI[λA

I
MV

M
ν] ) + 1

2
∂µ(aI[λA

I
M)V M

ν] =

− 1
2
∂µ(aI[λA

I
MV

M
ν] )− 1

2
V M
µ ∂[ν(a

I
λ]A

I
M)

Συνολικά λοιπόν έχουμε:

V M
µ AI[ν∂λ]A

I
M + AIM∂µA

I
NV

M
[ν V

N
λ] =

aIµ∂[ν(A
I
MV

M
λ] )− 1

2
aIµA

I
M∂[νV

M
λ] −

1
2
∂µ(aI[λA

I
MV

M
ν] )− 1

2
V M
µ ∂[ν(a

I
λ]A

I
M)

Συγκεντρώνοντας τα άνωθεν:

Ĥµνλ − ĤµνMV
M
λ + ĤµMNV

M
ν V N

λ =

1
2
[∂µ(Bνλ + V M

[ν Bλ]M − 1
2
V M

[ν a
I
λ]A

I
M)− 1

2
aIµ(∂ν(A

I
λ − AIMV M

λ )− ∂λ(AIν − AIMV M
ν ))

− (BµM +BMNV
N
µ + 1

2
aIµA

I
M)∂[νV

M
λ] − ∂[ν(Bλ]M +BMNV

N
λ] + 1

2
aIλ]A

I
M)V M

µ ] =

1
2
[∂µ(Bνλ + V M

[ν bλ]M −BMNV
M
ν V N

λ − V M
[ν a

I
λ]A

I
M)− 1

2
aIµ(∂νa

I
λ − ∂λaIν)

− bµM∂[νV
M
λ] − V M

µ ∂[νbλ]M ] =

1
6
(∂µbνλ − 1

2
aIµF

I
νλ − 1

2
V M
µ HνλM − 1

2
bµMV

M
νλ + cycl.)

Ορίζουμε λοιπόν το ελαττωμένο πεδίο και δυναμικό ως εξής:

bµν = Bµν + V M
[µ bν]M −BMNV

M
µ V N

ν − V M
[µ a

I
ν]A

I
M (2.26)

Hµνλ = ∂µbνλ −
1

2
aIµF

I
νλ −

1

2
V M
µ HνλM −

1

2
bµMV

M
νλ + cycl. (2.27)

Βλέπουμε λοιπόν πως εκτός από τους αρχικούς Chern-Simons όρους έχουμε και νέους

οι οποίοι παρήχθησαν από τη διαστατική ελάττωση. Οι όροι αυτοί είναι αρκετά ση-

μαντικοί για την συμμετρία βαθμίδος που χαρακτηρίζει τόσο την αρχική όσο και την

ελαττωμένη θεωρία και διαδραματίζουν κεντρικό ρόλο όταν στα δυναμικά επιτραπεί μια
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εξάρτηση από τις εσωτερικές συντεταγμένες. Το ελαττωμένο πεδίο Kalb-Ramond

γράφεται συνολικά:

H =
1

3!
Hµνλdx

µ ∧ dxν ∧ dxλ +
1

2
(HµνM − AIMF I

µν − CMNV
N
µν )EM

A dx
µ ∧ dxν ∧ EA

+
1

2
(∂µBMN + AI[M∂µA

I
N ])E

M
A E

N
B dx

µ ∧ EA ∧ EB
(2.28)

Ενώ για την αντίστοιχη δράση έχουμε:

SKR = −
∫
dxD
√
−ge−φ[

1

12
HµνλH

µνλ +
1

4
hµνMh

µν
N G

MN

+
1

4
(∂µBMN + AI[M∂µA

I
N ])(∂

µBPQ + AI[P∂
µAIQ])G

MPGNQ] (2.29)

Μπορούμε τώρα να δώσουμε την τελική έκφραση της ελαττωμένης δράσης και να σχο-

λιάσουμε τις συμμετρίες της:

S = S1 + S2 + S3

όπου η ελαττωμένη δράση για τη μετρική, το διαστελλόνιο και τη 2-μορφή είναι:

S1 =

∫
dxD
√
−ge−φ[R + (∇φ)2 − 1

12
HµνλH

µνλ] (2.30)

Η δράση για τα βαθμωτά πεδία είναι:

S2 =

∫
dxD
√
−ge−φ[

1

4
(∇µGMN)(∇µGMN)− 1

2
GMN(∇µA

I
M)(∇µAIN)

− 1

4
(∂µBMN + AI[M∂µA

I
N ])(∂

µBPQ + AI[P∂
µAIQ])G

MPGNQ] (2.31)

Για την ελάττωση σε έναν d-τόρο, έχουμε από τη μετρική 1
2
d(d+1) καθότι συμμετρικός

τανυστής, από τη 2-μορφή
1
2
d(d − 1) ως αντισυμμετρικός τανυστής και 16d από τα

Yang-Mills πεδία. Τέλος έχουμε τη δράση των πεδίων βαθμίδος:

S3 = −1

4

∫
dxD
√
−ge−φ[f Iµνf

Iµν + hµνMh
µν
N G

MN +GMNV
M
µν V

Nµν ] (2.32)

Προκειμένου να μελετήσουμε καλύτερα τις συμμετρίες βαθμίδος της ελαττωμένης θε-

ωρίας ορίζουμε την ελαττωμένη πολλαπλέτα βαθμίδας ως:

Aαµ =

V M
µ

bµM
aIµ

 (2.33)

Fα
µν =

 V M
µν

HµνM

F I
µν

 (2.34)
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όπου ο δείκτης α παίρνει τιμές 1, 2...2d + 16. Διατρέχει δηλαδή πρώτα Μ ανταλλοίω-

τους δείκτες στον εσωτερικό χώρο,έπειτα Μ συναλλοίωτους δείκτες στον ίδιο χώρο και

τέλος 16 δείκτες για τα πεδία βαθμίδος. Η θεωρία αυτή έχει U(1)2d+16
συμμετρία, την

οποία κληρονόμησε από την αρχική μέσω της διαστατικής ελάττωσης:U(1)16
από τα

αρχικά 16 πεδία βαθμίδος, μία U(1)d η οποία προέρχεται από τους διαφορομορφισμούς

στον εσωτερικό χώρο και μία U(1)d η οποία αποτελεί υπόλοιπο της συμμετρίας του

πεδίου B καθώς: B′ = B + dω. Αυτή η συμμετρία βαθμίδος είναι Αβελιανή, καθώς τα

πεδία βαθμίδος μετασχηματίζονται ως:

δAa(x) = ∂µω
a(x)

΄Οταν εισάγουμε παραμέτρους μάζας στα επόμενα εδάφια η συμμετρία αυτή θα γίνει

μη-Αβελιανή (όπως έγινε και με τα πεδία Kaluza-Klein).

2.1 Γενικευμένη διαστατική ελάττωση των Yang-Mills και

Kalb-Ramond πεδίων σε επίπεδο d-διάστατο τόρο

΄Εχοντας εξετάσει την κλασσική διαστατική ελάττωση και τις συμμετρίες της ελαττω-

μένης θεωρίας μπορούμε να περάσουμε στη μαζική ελάττωση. Στο εδάφιο αυτό θα

υποθέσουμε εξάρτηση μόνο των πεδίων Yang-Mills και Kalb-Ramond από τις εσω-

τερικές συντεταγμένες. Αν και ουσιαστικά θεωρούμε τους πίνακες UM
N (y) να είναι

ταυτοτικοί, εντούτοις είναι δυνατόν για τα πεδία ύλης να έχουν εξάρτηση από τις ε-

σωτερικές συντεταγμένες κάτι που φαίνεται και από τη μορφή που επιλέγουμε για τα

δυναμικά. Φυσικά το βαθμωτό πεδίο σε κάθε περίπτωση υπακούει την εξίσωση (2.6)

οπότε και παραμένει άμαζο και ανεξάρτητο των εσωτερικών συντεταγμένων. Εφόσον

ο εσωτερικός χώρος παραμένει επίπεδος η ελάττωση της βαθμωτής καμπυλότητας πα-

ραμένει ίδια. Προχωρούμε λοιπόν στην ελάττωση των υπολοίπων πεδίων.

Για το πεδίο Yang-Mills επιλέγουμε μια πολύ απλή μορφή:

ÂIM = AIM +mI
MNy

N
(2.35)

Υπολογίζουμε όπως και πριν το πεδίο:

F I = ∂[µA
I
ν]dx

µ ∧ dxν + ∂µA
I
Mdx

µ ∧ dyM −mI
MNdy

M ∧ dyN =

1
2
(∂µa

I
ν − ∂νaIµ − 2mI

MNV
M
µ V N

ν + AIMV
M
µν )dxµ ∧ dxν

+ (∂µA
I
M − 2mI

MNV
N
µ )EM

A dx
µ ∧ EA −mI

MNE
M
A E

N
BE

A ∧ EB =

1
2
(F I

µν + AIMV
M
µν )dxµ ∧ dxν +DµA

I
ME

M
A dx

µ ∧ EA −mI
MNE

M
A E

N
BE

A ∧ EB
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΄Οπου ορίσαμε το μη Αβελιανό πεδίο και τη συναλλοίωτη παράγωγο

F I
µν = ∂µa

I
ν − ∂νaIµ − 2mI

MNV
M
µ V N

ν (2.36)

DµA
I
M = ∂µA

I
M − 2mI

MNV
N
µ (2.37)

Η σημασία τους θα γίνει φανερή όταν θα μελετήσουμε τις συμμετρίες της ελαττωμένης

θεωρίας. Προς το παρόν έχουμε την ελαττωμένη δράση:

SYM = −
∫
dDx
√
−geφ[

1

4
f Iµνf

Iµν +
1

2
DµA

I
MD

µAING
MN +mI

MNm
I
PQG

MPGNQ]

(2.38)

Η επιλογή της μορφής του πεδίου H είναι πιο περίπλοκη καθώς από τη μία θα πρέπει

να περιέχει την εξάρτηση του πεδίου από τις εσωτερικές συντεταγμένες και από την

άλλη να αναιρεί την επιπλέον εξάρτηση την οποία εισάγουν οι Chern-Simons. Αρχικά

θεωρούμε την ακόλουθη έκφραση για το δυναμικό B.

B̂ = B +
1

2
α +

1

2
β + c (2.39)

Η εξάρτηση του δυναμικού από τις εσωτερικές συντεταγμένες βρίσκεται εξ ολοκλήρου

στις μορφές α,β,γ οι οποίες θα προσδιοριστούν κατάλληλα προκειμένου να εξυπηρετούν

τους σκοπούς μας. Υπολογίζουμε τους όρους Chern-Simons:

AI ∧ F I = 1
2
AIµF̂

I
νλdx

µ ∧ dxν ∧ dxλ

+ (1
2
AIM F̂

I
µν + 1

2
mI
MNy

N F̂ I
µν + AI[µ∂ν]AM)dxµ ∧ dxν ∧ ηM

− (Aµm
I
MN + A[M∂µAN ] +mI

[MPy
P∂µAN ])dx

µ ∧ dyM ∧ dyN

− ((A[M +mI
MKy

K))mI
NPdy

M ∧ dyN ∧ dyP

όπου F̂ I
µν = ∂[µA

I
ν] Απαιτώντας τώρα το πεδίο H να ικανοποιεί τις εξισώσεις κίνη-

σης και να είναι ανεξάρτητο των εσωτερικών συντεταγμένων έχουμε την ακόλουθη

συνθήκη:

∂
∂yQ

HMNP = 0

΄Ομως από τον ορισμό του H βρίσκουμε: dH = −1
2
F I ∧ F I

Συνεπώς έχουμε τη συνθήκη:

mI
[MNm

I
PQ] = 0→ mI

MNm
I
PQ +mI

MQm
I
NP +mI

MPm
I
QN = 0 (2.40)

Με εξαίρεση τον άνωθεν δεσμό οι παράμετροι mI
MN είναι ανεξάρτητοι. Παρατηρούμε

επίσης πως ο δεσμός αυτός εμφανίζεται και στον όρο Chern-Simons οπότε ο όρος:
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mI
[M |Qm

I
NP ]y

Q = 0. Βλέπουμε πως οι όροι με εξάρτηση από τις εσωτερικές συντεταγ-

μένες είναι οι εξής:

1
2
F̂ I
µνm

I
MNy

Ndxµ ∧ dxν ∧ dyM −AIµmI
MNdx

µ ∧ dyM ∧ dyN = d(AIµdx
µ ∧mI

MNy
NdyM)

−∂µAINmI
MPy

Pdxµ∧dyM∧dyN−AIMmI
NPdy

M∧dyN∧dyP = d(AIMdy
M∧mI

NPy
PdyN)

Λαμβάνοντας υπ΄όψην το πρόσημο −1
2
που υπάρχει στους όρους Chern-Simons βλέπου-

με πως πρέπει να επιλέξουμε:

α = AIµdx
µ ∧mI

MNy
NdyM και β = AIMdy

M ∧mI
NPy

PdyN

΄Ομως περιμένουμε εν γένει το πεδίο H να έχει τη δική του ροή στον εσωτερικό χώρο

οπότε διαλέγουμε τη μορφή

c = 1
2
βMNPy

P

όπου βMNP είναι σταθερός πλήρως αντισυμμετρικός τανυστής (ώστε να ικανοποιο-

ύνται οι εξισώσεις κίνησης). Με βαση αυτά η μορφή για την ελάττωση του δυναμικού

B είναι:

B̂µM = BµM +
1

2
mMNy

NAIµ = BµM +
1

2
mMNy

N(aIµ + AIPV
P
µ ) (2.41)

B̂MN = BMN + βMNPy
P + AI[Mm

I
N ]Py

P
(2.42)

Ενώ η έκφραση για το πεδίο H είναι:

H = 1
2
(∂[µBνλ] − 1

2
AI[µF̂

I
νλ])dx

µ ∧ dxν ∧ dxλ

+ (∂[µBν]M − 1
4
AIM F̂

I
µν − 1

2
AIµ∂νA

I
M)dxµ ∧ dxν ∧ ηM

+ (1
2
∂µBMN + AIµm

I
MN + 1

2
AI[M∂µA

I
N ])dx

µ ∧ ηM ∧ ηN

+ 1
2
(βMNP + 2AIMm

I
NP )dyM ∧ dyN ∧ dyP

Ακολουθούμε την ίδια διαδικασία όπως πριν:

H = (Ĥµνλ − ĤµνMV
M
λ + ĤµMNV

M
ν V N

λ − ĤMNPV
M
µ V N

ν V
P
λ )dxµ ∧ dxν ∧ dxλ

+ (ĤµνM + 2ĤµMNV
N
ν + 3ĤMNPV

N
µ V

P
ν )EM

A dx
µ ∧ dxν ∧ EA

+ (ĤµMN − 3ĤMNPV
P
µ )EM

A E
N
B dx

µ ∧ EA ∧ EB + ĤMNPE
M
A E

N
BE

P
CE

A ∧ EB ∧ EC
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Για τον όρο ĤµMN − 3ĤMNPV
P
µ έχουμε:

ĤµMN − 3ĤMNPV
P
µ =

1
2
∂µBMN + AIµm

I
MN + 1

2
AI[M∂µA

I
N ] −

3
2
βMNPV

P
µ − 3AI[Mm

I
NP ]V

P
µ =

1
2
∂µBMN + AIµm

I
MN + 1

2
AI[M∂µA

I
N ] −

3
2
βMNPV

P
µ − 2AI[Mm

I
N ]PV

P
µ − AIPmI

MNV
P
µ =

1
2
∂µBMN − 3

2
βMNPV

P
µ − AI[MmI

N ]PV
P
µ + aIµm

I
MN + 1

2
AI[M(∂µA

I
N ] − 2mI

N ]PV
P
µ ) =

1
2
(DµBMN + AI[MDµA

I
N ])→

ĤµMN − 3ĤMNPV
P
µ =

1

2
(DµBMN + AI[MDµA

I
N ]) (2.43)

DµBMN = ∂µBMN + 2aIµm
I
MN − 3βMNPV

P
µ − 2AI[Mm

I
N ]PV

P
µ (2.44)

Περνούμε τώρα στον όρο: ĤµνM + 2ĤµMNV
N
ν + 3ĤMNPV

N
µ V

P
ν

ĤµνM + 2ĤµMNV
N
ν + 3ĤMNPV

N
µ V

P
ν =

∂[µBν]M − 1
2
AIM∂[µA

I
ν] + 1

2
AI[ν∂µ]A

I
M + V N

[ν ∂µ]BMN + 2AI[µV
N
ν] m

I
MN

+ 1
2
AIMV

N
[ν ∂µ]A

I
N − 1

2
AINV

N
[ν ∂µ]A

I
M + 3

2
βMNPV

N
µ V

P
ν + 3AI[Mm

I
NP ]V

N
µ V

P
ν

Θα επεξεργαστούμε τους όρους οι οποίοι περιέχουν τις m παραμέτρους καθώς ήδη

γνωρίζουμε πως να επεξεργαστούμε τους υπόλοιπους όρους από την περίπτωση της

Kaluza-Klein διαστατικής ελάττωσης. ΄Εχουμε:

3AI[Mm
I
NP ]V

N
µ V

P
ν = AIMm

I
NPV

N
µ V

P
ν + AIPm

I
MNV

N
µ V

P
ν + AINm

I
PMV

N
µ V

P
ν =

AIMm
I
NPV

N
µ V

P
ν + 2AI[Pm

I
M |N ]V

N
µ V

P
ν = AIMm

I
NPV

N
µ V

P
ν − 2AIPm

I
MNV

N
[ν V

P
µ]

2AI[µV
N
ν m

I
MN − 2AIPm

I
MNV

N
[ν V

P
µ] = 2aI[µV

N
ν] m

I
MN

Συγκετρώνοντας τα άνωθεν:

ĤµνM + 2ĤµMNV
N
ν + 3ĤMNPV

N
µ V

P
ν =

1
2
(∂µbνM − ∂νbµM + 3βMNPV

N
µ V

P
ν + 4mI

MNa
I
[µV

N
ν] − AIMF I

µν − CMNV
N
µν ) =

1
2
(HµνM − AIMF I

µν − CMNV
N
µν ) όπου ορίσαμε:

HµνM = ∂µbνM − ∂νbµM + 3βMNPV
N
µ V

P
ν + 4mI

MNa
I
[µV

N
ν] (2.45)
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Απομένει ο ελαττωμένος Kalb-Ramond όρος:

Ĥµνλ − ĤµνMV
M
λ + ĤµMNV

M
ν V N

λ − ĤMNPV
M
µ V N

ν V
P
λ =

1
2
∂[µBνλ]− 1

4
AI[µF̂

I
νλ]− ∂[νBλ]MV

M
µ + 1

4
AIMV

M
µ F̂ I

νλ + 1
2
V M
µ AI[ν∂λ]A

I
M + 1

2
∂µBMNV

M
ν V N

λ

+ AIµm
I
MNV

M
ν V N

λ + 1
2
AIM∂µA

I
NV

M
[ν V

N
λ] −

1
2
βMNPV

M
µ V N

ν V
P
λ − AI[MmI

NP ]V
M
µ V N

ν V
P
λ

Οι m-όροι:

AI[µm
I
MNV

M
ν V N

λ] − AI[MmI
NP ]V

M
µ V N

ν V
P
λ = AI[µm

I
MNV

M
ν V N

λ] − AIMmI
NPV

M
[µ V

N
ν V

P
λ] =

1
3
(AIµm

I
MNV

M
ν V N

λ − AIMmI
NPV

M
µ V N

ν V
P
λ + cycles) =

1
3
(aIµm

I
MNV

M
ν V N

λ + cycles)

Οι υπόλοιποι όροι ορίζουν όπως πριν τα ελαττωμένα δυναμικά, οπότε έχουμε εν τέλει:

Ĥµνλ − ĤµνMV
M
λ + ĤµMNV

M
ν V N

λ − ĤMNPV
M
µ V N

ν V
P
λ = 1

6
Hµνλ

όπου ορίζουμε:

Hµνλ = ∂µbνλ −
1

2
aIµF

I
νλ −

1

2
V M
µ HνλM −

1

2
bµMV

M
νλ +

1

2
βMNPV

M
µ V N

ν V
P
λ

− aIµmI
MNV

M
ν V P

λ + cycles (2.46)

Η τελική μορφή του Kalb-Ramond πεδίου είναι:

H =
1

6
Hµνλdx

µ ∧ dxν ∧ dxλ +
1

2
(HµνM − AIMF I

µν − CMNV
N
µν )EM

A dx
µ ∧ dxν ∧ EA

+
1

2
(DµBMN+AI[MDµA

I
N ])E

M
A E

N
B dx

µ∧EA∧EB+
1

2
(βMNP+2AIMm

I
NP )EM

A E
N
BE

P
CE

A∧EB∧EC

(2.47)

ενώ η ελαττωμένη δράση είναι:

SKR = −
∫
dDx
√
−ge−φ[

1

12
HµνλH

µνλ +
1

4
GMNhµνMh

µν
N

+
1

4
GMPGNQ(DµBMN + AI[MDµA

I
N ])(D

µBPQ + AI[PD
µAIQ])] (2.48)

Η τελική δράση για την ελαττωμένη θεωρία είναι:

S = S1 + S2 + S3
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με:

S1 =

∫
dDx
√
−geφ[R + (∇φ)2 − 1

12
HµνλH

µνλ] (2.49)

S2 = −
∫
dDx
√
−geφ[W (G,A)− 1

4
∇µGMN∇µGµν +

1

2
GMNDµA

I
MD

µAIN

+
1

4
GMPGNK(DµBMN + AI[MDµA

I
N ])(D

µBPK + AI[PD
µAIK])] (2.50)

S3 = −1

4

∫
dDx
√
−geφ[f Iµνf

Iµν + hµνMh
µν
N G

MN +GMNV
M
µν V

Nµν ] (2.51)

ως τις δράσεις για τη μετρική, 3-μορφή και διαστελόνιο, τη δράση για τα βαθμωτά πεδία

και τη δράση των πεδίων βαθμίδος αντίστοιχα. Εκτός από τους νέους ορισμούς των

πεδίων F I
µν , HµνM και τις συναλλοίωτες παραγώγους των βαθμωτών πεδίων έχουμε

έναν επιπλέον όρο, συγκεκριμένα τον:

W (A,G) =
3

4
GMNGPKGΛΣ(βMPΛ + 2AI[Mm

I
PΛ])(βNKΣ + 2AI[Nm

I
KΣ])

+GMNGPKmI
MPm

I
NK (2.52)

ο οποίος περιέχει τις μάζες των βαθμωτών πεδίων AIM . Θα σχολιάσουμε σε αυτό το

σημείο μερικά πράγματα για τη συμμετρία βαθμίδος της ελαττωμένης θεωρίας ενώ η

αναλυτική μελέτη της θα γίνει παρακάτω, όπου θα υπάρχουν και οι σταθερές γMNP .

Αρχικά παρατηρούμε απο τον ορισμό του ελαττωμένου πεδίου Yang-Mills πως η ελατ-

τωμένη συμμετρία έχει γίνει μη Αβελιανή. Οι Yang-Mills μετασχηματισμοί είναι της

μορφής ÁI = AI + dΛI
. Προκειμένου να διατηρήσουμε τη μορφή του δυναμικού Α

αναλλοίωτη, οι μετασχηματισμοί αυτοί πρέπει να είναι το πολύ δευτέρας τάξης ως προς

y:

ΛI = λI(x) + λIM(x)yM +
1

2
λIMN(x)yMyN (2.53)

όπου λIMN = λINM . Αν τώρα σβήσουμε τα Kaluza-Klein δυναμικά, θα δούμε πως

πρέπει οι παράγοντες λIM , λ
I
MN να είναι σταθεροί. Με βάση την (2.35) βλέπουμε ότι

ισχύουν οι εξής μετασχηματισμοί:

δAIµ = ∂µλ
I

(2.54)

δAIM = λIM

δmI
MN = λIMN

Από τη σκοπιά της ελαττωμένης θεωρίας ο μετασχηματισμός βαθμίδας έχει 3 απο-

τελέσματα. Πρώτον, ο όρος λI αποτελεί την ελαττωμένη μορφή του αρχικού U(1)16
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μετασχηματισμού βαθμίδος. Οι όροι λIMN οι οποίοι είναι συμμετρικοί εξασφαλίζουν την

αντισυμμετρικότητα των όρων mI
MN . Ακόμη και αν αρχικά είχαμε έναν τυχαίο πίνακα

M I
MN μπορούμε να τον γράψουμε ως: M

I
MN = M I

(MN) + M I
[MN ] και να σβήσουμε το

συμμετρικό τμήμα μέσω ενός μετασχηματισμού βαθμίδας. Τέλος οι όροι λIM δίνουν κα-

θολικές αξιονικές μετατοπίσεις των πεδίων AIM . Οι μετατοπίσεις αυτές σβήνουν όταν

κανείς λάβει υπ΄όψην του την παρουσία των Kaluza-Klein πεδίων. Συγκεκριμένα ο

ελαττωμένος Yang-Mills τομέας θα είναι:

F́ I
µν + ÁMV

M
µν =

∂µ(AIν − AIMV M
ν − λIMV M

ν )− µ↔ ν − 2mI
MNV

M
µ V N

ν + AIMV
M
µν + λIMV

M
µν =

F I
µν + AIMV

M
µν

Οπότε στην ελαττωμένη θεωρία δε θα μας απασχολήσουν οι μετασχηματισμοί αυτοί. Οι

μετασχηματισμοί αυτοί όμως επιδρούν και στο Kalb-Ramond πεδίο, από τη μία μέσω

της παρουσίας των όρων Chern-Simons και από την άλλη εξαιτίας της μορφής του

ελαττωμένου δυναμικού. Συγκεκριμένα μπορεί να δειχθεί πως τα ελαττωμένα δυναμικά

μετασχηματίζονται ως:

B́MN = BMN − 2λImI
MN (2.55)

b́µM = bµM − 2λImI
MNV

N
µ

b́µν = bµν +
1

2
λIF I

µν + λImI
MNV

M
µ V N

ν

Αν δεν είχαμε αγνοήσει τις μετατοπίσεις των πεδίων AM θα είχαμε έναν επιπλέον

δβMNP = −2λI[Mm
I
N ]P . ΄Οπως μπορεί κανείς να δει ο μετασχηματισμός αυτός εγ-

γυάται πως η ροή του H στον εσωτερικό χώρο είναι αναλλοίωτη. Συνολικά για τα

ελαττωμένα δυναμικά βαθμίδος έχουμε:

Kalb-Ramond μετασχηματισμούς:

δbµM = ∂µκM (2.56)

Yang-Mills μετασχηματισμούς:

δaIµ = ∂µλ
I

(2.57)

δbµM = −2λImI
MNV

N
µ

Kaluza-Klein μετασχηματισμούς:

δV M
µ = ∂µω

M
(2.58)

δaIµ − 2mI
MNV

M
µ ωN +O(ω2)

δbµM = 2mI
MNa

I
µω

N + 3βMNPV
N
µ ω

P +O(ω2)
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Θεωρούμε τις παραμέτρους κ,λ,ω ως μια ενιαία παράμετρο ω̂a = (ωM , κM , λ
I) (όπως

κάναμε πριν για τα πεδία βαθμίδος) όπου ο δείκτης a παίρνει 2d + 16 τιμές. Οι αν-

τίστοιχοι γεννήτορες των μετασχηματισμών είναι Ta = (LM , X
M , Y I) όπου η σειρά

είναι πρώτα Kaluza-Klein, έπειτα Kalb-Ramond και τέλος Yang-Mills. Θεωρούμε πως

κλείνουν μια άλγεβρα:

[Ta, Tb] = if cabTc

Χρησιμοποιώντας το νόμο μετασχηματισμού για πεδία βαθμίδος:

δAaµ = fabcA
b
µω̂

c + ∂µω̂
a

βρίσκουμε ότι οι σταθερές δομής fabc είναι:

f IMN = 2mI
MN (2.59)

fMNP = −3βMNP

ενώ η άλγεβρα των γεννητόρων είναι:

[XM , XN ] = [Y I , Y J ] = [XM , Y I ] = [XM , LM ] = 0 (2.60)

[Y I , LM ] = 2imI
MNX

N

[LM , LN ] = −3iβMNPX
P + 2imI

MNY
I

Οπότε βλέπουμε πως η συμμετρία βαθμίδος έχει γίνει μη Αβελιανή με τις παραμέτρους

μάζας να καθορίζουν τις σταθερές δομής. Προχωρούμε τώρα στη γενικότερη περίπτωση

διαστατικής ελάττωσης.

2.2 Γενικευμένη διαστατική ελάττωση σε καμπύλο d-

διάστατο τόρο

Για να εισάγουμε εξάρτηση από τις εσωτερικές συντεταγμένες θεωρούμε, εν αντιθέσει

με το προηγούμενο εδάφιο, πως ο εσωτερικός χώρος είναι τόρος με μη μηδενική τα-

νυστική καμπυλότητα. Αυτό δεν έρχεται σε αντίθεση με τη συζήτηση του εδαφίου

1.3 καθώς υπάρχει η δυνατότητα να είναι επίπεδος κατά Ricci. Η εφαπτόμενη βάση

στο χώρο αυτό ηM δίνεται συναρτήσει της ολονομικής βάσης dyM από τις συναρτήσεις

εφέλκυσης UM
N :

ηM = UM
N (y)dyN (2.61)

Τα διανυσματικά πεδία Killing εκφράζονται από την αντίστροφη εφέλκυση:

LM = U−1N
M ∂N
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όπως επιτάσσει η εξίσωση (32). Με βάση την ανάλυση που κάναμε περιμένουμε τα

πεδία αυτά να σχηματίζουν μια άλγεβρα Lie:

[LN , LP ] = 2γMNP

όπου ο παράγων 2 έχει επιλεγεί για διευκόλυνση κάποιων υπολογισμών. Μπορεί κανείς

να δει πως:

dηM = −γMNPηN ∧ ηP (2.62)

ενώ υπολογίζοντας την αναλυτική έκφραση της 2ης εξωτερικής παραγώγου έχουμε τη

συνθήκη:

d2ηM = 0→ γMN [Pγ
N
KΛ] = 0 (2.63)

Εξακολουθεί να ισχύει ο περιορισμός (40). Η απόδειξη αυτού πηγάζει από την αναλ-

λοιώτητα του εσωτερικού όγκου. Η απαίτηση αυτή εκφράζεται ως:

LLMVd = 0

΄Οπου LξM = diξM +iξMd είναι η Lie παράγωγος και Vd = 1
d!
εN1N2...Ndη

N1∧ηN2∧...∧ηNd
είναι ο αναλλοίωτος όγκος. Δεδομένου ότι η διαφορική μορφή του όγκου είναι μέγι-

στης διάστασης για τον εσωτερικό χώρο θα ισχύει dVd = 0. Παίρνοντας το εσωτερίκό

γινόμενο:

iLMVd = 1
d!
εN1,N2...NdLMη

N1 ∧ ηN2 ∧ ... ∧ ηNd =

1
d!
εN1N2...Nd(U

−1N
M UN1

K ∂Ndy
K ∧ ηN2 ∧ ... ∧ ηNd − U−1N

M UN2
K ∂Ndy

K ∧ ηN1 ∧ ηN3 ∧ ...

∧ ηNd + ...) =

1
d!
εN1N2...Nd(δ

N1
M ηN2 ∧ ... ∧ ηNd − δN2

M ηN1 ∧ ηN3 ∧ ... ∧ ηNd + ...) =

1
d!

(εMN2N3...Ndη
N2 ∧ ...ηNd − εN1MN3...Ndη

N1 ∧ ηN3 ∧ ... ∧ ηNd + ...) =

1
d!

(εMN1N2...Nd−1
ηN1 ∧ ηN2 ∧ ...ηNd−1 − εN1MN2...N(d−1)η

N1 ∧ ...ηNd−1 + ...) =

1
(d−1)!

εMN1...Nd−1
ηN1 ∧ ηN2 ∧ ...ηNd−1

Παίρνοντας τώρα την εξωτερική παράγωγο:

d(iLMVd) = 1
(d−1)!

εMN1N2...Nd−1
d(ηN1∧...ηNd) = − 1

(d−1)!
εMN1...Nd−1

γN1
KPη

K∧ηP∧...ηNd−1

+ 1
(d−1)!

εMN1N2...N(d−1)γ
N2
KPη

N1 ∧ ηK ∧ ηP ∧ ... ∧ ηNd−1 + ... =
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(−1)d−1

(d−1)!
εMNN1N2...Nd−1

γNN1Nd
ηN1 ∧ ηN2 ∧ ...ηNd + ... =

(−1)d−1

(d−1)!
εMNN1N2...Nd−1

γNN1Nd
εN1...NdVd + ... =

(−1)d−1

(d−1)!
γNN1Nd

(d− 2)!δN1Nd
[MN ]Vd + (−1)d−1

(d−1)!
γNN2Nd

(d− 2)!δN2Nd
[MN ]Vd... =

(−1)d

d−1
γNNMVd + (−1)d

d−1
γNNMVd + ... = (−1)dγNNMVd

Εφόσον LLMVd = 0→ γNNM = 0

Οι απειροστοί μετασχηματισμοί τανυστικών πεδίων οι οποίοι γεννώνται από τα πεδία

Killing μπορούν να γραφούν ως: δT = LLT . Για τους απειροστούς μετασχηματισμούς
των ηM έχουμε:

ήM = SMN η
N

(2.64)

όπου: SMN (ω) = δMN − 2γMNPω
P
και ανήκει στη συζυγή αναπαράσταση της ομάδας των

ισομετριών. Ορίζουμε τώρα την τετραγωνική ρίζα του άνωθεν πίνακα ως:

ΩM
N (ω) = δMN − γMNPωP (2.65)

Αν επιτρέψουμε στις μορφές ωM να εξαρτώνται από τις χωροχρονικές συντεταγμένες

τότε μπορούμε να γράψουμε το μετασχηματισμών των ηM :

ήM = SMN η
N −OM

N dω
N = ηM − 2γMNPω

PηN − dωM +O(ω2) (2.66)

Για τη μετρική έχουμε σύμφωνα με την (116):

ds2 = gµνdx
µdxν +GMN(ηM + V M

µ dxµ)(ηN + V N
ν dx

ν)

ενώ οι εξισώσεις (176), (177) επιβάλλουν:

V́ M
µ = SMN V

N
µ +OM

N ∂µω
N

(2.67)

ǴMN = S−1K
M S−1P

N GKP (2.68)

Τα αποτελέσματα αυτά θα φανούν χρήσιμα στη μελέτη της συμμετρίας βαθμίδος της

ελαττωμένης θεωρίας. Για το βαρυτικό κομμάτι της θεωρίας από την εξίσωση (49):

S =

∫
dDx
√
−ge−φ[R + (∇φ)2 +

1

4
DµGMND

µGMN − 1

4
GMNV

M
µν V

Nµν

− γMNP (2γNMP + γKΛΣGMKG
NΛGPΣ)] (2.69)

Προχωρούμε τώρα στην ελάττωση των πεδίων ύλης.
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2.2.1 Ελάττωση των Yang-Mills και Kalb-Ramond πεδίων

Για το πεδίο Yang-Mills επιλέγουμε την ακόλουθη μορφή:

ÂI = AIµdx
µ + AIMη

M + σI = AI + σI (2.70)

όπου οι 1-μορφές σI αποτελούν γενίκευση των όρων mI
MNy

N
. Υπολογίζοντας το αν-

τίστοιχο πεδίο έχουμε:

F I = dAI = ∂[µA
I
ν]dx

µ ∧ dxν + ∂µA
I
Mdx

µ ∧ ηM − AIPγPMNη
M ∧ ηN + dσI

Στην περίπτωση του επίπεδου τόρου είχαμε από την εξίσωση (2.36) τον όρο

−mI
MNdy

M ∧ dyN

και πρέπει στο όριο που γPMN → 0 να έχουμε το προηγούμενο αποτέλεσμα. Συνε-

πώς πρέπει:

dσI = −mI
MNη

M ∧ ηN (2.71)

Φυσικά πρέπει να ισχύει:

d2σI = 0↔ mI
[M |Nγ

N
PQ]η

M ∧ ηP ∧ ηQ = 0↔

mI
MNγ

N
PQ +mI

MQγ
N
NP +mI

MPγ
N
QN = 0 (2.72)

Η άνωθεν είναι η Jacobi ταυτότητα για τις σταθερές δομής. Με βάση τα παραπάνω

έχουμε την ακόλουθη έκφραση για το Yang-Mills πεδίο:

F I = 1
2
(∂µA

I
ν − ∂νAIµ)dxµ ∧ dxν + ∂µA

I
Mdx

µ ∧ ηM − (mI
MN + AIPγ

P
MN)ηM ∧ ηN

Ακολουθώντας τη γνωστή διαδικασία έχουμε:

F I = 1
2
(∂µA

I
ν − ∂νAIµ − 2∂[µA

I
MV

M
ν] − 2mI

MNV
M
µ V N

ν − AIPγPMNV
M
µ V N

ν )dxµ ∧ dxν

+ (∂µA
I
M − 2(mI

MN +AIPγ
P
MN)V N

µ )EM
A dx

µ ∧EA− (mI
MN +AIPγ

P
MN)EM

A E
N
BE

A ∧EB

Ορίζοντας σε αυτό το σημείο:

DµA
I
M = ∂µA

I
M − 2(mI

MN + AIPγ
P
MN)V N

µ (2.73)

και χρησιμοποιώντας την (2.36)καθώς και τον ορισμό του μη αβελιανού πεδίου:

V M
µν = ∂µV

M
ν − ∂νV M

µ − 2γMNPV
N
µ V

P
ν (2.74)
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βρίσκουμε τελικά για το ελαττωμένο πεδίο:

F I =
1

2
(F I

µν + AIMV
M
µν )dxµ ∧ dxν +DµA

I
ME

M
A dx

µ ∧ EA

− (mI
MN + AIPγ

P
MN)EM

A E
N
BE

A ∧ EB
(2.75)

Για την ελάττωση του Kalb-Ramond πεδίου εργαζόμαστε όπως πριν υπολογίζοντας

πρώτα τους όρους Chern-Simons:

AI∧F I = 1
2
AIµF̂

I
νλdx

µ∧dxν∧dxλ+(1
2
AIM F̂

I
µν+ 1

2
σM F̂

I
µν+AI[µ∂ν]AM)dxµ∧dxν∧ηM−

(AµF̂MN +A[M∂µAN ] + σ[M∂µAN ])dx
µ ∧ ηM ∧ ηN − ((A[M + σ[M)F̂NP ])η

M ∧ ηN ∧ ηP

όπου χρησιμοποιήσαμε την αρχική μορφή του Yang-Mills πεδίου και ορίσαμε:

F̂ I
µν = ∂µA

I
ν − ∂νAIµ

F̂ I
MN = mI

MN + AIPγ
P
MN

Παρατηρούμε πως η εξάρτηση από τις εσωτερικές συντεταγμένες βρίσκεται στους εξής

3 όρους:

�
1
2
F̂µνσMdx

µdxνηM = d(Aµdx
µ) ∧ σ

� σM∂µANdx
µ ∧ ηM ∧ ηN = d(AMη

M) ∧ σ − AMd(ηM) ∧ σ

� σ[M F̂NP ]η
M ∧ ηN ∧ ηP

Συνεπώς ορίζουμε το πεδίο B̂ ως:

B̂ = B + 1
2
α + 1

2
β + c

όπου α = AIMη
M ∧ σI , β = AIµdx

µ ∧ σI , ο όρος B είναι ανεξάρτητος των εσωτερι-
κών συντεταγμένων, οι όροι α,β υπάρχουν για να εξουδετερώσουν τους αντίστοιχους

όρους προερχόμενους από την Chern-Simons συνεισφορά και ο όρος c περιέχει την

εξάρτηση του πεδίου B̂ από τις εσωτερικές συντεταγμένες και θα επιλεγεί κατάλληλα

στην πορεία. Ουσιαστικά γενικεύουμε τη μορφή που είχαμε επιλέξει για τον επίπεδο

τόρο (2.39). Σημειώνουμε πως ισχύει α+ β = AI ∧ σI . Με βάση αυτά βρίσκουμε για
το πεδίο H:

H = dB̂ − 1
2
A ∧ F =

dB − 1
4
AµF̂νλdx

µ ∧ dxν ∧ dxλ
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− 1
2
(1

2
AM F̂µν + A[µ∂ν]AM)dxµ ∧ dxν ∧ ηM

+ 1
2
(A[M∂µAN ] − Aµ(2mMN + APγ

P
MN))dxµ ∧ ηM ∧ ηN

+ 1
2
AIM(2mI

NP + AIKγ
K
NP )ηM ∧ ηN ∧ ηP + dc+ 1

2
σ[MmNP ]η

M ∧ ηN ∧ ηP

Ο τελευταίος όρος επαναγράφεται ως:

1
2
σI[Mm

I
NP ]η

M ∧ ηN ∧ ηP = −1
2
σI ∧ dσI

Επιλέγουμε τον όρο c έτσι ώστε από τη μία να εξουετερώνει τον όρο αυτό ο οπο-

ίος έχει εξάρτηση από τις εσωτερικές συντεταγμένες και ταυτόχρονα να μας δίνει τις

συνιστώσες του πεδίου H οι οποίες βρίσκονται εντός του τόρου χωρίς όμως να εξαρ-

τώνται από αυτόν. Συγκεκριμένα θεωρούμε:

dc+
1

2
σ[MmNP ]η

M ∧ ηN ∧ ηP =
1

2
βMNPη

M ∧ ηN ∧ ηP (2.76)

Θεωρώντας τώρα την εξωτερική παράγωγο της άνωθεν έκφρασης έχουμε:

d(dc− 1
2
σI ∧ σI) = −1

2
dσI ∧ dσI = −1

2
mI

[MNm
I
PK]η

M ∧ ηN ∧ ηP ∧ ηK

Από την άλλη:

1
2
d(βMNPη

M ∧ ηN ∧ ηP ) = 3
2
βΛ[MNγ

Λ
PK]η

M ∧ ηN ∧ ηP ∧ ηK

Εξισώνοντας τα 2 αποτελέσματα:

mI
[MNm

I
PK] = 3βΛ[MNγ

Λ
PK] (2.77)

Αυτή είναι και η τελευταία από τις ανεξάρτητες ταυτότητες Jacobi της ελαττωμένης

θεωριας και στο όριο γMNP → 0 ανακτούμε την (2.40). ΄Εχουμε λοιπόν την ακόλουθη

μορφή για την ελάττωση του πεδίου H:

H = 1
2
(∂[µBνλ] − 1

2
AI[µF̂

I
νλ])dx

µ ∧ dxν ∧ dxλ

+ (∂[µBν]M − 1
4
AIM F̂

I
µν − 1

2
AIµ∂νA

I
M)dxµ ∧ dxν ∧ ηM

+ (BµPγ
P
MN + 1

2
∂µBMN + AIµm

I
MN + 1

2
AIµA

I
Pγ

P
MN + 1

2
AI[M∂µA

I
N ])dx

µ ∧ ηM ∧ ηN

+ 1
2
(βMNP + 2AIMm

I
NP + CMKγ

K
NP )ηM ∧ ηN ∧ ηP

΄Οπως και πριν, εκφράζουμε το πεδίο στην αναλλοίωτη βάση και έπειτα υπολογίζου-

με τις επιμέρους συνεισφορές:
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H = (Ĥµνλ − ĤµνMV
M
λ + ĤµMNV

M
ν V N

λ − ĤMNPV
M
µ V N

ν V
P
λ )dxµ ∧ dxν ∧ dxλ

+ (ĤµνM + 2ĤµMNV
N
ν + 3ĤMNPV

N
µ V

P
ν )EM

A dx
µ ∧ dxν ∧ EA

+ (ĤµMN − 3ĤMNPV
P
µ )EM

A E
N
B dx

µ ∧ EA ∧ EB + ĤMNPE
M
A E

N
BE

P
CE

A ∧ EB ∧ EC

Υπολογίζουμε τον όρο: ĤµMN−3ĤMNPV
P
µ . Αντικαθιστώντας τις ποσότητες έχουμε:

ĤµMN − 3ĤMNPV
P
µ = 1

2
∂µBMN +BµPγ

P
MN + AIµm

I
MN + 1

2
AI[M∂µA

I
N ] + 1

2
AIµA

I
Pγ

P
MN

− 3
2
βMNPV

P
µ − 3AI[Mm

I
NP ] − 3C[M |Kγ

K
NP ]V

P
µ

Γράφουμε τους πλήρως αντισυμμετρικούς τανυστές σε μορφή αντισυμμετρική στους

δείκτες MN ως εξής:

AI[Mm
I
NP ] = 1

3
(AIMm

I
NP +AIPm

I
MN +AINm

I
PM) = 1

3
(AIMm

I
NP +AIPm

I
MN −AINmI

MP )

= 1
3
(2AI[Mm

I
N ]P + AIPm

I
MN)

Ομοίως για τον όρο C[M |Kγ
K
NP ] έχουμε:

C[M |Kγ
K
NP ] = 1

3
(2C[M |Kγ

K
N ]P + CPKγ

K
MN)

= 1
3
(2B[MKγ

K
N ]P +BPKγ

K
MN + AI[MA

I
Kγ

K
N ]P + 1

2
AIPA

I
Kγ

K
MN)

Αντικαθιστώντας τα παραπάνω αποτελέσματα έχουμε:

ĤµMN − 3ĤMNPV
P
µ =

1
2
(∂µBMN+2BµPγ

P
MN+2AIµm

I
MN+AI[M∂µA

I
N ]+A

I
µA

I
Pγ

P
MN−3βMNPV

P
µ −4AI[Mm

I
N ]PV

P
µ

−2AIPm
I
MNV

P
µ −4B[MKγ

K
N ]PV

P
µ −2BPKγ

K
MNV

P
µ −2AI[MA

I
Kγ

K
N ]PV

P
µ −AIPAIKγKMNV

P
µ )

= 1
2
[AI[MDµA

I
N ] + ∂µBMN + 2(BµP +BPKV

K
µ + 1

2
(AIµ − AIKV K

µ )AIP )γPMN

+ 2(AIµ − AIPV P
µ )mI

MN − 2AI[Mm
I
N ]PV

P
µ − 3βMNPV

P
µ + 4BK[Mγ

K
N ]PV

P
µ ] =

1
2
[AI[MDµA

I
N ]+∂µBMN+2bµPγ

P
MN+2aIµm

I
MN−3βMNPV

P
µ −2AI[Mm

I
N ]PV

P
µ +4BK[Mγ

K
N ]PV

P
µ ]

= 1
2
(AI[MDµA

I
N ] +DµBMN)→

ĤµMN − 3ĤMNPV
P
µ =

1

2
(AI[MDµA

I
N ] +DµBMN) (2.78)
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DµBMN = ∂µBMN + 2bµPγ
P
MN + 2aIµm

I
MN − 3βMNPV

P
µ

− 2AI[Mm
I
N ]PV

P
µ + 4BQ[Mγ

Q
N ]PV

P
µ (2.79)

Περνώντας τώρα στον όρο (ĤµνM + 2ĤµMNV
N
ν + 3ĤMNPV

N
µ V

P
ν ) έχουμε:

ĤµνM + 2ĤµMNV
N
ν + 3ĤMNPV

N
µ V

P
ν =

∂[µBν]M − 1
2
AIM∂[µA

I
ν] + 1

2
AI[ν∂µ]A

I
M + 2B[µPV

N
ν] γ

P
MN + V N

[ν ∂µ]BMN + 2AI[µV
N
ν] m

I
MN

+AI[µV
N
ν] A

I
Pγ

P
MN+ 1

2
AIMV

N
[ν ∂µ]A

I
N− 1

2
AINV

N
[ν ∂µ]A

I
M+ 3

2
βMNPV

N
µ V

P
ν +3AI[Mm

I
NP ]V

N
µ V

P
ν

+ 3C[M |Kγ
K
NP ]V

N
µ V

P
ν

Αρχικά εκφράζουμε τους πλήρως αντισυμμετρικούς τανυστές σε μορφή αντισυμμετρική

στους δείκτες μ,ν.

3AI[Mm
I
NP ]V

N
µ V

P
ν = AIMm

I
NPV

N
µ V

P
ν + AIPm

I
MNV

N
µ V

P
ν + AINm

I
PMV

N
µ V

P
ν =

AIMm
I
NPV

N
µ V

P
ν + 2AI[Pm

I
M |N ]V

N
µ V

P
ν = AIMm

I
NPV

N
µ V

P
ν − 2AIPm

I
MNV

N
[ν V

P
µ]

Η τελευταία ισότητα αιτιολογείται από το γεγονός ότι η αντισυμμετρικότητα στους

N,P δείκτες ισοδυναμεί με αντισυμμετρικότητα στους μ,ν δείκτες εξαιτίας των όρων

V N
µ V

P
ν . Ομοίως για τον όρο 3C[M |Kγ

K
NP ]V

N
µ V

P
ν έχουμε:

3C[M |Kγ
K
NP ]V

N
µ V

P
ν = CMKγ

K
NPV

N
µ V

P
ν + 2CPKγ

K
MNV

N
[µ V

P
ν] =

CMKγ
K
NPV

N
µ V

P
ν + 2(BPK + 1

2
AIPA

I
K)γKMNV

N
[µ V

P
ν] =

CMQγ
K
NPV

N
µ V

P
ν + 2(BPK − 1

2
AIPA

I
K)γPMNV

N
[ν V

K
µ]

Με βάση τα παραπάνω έχουμε:

ĤµνM + 2ĤµMNV
N
ν + 3ĤMNPV

N
µ V

P
ν =

∂[µbν]M − 1
2
AIMF

I
µν + 2(B[µP +BPKV

K
[µ + 1

2
AI[µA

I
P − 1

2
AIPA

I
KV

K
[µ )V N

ν] γ
P
MN

+3
2
βMNPV

N
µ V

P
ν −(BMN+1

2
AIMA

I
N)∂[µV

N
ν] +CMKγ

K
NPV

N
µ V

P
ν +2(AI[µ−AIPV P

[µ )V N
ν] m

I
MN =

∂[µbν]M − 1
2
AIMF

I
µν + 2b[µPV

N
ν] γ

P
MN + 3

2
βMNPV

N
µ V

P
ν − CMN∂[µV

N
ν] + CMNγ

N
PKV

P
µ V

K
ν

+ 2aI[µV
N
ν] m

I
MN =

42



1
2
[∂µbνM − ∂νbµM + 4aI[µV

N
ν] m

I
MN + 4b[µPV

N
ν] γ

P
MN + 3βMNPV

N
µ V

P
ν

− AIMF I
µν − CMN(∂µV

N
ν − ∂νV N

µ − 2γNPKV
P
µ V

K
ν )] =

1
2
(HµνM − AIMF I

µν − CMNV
N
µν ]

όπου έχουμε:

HµνM = ∂µbνM − ∂νbµM + 4aI[µV
N
ν] m

I
MN + 4b[µPV

N
ν] γ

P
MN + 3βMNPV

N
µ V

P
ν (2.80)

Προχωρούμε τώρα στον υπολογισμό του τελευταίου όρου:

Ĥµνλ − ĤµνMV
M
λ + ĤµMNV

M
ν V N

λ − ĤMNPV
M
µ V N

ν V
P
λ

Αντικαθιστώντας τις εκφράσεις για τον κάθε όρο έχουμε:

Ĥµνλ − ĤµνMV
M
λ + ĤµMNV

M
ν V N

λ − ĤMNPV
M
µ V N

ν V
P
λ =

1
2
∂[µBνλ]− 1

4
AI[µF̂

I
νλ]− ∂[νBλ]MV

M
µ + 1

4
AIMV

M
µ F̂ I

νλ + 1
2
V M
µ AI[ν∂λ]A

I
M +BµPγ

P
MNV

M
ν V N

λ

+ 1
2
∂µBMNV

M
ν V N

λ + AIµm
I
MNV

M
ν V N

λ + 1
2
AIµA

I
Pγ

P
MNV

M
ν V N

λ + 1
2
AIM∂µA

I
NV

M
[ν V

N
λ]

− 1
2
βMNPV

M
µ V N

ν V
P
λ − AI[MmI

NP ]V
M
µ V N

ν V
P
λ − C[M |Kγ

K
NP ]V

M
µ V N

ν V
P
λ

Επειδή οι όροι στην άνωθεν έκφραση είναι αντισυμμετρίκοί ως προς τους δείκτες ν,λ

και θέλουμε το αποτέλεσμα να είναι πλήρως αντισυμμετρικό στους δείκτες μ,ν,λ ξανα-

γράφουμε την άνωθεν έκφραση ως εξής:

Ĥµνλ − ĤµνMV
M
λ + ĤµMNV

M
ν V N

λ − ĤMNPV
M
µ V N

ν V
P
λ =

1
6
(∂µBνλ − 1

2
aIµF̂

I
νλ − 2∂[νBλ]MV

M
µ + V M

µ AI[ν∂λ]A
I
M + 2BµPγ

P
MNV

M
ν V N

λ

+ ∂µBMNV
M
ν V N

λ + 2AIµm
I
MNV

M
ν V N

λ + AIµA
I
Pγ

P
MNV

M
ν V N

λ + AIM∂µA
I
NV

M
[ν V

N
λ]

− βMNPV
M
µ V N

ν V
P
λ − 2AIMm

I
NPV

M
µ V N

ν V
P
λ − 2CMKγ

K
NPV

M
µ V N

ν V
P
λ + cyc.perm.)

Συγκεντρώνοντας τους γ-όρους:

2BµPγ
P
MNV

M
ν V N

λ + AIµA
I
Pγ

P
MNV

M
ν V N

λ − 2CMKγ
K
NPV

M
µ V N

ν V
P
λ =

2BµPγ
P
MNV

M
ν V N

λ + AIµA
I
Pγ

P
MNV

M
ν V N

λ − 2(BMK + 1
2
AIMA

I
K)γKNPV

M
µ V N

ν V
P
λ =
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2(BµP +BPKV
K
µ + 1

2
AIµA

I
P − 1

2
AIPA

I
KV

K
µ )γPMNV

M
ν V N

λ =

2(BµP +BPKV
K
µ + 1

2
aIµA

I
P )γPMNV

M
ν V N

λ = 2bµPγ
P
MNV

M
ν V N

λ

Για τους m-όρους έχουμε:

2AIµm
I
MNV

M
ν V N

λ −2AIMm
I
NPV

M
µ V N

ν V
P
λ = 2(AIµ−AIPV P

µ )mI
MNV

M
ν V N

λ = 2aIµm
I
MNV

M
ν V N

λ

Οι υπόλοιποι όροι δίνουν τα γνωστά αποτελέσματα από την Kaluza-Klein ελάττωση.

Είμαστε πλέον σε θέση να δώσουμε την τελική έκφραση για την ελαττωμένη 3-μορφή

Hµνλ. ΄Εχουμε:

Hµνλ = Ĥµνλ − ĤµνMV
M
λ + ĤµMNV

M
ν V N

λ − ĤMNPV
M
µ V N

ν V
P
λ =

∂µbνλ−1
2
aIµ∂ν(a

I
λ−∂λaIν)−bµM∂[νV

M
λ] −V M

µ ∂[νbλ]M+2aIµm
I
MNV

M
ν V N

λ +2bµPγ
P
MNV

M
ν V N

λ

− βMNPV
M
µ V N

ν V
P
λ =

∂µbνλ − 1
2
V M
µ (∂νbλM − ∂λbνM + 3βMNPV

N
ν V

P
λ + 4γPMNb[νPV

N
λ] + 4mI

MNa
I
[νV

N
λ] )

− 1
2
aIµ∂ν(a

I
λ − ∂λaIν − 2mI

MNV
M
ν V N

λ )− 1
2
bµM(∂νV

M
λ − ∂λV M

ν − 2γMNPV
N
ν V

P
λ )

−mI
MNa

I
µV

M
ν V N

λ − γMNP bµMV N
ν V

P
λ + 1

2
βMNPV

M
µ V N

ν V
P
λ

Γενικεύοντας τον ορισμό του ελαττωμένου πεδίου Kalb-Ramond

Hµνλ = ∂µbνλ −
1

2
aIµF

I
νλ −

1

2
V M
µ HνλM −

1

2
bµMV

M
νλ

−mI
MNa

I
µV

M
ν V N

λ − γMNP bµMV N
ν V

P
λ +

1

2
βMNPV

M
µ V N

ν V
P
λ (2.81)

Συνολικά λοιπόν για την ελάττωση του πεδίου H έχουμε:

H =
1

6
Hµνλdx

µ ∧ dxν ∧ dxλ +
1

2
(HµνM − AIMF I

µν − CMNV
N
µν )EM

A dx
µ ∧ dxν ∧ EA

+
1

2
(DµBMN + AI[MDµA

I
N ])E

M
A E

N
B dx

µ ∧ EA ∧ EB

+
1

2
(βMNP + 2AIMm

I
NP + 2CMKγ

K
NP )EM

A E
N
BE

P
CE

A ∧ EB ∧ EC
(2.82)
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Και η ελαττωμένη δράση είναι:

S = −
∫
dDx
√
−ge−φ[

1

12
HµνλH

µνλ +
1

4
GMN(HµνM − AIMF I

µν − CMPV
P
µν)×

(Hµν
N −A

I
NF

Iµν−CNPV Pµν)+
1

4
GMPGNK(DµBMN+AI[MDµA

I
N ])(DµBPK+AI[PDµA

I
K])

+
3

4
GMKGNPGΛΣ(βMNΛ+2AI[Mm

I
NΛ]−2CT [Mγ

T
NΛ])(βKPΣ+2AI[Km

I
PΣ]−2CT [Kγ

T
PΣ])]

(2.83)

2.2.2 Συμμετρία βαθμίδος της ελαττωμένης θεωρίας

Σε αυτό το σημείο θα εξετάσουμε τις μεταβολές στη συμμετρία βαθμίδος της ελατ-

τωμένης θεωρίας εξαιτίας της εισαγωγής των παραμέτρων mI
MN , βMNP , γ

M
NP . ΄Οπως

έχει φανεί από τον ορισμό των πεδίων F I
µν η γενικότερη συμμετρία βαθμίδος έχει γίνει

πλέον μη Αβελιανή. Θα ξεκινήσουμε τη μελέτη μας από τους μετασχηματισμούς Kalb-

Ramond, έπειτα τους μετασχηματισμούς Yang-Mills και τέλος τους μετασχηματισμούς

Kaluza-Klein. ΄Επειτα θα προσδιορίσουμε την άλγεβρα των μετασχηματισμών βαθ-

μίδος.

Ως γνωστόν η 2-μορφή B εισάγει μια συμμετρία βαθμίδος μέσω μιας 1-μορφής στην

αρχική θεωρία, καθώς κατά το μετασχηματισμό: B́ = B+dκ όπου k = kµdx
µ+kMdy

M

κάποια συνάρτηση, το πεδίο H παραμένει αναλλοίωτο. Μετά τη διαστατική ελάττωση

θα έχουμε d U(1) συμμετρίες εξαιτίας των εσωτερικών συντεταγμένων του κ καθώς

και την ελαττωμένη συμμετρία του πεδίου Bµν . Προκειμένου τα ελαττωμένα πεδία να

παραμένουν ανεξάρτητα των εσωτερικών συντεταγμένων πρέπει να απαιτήσουμε και

από τις παραμέτρους του μετασχηματισμού το ίδιο. Θέτοντας kµ = 0 έχουμε:

δB = d(kMη
M) = ∂µkMdx

µ ∧ ηM − 2kMγ
M
NPη

N ∧ ηP

Με βάση τα παραπάνω, έχουμε για τα δυναμικά:

B́MN = BMN − 2kPγ
P
MN

B́µM = BµM + ∂µkM

B́µν = Bµν

Χρησιμοποιώντας τους ορισμούς (2.24), (2.27) και (2.36) βρίσκουμε:

B́MN = BMN − 2kPγ
P
MN (2.84)

b́µ = bµM + ∂µκM − 2κPγ
P
MNV

N
µ (2.85)

b́µν = V M
[µ ∂ν]κ=

1

2
V M
µν κM + γMNPκMV

N
µ V

P
ν (2.86)
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Στον τελευταίο όρο κάναμε παραγοντική ολοκλήρωση και αγνοήσαμε την τέλεια πα-

ράγωγο μέσω ενός ελαττωμένου μετασχηματισμού Kalb-Ramond.

Περνούμε τώρα στους μετασχηματισμούς Yang-Mills. Στην αρχική θεωρία αυτοί

είναι: δAI = dΛI
. Επιθυμώντας τη διατήρηση της μορφής ελάττωσης και την ανε-

ξαρτησία των πεδίων από τις εσωτερικές συντεταγμένες, απαιτούμε την ανεξαρτησία

των μετασχηματισμών από τα y. Για τα ελαττωμένα δυναμικά έχουμε όπως και στην

περίπτωση του επίπεδου τόρου:

ÁIM = AIM

áIµ = aIµ + ∂µλ
I

Οι μετασχηματισμοί αυτοί αφήνουν το Yang-Mills τομέα της δράσης αναλλοίωτο. Οι

Yang-Mills μετασχηματισμοί όμως επιδρούν και στα Kalb-Ramond πεδία, από τη μία

μέσω των όρων Chern-Simons και από την άλλη μέσω της εμφάνισης τους στη μορφή

ελάττωσης. Για τους Chern-Simons όρους έχουμε:

H́ = dB́ − 1
2
ÁI ∧ F I = dB́ − 1

2
AI ∧ F I − 1

2
dΛI ∧ F I =

d(B́ − 1
2
ΛIF I)− 1

2
AI ∧ F I

όπου χρησιμοποιήσαμε ότι dF I = 0. Οπότε για να είναι αναλλοίωτο το H πρέπει:

δB = 1
2
ΛIF I + dΩ, όπου εισάγουμε μια 1-μορφή Ω προκειμένου να σβήσουμε τέλειες

παραγώγους. Από την άλλη η μορφή ελάττωσης για το B είναι:

B = 1
2
Bµνdx

µ ∧ dxν +BµMdx
µ ∧ ηM + 1

2
BMNdy

M ∧ ηN + 1
2
AIµdx

µ ∧ σI

+ 1
2
AIMη

M ∧ σI

Εκτός από τους B όρους αλλάζει και ο AIµ ∧ σI όρος ένώ ο AIM ∧ σI παραμένει
ίδιος (αν θεωρήσουμε το μετασχηματισμό ΛI = λI(x)). Συγκεντρώνοντας τις 2 συνει-

σφορές περιμένουμε για το μετασχηματισμό του B:

1
2
B́µνdx

µ ∧ dxν + B́µMdx
µηM + 1

2
B́MNη

M ∧ ηN + 1
2
ÁIµdx

µ ∧ σI =

1
2
Bµνdx

µ ∧ dxν +BµMdx
µ ∧ ηM + 1

2
BMNη

M ∧ ηN + 1
2
AIµdx

µ ∧ σI + 1
2
λIF I

+ dΩ

Για τον A-όρο έχουμε:

ÁIµdx
µ ∧ σI = AIµdx

µ ∧ ηM + ∂µλ
Idxµ ∧ σI
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Ολοκληρώνοντας κατά μέλη τον τελευταίο όρο:

∂µλ
Idxµ ∧ σI = d(λIσI) + λImI

MNη
M ∧ ηN

Οπότε έχουμε:

1
2
B́µνdx

µ ∧ dxν + B́µMdx
µ ∧ ηM + 1

2
B́MNη

M ∧ ηN =

1
2
Bµνdx

µ ∧ dxν +BµMdx
µ ∧ dyM + 1

2
BMNdy

M ∧ ηN + 1
2
λIF I − 1

2
λImI

MNη
M ∧ ηN

d(Ω− 1
2
λIσI) =

1
2
(Bµν + 1

2
λIF̂ I

µν)dx
µ ∧ dxν + (BµM + 1

2
λI∂µA

I
M)dxµ ∧ dyM

+ 1
2
(BMN − 2λImI

MN − λIAIPγIMN)ηM ∧ ηN + d(Ω− 1
2
λIσI) =

1
2
(Bµν + 1

2
λIF̂ I

µν)dx
µ ∧ dxν + (BµM − 1

2
∂µλ

IAIM)dxµ ∧ ηM

+ 1
2
(BMN − 2λImI

MN)ηM ∧ ηN + d(Ω + 1
2
λIAIMη

M − 1
2
λIσI)

το οποίο συνεπάγεται:

B́µν = Bµν + 1
2
λIF̂ I

µν

B́µM = BµM + 1
2
λI∂µA

I
M

B́MN = BMN − 2λImI
MN

Οι παραπάνω μετασχηματισμοί συνεπάγονται για τα ελαττωμένα δυναμικά

B́MN = BMN − 2λImI
MN (2.87)

b́µM = B́µM + B́MNV
N
µ + 1

2
AIM á

I
µ = BµM − 1

2
∂µλ

IAIM +BMNV
N
µ − 2mI

MNV
N
µ

+ 1
2
AIMaIµ + 1

2
AIM∂µλ

I →

b́µM = bµM − 2λImI
MNV

N
µ (2.88)

b́µν = B́µν + V M
[µ b́µM − B́MNV

M
µ V N

ν − AIMV M
[µ á

I
ν] =

Bµν + 1
2
λIF̂ I

µν + V M
[µ bν] − 2λImI

MNV
M
µ V N

ν −BMNV
M
µ V N

ν + 2λImI
MNV

M
µ V N

ν
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− AIMV M
[µ a

I
ν] − AIMV M

[µ ∂ν]λ
I = bµν + 1

2
λI(∂µa

I
µ − ∂νaIµ)− ∂[ν(λ

IAIMV
M
µ] )→

b́µν = bµν +
1

2
λIF I

µν + λImI
MNV

M
µ V N

ν (2.89)

Στο τελευταίο κομμάτι αγνοήσαμε την ολική παράγωγο ∂[ν(λ
IAIMV

M
µ] ) καθώς αποτε-

λεί μετασχηματισμό της μορφής Kalb-Ramond. Βλέπουμε πως οι μετασχηματισμοί

Yang-Mills είναι ανεξάρτητοι των γMNP συνεπώς είναι ίδιοι με τους αντίστοιχους μετα-

σχηματισμούς για επίπεδο εσωτερικού τόρου.

Περνούμε τώρα στους μετασχηματισμούς Kaluza-Klein. Αυτή η κατηγορία μετα-

σχηματισμών είναι η πιο σύνθετη καθώς επηρεάζει τα πεδία ύλης και των 3 τομέων.

΄Εχουμε σχολιάσει ήδη πως ο μετασχηματισμός για τα GMN , V
M
µ είναι:

ǴMN = GMN + 2γPMKω
KGPN + 2γPNKω

KGPM +O(ω2)

V́ M
µ = V M

µ − 2γMNPω
PV N

µ + ∂µω
M +O(ω2)

Από το νόμο μετασχηματισμού του GMN βλέπουμε πως είναι ευθύ γινόμενο βαθμωτών

που ανήκουν στην απλέτα (εφόσον δεν εμπεριέχονται άλλα πεδία) και στις 2 συζυγής

αναπαραστάσεις (με φορτίο -1) της ομάδας ισομετριών.

Εξετάζουμε τώρα την επίδραση των μετασχηματισμών αυτών στα πεδία Yang-Mills.

Από τις 1-μορφές σI έχουμε:

dσ́I = −mI
MN ή

M∧ήN = −mI
MN(ηM−2γMPKω

KηP−dωM)∧(ηN−2γNΛΣω
ΣηΛ−dωN) =

d(σI) + 2mI
MNdω

M ∧ ηN + 2γMPKm
I
MNω

KηP ∧ ηN + 2γNΛΣm
I
MNω

ΣηM ∧ ηΛ =

d(σI + 2mI
MNω

MηN) + 2(mI
MNγ

N
PKω

MηP ∧ ηK + γMPKm
I
MNω

KηP ∧ ηN

+ γNΛΣm
I
MNω

ΣηM ∧ ηΛ)

Οι γ-όροι μπορούν να επαναγραφούν ως:

mI
MNγ

N
PKω

MηP ∧ ηK +mI
NKγ

N
PMω

MηP ∧ ηK +mI
KNγ

N
PMω

MηK ∧ ηP =

(mI
MNγ

N
PK +mI

KNγ
N
MP +mI

PNγ
N
KM)ωMηP ∧ ηK = 0

Το παραπάνω αποτέλεσμα απορρέει από την ταυτότητα Jacobi (2.72). Συνολικά λοιπόν

για το μετασχηματισμό των μορφών σI έχουμε:

σ́I = σI + 2mI
MNω

MηN + dΞ (2.90)

όπου Ξ είναι κάποια αυθαίρετη 0-μορφή. Τον μετασχηματισμό αυτόν μπορούμε να τον

αγνοήσουμε καθώς είναι μετασχηματισμός Yang-Mills (άρα μπορούμε πάντα να κάνου-

με έναν αντίστοιχο μετασχηματισμό ÁI = AI−dΞ και να τον σβήσουμε). Για τα πεδία
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AI έχουμε:

ÁI = ÁIµdx
µ + ÁIM ή

M + dσ́I =

ÁIµdx
µ + ÁIM(ηM − 2γMNPω

PηN − dωM) + σI + 2mI
MNω

MηN =

(ÁIµ − ∂µωMAIM)dxµ + (ÁIM − 2ÁINγ
N
MPω

P − 2mI
MNω

N)ηM + σI

Η παραπάνω σχέση συνεπάγεται:

ÁIµ = AIµ + ∂µω
MAIM

ÁIM = AIM + 2γNMPω
P + 2mI

MNω
N

Με βάση αυτές, έχουμε από την (118) για τα ελαττωμένα δυναμικά:

ÁIM = AIM + 2γNMPω
P + 2mI

MNω
N

(2.91)

áIµ = ÁIµ − ÁIM V́ M
µ = AIµ + ∂µω

MAIM − (AIM + 2γNMPω
P + 2mI

MNω
N)

× (V M
µ − 2γMNPω

PV N
µ + ∂µω

M)→

áIµ = aIµ − 2mI
MNω

NV M
µ +O(ω2) (2.92)

Τέλος εξετάζουμε την επίδραση που έχουν οι μετασχηματισμοί αυτοί στο δυναμικό της

2-μορφής. Ανακαλούμε ότι: B̂ = B + α + β + c και α + β = AI ∧ σI . Ο μετασχημα-
τισμός των 2-μορφών α,β είναι γνωστός από πριν. Για το μετασχηματισμό της μορφής

c ξεκινούμε από την εξωτερική παράγωγο της:

dc = −1
2
mI
MNσ

I ∧ ηM ∧ ηN + 1
2
βMNPη

M ∧ ηN ∧ ηP

Αν θεωρήσουμε τη διαφορά ανάμεσα στις 2 μορφές: δc = ć − c τότε από την πα-

ραπάνω εξίσωση έχουμε:

dδc = −1
2
mI
MNδσ

I ∧ ηM ∧ ηN −mI
MNσ

I ∧ δηM ∧ ηN + 1
2
βMNP δ(η

M ∧ ηN ∧ ηP ) =

1
2
δσI ∧ dσI −mI

MNσ
I ∧ (−2γMPKω

KηP − dωM) ∧ ηN + 1
2
βMNP δ(η

M ∧ ηN ∧ ηP ) =

1
2
δσI∧dσI+2mI

MNγ
M
KPω

PσI∧ηK∧ηN +mI
MNσ

I∧dωM∧ηN + 1
2
βMNP δ(η

M∧ηN∧ηP )

Χρησιμοποιώντας ότι:

mI
MNσ

I ∧ dωM ∧ ηN = mI
MNσ

I ∧ d(ωMηN) +mI
MNγ

N
KPω

MσI ∧ ηK ∧ ηP
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και

mI
MNγ

N
KPω

MσI ∧ ηK ∧ ηP + 2mI
MNγ

N
KPω

PσI ∧ ηK ∧ ηN =

ωMσI ∧ ηK ∧ ηP (mI
MNγ

N
KP +mI

PNγ
I
MK +mI

KNγ
N
PM) = 0

καταλήγουμε στο: dδc = 1
2
δσI ∧ dσI +mI

MNσ
I ∧ d(ωMηN) + 1

2
βMNP δ(η

M ∧ ηN ∧ ηP )

Χρησιμοποιώντας τις ιδιότητες μετασχηματισμού των σI :

dδc = dσI ∧ (mI
MNω

MηN + 1
2
dξI) + σI ∧ d(mI

MNω
MηN) + 1

2
βMNP δ(η

M ∧ ηN ∧ ηP ) =

2dσI ∧ (mI
MNω

MηN + 1
2
dξI)− dσI ∧ (mI

MNω
MηN + 1

2
dξI) + σI ∧ d(mI

MNω
MηN)

+ 1
2
βMNP δ(η

M ∧ ηN ∧ ηP ) =

2dσI ∧ (mI
MNω

MηN)− dσI ∧ (mI
MNω

MηN − dΞI) + σI ∧ d(mI
MNω

MηN)

+ 1
2
βMNP δ(η

M ∧ ηN ∧ ηP ) =

−dθ− 2mI
MNm

I
KPω

MηKηPηN − 3βMNPγ
M
KΛω

ΛηK ∧ ηN ∧ ηP − 3
2
βMNPdω

M ∧ ηN ∧ ηP

όπου χρησιμοποιήσαμε την:

βMNP δ(η
M ∧ ηN ∧ ηP ) = 3βMNP δη

M ∧ ηN ∧ ηP = −6βMNPγ
M
KPω

PηK ∧ ηN ∧ ηP

και ορίσαμε: θ = σI ∧ (mI
MNω

MηN − 1
2
dΞI)

Μπορούμε να ολοκληρώσουμε την άνωθεν εξίσωση χρησιμοποιώντας την (2.77) και

να πάρουμε:

ć = c− θ − 3
2
βMNPω

MηN ∧ ηP + dΛ̃

όπου Λ̃ είναι μια τυχαία καθολική 1-μορφή. Χρησιμοποιώντας τους νόμους μετασχημα-

τισμού του AI μπορούμε να υπολογίσουμε τη συνεισφορά των μεταβολών των μορφών

α και β. Εύκολα μπορεί να δει κανείς πως σε πρώτη τάξη ως προς ω ότι:

ά + β́ = α + β + 2mI
MNω

MσI ∧ ηN + AI ∧ (2mI
MNω

MηN + dΞI)

Θυμίζουμε πως η εισαγωγή του μετασχηματισμού Yang-Mills dΞI
εισάγει στο πεδίο B̂

έναν μετασχηματισμό δB̂ = 1
2
ΞIF I

. Συνολικά λοιπόν έχουμε τον εξής μετασχηματι-

σμό εξαιτίας των μορφών α,β,c:
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B́ = B + 1
2
ΞIF I − δc− 1

2
δ(α + β) =

d(Λ− Λ̃− 1
2
AIΞI) + 3

2
βMNPω

MηN ∧ ηP − AI ∧ (mI
MNω

MηN)

Επιλέγουμε το μετασχηματισμό βαθμίδος του πεδίου B έτσι ώστε να σβήνει την τέλεια

παράγωγο: Λ = Λ̃− 1
2
AIΞI

και καταλήγουμε στην:

B́ = B +
3

2
βMNPω

MηN ∧ ηP − AI ∧ (mI
MNω

MηN) (2.93)

Βέβαια, ο μετασχηματισμός του πεδίου B έχει επιπλέον συνεισφορές από το μετασχη-

ματισμό των βάσεων ηM . Για τους μετασχηματισμούς αυτούς έχουμε:

B́ = 1
2
B́µνdx

µ ∧ dxν + B́µMdx
µ ∧ ήM + 1

2
B́MN ή

M ∧ ήN =

1
2
(B́µν − B́[µM∂ν]ω

M)dxµ ∧ dxν + (B́µM − 2B́µNγ
N
MPω

P +BMN∂µω
N)dxµ ∧ ηM

+ 1
2
(B́MN − 4B́[M |Kγ

K
N ]Pω

P )ηM ∧ ηN

Αθροίζοντας τις συνεισφορές βρίσκουμε τελικά:

B́MN = BMN − 4BK[Mγ
K
N ]Pω

P + 3βMNPω
P + 2AI[Mm

I
N ]Pω

P

B́µM = BµM + 2BµNγ
N
MPω

P −BMN∂µω
N + AIµm

I
MNω

N

Bµν = Bµν + 2B[µM∂ν]ω
M

Από αυτές μπορούμε να υπολογίσουμε το μετασχηματισμό των ελαττωμένων δυνα-

μικών. Για το bµM έχουμε:

b́µM = B́µM + B́MN V́
N
µ + 1

2
ÁIM á

I
µ =

BµM + 2BµNγ
N
MPω

P −BMN∂µω
N + AIµm

I
MNω

N +BMNV
N
µ − 4BK[Mγ

K
N ]Pω

PV N
µ

+ 3βMNPω
PV N

µ + 2AI[Mm
I
N ]Pω

PV N
µ − 2BMNγ

N
KPω

PV K
µ +BMN∂µω

N −BMN∂µω
N

+ 1
2
aIµA

I
M + 1

2
(2mI

MNω
N + 2γNMPA

I
N)aIµ + 1

2
AIM(−2mI

NPω
PV N

µ )

Από τους m-όρους έχουμε:

AIµm
I
MNω

N + 2AI[Mm
I
N ]Pω

PV N
µ +mI

MNω
NaIµ − AIMmI

NPω
PV N

µ =

AIµm
I
MNω

N + AIMm
I
NPω

PV N
µ − AINmI

MPω
PV N

µ +mI
MNω

NaIµ − AIMmI
NPω

PV N
µ =
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(AIµ − AIPV P
µ )mI

MNω
N +mI

MNω
NaIµ = 2aIµm

I
MNω

N

Από τους γ-όρους έχουμε:

2BµNγ
N
MPω

P − 4BK[Mγ
K
N ]Pω

PV N
µ − 2BMNγ

N
KPω

PV K
µ + γNMPA

I
Na

I
µ =

2BµNγ
N
MPω

P−2BKMγ
K
NPω

PV N
µ +2BKNγ

K
MPω

PV N
µ −2BMNγ

N
KPω

PV K
µ +γNMPA

I
Na

I
µ =

2BµNγ
N
MPω

P−2BNMγ
N
KPω

PV K
µ +2BKNγ

K
MPω

PV N
µ −2BMNγ

N
KPω

PV K
µ +γNMPA

I
Na

I
µ =

2(BµN +BNKV
K
µ + 1

2
AIMa

I
µ)γNMPω

P = 2bµNγ
N
MPω

P

Συνεπώς έχουμε:

b́µM = bµM + 2bµNγ
N
MPω

P + 2aIµm
I
MNω

N + 3βMNPV
N
µ ω

P +O(ω2) (2.94)

Απομένει ο υπολογισμός του b́µν , που είναι και ο πιο μακροσκελής. ΄Εχουμε:

b́µν = B́µν + V́ M
[µ b́ν] − B́MN V́

M
µ V́ N

ν − ÁIM V́ M
[µ á

I
ν]

Υπολογίζοντας τις επιμέρους συνεισφορές σε πρώτη τάξη ως προς ω, έχουμε:

V́ M
[µ b́ν] = V M

[µ bν] + 2mI
MNV

M
[µ a

I
ν]ω

N + 3βMNPω
PV M

µ V N
ν + ∂[µω

Mbν]M

B́MN V́
M
µ V́ N

ν = BMNV
M
µ V N

ν +2BMN∂µω
MV N

ν +3βMNPV
M
µ V N

ν ω
P+2AI[Mm

I
N ]Pω

PV M
µ V N

ν

ÁIM V́
M

[µ á
I
ν] = AIMV

M
[µ a

I
ν] − 2AI[Mm

I
N ]PV

M
µ V N

ν ω
P + AIM∂[µω

MaIν] + 2mI
MNV

M
[µ a

I
ν]ω

N

Αθροίζοντας τα άνωθεν έχουμε τελικα:

b́µν = bµν + ∂[µω
Mbν]M + 2B[µM∂ν]ω

M − 2BMN∂µω
MV N

ν − AIM∂[µω
MaIν] =

bµν + ∂[µω
Mbν]M − 2∂[µω

M(Bν]M +BMNV
M
ν] + 1

2
AIMa

I
ν]) =

bµν + ∂[µω
Mbν]M − 2∂[µω

Mbν]M = bµν − ∂µωMbν]M = bµν + ωM∂[µbν]M →

b́µν = bµν +
1

2
ωMHµνM −

3

2
βMNPω

MV N
µ V

P
ν − 2γPMNω

Mb[µ|PV
N
ν] − 2ωMmI

MNa
I
[µV

N
ν]

(2.95)

Ο υπολογισμός αυτός ολοκληρώνει τη μελέτη των Kaluza-Klein μετασχηματισμών.

Πλέον μπορούμε να προσδιορίσουμε την άλγεβρα και τις σταθερές δομής της ομάδας

βαθμίδος της ελαττωμένης θεωρίας. Αρχικά συνοψίζουμε στον ακόλουθο πίνακα τα 3
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είδη μετασχηματισμών που αποτελούν την ομάδα:

Kalb-Ramond μετασχηματισμούς:

B́MN = BMN − 2κpγ
P
MN (2.96)

b́µM = bµM + ∂µκM − 2κPγ
P
MNV

N
µ

b́µν = bµν +
1

2
κMV

M
µν + γMNPκMV

N
µ V

P
µ

Yang-Mills μετασχηματισμούς:

B́MN = BMN − 2λImI
MN (2.97)

b́µM = bµM − 2λImI
MNV

N
µ

b́µν = bµν +
1

2
λIF I

µν + λImI
MNV

M
µ V N

ν

áIµ = aIµ∂µλ
I

Kaluza-Klein μετασχηματισμούς:

ǴMN = GMN + 2γPMKω
KGPN + 2γPNKω

KGPM +O(ω2) (2.98)

V́ M
µ = V M

µ − 2γMNPω
PV N

µ + ∂µω
M +O(ω2)

ÁIM = AIM + 2γNMPω
P + 2mI

MNω
N

áIµ = aIµ − 2mI
MNω

NV M
µ +O(ω2)

B́MN = BMN − 4BK[Mγ
K
N ]Pω

P + 3βMNPω
P + 2AI[Mm

I
N ]Pω

P +O(ω2)

b́µM = bµM + 2bµNγ
N
MPω

P + 2aIµm
I
MNω

N + 3βMNPV
N
µ ω

P +O(ω2)

b́µν = bµν +
1

2
ωMHµνM −

3

2
βMNPω

MV N
µ V

P
ν − 2γPMNω

Mb[µ|PV
N
ν] − 2ωMmI

MNa
I
[µV

N
ν]

Προσδιορίζουμε τώρα την άλγεβρα Lie της ομάδας. ΄Οπως αναφέραμε και πριν, θεωρο-

ύμε τις παραμέτρους των μετασχηματισμών ως μία ενιαία παράμετρο ω̂a = (ωM , κM , λ
I)

και τους αντίστοιχους γεννήτορες: Ta = (LM , X
M , Y I). Ο νόμος μετασχηματισμού

για τα πεδία βαθμίδος είναι:

Áaµ = Aaµ + fabcA
b
µω̂

c + ∂µω̂
a

Αν γράψουμε το νόμο αυτό σε μορφή πίνακα για την ελαττωμένη πολλαπλέτα βαθ-

μίδος έχουμε:

V́µ = V M
µ − 2γMNPV

N
µ ω

P + ∂µω
M
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b́µM = bµM +
[
V N
µ bµN aIµ

]3βMNP −2γPMN −2mI
MN

2γNMP 0 0

2mI
MP 0 0


ωPκP
λI

 + ∂µκP

áIµ = aIµ − 2mI
MNV

M
µ ωN + ∂µλ

I

Βρίσκουμε τις σταθερές δομής να είναι:

fMNP = 2γMNP (2.99)

f IMN = 2mI
MN

fMNP = −3βMNP

Με βάση αυτές μπορούμε να προσδιορίσουμε την άλγεβρα των γεννητόρων των μετα-

σχηματισμών. Οι μεταθετικές σχέσεις είναι:

[XM , XN ] = [Y I , Y J ] = [XM , Y I ] = 0 (2.100)

[XM , LN ] = 2iγMNPX
P

[Y I , LM ] = 2imI
MNX

N

[LM , LN ] = −3iβMNPX
P + 2imI

MNY
I + 2iγPMNLP

Παρατηρούμε από τις παραπάνω εξισώσεις πως οι γεννήτορες των μετασχηματισμών

Yang-Mills και Kalb-Ramond μετατίθενται το οποίο είναι αναμενόμενο. Η αρχική θε-

ωρία είχε τις συμμετρίες αυτές στην Αβελιανή τους μορφή και μετατίθεντο οπότε και

η ελαττωμένη θεωρία έχει την ιδιότητα αυτή. Οι συμμετρίες που δε μετατίθενται είναι

εκείνες των μετασχηματισμών Yang-Mills και Kalb-Ramond με τους μετασχηματισμο-

ύς Kaluza-Klein το οποίο είναι αποτέλεσμα της γενικευμένης διαστατικής ελάττωσης

καθώς σε κάθε περίπτωση οι σταθερές δομής σχετίζονται με την εξάρτηση των πεδίων

από τις εσωτερικές συντεταγμένες. Φυσικά έχουμε και τη μη μεταθετικότητα των ε-

σωτερικών ισομετριών ως αποτέλεσμα της μη μηδενικής καμπυλότητας του εσωτερικού

χώρου.

2.3 Καταληκτικά Σχόλια

Με αυτά τα σχόλια κλείνει η μελέτη της διαστατικής ελάττωσης των Scherk-Schwarz.

Συνοψίζοντας, αναφέρουμε πως η εξάρτηση των πεδίων από τις εσωτερικές συντεταγ-

μένες μπορεί να ερμηνευτεί από γεωμετρικής πλευράς ως τη θεώρηση του εσωτερικού

χώρου ως έναν χώρο με μη μηδενική τανυστική καμπυλότητα. Για την κατάλληλη συμ-

περιφορά του δυναμικού το οποίο εμφανίζεται οι σταθερές δομής πρέπει να υπακούουν

συγκεκριμένους περιορισμούς οι οποίοι μεταφράζονται σε περιορισμούς για την εξάρ-

τηση των πεδίων από τις εσωτερικές συντεταγμένες στην περίπτωση του καμπύλου

τόρου. Φυσικά υπάρχει σε κάθε περίπτωση η δυνατότητα για τα πεδία ύλης να έχουν

αυτήν την εξάρτηση ακόμη και στον επίπεδο τόρο. Από πλευράς αποτελεσμάτων η
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τεχνική αυτή δίνει τη δυνατότητα σε κάποια πεδία να αποκτούν μάζες οι οποιες μπο-

ρούν να ρυθμιστούν με κατάλληλη επιλογή των διαφόρων παραμέτρων. Οι Αβελιανές

συμμετρίες της αρχικής θεωρίας εξακολουθούν να είναι Αβελιανές μετά την ελάττωση,

ενώ η μη Αβελιανή ομάδα ισομετριών αντιστοιχεί σε μια μη Αβελιανή ομάδα βαθμίδος

της ελαττωμένης θεωρίας. Τα πεδία αυτά έχουν φορτίο και μάζα ως αποτέλεσμα των

μη μηδενικών σταθερών δομής. Τα 2 είδη συμμετριών, δηλαδή οι αρχικές συμμετρίες

βαθμίδος και η μη Αβελιανή συμμετρία Kaluza-Klein δεν είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους

όπως φαίνεται από τη συζήτηση του προηγούμενου εδαφίου.
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Μαθηματικό Παράρτημα

Αʹ Ελάττωση των φερμιονικών συγγενών συν-

δέσεων

Οι συνδέσεις σπιν δίνονται συναρτήσει της πλειομελούς βάσης από την εξίσωση:

ω̂ĉ,âb̂ = êµ̂ĉ ê
ν̂
â∂[̂µeν̂]b̂ − ê

µ̂
ĉ ê
ν̂
b̂
∂[̂µeν̂]a − ê

µ̂
[âê

ν̂
b̂]
∂µêν̂ĉ

Χρησιμοποιούμε την άνωθεν εξίσωση όπως και τις ακόλουθες εκφράσεις για την πλειο-

μελή βάση:

êâµ̂ =

[
δγeaµ 2κV N

µ E
A
N

0 EA
NU

N
M

]
êµ̂â =

[
δ−γeµa −2κδ−γeµaV

N
µ U

−1M
N

0 EN
A U

−1M
N

]

êµ̂â =

[
δγeµa 2κgµνV N

µ E
A
N

0 ENAU−1M
N

]
êâµ̂ =

[
δ−γeaµ −2κδ−γeaµV N

µ U
−1M
N

0 EANU−1M
N

]

êµ̂â =

[
δγeµa 2κV N

µ EAN
0 ENAU

−1N
M

]
êâµ̂ =

[
δ−γeaµ −2κδ−γeµaV

P
µ GMNU

−1N
P

0 EANU
−1N
M

]
Υπολογίζουμε τις ελαττωμένες συνδέσεις, έχοντας κατά νου πως οι περισπωμένοι δε-

ίκτες παίρνουν 2 τιμές, μία για τον εσωτερικό χώρο και μία για το χωρόχρονο ενώ αν

κάποια ποσότητα απουσιάζει από το ανάπτυγμα των δεικτών υπονοείται πως είναι 0.

Για την ω̂c,ab, με βάση τα παραπάνω έχουμε:

ω̂c,ab = êµ̂c ê
ν̂
a∂[̂µeν̂]b − ê

µ̂
c ê
ν̂
b∂[̂µeν̂]a − ê

µ̂
[aê

ν̂
b]∂µêν̂c =

(δ−γeµc )(δ−γeµc )∂µ(δγeνb)− a↔ b− (δ−γeµ[a)(δ
−γeνb])∂µeνc =

δ−2γ(eµc e
ν
aδ
γ∂µeνb + eµc e

ν
aeνbγδ

γ−1∂µδ − a↔ b− eµ[aeνb]δγ∂µeνc − e
µ
[ae

ν
b]eνcγδ

γ−1∂µδ)

Στην άνωθεν έκφραση, οι όροι που δεν περιέχουν παραγώγους του δ απαρτίζουν τη

σύνδεση δγωc,ab. Για τους άλλους όρους χρησιμοποιούμε τα εξής:

δγ−1∂µδ = δγ ∂µδ
δ

= δγ∂µlnδ

eµc e
ν
aeνbγδ

γ−1∂µδ − a↔ b = eµc ηabγδ
γ∂µlnδ − a↔ b = 0

Με βάση αυτά:

ω̂c,ab = δ−γ[ωc,ab + γ(ηcae
µ
b − ηcbeµa)∂µlnδ]
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Για τη σύνδεση ω̂c,aB έχουμε:

ω̂c,aB = êµ̂c ê
ν̂
a∂[µ̂êν̂]B − a↔ B − êµ̂[aêν̂B]∂µ̂êν̂c =

êµc ê
ν
a∂[µêν̂B + êµc ê

N
a ∂µêNB + êMc ê

N
a ∂M êNB − a↔ B =

(δ−γeµc )(δ−γeνa)∂[µ(2κENBV
N
µ] ) + (δ−γeµc )(−2κδ−γeνaV

K
[ν U

−1N
K )UP

N∂µ]EPB

+ (2κδ−γeµcV
K
µ U

−1M
K )(2κδ−γeνaV

P
ν U

−1N
P )EΛB∂[MU

Λ
N ] =

2κδ−2γeµc e
ν
aEΛB(∂[µV

Λ
ν] + 2κV K

µ V
P
ν U

−1M
K U−1N

P ∂[MU
Λ
N ]) =

κδ−2γeµc e
ν
aEMB(∂µV

M
ν − ∂νV M

µ + 2κV N
µ V

P
ν γ

M
PN) = κδ−2γeµc e

ν
aEMBV

M
µν

με το μη Αβελιανό πεδίο να είναι:

V M
µν = ∂µV

M
ν − ∂νV M

µ − 2κγMNPV
N
µ V

P
ν

Για την ω̂c,AB έχουμε:

ω̂c,AB = êµ̂c ê
ν̂
A∂[µ̂êν̂]B − A↔ B − êµ̂[Aêν̂B]∂µ̂êν̂c =

êµc ê
N
A∂[µêν]B + êµc ê

N
A∂[M êN ]B − A↔ B =

(δ−γeµc )(EK
A U

−1N
K )UP

N
1
2
∂µEPB + (−2κδ−γeµcV

K
µ U

−1M
K )(EP

AU
−1N
P )∂[MU

Λ
N ]−A↔ B =

δ−γeµc (1
2
EK
A ∂µEKB − 2κV K

µ E
P
AEΛBU

−1M
K U−1N

P ∂[MU
Λ
N ])− A↔ B =

δ−γeµc (1
2
EN
A ∂µENB − κV P

µ E
N
A γ

M
NP )− A↔ B = 1

2
δ−γeµcE

N
ADµENB − A⇔ B

΄Οπου ορίσαμε τη συναλλοίωτη παράγωγο: DµENB = ∂µENB − 2κV P
µ γ

M
NP

ω̂C,ab = êµ̂C ê
ν̂
a∂[µ̂êν̂]b − a↔ b− êµ̂[aêν̂b]∂µ̂êν̂C =

− êµ[aêνb]∂µêνC − êM[a êνb]∂M êνC − êM[a êNb] ∂M êNC =

− (δ−γeµa)(δ−γeν)∂[µ(2κENCV
N
ν] )− (δ−γeµa)(−2κδ−γeνbV

K
[ν U

−1M
K )UN

M∂µ]ENC

− (2κδ−γeµ[aV
K
µ U

−1N
K )(2κδ−γeνb]V

P
µ U

−1M
P )EΛC∂NU

λ
M =

− 2κδ−2γ(eµae
ν
bEMC∂[µV

M
ν] + 2κeµae

ν
bV

N
µ V

P
ν U

−1K
N U−1Λ

P ∂[KU
M
Λ] EMC) =
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−2κδ−2γEMCe
µ
ae
ν
b (∂[µV

M
ν] +κV N

µ V
P
ν γ

M
PN) = −κδ−2γEMCe

µ
ae
ν
b (∂µV

M
ν −∂νV M

ν −2κV N
µ V

P
ν γ

M
NP ) =

− κδ−2γEMCe
µ
ae
ν
bV

M
µν

ω̂C,aB = êMC ê
N
a ∂[M êN ]B − 1

2
êµa ê

N
B∂µêNC − êMa êNB∂[M êN ]C =

(U−1MΛE
Λ
C)(−2κδ−γeµaV

K
µ U

−1N
K )EPB∂[MU

P
N ] −

1
2
(δ−γeµa)(U−1N

Λ EΛ
B)UK

N ∂µEKC

− (−2κδ−γeµaV
K
µ U

−1M
K )(U−1N

Λ EΛ
B)EPC∂[MU

P
N ] =

− 1
2
δ−γeµa(EN

B ∂µENC − 2κEΛ
BEPCV

K
µ γ

P
ΛK) = −1

2
eµaE

N
BDµENC

ω̂C,AB = êµ̂C ê
ν̂
A∂[µ̂êν̂]B − A↔ B − êµ̂[Aêν̂B]∂µ̂êν̂C =

êMC ê
M
A ∂[M êN ]B − A↔ B − êMA êNB∂[M êN ]C =

(EK
C U

−1M
K )(EP

AU
−1N
P )EΛB∂[MU

Λ
N ] − (EK

C U
−1M
K )(EP

BU
−1N
P )EΛA∂[MU

Λ
N ]

− (U−1M
K EK

A )(U−1N
P EP

B)EΛC∂[MU
Λ
N ] =

U−1M
K U−1N

P ∂[MU
Λ
N ](E

K
C E

P
AEΛB − EK

C E
P
BEΛA − EK

AE
P
BEΛC) =

1
2
γΛ
PK(EK

C E
P
AEΛB − EK

C E
P
BEΛA − EK

AE
P
BEΛC) =

1
2
γMNP (EN

AE
P
BEMC + EN

AE
P
CEMB − EN

BE
P
CEMA)

Συγκεντρώνοντας λοιπόν τα άνωθεν έχουμε τον πίνακα:

ω̂c,ab = δ−γ[ωc,ab + γ(ηcae
µ
b − ηcbeµa)∂µlnδ]

ω̂c,aB = κδ−2γeµc e
ν
aEMBV

M
µν

ω̂c,AB = 1
2
δ−γeµcE

N
ADµENB − A⇔ B

ω̂C,ab = −κδ−2γEMCe
µ
ae
ν
bV

M
µν

ω̂C,aB = −1
2
eµaE

N
BDµE

[?]
NC

ω̂C,AB = 1
2
γMNP (EN

AE
P
BEMC + EN

AE
P
CEMB − EN

BE
P
CEMA)

Μπορεί κανείς εύκολα να αναπαράξει τις ίδιες συνδέσεις για την περίπτωση της Kaluza-

Klein διαστατικής ελάττωσης θέτοντας UM
N = δMN → γMNP = 0.
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