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ΠΕΡΙΛΗΨΗ

Στη παρούσα εργασία μελετήσαμε συγκεκριμένες κλασικές και κβαντικές κο-
σμολογικές λύσεις. Τα κβαντικά κοσμολογικά πρότυπα είναι ιδιαίτερα χρήσιμα,
λαμβάνοντας υπόψιν ότι λειτουργούν ως εργαλεία ελέγχου για τα θεωρητικά μο-
ντέλα της κβαντικής βαρύτητας. Επίσης, όπως θα δούμε και σε κάποια από τα
μοντέλα που αναλύσαμε, στην κβαντική κοσμολογία απαλείφονται οι κλασσικές
ανωμαλίες. Η ανάλυση μας γίνεται με την χρήση των συμμετριών της δράσης και
των εξισώσεων κίνησης. Τα διατηρήσιμα φορτία που προκύπτουν από την εκάστοτε
συμμετρία (γραμμική ή τετραγωνική) δίνουν επιπλέον εξισώσεις για την αναλυτική
επίλυση του μοντέλου.

Αρχικάαναλύουμε ένα στατικό, σφαιρικά συμμετρικό χωρόχρονο παρουσία ενός
ηλεκτροστατικού πεδίου και κατασκευάζουμε τη Λαγκρανζιανή του μίνιυπερχώ-
ρου που αναπαράγει τη γνωστή λύση Reissner-Nordström. Επιλέγουμε στη συνέχεια
τα κλασικά ολοκληρώματα της κίνησης που πρόκειται να αναχθούν σε κβαντικά
παρατηρήσιμα και τα οποία σχετίζονται με τη μάζα και το φορτίο. Οι εξισώσεις
των ιδιοτιμών τους χρησιμοποιούνται ως συμπληρωματικές συνθήκες στην εξίσωση
Wheeler-DeWitt και παρέχεται σύνδεση μεταξύ της ύπαρξης ενός ορίζοντα και του
εάν το φάσμα των παρατηρητών είναι πλήρως διακριτό ή όχι. Για κάθε περίπτωση
παρέχουμε μια ορθοκανονική βάση καταστάσεων όπως προκύπτει από τη διαδικα-
σία της κανονικής κβάντωσης.

Στη συνέχεια θεωρούμε μια αξονο-συμμετρική γεωμετρία Bianchi τύπου III πα-
ρουσία ενός ηλεκτρομαγνητικού πεδίου. Ένα πρώτο αποτέλεσμα σε κλασσικό επί-
πεδο είναι ότι η συμμετρία της γεωμετρίας δεν χρειάζεται να εφαρμοστεί στον ηλε-
κτρομαγνητικό τανυστή Fµν . Οι αλγεβρικοί περιορισμοί, που προέρχονται από τις
εξισώσεις πεδίων Einstein στον τανυστή ενεργείας πίεσης Tµν , αρκούν για τη ανα-



γωγή της γενικήςFµν στην κατάλληλη μορφή. Η κλασική λύση που βρέθηκε περιέχει
ένα χρονοεξαρτωμενο ηλεκτρικό φορτίο και ένα σταθερό μαγνητικό φορτίο. Η λύση
μπορεί να βρεθεί και από την δράση του μίνι-υπερχώρου, η οποία είναι εντυπω-
σιακά παρόμοια με την Reissner-Nordstrom. Αυτό καταδεικνύει μια σχέση μεταξύ
της γεωμετρίας των μελανών οπών και της κοσμολογικής λύσης που βρέθηκε εδώ,
η οποία είναι αντίστοιχη με την αναλογία μεταξύ Schwarzschild μελανής οπής και
του κοσμολογικού μοντέλου Kantowski-Sachs. Ο θεσεογραφικός χώρος τροποποιεί-
ται δραστικά από την παρουσία του μαγνητικού φορτίου, από επίπεδος τρισδιά-
στατος σε επίπεδο τρισδιάστατο pp-wave. Απεικονίζουμε τα γραμμικά και τετρα-
γωνικά κλασικά ολοκληρώματα της κίνησης, σε κβαντικά παρατηρήσιμα. Μαζί με
την εξίσωση Wheeler-DeWitt αυτά τα παρατηρήσιμα στοιχεία παρέχουν μοναδικές
κυματοσυναρτήσεις με απροσδιόριστες τις σταθερές.

Τέλος επανεξετάζουμε τα αξονοσυμμετρικά πρότυπα Bianchi VIII και IX. Στο
κλασσικό επίπεδο αναπαράγουμε τη γνωστή αναλυτική λύση, με ένα νέο τρόπο χρη-
σιμοποιώντας δύο τετραγωνικά ολοκληρώματα της κίνησης, τον δεσμό, καθώς και
ένα γραμμικό μη τοπικό ολοκλήρωμα της κίνησης. Αυτές οι ποσότητες αντιστοιχούν
σε δύο τανυστές Killing δεύτερης τάξης και ένα ομοθετικό διανυσματικό πεδίο που
υπάρχει στον αντίστοιχο θεσεογραφικό χώρο. Στο αντίστοιχο φασικό χώρο τα δύο
τετραγωνικά φορτία μετατίθονται με τον Χαμιλτονιανό δεσμό αλλά όχι μεταξύ τους.
Έτσι, αφού μετατρέψουμε αυτά τα φορτία σε τελεστές, έχουμε δύο διαφορετικές
λύσεις στην εξίσωση Wheeler DeWitt που αντιστοιχούν στους δύο τετραγωνικούς
τελεστές. Το ομοθετικό διάνυσμα στη συνέχεια χρησιμοποιείται ως κατευθυντήρια
γραμμή για τον ορισμό μιας κανονικοποιήσιμης υπό συνθήκη πιθανότητας που μη-
δενίζεται στις κλασσικές ανωμαλίες.

Επιστημονική περιοχή: Γενική σχετικότητα, μαθηματική κοσμολογία, κβαντική
κοσμολογία και κβαντική βαρύτητα

Λέξεις κλειδιά: κοσμολογία, βαρύτητα, συμμετρίες, Bianchi, κβαντική, γενική σχε-
τικότητα, πρόβλημα του χρόνου, αυτομορφισμοί
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ABSTRACT

In this dissertation we studied specific classical and quantum cosmological solutions.
Quantum cosmological models are particularly useful, considering that they act as control
tools for the theoretical models of quantum gravity. Also, as we will see in some of the
models we analyzed, the classical anomalies are eliminated in quantum cosmology. Our
analysis is done using the symmetries of action and equation of motion . The sustained
loads resulting from the symmetry (linear or square) give extra equations to analyze the
model.

We start from a static, spherically symmetric space-time in the presence of an electrostatic
field and construct themini-superspace Lagrangian that reproduces thewell knownReissner
- Nordström solution. We identify the classical integrals of motion that are to be mapped
to quantum observables andwhich are associatedwith themass and charge. Their eigenvalue
equations are used as supplementary conditions to the Wheeler-DeWitt equation and a
link is provided between the existence of an horizon and to whether the spectrum of the
observables is fully discrete or not. For each case we provide an orthonormal basis of
states as emerges through the process of canonical quantization.

Moreover, we consider a Bianchi type III axisymmetric geometry in the presence
of an electromagnetic field. A first result at the classical level is that the symmetry
of the geometry need not be applied on the electromagnetic tensor Fμν; the algebraic
restrictions, implied by the Einstein field equations to the stress energy tensor Tμν, suffice
to reduce the general Fμν to the appropriate form. The classical solution thus found
contains a time dependent electric and a constant magnetic charge. The solution is also
reachable from the corresponding mini-superspace action, which is strikingly similar to
the Reissner-Nordström one. This points to a connection between the black hole geometry
and the cosmological solution here found, which is the analog of the known correlation



between the Schwarzschild and the Kantowski-Sachs metrics. The configuration space is
drastically modified by the presence of the magnetic charge from a 3D flat to a 3D pp
wave geometry. We map the emerging linear and quadratic classical integrals of motion,
to quantum observables. Along with the Wheeler-DeWitt equation these observables
provide unique, up to constants, wave functions. The employment of a Bohmian interpretation
of these quantum states results in deterministic (semi-classical) geometries most of which
are singularity free.

Finally, we revisit the axisymmetric Bianchi VIII and IXmodels. At the classical level
we reproduce the known analytic solution, in a novel way making use of two quadratic
integrals of motion, the constraint equation, as well as a linear non-local integral of
motion. These quantities correspond to two second rank Killing tensors and a homothetic
vector field existing on the relevant configuration space. On the corresponding phase
space the two quadratic charges commute with the Hamiltonian constraint but not among
themselves. Thus, after turning these charges into operators we obtain two different
solutions to the Wheeler DeWitt equation utilizing each of the quadratic operators. The
homothetic vector is then used, as a natural guide line, to define a normalizable conditional
probability which assigns zero to the classically collapsed configurations.
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1
ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ

1.1 Συστήματα με δεσμούς

Όλες οι θεωρίες για τα θεμελιώδη πεδία είναι αναλλοίωτες κάτω από τοπικούς
μετασχηματισμούς των πεδίων αλλά και των συντεταγμένων της πολλαπλότητος.
Τέτοιες θεωρίες ονομάζονται θεωρίες βαθμίδας ή γενικότερα ιδιάζουσες θεωρίες,
βλ. [1] και [2]. Το κύριο χαρακτηριστικό σε αυτά τα συστήματα είναι ότι υπάρχει
ένα σύνολο λύσεων που αντιστοιχεί στην ίδια κλασσική φυσική κατάσταση.

Αρχικά θεωρούμε ένα κλασσικό σύστημα με N βαθμούς ελευθερίας του οποίου
η δυναμική παράγεται από την δράση

S “

ż t2

t1

Lpqi, 9qiq i “ 1, . . . , N (1.1)

όπουL είναι η Λαγκρανζιανή και τα pq, 9qq είναι οι γενικευμένες συντεταγμένες στον
φασικό χώρο των ταχυτήτων TQ. Η δράση αυτή πρέπει να παραμένει σταθερή κάτω
από μεταβολές των δq και οι συνθήκες που προκύπτουν από αυτή την απαίτηση
είναι οι εξισώσεις EulerLagrange

d
dt

ˆ

BL

B 9qi

˙

´
BL

Bqi
“ 0 (1.2)



3 Κεφάλαιο 1. Βασικές Έννοιες

οι οποίες μπορούν να γραφτούν στην μορφή

B2L

B 9qiB 9qj
:qj `

B2L

B 9qiBqj
9qj ´

BL

Bqi
” Wijpq, 9qq:q ´ Vi “ 0 (1.3)

όπου ο Wij ονομάζεται Hessian. Από την τελευταία εξίσωση φαίνεται ότι για να
λύσουμε ως προς τις επιταχύνσεις πρέπει η Hessian να είναι αντιστρέψιμη, τα συ-
στήματα στα οποία ισχύει αυτό ονομάζονται κανονικά. Στην αντίθετη περίπτωση
αν detW “ 0, το σύστημα ονομάζεται ιδιάζον και οι επιταχύνσεις δεν προσδιορί-
ζονται μονοσήμαντα για κάθε pq, 9qq. Δηλαδή στα ιδιάζοντα συστήματα για τις ίδιες
αρχικές συνθήκες έχουμε διαφορετικές χρονικές εξελίξεις.

Για να αποδείξουμε το παραπάνω, θεωρούμε αρχικά ότι η W είναι R βαθμού
(σταθερού σε όλο το TQ). Οπότε, ανR ă N συνεπάγεται ότι υπάρχουνM “ N ´R

μηδενικά ιδιοδιανύσματα

Y i
mpq, 9qqWijpq, 9qq “ 0, m “ 1, . . . ,M. (1.4)

Συνδυάζοντας την παραπάνω εξίσωση με τις εξισώσεις E ´ L έχουμε

ϕmpq, 9qq ” Y i
mVi “ 0, (1.5)

οι οποίες δεν περιέχουν επιταχύνσεις και θεωρούμε ότι από αυτές οιM 1 ă M είναι
γραμμικώς ανεξάρτητες με

ϕm1 “ 0, m1 “ 1, . . . ,M 1. (1.6)

Οι εξισώσεις αυτές ονομάζονται Λαγκρανζιανοί δεσμοί.

Για να μεταβούμε στον Χαμιλτονιανό φορμαλισμό ορίζουμε αρχικά τις κανονι-
κές ορμές με

pi “
BL

B 9qi
pq, 9qq i, a “ 1, . . . , N. (1.7)

Συνεπώς η Hessian στον φορμαλισμό αυτό γράφεται

Wij “
Bpi
B 9qj

(1.8)

Όπως αναφέρθηκε προηγουμένως όταν η εξίσωση (1.8) δεν ισχύει οι ορμές δεν είναι
ανεξάρτητες και το σύστημα έχει πρωτεύον δεσμούς οι οποίοι δίνονται από

ϕmpq, pq “ 0 m “ 1, . . . ,M, (1.9)
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όπουM “ N ´R. Αυτοί οι δεσμοί ορίζουν μία p2N ´Mq-διάστατη επιφάνεια που
συμβολίζεται με Γp. Επιπλέον για να είναι δυνατή η μετάβαση στον Χαμιλτονιανό
φορμαλισμό πρέπει να επιβληθούν δύο συνθήκες κανονικότητας στους πρωτεύο-
ντες δεσμούς :

• Πρώτον οι ανεξάρτητες συναρτήσεις ϕmpq, pq “ 0 m “ 1, . . . ,M να μπο-
ρούν να θεωρηθούν τοπικά ωςM ανεξάρτητες συντεταγμένες στην γειτονία
του Γp.

• Δεύτερον τα διαφορικά dϕ1, . . . , dϕm είναι τοπικά γραμμικώς ανεξάρτητα στο
Γp, δηλαδή ισχύει dϕ1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dϕm “ 0 στο Γp.

Στην συνέχεια είναι χρήσιμο να ορίσουμε τι σημαίνει μία εξίσωση να είναι ασθενώς
και ισχυρώς μηδέν. Συνεπώς αν έχουμε συνάρτηση F pq, pq ορισμένη στην γειτονιά
του Γp έχουμε ότι είναι

Aσθενώς μηδέν
F |Γp “ 0 ô F « 0 (1.10)

Ισχυρώς μηδέν
F |Γp “ 0 και

ˆ

BF

Bqi
,

BF

Bpi

˙

|Γp“0 ô F » 0 (1.11)

Επίσης, όταν οι δεσμοί ενός συστήματος είναι σε κανονική μορφή αποδεικνύεται ότι
ισχύουν τα παρακάτω θεωρήματα:
Θεώρημα 1 Αν μία ομαλή συνάρτηση F pq, pq μηδενίζεται στο Γp, τότε ισχύει ότι
F “ fmϕm.
Θεώρημα 2 Αν λiδqi ` µiδpi “ 0 για τυχαίες μεταβολές δqi, δpi εφαπτόμενες στην
επιφάνεια που ορίζει ο δεσμός τότε ισχύει

λi “ um
Bϕm
Bqi

και µi “ um
Bϕi
Bpi

στην Γp. (1.12)

1.1.1 Μετασχηματισμός Legendre

Η κανονική Χαμιλτονιανή γράφεται

Hpq, pq “ 9qipi ´ L (1.13)

και ισχύει η παρακάτω σχέση
ˆ

BH

Bqi
`

BL

Bqi

˙

δqi `

ˆ

BH

Bpi
´ 9qi

˙

δpi “ 0 (1.14)
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από την οποία προκύπτει ότι η H “ Hpp, qq. Θεωρούμε τώρα ότι η H είναι συ-
γκεκριμένη τιμή στον υπερχώρο Γp μίας πιο γενικής συνάρτησης H̃ του φασικού
χώρου. Συνεπώς κάνοντας χρήση του θεωρήματος 2 έχουμε τις εξισώσεις κίνησης
σε Χαμιλτονιανή μορφή

9qi «
BH̃

Bpi
` um

Bϕm
Bpi

, (1.15a)

9pi “
BL

Bqi
« ´

BH̃

Bqi
´ um

Bϕm
Bqi

, (1.15b)

όπου ϕm “ ϕmpq, pq “ 0 είναι οι πρωτεύοντες δεσμοί που αναφέρθηκαν προηγουμέ-
νως. Χρησιμοποιώντας το θεώρημα 1 μπορούμε να επεκτείνουμε τη Χαμιλτονιανή
στην περιοχή γύρω από το Γp ως

H ÝÑ Hp “ H ` umϕm, (1.16)

όπου διώξαμε την περισπωμένη από την H . Αυτή ονομάζεται πρωτεύουσα Χαμιλ-
τονιανή και οι um είναι οι ίδιες συναρτήσεις που είχαμε προηγουμένως.

Ορίζουμε στην συνέχεια τις αγκύλες Poisson για δύο συναρτήσεις του φασικού
χώρου ως

tF,Gu ”
BF

Bqi
BG

Bpi
´

BF

Bpi

BG

Bqi
(1.17)

Με τις Χαμιλτονιανές εξισώσεις κίνησης να παίρνουν την μορφή

9qi « tqi, Hpu « tqi, Hu ` tqi, ϕmuum, (1.18a)

9pi « tpi, Hpu « tpi, Hu ` tpi, ϕmuum, (1.18b)

όπου πρώτα κάνουμε όλους τους υπολογισμούς και μετά χρησιμοποιούμε τους δε-
σμούς ϕmpq, pq. Στη γενικότερη περίπτωση η χρονική εξέλιξη μίας τυχαίας συνάρ-
τησης στο φασικό χώρο

9F « tF,Hpu « tF,Hu ` umtF, ϕmu. (1.18c)

1.1.2 Αλγόριθμος Dirac-Bergmann

Οι δεσμοί πρέπει να είναι συνεπείς με την εξίσωση της χρονικής εξέλιξης, δη-
λαδή ισχύουν οι συνθήκες συνέπειας

9ϕm « tϕm, Hu ` tϕm, ϕnuun ” hm ` Cnmu
n « 0 (1.19)
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Όταν ισχύει ότι detC ff 0 η παραπάνω εξίσωση μπορεί να λυθεί ως προς u οπότε
προσδιορίζονται πλήρως και δεν προκύπτουν νέες εξισώσεις. Αντίθετα όταν ισχύει
detC « 0, προκύπτουν περαιτέρω δεσμοί οι οποίοι ονομάζονται δευτερεύοντες
δεσμοί. Η διαδικασία αυτή τερματίζεται μετά από μερικές εφαρμογές και συνολικά
θα έχουμε

ϕk « 0 , j “ 1, . . . ,M ` K, (1.20)

όπου K είναι ο αριθμός των νέων δεσμών. Το πλήρες σύνολο των δεσμών ορίζουν
μία υπερεπιφάνεια Γc Ă Γ.

1.1.3 Δεσμοί Πρώτης και Δεύτερης Κλάσης

Στη συνέχεια κατηγοριοποιούμε τους δεσμούς σε πρώτης και δεύτερης κλάσης.
Ένας δεσμός είναι πρώτης κλάσης όταν η αγκύλη Poisson με όλους τους δεσμούς
μηδενίζεται ασθενώς στο Γc, δηλαδή

tϕa, ϕju « 0, (1.21)

ϕa “ vma ϕm tϕj, ϕmuvma a “ 1, . . . , dim KerC, (1.22)

όπου va είναι η βάση του πυρήνα του C. Οπότε για να είναι μία συνάρτηση πρώτης
κλάσης (FCC) πρέπει να έχει μηδενική αγκύλη Poisson με όλους τους δεσμούς στο
Γp.

Οι δεσμοί δεύτερης κλάσης είναι αυτοί που δεν ικανοποιούν την σχέση (1.21).
Στην συνέχεια θα γράφουμε όλους τους FCC πρωτεύοντες και δευτερεύοντες ως γa
και όλους τους δεσμούς δεύτερης κλάσηςως χa. Η διαφορά εδώ είναι ότι ο πίνακας

∆ab “ tχaχbu (1.23)

είναι μη ιδιάζων. Άρα χρησιμοποιώντας την σχέση (1.19) έχουμε

tχa, Hu ` ∆abu
b « 0, (1.24)

από την οποία προκύπτει

∆batχa, Hu “ ´ub ñ χb Ñ πρωτεύων, (1.25a)

∆batχa, Hu “ 0 ñ χb Ñ δευτερεύων, (1.25b)

εισάγοντας την εξίσωση για την περίπτωση των πρωτευόντων δεσμών στην εξίσωση
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της χρονικής εξέλιξης καταλήγουμε στην

9F « tF,Hu ` tF, ϕauµ
a ´ tF, χau∆

abtχb, Hu, (1.26)

όπου τα ϕa είναι οι πρωτεύοντες FCC. Χρησιμοποιώντας την τελευταία εξίσωση
κατασκευάζονται οι αγκύλες Dirac για δύο τυχαίες συναρτήσεις ως

9F « tF,Gu˚ ” tF,Gu ´ tF, χau∆
abtχb, Gu (1.27)

η οποία έχει τις ίδιες ιδιότητες με τις αγκύλες Poisson. Με χρήση αυτής της αγκύλης
μπορούν οι δευτέρας τάξης συνδέσμοι να τεθούν ισχυρά μηδέν.

1.2 Κλασσική Δυναμική

1.2.1 ADM φορμαλισμός

Αρχικά διαλέγουμε μία φύλλωση του χωροχρόνου, αυτή η διαδικασία ονομάζε-
ται p3 ` 1q-φύλλωση. Υπάρχουν αρκετοί τρόποι που μπορεί να γίνει η αποσύνθεση
αλλά η πιο συνηθισμένη είναι η ADM (Arnowitt-Deser-Misner) φύλλωση [3]. Θα πε-
ριορίσουμε την ανάλυση μας μόνο σε κλειστές κοσμολογίες για να αποφύγουμε τους
συνοριακούς όρους και θα χρησιμοποιήσουμε τις συμβάσεις α, . . . , µ, ν “ 0, 1, 2, 3,
i, j “ 1, 2, 3 και c “ 1.

Στην φύλλωση αυτή ο χωροχρόνος M με την τετραδιάστατη μετρική gµν , χω-
ρίζεται σε μία υπερεπιφάνεια Σ σταθερού t (Σt) με μία τρισδιάστατη μετρική γij
και σ’ ένα μονοδιάστατο R το οποίο αντιπροσωπεύει τον χρόνο. Έπειτα ορίζονται η
συνάρτηση εξέλιξης και το διάνυσμα μετατόπισης ως N και N i αντίστοιχα, με

N “ ´tµnµ N i “ γijt
j (1.28)

όπου το ni είναι το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα στην υπερεπιφάνεια Σ με nini “ 1

(Σχ.1.1). Οπότε το στοιχειώδες μήκος γράφεται στην μορφή

ds2 “ gµνdx
µdxν “ ´

`

N2 ´ NiN
i
˘

dt2 ` 2Nidx
idt ` γijdx

idxj (1.29)

Από αυτή τη μετρική προκύπτουν οι ακόλουθες εξισώσεις σε συνάρτηση με την
εξωτερική καμπυλότητα:

H0 “
?
gpKijK

ij ´ K2 ` Rq “ 0, (1.30a)
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Σt

Nnµ tµ

Nµ

Σt`∆t

Σχήμα 1.1: (3+1)-φύλλωση του τετραδιάστατου χωροχρόνου.

Hi “ 2
?
gpKj

i|j ´ K|iq “ 0, (1.30b)

1
?
g

d
dtr

?
gpKij ´ Kgijqs “ ´ N

ˆ

Rij ´
1

2
Rgij

˙

´
N

2
pKklK

kl ´ K2qgij (1.30c)

` 2NpKikKj
k ´ KK ijq ´ pN |ij ´ N l

|lq

` rpKij ´ KgijqN ls|l ´ N i
|lpK

lj ´ Kgljq ´ N j
|lpK

li ´ Kgliq,

όπου Kij “ 1
2N

´

Ni|j ` Ni|j ´
Bgij

Bt

¯

. Οι παραπάνω εξισώσεις είναι ισοδύναμες με
τις εξισώσεις Einstein.

Στην παρούσα εργασία μας ενδιαφέρουν μόνο χωρικά ομογενείς χωρόχρονοι, οι
οποίοι έχουν μία τρισδιάστατη ομάδα ισομετρίας G η οποία δρα απλά μεταβατικά
στην επιφάνεια Σt. Συνεπώς, υπάρχει μία βάση με τρεις μονομορφές σai οι οποίες
ικανοποιούν την σχέση1

dσα “ Cα
βγσ

β ^ σγ ô σαi,j ´ σαj,i “ Cα
βγσ

β
j σ

γ
i (1.31)

όπου Cα
βγ είναι οι σταθερές δομής που προέρχονται από την εκάστοτε Lie άλγεβρα

της αντίστοιχης ομάδας Bianchi. Με την χρήση των μονομορφών αυτών το στοιχειώ-
δες μήκος μπορεί να γραφτεί στην παρακάτω μορφή:

ds2 “ pNαptqNαptq ´ N2ptqqdt2 ` 2Nαptqσαi dx
idt ` γαβptqσαi σ

β
j dx

idxj (1.32)

και οι αντίστοιχες εξισώσεις πεδίου του Einstein, για κάθε Bianchi μοντέλο, γράφο-

1Στην συνέχεια οι λατινικοί δείκτες είναι χωρικοί με i, j “ 1, 2, 3 ενώ οι ελληνικοί απαριθμούν
τις διαφορετικές 1-μορφές με α, β “ 1, 2, 3
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νται
E0 “ KαβKαβ ´ K2 ´ R “ 0, (1.33a)

Eα “ Kµ
αC

γ
µγ ´ Kµ

γC
γ
αµ “ 0, (1.33b)

Eαβ “ 9Kαβ ` p2Kτ
αKτβ ´KKαβq ` 2NρpKανC

ν
βρ `KβνC

ν
αρq ´NRαβ “ 0, (1.33c)

όπου το Kαβ είναι η εξωτερική καμπυλότητα με

Kαβ “ ´
1

2N
p 9γαβ ` 2γανC

ν
βρN

ρ ` 2γβνC
ν
αρN

ρq (1.34)

καιRαβ είναι οι συνιστώσες του τανυστή Ricci της υπερεπιφάνειαςRij ” Rαβσ
α
i σ

β
j ,

με

Rαβ “ Cκ
στC

λ
µνγακγβλγ

σνγτµ`2Cκ
βλC

λ
ακ`2Cµ

ακC
ν
βλγµνγ

κλ`2Cλ
ακC

µ
µνγβλγ

κν (1.35)

Οι παραπάνω εξισώσεις συντελούν ένα μαθηματικό ιδεώδες: αυτό φαίνεται από
το ότι η χρονική παράγωγος των εξισώσεων (1.33a) και (1.33b) μηδενίζεται όταν
αντικαταστήσουμε σε αυτές το 9Kαβ από την εξίσωση (1.33c).

1.2.2 Λαγκρανζιανός και Χαμιλτονιανός φορμαλισμός

Στην συνέχεια για να γίνει ένας πλήρης διαχωρισμός μεταξύ προτύπων Bianchi
A και Β κλάσης, χρειάζεται να ορισθεί η αντίστοιχη Λαγκρανζιανή και Χαμιλτο-
νιανή για την περίπτωση χωρικά ομογενών χωρόχρονων και να κατασκευασθεί η
άλγεβρα των δεσμών με την χρήση της μεθόδου Dirac. Ορίζουμε αρχικά την δράση
για το πεδίο βαρύτητας που αντιστοιχεί στην μετρική (1.29) ως

S “

ż

d4xN?
γpKijKij ´ K2 ´ Rq, (1.36)

όπου Kij είναι ο τανυστής εξωτερικής καμπυλότητας. Για την περίπτωση των χω-
ρικά ομογενών γεωμετριών που υπάρχουν τρεις μονο-μορφές σai η Λαγκρανζιανή
μπορεί να γραφτεί στην μορφή

L “ N
?
γpKijKij ´ K2 ´ Rq “ σN

?
γpKαβK

αβ ´ K2 ´ Rq, (1.37)

όπου σ “ detσai . Ορίζοντας στην συνέχεια την υπερμετρική ως

Gαβµν “

?
γ

4

`

γαµγβν ` γανγβµ ´ 2γαβγµν
˘

, (1.38)
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αποδεικνύεται ότι μπορούμε να γράψουμε την Λαγκρανζιανή ως

L “ 2NGαβµνKαβKµν ´
?
γNR (1.39)

από την οποία προκύπτουν οι γενικευμένες ορμές ως

pµ “
BL

B 9Nµ
« 0, p0 “

BL

B 9N
« 0, παβ “

BL

Bγαβ
“ ´2GαβκλKκλ. (1.40)

Η γενική Χαμιλτονιανή που προκύπτει για την γεωμετρία αυτή γράφεται

Hc “ NH0 ` 4NαHα (1.41)

όπου οΧαμιλτονιανός δεσμός και ο διαφορομορφικός δεσμός γράφονται αντίστοιχα

H0 “
1

2
Gκλµνπ

µνπκλ `
?
γR « 0, (1.42)

Hα “ Cν
αβγρνπ

ρβ « 0. (1.43)

Συνεπώς η γενική Χαμιλτονιανή μηδενίζεται κάτι που είναι αναμενόμενο σε επα-
ναπαραμετροποιήσιμες θεωρίες. Χρησιμοποιώντας τις αγκύλες Poisson (1.17) που
ορίστηκαν στην προηγούμενη ενότητα, προκύπτουν οι παρακάτω σχέσεις

tγαβ, π
µνu “

1

2
pδµαδ

ν
β ` δµβδ

ν
aq, (1.44a)

tHα, Hβu « 0, (1.44b)

tHα, H0u “
Cσ
ασ

2

ˆ

1

2
Gκλµνπ

µνπκλ ´
?
γR

˙

. (1.44c)

Για τα Bianchi Α κλάσης όπου Cτ
τρ “ 0 δεν υπάρχουν επιπλέον δεσμοί ενώ για τα

Bianchi Β κλάσης όπουCτ
τρ ‰ 0 προκύπτουν (λόγω τουH0 « 0 ) δύο επιπλέον δεσμοί

X5 “ Gκλµνπ
µνπκλ « 0, X6 “

?
γR « 0. (1.45)

Εξαιτίας του πρώτου δεσμού συμπεραίνουμε ότι η Χαμιλτονιανή δεν είναι έγκυρη
για τα πρότυπα B κλάσης γιατί οι συνολικοί δεσμοί εξαντλούν τις 10 εξισώσεις του
Einstein και ο νέος δεσμός δεν αντιστοιχεί σε κάποια εξίσωση. Τέλος ο δεύτερος
δεσμός οδηγεί σε ασυνέπεια μιας και δεν μπορεί να υπάρξει πρότυπο Bianchi Β
κλάσης με R “ 0.
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1.2.3 Αυτομορφισμοί

Ένας άμεσος τρόπος για να βρεθεί η γενική λύση του παραπάνω συστήματος
εξισώσεων είναι μέσω των αυτομορφισμών των αντιστοίχων αλγεβρών Lie. Γενικά
οι αυτομορφισμοί είναι οι μετασχηματισμοί των συντεταγμένων xi “ f ipx̃j, tq οι
οποίοι διατηρούν σχεδόν αναλλοίωτη την συναρτησιακή μορφή του στοιχειώδους
μήκους (1.32). Συνεπώς το στοιχειώδες μήκος γίνεται

ds2 “ rpNαptqNαptq ´ N2ptqq `
Bf i

Bt

Bf j

Bt
σαi pfqσβj pfqγαβptq

` 2σαi pfq
Bf i

Bt
Nαptqsdt2

` 2σαi pfq
Bf i

Bx̃m
rNαptq ` σβj pfq

Bf j

Bt
γαβptqsdx̃mdt

` σαi pfqσβj pfqγαβptq
Bf i

Bx̃m
Bf j

Bx̃n
dx̃mdx̃n.

(1.46)

Υπάρχει πάντα αντιστρέψιμος πίνακας Λαµpx̃, tq και η τριπλέτα Pαpx̃, tq, για τις
οποίες ισχύει ότι

σαi pfq
Bf i

Bx̃m
“Λαµpx̃, tqσµmpx̃q,

σαi pfq
Bf i

Bt
“Pαpx̃, tq.

(1.47)

Για να διατηρείται η χωρική ομοιογένεια θα πρέπει οι παραπάνω πίνακες να
είναι χωρικά ανεξάρτητοι , δηλαδή Λαµpx̃, tq “ Λαµptq και Pαpx̃, tq “ Pαptq. Με την
χρήση αυτών των περιορισμών οι ανωτέρω εξισώσεις διαμορφώνουν ένα μη γραμ-
μικό σύστημα μερικών διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης για τις συναρτήσεις
f ipx̃, tq. Άρα για την συγκεκριμένη συνάρτηση f i’s το στοιχειώδες μήκος (1.32) μπο-
ρεί να γραφτεί στην μορφή

ds2 “ p rNαptq rNαptq ´ rN2ptqqdt2 ` 2 rNαptqσαi px̃qdx̃idt ` rγαβptqσαi px̃qσβj px̃qdx̃idx̃j,

(1.48)
όπου

Ñ “ N, Ñα “ ΛραpNρ ` γρσP
σq, γ̃µν “ ΛαµΛ

β
νγαβ. (1.49)

Το θεώρημα του Φρομπένιους μας λέει ότι υπάρχει πάντα τοπική λύση στο σύστημα
(1.47), εφόσον ισχύει η συνθήκη ολοκληρωσιμότητας B2xi

Bx̃mBx̃n
“ B2xi

Bx̃nBx̃m
and B2xi

Bx̃mBt
“
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B2xi

BtBx̃m
. Με την χρήση αυτών των συνθηκών η εξίσωση (1.47) παίρνει την μορφή

ΛαρC
ρ
βγ “ Cα

µνΛ
µ
βΛ

ν
γ ô Cα

βγ “ SαµΛ
µ
βΛ

ν
γC

µ
µν , (1.50)

2P µCα
µνΛ

ν
β “ 9Λαβ , (1.51)

όπου S είναι ο αντίστροφος πίνακας του Λ. Η πρώτη εξίσωση από τις δύο παρα-
πάνω υποδεικνύει ότι ο πίνακας Λ ανήκει στους αυτομορφισμούς τις αντίστοιχης
Lie άλγεβρας. Το παραπάνω σύστημα εξισώσεων μπορεί να επιλυθεί για όλα τα
πρότυπα Bianchi. Σε κάθε περίπτωση τα Λαµ και P ρ εξαρτώνται από τρεις τυχαίες
συναρτήσεις του χρόνου. Επίσης υπάρχει μία ελευθερία βαθμίδας αλλαγής του χρό-
νου. Οι ελευθερίες αυτές μπορούν να χρησιμοποιηθούν, για να απλοποιηθεί η μορφή
του στοιχειώδους μήκους, κυρίως με δύο τρόπους:

1. Ο πρώτος είναι να τεθεί αρχικά το Ñα ίσο με μηδέν. Έπειτα, η ελευθερία
βαθμίδς που περιγράφεται από τα Λαβ “ constant, P ρ “ 0 μας επιτρέπει τη
μείωση της τάξης των εξισώσεων και την εύρεση όλων των λύσεων. Με αυτόν
τον τρόπο έχουν βρεθεί οι γενικές λύσεις των προτύπων Bianchi I έως VII [4,
5, 6, 7].

2. Στον δεύτερο αρχικά απλοποιείται η τρισδιάστατη μετρική και έπειτα επιλύ-
ονται οι εξισώσεις. Αυτός ο τρόπος είναι χρήσιμος στην περίπτωση των προ-
τύπων Bianchi VIII και IX γιατί σε αυτήν το Λ αρκεί για να διαγωνοποιηθεί η
γαβ .

1.3 Μίνι-υπερχώροςκαιΧαμιλτονιανόςφορμαλισμός
Η δράση που θα χρησιμοποιηθεί στη συνέχεια είναι αυτή της βαρύτητας Einstein

με ύλη
S “

c4

16πG

ż

?
´g R d4x ` Sm, (1.52)

όπου g θεωρούμε την ορίζουσα της χωροχρονικής μετρικής gµν ,R είναι το βαθμωτό
πεδίο Ricci και Sm η δράση της ύλης του μοντέλου. Στην συνέχεια θα χρησιμοποι-
ηθούν πολλαπλότητες με χωρική ομοιογένεια, για τις οποίες το στοιχειώδες μήκος
παίρνει την μορφή

ds2 “ ´Nptq2dt2 ` γκλptqσκi pxqσλj pxqdxidxj, (1.53)

όπου N είναι η συνάρτηση παρόδου. Η διαφορά του μήκους αυτού από το στοι-
χειώδες μήκος (1.32) είναι ότι ο όρος p2Nασ

α
i pxqdxidtq είναι μηδέν, το οποίο μπορεί
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πάντα να επιτευχθεί στις κατάλληλες συντεταγμένες [8] ωστόσο σε κάποιες περι-
πτώσεις αυτό ισχύει μόνο τοπικά. Αντικαθιστώντας το μήκος αυτό στις εξισώσεις
Einstein (οι οποίες προέρχονται από την μεταβολή της δράσης ως προς το gµν)

Gµν ” Rµν ´
1

2
gµνR “

8πG

c4
Tµν , (1.54)

με Tµν “ 2?
´g

δSm

δgµν
, προκύπτει ένα σύστημα διαφορικών εξισώσεων με ανεξάρτητη

μεταβλητή το t. Αντιθέτως, αν η δράση (1.52) υπολογιστεί χρησιμοποιώντας την
φυλλοποιημένη μετρική (1.53), ολοκληρώνονται όλοι οι μη-δυναμικοί βαθμοί ελευ-
θερίας και το βαρυτικό σύστημα μπορεί να περιγραφεί ικανοποιητικά από την ανηγ-
μένη δράση. Επιπλέον το ανηγμένο σύστημα που προκύπτει έχει πεπερασμένους
βαθμούς ελευθερίας και είναι πιο εύκολα κβαντώσιμο.

Η Λαγκρανζιανή 2 του μίνι-υπερχώρου που περιγράφηκε έχει την γενική μορφή

L “
1

2Nptq
Gαβpqqq1αptqq1βptq ´ NptqV pqq, (1.55)

όπου 1 “ d
dt
, ενώV pqq καιGαβpqq είναι το δυναμικό και η μετρική του μίνι-υπερχώρου

αντίστοιχα. Οι μεταβλητές qα εξαρτώνται από τον γµν δηλαδή qα “ qαpγµνq . Η Λα-
γκρανζιανή αυτή αντιστοιχεί σε ιδιάζον σύστημα. Για να μεταβούμε σε Χαμιλτο-
νιανή περιγραφή χρειάζεται να περάσουμε στο φασικό χώρο

qα Ñ pα “
BL

Bq1α
“

1

N
Gµαq

1µ, (1.56)

και η αντίστοιχη Xαμιλτονιανή

HT “ NH ` uNpN , (1.57)

η οποία προκύπτει μέσο του αλγόριθμου των Dirac-Bergmann για ιδιάζοντα συστή-
ματα που αναλύθηκε στην ενότητα (1.1.2). Η Χαμιλτονιανή αυτή έχει τους παρα-
κάτω πρωτεύοντες και δευτερεύοντες δεσμούς

pN « 0, (1.58a)

H “
1

2
G
αβ
pαpβ ` V pqq « 0. (1.58b)

2Για να έχουμε απλούστερες πράξεις θεωρήσαμε ότι c “ G “ ℏ “ 1, µ0 “ 4π. Η επιλογή των c,G
και ℏ είναι το σύνηθες φυσικό σύστημα μονάδων, ενώ η επιλογή του µ0 σημαίνει ότι χρησιμοποιούμε
τις Γκαουσιανές μονάδες για τα ηλεκτρομαγνητικά πεδία.
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Στην συνέχεια, αφού πρώτα αναλύσουμε και την περίπτωση του σταθερού δυναμι-
κού, θα αναλυθούν και τα αντίστοιχα ολοκληρώματα της κίνησης που προκύπτουν
από συμμετρίες πρώτης και δεύτερης τάξης.

1.3.1 Παραμετροποίηση σταθερού δυναμικού

Οπαραπάνωφορμαλισμός απλουστεύεται αισθητά στην παραμετροποίηση στα-
θερού δυναμικού. Στην ουσία για να επιτύχουμε αυτή την αλλαγή χρησιμοποιείται
η ελευθερία ορισμού που υπάρχει για την συνάρτηση παρέλευσης. Δηλαδή υπάρχει
πάντα η δυνατότητα να γίνει ο παρακάτω μετασχηματισμός

Nptq ÝÑ nptq “ NptqV pqq (1.59)

Συνεπώς η Λαγκρανζιανή παίρνει την μορφή

L “
1

2nptq
Gαβpqqq1αptqq1βptq ´ nptq, (1.60)

όπου Gαβ “ V Gαβ είναι η νέα μετρική του μίνι-υπερχώρου. Στη νέα Λαγκραν-
ζιανή όλη η πληροφορία για το σύστημα περιέχεται μέσα στην μετρική του μίνι-
υπερχώρου. Ο αντίστοιχος Χαμιλτονιανός δεσμός γράφεται

H “
1

2
Gαβpαpβ ` 1 « 0.

Η αλλαγή αυτή, η οποία δεν είναι για επιλογή βαθμίδας, μας παράγει μία Λαγκραν-
ζιανή με σταθερό ως προς q, δυναμικό V “ 1.

1.4 Διατηρήσιμα Φορτία
1.4.1 Πρώτης τάξης

Αποδεικνύεται ότι οι παραλλακτικές πρώτης τάξης συμμετρίες της δράσης ορί-
ζουν ολοκληρώματα της κίνησης. Για την γενική περίπτωση που προκύπτει με την
χρήση της Λαγκρανζιανής (1.60), οι μόνες μη τετριμμένες συμμετρίες ικανοποιούν
τις παρακάτω συνθήκες

LξGαβ “ ωpqqGαβ, LξV “ ´fpqqV, (1.61)

όπου οι δύο συναρτήσεις ωpqq και fpqq διαφέρουν κατά μία προσθετική σταθερά.
Στις συμμετρίες αυτές αντιστοιχούν γραμμικά ολοκληρώματα τις κίνησης
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Αποδεικνύεται ότι οι συμμετρίες αυτές παράγουν διατηρήσιμα φορτία (γραμ-
μικά στις ορμές), τα οποία εξαρτώνται από τον δεσμό [9] και έχουν γενική μορφή

Q “ ξαpqqpα `

ż

nptqωpqptqqdt, (1.62)

με
LξGαβ “ ωpqqGαβ,

όπου Lξ είναι η παράγωγος Lie ως προς το διάνυσμα του θεσεογραφικού χώρου ξ.
Τα παραπάνω διατηρήσιμα φορτία αντιστοιχούν σε σύμμορφα (ωpqq ‰ 0), Killing
(ωpqq “ 0) η ομοθετικά (ωpqq “ constant) διανυσματικά πεδία του Gαβ . Επίσης τα
φορτία που αντιστοιχούν σε Killing διανυσματικά πεδία μετατίθενται ισχυρά με την
Χαμιλτονιανή, μία ιδιότητα που θα μας φανεί αρκετά χρήσιμη στην συνέχεια.

1.4.2 Τανυστές Killing δεύτερης τάξης

Στην γενικότερη περίπτωση ένας Killing τανυστής τάξηςm είναι ένας συμμετρι-
κός τανυστής της μορφής Ka1¨¨¨am , ο οποίος ικανοποιεί την παρακάτω σχέση

Kpa1¨¨¨amq “ 0 (1.63)

και είναι γενίκευση των Killing διανυσμάτων. Στην συνέχεια θα χρειαστούμε Killing
τανυστές μόνο δεύτερης τάξης για τους οποίους ισχύουν

∇µKνλ ` ∇λKµν ` ∇νKλµ “ 0, (1.64)

Kµν “ Kνµ. (1.65)

Επιπλέον, αποδεικνύεται ότι οποιοσδήποτε Killing τανυστής αποτελείται από έναν
όρο που το ίχνος του είναι μηδέν Pab και έναν που είναι γινόμενο του ίχνους του K
και της μετρικής gab, δηλαδή

Kab “ Pab ` Kgab{4 (1.66)

και ισχύουν οι σχέσεις

4P a
b;a “ ´3K,b, Ppab; cq ´

1

3
gpabP

d
cq;d “ 0, (1.67)

οι τανυστές που ικανοποιούν την τελευταία σχέση ονομάζονται σύμμορφοι Killing
τανυστές. Επιπλέον αν η P a

b;a είναι βαθμίδα τότε ο Kab θα είναι Killing τανυστής.
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Οι παραπάνω τανυστές χωρίζονται σε δύο κατηγορίες: η πρώτη κατηγορία περι-
λαμβάνει τους τετριμμένους τανυστές όπως η μετρική και τους τανυστές που κατα-
σκευάζονται από τανυστικά γινόμενα των Killing διανυσματικών πεδίων , δηλαδή

Kµν “
1

2
pξµ b ξν ` ξν b ξµq . (1.68)

Στην δεύτερη κατηγορία περιλαμβάνονται όλοι οι υπόλοιποι μη τετριμμένοι τανυ-
στές.

Μη τετριμμένοι Killing τανυστές δεύτερης τάξης μπορούν να προκύψουν μέσω
των ομοθετικών ή σύμμορφων Killing διανυσμάτων μέσω της παρακάτω σχέσης
(βλέπε [10])

Kab “ ξpaηbq ´ 2ϕgab, (1.69)

ο οποίος είναι Killing τανυστής αν τα διανύσματα ξa και ηa ικανοποιούν τα παρα-
κάτω

ξa;b ` ξb;a “ 2Φgab, ηa;b ` ηb;a “ 2Ψgab, Φηa ` Ψξa “ ϕ,a. (1.70)

Έναακόμα είδος συμμετριών στα κοσμολογικά μοντέλαπαράγεται από τουςKilling-
Yano τανυστές οι οποίοι είναι αντισυμμετρικοί τανυστές abc¨¨¨de που ικανοποιούν την

abc¨¨¨de;f ` abc¨¨¨df ;e “ 0, (1.71)

η οποία γενικεύει την εξίσωση Killing. Μέσω αυτών των τανυστών μπορούν να κα-
τασκευαστούν Killing τανυστές. Για δεύτερης τάξης τανυστές apAqbc ο αντίστοιχος
Killing τανυστής είναι

Knm “ aAnia
i
B m ` aBnia

i
A m (1.72)

Από τους παραπάνω τανυστές παράγονται διατηρήσιμαφορτία της μορφήςK “

Kµνpµpν τα οποία έχουν μηδενική αγκύλη Poisson με τον Χαμιλτονιανό δεσμό και
συνεπώς είναι σταθερές της κίνησης

K “ Kµνpµpν ñ tK,H u “ 0. (1.73)
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2
ΚΒΑΝΤΙΚΗ ΚΟΣΜΟΛΟΓΙΑ

Η μετάβαση στην κβαντική θεωρία δεν είναι αμφιμονοσήμαντη, δηλαδή για μία
συγκεκριμένη κλασσική θεωρία δεν αντιστοιχεί μία μοναδική κβαντική λόγω μη
αντιστρεψιμότητος του όριο ℏ Ñ 0. Ένας τρόπος επιλογής είναι μέσω της μελέτης
της κβαντικής θεωρίας στο κλασσικό όριο της. Ο κύριος λόγος που υπάρχει αυτό το
πρόβλημα είναι γιατί στις βαρυτικές θεωρίες η συνολική Χαμιλτονιανή είτε μηδενί-
ζεται ως δεσμός είτε αποτελείται από επιφανειακούς όρους.

2.1 Κανονική Κβάντωση
Ηδιαδικασία της κανονικής κβάντωσης ακολουθώντας τις [11, 12] χωρίζεται σε

έξι βήματα. Το πρώτο βήμα είναι να αναγνωρίσουμε τις κατάλληλες θεσεογραφι-
κές μεταβλητές και τις αντίστοιχες ορμές τους. Αυτές θα ονομάζονται θεμελιώδεις
μεταβλητές Vi. Εφαρμόζουμε τον αλγόριθμο του Dirac, δηλαδή μετατρέπουμε τις
αγκύλες Poisson σε μεταθέτες για τις θεμελιώδεις μεταβλητές,

V3 “ tV1, V2u ÝÑ V̂3 “ ´
i

ℏ
rV̂1, V̂2s. (2.1)

Στην περίπτωση της γενικής σχετικότητας που περιγράφηκε προηγουμένως οι θε-
μελιώδεις μεταβλητές είναι οι γαβpxq και οι αντίστοιχες ορμές πµνpyq, με μεταθέτη

rγ̂αβpxq, πµνpyqs “ iℏδµ
pαδ

ν
βqδpx ´ yq. (2.2)
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Μολονότι οι ορμές, όπωςφαίνεται και στην σχέση (1.40), εξαρτώνται από την εξωτε-
ρική καμπυλότητα, η παρουσία του παραπάνω μεταθέτη και η επακόλουθη σχέση
απροσδιοριστίας μεταξύ εσωτερικής και εξωτερικής γεωμετρίας που δημιουργεί,
συνεπάγεται ότι ο κλασσικός χωρόχρονος αναλύεται πλήρως στην κβαντική βαρύ-
τητα. Το δεύτερο βήμα είναι η κβάντωση μίας γενικής μεταβλητής F που εξαρτάται
από τις θεμελιώδεις μεταβλητές.

Στο τρίτο βήμα χρειάζεται να κατασκευάσουμε τον κατάλληλο χώρο αναπαρα-
στάσεων F για τις δυναμικές μεταβλητές. Στην περίπτωση μας θα χρησιμοποιούμε
την εικόνα Schroedinger, στην οποία οι τελεστές δρουν στα συναρτησοειδή στον κα-
τάλληλο χώρο, δηλαδή έχουμε

γ̂αβpxqΨrγαβpxqs “ γαβpxqΨrγαβpxqs (2.3)

p̂γδpxqΨrγαβpxqs “ ´iℏ
δ

δhγδpxq
Ψrγαβpxqs (2.4)

Αυτές οι σχέσεις δεν ορίζουν αυτοσυζυγείς τελεστές μολονότι δεν υπάρχει μέτρο
Lebesque στον χώρο RiemΣ1 . Αυτό συμβαίνει γιατί ο χώρος αναπαράστασης F
είναι βοηθητικός χώρος και δεν έχουν χρησιμοποιηθεί οι δεσμοί του συστήματος,
άρα δεν περιέχει μόνο τις φυσικές καταστάσεις.

Το τέταρτο βήμα είναι η εφαρμογή των κλασσικών δεσμών (1.42) στην κβαντική
περίπτωση. Αυτό γίνεται ως εξής

H0 « 0 Ñ Ĥ0Ψ “ 0, (2.5)

Hα « 0 Ñ ĤαΨ “ 0, (2.6)

οι παραπάνω εξισώσεις είναι σχεδόν άπειρες σε αριθμό γιατί υπάρχει μία για κάθε
σημείο του χωρόχρονου. Συνεπώς ως φυσικές καταστάσεις θα θεωρούνται μόνο
όσες ικανοποιούν τους παραπάνω δεσμούς και ο αντίστοιχος χώρος συμβολίζεται
μεF0. Ο τρόπος επίλυσης των δεσμών εξαρτάται από την προσέγγιση που χρησιμο-
ποιείται για τον ορισμό του χρόνου. Επίσης σε κάποιες περιπτώσεις, όπως θα δούμε
και στα επόμενα κεφάλαια, πρέπει να εφαρμόσουμε και συνθήκες κανονικοποίησης
της κυματοσυνάρτησης σύμφωνα με την εκάστοτε κβαντική ερμηνεία που χρησιμο-
ποιείται. Οπότε ο υπόχωρος στον οποίο οι κυματοσυναρτήσεις υπάρχουν ορίζεται
ως Fphys, με Fphys Ă F0 Ă F .

Το πέμπτο βήμα αφορά τον ορισμό των παρατηρήσιμων μεγεθών. Κλασσικά ως
παρατηρήσιμα μεγέθη ορίζονται όσα έχουν μηδενική αγκύλη Poisson με τους δε-

1Ο χώρος RiemΣ περιέχει όλες τις τρία-μετρικές του χώρου Σ.
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σμούς, με tO,Hµu. Για να παραμένει παρατηρήσιμο ένα μέγεθος και στην κβαντική
περίπτωση θα πρέπει να ισχύει

rÔ, ĤsΨ “ 0. (2.7)

Η αντιστοίχιση αυτή δεν ισχύει πάντα όπως θα δούμε και στο κεφάλαιο 4, γεγονός
το οποίο οφείλεται πιθανότατα στον ελλειπή κανόνα κβάντωσης διατηρήσιμωνφορ-
τίων που προέρχονται από τανυστικά μεγέθη. Επίσης για τελεστές με rF̂ , Ĥµs ‰ 0

ισχύει ότι ĤµpF̂Ψq ‰ 0. Ένα τέτοιο τελεστή θα παρουσιάσουμε στην συνέχεια για
τον μίνι-υπερχώρο.

Το έκτο και τελευταίο βήμα αφορά την κατασκευή του φυσικού χώρου Hilbert. Η
δυσκολία έγκειται στο γεγονός ότι δεν είναι πάντα ξεκάθαρο αν ο χώρος αυτός είναι
ο F0 ή ο Fphys. Το πιο πιθανό είναι ο χώρος αυτός να είναι εγκιβωτισμένος χώρος
Hilbert (βλέπε [13]). Το πρόβλημα ορισμού του χώρου Hilbert συνδέεται άμεσα με το
πρόβλημα του χρόνου που θα αναλύσουμε στην συνέχεια.

2.2 Το πρόβλημα του χρόνου
Η έννοια του χρόνου διαφέρει δραστικά στη γενική σχετικότητα σε σχέση με

την κβαντική μηχανική. Η κύρια διαφορά είναι ότι στην κβαντομηχανική ο χρόνος
θεωρείται εξωτερική μεταβλητή ενώ στην γενική σχετικότητα δυναμική. Ένα βα-
σικό πρόβλημα που προκύπτει από αυτό είναι ότι δεν μπορεί να οριστεί κβαντικός
τελεστής για τον χρόνο. Επίσης οι κλασσικοί δεσμοί δεν περιέχουν καμία χρονική
μεταβλητή. Συνεπώς, λαμβάνοντας υπόψιν ότι για μία κβαντική θεωρία η έννοια
του χρόνου είναι πολύ σημαντική, υπάρχουν τρεις βασικές προσεγγίσεις για το πρό-
βλημα του χρόνου (βλέπε [14, 15]):

• επιλογή του χρόνου πριν την κβάντωση

• επιλογή του χρόνου μετά την κβάντωση

• άχρονες θεωρίες

2.2.1 Χρόνος πριν την κβάντωση

Στην περίπτωση αυτή ξεχωρίζουμε αρχικά τη χρονική μεταβλητή από τις πραγ-
ματικές μεταβλητές. Δηλαδή ξεκινώντας από τις μεταβλητές του ADM γαβpxq και
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πγδpxq, καταλήγουμε στις εξής

pγαβpxq, πγδpxqq Ñ pXApxq, PBpxq;ϕrpxq, pspxqq (2.8)

όπου οι 8ˆ 8 μεταβλητέςXA και PB pA,B “ 0, 1, 2, 3q είναι οι εμφυτευμένες μετα-
βλητές και οι κανονικές τους ορμές, ενώ οι 4 ˆ 8 μεταβλητές ϕr και ps pr, s “ 1, 2q

υποδεικνύουν τους πραγματικούς βαθμούς ελευθερίας του βαρυτικού πεδίου. Το
επόμενο βήμα στην διαδικασία αυτή είναι η εφαρμογή των κλασσικών δεσμών H
με σκοπό να απαλείψουμε τις 4 ˆ 8 από τις συνολικές 8 ˆ 8 εμφυτευμένες μετα-
βλητές

PApxq ` hApx;XB, ϕr, pss « 0 (2.9)

Οι υπόλοιπες 4 ˆ 8 μεταβλητές απαλείφονται μετά την εισαγωγή του δεσμού στην
κλασσική δράση

S “

ż

dt

ż

d3x
´

pr 9ϕr ´ hApx;XB
t , ϕ

r, pss 9XA
t pxq

¯

(2.10)

με αντίστοιχη ”πραγματική” Χαμιλτονιανή

Htrueptq “

ż

Σ

d3xhApx;XB
t , ϕ

r, pss 9XA
t pxq. (2.11)

Οι εξισώσεις αυτές δίνουν τις εξισώσεις κίνησης για τα ϕr και ps. Στην εξίσωση
(2.9) μπορεί να γίνει εύκολα η κβάντωση εισάγοντας τα συναρτησοειδή Ψrϕrpxqs,
με αποτέλεσμα

iℏ
δΨrϕrpxqs

δXApxq
“ hApx;XB, ϕr, pssΨrϕrpxqs (2.12)

η οποία έχει την μορφή της εξίσωσης Schroedinger και ο χρόνος θεωρείται το XA.

Στην βιβλιογραφία υπάρχουν λιγοστές θεωρίες για την επιλογή του χρόνου στην
πλήρη θεωρία. Μία από τις επιλογές αυτές είναι ο χρόνος York ή ’εξωτερικός χρό-
νος’ ο οποίος ορίζεται ως (βλέπε [16])

T px;Hab, p
cds “

2

3
?
h
pcdγcd PT “ ´

?
h. (2.13)

Με τον αντίστοιχο Χαμιλτονιανό δεσμό να γράφεται στην μορφή PT ` hT « 0, η
πραγματική Χαμιλτονιανή θα έχει την μορφή

Htrue “

ż

d3x
?
γ `

ż

d3xNaHa (2.14)
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Τέλος αξίζει να σημειώσουμε ότι το κύριο πρόβλημα της θεωρίας αυτής είναι
ότι δεν λύνει το πρόβλημα του χρόνου στην γενική περίπτωση αλλά μόνο για ειδικές
περιπτώσεις.

2.2.2 Χρόνος μετά την κβάντωση

Στην δεύτερη προσέγγιση γίνεται κβάντωση των δεσμών (1.42), πριν τον ορισμό
του χρόνου, χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (2.2,2.3,2.4) και παράγονται οι παρακάτω
εξισώσεις για την κυματοσυνάρτηση Ψrhabpxqs

Ĥ0Ψ ”

ˆ

´16πGℏ2Gabcd
δ2

δhabδhcd
´

?
γ

16πG
pp3qR ´ 2Λq

˙

Ψ “ 0 (2.15)

ĤaΨ ” i2Dbγacℏ
δΨ

δγbc
“ 0 (2.16)

Η πρώτη εξίσωση ονομάζεταιWheeler-De Witt και η δεύτερη κβαντική εξίσωση δια-
φορομορφισμών. Ένα από τα κύρια προβλήματα της προσέγγισης αυτής είναι η
επιλογή της σωστής σειράς των όρων. Επίσης επειδή η εξίσωση WdW δεν είναι της
μορφής Schroedinger η επιλογή χώρου Hilbert δεν είναι τετριμμένη.

Στην συνέχεια είναι απαραίτητο να κατασκευάσουμε τον κατάλληλο χώροHilbert,
ορίζοντας το κατάλληλο εσωτερικό γινόμενο. Η πρώτη επιλογή είναι η χρήση του
εσωτερικού γινομένου τύπου Schrödinger, με

xΨ1|Ψ2y “

ż

Riem
DµrγsΨ˚

1rγsΨ2rγs, (2.17)

και η δεύτερη είναι να χρησιμοποιήσουμε το εσωτερικό γινόμενο τύπουKlein-Gordon
με μορφή

xΨ1|Ψ2y “ i
ż

ź

x

dΣabpxqΨ˚
1rγabs

˜

Gabcd

ÝÑ
δ

δγcd
´

ÐÝ
δ

δγcd
Gabcd

¸

Ψ2rγabs. (2.18)

Και οι δύο σχέσεις είναι πολύ δύσκολες στην επίλυση. Η δεύτερη παρότι είναι χρο-
νικά ανεξάρτητη δεν είναι θετικά ορισμένη. Συνεπώς και σε αυτή την περίπτωση
κβάντωσης δεν υπάρχει τελική απάντηση και θεωρία και γι’ αυτό το λόγο η WdW
εξίσωση χρησιμοποιείται απλά σαν μία διαφορική εξίσωση.



23 Κεφάλαιο 2. Κβαντική Κοσμολογία

2.3 Κβάντωση του μίνι-υπερχώρου
Όπως είδαμε παραπάνω η επίλυση της WdW εξίσωσης είναι δύσκολη έως αδύ-

νατη. Το ίδιο συμβαίνει και στην περίπτωση που οι θεμελιώδεις μεταβλητές μας
είναι οι κβαντικές συνδέσεις στην κβαντική βαρύτητα βρόχων. Γι’ αυτό το λόγο εί-
ναι σύνηθες να επιβάλλονται διάφορες συμμετρίες στο εκάστοτε βαρυτικό μοντέλο,
όπως: σφαιρική συμμετρία, αξονική συμμετρία ή ομοιογένεια. Η κάθε περίπτωση
αντιστοιχεί σε διαφορετικό φυσικό σύστημα, για παράδειγμα οι στατικές μελανές
οπές είναι σφαιρικά ή αξονικά συμμετρικές, ενώ το σύμπαν προσεγγίζεται από χω-
ρικώς ομογενή και ισότροπα μοντέλα. Επιπλέον, αυτά τα απλουστευμένα μοντέλα
μπορούν να χρησιμοποιηθούν για τον έλεγχο των γενικότερων επιλογών που έχουν
γίνει ως προς τις μεταβλητές για παράδειγμα.

Στην συνέχεια θα ασχοληθούμε με την εφαρμογή της κβαντικής θεωρίας σε κο-
σμολογικά μοντέλα, από την οποία προκύπτουν τα επονομαζόμενα μοντέλα μίνι-
υπερχώρου. Πιο συγκεκριμένα θα αναλύσουμε μόνο την περίπτωση της κβαντικής
γεωμετροδυναμικής και όχι της κβαντικής κοσμολογίας βρόχων.

Το πρώτο βήμα είναι να εφαρμόσουμε την μέθοδο της κανονικής κβάντωσης για
την Λαγκρανζιανή (1.60). Θεωρούμε ότι η μίνι-υπερμετρική Gαβ έχει κάποια δια-
νυσματικά πεδία Killing ξI και κάποια τανυστικά πεδία Killing KJ όπου I, J είναι
οι δείκτες για το καθένα από αυτά. Σε κάθε διάνυσμα και τανυστή Killing αντιστοι-
χεί ένα ολοκλήρωμα της κίνησης. Αρχικά αντιστοιχούμε διαφορικούς τελεστές στις
ορμές και αντικαθιστούμε τις αγκύλες Poisson με μεταθέτες

pn ÞÑ ppn “ ´i
B

Bn
, pα ÞÑ ppα “ ´i

B

Bqα
, (2.19)

ενώ οι τελεστές που αντιστοιχούν στην qα θεωρείται ότι δρουν πολλαπλασιαστικά.
Επιπλέον, οι αγκύλες Poisson παίρνουν την μορφή μεταθέτη

t , u Ñ ´ir , s, (2.20)

όπου χρησιμοποιήσαμε την σύμβαση ℏ “ 1.
Κατά την διαδικασία μετασχηματισμού του κινητικού όρου της H σε τελεστή

προκύπτει το πρόβλημα διάταξης των όρων, δηλαδή το ότι δεν υπάρχει μοναδικός
τρόπος να γράψουμε τον τελεστή αυτό αλλά εξαρτάται από την σειρά των όρων. Γι’
αυτό το λόγο θα επιλέξουμε τη σύμμορφη Λαπλασιανή (ή τελεστή Yamabe),

xH “ ´
1

2µ
Bα

`

µGαβBβ
˘

`
d ´ 2

8pd ´ 1q
R ` 1, (2.21)
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όπου µpqq “
a

| detGαβ|, Bα “ B
Bqα

, R είναι το βαθμωτό πεδίο Ricci και d είναι
διάσταση του μίνι-υπερχώρου. Η συγκεκριμένη επιλογή είναι ξεχωριστή για τους
εξής λόγους:

1. Μετασχηματίζεται ως βαθμωτό πεδίο όταν γίνονται μετασχηματισμοί στις θε-
σεογραφικές μεταβλητές qa.

2. Η απαίτηση να περιέχει παραγώγους δεύτερης τάξης τουGµν διότι ο κλασσι-
κός δεσμός είναι τετραγωνικός στις ορμές.

3. Η απαίτηση να είναι συναλλοιώτη κάτω από σύμμορφη κλιμάκωση του Gµν ,
πράγμα το οποίο είναι ιδιότητα και του κλασσικού συστήματος.

Επιπλέον, οι κλασσικές συμμετρίες που παράγονται από γραμμικά διανυσμα-
τικά πεδία και Killing τανυστικά πεδία μετασχηματίζονται σε κβαντικό επίπεδο,
τα μεν πρώτα αντικαθιστώντας τα QI με πρώτης τάξης γραμμικούς Ερμιτιανούς
τελεστές [17] και τα δε KJ με τον ψευδο-Λαπλασιανό τελεστή [18], οπότε έχουμε
αντίστοιχα

pQI “ ´
i

2µ
pµξαI Bα ` BαpµξαI qq “ ´i ξαI Bα (2.22)

pKJ “ ´
1

µ
Bα

”

µKαβ
J Bβ

ı

. (2.23)

2.3.1 Ένα Ομογενές και Ισότροπο Μοντέλο

Το πιο απλό παράδειγμα μοντέλου μίνι-υπερχώρου είναι αυτό που προκύπτει
από την χωρικά ομογενή και ισότροπη κοσμολογία FLRW (με ιδανικό ρευστό, βαθ-
μωτό πεδίο κλπ.). Η αρχική βαρυτική δράση σε αυτό το μοντέλο είναι η δράση
Einstein-Hilbert από την γενική σχετικότητα, που δίνεται από

S “
1

2κ2

ż

d4x
?

´gpR ´ 2Λq (2.24)

με κ2 “ 8πG. Για το ομογενές και ισότροπο σύμπαν FLRW το στοιχειώδες μήκος
δίνεται από

ds2 “ ´Nptq2dt2 ` aptq2dΩ2
3 (2.25)

όπου dΩ2
3 είναι το στειχειώδες μήκος χώρου σταθερής καμπυλότητας με k “ 0,˘1

και παράγοντα κλίμακας a. Η εξίσωση 2.25 προκύπτει από την εξίσωση 1.29 αν
θέσουμε N i “ 0 και hijpx, tqdxidxj “ a2ptqdΩ2

3.
To βαθμωτό πεδίο ϕ περιγράφεται από την αντίστοιχη ελαχιστικά συζευγμένη
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δράση. Οπότε η συνολική δράση για το μοντέλο είναι

S “ Sgrav ` Sm (2.26)

“
3V0
κ2

ż

dtN

ˆ

´a 9a2

N2
` ka ´

Λa3

3

˙

`
V0
2

ż

dtNa3

˜

9ϕ2

N2
´ V pϕq

¸

(2.27)

όπου V0 είναι ο όγκος ενός χωρικού φύλλου, το οποίο το θέτουμε ίσο με V0 “ 2π2. Συ-
νεπώς το σύστημα έχει τώρα δύο βαθμούς ελευθερίας pa, ϕq, αντί για τους άπειρους
phijpxq, ϕpxqq που είχε στον υπερχώρο. Οι αντίστοιχες κανονικές ορμές δίνονται από
τις σχέσεις

πa “ ´
a 9a

κ2N
πϕ “

a3 9ϕ

N
πN « 0 (2.28)

όπου το κυματιστό ίσον είναι για την ασθενή ισότητα, βλ. [2]. Οπότε η εξίσωση για
το πN είναι ένας πρωτεύων δεσμός, και συνεπώς η Χαμιλτονιανή γράφεται

H “ N

ˆ

´
κ2

12a
π2
a `

1

2a3
π2
ϕ ` a3

Λ

κ2
` a3V pϕq ´

3ka

κ2

˙

(2.29)

Από την διατήρηση του δεσμού αυτού πN « 0 Ñ BH{BN « 0 συνεπάγεται ότι η
Χαμιλτονιανή μηδενίζεται,H « 0. Αυτός είναι ο Χαμιλτονιανός δεσμός και μπορεί
να γραφτεί σε πιο συμπαγή μορφή με την χρήση της μετρικής DeWitt

GAB “

˜

´ 6a
κ2

0

0 a3

¸

(2.30)

Συνεπώς ο Χαμιλτονιανός δεσμός γράφεται στην μορφή

H “
1

2
GABπAπB ` V pa, ϕq « 0 (2.31)

με
V pa,Φq “

1

2

ˆ

´
6ka

κ2
`

2Λa3

κ2
` a3V pϕq

˙

(2.32)

όπου A,B Ñ α, ϕ και qc “ pa, ϕq. Έπειτα γίνεται κανονική κβάντωση όπως προη-
γουμένως και χρησιμοποιούμε την σύμμορφη Λαπλασιανή

GABπAπB ÝÑ ´ℏ2∇2
LB “ ´

ℏ2
?

´G
BA

´?
´GGABBB

¯

(2.33)

όπουG είναι η ορίζουσα της μετρικής DeWitt. Τελικά, η εξίσωση Wheeler-DeWitt
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παίρνει την μορφή
ˆ

ℏ2κ2

12
a

B

Ba

ˆ

a
B

Ba

˙

´
ℏ2

2

B2

Bϕ2
` a6

ˆ

V pϕq `
Λ

κ2

˙

´
3ka4

κ2

˙

Ψpa, ϕq “ 0 (2.34)

αντικαθιστώντας α ” ln a, η εξίσωση αυτή γράφεται στην απλούστερη μορφή
ˆ

ℏ2κ2

12

B2

Bα2
´

ℏ2

2

B2

Bϕ2
` e6α

ˆ

V pϕq `
Λ

κ2

˙

´ 3e4α
k

κ2

˙

Ψpα, ϕq “ 0 (2.35)

Η νέα μεταβλητή α έχει διττό ρόλο: πρώτον φράζει τον παράγοντα κλίμακας από
κάτω και δεύτερον κάνει την εξίσωση Wheeler-DeWitt καλώς ορισμένη στις μονα-
δικότητες.

Συνεπώς είδαμε ότι η κανονική κβάντωση της κοσμολογίας δίνει μία εξίσωση
για την κβαντική κοσμολογία αντίστοιχη με την εξίσωση Schrödinger στην κβαντο-
μηχανική. Η βασικότερη διαφορά μεταξύ αυτών των δύο είναι ότι στην πρώτη ο
χρόνος είναι εσωτερικός ενώ στην δεύτερη εξωτερικός όπως αναφέρθηκε και προη-
γουμένως, που είναι ένα στοιχείο που μας δείχνει ότι πιθανότατα πρέπει να οριστεί
διαφορετικά ο χρόνος στην κβαντομηχανική.

2.4 Ομοθετικό πεδίο και τελεστής χρονικής εξέλιξης

Όπως αναφέρθηκε στο κεφάλαιο 1 για την Λαγκρανζιανή της μορφής (1.60) οι
μόνες μη τετριμμένες συμμετρίες ικανοποιούν τις συνθήκες (1.61) και προκύπτουν
διατηρήσιμα φορτία που δίνονται από την σχέση (1.62).

Ακολουθώντας την διαδικασία της κανονικής κβάντωσης, επιλέγουμε τη σύμ-
μορφη Λαπλασιανή για να αναπαραστήσουμε τον κινητικό όρο του Χαμιλτονιανού
δεσμού, με

Ĥ “ ´L̂g ` 1 ñ Ĥ “
1

2µ
BαpµGαβBβq ´

d ´ 2

4pd ´ 1q
R (2.36)

Επιπλέον οι γραμμικές ορμές δίνονται από τη σχέση (2.22). Αποδεικνύεται ότι όταν
το ξα είναι σύμμορφο διάνυσμα Killing του Gµν , ο τελεστής

D̂ξ “ ξα∇α `
d ´ 2

2d
p∇αξ

αq, (2.37)

είναι συμμετρία της σύμμορφης Λαπλασιανής L̂g με

L̂gD̂ξ “ δ̂ξL̂g, (2.38)
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όπου
δ̂ξ “ ξα∇α `

d ` 2

2d
p∇αξ

αq. (2.39)

Δρώντας στην κυματοσυνάρτηση Ψ η σχέση (2.38) παίρνει την μορφή

L̂g

ˆ

Q̂Ψ `
i

d
ξα;αΨ

˙

“ ´iδ̂ξL̂gΨ (2.40)

Όταν ηΨ είναι λύση της εξίσωσηςWDW, ĤΨ ñ L̂gΨ “ Ψ, τότε καταλήγουμε στην
σχέση

L̂gQ̂Ψ “ Q̂Ψ ´
i

d

´

L̂gpξ
α
;αΨ ` ξα;αΨ

¯

(2.41)

η οποία είναι τελείως γενική λαμβάνοντας υπόψιν ότι δεν έχουμε προσδιορίσει το
ξ. Στην συνέχεια θεωρούμε την περίπτωση που το ξ είναι το ομοθετικό πεδίο με
ξαh;α “ d

2
, οπότε η (2.41) παίρνει την απλή μορφή

ĤQ̂hΨ “ iΨ ô rĤ, Q̂hsΨ “ iΨ. (2.42)

Οι παραπάνω εξισώσεις δεν μπορούν να χρησιμοποιηθούν για να ορισθεί η Ψ και
ισχύουν μόνο όταν έχει χρησιμοποιηθεί η εξίσωση ĤΨ “ 0. Αυτό σημαίνει ότι ο ομο-
θετικός τελεστής δεν πληρεί τις ίδιες ιδιοκαταστάσεις με τον Χαμιλτονιανό τελεστή.
Θεωρώντας ότι η πλήρης Χαμιλτονιανή στην κβαντική περίπτωση έχει τη μορφή

Ĥ “ NĤ ` uNptqp̂N , (2.43)

τότε για την χρονική εξέλιξη του ομοθετικού διατηρήσιμου φορτίου προκύπτει η
παρακάτω σχέση

dQ̂h

dt Ψ “ ´irQ̂h, Ĥs “ iN rĤ, Q̂hs “ ´NΨ, (2.44)

από την οποία προκύπτει ότι το Q̂h παράγει την συνάρτηση παρόδου . Επίσης η :̂
Qh

παράγει την συνάρτηση uNptq.

2.5 Ημικλασσικήανάλυσημέσω του κβαντικού δυνα-
μικού

Στην ερμηνεία κβαντικού δυναμικού χρησιμοποιείται η κυματοσυνάρτηση του
συστήματος για να βρεθεί μία οικογένεια τροχιών για τα παρατηρήσιμα μεγέθη.
Αρχικά θεωρούμε την απλή περίπτωση ενός σωματιδίου με συντεταγμένη xptq μάζα
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m και δυναμικό V pxq. Το πρώτο βήμα στην ανάλυση αυτή είναι να γράψουμε την
κυματοσυνάρτηση ως

ψpx, tq “ Ωpx, tqeiSpx,tq, (2.45)

όπου Ωpx, tq και Spx, tq είναι πραγματικές συναρτήσεις, που αναπαριστούν αντί-
στοιχα το πλάτος και τη φάση της κυματοσυνάρτησης. Οπότε προκύπτουν δύο εξι-
σώσεις μετά την αντικατάσταση αυτής στην εξίσωση Schrödinger

BS

Bt
`

1

2m

ˆ

BS

Bx

˙

` VQ “ 0, (2.46)

BR

Bt

2

`
B

Bx

ˆ

R2BS

Bx

˙

. (2.47)

Θεωρώντας ότι η κλίση του S είναι η ορμή του σωματιδίου, τότε η πρώτη εξίσωση
είναι μία τροποποιημένη Hamilton-Jacobi εξίσωση. Ο δυναμικός όρος περιέχει έναν
επιπλέον όρο ο οποίος ονομάζεται κβαντικό δυναμικό, μεQ “ B2

xR{2mR. Οι τροχιές
xptq βρίσκονται από την επίλυση του συστήματος 9x “ BxS{m. Το μέτρο R2dx δίνει
την πιθανότητα να διασχίζουν οι τροχιές την περιοχή px, x ` dxq, η οποία διατη-
ρείται με βάση την εξίσωση συνέχειας (2.47). Τέλος αν το κβαντικό δυναμικό είναι
αμελητέο σε σχέση με το κλασσικό δυναμικό τότε οι τροχιές έχουν την κλασσική
μορφή.

Στην συνέχεια θα εφαρμόσουμε την παραπάνω ερμηνεία στην κβαντική κοσμο-
λογία, χρησιμοποιώντας ένα απλό κοσμολογικό μοντέλο (βλέπε [19])το οποίο προ-
έρχεται από ένα στατικό, σφαιρικά συμμετρικό στοιχειώδες μήκος

ds2 “ ´a2prqdt2 ` n2prqdr2 ` b2prq
`

dθ2 ` sin2 θ dϕ2
˘

, (2.48)

με την αντίστοιχη WdW του μίνι-υπερχώρου

xH Ψ “
1

8 b

„

1

2 b
pBaaΨ ´ BffΨq ´

1

a
BabΨ

ȷ

´ Ψ “ 0. (2.49)

Ακολουθώντας την προηγούμενη διαδικασία αρχικά γράφουμε την κυματοσυνάρ-
τηση στην παρακάτω μορφή και την αντικαθιστούμε στην εξίσωση WDW

Ψpa, b, fq “ Ωpa, b, fqeiSpa,b,fq, (2.50)

Στην συνέχεια χωρίζοντας το πραγματικό από το φανταστικό μέρος, προκύπτει η
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εξίσωση συνέχειας

1

16b2

„

2

ˆ

BΩ

Ba

BS

Ba
´

BΩ

Bf

BS

Bf

˙

` Ω

ˆ

B2S

Ba2
´

B2S

Bf 2

˙ȷ

´
1

8ab

ˆ

BΩ

Ba

BS

Bb
`

BΩ

Bb

BS

Ba
`

B2S

BaBb

˙

“ 0,

(2.51)

´
1

16b2

ˆ

BS

Ba

˙2

`
1

8ab

BS

Ba

BS

Bb
`

1

16b2

ˆ

BS

Bf

˙2

´ 1 ` Q “ 0, (2.52)

όπου
Q “

1

Ω

„

1

16b2

ˆ

B2Ω

Ba2
´

B2Ω

Bf 2

˙

´
1

8ab

B2Ω

BaBb

ȷ

, (2.53)

είναι το κβαντικό δυναμικό. Είναι προφανές ότι η (2.52) είναι της μορφής

1

2
GµνBµBν ` 1 ´

lΩ

2Ω
“ 0 ñ H

ˆ

qµ, pµ “
BS

Bqµ

˙

` Q “ 0, (2.54)

όπου ισχύει lΩ
Ω

“ 1
µ

BαpµGαβBβqΩ, ηH είναι η Χαμιλτονιανή, qµ “ pa, b, fq είναι οι
μεταβλητές του θεσεογραφικού χώρου και pµ “ ppa, pb, pf q είναι οι συζυγείς ορμές
qµ. Όπως προαναφέρθηκε οι κβαντικές διορθώσεις προκύπτουν από τον τελευταίο
όρο που παράγεται από το κβαντικό δυναμικό. Άρα οι εξισώσεις κίνησης μπορούν
να γραφτούν στην μορφή

pµ “
BS

Bqµ
”

BL

B 9qµ
ñ (2.55)

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

8

N
abb1 “

BS

Ba
,

8

N
paba1 ` a2b1q “

BS

Bb
,

8

N
b2f 1 “

BS

Bf
.

(2.56)

Όταν το κβαντικό δυναμικό (2.53) είναι μη μηδενικό, προκύπτουν διορθώσεις στις
κλασσικές λύσεις. Στις περιπτώσεις που το κβαντικό δυναμικό είναι μηδενικό ανα-
μένεται ότι η επίλυση του συστήματος στην (2.56) θα παράγει τις κλασσικές λύσεις.
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ΔΙΑΚΡΙΤΟ ΦΑΣΜΑ ΙΔΙΟΤΙΜΩΝ ΤΗΣ ΚΒΑΝΤΙΚΗΣ

REISSNER-NORDSTRÖM ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ

Στο κεφάλαιο αυτό θα μελετήσουμε την κανονική κβάντωση του τρισδιαστα-
του επίπεδου μίνι-υπερχώρου που παράγεται από στατικούς σφαιρικά συμμετρι-
κούς χωρόχρονους συζευγμένους με ηλεκτρικό πεδίο [20]. Αρχικά θα αναλύσουμε
το κλασσικό σύστημα και τις διατηρήσιμες ποσότητες του. Στην συνέχεια θα τις
χρησιμοποιήσουμε για την κβάντωση του συστήματος.

3.1 Το στατικό, σφαιρικά συμμετρικό ανηγμένο σύ-
στημα

Για να κάνουμε την προαναφερθείσα ανάλυση θα χρειαστούμε αρχικά μία δράση
της μορφής (1.52) όπου ο όρος για το ηλεκτρομαγνητικό πεδίο θα δίνεται από την

Sm “ ´
1

4µ0

ż

?
´gF µνFµνd

4x

με Fµν “ BµAν ´ BνAµ. Στην συνέχεια παραλλάσσοντας την δράση ως προς την
μετρική παράγονται οι εξισώσεις Einstein-Maxwell (1.54) όπου ο τανυστής ενέργειας
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και ορμής δίνεται από την σχέση

Tµν “
1

µ0

ˆ

FµλF
λ

ν ´
1

4
F κλFκλgµν

˙

.

Επιπρόσθετα, η παράλλαξη της δράσης ως προς το διανυσματικό πεδίο Aµ οδηγεί
στις εξισώσεις Maxwell στο κενό χωρίς πηγές

F µν
;ν “ 0. (3.1)

Θεωρούμε το γενικότερο στοιχειώδες μήκος

ds2 “ ´bprq2dt2 ` Nprq2dr2 ` aprq2
`

dθ2 ` sin2 θdϕ2
˘

(3.2)

που αντιστοιχεί σ’ έναν στατικό σφαιρικά συμμετρικό χωρόχρονο στις συνηθισμένες
συντεταγμένες. Η αντίστοιχη μορφή του ηλεκτρομαγνητικού δυναμικού είναι

A “ fprqdt. (3.3)

Αντικαθιστώντας την εξίσωση (3.2) και την (3.3) στην (1.52) προκύπτει η ακόλουθη
Λαγκρανζιανή μίνι-υπερχώρου

L “
2

Nprq

˜

2aprq 9aprq9bprq ` bprq 9aprq2 `
aprq2 9fprq2

bprq

¸

` 2bprqNprq (3.4)

όπου 9aprq ” BaprqBr Αποδεικνύεται εύκολα ότι οι εξισώσεις Euler-Lagrange που
προκύπτουν με τη χρήση της (3.4) είναι ισοδύναμες με τις εξισώσεις Einstein (1.54)
συν τις εξισώσεις Maxwell (3.1) μετά την απλοποίηση τους με την χρήση των (3.2)
και (3.3). Όπως προαναφέρθηκε στο πρώτο κεφάλαιο είναι χρήσιμο να γίνει η ανά-
λυση στην παραμετροποίηση σταθερού δυναμικού, ο μετασχηματισμός αυτός επι-
τυγχάνεται θέτοντας

Nprq “
nprq

2 bprq
.

Συνεπώς, η εξίσωση (3.4) μετασχηματίζεται στην

L “
4

nprq

´

2aprqbprq 9aprq9bprq ` bprq2 9aprq2 ` aprq2 9fprq2
¯

` nprq (3.5)



3.1. Το στατικό, σφαιρικά συμμετρικό ανηγμένο σύστημα 32

από την οποία υπολογίζεται η μετρική του μίνι-υπερχώρου

Gαβ “

¨

˚

˝

8b2 8ab 0

8ab 0 0

0 0 8a2

˛

‹

‚

, (3.6)

η οποία αναπαριστά τον επίπεδο χώρο. Η παραπάνω μετρική έχει έξι διανύσματα
Killing από τα οποία παράγονται αυτόνομα ολοκληρώματα της κίνησης της μορφής
(1.62)

ξ1 “Bf , ξ2 “
1

ab
Bb, ξ3 “

f

ab
Bb `

1

a
Bf , ξ4 “ ´aBa ` bBb ` fBf

ξ5 “ Ba ´
b2 ` f 2

2ab
Bb ´

f

a
Bf , ξ6 “ afBa ´ bfBb ´

b2 ` f 2

2
Bf

(3.7)

και ένα ομοθετικό διάνυσμα ξh “ 1
4

paBa ` bBb ` fBf q από το οποίο παράγεται ένα
μη-τοπικό διατηρήσιμο φορτίο της μορφής

Qh “ ξαhpα ´

ż

nprqdr. (3.8)

Στην [19] αναλύθηκε η διαδικασία εύρεσης της κλασσικής λύσης με αλγεβρικό
τρόπο χρησιμοποιώντας τα ολοκληρώματα της κίνησης: Αρχικά βρίσκουμε την λύση
από το σύστημα QI “ cI , I “ 1, ..., 5 και Qh “ ch (cI , ch είναι σταθερές), για
της μεταβλητές a, b,

ş

ndr και τις παραγώγους τους. Στην συνέχεια η αντικατά-
σταση των λύσεων στην εναπομένουσα 6η εξίσωση Q6 “ c6 απλά καθορίζει την
τιμή της c6 συναρτήσει των άλλων σταθερών, οπότε στην συγκεκριμένη περίπτωση
c6 “ ´pc1c5 ` c3c4q{c2. Τέλος οι συνθήκες συμβιβαστότητας a1 “ da

dr
και b1 “ db

dr

ικανοποιούνται ταυτοτικά, ενώ η n “ d
dr

ş

ndr ικανοποιεί τον δεσμό ο οποίος τώρα
εξαρτάται μόνο από τις σταθερές, δηλαδή c5 “

16´c23
2c2

.

Έπειτα από επαναπαραμετροποιήσεις έχουμε : c1 “ 4Q, c2 “ 4{c̃, c4 “ c̃ pc3Q´

4Mq και εισάγοντας μία σταθερά στην μεταβλητή t, ˘c̃, καταλήγουμε στο παρα-
κάτω στοιχειώδες μήκος

ds2 “ ´

ˆ

1 ´
2M

a
`
Q2

a2

˙

dt2 `

ˆ

1 ´
2M

a
`
Q2

a2

˙´1

da2 ` a2
`

dθ2 ` sin2 θdϕ2
˘

(3.9)
Όπως είναι προφανές η παραπάνω μετρική είναι η Reissner-Nordström ([21], [22]),
με την μόνη διαφορά ότι το ηλεκτρομαγνητικό πεδίο είναι
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A “ c̃

ˆ

c3
4

´
Q

aprq

˙

dt. (3.10)

Η σταθερά c3 δεν εμφανίζεται στο στοιχειώδες μήκος (3.9), ενώ στην (3.10) απλά
ορίζει την τιμή του Aµ όταν a Ñ 8, οπότε έχουμε το δικαίωμα να την θέσουμε ίση
με μηδέν. Τέλος, η κλιμάκωση της μεταβλητής t με την ˘c̃ οδηγεί στην

A “ ˘
Q

aprq
dt (3.11)

όπου η εναπομένουσα σταθερά Q παίζει τον ρόλο του απόλυτου φορτίου.

3.1.1 Κλασσική περιγραφή

Λαμβάνοντας υπόψιν ότι η (3.6) περιγράφει τον επίπεδο χώρο, υπάρχει η δυνα-
τότητα να την φέρουμε στην μορφή Gµν “ diagp´1, 1, 1q διαλέγοντας τον κατάλ-
ληλο μετασχηματισμό για τις συντεταγμένες, ο οποίος έχει την μορφή pa, b, fq ÞÑ

pχ, ψ, ζq με

a “
1

8
pχ ´ ζq , b “

2
?
2
a

ζ2 ` ψ2 ´ χ2

χ ´ ζ
, f “

2
?
2ψ

χ ´ ζ
. (3.12)

Στο σημείο αυτό επιλέχθηκαν οι κατάλληλοι γραμμικοί συνδυασμοί των ξ τέτοιοι
ώστε οι ισομετρίες της Gµν να δρουν ως γεννήτορες της ομάδας μεταθέσεων και
της SOp2, 1q ομάδας. Οπότε έχουμε

X1 “
1

8
ξ5 ´

1

2
ξ2, X2 “

1

2
?
2
ξ3, X3 “ ´

1

8
ξ5 ´

1

2
ξ2

X4 “ ξ4, X5 “
?
2ξ1 `

1

2
?
2
ξ6, X6 “

?
2ξ1 ´

1

2
?
2
ξ6

(3.13)

στις συντεταγμένες αυτές, οιX4,X5 γεννήτορες αντιστοιχούν σε υπερβολικές στρο-
φές (δηλαδή Lorentz προωθήσεις στους άξονες χ´ζ και χ´ψ) ενώ οX6 αντιστοιχεί
σε απλές στροφές στο επίπεδο ψ ´ ζ . Οι υπόλοιποι Xi γεννήτορες αντιστοιχούν σε
μεταθέσεις στον κάθε άξονα

X1 “ Bχ, X2 “ Bψ, X3 “ Bζ

X4 “ ζBχ ` χBζ , X5 “ ψBχ ` χBψ, X6 “ ψBζ ´ ζBψ.
(3.14)

Οι τιμές που παίρνουν τα ολοκληρώματα τις κίνησης Q̃I “ Xα
I pα όταν αντικατα-

σταθεί σε αυτά η προηγούμενη λύση είναι
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Q̃1 “
c̃p16 ´ c23q

64
´

2

c̃
, Q̃2 “

c3

2
?
2
, Q̃3 “

c̃pc23 ´ 16q

64
´

2

c̃
, Q̃4 “ c̃ pc3Q ´ 4Mq

Q̃5 “
Q p128 ´ c̃2p16 ` c23qq ` 8 c̃2 c3M

16
?
2

, Q̃6 “
Q p128 ` c̃2p16 ` c23qq ´ 8 c̃2 c3M

16
?
2

(3.15)

στα οποία μπορούμε να θέσουμε c3 “ 0 το οποίο δείχνει ότι το δυναμικό μηδενίζε-
ται στο άπειρο, ενώ η σταθερά c̃ μπορεί να απορροφηθεί με διαφορετική κλιμάκωση
της μετρικής οπότε μπορεί να τεθεί ίση με οποιοδήποτε αριθμό εκτός του μηδενός.
Στο σημείο αυτό αξίζει να σημειωθεί ότι τα τρία τελευταία διανύσματα (3.14) σχε-
τίζονται με τα διατηρήσιμα φορτία που συνδέονται με τις ουσιώδεις σταθερές του
στοιχειώδους μήκους (3.9), πιο συγκεκριμένα η μάζα M και η απόλυτη τιμή του
φορτίου Q.

Σε αντίθεση με την μέθοδο που χρησιμοποιήθηκε στην [19], όπου η κβάντωση
έγινε με την χρήση των Αβελιανών υποαλγεβρών που βασίζονται στις κλασσικές
συμμετρίες ξ για την περίπτωση της Reissner-Nordström, στην παρούσα εργασία με-
λετήθηκε η κβάντωση με την χρήση διαφορετικών αλγεβρών οι οποίες περιλαμβά-
νουν το τετραγωνικό Casimir αναλλοίωτο που γράφεται συναρτήσει τωνX4,X5 και
X6

QCas “ X6 b X6 ´ X4 b X4 ´ X5 b X5. (3.16)

Το ολοκλήρωμα της κίνησης που αντιστοιχεί στο παραπάνω αναλλοίωτο γράφε-
ται

Q̃Cas “ Q̃2
6 ´ Q̃2

4 ´ Q̃2
5 “ 16c̃2pQ2 ´ m2q. (3.17)

Η βασική ιδέα εδώ είναι να χρησιμοποιηθεί το αναλλοίωτο αυτό συμπληρωματικά
με ένα αναλλοίωτο από τα προηγούμενα και την εξίσωση Wheeler-DeWitt.

3.1.2 Κβάντωση του επίπεδου μίνι-υπερχώρου

X6 στροφή

Αρχικά είναι χρήσιμο να φέρουμε τοX6 σε κανονική μορφή. Αυτό επιτυγχάνεται
μέσω του ψευδό-σφαιρικού μετασχηματισμού, όπου pχ, ψ, ζq ÞÑ pu, v, wq

χ “ u sinh v, ψ “ u cosh v cosw, ζ “ u cosh v sinw, (3.18)
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ο οποίος φέρνει την μετρική του μίνι-υπερχώρου στην μορφήGαβ “ diagp1,´u2, u2 cosh2 vq,
ενώ τοX6 παίρνει την απλή μορφή Bw. Στο σημείο αυτό χρησιμοποιούμε την εξίσωση
(2.22) για να γράψουμε την μορφή του γραμμικού πρώτης τάξης Ερμιτιανού τελε-
στή, όπου χρησιμοποιούνται ταX αντί για τα ξ, το μέτρο σε αυτές τις συντεταγμένες
γράφεται µ “

?
´G “ u2 cosh v. Ως αποτέλεσμα έχουμε

pQ6 “ ´i
B

Bw
(3.19)

pQCas “ pQ2
6 ´ pQ2

4 ´ pQ2
5 “

1

cosh v

B

Bv

ˆ

cosh v
B

Bv

˙

´
1

cosh2 v

B2

Bw2
, (3.20)

ενώ ο τετραγωνικός τελεστής που προκύπτει από τον Χαμιλτονιανό δεσμό (2.21),
γράφεται

pH “ ´
1

2u2

„

B

Bu

ˆ

u2
B

Bu

˙

´
1

cosh v

B

Bv

ˆ

cosh v
B

Bv

˙

`
1

cosh2 v

B2

Bw

ȷ

´ 1. (3.21)

Όπως αναμέναμε οι pQ6, pQCas και pH δημιουργούν μία Αβελιανή άλγεβρα κβαντι-
κών τελεστών οπότε μπορούμε να βρούμε την ιδιοκατάσταση χρησιμοποιώντας τις
εξισώσεις

pQ6Ψkℓpu, v, wq “ kΨkℓpu, v, wq (3.22a)
pQCasΨkℓpu, v, wq “ ℓpℓ ` 1qΨkℓpu, v, wq, (3.22b)

ταυτόχρονα με την εξίσωση Wheeler-DeWitt (3.21).

Στην κβαντική κοσμολογία το φάσμα των τελεστών που χρησιμοποιούνται εί-
ναι συνήθως συνεχές και δεν είναι πάντα εφικτό να ξεχωρίσουμε ένα διακριτό
φάσμα ιδιοτιμών. Ωστόσο, στην περίπτωση μας αυτό δεν ισχύει και μπορεί να κα-
τασκευαστεί χώρος Hilbert. Η κυματοσυνάρτηση που ικανοποιεί τις (3.22) και τον
Χαμιλτονιανό δεσμό μπορεί να χωριστεί σε τρεις ανεξάρτητες συναρτήσεις Ψkℓ “

ψ
p1q

ℓ puqψ
p2q

kℓ pvqψ
p3q

k pwq. Όπως συνήθως, μέσω της (3.22a), ηψp3q

k pwqπαίρνει την μορφή

ψ
p3q

k pwq “ C1e
i k w (3.23)

όπου η C1 είναι σταθερά κανονικοποίησης.

Ο τελεστής pQ6 αντιστοιχεί στην κλασσική συμμετρία X6, η οποία παράγει το
μετασχηματισμό στροφής στο επίπεδο ψ ´ ζ του επίπεδου θεσεογραφικού χώρου
στις μεταβλητές pχ, ψ, ζq. Επιπρόσθετα, η μεταβλητή w εμφανίζεται ως όρισμα στις
τριγωνομετρικές συναρτήσεις στον μετασχηματισμό (3.18), οπότε θεωρούμε ότι το
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πεδίο ορισμού του θα είναι το r0, 2πs έτσι ώστε να καλύπτει όλο τον χώρο μία φορά.
Συνεπώς προκύπτει η εξής συνοριακή συνθήκη ψp3q

k p0q “ ψ
p3q

k p2πq από την οποία
συμπεραίνουμε ότι k P Z και C1 “ p2πq´1{2 έτσι ώστε η ψp3q

k pwq να ικανοποιεί και
την συνθήκη κανονικοποίησης

ż 2π

0

ψ
p3q

k1 pwq˚ψ
p3q

k pwqdw “ C˚
1C1

ż 2π

0

eipk´k1qdw “ δkk1 , k, k1 P Z

όπου δkk1 είναι το δέλτα του Kronecker. Με τον παραπάνω χωρισμό των μεταβλητών
η εξίσωση (3.22b) ανάγεται ως εξής

1

cosh v

d

dv

˜

cosh v
dψ

p2q

kℓ pvq

dv

¸

´

„

ℓpℓ ` 1q ´
k2

cosh2 v

ȷ

ψ
p2q

kℓ pvq “ 0. (3.24)

Στο σημείο αυτό ξεχωρίζουμε δύο περιπτώσεις οι οποίες καθορίζονται από το
πρόσημο της ιδιοτιμής του τελεστή Casimir pQCas.

• Στην πρώτη περίπτωση ισχύει ότι ℓpℓ ` 1q ě 0, για κάθε ℓ P R ´ p´1, 0q.
Χρησιμοποιώντας τον μετασχηματισμό ψp2q

kℓ pvq “
Φkℓpvq

cosh1{2 v
, η εξίσωση (3.24)

απλοποιείται στην μορφή

d2Φkℓpvq

dv2
`

„

k2 ´ 1
4

cosh2 v
´

1

4
p2ℓ ` 1q2

ȷ

Φkℓpvq “ 0. (3.25)

Η εξίσωση (3.25) ταυτίζεται με την μονοδιάστατη χρονοανεξάρτητη εξίσωση
Schrödinger με το δυναμικό να είναι της μορφής Pöschl - Teller [23], επιπλέον
ορίζουμε 1

4
´ k2 “ ´V0 ă 0 ως το βάθος του δυναμικού και την E “ ´1

4
p2ℓ`

1q2 ως την αρνητική ενέργεια από την οποία προκύπτουν οι ενεργειακές στάθ-
μες. Μία παρόμοια ανάλυση, στην οποία συνδέεται η άλγεβρα των τελεστών
με το σύστημα Pöschl - Teller, υπάρχει στην [24]. Σύμφωνα με την [23] είναι
δυνατό να εισάγουμε νέες παράμετρους κ και λ με

κpκ ` 1q “ V0 ñ κ “ |k| ´
1

2
, λ “

?
´E “ |ℓ `

1

2
| (3.26)

στην συνέχεια έπειτα από την αλλαγή μεταβλητών μέσω της v ÞÑ σ “ tanhpvq

η εξίσωση (3.25) γράφεται

d

dσ

„

p1 ´ σ2q
dΦκλpσq

dσ

ȷ

`

„

κpκ ` 1q `
λ2

1 ´ σ2

ȷ

Φκλpσq “ 0, (3.27)

και το πεδίο ορισμού από v P p´8,`8q γίνεται σ P p´1, 1q. Η λύση της
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εξίσωσης αυτής είναι πεπερασμένη για σ Ñ 1 και δίνεται από την σχέση

Φκλpσq “ C2p1 ´ σ2qλ{2
2F1pλ ´ κ, λ ` κ ` 1;λ ` 1;

1

2
p1 ´ σqq, (3.28)

όπου 2F1pa, b; c; zq είναι η Γκαουσιανή υπεργεωμετρική συνάρτηση και C2 η
σταθερά κανονικοποίησης. Λόγω της κανονικότητας της λύσης στο όριο σ Ñ

´1 προκύπτει ο περιορισμός κ´ λ “ n P N, ο οποίος για τα k και ℓ γράφεται

|k| ´ |ℓ `
1

2
| ´

1

2
“ n P N ñ

$

&

%

|k| ą ℓ, k P Z, ℓ P N

|k| ď ℓ, k P Z, ℓ P Z´

. (3.29)

Επειδή οι ℓ “ ν P N και ℓ “ ´ν´1 παράγουν το ίδιο σύνολο ιδιοτιμών ℓpℓ`1q,
φαίνεται από τη μορφή των ιδιοσυναρτήσεων (3.28) ότι οι μόνοι απαραίτητοι
περιορισμοί είναι k P Z` και ℓ P N με k ą ℓ, όλες οι υπόλοιπες περιπτώσεις
δίνουν τα ίδια αποτελέσματα. Η σταθερά κανονικοποίησης C2 υπολογίζεται
είτε εκφράζοντας την υπεργεωμετρική συναρτήσει των συναφών πολυώνυ-
μων Legendre είτε των πολυώνυμων Gegenbauer, με τελική μορφή (για αναλυ-
τικό υπολογισμό βλέπε [25])

C2 “

d

Γpκ ` λ ` 1qΓpλ ` 1
2
q

π1{2pκ ´ λq!Γp2λ ` 1qΓpλq
. (3.30)

Στη συνέχεια παρατηρούμε ότι οι κβαντικές συνθήκες για το ℓ ικανοποιούν
πλήρως την ℓpℓ ` 1q ě 0, που είναι και ο λόγος που διακρίνουμε αυτή την
περίπτωση. Η κλασσική προέλευση αυτής της ανισότητας μπορεί να ευρε-
θεί αν γίνει υπολογισμός της σταθερής τιμής του ολοκληρώματος της κίνησης
(3.16),που αντιστοιχεί στον τελεστή pQCas. Όπως φαίνεται από την (3.17), η
περίπτωση που η ιδιοτιμή ℓpℓ ` 1q, του τελεστή pQCas, είναι μεγαλύτερη ή ίση
του μηδενός, αντιστοιχεί κλασσικά στην συνθήκη Q ě M , η οποία εκτός από
την ακραία περίπτωση που Q “ M , αντιστοιχεί σ’έναν χωρόχρονο με γυμνή
μοναδικότητα.

Για να γίνει σύνδεση μεταξύ των κλασσικών σταθερώνM , Q με τους κβαντι-
κούς αριθμούς k και ℓ, χρειάζεται να αντιστρέψουμε τις σχέσεις k “ Q̃6 και
ℓpℓ ` 1q “ QCas, άρα

M “

a

32c̃2k2 ´ pc̃2 ` 8q2ℓpℓ ` 1q

4 |c̃|pc̃2 ` 8q
(3.31a)
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Q “

?
2 k

pc̃2 ` 8q
. (3.31b)

όπου ήδη έχουμε θέσει c3 “ 0, το οποίο είναι απαραίτητο για να μηδενίζεται
το δυναμικό στο άπειρο. Γενικότερα οι τιμές των διατηρήσιμων ποσοτήτων Q̃I

εξαρτώνται από τις σταθερές ολοκλήρωσης c̃, c3. Ουσιαστικά οι διαφορετικές
τιμές των σταθερών αυτών αντιστοιχούν μόνο σε διαφορετικές αναπαραστά-
σεις του χωρόχρονου. Πιο συγκεκριμένα αυτό σημαίνει ότι, αλλάζοντας την
αριθμητική τιμή των σταθερών αλλάζει η αριθμητική τιμή του στοιχειώδους
μήκους, αλλά η γεωμετρία παραμένει ίδια. Όμως υπάρχουν κάποιες προτιμη-
τέες τιμές οι οποίες αντιστοιχούν σε φυσικές τιμές.

Οι φυσικές παράμετροι του προβλήματος είναι η μάζαM και η απόλυτη τιμή
του φορτίου Q, οπότε χρειαζόμαστε δύο τελεστές για να αντιστοιχήσουμε σε
αυτές τις ουσιώδεις σταθερές. Από την μορφή των Q̃I στην (3.15), παρατη-
ρούμε ότι οι τρεις τελευταίοι, που παράγονται από τους X̃4, X̃5 και X̃6, εξαρ-
τώνται από τις προαναφερθείσες σταθερές. Για να καταλήξουμε σε δύο τελε-
στές, οι οποίοι θα περιέχουν ξεχωριστά την πληροφορία για ταM καιQ, δια-
λέγουμε με τέτοιο τρόπο τις σταθερές έτσι ώστε να μηδενίζεται το ένα διατη-
ρήσιμο φορτίο που προέρχεται από τις υπερβολικές στροφές. Οπότε, θέτουμε
c̃ “ 2

?
2 επιπρόσθετα στην προηγούμενη συνθήκη c3 “ 0, άρα καταλήγουμε

στα εξής

Q̃1 “ 0, Q̃2 “ 0, Q̃3 “ ´
?
2

Q̃4 “ ´8
?
2M, Q̃5 “ 0, Q̃6 “ 8

?
2Q.

(3.32)

Επιπλέον η εξίσωση (3.31) γίνεται

M “
1

8
?
2

a

k2 ´ ℓpℓ ` 1q (3.33a)

Q “
k

8
?
2
. (3.33b)

Όπως είναι προφανές, με την επιλογή αυτή, από την εξίσωση (3.33a) συνεπά-
γεται ότι οι κβαντικές συνθήκες k ą ℓ με k να είναι ακέραιος και ℓ φυσικός
αριθμός, αντιστοιχούν απολύτως στην απαίτηση για πραγματικότητα τηςM .

Το τελευταίο βήμα αυτής της ανάλυσης είναι να δώσουμε την λύση που ικα-
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νοποιεί την εξίσωση του δεσμού (3.21)

ψ
p1q

ℓ puq “ C4jℓp
?
2uq ` C5yℓp

?
2uq, (3.34)

όπου jℓ, yℓ είναι οι σφαιρικές εξισώσεις Bessel πρώτου και δεύτερου είδους
αντίστοιχα και C4, C5 είναι οι μιγαδικές σταθερές ολοκλήρωσης. Λαμβάνο-
ντας υπόψιν ότι οι σφαιρικές Bessel jℓpxq συμπεριφέρονται καλά στο άπειρο
και στο μηδέν και επίσης ικανοποιούν την συνθήκη ορθοκανονικότητας

ż `8

0

u2jℓpα1uqjℓpα2uqdu “
π

2α2
1

δpα1 ´ α2q,

θέτουμεC4 “ 2?
π
καιC5 “ 0 στην (3.34) έτσι ώστε να είναι δυνατό να γραφτεί

ως
ż `8

0

u2ψ
p1q

ℓ puq˚ψ
p1q

ℓ puqdu “ C˚
4C4

ż `8

0

jℓp
?
2uqjℓp

?
2uq “ δp0q, (3.35)

όπου συμβολικά επιλέγουμε να εκφράσουμε το δεξιό μέλος της παραπάνω
εξίσωσης ως δp0q, με το οποίο στην συνέχεια κανονικοποιούμε ως εξής

ρpu, v, wq “
µΨ˚

kℓΨkℓ

δp0q
, (3.36)

και το πεδίο τιμών της (3.35) για u P p0,`8q, v P R καιw P r0, 2πs κυμαίνεται
μεταξύ του μηδενός και της μονάδας.

• Στην προηγούμενη περίπτωση είδαμε ότι η συνθήκηQ ě M οδηγεί σε δέσμιες
καταστάσεις ενός συστήματος Pöschl - Teller. Για να μελετήσουμε τι συμβαίνει
στην κλασσική περίπτωσηQ ă M , θεωρούμε ότι ℓpℓ`1q ă 0. Αυτό μας οδηγεί
να θέσουμε το ℓ “ ´1{2 ` is, s P R, το οποίο είναι επιτρεπτό για τον τελεστή
pQCas γιατί η ιδιοτιμή του προέρχεται από τον συνδυασμό ℓpℓ ` 1q και είναι
πραγματική. Στην περίπτωση αυτή δεν υπάρχει διακριτό φάσμα ιδιοτιμών
για το ℓ, διότι η ενέργεια E “ ´1

4
p2ℓ ` 1q2 του αντίστοιχου συστήματος που

μελετήσαμε νωρίτερα είναι θετική και πάνω από το πηγάδι του δυναμικού.
Ωστόσο, αν ξαναγράψουμε την λύση στις μεταβλητές που είναι γραμμένη η
εξίσωση (3.24), έχουμε

ψ
p2q

kℓ pi sinh vq “ C2P
k
ℓ pi sinh vq ` C3Q

k
ℓ pi sinh vq, (3.37)

όπου τα P k
ℓ pzq καιQk

ℓ pzq είναι οι συναφείς συναρτήσεις Legendre πρώτου και
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δεύτερου είδους αντίστοιχα.

Είναι γνωστό από το σύστημα Pöschl - Teller ότι το φάσμα είναι συνεχές.
Ωστόσο, μπορεί και σε αυτή την περίπτωση να ορισθεί συνθήκη ορθογωνιό-
τητας για τις συναρτήσεις (για λεπτομέρειες βλέπε A.1) με την μορφή
ż `8

´8

pψ
p2q

k,is1´1{2pvqq˚ψ
p2q

k,is´1{2pvqdpsinh vq9δps1 ´ sq ` δps1 ` sq, s P R. (3.38)

Πρέπει να τονίσουμε ότι το s και το´s αντιστοιχούν στην ίδια ιδιοτιμή ℓpℓ`1q,
το οποίο εξηγεί γιατί έχουμε δύο συναρτήσεις δέλτα στο δεξιό μέλος της (3.38).
Επιπλέον, όπως φαίνεται στο παράρτημαA.1, για την συνάρτηση P k

ℓ pi sinh vq

το πλάτος πιθανότητας είναι το ίδιο και για τις δύο τιμές, αφού ο πολλαπλα-
σιαστικός παράγοντας είναι συμμετρικός στην αλλαγή s ÞÑ ´s. Αντιθέτως,
δεν ισχύει το ίδιο για την συνάρτησηQk

ℓ pi sinh vq.

Τέλος, ο Χαμιλτονιανός δεσμός xH Ψkℓ “ 0 συνεχίζει να ισχύει και στην πε-
ρίπτωση αυτή μέσω της (3.34). Επιπρόσθετα η σχέση (3.33a) ικανοποιείται
με την τιμή του ℓpℓ ` 1q να είναι μόνιμα αρνητική και το M λαμβάνει μόνο
πραγματικές τιμές.

Συνοψίζοντας τα παραπάνω αποτελέσματα έχουμε τα εξής: Για διακριτό ℓ και
ℓpℓ ` 1q ě 0, οι καταστάσεις |k, ℓy είναι κανονικοποιημένες σε όλο τον χώρο και η
κυματοσυνάρτηση γράφεται

Ψkℓ “

?
2

π
C2pk, ℓq jℓp

?
2uq

2F1pℓ ´ k ` 1, ℓ ` k ` 1; ℓ ` 3
2
; 1
2
p1 ´ tanh vqq

coshℓ´1{2 v
eikw,

(3.39)
με τους περιορισμούς k P Z`, ℓ P N και k ą ℓ. Η σταθερά C2pk, ℓq δίνεται από
την (3.30) έπειτα από αντικατάσταση του κ “ k ´ 1{2, λ “ ℓ ` 1{2. Αντιθέτως για
την περίπτωση με συνεχές φάσμα ℓpℓ ` 1q ă 0, η οποία κλασσικά αντιστοιχεί στο
M ą Q, έχουμε: για ℓ “ ´1{2 ` i s και χρησιμοποιώντας τις (A.13) και (A.14) μία
κυματοσυνάρτηση της μορφής

Ψks “
1

π

ˆ

Γp1
2

´ k ´ i sqΓp1
2

´ k ` i sq

coshpsπqΓp´i sqΓpi sq

˙1{2

ji s´ 1
2
p
?
2uqP k

i s´ 1
2
pi sinh vq eikw

(3.40)
με k P Z και s P R, κανονικοποιημένη ως προς τα γινόμενα του δp0q με τα δέλτα του
(3.38). Υπενθυμίζουμε ότι σε κάθε περίπτωση η συνάρτηση του μέτρου δίνεται από
την µ “ u2 cosh v, ενώ το πεδίο ορισμού των μεταβλητών είναι u P p0,`8q, v P R
και w P r0, 2πs.
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Επιπρόσθετα, για την διακριτή περίπτωση, μπορούμε να κατασκευάσουμε τελε-
στές αναβίβασης και καταβίβασης

pA` “ pQ4 ´ i pQ5 (3.41a)
pA´ “ pQ4 ` i pQ5 (3.41b)

οι οποίοι θα ανεβάζουν ή θα κατεβάζουν την κατάσταση συναρτήσει των ιδιοτιμών
k. Η συνήθης άλγεβρα μεταξύ αυτών των τελεστών και του pQ6 ικανοποιείται ως

r pA`, pA´s “ ´2 pQ6, r pQ6, pA`s “ pA`, r pQ6, pA´s “ ´ pA´ (3.42)

και φυσικά το αναλλοίωτο Casimir μπορεί να ξαναγραφτεί συναρτήσει των pA˘ και
pQ6 ως

pQCas “ pQ6

´

pQ6 ` 1
¯

´ pA´
pA`. (3.43)

Χρησιμοποιώντας την σχέση (3.39) και τις αναδρομικές σχέσεις για τις υπεργε-
ωμετρικές συναρτήσεις, ικανοποιούνται οι παρακάτω σχέσεις

pA` |k, ℓy “ rkpk ` 1q ´ ℓpℓ ` 1qs
1{2

|k ` 1, ℓy (3.44a)
pA´ |k, ℓy “ rkpk ´ 1q ´ ℓpℓ ` 1qs

1{2
|k ´ 1, ℓy . (3.44b)

με την δράση των τελεστών υποβίβασης η χαμηλότερη κατάσταση για το k είναι
όπως συνήθως μηδέν, δηλαδή pA´ |ℓ ` 1, ℓy “ 0.

Υπερβολική στροφή X4

Στην περίπτωση αυτή χρησιμοποιούμε ως ιδιοτελεστή την υπερβολική στροφή
X4, για την διαδικασία της κβάντωσης. Για να γράψουμε τον τελεστή αυτόν σε κα-
νονική μορφή διαλέγουμε τον παρακάτω μετασχηματισμό

χ “ u sinh v coshw, ψ “ u cosh v, ζ “ u sinh v sinhw. (3.45)

οι συντεταγμένες αυτές δεν είναι οι ίδιες με αυτές της ενότητας 3.1.2. Κάτω από
τον μετασχηματισμό (3.45), η μετρική του επίπεδου μίνι-υπερχώρου γίνεται Gαβ “

diagp1,´u2, u2 sinh2 vq, και οδηγεί σ’ένα μέτρο µ “
?

´G “ u2| sinh v|. Στις συντε-
ταγμένες αυτές, οι τελεστές που κατασκευάζουν μία αβελιανή υποάλγεβρα είναι

pQ4 “ ´i
B

Bw
(3.46)
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pQcas “ pQ2
6 ´ pQ2

4 ´ pQ2
5 “

1

sinh v

B

Bv

ˆ

sinh v
B

Bv

˙

´
1

sinh2 v

B2

Bw2
(3.47)

pH “ ´
1

2u2

„

B

Bu

ˆ

u2
B

Bu

˙

´
1

sinh v

B

Bv

ˆ

sinh v
B

Bv

˙

`
1

sinh2 v

B2

Bw

ȷ

´ 1. (3.48)

Και στην περίπτωση αυτή η εξίσωση που ικανοποιεί όλες τις εξισώσεις είναι ηΨkℓ “

ψ
p1q

ℓ puqψ
p2q

kℓ pvqψ
p3q

k pwq, όπου

pQ4Ψkℓ “ kΨkℓ, pQcasΨkℓ “ ℓpℓ ` 1qΨkℓ, pHΨkℓ “ 0

ψ
p3q

k pwq “C1e
i k w (3.49a)

ψ
p2q

kℓ pvq “C2P
i k
ℓ pcosh vq ` C3Q

i k
ℓ pcosh vq (3.49b)

ψ
p1q

ℓ puq “C4jℓp
?
2uq ` C5yℓp

?
2uq. (3.49c)

Όπως παρατηρούμε, η διαφορά με την προηγούμενη περίπτωση που εξετάζεται
στην 3.1.2( εκτός από την διαφορετική σύνδεση των παραμέτρων pu, v, wq με τις
αρχικές μεταβλητές pa, b, fq) είναι στην εξίσωση (3.49b). Επιπλέον, λαμβάνοντας
υπόψιν ότι το w είναι μη περιοδική μεταβλητή δεν οδηγεί απαραίτητα σε μη δια-
κριτό φάσμα για το k, αντιθέτως η συνθήκη ορθοκανονικότητας για την (3.49a) είναι
τώρα

ż `8

´8

ψ
p3q

k1 pwq˚ψ
p3q

k pwqdw “ C˚
1C1

ż `8

´8

e´ipk1´kqwdw “ 2πC˚
1C1δpk

1 ´ kq,

από την οποία συνεπάγεται ότι C1 “ p2πq´1{2.

Η περίπτωση της συνάρτησης ψp2q

kℓ pvq που εκφράζεται από την λύση (3.49b) δεν
είναι όσο ξεκάθαρη ήταν στη προηγούμενη άλγεβρα και η συνθήκη ορθοκανονικό-
τητας συναρτήσει του ℓ δεν μπορεί να παραχθεί με παρόμοιο τρόπο. Ωστόσο, και για
το P i k

ℓ pxq και για το Qi k
ℓ pxq, όπως φαίνεται από τις σχέσεις (A.1) και (A.15), υπάρ-

χουν τιμές για τα ℓ οι οποίες ικανοποιούν τις συνοριακές συνθήκες που φαίνονται
στο παράρτημα A.1, όπου το Ψ πρέπει να μηδενίζεται στο σύνορο. Όταν v Ñ ˘8,
x “ cosh v Ñ `8 οι συναρτήσεις P i k

ℓ pxq, Qi k
ℓ pxq τείνουν στο μηδέν αν ℓ P p´1, 0q,

ή για κάθε τιμή του s P R αν ℓ “ ´1{2 ` is. Ωστόσο και οι δύο περιπτώσεις αντι-
στοιχούν στο ℓpℓ ` 1q ă 0, το οποίο προέρχεται από την κλασσική σχέση Q ă M .
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3.2 Συμπεράσματα

Στο παρόν κεφάλαιο κατασκευάσαμε αρχικά τηνΛαγκρανζιανή μίνι-υπερχώρου
ενός στατικού, σφαιρικά συμμετρικού χωροχρόνου συζευγμένου με ηλεκτρομαγνη-
τικό πεδίο. Η λύση του παραπάνω μοντέλου είναι η Reissner - Nordström λύση. Στην
κβαντική ανάλυση τα κλασσικά ολοκληρώματα της κίνησης μετασχηματίστηκαν
σε κβαντικά μεγέθη και χρησιμοποιήθηκαν ως συμπληρωματικές εξισώσεις μαζί με
την εξίσωσηWheeler-DeWitt, έτσι ώστε να γίνει ο προσδιορισμός της κυματοσυνάρ-
τησης με μόνη απομένουσα παράμετρο την σταθερά κανονικοποίησης. Οι τελεστές
που αντιστοιχούν σε γεωμετρικές και φυσικές ιδιότητες του συστήματος είναι οι Q̂6

που αντιστοιχεί στη μάζα και ο Q̂cas που αντιστοιχεί στο φορτίο. Τέλος με την εφαρ-
μογή συνοριακών συνθηκών οδηγούμαστε σε διακριτό φάσμα, με μία ορθοκανονική
βάση ιδιοκαταστάσεων μέσω των γνωστών συνθηκών Pöschl-Teller.

Όσον αφορά την κλασσική μοναδικότητα, είναι γνωστό ότι δεν υπάρχει κάποιος
γενικά αποδεκτός τρόπος αποφυγής της. Έχουν προταθεί διάφοροι τρόποι αποφυ-
γής της, όπως ο μηδενισμός της κυματοσυνάρτησης στο ιδιάζων σημείο ως συνο-
ριακή συνθήκη ή η πιθανότητα να μηδενίζεται στο σημείο αυτό.

Στην παραμετροποίηση που χρησιμοποιήθηκε όπως φαίνεται από το στοιχειώ-
δες μήκος (3.9), τα χωροχρονικά βαθμωτά πεδία καμπυλότητας είναι

S “ RµνRµν “
4Q4

a8
και K “ RµνκλRµνκλ “

8 p6m2a2 ´ 12mQ2a ` 7Q4q

a8
,

το οποίο δείχνει ότι η μοναδικότητα βρίσκεται στο σημείο a “ 0 του θεσεογραφικού
χώρου.

Χρησιμοποιώντας τους μετασχηματισμούς (3.12) και (3.18) βλέπουμε ότι το a
εμφανίζεται μόνο στη μεταβλητή uως u9a b. Ως εκ τούτου, για να δούμε τι συμβαίνει
όταν a Ñ 0 χρειάζεται μόνο να ελέγξουμε την συμπεριφορά της πιθανότητας ως
προς το u

Pε “ Ivw

ż ε

0

u2jℓp
?
2uqjℓp

?
2uq˚du (3.50)

στο όριο ε Ñ 0. Όπου το Ivw περιλαμβάνει τα υπόλοιπα ολοκληρώματα ως προς
τις μεταβλητές v και w, με τις τιμές του να είναι είτε πεπερασμένες(διακριτή περί-
πτωση) είτε εξαρτώμενες από δέλτα συναρτήσεις(συνεχής περίπτωση).

Για την διακριτή περίπτωση όπου το jℓpuq είναι πραγματικό παίρνουμε

Pε “ Ivw

„

u2
ˆ

π

4
?
2
Jℓ`1{2

´?
2u

¯2

´ Jℓ´1{2

´?
2u

¯

Jℓ`3{2

´?
2u

¯

˙ȷε

0

, (3.51)
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όπου με την βοήθεια των ιδιοτήτων των συναρτήσεωνBessel Jµpxqπροκύπτει lim
εÑ0

Pε “

0. Για την περίπτωση του συνεχούς, όπου ℓ “ ´1{2 ` i s, το ολοκλήρωμα (3.50) γί-
νεται

Pε “ Ivw

„

s sinhpπsq

4
?
2

ˆ

1F2

ˆ

´
1

2
;´i s, i s;´2u2

˙

´ 1

˙ȷε

0

, (3.52)

το οποίο τείνει στο μηδέν για ε Ñ 0, επειδή ισχύει 1F2

`

´1
2
;´i s, i s; 0

˘

“ 1. Οπότε,
και στις δύο περιπτώσεις έχουμε μηδενισμό της πιθανότητας στην περιοχή του προ-
βληματικού σημείου u “ 0 (a “ 0).

Τέλος, θα κλείσουμε αυτό το κεφάλαιο μ’ ένα σχόλιο για την σχέση (3.33a). Για
να φέρουμε στις εξισώσεις αυτές ξανά τις μονάδες μέτρησης πρέπει να επανεισά-
γουμε το ℏ στο δεξιό μέρος. Ωστόσο, επειδή η κβάντωση έγινε χρησιμοποιώντας ως
δυναμική μεταβλητή το r και όχι το t, δεν είναι προφανές ότι πρέπει να χρησιμο-
ποιήσουμε το γνωστό ℏ » 1.054 ¨ 10´34J ¨ sec. Για αυτό το λόγο θέτουμε μία τυχαία
σταθερά d αντί για το ℏ, οπότε έχουμε

M “
1

8
?
2

a

k2 ´ ℓpℓ ` 1qd (3.53a)

Q “
1

8
?
2
k d. (3.53b)

Όπως φαίνεται από την μετρική αμφότερα τα M και Q εμφανίζονται με μονάδες
μήκους. Οπότε η φυσική μάζαm0 και το φορτίο q σχετίζονται με αυτές ως

M “
Gm0

c2
, Q “

q

c2

c

G

4πε0
. (3.54)

Χρησιμοποιώντας την (3.53b) και αντικαθιστώντας την τιμή που αντιστοιχεί στο
πραγματικό φυσικό φορτίο q, προκύπτει για την διακριτή περίπτωση ,k “ 1, η εξί-
σωση

d “ 4
?
2
q

c2

c

G

πε0
. (3.55)

Χρησιμοποιώντας για το φορτίο την τιμή του φορτίου του ηλεκτρονίου q “ |e| »

1.602 ¨ 10´19C, ενώ για την ταχύτητα του φωτός, την διηλεκτρική σταθερά και την
σταθεράπαγκόσμιας έλξης αντίστοιχα: c » 2.998¨108m{sec, ε0 » 8.854¨10´12C2{N ¨ m2

και G » 6.674 ¨ 10´11m3{kgr ¨ sec2, έχουμε d » 1.562 ¨ 10´35m το οποίο είναι πολύ
κοντά στην τιμή του μήκους Planck ℓP » 1.616 ¨10´35m. Είναι αξιοσημείωτο ότι το d
παράχθηκε από θεμελιώδεις σταθερές της φύσης στην (3.55) χωρίς την χρήση του
ℏ.
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4
ΑΞΟΝΟΣΥΜΜΕΤΡΙΚΟ ΠΡΟΤΥΠΟ BIANCHI III

ΣΥΖΕΥΓΜΕΝΟ ΜΕ ΗΛΕΚΤΡΟΜΑΓΝΗΤΙΚΟ ΠΕΔΙΟ

Στο παρόν κεφάλαιο μελετούμε ένα αξονοσυμμετρικό προτύπο Bianchi III συ-
ζευγμένο με ηλεκτρομαγνητικό πεδίο [26]. Αρχικά αναλύουμε το κλασσικό σύστημα
και τις διατηρήσιμες ποσότητες του. Στην συνέχεια τις χρησιμοποιούμε για την κβά-
ντωση του συστήματος. Στο τέλος γίνεται μία ημικλασσική ανάλυση των λύσεων.

4.1 Γενική περίπτωση με πλήρες ηλεκτρομαγνητικό
πεδίο

4.1.1 Κλασσική περιγραφή

Αρχικά ορίζουμε μία δράση της μορφής (1.52) με όρο ύλης της μορφής

Sm “ ´
1

16π

ż

?
´gF µνFµνd

4x. (4.1)

Όπως είναι γνωστό μέσω μεταβολών της δράσης ως προς την μετρική, προκύπτει ο
τανυστής ενέργειας και ορμής

Tµν “
1

4π

ˆ

FµκF
κ

ν ´
1

4
F κλFκλgµν

˙

,
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όπου Fµν είναι ο ηλεκτρομαγνητικός τανυστής του Faraday, που ορίζεται μέσω του
ηλεκτρικού και μαγνητικού πεδίου ως Fµν “ ´Fνµ, F0i “ Eipt, x, y, zq και Fij “

ϵijkB
kpt, x, y, zq. Επίσης, λαμβάνοντας υπόψιν την αρχή της ισοδυναμίας, ο τανυ-

στής πρέπει να ικανοποιεί τις εξισώσεις Maxwell χωρίς πηγές

F µν
;ν “ 0, (4.2)

ϵµνλκFκλ;ν “ 0. (4.3)

Επιπρόσθετα, το γενικό στοιχειώδες μήκος για ένα πρότυπο Bianchi Type III LRS 1

γράφεται
ds2 “ ´Nptq2dt2 ` aptq2

`

dx2 ` e´2xdy2
˘

` bptq2dz2 (4.4)

και επιδέχεται τα εξής τέσσερα Killing πεδία

ξ1 “ By ξ2 “ Bz ξ3 “ Bx ` yBy ξ4 “ 2y Bx ` py2 ´ e2xqBy, (4.5)

με τον τανυστή Einstein να ικανοποιεί τις ακόλουθες αλγεβρικές σχέσεις

Gµν “ 0 for µ ‰ ν and G11 “ G22e
2x. (4.6)

Οι εξισώσεις Einstein (1.54) υποδεικνύουν ότι οι ίδιες αλγεβρικές σχέσεις πρέπει
να ικανοποιούνται και από τον τανυστή ενέργειας και ορμής Tµν που δόθηκε παρα-
πάνω. Το σύστημα είναι τετραγωνικό σταEi,Bj και έχει πέντε διαφορετικές λύσεις,
όπου μόνο η μία δίνει πραγματικό ηλεκτρομαγνητικό πεδίο Fµν . Η λύση περιγρά-
φεται από τις E1 “ E2 “ B1 “ B2 “ 0, οπότε ο αντίστοιχος ηλεκτρομαγνητικός
τανυστής είναι

Fµν “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 0 E3pt, x, y, zq

0 0 B3pt, x, y, zq 0

0 ´B3pt, x, y, zq 0 0

´E3pt, x, y, zq 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

. (4.7)

Στην συνέχεια με την χρήση των εξισώσεωνMaxwell (4.2,4.3) οδηγούμαστε στην τε-
λική μορφή του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου, για την οποία αρκεί να θέσουμεE3pt, x, y, zq “

E3ptq και B3pt, x, y, zq “ ϵ e´x με το ϵ να είναι σταθερά ολοκλήρωσης. Η μόνη εξί-

1Ένας χωρόχρονος αποκαλείται τοπικά περιστροφικά συμμετρικός (LRS) αν σε κάθε σημείο p σε
μία ανοιχτή γειτονιά U ενός σημείου po, υπάρχει ένα μη διακριτό υποσύνολο g της ομάδας Lorentz
στον εφαπτόμενο χώρο Tp το οποίο αφήνει αναλλοίωτο τον τανυστή καμπυλότητας και όλες τις συ-
ναλλοίωτες παραγωγίσεις του μέχρι δεύτερης τάξης, βλέπε [27, 28, ?]
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σωση Maxwell που μένει είναι η

F 3ν
;ν “

2a1ptq

aptq
´
b1ptq

bptq
`
E 1

3ptq

E3ptq
´
N 1ptq

Nptq
“ 0 (4.8)

η οποία με ολοκλήρωση ως προς το E3ptq δίνει

E3ptq “ Q
bptqNptq

aptq2
, (4.9)

με Q μία σταθερά ολοκλήρωσης. Εν συνεχεία, αντικαθιστώντας τα αποτελέσματα
στην εξίσωση (1.54), ολοκληρώνοντας την εξίσωση G33 “ T33 για την εύρεση του
Nptq, εισάγοντας το αποτέλεσμα αυτό στις υπόλοιπες εξισώσεις Einstein και επιλέ-
γοντας την βαθμίδα να είναι aptq “ t, καταλήγουμε στο ακόλουθο αποτέλεσμα

b1ptq
`

ϵ2 ` p2m ´ tq t ` Q2
˘

t ` bptq
`

ϵ2 ` mt ` Q2
˘

“ 0, (4.10)

όπου m είναι μία σταθερά ολοκλήρωσης. Η παραπάνω μπορεί να λυθεί, άρα το
τελικό στοιχειώδες μήκος και το Fµν γράφονται (έπειτα από την απαλοιφή των μη
ουσιωδών σταθερών ολοκλήρωσης)

ds2 “ ´

ˆ

1 ´
2m

t
´
Q2 ` ϵ2

t2

˙´1

dt2`t2
`

dx2 ` e´2xdy2
˘

`

ˆ

1 ´
2m

t
´
Q2 ` ϵ2

t2

˙

dz2,

(4.11)

Fµν “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 0 Q
t2

0 0 ϵ e´x 0

0 ´ϵ e´x 0 0

´
Q
t2

0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

. (4.12)

Εξ όσων γνωρίζουμε το παραπάνω στοιχειώδες μήκος δεν εμφανίζεται σε κάποια
άλλη εργασία στη βιβλιογραφία. Υπάρχουν οι εξής σχέσεις αναλλοιώτητας που χα-
ρακτηρίζουν την γεωμετρία:

R “ 0 (4.13a)

W;κW
;κ “

64 4
?
2mW 19{8

Qe3{2
´

32
?
2W 9{4

Qe
` 32W 5{2 (4.13b)

lW “
64 4

?
2mW 11{8

Qe3{2
´

28
?
2W 5{4

Qe
` 36W 3{2 (4.13c)

RµνκλR
µνκλ “

12
?
2m2W 3{4

Qe3
`

24 4
?
2mW 7{8

Qe3{2
` 14W (4.13d)
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όπου W “ RµνR
µν . Η πρώτη σχέση είναι κοινή σε όλα τα συστήματα Einstein-

Maxwell, διότι το ίχνος του αντίστοιχου τανυστή ενέργειας και ορμής είναι μηδέν
στις τέσσερις διαστάσεις. Οι άλλες σχέσεις μπορούν να χρησιμοποιηθούν για την
επιβεβαίωση ότι οι προηγούμενες λύσεις από τις [29, 30, 31] αντιστοιχούν ουσια-
στικά σε διαφορετικές γεωμετρίες σε σχέση με αυτήν που περιγράφεται από την
(4.11). Αυτό ισχύει επίσης και για τις κυλινδρικά συμμετρικές κυματικές λύσεις των
Chandrasekhar και Ξανθόπουλου [32, 33].

Το στοιχειώδες μήκος (4.11) έχει τις ίδιες αναλογίες που έχει και η γεωμετρία
Reissner–Nordström, όπως συμβαίνει και μεταξύ της λύσης Schwarzschild και της
λύσης Kantowski-Sachs στο κενό . Ο χωρόχρονος έχει μία ανωμαλία καμπυλότητας
στο t “ 0 και μία ανωμαλία συντεταγμένων στο

t “ t˘ “ m ˘
a

m2 ` Q2 ` ϵ2. (4.14)

Στην περιοχή t P R` υπάρχει πάντα ένας ορίζοντας γεγονότων, αντίθετα με την πε-
ρίπτωση Reissner–Nordström που μπορεί να έχει είτε έναν είτε δύο ή κανέναν, όπου
έχουμε r P R` για την ακτινική απόσταση. Αυτό οφείλεται στο διαφορετικό πρό-
σημο με το οποίο εμφανίζονται τα τετράγωνα των δύο φορτίων στο (4.11). Πρέπει
επίσης να σημειώσουμε ότι η σταθερά ολοκλήρωσης m δεν συνδέεται απαραίτητα
με μια μάζα κάποιου αντικειμένου, επομένως μπορούμε να την θεωρήσουμε θετική
ή αρνητική.

Στη συνέχεια επιθυμούμε να αποκτήσουμε μια περιγραφή μίνι-υπερχώρου για
το παραπάνω σύστημα. Ο συνηθισμένος τρόπος για να γίνει αυτό είναι να εφαρμο-
στούν οι συμμετρίες της γεωμετρίας στα πεδία της ύλης που στην περίπτωση μας
ενσωματώνονται στο Fµνpt, x, y, zq. Η απαίτηση να μηδενίζεται η παράγωγος Lie
και για τα τέσσερα πεδία Killing (4.5) δηλαδήLξiFµν “ 0, οδηγεί στη γενική μορφή
(4.7) και τις επιπλέον σχέσεις E3pt, x, y, zq “ E3ptq και B3pt, x, y, zq “ ϵptq e´x. Σε
αυτό το στάδιο, θεωρούμε ότι το Fµν θα πρέπει να δοθεί συναρτήσει κάποιας μονο-
μορφής Aµ δηλαδή Fµν “ BµAν ´ BνAµ. Αυτό σημαίνει ότι το ϵptq πρέπει να είναι
μια σταθερά και η αντίστοιχη μονο-μορφή γράφεται A “ ´ϵ e´xdy` fptqdz. Αξίζει
να σημειωθεί ότι αν είχαμε κρατήσει το μαγνητικό πεδίο ϵptqe´x, η επαγώμενη Λα-
γκρανζιανή του μίνι-υπερχώρου θα ήταν μη έγκυρη, δηλαδή οι εξισώσεις κίνησης
θα διέφεραν από αυτές που προκύπτουν από τις εξισώσεις Einstein με ηλεκτρομα-
γνητικό πεδίο.

Με τρόπο παρόμοιο με την περίπτωση που αναλύσαμε στο πρώτο κεφάλαιο, πα-
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ράγουμε τη συνολική Λαγκρανζιανή του μίνι-υπερχώρου

L “
´2aptqbptqa1ptqb1ptq ´ bptq2a1ptq2 ` aptq2f 1ptq2

bptqNptq
´ Nptq

bptq paptq2 ` ϵ2q

aptq2
. (4.15)

Στην συνέχεια όπως προαναφέρθηκε μεταβαίνουμε στην παραμετροποίηση σταθε-
ρού δυναμικού μέσω του μετασχηματισμού

Nptq ÞÑ nptq “ Nptq
bptq paptq2 ` ϵ2q

aptq2
. (4.16)

Οπότε, η Λαγκρανζιανή μετασχηματίζεται στην ακόλουθη μορφή

L “
paptq2 ` ϵ2q p´2aptqbptqa1ptqb1ptq ´ bptq2a1ptq2 ` aptq2f 1ptq2q

aptq2nptq
´ nptq. (4.17)

Η αντίστοιχη μετρική μίνι-υπερχώρου είναι

Gµν “
2b

a

`

a2 ` ϵ2
˘

¨

˚

˝

´ b
a

´1 0

´1 0 0

0 0 a
b

˛

‹

‚

, (4.18)

η οποία έχει μηδενικό τανυστή Cotton-York, δηλαδή είναι σύμμορφα επίπεδη γεω-
μετρία. Επιπλέον, η μετρική έχει τρία διανυσματικά πεδία και ένα ομοθετικό

ξ1 “ Bf , ξ2 “
1

ab
Bb, ξ3 “

f

ab
Bb ´

1

a
Bf , ξh “

b

2
Bb `

f

2
Bf (4.19)

από τα οποία, το ξ2 έχει μηδενικό μέτρο και έχει μηδενική συναλλοίωτη παράγωγο,
γεγονός το οποίο χαρακτηρίζει τη γεωμετρία ως pp-wave.

Είναι εύκολο να αντληθεί η κλασική λύση χρησιμοποιώντας τις διατηρήσιμες
ποσότητες QI “ ξαI pα που εκφράζονται με τη βοήθεια των τριών διανυσματικών
πεδίων Killing και του ομοθετικού διανυσματικού πεδίου για το οποίο έχουμε

Qh “ ξαhpα `

ż

nptqdt. (4.20)

Η γενική λύση μπορεί να δοθεί συναρτήσει των nptq, fptq και bptq

nptq “ ´
2a1ptqpaptq2 ` ϵ2q

k2aptq2
, fptq “

k1
k2aptq

`
k3
k2
,

bptq “ ˘

a

k22n1aptq ` 4aptq2 ´ pk21 ` 4ϵ2q

k2aptq
,

(4.21)
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όπου k1, k2, k3 και n1 είναι σταθερές ολοκλήρωσης, με το κάθε ki να αντιστοιχεί
σε κάθε διατηρήσιμο φορτίο Qi. Αν θέλουμε να αποκτήσουμε την λύση (4.11) όταν
aptq “ t χρειάζεται να θέσουμε τα εξής k1 “ 2Q, k2 “ 2c2, n1 “ ´2m{c2 και να
απορροφήσουμε το c2 με μία ανακλιμάκωση στην μεταβλητή z. Η συνάρτηση aptq

παραμένει αυθαίρετη μολονότι δεν απαιτείται επιλογή βαθμίδας για την επίλυση
του συστήματος. Χρησιμοποιώντας την (4.16) και αντικαθιστώντας την στην (4.4)
οδηγούμαστε στο ακόλουθο στοιχειώδες μήκος

ds2 “ ´

ˆ

1 ´
2m

aptq
´
Q2 ` ϵ2

aptq2

˙´1

a1ptq2dt2 ` aptq2
`

dx2 ` e´2xdy2
˘

`

ˆ

1 ´
2m

aptq
´
Q2 ` ϵ2

aptq2

˙

dz2.

(4.22)

Στην [20] έχει αναλυθεί η περίπτωση της γεωμετρίας Reissner-Nordström όπως πα-
ρουσιάστηκε και στο προηγούμενο κεφάλαιο. Η διαφορά με την παρούσα περί-
πτωση είναι ότι τώρα η μέτρηση περιέχει τον συνδυασμό Q2 ` ϵ2 αντί του Q2, έτσι
η γεωμετρία έχει δύο ουσιώδεις σταθερές, τις Q2 ` ϵ2 και τηνm. Σε αυτό το σημείο
μπορούμε να σημειώσουμε ότι, αν και έχουμε την ίδια κλασική λύση, το γεγονός
ότι η γεωμετρία του μίνι-υπερχώρου έχει αλλάξει, υποδεικνύει την ανάγκη για μία
διαφορετική διαδικασία κβάντωσης.

Πριν προχωρήσουμε στην κβάντωση, είναι χρήσιμο να μεταβούμε στις μεταβλη-
τές που φέρνουν σε κανονική μορφή δύο από τα διανύσματικά πεδία Killing ξ1 και
ξ2 του (4.19). Επομένως, εφαρμόζουμε το μετασχηματισμό pa, b, fq ÞÑ pχ, ψ, ζq με

a “ χ, b “

d

2
ψ

χ
f “ ζ (4.23)

και τα διανυσματικά πεδία Killing, εκφραζόμενα στις νέες μεταβλητές, γράφονται

ξ1 “ Bζ ξ2 “ Bψ ξ3 “ ζBψ ´
1

χ
Bζ ξh “ ψBψ `

ζ

2
Bζ , (4.24)

ενώ η αντίστοιχη ύπερ-μετρική είναι

Gµν “ 2px2 ` ϵ2q

¨

˚

˝

0 ´ 1
x2

0

´ 1
x2

0 0

0 0 1

˛

‹

‚

. (4.25)

Εκτός από τις (4.24) υπάρχουν επίσης και μη-τετριμμένες συμμετρίες υψηλό-
τερης τάξης. Συγκεκριμένα, υπάρχουν πέντε μη-αναγώγιμοι Killing τανυστές δεύ-



4.1. Γενική περίπτωση με πλήρες ηλεκτρομαγνητικό πεδίο 52

τερου βαθμού (αυτό σημαίνει ότι ικανοποιούν την εξίσωση (1.64)), οι οποίοι στις
συντεταγμένες pχ, ψ, ζq έχουν την ακόλουθη μορφή

Kµν
1 “

¨

˚

˚

˝

χ2

2

χψpϵ2´χ2q
2pχ2`ϵ2q

0
χψpϵ2´χ2q
2pχ2`ϵ2q

ψ2

2
0

0 0 χψ
χ2`ϵ2

˛

‹

‹

‚

,

Kµν
2 “

¨

˚

˚

˝

0
χζpχ2´ϵ2q
2pχ2`ϵ2q

1
2

χζpχ2´ϵ2q
2pχ2`ϵ2q

´ψζ ψ
2χ

1
2

ψ
2χ

´
χζ

χ2`ϵ2

˛

‹

‹

‚

,

Kµν
3 “

¨

˚

˚

˝

0
χpϵ2´χ2q
2pχ2`ϵ2q

0
χpϵ2´χ2q
2pχ2`ϵ2q

ψ 0

0 0 χ
χ2`ϵ2

˛

‹

‹

‚

, Kµν
4 “

¨

˚

˚

˝

0 χ2ζϵ2

pχ2`ϵ2q
´
χ
2

χ2ζϵ2

pχ2`ϵ2q
0 ψ

2

´
χ
2

ψ
2

χ2ζ
χ2`ϵ2

˛

‹

‹

‚

,

Kµν
5 “

¨

˚

˝

0 χ2ζ2ϵ2

χ2`ϵ2
´χζ

χ2ζ2ϵ2

χ2`ϵ2
0 ψζ

´χζ ψζ χ2ζ2

χ2`ϵ2
´

2ψ
χ

˛

‹

‚

. (4.26)

Η Λαγκρανζιανή στις συντεταγμένες αυτές έχει την απλή μορφή

L “
pχptq2 ` ϵ2q pχptq2ζ 1ptq2 ´ 2χ1ptqψ1ptqq

nptqχptq2
´ nptq. (4.27)

Όπως προαναφέρθηκε, οι τανυστές αυτοί παράγουν επιπλέον ολοκληρώματα της
κίνησης μέσω της KJ “ Kµν

J pµpν . Ορίζουμε στην συνέχεια την αντίστοιχη Χαμιλ-
τονιανή η οποία είναι ασθενώς μηδέν

H “ NH “ n

ˆ

´
pχpψχ

2

2 pχ2 ` ϵ2q
`

p2ζ
4 pχ2 ` ϵ2q

` 1

˙

« 0 (4.28)

και υπολογίζουμε τις αγκύλες Poisson μεταξύ των γραμμικών σταθερών της κίνησης
QI “ ξµI pµόσο και των τετραγωνικών KJ και της H , οι οποίες είναι μηδέν σε όλες
τις περιπτώσεις. Συνολικά έχουμε τα εξής

Q1 “ pζ , Q2 “ pψ, Q3 “ pψζ ´
pζ
χ
, Qh “ pψψ `

pζζ

2
`

ż

nptqdt, (4.29)
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K1 “
p2χχ

2 pχ2 ` ϵ2q ` 2pχpψχψ pϵ2 ´ χ2q ` ψ
`

p2ψψ pχ2 ` ϵ2q ` 2p2ζχ
˘

2 pχ2 ` ϵ2q
, (4.30)

K2 “
pχpψχ

2ζ pχ2 ´ ϵ2q ` ppχpζχ ´ p2ψχψζ ` pψpζψq pχ2 ` ϵ2q ´ p2ζχ
2ζ

χ pχ2 ` ϵ2q
, (4.31)

K3 “
pψ ppχχ pϵ2 ´ χ2q ` pψψ pχ2 ` ϵ2qq ` p2ζχ

χ2 ` ϵ2
, (4.32)

K4 “
pζ ppψψ pχ2 ` ϵ2q ` pζχ

2ζq ´ pχχ ppζ pχ2 ` ϵ2q ´ 2pψχζϵ
2q

χ2 ` ϵ2
, (4.33)

K5 “
´2pζχζ pχ2 ` ϵ2q ppχχ ´ pψψq ` 2pχpψχ

3ζ2ϵ2 ` p2ζ pχ3ζ2 ´ 2ψpχ2 ` ϵ2qq

χ pχ2 ` ϵ2q
.

(4.34)
Αντικαθιστώντας την λύση (4.21) σε όλα τα παραπάνω έχουμε

Q1 “ 2Q Q2 “ 2c2 Q3 “ k3

K1 “
2 pm2 ` Q2 ` ϵ2q

c22
, K2 “

2k3m ` 4Q

c2
, K3 “ ´4m,

K4 “
2k3pQ

2 ` ϵ2q ´ 4mQ

c2
, K5 “

k23 pQ2 ` ϵ2q ´ 4Qpk3m ` Qq

c22
.

(4.35)

Για μεταγενέστερη χρήση στη διαδικασία κβάντωσης σημειώνουμε ότι οι τρισ-
διάστατες Αβελιανές υπο-άλγεβρες Poisson σχηματίζονται από τους συνδυασμούς
pQ1, Q2,H q, pQ2, Q3,H q, pQ1, K1,H q, pQ1, K3,H q, pK1, K4,H q and pK1, K5,H q.
Επιπλέον, υπάρχουν Αβελιανές υπο-αλγεβρες Poisson που σχηματίζονται από τα
πεδία Killing και τους τετριμμένους τανυστές Killing, οι οποίες συνοψίζονται στον
ακόλουθο πίνακα

K11 K12 K13 K22 K23 K33

Q1

‘ ‘ ‘ - - -
Q2

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Q3 - - - ‘ ‘ ‘

όπουKIJ είναι τα αναγώγιμα τανυστικάπεδίαKilling μεKIJ “ 1
2

pξI b ξJ ` ξI b ξIq.

4.1.2 Κβάντωση του μίνι-υπερχώρου pp-wave μορφής

Για την κβάντωση ακολουθήσαμε την διαδικασία που παρουσιάστηκε στην ενό-
τητα 2.3. Το μέτρο είναι µ “ 2

?
2

pχ2`ϵ2q
3{2

χ2 . Οπότε, για το Χαμιλτονιανό δεσμό συ-
μπεραίνουμε μέσω της εξίσωσης (2.21) ότι
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xH Ψpχ, ψ, ζq “ 0 ñ
„

´
1

4 pχ2 ` ϵ2q
B2
ζ `

χ3

4 pχ2 ` ϵ2q2
Bψ `

χ2

2 pχ2 ` ϵ2q
BχBψ ` 1

ȷ

Ψpχ, ψ, ζq “ 0,(4.36)

ενώ για τους τελεστές πρώτης τάξης που κατασκευάζονται από τα διανυσματικά
πεδία Killing χρησιμοποιούμε τον ορισμό (2.22). Για να χρησιμοποιήσουμε τα μη
αναγώγιμα τανυστικά πεδία Killing στη διαδικασία της κβάντωσης, κάνουμε χρήση
του λεγόμενου ψευδο-Λαπλασιανού τελεστή που ορίζεται στην (2.23).

Όπως αναφέρθηκε προηγουμένως, υπάρχουν έξι Αβελιανές τρισδιάστατες άλ-
γεβρες με τα γραμμικά και τετραγωνικά φορτία (και φυσικά την H). Ωστόσο, οι
κβαντικοί τελεστές που έχουν οριστεί προηγουμένως δεν κλείνουν τις αντίστοιχες
κβαντικές άλγεβρες pQ1, K1,H q, pK1, K4,H q και pK1, K5,H q. Επομένως, δεν
μπορούμε να προχωρήσουμε στην κβάντωση της Αβελιανής υπο-άλγεβρας που πε-
ριλαμβάνει το K1. Έτσι, αναλύσαμε τις ακόλουθες τέσσερις περιπτώσεις.

Άλγεβρα pQ1, Q2,H q

Στης μεταβλητές pχ, ψ, ζq, τα διανύσματα ξ1 και ξ2 όπως φαίνεται από την εξί-
σωση (4.24) είναι σε κανονική μορφή, οπότε η επίλυση του συστήματος

pQ1Ψpχ, ψ, ζq “ κ1Ψpχ, ψ, ζq, pQ2Ψpχ, ψ, ζq “ κ2Ψpχ, ψ, ζq

και της εξίσωσης (4.36), έχει την εξής λύση

Ψpχ, ψ, ζq “
Ce

i

ˆ

4pχ2´ϵ2q´κ21
2χκ2

`κ2ψ`κ1ζ

˙

pχ2 ` ϵ2q1{4
, (4.37)

όπου C είναι μία σταθερά ολοκλήρωσης.

Άλγεβρα pQ2, Q3,H q

Στην περίπτωση αυτή οι συμπληρωματικές σχέσεις στην εξίσωση (4.36) είναι

pQ2Ψpχ, ψ, ζq “ κ2Ψpχ, ψ, ζq, pQ3Ψpχ, ψ, ζq “ κ3Ψpχ, ψ, ζq
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και η παραγόμενη λύση είναι

Ψpχ, ψ, ζq “
C

?
χe

i

˜

χppκ3´κ2ζq2`4q
2κ2

´ 2ϵ2

κ2χ
`κ2ψ

¸

pχ2 ` ϵ2q1{4
. (4.38)

Άλγεβρα pQ1, K3,H q

Αποδεικνύεται εύκολα ότι το pK3, όπως δίνεται από την (2.23) μετατίθενται και
με την pQ1 και με την xH . Οπότε μπορούμε να λύσουμε ταυτόχρονα το σύστημα των
εξισώσεων

pQ1Ψpχ, ψ, ζq “ κ1Ψpχ, ψ, ζq, pK3Ψpχ, ψ, ζq “ λ1Ψpχ, ψ, ζq.

Η παραγόμενη λύση χρησιμοποιώντας τις παραπάνω εξισώσεις είναι

Ψpχ, ψ, ζq “

?
χeiκ1ζ

pχ2 ` ϵ2q
1{4

a

4pχ2 ´ ϵ2q ` 2λ1χ ´ κ21
ˆ

«

C1 cos

˜?
2ψ

a

4pχ2 ´ ϵ2q ` 2λ1χ ´ κ21
?
χ

¸

`C2 sin

˜?
2ψ

a

4pχ2 ´ ϵ2q ` 2λ1χ ´ κ21
?
χ

¸ff

,

(4.39)

όπου C1 και C2 είναι σταθερές ολοκλήρωσης.

Άλγεβρα pQ2, K13,H q

Στην περίπτωση αυτή χρειάζεται να ορίσουμε τον τελεστή pK13 που σχετίζεται με
τον αναγώγιμο Killing τανυστή που κατασκευάζεται από τα ξ1 και ξ3. Αυτό επιτυγ-
χάνεται μέσω των τελεστών πρώτης τάξης pQ1 και pQ3 ως εξής

pK13 “
1

2

´

pQ1
pQ3 ` pQ3

pQ1

¯

(4.40)

και η λύση του συστήματος pQ2Ψ “ κ2Ψ, pK13Ψ “ κ13Ψ και xH Ψ “ 0 είναι

Ψpχ, ψ, ζq “
χ

1
4

´
iκ13
2κ2 e

2ipχ2´ϵ2q
κ2χ

`iκ2ψ

pχ2 ` ϵ2q1{4

„

c1H´ 1
2

`
iκ13
κ2

ˆˆ

1

2
`
i

2

˙

?
κ2

?
χζ

˙

`

c2 1F1

ˆ

1

4
´
iκ13
2κ2

;
1

2
;
i

2
χζ2κ2

˙ȷ

.

(4.41)
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Η Hνpzq και η 1F1pα; β; zq είναι η συνάρτηση Hermite και η συμπτυγμένη υπερ-
γεωμετρική συνάρτηση Kummer αντίστοιχα, ενώ τα c1 και c2 είναι σταθερές ολο-
κλήρωσης.

4.1.3 Ημικλασσική προσέγγιση

Ημικλασσική ανάλυση της pQ1, K3,H q περίπτωσης

Όπως φαίνεται από τη γενική κυματοσυνάρτηση (4.39), η μορφή της κβαντικής
λύσης και συνεπώς η προκύπτουσα ημικλασική ανάλυση είναι ιδιαίτερα εξαρτώ-
μενη από τις τιμές των σταθερών C1 και C2. Κατ ’αρχήν, στη θεωρία της κβαντι-
κής μηχανικής, ο κατάλληλος γραμμικός συνδυασμός των ανεξάρτητων κλάδων
της γενικής λύσης στις εξισώσεις ιδιοτιμών, που αντιπροσωπεύει τη λειτουργία της
κβαντικής κυματοσυνάρτησης, καθορίζεται από τις συνοριακές συνθήκες που εί-
ναι κατάλληλες για το πρόβλημα, εξασφαλίζοντας επίσης ότι οι χρησιμοποιούμενοι
τελεστές είναι αυτο-συζυγείς. Η μοναδική ελεύθερη σταθερά που παραμένει μετά
από αυτή τη διαδικασία καθορίζεται μέσω της κανονικοποίησης της πιθανότητας.
Αυτή είναι η κλασσική διαδρομή που πρέπει να ακολουθήσει κάποιος όταν έχει ένα
διακριτό φάσμα με την κυματοσυνάρτηση να είναι στοιχείο του χώρου Hilbert.

Στις περιπτώσεις όπου το φάσμα είναι συνεχές η κατάσταση είναι πολύ πιο πε-
ρίπλοκη. Η κυματοσυνάρτηση δεν ανήκει στον χώρο Hilbert, αλλά στην επέκτασή
του, τον αποκαλούμενο εγκιβωτισμένος χώρος Hilbert (βλέπε [34, 35] ή [13] για μια
εξαιρετική ανασκόπηση στο θέμα). Με απλά λόγια, ο εγκιβωτισμένος χώρος Hilbert
εκτείνεται ως εξής Φ Ă H Ă Φˆ, όπου: Φ είναι το υποσύνολο του χώρου Hilbert στο
οποίο η δράση των βασικών τελεστών είναι καλώς ορισμένη (με την έννοια ότι η
δράση του τελεστή σε ένα στοιχείο του χώρου Hilbert έχει ως αποτέλεσμα ένα στοι-
χείο του ίδιου χώρου),H είναι ο χώροςHilbert καιΦˆ είναι η δϋικότητα του. Ο χώρος
Φ συνήθως αποτελείται από συναρτήσεις που τείνουν στο μηδέν στα σύνορα ταχύ-
τερα από οποιοδήποτε πολυώνυμο. Στα περισσότερα γνωστά προβλήματα της κβα-
ντικής μηχανικής με συνεχές φάσμα είναι κάποια υποσύνολα του χώρου Schwartz.
Αντίθετα, τα στοιχεία του δϋικού χώρου Φˆ επιτρέπεται να αποκλίνουν στο σύνορο
αλλά όχι ταχύτερα από οποιοδήποτε πολυώνυμο. Αυτός είναι ο χώρος όπου υπάρ-
χει η κυματοσυνάρτηση ενός προβλήματος συνεχούς φάσματος. Το γενικευμένο φα-
σματικό θεώρημα εγγυάται ότι εάν ένας τελεστής pQ είναι αυτοσυζυγής (πάνω στα
στοιχεία τουΦ) τότε η κυματοσυνάρτηση που είναι λύση του προβλήματος ιδιοτιμών
pQΨ “ κΨ υπάρχει ως στοιχείο του Φˆ [35].

Συνεπώς, αυτή είναι η κατάσταση την οποία αντιμετωπίζουμε εδώ. Ένα πρό-
βλημα συνεχούς φάσματος όπου η κυματοσυνάρτηση δεν είναι κανονικοποιήσιμη,
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επίσης δεν θέλουμε να αποκλίνει στα σύνορα χειρότερα από οποιοδήποτε πολυώ-
νυμο. Στη συγκεκριμένη περίπτωση από την (4.39) αυτό δεν μας δίνει δεδομένα
για τις σταθερές C1 και C2, αλλά οδηγεί σε μια ενδιαφέρουσα αναλογία μεταξύ
της κβαντικής και της κλασικής λύσης. Αν θέλουμε μια κυματοσυνάρτηση που δεν
αποκλίνει γρηγορότερα από ένα πολυώνυμο στο όριο χ Ñ 8, ψ Ñ 8, πρέπει να
απαιτήσουμε το όρισμα του ημίτονου και του συνημίτονου στην (4.39) να είναι πά-
ντα πραγματικό. Με άλλα λόγια πρέπει να απαιτήσουμε

ψ p4pχ2 ´ ϵ2q ` 2λ1χ ´ κ21q

χ
ě 0. (4.42)

Μετασχηματίζοντας αυτή την σχέση στις αρχικές μεταβλητές a, b, f και ταυτόχρονα
αντικαθιστώντας στην θέση του λ1 και του κ1 τις κλασσικές τιμές που αντιστοιχούν
στα διατηρήσιμα φορτία που συνδέονται με τους κβαντικούς τελεστές pQ1 και pK3

όπως φαίνεται από την (4.35), δηλαδή κ1 “ 2Q και λ1 “ ´4m, η προηγούμενη
ανισότητα γράφεται

b2
`

a2 ´ 2am ´ Q2 ´ ϵ2
˘

ě 0. (4.43)

Η σχέση στην παρένθεση γίνεται αρνητική όταν το a παίρνει τιμές στην περιοχή του
κλασσικού ορίζοντα

a˘ “ m ˘
a

m2 ` Q2 ` ϵ2. (4.44)

Αυτό σημαίνει ότι για να έχει η κυματοσυνάρτηση καλή συμπεριφορά (για πρό-
βλημα με συνεχές φάσμα) πρέπει να απαιτήσουμε ότι στην περιοχή a P pa´, a`q,
η μεταβλητή b είναι φανταστική. Αλλά αυτή ακριβώς είναι η αναπαραγωγή του τι
συμβαίνει στην κλασική λύση. Όταν το a παίρνει τιμές μέσα στο pa´, a`q, ο συντε-
λεστής του dz2 στο στοιχειώδους μήκους αλλάζει πρόσημο λόγω του ότι το b γίνεται
φανταστικό. Στις μεταβλητές που δουλεύουμε φανταστικό b υποδηλώνει ότι το ψ εί-
ναι αρνητικό, όπως μπορούμε να δούμε από τον αντίστροφο μετασχηματισμό στην
(4.23) που έχει σαν αποτέλεσμα ψ “ ab2

2
. Έτσι, μπορούμε να δούμε ότι αυτή η συγκε-

κριμένη κλασική συμπεριφορά που οδηγεί στην αλλαγή του πρόσημου στη μετρική
όταν η πραγματική μεταβλητή χρόνου a διασχίζει τον ορίζοντα, υπάρχει επίσης σε
κβαντικό επίπεδο μέσω της απαίτησης ότι η κυματοσυνάρτηση δεν πρέπει να απο-
κλίνει πολύ στο όριο (γρηγορότερα από οποιοδήποτε πολυώνυμο).

Δυστυχώς, όπως αναφέρθηκε προηγουμένως, αυτό δεν μας δείχνει εκ των υστέ-
ρων τι τιμές αποκτούν οι σταθερές κανονικοποίησης C1 ή C2. Μπορούμε να δια-
κρίνουμε δύο μεγάλες περιπτώσεις που οδηγούν σε μια ξεκάθαρα διαφορετική ημι-
κλασική συμπεριφορά. Πρώτον, μπορούμε να δούμε ότι αν θέσουμε C2 “ iC1, τότε
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η λύση (4.39) μπορεί να γραφτεί ως

Ψ1 “C1

?
χ

pχ2 ` ϵ2q
1{4

a

4pχ2 ´ ϵ2q ` 2λ1χ ´ κ21
ˆ

ˆ exp

«

i

˜?
2ψ

a

4pχ2 ´ ϵ2q ` 2λ1χ ´ κ21
?
χ

` κ1ζ

¸ff

.

(4.45)

Αυτή η κυματοσυνάρτηση οδηγεί σε μηδενικό κβαντικό δυναμικό, με

Ω “

?
χ

pχ2 ` ϵ2q1{4
a

4pχ2 ´ ϵ2q ` 2λ1χ ´ κ21
ñ lΩ “ 0. (4.46)

Αυτό έχει ως αποτέλεσμα, η ημικλασσική ανάλυση της εξίσωσης (2.54) να μην οδη-
γεί σε κάποια κβαντική διόρθωση, αναπαράγοντας απλά την κλασσική λύση.

Αντίθετα, για οποιοδήποτε άλλο συνδυασμό τωνC1 καιC2 η μόνη εναπομένουσα
φάση της κυματοσυνάρτησης (4.39) είναι κ1ζ και το κβαντικό δυναμικό είναι μη
μηδενικό. Οπότε, υπάρχουν κβαντικές διορθώσεις στις κλασσικές τροχιές που πα-
ράγονται από τις εξισώσεις (2.55), με

´2
pχ2ptq ` ϵ2qψ1ptq

nptqχ2ptq
“ 0, (4.47)

´2
pχ2ptq ` ϵ2qχ1ptq

nptqχ2ptq
“ 0, (4.48)

2 pχ2ptq ` ϵ2q ζ 1ptq ´ κ1nptq

nptq
“ 0. (4.49)

Και η αντίστοιχη λύση είναι

χptq “ χ0, ψptq “ ψ0, ζptq “
κ1t

2pχ2
0 ` ϵ2q

` ζ0, (4.50)

όπου έχουμε ορίσει βαθμίδα nptq “ 1. Αυτή η λύση παράγει ένα χωρόχρονο προτύ-
που Bianchi III LRS με το ακόλουθο στοιχειώδες μήκος (στο οποίο απαλείψαμε τις
μη ουσιώδεις σταθερές)

ds2 “ χ2
0

`

´dt2 ` dx2 ` e´2xdy2 ` dz2
˘

. (4.51)

Στη συνέχεια λαμβάνοντας υπόψιν ότι το βαθμωτό πεδίο Ricci είναι της μορφής
R „ 1{χ2

0, η συναλλοίωτη παράγωγος του τανυστή Riemann είναι μηδέν και τα
δεκατέσσερα βαθμωτά πεδία καμπυλότητας [36] είναι πολυώνυμα του 1

χ2
0
, συμπε-

ραίνουμε ότι ο χωρόχρονος δεν έχει σημεία ανωμαλιών.
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Παρατηρούμε πόσο διαφορετική είναι η κατάσταση ανάλογα με την επιλογή των
σταθερών. Από τη μία πλευρά έχουμε την αναπαραγωγή του κλασικού χωροχρόνου
στην περίπτωση που παίρνουμε C2 “ iC1 και έναν ημικλασσικό χώρο χωρίς ανω-
μαλίες για κάθε άλλη επιλογή. Μπορούμε να κρατήσουμε τα θετικά και από τις δύο
περιπτώσεις αν θεωρήσουμε

Ψ “

$

&

%

Ψ1, χ “ a R pa´, a`q

Ψ2, χ “ a P pa´, a`q.
(4.52)

όπου η Ψ1 δίνεται από την (4.45), ενώ η Ψ2 είναι το σκέλος με το συνημίτονο της
(4.39)

Ψ2 “
iC1

?
χeiκ1ζ

pχ2 ` ϵ2q1{4
a

4pχ2 ´ ϵ2q ` 2λ1χ ´ κ21
ˆ

cos

˜?
2ψ

a

4pχ2 ´ ϵ2q ` 2λ1χ ´ κ21
?
χ

¸

,

(4.53)

όπου επιλέξαμε C2 “ 0 και αλλάξαμε κατάλληλα την άλλη σταθερά ολοκλήρωσης,
μεC1 Ñ iC1, έτσι ώστε να έχουμε μίαΨ που να είναι συνεχής στο όριο που σχηματί-
ζεται από την επιφάνεια χ “ α˘. Με αυτόν τον τρόπο αποκτάμε μία κυματοσυνάρ-
τηση που αναπαράγει ακριβώς τον ημι-κλασσικό χωρόχρονο έξω από τον ορίζοντα
γεγονότων, παρέχοντας σταθερή την βαθμωτή καμπυλότητα, ελεύθερη από ανωμα-
λίες, ημι-κλασσική περιγραφή για την εσωτερική περιοχή του ορίζοντα, διώχνοντας
την κλασσική ανωμαλία στο χ “ 0.

Ημικλασσική ανάλυση της pQ2, K13,H q περίπτωσης

Στην περίπτωση αυτή η αντίστοιχη κυματοσυνάρτηση δίνεται από την (4.41).Με
βάση τα επιχειρήματα που παρουσιάστηκαν στην προηγούμενη υποενότητα, επιλέ-
γουμε εκείνο τον κλάδο της λύσης που δεν αποκλίνει γρηγορότερα από ένα πολυώ-
νυμο στο όριο ω “

?
χζ Ñ 8. Αναπτύσσοντας σε σειρά την εξίσωση Hermite,

φαίνεται ξεκάθαρα το παρακάτω

H
´ 1

2
`

iκ13
κ2

ˆˆ

1

2
`
i

2

˙

?
κ2ω

˙

«eω
2

e
´i

κ13
κ2

lnω
´ α1

ω1{2
` Opω´3{2q

¯

` e
i
κ13
κ2

lnω
´ α2

ω1{2
` Opω´3{2q

¯

« α1
eω

2

ω1{2
e

´i
κ13
κ2

lnω
.

(4.54)
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πράγμα που σημαίνει ότι αποκλίνει εκθετικά. Επομένως, ορίσαμε c1 “ 0 στην (4.41)
και θα χρησιμοποιήσουμε μόνο τον κλάδο της λύσης που περιέχει την υπεργεω-
μετρική συνάρτηση. Άρα θα χρησιμοποιηθούν δύο διαφορετικές προσεγγίσεις: η
πρώτη αφορά μικρά ορίσματα, ενώ η δεύτερη γίνεται για μεγάλα ορίσματα. Ο λό-
γος για αυτό είναι να γράψουμε μια προσεγγιστική έκφραση για την (4.41) που μας
επιτρέπει να εκφράσουμε την Ψ σε πολική μορφή, με σκοπό να καταστεί δυνατή η
χρήση της ημικλασσικής προσέγγισης που περιγράφεται στην ενότητα (2.5).

Μικρά ορίσματα για το a συνεπάγεται, χρησιμοποιώντας την κλασσική λύση,
μεγάλα ορίσματα για την ποσότητα ω ” ζ

?
χ “ 1?

a
. Το ανάπτυγμα σε σειρά της

προηγούμενης υπεργεωμετρικής συνάρτησης είναι

1F1

ˆ

1

4
´
iκ13
2κ2

;
1

2
;
iκ2
2
ω2

˙

«

c

π

ω
e

iκ2
4
ω2

«

2
1
4

`
iκ13
2κ2 piκ2q

´ 1
4

´
iκ13
2κ2

Γ
´

1
4

´ iκ13
2κ2

¯ e
1
4
iκ2ω2

ω
´

iκ13
κ2

`
2

1
4

´
iκ13
2κ2 p´iκ2q

´ 1
4

`
iκ13
2κ2

Γ
´

iκ13
2κ2

` 1
4

¯ e´ 1
4
iκ2ω2

ω
iκ13
κ2

ff

.

(4.55)

Συνεπώς, συμπεραίνουμε ότι η συνεισφορά της υπεργεωμετρικής συνάρτησης στον
όρο φάσης της (4.41) είναι κ2ω2

4
ή ισοδύναμα κ2χζ2

4
, διότι η έκφραση μέσα στην πα-

ρένθεση της (4.55) είναι πραγματική, γιατί παράγεται από άθροισμα δύο μιγαδικών
συζυγών όρων.

Ηπλήρης προσεγγιστικήφάση της κυματοσυνάρτησης (4.41), όταν ισχύειχζ2 ąą

1, είναι
S1pχ, ψ, ζq “ ´

κ13
2κ2

lnpχq `
2χ

κ2
`
κ2
4
χζ2 ´

2ϵ2

κ2χ
` κ2ψ (4.56)

και παράγονται οι ακόλουθες εξισώσεις

nptq
`

´2κ13χptq ` χptq2
`

κ22ζptq2 ` 8
˘

` 8ϵ2
˘

` 8κ2
`

χptq2 ` ϵ2
˘

ϕ1ptq “ 0, (4.57)

´κ2 ´
2 pχptq2 ` ϵ2qχ1ptq

nptqχptq2
“ 0, (4.58)

2 pχptq2 ` ϵ2q ζ 1ptq

nptq
´
κ2
2
χptqζptq “ 0. (4.59)

Το τελικό στοιχειώδες μήκος δίνεται από

ds2 “ ´

ˆ

1 `
ψ0κ

2
2

2a
´
ϵ2

a2
`
ψ1κ

2
2

2

lnpaq

a

˙´1

da2
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` a2
`

dx2 ` e´2xdy2
˘

`
4

κ22

ˆ

1 `
ψ0κ

2
2

2a
´
ϵ2

a2
`
ψ1κ

2
2

2

lnpaq

a

˙

dz2, (4.60)

όπου ψ0 και ψ1 είναι σταθερές ολοκλήρωσης. Ο χώρος αυτός έχει μη σταθερές βαθ-
μωτές καμπυλότητες άρα δεν είναι απαλλαγμένος από ανωμαλίες.

Μεγάλα ορίσματα για το a Αντίθετα στην περίπτωση των μεγάλων ορισμάτων
το ω θεωρείται μικρό. Η προσεγγιστική μορφή της κυματοσυνάρτησης είναι

Ψpχ, ψ, ζq «

ˆ

χ

χ2 ` ϵ2

˙
1
4

e
i

«

κ2ψ`
2pχ2´ϵ2q

κ2χ
´

κ13 lnpχq

2κ2

ff

(4.61)

Οι αντίστοιχες ημικλασσικές εξισώσεις είναι

´
2 pχ2ptq ` ϵ2qψ1ptq

nptq
´

4 pχptq2 ` ϵ2q ´ κ13χptq

2κ2
“0, (4.62)

´κ2 ´
2 pχ2ptq ` ϵ2qχ1ptq

nptqχ2ptq
“0, (4.63)

2 pχ2ptq ` ϵ2q ζ 1ptq

nptq
“0. (4.64)

Ολοκληρώνοντας τις εξισώσεις, το τελικό στοιχειώδες μήκος γράφεται

ds2 “ ´

ˆ

1 `
ψ0κ

2
2

2a
´
ϵ2

a2
´
κ13
4

lnpaq

a

˙´1

da2 ` a2
`

dx2 ` e´2xdy2
˘

`

4

κ22

ˆ

1 `
ψ0κ

2
2

2a
´
ϵ2

a2
´
κ13
4

lnpaq

a

˙

dz2, (4.65)

όπου ξανά το ψ0 είναι μία σταθερά ολοκλήρωσης. Το μήκος αυτό είναι παρόμοιο με
αυτό της εξίσωσης (4.60) από την προηγούμενη περίπτωση. Ο αντίστοιχος χώρος
δεν είναι ελεύθερος από ανωμαλίες αλλά η υπό μελέτη περιοχή είναι μακριά από
την ανωμαλία.

Σε αυτό το σημείο πρέπει να σημειώσουμε ότι και στις δύο ημικλασσικές μετρι-
κές (4.60) και (4.65) διατηρήσαμε όλους τους όρους που περιέχουν το a ανεξάρτητα
από την προσέγγιση που θεωρήσαμε για τα ορίσματα της υπεργεωμετρικής συνάρ-
τησης. Οι προσεγγίσεις ζ?

χ ąą 1 και ζ?
χ ăă 1 υιοθετούνται έτσι ώστε να μπο-

ρούμε να γράψουμε την κυματοσυνάρτηση σε πολική μορφή. Η σχέση που έχει το
ω “ ζ

?
χ με το a από την κλασσική περιγραφή, ω “ 1?

a
, το οποίο χρησιμοποιήθηκε

και ως χρονική μεταβλητή στην κλασική λύση, ισχύει μόνο στην περιοχή της λύσης.
Από την άποψη αυτή, και παρότι η απόλυτη σύγκριση μεταξύ των ημικλασσικών
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και των κλασσικών μετρικών δεν είναι δυνατή (λόγω του ότι είναι ξεχωριστές γε-
ωμετρίες) μπορούμε να διακρίνουμε πώς εξαρτώνται οι συνιστώσες της μετρικής
από την χρονική μεταβλητή a. Ωστόσο, πρέπει να έχουμε κατά νου ότι σε κάθε πε-
ρίπτωση μιλάμε για δύο διαφορετικές εσωτερικές χρονικές παραμέτρους acl και asc
για τις κλασσικές και τις ημικλασσικές πολλαπλότητες αντίστοιχα. Παρατηρούμε
επίσης ότι και οι δύο ημικλασσικές μετρικές έχουν έναν όρο ανάλογο στο lnpaq

a
στη

θέση του Q2

a2
το οποίο εμφανίζεται στην κλασική μετρική. Άρα, βλέπουμε ότι η κύρια

συμβολή των κβαντικών διορθώσεων έχει να κάνει με την επίδραση της συμβολής
του ηλεκτρικού πεδίου στο εσωτερικό του στοιχειώδους μήκους.

Είναι επίσης ενδιαφέρον να κάνουμε την συσχέτιση των κβαντικών αριθμών
κ2 και κ13 με τους αντίστοιχους κλασσικούς, που προκύπτουν από την (4.35). Η
σταθερά κ2 συνδέεται με το Q2 και κατά συνέπεια με την κλασική σταθερά ολο-
κλήρωσης k2 η οποία είναι μη μηδενική και μη ουσιώδης σταθερά της γεωμετρίας.
Η σταθερά κ13 αντιστοιχεί στην κλασική διατηρούμενη ποσότητα που κατασκευά-
στηκε από τον τετριμμένο τανυστή Killing K13 “ 1

2
pξ1 b ξ3 ` ξ3ξ1q, ο οποίος στη

περιοχή της λύσης παίρνει την τιμή 2Qk3 (και πάλι από τις σχέσεις (4.35)). Παρα-
τηρούμε ωστόσο ότι το k3 είναι επίσης μια μη-ουσιώδης σταθερά που ορίζει την
τιμή του δυναμικού στο άπειρο όπως φαίνεται από την (4.21). Εάν κάνουμε αυτή
τη συσχέτιση με το κλασικό επίπεδο και θεωρήσουμε k3 “ 0 ñ κ13 “ 2Qk3 “ 0,
τότε η δεύτερη ημι-κλασσική μετρική (4.65) - για μεγάλο a - δεν συνεισφέρει από το
ηλεκτρικό πεδίο, ενώ από την άλλη η ημι-κλασσική χρονική περίοδος (4.60) που πε-
ριγράφει το χωροχρόνο για μικρά a έχει πάντα μια συνεισφορά της μορφής ψ1κ22

2
lnpaq

a

σε συνδυασμό με ένα ημι-κλασσικό ηλεκτρικό δυναμικό που στην περίπτωση αυτή
είναι (λύνοντας το σύστημα (4.57)-(4.59))

f “

d

2

a

ˆ

κ13
κ22

` 2ψ1

˙

. (4.66)

Αυτό σημαίνει ότι πάντα υπάρχει μια συνεισφορά από την f ‰ 0 μέσα στη μετρική,
όταν a ! 1 ακόμα και αν κ13 “ 0. Σε αντίθεση με αυτό που συμβαίνει για a " 1,
όπου η συνθήκη κ13 “ 0 μπορεί να απαλείψει την συνεισφορά από τη μετρική.
Όσον αφορά το μαγνητικό φορτίο βλέπουμε ότι η συμβολή του είναι αναλλοίωτη
σε αυτή την περιγραφή. Ο όρος αυτός οφείλει την προέλευσή του στο γεγονός ότι
το μαγνητικό φορτίο εμφανίζεται σταθερό μέσα στην Χαμιλτονιανή συνάρτηση και
δεν αντιμετωπίζεται ως προϊόν βαθμών ελευθερίας όπως το ηλεκτρικό φορτίο που
προκύπτει από την f στην Aµ.
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4.2 Περίπτωση με μαγνητικό μονόπολο

Αν θέλουμε να εξετάσουμε την περίπτωση όπου το ηλεκτρικό δυναμικό fptq εί-
ναι μηδέν, τότε η διαδικασία πρέπει να επαναληφθεί ξεκινώντας από την Λαγκραν-
ζιανή. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι η γεωμετρία του μίνι-υπερχώρου είναι δια-
φορετική: ο αριθμός των θεσεογραφικών βαθμών ελευθερίας μειώνεται στους δύο,
δηλ. τα pa, bq και στη σταθερή παραμετροποίηση του δυναμικού η μίνι-υπερμετρική
γράφεται

Gαβ “ ´
2bpa2 ` ϵ2q

a

˜

b
a

1

1 0

¸

(4.67)

και ο χώρος είναι επίπεδος. Η αντίστοιχη Λαγκρανζιανή δίνεται από το (4.17). Με
τη βοήθεια των ολοκληρωμάτων της κίνησης που κατασκευάστηκαν από τα τρία
διανυσματικά πεδία Killing

ξ1 “
a pa2 ´ ϵ2q

a2 ` ϵ2
Ba ´

a2b

a2 ` ϵ2
Bb, ξ2 “ ´

a2

2pa2 ` ϵ2q
Ba `

ab

4pa2 ` ϵ2q
Bb, ξ3 “

1

ab
Bb

(4.68)
και το ομοθετικό διάνυσμα (το οποίο παράγει ένα μη τοπικό διατηρήσιμο φορτίο)

ξh “
b

2
Bb (4.69)

η κλασική λύση μπορεί εύκολα να εξαχθεί. Το στοιχειώδες μήκος είναι το ίδιο με
αυτό της λύσης (4.22) με Q “ 0. Φυσικά το m μπορεί ακόμα να θεωρηθεί θετικό ή
αρνητικό και σχηματίζεται ένας ορίζοντας στο

a˘ “ m ˘
?
m2 ` ϵ2 (4.70)

το οποίο εξαρτάται απο το αν είμαστε στην περιοχή a P R` η την περιοχή a P R´

αντίστοιχα.

Όσον αφορά τις τιμές των τριών διατηρουμένων φορτίων που αντιστοιχούν στη
(4.68), όταν έχουμε εφαρμόσει την λύση, μπορούμε να δούμε ότι μόνο το Q1 συνδέ-
εται με μια ουσιαστική σταθερά της γεωμετρίας, με Q1 “ 2m, ενώ Q2 “ ´1

2
και

Q3 “ 2. Πιο συγκεκριμένα, τα Q2 και Q3 συνδέονται με μη ουσιώδεις σταθερές της
γεωμετρίας που είναι υποχρεωμένες να ικανοποιούν το Q2Q3 “ ´1 λόγω του δε-
σμού. Οι συγκεκριμένες τιμές που δίνουμε εδώ είναι εκείνες που προκύπτουν από
το στοιχειώδες μήκος από το οποίο έχουν απαλειφθεί οι μη ουσιώδεις σταθερές.
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4.2.1 Κβάντωση

Για να προχωρήσουμε στην κβάντωση είναι χρήσιμο να κάνουμε τον εξής μετα-
σχηματισμό pa, bq Ñ pχ, ψq με 2

a “
1

4

´

´χ `
a

16ϵ2 ` χ2
¯

, b “
2
?
2ψ

´

a

16ϵ2 ` χ2 ´ χ
¯

1
2

(4.71)

αυτό φέρνει την μετρική του μίνι-υπερχώρου στη μορφή Gαβ “

˜

0 1

1 0

¸

. Σε αυτές

τις συντεταγμένες φαίνεται ότι τα διανύσματα (4.68) μετασχηματίζονται στη μορφή

ξ1 “ χBχ ´ ψBψ, ξ2 “ Bχ, ξ3 “ Bψ. (4.72)

Οι αντίστοιχοι τελεστές παράγουν δύο Αβελιανές υποάλγεβρες οι οποίες περι-
λαμβάνουν τα p pQ2, pQ3, xH q και p pQ1, xH q. Η πρώτη περίπτωση, όπως φαίνεται από
την μορφή (4.72), οδηγεί σε λύση επίπεδου κύματος για την κυματοσυνάρτηση

ψ “ Ceipκ2χ`κ3ψq (4.73)

με την εξίσωση Wheeler-DeWitt, xH Ψ “ 0 να δημιουργεί την σχέση κ2κ3 “ ´1.
Η δεύτερη περίπτωση αποδεικνύεται πιο ενδιαφέρουσα, η λύση της Q̂1Ψ “ κ1Ψ

υποδεικνύει
Ψpx, yq “ χiκ1ψpχψq. (4.74)

Η επιβολή του Χαμιλτονιανού δεσμού xH Ψ “ 0 δίνει στην συνάρτηση ψpxyq την
μορφή

ψpχψq “ pχψq´
iκ1
2

´

c1Iiκ1

´

2
a

χψ
¯

` c2I´iκ1

´

2
a

χψ
¯¯

. (4.75)

Άρα, η πλήρης κυματοσυνάρτηση γίνεται

Ψpχ, ψq “

ˆ

x

y

˙

iκ1
2 ´

c1Iiκ1

´

2
a

χψ
¯

` c2I´iκ1

´

2
a

χψ
¯¯

, (4.76)

όπου Iνpζq είναι η τροποποιημένη συνάρτηση Bessel πρώτου είδους. Γυρίζοντας
πίσω στις αρχικές μεταβλητές pa, bq βλέπουμε ότι

ζ2 “ χψ “ b2
`

ϵ2 ´ a2
˘

, (4.77)

2Είναι κατανοητό ότι οι μεταβλητές χ, ψ και ζ είναι διαφορετικές από αυτές που χρησιμοποιή-
θηκαν στην προηγούμενη ενότητα.
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που σημαίνει ότι πρέπει να προσέξουμε εάν το γινόμενο ζ2 “ χψ είναι θετικό ή αρ-
νητικό επειδή αλλάζει σημαντικά τη συμπεριφορά του Iνpζq. Για παράδειγμα, αν το
ζ Ñ 8 το Iνpζq αποκλίνει, αλλά όταν ζ Ñ i8, Iνpζq Ñ 0. Από την (4.76) μπορούμε
επίσης να παρατηρήσουμε ότι παίρνουμε δύο κλάδους, οι οποίοι όμως μπορούν να
αντικατασταθούν από έναν, με τον κατοπτρικό μετασχηματισμό κ1 Ñ ´κ1. Επομέ-
νως, στην συνέχεια θα μας ενδιαφέρει μόνο ο πρώτος κλάδος. Στη συνέχεια χρησι-
μοποιούμε την ερμηνεία της κβαντομηχανικής από τον Bohm ως εργαλείο για την
κατασκευή μιας ημι-κλασσικής προσέγγισης εισάγοντας την έννοια της τροχιάς σε
αυτό το επίπεδο.

4.2.2 Ημι-κλασσική προσέγγιση

Ακολουθώντας το παραπάνω σκεπτικό χρησιμοποιούμε μόνο τη συνεισφορά του
πρώτου μέρους της (4.76) στη κυματοσυνάρτηση, δηλαδή παίρνουμε c2 “ 0. Ας αρ-
χίσουμε με τη μελέτη της συμπεριφοράς του όρου ζ στη (4.77), ο οποίος εξαρτάται
από τη συμπεριφορά των a και b. Εάν διατηρήσουμε το b σταθερό, μπορεί εύκολα
να δειχθεί ότι για a Ñ ˘8, ζ2 προσεγγίζει το ´8 και συνεπώς το ζ θα είναι φαντα-
στικό. Η κατά προσέγγιση έκφραση για τη συνάρτηση Bessel όταν το όρισμα είναι
καθαρά φανταστικό ζ “ is, είναι

Iiκ1pisq «
cos

“

s ´
`

π
4

` i
2
κ1π

˘‰

s1{2
` Ops´3{2q, (4.78)

που σημαίνει ότι η συνάρτηση Bessel δεν συμβάλλει στη φάση και μπορούμε να
προσεγγίσουμε την κυματοσυνάρτηση (4.76) με

Ψpa, bq «
1

b
?
a2 ´ ϵ2

exp

„

iκ1
2

ln

ˆ

4 pa2 ´ ϵ2q

a2b2

˙ȷ

. (4.79)

Έχοντας φέρει την κατά προσέγγιση κυματοσυνάρτηση σε πολική μορφή μπορούμε
να χρησιμοποιήσουμε τους τύπους (2.55) για να εξαγάγουμε τις ημικλασικές τρο-
χιές. Οι τελευταίες διέπονται από εξισώσεις:

BL

Ba1
“

κ1ϵ
2

aptqpaptq2 ´ ϵ2q
, (4.80a)

BL

Bb1
“ ´

κ1
b
, (4.80b)

όπου το L προέρχεται από την (1.60) θέτοντας την (4.67) ως την μετρική του μίνι-
υπερχώρου.

Σε αυτό το σημείο έχουμε δύο εξισώσεις και τρεις συναρτήσεις που πρέπει να
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καθοριστούν, aptq, bptq και nptq. Αυτό το σύνολο εξισώσεων μπορεί εύκολα να ολο-
κληρωθεί έτσι ώστε να παραχθεί ένα ημι-κλασσικό στοιχειώδες μήκος της μορφής

ds2 “ ´
4b20a

2

κ1pa2 ´ ϵ2q
da2 ` a2pdx2 ` e´2xdy2q `

b20
a2 ´ ϵ2

dz2. (4.81)

Ο προκύπτων χωροχρόνος εμφανίζει ανωμαλίες καμπυλότητας στα a “ 0 και a “

˘ϵ. Είναι ενδιαφέρον να σημειώσουμε ότι το ίδιο ακριβώς αποτέλεσμα μπορεί να
επιτευχθεί λαμβάνοντας υπόψη την περιοχή a Ñ 0, b Ñ 8, από το οποίο προκύπτει
ότι ζ P R με ζ Ñ 8. Στη συνέχεια, η προσεγγιστική κυματοσυνάρτηση εξακολουθεί
να μην έχει καμία συνεισφορά στη φάση προερχόμενη από τη συνάρτηση Bessel,
δεδομένου ότι

Iiκ1pζq «
1

ζ

`

eζ ` e´ζ´κ1π
˘

(4.82)

και ως αποτέλεσμα, καταλήγουμε στο ίδιο ημι-κλασσικό στοιχειώδες μήκος (4.81).

Αυτό που έχουμε ελέγξει μέχρι στιγμής είναι η ημι-κλασσική συμπεριφορά, κα-
θώς το ζ2 παίρνει μεγάλες τιμές. Είναι ενδιαφέρον να δούμε τι συμβαίνει στην άλλη
περιοχή όταν το ζ2 Ñ 0. Θεωρώντας το b πεπερασμένο, συμπεραίνουμε από την
(4.77), ότι a Ñ 0 το οποίο σημαίνει ότι ζ2 είναι μικρό αλλά θετικό, έτσι ζ P R. Η
τροποποιημένη συνάρτηση Bessel Iνpζq σε αυτή την περίπτωση μπορεί να γραφτεί
σαν σειρά ως

Iνpζq “

ˆ

ζ

2

˙ν `8
ÿ

k“0

pζ2{4q2k

k!pΓpν ` k ` 1qq
, (4.83)

όπου το Γ αντιπροσωπεύει τη συνάρτηση Γάμμα. Δεδομένου ότι το ζ είναι τώρα
πραγματικό μπορούμε αμέσως να δούμε ότι η μόνη συνεισφορά στη φάση, η οποία
παίζει ρόλο στην παραγωγή των ημι-κλασσικών τροχιών, δίνεται από την ζν “ ζ iκ1 .
Ως αποτέλεσμα, η κυματοσυνάρτηση, εάν θεωρήσουμε ότι c2 “ 0, μπορεί να προ-
σεγγιστεί με

Ψpa, bq « Ωpa, bqe
iκ1 ln

ˆ

2pϵ2´a2q

a

˙

(4.84)

και οι αντίστοιχες ημι-κλασσικές εξισώσεις είναι

´
2 paptq2 ` ϵ2q bptq

aptqnptq

ˆ

bptqa1ptq

aptq
` b1ptq

˙

`
κ1 paptq2 ` ϵ2q

aptqpϵ2 ´ aptq2q
“ 0, (4.85a)

´
2bptq paptq2 ` ϵ2q a1ptq

aptqnptq
“ 0. (4.85b)
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Αυτό το σύστημα μπορεί να λυθεί εύκολα και η λύση για τα aptq και nptq γράφεται

aptq “ a0, nptq “ ´
2 pa20 ´ ϵ2q bptqb1ptq

κ1
. (4.86)

Τέλος, το αντίστοιχο ημι-κλασσικό στοιχειώδες μήκος (μετά την εξάλειψη των μη
ουσιωδών σταθερών) είναι

ds2 “ α2
0

`

´db2 ` dx2 ` e´2xdy2 ` b2dz2
˘

. (4.87)

Όλες οι βαθμωτές καμπυλότητες αυτού του χώρου είναι σταθερές, επομένως δεν
έχει ανώμαλα σημεία. Όπως συνέβη και στη περίπτωση όπου θεωρήσαμε μεγάλα
ζ , το ίδιο αποτέλεσμα μπορεί να επιτευχθεί λαμβάνοντας υπόψη ότι a ą ϵ και b Ñ

0, το οποίο έχει ως αποτέλεσμα ένα μικρό αλλά καθαρά φανταστικό ζ “ is . Η
προσέγγιση της συνάρτησης Bessel για το s ! 1 αποδίδει την τιμή Iiκ1pisq „ siκ1

που παράγει ακριβώς την ίδια διόρθωση στον όρο φάσης.

4.3 Περίπτωση με ηλεκτρικό πεδίο
Όπως συμβαίνει στην περίπτωση του μαγνητικού μονόπολου, προκύπτει επίσης

ένας ξεχωριστός (από τη γενική περίπτωση) μίνι-υπερχώρος αν το σύστημα μας
έχει μόνο ηλεκτρικό φορτίο. Πράγματι, αν θέσουμε ϵ “ 0 στη γενική Λαγκρανζιανή
(4.17), παίρνουμε

L “ ´
1

n

`

2aba1b1 ` b2a12 ´ a2f 12
˘

´ n (4.88)

από την οποία παράγεται η αντίστοιχη μετρική μίνι-υπερχώρου

Gµν “ ´2

¨

˚

˝

b2 ab 0

ab 0 0

0 0 ´a2

˛

‹

‚

. (4.89)

Αυτή τη φορά ο μίνι-υπερχώρος είναι τρισδιάστατος, αφού χρησιμοποιούμε το f ως
βαθμό ελευθερίας, αλλά σε αντίθεση με την περίπτωση όπου ϵ ‰ 0, είναι επίπεδος.

Σε αυτό το σημείο είναι απαραίτητο το παρακάτω σχόλιο. Η κβάντωση του μίνι
υπερχώρου με μετρική την (4.89) μοιάζει με αυτή του προηγούμενου κεφαλαίου.
Είναι ενδιαφέρον να σημειωθεί ότι γενικά το πρότυπο LRS Bianchi τύπου III διαθέ-
τει μια παρόμοια δομή μίνι-υπερχώρου σε σχέση με αυτή ενός στατικού σφαιρικά
συμμετρικού στοιχειώδους μήκους. Η διαφορά βέβαια είναι ότι ο πρώτος έχει ως
ανεξάρτητη μεταβλητή τον χρόνο t, ενώ ο τελευταίος εξελίσσεται σε σχέση με την
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ακτινική απόσταση. Μια επιπλέον διαφορά είναι στο πρόσημο του κινητικού όρου
που οφείλεται στο ηλεκτρικό πεδίο f στη Λαγκρανζιανή. Μπορούμε να δούμε από
την (3.6) ότι η αντίστοιχη Λαγκράνζιαν (αν παραλείψουμε ένα γενικό μείον) έχει
έναν όρο “´ 1

n
a2 9f 2”αντί για τον όρο “` 1

n
a2 9f 2” που εμφανίζεται στην (4.88). Ωστόσο,

αυτό δεν επηρεάζει σε μεγάλο βαθμό τη διαδικασία μέχρι το σημείο που προκύπτει
η Wheeler-DeWitt εξίσωση και αυτός είναι ο λόγος που θα σκιαγραφήσουμε μόνο
τα βασικά σημεία ακολουθώντας ακριβώς τη λογική του προηγούμενου κεφαλαίου.

Δεδομένου ότι ο Lorentzian τρισδιάστατος μίνι-υπερχώρος που εμφανίζεται εδώ
είναι επίπεδος, γνωρίζουμε ότι υπάρχουν έξι ολοκληρώματα της κίνησης πρώτης
τάξης, που αποτελούνται από τρεις μεταθέσεις, δύο ψευδοστροφές και μία πραγ-
ματική στροφή. Τα τελευταία τρία είναι τα στοιχεία της γνωστής ομάδας SOp2, 1q.
Μια ενδιαφέρουσα άλγεβρα που χρησιμοποιείται στη διαδικασία κβάντωσης είναι
αυτή που σχηματίζεται από την πραγματική στροφή, δηλαδή τοQ6, και το αναλλοί-
ωτο Casimir QCas της αλγεβρας sop2, 1q . Με την εκτέλεση του μετασχηματισμού

a “
1

4
upsinhpvq cospwq ` coshpvqq, b “

2
?
2

sinhpvq cospwq ` coshpvq
,

f “
2
?
2 sinpwq

cothpvq ` cospwq

(4.90)

ο τελεστής που αντιστοιχεί στην στροφήQ6 έρχεται σε κανονική μορφή ως προς την
συντεταγμένη w. Η λύση του ιδιοσυστήματος

pQ6Ψ “ kΨ, pQCasΨ “ ℓpℓ ` 1qΨ, H Ψ “ 0 (4.91)

είναι

Ψ “ eikw
`

C1P
k
ℓ pcoshpvqq ` C2Q

k
ℓ pcoshpvqq

˘

´

C3jℓp
?
2uq ` C4yℓp

?
2uq

¯

, (4.92)

όπου P k
ℓ , Qk

ℓ , jℓ and yℓ είναι οι προσαρτημένες συναρτήσεις Legendre και οι σφαιρι-
κές συναρτήσεις Bessel πρώτου και δεύτερου είδους αντίστοιχα.

Εξαιτίας του pQ6 “ ´i B
Bw

που αντιστοιχεί σε μία πραγματική στροφή σε αυτόν
τον επίπεδο μίνι-υπερχώρο, μπορούμε να θέσουμε μία περιοδική συνοριακή συν-
θήκη στην μεταβλητή w η οποία οδηγεί σ’ένα διακριτό φάσμα για το k, δηλαδή
k P Z. Το ίδιο φάνηκε και στην περίπτωση της γεωμετρίας Reissner - Nordström
στο κεφάλαιο 3, το Q6 σχετίζεται κλασικώς με το ηλεκτρικό φορτίο, ενώ το QCas με
τον τετραγωνικό συνδυασμό του φορτίου Q και της “μάζας” m. Πιο συγκεκριμένα,
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χρησιμοποιώντας την κλασσική λύση

ds2 “

ˆ

1 ´
2m

a
´
Q2

a2

˙´1

da ` a2
`

dx2 ` e´2xdy2
˘

`

ˆ

1 ´
2m

a
´
Q2

a2

˙

dz2 (4.93)

και fptq “
Q
a
, βλέπουμε ότι

Q69Q, QCas9 ´ pm2 ` Q2q (4.94)

από την οποία παρατηρούμε ότι QCas ă 0. Αυτή η συνθήκη δεν είναι απαραίτητα
αληθής για την περίπτωση της Reissner - Nordström στο κεφάλαιο 3, όπου το QCas

μπορεί να πάρει και θετικές τιμές. Το γεγονός ότι το αναλλοίωτο Casimir είναι αρνη-
τικό συνεπάγεται ότι και σε κβαντικό επίπεδο θα έχουμε ℓpℓ` 1q ă 0. Αυτό γίνεται
θεωρώντας ότι ο κβαντικός αριθμός l είναι μιγαδικός με ℓ “ ´1

2
` is, s P R.

4.4 Συμπεράσματα
Στο παρόν κεφάλαιο μελετήσαμε τον μίνι-υπερχώρο ενός πρότυπου LRS Bianchi

τύπου III συζευγμένο με ένα ηλεκτρομαγνητικό πεδίο χωρίς πηγή.
Σε κλασικό επίπεδο βρήκαμε τις λύσεις χρησιμοποιώντας τις συμμετρίες της θε-

σεογραφικής πολλαπλότητας. Συγκεκριμένα, το πρώτο μας βήμα ήταν να βρούμε
τον πιο γενικό ηλεκτρομαγνητικό τανυστή, συμβατό με τις συμμετρίες του στοιχειώ-
δους μήκους του προτύπου Bianchi III LRS. Για το σκοπό αυτό εξετάσαμε τους αλγε-
βρικούς περιορισμούς που επιβάλλονται στο Tµν μέσω των εξισώσεων του Einstein,
για την συγκεκριμένη γεωμετρία. Το αποτέλεσμα, έπειτα και από την εφαρμογή των
εξισώσεων Maxwell, είναι ο τανυστής του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου να περιέχει
μόνο E3ptq και B3pxq “ ϵ e´x. Η τελική λύση δίνεται από την (4.11). Η κατασκευή
του μίνι-υπερχώρου επιτυγχάνεται με την εφαρμογή των τεσσάρων πεδίων Killing
(4.5) σε ένα γενικό Fµνpt, x, y, zq και απαιτώντας να εκφράζεται αυτό με όρους
ηλεκτρομαγνητικού δυναμικού. Ένα αξιοσημείωτο γεγονός είναι ότι η έγκυρη Λα-
γκράνζιαν που παράγεται ορίζει ένα μίνι-υπερχώρο που είναι pp-wave για τη γενική
περίπτωση και έχει πέντε μη τετριμμένους Killing τανυστές και τρία διανυσματικά
πεδία Killing. Οι περιπτώσεις με σκέτο ηλεκτρικό ή μαγνητικό πεδίο αντιστοιχούν
απλά σε επίπεδους μίνι-υπερχώρους τριών και δύο διαστάσεων αντίστοιχα.

Στο κβαντικό επίπεδο ακολουθήσαμε την μέθοδο κανονικής κβάντωσης. Για τον
πλήρη προσδιορισμό της κυματοσυνάρτησης χρησιμοποιήσαμε, εκτός από την εξί-
σωση δεσμούWheeler-DeWitt, τους τελεστές που αντιστοιχούν σε Αβελιανές υποάλ-
γεβρες που κατασκευάζονται από τους γραμμικούς και τετραγωνικούς γεννήτορες
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των συμμετριών. Σε κάθε μία από τις τρεις περιπτώσεις του μίνι-υπερχώρου έγινε
ημι-κλασσική ανάλυση των λύσεων χρησιμοποιώντας την ερμηνεία του Bohm για
την κβαντομηχανική. Ένα αξιοσημείωτο γεγονός είναι ότι μερικές από τις λύσεις
δίνουν ημικλασσικούς χωρόχρονους απαλλαγμένους από ανωμαλίες.

Σε αυτό το σημείο, πρέπει να παρατηρήσουμε ότι στη διαδικασία της ημικλασ-
σικής ανάλυσης η εξίσωση συνέχειας δεν ισχύει πάντα. Το φαινόμενο αυτό προκύ-
πτει λόγω των προσεγγίσεων που γίνονται για να έρθουν οι κυματοσυναρτήσεις σε
πολική μορφή. Αυτό το πρόβλημα ξεπερνιέται αν εφαρμόσουμε το αντίστοιχο όριο
και στην εξίσωση συνέχειας. Για παράδειγμα, αυτό συμβαίνει στην (4.79), με την
αντίστοιχη εξίσωση συνέχειας

gµν∇µS∇νΩ `
Ω

2
lS “

4ϵ2 ` κ1ϵ
2

b2 pa4 ´ ϵ4q
`

4a2

b2 pa4 ´ ϵ4q
, (4.95)

η οποία τείνει στο μηδέν αν θεωρήσουμε ότι οι όροι της μορφής 1
an
με n ą 1 είναι

αμελητέοι.
Μία ιδέα για περαιτέρω μελέτη θα μπορούσε να είναι μια τροποποίηση της με-

θόδου κβάντωσης. Συγκεκριμένα, η χρήση της ψευδο-Λαπλασιανής για τον ορισμό
των τελεστών, που αντιστοιχούν στα τετραγωνικά φορτία, δεν είναι ότι πιο γενικό
μπορεί να κατασκευαστεί. Ο πιο γενικός βαθμωτός, δεύτερης τάξης και ερμιτιανός
τελεστής, δίνεται από την

K̂Ψ “ p1 ´ aq

„

ϕ1K
ab∇a

ˆ

1

ϕ1ϕ2

∇bpϕ2Ψq

˙

` ϕ2∇a

ˆ

1

ϕ1ϕ2

∇bpϕ1K
abΨq

˙ȷ

`a∇a

`

Kab∇bpϕ1Ψq
˘

,

όπου ϕ1 και ϕ2 είναι βαθμωτές ποσότητες που κατασκευάζονται από την μετρική
και τον τανυστή Killing Kab. Τέλος με αυτή την μορφή ίσως να βελτιώνονται και οι
κβαντικές άλγεβρες έτσι ώστε να συμπίπτουν με τις κλασσικές, γεγονός το οποίο
μας δίνει περισσότερες δυνατότητες.
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5
ΑΞΟΝΟΣΥΜΜΕΤΡΙΚΑ ΠΡΟΤΥΠΑ BIANCHI VIII ΚΑΙ

IX

Για τα πλήρη πρότυπα Bianchi VIII και XI, ο γενικός πίνακας κλίμακας μπορεί
να διαγωνοποιηθεί μέσω της κινηματικής και στη συνέχεια με χρήση των γραμμι-
κών δεσμών εξαλείφεται το διάνυσμα μετατόπισης (βλέπε [5, 37]). Στο παρόν κε-
φάλαιο εστιάζουμε στην περίπτωση του αξονοσυμμετρικού μοντέλου. Επομένως, το
στοιχειώδες μήκος είναι,

ds2 “ ´N2ptqdt2 ` γABσ
A
i σ

B
j dx

idxj, A,B, i, j “ 1, 2, 3 (5.1)

με γAB “ diagpa2ptq, b2ptq, b2ptqq (οι εναλλακτικές επιλογές είναι ασύμβατες για
την περίπτωση του VIII [37, 38]) και οι μονο-μορφές που αντιστοιχούν στην ομάδα
συμμετρίας Bianchi VIII, IX δίνονται από

σ1 “ dx ´ k sinhpkyqdz (5.2)
σ2 “ cospxqdy ´ sinpxq coshpkyqdz (5.3)
σ3 “ sinpxqdy ` cospxqcoshpkyqdz (5.4)

με k “ 1 και k “ i για Bianchi VIII και Bianchi IX αντίστοιχα.
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Το βαθμωτό Ricci για την μετρική αυτή είναι

R “
2a2ptq

aptqNptq2
`

4a1ptqb1ptq

aptqbptqNptq2
´

2a1ptqN 1ptq

aptqNptq3
´

aptq2

2bptq4
`

4b2ptq

bptqNptq2
´

4b1ptqN 1ptq

bptqNptq3
`

2b1ptq2

bptq2Nptq2
´ k2

2

bptq2
. (5.5)

Είναι γνωστό ότι η ανηγμένη δράση Einstein-Hilbert παρέχει τη σωστή δυναμική,
δηλαδή η αντίστοιχη Λαγκρανζιανή είναι έγκυρη. Προκειμένου να περικλείσουμε
ολόκληρη τη δυναμική στο κινητικό μέρος και επίσης για να απλουστεύσουμε τους
υπολογισμούς μας, αλλάζουμε βαθμίδα ως εξής Nptq “

2bptq2nptq
aptq3`k24aptqbptq2

, η οποία
φέρνει το δυναμικό σε μορφή που είναι ανεξάρτητη από τα a και b. Η τελική μορφή
της Λαγκρανζιανής γράφεται

L “ ´
2aptq p4k2bptq2 ` aptq2q a1ptqb1ptq

bptqnptq
´
aptq2 p4k2bptq2 ` aptq2q b1ptq2

bptq2nptq
´ nptq,

(5.6)
όπου για απλότητα επιλέγουμε στην συνέχεια τις συντεταγμένες του κώνου φωτός
w, u

pa, bq ÞÑ pu,wq : a “
w

?
u
, b “ u. (5.7)

Οπότε η μετασχηματισμένη Λαγκρανζιανή και η αντίστοιχη υπερμετρική γράφο-
νται

L “ ´
2wptq p4k2uptq3 ` wptq2q

nptquptq3
u1ptqw1ptq ´ nptq (5.8)

Gαβ “

˜

0 ´2w3

u3
´ 8k2w

´2w3

u3
´ 8k2w 0

¸

(5.9)

Η παραπάνω Λαγκρανζιανή είναι ιδιάζουσα και εφαρμόζοντας τον αλγόριθμο
Dirac-Bergmann για συστήματα με δεσμούς, καταλήγουμε στον ασθενώς μηδέν Χα-
μιλτονιανό δεσμό

H “ Gαβpαpβ ` 1 “
´uptq3

2wptq p4k2uptq3 ` wptq2q
puptqpwptq ` 1 « 0, (5.10)

με pwptq ” BL
Bw1ptq

, puptq ” BL
Bu1ptq

. Προκειμένου να αναπαραχθεί η κλασική λύση
μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε επιπλέον συμμετρίες του παραπάνω θεσεογραφι-
κού χώρου. Η μίνι-υπερμετρική Gαβ έχει συμμετρίες πρώτης και δεύτερης τάξης.
Από το πρώτο είδος υπάρχει μόνο ένα ομοθετικό διανυσματικό πεδίο και από το
δεύτερο υπάρχουν δύο Killing τανυστές δεύτερης τάξης. Συνολικά έχουμε
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Πρώτης τάξης:
LξhGαβ “ Gαβ ñ ξh “

u

4
Bu `

3w

8
Bw (5.11)

Δεύτερης-τάξης:
∇µKνλ ` ∇λKµν ` ∇νKλµ “ 0 ñ

Kµν
1 “

¨

˝

u2

4
´
uwp4k2u3´w2q
8p4k2u3`w2q

´
uwp4k2u3´w2q
8p4k2u3`w2q

w2

16

˛

‚Kµν
2 “

˜

0 u
4wp4k2u3`w2q

u
4wp4k2u3`w2q

1
4w2

¸

(5.12)
Έχει αποδειχθεί στις [39, 40] ότι τα κατάλληλα ομοθετικά ή σύμμορφα διανυσμα-
τικά πεδία Killing της μετρικής του μίνι-υπερχώρου μπορούν να χρησιμοποιηθούν
για να ορίσουν μη τοπικά διατηρούμενα φορτία τα οποία εξαρτώνται ρητά από τον
χρόνο υπό τη μορφή ενός ολοκληρώματος στον φασικό χώρο. Σε αυτή τη συγκεκρι-
μένη περίπτωση, η μη τοπική διατηρούμενη ποσότητα που παράγεται από ξh είναι

Qh “ ξαpqqpα `

ż

nptqdt “ ´
wptq p4k2uptq3 ` wptq2q p3wptqu1ptq ` 2uptqw1ptqq

4nptquptq3

`

ż

nptqdt.

(5.13)

Είναι εύκολο να επαληθεύσουμε ότι η συνολική παράγωγος της παραπάνω έκφρα-
σης μηδενίζεται με την χρήση των εξισώσεων κίνησης για τις επιταχύνσεις και του
Χαμιλτονιανού δεσμού. Ταυτόχρονα, οι δύο Killing τανυστές ορίζουν τα ακόλουθα
τοπικά ολοκληρώματα της κίνησης

QK1 “ Kµν
1 pµpν “

wptq2 p4k2uptq3 ` wptq2q

4nptq2uptq6
“

´16k2uptq4wptqu1ptqw1ptq (5.14)

` 4k2uptq3wptq2u1ptq2 ` 16k2uptq5w1ptq2 ` 4uptqwptq3u1ptqw1ptq

` wptq4u1ptq2 ` 4uptq2wptq2w1ptq2
‰

QK2 “ Kµν
2 pµpν “

u1ptq p4k2uptq3 ` wptq2q

nptq2uptq6

”

4k2uptq3u1ptq

` wptq2u1ptq ` 2uptqwptqw1ptq
ı

.

(5.15)

Οι παραπάνω διατηρούμενες ποσότητες είναι υπεραρκετές για την απόκτηση της
κλασσικής λύσης, η οποία μπορεί να προκύψει με καθαρά αλγεβρικά μέσα. Πρέπει
να σημειώσουμε ότι αυτό είναι εφικτό μόνο επειδή το μη τοπικό φορτίο δίνει μη
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τετριμμένη εξάρτηση ως προς το χρόνο στην αλγεβρική λύση που λαμβάνεται όταν
λυθούν τα τρία φορτία και ο δεσμός ως προς pu, pu, w, pwq. Έτσι, συνδυάζοντας
μαζί τα Qh “ 0, QK1 “ κ1, QK2 “ κ2 και H « 0 φτάνουμε στη λύση. Για το μη
τοπικό διατηρούμενο φορτίο αρκεί να απαιτήσουμε ταυτόχρονα Qh “ 0 αντί για
Qh “σταθερό επειδή περιλαμβάνει ένα αόριστο ολοκλήρωμα στην έκφρασή της.
Αυτό το σύστημα εξισώσεων έχει ως αποτέλεσμα δύο διαφορετικούς κλάδους για
τη λύση ανάλογα με το αν η τιμή του κ2 είναι μηδέν ή διάφορη του μηδενός.

5.0.1 Περίπτωση με κ2 ‰ 0

Το γενικότερο σύστημα εξισώσεων που θα χρησιμοποιηθεί είναι το ακόλουθο

n2ptq ´
2wptq p4k2uptq3 ` wptq2qu1ptqw1ptq

uptq3
“ 0 (5.16)

QK1 ´ κ1 “ 0 (5.17)
QK2 ´ κ2 “ 0 (5.18)

Qh “ 0 . (5.19)

όπου η (5.16) προέκυψε από την H « 0 εκφρασμένη συναρτήσει των ταχυτήτων.
Αρχικά επιλύσαμε τον δεσμό ως προς το nptq και αντικαταστήσαμε στις εξισώσεις
(5.17), (5.18), (5.19). Το αποτέλεσμα είναι το ακόλουθο σύνολο εξισώσεων

´16k2uptq4wptq2u1ptqw1ptq ` 4k2uptq3wptq3u1ptq2

`16k2uptq5wptqw1ptq2 ´ 8κ1uptq3u1ptqw1ptq ` 4uptqwptq4u1ptqw1ptq`

wptq5u1ptq2 ` 4uptq2wptq3w1ptq2 “ 0

(5.20a)

4k2uptq3u1ptq ` wptq2u1ptq ´ 2κ2uptq3wptqw1ptq ` 2uptqwptqw1ptq “ 0 (5.20b)

και η εξίσωση από το μη-τοπικό ολοκλήρωμα της κίνησης

4fptqnptquptq3 ´ wptq
`

4k2uptq3 ` wptq2
˘

p3wptqu1ptq ` 2uptqw1ptqq “ 0 (5.20c)

όπου το fptq είναι ο όρος
ş

nptqdt. Στη συνέχεια λύνουμε αλγεβρικά το σύστημα
(5.20b,5.20c) ως προς τις ταχύτητες pu1ptq, w1ptqq. Αν η λύση αυτή αντικατασταθεί
στην εξίσωση (5.20a), προκύπτει μία καθαρά αλγεβρική σχέση μεταξύ των pu,wq

4κ1 ` 16k4uptq4 ´ 8κ2k
2uptq3wptq2 ` 16k2uptqwptq2 ` κ2uptq2

`

κ2wptq4 ´ 4κ1
˘

“ 0.

(5.21)
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Επιπλέον, επειδή η εξίσωση (5.20b) είναι 1-μορφή στις δύο διαστάσεις είναι απα-
ραίτητα κλειστή μορφής και γι’ αυτό μπορεί να γραφτεί σαν ωpu,wqdϕpu,wq “ 0 η
οποία ορίζει μία ακόμα αλγεβρική σχέση για τα pu,wq

2
b

16k4 ´ κ22κ1 `
κ2uptq pκ2wptq2 ´ 4k2uptqq ` 8k2

a

1 ´ κ2uptq2
“ 0 (5.22)

Λαμβάνοντας υπόψιν ότι δεν ορίσαμε χρονική μεταβλητή οι παραπάνω δύο σχέ-
σεις δεν είναι ανεξάρτητες και ορίζουν μία σχέση μεταξύ των puptq, wptqq, η οποία
δίνεται από

wptq “ ˘
1

κ2

˜

˘2
a

16 ´ κ1κ22
a

1 ´ κ2uptq2 ` 4κ2k
2uptq2 ´ 8k2

uptq

¸1{2

. (5.23)

Η συνάρτηση εξέλιξης nptq δίνεται από την εξίσωση του δεσμού

nptq “ ˘
2

κ2uptq3

”

2κ2k
2uptq2 ` 4k2 ˘

`

κ1κ
2
2 ´ 16

˘ “`

κ1κ
2
2 ´ 16

˘ `

κ2uptq2 ´ 1
˘‰´1{2

˘
“`

κ1κ
2
2 ´ 16

˘ `

κ2uptq2 ´ 1
˘‰1{2

` 2k2
`

κ2uptq2 ´ 1
˘ `

κ2uptq2 ` 2
˘

ı1{2

u1ptq.

(5.24)

Οι τελευταίες δύο σχέσεις ικανοποιούν τις εξισώσεις Euler-Lagrange με την Λα-
γκρανζιανή (5.8). Οπότε, η τελική μορφή της λύσης (εκφραζόμενη συναρτήσει των
αρχικών μεταβλητών pNptq, aptq, bptq) μπορεί να γραφτεί στην χρονική βαθμίδα
bptq “ t ως

Πρώτος κλάδος. Έχουμε αρχικά

aptq2 “ ´
2

´

k2 p4 ´ 2κ2t
2q `

a

κ22µ p1 ´ κ2t2q

¯

κ22t
2

, (5.25a)

Nptq2 “
2κ22t

4

pκ2t2 ´ 1q

´

2k2 pκ2t2 ´ 2q ´
a

κ22µ p1 ´ κ2t2q
¯ , (5.25b)

όπου θέσαμε µ “ 16
κ22

´ κ1. Για να μην υπάρχει αλλαγή στο πρόσημο και να πα-
ραμένουν οι aptq2 και Nptq2 θετικές, το πεδίο ορισμού της μεταβλητής t πρέπει να
περιοριστεί κατάλληλα ως προς τις σταθερές κ2 και µ. Για παράδειγμα:



77 Κεφάλαιο 5. Αξονοσυμμετρικά προτύπα Bianchi VIII και IX

• Στην περίπτωση με k “ 1 απαιτούμε να ισχύει

κ2t
2 ą 2 και ´ 4

`

κ2t
2 ´ 2

˘2
ă κ22

`

κ2t
2 ´ 1

˘

µ ď 0. (5.26)

• Αντίθετα, αν k “ i πρέπει να ισχύουν οι ακόλουθες ανισότητες

1 ă κ2t
2 ă 2 and ´ 4

`

κ2t
2 ´ 2

˘2
ă κ22

`

κ2t
2 ´ 1

˘

µ ď 0. (5.27)

Δεύτερος κλάδος. Στην περίπτωση αυτή η ρίζα εμφανίζεται με αντίθετο πρόσημο

aptq2 “ ´
2

´

k2 p4 ´ 2κ2t
2q ´

a

κ22µ p1 ´ κ2t2q
¯

κ22t
2

, (5.28a)

Nptq2 “
2κ22t

4

pκ2t2 ´ 1q

´

2k2 pκ2t2 ´ 2q ´
a

κ22µ p1 ´ κ2t2q
¯ . (5.28b)

Η απαίτηση να έχουμε θετικό aptq2 και Nptq2 οδηγεί στις συνθήκες:

• Αν k “ 1, τότε θα έχουμε είτε

1 ă κ2t
2 ă 2 και ´ 4

`

κ2t
2 ´ 2

˘2
ą κ22

`

κ2t
2 ´ 1

˘

µ (5.29)

είτε
κ2t

2 ą 2 και µ ď 0. (5.30)

• Αντίθετα για k “ i έχουμε

1 ă κ2t
2 ă 2 και µ ď 0 (5.31)

ή
κ2t

2 ą 2 και ´ 4
`

κ2t
2 ´ 2

˘2
ą κ22

`

κ2t
2 ´ 1

˘

µ. (5.32)

Ο αριθμός των σταθερών που εμφανίζονται στις λύσεις είναι ακριβώς αυτός
που αναμένεται λόγω αξονικής συμμετρίας: 2ˆ(αριθμός ανεξάρτητων παραγόντων
κλίμακας)-2ˆ(αριθμός πρώτης τάξης δεσμών)” 2 ˆ 2 ´ 2 ˆ 1 “ 2. Και οι δύο
είναι ουσιώδεις, όπως φαίνεται από τον πίνακα Wronski Wij “ BSi

Bxj
(όπου Si είναι

τα τετραδιάστατα βαθμωτά καμπυλότητας K “ RµνκλR
µνκλ, lK, K,µK,νg

µν και
xj “ pt, κ1, κ2q) ο οποίος έχει rank “ 3. Αυτό σημαίνει ότι τα t, κ1, κ2 μπορούν να
εκφραστούν σαν συνάρτηση των Si.
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5.0.2 Ειδική περίπτωση με κ2 “ 0

Σε αυτή την περίπτωση το σύστημα των εξεταζόμενων εξισώσεων είναι απλού-
στερο. Πάλι ακολουθούμε την ίδια διαδικασία λύνοντας αλγεβρικά τις εξισώσεις
(5.20b) και (5.20c) σε σχέση με τις ταχύτητες u1ptq και w1ptq, όπου στο πρώτο έχουμε
φυσικά κ2 “ 0. Η αντικατάσταση στην (5.20a) αποδίδει την ακόλουθη απλοποιη-
μένη σχέση μεταξύ u και w

wptq “ ˘

a

´κ1 ´ 4uptq4

2k
a

uptq
. (5.33)

Η τελική λύση μπορεί να εκφραστεί συναρτήσει pa, b,Nq χωρίς συγκεκριμένη
επιλογή χρόνου:

aptq2 “ ´
4bptq4 ` κ1
4k2bptq2

, (5.34a)

Nptq2 “
16k2bptq4

4bptq4 ` κ1
b1ptq2, (5.34b)

όπου, όταν 4bptq4 `κ1 ą 0, παρατηρούμε ότι η λύση έχει ίχνος Λορέντζιαν αν k “ i.
Αντίθετα, όταν k “ 1 βλέπουμε ότι το ίχνος γίνεται p`,´,`,`q. Όταν 4bptq4 `κ1 ă

0προκύπτει η αντίθετη κατάσταση. Η σταθεράκ1 είναι ουσιώδης για τις αντίστοιχες
γεωμετρίες.

Ως προετοιμασία για την κβαντική περίπτωση διερευνούμε όλες τις αβελιανές
υποάλγεβρες μέσω των αγκύλων Poisson, που σχηματίζονται από τα τετραγωνικά
φορτία και τον Χαμιλτονιανό δεσμό. Δεδομένου ότι οι αγκύλες Poisson τωνQK1 και
QK2 είναι μη μηδενικές, οι μόνες πιθανές επιλογές είναι

tH, QK1u “ 0 tH, QK2u “ 0. (5.35)

Έτσι, μπορούμε να ελπίζουμε για δύο διαφορετικές κβαντικές καταστάσεις που θα
αντιστοιχούν στα κβαντικά ανάλογα των συνδυασμώνH και QK1 ήH και QK2 .

Τέλος, χρειάζεται να σχολιάσουμε για το γραμμικό ομοθετικό διατηρήσιμο φορ-
τίο το εξής: Ο μη τοπικός χαρακτήρας του αποκλείει κάθε χρήση του αντίστοιχου
κβαντικού αναλόγου σε ολόκληρο τον θεσεογραφικό χώρο. Φυσικά, εάν κάποιος
ήθελε να επιδοθεί στον ανηγμένο φασικό χώρο, όπου η πραγματική Χαμιλτονιανή
διαμορφώνει τη δυναμική, τότε το μη τοπικό γραμμικό ολοκλήρωμα Qh θα είναι
ιδανικό για χρονική μεταβλητή και έτσι μπορεί να κατασκευαστεί μία κυματική
εξίσωση τύπου Schrödinger για την κυματοσυνάρτηση Ψ.
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5.1 Κβαντικές λύσεις

Στην περίπτωση μας η γραμμική ομοθετική συμμετρία παράγει ένα μη τοπικό
φορτίο και επομένως δεν μπορεί να χρησιμοποιηθεί άμεσα στον τετραδιάστατο χώρο
φάσης, που παραμετρίζεται συναρτήσει των pa, b, pa, pbq. Επομένως, στρεφόμαστε
προς τα τετραγωνικά φορτία που παράγουν οι δύο Killing τανυστές: μπορεί κανείς
εύκολα να επαληθεύσει ότι οι σχετικοί μεταθέτες είναι μηδέν

r xH , pK1sΨpa, bq “ 0 r xH , pK2sΨpa, bq “ 0. (5.36)

Αξίζει να σημειωθεί ότι οι παραπάνω σχέσεις ισχύουν για οποιοδήποτεΨpa, bq ανε-
ξάρτητα από το αν επιλύει ή όχι τον Χαμιλτονιανό δεσμό. Διαχωρίζουμε λοιπόν τις
δύο Αβελιανές κβαντικές υποάλγεβρες p xH , pK1q και p xH , pK2q.

Υποάλγεβρα p xH , pK1q

Αυτοί οι τελεστές δίνουν το ακόλουθο σύνολο εξισώσεων για τις κυματοσυναρ-
τήσεις

pHΨpu,wq “ 0 ñ

u3

2w p4k2u3 ` w2q
BuBwΨpu,wq ` Ψpu,wq “ 0, (5.37)

pK1Ψpu,wq “ κ1Ψpu,wq ñ

16κ1Ψpu,wq ` wBwΨpu,wq ` w2BwBwΨpu,wq ` 4uBuΨpu,wq`

´4uw
4k2u3 ´ w2

4k2u3 ` w2
BuBwΨpu,wq ` 4u2BuBuΨpu,wq “ 0. (5.38)

όπου κ1 είναι η σταθερά που εμφανίζεται στην κλασική λύση. Ως πρώτο βήμα στη
διαδικασία λύσης, επιλύουμε τον δεσμό της Χαμιλτονιανής ως προς το BwBuΨpu,wq

και αντικαθιστούμε στην (5.38). Προκειμένου να καταστούν απλούστερες οι τελι-
κές εξισώσεις και να δημιουργήσουμε ένα διαχωρίσιμο σύνολο εξισώσεων χρησι-
μοποιούμε τον μετασχηματισμό

Ψpu,wq “ f
´ u

w2

¯

g
`

uw2
˘

, u “
?
x

?
y, w “

4
?
y

4
?
x
, (5.39)
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οπότε καταλήγουμε στο ακόλουθο σύνολο εξισώσεων

y2g2pyq

4gpyq
`
yg1pyq

4gpyq
` k2y “ ´λ2 (5.40)

x2f2pxq

2fpxq
`
xf 1pxq

2fpxq
` κ1 ´

1

2x2
“ λ2. (5.41)

Η γενική λύση στο παραπάνω σύστημα είναι

Ψpu,wq “ f
´ u

w2

¯

g
`

uw2
˘

(5.42)

με

fp
u

w2
q “ c1Γ

`?
´κ1 ` 1

˘

I?
´κ1

ˆ

w2

u

˙

` c2Γ
`

1 ´
?

´κ1
˘

I´
?

´κ1

ˆ

w2

u

˙

, (5.43)

gpuw2q “ c3Γ p1 ´ 2i
?
κ1q J´2i

?
κ1

`

4kw
?
u

˘

` c4Γ p1 ` 2i
?
κ1q J2i?κ1

`

4kw
?
u

˘

,

(5.44)
όπου c1, c2, c3 και c4 είναι σταθερές ολοκλήρωσης. Η σταθερά σύζευξης λ που εμ-
φανίζεται στις (5.40) και (5.40) έχει καθοριστεί από την σχέση τετραγωνικού δεσμού
στη τιμή λ “ ˘

`

κ1
2

˘1{2.

Υποάλγεβρα p xH , pK2q

Οι αντίστοιχες εξισώσεις εξέρχονται από τον κβαντικό Χαμιλτονιανό δεσμό που
δίνεται από την (5.37) και την δράση του pK2 στην κυματοσυνάρτηση

pK2Ψpa, bq “ κ2Ψpa, bq ñ

´
uBuBwΨpu,wq

2w p4k2u3 ` w2q
´

4κ2w
3Ψpu,wq ` wBwBwΨpu,wq ´ BwΨpu,wq

4w3
“ 0 (5.45)

Λύνουμε ξανά την (5.37) ως προς BwBuΨpu,wq, και αντικαθιστούμε στην παραπάνω
εξίσωση, με αποτέλεσμα την παρακάτω απλουστευμένη εξίσωση

ˆ

1

u2
´ κ2

˙

Ψpu,wq `
BwΨpu,wq ´ wBwBwΨpu,wq

4w3
“ 0, (5.46)

με την ακόλουθη γενική λύση:

Ψpu,wq “ d2puq sin

ˆ

w2
?
κ2u2 ´ 1

u

˙

` d1puq cos

ˆ

w2
?
κ2u2 ´ 1

u

˙

. (5.47)
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Ημορφή των d2puq και d1puq καθορίζεται αντικαθιστώντας την παραπάνω έκφραση
για τo Ψpu,wq στην εξίσωση (5.37) και θέτοντας μηδέν τους συντελεστές των ημί-
τονων και συνημίτονων στην προκύπτουσα εξίσωση. Το τελικό αποτέλεσμα δίνεται
από την

Ψpu,wq “
u

?
κ2u2 ´ 1

˜

c5e
i

?
κ2u

2´1p4k2u`κ2w
2q

κ2u ` c6e
´

i

?
κ2u

2´1p4k2u`κ2w
2q

κ2u

¸

(5.48)

όπου c5, c6 είναι σταθερές ολοκλήρωσης.

5.2 Ερμηνεία με την χρήση του Ομοθετικού χρόνου

Αφού εξασφαλίσουμε την ύπαρξη κβαντικών καταστάσεων με απροσδιόριστες
μόνο τις σταθερές, πρέπει τώρα να στραφούμε στο ζήτημα της ερμηνείας τους. Αυτό
είναι ένα από τα δυσκολότερα προβλήματα στην κβαντική κοσμολογία (για μια συ-
νολική ανασκόπηση των διαφόρωνπροσεγγίσεων βλέπε [14, 9]). Το κύριο πρόβλημα
είναι το αναλλοιώτο της κλασσικής θεωρίας κάτω από επαναπαραμετροποιήσεις
του χρόνου, που μεταφέρεται στο κβαντικό επίπεδο μέσω της εξίσωσης WdW.

Στη συνήθη κβαντική μηχανική η κανονικοποίηση των καταστάσεων επιβάλλε-
ται με ολοκλήρωση ως προς τις μεταβλητές του θεσεογραφικού χώρου αλλά όχι και
ως προς τον χρόνο. Το πρόβλημα που προκύπτει στην κβαντική κοσμολογία είναι
ότι οποιοσδήποτε συνδυασμός των μεταβλητών του θεσεογραφικού χώρου, για πα-
ράδειγμα το ϕpa, bq , πρέπει να επιτρέπεται να θεωρηθεί ως χρόνος. Κατά συνέπεια,
στον ορισμό της πιθανότητας πρέπει να λάβουμε υπόψη αυτό το γεγονός. Από την
άποψη αυτή έχουν αναπτυχθεί δύο βασικές προσεγγίσεις όπως αναπτύχθηκε στην
ενότητα (2.2).

Στη συνέχεια υιοθετούμε τη δεύτερη προσέγγιση στην οποία ο χρόνος ορίζεται
μετά την κβάντωση. Δεδομένου ότι τα δύο τετραγωνικά φορτία έχουν ήδη χρησιμο-
ποιηθεί στην προηγούμενη ενότητα για την παραγωγή των λύσεών μας, είναι εύλογο
να στραφούμε προς το γραμμικό ομοθετικό φορτίο για να δικαιολογήσουμε την επι-
λογή του χρόνου.

Δεδομένου ότι η διάσταση του θεσεογραφικού χώρου είναι δύο, η αντίστοιχη στο
ξµh 1-μορφή ξhµ ” Gµνξ

ν
h είναι απαραιτήτως κλειστή, οπότε αναμένουμε ότι μπορεί

να γραφτεί στην μορφή
ξhµ “ ´ωpu,wqdfpu,wq. (5.49)
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Πράγματι, είναι απλό να επαληθεύσουμε ότι οι σωστές εκφράσεις είναι:

ωpu,wq “
3 p4k2u3w2 ` w4q

4u3f p1,0qpu,wq
fpu,wq “ fpu3{2wq. (5.50)

Η πρότασή μας είναι να επιλέξουμε ως φυσική χρονική μεταβλητή την ποσότητα
τ “ u3{2w. Επομένως, το ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων αποτελείται από
τις ακόλουθες δύο μεταβλητές

pτ, χq “ pu3{2w,

?
u

3
?
w

q, pu,wq “

ˆ

3
?
τχ,

c

τ

χ3

˙

, (5.51)

στην οποία η μετασχηματισμένη μετρική του μίνιυπερχώρου είναι διαγώνια

Gµνpτ, χq “

¨

˝

´
2p4k2χ6`1q

3τ2{3χ8 0

0
6τ4{3p4k2χ6`1q

χ10

˛

‚ (5.52)

με αντίστοιχο βαθμωτό RicciR “ ´
24k2χ14

τ4{3p4k2χ6`1q
3 . Βλέπουμε ότι υπάρχουν ιδιάζοντα

σημεία της καμπυλότητας της θεσεογραφικής πολλαπλότητας που περιγράφονται
από την pτ “ 0, για κάθεχq στο μοντέλο V III και pτ “ 0, ήχ “ p1

2
q1{3q για το μο-

ντέλο IX . Αν παρατηρήσουμε ότι στις αρχικές μεταβλητές a, b, τ “ ab2, χ “
`

b
a

˘1{3

και λάβουμε υπόψιν τις κλασσικές λύσεις, καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι το
τ “ 0 αντιστοιχεί στην τετραδιάστατη χωροχρονική μοναδικότητα καμπυλότητας ,
ενώ η τιμή χ “ p1

2
q1{3 ποτέ δεν ισχύει επί των κλασσικών λύσεων. Αυτή η μοναδικό-

τητα μεταφέρεται στη γεωμετρία του θεσεογραφικού χώρου μέσω ανακλιμάκωσης
του αρχικού Nptq και επομένως αντιστοιχεί στο μηδενισμό του βαθμωτού Ricci της
τρισδιάστατης χωρικής φέτας. Οπότε δεν εμφανίζεται ποτέ για τα εξεταζόμενα μο-
ντέλα. Επομένως, το εύρος της ολοκλήρωσης για τη μεταβλητή χ θα είναι αρχικά
p1
2
q1{3 ă χ ă 8 στον ορισμό της κατά συνθήκη πιθανότητας.

Η πυκνότητα πιθανότητας ορίζεται χρησιμοποιώντας το φυσικό μέτρο

µpτ, χq ”

b

| detGµνpτ, χq| “
2 3

?
τ p4k2χ6 ` 1q

χ9
(5.53)

ως
ρpτ, χq ” µpτ, χqΨpτ, χqΨ˚pτ, χq (5.54)

Αν η ολοκλήρωση ως προς χ της παραπάνω συνάρτησης συγκλίνει σε κάποιο
ρ0pτq, τότε μπορούμε να ορίσουμε την κατά συνθήκη πιθανότητα της κβαντικής
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κατάστασης του σύμπαντος, στο διάστημα pτ, χq Ñ pτ, χ ` dχq, ως

Pτ pχq ”
ρpτ, χq

ρ0pτq
(5.55)

Στη συνέχεια εφαρμόζουμε το παραπάνω σκεπτικό στην περίπτωση της δεύτε-
ρης άλγεβρας. Υπάρχουν δύο ξεχωριστές περιοχές, ανάλογα με την τιμή της κ2u2 ´

1 “ κ2τ
2{3χ2 ´ 1 στην εκθετική συνάρτηση, η οποία μπορεί να είναι θετική ή αρ-

νητική. Η επακόλουθη κατάσταση είναι κανονικοποιήσιμη με βάση την παραπάνω
υπό συνθήκη πυκνότητα πιθανότητας, αφού ισχύει

ş8

p 1
2

q1{3 Pτ pχq dχ “ 1.

5.2.1 Δεύτερη Λύση

Η δεύτερη άλγεβρα δίνει την λύση (5.48), η οποία στις μεταβλητές χ, τ γράφεται

Ψpτ, χq “
χ 3

?
τ

a

κ2τ 2{3χ2 ´ 1

«

c5e

¨

˝

i

?
κ2τ

2{3χ2´1pκ2τ
2{3`4k2χ4q

κ2χ
4

˛

‚

` c6e

¨

˝´
i

?
κ2τ

2{3χ2´1pκ2τ
2{3`4k2χ4q

κ2χ
4

˛

‚

ff

,

(5.56)

Στην πρώτη περίπτωση θεωρούμε ότι κ2τ 2{3χ2 ă 1 και η εξίσωση έχει εκθετικά
φθίνουσα μορφή. Η κυματική εξίσωση στην περίπτωση αυτή είναι

ψdecpτ, χq “

3
?
τχ exp

ˆ

´

?
1´κ2τ2{3χ2p4k2χ4`κ2τ2{3q

κ2χ4

˙

a

1 ´ κ2τ 2{3χ2
(5.57)

όπου, για να είναι κανονικοποιήσιμη, κρατήσαμε μόνο τον όρο που μηδενίζεται όταν
το χ τείνει στο μηδέν. Άρα η πυκνότητα πιθανότητας είναι

ρpτ, χq “

2τ p4k2χ6 ` 1q exp

ˆ

´
2
?

1´κ2τ2{3χ2p4k2χ4`κ2τ2{3q
κ2χ4

˙

χ7 p1 ´ κ2τ 2{3χ2q
(5.58)

η οποία τείνει στο μηδέν για τ “ 0 και για χ “ 2´1{3 για τα πρότυπα Bianchi IX.

Στην δεύτερη περίπτωση ισχύει κ2τ 2{3χ2 ą 1. Σε αυτή τη περίπτωση και οι δύο
όροι είναι αρμονικοί. Για την ανάλυση μας θα κρατήσουμε μόνο τις θετικές συχνότη-
τες γιατί χρειαζόμαστε μόνο τα κύματα που διαδίδονται προς τα έξω. Άρα θέτοντας
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c5 “ 1 και c4 “ 0, η λύση παίρνει την μορφή

ψ1pτ, χq “

χ 3
?
τ exp

ˆ

´
i
?
κ2τ2{3χ2´1pκ2τ2{3`4k2χ4q

κ2χ4

˙

a

κ2τ 2{3χ2 ´ 1
(5.59)

Το ρ0pτq που ορίσθηκε προηγουμένως δίνεται από την

ρ0pτq “
1

3
τ

˜

`

4k2 ` κ32τ
2
˘

ln

˜

κ32τ
2

pκ2τ 2{3 ´ 22{3q
3

¸

´ 3
3

?
2κ2τ

2{3p
3
?
2κ2τ

2{3 ` 1q ´ 4

¸

(5.60)
της οποίας την ύπαρξη και την πεπερασμένη συμπεριφορά εγγυάται η ανισότητα
στην περίπτωση αυτή. Η αντίστοιχη κατά συνθήκη πυκνότητα πιθανότητας είναι

Pτ pχq ”
ρpτ, χq

ρ0pτq
“

2τ p4k2χ6 ` 1q

ρ0pτqp2κ2τ 2{3χ9 ´ χ7q
(5.61)

το οποίο μηδενίζεται για τ “ 0. Στο σχήμα (5.1) παρουσιάζεται η κανονικοποιημένη
πυκνότητα πιθανότητας Pτ pχq σε σχέση με τ και χ. Σημειώστε ότι οι απεικονιζόμε-
νες σειρές για τ και χ είναι αυτές που επιτρέπονται από τη βασική ανισότητα που
αναφέρθηκε παραπάνω.

Pτ(χ)

(a) Bianchi VIII (b) Bianchi IX

Σχήμα 5.1: Στα διαγράμματα εμφανίζεται η κανονικοποιημένη πυκνότητα πιθανό-
τητας συναρτήσει των χ και τ για κ2 “ 1.
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5.2.2 Πρώτη λύση

Στην περίπτωση αυτή η κυματοσυνάρτηση δίνεται από την (5.42) η οποία εκ-
φράζεται συναρτήσει των τ και χ γράφεται

f1pτ, χq “ C1I´
?

´κ1

ˆ

τ 2{3

χ4

˙

` C2I?
´κ1

ˆ

τ 2{3

χ4

˙

(5.62)

f2pτ, χq “ C3J´2
?

´κ1

ˆ

4k
τ 2{3

χ

˙

` C3J2?
´κ1

ˆ

4k
τ 2{3

χ

˙

(5.63)

όπου οι συναρτήσεις Γάμμα ενσωματώθηκαν στις σταθερές Ci. Η κατάσταση εί-
ναι αρκετά περίπλοκη λαμβάνοντας υπόψιν ότι όλοι οι όροι του Ψ˚Ψ περιέχουν
Bessel συναρτήσεις. Δίνουμε μόνο τους περιορισμούς για το κ2 που επιβάλλονται
από την απαίτηση της κανονικοποίησης: Το μόνο ιδιάζον σημείο είναι στο χ Ñ `8

με σταθερό τ , όπου τα ορίσματα γίνονται μικρά και τείνουν στο μηδέν. Αμφότερα
τα Jµ και Iµ είναι προβληματικά στο μηδέν αν το µ είναι αρνητικό, ενώ ταυτόχρονα
δεν είναι ένας ακέραιος αριθμός, µ R R´ ´ Z´. Για τις υπόλοιπες τιμές έχουμε
Jµp0q “ Iµp0q “ 0, εκτός αν µ “ 0 για το οποίο J0p0q “ I0p0q “ 1.

1. Αν κ1 ă 0 τότε το µ είναι πραγματικό και μπορούμε να ακολουθήσουμε δύο
διαφορετικές προσεγγίσεις:

(a) Στην πρώτη εξαλείφουμε τους κλάδους της λύσης που έχουν αρνητικό
δείκτη θέτοντας C1 “ C3 “ 0 με αποτέλεσμα μια συνάρτηση κύματος

Ψpτ, χq “ C0I?
´κ1

ˆ

τ 2{3

χ4

˙

J2?
´κ1

ˆ

4k
τ 2{3

χ

˙

, κ1 ă 0. (5.64)

(b) Στη δεύτερη κρατάμε και τους δύο κλάδους και περιορίζουμε το κ1 έτσι
ώστε ?

´κ1 P Z`. Εντούτοις, στην περίπτωση αυτή, τα Jµ και J´µ δεν
είναι ανεξάρτητα λαμβάνοντας υπόψιν το J´µ “ p´1qµJµ. Το ίδιο ισχύει
και για τα Iµ και I´µ όταν µ P Z, I´µ “ p´1qIµ. Έτσι, καταλήγουμε
ξανά στην ίδια κυματοσυνάρτηση όπως στην περίπτωση 1a, αλλά με μια
διαφορετική συνθήκη για το κ1.

Ψpτ, χq “ C0I?
´κ1

ˆ

τ 2{3

χ4

˙

J2?
´κ1

ˆ

4k
τ 2{3

χ

˙

,
?

´κ1 P Z`. (5.65)

2. Αν το κ1 ą 0 τότε οι δείκτες γίνονται φανταστικοί, µ “ iα, α P R. Οι προ-
κύπτουσες συναρτήσεις Bessel είναι φραγμένες, αλλά το όριο στο μηδέν δεν
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μπορεί να υπολογισθεί. Είναι όριο της μορφής

0iα “ eiα lnp0q “ cospα lnp0qq ` i sinpα lnp0qq “ cosp8q ` i sinp8q, (5.66)

και ταλαντώνεται στο μιγαδικό επίπεδο. Ωστόσο, οτιδήποτε και να επιλέξουμε
τελικώς η κυματοσυνάρτηση θα είναι φραγμένη στο όριο χ Ñ `8.

Οπότε, αν χρησιμοποιηθούν οι παραπάνω περιορισμοί το γινόμενο Ψ˚Ψ θα είναι
πεπερασμένο και θα μπορούσε να γίνει μία ποιοτική ανάλυση όπως έγινε για την
προηγούμενη περίπτωση.

5.3 Συμπεράσματα
Στο παρόν κεφάλαιο μελετήσαμε τα μοντέλα μίνι-υπερχώρου των γεωμετριών

από πρότυπα Bianchi VIII και IX LRS.
Στο κλασσικό επίπεδο αναπαράγουμε τον χώρο λύσης μέσω της χρήσης των συμ-

μετριών του θεσεογραφικού χώρου. Συγκεκριμένα, αυτές οι συμμετρίες παράγονται
από ένα ομοθετικό πεδίο Killing και από δύο τανυστικά πεδία Killing δεύτερης τά-
ξης. Μαζί με τον Χαμιλτονιανό δεσμό αυτά τα τέσσερα φορτία, όταν εκφράζονται
στο φασικό χώρο, παρέχουν ένα αλγεβρικό σύστημα εξισώσεων για τις δύο χωρικές
μεταβλητές και τις αντίστοιχες ταχύτητες. Η λύση του μας παρέχει την πλήρη λύση
του προβλήματος. Εκτός από τις πολύ γνωστές λύσεις (5.25) και (5.28), η λύση (5.34)
είναι, εξ όσων γνωρίζουμε, καινούργια. Όταν κ1 ă 0, παρουσιάζεται το ενδιαφέρον
φαινόμενο της αλλαγής πρόσημου όταν το bptq εκτείνεται στο διάστημα p´8,8q.

Στο κβαντικό επίπεδο ακολουθήσαμε την κανονική μέθοδο κβάντωσης. Για να
προσδιορίσουμε μια μοναδική κυματοσυνάρτηση (με μόνο άγνωστο τις σταθερές),
χρησιμοποιήσαμε, εκτός από την εξίσωση δεσμού Wheeler-DeWitt, τους τελεστές
που αντιστοιχούν σε Αβελιανές υποάλγεβρες που σχηματίζονται από τα δύο ζευγά-
ρια που αποτελούνται από τον προαναφερθέντα δεσμό και από τους δύο τελεστές
που αντιστοιχούν στις τετραγωνικές συμμετρίες.

Το γραμμικό μη τοπικό φορτίο έχει χρησιμοποιηθεί ως κατευθυντήρια γραμμή
για την επιλογή ενός φυσικού χρόνου στο θεσεογραφικό χώρο και ως εκ τούτου
καθορίζει μια κατά συνθήκη πιθανότητα με βάση την οποία οι κλασικά ιδιάζουσες
περιοχές έχουν μηδενική πιθανότητα.

Τέλος, είναι σημαντικό να συζητήσουμε την ύπαρξη της έννοιας του ομοθετικού
χρόνου που υιοθετήθηκε σε αυτό το κεφάλαιο. Με την πρώτη ματιά, θα μπορούσε
κάποιος να πει ότι αυτό συμβαίνει επειδή διαθέτουμε ένα θεσεογραφικό χώρο δύο
διαστάσεων και κάθε μονομορφή είναι απαραίτητα κλειστή και ως εκ τούτου το ίδιο
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ισχύει και για τη μονομορφή που αντιστοιχεί στον ομοθετικό διάνυσμα. Στην πραγ-
ματικότητα δεν συμβαίνει αυτό: το ομοθετικό διάνυσμα υπάρχει (ως η μόνη γεννή-
τρια γραμμικής συμμετρίας) ακόμη και για την εντελώς ανισότροπη περίπτωση με
γαβ “ diagpa2ptq, b2ptq, c2ptqq και η μονομορφή είναι και σε αυτή την περίπτωση
κλειστή. Επομένως, η περιγραφόμενη διαδικασία ορισμού της κατά συνθήκης πι-
θανότητας που υιοθετήθηκε σε αυτό το κεφάλαιο θα ισχύει επίσης και στην περί-
πτωση αυτή. Το ίδιο σκεπτικό ισχύει ακόμη και για έναν πλήρη πίνακα κλίμακας
γαβ : η αντίστοιχη Λαγκρανζιανή πυκνότητα είναι

L “ n
`?

γRLαβγδKαβKγδ ´ 1
˘

,

όπου το Kαβ είναι η συνηθισμένη εξωτερική καμπυλότητα της φέτας t “σταθερή
διαιρούμενη με ?

γR, R είναι το τρισδιάστατο βαθμωτό Ricci και Lαβγδ “ γαγγβδ `

γαδγβγ ´2γαβγγδ επαναπαραμετροποιήσαμε την συνάρτηση παρόδου ωςN “ n
?
γ
R

ώστε το διάνυσμα γαβ B
Bγαβ

να είναι γεννήτορας ομοθεσίας. Η αντίστοιχη ένα-μορφή
?
γRLαβγδγκλγαβ „ R dγ είναι προφανώς κλειστή και άρα ο ομοθετικός χρόνος

ορίζεται και πάλι. Είναι ενδιαφέρον ότι αυτός ο χρόνος συμπίπτει με τη γνωστή
χρονοειδή μεταβλητή γ.



A
ΜΕΡΙΚΟΙ ΟΡΙΣΜΟΙ

A.1 Σχέσεις ορθοκανονικότητας για την περίπτωση
ℓpℓ ` 1q ă 0.

Όπως αναφέρθηκε στην ενότητα 3.1.2, η περίπτωση ℓpℓ ` 1q ą 0 οδηγεί σε
καθαρά διακριτό φάσμα για τα k και ℓ, όταν k P Z` και ℓ P N με k ą ℓ. Πηγαίνοντας
πίσω στην κλασσική περίπτωση για να δούμε τι περιορισμούς θέτει η ανισότητα k ą

ℓ στις κλασσικές σταθερές, παρατηρούμε ότι αντιστοιχεί στην περίπτωση που Q ě

M . Συνεπώς, περιγράφει μία μελανή οπή (στατική και σφαιρικά συμμετρική) μόνο
για την περίπτωση Q “ M και έναν χωρόχρονο με μία κλασική γυμνή ανωμαλία
ότανQ ą M . Για να πάμε πέρα από την περιοχήQ ă M χρειάζεται να θέσουμε τις
ιδιοκαταστάσεις ℓpℓ` 1q του αναλλοίωτου Casimir να είναι αρνητικές. Αυτό μπορεί
να γίνει αν επιτρέψουμε την ύπαρξη μιγαδικών κβαντικών αριθμών της μορφής
i s ´ 1{2. Οπότε, χρειάζεται να μελετήσουμε την συμπεριφορά τωνP k

is´1{2pi xq και
Qk
is´1{2pi xq.

A.1.1 Ορθοκανονική συνθήκη για το P k
is´1{2pi xq

Πρώτα από όλα πρέπει να ελέγξουμε αν η λύση ικανοποιεί τις συνοριακές συν-
θήκες που πρέπει να επιβληθούν ώστε οι τελεστές να είναι Ερμιτιανοί. Στην πε-
ρίπτωση μας, αυτό μεταφράζεται ως μηδενισμός της κυματοσυνάρτησης στο όριο



89 Παράρτημα A. Μερικοί ορισμοί

των πραγματικών αριθμών p´8,`8q που είναι το πεδίο ορισμού της μεταβλητής
x “ sinh v. Χρησιμοποιώντας το ανάπτυγμα σε σειρά της P k

ℓ pzq, το οποίο ορίζεται
όταν |1 ´ z|{2 ą 1 και 2ℓ R Z ([41],[42]), οδηγούμαστε στην

P k
ℓ pzq “

1
?
π

p1 ` zqk{2

p1 ´ zqk{2

«

2ℓΓpℓ ` 1
2
q

Γpℓ ´ k ` 1q
pz ´ 1qℓ `

2´ℓ´1Γp´ℓ ´ 1
2
q

Γp´k ´ ℓq
pz ´ 1q´ℓ´1`

O

ˆ

1

1 ´ z

˙

ff

.

(A.1)

Στην παραπάνω εξίσωση θέτουμε ℓ “ i s ´ 1{2, z “ i x οπότε ορίζονται δύο περι-
πτώσεις ανάλογα με την τιμή του x:

• Περίπτωση x " 1: Η προσέγγιση i x ´ 1 » i x, επιπρόσθετα με το γεγονός ότι
p1`i xqk{2

p1´i xqk{2 Ñ eikπ{2 όσο το x τείνει στο συν άπειρο, οδηγεί στην

P k
is´1{2pi xq »

1
?
x

`

αk,sx
is ` βk,sx

´is
˘

(A.2)

με

αk,s “
2is

?
2π
eipk´ 1

2
qπ
2

Γpisq

Γp1
2

´ k ` isq
e´sπ

2 (A.3a)

βk,s “αk,´s (A.3b)

• Περίπτωση x ! ´1: Χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι lim
xÑ´8

p1`i xqk{2

p1´i xqk{2 Ñ e´ikπ{2

και ξανά το i x ´ 1 » i x καταλήγουμε στην

P k
is´1{2pi xq »

1
?

´x

`

ζk,sp´xqis ` ηk,sp´xq´is
˘

(A.4)

όπου

ζk,s “
2is

?
2π
e´ipk´ 1

2
qπ
2

Γpisq

Γp1
2

´ k ` isq
es

π
2 (A.5a)

ηk,s “ζk,´s (A.5b)

Συνεπώς, όπως φαίνεται από τις (A.2) και (A.4), τοP k
is´1{2pi xq μηδενίζεται στα όρια

p´8,`8q ικανοποιώντας έτσι τις απαραίτητες συνοριακές συνθήκες.
Εφαρμόζοντας την αλλαγή μεταβλητής x “ sinh v στην (3.24) η τελευταία εξί-
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σωση παίρνει την μορφή της προσαρτημένης εξίσωσης Legendre με λύσεις τις αντί-
στοιχες συναρτήσεις με φανταστικά ορίσματα. Αν τώραW k

ℓ pi xq καιWm
n pi xq είναι

κάποια από τις δύο προσαρτημένες συναρτήσεις Legendre, τότε οι εξισώσεις

d

dx

„

p1 ` x2q
dW k

ℓ

dx

ȷ

´

„

ℓpℓ ` 1q ´
k2

1 ` x2

ȷ

W k
ℓ “ 0 (A.6a)

d

dx

„

p1 ` x2q
dWm

n

dx

ȷ

´

„

npn ` 1q ´
m2

1 ` x2

ȷ

Wm
n “ 0 (A.6b)

ισχύουν ταυτοτικά. Αν πολλαπλασιάσουμε την πρώτη με Wm
n , την δεύτερη με W k

ℓ

και τις συνδυάσουμε, παίρνουμε την
„

pℓ ´ nqpℓ ` n ` 1q ´
k2 ´ m2

1 ` x2

ȷ

W k
ℓ W

m
n “

d

dx

„

p1 ` x2q

ˆ

Wm
n

dW k
ℓ

dx
´ W k

ℓ

dWm
n

dx

˙ȷ

,

η οποία για k “ m και ℓ ‰ n γίνεται

pℓ`n`1q

ż `8

´8

W k
ℓ pi xqWm

n pi xqdx “

„

1 ` x2

ℓ ´ n

ˆ

Wm
n

dW k
ℓ

dx
´ W k

ℓ

dWm
n

dx

˙ȷ`8

´8

. (A.7)

Αντικαθιστούμε στην συνέχεια τοW k
ℓ με το P k

ℓ και το inWm
n με το μιγαδικά συζυγές

του. Θέτοντας ℓ “ i s ´ 1{2 και n “ i p ´ 1{2 με s, p P R έχουμε
ż `8

´8

P k
is´1{2pi xqpP k

ip´1{2pi xqq˚dx “

“

«

1 ` x2

p2 ´ s2

˜

pP k
ip´1{2q

˚
dP k

is´1{2

dx
´ P k

is´1{2

dpP k
ip´1{2q˚

dx

¸ff`8

´8

“

” 1

p2 ´ s2
A pxq

ı`8

´8
.

(A.8)

Δεδομένου ότι μας ενδιαφέρει το όριο της παραπάνω έκφρασης στο ˘8 μπορούμε
να χρησιμοποιήσουμε τις προσεγγιστικές σχέσεις (A.2) και (A.4). Αρχικά, για την
περίπτωση με x ą 0 και με χρήση της σχέσης Euler xis “ cosps lnxq ` i sinps lnxq,
καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι για x ąą 1, η A pxq γίνεται

A pxq
ˇ

ˇ

xąą1
“: A`pxq “ipp ` sq cosrpp ´ sq lnxs

`

α˚
k,pαk,s ´ β˚

k,pβk,s
˘

` ipp ´ sq cosrpp ` sq lnxs
`

α˚
k,pβk,s ´ β˚

k,pαk,s
˘

` pp ` sq sinrpp ´ sq lnxs
`

α˚
k,pαk,s ` β˚

k,pβk,s
˘

` pp ´ sq sinrpp ` sq lnxs
`

α˚
k,pβk,s ` β˚

k,pαk,s
˘

.
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Σε αυτό το σημείο (δεδομένου ότι για τους υπολογισμούς στο συνεχές φάσμα που
αφορούν την κυματοσυνάρτηση απαιτούνται ολοκληρώματα για τις ιδιοτιμές) επι-
λέγουμε να ερμηνεύσουμε το αποτέλεσμα της (A.8) με κατανομή. Είναι γνωστό από
το λήμμα Riemann-Lebesgue ότι

lim
yÑ`8

ż

R
fpsq cospsyqds “ 0 “ lim

yÑ`8

ż

R
fpsq sinpsyqds (A.9)

για κάθε L1 ολοκληρώσιμη συνάρτηση fpsq στο R. Επιπρόσθετα, χρησιμοποιώντας
την

ż `8

´8

eisydy “ 2πδpsq

προκύπτει ως πόρισμα η
lim
yÑ`8

sinpsyq

s
“ πδpsq (A.10)

όπου δpsq είναι η συνάρτηση δέλτα του Dirac και η (A.10) υπολογίζεται ως

lim
yÑ`8

ż

R
fpsq

sinpsyq

s
ds “ πfp0q,

fpsq είναι μία δοκιμαστική συνάρτηση που χρησιμεύει για την εφαρμογή της θε-
ωρίας κατανομής (και είναι απείρως διαφορίσιμη και συμπαγής). Με την βοήθεια
των (A.9), (A.10) και με αλλαγή μεταβλητών y “ lnx μπορούμε να γράψουμε

lim
yÑ`8

A`pyq “ π
“`

α˚
k,pαk,s ` β˚

k,pβk,s
˘

δpp ´ sq `
`

α˚
k,pβk,s ` β˚

k,pαk,s
˘

δpp ` sq
‰

.

(A.11)

Για την περίπτωση όπου x ă 0 η αντίστοιχη έκφραση γιαA pxq στο όριο x ! ´1

γράφεται

A pxq
ˇ

ˇ

xăă´1
“: A´pxq “ipp ` sq cosrpp ´ sq lnp´xqs

`

η˚
k,pηk,s ´ ζ˚

k,pζk,s
˘

` ipp ´ sq cosrpp ` sq lnp´xqs
`

η˚
k,pζk,s ´ ζ˚

k,pηk,s
˘

´ pp ` sq sinrpp ´ sq lnp´xqs
`

ζ˚
k,pζk,s ` η˚

k,pηk,s
˘

´ pp ´ sq sinrpp ` sq lnp´xqs
`

ζ˚
k,pηk,s ` η˚

k,pζk,s
˘

.

και με αλλαγή μεταβλητής y “ lnp´xq οδηγεί στην

lim
yÑ`8

A´pyq “ ´π
“`

ζ˚
k,pζk,s ` η˚

k,pηk,s
˘

δpp ´ sq `
`

ζ˚
k,pηk,s ` η˚

k,pζk,s
˘

δpp ` sq
‰

.

(A.12)
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Τέλος, εισάγοντας την (A.11) και την (A.12) στην (A.8) συμπεραίνουμε ότι
ż `8

´8

P k
is´1{2pi xqpP k

ip´1{2pi xqq˚dx “π
”

δpp ´ sqpα˚
k,pαk,s ` β˚

k,pβk,s ` ζ˚
k,pζk,s ` η˚

k,pηk,sq

` δpp ` sqpα˚
k,pβk,s ` β˚

k,pαk,s ` ζ˚
k,pηk,s ` η˚

k,pζk,sq
ı

και έπειτα από αντικατάσταση της (A.3) και της (A.5) παράγουμε την παρακάτω
σχέση ορθογωνιότητας

ż `8

´8

P k
is´1{2pi xqpP k

ip´1{2pi xqq˚dx “ App, sqδpp ´ sq ` App,´sqδpp ` sq (A.13)

όπου

App, sq “ coshrpp ` sq
π

2
s

«

2´ipp´sqΓp´ipqΓpisq

Γp1
2

´ k ´ ipqΓp1
2

´ k ` isq

`
2ipp´sqΓpipqΓp´isq

Γp1
2

´ k ` ipqΓp1
2

´ k ´ isq

ff

.

(A.14)

Ως εκ τούτου, καταλήγουμε σε μία συμμετρική συνάρτηση ως προς την αλλαγή s Ñ

´s (ή p Ñ ´p). Υπενθυμίζουμε ότι και το s και το´sαντιστοιχούν στην ίδια ιδιοτιμή
ℓpℓ ` 1q “ ´1

4
´ s2.

A.1.2 Ορθοκανονικότητα για τις Qk
is´1{2pi xq

Οι προσαρτημένες συναρτήσεις Legendre δεύτερου είδους, για |z| ą 1 μπορούν
να γραφτούν ως [42]

Qk
ℓ pzq “

2´pℓ`2qeikπ
?
πp1 ´ z2qk{2

cospℓπqzk`ℓ`1

«

`

cosrpk ´ ℓqπs ` eipℓ´kqπ
˘ Γpk ` ℓ ` 1q

Γpℓ ` 3
2
q

` i 22ℓ`1 sinrpk ´ ℓqπs
Γpk ´ ℓq

Γp1
2

´ ℓq
` O

ˆ

1

z

˙

ff

.

(A.15)

Και πάλι κάνουμε διάκριση σε δύο περιπτώσεις, θέτοντας αρχικά z “ i x και ℓ “

i s ´ 1{2:

• Περίπτωση x " 1: Χρησιμοποιούμε την προσέγγιση 1 ` i x » ix και ακολου-
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θώντας την ίδια διαδικασία με την προηγούμενη ενότητα παράγουμε την

Qk
is´1{2pi xq »

1
?
x

´

α̃k,sx
is ` β̃k,sx

´is
¯

(A.16)

με

α̃k,s “
2is

?
8π
e´ sπ

2 e´ipk` 1
2

qπ
2 cothpsπq

Γpk ` 1
2

´ isq

Γp1 ´ isq
(A.17a)

β̃k,s “
2´is

?
8π
e

sπ
2 e´ipk` 1

2
qπ
2 p2 ´ cothpsπqq

Γpk ` 1
2

` isq

Γp1 ` isq
(A.17b)

• Περίπτωση x ! ´1: Με παρόμοιο τρόπο οδηγούμαστε στην

Qk
is´1{2pi xq »

1
?
x

´

ζ̃k,sp´xqis ` η̃k,sp´xq´is
¯

(A.18)

όπου

ζ̃k,s “
2is

?
8π
e

sπ
2 eipk` 1

2
qπ
2 cothpsπq

Γpk ` 1
2

´ isq

Γp1 ´ isq
(A.19a)

η̃k,s “
2´is

?
8π
e´ sπ

2 eipk` 1
2

qπ
2 p2 ´ cothpsπqq

Γpk ` 1
2

` isq

Γp1 ` isq
. (A.19b)

Βλέπουμε ξανά ότι και για τις δύο περιπτώσεις η λύση έχει τη μορφήQk
is´1{2pi xq

και ικανοποιεί τις αντίστοιχες συνοριακές συνθήκες καθώς φθίνει συναρτήσει της
x´1{2 όταν το x πλησιάζει το άπειρο. Ας εργαστούμε τώρα στη σχέση ορθοκανονι-
κότητας με τη χρήση της (A.7) στη μορφή

ż `8

´8

Qk
is´1{2pi xqpQk

ip´1{2pi xqq˚dx “

“

«

1 ` x2

p2 ´ s2

˜

pQk
ip´1{2q

˚
dQk

is´1{2

dx
´ Qk

is´1{2

dpQk
ip´1{2q

˚

dx

¸ff`8

´8

“

” 1

p2 ´ s2
Bpxq

ı`8

´8
.

(A.20)
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Για μεγάλα ορίσματα μπορούμε να γράψουμε το Bpxq ως

Bpxq
ˇ

ˇ

xąą1
“: B`pxq “ipp ` sq cosrpp ´ sq lnxs

´

α̃˚
k,pα̃k,s ´ β̃˚

k,pβ̃k,s

¯

` ipp ´ sq cosrpp ` sq lnxs

´

α̃˚
k,pβ̃k,s ´ β̃˚

k,pα̃k,s

¯

` pp ` sq sinrpp ´ sq lnxs

´

α̃˚
k,pα̃k,s ` β̃˚

k,pβ̃k,s

¯

` pp ´ sq sinrpp ` sq lnxs

´

α̃˚
k,pβ̃k,s ` β̃˚

k,pα̃k,s

¯

,

ενώ για μεγάλα, κατά απόλυτη τιμή, αρνητικά x έχουμε

Bpxq
ˇ

ˇ

xăă´1
“: B´pxq “ipp ` sq cosrpp ´ sq lnp´xqs

´

η̃˚
k,pη̃k,s ´ ζ̃˚

k,pζ̃k,s

¯

` ipp ´ sq cosrpp ` sq lnp´xqs

´

η̃˚
k,pζ̃k,s ´ ζ̃˚

k,pη̃k,s

¯

´ pp ` sq sinrpp ´ sq lnp´xqs

´

ζ̃˚
k,pζ̃k,s ` η̃˚

k,pη̃k,s

¯

´ pp ´ sq sinrpp ` sq lnp´xqs

´

ζ̃˚
k,pη̃k,s ` η̃˚

k,pζ̃k,s

¯

.

Για μία ακόμα φορά η εφαρμογή της (A.9) και της (A.10) οδηγεί στην

lim
yÑ`8

B`pyq “ π
”´

α̃˚
k,pα̃k,s ` β̃˚

k,pβ̃k,s

¯

δpp ´ sq `

´

α̃˚
k,pβ̃k,s ` β̃˚

k,pα̃k,s

¯

δpp ` sq
ı

(A.21)

lim
yÑ`8

B´pyq “ ´π
”´

ζ̃˚
k,pζ̃k,s ` η̃˚

k,pη̃k,s

¯

δpp ´ sq `

´

ζ̃˚
k,pη̃k,s ` η̃˚

k,pζ̃k,s

¯

δpp ` sq
ı

(A.22)

όπου έχουμε θεωρήσει μία νέα μεταβλητή y “ ln |x| σε κάθε περίπτωση. Ως αποτέ-
λεσμα έχουμε τις ακόλουθες ορθοκανονικές συνθήκες

ż `8

´8

Qk
is´1{2pi xqpQk

ip´1{2pi xqq˚dx “ B1pp, sqδpp ´ sq ` B2pp,´sqδpp ` sq (A.23)

με

B1pp, sq “
π

4
coshr

pp ` sqπ

2
s

«

2´ipp´sq cothppπq cothpsπq
Γpk ` 1

2
` ipqΓpk ` 1

2
´ isq

Γp1 ` ipqΓp1 ´ isq

` 2ipp´sq p2 ´ cothppπqq p2 ´ cothpsπqq
Γpk ` 1

2
´ ipqΓpk ` 1

2
` isq

Γp1 ´ ipqΓp1 ` isq

ff
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και

B2pp, sq “
π

4
coshr

pp ´ sqπ

2
s

«

2´ipp`sq cothppπq p2 ´ cothpsπqq
Γpk ` 1

2
` ipqΓpk ` 1

2
` isq

Γp1 ` ipqΓp1 ` isq

` 2ipp`sq cothpsπq p2 ´ cothppπqq
Γpk ` 1

2
´ ipqΓpk ` 1

2
´ isq

Γp1 ´ ipqΓp1 ´ isq

ff

.

Όπως φαίνεται η (A.23) δεν έχει συμμετρία κατοπτρισμού p Ñ ´p or s Ñ ´s.
Οπότε, ακόμη και αν τα s και´s, οδηγούν για παράδειγμα στις ίδιες ιδιοτιμές ℓpℓ`

1q “ ´1
4

´ s2, έχουν διαφορετικά πλάτη πιθανότητας σε αντίθεση με αυτό που
συμβαίνει αν κάποιος χρησιμοποιήσει την λύση P k

is´1{2pixq.
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