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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
Αποτελεί βασική παραδοχή της παρούσας διατριβής ότι στο διδακτικό πλαίσιο της 
δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης, µαθητές και εκπαιδευτικοί χρησιµοποιούν συχνά 
διαισθητικές και εµπειρικές προσεγγίσεις κατά την διαπραγµάτευση των µαθηµατικών 
εννοιών χωρίς να περιορίζονται στις τυπικές µαθηµατικές γνώσεις όπως αυτές 
αποτυπώνονται στα επίσηµα εγχειρίδια. Επίσης, για κάποιες µαθηµατικές έννοιες και 
ιδιαίτερα αυτές των Ανώτερων Μαθηµατικών που διδάσκονται ή χρησιµοποιούνται στη 
δευτεροβάθµια εκπαίδευση, όπως, του ορίου, του απείρου, του πραγµατικού αριθµού, δεν 
προσφέρονται οι αυστηροί µαθηµατικοί τους ορισµοί και οι θεωρητικές τους 
θεµελιώσεις. Έτσι, κατά τη διδακτική πρακτική ο εκπαιδευτικός δεν µπορεί να 
χρησιµοποιήσει την τυπική γνώση που έχει αποκτήσει στις πανεπιστηµιακές του σπουδές 
επειδή αυτή η γνώση δεν περιέχεται στη διδακτέα ύλη. Αυτό που επιχειρεί να αναπτύξει 
στους µαθητές είναι µια αντίληψη γι’ αυτές τις έννοιες χρησιµοποιώντας διαισθητικές και 
εµπειρικές προσεγγίσεις και σε κάποιες περιπτώσεις επεκτείνεται σε ζητήµατα που 
αφορούν την ευρύτερη περιοχή που εντάσσεται η έννοια που διαπραγµατεύεται. 
Στην παρούσα διατριβή, µελετώνται σε πρώτη φάση οι αντιλήψεις και σε δεύτερη φάση η 
συλλογιστική των εκπαιδευτικών αναφορικά µε τις αναπαραστάσεις δεκαδικών αριθµών 
µε περίοδο 9 που αναπτύσσονται µε βάση τη διάγνωση και την διδακτική διαχείριση 
σχετικών παρανοήσεων (υποθετικών) µαθητών Λυκείου που παρουσιάζονται σε ένα 
διδακτικό σενάριο.  

Το θεωρητικό πλαίσιο της έρευνας βασίζεται στις ιδέες του L. Shulman και των 
συνεργατών του, που ανέδειξαν τη γνώση του αντικειµένου διδασκαλίας ως  ιδιαίτερη 
επαγγελµατική γνώση του εκπαιδευτικού για τις ανάγκες της διδασκαλίας. Όσον αφορά 
την εξειδίκευσή του, στον τοµέα της µαθηµατικής εκπαίδευσης βασιζόµαστε στο µοντέλο 
της Μαθηµατικής Γνώσης για τη Διδασκαλία που διαµορφώθηκε από την ερευνητική 
οµάδα της D. Ball. Αξιοποιούµε επίσης, στοιχεία από τις θεωρητικές και εµπειρικές 
προσεγγίσεις της Ανώτερης Μαθηµατικής Γνώσης και Σκέψης προκειµένου να 
διαµορφώσουµε ένα πλαίσιο ερµηνείας και καταγραφής της συλλογιστικής των 
εκπαιδευτικών που µελετάµε στην έρευνά µας. 
Τα δεδοµένα µας προέρχονται από τις γραπτές απαντήσεις 106 εκπαιδευτικών στα 
ερωτήµατα που βασίστηκαν σε ένα διδακτικό σενάριο, σχετικό µε τις αντιλήψεις κάποιων 
υποθετικών µαθητών για τους δεκαδικούς αριθµούς µε περίοδο 9 και από τις 
ηµιδοµηµένες συνεντεύξεις δεκαπέντε εξ’ αυτών. Η ανάλυση των δεδοµένων έγινε µε ένα 
συνδυασµό ποσοτικών και ποιοτικών µεθόδων. Αρχικά κατηγοριοποιούνται και 
αναλύονται ποσοτικά τα δεδοµένα, προσφέροντας έναν ολιστικό τρόπο αποτύπωσης των 
αντιλήψεων των εκπαιδευτικών. Στη συνέχεια, αξιοποιούνται τεχνικές της Θεµελιωµένης 
Θεωρίας για την ταυτοποίηση των αναδυόµενων κατηγοριών. 
Τα αποτελέσµατα της πρώτης φάσης της ανάλυσης δείχνουν ότι οι αντιλήψεις της  
πλειονότητας των εκπαιδευτικών που συµµετείχαν στην έρευνα είναι κατά βάση 
διαδικαστικού τύπου, παρουσιάζουν ασάφειες και συχνά αντιφάσεις, ενώ επηρεάζονται 
σηµαντικά από τις τοποθετήσεις των µαθητών. Αντίστοιχα, οι διδακτικές τους 
προσεγγίσεις προκειµένου να διαχειριστούν τις παρανοήσεις των µαθητών του σεναρίου 
είναι κυρίως άτυπες και διαισθητικές. Ένα µικρότερο ποσοστό των εκπαιδευτικών 
περιορίζεται σε διδακτικές προσεγγίσεις µαθηµατικά ορθές, αλλά µε καθαρά 
φορµαλιστικό τρόπο, αδυνατώντας να επικοινωνήσει ή να υποστηρίξει τις διαισθητικές 
ανησυχίες των µαθητών. Τέλος, ένα πολύ µικρό ποσοστό των εκπαιδευτικών καταφέρνει 
να συνδυάσει ουσιαστικά τη µαθηµατική ορθότητα και το φορµαλισµό µε τις 
διαισθητικές ανησυχίες των µαθητών. Έτσι, διαπιστώνεται ότι το µεγαλύτερο µέρος των 
εκπαιδευτικών δεν αξιοποιεί ικανοποιητικά στη διδακτική πρακτική τις γνώσεις των 
Ανώτερων Μαθηµατικών που µελέτησε στις πανεπιστηµιακές σπουδές του. 



Στο δεύτερο επίπεδο ανάλυσης έχουν µελετηθεί σηµειωτικά, επιστηµολογικά, 
φιλοσοφικά και οντολογικά ζητήµατα στο λόγο των εκπαιδευτικών τα οποία 
προσδιορίζουν το περιεχόµενο και το υπόβαθρο της συλλογιστικής τους, περιγράφοντας 
έτσι, κάποια βασικά χαρακτηριστικά της Ανώτερης Μαθηµατικής Γνώσης που απαιτείται 
για την υποστήριξη της διδασκαλίας σχετικών µαθηµατικών εννοιών στο επίπεδο της 
δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης. 
Στην έρευνα αυτή τεκµηριώνεται ότι οι εκπαιδευτικοί που έχουν επίγνωση των 
επιστηµολογικών εµποδίων, των ιδιαίτερων σηµειωτικών χαρακτηριστικών των 
αναπαραστάσεων καθώς και του οντολογικού και φιλοσοφικού υπόβαθρου των εννοιών 
που διαπραγµατεύονται µπορούν να υποστηρίζουν παραγωγικά τις σχετικές συζητήσεις 
µε τους µαθητές και να ερµηνεύουν µε ευρύτητα και βάθος τις προσεγγίσεις τους 
αξιοποιώντας λειτουργικά τις αναδυόµενες συνδέσεις µεταξύ εννοιών και 
αναπαραστάσεων. Το σύνολο αυτό των γνωστικών στοιχείων του εκπαιδευτικού το οποίο 
ξεπερνά το αυστηρά µαθηµατικό πεδίο µπορεί να συνδεθεί µε αυτό που στη βιβλιογραφία 
αποκαλείται ορίζοντας της γνώσης του περιεχοµένου διαµορφώνοντας έτσι ένα πλαίσο 
ερµηνείας και υποστήριξης των εκπαιδευτικών για ζητήµατα του ευρύτερου 
περιβάλλοντος των εννοιών τα οποία αναπόφευκτα αναπτύσσονται στη διδακτική 
πρακτική. 
 



 

 

ABSTRACT 

The central perspective adopted by the present thesis is that secondary school students and 
teachers often use intuitive and empirical approaches in teaching mathematics not 
necessarily compatible to the formal mathematics they had been taught in the University. 
Moreover, for certain mathematical concepts taught in secondary education, particularly 
those related to Advanced Mathematics, such as the concepts of limit, infinity and real 
number, the complete mathematical definitions and their theoretical foundations are rarely 
taken into serious consideration. Thus, during the teaching practice the teacher cannot use 
the formal knowledge that he has acquired in his university studies because it is not 
included in the curriculum. What he is trying to develop in students is an understanding of 
these concepts using intuitive and empirical approaches and in some cases extends to 
issues related to the wider area of the concepts under consideration. 
The research problem addressed in the thesis is secondary teachers’ conceptions and 
reasoning developed when dealing with Lyceum students’ misconceptions about decimal 
representations of decimal numbers with period 9 presented in an appropriate teaching 
scenario. 
The review of literature draws on Shulman’s ideas about subject matter knowledge being 
a special professional knowledge of the teacher for teaching needs. As regards 
mathematics education, we are based on the model of Mathematical Knowledge for 
Teaching introduced by Deborah Ball and her associates. We also use elements and 
empirical findings of studies exploiting theoretical approaches related to Advanced 
Mathematical Knowledge and Thinking in order to establish a framework that would 
allow us to appropriately explore teachers' conceptions and reasoning of the particular 
advanced mathematical knowledge under consideration in our study, when thought for 
teaching purposes. 

Our data are 106 teachers’ written answers to questions that were drawn up on the basis of 
a teaching scenario related to the views of a number of hypothetical students on decimal 
numbers with period 9, as well as to questions of a semi-structured interview with fifteen 
of these teachers. A combination of quantitative and qualitative methods is adopted for the 
data analysis. Initially, a quantitative data analysis is carried out offering an overall 
mapping of the teachers’ conceptions. Then, techniques of Grounded Theory approach are 
being used to identify features of their reasoning.  
The outcomes of the first part of the data analysis indicate that the conceptions of the 
majority of teachers that participated in the study are basically of procedural type, are 
unclear, contain contradictions and are influenced by the (hypothetical) students’ views. 
Furthermore, their suggested teaching approaches in order to handle these students’ 
misconceptions are mainly informal and intuitive. Few teachers appeal to teaching 
approaches that are mathematically correct, however carried out in a purely formalistic 
way and being unable to communicate or support the students’ intuitive concerns. A small 
percentage of teachers manages to combine significantly mathematical correctness and 
formalism with the students’ intuitive concerns. Thus, most teachers do not seem to be in 
the position to use efficiently in their teaching practice the Advanced Mathematics 
knowledge studied in their University courses.  

The second part of the data analysis features a number of semiotic, ontological, 
epistemological and philosophic issues in the participating teachers’ discourse, which 
determine the content and the background of the mathematical reasoning unfolded, 
describing, in this way, some of the basic characteristics of the Advanced Mathematical 
Knowledge that is required to support the teaching of related mathematical concepts in 
secondary education level. 



In this research it is documented that, teachers who are aware of the epistemological 
obstacles, the particular semiotic features of the representations, and the ontological and 
philosophical background of the concepts being negotiated, can support productive these 
relevant discussions with students and interpret students’ approaches by making use of the 
emerging connections between concepts and representations. This set of teachers’ 
cognitive elements which transcends the formal mathematical domain can be linked to 
what is called in the literature horizon content knowledge forming a framework of 
interpreting and supporting teachers on broader contexts of concepts that inevitably 
develop in teaching practice. 
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1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

1.1 Το ευρύτερο πεδίο της έρευνας 

Τα τελευταία τριάντα περίπου χρόνια η έρευνα της µαθηµατικής εκπαίδευσης έχει 
διακρίνει το ρόλο του εκπαιδευτικού ως έναν από τους πιο σηµαντικούς παράγοντες από 
αυτούς που επηρεάζουν τη µάθηση των µαθητών (Lerman, 2001). Έτσι, σηµειώνεται 
ιδιαίτερο ερευνητικό ενδιαφέρον στο πεδίο της εκπαίδευσης των εκπαιδευτικών που 
διδάσκουν µαθηµατικά, όπως φαίνεται από την εµφάνιση εξειδικευµένων περιοδικών, 
όπως το Journal for Mathematics Teacher Education, την έκδοση βιβλίων (π.χ. Sullivan 
& Wood, 2008; Lin & Cooney, 2001; Even & Ball, 2009) και πληθώρα σχετικών άρθρων 
σε διεθνή συνέδρια και περιοδικά κάποια από τα οποία είναι αποτελέσµατα πολυετών 
διεθνών ερευνών (π.χ. Adler, Ball, Krainer, Lin & Novotna, 2005). 

Περισσότερο από έναν αιώνα πριν είχε τεθεί το ζήτηµα του ιδιαίτερου τρόπου 
προσέγγισης του περιεχοµένου όταν αυτό πρόκειται να διδαχθεί σε παιδιά (Dewey, 1902). 
Όµως για µεγάλο χρονικό διάστηµα δεν είχαν δοθεί ικανοποιητικές απαντήσεις για τη 
γνώση των εκπαιδευτικών που θα µπορούσαν να προωθήσουν αυτόν τον ιδιαίτερο τρόπο 
προσέγγισης του περιεχοµένου. Ο Shulman (1986, 1987) και οι συνεργάτες του διέκριναν 
ένα ιδιαίτερο είδος επαγγελµατικής γνώσης των δασκάλων, που αποτελεί ένα αµάλγαµα 
γνώσης του περιεχοµένου και παιδαγωγικής το οποίο είναι απαραίτητο ώστε ένα 
γνωστικό περιεχόµενο να αποτελέσει αντικείµενο διδασκαλίας.  

Αρκετοί ερευνητές τα τελευταία χρόνια πραγµατεύονται το ζήτηµα της µαθηµατικής 
γνώσης που είναι απαραίτητη για τη διδασκαλία (Ball, Thames & Phelps, 2008; Adler & 
Davis, 2006; Rowland, Huckstep & Thwaites, 2005). Ορισµένες µελέτες εστιάζουν στη 
µέτρηση της γνώσης για τη διδασκαλία των µαθηµατικών (Bruckmaier et al., 2016; 
Herbst & Kosko, 2014; Hill, Ball & Schilling, 2008; Hill, Schilling & Ball 2004). Άλλες 
ασχολούνται µε το τι γνωρίζουν ή δεν γνωρίζουν οι εκπαιδευτικοί των µαθηµατικών 
(Ball, 1990; Baumert et al., 2010; Hill, 2007). Διαρθρώνονται προτάσεις γι’ αυτά που 
πρέπει να γνωρίζουν οι εκπαιδευτικοί (Conference Board of Mathematical Sciences, 
2001; McCrory et al., 2012; Silverman & Thompson, 2008). Σηµαντικές εργασίες 
δηµοσιεύονται σχετικά µε τη χρήση των µαθηµατικών στη διδασκαλία (Adler & Rhonda, 
2015; Herbst & Chazan, 2015; Hill, 2011a; Rowland, 2013; Sfard, 2007; Sherin, Jacobs & 
Phillipp, 2011).  

Στις αρχές του τρέχοντος αιώνα σηµειώνεται µια στροφή στις σχετικές έρευνες από το 
ερώτηµα «τι µαθηµατικά χρειάζεται να γνωρίζουν οι εκπαιδευτικοί;» στο «πως τα 
µαθηµατικά χρησιµοποιούνται στη διδασκαλία;» (Ball, Lubienski & Mewborn, 2001). 
Παράλληλα παρατηρείται µια µετατόπιση από a priori θέσεις σχετικά µε τις γνώσεις των 
εκπαιδευτικών σε εµπειρικές µελέτες που σχηµατοποιούν τις γνώσεις των εκπαιδευτικών 
εντός διδακτικού πλαισίου. Έτσι, ανάµεσα στις µεθόδους που χρησιµοποιούνται για την 
ανίχνευση της γνώσης των εκπαιδευτικών κυριαρχεί η παρακολούθηση, η βιντεοσκόπηση 
και η ηχογράφηση µαθηµάτων, οι συνετεύξεις µε τους εκπαιδευτικούς καθώς και η 
συµπλήρωση κατάλληλων ερωτηµατολογίων.  
Με τέτοιες µεθοδολογικές προσεγγίσεις οι Ball, Thames & Phelps (2008) αναπτύσσουν 
τη θεωρία τους για τη µαθηµατική γνώση για τη διδασκαλία, την οποία διακρίνουν σε 
γνώση του γνωστικού αντικειµένου (subject matter knowledge) και παιδαγωγική γνώση του 
περιεχοµένου (pedagogical content knowledge). Η γνώση του γνωστικού αντικειµένου 
υποδιαιρείται στην (α) κοινή γνώση του περιεχοµένου (common content knowledge), (β) 
εξειδικευµένη γνώση του περιεχοµένου (specialized content knowledge), και (γ) στον 
ορίζοντα της γνώσης του περιεχοµένου (horizon content knowledge). Η παιδαγωγική 
γνώση περιεχοµένου υποδιαιρείται στη (α) γνώση του περιεχοµένου και των µαθητών 
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(knowledge of content and students), (β) γνώση του περιεχοµένου και της διδασκαλίας 
(knowledge of content and teaching) και (γ) γνώση του περιεχοµένου και του 
προγράµµατος σπουδών (knowledge of content and curriculum). 

1.2 Αναγκαιότητα της έρευνας 

Αρκετές έρευνες έχουν µελετήσει τη γνώση των εκπαιδευτικών, αλλά οι περισσότερες απ’ 
αυτές θέτουν προαπαιτούµενα προκειµένου να αξιοποιηθούν στην αξιολόγηση του 
εκπαιδευτικού έργου. Λιγότερες έρευνες µελετούν τη γνώση των εκπαιδευτικών για τις 
ανάγκες της διδασκαλίας εννοιών των Ανώτερων Μαθηµατικών στη δευτεροβάθµια 
εκπαίδευση όµως οι περισσότερες απ’ αυτές επικεντρώνονται στα θεσµικά 
χαρακτηριστικά της γνώσης αυτής. 

Είναι γνωστό από αρκετές έρευνες (Fischbein, Tirosh & Hess, 1979; Fischbein, 1987; 
Fischbein, Tirosh & Melamed, 1981) ότι συχνά οι µαθητές και οι φοιτητές χρησιµοποιούν 
περισσότερο τη διαίσθησή τους κατά τη διαπραγµάτευση των µαθηµατικών εννοιών και 
λιγότερο τους αυστηρούς ορισµούς και τις µαθηµατικές προτάσεις που διέπουν τις 
έννοιες αυτές. Επίσης, κατά τη διδασκαλία των µαθηµατικών στη δευτεροβάθµια 
εκπαίδευση, κάποιες έννοιες όπως για παράδειγµα, η έννοια του πραγµατικού αριθµού, 
της συνάρτησης, του ορίου δεν διδάσκονται µε βάση τους αυστηρούς µαθηµατικούς τους 
ορισµούς και τις σχετικές θεωρητικές θεµελιώσεις λόγω της ιδιαίτερης δυσκολίας και του 
βάθους τους. Έτσι, εκ των πραγµάτων η διδασκαλία τέτοιων µαθηµατικών εννοιών 
γίνεται εντός ενός διδακτικού πλαισίου όπου η διαισθητική προσέγγιση συµβαδίζει µε τη 
θεωρητική συγκρότηση των εννοιών αυτών. Σε αυτό το περιβάλλον ο λόγος που 
αναπτύσσεται κατά τη διδακτική πρακτική συχνά εκτείνεται πέρα από τους αυστηρούς 
ορισµούς και την τυπική θεωρία και σε ζητήµατα σχετικά µε τη φύση της µαθηµατικής 
έννοιας που µελετάται, την χρησιµοποιούµενη ορολογία, το συµβολισµό και τις 
συσχετίσεις µε άλλες µαθηµατικές έννοιες και προσεγγίσεις που ανήκουν στο ευρύτερο 
περιβάλλον της υπό διαπραγµάτευσης έννοιας. Οι συνθήκες αυτές παρουσιάζουν 
ενδιαφέρουσες οµοιότητες µε τις αντίστοιχες της ιστορικής εξέλιξης των αντίστοιχων 
εννοιών όπως θα φανεί και στην παρούσα διατριβή.  

Στην έρευνά µας επιδιώκουµε τη µελέτη των αντιλήψεων και της συλλογιστικής των 
εκπαιδευτικών για µαθηµατικά ζητήµατα Ανώτερων Μαθηµατικών για τα οποία 
γνωρίζουµε από τη βιβλιογραφία ότι υπάρχουν δυσκολίες στην προσέγγισή τους από τους 
µαθητές. Επιλέξαµε µαθηµατικές έννοιες οι οποίες χρησιµοποιούνται στη δευτεροβάθµια 
εκπαίδευση παρόλο, που δεν ορίζονται µε πληρότητα σ’ αυτό το επίπεδο. Θεωρούµε ότι 
το θεσµικό γνωστικό υπόβαθρο των εκπαιδευτικών αδυνατεί να µας ενηµερώσει µε 
πληρότητα για τις αντιλήψεις τους και τον τρόπο που ενεργούν κατά τη διδακτική τους 
πρακτική. Ερµηνεύουµε τις τοποθετήσεις των εκπαιδευτικών για ζητήµατα που αφορούν 
την ίδια τη φύση των εννοιών, τους συµβολισµούς που αναπτύσσονται, καθώς και τις 
συνδέσεις που επιδιώκονται.  

1.3 Σκοπός και ερευνητικοί στόχοι 
Με την έρευνά µας επιδιώκουµε γενικότερα να συµβάλλουµε στη διερεύνηση των 
αντιλήψεων και της µαθηµατικής συλλογιστικής των εκπαιδευτικών κατά τη διδακτική 
διαπραγµάτευση. Για το σκοπό αυτό διαµορφώσαµε ένα διδακτικό σενάριο όπου 
εµφανίζονται κάποιες από τις εντοπισµένες παρανοήσεις σε µαθητές και φοιτητές για τις 
περιοδικές δεκαδικές αναπαραστάσεις των ρητών αριθµών και ιδιαίτερα αυτών µε 
περίοδο 9. Το διδακτικό αυτό σενάριο το εφοδιάσαµε µε ερωτήσεις σχετικά µε την 
αναγνώριση, την ερµηνεία και τη σχετική διδακτική ανατροφοδότηση. Τις ερωτήσεις που 
συνόδευαν το σενάριο τις απάντησαν γραπτά 106 εκπαιδευτικοί µαθηµατικών 
δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης. Στη συνέχεια επιλέχθηκαν 15 εκπαιδευτικοί µε τους 
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οποίους πραγµατοποιήθηκαν αντίστοιχες ηµιδοµηµένες συνεντεύξεις διάρκειας περίπου 
45 λεπτά της ώρας η κάθε µια, ώστε να έχουµε ακριβέστερη εικόνα της των αντιλήψεών 
τους.  

Οι ερευνητικοί στόχοι που µελετώνται είναι: 
α) οι αντιλήψεις  εκπαιδευτικών για τις αναπαραστάσεις δεκαδικών αριθµών µε περίοδο 9 
και η σύνδεσή τους µε τη διδακτική πρακτική κατά τον αναστοχασµό τους όσον αφορά 
σχετικές παρανοήσεις µαθητών λυκείου και 

β) η συλλογιστική των εκπαιδευτικών και το υπόβαθρό της κατά τη διδακτική διαχείριση 
παρανοήσεων µαθητών λυκείου γι’ αυτές τις αναπαραστάσεις. 

Με τον όρο αντίληψη των εκπαιδευτικών θεωρούµε το σύνολο των συνειδητών ή 
υποσυνείδητων πεποιθήσεων, εννοιών, σηµασιών, κανόνων, νοητικών εικόνων και 
προτιµήσεων σχετικά µε την επιστήµη των µαθηµατικών (Thompson, 1992).  
Με το όρο συλλογιστική εννοούµε τη διαδικασία της σκέψης για κάτι στη προσπάθεια να 
προκύψει ένα συµπέρασµα µ’ ένα λογικό ή διαισθητικό τρόπο. 

1.4 Επισκόπηση της διατριβής 

Η διατριβή αποτελείται από πέντε κεφάλαια. Στο πρώτο κεφάλαιο, αναπτύσσεται το 
ευρύτερο πεδίο στο οποίο εντάσσεται η έρευνα καθώς και οι βασικοί προβληµατισµοί του 
πεδίου αυτού. Στη συνέχεια περιγράφονται στοιχεία για την αναγκαιότητα της έρευνας 
καθώς και οι βασικοί προβληµατισµοί που πυροδότησαν τη συγκεκριµένη µελέτη στη 
διερεύνηση των οποίων επιδιώκουµε να συµβάλλουµε. Αναφέρονται βασικά στοιχεία του 
σχεδιασµού της έρευνας καθώς και τα ερευνητικά µας ερωτήµατα. Το κεφάλαιο αυτό 
κλείνει µε την επισκόπηση της διατριβής. 
Στο δεύτερο κεφάλαιο γίνεται αναλυτική περιγραφή της σχετικής βιβλιογραφίας και 
αναπτύσσεται το θεωρητικό υπόβαθρο στο οποίο βασίζεται η έρευνα.  
Στο τρίτο κεφάλαιο περιγράφεται η µεθοδολογία της έρευνας όπου αναλύεται το βασικό 
εργαλείο συλλογής των δεδοµένων και αιτιολογείται η επιλογή του, στη συνέχεια 
περιγράφονται βασικά στοιχεία των συµµετεχόντων στην έρευνα καθώς και τα 
ερευνητικά δεδοµένα. Το κεφάλαιο κλείνει µε την ανάπτυξη των βασικών παραµέτρων 
της ανάλυσης των δεδοµένων για το κάθε ερευνητικό ερώτηµα.  

Στο τέταρτο κεφάλαιο παρουσιάζεται η ανάλυση των δεδοµένων και τα αποτελέσµατα 
της έρευνας σχετικά µε τα ερευνητικά προβλήµατα. 

Στο πέµπτο κεφάλαιο γίνεται συζήτηση των αποτελεσµάτων και αναπτύσσονται τα 
συµπεράσµατα της έρευνας. 

Η εργασία συνοδεύεται από δυο παραρτήµατα. Στο πρώτο παράρτηµα γίνεται µια 
επισκόπηση της διαπραγµάτευσης των αριθµών και των αναπαραστάσεων τους στα 
σχολικά εγχειρίδια από τις τελευταίες τάξεις της πρωτοβάθµιας µέχρι και τις πρώτες 
τάξεις της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης ώστε να αναδειχθούν οι προτεινόµενες θεσµικές 
διδακτικές προσεγγίσεις και βασικοί προβληµατισµοί σχετικά µε το θέµα της εργασίας. 
Στο δεύτερο παράρτηµα γίνεται µια σύντοµη περιγραφή της θεµελίωσης των 
πραγµατικών αριθµών µε στόχο τη θεωρητική προσέγγιση µαθηµατικών ζητηµάτων που 
παρουσιάζονται στην εργασία. 
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2. ΘΕΩΡΗΤΙΚΟ ΠΛΑΙΣΙΟ 

2.1 Γνώση για τη Διδασκαλία 

2.1.1 Το απολεσθέν παράδειγµα 

Όπως σηµειώνει ο Shulman (1986) µε βάση µια ιστορική ανασκόπηση των 
προϋποθέσεων που θεωρούνταν σηµαντικές για τη διδασκαλία στο τέλος του 19ου αιώνα 
στις Ηνωµένες Πολιτείες Αµερικής (Η.Π.Α), η γνώση του γνωστικού αντικειµένου 
(subject matter) θεωρούνταν αρκετά σηµαντική εκείνη την περίοδο. Η γνώση των 
θεωριών και των µεθόδων της διδασκαλίας όµως αν και σηµαντική έπαιζε ένα 
δευτερεύοντα ρόλο για τα προσόντα του δασκάλου. 
Ωστόσο, η έµφαση στο διδακτικό αντικείµενο ήρθε σε έντονη αντίθεση µε τις 
αναδυόµενες πολιτικές του 1980 σε σχέση µε τις αξιολογήσεις και τους ελέγχους των 
ικανοτήτων των εκπαιδευτικών. Οι σχεδιαστές της εκπαιδευτικής πολιτικής των ΗΠΑ 
εκείνης της περιόδου, στην προσπάθειά τους να κατασκευάσουν ικανοποιητικά εργαλεία 
αξιολόγησης των εκπαιδευτικών, ανέπτυσσαν προδιαγραφές για ρουµπρίκες σε 
κατηγορίες όπως «διδακτική αποτελεσµατικότητα», «µελέτες διαδικασίας-
αποτελέσµατος» ή «διδακτική συµπεριφορά».  Σε αδρές γραµµές, το σκεπτικό των 
σχεδιαστών της εκπαιδευτικής πολιτικής ήταν ότι οι πιο αποτελεσµατικοί εκπαιδευτικοί 
θα εργάζονται στη βάση συγκεκριµένων εκπαιδευτικών προσεγγίσεων, ώστε να 
συµβάλλουν σε µια πιο αποτελεσµατική µάθηση των µαθητών. Η συγκεκριµένη 
προσέγγιση δέχθηκε κριτική από πολλές πλευρές τόσο τεχνικές όσο και θεωρητικές 
καθώς εµπεριείχε µια πολύ σηµαντική έλλειψη στο σχεδιασµό της. Όπως επισηµαίνει ο 
Shulman (1986), αυτό που απέτυχαν να κατανοήσουν οι εµπνευστές της ήταν ο 
αναπόφευκτος χαρακτήρας του ιδιαίτερου ρόλου του είδους της γνώσης της κάθε 
επιστήµης. Έτσι, ενώ στις περισσότερες αµερικανικές πολιτείες, η αξιολόγηση των 
εκπαιδευτικών επικεντρωνόταν στην αξιολόγηση της ικανότητάς τους να διδάσκουν, η 
σύγκριση των κατηγοριών στις οποίες αξιολογούνταν οι εκπαιδευτικοί την δεκαετία του 
1980 σε σχέση µε αυτές του προηγούµενου αιώνα ήταν αποκαλυπτική. Το γνωστικό 
αντικείµενο πλέον απουσίαζε εντελώς.  

Η ερευνητική οµάδα του Shulman υλοποίησε ένα ερευνητικό πρόγραµµα για τη γνώση 
που απαιτείται για τη διδασκαλία. Αρχικός τους στόχος ήταν ο εντοπισµός των 
αντιλήψεων των εκπαιδευτικών για τα γνωστικά αντικείµενα που διδάσκουν και στη 
συνέχεια προχωρούν σε µια ποιοτική αξιολόγηση µε στόχο τη µέτρηση της γνώσης του 
περιεχοµένου που κατέχουν. Για το σκοπό αυτό παρακολουθούνταν διδασκαλίες 
ασκούµενων εκπαιδευτικών, και συλλέγονταν δεδοµένα από το πρόγραµµα 
προετοιµασίας τους. 
O Shulman (1986) ανέδειξε την έλλειψη προσανατολισµού της έρευνας στο περιεχόµενο 
της διδασκαλίας και χαρακτήρισε αυτή την έλλειψη ως το πρόβληµα του «απολεσθέντος 
παραδείγµατος» (“missing paradigm”) (σ. 7). Πρότεινε δε τη διάκριση της γνώσης του 
περιεχοµένου (content knowledge) σε τρεις κατηγορίες: (α) τη γνώση του γνωστικού 
αντικειµένου του περιεχοµένου (subject matter content knowledge), (β) την παιδαγωγική 
γνώση περιεχοµένου (pedagogical content knowledge) και (γ) τη γνώση του αναλυτικού 
προγράµµατος (curricular knowledge) (σ. 9).  

Η γνώση του γνωστικού αντικειµένου θεωρείται η γνώση που κατέχει ο εκπαιδευτικός, ο 
τρόπος που την έχει οργανωµένη, καθώς και η κατανόηση της δοµής του γνωστικού 
αντικειµένου. Η κατανόηση της δοµής αναφέρεται τόσο στην κατανόηση βασικών 
εννοιών και αρχών του συγκεκριµένου επιστηµονικού κλάδου, όσο και στην κατανόηση 
του τρόπου µε τον οποίο ελέγχεται η αλήθεια και η εγκυρότητα µιας πρότασης µέσα σ’ 
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αυτόν τον επιστηµονικό κλάδο. Oι εκπαιδευτικοί δεν αρκεί µόνο να είναι ικανοί να 
ορίζουν στους µαθητές τις αποδεκτές αλήθειες σ’ ένα πεδίο, αλλά πρέπει επίσης να 
µπορούν να εξηγούν γιατί µια συγκεκριµένη πρόταση θεωρείται έγκυρη, γιατί αξίζει να 
µαθευτεί και πως αυτή σχετίζεται µε άλλες προτάσεις τόσο εντός της συγκεκριµένης 
επιστήµης όσο και εκτός αυτής, τόσο της θεωρίας όσο και της πρακτικής. Θεωρεί, επίσης, 
ότι ο εκπαιδευτικός δεν αρκεί να κατανοεί ότι ισχύει κάτι, αλλά επιπλέον να κατανοεί και 
γιατί ισχύει, ποιος είναι ο βαθµός εγκυρότητάς του καθώς και ότι η πεποίθηση για κάποια 
αιτιολόγηση µπορεί να αποδυναµωθεί ή ακόµα και να απορριφθεί. Επιπλέον, θεωρεί ότι 
πρέπει να αναµένουµε ένας εκπαιδευτικός να κατανοεί αν ένα συγκεκριµένο ζήτηµα έχει 
κεντρικό ή περιφερειακό ρόλο σε µια επιστήµη (Shulman, 1986).  

Η παιδαγωγική γνώση περιεχοµένου είναι εκείνο το είδος της γνώσης του περιεχοµένου 
που υπερβαίνει τη γνώση ενός θέµατος καθ’ αυτού και αποτελεί µια διάσταση της γνώσης 
του γνωστικού αντικειµένου για τη διδασκαλία. Στην κατηγορία αυτής της γνώσης 
περιλαµβάνονται χρήσιµες µορφές αναπαράστασης ιδεών, αναλογίες, απεικονίσεις, 
διαγράµµατα, παραδείγµατα και επεξηγήσεις που καθιστούν το γνωστικό αντικείµενο 
έτοιµο για κατανόηση από άλλους. Η παιδαγωγική γνώση του περιεχοµένου επίσης 
περιλαµβάνει µια κατανόηση αυτού που κάνει τη µάθηση ενός συγκεκριµένου πεδίου 
εύκολη ή δύσκολη. Εδώ εντάσσεται η βασισµένη στην έρευνα γνώση που πρέπει να 
διαθέτουν οι εκπαιδευτικοί για τις διαισθητικές αντιλήψεις και τις παρανοήσεις των 
µαθητών διαφόρων ηλικιών για διάφορα διδασκόµενα ζητήµατα καθώς και η γνώση 
στρατηγικών που συµβάλλουν στην αναδιοργάνωση της κατανόησης των µαθητών και 
στο ξεπέρασµα των αρχικών τους παρανοήσεων (Shulman,1986, σ. 9-10).   

Η γνώση του προγράµµατος σπουδών περιλαµβάνει τη γνώση του περιεχοµένου σπουδών 
των διαφόρων µαθηµάτων σε ένα συγκεκριµένο επίπεδο, την ποικιλία των διδακτικών 
υλικών που είναι διαθέσιµα σε σχέση µε το αντίστοιχο πρόγραµµα καθώς και το σύνολο 
των χαρακτηριστικών, των ενδείξεων και των αντενδείξεων για τη χρήση ιδιαίτερων 
εκπαιδευτικών υλικών σε συγκεκριµένες περιστάσεις. Επισηµαίνεται επίσης, η διάκριση 
µεταξύ της παράπλευρης (lateral) γνώσης του προγράµµατος σπουδών, η οποία 
περιλαµβάνει τη γνώση της συσχέτισης ενός δεδοµένου γνωστικού ζητήµατος µε 
αντίστοιχα ζητήµατα σε άλλες γνωστικές περιοχές και της κατακόρυφης (vertical) γνώσης 
του προγράµµατος σπουδών η οποία περιλαµβάνει τη γνώση του περιεχοµένου ενός 
συγκεκριµένου ζητήµατος σε προηγούµενες και σε επόµενες τάξεις (Shulman, 1986). 

Στη συνέχεια στην προσπάθειά του ο Shulman (1987) να περιγράψει την γνώση των 
εκπαιδευτικών ως επαγγελµατική γνώση, την οργανώνει στις παρακάτω κατηγορίες: 

- γνώση του περιεχοµένου  
- γενική παιδαγωγική γνώση, µε ειδική αναφορά σε εκείνες τις ευρύτερες αρχές και 
στρατηγικές διαχείρισης της τάξης που φαίνεται να υπερβαίνουν το γνωστικό 
αντικείµενο  

- γνώση του προγράµµατος σπουδών, µε ειδική κατανόηση των υλικών και των 
προγραµµάτων που προσφέρονται ως «εργαλεία εργασίας» για τους 
εκπαιδευτικούς 

- παιδαγωγική γνώση του περιεχοµένου, το οποίο είναι το ειδικό αµάλγαµα του 
περιεχοµένου και της παιδαγωγικής που ανήκει στη δικαιοδοσία των 
εκπαιδευτικών και της δικής τους ειδικής µορφής επαγγελµατικής κατανόησης 

- γνώση των µαθητών και των χαρακτηριστικών τους 
- γνώση των εκπαιδευτικών πλαισίων, που περιλαµβάνει, τους κανόνες λειτουργίας 
των οµάδων εργασίας στις τάξεις, τις κυβερνητικές και οικονοµικές αρχές 
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λειτουργίας του σχολείου αλλά και το χαρακτήρα των κοινοτήτων και της 
κουλτούρας, και 

- γνώση των εκπαιδευτικών περιορισµών, σκοπών, αξιών και του φιλοσοφικού και 
ιστορικού τους υπόβαθρου.  

Όπως αναφέρουν οι Ball, Thames & Phelps (2008), το ενδιαφέρον του Shulman και των 
συνεργατών του δεν είναι να καταστρώσουν µια λίστα µε αυτά που χρειάζεται να ξέρουν 
οι εκπαιδευτικοί σε κάθε συγκεκριµένη γνωστική περιοχή. Αντίθετα, µε την εργασία τους 
επιδιώκουν να παρέχουν έναν εννοιολογικό προσανατολισµό και ένα σύνολο αναλυτικών 
επισηµάνσεων, ώστε να στρέψουν την προσοχή των ερευνητικών και πολιτικών 
κοινοτήτων στη φύση και τους τύπους της γνώσης που χρειάζονται για τη διδασκαλία 
ενός αντικειµένου. Έτσι, επιδιώκουν να εξειδικεύσουν τους τρόπους µε τους οποίους η 
γνώση του περιεχοµένου για τη διδασκαλία διακρίνεται από την επιστηµονική γνώση του 
περιεχοµένου. Αυτό έχει σηµαντικό αντίκτυπο στην υποστήριξη ενός αναδυόµενου 
επιχειρήµατος, ότι η διδασκαλία είναι επαγγελµατική εργασία µε δικό της διακριτό 
γνωστικό υπόβαθρο.  

Η εργασία του Shulman και των συνεργατών του βρήκε εντυπωσιακή αποδοχή από την 
επιστηµονική κοινότητα. Χιλιάδες άρθρα χρησιµοποίησαν την έννοια της παιδαγωγικής 
γνώσης του περιεχοµένου σε αρκετές γνωστικές περιοχές όπως τις φυσικές επιστήµες, τα 
µαθηµατικά, τη µηχανική, την ειδική εκπαίδευση, τη γλώσσα, τη µουσική κ.ά. Οι 
προσπάθειες εντοπίστηκαν στην ανάδειξη του ρόλου του εκάστοτε γνωστικού 
αντικειµένου στη διδασκαλία, στην αποσαφήνιση των ορισµών για τις κατηγορίες της 
γνώσης για τη διδασκαλία, στην ανάπτυξη εργαλείων µέτρησης της γνώσης αυτής, αλλά 
και στην ανάπτυξη προγραµµάτων σπουδών για την εκπαίδευση των εκπαιδευτικών τα 
οποία να συνδέονται στενότερα µε τη διδακτική πρακτική.  

2.1.2  Η γνώση των εκπαιδευτικών και η επίδρασή της στη διδασκαλία 

Αρκετές µελέτες παρουσιάζουν τις δυσκολίες των εκπαιδευτικών όταν είναι αβέβαιοι  για 
ένα περιεχόµενο. Υπάρχουν µάλιστα ερευνητικά ευρήµατα που υποστηρίζουν ότι η 
φτωχή γνώση του γνωστικού αντικειµένου έχει αρνητικό αντίκτυπο στη διδασκαλία 
(McDiarmid, Ball & Anderson, 1989; Rowland, Martyn, Barber & Heal, 2000). Στην ίδια 
κατεύθυνση σε µια έρευνα των Eisenhart, Borko, Underhill, Brown, Jones & Agard 
(1993) παρουσιάζεται µια περίπτωση όπου ένας εκπαιδευτικός δευτεροβάθµιας 
εκπαίδευσης παρά το ότι είχε παρακολουθήσει δυο χρόνια απειροστικό λογισµό, ένα 
µάθηµα για την απόδειξη, ένα µάθηµα σύγχρονης άλγεβρας και τέσσερα µαθήµατα της 
επιστήµης των υπολογιστών, αδυνατούσε να βρει µια σωστή αναπαράσταση για τη 
διαίρεση δυο κλασµάτων και να εξηγήσει γιατί ο αλγόριθµος του πολλαπλασιασµού µε 
τον αντίστροφο λειτουργεί, καταλήγοντας να προτείνει στους µαθητές στη σχετική τους 
ερώτηση «απλά χρησιµοποιήστε τον κανόνα που σας έδωσα» (σ. 198). 

Το 1996 η National Commission on Teaching and American’s Future (NCTAF) αναφέρει 
µια σειρά συστάσεων για τη βελτίωση των σχολείων στο «Σχέδιο για πρόσληψη, 
προετοιµασία, και υποστήριξη εξαίρετων εκπαιδευτικών για όλα τα σχολεία της 
Αµερικής». Υποστηρίζεται ότι αυτό που οι εκπαιδευτικοί γνωρίζουν και µπορούν να 
κάνουν έχει πολύ σηµαντική επιρροή σ’ αυτό που οι µαθητές µαθαίνουν. Aναφέρουν ότι 
η γνώση των εκπαιδευτικών επηρεάζει τις ευκαιρίες των µαθητών για µάθηση. Οι 
εκπαιδευτικοί πρέπει να γνωρίζουν «πλήρως» το αντικείµενο µάθησης στην προσπάθειά 
τους να µπορούν να το παρουσιάσουν µε σαφήνεια, να κάνουν τις ιδέες προσβάσιµες σε 
πολλούς µαθητές, ώστε αυτοί να συµµετέχουν σε µια προκλητική εργασία. 
Παρουσιάζονται µελέτες που δείχνουν ότι η γνώση των εκπαιδευτικών έχει ουσιαστική 
συµβολή στα επιτεύγµατα των µαθητών και ισχυρίζονται ότι «διαφορές στα προσόντα 
των εκπαιδευτικών αντιστοιχούν σε πάνω από 90% της µεταβλητότητας των 
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επιτευγµάτων των µαθητών στην ανάγνωση και τα µαθηµατικά» (Armour-Thomas, Clay 
et al., 1989, στο NCTAF 1996, σ.8). 

Όµως, από την άλλη, σε µια προσπάθεια να διερευνηθεί η σχέση µεταξύ της µαθηµατικής 
γνώσης των εκπαιδευτικών και των επιτευγµάτων των µαθητών τους, τα αποτελέσµατα 
δεν είναι τα αναµενόµενα. Ο Begle (1979) αναλύοντας τη σχέση µεταξύ του αριθµού των 
µαθηµάτων που παρακολούθησαν οι εκπαιδευτικοί στο πανεπιστήµιο και των επιδόσεων 
των µαθητών  βρίσκει ότι η παρακολούθηση µαθηµάτων Ανώτερων Μαθηµατικών 
συσχετίζεται µε θετικό αποτέλεσµα (effect) στις επιδόσεις των µαθητών µόνο στο 10% 
των περιπτώσεων, και, το πιο εντυπωσιακό είναι ότι συνδέεται µε αρνητικό αποτέλεσµα 
στο 8% των περιπτώσεων. Οι Ball & Bass (2003) ισχυρίζονται ότι το αρνητικό 
αποτέλεσµα δεν τεκµηριώνεται από τα ευρήµατα και υποστηρίζουν ότι σύµφωνα µε αυτά 
δεν υπάρχει κάποια συνέπεια στις επιδόσεις των µαθητών.  

Μια εξήγηση που έχει δοθεί για τα συµπεράσµατα αυτά είναι ότι η περισσότερη εργασία 
µε τα µαθήµατα Ανώτερων Μαθηµατικών συχνά συνοδεύεται µε µεγαλύτερη εµπειρία µε 
πιο συµβατικές προσεγγίσεις στη διδασκαλία των µαθηµατικών (Ball, 1988). Μια 
δεύτερη ερµηνεία υποστηρίζει ότι η ανώτερη µαθηµατική εργασία συνοδεύεται από 
συµπίεση της γνώσης η οποία παρεµβαίνει στην αποσυµπίεση της γνώσης του 
περιεχοµένου που χρειάζεται κατά την αποδόµηση της γνώσης αυτής που κάνουν οι 
εκπαιδευτικοί (Ball & Bass, 2000). Σε κάθε περίπτωση η σύνδεση της γνώσης των 
εκπαιδευτικών και των διδακτικών αποτελεσµάτων δεν είναι ούτε απλή ούτε γραµµική 
(Hodgen, 2011). 
Όµως, παραµένει γενικά αποδεκτό ότι οι εκπαιδευτικοί πρέπει να γνωρίζουν το γνωστικό 
αντικείµενο που διδάσκουν (Ball et. al., 2008). Αν οι εκπαιδευτικοί δεν γνωρίζουν οι ίδιοι 
καλά το γνωστικό αντικείµενο δεν µπορούν να βοηθήσουν τους µαθητές να µάθουν το 
περιεχόµενο. Ωστόσο, αυτό δε σηµαίνει ότι η επαρκής γνώση του γνωστικού 
αντικειµένου εξασφαλίζει από µόνη της µια καλή διδασκαλία. Από την άλλη, τα 
προγράµµατα σπουδών προετοιµασίας των εκπαιδευτικών για το γνωστικό αντικείµενο, 
σε παγκόσµιο επίπεδο, ειδικότερα στην Ελλάδα, παραµένουν ακαδηµαϊκά και 
αποµακρυσµένα από τη διδακτική πράξη λόγω του ότι η επιστηµονική γνώση συχνά 
προσανατολίζεται σε σκοπούς άλλους από αυτούς της διδασκαλίας. Αυτό ήταν ένα 
σηµαντικό πρόβληµα που εντοπίστηκε από τον Shulman και τους συνεργάτες στις αρχές 
της δεκαετίας του 1980.  

Όπως αναφέρουν οι Ball et al. (2008), η πρώτη σηµαντική συνεισφορά του Shulman και 
των συνεργατών του ήταν η αναπλαισίωση της µελέτης της γνώσης των εκπαιδευτικών 
µε τρόπους που επικεντρώνουν την προσοχή στο ρόλο του περιεχοµένου στη διδασκαλία. 
Αυτή ήταν µια ριζική στροφή της έρευνας εκείνης της περιόδου η οποία εστίαζε σχεδόν 
αποκλειστικά στις γενικές πτυχές της διδασκαλίας. Η δεύτερη συµβολή του Shulman και 
των συνεργατών του ήταν η προσέγγιση της γνώσης του περιεχοµένου ως ενός ιδιαίτερου 
είδους γνώσης, καθοριστικής σηµασίας για το επάγγελµα του εκπαιδευτικού.  
Όµως, αρκετά χρόνια αργότερα, µετά τις εργασίες του Shulman και των συνεργατών του, 
το πεδίο είχε πολύ µικρή εξέλιξη στο σηµείο που αρχικά είχαν επικεντρωθεί, δηλαδή, 
στην ανάπτυξη ενός συνεπούς θεωρητικού πλαισίου της γνώσης του περιεχοµένου για τη 
διδασκαλία. Όπως σηµειώνουν οι Ball et al. (2008), οι ιδέες παρέµεναν θεωρητικά 
διάσπαρτες µε έλλειψη ξεκάθαρων ορισµών. Οι ερευνητές εξειδικεύονταν σ’ ένα 
συγκεκριµένο γνωστικό αντικείµενο και µεγάλο µέρος της εργασίας τους εξελίσσονταν 
περίπου παράλληλα αλλά σε ανεξάρτητες κατευθύνσεις. Συχνά δεν ήταν ξεκάθαρο πως οι 
ιδέες από µια γνωστική περιοχή σχετίζονταν µε κάποια άλλη ή ακόµα και ευρήµατα εντός 
της ίδιας γνωστικής περιοχής περιείχαν παρόµοιες αλλά και διαφορετικές απόψεις για τη 
γνώση του γνωστικού αντικειµένου που διαθέτουν οι εκπαιδευτικοί. Σε κάποιες 
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περιπτώσεις η παιδαγωγική γνώση του περιεχοµένου φαινόταν να περιλαµβάνει σχεδόν 
οτιδήποτε µπορεί να ξέρει ο εκπαιδευτικός για την διδασκαλία ενός συγκεκριµένου 
ζητήµατος.  

Έτσι, προέκυψε η ανάγκη για την καλύτερη περιγραφή των χαρακτηριστικών της 
µαθηµατικής γνώσης για τη διδασκαλία. H Ma (1999) περιγράφει ως «γνωστικές 
αποσκευές» ένα µέρος της γνώσης 72 κινέζων εκπαιδευτικών, από τους οποίους πήρε 
συνέντευξη. Αυτές οι αποσκευές συνιστούν ένα εξευγενισµένο νόηµα της οργάνωσης και 
της ανάπτυξης ενός συνόλου σχετικών ιδεών στο πεδίο της αριθµητικής. Οι εκπαιδευτικοί 
στη µελέτη της Ma  είχαν σαφείς ιδέες για «τη διαµήκη διεργασία του ανοίγµατος και της 
καλλιέργειας ενός τέτοιου πεδίου στα µυαλά των µαθητών» (Μa, 1999, σ. 114). Οι 
γνωστικές τους αποσκευές περιλαµβάνουν βασικές ιδέες που «ζυγίζουν περισσότερο» 
από άλλες ιδέες των αποσκευών, ακολουθίες για ανάπτυξη των ιδεών, και «γνωστικούς 
κόµβους» που συνδέουν κρίσιµες σχετικές ιδέες. Η έννοια της Ma για τις «γνωστικές 
αποσκευές» παριστάνει µια συγκεκριµένη γενεσιουργό µορφή και δοµή για την 
παιδαγωγική γνώση περιεχοµένου (Ball & Bass, 2000).  

Η Ma (1999) περιγράφει αυτό που αποκαλεί «βαθιά κατανόηση των θεµελιωδών 
µαθηµατικών» µε όρους βάθους (depth), πλάτους (breadth) και ακρίβειας (thoroughness) 
της γνώσης που χρειάζονται οι εκπαιδευτικοί. Βάθος, σύµφωνα µε τη Ma, είναι η 
ικανότητα της σύνδεσης ιδεών µε τις µεγάλες και κρίσιµες ιδέες του πεδίου, το πλάτος 
έχει να κάνει µε συνδέσεις µεταξύ ιδεών µε παρόµοια εννοιολογική ισχύ. Η ακρίβεια, 
είναι η ουσιαστική ύφανση ιδεών σ’ ένα συνεπές όλο. Επιπροσθέτως, η Ma επισηµαίνει 
την ευελιξία που υπάρχει στην πολλαπλότητα των αναπαραστάσεων και των 
προσεγγίσεων. Με βάση τις ιδέες του Bruner (1960) για τη «δοµή» µιας επιστήµης, η Ma 
τονίζει την σηµασία της γνώσης των εκπαιδευτικών παρακολουθώντας τις «απλές αλλά 
κρίσιµες βασικές έννοιες και αρχές των µαθηµατικών» (σ.122) και αναπτύσσοντας 
«βασικές στάσεις» (basic attitudes) (σ. 122), όπως για παράδειγµα η επιδίωξη στη 
δικαιολόγηση ισχυρισµών, η επιδίωξη για τη συνοχή µιας ιδέας σε διαφορετικά πλαίσια, 
για τη γνώση του «πως» και του «γιατί». Η Ma ισχυρίζεται ότι η γνώση των µαθηµατικών 
για τη διδασκαλία από τους εκπαιδευτικούς πρέπει να είναι όπως αυτή του ταξιτζή µιας 
πόλης, δηλαδή κάποιος να µπορεί να πάει στις σηµαντικές τοποθεσίες µε µια µεγάλη 
ποικιλία τρόπων, όντως ευέλικτα και ευπροσάρµοστα (flexibly and adaptively) (σ. 123). 

Η ευελιξία και η προσαρµοστικότητα είναι σαφείς διδακτικές απαιτήσεις. Όπως 
ισχυρίζεται η Μa (1999), οι εκπαιδευτικοί πρέπει να µπορούν να αναγνωρίζουν τι 
γνωρίζουν για να απαντήσουν σ’ ένα συγκεκριµένο πλαίσιο. Για να είναι σε θέση να το 
κάνουν αυτό, πρέπει να είναι ικανοί να αποδοµήσουν τη δική τους µαθηµατική γνώση σε 
µια λιγότερο εξευγενισµένη και τελική µορφή, όπου τα συστατικά στοιχεία είναι 
προσβάσιµα και ορατά. Οι Ball & Bass (2000) αναφέρονται σ’ αυτό ως αποσυµπίεση 
(decompression). Παραδόξως, περισσότερη προσωπική γνώση του γνωστικού 
αντικειµένου, η οποία επιθυµούµε για λόγους χρησιµότητας να είναι συµπιεσµένη, µπορεί 
να είναι ανεπαρκής για τη διδασκαλία. Στην πραγµατικότητα τα µαθηµατικά είναι µια 
επιστήµη στην οποία η συµπίεση είναι κεντρικής σηµασίας. Πράγµατι, η εξευγενισµένη 
και συµπιεσµένη µορφή της µπορεί να επισκιάσει την ικανότητα κάποιου να διακρίνει 
πώς σκέφτονται οι µαθητευόµενοι, όπως και για τις ρίζες αυτής της γνώσης. Η ευέλικτη 
γνώση για τη διδασκαλία απαιτεί µια υπέρβαση αυτής της σιωπηρής κατανόησης που 
χαρακτηρίζει περισσότερο την προσωπική γνώση (Polanyi, 1958). Επειδή, οι 
εκπαιδευτικοί  διαπραγµατεύονται το περιεχόµενο στην ανάπτυξή του και όχι στο 
καταληκτικό του στάδιο, πρέπει να µπορούν να κάνουν κάτι ανάποδα: να δουλεύουν προς 
τα πίσω, από την ώριµη και συµπιεσµένη κατανόηση του περιεχοµένου στην 
αποσυµπίεση των συστατικών του στοιχείων.  

Οι Ball & Bass (2003) επιχειρώντας να προσδιορίσουν καλύτερα τα ιδιαίτερα 
χαρακτηριστικά της µαθηµατικής γνώσης για τη διδασκαλία αναφέρουν τρεις βασικές 
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παρατηρήσεις που προκύπτουν από τα ερευνητικά τους ευρήµατα. Σύµφωνα µε την 
πρώτη, η διδασκαλία µπορεί να θεωρηθεί ότι περιλαµβάνει σηµαντικές µαθηµατικές 
εργασίες. Η προοπτική αυτή επιτρέπει τον προσδιορισµό των µαθηµατικών που οι 
εκπαιδευτικοί πρέπει να κάνουν στο µάθηµά τους. Καθένα από τα παρακάτω 
περιλαµβάνεται την επίλυση µαθηµατικών προβληµάτων.  

- Σχεδιασµός επεξηγήσεων µε µαθηµατική ακρίβεια οι οποίες να είναι 
κατανοήσιµες και χρήσιµες για τους µαθητές.  

- Χρήση µαθηµατικά κατάλληλων και κατανοήσιµων ορισµών.  
- Προσεκτική αναπαράσταση ιδεών, αντιστοίχιση  µεταξύ ενός φυσικού ή γραφικού 

µοντέλου και συµβολισµού, πράξης ή διεργασίας. 

- Ερµηνεία και ανάπτυξη µαθηµατικών και παιδαγωγικών αιτιολογήσεων για τις 
ερωτήσεις των µαθητών, λύσεων, προβληµάτων και απόψεων (προβλεπόµενων 
αλλά και ασυνήθιστων).  

- Να µπορούν να απαντούν παραγωγικά στις ερωτήσεις των µαθητών και στις 
αναζητήσεις τους.  

- Να έχουν επιχειρήµατα για τη µαθηµατική ποιότητα των διδακτικών υλικών και 
να τα τροποποιούν όταν χρειάζεται. 

- Να µπορούν να θέτουν καλά µαθηµατικά ερωτήµατα και προβλήµατα τα οποία να 
προάγουν τη µάθηση των µαθητών.  

- Πρόσβαση στη γνώση των µαθητών από τους µαθητές και στα επόµενα βήµατά 
τους.  

Δεύτερον, εξετάζοντας τη διδασκαλία ως µαθηµατική εργασία, οι Ball & Bass (2003) 
επισηµαίνουν κάποια ουσιαστικά χαρακτηριστικά της γνώσης των µαθηµατικών για τη 
διδασκαλία. Ένα τέτοιο χαρακτηριστικό είναι ότι η µαθηµατική γνώση χρειάζεται να 
αποσυµπιεσθεί (unpacked). Αυτό µπορεί να θεωρηθεί ιδιαίτερο χαρακτηριστικό της 
γνώσης για τη διδασκαλία. Ωστόσο, η ικανότητα συµπίεσης (compress) της πληροφορίας 
αποτελεί δυναµικό χαρακτηριστικό των µαθηµατικών. Όταν οι ιδέες αναπαριστώνται σε 
συµπιεσµένη συµβολική µορφή, οι δοµές τους γίνονται εµφανείς, και νέες ιδέες και 
ενέργειες καθίστανται δυνατές. Οι µαθηµατικοί βασίζονται σ’ αυτή τη συµπίεση στην 
εργασία τους. Όµως, οι εκπαιδευτικοί εργάζονται µε τα µαθηµατικά ώστε να µαθευτούν, 
και αυτό απαιτεί ένα είδος αποσυµπίεσης των ιδεών. 
Ένα παράδειγµα, το οποίο σχετίζεται µε το αντικείµενο της αναπαράστασης που αποτελεί 
αντικείµενο µελέτης της παρούσας εργασίας, είναι οι εµπειρίες των µαθητών µε τη 
συµβολική  έκφραση του συστήµατος θέσης των δεκαδικών αριθµών, που αναπτύσσονται 
στο έδαφος που αργότερα θα οικοδοµηθούν τα κλάσµατα, ώστε να προκύψει η 
αναδυόµενη έννοια του πραγµατικού αριθµού. Οι εκπαιδευτικοί δεν θα µπορούν να 
διαχειριστούν την αναπτυσσόµενη κατανόηση των µαθητών µόνο µε την συµπιεσµένη 
αντίληψη των πραγµατικών αριθµών, ή του τυπικού ορισµού του ρητού αριθµού. Έτσι 
παρόλο που µια τέτοια έννοια έχει υψηλή χρησιµότητα στην εργασία των µαθηµατικών 
είναι ακατάλληλη για την εργασία της διδασκαλίας των µαθηµατικών.  

Μια ακόµα σηµαντική πτυχή της γνώσης για τη διδασκαλία, όπως αναφέρουν οι Ball & 
Bass (2003), είναι η συνεκτικότητά της, τόσο µεταξύ των µαθηµατικών πεδίων σ’ ένα 
συγκεκριµένο επίπεδο όσο και κατά τη διάρκεια του χρόνου που οι µαθηµατικές ιδέες 
αναπτύσσονται και εξελίσσονται. Οι εκπαιδευτικοί οφείλουν να βοηθούν τους µαθητές να 
συνδέουν τις ιδέες που µαθαίνουν, όπως για παράδειγµα, στην αριθµητική και τη 
γεωµετρία. Η διδασκαλία επιδιώκει τη δηµιουργία συνδέσεων µεταξύ των µαθηµατικών 
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πεδίων, έτσι ώστε είναι σε θέση οι µαθητές να δηµιουργούν συνδέσεις και να αναζητούν 
τη συνέπεια στη γνώση τους. Η διδασκαλία, επίσης, απαιτεί οι εκπαιδευτικοί να 
προβλέπουν τον τρόπο ή τους τρόπους που οι µαθηµατικές ιδέες αλλάζουν και 
εξελίσσονται. Οι εκπαιδευτικοί οφείλουν να έχουν τη µατιά τους στους «µαθηµατικούς 
ορίζοντες»  των µαθητών τους, ακόµα και όταν αποσυµπιέζουν τις λεπτοµέρειες των 
ιδεών στις οποίες επικεντρώνονται κάποια δεδοµένη στιγµή (Ball, 2003).  
Μια ακόµα παρατήρηση που προέκυψε από την µελέτη της διδασκαλίας ως µαθηµατικής 
εργασίας είναι ότι, σύµφωνα µε την ανάλυσή των Ball & Bass (2003), κρίσιµα 
µαθηµατικά ζητήµατα παίζουν ρόλο στο µάθηµα, παρόλο που δεν προβλέπονται στο 
πρόγραµµα σπουδών. Αναφέρεται ένα παράδειγµα όπου παρά το γεγονός ότι ένα µάθηµα 
ήταν για την αφαίρεση έγινε διερεύνηση της ισοδυναµίας των αντίστοιχων 
αναπαραστάσεων. Σε άλλες περιπτώσεις, υπάρχουν µαθητές που αγωνιούν να 
ξεπεράσουν τα γλωσσικά εµπόδια µε όρους ατελείς και ασαφώς ορισµένους, και 
εµφανίζονται συζητήσεις  που ναυάγησαν επειδή ο µαθηµατικός συλλογισµός ήταν 
περιορισµένος και απουσίαζε η καθοριστική γνώση, αυτή που ήταν θεµελιώδης για 
αυτόν.  
Τα ανωτέρω ζητήµατα φέρνουν στην επιφάνεια σηµαντικές πτυχές του µαθηµατικού 
συλλογισµού, του συµβολισµού, της χρήσης των όρων και των αναπαραστάσεων. 
Συνεπώς, για τους εκπαιδευτικούς απαιτείται τόσο η γνώση των συγκεκριµένων 
µαθηµατικών ιδεών όσο και άλλων στοιχείων γνώσης, µάθησης και αξιοποίησής τους στη 
διδακτική πράξη. Πολλές φορές η προσοχή των εκπαιδευτικών σε κάποια από αυτές τις 
πτυχές της µαθηµατικής πρακτικής είναι κρίσιµες για την καθοδήγηση του µαθήµατος και 
παρουσιάζονται χαµένες ευκαιρίες λόγω της έλλειψης ευαισθησίας και γνώσης 
θεµελιωδών µαθηµατικών πρακτικών. Έτσι, η θεώρηση των µαθηµατικών πρακτικών ως 
συστατικό της µαθηµατικής γνώσης αποκτάει ένα ιδιαίτερο νόηµα. 

2.2 Μαθηµατική γνώση για τη διδασκαλία 
Οι Ball et al. (2008) αναγνωρίζοντας τη δυναµική της ιδέας της ερευνητικής οµάδας του 
Shulman για το ιδιαίτερο είδος γνώσης που απαιτείται για τη διδασκαλία ενός 
συγκεκριµένου γνωστικού περιεχοµένου και προσπαθώντας να εξειδικεύσουν τη φύση 
αυτής της γνώσης συµβάλλοντας στις αυξηµένες απαιτήσεις ακρίβειας των νέων εννοιών 
και µεθόδων, αναπτύσσουν τη δική τους προσέγγισή για την µαθηµατική γνώση για τη 
διδασκαλία (mathematical knowledge for teaching). Με τον όρο µαθηµατική γνώση για τη 
διδασκαλία εννοούν, όπως οι ίδιοι δηλώνουν, τη µαθηµατική γνώση για την 
πραγµατοποίηση της εργασίας της διδασκαλίας των µαθηµατικών, επισηµαίνοντας ότι ο 
ορισµός τους ξεκινάει από την διδασκαλία και όχι από τους εκπαιδευτικούς.  

Οι Ball et al. (2008) θέτουν το ερώτηµα «Τι χρειάζεται να γνωρίζουν και να µπορούν να 
κάνουν οι εκπαιδευτικοί για να διδάσκουν αποτελεσµατικά;» (σ. 394) και στην 
προσπάθειά τους να δώσουν έµφαση στην ίδια την γνώση για τη διδασκαλία και όχι τόσο 
στους εκπαιδευτικούς, προτιµούν να διαπραγµατευτούν το ερώτηµα «Τι απαιτεί η 
αποτελεσµατική διδασκαλία µε όρους κατανόησης του περιεχοµένου;» (σ. 394) 
επικεντρώνοντας στη διδασκαλία των µαθηµατικών.  

 Οι Ball et al. (2008) επιλέγουν µια ερευνητική προσέγγιση που οι ίδιοι ονοµάζουν «από 
κάτω προς τα πάνω» (σ. 395), ξεκινώντας από την πράξη. Διαµόρφωσαν µια εκτεταµένη 
ποιοτική ανάλυση της διδακτικής πρακτικής και από το σχεδιασµό της µέτρησης της 
µαθηµατικής γνώσης για τη διδασκαλία που βασίζονταν στην προηγούµενη ποιοτική 
ανάλυση. Συνέλεξαν βίντεο και ηχογραφήσεις από διδασκαλίες µαθηµατικών της τρίτης 
τάξης ενός δηµόσιου σχολείου των Η.Π.Α, κατά τη διάρκεια µιας σχολικής χρονιάς, 
κείµενα των µαθητών, σηµειώσεις των εκπαιδευτικών και υλικά του αναλυτικού 
προγράµµατος που χρησιµοποιήθηκαν από τους εκπαιδευτικούς στη διδασκαλία. Η 
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προσέγγισή τους είχε τα χαρακτηριστικά µιας «ανάλυσης εργασίας», όπως αυτήν που 
υιοθέτησαν άλλες έρευνες (Hoyles, Noss & Pozzi, 2001; Noss, Healy & Hoyles, 1997) 
για επαγγέλµατα όπως νοσοκόµων, µηχανικών, φυσικών και ξυλουργών. Έτσι, οι Ball et 
al. (2008) ανάπτυξαν τη θεωρία τους, η οποία είναι βασισµένη στην πρακτική, 
αναγνωρίζοντας από τη µια, ένα πιθανό µειονέκτηµα περιορισµένης γενικευσιµότητας 
των αποτελεσµάτων τους, λόγω του ότι τα δεδοµένα τους συλλέχθηκαν από ελάχιστες 
σχολικές τάξεις, αλλά από την άλλη, την πιθανή ευρύτερη εφαρµογή τους, επειδή η 
προσέγγιση της εργασίας της διδασκαλίας δεν βασίζεται σε κάποια συγκεκριµένη 
διδακτική προσέγγιση, αλλά αναγνωρίζει τις θεµελιώδεις δραστηριότητες που 
πραγµατοποιούνται στη διδασκαλία. 

H µαθηµατική γνώση για τη διδασκαλία διαιρείται από την ερευνητική οµάδα της Ball σε 
δυο κατηγορίες. Τη γνώση του γνωστικού αντικειµένου (Subject Matter Knowledge-SMK) 
και την παιδαγωγική γνώση του περιεχοµένου (Pedagogical Content Knowledge-PCK). Η 
γνώση του γνωστικού αντικειµένου υποδιαιρείται στην (α) κοινή γνώση του περιεχοµένου 
(Common Content Knowledge-CCK), στην (β) εξειδικευµένη γνώση του περιεχοµένου 
(Specialized Content Knowledge-SCK), και στον (γ) ορίζοντα της γνώσης του 
περιεχοµένου (horizon content knowledge-HCK). Η παιδαγωγική γνώση του 
περιεχοµένου υποδιαιρείται στη (α) γνώση του περιεχοµένου και των µαθητών 
(Knowledge of Content and Students-KCS), στη (β) γνώση του περιεχοµένου και της 
διδασκαλίας (Knowledge of Content and Teaching-KCT) και στη (γ) γνώση του 
περιεχοµένου και του προγράµµατος σπουδών (Knowledge of Content and Curriculum-
KCC) (Ball et al., 2008). 

Η κοινή γνώση του περιεχοµένου (CCK) ορίζεται ως η µαθηµατική γνώση και δεξιότητα 
που χρησιµοποιείται και σε περιβάλλοντα διαφορετικά από αυτό της διδασκαλίας. Οι 
εκπαιδευτικοί χρειάζεται να γνωρίζουν το υλικό που πρόκειται να διδάξουν, να 
χρησιµοποιούν τους όρους και τον συµβολισµό σωστά, χρειάζεται να µπορούν να 
αναγνωρίζουν πότε οι µαθητές τους δίνουν λανθασµένες απαντήσεις και πότε τα σχολικά 
εγχειρίδια αναφέρουν ανακρίβειες.  Διευκρινίζεται ότι ο όρος «κοινή» δεν αναφέρεται 
στη γνώση που έχει ο καθένας αλλά ότι αυτό το είδος γνώσης χρησιµοποιείται σε πολλά 
περιβάλλοντα και όχι κατά µοναδικό τρόπο στη διδασκαλία (Ball et al., 2008, σ. 399). 

Η εξιδεικευµένη γνώση του περιεχοµένου είναι η µαθηµατική γνώση και δεξιότητα που 
απαιτείται αποκλειστικά για τη διδασκαλία, δηλαδή δεν χρειάζεται για σκοπούς άλλους 
εκτός απ’ αυτή.  Κάποιες δραστηριότητες της διδασκαλίας που χαρακτηρίζουν αυτού του 
είδους τη γνώση είναι: 
α) η παρουσίαση των µαθηµατικών ιδεών, 
β) οι απαντήσεις στα «γιατί» των µαθητών, 
γ) η εύρεση παραδειγµάτων για κάποιο συγκεκριµένο ζήτηµα, 
δ) η επιλογή αναπαραστάσεων για συγκεκριµένους σκοπούς καθώς και η αναγνώριση 
αυτού που περιλαµβάνει η χρήση µιας συγκεκριµένης αναπαράστασης,  
δ) η σύνδεση αναπαραστάσεων µε κάποιες ιδέες και µε άλλες αναπαραστάσεις, η 
σύνδεση ενός ζητήµατος διδασκαλίας µε άλλα από προηγούµενα ή επόµενα χρόνια, η 
επεξήγηση µαθηµατικών στόχων,  
ε) η (συχνά σύντοµη) αξιολόγηση της αληθοφάνειας των ισχυρισµών των µαθητών, η 
επιλογή και ανάπτυξη κατάλληλων ορισµών,  
στ) η χρήση της µαθηµατικής γλώσσας και του συµβολισµού καθώς και η κριτική της, 
η τοποθέτηση παραγωγικών µαθηµατικών ερωτήσεων και η µελέτη των ισοδυναµιών.  
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Η εξειδικευµένη γνώση του περιεχοµένου περιλαµβάνει ένα είδος αποσυµπιεσµένης 
γνώσης των µαθηµατικών η οποία δεν χρειάζεται σε περιβάλλοντα διαφορετικά από αυτό 
της διδασκαλίας (Ball et al. 2008, σ. 400). 

Η γνώση του ορίζοντα του περιεχοµένου αφορά σε µια συνειδητοποίηση για τον τρόπο 
που τα µαθηµατικά θέµατα σχετίζονται κατά τη διάρκεια του προγράµµατος σπουδών 
των µαθηµατικών. Επίσης, περιλαµβάνει την δυνατότητα εύρεσης συνδέσεων µε πιο 
προχωρηµένες µαθηµατικές ιδέες (Ball et al., 2008, σ. 403). Η Ball και οι συνεργάτες της 
είναι επιφυλακτικοί για το αν αυτό το είδος γνώσης είναι µέρος της γνώσης του 
γνωστικού αντικειµένου ή διατρέχει τις άλλες κατηγορίες. Όµως τη γνώση του 
µαθηµατικού ορίζοντα θα την διαπραγµατευτούµε εκτενέστερα στην ενότητα 2.3.3.  
Η γνώση του περιεχοµένου και των µαθητών συνδυάζει τη γνώση για τους µαθητές µε τη 
γνώση για τα µαθηµατικά. Είναι η γνώση που προσφέρει σ’ έναν εκπαιδευτικό τη 
δυνατότητα να προβλέπει τι µπορεί να σκεφτούν οι µαθητές και τι θα τους µπερδέψει, τι 
θα βρουν ενδιαφέρον και τι θα τους κινητοποιήσει. Είναι η γνώση που δίνει στον 
εκπαιδευτικό την ικανότητα να ακούει και να ερµηνεύει τις ατελείς σκέψεις των µαθητών 
µε τους τρόπους που αυτοί χρησιµοποιούν τη γλώσσα. Αυτό το είδος γνώσης είναι ένα 
αµάλγαµα που περιλαµβάνει µια συγκεκριµένη µαθηµατική ιδέα ή διαδικασία και µια 
οικειότητα µε αυτό που οι µαθητές συχνά σκέφτονται ή κάνουν (Ball et al., 2008, σ. 401). 
Η γνώση του περιεχοµένου και της διδασκαλίας συνδυάζει γνώση για τη διδασκαλία και 
γνώση για τα µαθηµατικά. Αυτό το είδος της γνώσης περιλαµβάνει τη µαθηµατική γνώση 
που απαιτείται για το σχεδιασµό της διδασκαλίας, την επιλογή της σειράς εµφάνισης των 
παραδειγµάτων, την αξιολόγηση πλεονεκτηµάτων και µειονεκτηµάτων των 
αναπαραστάσεων µιας ιδέας, την αξιολόγηση της στιγµής για το ποιες από τις ιδέες των 
µαθητών θα αξιοποιηθούν, θα αγνοηθούν ή θα αναφερθούν αργότερα. Αυτές οι ενέργειες 
απαιτούν µια αλληλεπίδραση µεταξύ µιας ιδιαίτερης µαθηµατικής κατανόησης και µιας 
κατανόησης των παιδαγωγικών ζητηµάτων που επηρεάζουν τη µάθηση των µαθητών 
(Ball et al., 2008, σ. 401). 

Η γνώση του περιεχοµένου και του προγράµµατος σπουδών είναι η µια από τις τρεις 
κατηγορίες του Shulman (1986) και οι Ball et al. (2008. σ. 403) αποδέχονται ότι δεν είναι 
«σίγουροι αν αυτή η κατηγορία είναι µέρος της γνώσης του περιεχοµένου και της 
διδασκαλίας ή διατρέχει τις υπόλοιπες κατηγορίες ή αποτελεί µια κατηγορία από µόνη 
της». Προσωρινά έχει ενταχθεί ως υποκατηγορία της παιδαγωγικής γνώσης του 
περιεχοµένου.  

Η ανωτέρω κατηγοριοποίηση της γνώσης για τη διδασκαλία έχει τα εξής πλεονεκτήµατα 
σύµφωνα µε τους Ball et al. (2008). Πρώτον, η χρησιµότητα της στην εξακρίβωση 
εκείνων των πτυχών της γνώσης του περιεχοµένου των εκπαιδευτικών που προκαλεί 
καλύτερα επιτεύγµατα των µαθητών. Έτσι, θα µπορούσαν να εστιαστούν οι προσπάθειες 
µας ώστε η γνώση του περιεχοµένου να έχει καλύτερα µαθησιακά αποτελέσµατα.  
Ωστόσο, προς το παρόν δεν υπάρχουν έρευνες στην κατεύθυνση αυτή. Όµως η οπτική της 
ερευνητικής οµάδας της Ball προσφέρει ένα θεωρητικό πλαίσιο για την διαπραγµάτευση 
µιας τέτοιας δυνατότητας. Δεύτερον, η µελέτη των διαφορετικών προσεγγίσεων της 
επαγγελµατικής ανάπτυξης των εκπαιδευτικών οδηγεί αντίστοιχα αποτελέσµατα για 
συγκεκριµένες πτυχές της παιδαγωγικής γνώσης του περιεχοµένου τους. Τρίτον, µια πιο 
σαφής εξακρίβωση των κατηγοριών της γνώσης του περιεχοµένου για τη διδασκαλία 
µπορεί να µας πληροφορήσει για το σχεδιασµό και την υποστήριξη υλικών για 
εκπαίδευση των εκπαιδευτικών και την επαγγελµατική τους ανάπτυξη.  
Οι Ball et al. (2008) αναγνωρίζουν όµως και κάποια προβλήµατα της θεωρίας τους, τα 
οποία είναι σύµφυτα µε την ανάπτυξή της, δηλαδή ότι η θεωρία τους είναι βασισµένη 
στην πρακτική. Αυτή ακριβώς η επιλογή, που έχει ως στόχο να αυξήσει την πιθανότητα η 
γνώση που αναγνωρίζεται να είναι σχετική µε τη διδασκαλία, ενέχει επίσης κάποια 
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φυσική ασάφεια και µεταβλητότητα των όρων της διδασκαλίας και της µάθησης. Δηλαδή, 
η µελέτη κάποιων καταστάσεων που προκύπτουν στη διδασκαλία µπορούν να 
αντιµετωπιστούν µε τη χρήση διαφορετικών ειδών γνώσης. Επίσης, ένα ακόµα πρόβληµα 
που σχετίζεται µε το προηγούµενο είναι ότι, ενώ η πρόθεση είναι η επικέντρωση στη 
γνώση που χρησιµοποιείται, οι γνωστικές κατηγορίες εµφανίζονται στατικές. Σε αυτή την 
κατεύθυνση συνηγορεί και ότι ένας από τους στόχους της Ball και των συνεργατών της 
είναι η µέτρηση της γνώσης για τη διδασκαλία. Έτσι, ενώ τα ερωτήµατα για τις µετρήσεις 
αυτές σχεδιάζονται για µια γνώση εγκατεστηµένη στο πλαίσιο χρήσης της, είναι ακόµα 
ανεξιχνίαστο πως µια τέτοια γνώση χρησιµοποιείται και ποια χαρακτηριστικά της 
διαµοιράζονται. Συναφές είναι επίσης το πρόβληµα της δυσκολίας διάκρισης της µιας 
κατηγορίας από την επόµενη. Σε κάποιες περιπτώσεις η διάκριση µεταξύ της κοινής και 
της εξιδεικευµένης γνώσης του περιεχοµένου είναι ιδιαίτερα δύσκολη και το ίδιο 
πρόβληµα εµφανίζεται και µεταξύ της εξειδικευµένης γνώσης του περιεχοµένου και της 
γνώσης του περιεχοµένου και των µαθητών αλλά και της γνώσης του περιεχοµένου και της 
διδασκαλίας.  

2.2.1 Προγράµµατα διερεύνησης και µέτρησης της µαθηµατικής γνώσης για τη 
διδασκαλία 

Στη βιβλιογραφία απαντώνται ειδικά προγράµµατα που παρέχουν εργαλεία για τη 
διερεύνηση της φύσης και της σύνθεσης των µαθηµατικών γνώσεων που απαιτούνται για 
τη διδασκαλία. Χρησιµεύουν στη λειτουργική αξιοποίηση των ιδεών σχετικά µε τη 
µαθηµατική γνώση για τη διδασκαλία και τον έλεγχο των προτεινόµενων µοντέλων και 
του ρόλου που διαδραµατίζουν. Χρησιµοποιούνται για τη διερεύνηση της διδασκαλίας 
και της εκµάθησης αυτών των γνώσεων, των σχέσεων µε άλλες µεταβλητές και άλλων 
θεµάτων που είναι σηµαντικά για την πρακτική εφαρµογή και την πολιτική αξιοποίηση 
τους. Όµως αρκετά από τα προγράµµατα αυτά είναι ιδιαίτερα δαπανηρά σε σχέση µε τους 
διαθέσιµους πόρους και συχνά χρησιµοποιούνται σε µια µόνο έρευνα περιορίζοντας τις 
απαιτήσεις για την καθιερωµένη εγκυρότητα. Αρκετά σηµαντικές προσπάθειες έχουν 
γίνει µε µελέτες µεγάλης κλίµακας και ευρύτερης χρήσης στο πεδίο.  

Το πρόγραµµα Μάθησης Μαθηµατικών για τη Διδασκαλία (Learning Mathematics for 
Teaching, LMT), που αναπτύχθηκε για την επιµόρφωση των εκπαιδευτικών στοιχειώδους 
και µέσης εκπαίδευσης (Hill, Schilling & Ball, 2004) περιλαµβάνει σχεδόν 1000 
αντικείµενα για πάνω από δώδεκα διαφορετικά εργαλεία τα οποία έχουν χρησιµοποιηθεί 
σε πολυάριθµες αξιολογήσεις προγραµµάτων και µελέτες σχέσεων και αποτελεσµάτων. 
Έχουν επικυρωθεί εκτενώς (Schilling & Hill, 2007) και έχουν προσαρµοστεί διεθνώς 
(Blömeke & Delaney, 2012).  
Το πρόγραµµα για την Διαγνωστική Αξιολόγηση των Εκπαιδευτικών στα Μαθηµατικά 
και τις Φυσικές Επιστήµες (Diagnostic Teacher Assessment in Mathematics and Science, 
DTAMS) που αναπτύχθηκε για την πρακτική άσκηση των εκπαιδευτικών της µέσης 
εκπαίδευσης (Saderholm, Ronau, Brown & Collins, 2010) περιλαµβάνει 24 µορφές σε 
τέσσερις περιοχές περιεχοµένου, έχει εφαρµοσθεί και αναλυθεί αυστηρά σε δείγµα 
αρκετών χιλιάδων εκπαιδευτικών, και επεκτείνεται ακόµα.  
Το πρόγραµµα Εκπαίδευση των Εκπαιδευτικών και Ανάπτυξης Μελέτης στα 
Μαθηµατικά (Teacher Education and Development Study in Mathematics, TEDS-M) 
απευθύνεται στους εκπαιδευτικούς της πρωτοβάθµιας και κατώτερης δευτεροβάθµιας 
εκπαίδευσης (Tatto et al., 2008, Senk et al., 2012) και περιλαµβάνει πάνω από 100 
αντικείµενα τα οποία αρχικά διοχετεύθηκαν σε 23.000 υποψήφιους εκπαιδευτικούς σε 17 
χώρες.  
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Τα προγράµµατα αυτά αποτελούν σηµαντική συµβολή στο πεδίο. Η εκτεταµένη 
διεπιστηµονική επανεξέταση από την κοινότητα και η οικοδόµηση συµφωνηµένων 
διατυπώσεων για τη γνώση του περιεχοµένου διαδραµάτισαν σηµαντικό ρόλο στην 
ανάπτυξη σχετικών εργαλείων µέτρησης. Η σύνθεση των ιδεών και η ενσωµάτωση της 
εξειδίκευσης σε πολλές επαγγελµατικές κοινότητες βοήθησαν στην αποσαφήνιση και 
βελτίωση των ιδεών για τη µαθηµατική γνώση για τη διδασκαλία. Επιπλέον, η 
διαθεσιµότητα κοινών εργαλείων επέτρεψε την ουσιαστική σύγκριση και ερµηνεία 
µεταξύ προγραµµάτων, χωρών και µελετών και την ερµηνεία τους µε τρόπους που 
συµβάλλουν στην ωριµότητα της έρευνας σχετικά µε τις µαθηµατικές γνώσεις για τη 
διδασκαλία (Hoover et al., 2016).  
Πολλές ακόµα προσπάθειες έχουν αναπτύξει εργαλεία µε µικρότερη εστίαση σε ευρεία 
συναίνεση ή χρήση. Το πρόγραµµα COACTIV για την πρακτική άσκηση εκπαιδευτικών 
δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης (Kunter, Klusmann, Baumert, Voss & Hacfeld, 2013) 
παρήγαγε αντικείµενα παρόµοιου τύπου µε αυτά που έχουν περιγραφεί παραπάνω και τα 
χρησιµοποίησε για να διερευνήσει τις σχέσεις µε άλλες µεταβλητές για την κατανοήση 
θεµάτων πρακτικής εφαρµογής και πολιτικής σε σχέση µε τη µαθηµατική εκπαίδευση 
των εκπαιδευτικών.  

Μερικά από τα εργαλεία που αναπτύχθηκαν εστιάζουν σε µαθηµατικές γνώσεις σχετικές 
µε ένα συγκεκριµένο θέµα, όπως τα κλάσµατα (Izsak, Jacobson, de Araujo & Orrill, 
2012), τη γεωµετρία (Herbst & Kosko, 2012), την άλγεβρα (McCrory, Floden, Ferrini- 
Mundy, Reckase & Senk, 2012), την συνεχή µεταβολή και συµµεταβολή (Thompson, 
2015). Άλλα έχουν επικεντρωθεί σε συγκεκριµένες πτυχές της διδασκαλίας και τις 
µαθηµατικές γνώσεις που απαιτούνται σε αυτές τις συγκεκριµένες πρακτικές 
διδασκαλίας, όπως η επιλογή παραδειγµάτων (Chick, 2009; Zodik & Zaslavsky, 2008) 
και η υποστήριξη συζητήσεων µε όλη την τάξη για την αντιµετώπιση µαθηµατικών 
στόχων (Speer & Wagner, 2009).  
Ορισµένοι ερευνητές ανησυχούν για µια δυνητικά στενή ερµηνεία της γνώσης ως 
θεσµικής (declarative) ή για µια πιθανή απόκλιση µεταξύ της γνώσης καθ’ αυτής και της 
γνώσης σε χρήση. Αυτές οι ανησυχίες έχουν οδηγήσει µερικούς µελετητές να 
διερευνήσουν διαφορετικές αντιλήψεις σχετικά µε τις ανάγκες των εκπαιδευτικών στα 
µαθηµατικά αναζητώντας εναλλακτικούς τρόπους µέτρησης (π.χ. Kersting, Givvin, 
Thompson, Santagata & Stigler, 2012; McCray & Chen, 2012; Thompson, 2015).  
Στην κατεύθυνση των ανωτέρω ερευνών είναι και η µελέτη των Copur-Gencturk & 
Lubienski (2013). Προκειµένου να διερευνηθεί η ανάπτυξη της γνώσης της αρχικής 
κατάρτισης των εκπαιδευτικών, χρησιµοποιήθηκαν δύο διαφορετικά εργαλεία: η LMT 
και η DTAMS. Κατά τη σύγκριση οµάδων εκπαιδευτικών που είχαν συµµετάσχει σε 
διαφορετικά είδη µαθηµάτων, οι ερευνητές κατέληξαν στο συµπέρασµα ότι τα όργανα 
LMT και DTAMS µετρούν πτυχές της µαθηµατικής γνώσης για τη διδασκαλία που είναι 
ουσιαστικά διαφορετικές. Οι εκπαιδευτικοί που συµµετείχαν σε ένα καινοτόµο 
πρόγραµµα µαθηµατικών περιεχοµένων και µεθόδων είχαν τη σηµαντικότερη αύξηση µε 
όργανο µέτρησης το LMT και το αποτέλεσµα αυτό παρέµεινε σταθερό παρόλο που 
παρακολούθησαν ένα επιπλέον µάθηµα περιεχοµένου. Η βαθµολογία των εκπαιδευτικών 
µε το όργανο DTAMS επίσης αυξήθηκε κατά τη διάρκεια παρακολούθησης του 
προγράµµατος. Όµως κατά τη διάρκεια του µαθήµατος της γνώσης του περιεχοµένου η 
αύξηση αφορούσε µόνο το τµήµα της γνώσης του περιεχοµένου του DTAMS. Η µελέτη 
αυτή υποστηρίζει την ιδέα ότι υπάρχει γνώση µαθηµατικού περιεχοµένου ειδικά για τη 
διδασκαλία που δεν επηρεάζεται από γενικά µαθήµατα µαθηµατικών περιεχοµένου. Ότι 
τα διαφορετικά όργανα µετρούν διαφορετικές πτυχές της γνώσης δεν είναι απαραιτήτως 
αναπάντεχο εύρηµα, αλλά προκαλεί κάποια ανησυχία όταν τα όργανα που φαινοµενικά 
σχεδιάστηκαν για να συλλάβουν την ίδια δοµή µετρούν στην πραγµατικότητα σηµαντικά 
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διαφορετικές πτυχές αυτής της γνώσης, µε ελάχιστη σαφήνεια σχετικά µε αυτές τις 
διαφορές.  

Ένα σαφές εύρηµα που προκύπτει από τις σχετικές έρευνες είναι ότι τα προγράµµατα 
επιµόρφωσης των εκπαιδευτικών στα οποία κυριαρχούν µαθήµατα µεθόδων µε συνέπεια 
έδειχναν θετικά αποτελέσµατα ενώ τα προγράµµατα στα οποία κυριαρχούν τα µαθήµατα 
περιεχοµένου δεν συµβαίνει κάτι αντίστοιχο (π.χ. Begle, 1979; Ferguson & Womack, 
1993; Guyton & Farokhi, 1987; Monk, 1994).  Το δεύτερο εύρηµα είναι ότι τα θετικά 
αποτελέσµατα ήταν συχνότερα όταν το περιεχόµενο που διδάσκονταν στους 
εκπαιδευτικούς ήταν πιο κοντά στο περιεχόµενο που επρόκειτο να διδάξουν. Για 
παράδειγµα αρκετοί µελετητές οδηγήθηκαν σε θετικά αποτελέσµατα όταν 
χρησιµοποιούσαν τις εξετάσεις των µαθητών για να µετρήσουν τη γνώση των 
εκπαιδευτικών (Harbison & Hanushek, 1992; Mullens, Murnane & Willett, 1996).   
Ο Monk (1994) ενδυναµώνει τις ανωτέρω διαπιστώσεις βρίσκοντας ότι η 
παρακολούθηση µαθηµάτων απειροστικού λογισµού από εκπαιδευτικούς επηρεάζει τα 
αποτελέσµατα των µαθητών τους στην άλγεβρα αλλά όχι και στη γεωµετρία. Γενικά, 
προκύπτει ότι τα µαθηµατικά που διδάσκονται οι εκπαιδευτικοί ή τα µαθηµατικά που 
γνωρίζουν όταν µετρούνται, είναι σηµαντικό να συνδέονται µε υλικά ή αλληλεπιδράσεις 
που σχετίζονται µε τη σχολική τάξη και αυτό είναι απαραίτητη προϋπόθεση για τη 
βελτίωση της διδασκαλίας και της µάθησης.  

2.2.2 Η Μαθηµατική Γνώση για τη Διδασκαλία ως ερευνητικό πεδίο 

Τις τελευταίες δύο δεκαετίες, οι ερευνητές και οι εκπαιδευτές των εκπαιδευτικών των 
µαθηµατικών, επισηµαίνουν ολοένα και περισσότερο τη σηµασία της µαθηµατικής 
γνώσης που αφορά ειδικά τη διδασκαλία. Αυτή η γνώση, όπως έχει ήδη επισηµανθεί, 
θεωρείται διαφορετική από τη µαθηµατική γνώση που συνήθως διδάσκεται στα 
πανεπιστήµια και από τα µαθηµατικά που χρειάζονται άλλοι επαγγελµατίες εκτός από 
τους εκπαιδευτικούς. Αν και η Μαθηµατική Γνώση για τη Διδασκαλία (ΜΚΤ) 
περιλαµβάνει τη γνώση των µαθηµατικών που διδάσκεται στους µαθητές, είναι γενικά 
αποδεκτό ότι το είδος της κατανόησης αυτής της γνώσης που χρειάζονται οι 
εκπαιδευτικοί είναι διαφορετικό από αυτό που χρειάζονται οι µαθητές.  
Παρόλο, που στη βιβλιογραφία υπάρχει γενική συναίνεση για το ιδιαίτερο είδος της 
γνώσης που απαιτείται για τη διδασκαλία των µαθηµατικών, δεν υπάρχει συµφωνία 
σχετικά µε τους ορισµούς των επιµέρους χαρακτηριστικών της γνώσης αυτής, την 
ορολογία που χρησιµοποιείται, ακόµα και για τις βασικές έννοιες. Με αυξανόµενο το 
ενδιαφέρον για ιδέες σχετικά µε τη γνώση εξειδικευµένου επαγγελµατικού περιεχοµένου, 
στις αρχές της δεκαετίας του 2000 αναπτύχθηκαν έρευνες µεγάλης κλίµακας για την 
ανάπτυξη εργαλείων µέτρησης αυτού του είδους της γνώσης και χρήσης τους για την 
αξιολόγηση της επαγγελµατικής ανάπτυξης των εκπαιδευτικών (π.χ., Bell, Wilson, 
Higgins & McCoach, 2010), έρευνες για τη µελέτη των επιπτώσεων των δοµικών 
διαφορών της µαθηµατικής εκπαίδευσης των εκπαιδευτικών (π.χ. Kleickmann et al., 
2013) και την υποστήριξη πολιτικών και προγραµµάτων (π.χ. Hill, 2011a) και διερεύνηση 
του ρόλου της γνώσης του επαγγελµατικού περιεχοµένου στη διδασκαλία των µαθη-
µατικών (π.χ. Speer & Wagner, 2009). Τα µέσα µέτρησης αυτών των γνώσεων αποτελούν 
ένα κρίσιµο εργαλείο για την επίτευξη ουσιαστικής προόδου στο πεδίο. Θέτουν σε 
λειτουργία τις ιδέες που αναδύονται, δίνουν τη δυνατότητα για έλεγχο και υποστηρίζουν 
τη διερεύνηση των προτεινόµενων µοντέλων (Hoover, Mosvold, Ball & Lai, 2016). 
Οι Hoover, Mosvold, Ball & Lai (2016) πραγµατοποίησηαν µια εµπεριστατωµένη 
ανασκόπηση της διεθνούς (αγγλόφωνης) βιβλιογραφίας, η οποία έλαβε υπόψη της τα 
άρθρα που δηµοσιεύθηκαν µεταξύ 2006 και 2013 και τα οποία αναφέρονται σ’ ένα 
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διακριτό είδος µαθηµατικής γνώσης το οποίο απαιτείται για τη διδασκαλία. Με βάση την 
ανάγνωση περιλήψεων, 349 άρθρα αναγνωρίσθηκαν δυνητικά ως εµπειρικές µελέτες 
όπου µε κάποιο τρόπο χρησιµοποιήθηκε η ιδέα της ιδιαίτερης µαθηµατικής γνώσης που 
απαιτείται για τη διδασκαλία ως εννοιολογικό εργαλείο για τη διατύπωση ερευνητικών 
ερωτηµάτων ή δοµικής ανάλυσης. Στόχος της ανασκόπησης ήταν η χρησιµοποίηση µιας 
συστηµατικής διαδικασίας για τη συλλογή ενός συνόλου σχετικών µελετών που 
αντιπροσωπεύουν τη βιβλιογραφία από την περίοδο αυτή. Οι πίνακες 2.2.1.Α και 2.2.1.Β 
προσφέρουν ορισµένα στοιχεία από την εν λόγω ανασκόπηση. 

Πίνακας 2.2.1.Α. Μέγεθος άρθρου (αριθµός σελίδων), χρησιµοποιούµενο εργαλείο, βαθµίδα 
εκπαίδευσης και γεωγραφική περιοχή 

Κατηγορίες και κωδικοί Αριθµός άρθρων 

Μέγεθος  
Μικρά (<10) 60 
Μεσαία 1 (10-29) 51 
Μεσαία 2 (30-70) 34 
Μεγάλα (>70) 43 
Άλλο 2 

Εργαλεία  
COACTIV 4 
CVA 3 
DTAMS 3 
LMT 31 
TEDS-M 2 
Μη κατηγοριοποιηµένα 56 
Άλλο 91 

Βαθµίδα εκπαίδευσης  
Πρωτοβάθµια  81 
Γυµνάσιο  45 
Λύκειο  41 
Τριτοβάθµια 3 
Μεταξύ των βαθµίδων 20 

Περιοχές  
Αφρική 7 
Ασία 27 
Ευρώπη 22 
Λατινική Αµερική 3 
Βόρεια Αµερική 112 
Ωκεανία 15 
Μεταξύ των περιοχών 4 

(Hoover, Mosvold, Ball & Lai, 2016) 

Από τον Πίνακα 2.2.1.Α. φαίνεται ότι µεγάλος αριθµός µελετών εφαρµόζουν µη 
σταθµισµένα εργαλεία (instruments) ή καθόλου εργαλεία. Οι µελέτες που χρησιµοποιούν 
σταθµισµένα εργαλεία το κάνουν για να µετρήσουν τη γνώση των εκπαιδευτικών και τα 
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εργαλεία αυτά µετράνε τη µαθηµατική γνώση για τη διδασκαλία µε πιο συνηθισµένο να 
είναι το πρόγραµµα Μάθησης Μαθηµατικών για τη Διδασκαλία (Learning Mathematics 
for Teaching, LMT). Οι περισσότερες µελέτες εστιάζουν στην πρωτοβάθµια εκπαίδευση 
και πραγµατοποιούνται κυρίως στη βόρεια Αµερική.  

Ο Πίνακας 2.2.1.B παρέχει µια κατηγοριοποίηση µε βάση τα ερευνητικά ερωτήµατα. Με 
την συντοµογραφία SM δεν εννοείται κάποιο ακρωνύµιο αλλά συµβολίζεται η ποικιλία 
των τρόπων µε τους οποίους έχει προσεγγιστεί και ονοµαστεί η µαθηµατική γνώση για τη 
διδασκαλία. 

Πίνακας 2.2.1.B. Κατηγοριοποίηση των ερευνητικών ερωτηµάτων  

Προβλήµατα  Αριθµός 
άρθρων % 

Φύση και περιεχόµενο του SM 55 28,9 

Τι είναι SM; 34  

Ποια η σχέση µεταξύ των πτυχών του SM ή µε άλλες µεταβλητές  21  

Βελτίωση του SM 81 42,6 

Ποια επεγγελµατική ανάπτυξη βελτιώνει την SM των 
εκπαιδευτικών; 

28  

Ποια εκπαίδευση εκπαιδευτικών βελτιώνει την SM των 
εκπαιδευτικών; 

28  

Ποια προγράµµατα σπουδών/δραστηριότητες βελτιώνουν την SM 
των εκπαιδευτικών 

10  

Ποια διδακτική πρακτική βελτιώνει την SM των εκπαιδευτικών; 0  

Πως αναπτύσσεται η SM 15  

Πως αυξάνεται η διδασκαλία και η µάθηση της SM; 0  

Συµβολή της SM 33 17,4 

Συµβάλλει η SM στη διδακτική πρακτική; 6  

Πως συµβάλλει η SM στη διδακτική πρακτική; 12  

Συµβάλλει η SM στη µάθηση των µαθητών; 15  

Πως συµβάλλει η SM στη µάθηση των µαθητών; 0  

Άλλο   

Ποια SM γνωρίζουν οι εκπαιδευτικοί; 21 11,1 

Πως επηρεάζει την πολιτική η SM των εκπαιδευτικών; 0 0 

Σύνολο 190 100 

(Hoover, Mosvold, Ball & Lai, 2016) 

2.2.3 Ανάπτυξη της µαθηµατικής γνώσης για τη διδασκαλία 
Σύµφωνα µε κάποιους εµπειρογνώµονες και σχεδιαστές εκπαιδευτικών προγραµµάτων ο 
αντίκτυπος των σχετικών εµπειρικών ερευνών συνδέεται µε επιχειρήµατα που 
υποστηρίζουν ότι η διδασκαλία εξειδικευµένης επαγγελµατικής γνώσης είναι αρκετή για 
να οδηγήσει στην προτεραιότητα της µαθηµατικής γνώσης για τη διδασκαλία κατά τη 
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µαθηµατική εκπαίδευση των εκπαιδευτικών. Έτσι, αρκετές πολιτικές πιέζουν στην 
αύξηση των µαθηµάτων µαθηµατικών που απαιτούνται να παρακολουθήσουν οι 
εκπαιδευτικοί, παρόλο χωρίς αυτά να συνδέονται µε τη διδασκαλία και σε αντίθεση µε τα 
ευρήµατα των ερευνών που δεν υποστηρίζουν ότι µε αυτό τον τρόπο επιτυγχάνεται 
βελτίωση της διδασκαλίας (π.χ. Youngs & Qian, 2013). Αυτές οι πολιτικές δεν 
προκύπτουν τόσο ως αποτέλεσµα της παρατεταµένης αµφιβολίας για τα εµπειρικά 
αποτελέσµατα αλλά περισσότερο ως αποτέλεσµα της υπερβολικής έκφρασης της 
αντίληψης ότι η γνώση του περιεχοµένου είναι αποκλειστικός παράγοντας για την καλή 
διδασκαλία, ακόµη και ενόψει των αποδεικτικών στοιχείων που το διαψεύδουν. Φυσικά, 
είναι απαραίτητο ένα υψηλό επίπεδο γνώσης του περιεχοµένου, αλλά η προετοιµασία των 
εκπαιδευτικών µε µαθήµατα µαθηµατικών που δεν συνδέονται µε το περιεχόµενο που 
διδάσκεται ή µε τη δουλειά που εµπλέκεται στη διδασκαλία δεν φαίνεται να συµβάλλει 
στη βελτίωση της διδασκαλίας. 

Κάποιες ερευνητικές οµάδες δεν στοχεύουν στη µέτρηση της γνώσης των εκπαιδευτικών, 
αλλά διαθέτουν αναπτυγµένες προσεγγίσεις που ενηµερώνονται µε προσεκτικό 
προβληµατισµό, για την επιστηµονική παρατήρηση της πρακτικής των εκπαιδευτικών και 
της πραγµατικής υιοθέτησης ιδεών και πρακτικών. Μία σηµαντική ιδέα που προκύπτει 
από αυτές τις έρευνες είναι ότι ο κυκλικός σχεδιασµός µέσω µαθηµατικών ιδεών, 
παιδαγωγικών σκέψεων και της ανατροφοδοτικής τους εφαρµογής είναι ζωτικής 
σηµασίας για το σχεδιασµό της επαγγελµατικής εξέλιξης.  
 Για παράδειγµα, οι Silver, Clark, Ghousseini, Charalambous & Sealy (2007) παρέχουν 
στοιχεία για το αν και πώς οι εκπαιδευτικοί θα µπορούσαν να ενισχύσουν τις 
µαθηµατικές γνώσεις τους για τη διδασκαλία, µέσω µηνιαίων πρακτικών σεµιναρίων 
επαγγελµατικής εξέλιξης, στην εξέταση παιδαγωγικών θεµάτων που βασίζονται σε 
συγκεκριµένες περιπτώσεις, στον προγραµµατισµό, στη διδασκαλία και στη συζήτηση 
των µαθηµάτων σε συνεργασία. Εστιάζοντας στις αλληλεπιδράσεις ενός εκπαιδευτικού, 
καταγράφουν τρόπους µε τους οποίους αυτές οι δραστηριότητες παρέχουν ευκαιρίες 
στους εκπαιδευτικούς να δηµιουργήσουν συνδέσεις µεταξύ των µαθηµατικών ιδεών και 
να εξετάσουν αυτές τις ιδέες σε σχέση µε τη σκέψη και τη διδασκαλία των µαθητών. 
Χωρίς να αποκαλύπτουν τα αποτελέσµατα αυτού που αναφέρουν ως «κύκλο εργασιών 
επαγγελµατικής µάθησης», τεκµηριώνουν τη δυναµική µε την οποία ο δάσκαλος, από µια 
αρχική εµπειρία που επιλύει ένα µη τετριµµένο µαθηµατικό πρόβληµα, υποστηριζόµενη 
από µαθηµατικά ευαίσθητη διευκόλυνση, διαδοχικά ασχολείται µε µαθηµατικά και 
παιδαγωγικά ζητήµατα µε τρόπους που δηµιουργούν ορατά συνδέσεις µεταξύ 
µαθηµατικών ιδεών, παιδαγωγικής πρακτικής και αναπτυσσόµενης µαθηµατικής γνώσης 
για τη διδασκαλία. Επιπλέον, υποστηρίζουν ότι ο κυκλικός σχεδιασµός τους αύξησε τα 
κίνητρα των εκπαιδευτικών για την εκµάθηση των µαθηµατικών, τόσο στα εργαστήρια 
όσο και στην καθηµερινή πρακτική τους.  
Οµοίως, σε µια προσπάθεια να καλυφθεί το χάσµα µεταξύ ενός οράµατος µεταρρύθµισης 
και της πρακτικής της διδασκαλίας και της µάθησης των µαθηµατικών, οι Koellner et al. 
(2007) εφάρµοσαν ένα µοντέλο επαγγελµατικής ανάπτυξης σχεδιασµένο να βοηθήσει 
τους δασκάλους να εµβαθύνουν τις µαθηµατικές τους γνώσεις για τη διδασκαλία µέσω 
ενός κύκλου επίλυσης ενός µαθηµατικού προβλήµατος, διδασκαλίας του προβλήµατος 
και ανάλυσης ερωτήσεων πρώτα του εκπαιδευτικού και, στη συνέχεια, της σκέψης των 
µαθητών σε βίντεο της διδασκαλίας τους. Προκειµένου να κατανοήσουν τις ευκαιρίες 
µάθησης που προσφέρονται από αυτό που χαρακτηρίζουν ως «σχεδιασµό κύκλου επίλυ- 
σης προβληµάτων», ανέλυαν τα τεχνουργήµατα από δύο χρόνια µιας σειράς µηνιαίων, 
ολοήµερων εργαστηρίων µε δέκα δασκάλους µαθηµατικών γυµνασίου, συµπεριλαµ- 
βανοµένων βίντεο εργαστηρίων και συνεντεύξεων µε τους διευκολυντές (facilitators). Οι 
ερευνητές χρησιµοποίησαν τους τοµείς γνώσης που προσδιορίστηκαν από τους Ball, 
Thames & Phelps (2008) για να αναλύσουν διάφορες αλληλεπιδράσεις εκπαιδευτικών. 
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Διαπίστωσαν ότι αρκετές ευκαιρίες µάθησης παρέχονταν από διαφορετικές 
δραστηριότητες: αναπτύχθηκε εξειδικευµένη γνώση περιεχοµένου µε τη σύγκριση, την 
τεκµηρίωση και τη σύνδεση µεταξύ των διαφόρων στρατηγικών λύσης. Γνώση του 
περιεχοµένου και της διδασκαλίας αναπτύχθηκε µε την ανάλυση των ερωτήσεων των 
εκπαιδευτικών στα βίντεο από τα µαθήµατα των δασκάλων και η γνώση του 
περιεχοµένου και των φοιτητών αναπτύχθηκε µε την ανάλυση των µεθόδων λύσης των 
µαθητών (ερµηνεία και εξέταση των συνεπειών τους για την διδασκαλία). Οι ερευνητές 
διαπίστωσαν ότι η ανατροφοδότηση, η τεκµηρίωση και η συζήτηση σχετικά µε τη φύση 
της σκέψης των µαθητών και των εκπαιδευοµένων που εµφανίζονται στα βίντεο της δικής 
τους διδασκαλίας, οδήγησαν τους δασκάλους να επεκτείνουν τις µαθηµατικές τους 
γνώσεις για τη διδασκαλία, καθώς επανεξέταζαν το πρόβληµα των µαθηµατικών και τον 
τρόπο µε τον οποίο θα µπορούσαν να διδάξουν το πρόβληµα υπό το πρίσµα της νέας τους 
εκτίµησης για το πώς οι µαθητές θα µπορούσαν να προσεγγίσουν το πρόβληµα.  
Σε όλη την ανάλυση, οι συγγραφείς διαπίστωσαν ότι η εξειδικευµένη γνώση 
περιεχοµένου αλληλεπιδρά µε την παιδαγωγική γνώση περιεχοµένου στην ερµηνεία των 
µαθηµάτων τόσο της σκέψης όσο και του προγραµµατισµού των µαθητών. Υποστηρίζουν 
ότι τα εργαστήρια ανέπτυξαν τις µαθηµατικές γνώσεις των διδασκόντων για διδασκαλία, 
υποστηρίζοντας τις τρέχουσες γνώσεις των εκπαιδευτικών, ενώ σταδιακά τους 
προκαλούσαν να αποκτήσουν νέα κατανόηση για το σκοπό της εργασίας τους ως 
εκπαιδευτικών.  

Ακόµη στο πεδίο έχουν αναπτυχθεί σχετικές συγκριτικές µελέτες µε µετρήσιµα 
χαρακτηριστικά. Για παράδειγµα, οι Bell, Wilson, Higgins & McCoach (2010), 
υποστηρίζουν ότι ο πρακτικός χαρακτήρας του προγράµµατος ανάπτυξης των 
µαθηµατικών ιδεών (Developing Mathematical Ideas, DMI) εξηγεί καλύτερα τη µάθηση 
των εκπαιδευτικών που συµµετέχουν στη διδασκαλία των µαθηµατικών γνώσεων. Οι 
ερευνητές εξέτασαν τις γνώσεις περιεχοµένου 308 εκπαιδευτικών πριν και µετά την 
συµµετοχή τους στο πρόγραµµα και έκαναν συγκρίσεις µε οµάδες ελέγχου. Βρήκαν 
σηµαντικά πιο θετικά αποτελέσµατα για τους εκπαιδευτικούς που συµµετείχαν στο 
πρόγραµµα και ότι αυτά τα αποτελέσµατα συνδέονταν µε το εύρος ευκαιριών µάθησης 
που παρέχονταν από τους διευκολυντές. Μελετώντας µεθοδικά µια σειρά εναλλακτικών 
εξηγήσεων για τη βελτίωση των εκπαιδευτικών που συµµετείχαν στο πρόγραµµα, οι 
ερευνητές τονίζουν το χαρακτηριστικό της επαγγελµατικής ανάπτυξης στην τάξη, όπου οι 
καθηγητές κινούνται µεταξύ των σεµιναρίων και των δικών τους τάξεων, λαµβάνοντας 
γραπτή ανατροφοδότηση από την τακτική παρακολούθηση των διευκολυντών. 

Αναφερόµενοι στο επιχείρηµα των Ball & Cohen’s (1999) ότι η µάθηση των 
εκπαιδευτικών πρέπει να ενσωµατωθεί στην πράξη, οι Bell, Wilson, Higgins & McCoach 
(2010) επισηµαίνουν ότι η σύνδεση µε την πρακτική µπορεί να ωθήσει τη µάθηση των 
εκπαιδευτικών µέσα και από την καθηµερινή τους εργασία, αυξάνοντας σηµαντικά τη 
συνολική ικανότητα µάθησης και βελτίωσης των εκπαιδευτικών. Υποστηρίζουν ότι η 
πρακτική φύση του σχεδιασµού τους έρχεται σε αντίθεση µε την επαγγελµατική εξέλιξη 
που πραγµατοποιείται εκτός της πρακτικής των εκπαιδευτικών. 

2.2.4 Εφαρµογές της µαθηµατικής γνώσης για τη διδασκαλία 

Ενώ πολλές έρευνες έχουν µελετήσει τη φύση και τη σύνθεση των µαθηµατικών γνώσεων 
για τη διδασκαλία και την ανάπτυξη της γνώσης των εκπαιδευτικών, λίγες µελέτες έχουν 
διερευνήσει τις επιπτώσεις που έχει αυτή η γνώση στη διδασκαλία και τη µάθηση των 
µαθητών. Βασική προϋπόθεση για την έρευνα στην κατεύθυνση αυτή ήταν η ανάπτυξη 
ισχυρών εργαλείων αξιολόγησης της µαθηµατικής γνώσης για τη διδασκαλία. Στο πεδίο 
έχουν βρεθεί στοιχεία που συνδέουν τη µαθηµατική γνώση για τη διδασκαλία µε τα 
αποτελέσµατα των µαθητών µε βάση τη χρήση του εργαλείου LMT (π.χ. Hill, Rowan & 



Μαθηµατική γνώση των εκπαιδευτικών για τη διδασκαλία των Ανώτερων Μαθηµατικών στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση 

 37 Σ. Ζωιτσάκος 

Ball, 2005; Rockoff, Jacob, Kane & Staiger, 2011), του εργαλείου COACTIV (Baumert et 
al., 2010, Kunter et al., 2013) και το µέσο ανάλυσης βίντεο στην τάξη (CVA) (π.χ., 
Kersting et al., 2010, Kersting et al., 2012). Ένας µικρότερος αριθµός µελετών 
διερεύνησε τις σχέσεις µεταξύ της διδακτικής πρακτικής της µαθηµατικής γνώσης για τη 
διδασκαλία και τα αποτελέσµατα των µαθητών (π.χ. Hill, Kapitula & Umland, 2011). Σε 
αυτές τις µελέτες, η µάθηση των µαθητών µετριέται ως επί το πλείστον µε τυποποιηµένες 
βαθµολογίες σε ερωτήµατα ενώ οι τρόποι µε τους οποίους µετριέται η ποιότητα 
διδασκαλίας ποικίλλει. Τα αποτελέσµατα δείχνουν ότι, σε γενικές γραµµές, η µαθηµατική 
γνώση για τη διδασκαλία επηρεάζει τη διδασκαλία και τη µάθηση των µαθητών. 

Oι Hill, Umland, Litke & Kapititu (2012) στη µελέτη τους µε 34 εκπαιδευτικούς, 
κατέδειξαν ότι η σχέση µεταξύ µαθηµατικών γνώσεων για τη διδασκαλία (µετρούµενη µε 
το µέσο LMT) και η ποιότητα της διδασκαλίας είναι περίπλοκη. Ενώ οι ασθενέστερες 
µαθηµατικές γνώσεις για τη διδασκαλία φαινόταν να σχετίζονται µε φτωχότερη ποιότητα 
διδασκαλίας και ισχυρότερη µαθηµατική γνώση για τη διδασκαλία φαινόταν να 
προβλέπει υψηλότερη ποιότητα διδασκαλίας, οι εκπαιδευτικοί που εµφανίζονταν µε µέσο 
επίπεδο µαθηµατικής γνώσης για τη διδασκαλία µε βάση το εργαλείο µέτρησης LMT 
διέφεραν ευρέως στην ποιότητα της διδασκαλίας τους. Επίσης, τα αποτελέσµατα των 
µαθητών εκείνων που είχαν για δασκάλους, αυτούς µε µέσο επίπεδο µαθηµατικής γνώσης 
για τη διδασκαλία παρουσιάζαν και αυτά µη αναµενόµενη ευρύτητα.  

Επιπλέον, η µελέτη 10 καθηγητών από τους Hill et al. (2008), διαπίστωσε ότι παράγοντες 
όπως οι πεποιθήσεις των εκπαιδευτικών και η επαγγελµατική τους ανάπτυξη, είναι επίσης 
παράγοντες πιθανής επιρροής, και οι παράγοντες αυτοί θα µπορούσαν να έχουν θετικά ή 
αρνητικά αποτελέσµατα ανάλογα µε τη µαθηµατική γνώση των εκπαιδευτικών για τη 
διδασκαλία. Αυτές οι δύο µελέτες υπογραµµίζουν ότι η απλή καθιέρωση των επιπτώσεων 
της γνώσης στη διδασκαλία δεν αρκεί για τη λήψη αποφάσεων σχετικά µε την 
εκπαίδευση των εκπαιδευτικών. 
Μια προσέγγιση που αξίζει να διερευνηθεί είναι αυτή που προκύπτει από τη θεώρηση 
των Cohen, Raudenbush & Ball (2003), οι οποίοι αντιµετωπίζουν τη γνώση των 
εκπαιδευτικών για τη διδασκαλία ως έναν από τους πόρους των διδακτικών 
αλληλεπιδράσεων που επιτελούνται κατά τη διδασκαλία των µαθηµατικών. Αυτή η 
παρατήρηση δείχνει ότι εκτός από τις γενικές µελέτες επιπτώσεων στη διδασκαλία και τη 
µάθηση, θα ήταν χρήσιµο να µάθουµε περισσότερα σχετικά µε το ποιες συγκεκριµένες 
πτυχές της διδασκαλίας και της µάθησης επηρεάζονται από τη γνώση του περιεχοµένου 
των εκπαιδευτικών, ποιες συγκεκριµένες πτυχές της γνώσης περιεχοµένου των 
εκπαιδευτικών επηρεάζουν και πώς τις επιπτώσεις των αλληλεπιδράσεων µεταξύ 
εκπαιδευτικών και µαθητών γύρω από το περιεχόµενο.  
Μια ελπιδοφόρα έρευνα στην κατεύθυνση της διερεύνησης της συγκεκριµένης επίδρασης 
που έχει η µαθηµατική γνώση για τη διδασκαλία στη ίδια τη διδασκαλία είναι αυτή των 
Speer & Wagner (2009) που διαπραγµατεύεται την υποστήριξη ενός εκπαιδευτικού στις 
συζητήσεις στην τάξη. Οι ερευνητές υποστηρίζουν ότι οι πτυχές της παιδαγωγικής 
γνώσης περιεχοµένου είναι σηµαντικές για να βοηθήσουν τους µαθητές να βρουν 
παραγωγικούς τρόπους επίλυσης συγκεκριµένων προβληµάτων και για να κατανοήσουν 
ποιες συνεισφορές – σωστές η λανθασµένες - είναι σηµαντικό να αναδειχθούν σε µια 
συζήτηση. Υποδεικνύουν τρόπους µε τους οποίους η ιδιαίτερη γνώση της κατανόησης 
των µαθητών βοηθά τους καθηγητές να διασφαλίσουν ότι το µάθηµα επιτυγχάνει τους 
επιδιωκόµενους µαθηµατικούς στόχους, κατανοώντας το ρόλο των συγκεκριµένων 
µαθηµατικών ιδεών στην ανάπτυξη των µαθητών. 

Με παρόµοιο τρόπο, η µελέτη του Charalambous (2010) εξετάζει τις γνώσεις των 
εκπαιδευτικών σχετικά µε την επιλογή και τη χρήση µαθηµατικών δραστηριοτήτων. 
Μελετώντας τη διδασκαλία δύο δασκάλων πρωτοβάθµιας εκπαίδευσης µε διαφορετικά 
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επίπεδα µαθηµατικής γνώσης για διδασκαλία, διαπίστωσε αξιοσηµείωτες διαφορές στην 
ποιότητα της διδασκαλίας τους. Χρησιµοποίησε το πλαίσιο των µαθηµατικών 
δραστηριοτήτων των Stein, Engle, Smith & Hughes (2008) για να εξετάσει το γνωστικό 
επίπεδο των σχεδιασµένων δραστηριοτήτων και διατύπωσε τρεις υποθέσεις σχετικά µε 
τους µηχανισµούς επίδρασης της  µαθηµατικής γνώσης για τη διδασκαλία στην επιλογή 
των εκπαιδευτικών και τη χρήση των µαθηµατικών δραστηριοτήτων.  

Πρώτον, ότι η ισχυρή µαθηµατική γνώση για τη διδασκαλία µπορεί να συµβάλλει στη 
χρήση αναπαραστάσεων που υποστηρίζουν τους µαθητές στην επίλυση προβληµάτων, 
ενώ η ασθενέστερη µαθηµατική γνώση για τη διδασκαλία µπορεί να περιορίσει την 
διδασκαλία στην αποµνηµόνευση των κανόνων. Δεύτερον, ότι η µαθηµατική γνώση για 
τη διδασκαλία φαίνεται να υποστηρίζει την ικανότητα των εκπαιδευτικών να παρέχουν 
εξηγήσεις που δίνουν νόηµα στις µαθηµατικές διαδικασίες. Τρίτον, πως οι µαθηµατικές 
γνώσεις των διδασκόντων για τη διδασκαλία µπορεί να σχετίζονται µε την ικανότητά 
τους να ακολουθούν την σκέψη των µαθητών και να υποστηρίζουν την ανάπτυξη της 
κατανόησής τους. 
Οι ανωτέρω δύο µελέτες αποτελούν παραδείγµατα πιθανών αναλύσεων της µαθηµατικής 
γνώσης για τη διδασκαλία σε σχέση µε τα πλαίσια διδασκαλίας και µάθησης. Αξιοποιούν 
τα ευρήµατα σχετικά µε τη διδασκαλία για να ερευνήσουν τις συνεισφορές της 
µαθηµατικής γνώσης για τη διδασκαλία µε τρόπους που αρχίζουν να αποδοµούν τον 
συγκεκριµένο ρόλο που διαδραµατίζει η γνώση αυτή. Δεν είναι οι µόνες µελέτες σε αυτή 
την κατεύθυνση, αλλά είναι χαρακτηριστικές ανάµεσα στις λίγες που υπάρχουν. 
Βασιζόµενη στις συγκεκριµένες ιδέες, η περαιτέρω αντίληψη των σαφώς µαθηµατικών 
όψεων της διδασκαλίας µπορεί να προσφέρει ακόµα πιο εστιασµένα περιβάλλοντα για τη 
µελέτη της µαθηµατικής γνώσης για τη διδασκαλία ως πόρου για τη διδασκαλία. 

2.2.5 Ζητήµατα µεθοδολογίας  της έρευνας  
Ένα κεντρικό πρόβληµα για την πρόοδο στο πεδίο είναι η έλλειψη σαφώς κατανοητής και 
εφαρµόσιµης µεθοδολογίας για τη µελέτη και ανάπτυξη της µαθηµατικής γνώσης για τη 
διδασκαλία. Στην βιβλιογραφία διαπιστώνεται ότι οι µέθοδοι ποικίλλουν ευρέως, 
παρουσιάζουν σχετικές ιδιαιτερότητες και είναι γενικά αδύναµες. Σε ορισµένες 
περιπτώσεις επιχειρούν να κάνουν αιτιώδεις ισχυρισµούς από ερευνητικά σχέδια που δεν 
είναι κατάλληλα για τέτοιες απαιτήσεις και σε άλλες παρέχουν τεκµηριωµένους 
ισχυρισµούς αλλά από ασαφείς διαδικασίες µε βάση συλλογισµούς που βρίσκονται σε 
εξέλιξη. Η έλλειψη σαφήνειας και αυστηρότητας των µεθόδων, µπορεί να είναι 
αποτέλεσµα πολλών παραγόντων, όπως η ανεπαρκής κατανόηση του θεωρητικού 
υπόβαθρου, ανταγωνιστικοί σκοποί της έρευνας (συχνά ακόµα και σε µια µόνο µελέτη) 
και αβεβαιότητα ισχυρισµών σχετικά µε το αν κάτι αποτελεί ή δεν αποτελεί 
επαγγελµατική γνώση. Οι προσπάθειες για τον σχεδιασµό αξιόπιστων µελετών για τη 
διατύπωση των χρησιµοποιούµενων µεθόδων υποδηλώνουν την ανάγκη για αυξηµένη 
προσοχή στη µέθοδο. Αυτό δεν πρέπει να προκαλεί έκπληξη. Η ζωτικότητα της έρευνας 
σε περιοχές που βρίσκονται ακόµα σε πρώιµα στάδια της θεωρητικής τους ανάπτυξης 
απαιτεί την ταυτόχρονη εξέταση της µεθόδου (Hoover et al. 2016). 
Όπως προαναφέρθηκε οι πρώτες έρευνες για τη γνώση του περιεχοµένου των 
εκπαιδευτικών περιορίζονταν κυρίως σε συσχετιστικές µελέτες (π.χ., Begle, 1979). Οι 
µελέτες συσχέτισης παραµένουν ακόµα εµφανείς στο πεδίο (π.χ., Baumert et al., 2010; 
Hill, Rowan & Ball, 2005; Kersting et al., 2010). Αλλά στη δεκαετία του 1980 και του 
1990 άρχισαν µελέτες µε συνεντεύξεις εκπαιδευτικών µε στόχο τη διερεύνηση της 
γνώσης τους (Ball, Lubienski & Mewborn, 2001). Για τις προσεγγίσεις αυτές εγείρονται 
οι εξής βασικοί προβληµατισµοί. Πρώτον, συχνά οι προσεγγίσεις επικεντρώνονταν στον 
εντοπισµό ελλειµµάτων στις µαθηµατικές γνώσεις των εκπαιδευτικών, αντί να 
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αποσαφηνίσουν τη µαθηµατική γνώση που απαιτείται για τη διδασκαλία. Δεύτερον, αν 
και µερικές συνεντεύξεις που προέκυψαν, προέτρεπαν στην ανάπτυξη και υποστήριξη 
κάποιας υπερβολής στις µελέτες, η απαίτηση πρόσθετων προκλήσεων υψηλής ποιότητας 
δεν ήταν εύκολο να ικανοποιηθεί. Η ισχύς αυτών των πρώιµων συνεντεύξεων ήταν η 
επικέντρωση σε συγκεκριµένα χαρακτηριστικά παραδείγµατα εξειδικευµένων 
µαθηµατικών γνώσεων που θα ήταν σηµαντικό για να διαθέτουν οι εκπαιδευτικοί. Η 
αδυναµία τους ήταν ότι επικεντρώθηκαν στη συζήτηση σχετικά µε την έλλειψη γνώσεων 
των εκπαιδευτικών, παρέχοντας παράλληλα ελάχιστα στοιχεία σχετικά µε το πώς να 
καλύψουν αυτές τις ελλείψεις και άφησαν το δύσκολο έργο της δηµιουργίας καλών 
προτροπών ανεξιχνίαστο. 
Παροµοίως, οι µέθοδοι για τις µελέτες παρατήρησης συχνά ήταν ασθενώς 
προσδιορισµένες και δύσκολο να χρησιµοποιηθούν από άλλους µελετητές ως βάση για 
συµπληρωµατική µελέτη. Για παράδειγµα, λόγω των ελλείψεων των συνεντεύξεων των 
εκπαιδευτικών, η ερευνητική οµάδα του Πανεπιστηµίου του Μίτσιγκαν ανέπτυξε µια 
προσέγγιση βασισµένη στη µελέτη των βιντεοσκοπηµένων διδασκαλιών (Ball & Bass, 
2003, Thames, 2009). Αυτή η προσέγγιση απαιτεί την ταυτόχρονη κατανόηση του έργου 
της διδασκαλίας και των µαθηµατικών απαιτήσεων του έργου αυτού. Είναι µια εµπειρική, 
διεπιστηµονική, αναλυτική-εννοιολογική έρευνα που περιλαµβάνει την ανάπτυξη εννοιών 
και εννοιολογικής πλαισίωσης µε την ανάλυση του φαινοµένου και τη συστηµατική 
δοκιµή προτάσεων σε συνέπεια, µε τα δεδοµένα και µε συγκεκριµένες θεωρητικές και 
πρακτικές προοπτικές. Η προσέγγιση είναι χρονοβόρα και δαπανηρή, απαιτεί 
εξειδικευµένη χρήση της γνώσης των εµπειρογνωµόνων και είναι αρκετά ανεπαρκής για 
να τεθεί σε ευρύτερη χρήση.  

Το κλειδί για την κατανόηση της διδασκαλίας και των απαιτήσεων της γνώσης είναι η 
κατανόηση της πλαισιωµένης συλλογιστικής της. Με άλλα λόγια, η ουσιαστική µελέτη 
της διδασκαλίας πρέπει να συνυπολογίζει την κατευθυνόµενη και συµφραζόµενη φύση 
του έργου. Διαφαίνεται, ότι η εν λόγω µελέτη απαιτεί την ανάπτυξη και τη χρήση 
µεθόδων που ταιριάζουν µε το έργο της διδασκαλίας και αυτό σηµαίνει µεγαλύτερη 
εξάρτηση από την υποκείµενη θεωρία της διδασκαλίας στο σχεδιασµό µελετών και την 
επιλογή των µεθόδων ανάλυσης. Όπως συνοψίζει η Gherardi (2012, σελ. 20) για τη 
διεξαγωγή µελετών που βασίζονται στην πρακτική, «η εµπειρική µελέτη που 
οργανώνεται ως η γνώση µε επικέντρωση στην πράξη απαιτεί ανάλυση του τρόπου, µε 
βάση τις εργασιακές πρακτικές, τους πόρους που συλλογικά ενεργοποιούνται και 
ευθυγραµµίζονται µε επάρκεια». Ισχυρίζεται λοιπόν, ότι για την εµπεριστατωµένη µελέτη 
του τρόπου µε τον οποίο µεθοδολογικές προσεγγίσεις εφαρµόζονται απαιτείται 
τοποθέτησή τους σε σχέση µε τη φύση της πρακτικής και τη συνεχή ανασύσταση τους 
στο πλαίσιο της επαγγελµατικής εργασίας.  

Μια δεύτερη παρατήρηση που φαίνεται να εγείρει επιπρόσθετες ανησυχίες για την 
ανάπτυξη νέων µεθόδων είναι η επισήµανση ότι η µαθηµατική γνώση για τη διδασκαλία 
είναι επαγγελµατική γνώση, µε την έννοια ότι διαµοιράζονται τεχνικές γνώσεις που 
καθορίζονται από επαγγελµατικούς λόγους, αλλά είναι διακριτή ως ένα σώµα γνώσης το 
οποίο απαιτεί τον συντονισµό των µαθηµατικών και της διδασκαλίας, που είναι 
διαφορετικοί τοµείς εξειδίκευσης που λειτουργούν σε διαφορετικές επαγγελµατικές 
κοινότητες. Έτσι, η µελέτη τέτοιων γνώσεων απαιτεί συντονισµό µεταξύ διαφορετικών 
επαγγελµατικών κοινοτήτων µε διαφορετικά µε επιστηµονικά θεµέλια. Με άλλα λόγια, η 
µελέτη της µαθηµατικής γνώσης για τη διδασκαλία απαιτεί ή ενισχύεται τουλάχιστον από 
τη συλλογική εργασία σε ξεχωριστές επαγγελµατικές κοινότητες µε διαφορετική 
εξειδίκευση και διαφορετικά επαγγελµατικά πρότυπα και πρακτικές και το έργο αυτό 
απαιτεί ιδιαίτερη προσοχή και υποστήριξη (Star & Griesemer, 1989). 
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2.3 Συµβολή της Ανώτερης Μαθηµατικής Γνώσης και Σκέψης στη διδασκαλία 
Η ενότητα αυτή διαπραγµατεύεται αρχικά διαφορετικές νοητικές προσεγγίσεις που έχουν 
αναπτυχθεί για τη µαθηµατική γνώση και σκέψη. Στη συνέχεια η εστίαση στρέφεται στην 
Ανώτερη Μαθηµατική γνώση και Σκέψη όπου παρουσιάζονται µορφοποιηµένες 
προσεγγίσεις, αναλύονται βασικά χαρακτηριστικά και λειτουργίες της επικεντρώνοντας 
στο ρόλο της στη διδακτική πρακτική και στην εκπαίδευση των εκπαιδευτικών. 

2.3.1 Διαφορετικές νοητικές προσεγγίσεις στη µαθηµατική γνώση και σκέψη 
Στις αρχές του εικοστού αιώνα ο Henri Poincaré διατύπωσε την άποψη ότι: 

Είναι αδύνατο να µελετήσουµε τα έργα των σπουδαίων µαθηµατικών, ή ακόµα και 
ακόµα και των λιγότερο σηµαντικών, χωρίς να παρατηρήσουµε και να διακρίνουµε 
δύο αντίθετες τάσεις ή µάλλον δύο τελείως διαφορετικά είδη νοητικών προσεγγίσεων. 
Το ένα είδος είναι πάνω απ’ όλα προσηλωµένο στη λογική. όταν διαβάζει κάποιος τα 
έργα τους, µπαίνει στον πειρασµό να πιστέψει ότι έχουν προχωρήσει µόνο βήµα-βήµα, 
σύµφωνα µε τον τρόπο που ο Vauban1 πολιορκούσε στα χαρακώµατα, χωρίς να αφήνει 
τίποτα στην τύχη. Το άλλο είδος οδηγείται από τη διαίσθηση και µε το πρώτο χτύπηµα 
κάνει γρήγορες αλλά µερικές φορές επισφαλείς κατακτήσεις, όπως οι τολµηροί ιππείς 
της προωθηµένης  φρουράς.       (Poincaré, 1913, σ. 210) 

Υποστήριζε το επιχείρηµά του µε βάση την διαφορά των προσεγγίσεων πολλών 
µαθηµατικών, συµπεριλαµβανοµένων και διασήµων όπως ο Weierstrass και ο Riemann 
συσχετίζοντας αυτή την επισήµανση µε τις προσεγγίσεις των µαθητών. 

O Weierstrass οδηγεί τα πάντα πίσω στην εξέταση της σειράς και των αναλυτικών 
µετασχηµατισµών τους. Για να το εκφράσει καλύτερα, µειώνει την ανάλυση σε ένα 
είδος επέκτασης της αριθµητικής. µπορείτε να φυλλοµετρήσετε όλα τα βιβλία του 
χωρίς να βρείτε ένα σχήµα. Ο Riemann, αντιθέτως, καλεί αµέσως τη γεωµετρία για 
βοήθεια. Σε κάθε µία από τις αντιλήψεις του είναι µια εικόνα που κανείς δεν µπορεί να 
ξεχάσει, αφού έχει καταλάβει το νόηµά της. 
... Μεταξύ των φοιτητών µας παρατηρούµε τις ίδιες διαφορές. ορισµένοι προτιµούν να 
αντιµετωπίζουν τα προβλήµατά τους «µε ανάλυση», άλλοι µε γεωµετρία». Οι πρώτοι 
είναι ανίκανοι να «βλέπουν στο χώρο», οι άλλοι γρήγορα κουράζονται από τους 
µακροσκελείς υπολογισµούς και έρχονται σε αµηχανία.    (Poincaré, 1913, σ. 212) 

Βεβαίως, δεν υπάρχουν µόνο δύο διαφορετικά είδη µαθηµατικών νοητικών 
προσεγγίσεων, αλλά πολλά. Ο Kronecker συµφώνησε µε τον Weierstrass ότι η λογική 
απόδειξη ήταν υψίστης σηµασίας και υπερβαίνει τα διαισθητικά οπτικά επιχειρήµατα, 
αλλά οι θεµελιώδεις πεποιθήσεις τους για τη φύση των µαθηµατικών εννοιών ήταν πολύ 
διαφορετικές. Ο Weierstrass δήλωσε ότι «ένας άρρητος αριθµός έχει, όπως και ο 
πραγµατικός, µια ύπαρξη όπως οτιδήποτε άλλο στον κόσµο των εννοιών», αλλά ο 
Kronecker δεν µπόρεσε να δεχθεί το εν ενεργεία άπειρο των πραγµατικών αριθµών, 
υποστηρίζοντας ότι «ο Θεός µας έδωσε τους ακεραίους, τα υπόλοιπα είναι έργο του 
ανθρώπου». Με βάση τη θεωρία του Weierstrass για το εν ενεργεία άπειρο των 
πραγµατικών αριθµών, ο Cantor ήταν σε θέση να παράγει ένα επιχείρηµα άπειρης 
αρίθµησης για να δείξει µε αυστηρότητα ότι υπάρχουν «περισσότεροι» πραγµατικοί 
αριθµοί από αλγεβρικούς αριθµούς (λύσεις πολυωνυµικών εξισώσεων µε ακέραιους 

                                            
1 O Sebastien de Vauban (1633-1707) ήταν Γάλλος µηχανικός του στρατού που έκανε επανάσταση στην 
τέχνη της πολιορκίας σκαφών και αµυντικών οχυρώσεων. 
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συντελεστές). Υποστήριξε λοιπόν ότι υπάρχει ένας πραγµατικός µη αλγεβρικός αριθµός, 
χωρίς να δίνει µια ρητή µέθοδο για την κατασκευή του. Αυτό ήταν ανάθεµα για τον 
Kronecker, ο οποίος απαίτησε να απορριφθεί το άρθρο του Cantor για δηµοσίευση στο 
περιοδικό Crellés Journal το 1873. 
Τέτοια επιχειρήµατα για τα θεµέλια των µαθηµατικών οδήγησαν στην ανάπτυξη 
διαφορετικών φιλοσοφικών σχολών στις αρχές του εικοστού αιώνα. Ο λογισκισµός ο 
οποίος είχε στόχο την αναγωγή των µαθηµατικών στη λογική και, µέσω αυτής, στο 
ξεκαθάρισµα των θεµελίων των µαθηµατικών και την πλήρη τυποποίησή τους. Βασικός 
εκπρόσωπος του λογικισµού ήταν ο Bertrand Russell, µε το έργο του Principia 
Mathematica, το οποίο συνέγραψε µε τον Alfred North Whitehead και υποστηρίχτηκε 
από τον Frege παρά τις επιµέρους διαφορές τους. Ως φιλοσοφικό ρεύµα ο λογικισµός 
βασίστηκε, τουλάχιστον όσον αφορά τις µαθηµατικές αλήθειες στο έργο του Αριστοτέλη 
και υποστηρίχτηκε για πρώτη φορά ως φιλοσοφική θέση από τον Leibniz. Ο 
φορµαλισµός, µε κύριο εκφραστή τον David Hilbert, θεωρεί τα µαθηµατικά ως διαχείριση 
συµβόλων στο πλαίσιο ενός συστήµατος, τα οποία όµως είναι χωρίς κάποιο ιδιαίτερο 
νόηµα. Συµβιβάζοντας µε τον τρόπο αυτό τη συνέχιση της µαθηµατικής πρακτικής χωρίς 
την αναγκαιότητα της πλατωνικής οντολογίας για τα µαθηµατικά αντικείµενα. Ο 
ιντουισιονισµός,  µε κύριο εκφραστή τον Γερµανό φιλόσοφο και µαθηµατικό Luitzen 
Egbertus Jan Brouwer, υποστήριξε την άποψη που εκφράστηκε από τον Kronecker. 
Δηλαδή, ότι οι µαθηµατικές έννοιες υπάρχουν µόνο όταν µπορούν να κατασκευαστούν 
από τους ακέραιους αριθµούς.   

Όπως σηµειώνει ο Tall (1991), πρακτικά οι µαθηµατικοί ερευνητές τείνουν να 
αποστασιοποιούνται από αυτά τα ζητήµατα και απλώς προχωρούν µε το έργο της 
διατύπωσης και απόδειξης των θεωρηµάτων τους. Έτσι, στον εικοστό αιώνα είδαµε την 
κατάρρευση των απόψεων του Kronecker και τον θρίαµβο ενός ρεαλιστικού µίγµατος 
φορµαλισµού και λογικής. Είδαµε τη δηµιουργία ενός µεγάλου αριθµού τυπικών  
συστηµάτων βασισµένων στην απαγωγική λογική από τυπικούς ορισµούς και αξιώµατα - 
µια προσέγγιση που επιβίωσε από το φαινοµενικά θανάσιµο χτύπηµα που έπληξε το 
θεώρηµα µη πληρότητας του Gödel, ότι κάθε αξιωµατικό σύστηµα που περιλαµβάνει 
τους ακέραιους αριθµούς περιέχει αληθείς προτάσεις που δεν µπορούν να αποδειχθούν 
από µια πεπερασµένη ακολουθία βηµάτων εντός του συστήµατος. 

Ο βασικός λόγος για τον οποίο αναφερόµαστε εδώ στις διαφορετικές νοητικές διεργασίες 
στα µαθηµατικά είναι η επισήµανση ότι η προσωπική προσέγγιση του καθενός για τα 
µαθηµατικά δεν είναι απαραίτητα η ίδια για όλους. Αυτή η φαινοµενικά κοινότοπη 
διαπίστωση µπορεί να παίξει σηµαντικό ρόλο στην µαθηµατική εκπαίδευση. Συνήθως οι 
εκπαιδευτικοί διδάσκουν έχοντας τις δικές τους πεποιθήσεις και τη συνειδητή ή 
ασυνείδητη φιλοσοφική τους στάση για τα µαθηµατικά, την οποία ακολουθούν και κατά 
τη διάρκεια της διδασκαλίας. Αυτό σε πολλές περιπτώσεις τους δυσκολεύει να 
αποδεχτούν ή να κατανοήσουν τις διαφορετικές νοητικές προσεγγίσεις που µπορεί να 
ακολουθούν οι µαθητές τους. Επίσης, κάποιοι εκπαιδευτικοί, ακολουθώντας µόνο µια 
νοητική διδακτική προσέγγιση στα µαθηµατικά δυσκολεύουν ή υπονοµεύουν τη 
συµµετοχή κάποιων µαθητών στη µαθηµατική δραστηριότητα. Κατά συνέπεια κάθε 
θεωρία ή φιλοσοφική σχολή για τη µαθηµατική σκέψη θα πρέπει να ενταχθεί σ’ ένα 
ευρύτερο πλαίσιο ανθρώπινης νοητικής και πολιτισµικής δραστηριότητας. Δεν υπάρχει 
µοναδική αλήθεια ούτε απόλυτος τρόπος σκέψης στα µαθηµατικά, αλλά αντίθετα 
υπάρχουν πολιτισµικά αναπτυσσόµενοι τρόποι σκέψης µε πολλές πτυχές που 
αντιστοιχούν στο εκάστοτε πλαίσιο Tall (1991).  

2.3.2 Ανώτερη Μαθηµατική Γνώση και εκπαίδευση των εκπαιδευτικών  
Αρκετή συζήτηση έχει γίνει στη βιβλιογραφία σχετικά µε τον ορισµό της Ανώτερης 
Μαθηµατική Γνώσης (Advanced Mathematical Knowledge). Οι Zazkis & Leikin (2010) 
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ορίζουν ως «Ανώτερη Μαθηµατική Γνώση εκείνη τη γνώση του αντικειµένου που 
αποκτάται κατά τη διάρκεια των ανώτερων σπουδών σ’ ένα κολλέγιο ή πανεπιστήµιο» (σ. 
263). Αναγνωρίζουν βέβαια ότι υπάρχουν προβλήµατα σ’ ένα τέτοιο ορισµό, λόγω των 
διαφορετικών προγραµµάτων σπουδών και των διδακτικών προσεγγίσεων που υπάρχουν 
στα διάφορα πανεπιστήµια, αλλά φαίνεται ότι ο ορισµός αυτός καλύπτει τις βασικές 
ανάγκες για την εργασία τους.  

Όσον αφορά τον ορισµό αυτό σηµειώνουµε ότι ένας γνωστικός τοµέας µπορεί να 
αποτελέσει σχολική γνώση σε κάποια συγκεκριµένη χρονική περίοδο ενώ κάποια άλλη 
περίοδο, αποτελεί γνώση που παρέχεται αποκλειστικά στο πανεπιστήµιο. Για 
παράδειγµα, πριν από κάποια χρόνια στην Ελλάδα οι µαθητές διδάσκονταν τις έννοιες 
του διανυσµατικού χώρου, της οµάδας και του σώµατος, οι οποίες την τρέχουσα περίοδο 
είναι γνώση που διδάσκεται στο πανεπιστήµιο. Επίσης, στοιχεία του Διαφορικού 
Λογισµού µελετώνται και  στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση. Επιπλέον, πρέπει να έχουµε 
υπόψη µας ότι ενασχόληση µε Ανώτερα Μαθηµατικά µπορεί σε κάποιες περιπτώσεις να 
θεωρείται η εφαρµογή κάποιων τύπων, για παράδειγµα στα ολοκληρώµατα, µε 
τυποποιηµένες διαδικασίες προκειµένου να προκύψουν κάποια συµβατικά 
συµπεράσµατα. Ενώ ενασχόληση µε στοιχειώδη µαθηµατικά µπορεί να θεωρείται η 
διαδικασία επίλυσης θεµάτων µαθηµατικών διαγωνισµών τα οποία απαιτούν βαθιά 
κατανόηση των αντίστοιχων µαθηµατικών εννοιών.  
Λαµβάνοντας υπόψη τους περιορισµούς αυτούς θεωρούµε ότι το συγκεκριµένο 
περιεχόµενο που αποδίδεται από τις Zazkis & Leikin (2010) στον όρο Ανώτερη 
Μαθηµατική Γνώση περιγράφεται καλύτερα από τον όρο Γνώση των Ανώτερων 
Μαθηµατικών. Στη συνέχεια θα προσπαθήσουµε να αναπτύξουµε στοιχεία που 
εµπλουτίζουν και περιγράφουν καλύτερα τον όρο Ανώτερη Μαθηµατική Γνώση τον 
οποίο θεωρούµε ευρύτερο.  
Στο επίπεδο της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης θεωρείται ως απαραίτητη προϋπόθεση για 
τους εκπαιδευτικούς η Γνώση των Ανώτερων Μαθηµατικών. Στην Ελλάδα, η 
παρακολούθηση από τους εκπαιδευτικούς µαθηµάτων Ανώτερων Μαθηµατικών στο 
πανεπιστήµιο, αποτελεί τη βάση σχεδόν του συνόλου της προετοιµασίας τους 
προκειµένου να ενταχθούν στην εκπαιδευτική διαδικασία. Όµως, παρόλο που υπάρχει µια 
γενική αίσθηση της ιδιαίτερης σηµασίας που µπορεί να διαδραµατίσει στη διδακτική 
πράξη η Γνώση Ανώτερων Μαθηµατικών, φαίνεται ότι ίδιοι οι εκπαιδευτικοί 
αµφισβητούν αυτή τη συνάφεια ή ακόµα και όσοι την αναγνωρίζουν, δυσκολεύονται 
ιδιαίτερα να προσδιορίσουν συγκεκριµένα παραδείγµατα παρουσίας της (Zazkis & 
Leikin, 2010).  
Ο Felix Klein (1932) στο έργο του Στοιχειώδη Μαθηµατικά από Ανώτερη Σκοπιά, είχε 
εντοπίσει µια «διπλή ασυνέχεια» στους εκπαιδευτικούς και την εκπαίδευσή τους. Η 
πρώτη ασυνέχεια είναι ότι η µελέτη των πανεπιστηµιακών µαθηµατικών δεν αναπτύχθηκε 
ως συνέχεια των σχολικών µαθηµατικών που οι µαθητές (και µελλοντικοί καθηγητές) 
γνώριζαν. Η δεύτερη ασυνέχεια εντοπίζεται στην αποσύνδεση των µαθηµατικών 
γνώσεων που οι εκπαιδευτικοί διδάχθηκαν στο πανεπιστήµιο σε σχέση µε το µαθηµατικό 
περιεχόµενο που καλούνται να διδάξουν. Αρκετοί ερευνητές έχουν αναφερθεί στις 
σηµαντικές µαθηµατικές δυσκολίες που αντιµετωπίζουν οι νεοεισερχόµενοι φοιτητές στο 
πανεπιστήµιο ακόµα και εκείνοι που στο σχολείο έχουν υψηλή επίδοση (Tall, 1991; 
Davis, 1988; Selden, Mason & Selden, 1989). 
Από την άλλη, φαίνεται ότι η έρευνα δεν έχει κατασταλάξει σχετικά µε την επίδραση της 
γνώσης των εκπαιδευτικών στην επίδοση των µαθητών τους. Οι Coleman et al. (1966) και 
οι Jencks et al. (1972) βρίσκουν πολύ µικρή επίδραση της γνώσης των εκπαιδευτικών 
στην επίδοση των µαθητών σε σχέση µε εξωτερικούς παράγοντες, όπως το κοινωνικό και 
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οικονοµικό υπόβαθρο της οικογένειας. Ο Begle (1979) διαπίστωσε ότι οι µαθηµατικές 
επιδόσεις των µαθητών δεν συνδέονται ούτε µε τον αριθµό των πανεπιστηµιακών 
µαθηµάτων που είχαν διδαχθεί οι αντίστοιχοι εκπαιδευτικοί ούτε µε την επίδοση των 
εκπαιδευτικών στα µαθήµατα αυτά. Έτσι,  αναφερόµενος στην πεποίθηση σύµφωνα µε 
την οποία «όσα περισσότερα γνωρίζει κάποιος για το γνωστικό του αντικείµενο τόσο πιο 
αποτελεσµατικός δάσκαλος µπορεί να είναι», υποστηρίζει πως χρήζει σηµαντικής 
τροποποίησης. Χαρακτηριστικά αναφέρει ότι τα αποτελέσµατα των ερευνών του 
δείχνουν ότι «η επίδραση της γνώσης των εκπαιδευτικών για το γνωστικό τους 
αντικείµενο στη µάθηση των µαθητών φαίνεται να είναι πολύ µικρότερη απ’ αυτή που 
υποθέτουµε» (σ. 53) και προτρέπει τους ερευνητές να στρέψουν αλλού την προσοχή τους 
σχετικά µε παράγοντες που συµβάλλουν ουσιαστικά στην αποτελεσµατική διδασκαλία. 
Επιπλέον, ερευνητές του Εθνικού Κέντρου Έρευνας για την Εκπαίδευση των 
Εκπαιδευτικών των ΗΠΑ διαπίστωσαν ότι «οι εκπαιδευτικοί που εξειδικεύτηκαν στο 
µάθηµα που δίδασκαν, συχνά δεν ήταν πιο ικανοί από άλλους εκπαιδευτικούς στο να 
εξηγήσουν τις θεµελιώδεις έννοιες στον κλάδο τους» (NCRTE, 1991, όπως αναφέρεται 
στο Conference Board of Mathematical Sciences, 2001, σ. 121). 
Ωστόσο, µελέτες, όπως του Brophy (1986), που ασχολήθηκαν µε πλευρές της 
διδασκαλίας, όπως η διαχείριση της τάξης, η κατανοµή του διδακτικού χρόνου ανέδειξαν 
µια πιο ισχυρή σχέση µεταξύ των γνώσεων των εκπαιδευτικών και της επίδοσης των 
µαθητών. O Monk (1994) διαπίστωσε µια µικρή αύξηση στις επιδόσεις των µαθητών 
δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης που συνδέεται µε τον αριθµό των µαθηµάτων των 
µαθηµατικών που έχουν παρακολουθήσει στα κολλέγια οι καθηγητές µαθηµατικών τους, 
παρόλο που σηµειώνει ότι, η ποσότητα της προπαρασκευαστικής προετοιµασίας στα 
µαθηµατικά δεν εγγυάται την ποιότητα της διδασκαλίας, ή αλλιώς, η µαθηµατική 
κατανόηση ενός ατόµου δεν µεταφράζεται απαραίτητα σε ικανότητα ενίσχυσης της 
κατανόησης των άλλων. 
Πιο πρόσφατες µελέτες αναγνώρισαν την εγγενή πολυπλοκότητα σε αυτά τα 
αποτελέσµατα, θεωρώντας ότι ο αριθµός των µαθηµάτων που λαµβάνονται από έναν 
εκπαιδευτικό στο πανεπιστήµιο και ο βαθµός που έλαβε στα µαθήµατα αυτά δεν είναι τα 
κατάλληλα µέτρα µαθηµατικής γνώσης. Μετά από µια εµπεριστατωµένη βιβλιογραφική 
έρευνα, οι Hill, Rowan & Ball (2005), εξετάζοντας πιο άµεσα τις βαθµολογίες των 
µαθητών σε εξετάσεις πιστοποίησης και τα θέµατα των εξετάσεων, διαπίστωσαν ένα 
γενικά θετικό αποτέλεσµα στη συσχέτιση της µαθηµατικής γνώσης των εκπαιδευτικών µε 
τις επιδόσεις των µαθητών.  
Όπως έχει ήδη αναφερθεί, οι ερευνητές συνειδητοποίησαν ότι η µαθηµατική γνώση για 
τη διδασκαλία (Ball et al., 2008), µπορεί να είναι ένας ειδικός συνδυασµός γνώσης του 
περιεχοµένου και παιδαγωγικής, που βασίζεται σε βαθιά κατανόηση του θέµατος και 
συνειδητοποίηση των εµποδίων στη µάθηση. Αυτή η εξειδικευµένη γνώση έχει µελετηθεί 
κυρίως για τη διδασκαλία στην πρωτοβάθµια εκπαίδευση (π.χ. Ma, 1999) και έχει βρεθεί 
ότι µια τέτοια εξειδικευµένη γνώση σχετίζεται σηµαντικά µε την επιτυχία των µαθητών 
στην πρωτοβάθµια εκπαίδευση (Hill, Rowan & Ball, 2005).  

Στον περιορισµό των κενών µεταξύ της µαθηµατικής γνώσης που προσφέρεται στη 
δευτεροβάθµια και στην τριτοβάθµια εκπαίδευση, έρχεται να συµβάλλει η έκθεση του 
αµερικάνικου Συµβουλίου των Μαθηµατικών Επιστηµών (Conference Board of the 
Mathematical Sciences, CBMS, 2001) για τη µαθηµατική εκπαίδευση των εκπαιδευτικών, 
η οποία πρόσφερε δύο προτάσεις για το ποια µαθηµατική γνώση πρέπει να απαιτηθεί από 
τους εκπαιδευτικούς και πώς αυτή η γνώση µπορεί να αποκτηθεί. Πρώτον, συνιστάται 
βασικά µαθήµατα των µαθηµατικών στο πανεπιστήµιο να επανασχεδιαστούν 
προκειµένου να βοηθήσουν τους µελλοντικούς εκπαιδευτικούς να κάνουν διεισδυτικές 
συνδέσεις µεταξύ των Ανώτερων Μαθηµατικών που σπουδάζουν στο πανεπιστήµιο και 
των µαθηµατικών της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης που πρόκειται να διδάξουν. 
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Δεύτερον, συνιστούν να αναπτυχθεί ένα µάθηµα στο πανεπιστήµιο στο οποίο να 
µελετώνται θεµελιώδη ζητήµατα του αναλυτικού προγράµµατος των µαθηµατικών της 
δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης µε την οπτική των Ανώτερων Μαθηµατικών. Ενώ η 
συζήτηση σχετικά µε το υπόβαθρο που απαιτείται για τη διδασκαλία των µαθηµατικών 
της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης συνεχίζεται, µια πρόσφατη έκθεση από την αµερικανική 
εθνική συµβουλευτική οµάδα για τα µαθηµατικά κατέληξε στο συµπέρασµα ότι υπάρχει 
έλλειψη στέρεης έρευνας για τον τρόπο µε τον οποίο οι εκπαιδευτικοί χρησιµοποιούν τις 
µαθηµατικές γνώσεις τους βοηθώντας τους µαθητές να µάθουν (Mervis, 2008; U.S. 
National Mathematics Advisory Panel, 2008). Στην κατεύθυνση αυτή προσδοκά να 
συµβάλλει η παρούσα εργασία. 

2.3.3 Ανώτερη Γνώση των Μαθηµατικών στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση: 
Ορίζοντας της Γνώσης του Περιεχοµένου  

Στην ενότητα αυτή θα γίνει µια ανασκόπηση της ερευνητικής συζήτησης που έχει 
αναπτυχθεί σχετικά µε τον Ορίζοντα της Γνώσης του Περιεχοµένου (Horizon Content 
Knowledge - HCK) που, όπως έχει επισηµανθεί, αποτελεί µια από τις κατηγορίες της 
γνώσης του γνωστικού αντικειµένου (Ball et al., 2008). Ο συγκεκριµένος γνωστικός 
τοµές έχει συνδεθεί µε την γνώση των Ανώτερων Μαθηµατικών (Wasserman & Stockton, 
2013; Zazkis & Mamolo, 2011) αν και υπάρχουν διαφορετικές προσεγγίσεις σχετικά µε 
το περιεχόµενό του (Ball et al., 2008; Ball & Bass, 2009; Zazkis & Mamolo, 2011; 
Mamolo & Pali, 2014;  Wasserman & Stockton, 2013; Fernández & Figueras, 2014; 
Guberman & Goven, 2015). 
Οι Ball et al., (2008) ορίζουν τον Oρίζοντα της Γνώσης του Περιεχοµένου ως «µια 
συνειδητοποίηση για τον τρόπο που τα µαθηµατικά θέµατα συσχετίζονται κατά τη 
διάρκεια του προγράµµατος σπουδών των µαθηµατικών» (σ. 403). Οι Ball & Bass (2009) 
περιγράφουν τον ορίζοντα της γνώσης του περιεχοµένου «ως µια συνειδητοποίηση, ως 
µια αξιόλογη τουριστική επίσκεψη παρά ως µια περιήγηση – του ευρύτερου µαθηµατικού 
τοπίου στο οποίο η παρούσα εµπειρία εγκαθίσταται» (σ. 6). Θεωρούν ότι αυτό το είδος 
γνώσης είναι σηµαντικό για τη διδασκαλία επειδή µπορεί να λειτουργήσει ώστε να γίνουν 
αιτιολογήσεις για την σηµαντικότητα των µαθηµατικών, να τονίσει τις σηµαντικές ιδέες, 
να δηµιουργήσει συνδέσεις, να συµβάλλει στη δυνατότητα κατανόησης της µαθηµατικής 
σηµασίας µε την οποία οι µαθητές διατυπώνουν και συλλαµβάνουν µαθηµατικές 
στρεβλώσεις ή να προληφθούν πιθανές µετέπειτα µαθηµατικές παρανοήσεις. 
Ισχυρίζονται ότι υπάρχει κάποιος ορίζοντας της γνώσης για τα (µαθηµατικά) ζητήµατα, 
κάποιος για τις πρακτικές και κάποιος για τις αξίες. Επίσης, σηµειώνουν ότι ο ορίζοντας 
της γνώσης δεν δηµιουργεί κάποια επιτακτική ανάγκη για άµεση δράση µε κάποια 
συγκεκριµένη µαθηµατική ενέργεια στη διδασκαλία. Διακρίνουν στην έννοια του 
ορίζοντα της γνώσης τέσσερα συστατικά στοιχεία: (α) την έννοια του µαθηµατικού 
περιβάλλοντος που περιβάλλει την τρέχουσα θέση στη διδασκαλία, (β) τις µεγάλες 
επιστηµονικές ιδέες και δοµές, (γ) τις σηµαντικές µαθηµατικές πρακτικές και (δ) τον 
πυρήνα των µαθηµατικών αξιών και ευαισθησιών.  

Οι περιγραφές για τον ορίζοντα της γνώσης του περιεχοµένου χαρακτηρίζονται σε κάποιες 
περιπτώσεις από µια σχετική ασάφεια. Για παράδειγµα, η δηµιουργία συνδέσεων εννοιών 
ή αναπαραστάσεων στο άρθρο των Ball et al. (2008) συνδέονται τόσο µε την 
εξειδικευµένη γνώση του περιεχοµένου (SCK) και τον ορίζοντα της γνώσης του 
περιεχοµένου (HCK) που αποτελούν µέρος της ευρύτερης κατηγορίας της γνώσης του 
γνωστικού αντικειµένου (SMK), όσο και µε τη γνώση του περιεχοµένου και των µαθητών 
(KCS) και µε τη γνώση του προγράµµατος σπουδών (KCC) που είναι µέρος της άλλης 
ευρύτερης κατηγορίας της παιδαγωγικής γνώσης του περιεχοµένου (PCK). Επίσης, 
διαφοροποιήσεις µεταξύ των ερευνητών εντοπίζονται για τη σχέση του HCK µε την 
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Ανώτερη Μαθηµατική Γνώση. Οι Ball & Bass (2009) περιγράφουν τον HCK ως «ένα 
είδος στοιχειώδους αντίληψης της ανώτερης γνώσης που εξοπλίζει τους εκπαιδευτικούς 
µε µια ευρύτερη αλλά συγκεκριµένη οπτική και προσανατολισµό για το έργο τους» (σ. 
10), θεωρώντας ότι έτσι συµπληρώνεται ο τίτλος του κλασικού βιβλίου του Felix Klein 
(1924) «Στοιχειώδη Μαθηµατικά από Ανώτερη Σκοπιά». Όµως, οι Zazkis & Mamolo 
(2011) θεωρούν τη γνώση των εκπαιδευτικών για το µαθηµατικό ορίζοντα ως εφαρµογή 
της ανώτερης γνώσης των µαθηµατικών (ΑΜΚ) σε µια διδακτική κατάσταση. 
Παραφράζοντας τον τίτλο του βιβλίου του Felix Klein (1924), θεωρούν ότι ο HCK 
αποτελεί «ανώτερη αντίληψη των στοιχειωδών µαθηµατικών που εφαρµόζεται στη 
διδασκαλία» (σ. 9).  
Οι Zazkis & Mamolo (2011) συνδέουν και αυτές την έννοια του ορίζοντα µε τη γνώση 
των Ανώτερων Μαθηµατικών. Στην προσέγγισή τους για τον ορίζοντα έχουν επηρεαστεί 
από τη φιλοσοφική ιδέα του Husserl, ο οποίος διακρίνει µεταξύ εσωτερικού (inner) και 
εξωτερικού (outer) ορίζοντα. Ο εσωτερικός ορίζοντας ενός αντικειµένου αντιστοιχεί σε 
πτυχές του αντικειµένου οι οποίες δεν είναι στην εστίαση της προσοχής µας. Ο 
εξωτερικός ορίζοντας ενός αντικειµένου περιλαµβάνει χαρακτηριστικά τα οποία δεν είναι 
τα ίδια πτυχές του αντικειµένου αλλά συνδέονται µε τον κόσµο στον οποίο το 
αντικείµενο υπάρχει. Οι Zazkis & Mamolo (2011) θεωρούν ότι η εφαρµογή της γνώσης 
των Ανώτερων Μαθηµατικών σε µια διδακτική κατάσταση αποτελεί µία εκδήλωση της 
γνώσης του µαθηµατικού ορίζοντα των εκπαιδευτικών. Δηλώνουν ότι η αντίληψή τους 
για τον ορίζοντα επηρεάζεται από την κοινή χρήση του όρου που είναι «εκεί που η γη 
φαίνεται να συναντά τον ουρανό», διευκρινίζοντας ότι γι’ αυτές ο ορίζοντας είναι η 
περιοχή που η γνώση των Ανώτερων Μαθηµατικών του εκπαιδευτικού (ο ουρανός) 
φαίνεται να συναντά τη µαθηµατική γνώση που αντανακλάται στο σχολικό µαθηµατικό 
περιεχόµενο (τη γη). Προτείνουν ότι η γνώση των Ανώτερων Μαθηµατικών από τους 
εκπαιδευτικούς, τους επιτρέπει µια «υψηλή» θέαση και ευρύτερη οπτική του ορίζοντα σε 
σχέση µε τα συγκεκριµένα χαρακτηριστικά του ίδιου του αντικειµένου (εσωτερικός 
ορίζοντας) και σε σχέση µε τις σηµαντικές ιδέες και δοµές που περιβάλλουν τον κόσµο 
στον οποίο υπάρχει το αντικείµενο.  

Οι Mamolo & Pali (2014) µελετούν τη γνώση του µαθηµατικού ορίζοντα φοιτητών που 
προετοιµάζονται για να γίνουν εκπαιδευτικοί, τα στοιχεία του και πως επηρεάζει τις 
παιδαγωγικές τους ενέργειες. Επιπλέον, κάνουν συνδέσεις µε την «εικόνα της έννοιας» 
των Tall & Vinner (1981), καταλήγοντας σε δυο βασικά συµπεράσµατα. Το πρώτο είναι 
ότι, σε αντίθεση µε τους Ball & Bass (2009),  υποστηρίζουν ότι για κάποιους υποψήφιους 
εκπαιδευτικούς «η γνώση του µαθηµατικού ορίζοντα προβαίνει σε µια (ίσως όχι 
επιτακτική) πρόσκληση για δράση σε συγκεκριµένη κατεύθυνση» (σ. 48). Το δεύτερο 
είναι ότι αναγνωρίζουν «µια σηµαντική δυνατότητα σύνδεσης µεταξύ του γνωστικού 
ορίζοντα των υποψήφιων εκπαιδευτικών και της γνώσης του περιεχοµένου και των 
µαθητών» (σ. 48). 

Για τους Jacobsen, Thames & Ribeiro (2013) o ορίζοντας της γνώσης του περιεχοµένου 
(HCK) δεν είναι ούτε κοινή (CCK) ούτε εξειδικευµένη γνώση του περιεχοµένου (SCK), 
ούτε αρκεί να θεωρηθεί απλώς ως γνώση των Ανώτερων Μαθηµατικών ή γνώση για 
θέµατα που µπορεί να προκύψουν σε µελλοντικές σπουδές των µαθητών. Θεωρούν ότι ο 
ορίζοντας της γνώσης του περιεχοµένου είναι ένας προσανατολισµός και µια εξοικείωση 
µε την επιστήµη που συµβάλλει στη διαθεσιµότητα του σχολικού περιεχοµένου στη 
διδασκαλία, παρέχοντας στους εκπαιδευτικούς µια αίσθηση για το πως εγκαθίσταται το 
περιεχόµενο που διδάσκεται και συνδέεται µε το ευρύτερο επιστηµονικό περιβάλλον. 
Ακολουθώντας τους Ball & Bass (2009) συνηγορούν ότι ο ορίζοντας της γνώσης του 
περιεχοµένου περιλαµβάνει τη ρητή γνώση των τρόπων και των εργαλείων της 
επιστήµης, των ειδών της γνώσης και των αιτιολογήσεών της, του χώρου από τον οποίο 
προέρχονται οι ιδέες και το πως καθιερώνεται η «αλήθεια» ή η εγκυρότητα. Επίσης, 
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υποστηρίζουν ότι στον HCK περιλαµβάνεται η συνειδητοποίηση του πυρήνα των 
επιστηµονικών αρχών και αξιών καθώς και οι σηµαντικές δοµές της επιστήµης, 
παρέχοντας τη δυνατότητα στους εκπαιδευτικούς να  «ακούν» τους µαθητές, να κρίνουν 
την σπουδαιότητα συγκεκριµένων ιδεών ή ερωτήσεων και να αντιµετωπίζουν την 
επιστήµη µε ακεραιότητα, αξιοποιώντας όλους τους πόρους για την εξισορρόπηση του 
θεµελιώδους στόχου της σύνδεσης των µαθητών µε ένα ευρύτερο και ιδιαίτερα 
αναπτυγµένο πεδίο.   
Για κάποιους άλλους ερευνητές αναγνωρίζεται ότι η Γνώση των Ανώτερων 
Μαθηµατικών καλύπτει ιδέες που σχετίζονται µε το περιεχόµενο των σχολικών 
µαθηµατικών (McCrory et al., 2012; CBMS, 2012) αλλά τέτοιες συνδέσεις δεν 
υποδηλώνουν αναγκαστικά κάποια ρητή αναγκαιότητα των Ανώτερων Μαθηµατικών σε 
σχέση µε συγκεκριµένα καθήκοντα για τη διδασκαλία (Stockton & Wasserman, 2017). Ο 
Wasserman (2016), στην προσπάθεια του να διερευνήσει το ρόλο της γνώσης των 
Ανώτερων Μαθηµατικών στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση, ονοµάζει τοπική µαθηµατική 
περιοχή (local mathematical neighborhood) µιας µαθηµατικής ιδέας που πρόκειται να 
διδαχθεί εκείνο το πεδίο που περιλαµβάνει µαθηµατικές ιδέες που είναι σχετικά κοντά 
στο περιεχόµενο που διδάσκεται. Η µη τοπική (nonlocal) περιοχή, αποτελείται από ιδέες 
που απέχουν περισσότερο, περιλαµβάνoντας και τα Ανώτερα Μαθηµατικά (τουλάχιστον 
για τον δάσκαλο της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης). Το «κοντά» µε αυτή την έννοια 
αναφέρεται τόσο στο βαθµό µε τον οποίο οι µαθηµατικές ιδέες συνδέονται όσο και µε τη 
χρονική απόσταση σε σχέση µε το πότε τυπικά αναπτύσσονται οι µαθηµατικές ιδέες 
(αυτή η έννοια συνδέεται µε τον Ορίζοντα της Γνώσης του Περιεχοµένου των Ball et al., 
2008)). Επίσης, επισηµαίνει ότι οι εκπαιδευτικοί της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης δεν 
πρέπει να καταλήξουν να διδάσκουν Ανώτερα Μαθηµατικά στους µαθητές αυτής της 
βαθµίδας εκπαίδευσης. Η επίδραση της γνώσης των Ανώτερων Μαθηµατικών στη 
διδακτική πρακτική της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης οφείλει να είναι µετασχηµατιστική, 
δηλαδή, η γνώση των Ανώτερων Μαθηµατικών µπορεί να µετασχηµατίσει την 
«κατανόηση και την αντίληψη των εκπαιδευτικών για το περιεχόµενο που διδάσκουν µε 
τρόπους που επηρεάζουν τη διδασκαλία τους» (Wasserman, 2016, σ. 30). 
Οι εκπαιδευτικοί κατά τη διδακτική πράξη µπορούν να χρησιµοποιήσουν επιχειρήµατα ή 
αποδεικτικά σχήµατα για πείσουν τους µαθητές τους για την ισχύ κάποιας µαθηµατικής 
πρότασης. Τα επιχειρήµατα αυτά, παρόλο που µπορεί να γίνουν κατανοητά από τους 
µαθητές, ενδεχοµένως να µην ανήκουν στο αναλυτικό πρόγραµµα (µε τη τυπική του 
σηµασία) αλλά ούτε και να διδάσκονται σε κάποιο µάθηµα Ανώτερων Μαθηµατικών στο 
πανεπιστήµιο. Θεωρούµε ότι τέτοιου τύπου επιχειρήµατα ανήκουν στον ορίζοντα της 
γνώσης του εκπαιδευτικού. Ο ορίζοντας της γνώσης περιλαµβάνει εκείνα τα στοιχεία της 
γνώσης του εκπαιδευτικού που επιτρέπουν να προλαµβάνει, να αναγνωρίζει και να 
ερµηνεύει τις προσεγγίσεις ή τις παρανοήσεις των µαθητών και τον βοηθούν στην 
διδακτική τους διαπραγµάτευση. Ωστόσο, η γνώση για τη διδασκαλία των µαθηµατικών 
στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση, αλλά και σε κάθε βαθµίδα εκπαίδευσης, έχει ιδιαίτερα 
χαρακτηριστικά και δεν αποτελεί απλά µια εφαρµογή της γνώσης που αποκτήθηκε από 
µια ανώτερη βαθµίδα εκπαίδευσης. 

Όταν οι µαθητές χρησιµοποιούν προτάσεις και δοκιµάζουν επιχειρήµατα για την 
απόδειξη µιας µαθηµατικής πρότασης, ο εκπαιδευτικός καλείται να καθορίσει ένα 
πλαίσιο αποδεκτών προτάσεων ή προσεγγίσεων που µπορούν να χρησιµοποιηθούν για 
την απόδειξη µιας πρότασης υιοθετώντας εναλλακτικές προσεγγίσεις ή αποκλείοντας 
εκείνες που περιέχουν στοιχεία της πρότασης που ζητείται να αποδειχθεί. Στοιχεία αυτής 
της γνώσης τα οποία δεν περιλαµβάνονται στο αναλυτικό πρόγραµµα, αποτελούν και 
αυτά µέρος του HCK ως ένα ιδιαίτερο είδος γνώσης απαραίτητο για τη διδασκαλία των 
µαθηµατικών. 
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Συνοψίζοντας, ο HCK είναι µαθηµατική γνώση για τις ανάγκες της διδασκαλίας η οποία 
αναφέρεται σε ζητήµατα του ευρύτερου περιβάλλοντος των µαθηµατικών ζητηµάτων που 
πραγµατεύονται στο διδακτικό πλαίσιο, σε αντίθεση µε την SCK που συνδέεται άµεσα µε 
τα θέµατα που διαπραγµατεύονται διδακτικά. Συµβάλλει στην ανάπτυξη των ευρύτερων 
µαθηµατικών προβληµατισµών των µαθητών αλλά και στην ουσιαστική κατανόηση των 
αιτιών ενδεχόµενων παρανοήσεών τους. Συνδέεται µε την βαθύτερη και ευρύτερη γνώση 
των µαθηµατικών εννοιών που διδάσκονται, έχοντας ιδιαίτερο και διακριτό ρόλο στις 
διδακτικές προσεγγίσεις σε κάθε βαθµίδα εκπαίδευσης. Περιλαµβάνει γνώσεις που δεν 
ανήκουν απαραίτητα στο αναλυτικό πρόγραµµα σπουδών αλλά συνδέεται µε έννοιες και 
ιδέες του προγράµµατος. 

2.3.4 Ανώτερη Μαθηµατική Σκέψη και διδασκαλία 

Εδώ και αρκετά χρόνια είναι έντονο το ενδιαφέρον της ερευνητικής κοινότητας της 
µαθηµατικής εκπαίδευσης για ζητήµατα που αφορούν τη λεγόµενη Ανώτερη Μαθηµατική 
Σκέψη (Αdvanced Mathematical Thinking). Ένα µέρος της βιβλιογραφίας αναφέρεται σε 
ζητήµατα σχετικά µε την διδασκαλία συγκεκριµένων Ανώτερων Μαθηµατικών εννοιών 
στην τριτοβάθµια εκπαίδευση. Ενδεικτικά αναφέρεται, για τον απειροστικό λογισµό 
(Bezuidenhout & Olivier, 2000), για τη γραµµική άλγεβρα (Dorier, 1995; Maracci, 2003), 
για τις διαφορικές εξισώσεις (Kwon, Cho, Ju & Shin, 2004; Artigue, 1992), για τις 
συναρτήσεις (DeMarois & Tall, 1999; Harel & Dubinsky, 1992). Επίσης, αρκετές έρευνες 
έχουν εστιάσει στη διδασκαλία στην τριτοβάθµια εκπαίδευση (π.χ. Moreno & Azcárate, 
1996; Nardi 1999). Επίσης, έχουν µελετηθεί οι απόψεις φοιτητών για τη διδασκαλία και 
τη µάθηση των µαθηµατικών (Forgaz & Leder, 1998). Σηµαντική συµβολή στο πεδίο της 
Ανώτερης Μαθηµατικής Σκέψης αποτελεί ο σχετικός συλλογικός τόµος (Tall, 1991). 

Στην ενότητα αυτή δεν επιδιώκεται µια εξαντλητική ανασκόπηση της σχετικής 
βιβλιογραφίας αλλά η εστίαση βρίσκεται σε ζητήµατα που αφορούν την προσέγγιση των 
Ανώτερων Μαθηµατικών εννοιών από τους εκπαιδευτικούς κατά τη µετάβαση των 
µαθητών από τη δευτεροβάθµια στην τριτοβάθµια εκπαίδευση. Λαµβάνεται υπόψη ότι οι 
δυσκολίες που εντοπίζονται από την έρευνα κατά τη διδασκαλία των µαθηµατικών  στο 
πανεπιστήµιο αντιµετωπίζονται από σηµαντικό µέρος των εκπαιδευτικών των 
µαθηµατικών στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση και αυτό έχει ιδιαίτερο ενδιαφέρον για την 
έρευνα που αποτελεί αντικείµενο της παρούσας διατριβής.  

Ο Tall (1992) αναφέρει ότι η ανώτερη µαθηµατική σκέψη χαρακτηρίζεται από δύο 
σηµαντικά στοιχεία: τους ακριβείς µαθηµατικούς ορισµούς (συµπεριλαµβανοµένων των 
προτάσεων των αξιωµάτων των αξιωµατικών θεωριών) και των λογικών συµπερασµάτων 
των θεωρηµάτων που βασίζονται σε αυτά. Επισηµαίνει όµως ότι: «θα πρέπει να 
συνειδητοποιήσουµε ότι κατά τη µετάβαση στην ανώτερη µαθηµατική σκέψη, ο 
φορµαλισµός και η συστηµατοποίηση των µαθηµατικών είναι το τελικό στάδιο της 
µαθηµατικής σκέψης και όχι το σύνολο της δραστηριότητας» (σ. 508 -509).  
Όπως σηµειώνει ο Dreyfus (2002), αρκετοί καθηγητές µαθηµατικών γνωρίζουν ότι τα 
µαθηµατικά δεν δηµιουργούνται στην τελική και ολοκληρωµένη τους µορφή, αλλά µε 
δοκιµή και λάθος, µε µερικώς ορθές (και εν µέρει λανθασµένες) προτάσεις, µε 
διαισθητικές διατυπώσεις στις οποίες έχουν εισαχθεί σκόπιµα χαλαροί όροι και 
ανακρίβειες, που προσπαθούν να παρουσιάσουν οπτικά πλευρές των µαθηµατικών 
δοµών, µέσω δυναµικών αλλαγών που γίνονται σε αυτά τα σχέδια, κλπ. Αλλά παρά το 
γεγονός ότι οι καθηγητές γνωρίζουν για αυτές τις πτυχές των µαθηµατικών, µάλιστα, 
είναι πολύ πιθανό να τις βιώνουν οι ίδιοι στη µαθηµατική τους δραστηριότητα, συνήθως 
αυτό δεν τους εµποδίζει να διδάσκουν σχεδόν αποκλειστικά µε βάση την αλληλουχία 
θεώρηµα - απόδειξη - εφαρµογή. Αυτός ο τρόπος διδασκαλίας, πράγµατι, έχει κάποια 
πλεονεκτήµατα: για παράδειγµα, επιτρέπει µια καλά προγραµµατισµένη και οργανωµένη 
δοµή του µαθήµατος, υπάρχει µια προοδευτική κάλυψη του υλικού η οποία εγγυάται ότι 
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το µεγαλύτερο µέρος του στο πρόγραµµα σπουδών µπορεί να καλυφθεί. Δυστυχώς, έχει 
και ένα πολύ σοβαρό µειονέκτηµα: είναι άκαµπτος όσον αφορά την προσαρµοστικότητα 
στους µαθητές ή τους φοιτητές. Μπορεί να λειτουργήσει αρκετά καλά για σπουδαστές 
που σπουδάζουν τα µαθηµατικά και οι οποίοι, από κάποιο εξαιρετικό δάσκαλο ή µε βάση 
το δικό τους ταλέντο και ερευνητικό χαρακτήρα, είχαν ήδη την ευκαιρία να αποκτήσουν 
ένα ικανοποιητικό επίπεδο στα µαθηµατικά. Αλλά, όπως φαίνεται, δεν λειτουργεί για την 
πλειονότητα των σπουδαστών, εκείνων τουλάχιστον που ασχολούνται µε τα µαθηµατικά 
υποχρεωτικά. 

Για παράδειγµα, στην έρευνα των Selden, Mason & Selden (1989) που έγινε µε φοιτητές 
που είχαν εξεταστεί επιτυχώς σε ένα κλασικό τεστ στην εισαγωγή στον απειροστικό 
λογισµό εµφανίστηκε σηµαντική αδυναµία να διαπραγµατευτούν το παρακάτω 
πρόβληµα: 

Βρείτε τουλάχιστον µια λύση της εξίσωσης  ή εξηγήστε γιατί δεν 
υπάρχει µια τέτοια λύση. 

Η συνάρτηση  έχει µέγιστο το 27 και συνεπώς η εξίσωση δεν έχει καµία 
(πραγµατική) λύση. Παρόλο που οι φοιτητές ήταν ικανοί να διαπραγµατευτούν τη 
συνάρτηση δεν µπορούσαν να απαντήσουν στο ερώτηµα όπως τους δόθηκε. Ούτε ένας 
δεν έλυσε ολοκληρωτικά το πρόβληµα και οι περισσότεροι δεν µπορούσαν να κάνουν 
οτιδήποτε. Αυτό δεν είναι ένα σπάνιο εύρηµα, ούτε περιορίζεται στον µέσο πρωτοετή 
φοιτητή.  
Ο Davis (1988), συζητώντας σε µια τάξη αναµφίβολα εξαιρετικών µαθητών λυκείου, 
κατέληξε στο συµπέρασµα ότι όταν κοιτάξουµε προσεκτικά τον τρόπο µε τον οποίο αυτοί 
οι «φαινοµενικά επιτυχηµένοι» µαθητές ασχολούνται µε τα µαθηµατικά προβλήµατα, 
διαπιστώνουµε ότι έχουν πολλές παιδαριώδεις παρανοήσεις σχετικά µε τα µαθηµατικά 
παρόλο που για κάποιους λόγους επιτυγχάνουν στις εξετάσεις. Οι περισσότερες 
διδασκαλίες στα µαθηµατικά, από το δηµοτικό σχολείο µέχρι τα µαθήµατα στο 
πανεπιστήµιο, διδάσκουν αυτό που µπορούσε να ονοµαστεί τελετουργικό: «κάνουµε 
αυτό, στη συνέχεια κάνουµε εκείνο, µετά κάνουµε τούτο ...» και οι εκπαιδευτικοί 
αποδέχονται τυπικά το σωστά εκτελεσµένο τελετουργικό στην εξέταση του µαθήµατος 
ως αρκετό για την επιτυχία τη συγκεκριµένη στιγµή. 
Όπως σηµειώνει ο Dreyfus (2002) αυτό που οι περισσότεροι µαθητές µαθαίνουν στα 
µαθήµατα των µαθηµατικών είναι να διεξάγουν ένα µεγάλο αριθµό τυποποιηµένων 
διαδικασιών, οι οποίες εκτυλίσσονται σε καθορισµένες µορφοποιήσεις, για να λάβουν 
απαντήσεις σε σαφώς οριοθετηµένες κατηγορίες ερωτήσεων. Έτσι αποκτούν την 
ικανότητα να εκτελούν, αν και πολύ πιο αργά, το είδος της λειτουργίας που µπορεί να 
εκτελέσει ένας υπολογιστής µέσω ενός κατάλληλου προγράµµατος όπως το Mathematica. 
Καταλήγουν µε µια σηµαντική ποσότητα µαθηµατικών γνώσεων αλλά χωρίς τη 
µεθοδολογία εργασίας ενός µαθηµατικού δηλαδή, δεν διαθέτουν την τεχνογνωσία που 
τους επιτρέπει να χρησιµοποιούν τις γνώσεις τους µε ευέλικτο τρόπο για την επίλυση 
προβληµάτων άγνωστων σε αυτούς. Παραδείγµατα αυτού φαινοµένου που περιγράφηκαν 
στο προηγούµενο κεφάλαιο. Δηλαδή, έχουν διδαχθεί τα προϊόντα της δραστηριότητας 
των µαθηµατικών σε τελική µορφή, αλλά δεν έχουν αποκτήσει γνώσεις σχετικά µε τις 
διαδικασίες που οδήγησαν τους µαθηµατικούς να δηµιουργήσουν αυτά τα αποτελέσµατα. 

2.3.5 Ανώτερη Μαθηµατική Σκέψη: Τρεις χαρακτηριστικές προσεγγίσεις  
Μεταξύ των ερευνητών που ασχολούνται µε την Ανώτερη Μαθηµατική Σκέψη υπάρχει 
έντονη συζήτηση σχετικά µε το αν ο όρος ανώτερη αναφέρεται στα µαθηµατικά, στη 
σκέψη ή και στα δυο (Harel, Selden & Selden, 2015). Όµως, όπως σηµειώνει και ο 

4x3 − x4 = 30

f (x) = 4x3 − x4
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Sternberg (1996) στο κεφάλαιο που έγραψε σε ένα βιβλίο αφιερωµένο στη φύση της 
µαθηµατικής σκέψης, δεν υπάρχει ακόµα συναίνεση για το τι είναι η µαθηµατική σκέψη. 
Δηλαδή, η συζήτηση αναπτύσσεται σε σχέση µε το αν µε τον όρο Ανώτερη Μαθηµατική 
Σκέψη εννοούµε τη σκέψη που εµπλέκεται σε διαδικασίες µε προηγµένες µαθηµατικές 
έννοιες που διδάσκονται κατά κύριο λόγο στη τριτοβάθµια εκπαίδευση (διανυσµατικός 
χώρος, οµάδα, σύγκλιση αριθµητικής ακολουθίας, ακολουθίας συναρτήσεων) ή έναν 
ιδιαίτερο τρόπο σκέψης µε διακριτά χαρακτηριστικά ο οποίος αναπτύσσεται ακόµη και 
στη στοιχειώδη εκπαίδευση.  
Ο Dreyfus (2002) σηµειώνει ότι δεν υπάρχει µια σαφής διάκριση µεταξύ αρκετών 
διαδικασιών της στοιχειώδους και της ανώτερης µαθηµατικής σκέψης, παρότι τα 
Ανώτερα Μαθηµατικά επικεντρώνονται περισσότερο στις αφαιρέσεις του ορισµού και 
της απαγωγής. Πολλές διαδικασίες όπως της αναπαράστασης, της γενίκευσης, της 
σύνθεσης ακόµα και της αφαίρεσης υπάρχουν ήδη στα παιδιά που σκέφτονται για 
στοιχειώδεις έννοιες όπως του αριθµού. Μάλιστα τέτοιες διαδικασίες οι οποίες 
χρησιµοποιούνται στα προηγµένα µαθηµατικά δεν χρησιµοποιούνται αποκλειστικά στα 
µαθηµατικά. Αφαιρέσεις γίνονται στη φυσική, αναπαραστάσεις χρησιµοποιούνται στην 
ψυχολογία, η ανάλυση εφαρµόζεται στην οικονοµία και η οπτικοποίηση συναντάται στην 
τέχνη. Επιπλέον, είναι δυνατόν να σκεφτούµε προηγµένες µαθηµατικές έννοιες µε 
στοιχειώδη τρόπο. Επίσης, µπορεί  να υπάρχει ανώτερη σκέψη για στοιχειώδη θέµατα 
(π.χ. στα θέµατα των µαθηµατικών διαγωνισµών).  
Ο Tall (1991), προκειµένου να οριοθετήσει την Ανώτερη Μαθηµατική Σκέψη  
αναφέρεται στην αυστηρότητα και την ακρίβεια που διέπει τη διαδικασία της εξαγωγής 
των µαθηµατικών συµπερασµάτων. Η µετάβαση από τη στοιχειώδη στην ανώτερη 
µαθηµατική σκέψη συνεπάγεται µια σηµαντική αλλαγή: από τη διαδικασία της 
περιγραφής στη διαδικασία του ορισµού, από την εµπειρία στην απόδειξη µε έναν λογικό 
τρόπο µε βάση τους ορισµούς αυτούς. Αυτή η µετάβαση απαιτεί µια γνωστική 
ανασυγκρότηση που απαιτεί τυπικές αφαιρέσεις. Είναι η µετάβαση από τη συνοχή 
(coherence) των στοιχειωδών µαθηµατικών στη συνέπεια (consequence) των ανώτερων 
µαθηµατικών, που βασίζονται σε αφηρηµένες οντότητες, τις οποίες πρέπει να 
κατασκευάσει το άτοµο µέσω συνεπαγωγών από τυπικούς ορισµούς.  
Για τον Dreyfus (2002) ένα στοιχείο διάκρισης µεταξύ της ανώτερης και της 
στοιχειώδους σκέψης είναι η πολυπλοκότητα και ο τρόπος διαχείρισής της. Οι δυναµικές 
διαδικασίες είναι αυτές που επιτρέπουν σε κάποιον να χειριστεί την πολυπλοκότητα µέσω 
της αφαίρεσης και της αναπαράστασης, έτσι ώστε να µετακινηθεί από ένα επίπεδο 
λεπτοµέρειας σε ένα άλλο. 

Οι Edwards, Dubinsky & McDonald (2005) θεωρούν ότι: 

... η Ανώτερη Μαθηµατική Σκέψη απαιτεί αφαιρετική και αυστηρή συλλογιστική για 
µαθηµατικές ιδέες που δεν είναι πλήρως προσιτές στις πέντε αισθήσεις. ... [Η ανώτερη 
µαθηµατική σκέψη] ενυπάρχει σ’ ένα συνεχές µαθηµατικής σκέψης το οποίο φαίνεται 
να υπερβαίνει, αλλά δεν αγνοεί τις διαδικαστικές εµπειρίες ή τις διαισθήσεις της 
στοιχειώδους µαθηµατικής σκέψης.  

Σηµειώνουν για παράδειγµα, ότι το όριο συνάρτησης µπορεί να είναι µια έννοια που δεν 
είναι πλήρως προσιτή στις πέντε αισθήσεις, όµως ο «υπολογισµός ορίων» µπορεί να µην 
απαιτεί ανώτερη µαθηµατική σκέψη, εφόσον µπορεί να περιλαµβάνει την εφαρµογή µιας 
τυποποιηµένης ρουτίνας και όχι ακριβή συλλογισµό για µια µαθηµατική ιδέα.  

Οι Tall et al. (2001, σελ. 97) σηµειώνουν ότι: 

H µετάβαση από τη στοιχειώδη στην ανώτερη µαθηµατική σκέψη απαιτεί µια 
σηµαντική ανακατασκευή της σκέψης [...] µια πλήρη αλλαγή της εστίασης από την 
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ύπαρξη αντιληπτών αντικειµένων και συµβόλων που αναπαριστούν ενέργειες πάνω 
στα αντικείµενα σε νέες θεωρίες που βασίζονται σε συγκεκριµένες ιδιότητες που 
τυποποιούνται, ορίζοντας µαθηµατικές δοµές [...]. Η εικόνα είναι χρήσιµη, ακόµα και 
ουσιαστική για να υποδειχθούν εκείνοι οι ορισµοί που είναι περισσότερο χρήσιµοι και 
εκείνα τα θεωρήµατα που θα πρέπει να αποδειχθούν. Ωστόσο, η ουσιαστική ποιότητα 
που κάνει την ανώτερη µαθηµατική σκέψη διαφορετική από τα στοιχειώδη 
µαθηµατικά είναι η εισαγωγή των τυπικών ορισµών και των αποδείξεων.  

Μια δεύτερη προσέγγιση της ανώτερης µαθηµατικής σκέψης προσφέρεται από τον 
Rasmussen και τους συνεργάτες του και επικεντρώνεται στην «ανώτερη µαθηµατική 
δραστηριότητα» (advanced mathematical activity) όπως την ονοµάζουν, επειδή, θεωρούν 
τη µάθηση των µαθηµατικών ως συµµετοχή σε µια µαθηµατική δραστηριότητα 
(Rasmussen, Zandieh, King & Teppo 2000). Οι εν λόγω ερευνητές, δεν περιορίζουν την 
Ανώτερη Μαθηµατική Σκέψη σε προπτυχιακά και µεταπτυχιακά µαθηµατικά, αν και τα 
παραδείγµατα που αναπτύσσουν στην εργασία τους αντλούνται από µαθήµατα 
διαφορικών εξισώσεων και γεωµετρία που διδάσκεται στο πανεπιστήµιο. Αναπτύσσουν 
τη συζήτηση σχετικά µε την ανώτερη µαθηµατική σκέψη µε βάση τη λεγόµενη οριζόντια 
και κάθετη µαθηµατικοποίηση (Treffers, 1987), των οποίων οι ορισµοί επεκτείνονται 
ώστε να επιτρέπουν την οριζόντια µαθηµατικοποίηση και σε καθαρά µαθηµατικά 
πλαίσια.  
Ως οριζόντια µαθηµατικοποίηση χαρακτηρίζουν το µετασχηµατισµό ενός µαθηµατικού ή 
πραγµατικού προβλήµατος µε τέτοιο τρόπο ώστε να προσφέρεται για περαιτέρω 
µαθηµατική ανάλυση. Η οριζόντια µαθηµατικοποίηση περιλαµβάνει δραστηριότητες 
όπως τον πειραµατισµό, τη διερεύνηση µοτίβων, την ταξινόµηση, την οργάνωση και την 
εικασία αλλά δεν περιορίζεται σ’ αυτές. Η κάθετη µαθηµατικοποίηση περιλαµβάνει 
εκείνες τις δραστηριότητες που βασίζονται στην οριζόντια µαθηµατικοποίηση και 
κατασκευάζονται πάνω σ’ αυτή. Δηλαδή, η κάθετη µαθηµατικοποίηση µπορεί να 
περιλαµβάνει δραστηριότητες συλλογισµού για αφηρηµένες δοµές, γενίκευσης και 
φορµαλισµού. Οι ερευνητές θεωρούν ότι η οριζόντια και κάθετη µαθηµατικοποίηση 
αποτελούνται από µαθηµατικές πρακτικές όπως του συµβολισµού, της αλγοριθµοποίησης 
και του ορισµού, οι οποίες συνιστούν µηχανισµούς µε τους οποίους εξελίσσονται 
συγκεκριµένες µαθηµατικές έννοιες, όπως τα κλάσµατα, οι λύσεις µιας διαφορικής 
εξίσωσης ή η έννοια του τριγώνου.  

Η τρίτη προσέγγιση της Ανώτερης Μαθηµατικής Σκέψης αναπτύχθηκε από τον Harel 
(2000), ο οποίος επισηµαίνει τον αναπτυξιακό και τον σχετικό χαρακτήρα του όρου 
ανώτερη. Έτσι, θεωρεί ότι Aνώτερη Mαθηµατική Σκέψη είναι αυτή που εµπλέκεται σε 
µια αναπτυξιακή διαδικασία, που εξελίσσεται βαθµιαία και δεν αποτελεί έναν στόχο που 
είτε κάποιος τον εκπληρώνει πλήρως είτε αποτυγχάνει εντελώς. Επίσης, θεωρεί ότι 
κάποιος µπορεί να αναπτύσσει διαφορετικούς τρόπους σκέψης χωρίς να τα καταφέρνει σε 
όλους στον ίδιο βαθµό.  
Με βάση αυτή την σχετικιστική προσέγγιση του όρου ανώτερη για τη µαθηµατική σκέψη 
υιοθετεί, σχετικά µε τις δυσκολίες που συναντά κάποιος στην ανάπτυξη ενός τρόπου 
σκέψης, τη διάκριση του Brousseau µεταξύ διδακτικών και επιστηµολογικών εµποδίων. 
Τα εµπόδια που αντιµετωπίζει κάποιος στην προσπάθεια εκµάθησης κάποιας γνώσης και 
οφείλονται σε ελλιπή ή ελαττωµατική διδασκαλία είναι τα διδακτικά εµπόδια, ενώ εκείνα 
τα οποία είναι αναπόφευκτα λόγω της φύσης της ανάπτυξης της γνώσης είναι τα 
επιστηµολογικά εµπόδια (Brousseau, 1997).  

Ο Duroux (1982), αναφερόµενος στον Brousseau, απαριθµεί τρεις προϋποθέσεις ώστε να 
χαρακτηριστεί ένα εµπόδιο ως επιστηµολογικό. Η πρώτη είναι ότι τα επιστηµολογικά 
εµπόδια έχουν ίχνη στην ιστορία των µαθηµατικών. Η δεύτερη είναι ότι ένα 
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επιστηµολογικό εµπόδιο δεν αποτελεί έλλειψη αντίληψης ή έλλειψη γνώσης αλλά 
παράγει απαντήσεις που ισχύουν σ’ ένα συγκεκριµένο πλαίσιο ενώ µπορεί να µην είναι 
έγκυρες εκτός του πλαισίου αυτού. Έτσι, για να ξεπεραστεί το επιστηµολογικό εµπόδιο 
χρειάζεται µια σηµαντική αλλαγή εστίασης. Η τρίτη προϋπόθεση είναι ότι ένα 
επιστηµολογικό εµπόδιο αντιστέκεται σε περιστασιακές αντιστάσεις και στη δηµιουργία 
µιας βελτιωµένης σχετικής γνώσης, έτσι η κατοχή µιας βελτιωµένης γνώσης δεν επαρκεί 
για να εξαφανιστεί η προηγούµενη.  

Έτσι, ο Harel (2000) µε βάση τα παραπάνω θεωρεί ότι: 

Η µαθηµατική σκέψη είναι ανώτερη, αν η ανάπτυξή της περιλαµβάνει τουλάχιστον µία 
από τις παραπάνω τρεις προϋποθέσεις για τις οποίες ένα εµπόδιο είναι 
επιστηµολογικό. Το επίπεδο της απόκτησης ενός τρόπου σκέψης από ένα άτοµο 
καθορίζεται από το βαθµό στον οποίο το άτοµο έχει ξεπεράσει αυτά τα εµπόδια. 

Ο Harel αναγνωρίζει, βέβαια, ότι η πρώτη προϋπόθεση - ένα επιστηµολογικό εµπόδιο 
πρέπει να έχει ίχνη στην ιστορία των µαθηµατικών - έχει κάποια προβλήµατα εφόσον σε 
πολλές περιπτώσεις είναι δύσκολο ή αδύνατο να διαπιστωθεί αν ένα εµπόδιο έχει 
εµφανιστεί στην ιστορική εξέλιξη των µαθηµατικών. Αλλά η έρευνα στην ιστορία των 
µαθηµατικών έχει προσφέρει ιδιαίτερα για συγκεκριµένες περιπτώσεις όπως για 
παράδειγµα στην εξέλιξη της έννοιας του αριθµού.  
Ο Harel (2000) υποστηρίζει ότι η ανώτερη µαθηµατική σκέψη αναπτύσσεται σε µεγάλες 
περιόδους εντατικής προσπάθειας. Δίνει παραδείγµατα τρόπων µαθηµατικής σκέψης που 
είναι απαραίτητοι για την εκµάθηση προηγµένου µαθηµατικού περιεχοµένου και η 
ανάπτυξη των οποίων πρέπει να ξεκινήσει σε νεαρή ηλικία, όταν διδάσκονται στοιχειώδη 
µαθηµατικά περιεχόµενα. 

2.3.6 Ανάπτυξη της Ανώτερης Μαθηµατικής Σκέψης: Εικόνα της έννοιας και 
ορισµός της έννοιας  

Οι Tall & Vinner (1981) διακρίνουν µεταξύ του ατοµικού τρόπου σκέψης στα 
µαθηµατικά και του τυπικού ορισµού και µε την έννοια αυτή διακρίνουν µεταξύ των 
µαθηµατικών ως νοητική δραστηριότητα και ως φορµαλιστικό σύστηµα. Η θεωρία αυτή 
εφαρµόζεται τόσο σε µαθηµατικούς ερευνητές όσο και σε σπουδαστές.  

Ο ανθρώπινος νους δεν αποτελεί µια καθαρά λογική οντότητα. Ο περίπλοκος τρόπος 
µε τον οποίο λειτουργεί είναι συχνά σε αντίθεση µε τη λογική των µαθηµατικών. Δεν 
είναι πάντα η καθαρή λογική που µας δίνει γνώση, ούτε είναι τυχαίο που µας κάνει να 
κάνουµε λάθη... Θα χρησιµοποιήσουµε τον όρο εικόνα της έννοιας (concept image) για 
να περιγράψουµε τη συνολική γνωστική δοµή που συνδέεται µε την έννοια, η οποία 
περιλαµβάνει όλες τις νοητικές εικόνες και τις σχετικές ιδιότητες και διαδικασίες. 
Αυτή κατασκευάζεται µε τα χρόνια µέσα από τις εµπειρίες κάθε είδους, αλλάζοντας 
καθώς το άτοµο συναντά νέα ερεθίσµατα και ωριµάζει. [...] Καθώς η εικόνα της 
έννοιας αναπτύσσεται, δεν είναι αναγκαίο να είναι συνεκτική ανά πάσα στιγµή. ... Θα 
θεωρήσουµε ότι ο ορισµός της έννοιας  είναι µια σειρά λέξεων που χρησιµοποιείται για 
να προσδιορίσει την έννοια. Μπορεί να µαθευτεί από ένα άτοµο επιφανειακά ή σε 
µεγαλύτερο βάθος και να σχετίζεται σε µικρότερο ή µεγαλύτερο βαθµό µε την έννοια 
ως ολότητα. Μπορεί να είναι µια προσωπική ανακατασκευή ενός ορισµού από έναν 
σπουδαστή την οποία την χρησιµοποιεί  για τη δική του επεξήγηση της εικόνας της 
έννοιας. Με την έννοια αυτή  ο προσωπικός ορισµός της έννοιας µπορεί να διαφέρει 
από έναν τυπικό ορισµό της έννοιας ο οποίος είναι αποδεκτός από τη µαθηµατική 
κοινότητα γενικότερα. (Tall & Vinner,  1981, σ. 152-153) 
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Σ’ ένα ερωτηµατολόγιο που δόθηκε σε νεοεισερχόµενους φοιτητές µαθηµατικών σε µια 
έρευνα των Tall & Schwarzenberger (1978) ζητήθηκε να υπολογιστεί το όριο 

lim
n→∞

1+ 9
10

+ 9
100

+ ...+ 9
10n

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

. Επίσης, ζητήθηκε να απαντήσουν αν το 0,999... είναι ίσο µε 1 ή 

λίγο µικρότερο. Ένας µαθηµατικός µπορεί να θεωρεί ότι ο υπολογισµός του 
προηγούµενου ορίου είναι το ίδιο πρόβληµα µε το ερώτηµα για το 0,9... Αντίθετα οι 14 

από τους 36 φοιτητές ισχυρίστηκαν ότι: lim
n→∞

1+ 9
10

+ 9
100

+ ...+ 9
10n

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= 2  αλλά 0,999... < 1. 

Σύµφωνα µε τους Tall & Vinner (1981) τα δυο ερωτήµατα περιλαµβάνουν διαφορετικά 
µέρη της εικόνας της έννοιας για την οριακή διαδικασία.  

Μια από τις πιο συνηθισµένες σηµασίες που αποδίδεται στην εικόνα της έννοιας « sn → s » 
είναι ότι οι όροι sn  προσεγγίζουν το s αλλά ποτέ δεν το φτάνουν. Δεν υποστηρίζεται ο 
σχηµατισµός της εικόνας της έννοιας όταν στα περισσότερα από τα παραδείγµατα που 
συναντούν οι φοιτητές, οι όροι των ακολουθιών δεν φτάνουν το όριό τους.  

Ο Cornu (1981) αποκαλεί αυθόρµητες αντιλήψεις (spontaneous conceptions) εκείνες τις 
διαισθήσεις, τις εικόνες, τη γνώση που προέρχονται από την καθηµερινή εµπειρία. Η 
τάση πολλών φοιτητών να ανακαλούν (µέρος) της εικόνας της έννοιας τους, αντί του 
ορισµού της έννοιας, όταν απαντούν σε ποικίλα συναφή µαθηµατικά ερωτήµατα δεν είναι 
απαραιτήτως υποδεέστερη. Σε πολλές περιπτώσεις είναι επιθυµητό να έχουµε και να 
προκαλούµε πλούσιες εικόνες. Ωστόσο, πολλές µαθηµατικές έννοιες εισάγονται στους 
µαθητές µέσω τυπικών ορισµών και η ικανότητα χρήσης τέτοιων ορισµών για την 
παραγωγή παραδειγµάτων και αντιπαραδειγµάτων είναι χρήσιµη για την οικοδόµηση της 
εικόνας της έννοιας. 
Ένας από τους τρόπους µε τους οποίους η διδασκαλία επιχειρεί να εµπλουτίσει τις 
εικόνες των εννοιών για τους µαθητές είναι να τους βοηθήσει να αποκτήσουν την 
ικανότητα να απεικονίζουν τις µαθηµατικές έννοιες. Άλλωστε, η έρευνα δείχνει επίσης, 
ότι η οπτικοποίηση µπορεί να διευκολύνει τη µαθηµατική κατανόηση (Presmeg, 1994). 
Οι Dreyfus & Eisenberg (1990) έδειξαν ότι οι µαθητές αντιµετωπίζουν βασικές δυσκολίες 
όσον αφορά την οπτική ενηµέρωση µε τη µορφή γραφηµάτων. Όµως, ακόµη και οι 
µαθητές που είναι µαθηµατικά ώριµοι και έχουν τη δυνατότητα να σκεφτούν οπτικά είναι 
απρόθυµοι να απεικονίσουν τις µαθηµατικές έννοιες (Dreyfus & Eisenberg, 1986, 1990; 
Vinner, 1989). Οι Dreyfus & Eisenberg (1990) συγκρίνουν την οπτική επεξεργασία µε 
την αναλυτική επεξεργασία και θεωρούν ότι ένας λόγος για τον οποίο οι µαθητές 
προτιµούν την τελευταία είναι ότι οι καθηγητές µεταδίδουν στους µαθητές τους - έµµεσα 
ή ρητά - την πεποίθηση ότι ο οπτικός συλλογισµός είναι κατώτερος από την αναλυτική 
συλλογιστική.  

Οι Selden & Selden (1995) επισηµαίνουν ότι οι φοιτητές συχνά συναντούν δυσκολίες µε 
την αποσυµπίεση των ορισµών των εννοιών και της λογικής δοµής που περιλαµβάνεται 
σ’ αυτούς. Οι Bills & Tall (1998) σηµειώνουν ότι οι ορισµοί πρέπει να είναι λειτουργικοί 
για ένα άτοµο ώστε να εστιάσει στις ιδιότητες που απαιτούνται για να βγάλει κατάλληλα 
λογικά συµπεράσµατα στις αποδείξεις. Χαρακτηριστικά αναφέρουν: 

O αγώνας που δίνουν κάποιοι προκειµένου να καταστούν λειτουργικοί οι ορισµοί 
µπορεί να σηµαίνει ότι αυτοί συναντούν τις έννοιες σε ένα στάδιο όπου οι γνωστικές 
απαιτήσεις είναι υπερβολικά υψηλές γι’ αυτούς ώστε να τα καταφέρουν.  Άλλοι δεν 
έχουν ποτέ λειτουργικούς ορισµούς, προσπαθώντας να βασιστούν σε προηγούµενες 
εµπειρίες και εικόνες των εννοιών που δεν µπορούν να χρησιµοποιηθούν, ενώ 
περιστασιακά µια έννοια χωρίς λειτουργικό ορισµό µπορεί να εφαρµοστεί σε µια 
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απόδειξη χρησιµοποιώντας εικόνες, δίνοντας τις απαραίτητες πληροφορίες που 
απαιτούνται στην απόδειξη. (σελ. 104) 

2.3.7 Λειτουργικά χαρακτηριστικά της Ανώτερης Μαθηµατικής Σκέψης: Από τη 
διαδικασία στην έννοια 

O επαγγελµατίας µαθηµατικός William Thurston, βραβευµένος µε Fields Medal, 
αναφέρει:  

Θυµάµαι όταν ήµουν παιδί, στην πέµπτη τάξη, συνειδητοποίησα το εξής εκπληκτικό 
(για µένα), ότι η απάντηση στη διαίρεση 134 δια 29 είναι 134/29. Τι εργαλείο 
τεράστιας εξοικονόµησης εργασίας! Για µένα, «134 δια 29» σήµαινε µια κουραστική 
αγγαρεία, ενώ 134/29 ήταν ένα αντικείµενο χωρίς περαιτέρω εργασία. Πήγα 
ενθουσιασµένος στον πατέρα µου για να του εξηγήσω τη µεγάλη µου ανακάλυψη. 
Μου είπε ότι βεβαίως είναι έτσι, α/β και α διαιρούµενο από το β είναι συνώνυµα. Γι’ 
αυτόν ήταν απλά µια µικρή παραλλαγή του συµβολισµού.  (Thurston, 1990, σ. 848) 

Στο παραπάνω απόσπασµα φαίνεται ότι κάποια στιγµή ο Thurston απέκτησε την 
ωριµότητα να βλέπει τη διαίρεση 134:29 και να µην αισθάνεται την ανάγκη να την 
εκτελέσει. Να µπορεί, δηλαδή, να χρησιµοποιήσει το αποτέλεσµα της πράξης χωρίς να 
πραγµατοποιήσει την ίδια την πράξη. Σε αυτό συνέβαλε και η ύπαρξη του συµβόλου του 
κλάσµατος που χρησιµοποιείται µε αυτή τη διπλή σηµασία.  
Αρκετές φορές στα µαθηµατικά εµφανίζεται µια διαδικασία και µια έννοια να 
συνυπάρχουν στο ίδιο σύµβολο. Για παράδειγµα, όταν ένα παιδί προσπαθεί να µετρήσει 
πέντε µολύβια τότε ξεκινάει από το ένα και συνεχίζει τη διαδικασία της αρίθµησης ανά 
ένα µέχρι να φτάσει το πέµπτο µολύβι, ανακοινώνοντας ότι το πλήθος του συνόλου των 
µολυβιών είναι ο τελευταίος αριθµός κατά την διαδικασία της αρίθµησης. Έτσι, το 
σύµβολο «5» σηµαίνει τόσο τη διαδικασία της αρίθµησης όσο και το αποτέλεσµα της 
διαδικασίας αυτής. 

Ας πάρουµε ένα άλλο παράδειγµα από λίγο µεγαλύτερα παιδιά. Στην προσπάθειά τους οι 
µαθητές να κάνουν µια πρόσθεση, όπως για παράδειγµα την «3+7», επινοούν ή 
διδάσκονται διάφορους τρόπους. Ένας τρόπος που λέγεται αρίθµηση όλων (count all) 
είναι να αριθµούν από το 1 ανά 1 µέχρι το 3 και να συνεχίσουν την αρίθµηση µέχρι το 10, 
άλλος τρόπος είναι να αρχίσουν την αρίθµηση µετά τον πρώτο (count-on from first), 
δηλαδή, η αρίθµηση από το 4 µέχρι το 10. Άλλος τρόπος είναι να αρχίσουν την αρίθµηση 
από το µεγαλύτερο (count-on from larger), δηλαδή από το 8 µέχρι το 10. Φυσικά, κάποια 
στιγµή µπορούν να έχουν άµεση γνώση του αποτελέσµατος (known fact). Όλες αυτές οι 
διαδικασίες είναι ενσωµατωµένες στην πράξη της πρόσθεσης «3+7», καθώς επίσης και το 
αποτέλεσµα της πράξης αυτής εκφράζεται από το συµβολισµό «3+7=10».  

Ας δούµε ένα παράδειγµα ακόµα από µαθητές του Γυµνασίου. Συχνά συµβαίνει ο 
καθηγητής να γράφει «x+x+2x+2x=6x» και κάποιος µαθητής να αναρωτιέται λιγότερο ή 
περισσότερο φωναχτά «και πόσο κάνει αυτό;». Δηλαδή, ο µαθητής δεν µπορεί να δει το 
«6x» σαν αποτέλεσµα αλλά µόνο ως την διαδικασία της εύρεσης του εξαπλάσιου, ή σαν 
να ζητάει έναν αριθµό για να βάλει στη θέση του  x ώστε να έχει αριθµητικό αποτέλεσµα.  

Ακόµα, όταν γράφουµε ότι lim
x→α
f (x) = l , λέµε ότι οι τιµές f (x)  είναι οσοδήποτε κοντά 

στο l  αρκεί το x  να είναι αρκετά κοντά στο α. Όµως, ο ορισµός του Weierstrass που 
είναι πίσω από αυτή την πολύπλοκη διατύπωση δεν βοηθάει στην εύρεση του ορίου και 
οι µαθητές συχνά τον αντικαθιστούν µε την εξής διαδικασία. Παίρνουν τιµές του x που 
πλησιάζουν οσοδήποτε κοντά στο α και βλέπουν ποιον πραγµατικό αριθµό προσεγγίζουν 
οι τιµές f (x) . Έτσι, στο συµβολισµό του ορίου συµπυκνώνεται τόσο η διαδικασία 
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προσέγγισης του 𝑙 από τις τιµές f (x)  όσο και το αποτέλεσµα αυτής της διαδικασίας 
δηλαδή, το όριο 𝑙.  
Οι Gray & Tall (1994) θεωρούν χρήσιµη τη διάκριση µεταξύ διαδικασίας (procedure) και 
διεργασίας (process). Με το όρο διαδικασία εννούν έναν βήµα προς βήµα αλγόριθµο όπου 
το άτοµο πρέπει να ολοκληρώσει το κάθε βήµα για να πάει στο επόµενο. Μια διεργασία 
λαµβάνει χώρα όταν µια ή περισσότερες διαδικασίες (που έχουν το ίδιο αποτέλεσµα) 
µπορούν να θεωρηθούν ως ένα όλο, χωρίς το άτοµο να χρειάζεται να αναφέρεται σε 
επιµέρους βήµατα ή διαφορετικές διαδικασίες. Για παράδειγµα, τον όρο διεργασία τον 
χρησιµοποιούν µε µια γενική έννοια, λέγοντας «διεργασία της πρόσθεσης» και τον όρο 
διαδικασία τον χρησιµοποιούν όταν αναφέρονται σε έναν συγκεκριµένο αλγόριθµο που 
εφαρµόζεται κατά τη διεργασία της πρόσθεσης όπως η «αρίθµηση όλων», η «αρίθµηση 
από τον πρώτο», η «αρίθµηση από τον µεγαλύτερο» που είδαµε προηγουµένως και 
αφορούν διαδικασίες που χρησιµοποιούνται από το άτοµο ως νοητικά στηρίγµατα για τον 
υπολογισµό κάποιου αθροίσµατος (Gray & Tall, 1994; Gray & Tall 2001).  

Ας δούµε ένα ακόµα παράδειγµα. Η διεργασία της παραγώγισης της συνάρτησης 1+ x
2

x2
 

µπορεί να να γίνει µε µια ποικιλία διαδικασιών όπως η εφαρµογή του κανόνα της 
παραγώγισης πηλίκου, του κανόνα της παραγώγισης γινοµένου (για τις συναρτήσεις 

1+ x2  και 1
x2

) ή άλλες στρατηγικές, όπως η απλοποίηση στη µορφή (x−2 +1)  πριν την 

παραγώγιση (Tall et al., 2001). 

Η µετάβαση από µια νοητική ενέργεια σε ένα νέο γνωστικό αντικείµενο έχει παίξει 
σηµαντικό ρόλο σε πολλές θεωρίες γνωστικής ανάπτυξης (Dienes, 1960; Piaget 1972; 
Greeno, 1983; Davis, 1984; Dubinsky 1991; Sfard, 1991; Harel & Kaput 1991; Gray & 
Tall, 1994). 
 Ο Piaget αναφέρει την ενθυλάκωση (encapsulation) µιας διαδικασίας ως νοητικό 
αντικείµενο όταν: 

... µια φυσική ή νοητική ενέργεια αποδοµείται και αναδιοργανώνεται σε ένα 
υψηλότερο επίπεδο σκέψης και έτσι γίνεται πιο κατανοητή από τον γνώστη (Beth & 
Piaget, 1966, σ. 247) 

O Greeno (1983) ορίζει την «εννοιολογική οντότητα» ως ένα γνωστικό αντικείµενο που 
µπορεί να λειτουργήσει ως είσοδος σε µια νοητική διαδικασία. Η γνωστική διεργασία του 
σχηµατισµού µιας (στατικής) εννοιολογικής οντότητας από µια (δυναµική) διεργασία έχει 
χαρακτηρισθεί ως ενθυλάκωση (encapsulation) (ακολουθώντας τον Piaget), πραγµοποίηση 
(reification) (Sfard, 1989).  
O Dubinsky και οι συνεργάτες του αναπτύσουν µια θεωρία µε το ακρωνύµιο APOS 
(Action, Process, Object, Schema) σύµφωνα µε την οποία φυσικές ή νοητικές ενέργειες 
(actions) γίνονται εκούσιες και χαρακτηρίζονται διεργασίες  (processes) οι οποίες στη 
συνέχεια ενθυλακώνονται σε ένα νέο αντικείµενο (object) δηµιουργώντας ένα νοητικό 
σχήµα (schema) (Cottrill et al., 1996). 

H Sfard (1991, σ. 10) προτείνει ότι «στην προσπάθεια να µιλήσουµε για µαθηµατικά 
αντικείµενα, πρέπει να µπορούµε να διαχειριστούµε τα αποτελέσµατα κάποιων 
διαδικασιών χωρίς να χρειάζεται να αναφερόµαστε στις ίδιες τις διαδικασίες». Έτσι 
ξεκινάµε µε «µια διεργασία που αναφέρεται σε οικεία αντικείµενα» (Sfard & Linchevski, 
1994, σ. 64). Αυτή, στη συνέχεια, «συνοψίζεται» και χρησιµοποιείται ως 
«είσοδος/έξοδος, χωρίς απαραίτητη αναφορά των ενδιάµεσων βηµάτων» και µετά 
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«πραγµοποιείται» µε την µετατροπή της «ήδη συνοψισµένης διεργασίας σε ένα 
αντικείµενο-οντότητα». Η Sfard θεµελιώνει την έννοια της πραγµοποίησης (refiecation) 
στο πλαίσιο της ευρύτερης θεωρίας της για τις λειτουργικές και δοµικές αντιλήψεις, όπου 
οι πρώτες αναφέρονται σε διεργασίες και οι δεύτερες σε αντικείµενα (Sfard, 1989, 1991).  
Αλλά παρόµοιες ιδέες αναφέρονται και από την εµπειρία των επαγγελµατιών 
µαθηµατικών: 

Τα µαθηµατικά είναι εντυπωσιακά συµπιεσµένα: αγωνίζεσαι για ένα µεγάλο διάστηµα, 
βήµα-βήµα δουλεύοντας µε κάποια διαδικασία ή ιδέα µε διαφορετικές προσεγγίσεις. 
Αλλά κάποια στιγµή πραγµατικά την καταλαβαίνεις και έχεις την νοητική δυνατότητα 
να τη δεις ως µια ολότητα, στην οποία συχνά υπάρχει τεράστια νοητική συµπίεση. 
Μπορείς να την έχεις αποθηκεύσει κάπου, να την ανακαλέσεις γρήγορα και πλήρως 
όταν την χρειαστείς και να την χρησιµοποιήσεις ως βήµα σε κάποια άλλη νοητική 
διαδικασία. Η επίγνωση αυτής της συµπίεσης είναι ένα από τα πραγµατικά παιχνίδια 
των µαθηµατικών (Thurston 1990, σ. 847).  

Ο Tall (2013) αναδεικνύει τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά της συµπίεσης της γνώσης 
(compression of knowledge) η οποία θεωρεί ότι συµβαίνει όταν ένα φαινόµενο κάποιου 
είδους είναι αντιληπτό στο νου µε έναν απλούστερο ή πιο αποτελεσµατικό τρόπο. Αυτό 
γίνεται µέσω πιο άµεσων συνδέσεων στο νου και ενισχύεται από τη χρήση της γλώσσας 
που δίνει στην έννοια ένα όνοµα ώστε να µπορούν να διαµοιράζονται οι ιδέες, οι 
ιδιότητές τους και οι σχέσεις µεταξύ των εννοιών.  
Η συµπίεση του συµβολισµού συµβαίνει µε αρκετούς διαφορετικούς τρόπους. Έχουµε 
την ικανότητα να αναγνωρίζουµε πράγµατα µέσω της αντίληψής µας από οµοιότητες και 
διαφορές, να κατηγοριοποιούµε έννοιες σ’ ένα όλο µε διαφορετικούς τρόπους, δίνοντας 
ένα όνοµα που καθορίζει την κατηγορία, όπως «σκύλος» ή «τρίγωνο» . Αυτό είναι µια 
δοµική αφαίρεση των ιδιοτήτων µιας έννοιας και η συγκρότησή τους σε µια νέα οντότητα 
µε όνοµα. Αυτός ο τρόπος συµβαίνει κυρίως στη γεωµετρία που ξεκινάµε µε την 
κατηγοριοποίηση αντικειµένων, στα οποία αποδίδεται ένα όνοµα και στη συνέχεια 
µελετάµε τις ιδιότητες τους. 
Μια δεύτερη µέθοδος περιλαµβάνει την εφαρµογή µιας ακολουθίας ενεργειών όπως µια 
διαδικασία (procedure), έτσι ώστε να µπορεί να εκτελεστεί µε µικρή νοητική προσπάθεια. 
Η ευρύτερη συµπίεση µιας διεργασίας (όπως η πρόσθεση) συµπιέζεται σε µια νοητική 
έννοια (όπως το άθροισµα) σε µια λειτουργική αφαίρεση που ονοµάζεται  ενθυλάκωση 
της διεργασίας ως µια έννοια. Η µέθοδος αυτή συµβαίνει κυρίως στην αριθµητική και την 
άλγεβρα, όπου ξεκινάµε κυρίως µε διαδικασίες (π.χ. αρίθµηση, υπολογισµούς) και, στη 
συνέχεια, οι διαδικασίες αυτές γίνονται έννοιες.  

Μια τρίτη µέθοδος εµφανίζεται όταν τα άτοµα χρησιµοποιούν ολοένα και πιο εξελιγµένα 
τη γλώσσα για συγκεκριµένες έννοιες µέσω του ορισµού. Αυτό, οπωσδήποτε είναι µια 
ειδική περίπτωση κατηγοριοποίησης. Ωστόσο, αντί να ξεκινάµε µε µια έννοια και να 
κατηγοριοποιούµε τις ιδιότητές της, η κατάσταση αντιστρέφεται µε την εξειδίκευση µέσω 
του ορισµού και την παραγωγή όλων των άλλων ιδιοτήτων από αυτόν.  

2.3.8 Λειτουργικά χαρακτηριστικά της Ανώτερης Μαθηµατικής Σκέψης: 
Διεργασιοέννοια (Procept)  

Η ενθυλάκωση της διεργασίας ως αντικείµενο έχει θεωρηθεί µια δύσκολη νοητική 
δραστηριότητα. Η Sfard (1989)  αναρωτιέται «πως µπορεί κάτι να είναι διαδικασία και 
αντικείµενο την ίδια στιγµή;». Οι Gray & Tall (1994) θεωρούν ότι αυτό επιτυγχάνεται µε 
την χρήση του ίδιου συµβολισµού για την αναπαράσταση µιας διεργασίας και του 
αποτελέσµατος αυτής της διεργασίας. Θα αναφερθούν µερικά ακόµα παραδείγµατα, όπου 
το ίδιο σύµβολο χρησιµοποιείται για να εκφράσει τόσο τη διεργασία όσο και το 
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αποτέλεσµα αυτής της διεργασίας δηλαδή, την έννοια, τα οποία διαπερνούν διαφορετικά 
επίπεδα των µαθηµατικών. 

- Το σύµβολο «4» εκφράζει τόσο τη διεργασία της αρίθµησης µέχρι το 4 όσο και 
την έννοια του αριθµού 4.  

- Το σύµβολο «4+3» εκφράζει τόσο την διεργασία (πράξη) της πρόσθεσης όσο και 
το αποτέλεσµα (άθροισµα) της πράξης αυτής.  

- Το σύµβολο «1/4» εκφράζει τόσο την διεργασία (πράξη) του «µοιράσµατος» ή της 
διαίρεσης όσο και την έννοια του κλάσµατος.  

- Το σύµβολο «-3» εκφράζει τόσο τη διεργασία «αφαιρώ 3» ή «αντίθετος του 3» ή 
«µεταβαίνω τρία αριστερά στην ευθεία των αριθµών» όσο και την έννοια του 
αρνητικού αριθµού «-3».  

- Η έκφραση «3x+2» παριστάνει τόσο τη διεργασία της πρόσθεσης του 2 στο 
τριπλάσιο του x όσο και το αποτέλεσµα του αθροίσµατος αυτού.  

- Το σύµβολο «𝑑𝑓(𝑥)/𝑑𝑥» εκφράζει τόσο τη διεργασία της παραγώγισης (η οποία 
µπορεί να γίνει µε πολλούς τρόπους) όσο και την παράγωγο της συνάρτησης 𝑓.  

- Η διεργασία του «τείνει σε ένα όριο» και η έννοια της τιµής του ορίου 
αναπαρίστανται και οι δυο από το συµβολισµό «lim!→! 𝑓(𝑥)».  

 (Gary & Tall 1994, Tall et al., 2001)  

Στα προηγούµενα παραδείγµατα είναι εµφανής µια αµφισηµία που ενυπάρχει στο 
συµβολισµό ο οποίος χρησιµοποιείται είτε ως διεργασία είτε ως έννοια. Όµως αυτή η 
αµφισηµία είναι δύναµη και αδυναµία µαζί. Από τη µια κάποιες φορές είναι ιδιαίτερα 
δύσκολο να γίνει κατανοητή η αναπαράσταση µιας διεργασίας και µιας έννοιας από το 
ίδιο σύµβολο. Απαιτεί ιδιαίτερη ευελιξία στο χειρισµό ανάλογα µε την εκάστοτε 
περίπτωση. Όµως η ίδια αυτή δυσκολία αποτελεί και τη δύναµη του συµβολισµού για τα 
µαθηµατικά. Η ίδια η αµφισηµία στην ερµηνεία του συµβολισµού και η ευέλικτη χρήση 
του είναι στις ρίζες της επιτυχηµένης µαθηµατικής σκέψης. Είναι χαρακτηριστικό το 
παράδειγµα που αναφέρθηκε για τις µεθόδους που χρησιµοποιούνται για πρόσθεση δυο 
αριθµών. Όποιοι χρησιµοποιούν τη µέθοδο «αρίθµηση από τον πρώτο» έχουν θεωρήσει 
τον πρώτο αριθµό ως αντικείµενο και έχουν ένα πλεονέκτηµα σε σχέση µε αυτούς που 
«αριθµούν από την αρχή». Όσοι µπορούν να βάζουν πρώτο τον µεγαλύτερο έχουν ένα 
επιπλέον πλεονέκτηµα εφόσον χρησιµοποιούν ευέλικτα τον συµβολισµό.  

Ο Byers (2007), στην προσπάθειά του να ερµηνεύσει γιατί οι φοιτητές του δυσκολεύονται 
να αποδεχθούν την ισότητα «0,999...= 1» θεωρεί ότι η έκφραση 0,999... = 
9/10+9/100+9/1000+... και ο συµβολισµός αυτός είναι εκουσίως αµφίσηµος. Από τη µια 
παριστάνει τη διαδικασία (process) της πρόσθεσης σε µια άπειρη ακολουθία κλασµάτων 
και από την άλλη παριστάνει το αντικείµενο (object) δηλαδή, τον αριθµό που είναι το 
αποτέλεσµα αυτής της διαδικασίας. Έτσι, η ισότητα «1=0,999...» µπερδεύει επειδή 
φαίνεται να εξισώνει µια διαδικασία µε ένα αντικείµενο. Εµφανίζεται να ταυτίζει δυο 
στοιχεία από δυο ασυµβίβαστα πλαίσια. Ένα ρήµα και ένα ουσιαστικό. Η αµφισηµία 
αυτή είναι ιδιαίτερα ισχυρή και έτσι ακόµα και όταν αποδεικνύεται η συγκεκριµένη 
ισότητα, η αµφισηµία για τους φοιτητές δεν επιλύεται και η κατανόηση της 
αναπαράστασης των περιοδικών δεκαδικών αριθµών παραµένει σε εκκρεµότητα. Η 
κατανόηση αυτή περιλαµβάνει ένα νοητικό άλµα, την συνειδητοποίηση ότι υπάρχει µια 
µοναδική ιδέα η οποία µπορεί να εκφραστεί είτε ως 1 είτε ως 0,999... και µπορεί να 
κατανοηθεί είτε ως διαδικασία αθροίσµατος µιας άπειρης σειράς είτε ως µια περατωµένη 
διαδικασία διαδοχικών προσεγγίσεων καθώς και ως ένας συγκεκριµένος αριθµός.  
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Ο Byers (2007) θεωρεί την αµφισηµία (ambiguity) ουσιαστικό µέρος της 
δηµιουργικότητας των µαθηµατικών και για το λόγο αυτό υιοθετεί για την αµφισηµία τον 
ορισµό του Koestler (1964) για τη δηµιουργικότητα (creativity): «Η αµφισηµία 
περιλαµβάνει µια µοναδική κατάσταση ή ιδέα που γίνεται αντιληπτή σε δυο εσωτερικά 
συνεπή αλλά ασυµβίβαστα µεταξύ τους συστήµατα αναφοράς» (Byers, 2007, σ. 28). 

Οι Gray & Tall (1994), προσπαθώντας να αναδείξουν αυτή τη δύναµη που προκύπτει από 
τη χρήση του ίδιου συµβολισµού τόσο για τη διεργασία όσο και για την έννοια που 
αποτελεί το αποτέλεσµα της διεργασίας, χρησιµοποιούν τον όρο διεργασιοέννοια 
(procept). O όρος προκύπτει από τα τρία πρώτα γράµµατα της λέξης ‘process’ και τα 
τέσσερα τελευταία γράµµατα της λέξης ‘concept’.  

Ένα στοιχειώδες procept είναι ένα αµάλγαµα από τρία στοιχεία: µια διεργασία 
(process) η οποία παράγει ένα µαθηµατικό αντικείµενο (object), και ένα σύµβολο 
(symbol) το οποίο χρησιµοποιείται για να αναπαραστήσει είτε τη διεργασία είτε το 
αντικείµενο. [...] Ένα prοcept αποτελείται από µια συλλογή από στοιχειώδη procepts 
τα οποία έχουν το ίδιο αντικείµενο. (Gray & Tall, 1994, σ. 120) 

Το procept είναι µια γνωστική κατασκευή, στην οποία το σύµβολο µπορεί να 
λειτουργήσει ως στήριγµα για τη µετάβαση από την έµφαση στη διαδικασία του 
υπολογισµού ή της επεξεργασίας σε µια έννοια την οποία µπορεί κάποιος να σκεφτεί ως 
µια εύχρηστη οντότητα (Tall et al., 2001, σ. 85). 

Η γνώση µιας συγκεκριµένης διαδικασίας επιτρέπει στο άτοµο να κάνει έναν 
συγκεκριµένο υπολογισµό ή επεξεργασία. Όµως, έχοντας µια ή περισσότερες 
εναλλακτικές διαθέσιµες, επιτρέπεται µεγαλύτερη ευελιξία και αποτελεσµατικότητα στην 
επιλογή της κατάλληλης διαδροµής µεταξύ αυτών που διατίθενται. Αλλά επίσης, κάποιοι 
µπορεί να είναι ικανοί να σκεφτούν µαθηµατικά µ’ ένα συµπιεσµένο και εύχρηστο τρόπο, 
µεταβαίνοντας εύκολα από τη διεργασία στην έννοια. Οι Gray, Pitta, Pinto & Tall (1999) 
δίνουν ένα φάσµα δυνατών αποτελεσµάτων (Εικόνα 2.3.8.Α), σε βασικά στάδια, τα οποία 
είναι πιθανό να επιτευχθούν από µαθητές µε διαφορετικές ικανότητες.  

Όµως, η πιθανή ανάπτυξη για το µέλλον είναι πολύ διαφορετική. Αυτοί που σκέφτονται 
διαδικαστικά ο προσανατολισµός τους είναι περιορισµένος σε µια συγκεκριµένη 
διαδικασία, µε επικέντρωση της προσοχής στα ίδια τα βήµατα, ενώ αυτοί που βλέπουν το 
συµβολισµό ως διεργασία ή έννοια έχουν µεγαλύτερη αποτελεσµατικότητα στη χρήση 
της γνωστικής διεργασίας. Μακροπρόθεσµα όταν οι µαθητές συναντούν νέα προβλήµατα 
επαναλαµβάνεται ένα φάσµα ίδιου είδους, µε τάση να εξαναγκάζονται ολοένα και 
περισσότερο σε διαδικαστική σκέψη. Αυτό σηµαίνει ότι αυτοί που επικεντρώνουν κυρίως 
στη διαδικασία έχουν ένα σηµαντικά µεγαλύτερο βάρος να αντιµετωπίσουν στη µάθηση 
νέων µαθηµατικών  σε σχέση µε αυτούς που είναι ικανοί να επικεντρώνουν στις 
ουσιαστικές πτυχές του συµβολισµού ταυτόχρονα ως διεργασία και ως έννοια. 
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Εικόνα 2.3.8.Α: Φάσµα αποτελεσµάτων κατά την εκτέλεση µαθηµατικών διεργασιών 

(Gray, Pitta, Pinto & Tall, 1999, p. 120) 

Οι Gray & Tall (2001) επεκτείνουν την Εικόνα 2.3.8.Α των Gray, Pitta, Pinto & Tall 
(1999) οδηγούµενοι στην Εικόνα 2.3.8.Β στην οποία εµφανίζονται τα διαφορετικά 
επίπεδα εκλέπτυνσης από το προ-διαδικαστικό στάδιο µέχρι το στάδιο του procept. Η 
ανάγκη επέκτασης του προηγούµενου φάσµατος αποτελεσµάτων προέκυψε σε µια 
προσπάθεια διάκρισης της αποτυχίας ώστε να δοθεί λύση σ’ ένα πρόβληµα και της 
επιτυχούς λύσης του προβλήµατος αλλά µόνο µε διαδικαστικούς όρους. Η διαθεσιµότητα 
διαφορετικών διαδροµών στο διεργασιακό επίπεδο (process level) εισάγει τη δυνατότητα 
εναλλακτικών µεθόδων επιτρέποντας τον έλεγχο για πιθανά λάθη, ακόµα και όταν 
εµφανίζεται ένα ασυνείδητο συναίσθηµα ότι κάτι δεν πάει καλά (Crowley & Tall, 1999). 
Το επίπεδο procept εµφανίζεται σ’ ένα υψηλότερο στάδιο, όπου τα σύµβολα δρουν διπλά 
ως διεργασία και ως έννοια µ’ έναν τρόπο που υπερβαίνει την διεργασία από µόνη της.  

 

– 8 –

Knowing a specific procedure allows the individual to do  a specific
computation or manipulation. Having one or more alternatives available allows
greater flexibility and efficiency to choose the most suitable route for a given
purpose. But also being able to think about the symbolism as an entity allows it to
be manipulated itself, to think about mathematics in a compressed and manipulable
way, moving easily between process and concept. This gives a spectrum of
performance (figure 9) in which it is possible, at certain stages, for students with
different capacities all to succeed with a given routine problem, yet the possible
development for the future is very different. Those who are procedurally oriented
are limited to a particular procedure, with attention focused on the steps
themselves, whilst those who see symbolism as process or concept have a more
efficient use of cognitive processing. Long-term, as students meet new tasks the
same kind of spectrum occurs, with more and more tending to be coerced into
procedural thinking. This means that those who are (or who become) focused
mainly on the procedural have a considerably greater burden to face in learning
new mathematics than those who are able (in addition) to focus on the essential
qualities of the symbolism as both process and concept.
Procedure, Process and Procept in Algebra
The processing of expressions in algebra is highly prone to the procedural-process-
procept spectrum. DeMarois (1998) asked a class of college (pre-) algebra students
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Figure 9: A spectrum of performance in the carrying out of mathematical processes
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Εικόνα 2.3.8.Β: Φάσµα αποτελεσµάτων (Gray & Tall, 2001, p. 69) 

Σε αντιστοιχία µε την ταξινοµία SOLO (Structure of the Observed Learning Outcome – 
Δοµή των Παρατηρούµενων Μαθησιακών Αποτελεσµάτων) (Biggs & Collis, 1991; Pegg, 
2003; Pegg & Tall, 2005), το µοντέλο της οποίας διέπεται από την ακολουθία: 
µονοδοµικό (unistructural), πολυδοµικό (multistructural), σχεσιακό (relational) και 
εκτεταµένης αφαίρεσης (extended abstract) o Tall (2007) επεκτείνει περαιτέρω το 
προηγούµενο φάσµα αποτελεσµάτων σε αυτό της Εικόνας 2.3.8.Γ, όπου αναπαρίσταται η 
διαδοχική συµπίεση από τη διαδικασία µέσω της πολυ-διαδικασίας στη διεργασία και το 
στάδιο procept. Έτσι, µοντελοποιείται ο τρόπος µε τον οποίο µια διαδικασία που είναι µια 
νοητή ακολουθία βηµάτων, τα οποία πραγµατοποιούνται κάποια στιγµή σταθερά, 
εµπλουτίζονται για να δώσουν την ικανότητα της επιλογής κατάλληλης διαδικασίας για 
την εκτέλεση της δραστηριότητας µε µια συγκεκριµένη έννοια, συνοψίζονται σε µια 
διεργασία και συµπυκνώνεται σε ένα procept που δίνει τη δυνατότητα σκέψης για τα 
µαθηµατικά µε ένα ευέλικτο και συµβολικό τρόπο. Μαθητές που έχουν δυσκολίες µε τη 
διαδικασία µπορεί να εδραιώσουν το διαδικαστικό επίπεδο, ίσως εµπλουτίζοντας το 
πολυδιαδικαστικό στάδιο. Άλλοι, που επικεντρώνουν στις διαδικασίες ως συνοπτικές 
διεργασίες και στη συνέχεια ως ευέλικτα procepts µπορούν να οδηγηθούν σε πολύ πιο 
εξελιγµένο διεργασιοεννοιολογικό (proceptual) επίπεδο λειτουργίας.  
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Sophistication and a spectrum of performance
Figure 1 (expanded from figure 1 of Gray, Pitta, Pinto & Tall, 1999) shows the possible
outcomes of different levels of sophistication from pre-procedure through to procept. It
shows that a problem requiring only a routine procedural solution will distinguish
between failure and success only in terms of the change from pre-procedure to
procedure. The availability of different routes at the process level introduces the
possibility of alternative methods allowing checking for possible errors in execution,
even to an underlying unconscious feeling that something is wrong when an error is
made (Crowley & Tall, 1999). The procept level moves to a higher plane where the
symbols act dually as process and concept, allowing the individual to think about
relationships between the symbols in a manner which transcends process alone.

For example, we may recognise that the procedure ‘add 3 to a number and double the
result’ and the procedure ‘double a number and add 6’ both give the same process.
Symbols can be effective for these two procedures in terms of the expressions (3+n)�2
and 2�n+6, or the more standard notations, 2(3+n) and 2n+6. These all represent the
same input-output process operating on the (value of) the number n. A student still at the
procedure level might find these various expressions and their procedural meanings a
considerable barrier to understanding expressions as processes.
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solution for 
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problem
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Procedure(s)
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Pre- 
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or 
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Figure 1:  A spectrum of performance (taken from Gray, Pitta, Pinto & Tall, (1999, p.121)).
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Εικόνα 2.3.8.Γ: Φάσµα αποτελεσµάτων από την αυξανόµενη συµπίεση του συµβολισµού  

(Tall, 2007, p. 5) 

Οι Tall et al. (2001, σελ. 94-95) διακρίνουν µια µακρά πορεία που οδεύει από την 
αριθµητική στην άλγεβρα και στη συνέχεια στον απειροστικό λογισµό των αξιωµατικά 
θεµελιωµένων µαθηµατικών µε τους τυπικούς ορισµούς και τις αποδείξεις.  

Τα διαφορετικά procepts λειτουργούν µε διάφορους τρόπους, οδηγώντας στην ανάγκη 
για γνωστική ανασυγκρότηση σε διάφορα στάδια. Ενώ τα «βασικά αριθµητικά 
σύµβολα έχουν όλα διπλό νόηµα ως διαδικασία και ως έννοια» και φέρουν λεπτές 
διαφορές. Το άθροισµα δύο ακεραίων αριθµών είναι ένας άλλος ακέραιος αριθµός 
αλλά η διαίρεση δηµιουργεί µια εντελώς νέα οντότητα – τα κλάσµατα. Λίγο αργότερα, 
η µετάβαση από την αριθµητική στην άλγεβρα οδηγεί σε ένα νέο είδος procept, όπου η 
έκφραση 2 + 3x είναι µια «απάντηση» η οποία είναι µία διαδικασία που µόνο δυνητικά 
µπορεί να ελεγχθεί. Η µετάβαση από την άλγεβρα στον απειροστικό λογισµό 
δηµιουργεί νέα προβλήµατα, µε σύµβολα ορίων, όπως, καταδεικνύουν οι δυνητικά 
άπειρες διαδικασίες. Όµως, σε τυπικό επίπεδο, τα procepts διαδραµατίζουν ένα µικρό 
ρόλο. Μια έννοια, όπως η οµάδα στην Άλγεβρα, δεν είναι ένα procept αλλά µια 
µεγαλύτερη δοµή που δίνεται από έναν ορισµό που καθορίζει τις ιδιότητες που πρέπει 
να έχει. Οι διαδικασίες για την κατασκευή τυπικού νοήµατος είναι τώρα λογικές 
διαδικασίες και οι έννοιες είναι τυπικές κατασκευές. Μια περαιτέρω ασυνέχεια, αυτή 
τη φορά µε µεγάλες αναλογίες, παρεµβαίνει, σηµατοδοτώντας το βήµα από τα 
«στοιχειώδη µαθηµατικά» του υπολογισµού και του χειρισµού στα «προχωρηµένα 
µαθηµατικά» του ορισµού και της απόδειξης. 

2.4 Συγκρότηση του µαθηµατικού νοήµατος στο πλαίσιο της διδακτικής 
πρακτικής  

Αρκετοί ερευνητές έχουν εκφράσει τις ανησυχίες τους σχετικά µε την καθιέρωση της 
θεσµικής γνώσης στην εκπαιδευτική πραγµατικότητα. Ως θεσµική γνώση θεωρείται η 
γνώση των τυπικών διαδικασίων και νόµων η οποία είναι αυτή που συνήθως ανακαλείται 

 5 

The earlier work of Dubinsky and his colleagues (e.g. Cottrill et al., 1996) focused 
mainly on a symbolic approach by programming a procedure as a function and using 
the function as the input to another function. The data shows that, while the process 
level was often attained, encapsulation from process to object was more problematic. 
The symbolic compression from procedure to process to object has an embodied 
counterpart. The move from procedure to process simply involves shifting the focus 
of attention from the steps of a procedure to the effect of the procedure. For example, 
a translation of an object on a plane is an action in which each point of the object is 
moved in the same direction by the same magnitude. Any arrow of that given 
magnitude and direction represents the effect of the action and can be imagined as a 
single free vector that may be moved to any point to show how that point moves. The 
free vector is a conceptual embodiment of the vector translation as an object. Adding 
free vectors as objects by placing them nose to tail gives the unique free vector that 
has the same effect as the two following one after the other. 
In this way, we see a parallel between symbolic compression in APOS theory and 
embodied compression through shifting attention from the steps of an action to the 
effect and imagining the effect as an embodied object (figure 3). This link between 
symbolism and embodiment can play its part in the compression of process into 
object, enabling the individual to refer mentally to the encapsulated process as a 
conceptual embodiment. From this viewpoint, conceptual knowledge makes links 
between thinkable concepts, not only with ‘real world’ applications, but also within 
and between proceptual symbolism and conceptual embodiment (figure 4). 

 

Figure 2: Spectrum of outcomes from increasing compression of symbolism 
(expanded from Gray, Pitta, Pinto & Tall, 1999, p.121). 
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για τις ανάγκες των εξετάσεων. Όµως αυτού του τύπου η γνώση δεν παραµένει στη 
µνήµη των µαθητών για µεγάλο χρονικό διάστηµα και κυρίως δεν µπορεί να 
ενεργοποιηθεί για τις ανάγκες επίλυσης ενός µη αναµενόµενου ή τυποποιηµένου 
προβλήµατος. Στην ενότητα αυτή αρχικά περιγράφεται το πλαίσιο διάκρισης της 
Θεσµικής γνώσης από την ενεργή γνώση η οποία αναπτύσσεται κατά τη διδακτική πράξη. 
Στη συνέχεια η εστίαση είναι στις µορφές και στο ρόλο της Ανώτερης Γνώσης των 
Μαθηµατικών στη διδακτική πρακτική. Επιπρόσθετα, αναδεικνύεται η  ερευνητική 
στροφή που από τη γνώση των εκπαιδευτικών επικεντρώνεται στο νόηµα που αποδίδουν 
αυτοί στις µαθηµατικές έννοιες στη διδακτική πρακτική, και η ενότητα ολοκληρώνεται µε 
τον ιδιαίτερο ρόλο της Σηµειωτικής στη αξιοποίηση της Γνώσης των Ανώτερων 
Μαθηµατικών στη διδακτική πράξη. 

2.4.1 Θεσµική και ενεργή γνώση για τη διδασκαλία  
Παραδοσιακά, οι φιλόσοφοι θεωρούσαν τη γνώση ως «αιτιολόγηση της αληθούς 
πεποίθησης» αλλά, εξετάζοντας βαθύτερα τι σηµαίνει καθένας από αυτούς τους 
πρωτογενείς όρους (αιτιολόγηση, αλήθεια και πεποίθηση), είτε εµφανίζεται µια εγγενής 
κυκλικότητα είτε αυτοί οι πρωταρχικοί όροι γίνονται προβληµατικοί (Mason & Spence, 
2000).  

O Russel (1914) διακρίνει µεταξύ της γνώσης µέσω γνωριµίας (knowledge by 
acquaintance), που επιτυγχάνεται άµεσα µέσω αισθητηριακών εντυπώσεων, από τη 
γνώση µέσω περιγραφής (knowledge by description), η οποία περιλαµβάνει την απόκτηση 
της γνώσης, όπως αυτή εκφράζεται γλωσσικά. Για παράδειγµα, µια κοινωνική πρακτική  
υιοθετείται από ένα άτοµο κατά τη χρήση της από άλλους, µέσα σε µια κοινότητα που 
ενσωµατώνει τη γνώση, και αποτελεί µια µορφή της γνώσης µέσω γνωριµίας (knowledge 
by acquaintance), όπως είναι και η γνώση που αποκτάται «κάνοντας κάποιος πράγµατα 
από µόνος του». Αντίθετα, η θεσµική γνώση (institutionalized knowledge) που 
«επικοινωνείται» µέσω τυπικών εκπαιδευτικών διαδικασιών (σε µεγάλο βαθµό λεκτικών) 
είναι η γνώση µέσω περιγραφής. Τα µαθηµατικά ως πρακτική εξαρτώνται τόσο από την 
ενόραση όσο και από την έκφραση αυτής της ενόρασης σε άλλους. 
Ο Ryle (1949) διακρίνει µεταξύ της knowing-that (γνώση µε βάση γεγονότα), knowing-
how (γνώση εκτέλεσης διαδικασιών) και knowing-why (γνώση εκδοχών για φαινόµενα 
και ενέργειες). Ο Burton (1995) προτείνει ότι η knowledge-that έχει µια απρόσωπη 
συνειδητοποίηση. Όταν η knowledge-that επεκτείνεται στη knowledge-why, δηλαδή, στη 
γνώση προσωπικών εκδοχών που αιτιολογούν, που κάνουν συνδέσεις και 
ανακατασκευάζουν, τότε τα µαθηµατικά νοήµατα γίνονται πιο προσωπικά και αποκτούν 
ιδιοσυγκρασιακό χαρακτήρα. Ο Biggs (1994) δοκιµάζει τις διακρίσεις του Ryle και στη 
συνέχεια επικεντρώνεται σε αυτό που θεωρεί ως διαφορετικό τρόπο µελέτης της γνώσης, 
διακρίνοντας πέντε ιεραρχικά επίπεδα κατά το σπειροειδές πρόγραµµα του Bruner (1966) 
και των επιπέδων των van Hiele (1986). Τα επίπεδα αυτά γνώσης είναι: 
Σιωπηρή (Tacit): εκδηλώνεται µέσω της εκτέλεσης χωρίς συνειδητοποίηση.  

Διαισθητική (Intuitive): άµεσα αντιληπτή ή αντίληψη µέσω των αισθήσεων. 
Θεσµική (Declarative): περιγραφή του πως και γιατί όπως εκφράζονται σε κάποιο 
δηµόσια κατανοητό συµβολικό σύστηµα. 
Θεωρητική (Theoritical): αφηρηµένες ή γενικευµένες προτάσεις που ξεπερνούν 
συγκεκριµένες περιπτώσεις. 
Metatheoretical (Metatheoritical): γνώση σχετικά µε τη διαδικασία της αφαίρεσης και 
την οικοδόµηση της θεωρίας.  
Ο Skemp (1979) διακρίνει τη knowing-that και τη knowing-how από τη knowing-to 
(γνώση για δράση), την οποία περιγράφει ως την ικανότητα να χρησιµοποιήσει κάποιος 
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µια τεχνική σε µια νέα κατάσταση. Ωστόσο, η χρήση του όρου ικανότητα δείχνει πόσο 
δύσκολο είναι να παραµείνει ο πυρήνας του βιωµατικού-φαινοµενολογικού χαρακτήρα 
της γνώσης και πόσο εύκολο είναι να θεωρεί µε πιο απόλυτους όρους (είτε κάποιος έχει 
την ικανότητα είτε δεν την έχει). Ο όρος ικανότητα και ο συγγενής όρος επάρκεια έχουν 
αντίκτυπο σε οντολογική δέσµευση για κάτι αντικειµενικό και αµετάβλητο, ενώ η γνώση 
µπορεί να είναι ασταθής να µεταβάλλεται, να εξελίσσεται ή να εξαρτάται από την 
κατάσταση.  
Οι Mason & Spense (1999) θεωρούν ότι ο όρος knowing (γνωρίζειν) είναι πιο χρήσιµος 
από τον όρο knowledge (γνώση) όταν πρόκειται να περιγραφούν ζητήµατα που αφορούν 
τη σκέψη για τη διδασκαλία και τη µάθηση. Η knowing-about δηλαδή, η knowing-that, -
how, and –why είναι µορφές στην καρδιά της θεσµικής εκπαίδευσης όπου οι µαθητές 
µπορούν να µάθουν και να εξεταστούν σε αυτή. Αλλά η επιτυχία στις εξετάσεις 
προσφέρει πολύ µικρή ένδειξη για το αν η γνώση αυτή µπορεί να χρησιµοποιηθεί όταν 
απαιτείται, η οποία είναι η ουσία της knowing-to δηλαδή, της «ενεργούς γνώσης, η οποία 
είναι παρούσα τη στιγµή που απαιτείται» (Mason & Spense, 1999, σ. 135). 
Με βάση τα ερευνητικά δεδοµένα, οι προσπάθειες µαθητών και εκπαιδευτικών τείνουν να 
επικεντρώνονται στα θέµατα και τις διαδικασίες στις οποίες καλούνται να αξιολογηθούν. 
Έτσι, αρκετά συχνά οι µαθητές µπορούν να γράψουν ένα δοκίµιο που να ικανοποιεί τα 
κριτήρια που απαιτούνται σε µια επικείµενη αξιολόγηση ή να αναπαράγουν σε 
ικανοποιητικό βαθµό τις διαδικασίες που απαιτούνται για την επίλυση ενός συµβατικού 
µαθηµατικού προβλήµατος. Επιπλέον, συχνά οι προσεγγίσεις των εκπαιδευτικών 
επικεντρώνονται στους τρόπους µε τους οποίους µια τέτοια προσπάθεια θα είναι 
αποτελεσµατική, όµως φαίνεται ότι οι µαθητές δυσκολεύονται ιδιαίτερα όταν έχουν να 
αντιµετωπίσουν πιο γενικές ή λιγότερο οικείες καταστάσεις, µη τετριµµένα προβλήµατα 
ακόµα και αν αυτά βασίζονται σε έννοιες που έχουν διδαχθεί. Επίσης, οι εκπαιδευτικοί 
δυσκολεύονται να διαχειριστούν διδακτικά µη αναµενόµενες καταστάσεις οι οποίες 
προκύπτουν κατά τη διδασκαλία. 
Οι Brown, Collins & Duguit (1989) επισηµαίνουν ότι «... οι µαθητές µπορεί να 
επιτυγχάνουν στις εξετάσεις … αλλά δεν είναι ικανοί να χρησιµοποιήσουν τα γνωστικά 
εργαλεία ενός τοµέα.» (σ. 34) που αντικατοπτρίζει την παρατήρηση του Whitehead 
(1932) «Είναι δυνατόν να αποκτηθεί ένα εργαλείο αλλά να µην µπορεί να 
χρησιµοποιηθεί» (σ. 7).  

Στο διδακτικό µετασχηµατισµό (transposition didactique) του Chevellard (Chevellard, 
1985; Kang & Kilpatrick, 1992) αλλά και στο διδακτικό συµβόλαιο (contrat didactique) 
του Brousseau (1984, 1997) εξηγείται ότι αυτό που διδάσκεται στη θεσµοποιηµένη 
εκπαίδευση, είναι αυτό που µπορεί να εξεταστεί. Έτσι, η εξειδικευµένη συνειδητοποίηση 
µετασχηµατίζεται σε οδηγίες συµπεριφοράς (transposition didactique). Oι µαθητές 
αναµένουν ότι θα µάθουν, απλώς «εκτελώντας» τα καθήκοντα που ο δάσκαλος καθορίζει 
και όσο σαφέστερα και µε µεγαλύτερη ακρίβεια ο δάσκαλος καθορίζει τη συµπεριφορά 
που επιδιώκεται, τόσο πιο εύκολο είναι για τους µαθητές να επιδείξουν αυτή τη 
συµπεριφορά χωρίς να τη δηµιουργήσουν µε βάση τη δική τους αντίληψη (contrat 
didactique).  

Πολλές δυνάµεις φαίνεται να συνεισφέρουν στην καθιέρωση µιας θεσµικής γνώσης η 
οποία δεν µπορεί να γίνει λειτουργική όταν απαιτηθεί σε διαφορετικές καταστάσεις και 
πλαίσια, αλλά περιορίζεται να είναι µια αδρανής γνώση που λειτουργεί περισσότερο ως 
αναµενόµενη συµπεριφορά. Ο Whitehead (1932) ισχυρίστηκε ότι «το πρόβληµα της 
διατήρησης της γνώσης ενεργής και η αποτροπή της αδράνειας» (σ. 7) είναι ένα από τα 
κεντρικά προβλήµατα της εκπαίδευσης. Όπως χαρακτηριστικά επισηµαίνει: 
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Αυτό το κακό µονοπάτι που αντιπροσωπεύεται από ένα βιβλίο ή σύνολο διαλέξεων 
που θα επιτρέψει ουσιαστικά σε έναν µαθητή να µάθει απ’ έξω όλα τα ερωτήµατα που 
είναι πιθανόν να του ζητηθούν ... κορυφώνεται σε µια οµοιόµορφη εξέταση (η οποία) 
είναι τόσο θανατηφόρα (σ. 7-8). 

Πλήθος ερευνών (Charalambous & Hill, 2012; Hill, 2011b;  Hill, Blunk et al., 2008; Hill 
& Charalambous, 2012) έχουν τεκµηριώσει µια σχέση συσχέτισης µεταξύ της 
µαθηµατικής γνώσης για τη διδασκαλία των εκπαιδευτικών, όπως αυτή µετρήθηκε µε το 
εργαλείο Learning Mathematics for teaching (LMT) και της ποιότητας της διδασκαλίας 
των εκπαιδευτικών όπως αυτή µετρήθηκε µε το εργαλείο Mathematical Quality 
Instruction (MQI). Όµως οι Schilling, Blunk & Hill (2007) οµολογούν σιωπηρά ότι κατά 
την αξιολόγηση θεώρησαν ως θεσµικές (declarative) τις γνώσεις που κατέχουν οι 
εκπαιδευτικοί για το περιεχόµενο και τους µαθητές (KCS). Συγκεκριµένα αναφέρουν: 

Όταν ξεκινήσαµε την ανάπτυξη αντικειµένων σε αυτόν τον τοµέα [KCS], υποθέσαµε 
ότι η γνώση των εκπαιδευτικών για τους µαθητές υπήρχε ξεχωριστά από τις 
µαθηµατικές γνώσεις και τη συλλογιστική τους ικανότητα. Θεωρήσαµε αυτή τη γνώση 
ως «θεσµική» (declarative), ή πραγµατιστική (factual knowledge) γνώση που 
διαθέτουν οι εκπαιδευτικοί για τη µάθηση των µαθητών. Ωστόσο, τα αποτελέσµατα 
από αυτές τις επικυρωµένες µελέτες υποδηλώνουν ότι αυτή η «γνώση» µπορεί στην 
πραγµατικότητα να περιέχει τόσο στοιχεία µαθηµατικού συλλογισµού όσο και γνώση 
των µαθητών και των µαθηµατικών τους µαθησιακών τροχιών. (Schilling et al., 2007, 
σελ. 121) 

2.4.2 Μορφές της Γνώσης των Ανώτερων Μαθηµατικών για τη διδασκαλία στη 
δευτεροβάθµια εκπαίδευση  

Οι Stockton & Wasserman (2017) εστιάζουν σε µορφές γνώσης (forms of knowledge) των 
Ανώτερων Μαθηµατικών για τη διδασκαλία. Οι µορφές αυτές δεν περιγράφουν µια 
γενική διαδικασία γνωστικής προσέγγισης των µαθηµατικών µε έναν προηγµένο τρόπο 
αλλά διαφορετικούς τρόπους που θα µπορούσε κάποιος να γνωρίζει ιδέες για τα Ανώτερα 
Μαθηµατικά. Επίσης, εξηγούνται οι λόγοι για τους οποίους η γνώση των Ανώτερων 
Μαθηµατικών θα ήταν επωφελής για τη διδασκαλία στην ανώτερη δευτεροβάθµια 
εκπαίδευση. Επισηµαίνουν ότι η γνώση των Ανώτερων Μαθηµατικών µπορεί να 
αξιοποιηθεί από τους εκπαιδευτικούς ώστε αυτοί να τροφοδοτήσουν τις πρακτικές τους 
για τη διδασκαλία των σχολικών µαθηµατικών και όχι για να διδάξουν Ανώτερα 
Μαθηµατικά στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση. Διακρίνουν τέσσερις µορφές γνώσης που 
παρουσιάζονται στη συνέχεια. 
Περιφεριακή (peripheral) γνώση 

Πολλές φορές οι εκπαιδευτικοί περιορίζουν τις εξηγήσεις τους στο τοπικό περιεχόµενο 
µιας ιδέας χωρίς να αποφεύγουν υπεραπλουστεύσεις ή ανακρίβειες, προκειµένου να 
κάνουν πιο προσιτή µια ιδέα στους µαθητές στο στάδιο που διδάσκεται. Όµως, πολλές 
µαθηµατικές ιδέες είναι αρκετά απλές σε ένα στοιχειώδες επίπεδο αλλά αποκτούν στη 
συνέχεια ιδιαίτερη πολυπλοκότητα. Έτσι, είναι σηµαντικό για τους εκπαιδευτικούς να 
είναι ευαισθητοποιηµένοι για τις προηγµένες εκδοχές του θέµατος που διδάσκουν, 
αποφεύγοντας την υπερβολική εµπιστοσύνη στις απλοϊκές εκδοχές του, έτσι ώστε να 
αποτρέπεται η προσκόλληση των µαθητών στα στοιχειώδη ερµηνευτικά σχήµατα.  

Για παράδειγµα, εκφράσεις όπως: «το γινόµενο δυο αριθµών είναι µεγαλύτερο από τους 
όρους του», «οποιοσδήποτε αριθµός στη µηδενική κάνει ένα», «δεν γίνεται να 
αφαιρέσουµε έναν µεγαλύτερο αριθµό από ένα µικρότερο» αποτελούν χαρακτηριστικές 
δηλώσεις που είναι αληθείς σ’ ένα περιορισµένο πεδίο αλλά αναληθείς όταν το πεδίο 
αυτό διευρύνεται. Έτσι, η θεώρηση του πολλαπλασιασµού ως επαναλαµβανόµενη 
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πρόσθεση περιορίζεται στον πολλαπλασιασµό φυσικών και αποτυγχάνει στον 
πολλαπλασιασµό ακεραίων ή ρητών. Η έννοια της δύναµης ως επαναλαµβανόµενου 
πολλαπλασιασµού ισχύει όταν ο εκθέτης είναι φυσικός αριθµός αλλά αποτυγχάνει να 
ερµηνεύσει δυνάµεις µε ακέραιους, ρητούς ή άρρητους εκθέτες.  

Εξελικτική (evolutionary) γνώση 
Η θεώρηση των µαθηµατικών στο πλαίσιο µιας εξελισσόµενης πορείας, επιτρέπει στους 
εκπαιδευτικούς να κατανοήσουν τη διαδικασία µε την οποία αναπτύχθηκε µια 
συγκεκριµένη µαθηµατική ιδέα µε την πάροδο του χρόνου ή πως µια στοιχειώδης ιδέα 
ολοκληρώνεται σε προχωρηµένα επίπεδα µαθηµατικών. Έτσι, οι εκπαιδευτικοί είναι 
καλύτερα προετοιµασµένοι ώστε να εντάξουν τους µαθητές σε µια γόνιµη γνωστική 
πορεία που ανοίγει το δρόµο τόσο για την ανάπτυξη των µαθηµατικών ερωτηµάτων για 
τους ίδιους και την επίλυση αυτών των ερωτηµάτων αργότερα.  

Για παράδειγµα η επέκταση των φυσικών στους ακέραιους ώστε η αφαίρεση να είναι 
κλειστή πράξη ή οι ακέραιοι να αποτελούν οµάδα, η επέκταση των µη µηδενικών 
ακεραίων στους ρητούς ώστε η διαίρεση να είναι κλειστή ή οι ρητοί να αποτελούν σώµα 
και η επέκταση των ρητών στους πραγµατικούς ώστε οι πραγµατικοί να αποτελούν 
πλήρως διατεταγµένο σώµα και στη συνέχεια στους µιγαδικούς ώστε να ορίζεται η 
τετραγωνική ρίζα και αρνητικών αριθµών, δείχνει µια τέτοια εξελικτική θεώρηση της 
µαθηµατικής γνώσης των βασικών συνόλων των αριθµών.   
Μια σηµαντική υποκατηγορία αυτής της µορφής γνώσης είναι η κατανόηση του τρόπου 
µε τον οποίο εξελίχθηκαν ιστορικά οι µαθηµατικές ιδέες και η ανάπτυξη των βασικών 
κόµβων αυτής της πορείας στη διδακτική διαδικασία. Για παράδειγµα, η συζήτηση για 
τον «ανοικτό» χαρακτήρα του πέµπτου ευκλείδειου αιτήµατος και του ρόλου στην 
ανάπτυξη της ευκλείδειας γεωµετρίας και των µη ευκλείδειων γεωµετριών µπορεί να 
προκαλέσει το ενδιαφέρον των µαθητών λόγω της θεώρησης των µαθηµατικών ως 
ανθρώπινου πολιτιστικού δηµιουργήµατος ή λόγω των αναπάντεχων συνεπειών που 
αφορούν για παράδειγµα, το άθροισµα των γωνιών τριγώνου.  
Αξιωµατική (axiomatic) γνώση 

Είναι σηµαντικό ότι για την κατανόηση των µαθηµατικών ιδεών απαιτείται η θεώρησή 
τους σε µια δοµή µε βάση κάποιες αρχές. Τα δοµικά στοιχεία των µαθηµατικών ιδεών και 
ο καθορισµός των µεταξύ τους σχέσεων µπορούν να λειτουργήσουν ενοποιητικά και 
προωθητικά για την κατανόηση των µαθηµατικών ιδεών από τους µαθητές. Έχοντας οι 
ίδιοι οι εκπαιδευτικοί επίγνωση των διαδικασιών θεµελίωσης των µαθηµατικών δοµών 
µπορούν να καθοδηγήσουν τους µαθητές τους µε τρόπο που θα τους βοηθήσει να 
αποκτήσουν το απαραίτητο υπόβαθρο για την ανάπτυξη επιστηµονικής προσέγγισης στα 
ζητήµατα που µελετούν. Για παράδειγµα, έναν τέτοιο ρόλο µπορεί να διαδραµατίσει η 
µελέτη της Ευκλείδειας γεωµετρίας, που ξεκινάει µε τις αρχικές έννοιες του σηµείου, της 
ευθείας και του επιπέδου και οι µεταξύ τους σχέσεις καθορίζονται µε βάση τα αξιώµατα. 
Επίσης, η προσπάθεια εύρεσης των ιδιαίτερων χαρακτηριστικών µιας έννοιας που 
αποδίδονται µε τον ορισµό της έννοιας. Ακόµα η κοινή ιδιότητα στην απόσταση δυο 
αριθµών και στην απόσταση δυο σηµείων µπορεί να οδηγήσει σε καλύτερη κατανόηση 
της ευρύτερης έννοιας του µέτρου και της µετρικής ενός µετρικού χώρου.  

Λογική (logical) γνώση 
Μια σηµαντική πτυχή της εργασίας του εκπαιδευτικού είναι η αξιολόγηση της 
εγκυρότητας ενός ισχυρισµού. Η εργασία αυτή γίνεται πιο δύσκολη όταν ο ισχυρισµός 
δεν είναι αναµενόµενος, όταν ο εκπαιδευτικός χρειάζεται να βρει κάποιο αντιπαράδειγµα 
για να πείσει έναν µαθητή ότι ο ισχυρισµός του δεν ισχύει ή όταν πρέπει να τεκµηριώσει 
την τοπική ισχύ ενός ισχυρισµού ο οποίος δεν γενικεύεται. Επίσης, µε δεδοµένο ότι οι 
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µαθητές καλούνται να εξηγήσουν πώς λειτουργεί ένας αλγόριθµος ή πώς να αποδείξουν 
µια µαθηµατική πρόταση είναι σαφές ότι οφείλουν οι ίδιοι να έχουν βαθιά γνώση των 
διαφορετικών διαδικασιών που θα οδηγήσουν σε µια µαθηµατική απόδειξη, καθώς και 
την ικανότητα να παράγουν δικές τους λογικές αποδείξεις και εξηγήσεις ερµηνεύοντας τα 
επιχειρήµατα των µαθητών. Όλα αυτά υποστηρίζονται από τη γνώση του εκπαιδευτικού 
σχετικά µε τους έγκυρους λογικούς κανόνες του απαγωγικού συλλογισµού. Αυτή η 
µορφή γνώσης υπογραµµίζει την ικανότητα των εκπαιδευτικών να εφαρµόζουν τις 
γνώσεις τους για λογικές δοµές (π.χ. ισοδύναµα επιχειρήµατα, αντιθετοαντιστροφή, 
αντιπαραδείγµατα, διατύπωση της άρνησης µιας πρότασης, διατύπωση της αντίστροφης 
µιας πρότασης, διατύπωσης ισοδύναµων ορισµών).   

2.4.3 Αξιοποίηση της Γνώσης των Ανώτερων Μαθηµατικών στη διδακτική 
πρακτική 

Στα µαθηµατικά ίσως πολύ περισσότερο από ότι σε άλλες επιστήµες, κυριαρχεί η 
αντίληψη ότι η εξέλιξη των εννοιών βασίζεται πάνω σε προηγούµενες ιδέες οι οποίες 
συνεχώς βελτιώνονται και εξευγενίζονται. Σε κάθε επίπεδο εξέλιξης προστίθεται κάθε 
φορά και κάποιο επίπεδο πολυπλοκότητας. Με την έννοια αυτή η προσεκτική µελέτη της 
µαθηµατικής πολυπλοκότητας µπορεί να αποτελέσει µια σηµαντική πτυχή για τη 
διδασκαλία (Wasserman, 2015). Μάλιστα, σύµφωνα µε τη θεωρία των παραλλαγών 
(Marton & Tsui, 2004) η ουσία της µάθησης έγκειται στην ικανότητα του ατόµου να 
διακρίνει τις παραλλαγές µεταξύ των αντιπαραθέσεων σε παρόµοια γεγονότα. Έτσι, είναι 
ιδιαίτερα σηµαντικό για τους εκπαιδευτικούς να βοηθήσουν τους µαθητές στην 
προσπάθειά τους να διακρίνουν παραλλαγές παρόµοιων µορφών σε πολύπλοκες 
καταστάσεις.  

Ο Wasserman (2015) βασιζόµενος στην εργασία των McCrory et al. (2012) διακρίνει 
τέσσερις δυνατότητες διαχείρισης των εκπαιδευτικών σε σχέση µε την πολυπλοκότητα. 
Την αποσυµπίεση (unpaking), την πρόβλεψη (foreshadowing),  την σύντµηση (abridging) 
και την απόκρυψη (concealing).  

H αποσυµπίεση, όµοια µε την οµώνυµη έννοια των Ball & Bass (2000), αποτελεί µια 
απόκριση που επισηµαίνει και περιγράφει σκόπιµα και σε τοπικό επίπεδο κάποια 
πολυπλοκότητα για ένα θέµα (π.χ. κάνει σαφές το δεκαδικό σύστηµα στην έκφραση των 
αριθµών). Η πρόβλεψη είναι µια κίνηση παρόµοια µε την αποσυµπίεση αλλά σε µη 
τοπικό επίπεδο. Είναι µια ενέργεια που προετοιµάζει τους µαθητές για µια µελλοντική 
πολυπλοκότητα. Για παράδειγµα, η περιγραφή του δεκαδικού συστήµατος µε τρόπο που 
αναδεικνύει τις ιδέες οποιουδήποτε αριθµητικού συστήµατος θέσης. Η σύντµηση αντίθετα 
περιλαµβάνει τις ενέργειες που προκαλούν την συντόµευση µιας ιδέας αλλά σε µη τοπικό 
επίπεδο, διατηρώντας, όµως, την ουσία του περιεχοµένου χωρίς περιττές λεπτοµέρειες. Η 
απόκρυψη είναι παρόµοια µε την σύντµηση αλλά στο επίπεδο µιας τοπικής 
πολυπλοκότητας. Αποτελεί µια προσωρινή απόκρυψη κάποιας τοπικής πολυπλοκότητας 
για λόγους σαφήνειας και έµφασης. Για παράδειγµα, οι εκπαιδευτικοί συχνά καλούν τους 
µαθητές να εφαρµόσουν το Πυθαγόρειο θεώρηµα σε ορθογώνια τρίγωνα των οποίων οι 
δυο πλευρές έχουν µήκη δυο αριθµούς από µια ακέραια πυθαγόρεια τριάδα. Οι παραπάνω 
ενέργειες χρησιµοποιούνται, σύµφωνα µε τον Wasserman (2017), ως ένας τρόπος, αν και 
όχι ο µοναδικός, σύνδεσης των Ανώτερων Μαθηµατικών µε τη διδασκαλία. 

Οι Zazkis & Leikin (2010) πραγµατοποίησαν µια έρευνα µελετώντας τη γνώµη 42 
ασκούµενων εκπαιδευτικών δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης, αναλύοντας τις γραπτές τους 
απαντήσεις σε ένα ερωτηµατολόγιο και 10 συνεντεύξεις σχετικά µε τη χρήση της Γνώση 
των Ανώτερων Μαθηµατικών στη διδασκαλία τους. Από αυτούς τους 42 εκπαιδευτικούς 
οι 6 δήλωσαν ότι δεν κάνουν καµία ουσιαστική χρήση, οι 16 δήλωσαν ότι κάνουν σπάνια 
ή ελάχιστη χρήση, οι 13 δήλωσαν ότι η χρήση που κάνουν εξαρτάται από το 
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συγκεκριµένο περιεχόµενο που διδάσκουν και 7 δήλωσαν ότι χρησιµοποιούν συνεχώς τη 
Γνώση των Ανώτερων Μαθηµατικών στη διδασκαλία τους. 

Ζητήθηκε επίσης, από τους εκπαιδευτικούς να αναφέρουν συγκεκριµένα παραδείγµατα 
όπου θεωρούν ότι η χρήση των Ανώτερων Μαθηµατικών είναι ουσιαστική στη 
διδασκαλία και οι απαντήσεις τους διακρίθηκαν σε αυτές που (α) προσδιορίζουν 
µαθηµατικά προβλήµατα ή καταστάσεις που συνδέουν σαφώς τη γνώση των Ανώτερων 
Μαθηµατικών µε το πρόγραµµα σπουδών της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης, (β) 
περιγράφουν προβλήµατα που απαιτούν γνώση των Ανώτερων Μαθηµατικών αλλά δεν 
σχετίζονται µε το πρόγραµµα σπουδών της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης και (γ) 
πολύπλοκα προβλήµατα που σχετίζονται κυρίως µε το πρόγραµµα σπουδών της 
δευτεροβάθµιας και λιγότερο µε τη γνώση των Ανώτερων Μαθηµατικών.  
Κάποια σηµαντικά ζητήµατα τα οποία διέκριναν οι Zazkis & Leikin (2010) στις 
απαντήσεις των εκπαιδευτικών ήταν οι συνδέσεις που έκαναν µε την ιστορία των 
µαθηµατικών και τα λεγόµενα µεταµαθηµατικά ζητήµατα (δηλαδή, ζητήµατα που 
διαπερνούν τα µαθηµατικά περιεχόµενα όπως ο ορισµός, η απόδειξη, το παράδειγµα, το 
αντιπαράδειγµα, η γλώσσα, η αισθητική µιας λύσης κ.ά.). Συγκεκριµένα, ένας 
εκπαιδευτικός δήλωσε ότι µε βάση τα µαθήµατα των Ανώτερων Μαθηµατικών 
κατανόησε το νόηµα της απόδειξης και τη σηµασία της για τη διδασκαλία. Μια άλλη 
εκπαιδευτικός δήλωσε ότι τα Ανώτερα Μαθηµατικά την ευαισθητοποίησαν σχετικά µε 
την ακρίβεια της χρήσης της µαθηµατικής γλώσσας στη διδασκαλίας της, µια τρίτη 
αναφέρθηκε στη σύνδεση των σπουδών της µε την συνειδητοποίηση της µαθηµατικής 
αισθητικής και της ανάδειξής της στη διδασκαλία της και µια άλλη σε διδακτικές 
επιλογές που βασίστηκαν στην ιστορική εξέλιξη των αντίστοιχων εννοιών.  
Οι εκπαιδευτικοί επίσης ισχυρίσθηκαν ότι η γνώση των Ανώτερων Μαθηµατικών τους 
επιτρέπει να έχουν: (α) «καλύτερη εικόνα» ή «συνολική εικόνα» του περιεχοµένου (β) 
βελτιωµένη δυνατότητα εξέτασης διαφορετικών λύσεων, εναλλακτικών στρατηγικών και 
µεθόδων επίλυσης και επεξήγησης του υλικού, (γ) ικανότητα σύνδεσης των σχολικών 
µαθηµατικών µε τις εφαρµογές τους στην κοινωνία, (δ) άνεση και εµπιστοσύνη στον 
εαυτό τους γνωρίζοντας περισσότερα από όσα οι µαθητές γνωρίζουν, αλλά και από όσα 
χρειάζεται να γνωρίζουν, (ε) ικανότητα να κάνουν κάποιες ενέργειες γρήγορα, (στ) 
δυνατότητα να απαντούν στις ερωτήσεις των µαθητών, (ζ) ικανότητα να υποστηρίζουν 
τους µαθητές στις µελλοντικές τους επιλογές. 

2.4.4 Από τη γνώση των εκπαιδευτικών στο νόηµα που προσδίδουν στις 
µαθηµατικές έννοιες κατά τη διδακτική πράξη  

Πρόσφατες έρευνες του Thompson και συνεργατών του (Τhompson 2013, 2016; Byerley 
& Thompson 2017; Thompson & Carlson, 2017) στρέφουν την προσοχή τους από τη 
µαθηµατική γνώση, στα µαθηµατικά νοήµατα των εκπαιδευτικών παρέχοντας µια 
εποικοδοµητική προσέγγιση για την αποκάλυψη των πηγών των διδακτικών αποφάσεων 
και ενεργειών των εκπαιδευτικών που µπορεί να προσφέρει χρήσιµη καθοδήγηση για το 
σχεδιασµό της επαγγελµατικής ανάπτυξης των εκπαιδευτικών. Ο λόγος για µια τέτοια 
στροφή στην εστίαση έχει να κάνει µε τη αλλαγή του ενδιαφέροντος µελέτης από το 
θεσµικό χαρακτήρα του όρου γνώση στον πιο προσωπικό χαρακτήρα του όρου νόηµα. Τα 
νοήµατα ενός εκπαιδευτικού µπορεί να είναι ασυνεπή, επιφανειακά, συνεπή ή 
παραγωγικά αλλά µε βάση αυτά τα νοήµατα ο εκπαιδευτικός τοποθετείται κατά τη 
διάρκεια της διδασκαλίας. Το ενδιαφέρον του Thompson και των συνεργατών του 
στρέφεται στο βαθµό παραγωγικότητας των νοηµάτων των εκπαιδευτικών θεωρώντας ότι 
αυτό είναι καταλληλότερο κριτήριο από το αν το νόηµα που αποδίδει ο εκπαιδευτικός 
στην έννοια είναι σωστό ή λανθασµένο. Από τα πολλαπλά νοήµατα που υπάρχουν για 
κάποιες έννοιες, κάποια από αυτά µπορεί να έχουν περιορισµένη ισχύ σε κάποια πλαίσια 
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ενώ άλλα να έχουν ευρύτερες εφαρµογές και συνεπώς να είναι πιο παραγωγικά. Τα 
νοήµατα των εκπαιδευτικών θεωρούνται παραγωγικά, όταν συµβάλλουν στην ανάπτυξη 
παραγωγικών νοηµάτων για τους µαθητές, δηλαδή, νοηµάτων τα οποία διατηρούνται για 
τη µακρά περίοδο της µαθησιακής τους διαδικασίας και είναι ενεργά τη στιγµή που 
απαιτούνται.  

Ειδικότερα, ο  Thompson και οι συνεργάτες του υποστηρίζουν ότι, επικεντρώνοντας στα 
µαθηµατικά νοήµατα των εκπαιδευτικών µε βάση την εστίαση στον όρο knowing-to των 
Mason και Spense (1999) µπορούµε να έχουµε πιο παραγωγική κατανόηση της 
διδακτικής πραγµατικότητας, ώστε να υποστηριχθούν οι εκπαιδευτικοί σε µια πιο 
δηµιουργική διδασκαλία η οποία µπορεί να βοηθήσει τους µαθητές να αναπτύξουν πιο 
παραγωγικά νοήµατα. 

Ο Thompson (2016) αναφέρει ένα παράδειγµα δυο φανταστικών εκπαιδευτικών για το 
νόηµα που αποδίδουν αυτοί στην έννοια της εξίσωσης. Για τον εκπαιδευτικό 1 εξίσωση 
είναι οποιαδήποτε µαθηµατική πρόταση που περιέχει το σύµβολο της ισότητας ενώ για 
τον εκπαιδευτικό 2 εξίσωση είναι µια πρόταση ισότητας µαζί µε το ερώτηµα, «Για ποιες 
τιµές της µεταβλητής ή των µεταβλητών η πρόταση αυτή θα είναι αληθής;». Ο 
εκπαιδευτικός 1 σκέφτεται να υιοθετήσει µια σειρά ενεργειών που θα οδηγήσουν σε µια 
πρόταση της µορφής «x=(αριθµός)» που είναι λύση της εξίσωσης. Ο εκπαιδευτικός 2 
σκέφτεται ότι σε κάθε ενέργεια που εφαρµόζει για τη λύση µιας εξίσωσης πρέπει να 
προκύπτει εξίσωση ισοδύναµη µε την προηγούµενη δηλαδή, εξίσωση µε τις ίδιες λύσεις 
µε την προηγούµενη. Ο εκπαιδευτικός 1 δυσκολεύεται να διακρίνει τη διαφορά µεταξύ 
ισότητας, ταυτότητας, του τύπου µιας συνάρτησης και µιας εξίσωσης επειδή σε κάθε 
περίπτωση εµφανίζεται το σύµβολο της ισότητας ενώ ο εκπαιδευτικός 2 γνωρίζει τις 
λεπτές διαφορές που υπάρχουν µεταξύ των επιµέρους όρων.  
Και οι δύο εκπαιδευτικοί θα µπορούσαν να παρουσιάσουν παρόµοιες αποδόσεις 
απαντώντας σε ερωτήσεις σχετικά µε εξισώσεις και διαδικασίες για την επίλυσή τους. 
Επίσης, θα µπορούσαν να καλύψουν τις ανάγκες του αναλυτικού προγράµµατος για τη 
συγκεκριµένη ενότητα. Πιθανώς θα είχαν παρόµοια αποτελέσµατα σε µια αξιολόγηση της 
διδασκαλίας τους που περιλάµβανε κυρίως θεσµικά κριτήρια. Δεν θα διαχειρίζονταν, 
όµως, µε τον ίδιο τρόπο ερωτήµατα των µαθητών που θα ξέφευγαν από το τυπικό 
περιεχόµενο του αναλυτικού προγράµµατος, όπως, για παράδειγµα σχετικά µε την έννοια 
της ισοδυναµίας στα µαθηµατικά. 
Ο Dewey (1910), επικεντρώνοντας στη σχέση ανάµεσα στη σκέψη και στο νόηµα 
αναφέρει:  

Η σκέψη ταυτόχρονα επεξεργάζεται και επεκτείνει τις έννοιες, τις αντιλήψεις, έτσι 
ώστε απλά να λέγεται ότι  σε συµπεράσµατα και κρίσεις χρησιµοποιούµε νοήµατα και 
ότι η χρήση αυτή διορθώνει και διευρύνει. (Dewey, 1910, σελ. 125)  

Ο Dewey (1910) µας προειδοποίησε επίσης, για τους κινδύνους να είµαστε ασαφείς 
σχετικά µε τις κεντρικές κατασκευές µας, επειδή η ασάφεια νοήµατος αποτελεί πηγή 
παρεξήγησης, παρανόησης και λάθους. Χαρακτήρισε τα µπερδεµένα νοήµατα (δηλ. 
δυσδιάκριτα, ασαφή, συγκεχυµένα) «υπερβολικά ζελατινώδη» για να υποστηρίξουν την 
παραγωγική ανάλυση και τον προβληµατισµό των µαθητών. Πιο συγκεκριµένα αναφέρει: 

Η ασάφεια συγκαλύπτει την ασυνείδητη ανάµειξη διαφορετικών νοηµάτων και 
διευκολύνει την υποκατάσταση ενός νοήµατος µε άλλο καλύπτoντας την αποτυχία 
στον καθορισµό ενός ακριβούς νοήµατος. (Dewey, 1910, σελ. 130) 

Ένας δάσκαλος µε ένα αδύναµο σύστηµα νοηµάτων για µια ιδέα δεν µπορεί να βοηθήσει 
και γίνεται ασαφής ή συγκεχυµένος, όταν µιλάει για την ιδέα αυτή, και φυσικά προσπαθεί 
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να αποφεύγει τα ζητήµατα νοήµατος. Ωστόσο, ακόµη κι αν τα αποφεύγει ρητά, οι 
ενέργειές του δεν θα περιορίζονται από ένα ισχυρό σύστηµα νοηµάτων και οι συζητήσεις 
του για τα νοήµατα θα έχουν µεγάλη πιθανότητα να συνεπάγονται πολλές ακατάλληλες 
εκδοχές (Thompson, 2016). 

Η προσέγγιση του Dewey διευκρινίζεται από µια έρευνα που παρουσιάζεται από τον 
Thompson (2013). Μια οµάδα καθηγητών γυµνασίου δούλευαν µαζί σε εβδοµαδιαίες 
συναντήσεις της Επαγγελµατικής Κοινότητας Μάθησης (Professional Learning 
Community, PLC) και συζητούσαν για το υλικό που δίδαξαν από κοινού. Την εποχή της 
συγκεκριµένης συνάντησης, στις 20 Ιανουαρίου 2006, βρίσκονταν στη µέση της 
διδασκαλίας µιας ενότητας τριγωνοµετρίας στους δεκαπεντάχρονους µαθητές τους (10-
K). Τα τρέχοντα θέµατα ήταν η γωνία και η µέτρηση της γωνίας. 
Ένας εξωτερικός διευκολυντής τους ρώτησε: «Τι είναι το µέτρο µιας γωνίας;» και η 
συζήτηση καταγράφηκε µε κάµερα και στη συνέχεια φαίνεται ένα απόσπασµα του 
διαλόγου που αναπτύχθηκε µεταξύ του Διευκολυντή (Δ) και των εκπαιδευτικών (Ε1, Ε2, 
Ε3, Ε4). 

Απόσπασµα 1: Συζήτηση εκπαιδευτικών για το νόηµα του µέτρου µιας γωνίας 

1. Δ: Τι είναι το µέτρο µιας γωνίας; Μπορείτε να αναπτύξετε αυτό το ζήτηµα ... 
2. Ε1: (Διακοπή) Τι είναι το µέτρο µιας γωνίας; Θεωρώ ότι αυτή είναι µια καλή 
ερώτηση. 

3. Δ: Τι είναι το µέτρο µιας γωνίας; 
4. Ε2: Είναι πολύ διαφορετικό από τη µέτρηση του µήκους µιας πλευράς ... Έχω δυο 

µαθητές που θεωρούν ότι µπορεί να είναι το ίδιο πράγµα. 
5. Δ: Τι τους είπες; 
6. Ε2: Δεν πρέπει να το κάνετε αυτό! Δεν είναι το ίδιο πράγµα! 
7. Ε1: Οπότε πως το όρισες (τη µέτρηση της γωνίας) 
8. Ε3: Πως ορίζεις// Πως ορίζεις το µέτρο µιας γωνίας; 
9. Ε1: Η πλευρά σαρώνει //δεν είναι η γωνία που δηµιουργείται όταν η αρχική 
πλευρά σαρώνει µέχρι να φτάσει την τελική πλευρά// έτσι το µέτρο της γωνίας 
ορίζεται ως τι; 

10. Ε3: Λες για αυτό το πράγµα που λέγαµε για το µήκος τόξου; 
11. Ε1: Δεν ξέρω. Πώς ορίζεται το µέτρο µιας γωνίας; 
12. Ε4: Η καµπυλότητα. 
13. Ε3: (Στον Ε1) Εννοείς την αρχική σου πλευρά; 
14. Δ: Πως θα πούµε, «Το µέτρο της γωνίας σηµαίνει αυτό» 
15. Ε3: (Διαβάζει από το σχολικό εγχειρίδιο) «Το µέτρο της γωνίας Α σηµειώνεται µε 

... Το µέτρο µιας γωνίας µπορεί να προσεγγιστεί από ένα µοιρογνωµόνιο 
χρησιµοποιώντας µονάδες που λέγονται µοίρες. Για παράδειγµα» ... δεν φτάνουν 
ποτέ στο σηµείο για το τι είναι µια µοίρα. 

16. Ε1:(Διαβάζει) Μια γωνία αποτελείται από δυο πλευρές. 
17. Ε3: Έτσι απλά ορίζεται µια γωνία. 
18. Ε1: Είναι το τµήµα µιας πλήρους περιστροφής που προκύπτει όταν η τελική 
πλευρά σαρώνει (σταµατά). 

Ζητήθηκε από τους ίδιους καθηγητές να θέσουν στους µαθητές τους το ερώτηµα «Τι 
µετράµε όταν µετράµε µια γωνία;» και οι απαντήσεις των µαθητών φαίνονται στον 
πίνακα 2.4.4.Α. 
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Πίνακας 2.4.4.Α: Απαντήσεις µαθητών στο ερώτηµα «Τι µετράµε όταν µετράµε µια γωνία;» (ν=110) 

Απαντήσεις µαθητών Ποσοστό 
Απόσταση µεταξύ των πλευρών 51% 
Απόσταση µεταξύ σηµειωµένων σηµείων 2% 
Σχήµα της γωνίας (κατεύθυνση των ακτίνων) 3% 
Διάµετρο της γωνίας  2% 
Τόξο της γωνίας (πόσο ευρύ είναι) 1% 
Περιοχή της γωνίας  42% 

Επισηµάνθηκε στους καθηγητές ότι ποτέ δεν συζητήθηκε µε τους µαθητές τι είναι το 
µέτρο µιας γωνίας ή τι µετρά κάποιος όταν µετρά µια γωνία. Οι απαντήσεις των µαθητών 
µάλλον θα πρέπει να είναι αναµενόµενες µε την έννοια ότι αυτά τα νοήµατα 
δηµιουργούνται πριν οι µαθητές παρακολουθήσουν µαθήµατα γεωµετρίας. Όµως, ακόµα 
κι αν τα µαθήµατα προϋπήρχαν, οι εµπειρίες τους από τα µαθήµατα γεωµετρίας θα πρέπει 
να µας ανησυχήσουν επειδή οι τρόποι που σκέφτονται είναι προβληµατικοί. Πρέπει 
επίσης να επισηµάνουµε ότι οι µαθητές δεν είχαν ποτέ σκεφτεί τι µετράµε όταν µετράµε 
µια γωνία. Αυτή η ερµηνεία φαίνεται λογική αν η µόνη εµπειρία που διατηρήθηκε από τη 
µέτρηση µιας γωνίας ήταν απλά ο χειρισµός του γωνιόµετρου. Στη συνέχεια οι καθηγητές 
πήραν συνεντεύξεις από τους κάποιους µαθητές τους µε βάση ένα ορθογώνιο τρίγωνο στο 
οποίο η υποτείνουσα ήταν 80 η µια οξεία γωνία ήταν 43 µοίρες και ζητούνταν η απέναντι 
κάθετη πλευρά η οποία συµβολιζόταν x.  

Απόσπασµα 2: Συζήτηση των εκπαιδευτικών για τα αποτελέσµατα των συνεντεύξεων των 
µαθητών. 

1. Ε4: Έµεινα έκπληκτος από τις συνεντεύξεις. Δυο από τους τρεις µαθητές στις 
συνεντεύξεις πραγµατικά µπέρδευαν τις πληροφορίες. Μπέρδευαν τις 180 µοίρες 
ενός τριγώνου// Μπέρδευαν το 180 µε το µήκος µιας πλευράς. Αφαιρούσαν 180-43 
και έβρισκαν 137. Μετά αφαιρούσαν 80 από το 137 και έβρισκαν 57 για το άλλο 
µήκος της πλευράς. 

2. Ε3: Τα τρίγωνα όταν προστεθούν δίνουν 180. 
3. Ε2: Τα παιδιά µου δεν κάνουν καµία διάκριση µεταξύ γωνιών και πλευρών. 
4. Ε5: Τα παιδιά µου σήµερα έπαιρναν το 360 και αφαιρούσαν ένα µήκος και τους 
είπα ότι ανακατεύετε γωνίες και µήκη! Δεν µπορείτε να το κάνετε αυτό!! 

Στο προηγούµενο απόσπασµα πέρα από την εµφανή αδυναµία των εκπαιδευτικών να 
ορίσουν το µέτρο µιας γωνίας φαίνεται και σηµαντική σύγχυση ιδεών γύρω από το 
συγκεκριµένο ζήτηµα. Η µελέτη του λόγου των εκπαιδευτικών µπορεί να µας φανεί 
χρήσιµη για την κατανόηση του νοήµατος που αποδίδουν οι εκπαιδευτικοί τόσο στην ίδια 
την έννοια του µέτρου µιας γωνίας όσο και στις περιφερειακές έννοιες που απαιτούνται 
για τον ορισµό της έννοιας αυτής. Δεδοµένου µάλιστα, ότι η όλη συζήτηση για το µέτρο 
µιας γωνίας γίνεται µε σκοπό να χρησιµοποιηθεί αυτή η κατανόηση για τις διδακτικές 
ανάγκες και τη µάθηση των µαθητών.  
Στο απόσπασµα είναι φανερό ότι µε κατηγορηµατικό τρόπο, διαπιστώνεται από τους 
εκπαιδευτικούς στο απόσπασµα, πως είναι διαφορετικό ζήτηµα η µέτρηση µιας γωνίας 
από τη µέτρηση µιας πλευράς αλλά δεν εξηγείται σε τι έγκειται η διαφορά. Μάλιστα η 
συγκεκριµένη παρανόηση από τη µεριά των µαθητών εµφανίζεται σχεδόν παράλογη ή 
ακατανόητη. Αν προσέξουµε, όµως, λίγο περισσότερο θα δούµε ότι η σύγχυση ανάµεσα 
στη µέτρηση µιας γωνίας και στη µέτρησης µιας πλευράς έχει µια λογική βάση. Είναι και 
οι δυο µετρήσεις και συνεπώς θα πρέπει να υπάρχουν κοινά χαρακτηριστικά. Πράγµατι, 
τόσο το µέτρο µιας γωνίας όσο και το µήκος (µέτρο) ενός ευθύγραµµου τµήµατος είναι 
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ένας µη αρνητικός αριθµός, µε τον οποίο, όταν πολλαπλασιαστεί η αντίστοιχη µονάδα 
µέτρησης (µοναδιαία γωνία ή µοναδιαίο τµήµα), θα µας δώσει αντίστοιχα τη γωνία ή το 
τµήµα που θέλουµε να µετρήσουµε.  
Επίσης, τα αποτελέσµατα και στις δυο µετρήσεις (γωνίας και τµήµατος) είναι αριθµοί και 
µε δυο αριθµούς µπορούµε να κάνουµε πράξεις, σε περίπτωση που δεν δώσουµε ιδιαίτερη 
προσοχή για το νόηµα του αποτελέσµατος τέτοιου είδους πράξεων. Οπότε, η διαφορά 
στις δυο µετρήσεις είναι στα µεγέθη και στο τι εκφράζουν τα αποτελέσµατα των δυο 
µετρήσεων και όχι σ’ αυτά καθ’ αυτά τα αποτελέσµατα των µετρήσεων. 

Σε ένα δεύτερο επίπεδο, οι συγκεκριµένοι εκπαιδευτικοί φαίνεται να συνδέουν το µέτρο 
µιας γωνίας µε το µήκος του τόξου ενός κύκλου στον οποίο η γωνία γίνεται επίκεντρη 
(φαίνεται ότι κάτι τέτοιο εννοείται χωρίς να αναφέρεται). Βεβαίως, µια επίκεντρη γωνία 
έχει το ίδιο µέτρο µε το µέτρο του τόξου στο οποίο βαίνει. Επίσης, αν θεωρήσουµε ως 
µονάδα µέτρησης την ακτίνα του κύκλου τότε το µήκος του τόξου είναι ίσο µε το µέτρο 
της επίκεντρης γωνίας που βαίνει σ’ αυτό, θεωρώντας ως µονάδα µέτρησής της το τόξο 
µε µήκος ίσο µε την ακτίνα του κύκλου. Κάποιες φορές, όµως, θεωρείται λανθασµένα ότι 
το µέτρο ενός τόξου σε µοίρες (άρα και της αντίστοιχης επίκεντρης γωνίας που βαίνει σ’ 
αυτό) είναι ίσο µε το µήκος του αντίστοιχου τόξου, όπως αυτό µετριέται µε κάποια 
µονάδα µέτρησης µήκους µε την οποία µετριέται και η ακτίνα του κύκλου που ανήκει το 
συγκεκριµένο τόξο. Για παράδειγµα, κάποιοι µαθητές γνωρίζουν ότι ένα ηµικύκλιο είναι 
180ο και π ακτινίων και από αυτό βγάζουν λανθασµένα το συµπέρασµα ότι το π είναι 180.  

Επίσης, ένα σχετικό ζήτηµα µε το οποίο προκαλείται σύγχυση είναι ότι, ενώ όταν δυο 
γωνίες έχουν το ίδιο µέτρο είναι ίσες δεν ισχύει το ίδιο για τα τόξα γενικά, αλλά µόνο 
όταν αυτά ανήκουν στον ίδιο ή σε ίσους κύκλους. Ο λόγος για τον οποίο δεν ισχύει η 
συγκεκριµένη ιδιότητα για τα τόξα έχει να κάνει µε την καµπυλότητα των κύκλων η 
οποία µικραίνει όσο µεγαλώνει η ακτίνα. Η έννοια της καµπυλότητας αναφέρθηκε από 
τον εκπαιδευτικό Ε4, αλλά δεν δόθηκαν κάποιες διευκρινήσεις για το τι εννοεί. 

Όταν οι εκπαιδευτικοί του αποσπάσµατος διαπιστώνουν την αδυναµία τους να δώσουν 
τον ορισµό του µέτρου µιας γωνίας, ανατρέχουν στο σχολικό εγχειρίδιο όπου, µε βάση 
όσα αναφέρονται στο απόσπασµα δεν προκύπτει ότι εκεί τουλάχιστον δίνεται ο 
ζητούµενος ορισµός. Αντίστοιχα για το ελληνικό  εκπαιδευτικό σύστηµα δεν δίνεται ο 
ορισµός του µέτρου µιας γωνίας στο σχολικό εγχειρίδιο των µαθηµατικών της Α΄ 
Γυµνασίου και ενώ δίνεται στο σχολικό εγχειρίδιο της Γεωµετρίας της Α΄ Λυκείου, όµως 
η αντίστοιχη ενότητα είναι εκτός διδακτέας ύλης.  
Γιατί όµως υπάρχει τόση δυστοκία να δοθεί ένας σαφής ορισµός για το µέτρο µιας 
γωνίας, είτε από τους εκπαιδευτικούς είτε στα σχολικά εγχειρίδια. Απαραίτητη 
προϋπόθεση για τον ορισµό του µέτρου µιας γωνίας είναι η έννοια του λόγου δυο γωνιών 
ή εναλλακτικά του γινοµένου ενός αριθµού επί µια γωνία. Όµως, αυτό το γινόµενο µπορεί 
να είναι µια γωνία που υπερβαίνει την πλήρη γωνία δηλαδή, ένα αντικείµενο για το οποίο 
δεν έχει δοθεί ορισµός, αλλά επίσης χάνεται και η επαφή µε µια µορφή γεωµετρικής 
εποπτείας που αντιµετωπίζει τα γεωµετρικά αντικείµενα ως στατικά αντικείµενα. 
Αντίθετα στην κατεύθυνση της κατανόησης µιας γωνίας που είναι µεγαλύτερη από την 
πλήρη γωνία είναι η ιδέα της προσανατολισµένης γωνίας που γίνεται µια προσπάθεια 
προσέγγισης που επιχειρείται από τον εκπαιδευτικού Ε1 του αποσπάσµατος η οποία δεν 
ολοκληρώνεται. Αντίστοιχα, στο σχολικό εγχειρίδιο της Άλγεβρας της Β΄ Λυκείου του 
ελληνικού εκπαιδευτικού συστήµατος, όπου γίνεται διαπραγµάτευση των 
τριγωνοµετρικών συναρτήσεων, δεν παρουσιάζεται ο ορισµός του µέτρου µιας 
προσανατολισµένης γωνίας. 
Το παραπάνω απόσπασµα παρουσιάζεται από τον Thompson (2013) ως µια 
χαρακτηριστική περίπτωση απουσίας νοήµατος για τους εκπαιδευτικούς της έννοιας του 
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µέτρου µιας γωνίας, η οποία έχει προκαλέσει παρανοήσεις, ασάφειες και σύγχυση στους 
ίδιους. Επίσης, θεωρείται ότι αυτή η απουσία νοήµατος και η σύγχηση που τη συνοδεύει 
µεταφέρεται και στους µαθητές, όπως φαίνεται τόσο από τους λανθασµένους, ασαφείς 
και συγκεχυµένους τρόπους που προσπαθούν να περιγράψουν το µέτρο µιας γωνίας όσο 
και από τις παρανοήσεις τους που αναδύονται στην προσπάθειά τους να λύσουν ένα 
πρόβληµα. 
Όµως το πρόβληµα όπως παρουσιάστηκε στην ανωτέρω ανάλυση δεν συνιστά µόνο ένα 
πρόβληµα έλλειψης γνώσης από την µεριά των εκπαιδευτικών. Είναι ένα ευρύτερο 
πρόβληµα επιλογών των τρόπων µε τους οποίους θα προσεγγιστεί η µαθηµατική γνώση 
σε σχολικό επίπεδο η οποία συχνά υπερβαίνει τις αρµοδιότητες (αλλά και τις 
δυνατότητες) του εκπαιδευτικού. Το πλέγµα των εννοιών που συνδέονται µε τη µέτρηση 
µιας γωνίας και οι µαθηµατικές συνέπειες της µιας ή της άλλης επιλογής κατά την 
εφαρµογή στη διδακτική πρακτική ανήκουν στον ορίζοντα της γνώσης του περιεχοµένου 
όπως περιγράφηκε στην ενότητα 2.3.3. Η µελέτη της συγκεκριµένης έννοιας φαίνεται ότι 
µπορεί να συνεισφέρει τόσο στην αποσαφήνιση των νοηµάτων που αποδίδουν οι 
εκπαιδευτικοί στις έννοιες που διδάσκουν όσο και στο σχεδιασµό των αναλυτικών 
προγραµµάτων που εφαρµόζονται στη σχολική τάξη αλλά και στο σχεδιασµό των 
προγραµµάτων επαγγελµατικής ανάπτυξης των εκπαιδευτικών. 

2.4.5 Σηµειωτική και αξιοποίηση της Γνώσης των Ανώτερων Μαθηµατικών κατά 
τη διδακτική πράξη 

Η αξιοποίηση της γνώσης Ανώτερων Μαθηµατικών στη διδακτική πράξη αναδεικνύει 
αναπόφευκτα και κάποια σηµειωτικά ζητήµατα, εξαιτίας της κυρίαρχης παρουσίας του 
τυπικού συµβολισµού. Οι πλέον καθοριστικές προσεγγίσεις σε αυτά τα ζητήµατα 
συνδέονται µε τον Saussure από τη Γλωσσολογική πλευρά θέασης, τον Peirce από την 
σηµειωτική πλευρά και τον Frege από την προοπτική της φιλοσοφίας των µαθηµατικών, 
οπτικές ιδιαίτερα χρήσιµες και για την παρούσα εργασία, οι οποίες και παρουσιάζονται 
µε συντοµία στη συνέχεια.   

Ο Ferdinand de Saussure (1857-1913) ο οποίος είναι από τους θεµελιωτές της 
Σηµειωτικής, προσπαθώντας να αντιπαρέλθει την θεώρηση της γλώσσας ως µια απλή 
διαδικασία απόδοσης ονοµάτων στα πράγµατα δίνει ως εξής τον ορισµό του σηµείου 
(sign). 

Το γλωσσικό σηµείο δεν ενώνει ένα πράγµα και ένα όνοµα, αλλά µια έννοια και µια 
ηχητική-εικόνα. Το τελευταίο δεν είναι ένα υλικό άκουσµα, ένα καθαρά φυσικό 
πράγµα, αλλά το ψυχολογικό ίχνος του ήχου, η εντύπωση που προκαλεί στις αισθήσεις 
µας. Η ηχητική εικόνα είναι αισθητηριακή, κι αν την αποκαλώ «υλική» είναι µόνο µε 
αυτή την έννοια και αντίθετα µε τον άλλο όρο µε τον οποίο συνδέεται, την έννοια, η 
οποία είναι γενικά πιο αφηρηµένη. (Saussure, 1959, σ. 66)  

O Saussure, ανησυχώντας επειδή ο όρος σηµείο (sign) χρησιµοποιείται για να 
προσδιορίσει µόνο µια ηχητική-εικόνα, τη λέξη, κρατά τον όρο σηµείο (sign) για να 
προσδιορίσει το όλο και αντικαθιστά την έννοια (concept) και την ηχητική-εικόνα (sound-
image) µε το σηµαινόµενο (signified) και σηµαίνον (signifier) αντίστοιχα. Για τον 
Saussure o δεσµός µεταξύ του σηµαινόµενου και του σηµαίνοντος είναι αυθαίρετη ή 
αλλιώς το γλωσσικό σηµείο είναι αυθαίρετο. Όµως για το σύµβολο έχει διαφορετική 
θεώρηση. 

Η λέξη σύµβολο έχει χρησιµοποιηθεί για τον προσδιορισµό του γλωσσικού σηµείου ή 
πιο συγκεκριµένα αυτού που εδώ αποκαλείται σηµαίνον. Η αρχή της αυθαίρετης 
φύσης του σηµείου συγκεκριµένα είναι εναντίον της χρήσης αυτού του όρου. Ένα 
χαρακτηριστικό του συµβόλου είναι ότι ποτέ δεν είναι εντελώς αυθαίρετο, δεν είναι 
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άδειο. Υπάρχει µια πρωτογενής φυσική σύνδεση µεταξύ του σηµαίνοντος και του 
σηµαινόµενου. Το σύµβολο της δικαιοσύνης, ο ζυγός, δεν µπορεί να αντικατασταθεί 
απλά από κάποιο άλλο σύµβολο όπως ένα άρµα. (Saussure, 1959, σ. 68) 

Για τον Saussure το σηµείο δεν αντιστοιχεί σε κάποιο αντικείµενο µε υλική υπόσταση 
αλλά η αναφορά γίνεται σε κάποια νοητική εικόνα. Δηλαδή, η σηµασία των σηµείων 
είναι δοµική και σχεσιακή και δεν έγκειται στην αναφορά τους σε υλικά αντικείµενα. 
Έτσι, ενώ φαίνεται ότι η µεµονωµένη λέξη «δένδρο» έχει κάποια σηµασία ο Saussure 
θεωρεί ότι η σηµασία της προσδιορίζεται από τη σχέση της µε άλλες λέξεις µαζί µε τις 
οποίες χρησιµοποιείται. Ο Saussure (1959) ισχυρίζεται επίσης ότι: 

... οι έννοιες είναι καθαρά διαφορικές και ορίζονται όχι από το θετικό τους 
περιεχόµενο αλλά αρνητικά από τις σχέσεις µε άλλους όρους του συστήµατος. Τα πιο 
ακριβή χαρακτηριστικά τους είναι αυτά που δεν έχουν οι άλλες. (σ. 117) 

O Peirce, σε αντίθεση µε τον Saussure ορίζει το σηµείο (sign) ως µια τριάδα που 
απαρτίζεται από το σηµείο ή αντιπροσωπεύον (representamen) (αυτό που αναπαριστά), το 
αντικείµενο (object) (αυτό που αναπαρίσταται) και τον ερµηνευτή (interpretant). 

Ένα σηµείο, ή αντιπροσωπεύον, είναι κάτι το οποίο αναπαριστά κάτι σε κάποιον µε 
κάποια άποψη ή ικανότητα. Απευθύνεται σε κάποιον, δηλαδή, δηµιουργεί στο νου 
αυτού του ατόµου ένα ισοδύναµο σηµείο ή ίσως ένα πιο αναπτυγµένο σηµείο. Αυτό το 
σηµείο που δηµιουργεί ονοµάζω ερµηνευτή του πρώτου σηµείου. Το σηµείο 
αντιπροσωπεύει κάτι, το αντικείµενό του. Αντιπροσωπεύει αυτό το αντικείµενο, όχι 
από όλες τις απόψεις, αλλά µε αναφορά σε µια ιδέα, την οποία έχω αποκαλέσει 
µερικές φορές το υπόβαθρο των αντιπροσώπων. (Peirce C.P., 2. 228) 

Το αντικείµενο είναι το αναφερόµενο, αυτό που αναπαριστά το σηµείο. Πριν ερµηνευθεί 
το σηµείο αποτελεί µια καθαρή δυνατότητα. Για τον Peirce  «ένα σηµείο είναι ένα 
αντικείµενο που αντιπροσωπεύει κάτι για κάποιον στο νου» (Peirce, 1986, σ. 66). 
Δηλαδή, η σχέση της αντιπροσώπευσης διαµεσολαβείται από έναν ερµηνευτή. Το 
ερµήνευµα δεν είναι ο ερµηνευτής του σηµείου, µάλλον είναι αυτό που εγγυάται την 
εγκυρότητα του σηµείου, ακόµη και ελλείψει του ερµηνευτή. Το ερµήνευµα αποτελεί  µια 
ακόµα αναπαράσταση που αναφέρεται στο ίδιο αντικείµενο. Μπορεί να είναι µια 
ισοδύναµη σηµασία σε ένα άλλο σηµειωτικό σύστηµα (π.χ. ένα σχέδιο για να εξηγηθεί 
µια λέξη), ένας άλλος ορισµός στο ίδιο σηµειωτικό σύστηµα (π.χ. αλάτι για το χλωριούχο 
νάτριο), µια συναισθηµατική συσχέτιση (π.χ. ο σκύλος ως ένδειξη πίστης), η χρήση 
συνωνύµων.  
Το ερµήνευµα δεν περιορίζεται στις χαρακτηριστικές ιδιότητες του περιεχοµένου και ως 
τούτου στις άµεσες υποδηλώσεις και τα συµπεράσµατα µιας έκφρασης. Ένα ερµήνευµα 
µπορεί να είναι ένας ακόµη πολύπλοκος λόγος που αναπτύσσεται από τα δυνατά 
ενδεχόµενα που εµπλέκονται στο σηµείο. Έτσι, η εισαγωγή του ερµηνεύµατος στον 
ορισµό του σηµείου έχει για τον Peirce έναν εγγενώς δυναµικό χαρακτήρα. Στην 
πραγµατικότητα, το ερµήνευµα είναι ένα σηµείο που µεταφράζει και εξηγεί το 
προηγούµενο, και αυτό το άλλο σηµείο µε τη σειρά του απαιτεί ένα άλλο σηµείο ως 
ερµήνευµα και ούτω καθεξής, σε µια αλυσίδα αέναης ερµηνείας, δηµιουργώντας µια 
διαδικασία δυναµικής απεριόριστης σηµείωσης. Η ιδέα του Peirce για τη σηµείωση 
περιλαµβάνει τη σχέση Sign-Object-Interpretant ως µη αναστρέψιµη τριάδα. Συχνά 
επιµένει ότι η τριάδα είναι γνήσια, µε την έννοια ότι δεν µπορεί να µειωθεί σε κανένα από 
τα ζευγάρια που σχηµατίζονται από τους όρους της (Sabena, 2008). 
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Εκτός από τον γενικό χαρακτηρισµό των σηµείων, µια σηµαντική πτυχή της θεωρίας τoυ 
Peirce σε σχέση µε την παρούσα έρευνα είναι ο πραγµατιστικός της χαρακτήρας. Στην 
πραγµατικότητα, εξετάζει το πλαίσιο της παραγωγής και λήψης του σηµείου και ορίζει το 
σηµείο µέσω της δράσης του στο ερµήνευµα. Αυτή είναι η κύρια διαφορά από 
γλωσσολογική προσέγγιση του Saussure, όπου δεν υπάρχει πρόβλεψη για τη µελέτη των 
πραγµατικών πλαισίων στα οποία οι οµιλητές επικοινωνούν µεταξύ τους. Για το λόγο 
αυτό η θεωρία του Peirce έχει χρησιµοποιηθεί στη µαθηµατική εκπαίδευση και ιδιαίτερα 
στην ανάλυση των διδακτικών πρακτικών στη σχολική τάξη (π.χ. Radford, Schubring & 
Seeger, 2008; Presmeg, Radford, Roth & Kadunz, 2016). 

Η θεωρία του Peirce προσδιορίζει τρεις βασικούς τύπους σηµείων, σύµφωνα µε τον 
τρόπο µε τον οποίο αυτά σηµατοδοτούν. Ένα σηµείο αναφέρεται στο αντικείµενο του µε 
εικονικό (iconic) τρόπο αν µοιάζει µε αυτό, αν είναι όµοιο µε αυτό. Για παράδειγµα ένα 
πορτρέτο είναι ένα εικονικό σηµείο επειδή µοιάζει µε το πρόσωπο που παριστάνει. Το 
σηµείο της ισότητας « = » είναι επίσης ένα παράδειγµα ενός εικονικού σηµείου. Ένα 
σηµείο αναφέρεται στο αντικείµενό του µε έναν ενδεικτικό τρόπο εάν επηρεάζεται υλικά 
από αυτό. Οι δείκτες περιλαµβάνουν ένα στοιχείο φυσικής συνάφειας, όπως ο καπνός σε 
σχέση µε τη φωτιά ή τα ίχνη στο χιόνι. Τέλος, ένα σηµείο είναι σύµβολο (symbol) αν 
αναφέρεται στο αντικείµενο του µέσω ενός κανόνα, όπως οι λέξεις µιας γλώσσας ή οι 
αλγεβρικοί τύποι. Οι συµβολικοί κανόνες µπορούν να διατυπωθούν εκ των προτέρων, 
λόγω συµβάσεων ή εκ των υστέρων, λόγω πολιτισµικών συνηθειών (Sabena, 2008). 
Αυτή η διάκριση στα µαθηµατικά σηµεία είναι περίπλοκη επειδή διαφορετικά άτοµα 
µπορεί να κατηγοριοποιήσουν την ίδια σχέση µεταξύ του σηµείου και του αντικειµένου 
µε τρόπο που µπορεί να εικονικός, ενδεικτικός ή συµβολικός αντίστοιχα σύµφωνα µε τις 
ερµηνείες τους. Στην πράξη οι διακρίσεις είναι λεπτές επειδή εξαρτώνται από τις 
ερµηνείες των µαθητών και µπορούν να φανούν χρήσιµες στον ερευνητή ή τον 
εκπαιδευτικό για τον προσδιορισµό της λεπτότητας των µαθηµατικών αντιλήψεων ενός 
µαθητή εάν οι διαφορές στην ερµηνεία λαµβάνονται υπόψη (Presmeg et al., 2016). 

Για παράδειγµα, ο τύπος x1,2 =
−β ± β2 − 4αγ

2α
 που δίνει τις πραγµατικές ρίζες της 

δευτεροβάθµιας εξίσωσης αx2 + βx + γ = 0 , α ≠ 0 , µπορεί να χαρακτηριστεί συµβολικός 
επειδή υπόκειται σε συγκεκριµένους κανόνες. Όµως για κάποιους µαθητές ο τύπος αυτός 
είναι µια εικόνα όπως ένα σχήµα και για κάποιους άλλους ερµηνεύεται ως ένας δείκτης 
µε την έννοια ότι τους ωθεί στην αντικατάσταση των µεταβλητών α, β, γ, για τη λύση της 
εξίσωσης (Presmeg et al., 2016). 

Ο Peirce εισήγαγε επίσης τρεις εννοιολογικές κατηγορίες που αποκαλεί πρωτογενές 
(firstness), δευτερογενές (secondness) και τριτογενές (thirdness). Το πρωτογενές έχει να 
κάνει µε αυτό που καθιστά δυνατή την αναγνώριση πως κάτι εµφανίζεται στο 
φαινοµενολογικό πεδίο. Έχει να κάνει µε την ιδιότητα του πράγµατος. Γνωρίζουµε τα 
πράγµατα επειδή µπορούµε να αναγνωρίσουµε την ποιότητα (qualia) του πράγµατος. Μια 
ποιότητα (quale) είναι το διακριτικό σηµάδι του ότι κάτι είναι ανεξάρτητο από κάτι άλλο 
(είναι η καθαυτότητά του). «Κάθε ποιότητα (quale) είναι από µόνη της αυτό που είναι για 
τον εαυτό της, χωρίς αναφορά σε κανένα άλλο» (Peirce C.P., 6.224). Έτσι, αυτό που µας 
επιτρέπει να αντιλαµβανόµαστε ένα κόκκινο τριαντάφυλλο είναι η ποιότητα της 
ερυθρότητας. Η επίγευση ενός κρασιού ή ένα χαρακτηριστικό είδος πονοκεφάλου είναι 
επίσης τέτοιες ποιότητες. Εάν είχαµε αποµείνει χωρίς ποιότητες, δεν θα µπορούσαµε να 
αντιληφθούµε τίποτα. Ωστόσο, η ποιότητα δεν είναι ακόµα αντίληψη. Είναι µόνο µια 
δυνατότητα: είναι πρωτογενές - η πρώτη κατηγορία της ύπαρξης στην προσέγγιση του 
Peirce. «Η ιδιότητα της ερυθρότητας, πριν από οτιδήποτε στο σύµπαν ήταν ακόµα το 
κόκκινο, ήταν ωστόσο µια θετική ποιοτική δυνατότητα» (C.P., 1.25). Ποιότητες - όπως το 
πικρό, το ανιαρό, το σκληρό, η ευγένεια (C.P., 1.418) - εξετάζονται συνεπώς ως 
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δυνατότητες της εµπειρίας, καθιστώντας δυνατή την σηµείωση ότι κάτι υπάρχει, 
τοποθετηµένο,  όπως ήταν, στα όρια της συνείδησης (Radford, 2008). 

H ίδια η εµφάνιση του αντικειµένου στο πεδίο της αντίληψής µας σηµατοδοτεί την 
ενδεικτική στιγµή της συνείδησης. Είναι µια στιγµή της πραγµατικότητας ή του 
συµβάντος. Εδώ µπαίνουµε στο δευτερογενές. Επειδή έχουµε φτάσει στην επίγνωση, το 
αντικείµενο τώρα γίνεται ένα αντικείµενο γνώσης. Αλλά η γνώση δεν είναι µια σειρά 
αποµονωµένων στιγµών ή γεγονότων. Μάλλον, προκύπτει από τη σύνδεση µεταξύ 
γεγονότων και αυτoύ του δεσµού. Ο Peirce ισχυρίζεται ότι απαιτείται να εισέλθουµε σε 
ένα επίπεδο που υπερβαίνει την ποιότητα (πρωτογενές) και την πραγµατικότητα 
(δευτερογενές). Αυτό το νέο επίπεδο (τριτογενές) απαιτεί τη χρήση συµβόλων (Presmeg et 
al., 2016). Σχολιάζοντας αυτές τις λεπτές αποχρώσεις των αλληλεξαρτήσεων µεταξύ 
πρωτογενούς, δευτερογενούς, και τριτογενούς ως οντολογικές ή ως φαινοµενολογικές 
κατηγορίες οι Sáens-Ludlow & Kadunz (2016) αναφέρουν τα εξής: 

Η ύπαρξη αυτών των τριών κατηγοριών ονοµάστηκε Θεώρηµα Peirce ... Θεωρεί ότι 
αυτές οι κατηγορίες είναι τόσο οντολογικές όσο και φαινοµενολογικές. Η πρώτη 
ασχολείται µε τη φύση της ύπαρξης και η τελευταία µε το φαινόµενο της συνειδητής 
εµπειρίας. (σ. 4) 

Στο παρακάτω απόσπασµα ο Peirce περιγράφει µε τους όρους της θεωρίας του αυτό που 
αποκαλείται νόηµα του σηµείου. 

Όπως έχω ήδη επισηµάνει ένα Σηµείο (Sign) έχει ένα Αντικείµενο (Object) και ένα 
Ερµήµνευµα (Interpetant), το τελευταίο είναι αυτό που παράγει το σηµείο στον ψευδο-
νου (Quasi- mind), δηλαδή είναι o Ερµηνευτής, που καθορίζει στο τελευταίο ένα 
αίσθηµα, µια προσπάθεια ή ένα Σηµείο του οποίου ο προσδιορισµός είναι το 
Ερµήνευµα. Άλλα πρέπει να επισηµάνω εδώ ότι συνήθως υπάρχουν δύο αντικείµενα 
και περισσότερα από δυο Ερµηνεύµατα. Συγκεκριµένα, διακρίνουµε το άµεσο 
(Immediate) αντικείµενο το οποίο είναι το αντικείµενο όπως το αναπαριστάνει το ίδιο 
το αντικείµενο, και του οποίου η ύπαρξη είναι κατά συνέπεια εξαρτώµενη από την 
αναπαράστασή του στο σηµείο, από το δυναµικό (dynamical) αντικείµενο, το οποίο 
είναι η Πραγµατικότητα που µε κάποια µέσα δηµιουργεί τον προσδιορισµό του 
σηµείου στην αναπαράστασή του. Όσον αφορά το Ερµήνευµα έχουµε διάκριση σε 
πρώτο επίπεδο του άµεσου ερµηνεύµατος που είναι το ερµήνευµα όπως 
αποκαλύπτεται στην ορθή κατανόηση του ίδιου του σηµείου, και αυτού που συχνά 
λέγεται «νόηµα» (‘meaning’) του σηµείου. που σε δεύτερο επίπεδο σηµειώνουµε ως 
Δυναµικό Ερµήνευµα, που είναι η πραγµατική επίδραση που το σηµείο, ως σηµείο, 
στην πραγµατικότητα καθορίζει. (Peirce, 1906, σ. 536)  

Στην παρούσα έρευνα έχει µεθοδολογικά ληφθεί υπόψη ότι υπάρχει µια διάκριση µεταξύ 
της ορθής προσέγγισης της αναπαράστασης 0,3999... και της πραγµατικής επίδρασης που 
η αναπαράσταση αυτή καθορίζει κατά την ερµηνεία της, η οποία είναι µια δυναµική 
διαδικασία.  

Για τον Peirce, ένα σηµείο έχει µια εσωτερική δυνατότητα να ερµηνευτεί πριν 
οποιοσδήποτε στην πραγµατικότητα το ερµηνεύσει – αυτό το ονοµάζει άµεσο ερµήνευµα 
του σηµείου, και υποστηρίζει πως αυτό είναι το οποίο συχνά αποκαλείται νόηµα του 
σηµείου. Το Δυναµικό Ερµήνευµα αναφέρεται στις πραγµατικές ενέργειες ερµηνείας του 
ατόµου. Ο Peirce διακρίνει, επίσης, το Τελικό Ερµήνευµα, στο οποίο συγκλίνουν όλες οι 
πραγµατικές ερµηνείες. 
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O Frege προσπάθησε να θεµελιώσει την αριθµητική µέσω της αναγωγής των θεµελιωδών 
εννοιών και οντοτήτων στη Λογική. Οι φυσικοί αριθµοί και θεµελιώδεις έννοιες της 
αριθµητικής όπως αυτή του «επόµενου ενός φυσικού αριθµού», µετατρέπονται σε λογικές 
οντότητες και λογικές σχέσεις αντίστοιχα. Με το πρόγραµµά του άσκησε κριτική στο 
νατουραλισµό που στηριζόµενος σε εικόνες, ιδέες, εποπτείες και παραστάσεις, 
διαπραγµατεύεται τις θεµελιώδης αριθµητικές οντότητες. Προσπαθεί να υπερβεί την 
παραδοσιακή διάκριση της λογικής υποκείµενο-κατηγόρηµα µε την διατύπωση ενός 
προγράµµατος οντολογικού ρεαλισµού της αριθµητικής, µε βάση τη διάκριση έννοια-
(λογικό) αντικείµενο. Ο Frege επιδιώκει να εξαλείψει οποιαδήποτε ψυχολογικά 
κατάλοιπα από τη θεµελίωση της αριθµητικής. Έτσι, η έµφαση δίνεται στη θεµελίωση και 
την αιτιολόγηση της αλήθειας της πρότασης η οποία οφείλει να είναι ανεξάρτητη των 
συγκεκριµένων υποκειµένων (Ρουσόπουλος, 1991).  
Ο Frege θεωρεί τη γλώσσα ως ένα συµβολικό σύστηµα. Στην πραγµατικότητα, το 
γλωσσικό του µοντέλο ήταν τα καθαρά µαθηµατικά από τα οποία εξαιρεί ακόµα και τη 
γεωµετρία. Η στάση του τον οδήγησε στο να µειώσει τις αναφορές του κόσµου σε δυο 
στοιχεία: τις λογικές τιµές του ορθού και του λάθους. Το νόηµα µπορεί συνεπώς να 
αντιστοιχεί µόνο σε προτάσεις, όχι σε λέξεις που είναι µόνες τους: η ουσία του νοήµατος 
µιας πρότασης είναι στις συνθήκες κάτω από τις οποίες µπορούν να εξεταστούν ως 
αληθείς. Τα µαθηµατικά ως εκ τούτου ανάγονται στη Λογική (Dummett, 1991).  

Οφείλουµε να έχουµε µπροστά µας µια πλήρη πρόταση. Μόνο σε µια πρόταση έχουν 
νόηµα οι λέξεις. Μπορεί οι νοητικές εικόνες να περνούν µπροστά από τα µάτια µας, 
όµως δεν είναι αναγκαίο να αντιστοιχούν στα λογικά στοιχεία της πρότασης. Είναι 
αρκετό ότι η πρόταση ως ένα όλον έχει νόηµα. αυτό προσδίδει νόηµα και στα µέρη 
της. (Frege, 1990) 

Για τον Frege (1892), σε ένα σηµείο (sign) (όνοµα, συνδυασµός λέξεων, γράµµα) εκτός 
από εκείνο στο οποίο αναφέρεται, το οποίο αποκαλεί αναφερόµενο (Reference- 
Bedeutung) του σηµείου, υπάρχει και αυτό που ονοµάζει σηµασία (Sense-Sinn) του 
σηµείου στο οποίο περιέχεται και ο τρόπος παρουσίασής του.  
Ο Frege αναφέρει τα εξής παραδείγµατα: (α) Αν α, β, γ οι διάµεσοι ενός τριγώνου τότε το 
αναφερόµενο της πρότασης «το σηµείο τοµής των α και β» ταυτίζεται µε το αναφερόµενο 
της πρότασης «το σηµείο τοµής των β και γ», αλλά οι δυο προτάσεις δεν έχουν τις ίδιες 
σηµασίες. (β) Το αναφερόµενο του «Αποσπερίτη» είναι ίδιο µε του «Αυγερινού» αφού 
και οι δυο λέξεις αναφέρονται στον πλανήτη Αφροδίτη, αλλά η σηµασία τους είναι 
διαφορετική αφού η ο «Αποσπερίτης» αντιστοιχεί στο πως φαίνεται από τη Γη ο 
πλανήτης Αφροδίτη το απόγευµα (την εσπέρα)  ενώ ο «Αυγερινός» αντιστοιχεί στο πως 
φαίνεται από τη Γη ο πλανήτης Αφροδίτη το πρωί (την αυγή).  
Για τον Frege η αναφορά και η σηµασία ενός σήµατος πρέπει να διακρίνεται από την 
αντίστοιχη ιδέα. Αν η αναφορά ενός σήµατος είναι ένα αντικείµενο αντιληπτό από τις 
αισθήσεις η ιδέα γι’ αυτό είναι µια εσωτερική εικόνα που προκύπτει από µνήµες 
αισθητηριακών εντυπώσεων που είχε το υποκείµενο και από εσωτερικές και από 
εξωτερικές ενέργειες που έκανε. Μια τέτοια ιδέα συχνά είναι διαποτισµένη από το 
συναίσθηµα. Η καθαρότητα των διαφορετικών µερών της υπόκειται σε µεταβολές και 
ταλαντεύσεις. Η ίδια σηµασία  δεν συνδέεται πάντα ακόµα και από τον ίδιο άνθρωπο µε 
την ίδια ιδέα. Η ιδέα είναι υποκειµενική. Η ιδέα κάποιου ανθρώπου δεν είναι η ιδέα ενός 
άλλου. Ως αποτέλεσµα έχουµε προφανώς µια ποικιλία διαφορετικών ιδεών που 
συνδέονται µε την ίδια σηµασία.  
Στη συνέχεια ο Frege θέτει το ερώτηµα γιατί θέλουµε ένα (ίδιον) όνοµα να µην έχει µόνο 
σηµασία αλλά και αναφορά; Γιατί η σκέψη δεν µας είναι αρκετή;  
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Και η απάντησή του είναι ότι αυτό το ζήτηµα σχετίζεται στο βαθµό που µας απασχολεί, 
µε την αξία της αλήθειας. Αυτό δεν συµβαίνει πάντοτε. Χαρακτηριστικά αναφέρει ότι 
ακούγοντας ένα επικό ποίηµα, για παράδειγµα, αυτό που µας ενδιαφέρει είναι η ευφωνία 
της γλώσσας, η σηµασία των προτάσεων, των εικόνων και των συναισθηµάτων που 
προκαλούνται µε αυτό τον τρόπο. Το ζήτηµα της αλήθειας θα µας έκανε να 
εγκαταλείψουµε την αυθεντική απόλαυση για χάρη µιας στάσης επιστηµονικής έρευνας. 
Ως εκ τούτου, δεν µας απασχολεί εάν το όνοµα «Οδυσσέας», για παράδειγµα, έχει 
αναφορά, αρκεί να αποδεχόµαστε το ποίηµα ως έργο τέχνης. Είναι η προσπάθεια για την 
αλήθεια που µας οδηγεί πάντα να προχωρήσουµε από τη σηµασία στην αναφορά. Έχουµε 
δει ότι η αναφορά µιας φράσης µπορεί πάντα να αναζητηθεί, όποτε αφορά την αναφορά 
των συστατικών της και ότι αυτό συµβαίνει όταν και µόνο όταν ερευνάµε την αξία της 
αλήθειας.  

Για τον Frege µια λογικά τέλεια γλώσσα (Begriffsschrift) θα πρέπει να ικανοποιεί τις 
προϋποθέσεις ότι κάθε έκφραση γραµµατικά καλώς κατασκευασµένη ως σωστό όνοµα 
εκτός από σηµάδια που έχουν ήδη εισαχθεί θα δηλώνει πράγµατι ένα αντικείµενο και ότι 
κανένα νέο σηµάδι δεν θα εισαχθεί ως σωστό όνοµα χωρίς να έχει εξασφαλιστεί 
αναφορά. Τα λογικά βιβλία περιέχουν προειδοποιήσεις για λογικά λάθη που προκύπτουν 
από την ασάφεια των εκφράσεων. Θεωρεί πως δεν είναι λιγότερο πρόσφορη µια 
προειδοποίηση ενάντια σε προφανή ονόµατα που δεν έχουν καµία αναφορά. Η ιστορία 
των µαθηµατικών παρέχει λάθη που έχουν προκύψει µε αυτόν τον τρόπο.  

Ένα παράδειγµα από την ιστορία των µαθηµατικών στο ζήτηµα που αναφέρεται ο Frege 
είναι η έκφραση 1+2+3+... η οποία έχει σηµασία αλλά δεν έχει αναφορά. Δηλαδή έχει 
κάποια σηµασία στη µαθηµατική γλώσσα (άθροισµα όλων των φυσικών αριθµών) αλλά 
δεν αναφέρεται σε κάποιο µαθηµατικό αντικείµενο (αναφερόµενο). 

Σε σχέση µε τις αναπαραστάσεις που ενδιαφέρουν την παρούσα εργασία, υπάρχουν δυο 
σηµεία (signs) το 0,3999… και το 0,4 τα οποία έχουν το ίδιο αναφερόµενο, όµως το 
σηµείο 0,3999... συνδέεται µε τις εξής σηµασίες: α) το όριο της ακολουθίας 0,3, 0,39, 
0,399, ..., β) το άθροισµα της σειράς 0,3+0,09+0,009+..., όπως οι όροι αυτοί ορίζονται 
στο πλαίσιο του απειροστικού λογισµού. Ενώ το σηµείο 0,4 συνδέεται µε τις σηµασίες 
που αποδίδονται σ’ ένα κλάσµα ακεραίων (µέρος –όλου, πηλίκο διαίρεσης ...), χωρίς να 
είναι πολλές φορές ορατή η σύνδεση των σηµασιών ανάµεσα στα δυο πλαίσια. 
Για τον Frege βασικό χαρακτηριστικό της σηµασίας είναι ο ιδιάζων τρόπος παρουσίασης 
του αντικειµένου της αναφοράς του σήµατος. Επίσης, θεωρεί ότι οι σηµασίες ανήκουν 
στην αντικειµενική περιοχή των κοινών σκέψεων, όπως αυτές µεταβιβάζονται από γενεά 
σε γενεά. Δηλαδή, βασικά χαρακτηριστικά των σηµασιών των εννοιών θεωρεί τα 
ιδιαίτερα σηµειωτικά γνωρίσµατα των σηµείων καθώς και τα επιστηµολογικά 
χαρακτηριστικά των εννοιών.  
Μια κλασσική προσέγγιση στη φύση µιας έννοιας και του νοήµατός της µε σηµειολογικό 
ενδιαφέρον αποτελεί ο προσδιορισµός µιας έννοιας µέσω του δυϊσµού µεταξύ πλάτους 
και βάθους ή αλλιώς µεταξύ έκτασης (extension) και έντασης (intension). Το πλάτος µιας 
έννοιας αποτελείται από όλα τα αντικείµενα τα οποία έχουν τα χαρακτηριστικά της 
συγκεκριµένης έννοιας, ενώ το βάθος µιας έννοιας είναι το σύνολο των ιδιοτήτων που 
είναι κοινές σε όλα τα αντικείµενα που αποτελούν το πλάτος της έννοιας.  
Όµως η συγκεκριµένη διάκριση βάθους/πλάτους φαίνεται εξαιρετικά απλοϊκή σε κάποιες 
περιπτώσεις προκειµένου από µόνη της να εξηγήσει κάποιες έννοιες ή φαινόµενα. Επειδή 
για παράδειγµα είναι σχεδόν ανέφικτο να γνωρίζουµε όλα τα αντικείµενα που αποτελούν 
το πλάτος της έννοιας αλλά ούτε είναι πάντα εφικτό να προσδιορίσουµε όλα τα 
χαρακτηριστικά γνωρίσµατα της έννοιας προκειµένου να κατανοήσουµε το νόηµά της, το 
οποίο δεν βρίσκεται στον τυπικό ορισµό της αλλά στο σύνολο των προβληµατικών 
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καταστάσεων στις οποίες η έννοια έπαιξε κάποιο ρόλο και µέσω αυτών εξελίχθηκε και 
συνδέθηκε µε άλλες αποτελώντας µαζί τους ένα εννοιολογικό πεδίο.   
Ο Marcus (1986) µε βάση το µύθο της τραγωδίας «Ηλέκτρα» του Σοφοκλή αναπτύσσει 
ένα επιχείρηµα που ονοµάζει «παράδοξο της Ηλέκτρας». Σύµφωνα µε αυτό όταν ο 
Ορέστης γυρίζει στο σπίτι, δεν αναγνωρίζεται από την αδελφή του Ηλέκτρα, αν και αυτή 
γνωρίζει ότι ο Ορέστης είναι αδελφός της. Η Ηλέκτρα γνωρίζει ότι έχει αδελφό τον 
Ορέστη και ότι µπροστά της βρίσκεται ο Ορέστης αλλά από την άλλη δεν αναγνωρίζει 
στο πρόσωπο που βρίσκεται µπροστά της τον αδελφό της τον Ορέστη. Όµως η 
διαδικασία δηµιουργίας σηµασιών δεν έχει µόνο δυο διαστάσεις, δηλαδή δεν αποτελείται 
µόνο από εκφράσεις (όπως το όνοµα «Ορέστης») και αποσπάσµατα της πραγµατικότητας 
(ο Ορέστης ως φυσικό πρόσωπο) αλλά απαιτείται και µια τρίτη διάσταση, εννοιολογικής 
φύσεως (την εγκεφαλική αναπαράσταση του προσώπου µε το όνοµα Ορέστης).  
Έτσι, την αδυναµία της προσέγγισης µιας µαθηµατικής έννοιας µόνο µέσα από το δυϊσµό 
βάθος/πλάτος έρχεται να καλύψει ο Freudenthal (1983) όταν για τις ανάγκες της 
διδακτικής των µαθηµατικών εισάγει την ιδέα της «διδακτικής φαινοµενολογίας» 
εξηγώντας  ότι η φαινοµενολογία µιας µαθηµατικής ιδέας είναι η περιγραφή της σε σχέση 
µε τα φαινόµενα εκείνα για τη µελέτη των οποίων η ιδέα αυτή δηµιουργήθηκε, και µε 
εκείνα τα φαινόµενα στα οποία η σηµασία της επεκτάθηκε, µέσα από τις ανθρώπινες 
διαδικασίες µάθησης. Στο πλαίσιο των διαδικασιών µάθησης των παιδιών, η 
φαινοµενολογία αυτή γίνεται διδακτική φαινοµενολογία. 

2.5 Αντιλήψεις για τους πραγµατικούς αριθµούς στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση: 
Η περίπτωση των περιοδικών δεκαδικών αριθµών 

Προκειµένου να αναδειχθεί ο ρόλος της Γνώσης των Ανώτερων Μαθηµατικών στη 
δευτεροβάθµια εκπαίδευση είναι σηµαντική καταρχήν η αποσαφήνιση ζητηµάτων 
σχετικών µε τη διαπραγµάτευση των άρρητων αριθµών. Στην κατεύθυνση αυτή κρίσιµα 
ζητήµατα συνιστούν (α) µαθηµατικά ερωτήµατα που µπορούν να προκύψουν και η 
διαπραγµάτευσή τους απαιτεί γνώση των Ανώτερων Μαθηµατικών, (β) ζητήµατα που 
σχετίζονται µε τη δοµή των συνόλων των ρητών, των άρρητων και των πραγµατικών 
αριθµών, (γ) ζητήµατα που σχετίζονται µε τη συνάφεια ανάµεσα στη µαθηµατική και την 
διαισθητική προσέγγιση των όρων που χρησιµοποιούνται, (δ) την ιστορική εξέλιξη στην 
προσέγγιση της θεµελίωσης των πραγµατικών αριθµών και (ε) την αλληλοτροφοδότηση 
της µαθηµατικής έρευνας και του διδακτικού σχεδιασµού. Επιπλέον, σηµαντικό ρόλο 
στην προσπάθεια ανάδειξης του ρόλου της Γνώσης των Ανώτερων Μαθηµατικών στη 
διαπραγµάτευση του µαθηµατικού νοήµατος στην τάξη στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση 
αποτελεί η διερεύνηση των αντιλήψεων µαθητών αλλά και εκπαιδευτικών για τους 
πραγµατικούς αριθµούς και ειδικά για τους περιοδικούς δεκαδικούς αριθµούς στους 
οποίους εστιάζει το εµπειρικό µέρος της παρούσας διατριβής. Οι ανωτέρω δυο 
συνιστώσες οριοθέτησης του ρόλου της Γνώσης των Ανώτερων Μαθηµατικών στη 
διδακτική πράξη της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης αποτελούν αντικείµενο αυτής της 
ενότητας. 

2.5.1 Η εισαγωγή των άρρητων αριθµών στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση 

Ξεκινάµε µε ένα παράδειγµα από την εκπαιδευτική εµπειρία. Ένας µαθητής της Β΄ 
Γυµνασίου µετά από µια εισαγωγή στην τετραγωνική ρίζα θετικού αριθµού και τη 
διάκριση µεταξύ ρητών και άρρητων αριθµών προσπάθησε να υπολογίσει όσους από τους 
αριθµούς , , ,  είναι ρητοί. Ο µαθητής βρήκε εύκολα ότι  

= 5  και ότι  = 50 αλλά για τους υπόλοιπους αριθµούς τα πράγµατα δυσκόλεψαν. 

Δεν µπορούσε να αποφασίσει αν ο αριθµός  είναι ρητός ή άρρητος. Χρησιµοποίησε 
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και υπολογιστή αλλά δεν ήταν σίγουρος ότι η ένδειξη του υπολογιστή ήταν αυτό που του 
είχε ζητηθεί. Αλήθεια, πόσο εύκολο είναι να διαπραγµατευτεί ένας µαθητής αυτό το 
φαινοµενικά απλό ερώτηµα και πως θα µπορούσε ένας εκπαιδευτικός να διαπραγµατευτεί 
διδακτικά το συγκεκριµένο ζήτηµα;  

Ο µαθητής αυτός όταν θα έφτανε στην Α΄ Λυκείου θα µπορούσε να δει στο σχολικό 
εγχειρίδιο µια απόδειξη η οποία βασίζεται στην αποδεικτική µέθοδο της απαγωγής σε 
άτοπο, για το ότι ο θετικός αριθµός ο οποίος όταν πολλαπλασιαστεί µε τον εαυτό του 
δίνει αποτέλεσµα 2 και συµβολίζεται:  είναι άρρητος. Κατά πόσο όµως αυτή η 
πρόταση και η απόδειξή της βοηθάει το µαθητή να κατανοήσει το βάθος και το εύρος της 
έννοιας που διαπραγµατεύεται; 

Με την εισαγωγή των άρρητων αριθµών µια σειρά ερωτηµάτων αναδύονται ή δύνανται 
να αναδυθούν στη διδακτική πρακτική. Ένα ερώτηµα που θέτουν συχνά οι µαθητές είναι 
«πόσο κάνει το ;». Υπάρχουν διάφορες σωστές (µε την τυπική σηµασία του όρου) 
απαντήσεις που µπορούν να δοθούν σε µια τέτοια ερώτηση ανάλογα µε το επίπεδο των 
µαθητών ή φοιτητών που συµµετέχουν στο µάθηµα και τους στόχους του εκπαιδευτικού. 
Μια απάντηση που συχνά δίνεται στην ερώτηση αυτή είναι ότι «ο  είναι περίπου 1,4». 
Και τότε προκύπτει αβίαστα η ερώτηση «τι σηµαίνει περίπου;» ή αλλιώς «και πόσο είναι 
ακριβώς;». Αξίζει, βεβαίως, οι µαθητές να εµπλακούν σε µια διαδικασία δεκαδικής 
προσέγγισης του  αλλά ακόµα και τότε ίσως αναρωτηθούν «και πότε τελειώνει αυτή 

η διαδικασία δεκαδικής προσέγγισης του ;». Η απάντηση στο τελευταίο ερώτηµα, 
ακόµα και αν δοθεί στο επίπεδο της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης, δεν µπορεί να 
αποδειχθεί το αντίστοιχο θεώρηµα.  
Ένα ακόµα ζήτηµα σχετικό µε την εισαγωγή των άρρητων αριθµών στη διδακτική πράξη 
είναι η συνειδητοποίηση της διάκρισης ανάµεσα στην ιδιότητα της πυκνότητας και στην 
ιδιότητα της πληρότητας ενός συνόλου. Πράγµατι, όταν διαπιστωθεί ότι η διαγώνιος 
τετραγώνου µε πλευρά τη µονάδα έχει µήκος , τότε, τοποθετώντας το ένα άκρο αυτής 
της διαγωνίου στην αρχή ενός άξονα µε µονάδα την πλευρά του τετραγώνου, τότε το 
άλλο άκρο βρίσκεται στο σηµείο στο οποίο αντιστοιχεί ο αριθµός . Και επειδή 
εύκολα µπορούν να προκύψουν και άλλοι άρρητοι αριθµοί, αυτό σηµαίνει ότι ο άξονας ο 
οποίος περιλαµβάνει τους ρητούς αριθµούς έχει κενά ή τρύπες. Στο σηµείο αυτό ο 
µαθητής καλείται να αποδεχθεί ότι η ιδιότητα της πυκνότητας των ρητών αριθµών, 
δηλαδή, ότι µεταξύ δυο ρητών διαφορετικών αριθµών υπάρχει πάντα ένας άλλος ρητός 
αριθµός, δεν ταυτίζεται µε την διαισθητική εικόνα που έχει για τη συνέχεια του άξονα, 
δηλαδή, ότι τα σηµεία µιας ευθείας δεν έχουν κενά ή τρύπες.  

2.5.2 Επιστηµολογικά ζητήµατα σχετικά µε την εισαγωγή των άρρητων αριθµών 

Κατά τη διαπραγµάτευση των πραγµατικών αριθµών στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση 
αρκετά ζητήµατα προκύπτουν σχετικά µε την δεκαδική αναπαράσταση ενός ρητού 
αριθµού µε άπειρα περιοδικά επαναλαµβανόµενα δεκαδικά ψηφία όπως ο 0,333... ή ο 
0,3999... ή ενός άρρητου αριθµού (π.χ. ). Έτσι λέµε ότι ο αριθµός 0,39 είναι 
µια προσσέγγιση του αριθµού 0,3999... µε δυο δεκαδικά ψηφία ή ότι ο αριθµός 1,41 είναι 
µια ρητή προσέγγιση του  µε δυο δεκαδικά ψηφία. Επίσης, υπάρχει µια ακολουθία 
αριθµών η οποία έχει όριο τον συγκεκριµένο αριθµό. Για παράδειγµα, το όριο της 
ακολουθίας 0,3, 0,39, 0,399, ... είναι ο αριθµός 0,3999... Και στην περιοχή αυτή νέα 
ερωτήµατα αναδύονται για τους µαθητές στο διδακτικό πλαίσιο. Οι όροι της ακολουθίας 
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που έχει όριο έναν αριθµό φθάνουν ή όχι το όριό της; Τι σηµαίνει ότι µια ακολουθία έχει 
όριο έναν αριθµό; Αντίστοιχα ερωτήµατα έγινε προσπάθεια να απαντηθούν κατά την 
ιστορική εξέλιξη των εννοιών αυτών. Είναι ενδεικτική η προσέγγιση του Newton για το 
όριο στο κλασσικό έργο του Μαθηµατικές Αρχές της Φυσικής Φιλοσοφίας, που ενώ 
βρίσκει το όριο του λόγου των διαφορών δεν το ονοµάζει ως τέτοιο αλλά περιγράφει τα 
όρια ως «έσχατους λόγους των αλλαγών». 

Αυτοί οι έσχατοι λόγοι µε τους οποίους µηδενίζονται οι ποσότητες δεν είναι στην 
πραγµατικότητα οι λόγοι των έσχατων ποσοτήτων, αλλά όρια προς τα οποία τείνουν 
ποσότητες, που µειώνονται απεριόριστα, και προς τα οποία προσεγγίζουν πλησιέστερα 
από οποιαδήσποτε δοθείσα διαφορά, χωρίς ποτέ να τα ξεπερνούν ούτε στην 
πραγµατικότητα να τα φτάνουν, αφού οι ποσότητες µειώνονται επ’ άπειρον. (Newton 
Ι, scholium to lemma XI, p. 39,  1981, σ. 82, στο Γιαννακούλιας, 2007)  

Η µετάβαση στην προσέγγιση των ορίων από τη δευτεροβάθµια στην τριτοβάθµια 
εκπαίδευση θυµίζει την µετάβαση από την περίοδο του Newton στην περίoδο του 
Cauchy. «Για τον Newton η έννοια του ορίου είναι ξεκάθαρη, το πρόβληµα είναι να 
βρεθεί το όριο» (Grabiner, 1981, 81-82). 

Υπάρχει ένα όριο για την ταχύτητα στο τέλος της ... [α] κίνησης που φθάνει αλλά δεν 
υπερβαίνει. Αυτή είναι η τελική ταχύτητα. Και υπάρχει ένα τέτοιο όριο σε όλες τις 
ποσότητες και τις αναλογίες που ξεκινούν και [κάπου] παύουν να είναι. Και δεδοµένου 
ότι τα όρια αυτά είναι βέβαια και καθορισµένα, ο προσδιορισµός τους είναι ένα 
πρόβληµα αυστηρά γεωµετρικό. (Newton, 1727, µτφ. από το Grabiner, 1981, σ. 81) 

Κατά την Grabiner (1981), «την περίοδο του Cauchy µπορούσαν να υπολογιστούν απλά 
όρια. Το πρόβληµα ήταν να οριστεί η έννοια [του ορίου] και να καθοριστεί αν υπάρχουν 
διάφορα όρια.» (σ. 81-82). 

Όταν οι τιµές που λαµβάνονται από µια µεταβλητή προσεγγίζουν µια σταθερή τιµή 
κατά τρόπο που να διαφέρουν από αυτήν όσο θέλουµε, τότε αυτή η τιµή καλείται το 
όριο όλων των άλλων. Έτσι, λόγου χάρη, ένας άρρητος αριθµός είναι το όριο των 
διαφόρων κλασµάτων που µας δίνουν τιµές που τον προσεγγίζουν όλο και 
περισσότερο. Στη γεωµετρία, οι επιφάνεια του κύκλου είναι το όριο στο οποίο 
συγκλίνουν οι επιφάνειες των εγγεγραµµένων πολυγώνων καθώς ο αριθµός των 
πλευρών τους ολοένα αυξάνει ... (Cauchy στο Fauvel, Gray, (1987), σ. 566) 

Επίσης, είναι ιδιαίτερα ενδιαφέρουσα η προσπάθεια διάκρισης των βασικών 
χαρακτηριστικών της ιδιότητας της συνέχειας του συνόλου των πραγµατικών αριθµών 
και της περιγραφής τους µε µαθηµατικούς όρους. Το ζήτηµα µπορεί να τεθεί ακόµα και 
στο επίπεδο της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης και η απάντησή του έχει διαδραµατίσει 
εξέχοντα ρόλο στην θεµελίωση των πραγµατικών αριθµών. Είναι χαρακτηριστικός ο 
τρόπος µε τον οποίο εισάγει ο ίδιος ο Dedekind (1963) το συγκεκριµένο ζήτηµα: 

Ασχολήθηκα για πρώτη φορά µε τα ζητήµατα που αποτελούν αντικείµενο του 
παρόντος δοκιµίου το φθινόπωρο του 1858. Ως καθηγητής στο Πολυτεχνείο της 
Ζυρίχης βρέθηκα για πρώτη φορά υποχρεωµένος να διδάξω στοιχεία του διαφορικού 
λογισµού, και αισθάνθηκα περισσότερο έντονα από οποιαδήποτε άλλη φορά την 
έλλειψη ενός πραγµατικά επιστηµονικού θεµελίου για την αριθµητική. Κατά τη 
συζήτηση της έννοιας της προσέγγισης µιας µεταβλητής ποσότητας προς µια οριακή 
τιµή, και ιδιαιτέρως κατά την απόδειξη του θεωρήµατος ότι κάθε µέγεθος που 
αυξάνεται συνεχώς, αλλά όχι πέρα κάποιου ορίου, πρέπει κατ’ ανάγκη να προσεγγίζει 
µια οριακή τιµή, κατέφυγα στη γεωµετρική µαρτυρία. Ακόµη και τώρα θεωρώ ότι η 
προσφυγή στη γεωµετρική εποπτεία κατά την πρώτη παρουσίαση του διαφορικού 
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λογισµού είναι εξαιρετικά χρήσιµη από διδακτική σκοπιά, και ουσιαστικά αναγκαία, 
αν δεν θέλει να χάσει κανείς πολύ χρόνο. Αλλά κανείς δεν θα µπορούσε να αρνηθεί ότι 
αυτός ο τρόπος εισαγωγής στο διαφορικό λογισµό δεν είναι επιστηµονικός. 
Προσωπικά αισθανόµουνα αυτή τη δυσφορία τόσο έντονα, ώστε υποσχέθηκα στον 
εαυτό µου να συνεχίσω να σκέφτοµαι πάνω στο ζήτηµα µέχρι να µπορέσω να βρω ένα 
καθαρά αριθµητικό και εντελώς αυστηρό θεµέλιο των αρχών του απειροστικού 
λογισµού. Πολύ συχνά ακούµε να λέγεται ότι ο διαφορικός λογισµός ασχολείται µε 
συνεχή µεγέθη/ποσότητες, όµως πουθενά δεν δίνεται µια ερµηνεία αυτής της 
συνέχειας, ακόµη και οι πιο αυστηρές διατυπώσεις του διαφορικού λογισµού δεν 
βασίζουν τις αποδείξεις (πάνω) στη συνέχεια. Αλλά καταφεύγουν, περισσότερο ή 
λιγότερο συνειδητά, σε γεωµετρικές έννοιες ή σε έννοιες που συνδέονται µε τη 
γεωµετρία ή εξαρτώνται από θεωρήµατα, τα οποία ποτέ δεν αποδεικνύονται µε 
καθαρά αριθµητικό τρόπο. Σ’ αυτά, για παράδειγµα ανήκει το παραπάνω θεώρηµα, και 
µια προσεκτικότερη έρευνα µε έπεισε ότι αυτό το θεώρηµα ή κάποιο άλλο ισοδύναµο 
µε αυτό µπορεί να θεωρηθεί κατά κάποιο τρόπο επαρκής βάση για τον απειροστικό 
λογισµό. Έµενε λοιπόν απλώς να ανακαλυφθεί η πραγµατική του προέλευση από τα 
στοιχεία της αριθµητικής και ταυτόχρονα να εξασφαλιστεί ένας πραγµατικός ορισµός 
της ουσίας της συνέχειας. (Ρουσόπουλος, 1991, σ. 215-216) 

Κατά τη µελέτη της ιστορικής εξέλιξης των µαθηµατικών εννοιών έχει προκύψει ένα   
ζήτηµα σχετικά µε τους λόγους που ώθησαν στην ανάγκη θεµελίωσης των µαθηµατικών 
και ειδικότερα της θεµελίωσης της Ανάλυσης (Grabiner, 1981). Αξίζει να σηµειωθεί ότι 
µε βάση το προηγούµενο απόσπασµα έχουµε έναν από τους λόγους αυτούς. Ο Dedekind 
σύµφωνα µε την οµολογία του εγείρει το ζήτηµα της θεµελίωσης των πραγµατικών 
αριθµών κατά την προσπάθεια του να προετοιµάσει ένα µάθηµα διαφορικού λογισµού. 
Έτσι, παρόλο που όπως επισηµαίνει ο Dedekind για τις διδακτικές ανάγκες 
χρησιµοποιούνται εποπτικές ιδέες οι οποίες ελέγχονται σχετικά µε το επιστηµονικό τους 
υπόβαθρο και τη θεωρητική τους τεκµηρίωση, την ίδια στιγµή αναγνωρίζεται η ανάγκη 
για θεωρητική υποστήριξη των ιδεών αυτών, προκειµένου να ενταχθούν στο διδακτικό 
πλαίσιο.   
Ένα ζήτηµα, επίσης που προκύπτει από τη µελέτη της προσέγγισης του Dedekind είναι, 
ότι ενώ διακρίνει µε σαφήνεια την εποπτική ίδέα της συνέχειας όπως αυτή εισέρχεται 
στην Ανάλυση «περισσότερο ή λιγότερο συνειδητά» από µια αντίστοιχη ιδέα, η οποία 
είναι καλά θεµελιωµένη στο πλαίσιο της αριθµητικής, και παρόλο που η ίδια η θεµελίωση 
των πραγµατικών αριθµών από τον Dedekind είναι µια ιδιαίτερα τεχνική υπόθεση, 
εντούτοις είναι φανερό ότι ο Dedekind προσπαθεί να «‘σώσει’ το διαισθητικό χαρακτήρα 
της συνέχειας» (Ρουσόπουλος, 1991, σ. 49), όπως φαίνεται στο επόµενο απόσπασµα: 

Η παραπάνω σύγκριση του πεδίου των ρητών αριθµών µε µια ευθεία γραµµή έχει 
οδηγήσει στην αναγνώριση της ύπαρξης κενών, µια κύρια έλλειψη πληρότητας ή 
συνέχειας της κατασκευής, ενώ αναγνωρίζουµε πληρότητα στην ευθεία γραµµή, 
απουσία κενών, ή συνέχεια. Σε τι συνίσταται όµως αυτή η συνέχεια. Τα πάντα 
εξαρτώνται από την απάντηση σ’ αυτό το ερώτηµα, και µόνο µέσω αυτού θα 
αποκτήσουµε µια επιστηµονική βάση για την έρευνα όλων των συνεχών πεδίων. 
Προφανώς, δεν κερδίζουµε τίποτα µε ασαφείς παρατηρήσεις για την αδιάσπαστη 
σύνδεση των ελαχίστων µερών, το πρόβληµα είναι να καταδείξουµε τον ακριβή 
χαρακτήρα της συνέχειας, ο οποίος µπορεί να προσφέρει τη βάση για έγκυρα 
συµπεράσµατα. Η ανακάλυψη αυτή, ίσως, να εκτιµηθεί διαφορετικά από 
διαφορετικούς ανθρώπους, η πλειονότητα µπορεί να βρεί την ουσία της ως κοινό τόπο. 
Συνίσταται στο εξής. Στο προηγούµενο κεφάλαιο επέσυρα την προσοχή στο γεγονός 
ότι σε κάθε σηµείο p της ευθείας γραµµής παράγει έναν διαχωρισµό σε δυο ίδια µέρη 



Μαθηµατική γνώση των εκπαιδευτικών για τη διδασκαλία των Ανώτερων Μαθηµατικών στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση 

 81 Σ. Ζωιτσάκος 

τέτοια ώστε κάθε σηµείο του ενός µέρους να βρίσκεται αριστερά από κάθε σηµείο του 
άλλου µέρους. Βρήκα την ουσία της συνέχειας στο αντίστροφο, δηλαδή στην 
ακόλουθη αρχή: 

Αν όλα τα σηµεία της ευθείας γραµµής χωριστούν σε δυο κλάσεις, ώστε κάθε σηµείο 
της πρώτης κλάσης να βρίσκεται αριστερά από κάθε σηµείο της δεύτερης κλάσης, τότε 
υπάρχει ένα και µόνο ένα σηµείο το οποίο παράγει αυτή τη διαίρεση όλων των 
σηµείων σε δυο κλάσεις, αυτό το διαχωρισµό της ευθείας γραµµής σε δυο µέρη.  

Όπως, ειπώθηκε ήδη, νοµίζω ότι δεν θα έσφαλα αν υπέθετα ότι ο καθένας αµέσως 
αναγνωρίζει την αλήθεια αυτής της αρχής, η πλειονότητα των αναγνωστών θα 
απογοητευτεί µαθαίνοντας ότι µε αυτή την κοινότοπη παρατήρηση αποκαλύπτεται το 
µυστικό της συνέχειας. Μπορώ να πω ότι είµαι χαρούµενος, αν ο καθένας θεωρεί την 
παραπάνω αρχή τόσο προφανή και σε αρµονία µε τις ιδέες του για την ευθεία γραµµή, 
γιατί πραγµατικά ούτε εγώ ούτε και κανείς άλλος είναι σε θέση να προσκοµίσει  
κάποια απόδειξη για την ορθότητά της. Η αποδοχή αυτής της ιδιότητας της ευθείας 
γραµµής δεν είναι τίποτα άλλο παρά ένα αξίωµα µε το οποίο αποδίδουµε στη γραµµή 
τη συνέχεια της, µε το οποίο βρίσκουµε ότι η ευθεία είναι συνεχής. Αν ο χώρος έχει 
µια πραγµατική ύπαρξη δεν είναι απαραίτητο γι’ αυτόν να είναι συνεχής, πολλές από 
τις ιδιότητές θα παραµένουν οι ίδιες ακόµα και αν ήταν ασυνεχής. Και αν γνωρίζαµε 
µε βεβαιότητα ότι ο χώρος ήταν ασυνεχής, τίποτα δεν θα µας εµπόδιζε, αν το 
επιθυµούσαµε, να καλύψουµε τα κενά, στη σκέψη µας κάνοντάς τον συνεχή, αυτή η 
συµπλήρωση συνίσταται στη δηµιουργία νέων ατοµικών-σηµείων και θα έπρεπε να 
πραγµατοποιηθεί σύµφωνα µε την παραπάνω αρχή. (Dedikind, 1963,  µετάφραση από 
το Ρουσόπουλος, 1991, σ. 221-222) 

Όµως, αρκετά ερωτήµατα φαίνεται να αιωρούνται στο διδακτικό πλαίσιο της 
δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης. Για παράδειγµα, ενώ οι ρητοί αριθµοί περιγράφουν 
αριθµητικά µια «φυσική» διαδικασία της διαµέρισης ενός µεγέθους σε ίσα µέρη, γεννάται 
το ερώτηµα ποια είναι η αντίστοιχη διαδικασία την οποία περιγράφουν οι άρρητοι 
αριθµοί την οποία δεν καλύπτουν οι ρητοί; Πως συνδέεται το µαθηµατικό και το 
ετυµολογικό υπόβαθρο των λέξεων ρητός και άρρητος; Πως θεµελιώνεται µαθηµατικά η 
δεκαδική αναπαράσταση των πραγµατικών αριθµών; Γιατί οι ρητοί αριθµοί έχουν 
περιοδικές δεκαδικές αναπαραστάσεις και οι άρρητοι όχι; Ποιοι είναι περισσότεροι, οι 
ρητοί ή οι άρρητοι; κ.ά.  
Απαντήσεις σε ερωτήµατα όπως αυτά δεν ανήκουν στο αναλυτικό πρόγραµµα αλλά 
δύναται να εµφανιστούν σε συζητήσεις µε τους µαθητές. Η διαπραγµάτευση τέτοιων 
ζητηµάτων δεν αφορά τρέχοντα ζητήµατα της διδασκαλίας, ούτε µπορούν σε κάθε 
περίπτωση να αναπτυχθούν στους µαθητές οι αποδείξεις των σχετικών προτάσεων όπως 
ίσως αναπτύσσονται στην τριτοβάθµια εκπαίδευση. Όµως σε αρκετές περιπτώσεις, 
πράγµατι, η συµβολή της γνώσης των Ανώτερων Μαθηµατικών είναι καθοριστική για 
την ανάδειξη της σηµασίας µιας συγκεκριµένης µαθηµατικής ιδέας, για την αναγνώριση 
και ερµηνεία παρανοήσεων των µαθητών ή ακόµα και για την αποφυγή της δηµιουργίας 
παρανοήσεων στους µαθητές.  

2.5.3 Αντιλήψεις για τους περιοδικούς δεκαδικούς αριθµούς 
Οι Tall & Scwarzenberger (1978) αναφέρουν ότι, όταν ρωτήθηκαν πρωτοετείς φοιτητές 
των µαθηµατικών για τη σχέση του 0,999... και του 1, η πλειονότητα τους απάντησε ότι 
το 0,999... είναι µικρότερο του 1. Ως πιθανές αιτίες για τη δυσκολία αυτή αναφέρουν: (α) 
την έλλειψη κατανόησης της έννοιας του ορίου, (β) τη λανθασµένη θεώρηση ότι το 
σύµβολο 0,999... έχει ένα µεγάλο αλλά πεπερασµένο πλήθος από 9, (γ) την προσέγγιση 
µε όρους απειροστών («απείρως κοντά αλλά όχι ίσα») και (δ) την αίσθηση ότι υπάρχει 
µια ένα προς ένα αντιστοιχία µεταξύ των απειροψήφιων δεκαδικών και των πραγµατικών 
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αριθµών. Δηλαδή, µπερδεύονται όταν βλέπουν δυο διαφορετικούς δεκαδικούς να 
αντιστοιχούν στον ίδιο πραγµατικό αριθµό.  

Οι Li & Tall (1993) αναφέρονται σε µαθητές που αποδέχονται την ισότητα 
1/9=0,1+0,01+0,001+... αλλά δεν αποδέχονται την ίδια ισότητα στην αντίθετη 
κατεύθυνση, δηλαδή, 0,1+0,01+0,001+... = 1/9. Η σκέψη που υιοθετούν είναι ότι 
διαιρώντας το 1 µε το 9 διαδοχικά προκύπτει 0,1, µετά 0,11, και ούτω καθ’ εξής ενώ οι 
όροι αυτοί δεν µπορούν να προστεθούν όλοι µαζί για να δώσουν 1/9, επειδή η διαδικασία 
είναι δυνητικά άπειρη και δεν µπορεί ποτέ να ολοκληρωθεί σε πεπερασµένο χρόνο.  

Ο Edwards (1997) αναφέρεται σε µια µαθήτρια που αποδέχεται την ισότητα 1/3=0,333... 
αλλά δεν αποδέχεται ότι 1=0,999..., επειδή µπορεί κάποιος να πάρει 0,333... µε τη 
διαίρεση του 1 µε το 3  αλλά δεν µπορεί να πάρει 0,999... από τη διαίρεση του 1 µε το 1. 
Η Mamona (1987) (στο Πατρώνης & Σπανός 1996, σ. 288) παρουσιάζει την απάντηση 
κάποιου µαθητή στην ερώτηση αν οι ισότητες 0,999...= 1 και 0,333...=1/3 είναι σωστές ή 
λανθασµένες και γιατί. Ο µαθητής λοιπόν αυτός ισχυρίζεται:  

Οι δυο ισότητες δεν είναι σωστές. Οι αριθµοί 0,999... και 0,333... πλησιάζουν τους 
αριθµούς 1 και 1/3 άπειρα κοντά, αλλά δεν µπορούν να τους φτάσουν και να πάρουν 
αυτές τις συγκεκριµένες τιµές. Δηλαδή οι 1 και 1/3 έχουν µια ορισµένη τιµή αλλά οι οι 
0,333... και 0,999... δεν είναι ορισµένοι. 

Η Mamona (1987) υποστηρίζει ότι «οι δεκαδικοί αριθµοί µε άπειρα δεκαδικά ψηφία δεν 
θεωρούνται συγκεκριµένοι αριθµοί, θεωρούνται ‘λιγότερο πραγµατικοί’ θα λέγαµε, όχι 
ρητοί». (σ. 288) 
Οι Kidron & Vinner (1983) και Vinner & Kidron (1985) ισχυρίζονται ότι οι απειροψήφιοι 
δεκαδικοί γίνονται αντιληπτοί µε µια πεπερασµένη τους προσέγγιση ή ως µια δυναµική 
δηµιουργία στην οποία υπάρχει µια ατέρµονη διαδικασία. Οι Fischbein, Tirosh & Hess 
(1979) αναφέρονται σε ένα µαθητή που ισχυρίζεται ότι: 1+1/2+1/4+1/8+... = 2−1/∞. 
Αυτή η απάντηση θεωρήθηκε ότι υιοθετεί ότι το όριο έχει τις ίδιες ιδιότητες µε τους 
αριθµούς που τείνουν σ’ αυτό. Ο Tall (1986) βασιζόµενος σ’ αυτή την τελευταία ιδέα 
ισχυρίζεται ότι οι µαθητές που θεωρούν ότι ο 0,999... είναι µικρότερος του 1 σκέφτονται 
ότι καθένας από τους όρους της ακολουθίας 0,9, 0,99, 0,999, ... είναι µικρότερος από το 1 
οπότε και το όριο της ακολουθίας, δηλαδή ο 0,999... είναι µικρότερος του 1. Αποκαλεί 
ένα τέτοιο όριο «γενεσιουργό όριο» (generic limit) όταν θεωρείται ότι έχει τις ίδιες 
ιδιότητες που συνήθως έχουν όλοι οι όροι της ακολουθίας που τείνει σ’ αυτό.  

Οι Kidron & Tall (2014) ανακαλούν την αρχαιοελληνική συζήτηση µεταξύ του δυνητικού 
και ενεργεία απείρου θεωρώντας ότι η έννοια του δυνητικού απείρου είναι πιο φυσική 
επειδή ζούµε σε πεπερασµένο χρόνο και οι φυσικές µας ενέργειες πραγµατοποιούνται 
πεπερασµένες φορές. Οι Lakoff & Núñez (2000, σ. 258) ισχυρίζονται στην ιδέα τους για 
τη «µεταφορά του απείρου» (metaphor of infinity) ότι: 

Υποθέτουµε ότι σε όλες τις περιπτώσεις του απείρου – άπειρα σύνολα, άπειρα σηµεία, 
όρια άπειρων σειρών, άπειρες διαιρέσεις, ελάχιστα άνω φράγµατα- είναι ειδικές 
περιπτώσεις µιας µοναδικής εννοιολογικής µεταφοράς στην οποία διαδικασίες που 
συνεχίζονται απεριόριστα θεωρούνται ότι έχουν ένα τέλος, ένα τελικό αποτέλεσµα. 

Οι Dubinsky, Weller, Mc Donald & Brown (2005) θεωρούν ότι η σύγχυση των µαθητών 
για τη σχέση του 0,999… µε το 1 οφείλεται στο ότι το 0,999… γίνεται αντιληπτό ως 
διαδικασία ενώ το 1 ως αντικείµενο. Υποστηρίζουν ότι η διαφορά µεταξύ των δυο 
αντιλήψεων είναι ότι η διαδικασία γίνεται αντιληπτή από το άτοµο ως κάτι που κάνει 
κάποιος, ενώ το αντικείµενο γίνεται αντιληπτό ως κάτι που είναι και για το οποίο κάποιος 
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ενεργεί. Μια δεύτερη επεξήγηση που προσφέρουν είναι ότι οι µαθητές πράγµατι 
αντιλαµβάνονται ότι ο 0,999... αποτελείται από µια σειρά από 9 µε πεπερασµένο πλήθος 
αλλά απεριόριστο µήκος. Έτσι, αποδέχονται αντιλήψεις σύµφωνα µε τις οποίες υπάρχει 
διαφορά µεταξύ του 0,999... και του 1 αλλά είναι απεριόριστα µικρή.  

2.5.4 Φιλοσοφικό υπόβαθρο των αντιλήψεων για τους περιοδικούς δεδκαδικούς 
αριθµούς  

Αρκετά συχνά, στις γραπτές απαντήσεις των εκπαιδευτικών που συµµετείχαν στην 
έρευνα αλλά και στις συνεντεύξεις τους, γίνονται αναφορές στο άπειρο ή σε άπειρες 
διαδικασίες, στη συνέχεια της ευθείας των πραγµατικών αριθµών και στα παράδοξα του 
Ζήνωνα του Ελεάτη, θεωρώντας ότι τα θέµατα αυτά σχετίζονται µε την κατανόηση της 
διπλής δεκαδικής αναπαράστασης εντός του διδακτικού πλαισίου για την οποία κλήθηκαν 
να τοποθετηθούν. Καθώς αρκετοί στοχαστές, ακόµα και από την αρχαιότητα, έχουν 
µελετήσει τα ζητήµατα αυτά, προσφέροντας ενδιαφέρουσες ερµηνείες για τους τρόπους 
προσέγγισης τους µε βάση το φιλοσοφικό τους υπόβαθρο, η ενότητα αυτή εστιάζει  σε 
βασικά στοιχεία αυτών των ερµηνειών, στην προοπτική της κατανόησης των σχετικών 
αντιλήψεων των εκπαιδευτικών που συµµετείχαν στην παρούσα έρευνα.  
Ο αριθµός, το άπειρο και το συνεχές 

Σύµφωνα µε τον Αριστοτέλη, το άπειρο δεν υπάρχει σε κάποιο πλατωνικό σύµπαν ιδεών 
και η γνώση του σχετίζεται µε τη σταδιακή εξοικείωση µε αντικείµενα και διαδικασίες 
που δεν εξαντλούνται ή εµφανίζονται χωρίς πέρατα. Έτσι, το άπειρο έχει διαφορετικό 
χαρακτήρα από αυτόν που έχει στα σύγχρονα µαθηµατικά. Στο πλαίσιο µιας σύγχρονης 
µαθηµατικής θεωρίας η ύπαρξη του απείρου κατοχυρώνεται από µια πρόταση που 
εισάγεται ως αξίωµα ή αποδεικνύεται από τα αξιώµατα της θεωρίας. Μη – ύπαρξη του 
απείρου σηµαίνει ότι υπάρχει µια πρόταση που αρνείται την ύπαρξη του απείρου στο 
πλαίσιο της θεωρίας. Το αριστοτελικό ερώτηµα για το άπειρο και το νόηµα της ύπαρξής 
του δεν έχει το χαρακτήρα που παίρνει στο πλαίσιο µιας µαθηµατικής θεωρίας. Το άπειρο 
έχει οντολογικά χαρακτηριστικά στην αριστοτέλεια φιλοσοφία και συναρτάται µε 
ζητήµατα οντολογικού χαρακτήρα, όπως η πίστη µας για το απεριόριστο του χρόνου, η 
ατελείωτη δυνατότητα τµήσης πεπερασµένων µεγεθών, το απεριόριστο των µεγεθών κ.ά. 

Ο Αριστοτέλης στο έργο του «Φυσική Ακρόασις Γ΄» διακρίνει τον αριθµό από τα µεγέθη  
σε σχέση µε το αν αυτά µπορούν να αυξηθούν ή να ελαττωθούν.  

... µπορεί ακόµη να δικαιολογηθεί και το ότι στον αριθµό κατά την κατεύθυνση του 
ελαχίστου υπάρχει ένα πέρας, προς την κατεύθυνση όµως της αύξησης ο αριθµός κάθε 
φορά ξεπερνά οποιοδήποτε πλήθος. σχετικά όµως µε τα µεγέθη συµβαίνει το αντίθετο, 
προς την κατεύθυνση του ελαχίστου µπορεί να ξεπεραστεί οποιοδήποτε µέγεθος, προς 
την κατεύθυνση, όµως, της αύξησης δεν υπάρχει άπειρο µέγεθος... (Αριστοτέλους, 
1972, Φυσικής Ακροάσεως Γ΄., 207b., 208a, σ. 92-95, µτφ. Γεωργούλη) 

Θεωρεί ότι ο αριθµός έχει πέρας στην κατεύθυνση του ελαχίστου επειδή αποτελείται από 
µονάδες και η µονάδα είναι αδιαίρετη. Όµως, ο αριθµός µπορεί να είναι οσοδήποτε 
µεγάλος, επειδή εκφράζει τις δυνατές διχοτοµίες ενός µεγέθους που µπορούν να 
συνεχιστούν επ’ άπειρο. Στο σηµείο αυτό εµφανίζεται το ιδιαίτερα σηµαντικό δίπολο για 
τη φιλοσοφία του Αριστοτέλη δυνητικότητα – πραγµατικότητα. Ο αριθµός είναι 
συνυφασµένος µε τις δυνατότητες διχοτοµιών ενός µεγέθους. Όµως, κάθε διχοτοµία 
γίνεται σε µια στιγµή. Έτσι, το αποτέλεσµα της διχοτοµίας που µπορεί να είναι ένα 
σηµείο ενός ευθύγραµµου τµήµατος ή µια χρονική στιγµή πραγµατοποιείται µε µια 
πράξη-ενέργεια, όταν τα υπόλοιπα σηµεία ή χρονικές στιγµές αναµένουν δυνητικά την 
ενέργεια υλοποίησής τους, προκειµένου να γίνουν πραγµατικά.  
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... ο αριθµός πάλι αποτελείται από περισσότερα από ένα (µονάδες), που αποτελούν ένα 
ποσό. ώστε είναι ανάγκη να σταµατήσουµε, όταν φθάσουµε στο αδιαίρετο. ... προς την 
κατεύθυνση όµως της αύξησης µπορούµε να εννοούµαι κάθε φορά και µεγαλύτερο 
αριθµό, γιατί οι διχοτοµίες του µεγέθους µπορούν να συνεχίζονται επ’ άπειρο. Ώστε ο 
αριθµός µεγέθους υπάρχει δυνάµει και όχι ενεργεία. συµβαίνει όµως εκείνο που κάθε 
φορά παίρνουµε να ξεπερνά οποιοδήποτε πλήθος. Ο αριθµός όµως που προκύπτει από 
τη διχοτοµία δεν έχει αυθυπόστατη ύπαρξη, ούτε η απειρότητα παρουσιάζεται ως 
µόνιµη αλλά βρίσκεται πάντοτε στο στάδιο της γένεσης, όπως ο χρόνος και ο αριθµός 
του χρόνου. Σχετικά µε τα µεγέθη συµβαίνει το αντίθετο. το συνεχές, δηλαδή 
παρουσιάζει διαίρεση που προχωρεί προς το άπειρο, προς την κατεύθυνση όµως της 
αύξησης δεν είναι άπειρο. Γιατί όσο µπορεί να είναι δυνάµει, τόσο µπορεί να είναι 
ενεργεία. Ώστε επειδή δεν υπάρχει κανένα αισθητό άπειρο µέγεθος, δεν είναι δυνατό 
να ξεπεράσουµε οποιοδήποτε ορισµένο µέγεθος. γιατί σε τέτοια περίπτωση θα υπήρχε 
ένα πράγµα που θα ήταν µεγαλύτερο από τον ουρανό ... Η αντίληψή µας αυτή, που δεν 
παραδέχεται πως υπάρχει κατά την κατεύθυνση της αύξησης ένα ενεργεία άπειρο, εξ 
αιτίας του ότι θα ήταν δυνατό να φθάσουµε καµία φορά στο τέρµα του, δεν έχει να 
βλάψει καθόλου τη µαθηµατική έρευνα. Γιατί δεν τους είναι το άπειρο απαραίτητο, 
ούτε να το χρησιµοποιούν, αλλά παίρνουν τα πεπερασµένα µεγέθη µόνο στα µήκη που 
τυχόν τους χρειάζονται. µπορεί όµως οποιοδήποτε άλλο µέγεθος να τµηθεί κατά τις 
ίδιες αναλογίες όπως και το µέγιστο µέγεθος. Ώστε από την άποψη της απόδειξης δεν 
θα σηµειωθεί σχετικά µε εκείνα τα µεγέθη καµία διαφορά, η ύπαρξη όµως θα υπάρχει 
στα πραγµατικά µεγέθη. (Αριστοτέλους, 1972, Φυσικής Ακροάσεως Γ΄., 207b., 208a, 
σ. 92-95, µτφ. Γεωργούλη) 

Στην αριστοτελική φιλοσοφία οι έννοιες του απείρου και του συνεχούς συνδέονται 
ουσιαστικά και αποτελούν τη βάση για την ερµηνεία των παραδόξων του Ζήνωνα.  

Το άπειρο εµφανίζεται κατά προτεραιότητα στο συνεχές. γι’ αυτό και το άπειρο 
χρησιµοποιείται συχνά στους ορισµούς του συνεχούς, όπως όταν λέµε ότι το άπειρα 
διαιρέσιµο είναι συνεχές. (Αριστοτέλης, 1973, Φυσική Ακρόασις ΙΙΙ, 200b 17-20 στο 
Αναπολιτάνος 1985, σ. 60)  

Το σηµαντικό εννοιολογικό δίπολο δυνητικότητα – πραγµατικότητα είναι αυτό που 
καθορίζει επίσης την αριστοτελική ιδέα για το σηµείο και τη δοµή του συνεχούς. Όµως, 
το συνεχές συνδέεται µε την ύπαρξη δυνατότητας διαίρεσης µεταξύ δυο πράξεων 
διαίρεσης και όχι µε την ύπαρξη πραγµατικού σηµείου µεταξύ δυο σηµείων. Στις 
σύγχρονες θεµελιώσεις της πραγµατικής ευθείας ένα ευθύγραµµο τµήµα θεωρείται ως 
ένα σύνολο σηµείων συγκροτηµένων σε µια δοµή µε συγκεκριµένες σχέσεις και ιδιότητες 
και µε αυτή την έννοια το σηµείο κατέχει µια πρωταρχική θέση αφού αποτελεί ένα 
αδιάστατο δοµικό στοιχείο του ευθύγραµµου τµήµατος. Για την αριστοτελική αντίληψη 
τα σηµεία έχουν δυνητική υπόσταση µέχρι να γίνει µια συγκεκριµένη πράξη τοµής και να 
αποκτήσουν πραγµατική υπόσταση. Έτσι το σηµείο στην αριστοτελική θεώρηση δεν έχει 
πρωταρχικό αλλά δυνητικό χαρακτήρα. 

Το συνεχές για τον Αριστοτέλη ορίζεται από την ατέρµονη δυνατότητα διαιρετότητάς 
του. Η ιδιότητα αυτή είναι αντίστοιχη µε την ιδιότητα της πυκνότητας ενός συνόλου 
σηµείων όπου µεταξύ δυο σηµείων του συνόλου υπάρχει και τρίτο σηµείο του. Βέβαια 
για την αριστοτελική αντίληψη το συνεχές συνδέεται µε τη δυνατότητα διαίρεσης µεταξύ 
δυο άλλων πράξεων διαίρεσης και όχι µε την ύπαρξη πραγµατικών σηµείων. Όµως 
σύµφωνα µε αυτή την αντίληψη το σύνολο των ρητών αριθµών θα χαρακτηριζόταν  
συνεχές αφού µεταξύ δυο ρητών αριθµών υπάρχει ένας τρίτος ρητός αριθµός. Έτσι, η 
αντίληψη αυτή για το συνεχές διαφέρει σηµαντικά από τη σύγχρονη θεώρηση. 
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Ερχόµαστε σε επαφή µε την έννοια του απείρου µέσω της αθροιστικής και της 
διαιρετικής διαδικασίας. Με βάση την αθροιστική διαδικασία αν θεωρήσουµε για 
παράδειγµα ένα τµήµα µήκους ΑΒ µπορούµε να ισχυριστούµε ότι υπάρχουν τµήµατα 
µήκους 2ΑΒ, 3ΑΒ, ... νΑΒ όπου ν φυσικός αριθµός. Έτσι, µπορούµε να θεωρήσουµε 
τµήµατα οσοδήποτε µεγάλα. Για τον Αριστοτέλη είναι αδύνατο να θεωρήσουµε 
αντικείµενα άπειρης διάστασης. Όπως επίσης θεωρεί ότι δεν υπάρχουν άπειρες ολότητες 
αντικειµένων τα οποία να µπορούν µελετηθούν ως τελειωµένα αντικείµενα. Δηλαδή η 
θεώρηση οσοδήποτε µεγάλου τµήµατος που περιγράψαµε προηγουµένως αποτελεί 
µελέτη του δυνητικού απείρου (potential infinity) αλλά δεν µπορούµε να θεωρήσουµε 
αυτήν τη διαδικασία ολοκληρωµένη. Αντίστοιχα, µπορούµε να µελετήσουµε τους 
φυσικούς αριθµούς 1, 2, 3, ... εργαζόµενοι µέσα στο σύνολό τους αλλά δεν µπορούµε να 
µελετήσουµε το ίδιο το σύνολο των φυσικών αριθµών. Το ενεργεία άπειρο (actual 
infinity) είναι αποτέλεσµα νοητικού άλµατος. Χαρακτηριστικό παράδειγµα είναι αποδοχή 
µιας πρότασης ύπαρξης στο πλαίσιο της Zermelo-Fraenkel θεωρίας συνόλων, σύµφωνα 
µε την οποία υπάρχει ένα συνολοθεωρητικό αντικείµενο τέτοιο ώστε (α) ο αριθµός 0 
είναι στοιχείο του και (β) αν ο αριθµός ν είναι στοιχείο του, και ο αριθµός ν+1 είναι 
στοιχείο του.  Για τον Αριστοτέλη µια τέτοια αντικειµενοποίηση του απείρου δεν γίνεται 
αποδεκτή επειδή ο άνθρωπος δεν µπορεί ποτέ να ολοκληρώσει µια τέτοια άπειρη 
διαδικασία, όπως, για παράδειγµα της ολοκλήρωσης µιας άπειρης αρίθµησης 
(Αναπολιτάνος, 1985).  
Η δεύτερη διαδικασία που σχετίζεται µε το άπειρο είναι η διαιρετική. Έτσι ένα 
εκτεταµένο µέγεθος µπορεί να θεωρηθεί ως δυνάµει άπειρο δεδοµένου ότι µπορεί να 
τµηθεί άπειρες φορές. Για παράδειγµα µπορούµε να διαιρέσουµε ένα τµήµα ΑΒ σε δυο 
ίσα τµήµατα ΑΒ/2 και το καθένα απ’ αυτά σε δυο ίσια τµήµατα ΑΒ/4. Μια τέτοια 
διαδικασία µπορεί να πραγµατοποιηθεί για οσοδήποτε µεγάλο αριθµό φορών επιθυµούµε 
αλλά σύµφωνα µε τον Αριστοτέλη δεν µπορούν να πραγµατοποιηθούν άπειρες τέτοιες 
διαιρέσεις σε πεπερασµένο χρονικό διάστηµα. Μπορεί να πραγµατοποιηθεί όµως 
οσοδήποτε µεγάλος αριθµός διαιρέσεων σε πεπερασµένο χρονικό διάστηµα. 
Για τον Αριστοτέλη ο χρόνος είναι το αποτέλεσµα της µέτρησης της αλλαγής γι’ αυτό 
είναι συνεχής. Ο χρόνος δεν αποτελείται από σηµεία, όπως δεν αποτελείται από σηµεία 
µια γραµµή. Γίνεται αντιληπτός µέσω της τριάδας «πριν, τώρα, µετά». Τα διάφορα 
εκάστοτε «τώρα» βρίσκονται δυνητικά παντού στη ροή του χρόνου και η πραγµάτωσή 
τους είναι µια πράξη διαίρεσης του χρόνου. Ένα πραγµατικό χρονικό διάστηµα είναι το 
αποτέλεσµα της µέτρησης µιας συγκεκριµένης αλλαγής που συµβαίνει µεταξύ δυο 
πραγµατωµένων στιγµών. Στη διάρκεια ενός τέτοιου χρονικού διαστήµατος ο αριθµός 
των πραγµατωµένων στιγµών είναι πεπερασµένος επειδή η πραγµάτωσή τους 
διενεργείται από το έλλογο ον το οποίο αδυνατεί να κάνει άπειρες χρονικές τοµές.  

Αξίζει τον κόπο να εξετάσουµε πως ο χρόνος σχετίζεται µε την ψυχή... Μια ερώτηση 
που θα µπορούσε να διατυπώσει κανείς είναι αν θα υπήρχε ή όχι χρόνος στην 
περίπτωση που δεν θα υπήρχε ψυχή. γιατί αν δεν υπήρχε κανένας να µετρήσει, δεν θα 
υπήρχε και τίποτε που θα µπορούσε να µετρηθεί, εποµένως είναι προφανές πως δεν θα 
υπήρχε και το αποτέλεσµα µέτρησης (αριθµός). Γιατί αποτέλεσµα µέτρησης (αριθµός) 
είναι ή οτιδήποτε έχει µετρηθεί ή οτιδήποτε µπορεί να µετρηθεί. Αλλά αν τίποτε εκτός 
από την ψυχή ή από το νου της ψυχής δεν µπορεί να µετρήσει, δεν θα υπήρχε χρόνος 
αν δεν υπήρχε ψυχή, παρά αυτό του οποίου ο χρόνος είναι ιδιότητα. δηλαδή, αν η 
κίνηση µπορεί να υπάρχει χωρίς την ψυχή και το πριν και το µετά είναι ιδιότητες της 
κίνησης, τότε ο χρόνος είναι αυτά τα πράγµατα όταν µετρηθούν. (Φυσική Ακρόασις, 
IV, 223a 16-29, στο Αναπολιτάνος, 1985, σ. 72)  
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Τα παράδοξα του Ζήνωνα 
Τα παράδοξα του Ζήνωνα σύµφωνα µε τον Αριστοτέλη (Φυσική Ακρόασις VI, 239b-
240b) είναι  συνολικά τέσσερα. Στη συνέχεια περιγράφονται τα πρώτα δύο.  
Το πρώτο παράδοξο γνωστό ως «παράδοξο της διχοτοµίας» έχει ως εξής:  

Για να διανύσει κάποιος µια απόσταση ΑΒ θα πρέπει να διανύσει πρώτα την απόσταση 
ΑΑ1 = ΑΒ/2, στη συνέχεια την απόσταση Α1Α2 =ΑΒ/4 και την  Α2Α3 =ΑΒ/8 και ούτω 
καθ’ εξής. Αυτό εµφανίζεται ως αδύνατο γιατί κάποιος πρέπει να περάσει από άπειρο 
πλήθος σηµείων για να διανύσει µια πεπερασµένη απόσταση ΑΒ. Πρέπει δηλαδή να 
πραγµατοποιηθούν άπειρες το πλήθος µεταβάσεις. Επίσης, το άθροισµα άπειρου πλήθους 
τµηµάτων εµφανίζεται να είναι ένα πεπερασµένο τµήµα.   Έτσι, συνολικά θα πρέπει να 
διανυθεί απόσταση: !"

!
+ !"

!
+ !"

!
+⋯ η οποία εµφανίζεται να γίνεται ίση µε ΑΒ µετά 

από άπειρα βήµατα. 
Το δεύτερο παράδοξο γνωστό και ως παράδοξο του Αχιλλέα και της χελώνας είναι το 
εξής: 
Σ’ έναν αγώνα δρόµου ανάµεσα στον γοργοπόδαρο Αχιλλέα και σε µια χελώνα δίνεται 
προβάδισµα ενός σταδίου στη χελώνα. Στο χρονικό διάστηµα που θα χρειαστεί ο 
Αχιλλέας για να καλύψει την διαφορά του ενός σταδίου η χελώνα θα διανύσει ένα άλλο 
διάστηµα (πολύ µικρότερο του ενός σταδίου). Στην προσπάθειά του ο Αχιλλέας να 
καλύψει τη νέα διαφορά θα χρειαστεί κάποιο νέο χρονικό διάστηµα στο οποίο η χελώνα 
θα καλύψει µια νέα απόσταση και η διαδικασία αυτή συνεχίζεται επ’ άπειρο. Έτσι, 
φαίνεται ότι ο Αχιλλέας θα χρειαστεί άπειρο χρόνο για να φτάσει τη χελώνα 
(Αναπολιτάνος, 1985, Fisschbein, 2001). 
Αν υποθέσουµε ότι ο Αχιλλέας τρέχει µε δεκαπλάσια ταχύτητα από τη χελώνα τότε όταν 
αυτός θα διανύσει ένα στάδιο για να φτάσει τη χελώνα, αυτή θα διανύσει το 1/10 του 
σταδίου. Αν αυτή η διαδικασία συνεχίζεται ο Αχιλλέας θα διανύσει 
1+0,1+0,01+0,001+… στάδια. 
Στην αριστοτελική αντίληψη όπως ήδη αναφέρθηκε, τα σηµεία ενός ευθύγραµµου 
τµήµατος θεωρούνται δυνατότητες για αντίστοιχες νοητικές πράξεις διαίρεσής του, οι 
οποίες πρέπει να είναι συνειδητές από το έλλογο ον που τις πραγµατοποιεί. Τα εκάστοτε 
σηµεία-θέσεις της ευθείας και οι αντίστοιχες χρονικές στιγµές έχουν µόνο δυνητική και 
όχι απόλυτη ύπαρξη. Έτσι, η αριστοτελική ερµηνεία για το παράδοξο του Αχιλλέα και 
της χελώνας  είναι ότι λανθασµένα θεωρείται πως µπορούν να συνειδητοποιηθούν, από το 
έλλογο ον ως ολότητα οι άπειρες πράξεις διαίρεσης που πρέπει να πραγµατωθούν 
προκειµένου να ολοκληρωθεί η διαδικασία (Αναπολιτάνος 1985). 
O Enriques (1948/1982) θεωρεί ότι τα παράδοξα του Ζήνωνα για την κίνηση, έρχονται να 
τροφοδοτήσουν την αντιπαράθεση µε τον ατοµισµό των Πυθαγορείων. Σύµφωνα µε τον 
Enriques, αν υπήρχε ένα γεωµετρικό αδιαίρετο ε, το άθροισµα ε+ε/2+ε/3+...(άπειροι το 
πλήθος προσθετέοι), προσθετέων που έχουν έστω και κάποια ελάχιστη έκταση, θα έπρεπε 
να είναι άπειρο. Ο F.Enriques, σηµειώνει ότι:  

… προλαβαίνεται εδώ, σε αρνητική µορφή, το αίτηµα των Ευδόξου-Αρχιµήδη, που 
λέει ότι το υπο-πολλαπλάσιο ενός οποιουδήποτε διαστήµατος µπορεί πάντα να είναι 
µικρότερο από ένα άλλο δεδοµένο διάστηµα οσοδήποτε µικρό. Δεν ισχυριζόµαστε 
βέβαια ότι ο Ζήνωνας είχε κατά νου το αίτηµα αυτό, µε τη συγκεκριµένη µορφή που 
του δίνει ο Αρχιµήδης, ή ότι είχε ανακαλύψει, σε ξεκαθαρισµένη µορφή, µια 
ισοδύναµη πρόταση σαν εκείνη που συναντούµε στον Ευκλείδη, ωστόσο όµως έπρεπε 
να κατέχει µια κάποια διαίσθηση (intuition), περισσότερο ή λιγότερο συνειδητή, του 
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γεωµετρικού γεγονότος⋅ έπρεπε δηλ. να αισθάνεται ότι είναι αδύνατο να εννοήσουµε 
µέσα σε µια πεπερασµένη γραµµή άπειρα σηµεία, αν αυτά έχουν όλα µια κάποια 
έκταση ελάχιστη, όχι ίση µε το µηδέν. (σ. 22-23) 

Ο Fischbein (2001) θεωρεί ότι τα παράδοξα του Ζήνωνα εµφανίζονται ως τέτοια λόγω 
της άδηλης δράσης του χωρικού µοντέλου στον τρόπο που σκεφτόµαστε την έννοια του 
χρόνου. Χαρακτηριστικά αναφέρει:  

Ζούµε µε το άδηλο χωρικό µοντέλο του χρόνου, σκεπτόµαστε µε αυτό, 
διαπραγµατευόµαστε µε αυτό, συµπράττουµε κοινωνικά, χρησιµοποιώντας το 
συνειδητά. Η χωρική µεταφορά είναι τόσο βαθιά σφηνωµένη µέσα στη γλώσσα µας, 
µέσα στη λογική µας, που δεν αισθανόµαστε κάποια ασυµφωνία όταν συλλογιζόµαστε 
για το χρόνο σε χωρικούς όρους. (σ. 319)   

Ψυχολογικά ο χρόνος θεωρείται άπειρος αλλά όχι άπειρα διαιρετός, ενώ ο χώρος 
θεωρείται και άπειρος αλλά και άπειρα διαιρετός. Σύµφωνα µε τον Fischbein, η κίνηση, 
και αντίστοιχα ο χρόνος, δεν είναι απείρως διαιρετός. Ψυχολογικά δεν υφίσταται η 
απειρία στιγµών. Για το παράδοξο του Αχιλλέα και της χελώνας ο Fischibein (2001) 
αναφέρει: 

Το παράδοξο λύνεται µόνο επιτυγχάνοντας –το οποίο είναι ψυχολογικά πολύ δύσκολο 
– την απόσπαση της καθαρής διαίσθησης της διάρκειας από τη σκλαβιά της εξάρτησής 
της από το χωρικό µοντέλο µε τους πολύ δυνατούς εξαναγκασµούς του. (σ. 321) 

Θα πρέπει να διευκρινισθεί ότι τα παράδοξα του Ζήνωνα δεν αποτελούν παράδοξα στο 
πλαίσιο µιας µαθηµατικής θεωρίας. Για παράδειγµα, το παράδοξο της διχοτοµίας δεν 
αποτελεί µαθηµατικά παράδοξο αφού το άπειρο άθροισµα των διαστηµάτων είναι το 
άθροισµα άπειρων όρων µιας γεωµετρικής προόδου µε λόγο λ = ½ που ισούται µε 1. 
Αντίστοιχα, η µαθηµατική έκφραση του δεύτερου παραδόξου µας οδηγεί στον 
απειροψήφιο δεκαδικό 1,111… ο οποίος ισούται µε 10/9. Όµως η «λύση του παραδόξου 
είναι ψυχολογική, όχι µαθηµατική» (Fischbein, 2001, σ. 320). Η µαθηµατική λύση θα 
λέγαµε ότι λύνει ένα εντελώς διαφορετικό πρόβληµα από αυτό που καλείται να λύσει 
κάποιος στην προσπάθειά του να ερµηνεύσει τα παράδοξα.  

Η Sierpinska (1990) σε έρευνά της επιχείρησε να ερµηνεύσει τις αυθόρµητες επεξηγήσεις 
δεκαεξάχρονων µαθητών για τα παράδοξα του Ζήνωνα «ο Αχιλλέας και η χελώνα» και 
«Διχοτοµία». Τα αποτελέσµατα έδειξαν ότι οι µαθητές δεν έχουν την αίσθηση του 
παράδοξου µε τις λεκτικές περιγραφές των παραδόξων. Το αίσθηµα του παράδοξου 
εµφανίζεται µόνο όταν οι µαθητές βλέπουν τη µαθηµατική µορφή των παραδόξων µε 
όρους αθροίσµατος άπειρων αριθµών. Η Sierpinska (1990) αναφέρει για τις αντιλήψεις 
των µαθητών: 

Τα δυο παράδοξα του Ζήνωνα δεν µπορούν να επιλυθούν µε την έννοια του 
αθροίσµατος των σειρών. Η µαθηµατικοποίηση αποδεικνύεται ισοδύναµη µε τα ίδια 
τα παράδοξα. Δεν µπορούν να λυθούν µόνο µε τα µαθηµατικά. Η ύπαρξη ή µη ύπαρξη 
του εν ενεργεία απείρου είναι πάνω απ’ όλα όχι ένα µαθηµατικό αλλά ένα φιλοσοφικό 
πρόβληµα. Και η φιλοσοφία δεν δίνει καθορισµένες απαντήσεις σε τέτοια 
προβλήµατα. (σ. 32)  

2.5.5 Ετυµολογικό υπόβαθρο των αντιλήψεων για τους περιοδικούς δεκαδικούς 
αριθµούς  

Η λέξη «ρητός» ετυµολογικά προέρχεται από το ρήµα «λέγω» που στον µέλλοντα λέγεται 
και «ἐρῶ». Ρητός είναι αυτός που µπορεί να ειπωθεί ή να εκφρασθεί. Ρητός είναι ο 
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καθορισµένος, ο σαφής, ο συγκεκριµένος. Έτσι, ετυµολογικά θα λέγαµε ότι άρρητος είναι 
αυτός που δεν µπορεί να ειπωθεί ή να εκφρασθεί.  

Στα µαθηµατικά, ρητός αριθµός είναι αυτός που µπορεί να εκφρασθεί ως κλάσµα ή ως 
λόγος ή αλλιώς ως πηλίκο δυο ακεραίων αριθµών και συνεπώς άρρητος είναι αυτός που 
δεν έχει αυτή την ιδιότητα.  
Για τους αρχαίους Έλληνες µαθηµατικούς οι έννοιες του ρητού και του άρρητου 
υπάρχουν αλλά δεν έχουν τα ίδια ονόµατα. Στην συνέχεια παρουσιάζεται ο τρόπος µε τον 
οποίο ορίζονται οι έννοιες αυτές στα «Στοιχεία» του Ευκλείδη. 

Ο πρώτος σχετικός ορισµός (όρος α΄) στο βιβλίο Χ των «Στοιχείων» του Ευκλείδη είναι: 

Σύµµετρα µεγέθη λέγεται τὰ τῷ αὐτῷ µέτρῳ µετρούµενα, ἀσύµµετρα δέ, ὧν µηδὲν 
ἐνδέχεται κοινὸν µέτρον γενέσθαι.  
Σύµµετρα λέγονται τα µεγέθη που µετριούνται από το ίδιο µέτρο, ενώ ασύµµετρα 
εκείνα για τα οποία δεν υπάρχει κοινό µέτρο.  

Όταν αναφέρονται µεγέθη εννοούνται οµοειδή µεγέθη. Όταν δυο µεγέθη α, β είναι 
σύµµετρα συµβολίζουµε «αΣβ» και όταν είναι ασύµµετρα «α β». Αλλιώς θα λέγαµε ότι 
δυο µεγέθη είναι σύµµετρα, αν και µόνο αν µετρούνται από το ίδιο µέτρο, 
συµµετρούνται. Δηλαδή, τα µεγέθη α, β είναι σύµµετρα αν και µόνο αν υπάρχει ένα 
µέγεθος ε και φυσικοί αριθµοί µ, ν τέτοιοι ώστε  και  ενώ θα λέγονται 
ασύµµετρα αν για κάθε µέγεθος ε δεν υπάρχουν φυσικοί αριθµοί µ, ν τέτοιο ώστε να 
ισχύει:  και .  

Αλλιώς θα µπορούσε να ειπωθεί ότι δυο µεγέθη α, β είναι σύµµετρα αν και µόνο αν 
υπάρχουν φυσικοί αριθµοί µ, ν τέτοιοι ώστε: α/β = µ/ν. Στα «Στοιχεία» η ισοδυναµία 
αυτή εµφανίζεται στις προτάσεις Χ5 (5η πρόταση στο βιβλίο Χ των «Στοιχείων»), και Χ6 
οι οποίες διατυπώνονται ως εξής: 
Χ5: Τὰ σύµµετρα µεγέθη πρὸς ἄλληλα λόγον ἔχει, ὃν ἀριθµὸς πρὸς ἀριθµόν. 

Χ6: Ἐὰν δύο µεγέθη πρὸς ἄλληλα λόγον ἔχῃ, ὃν ἀριθµὸς πρὸς ἀριθµόν, σύµµετρα 
ἔσται τὰ µεγέθη. 

Να σηµειωθεί ότι στα «Στοιχεία» αριθµοί θεωρούνται µόνο οι φυσικοί αριθµοί και το 
µηδέν και το ένα δεν θεωρούνται αριθµοί όπως φαίνεται από τους δυο πρώτους ορισµούς 
του βιβλίου VII των «Στοιχείων» οι οποίοι είναι:  

Μονάς ἐστιν, καθ' ἣν ἕκαστον τῶν ὄντων ἓν λέγεται.  
Ἀριθµὸς δὲ τὸ ἐκ µονάδων συγκείµενον πλῆθος. 

Μονάδα είναι το καθένα από τα όντα. 
Αριθµός είναι το πλήθος που αποτελείται από µονάδες. 

Ο δεύτερος ορισµός (όρος β΄) στο βιβλίο Χ των Στοιχείων του Ευκλείδη είναι ο εξής: 

Εὐθεῖαι δυνάµει σύµµετροί εἰσιν, ὅταν τὰ ἀπ' αὐτῶν τετράγωνα τῷ αὐτῷ χωρίῳ 
µετρῆται, ἀσύµµετροι δέ, ὅταν τοῖς ἀπ' αὐτῶν τετραγώνοις µηδὲν ἐνδέχηται χωρίον 
κοινὸν µέτρον γενέσθαι. 
Ευθείες δυνάµει σύµµετρες ονοµάζονται οι ευθείες που τα τετράγωνά τους είναι 
σύµµετρα µεγέθη και ευθείες δυνάµει ασύµµετρες ονοµάζονται οι ευθείες που τα 
τετράγωνά τους είναι ασύµµετρα µεγέθη.  

/Σ

α = µ ⋅ε β = ν ⋅ε

α = µ ⋅ε β = ν ⋅ε
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Όταν αναφέρονται ευθείες εννοούνται ευθύγραµµα τµήµατα. Ο παραπάνω ορισµός θα 
µπορούσε να αποδοθεί µε σύγχρονους όρους ως εξής: 

Τα ευθύγραµµα τµήµατα α, β λέγονται δυνάµει σύµµετρα αν « » και δυνάµει 
ασύµµετρα αν « ».  

Να σηµειωθεί ότι στους παραπάνω ορισµούς οι αναφορές είναι για τα ίδια τα µεγέθη και 
όχι για τα µέτρα τους. Δηλαδή, όταν στα «Στοιχεία» υπάρχει αναφορά για το τετράγωνο 
ενός τµήµατος η αναφορά αυτή είναι κυριολεκτική, δηλαδή αναφέρεται στο τετράγωνο 
µε πλευρά το συγκεκριµένο τµήµα και όχι στο γινόµενο του µήκους του τµήµατος µε τον 
εαυτό του.  
Με σύγχρονους όρους, τα ευθύγραµµα τµήµατα α, β λέγονται δυνάµει σύµµετρα αν 
υπάρχει τµήµα ε και φυσικοί αριθµοί µ, ν τέτοιοι ώστε:  και . Ο τρίτος 
ορισµός (όρος γ΄) στο βιβλίο Χ των Στοιχείων του Ευκλείδη είναι: 

Τούτων ὑποκειµένων δείκνυται, ὅτι τῇ προτεθείσῃ εὐθείᾳ ὑπάρχουσιν εὐθεῖαι πλήθει 
ἄπειροι σύµµετροί τε καὶ ἀσύµµετροι αἱ µὲν µήκει µόνον, αἱ δὲ καὶ δυνάµει. καλείσθω 
οὖν ἡ µὲν προτεθεῖσα εὐθεῖα ῥητή, καὶ αἱ ταύτῃ σύµµετροι εἴτε µήκει καὶ δυνάµει εἴτε 
δυνάµει µόνον ῥηταί, αἱ δὲ ταύτῃ ἀσύµµετροι ἄλογοι καλείσθωσαν. 

Μια απόδοση στα νεοελληνικά θα ήταν η εξής: Για µια δοθείσα ευθεία αποδεικνύεται ότι 
υπάρχουν άπειρες ευθείες σύµµετρες µε αυτή και άπειρες ευθείες ασύµµετρες µε αυτή 
όπως και δυνάµει σύµµετρες και δυνάµει ασύµµετρες. Μια ευθεία θα λέγεται ρητή αν 
είναι σύµµετρη ή δυνάµει σύµµετρη ως προς τη δοθείσα ρητή ευθεία ενώ αν είναι 
ασύµµετρες θα λέγονται άρρητοι.  

Με σύγχρονους όρους το νόηµα του τρίτου ορισµού θα µπορούσε να αποδοθεί ως εξής:  
Αν ε ένα δοθέν ευθύγραµµο τµήµα τότε το τµήµα α θα λέγεται ρητό αν «αΣε» ή  
« » και άρρητο σε κάθε άλλη περίπτωση. Δηλαδή, αν υπάρχει αριθµός µ τέτοιος 
ώστε  ή , τότε το τµήµα α θα λέγεται ρητό (ως προς το α), ενώ αν δεν 
υπάρχει τέτοιος αριθµός θα λέγεται άρρητο. Παρατηρούµε µια σχετική διαφοροποίηση 
του περιεχοµένου των όρων ρητός και άρρητος, όπως χρησιµοποιείται στα «Στοιχεία» και 
στη σύγχρονη εκδοχή τους. Για παράδειγµα, αν θεωρήσουµε ένα ευθύγραµµο τµήµα α ως 
µονάδα τότε σύµφωνα µε τα «Στοιχεία» η διαγώνιος β του τετραγώνου πλευράς α ενώ 
είναι ασύµµετρη ως προς το α θα λέγεται ρητή επειδή . Σήµερα, όµως, 
θεωρούµε ότι το µήκος της διαγωνίου τετραγώνου άρρητο µε µονάδα µέτρησης την 
πλευρά του.   
Θα ήταν δυνατό να δοθεί µια ερµηνεία µε βάση το ετυµολογικό υπόβαθρο των λέξεων 
ρητός και άρρητος. Γιατί ο ρητός είναι ο καθορισµένος και ο άρρητος να είναι 
ακαθόριστος;  

Μια απάντηση στο ερώτηµα αυτό µπορούµε να δοθεί µε βάση την πρόταση Χ2 των 
«Στοιχείων».  

Ἐὰν δύο µεγεθῶν [ἐκκειµένων] ἀνίσων ἀνθυφαιρουµένου ἀεὶ τοῦ ἐλάσσονος ἀπὸ τοῦ 
µείζονος τὸ καταλειπόµενον µηδέποτε καταµετρῇ τὸ πρὸ ἑαυτοῦ, ἀσύµµετρα ἔσται τὰ 
µεγέθη. 
Αν από δυο άνισα µεγέθη ανθυφαιρείται πάντα το µικρότερο από το µεγαλύτερο και 
το υπόλοιπο που κάθε φορά αποµένει δε µετρά τον προηγούµενό του, τότε τα δυο 
µεγέθη είναι ασύµµετρα. 

α2Σβ2

α2 /Σβ2

α2 = µ ⋅ε β2 = ν ⋅ε

α2Σε2

α = µ ⋅ε α2 = µ ⋅ε2

β2 = 2 ⋅α2
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Ως ανθυφαίρεση θεωρείται ο ευκλείδειος αλγόριθµος της διαίρεσης. Δηλαδή, αν α και β 
δυο αριθµοί (φυσικοί) µε  και διαιρέσουµε (µετρήσουµε) το α µε το β αποµένει 
υπόλοιπο . Στη συνέχεια, διαιρούµε το β µε το υ και προκύπτει υπόλοιπο . 
Από την επαναλαµβανόµενη  διαδικασία της ανθυφαίρεσης προκύπτει ότι ο µέγιστος 
κοινός διαιρέτης δυο αριθµών είναι το τελευταίο µη µηδενικό υπόλοιπο των διαδοχικών 
διαιρέσεων που περιγράψαµε παραπάνω.  

Από την πρόταση Χ2 βλέπουµε ότι η άπειρη ανθυφαίρεση οδηγεί σε ασύµµετρα µεγέθη. 
Η πρόταση Χ3 είναι η εξής: 

Δύο µεγεθῶν συµµέτρων δοθέντων τὸ µέγιστον αὐτῶν κοινὸν µέτρον εὑρεῖν.  
Αν δίνονται δυο σύµµετρα µεγέθη, να βρεθεί το µέγιστο κοινό τους µέτρο.  

Έτσι, προκύπτει ότι τα σύµµετρα µεγέθη έχουν πεπερασµένη ανθυφαίρεση και µε 
αντιθετοαντιστροφή µπορούµε να συµπεράνουµε ότι τα ασύµµετρα µεγέθη έχουν άπειρη 
ανθυφαίρεση. Έτσι, ο προσδιορισµός ενός µεγέθους µε κάποιο άλλο, όταν αυτά είναι 
ασύµµετρα, δεν µπορεί να ολοκληρωθεί σε πεπερασµένα βήµατα και µε την έννοια αυτή 
θα µπορούσε να δικαιολογηθεί ο όρος άρρητα για τα ασύµµετρα µεγέθη.  
 

α > β
0 ≤ υ < β υ1
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3. ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ 

3.1  Το ερευνητικό πρόβληµα 

Στη διδακτική πρακτική αρκετές µαθηµατικές έννοιες δεν παρουσιάζονται από τον 
εκπαιδευτικό ή τα σχολικά εγχειρίδια µε τους πλήρεις και αυστηρούς ορισµούς τους. 
Πολύ περισσότερο αυτό συµβαίνει στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση όπου βασικές έννοιες 
όπως του πραγµατικού αριθµού, του ορίου ή του απείρου, χρησιµοποιούνται συνεχώς 
χωρίς όµως να έχουν οριστεί µε ακρίβεια. Έτσι, κατά την εκπαιδευτική πράξη 
αναπτύσσονται από µαθητές και εκπαιδευτικούς διαισθητικές προσεγγίσεις χωρίς πολλές 
φορές να είναι συνειδητοποιηµένη, η αναγκαστική έλλειψη της αυστηρής προσέγγισης. 
Οι διαισθητικές αυτές προσεγγίσεις διαµορφώνονται τόσο από το γνωστικό υπόβαθρο του 
εκπαιδευτικού όσο και από τη προσπάθειά του να µετασχηµατίσει ένα γνωστικό 
περιεχόµενο σε διδακτικό αντικείµενο. Στην προσπάθεια αυτή ο εκπαιδευτικός καλείται 
σε αλληλεπίδραση µε τις ιδέες των µαθητών, να περιγράψει τις µαθηµατικές έννοιες 
λεκτικά, να αναγνωρίσει και να ερµηνεύσει πιθανές παρανοήσεις των µαθητών και να 
αναπτύξει διδακτικές προσεγγίσεις που διευκολύνουν τη κατανόηση των µαθητών χωρίς 
να διολισθαίνει σε ερµηνείες που µπορεί να προκαλέσουν µελλοντικές παρανοήσεις 
στους µαθητές. Κατά τη διαδικασία αυτή οι ιδέες των µαθητών δεν κρίνονται από τον 
εκπαιδευτικό µόνο µαθηµατικά αλλά ερµηνεύεται το υπόβαθρό τους, αναπτύσσονται 
συµβολισµοί και γίνονται συνδέσεις µε άλλες µαθηµατικές ή µη µαθηµατικές έννοιες. 

Με βάση τα παραπάνω θεωρήσαµε ότι η θεσµική γνώση των εκπαιδευτικών δεν 
καθορίζει µε αποκλειστικό τρόπο τη διδακτική τους πρακτική. Έτσι, αποφύγαµε να 
µελετήσουµε την τυπική µαθηµατική γνώση των εκπαιδευτικών σ’ ένα αποµονωµένο 
πλαίσιο µε βάση κάποιο ερωτηµατολόγιο ελέγχου κατανόησης του γνωστικού 
περιεχοµένου. Επίσης, αποφύγαµε την παρακολούθηση και την ανάλυση πραγµατικών 
διδασκαλιών προσπαθώντας να επικεντρώσουµε στις προσεγγίσεις και επιλογές των 
εκπαιδευτικών, απαλλαγµένων από την πολλαπλότητα των αλληλεπιδράσεων που ενέχει 
η πραγµατική διδασκαλία. 

Επιδιώξαµε να µελετήσουµε τις αντιλήψεις και τη συλλογιστική των εκπαιδευτικών όπως 
αυτή αναπτύσσεται µε βάση ένα ρεαλιστικό διδακτικό σενάριο, τα χαρακτηριστικά του 
οποίου αναπτύσσονται στην επόµενη ενότητα. Το µαθηµατικό ζήτηµα που 
διαπραγµατεύθηκαν οι εκπαιδευτικοί που συµµετείχαν στην έρευνα είναι οι δεκαδικοί 
αριθµοί µε περίοδο 9. Η συγκεκριµένη επιλογή έγινε, όχι µόνο επειδή από τη 
βιβλιογραφία, όπως έχει αναφερθεί, αρκετοί µαθητές και φοιτητές αντιµετωπίζουν 
δυσκολίες µαθηµατικής κατανόησης για το θέµα, αλλά και επειδή θεωρούµε ότι οι 
δυσκολίες αυτές προέρχονται από την ίδια τη φύση της έννοιας, τη σύνδεσή της µε άλλες 
µαθηµατικές έννοιες των Ανώτερων Μαθηµατικών (άπειρο, σύγκλιση, σειρές 
πραγµατικών αριθµών) και την ιδιαιτερότητα του συµβολισµού.  

Οι ερευνητικοί στόχοι που µελετώνται είναι: 
α) οι αντιλήψεις εκπαιδευτικών για τις αναπαραστάσεις δεκαδικών αριθµών µε περίοδο 9 
και η σύνδεσή τους µε τη διδακτική πρακτική κατά τον αναστοχασµό τους όσον αφορά 
σχετικές παρανοήσεις µαθητών λυκείου και 

β) η συλλογιστική των εκπαιδευτικών και το υπόβαθρό της κατά τη διδακτική διαχείριση 
παρανοήσεων µαθητών λυκείου γι’ αυτές τις αναπαραστάσεις. 
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3.2 Το ερευνητικό εργαλείο 
3.2.1 Η ιδέα των διδακτικών σεναρίων 

Όπως αναφέρει ο Shulman (1986) έχουν περάσει αρκετά χρόνια που η µελέτη 
περιπτώσεων (cases) έχει χρησιµοποιηθεί στην επαγγελµατική εκπαίδευση (δικηγόρων, 
γιατρών κ.ά.). Επισηµαίνεται όµως ότι η µελέτη περιπτώσεων δεν είναι σηµαντική επειδή 
η διδασκαλία τους γίνεται µε σκοπό την πρακτική εφαρµογή συγκεκριµένων µεθόδων και 
προσεγγίσεων. Χαρακτηριστικά αναφέρεται ότι αν η ουσία του επαγγέλµατος (του 
δικηγόρου, του γιατρού, του δασκάλου) ήταν η πρακτική τότε δεν θα υπήρχε λόγος να 
εκπαιδεύονται οι υποψήφιοι επαγγελµατίες στα πανεπιστήµια. Αντίθετα, υποστηρίζεται 
ότι η µελέτη περιπτώσεων είναι αποτελεσµατική στη διδασκαλία του θεωρητικού 
υπόβαθρου του επαγγέλµατος. Μια περίπτωση που προτείνεται να µελετηθεί δεν είναι 
απλά η αναφορά ενός γεγονότος (ενός συµπτώµατος ενός ασθενή που αντιµετωπίζει ένας 
γιατρός, µιας δικαστικής απόφασης ή ενός διδακτικού συµβάντος). Μια περίπτωση που 
χρήζει µελέτης πρέπει να µπορεί να αναδείξει έναν θεωρητικό ισχυρισµό. Έτσι, ο 
Shulman (1986) δεν υποστηρίζει µια πιο πρακτική και συγκεκριµένη προετοιµασία των 
υποψήφιων εκπαιδευτικών αλλά τη χρησιµοποίηση της δύναµης της µελέτης 
περιπτώσεων στην ανάπτυξη πρακτικών προσεγγίσεων µε συνείδηση του θεωρητικού 
τους υπόβαθρου.  

Στις διερευνήσεις των πεποιθήσεων των εκπαιδευτικών και της σχέσης τους µε την 
πρακτική έχει επισηµανθεί, εµφανής απόκλιση µεταξύ των θεωρητικών τους αντιλήψεων 
για τα µαθηµατικά και την παιδαγωγική και της εφαρµοζόµενης πρακτικής τους 
(Thompson, 1992). Έτσι, στο πλαίσιο της παρούσας διατριβής είµαστε αρκετά 
επιφυλακτικοί στην προσέγγιση των αντιλήψεων των εκπαιδευτικών µέσω ερωτήσεων σ’ 
ένα αποπλαισιωµένο από το διδακτικό πλαίσιο επίπεδο σε σχέση µε µαθηµατικά ή 
παιδαγωγικά ζητήµατα. Αντίθετα, θεωρήσαµε ότι µπορούµε να έχουµε πιο αυθεντική 
πρόσβαση στις αντιλήψεις των εκπαιδευτικών για ένα συγκεκριµένο µαθηµατικό ζήτηµα 
µε διδακτικό ενδιαφέρον όταν αυτοί τοποθετούνται σ’ ένα υποθετικό αλλά ρεαλιστικό 
διδακτικό πλαίσιο.  

Θεωρήσαµε επίσης ότι η µελέτη των αντιλήψεων των εκπαιδευτικών για το συγκεκριµένο 
µαθηµατικό ζήτηµα µέσω της µελέτης πραγµατικών διδασκαλιών θα είχε περιορισµούς. 
Για παράδειγµα, η διαδικασία µετασχηµατισµού της γνώσης του περιεχοµένου 
προκειµένου να γίνει διδακτικό αντικείµενο υπόκειται σε αλλοιώσεις που ενδέχεται να 
κάνει αδιαφανείς τις αντιλήψεις των εκπαιδευτικών. Επίσης, ενδεχοµένως να µην είχαµε 
διαπραγµάτευση σηµαντικών ζητηµάτων του περιεχοµένου που έχουν εµφανιστεί στη 
βιβλιογραφία και µας ενδιέφεραν να τα µελετήσουµε ερευνητικά. Επιπρόσθετα 
ενδεχοµένως να υπάρχει δυσκολία πρόσβασης στις αυθεντικές αντιλήψεις των 
εκπαιδευτικών µετά από ενηµέρωση για την παρακολούθηση του µαθήµατος από 
ερευνητές ή λόγω ενασχόλησης του εκπαιδευτικού µε την διαχείριση της τάξης. 

Έχει υποστηριχτεί ότι η διερεύνηση των αντιλήψεων των εκπαιδευτικών µέσα από τις 
τοποθετήσεις τους σε κατάλληλα αναπτυγµένα διδακτικά σενάρια, µπορεί να είναι πιο 
ουσιαστική (Biza, Nardi & Zachariades, 2007; Nardi, Biza & Zachariades, 2012; Zazkis, 
Sinclair & Liljedahl, 2013). Έτσι, έχουν αναπτυχθεί διδακτικά σενάρια τόσο για 
ερευνητικούς σκοπούς αλλά και για τις ανάγκες επιµόρφωσης των εκπαιδευτικών. Τα 
σενάρια αυτά έχουν συνήθως την εξής δοµή. Στο πρώτο µέρος τίθεται προς 
διαπραγµάτευση σε µια φανταστική σχολική τάξη ένα µαθηµατικό ζήτηµα (στην 
περίπτωσή µας η αναπαράσταση 0,3999...) το οποίο γνωρίζουµε από τη βιβλιογραφία ή 
εµπειρικά ότι αντιµετωπίζεται µε παρανοήσεις από τους µαθητές. Έτσι, κάποιοι 
υποθετικοί µαθητές δίνουν κάποιες αµφίσηµες απαντήσεις οι οποίες δεν είναι ούτε 
πλήρως ορθές αλλά ούτε και εντελώς λανθασµένες. Σε δεύτερη φάση οι εκπαιδευτικοί 
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καλούνται να αναγνωρίσουν τις ενδεχόµενες παρανοήσεις στις απαντήσεις των µαθητών, 
να τις ερµηνεύσουν και να προσφέρουν κάποια διδακτική ανατροφοδότηση ώστε να 
βοηθήσουν τους µαθητές να αντιµετωπίσουν τις παρανοήσεις αυτές.   

Όπως αναφέρουν οι Biza et al. (2007) η µελέτη των απαντήσεων των εκπαιδευτικών σε 
τέτοιου τύπου σενάρια µπορεί να υποστηρίξει στόχους όπως: 

1. Διερεύνηση της γνώσης του περιεχοµένου των εκπαιδευτικών (teachers’ subject-matter 
knowledge) – κυρίως όσον αφορά συγκεκριµένους τύπους της µαθηµατικής σκέψης – και 
αναγνώριση κρίσιµων ζητηµάτων προετοιµασίας τους για τη σχολική τάξη όπως για 
παράδειγµα τη διάκριση µεταξύ σχεσιακής (relational) και οργανικής (instrumental) 
(Skemp, 1976) γνώσης ή εννοιολογικής και διαδικαστικής γνώσης (Hiebert, 1986). 
2. Διερεύνηση του ενδιαφέροντος των εκπαιδευτικών για συγκεκριµένους τύπους 
παιδαγωγικής και κυρίως διερεύνηση των τρόπων που αλληλεπιδρούν οι προτιµήσεις 
τους και επηρεάζονται από το προηγούµενο (για παράδειγµα µε όρους 
κονστρουκτιβιστικών αρχών (Freudenthal, 1983), για την ενθάρρυνση της συµµετοχής 
των µαθητών στην ανακατασκευή των αρχικά ελλειπών ή λανθασµένων λύσεων σε 
µαθηµατικά προβλήµατα.  
3. Διερεύνηση της βαρύτητας που δείχνουν οι εκπαιδευτικοί σε ορισµένους τύπους 
διδακτικής πρακτικής µέσω της ανατροφοδότησης που παρέχουν στους µαθητές όπως για 
παράδειγµα τον τρόπο που χρησιµοποιούν τα παραδείγµατα ή τις απεικονίσεις ως µέσο 
εξήγησης. 
Τα διδακτικά σενάρια προσφέρουν τη δυνατότητα διερεύνησης και ανάπτυξης της 
ευαισθησίας (sensitivity) των εκπαιδευτικών απέναντι στις δυσκολίες και τις ανάγκες των 
µαθητών (Jaworski, 1994) και δίνουν τη δυνατότητα να παρέχεται επαρκής (παιδαγωγικά 
ευαίσθητη και µαθηµατικά ακριβής) ανατροφοδότηση στο µαθητή. Συγκεκριµένα, 
ζητώντας από τον εκπαιδευτικό να εµπλακεί σε µια συγκεκριµένη (υποθετική αλλά 
ρεαλιστική) απάντηση κάποιου µαθητή η οποία χαρακτηρίζεται από ένα λεπτό 
µαθηµατικό σφάλµα, µπορούµε να διερευνήσουµε όχι µόνο αν ο δάσκαλος µπορεί να 
εντοπίσει το λάθος, αλλά και να ερµηνεύσει τις αιτίες του δράττοντας της διδακτικής 
ευκαιρίας που του προσφέρεται (και τη γόνιµης γνωστικής σύγκρουσης που ενδεχοµένως 
έχει τη δυνατότητα να δηµιουργήσει). 
Με βάση τα παραπάνω για το σχεδιασµό του σεναρίου που χρησιµοποιούµε στην έρευνα  
έχουµε λάβει υπόψη ότι το µαθηµατικό περιεχόµενο αφορά κάποιο ζήτηµα το οποίο είναι 
γνωστό για την λεπτότητά του ή για την πρόκληση δυσκολιών στους µαθητές (από την 
βιβλιογραφία ή την εµπειρία). Επίσης, οι υποθετικές απαντήσεις των µαθητών 
αντικατοπτρίζουν αυτή τη λεπτότητα ή τη δυσκολία προσέγγισης του ζητήµατος και 
παρέχουν την ευκαιρία στον εκπαιδευτικό να προβληµατιστεί και να επιδείξει τρόπους µε 
τους οποίους θα βοηθούσε τον υποθετικό µαθητή να κατανοήσει τη λεπτότητα του 
ζητήµατος ή να ξεπεράσει τη δυσκολία που εµφανίζεται. Τόσο το µαθηµατικό 
περιεχόµενο όσο και οι υποθετικές απαντήσεις των µαθητών παρέχουν ένα πλαίσιο το 
οποίο επιτρέπει να διερευνήσουµε τις αντιλήψεις και τη συλλογιστική των 
εκπαιδευτικών.  

3.2.2 Το διδακτικό σενάριο της έρευνας 
Στην κατασκευή του σεναρίου λάβαµε υπόψη µας τη διαλεκτική προσέγγιση µεταξύ 
κατανόησης και επεξήγησης όπως αναπτύσσεται από τους Ricoeur (1976) και  Lakatos 
(1976). Κατά την προσέγγιση αυτή αρχίζουµε µε µια εικασία η οποία στη συνέχεια 
µπορεί να γίνει αποδεκτή, να τροποποιηθεί, να βελτιωθεί ή να απορριφθεί. Έτσι, µε βάση 
το σενάριο µας, δίνεται η δυνατότητα στους εκπαιδευτικούς που συµµετείχαν στην 
έρευνα, να κατανοήσουν τις γνώµες των φανταστικών µαθητών και στη συνέχεια να 
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υιοθετήσουν κάποια άποψη, να διακρίνουν σωστά από λανθασµένα στοιχεία, να την 
τροποποιήσουν µε σκοπό να την βελτιώσουν ή απλά να την απορρίψουν παρέχοντες σε 
κάθε περίπτωση τις απαραίτητες επεξηγήσεις ή ανατροφοδότηση. 
Στη διαµόρφωση του διδακτικού σεναρίου βασιστήκαµε στα ευρήµατα της σχετικής 
έρευνας της µαθηµατικής εκπαίδευσης όσον αφορά τους απειροψήφιους περιοδικούς 
δεκαδικούς αριθµούς, τα οποία όπως ήδη αναφέραµε δεν περιορίζονται αυστηρά σε 
µαθηµατικά ζητήµατα αλλά επεκτείνονται και σε ευρύτερα επιστηµολογικά θέµατα. 
Επιλέξαµε τον αριθµό 0,3999... και όχι κάποιο άλλο όπως ο 0,999... προκειµένου να 
αποφύγουµε την πρόσθετη ιδιαιτερότητα που έχει ο δεύτερος ως ακέραιος. 
Το σενάριο της έρευνας είναι το εξής: 

Σε µια σχολική τάξη Γ΄ Λυκείου στο µάθηµα των Μαθηµατικών θετικής κατεύθυνσης 
ο καθηγητής ρωτάει τους µαθητές: «Τι εκφράζει η παράσταση 0,3999… όταν τα 9 
είναι άπειρα;». Τέσσερις µαθητές δίνουν τις παρακάτω απαντήσεις:  
Μαθητής Α: Η παράσταση 0,3999… εκφράζει µια διαδικασία που τείνει στο 0,4.  
Μαθητής Β: Το 0,3999… είναι ένας αριθµός που τείνει στο 0,4.  
Μαθητής Γ: Ο 0,3999… είναι ο αµέσως πριν τον 0,4 αριθµός.  
Μαθητής Δ: Η παράσταση 0,3999… εκφράζει το άθροισµα 0,3 + 0,09 + 0,009 +… 

αλλά επειδή συνεχώς αυξάνεται δεν µπορεί να ισούται µε έναν αριθµό.  
α) Ποιος πιστεύετε ότι µπορεί να ήταν ο στόχος της ερώτησης του καθηγητή;  
β) Αναφέρατε για κάθε έναν από τους τέσσερις µαθητές:  

i) πως νοµίζετε ότι σκέφτηκε και έδωσε την παραπάνω απάντηση, 
ii) ποια θεωρείτε θετικά σηµεία της άποψής του (αν υπάρχουν) και  
iii) ποιες είναι οι πιθανές παρανοήσεις του (αν υπάρχουν).  

γ) Αν είσασταν ο καθηγητής της παραπάνω τάξης πως θα βοηθούσατε τους µαθητές να 
ξεπεράσουν τις παρανοήσεις στις οποίες αναφερθήκατε στην απάντηση του 
ερωτήµατος β;   

Συγκεκριµένα σχετικά µε τη δήλωση των µαθητών Α και Β λάβαµε υπόψη µας τη 
δυσκολία διάκρισης που µπορεί να δηµιουργηθεί µεταξύ του αριθµού 0,3999..., που 
αποτελεί µια διαφορετική αναπαράσταση του αριθµού 0,4, και της ακολουθίας 0,3, 0,39, 
0,399, ... η οποία έχει όριο το 0,4 και οι όροι της προκύπτουν κατά τη διαδικασία 
καταγραφής του 0,3999... Με τη δήλωση του µαθητή Γ επιδιώκουµε να εξετάσουµε πως 
θα διαχειριστούν οι εκπαιδευτικοί την αδυναµία χρήσης της ιδιότητας της πυκνότητας 
από τους µαθητές. Με τη δήλωση του µαθητή Δ µας δίνεται η δυνατότητα να 
µελετήσουµε τη συλλογιστική των εκπαιδευτικών κατά τη διαπραγµάτευση ενός 
αθροίσµατος άπειρων προσθετέων το οποίο προκύπτει ως ανάπτυγµα ενός απειροψήφιου 
περιοδικού δεκαδικού αριθµού.  
H διαπραγµάτευση των ερωτήσεων του σεναρίου γίνεται εντός ενός ευρύτερου 
περιβάλλοντος προσέγγισης των εννοιών, όπως η διπλή φύση µαθηµατικών 
αντικειµένων, ως διαδικασίες και ως έννοιες (Sfard, 1991; Gray & Tall, 1994) και η διπλή 
φύση του απείρου ως εν δυνάµει και εν ενεργεία άπειρο (Dubinsky, Weller, McDonald & 
Brown; 2005a). Αναδεικνύονται σηµαντικές ιδέες και δοµές όπως η ιδιότητα της 
πυκνότητας στα βασικά υποσύνολα των πραγµατικών αριθµών. Επίσης,  αναπτύσσονται 
σηµαντικές µαθηµατικές πρακτικές όπως η τεκµηρίωση της ισοδυναµίας διαφορετικών 
αναπαραστάσεων φροντίζοντας για την ακρίβεια και την συνέπεια στη µαθηµατική 
γλώσσα και τους συµβολισµούς. Αυτά είναι στοιχεία που συγκροτούν όπως 
προαναφέραµε τον ορίζοντα της γνώσης του περιεχοµένου σε σχέση µε το συγκεκριµένο 
ζήτηµα. 
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Οι εκπαιδευτικοί, εποµένως, καλούνται να διαπραγµατευτούν µε έναν παιδαγωγικά 
πρόσφορο τρόπο, ένα πολύπλοκο πλέγµα µαθηµατικών εννοιών, συµβόλων και 
αναπαραστάσεων µε έµφαση στις µεταξύ τους συνδέσεις, θέτοντας προκλήσεις ακόµα 
και για το προσωπικό τους µαθηµατικό οικοδόµηµα. Είναι σηµαντικό να σηµειώσουµε 
ότι δεν αντιµετωπίζουµε τις αντιλήψεις των καθηγητών ως ελλειµµατικές αλλά θεωρούµε 
ότι αποτελούν µέρος ενός συστήµατος νοηµατοδοτήσεων που µας ενδιαφέρει να 
διερευνήσουµε.  

3.3 Συλλογή δεδοµένων 
Οι ερωτήσεις του σεναρίου απαντήθηκαν γραπτά από 106 καθηγητές µαθηµατικών 
δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης (36 άνδρες και 70 γυναίκες) οι οποίοι διέθεταν από 
ελάχιστη έως και εικοσαετή διδακτική εµπειρία. Οι απαντήσεις δόθηκαν στο πλαίσιο µιας 
εισαγωγικής εξέτασης σ’ ένα Μεταπτυχιακό πρόγραµµα Διδακτικής των Μαθηµατικών. 
Όλοι οι συµµετέχοντες είχαν πτυχίο µαθηµατικού τµήµατος µε τετραετή φοίτηση.  

Επίσης, διενεργήθηκαν ηµιδοµηµένες συνεντεύξεις µε 15 από τους παραπάνω 
εκπαιδευτικούς. Οι συνεντεύξεις είχαν διάρκεια περίπου 45 λεπτά της ώρας, 
µαγνητοφωνήθηκαν και ακολούθησε η πλήρης αποµαγνητοφώνησή τους. Η επιλογή των 
εκπαιδευτικών για τις συνεντεύξεις έγινε µε βάση τις γραπτές απαντήσεις τους στις 
ερωτήσεις του σεναρίου, προκειµένου να διευκρινίσουν και να εκφράσουν αναλυτικά τις 
απόψεις τους για τα ζητήµατα που εξετάζουµε. Στη συνέχεια δηµιουργήθηκε ένα προφίλ 
για τον κάθε εκπαιδευτικό που έδωσε συνέντευξη το οποίο αφορούσε κυρίως ζητήµατα 
όπως η εκπαιδευτική του εµπειρία και η επίδοσή του στα µαθήµατα του απειροστικού 
λογισµού. Κατά τη διάρκεια των συνεντεύξεων τέθηκαν άµεσα ερωτήµατα όπως «τι 
εκφράζει η αναπαράσταση 0,3999... για σένα;» ή έµµεσα όπως «τι εννοείς όταν έγραψες 
ότι δεν είναι απλά ένας αριθµός;» και κάθε συνέντευξη προσαρµόστηκε στο γραπτό 
δοκίµιο και τις τοποθετήσεις του κάθε εκπαιδευτικού.  

3.4 Μεθοδολογία ανάλυσης δεδοµένων 
Για την ανάλυση των δεδοµένων µας έχουµε χρησιµοποιήσει ένα συνδυασµό ποσοτικών 
και ποιοτικών εργαλείων ανάλυσης. Σε πρώτη φάση προχωρήσαµε στην ποσοτική 
ανάλυση των δεδοµένων µας ώστε να αποτυπώσουµε µε έναν ολιστικό τρόπο τις 
αντιλήψεις και τη συλλογιστική των εκπαιδευτικών που συµµετείχαν στην έρευνα. Η 
µεθοδολογία που ακολουθήσαµε για τις ταξινοµήσεις των δηλώσεων των εκπαιδευτικών 
έγινε µε βάση τις τεχνικές της Θεµελιωµένης Θεωρίας (grounded theory) που 
περιλαµβάνει επαναλαµβανόµενους κύκλους ανάγνωσης, κωδικοποίηση, 
ανακωδικοποίηση και οµαδοποίηση και την εκ νέου οµαδοποίηση των στοιχείων που 
οδηγούν στην ταυτοποίηση των κατηγοριών των απαντήσεων για κάθε κριτήριο (Corbin 
& Strauss, 2008). 
Συγκεκριµένα, στην έρευνά µας σε πρώτη φάση έγινε αναλυτική ανάγνωση των γραπτών 
δοκιµίων των εκπαιδευτικών επικεντρώνοντας στο ζήτηµα που επιδιώκουµε να 
αναλύσουµε. Στη συνέχεια διαφαίνονταν αδρά κάποιες κατηγορίες και διαµορφώθηκε µια 
αρχική ταξινόµηση των σχετικών αντιλήψεων των εκπαιδευτικών στις κατηγορίες αυτές. 
Στην προσπάθεια αυτή οι κατηγορίες κωδικοποιούνταν καταγράφοντας τα βασικά 
χαρακτηριστικά της κάθε µιας απ’ αυτές. Μετά την σχετική αποσαφήνιση των 
κατηγοριών γινόταν έλεγχος για το περιεχόµενο της κάθε κατηγορίας. Επίσης, 
καταγράφονται χαρακτηριστικά παραδείγµατα για την κάθε κατηγορία τα οποία 
παρουσιάζονται στην ανάλυση προκειµένου να αποσαφηνιστεί το περιεχόµενο των 
επιµέρους κατηγοριών. Οι ποσοτικοί πίνακες που προέκυπταν από τη διαδικασία αυτή, οι 
επιµέρους κωδικοί και τα κριτήρια καθώς και το περιεχόµενο των επιµέρους κατηγοριών 
συζητούνταν εκτενώς και µετασχηµατίζονταν, από µια οµάδα τριών ερευνητών, µέχρι να 
συµφωνηθεί ένα αποδεκτό αποτέλεσµα. Την ποσοτική ανάλυση των δεδοµένων µας  
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συνοδεύει σε κάθε περίπτωση η ανάλυση αντίστοιχων παραδειγµάτων της κάθε 
κατηγορίας προσφέροντας ποιοτικά χαρακτηριστικά στην ανάλυση ενισχύοντας την 
αξιοπιστία των αποτελεσµάτων. Με βάση τον προαναφερόµενο συνδυασµό ποσοτικών 
και ποιοτικών µεθόδων ανάλυσης µελετήθηκαν κυρίως οι αντιλήψεις των εκπαιδευτικών 
για το ζήτηµα µέσα από την διαδικασία αναγνώρισης των παρανοήσεων των µαθητών 
του σεναρίου αλλά και µε βάση τις διδακτικές τους προτάσεις στους µαθητές.  

Το δεύτερο µέρος της ανάλυσης γίνεται αποκλειστικά µε ποιοτικές µεθόδους 
προκειµένου να µελετηθεί η διδακτική συλλογιστική των εκπαιδευτικών και οι πηγές της 
τόσο κατά την ερµηνεία των δηλώσεων των µαθητών του σεναρίου όσο και κατά τη 
διδακτική τους προσέγγιση. Η ανάλυση των δηλώσεων των εκπαιδευτικών στο δεύτερο 
µέρος γίνεται σε σύνδεση µε τα επιστηµολογικά θέµατα που ανακύπτουν και την 
αντίστοιχη ιστορική εξέλιξη των εννοιών που διαπραγµατεύονται οι εκπαιδευτικοί, τη 
φιλοσοφική συζήτηση που έχει αναπτυχθεί σε σχέση µε τις συγκεκριµένες έννοιες, τα 
ζητήµατα σηµειωτικής που προκύπτουν από την ερµηνεία και χρησιµοποίηση των 
εµφανιζόµενων συµβόλων και φυσικά από την πλευρά της µαθηµατικής εκπαίδευσης. Η 
θεώρηση αυτή έχει έναν διεπιστηµονικό χαρακτήρα ο οποίος θεωρούµε ότι µπορεί να 
προσφέρει ιδιαίτερα για ζητήµατα διδασκαλίας της Ανάλυσης όπως αυτά που 
διαπραγµατευόµαστε στην έρευνά µας.  

3.4.1 Μεθοδολογία ανάλυσης των αντιλήψεων των εκπαιδευτικών για τις 
παρανοήσεις των µαθητών σχετικά µε την παράσταση 0,3999... 

Σύµφωνα µε τους Ball et. al. (2008, σ. 401) για την αναγνώριση των παρανοήσεων των 
µαθητών είναι δυνατόν να χρησιµοποιηθούν διαφορετικοί τύποι µαθηµατικής γνώσης για 
τη διδασκαλία. Συγκεκριµένα αναφέρουν: 

Με άλλα λόγια, η αναγνώριση µιας λανθασµένης απάντησης είναι κοινή γνώση 
περιεχοµένου (CCK), ενώ η ταξινόµηση της φύσης ενός λάθους, ιδιαίτερα ενός 
ασυνήθιστου λάθους, συνήθως απαιτεί ευελιξία στη σκέψη για το νόηµα µε τρόπους 
την εξειδικευµένη γνώση περιεχοµένου (SCK). Αντίθετα, η εξοικείωση µε τα κοινά 
λάθη και η απόφαση για το ποια από τα κοινά λάθη είναι πιο πιθανό  να κάνουν οι 
µαθητές αποτελούν παραδείγµατα της γνώσης του περιεχοµένου και των µαθητών 
(KCS).  

Έτσι, σύµφωνα µε το πλαίσιο της Ball και των συνεργατών της, θα µπορούσαµε να 
χαρακτηρίσουµε ως κοινή µαθηµατική γνώση ότι η αναπαράσταση 0,3999… εκφράζει 
έναν περιοδικό δεκαδικό αριθµό, ότι κάθε αριθµός αποτελεί µια σταθερή ποσότητα και 
ότι δεν υπάρχει ο αµέσως προηγούµενος ρητός αριθµός ενός αριθµού. Οι γνώσεις αυτές 
είναι τυπικά αρκετές για την αναγνώριση των παρανοήσεων των µαθητών του σεναρίου. 
Σε ποιο βαθµό, ωστόσο, αυτές οι γνώσεις παραµένουν επαρκείς, δηλαδή αρκεί η κοινή 
γνώση του περιεχοµένου, όταν το πλαίσιο διαπραγµάτευσή της γίνεται σύνθετο, όπως 
στην περίπτωση του σεναρίου της έρευνάς µας; Στην περίπτωση αυτή διερευνούµε τις 
αντιλήψεις των εκπαιδευτικών όταν καλούνται να αντιµετωπίσουν ένα ευρύ και ενίοτε 
πολύπλοκο φάσµα µαθηµατικών ιδεών και συνδέσεων που αποτυπώνονται στις 
παρανοήσεις των µαθητών, οδηγώντας τους συχνά σε κρίσιµα µαθηµατικά και 
επιστηµολογικά ζητήµατα της µαθηµατικής γνώσης, θέτοντας προκλήσεις ακόµα και για 
προσωπικό τους µαθηµατικό οικοδόµηµα.  
Επαρκούν αυτές οι γνώσεις για να µπορέσει ένας εκπαιδευτικός να αναγνωρίσει τις 
σχετικές παρανοήσεις των µαθητών ή ορισµένες απαιτούν πιο εξειδικευµένο και στέρεο 
θεωρητικό υπόβαθρο, το οποίο δεν είναι απαραίτητο σε όσους χρησιµοποιούν τη 
µαθηµατική γνώση εκτός διδακτικού πλαισίου; Με άλλα λόγια, υποθέτουµε ότι η κοινή 
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γνώση του περιεχοµένου δεν είναι αρκετή και απαιτείται όχι µόνο εξειδικευµένη γνώση 
του, αλλά και γνώση του ορίζοντα του περιεχοµένου, η οποία θα καταστήσει δυνατή την 
αναγνώριση των παρανοήσεων των µαθητών και τα αίτια αυτών, καθώς και την 
αποτελεσµατική τους διδακτική διαχείριση. Ο ανωτέρω προβληµατισµός είναι κεντρικός 
στην ερευνητική ατζέντα αυτού του µέρους της εργασίας. 

Όµως κατά την ανάλυση των δεδοµένων µας πρoέκυψε ότι στο συγκεκριµένο πλαίσιο για 
την αναγνώριση µιας παρανόησης οι εκπαιδευτικοί ακολουθούν συχνά ασαφείς ή 
λανθασµένες µαθηµατικά διαδροµές. Συγκεκριµένα, εµφανίζονται περιπτώσεις όπου η 
γνώµη κάποιου µαθητή του σεναρίου χαρακτηρίζεται λανθασµένη και η αιτιολόγηση που 
παρέχεται είναι επίσης λανθασµένη. Σε κάποιες περιπτώσεις οι εκπαιδευτικοί 
αναγνωρίζουν την απάντηση ενός µαθητή ως λανθασµένη επειδή οι ίδιοι εµφανίζονται να 
συµφωνούν µε την γνώµη κάποιου άλλου µαθητή του σεναρίου.  
Η συγκρότηση του περιεχοµένου των κατηγοριών έγινε µαζί µε την προσπάθεια 
ταξινόµησης των απαντήσεων σε κατηγορίες και όχι εκ των προτέρων. Δηλαδή, σε πρώτη 
φάση εξεταζόταν αν σε κάθε δοκίµιο αναγνωρίζεται παρανόηση στη γνώµη του κάθε 
µαθητή του σεναρίου και ποια ήταν αυτή. Το βάρος δινόταν στη δεύτερη φάση όπου 
µελετούσαµε την αιτιολόγηση µε βάση την οποία αναγνωριζόταν η συγκεκριµένη 
παρανόηση. Με αυτή την διαδικασία προέκυψαν για τη δήλωση του κάθε µαθητή: (α) 
αναγνώριση παρανόησης µε ορθή προσέγγιση, (β) αναγνώριση παρανόησης µε 
λανθασµένη προσέγγιση, (γ) αναγνώριση παρανόησης µε ασαφή προσέγγιση, (δ) απουσία 
θέσης σχετικά µε την παρανόηση, (ε) δήλωση συµφωνίας µε τον µαθητή και (στ) ασάφεια 
σχετικά µε την αναγνώριση παρανόησης.  
Επισηµαίνουµε ότι στην περίπτωση (α) συµπεριλήφθηκαν εκείνες οι δηλώσεις των 
εκπαιδευτικών που αναγνώρισαν µε ορθή µαθηµατικά τεκµηρίωση την παρανόηση του 
αντίστοιχου µαθητή και από το υπόλοιπο δοκίµιο δεν προκύπτουν αντιφάσεις σχετικά µε 
αυτή την τεκµηρίωση. Όµως όπως θα δούµε στην Ανάλυση, εµφανίζεται το φαινόµενο 
κάποιοι εκπαιδευτικοί να αναγνωρίζουν σωστά την παρανόηση κάποιων µαθητών αλλά 
όχι όλων. 

3.4.2 Μεθοδολογία ανάλυσης των αντιλήψεων των εκπαιδευτικών για την 
παράσταση 0,3999...  

Γνωρίζοντας από τη βιβλιογραφία ότι αναπαραστάσεις όπως η «0,3999...» δεν 
θεωρούνται από µαθητές και φοιτητές απαραίτητα ως ένας αριθµός θέλαµε να 
µελετήσουµε αν τέτοιες αντιλήψεις υπάρχουν και σε εκπαιδευτικούς µαθηµατικών 
δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης. Συγκεκριµένα, διερευνήσαµε το νόηµα που συνδέεται µε 
αυτή την αναπαράσταση σε εν ενεργεία καθηγητές δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης. 

Οι γραπτές απαντήσεις στις ερωτήσεις του σεναρίου κατηγοριοποιήθηκαν ανάλογα µε το 
αν οι αντιλήψεις των εκπαιδευτικών για την αναπαράσταση «0,3999...» φαινόταν ότι 
παριστάνει µια διεργασία, µια έννοια ή ένα αµάλγαµα των δύο. Σε αρκετές περιπτώσεις 
όµως δεν υπήρχε σαφήνεια για τις αντιλήψεις των εκπαιδευτικών καθώς εµφανίζονταν  
αντιφάσεις ή αµφισηµίες. 
Συγκεκριµένα θεωρήσαµε διεργασιακές τις προσεγγίσεις που ήταν σε συµφωνία µε τους 
µαθητές Α, Β ή Δ. Κάποιοι, αποδίδουν στην αναπαράσταση 0,3999... χαρακτηριστικές 
ιδιότητες της ακολουθίας όπως ότι «τείνει σ' έναν αριθµό» (σε συµφωνία µε το µαθητή 
Β), ενώ άλλοι ισχυρίζονται ότι το 0,3999... εκφράζει κάποια µεταβλητή που συνεχώς 
αυξάνεται (σε συµφωνία µε το µαθητή Δ). 

Σε αρκετές περιπτώσεις οι διεργασιακές αντιλήψεις για το 0,3999... συνυπήρχαν µε 
αντιλήψεις που το θεωρούσαν αριθµό. Όµως στις περιπτώσεις αυτές η έννοια του 
αριθµού αλλοιώνεται και έχει συχνά χαρακτηριστικά µεταβλητής. Επίσης, δεν 
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διαφαινόταν από το δοκίµιο ότι υπήρχε γνώση της σχέσης µεταξύ του 0,3999... και του 
0,4.  

Η επόµενη κατηγορία που διακρίναµε ήταν απαντήσεις εκπαιδευτικών που έδειχναν ότι 
υπήρχε γνώση της ισότητας 0,3999... = 0,4 και αρκετές φορές παρουσιάζονταν και 
κάποιες αποδείξεις για την ισότητα αυτή αλλά το κείµενο δεν ήταν απαλλαγµένο από 
λάθη. 

Στην τελευταία κατηγορία εντάχθηκαν οι περιπτώσεις όπου ήταν γνωστή η ισότητα 
0,3999... = 0,4 χωρίς να συνοδεύεται από παλινωδίες ή σφάλµατα. Θεωρήσαµε ότι για 
την κατηγορία αυτή η αναπαράσταση 0,3999... γίνεται αντιληπτή ως διεργασιοέννοια 
(prοcept).  

Η συγκρότηση των κατηγοριών εξελισσόταν µαζί µε την ταξινόµηση των απαντήσεων 
και όχι εκ των προτέρων. Από τη µια είχαµε λάβει υπόψη τις γενικές θεωρητικές 
περιγραφές για τη διεργασία, την έννοια και τη διεργασιοέννοια (prοcept) όπως 
αναπτύχθηκαν από τους Gray και Tall και αναφέραµε στο θεωρητικό πλαίσιο της µελέτης 
µας. Όπως, έχουµε ήδη εξηγήσει η πορεία δεν ήταν πάντα σαφής και η εξέλιξη δεν ήταν 
γραµµική. Έτσι, οι κατηγορίες διαµορφώνονταν και µε βάση τις απαντήσεις που 
οµογενοποιούσαν συγκεκριµένα χαρακτηριστικά προσαρµοσµένα στα ζητήµατα της 
έρευνάς µας. Μετά από µια αρχική ταξινόµηση αρκετές περιπτώσεις συζητούνταν από 
τρείς ερευνητές και ταξινοµούνταν ανάλογα. Η συζήτηση αυτή διαµόρφωνε και το 
οριστικό περιεχόµενο των ίδιων των κατηγοριών.  

3.4.3 Μεθοδολογία συνδυαστικής ανάλυσης αντιλήψεων και διδακτικών 
προσεγγίσεων των εκπαιδευτικών 

Στο Zoitsakos, Zachariades & Saconidis (2013) εξετάσαµε τις αντιλήψεις των καθηγητών 
για την αναπαράσταση «0,3999...» µέσω των γραπτών τους απαντήσεων στις 
παρανοήσεις των υποθετικών µαθητών του σεναρίου. Βασιζόµενοι στην προαναφερόµενη 
εργασία επιδιώκουµε στην παρούσα ενότητα, µια συνδυαστική ανάλυση των διδακτικών 
προτάσεων των εκπαιδευτικών και των αντιλήψεών τους. 
Για το σκοπό αυτό, αναλύουµε τις διδακτικές τους προτάσεις σχετικά µε δύο κριτήρια, τη 
µαθηµατική ορθότητα και το επίπεδο του φορµαλισµού που υιοθετούν, µε βάση τις 
τεχνικές της Θεµελιωµένης Θεωρίας (Corbin & Strauss, 2008). Για κάθε κριτήριο, 
εντοπίστηκαν τρεις τύποι διδακτικών προτάσεων, σχηµατίζοντας ένα φάσµα που 
εκτείνεται από την ασυµφωνία µέχρι την πλήρη συµφωνία µε το χαρακτηριστικό που 
υποδεικνύεται από το αντίστοιχο κριτήριο. 
Συγκεκριµένα, σε σχέση µε τη µαθηµατική ορθότητα, οι προτάσεις διδασκαλίας 
διακρίνονται σε: α) µαθηµατικά ορθές, β) µεικτές (συνδυασµός ορθών και λανθασµένων 
προσεγγίσεων ή ιδεών που θα µπορούσαν να θεωρηθούν σωστές ή λανθασµένες, λόγω 
αµφίσηµων διατυπώσεων) και γ) προβληµατικές (εµφανώς µαθηµατικά λανθασµένων 
προσεγγίσεων). Όσον αφορά το κριτήριο του φορµαλισµού, οι διδακτικές προτάσεις 
χαρακτηρίστηκαν ως α) φορµαλιστικές (κατά την έγκριση κυρίως αµιγώς τυπικών 
µαθηµατικών µεθόδων), β) συνδυαστικές (όταν χρησιµοποιούνται τόσο φορµαλιστικές 
όσο και διαισθητικές µέθοδοι, άµεσα ή έµµεσα) και γ) άτυπες (όταν καταφεύγουν κυρίως 
σε εµπειρικές, περιγραφικές και διαισθητικές προσεγγίσεις). 

3.4.4 Μεθοδολογία ανάλυσης της συλλογιστικής των εκπαιδευτικών 
Μελετώντας τα δεδοµένα µας αναδύονται οι βασικοί παράγοντες που συγκροτούν το 
περιεχόµενο και το υπόβαθρο της συλλογιστικής των εκπαιδευτικών. Δηλαδή εκείνα τα 
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πεδία γνώσης και σκέψης στα οποία βασίζονται οι προβληµατισµοί τους, ενεργοποιούν 
τις διδακτικές προσεγγίσεις τους ή κάνουν τις διδακτικές τους επιλογές. 
Η διαπραγµάτευση των ερωτήσεων του σεναρίου γίνεται εντός ενός ευρύτερου 
περιβάλλοντος προσέγγισης των εννοιών, όπως η διπλή φύση των µαθηµατικών 
αντικειµένων, ως διαδικασίες και ως έννοιες (Sfard, 1991; Gray & Tall, 1994) θέτοντας 
στους εκπαιδευτικούς ζητήµατα οντολογίας της έννοιας που διαπραγµατεύονται. Επίσης, 
αναπτύσσονται προσεγγίσεις σχετικά  µε τη διπλή φύση του απείρου, ως ενεργεία (actual) 
και δυνάµει (potential) (Dubinsky et al., 2005a), καθώς και τα απειροστά θέτοντας 
φιλοσοφικά ζητήµατα στη συλλογιστική των εκπαιδευτικών. Αναδεικνύονται σηµαντικές 
ιδέες και δοµές όπως η ιδιότητα της πυκνότητας στα βασικά υποσύνολα των 
πραγµατικών αριθµών. Επίσης,  αναπτύσσονται σηµαντικές µαθηµατικές πρακτικές όπως 
η τεκµηρίωση της ισοδυναµίας διαφορετικών αναπαραστάσεων φροντίζοντας για την 
ακρίβεια και την συνέπεια στη µαθηµατική γλώσσα και τους συµβολισµούς 
αναπτύσσοντας ζητήµατα σηµειωτικής στη συλλογιστική των εκπαιδευτικών.  
Κατά την ανάλυση τόσο των γραπτών δοκιµίων και των συνεντεύξεων των 
εκπαιδευτικών διακρίνουµε στη συλλογιστική τους: (α) Στοιχεία σηµειωτικής, όταν 
λέξεις, εκφράσεις ή σηµεία των συµβόλων φαίνεται να έχουν καθοριστικό ρόλο στις 
προσεγγίσεις των εκπαιδευτικών, (β) Στοιχεία οντολογίας, όταν οι εκπαιδευτικοί θέτουν 
θέµατα σχετικά µε τη φύση των εννοιών που διαπραγµατεύονται, (γ) Στοιχεία 
Επιστηµολογίας, όταν συναντάµε στο λόγο των εκπαιδευτικών θέµατα που επικοινωνούν 
µε την ιστορική εξέλιξη των εννοιών που διαπραγµατεύονται και (δ) Στοιχεία 
φιλοσοφίας, όπου οι εκπαιδευτικοί ενσωµατώνουν στοιχεία από τη φιλοσοφική ανάλυση 
των εννοιών στη διδακτική τους πρακτική. 
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4. ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ 

Τα αποτελέσµατα της έρευνας επιµερίζονται σε δύο µέρη. Στο πρώτο µέρος αναλύονται 
µε ποσοτικές και ποιοτικές µεθόδους οι αντιλήψεις των εκπαιδευτικών τόσο µέσα από τη 
διαδικασία αναγνώρισης και ερµηνείας των δηλώσεων των µαθητών του σεναρίου όσο 
και κατά τη διαδικασία ανατροφοδότησης προς τους µαθητές. Συγκεκριµένα έχουν 
αναλυθεί: (α) οι αντιλήψεις των εκπαιδευτικών για τις παρανοήσεις των µαθητών σχετικά 
µε την παράσταση 0,3999..., (β) οι αντιλήψεις των εκπαιδευτικών για την παράσταση 
0,399... οι οποίες στη συνέχεια ταξινοµήθηκαν και (γ) οι διδακτικές προσεγγίσεις των 
εκπαιδευτικών ως προς την ορθότητα και το φορµαλισµό σε συνδυασµό µε τις αντιλήψεις 
τους όπως αυτές αποτυπώθηκαν στο φάσµα της προηγούµενης περίπτωσης (β). Οι τρείς 
αυτές αναλύσεις γίνονται µε βάση τις απαντήσεις των εκπαιδευτικών στα γραπτά τους 
δοκίµια. Σε κάθε περίπτωση παρουσιάζεται ένας πίνακας ποσοτικών αποτελεσµάτων, ο 
οποίος προσφέρει µια γενική εικόνα των αποτελεσµάτων και στη συνέχεια οι επιµέρους 
κατηγορίες του πίνακα τεκµηριώνονται µε αντίστοιχα επιλεγµένα αποσπάσµατα από τις 
απαντήσεις των εκπαιδευτικών τα οποία συνοδεύονται από σχόλια και ερµηνείες που 
αιτιολογούν την ένταξη στην εκάστοτε κατηγορία, προσφέροντας µια µικροσκοπική 
προσέγγιση για την κάθε περίπτωση. 

Στο δεύτερο µέρος γίνεται ανάλυση του περιεχοµένου και της συλλογιστικής των 
εκπαιδευτικών, τόσο από τα γραπτά τους δοκίµια όσο και από τις συνεντεύξεις. Κατά την 
ανάλυση έχουν προκύψει: (α) Στοιχεία µε σηµειωτικό υπόβαθρο, όπου αναδεικνύεται ο 
ρόλος των συµβόλων στη διδακτική πρακτική των εκπαιδευτικών, (β) Στοιχεία µε 
οντολογικό υπόβαθρο, όπου αναλύονται θέµατα σχετικά µε τη φύση των εννοιών που 
προκύπτουν στη διδακτική διαπραγµάτευση (γ) Στοιχεία µε επιστηµολογικό υπόβαθρο, 
όπου µελετάται ο ρόλος της ιστορικής εξέλιξης των εννοιών στο λόγο και στη διδακτική 
προσέγγιση των εκπαιδευτικών και (δ) Στοιχεία µε φιλοσοφικό υπόβαθρο, όπου 
επισηµαίνονται και αναλύονται συνδέσεις των προσεγγίσεων των εκπαιδευτικών µε το 
αντίστοιχο φιλοσοφικό τους υπόβαθρο. Στο τέλος έχουν διερευνηθεί δυο ζητήµατα που 
προέκυψαν κατά την ανάλυση της ανατροφοδότησης προς τους µαθητές τόσο µε βάση τα 
γραπτά δοκίµια των εκπαιδευτικών όσο και από τις συνεντεύξεις που είχαµε µε κάποιους 
από αυτούς. Το ένα ζήτηµα σχετίζεται µε την πειστικότητα που θεωρούν οι εκπαιδευτικοί 
ότι έχουν οι αποδείξεις για τους µαθητές. Το άλλο ζήτηµα είναι σχετικό µε την 
αλληλεπίδραση των εκπαιδευτικών µε τους µαθητές όταν αναπτύσσουν τις διδακτικές 
τους προσεγγίσεις. 

4.1  Οι αντιλήψεις των εκπαιδευτικών για τους περιοδικούς δεκαδικούς µε 
περίοδο 9  

4.1.1 Οι αντιλήψεις των εκπαιδευτικών για τις παρανοήσεις των µαθητών σχετικά 
µε την παράσταση 0,3999...  

Στον πίνακα 4.1.1.Α φαίνονται οι κατηγορίες που προέκυψαν σχετικά µε τις αντιλήψεις 
των εκπαιδευτικών για τους περιοδικούς µε περίοδο 9 οι οποίες ανιχνεύθηκαν µέσα από 
την αναγνώριση των παρανοήσεων των µαθητών, κατά την ανάλυση των γραπτών 
δοκιµίων των εκπαιδευτικών. Στη συνέχεια αναλύουµε ξεχωριστά το περιεχόµενο της 
κάθε στήλης. 
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Πίνακας 4.1.1.Α: Κατηγορίες απαντήσεων µε βάση την αναγνώριση της παρανόησης 

 Αναγνώριση 
παρανόησης  

µε ορθή 
προσέγγιση 

Αναγνώριση 
παρανόησης 

µε 
λανθασµένη 
προσέγγιση 

Αναγνώριση 
παρανόησης 

µε ασαφή 
προσέγγιση 

Απουσία 
θέσης 

σχετικά µε 
την 

παρανόηση 

Δήλωση 
συµφω-
νίας µε τον 

µαθητή 

Ασάφεια 
σχετικά µε 
την 

αναγνώριση 
παρανόησης 

Μαθ. 
Α 19 13 15 29 14 16 

Μαθ. 
Β 21 18 9 27 14 17 

Μαθ. 
Γ 25 17 25 18 3 18 

Μαθ. 
Δ 27 8 20 20 18 13 

 
Στην πρώτη στήλη του Πίνακα 4.1.1.Α εµφανίζεται ο αριθµός των δηλώσεων των 
εκπαιδευτικών που αναγνώρισαν µε ορθή µαθηµατικά τεκµηρίωση την παρανόηση του 
αντίστοιχου µαθητή και από το υπόλοιπο δοκίµιο δεν προκύπτουν αντιφάσεις σχετικά µε 
αυτή την τεκµηρίωση. Όµως εµφανίζεται το φαινόµενο κάποιοι εκπαιδευτικοί να 
αναγνωρίζουν σωστά την παρανόηση κάποιων µαθητών αλλά όχι όλων. Έτσι, ενώ το 
άθροισµα των αριθµών που βρίσκονται στις γραµµές του πίνακα 4.1.1.Α  είναι 106, 
δηλαδή ίσο µε το πλήθος των εκπαιδευτικών που συµµετείχαν στην έρευνα, το άθροισµα 
των αριθµών που βρίσκονται στις στήλες του πίνακα είναι διαφορερικό για την κάθε 
στήλη.  

Για παράδειγµα, η δήλωση του καθηγητή Κ39, όπως προκύπτει από το παρακάτω 
απόσπασµα, είναι ασαφής σχετικά µε την αναγνώριση παρανόησης στον µαθητή Α, όµως, 
αναγνωρίζει µε σωστή προσέγγιση τις παρανοήσεις στους υπόλοιπους µαθητές και 
συνεπώς εντάσσεται στην πρώτη στήλη για τους µαθητές B, Γ, Δ και στην έκτη στήλη για 
τον µαθητή Α.   

Ο µαθητής Α βάζει στην απάντησή του την έννοια της συνάρτησης και του ορίου. 
Όµως δεν είναι σίγουρο ότι αν όταν του ζητηθεί µπορεί να δείξει γιατί τείνει στο 0,4. 
[…] Ο µαθητής Β δεν έχει κατανοήσει ότι ένας αριθµός είναι κάτι σταθερό και δεν 
µπορεί να τείνει κάπου αλλού. […Ο µαθητής Γ] µπερδεύει ότι υπάρχει επόµενος και 
προηγούµενος όπως στους φυσικούς. […Ο µαθητής Δ] κάνει ένα µεγάλο λάθος αφού 
αναφέρει ότι ο αριθµός συνεχώς αυξάνεται για να πει τελικά ότι δεν είναι ίσος µε 0,4.  

Όµως η αναγνώριση της παρανόησης ενός µαθητή του σεναρίου από κάποιον 
εκπαιδευτικό δεν σηµαίνει ότι αυτή στηρίζεται σε µια ορθή προσέγγισή της. Υπάρχουν 
εκπαιδευτικοί που θεωρούν ως παρανόηση την απάντηση ενός µαθητή επειδή οι ίδιοι 
συµφωνούν µε την λανθασµένη απάντηση κάποιου άλλου µαθητή. Για παράδειγµα, η 
εκπαιδευτικός Κ21 αναγνωρίζει παρανόηση στον µαθητή Γ επειδή η ίδια εκφράζει µια 
αντίληψη παρόµοια µε αυτή του µαθητή Β. Χαρακτηριστικά αναφέρει:  
Για το µαθητή Γ οι παρανοήσεις είναι αρκετές. […] ο αριθµός αυτός συνεχώς 
πλησιάζει το 0,4, δεν είναι απλά ο προηγούµενός του. Είναι ένας περιοδικός αριθµός 
που συνεχώς θα πλησιάζει το 0,4.   

Πρέπει να σηµειώσουµε εδώ ότι το «πλησιάζει» που αναφέρει η Κ21 και το «τείνει» που 
αναφέρεται στην απάντηση του µαθητή Β δεν είναι ισοδύναµα. Για παράδειγµα, οι όροι 
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της ακολουθίας 0,38, 0,388, 0,3888, ... «πλησιάζουν» συνεχώς τον αριθµό 0,4 αλλά η 

συγκεκριµένη ακολουθία δεν έχει όριο το 0,4 αλλά τον αριθµό . 

Το πλήθος τέτοιων τοποθετήσεων εκπαιδευτικών για τον αντίστοιχο µαθητή φαίνεται στη 
δεύτερη στήλη του πίνακα 4.1.1.Α. 
Στην τρίτη στήλη είναι οι τοποθετήσεις που αναγνωρίζουν την ύπαρξη παρανόησης σε 
κάποιον µαθητή αλλά η προσέγγισή τους είναι ασαφής. Για παράδειγµα, ο καθηγητής 
Κ92 αναφέρει:  

Ο µαθητής Α έκανε το λάθος ότι ο αριθµός 0,3999... µπορεί να µεγαλώνει διαρκώς µε 
τον ίδιο τρόπο αλλά ποτέ να µην γίνει ο αριθµός 0,4, διότι ο αριθµός αλλάζει ελάχιστα, 
απλά τα δεκαδικά του ψηφία αυξάνονται. 

Στην τέταρτη στήλη εντάσσoνται οι περιπτώσεις στις οποίες οι εκπαιδευτικοί δεν 
τοποθετούνται σχετικά µε το αν ο αντίστοιχος µαθητής του σεναρίου έχει κάποια 
παρανόηση στη δήλωση του. Στην πέµπτη στήλη βρίσκονται οι τοποθετήσεις των 
εκπαιδευτικών που δηλώνουν ότι συµφωνούν µε τη γνώµη του αντίστοιχου µαθητή. Ένα 
παράδειγµα, είναι η δήλωση της καθηγήτριας Κ21 που αναφέραµε προηγουµένως.  

Στην έκτη στήλη εντάσσονται οι τοποθετήσεις εκείνες από τις οποίες δεν είναι σαφές αν 
αναγνωρίζεται κάποια παρανόηση στον εκάστοτε µαθητή. Για παράδειγµα, ο καθηγητής 
Κ16, ο οποίος παραθέτει µια απόδειξη της ισότητας 0,3999… = 0,4, αναφέρει: «Οι 
µαθητές Α και Β προφανώς έχουν διδαχθεί την έννοια του ορίου, (όπως και οι άλλοι δυο 
µαθητές) και το έχουν εκλάβει µε ένα τρόπο διαισθητικό». 
Σχετικά µε τις προσεγγίσεις των εκπαιδευτικών κατά την αναγνώριση των παρανοήσεων 
των µαθητών παρατηρούµε ότι, προέκυψαν αρκετές περιπτώσεις που η αναγνώριση της 
παρανόησης ενός µαθητή δεν προκύπτει από την ακριβή και συγκροτηµένη αντίληψη του 
εκπαιδευτικού για το θέµα. Σε κάποιες περιπτώσεις αναγνωρίζονται παρανοήσεις για 
κάποιους από τους µαθητές του σεναρίου αλλά όχι για όλους. Σε άλλες περιπτώσεις οι 
προσεγγίσεις των εκπαιδευτικών διολισθαίνουν προς τις αντιλήψεις των µαθητών του 
σεναρίου ή εµφανίζονται αντιφατικά στοιχεία στο συλλογισµό τους. Συχνά οι 
εκπαιδευτικοί προσφεύγουν σε άτυπα, διαισθητικά ή ανακριβή επιχειρήµατα 
αδυνατώντας να τεκµηριώσουν µε σαφήνεια την παρανόηση ενός µαθητή.  

Όπως φαίνεται στον πίνακα 4.1.1.Α, δυσκολότερα αναγνωρίζονται µε σωστή τεκµηρίωση 
οι παρανοήσεις των µαθητών Α και Β (περίπου 20%) από ότι οι παρανοήσεις των 
µαθητών Γ και Δ (περίπου 25%). Μια ερµηνεία που µπορεί να δοθεί στη διαπίστωση 
αυτή είναι ότι για τους περισσότερους εκπαιδευτικούς δεν είναι σαφές αν η 
αναπαράσταση 0,3999... είναι µεταβλητή ποσότητα ή σταθερός αριθµός. Αυτή η 
διαπίστωση είναι σε συµφωνία µε τη βιβλιογραφία σχετικά µε την προσέγγιση των 
απειροψήφιων δεκαδικών αναπαραστάσεων από µαθητές και φοιτητές, αλλά θα λέγαµε 
ότι δεν είναι αναµενόµενο για τους εκπαιδευτικούς, οι οποίοι µάλιστα στην Ελλάδα έχουν 
ολοκληρώσει τις τετραετείς πανεπιστηµιακές σπουδές τους στα µαθηµατικά. Για την 
εγκυροποίηση αυτής της ερµηνείας, οδηγηθήκαµε σην ανάγκη για διεξοδικότερη µελέτη 
των αντιλήψεων των εκπαιδευτικών για το θέµα µε βάση το σύνολο του γραπτού τους 
δοκιµίου, η οποία αναπτύσσεται στην επόµενη ενότητα.  

4.1.2 Οι αντιλήψεις των εκπαιδευτικών για την παράσταση 0,3999...  
Από την ανάλυση των απαντήσεων µε βάση τα κριτήρια που αναπτύχθηκαν στην 
αντίστοιχη ενότητα της Μεθοδολογίας προέκυψαν τέσσερις κατηγορίες (µε εξαίρεση των 
αναπάντητων ή ασαφών) οι οποίες παρουσιάζονται στον πίνακα 4.1.2.Α µαζί µε τις 
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περιγραφές και τα κριτήρια που χρησιµοποιήθηκαν για την καθεµιά καθώς επίσης και τις 
συχνότητές τους.     

Πίνακας 4.1.2.Α: Κατηγορίες απαντήσεων και αντίστοιχες συχνότητες 

Κατηγορίες N Περιγραφές και Κριτήρια 

Ανύπαρκτες ή ασαφείς 
απαντήσεις 10 

 

Διεργασία (Process) 
30 

Το 0,3999… κυρίως θεωρείται 
ως διεργασία (process)  

Διεργασία και Έννοια 
(Αριθµός) µε ένα 
τουλάχιστον λάθος 31 

Το 0,3999… θεωρείται ως 
διεργασία και το αποτέλεσµα 
της (αριθµός) χωρίς να το 
ταυτίζουν µε το 0,4 και κάπου 
εµφανίζεται κάποιο λάθος 

Διεργασία και Έννοια 
(Αριθµός) µε αµφιταλά-
ντευση ανάµεσα στα δυο 

12 
Αναφέρουν την ισότητα 
0,3999… = 0,4 αλλά υπάρχει 
και κάποιο λάθος 

Διεργασιοέννοια (Procept) 
23 

Συνειδητοποίηση της ορθής 
προσέγγισης για το 0,3999…  

Στη συνέχεια κάθε κατηγορία καταρχήν σχολιάζεται σε σχέση µε το περιεχόµενο  της και 
τη συχνότητα των απαντήσεων της και παρατίθενται κάποια χαρακτηριστικά 
παραδείγµατα για να επεξηγήσουν την κατηγορία. 
Σύµφωνα µε τον πίνακα 4.1.2.Α περίπου το 10% των καθηγητών δεν έδωσε καµία 
απάντηση ή έδωσε ασαφείς απαντήσεις. Για παράδειγµα ο καθηγητής Κ60 έγραψε:  

Ο στόχος του καθηγητή είναι η εισαγωγή της έννοιας του ορίου, αλλά επίσης και η 
έννοια της συνέχειας συνάρτησης [...]. Βεβαίως µπορεί να είναι και εισαγωγή στο όριο 
συνάρτησης όπου το x→ ± ∞  επειδή το 0,3999... έχει άπειρα 9 (Προτιµώ το 
τελευταίο παράδειγµα).  

Ένα αξιοσηµείωτο ποσοστό καθηγητών περίπου 28% θεωρεί ρητά ή υπονοούµενα την 
αναπαράσταση 0,3999... ως διεργασία.  
Η καθηγήτρια Κ23 στη γραπτή της απάντηση φαίνεται ότι αντιλαµβάνεται το 0,3999... ως 
µια διεργασία. Συγκεκριµένα έγραψε: «Αυτός ο αριθµός µπορεί συνεχώς να αυξάνεται 
αλλά δεν είναι αυτός ο λόγος για τον οποίο δεν γίνεται 0,4». Σύµφωνα µε τη δήλωσή της 
το 0,3999... παριστάνει έναν αυξανόµενο µεταβλητό αριθµό. Κατά τη διάρκεια της 
συνέντευξης µετά τη σχετική ερώτηση του ερευνητή εξήγησε ότι και το 0,333... εκφράζει 
µια διαδικασία και όχι έναν αριθµό. Για την ακρίβεια ανέφερε: 

Μπορεί να είπα ότι το 0,333... είναι 1/3 αλλά δεν θεωρώ ότι είναι ακριβώς ένας 
αριθµός. Λογικά µπορεί να το χρησιµοποιούµε αλλά στην πραγµατικότητα δεν είναι. 
Πιστεύω ότι λειτουργεί σαν ακολουθία, ένα όριο που πάει όλο και πιο κοντά.  

Άλλος ένας καθηγητής αυτής της κατηγορίας ο Κ83 εκφράζει παρόµοια άποψη στην 
απάντησή του. Συγκεκριµένα αναφέρει: 
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Θα έλεγα στους µαθητές µου ότι το 0,3999... είναι µια αναπαράσταση και όχι ένας 
αριθµός. Είναι µια ακολουθία αn για την οποία πρέπει να υπολογίσουν το όριο εφόσον 
το n→∞  (όπου 𝑛  𝜖  ℝ ο αριθµός των ψηφίων 9).  

Περίπου το ίδιο ποσοστό καθηγητών (29%) αντιµετωπίζει την αναπαράσταση 0,3999... 
όχι µόνο ως µια διεργασία αλλά και ως το αποτέλεσµα της  διεργασίας, χωρίς να θεωρούν 
την ισότητα 0,3999... = 0,4. Επίσης, κάποιοι απ’ αυτούς αναπτύσσουν µια δική τους 
µικρή θεωρία στην προσπάθειά τους να ερµηνεύσουν την παράσταση 0,3999... Για 
παράδειγµα, ο Κ92 εκφράζει την άποψη ότι ο 0,3999... είναι σταθερός αριθµός 
διαφορετικός του 0,4 αλλά την ίδια στιγµή θεωρεί ότι αλλάζει. Χαρακτηριστικά έγραψε:  

Ο µαθητής Β συνδέει τον αριθµό 0,3999... µε τον αριθµό 0,4 σαν την τελική τιµή του 
[...]. Ο αριθµός 0,3999... είναι µεταξύ του 0,4 και του 0,38. Μπορούµε να πούµε ότι 
αυτός ο αριθµός εκφράζει µια απόσταση που συνεχώς αλλάζει.  

Επίσης, ο καθηγητής Κ46 παρόλο που θεωρεί ότι το σύµβολο 0,3999... παριστάνει µια 
διεργασία και µια έννοια εισάγει τον όρο: «οριακή προσέγγιση ενός αριθµού». 
Συγκεκριµένα αναφέρει: 

Η έκφραση 0,3999... δεν παριστάνει µόνο έναν αριθµό [...] Πίσω από τον 0,3999... 
υπάρχει κρυµµένη η προσέγγιση των τιµών µιας συνάρτησης [...]. Ο µαθητής Γ δεν 
κατανοεί την έννοια της οριακής προσέγγισης ενός αριθµού. 

Ο συγκεκριµένος καθηγητής δεν περιλαµβάνει στο δοκίµιό του κάποια ένδειξη ότι 
γνωρίζει την ισότητα 0,3999... = 0,4. 

Μια αξιοσηµείωτη κατηγορία που αποτελείται από το 11% των απαντήσεων των 
εκπαιδευτικών µπορούν να συµβιβάσουν τη γνώση της ισότητας 0,3999...= 0,4 είτε µέσω 
της συµφωνίας τους µε έναν τουλάχιστον από τους µαθητές του σεναρίου είτε 
ισχυριζόµενοι ότι το 0,3999.... είναι ένας άρρητος αριθµός.  

Για παράδειγµα, ο Κ32 αναφέρει ότι 0,3999... είναι ίσο µε το 0,4 αλλά επίσης γράφει: «Η 
αναπαράσταση 0,3999... είναι µια άπειρη διαδικασία που τείνει στο 0,4. Δεν υπάρχει 
παρανόηση στην απάντηση του µαθητή Α».    
Ένας ακόµη καθηγητής αυτής της κατηγορίας ο Κ25 παρότι αναφέρει δυο αποδείξεις για 
την ισότητα 0,3999...= 0,4 στο σχόλιο του που ακολουθεί, δείχνει µια αµφίσηµη 
κατανόηση. Συγκεκριµένα αναφέρει: «Συνεπώς το 0,3999... είναι ένας αριθµός που τείνει 
στο 0,4 - αν δεν είναι το ίδιο το 0,4». 
Κάποιοι καθηγητές αυτής της κατηγορίας εισάγουν  κάποια δικά τους σύµβολα 
προκειµένου να ερµηνεύσουν τις δηλώσεις των µαθητών. Για παράδειγµα η καθηγήτρια 
Κ33 αναφέρει δυο σωστές αποδείξεις για την ισότητα 0,3999... = 0,4 αλλά επίσης γράφει:  

Το θετικό σηµείο του µαθητή Α είναι ότι αντιστοιχεί την παράσταση [0,3999...] µε µια 
συνεχή συνάρτηση και αυτό είναι σωστό [...] Συνεπώς lim0,3999... = 0,4.  

Μόνο το 22% των καθηγητών εµφανίζεται να κατανοεί ότι η αναπαράσταση 0,3999... 
είναι ίση µε το 0,4 χωρίς η τοποθετήσή τους να συνοδεύεται µε αντιφάσεις ή 
παρανοήσεις. Για παράδειγµα ο Κ49 αποδεικνύει την ισότητα 0,3999... = 0,4 και για τη 
δήλωση του µαθητή Γ αναφέρει: 

Ο µαθητής Γ  αναγνωρίζει το 0,3999... σαν έναν αριθµό αλλά έχει παρασυρθεί από τη 
διάταξη στο σύνολο των φυσικών αριθµών και θεωρεί ότι πρόκειται για έναν αριθµό 
ακριβώς πριν το 0,4.  
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Ενώ για τη δήλωση του µαθητή Δ αναφέρει: «το άθροισµα 0,3 + 0,09 + 0,009 +... είναι 
ένα άπειρο άθροισµα µε όρους µιας γεωµετρικής προόδου µε λόγο 1/10 το οποίο 
υπάρχει». Κάποιοι από τους καθηγητές αυτής της κατηγορίας όµως γράφουν ρητά την 
ισότητα 0,3999... = 0,4 χωρίς να δίνουν κάποια άλλη απόδειξη ή επεξήγηση.  

Συνοψίζοντας από την ανάλυση φαίνεται ότι το δείγµα των καθηγητών µας χωρίζεται σε 
τρεις οµάδες σχετικά µε τον τρόπο που έδωσαν νόηµα στην αναπαράσταση 0,3999... 
Σχεδόν 3 στους 10 το θεωρούν µόνο ως διεργασία, σχεδόν 4 στους 10 ισχυρίζονται ότι 
πρόκειται για ένα συνδυασµό διεργασίας και έννοιας (αριθµού) µε παρανοήσεις σε 
κάποια σηµεία ενώ σχεδόν 2 στους 10 θεωρούν σωστά ότι η δοθείσα παράσταση είναι 
ταυτόχρονα διεργασία και έννοια (procept). Στη συνέχεια µελετάµε τις διδακτικές 
προσεγγίσεις των εκπαιδευτικών σε συνδυασµό µε την ταξινόµηση των αντιλήψεών τους 
όπως προέκυψαν στην ενότητα αυτή.  

4.1.3 Συνδυαστική ανάλυση αντιλήψεων και διδακτικών προσεγγίσεων των 
εκπαιδευτικών 

Ο πίνακας 4.1.3.Α, παρουσιάζει τα αποτελέσµατα της συνδυαστικής ανάλυσης των 
διδακτικών προτάσεων των εκπαιδευτικών και των ίδιων των αντιλήψεών τους σχετικά 
µε την αναπαράσταση αυτή, µε βάση την ανάλυση που παρουσιάσαµε στην προηγούµενη 
ενότητα.  

Πίνακας 4.1.3.Α: Κατηγοριοποίηση των διδακτικών προτάσεων ως προς την ορθότητα  
και το φορµαλισµό 

  Διαδικα
-στικές 

 
 
 
 

30 

Διαδικασία 
& Έννοια µε 
τουλάχιστον 
µια από τις 
δυο 

λανθασµένη 
31 

Διαδικασία και 
Έννοια µε 

αµφιταλάντευ-
ση µεταξύ των 

δυο 
 

12 

Procept 
 
 
 
 

 
23 

Σύνολο 
 
 
 
 

 
96 

 
 

Ορθές 
23 

Φορµαλι-
στικές 

  4 12 16 

Συνδυα-
στικές   1 6 7 

Άτυπες       
 
 

Μεικτές 
24 

Φορµαλι-
στικές    1 1 

Συνδυα- 
στικές 2 6 4 3 15 

Άτυπες 3 4 1  8 
Προβληµα-
τικές 
28 

Φορµαλι-
στικές 

     

Συνδια-
στικές 1 2   3 

Άτυπες 12 13   25 
Άλλες 

11 
 7 4   11 

Απουσία 
προτάσεων 

10 

 
5 2 2 1 10 
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Κατά την ανάλυση των διδακτικών προτάσεων βρέθηκαν δέκα καθηγητές οι οποίοι δεν 
αναφέρουν καµία πρόταση διδασκαλίας, δηλαδή δεν απαντούν στο ερώτηµα (γ) του 
σεναρίου και στον πίνακα 4.1.3.Α, και βρίσκονται στην τελευταία γραµµή µε τίτλο 
«Απουσία προτάσεων». Επίσης, έντεκα απαντήσεις καθηγητών δεν κατέστη δυνατό να 
ταξινοµηθούν στις αναδυόµενες κατηγορίες και αποτυπώνονται στην προτελευταία 
γραµµή του πίνακα 4.1.3.Α,  µε τίτλο «Άλλες».  
Οι 75 διδακτικές προτάσεις που ταξινοµήθηκαν διακρίνονται ως προς την µαθηµατική 
ορθότητα σε (α) 23 µαθηµατικά ορθές, (β) 24 µεικτές (συνδυασµός ορθών και 
λανθασµένων προσεγγίσεων ή ιδεών που θα µπορούσαν να θεωρηθούν σωστές ή 
λανθασµένες, λόγω αµφίσηµων διατυπώσεων) και (γ) 28 προβληµατικές (εµφανώς 
µαθηµατικά λανθασµένων προσεγγίσεων). Παρατηρείται σχετική ισορροπία µεταξύ των 
τριών τύπων µαθηµατικής ορθότητας των διδακτικών προσεγγίσεων των εκπαιδευτικών. 
Ωστόσο, αυτό συµβαίνει σε µικρότερο βαθµό για τη διάκριση των διδακτικών προτάσεων 
των εκπαιδευτικών µε βάση το φορµαλισµό τους, όπου οι άτυπες φαίνεται να κυριαρχούν 
και οι τυπικές να εµφανίζονται σπανιότερα. Συγκεκριµένα οι διδακτικές προτάσεις των 
εκπαιδευτικών διακρίνονται σε σχέση µε το κριτήριο του φορµαλισµού σε (α)  17 
φορµαλιστικές (όταν υιοθετούνται αµιγώς τυπικές µαθηµατικές µέθοδοι), (β) 25 
συνδυαστικές (όταν χρησιµοποιούνται τόσο φορµαλιστικές όσο και διαισθητικές µέθοδοι, 
άµεσα ή έµµεσα) και (γ) 33 άτυπες (όταν κυριαρχούν οι εµπειρικές, περιγραφικές και 
διαισθητικές προσεγγίσεις). 
Είναι αξιοσηµείωτο ότι όσο οι αντιλήψεις των καθηγητών για την αναπαράσταση 
«0,3999 ...» εκτείνονται από «διαδικαστικές» σε «procept», οι διδακτικές τους προτάσεις 
µετατοπίζονται από µαθηµατικά προβληµατικές σε ορθές και από άτυπες σε 
φορµαλιστικές µαθηµατικές µεθόδους. Επιπλέον, στην προσπάθειά τους να µετατρέψουν 
τις µαθηµατικές γνώσεις τους σε διδακτικές πρακτικές, κάποιοι από τους καθηγητές µε 
πλήρη κατανόηση της αναπαράστασης «0,3999 ...» (δηλαδή µεταξύ των 23 
εκπαιδευτικών της κατηγορίας «procept») µετατοπίζονται σε εν µέρει µαθηµατικά 
σωστές διδακτικές προτάσεις (18 ορθές και 4 µικτές). Τέλος, η πλειονότητα των 23 
καθηγητών που διαµορφώνουν µαθηµατικά σωστές διδακτικές προτάσεις (16 
εκπαιδευτικοί) ακολουθούν φορµαλιστική προσέγγιση, ενώ οι υπόλοιποι 
συµπεριλαµβάνουν και άτυπες µεθόδους στις διδακτικές τους προσεγγίσεις. 

Στη συνέχεια, παρουσιάζονται µερικά χαρακτηριστικά αποσπάσµατα από τα δεδοµένα 
προκειµένου να τεκµηριωθεί κάθε κατηγορία απαντήσεων, να διευκρινιστούν τα 
ιδιαίτερα χαρακτηριστικά τους και να αναδειχθεί η πολυπλοκότητα των διδακτικών 
πρακτικών που προτείνονται από τους εκπαιδευτικούς του δείγµατος. 

Ο καθηγητής Κ37 (µε περιορισµένη διδακτική εµπειρία, υποψήφιος διδάκτωρ 
µαθηµατικών) είναι ένας από τους 23 καθηγητές που φαίνεται ότι έχει αντίληψη procept 
για την αναπαράσταση «0,3999 ...». Το απόσπασµα που ακολουθεί είναι η διδακτική του 
πρόταση και αποτελεί ένα τυπικό παράδειγµα µιας πρότασης που χαρακτηρίζεται ως 
µαθηµατικά ορθή και φορµαλιστική. 

Θα έλεγα (χρησιµοποιώντας την γνώση από τη Β΄ λυκείου της γεωµετρικής προόδου) 

ότι καθώς: 0,09+ 0,009+ ...+ 0,00...0
n+1

! "## $## 9 =
9
102

+ 9
103

+ ...+ 9
10n+2

= 9
102

1+ 1
10

+ ... 1
10n

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=
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= =  και  καθώς  έχουµε 

ότι: 0,39 = lim
n
0,3+ 0,09+ 0,009+ ...+ 0,00...0

n+1
! "## $## 9

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = 0,3+ 0,1= 0,4 . Δηλαδή ότι το 0,4 

είναι ο αριθµός 0,39  ο οποίος είναι το όριο του αθροίσµατος 
0,3+ 0,09+ 0,009+ ...+ 0,00...0

n+1
! "## $## 9  . (η υπογράµµιση από το πρωτότυπο) 

Σε µια τέτοια διδακτική πρόταση υπονοείται ότι οι µαθητές θα πειστούν από την 
απόδειξη της ισότητας 0,3999... = 0,4 και θα παραµερίσουν τους προβληµατισµούς τους 
σχετικά µε τη φύση της αναπαράστασης 0,3999...  
Ο καθηγητής K4 (µε δεκαετή διδακτική εµπειρία), του οποίου η απάντηση ταξινοµείται 
στην κατηγορία «procept» και η διδακτική του πρόταση ως µαθηµατικά ορθή µε 
συνδυασµό φορµαλιστικών και διαισθητικών προσεγγίσεων. Ο εκπαιδευτικός αρχίζει να 
παρουσιάζει (διστακτικά) µια (φορµαλιστική) απόδειξη της ισότητας 0,3999 ... = 0,4, 
θεωρώντας όµως ότι η προσέγγιση αυτή έχει περιορισµένη δύναµη πειθούς για τους 
µαθητές.  
Αρχικά ίσως να τους έδειχνα την [εξής] διαδικασία: x = 0,3999… [τότε] 10x = 
3,999…, [άρα] 10x – x = 3,999… - 0,3999… [ συνεπώς] 9x = 3,6 [άρα] x = 0,4 
[δηλαδή] 0,3999… = 0,4. Πράγµα που σίγουρα θα τους φαινόταν περίεργο. Συνήθως 
αντιδρούν. Θα έλεγαν ότι έχει γίνει λάθος. 

Στη συνέχεια ισχυρίζεται ότι «θα χρησιµοποιούσα τα θετικά σηµεία των απόψεων των 
µαθητών για να καταλάβουν τι συµβαίνει» και συγκεκριµένα αναφέρει:  

Ο µαθητής Β λέει ότι είναι αριθµός σε αντίθεση µε τους Α και Δ. Με την 
αλληλεπίδραση των απόψεων των µαθητών θα γίνει κατανοητό κι απ’ τους 
υπόλοιπους ότι 0,3999… είναι συµβολισµός για έναν αριθµό.  

Στο σηµείο αυτό αναδεικνύει το ζήτηµα της φύσης της αναπαράστασης 0,3999… 
(αριθµός-διαδικασία) που έχει τεθεί από τις τοποθετήσεις των µαθητών και προτείνει την 
ανάπτυξη µιας συζήτησης µεταξύ των µαθητών για το συγκεκριµένο ζήτηµα 
κατευθύνοντας τους κατάλληλα. Στη συνέχεια προσπαθεί να απαντήσει στις παρανοήσεις 
των µαθητών επαναδιατυπώνοντας αυτές, σε µια ποιο θεωρητική µορφή, 
χρησιµοποιώντας παράλληλα κατάλληλα διαισθητικά επιχειρήµατα. Για το λόγο αυτό η 
διδακτική του πρόταση έχει ταξινοµηθεί στις συνδυαστικές ως προς το φορµαλισµό. 
Συγκεκριµένα αναφέρει:  

Πρέπει να αντιµετωπίσουµε τις εξής παρανοήσεις: α) Ένα άθροισµα άπειρων όρων 
µπορεί να τείνει σε έναν αριθµό. Αυτό γίνεται µε παράδειγµα: Κόβοντας ένα χαρτί στο 
µισό και το µισό πάλι στο µισό κ.λπ. ...» Βέβαια η συγκεκριµένη πρόταση αναφέρεται 
µάλλον σε µια θεωρητική δυνατότητα παρά σε µια πραγµατική εφαρµογή.  β) Στους 
πραγµατικούς αριθµούς δεν υπάρχει η έννοια της διαδοχικότητας. Δεν είναι ο 0,4 ο 
επόµενος του 0,3999… Αυτό µπορεί να αντιµετωπιστεί ρωτώντας τους µαθητές ποιος 
είναι ο επόµενος του 0,4. Μπορεί να πουν ότι µετά από άπειρα µηδενικά βάζουµε το 1. 
Όµως εδώ υπάρχει η αντίφαση µετά από άπειρα… 

1

2

11
9 10

110 1
10

n+
⎛ ⎞− ⎜ ⎟⎝ ⎠⋅
−

11 11
10 10

n+⎛ ⎞⎛ ⎞⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
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⎛
⎝⎜

⎞
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n+1

= 1
10n+1

→ 0 n→ +∞



Μαθηµατική γνώση των εκπαιδευτικών για τη διδασκαλία των Ανώτερων Μαθηµατικών στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση 

 109 Σ. Ζωιτσάκος 

Στο τελευταίο µέρος της απάντησής του αφού επισηµαίνει ένα βασικό στοιχείο της 
παρανόησης των µαθητών, δίνει ένα περιγραφικό επιχείρηµα για την ισότητα 0,3999… = 
0,4. Συγκεκριµένα αναφέρει:  

γ) Τέλος πρέπει να καταλάβουν οι µαθητές ότι ο 0,3999… είναι το όριο της 
διαδικασίας που έχουν στο µυαλό τους (και όχι η ίδια η διαδικασία). Αφού έχουµε 
καταλήξει στο ότι δεν υπάρχει διαδοχικότητα στους πραγµατικούς και ότι δεν υπάρχει 
αριθµός µεταξύ του 0,3999… και του 0,4, άρα οι αριθµοί ταυτίζονται, εποµένως 
0,3999…= 0,4. Δηλαδή το όριο είναι ίσο µε 0,4. (οι υπογραµµίσεις δικές του)  

Η ανάλυση των απαντήσεων στις ερωτήσεις του σεναρίου από τον καθηγητή Κ6 (µε 12 
χρόνια διδακτική εµπειρία) έδειξε ότι ο ίδιος αντιλαµβάνεται την παράσταση «0,3999 ...» 
ως procept. Ωστόσο, η πρόταση διδασκαλίας του δεν περιλαµβάνει µόνο ορθά 
µαθηµατικά στοιχεία. Χρησιµοποιεί µια φορµαλιστική προσέγγιση, αλλά αδυνατεί να 
ολοκληρώσει µε εγκυρότητα το επιχείρηµα. Επίσης, όπως φαίνεται στο παρακάτω 
απόσπασµα µπερδεύει την ιδιότητα της πληρότητας µε την ιδιότητα της πυκνότητας.  
Θα χρησιµοποιούσα την εις άτοπον. Έστω ότι 0,3999… ≠ 0,4. Τότε από την 
πληρότητα του ℝ θα έπρεπε να βρίσκουµε αριθµό µεταξύ τους. Αν υπάρχει τέτοιος 
αριθµός τότε το πλήθος των ψηφίων του θα ήταν πεπερασµένο. Άτοπο.  

Η καθηγήτρια Κ33 (µε µικρή εκπαιδευτική εµπειρία και υψηλό βαθµό στο µάθηµα του 
απειροστικού λογισµού στο πανεπιστήµιο) συµβιβάζει τη γνώση της ισότητας 0,3999... = 
0,4 µε τη θεώρηση ότι η αναπαράσταση 0,3999... παριστάνει συνάρτηση που πλησιάζει 
το 0,4. Συγκεκριµένα αναφέρει: 

Θετικά στο µαθητή Α είναι η σκέψη του να αντιστοιχίσει την παράσταση µε µια 
συνάρτηση συνεχή είναι σωστή και ο καθηγητής µπορεί να την αξιοποιήσει καθώς από 
την πληρότητα του ℝ η συνάρτηση αυτή είναι συνεχής άρα . Στο 
µαθητή Β θετικό είναι ότι σκέφτηκε τουλάχιστον ότι πλησιάζει τον 0,4 [...] Οι µαθητές 
Α, Β δεν έχουν καταλάβει προφανώς ότι 0,3999... = 0,4 και όχι απλά ότι ‘τείνει’ στο 
0,4. 

Στις διδακτικές της προτάσεις η καθηγήτρια Κ33 αναφέρει: «Αν ήµουν καθηγήτρια, στην 
προκειµένη περίπτωση θα έκανα πρώτα µια αυστηρή µαθηµατική απόδειξη για να τους 
πείσω». Και στη συνέχεια παραθέτει δυο αποδείξεις της ισότητας 0,3999... = 0,4. Στη µια 
χρησιµοποιεί τον τύπο για το άθροισµα άπειρων όρων γεωµετρικής προόδου και στην 
άλλη προσαρµόζει στη συγκεκριµένη περίπτωση την ιδέα της µετατροπής του 
απειροψήφιου περιοδικού δεκαδικού αριθµού στο αντίστοιχο κλάσµα όπως εµφανίζεται 
στο διδακτικό εγχειρίδιο της Α΄ Γυµνασίου. Έτσι, η αντίληψη της εκπαιδευτικού Κ33 
αποτελεί ένα παράδειγµα της κατηγορίας «Διαδικασία και Έννοια µε αµφιταλάντευση 
µεταξύ των δυο» και οι διδακτικές της προσεγγίσεις θεωρούνται ορθές και  
φορµαλιστικές. 

Η αντίληψη του καθηγητή Κ13 (πάνω από 15 χρόνια διδακτική εµπειρία) ταξινοµήθηκε 
στην κατηγορία «Διαδικασία και Έννοια µε τουλάχιστον µια από τις δυο λάθος». Οι 
διδακτικές του προτάσεις που αναφέρονται στο απόσπασµα που ακολουθεί θεωρήθηκαν 
µεικτές ως προς την ορθότητα και άτυπες ως προς το φορµαλισµό:  

Μια πρόταση θα ήταν να παρουσιάσουµε στους µαθητές το παράδοξο του Ζήνωνα µε 
τον Αχιλλέα και τη χελώνα. [σχεδιάζει µια γραµµή µε τις ενδεικτικές θέσεις του 
Αχιλλέα και της χελώνας] Με τον τρόπο αυτό θα µπορούσαν να αντιληφθούν την 
διαδικασία της σύγκλισης και να αποδεχθούν ότι µια άπειρη διαδικασία µπορεί να 
οδηγήσει σε πεπερασµένο αποτέλεσµα, αφού η εµπειρία τους λέει ότι σίγουρα ο 
Αχιλλέας θα φθάσει τη χελώνα.  

lim0,3999... = 0,4
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Ουσιαστικά ο καθηγητής Κ13 επικαλείται ένα εµπειρικό-άτυπο επιχείρηµα (ο Αχιλλέας 
θα φθάσει σίγουρα τη χελώνα) για να τεκµηριώσει µια ορθή µαθηµατική ιδέα (ένα 
άθροισµα άπειρων όρων µπορεί να οδηγήσει σε πεπερασµένο αποτέλεσµα) το οποίο δεν 
αναφέρει µε σαφήνεια και για το λόγο αυτό έχουµε ταξινοµήσει την απάντησή του όπως 
προαναφέραµε. 
Η καθηγήτρια Κ38  µε βάση το δοκίµιό της έχει ενταχθεί στην κατηγορία «Διαδικασία 
και έννοια µε τουλάχιστον µια από τις δυο λανθασµένη» και οι διδακτικές της προτάσεις 
χαρακτηρίστηκαν «µεικτές» ως προς την ορθότητα και «άτυπες» ως προς το φορµαλισµό. 
Από το δοκίµιό της φαίνεται να θεωρεί αρχικά την παράσταση 0,3999... ως διαδικασία 
όταν αναφέρει: 

Ο µαθητής Α πιθανώς βλέπει την παράσταση 0,3999... σαν µια σειρά από βήµατα 
(άπειρα) ίσως σαν µια µέθοδο την οποία αν την συνεχίζαµε επ’ άπειρον θα 
καταλήγαµε κάποια στιγµή στο 0,4. [...] Θετικά στοιχεία για την απάντηση του Α είναι 
ότι ο µαθητής βλέπει την παράσταση 0,3999... ως µια διαδικασία.  

Όµως υπάρχουν και στοιχεία που δείχνουν ότι θεωρεί τη συγκεκριµένη παράσταση και 
αριθµό αλλά µε κάποια ιδιάζοντα χαρακτηριστικά. 

Ο µαθητής Β δείχνει ότι µπορεί να χρησιµοποιήσει τη λέξη ‘τείνει’ και έχει πιο καλή 
διαίσθηση [από τον Α]. [...] Ο µαθητής Β µάλλον αντιλαµβάνεται την έννοια του 
‘τείνει’. 

Φαίνεται όµως ότι συµφωνεί περισσότερο µε τον µαθητή Δ που θεωρεί ότι η 
αναπαράσταση 0,3999... δεν εκφράζει κάποιον αριθµό. 

Ο µαθητής Δ έδωσε την πιο σωστή απάντηση και αντιµετώπισε την παράσταση 
0,3999... όχι ως ένα συγκεκριµένο αριθµό. [...] Για τον Δ δεν νοµίζω ότι υπάρχει 
κάποια παρανόηση. 

Στις διδακτικές της προτάσεις αποφεύγει να πάρει συγκεκριµένες θέσεις για το ζήτηµα 
και περιορίζεται να θέτει ερωτήµατα προς τους µαθητές για τα οποία δεν αναφέρεται 
κάποια αναµενόµενη απάντηση. Η προσέγγιση αυτή συναντάται στις διδακτικές 
προτάσεις αρκετών εκπαιδευτικών της έρευνάς µας οι οποίοι φαίνεται να µην έχουν µια 
σαφή άποψη για το θέµα και πολλές φορές συνοδεύεται από µια παιδαγωγική κάλυψη της 
µορφής «ο µαθητής θα ανακαλύψει µόνος του τη γνώση µέσα από τις ερωτήσεις του 
εκπαιδευτικού». Συγκεκριµένα η καθηγήτρια Κ38 στις διδακτικές της προτάσεις 
αναφέρει: 

Αν ήµουν καθηγήτρια, θα ρωτούσα τον [µαθητή] Α ποια διαδικασία εννοεί, τον Β, [...] 
τι εννοεί µε το «τείνει» αν έχει δηλαδή στο µυαλό του την έννοια του «πολύ κοντά». 
Τον Γ θα τον ρωτούσα ποιος είναι τότε ο επόµενος του 0,4, έτσι ώστε να αντιληφθεί 
µόνος του ότι δε θα µπορούσε να βρει συγκεκριµένο αριθµό και τον Δ, θα 
ενδιαφερόµουν να µάθω το σκεπτικό του και µετά θα έκανα εισαγωγή της έννοιας του 
ορίου και τι σηµαίνει. 

Με τη συγκεκριµένη εκπαιδευτικό είχαµε και µια ηµιδοµηµένη συνέντευξη (δυο 
ερευνητές Ε1, Ε2 και η καθηγήτρια Κ38). Ας δούµε στο παρακάτω απόσπασµα 
(εµφανίζεται µόνο ο ερευνητής Ε2) πως λειτουργεί αυτή η αστάθεια στις απόψεις της 
συγκεκριµένης εκπαιδευτικού στο πλαίσιο της συνέντευξης: 
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Απόσπασµα 1 της συνέντευξης µε την εκπαιδευτικό Κ38 

Ε2: Για παράδειγµα γράφεις εδώ θετικά στοιχεία για την απάντηση του Α είναι ίσως 
ότι ο µαθητής βλέπει την παράσταση αυτή ως µια διαδικασία. 

Κ38: Το ερώτηµα τώρα αν είναι αριθµός ή όχι είναι λίγο φιλοσοφικό ερώτηµα. Έτσι 
όπως µου ακούγεται εµένα αυτή τη στιγµή. Δηλαδή γιατί να µην ισχύουν και τα 
δύο. Να είναι και αριθµός να είναι και διαδικασία. Που είναι το πρόβληµα δεν 
ξέρω.  

[...] 
Ε2: Το πρόβληµα ποιο είναι, λέει ο µαθητής Δ για παράδειγµα ότι αυτό το πράγµα 

συνεχώς αυξάνει, µπορεί να αυξάνεται συνεχώς καταρχήν; Αυξάνεται συνεχώς; 
Κ38: Ναι, όταν έχει άπειρα δεκαδικά ψηφία.  
Ε2: Ωραία, και είναι και ένας αριθµός; 
Κ38: Μάλλον, δεν αυξάνεται συνεχώς (Γέλια) 

Παρατηρούµε ότι ενώ στο δοκίµιο της η καθηγήτρια Κ38 δεν συνειδητοποιεί τις 
αντιφάσεις που προκύπτουν από τις τοποθετήσεις της, κάτι τέτοιο αναδεικνύεται στο 
επικοινωνιακό πλαίσιο της συνέντευξης.  
Η αντίληψη της καθηγήτριας Κ23 (χωρίς διδακτική εµπειρία) έχει ταξινοµηθεί στην 
κατηγορία process και οι διδακτικές της προτάσεις έχουν θεωρηθεί προβληµατικές ως 
προς την ορθότητα και άτυπες ως προς το φορµαλισµό. Συγκεκριµένα αναφέρει: 

Θα εξηγούσα στους µαθητές ότι αυτή η παράσταση έχει άπειρους όρους (όπως και µια 
ακολουθία έχει άπειρους όρους που τείνουν σε ένα όριο και πάντα υπάρχει ένας 
προηγούµενος και ένας επόµενος όρος) οπότε το 0,3999… δεν είναι αµέσως 
προηγούµενος αριθµός του 0,4 αφού τους χωρίζουν χιλιάδες ψηφία. 

Εδώ, υπάρχει µια σωστή ιδέα (ο 0,3999 ... δεν είναι ο αµέσως προηγούµενος του 0,4), 
αλλά η αιτιολογία δεν ευσταθεί. Στη συνέχεια, προσπαθώντας να εξηγήσει στους µαθητές 
τα χαρακτηριστικά της παράστασης «0,3999 ...», η εκπαιδευτικός χρησιµοποιεί µόνο 
διαισθητικές προσεγγίσεις και γλιστράει σε θεµελιώδη σφάλµατα σχετικά µε τη φύση των 
αριθµών. 
Ο αριθµός αυτός µπορεί συνέχεια να αυξάνεται αλλά δεν είναι αυτός ο λόγος που δεν 
γίνεται 0,4. Επιπλέον δεν µιλάµε για έναν αριθµό όπως λέει ο µαθητής Β που 
πλησιάζει σ’ έναν άλλο αριθµό αλλά για µια παράσταση που µας δίνει νέους όρους 
που «τείνουν» → (σύνδεση µε όριο) σε έναν αριθµό. Επίσης θα έδειχνα στο µαθητή Δ 
ότι οι όροι αυτής της παράστασης εάν αντιστοιχούσαν στις εικόνες µιας συνάρτησης 
σίγουρα αυτή δεν θα ήταν συνεχής οπότε δεν χρειάζεται να τα συγχέει. Μια καλή 
σκέψη είναι να δείξουµε στους µαθητές συναρτήσεις όπως αυτής της ακόλουθης 
γραφικής παράστασης [έχει σχεδιάσει τη γραφική παράσταση µιας συνάρτησης της 

µορφής f (x) = α
x

] που τείνουν, έχουν όριο αλλά δεν ταυτίζονται µε µια τιµή, έχουν 

άπειρους όρους.  

4.2 Περιεχόµενο και υπόβαθρο της συλλογιστικής των εκπαιδευτικών 

4.2.1 Στοιχεία σηµειωτικής στη συλλογιστική των εκπαιδευτικών 
Από την ανάγνωση των δοκιµίων προκύπτει ότι για αρκετούς εκπαιδευτικούς έχει 
διαδραµατίσει σηµαντικό ρόλο στη συλλογιστική τους, η ιδιαιτερότητα των 
χρησιµοποιούµενων συµβόλων. Σε κάποιες περιπτώσεις οι εκπαιδευτικοί, µε αφορµή µια 
λέξη, µια έκφραση ή ένα σύµβολο κάνουν συνδέσεις µεταξύ συγγενών ή διαφορετικών 
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µαθηµατικών εννοιών στην προσπάθειά τους να ερµηνεύσουν τις κατανοήσεις των 
µαθητών ή να διατυπώσουν τις δικές τους αντιλήψεις για το µαθηµατικό  αντικείµενο. 

Για παράδειγµα, ο καθηγητής K1 ερµηνεύοντας την απάντηση του µαθητή Α γράφει: 

Οι τρεις τελείες στο τέλος του αριθµού 0,3999… του έδωσαν την εντύπωση της 
έννοιας του κ.ο.κ. (και ούτω καθ’ εξής), οπότε ανέφερε την λέξη διαδικασία. Πιο πολύ 
φαντάστηκε ότι πρόκειται για την ακολουθία των εξής αριθµών: 0,39, 0,399, 0,3999 
κ.ο.κ. «Κατάλαβε» τον αριθµό 0,4 σαν την οριακή τιµή της προηγούµενης 
διαδικασίας. Η παρανόηση του είναι ότι µπέρδεψε τον αριθµό 0,4 µε µια «διαδικασία». 

Στο σηµείο αυτό ο εκπαιδευτικός Κ1 θεωρεί ότι µπορεί οι µαθητές να συνδέσουν ένα 
χαρακτηριστικό της αναπαράστασης 0,3999…, τις τρεις τελείες, µε την συντόµευση 
«κ.ο.κ.» που συναντάται στη γραπτή γλώσσα και αναπαριστά επαναλαµβανόµενες 
ενέργειες που θεωρούνται υπονοούµενες. Δηλαδή, εδώ έχουµε την πεποίθηση από τον 
εκπαιδευτικό ότι η ερµηνεία ενός µαθητή για την αναπαράσταση 0,3999... µπορεί να 
επηρεαστεί από το περιεχόµενο που έχει ένα σύµβολο όπως οι τρεις τελείες σε µη 
µαθηµατική περιοχή όπως η γραπτή γλώσσα. 
Επίσης, επισηµαίνεται από τον εκπαιδευτικό Κ1 ότι, µπορεί οι µαθητές, να 
προβληµατιστούν σχετικά µε τη φύση του 0,3999..., επειδή οι τρείς τελείες 
χρησιµοποιούνται τόσο στο συµβολισµό της ακολουθίας 0,3, 0,39, 0,399, … όσο και 
στον αριθµό 0,3999... µε πιθανή συνέπεια κάποιοι να θεωρήσουν ότι το 0,3999... ως 
ακολουθία. Εδώ, έχουµε τον εντοπισµό από τον εκπαιδευτικό µιας ενδεχόµενης σύνδεσης 
της σηµασίας που έχουν οι τρεις τελείες από διαφορετικές περιοχές των µαθηµατικών 
(συµβολισµός απειροψήφιων δεκαδικών αριθµών και ακολουθιών) µε συνέπεια να 
προκύπτουν συµπεράσµατα, σχετικά µε τη φύση των αντίστοιχων εννοιών αντίστοιχα 
των σηµασιών που αποδίδονται στα σχετικά σύµβολα σε κάθε περιοχή. 

Στο ίδιο πνεύµα ο εκπαιδευτικός Κ17 επισηµαίνει σχετικά µε τον µαθητή Α του σεναρίου 
ότι «συγχέει τον αριθµό µε τη διαδικασία γραφής του». Πράγµατι, αν προσπαθήσουµε να 
γράψουµε τον αριθµό 0,3999... τότε θα προκύψουν διαδοχικά οι αριθµοί 0,3, 0,39, 0,399, 
... Σ’ αυτή την ιδέα φαίνεται να στηρίζεται και η πεποίθηση αρκετών εκπαιδευτικών που 
θεωρούν ότι το 0,3999... εκφράζει µια διαδικασία. Σύµφωνα µε την προσέγγιση αυτή η 
αναπαράσταση 0,3999... εκφράζει τους διαδοχικούς όρους της ακολουθίας 0,3, 0,39, 
0,399, ... οι οποίοι «τείνουν στο 0,4» χωρίς κανένας από αυτούς να είναι ο 0,4. Ενώ στο 
σενάριο µας δεν έχει οριστεί κάποια ακολουθία ή συνάρτηση και οι όροι «διαδικασία» 
και «τείνει» που χρησιµοποιούνται στις δηλώσεις των µαθητών Α και Β του σεναρίου 
παραπέµπουν τους εκπαιδευτικούς να σκεφτούν σχετικά µε τα όρια ακολουθιών ή 
συναρτήσεων. 
Κάποιοι καθηγητές όπως ο Κ34 θεωρούν ότι µπορεί να αποδοθεί εννοιολογικό 
περιεχόµενο στη λέξη «παράσταση» που προηγείται από το «0,3999...» στο σενάριο της 
έρευνας. Συγκεκριµένα αναφέρει: 

Για το µαθητή Δ η λέξη παράσταση είναι αυτή που τον οδήγησε στην απάντηση αυτή. 
[...] Το σύνδεσε µε τις αλγεβρικές και αριθµητικές παραστάσεις που διδάσκονταν τα 
προηγούµενα χρόνια και έχοντας συνηθίσει τη λογική ότι ένα πλήθος πράξεων θα 
οδηγήσουν σε έναν αριθµό, οπότε τα άπειρα αθροίσµατα δεν µπορούν να δώσουν 
«πεπερασµένο» αριθµό. 

Αντίστοιχα, ο καθηγητής Κ3 αναφέρει: «Ο µαθητής Α βλέποντας τη λέξη παράσταση 
θεωρεί ότι θα πρέπει να γίνουν µια σειρά από πράξεις για να προκύψει 0,3999...». 
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Στις προηγούµενες περιπτώσεις η λέξη «παράσταση» που υπάρχει στο αρχικό ερώτηµα 
του καθηγητή του σεναρίου θεωρείται από τους εκπαιδευτικούς ότι µπορεί να ερµηνευθεί 
ως «αριθµητική παράσταση» όπου µετά από µια σειρά από αριθµητικές πράξεις θα 
οδηγηθούµε σε ένα αριθµητικό αποτέλεσµα. 
Να σηµειώσουµε εδώ, ότι στο σενάριό µας προσδιορίσαµε µε την ουδέτερη, για εµάς, 
λέξη «παράσταση» το «0,3999…» στην αρχική ερώτηση του υποτιθέµενου καθηγητή 
προσπαθώντας να αποφύγουµε τη λέξη «αριθµός» που θα προσδιόριζε το εννοιολογικό 
περιεχόµενο του «0,3999…». 
Μια άλλη χαρακτηριστική περίπτωση για το ρόλο που φαίνεται να διαδραµατίζουν τα 
στοιχεία σηµειωτικής στη διδακτική προσέγγιση των εκπαιδευτικών φαίνεται στο 
απόσπασµα από το δοκίµιο του καθηγητή Κ25 ο οποίος, προσπαθώντας να απαντήσει 
στην αµφισβήτηση της θεώρησης της παράστασης 0,3999... ως αριθµού χρησιµοποιεί το 
εξής επιχείρηµα προς τους µαθητές: «Αν η παράσταση 0,3999... δεν είναι αριθµός επειδή 
εκφράζει την άπειρη διαδικασία 0,3 + 0,09 + 0,009 +... τότε ούτε ο π ούτε ο  e ούτε οι 
άρρητοι είναι αριθµοί». Στο επιχείρηµα αυτό υπονοείται ότι οι αριθµοί που 
συµβολίζονται µε το π ή το e έχουν και αυτοί µια δεκαδική µορφή µε άπειρα δεκαδικά 
ψηφία και συνεπώς γράφονται ως ένα άθροισµα άπειρων προσθετέων. Έτσι, υπονοείται 
ότι µπορεί να υιοθετείται πιο εύκολα από τους µαθητές ότι εκφράζουν έναν αριθµό.  
Σε κάποιες περιπτώσεις οι εκπαιδευτικοί δεν ερµηνεύουν απλά τα σύµβολα µε βάση τις 
προσωπικές τους αντιλήψεις αλλά ο µηχανισµός αυτός λειτουργεί και αντίστροφα, 
δηλαδή επινοούν νέα σύµβολα προκειµένου να εκφράσουν τις προσωπικές τους 
κατανοήσεις µε βάση την αλληλεπίδραση των νοηµάτων της ευρύτερης περιοχής των 
εννοιών που διαπραγµατεύονται. 

Για παράδειγµα, η καθηγήτρια Κ63, θεωρεί ότι «ο µαθητής Β έχει την πιο σωστή 
διατύπωση», επινοεί στις διδακτικές της προτάσεις ένα νεοσύστατο σύµβόλο 
προκειµένου να εκφράσει τη διαφορά ανάµεσα στον 0,4 και τον 0,3999... 

Η παράσταση 0,3999... πρόκειται για ένα δεκαδικό αριθµό µε άπειρα δεκαδικά ψηφία 
που τείνει στον αριθµό 0,4 έχοντας πάντα ανάµεσά τους µια άπειρη [µικρή] διαφορά 
0,000...1.  

Εδώ, φαίνεται ότι η καθηγήτρια Κ63 δυσκολεύεται να αποδεχθεί τη θεώρηση των 
Ανώτερων Μαθηµατικών που διδάχθηκε στο πανεπιστήµιο, σύµφωνα µε την οποία αν η 
απόσταση µιας πραγµατικής µεταβλητής  από έναν αριθµό α είναι οσοδήποτε µικρή 
τότε , δηλαδή αν για κάθε ε > 0 ισχύει  τότε . Θεωρεί ότι θα υπάρχει 
πάντα µια άπειρα µικρή (απειροστή) απόσταση ανάµεσα στο 0,3999... και το 0,4 την 
οποία εκφράζει µε το σύµβολο 0,000...1.  
Ο καθηγητής Κ87 στις διδακτικές του προτάσεις προς τους µαθητές Α και Β 
χρησιµοποιεί και αυτός έναν ιδιαίτερο συµβολισµό προκειµένου να εκφράσει την ιδέα 
του για τη σχέση του 0,3999... µε το 0,4. Συγκεκριµένα, αναφέρει: «Θα ρωτούσα αν θα 
µπορούσα αντί για  να γράψω ». Εδώ, αν και υπάρχει µια ασάφεια 

σχετικά µε το αν ο εκπαιδευτικός θεωρεί ότι αυτά τα δυο σύµβολα εκφράζουν την ίδια 
έννοια, φαίνεται µια µίξη ιδεών σχετικά µε το πως αντιλαµβάνεται ότι µια µεταβλητή x 
τείνει σε έναν αριθµό. Έτσι, ενώ σύµφωνα µε τον τυπικό ορισµό του ορίου συνάρτησης, 
το όριο των τιµών µιας συνάρτησης, δηλαδή της εξαρτηµένης µεταβλητής, είναι 
συνυφασµένο µε το ότι η ανεξάρτητη µεταβλητή της συνάρτησης παίρνει τιµές σε µια 
οσοδήποτε µικρή περιοχή ενός αριθµού, ο εκπαιδευτικός Κ87 φαίνεται ότι  εξετάζει 
ανεξάρτητα τη σηµασία της έκφρασης «η ανεξάρτητη µεταβλητή τείνει σ’ έναν αριθµό» 
από τη συµπεριφορά της εξαρτηµένης µεταβλητής. Μάλιστα χρησιµοποιεί έναν 

x
x = α | x − α |< ε x = α

lim
x→0,4

(x) lim
x→0,3999

(x)
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ιδιόµορφο συµβολισµό για το όριο συνάρτησης για να εκφράσει αυτή την ιδιαίτερη 
προσέγγισή του. 

Γνωρίζουµε ότι οι τρείς τελείες στα µαθηµατικά δεν χρησιµοποιούνται µόνο για να 
περιγράψουν άπειρα ψηφία, αλλά µπορεί να χρησιµοποιηθούν και για την αναπαράσταση 
πεπερασµένου πλήθους αριθµών όπως, για παράδειγµα των φυσικών αριθµών από το ένα 
ως το εκατό µε τη µορφή: 1, 2, ..., 100. Σε κάποιες περιπτώσεις εκπαιδευτικοί 
επηρεασµένοι απ’ αυτή τη χρήση, χρησιµοποιούν αντίστοιχο συµβολισµό για την 
αναπαράσταση άπειρου πλήθους αριθµών. Για παράδειγµα η καθηγήτρια Κ21 αναφέρει: 

... ένα όριο µε έναν αριθµό x να τείνει στο 0,4 σηµαίνει ότι πρακτικά θέλω να 
υπολογίσω κάτι για έναν αριθµό που πλησιάζει πολύ στο 0,4, αλλά δεν τον φτάνει, 
δηλαδή έναν αριθµό 0,39...9 µε άπειρα 9. [...] Δεν µπορούµε να εντοπίσουµε τον 
αριθµό 0,3999...9 µε άπειρα 9. Δεν µπορεί το µυαλό µας να µετρήσει άπειρα 9. 
Επίσης, [ο µαθητής Γ] δεν έχει συνειδητοποιήσει την έννοια του ορίου. Αυτός ο 
αριθµός συνεχώς πλησιάζει το 0,4, δεν είναι απλά ο προηγούµενός του. 

Φαίνεται εδώ ότι η καθηγήτρια Κ21 δεν διστάζει να επινοήσει το σύµβολο «0,3999...9» 
δείχνοντας όχι µόνο ότι έχει επηρεαστεί από συµβολικές µορφές όπως «1, 2, 3, ... ν», 
όπου το ν µπορεί να είναι ένας οποιοσδήποτε µεγάλος φυσικός αριθµός, αλλά και ότι 
αντιλαµβάνεται το άπειρο µόνο στην δυνητική του εκδοχή, ότι δηλαδή όταν λέµε άπειρα 
9 εννοούµαι οσοδήποτε πολλά 9. Έτσι, η έκφραση 0,3999... δεν µπορεί να θεωρηθεί ως 
ολότητα, ως ένα αντικείµενο αλλά ως διαδικασία σε εξέλιξη.  

Σε κάποιες περιπτώσεις, µερικοί εκπαιδευτικοί κάνουν συνδέσεις µεταξύ των 
διαφορετικών σηµασιών που έχει µια λέξη ή έκφραση σε διαφορετικές περιοχές. Για 
παράδειγµα ο καθηγητής Κ9 αναφέρει:  

[Ο µαθητής Β] ... έχει κατανοήσει ότι υπάρχει συνέχεια στο σύνολο των πραγµατικών 
και άρα ένας αριθµός µε άπειρα ψηφία 9 όπως ο 0,3999... τείνει στο 0,4.  

Στο παραπάνω απόσπασµα η ιδιότητα του συνεχούς που έχει το σύνολο των πραγµατικών 
αριθµών θεωρείται η αιτία σύµφωνα µε την οποία «ο αριθµός 0,3999... τείνει στο 0,4». 
Ενδεχοµένως η σχέση του 0,3999... µε το 0,4 συνδέεται συνειρµικά µε την έννοια της 
συνεχούς συνάρτησης σ’ ένα σηµείο, όπου οι τιµές της συνάρτησης «τείνουν» στην τιµή 
της συνάρτησης στο σηµείο αυτό και ακολούθως µε την ιδιότητα του συνεχούς της 
ευθείας των πραγµατικών αριθµών λόγω της χρήσης της λέξης «συνέχεια» και στις δύο 
περιπτώσεις.  

Ακόµα όµως και όταν υπάρχει η τυπική µαθηµατική γνώση, τέτοιες προβληµατικές 
συνδέσεις µπορεί να οδηγήσουν σε αδόκιµους συµβολισµούς. Για παράδειγµα, η 
καθηγήτρια Κ33 η οποία φαίνεται να έχει τυπική µαθηµατική γνώση του θέµατος αφού 
έχει αποδείξει µε δυο τρόπους την ισότητα 0,3999... = 0,4, σε κάποιο σηµείο του δοκιµίου 
της αναφέρει:  

Θετικά σηµεία στο µαθητή Α είναι η σκέψη του να αντιστοιχίσει την παράσταση 
[0,3999...] µε µια συνάρτηση συνεχή είναι σωστή και ο καθηγητής µπορεί να την 
αξιοποιήσει καθώς από την πληρότητα του ℝ η συνάρτηση αυτή είναι συνεχής άρα  
lim 0,3999… = 0,4. 

Εµφανίζεται πάλι µε αφορµή την αναπαράσταση 0,3999... µια σύνδεση της έννοιας της 
συνεχούς συνάρτησης µε την µε την έννοια της πληρότητας των πραγµατικών αριθµών 
που µε τη σειρά της σχετίζεται µε το συνεχές της ευθείας των πραγµατικών αριθµών. 
Δηλαδή η λέξη «συνεχές» η οποία έχει διαφορετικό περιεχόµενο σε δυο διαφορετικά 
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µαθηµατικά πλαίσια, παίζει το συνδετικό κρίκο ανάµεσα στα πλαίσια αυτά 
νοηµατοδοτώντας µε έναν νέο αδόκιµο τρόπο την αναπαράσταση 0,3999... 
O καθηγητής Κ91 έχει αναφέρει σαν µοναδική διδακτική πρόταση µια σωστή 
µαθηµατική απόδειξη για την ισότητα 0,3999... = 0,4 που βασίζεται στο άπειρο άθροισµα 
γεωµετρικής προόδου και για τον µαθητή Β αναφέρει: «Επειδή ο αριθµός 0,399 0,4 
(προσέγγιση δεκάτου) η σκέψη του µαθητή ήταν ότι ο αριθµός αυτός τείνει στο 0,4 
(θετική σκέψη)».  

Στο σηµείο αυτό ο εκπαιδευτικός θεωρεί ότι ο µαθητής συνδέει τη λέξη «τείνει» (η οποία 
κυρίως χρησιµοποιείται στα όρια συναρτήσεων) µε την σηµασία της «προσέγγισης». 
Δηλαδή, η λέξη «τείνει» µε τη σηµασία της «στρογγυλοποίησης» αναπροσαρµόζεται 
εννοιολογικά ώστε να προσδώσει συγκεκριµένο νόηµα στο αντικείµενο.  

Εισαγωγή νεοσύστατων συµβόλων από τους εκπαιδευτικούς προκειµένου να εκφράσουν 
µε το δικό τους τρόπο τη σχέση που θεωρούν ότι συνδέει το 0,3999... και το 0,4 έχουµε 
και κατά τη διάρκεια των συνεντεύξεων που είχαµε µαζί τους. Παρατίθεται το παρακάτω 
απόσπασµα 2 από τη συνέντευξη µε την καθηγήτρια Κ38 όπου µε τους κωδικούς Ε1, Ε2 
συµβολίζονται δυο ερευνητές.  

Απόσπασµα 2 από την συνέντευξη µε την καθηγήτρια Κ38 

Ε1: Ποιό θα ήταν ποιο σωστό σύµβολο [σύνδεσης 0,3999... και 0,4]; 
Κ38: Το βελάκι [σχεδιάζει 0,3+0,09+0,009+...  0,4] 
Ε1: Ενώ εδώ δεν θα έβαζες ποτέ 0,3+0,09+0.009  0,399  
Κ38: όχι εκεί είµαι σίγουρη πως ... 
Ε2: Να ρωτήσω κάτι, το 0,333... τείνει στο 1/3; 
Κ38: ή αν είναι; 
Σ1: εδώ θα έβαζες βελάκι ή ίσο; 
Σ2: αν τείνει στο 1/3 
[...] 
Κ38: εδώ (δείχνει το 0,333... = 1/3) δεν µ' ενοχλεί να βάλω το ίσον 
Ε2: ...πριν... εδώ (δείχνει)  στο 0,3999; 
Κ38: να το γράψω 0,4;  
Ε2: Σου φαίνεται ότι είναι καλύτερο εδώ το ίσον απ' ότι βελάκι ή στην περίπτωση του 

0,333... ; 
Κ38: δηλαδή 0,333... εδώ ίσον (δείχνει 0,333... = 1/3)  ή ... (δείχνει 0,333...  1/3) αν 

... µε ποιο συµφωνώ περισσότερο;  
Ε2: ναι  
Κ38: µ’ αυτό (δείχνει 0,333... = 1/3) γιατί ... 
Ε2: µε το ίσον ... µε το 1/3... ενώ στο άλλο θα πήγαινε καλύτερα το  βελάκι  στο 

0,3999...  
Κ38: νοµίζω όµως τώρα που το ξανασκέφτοµαι θα πρέπει να ισχύει το ίδιο πράγµα και 

στα δυο. 

Στο απόσπασµα 2 το σύµβολο « » χρησιµοποιείται από την εκπαιδευτικό για να 
εκφράσει το όριο της ακολουθίας των µερικών αθροισµάτων (0,3, 0,39, 0,399, ...). 
Φαίνεται ότι συγχέεται η ακολουθία των µερικών αθροισµάτων η οποία τείνει στο 0,4 µε 
το άπειρο άθροισµα (0,3 + 0,09 + 0,009+...) που είναι ίσο µε 0,4. Έτσι, η λέξη «τείνει» 
παριστάνεται µε το σύµβολο « ». Όµως η σύγχυση αυτή έχει τη βάση της στον τρόπο 
που έχει καθιερωθεί να χρησιµοποιούµε τη σχετική ορολογία. Χαρακτηριστικά ο Spivak  
(2010, σ. 428) αναφέρει: 

≅

→
→

→

→

→
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Η ακολουθία { an } λέγεται αθροίσιµη αν η ακολουθία { sn } συγκλίνει, όπου  

sn = a1 + a2 + ...+ an . Στην περίπτωση αυτή, το lim
n→∞
sn  συµβολίζεται µε an

n=1

∞

∑  (λιγότερο 

τυπικά µε a1 + a2 + a3...  και λέγεται το άθροισµα της ακολουθίας { an }. 
Η ορολογία που εγκαινιάσαµε σε αυτόν τον ορισµό αντικαθίσταται συνήθως µε 
λιγότερο ακριβείς εκφράσεις. ο ίδιος ο τίτλος αυτού του κεφαλαίου [Σειρές] είναι 

παρµένος από αυτήν την καθηµερινή γλώσσα. Ένα άπειρο άθροισµα an
n=1

∞

∑  συνήθως 

λέγεται σειρά, όπου η λέξη «σειρά» δίνει έµφαση στη σχέση που υπάρχει µε την 
ακολουθία { an }. Αντί να λέµε ότι { an } είναι αθροίσιµη ή όχι, λέµε συνήθως ότι η 

σειρά an
n=1

∞

∑  συγκλίνει ή όχι. Αυτή η ορολογία είναι κατά κάποιο τρόπο ιδιόρρυθµη, 

γιατί το σύµβολο an
n=1

∞

∑  στην καλύτερη περίπτωση συµβολίζει έναν αριθµό (άρα δεν 

µπορεί να «συγκλίνει»), ενώ δεν συµβολίζει απολύτως τίποτα αν { an } δεν είναι 
αθροίσιµη. Παρ’ όλα αυτά, αυτή η µη τυπική γλώσσα είναι εύχρηστη και καθιερωµένη 
και είναι απίθανο να οδηγήσει σε λογικές παρανοήσεις. 

Στο απόσπασµα 2 επίσης βλέπουµε, ότι η εκπαιδευτικός προκειµένου να εκφράσει την 
αντίληψή της για τη σχέση του 0,3999... µε το 0,4 δανείζεται το σύµβολο « » το οποίο 
χρησιµοποιείται στα µαθηµατικά σε εκφράσεις όπως το όριο συνάρτησης ( ) 

δείχνοντας µε τον τρόπο αυτό ότι αντιλαµβάνεται την αναπαράσταση 0,3999... ως 
συνάρτηση. Έτσι, φαίνεται ότι η πεποίθηση ότι η έκφραση 0,3999... είναι µια συνάρτηση 
που τείνει στο 0,4 είναι ικανή να κάνει την εκπαιδευτικό να οικειοποιηθεί σύµβολα από 
το αντίστοιχο πεδίο προκειµένου να εκφράσει και συµβολικά την πεποίθηση αυτή.  
Επιπλέον, είναι χαρακτηριστικό ότι στο πλαίσιο της ηµιδοµηµένης συνέντευξης φαίνεται 
η συνειδητοποίηση, από την ίδια την εκπαιδευτικό, της αντίφασης στην προσέγγισή µε 
την οποία θεωρεί ότι διαφορετικό σύµβολο θα πρέπει να συνδέει το 0,3999... µε το 0,4 
από αυτό που πρέπει να συνδέει το 0,333... µε το 1/3.  
Την εισαγωγή ενός νέου συµβόλου σύνδεσης ανάµεσα στο 0,3999... και το 0,4 έχουµε και 
στο επόµενο απόσπασµα 3 από την ίδια συνέντευξη κάτι το οποίο δείχνει ότι οι 
εκπαιδευτικοί δεν χρησιµοποιούν τα σύµβολα, µόνο µε την καθορισµένη σηµασία που 
τους έχει αποδοθεί στο πλαίσιο της τυπικής θεωρίας αλλά τα δανείζονται ή ακόµα και τα 
δηµιουργούν κάθε φορά µε βάση το εννοιολογικό περιεχόµενο που προσδίδουν σ’ αυτά 
τη συγκεκριµένη στιγµή.   

Απόσπασµα 3 από την συνέντευξη µε την καθηγήτρια Κ38 

Ε1: ... µπορεί να είναι ίσα πράγµατα; το 0,3 κάτι και το 0,4; 
Κ38: ίσα δεν είναι αλλά δεν µας νοιάζει αν έχουν πολύ πολύ µικρή διαφορά  
Ε1: Α! µε την έννοια της προσέγγισης µπορούµε να τα θεωρήσουµε ... 
Κ38: ναι ... 
Ε2: ναι, το ίσον θα µπορούσες να το βάλεις ... είναι σωστό να βάλουµε το ίσον 

ανάµεσα σ' αυτά τα δυο; 
Κ38: αν µπορούσαµε να το βάλουµε γιατί να υπάρχει τότε αυτό (δείχνει το 0,3999...) 

και το χρησιµοποιούµε  
Ε2: συγνώµη; 
Κ38: αν µπορούσαµε να το βάλουµε  το ίσον γιατί να υπάρχει ... ποιο απ'  τα δυο θα 

διάλεγα; 

→
lim
x→x0

f (x)
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Ε1: ποιο απ’ απο τα δυο ... (δείχνει 0,3999... < 0,4 ή 0,3999... = 0,4) 
Ε2: Α! γιατί να υπάρχει; 
Κ38: θα ’βαζα αυτό (δείχνει 0,3999... ~ 0,4) 

Στο απόσπασµα 3 φαίνεται ότι η εκπαιδευτικός δεν µπορεί να ξεκαθαρίσει αν πρέπει να 
βάλει το σύµβολο της ανισότητας ή της ισότητας, δηλαδή αν το 0,3999... είναι µικρότερο 
ή ίσο µε το 0,4 και βρίσκει ως ενδιάµεση λύση το σύµβολο «~» εκφράζοντας σε 
συµβολικό επίπεδο την εµπειρική προσέγγιση της εκπαιδευτικού, όπου φαίνεται να 
θεωρεί ότι προσεγγιστικά οι αριθµοί 0,3999... και 0,4 είναι ίσοι. Επίσης, σηµειώνεται ότι 
όταν η εκπαιδευτικός αναρωτιέται «αν µπορούσαµε να το βάλουµε  το ίσον γιατί να 
υπάρχει ... ποιο απ’ τα δυο θα διάλεγα;» µε βάση και την εξέλιξη του διαλόγου φαίνεται 
ότι εννοεί «ότι αν µπορούµε να βάλουµε το ίσον τότε γιατί να υπάρχει διαφορετικό 
σύµβολο;». 
Όµως, ενώ µε µια πρώτη µατιά φαίνεται ασύνδετη η έννοια της αριθµητικής προσέγγισης 
µε την έννοια του ορίου, ιστορικά έχει εντοπιστεί µια σαφής σχέση. Ο Cauchy 
επηρεασµένος από τις εργασίες των D’ Alembert και Lagrange σχετικά µε προσεγγίσεις 
άπειρων σειρών µε οριακό σφάλµα χρησιµοποιεί ανισότητες προκειµένου να δώσει έναν 
νέο ορισµό της σύγκλισης. Όπως χαρακτηριστικά αναφέρει η Grabiner (1981, σ. 76):  

Κατά την µελέτη εννοιών των ορίων, της συνέχειας και της σύγκλισης που βασίζονται 
στους ε-δ ορισµούς, θα πρέπει να σηµειωθεί ότι το ελληνικό γράµµα ε που 
χρησιµοποιούν οι σύγχρονοι µαθηµατικοί είναι ένας συµβολισµός που προήλθε από 
τον Cauchy ο οποίος τον εφάρµοσε σε πολλές αποδείξεις του. Πιθανότατα προέρχεται 
από την αντιστοιχία του «έψιλον» και του αρχικού γράµµατος της γαλλικής λέξης 
«erreur» που σηµαίνει σφάλµα. Το έψιλον σε µια σύγχρονη απόδειξη µπορεί να 
θεωρηθεί ως κληρονοµιά από τότε που οι ανισότητες χρησιµοποιούνταν στις 
προσεγγίσεις. Η σηµείωση έψιλον είναι µια υπενθύµιση ότι, παραδόξως, η ανάπτυξη 
των προσεγγίσεων και της εκτίµησης ενός σφάλµατος ανέδειξε πολλές από τις 
τεχνικές που είναι απαραίτητες για την πρώτη ακριβή και αυστηρή απόδειξη για τις 
έννοιες του απειροστικού λογισµού. 

Στην ενότητα αυτή αναλύθηκε το σηµειωτικό περιεχόµενο στη συλλογιστική των 
εκπαιδευτικών και το σηµειωτικό υπόβαθρο στη διαµόρφωση της συλλογιστικής αυτής. 
Παρουσιάστηκαν περιπτώσεις εκπαιδευτικών οι οποίοι προκειµένου να ερµηνεύσουν την 
κατανόηση ενός µαθητή για ένα µαθηµατικό αντικείµενο, αποµονώνουν λέξεις ή σηµεία 
(signs) από τη δήλωση του µαθητή ή του ίδιου του µαθηµατικού αντικειµένου και τα 
συνδέουν νοηµατικά µε όµοιες λέξεις ή σηµεία του ευρύτερου µαθηµατικού 
περιβάλλοντος όπου αυτά όµως έχουν παραπλήσιο ή ακόµα και διαφορετικό 
περιεχόµενο. Κάποιοι απ’ αυτούς, όπως ο K1, χρησιµοποιούν τη διαδικασία αυτή για να 
ερµηνεύσουν τις αντιλήψεις των µαθητών καταφέρνοντας να αποστασιοποιηθούν από τις 
µεταφορές περιεχοµένου από το ένα πεδίο στο άλλο. Κάποιοι άλλοι, όπως οι K9, Κ38 και 
K21 αλληλεπιδρούν νοήµατα και προσεγγίσεις, τα οποία διαµορφώνουν ή και καθορίζουν 
ακόµα και τις δικές τους αντιλήψεις. Αναφερθήκαν επίσης συγκεκριµένες περιπτώσεις 
εκπαιδευτικών που δεν διστάζουν να υιοθετήσουν ή ακόµα και να προτείνουν µη 
καθιερωµένα σύµβολα στις διδακτικές τους προσεγγίσεις αποτυπώνοντας µε τον τρόπο 
αυτό το σηµειωτικό υπόβαθρο της συλλογιστικής τους.  

4.2.2 Στοιχεία οντολογίας στη συλλογιστική των εκπαιδευτικών 
Από την ανάλυση των δεδοµένων σχετικά µε τη συλλογιστική των εκπαιδευτικών 
προκύπτουν στοιχεία µε οντολογικό υπόβαθρο. Για κάποιους από αυτούς όπως ήδη έχει 
αναφερθεί και στη µελέτη των αντιλήψεων των εκπαιδευτικών, η συγκεκριµένη 
αναπαράσταση δεν αποτελεί αριθµό αλλά διαδικασία. Για κάποιους άλλους, οι αριθµοί 
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γίνονται αντιληπτοί µόνο εντός ενός ρεαλιστικού πλαισίου. Επίσης, οι αναπαραστάσεις 
που περιέχουν άπειρα ψηφία συχνά αντιµετωπίζονται ως αφηρηµένες οντότητες και όχι 
ως συγκεκριµένα αντικείµενα. Στην ενότητα αυτή παρουσιάζουµε συγκεκριµένες 
περιπτώσεις τέτοιων συλλογιστικών τις οποίες συνοδεύουµε µε κατάλληλα ερµηνευτικά 
σχήµατα από το θεωρητικό µας πλαίσιο.  
Ξεκινάµε µε κάποιες περιπτώσεις εκπαιδευτικών που δεν θεωρούν ότι το 0,3999... 
εκφράζει αριθµό και τις πλασιώνουµε µε σχετικές ερµηνείες. Για παράδειγµα, ο 
καθηγητής Κ106 στις διδακτικές του προτάσεις αναφέρει:  

[...] η παράσταση 0,3999... δεν θεωρείται αριθµός, αφού δεν είναι δυνατόν να 
γνωρίζουµε το πλήθος των ψηφίων, από τα οποία αποτελείται. Συνεπώς δεν µπορούµε 
να τον τοποθετήσουµε στην ευθεία των πραγµατικών αριθµών.  

Μια ερµηνεία που προσφέρουµε εδώ µε αφορµή το προηγούµενο απόσπασµα του 
εκπαιδευτικού Κ106 που παραθέτουµε, αλλά και γενικότερα για την αντίληψη 
εκπαιδευτικών που δεν θεωρούν ότι η αναπαράσταση 0,3999... εκφράζει αριθµό, 
σχετίζεται µε τις σηµασίες που έχουν αποδοθεί στον όρο «άπειρο». Στο απόσπασµα αυτό  
φαίνεται ότι ο εκπαιδευτικός θεωρεί ότι «η παράσταση 0,3999... έχει άπειρα 9, άρα δεν 
είναι συγκεκριµένος αριθµός». Σηµειώνουµε εδώ ότι, ετυµολογικά η λέξη «άπειρο» 
υποδηλώνει «αυτό που δεν έχει πέρας (τέλος)». Έτσι, το άπειρο ως «οσοδήποτε µεγάλο» 
µπορεί να ερµηνευτεί ως κάτι το οποίο δεν είναι συγκεκριµένο, και ως τέτοιο είναι 
απροσδιόριστο. Με την έννοια αυτή περιγράφεται συχνά το άπειρο στη διδακτική 
πρακτική στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση λόγω της έλλειψης των απαραίτητων 
προτάσεων θεµελίωσης που υπάρχουν στα Ανώτερα Μαθηµατικά.  

Στο ίδιο πλαίσιο, η καθηγήτρια Κ71 θεωρεί ως «αφηρηµένη έννοια» το 0,3999... και 
συγκεκριµένα αναφέρει στις διδακτικές προτάσεις: 

Θα διευκρίνιζα ότι [το 0,3999...] δεν είναι «αριθµός» όπως αυτοί που χρησιµοποιούµε 
(ακέραιος κλπ) αλλά µια αφηρηµένη έννοια που την δανειζόµαστε για την εξήγηση 
των χαρακτηριστικών µιας συνάρτησης. (η υπογράµµιση προστέθηκε) 

Στο προηγούµενο απόσπασµα φαίνεται ότι οι αριθµοί για την εκπαιδευτικό Κ71 είναι 
«αυτοί που χρησιµοποιούµε» και δεν αποδέχεται για τον 0,3999... µια τέτοια δυνατότητα 
και συνεπώς θεωρείται µια «αφηρηµένη έννοια». 

Από τα προηγούµενα αποσπάσµατα φαίνεται ότι τα άπειρα 9 προσδίδουν στην 
αναπαράσταση 0,3999... µια ασάφεια για κάποιους εκπαιδευτικούς όσον αφορά τη φύση 
τους.  
Παρόµοια, ο καθηγητής Κ101 γράφει στις διδακτικές του προτάσεις:  

Για τον µαθητή Α θα του εξηγούσα την ύπαρξη άρρητων αριθµών, δηλαδή θα του 
έλεγα ότι αυτοί ίσως να είναι το αποτέλεσµα µιας διαδικασίας όπως παραδείγµατος 
χάριν όταν έχουµε ένα ορθογώνιο τρίγωνο µε κάθετες πλευρές 1 η υποτείνουσα του 
είναι , δεν είναι ένας συγκεκριµένος αριθµός, δηλαδή ρητός, µε πεπερασµένο 
αριθµό ψηφίων.  

Στο συγκεκριµένο απόσπασµα φαίνεται ότι παρόλο που ο εκπαιδευτικός παρουσιάζει ένα 
επιχείρηµα για την πραγµατική υπόσταση του  (ότι εκφράζει το µήκος της 
υποτείνουσας ορθογωνίου τριγώνου µε κάθετες πλευρές µήκους 1) ουσιαστικά 
αντιµετωπίζει τους αριθµούς µε άπειρα δεκαδικά ψηφία ως άρρητους και ως «µη 

2

2
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συγκεκριµένους αριθµούς». Είναι χαρακτηριστική η σύνδεση που κάνει ο εκπαιδευτικός 
µεταξύ της µαθηµατικής σηµασίας της λέξης «ρητός» µε το νόηµα του όρου που σηµαίνει 
συγκεκριµένος ή καθορισµένος και ετυµολογικά «αυτός που µπορεί να ειπωθεί». Την 
συγκεκριµένη αµφισηµία έχει διαπιστώσει και ο Felix Klein (1924) ο οποίος επισηµαίνει 
το ετυµολογικό υπόβαθρο της λέξης ‘irrational’  (άρρητος) και την παρανόηση που 
δηµιουργείται µε τη θεώρηση του ‘irrational’ ως ‘unreasonable’ (µη λογικός) : 

Θα ήθελα να προσθέσω µια παρατήρηση σχετικά µε τη λέξη «άρρητος» (‘irrational’). 
Είναι χωρίς αµφιβολία η µετάφραση στα Λατινικά της ελληνικής λέξης «ἄλογος». 
Όµως η ελληνική λέξη σήµαινε «ανέκφραστος» (‘inexpressible’) και υπονοούσε ότι οι 
νέοι αριθµοί, ή  λόγοι τµηµάτων, δεν µπορούν δεν µπορούν να εκφραστούν από το 
λόγο δυο ακεραίων αριθµών, όπως οι ρητοί αριθµοί. Η παρανόηση της λατινικής λέξης 
«λόγος» (‘ratio’) µπορούσε να µεταφέρει µόνο το νόηµα της λέξης «λογικός» 
(‘reason’), δίνοντας στον «άρρητο» (irrational’) το νόηµα του «παράλογου» 
(‘unreasonable’) που φαίνεται να προσκολλάται στον όρο άρρητος αριθµός. (σ. 32)  

Στη συνέχεια εστιάζουµε σε µια περίπτωση εκπαιδευτικού που φαίνεται να επηρεάζεται 
από τις πολλαπλές σηµασίες µε τις οποίες χρησιµοποιείται το άπειρο στα µαθηµατικά. 
Συγκεκριµένα ο καθηγητής Κ106 σχετικά µε τον µαθητή Α αναφέρει: 

... η παράσταση 0,3999... δεν είναι ένας συγκεκριµένος αριθµός (όπως δηλαδή 
απάντησε ο µαθητής Β), αλλά µια κατά κάποιον τρόπο «διαδικασία» που τείνει να 
φτάσει στον αριθµό 0,4. Φυσικό είναι άλλωστε, το γεγονός ότι αφού η παράσταση 
0,3999... έχει άπειρα 9, άρα δεν είναι συγκεκριµένος αριθµός.  

Από τη µια το άπειρο στα µαθηµατικά χρησιµοποιείται για να εκφράσει τον πληθάριθµο 
ενός µη πεπερασµένου συνόλου. Επίσης, το άπειρο χρησιµοποιείται στο όριο µιας 
ακολουθίας ( αν ) όταν λέµε όριο της ακολουθίας ( αν ) καθώς το ν τείνει στο άπειρο. Στην 
έκφραση 0,3999... έχουµε ενσωµατωµένες και τις δυο σηµασίες του απείρου. Από τη µια 
το σύνολο των 9 στην αναπαράσταση 0,3999... είναι απειροσύνολο. Από την άλλη η 
αναπαράσταση 0,3999... είναι το όριο της ακολουθίας  (ν φορές το 9) 
όπου ν = 1, 2, 3, … καθώς το ν τείνει στο άπειρο. 
Βλέπουµε στο σηµείο αυτό ότι η γνώση των Ανώτερων Μαθηµατικών µπορεί να δώσει 
ένα ερµηνευτικό πλαίσιο σχετικά µε τις προσεγγίσεις των εκπαιδευτικών για το άπειρο. 
Συγκεκριµένα, την έννοια του απείρου τη συναντάµε και µε τις δυο σηµασίες που 
προαναφέραµε ακόµα και στη δευτεροβάθµια µαθηµατική εκπαίδευση, παρόλο που οι 
σχετικοί ορισµοί δεν αποδίδονται στο επίπεδο αυτό. Έτσι, εκ των πραγµάτων οι 
εκπαιδευτικοί καλούνται να διαπραγµατευτούν διδακτικά την έννοια µε βάση τη δική 
τους κατανόηση και το εκάστοτε σχετικό πλαίσιο διαπραγµάτευσης. Επιπλέον, η απουσία 
ορισµών για τις διαφορετικές σηµασίες του απείρου στη δευτεροβάθµια µαθηµατική 
εκπαίδευση αφήνει το πεδίο ανοιχτό για περισσότερο διαισθητικές προσεγγίσεις όπως 
πράγµατι, συναντάµε στα ερευνητικά µας δεδοµένα.  
Επιπλέον φαίνεται ότι η πολλαπλότητα της οντολογίας του απείρου έχει τις καταβολές 
της στην ιστορική του εξέλιξη, ενισχύοντας την άποψη ότι η δυσκολία στην κατανόηση 
του 0,3999... ως αριθµό, οφείλεται σε επιστηµολογικά εµπόδια η οποία υποστηρίζεται 
από την σχετικιστική προσέγγιση της Ανώτερης Μαθηµατικής Γνώσης Harel (2000).  
Διαπιστώνουµε λοιπόν ότι η οντολογία της έννοιας ακόµα και για τους εκπαιδευτικούς 
δεν καθορίζεται µόνο από τα τυπικά µαθηµατικά χαρακτηριστικά της, όπως αυτά παρου-
σιάζονται στα σχετικά εγχειρίδια των Ανώτερων Μαθηµατικών που οι εκπαιδευτικοί 
έχουν διδαχθεί. Μέρος του φορτίου της έννοιας καθορίζεται και από τη ευρύτερη 
σηµασία του σχετικού όρου-λέξης που χρησιµοποιούµε για να την αποδώσουµε.  

αν = 0,3999...9
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Στο παρακάτω απόσπασµα 4 φαίνεται η συλλογιστική της εκπαιδευτικού Κ38 σύµφωνα 
µε την οποία, το 0,3999... έχει σταθερή ή µεταβλητή θέση στον άξονα ανάλογα µε τη 
βαθµονόµηση του άξονα. 

Απόσπασµα 4 από την συνέντευξη µε την εκπαιδευτικό Κ38 

Ε2: Μπορείς να κάνεις ένα σχήµα; 
Κ38: Σχήµα γι’ αυτόν εδώ [0,3999...] ;  
Ε1: Στον άξονα 
Κ38: Ας πούµε εδώ είναι το 0,3999 εδώ είναι το 0,400 και αυτό εδώ [δείχνει το 

0,3999... ] είναι κάπου εδώ πέρα [δείχνει ανάµεσα στο 0,3999 και το 0,400] 
Ε2: Είναι κάπου σταθερά αυτό; 
Κ38: θα έπρεπε να είναι κάπου εδώ που είναι οι γραµµές  
Ε1: Δηλαδή κάτσε, είναι κάπου εκεί αλλά όχι εκεί που είναι το 0,400 
Κ38: Είναι σχετικό βασικά αυτό  
Ε2: Με τι; 
Κ38: νοµίζω είναι πολύ φιλοσοφικό ας πούµε, 
Ε1: Σχετικό είναι αν είναι το ίδιο ή διαφορετικό; 
Κ38: ... µπορείς να χωρίσεις το διάστηµα και σ' άλλα κοµµάτια. Άρα τώρα γίνεται µη 

σταθερό. Το θέµα είναι αν είναι µη σταθερό ή σταθερό ε;  
Ε2: Περίπου, Πως το βλέπεις εσύ είναι το θέµα 
Ε1: Κοίταξε... 
Κ38:  Εγώ το βλέπω µε τα µάτια µου σ’ αυτό τον κόσµο που ζω 
Ε2: Δηλαδή; 
Κ38: Εγώ σ’ αυτό τον κόσµο που ζω το βλέπω σα σταθερό γιατί και να κινείται εγώ δε 

θα το βλέπω είναι πολύ µικρό, κάπως έτσι  
Ε2: Γιατί αν κάνουµε πολύ µεγάλη την απόσταση από το 0 µέχρι το 1; Αν την κάνουµε 

100 χιλιόµετρα. 
Κ38: Ωραία τότε κινείται ... 

Στο ίδιο πνεύµα µε την εκπαιδευτικό Κ38 στο προηγούµενο απόσπασµα είναι µια 
διδακτική πρόταση του Κ34 ο οποίος αφού δίνει στις διδακτικές του προτάσεις µια 
απόδειξη για την ισότητα 0,3999... = 0,4 στη συνέχεια αναφέρει: 

Στο µαθητή Γ θα ζητούσα να βάλει το 0,399 πάνω στον άξονα των πραγµατικών από 
το 0 έως το 1. Έπειτα φτιάχνοντας άλλον άξονα «µεγαλύτερο», δηλαδή ίσου µεγέθους 
αλλά χωρισµένο από το 0,3 έως το 0,4 θα συνέχιζα έτσι, ώστε να σκεφτούν την έννοια 
του «κοντά» και πιο κοντά και την έννοια του απείρου. 

Στην Εικόνα 4.2.2Α παρατίθεται το σχήµα του εκπαιδευτικού Κ38 το οποίο αναφέρεται 
στο προηγούµενο απόσπασµα. 

 
Εικόνα 4.2.2Α: Σχέδιο του εκπαιδευτικού Κ34 
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Στο παρακάτω απόσπασµα 5 από τη συνέντευξη µε την καθηγήτρια Κ38 φαίνεται ότι οι 
αριθµοί προκειµένου να έχουν µια αποδεκτή υπόσταση ή οντολογία για την εκπαιδευτικό 
θεωρείται απαραίτητο να συνδέονται µε κάποιο πραγµατικό νόηµα ή διαδικασία.  

Απόσπασµα 5 από την συνέντευξη µε την εκπαιδευτικό Κ38 
Κ38: Εγώ προσωπικά θεωρώ καταρχήν... όλους τους αριθµούς, αριθµούς και ότι έτσι 

τους διδαχτήκαµε και ότι όχι µόνο αυτό, καταρχήν µας δίνουν ένα ποσοτικό 
µέγεθος ένα νούµερο ένα ... δηλώνουν κάτι στην καθηµερινότητά µας οπότε µου 
δίνει κάτι, οπότε δεν µπορώ να µην το θεωρήσω σαν αριθµό  

Ε2: Ο 0,333... τι δηλώνει από την καθηµερινότητά µας; Μπορεί να περιγράψει κάτι 
καθηµερινό; 

Κ38: Μια διαίρεση 
Ε2: Ποια; 
Κ38: 1 δια ... το 10/3 είναι το 3.3333...  ε .. το 1:3 
Ε2: 1 δια 3 
Ε1: Για να ξαναγυρίσουµε λίγο στο προηγούµενο σ' αυτό που έχει εδώ το 0,3999... 
Κ38: Το κλάσµα 1/3 δεν είναι αριθµός; Είναι διαδικασία [απαντάει στον Ε2] 

Στο απόσπασµα αυτό φαίνεται ότι ο αριθµός δεν θεωρείται µια αφηρηµένη θεωρητική 
έννοια αλλά το αποτέλεσµα µιας διαδικασίας, ένα αντικείµενο το οποίο εκφράζει κάτι 
«στην καθηµερινότητά µας» κάτι πραγµατικό. Έτσι, το 0,333... θεωρείται όχι µόνο 
αριθµός, αλλά και το αποτέλεσµα της διαδικασίας της διαίρεσης 1:3 η οποία µπορεί 
εύκολα να συνδεθεί µε τα νοήµατα που αποδίδονται σε ένα κλάσµα. Όµως κάτι 
αντίστοιχο δεν συµβαίνει µε την αναπαράσταση 0,3999... η οποία δεν µπορεί να συνδεθεί 
άµεσα µε τις διαδικασίες της διαίρεσης. Μια τέτοια σύνδεση µπορεί να γίνει µόνο µέσα 
από τις διαδικασίες του απειροστικού λογισµού και οι συνδέσεις µε αντικείµενα «της 
καθηµερινότητας» δεν είναι τόσο φανερές.  

Συνεχίζοντας στο ίδιο πνεύµα παραθέτουµε αναφορές των εκπαιδευτικών στις οποίες 
φαίνεται ότι αυτοί αποζητούν µια φυσική διαδικασία η οποία να εκτελείται από κάποιο 
υποκείµενο και εξελίσσεται στο χρόνο προκειµένου να ερµηνεύσουν ένα µαθηµατικό 
αντικείµενο. Για παράδειγµα ο εκπαιδευτικός Κ40 αναφέρει:  

Ο µαθητής Α φαίνεται ότι έχει κατανοήσει πλήρως την έννοια του ορίου από την 
απάντηση που δίνει. Θετικά σηµεία της άποψής του είναι οι λέξεις που χρησιµοποιεί: 
«διαδικασία», «τείνει». Έτσι δείχνει ότι γνωρίζει ότι το όριο δεν είναι απλά ένας 
αριθµός αλλά και µια διαδικασία που µας βοηθάει να προσεγγίσουµε κάποιον αριθµό 
καθώς «κινούµαστε» προς αυτόν «ανεβαίνοντας» διαδοχικά τους αριθµούς.  

Στο συγκεκριµένο απόσπασµα φαίνεται µια θεώρηση της έννοιας του ορίου ως φυσικό 
φαινόµενο που συνδέεται µε το υποκείµενο που πραγµατοποιεί τις ενέργειες. Μια τέτοια 
προσέγγιση βρίσκεται πολύ µακριά από τον αποστασιοποιηµένο από τη φυσική 
πραγµατικότητα τυπικό ορισµό του ορίου ακολουθίας. Συγκεκριµένες λέξεις όπως 
«τείνει» εκλαµβάνονται µε την καθηµερινή τους χρήση και καθορίζουν την κατανόηση 
για τα µαθηµατικά αντικείµενα. Παρόµοια ο καθηγητής Κ73 στις διδακτικές του 
προτάσεις αναφέρει:  

Θα προσπαθούσα επίσης να δώσω στο µαθητή Δ να κατανοήσει ότι όσο αυξάνονται τα 
9 τόσο πιο κοντά στο 0,4 πλησιάζει ποτέ όµως δε θα γίνει ο αριθµός 0,4. Δηλαδή η 
ανάλυση που έκανε ο ίδιος 0,3+0,09+0,009+... µας πλησιάζει όλο και πιο κοντά στο 
0,4 όχι όµως στον ίδιο τον αριθµό.  
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Στη συγκεκριµένη δήλωση υπάρχει µια διαισθητική συσχέτιση της µαθηµατικής έννοιας 
του ορίου µε το χρόνο στον οποίο εκτελείται αυτή η οριακή διαδικασία όταν αναφέρεται 
από τον εκπαιδευτικό ότι «ποτέ δε θα γίνει ο αριθµός 0,4». Αυτή η προσέγγιση όµως είναι 
σε απόσταση από την σύγχρονη θεώρηση για το όριο ακολουθίας.  

Με εµφατικό τρόπο αναδεικνύεται η απαραίτητη σύνδεση των µαθηµατικών εννοιών µε 
ρεαλιστικές συσχετίσεις και στο παρακάτω απόσπασµα 6 της συνέντευξης που είχαµε µε 
την καθηγήτρια Κ38.  

Απόσπασµα 6 από την συνέντευξη µε την καθηγήτρια Κ38 

Ε1: … βλέπεις αυτό (δείχνει το 0,399) και βλέπεις αυτό  (δείχνει το 0,3999...) τι 
σκέφτεσαι, αν υπάρχει διαφορά σ’ αυτό που σκέφτεσαι όταν βλέπεις αυτό [0,399] 
µε αυτό που σκέφτεσαι όταν βλέπεις αυτό [0,3999...].  

Κ38: Δεν µπορώ να σας απαντήσω χωρίς να ... απαλλαγµένη από τις επιρροές τις 
καθηµερινές δηλαδή µε τίποτα ούτε ...επειδή δεν καταλαβαίνω ακριβώς σε τι 
αποσκοπούν εγώ αναγκαστικά θα απαντήσω σαν άνθρωπος ...τελοσπάντων θα το 
δω 399 χιλιοστά σα κλάσµα ... αυτό µπορεί να το δω και σαν 0,4 αλλά σαν 
µαθηµατικός θα µε ικανοποιούσε πιο πολύ η σειρά εµένα γι’ αυτό το πράγµα.  

Ε1: Δηλαδή αυτό είπες µπορείς να το δεις σαν 399 χιλιοστά ; 
Κ38: Ναι 
Ε1: Και αυτό (δείχνει το 0,3999...) σαν 0,4   
Κ38: Αυτό σαν σειρά  
Ε1: Όχι... 
Κ38: Εννοώ για τις καθηµερινές ανάγκες ενός ατόµου που δεν έχει να κάνει µε 

µαθηµατικά. 
Ε2: Σαν σειρά όµως, πριν που σε ρωτήσαµε για τη σειρά είπες ότι δεν µπορεί να δίνει 

ένα συγκεκριµένο νούµερο  
Κ38: Ναι, απάντησα γρήγορα επειδή ... 
Ε2: Άρα αυτό δεν είναι κάποιος συγκεκριµένος αριθµός αφού είναι ίσος µε µια σειρά;  
Κ38: η οποία συγκλίνει; ... ναι αυτή τη στιγµή συγκρούονται οι γνώσεις µου µε τη 

διαίσθησή µου (χαµόγελα) δηλαδή 
Ε1: Δηλαδή πως συγκρούονται;  
Κ38: Συγκρούονται γιατί έχω µάθει ας πούµε τη σειρά να γράφω το ίσον, η σειρά που 

συγκλίνει να είναι ίσον ένας συγκεκριµένος αριθµός. 

Στη συνέχεια παραθέτουµε ένα ακόµα απόσπασµα από την ίδια συνέντευξη για το ίδιο 
ζήτηµα όπου φαίνεται µε ακόµα πιο έντονο τρόπο µια σύγκρουση ανάµεσα στην 
διαισθητική προσέγγιση της εκπαιδευτικού και σε αυτή που θεωρεί ότι οφείλει να έχει ως 
µαθηµατικός. 

Απόσπασµα 7 από την συνέντευξη µε την καθηγήτρια Κ38 
Ε1: Βλέπεις µια τέτοια εικόνα αυτό µε άπειρες τελείες [0,3999...] σε προβληµατίζει το 
τι είναι αυτό που σε κάνει ... ο λόγος που σε προβληµατίζει, αν έβλεπες δυο 
εννιάρια µόνο; 

Κ38: Ότι κάποιους άλλους ανθρώπους τους απασχολεί, µπορεί αναλόγως την 
περίπτωση να το δει ως 0,4 

Ε1: Όχι, όχι, άλλο ρωτάω. Αν έβλεπες αυτό µε τα δυο εννιάρια δε θα σε προβληµάτιζε 
έτσι δεν είναι;  

Κ38: Μα κι’ αυτό θα µπορούσα να το δω σαν 0,4 
Ε1: Το 0,399; 
Ε2: Ακριβώς ίσο; 
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Κ38: Όχι εννοώ, αναλόγως µε τις ανάγκες όχι σαν µαθηµατικός  
Ε1:  Όχι, σαν µαθηµατικός συζητάµε 
Κ38: Εγώ νόµισα σαν άνθρωπος συγνώµη 
Ε1: Όχι σαν µαθηµατικός, καλά και οι µαθηµατικοί άνθρωποι είναι, ξέρω γω, (γέλια) 

αυτό το διαχωρισµό δεν κατάλαβα ... 
Ε1- Κ38 -Ε2: ΓΕΛΙΑ 
Ε1: Δηλαδή τον αριθµό τον βλέπεις σαν διαδικασία αλλά τον µαθηµατικό δεν τον 
βλέπεις σαν άνθρωπο … 

Ε1 – Κ38 - Ε2: ΓΕΛΙΑ 

Η Grabiner (1981) θεωρεί ότι ένας από τους λόγους που έστρεψαν τους µαθηµατικούς 
προς τη θεµελίωση του απειροστικού λογισµού αφορά το ζήτηµα της µεθοδολογίας της 
ίδιας της φύσης της µαθηµατικής δραστηριότητας. Μέχρι και τον 17ο αιώνα θεωρείται ότι 
τα µαθηµατικά αντλούν το νόηµά τους από τη φύση. Χαρακτηριστική για το 
συγκεκριµένο ζήτηµα είναι η δήλωση που αποδίδεται στο Γαλιλαίο ότι «Το βιβλίο της 
Φύσης είναι γραµµένο στη γλώσσα των µαθηµατικών». Όµως τον 18ου αιώνα φαίνεται 
από την αλληλογραφία µεταξύ του D’ Alembert και του Lagrange πως θεωρούσαν ότι οι 
µαθηµατικές µέθοδοι που χρησιµοποιούνταν είχαν φτάσει σε κάποιο όριο που έπρεπε να 
το ξεπεράσουν. Έτσι, αναπτύσσεται µια στροφή για λογική αυστηρότητα στις αποδείξεις, 
για περισσότερη σαφήνεια στους ορισµούς των εννοιών και την αποµάκρυνση της 
γεωµετρικής µεθοδολογίας (υπό τη µορφή της εποπτείας) από την ανάλυση. Μια τέτοια 
τάση σηµαίνει την αποδοχή του διαχωρισµού των µαθηµατικών από τον εµπειρικό 
κόσµο.  

Τα µαθηµατικά λοιπόν τώρα τείνουν προς µια αυτοθέσµιση των µεθόδων τους και των 
εργαλείων τους και προς µια αυτοδιαχείριση των ‘πραγµάτων του οίκου τους’, στο 
βαθµό που επιχειρούν να καθορίσουν για λογαριασµό τους τα εργαλεία της πρακτικής 
τους. (Ρουσόπουλος, 1991, σ. 40) 

Στα προηγούµενα αποσπάσµατα βλέπουµε ότι επανέρχεται και πάλι το δίπολο των 
εµπειρικών µε τις φορµαλιστικές προσεγγίσεις τουλάχιστον για τις ανάγκες της 
διδακτικής πρακτικής. Σε άλλες περιπτώσεις οι εκπαιδευτικοί της έρευνάς µας 
περιορίζονται σε µια φορµαλιστική προσέγγιση του µαθηµατικού ζητήµατος (Zoitsakos, 
Zachariades, Saconidis, 2015). Στην ενότητα αυτή όµως, έχουµε αποσπάσµατα 
εκπαιδευτικών που δεν ακολουθούν την τάση ανεξαρτητοποίησης των µαθηµατικών από 
το εµπειρικό τους υπόβαθρο, τουλάχιστον κατά την τοποθέτησή τους σ’ ένα διδακτικό 
πλαίσιο. Αυτή η τάση η οποία χαρακτηρίζει την ιστορική εξέλιξη των µαθηµατικών ο 
Freudenthal (1983) την έχει ονοµάσει «απο-οντολόγηση» (“anontologization”). 

Οι αριθµοί, η αρίθµηση, και οι αριθµητικές πράξεις είναι πρώτα απ’ όλα ένα µέσο για 
την οργάνωση φαινοµένων όπου οι ποσότητες παίζουν ένα ρόλο. Όλες οι θεωρίες των 
φυσικών αριθµών έχουν τις ρίζες τους σε αυτά τα µέσα οργάνωσης. Αλλά όλες οι 
θεωρίες το ξεπερνούν αυτό. Τα µαθηµατικά χαρακτηρίζονται από µια τάση την οποία 
έχω ονοµάσει απο-οντολόγηση: κοψίµατος των δεσµών µε την πραγµατικότητα. Αυτή 
η τάση είναι δικαιολογηµένη. Είναι, ωστόσο, το αποτέλεσµα της ιστορικής και της 
ατοµικής εξέλιξης και δεν µπορεί να θεωρείται έµφυτη στο νου του µαθητή. Ακόµα 
περισσότερο δεν µπορεί ο µαθητής να θεωρείται επιδεκτικός σε απο-
οντολογιοποιηµένα µαθηµατικά. Οι προσπάθειες για την ενδυνάµωσή της οδηγούν σε 
λανθασµένες εφαρµογές. (σ. 81) 

Στην κατεύθυνση άρσης αυτής της τάσης προσπαθεί να συµβάλλει ο καθηγητής Κ4 όταν 
στις διδακτικές του προτάσεις αναφέρει:  
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Πρέπει να αντιµετωπίσουµε κάποιες παρανοήσεις: α. Ένα άθροισµα άπειρων όρων 
µπορεί να τείνει σε έναν αριθµό. Αυτό γίνεται µε ένα παράδειγµα: Κόβοντας ένα χαρτί 
στο µισό και το µισό πάλι στο µισό κ.λπ. 

Το φαινόµενο της απο-οντολόγησης θα µπορούσε να µας δώσει και µια ερµηνεία για τη 
δυσκολία κατανόησης της σύνδεσης των απειροψήφιων δεκαδικών όπως το 0,3999… µε 
τo 0,4. Έτσι, ενώ οντολογικά το κλάσµα συνδέεται µε µια συγκεκριµένη ενέργεια, την 
διαίρεση που πρέπει να πραγµατοποιήσουµε προκειµένου για παράδειγµα να περάσουµε 
από το 4/10 το οποίο είναι µια διαφορετική µορφή της διαίρεσης 4:10 και γράφεται και 
ως 0,4, η περίπτωση των απειροψήφιων περιοδικών δεκαδικών αριθµών δεν µπορεί να 
συνδεθεί µε µια τέτοια άµεση ενέργεια η οποία να ολοκληρώνεται σε πεπεπρασµένα 
βήµατα. Έτσι, ενώ η σύνδεση του 0,4 µε το κλάσµα 4/10 παραµένει ακόµα και στον 
τρόπο που το διαβάζουµε («τέσσερα δέκατα»), η αντίστοιχη σύνδεση του 0,399... µε το 
κλάσµα απουσιάζει εντελώς εµφανίζοντας έτσι µια σηµασιολογική ασυµφωνία. Ίσως µε 
βάση αυτή την ασυµφωνία κάποιοι καθηγητές όπως η Κ23 θεωρούν ότι ο 0,3999... «είναι 
ένας άρρητος αριθµός». Επίσης ο εκπαιδευτικός Κ35 αναφέρει σχολιάζοντας τη δήλωση 
του µαθητή Β: «Ο αριθµός έχει άπειρα δεκαδικά ψηφία, είναι άρρητος». 

Στο ίδιο πνεύµα επισηµαίνουµε την αναφορά του Κ40, «δεν είναι απλά ένας αριθµός 
αλλά και µια διαδικασία που µας βοηθάει να προσεγγίσουµε κάποιον αριθµό» µαζί µε τη 
δήλωση της καθηγήτριας Κ33 η οποία αναφέρει «Οι µαθητές Α, Β δεν έχουν καταλάβει 
προφανώς ότι 0,3999…= 0,4 και όχι απλά ότι «τείνει» στο 0,4» (οι επισηµάνσεις δικές 
µας).  
Στην ενότητα αυτή αναλύσαµε το οντολογικό περιεχόµενο στη συλλογιστική των 
εκπαιδευτικών. Από την ανάλυσή µας προέκυψε ότι καθοριστικό ρόλο στη διαµόρφωση 
της συλλογιστικής των εκπαιδευτικών για την αναπαράσταση 0,3999... έχει η 
πολλαπλότητα της οντολογίας της έννοιας του απείρου. 
Ένα ζήτηµα που προσδιορίζει στοιχεία του περιεχοµένου της συλλογιστικής των 
εκπαιδευτικών για το συγκεκριµένο ζήτηµα σχετίζεται µε την οντολογία του απείρου η 
οποία προέρχεται από το ετυµολογικό υπόβαθρο της λέξης «άπειρο» το οποίο παραπέµπει 
σε «κάτι χωρίς πέρας». Έτσι, για αρκετούς εκπαιδευτικούς περιοδικοί δεκαδικοί αριθµοί 
όπως ο 0,3999... ή οι δεκαδικές αναπαραστάσεις των άρρητων αριθµών, δεν θεωρούνται 
ότι αντιπροσωπεύουν «συγκεκριµένους» αριθµούς αλλά αφηρηµένες ιδέες χωρίς 
ρεαλιστική υπόσταση. 

Επίσης, από την ανάλυση των δηλώσεων των εκπαιδευτικών προκύπτει ότι µια 
σηµαντική πηγή δυσκολίας προέρχεται από το διττό χαρακτήρα του απείρου στα 
µαθηµατικά και ειδικότερα στην αναπαράσταση 0,3999... Συγκεκριµένα, στην 
αναπαράσταση 0,3999... ενσωµατώνεται η έννοια του άπειρου πληθάριθµου που έχει το 
σύνολο των ψηφίων 9 µε την έννοια του «ορίου ακολουθίας όπου το ν τείνει στο άπειρο. 
Επιπλέον, σηµαντικό µέρος των εκπαιδευτικών αναζητούν εµπειρικές προσεγγίσεις, ή 
φυσικές διαδικασίες διαµορφώνοντας ένα πραγµατιστικό υπόβαθρο για τις µαθηµατικές 
έννοιες που διαχειρίζεται διδακτικά. Σε κάποιες περιπτώσεις αυτή η προσέγγιση 
προέρχεται από µια αδυναµία αξιοποίησης της σχετικής θεσµικής γνώσης που είχαν 
διδαχθεί οι εκπαιδευτικοί στο πανεπιστήµιο για τις ανάγκες της διδακτικής πρακτικής 
τους. Σε κάποιες άλλες περιπτώσεις όµως κάποιοι εκπαιδευτικοί φαίνεται ότι προσπαθούν 
να αποκαταστήσουν µια ισορροπία στην τάση ανεξαρτητοποίησης των µαθηµατικών από 
το εµπειρικό τους υπόβαθρο και τα ερωτήµατα που τα οδήγησαν στην ανάπτυξή τους. 
Επισηµαίνουµε ότι, στο πλαίσιο της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης δεν διδάσκονται οι 
σχετικοί ορισµοί για τις πολλαπλές σηµασίες του απείρου, µε αποτέλεσµα µαθητές και 
εκπαιδευτικοί να προσπαθούν να αποδώσουν τα αντίστοιχα νοήµατα µε περιγραφικές και 
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διαισθητικές προσεγγίσεις. Επίσης, φαίνεται ότι η σχετική θεσµική γνώση την οποία 
είχαν διδαχθεί οι εκπαιδευτικοί στο πανεπιστήµιο, δεν µπορεί στις περισσότερες 
περιπτώσεις, να αξιοποιηθεί µε ουσιαστικό τρόπο στην διδακτική πρακτική των 
εκπαιδευτικών. 

4.2.3 Επιστηµολογικά στοιχεία στη συλλογιστική των εκπαιδευτικών 

Στην ενότητα αυτή επικεντρώνουµε την προσοχή µας σε φαινόµενα που δείχνουν τις 
επιστηµολογικές πτυχές που αναδεικνύονται από τη µελέτη των ερµηνειών των 
εκπαιδευτικών για τις δηλώσεις των µαθητών του σεναρίου. Δηλαδή, ζητήµατα που 
δείχνουν ότι ο τρόπος διαπραγµάτευσης των µαθηµατικών εννοιών από τους 
εκπαιδευτικούς δεν περιλαµβάνει µόνο τις τελικές µορφές των εννοιών όπως αυτές 
διατυπώνονται στη σύγχρονη θεώρησή τους αλλά πτυχές της ιστορικής εξέλιξης των 
εννοιών αυτών.  
Συγκλίνουσα και αποκλίνουσα σειρά 

Ο καθηγητής Κ3 ερµηνεύοντας τη δήλωση του µαθητή Δ αναφέρει:  

Ο µαθητής Δ ορθά βλέπει στη λέξη παράσταση τη λέξη άθροισµα και σπάει τον 
αριθµό 0,3999... σε 0,3+0,09+0,009, ... κάτι που σωστά αναφέρει [ότι] αυξάνεται 
συνεχώς και δεν µπορεί να ισούται µε κάποιο αριθµό. Βέβαια πρέπει να τονιστεί ότι ο 
αριθµός αυτός θα είναι πάντα µικρότερος αυστηρά του 0,4.  

Παρατηρούµε ότι διακρίνονται κάποιες αντιφάσεις στο σκεπτικό της προηγούµενης 
δήλωσης. Από τη µια θεωρείται το άθροισµα 0,3 + 0,09 + 0,009 +... ως αποκλίνουσα 
σειρά, όταν αναφέρεται ότι «αυξάνεται συνεχώς και δεν µπορεί να ισούται µε κάποιον 
αριθµό» και από την άλλη θεωρεί σωστό ότι ο αριθµός 0,3999... είναι ίσος µε το 
άθροισµα 0,3 + 0,09 + 0,009 + ... Αυτή η τάση συµβιβασµού αντιφατικών προεγγίσεων 
σε σχέση µε τις άπειρες σειρές έχει τα ιστορικά της ίχνη. Συγκεκριµένα ο ίδιος ο Euler 

εφαρµόζοντας τη σχέση για  αναφέρει:  

Ας υποθέσουµε ότι το άθροισµα κάθε άπειρης σειράς είναι η πεπερασµένη έκφραση µε 
το ανάπτυγµα της οποίας δηµιουργείται η σειρά. Υπό αυτή την έννοια το άθροισµα 

των άπειρων σειρών  θα είναι , επειδή η σειρά προκύπτει από 

το ανάπτυγµα του κλάσµατος, για οποιονδήποτε αριθµό τίθεται στη θέση του x. Αν 
συµφωνηθεί κάτι τέτοιο, ο νέος ορισµός της λέξης άθροισµα συµπίπτει µε τη συνήθη 
έννοια όταν µια σειρά συγκλίνει. Και δεδοµένου ότι οι αποκλίνουσες σειρές δεν έχουν 
κανένα άθροισµα µε την αρµόζουσα έννοια της λέξης, καµία δυσκολία δεν µπορεί να 
προκύψει από αυτή την ορολογία. Τελικά, µέσω αυτού του ορισµού, µπορούµε να 
διατηρήσουµε την χρησιµότητα των αποκλινουσών σειρών και να υπερασπιστούµε τη 
χρήση τους πέρα από κάθε αντίρρηση. (Institutiones 1755 in Kline Μ. 1983, p. 313) 

Όπως επισηµαίνει ο Morris Kline (1983) «Ένα εξωτερικό χαρακτηριστικό του 18ου αιώνα 
είναι ότι οι µαθηµατικοί εµπιστεύονταν τα σύµβολα περισσότερο από τη λογική» (σ. 
314). Προτιµούσαν να υιοθετούν τους τύπους των δυναµοσειρών παρόλο που ήξεραν ότι 
σε κάποιες περιπτώσεις οι αντίστοιχες σειρές δεν ήταν συγκλίνουσες. Οπωσδήποτε 
αναγνώριζαν την αναγκαιότητα για περισσότερες διευκρινήσεις αλλά φαίνεται ότι δεν 
ήταν διατεθειµένοι να απορρίψουν το σύνολο της µεθόδου λόγω των εµφανιζόµενων 
δυσλειτουργιών.  
 

1+ x( )m =1+ m1 x +
m(m −1)
1⋅2

x2 + ... m = −1

1− x + x2 − x3 + ... 1
1+ x



 

Σ. Ζωιτσάκος 126 

Τα απειροστά 
Σε κάποιες περιπτώσεις στις δηλώσεις των εκπαιδευτικών ανιχνεύονται στοιχεία που 
παραπέµπουν στη µακρά ιστορική συζήτηση για τα απειροστά Για παράδειγµα, η 
καθηγήτρια Κ9 η οποία θεωρεί ότι ο µαθητής Β έχει ικανοποιητική αντίληψη του θέµατος 
αναφέρει:  

Ο µαθητής Α έχει αντιληφθεί ότι το 0,3999… είναι «απείρως κοντά» στο 0,4, ίσως 
επειδή η παράσταση [0,3999…] δεν µπορεί να πάρει µια συγκεκριµένη τιµή τη 
χαρακτηρίζει διαδικασία […].  

Στις παραπάνω δηλώσεις, από τη µία, φαίνεται µια αντίληψη σύµφωνα µε την οποία το 
0,3999… είναι απείρως κοντά στο 0,4. Από την άλλη η προηγούµενη αντίληψη για την 
απόσταση του 0,3999... από το 0,4 είναι πολύ κοντά στην έννοια του απειροστού αλλά σε 
διαισθητικό µόνο επίπεδο, µακριά από τη θεωρητική θεµελίωση των απειροστών όπως 
έγινε µε  την εργασία του Robinson (1966) για την µη συµβατική ανάλυση. 
Αντίστοιχα η καθηγήτρια Κ21 εµφανίζει την αντίληψη ότι τα σηµεία της ευθείας των 
πραγµατικών αριθµών δεν είναι αδιαίρετα. Χαρακτηριστικά αναφέρει ότι:  

Δεν µπορούµε να εντοπίσουµε τον αριθµό 0,39...9 µε άπειρα 9. Ότι δεν µπορεί το 
µυαλό µας να µετρήσει άπειρα 9. [...] Αυτός ο αριθµός συνεχώς πλησιάζει το 0,4 δεν 
είναι απλά ο προηγούµενός του. [...] Θα παρότρυνα τους µαθητές να µου δείξουν τον 
αριθµό 0,39...9 πως όµως γνωρίζω ότι εκείνο το σηµείο που θα µου έδειχναν δε σπάει 
σε πιο µικρά σηµεία και το αµέσως επόµενο σε ακόµα πιο µικρά κ.ο.κ. (οι 
υπογραµµίσεις προστέθηκαν) 

Οι Katz & Tall (2012) επισηµαίνουν ότι «οι απειροστές έννοιες δηµιουργούνται φυσικά 
στην ανθρώπινη σκέψη προκαλώντας µια σύγκρουση µεταξύ της φυσικής διαδικασίας 
σκέψης των µαθητών και τυπικών τρόπων απόδειξης της µαθηµατικής ανάλυσης» (σ. 77) 
και προσφέρουν µια προσέγγιση που: 

... επιτρέπουν την αντιµετώπιση ακολουθιών που τείνουν στο µηδέν ή στο άπειρο να 
συλλαµβάνονται µε όρους απειροστών και άπειρων ποσοτήτων µε ένα τυπικό τρόπο 
που συνάδει µε τις διαισθητικές ιδέες των απειροστών και των άπειρων αριθµών στον 
απειροστικό λογισµό (σ. 85).  

«Η έννοια του ‘τείνει’» 

Η καθηγήτρια Κ29 αναφέρει στην εισαγωγή του δοκιµίου της σχετικά µε το στόχο της 
ερώτησης του καθηγητή του σεναρίου. 

Ο καθηγητής µε αυτή την ερώτηση προσπαθεί να εισάγει ίσως την έννοια του ορίου 
στους µαθητές και την έννοια του «τείνει». Η παράσταση 0,3999... τείνει στο 0,4 όταν 
τα ψηφία τείνουν στο άπειρο αλλά ποτέ δε φτάνει το 0,4 και αυτό είναι που πρέπει να 

κατανοήσουν οι µαθητές. Όπως για παράδειγµα  αλλά ποτέ η συνάρτηση  

δεν ακουµπάει τον  δηλαδή δεν µηδενίζεται. Όσο το  µεγαλώνει τόσο, δηλαδή ο 

παρονοµαστής  ο αριθµός γίνεται όλο και πιο µικρός αλλά 

ποτέ δεν γίνεται µηδέν. (η υπογράµµιση προστέθηκε) 
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Σε πρώτη φάση επικεντρώνουµε την προσοχή µας στην υπογράµµισή που έχουµε κάνει 
στη δήλωση της εκπαιδευτικού σχετικά µε την «έννοια του ορίου και ... την έννοια του 
‘τείνει’» και τις οµοιότητες που υπάρχουν µε µια κλασική διατύπωση για το όριο που 
διατυπώθηκε τον 18ο αιώνα από τους d’ Alembert και de la Chapelle στην 
Εγκυκλοπαίδεια.  

Ένα µέγεθος θεωρείται ότι είναι το όριο ενός άλλου µεγέθους, όταν το δεύτερο µπορεί 
να προσεγγίσει πλησιέστερα προς το πρώτο από ένα δεδοµένο µέγεθος, τόσο µικρό 
όσο αυτό [το δεδοµένο] µέγεθος µπορεί να υποτεθεί, παρόλα αυτά, χωρίς το µέγεθος 
που πλησιάζει να µπορεί ποτέ να ξεπεράσει το µέγεθος που προσεγγίζει, έτσι ώστε η 
διαφορά µεταξύ µιας ποσότητας και του ορίου της είναι απολύτως ασήµαντη ... Ορθώς 
µιλώντας, το όριο ποτέ δεν συµπίπτει ή δεν γίνεται ποτέ ίσο µε την ποσότητα του 
οποίου είναι ένα όριο, αλλά το τελευταίο µπορεί πάντοτε να πλησιάζει και να 
προσεγγίζει και µπορεί να διαφέρει από αυτό όσο λιγότερο επιθυµεί. (όπως 
αναφέρεται στο Grabiner, 1981, σ. 8) 

Παρόµοια, σε µια διαισθητική προσέγγιση για το όριο συνάρτησης, που συχνά φαίνεται 
από τα δεδοµένα µας ότι προτιµούν οι εκπαιδευτικοί, είναι αυτή που επιχειρείται στο 
σχολικό εγχειρίδιο των µαθηµατικών προσανατολισµού θετικών σπουδών/οικονοµίας και 
πληροφορικής (Ανδρεαδάκης κ.ά., 2017). Στην αρχή της ενότητας για το όριο 

συνάρτησης, µε αφορµή το παράδειγµα της συνάρτησης  αναφέρεται: 

Καθώς το , κινούµενο µε οποιονδήποτε τρόπο πάνω στον άξονα , προσεγγίζει 
τον πραγµατικό αριθµό 1, το , κινούµενο πάνω στον άξονα , προσεγγίζει τον 
πραγµατικό αριθµό 2 [...] Στην περίπτωση αυτή γράφουµε  και 

διαβάζουµε «το όριο της , όταν το  τείνει στο 1, είναι 2».  (σ. 40) 

Υπάρχει βεβαίως σηµαντική διαφοροποίηση σε σχέση τον σύγχρονο ορισµό του ορίου 
συνάρτησης όπως αυτός εµφανίζεται στο σχολικό εγχειρίδιο της Γ΄ Λυκείου: 

Λέµε ότι µια συνάρτηση  ορισµένη σε ένα σύνολο της µορφής   έχει 

στο  όριο ℝ, και συµβολίζουµε , όταν για κάθε  υπάρχει 

 τέτοιος, ώστε για κάθε , µε , να ισχύει: 
. (σ. 43) 

Στο σύγχρονο ορισµό σε αντίθεση µε τις προσεγγίσεις των µαθηµατικών του 18ου αιώνα, 
δεν υπάρχει κάποια αναφορά σε µεταβλητές ή µεγέθη που «τείνουν», «πλησιάζουν 
οσοδήποτε κοντά» ή «προσεγγίζουν οσοδήποτε επιθυµούµε» κάποιον αριθµό. Το µόνο 
που απέµεινε στον σύγχρονο ορισµό είναι ή λέξη «όριο» στον τρόπο που διαβάζεται το 
αντίστοιχο σύµβολο. Τέτοιες λέξεις ή εκφράσεις εµφανίζονται µόνο στις λεκτικές 
προσπάθειες περιγραφής του ορισµού του ορίου συνάρτησης όπως µπορούµε να δούµε 
στο διδακτικό εγχειρίδιο των µαθηµατικών της Γ΄ Λυκείου. 

Όταν οι τιµές µιας συνάρτησης  f  προσεγγίζουν όσο θέλουµε έναν πραγµατικό αριθµό 
, καθώς το  προσεγγίζει µε οποιονδήποτε τρόπο τον αριθµό , τότε γράφουµε 

 και διαβάζουµε «το όριο της , όταν το  τείνει στο  είναι » ή 

το «όριο της  στο  είναι ». (Ανδρεαδάκης κ.ά, 2017, σ. 40) 
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Έτσι, φαίνεται ότι µια πηγή συγγένειας µεταξύ των σύγχρονων κατανοήσεων των 
εκπαιδευτικών και αυτών που συναντάµε στην ιστορία των επιστηµών και των 
µαθηµατικών βρίσκεται στο διαχωρισµό των τρόπων µε τους οποίους οι λέξεις έχουν 
διαδραµατίσει το ρόλο τους στην εξέλιξη των εννοιών αλλάζοντας το νόηµά τους. Ένας 
όρος που εισάγεται από τη Skarga (1989) γι’ αυτόν τον διαχωρισµό είναι o 
«εξορθολογισµός» (rationalization) µιας λέξης ή έκφρασης από τότε που έγινε 
επιστηµονικός όρος και περιλαµβάνεται σε µια θεωρία. Ένας ακόµα όρος είναι η 
«µεταφορά» (metaphorization) όπου η λέξη ή η σηµασία ενός συµβόλου αποκτά ένα 
µεταφορικό νόηµα όπως χρησιµοποιείται στην καθοµιλουµένη. Για παράδειγµα, η έννοια 
της µάζας στη Φυσική έχει περάσει από την συνήθη της σηµασία ως κάτι µεγάλο ή βαρύ, 
στον ορισµό της µε βάση τη σχέση της δύναµης µε την επιτάχυνση µέσω της Νευτώνιας 
θεωρίας και την εξέλιξή της, στη συνέχεια, στην έννοια της µάζας στη θεωρία της 
σχετικότητας και στη θεωρία του Dirac. 
Ο εξορθολογισµός και η µεταφορά είναι διαδικασίες που οδηγούν σε διαφορετικές 
κατευθύνσεις. Ενώ ο εξορθολογισµός σπάει τις γλωσσικές παραδόσεις και οντολογίες 
που φέρει έννοια, η µεταφορά τις διατηρεί µε τρόπους που δεν είναι εντελώς 
καθορισµένοι, αλλά ακόµα διατηρούνται κάποια από τα παλιά νοήµατα και αξίες 
(Sierpinska, 1996). 

Το πέρασµα σε µια µεταφορά δεν είναι µια διακοπή από την εµπειρία, παρότι µπορεί 
να είναι το αποτέλεσµα µιας απόσπασης από τα κυριολεκτικά νοήµατα χάρη στην 
επιβεβαίωση της εµπειρίας µε επιστηµονικές µεθόδους. Περιλαµβάνεται σε ένα 
στερέωµα από πολύ ισχυρές προηγούµενες εµπειρίες, µαζί µε συνδέσεις που τις 
ξυπνούν, γεµίζουν µε συναισθήµατα και αξίες  σ’ ένα πλούσιο ιστό από φαντασία ... 
Υπάρχουν εµπειρίες τόσο ισχυρές που ο χρόνος δεν µπορεί να τις καταστρέψει. 
Γίνονται πηγές ολόκληρων θεωριών όπως η θεωρία των στοιχείων, και όταν η θεωρία 
εγκαταλείφθηκε, εκφράζονταν τα ίδια σ’ ένα δίκτυο µεταφορών, και αυτό είναι 
ακριβώς το δίκτυο που έχει τη δύναµη της επιβίωσης όχι ως υπενθύµιση των 
ξεχασµένων που τα βάζουµε στην άκρη αλλά σαν ζωντανή λέξη ... Η γλώσσα είναι 
ένας πραγµατικός θυσαυρός – το σπίτι των σκέψεων και των εικόνων των οποίων 
είµαστε κληρονόµοι... (Skarga, 1989, σ. 136-137 µε βάση την παράθεση στο 
Sierpinska, 1996, σ. 123) 

Μια πεποίθηση που εµφανίζεται αρκετά συχνά στους εκπαιδευτικούς της έρευνάς µας 
όπως είδαµε και στη δήλωση της καθηγήτριας Κ29 που προαναφέραµε είναι η θεώρηση 
σύµφωνα µε την οποία «οι τιµές µιας συνάρτησης πλησιάζουν το όριό της αλλά δεν το 
φτάνουν ποτέ». Παρόµοιες αντιλήψεις εκφράζουν και άλλοι εκπαιδευτικοί της έρευνάς 
µας. 

Κ65: Ο µαθητής Α προφανώς έχει διδαχθεί τα όρια και δίνει µια σχεδόν σωστή 
απάντηση σκεπτόµενος τον ορισµό του ορίου. Ότι δηλαδή, όταν λέµε x→ x0  , 
εννοούµε ότι το x  είναι πάρα πολύ κοντά στο x0  δεν είναι όµως ίσα (η υπογράµµιση 
υπήρχε). 

Κ21: Η έννοια του ορίου ενός αριθµού x που τείνει στο 0,4 σηµαίνει ότι θέλω να 
υπολογίσω κάτι για έναν αριθµό που πλησιάζει πολύ κοντά στο 0,4 αλλά δεν τον 
φτάνει, δηλαδή έναν αριθµό 0,3999.........9 µε άπειρα 9. 

Αντίστοιχη προσέγγιση για το όριο συναντάµε και στους µαθηµατικούς του 18ου αιώνα 
όπως φαίνεται και από το απόσπασµα της Εγκυκλοπαίδειας των d’ Alembert και de la 
Chapelle που παραθέσαµε παραπάνω.  
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Όµως οι περιγραφές των d’ Alembert και de la Chapelle όπως και οι περιγραφές των 
παραπάνω εκπαιδευτικών έχουν δυο βασικούς περιορισµούς οι οποίοι είναι πολύ ισχυροί 
για τα µαθηµατικά. Αν ένα µέγεθος δεν ξεπερνά ποτέ το όριό του, τότε µια µεταβλητή δεν 
µπορεί να ταλαντεύεται γύρω από το όριο. Πως λοιπόν θα µπορούσαµε να 
χρησιµοποιήσουµε τον ίδιο ορισµό για να ορίσουµε το όριο των µερικών αθροισµάτων 

της σειράς , ή να εξετάσουµε το όριο της συνάρτησης f (x) = x2ηµ 1
x

 

καθώς το x τείνει στο 0. Και αν το µέγεθος δεν µπορεί να γίνει ποτέ ίσο µε το όριό του, 
τότε πως µπορεί να οριστεί η παράγωγος της γραµµικής συνάρτησης f (x) = ax + b ως το 
όριο του πηλίκου των διαφορών. Η εγκατάλειψη αυτών των περιορισµών είναι 
απαραίτητη προκειµένου ο ορισµός ή το όριο να είναι επαρκώς ευρύ για να υποστηρίξει 
τους ορισµούς όλων των βασικών εννοιών του απειροστικού λογισµού (Grabiner, 1981). 

Όµως η τάση των εκπαιδευτικών να θεωρούν ότι «οι τιµές της συνάρτησης δεν φτάνουν 
ποτέ το όριό της» έχει και µια ερµηνεία που δικαιολογείται στο διδακτικό πλαίσιο. Οι 
εκπαιδευτικοί ενδεχοµένως θέλουν να προστατέψουν τους µαθητές τους από την 
λανθασµένη πεποίθηση ότι το όριο κάθε συνάρτησης σ’ ένα σηµείο είναι ίσο µε την τιµή 
της συνάρτησης στο σηµείο αυτό, δηλαδή ότι αν µια συνάρτηση έχει όριο σ’ ένα σηµείο 
τότε είναι και συνεχής στο σηµείο αυτό. Αυτή η προσέγγιση διαφαίνεται στο παρακάτω 
απόσπασµα από το δοκίµιο της καθηγήτριας Κ23 η οποία αναφερόµενη στον µαθητή Δ 
γράφει: 

... φαίνεται ότι έχει καταλάβει ότι ένα όριο πηγαίνει σ’ έναν αριθµό αλλά δεν είναι 
κατ’ ανάγκη ίσο µε αυτόν (δεδοµένου ότι κανένας δεν µας λέει εάν έχουµε µια συνεχή 
συνάρτηση που . Θετικό σηµείο θεωρώ ότι είναι το γεγονός ότι έχει 
κατανοήσει τη διαφορά του τείνει µια συνάρτηση (ή µια ακολουθία) κάπου χωρίς κατ’ 
ανάγκη όµως να ταυτίζεται µε το όριο αυτό. 

Κάποιοι άλλοι εκπαιδευτικοί φαίνεται να θεωρούν ότι τελικά ή θεωρητικά «η συνάρτηση 
φτάνει το όριο της».  

Κ28: Λέγοντας τείνει ίσως έχει στο µυαλό του την έννοια του ορίου που κάποια 
στιγµή θεωρητικά θα φτάσει το 0,4. 

Όπως φαίνεται όµως ο τρόπος που προσεγγίζουν, τουλάχιστον σε διδακτικό πλαίσιο, την 
έννοια του ορίου, αρκετοί εκπαιδευτικοί της έρευνάς µας, είναι πιο κοντά στο τρόπο που 
το προσέγγιζαν οι µαθηµατικοί του 18ου αιώνα, παρά µε τον σύγχρονο ορισµό για το 
όριο  που έχουν διδαχθεί στο πανεπιστήµιο τον οποίο παραθέτουµε στη συνέχεια: 

Έστω ℝ και έστω  ένα σηµείο συσσώρευσης του 2. Λέµε ότι το όριο της 
f  καθώς το x  τείνει στο x0  υπάρχει και ισούται µε ℓ∈ ℝ αν για κάθε ε > 0  υπάρχει 
δ > 0  τέτοιο, ώστε για κάθε x ∈A  και 0 <| x − x0 |< δ  να ισχύει: | f (x) − ℓ |< ε .  

Όπως επισηµαίνει η Sierpinska (1990): 

O oρισµός του Weierstrass για το όριο µιας ακολουθίας3 µε όρους έψιλον και Ν δεν 
λύνει το πρόβληµα σχετικά µε τον αν η ακολουθία φτάνει το όριό της ή όχι. Είναι 

                                            

2 Έστω Α ένα µη κενό υποσύνολο του ℝ και έστω x0 ∈ℝ. Λέµε ότι ο x0  είναι σηµείο συσσώρευσης του Α 

αν για κάθε δ > 0  υπάρχει x ∈Α  ώστε 0 < x − x0 < δ . 

1− 1
2
+ 1
3
− 1
4
+ ...

f (x0 ) = 0,4

f : A→ x0 A
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στατικός και φορµαλιστικός εξαλείφοντας αυτό το πρόβληµα από τα µαθηµατικά και 
κάνοντάς το άνευ σηµασίας το να τεθεί. (σ. 32)  

Κάπως διαφορετική προσέγγιση είναι αυτή που εµφανίζεται στον ορισµό του Cauchy για 
το όριο µιας µεταβλητής το οποίο παραθέτουµε στη συνέχεια. 

Όταν οι διαδoχικές τιµές που παίρνει µια µεταβλητή ποσότητα πλησιάζουν 
απεριόριστα µια σταθερή τιµή, έτσι ώστε τελικά [αυτές οι τιµές] να διαφέρουν από τη 
σταθερή αυτή τιµή τόσο λίγο όσο θέλουµε, τότε αυτή η τιµή λέγεται το όριο των 
άλλων τιµών. (Cauchy, 1821 όπως παρατίθεται στο Grabiner, 1981, σ. 7) 

Στον παραπάνω ορισµό του Cauchy δεν γίνεται κάποια αναφορά σχετικά µε το αν οι τιµές 
της µεταβλητής ποσότητας φτάνουν ή όχι την οριακή τιµή τους.  

Στην σύγχρονη προσέγγιση για το όριο συνάρτησης, ενώ υπάρχουν κάποιες οµοιότητες 
µε τον ορισµό του Cauchy απουσιάζει η ιδέα της διαδοχικότητας σύµφωνα µε την οποία 
οι διαδοχικές τιµές µιας µεταβλητής τείνουν στην οριακή τους τιµή.  
Ακόµα διακρίνουµε, λιγότερο, στον ορισµό του ορίου των d’ Alembert και de la Chapelle 
και περισσότερο στον ορισµό του Cauchy την αναφορά στις «διαδοχικές τιµές που 
παίρνει µια µεταβλητή ποσότητα» η οποία δεν έχει νόηµα στον τυπικό ορισµό του ορίου 
συνάρτησης.  
Αρκετά µπερδεµένη είναι η προσπάθεια της εκπαιδευτικού Κ96 να χρησιµοποιήσει τη 
γνώση των Ανώτερων Μαθηµατικών που έχει διδαχθεί στο πανεπιστήµιο προκειµένου 
εξηγήσει µε όρους θεωρίας ορίων τι σηµαίνει ότι «έναν αριθµός τείνει σ’ έναν άλλον». 
Συγκεκριµένα αναφέρει: 

Στη συνέχεια θα τους έκανα παραδείγµατα διαστηµάτων µε άκρα (x-ε, x+ε), x ∈ℝ και 
θα τους ρωτούσα πόσοι αριθµοί υπάρχουν σ’ αυτό το διάστηµα και αν µπορούµε να 
προσδιορίσουµε τον αµέσως επόµενο αριθµό του , και επίσης θα διευκρινίζαµε 
ότι σ’ αυτό το πολύ µικρό διάστηµα υπάρχουν άπειροι ρητοί και άπειροι άρρητοι 
αριθµοί. Εποµένως θα καταλάβαιναν την έννοια του «ο αριθµός τείνει σ’ έναν άλλον». 
Δηλαδή σ’ ένα διάστηµα  υπάρχουν άπειροι αριθµοί που τείνουν στο 2 
χωρίς να µπορούµε να προσδιορίσουµε όλους.[...] Έτσι θα καταλάβαιναν ότι για να 
πούµε π.χ. ότι ο  τείνει στο 2 δεν χρειάζεται να τον προσδιορίσουµε αριθµητικά π.χ. 
ο  ή 1,99 ή 1,999 ή ... αλλά θα µας έφτανε ότι τείνει στο 2 ότι πλησιάζει πολύ 
κοντά στο 2.  

Εδώ παρουσιάζονται σε σύγχυση και µε ακατέργαστο τρόπο ιδέες των Ανώτερων 
Μαθηµατικών προκειµένου να τεκµηριωθεί µια ιδέα που εµφανίζεται στην τοποθέτηση 
του µαθητή Β του σεναρίου και υιοθετείται από την εκπαιδευτικό ως στόχος για 
τεκµηρίωση.  
Πολύ κοντά στον ορισµό του Cauchy  είναι και η προσέγγιση του καθηγητή Κ17 ο οποίος 
σχετικά µε τους στόχους του υποτιθέµενου καθηγητή του σεναρίου αναφέρει: 

                                                                                                                                   

3 Έστω ( aν ) µια ακολουθία πραγµατικών αριθµών. Λέµε ότι η ( aν ) συγκλίνει στον πραγµατικό αριθµό α 

αν για κάθε ε > 0  υπάρχει φυσικός αριθµός ν0  τέτοιος, ώστε για κάθε φυσικό αριθµό ν > ν0  να ισχύει:

aν − a < ε . 

x + ε

(2 − ε, 2+ ε)

x
x =1,98
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Πιστεύω ότι ο καθηγητής [του σεναρίου] µε την ερώτηση αυτή ήθελε να διαπιστώσει 
κατά πόσο οι µαθητές έχουν κατανοήσει την έννοια του ορίου και το γεγονός ότι όταν 
λέµε ότι κάποια ποσότητα τείνει σε µια τιµή αναφερόµαστε σε µεταβαλλόµενη 
ποσότητα, και όχι σε σταθερά, οι τιµές της οποίας µπορούν να βρίσκονται «οσοδήποτε 
κοντά» στην τιµή αυτή και ότι αυτή η διαδικασία της προσέγγισης δεν σταµατά κάπου. 

Εδώ, ο καθηγητής Κ17 δεν ασχολείται µε το αν «οι τιµές µιας συνάρτησης φτάνουν ή όχι 
την τιµή του ορίου της» σε αντίθεση µε αρκετούς εκπαιδευτικούς της έρευνάς µας που οι 
προσεγγίσεις είναι πιο κοντά στον ορισµό του ορίου των d’ Alembert και de la Chapelle.  
Η σύνδεση στην ενότητα αυτή των δηλώσεων των εκπαιδευτικών και σχετικών ιστορικών 
προσεγγίσεων στην εξέλιξη των αντίστοιχων εννοιών δεν γίνεται µε σκοπό να 
ενισχύσουµε την αµφισβητούµενη υπόθεση ότι η «οντογένεση ανακεφαλαιώνει την 
φυλογένεση». Βασικός λόγος για τον οποίο επισηµαίνουµε αυτές τις συνδέσεις είναι για 
να υπογραµµίσουµε ότι στη συλλογιστική των εκπαιδευτικών είναι χαραγµένες 
προσεγγίσεις που αναπτύχθηκαν στην ιστορική εξέλιξη των εννοιών, παρότι αυτοί έχουν 
διδαχθεί ως θεσµική γνώση στο πανεπιστήµιο τις αντίστοιχες σύγχρονες θεωρήσεις. Μια 
τέτοια τάση η οποία εµφανίζεται µε βάση τα δεδοµένα µας συνειδητά ή όχι από τους 
εκπαιδευτικούς στο διδακτικό πλαίσιο, δείχνει ότι αυτοί επικοινωνούν και διαχειρίζονται 
πολύ λιγότερο τις τυπικές - ολοκληρωµένες µορφές των εννοιών όπως αυτές εκφράζονται 
στα επιστηµονικά εγχειρίδια, που ούτως ή άλλως κάποιες απ’ αυτές είναι εκτός πλαισίου 
διδακτικής διαπραγµάτευσης στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση, αλλά χρησιµοποιούν 
περισσότερο άτυπες, ίσως πιο ζωντανές και ενίοτε λανθασµένες µορφές των εννοιών. 
Εµφανίζεται όµως ιδιαίτερη δυσκολία στο να αποδοθούν οι σχετικές µαθηµατικές έννοιες 
διαισθητικά και απλοποιηµένα χωρίς να έχουν διαστρεβληθεί. Αυτή η διδακτική 
διαχείριση που διαφαίνεται στη συλλογιστική των εκπαιδευτικών έχει στις περισσότερες 
περιπτώσεις έναν άδηλο χαρακτήρα παρά αποτελεί συνειδητή επιλογή.  

4.2.4 Φιλοσοφικά στοιχεία στη συλλογιστική των εκπαιδευτικών 
Ζητήµατα όπως το αν ένα µέγεθος είναι ή όχι απείρως διαιρετό και τι προκύπτει µετά από 
από µια άπειρη διαίρεση, πως γίνεται ένα σηµείο να µην έχει διαστάσεις και άπειρα 
σηµεία να συγκροτούν ένα ευθύγραµµο τµήµα είναι θέµατα τα οποία έχουν απασχολήσει 
ιστορικά τη φιλοσοφία γενικότερα και την φιλοσοφία των µαθηµατικών πιο 
συγκεκριµένα. Από τα δεδοµένα µας προκύπτει ότι τέτοια ζητήµατα υπεισέρχονται στις 
διδακτικές προσεγγίσεις των εκπαιδευτικών ή υποβόσκουν στη διδακτική τους πρακτική.  
Στην ενότητα αυτή µελετάµε κάποια χαρακτηριστικά αποσπάσµατα από τα γραπτά 
δοκίµια των εκπαιδευτικών της έρευνάς µας αλλά και τις συνεντεύξεις τους και τα 
συνδέουµε µε τις αντίστοιχες φιλοσοφικές διεργασίες που έχουν αναπτυχθεί ιστορικά. 

Σε κάποιες περιπτώσεις οι εκπαιδευτικοί στις γραπτές τους δηλώσεις ή τις συνεντεύξεις 
τους αναπτύσσουν προσσεγγίσεις µε έκδηλο το φιλοσοφικό τους υπόβαθρο. Αρκετές 
φορές, χρησιµοποιείται το κλασικό ιστορικό παράδοξο του Αχιλλέα και της χελώνας ως 
στοιχείο της διδακτικής τους συλλογιστικής. Μια τέτοια περίπτωση εµφανίζεται στο 
παρακάτω απόσπασµα 1 της ηµιδοµηµένης συνέντευξης µε τον καθηγητή Κ1.  

Απόσπασµα 1 από την συνέντευξη µε τον καθηγητή Κ1 

Ε: Μήπως θα µπορούσες να περιγράψεις µε κάποιο γενικό τρόπο µια προσέγγιση που 
θα βοηθούσε τα παιδιά να καταλάβουν αυτό το θέµα; 

Κ1: Ας πούµε τώρα µου ήρθε το παράδοξο του Zήνωνα µε τον Αχιλλέα και τη χελώνα 
αυτό το έχω πει και σε µικρότερες τάξεις στο Γυµνάσιο που διδάσκω ότι το µισό 
του ευθυγράµµου τµήµατος είναι πάλι ευθύγραµµο τµήµα και τους ρωτάω αυτή η 
διαδικασία όταν προχωράει τελειώνει ποτέ; Και χωρίς πολύ βοήθεια το βγάζουνε 
τα παιδιά δευτέρας και τρίτης γυµνασίου το βγάζουνε ας πούµε αρχίζουνε και λένε 
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µερικοί ότι άµα το βλέπαµε µε µικροσκόπιο κάποτε θα χαθεί απ’ τα µάτια µας το 
µισό, το µισό, το µισό αυτή η άπειρη διχοτόµηση, αλλά εφόσον είναι ευθύγραµµο 
τµήµα µάλλον το βγάζουν τα παιδιά ότι έχει την οντότητα ευθύγραµµου τµήµατος 
όσο και να µικραίνει. Το µισό, το µισό, … οπότε το ευθύγραµµο τµήµα δεν µπορεί 
να εκφυλιστεί ποτέ σε σηµείο. Αυτό βέβαια το παράδειγµα δεν ανταποκρίνεται 
πλήρως σ’ αυτό που µου είπες στο 0,999… γιατί ισούται µε 1 αλλά αυτό το 
κάνουµε µε τα παιδιά για να να καταλάβουν τι σηµαίνει άπειρες διαδικασίες και τι 
διαφορά έχει από πεπερασµένες διαδικασίες. 

Φαίνεται ότι το συγκεκριµένο παράδοξο ανακαλείται ως στοιχείο της διδακτικής 
συλλογιστικής του συγκεκριµένου εκπαιδευτικού µε την έννοια του νοητικού πειράµατος 
(thought experiment), δηλαδή της νοητικής δραστηριότητας µε την οποία κάποιος εκτελεί 
µια εµπρόθετη δοµηµένη διαδικασία πνευµατικής διαπραγµάτευσης προκειµένου εντός 
ενός προσδιορισµένου προβληµατικού πεδίου να τεκµηριώσει έναν ισχυρισµό, ή να 
αναδείξει τις πιθανές συνέπειες κάποιων υποθέσεων ή τις ενδεχόµενες προϋποθέσεις 
κάποιων συνεπειών (Yeates, 2004).  
Ένα τέτοιο πείραµα συνδέεται από τον Szabo (1958) µε τη σηµασία του ρήµατος 
«δείκνυµι» στα αρχαία ελληνικά, στο άρθρο του «‘Δείκνυµι’ ως µια µαθηµατική έκφραση 
για την ‘απόδειξη’» (όπως αναφέρεται στο Lakatos (1976)). O Szabo θεωρεί ότι τα 
νοητικά πειράµατα υπήρχαν στα µαθηµατικά ακόµα και πριν τον Ευκλείδη και ότι η 
έµφαση δίνεται στην έννοια και όχι τόσο στην πειραµατική διάταξη του νοητικού 
πειράµατος.  Τα νοητικά πειράµατα έχουν χρησιµοποιηθεί ευρέως στην επιστήµη και τη 
φιλοσοφία (π.χ. η γάτα του Schrödinger, το σπήλαιο των σκιών του Πλάτωνα, η µελέτη 
της πτώσης δυο αντικειµένων διαφορετικής µάζας από τον πύργο της Πίζας από τον 
Γαλιλαίο κ.ά.). 

Σε άλλες περιπτώσεις η αναφορά στο παράδοξο γίνεται µέρος της διδακτικής 
συλλογιστικής των εκπαιδευτικών προκειµένου να πειστούν εµπειρικά οι µαθητές ότι 
µπορεί «ένα άπειρο άθροισµα να έχει πεπερασµένο αποτέλεσµα». Για παράδειγµα, ο Κ13 
αναφέρει:  

Μια πρόταση θα ήταν να παρουσιάσουµε στους µαθητές το παράδοξο του Ζήνωνα µε 
τον Αχιλλέα και τη χελώνα. Με τον τρόπο αυτό θα µπορούσαν να αντιληφθούν την 
διαδικασία της σύγκλισης και να αποδεχθούν ότι µια άπειρη διαδικασία µπορεί να 
οδηγήσει σε πεπερασµένο αποτέλεσµα, αφού η εµπειρία τους λέει ότι σίγουρα ο 
Αχιλλέας θα φθάσει τη χελώνα. 

Ο καθηγητής Κ13 χρησιµοποιεί τo παράδοξο προκειµένου να συµβάλλει στην άρση µιας 
λανθασµένης πεποίθησης που εµφανίζεται στους µαθητές χωρίς όµως να δίνει αρκετές 
εξηγήσεις για τον τρόπο µε τον οποίο θα γίνει αυτό.  

Η καθηγήτρια Κ82 προτείνει τη χρησιµοποίηση µιας παραλλαγής του παραδόξου του 
«Αχιλλέα και της χελώνας» για µια «εισαγωγή στην πληρότητα των πραγµατικών 
αριθµών» (µάλλον εννοεί την ιδιότητα της πυκνότητας). Συγκεκριµένα αναφέρει: 

Αν ο Αχιλλέας κάθε φορά καλύπτει τη µισή απόσταση από την χελώνα που προηγείται 
[…] τότε αν αρχικά απείχαν 1m τότε σε διαδοχικά βήµατα η µεταξύ τους απόσταση 
είναι 1m, ½ m, ¼ m. Παρατηρώντας ότι ανάµεσα στον αριθµό 0 (που εκφράζει την 
απόσταση του Αχιλλέα από τη χελώνα, όταν την έχει φθάσει) και του αριθµού που 
εκφράζει την απόστασή τους την συγκεκριµένη στιγµή, υπάρχει πάντα µη µηδενικός 
αριθµός ανάµεσά τους.  
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Στην περίπτωση αυτή το παράδοξο του Αχιλλέα και της χελώνας φαίνεται να λειτουργεί 
για τις ανάγκες της διδασκαλίας ως ρεαλιστικό υπόβαθρο για την εισαγωγή της ιδιότητας 
της πυκνότητας των πραγµατικών αριθµών. 

Φαίνεται ότι αυτοί οι εκπαιδευτικοί Κ13 και Κ82 γνωρίζουν κάποια στοιχεία της 
πλούσιας συζήτησης που έχει αναπτυχθεί σχετικά µε το συγκεκριµένο παράδοξο χωρίς 
απαραίτητα οι συνδέσεις µε το θέµα να είναι συγκεκριµένες ή κατάλληλες. Όµως είναι 
αλήθεια ότι υπάρχουν ενδιαφέρουσες συνδέσεις της ανάλυσης του συγκεκριµένου 
παραδόξου µε το θέµα µας, οι οποίες µπορούν να µας βοηθήσουν στην κατανόηση των 
αντιλήψεων που έχουν αναπτυχθεί γι’ αυτό.  

Σύµφωνα µε τον Αριστοτέλη η ερµηνεία του παραδόξου του Αχιλλέα και της χελώνας 
βασίζεται στη διάκριση µεταξύ, του εν δυνάµει και του εν ενεργεία απείρου. Το εν 
δυνάµει άπειρο (potential infinity) αναπαριστά µια άπειρη διαδικασία που εξελίσσεται 
βήµα-βήµα και το εν ενεργεία άπειρο (actual infinity) αναπαριστά την ολοκλήρωση της 
διαδικασιας αυτής, την οποία ο Αριστοτέλης απορρίπτει (Dubinsky, Weller, McDonald, 
Brown; 2005a). Ο Αριστοτέλης φαίνεται να θεωρεί ότι µπορεί να υπάρχει µια άπειρη 
διαδικασία ως µια ολότητα (ως µεταφυσική ολότητα) αλλά δεν µπορεί αυτή να γίνει 
αντιληπτή από τον άνθρωπο (Moore, 1999).  

Ακόµα και πιο σύγχρονοι στοχαστές όπως ο Poincaré (1854-1912) συµφωνούν σε 
σηµαντικό βαθµό µε τις απόψεις του Αριστοτέλη. Συγκεκριµένα, ο Poincaré (1963) 
θεωρεί ότι «δεν υπάρχει εν ενεργεία άπειρο, όταν µιλάµε για µια άπειρη συλλογή 
κατανοούµε µια συλλογή στην οποία µπορούµε να προσθέσουµε άπειρα στοιχεία 
απεριόριστα» (σ. 47). Ο Fischbein (1987, σ. 52) ισχυρίζεται ότι «ένα εν ενεργεία άπειρο 
είναι µια καθαρά λογική κατασκευή, όχι διαισθητικά αποδεκτή». 

Άλλοι φαίνεται να θεωρούν αυτή την πεποίθηση λανθασµένη. Για παράδειγµα ο Bolzano 
(1950) αναφέρει: 

Πουθενά δεν µπορεί να υπάρξει ένα άπειρο σύνολο, λένε, «για τον απλό λόγο ότι οι 
άπειρες σειρές δεν µπορούν να ενωθούν για να σχηµατίσουν µια ολότητα, δεν 
συλλέγονται ποτέ µαζί στη σκέψη». Πρέπει να στιγµατίσω σ’  αυτό τον ισχυρισµό ένα 
λάθος, και το λάθος προκλήθηκε από την λανθασµένη άποψη ότι µια ολότητα 
αποτελείται από ορισµένα αντικείµενα α, β, γ, δ, ... και δεν µπορεί να δοµηθεί στη 
σκέψη χωρίς διακριτές νοητικές αναπαραστάσεις των επιµέρους χαρακτηριστικών.  

Ο Bolzano στην προσπάθεια του να εξηγήσει τη θέση του για το εν ενεργεία άπειρο, 
χρησιµοποιεί παραδείγµατα πεπερασµένων συνόλων! 

Μπορώ να σκεφτώ ένα σύνολο από αµµοχάλικο ή, αν το προτιµάτε, το σύνολο των 
κατοίκων της Πράγας ή του Πεκίνου χωρίς να σχηµατίζεται η διακριτή αναπαράσταση 
κάθε κατοίκου (Bolzano ό.π.). 

Η Sierpinska (1990) ερµηνεύει τις αυθόρµητες ερµηνείες του παραδόξου του Ζήνωνα, «Ο 
Αχιλλέας και η χελώνα» από δεκαεξάχρονους µαθητές. Οι µαθητές δεν είχαν αίσθηση 
παραδόξου από την λεκτική περιγραφή της ιστορίας. Όµως τo παράδοξο του «Αχιλλέα 
και της χελώνας» δόθηκε στους µαθητές και µε την εξής µαθηµατική του εκδοχή. Η 
χελώνα τρέχει µε ταχύτητα υχ = 0,2 km/h ενώ ο Αχιλλέας τρέχει µε ταχύτητα υA = 20 
km/h και αρχίζει να τρέχει 9,9 ώρες µετά την χελώνα. Ενώ οι µαθητές είχαν βρει µε 
τύπους της κινηµατικής ότι ο Αχιλλέας θα χρειαστεί 10 ώρες για να φτάσει τη χελώνα 
όταν όµως ο χρόνος που χρειάστηκε ο Αχιλλέας για να φτάσει τη χελώνα εµφανίστηκε 
στη µαθηµατική του µορφή από το άθροισµα της σειράς 9,9 + 0,099 + 0,00099+… οι 
µαθητές αναγνώριζαν το αποτέλεσµα ως παράδοξο. Θεωρούσαν ότι το άθροισµα αυτό 
ήταν 9,9999… αλλά δεν αποδέχονταν ότι αυτό κάνει 10. Μετά απ’ αυτό θεωρούσαν ότι ο 



 

Σ. Ζωιτσάκος 134 

Αχιλλέας δεν φτάνει ποτέ τη χελώνα αφού το 9,999… προσεγγίζει το 10 χωρίς ποτέ να το 
φτάνει. Η Sierpinska (1990, σ. 32) αναφέρει για τις στάσεις των µαθητών: 

Τα δυο παράδοξα του Ζήνωνα δεν µπορούν να λυθούν µε την ιδέα του αθροίσµατος 
µιας σειράς. Η µαθηµατικοποίηση καταλήγει ισοδύναµη µε τα ίδια τα παράδοξα. Δεν 
µπορούν σε καµία περίπτωση να λυθούν από τα µαθηµατικά. Η ύπαρξη ή η ανυπαρξία 
ενός εν ενεργεία απείρου δεν είναι ένα µαθηµατικό αλλά ένα φιλοσοφικό ζήτηµα. Και 
η φιλοσοφία δεν δίνει συγκεκριµένες απαντήσεις σε τέτοια ερωτήµατα. Μπορεί να 
συζητήσει µόνο τις πιθανές συνέπειες των πιθανών απαντήσεων.   

Σε κάποιες περιπτώσεις οι καθηγητές θεωρούν για τους µαθητές τους ότι δεν µπορούν να 
θεωρήσουν το 0,3999… ως ολότητα. Ένα χαρακτηριστικό παράδειγµα είναι η περίπτωση 
της καθηγήτριας Κ93 η οποία στις διδακτικές προτάσεις της προς τους µαθητές του 
σεναρίου αναφέρει µια απόδειξη για την ισότητα 0,3999... = 0,4, όµως σχετικά µε τον 
µαθητή Γ αναφέρει: 

... δεν κατανοεί ότι υπάρχουν άπειροι αριθµοί που εκφράζονται από την παράσταση 
0,3999... και τον νοµίζει ότι είναι ο προηγούµενος του 0,4 που δεν υπάρχει στο σύνολο 
των πραγµατικών αριθµών. 

Αυτή είναι µια χαρακτηριστική περίπτωση όπου φαίνεται ότι η τυπική γνώση του 
µαθηµατικού ζητήµατος δεν δείχνει απαραίτητα και κατανόηση της φύσης της έννοιας 
στο ευρύτερο πλαίσιο που αυτή υπάρχει. Εδώ συγκεκριµένα η καθηγήτρια ενώ γνωρίζει 
ότι η παράσταση 0,3999... εκφράζει τον αριθµό 0,4 αυτό δεν την εµποδίζει να θεωρεί ότι 
µε την συγκεκριµένη παράσταση εκφράζονται «άπειροι αριθµοί». 
Στην περίπτωση του καθηγητή ο Κ82 έχουµε τη θεώρηση ότι το 0,3999... εκφράζει «έναν 
µεταβαλλόµενο αριθµό» η οποία προέρχεται από το ότι έχουµε «άπειρα εννιάρια». 
Συγκεκριµένα αναφέρει: 

Βλέποντας ο µαθητής [B] τον αριθµό 0,3999… θεωρεί πως τα «άπειρα εννιάρια» 
µπαίνουν διαδοχικά σε βήµατα, και εποµένως δεν έχει έναν σταθερό αριθµό, αλλά ένα 
µεταβαλλόµενο αριθµό, ο οποίος τείνει στο 0,4. 

Επίσης, κάποιοι εκπαιδευτικοί φαίνεται να θεωρούν ότι το άπειρο εκφράζει το 
«οσοδήποτε µεγάλο» όπως φαίνεται στο παρακάτω απόσπασµα. 

Κ56: [Στόχος του καθηγητή είναι] να εισάγει στα παιδιά µια καινούργια έννοια το 
όριο. Ότι δηλαδή κάτι «τείνει» αρκούντως κοντά σε κάτι άλλο. Αλλά ποτέ δεν το 
φτάνει, όσο άπειρα και αν είναι τα στοιχεία από τα οποία αποτελείται. (η υπογράµµιση 
προστέθηκε) 

Η αντίληψη αυτή που θεωρεί το άπειρο ως κάτι το οποίο είναι οσοδήποτε µεγάλο 
χρειαστούµε συναντάµε και στα «Στοιχεία» του Ευκλείδη όπου για παράδειγµα στο 
δεύτερο αίτηµα αναφέρει: 

Καὶ πεπερασµένην εὐθεῖαν κατὰ τὸ συνεχὲς ἐπ’ εὐθείας ἐκβαλεῖν. 
Το ευθύγραµµο τµήµα προεκτείνεται συνεχώς και ευθυγράµµως 

Δηλαδή, η ευθεία στον Ευκλείδη δε νοείται άπειρη στην ολότητά της εξ’ αρχής αλλά 
θεωρείται ως εν δυνάµει απεριόριστα προεκτεινόµενο ευθύγραµµο τµήµα. Όπως 
αναφέρεται στο συλλογικό τόµο Ευκλείδη «Στοιχεία», Εξαρχάκος (2001) «το αίτηµα 2 
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[...] επιβεβαιώνει και τη δυνατότητα του τµήµατος να προεκτείνεται εκατέρωθεν επ’ 
άπειρον και συνεχώς» (τ. Ι, σ. 110). 
Η καθηγήτρια Κ21 εντοπίζει τη δυσκολία κατανοήσης της δεδοµένης αναπαράστασης 
στα άπειρα 9 που αυτή περιέχει. Συγκεκριµένα αναφέρει: 

... ένα όριο µε έναν αριθµό x να τείνει στο 0,4 σηµαίνει ότι πρακτικά θέλω να 
υπολογίσω κάτι για έναν αριθµό που πλησιάζει πολύ στο 0,4, αλλά δεν τον φτάνει, 
δηλαδή έναν αριθµό 0,39...9 µε άπειρα 9. [...] Δεν µπορούµε να εντοπίσουµε τον 
αριθµό 0,3999...9 µε άπειρα 9. Δεν µπορεί το µυαλό µας να µετρήσει άπειρα 9. 

Στις παραπάνω περιπτώσεις που αναφέρθηκαν φαίνεται ότι τα άπειρα 9 που 
περιλαµβάνονται στην αναπαράσταση 0,3999... δυσκολεύουν τη θεώρησή της 
συγκεκριµένης αναπαράστασης ως µια ολότητα. Το υπόβαθρο αυτής της θεώρησης όπως 
έχει επισηµανθεί και στη βιβλιογραφική ανασκόπηση βασίζεται στη διάκριση του εν 
δυνάµει απείρου, που εκφράζει µια αέναη επαναλαµβανόµενη διαδικασία για όσο 
επιθυµούµε, από το εν ενεργεία άπειρο που εκφράζει τη θεώρηση αυτής της διαδικασίας 
ως µια ολότητα. Έτσι, στα προαναφερθέντα αποσπάσµατα υιοθετείται η εν δυνάµει 
µορφή του απείρου και αποκλείεται η εν ενεργεία µορφή του, που θα έκανε αποδεκτή την 
αναπαράσταση 0,3999... ως µια ολότητα, ως έναν αριθµό.  

Στο παρακάτω απόσπασµα 2 της ηµιδοµηµένης συνέντευξης που είχαµε µε τον 
εκπαιδευτικό αναδεικνύεται ο πλούτος του φιλοσοφικού του προβληµατισµού για την 
ιδέα της άπειρης διαιρετότητας σε συνδυασµό µε τις διδακτικές του ανησυχίες για τον 
τρόπο που προσεγγίζεται η ιδέα αυτή από τους µαθητές κατά τη διδακτική πράξη.  

Απόσπασµα 2 της συνέντευξης µε τον εκπαιδευτικό Κ1 
Ε: Ωραία, θα µπορούσες να σκεφτείς κάποια δραστηριότητα ή κάποια παραδείγµατα 
όπως αναφέρεις που θα βοηθούσαν τους µαθητές να πειστούν για την ορθότητα των 
επιχειρηµάτων σου;…Πέρα από τις τυπικές αποδείξεις. Κάτι τέτοιο θα το έκανες 
πριν τη τυπική απόδειξη; Μετά την τυπική απόδειξη; 

Κ1: Θα προτιµούσα να το κάνω πριν την τυπική απόδειξη. Γιατί έτσι είναι και όλη µου 
η διδασκαλία σε όλες τις τάξεις.  

Ε: Μήπως θα µπορούσες να περιγράψεις µε κάποιο γενικό τρόπο µια προσέγγιση που 
θα βοηθούσε τα παιδιά να καταλάβουν αυτό το θέµα; 

Κ1: Ας πούµε τώρα µου ήρθε το παράδοξο του Zήνωνα µε τον Αχιλλέα και τη χελώνα 
αυτό το έχω πει και σε µικρότερες τάξεις στο Γυµνάσιο που διδάσκω ότι το µισό 
του ευθύγραµµου τµήµατος είναι πάλι ευθύγραµµο τµήµα και τους ρωτάω αυτή η 
διαδικασία όταν προχωράει τελειώνει ποτέ; Και χωρίς πολύ βοήθεια το βγάζουνε 
τα παιδιά δευτέρας και τρίτης γυµνασίου το βγάζουνε ας πούµε αρχίζουνε και λένε 
µερικοί ότι άµα το βλέπαµε µε µικροσκόπιο κάποτε θα χαθεί απ’ τα µάτια µας το 
µισό, το µισό, το µισό αυτή η άπειρη διχοτόµηση, αλλά εφόσον είναι ευθύγραµµο 
τµήµα µάλλον το βγάζουν τα παιδιά ότι έχει την οντότητα ευθύγραµµου τµήµατος 
όσο και να µικραίνει. Το µισό, το µισό, … οπότε το ευθύγραµµο τµήµα δεν µπορεί 
να εκφυλιστεί ποτέ σε σηµείο. Αυτό βέβαια το παράδειγµα δεν ανταποκρίνεται 
πλήρως σ΄ αυτό που µου είπες στο 0,999… γιατί ισούται µε 1 αλλά αυτό το 
κάνουµε µε τα παιδιά για να καταλάβουν τι σηµαίνει άπειρες διαδικασίες και τι 
διαφορά έχει από πεπερασµένες διαδικασίες. 

E: Γιατί εδώ ας πούµε στο συγκεκριµένο παράδειγµα ο ένας µαθητής λέει ότι αυτή η 
ποσότητα είναι ένα άπειρο άθροισµα και αυξάνεται συνέχεια. Πως θα µπορούσαµε 
να αντιπαρέλθουµε σ’ αυτό το χαρακτηριστικό;  

Κ1: Τώρα έτσι όπως µε ρώτησες µε βοήθησες να το συνδέσω µε αυτό που έλεγα 
προηγουµένως. Άµα ξεκινήσεις και του κάνεις [του µαθητή] µια γεωµετρική 
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απεικόνιση, ένα ευθύγραµµο τµήµα και του βάλεις αριστερά το 0 και δεξιά το 1 
αρχίζεις να του κάνεις αυτό το άπειρο άθροισµα, να του δείχνεις ότι κάθε όρος που 
προσθέτει είναι πολύ πιο µικρός από τον προηγούµενο και ότι είναι σαν αυτή τη 
διχοτόµηση που έλεγα προηγουµένως. Δηλαδή προχωράω µ’ ένα βηµατάκι και το 
κόβω και κάνω πιο κοντό βήµα και πιο κοντό βήµα … τώρα εκεί το πολύ λεπτό 
σηµείο πως µε άπειρη διαδικασία πας και πέφτεις ακριβώς επάνω στο 1. Εκεί έχει 
δυσκολία να το δώσεις στους µαθητές. 

Σ’ αυτό το απόσπασµα φαίνεται όπως ο ίδιος ο εκπαιδευτικός επισηµαίνει, ότι µετά από 
πεπερασµένες διχοτοµήσεις ενός τµήµατος µένει ένα τµήµα αλλά εκφράζει την 
επιφύλαξή του κατά πόσο είναι κατανοητή από τους µαθητές η αποδοχή της ποιοτικής 
αλλαγής που υφίσταται το τµήµα όπου µετά από άπειρες διχοτοµήσεις, εκφυλίζεται σε 
σηµείο. Αυτή η επιφύλαξη φαίνεται στις υπογραµµίσεις που προσθέσαµε στο 
απόσπασµα: «το βγάζουνε τα παιδιά δευτέρας και τρίτης γυµνασίου το βγάζουνε ας 
πούµε αρχίζουνε και λένε µερικοί ότι άµα το βλέπαµε µε µικροσκόπιο κάποτε θα χαθεί 
απ’ τα µάτια µας το µισό, το µισό, το µισό αυτή η άπειρη διχοτόµηση, αλλά εφόσον είναι 
ευθύγραµµο τµήµα µάλλον το βγάζουν τα παιδιά ότι έχει την οντότητα ευθύγραµµου 
τµήµατος όσο και να µικραίνει» (οι υπογραµµίσεις είναι δικές µας). Επίσης, η δυσπιστία 
του εκπαιδευτικού σχετικά µε την κατανόηση της ιδέας αυτής από τους µαθητές, φαίνεται 
τόσο από τις τρείς τελείες που χρησιµοποιήσαµε στην αποµαγνητοφώνηση για να 
δείξουµε την παύση στο λόγο του όσο και από τις υπογραµµίσεις που προσθέσαµε στο 
παρακάτω απόσπασµα: «Δηλαδή προχωράω µ’ ένα βηµατάκι και το κόβω και κάνω πιο 
κοντό βήµα και πιο κοντό βήµα … τώρα εκεί το πολύ λεπτό σηµείο, πως µε άπειρη 
διαδικασία πας και πέφτεις ακριβώς επάνω στο 1». 
Στο παραπάνω απόσπασµα ο εκπαιδευτικός Κ1 αφήνει να εννοηθεί ότι όταν η 
διχοτόµηση του τµήµατος είναι πεπερασµένη τότε το αποτέλεσµά της είναι τµήµα, ενώ αν 
είναι άπειρη τότε το αποτέλεσµα της είναι αριθµός. Η µαθηµατική περιγραφή αυτής της 
συζήτησης βασίζεται στο αξίωµα του κιβωτισµού (Για κάθε ακολουθία κιβωτισµένων 
διαστηµάτων4 υπάρχει ένα µοναδικό κοινό στοιχείο τους) το οποίο είναι ισοδύναµο µε το 
αξίωµα της πληρότητας5. 
Όπως επισηµαίνουν οι Πατρώνης & Σπανός (1996) η ουσία του συνεχούς της ευθείας των 
πραγµατικών αριθµών φαίνεται καλύτερα µέσα από τη διαδικασία της µέτρησης ενός 
τµήµατος. Η θεώρηση ότι η διαδικασία αυτή έχει άπειρα βήµατα ή η θεώρηση ότι 
τελειώνει αναγκαία µετά από κάποιο (ίσως πολύ µεγάλο αλλά πεπερασµένο) αριθµό 
βηµάτων καθορίζει την αντίληψή µας σχετικά µε το συνεχές της ευθείας των 
πραγµατικών αριθµών. Η ιστορική έρευνα έχει αναδείξει δυο τρόπους προσέγγισης για το 
πρόβληµα της µέτρησης. Οι δυο αυτοί τρόποι είναι λογικά ισοδύναµοι, αλλά 
αναπτύχθηκαν σε διαφορετικά πολιτισµικά περιβάλλοντα, εκφράζονται µε διαφορετικά 

                                            

4 Τα κλειστά διαστήµατα της ακολουθίας [α0 , β0 ], [α1, β1], ..., [αν , βν ]...  ονοµάζονται κιβωτισµένα, όταν 

έχουν τις ακόλουθες δύο ιδιότητες: (α) ∀ν∈ℕ∗, [αν , βν ]⊂ [αν−1, βν−1]  και (β) ∀µ ∈ ℕ∗, ∃ ν∈ℕ, 

βν − αν ≤
1
µ

. 

5 Ένα σύνολο Α λέγεται πλήρες αν κάθε µη κενό και άνω φραγµένο υποσύνολό του έχει ελάχιστο άνω 

φράγµα. 
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συστήµατα αναπαράστασης και αντιστοιχούν σε διαφορετικούς τοµείς της σύγχρονης 
µαθηµατικής δραστηριότητας.  
Ο πρώτος τρόπος είναι αυτός που αναπτύχθηκε στην αρχαία Ελλάδα όπου η µέτρηση 
ενός τµήµατος α γίνεται µέσω του λόγου του ως προς ένα άλλο µικρότερο τµήµα β το 
οποίο θεωρείται προσωρινά ως µονάδα. Σε πρώτη φάση αφαιρούµε από το α το 
µεγαλύτερο πολλαπλάσιο του β που δεν υπερβαίνει το α. Αν υ1 είναι το υπόλοιπο της 
διαίρεσης αυτής τότε σε δεύτερη φάση αφαιρούµε από β το µεγαλύτερο πολλαπλάσιο του 
υ1 που δεν υπερβαίνει το β. Αν συνεχίσουµε αυτή τη διαδικασία, η οποία είναι γνωστή ως 
διαδικασία της ανθυφαίρεσης, και κάποιο από τα υπόλοιπα υν είναι ίσο µε µηδέν τότε το 
προηγούµενο υπόλοιπο υν-1 είναι κοινό µέτρο των α και β και συµπεραίνουµε ότι 
υπάρχουν ακέραια πολλαπλάσια του υν-1 τα οποία είναι ίσα µε τα α και β αντίστοιχα και 
συνεπώς τα α και είναι σύµµετρα (σύµφωνα µε τον πρώτο ορισµό στο βιβλίο Χ των 
«Στοιχείων» του Ευκλείδη). Αν αυτή η διαδικασία δεν τελειώνει σε πεπερασµένα βήµατα 
τότε τα µεγέθη α και β είναι ασύµµετρα. Με τον τρόπο αυτό δεν απαιτείται κανένα άλλο 
σύστηµα αριθµών παρά µόνο οι φυσικοί αριθµοί και οι πράξεις γίνονται µεταξύ 
γεωµετρικών µεγεθών. Σύµφωνα µε τον Fowler (1987) η συγκεκριµένη προσέγγιση 
συνιστά τα λεγόµενα µη αριθµητικοποιηµένα µαθηµατικά (non-arithmetized) τα οποία 
αναπτύχθηκαν στην αρχαία Ελλάδα µέχρι την ελληνιστική περίοδο.  
Ο δεύτερος τρόπος προσέγγισης της µέτρησης τµηµάτων που εντάσσεται σύµφωνα µε 
τον Fowler στα λεγόµενα αριθµητικοποιηµένα µαθηµατικά, αναπτύχθηκε από 
Βαβυλώνιους και Ινδούς και γίνεται χρήση συστηµάτων αριθµών πέραν των φυσικών. 
Στην προσέγγιση αυτή αρχικά ορίζεται στην ευθεία ένα σηµείο ως αρχή και ένα 
αυθαίρετο τµήµα ως µονάδα. Στη συνέχεια η µονάδα χωρίζεται σε τόσα ίσα µέρη, όσα 
είναι το µέγεθος της βάσης του αντίστοιχου συστήµατος αρίθµησης (σε δέκα ίσα µέρη για 
το δεκαδικό σύστηµα, σε εξήντα ίσα µέρη για το εξηκονταδικό σύστηµα). Με τον τρόπο 
αυτό κάθε τµήµα έχει µήκος που εκφράζεται ως πεπερασµένο ή άπειρο άθροισµα ή 
αλλιώς ανάπτυγµα. Η µέθοδος αυτή αναπτύχθηκε αρχικά για να καλύψει τις ανάγκες των 
εµπορικών συναλλαγών, στη συνέχεια χρησιµοποιήθηκε για τις ανάγκες της αστρονοµίας 
και οδήγησε στο σύγχρονο σύστηµα αναπαράστασης των πραγµατικών αριθµών µε 
απειροψήφιους δεκαδικούς. 
Το δίλληµα που εκφράζεται στο απόσπασµα 1 του καθηγητή Κ1 ανάµεσα στην αποδοχή 
ή όχι της άπειρης διαιρετότητας ενός τµήµατος ουσιαστικά είναι αναπαραγωγή της 
διχογνωµίας µεταξύ των ατοµικών φιλοσόφων (Παρµενίδης, Δηµόκριτος) που δεν 
θεωρούσαν ότι τα φυσικά µεγέθη είναι επ’ άπειρον διαιρετά και ότι υπάρχει αναγκαία ένα 
κενό µεταξύ τους και του Αριστοτέλη ο οποίος χρησιµοποιεί την άπειρη διαιρετότητα 
προκειµένου να ορίσει τη συνέχεια των µεγεθών. 

Το συνεχές είναι επ’ άπειρον διαιρετό. (Φυσικά, Α΄, 2, 185β 10) 
Ονοµάζω συνεχές αυτό που διαιρείται πάντα σε µέρη διαιρετά (Φυσικά, ΣΤ΄, 2, 232β 
24-25)  

Συµβατή µε την παραπάνω αντίληψη του Αριστοτέλη για το συνεχές είναι η πρόταση η 
οποία σήµερα είναι γνωστή ως «αξίωµα Αρχιµήδη-Ευδόξου» σύµφωνα µε την οποία: 
«Αν α, β δυο µεγέθη µε α > β τότε υπάρχει φυσικός αριθµός ν τέτοιος ώστε ». 
Στο βιβλίο 5 των «Στοιχείων» του Ευκλείδη η ίδια ιδέα εµφανίζεται στον ορισµό δ: 
«Λέµε ότι (δυο ή περισσότερα) µεγέθη έχουν λόγο το ένα προς το άλλο όταν µπορούν, 
πολλαπλασιαζόµενα, να ξεπεράσουν το ένα το άλλο». 

Ουσιαστικά η πρόταση αυτή, την οποία ο Αρχιµήδης αποδίδει στον Εύδοξο απορρίπτει τα 
απειροστά µεγέθη και χρησιµοποιείται για τον προσδιορισµό του εµβαδού του κύκλου µε 
τη λεγόµενη «µέθοδο της εξάντλησης». Όµως, ενώ η πρόταση αυτή θεωρείται προφανής 

ν ⋅β > α
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στο πλαίσιο της σύγχρονης Ανάλυσης φαίνεται ότι εκφράζονται επιφυλάξεις από τον 
εκπαιδευτικό για την αποδοχή της από τους µαθητές του γυµνασίου. 

Σύµφωνα µε τους Πατρώνη & Σπανό (1996) είναι πιθανό η θεώρηση του Αριστοτέλη για 
το δυνάµει άπειρο να µην είναι µόνο αντιπαραθετική µε τους Ατοµικούς Φιλοσόφους και 
το Ζήνωνα αλλά και απέναντι στην πλατωνική θεώρηση που αντιµετωπίζει το συνεχές ως 
«ενεργεία» άπειρο. Στα Φυσικά του Αριστοτέλη (Δ΄, 11, 219 α11, ΣΤ΄, 1, 231 α17-β18 
και ΣΤ΄, 2, 232 α23-25) διαµορφώνεται ένα επιχείρηµα για το συνεχές που θυµίζει τα 
παράδοξα του Ζήνωνα: 

Είναι αδύνατο ένα συνεχές στην ευθεία να αποτελείται από σηµεία ή από «αδιαίρετα» 
χωρίς κάποιο µήκος. Γιατί τότε αυτά δεν θα µπορούσαν προστιθέµενα να σχηµατίσουν 
ένα µέγεθος. και κάθε συνεχές έχει ένα µέγεθος, και αντίστροφα κάθε µέγεθος είναι 
συνεχές.  

Η καθηγήτρια Κ21 επαναφέρει στις διδακτικές της προτάσεις το σύµβολο «0,399...9» που 
είχε εισάγει στις ερµηνείες των αντιλήψεων των µαθητών του σεναρίου.  

Για να ξεπεραστούν οι παρανοήσεις των µαθητών, σίγουρα θα χρησιµοποιούσα τον 
άξονα των πραγµατικών αριθµών και θα προσπαθούσα να τονίσω την απειρότητα τους 
ανάµεσα σε κάθε ζευγάρι ρητών. Θα τους παρότρυνα να µου δείξουν τον αριθµό 
0,39...9 που όµως πως γνωρίζω ότι εκείνο το σηµείο που θα µου έδειχναν δε σπάει σε 
πιο µικρά σηµεία, και το αµέσως επόµενο σε ακόµα πιο µικρά  κ.ο.κ... 

Στο συγκεκριµένο απόσπασµα η εκπαιδευτικός Κ21 µέσω του συµβόλου 0,39...9 εισάγει 
µια δυναµική υπόσταση για το συγκεκριµένο αντικείµενο. Φαίνεται να θεωρεί ότι το 
συγκεκριµένο αντικείµενο εκφράζει µια περιοχή της ευθείας των πραγµατικών αριθµών 
παρά ένα σηµείο – αµερές όπως ορίζεται από τον Ευκλείδη στο βιβλίο Ι των «Στοιχείων» 
(Σηµεῖον ἐστιν, οὗ µέρος οὐθέν - Σηµείο είναι αυτό που δεν έχει µέρη).  

Όµως, ο προβληµατισµός για τον καθορισµό των σχέσεων µεταξύ του αριθµού, της θέσης 
που του αντιστοιχεί στον άξονα και του µεγέθους που αυτός εκφράζει όπως 
αναδεικνύεται στο παραπάνω απόσπασµα από το δοκίµιο της εκπαιδευτικού, µας 
υπενθυµίζει τις σχετικές αντιπαραθέσεις µεταξύ των φιλοσόφων της αρχαιότητας σε 
σχέση µε τα ζητήµατα αυτά. Συγκεκριµένα ο Αριστοτέλης στο έργο του Φυσικής 
Ακροάσεως Γ΄ 207b, 208a, (1972, σ. 92-95 µτφ Γεωργούλη) σηµειώνει:  

... µπορεί ακόµη να δικαιολογηθεί και το ότι στον αριθµό κατά την κατεύθυνση του 
ελαχίστου υπάρχει ένα πέρας, ... σχετικά όµως µε τα µεγέθη συµβαίνει το αντίθετο, 
προς την κατεύθυνση του ελαχίστου µπορεί να ξεπεραστεί οποιοδήποτε µέγεθος ... ο 
αριθµός πάλι αποτελείται από περισσότερα από ένα (µονάδες), που αποτελούν ένα 
ποσό. ώστε είναι ανάγκη να σταµατήσουµε, όταν φθάσουµε στο αδιαίρετο. ... Ώστε ο 
αριθµός µεγέθους υπάρχει δυνάµει και όχι ενεργεία. ... Ο αριθµός όµως που προκύπτει 
από τη διχοτοµία δεν έχει αυθυπόστατη ύπαρξη, ούτε η απειρότητα παρουσιάζεται ως 
µόνιµη αλλά βρίσκεται πάντοτε στο στάδιο της γέννησης, όπως ο χρόνος και ο 
αριθµός του χρόνου. Σχετικά µε τα µεγέθη συµβαίνει το αντίθετο. το συνεχές δηλαδή, 
παρουσιάζει διαίρεση που προχωρεί προς το άπειρο... 

Ο Αριστοτέλης σύµφωνα µε τον Αναπολιτάνο (1985, σ. 68) αποδίδει στο σηµείο «... ένα 
παρασιτικό status, µε την έννοια πως θα µπορούσε να ορισθεί µε χρήση διαδικασιών 
κιβωτισµού (εγκλεισµού) ευθυγράµµων τµηµάτων και χρήση συγκεκριµένων σχέσεων 
ισοδυναµίας ανάµεσα σε κατάλληλες κλάσεις τέτοιων ευθυγράµµων τµηµάτων» σε 
αντίθεση µε τις σύγχρονες θεµελιώσεις της ευθείας των πραγµατικών αριθµών που 
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αποδίδουν στο σηµείο έναν πρωταρχικό, δοµικό ρόλο στη συγκρότηση του ευθυγράµµου 
τµήµατος µε βάση συγκεκριµένες ιδιότητες και σχέσεις. Ο Αριστοτέλης θεωρεί ότι το 
σηµείο αποτελεί µια κατάσταση ή µια τάση ή ένα όριο που δεν φτάνουµε και συνεπώς 
στο συνεχές της ευθείας δεν µπορεί να αποδοθεί µια απόλυτη αλλά µόνο µια δυνητική 
ύπαρξη η οποία προσιδιάζει περισσότερο µε τα χαρακτηριστικά της ανθρώπινης 
δραστηριότητας και ψυχοσύνθεσης. 
Ένα χαρακτηριστικό παράδειγµα αυτής της δυνητικής ύπαρξης του 0,3999... εκφράζεται 
από τον καθηγητή Κ94 στις διδακτικές του προτάσεις όταν αναφέρει:  

Θα διευκρίνιζα στους µαθητές µου ότι λόγω του άπειρου πλήθους ψηφίων δεν 
µπορούµε να παραστήσουµε το 0,3999... µ’ έναν συγκεκριµένο αριθµό γιατί δεν 
ξέρουµε σε ποιο 9 ψηφίο να σταµατήσουµε. 

Στο συγκεκριµένο απόσπασµα ο εκπαιδευτικός φαίνεται να θεωρεί ότι επειδή τα 
δεκαδικά ψηφία της παράστασης 0,3999... είναι άπειρα, αυτή δεν παριστάνει έναν 
συγκεκριµένο αριθµό. Εδώ το άπειρο ή αλλιώς η ανερµάτιστη διαδικασία προσδίδει έναν 
απροσδιόριστο ή µη συγκεκριµένο χαρακτήρα στην παράσταση 0,3999... Οι αριθµοί 
θεωρείται ότι έχουν ένα συγκεκριµένο πέρας στο συµβολισµό τους.  
Παρόµοια είναι και η θεώρηση του Leibniz για τη σειρά του Grandi (1-1+1-1+…) όπως 
αυτή εκφράζεται σε κάποια γράµµατά του (1713-1716) προς τον Christian Wolf (1678-
1754) όπου χρησιµοποιεί το λεγόµενο «πιθανοτικό επιχείρηµα», το οποίο επηρέασε και 
τους Johann και Daniel Bernoulli (Bagni, 2005). O Leibniz σηµειώνει ότι αν 
«σταµατήσουµε» την άπειρη σειρά 1-1+1-1+... είναι δυνατό να προκύψει 0 ή 1 µε την 
ίδια «πιθανότητα». Οπότε η πιο πιθανή τιµή είναι ο µέσος όρος µεταξύ του 0 και 1, 
δηλαδή το ½. Ο Leibniz παραδέχεται ότι «αυτό το επιχείρηµα είναι περισσότερο 
µεταφυσικό παρά µαθηµατικό, αλλά συνήθιζε να λέει ότι υπάρχει περισσότερη 
µεταφυσική αλήθεια στα µαθηµατικά απ’ ότι γενικά αναγνωρίζεται» (Kline, 1972, p. 446; 
Leibnitian letters to Wolf, Acta Eruditiorum Lipsiae, Tom.V.  ab an. 1711 ad an. 1719 
Epist. GGL. Ad V. claris. Ch. Wolfium).   

Στην ενότητα αυτή είδαµε τον τρόπο που εµπλέκονται φιλοσοφικά ζητήµατα στη 
συλλογιστική των εκπαιδευτικών. Παρουσιάσαµε περιπτώσεις εκπαιδευτικών που 
χρησιµοποιούν το παράδοξο του Αχιλλέα και της χελώνας αναπτύσσοντας µια νοητή 
συζήτηση στη διδακτική τους συλλογιστική προκειµένου µε τον τρόπο αυτό να 
τεκµηριώσουν ότι ένα άπειρο άθροισµα ευθυγράµµων τµηµάτων µπορεί να είναι ένα 
ευθύγραµµο τµήµα, άρα και ένα άθροισµα άπειρων θετικών αριθµών, τα οποία µπορεί να 
είναι µήκη των αντίστοιχων τµηµάτων µπορεί να είναι ένας συγκεκριµένος αριθµός. 
Σύµφωνα µε το επιχείρηµα αυτό, επειδή στην πραγµατικότητα ο Αχιλλέας γνωρίζουµε ότι 
φτάνει τη χελώνα και αυτό µπορεί να θεωρηθεί ότι γίνεται µετά από άπειρα βήµατα, αυτό 
σηµαίνει ότι µπορεί το άθροισµα άπειρων τµηµάτων να είναι ένα τµήµα ή αλλιώς το 
άθροισµα άπειρων θετικών αριθµών να είναι αριθµός. Όµως, όπως έχει επισηµανθεί στη 
βιβλιογραφική ανασκόπηση το παράδοξο δεν είναι µαθηµατικής φύσης αλλά 
φιλοσοφικής. Αλλά η φιλοσοφική αυτή συζήτηση που βασίζεται στο συγκεκριµένο 
παράδοξο και σχετίζεται µε τις ιδέες του εν δυνάµει και του εν ενεργεία απείρου έχει 
ιστορικό βάθος και είναι στη βάση της κατανόησης των άπειρων διαδικασιών στα 
µαθηµατικά.  

Έτσι, στη συγκεκριµένη ενότητα είδαµε περιπτώσεις εκπαιδευτικών που συνδέουν (όχι 
απαραίτητα συγκεκριµένα ή επιτυχηµένα) τις µαθηµατικές ιδέες των µαθητών για τη 
σχέση του 0,3999... µε το 0,4 µε ζητήµατα για τα οποία έχει σηµειωθεί στη βιβλιογραφία 
σηµαντικό φιλοσοφικό και γνωστικό ενδιαφέρον. Η δυνατότητα του εκπαιδευτικού να 
εκφράσει στη διδακτική του πρακτική τη γνώση του για το εν δυνάµει και εν ενεργεία 
άπειρο, να διαχειριστεί διδακτικά το µετασχηµατισµό µιας διαδικασίας σε ένα 
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µαθηµατικό αντικείµενο καθώς και το άθροισµα των άπειρων σειρών αποτελεί µέρος της 
Ανώτερης Μαθηµατικής Γνώσης. Ο σκοπός µιας τέτοιας γνώσης δεν είναι να διδαχθεί 
άµεσα στους µαθητές. Όµως µε βάση την ανάλυση µας φαίνεται ότι αυτή η γνώση 
χαρακτηρίζει τη µαθηµατική συλλογιστική του εκπαιδευτικού η οποία, ενεργοποιείται 
ανάλογα µε την περίπτωση, µε στόχο είτε την ερµηνεία των αντιλήψεων των µαθητών 
είτε την διδακτική διαπραγµάτευση των εννοιών µε επίγνωση του φιλοσοφικού τους 
υπόβαθρου και των γνωστικών µετασχηµατισµών που επιτελούνται. 
Η συζήτηση του φιλοσοφικού υπόβαθρου των προαναφερόµενων αποσπασµάτων είναι 
ενδεικτική για βάθος της συλλογιστικής που αναπτύσσεται από τους εκπαιδευτικούς 
συνειδητά ή ασυνείδητα κατά τη διδακτική πρακτική τους ή κατά τον αναστοχασµό τους. 

4.2.5 Ο ρόλος της πειστικότητας των αποδείξεων για τους µαθητές στη 
συλλογιστική των εκπαιδευτικών 

Έχουµε από τη βιβλιογραφία αναφορές που δείχνουν ότι οι µαθητές αµφιβάλουν για την 
ισχύ του συγκεκριµένου επιχειρήµατος µετασχηµατισµού των περιοδικών δεκαδικών 
αναπαραστάσεων στο αντίστοιχο κλάσµα ακεραίων και ιδιαίτερα όταν αυτό το 
επιχείρηµα εφαρµόζεται στην περίπτωση που η περίοδος είναι ο αριθµός 9. Έτσι, 
οδηγηθήκαµε στη διερεύνηση του προβληµατισµού σχετικά µε το κατά πόσο οι 
εκπαιδευτικοί θεωρούν ότι η διαδικασία µετατροπής ενός απειροψήφιου δεκαδικού ρητού 
αριθµού στο αντίστοιχο κλάσµα γίνεται απόδεκτή από τους µαθητές; 
Συγκεκριµένα η Sierpinska (1990) παρουσιάζει τις προσεγγίσεις 17-χρονων µαθητών 
σχετικά µε τον τρόπο που µετατρέπονται οι περιοδικές δεκαδικές αναπαραστάσεις (π.χ. 
0,123412341234..., 0,989898..., 0,121121121... ) στα αντίστοιχα κλάσµατα ακεραίων. Η 
µέθοδος η οποία παρουσιάστηκε στους µαθητές είναι η ίδια που υπάρχει και στη χώρα 
µας στο σχολικό εγχειρίδιο των µαθηµατικών της Α΄ Γυµνασίου. Θέτουµε 

 πολλαπλασιάζουµε και τα δυο µέλη µε 10000 και προκύπτει: 
, αφαιρούµε την πρώτη ισότητα από τη δεύτερη: 

 και διαιρώντας µε 9999 έχουµε: . 

Επίσης, η Sierpinska (1990) επισηµαίνει ότι ενώ οι µαθητές αποδέχονται το επιχείρηµα 
για εκφράσεις όπως αυτές που αναφέραµε δεν το αποδέχονται όµως για την περίπτωση 
της ισότητας 0,999... = 1. Αρχικά, οι µαθητές απορρίπτουν τόσο το επιχείρηµα όσο και το 
συµπέρασµα αλλά στη συνέχεια σε κάποιες περιπτώσεις η στάση τους διαφοροποιείται.  

Ένας µαθητής, ο Tom, ο οποίος είναι o µόνος που τελικά αποδέχτηκε την ισότητα 0,999... 
= 1 αµφισβητεί το συλλογισµό µε τον οποίο προκύπτει αυτός: 

Tom: Επειδή, δεν ξέρουµε πόσα εννιά έχουµε εδώ, δεν θα γίνει ποτέ ίσο µε ένα. 
Καθηγητής: Αποδέχτηκες το επιχείρηµα στην περίπτωση των άλλων αριθµών. Γιατί 

όχι και εδώ; 
Tom: Δεν εµπιστεύοµαι τέτοιες µαθηµατικές αποδείξεις. Είναι απλά κόλπα (tricks) 

Έτσι, διερευνήσαµε κατά πόσο οι εκπαιδευτικοί θεωρούν ότι οι µαθητές πείθονται από 
τέτοιου τύπου αποδείξεις ή απλά τις αποδέχονται επειδή τις αναφέρει ο καθηγητής τους ή 
το σχολικό εγχειρίδιο. Στην έρευνά µας, είναι χαρακτηριστική η περίπτωση του 
εκπαιδευτικού Κ4 ο οποίος στις διδακτικές του προτάσεις, αφού ολοκληρώνει µια 
απόδειξη της ισότητας 0,3999... = 0,4 την οποία προτείνει προς τους µαθητές στη 
συνέχεια αναφέρει: «Πράγµα που σίγουρα θα τους φαινόταν περίεργο. Συνήθως 
αντιδρούν. Θα έλεγαν ότι έχει γίνει λάθος. …».  

x = 0,123412341234...
10000x =1234,123412341234...

9999x =1234 x = 1234
9999
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Επίσης, ζητήσαµε από κάποιους από τους εκπαιδευτικούς µε τους οποίους είχαµε 
συνεντεύξεις να σχολιάσουν κατά πόσο θεωρούν ότι το συγκεκριµένο επιχείρηµα γίνεται 
αποδεκτό από τους µαθητές. 

Η καθηγήτρια Κ33 είναι µια χαρακτηριστική περίπτωση µε φορµαλιστικές διδακτικές 
προσεγγίσεις όπως φαίνεται και από το παρακάτω απόσπασµα 1 από την ηµιδοµηµένη 
συνέντευξη µαζί της. 

Απόσπασµα 1 της συνέντευξης µε την καθηγήτρια Κ33  

Ε: Το ερώτηµά µου έχει να κάνει µε το εξής. Μπορούµε να σχεδιάζουµε 
δραστηριότητες που να υποστηρίζουν διαισθητικά τις έννοιες στην κατεύθυνση της 
µαθηµατικής τεκµηρίωσης; 

Κ33: Νοµίζω ότι είναι πολύ δύσκολο. Γιατί η διαίσθηση από µόνη της έρχεται σε σύ-
γκρουση µε αυτά. Με τα µαθηµατικά. Κάποιες έννοιες. 

Ε: Σίγουρα µια πρώτη διαίσθηση έρχεται σε σύγκρουση. 
Κ33: Οπότε πολλές φορές είναι και λάθος να βασιζό…να φτιάξουµε κάτι βασιζόµενοι 

στη διαίσθηση. Γιατί µας πάει έτσι κι αλλιώς σε λάθος µονοπάτι.  
Ε: Η ιδέα που προσπαθώ να περιγράψω είναι η εξής. Αν η διαίσθηση κάποιου έρχεται 
σε αντίθεση µε την έννοια στη µαθηµατική της µορφή µήπως θα µπορούσαµε να 
υποστηρίξουµε τη διαίσθησή του µε τρόπο ώστε να µπορεί να θεωρήσει τις 
µαθηµατικά τεκµηριωµένες έννοιες µε καλύτερο τρόπο;  

Κ33: Όχι αυτό λέω ότι ίσως είναι λάθος. Εξ’ αρχής να στηριζόµαστε στη διαίσθηση 
για να … Ότι αφού η διαίσθηση µας πάει σε λάθος µονοπάτι πρέπει να την 
ξεχάσουµε τελείως. Κάπως έτσι. Σε κάποιες έννοιες νοµίζω ότι µόνο κακό µας 
κάνει. 

Ε: Μπορούµε να το κάνουµε αυτό; Ο προβληµατισµός µου έχει να κάνει µε το εξής: 
Άνθρωποι που αποδεικνύουν δυο φορές παρόλο … σε άλλα σηµεία … 

Κ33: Ναι όταν πάνε να µιλήσουνε γι’ αυτή και να την εξηγήσουνε πάλι πέφτουνε στη 
διαίσθηση. 

Ε: Ακριβώς. Οπότε λέω αν δεν υποστηρίξουµε αυτό που είναι µαθηµατικά σωστό… 
να το υποστηρίξουµε και διαισθητικά … 

Κ33: Νοµίζω ότι δεν γίνεται σε κάποιες έννοιες. Όπως αυτή. Νοµίζω ότι δεν γίνεται… 
Γιατί αναγκαστικά η διαίσθηση πάλι θα µας επηρεάσει.  

Ε: Οπότε το µόνο που µας µένει είναι η µαθηµατική απόδειξη.  
Κ33: Ναι να βασιστούµε καθαρά σε µαθηµατικές αξιωµατικές αποδείξεις που ξέρουµε 

ότι είναι γρήγορες, … καθαρές, … Δυστυχώς. Νοµίζω ότι σε άλλα πράγµατα στα 
µαθηµατικά µπορούµε να τα συνδυάζουµε µε τη διαίσθηση αλλά σε κάποια 
όπως αυτά δεν … 

Η συγκεκριµένη εκπαιδευτικός φαίνεται να θεωρεί ότι λόγω της φύσης της 
συγκεκριµένης έννοιας δεν µπορεί να προσφερθεί στους µαθητές διαισθητική 
υποστήριξη. Επίσης, δηλώνει ότι δεν πρέπει να προσφερθεί κάποια διαισθητική 
υποστήριξη επειδή υπάρχει ο κίνδυνος να δηµιουργηθούν παρανοήσεις. Παρόλο που της 
έχουν επισηµανθεί προβληµατικές προσεγγίσεις στην κατανόηση της έννοιας που 
οφείλονται σε ζητήµατα σχετικά µε τη φύση της έννοιας θεωρεί ότι µοναδικός τρόπος 
διδακτικής προσέγγισης είναι οι µαθηµατικές «αξιωµατικές» (όπως αναφέρει) αποδείξεις 
οι οποίες είναι «γρήγορες» και «καθαρές».  
Η καθηγήτρια Κ33 είναι χαρακτηριστικό παράδειγµα αρκετών εκπαιδευτικών της 
έρευνάς µας οι οποίοι ενώ γνωρίζουν σχετικά καλά το ζήτηµα σε µαθηµατικό επίπεδο και 
προσφέρουν στις διδακτικές τους προτάσεις φορµαλιστικά µαθηµατικά επιχειρήµατα 
αγνοούν τις διατυπωµένες ανησυχίες των µαθητών για ζητήµατα σχετικά µε τη φύση της 
έννοιας. Αυτοί οι εκπαιδευτικοί φαίνεται ότι θεωρούν ότι οι µαθητές µαθαίνουν 
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µαθηµατικά αποδεχόµενοι τα µαθηµατικά που εµφανίζονται στα σχολικά εγχειρίδια ή 
παρατηρώντας τα µαθηµατικά που γράφει ο δάσκαλος στον πίνακα. Κατά κάποιο τρόπο 
θεωρούν ότι κάποιες ενέργειες θα πρέπει να γίνουν αποδεκτές από τους µαθητές ακόµα 
και αν δεν είναι απόλυτα κατανοητές προκειµένου να προχωρήσουν στον κόσµο των 
µαθηµατικών. Προκρίνουν µια διαδικασία εξοικείωσης κυρίως µε τη θεσµική γνώση µε 
βάση περισσότερο εξωτερικά κίνητρα. Όπως επισηµαίνουν όµως οι (Mason et al., 1982), 
τα µαθηµατικά θεωρούνται κατά παράδοση ως καταφύγιο για τη διατήρηση της 
εξωτερικής αρχής, αλλά το να γίνεις µαθηµατικός περιλαµβάνει αιτιολογήσεις για να 
πείσεις τον εαυτό σου, να πείσεις έναν κριτικό φίλο και να πείσεις έναν λογικό 
σκεπτικιστή. 

Στη συνέχεια θα ασχοληθούµε µε ζητήµατα που προκύπτουν από τη µελέτη του δοκιµίου 
αλλά και της συνέντευξης που είχαµε µε τον καθηγητή Κ1 ο οποίος έχει πολυετή 
εκπαιδευτική εµπειρία και βαθιά µαθηµατική γνώση του ζητήµατος. Επίσης, εµφανίζεται 
ότι έχει επίγνωση και των ευρύτερων θεµάτων που σχετίζονται µε το συγκεκριµένο 
ζήτηµα, όπως ζητήµατα συµβολισµού και οντολογίας της έννοιας τα οποία θεωρούµε ότι 
αποτελούν µέρος του ορίζοντα της γνώσης του περιεχοµένου. Η περίπτωση του 
συγκεκριµένου εκπαιδευτικού κατηγοριοποιήθηκε ως µια από τις 6 περιπτώσεις όπου 
έχουµε procept ως προς την αντίληψή του για το θέµα και διδακτικές προτάσεις οι οποίες 
είναι ορθές όσον αφορά το µαθηµατικό µέρος και χρησιµοποιεί συνδυαστικές µεθόδους 
στη διδακτική του προσέγγιση.   

Συγκεκριµένα, στις διδακτικές του προτάσεις γράφει ότι έχει σκοπό να αναφέρει στους 
µαθητές παραδείγµατα δεκαδικών αριθµών µε άπειρα δεκαδικά ψηφία οι οποίοι είναι 
ρητοί και άρρητοι. Επίσης, αναφέρει: 

 Για τους ρητούς, µπορούµε κατ’ αρχήν να δώσουµε την γυµνασιακή µέθοδο 
(αµφιλεγόµενη για κάποια µαθηµατική «σχολή») π.χ. x = 0,999…  10 x = 9,999… 

 9 x = 9 x = 1. Τουλάχιστον από παιδαγωγική άποψη αυτή η µέθοδος «πείθει» 
το µαθητή.  

Στη συνέχεια, αναφέρει ένα ζήτηµα το οποίο δείχνει βαθιά γνώση για τους αριθµούς και 
τις αναπαραστάσεις τους. «Επίσης, ‘ισχυρό’ παιδαγωγικό επιχείρηµα είναι να 
µετατρέψουµε κλάσµατα, των οποίων ο παρονοµαστής δεν είναι δύναµη του 2 ή του 5 ή 
συνδυασµού τους, ώστε να βγαίνει δεκαδικός µε περιοδικότητα και άπειρα δεκαδικά. 
Όµως στην συνέντευξη του φαίνεται καλύτερα ο τρόπος σκέψης του. 

Απόσπασµα 3 της συνέντευξης µε τον εκπαιδευτικό Κ1 

Ε: ... Αν θα ήθελες να διαπραγµατευτείς µια τέτοια έννοια στην τάξη, τι στοιχεία θα 
λάµβανες υπόψη σου; 

Β: Ας πούµε ότι οι διαδικασίες µε το άπειρο είναι πολύ λεπτής φύσεως ε… το άπειρο 
µπορούµε να το χειριστούµε µόνο µε εγκεφαλικές … µε λογικές διαδικασίες γιατί 
δεν έχουµε καµία εποπτεία ούτε εµείς ούτε οι µαθητές. Εποµένως εδώ που αναφέρω 
κιόλας ότι για να καταλάβουν ότι το 0,999… είναι ακριβώς ο αριθµός 1, ας ήτανε 
τρίτη λυκείου τα παιδιά, θα τους ανέφερα το παράδειγµα αυτό που έχει το [σχολικό 
εγχειρίδιο στο] γυµνάσιο µε τη διαδικασία αυτή που το λέει έστω χ ίσο κ.λπ. Και 
µέσω µιας εξίσωσης αποδεικνύει ότι είναι το 1. Βέβαια αυτός ο τρόπος έχει και 
υπέρ και κατά. Το υπέρ είναι ότι αποδεικνύει ότι είναι ίσο µε τον αριθµό 1 αλλά δεν 
έχει εποπτεία, δηλαδή τον πείθεις [τον µαθητή] τυπικά.  

Στο απόσπασµα 3 φαίνεται η ευαισθησία του εκπαιδευτικού σχετικά µε την αναγκαιότητα 
απόκτησης «εποπτείας» (όπως λέει ο ίδιος) της έννοιας, προκειµένου να γίνει κατανοητή 

⇔
⇔ ⇔
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από τους µαθητές. Επίσης, είναι πρόδηλη η ανησυχία του σχετικά µε την αδυναµία 
απόκτησης εποπτείας σε σχέση µε την έννοια του απείρου. Επιπλέον, είναι έκδηλος ο 
προβληµατισµός του σχετικά µε την «τυπική» µόνο πειστικότητα της απόδειξης της 
ισότητας 0,999... =  1. 
Έτσι, ο εκπαιδευτικός εγείρει ένα ζήτηµα του βαθµού αποδοχής των µαθηµατικών 
αποδείξεων από τη µεριά των µαθητών ως κριτήριο κατανόησης. Δηλαδή, φαίνεται να 
θεωρεί ότι οι µαθητές αποδέχονται την τυπική απόδειξη ως κριτήριο εγκυρότητας 
περισσότερο επειδή, την αναφέρει ο εκπαιδευτικός και το σχολικό εγχειρίδιο και λιγότερο 
επειδή πραγµατικά τους βοηθάει να ξεκαθαρίσουν το νόηµα του 0,3999...  
Όπως επισηµαίνει και ο κλασικός ερευνητής της γαλλικής σχολής της Διδακτικής των 
Μαθηµατικών Brousseau (1983)  το ευρύτερο νόηµα (ή το ουσιαστικό περιεχόµενο) µιας 
µαθηµατικής γνώσης περιλαµβάνει, όχι µόνο το σύνολο των καταστάσεων, στις οποίες το 
υποκείµενο χρησιµοποίησε τη γνώση ως µέσο για την επίλυση προβληµάτων, αλλά και το 
σύνολο των αντιλήψεων, των προηγούµενων επιλογών (που τώρα απορρίπτονται µε το 
σχηµατισµό αυτής της γνώσης), τα λάθη (που τώρα αποφεύγονται), την «οικονοµία» που 
γίνεται, τις εκφωνήσεις που αναθεωρούνται (Πατρώνης & Σπανός, 1996).  
Στο ίδιο πνεύµα είναι και ο καθηγητής Κ12 όπως φαίνεται και στο παρακάτω απόσπασµα 
από τη συνέντευξη του. 

Απόσπασµα 1 της συνέντευξης µε τον καθηγητή Κ12 

Ε: …Θεωρείς ότι αυτή η απόδειξη θα έπειθε τον µαθητή ότι είναι ο ίδιος αριθµός. … 
Είναι ένα πειστικό επιχείρηµα για ένα µαθητή αυτό; Ή είναι κάποιο τρυκ. Πως 
πιστεύεις ότι θα το αντιληφθεί o µαθητής; 

K12: Εντάξει σαν τρυκ θα το πάρει αυτό…. Κοίτα όπως το συζητάµε σαν τρυκ θα το 
πάρει. Το πιθανότερο έτσι. Θα δει το παράδειγµα και θα του βγαίνει κάθε φορά 
αυτό… Δεν θα έχει πλήρη αίσθηση του πραγµατικού αριθµού.  

Ε: Ωραία, οι τυπικές αποδείξεις, … 
Κ12: Αυτό δεν είναι τυπική απόδειξη βέβαια … 

Στη συνέχεια αναφέρουµε τρεις λόγους που ερµηνεύουν τους προβληµατισµούς των 
εκπαιδευτικών για τη συγκεκριµένη απόδειξη. Ο ένας σχετίζεται µε την έλλειψη 
µαθηµατικής θεµελίωσης σε σχολικό επίπεδο, αλλά ακόµα και σε εγχειρίδια σε επίπεδο 
Ανώτερων Μαθηµατικών, καθώς και κατά την ιστορική εξέλιξη των µαθηµατικών 
εννοιών για τις πράξεις µεταξύ απειροψήφιων δεκαδικών αριθµών. Ο Spivak (2010) 
µάλιστα εκφράζει αυτή την ανησυχία όταν µε δεδοµένους τους ρητούς αριθµούς 
σκιαγραφεί «µια κατασκευή των πραγµατικών αριθµών του µαθητή λυκείου» όπως την 
ονοµάζει, η οποία βασίζεται στη δεκαδική αναπαράσταση των πραγµατικών αριθµών. 
Συγκεκριµένα αναφέρει: 

Ορίζουµε ως πραγµατικό αριθµό ένας ζεύγος (a, {bn}), όπου a είναι ένας ακέραιος και 
{bn} µια ακολουθία από τους φυσικούς αριθµούς από 0 ως 9, µε τον όρο ότι η 
ακολουθία δεν είναι τελικά 9. Διαισθητικά, αυτό το ζεύγος παριστάνει τον 

. Με αυτό τον ορισµό, ο πραγµατικός αριθµός είναι ένα πολύ 

συγκεκριµένο αντικείµενο, αλλά οι δυσκολίες που συναντάµε να ορίσουµε την 
πρόσθεση και τον πολλαπλασιασµό είναι φοβερές (πως προσθέτετε δεκαδικούς µε 
άπειρα ψηφία χωρίς να ανησυχείτε για το ότι µεταφέρετε δεκαδικά ψηφία επ’ 
άπειρον;). (σ. 555). 

Η δεύτερη ερµηνεία που προτείνουµε είναι ότι κατά τη συγκεκριµένη απόδειξη  
υπονοούνται προϋποθέσεις (η σύγκλιση της σειράς 0,3 + 0,09 + 0,09 +...) οι οποίες δεν 

a + bn10
−n

n=1

∞

∑
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είναι ξεκάθαρες κατά τη διαδικασία της απόδειξης. Παρόµοιοι προβληµατισµοί έχουν 
εντοπιστεί και ιστορικά από τον Niels Henrik Abel (1802-1829) τους οποίους ο Spivak 
(2010) αναδεικνύει στην προµετωπίδα του κεφαλαίου για την «προσέγγιση µε 
πολυωνυµικές συναρτήσεις». Χαρακτηριστικά αναφέρεται: 

Μια από τις πιο ξεχωριστές σειρές στην αλγεβρική ανάλυση είναι η ακόλουθη: 

 

Όταν ο m είναι ένας θετικός ακέραιος αριθµός, το άθροισµα της σειράς που είναι 

πεπερασµένο, µπορεί να εκφραστεί, όπως είναι γνωστό, από το . Όταν ο m δεν 
είναι ακέραιος, η σειρά συνεχίζεται επ’ άπειρον, και συγκλίνει ή αποκλίνει ανάλογα µε 
τις τιµές που παίρνουν οι ποσότητες m και x . Σ’ αυτή την περίπτωση, γράφουµε την 

ίδια ισότητα:  κτλ. 

… Υποτίθεται ότι η αριθµητική ισότητα θα ισχύει όποτε η σειρά συγκλίνει, αλλά αυτό 
δεν έχει ως τώρα αποδειχθεί. Niels Henrik Abel. (Spivak 2010, p. 372) 

Χωρίς την εξασφάλιση της προϋπόθεσης της σύγκλισης της σειράς ο συλλογισµός της 
«απόδειξης» που αναφέρουν οι εκπαιδευτικοί και το σχολικό εγχειρίδιο εµφανίζεται 
ουσιαστικά σαν να πρόκειται για ένα µηχανικό χειρισµό συµβόλων. Αλλά τέτοιοι 
χειρισµοί είναι γνωστό ότι έγιναν στην ιστορική εξέλιξη των δυναµοσειρών από 
εξαίρετους µαθηµατικούς.  

Για παράδειγµα, αντίστοιχες διαδικασίες αν τις ακολουθήσουµε για την λεγόµενη σειρά 
του Guido Grandi (1671-1742): 1-1+1-1+... θα οδηγηθούµε σε παράδοξα αποτελέσµατα. 
Αν υποθέσουµε ότι S = 1-1+1-1+... τότε χρησιµοποιώντας κάπως µηχανικά τα σύµβολα 
θα µπορούσαµε να πούµε ότι S= (1-1)+(1-1)+... = 0 ή S= 1-(1-1+1-1+...) = 1-0=1 ή S= 1-
(1-1+1-1+...) = 1-S οπότε 2S=1 ή S=1/2. Ο Grandi στο βιβλίο του ‘Quadratura circula et 
hyperbolae per infinitas hyperbolas geometrice exhibita’ (1703) υιοθετεί το τρίτο 
αποτέλεσµα βάζοντας στο δυωνυµικό ανάπτυγµα που προαναφέραµε  και x = 1. 
Το ίδιο αποτέλεσµα υιοθετεί και ο Leibniz σ’ ένα γράµµα του προς τον Christian Wolf 
που δηµοσιεύθηκε το 1713, µε το σκεπτικό ότι η απάντηση ½ είναι ο µέσος όρος των δυο 
άλλων αποτελεσµάτων 0 και 1. 

Σε κάθε περίπτωση τέτοιες διαδικασίες σε διδακτικό πλαίσιο φαίνονται σαν τρυκ του 
καθηγητή ή του σχολικού εγχειριδίου και οι µαθητές δεν έχουν πρόσβαση στα κριτήρια 
εγκυρότητάς τους και για το λόγο αυτό οι εκπαιδευτικοί εκφράζουν τον προβληµατισµό 
τους για τη χρησιµοποίηση τέτοιων προσεγγίσεων.  
Η τρίτη ερµηνεία έχει σαν αφορµή τη δυσκολία κατανόησης του απείρου λόγω έλλειψης 
εποπτείας όπως αναφέρει ο καθηγητής Κ1 καθώς και ότι η απόδειξη που παρουσιάζει 
είναι «αµφιλεγόµενη για κάποια µαθηµατική ‘σχολή’». Πράγµατι, ο Brower (1912) o 
θεµελιωτής της σχολής των ιντουισιονιστών στη φιλοσοφία των µαθηµατικών αναφέρει: 

Ας θεωρήσουµε την έννοια «πραγµατικός αριθµός µεταξύ 0 και 1» … Για τον 
ιντουισιονιστή [αυτή η έννοια] σηµαίνει ‘νόµος για την κατασκευή µιας στοιχειώδους 
σειράς ψηφίων µετά την υποδιαστολή, ο οποίος χτίζεται µέσω µιας πεπερασµένης 
σειράς πράξεων. (p. 85) 

Να επισηµάνουµε λοιπόν ότι τέτοιοι διδακτικοί µεταγνωστικοί προβληµατισµοί των 
εκπαιδευτικών σχετικά µε την πειστικότητα τυπικών µαθηµατικών αποδείξεων στους 
µαθητές, το επίπεδο µαθηµατικής τους αυστηρότητας αλλά ακόµα και προβληµατισµοί µε 

1+ x( )m =1+ m1 x +
m(m −1)
1⋅2

x2 + ...

1+ x( )m

1+ x( )m =1+ m1 x +
m(m −1)
1⋅2

x2 + ...

m = −1
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φιλοσοφικό υπόβαθρο, είναι µέρος του ορίζοντα της γνώσης των εκπαιδευτικών και 
µπορούν να επηρεάσουν τόσο τον προγραµµατισµό της διδασκαλίας τους όσο και την 
εξέλιξη της συζήτησης στην τάξη. 

4.2.6 Αλληλεπίδραση της συλλογιστικής των εκπαιδευτικών µε τους µαθητές 
Στην ενότητα αυτή µελετάµε στοιχεία στις δηλώσεις των εκπαιδευτικών που 
αναδεικνύουν τον τρόπο που επηρεάζονται οι προσεγγίσεις τους από τις ιδέες των 
µαθητών του σεναρίου. Ένα χαρακτηριστικό στοιχείο µε βάση το οποίο φαίνεται να 
διαµορφώνεται η συλλογιστική κάποιων εκπαιδευτικών είναι η προσπάθειά τους να 
χρησιµοποιήσουν τις ιδέες των µαθητών στις διδακτικές τους προσεγγίσεις. Κάποιοι 
άλλοι εκπαιδευτικοί απαντούν άµεσα στα γνωστικά ζητήµατα που διατυπώνονται 
προσπερνώντας, ευρύτερα ζητήµατα που τίθενται από τις δηλώσεις των µαθητών του 
σεναρίου και αφορούν στη φύση ή στον συµβολισµό του µαθηµατικού αντικειµένου που 
διαπραγµατεύονται. Δηλαδή, θεωρούµε ότι είναι στοιχείο αλληλεπίδρασης του 
εκπαιδευτικού µε τους µαθητές υπάρχει όταν αυτός, στις διδακτικές του προσεγγίσεις, 
λαµβάνει υπόψη του το ευρύτερο πλαίσιο των εννοιών και καταστάσεων που συνδέονται 
µε την ιδέα που διαπραγµατεύονται οι µαθητές και των πιθανών τρόπων προσέγγισής της. 
Για παράδειγµα ο καθηγητής Κ18 αναφέρει στις διδακτικές του προτάσεις την απόδειξη 
της ισότητας 0,3999... = 0,4 και κλείνει γράφοντας «Έτσι θα δουν [οι µαθητές] ότι 
πρόκειται για τον ίδιο αριθµό».   

Στην περίπτωση αυτή αφήνεται να εννοηθεί ότι µέσω της απόδειξης της ισότητας οι 
µαθητές θα κατανοήσουν ότι το 0,3999... εκφράζει έναν αριθµό, µια σταθερή ποσότητα. 
Επίσης, αναµένεται από τον εκπαιδευτικό να κατανοηθούν από τους µαθητές οι λόγοι που 
τους οδήγησαν να θεωρήσουν ότι δεν πρόκειται για έναν συγκεκριµένο αριθµό ή για µια 
µεταβλητή ποσότητα που συνεχώς αυξάνεται.  
Αντίθετα ο καθηγητής Κ4 αναφέρει στις διδακτικές του προτάσεις:  

...θα χρησιµοποιούσα τα θετικά σηµεία των απόψεων των µαθητών για να καταλάβουν 
τι συµβαίνει. [...] Ο µαθητής Β λέει ότι είναι αριθµός σε αντίθεση µε τους Α και Δ. Με 
την αλληλεπίδραση των απόψεων των µαθητών θα γίνει κατανοητό κι απ’ τους 
υπόλοιπους ότι 0,3999… είναι συµβολισµός για έναν αριθµό.  

Στο σηµείο αυτό αναδεικνύεται το ζήτηµα της φύσης της αναπαράστασης 0,3999… 
(αριθµός-διαδικασία) που έχει τεθεί από τις τοποθετήσεις των µαθητών και προτείνει την 
ανάπτυξη µιας συζήτησης µεταξύ των µαθητών για το συγκεκριµένο ζήτηµα 
κατευθύνοντας τους κατάλληλα. Στη συνέχεια προσπαθεί να απαντήσει στις παρανοήσεις 
των µαθητών επαναδιατυπώνοντάς αυτές σε µια ποιο θεωρητική µορφή και 
χρησιµοποιώντας κατάλληλα διαισθητικά επιχειρήµατα και για το λόγο αυτό η διδακτική 
του πρόταση έχει ταξινοµηθεί στις συνδυαστικές ως προς το φορµαλισµό. Συγκεκριµένα 
αναφέρει:  

Πρέπει να αντιµετωπίσουµε τις εξής παρανοήσεις: α) Ένα άθροισµα άπειρων όρων 
µπορεί να τείνει σε έναν αριθµό. Αυτό γίνεται µε παράδειγµα: Κόβοντας ένα χαρτί στο 
µισό και το µισό πάλι στο µισό κ.λπ. ...» Βέβαια η συγκεκριµένη πρόταση αναφέρεται 
µάλλον σε µια θεωρητική δυνατότητα παρά σε µια πραγµατική εφαρµογή. «… β) 
Στους πραγµατικούς αριθµούς δεν υπάρχει η έννοια της διαδοχικότητας. Δεν είναι ο 
0,4 ο επόµενος του 0,3999… Αυτό µπορεί να αντιµετωπιστεί ρωτώντας τους µαθητές 
ποιος είναι ο επόµενος του 0,4. Μπορεί να πουν ότι µετά από άπειρα µηδενικά 
βάζουµε το 1. Όµως εδώ υπάρχει η αντίφαση µετά από άπειρα …  
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Σε κάποιες περιπτώσεις όµως η αλληλεπίδραση µε τους µαθητές εκφράζεται µέσω 
αµφίβολων εµπειρικών επιχειρηµάτων στην προσπάθεια των εκπαιδευτικών να κάνουν 
την έννοια προσιτή στους µαθητές. Για παράδειγµα ο καθηγητής Κ26 στις διδακτικές του 
προτάσεις για το µαθητή αναφέρει ότι: «Είναι δύσκολη έννοια για τη Γ΄ Λυκείου και ίσως 
το ποσοστό κατανόησης είναι ικανοποιητικό αν τονιστεί ότι ». Όµως στις 
διδακτικές του προτάσεις για το µαθητή Δ αναφέρει:  

Του µαθητή Δ µπορεί να του ζητηθεί να προσθέσει τους αριθµούς 1000000 και 
0,0000001 και στη συνέχεια να ερωτηθεί «Αν δυο εταιρείες σου πρόσφεραν µισθούς 
1000000 και 1000000,0000001 ευρώ ποια θα προτιµούσες;». 

Στην ίδια κατεύθυνση είναι και θεώρησή του ίδιου εκπαιδευτικού όταν αναφέρει ότι: 
«Θετικό [για τον µαθητή Β] είναι ότι κατάλαβε ότι πρακτικά είναι ο αριθµός 0,4» (η 
υπογράµµιση προστέθηκε). 
Θεωρούµε επίσης ως στοιχείο αλληλεπίδρασης µε τους µαθητές την προσπάθεια κάποιου 
εκπαιδευτικού να αποδεχθεί αρχικά την γνώµη των µαθητών ότι 0,3999… ≠ 0,4 µε σκοπό 
να την ανατρέψει µε τη µέθοδο της απαγωγής σε άτοπο. Συγκεκριµένα το τελευταίο 
µέρος των διδακτικών προτάσεων του καθηγητή Κ4 δίνεται ένα περιγραφικό επιχείρηµα 
για την ισότητα 0,3999…= 0,4 που βασίζεται στην ιδέα της απαγωγής σε άτοπο όπως 
φαίνεται στο παρακάτω απόσπασµα.  

Αφού έχουµε καταλήξει στο ότι δεν υπάρχει διαδοχικότητα στους πραγµατικούς και 
ότι δεν υπάρχει αριθµός µεταξύ του 0,3999… και του 0,4, άρα οι αριθµοί ταυτίζονται, 
εποµένως 0,3999…= 0,4. Δηλαδή το όριο είναι ίσο µε 0,4 » (οι υπογραµµίσεις στο 
πρωτότυπο). 

Ο καθηγητής Κ25 επίσης είναι ένας από αυτούς που ξεκινάνε την διδακτική τους 
προσέγγιση από την ιδέα κάποιου µαθητή. Στο δοκίµιό του αρχίζει ερµηνεύοντας τη 
σκέψη του µαθητή Δ και στη συνέχεια αναπτύσσει έναν υποθετικό διάλογο µε τους 
µαθητές. Συγκεκριµένα αναφέρει 

Ο µαθητής Δ σκεπτόµενος µε βασικές έννοιες π.χ. ότι το 72 είναι 7 δεκάδες και 2 
µονάδες δηλαδή 72 = 70 + 2 προσπαθεί να εκφράσει τον αριθµό 0,3999... ως 0,3 + 
0,09 + 0.009 + ... δηλαδή να τον εκφράσει στη µορφή  
αλλά επειδή η διαδικασία αυτή είναι άπειρη θεωρεί πως δεν εκφράζει αριθµό. Όµως 
τότε ούτε ο π ούτε ο e ούτε γενικά οι άρρητοι θα ήταν αριθµοί. Άρα ο 0,3999... ή 
αλλιώς  είναι αριθµός που τείνει στο 0,4 (αν όχι το 0,4*) 

Το (*) που υπάρχει στο παραπάνω απόσπασµα αντιστοιχεί σε δυο σωστές αποδείξεις για 
την ισότητα 0,3999... = 0,4. Έτσι, ενώ ο εκπαιδευτικός φαίνεται ότι έχει την τυπική 
γνώση όταν προσπαθεί να την διαπραγµατευτεί διδακτικά ξεκινώντας από τις ιδέες των 
µαθητών καταλήγει στην ασαφή διατύπωση «Άρα ο 0,3999... ή αλλιώς  είναι 
αριθµός που τείνει στο 0,4 (αν όχι το 0,4*)».  

Η περίπτωση του καθηγητή Κ6 (12 χρόνια διδακτικής εµπειρίας) είναι κάπως 
διαφορετική. Με βάση το δοκίµιό του φαίνεται ότι ο ίδιος έχει ικανοποιητική κατανόηση 
της παράστασης «0,3999 ...». Όµως η προσπάθεια του εκπαιδευτικού αυτού να αποδεχθεί 
αρχικά τη γνώµη των µαθητών ότι 0,3999… ≠ 0,4 και να καταλήξει σε άτοπο δεν 
στέφθηκε µε επιτυχία. Συγκεκριµένα αναφέρει: 

0,399 = 0,4

0,1⋅3+ 0,01⋅9+ 0,001⋅9+ ...

0,39

0,39
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Θα χρησιµοποιούσα την εις άτοπον. Έστω ότι 0,3999… ≠ 0,4. Τότε από την 
πληρότητα του ℝ θα έπρεπε να βρίσκουµε αριθµό µεταξύ τους. Αν υπάρχει τέτοιος 
αριθµός τότε το πλήθος των ψηφίων του θα ήταν πεπερασµένο. Άτοπο.  

Ένα πρόβληµα στην συγκεκριµένη δήλωση του Κ6 είναι ότι αναφέρει λανθασµένα την 
ιδιότητα της ύπαρξης ενός πραγµατικού αριθµού µεταξύ δυο διαφορετικών πραγµατικών 
αριθµών ως ιδιότητα της πληρότητας αντί για ιδιότητα της πυκνότητας. Εδώ συναντάµε 
µια σύγχυση µεταξύ δυο βασικών όρων της θεµελίωσης των πραγµατικών αριθµών, η 
οποία επαναλαµβάνεται και από άλλους εκπαιδευτικούς της έρευνάς µας, παρά την 
έµφαση που αποδίδεται στους όρους αυτούς κατά τη διδασκαλία της θεµελίωσης των 
πραγµατικών αριθµών στο πανεπιστήµιο. Επισηµαίνουµε επίσης, ότι ενώ από τη γενική 
εικόνα του γραπτού δοκιµίου του εκπαιδευτικού φαίνεται ότι διαθέτει την απαραίτητη 
γνώση σχετικά µε την αναπαράσταση 0,3999... στις διδακτικές του προτάσεις 
διακινδυνεύει να αναπτύξει ένα αίωλο τελικά επιχείρηµα προκειµένου να χρησιµοποιήσει 
τις ιδέες των µαθητών.  
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5. ΣΥΖΗΤΗΣΗ - ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

Με βάση την κλασσική πλέον εργασία του L. Shulman (1986, 1987) και των συνεργατών 
του, έγινε µια σηµαντική στροφή στην εκπαιδευτική έρευνα. Δόθηκε έµφαση στο 
γνωστικό αντικείµενο και κατά συνέπεια στην ιδιαίτερη γνώση που πρέπει να έχει ο 
εκπαιδευτικός προκειµένου να ανταποκριθεί στις απαιτήσεις της διδασκαλίας του 
γνωστικού αντικειµένου. Στην περίπτωση των µαθηµατικών οι Ball et al. (2008) 
αναπτύσσουν το θεωρητικό τους µοντέλο για τη µαθηµατική γνώση για τη διδασκαλία 
που περιλαµβάνει τα ιδιαίτερα εκείνα χαρακτηριστικά της γνώσης που είναι απαραίτητα 
στον εκπαιδευτικό προκειµένου να διδάξει µαθηµατικά. Όµως η έρευνα της ερευνητικής 
οµάδας της D. Ball βασίζεται κυρίως σε δεδοµένα από την πρωτοβάθµια εκπαίδευση 
αφήνοντας χωρίς ιδιαίτερη διερεύνηση ζητήµατα σχετικά µε τη λειτουργικότητα του 
µοντέλου στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση. Επίσης, το µοντέλο της Μαθηµατικής Γνώσης 
για τη Διδασκαλία χρησιµοποιήθηκε αρκετές φορές για τις ανάγκες της αξιολόγησης της 
γνώσης των εκπαιδευτικών, αποκτώντας έναν χαρακτήρα προαπαιτούµενων που πρέπει 
να ικανοποιεί ένας εκπαιδευτικός προκειµένου να ανταποκριθεί στις απαιτήσεις της 
διδακτικής πρακτικής.  
Η ιδέα της µαθηµατικής γνώσης για τη διδασκαλία ως ιδιαίτερης επαγγελµατικής γνώσης 
του εκπαιδευτικού απέκτησε ιδιαίτερη δυναµική την πρώτη δεκαετία του 21ου αιώνα, 
όµως στη συνέχεια παρατηρείται µια σχετική υποχώρηση της δυναµικής αυτής. Στην 
ανασκόπηση της βιβλιογραφίας αναφέρθηκε ότι συχνά η µελέτη της γνώσης των 
εκπαιδευτικών περιορίζεται στα θεσµικά της χαρακτηριστικά. Κυρίως µελετάται η τυπική 
µαθηµατική γνώση των εκπαιδευτικών στοχεύοντας συχνά σε µια διαδικασία 
αξιολόγησής τους και λιγότερο στα νοήµατα που αποδίδουν αυτοί στις µαθηµατικές 
έννοιες που διαπραγµατεύονται διδακτικά.   
Η παρούσα µελέτη βασίστηκε στις γραπτές απαντήσεις 106 καθηγητών µαθηµατικών σε 
ερωτήσεις που σχετίζονταν µε ένα διδακτικό σενάριο για την αναπαράσταση 0,3999... και 
σε συνεντεύξεις 15 εξ’ αυτών. Η επιλογή της συγκεκριµένης διαδικασίας συλλογής των 
δεδοµένων έχει κάποια πλεονεκτήµατα αλλά και κάποιους περιορισµούς. Από τη µια οι 
γραπτές απαντήσεις θεωρήθηκε ότι αποτυπώνουν µε περισσότερη ακρίβεια τις συνειδητές 
αντιλήψεις και διδακτικές προθέσεις σχετικά µεγάλου αριθµού εκπαιδευτικών 
προσφέροντας µε τον τρόπο αυτό µεγαλύτερη δυνατότητα γενικευσιµότητας των 
αποτελεσµάτων. Από την άλλη ο προφορικός λόγος, όπως αυτός αποτυπώνεται σε µια 
συνέντευξη ή µια ζωντανή διδασκαλία θεωρήθηκε ότι επιδέχεται πολλαπλές ερµηνείες 
και επηρεάζεται σηµαντικά από το πλαίσιο διαπραγµάτευσης. Επίσης, µε τη διαδικασία 
των ερωτήσεων µε βάση το διδακτικό σενάριο δόθηκε η δυνατότητα να τεθεί προς 
διαπραγµάτευση στους εκπαιδευτικούς µια σειρά ζητηµάτων που είχαν ανιχνευθεί στην 
βιβλιογραφική ανασκόπηση τα οποία επιδιώχθηκε να µελετήθούν και τα οποία πιθανόν 
να µην προέκυπταν σε µια ζωντανή διδασκαλία.  
Από την άλλη, θεωρήθηκε ότι το σύστηµα ερώτησης - απάντησης είναι ένα σχετικά 
κλειστό σύστηµα µε µικρές δυνατότητες εξέλιξης. Όµως, υιοθετήθηκε ότι το πλαίσιο του 
διδακτικού σεναρίου δεν έχει το χαρακτήρα ενός τυπικού ελέγχου της µαθηµατικής 
γνώσης του εκπαιδευτικού όπου οι απαντήσεις είναι ορθές ή λανθασµένες. Αντίθετα, 
προσοµοιάζει ως ένα βαθµό, µε τις συνθήκες της διδακτικής πράξης, προσφέροντας 
πολλαπλές δυνατότητες ελεύθερης έκφρασης των κατανοήσεων και των προσεγγίσεων 
του εκπαιδευτικού. Επιπλέον, οι συνεντεύξεις που είχαµε µε κάποιους εκπαιδευτικούς 
µας προσφέρουν επιπλέον δυνατότητες ισχυροποίησης των αποτελεσµάτων µας. 
Η µελέτη των αντιλήψεων και της συλλογιστικής των εκπαιδευτικών που συµµετείχαν 
στην έρευνα, δεν γίνεται σε καµία περίπτωση για να διατυπωθούν αξιολογικές κρίσεις ή 
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χαρακτηρισµοί για τις µαθηµατικές ή διδακτικές τους ικανότητες των εκπαιδευτικών. 
Στόχος στην παρούσα έρευνα είναι η µελέτη των αντιλήψεων και της συλλογιστικής των 
εκπαιδευτικών, µε σκοπό την κατανόηση και να την ερµηνεία τους, ώστε στη συνέχεια να 
διαµορφωθούν τα βασικά χαρακτηριστικά ενός γνωστικού πλαισίου, το οποίο θα 
µπορέσει να αξιοποιηθεί λειτουργικά, τόσο σε προγράµµατα επαγγελµατικής 
επιµόρφωσης των εκπαιδευτικών, όσο και στη διαµόρφωση προγραµµάτων σπουδών για 
τη διδασκαλία εννοιών των Ανώτερων Μαθηµατικών στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση.  
Στη παρούσα µελέτη, λαµβάνοντας υπόψη το θεωρητικό πλαίσιο της Μαθηµατικής 
Γνώσης για τη Διδασκαλία επιδιώκεται η συµβολλή στην ανάδειξη της σηµασίας της 
Ανώτερης Μαθηµατικής Γνώσης στη διδασκαλία των µαθηµατικών στη δευτεροβάθµια 
εκπαίδευση. Για το σκοπό αυτό µελετήθηκαν οι αντιλήψεις και η συλλογιστική των 
εκπαιδευτικών όταν διαπραγµατεύονται διδακτικά ένα ζήτηµα που σχετίζεται µε τα 
Ανώτερα Μαθηµατικά στο πλαίσιο ενός διδακτικού σεναρίου.  
Συγκεκριµένα, για τον πρώτο ερευνητικό στόχο µελετήθηκαν οι αντιλήψεις των 
εκπαιδευτικών για τις αναπαραστάσεις δεκαδικών αριθµών µε περίοδο 9 και η σύνδεσή 
τους µε τη διδακτική πρακτική, κατά τον αναστοχασµό τους όσον αφορά σχετικές 
παρανοήσεις µαθητών λυκείου. Για τον δεύτερο ερευνητικό στόχο, µελετήθηκε η 
συλλογιστική των εκπαιδευτικών και το υπόβαθρό της κατά τη διδακτική διαχείριση 
παρανοήσεων µαθητών λυκείου γι’ αυτές τις αναπαραστάσεις. 
Συζήτηση για τα αποτελέσµατα της ανάλυσης για τον πρώτο ερευνητικό στόχο 

Σε σχέση µε τις αντιλήψεις των εκπαιδευτικών που διαπραγµατευόµαστε στον πρώτο 
ερευνητικό στόχο, έχουν µελετηθεί αρχικά οι αντιλήψεις των εκπαιδευτικών για τις 
παρανοήσεις των µαθητών σχετικά µε την παράσταση 0,3999... Σε δεύτερη φάση 
µελετήθηκαν οι αντιλήψεις των εκπαιδευτικών για την παράσταση 0,399... οι οποίες στη 
συνέχεια ταξινοµήθηκαν σ’ ένα φάσµα µεταξύ διαδικαστικών και διεργασιεννοιακών 
(procept) αντιλήψεων και σε τρίτη και τελευταία φάση οι διδακτικές προσεγγίσεις των 
εκπαιδευτικών ταξινοµήθηκαν ως προς την ορθότητα και το φορµαλισµό σε συνδυασµό 
µε τις αντιλήψεις τους όπως αυτές αποτυπώθηκαν στο φάσµα της δεύτερης φάσης. 

Αντιλήψεις των εκπαιδευτικών για τις παρανοήσεις των µαθητών σχετικά µε την 
παράσταση 0,3999... 

Από την ανάλυση της αναγνώρισης των παρανοήσεων των µαθητών φάνηκε ότι υπήρχαν 
περιπτώσεις εκπαιδευτικών που ενώ αναγνωρίζουν µε ορθή τεκµηρίωση τις παρανοήσεις 
κάποιων µαθητών του σεναρίου δεν καταφέρνουν να ανταποκριθούν µε 
αποτελεσµατικότητα σε κάθε περίπτωση. Επίσης, σε αρκετές περιπτώσεις οι 
εκπαιδευτικοί δυσκολεύονται να αποστασιοποιηθούν από τις γνώµες των µαθητών του 
σεναρίου, οπότε είτε διολισθαίνουν στις απόψεις των µαθητών, είτε εµφανίζονται 
αντιφατικά στοιχεία στο συλλογισµό τους, είτε αδυνατούν να τεκµηριώσουν µε σαφήνεια 
την εκάστοτε παρανόηση. Οι εκπαιδευτικοί εµπλέκονται ενεργά και επηρεάζονται 
σηµαντικά από το διδακτικό πλαίσιο του σεναρίου και δεν λειτουργούν γνωστικά 
αποµονωµένα προσπαθώντας να χαρακτηρίσουν τις γνώµες των µαθητών απλά ως 
σωστές ή λανθασµένες.   
Στην προσπάθεια λοιπόν αναγνώρισης και ερµηνείας των παρανοήσεων των µαθητών οι 
εκπαιδευτικοί δεν χρησιµοποιούν µόνο τυπική µαθηµατική ορολογία και συµβολισµούς 
αλλά επιχειρούν λεκτικά επιχειρήµατα, κάνουν συνδέσεις µε συναφείς µαθηµατικές 
έννοιες χωρίς να φροντίζουν σε κάθε περίπτωση για τη σαφήνεια όσων αναφέρουν. 
Συγκεκριµένα, σε πολλές περιπτώσεις οι αναφορές των εκπαιδευτικών για τις 
παρανοήσεις των µαθητών περιλαµβάνουν στοιχεία από το ευρύτερο περιβάλλον των υπό 
διαπραγµάτευση µαθηµατικών εννοιών, όπως η φύση τους, ο τρόπος µεταβολής τους, οι 
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συσχετίσεις µεταξύ τους ή ο συµβολισµός τους. Με την έννοια αυτή ενεργοποιείται ο 
ορίζοντας της γνώσης του περιεχοµένου (σύµφωνα µε την ορολογία των Ball. et al., 2008) 
ακόµα και κατά την αναγνώριση των παρανοήσεων των µαθητών.  

Σηµειώνεται ότι στο θεωρητικό µοντέλο της Μαθηµατικής Γνώσης για τη Διδασκαλία, η 
γνώση που απαιτείται για την αναγνώριση των παρανοήσεων των µαθηµατικών από τον 
εκπαιδευτικό περιορίζεται είτε στην κοινή γνώση του περιεχοµένου είτε στην 
εξιδεικευµένη γνώση του περιεχοµένου. Όµως από τα αποτελέσµατα της ανάλυσης της 
παρούσας έρευνας προέκυψε ότι η κοινή και εξιδεικευµένη γνώση του περιεχοµένου δεν 
επαρκεί για την αναγνώριση των παρανοήσεων των µαθητών. Φαίνεται ότι ο ορίζοντας 
της γνώσης του περιεχοµένου του εκπαιδευτικού συνεισφέρει σηµαντικά στη διαδικασία 
αναγνώρισης των παρανοήσεων των µαθητών.  

Από την ανάλυση των προσεγγίσεων των εκπαιδευτικών κατά την αναγνώριση των 
παρανοήσεων των µαθητών επίσης προέκυψε ότι οι εκπαιδευτικοί αναγνωρίζουν µε 
µεγαλύτερη δυσκολία τις παρανοήσεις των µαθητών Α και Β του σεναρίου οι οποίες 
έχουν περισσότερο διαδικαστικό χαρακτήρα. Μια εύλογη υπόθεση που εξηγεί αυτή τη 
διαπίστωση είναι ότι οι περισσότεροι εκπαιδευτικοί έχουν και οι ίδιοι διαδικαστικές 
προσεγγίσεις για το θέµα οπότε για το λόγο αυτό δυσκολεύονται περισσότερο να 
αναγνωρίσουν µε ορθή προσέγγιση τις διαδικαστικές προσεγγίσεις των µαθητών. Για την 
εγκυρότητα αυτής της υπόθεσης αναλύθηκαν στη συνέχεια οι ίδιες οι αντιλήψεις των 
εκπαιδευτικών µε βάση το σύνολο του γραπτού δοκιµίου τους, χωρίς να περιοριζόµαστε 
στα σηµεία αναγνώρισης των παρανοήσεων των µαθητών του σεναρίου.  

Μελέτη και ταξινόµηση των αντιλήψεων των εκπαιδευτικών για την παράσταση 
0,399... 

Από τη βιβλιογραφική ανασκόπηση είδαµε ότι σε αρκετές περιπτώσεις µαθητές και 
φοιτητές δυσκολεύονται να διαπραγµατευτούν τη σχέση µεταξύ των διαφορετικών 
αναπαραστάσεων των αριθµών και ειδικά των απειροψήφιων δεκαδικών 
αναπαραστάσεων των ρητών αριθµών. Στις σχετικές όµως έρευνες (Tall & 
Schwarzenberger, 1978; Byers 2007), φοιτητές καλούνται να διαπραγµατευτούν το 
ζήτηµα σ’ ένα τυπικό µαθηµατικό πλαίσιο. Συγκεκριµένα ζητείται να συγκριθεί το 
0,999... µε το 1. Σε κάποιες περιπτώσεις, οι δυσκολίες σε µια τέτοιου τύπου προσέγγιση, 
αποδίδεται µε απλοϊκότητα στην έλλειψη θεσµικής γνώσης των µαθητών ή των φοιτητών. 
Μελετώντας τις αντίστοιχες προσεγγίσεις των εκπαιδευτικών αποφεύγεται η απόδοση 
των δυσκολιών της σχετικής διαπραγµάτευσης στην έλλειψη της θεσµικής γνώσης. Να 
σηµειωθεί εδώ ότι δεν ανευρέθηκαν στη βιβλιογραφία ερευνητικές προσπάθειες µελέτης 
αντίστοιχων προσεγγίσεων από εκπαιδευτικούς οπότε θεωρούµε ότι µε τη συγκεκριµένη 
µελέτη συνεισφέρουµε ερευνητικά στο πεδίο. 
Επίσης, από την βιβλιογραφική ανασκόπηση είδαµε ότι κάποιοι ερευνητές (π.χ. Byers, 
2007) θεωρούν ότι η δυσκολία σύγκρισης του 0,999... µε το 1 οφείλεται στη δυσκολία 
µετάβασης από τη διαδικασία σ’ ένα γνωστικό αντικείµενο. Αξιοποιήσαµε αυτή την ιδέα 
ως βάση για τη διαµόρφωση του διδακτικού σεναρίου που αποτέλεσε και το βασικό 
εργαλείο συλλογής των δεδοµένων της παρούσας διατριβής. Έτσι, δόθηκε η δυνατότητα 
να διερευνήσουµε πιο άµεσα αν οι εκπαιδευτικοί θεωρούν το 0,3999... ως διαδικασία, 
αριθµό ή ως ένα δίπολο διαδικασίας και αριθµού.  

Όπως αναφέρθηκε το θεωρητικό υπόβαθρο της σχετικής ανάλυσης των αντιλήψεων των 
εκπαιδευτικών έγκειται στη µετάβαση από τη διαδικασία σε ένα γνωστικό αντικείµενο. 
Πιο συγκεκριµένα αρκετοί ερευνητές (Gray & Tall, 1994; Dienes, 1960; Piaget, 1972; 
Greeno, 1983; Davis, 1984; Dubinsky, 1991; Sfard, 1991; Harel & Kaput 1991) έχουν 
µελετήσει την εξελικτική νοητική πορεία από την διαδικασία στην έννοια. Όµως στις 
εργασίες στις οποίες κυρίως βασιστήκαµε ((Gray, et al, 1999, Gray & Tall, 2001; Tall, 
2007) η προσέγγιση της πορείας αυτής παρουσιάζεται µε γραµµικότητα. Δηλαδή, 
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εξετάζει τις επιτυχηµένες προσπάθειες κατά την επίλυση κάποιου προβλήµατος και 
ταξινοµεί κυρίως το βαθµό αποτελεσµατικότητας των ενεργειών στα επιµέρους στάδια. 
Επίσης, το συγκεκριµένο θεωρητικό πλαίσιο δεν βασίζεται σε εκτεταµένες εµπειρικές 
µελέτες αλλά σε θεωρητικές ερµηνείες πάνω σε σχετικά αποσπασµατικές εργασίες 
µαθητών ή φοιτητών.  
Η παρούσα εµπειρική µελέτη, βασίστηκε στο προαναφερόµενο θεωρητικό πλαίσιο, χωρίς 
να επιδιώκεται η ένταξη των αντιλήψεων των εκπαιδευτικών στις επιµέρους κατηγορίες 
του θεωρητικού πλαισίου. Αντίθετα, διαµορφώθηκαν κατηγορίες µε βάση τα δεδοµένα, 
έχοντας ως υπόβαθρο το θεωρητικό µοντέλο. Έτσι, ενώ στο θεωρητικό µοντέλο οι 
αντιλήψεις κατά βάση ταξινοµούνται ως διαδικαστικές, διεργασιακές ή 
διεργασιεννοιακές (prοcept), από τη µελέτη των γραπτών δοκιµίων των εκπαιδευτικών 
αναδύθηκαν συχνά αµφισηµίες, παρερµηνείες ή ακόµα και αντιφάσεις στις τοποθετήσεις 
των εκπαιδευτικών. Οι περιπτώσεις αυτές εντάχθηκαν στις κατηγορίες που φαίνονται 
στον πίνακα 4.1.2.Α χωρίς να υιοθετείται κάποια εφαρµογή του θεωρητικού πλαισίου στα 
εµπειρικά δεδοµένα ούτε προσαρµογή των δεδοµένων στις κατηγορίες του θεωρητικού 
πλαισίου.  

Υπενθυµίζεται ότι ένας επιπλέον λόγος για τον οποίο µελετήθηκαν οι αντιλήψεις των 
εκπαιδευτικών για το συγκεκριµένο ζήτηµα σχετίζεται, όπως έχει ήδη αναφερθεί, µε 
ενδογενή χαρακτηριστικά της  έρευνας. Δηλαδή, επιδιώχθηκε η ανάδειξη ολοκληρωµένης 
άποψης για τις αντιλήψεις των εκπαιδευτικών η οποία δεν περιορίζεται από τις 
προσεγγίσεις τους κατά την αναγνώριση των παρανοήσεων των µαθητών. Συγκεκριµένα 
από την ανάλυση των αντιλήψεων των εκπαιδευτικών σχετικά µε την αναπαράσταση 
0,3999... προέκυψε ότι περίπου 3 στους 10 εκπαιδευτικούς θεωρούν την αναπαράσταση 
0,3999... µόνο ως διαδικασία. Σχεδόν 4 στους 10 εκπαιδευτικούς θεωρούν ότι η 
αναπαράσταση 0,3999... είναι ένας συνδυασµός διαδικασίας και έννοιας (αριθµού) αλλά 
διαπιστώνονται παρερµηνείες, ασάφειες ή ακόµα και αντιφάσεις στις προσεγγίσεις τους. 
Τέλος, διαπιστώνεται ότι µόνο 2 στους 10 εκπαιδευτικούς  υιοθετούν τον διττό 
χαρακτήρα της αναπαράστασης 0,3999... ως διαδικασία και έννοια χωρίς να 
διολισθαίνουν σε παρερµηνείες.  
Στην επόµενη ενότητα συζητάµε τα αποτελέσµατα της ανάλυσης σχετικά την 
αντανάκλαση των αντιλήψεων των εκπαιδευτικών για το θέµα στις διδακτικές τους 
προσεγγίσεις. 

Αντιλήψεις και διδακτικές προσεγγίσεις 
Όσον αφορά την τελευταία φάση της συνδυαστικής ανάλυσης των αντιλήψεων των 
εκπαιδευτικών µε τις διδακτικές τους προσεγγίσεις, παρατηρείται ότι ένα σηµαντικό 
µέρος των εκπαιδευτικών µε ικανοποιητική κατανόηση της αναπαράστασης «0,3999 ...» 
(12 καθηγητές: procept, σωστές, φορµαλιστικές) καταφεύγουν σε αµιγώς τυπικές και 
φορµαλιστικές προσεγγίσεις στις διδακτικές τους προτάσεις για την αντιµετώπιση των 
σχετικών παρανοήσεων των µαθητών. Με τον τρόπο αυτό φαίνεται ότι υπερβαίνουν τις 
οντολογικές ανησυχίες και τα νοητικά παράδοξα που προκύπτουν από τις υποθετικές 
απαντήσεις των µαθητών σχετικά µε το αν η αναπαράσταση «0,3999 ...» είναι διαδικασία 
ή αριθµός, καθώς και αν το άπειρο άθροισµα θετικών αριθµών µπορεί να είναι ένας 
αριθµός ή άπειρο. Έτσι αναδύεται και από την παρούσα έρευνα το φαινόµενο της 
αποσύνδεσης των µαθηµατικών εννοιών που διδάσκονται, από το εµπειρικό τους 
υπόβαθρο και τα προβλήµατα τα οποία προκάλεσαν την εξέλιξή τους, το οποίο έχει 
εντοπιστεί στην έρευνα της µαθηµατικής εκπαίδευσης από τον Freudenthal (1983) ο 
οποίος το έχει αποδώσει µε τον όρο απο-οντολόγηση (an-ontologization). 
Υπάρχει, ωστόσο, ένας µικρότερος αριθµός εκπαιδευτικών (6 καθηγητές: procept, ορθές, 
συνδυαστικές), οι οποίοι, αναγνωρίζουν περιορισµένη πειστικότητα για τους µαθητές των 
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καθαρά φορµαλιστικών τεχνικών. Οι εκπαιδευτικοί αυτοί συνοδεύουν τις διδακτικές 
προσεγγίσεις τους µε κατάλληλα επιχειρήµατα διαισθητικών και λεκτικών επεξηγήσεων. 
Επίσης, είναι αξιοσηµείωτο ότι από τους 23 καθηγητές που έχουν ικανοποιητική  
κατανόηση της συγκεκριµένης αναπαράστασης, µόνο 18 απ’ αυτούς παραµένουν 
ακριβείς στις προτάσεις διδασκαλίας τους. Αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει µια απόκλιση από 
τη µαθηµατική ακρίβεια κατά την µετατροπή αυτής της γνώσης για διδακτικούς σκοπούς. 
Η λεπτότητα της υπό εξέταση µαθηµατικής έννοιας, δηλαδή της αναπαράστασης 
0,3999..., φαίνεται να συµβάλλει σε αυτή την διολίσθηση, καθιστώντας σαφές την 
ιδιαίτερη προσοχή που απαιτείται κατά τη διάρκεια του διδακτικού µετασχηµατισµού της. 
Επιπλέον, τονίζεται µε τον τρόπο αυτό, ο ποιοτικά διαφορετικός χαρακτήρας του 
γνωστικού περιεχοµένου της διδασκαλίας των µαθηµατικών (Davis & Smith, 2006). 

Όµως, η πλειονότητα των καθηγητών δεν προτείνει διδακτικές προσεγγίσεις για το 
σχετικό θέµα οι οποίες να είναι µαθηµατικά ορθές. Οι περισσότεροι εκπαιδευτικοί 
διολισθαίνουν σε άτυπες και ασαφείς διδακτικές προσεγγίσεις οι οποίες αδυνατούν να 
ανταποκριθούν αποτελεσµατικά στις σχετικές παρανοήσεις των µαθητών. Εδώ, 
εµφανίζεται µια ισχυρή προσπάθεια ενσωµάτωσης της µαθηµατικής γνώσης µέσα σε ένα 
εµπειρικό-διαισθητικό πλαίσιο, απογυµνωµένο όµως, από το µαθηµατικό του 
περιεχόµενο. Να σηµειώσουµε επίσης ότι όπως φαίνεται στον πίνακα 4.1.3.Α υπάρχουν 
11 εκπαιδευτικοί που ενώ απαντούν στα δυο πρώτα ερωτήµατα του σεναρίου αποφεύγουν 
να τοποθετηθούν στο (γ) δηλαδή αυτό που τους ζητάει να διατυπώσουν διδακτικές 
προτάσεις προς τους µαθητές. Μια ερµηνεία που εξηγεί αυτή τη διστακτικότητα 
ενδεχοµένως να σχετίζεται µε την ανασφάλεια που µπορεί να νιώθουν οι εκπαιδευτικοί 
για το γνωστικό τους υπόβαθρο σε σχέση µε το θέµα. Δηλαδή, να θεωρούν ότι η γνώση 
τους για το ζήτηµα δεν είναι στέρεη και έτσι αποφεύγουν να παρέχουν διδακτικές 
προτάσεις.  

Τα παραπάνω ευρήµατα δείχνουν ότι το µεγαλύτερο µέρος των εκπαιδευτικών δεν µπορεί 
να διαχειριστεί διδακτικά µε αποτελεσµατικό τρόπο, τις θεσµικές γνώσεις των Ανώτερων 
Μαθηµατικών που διδάχθηκε στις πανεπιστηµιακές σπουδές του, αναδεικνύοντας την 
ανάγκη για διερεύνηση της Ανώτερης Μαθηµατικής Γνώσης που απαιτείται για την 
υποστήριξη της διδασκαλίας Ανώτερων Μαθηµατικών εννοιών στο επίπεδο της 
δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης. 

Διαπιστώνεται επίσης ότι, κατά βάση οι αντιλήψεις ακόµα και καθηγητών µαθηµατικών 
δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης για το θέµα παραµένουν διαδικαστικές. Επισηµαίνεται 
όπως ήταν αναµενόµενο ότι οι η διαδικαστικές προσεγγίσεις του θέµατος έχουν 
αντανάκλαση και στις διδακτικές προτάσεις των εκπαιδευτικών. Έτσι, η παρούσα έρευνα 
συνεισφέρει ερευνητικά στο πεδίο ενδυναµώνοντας τα σχετικά ερευνητικά αποτελέσµατα 
µε επεξεργασία δεδοµένων που προέρχονται από εκπαιδευτικούς. Επιπλέον, η 
σηµαντικότητα των αποτελεσµάτων της µελέτης ενισχύεται λαµβάνοντας υπόψη ότι οι 
εκπαιδευτικοί έχουν διδαχθεί στις πανεπιστηµιακές τους σπουδές τα αντίστοιχα 
µαθηµατικά ζητήµατα, οπότε οι δυσκολίες που παρουσιάζονται δεν µπορούν να 
αποδοθούν, αποκλειστικά τουλάχιστον, σε έλλειψη γνωστικού υπόβαθρου, όπως θα 
µπορούσε να αποδοθεί σε αντίστοιχες προσεγγίσεις µαθητών ή φοιτητών.  
Διαφαίνεται λοιπόν ότι υπάρχουν ιδιαίτερα χαρακτηριστικά στη µαθηµατική ιδέα που 
διαπραγµατευόµαστε τα οποία αναγκάζουν µαθητές, φοιτητές ακόµα και καθηγητές σε 
παρερµηνείες. Επιπλέον, όπως ήδη έχει αναφερθεί, µε βάση την ανάλυση των 
τοποθετήσεων των εκπαιδευτικών, αρκετοί από αυτούς επεκτείνουν τις προσεγγίσεις τους 
στο ευρύτερο περιβάλλον των υπό διαπραγµάτευση εννοιών, δείχνοντας ότι αναζητούν 
ερµηνείες και εκτός του αυστηρού µαθηµατικού πλαισίου. Λαµβάνοντας υπόψη αυτά τα 
δυο στοιχεία στη συνέχεια διερευνήθηκαν εκτενέστερα εκείνοι οι παράγοντες που 
οδηγούν τους εκπαιδευτικούς να συζητούν για το ευρύτερο περιβάλλον της έννοιας που 
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διαπραγµατεύονται, δηλαδή τα στοιχεία του ορίζοντα της γνώσης του περιεχοµένου. Αυτή 
η ερευνητική προσπάθεια αναπτύχθηκε στο δεύτερο µέρος της ανάλυσης προκειµένου να 
καλυφθεί ο δεύτερος ερευνητικός στόχος.  
Συζήτηση για τα αποτελέσµατα της ανάλυσης για τον δεύτερο ερευνητικό στόχο 

Στη συνέχεια της έρευνας του δεύτερου ερευνητικού στόχου µελετήθηκε η συλλογιστική 
των εκπαιδευτικών και το υπόβαθρό της κατά τη διδακτική διαχείριση παρανοήσεων 
µαθητών λυκείου για αναπαραστάσεις δεκαδικών αριθµών µε περίοδο 9. 
Συγκεκριµένα, µελετώντας το περιεχόµενο και το υπόβαθρο της συλλογιστικής των 
εκπαιδευτικών διακρίθηκαν (α) στοιχεία σηµειωτικής, όπου αναδεικνύεται ο ιδιαίτερος 
ρόλος των συµβόλων στη συλλογιστική των εκπαιδευτικών, (β) στοιχεία οντολογίας, τα 
οποία αφορούν στη φύση των µαθηµατικών εννοιών που διαχειρίζονται διδακτικά οι 
εκπαιδευτικοί, (γ) επιστηµολογικά στοιχεία, όπου εντοπίζονται στοιχεία της ιστορικής 
εξέλιξης των µαθηµατικών εννοιών στη διαµόρφωση της συλλογιστικής των 
εκπαιδευτικών και (δ) φιλοσοφικά στοιχεία, τα οποία ανέκυψαν κατά τη µελέτη εκείνων 
των αναφορών των εκπαιδευτικών που δείχνουν συνδέσεις στη συλλογιστική τους µε το 
φιλοσοφικό υπόβαθρο των εννοιών που διαπραγµατεύονται. Στο τέλος έχουν διερευνηθεί 
δυο ζητήµατα που προέκυψαν τόσο κατά την ανάλυση των γραπτών δοκιµίων των 
εκπαιδευτικών στην ανατροφοδότησή τους προς τους µαθητές όσο και από την ανάλυση 
των συνεντεύξεων που έγιναν µε κάποιους από αυτούς. Το ένα ζήτηµα σχετίζεται µε την 
πειστικότητα που θεωρούν οι εκπαιδευτικοί ότι έχουν οι αποδείξεις για τους µαθητές. Το 
άλλο ζήτηµα είναι σχετικό µε την αλληλεπίδραση που φαίνεται να έχουν οι εκπαιδευτικοί 
µε τους µαθητές όταν αναπτύσσουν τις διδακτικές τους προσεγγίσεις. 

Ο ρόλος της σηµειωτικής στη διαµόρφωση της συλλογιστικής των εκπαιδευτικών 
Ένας από τους σηµαντικούς παράγοντες που προέκυψε από την ανάλυση των δεδοµένων 
της έρευνας, ότι διαµορφώνει τη συλλογιστική των εκπαιδευτικών κατά τη διδακτική 
πρακτική τους, είναι ο ρόλος των συµβόλων και των αναπαραστάσεων των εννοιών. Στο 
λόγο των εκπαιδευτικών της παρούσας έρευνας εντοπίζονται αρκετά συχνά, περισσότερο 
αυθόρµητα χαρακτηριστικά τα οποία διαµορφώνονται µε βάση τις προσωπικές τους 
ανεπεξέργαστες κατανοήσεις για το µαθηµατικό ζήτηµα που διαπραγµατεύονται και 
λιγότερο µε βάση τις θεσµικές τους γνώσεις, όπως αυτές τις έχουν διδαχθεί στις ανώτερες 
σπουδές τους. Είναι χαρακτηριστικό στην κατεύθυνση αυτή, όχι µόνο η άτυπη γλώσσα 
που συχνά χρησιµοποιούν οι εκπαιδευτικοί για να περιγράψουν τα µαθηµατικά ζητήµατα, 
αλλά και ότι δοκιµάζουν την εισαγωγή µη καθιερωµένων συµβόλων προσπαθώντας να 
αποδώσουν τις κατανοήσεις τους. Δηλαδή, φαίνεται ότι παρά τον αυστηρό χαρακτήρα 
που έχει αποδοθεί στη χρήση των µαθηµατικών συµβόλων συχνά οι εκπαιδευτικοί για τις 
ανάγκες της διδακτικής πρακτικής, χρησιµοποιούν και διαπραγµατεύονται τα σύµβολα, 
περισσότερο µε έναν πρωτογενή και ζωντανό τρόπο παρά µε µια τυπική προσέγγιση, 
χωρίς να αποφεύγουν τη διολίσθηση σε παρερµηνείες. 

Στην ανάλυση εντοπίζονται τοποθετήσεις εκπαιδευτικών που θεωρούν ότι το είδος του 
συµβόλου µπορεί να καθορίσει την κατανόηση της έννοιας που αντιπροσωπεύει το 
σύµβολο αυτό. Συγκεκριµένα, επισηµαίνουµε αναφορές εκπαιδευτικού που µας οδηγούν 
στη διάκριση µεταξύ συµβόλων όπως το π ή το e τα οποία παραπέµπουν πιο εύκολα σε 
αριθµό και συµβόλων όπως το 0,3999... τα οποία παραπέµπουν πιο εύκολα σε διαδικασία. 
Όµως, παρότι οι εκπαιδευτικοί έχουν διδαχθεί την συγκεκριµένη σηµασία συµβόλων και 
όρων, κατά την ερµηνεία των αντιλήψεων των µαθητών δεν διστάζουν να προτείνουν µη 
καθιερωµένους συµβολισµούς προκειµένου να εκφράσουν την δική τους προσέγγιση για 
τα µαθηµατικά αντικείµενα. Για παράδειγµα, κάποιοι χρησιµοποιούν το σύµβολο 
0,000...1 προσπαθώντας να εκφράσει την απόσταση του 0,3999... από το 0,4 ή σύµβολα 



Μαθηµατική γνώση των εκπαιδευτικών για τη διδασκαλία των Ανώτερων Μαθηµατικών στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση 

 155 Σ. Ζωιτσάκος 

όπως το « », ή το « » προσπαθώντας να εκφράσουν συµβολικά 

συγκεχυµένες ιδέες για τη σχέση του 0,3999... και του 0,4. Οι συµβολισµοί αυτοί 
νοηµατοδοτούνται µέσα από την αλληλεπίδραση των νοηµάτων της ευρύτερης περιοχής 
στην οποία ανήκουν οι έννοιες που διαπραγµατεύονται.  

Εστιάζοντας στο σηµειωτικό υπόβαθρο της συλλογιστικής των εκπαιδευτικών, 
αναδείχθηκαν περιπτώσεις όπου εκπαιδευτικοί θεωρούν ότι οι τρεις τελείες «...» που 
εµφανίζονται στην αναπαράσταση 0,3999... µπορεί να συνδεθούν από τους µαθητές και 
µε το συµβολισµό της ακολουθίας 0,3, 0,39, 0,399, ... και έτσι ενδεχοµένως να θεωρηθεί 
ότι η αναπαράσταση 0,3999... αντιπροσωπεύει µια ακολουθία. Επίσης, αναδείχθηκαν 
αντίστοιχες συνδέσεις ανάµεσα στις τρεις τελείες όπως εµφανίζονται στην αναπαράσταση 
0,3999... και στον τρόπο που χρησιµοποιούνται αυτές στο γραπτό λόγο µε την έννοια του 
και ούτω καθ’ εξής (κ.ο.κ). Μια τέτοια προσέγγιση παραπέµπει σύµφωνα µε τον 
εκπαιδευτικό που το επισήµανε στο να θεωρηθεί ότι η αναπαράσταση 0,3999... εκφράζει 
την ακολουθία «0,3, 0,39, 0,399 κ.ο.κ» (0,3, 0,39, 0,399, ...). Επιπρόσθετα, υπενθυµίζεται 
ότι στο γραπτό λόγο τα αποσιωπητικά που παριστάνονται µε τρεις τελείες 
χρησιµοποιούνται για να εκφράσουν κάτι που εννοείται ή κάτι που αφήνεται στον 
αναγνώστη να συµπληρώσει µε το δικό του νόηµα.  
Προς ενίσχυση του προηγούµενου αναφέρονται περιπτώσεις που φαίνεται ότι η χρήση 
των τριών τελειών σε διαφορετικά µαθηµατικά πλαίσια µε διαφορετικές σηµασίες 
επηρεάζει σηµαντικά τη συλλογιστική των εκπαιδευτικών. Για παράδειγµα, ο 
συµβολισµός «1, 2, 3, ..., ν» φαίνεται να συνδέεται µε την αναπαράσταση 0,3999... 
προσδίδοντας ένα διαδικαστικό περιεχόµενο σ’ αυτή δυσκολεύοντας τη θεώρησή της ως 
µια ολότητα. Στην ίδια κατεύθυνση κατατείνουν και οι προσεγγίσεις ανάγνωσης ή 
καταγραφής της αναπαράστασης 0,3999... (διαδοχικά 0,3, 0,39, 0,399, ...).  

Σε κάποιες µάλιστα περιπτώσεις επινοούνται από τους εκπαιδευτικούς αντίστοιχα 
σύµβολα όπως «0,3999...9» ή «0,00...09» τα οποία εκφράζουν µε χαρακτηριστικό τρόπο 
το εννοιολογικό υπόβαθρο της συλλογιστικής τους, το οποίο βρίσκει και αντίστοιχη 
σηµειωτική έκφραση. Βλέπουµε λοιπόν ότι οι πολλαπλές σηµασίες µε τις οποίες 
χρησιµοποιούνται οι τρείς τελείες στα µαθηµατικά και στο γραπτό λόγο µπορούν να 
καθορίσουν εννοιολογικά ή οντολογικά το περιεχόµενο της έκφρασης που συνοδεύουν. 
Με την έννοια αυτή διαπιστώνεται µια σηµαντική αλληλεπίδραση  µεταξύ της 
σηµειωτικής και της οντολογίας (που συζητάµε στην επόµενη ενότητα) ως παράγοντες 
διαµόρφωσης της συλλογιστικής των εκπαιδευτικών. Επισηµαίνουµε ότι οι εκπαιδευτικοί 
δεν περιορίζονται στα καθιερωµένα σύµβολα που έχουν διδαχθεί στις πανεπιστηµιακές 
σπουδές τους αλλά τολµούν να εκφράσουν συµβολικά τις προσωπικές τους αντιλήψεις 
προκειµένου να ερµηνεύσουν τις τοποθετήσεις των µαθητών ακόµα και αν αυτές φαίνεται 
να έχουν ένα συγκεχυµένο ή διαισθητικό χαρακτήρα, δείχνοντας ότι η διδακτική 
διαδικασία διέπεται έντονα από ένα αυθόρµητο και ζωντανό τρόπο και δεν περιορίζεται 
στις τυποποιηµένες γνώσεις του εκπαιδευτικού που αποκτήθηκαν στις σπουδές του.  
Επίσης, σε αρκετές περιπτώσεις χαρακτηριστικές λέξεις ή όροι που χρησιµοποιούνται µε 
διαφορετικά νοήµατα σε διαφορετικά πλαίσια  φαίνεται ότι επηρεάζουν σηµαντικά τη 
συλλογιστική των εκπαιδευτικών. Συγκεκριµένα εµφανίζονται περιπτώσεις που η λέξη 
«αναπαράσταση» συνδέεται µε την αριθµητική παράσταση όπου µετά από µια σειρά 
πράξεων θα οδηγηθούµε σε κάποιο αριθµητικό αποτέλεσµα και µε την έννοια αυτή η 
αναπαράσταση 0,3999... αποκτά µια διαδικαστική ανάγνωση και υπόσταση. Η λέξη 
«συνέχεια» φαίνεται να προκαλεί σύγχυση στη συλλογιστική των εκπαιδευτικών όταν 
από τη µια εννοείται ως «συνέχεια συνάρτησης» και από την άλλη ότι εκφράζει το 
«συνεχές της ευθείας των πραγµατικών αριθµών». Επίσης, η λέξη «τείνει» από τη µια  
θεωρείται ότι χαρακτηρίζει το όριο και από την άλλη την προσέγγιση ή την 
στρογγυλοποίηση.  

lim
x→0,4

(x) lim
x→0,3999

(x)
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Προκύπτει λοιπόν από τα αποτελέσµατα της παρούσας έρευνας ότι στη συλλογιστική των 
εκπαιδευτικών αναδύεται η διάκριση που κάνει ο Vygotsky (1986) ανάµεσα στη σηµασία 
της έκφρασης στη κυριολεξία από την εµπράγµατη αναφορά της, που αφορά τη 
λειτουργία της όταν αναφέρεται σε κάποιο αντικείµενο ως ιδιαίτερο χαρακτηριστικό του. 
Δηλαδή, ενώ οι εκφράσεις 0,3999... και 0,4 έχουν την ίδια εµπράγµατη αναφορά, για 
κάποιους εκπαιδευτικούς διαφέρουν σηµασιολογικά επειδή επισηµαίνονται και 
αποµονώνονται διαφορετικά χαρακτηριστικά («διαδικασία», «αριθµός») της έννοιας. Σε 
κάποιες από τις συνδέσεις αυτές ενδέχεται να υπάρχει ένα συνδετικό εννοιολογικό 
υπόβαθρο το οποίο αναδείξαµε στην ανάλυση των δεδοµένων µας. Όµως σπάνια φαίνεται 
ότι οι εκπαιδευτικοί έχουν επίγνωση αυτών των συνδέσεων.  

Στη βιβλιογραφική ανασκόπηση παρουσιάστηκαν κάποιες από τις κλασικές εργασίες των 
Saussure (1959), Peirce (1986, 1906) και Frege (1892) σχετικά µε τη σηµειωτική, οι 
οποίες αξιοποιήθηκαν και στην παρούσα έρευνα. Στη συγκεκριµένη ενότητα η εστίαση 
της µελέτης αυτής είναι στις σηµειωτικές προσεγγίσεις των εκπαιδευτικών για το θέµα 
που διαπραγµατευόµαστε και τους τρόπους που χρησιµοποιούν τα σύµβολα στη 
διδακτική τους πρακτική. Η συνεισφορά της έρευνας έγκειται σε δυο σηµεία. Το πρώτο 
αφορά στην αποκάλυψη εκείνων των ιδιαίτερων χαρακτηριστικών των συµβόλων που 
οδηγούν τους εκπαιδευτικούς σε συνδέσεις εννοιών µε παραπλήσιο ή διαφορετικό 
περιεχόµενο. Το δεύτερο αφορά στην ανάδειξη του κοινού εννοιολογικού υπόβαθρου που 
ενδεχοµένως υπάρχει µεταξύ σηµείων ή συµβόλων που χρησιµοποιούνται σε διαφορετικά 
πλαίσια διαπραγµάτευσης. Έτσι, προσφέρεται ένα εννοιολογικό υπόβαθρο για το θέµα, 
ώστε οι άτυπες και διαισθητικές συνδέσεις που κάνουν αναπόφευκτα οι εκπαιδευτικοί 
στη διδακτική πράξη να αποκτήσουν ένα περισσότερο συνειδητό χαρακτήρα.  
Διαπιστώνουµε λοιπόν ότι στις περισσότερες περιπτώσεις προκειµένου να ερµηνευθεί η 
προσέγγιση ενός µαθητή για ένα µαθηµατικό αντικείµενο αποµονώνονται λέξεις ή σηµεία 
(signs) της δήλωσης του µαθητή ή του ίδιου του αντικειµένου, τα οποία συνδέονται 
νοηµατικά µε όµοιες λέξεις ή σηµεία του ευρύτερου µαθηµατικού περιβάλλοντος, όπου 
αυτά έχουν παραπλήσιο ή ακόµα και διαφορετικό περιεχόµενο. Αρκετές φορές το 
σηµειωτικό υπόβαθρο στη συλλογιστική των εκπαιδευτικών έχει τα χαρακτηριστικά 
αυτού που ο Vygotsky (1986) αποκαλεί συµπλεκτική σκέψη. Δηλαδή µια συνειρµική 
σύνδεση µεµονωµένων στοιχείων που καθορίζουν ένα σύµπλεγµα. 
Αποτελεί λοιπόν ιδιαίτερο στοιχείο της Ανώτερης Μαθηµατικής Γνώσης του 
εκπαιδευτικού για τις ανάγκες της διδασκαλίας, η δυνατότητα ερµηνείας των συµβόλων 
που διαχειρίζεται σε κάθε πλαίσιο, στο οποίο αυτά εµφανίζονται, αλλά και η δυνατότητα 
διάκρισης των διαφορετικών περιεχοµένων, που έχει ένα σύµβολο σε διαφορετικά 
πλαίσια, τα οποία όπως είδαµε µπορεί να µην είναι µόνο µαθηµατικά. Επίσης, αποτελεί 
βασικό  στοιχείο των διδακτικών εφοδίων του εκπαιδευτικού η δυνατότητά του να 
ερµηνεύει και να διευκρινίζει τις διαφορετικές σηµασίες των χρησιµοποιούµενων 
συµβόλων σε κάθε περίπτωση αλλά και τις µεταξύ τους συνδέσεις. 

Ο ρόλος της οντολογίας στη διαµόρφωση της συλλογιστικής των εκπαιδευτικών 

Όπως ήδη έχει αναφερθεί στη βιβλιογραφική ανασκόπηση σε αρκετές έρευνες (Tall & 
Schwarzenberger, 1978; Byers 2007) µαθητές και φοιτητές καλούνταν να συγκρίνουν το 
0,999... µε το 1. Έτσι, το πλαίσιο διαπραγµάτευσης από τη µεριά των ερωτώµενων ήταν 
βασικά µαθηµατικό, οπότε δεν άφηνε το περιθώριο σ’ αυτούς να εκφράσουν τις απόψεις 
τους σχετικά µε τη φύση των αντικειµένων που τους ζητούσαν να συγκρίνουν. 
Θεωρούνταν κατά κάποιο τρόπο δεδοµένο ότι καλούνταν να συγκρίνουν δυο αριθµούς. 
Παρόλα αυτά κάποιοι ερευνητές υποστηρίζουν ότι οι δυσκολίες σύγκρισης των δυο 
αριθµών που αντιµετωπίζουν οι µαθητές και οι φοιτητές οφείλονται στο ότι το 0,999... 
θεωρείται ως διαδικασία ενώ το 1 ως αριθµός. Ουσιαστικά οι ερευνητές αυτοί θεωρούν 



Μαθηµατική γνώση των εκπαιδευτικών για τη διδασκαλία των Ανώτερων Μαθηµατικών στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση 

 157 Σ. Ζωιτσάκος 

ότι τα υποκείµενα των ερευνών  καλούνται να συγκρίνουν δυο διαφορετικές ποιότητες 
και συχνά απαντούν ότι για το λόγο αυτό δεν είναι ίσα. Μια τέτοια ερµηνεία είναι αρκετά 
ενδιαφέρουσα όµως δεν στηρίζεται στα εµπειρικά δεδοµένα.  

Στη παρούσα µελέτη έγινε αποδεκτή αυτή η υπόθεση ως συνθήκη εργασίας και 
επιδιώχθηκε να υποστηριχθεί µε βάση εµπειρικά δεδοµένα. Έτσι, η διαµόρφωση του 
ερευνητικού εργαλείου της έρευνας δηλαδή του διδακτικού σεναρίου, έγινε έχοντας 
επίγνωση αυτού του ζητήµατος και έτσι δεν κλήθηκαν οι εκπαιδευτικοί να συγκρίνουν 
δυο αριθµούς αλλά ουσιαστικά κλήθηκαν να τοποθετηθούν για τη φύση των 
αναπαραστάσεων που καλούνταν να διαπραγµατευτούν. Όµως η επιδίωξη δεν ήταν µόνο 
να διαπιστωθεί αν οι εκπαιδευτικοί θεωρούν ότι η αναπαράσταση 0,3999... παριστάνει 
µια διαδικασία ή έναν αριθµό. Στους ερευνητικούς στόχους ήταν να διερευνηθεί 
βαθύτερα το ζήτηµα αναδεικνύοντας τους λόγους για τους οποίους ένας εκπαιδευτικός 
µπορεί να θεωρήσει το 0,3999... ως διαδικασία σ’ ένα διδακτικό πλαίσιο 
διαπραγµάτευσης.  
Όπως ήδη έχει αναφερθεί στα ευρήµατα για το πρώτο ερευνητικό στόχο οι περισσότεροι 
εκπαιδευτικοί δεν υιοθετούν ότι η αναπαράσταση 0,3999... είναι ένας αριθµός, αλλά µια 
διαδικασία. Έτσι, µε την παρούσα έρευνα ισχυροποιείται η σχετική υπόθεση που 
αναπτύσσεται στη βιβλιογραφία και µάλιστα όταν τα υποκείµενα της είναι εκπαιδευτικοί 
οι οποίοι ερωτήθηκαν άµεσα για να τοποθετηθούν σχετικά µε το ζήτηµα αυτό.  

Στη συνέχεια προσπαθώντας να διερευνηθούν οι λόγοι για τους οποίους υιοθετείται  από 
τους εκπαιδευτικούς η διαδικαστική προσέγγιση για το 0,3999... πραγµατοποιήθηκε µια 
συνδυαστική ανάλυση συγκεκριµένων αποσπασµάτων των εκπαιδευτικών από τα οποία 
διαφαίνονταν αντίστοιχες προσεγγίσεις και σχετικών θεωρητικών αναφορών που έχουν 
καταγραφεί στη βιβλιογραφία.   
Ένα ζήτηµα που ερµηνεύει κάποια χαρακτηριστικά της συλλογιστικής των εκπαιδευτικών 
για το συγκεκριµένο ζήτηµα σχετίζεται µε την οντολογία του απείρου η οποία προέρχεται 
από το ετυµολογικό υπόβαθρο της λέξης «άπειρο» το οποίο παραπέµπει σε «κάτι χωρίς 
πέρας» ή σύµφωνα µε σχετικές ερµηνείες σε «κάτι απροσδιόριστο». Έτσι, για αρκετούς 
εκπαιδευτικούς απειροψήφιοι δεκαδικοί αριθµοί όπως ο 0,3999... ή οι δεκαδικές 
αναπαραστάσεις των άρρητων αριθµών, δεν θεωρούνται ότι αντιπροσωπεύουν 
«συγκεκριµένους» αριθµούς αλλά αφηρηµένες ιδέες χωρίς ρεαλιστική υπόσταση. Σε 
άλλες περιπτώσεις, αναλύοντας τις δηλώσεις των εκπαιδευτικών προέκυψε επίσης, ότι 
σηµαντική πηγή δυσκολίας και παρερµηνειών προέρχεται από το διττό χαρακτήρα του 
απείρου στα µαθηµατικά. Συγκεκριµένα, στην αναπαράσταση 0,3999... ενσωµατώνεται η 
έννοια του άπειρου πληθάριθµου που έχει το σύνολο των ψηφίων 9 µε την έννοια του 
«ορίου ακολουθίας όπου το ν τείνει στο άπειρο, δηµιουργώντας έτσι µια σχετική σύγχυση 
σχετικά την οντολογία του.  

Όµως στο πλαίσιο της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης δεν διδάσκονται οι σχετικοί ορισµοί, 
µε αποτέλεσµα µαθητές και εκπαιδευτικοί να προσπαθούν να αποδώσουν τα αντίστοιχα 
νοήµατα µε περιγραφικές και διαισθητικές προσεγγίσεις. Επίσης, φαίνεται ότι η σχετική 
θεσµική γνώση την οποία είχαν διδαχθεί οι εκπαιδευτικοί στο πανεπιστήµιο, δεν µπορεί 
στις περισσότερες περιπτώσεις, να αξιοποιηθεί µε ουσιαστικό τρόπο στην ερµηνεία των 
δηλώσεων των µαθητών και στις διδακτικές προτάσεις των εκπαιδευτικών. 

Ο ρόλος της οντολογίας των εννοιών στη διαµόρφωση της συλλογιστικής των 
εκπαιδευτικών αναδεικνύεται επίσης και από την προσπάθειά τους να υποστηρίξουν 
εµπειρικά και διαισθητικά τις αφηρηµένες ιδέες τις οποίες επιδιώκουν να διαχειριστούν 
διδακτικά. Κάποιοι εκπαιδευτικοί επιδιώκουν να ισορροπήσουν την τάση απο-
οντολόγησης που διέπει τα µαθηµατικά, όπως την χαρακτηρίζει ο Freudenthal (1983), 
δηλαδή, την τάση ανεξαρτητοποίησης των µαθηµατικών από το εµπειρικό τους υπόβαθρο 
και τα βασικά ερωτήµατα τα οποία τα δηµιούργησαν. Αυτή η τάση όµως δεν διέπει µόνο 
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τα µαθηµατικά αλλά διαπερνά και το θεσµικό χαρακτήρα της µαθηµατικής εκπαίδευσης. 
Όµως κατά τη διδακτική διαπραγµάτευση όπως φαίνεται και από τα δεδοµένα της 
παρούσας έρευνας οι εκπαιδευτικοί δεν µεταφέρουν στους µαθητές αναλλοίωτη τη γνώση 
που έχουν διδαχθεί στο πανεπιστήµιο ή τη γνώση που αναφέρεται στο πρόγραµµα 
σπουδών ή το σχολικό εγχειρίδιο.  
Επισηµαίνεται λοιπόν, ότι για κάποιους εκπαιδευτικούς, ένα σηµαντικό µέρος του 
οντολογικού φορτίου της έννοιας δεν καθορίζεται αποκλειστικά από τα θεσµικά της 
χαρακτηριστικά όπως αυτά περιγράφονται στα επίσηµα εγχειρίδια αλλά και από την 
ευρύτερη σηµασία της, και τα αλλεπάλληλα επίπεδα ερµηνειών που έχουν επιφορτίσει 
την έννοια κατά την ιστορική της εξέλιξη. 

Οι περισσότεροι εκπαιδευτικοί δεν διαπραγµατεύονται τα ζητήµατα σε ένα αποµονωµένο 
περιβάλλον τυπικής µαθηµατικής ορθότητας αλλά φέρνουν στο προσκήνιο µια ανάγκη 
σύνδεσης των µαθηµατικών διαδικασιών µε εµπειρικές προσεγγίσεις σε µια προσπάθεια 
απόδοσης φυσικής σηµασίας ή οντολογίας σ’ αυτές. Τέτοιες πρακτικές αν και δεν 
ανήκουν στο αναλυτικό πρόγραµµα διδασκαλίας των µαθηµατικών εννοιών, 
εµφανίζονται συνειδητά ή όχι στο λόγο των εκπαιδευτικών και αποτελούν µέρος της 
Ανώτερης Μαθηµατικής Γνώσης η οποία µπορεί να αξιοποιηθεί για τις ανάγκες τις 
διδασκαλίας. 

Ο ρόλος του επιστηµολογικού υπόβαθρου στη διαµόρφωση της συλλογιστικής των 
εκπαιδευτικών 

Σε αρκετές περιπτώσεις η έρευνα της µαθηµατικής εκπαίδευσης (Cornu, 1981; 
Sierpinska, 1990) έχει διαπιστώσει δυσκολίες µαθητών και φοιτητών στην προσέγγιση 
εννοιών των Ανώτερων Μαθηµατικών όπως το όριο, οι άπειρες σειρές κ.ά. Κάποια από 
τα ζητήµατα που έχουν αναδειχθεί είναι οι πεποιθήσεις που συµπυκνώνονται σε φράσεις 
όπως: «οι τιµές µιας συνάρτησης δε φτάνουν ποτέ το όριό της», «οι τιµές µιας 
συνάρτησης πλησιάζουν ολοένα και περισσότερο το όριό της», ένα άθροισµα άπειρων 
θετικών αριθµών είναι άπειρο», «η απόσταση του 0,999... από το 1 είναι απείρως µικρή 
κ.ά.   

Από την ανάλυση των γραπτών δοκιµίων των εκπαιδευτικών εντοπίστηκαν ισχυρές 
συνδέσεις της συλλογιστικής των εκπαιδευτικών µε επιστηµολογικές πτυχές των εννοιών 
που διαπραγµατεύονται στην προσπάθειά τους να ερµηνεύσουν τις κατανοήσεις των 
µαθητών του σεναρίου. Δηλαδή, εντοπίστηκαν πτυχές της ιστορικής εξέλιξης των 
εννοιών στη συλλογιστική των εκπαιδευτικών οι οποίες συχνά απέχουν από τη σύγχρονη 
θεώρηση των αντίστοιχων εννοιών που έχουν διδαχθεί οι εκπαιδευτικοί και παρατίθενται 
στα σχετικά εγχειρίδια.  
Συγκεκριµένα, συνδέθηκαν δηλώσεις εκπαιδευτικών για το άθροισµα άπειρης σειράς που 
υιοθετούν µια τάση συµβιβασµού αντιφατικών προσεγγίσεων (µε βάση τη σύγχρονη 
θεώρηση) µε αντίστοιχες προσεγγίσεις των µαθηµατικών του 18ου αιώνα. Έτσι, φαίνεται 
ότι σε κάποιες περιπτώσεις για τις ανάγκες της διδακτικής πρακτικής, υιοθετούνται 
ιστορικές προσεγγίσεις προκειµένου να ερµηνευθούν οι κατανοήσεις των µαθητών. Στην 
ιστορική διαδροµή των εννοιών οι εξαιρέσεις στον κανόνα φαίνεται να εξοβελίζονται 
(Lakatos, 1976) ώστε οι τύποι που έχουν προκύψει να έχουν µέγιστη ισχύ παραπέµποντας 
τη διαδικασία της θεµελίωσης για την περίοδο που τα θεµέλια φαίνεται να κλονίζονται. 
Αντίστοιχα, στη περίπτωση που η συζήτηση στην τάξη αναδεικνύει τα αντιφατικά 
χαρακτηριστικά των χρησιµοποιούµενων προσεγγίσεων ο εκπαιδευτικός θα αναγκαστεί 
να επικαλεστεί πιο ακριβείς και στέρεες προσεγγίσεις προκειµένου να ανταποκριθεί στις 
αναβαθµισµένες ανάγκες της διδακτικής διαπραγµάτευσης.  
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Στη συνέχεια, εντοπίστηκαν στοιχεία στις δηλώσεις των εκπαιδευτικών σχετικά µε τα 
απειροστά, µε την έννοια κυρίως του «απείρως µικρού» παρά τον εξοβελισµό των 
απειροστών από τη σύγχρονη Μαθηµατική Ανάλυση. Επιβεβαιώνεται µε τον τρόπο αυτό 
µια φυσική διαδικασία υιοθέτησης των απειροστών από τους εκπαιδευτικούς όπως 
επισηµανθεί από τη σχετική βιβλιογραφία.  

Αρκετή συζήτηση αναπτύσσεται από τους εκπαιδευτικούς σχετικά µε το αν µια 
συνάρτηση φτάνει το όριό της ή όχι. Ενδεχοµένως οι εκπαιδευτικοί προσπαθούν να 
προστατέψουν τους µαθητές τους από την πεποίθηση ταύτισης του ορίου µιας 
συνάρτησης, όταν η ανεξάρτητη µεταβλητή τείνει σε έναν συγκεκριµένο αριθµό, µε την 
τιµή της συνάρτησης για τον αριθµό αυτό. Όµως οι δηλώσεις των εκπαιδευτικών δεν 
ξεκαθαρίζουν αρκετά τις προθέσεις τους σε µια τέτοια κατεύθυνση.  

Εντοπίστηκαν επίσης στοιχεία, που συνδέουν το περιεχόµενο της συλλογιστικής των 
εκπαιδευτικών µε τις προσεγγίσεις των µαθηµατικών του 18ου για το όριο συνάρτησης σε 
συνδυασµό µε τις σχετικές αναφορές του σχολικού εγχειριδίου των µαθηµατικών της Γ΄ 
Λυκείου. Συγκεκριµένα στα αποτελέσµατα της ανάλυσης αναδείχθηκαν σχετικές 
νοηµατοδοτήσεις εκπαιδευτικών σχετικά µε τον όρο «τείνει» που χρησιµοποιείται στα 
όρια συναρτήσεων και ακολουθιών. Στις περιπτώσεις αυτές συχνά οι έννοιες 
χρησιµοποιούνται από τους εκπαιδευτικούς συνδέεται µε µια εµπειρική προσέγγιση που 
κυριαρχεί ιστορικά στις πρώτες προσπάθειες διαµόρφωσής τους. Έτσι, συχνά στις 
δηλώσεις των εκπαιδευτικών φαίνεται να αποτυπώνεται το πρωτογενές εννοιολογικό 
φορτίο των εννοιών και λιγότερο η σύγχρονη θεώρησή τους που οι εκπαιδευτικοί έχουν 
διδαχθεί στο πανεπιστήµιο και η οποία είναι απαλλαγµένη από τις εµπειρικές καταβολές 
των εννοιών.  

Σε άλλες περιπτώσεις οι προσεγγίσεις των εκπαιδευτικών έχουν έντονο φορµαλιστικό 
χαρακτήρα, δείχνοντας έτσι µια τάση αποκοπής ή «εξορθολογισµού» των εννοιών που 
χρησιµοποιούνται στη διδακτική πρακτική και υιοθέτησης των χαρακτηριστικών τους στο 
πλαίσιο µιας θεωρίας, απαλλάσοντάς τους από το εννοιολογικό φορτίο της ιστορική τους 
εξέλιξης και της τρέχουσας σηµασία τους.  
Κάποιοι εκπαιδευτικοί προσπαθούν να ενσωµατώσουν έννοιες και όρους των Ανώτερων 
Μαθηµατικών στη διδακτική τους πρακτική αλλά µε αρκετή ασάφεια και αµφίβολα 
αποτελέσµατα. Φαίνεται λοιπόν ότι απαιτείται επίγνωση της ιστορικής εξέλιξης των 
συγκεκριµένων εννοιών και της σύγχρονης θεσµικής τους θεώρησης προκειµένου να 
αξιοποιηθούν τέτοια στοιχεία στη διδακτική πρακτική. Η επίγνωση αυτή θεωρούµε ότι 
αποτελεί µέρος της Ανώτερης Μαθηµατικής Γνώσης η οποία µπορεί να αξιοποιηθεί για 
τις ανάγκες της διδασκαλίας αντίστοιχων εννοιών στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση. 

Ο ρόλος του φιλοσοφικού υπόβαθρου στη διαµόρφωση της συλλογιστικής των 
εκπαιδευτικών 

Στη βιβλιογραφική ανασκόπηση παρουσιάστηκε η πλούσια και µακραίωνη συζήτηση που 
έχει αναπτυχθεί στη φιλοσοφία των µαθηµατικών σχετικά µε το εν δυνάµει και εν 
ενεργεία άπειρο, για ένοια του συνεχούς της ευθείας των πραγµατικών αριθµών καθώς 
για τα απειροστά. Επίσης, παρουσιάστηκαν µελέτες που ερµηνεύουν προσεγγίσεις 
µαθητών ή φοιτητών µε βάση το φιλοσοφικό υπόβαθρο των εννοιών αυτών. Στην 
παρούσα έρευνα διαπιστώνεται ότι οι εκπαιδευτικοί ενεργοποιούν στοιχεία αυτής της 
φιλοσοφικής συζήτησης στις διδακτικές τους προσεγγίσεις. Συγκεκριµένα, αναλύθηκαν 
οι σχετικές δηλώσεις των εκπαιδευτικών µε αντίστοιχες φιλοσοφικές προσεγγίσεις που 
έχουν καταγραφεί στη βιβλιογραφία (π.χ. Αναπολιτάνος, 1985) ακόµη και από την 
αρχαιότητα. 

Διαπιστώνεται για παράδειγµα ότι αρκετοί εκπαιδευτικοί αναφέρουν στις διδακτικές τους 
ενέργειες το κλασσικό από την Αρχαιότητα παράδοξο του Αχιλλέα και της χελώνας. 
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Κάποιοι από αυτούς αναπτύσσουν µια συζήτηση στη διδακτική τους διαπραγµάτευση, 
προκειµένου να τεκµηριώσουν ότι ένα άπειρο άθροισµα ευθυγράµµων τµηµάτων µπορεί 
να είναι ένα ευθύγραµµο τµήµα, άρα και ένα άθροισµα άπειρων θετικών αριθµών, είναι 
ένας αριθµός. Σύµφωνα µε την επιχειρηµατολογία τους, επειδή στην πραγµατικότητα ο 
Αχιλλέας γνωρίζουµε ότι φτάνει τη χελώνα και αυτό µπορεί να θεωρηθεί ότι γίνεται µετά 
από άπειρα βήµατα, αυτό σηµαίνει ότι µπορεί το άθροισµα άπειρων τµηµάτων να είναι 
ένα τµήµα ή αλλιώς το άθροισµα άπειρων θετικών αριθµών να είναι αριθµός. Δηλαδή, το 
πραγµατικό φαινόµενο (ο Αχιλλέας φτάνει τη χελώνα) έρχεται να υποστηρίξει στη 
διδακτική διαπραγµάτευση τον µαθηµατικό ισχυρισµό (το άπειρο άθροισµα θετικών 
αριθµών είναι αριθµός). Αλλά το παράδοξο έγκειται στη θεώρηση άπειρων µερών ως ένα 
όλο την ίδια στιγµή και αυτό είναι ένα φιλοσοφικό και όχι µαθηµατικό πρόβληµα. Αλλά 
η φιλοσοφική αυτή συζήτηση που βασίζεται στο συγκεκριµένο παράδοξο και σχετίζεται 
µε τις ιδέες του εν δυνάµει και του εν ενεργεία απείρου έχει ιστορικό βάθος και είναι στη 
βάση της κατανόησης των άπειρων διαδικασιών στα µαθηµατικά.  

Ένας εκπαιδευτικός για τις ανάγκες της διδακτικής πρακτικής, αναπτύσσει µια συζήτηση 
σχετικά µε την νοητή επαναλαµβανόµενη διχοτόµηση ενός τµήµατος. Κατά τη 
διαπραγµάτευση αυτή αφήνει να εννοηθεί ότι όταν αυτή η διχοτόµηση είναι πεπερασµένη 
τότε το αποτέλεσµα της είναι τµήµα, ενώ όταν είναι άπειρη τότε το αποτέλεσµα της είναι 
σηµείο. Το µαθηµατικό υπόβαθρο εδώ είναι το αξίωµα του κιβωτισµού το οποίο είναι 
ισοδύναµο µε το αξίωµα της πληρότητας όπως αναφέρθηκε και στη σχετική ενότητα των 
αποτελεσµάτων. Η βαθιά αυτή συζήτηση έχει τις ρίζες της στην φιλοσοφική προσέγγιση 
του Αριστοτέλη για το συνεχές και µε σύγχρονους όρους σχετίζεται µε το συνεχές της 
ευθείας των πραγµατικών αριθµών. Επίσης, παρουσιάστηκε στα σχετικά αποτελέσµατα 
της έρευνας η συσχέτιση αυτής της ιδέας µε την ιστορική εξέλιξη των µαθηµατικών και 
την διάκρισή τους σε αριθµητικοποιηµένα και µη αριθµητικοποιηµένα µαθηµατικά 
ανάλογα µε το κατά πόσο χρησιµοποιείται σ’ αυτά σύστηµα αρίθµησης.  

Στη συνέχεια συνδέθηκαν δηλώσεις εκπαιδευτικών που η απόδοση δυνητικής υπόστασης 
για την έννοια του σηµείου της ευθείας των πραγµατικών αριθµών συσχετίζεται µε τη 
διαδικασία της διχοτόµησης ενός ευθυγράµµου τµήµατος. Μια τέτοια υπόσταση όπως 
αναφέρθηκε, απέδιδε και ο Αριστοτέλης για το σηµείο. Με την έννοια αυτή παρέχεται και 
µια ερµηνεία για εκείνες τις περιπτώσεις εκπαιδευτικών που θεωρούν ότι η 
αναπαράσταση 0,3999... δεν εκφράζει έναν συγκεκριµένο αριθµό αλλά ένα αφηρηµένο 
αντικείµενο χωρίς συγκεριµένη θέση στον άξονα. Αντίστοιχες θεωρήσεις για τον 
αφηρηµένο χαρακτήρα άπειρων αθροισµάτων ανευρέθηκαν και σε προσεγγίσεις του 
Leibniz δείχνοντας ότι τέτοια χαρακτηριστικά είναι στη φύση της ίδιας της έννοιας των 
άπειρων αθροισµάτων και δεν είναι εύκολο να ανατραπούν µόνο µε βάση τις θεσµικές 
γνώσεις που αποκτούν οι εκπαιδευτικοί στο πανεπιστήµιο.  
Εµφανίστηκαν επίσης περιπτώσεις εκπαιδευτικών που αναφέρουν στις διδακτικές τους 
πρακτικές το παράδοξο του Αχιλλέα και της χελώνας χωρίς να δίνουν αρκετές εξηγήσεις 
για τους λόγους που επικαλούνται το συγκεκριµένο παράδοξο αλλά ούτε για τους 
τρόπους που σχεδιάζουν να το αξιοποιήσουν. Φαίνεται ότι αναγνωρίζουν σ’ ένα πρώτο 
επίπεδο το συγκεκριµένο παράδοξο σχετίζεται µε τη διαπραγµάτευση της σχέσης ενός 
άπειρου αθροίσµατος αριθµών (π.χ. στη µορφή 0,3 + 0,09 + 0,009 + ...) µε το 
«αποτέλεσµα» αυτού του αθροίσµατος (αντίστοιχα 0,399... ή 0,4) αλλά δεν φαίνεται ότι 
έχουν επίγνωση αυτής της συσχέτισης ούτε προσπαθούν να την αναδείξουν. 
Η δυνατότητα του εκπαιδευτικού να εκφράσει στη διδακτική του πρακτική τη γνώση του 
για το εν δυνάµει και εν ενεργεία άπειρο, να διαχειριστεί διδακτικά το µετασχηµατισµό 
µιας διαδικασίας σε ένα µαθηµατικό αντικείµενο καθώς και το άθροισµα των άπειρων 
αριθµητικών σειρών αποτελεί µέρος της Ανώτερης Μαθηµατικής Γνώσης. Ο σκοπός µιας 
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τέτοιας γνώσης δεν είναι απαραίτητο να διδαχθεί άµεσα στους µαθητές. Όµως, µε βάση 
την ανάλυση της έρευνας, φαίνεται ότι αυτή η γνώση χαρακτηρίζει τη συλλογιστική του 
εκπαιδευτικού, η οποία ενεργοποιείται ανάλογα µε την περίπτωση, µε στόχο είτε την 
ερµηνεία των αντιλήψεων των µαθητών είτε την διδακτική διαπραγµάτευση των εννοιών, 
µε επίγνωση του φιλοσοφικού τους υπόβαθρου και των γνωστικών µετασχηµατισµών που 
επιτελούνται. 

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

Στόχοι της έρευνάς ήταν η µελέτη των αντιλήψεων και της συλλογιστικής των 
εκπαιδευτικών όπως διαµορφώνονται σ’ ένα διδακτικό πλαίσιο διαπραγµάτευσης 
Ανώτερων Μαθηµατικών εννοιών στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση.  
Διαπιστώνεται ότι ένα µικρό σχετικά µέρος των εκπαιδευτικών της έρευνας προτείνει 
µαθηµατικά ορθές διδακτικές προσεγγίσεις. Όµως οι περισσότερες από αυτές έχουν 
κυρίως καθαρά φορµαλιστικό χαρακτήρα αδυνατώντας να επικοινωνήσουν ή να 
υποστηρίξουν τις διαισθητικές ανησυχίες των µαθητών για τις σχετικές έννοιες. 
Επισηµαίνονται στο σηµείο αυτό οι ανησυχίες και οι προβληµατισµοί των εκπαιδευτικών 
για την πειστικότητα των τυπικών µαθηµατικών αποδείξεων για τους µαθητές. Επίσης, 
υπογραµµίζονται οι περιπτώσεις εκείνες που η ορθότητα των µαθηµατικών αντιλήψεων 
δεν εγγυάται διδακτικές προσεγγίσεις χωρίς µαθηµατικές παρερµηνείες. Το µεγαλύτερο 
µέρος των εκπαιδευτικών φαίνεται ότι προκειµένου να υποστηρίξει διδακτικά το 
µαθηµατικό περιεχόµενο καταφεύγει σε διαισθητικές, ασαφείς αλλά και λανθασµένες 
διδακτικές προσεγγίσεις. Ένα µικρό µόνο µέρος των εκπαιδευτικών καταφέρνει να 
συνδυάσει παραγωγικά τη µαθηµατική ορθότητα και το φορµαλισµό µε την υποστήριξη 
των διαισθητικών ανησυχιών των µαθητών. Τα παραπάνω ευρήµατα δείχνουν ότι το 
µεγαλύτερο µέρος των εκπαιδευτικών δυσκολεύεται να διαχειριστεί διδακτικά, τις 
τυπικές γνώσεις των Ανώτερων Μαθηµατικών που απέκτησε στις πανεπιστηµιακές 
σπουδές του. 
Σηµειώνεται επίσης ότι µεγάλο µέρος των εκπαιδευτικών αναπτύσσει λόγο για το 
ευρύτερο περιβάλλον των εννοιών που διαχειρίζεται διδακτικά. Έτσι, προκειµένου οι 
εκπαιδευτικοί να διαπραγµατευτούν την υπόσταση του 0,3999... και τη σχέση του µε το 
0,4 σ’ ένα διδακτικό πλαίσιο, αναφέρονται σε όρια, σε άπειρες σειρές σε νοητικά 
παράδοξα. Στις περισσότερες περιπτώσεις οι προσεγγίσεις των εκπαιδευτικών είναι 
διαισθητικές, άτυπες και ασαφείς. Δεν λείπουν όµως και οι περιπτώσεις όπου ο λόγος των 
εκπαιδευτικών αποπνέει βαθιά επίγνωση των ζητηµάτων που διαπραγµατεύονται.   

Διαπιστώνεται επίσης, ότι σε αρκετές περιπτώσεις, οι εκπαιδευτικοί που συµµετείχαν 
στην έρευνα, προσεγγίζουν τα σχετικά µαθηµατικά ζητήµατα παρουσιάζοντας παρόµοιες 
προβληµατικές θεωρήσεις µε µαθητές ή φοιτητές όπως αυτές αναφέρονται στη 
βιβλιογραφική ανασκόπηση. Επιπλέον, στην έρευνα παρουσιάζονται αρκετές περιπτώσεις 
που οι προσεγγίσεις των εκπαιδευτικών διολισθαίνουν σε αντίστοιχες προσεγγίσεις των 
µαθητών του σεναρίου. Λαµβάνεται υπόψη, ότι στο πλαίσιο της διδακτικής 
διαπραγµάτευσης, ακόµα και στο επίπεδο που αυτή αναπτύσσεται για τις ανάγκες 
τοποθέτησης σ’ ένα διδακτικό σενάριο, αναδύεται µια τάση έντονης αλληλεπίδρασης µε 
τους µαθητές, όπως διαπιστώσαµε και στην ανάλυσή. Η εστίαση είναι στα αυθεντικά 
νοήµατα που αναπτύσσουν οι εκπαιδευτικοί για τις έννοιες κατά τη διδακτική 
διαπραγµάτευση και λιγότερο στις αποµονωµένες ιδέες που έχουν για τα µαθηµατικά 
αντικείµενα.  

Μελετώντας τη γνώση εκπαιδευτικών που έχουν παρακολουθήσει µε επιτυχία αρκετά 
µαθήµατα Ανώτερων Μαθηµατικών στο πανεπιστήµιο δεν µπορούµε να αποδώσουµε τις 
προβληµατικές προσεγγίσεις στην έλλειψη τυπικής µαθηµατικής γώσης. Έτσι, θεωρούµε 
ότι συνεισφέρουµε στο πεδίο αναδεικνύοντας ως σηµαντική πηγή διαµόρφωσης των 
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προσεγγίσεων των εκπαιδευτικών την εµπλοκή τους µε µη τυπικά χαρακτηριστικά της 
µαθηµατικής γνώσης.  

΄Ετσι, περάσαµε στην διαπραγµάτευση του δεύτερου ερευνητικού στόχου, όπου 
διαπιστώνεται ότι η αλληλεπίδραση των πολλαπλών σηµασιών ενός σηµείου ή συµβόλου 
διαµορφώνει σηµαντικά τη συλλογιστική των εκπαιδευτικών για το θέµα. Επίσης, 
παρουσιάστηκαν ευρήµατα που τεκµηριώνουν, ότι οι διδακτικές προσεγγίσεις των 
εκπαιδευτικών καθορίζονται από τη φύση των εννοιών που διαπραγµατεύονται όπως 
αυτή έχει διαµορφωθεί από την ιστορική τους εξέλιξη και δεν περιορίζεται στη σύγχρονη 
εκδοχή της, που συνήθως διδάσκεται στο πανεπιστήµιο ή στο σχολείο. Επιπλέον, οι 
εκπαιδευτικοί δε διστάζουν να αξιοποιήσουν διδακτικά το πλούσιο φιλοσοφικό υπόβαθρο 
των εννοιών που διαπραγµατεύονται ακόµα  και όταν δεν έχουν πλήρη επίγνωσή του.  
Στην έρευνα αυτή τεκµηριώνεται ότι οι εκπαιδευτικοί που έχουν επίγνωση των 
επιστηµολογικών εµποδίων, των ιδιαίτερων σηµειωτικών χαρακτηριστικών των 
αναπαραστάσεων καθώς και του οντολογικού και φιλοσοφικού υπόβαθρου των εννοιών 
που διαπραγµατεύονται µπορούν να υποστηρίξουν πιο παραγωγικά τις σχετικές 
συζητήσεις µε τους µαθητές, έχοντας συνειδητοποιήσει το πλαίσιο που διαµορφώνεται. 
Τους δίνεται επίσης η δυνατότητα να ερµηνεύουν µε ευρύτητα και βάθος τις προσεγγίσεις 
των µαθητών και να αξιοποιήσουν λειτουργικά τις αναδυόµενες συνδέσεις µεταξύ 
εννοιών και αναπαραστάσεων. Αυτού του είδους η γνώση δεν είναι µια γνώση που 
λειτουργεί µόνο επικουρικά κατά τη διδακτική πρακτική. Αντίθετα, είναι µια γνώση που 
µπορεί να υποστηρίξει τον εκπαιδευτικό στη διδακτική του πρακτική. Επίσης, είναι µια 
γνώση που µπορεί να υποστηρίξει εννοιολογικά τις συνδέσεις που γίνονται κατά τη 
διδακτική διαπραγµάτευση από τον εκπαιδευτικό ή τους µαθητές.  
Η γνώση αυτή συµβάλλει καθοριστικά στη διαµόρφωση της µαθηµατικής συλλογιστικής 
των εκπαιδευτικών για τις ανάγκες της διδασκαλίας των Ανώτερων Μαθηµατικών 
εννοιών. Οι εκπαιδευτικοί που διδάσκουν στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση δε µεταφέρουν 
στη διδακτική τους πρακτική αναλλοίωτες τις τυπικές γνώσεις που απέκτησαν στο 
πανεπιστήµιο µε ένα στεγνό και άκαµπτο τρόπο. Αντίθετα, προσεγγίζουν τη διδακτική 
διαδικασία µε έναν ζωντανό τρόπο, προσπαθώντας να καλύψουν τα κενά που υπάρχουν, 
ούτως ή άλλως στους ορισµούς των Ανώτερων Μαθηµατικών εννοιών που διδάσκονται 
στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση. Ένα σύνολο από σηµειωτικά, οντολογικά, 
επιστηµολογικά και φιλοσοφικά στοιχεία οριοθετεί τη µαθηµατική γνώση των 
εκπαιδευτικών, η οποία ενεργοποιείται και υποστηρίζει τη διδακτική πράξη. Το σύνολο 
αυτό ξεπερνά το αυστηρά µαθηµατικό πεδίο και µπορεί να συνδεθεί µε αυτό που στη 
βιβλιογραφία αποκαλείται ορίζοντας της γνώσης του περιεχοµένου. Με την έννοια αυτή, 
συνεισφέρουµε στη διαµόρφωση ενός πλαισίου ερµηνείας και υποστήριξης των 
εκπαιδευτικών για ζητήµατα του ευρύτερου περιβάλλοντος των εννοιών τα οποία 
αναπόφευκτα αναπτύσσονται κατά τη διδακτική διαπραγµάτευση.  

Αυτή η γνώση θεωρούµε ότι είναι ιδιαίτερα σηµαντική καθώς επιτρέπει στον 
εκπαιδευτικό να ελέγχει αποτελεσµατικότερα τη µαθηµατική γνώση που βρίσκεται κάθε 
φορά υπό διαπραγµάτευση στην τάξη. Έτσι, η συζήτηση που αναπτύσσεται µπορεί να 
έχει περισσότερο συνειδητό χαρακτήρα, µε σκοπό την αξιοποίησή της µε επίγνωση στις 
διδακτικές πρακτικές. Αυτά τα χαρακτηριστικά της γνώσης που αναδείξαµε στην έρευνά 
µας θεωρούµε ότι µπορούν να αξιοποιηθούν σε προγράµµατα επιµόρφωσης των 
εκπαιδευτικών που διδάσκουν έννοιες των Ανώτερων Μαθηµατικών στη δευτεροβάθµια 
εκπαίδευση καθώς και στη διαµόρφωση σχετικών προγραµµάτων σπουδών.  

Περιορισµοί της έρευνας  
Η έρευνα έχει περιορισµούς που σχετίζονται µε τα δεδοµένα µας. Όπως έχουµε αναφέρει 
οι εκπαιδευτικοί που συµµετείχαν στην έρευνα απάντησαν γραπτά στις ερωτήσεις που 
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βασίστηκαν σ’ ένα διδακτικό σενάριο στο πλαίσιο µιας διαδικασίας αξιολόγησης για την 
εισαγωγή τους σ’ ένα µεταπτυχιακό πρόγραµµα σπουδών. Έτσι, δεν µπορούµε να 
ισχυριστούµε ότι οι προσεγγίσεις των εκπαιδευτικών θα ταυτίζονταν στην περίπτωση που 
διαπραγµατεύονταν ένα σχετικό ζήτηµα διδακτικά σε µια πραγµατική σχολική τάξη. 
Όµως η ερευνητική µας εστίαση αφορά κυρίως τους εκπαιδευτικούς και έτσι επιδιώξαµε 
µια σχετική αποµόνωσή τους από τους πολλαπλούς παράγοντες που επηρεάζουν µια 
πραγµατική διδασκαλία.  

Επίσης, λαµβάνουµε υπόψη ότι τα δεδοµένα µας προέκυψαν µε βάση τη διαπραγµάτευση 
των εκπαιδευτικών για τη φύση του 0,3999... και της σχέσης του µε το 0,4. Αυτό 
σηµαίνει ότι τα αποτελέσµατά µας δεν θεωρούµε ότι θα ήταν ίδια, στην περίπτωση που 
γινόταν διαπραγµάτευση άλλων παραδειγµάτων Ανώτερων Μαθηµατικών εννοιών, που 
διδάσκονται στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση. Βέβαια στο σενάριο έχουµε µεριµνήσει να 
εµπλέκονται αρκετές έννοιες του διαφορικού λογισµού όπως το όριο, η άπειρη σειρά η 
έννοια της πυκνότητας, αλλά αναγνωρίζουµε ότι τα συγκεκριµένα παραδείγµατα που 
επιλέξαµε έχουν τις ιδιαιτερότητές τους.  

Επιπλέον, οι παράγοντες διαµόρφωσης της συλλογιστικής των εκπαιδευτικών που 
προέκυψαν από την διαπραγµάτευση του δεύτερου ερευνητικού στόχου εµφανίζονται να 
έχουν ένα γενικό χαρακτήρα. Θεωρούµε ότι αυτό συµβαίνει σ’ ένα συλλογικό επίπεδο και 
µε µια ολιστική προσέγγιση των ζητηµάτων. Δηλαδή, δεν υποστηρίζουµε ότι η 
συλλογιστική του κάθε εκπαιδευτικού διαµορφώνεται από το σύνολο των παραγόντων 
που αναφέραµε για οποιοδήποτε ζήτηµα των Ανώτερων Μαθηµατικών διαπραγµατεύεται 
την κάθε στιγµή. Με την έννοια αυτή η αξιοποίηση των αποτελεσµάτων της έρευνας µας 
σ’ ένα πρόγραµµα επιµόρφωσης θεωρούµε ότι έχει νόηµα σ’ ένα πλαίσιο συζήτησης και 
όχι σε επίπεδο ατοµικής αυτοµόρφωσης. 
Μελλοντική έρευνα 

Τα αποτελέσµατα της παρούσας έρευνας θα πρέπει να θεωρηθούν ως µια πρώτη 
προσπάθεια εστίασης στη γνώση των εκπαιδευτικών σχετικά µε το ευρύτερο περιβάλλον 
µιας οµάδας συσχετιζόµενων εννοιών (όριο, άπειρη σειρά, περιοδικός δεκαδικός αριθµός) 
που διαπραγµατεύονται και των αντανακλάσεων της γνώσης αυτής στη διδακτική 
πρακτική. Η µελέτη των αντιλήψεων και των διδακτικών προσεγγίσεων των 
εκπαιδευτικών και για άλλα µαθηµατικά ζητήµατα σε σχέση µε το ευρύτερο περιβάλλον 
τους, µπορεί να εµπλουτίσει τα συµπεράσµατά µας και να ενισχύσει τις δυνατότητες 
αξιοποίησης της έρευνας στην επιµόρφωσης των εκπαιδευτικών. Περαιτέρω έρευνα που 
βασίζεται σε δεδοµένα από παρακολούθηση πραγµατικών διδασκαλιών σε σχέση µε το 
θέµα µας θα εµπλουτίσει τα αποτελέσµατα µας φωτίζοντας τις διδακτικές αποφάσεις που 
λαµβάνει ο εκπαιδευτικός τη στιγµή που απαιτούνται στο πλαίσιο ενός ζωντανού 
µαθήµατος. Ενδιαφέρον επίσης παρουσιάζει και η διερεύνηση συζητήσεων οµάδων 
εκπαιδευτικών σχετικά το ευρύτερο µαθηµατικό περιβάλλον των εννοιών που 
διαπραγµατεύονται διδακτικά, ώστε να µελετηθούν οι αντιδράσεις τους σε ένα 
αλληλεπιδραστικό πλαίσιο διαπραγµάτευσης. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Ι 

Οι αριθµοί και οι αναπαραστάσεις τους στα σχολικά εγχειρίδια 

Στο παράρτηµα Ι θα περιγράψουµε τον τρόπο που παρουσιάζονται οι αριθµοί και οι 
αναπαραστάσεις τους στα σύγχρονα σχολικά εγχειρίδια στη Ελλάδα. Θα επικεντρώσουµε 
την προσοχή µας στα ζητήµατα που σχετίζονται µε την έρευνά µας χωρίς να επιδιώκουµε 
µια πλήρη ανάλυση του ζητήµατος. Παρουσιάζουµε τη µελέτη µας για τα σχολικά 
εγχειρίδια των Μαθηµατικών της Ε΄ Δηµοτικού, Στ΄ Δηµοτικού, Α΄ Γυµνασίου, Β΄ 
Γυµνασίου και τα αντίστοιχα βιβλία του δασκάλου (για το δηµοτικό) και του καθηγητή 
(για το γυµνάσιο). Τα υπόλοιπα σχολικά εγχειρίδια δεν προσφέρουν κάτι παραπάνω για 
τα ζητήµατα που µας ενδιαφέρουν. Όταν υπάρχει αναφορά στο σχολικό βιβλίο µιας τάξης 
θεωρείται το αντίστοιχο βιβλίο µαθηµατικών του µαθητή. Αν υπάρχει αναφορά στο 
βιβλίο του καθηγητή ή του δασκάλου θα δηλώνεται.  
Στην µελέτη αυτή δεν επιδιώκουµε να βρούµε λάθη ή αδυναµίες στα σχολικά εγχειρίδια 
χωρίς αυτό να σηµαίνει ότι αυτά δεν υπάρχουν. Προσπαθούµε να αναδείξουµε ζητήµατα 
όπως αντιφάσεις, αδυναµίες ορισµών, πολλαπλές σηµασίες συµβολισµών, αδυναµία 
εφαρµογής κανόνων τα οποία όµως είναι εξαιρετικά δύσκολο να αποφευχθούν στο 
σχολικό πλαίσιο. Επίσης να σηµειώσουµε ότι µετά την πρώτη κυκλοφορία των σχολικών 
εγχειριδίων αυτά έχουν διορθωθεί και θα µπορούσαµε να ισχυριστούµε ότι µελετήσαµε 
την κατασταλαγµένη µορφή τους. Ένα ερώτηµα το οποίο προσπαθήσαµε να 
διευκρινίσουµε από τη µελέτη των σχολικών εγχειριδίων των µαθηµατικών είναι ποιοι 
θεωρούνται δεκαδικοί αριθµοί στα σχολικά εγχειρίδια; 

Μαθηµατικά Ε΄ και Στ΄ Δηµοτικού 
Στο σχολικό εγχειρίδιο των µαθηµατικών της Στ΄ Δηµοτικού για τους φυσικούς αριθµούς 
αναφέρεται εµφατικά ότι:  

Οι αριθµοί 0, 1, 2, 3, 4, 5, ..., 99, ..., 1000, ... λέγονται φυσικοί αριθµοί. Κάθε φυσικός 
αριθµός, εκτός από το 0, σχηµατίζεται από τον προηγούµενό του, µε πρόσθεση του 
αριθµού 1. (σ.10) 

Σε σχέση µε το συγκεκριµένο απόσπασµα επισηµαίνουµε τον τρόπο που 
χρησιµοποιούνται οι τρεις τελείες («...») στο συµβολισµό του συνόλου των φυσικών 
αριθµών. Την πρώτη φορά που εµφανίζονται υποκαθιστούν τους φυσικούς αριθµούς από 
το 6 µέχρι και το 98, τη δεύτερη φορά τους φυσικούς αριθµούς από το 100 έως και το 999 
και την τρίτη φορά αναφέρονται στους υπόλοιπους φυσικούς αριθµούς. Δηλαδή τις δυο 
πρώτες φορές οι τρεις τελείες αναπαριστούν πεπερασµένο πλήθος αριθµών την τρίτη 
φορά αναπαριστούν άπειρο πλήθος αριθµών, χωρίς να γίνεται κάποια σχετική 
επισήµανση για το πλήθος των φυσικών αριθµών. Επίσης, επισηµαίνουµε την αναφορά 
στη διαδοχικότητα των φυσικών αριθµών µε τρόπο µάλιστα που δείχνει ότι αποτελεί 
συστατικό στοιχείο της συγκρότησής τους. Έτσι, προκύπτει αβίαστα ότι κάθε φυσικός 
αριθµός έχει επόµενο και κάθε φυσικός αριθµός εκτός από το 0 έχει προηγούµενο. Στη 
συνέχεια στο Κεφάλαιο 2 για τους δεκαδικούς αριθµούς αναφέρεται ότι:   

Δεκαδικοί είναι οι αριθµοί που αποτελούνται από ένα ακέραιο και ένα δεκαδικό µέρος. 
Τα δυο µέρη χωρίζονται µεταξύ τους µε την υποδιαστολή (,). Όπως οι φυσικοί έτσι και 
οι δεκαδικοί σχηµατίζονται από µονάδες διαφόρων τάξεων στο ακέραιο και στο 
δεκαδικό µέρος. Τόσο στο ακέραιο όσο και στο δεκαδικό µέρος κάθε τάξη είναι 10 
φορές µεγαλύτερη από την αµέσως επόµενη προς τα δεξιά της. (σ. 12) . 
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Να σηµειώσουµε ότι στο βιβλίο του δασκάλου της Στ΄ δηµοτικού αναφέρεται ότι «πρέπει  
να τονίσουµε στους µαθητές, ότι οι δεκαδικοί αριθµοί δεν είναι ένα άλλο ξεχωριστό 
σύνολο αριθµών, αλλά ένας τρόπος µε τον οποίο γράφονται οι ρητοί αριθµοί» (σ.23). Η 
συγκεκριµένη αναφορά είναι αρκετά σαφής σχετικά µε το ποιοι είναι οι δεκαδικοί 
αριθµοί σε µαθηµατικό επίπεδο αλλά υπάρχουν ανοικτά ζητήµατα στο σχολικό πλαίσιο 
επειδή η συγκεκριµένη αναφορά δεν υπάρχει στο βιβλίο του µαθητή, οι µαθητές δεν 
έχουν διδαχθεί ποιοι είναι ρητοί αριθµοί και επίσης δεν έχουν αναφερθεί µέχρι εκείνη τη 
στιγµή δεκαδικοί αριθµοί µε άπειρα (µη µηδενικά) δεκαδικά ψηφία.   

Στο Κεφάλαιο 3 που διαπραγµατεύεται την «µετατροπή δεκαδικών σε κλάσµατα και 
αντίστροφα» αναφέρονται τα εξής:  

Οι δεκαδικοί αριθµοί είναι δυνατό να γραφούν ως δεκαδικά κλάσµατα και τα δεκαδικά 
κλάσµατα ως δεκαδικοί αριθµοί. Για να γράψουµε ένα δεκαδικό αριθµό ως κλάσµα, 
γράφουµε όλο τον αριθµό χωρίς την υποδιαστολή, στη θέση του αριθµητή και στη 
θέση του παρονοµαστή γράφουµε τον αριθµό 1 µε τόσα µηδενικά όσα ήταν τα 
δεκαδικά ψηφία του αριθµού. (σ. 14).  

Τα παραδείγµατα που δίνονται στο συγκεκριµένο κεφάλαιο έχουν αποκλειστικά 
περιπτώσεις κλασµάτων µε παρονοµαστή δυνάµεις του 10 και δεν υπάρχουν περιπτώσεις 
κλασµάτων που είναι ισοδύναµα µε δεκαδικά κλάσµατα (π.χ. 4/5, 1/8 κ.ά.). Επίσης, 
αφήνεται ένα ενδεχόµενο παρανόησης να θεωρηθεί ότι όλοι οι δεκαδικοί αριθµοί 
µετατρέπονται σε δεκαδικά κλάσµατα ή ότι δεκαδικοί αριθµοί είναι αυτοί που 
µετατρέπονται σε δεκαδικά κλάσµατα.   
Στο βιβλίο του δασκάλου αποσαφηνίζεται ότι : «Ο κανόνας δεν ισχύει για τους 
περιοδικούς αριθµούς π.χ. 0,333333333... (για παράδειγµα το 1/3 που παίρνουµε από το 
κοµπιουτεράκι)» (σ. 25). Να σηµειώσουµε εδώ ότι στο κοµπιουτεράκι το αποτέλεσµα της 
διαίρεσης 1:3 εµφανίζεται στη µορφή «0,333333» και όχι στη µορφή «0,333333333...». 
Με αφορµή αυτή την αναφορά να σηµειώσουµε ότι στο κοµπιουτεράκι το αποτέλεσµα 
κάθε διαίρεσης εµφανίζεται µε πεπερασµένα δεκαδικά ψηφία. 
Το κεφάλαιο 4 διαπραγµατεύεται την «σύγκριση φυσικών ή δεκαδικών αριθµών». Εκεί 
αναφέρεται ότι «δυο αριθµοί (φυσικοί ή δεκαδικοί) µπορούν πάντα να συγκριθούν µεταξύ 
τους» (σ. 16). Στο σηµείο αυτό δεν αναφέρεται κάποιος κανόνας σύγκρισης. Στο βιβλίο 
όµως της Ε' τάξης, στο κεφάλαιο 9 (σελ. 31) έχει αναφερθεί ότι: «Όταν συγκρίνουµε 
αριθµούς µε δεκαδικά ψηφία, ξεκινάµε να συγκρίνουµε τα ψηφία που βρίσκονται από 
αριστερά, στις ακριβώς αντίστοιχες θέσεις». Ο συγκεκριµένος κανόνας όµως µπορεί να 
εφαρµοσθεί µόνο στις περιπτώσεις που οι δεκαδικοί αριθµοί έχουν πεπερασµένα (µη 
µηδενικά) δεκαδικά ψηφία. Τέτοιοι είναι οι αριθµοί που έχουν εµφανισθεί µέχρι το 
συγκεκριµένο σηµείο στο σχολικό βιβλίο.  Αν ο συγκεκριµένος κανόνας εφαρµοσθεί για 
αριθµούς όπως ο 0,3999... θα προκύψει το λανθασµένο αποτέλεσµα ότι: 0,3999... < 0,4.  
Στο ίδιο κεφάλαιο της Ε΄ δηµοτικού, ζητείται η εύρεση δεκαδικού αριθµού ή δεκαδικών 
αριθµών µεταξύ δοθέντων δεκαδικών, µια διαδικασία που αναπτύσσει στους µαθητές την 
έννοια της πυκνότητας των ρητών αριθµών.   Στο κεφάλαιο 4 του βιβλίου της Στ΄ 
δηµοτικού στο πλαίσιο µιας εφαρµογής ζητείται να βρεθεί ο αριθµός που αντιστοιχεί 
στην αριθµογραµµή στο µέσο του τµήµατος ΑΒ, όπου το Α αντιστοιχεί στο 2 και το Β 
αντιστοιχεί στο 6.   Η εφαρµογή επιλύεται µε µέθοδο που µπορεί να αποτελέσει τη βάση 
για την ανάπτυξη της έννοιας της πυκνότητας (προστίθεται στο µικρότερο αριθµό το µισό 
της απόστασής τους) αλλά το συγκεκριµένο αριθµητικό παράδειγµα λόγω της απλότητάς 
του ενδεχοµένως να αντιµετωπιστεί εµπειρικά από τους µαθητές και να µην αναδειχθεί 
αξία της µεθόδου.   
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Στο κεφάλαιο 19 του βιβλίου της Στ΄ δηµοτικού δηλώνεται ότι: «Ο αριθµός που δηλώνει 
το µέρος ενός ‘όλου’ ονοµάζεται κλάσµα. Το κλάσµα σχηµατίζεται από δυο φυσικούς 
αριθµούς, τον αριθµητή και τον παρονοµαστή, που χωρίζονται µεταξύ τους από την 

κλασµατική γραµµή µε τη µορφή: » (σ. 46) 

Αρχικά να επισηµάνουµε η θεώρηση του κλάσµατος ως «µέρος ενός όλου» είναι µια 
σχέση δυο µεγεθών ή όπως λέγεται ο λόγος δυο µεγεθών. Όµως ενώ το κλάσµα δυο 
φυσικών αριθµών (µε µη µηδενικό παρονοµαστή) είναι ένας ρητός αριθµός, ο λόγος δυο 
µεγεθών δεν εκφράζεται πάντα από κάποιο ρητό αριθµό. Να σηµειώσουµε επίσης ότι ο 
συµβολισµός του λόγου δυο µεγεθών είναι αυτός του κλάσµατος είτε αυτός είναι ρητός 
αριθµός είτε όχι. Βεβαίως η συγκεκριµένη παρατήρηση δεν σχετίζεται µε την 
συγκεκριµένη τάξη στην οποία οι µαθητές δεν έχουν αντιµετωπίσει τις σχετικές έννοιες 
αλλά συχνά οι τρόποι που χρησιµοποιούνται τα σύµβολα και οι έννοιες αρχικά 
επεκτείνονται και σε ανώτερο επίπεδο, κυρίως όταν οι διαφορές είναι λεπτές και οι 
σχετικές επισηµάνσεις ξεπερνιούνται. 

Επίσης να σηµειώσουµε µε αφορµή το συµβολισµό « » τον τρόπο που 

χρησιµοποιούνται µαθηµατικά σύµβολα όπως αυτό του κλάσµατος στην προσπάθεια να 
εξηγηθούν κάποια ζητήµατα στους µαθητές. Παρατηρούµε να αναγράφονται λέξεις 
ολογράφως στους όρους τους κλάσµατος που δείχνει ότι αρκετές φορές τα µαθηµατικά 
σύµβολα χρησιµοποιούνται µε ένα διευρυµένο τρόπο και δεν περιορίζονται στο αυστηρό 
πλαίσιο της µαθηµατικής τυπολογίας.  
Θα επισηµάνουµε επίσης την ανακολουθία που δηµιουργείται από τη αρχική θεώρηση 
του κλάσµατος ως «µέρος ενός όλου» µε την µετέπειτα αναφορά σύµφωνα µε την οποία: 
«Όταν ο αριθµητής ενός κλάσµατος είναι µεγαλύτερος από τον παρονοµαστή, το κλάσµα 
είναι µεγαλύτερο από το 1» (σ. 46).  
Το 20ο κεφάλαιο του βιβλίου της Στ΄ δηµοτικού έχει τίτλο «Το κλάσµα ως ακριβές 
πηλίκο διαίρεσης» (σ. 47). Στην πρώτη δραστηριότητα οι µαθητές καλούνται να βρουν 
τρόπο να βοηθήσουν έναν πατέρα να µοιράσει (το εξίσου δεν αναφέρεται) 10 σοκολάτες 
σε τρία παιδιά. Όπως δηλώνεται στο στο βιβλίο του δασκάλου «Μέσα από την 
αντιµετώπιση της δραστηριότητας αυτής τα παιδιά θα αντιληφθούν ότι µπορούµε να 
εκφράσουµε το πηλίκο µίας διαίρεσης ως κλάσµα. Με τον τρόπο αυτό καταφέρνουµε να 
εκφράσουµε µε ακρίβεια το πηλίκο, στην περίπτωση κατά την οποία η διαίρεση είναι 
ατελής (όπως στη δραστηριότητα 10:3 = 3,33333...» (σ. 58). Κατά την εξέλιξη της 
δραστηριότητας οι µαθητές καθοδηγούνται στο να αντιληφθούν ότι το πηλίκο της 
διαίρεσης 10:3, το κλάσµα 10/3 και ο αριθµός 3,333... είναι διαφορετικές µορφές του 
ίδιου αντικειµένου. Παραµένει όµως ένα πρόβληµα οντολογικής φύσης. Ενώ είναι 
νοηµατικά κατανοητό το ότι αν µοιράσουµε κάθε σοκολάτα σε τρία ίσα µέρη το κάθε 
παιδί τελικά θα πάρει 10 φορές το 1/3 της κάθε σοκολάτας φαίνεται χωρίς νόηµα να λέµε 
ότι κάθε παιδί θα πάρει 3,333... σοκολάτες. Για να το υλοποιήσουµε αυτή τη ποσότητα θα 
πρέπει αρχικά κάθε παιδί να πάρει 3 σοκολάτες και στη συνέχεια να χωρίσουµε τη 
σοκολάτα που έµεινε σε 10, 100, 1000, ... ίσα µέρη και κάθε παιδί να παίρνει 3 από τα 10, 
3 από τα 100, 3 από τα 1000 και αυτό να συνεχίζεται απεριόριστα.   

Επίσης, η ισότητα 10/3 = 3,333... φαίνεται να λειτουργεί µονόδροµα. Δηλαδή από την 
διαδικασία – πράξη της διαίρεσης 10:3 προκύπτει 3,333.... Όµως προκύπτει το ερώτηµα 
από ποια διαδικασία µπορεί να προκύψει το κλάσµα που αντιστοιχεί στο 3,333... ; Να 
επισηµάνουµε εδώ ότι οι παρατηρήσεις δεν αποτελούν κριτική για κάποια έλλειψη του 
σχολικού βιβλίου. Βασικά σηµειώνουν µια νοηµατική ασυµφωνία µεταξύ των δυο 
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αναπαραστάσεων καθώς και µια απουσία νοήµατος της µορφής 3,333... σ’ ένα 
ρεαλιστικό πλαίσιο. 

Στη δεύτερη δραστηριότητα του ίδιου κεφαλαίου του βιβλίου της Στ΄ δηµοτικού  ζητείται 
από τους µαθητές να τοποθετήσουν στην αριθµογραµµή η οποία έχει το 0, το 1 και τη 
µεταξύ τους απόσταση χωρισµένη σε 100 ίσα µέρη, κάποια κλάσµατα µεταξύ των οποίων 
και το κλάσµα 10/3. Με δεδοµένο ότι οι µαθητές δεν γνωρίζουν να χωρίζουν 
κατασκευαστικά ένα τµήµα σε τρία ίσα µέρη αυτό που αναµένεται είναι, να 
τοποθετήσουν το 10/3 στην αριθµογραµµή κατά προσέγγιση. Άλλωστε αυτό δηλώνεται 
και στο βιβλίο του δασκάλου:  

Για να βρούµε σε ποιο σηµείο στην αριθµογραµµή αντιστοιχεί ο αριθµός που 
εκφράζεται µε ένα κλάσµα, ένας τρόπος είναι να µετατρέψουµε το κλάσµα σε 
δεκαδικό αριθµό και να το τοποθετήσουµε στο ακριβές σηµείο της αριθµογραµµής. 
Όταν η διαίρεση είναι ατελής στρογγυλοποιούµε στα δέκατα, στα εκατοστά ή στα 
χιλιοστά, ανάλογα µε την ακρίβεια που θέλουµε, και τοποθετούµε το σηµείο στην 
αριθµογραµµή (σ. 58). 

Έτσι αν ο 3,333... στρογγυλοποιηθεί στις µονάδες θα τον τοποθετήσουµε στο σηµείο που 
αντιστοιχεί το 3, αν στρογγυλοποιηθεί στα δέκατα θα τον τοποθετήσουµε στο σηµείο που 
αντιστοιχεί το  3,3, αν στρογγυλοποιηθεί  στα εκατοστά θα τοποθετηθεί στο σηµείο που 
αντιστοιχεί το 3,33  κ.ο.κ. Με βάση τα παραπάνω είναι πιθανό να προκληθεί στους 
µαθητές η εντύπωση είτε ότι δεν µπορούµε να τοποθετήσουµε µε απόλυτη ακρίβεια τον 
3,333...  στην αριθµογραµµή είτε ότι ο αριθµός 3,333... αντιστοιχεί σε ένα «κινητό 
σηµείο» στην αριθµογραµµή. Επίσης, µπορεί να δηµιουργηθεί η εντύπωση ότι δυο 
διαφορετικοί αριθµοί όπως για παράδειγµα ο 3,333... και ο 3,33 αντιστοιχούν στο ίδιο 
σηµείο της αριθµογραµµής, οπότε η αντιστοιχία δεν είναι 1-1.  

Σηµειώνεται επίσης στο βιβλίο του δασκάλου ότι «δεν γράφονται όλοι οι δεκαδικοί 
αριθµοί ως κλάσµατα µε παρανοµαστή δυνάµεις του 10. Για παράδειγµα το 1/3 είναι ο 
δεκαδικός αριθµός 0,333.... που δεν γράφεται ως κλάσµα µε παρονοµαστή δυνάµεις του 
10.» (σ. 58). Επισηµαίνουµε εδώ ότι ο 0,333... χαρακτηρίζεται δεκαδικός αριθµός.  

Στο βιβλίο του µαθητή της Στ΄ δηµοτικού σηµειώνεται εµφατικά ότι:  

Το κλάσµα εκφράζει το ακριβές πηλίκο µιας διαίρεσης: της διαίρεσης του αριθµητή 
του µε τον παρονοµαστή του. Αν κάνουµε τη διαίρεση αυτή, µπορούµε να 
µετατρέψουµε το κλάσµα σε δεκαδικό αριθµό (ή σε φυσικό αν η διαίρεση είναι 
τέλεια). Αν η διαίρεση δεν µας δίνει ακριβές πηλίκο σταµατάµε εκεί που θέλουµε και 
έχουµε πηλίκο µε προσέγγιση στα δέκατα, στα εκατοστά, στα χιλιοστά,... Οι δεκαδικοί 
αριθµοί γράφονται και ως κλάσµατα. (σ. 48). 

Τα παραπάνω είναι δυνατό να προκαλέσουν παρερµηνείες. Συγκεκριµενα, ποιο είναι το 
νόηµα της πρότασης «ακριβές πηλίκο µιας διαίρεσης»;. Δηλαδή µπορεί το πηλίκο µιας 
διαίρεσης µπορεί να µην είναι ακριβές; Φαίνεται να θεωρείται ότι  ένα πηλίκο θεωρείται 
ακριβές αν έχει πεπερασµένα ή «λίγα» δεκαδικά ψηφία.  
Το παράδειγµα που αναφέρεται για το συγκεκριµένο ζήτηµα είναι: «Το 3/7 είναι το 
πηλίκο της διαίρεσης 3:7.» Και στη συνέχεια: «3:7 = 0,4285714... Το πηλίκο της 
διαίρεσης είναι 0,42 µε προσέγγιση στα εκατοστά ή 0,428 µε προσέγγιση στα χιλιοστά». 
Σηµειώνουµε εδώ τον τρόπο που χρησιµοποιούνται οι τρεις τελείες στον συµβολισµό 
0,4285714... Ο αριθµός 3/7 έχει δεκαδική αναπαράσταση µε άπειρα δεκαδικά ψηφία µε 
περίοδο 428571 και επειδή το µήκος της περιόδου είναι σχετικά µεγάλο δεν φαίνεται ότι 
ο αριθµός είναι περιοδικός. Έτσι, αφήνεται το ενδεχόµενο να θεωρηθεί ότι υπάρχουν 
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κλάσµατα που η δεκαδική τους µορφή έχει άπειρα δεκαδικά ψηφία που δεν 
επαναλαµβάνονται περιοδικά.  
Το κεφάλαιο 30 διαπραγµατεύεται το λόγο µεγεθών και αναφέρεται ότι: « Το αποτέλεσµα 
της σύγκρισης δυο µεγεθών που εκφράζεται ως κλάσµα ονοµάζεται λόγος. Το κλάσµα 
αυτό έχει αριθµητή το ένα µέγεθος και παρονοµαστή το άλλο» (σ. 76). Στα παραδείγµατα 
του κεφαλαίου εµφανίζονται  λόγοι µόνο σύµµετρων µεγεθών παρόλο που στο βιβλίο της 
Ε΄ Δηµοτικού αναφέρεται ο λόγος του µήκους του κύκλου προς τη διάµετρό του. 
Συγκεκριµένα, σηµειώνεται ότι:  

Από τα αρχαία χρόνια ο Αρχιµήδης παρατήρησε ότι, αν διαιρέσουµε το µήκος 
οποιουδήποτε κύκλου µε τη διάµετρό του, το πηλίκο είναι 3,14, τον οποίο 
συµβολίζουµε µε το γράµµα π. Ο αριθµός αυτός έχει πολλά δεκαδικά ψηφία, αλλά 
συνήθως χρησιµοποιούµε τα δυο πρώτα µόνο. (σ. 137) 

Η παραπάνω διατύπωση αφήνει το ενδεχόµενο οι µαθητές να θεωρήσουν ότι µε το 
γράµµα π συµβολίζουµε τον αριθµό 3,14 και όχι το αποτέλεσµα της διαίρεσης του 
µήκους οποιουδήποτε κύκλου προς τη διάµετρό του. Επίσης, είναι αδόκιµη η έκφραση  
«Ο αριθµός αυτός έχει πολλά δεκαδικά ψηφία» όταν αναφέρεται στον αριθµό 3,14. 

Μαθηµατικά Α΄ Γυµνασίου 

Στο βιβλίο των µαθηµατικών της Α΄ γυµνασίου στην εφαρµογή 1 της σελίδας 58 ζητείται 
να γραφούν κλάσµατα όπως το 50/8 και το 520/67 ως δεκαδικοί αριθµοί. Ο αριθµός 50/8 
στη δεκαδική του µορφή είναι 0,625, δηλαδή έχει πεπερασµένα δεκαδικά ψηφία (3) ενώ ο 
520/67 στη δεκαδική του µορφή είναι 7,76119... και δεν φαίνεται ότι είναι περιοδικός 
επειδή έχει «πολλά» ψηφία η περίοδός του. Επίσης δεν είναι σαφές αν οι τρεις τελείες 
στον αριθµό 7,76119... παριστάνουν άπειρα δεκαδικά ψηφία ή πολλά πεπερασµένα 
ψηφία. Να σηµειώσουµε επίσης ότι αριθµοί όπως ο 7,76119... αναφέρονται δεκαδικοί 
αριθµοί παρόλο που έχουν άπειρα δεκαδικά ψηφία.  

Να σηµειώσουµε επίσης ότι και στο βιβλίο της της Ε΄ και της Στ΄ δηµοτικού καθώς και 
στο βιβλίο της Α΄ γυµνασίου οι δεκαδικοί αριθµοί εισάγονται λόγω της ανεπάρκειας των 
φυσικών αριθµών να εκφράσουν µε ακρίβεια τα αποτελέσµατα κάποιων µετρήσεων. Με 
την έννοια αυτή αναµένεται δεκαδικοί αριθµοί να θεωρούνται αυτοί που έχουν 
πεπερασµένα δεκαδικά ψηφία. Όµως και στο βιβλίο της Στ΄ δηµοτικού και σε αυτό της 
Α΄ γυµνασίου, αριθµοί µε άπειρα δεκαδικά ψηφία αναφέρονται ως δεκαδικοί αριθµοί. 
Βασικά αυτό γίνεται µέσω της διαδικασίας µετατροπής των κλασµάτων σε δεκαδικούς 
αριθµούς. Έτσι, φαίνεται ότι το περιεχόµενο της έννοιας «δεκαδικός αριθµός» 
καθορίζεται κυρίως από αυτό που ικανοποιεί την γενική µαθηµατική πρόταση «κάθε 
ρητός αριθµός γράφεται και σαν δεκαδικός αριθµός» και λιγότερο από το νόηµα που έχει 
αυτός στο πλαίσιο ενός ρεαλιστικού προβλήµατος µέτρησης. Έτσι ενώ οι δεκαδικοί 
αριθµοί εισάγονται προκειµένου να εκφράσουν τα αποτελέσµατα µετρήσεων µε ακρίβεια 
στη συνέχεια πρέπει να ικανοποιήσουν τη µαθηµατική απαίτηση να υπάρχει δεκαδική 
µορφή για κάθε κλάσµα φυσικών (µε µη µηδενικό παρονοµαστή). 

Η παράγραφος Α.3.2. διαπραγµατεύεται τις πράξεις µε δεκαδικούς αριθµούς. 
Συγκεκριµένα αναφέρεται: 

Η πρόσθεση και η αφαίρεση δεκαδικών αριθµών γίνεται όπως στους φυσικούς 
αριθµούς. Προσθέτουµε ή αφαιρούµε τα ψηφία της ίδιας τάξης τοποθετώντας τους 
αριθµούς τον ένα κάτω από τον άλλο έτσι, ώστε οι υποδιαστολές να γράφονται στην 
ίδια στήλη.  
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Η συγκεκριµένη διαδικασία µπορεί να εφαρµοσθεί µόνο για τις περιπτώσεις δεκαδικών 
µε πεπερασµένα (µη µηδενικά) δεκαδικά ψηφία επειδή είναι απαραίτητη η ύπαρξη 
τελευταίου ψηφίου. Για παράδειγµα, πως θα εφαρµοσθεί η παραπάνω διαδικασία στην 
πρόσθεση 1,666... + 1,666... ; Ο Spivak (2008) µάλιστα εκφράζει αυτή την ανησυχία όταν 
σκιαγραφεί «µια κατασκευή των πραγµατικών αριθµών του µαθητή λυκείου» όπως την 
ονοµάζει, ίσως επειδή βασίζεται στη δεκαδική αναπαράσταση των πραγµατικών αριθµών. 
Συγκεκριµένα, αναφέρει: 

Ορίζουµε ως πραγµατικό αριθµό ένας ζεύγος (a, {bn}), όπου a είναι ένας ακέραιος και 
{bn} µια ακολουθία από τους φυσικούς αριθµούς από 0 ως 9, µε τον όρο ότι η 
ακολουθία δεν είναι τελικά 9. Διαισθητικά, αυτό το ζεύγος παριστάνει τον 

. Με αυτό τον ορισµό, ο πραγµατικός αριθµός είναι ένα πολύ 

συγκεκριµένο αντικείµενο, αλλά οι δυσκολίες που συναντάµε να ορίσουµε την 
πρόσθεση και τον πολλαπλασιασµό είναι φοβερές (πως προσθέτετε δεκαδικούς µε 
άπειρα ψηφία χωρίς να ανησυχείτε για το ότι µεταφέρετε δεκαδικά ψηφία επ’ 
άπειρον;). (σ. 555). 

Δηλαδή, οι δυσκολίες που διαπιστώνει ο Spivak (2008) φαίνεται ότι συχνά σε σχολικό 
επίπεδο ξεπερνιούνται χωρίς ιδιαίτερες επισηµάνσεις. 
Στην παράγραφο Α.7.6. έχουµε την διαίρεση ρητών αριθµών. Εκεί αναφέρεται ότι το 
«πηλίκο της διαίρεσης α:β ή α/β λέγεται λόγος του α προς το β και ορίζεται ως η 
µοναδική λύση της εξίσωσης βx =α» (σ. 133). 

Να σηµειώσουµε εδώ ότι η κλασµατική µορφή α/β όταν α, β ρητοί δεν αναφέρεται ως 
κλάσµα αλλά ως λόγος. Υπενθυµίζουµε ότι τον όρο κλάσµα το βιβλίο τον είχε ορίσει ως 
το πηλίκο φυσικών. 
Στη συνέχεια αναφέρεται ότι: «η διαίρεση α/β µπορεί να γραφεί και α 1/β, εποµένως για 
να διαιρέσουµε δυο ρητούς αριθµούς, αρκεί να πολλαπλασιάσουµε το διαιρετέο µε τον 
αντίστροφο του διαιρέτη» (σ. 133).  

Να επισηµάνουµε επίσης ότι στις δυο προηγούµενες εκφράσεις, έχουµε στην πρώτη «το 
πηλίκο της διαίρεσης α/β» και στην άλλη έχουµε «η διαίρεση α/β». Δηλαδή 
χρησιµοποιείται το ίδιο σύµβολο (κλασµατική µορφή) τόσο για την πράξη (διαίρεση) όσο 
και για το αποτέλεσµά της (πηλίκο). 

Η παράγραφος Α.7.7 του σχολικού µαθηµατικών της Α΄ γυµνασίου διαπραγµατεύεται τη 
δεκαδική µορφή των ρητών αριθµών. Εκεί αναφέρεται ότι: 

Τους αριθµούς που βρήκαµε παραπάνω [44,44..., 2,295454...] τους ονοµάζουµε 
περιοδικούς δεκαδικούς αριθµούς. [...]. Κάθε ρητός αριθµός µπορεί να έχει τη µορφή 

δεκαδικού ή περιοδικού δεκαδικού αριθµού και συµβολίζεται  και 

 (σ. 135) 

Στο απόσπασµα αυτό φαίνεται ότι δεκαδικοί αριθµοί θεωρούνται αυτοί που έχουν 
πεπερασµένα (µη µηδενικά) δεκαδικά ψηφία ενώ αυτοί που έχουν άπειρα περιοδικά 
επαναλαµβανόµενα λέγονται περιοδικοί δεκαδικοί αριθµοί και προφανώς δεν µπορεί να 
θεωρούνται υποσύνολο των δεκαδικών αριθµών.  
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Επίσης στην ίδια παράγραφο περιγράφεται µια διαδικασία µετατροπής των «περιοδικών 
δεκαδικών αριθµών» στην ισοδύναµη κλασµατική τους µορφή. Συγκεκριµένα, 
αναφέρεται: 

Θέτουµε   και έχουµε διαδοχικά: 

   

   

   

   

   

   Δηλαδή:  

Στη συγκεκριµένη απόδειξη χρησιµοποιείται ο κανόνας που αναφέρεται στο βιβλίο της Ε΄ 
δηµοτικού σύµφωνα µε τον οποίο «Για να πολλαπλασιάσουµε έναν δεκαδικό αριθµό µε 
10, 100, 1000 κτλ., µεταφέρουµε την υποδιαστολή του αντίστοιχα 1, 2, 3 κτλ. θέσεις 
δεξιά» (σ. 37). Όµως στο συγκεκριµένο βιβλίο οι δεκαδικοί αριθµοί που αναφέρονται 
έχουν όλοι πεπερασµένα δεκαδικά ψηφία. Πως η ισχύς του κανόνα επεκτείνεται και στην 
περίπτωση που τα δεκαδικά ψηφία είναι άπειρα; Βέβαια η ισχύς του κανόνα όταν τα 
ψηφία είναι πεπερασµένα είναι εύκολο να εξηγηθεί. Για παράδειγµα αν 

πολλαπλασιάσουµε τον αριθµό 1,25 µε το 10 έχουµε  

δηλαδή η υποδιαστολή µεταφέρεται µια θέση δεξιά. Όµως δεν µπορούµε να κάνουµε την 
αντίστοιχη διαδικασία στην περίπτωση του 0,222... επειδή αυτός δεν γράφεται ως 
δεκαδικό κλάσµα. Ας κάνουµε όµως µια ακόµα προσπάθεια να εξηγήσουµε µαθηµατικά  
την ισχύ του κανόνα στην περίπτωση του 0,222... Αν θεωρήσουµε ότι 

 τότε πολλαπλασιάζοντας το 0,222... µε το 10 θα έχουµε: 

 

 Δηλαδή η υποδιαστολή µεταφέρεται µια 

θέση δεξιά.  
Όµως και πάλι εγείρονται κάποιοι προβληµατισµοί. Με ποιο µαθηµατικό υπόβαθρο 
πολλαπλασιάζουµε έναν αριθµό µε ένα άπειρο άθροισµα και τι σηµαίνει αυτό το άπειρο 
άθροισµα που εµφανίστηκε;  
Ουσιαστικά κατά τις προηγούµενες διαδικασίες υπονοούνται προϋποθέσεις οι οποίες δεν 
είναι εξασφαλισµένες. Παρόµοιοι προβληµατισµοί έχουν εντοπιστεί και ιστορικά από τον 
Niels Henrik Abel (1802-1829) τους οποίους ο Spivak (2008) στο κλασικό εγχειρίδιο του 
απειροστικού λογισµού αναδεικνύει στην προµετωπίδα του 4ου µέρους του που έχει τίτλο 
«Ακολουθίες και Σειρές» αναφέροντας ότι: 

Μια από τις πιο ξεχωριστές σειρές στην αλγεβρική ανάλυση είναι η ακόλουθη: 

 . Όταν ο m είναι ένας θετικός ακέραιος αριθµός, το 

άθροισµα της σειράς που είναι πεπερασµένο, µπορεί να εκφραστεί, όπως είναι γνωστό, 

x = 0,2

x = 0,222...
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από το  . Όταν ο m δεν είναι ακέραιος, η σειρά συνεχίζεται επ’ άπειρον, και 
συγκλίνει ή αποκλίνει ανάλογα µε τις τιµές που παίρνουν οι ποσότητες m και x . Σ’ 
αυτή την περίπτωση, γράφουµε την ίδια ισότητα. […] Υποτίθεται ότι η αριθµητική 
ισότητα θα ισχύει όποτε η σειρά συγκλίνει, αλλά αυτό δεν έχει ως τώρα αποδειχθεί. 
Niels Henrik Abel. (στο Spivak 2008, p. 372) 

Χωρίς την εξασφάλιση της προϋπόθεσης της σύγκλισης της σειράς ο συλλογισµός της 
«απόδειξης» που αναφέρει το σχολικό εγχειρίδιο εµφανίζεται ουσιαστικά σαν να 
πρόκειται για ένα µηχανικό χειρισµό συµβόλων. Αλλά τέτοιοι χειρισµοί είναι γνωστό ότι 
έγιναν στην ιστορική εξέλιξη των δυναµοσειρών από εξαίρετους µαθηµατικούς.  
Για παράδειγµα, αντίστοιχες διαδικασίες αν τις ακολουθήσουµε για την λεγόµενη σειρά 
του Guido Grandi (1671-1742): 1-1+1-1+... θα οδηγηθούµε σε παράδοξα αποτελέσµατα. 
Αν υποθέσουµε ότι S = 1-1+1-1+... τότε χρησιµοποιώντας κάπως µηχανικά τα σύµβολα 
θα µπορούσαµε να πούµε ότι S= (1-1)+(1-1)+... = 0 ή S= 1-(1-1+1-1+...) = 1-0=1 ή S= 1-
(1-1+1-1+...) = 1-S οπότε 2S=1 ή S=1/2. Ο Gandi στο βιβλίο του Quadratura circula et 
hyperbolae per infinitas hyperbolas geometrice exhibita (1703) υιοθετεί το τρίτο 
αποτέλεσµα βάζοντας στο δυωνυµικό ανάπτυγµα που προαναφέραµε m = - 1 και x =1. Το 
ίδιο αποτέλεσµα υιοθετεί και ο Leibniz σ’ ένα γράµµα του προς τον Christian Wolf που 
δηµοσιεύθηκε το 1713, µε το σκεπτικό ότι η απάντηση ½ είναι ο µέσος όρος των δυο 
άλλων αποτελεσµάτων 0 και 1. Σε κάθε περίπτωση αντίστοιχες διαδικασίες σε διδακτικό 
πλαίσιο φαίνονται σαν τρυκ του καθηγητή ή του σχολικού εγχειριδίου και οι µαθητές δεν 
έχουν πρόσβαση στα κριτήρια εγκυρότητάς τους.  
Στην ίδια παράγραφο Α. 7.7 του βιβλίου της Α΄ γυµνασίου ζητείται σε άσκηση από τους 
µαθητές µεταξύ άλλων να βρουν την κλασµατική µορφή του αριθµού  και µια 
άλλη δεκαδική µορφή των  και . Δηλαδή εµφανίζονται παραδείγµατα αριθµών 
µε δυο δεκαδικές µορφές. Σύµφωνα µε την ορολογία του βιβλίου ο  θεωρείται 
περιοδικός δεκαδικός αριθµός και ο ίσος µε αυτόν 7,7 θεωρείται δεκαδικός αριθµός. 

.  

Στην ίδια παράγραφο Α.7.7. προτείνεται στους µαθητές ως δραστηριότητα για το σπίτι να 
εξηγήσουν το παράδοξο του Ζήνωνα. Συγκεκριµένα, αναφέρεται: 

Ο Αχιλλέας βαδίζει 10 φορές πιο γρήγορα από τη χελώνα. Δε θα µπορέσει ποτέ να τη 
φτάσει, αν η χελώνα προηγείται ένα στάδιο (192 µέτρα περίπου) απ’ αυτόν. Ερεύνησε 
και προσπάθησε να επιβεβαιώσεις ή να απορρίψεις τον λόγο για τον οποίο ο Ζήνωνας 
ισχυρίζεται κάτι τέτοιο. (σ. 136) 

Στο βιβλίο του καθηγητή για η συγκεκριµένη δραστηριότητα αναφέρεται ότι: 

... έχει στόχο να δείξει ότι µε το παράδοξο του Ζήνωνα µπορούµε να φτάσουµε στην 

περιοδική δεκαδική µορφή  του κλασµατικού ρητού αριθµού  που είναι το 

αποτέλεσµα του υπολογισµού της απόστασης S που πρέπει να διανύσει ο Αχιλλέας 
µέχρι να φθάσει τη χελώνα που είναι  (σ. 72) 

Με τη συγκεκριµένη δραστηριότητα εµφανίζεται στο σχολικό πρόγραµµα ένας αριθµός 
να είναι ίσος µε ένα  άπειρο άθροισµα θετικών αριθµών χωρίς να δίνεται κάποια ιδιαίτερη 
επεξήγηση. Επίσης δεν δίνεται κάποια εξήγηση για το λόγο για τον οποίο ο ισχυρισµός 
του Ζήνωνα συνιστά  κάποιο παράδοξο.  

(1+ x)m

15,399
2,9 7,69

7,69

7,69

1,1 11
9

1+ 0,1+ 0,01+ 0,001+ ... =1,111... =1,1
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Μαθηµατικά Β΄ Γυµνασίου 

Μέχρι και το πρώτο κεφάλαιο του βιβλίου της Β΄ γυµνασίου διαπραγµατεύονται οι ρητοί 
αριθµοί. Στην παράγραφο 2.1 δίνεται ο ορισµός της τετραγωνικής ρίζας. 

Τετραγωνική ρίζα ενός θετικού αριθµού α, λέγεται ο θετικός αριθµός, ο οποίος, όταν 
υψωθεί στο τετράγωνο, δίνει τον αριθµό α. Η τετραγωνική ρίζα του α συµβολίζεται 
α . (σ. 41) 

Όµως µπορεί να αναρωτηθεί κάποιος µαθητής. Αυτοί οι νέοι αριθµοί  είναι όπως οι 
αριθµοί που ξέραµε µέχρι τώρα; Είναι δηλαδή ρητοί αριθµοί; Από όλα τα παραδείγµατα 
που παρουσιάζονται στη συγκεκριµένη παράγραφο η απάντηση φαίνεται να είναι 
καταφατική. 
Ένα άλλο ζήτηµα που µπορεί να τεθεί εδώ είναι κατά πόσο είµαστε βέβαιοι ότι αριθµοί 
όπως ο  µε την έννοια που ορίστηκαν παραπάνω υπάρχουν. Η απόδειξη για την 
απόδειξη για την ύπαρξη του  δεν µπορεί να γίνει µε βάση τις ιδιότητες των αριθµών 
που διδάσκονται οι µαθητές στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση. Στην συγκεκριµένη 
απόδειξη έχει ουσιαστικό ρόλο η ιδιότητα της πληρότητας των πραγµατικών αριθµών 
στην οποία θα αναφερθούµε παρακάτω.  

Όµως στην παράγραφο 2.2 που διαπραγµατεύεται τους Άρρητους και τους Πραγµατικούς 
αριθµούς αναφέρεται ότι: «Οι Πυθαγόρειοι απέδειξαν ότι ο αριθµός  δεν µπορεί να 

πάρει τη µορφή  όπου µ, ν ακέραιοι µε , δηλαδή δεν είναι ρητός. Γι’ αυτό λέγεται 

άρρητος.» (σ. 45). Στη συνέχεια εµφατικά και εν είδη ορισµού αναφέρεται ότι: «Κάθε 

αριθµός που δεν µπορεί να πάρει τη µορφή  όπου µ, ν ακέραιοι µε  ονοµάζεται 

άρρητος αριθµός».  
Όµως για να οριστεί ένα σύνολο ως συµπληρωµατικό ενός άλλου, πρέπει να είναι 
ορισµένο κάποιο σύνολο αναφοράς, γιατί διαφορετικά δηµιουργούνται παρανοήσεις. Για 
παράδειγµα θεωρούµε η φανταστική µονάδα  για την οποίο ισχύει ότι  δεν είναι 
ούτε ρητός ούτε άρρητος αριθµός. 

Ως συνέπεια της πρότασης ότι άρρητοι είναι οι αριθµοί που δεν είναι ρητοί προκύπτει ότι: 
«... κάθε άρρητος αριθµός δεν µπορεί να γραφεί ούτε ως δεκαδικός, ούτε ως περιοδικός 
δεκαδικός αριθµός» (σ. 45).  
Όµως στο βιβλίο του εκπαιδευτικού σε ένα προτεινόµενο φύλλο εργασίας για την 
συγκεκριµένη ενότητα που διαπραγµατεύεται τις διαδοχικές προσεγγίσεις των άρρητων 
αριθµών και συγκεκριµένα του  στο τέλος αναφέρεται: 

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑ: (Συνεχίζοντας επ’ άπειρον την παραπάνω διαδικασία) 

Α. Δεν υπάρχει δεκαδικός αριθµός x (µε πεπερασµένο πλήθος δεκαδικών ψηφίων) 
τέτοιος ώστε . Δηλαδή, ο αριθµός  είναι ................... αριθµός. 

Β. Οι άρρητοι αριθµοί είναι δεκαδικοί αριθµοί µε  ............................. δεκαδικά ψηφία 
τα οποία όµως δεν είναι ............................................................. (σ. 29) 

Στο πρώτο συµπέρασµα αναµένεται από τους µαθητές να συµπληρώσουν το κενό µε τη 
λέξη άρρητος. Όµως αυτό το συµπέρασµα δεν µπορεί να προκύψει από την εύρεση 

α
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2
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µ
ν
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µ
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κάποιων ρητών προσεγγίσεών του . Ότι οι ρητές προσεγγίσεις είναι άπειρες και ότι 
δεν υπάρχουν περιοδικά ψηφία στη δεκαδική του µορφή δεν µπορεί να προκύψει από την 
προτεινόµενη διαδικασία.  
Επίσης, στην παράγραφο 3.3 του ίδιου βιβλίου που διαπραγµατεύεται το µήκος του 
κύκλου αφού έχει ορίσει τον αριθµό π ως το πηλίκο του µήκος του κύκλου προς τη 
διάµετρό του στη συνέχεια αναφέρει:  

Αποδεικνύεται ότι ο αριθµός π είναι ένας άρρητος αριθµός, δηλαδή δεκαδικός µε 
άπειρα ψηφία, τα οποία δεν προκύπτουν µε συγκεκριµένη διαδικασία. Τα πρώτα 40 
δεκαδικά ψηφία του π είναι: π = 3,14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 
41971... (σ.187) 

Δηλαδή, εδώ φαίνεται ότι οι άρρητοι έχουν δεκαδική µορφή µε άπειρα δεκαδικά ψηφία 
που δεν επαναλαµβάνονται περιοδικά. Η έκφραση που χρησιµοποιείται «άπειρα ψηφία, 
τα οποία δεν προκύπτουν µε συγκεκριµένη διαδικασία» µπορεί να δηµιουργήσει την 
εντύπωση ότι τα δεκαδικά ψηφία προκύπτουν τυχαία ενώ αυτό που ισχύει είναι ότι δεν 
είναι περιοδικά επαναλαµβανόµενα. Να σηµειώσουµε επίσης ότι εδώ οι τρείς τελείες 
χρησιµοποιούνται για να εκφράσουν άπειρα δεκαδικά ψηφία που δεν επαναλαµβάνονται 
περιοδικά. Να προσθέσουµε στο σηµείο αυτό ότι στο βιβλίο του εκπαιδευτικού 
προτείνεται οι µαθητές να βρουν αν ο δεκαδικός αριθµός 7,07007000700007... είναι 
ρητός ή άρρητος (σ. 25). Δηλαδή, εδώ οι τρείς τελείες παριστάνουν άπειρα δεκαδικά 
ψηφία τα οποία δεν επαναλαµβάνονται περιοδικά αλλά υπονοείται εµφανώς ένας κανόνας 
που µπορούµε να συνεχίσουµε τη διαδικασία συµπλήρωσης ψηφίων απεριόριστα.  
Στη συνέχεια στο βιβλίο του µαθητή περιγράφεται η διαδικασία ρητών προσεγγίσεων του 

 ως εξής:  

 
 

 
 

 

.......................... 

Άρα: 

 

 
 

 
 

............... (σ. 45) 

Όπως µπορούµε εύκολα να διαπιστώσουµε κάποιες από τις ισότητες στο πρώτο µέρος της 
διαδικασίας (π.χ. ) δεν ισχύουν. Έχει γίνει στρογγυλοποίηση ώστε να 

7

2

1,96 =1,42 < 2 <1,52 = 2,25
1,9881= (1,41)2 < 2 < (1,42)2 = 2,0164
1,9994 = (1,414)2 < 2 < (1,415)2 = 2,0022

1,99996 = (1,4142)2 < 2 < (1,4143)2 = 2,00024
1,9999899 = (1,41421)2 < 2 < (1,41422)2 = 2,000018

1,4 < 2 <1,5

1,41< 2 <1,42

1,414 < 2 <1,415

1,4142 < 2 <1,4143

1,41421< 2 <1,41422

1,9994 = (1,414)2
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εµφανίζεται το ίδιο πλήθος δεκαδικών ψηφίων κάθε φορά αλλά πουθενά δεν αναφέρεται 
κάποια σχετική διευκρίνιση. Έτσι, το σύµβολο της ισότητας χρησιµοποιείται 
καταχρηστικά προκειµένου να ικανοποιήσει τις ανάγκες της παρουσίασης της 
διαδικασίας.  
Μια παρατήρηση σχετικά µε την προηγούµενη διαδικασία είναι ότι δεν αναφέρεται ότι 
συνεχίζεται απεριόριστα ή επ’ άπειρον αλλά µάλλον αφήνεται να εννοηθεί από τον 
αναγνώστη από τις τελείες που χρησιµοποιούνται. Θα λέγαµε ότι το βιβλίο αποφεύγει να 
αναφερθεί στο άπειρο αν και όπως είδαµε παραπάνω κάτι τέτοιο αναφέρεται στο 
συµπέρασµα του αντίστοιχου φύλλου εργασίας που προτείνεται στο βιβλίο του 
εκπαιδευτικού.  
Από την παραπάνω διαδικασία στο σχολικό βιβλίο προκύπτει το συµπέρασµα: 
«Εποµένως, τον αριθµό , που προσπαθούµε να βρούµε, δεν µπορούµε να τον 
υπολογίσουµε µε ακρίβεια, παρά µόνο προσεγγιστικά.» (σ. 46).  

Σηµειώνουµε ότι η διαδικασία ρητών προσεγγίσεων του  δεν είναι ίδιον 
χαρακτηριστικό του ως άρρητος. Αντίστοιχες προσεγγίσεις θα µπορούσαµε να γράψουµε 
και για ρητούς αριθµούς. Για παράδειγµα µπορούµε να γράψουµε: 

0,3 < 0,333... < 0,4 
0,33 < 0,333... < 0,34 

0,333 < 0,333... < 0,334 
...... 

Έτσι έχουµε ρητές προσεγγίσεις του 0,333... (0,3 προσέγγιση δεκάτου, 0,33 προσέγγιση 
εκατοστού κ.ο.κ.) αλλά αυτό δεν σηµαίνει ότι ο αριθµός 0,333... δεν είναι ακριβής.  

Στη συνέχεια το σχολικό βιβλίο διαπραγµατεύεται την αναπαράσταση των αριθµών σε 
µια ευθεία. Εκεί αναφέρεται ότι: «Οι ρητοί αριθµοί έχουν γνωστή δεκαδική µορφή και 
γεµίζουν την ευθεία, αλλά όχι πλήρως» (σ. 46). Η διαπίστωση ότι  «Οι ρητοί αριθµοί 
έχουν γνωστή δεκαδική µορφή» φαίνεται να λειτουργεί αντιπαραθετικά µε τη δεκαδική 
µορφή των άρρητων η οποία δεν θεωρείται ότι είναι γνωστή. Όµως µπορούν να βρεθούν 
παραδείγµατα ρητών για τους οποίους θα έχουµε εξαιρετική δυσκολία ακόµα και 
αδυναµία να γνωρίσουµε όλα τους τα δεκαδικά ψηφία όπως και άρρητοι αριθµοί όπως ο 
7,07007000700007... για τον οποίο µπορούµε να έχουµε γνώση του ψηφίου που υπάρχει 
σε οποιαδήποτε θέση επιθυµούµε. Επίσης, η πρόταση ότι «Οι ρητοί αριθµοί γεµίζουν την 
ευθεία αλλά όχι πλήρως» δύσκολα µπορεί να γίνει κατανοητή από τους µαθητές. Έρχεται 
σε αντίθεση µε την ιδιότητα της πληρότητας των πραγµατικών αριθµών που αναφέρεται 
στη συνέχεια να «καλύπτουν την ευθεία πλήρως» και εξηγείται «δηλαδή, κάθε σηµείο της 
ευθείας αντιστοιχεί σε έναν πραγµατικό αριθµό και αντίστροφα κάθε πραγµατικός 
αριθµός αντιστοιχεί σε µοναδικό σηµείο της ευθείας»(σ. 46). 

Φαίνεται ότι πολλοί µαθητές µε την αποφοίτηση από τη δευτεροθµια εκπαίδευση, ακόµη 
και µαθητές που ακολουθούν θετικές σπουδές, δεν έχουν σαφές ότι αυτό που ονοµάζουµε 
δεκαδικοί αριθµοί είναι η δεκαδική αναπαράσταση των πραγµατικών αριθµών και σ ένα 
µεγάλο ποσοστό θεωρούν ότι δεν ταυτίζονται τα δύο σύνολα. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ ΙΙ 

Θεµελίωση των πραγµατικών αριθµών 

Στο παράρτηµα αυτό παρουσιάζονται στοιχεία µαθηµατικής που έχουν διαδραµατίσει 
σηµαντικό ρόλο στην παρούσα εργασία. Για τη συγγραφή του συγκεκριµένου 
παραρτήµατος χρησιµοποιήθηκαν τα εξής εγχειρίδια: α) Νεγρεπόντης, Γιωτόπουλος και 
Γιανακούλιας (2000), β) Γιαννόπουλος (2009), γ) Γιαννόπουλος, (2008), δ) 
Παπαδηµητράκης (2015), ε) Παπαδηµητράκης (2006), στ) Πηχωρίδης, Σ. (2006) και ζ)  
Spivak (2010). 
Αξιωµατική θεµελίωση των πραγµατικών αριθµών 

Θεωρούµε ότι υπάρχει ένα σύνολο, το οποίο ονοµάζεται σύνολο των πραγµατικών 
αριθµών και συµβολίζεται ℝ, το οποίο εφοδιάζεται µε δύο πράξεις, την πρόσθεση, που 
συµβολίζεται «+» και τον πολλαπλασιασµό που συµβολίζεται « ⋅» καθώς και µια σχέση 
διάταξης « < », ώστε να ικανοποιούνται τα παρακάτω 14 αξιωµατα (Α1-Α14). 
Τα τέσσερα πρώτα αξιώµατα αφορούν την πράξη της πρόσθεσης και είναι τα εξής: 

Α1. Ύπαρξη του µηδενός (ουδέτερο στοιχείο της πρόσθεσης)  
Υπάρχει ένας πραγµατικός αριθµός που συµβολίζεται 0 που ικανοποιεί τη σχέση: 
α + 0 = α  για κάθε πραγµατικό αριθµό α. 

Α2. Ύπαρξη του αντιθέτου κάθε πραγµατικού αριθµού 
Για κάθε πραγµατικό αριθµό α υπάρχει ένας αριθµός που λέγεται αντίθετος του α 
συµβολίζεται −α  ο οποίος ικανοποιεί τη σχέση: α + (−α) = 0 . 

Α3. Προσεταιριστικότητα της πρόσθεσης  

Για οποιουσδήποτε πραγµατικούς αριθµούς α, β και γ ισχύει: α + (β + γ) = (α + β) + γ  

Α4. Αντιµεταθετικότητα της πρόσθεσης 

Για οποιουσδήποτε πραγµατικούς αριθµούς α και β ισχύει: α + β = β + α  

Τα επόµενα τέσσερα αξιώµατα αφορούν την πράξη του πολλαπλασιασµού και είναι τα 
εξής: 
Α5. Ύπαρξη της µονάδας (ουδέτερο στοιχείο του πολλαπλασιασµού) 

Υπάρχει ένας πραγµατικός αριθµός που συµβολίζεται 1 µε 1≠ 0  ο οποίος ικανοποιεί τη 
σχέση: α ⋅1= α  για κάθε πραγµατικό αριθµό α. 

Α6. Ύπαρξη αντιστρόφου κάθε πραγµατικού αριθµού  

Για κάθε πραγµατικό αριθµό α ≠ 0  υπάρχει ένας αριθµός που λέγεται αντίστροφος του α 
και συµβολίζεται α−1  ο οποίος ικανοποιεί τη σχέση:α ⋅α−1 =1. 

Α7. Προσεταιριστικότητα του πολλαπλασιασµού 
Για οποιουσδήποτε πραγµατικούς αριθµούς α, β και γ ισχύει: α ⋅ (β ⋅ γ) = (α ⋅β) ⋅ γ  

Α8. Αντιµεταθετικότητα του πολλαπλασιασµού 
Για οποιουσδήποτε πραγµατικούς αριθµούς α και β ισχύει: α ⋅β = β ⋅α  

Αν α, β δυο πραγµατικοί αριθµοί και β ≠ 0  τότε συµβολίζουµε α
β
= α ⋅β−1 . 
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Το επόµενο αξίωµα συνδυάζει τις δυο πράξεις 
Α9. Επιµεριστική ιδιότητα 

Για οποιουσδήποτε πραγµατικούς αριθµούς α, β και γ ισχύει: α ⋅ (β + γ) = α ⋅β + α ⋅ γ  

Ένα µη κενό σύνολο εφοδιασµένο µε τις πράξεις της πρόσθεσης και του 
πολλαπλασιασµού που ικανοποιεί τα παραπάνω αξιώµατα Α1-Α9 λέγεται σώµα. Αν ένα 
σώµα εφοδιαστεί µε τη σχέση διάταξης < ώστε να ικανοποιούνται τα δύο επόµενα 
αξιώµατα τότε το σώµα αυτό λέγεται διατεταγµένο.  
Α10. Ιδιότητα της µεταβατικότητας 

Αν α, β και γ πραγµατικοί αριθµοί για τους οποίους ισχύει α < β  και β < γ  τότε ισχύει 
α < γ  

Α11. Ιδιότητα της τριχοτοµίας  
Για οποιουσδήποτε πραγµατικούς αριθµούς α και β ισχύει µόνο µια από τις σχέσεις: 
α < β , α = β , β < α  . 

Αν ισχύει 0 < α  τότε ο αριθµός α λέγεται θετικός ενώ αν ισχύει ότι α < 0  τότε ο αριθµός 
α λέγεται αρνητικός. Αν α, β δυο στοιχεία του σώµατος λέµε ότι το α είναι µικρότερο του 
β και συµβολίζουµε α < β  αν το β − α = β + (−α)  είναι θετικός αριθµός. 

Θεωρούµε ότι α ≤ β  αν α < β  ή α = β . Επίσης, θεωρούµε ότι α > β  αν β < α .  

Τα επόµενα δυο αξιώµατα συνδέουν τις δυο πράξεις µε τη διάταξη. 
Α12. Διάταξη και πρόσθεση 

Αν α, β δυο πραγµατικοί αριθµοί µε α < β  τότε α + γ < β + γ  για κάθε πραγµατικό αριθµό 
γ.   

Α13. Διάταξη και πολλπλασιασµός  
Αν α, β και γ πραγµατικοί αριθµοί µε α < β  και 0 < γ  τότε α ⋅ γ < β ⋅ γ . 

Ένα κρίσιµο ερώτηµα που προκύπτει στο σηµείο αυτό είναι αν τα αξιώµατα Α1-Α13 
αρκούν για να προκύψουν από αυτές οι ιδιότητες των πραγµατικών αριθµών. Η απάντηση 
στο ερώτηµα αυτό είναι αρνητική και αυτό θα φανεί στη συνέχεια, όπου προκύπτει η 
αναγκαιότητα για µια επιπλέον βαθιά και λεπτή ιδιότητα των πραγµατικών αριθµών, η 
οποία δεν έχει ακόµα αναφερθεί. Στη συνέχεια ορίζονται τα βασικά υποσύνολα των 
πραγµατικών αριθµών µε τις χαρακτηριστικές τους ιδιότητες.  

Το σύνολο των φυσικών αριθµών ℕ 

Το σύνολο των φυσικών αριθµών ℕ όπως είναι γνωστό από το σχολείο περιλαµβάνει 
τους αριθµούς 0, 1, 2, 3, ... και χαρακτηρίζεται από τις εξής δύο βασικές ιδιότητες. 
Περιέχει το 0 και για κάθε φυσικό αριθµό  n  ο αριθµός n +1  είναι επίσης φυσικός 
αριθµός. Τις δυο αυτές ιδιότητες τις έχουν και άλλα υποσύνολα των πραγµατικών 
αριθµών αλλά αν κάποιο υποσύνολο των πραγµατικών αριθµών έχει αυτές τις δυο 
ιδιότητες τότε θα περιλαµβάνει και τους φυσικούς αριθµούς.  

Ορισµός: Ένα σύνολο Α⊆  ℝ λέγεται επαγωγικό σύνολο αν 0∈Α  και για κάθε α∈Α  το 
α +1∈Α . 

Για παράδειγµα, το σύνολο των µη αρνητικών αριθµών είναι επαγωγικό σύνολο. 
Αποδεικνύεται ότι η τοµή επαγωγικών συνόλων είναι επαγωγικό σύνολο. Το σύνολο των 
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φυσικών αριθµών ορίζεται ως η τοµή όλων των επαγωγικών συνόλων του ℝ. Δηλαδή, το 
σύνολο των φυσικών αριθµών είναι το µικρότερο επαγωγικό υποσύνολο του ℝ.  
Βασικές ιδιότητες του συνόλου των φυσικών αριθµών 

Από τον τρόπο που ορίστηκε το σύνολο των φυσικών αριθµών προκύπτει  η αρχή της 
µαθηµατικής επαγωγής η οποία χρησιµοποιείται για την απόδειξη σηµαντικών 
προτάσεων που αφορούν τους φυσικούς αριθµούς. Θεωρείται ότι αν µια πρόταση P είναι 
αληθής για τον αριθµό x  τότε λέµε ότι η πρόταση Ρ(x)  είναι αληθής. 

Πρόταση (αρχή της µαθηµατικής επαγωγής) 
Έστω µια µαθηµατική πρόταση Ρ . Υποθέτουµε ότι: 

α) η Ρ(0)  είναι αληθής, και  

β) αν για κάποιο αριθµό κ  η Ρ(κ)  είναι αληθής τότε και η Ρ(κ +1)  είναι αληθής. 

Τότε η Ρ(n)  είναι αληθής για κάθε n∈ℕ.  

Η αρχή της µαθηµατική επαγωγής χρησιµοποιείται επίσης και στους λεγόµενους 
«αναδροµικούς ορισµούς». Για παράδειγµα, αν n  ένας φυσικός αριθµός. τότε ο αριθµός 
n!  ( n  παραγοντικό) ορίζεται ως το γινόµενο όλων των φυσικών αριθµών που είναι 
µικρότεροι ή ίσοι του n : n!=1⋅2 ⋅... ⋅ (n −1) ⋅n . Θεωρώντας ότι 0!=1  µπορεί να 
αποδειχθεί επαγωγικά ότι ισχύει:  n!= n ⋅ (n −1)!  για κάθε µη µηδενικό φυσικό αριθµό.  

Πρόταση (αρχή της καλής διάταξης) 

Κάθε µη κενό υποσύνολο των φυσικών αριθών έχει ελάχιστο στοιχείο. 
Η αρχή της καλής διάταξης είναι ισοδύναµη µε την αρχή της µαθηµατικής επαγωγής, 
δηλαδή, αν υποτεθεί ότι ισχύει η µία από τις δυο τότε µπορεί να αποδειχθεί η άλλη. 
Πρόταση (ταυτότητα της διαίρεσης) 

Για οποιουσδήποτε φυσικούς αριθµούς n,m  υπάρχουν µοναδικοί φυσικοί αριθµοί π, υ  
ώστε: n = m ⋅π + υ  και 0 ≤ υ < m . 

Από την ταυτότητα της διαίρεσης προκύπτει ότι για κάθε φυσικό αριθµό n υπάρχει 
µοναδικός φυσικός αριθµός κ τέτοιος ώστε n = 2 ⋅κ  και τότε ο n ονοµάζεται άρτιος, ή 
n = 2 ⋅κ +1 οπότε ο n ονοµάζεται περιττός. 

Επίσης, από την ταυτότητα της διαίρεσης προκύπτει η επόµενη πρόταση που αφορά την 
αναπαράσταση των φυσικών αριθµών στο δεκαδικό σύστηµα. 
Πρόταση (δεκαδική αναπαράσταση φυσικών αριθµών) 

Για κάθε φυσικό αριθµό m ≠ 0  υπάρχουν µοναδικοί φυσικοί αριθµοί α 0,α1, ...,α n

∈{0,1,2,...9} , αn ≠ 0  ώστε m = αn ⋅10
n + αn−1 ⋅10

n−1 + ...+ α1 ⋅10+ α0 . 

Ο αριθµός m συµβολίζεται m = αnαn−1...α1α0  και η µορφή αυτή είναι η δεκαδική 
αναπαράσταση του m.  
Όµως το σύνολο των φυσικών αριθµών έχει σηµαντικές αδυναµίες. Για παράδειγµα, δεν 
υπάρχει ο αντίθετος και ο αντίστροφος ενός µη µηδενικού φυσικού αριθµού. Έτσι, 
εξισώσεις όπως η x + 2 =1  και η 2 ⋅ x =1  είναι αδύνατες στο σύνολο των φυσικών 
αριθµών.  

Το σύνολο των ακεραίων αριθµών ℤ = ℕ ∪ {−𝑛,𝑛 ∈ ℕ} 
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Στο σύνολο των ακεραίων υπάρχει ο αντίθετος αριθµός κάθε ακεραίου αλλά δεν υπάρχει 
ο αντίστροφος κάθε µη µηδενικού ακεραίου. Επίσης, η βασική ιδιότητα του συνόλου των 
φυσικών αριθµών ότι είναι επαγωγικό σύνολο ισχύει και στο σύνολο των ακεραίων.   

Το σύνολο των ρητών αριθµών ℚ ={n ⋅m−1 : n,m∈ℤ, m ≠ 0 }. 

Στο σύνολο των ρητών αριθµών κάθε µη µηδενικός αριθµός έχει αντίστροφο. Μια 
σηµαντική διαφοροποίηση του συνόλου των ρητών αριθµών σε σχέση µε το σύνολο των 
ακεραίων είναι ότι ενώ µεταξύ δυο οποιονδήποτε, διαφορετικών µεταξύ τους, ακεραίων 
αριθµών δεν υπάρχει πάντοτε ακέραιος, στο σύνολο των ρητών αριθµών ισχύει ότι 
µεταξύ δύο διαφορετικών ρητών αριθµών υπάρχει πάντα ρητός αριθµός ανάµεσά τους.  

Πυκνότητα των ρητών  

Μια βασική ιδιότητα των ρητών αριθµών είναι η πυκνότητα. Δηλαδή, ότι µεταξύ δυο 
οποιονδήποτε διαφορετικών ρητών αριθµών υπάρχει πάντα κάποιος άλλος ρητός 

αριθµός. Πράγµατι, αν α, β δυο ρητοί αριθµοί µε α < β τότε ο µέσος όρος τους  

είναι µεταξύ των α, β επειδή α + β
2

− α = β − α
2

> 0  άρα α < α + β
2

 και  

άρα . Δηλαδή .  

Αν επαναλάβουµε το προηγούµενο επιχείρηµα µεταξύ του α και του  θα προκύψει 

ένας νέος ρητός µεταξύ των α, β και αυτή η διαδικασία µπορεί να επαναληφθεί όσες 
φορές επιθυµούµε, εποµένως υπάρχουν άπειροι ρητοί µεταξύ δυο οποιονδήποτε 
διαφορετικών ρητών.  
Το σύνολο των ρητών αριθµών εφοδιασµένο µε την πρόσθεση, τον πολλαπλασιασµό και 
τη διάταξη όπως ορίστηκαν στα αξιώµατα Α1-Α13 είναι διατεταγµένο σώµα.  

Οι ρητοί αριθµοί στον άξονα  

Αν και στα σχολικά βιβλία γίνεται σε διάφορα σηµεία η τοποθέτηση των ρητών αριθµών 
στην αριθµογραµµή ή στον άξονα των αριθµών, η διαδικασία τοποθέτησης δεν 
περιγράφεται κάπου συγκεντρωµένα. Περιγράφουµε αυτή τη διαδικασία στη συνέχεια 
χρησιµοποιώντας µόνο κανόνα και διαβήτη.  

Ορισµός του άξονα των αριθµών 
Θεωρούµε µια ευθεία , ένα σηµείο της Ο το οποίο θεωρούµε ως αρχή του άξονα και 
αντιστοιχούµε σ’ αυτό τον αριθµό 0 και ένα άλλο σηµείο, στην ηµιευθεία Οx, το Α1 στο 
οποίο αντιστοιχούµε τον αριθµό 1. Στην ηµιευθεία Οx, συµφωνούµε να τοποθετούµε τους 
θετικούς αριθµούς και στην αντικείµενή της τους αρνητικούς αριθµούς.  
Τοποθέτηση των φυσικών αριθµών στον άξονα 

Ο κύκλος (Α1, ΟΑ1) τέµνει την ευθεία στο Ο και στο Α2 στο οποίο αντιστοιχούµε τον 
αριθµό 2. Αντίστοιχα κάθε κύκλος (Αν , ΟΑ1) µας δίνει το σηµείο Αν+1 στο οποίο 
αντιστοιχούµε τον αριθµό ν+1 και έτσι έχουµε όλους τους φυσικούς αριθµούς στον 
άξονα. Στο συµµετρικό  του σηµείου Αν ως προς το Ο αντιστοιχούµε τον αριθµό  
και έτσι έχουµε και τους αρνητικούς ακέραιους στον άξονα.   

Τοποθέτηση της κλασµατικής µονάδας στον άξονα 

α + β
2

β − α + β
2

= β − α
2

> 0

β > α + β
2

α < α + β
2

< β

α + β
2

x΄x

′Αν − ν



Μαθηµατική γνώση των εκπαιδευτικών για τη διδασκαλία των Ανώτερων Μαθηµατικών στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση 

 181 Σ. Ζωιτσάκος 

Έστω ν ένας µη µηδενικός φυσικός αριθµός. Φέρουµε ηµιευθεία Οy που δεν ανήκει στην 
ευθεία  και ορίζουµε σ’ αυτή µε το διαβήτη ν ίσα τµήµατα ΟΒ1 = Β1Β2 = ... =Βν-1Βν. 
Γράφουµε το τµήµα Α1Βν και φέρουµε από τα σηµεία Β1, Β2, ..., Βν-1 παράλληλες σ’ αυτό 
οι οποίες τέµνουν το τµήµα ΟΑ1 σε σηµεία Γ1 , Γ2 , ..., Γν-1 στα οποία τοποθετούµε 

αντίστοιχα τους αριθµούς , , ..., . Στο παρακάτω σχήµα φαίνεται η περίπτωση 

για ν = 3 . 

 

Τοποθέτηση ρητού αριθµού στον άξονα  

Για να κατασκευαστεί το σηµείο που αντιστοιχεί στο ρητό αριθµό µ
ν

 µε µ, ν  ∈ ℕ, ν ≠ 0  

και µ > ν  κάνουµε τη διαίρεση µ : ν  οπότε προκύπτει ότι υπάρχει φυσικός αριθµός κ 

τέτοιος, ώστε µ = κ ⋅ ν + υ  µε 0 ≤ υ < ν . Οπότε µ
ν
= κ ⋅ ν + υ

ν
= κ + υ

ν
. Δηλαδή, ο αριθµός 

υ
ν

 είναι κάποιος από τους αριθµούς 0, , , ..., . Γράφουµε κύκλο (Κ, ρ) όπου Κ 

το σηµείο που αντιστοιχεί στον αριθµό κ και ρ = υ
ν

 ο οποίος τέµνει τον άξονα στο σηµείο 

Γµ  που αντιστοιχεί στον αριθµό 
µ
ν
= κ + υ

ν
. 

Το συµµετρικό  του Γµ ως προς το Ο αντιστοιχεί στον αρνητικό ρητό . Έτσι σε 

κάθε ρητό αριθµό αντιστοιχίσαµε ένα σηµείο στον άξονα.  
Με βάση ότι οι ρητοί αριθµοί είναι πυκνοί είναι βάσιµο το ερώτηµα αν σε κάθε σηµείο 
του άξονα αντιστοιχεί κάποιος ρητός αριθµός; Όπως είναι γνωστό και από τα σχολικά 
βιβλία η απάντηση στο προηγούµενο ερώτηµα είναι αρνητική και αυτή είναι µια βασική 
αδυναµία του συνόλου των ρητών αριθµών.  

Υπάρχουν αριθµοί που δεν είναι ρητοί 
Αν σε µια ευθεία (ε) έχουµε ορίσει ότι το 0 αντιστοιχεί στο σηµείο Ο και το 1 αντιστοιχεί 
στο σηµείο Α τότε φέροντας κάθετη στην (ε) στο Α και ορίζοντας σ’ αυτή τµήµα ΑΒ µε 
µήκος 1, το τρίγωνο ΟΑΒ είναι ορθογώνιο µε κάθετες πλευρές ΟΑ = ΑΒ =1 . Οπότε 
σύµφωνα µε το πυθαγόρειο θεώρηµα είναι ΟΒ2 = 2 , άρα φαίνεται ότι υπάρχει κάποιος 

x΄x

1
ν

2
ν

ν −1
ν

1
ν
2
ν

ν −1
ν

′Γµ − µ
ν
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θετικός αριθµός του οποίου το τετράγωνο είναι ίσο µε 2. Επίσης, αν Γ είναι το σηµείο 
τοµής της ευθείας (ε) µε τον κύκλο (Ο, ΟΒ) προς το µέρος του Α τότε στο σηµείο Γ του 
άξονα, φαίνεται ότι αντιστοιχεί ένας θετικός αριθµός του οποίου το τετράγωνο είναι ίσο 
µε 2.  

Πρόταση: Δεν υπάρχει ρητός αριθµός α για τον οποίο ισχύει ότι α2 = 2  

Απόδειξη. Έστω ότι ο αριθµός ρητός αριθµός α για τον οποίο ισχύει α2 = 2 . Τότε 

µπορούµε να γράψουµε α = κ
λ

, όπου κ, λ είναι φυσικοί αριθµοί και  ανάγωγο κλάσµα 

(δηλαδή, κλάσµα στο οποίο έχουν γίνει όλες οι δυνατές απλοποιήσεις). Τότε έχουµε:  

α2 = κ
λ

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2

⇔ 2 = κ
2

λ2
⇔ κ2 = 2 ⋅λ2   

Άρα ο  είναι άρτιος, οπότε και ο κ είναι άρτιος (αν ο κ ήταν περιττός τότε ο  θα 
ήταν επίσης περιττός). Συνεπώς είναι της µορφής κ = 2µ. Τότε διαδοχικά έχουµε:  

 

Οπότε ο  είναι άρτιος, άρα και ο λ είναι άρτιος. Δηλαδή, οι κ, λ είναι άρτιοι και 

συνεπώς το κλάσµα  δεν είναι ανάγωγο (άτοπο).  

Παρατηρήσεις 

1. Μόλις αποδείξαµε ότι ο θετικός αριθµός που εκφράζει το µήκος ενός ευθυγράµµου 
τµήµατος (της υποτείνουσας ορθογωνίου και ισοσκελούς τριγώνου µε κάθετες πλευρές 
µήκους 1). Αφού εκφράζει το µήκος ενός αντικειµένου είναι διαισθητικά προφανές ότι 
υπάρχει. Όµως, είµαστε βέβαιοι ότι ο αριθµός αυτός υπάρχει; Τα µαθηµατικά δεν 
θεµελιώνονται µε βάση τη σχέση τους µε τα πραγµατικά αντικείµενα παρόλο που συχνά 
µας βοηθάει ιδιαίτερα αυτή η σχέση. Συχνά οι εκπαιδευτικοί λένε στους µαθητές τους ότι 
τα µαθηµατικά προχωράνε µε βάση αυτά που θεωρούνται γνωστά. Έτσι, λοιπόν η ύπαρξη 
του θετικού αριθµού του οποίου το τετράγωνο είναι ίσο µε 2, θα έπρεπε να αποδειχθεί µε 
βάση τις µέχρι τώρα γνωστές ιδιότητες των αριθµών αλλά αυτό δεν είναι εφικτό (Spivak, 
2010). Θα δώσουµε µια απάντηση στο ερώτηµα αυτό σε επόµενη πρόταση. 

2. Από τη διαδικασία τοποθέτησης του θετικού αριθµού α για τον οποίο α2 = 2  στον 
άξονα είµαστε βέβαιοι ότι υπάρχει σηµείο του άξονα που δεν αντιστοιχεί σε ρητό αριθµό. 
Έτσι, το σύνολο των ρητών αριθµών παρόλο που είναι πυκνό, αντιστοιχεί σε µια ευθεία 
µε κενά η οποία δεν είναι συνεχής. Έτσι, µια διαισθητικά «φυσιολογική» επέκταση των 
ρητών θα ήταν να θεωρήσουµε ένα ευρύτερο σύνολο αριθµών στο οποίο µπορούµε να 
αντιστοιχίσουµε κάθε σηµείο του άξονα. Αυτή η διαισθητική βάση αποκτά τυπικά 
χαρακτηριστικά και ορίζει πλέον το σύνολο των πραγµατικών αριθµών όπως θα δούµε 
στη συνέχεια. 

Η ιδιότητα της πληρότητας 

Στο σύνολο των φυσικών αριθµών κάθε (µη κενό) υποσύνολό του έχει κάποιο φυσικό 
αριθµό ως ελάχιστο στοιχείο. Επίσης, υπάρχουν υποσύνολα των ρητών τα οποία έχουν 
κάποιο ρητό αριθµό ως ελάχιστο στοιχείο. Για παράδειγµα το σύνολο ℚ:  
έχει ελάχιστο στοιχείο το 1. Το σύνολο ℚ δεν έχει ελάχιστο στοιχείο αλλά 

κ
λ

κ2 κ2

κ2 = 2λ2 ⇔ (2µ)2 = 2λ2 ⇔ 4µ2 = 2λ2 ⇔ λ2 = 2µ2

λ2

κ
λ

Α ={x ∈ x ≥1}
Β ={x ∈ : x >1}
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υπάρχουν ρητοί αριθµοί που είναι µικρότεροι από κάθε στοιχείο του συνόλου Β, όπως για 
παράδειγµα ο αριθµός 0. Ένα τέτοιο  σύνολο λέγεται κάτω φραγµένο. Ο αριθµός 1 είναι ο 
µεγαλύτερος από κάθε έναν από τους αριθµούς αυτούς, δηλαδή, από τους αριθµούς που 
είναι µικρότεροι από οποιοδήποτε στοιχείο του Β. Θα µπορούσαµε να γενικεύσουµε αυτό 
το συµπέρασµα; Δηλαδή, ισχύει ότι για οποιοδήποτε, µη κενό, υποσύνολο των ρητών 
αριθµών, για το οποίο υπάρχουν ρητοί µικρότεροι από κάθε στοιχείο του, υπάρχει το 
µεγαλύτερο απ’ αυτά; Δηλαδή, υπάρχει µέγιστο κάτω φράγµα; Αποδεικνύεται ότι αυτή η 
ιδιότητα δεν ισχύει για το σύνολο ℚ  ενώ αποτελεί ουσιαστικό στοιχείο 
της δοµής των πραγµατικών αριθµών. Αντίστοιχα για το µη κενό υποσύνολο των ρητών 

ℚ  και  υπάρχουν ρητοί που είναι µεγαλύτεροι από κάθε στοιχείο 
του Κ αλλά αποδεικνύεται ότι δεν υπάρχει κάποιος ρητός που να έχει την ίδια ιδιότητα 
και να είναι µικρότερος από όλους αυτούς.  

Με τον τρόπο που παρουσιάσαµε την παραπάνω ιδιότητα ίσως φαίνεται ότι είναι αρκετά 
τεχνική χωρίς κάποια διαισθητική ερµηνεία. Δεν είναι όµως έτσι. Στους µαθητές της Γ΄ 
λυκείου είναι γνωστό το λεγόµενο θεώρηµα του Bolzano για τις συνεχείς συναρτήσεις. 
Αυτό λέει ότι αν µια πραγµατική συνάρτηση f είναι συνεχής σ’ ένα κλειστό διάστηµα  
[α, β] και  τότε υπάρχει  τέτοιο ώστε . 

Αυτό το θεώρηµα έχει µια προφανή διαισθητική ερµηνεία. Αν ενώσεις δυο σηµεία του 
συστήµατος συντεταγµένων που είναι εκατέρωθεν του άξονα x΄x µε µια συνεχή γραµµή 
τότε η γραµµή αυτή τα τέµνει τον άξονα x΄x σε κάποιο σηµείο. 

Η απόδειξη όµως του θεωρήµατος αυτού δεν είναι και τόσο απλή. Ουσιαστικά απαιτεί 
από τους πραγµατικούς αριθµούς την ιδιότητα που περιγράψαµε προηγουµένως. Έτσι, 
εφοδιάζουµε τους πραγµατικούς αριθµούς εκτός από τις µέχρι τώρα γνωστές ιδιότητες 
και µε την ιδιότητα αυτή, η οποία είναι γνωστή ως ιδιότητα της πληρότητας των 
πραγµατικών αριθµών. Θα συνεχίσουµε δίνοντας κάποιους απαραίτητους ορισµούς 
εννοιών που περιγράφηκαν παραπάνω και µετά θα ακολουθήσει µια σειρά προτάσεων 
που δείχνει τη σηµασία της ιδιότητας της πληρότητας για τη δοµή των πραγµατικών 
αριθµών. 

Άνω φραγµένο σύνολο 
Ορισµός: Ένα µη κενό υποσύνολο Α ενός διατεταγµένου σώµατος Ω λέγεται  

(i) άνω φραγµένο αν υπάρχει  τέτοιο ώστε  για κάθε   

(ii) κάτω φραγµένο αν υπάρχει  τέτοιο ώστε  για κάθε  

Κάθε ω∈Α  που ικανοποιεί το (i) λέγεται άνω φράγµα του Α και κάθε ω∈Α  που 
ικανοποιεί το (ii) λέγεται κάτω φράγµα του Α.  

Ελάχιστο άνω φράγµα  
Ορισµός: Έστω Α ένα µη κενό άνω φραγµένο υποσύνολο του διατεταγµένου σώµατος Ω. 
(α) Λέµε ότι το  ελάχιστο άνω φράγµα του Α αν 

(i) το α είναι άνω φράγµα του Α 

(ii) για κάθε άνω φράγµα β του Α ισχύει   

(β) Λέµε ότι το  µέγιστο κάτω φράγµα του Α αν 

(i) το α είναι κάτω φράγµα του Α 

(ii) για κάθε κάτω φράγµα β του Α ισχύει  

Γ ={x ∈ : x2 > 2}

Κ ={x ∈ : x > 0 x2 < 2}

f (α) f (β) < 0 ξ∈(α,β) f (ξ) = 0

ω∈Ω α ≤ ω α∈Α

ω∈Ω α ≥ ω α∈Α

α∈Α

α ≤ β

α∈Α

α ≥ β
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Παρατήρηση: Το ελάχιστο άνω φράγµα του Α (αν υπάρχει) είναι µοναδικό. Πράγµατι, αν 
α, β είναι δυο ελάχιστα άνω φράγµατα του Α τότε επειδή το α είναι ελάχιστο άνω φράγµα 
του Α έχουµε  και επειδή το β είναι ελάχιστο άνω φράγµα του Α έχουµε . Άρα 

.  

Ιδιότητα της πληρότητας 

Ορισµός: Λέµε ότι ένα διατεταγµένο σώµα Ω έχει την ιδιότητα της πληρότητας αν κάθε 
µη κενό και άνω φραγµένο υποσύνολο Α του Ω έχει ελάχιστο άνω φράγµα. 

Κάθε διατεταγµένο σώµα εφοδιασµένο µε την ιδιότητα της πληρότητας λέγεται πλήρες.  

Το σύνολο των ρητών αριθµών δεν είναι πλήρες διατεταγµένο σώµα 

Πρόταση: Υπάρχει µη κενό και άνω φραγµένο υποσύνολο των ρητών που δεν έχει 
ελάχιστο άνω φράγµα ρητό αριθµό. 

Απόδειξη. Θεωρούµε το σύνολο ℚ:  και . Θα δείξουµε ότι το 
σύνολο Κ δεν έχει ελάχιστο άνω φράγµα ρητό αριθµό. 

Επειδή 1 > 0 και  έχουµε  άρα το Κ δεν είναι κενό.  

Παρατηρούµε επίσης ότι κάθε θετικός ρητός αριθµός  για τον οποίο ισχύει ότι  
είναι άνω φράγµα του K αφού  για . 

Υποθέτουµε ότι το K έχει ελάχιστο άνω φράγµα το ℚ και θα καταλήξουµε σε άτοπο. 
Επειδή δεν υπάρχει ρητός αριθµός που το τετράγωνό του να είναι ίσο µε 2, θα ισχύει είτε: 

 είτε: .    

(i) Έστω . Θα βρούµε ρητό αριθµό µικρότερο του α που έχει τετράγωνο 
µεγαλύτερο του 2. Τότε ο αριθµός α δεν µπορεί να είναι το ελάχιστο (άνω φράγµα του Κ) 
και θα έχουµε οδηγηθεί σε άτοπο. Για να το πετύχουµε αυτό αρκεί να βρούµε αριθµό ε 
τέτοιο, ώστε να ισχύει:  και . Τότε έχουµε:  και αρκεί να 
βρούµε αριθµό ε τέτοιο, ώστε  και . Επειδή, , αρκεί να 

βρούµε ε ώστε να ισχύει: . Σηµειώνουµε εδώ ότι ο  είναι 

θετικός ρητός αριθµός. Έτσι, αν επιλέξουµε ως 𝜀 ένα ρητό µεγαλύτερο του µηδενός και 

µικρότερο από τους α και  τότε έχουµε βρει ρητό 𝜀 που ικανοποιεί τις σχέσεις: 

 και . 

(ii) Έστω . Τώρα επιδιώκουµε να βρούµε αριθµό µεγαλύτερο του  που έχει 
τετράγωνο µικρότερο του 2. Τότε ο αριθµός α δεν µπορεί να είναι άνω φράγµα του Κ  και 
θα έχουµε οδηγηθεί σε άτοπο. Ζητάµε ρητό αριθµό τέτοιο, ώστε . Οπότε  

. Αν επιλέξουµε  τότε  και αρκεί να βρούµε ε ώστε να ισχύει: 

 και α2 + 2αε + ε < 2⇔ ε < 2 − α
2

2α +1
. Σηµειώνουµε ότι ο  είναι θετικός 

ρητός αριθµός και επιλέγουµε ως κατάλληλο ε έναν οποιονδήποτε θετικό ρητό µικρότερο 

των 1 και . Έτσι βρήκαµε ρητό αριθµό  τέτοιο, ώστε . Οπότε το 

α ≤ β β ≤ α
α = β

Κ ={x ∈ x > 0 x2 < 2}

12 =1< 2 1∈Κ

y y2 > 2
y2 > x2 ⇔ y > x x, y > 0

α∈

α2 > 2 α2 < 2

α2 > 2

0 < ε < α (α − ε)2 > 2 α − ε < α
0 < ε < α α2 − 2αε + ε2 > 2 ε2 > 0

α2 − 2αε > 2⇔ ε < α
2 − 2
2α

α2 − 2
2α

α2 − 2
2α

0 < ε < α (α − ε)2 > 2

α2 < 2 α

ε > 0 (α + ε)2 < 2

α2 + 2αε + ε2 < 2 ε ≤1 ε2 ≤ ε

0 < ε ≤1
2 − α2

2α +1

2 − α2

2α +1
ε > 0 (α + ε)2 < 2
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σύνολο Κ δεν έχει ελάχιστο άνω φράγµα στο ℚ.  

Α14. Αξίωµα της πληρότητας για τους πραγµατικούς αριθµούς 
Κάθε µη κενό και άνω φραγµένο υποσύνολο Α των πραγµατικών αριθµών έχει ελάχιστο 
άνω φράγµα. 
Ο Spivak (2010) στο κεφάλαιο 29 αποδεικνύει ότι υπάρχει µόνο ένα πλήρως 
διατεταγµένο σώµα. Δηλαδή, όλα τα πλήρως διατεταγµένα σώµατα είναι ουσιαστικά ίδια 
µεταξύ τους ή αλλιώς είναι όπως λέµε ισόµορφα. 

Ύπαρξη θετικού αριθµού του οποίου το τετράγωνο είναι ίσο µε 2 

Πρόταση: Υπάρχει µοναδικός θετικός πραγµατικός αριθµός x  ώστε  

Απόδειξη. Θεωρούµε το σύνολο ℝ |  και . Επειδή  το Α δεν 
είναι κενό. Επίσης, είναι άνω φραγµένο από κάθε θετικό πραγµατικό αριθµό  για τον 
οποίο ισχύει  (π.χ. από τον αριθµό 2). Άρα από την ιδιότητα της πληρότητας το Α 
έχει ένα ελάχιστο άνω φράγµα, έστω α. Προφανώς . Θα δείξουµε ότι  
αποκλείοντας τις περιπτώσεις  και . 

Έστω . Τότε µε βάση την ιδέα της απόδειξης για τη µη πληρότητα των ρητών 
υπάρχει πραγµατικός αριθµός ε µε  ώστε . Άρα ο αριθµός ( ) 
είναι άνω φράγµα του Α . Όµως . Άτοπο, αφού το α είναι το ελάχιστο άνω 
φράγµα του Α. 

Έστω  και επειδή έχουµε . Τότε µε βάση την ιδέα της απόδειξης για τη 
µη πληρότητα των ρητών υπάρχει πραγµατικός αριθµός  ώστε . Άρα 

. Όµως . Άτοπο αφού ο α είναι άνω φράγµα του Α.   

Άρρητοι αριθµοί 
Ορισµός: Κάθε πραγµατικός αριθµός που δεν είναι ρητός λέγεται άρρητος. 

Συνέπειες της πληρότητας των πραγµατικών αριθµών 
Αρχιµήδεια ιδιότητα 

Πρόταση: Το σύνολο ℕ των φυσικών αριθµών δεν είναι άνω φραγµένο υποσύνολο του ℝ. 

Απόδειξη. Έστω ότι το σύνολο ℕ είναι άνω φραγµένο. Τότε από την ιδιότητα της 
πληρότητας το ℕ  έχει ελάχιστο άνω φράγµα β. Επειδή  το  δεν είναι άνω 
φράγµα του  ℕ . Άρα υπάρχει φυσικός αριθµός  τέτοιος ώστε . Συνεπώς 

. Άτοπο, επειδή φυσικός και β άνω φράγµα του ℕ .   

Αρχιµήδεια ιδιότητα των πραγµατικών αριθµών 

Η παρακάτω πρόταση εισάγεται από τον Αρχιµήδη ως 5ο αξίωµα στο έργο του «Περί 
σφαίρας και κυλίνδρου» και αποκλείει τα απειροστά από τη διαπραγµάτευση των 
µεγεθών. Τα απειροστά ήταν µεγέθη µικρότερα από οποιοδήποτε µέγεθος χωρίς να είναι 
ανύπαρκτα. Μια τέτοια περίπτωση είναι η λεγόµενη κερατοειδής γωνία, δηλαδή, η γωνία 
που σχηµατίζει η εφαπτοµένη του κύκλου µε το ηµικύκλιο µε κοινό άκρο το σηµείο 
επαφής. Η γωνία αυτή εµφανίζεται στην πρόταση 16 του βιβλίου ΙΙΙ των «Στοιχείων» του 
Ευκλείδη και εκεί αποδεικνύεται ότι είναι µικρότερη από οποιαδήποτε ευθύγραµµη 
γωνία. Για την περίπτωση των αριθµών και µε σύγχρονους όρους το 5ο αξίωµα του 
Αρχιµήδη είναι το εξής: 

x2 = 2

Α ={x ∈ x > 0 x2 < 2} 1∈Α
y

y2 > 2

α > 0 α2 = 2
α2 > 2 α2 < 2

α2 > 2
0 < ε < α (α − ε)2 > 2 α − ε
α − ε < α

α2 < 2 α > 0 α∈Α
ε > 0 (α + ε)2 < 2

(α + ε)∈Α α + ε > α

β −1< β β −1
n n > β −1

n +1> β n +1
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Πρόταση: Αν α και β δυο πραγµατικοί αριθµοί και  τότε υπάρχει φυσικός αριθµός  
τέτοιος ώστε . 

Απόδειξη. Αφού το σύνολο των φυσικών αριθµών δεν είναι άνω φραγµένο ο αριθµός  

δεν είναι άνω φράγµα του ℕ . Οπότε υπάρχει φυσικός  τέτοιος, ώστε . Άρα 

. 

Επέκταση της αρχής του ελαχίστου στους ακέραιους 
Πρόταση: Κάθε µη κενό υποσύνολο των ακεραίων που είναι κάτω φραγµένο έχει ελάχιστο 
στοιχείο. 
Απόδειξη. Έστω Α ένα µη κενό υποσύνολο των ακεραίων το οποίο είναι κάτω φραγµένο. 
Τότε υπάρχει πραγµατικός αριθµός  τέτοιος ώστε  για κάθε . Από την 
Αρχιµήδεια ιδιότητα των πραγµατικών αριθµών, υπάρχει φυσικός αριθµός   τέτοιος 
ώστε . Οπότε  για κάθε . Συνεπώς το  είναι κάτω φράγµα του 
Α. Θεωρούµε το σύνολο  το οποίο είναι υποσύνολο του ℕ αφού 

. Από την αρχή του ελαχίστου για τα υποσύνολα των φυσικών αριθµών έχουµε 
ότι το Β έχει ελάχιστο στοιχείο, έστω β. Επειδή  υπάρχει  τέτοιο ώστε 

. Επειδή το β είναι το ελάχιστο στοιχείο του Β ισχύει ότι  για κάθε 
. Άρα  δηλαδή  για κάθε . Συνεπώς το  είναι το 

ελάχιστο στοιχείο του Α. 

Ύπαρξη ακεραίου µέρους πραγµατικού αριθµού 
Πρόταση: Για κάθε πραγµατικό αριθµό  υπάρχει µοναδικός ακέραιος  τέτοιος, ώστε: 

 

Απόδειξη. (i) Για την ύπαρξη: Θεωρούµε το σύνολο ℤ  δηλαδή το σύνολο 
των ακεραίων που υπερβαίνουν το . Από την Αρχιµήδεια ιδιότητα προκύπτει ότι το 
σύνολο αυτό δεν είναι κενό. Το σύνολο Α είναι κάτω φραγµένο από το .  Άρα από την 
επέκταση της αρχής του ελαχίστου στους ακέραιους προκύπτει ότι το Α θα έχει ελάχιστο 
στοιχείο, έστω . Άρα  και . Επειδή  έχουµε . 
Συνεπώς . Αν  τότε   

(ii) Για τη µοναδικότητα: Θεωρούµε ότι υπάρχουν ακέραιοι  τέτοιοι ώστε:  

 και   

Έχουµε  και  άρα  εποµένως . Επίσης, έχουµε  και 
 άρα . Συνεπώς . Άρα  

Ορισµός ακεραίου µέρους πραγµατικού αριθµού 
Ο ακέραιος m που µας δίνει η προηγούµενη πρόταση λέγεται ακέραιο µέρος του 
πραγµατικού αριθµού  και συµβολίζουµε . Δηλαδή, το   προσδιορίζεται από τις 
σχέσεις [x]∈ℤ και . 

Το ακέραιο µέρος του πραγµατικού αριθµού x είναι ο µεγαλύτερος ακέραιος που δεν 
υπερβαίνει τον αριθµό . Ισχύει προφανώς ότι: . 

β > 0 n
nβ > α

α
β

n n > α
β

nβ > α

x x ≤ α α∈Α
n

n > −x −n < x ≤ α α∈Α −n
Β ={α + n, α∈Α}

α + n > 0
β∈Β α0 ∈Α

β = α0 + n β ≤ α + n
α∈Α α0 + n ≤ α + n α0 ≤ α α∈Α α0

x m
m ≤ x < m+1

Α ={n∈ : n > x}
x

x

n0 (n0 −1)∉Α n0 −1≤ x n0 ∈Α n0 > x
n0 −1≤ x < n0 m = n0 −1 m ≤ x < m+1

m, κ

m ≤ x < m+1 κ ≤ x < κ +1

m ≤ x x < κ +1 m < κ +1 m ≤ κ κ ≤ x
x < m+1 κ < m+1 κ ≤ m m = κ

x [x] [x]
[x]≤ x < [x]+1

x 0 ≤ x − [x]<1
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Παραδείγµατα: [2,9] = 2, [2] = 2, ,   

Πυκνότητα των ρητών στους πραγµατικούς 
Μεταξύ δυο πραγµατικών αριθµών υπάρχει ρητός  

Πρόταση: Αν , y δυο πραγµατικοί αριθµοί µε  τότε υπάρχει ρητός  τέτοιος ώστε 
. 

Απόδειξη. Έχουµε  και από την Αρχιµήδεια ιδιότητα υπάρχει φυσικός  τέτοιος 
ώστε . Άρα . Από τον ορισµό του ακεραίου µέρους έχουµε 

 και . Άρα nx < [nx]+1< ny , δηλαδή  και επειδή ο 

 είναι ρητός, έχουµε το ζητούµενο.  

Παρατήρηση 

Μπορούµε να δείξουµε ότι υπάρχει και άλλος ρητός µεταξύ των ,  

επαναλαµβάνοντας τη διαδικασία της απόδειξης για τους τους , . Επειδή αυτή 

τη διαδικασία µπορούµε να την επαναλάβουµε όσες φορές επιθυµούµε προκύπτει ότι 
υπάρχουν άπειροι ρητοί µεταξύ δυο πραγµατικών.   

Η πυκνότητα των αρρήτων στο ℝ 
Πρόταση: Αν , y δυο πραγµατικοί αριθµοί µε  τότε υπάρχει άρρητος α ώστε 

. 

Απόδειξη. Έχουµε  και , άρα . Από την πυκνότητα των ρητών 

στους πραγµατικούς προκύπτει ότι υπάρχει ρητός ≠ 0  τέτοιος ώστε . 

Τότε . Όµως ο  είναι άρρητος επειδή αν ήταν ρητός τότε o α
q
= 2  

θα ήταν ρητός, άτοπο. Άρα βρήκαµε άρρητο α µεταξύ των , y.   

Ιδιότητα της συνέχειας 

Ένα διατεταγµένο σύνολο Ω έχει την ιδιότητα της συνέχειας αν για οποιαδήποτε δυο µη 
κενά σύνολα  ώστε για κάθε ,  τότε υπάρχει  ώστε 

 για κάθε , .  

Πρόταση: Το σύνολο των ρητών αριθµών δεν έχει την ιδιότητα της συνέχειας. 

Απόδειξη. Θεωρούµε τα σύνολα ℚ  και ℚ  τα οποία 
είναι µη κενά υποσύνολα του ℚ και  για κάθε , . Έστω ότι υπάρχει 

ℚ  τέτοιος ώστε  για κάθε , . Επειδή ℚ θα είναι .  Αν 

 τότε  και επειδή  για κάθε  το ξ είναι το ελάχιστο στοιχείο του 
Β. Όµως από την ιδιότητα της πυκνότητας των ρητών στους πραγµατικούς υπάρχει κ 

[ 2] =1 [−2,3] = −3

x x < y q
x < q < y

y − x > 0 n
n(y − x) >1 nx +1< ny

nx < [nx]+1 [nx]≤ nx x < [nx]+1
n

< y

[nx]+1
n

x y

x [nx]+1
n

x x < y
x < α < y

x < y 2 > 0 x

2
< y

2

q x

2
< q < y

2

x < q 2 < y α = q 2

x

Α,Β⊆Ω α ≤ β α∈Α β∈Β ξ∈Ω
α ≤ ξ ≤ β α∈Α β∈Β

Α ={α∈ :α2 < 2} Β ={β∈ :β2 > 2}
α ≤ β α∈Α β∈Β ξ∈

α ≤ ξ ≤ β α∈Α β∈Β ξ∈ ξ ≠ 2

ξ > 2 ξ∈Β ξ ≤ β β∈Β
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τέτοιο, ώστε . Συνεπώς το κ είναι στοιχείο του Β, αφού  και επίσης το 
κ είναι µικρότερο από το ελάχιστο στοιχείο του Β. Άτοπο. Όµοια αποδεικνύεται ότι δεν 
µπορεί να ισχύει ότι . Άρα το σύνολο των ρητών αριθµών δεν έχει την ιδιότητα 
της συνέχειας.  

Από την ιδιότητα της πληρότητας στην ιδιότητα της συνέχειας 

Πρόταση: Το σύνολο των πραγµατικών αριθµών έχει την ιδιότητα της συνέχειας. 

Απόδειξη. Έστω Α, Β δυο µη-κενά υποσύνολα των πραγµατικών αριθµών και  για 
κάθε , . Κάθε  είναι άνω φράγµα του Α. Άρα το Α είναι µη-κενό άνω 
φραγµένο υποσύνολο των πραγµατικών αριθµών. Οπότε το Α θα έχει ελάχιστο άνω 
φράγµα ξ.  Δηλαδή,  για κάθε .  Επειδή κάθε  είναι άνω φράγµα του Α 
και το ξ είναι το ελάχιστο άνω φράγµα του Α έχουµε . Άρα υπάρχει ξ (το ελάχιστο 
άνω φράγµα του Α) για το οποίο ισχύει ότι  για κάθε ,  Δηλαδή, 
ισχύει η ιδιότητα της συνέχειας στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών.  

Από την ιδιότητα της συνέχειας στην ιδιότητα της πληρότητας 
Πρόταση: Έστω ένα διατεταγµένο σώµα Ω στο οποίο ισχύει η ιδιότητα της συνέχειας. 
Κάθε είναι µη-κενό άνω φραγµένο υποσύνολο του Ω έχει ελάχιστο άνω φράγµα. 
Απόδειξη. Έστω Α ένα µη-κενό και άνω φραγµένο υποσύνολο του Ω. Θεωρούµε το 
σύνολο  άνω φράγµα του Α}. Επειδή το Α είναι άνω φραγµένο προκύπτει ότι το 
Β δεν είναι κενό. Οπότε ισχύει  για κάθε , . Άρα σύµφωνα µε την 
ιδιότητα της συνέχειας υπάρχει ξ τέτοιο, ώστε . Επειδή  για κάθε , ο 
ξ είναι άνω φράγµα του Α. Άρα ξ∈Β  και επειδή  για κάθε  ο ξ είναι το 
ελάχιστο άνω φράγµα του Α 

Δηλαδή, δείξαµε ότι η ιδιότητα της πληρότητας είναι ισοδύναµη µε την ιδιότητα της 
συνέχειας 

Δεκαδική αναπαράσταση των πραγµατικών αριθµών 
Στην παράγραφο αυτή θα δείξουµε ότι κάθε πραγµατικός αριθµός  έχει δεκαδική 
αναπαράσταση, δηλαδή γράφεται στη µορφή 

 

 όπου  ακέραιος και  για κάθε θετικό φυσικό αριθµό , καθώς και ότι 
υπάρχουν πραγµατικοί αριθµοί που έχουν δυο δεκαδικές αναπαραστάσεις.  

Δεκαδική αναπαράσταση πραγµατικού αριθµού 
Ο τρόπος που βρίσκουµε τη δεκαδική αναπαράσταση ενός πραγµατικού αριθµού τον 
οποίο θα περιγράψουµε στη συνέχεια στη γενική του µορφή είναι όµοιος µε αυτόν που 
είδαµε ότι αναφέρεται στο σχολικό εγχειρίδιο της Β΄ Γυµνασίου για τον προσδιορισµό 
ρητών προσεγγίσεων του . 

Πρόταση: Κάθε µη αρνητικός πραγµατικός αριθµός  γράφεται στη µορφή:  

 

2 < κ < ξ κ > 2

ξ < 2

α ≤ β
α∈Α β∈Β β∈Β

α ≤ ξ α∈Α β∈Β
ξ ≤ β

α ≤ ξ ≤ β α∈Α β∈Β

Β ={β |β
α ≤ β α∈Α β∈Β

α ≤ ξ ≤ β α ≤ ξ α∈Α
ξ ≤ β β∈Β

x

x = x0 +
x1
10

+
x2
102

+ ...+
xn
10n

+ ...

x0 xn ∈{0,1,2,...,9} n

2

x

x = x0 +
x1
10

+
x2
102

+ ...+
xn
10n

+ ...
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όπου  φυσικός και  για κάθε θετικό φυσικό αριθµό . 

Τότε λέµε ότι ο  έχει δεκαδική αναπαράσταση  

Απόδειξη. Έστω  ένας µη αρνητικός πραγµατικός αριθµός και  . Τότε σύµφωνα 
µε την ιδιότητα του ακεραίου µέρους έχουµε: . 

Χωρίζουµε το διάστηµα  σε 10 ίσα υποδιαστήµατα µήκους  και ο  ανήκει 

σε ένα από αυτά. Άρα υπάρχει  τέτοιος ώστε:  

Χωρίζουµε το διάστηµα  σε 10 ίσα υποδιαστήµατα µήκους . Ο  

ανήκει σε ένα από αυτά και συνεπώς υπάρχει  τέτοιος ώστε: 

 

Συνεχίζοντας επαγωγικά, για κάθε  υπάρχει  ώστε: 

 

Έστω  η ακολουθία των µερικών αθροισµάτων της ακολουθίας 

xn
10n

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

, n =1,2,... .  

Τότε . Οπότε  

Επειδή , σύµφωνα µε το κριτήριο παρεµβολής έχουµε: . Άρα 

 

Το παραπάνω άθροισµα είναι η δεκαδική παράσταση του . 

Το άθροισµα  το συµβολίζουµε  και λέγεται δεκαδική 

προσέγγιση τάξης  του .  

Επίσης, θα αποδείξουµε ότι αν δοθεί ακολουθία ( ) τότε η ακολουθία των µερικών 

αθροισµάτων της µορφής  , όπου ℕ και , 

 συγκλίνει σε µη αρνητικό πραγµατικό αριθµό . 

x0 xn ∈{0,1,2,...,9} n
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Κάθε όρος της ακολουθίας ( ) είναι µη αρνητικός και η ακολουθία είναι ( ) είναι 
αύξουσα. Θα δείξουµε ότι η ( ) είναι άνω φραγµένη. 

Για κάθε µη µηδενικό φυσικό αριθµό κ έχουµε: 

= 

 

Οπότε το  είναι ένα άνω φράγµα της ( ) και συνεπώς αυτή συγκλίνει σε κάποιο 
πραγµατικό αριθµό . 

Με βάση τα παραπάνω προκύπτει ένας διαισθητικά «φυσιολογικός» τρόπος όπου 
µπορούµε να έχουµε δεκαδικές προσεγγίσεις ενός πραγµατικού αριθµού  µε ρητούς 
αριθµούς.  
Μια άλλη αξιοσηµείωτη παρατήρηση η οποία έχει ουσιαστικό ρόλο στην εργασία µας 
είναι ότι υπάρχουν πραγµατικοί αριθµοί µε δυο διαφορετικές δεκαδικές αναπαραστάσεις 

Για παράδειγµα:  = 

 

Στην ουσία οι µόνες διαφορετικές δεκαδικές αναπαραστάσεις των πραγµατικών αριθµών 
είναι όπως στο παράδειγµά µας. Δηλαδή κάθε πραγµατικός (ρητός)  αριθµός  που έχει 
µια δεκαδική παράσταση  µε  τότε θα έχει και άλλη µια της µορφής 

 όπου .  

Διπλή δεκαδική αναπαράσταση των πραγµατικών αριθµών 
Πρόταση: 

Αν ,  δυο δεκαδικές παραστάσεις ενός πραγµατικού αριθµού , δηλαδή 
=  τότε θα συµβαίνει µόνο ένα από τα παρακάτω: 

(i) , , … 

(ii) για κάποιο φυσικό αριθµό κ θα ισχύει ότι: , ,  
,  

(iii) για κάποιο φυσικό αριθµό κ θα ισχύει ότι: , , 
, . 

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι αν δεν συµβαίνει το (i) τότε θα συµβαίνει το (ii) ή το (iii).  
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Έστω ότι δεν συµβαίνει το (i). Αφού οι παραστάσεις είναι διαφορετικές θα υπάρχει 
ελάχιστος φυσικός κ για τον οποίο .  

Περίπτωση 1:   

Τότε έχουµε:  και  

 

Άρα:  

Οπότε, επειδή υπάρχουν τα lim
n→∞
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ισχύει   (1) 

Επειδή, α0α1α2... = β0β1β2... από την επιλογή του κ προκύπτει ότι 

lim
n→∞
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 (2) 

Αν υπάρχει κάποιο κ +1≤ i  ώστε βi < 9   και ονοµάσουµε , τότε έχουµε:  

≤
βκ
10κ

+ lim
n→∞

9
10κ+1

+ 9 −β
10i

+ ...+ 9
10κ+n

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
=

=
βκ
10κ

+ 1
10κ

− β
10i

<
βκ
10κ

+ 1
10κ

 

Άτοπο από την (1).  

Άρα βκ+n = 9  για κάθε n =1,2,...  

Αν για κάποιο  είναι  τότε  

Όµως  άρα . Συνεπώς . 

Άτοπο από την (1). Άρα  για κάθε n =1,2,...  

Επειδή, για κάθε n > 0  είναι  τότε  τότε  

Οπότε      (3) 
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Από τις σχέσεις (3), (4) έχουµε: 
ακ
10κ

−
βκ
10κ

= 1
10κ

⇔ ακ = βκ +1 

Άρα ισχύει η (ii) 

Περίπτωση 2: ακ < βκ  

Ανάλογα αποδεικνύεται ότι ισχύει η (iii) 

Μετατροπή περιοδικών δεκαδικών παραστάσεων σε ρητό κλάσµα 
Η δεκαδική του παράσταση ενός αριθµού  λέγεται περιοδική όταν είναι της µορφής 

  

Ισχυρισµός: Η δεκαδική παράσταση  αντιστοιχεί σε ρητό αριθµό. 

Πράγµατι:  = = 

 

Πρόταση: Αν ένας αριθµός  έχει περιοδική δεκαδική παράσταση τότε είναι ρητός 

Απόδειξη. Έστω  

Συµβολίζουµε β1β2...βn = β110
n−1 + β210

n−2 + ...+ βn   

Τότε:  

 

Οπότε ο  είναι ρητός. 

Πρόταση: Κάθε ρητός αριθµός έχει είτε πεπερασµένη δεκαδική παράσταση είτε περιοδική. 

Απόδειξη. Έστω ένας ρητός αριθµός  µε  . Τότε η διαδικασία της διαίρεσης 

 δίνει τη δεκαδική παράσταση του . Κάθε βήµα της διαδικασίας αυτής δίνει ένα 
ακέραιο υπόλοιπο µεταξύ του 0 και του . Οπότε αν η διαίρεση δεν έχει τερµατιστεί 
σε β βήµατα θα συνεχιστεί µε κάποιο υπόλοιπο να επανεµφανίζεται. Οπότε τα αντίστοιχα 
ψηφία στο πηλίκο θα επαναλαµβάνονται µε τον ίδιο τρόπο. Συνεπώς η δεκαδική 
παράσταση ενός ρητού αν δεν είναι πεπερασµένη είναι περιοδική. 
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