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Εκτεταμένη Περίληψη

Στα πλαίσια της παρούσας διδακτορικής διατριβής, μελετήθηκαν διδιάστατες παραμορφώσεις

σύμμορφων θεωριών πεδίου που εμφανίζουν συγκεκριμένες συμμετρίες, ενώ έμφαση δόθηκε

στην μελέτη των ιδιοτήτων των άνωθεν θεωριών κάτω από τη ροή της ομάδας επανακανονικο-

ποίησης. Πιο συγκεκριμένα, μελετήθηκαν τα επονομαζόμενα λ-παραμορφωμένα σ-πρότυπα,

τα οποία κατασκευάζονται από παραμορφώσεις Wess-Zumino-Witten (WZW) θεωριών στο

χώρο μιας Lie ομάδας, κατά έναν όρο που περιλαμβάνει έναν κλασικά οριακό τελεστή, δι-

γραμμικό ως προς τα ρεύματα της WZW θεωρίας, με πίνακα ζεύξης λ. Τα πρότυπα αυτά,

για συγκεκριμένες επιλογές του πίνακα ζεύξης διατηρούν την ολοκληρωσιμότητά τους και

μετά την παραμόρφωση. Επιπλέον, οι ενεργές δράσεις που τα περιγράφουν είναι αναλλοίω-

τες κάτω από έναν μετασχηματισμό δυϊκού τύπου, ο οποίος για μεγάλες τιμές του επιπέδου

k της Kac-Moody άλγεβρας, περιλαμβάνει την αντιστροφή του πίνακα παραμόρφωσης και

του στοιχείου της Lie όμάδας, καθώς και την αλλαγή προσήμου της τάξης k. Η συμμετρία

αυτή επιτρέπει τον ακριβή, ως προς την παράμετρο παραμόρφωσης λ, υπολογισμό φυσικών

μεγεθών, με ελάχιστη έως καθόλου χρήση της θεωρίας διαταραχών. Τα φυσικά μεγέθη

που υπολογίζονται για τα πρότυπα αυτά όμως, συνεχίζουν να είναι διαταρακτικά ως προς το

ανάπτυγμα 1/k, με το k να τείνει στο άπειρο. Συνεπώς, η δυϊκού τύπου συμμετρία όπως

περιγράφεται στην παράγραφο αυτή, επιτρέπει την εύρεση ακριβών αποτελεσμάτων στο λ,

αλλά μέχρι την 1/k τάξη. Στο πλαίσιο αυτό, υπολογίστηκαν οι β-συναρτήσεις, ανώμαλες

διαστάσεις τελεστών και συναρτήσεις κεντρικού φορτίου για διαφορετικές γενικεύσεις των

αρχικών λ-προτύπων που περιγράφηκαν παραπάνω, και ειδικότερα:

Υπολογίστηκαν οι β-συναρτήσεις και ανώμαλες διαστάσεις ρευμάτων και πρωτεύοντων πε-

δίων για την περίπτωση του συμμετρικού, διπλά παραμορφωμένου λ-προτύπου με διαγώνιο

και ισοτροπικό πίνακα παραμόρφωσης [51]. Στην περίπτωση αυτή, η παραμορφωμένη θεωρία

εκφράζει την αλληλεπίδραση ρευμάτων που ανήκουν σε δύο διαφορετικές WZW δράσεις, και

εμπλέκονται δύο αντίγραφα της ομάδας Lie με ίδια επίπεδα k.

Σε συνέχεια του προηγούμενου υπολογισμού, υπολογίστηκαν οι β-συναρτήσεις για την πε-

ρίπτωση του μη-συμμετρικού, διπλά παραμορφωμένου λ-προτύπου με γενικό πίνακα παραμόρ-

φωσης [52]. Στην περίπτωση αυτή, η παραμορφωμένη θεωρία εκφράζει την αλληλεπίδραση

ρευμάτων που ανήκουν σε δύο διαφορετικές WZW δράσεις, και εμπλέκονται δύο αντίγραφα
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της ομάδας Lie με διαφορετικά όμως επίπεδα k1, k2.

΄Ενας επιπλέον υπολογισμός που επιτεύχθηκε κατά τη διάρκεια της παρούσας διδακτορι-

κής διατριβής, είναι αυτός της C-συνάρτησης κεντρικού φορτίου για την περίπτωση του

μη-συμμετρικού, διπλά παραμορφωμένου λ-προτύπου με διαγώνιο και ισοτροπικό πίνακα πα-

ραμόρφωσης [54]. Η συνάρτηση κεντρικού φορτίου, σύμφωνα με το c-θεώρημα του Zamolo-

dchikov, αποτελεί ένα μέτρο των ενεργών βαθμών ελευθερίας κατά τη ροή μιας διδιάστατης

κβαντικής θεωρίας πεδίου κάτω από την ομάδα επανακανονικοποίησης. Επιπλέον, στα στα-

θερά σημεία της ροής, η τιμή της ισούται με το κεντρικό φορτίο της αντίστοιχης σύμμορφης

θεωρίας πεδίου. Συνεπώς, μέσω του προσδιορισμού της προαναφερθείσας συνάρτησης κε-

ντρικού φορτίου, έγινε εφικτή, όχι μόνο η περαιτέρω μελέτη των ιδιοτήτων διαφόρων ροών

των λ-προτύπων κάτω από την ομάδα επανακανονικοποίησης, αλλά και ο προσδιορισμός

νέων σύμμορφων θεωριών στις χαμηλότερες ενέργειες, μέσω της εύρεσης του κεντρικού

τους φορτίου [54].

Ως γενίκευση του άνωθεν υπολογισμού, υπολογίστηκε η C-συνάρτηση κεντρικού φορτίου

μέσω του συντελεστή της ανώμαλίας Weyl για την περίπτωση του μη-συμμετρικού, διπλά

παραμορφωμένου λ-προτύπου με γενικό πίνακα παραμόρφωσης [55]. Ο συντελεστής της

ανωμαλίας Weyl αποτελεί ένα μέτρο της απόκλισης μιας θεωρίας σε καμπύλο χώρο από την

αντίστοιχη σύμμορφή της, παρουσία επίπεδης μετρικής, και η ταύτισή του με την συνάρτηση

κεντρικού φορτίου δεν είναι εν γένει τετριμμένη. Στο πλαίσιο της [55] υπολογίστηκε αρχικά

ο συντελεστής ανωμαλίας κατά Weyl, και προέκυψε να ταυτίζεται με την συνάρτιση κεντρι-

κού φορτίου στα υπό μελέτη πρότυπα, ενώ επιπροσθέτως υπολογίστηκε η ανώμαλη διάσταση

για τον διγραμμικό τελεστή της παραμόρφωσης στην περίπτωση του γενικού πίνακα.

Πέραν των προαναφερθέντων υπολογισμών, βρέθηκε επιπλέον μια νέα τεχνική για τον υπο-

λογισμό των ανώμαλων διαστάσεων τελεστών ρευμάτων και σύνθετων τελεστών ρευμάτων,

με αποκλειστική χρήση των γεωμετρικών χαρακτηριστικών του χώρου των παραμέτρων ζε-

ύξης και της ενεργού δράσης σε επίπεδο ενός βρόγχου, για όλες τις περιπτώσεις λ-προτύπων

με διαγώνιο και ισοτροπικό πίνακα παραμόρφωσης [83]. Η μέθοδος αυτή είναι βασισμένη σε

μια διαφορετική βάθμιση της αρχικής δράσης που χρησιμοποιείται κατά την κατασκευή του

λ-παραμορφωμένου προτύπου και αποφεύγει πλήρως τη χρήση της θεωρίας διαταραχών.

΄Ενα ακόμα σημαντικό βήμα που έγινε προς την κατανόηση των λ-προτύπων, ήταν η γε-

νίκευση της δυϊκού τύπου συμμετρίας, προκειμένου να ισχύει και για πεπερασμένες τιμές

του επιπέδου k, η οποία οδήγησε στην εύρεση, ακριβών ως προς λ, αποτελεσμάτων, μέχρι

τάξη 1/k2
στο ανάπτυγμα για μεγάλα k [144]. Η γενίκευση αυτή έγινε για την περίπτωση

του συμμετρικού, διπλά παραμορφωμένου λ-προτύπου, όπου και υπολογίστηκε για αυτό η

μετρική του χώρου παραμέτρων ζεύξης, η β-συνάρτηση, η συνάρτηση κεντρικού φορτίου

και η ανώμαλη διάσταση του διγραμμικού τελεστή σε τάξη 1/k2
. Επιπλέον στην [144] υ-

πολογίστηκε και η β-συνάρτηση σε τάξη 1/k2
για το μη-συμμετρικό, διπλά παραμορφωμένο



4

πρότυπο, μέσω τεχνικών βαρύτητας.

Τέλος, βρέθηκε μία νέα τεχνική για τον υπολογισμό ανώμαλων διαστάσεων των απλών

ρευμάτων για την περίπτωση του μη-συμμετρικού, διπλά παραμορφωμένου λ-προτύπου, με

γενικό πίνακα παραμόρφωσης [147]. Η μέθοδος αυτή, στο όριο τω ίσων επιπέδων k1 = k2,

αναπαράγει τα αποτελέσματα του απλά παραμορφωμένου λ-προτύπου, ενώ συνυπολογίζει και

την πιθανή συνεισφορά διαφορομορφισμών του χώρου στόχου στο τελικό αποτέλεσμα, οι

οποίοι εμφανίζονται με τη μορφή αντισταθμιστικών όρων στη β-συνάρτηση και τις ανώμαλες

διαστάσεις ρευμάτων.



Extended Abstract

In the context of the present dissertation, deformations of two-dimensional Conformal

Field Theories (CFTs) with specific symmetries have been studied, while emphasis was

given to the study of the properties of the aforementioned theories under the Renormali-

zation Group (RG) flow. More specifically, the so-called λ-deformed σ-models represent

deformations of Wess-Zumino-Witten (WZW) models by a set of classically marginal, bi-

linear in the WZW currents, operators, through a deformation matrix λ. These models,

for specific choices of the matrix λ, maintain their integrability even after the deforma-

tion. Furthermore, their effective actions are endowed with a duality-type symmetry,

which (for large values of the level k of the underlying Kac-Moody algebra) involves the

inversion of the deformation matrix and the group element, along with the change of the

sign of k. This symmetry allows the exact, with respect to the deformation parameter λ,

computation of physical quantities, with minimal to no use of perturbation theory. How-

ever, all physical quantities computed for these models are still perturbative with respect

to the 1/k expansion for large k. Thus, the duality-type symmetry, as described above,

allows the computation of exact in λ results, but up to 1/k in the large k expansion.

In this framework, the β-functions, the anomalous dimension of operators and the ce-

ntral charge C-functions have been computed for various generalizations of the original

λ-deformed σ-models described above, using both field theory and gravity techniques.

More specifically:

The β-functions and the anomalous dimensions of currents and affine primary fields have

been computed, for the case of the doubly deformed, symmetric λ-model, with a diagonal

and isotropic deformation matrix [51]. In this case, the deformed theory corresponds to

the interaction of currents belonging to two different WZW theories, and two copies of

the Lie group with identical k levels are involved.

As a follow up to the previous computations, the β-functions for the asymmetric, doubly

deformed λ-model have been computed, for the case of a general, non-diagonal deforma-

tion matrix [52]. This model describes once again the interaction of two different WZW

theories through current bilinears, but the two involved copies of the Lie group have now

different Kac-Moody levels k1 and k2.

5
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Another computation that has been achieved during the present thesis, is the one regar-

ding the C-function of the central charge for the doubly deformed, asymmetric λ-model,

with a diagonal and isotropic deformation matrix [54]. According to the Zamolodchikov’s

c-theorem, the C-function is strongly related to the number of effective degrees of free-

dom of a two-dimensional field theory, during its RG flow. Moreover, at each fixed point

of the flow, the value of the C-function equals to the central charge of the underlying

CFT. Thus, through the computation of the aforementioned central charge function, not

only the further study of the various properties of λ-models under the RG flow became

feasible, but also the identification of new IR CFTs through their central charge.

As a generalization of the previous C-function computation, the Weyl anomaly coefficient

was found, for the doubly deformed, asymmetric λ-model with a general deformation ma-

trix [55]. The Weyl anomaly coefficient indicates the deviation of a theory in a curved

space-time from the corresponding CFT in the presence of a flat metric, and in general,

its identification with the central charge function is not trivial. In the context of [55], the

Weyl anomaly coefficient was initially computed and turned out that for the λ-models at

hand is indeed identified with the corresponding C-function. Furthermore, the anoma-

lous dimension matrix for the current bilinear operators has also been computed, in the

presence of a general deformation matrix.

In addition to the previous computations, a new method for the derivation of the anoma-

lous dimensions for single and composite current operators has been derived, for all cases

with diagonal and isotropic λ-matrix [83]. This method exploits only the geometrical

data of the couplings space, along with the one-loop effective action of the model and

is based in a modified gauging procedure of the initial action used in the derivation of

the λ-models. The biggest asset of this technique is that it completely avoids the use of

perturbation theory.

Another important step towards the understanding of λ-models, was the generalization

of the duality-type symmetry, in such a way that it continues to be valid even when

finite values of k are involved [144]. This generalization of the duality-type symmetry led

to up to 1/k2, exact in λ results, with the possibility of studying physical quantities at

even higher orders in 1/k. This generalization was performed for the symmetric, doubly

deformed λ-model for which, the β-function, the Zamolodchikov’s metric, the anomalous

dimension of the composite operators and the C-function were also computed up to or-

der 1/k2. Moreover, the β-function for the doubly deformed, asymmetric model was also

computed in [144] up to order 1/k2, with the use of gravitational techniques.

Finally, another new method was derived in [147] for the computation of the anomalous

dimension of the single currents, for the case of a general deformation matrix. This te-

chnique was found for the case of the doubly deformed, asymmetric λ-model, but also
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derives the results of the simply deformed model in the equal levels limit. An additional

benefit of this method is that it also takes into account the possible contribution arising

from the diffeomorphisms of the target space when these are needed. The latter appear

as counterterms in the β-function and the currents’ anomalous dimensions and alter their

results.



1 Πρόλογος

Κατά τη διάρκεια των τελευταίων δεκαετιών, σημαντική πρόοδος έχει επιτευχτεί μέσω της

κβαντικής θεωρίας πεδίου ως προς την ερμηνεία των φυσικών αλληλεπιδράσεων και των

συμμετριών που τις διέπουν, ενώ η χρήση της θεωρίας διαταραχών, καθιστά δυνατό τον προ-

σεγγιστικό υπολογισμό πολλών φυσικών παραμέτρων και μεγεθών. Παρόλη τη χρησιμότητά

της όμως, η θεωρία διαταραχών αδυνατεί να εφαρμοσθεί σε ισχυρά συζευγμένες θεωρίες,

με χαρακτηριστικό παράδειγμα τη κβαντική χρωμοδυναμική που αποτελεί μη-Αβελιανή θεω-

ρία βαθμίδας. Συνεπώς, η αδυναμία μελέτης τέτοιων θεωριών καθιστά εμφανή την ανάγκη

εύρεσης νέων, μη-διαταρακτικών μεθόδων.

Είναι αρκετά σύνηθες, η δράση κλασικών θεωριών πεδίου να παρουσιάζει ορισμένες καθολι-

κές συμμετρίες ανάλογα με τη φύση των πεδίων της θεωρίας και των παραμέτρων αλλήλε-

πίδρασης μεταξύ αυτών. Η εύρεση νέων μη-διαταρακτικών συμμετριών σε κβαντικό επίπεδο,

οι οποίες μπορεί να δρούν στον χώρο των παραμέτρων ζεύξης της θεωρίας, παρουσιάζει

μέγιστο ενδιαφέρον και χρησιμότητα, δεδομένου ότι ενδέχεται να επιβάλει περιορισμούς στις

παρατηρήσιμες ποσότητες της εκάστοτε θεωρίας. ΄Ενα σημαντικό παράδειγμα τέτοιας συμ-

μετρίας, είναι η S-δυϊκότητα στην μέγιστα υπερσυμμετρική N = 4 SYM θεωρία πεδίου, που

αντιστοιχεί στην αντιστροφή της Yang-Mills παραμέτρου ζεύξης gYM για μηδενική γωνία

θ.

Παρόμοιας φύσης συμμετρία είναι η μη-διαταρακτική, κβαντική συμμετρία που εμφανίζει ο

χώρος παραμέτρων ζεύξης των λ-παραμορφωμένων σ-προτύπων που μελετώνται στα πλαίσια

της παρούσας διδακτορικής διατριβής. Η συμμετρία αυτή, σε συνδυασμό με την ιδιάζουσα

δομή των προτύπων αυτών, επιτρέπει την κατασκευή νέων μεθόδων και γενίκευση αυτών, για

την εξαγωγή ακριβών αποτελεσμάτων κβαντικών μεγεθών. Σε συνδυασμό με τα προηγο-

ύμενα, η διατήρηση της ολοκληρωσιμότητας των λ-προτύπων καθώς απομακρύνονται από το

σύμμορφο σημείο μέσω παραμορφώσεων που περιλαμβάνουν σχετικούς τελεστές, όχι μόνο

καθιστά προσιτή τη μελέτη τους, αλλά επιτρέπει και την προσέγγιση άλλων θεωριων μέσω

αυτών.

Πιο συγκεκριμένα, δεδομένου ότι η διαταρακτική τους μορφή αναπαριστά τη δράση του (γε-

νικευμένου) μη-Αβελιανού, μποζονοποιημένου προτύπου Thirring, καθίσταται δυνατή η άμε-

ση μελέτη του τελευταίου σε κβαντικό επίπεδο μέσω της ενεργού δράσεως των λ-προτύπων

8
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[47, 38, 49]. Το πρότυπο Thirring, εκφράζει την αλληλεπίδραση τεσσάρων πεδίων Dirac και

είναι στενά συνδεδεμένο με την κβαντική χρωμοδυναμική (ΚΧΔ) καθώς, στη μη-Αβελιανή

μορφή του και στο όριο του μεγάλου αριθμού γεύσεων (Nf ) είναι ισοδύναμο με αυτήν. Στην

μποζονοποιημένη μορφή του, ο όρος της αλληλεπίδρασης των τεσσάρων φερμιονίων, αναπα-

ρίσταται μέσω ενός διγραμμικού όρου αλληλεπίδρασης μποζονικών ρευμάτων. ΄Ενα μεγάλο

άλμα προς τη κατανόηση τόσο των προτύπων Thirring, όσο και γενικεύσεών τους, έγινε

μέσω του προσδιορισμού μιας κλασικής δράσης, η οποία περιλαμβάνει όλες τις κβαντικές

διορθώσεις ως προς την παράμετρο της αλληλεπίδρασης [38]. Αυτή αντιστοιχεί στην προα-

ναφερθείσα ενεργό δράση των υπό μελέτη λ-προτύπων, η οποία μέσω των συμμετριών που

παρουσιάζει στο χώρο των παραμέτρων ζεύξης, επιτρέπει την μελέτη και την εξαγωγή ακρι-

βών αποτελεσμάτων για τα αντίστοιχα πρότυπα, χωρίς τη χρήση θεωρίας διαταραχών.

Επιπλέον, η δυνατότητα μελέτης των προτύπων αυτών ως σ-πρότυπα, επιτρέπει την προσέγ-

γισή τους υπό το πρίσμα της θεωρίας χορδών και της αντιστοιχίας θεωριών πεδίου βαθ-

μίδας/βαρύτητας. Με κατάλληλη εμβάπτυση σε υπερβαρυτικά υπόβαθρα [68],[69],[70], είναι

δυνατή η περαιτέρω μελέτη τους στα πλαίσια της αντιστοιχίας AdS/CFT καθώς και η εύρεση

ολοκληρώσιμων παραμορφώσεων σε AdS χώρους. Επιπροσθέτως, τα λ-πρότυπα μπορούν να

συσχετιστούν με η-πρότυπα μέσω Poisson-Lie Τ-δυϊκότητας και αναλυτικής συνέχισης των

παραμέτρων ζεύξης [73],[74],[80],[81],[57],[84], καθώς και με αφινικά Gaudin πρότυπα [96] ή

συμπλεκτικές αναγωγές Chern-Simons θεωριών [88, 145, 146]. Τέλος, τα λ-παραμορφωμένα

σ-πρότυπα προσφέρουν το κατάλληλο υπόβαθρο για τη μελέτη συστημάτων γύρω από το

κρίσιμο σημείο και κατ΄ επέκταση τη μελέτη αλλαγών φάσης, ενώ η μελέτη της κβαντικής

τους ολοκληρωσιμότητας, επιτρέπει τη συσχέτισή τους με πρότυπα κβαντικών αλυσίδων σπιν

[148], επεκτείνοντας έτσι τις εφαρμογές τους και σε φυσική στερεάς κατάστασης.

Το περιεχόμενο της παρούσας διδακτορικής διατριβής είναι αφιερωμένο στη μελέτη των κβα-

ντικών ιδιοτήτων, διαφόρων παραλλαγών των αρχικών λ-προτύπων, κάτω από την ομάδα

επανακανονικοποίησης, και είναι οργανωμένο ως εξής:

Στο δεύτερο κεφάλαιο γίνεται μία εισαγωγή στις απαραίτητες θεωρητικές έννοιες θεωρίας

πεδίου και θεωρίας χορδών που χρειάζονται για την κατανόηση του κυρίως κειμένου της ερ-

γασίας, ενώ ταυτόχρονα γίνεται και μια εκτενής εισαγωγή στα λ-παραμορφωμένα σ-πρότυπα

και τις ιδιότητές τους. Στο κεφάλαιο τρία, παρουσιάζεται η ανάλυση που έγινε στα πλαίσια

της διατριβής, συνοδευόμενη από τα αντίστοιχα αποτελέσματα και σχολιασμούς. Η ανάλυση

αυτή είναι επικεντρωμένη στον ακριβή υπολογισμό κβαντικών ποσοτήτων για τα λ-προτύπα

με τη χρήση μη-διαταρακτικών μεθόδων, και την μελέτη διαφόρων ιδιοτήτων και ροών που

αυτά παρουσιάζουν κάτω από την ομάδα επανακανονικοποίησης. Το κυρίως κείμενο συνοδε-

ύεται από μια πληθώρα παραρτημάτων στα οποία παρουσιάζονται αναλυτικά συμπληρωματικοί

υπολογισμοί για τις διάφορες ενότητες της εργασίας.



2 Θεωρητικό υπόβαθρο

Στο κεφάλαιο αυτό αναλύονται οι βασικές θεωρητικές έννοιες που είναι απαραίτητες για

την κατανόηση της παρούσας διδακτορικής διατριβής. Επιπλέον γίνεται εισαγωγή στα υπό

μελέτη λ-παραμορφωμένα πρότυπα και παρουσιάζονται κάποια από τα αποτελέσματα της

βιβλιογραφίας που είναι απαραίτητα στα πλαίσια της εργασίας.

2.1 Κβαντική Θεωρία Πεδίου

Η κβάντωση μιας κλασικής θεωρίας πεδίου εν γένει μπορεί να επιτευχθεί με δύο ισοδύναμες

μεθόδους, την κανονική κβάντωση όπου τα κλασικά πεδία προάγονται σε τελεστές και την

κβάντωση μέσω συναρτησιακών ολοκληρωμάτων.

Στον φορμαλισμό των συναρτησιακών ολοκληρωμάτων, μία κβαντική θεωρία πεδίου (ΚΘΠ)

καθορίζεται απο τη δράση S[φ, gi] η οποία αποτελεί ολοκλήρωμα μίας Λαγκρανζιανής πυ-

κνότητας σε μια d-διάστατη πολλαπλότητα, είναι συναρτησιοειδές των πεδίων φ, και συνάρτη-

ση των παραμέτρων ζεύξης {gi}. Αυτές συμπεριλαμβάνουν όλους τους όρους μάζας, καθώς

και τις ισχείς των αλληλεπιδράσεων ενώ μπορούν επίσης να θεωρηθούν σαν ένα σύνολο

συντεταγμένων στον χώρο της θεωρίας.

Μία κβαντική θεωρία πεδίου συνεπώς προσδιορίζεται σε όρους ενός συναρτησιακού ολοκλη-

ρώματος

Z =

∫
[dφ] exp

(
i

~
S[φ; gi]

)
(2.1.1)

Η ίδια ποσότητα είναι δυνατόν να ορισθεί και στην Ευκλείδια μορφή της, μετά απο στροφή

κατά Wick, περνώντας πλέον στον φανταστικό χρόνο.

Η δυσκολία ορισμού μιας κβαντικής θεωρίας πεδίου έγγειται στην αδυναμία κατασκευής ε-

νός καλώς ορισμένου μέτρου ολοκλήρωσης [dφ] στον χώρο των πεδίων. Η αδυναμία αυτή

οφείλεται στην τοπικότητα των πεδίων και στον άπειρο αριθμό βαθμών ελευθερίας από τους

οποίους χαρακτηρίζεται το κάθε πεδίο καθιστώντας έτσι μία ολοκλήρωση τέτοιας φύσεως

μη τετριμένη.
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Στη θεωρία διαταραχών, ένα σύμπτωμα αυτών των δυσκολιών στον προσδιορισμό του παρα-

πάνω μεγέθους, παρουσιάζεται στις αποκλίσεις για μεγάλες ενέργειες (UV) που εμφανίζο-

νται στα ολοκληρώματα βρόγχων. Αυτές οι UV αποκλίσεις εμφανίζονται όταν η ορμή των

εσωτερικών γραμμών στα διαγράμάτα Feynman γίνεται μεγάλη και συνεπώς, είναι στενά

συνδεδεμένες με την τοπικότητα του πεδίου, καθώς και με το γεγονός ότι το πεδίο έχει

άπειρους βαθμούς ελευθερίας και μπορεί να κυμαίνεται σε όλες τις ενεργειακές κλίμακες,

ακόμα και στις αυθαίρετα μεγάλες.

2.1.1 Συναρτήσεις συσχετισμού και Ανάπτυγμα Γινομένου

Τελεστών

Η ολοκληρωτέα ποσότητα της (2.1.1) μπορεί να θεωρηθεί ως συνάρτηση βάρους για τον

υπολογισμό αναμενόμενων τιμών της θεωρίας και συναρτήσεων συσχετισμού n-σημείων οι

οποίες δίνονται από την ακόλουθη έκφραση

〈φ(x1) . . . φ(xn)〉 = (−~)n
δZ[J ; gi]

δJ(x1) . . . δJ(xn)

∣∣∣∣∣
J=0

=

∫
[dφ]e−

SE [φ;gi]

~ φ(x1) . . . φ(xn)

Z[0; gi]
. (2.1.2)

Στην πάνω σχέση SE είναι η ευκλείδια δράση μετά απο στροφή κατά Wick του χρονικού

άξονα, ενώ ως Z[J ; gi] =
∫

[dφ]e−(SE [φ;gi]+
∫
dxφ(x)J(x))/~

ορίζεται η γεννήτρια συνάρτηση των

συναρτήσεων συσχετισμού, με τα J να συμβολίζουν τις εξωτερικές πηγές ρευμάτων.

΄Ομως, κατά την κβάντωση μιας σχετισκιστικής θεωρίας οι συναρτήσεις συσχέτισης των

πεδιακών τελεστών παρουσιάζουν απειρισμούς που συνδέονται με τη φύση της εκάστοτε

θεωρίας και τον αριθμό των χωροχρονικών διαστάσεων. Πιο συγκεκριμένα, αποκλίσεις στις

συναρτήσεις συσχετισμού εμφανίζονται στις υψηλές ενέργειες (UV αποκλίσεις) σε θεωρίες

στις d ≥ 2 διαστάσεις με την μορφή αντίστροφων δυνάμεων (d > 2) ή λογαρίθμου (d = 2)

της απόστασης, ενώ αποκλίσεις στις χαμηλές ενέργειες (IR αποκλίσεις) εμφανίζονται στις

d = 2 διαστάσεις με λογαριθμική μορφή για θεωρίες με άμαζους βαθμούς ελευθερίας.

Προκειμένου να μελετηθεί ο τρόπος απείρισμού των συναρτήσεων συσχετισμού εισάγεται η

έννοια του Γινομένου Κανονικά Ταξινομιμένων Τελεστών (Normal Ordered Product) το

οποίο είναι πεπερασμένο, και του Αναπτύγματος Γινομένου Τελεστών (Operator Product

Expansion (OPE)) το οποίο εμπεριέχει τους απειρισμούς.

Σύμφωνα με τα παραπάνω, μια συνάρτηση συσχετισμού n-σημείων μπορεί να εκφραστεί ως

〈φ(x)φ(y)φ(z1) . . . φ(zn)〉 = 〈φ(x)φ(y)〉 〈φ(z1) . . . φ(zn)〉+ 〈: φ(x)φ(y) : φ(z1) . . . φ(zn)〉
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όπου ο πρώτος όρος εμπεριέχει τον απειρισμό για y → x, ενώ ο δεύτερος όρος στο ίδιο

όριο είναι πεπερασμένος εφόσον οι τελεστές μεταξύ των :: είναι κανονικά ταξινομιμένοι με

αποτέλεσμα να μην αλληλεπιδρούν άμεσα. Η έκφραση αυτή ισχύει για οποιονδήποτε αριθμό

zi δεδομένου ότι zi 6= x, y.

Ο συλλογισμός αυτός μπορεί να επεκταθεί στον ορισμό ενός νέου τελεστή

: φ(x)φ(y) := φ(x)φ(y)− 〈φ(x)φ(y)〉 · 1 (2.1.3)

Δεδομένου του ότι και οι δύο όροι στο δεξί μέλος αποκλίνουν καθώς y → x, ο νέος αυτός

τελεστής δεν παρουσιάζει απειρισμούς στο όριο αυτό, αλλα αντιθέτως είναι καλώς ορισμένος

ως τοπικός τελεστής (local operator) μέσω της σχέσης lim
y→x

: φ(x)φ(y) :=: φ2 : (x).

Αντιστρέφοντας την σχέση (2.1.3) μπορούμε να ορίσουμε για δύο τοπικούς τελεστές Oj(x),

Ok(y) το Ανάπτυγμα Γινομένου Τελεστών όταν y → x ως

Oj(x)Ok(y)
y→x
=
∑
i

Ci
jk(x− y)Oi(y) + πεπερασμένο (2.1.4)

όπου οι συντελεστές Ci
jk(x− y) είναι συναρτήσεις που περιλαμβάνουν τους διάφορους απει-

ρισμούς.

Ο ορισμός (2.1.3) αποτελεί το πρώτο βήμα προς την θεμελίωση της θεωρίας της επανακανο-

νικοποίησης, η οποία θα αναλυθεί εκτενώς στη συνέχεια. Η παρούσα υποενότητα αναλύεται

εκτενέστερα στην [5].

2.1.2 Θεωρία Επακανονικοποίησης

Η βασική έννοια της θεωρίας της ομάδας επανακανονικοποίησης (Renormalization Group

(RG)) είναι η μελέτη του τρόπου με τον οποίο φαινόμενα σε διαφορετική ενεργειακή κλίμακα

(ή ισοδύναμα κλίμακα μήκους) συνδέονται μεταξύ τους, υπό την απαίτηση ότι η περιγραφή

των φυσικών φαινομένων παραμένει αναλλοίωτη κάτω απο αλλαγές της κλίμακας αυτής [4].

Στο πλάισιο αυτό εισάγεται η έννοια μιας ενεργούς θεωρίας σύμφωνα με την οποία η μελέτη

ένος φυσικόυ συστήματος σε ενεργειακές κλίμακες μικρότερες μιας κλίμακας αναφοράς µ

είναι πιο αποδοτική όταν περιγράφεται απο μία θεωρία όπου οι βαθμοί ελευθερίας ορίζονται

περίπου στην κλίμακα µ. ΄Ετσι δεν υπάρχουν περιττοί βαθμοί ελευθερίας, και η περιγραφή

είναι, υπο κάποια έννοια, βέλτιστη.

΄Ομως, η ενεργός θεωρία συνήθως δεν είναι αξιόπιστη σε ενεργειακές κλίμακες > µ, και για

αυτές τις κλίμακες μία νέα ενεργός θεωρία προκύπτει με νέους βαθμούς ελευθερίας.

Το σημαντικό σημείο είναι ότι θα υπάρχουν σχέσεις σύνδεσης των διαφόρων παραμέτρων

(σταθερές ζεύξης, μάζες,...) μεταξύ των δύο περιγραφών στις δύο διαφορετικές ενεργειακές

κλίμακες.
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Δύο απο τους τρόπους που υπάρχουν για την επανακανονικοποίηση της θεωρίας, δηλα-

δή για την αντιμετώπιση των απειρισμών που εμφανίζονται στην θεωρία διαταραχών είναι:

α) είτε μέσω της επιβολής ενός ορίου αποκοπής στις ενέργειες ολοκλήρωσης της θεωρίας,

β) είτε η τροποποίηση των ολοκληρωμάτων ορμής που προκύπτουν στους βρόγχους αλλη-

λεπίδρασης μέσω αναλυτικής συνέχισης των χωροχρονικών τους διαστάσεων.

Αφού οι αποκλίσεις απομονωθούν και απαλειφθούν με την προσθήκη αντισταθμιστικών

όρων (counter terms), οι ποσότητες που προκύπτουν είναι πεπερασμένες και ανταποκρίνο-

νται στα φυσικά μεγέθη. Η θεωρία που χαρακτηρίζεται απο αυτά τα επανακανονικοποιημένα

μεγέθη, ονομάζεται επανακανονικοποιημένη, ενώ η αρχική μη-επανακανονικοποιημένη. Οι

κβαντικές θεωρίες μπορεί να είναι επανακανονικοποιήσιμες, μη-επανακανονικοποιήσιμες ή

υπερ-επανακανονικοποιήσιμες, ανάλογα με τον αριθμό αντισταθμιστικών όρων που χρειάζε-

ται να προστεθούν προκειμένου να απαλειφθούν οι απειρισμοί που προκύπτουν σε κβαντικό

επίπεδο.

Στις επανακανονικοποιήσιμες θεωρίες, εφόσον οι απειρισμοί που προκύπτουν σε κάθε τάξη

της θεωρίας διαταραχών είναι ίδιου τύπου, αρκεί να προστεθεί ένα πεπερασμένο σύνολο α-

ντισταθμιστικών όρων για τους όρους που εμφανίζονται στην αρχική δράση, οι συντελεστές

των οποίων όμως πρέπει να επαναπροσδιορίζονται σε κάθε τάξη της θεωρίας διαταραχών.

Στις μη-επανακανονικοποιήσιμες θεωρίες, σε κάθε τάξη της θεωρίας διαταραχών προκύπτουν

νέου τύπου απειρισμοί, με αποτέλεσμα να χρειάζεται ένα άπειρο σύνολο αντισταθμιστικών

όρων, οι οποίοι εν γένει δεν αντιστοιχούν μόνο σε όρους που υπήρχαν στην αρχική δράση.

Τέλος, για τις υπερ-επανακανονικοποιήσιμες θεωρίες, καθώς αυξάνεται η τάξη των διαταρα-

χών χρειάζονται λιγότεροι αντισταθμιστικοί όροι για την απαλοιφή των απειρισμών στους

βρόγχους της κβαντικής θεωρίας.

΄Εστω τώρα μια φυσική ποσότητα F (gi, l)µ η οποία εξαρτάται απο την κλίμακα μήκους l

και απο την κλίμακα αποκοπής µ. Η θεωρία επανακανονικοποίησης υποδηλώνει ότι το όριο

αποκοπής της θεωρίας μπορεί να αλλάξει με τέτοιον τρόπο, ώστε η φυσική στις κλίμακες

μήκους l > µ−1
να παραμείνει αναλλοίωτη.

Αν αυτό ισχύει, τότε αναπόφευκτα οι σταθερές ζεύξης στη δράση πρέπει να αλλάζουν με το

µ, δηλαδή να είναι συναρτήσεις gi(µ).

Η ιδέα αυτη συνοψίζεται στην εξίσωση μετασχηματισμού της ομάδας επανακανονικοποίησης

(RG μετασχηματισμός)

F (gi(µ); l) = F (gi(µ
′); l)µ′ (2.1.5)

ή ισοδύναμα στην εξίσωση

F (gi(µ); sl)µ = s−dfF (gi(µ/s); l)µ (2.1.6)
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όπου s είναι μία παράμετρος κατά την οποία αλλάζει το όριο αποκοπής (µ → µ/s ), και df

είναι η διάσταση μάζας της ποσότητας F .

Οι λύσεις των εξισώσεων αυτών

gi(µ) = gi(gj(µ
′), µ/µ′), (2.1.7)

ορίζουν την ροή της ομάδας επανακανονικοποίησης της θεωρίας στον χώρο των σταθερών

ζεύξης gi(µ).

β-συνάρτηση και ανώμαλη διάσταση

Εφόσον τα παρατηρήσιμα μεγέθη μιας θεωρίας μπορούν να προσδιοριστούν απο τη δράση, ο

ίδιος ο RG μετασχηματισμός προκύπτει απο τον τρόπο με τον οποίο αλλάζει η δράση καθώς

αλλάζει το όριο αποκοπής.

Η δράση με ένα συγκεκριμένο όριο αποκοπής είναι γνωστή ως Wilsonian ενεργός δράση

S[φ;µ, gi], και αφου εξαρτάται απο τις σταθερές ζεύξης, το όριο αποκοπής, αλλά και τα

πεδία, ο μετασχηματισμός RG πρέπει να γενικευθεί ώστε να επιτρέπει αλλαγή και στην

κανονικοποίηση των πεδίων ως

S[Zφ(µ)1/2φ;µ, gi(µ)] = S[Zφ(µ′)1/2φ;µ′, gi(µ
′)], (2.1.8)

όπου Zφ είναι ο όρος που επανακανονικοποιεί την κυματοσυνάρτηση του πεδίου φ (στην γενι-

κή περίπτωση πολλών πεδίων, το Z(µ) είναι πίνακας). Ο παράγοντας Zφ(µ) μπορεί να θεωρη-

θεί και ως η σταθερά ζεύξης του κινηματικού όρου.

Για το πιο απλό είδος κβαντικής θεωρίας πεδίου που εμπεριέχει ένα μόνο βαθμωτό πεδίο, η

δράση μπορεί να γραφεί σαν το άθροισμα ενός κινηματικού όρου, και ενός γραμμικού συν-

δυασμού (σύνθετων εν γένει) τελεστών Oi(x) οι οποίοι είναι δυνάμεις των πεδίων και των

παραγώγων τους: φn, φn∂µφ ∂µφ, ...

S[φ;µ, gi] =

∫
ddx

[
− 1

2
∂µφ∂

µφ+
∑
i

µd−digiOi(x)

]
, (2.1.9)

όπου di είναι οι διαστάσεις μάζας των Oi(x) και d η διάσταση του χωρόχρονου.

Στην τελευταία σχέση οι σταθερές ζεύξης είναι αδιάστατες έχοντας πολλαπλασιασθεί με

την κατάλληλη δύναμη του ορίου αποκοπής µ, προκειμένου να είναι συνεπής η διαστατική

ανάλυση.

β-συνάρτηση
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Οι απειροστοί μετασχηματισμοί της ομάδας επανακανονικοποίησης είναι κωδικοποιη-

μένοι στην β συνάρτηση η οποία ορίζεται ως

βi(gj) = µ
dgi(µ)

dµ
. (2.1.10)

Είναι σημαντικό να σημειωθεί ότι οι β-συναρτήσεις είναι συναρτήσεις μόνο των παρα-

μέτρων ζεύξης αυτών καθ’αυτών, και εξαρτώνται απο το όριο αποκοπής έμμεσα μέσω

των αυτών.

Το γεγονός ότι οι παράμετροι ζεύξης εμφανίζονται σαν συνδυασμοί µd−digi στην δρά-

ση (2.1.9), σημαίνει ότι η β-συνάρτηση έχει την γενική μορφή

βi(gj) = µ
dgi
dµ

= (di − d)gi + βquanti (gj). (2.1.11)

- Ο πρώτος όρος προκύπτει απο τον κλασικό επαναορισμό των παραμέτρων ζεύξης με

τις δυνάμεις του µ προκειμένου τα gi να είναι αδιάστατα, ενώ

- Ο δεύτερος όρος έρχεται απο το μη-τετριμμένο κβαντικό κομμάτι του RG μετασχμα-

τισμού, το οποίο αντιστοιχεί σε μία μη τετριμμένη ολοκλήρωση των παραπάνω βαθμών

ελευθερίας στο συναρτησιακό ολοκλήρωμα.

Η σχέση αυτή θα αναλυθεί στην συνέχεια.

ανώμαλη διάσταση

Η ανώμαλη διάσταση ενός πεδίου φ σε όρους της ποσότητας Zφ(µ) ορίζεται μέσω της

σχέσης

γφ(gi) = µ
d

dµ
lnZ

1/2
φ . (2.1.12)

Ο λόγος για τον ορισμό αυτό είναι ότι από την (2.1.8) προκύπτει πως για τις πο-

σότητες που εξαρτώνται από τα πεδία, πρέπει η (2.1.5) να γενικευθεί προκειμένου να

λαμβάνει υπόψιν της τον παράγοντα επανακανονικοποίησης των πεδίων. Συνεπώς, για

μια συνάρτηση συσχετισμού n σημείων

G(n)(x1, x2, ...xn;µ, gi(µ)) =

∫
[dφ]µe

−S[φ;µ,gi(µ)]φ(x1)...φ(xn), (~ = 1)

προκύπει μια RG εξίσωση της μορφής

Zφ(µ)−n/2G(n)(x1, ..., xn;µ, gi(µ)) = Zφ(µ′)−n/2G(n)(x1, ..., xn;µ′, gi(µ
′)) (2.1.13)
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ή σύμφωνα με την (2.1.6)

G(n)(sx1, ..., sxn;µ, gi(µ)) =

[
Zφ(µ)

Zφ(µ/s)
sd−2

]n/2
G(n)(x1, ..., xn;µ, gi(µ/s)). (2.1.14)

Ο παράγοντας sn(d−2)/2
εδώ, αντανακλά τη διάσταση μάζας των n πεδίων που εισή-

χθησαν, και s ≥ 1. Τώρα μπορεί να γίνει εμφανές γιατί το γφ του ορισμού (2.1.12)

είναι γνωστό ως ανώμαλη διάσταση:

΄Εστω ένας απειροστός μετασχηματισμός s = 1 + δs.

Σε αυτή την περίπτωση, οι πολλαπλασιαστικοί παράγοντες της (2.1.14), μπορούν να

γραφούν ως [
Zφ(µ)

Zφ(µ/s)
sd−2

]n/2
= 1 + n

[
1

2
(d− 2) + γφ

]
δs, (2.1.15)

όπου το δεξί μέλος της εξίσωσης προήλθε εφαρμόζοντας ανάπτυγμα Taylor γύρω απο

το s = 1 και ο συντελεστής (d− 2)/2 αντιστοιχεί στην κλασική διάσταση μάζας ενός

βαθμωτού πεδίου στις d διαστάσεις.

Απο εδώ είναι εμφανές ότι ένας RG μετασχηματισμός είναι κάτι παραπάνω απο έναν

μετασχηματισμό αλλαγής κλίμακας αφού έχει ως αποτέλεσμα η φυσική διάσταση μάζας

του πεδίου φ να δέχεται μια επιπλέον ανώμαλη συνεισφορά γφ . Τέλος, είναι σημαντικό

να τονιστεί ότι η γφ εν γένει εξαρτάται απο τις σταθερές ζεύξης και συνεπώς είναι

έμμεσα μια συνάρτηση της ενεργειακής κλίμακας.

Εξίσωση Callan-Symanzik

Η εξίσωση Callan-Symanzik είναι μια διαφορική εξίσωση που περιγράφει την μεταβολή μιας

συνάρτησης συσχετισμού n σημείων ως προς την μεταβολή της ενεργειακής κλίμακας µ.

΄Εστω η συνάρτηση συσχετισμού n-σημείων:

G
(n)
B (x1, ..., xn; ,mB, gB) = Z

n/2
φ G(n)(x1, ..., xn;m, g, µ), όπου με δείκτη Β συμβολίζονται οι

μή-επανακανονικοποιημένες ποσότητες.

Δρώντας σε αυτήν με µ d
dµ

και εφόσον το αριστερό μέλος δεν εξαρτάται απο µ προκύπτει

µ
dG

(n)
B

dµ
= µ

dZ
n/2
φ

dµ
G(n) + µZ

n/2
φ

dG(n)

dµ
=

= nγφZ
n/2
φ G(n) + µZ

n/2
φ

(
∂G(n)

∂µ
+
∂G(n)

∂g

∂g

∂µ
+
∂G(n)

∂m

∂m

∂µ

)
= 0
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όπου χρησιμοποιώντας τον ορισμό της προηγούμενης υποενότητας για την β-συνάρτηση και

την ανώμαλη διάσταση, και ορίζοντας επιπλέον γm(g) = µ
m
∂m
∂µ

προκύπτει η εξίσωση Callan-

Symanzik[
µ
∂

∂µ
+ β(g)

∂

∂g
+mγm

∂

∂m
+ nγφ

]
G(n)(x1, ..., xn;m, g, µ) = 0. (2.1.16)

Κρίσιμη επιφάνεια

Σύμφωνα με τα παραπάνω, η ενεργειακή κλίμακα µ αντιπροσωπευει την κλιμακα ενέργειας

της υπό μελέτη φυσικής.

Αυτό που είναι ιδιαίτερα ενδιαφέρον όμως σχετικά με τις ροές της ομάδας επανακανονικο-

ποίησης gi(µ) είναι τα IR (µ → 0) και UV (µ → ∞) όριά τους, αφού αυτά υποδεικνύουν

πως συμπεριφέρεται η θεωρία σε πολύ μικρές ή μεγάλες ενέργειες.

΄Ολες οι φυσικές μάζες που σχετίζονται με την σταθερά αποκοπής m/µ αυξάνονται κατά τη

ροή απο τις υψηλές (UV ) στις χαμηλές (IR) ενέργειες.

Αν σε μία θεωρία παρουσιάζεται χάσμα μάζας (mass gap), δηλαδή υπάρχουν μόνο πεδία με

m 6= 0, τότε καθώς η µ μειώνεται και παίρνει τιμή μικρότερη απο τη μάζα του ελαφρύτερου

πεδίου, δεν απομένουν φυσικοί βαθμοί ελευθερίας να διαδοθούν σε χαμηλότερη κλίμακα ορ-

μής. ΄Ετσι στο IR όριο προκύπτει μια �άδεια� θεωρία χωρίς διαδιδόμενες καταστάσεις.

΄Ενα άλλο ενδεχόμενο είναι η ροή της ομάδας επανακανονικοποίησης να ξεκινάει απο την

κρίσιμη επιφάνεια [4].

Κρίσιμη επιφάνεια είναι ο απειροδιάστατος υπόχωρος του χώρου των σταθερών ζεύξης

για τον οποίο το χάσμα μάζας εξαφανίζεται. Αυτές οι θεωρίες συνεπώς έχουν ένα μη

τετριμμένο IR όριο στο οποίο μόνο οι άμαζοι βαθμοί ελευθερίας παραμένουν.

Σε αυτήν την περίπτωση, καθώς µ → 0 , θα παραμείνουν οι άμαζοι βαθμοί ελευθερίας, και

στις πιο συμβατικές θεωρίες, οι σταθερές ζεύξης τείνουν σε ένα σταθερό σημείο του RG:

gi(µ)→ g∗i , όπου η β-συνάρτηση μηδενίζεται

µ
dgi(µ)

dµ

∣∣∣∣
g∗j

= 0. (2.1.17)

Είναι σημαντικό να τονιστεί εδώ ότι ο όρος επανακανονικοποίησης της κυματοσυνάρτησης

και η ανώμαλη διάσταση δεν χρειάζεται να μηδενίζονται στα σταθερά σημεία g∗i .

Αυτές οι θεωρίες στα σταθερά σημεία είναι πολύ ξεχωριστές, διότι έχοντας μόνο άμαζους

βαθμούς ελευθερίας είναι στην ουσία θεωρίες αναλλοίωτες κάτω απο αλλαγές κλίμακας. Η
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αναλλοιότητα στην αλλαγή κλίμακας όμως, υπάγεται στην ομάδα των σύμμορφων μετασχη-

ματισμών, και έτσι οι θεωρίες στα σταθερά (κάτω από την ομάδα επανακανονικοποίησης)

σημεία είναι επίσης γνωστές και ως συμμορφες θεωρίες πεδίου (Conformal field θεωρίες

(CFTs) )1 και θα αναλυθούν στη συνέχεια.

Γυρνώντας τώρα στη ροή της ομάδας επανακανονικοποίησης, στην γειτονιά ενός σταθε-

ρού σημείου g∗i όπου gi = g∗i + δgi, η β-συνάρτηση μπορεί πάντα να γραμμικοποιηθεί ως

µ
dgi
dµ

∣∣∣∣
g∗i =δgi

= Aijδgj +O(δg2
j ).

Σε μία κατάλληλη βάση {σi} για τα {δgi}, ο συντελεστής Aij του γραμμικού όρου είναι

διαγώνιος

µ
dσi
dµ

= (∆i − d)σi +O(σ2
i ) (2.1.18)

και ολοκληρώνοντας προκύπτει σε πρώτη τάξη ως πρός τα σi ότι

σi(µ) =

(
µ

µ′

)∆i−d

σi(µ
′). (2.1.19)

Με ∆i συμβολίζεται εδώ η σύμμορφη διάσταση του νέου τελεστή Oi στην καινούρια βάση

που σχετίζεται με τη σταθερά ζεύξης σi. Η διάσταση ∆i εν γένει σε μία αλληλεπιδρούσα

κβαντική θεωρία πεδίου δεν ταυτίζεται απαραίτητα με την διάσταση μάζας di του αρχικού

Oi τελεστή. Τότε η διαφορά

γi = ∆i − di

είναι η ανώμαλη διάσταση του τελεστή Oi, σε αντιστοιχία με την ανώμαλη διάσταση του

πεδίου γφ που ορίστηκε στην (2.1.15).

Συμφωνα με την εξίσωση (2.1.19), μπορούν να ορίσθούν τρείς κατηγορίες παραμέτρων ζεύ-

ξης, ανάλογα με τον τρόπο που αυτές αλλάζουν στην γειτονιά ενός σταθερού σημείου:

Σχετικές (Relevant Coupling) : Αν για μία παράμετρο ζεύξης ισχύει ∆i < d, τότε

όπως φαίνεται απο την (2.1.19), η ροή αποκλίνει (μακριά απο το σταθερό σημείο)

καθώς το µ→ 0. Αυτές οι παράμετροι ζεύξης γίνονται σημαντικές στις χαμηλότερες

ενέργειες.

Μη-σχετικές (Irrelevant Coupling) : Αν για μία παράμετρο ζεύξης ισχύει ∆i > d,

1
Εν γένει, ο μηδενισμός της β-συνάρτησης υποδηλώνει αναλλοιώτητα κάτω απο μετασχηματισμούς αλ-

λαγής κλίμακας και όχι απαραίτητα σύμμορφη αναλλοιώτητα, δεδομένου ότι η ομάδα των σύμμορφων με-

τασχηματισμών περιλαμβάνει επιπλέον μετασχηματισμούς εκτός από την αλλαγή κλίμακας. Παρόλα αυτά

όμως, μέχρι σήμερα δεν έχει βρεθεί αντιπαράδειγμα μοναδιακής θεωρίας στις δύο διαστάσεις (και σε επίπεδο

χώρο) η οποία να είναι αναλλοίωτη κάτω απο μετασχηματισμούς κλίμακας και να μήν είναι σύμμορφη.
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τότε καθώς µ → 0, η ροή επιστρέφει προς το σταθερό σημείο. Τέτοιες παράμετροι

ζεύξης είναι μικρές στις χαμηλότερες ενέργειες, και γίνονται σημαντικές στις υψηλό-

τερες.

Οριακές (Marginal Coupling) : Αν για μία παράμετρο ζεύξης ισχύει ∆i = d, τότε

είναι απαραίτητη η μελέτη ανώτερης τάξης στη θεωρία διαταρραχών προκειμένου να

εξαχθεί κάποιο συμπέρασμα για την συμπεριφορά της συγκεκριμένης ροής.

Αν μέσω των όρων μεγαλύτερης τάξης η παράμετρος ζεύξης αποκλίνει από/συγκλίνει

προς το σταθερό σημείο, τότε αυτή ορίζεται ως οριακώς σχετική/μη-σχετική

(marginally relevant/irrelevant).

Το τελευταίο ενδεχόμενο που υπάρχει είναι η παράμετρος ζεύξης να μην κυμαίνεται σε

καμία τάξη, δηλαδή σε όλες τις τάξεις να ισχύει ∆i = d. Σε αυτή την περίπτωση είναι

μια πραγματικά οριακή (Truly Marginal) παράμετρος ζεύξης και αυτό συνεπάγεται

ότι το αρχικό σταθερό σημείο είναι στην ουσία μέρος μιας ολόκληρης γραμμής απο

σταθερά σημεία.

Ενεργός δράση σε επίπεδο ενός βρόγχου

΄Οπως αναφέρθηκε σε προηγούμενη ενότητα, η σχέση (2.1.1) με την προσθήκη εξωτερικών

πηγών αποτελεί την γεννήτρια συνάρτηση για τις συναρτήσεις συσχετισμού των πεδίων της

εκάστοτε θεωριας. Στο επίπεδο της θεωρίας διαταραχών εξεφρασμένης μέσω διαγραμμάτων

Feynman, η (2.1.1) μπορεί να παράξει συναρτήσεις συσχετισμού που περιλαμβάνουν ως

κβαντικές διορθώσεις όλους τους τύπους τέτοιων διαγραμμάτων.

΄Ομοια με την (2.1.1) και μέσω αυτής μπορεί αντίστοιχα να ορισθεί η γεννήτρια συνάρτηση για

συναρτήσεις συσχετισμού πεδίων, οι οποίες όμως θα περιλαμβάνουν ως κβαντικές διορθώσεις

μόνο συνδεδεμένα διαγράμματα Feynman ως

W [J ] = ~ log
[
Z[J ]

]
. (2.1.20)

Μέσω του ορισμού (2.1.20) μπορεί τώρα να εισαχθεί η έννοια μίας ενεργού δράσεως η οποία

εν γένει διαφέρει ως έννοια από την ενεργό δράση που αναφέρθηκε προηγουμένως στα πλα-

ίσια της επανακανονικοποίησης, και η σύνδεσή των δύο θα αναλυθεί στην επόμενη ενότητα.

Η παρούσα ενεργός δράση αποτελεί μία μορφή κβαντικά διορθωμένης κλασικής δράσης και

είναι γεννήτρια συνάρτηση των συναρτήσεων συσχετισμού για τα μη-αναγωγίσιμα διαγράμ-

ματα Feynman ενός σωματιδίου (One Particle Irreducible (1PI)).

Στο σημείο αυτό θα ορισθεί η ενεργός δράση Γ[φ] ως ο μεταχηματισμός Legendre της
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ποσότητας W [J ]2 [5]

Γ[φ] = Jφ−W [J ], και J(x) =
δΓ[φ]

δφ(x)
. (2.1.21)

Ο μετασχηματισμός αυτός επιτρέπει την έκφραση των φυσικών ποσοτήτων σε όρους απο-

κρισης του φυσικού συστήματος φ αντί σε όρους των πηγών J3. Εδώ το φ αντιπροσωπέυει

το κλασικό πεδίο παρουσία εξωτερικών ρευμάτων (είναι συνάρτηση του χωρόχρονου και

συναρτησιοειδές των εξωτερικών πηγών) το οποίο ισούται με την αναμενόμενη τιμή ενός

κβαντικού πεδίου (τελεστή) Φ μέσω της σχέσης
4

φ(x) = φ(x)J := 〈Φ(x)〉J =
δW [J ]

δJ(x)
=

∫
[dΦ] exp

[
− (S[Φ]− JΦ)/~

]
Φ(x)∫

[dΦ] exp
[
− (S[Φ]− JΦ)/~

] . (2.1.22)

Το πεδίο της (2.1.22) ονομάζεται Πεδίο Υποβάθρου (Background Field) και εκφράζει την

απόκριση του συστήματος ως προς την πηγή J . Η αλλαγή μεταβλητής αυτής απο J σε φ

είναι αντιστρεπτή, και η χρησιμότητα του ορισμού της ενερού δράσης (2.1.21) γίνεται εμφα-

νής στην θεωρία διαταραχών γύρω από την κλασική προσέγγιση.

Αυτό που πρέπει να σημειωθεί εδώ είναι ότι στην περίπτωση μηδενισμού των εξωτερικών

πηγών J = 0, η (2.1.22) δίνει την αναμενόμενη τιμή του κβαντικού πεδίου Φ στο κενό, η

οποία ισούται με την τιμή του φ στο ελάχιστο της Γ[φ], όπως προκύπτει απο την δεύτερη

σχέση της (2.1.21).

Χρησιμοποιώντας τον ορισμό (2.1.21) είναι δυνατόν να γίνει ημικλασική προσέγγιση της

θεωρίας αναπτύσσοντας σε δυνάμεις του ~ γύρω από το κλασικό όριο (~ → 0). Εύκολα

αποδεικνύεται ότι για οποιοδήποτε βαθμωτό πεδίο φ ο υπολογισμός της ενεργού δράσης

(2.1.21) σε πρώτη τάξη ως προς το ~ είναι

Γ[φ] = S[φ] +
~
2

log det
[
S ′′[φ]

]
+O(~2), S ′′[φ] =

δ2S[φ]

δφ(x)δφ[y]
. (2.1.23)

Η έκφραση αυτή ουσιαστικά αντιστοιχεί στο ανάπτυγμα της ποσότητας S[Φ]−JΦ γύρω από

το ελάχιστό της, το οποίο δίνεται από κάποιο Φc για ένα δεδομένο J . Προφανώς το Φc εξαρ-

τάται από το J εφόσον το ελάχιστο της πάνω ποσότητας αλλάζει αν το J είναι διαφορετικό.

Η συνθήκη ελαχιστοποίησης δίνει S ′[Φc] = J(x) και συνεπώς το Φc αποτελεί σαγματικό

σημείο για το ολοκλήρωμα διαδρομής που έχει ως εκθέτη την παραπάνω ποσότητα.

Το προαναφερθέν ανάπτυγμα λοιπόν μπορεί να συσχετισθεί με ένα ανάπτυγμα του κβαντι-

2
΄Οπου Jφ =

∫
ddxJ(x)φ(x)

3
Αντίστροφα, ο μετασχηματισμός Legendre της Γ[φ] είναι η γεννήτρια συνάρτηση των συνδεδεμένων

διαγραμμάτων Feynman W [J ].
4
Το πεδίο φJ εξαρτάται απο το J και αντίστοιχα το εξωτερικό ρεύμα J = JΦ εξαρτάται απο τό πεδίο φ.
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κού πεδίου Φ γύρω απο το σαγματικό σημείο ως Φ = Φc +
√
~Φ̃ και στη συνέχεια να γίνει η

συσχέτιση του Φc με το κλασικό πεδίο υποβάθρου φ μέσω του μετασχηματισμού Legendre

της σχέσης (2.1.22). Κάνοντας τον μετασχηματισμό αυτό γίνεται εμφανές ότι τα δύο πεδία

ταυτίζονται μόνο στην μηδενική τάξη του ~ (φ = Φc+O(~)) και προκύπτει η σχέση (2.1.23).

Το ανάπτυγμα ως προς το ~ αντιστοιχεί σε ανάπτυγμα σε βρόγχους (loop-expansion) στην

θεωρία διαταραχών και για τον λόγο αυτό η ενεργός δράση της (2.1.23) ονομάζεται Ενεργός

Δράση στο επίπεδο ενός βρόγχου (1-loop effective action).

Wilsonian ενεργός δράση

Η ιδέα πάλι είναι η μετάβαση από μια φυσική στις υψηλές ενέργειες που οριοθετείται απο την

σταθερά αποκοπής µ, σε μία φυσική σε χαμηλότερες ενέργειες που θα οριοθετείται απο μία

σταθερά αποκοπής µ′ = µ/sn, s ≥ 1, n ∈ Z. Η διαδικασία περιλαμβάνει συνοπτικά τα εξής

βήματα [5]:

Ξεκινώντας από μια δράση A[Φ] και έχοντας ορίσει μια σταθερά αποκοπής µ στις υψηλές

ενέργειες προκειμένου να αποφευχθούν οι απειρισμοί των ολοκληρωμάτων βρόγχων που

προκύπτουν μετά απο μετασχηματισμό Fourier των πεδίων, ακολουθεί μια διαδικασία ολο-

κλήρωσης ορμών σε ένα εύρος (κέλυφος) ενεργειών µ/s < |k| < µ, όπου |k| είναι οι

εσωτερικές ορμές που ολοκληρώνονται στον αντίστοιχο βρόγχο. Η ολοκλήρωση αυτή στις

μεγάλες ορμές αντιστοιχεί σε μία διαδικασία ευρεσης μέσης τιμής των κβαντικών διακυμάν-

σεων που προκαλόυνται από κβαντικά φαινόμενα στις υπό ολοκλήρωση ενέργειες. Συνεπώς,

μέσω της διαδικασίας αυτής ορίζεται ένα μέσο πεδίο Φ̃ και μία μέση δράση Aeff [Φ̃] η οποία

αναφέρεται ως ενεργός δράση κατά Wilson. Στην συνέχεια ακολουθεί αλλαγή της ενερ-

γειακής κλίμακας από µ σε µ/s και επαναορισμός των πεδίων. Το αποτέλεσμα αυτού του

μετασχηματισμού είναι τα επανακανονικοποιημένα πεδία ΦR και μία επανακανονικοποιημένη

δράση AR στην ενεργειακή κλίμακα µ/s. Η επανακανονικοποιημένη δράση είναι ουσιαστικά

η ενεργός κατά Wilson δράση μετά την αλλαγή μεταβλητής Φ̃ → ΦR. Η διαδικασία αυτή

επαναλαμβάνεται n φορές μέχρι η ενεργειακή κλίμακα να μειωθεί στο επιθυμητό µ′. Μέσα

από αυτή τη διαδικασία δεν επαναορίζονται μόνο τα πεδία αλλά και οι παράμετροι ζεύξης της

θεωρίας ως

ΦR = ZΦ(µ)−1/2ΦB, (gi)R = Zi(µ)−1(gi)B, (2.1.24)

όπου με δείκτη Β συμβολίζονται οι αρχικές ποσότητες της θεωρίας που παρουσιάζουν απει-

ρισμούς.

Ο διαχωρισμός σε γρήγορες και αργές ορμές Φ(k) = Φαργό(k)+Φγρήγορο(k) όπου το Φαργό(k)

αναφέρεται σε ορμές |k| < µ/s, ενώ το Φγρήγορο(k) αντιστοιχεί στις κβαντικές διορθώσεις

για ορμές µ/s < |k| < µ, και η ολοκλήρωση στις γρήγορες, οδηγεί σε ένα συναρτησιακό
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ολοκλήρωμα της μορφής

e−Aeff [Φαργό] =

∫
[dΦγρήγορο]e

−A[Φαργό+Φγρήγορο]

Ο υπολογισμός αυτής της ποσότητας εν γένει είναι αρκετά δύσκολος και πολύπλοκος αλλά

μπορεί να προσεγγιστεί με τη βοήθεια της (2.1.23).

Για μία δράση ενός βαθμώτού πεδίου Φ της μορφής

A[Φ] =

∫
ddx

[
1

2
(∂µΦ)2 + V [Φ]

]
, (2.1.25)

το αποτέλεσμα που προκύπτει μέχρι πρώτη τάξη ως προς το ~ είναι

Aeff [Φαργό] = A[Φαργό] +
1

2

∫
ddxTrµ log

[
k2 + V ′′[Φαργό(x)]

]
. (2.1.26)

Σύμφωνα με τη μορφή της (2.1.25), η τελευταία σχέση έρχεται στην ακόλουθη μορφή

Aeff [Φαργό] =

∫
ddx

[
1

2
(∂µΦ)2

αργό
+ Veff [Φαργό(x)]

]
, (2.1.27)

όπου το Veff [Φαργό(x)] = V [Φαργό(x)]+ 1
2
Trµ log

[
k2+V ′′[Φαργό(x)]

]
αντιπροσωπεύει το ενερ-

γό δυναμικό το οποίο περιλαμβάνει το αρχικό δυναμικό συν τις κβαντικές διορθώσεις από τις

κβαντικές διακυμάνσεις που έχουν ολοκληρωθεί και έχει διαφορετική τιμή για διαφορετική

σταθερά αποκοπής μ. Η σχέση (2.1.26) μοιάζει πολύ με αυτήν της ενεργού δράσης σε επίπε-

δο ενός βρόγχου. Η διαφορά όμως είναι ότι στην πρώτη το ίχνος Trµ =
∫
dk0

∫ µ
µ/s

dd−1k
(2π)d−1

δηλώνει την ολοκλήρωση σε ένα συγκεκριμένο εύρος ορμών, ενώ στην δεύτερη η ολο-

κλήρωση γίνεται σε όλο το εύρος των ορμών κάτω απο την σταθερά αποκοπής μ. Με την

επανάληψη της διαδικασίας και την ολοκλήρωση όλων των ενδιάμεσων ορμών (γρήγορων

και αργών), είναι δυνατή η ταύτιση της Wilsonian ενεργού δράσης με αυτήν στο επίπεδο

ενός βρόγχου όπου όλες οι κβαντικές διακυμάνσεις θα συνεισφέρουν ως μια μέση τιμή στο

πεδίο υποβάθρου.

΄Ολα τα παραπάνω αποτελούσαν το πρώτο βήμα για την επανακανονικοποίηση κατά Wil-

son. Στην συνέχεια, έχοντας βρεί την Aeff [Φαργό] πρέπει να γίνει αλλαγή κλίμακας και

επαναορισμός των πεδίων ως Φαργό = ZΦ(µ)1/2ΦR προκειμένου να προκύψουν οι επανακα-

νονικοποιημένες ποσότητες. ΄Οσον αφορά το ενεργό δυναμικό, ο επαναορισμός αυτός των

πεδίων δεν αποτελεί πλέον απλά μία αλλαγή μεταβλητής εφόσον η αλλαγή του Veff με την

ενέργεια δέν είναι γραμμική ως προς το Φ (προκύπτει μια μη γραμμική διαφορική εξίσωση

για την ροή του ενεργού δυναμικού με την ενέργεια).
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2.2 Σύμμορφες Θεωρίες Πεδίου

Η σύμμορφη θεωρία πεδίου, αποτελεί μία ειδική περίπτωση θεωρίας πεδίου η οποία διατη-

ρείται αναλλοίωτη κάτω από ιδιαίτερες συμμετρίες. Στην ενότητα αυτή γίνεται μια σύντομη

ανασκόπιση των χαρακτηριστικών των σύμμορφων μετασχηματισμών, βασισμένη στις ανα-

φορές [1, 2, 3, 6, 7], καθώς και βασικών έννοιων και ορισμών της σύμμορφης θεωρίας πεδίου

που χρησιμοποιούνται στα πλαίσια αυτής της εργασίας.

2.2.1 Σύμμορφοι μετασχηματισμοί

Ως σύμμορφοι μετασχηματισμοί, ορίζονται οι μετασχηματισμοί οι οποίοι διατηρούν την γω-

νία μεταξύ δύο αυθαίρετων καμπυλών που διασταυρώνονται σε κάποιο σημείο. Η διατήρηση

της γωνίας μεταξύ δύο ανυσμάτων υ και w, όπου υ · w = gµνv
µwν , ισοδυναμεί με αναλ-

λοιότητα, κατά έναν παράγοντα αλλαγής κλίμακας Λ(x), της μετρικής gµν(x) → g′µν(x
′) =

Λ−1(x)gµν(x). Ο παράγοντας Λ(x) μπορεί να προσδιορισθεί στην πεπερασμένη μορφή του

ως εξής:

Χρησιμοποιώντας τον μετασχηματισμό της μετρικής ως τανυστή δεύτερης τάξης, προκύπτει

ότι

gµν(x)→ g′µν(x
′) =

∂xρ

∂x′µ
∂xσ

∂x′ν
gρσ(x) = Λ−1(x)gµν(x) (2.2.1)

και στη συνέχεια παίρνοντας την ορίζουσα και στα δύο μέλη συνεπάγεται

Λ(x) =

[
det

(
∂x′

∂x

)]2

. (2.2.2)

Για έναν απειροστό μετασχηματισμό τώρα x′µ = xµ + εµ(x) +O(ε2), η (2.2.1) γίνεται

gµν − (∂νεµ + ∂µεν) = Λ(x)−1gµν .

Στη συνέχεια, παίρνοντας το ίχνος της σχέσης αυτής προκύπτει (απειροστά) ότι Λ(x) =

1 + 2
d
(∂ε), όπου d είναι οι διαστάσεις του χώρου και εξάγεται η σύμμορφη εξίσωση κατά

Killing (Conformal Killing Equation)

(∂νεµ + ∂µεν) =
2

d
(∂ε)gµν . (2.2.3)

Το σύνολο των σύμμορφων μετασχηματισμών αποτελεί μια ομάδα, η οποία έχει την ομάδα

Poincare ως υποομάδα της, με την τελευταία να αντιστοιχεί στην ειδική περίπτωση του
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Λ(x) = 1.

Η ομάδα των σύμμορφων μετασχηματισμών στις d > 2 περιλαμβάνει τους μετασχηματισμούς

που εμφανίζονται στον παρακάτω πίνακα

Μετασχηματισμοί Πεπερασμένη μορφή Γεννήτορας Λ(x)

Μεταθέσεις x′µ = xµ + αµ Pµ = −i∂µ 1

Αλλαγή κλίμακας x′µ = αxµ D = −ixµ∂µ α2

Στροφές x′µ = Mµ
ν xν Λµν = i(xµ∂ν − xν∂µ) 1

SCT x′µ = xµ−(x·x)βµ

1−2(β·x)+(β·β)(x·x) Kµ = −i(2xµxν∂ν − (x · x)∂µ) (1− 2β · x+ β2x2)2

όπου SCT είναι οι Ειδικοί Σύμμορφοι Μετασχηματισμοί (Special Conformal Transforma-

tions) και οι σύμμορφοι παράγοντες Λ(x) υπολογίζονται από τη σχέση (2.2.2).

Στις δύο διαστάσεις (d = 2), όπου ορίζονται οι μιγαδικές συντεταγμένες z = 1
2
(τ + iσ)

και z̄ = 1
2
(τ − iσ), η ομάδα αυτή έχει άπειρο αριθμό γεννητόρων ln = −zn+1∂z. Οι γεννή-

τορες ln των απειροστών σύμμορφων μετασχηματισμών, μαζί με τις σχέσεις μετάθεσής τους

αποτελούν την άλγεβρα Witt :

[lm, ln] = (m− n)lm+n , [l̄m, l̄n] = (m− n)l̄m+n.

Οι σύμμορφοι μετασηματισμοί που είναι καλώς ορισμένοι στη σφαίρα Riemann S2 = C∪∞ ,

είναι αυτοί που παράγονται απο τους γεννήτορες {l−1, l0, l1} ∪ {l̄−1, l̄0, l̄1} οι οποίοι αντιστοι-
χούν στους μετασχηματισμούς του προηγούμενου πίνακα. Συνεπώς η πεπερασμένη μορφή

τους αντιστοιχεί σε Mobius μετασχηματισμούς: f(z) = az+b
cz+d

, με ad − bc = 1 της ομάδας

SL(2,C)/Z2 ' SO(3, 1).

Τέλος, στην περίπτωση των τριών και πάνω διαστάσεων (d ≥ 3) η ομάδα των σύμμορφων

μετασχηματισμών στο Rp,q
είναι ισομορφική με την SO(p+ 1, q + 1).

2.2.2 Τανυστής Ενέργειας-Ορμής

Συνήθως μια θεωρία πεδίου ορίζεται σε όρους δράσης, από την οποία μπορούν να παραχθούν

διάφορα αντικείμενα και ιδιότητες της θεωρίας. Πιο συγκεκριμένα ο τανυστής ενέργειας-

ορμής μπορεί να παραχθεί από την μεταβολή της δράσης ως προς την μετρική και συνεπώς

κωδικοποιεί την συμπεριφορά της θεωρίας κάτω από απειροστούς μετασχηματισμούς της

μορφής gµν → gµν + δgµν με δgµν � 1.

Στις δύο διαστάσεις όμως, η άλγεβρα των σύμμορφων μετασχηματισμών είναι απειροδιάστα-

τη με αποτέλεσμα να υπάρχουν πολύ ισχυροί περιορισμοί σε μία διδιάστατη σύμμορφη θεωρία

πεδίου. Ειδικότερα, είναι δυνατό μία τέτοια θεωρία να μελετηθεί χωρίς να είναι καν γνωστή
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η ακριβής μορφή της δράσης. Το μόνο που είναι απαραίτητο είναι η συμπεριφορά της θεωρίας

κάτω από τους σύμμορφους μετασχηματισμούς, η οποία είναι κωδικοποιημένη στον τανυστή

ενέργειας-ορμής.

Η μελέτη του τανυστή ενέργειας-ορμής για μία σύμμορφη θεωρία πεδίου οποιασδήποτε δι-

άστασης, γίνεται μέσω ενός διατηρούμενου κατά Noether ρεύματος, το οποίο εκφράζει την

αναλλοιώτητα της θεωρίας κάτω από απειροστούς σύμμορφους μετασχηματισμούς της μορ-

φής xµ → xµ + εµ(x). Το ρεύμα αυτό είναι Jµ = Tµνε
ν
και ικανοποιεί (σε κλασικό επίπεδο)

την σχέση διατήρησης ∂µJµ = 0, ενώ Tµν = Tνµ είναι ο συμμετρικός τανυστής ενέργειας-

ορμής της θεωρίας, η ακριβής μορφή του οποίου δεν είναι απαραίτητο να είναι γνωστή. Η

σχέση διατήρησης του κλασικου ρεύματος Noether σε συνδυασμό με την σύμμορφη Killing

εξίσωση (2.2.3) δίνει το σημαντικό αποτέλεσμα ότι:

Σε μία σύμμορφη θεωρία πεδίου ο τανυστής ενέργειας-ορμής έχει μηδενικό ίχνος

Tµ
µ = 0. (2.2.4)

Στην περίπτωση των δύο διαστάσεων (και ευκλείδιας μετρικής) ο μηδενισμός του ίχνους του

τανυστή ενέργειας-ορμής μεταφράζεται στον μηδενισμό των μη-διαγώνιων Tzz̄ = Tz̄z = 0

στοιχείων και της ολομορφικότητας και αντι-ολομορφικότητας (ή χειραλικότητας και μη-

χειραλικότητας για Λορένζια μετρική) των διαγώνιων στοιχείων Tzz(z, z̄) = T (z) και

Tz̄z̄(z, z̄) = T̄ (z̄).

2.2.3 ΄Αλγεβρα Virasoro

Σε κβαντικό επίπεδο, ο τανυστής ενέργειας-ορμής μπορεί να αναπτυχθεί σε σειρά Laurent

ως

T (z) =
∑
m∈Z

Lmz
m−2, Lm =

1

2πi

∮
zm+1T (z)dz, (2.2.5)

όπου οι συντελεστές Ln, n ∈ Z του αναπτύγματος ικανοποιούν την άλγεβρα V irasoro με

κεντρικό φορτίο c. Η άλγεβρα αυτή αντιστοιχεί στην κεντρική επέκταση της άλγεβρας Witt

των απειροστών σύμμορφων μετασχηματισμών και έχει τις ακόλουθες σχέσεις μετάθεσης

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n +
c

12
(m3 −m)δm+n,0, (2.2.6)

με τους {L−1, L0, L1} να είναι οι γεννήτορες των καθολικών σύμμορφων μετασχηματισμών

SL(2,C)/Z2.

Η σχέση (2.2.6) προκύπτει από το OPE του τανυστή ενέργειας-ορμής με τον εαυτό του, το
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οποίο παρουσιάζεται στην επόμενη υποενότητα.

2.2.4 Πρωτεύοντα πεδία σύμμορφης διάστασης (h, h̄)

Αν ένα πεδίο στις δύο διαστάσεις μετασχηματίζεται κάτω απο σύμμορφους μετασχηματισμούς

z → f(z) ως

φ(z, z̄)→ φ′(z, z̄) =

(
∂f

∂z

)h(
∂f̄

∂z̄

)h̄
φ(f(z), f̄(z̄)) (2.2.7)

ονομάζεται πρωτεύον πεδίο σύμμορφης διάστασης (h, h̄), όπου το h αντιστοιχεί στην ολο-

μορφική ενω το h̄ στην αντι-ολομορφική διάσταση, και έχει συνολική σύμμορφη διάσταση

∆ = h+ h̄. Αν η σχέση (2.2.7) ισχύει μόνο για καθολικούς σύμμορφους μετασχηματισμούς,

δηλαδή για f ∈ SL(2,C)/Z2, τότε το πεδίο φ λέγεται οιονεί-πρωτεύον πεδίο.

΄Ενα πρωτεύον πεδίο είναι πάντα οιονεί-πρωτεύον, αλλά το αντίστροφο δεν ισχύει.

΄Ενας εναλλακτικός ορισμός για τα πρωτεύοντα πεδία ειναι ο εξής:

΄Ενα πεδίο φ(z, z̄) λέγεται πρωτεύον με σύμμορφες διαστάσεις διαστάσεις (h, h̄) αν το Ανά-

πτυγμα του Τανυστικού Γινομένου (OPE) του με τον τανυστή ενέργειας-ορμής Τ(z) έχει

την ακόλουθη μορφή

T (z)φ(w, w̄) =
h

(z − w)2
φ(w, w̄) +

1

z − w
∂wφ(w, w̄) + . . . (2.2.8)

και όμοια για το αντι-ολομορφικό μέρος, με τις τελείες να υποδηλώνουν όρους με ομαλό

όριο καθώς z → w.

Το OPE αυτό ισοδυναμεί με τις ακόλουθες σχέσεις μετάθεσης των συντελεστών Laurent

[Lm, φn] = ((h− 1)m− n)φm+n, ∀m,n ∈ Z, (2.2.9)

όπου Ln είναι οι συντελεστές του αναπτύγματος Laurent (2.2.5) του τανυστή ενέργειας-

ορμής, και φn οι συντελεστές του αναπτύγματος Laurent του πεδίου φ(z), το οποίο αναλύε-

ται ως

φ(w) =
∑
n∈Z

φnw
n−h, φn =

1

2πi

∮
wn+h−1φ(w)dw. (2.2.10)

Τότε, η μετάβαση απο την σχέση (2.2.8) στην (2.2.9) γίνεται παίρνοντας τον μεταθέτη των

συντελεστών Laurent και αντικαθιστώντας απο τις (2.2.5) και (2.2.10). Αυτό συνεπάγεται
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την ακόλουθη σχέση

[Lm, φn] =

∮
|z|>|w|

dz

2πi

∮
C(0)

dw

2πi
zm+1wn+h−1T (z)φ(w) (2.2.11)

−
∮
|z|<|w|

dz

2πi

∮
C(0)

dw

2πi
zm+1wn+h−1φ(w)T (z). (2.2.12)

Απο την κβαντική θεωρία πεδίου είναι γνωστό ότι οι συναρτήσεις συσχετισμού ορίζονται ως

γινόμενα χρονικά ταξινομιμένων τελεστών.

Στο επίπεδο της σύμμορφης θεωρίας πεδίου, η χρονική ταξινόμιση αντιστοιχεί σε ακτινική

ταξινόμιση μέσω της αλλαγής μεταβλητών: z = eτeiσ όπου |z| = eτ και έτσι, το γινόμενο

δύο τελεστών A(z)B(w) έχει νόημα μόνο για |z| > |w|.
Συνεπώς, ορίζεται η Ακτινική ταξινόμιση δύο τελεστών ως

R
(
A(z)B(w)

)
=

A(z)B(w) για |z| > |w|

B(w)A(z) για |z| < |w|
,

η οποία στο πλαίσιο ενός μεταθέτη χρησιμοποιείται ως εξής:∮
dz[A(z), B(w)] =

∮
|z|>|w|

dzA(z)B(w)−
∮
|z|<|w|

B(w)A(z) =

∮
C(w)

dzR
(
A(z)B(w)

)
,

με το C(w) να αναφέρεται στην επικαμπύλια ολοκλήρωση σε κύκλο με κέντρο το w.

Η ακτινική ταξινόμιση για ευκολία συμβολίζεται απλά ως A(z)B(w) και αντιστοιχεί στο

ανάπτυγμα γινομένου των δύο τελεστών (OPE).

Γυρνόντας πάλι στην απόδειξη της σχέσης (2.2.9) και χρησιμοποιώντας τα προηγούμενα

επιχειρήματα, η (2.2.12) έρχεται στη μορφή

[Lm, φn] =

∮
C(w)

dz

2πi

∮
C(0)

dw

2πi
zm+1wn+h−1T (z)φ(w).

Αντικαθιστώντας τώρα το OPE που εμφανίστηκε στην πάνω σχέση από την (2.2.8), χρη-

σιμοποιώντας τη σχέση των ολοκληρωτικών υπολοίπων∮
dz

2πi

f(z)

(z − z0)n+1
=
f (n)(z0)

n!

και ολοκληρώνοντας διαδοχικά ως προς z και w αποδεικνύεται η έκφραση (2.2.9).

Τέλος, όσον αφορά το OPE του τανυστή ενέργειας-ορμής με τον εαυτό του, αυτό έχει την
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μορφή

T (z)T (w) =
c/2

(z − w)4
+

2

(z − w)2
T (w) +

1

z − w
T (w) + ομαλοί όροι (2.2.13)

με το c να είναι αριθμός που σχετίζεται με τους βαθμούς ελευθερίας της θεωρίας και του

οποίου η σημασία αναλύεται στην επόμενη υποενότητα καθώς και στην ενότητα της συνάρ-

τησης κεντρικού φορτίου και της ανωμαλίας Weyl.

Η τελευταία σχέση υποδηλώνει οτι ο τανυστής ενεργειας-ορμής είναι μεν οιονει-πρωτεύον

πεδίο, αλλά δεν αποτελεί πρωτεύον πεδίο σύμφωνα με τον ορισμό που δώθηκε στην (2.2.8).

Τέλος, από το OPE (2.2.13) και με χρήση του αναπτύγματος (2.2.5) για τον τανυστή

ενέραγειας-ορμής, προκύπτει η άλγεβρα Virasoro της (2.2.6), μέσω μίας διαδικασίας όμοιας

με αυτή που αναλύθηκε παραπάνω για την άλγεβρα των πρωτεύοντων πεδίων.

2.2.5 ΄Αλγεβρα των οιονεί-πρωτευόντων πεδίων

Οι συναρτήσεις συσχετισμού δύο και τριών σημείων για τα πρωτεύοντα πεδία προκύπτουν,

μέσω των ισχυρών περιορισμών που επιβάλλει η αναλλοιώτητα κάτω από τους σύμμορφους

μετασχηματισμούς, να είναι οι ακόλουθες [1, 2, 3, 7]

〈φi(z)φj(w)〉 =
dijδhi,hj

(z − w)2hi
, 〈φ1(z1)φ2(z2)φ3(z3)〉 =

C123

zh1+h2−h3
12 zh2+h3−h1

23 zh1+h3−h2
13

,

(2.2.14)

με τις dij, C123 να είναι σταθερές και αντίστοιχες σχέσεις να ισχύουν για τον αντι-ολομορφικό

τομέα.

Ο γενικότερος τύπος αυτών των συναρτήσεων συσχετισμού επιτρέπει την εξαγωγή [1] του

γενικού τύπου για το OPE δύο ολομορφικών οιωνεί-πρωτευόντων πεδίων σε όρους άλλων

οιωνεί-πρωτευόντων πεδίων και των παραγώγων τους (πεδία απόγονοι)

φi(z)φj(w) =
∑
k,n≥0

Ck
ij

αnijk
n!

1

(z − w)hi+hj−hk−n
∂(n)φk(w),

με παράγοντες

αnijk =

(
2hk + n− 1

n

)−1(
hk + hi − hj + n− 1

n

)

και

Cijk = C l
ijdlk.
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Αναπτύσοντας τώρα τα οιονεί-πρωτεύοντα πεδία φi(z) σε σειρά Laurent

φi(z) =
∑
m∈Z

φ(i)mz
−m−hi , φ(i)m =

1

2πi

∮
dzzm+hi−1φi(z) (2.2.15)

και δουλεύοντας με τα επικαμπύλια ολοκληρώματα όπως και πριν, μπορεί να εκφρασθεί το

OPE σαν σχέση μετάθεσης για τους συντελεστές Laurent των πεδίων ως

[φ(i)m, φ(j)n] =
∑
k

Ck
ijpijk(m,n)φ(k)m+n + dijδm,−n

(
m+ hi − 1

2hi − 1

)
, (2.2.16)

όπου

pijk(m,n) =
∑

r,s∈Z+
0 ,r+s=hi+hj−hk−1

Cijk
r,s

(
m+ hi − 1

r

)
(2.2.17)

και

Cijk
r,s = (−1)r

(2hk − 1)!

(hi + hj + hk − 2)!

s−1∏
t=0

(2hi − 2− r − t)
r−1∏
u=0

(2hj − 2− s− u) (2.2.18)

2.2.6 ΄Αλγεβρες ρευμάτων

΄Ενα ολομορφικό πεδίο J(z) με σύμμορφη διάσταση h=1 ονομάζεται ρεύμα. Το ίδιο ισχύει

και για ένα αντι-ολομορφικό πεδίο J̄(z̄) με h̄ = 1.

Σε μια θεωρία με Ν οιονεί-πρωτεύοντα ρεύματα Ja(z), a = 1, .., N , τα οποία εκφράζονται με

τη μορφή αναπτύγματος σε σειρά Laurent ως

Ja(z) =
∑
n∈Z

z−n−1Jan, (2.2.19)

προκύπτει απο την (2.2.16) η ακόλουθη άλγεβρα για τους συντελεστές Jan

[Jam, J
b
n] =

∑
k

Cabcp111(m,n)J cm+n + dabmδm,−n, (2.2.20)

όπου σύμφωνα με την (2.2.17) p111(m,n) = 1, ενώ Cabc = −Cbac
λόγω της αντισυμμετρι-

κότητας του μεταθέτη.

Στη συνέχεια, με τη διαγωνιοποίηση του πίνακα dab επέρχεται μια στροφή στα πεδία, και με

μια αλλαγή κλίμακας επιτυγχάνεται dab = kδab, με το k να είναι μια σταθερά αναλογίας.

Γράφοντας λοιπόν τα πεδία στην νέα βάση και συμβολίζοντας την σταθερά Cabc
με fabc,
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προκύπτει για την άλγεβρα των συντελεστών Laurent η σχέση

[Jam, J
b
n] = fabcJ cm+n + kmδabδm,−n. (2.2.21)

Η άλγεβρα αυτή ονομάζεται Αφινική (Affine) Kac-Moody άλγεβρα gk και αποτελεί την κε-

ντρική επέκταση μιας Lie άλγεβρας g, με τις σταθερές fabc να είναι οι σταθετές δομής της,

και το k να είναι η τάξη της. Οι μηδενικοί τρόποι ταλάντωσης ικανοποιούν την Lie άλγεβρα

g, ενώ ο επιπλέον όρος με το k είναι ένας κεντρικός όρος, με την ίδια έννοια που η άλγεβρα

Virasoro είναι μία κεντρική επέκταση της άλγεβρας Witt.

Οι σχέσεις μετάθεσης (2.2.21) είναι ισοδύναμες με το ακόλουθο OPE μεταξύ των ολομορ-

φικών ρευμάτων

Ja(z)J b(w) =
kδab

(z − w)2
+

ifabc

z − w
J c(w) + ομαλό, (2.2.22)

ενώ αντίστοιχες σχέσεις ικανοποιούνται και για τα αντι-ολομορφικά ρεύματα J̄a(z̄), με

Ja(z)J̄ b(w̄) = ομαλό. (2.2.23)

Είναι γεγονός ότι για κάθε απλή άλγεβρα Lie μπορεί να υπάρξει μία αντίστοιχη αφινική

Kac-Moody η οποία συμβολίζεται ως gk (ή ĝk).

2.2.7 Ο Sugawara τανυστής ενέργειας-ορμής

Προκειμένου να παραχθεί μία άλγεβρα συμμετρίας απο τα ρεύματα η οποία θα είναι συμβατή

με την άλγεβρα Virasoro, πρέπει να υπάρχει ένας τανυστής ενέργειας-ορμής T (z), τέτοιος

ώστε τα ρεύματα Ja(z) να έχουν σύμμορφη διάσταση h = 1 ως προς αυτόν.

Ο Sugawara τανυστής ενέργειας-ορμής μιας σύμμορφης θεωρίας πεδίου που δίνεται απο

μία άλγεβρα ρευμάτων gk είναι [3, 1]

T (z) =
1

2(k + hV )

dimg∑
a=1

: JaJa : (z), (2.2.24)

όπου k είναι η τάξη της Kac-Moody άλγεβρας gk, h
V

είναι ο δυϊκός Coxeter αριθμός ο οπο-

ίος ισούται με την ιδιοτιμή του τετραγωνικού τελεστή Casimir στην συζυγή αναπαράσταση

της άλγεβρας, και το :: υποδηλώνει την κανονική διάταξη των πεδιακών ρευμάτων Ja(z).

Στη συνέχεια, χρησιμοποιώντας τον τανυστή ενέργειας-ορμής της σχέσης (2.2.24), είναι δυ-

νατόν να υπολογισθεί το κεντρικό φορτίο μιας σύμμορφης θεωρίας πεδίου που προσδιορίζεται
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μέσω του OPE (2.2.13) και προκύπτει ότι

c =
kdimg

k + hV
. (2.2.25)

Επειδή ο Sugawara τανυστής ενέργειας-ορμής κατασκευάζεται απο Kac-Moody ρεύματα,

αναμένεται ένα Kac-Moody πρωτεύον πεδίο να είναι επίσης Virasoro πρωτεύον, ενώ το α-

ντίθετο δεν ισχύει γενικά.

2.2.8 Συναρτήσεις συσχετισμού των ρευμάτων

΄Εχοντας υπολογίσει την άλγεβρα για τα ρεύματα, και επαναορίζοντας αυτά ως Ja 7→ Ja
√
k

για λόγους διευκόλυνσης που θα γίνουν εμφανείς στην συνέχεια της εργασίας, εύκολα προ-

κύπτουν για τις συναρτήσεις συσχετισμού δύο και τριών σημείων οι ακόλουθες σχέσεις

〈Ja(z1)Jb(z2)〉 =
δab

(z1 − z2)2
, (2.2.26)

〈Ja(z1)Jb(z2)Jc(z3)〉 =
1√
k

fabc
(z1 − z2)(z2 − z3)(z1 − z3)

, (2.2.27)

ενώ για την συνάρτηση συσχετισμού τεσσάρων σημείων, προκύπτει ότι

〈Ja(x1)Ja1(z1)Ja2(z2)Ja3(z3)〉 =
1

k

fa1acfca2a3

(z1 − x1)(x1 − z2)(x1 − z3)(z2 − z3)
+

δaa1δa2a3

(x1 − z1)2(z2 − z3)2

+ κυκλικές μεταθέσεις των 1,2,3 , (2.2.28)

με facdfbcd = −cGδab5, όπου cG είναι η ιδιοτιμή του τετραγωνικού τελεστή Casimir στην

συζυγή αναπαράσταση της αντίστοιχης Lie άλγεβρας g. Η τελευταία σχέση προέκυψε μέσω

χρήσης της ταυτότητας του Ward για τα ρεύματα

〈Ja(z)Ja1(z1)Ja2(z2)...Jan(zn)〉 =

n∑
i=1

δaai
(z − zi)2

〈Ja1(z1)Ja2(z2)...Jai−1(zi−1)jai+1(zi+1)...Jan(zn)〉

+
1√
k

n∑
i=1

faaib
z − zi

〈Ja1(z1)Ja2(z2)...Jb(zi)J
an(zn)〉 , (2.2.29)

η οποία χρησιμοποιείται και για την εύρεση συναρτήσεων συσχετισμού περισσότερων σημεί-

ων.

5
Η σχέση αυτή ισχύει όταν οι πίνακες ta είναι ερμητιανοί οπότε οι σταθερές δομής είναι καθαρά φαντα-

στικές. Στην αντίθετη περίπτωση facdfbcd = +cGδab
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2.2.9 Kac-Moody Πρωτεύοντα πεδία

Δεδομένης μίας απλής αναπαράστασης ρ μίας Lie άλγεβρας g = Lie(G), ένα αφινικό πρω-

τέυον πεδίο Φρ(z) είναι ένα πεδίο που παίρνει τιμές στον χώρο της αναπαράστασης ρ έτσι

ώστε

Ja(z)Φρ(w) = − 1√
k

ρ(ta)Φρ(w)

w − z
+O(1), (2.2.30)

όπου το 1/
√
k έχει προκύψει λόγω του επαναορισμού Ja → Ja/

√
k των ρευμάτων που

αναφέρθηκε και προηγουμένως. ΄Ενα αφινικό πρωτέυον πεδίο είναι και πρωτεύον πεδίο κατά

Virasoro όπως προκύπτει από την κατασκευή Sugawara και η σύμμορφη διάστασή του δίνεται

σε όρους της ιδιοτιμής C2(ρ) του τετραγωνικού τελεστή Casimir στην αναπαράσταση ρ από

τη σχέση

∆ρ =
C2(ρ)

2(k + hV )
. (2.2.31)

Από την αντιστοιχία τελεστή-κατάστασης [1, 3, 6, 7] που υπάρχει για τις σύμμορφες θεωρίες

πεδίου, τα αφινικά πρωτέυοντα πεδία αντιστοιχούν σε αφινικές πρωτεύουσες καταστάσεις οι

οποίες είναι αναπαραστάσεις μέγιστου βάρους (Highest weight representations) της άλγε-

βρας gk.

2.3 Συνάρτηση κεντρικού φορτίου

Στην ενότητα αυτή παρουσιάζεται η έννοια της συνάρτησης κεντρικού φορτίου για μία δισ-

διάστατη επανακανονικοποιήσιμη κβαντική θεωρία πεδίου, όπως αναπτύχθηκε από τον A.

B. Zamolodchikov στην [53]. Η έννοια της συνάρτησης κεντρικού φορτίου είναι στενά συν-

δεδεμένη με την μη-αντιστρεψιμότητα της ροής της ομάδας επανακανονικοποίησης σε μία

δισδιάστατη κβαντική θεωρία πεδίου.

Ξεκινώντας από μία (Ευκλείδια) δράση S =
∫
L(g, µ, x)d2x, όπου µ είναι μια σταθερά

αποκοπής υψηλών ενεργειών και g = (g1, g2, ...) μία οικογένεια αδιάστατων παραμέτρων

ζεύξης οι οποίες αποτελούν συντεταγμένες ενός χώρου που ονομάζεται Χώρος παραμέτρων

ζεύξης, η έννοια της συνάρτησης κεντρικού φορτίου εισάγεται ως εξής:

΄Οπως αναφέρθηκε στην ενότητα της επανακανονικοποίησης, ένας μετασχηματισμός της ο-

μάδας αυτής σχετίζεται με αλλαγή της ενεργειακής κλίμακας και συνοδεύεται από την ο-

λοκλήρωση των βαθμών ελευθερίας που ανήκουν σε ενέργειες μεγαλύτερες της σταθεράς

αποκοπής για την κλίμακα αυτή. Η ολοκλήρωση αυτή προϊδεάζει για μία μη-αντριστρεπτή

διαδικασία στον χώρο ροής των παραμέτρων ζεύξης κάτω από την ομάδα επανακανονικοπο-

ίησης.

Σύμφωνα λοιπόν με το θεώρημα του Zamolodchikov
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1. Υπάρχει μία (γνησίως φθίνουσα κατά τη ροή από τις υψηλές στις χαμηλές ενέργειες)

συνάρτηση των σταθερών ζεύξης C(g) ≥ 0 ώστε

dC

dµ
≡ βi(g)

∂C(g)

∂gi
≤ 0. (2.3.1)

Ο επαναλαμβανόμενος δείκτης υποδηλώνει άθροιση, ενώ η ισότητα επιτυγχάνεται μόνο

στα σταθερά σημεία g = g∗ της ομάδας επανακανονικοποίησης όπου βi(g∗) = 0.

2. Τα σταθερά σημεία είναι στατικά για την C(g), δηλαδή για βi(g) = 0 προκύπτει

∂C
∂gi

= 0. Στα σταθερά αυτά κρίσιμα σημεία, η δισδιάστατη θεωρία πεδίου έχει μια α-

πειροδιάστατη σύμμορφη συμμετρία με τους αντίστοιχους γεννήτορες να ικανοποιούν

την άλγεβρα Virasoro της (2.2.6) με κεντρικό φορτίο c. Το κεντρικό φορτίο αυτό

παίρνει διαφορετικές τιμές για διαφορετικά σταθερά σημεία εφόσον κάθε κρίσιμο στα-

θερό σημείο της ομάδας επανακανονικοποίησης αντιστοιχεί και σε μία διαφορετική

σύμμορφη θεωρία πεδίου, συνεπώς c = c(g∗).

3. Η τιμή της C(g) στα σταθερά σημεία ταυτίζεται με αυτήν του κεντρικού φορτίου της

άλγεβρας Virasoro της αντίστοιχης συμμορφης θεωρίας πεδίου, δηλαδή C(g∗) = c(g∗).

Αυτές είναι οι υποθέσεις του επονομαζόμενου c-θεωρήματος του Zamolodchikov, ενώ η

απόδειξή του βρίσκεται αναλυτικά στην [53] και βασίζεται σε συνθήκες επανακανονικοποιη-

σιμότητας, θετικότητας και αναλλοιώτητας της θεωρίας κάτω από στροφές και μεταθέσεις,

καθώς και ιδιότητες σύμμορφων θεωριών πεδίου στις δύο διαστάσεις. Εν συντομία, περι-

λαμβάνει τον ορισμό των κάτωθι συναρτήσεων σε μία συγκεκριμένη ενεργειακή κλίμακα

C̃(g) = 2z4 〈T (x)T (0)〉 , Hi(g) = z2x2 〈T (x)Φi(0)〉 , Gij(g) = x4 〈Φi(x)Φj(0)〉 , (2.3.2)

όπου x2 = zz̄ = |z|2, T (x) = Tzz(x) η ολομορφική συνιστώσα του τανυστή ενέργειας-ορμής

και Φi(g, x) = ∂L(g,µ,x)
∂gi

.

Λόγω της συνθήκης θετικότητας της θεωρίας πεδίου, ο πίνακας Gij(g) είναι θετικά ορι-

σμένος και μπορεί να θεωρηθεί ως μετρική στον χώρο των παραμέτρων ζεύξης της θεωρίας,

ικανοποιώντας τη σχέση GikGkj = δij. Η μετρική αυτή πολλές φορές συναντάται και με την

ονομασία Μετρική του Zamolodchikov στον χώρο των παραμέτρων ζεύξης.

Είναι καλό να σημειωθεί εδώ ότι από τον υπολογισμό της πρώτης σχέσης της (2.3.2) σε

σταθερό σημείο της ομάδας επανακανονικοποίησης και από τον ορισμό του κεντρικού φορ-

τίου ως τον αριθμητικό παράγοντα στην συνάρτηση συσχετισμού δύο σημείων του τανυστή

ενέργειας-ορμής, προκύπτει ότι

〈T (z)T (0)〉g∗ = z−4 C̃(g∗)

2
= z−4 c(g

∗)

2
. (2.3.3)
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Επιστρέφοντας τώρα στο θεώρημα του Zamolodchikov, είναι εύκολο να αποδειχθεί με την

χρήση της εξίσωσης Callan-Symanzik και την μορφή του πίνακα της ανώμαλης διάστασης

γi
j(g) ≡

(
1

2
µ
∂

∂µ
− βk ∂

∂gk

)
Φi = (∂iβ

j)Φj, (2.3.4)

ότι

βi∂iC = −12βiβjGij. (2.3.5)

Πηγαίνοντας τώρα γύρω από ένα κρίσιμο σημείο g∗ και διαλέγοντας ένα σύστημα συντε-

ταγμένων στον χώρο των παραμέτρων ζεύξης ώστε g∗ = 0, μπορεί να γίνει το ανάπτυγμα

της μετρικής του Zamolodchikov γύρω από την επίπεδη μετρική ως Gij(g) = δij + O(g2).

Σε αυτή την περίπτωση, τα ανύσματα Φi(g
∗, x) είναι σύμμορφα πεδία και έχουν ανώμαλες

διαστάσεις ∆i. Εφαρμόζοντας θεωρία διαταραχών γύρω από το g∗ = 0 και έπειτα απο λίγη

άλγεβρα, εύκολα προκύπτει η σχέση

∂C(g)

∂gj
= −12Gijβ

i(g) (2.3.6)

γύρω από ένα σταθερό σημείο της ομάδας επανακανονικοποίησης.

2.4 Μποζονική Θεωρία χορδών, σ-πρότυπα και ρο-

ή κατά Ricci

Η θεωρία υπερχορδών αποτελεί μέχρι στιγμής την πιο επιτυχημένη προσπάθεια για την δη-

μιουργία μιας θεωρίας κβαντικής βαρύτητας. Η προσθήκη της υπερσυμμετρίας στην μποζο-

νική θεωρία χορδών συνεισφέρει στην απαλοιφή των αποκλίσεων που προκύπτουν κβαντικά

στους βρόγχους αλληλεπίδρασης των βαρυτονίων καθώς και στην ύπαρξη φερμιονικής ύλης

κατά την κβάντωση της θεωρίας χορδών. Θα γίνει εμφανές στη συνέχεια της ενότητας αυτής

ότι η κβάντωση της βαρύτητας εμπεριέχει μία χαμηλοενεργειακή ενεργό δράση σε επίπεδο

ενός βρόγχου που αντιστοιχεί σε κλασική βαρύτητα στις παραπάνω διαστάσεις, με την μόνη

διαφορά πλέον ότι η παράμετρος που υποδεικνύει την τάξη του αναπτύγματος των βρόγχων

δεν είναι το ~ αλλά μία καινούρια παράμετρος α′ με διαστάσεις (μήκους)
2
που σχετίζεται με

την καμπυλότητα του χώρου.

Στην ενότητα αυτή θα παρουσιασθούν συνοπτικά στοιχεία απο την μποζονική θεωρία χορ-

δών με βάση τις [9, 10, 11]

Προκειμένου να μπορέσει να υπάρξει μία συνεπής θεωρία κβαντικής βαρύτητας, οι ακόλουθες

απαιτήσεις θα πρέπει να ικανοποιούνται [9]:
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1. Σε χαμηλές ενέργειες θα πρέπει να προκύπτει η θεωρία της γενικής σχετικότητας

2. Επίσης σε χαμηλές ενέργειες θα πρέπει η θεωρία να καταρρέει σε κάτι αντίστοιχο του

Καθιερωμένου Προτύπου

3. Για να μπορεί να γίνεται λόγος για βαρύτητα θα πρέπει το φάσμα της κβαντικής θεωρίας

να μπορεί να προβλέπει την ύπαρξη άμαζων βαθμών ελευθερίας με ελικότητα h = ±2

4. Συμπεριλαμβάνοντας αλληλεπιδράσεις, η θεωρία θα πρέπει να παραμένει από μαθημα-

τικής άποψης συνεπής.

Μποζονική θεωρία χορδών και σ-πρότυπα

Σύμφωνα με τα προηγούμενα λοιπόν, ένας ωραίος τρόπος για να εισαχθεί η θεωρία χορδών

είναι μέσω της γενικής σχετικότητας. ΄Εστω η θεωρία της γενικής σχετικότητας σε d

χωροχρονικές διαστάσεις με κοσμολογική σταθερά Λ και ένα πραγματικό βαθμωτό πεδίο

ύλης Φ

S[g,Φ] =

∫
ddx
√
−g
(
R− 1

2
gmn∂mΦ∂nΦ− Λ

)
, m, n = 1, ..., d (2.4.1)

όπου gmn είναι η μετρική της αντίστοιχης πολλαπλότητας και R η βαθμωτή ποσότητα Ricci.

Η δράση αυτή είναι αναλλοίωτη κάτω απο διαφορομορφισμούς οι οποίοι αποτελούν συμμετρία

της μετρικής, καθώς και κάτω απο μια καθολική συμμετρία μεταθέσεων ως προς τα πεδία

Φ→ Φ + a.

Σε αυτή τη δράση μπορούν να εισαχθούν τώρα επιπρόσθετες συμμετρίες με την προσθήκη

επιπλέον βαθμωτών πεδίων και την εισαγωγή γραμμικών συνδυασμών γινομένων αυτών ως

εξής

S[g,Φ] =

∫
ddx
√
−g
(
R− 1

2
gmn∂mΦi∂nΦjMij − Λ

)
, i, j = 1, ..., D (2.4.2)

όπου ο πίνακας Mij δεν εξαρτάται απο τα πεδία Φ και οι δέικτες i, j = 1, ...D ορίζουν έναν

νέο D−διάστατο εσωτερικό χώρο με συντεταγμένες τα πεδία Φi
. Οι συμμετρίες της (2.4.2)

τώρα είναι οι διαφορομορφισμοί στην d−διάστατη πολλαπλότητα, οι μεταθέσεις των πεδίων

Φi → Φi + ai αλλά και η επιπλέον καθολική συμμετρία Φi → LijΦ
j
με τους πίνακες Lij να

ικανοποιούν τη σχέση LTML = M .

Αν ο πίνακας M = 1DxD τότε η καθολική συμμετρία αντιπροσωπεύει στροφές στον εσω-

τερικό D−διάστατο χώρο και εκφράζεται από την ομάδα SO(D). Οι στροφές αυτές σε

συνδυασμό με τις μεταθέσεις των πεδίων παράγουν την ομάδα Poincare στις D διαστάσεις,

κάτω από την οποία είναι τελικά αναλλοίωτη η δράση (2.4.2). Οι εξισώσεις κίνησης ως προς
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την μετρική της πολλαπλότητας για αυτή τη δράση είναι

δS

δgmn
= 0 =⇒ Rmn −

1

2
gmnR + Λgmn = Tmn, (2.4.3)

όπου Rmn έιναι ο τανυστής Ricci που αντιστοιχεί στην gmn και Tmn είναι ο Τανυστής

Ενέργειας-Ορμής της θεωρίας με τα πεδία ύλης, ο οποίος ισούται με Tmn = Mij(∂mΦi∂nΦj−
gmng

rs∂rΦ
i∂sΦ

j).

Πηγαίνοντας τώρα στις δύο χωροχρονικές διαστάσεις d = 2 όπου υπάρχουν δύο συντε-

ταγμένες (x0, x1) = (τ, σ) και μετονομάζοντας επίσης

Φi → Xµ(τ, σ), Mij → ηµν , gmn → hmn, m, n = 1, 2, µ, ν = 1, ..., D ,

είναι εύκολο να δειχθεί ότι ο τανυστής Einstein μηδενίζεται, αφήνοντας από τις εξισώσεις

κίνησης Λgmn = Tmn. Ξέροντας όμως την μορφή του τανυστή ενέργειας-ορμής και πάιρνο-

ντας το ίχνος προκύπτει Tm
m = hmnTmn = 0, συνεπώς η μόνη τιμή κοσμολογικής σταθεράς

για την οποία οι εξισώσεις κίνησης είναι συνεπείς είναι η Λ = 0.

Μία επιπλέον πληροφορία που προκύπτει λόγω του μηδενισμού του ίχνους του τανυστή

ενέργειας-ορμής, είναι ότι η θεωρία στον διδιάστατο χωρόχρονο έχει μία επιπλέον συμμετρία

και είναι αναλλοίωτη κάτω από σύμμορφους μετασχηματισμούς.

Επιστρέφοντας τώρα στην δράση (2.4.2), ο όρος που περιλαμβάνει την καμπυλότητα Ricci

στις δύο διαστάσεις είναι απλά μια σταθερά, η οποία σε ευκλείδια μορφή και για μία κλειστή

Ριμάνεια επιφάνεια ταυτίζεται με το τοπολογικό αναλλοίωτο του αριθμού Euler, δίνοντας

πληροφορίες για την τοπολογία της δισδιάστατης επιφάνειας Σ

χ =

∫
Σ

dtdσ
√
−hR, t = iτ.

Εφόσον λοιπόν είναι απλά ένας αριθμός, δεν συνεισφέρει δυναμικά στη δράση και μπορεί να

παραλειφθεί για τώρα.

Αυτό που μένει απο την δράση (2.4.2) στις d = 2 χωροχρονικές διαστάσεις είναι

S[hmn, X
µ] =

1

2πα′

∫
d2σ
√
−h
(
−1

2
hmn∂mX

µ∂nX
νηµν

)
,

m, n = 1, 2, µ, ν = 1, ..., D.

(2.4.4)

Η δράση (2.4.4) είναι η δράση του Polyakov η οποία περιγράφει την διάδοση μιας χορδής

μέσα σε ένα χώρο μεγαλύτερης διάστασης. Η χορδή καθώς κινείται διαγράφει μία δισδι-

άστατη επιφάνεια η οποία παραμετροποιείται απο τους λατινικούς δείκτες και απο τώρα και
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στο εξής θα αναφέρεται ως Κοσμικό Φύλλο (Worldsheet), ενώ ο εσωτερικός χώρος μέσα

στον οποίο είναι εμβαπτισμένη η διδιάστατη επιφάνεια παραμετροποιείται απο τους ελληνι-

κούς δείκτες και θα αναφέρεται ως Χώρος στόχος (Target space). Συνεπώς, η δράση αυτή

περιγράφει μια απεικόνιση από το κοσμικό φύλλο της χορδής στον χώρο στόχο με μετρική

ηµν .

Αξίζει να σημειωθεί εδώ ότι τα πεδία Xµ
αποτελούν συντεταγμένες του χώρου στόχου,

και συνεπώς αποτελούν ανύσματα για τον χώρο αυτό, ενώ όσον αφορά μετασχηματισμούς

των συντεταγμένων (τ, σ) του κοσμικού φύλλου, τα Xµ
συμπεριφέρονται ως βαθμώτά πεδία.

Οι συμμετρίες της δράσης (2.4.4) είναι:

-Αναλοιότητα κάτω από διαφορομορφισμούς σa → σa(τ, σ)

-Αναλλοιώτητα κάτω απο την καθολική συμμετρία δXµ(τ, σ) = aµνX
ν(τ, σ)+bµ, δhab = 0

-Αναλοιότητα κάτω από μετασχηματισμούς Weyl που αντιστοιχούν σε ανακλιμάκωση της

μετρικής κατά έναν παράγοντα hab → eΦ(τ,σ)hab, δXµ = 0.

΄Οπως θα γίνει εμφανές στην επόμενη ενότητα, η τελευταία συμμετρία της δράσης αυτής

ισχύει σε κλασικό επίπεδο/επίπεδη μετρική χώρου στόχου, ενώ σε κβαντικό επίπεδο/γενική

μετρική χώρου στόχου υπεισέρχεται η αντίστοιχη ανωμαλία.

Η δράση (2.4.4) εμπιπτει στην κατηγορία των Γραμμικών σ-προτύπων εφόσον η μετρική

ηµν δεν εξαρτάται από τα πεδία Xµ
. Παρόλα αυτά όμως, η έκφραση (2.4.4) μπορεί να γενι-

κευθεί έτσι ώστε στην θέση της ηµν να υπάρχει μια γενικευμένη μετρική καμπύλου χώρου

Gµν(X), η οποία θα εξαρτάται και από τα πεδία Xµ
. Στην περίπτωση αυτή το πρότυπο

ονομάζεται Μη-Γραμμικό σ-πρότυπο.

΄Οπως θα αναλυθεί και στη συνέχεια, σε ένα σ-πρότυπο η χορδή μπορεί να είναι συζευγ-

μένη εκτός απο την μετρική και με άλλα αντικείμενα, όπως ένας αντισυμμετρικός τανυστής

δεύτερης τάξης Bµν (σε αναλογία με το δυναμικό βαθμίδας Aµ που υπάρχει στον ηλεκτρο-

μαγνητισμό) ή ένα βαθμωτό πεδίο που ονομάζεται διαστελόνιο.

Μετά την κβάντωση της μποζονικής θεωρίας χορδών και την ανάλυση σε κανονικούς τρόπους

ταλάντωσης (διαδικασία η οποία αναλύεται στις [10, 9]), το φάσμα της θεωρίας των κλειστών

χορδών μεταξύ των άλλων περιλαμβάνει και άμαζες αναπαραστάσεις της ομάδας Lorentz. Οι

μη-αναγωγίσιμες αναπαραστάσεις αντιστοιχούν σε έναν συμμετρικό τανυστή δεύτερης τάξης,

έναν αντισυμμετρικό και μία βαθμωτή ποσότητα. Η βαθμωτή ποσότητα αντιστοιχεί στο δια-

στελόνιο (dilaton), ο αντισυμμετρικός τανυστής δεύτερης τάξης ουσιαστικά αντιστοιχεί σε

μια 2-μορφή B = BµνdX
µdXν

στον χώρο στόχο, ενώ ο συμμετρικός τανυστής δεύτερης

τάξης αντιστοιχεί στη μετρική του χώρου στόχου και αποτελεί έναν πολύ καλό υποψήφιο για

το βαρυτόνιο. Προκειμένου να γίνει ξεκάθαρο το γεγονός ότι πρόκειται για το βαρυτόνιο,
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πρέπει να μελετηθούν οι αλληλεπιδράσεις στα πλαίσια μιας θεωρίας κβαντικής βαρύτητας.

Εδώ είναι ενα καλό σημείο για να τονισθεί ότι η αναλλοιώτητα της θεωρίας κάτω απο σύμμορ-

φους μετασχηματισμούς που αναφέρθηκε πιό πάνω, είναι στο επίπεδο του κοσμικού φύλλου

και όχι του χώρου στόχου στον οποίο βρίσκεται η βαρύτητα που μελετάται.

Ροή κατά Ricci

Χρησιμοποιώντας την αναλλοιώτητα κάτω από συμμορφους μετασχηματισμούς στο κοσμικό

φύλλο είναι δυνατόν να υπάρξει μία καλώς ορισμένη θεωρία κβαντικής βαρύτητας στον χώρο

στόχο, χωρίς απειρισμούς στις υψηλές ενέργειες. Οι προϋποθέσεις για μια καλώς ορισμένη

UV θεωρία κβαντικής βαρύτητας θα μελετηθούν σε αυτή την υποενότητα.

Η δράση του Polyakov σε έναν χώρο με καμπυλότητα που εκφράζεται από την γενικευ-

μένη μετρική Gµν(X)

SP =
1

2πα′

∫
d2σ
√
−hhab∂aXµ∂bX

nGµν(X), (2.4.5)

αποτελεί ουσιαστικά μία δισδιάστατη κβαντική θεωρία πεδίου στο κοσμικό φύλλο, με τα

βαθμωτά πεδία Χ να αλληλεπιδρούν μεταξύ τους μεσώ της μετρικής Gµν του χώρου στόχου,

η οποία σε αυτή την περίπτωση αποτελεί την παράμετρο ζεύξης των αλληλεπιδράσεων. Αυτή

η δισδιάστατη κβαντική θεωρία πεδίου ερμηνεύεται ως η διάδοση της χορδής σε έναν χώρο

στόχο με μετρική ds2 = GµνdX
µdXν

.

Παρόλα αυτά όμως, η δράση (2.4.5) είναι μία μη-γραμμική θεωρία, η οποία στερείται ακόμα και

έναν σωστά κανονικοποιημένο κινηματικό όρο. Προκειμένου να εμφανισθεί ο κινηματικός

όρος ορθά κανονικοποιημένος, εφαρμόζεται ανάπτυγμα της δράσης γύρω από ένα πεδίο

υποβάθρου x̄µ θεωρώντας μικρές κβαντικές (αδιάστατες) διακυμάνσεις Y µ(τ, σ) γύρω από

αυτό ακολουθώντας την ίδια λογική που εφαρμόσθηκε για την ενεργό δράση στο επίπεδο

ενός βρόγχου. Αντικαθιστώντας λοιπόν Xµ(τ, σ) = x̄µ +
√
α′Y µ(τ, σ) στη πάνω δράση

προκύπτει

SP =
1

2π

∫
d2σ
√
−hhab∂aY µ∂bY

nGµν(x̄+
√
α′Y ).

Στη γλώσσα της θεωρίας διαταραχών, έχοντας θεωρήσει τις κβαντικές διακυμάνεις Y πολύ

μικρές, το ανάπτυγμα κατά Taylor δίνει για την μετρική

Gµν(x̄+
√
α′Y ) = Gµν(x̄) +

√
α′
∂Gµν(X)

∂Xρ

∣∣∣∣
X=x̄

Y ρ +
α′

2

∂2Gµν(X)

∂Xρ∂Xσ

∣∣∣∣
X=x̄

Y ρY σ + . . . ,

όπου η Gµν(x̄) έχει ως στοιχεία απλά αριθμούς και οι τελείτσες δηλώνουν όρους ανώτερης

τάξης ως προς τη σταθερά α′. Εισάγοντας το ανάπτυγμα αυτό στην τελευταία δράση, ο
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κινηματικός όρος παιρνει τη μορφή

Gµν(x̄)∂aY
µ∂bY

ν ,

η οποία όμως δεν είναι ακόμα ορθά κανονικοποιημένη δεδομένου ότι περιλαμβάνει μίξη των

πεδίων Y µ
. Το εμπόδιο αυτό μπορεί να ξεπερασθεί χρησιμοποιώντας τις κανονικές Ριμάνειες

συντεταγμένες (Riemann Normal Coordinates) και αναπτύσσοντας την γενική μετρική Gµν

γύρω από την επίπεδη ηµν ως Gµν(x̄) = ηµν +α′Rµνργ(x̄)Y ρY γ
όπου Rµνργ είναι ο τανυστής

Riemann. Κάνοντάς το αυτό, σε πρώτη τάξη ως προς την σταθερά α′, προκύπτει ο ορθά

κανονικοποιημένος κινηματικός όρος ∂aY
µ∂bY

νηµν και όροι αλληλεπίδρασης της μορφής

Lint = α′Rµρνγ(x̄)Y ρY γ∂aY
µ∂bY

νhab
√
−h. (2.4.6)

Από την μορφή των αλληλεπιδράσεων (και θεωρώντας τώρα για ευκολία επίπεδη τη μετρική

στο κοσμικό φύλλο) είναι εμφανές ότι οι κορυφές αλληλεπίδρασης τεσσάρων σημείων στα

διαγράμματα Feynamn θα είναι ανάλογες της ποσότητας α′Rµρνγ(x̄)kµak
aν
, και συνεπώς οι

αποκλίσεις που θα εμφανιστούν στις ολοκληρώσεις στο επίπεδο του ενός βρόγχου της θε-

ωρία διαταραχών θα είναι α′Rµρνγk
µ
ak

aνηργ log(µ/µ′) όπου μ είναι μία κλίμακα αποκοπής και

μ΄ μια άλλη ενεργειακή κλίμακα αναφοράς.

Η εμφάνιση αυτών των απειρισμών υποδηλώνει ότι για να είναι καλώς ορισμένη η θεωρία

στις υψηλές ενέργειες, η μετρική Gµν(x̄) πρέπει να επαναορισθεί με την προσθήκη αντισταθ-

μιστικών όρων, ως μια επανακανονικοποιημένη παράμετρος ζεύξης.

Η μετρική επαναορίζεται ως Gnew
µν (x̄) = Gµν(x̄) + α′Rµν(x̄) log(µ/µ′). Επαναλαμβάνοντας

τους υπολογισμούς με την νέα αυτή μετρική, τα αποτελέσματα μέχρι και το επίπεδο ενός

βρόγχου θα βγουν πεπερασμένα.

΄Ομως, εφόσον η μετρική αποτελεί παράμετρο ζεύξης, είναι πλέον δυνατός ο υπολογισμός της

ροής της παραμέτρου αυτής με την ενέργεια στα πλαίσια της ομάδας επανακανονικοποίησης.

Η β-συνάρτηση που προκύπτει στο επίπεδο του ενός βρόγχου είναι [9, 10, 11]

βµν = µ′
∂Gnew

µν

∂µ′
= α′Rµν(x̄) +O(α′2) (2.4.7)

Η ροή αυτή στον χώρο στόχο ονομάζεται Ροή κατά Ricci.

Προφανώς, διατήρηση της αναλλοιώτητας κάτω από σύμμορφους μετασχηματισμούς στο κο-

σμικό φύλλο επιβάλλει τον μηδενισμό της παραπάνω β-συνάρτησης. Ο μη-μηδενισμός της

(2.4.7) συνδέεται με την απόκτηση μη-μηδενικού ίχνους του τελεστή ενέργειας-ορμής της

σύμμορφης θεωρίας, πού αντιστοιχεί με τη σειρά του στην ύπαρξη σύμμορφης ανωμαλίας
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στην θεωρία σε κβαντικό επίπεδο και θα αναλυθεί εκτενώς σε επόμενη ενότητα του κεφα-

λαίου.

Προηγουμένως αναφέρθηκε ότι μία κλειστή μποζονική χορδή μπορεί να έχει και άλλες άμαζες

αναπαραστάσεις όπως αυτή του πεδίου του διαστελονίου και του αντισυμμετρικού τανυστή

Bµν .

Ξεκινώντας τώρα από μία γενική δράση

S =
1

2πα′

∫
d2σ

(√
−hhabGµν(X) + εabBµν(X)

)
∂aX

µ∂bX
ν +

∫
d2σ
√
−hΦ(τ, σ)R(2), (2.4.8)

όπου Φ(τ, σ) είναι το διαστελόνιο, εab = −εba = 1 και R(2)
είναι η καμπυλότητα Ricci

στο κοσμικό φύλλο, υπάρχουν τρείς διαφορετικές παραμέτροι ζεύξης: Gµν(X), Bµν(X) και

Φ(X). Δουλεύοντας όπως πρίν με την μέθοδο του πεδίου υποβάθρου, υπολογίζονται οι

β-συναρτήσεις για τις άνωθεν παραμέτρους ζεύξης σε επίπεδο ενός βρόγχου ως προς την

σταθερά α′ να είναι [9, 10, 11]

β̄(G)
µν = α′

(
Rµν + 2∇µ∇νΦ−

1

4
HµλρHν

λρ

)
,

β̄(B)
µν = α′

(
−1

2
∇λHλµν +∇λΦHλµν

)
, (2.4.9)

β̄(Φ) = α′
(
−R +

H2

12
− 4∇2Φ + 4(∇µΦ)2

)
,

όπου η H = dB είναι μια 3-μορφή στον χώρο στόχο που ονομάζεται στρέψη, και H2 =

HλµνH
λµν

.
6

Στην πραγματικότητα, οι σχέσεις που παρουσιάζονται στην (2.4.9) δεν είναι

ακριβώς οι β-συναρτήσεις, αλλά οι συντελεστές Weyl οι οποίοι αναλύονται στην επόμενη

υποενότητα. Αυτοί διαφέρουν από τις β-συναρτήσεις κατά κάποιους διαφορομορφισμούς

(αυτός είναι και ο λόγος που συμβολίστηκαν με β̄ αντί για β) και σχετίζονται με τον μη-

μηδενισμό του ίχνους του τανυστή ενέργειας-ορμής όπως θα αναλυθεί στη συνέχεια.

Αναλλοιώτητα κάτω από σύμμορφούς μετασχηματισμούς επιβάλλει και οι τρείς αυτοί συ-

ντελεστές να μηδενίζονται ανεξάρτητα β̄
(G)
µν = β̄

(B)
µν = β̄(Φ) = 0. Ο μηδενισμός αυτός όμως

παραπέμπει στο ότι οι εξισώσεις αυτές έχουν προκύψει ως εξισώσεις κίνησης μιας δράσης

στις παραπάνω διαστάσεις του χώρου στόχου. ΄Οντως οι εξισώσεις (2.4.9) ικανοποιούν μια

6
Μία σημαντική παρατήρηση εδώ είναι ότι ο όρος του διαστελονίου στη δράση (2.4.8) μπαίνει σε ανώτερη

τάξη ως προς την σταθερά α′ του αναπτύγματος. Ο όρος αυτός δεν είναι αναλλοίωτος κάτω απο μετασχημα-
τισμούςWeyl σε αντίθεση με την δράση η οποία σε επίπεδο δέντρου (tree-level) πρέπει να είναι. Σε επίπεδο
ενός βρόγχου όμως, ο όρος αυτός έχει συνεισφορά σε ίδια τάξη με τους άλλους δύο όρους με αποτέλεσμα

να εξουδετερώνεται η συνεισφορά του από τις αντίστοιχες κβαντικές συνεισφορές. ΄Ετσι, η κλασική έλλειψη

αναλλοιώτητας κάτω από μετασχηματισμούς Weyl στον όρο του διαστελονίου, αντισταθμίζεται σε επίπεδο
ενός βρόγχου από τις συνεισφορές των Gµν και Bµν .
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συνθήκη ολοκληρωσιμότητας που υποδεικνύει ότι προέρχονται από μία Λαγκρανζιανή, και

συνεπώς ο μηδενισμός τους σε επίπεδο ενός βρόγχου αντιστοιχεί σε εξισώσεις κίνησης μίας

κλασικής θεωρίας βαρύτητας στις παραπάνω διαστάσεις με δράση

Seff =
1

2κ2
0

∫
d26X

√
Ge−2Φ

[
R− 1

12
H2 + 4∂µΦ∂µΦ

]
+O(α′2), κ0 ∝ α′12. (2.4.10)

Η δράση αυτή είναι μια χαμηλοενεργειακή ενεργός δράση κλασικής βαρύτητας σε επίπεδο

ενός βρόγχου ως προς το α′ και συνεπώς είναι έγκυρη για μικρές καμπυλότητες/μεγάλες

αποστάσεις. Η θεωρία αυτή της κλασικής βαρύτητας περιλαμβάνει ως μποζονικά πεδία το

διαστελόνιο Φ, το Bµν και τη Gµν . Το γεγονός αυτό αποδεικνύει ότι η συμμετρική μη-

αναγωγίσιμη αναπαράστηση της ομάδας Lorentz Gµν αντιστοιχεί όντως σε βαρυτόνιο που

διαδίδεται στον χώρο στόχο.

Οι εξισώσεις της (2.4.9) έχουν προκύψει σε πρώτη τάξη ως προς την σταθερά α′. Οι

υπολογισμοί σε επίπεδο δύο βρόγχων θα παρουσιάζουν διορθώσεις τάξης O(α′2) και ο μη-

δενισμός τους θα αντιστοιχεί επίσης σε εξισώσεις κίνησης κάποιας δράσης η οποία σε πρώτη

τάξη θα είναι πάλι η (2.4.10).

Οι ροές που προκύπτουν στο επίπεδο των δύο-βρόγχων είναι [130, 131]

β(G)
µν = α′R(µν) +

α′2

2

(
Rαβγ

(νRµ)αβγ −
1

2
Rβγα

(νRµ)αβγ +
1

2
Rα(µν)β(H2)αβ

)
+O(α′3)

β(B)
µν = α′R[µν] +

α′2

2

(
Rαβγ

[νRµ]αβγ −
1

2
Rβγα

[νRµ]αβγ +
1

2
Rα[µν]β(H2)αβ

)
+O(α′3)

β(Φ) = −α
′

2

(
Gµν +

α′

4
(H2)µν +O(α′2)

)
∇µ∇νΦ−

α′

24
H2

(2.4.11)

+
α′2

16

(
R2
λµνρ −

11

2
RαβρσHαβλHρσ

λ +
5

24
H2 +

3

8
(H2

µν)
2 +

3

4
∇λHαβγ∇λHαβγ

)
+O(α′3)

και εξαρτώνται από το σχήμα ομαλοποίησης.

2.5 Ανωμαλία ίχνους και ανωμαλία Weyl

΄Εστω μια κβαντική θεωρία πεδίου σε επίπεδη μετρική με δράση Sflat. Αυτή μπορεί να

συζευχθεί σε ένα καμπύλο χώρο μετρικής gµν , με αναλλοίωτο κάτω από διαφορομορφισμούς

τρόπο, ως

S ′ = Scurved +

∫
ddxRF (Φi), (2.5.1)
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όπου η Scurved είναι η δράση Sflat με την επίπεδη μετρική ηµν αντικατεστημένη από την

γενική gµν του καμπύλου χώρου, το R είναι η βαθμωτή ποσότητα Ricci και το F (Φi) είναι

ένα αυθαίρετο συναρτησιοειδές των πεδίων της θεωρίας. Η μορφή (2.5.1) δεν είναι μοναδική

καθώς υπάρχει ελευθερία στον τρόπο με τον οποίο μπορεί να γίνει ζεύξη της θεωρίας στο

καμπύλο υπόβαθρο. Ανεξαρτήτως του τρόπου ζεύξης, όλες οι πιθανές δράσεις ταυτίζονται

με την Sflat στο όριο R = 0 του επίπεδου χώρου, αλλά οι αντίστοιχοι τελεστές ενέργειας-

ορμής δεν ταυτίζονται απαραίτητα στο όριο αυτό. Για την περίπτωση της (2.5.1) οι δύο

τελεστές ενέργειας-ορμής συνδέονται μέσω της σχέσης [12]

T ′µν = Tµν + (∇µ∇ν −∇2gµν)F (Φi), (2.5.2)

η οποία όμως δεν είναι η πιο γενική μορφή για τον τελεστή ενέργειας-ορμής, δεδομένης της ε-

λευθερίας που αναφέρθηκε προηγουμένως. Πηγαίνοντας στο όριο του επίπεδου χώρου, η δια-

φορά των τανυστών ενέργειας-ορμής των δύο θεωριών δίνεται από την (2.5.2) με gµν → ηµν .

Στις δύο διαστάσεις τώρα, η γενικότερη μορφή της συνάρτησης συσχετισμού δύο σημε-

ίων του τελεστή ενέργειας-ορμής στο χώρο ορμών, για μία μοναδιακή κβαντική θεωρία (όχι

απαραίτητα σύμμορφη) με αναλλοιώτητα κάτω από διαφορομορφισμούς, είναι [12]

〈Tab(p)Tcd(−p)〉flat = p̃ap̃bp̃cp̃df(p2), (2.5.3)

όπου f(p2) είναι μια οποιαδήποτε συνάρτηση του τετραγώνου της ορμής και p̃a = εabp
b
. Ο

τελευταίος ορισμός ισχύει μόνο για την περίπτωση των δύο διαστάσεων, με το εab να είναι

ο πλήρως αντισυμμετρικός τανυστής στις διαστάσεις αυτές. Η μορφή (2.5.3) είναι η μόνη

που σέβεται την συμμετρικότητα και τη διατήρηση του τανυστή ενέργειας-ορμής στις δύο

διαστάσεις.

Υποθέτοντας επιπλέον αναλλοιώτητα της θεωρίας κάτω από μετασχηματισμούς αλλαγής

κλίμακας η ποσότητα στο δεξί μέλος της (2.5.3) είναι μία σταθερά και από διαστατική ανάλυ-

ση προκύπτει ότι η συνάρτηση f(p2) = c/p2
με το c να είναι ένας συντελεστής αναλογίας.

΄Ετσι, παίρνοντας το ίχνος της (2.5.3) ως πρός τους a, b δείκτες προκύπτει ότι

〈Taa(p)Tcd(−p)〉flat = cp̃cp̃d = c(pcpd − ηcdp2). (2.5.4)

Παίρνοντας ξανά το ίχνος, ως προς τους c, d δείκτες τώρα, προκύπτει ότι

〈Taa(p)Tcc(−p)〉flat = cp2,
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το δεξί μέλος της οποίας στον χώρο των θέσεων ισούται με c2δ(2)(x), οπότε για x 6= 0

συνεπάγεται

〈Taa(x)Tb
b(0)〉flat = 0 =⇒ Ta

a = 0. (2.5.5)

Από εδώ προκύπτει ότι σε επίπεδη μετρική, μια δισδιάστατη, μοναδιακή κβαντική θεωρία

πεδίου, συμμετρική κάτω από μετασχηματισμούς αλλαγής κλίμακας, είναι αναγκαστικά και

σύμμορφη.

΄Εστω τώρα ένας δισδιάστατος καμπύλος χώρος με μία γενική μετρική gab = ηab + hab.

Τότε το ίχνος του τανυστή ενέργειας-ορμής δίνεται από τη σχέση

〈Taa(0)〉gab=ηab+hab =

∫
[dΦi]Ta

ae−Sflat+
∫
d2xhabT

ab

. (2.5.6)

Αναπτύσσοντας τον δεύτερο όρο του εκθετικού για μικρές διαταραχές γύρω από την επίπεδη

μετρική και χρησιμοποιώντας ότι σε επίπεδο χώρο 〈Taa〉flat = 0, η (2.5.6) γίνεται

〈Taa(0)〉gab=ηab+hab =

∫
d2x 〈Taa(0)Tcd(x)〉flat h

cd(x) +O(h2).

Η (2.5.4) στο χώρο των θέσεων είναι

〈Taa(x)Tcd(0)〉flat = c(∂c∂d − ηcd∂2)δ(2)(x), (2.5.7)

η οποία ουσιαστικά αντιστοιχεί σε όρους επαφής, οι οποίοι στη περίπτωση της επίπεδης

μετρικής μπορούσαν να παραλειφθούν αλλά στον καμπύλο χώρο ολοκληρώνονται δίνοντας

στην (2.5.6) την ακόλουθη μη-μηδενική συνεισφορά

〈Taa(0)〉gab=ηab+hab = c(∂a∂b − ηab∂2)hab(0) +O(h2). (2.5.8)

Επαναλαμβάνοντας τους υπολογισμούς και για υψηλότερες τάξεις διαταραχών αποδεικνύεται

[12] ότι όλοι οι όροι που προκύπτουν επαναθροίζονται σχηματίζοντας τη βαθμωτή ποσότητα

Ricci. Συνεπώς, το ίχνος του τανυστή ενέργειας-ορμής σε έναν καμπύλο χώρο δίνεται από

τη σχέση

〈Taa〉curved = − c

24π
R(2)

(2.5.9)

όπου η σταθερά c αποτελεί μέτρο της απόκλισης της θεωρίας του καμπύλου χώρου από την

αντίστοιχη σύμμορφη θεωρία της επίπεδης μετρικής με κεντρικό φορτίο c και προκειμένου η

θεωρία να είναι μοναδιακή, πρέπει c > 0.

Η σχέση (2.5.9) εκφράζει την ανωμαλίαWeyl, τονίζοντας ότι σε αντίθεση με την περίπτωση

της επίπεδης μετρικής όπου κάθε συμμετρική κάτω από αλλαγές κλίμακας θεωρία πεδίου
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ήταν ταυτόχρονα και σύμμορφη, στην περίπτωση του καμπύλου χώρου εμφανίζεται μία ανω-

μαλία.

Αντίστοιχα, ο μη-μηδενισμός των σχέσεων (2.4.9) (και 2.4.11) τώρα, κάνει φανερή την πα-

ραβίαση της αναλλοιώτητας κάτω από σύμμορφους μετασχηματισμούς στο κβαντικό επίπεδο.

Αυτό ισοδυναμεί με την παραβίαση της αναλλοιώτητας κάτω από Weyl μετασχηματισμούς

της μετρικής gab → eΦ(τ,σ)gab που εμφανίζεται σε θεωρίες πάνω σε καμπύλο κοσμικό φύλλο.

Η ανωμαλία αυτή εμφανίζεται και στον υπολογισμό του τανυστή ενέργειας-ορμής για την

δράση (2.4.5) αλλά με την μετρική Gµν αντικατεστημένη από την επανακανονικοποιημένη

σε 1-βρόγχο μετρική Gnew
µν . Το ίχνος του τανυστή αυτού δεν μηδενίζεται και προκύπτει να

ισούται με [10, 11]

Ta
a = − 1

2π
Rµν∂X

µ∂Xν = − 1

2πα′
β̄(G)
µν ∂X

µ∂Xν . (2.5.10)

΄Ομοιες σχέσεις προκύπτουν και όταν συμπεριληφθεί η ύπαρξη διαστελονίου και του πεδίου

Bµν , με τρείς διαφορετικές συνεισφορές στον μη-μηδενισμό του ίχνους [10, 11]

〈Taa〉 = − 1

2πα′
β̄(G)
µν g

ab∂aX
µ∂bX

ν − i

2πα′
β̄(B)
µν ε

ab∂aX
µ∂bX

ν − 1

2π
β̄(Φ)R(2), (2.5.11)

όπου οι β̄
(G)
µν , β̄

(B)
µν και β̄(Φ)

, σε επίπεδο ενός βρόγχου, δίνονται από την (2.4.9). Γίνεται

λοιπόν προφανές πως οι μη-μηδενικοί συντελεστές του ίχνους του τανυστή ενέργειας-ορμής

συνδέονται με τις β-συναρτήσεις και κατ΄ επέκταση με την παραβίαση της συμμετρίας Weyl

σε κβαντικό επίπεδο. Για το λόγο αυτό οι συντελεστές της (2.5.11) ονομάζονται και συντε-

λεστές Weyl.

Ο όρος με τον συντελεστή β̄(Φ)
συνεισφέρει μόνο στην περίπτωση καμπύλου κοσμικού

φύλλου και έχει την ίδια μορφή με το δεξί μέλος της (2.5.9). Συνεπώς η ανωμαλία Weyl

εκφράζεται από τον συντελεστη Weyl του διαστελονίου και αποτελεί μια γενίκευση του κε-

ντρικού φορτίου της άλγεβρας Virasoro στο πλαίσιο των μη-γραμμικών σ-προτύπων.

΄Ενα πιθανό πρόβλημα που μπορεί να δημιουργηθεί σχετικά με το άνωθεν επιχείρημα είναι

το γεγονός ότι ενώ το κεντρικό φορτίο της άλγεβρας Virasoro είναι αριθμός, η β̄(Φ)
είναι

εν γένει μια συνάρτηση που εξαρτάται από τις συντεταγμένες του χωροχρόνου Xµ
. Το

πρόβλημα αυτό λύνεται ως εξής: Αν υπάρχει η απαίτηση το σ-πρότυπο να είναι μία σύμμορ-

φη θεωρία πεδίου, τότε επιβάλλεται ο μηδενισμός των β̄
(G)
µν και β̄

(B)
µν διαφορετικά θα υπάρχει

Weyl ανωμαλία ακόμα και σε επίπεδο κοσμικό φύλλο. Η συνθήκη αυτή του μηδενισμού

β̄
(G)
µν = β̄

(B)
µν = 0 συνεπάγεται ότι η β̄(Φ)

είναι όντως σταθερή και ανεξάρτητη από τις χωρο-

χρονικές συντεταγμένες [11].
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Μία παρατήρηση εδώ είναι ότι παρόλο που σε επίπεδο κοσμικό φύλλο ο όρος αλληλεπίδρασης

με το διαστελόνιο στη δράση (2.4.8) μηδενίζεται, η διαφόρισή του ως προς τη μετρική του

κοσμικού φύλλου παραμένει πεπερασμένη. Αυτό σημαίνει οτι έχοντας συμπεριλάβει έναν

τέτοιον όρο στην αρχική δράση ενός καμπύλου κοσμικού φύλλου, επέρχεται αλλαγή στον

δισδιάστατο τανυστή ενέργειας-ορμής (2.5.11) ακόμα και στο όριο που το κοσμικό φύλλο

γίνεται επίπεδο
7
.

Σε επίπεδο δισδιάστατο χώρο στόχο τώρα, οι β̄
(G)
µν και β̄

(B)
µν αποτελούν την πλήρη έκφραση

της ανωμαλίας Weyl και προκειμένου η ανωμαλία αυτή να μηδενιστεί θα πρέπει οι συντελε-

στές αυτοι να μηδενίζονται ανεξάρτητα, όπως φαίνεται και από την (2.5.11). Παρόλα αυτα,

αν ο χώρος στόχος της θεωρίας είναι ο χώρος μίας Lie ομάδας τότε, ακόμα και αν ο τανυστής

Ricci στο κοσμικό φύλλο είναι διάφορος του μηδενός, η ανωμαλία λόγω της Gµν μπορεί να

αντισταθμιστεί με την επιλογή κατάλληλου αντισυμμετρικού πεδίου Bµν . Στο πλάισιο των

σ-προτύπων ο όρος αυτός αναφέρεται ως Wess-Zumino όρος και αναλύεται στην επόμενη

ενότητα [11].

2.6 Κύριο Χειραλικό καιWess-Zumino-Witten πρότυ-

πο

Στην ενότητα αυτή θα αναλυθεί το Κύριο Χειραλικό Πρότυπο (Principal Chiral Model

(PCM)) στις δύο διαστάσεις, καθώς και η τροποποίησή του με την προσθήκη ενός Wess-

Zumino όρου, η οποία αντιστοιχεί στο Wess-Zumino-Witten (WZW) πρότυπο. Θα συζη-

τηθούν επίσης οι συμμετρίες του, τα αντίστοιχα διατηρούμενα ρεύματα και η άλγεβρά τους

σε κβαντικό επίπεδο. Τέλος θα γίνει η κατασκευή του Sugawara τανυστή ενέργειας-ορμής

προκειμένου να γίνει εμφανές ότι το WZW πρότυπο αποτελεί μία δισδιάστατη σύμμορφη

θεωρία πεδίου. Λεπτομέρειες για αυτήν την ενότητα βρίσκονται στην [14].

2.6.1 Κύριο Χειραλικό Πρότυπο

Θεωρώντας την σφαίρα Riemann ως την συμπαγοποίηση μίας δισδιάστατης επιφάνειας με

Ευκλείδια μετρική και μία κβαντική θεωρίου πεδίου πάνω σε αυτήν, θα μελετηθεί το Κύριο

Χειραλικό Πρότυπο με χώρο στόχο μία ημι-απλή ομάδα Lie G. Η απαίτηση για ημι-απλή ομάδα

Lie είναι ισοδύναμη με την ύπαρξη ενός μη-εκφυλισμένου αναλλοίωτου ίχνους της αντίστοι-

χης άλγεβρας g = Lie(G). Πιο συγκεκριμένα, για δύο στοιχεία-πίνακες της άλγεβρας Lie X

και Y , μπορεί να ορισθεί ένα μη-εκφυλισμένο αναλλόιωτο γινόμενο ως 〈X, Y 〉 = tr(XY ).

Το ίχνος αυτό φέρει την κανονικοποίηση tr(tatb) = 1
2
δab για δύο γεννήτορες στην θεμελει-

7
Στο όριο που το R→ 0, ο τελευταίος όρος της (2.5.11) μηδενίζεται, αλλά η συνεισφορά του διαστελονίου

συνεχίζει να υπάρχει στις β̄
(G)
µν και β̄

(B)
µν όπως εμφανίζεται στις (2.4.9)
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ώδη αναπαράσταση της Lie άλγεβρας.

Τα πεδία του προτύπου αυτού συμβολίζονται ως g(z, z̄) ∈ G και αποτελούν πίνακες σε κάποια

πιστή αναπαράσταση της ομάδας G. Συνεπώς, τα πεδία αυτά αποτελούν μια απεικόνιση

g : S2 → G, (2.6.1)

που αναπαριστά την εμβάπτιση της διδιάστατης σφαίρας Riemann στον χώρο στόχο της

ομάδας G.

΄Εστω τώρα η δράση

SPCM =
1

4K2

∫
S2

d2z tr(g−1∂µgg
−1∂µg). (2.6.2)

Εφόσον το g είναι ένα στοιχείο της ομάδας G, η ποσότητα g−1∂µg είναι ένα στοιχείο της

αντίστοιχης Lie άλγεβρας, και πιο συγκεκριμένα, το g−1dg είναι η pullback της Mauer-

Cartan μορφής στην S2
κάτω από την απεικόνιση που ορίζει το g.

Η δράση (2.6.2) αντιστοιχεί στο Κύριο Χειραλικό Πρότυπο και έχει μία καθολική συμμετρία

G×G η οποία δίνεται από τη σχέση

g(z, z̄)→ gLg(z, z̄)g−1
R (2.6.3)

για κάποια σταθερά στοιχεία gL, gR ∈ G.

Η θεωρία αυτή είναι σύμμορφη σε κλασικό επίπεδο. Παρόλα αυτά, ο υπολογισμός της

β-συνάρτησης για την παράμετρο K2
αποδεικνύει την παραβίαση της αναλλοιώτητας κάτω

από σύμμορφους μετασχηματισμούς σε κβαντικό επίπεδο όπου και προκύπτει μία αρνητική

β-συνάρτηση, υποδεικνύοντας ότι η θεωρία γίνεται ασυμπτωτικά ελεύθερη σε κβαντικό ε-

πίπεδο. Η μη-μηδενική αυτή β-συνάρτηση είναι και ο λόγος τροποποίησης της δράσης (2.6.2)

κατά έναν (τοπολογικό) όρο προκειμένου να προκύψει μια δράση που θα αντιστοιχεί σε μια

σύμμορφη θεωρία πεδίου σε κβαντικό επίπεδο. Η δράση αυτή ονομάζεται Wess-Zumino-

Witten δράση και θα αναλυθεί στην επόμενη υποενότητα.

Επιστρέφοντας τώρα στο PCM, οι κλασικές εξισώσεις κίνησης που προκύπτουν από την

διαφόριση της δράσης (2.6.2) ως προς το στοιχείο g είναι οι

∂µ(g−1∂µg) = 0 (2.6.4)

και συνεπώς, τα διατηρούμενα ρεύματα Jµ(z, z̄) τα οποία είναι στοιχεία της Lie άλγεβρας

(Jµa t
a
) είναι Jµ = g−1∂µg. Πιό συγκεκριμένα, αυτό το διατηρούμενο ρεύμα σχετίζεται με
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την συμμετρία της δράσης κάτω από δεξί πολλαπλασιασμό του στοιχείου g → gg−1
R . Το

αντίστοιχο ρεύμα για τον πολλαπλασιασμό από τα αριστερά είναι το J̃ = ∂µgg−1
και είναι

επίσης διατηρούμενο. ΄Οντως, οι εξισώσεις κίνησης (2.6.4) μπορούν να γραφούν ισοδύναμα

ως

∂µ(g−1∂µg) = 0 ⇐⇒ g∂µ(g−1∂µg)g−1 = ∂µ(∂µgg−1) = 0 (2.6.5)

ενώ σε μιγαδικές συντεταγμένες η αρχή διατήρησης γράφεται ως

∂Jz̄ + ∂̄Jz = 0, ∂ = ∂z, ∂̄ = ∂z̄. (2.6.6)

Σε μία σύμμορφη θεωρία πεδίου είναι προτιμητέο να υπάρχουν ολομορφικές και αντι-ολομορφικές

(διατηρούμενες) ποσότητες, δηλαδή και οι δύο όροι της πάνω εξίσωσης να μηδενίζονται

ανεξάρτητα. Αυτή η απαίτηση είναι σε πλήρη αναλογία με την διατήρηση του τανυστή

ενέργειας-ορμής σε μία σύμμορφη θεωρία όπου ισχύει ∂Tz̄z̄ + ∂̄Tzz̄ = 0 και ∂̄Tzz + ∂Tz̄z = 0

και ο μηδενισμός του ίχνους του τανυστή επιτρέπει τον ορισμό των ολομορφικών και αντι-

ολομορφικών ποσοτήτων T ≡ Tzz, T̄ ≡ Tz̄z̄ όπως αναλύθηκε και σε προηγούμενη ενότητα.

Παρόλα αυτά ο ανεξάρτητος αυτός μηδενισμός δεν ισχύει για την περίπτωση του PCM.

΄Ενας άλλος τρόπος προσέγγισης είναι η ερμηνεία του ρεύματος Jµ ως το δυναμικό βαθμίδας

για την ομάδα βαθμίδας G. Εύκολα αποδεικνύεται για το Jµ ότι ικανοποιεί την ακόλουθη

σχέση

∂µJν − ∂νJµ + [Jµ, Jν ] = 0. (2.6.7)

Αν στην (2.6.6) και οι δύο όροι μηδενίζονταν ανεξάρτητα, τότε αυτό θα σήμαινε ότι και το

δυϊκό ρεύμα εµνJ
ν
θα έπρεπε να είναι διατηρούμενο. Παρόλα αυτά όμως, με χρήση της πάνω

σχέσης προκύπτει ότι

∂µ(εµνJν) =
1

2
εµν(∂µJν − ∂νJµ) = −1

2
εµν [Jµ, Jν ] = −εµνJµJν . (2.6.8)

Η έκφραση αυτή μηδενίζεται μόνο για μία Αβελιανή Lie άλγεβρα, οπότε εν γένει τα ρεύματα

του PCM δεν διατηρούνται ανεξαρτητα το ένα από το άλλο και η θεωρία δεν περιλαμβάνει

ολομορφικά και αντι-ολομορφικά ρεύματα. Σαν συνέπεια αυτού, δεν αναμένεται η διδιάστατη

θεωρία να είναι αναλλοίωτη κάτω από σύμμορφους μετασχηματισμούς στο κβαντικό επίπεδο

αν η ομάδα του χώρου στόχου δεν είναι Αβελιανή.

Για την περίπτωση Αβελιανής ομάδας, η δράση (2.6.2) όντως ορίζει μία σύμμορφη θεωρία

πεδίου και σε κβαντικό επίπεδο και ο Wess-Zumino όρος που θα εισαχθεί αμέσως από κάτω

μηδενίζεται. Πράγματι, το WZW πρότυπο μίας Αβελιανής Lie ΄Αλγεβρας Rn αντιστοιχεί στη

θεωρία n ελεύθερων μποζονίων.
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Η επόμενη υποενότητα πραγματεύεται την περίπτωση μη-Αβελιανών αλγεβρών Lie όπου

όπως θα γίνει εμφανές, η προσθήκη του τοπολογικού WZ όρου στη δράση (2.6.2) οδηγεί

σε ολομορφικές και αντι-ολομορφικές συνιστώσες διατηρούμενων ρευμάτων και συνεπώς σε

μία σύμμορφη θεωρία.

2.6.2 Wess-Zumino-Witten πρότυπα

Προκειμένου να παρακαμφθεί το πρόβλημα της μη-ολομορφικότητας στην μη-Αβελιανή πε-

ρίπτωση, η δράση του PCM τροποποιείται με την προσθήκη του WZ όρου

Γ[g] ≡ − i

12π

∫
B3

d3yεαβγtr(g
−1∂αgg−1∂βgg−1∂γg)

= − i

2π

∫
B3

tr(g−1dg ∧ g−1dg ∧ g−1dg),

(2.6.9)

οπότε ορίζεται η δράση

S[g] = SPCM[g] + kΓ[g], (2.6.10)

η οποία όμως δεν αποτελεί ακόμα τη δράση του WZW προτύπου. Τα πεδία g ∈ G της (2.6.9)

είναι ορισμένα στην Ριμάνεια σφαίρα S2
, η οποία τώρα μπορεί να θεωρηθεί το σύνορο μίας

τρισδιάστατης μπάλας B3
και αποτελούν C∞-απεικονίσεις g : S2 → G. Τέτοιες απεικονίσεις

ταξινομούνται από την δεύτερη ομάδα ομοτοπίας π2(G), όπου για Lie ομάδες ισχύει π2(G) =

0. Αυτό σημαίνει πως κάθε απεικόνιση όπως η προηγούμενη είναι ομοτοπική με την σταθερή

απεικόνιση, η οποία μπορεί να επεκταθεί στο εσωτερικό της S2
. Η επέκταση αυτή θα

συμβολισθεί πάλι με g όμως τώρα ισχύει g : B3 → G και στο σύνορο της τρισδιάστατης

μπάλας ∂B3 = S2
θα ισούται με την αρχική απεικόνιση g : S2 → G. Η επέκταση αυτή εν

γένει δεν είναι μοναδική και συνεπώς, προκειμένου η WZW θεωρία e−S[g]
να είναι καλώς

ορισμένη, θα πρέπει να μην εξαρτάται απο την επιλογή της επέκτασης του g μέσα στην S2
.

Ο WZ όρος είναι αναλλοίωτος κάτω από μικρές αλλαγές του g και εξαρτάται μόνο από

τις πιθανές τάξεις ομοτοπίας, οι οποίες σχετίζονται με την ομάδα ομοτοπίας π3(G). Πιό

συγκεκριμένα,

δΓ[g] = − i

4π

∫
S2

tr
(
g−1δgd(g−1dg)

)
, (2.6.11)

οπότε ο Γ είναι αναλλοίωτος αν μηδενίζεται η αμελητέα μεταβολή του g στην S2
.

Για κάθε συμπαγή, συνεκτική, απλή ομάδα Lie ισχύει π3(G) = Z και συνεπώς οι διαφο-

ρετικές επεκτάσεις του g οδηγούν σε όρους Γ[g] που διαφέρουν μεταξύ τους κατά κάποιον

ακέραιο. ΄Ετσι, όλες οι πιθανές επεκτάσεις του g στην S2
δίνουν την ίδια τιμή eS[g]

αρκεί να

ισχύει ότι k ∈ Z.

Το k αυτό ονομάζεται επίπεδο ή τάξη της WZW θεωρίας και ουσιαστικά ταυτίζεται με την

τάξη της αντίστοιχης υποκείμενης αφινικής Kac-Moody άλγεβρας gk, με g = Lie(G), και
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συνεπώς σχετίζεται με τις αναπαραστάσεις της άλγεβρας αυτής.

Προκειμένου η θεωρία να είναι μοναδιακή (unitary) θα πρέπει k ∈ Z>0, ενώ για την πε-

ρίπτωση μη-συμπαγούς Lie ομάδας δεν υπάρχει η άνωθεν συνθήκη κβάντωσης του k στους

ακεραίους.

Από γεωμετρική σκοπιά ο WZ όρος, εφόσοσον είναι εξ΄ ορισμού πλήρως αντισυμμετρικός,

μπορεί να ορισθεί μέσω μίας μιας (αρμονικής) 3-μορφής H στο χώρο της ομάδας G, η οποία

αντιστοιχεί στην στρέψη της υποκείμενης πολλαπλότητας. Πιό συγκεκριμένα, η υπό ολο-

κλήρωση ποσότητα της (2.6.9) αντιστοιχεί στην pullback της στρέψης H στην τρισδιάστατη

μπάλα B3
. Συμβολίζοντας την pullback με g∗ ισχύει

Γ[g] =

∫
B3

g∗H. (2.6.12)

Γυρνόντας τώρα στις εξισώσεις κίνησης του κλασικού προτύπου, με την επιλογή k ∈ Z>0

και K2 = π/k, από τις (2.6.6) και (2.6.11) προκύπτει

∂(g−1∂̄g) = 0, (2.6.13)

με το αντι-ολομορφικό διατηρούμενο ρεύμα να είναι J̄ ≡ kg−1∂̄g και

∂̄(∂gg−1) = g∂(g−1∂̄g)g−1 = 0, (2.6.14)

με ολομορφικό διατηρούμενο ρεύμα J ≡ −k∂gg−1
.

Η επιλογή αυτή των k και K2
ορίζει την δράση του WZW προτύπου

SWZW,k[g] =
k

4π

∫
S2

d2z tr(g−1∂µgg
−1∂µg) + Γ[g] , (2.6.15)

το οποίο αποτελεί ένα μη-γραμμικό σ-πρότυπο και μπορεί να έρθει στη χαρακτηριστική

μορφή (2.4.8). Η ολομορφικότητα και αντι-ολομορφικότητα των διατηρούμενων ρευμάτων,

προκύπτει τώρα από μία ενισχυμένη συμμετρία που διέπει την καινούρια δράση (2.6.15). Η

αρχική καθολική G×G συμμετρία έχει επεκταθεί σε μία τοπική G(z)×G(z̄) συμμετρία που

δρά ως

g(z, z̄)→ gL(z)g(z, z̄)g−1
R (z̄), (2.6.16)

όπου τώρα το gL(z) είναι μία αυθαίρετη ολομορφική απεικόνιση από την S2
στην ομάδα G,

ενώ το gR(z̄) μία αυθαίρετη αντι-ολομορφική απεικόνιση από την S2
στην G.
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Η προηγούμενη ανάλυση ήταν κυρίως κλασική, και συνεπώς ακόμα δεν έχει αποδειχθεί

ότι η θεωρία WZW είναι σύμμορφη σε κβαντικό επίπεδο. Ο σύνηθης τρόπος μετάβασης

από κλασική σε κβαντική θεωρία είναι ο υπολογισμός των αγκύλων Poisson και η μετέπειτα

κανονική κβάντωσή τους με την αντικατάσταση τους από κανονικές σχέσεις μετάθεσης. Η

διαδικασία αυτή οδηγεί στις σχέσεις μετάθεσης της Kac-Moody άλγεβρας (2.2.21) με το

επίπεδο k να είναι η ίδια, κβαντισμένη στους θετικούς ακεραίους σταθερά, που εμφανίζεται

και στη δράση (2.6.15). Από τις σχέσεις μετάθεσης αυτές προκύπτει και το αντίστοιχο OPE

των σχέσεων (2.2.22) και (2.2.23).

Πρέπει να τονισθεί εδώ ότι η άλγεβρα (2.2.21) δεν είναι η άλγεβρα συμμετρίας της θεωρίας.

Μόνο οι μηδενικοί τρόποι ταλάντωσης του αναπτύγματος Laurent αντιστοιχούν σε διατη-

ρούμενα ρεύματα που ικανοποιούν την αρχική άλγεβρα g η οποία είναι η άλγεβρα συμμετρίας

της θεωρίας.

Προκειμένου να αποδειχθεί ότι η θεωρία είναι σύμμορφη θα πρέπει ο τανυστής ενέργειας-

ορμής της να ικανοποιεί την άλγεβρα Virasoro η οποία σε όρους αναπτύγματος τανυστικού

γινομένου εκφράζεται μέσω της (2.2.13) για κάποιο κεντρικό φορτίο c. Κλασικά, ο τανυστής

ενέργειας-ορμής δίνεται από τη σχέση

T (z) =
1

2k
δabJ

a(z)J b(z) =
1

2k
Ja(z)Ja(z). (2.6.17)

Μία αντίστοιχη κβαντική έκφραση θα πρέπει να περιλαμβάνει κανονική ταξινόμηση προκει-

μένου η αναμενόμενη τιμή του κενού να είναι πεπερασμένη. Προκύπτει ότι ο συντελεστής

αναλογίας επιδέχεται κβαντικές διορθώσεις, οπότε μετονομάζεται σε γ και πρέπει να προσ-

διορισθεί

T (z) ≡ γ : JaJa : (z), (2.6.18)

όπου η κανονική ταξινόμηση αναφέρεται στο πεπερασμένο μέρος του OPE Ja(z)J b(w) καθώς

z → w, και συνεπώς δεν υπάρχουν UV αποκλίσεις.

Το πεπερασμένο μέρος αυτό προκύπτει από την ολοκλκήρωση

: JaJa : (z) ≡ 1

2πi

∮
dx

x− z
Ja(x)Ja(z). (2.6.19)

Ο τανυστής αυτός είναι ολομορφικός ακόμα και σε κβαντικό επίπεδο όπως πρέπει. Ο υπο-

λογισμός του παράγοντα γ περιλαμβάνει τον υπολογισμό του μη-πεπερασμένου μέρους του

OPE Ja(z)T (w) και την απαίτηση η σύμμορφη διάσταση του ρεύματος Ja(z) να είναι 1. Τε-

λικά, υπολογίζεται ότι [1, 3, 14] γ = 1/2(k + hV ) και συνεπώς ο τανυστής ενέργειας-ορμής

του WZW προτύπου προκύπτει να είναι ο Sugawara τανυστής της σχέσης (2.2.24).

Αυτό υποδηλώνει ότι το OPE T (z)T (w) όντως αντιστοιχεί σε μία άλγεβρα Virasoro με
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κεντρικό φορτίο αυτό της (2.2.25) το οποίο, αν το επίπεδο k είναι θετικός ακέραιος, πε-

ριορίζεται στο εύρος τιμών rankg ≤ cg ≤ dimg. Με τον τρόπο αυτό αποδεικνύεται ότι η

σύμμορφη άλγεβρα όντως ικανοποιείται και σε κβαντικό επίπεδο και έτσι τα WZW πρότυπα

ορίζουν σύμμορφες θεωρίες πεδίου.

Αν η άλγεβρα g είναι ημι-απλή g = ⊕ji=1gi, τότε μπορεί να ορισθεί ο ακόλουθος τανυστής

ενέργειας-ορμής

Tg(z) =

j∑
i=1

Tgi(z). (2.6.20)

Πάλι θα ικανοποιείται η άλγεβρα Virasoro, αλλά αυτή τη φορά με κεντρικό φορτίο

cg =

j∑
i=1

cgi . (2.6.21)

Τέλος, όσον αφορά τα πεδία μίας WZW θεωρίας, αν η ομάδα G είναι συμπαγής, τότε το

φάσμα της θεωρίας αποτελείται από αναπαραστάσεις μεγίστου βάρους και όλες οι συναρ-

τήσεις συσχετισμού μπορούν να παραχθούν από συναρτήσεις συσχετισμού των αφινικών

πρωτευόντων πεδίων με την χρήση της ταυτότητας Ward. Επιπλέον, αν η δισδιάστατη επι-

φάνεια της θεωρίας είναι η σφαίρα του Riemann όπως εδώ, τότε οι συναρτήσεις συσχετισμού

υπακούουν την εξίσωση Knizhnic-Zamolodchikov(
∂wi −

1

k + hV

∑
j 6=i

(tRi)
a ⊗ (tRj)a

wi − wj
〈φR1(w1) . . . φRN (wN)〉

)
= 0.

2.6.3 Συνσύνολα (Cosets)

Μία συνσυνολική θεωρία, είναι μια θεωρία που αντιστοιχεί σε μία βαθμισμένη WZW θεωρία

όπου μία υποομάδα H της G έχει βαθμιστεί. Αυτό μπορει να αποτυπωθεί και σε επίπε-

δο δράσης και υπαρχουν δύο είδη συνσυνολικών θεωριών αναλόγως από την μορφή της

υποομάδας της G που βαθμίζεται. Συνήθως αυτό συμβολίζεται ως κλάσμα δύο αφινικών

Kac-Moody αλγεβρών. Αν η άλγεβρα του παρονομαστή αντιστοιχεί στην Cartan υποάλγε-

βρα της άλγεβρας του αριθμητή, τότε η συνσυνολική θεωρία αποτελεί μία Παραφερμιονική

θεωρία (Parafermion Theory), ενώ για την περίπτωση που η άλγεβρα του παρονομαστή ε-

ίναι μία διαγώνια υποάλγεβρα της άλγεβρας του αριθμητή, η θεωρία εμπίπτει στην κατηγορία

των Ελάσσονων προτύπων (Minimal Models).

Η κατασκευή μίας συνσυνολικής θεωρίας ξεκινάει από ένα WZW πρότυπο άλγεβρας gk

και τη βάθμιση μίας υποάλγεβρας hk′ ⊂ gk της άλγεβρας αυτής. Η χειραλική άλγεβρα (δη-
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λαδή τα ολομορφικά πεδία της βαθμισμένης θεωρίας), αποτελείται από όλα τα ολομορφικά

πεδία του αρχικού gk WZW προτύπου που έχουν πεπερασμένο OPE με τα Kac-Moody

πεδία της hk′ .

Αποδεικνύεται [1, 3] ότι μπορεί πάντα να βρεθεί τανυστής ενέργειας-ορμής για την περίπτωση

των συνσυνολικών θεωριών και αυτός είναι

T g/h = T g − T h
(2.6.22)

όπου με T g
συμβολίζεται ο τανυστής ενέργειας-ορμής της θεωρίας του αριθμητή και με T h

αυτός της θεωρίας του παρονομαστη. Ο τανυστής T g/h
ικανοποιεί το ακόλουθο OPE με τον

εαυτό του

T g/h(z)T g/h(w) ∼ cg − ch
2(z − w)4

+
2T g/h(w)

(z − w)2
+
∂T g/h(w)

z − w
, (2.6.23)

από όπου προκύπτει ότι η συνσυνολική θεωρία είναι επίσης μια σύμμορφη θεωρία αλλά με

κεντρικό φορτίο

cg/h = cg − ch. (2.6.24)

2.7 Πρότυπο Thirring

Το πρότυπο Thirring [15] είναι μία πλήρως επιλύσιμη κβαντική θεωρία πεδίου, η οποία

περιγράφει τις αύτο-αλληλεπιδράσεις ενος πεδίου Dirac ψ = (ψ+, ψ−) στις (1+1) διαστάσεις

μέσω της δράσης

S =

∫
d2xψ̄(i/∂ −m)ψ − g

2

∫
d2x

(
ψ̄γaψ

) (
ψ̄γaψ

)
.

Στην πάνω σχέση, g είναι η παράμετρος ζεύξης, m η μάζα των πεδίων Dirac και γa για

a = 1, 2 είναι οι γάμμα πίνακες στος δύο διαστάσεις.

Η περίπτωση του Thirring προτύπου με m = 0 είναι πλήρως επιλύσιμη, υπό την έννοια ότι

είναι γνωστός ο τύπος για τις συναρτήσεις συσχετισμού n-σημείων των πεδίων [16, 17, 18].

΄Εχει αποδειχθεί [19] ότι υπάρχει μία ισοδυναμία μεταξύ του προτύπου Thirring και των sine-

Gordon προτύπων. Παρόλο που τα τελευταία είναι καθαρά μποζονικά πρότυπα, το άμαζο

Thirring πρότυπο είναι ίσοδύναμο με αυτό ελεύθερων μποζονίων (επίσης τα φερμιόνια με

μάζα είναι ισοδύναμα με τα sine-Gordon μποζόνια). Το φαινόμενο αυτό είναι πιο γενικό στις

δύο διαστάσεις και ονομάζεται μποζονοποίηση [1].
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2.8 Κλασική Ολοκληρωσιμότητα

Στην ενότητα αυτή θα αναπτυχθεί εν συντομία η έννοια της κλασικής ολοκληρωσιμότητας

ενός συστήματος [13].

Ολοκληρωσιμότητα στην κλασική μηχανική

Στον χαμιλτονιανό φορμαλισμό ορίζεται ο χώρος φάσεωνM = {qi, pi} ως ο συμπλεκτικός

χώρος άρτιας διάστασης που παραμετροποιείται από τις συντεταγμένες της θέσης qi(t) και

της ορμής pi(t), οι οποίες είναι συναρτήσεις του χρόνου t. Πάνω σε έναν τέτοιο χώρο, ορίζε-

ται η κανονική δομή της αγκύλης Poisson { , }P.B. :M×M →M για δύο συναρτήσεις

του φασικού χώρου F και G ως

{F,G}P.B. =
∂F

∂pi

∂G

∂qi
− ∂F

∂qi
∂G

∂pi
, (2.8.1)

με τις ακόλουθες ιδιότητες

1. Διγραμμικότητα: {F, λG+ µH}P.B. = λ{F,G}P.B. + µ{F,H}P.B.

2. Αντισυμμετρικότητα: {F,G}P.B. = −{G,F}P.B.

3. Ταυτότητα του Jacobi: {F, {G,H}}P.B. + {G, {H,F}}P.B. + {H, {F,G}}P.B. = 0

4. Κανόνας του Leibniz: {F,GH}P.B. = G{F,H}+ {F,G}H

μετατρέποντας έτσι τις C∞ συναρτήσεις τουM σε μία απειροδιάστατη άλγεβρα.

΄Εστω τώρα η Χαμιλτονιανή ενός συστήματος H(qi, pi). Οι αντίστοιχες εξισώσεις κίνησης

είναι οι εξισώσεις Hamilton

q̇i =
∂H(qi, pi)

∂pi
, ṗi =

∂H(qi, pi)

∂qi
, (2.8.2)

όπου η τελεία συμβολίζει την ολική χρονική παράγωγο, και οι οποίες μέσω του ορισμού

(2.8.1) ανάγονται στις

q̇i = {H, qi}, ṗi = {H, pi}. (2.8.3)

Η λύση των εξισώσεων κίνησης ενός συστήματος τώρα, αντιστοιχεί εν γένει σε μία καμπύλη

I(t) =
(
qi(t), pi(t)

)
⊆M στον χώρο φάσεων.

Εάν δεν υπάρχει άμεση χρονική εξάρτηση στη Χαμιλτονιανή, Ḣ = ∂tH = {H,H} = 0,

η συνάρτηση H αποτελεί μια διατηρούμενη ποσότητα, ή αλλιώς ένα Ολοκληρώμα Κίνησης,
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και οι λύσεις περιορίζονται σε μία υπερεπιφάνεια του χώρουM που ορίζεται από τη σχέση

H = E = σταθερά (για σταθερή ενέργεια).

Ανάλογα από το υπό μελέτη σύστημα, μπορούν να βρεθούν περαιτέρω ολοκληρώματα κίνη-

σης F (qi, pi), τα οποία είναι συναρτήσεις του φασικού χώρουM με την ιδιότητα

Ḟ =
dF

dt
= {H, F} = 0. (2.8.4)

Η συνθήκη αυτή ορίζει υπερεπιφάνειες στον χώροM στις οποίες περιορίζονται οι λύσεις του

συστήματος, ενώ οι συναρτήσεις F αντιστοιχούν στις διατηρούμενες ποσότητες της θεωρίας.

΄Ενα σύστημα με χώρο φάσεωνM, όπου dimM = 2n, λέγεται ολοκληρώσιμο (κατά Liou-

ville) αν έχει

• n ανεξάρτητα (με τη σύνηθη έννοια της γραμμικής άλγεβρας),

• παντού διαφορίσιμα (ως προς τις pk, q
k
μεταβλητές),

• ολοκληρώματα κίνησης Fk, k = 1, ..., n (Ḟk = {Fk,H} = 0)

• που μετατίθενται μεταξύ τους κατά Poisson (in involution): {Fk, Fl} = 0, ∀k, l =

1, ..., n8

και είναι πλήρως επιλύσιμο υπό την έννοια ότι αρκεί να λυθεί ένας πεπερασμένος αριθμός

αλγεβρικών εξισώσεων και ολοκληρωμάτων.

Μία από τις δομές που είναι ιδιαίτερα σημαντικές σε ολοκληρώσιμα συστήματα είναι αυ-

τή του ζεύγους Lax. Το ζεύγος Lax είναι ένα ζεύγος πινάκων L,M , τα στοιχεία των

οποίων είναι συναρτήσεις του χώρου των φάσεων. Η χαρακτηριστική ιδιότητα του ζεύγους

αυτού είναι ότι ικανοποιεί την εξίσωση

L̇ = [M,L], (2.8.5)

η οποία ισοδυναμεί με ένα πλήρες σύνολο εξισώσεων κίνησης. Συνεπώς, σε ένα ολοκληρώσι-

μο σύστημα, οι εξισώσεις κίνησής μπορούν να έρθουν στην μορφή ενός ζεύγους Lax. ΄Ετσι

λοιπόν, εάν μπορεί να βρεθεί ένα ζεύγος Lax για ένα σύστημα κλασικής μηχανικής, ο πίνακας

L του ζεύγους αυτού μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να παράξει ένα σύνολο ολοκληρωμάτων

κίνησης Fk

Fk := TrLk, k = 1, ..., n, (2.8.6)

8
Η τελευταία συνθήκη είναι συνθήκη ισχυρής ολοκληρωσιμότητας.
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όπου αν k > n, προκύπτει ένα ήδη υπάρχον ολοκλήρωμα κίνησης Fk. Οι ποσότητες (2.8.6)

είναι τετριμένα διατηρούμενες λόγω της κυκλικής ιδιότητας του ίχνους

d

dt
Fk = kTr

(
Lk−1L̇

)
= kTr

(
Lk−1[M,L]

)
= 0. (2.8.7)

Ολοκληρωσιμότητα στην κλασική θεωρία πεδίου

΄Εστω τώρα η κλασική μηχανική ενός μονοδιάστατου πεδίου φ(σ), όπου μαζί με την εξέλιξη

του χρόνου αντιστοιχεί σε ένα πρόβλημα (1 + 1)-διάστατων πεδίων φ(τ, σ). Εφόσον σε

κάθε χρονική στιγμή το πεδίο φ(τ, σ) μπορεί να αναπτυχθεί κατά Taylor ή κατά Fourier

με άπειρους ανεξάρτητους συντελεστές, ο χώρος των φάσεων για ένα τέτοιο σύστημα είναι

απειροδιάστατος. Συνεπώς, η εξασφάλιση της ολοκληρωσιμότητας κατά Liouville προυπο-

θέτει την ύπαρξη απείρων ολοκληρωμάτων κίνησης και σκοπός είναι η εύρεση ενός ζεύγους

Lax που θα μπορεί να περιγράφει τις άπειρες αυτές σταθερές κίνησης.

Στη θεωρία πεδίου λοιπόν χρειάζονται άπειρες διατηρούμενες ποσότητες προκειμένου να

εξασφαλισθεί η ολοκληρωσιμότητα ενός συστήματος, και έτσι το ζεύγος Lax είναι απει-

ροδιάστατο. Εναλλακτικά, το ζεύγος Lax αυτό μπορεί να ορισθεί μέσω μίας συνεχούς

παραμέτρου ζ ∈ C που ονομάζεται φασματική παράμετρος (spectral parameter). Τότε, το

ανάπτυγμα Taylor ως προς την παράμετρο αυτή οδηγεί σε έναν άπειρο αριθμό διατηρούμενων

ποσοτήτων.

Σε όρους τοπικών συναρτήσεων της θεωρίας πεδίου, εισάγεται η έννοια της σύνδεσης Lax

Aa(τ, σ; ζ), a = τ, σ η οποία ουσιαστικά είναι μια 1-μορφή A(ζ) = Aσ(ζ)dσ+Aτ (ζ)dτ 9 που

ικανοποιεί τη συνθήκη επίπεδου χώρου (flatness condition)

dA(ζ) = A(ζ) ∧ A(ζ) ή Ȧσ(ζ)− A′τ (ζ) + [Aσ(ζ), Aτ (ζ)] = 0. (2.8.8)

Τα ολοκληρώματα κίνησης προκύπτουν τώρα από το ζεύγος Lax, το οποίο με τη σειρά

του προκύπτει μέσω του τελεστή της παράλληλης μετατόπισης (διατεταγμένο ως προς τη

διαδρομή ολοκλήρωμα ή γραμμή Wilson) της σύνδεσης Lax A(ζ). Συνεπώς, το ζεύγος Lax

(για την περίπτωση περιοδικών συνοριακών συνθηκών A(τ, σ + l; ζ) = A(τ, σ; ζ)) ορίζεται

ως

L(ζ) = P exp

∫ l

0

dσAσ(ζ), M(ζ) = Aτ (ζ)
∣∣∣
σ=0

, (2.8.9)

με την εξίσωση Lax L̇(ζ) = [M(ζ), L(ζ)], (2.8.10)

9
Στις συντεταγμένες του κώνου φωτός ισχύει A = A+(ζ)dx+ +A−(ζ)dx−, x± = τ ± σ
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όπου ο L(ζ) είναι ο πίνακας της μονοδρομίας κατά Lax. Τα ίχνη των δυνάμεων του πίνακα

L διατηρούνται

Fk(ζ) = TrL(ζ)k, (2.8.11)

και αναπτύσσοντας γύρω από κάποιο σημείο κατά Taylor, προκύπτουν οι άπειρες διατηρο-

ύμενες ποσότητες που αντιστοιχούν στα ολοκληρώματα κίνησης

Fk(ζ) =
∞∑
r=0

F
(r)
k

ζr
, (2.8.12)

τα οποία αποδεικνύεται [13] ότι είναι μεταξύ τους in involution.

2.9 Poisson-Lie T-duality

Μια θεμελειώδης έννοια στη θεωρία χορδών είναι αυτή της Αβελιανής Τ-δυϊκότητας [20, 21]

η οποία, στην πιο καθαρή της μορφή δηλώνει ότι μια θεωρία κλειστών χορδών είναι αναλλο-

ίωτη κάτω από την αντιστροφή της ακτίνας ενός κύκλου στον χώρο-στόχο της. Προκειμένου

η δυϊκότητα αυτή να είναι εφαρμόσιμη, θα πρέπει ο χώρος-στόχος να έχει μία ή περισσότε-

ρες Αβελιανές ισομετρίες. Ωστόσο, οι γενικές ισομετρίες σχηματίζουν μη-Αβελιανές ομάδες

ισομετρίας. Η προσπάθεια επέκτασης της Τ-δυϊκότητας από Αβελιανές ομάδες ισομετριών

σε μη-Αβελιανές είναι μη-τετριμένη εφόσον υπάρχουν κβαντικές διορδώσεις οι οποίες δεν

είναι εύκολα διαχειρίσιμες. Ακόμα όμως και για την την κλασική προσέγγιση όπου οι διορ-

θώσεις αυτές μπορούν να παραλειφθούν, ο δυϊκός χώρος-στόχος μπορεί να μην εμφανίζει τις

απαραίτητες ισόμετρίες που απαιτούνται για την ανάκτηση του αρχικού χώρου-στόχου. Για

αυτή την περίπτωση, αποδεικνύεται [22, 23] ότι κάτω από συγκεκριμένες περιστάσεις [24]

δεν είναι απαραίτητη η ύπαρξη ισομετριών προκειμένου να ισχύει η Τ-δυϊκότητα σε κλασικό

επίπεδο. Η γενικευμένη αυτή έννοια της Τ-δυϊκότητας, ονομάζεται Poisson-Lie Τ-δυϊκότα,

και περιλαμβάνει την Αβελιανή και μη-Αβελιανή Τ-δυϊκότητα ως ειδικές περιπτώσεις. Τα

κλασικά Poisson-Lie Τ-δυϊκά σ-πρότυπα συνδέονται μέσω ενός κανονικού μετασχηματισμού

του χώρου των φάσεών τους, και συνεπώς είναι πλήρως ισοδύναμα [23, 28] μεταξύ τους. Πα-

ρόλο που δεν υπάρχει μια πλήρης ισοδυναμία σε κβαντικό επίπεδο, η Poisson-Lie Τ-δυϊκότητα

είναι πολύ χρήσιμη λόγω δύο αξιοσημείωτων ιδιοτήτων που παρουσιάζει:

• Κάτω από ήπιες υποθέσεις, οι λύσεις της β-συνάρτησης σε επίπεδο ενός βρόγχου της

θεωρίας διαταραχών διατηρούνται [29, 30, 31], υποδεικνύοντας ότι η δυϊκότητα αυτή

αποτελεί μια απεικόνιση μεταξύ σύμμορφων θεωριών πεδίου.

• ΄Ολα τα γνωστά παραδείγματα διδιάστατων σ-προτύπων που είναι κλασικά ολοκλη-

ρώσιμα, έχουν Poisson-Lie συμμετρία.
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Για την μελέτη της (Poisson-Lie, μη-Αβελιανής) Τ-δυϊκότητας, είναι απαραίτητη η έννοια

της διπλέτας Drinfeld (Drinfeld double) D. Για μια Lie ομάδα D, της οποίας η άλγεβρα

D (ως γραμμικός χώρος) μπορεί να αναλυθεί σε ένα ευθύ άθροισμα διανυσματικών χώρων

G και G̃, οι οποίοι με τη σειρά τους αντιστοιχούν σε μεγίστως ισοτροπικές υποάλγεβρες

της D ως προς ένα μη-εκφυλισμένο, αναλλοίωτο διγραμμικό γινόμενο στην D, ορίζεται η

διπλέτα Drinfeld D [32]. ΄Ενας ισοτροπικός υπόχωρος της άλγεβρας D είναι τέτοιος ώστε το

αναλλοίωτο γινόμενο οποιονδήποτε δύο ανυσμάτων του να είναι μηδενικό (ως μέγιστα ισο-

τροπικός ορίζεται αυτός που δεν μπορεί να επεκταθεί περαιτέρω διατηρώντας την ισομετρία

του). Οποιαδήποτε τέτοια ανάλυση της διπλέτας σε ζεύγος μέγιστων ισοτροπικών αλγεβρών

D = G+ G̃, αναφέρεται συνήθως ως τριπλέτα Manin (Manin triple), ενώ οι ομάδες Lie που

αντιστοιχούν στις άλγεβρες G και G̃ συμβολίζονται με G, G̃.

Οι τριπλέτες Manin που αντιστοιχούν σε μία διπλέτα Drinfeld συμβολίζονται με M(D)

και αντιστοιχούν στον κλασματικό χώρο (modular space) των σ-προτύπων που συνδέονται

μεταξύ τους μέσω μετασχηματισμού Poisson-Lie Τ-δυϊκότητας
10
. Εν γένει, ο M(D) έχει

τουλάχιστον δύο σημεία: G + G̃ = D και G̃ + G = D.

Μια ταξινόμιση τώρα των διαφόρων Τ-δυϊκοτήτων που υπάρχουν, δίνεται μέσω των ακόλου-

θων κατηγοριών διπλετών Drinfeld:

1. Αβελιανές διπλέτες, οι οποίες αντιστοιχούν στην καθιερωμένη Αβελιανή Τ-δυϊκότητα

[20, 33].

2. Ημί-Αβελιανές διπλέτες (όπου υπάρχει η ανάλυση D = G + G̃ με την G̃ να είναι Α-

βελιανή
11
), οι οποίες αντιστοιχούν στην καθιερωμένη μη-Αβελιανή Τ-δυϊκότητα με-

ταξύ ενός G-ισομετρικού σ-προτύπου με χώρο-στόχο την ομάδα G, και ενός μη-

ισομετρικού σ-προτύπου με χώρο-στόχο την άλγεβρα G̃ αναπαριστάμενη ως Αβελιανή

ομάδα [34, 35, 36].

3. Μη-Αβελιανές διπλέτες (όλες οι υπόλοιπες). Αντιστοιχούν στην μη-τετριμμένη Poisson-

Lie Τ-δυϊκότητα που περιγράφεται στην [22], όπου κανένα από τα δύο πρότυπα του

ζεύγους της δυϊκότητας δεν είναι ισομετρικό ως προς τη δράση της ομάδας, η οποία

δρά στον χώρο-στόχο της.

΄Οσον αφορά την κβαντική έκφανση της δυϊκότητας, για τα δισδιάστατα σ-πρότυπα με χώρο-

στόχο μια Lie ομάδα G, στην περίπτωση Αβελιανής ομάδας ισομετριών είναι δυνατός ο

10
Στην Αβελιανή περίπτωση η διπλέτα Drinfeld είναι η D = U(1)2d

, και ο κλασματικός χώρος της είναι

M(D) = O(d, d, Z).
11
Η ημι-Αβελιανή διπλέτα αντιστοιχεί στην συνεφαπτώμενη δέσμη του χώρου ομάδας G, με την δομή της

ομάδας να δίνεται από το ημι-ευθύ γινόμενο της G και της συνάλγεβράς της G̃, πάνω στην οποία δρά η G
μέσω συζυγίας.
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ορισμός περιοδικών συνθηκών για τις δυϊκές συντεταγμένες, έτσι ώστε η δυϊκότητα να ισχύει

και σε κβαντικό επίπεδο (τα φάσματα των δύο θεωριών να ταυτίζονται). Αντιθέτως, για την

μη-Αβελιανή περίπτωση αυτό δεν είναι δυνατό εφόσον κάποιες από τις συντεταγμένες της

δυϊκής γεωμετρίας πρέπει να παραμείνουν μη-συμπαγείς. Συνεπώς, η μη-Αβελιανή δυϊκότητα

είναι στην ουσία μια απεικόνιση μεταξύ διαφορετικών σύμμορφων θεωριών πεδίου. Υπάρχει

μία γενίκευση των ιδεών αυτών στην Poisson-Lie Τ-δυϊκότητα στις [22, 25, 26, 27].

2.10 λ-παραμορφωμένα πρότυπα

Στην ενότητα αυτή θα γίνει μια εισαγωγή στην έννοια των λ-παραμορφωμένων προτύπων

βασισμένη στις αναφορές [38, 39, 40, 44, 45, 47, 49, 50, 56]. Θα παρουσιασθούν αναλυτικά

η θεωρία, η κατασκευή και οι μέθοδοι που χρησιμοποιούνται για την παραγωγή αποτελε-

σμάτων στις θεωρίες αυτές, καθώς και οι διάφορες τροποποιήσεις που μπορούν να γίνουν

οδηγώντας σε διαφορετικές λ-παραμορφωμένες θεωρίες.

Τα πρότυπα αυτά εισήχθησαν στην [38] ως ολοκληρώσιμα πρότυπα που παρεμβάλλονται

μεταξύ μίας WZW θεωρίας με αφινική άλγεβρα ρευμάτων gk (g = Lie(G)) και του μη-

Αβελιανού Τ-δυϊκού του Κύριου Χειραλικού Προτύπου.

Τα πρότυπα αυτά προκύπτουν με φυσικό τρόπο μετά την βάθμιση μιας αρχικής δράσης που

αποτελείται από το άθροισμα ενος Κύριου Χειραλικού και ενός WZW προτύπου. Η δράση

για τα λ-πρότυπα που προκύπτει με αυτόν τον τρόπο αποτελεί μία ενεργό δράση που περι-

λαμβάνει όλες τις κβαντικές διορθώσεις ως προς την παράμετρο ζεύξης λ αλλά σε πρώτη

τάξη ως προς το ανάπτυγμα για μεγάλη τάξη k (η οποία παίζει τον ρόλο του ~ στη θεωρία

πεδίου ή αντίστοιχα του α′ στη θεωρία χορδών) της υποκείμενης Kac-Moody άλγεβρας.

Η παράμετρος ζεύζης λ όπως προκύπτει απο την διαδικασία της βάθμισης στην γενική της

μορφή είναι ένας dimG× dimG πίνακας και στην διαταρακτική του μορφή (για τα στοιχεία

του λab � 1) αποτελεί την παράμετρο παραμόρφωσης μίας σύμμορφης θεωρίας κατά έναν

όρο διργαμμικό ως προς τα ρεύματα της WZW θεωρίας.

Η θεωρία στην διαταρακτική της μορφή ταυτίζεται με το μη-Αβελιανό, μποζονοποιημένο

Thirring πρότυπο μέσω επιχειρημάτων που θα αναλυθούν στη συνέχεια της ενότητας αυτής

και συνεπώς, η ενεργός δράση των λ-προτύπων που προκύπτει από την διαδικασία της βάθμι-

σης αποτελέι την ενεργό δράση σε επίπεδο ενός βρόγχου, του μποζονοποιημένου προτύπου

Thirring.

Το αξιοσημείωτο όμως των λ-προτύπων είναι ότι εμφανίζουν μία επιπλέον κβαντική συμ-

μετρία η οποία εμπλέκει την παράμετρο ζεύξης, το επίπεδο της υποκείμενης Kac-Moody

άλγεβρας και το στοιχείο g της ομάδας G. Η επιπλέον αυτή συμμετρία που είναι συμμε-
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τρία της ενεργού δράσης, επιτρέπει τον ακριβή υπολογισμό φυσικών μεγεθών της κβαντικής

θεωρίας πεδίου όπως συναρτήσεων συσχετισμού, συναρτήσεων της ομάδας επανακανονικο-

ποίησης και της συνάρτησης κεντρικού φορτίου. Συνεπως, τα κβαντικά μεγέθη της θεωρίας

μπορουν να υπολογιστούν σε όλες τις τάξης του αναπτύγματος διαταραχών ως προς την

παράμετρο παραμόρφωσης και σε πρώτη τάξη στο ανάπτυγμα του 1/k για k →∞.

Παρόλο που τα πρότυπα αυτά παρουσιάστηκαν αρχικά ως ένας τρόπος διατάραξης μιας

σύμμορφης θεωρίας πεδίου διατηρώντας την ολοκληρωσιμότητα της αρχικής θεωρίας, οι

χρήσιμες ιδιότητές και συμμετρίες τους επέτρεψαν την κατασκευή και μελέτη νέων, πιο

περίπλοκών λ-προτύπων. Τα γενικευμένα αυτά λ-πρότυπα περιλαμβάνουν θεωρίες σε συν-

συνολικούς χώρους αντί για χώρους ομάδας, καθώς και λ-πρότυπα διαφορετικού τύπου

αλληλεπιδράσεων των Kac-Moody ρευμάτων, όπου η ολοκληρωσιμότητα της αρχικής θεω-

ρίας μπορεί να διατηρείται ή όχι, ανάλογα με τη μορφή του πίνακα λ της παραμόρφωσης. Οι

γενικεύσεις αυτές παρουσιάζονται και αναλύονται μία-μία στη συνέχεια της ενότητας αυτής.

Τέλος, οι εφαρμογές των προτύπων αυτών είναι πολυδίαστατες εφόσον εκτείνονται από

τη θεωρία χορδών, την AdS/CFT αντιστοιχία και την προσέγγιση ισχυρά συζευγμένων μη-

Αβελιανών θεωριών βαθμίδας, σε μελέτη αλλαγής φάσεων στατιστικών συστημάτων και α-

λυσίδων σπίν [148]. Τα λ-πρότυπα είναι επίσης στενά συνδεδεμένα [73],[74],[80],[81], [57],[84]

με τις λεγόμενες η-παραμορφώσεις προτύπων σε χώρους ομάδας [73],[74] ή συνσυνολικούς

χώρους [76],[77],[78] μέσω της Poisson-Lie Τ-δυϊκότητας και μίας αναλυτικής συνέχισης

των συντεταγμένων και των παραμέτρων των σ-προτύπων [81],[57],[84]. Υπάρχουν επίσης

εμβαπτίσεις των λ-προτύπων ως λύσεις υπερβαρύτητας [68],[69],[70], καθώς και υλοποιήσεις

τους μέσω αφινικών Gaudin προτύπων [96]. Τέλος, λ-πρότυπα προκύπτουν και μέσω συ-

μπλεκτικής αναγωγής Chern-Simons θεωριών από παραπάνω διαστάσεις[88, 145, 146].

2.10.1 Απλά παραμορφωμένο πρότυπο

΄Οπως αναφέρθηκε και προηγουμένως, οι σύμμορφες θεωρίες συνσυνολικών προτύπων ε-

πιδέχονται έναν Λαγκρανζιανό φορμαλισμό σε όρους βαθμισμένων WZW προτύπων. Σε

αυτές τις κατασκευές, σημείο αφετηρίας είναι μία WZW δράση με μία GL × GR συμμετρία

άλγεβρας ρευμάτων (μίας Lie ομάδας G), της οποίας βαθμίζεται μία διαγώνια υποομάδα H

εισάγοντας κάποια μη-δυναμικά πεδία βαθμίδας στην αντίστοιχη Lie άλγεβρα. Μετά την

ολοκλήρωση των πεδίων αυτών προκύπτει ένα σ-πρότυπο που αντιστοιχεί σε σε μία G/H

σύμμορφη θεωρία πεδίου η οποία χαρακτηρίζεται από μία ανηγμένη ομάδα ισομετριών σε

σχέση με την αρχική WZW θεωρία
12
.

12
Εάν η H αποτελεί μέγιστη υποομάδα της G, τότε ο τελικός χώρος δεν θα έχει καμία ισομετρία.
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Συμμετρικό απλά παραμορφωμένο πρότυπο

Κατασκευή

΄Εχοντας την πάνω ιδέα ως αφετηρία, το Κύριο Χειραλικό Πρότυπο [91] σε Λορέντζιο δισ-

διάστατο χώρο κοσμικού φύλλου και στις συντεταγμένες του κώνου φωτός
13

είναι

SPCM(g̃) = −κ
2

π

∫
d2σTr(g̃−1∂+g̃g̃

−1∂−g̃), g̃ ∈ G, (2.10.2)

το οποίο αντιστοιχεί στην (2.6.2) με συνολική παράμετρο ζεύξης κ2 = −π/4K2
. Το πρότυ-

πο αυτό έχει μία καθολική συμμετρία GL×GR και είναι ολοκληρώσιμο. Επιπλέον, η WZW

θεωρία που ορίζεται από την (2.6.15) έχει μία GL,cur×GR,cur συμμετρία άλγεβρας ρευμάτων

και προφανώς, όντας μία σύμμορφη θεωρία πεδίου, είναι και αυτή ολοκληρώσιμη. Συνεπώς,

το άθροισμα των δύο αυτών δράσεων θα αντιστοιχεί σε μια ολοκληρώσιμη θεωρία σε έναν

χώρο-στόχο διάστασης 2dimG.

Συμβολίζοντας με Gdiag,cur την διαγώνια υποομάδα της GL,cur ×GR,cur, βαθμίζεται η GL ×
Gdiag,cur της άνωθεν συμμετρίας. Η προκύπτουσα θεωρία, όπως θα αποδειχθεί, θα διατη-

ρήσει την καθολική συμμετρία ως προς την αρχική GR ομάδα. Κατά την διαδικασία της

βάθμισης, αντικαθίστανται οι απλές παράγωγοι της SPCM(g̃) με τις αντίστοιχες συναλλοίω-

τες ∂±g̃ → D±g̃ = ∂±g̃−A±g̃ και προκύπτει η βαθμισμένη δράση SgPCM(g̃;A±), με τα πεδία

A± να αντιστοιχούν στα μη-δυναμικά πεδία βαθμίδας. Για την περίπτωση της WZW δράσης,

η αντικατάσταση αυτή των παραγώγων με τις αντίστοιχες συναλλοίωτες δεν δουλεύει και η

αρχική WZW δράση αντικαθίσταται με την βαθμισμένη G/G WZW δράση σε επίπεδο k

SgWZW (g;A±) = kSWZW (g) +
k

π

∫
d2σTr(iA−J+ − iA+J− + A−gA+g

−1 − A−A+)

= kSWZW +
k

π

∫
d2σ(iAa−J

a
+ − iAa+Ja− + Aa+(DT − 1)abA

b
−),

(2.10.3)

13
Οι συμβάσεις για τις συντεταγμένες είναι

σ± = τ ± σ, τ =
1

2
(σ+ + σ−), σ =

1

2
(σ+ − σ−)

∂± =
1

2
(∂τ ± ∂σ), ∂τ = ∂+ + ∂−, ∂σ = ∂+ − ∂−, d2σ = dτ ∧ dσ = −dσ+ ∧ dσ−

2

(2.10.1)
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όπου

Ja+ = −iTr(ta∂+gg
−1) = Ra

µ∂+X
µ, Ja− = −iTr(tag−1∂−g) = Laµ∂−X

µ,

Ra := −iTr(tadgg−1) = Ra
µdXµ, La := −iTr(tag−1dg) = LaµdXµ,

Dab = Tr(tagt
bg−1), Ra = DabL

b.

(2.10.4)

Οι σχέσεις (2.10.4) εκφράζουν τις (αναλλοίωτες κάτω από αριστερή και δεξιά δράση της

ομάδας G) Mauer-Cartan μορφές, όπως αυτές ορίζονται για μία συμπαγή, απλή Lie ομάδα

G με το αντίστοιχο στοιχείο ομάδας να παραμετροποιείται από τις συντεταγμένες Xµ
, µ =

1, 2, ..., dimG του χώρου-στόχου της ομάδας αυτής. Ο πίνακαςD είναι ο ορθογώνιος πίνακας

που συνδέει την αριστερή με την δεξιά αναλλοίωτη Mauer-Cartan μορφή και ταυτίζεται με

την συζυγή δράση της ομάδας G στην άλγεβρα g = Lie(G). Οι Mauer-Cartan μορφές και

ο ορθογώνιος πίνακας που τις συνδέει ικανοποιούν τις σχέσεις

dLa =
1

2
fabcL

b ∧ Lc, dRa = −1

2
fabcR

b ∧Rc, dDab = DacfcbeL
e. (2.10.5)

Οι πίνακες ta, a = 1, ..., dimG είναι οι γεννήτορες της άλγεβρας g και συνεπώς ικανοποιούν

τις σχέσεις μετάθεσης [ta, tb] = ifabctc, ενώ από εδώ και στο εξής η κανονικοποίηση τους

θα είναι η Tr(tatb) = δab.

Μέσω των ορισμών (2.10.4) οι SPCM(g̃) και SWZW (g) μπορούν να ξαναφραφούν ως

SWZW,k(g) =
k

2π

∫
d2σLaµL

a
ν∂+X

µ∂−X
ν +

k

12π

∫
B3

fabcL
a ∧ Lb ∧ Lc,

SPCM =
1

π

∫
EabL

a
+L

b
− =

1

π

∫
d2σEabL

a
µL

b
ν∂+X

µ∂−X
ν ,

(2.10.6)

με τον πίνακα Eab να είναι ένας γενικός πίνακας ζεύξης που εδώ αντιστοιχεί με Eab = κ2δab.

Οι μορφές (2.10.6) των δύο δράσεων θα χρειασθούν πιο μετά για τον προσδιορισμό της

μετρικής του χώρου στόχου και του αντισυμμετρικού τανυστή Bµν μέσω της δράσης του

λ-παραμορφωμένου προτύπου.

Επιστρέφοντας τώρα στην διαδικασία της βάθμισης, η συνολική βαθμισμένη δράση

Stot(g̃, g;A±) = SgPCM(g̃;A±) + SgWZW (g;A±) (2.10.7)

μένει αναλλοίωτη κάτω από τον μετασχηματισμό

g̃ → Λ−1g̃, g → Λ−1gΛ, A± → Λ−1A±Λ− Λ−1∂±Λ (2.10.8)



2.10. λ-παραμορφωμένα πρότυπα 62

για ένα στοιχείο Λ(σ+, σ−) ∈ G.

Λόγω της συμμετρίας βαθμίδας αυτής, μπορούν να εξαλειφθούν dimG βαθμοί ελευθερίας

μεταξύ των στοιχείων g̃, g ∈ G, και εφόσον η ομάδα G δρά ελεύθερα στο g̃, επιλέγεται η

βαθμίδα

g̃ = 1. (2.10.9)

Η συνολική δράση (2.10.7) μετά την επιλογή της βαθμίδας γίνεται

Sg.f.(g;A±) = SWZW (g) +
1

π

∫
d2σTr(−ikA+J− + ikJ+A− − A+MA−), (2.10.10)

όπου έχει ορισθεί ο πίνακας

M = κ21− k(DT − 1) = (k + κ2)(1− λDT ), (2.10.11)

με την παράμετρο λ να είναι

λ =
k

k + κ2
, 0 < λ < 1. (2.10.12)

Είναι εύκολο να δειχθεί ότι η δράση (2.10.10) είναι αναλλοίωτη κάτω από την καθολική

συμμετρία

g → Λ−1
0 gΛ0, A± → Λ−1

0 A±Λ0, Λ0 ∈ G. (2.10.13)

Η διαφόριση τώρα της δράσης (2.10.10) ως προς τα πεδία βαθμίδας δίνει

Aa+ = ikM−1
ba J

b
+, Aa− = −ikM−1

ab J
b
− (2.10.14)

και στη συνέχεια, αντικαθιστώντας αυτά στην Λαγκρανζιανή προκύπτει η ενεργός δράση

του λ-προτύπου

Sk,λ(g) = SWZW,k(g) +
k

2π

∫
d2σJa+(λ−1 −DT )−1

ab J
b
− , (2.10.15)

ή χρησιμοποιώντας τις Mauer-Cartan μορφές της σχέσης (2.10.4)

Sk,λ(g) =
k

4π

∫
d2σJ+DJ− +

k

48π

∫
B3

fabcL
a ∧ Lb ∧ Lc +

k

2π

∫
d2σJ+(λ−1 −DT )−1J−.

(2.10.16)

Είναι προφανές ότι η δράση (2.10.15) και (2.10.16) παραμένει αναλλοίωτη κάτω από τον

μετασχηματισμό (2.10.13) για το στοιχείο g ∈ G, καθώς και κάτω από μετασχηματισμούς
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γενικευμένης ομοτιμίας

σ+ ↔ σ−, g → g−1, λ→ λT . (2.10.17)

Εκτός από αυτές τις δύο συμμετρίες όμως, είναι εύκολο να δειχθεί από την μορφή (2.10.16)

της δράσης ότι το λ-πρότυπο εμφανίζει άλλη μία συμμετρία σε κβαντικό επίπεδο. Η νέα αυτή

συμμετρία

λ→ λ−1, k → −k, g → g−1
(2.10.18)

είναι μια δυϊκού τύπου συμμετρία ως προς τον (εν γένει) πίνακα της παραμέτρου ζεύξης λ

και εκφράζεται ως

S−k,λ−1(g−1) = Sk,λ(g), (2.10.19)

μέσα από τους μετασχηματισμούς

g → g−1 : D → DT , Ja+ → DbaJ
b
+, Ja− → −DabJ

b
−.

΄Οπως θα γίνει αντιληπτό και στην συνέχεια, η συμμετρία αυτή διαδραματίζει καθοριστικό

ρόλο στον ακριβή υπολογισμό κβαντικών μεγεθών εφόσον η επιβολή της σε κβαντικό επίπε-

δο οδηγεί σε ακριβή αποτελέσματα χωρίς εκτενή χρήση της θεωρίας διαταραχών.

Για έναν γενικό πίνακα λ = k(k1 + E)−1
με τα στοιχεία των συνιστωσών του να είναι

λab � 1, η γραμμική μορφή της (2.10.15)

Sk,λ(g) = SWZW,k(g) +
k

π

∫
d2σλabJ

a
+J

b
− +O(λ2), (2.10.20)

αντιστοιχεί σε μία WZW θεωρία διαταραγμένη κατά ένα σύνολο κλασικά οριακών τελεστών,

διγραμμικών ως προς τα ρεύματα της WZW θεωρίας. Οι δύο πρώτοι όροι του πάνω ανα-

πτύγματος αντιστοιχούν στο μη-Αβελιανό μποζονοποιημένο Thirring πρότυπο.

Η δράση (2.10.20) είναι αναλλοίωτη κάτω από την καθολική συμμετρία (2.10.13) καθώς και

κάτω από τη συμμετρία της γενικευμένης ομοτιμίας (2.10.17) αλλά δεν είναι αναλλοίωτη

κάτω από την συμμετρία δυϊκού τύπου (2.10.18) (σε κλασικό τουλάχιστον επίπεδο).

΄Εχει γίνει η υπόθεση [49],[47] ότι η δράση (2.10.15) αντιστοιχεί στην ενεργό δράση σε

επίπεδο όλων των βρόγχων ως προς λ και ενός βρόγχου ως προς το 1/k ανάπτυγμα, του

μποζονοποιημένου μη-Αβελιανού προτύπου Thirring. Η υπόθεση αυτή βασίστηκε στα α-

κόλουθα φυσικά επιχειρήματα:

1. Για μικρά λab η δράση (2.10.15) γίνεται αυτή του μη-Αβελιανού Thirring προτύπου.
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2. Και οι δύο δράσεις έχουν κοινές τις πολύ σημαντικές συμμετρίες (2.10.13),(2.10.17),

(2.10.18). Η δράση (2.10.20) δεν εμφανίζει την τελευταία συμμετρία σε κλασικό επίπε-

δο, παρόλα αυτά όμως, χρησιμοποιώντας επιχειρήματα μέσω ολοκληρωμάτων διαδρο-

μών έχει αποδειχθεί [46] ότι η ενεργός δράση του μη-Αβελιανού Thirring προτύπου

πρέπει να είναι αναλλοίωτη κάτω από τη συμμετρία δυϊκότητας αυτή (λ, k)→ (λ−1,−k)

(για k � 1).

3. Το πιό ισχυρό φυσικό επιχείρημα είναι ότι μέχρι τάξη 1/k, η ακριβής ως προς τις

παραμέτρους ζεύξης λab β-συνάρτηση που έχει υπολογισθεί για την (2.10.15) στις

[49],[47],[82], ταυτίζεται με αυτήν που προκύπτει για την (2.10.20) από την άθροιση

σε όλους τους βρόγχους της θεωρίας διαταραχών.

4. ΄Εχει αποδειχθεί μαθηματικά [44] ότι στο κλασικό όριο, η άλγεβρα των αγκύλων Pois-

son που προκύπτουν για την (2.10.20) είναι ένας τρόπος έκφρασης της ενεργού δράσης

(2.10.15) [38].

Τέλος, πρέπει να σημειωθεί ότι τα λ-παραμορφωμένα πρότυπα όπως κατασκευάστηκαν στην

[38] και [49] αποτελούν ολοκληρώσιμες παραμορφώσεις για συγκεκριμένες επιλογές του

πίνακα λ. Πιο συγκεκριμένα, η ολοκληρωσιμότητα της αρχικής θεωρίας διατηρείται για

διαγώνιο και ισοτροπικό πίνακα λab = λδab στην περίπτωση που ο χώρος-στόχος είναι μία

Lie ομάδα G ή ένας συμμετρικός ή ημί-συμμετρικός συνσυνολικός χώρος [38],[48],[66],[67],

καθώς και για συγκεκριμένες μορφές γενικού πίνακα [56, 57], οι οποίες παρουσιάζονται στην

επόμενη παράγραφο.

Ολοκληρωσιμότητα

Στην υποενότητα αυτή θα αποδειχθεί η ολοκληρωσιμότητα του απλά παραμορφωμένου λ-

προτύπου για συγκεκριμένες μορφές του πίνακα λ [56]. Για το λόγο αυτό, στη διαδικασία

της βάθμισης συμμετέχει το PCM με γενικό πίνακα ζεύξης Eab και ο γενικός πίνακας πα-

ραμόρφωσης λ ορίζεται μέσω αυτού ως E = k(λ−1 − 1). Στη δράση που προκύπτει από το

άθροισμα των βαθμισμένων

SgWZW,k(g;A±) = SWZW,k(g) +
k

π

∫
Tr(A−∂+gg

−1 − A+g
−1∂−g + A−gA+g

−1 − A−A+),

SgPCM,E(g̃;A±) = − 1

π

∫
EabTr(tag̃−1D+g̃)Tr(tbg̃−1D−g̃), (2.10.21)

επιλέγεται η βαθμίδα g̃ = 1 και η μετέπειτα διαφόριση της δράσης που προκύπτει ως προς

τα πεδία βαθμίδας A±, συνεπάγεται τις εξισώσεις κίνησης

D+gg
−1 = (λ−T − 1)A+, g−1D−g = −(λ−1 − 1)A−, (2.10.22)
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με D±g = ∂±g − [A±, g], ή ισοδύναμα

A+ = (λ−T −D)−1J+, A− = −(λ−1 −DT )−1J−. (2.10.23)

Επιπλέον, με διαφόριση ως προς τα στοιχεία της ομάδας g ∈ G προκύπτουν οι εξισώσεις

κίνησης

D−(D+gg
−1) = F+−, D+(g−1D−g) = F+−,

με F+− = ∂+A− − ∂−A+ − [A+, A−].
(2.10.24)

Οι δύο αυτές εξισώσεις είναι ισοδύναμες λόγω του ότι [D+, D−]g = [g, F+−]. Αντικαθι-

στώντας τις τελευταίες στις (2.10.22) προκύπτουν οι εξισώσεις κίνησης του απλά παραμορ-

φωμένου λ-προτύπου
14

∂+A− − ∂−(λ−TA+) = [λ−TA+, A−],

∂(λ−1A−)− ∂−A+ = [A+, λ
−1, A−].

(2.10.25)

Για να είναι ολοκληρώσιμη η θεωρία, αρκεί οι εξισώσεις κίνησης (2.10.25) να μπορούν να

έρθουν στη μορφή μίας Lax εξίσωσης

dL = L ∧ L ή ∂+L− − ∂−L+ = [L+,L−], (2.10.26)

για κάποια L± = L±(τ, σ, ζ), όπου ζ ∈ C είναι μία φασματική παράμετρος.

Οι περιπτώσεις του πίνακα λ για τις οποίες η θεωρία διατηρεί την ολοκληρωσιμότητά της

μετά την παραμόρφωση είναι:

1. Για την περίπτωση ημι-απλής ομάδας G [38],[66] με διαγώνιο και ισοτροπικό πίνακα

λab = λδab οι εξισώσεις κίνησης (2.10.25) γίνονται

∂±A∓ = ± 1

1 + λ
[A+, A−] (2.10.27)

και το ζεύγος Lax είναι

L± =
2

1 + λ

ζ

ζ ∓ 1
A±. (2.10.28)

2. Για το συμμετρικό συνσύνολο G/H, όπου H είναι μια ημι-απλή υποομάδα της G, με

πίνακα λ = diag(1dimH, λ1dimG/H). Στην περίπτωση αυτή τα πεδία βαθμίδας χωρίζονται

14
Αναλυτικά, για έναν τετραγωνικό πίνακα Μ ισχύει MA+ = MbcA

c
+tb και [MA+, A−] =

fbcdMceA
e
+A

d
−tb.
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στο μέρος που ανήκει στην υποομάδα H και το συνσύνολο G/H ως

A± = Ah± + A
g/h
± , Ah± ∈ L(H), A

g/h
± ∈ L(G/H),

όπου με L(H) και L(G/H) συμβολίζεται το σύνολο των γεννητόρων του L(G) που

έχουν δείκτες υποομάδας ή συνσυνόλου αντίστοιχα. Εφόσον το G/H είναι ένας συμ-

μετρικός χώρος (δηλαδή fαβγ = 0 όταν τα α, β, γ είναι συνσυνολικοί δείκτες), οι

σχέσεις (2.10.25) γίνονται

∂+A
h
− − ∂−Ah+ = [Ah+, A

h
−] +

1

λ
[A

g/h
+ , A

g/h
− ]

∂±A
g/h
∓ = −[A

g/h
∓ , Ah±]

(2.10.29)

και το ζεύγος Lax που ικανοποιεί την (2.10.26) είναι

L± = Ah± +
ζ±1

√
λ
A
g/h
± . (2.10.30)

3. Για την ειδική περίπτωση G = SU(2) με διαγώνιο, πλήρως ανισοτροπικό πίνακα λ =

diag(λ1, λ2, λ3), στη βάση ta = −iσa/
√

2, όπου σa είναι οι πίνακες Pauli, οι εξισώσεις

κίνησης γίνονται

∂±A
1
∓ =

√
2λ1

(1− λ2
1)λ2λ3

[
(λ2 − λ1λ3)A2

±A
3
∓ − (λ3 − λ1λ2)A3

±A
2
∓

]
και κυκλικές εναλλαγές στα 1,2,3.

(2.10.31)

Το ζεύγος Lax L± = La±ta έχει συνιστώσες

La =
√
z±(ζ) + c2

aX
a
± (χωρίς άθροιση στα a), z± ∈ C, a = 1, 2, 3, (2.10.32)

με

X1
± =

A1
±

λ1

√
(1− λ2

2)(1− λ2
3)
, c1 = λ1 − λ2λ3

και κυκλικές εναλλαγές στα 1,2,3 ,

ενώ η λύση της συνθήκης

(z+z− − c2
1c

2
2 − c2

2c
2
3 − c2

3c
2
1)2 = 4c2

1c
2
2c

2
3(z+ + z− + c2

1 + c2
2 + c2

3)

που υπακούουν τα z± εισάγει την φασματική παράμετρο ζ. ΄Οταν λ1 = λ2 = λ3 τα
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αποτελέσματα συμπίπτουν με αυτά της πρώτης περίπτωσης για διαγώνιο και ισοτροπικό

πίνακα λ και G = SU(2).

4. Για την περίπτωση γενικού, συμμετρικού, συνσυνολικού χώρου G/H επίσης προκύπτει

ολοκληρώσιμη θεωρία.

5. Για την περίπτωση της λ-παραμόρφωσης του Yang-Baxter προτύπου [57] με λ =

k(k1 + E)−1
, με τον πίνακα Ε να είναι E = 1

t̃
(1 − η̃R)−1

αντιστοιχώντας σε μία

παραμόρφωση με δύο παραμέτρους t̃ και η̃, και τον πίνακα R να ικανοποιεί την τροπο-

ποιημένη Yang-Baxter εξίσωση. Ορίζοντας

Ã± = (1± η̃R)−1A±

και

a =
1 + c2η̃2λ̃0

1 + λ̃0

, λ̃0 =
kt̃

1 + kt̃
, c2 = 1,−1, 0 ,

οι (2.10.25) γίνονται

± ∂±Ã∓ = η̃[RÃ±, Ã∓] + a[Ã+, Ã−], (2.10.33)

ενώ το ζεύγος Lax είναι

L± = (α±1± η̃R)(1± η̃R)−1A±,

α± = α1 + α2
ζ

ζ ∓ 1
, α1 = α−

√
α2 − c2η̃2, α2 = 2

√
α2 − c2η̃.

(2.10.34)

6. Για την συνσυνολική εκδοχή της τελευταίας περίπτωσης επίσης υπάρχει ολοκληρώσιμη

θεωρία [57].

Μη-Αβελιανό Τ-δυϊκό και Ψευδοδυϊκό χειραλικό όριο

Εκτός από το όριο των μικρών λab που οδηγεί στην (2.10.20), υπάρχουν άλλα δύο ενδια-

φέροντα όρια στα οποία η δράση (2.10.15) είναι καλώς ορισμένη. Αυτά είναι όταν η σταθερά

ζεύξης πλησιάζει τα όρια λ → ±1. Για την περίπτωση ενός γενικού πίνακα λ τα όρια αυτά

είναι

• Μη-Αβελιανό Τ-δυϊκό του PCM

λab = δab −
Eab
k

+O
(

1

k2

)
, g = 1 + i

vat
a

k
+O

(
1

k2

)
, (2.10.35)
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με τον πίνακα Eab να είναι ένας γενικός τετραγωνικός πίνακας δίαστασης dimG. Σε

αυτό το όριο προκύπτει

Ja± =
∂±v

a

k
+O

(
1

k2

)
, Dab = δab +

fab
k

+O
(

1

k2

)
, fab = −ifabcvc.

΄Εχοντας διαλέξει τις σταθερές δομής να είναι πλήρως φανταστικές το fab είναι πραγ-

ματική ποσότητα. Σε αυτό το όριο, η δράση (2.10.15) γίνεται

Snon-Abel(v) =
1

2π

∫
d2σ∂+v

a(E + f)−1
ab ∂−v

b, (2.10.36)

η οποία αντιστοιχεί στο μη-Αβελιανό Τ-δυϊκό (ως προς την δράση της ομάδας GL του

σ-προτύπου) του PCM με έναν γενικό πίνακα ζεύξης Eab.

Σε αυτό το όριο, ο WZW όρος της (2.10.15) δεν συμμετέχει καθόλου.

• Ψευδοδυϊκό χειραλικό όριο

λab = −δab +
Eab
k1/3

, g = 1 + i
vat

a

k1/3
+ . . . , k →∞ , (2.10.37)

με τον πίνακα Eab να είναι πάλι ένας γενικός τετραγωνικός πίνακας διάστασης dimG.

Η αρχική κατασκευή της δράσης (2.10.15) επέβαλε, για συμπαγείς ομάδες G, τον

περιρισμό 0 < λ < 1 για τις σταθερές ζεύξης. Παρόλα αυτά όμως, από την στιγμή

που θα παραχθεί η δράση, μπορεί να επεκταθεί το εύρος τιμών των παραμέτρων λ.

΄Ετσι και αλλιώς η δυϊκού τύπου συμμετρία (2.10.18) το απαιτεί αυτό. Προκειμένου να

μελετηθεί το ψευδοχειραλικό όριο, το εύρος των παραμέτρων λ επεκτείνεται και στους

αρνητικούς και η ισοδύναμη μορφή της δράσης, όπου ο τετραγωνικός όρος της WZW

δράσης έχει συμπεριληφθεί στον όρο παραμόρφωσης είναι

Sk,λ(g) =
k

4π

∫
d2σJa+

[
(λ−1 −DT )−1(λ−1 +DT )D

]
ab
J b−−

− ik

48π

∫
B3

fabcL
a ∧ Lb ∧ Lc,

με τις σταθερές δομής να είναι πλήρως φανταστικές.

Οι διάφορες ποσότητες της δράσης αυτής αναπτύσσονται γύρω από την μονάδα όπως

και πριν, με το k αντικατεστημένο με k1/3
και έτσι στο όριο (2.10.37) αυτή γίνεται

SPseudodual(v) =
1

8π

∫
d2σ∂+v

a∂−v
b

(
Eab +

1

3
fab

)
. (2.10.38)

Εφόσον το αντισυμμετρικό τμήμα του πίνακα Eab οδηγεί σε ολικές παραγώγους, ο
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πίνακας Eab στην πάνω δράση μπορεί να θεωρηθεί συμμετρικός. Τότε, για Eab =

δab/b
2/3

η δράση (2.10.38) ταυτίζεται με τη δράση του Ψευδοχειραλικού προτύπου

[136].

Στο όριο αυτό, το τετραγωνικό μέρος της WZW δράσης και ο όρος παραμόρφωσης

της (2.10.15) συμμετέχουν εξίσου προκειμένου το αποτέλεσμα να είναι πεπερασμένο,

αλλά ο καθένας ξεχωριστά αποκλίνει.

Εφόσον τα δύο παραπάνω όρια του μη-Αβελιανού και του Ψευδοδυϊκού προτύπου υπάρχουν

και είναι καλώς ορισμένα σε επίπεδο δράσης, θα πρέπει επίσης να υπάρχουν και να είναι

καλώς ορισμένα και στο επίπεδο των διαφόρων φυσικών ποσοτήτων, όπως οι συναρτήσεις

συσχετισμού, οι συναρτήσεις της ομάδας επανακανονικοποίησης κ.α. Η ύπαρξη αυτών των

ορίων διευκολύνει υπερβολικά την εύρεση μεγεθών που περιλαμβάνουν όλες τις διορθώσεις

σε επίπεδο κβαντικών βρόγχων μη-διαταρακτικά.

Γενικές Ιδιότητες

Για τα επόμενα κεφάλαια χρειάζεται το OPE των WZW ρευμάτων (2.2.22) και (2.2.23) σε

Ευκλείδιο χώρο με μιγαδικές συντεταγμένες z = 1
2
(τ + iσ) και z̄, καθώς και το OPE των

ρευμάτων με τα αφινικά πρωτεύοντα πεδία της σύμμορφης θεωρίας (2.2.30).

Για τα ολομορφικά ρεύματα, θεωρώντας έναν επαναορισμό τους ως Ja → Ja/
√
k, το μη-

πεπερασμένο μέρος του OPE είναι [90],[137]

Ja(z)J b(z) =
δab

(z − w)2
+
fabc√
k

J c(w)

z − w
(2.10.39)

και όμοια για τα αντιολομορφικά J̄(z̄), με τις σταθερές δομής fabc να είναι καθαρά φαντα-

στικές, ενώ το OPE Ja(z)J̄ b(w̄) είναι πεπερασμένο.

Οι συναρτήσεις συσχετισμού δύο, τριών και τεσσάρων σημείων για τα ολομορφικά ρεύμα-

τα στη σύμμορφη θεωρία πεδίου δίνονται από τι σχέσεις (2.2.26),(2.2.27) και (2.2.28) α-

ντίστοιχα. Οι συναρτήσεις συσχετισμού που περιέχουν ολομορφικά και αντιολομορφικά

ρεύματα μηδενίζονται στο σύμμορφο σημείο αλλά στην παραμορφωμένη θεωρία επιδέχονται

λ-διορθώσεις, ενώ 〈J〉 = 〈J̄〉 = 0.

΄Οσον αφορά τα αφινικά πρωτεύοντα πεδία της σύμμορφης θεωρίας Φi,i′(z, z̄), αυτά μετα-

σχηματίζονται κάτω από μη-αναγωγίσιμες αναπαραστάσεις R και R′ με πίνακες ta και t̃a,

κάτω από τη δράση των ρευμάτων Ja και J̄a και έτσι, i = 1, ..., dimR, i′ = 1, ..., dimR′.
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Ειδικότερα,

Ja(z)Φi,i′(w, w̄) = − 1√
k

(ta)i
jΦj,i′(w, w̄)

z − w
,

J̄a(z̄)Φi,i′(w, w̄) =
1√
k

(t̃a)
j′
i′Φi,j′(w, w̄)

z̄ − w̄
.

(2.10.40)

Τα πεδία αυτά είναι ταυτόχρονα και πρωτεύοντα κατά Virasoro με σύμμορφες ολομορφικές

και αντι-ολομορφικές διαστάσεις [137]

∆R =
cR

2k + cG
, ∆̄R′ =

cR′

2k + cG
, (2.10.41)

όπου τα cR, cR′ , cG ≥ 0 αντιστοιχούν στις ιδιοτιμές του τετραγωνικού τελεστή Casimir στις

αναπαραστάσεις R, R′ και την συζυγή αναπαράσταση για την οπόια (ta)bc = fabc, αντίστοιχα.

Τα στοιχεία αυτά ορίζονται ως

(tata)i
j = cRδi

j, (t̃at̃a) = cR′δi′
j′ , facdfbcd = −cGδab. (2.10.42)

Οι συναρτήσεις συσχετισμού δύο σημείων για τα πρωτεύοντα πεδία στο σύμμορφο σημείο

είναι σε αναλογία με την (2.2.14) (αν συμπεριληφθεί και η αντι-ολομορφική συνεισφορά)

〈Φ(1)
i,i′(z1, z̄2)Φ

(2)
j,j′(z2, z̄2)〉 =

δijδi′j′

z2∆R
12 z̄

2∆̄R′
12

, z12 = z1 − z2, (2.10.43)

όπου οι εκθέτες τονίζουν το γεγονός ότι οι αναπαραστάσεις για τα διαφορετικά πρωτεύοντα

πεδία στις συναρτήσεις συσχετισμού, μπορούν εν γένει να διαφέρουν. Ωστόσο, στην συ-

νάρτηση συσχετισμού δύο σημείων, οι αναπαραστάσεις αυτές πρέπει να είναι συζυγείς η μία

της άλλης για τον ολομορφικό και αντι-ολομορφικό τομέα ξεχωριστά και συνεπώς, έχουν τις

ίδιες σύμμορφες διαστάσεις. Οι πίνακες ta και t̃a είναι ερμητιανοί και συνεπώς, προκύπτει

για την αναπαράσταση (1) και την συζυγή της (2) ότι

t(1)
a = ta, t̃(1)

a = t̃a, t(2)
a = −t∗a, t̃(2)

a = −t̃∗a. (2.10.44)

Το μείον στον ορισμό της συζυγούς αναπαράστασης είναι πολυ σημαντικό προκειμένου οι

πίνακες να ικανοποιούν την ίδια Lie άλγεβρα. Θα φανεί στη συνέχεια ότι και στην παραμορ-

φωμένη θεωρία, προκειμένου οι συναρτήσεις συσχετισμού που περιλαμβάνουν δύο πρωτεύο-

ντα πεδία να μη μηδενίζονται, θα πρέπει επίσης οι αντίστοιχες αναπαραστάσεις τους να είναι

συζυγής η μία της άλλης.

΄Εστω τώρα τρία αφινικά πρωτεύοντα πεδία που μετασχηματίζονται κάτω από τις αναπαρα-

στάσεις (Ri, R
′
i), i = 1, 2, 3. Τότε, σύμφωνα με την (2.2.14), η συνάρτηση συσχετισμού
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τριών σημείων για αυτά είναι

〈Φ(1)
i,i′(z1, z̄1)Φ

(2)
j,j′(z2, z̄2)Φ

(3)
k,k′(z3, z̄3)〉 =

Cii′,jj′,kk′

z
∆12;3

12 z
∆13;2

13 z∆23;1

23 z̄
∆̄12;3

12 z̄
∆̄13;2

13 z̄
∆̄23;1

23

,

με (2.10.45)

∆ij;k = ∆Ri + ∆Rj −∆Rk .

Οι σταθερές δομής Cii′,jj′,kk′ εξαρτώνται από τις αναπαραστάσεις καθώς επίσης και από το

επίπεδο k της άλγεβρας.

Υπάρχουν επίσης συναρτήσεις συσχετισμού μεταξύ πρωτευόντων πεδίων και ρευμάτων, οι

οποίες δίνονται από τις σχέσεις

〈Ja(z)Φ
(1)
i,i′(z1, z̄1)Φ

(2)
j,j′(z2, z̄2)〉 = − 1√

k

(ta ⊗ 1R′)ij,i′j′

z2∆R
12 z̄

2∆̄R′
12

(
1

z − z1

− 1

z − z2

)
,

〈J̄a(z̄)Φ
(1)
i,i′(z1, z̄1)Φ

(2)
j,j′(z2, z̄2)〉 =

1√
k

(1R ⊗ t̃∗a)ij,i′j′
z2∆R

12 z̄
2∆̄R′
12

(
1

z̄ − z̄1

− 1

z̄ − z̄2

)
.

(2.10.46)

Στις σχέσεις αυτές χρησιμοποιήθηκε το γεγονός ότι προκειμένου να προκύψει ένα μη-

μηδενικό αποτέλεσμα, πρέπει οι αναπαραστάσεις κάτω από τις οποίες μετασχηματίζονται τα

πρωτεύοντα πεδία να είναι συζυγείς η μία της άλλης για τον ολομορφικό και αντι-ολομορφικό

τομέα ανεξάρτητα. Τότε, τα πρωτεύοντα πεδία έχουν τις ίδιες σύμμορφες διαστάσεις. Με

1R και 1R′ συμβολίζονται τα ταυτοτικά στοιχεία των αναπαραστάσεων R και R′ αντίστοιχα.

Συναρτήσεις συσχέτισης με δύο ρεύματα και ένα αφινικό πρωτεύον πεδίο μηδενίζονται στο

σύμμορφο σημείο και παραμένουν μηδέν και στην παραμορφωμένη θεωρία.

΄Οσον αφορά τη συμμετρία δυϊκού τύπου (2.10.18) τώρα, ένα αφινικό πρωτεύον πεδίο Φ(1)

μεταχηματίζεται, κάτω από την αντιστροφή του στοιχείου g ∈ G, στο συζυγές του. Πιο

συγκεκριμένα,

Φ
(1)
i,i′(g

−1) = Φ
(2)
i′,i(g), (2.10.47)

το οποίο σημαίνει για τους πίνακες της αναπαράστασης ότι

t(1) ↔ t̃(2), t(2) ↔ t̃(1). (2.10.48)
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Αν η αντιστροφή του g ∈ G ακολουθηθεί και από μετασχηματισμό ομοτιμίας σ → −σ τότε

t(1) ↔ −t̃(2), t(2) ↔ −t̃(1)
(2.10.49)

και επιπλέον τα Ja και J̄a αλλάζουν μεταξύ τους Ja ↔ J̄a.

Συναρτήσεις συσχετισμού

Ο ακριβής υπολογισμός των συναρτήσεων συσχετισμού δύο και τριών σημείων για τα ρε-

ύματα και τα πρωτεύοντα πεδία της παραμορφωμένης θεωρίας βρίσκεται αναλυτικά στην [44]

και θα παρουσιασθεί συνοπτικά στην υποενότητα αυτή.

Για τον υπολογισμό των συναρτήσεων συσχετισμού της λ-θεωρίας γίνεται εκτενής χρήση

της συμμετρίας (2.10.18) που εμφανίζει η ενεργός δράση (2.10.15).

΄Οπως είναι αναμενόμενο, η θεωρία (2.10.15) δεν παραμένει σύμμορφη στο κβαντικό επίπεδο,

και συνεπώς τα αρχικά ρεύματα της WZW δράσης αναμένεται να δέχονται λ-διορθώσεις και

να γίνονται ενδεδυμένα

Ja+(g)k,λ =
1

1 + λ
(1− λD)−1

ab J
b
+, Ja−(g)k,λ = − 1

1 + λ
(1− λDT )−1

ab J
b
−. (2.10.50)

Για αυτά ισχύει

Ja±(g−1)−k,λ−1 = λ2Ja±(g)k,λ, (2.10.51)

όπου οι δείκτες k, λ αναφέρονται στις ενδεδυμένες ποσότητες οι οποίες ικανοποιούν νέες

σχέσεις μετάθεσης και OPEs που έχουν λάβει λ-συνεισφορές [44].

Πηγαίνοντας σε Ευκλείδια υπογραφή
15
, η συνάρτηση συσχετισμού δύο σημείων για τα ολο-

μορφικά ρεύματα της παραμορφωμένης θεωρίας δίνεται από τη σχέση

〈Ja(x1)J b(x2)〉k,λ =
1

Zk,λ

∫
[dg]Ja[g(x1)]k,λJ

b[g(x2)]k,λe
−Sk,λ[g], (2.10.53)

με την Sk,λ[g] να είναι η δράση (2.10.15) και η συνάρτηση επιμερισμού είναι

Zk,λ =

∫
[dg]e−Sk,λ[g] =

∫
[dg−1]e−Sk,λ[g−1] =

∫
[dg]e−S−k,λ−1 [g] = Z−k,λ−1 , (2.10.54)

15
Οι αντίστοιχες συμβάσεις σε Ευκλείδιο χώρο είναι

z =
1

2
(τ + iσ), z̄ =

1

2
(τ − iσ), τ = z + z̄, σ = −i(z − z̄)

∂ = ∂z = ∂τ − i∂σ, ∂̄ = ∂z̄ = ∂τ + i∂σ, d2z = dz ∧ dz̄ =
1

2i
dτ ∧ dσ.

(2.10.52)
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όπου χρησιμοποιήθηκε το γεγονός ότι το μέτρο της ολοκλήρωσης είναι αναλλοίωτο κάτω

από g → g−1 =⇒ [dg−1] = [dg]. Οπότε, η συνάρτηση επιμερισμού της θεωρίας είναι

αναλλοίωτη κάτω απο την (2.10.18).

Επίσης, χρησιμοποιώντας την (2.10.51) προκύπτει ότι∫
[dg]Ja[g(x1)]k,λJ

b[g(x2)]k,λe
−Sk,λ[g]

=

∫
[dg−1]Ja[g−1(x1)]k,λJ

b[g−1(x2)]k,λe
−Sk,λ[g−1]

=
1

λ4

∫
[dg]Ja[g(x1)]−k,λ−1J b[g(x2)]−k,λ−1e−S−k,λ−1 [g].

(2.10.55)

Αυτό οδηγεί σε μία μη-τετριμένη ταυτότητα για την συνάρτηση συσχετισμού δύο σημείων

των ρευμάτων της λ-θεωρίας

λ2 〈Ja(x1)J b(x2)〉k,λ = λ−2 〈Ja(x1)J b(x2)〉−k,λ−1 , (2.10.56)

η οποία μπορεί να γενικευθεί για συναρτήσεις συσχετισμού ολομορφικών και αντι-ολομορφικών

ρευμάτων περισσότερων σημείων ως

λn+m 〈Ja1 ...Jan J̄ b1 ...J̄ bm〉k,λ = λ−n−m 〈Ja1 ...Jan J̄ b1 ...J̄ bm〉−k,λ−1 . (2.10.57)

Οι συνολικοί παράγοντες λ μπορούν να απορροφηθούν με έναν επαναορισμό των ρευμάτων

J και αυτό θα χρησιμοποιηθεί στην συνέχεια.

Το αποτέλεσμα αυτό είναι σε πλήρη συμφωνία με αυτό της [46], το οποίο προέκυψε χρη-

σιμοποιώντας την δράση (2.10.20) του μη-Αβελιανού Thirring προτύπου. Το πλεονέκτημα

όμως χρήσης της ενεργού δράσης (2.10.15) είναι ότι μπορεί να εφαρμοσθεί η συμμετρία

δυϊκότητας (2.10.18) σε συναρτήσεις συσχετισμού που περιέχουν πρωτεύοντα πεδία της πα-

ραμορφωμένης θεωρίας τα οποία κάτω από τον μετασχηματισμό αυτό συμπεριφέρονται όπως

αναλύθηκε στην προηγούμενη υποενότητα.

Στα Ευκλείδια ολοκληρώματα διαδρομής η δράση εμφανίζεται στον εκθέτη ως e−S. Η δράση

που χρησιμοποιείται για την εύρεση των συναρτήσεων συσχετισμού των λ-προτύπων είναι

αυτή του Μη-Αβελιανού Thirring προτύπου (2.10.20) στην οποία γίνεται ανάπτυγμα γύρω

από την σύμμορφη WZW θεωρία για μικρή παράμετρο παραμόρφωσης λ. Αυτό δεν έρχεται

σε αντιπαράθεση με την προηγούμενη ανάλυση όπου χρησιμοποιήθηκε η (2.10.15) εφόσον η

τελευταία ταυτίζεται με την ενεργό δράση του μη-Αβελιανού προτύπου Thirring και συνεπώς

μπορεί να θεωρηθεί η αφετηρία για τον υπολογισμό 1/k διορθώσεων σε κβαντικό επίπεδο.

Σχηματικά, για έναν αριθμό γενικών πεδίων Fi, i = 1, 2, ..., οι συναρτήσεις συσχετισμού σε
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τάξη O(λn) περιλαμβάνουν αθροίσματα εκφράσεων της μορφής

〈F1(x1, x̄1)F2(x2, x̄2)...〉(n)
λ =

1

n!

(
−λ
π

)n ∫
d2z1...n〈F1(x1, x̄1)Ja1(z1) . . . Jan(zn)

J̄a1(z̄1) . . . J̄an(z̄n)F2(x2, x̄2)〉 ,
(2.10.58)

όπου d2z1...n := d2z1 . . . d
2zn.

Με χρήση συναιρέσεων όπου εφαρμόζονται τα κατάλληλα OPEs και η ταυτότητα του Ward

η οποία για την περίπτωση των ρευμάτων παίρνει τη μορφη (2.2.29), είναι δυνατόν οι συναρ-

τήσεις συσχετισμού n σημείων να εκφρασθούν μέσω συναρτήσεων συσχετισμού n − 1 και

n−2 σημείων, και αναδρομικά να υπολογισθούν με τη χρήση των συναρτήσεων συσχετιμού

δύο και τριών σημείων οι οποίες είναι γνωστές.

΄Οπως γίνεται προφανές λοιπόν, στους υπολογισμούς αυτούς προκύπτουν πολλαπλά ολοκλη-

ρώματα τα οποία χρειάζονται κανονικοποίηση. Το σχήμα ομαλοποίησης που ακολουθείται

στην πλειοψηφία των υπολογισμών της παρούσας εργασίας είναι το εξής:

1. Η σειρά των ολοκληρώσεων επιλέγεται να είναι από τα αριστερά προς τα δεξιά d2z1...n

και οι ενδιάμεσες μεταθέσεις ολοκληρωμάτων δεν επιτρέπονται, εφόσον τα ολοκλη-

ρώματα εμφανίζουν αποκλίσεις και τα αντίστοιχα όρια δεν μετατίθενται απαραίτητα.

2. Τα εσωτερικά σημεία zi, δεν μπορούν να συμπίπτουν με τα εξωτερικά xi αλλά μπορούν

να συμπίπτουν με άλλα εσωτερικά zj 6=i, καθώς επίσης επιτρέπονται και όροι-επαφής

(contact-terms) μεταξύ των εξωτερικών σημείων
16
. Αυτό σημαίνει ότι το πεδίο ολο-

κλήρωσης αντιστοιχεί σε έναν χώρο

Dn = {(z1, z2, . . . zn) ∈ Cn : |zi − xj| > ε, ε > 0}, ∀i, j , (2.10.59)

για μια σταθερά αποκοπής μικρών αποστάσεων ε. Φυσικά, ο χώρος αυτός ολοκλήρω-

σης επιτρέπει τον απειρισμό των ολοκληρωμάτων στις μεγάλες αποστάσεις, συνεπώς

οι ολοκληρώσεις θεωρούνται έγκυρες όταν πραγματοποιούνται σε σε έναν χώρο χα-

ρακτηριστικής ακτίνας R με τα εξωτερικά xi να μην περιλαμβάνονται σε αυτόν και

R� |xi|. Οι τελευταίες συνθήκες οδηγούν σε πραγματικά αποτελέσματα, αναλλοίωτα

κάτω από μεταθέσεις.

16
Αυτό δεν είναι μέρος του σχήματος ομαλοποίησης, αλλά μία επιλογή που διευκολύνει τους υπολογισμούς.

Σύμφωνα με το σχήμα αυτό οι δ-συναρτήσεις που εμφανίζονται είναι

δ(2)(zi − xj) = 0, δ(2)(zi − zj)(ολοκληρώνεται κανονικα), δ(2)(xi − xj)(παραμένει)
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Ο τρόπος υπολογισμού τέτοιων ολοκληρωμάτων παρουσιάζεται αναλυτικά στο παράρτημα

Α΄, ενώ τα αποτελέσματα χρήσιμων ολοκληρωμάτων βρίσκονται στο παράρτημα Β΄.

Εφαρμόζοντας τα παραπάνω και με χρήση των ολοκληρωμάτων του παραρτήματος Β΄, έπειτα

από αρκετούς υπολογισμούς οι οποίοι βρίσκονται αναλυτικά στην [44] προκύπτουν οι συναρ-

τήσεις συσχετισμού δύο και τριών σημείων, διαταρακτικά μέχρι τάξη O(λ3) και O(1/k) να

έιναι:

-Για τα ρεύματα

〈Ja(x1)J b(x2)〉λ =
δab
x2

12

(
1− 2

cG
k
λ3 +

cG
k

(λ2 − 2λ3) ln
ε2

|x12|2
+

1

k
O(λ4)

)
(2.10.60)

〈Ja(x1)J̄ b(x̄2)〉λ =− πλδabδ(2)(x12)

− λ2cG
k

δab
[

1

|x12|2
+ πδ(2)(x12)

(
1− 1

2
ln

ε2

|x12|2

)]
(2.10.61)

+ 2
λ3cG
k

δab
[

1

|x12|2
+ πδ(2)(x12)

(
1− ln

ε2

|x12|2

)]
+

1

k
O(λ4)

〈Ja(x1)J b(x2)J c(x3)〉λ =
1√
k

(
1 +

3

2
λ2 − λ3

)
fabc

x12x13x23

+
1√
k
O(λ4) (2.10.62)

〈Ja(x1)J b(x2)J̄ c(x̄3)〉λ =
λ(1− λ)√

k

x̄12fabc
x2

12x̄23x̄13

+
1√
k
O(λ3), (2.10.63)

ενώ οι συναρτήσεις συσχετισμού 〈J̄ J̄ J̄〉 και 〈J̄ J̄J〉 προκύπτουν εύκολα από τις πάνω με

μετασχηματισμό ομοτιμίας.

-Για τα πρωτεύοντα πεδία

〈Φ(1)
i,i′(x1, x̄2)Φ

(2)
j,j′(x2, x̄2)〉

λ
=

1

x2∆R
12 x̄

2∆̄R′
12

[(
1 +

λ2

k
(cR + cR′) ln

ε2

|x12|2

)
(1R ⊗ 1R′)ii′,jj′

− 2λ
1 + λ2

k
ln

ε2

|x12|2
(ta ⊗ t∗a)

]
+

1

k
O(λ3), (2.10.64)

όπου εμφανίζεται ένας όρος ανάμιξης των πεδίων ο οποίος μπορεί να διαγωνιοποιηθεί. Ει-

σάγοντας τον διπλό δείκτη I = (ii′), μπορεί να βρεθεί ένας πίνακας U ανεξάρτητος του λ

και k, ώστε

(ta ⊗ t∗a)IJ = UIKNKL(U−1)LJ , NIJ = NIδIJ , (2.10.65)
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με τα NIJ να είναι οι ιδιοτιμές του πίνακα ta ⊗ t∗a. Τότε, στη νέα βάση

Φ̃
(1)
I = (U−1)I

JΦ
(1)
J , Φ̃

(2)
I = UI

JΦ
(2)
J , (2.10.66)

η συνάρτηση συσχετισμού (2.10.64) γίνεται διαγώνια και γράφεται ως

〈Φ̃(1)
I (x1, x̄1)Φ̃

(2)
J (x2, x̄2)〉λ =

δIJ

x2∆R
12 x̄

2∆̄R′
12

(
1 + δ

(Φ)
I ln

ε2

|x12|2

)
, (2.10.67)

όπου διαταρακτικά

δ
(Φ)
I =

1

k

(
−2λ(1 + λ2)NI + λ2(cR + cR′) +O(λ4)

)
. (2.10.68)

Η συνάρτηση συσχετισμού τριών σημείων στην διαγώνια βάση προκύπτει αντίστοιχα μέχρι

τάξη O(λ) να είναι

〈Φ̃(1)
I (x1, x̄1)Φ̃

(2)
J (x2, x̄2)Φ̃

(3)
K (x3, x̄3)〉λ = −λ

k

C̃IJK

x
∆12;3

12 x
∆13;2

13 x
∆23;1

23 x̄
∆̄12;3

12 x̄
∆13;2

13 x̄
∆̄23;1

23(
(N

(1)
I +N

(2)
I −N

(3)
I ) ln

ε2

|x12|2
+ κυκλικές εναλλαγές στα 1,2,3

)
,

(2.10.69)

με N
(i)
I τις ιδιοτιμές του αντίστοιχου πίνακα (t

(i)
a ⊗ t(i)∗a )I

J = (U (i))I
K(N (i))K

L(U (i))−1J
L για

την κάθε αναπαράσταση των Φ̃
(i)
I = (U (i))−1J

I Φ
(i)
J , i = 1, 2, 3 και

C̃IJK = (U (1))−1M
I (U (2))−1N

J (U (3))−1L
K CMNL.

-Για τις ανάμικτες

〈Ja(x3)Φ̃
(1)
I (x1, x̄1)Φ̃

(2)
J (x2, x̄2)〉λ =(

1 +
λ2

2

)
(ta ⊗ 1R′)ii′,jj′ − λ(1R ⊗ t̃∗a)ii′,jj′√

kx2∆R
12 x̄

2∆̄R′
12

(
1

x13

− 1

x23

)
,

(2.10.70)

〈J̄a(x̄3)Φ̃
(1)
I (x1, x̄1)Φ̃

(2)
J (x2, x̄2)〉λ =

−
(

1 +
λ2

2

)
(1R ⊗ t̃∗a)ii′,jj′ − λ(ta ⊗ 1R′)ii′,jj′√

kx2∆R
12 x̄

2∆̄R′
12

(
1

x̄13

− 1

x̄23

)
.

(2.10.71)

Από τις διαταρακτικές αυτές εκφράσεις είναι δυνατόν να υπολογισθούν οι ακριβείς ως προς

λ και σε O(1/k) εκφράσεις αξιοποιώντας την δυϊκού τύπου συμμετρία (2.10.18) ως εξής:

Ξεκινώντας από τη συνάρτηση συσχέτισης τριών σημείων για τα ρεύμετα, γίνεται η υπόθεση
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για την ακριβή της μορφή

〈Ja(x1)J b(x2)J c(x3)〉λ =
f(λ)√

k(1− λ)(1 + λ)3

fabc
x12x13x23

, (2.10.72)

όπου η f(λ) είναι αναλυτική παντού με f(0) = 1 προκειμένου να υπάρχει συμφωνία με το

αποτέλεσμα της σύμμορφης θεωρίας για λ = 0. Η μορφή των πόλων προέκυψε ξέροντας ότι

τα μόνα σημεία ανωμαλίας της ενεργού δράσης είναι τα λ = ±1, ενώ οι δυνάμεις τους 1 και

3 αντίστοιχα, προέκυψαν με απαίτηση η συνάρτηση συσχετισμού να είναι καλώς ορισμένη

στα δύο όρια του μη-Αβελιανού Τ-δυϊκού και Ψευδοχειραλικού προτύπου αντίστοιχα.

Στη συνέχεια, απαιτώντας η (2.10.72) να είναι αναλλοίωτη κάτω από την (2.10.18) προκύπτει

ότι η f(λ) είναι πολυώνυμο το πολύ δεύτερης τάξης ως προς το λ

λ2f(λ−1) = f(λ) =⇒ f(λ) = 1 + cλ+ λ2. (2.10.73)

Τέλος, αντικαθιστώντας στην (2.10.72) και απαιτώντας για μικρό λ το ανάπτυγμά της να

ταυτίζεται με την διαταρακτική έκφραση (2.10.60) μέχρι τάξηO(λ), προσδιορίζεται η σταθερά

c και προκύπτει η ακόλουθη, ακριβής στο λ, έκφραση μέχρι τάξη O(1/k)

〈Ja(x1)J b(x2)J c(x3)〉λ =
1 + λ+ λ2√

k(1− λ)(1 + λ)3

fabc
x12x13x23

. (2.10.74)

Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία αλλά με αρχική υπόθεση

〈Ja(x1)J b(x2)J̄ c(x̄3)〉λ =
λf(λ)√

k(1− λ)(1 + λ)3

x̄12fabc
x2

12x̄23x̄23

(2.10.75)

και απαιτώντας f(0) = 0, προκύπτει και η ακριβής μορφή της συνάρτησης συσχετισμού

〈JJJ̄〉
〈Ja(x1)J b(x2)J̄ c(x̄3)〉λ =

λ√
k(1− λ)(1 + λ)3

x̄12fabc
x2

12x̄23x̄23

, (2.10.76)

το ανάπτυγμα της οποίας μέχρι τάξη O(λ3) ταυτίζεται με την (2.10.63).

΄Οσον αφορά τις ακριβείς εκφράσεις των συναρτήσεων συσχετισμού που εμπεριέχουν πρω-

τεύοντα πεδία, θα δοθούν στην αμέσως επόμενη υποενότητα αφού όπως θα γίνει φανερό

σχετίζονται με τις ανώμαλες διαστάσεις των πεδίων.

Για τις ανάμικτες συναρτήσεις συσχετισμού που περιλαμβάνουν ένα ρεύμα και δύο πρω-
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τεύοντα πεδία, η αρχική υπόθεση είναι της μορφής

〈Ja(x3)Φ
(1)
i,i′(x1, x̄1)Φ

(2)
j,j′(x2, x̄2)〉

λ
=

f1(λ)(ta ⊗ 1R′)ii′,jj′ − λf2(λ)(1R ⊗ t̃∗a)ii′,jj′√
k(1− λ)(1 + λ)3x2∆R

12 x̄
2∆̄R′
12

(
1

x13

− 1

x23

)
,

(2.10.77)

με τις συναρτήσεις f1(λ) και f2(λ) να είναι παντού αναλυτικές και f1(0) = f2(0) = 1.

Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία με πριν, προκύπτει για την 〈JaΦ(1)
i,i′Φ

(2)
j,j′〉 από την (2.10.77)

ότι

〈Ja(x3)Φ
(1)
i,i′(x1, x̄1)Φ

(2)
j,j′(x2, x̄2)〉

λ
= − (ta ⊗ 1R′)ii′,jj′ − λ(1R ⊗ t̃∗a)ii′,jj′√

k(1− λ)(1 + λ)3x
2∆R−1

12 x̄
2∆̄R′
12 x13x23

. (2.10.78)

΄Ομοια για την 〈J̄aΦ(1)
i,i′Φ

(2)
j,j′〉

〈Ja(x3)Φ
(1)
i,i′(x1, x̄1)Φ

(2)
j,j′(x2, x̄2)〉

λ
=

(1R ⊗ t̃∗a)ii′,jj′ − λ(ta ⊗ 1R′)ii′,jj′√
k(1− λ)(1 + λ)3x2∆R

12 x̄
2∆̄R′−1

12 x̄13x̄23

. (2.10.79)

Κατά τη διάρκεια των παραπάνω υπολογισμών γίνεται εμφανές ότι προκειμένου να προσδιορι-

σθεί η ακριβής ως προς λ μορφή των συναρτήσεων συσχετισμού, χρειάζονται τα αντίστοιχα

διαταρακτικά αποτελέσματα (2.10.60)-(2.10.71) μόνο μέχρι τάξη O(λ2), ενώ η τρίτη τάξη

λειτουργεί ως έλεγχος και όντως ταυτίζεται με τον όρο τρίτης τάξης των αναπτυγμάτων

(2.10.74)-(2.10.79) για μικρό λ.

Συναρτήσεις ομάδας επανακανονικοποίησης

΄Οπως είναι προφανές, οι δράσεις (2.10.15) και (2.10.20) δεν αντιστοιχούν πλέον σε μία θεω-

ρία που παραμένει σύμμορφη σε κβαντικό επίπεδο. Αυτό σημαίνει ότι σε επίπεδο παραμέτρων

ζεύξης θα προκύψει μια μη-μηδενική β-συνάρτηση, ενώ σε επίπεδο τελεστών οτί αυτοί θα

αποκτήσουν λ-διορθώσεις και συνεπώς ανώμαλες διαστάσεις κάτω από την ροή της ομάδας

επανακανονικοποίησης. Τα ενδεδυμένα (dressed) ρεύματα (2.10.50) που προκύπτουν από

τις λ-διορθώσεις των αρχικών είναι ανάλογα με τα πεδία βαθμίδας A± της (2.10.14) κατά

έναν παράγοντα που εξαρτάται από το λ και για λ = 0 ταυτίζονται με τα ρεύματα της WZW

θεωρίας [44].

Στο σύμμορφο σημείο λ = 0, οι κλασικές διαστάσεις των ολομορφικών και αντι-ολομορφικών

αυτών ρευμάτων είναι (1,0) και (0,1) αντίστοιχα. Παρόλα αυτά μόλις ενεργοποιηθούν οι αλ-

ληλεπιδράσεις λ 6= 0 η ολομορφική διάσταση του J γίνεται (1 + γJ/2, γJ/2). Φυσικά, η

συνολική ανώμαλη διάσταση που αποκτά ο τελεστής J είναι το άθροισμα των δύο που ισο-

ύται με γJ . Συνεπώς, από διαστατική ανάλυση, η συνάρτηση συσχετισμού δύο σημείων για
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τα ολομορφικά ρεύματα μπορεί να γραφτεί στην ακόλουθη γενική μορφή

Gab(x1, x2) = 〈Ja(x1)J b(x2)〉λ = G0(λ, k)
δabε

2γJ

x
1+γJ/2
12 x̄

2γJ/2
12

, (2.10.80)

όπου G0(λ, k) είναι μία γενική συνάρτηση των αδιάστατων (κλασικά) παραμέτρων λ και k.

Το ανάπτυγμα για γJ � 1 δίνει

Gab(x1, x2) = δab
G0(λ, k)

x2
12

(
1 + γJ ln

ε2

|x12|2

)
+ . . . . (2.10.81)

΄Οπως φαίνεται λοιπόν, η ανώμαλη διάσταση προκύπτει ως ο συντελεστής του λογαριθμικού

όρου στο ανάπτυγμα της συνάρτησης συσχετισμού δύο σημείων και συνεπώς, για τον υπο-

λογισμό της αρκεί ο προσδιορισμός του όρου αυτού.

Από την (2.10.60) προκύπτει λοιπόν ότι διαταρακτικά μέχρι O(λ3)

γ(J) =
cG
k

(
λ2 − 2λ3 +O(λ4)

)
(2.10.82)

και

G0(k, λ) = 1− 2
cG
k

(
λ3 +O(λ4)

)
. (2.10.83)

΄Οσον αφορά την συνάρτηση συσχετισμού 〈JJ̄〉, αυτή θα πρέπει να μηδενίζεται στο σύμμορφο

σημείο και η γενική μορφή της είναι

〈Ja(x1)J̄ b(x̄2)〉λ = δab
G̃0(k, λ)

|x12|2

(
1 + γ(J) ln

ε2

|x12|2

)
+ δabδ

(2)(x12)

(
A(k, λ) +B(k, λ) ln

ε2

|x12|2

)
,

(2.10.84)

όπου οι συναρτήσεις A(k, λ), B(k, λ) και G̃0(k, λ) προσδιορίζονται διαταρακτικά από την

(2.10.61), ενώ η ανώμαλη διάσταση γ(J)
είναι αυτή της (2.10.82). ΄Ετσι, φαίνεται ότι διατα-

ρακτικά η (2.10.61) και η (2.10.84) παίρνουν την μορφή

〈Ja(x1)J̄ b(x2)〉λ = −γ(J) δab
|x12|2

+ όροι επαφής. (2.10.85)

Οι όροι επαφής στην (2.10.84) σε αυτή την περίπτωση επιτρέπονται, αφού η ποσότητα 〈JJ̄〉
είναι πραγματική.
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Για την εύρεση της ακριβούς μορφής της ανώμαλης διάστασης αρκεί να γίνει η υπόθεση

γ(J) =
cG
k

f(λ)

(1− λ)(1 + λ)3
, (2.10.86)

με τους πόλους του παρονομαστή να έχουν επιλεγεί ξανά σύμφωνα με τα επιχειρήματα της

προηγούμενης υποενότητας, και την f(λ) να είναι μια αναλυτική συνάρτηση του λ, η οποία

μετά από την απαίτηση γ(J)(k, λ) = γ(J)(−k, λ−1) προκύπτει να είναι ένα πολυώνυμο το

πολύ τέταρτης τάξης ως προς λ

f(λ) = a0 + a1λ+ a2λ
2 + a1λ

3 + a0λ
4.

Από εδώ γίνεται εμφανές ότι προκειμένου να προσδιορισθούν οι συντελεστές της χρειάζεται

το διαταρακτικό ανάπτυγμα 〈JJ〉 μέχρι δεύτερη τάξη μόνο. Εισάγοντας την (2.10.1) στην

(2.10.86) και συγκρίνοντας το ανάπτυγμά της με την (2.10.82) προσδιορίζονται οι συντελε-

στές a0, a1, a2 και προκυπτει η ακριβής μορφή της ανώμαλης διάστασης για τους τελεστές

ρευμάτων να είναι

γ(J) =
cG
k

λ2

(1− λ)(1 + λ)3
≥ 0. (2.10.87)

Για τον υπολογισμό της β-συνάρτησης υπάρχουν αρκετές μέθοδοι που θα αναλυθούν στα-

διακά και σε επόμενες ενότητες. Για τώρα επιλέγεται η ευκολότερη μέθοδος η οποία είναι

η χρήση της συμμετρίας όπως και πριν, δεδομένου ότι ο πίνακας ζεύξης έχει την απλούστε-

ρη μορφή του (διαγώνιος και ισοτροπικός). Συνεπώς, αρκεί να γίνει πάλι μια υπόθεση της

μορφής

βλ = −cG
2k

g(λ)

(1 + λ)2
(2.10.88)

και με την επιβολή της συμμετρίας (2.10.18)
17

η g(λ) προκύπτει πάλι πολυώνυμο το πολύ

τέταρτης τάξης g(λ) = b0 + b1λ+ b2λ
2 + b1λ

3 + β0λ
4
.

Για την εύρεση των συντελεστών της g(λ) χρειάζεται η διαταρακτική μορφη της β-συνάρτησης

τουλάχιστον μέχρι τάξη O(λ2) η οποία μπορεί να προσδιοριστεί ως εξής:

΄Οπως είναι γνωστό από τη θεωρία πεδίου, οι σχέσεις που συνδέουν τις αρχικές, μη-

επανακανονικοποιημένες ποσότητες με τις επανακανονικοποιημένες είναι οι

Ja0 = Z1/2Ja, J̄a0 = Z1/2J̄a, λ0 = Z1λ, (2.10.89)

17
Στον μετασχηματισμό λ→ λ−1

εδώ, λόγω του ορισμού της β-συνάρτησης εμπλέκεται η παράγωγος και

ουσιαστικά η β-συνάρτηση μετασχηματίζεται σαν άνυσμα.
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όπου με δείκτη 0 συμβολίζονται οι αρχικές, και για τις συναρτήσεις συσχετισμού ισχύει

〈Ja(x1)J b(x2)〉 = Z−1 〈Ja0 (x1)J b0(x2)〉 , 〈Ja(x1)J̄ b(x̄2)〉 = Z−1 〈Ja0 (x1)J̄ b0(x̄2)〉 .

Κάνοντας την υπόθεση

Z−1 = 1 + 2
cG
k
λ3 − cG

k

(
c1λ

2 + c2λ
3 +O(λ4)

)
ln(ε2µ2),

Z1 = 1− cG
k (c3λ+ c4λ2 +O(λ3))

ln(ε2µ2)
(2.10.90)

προκειμένου να υπάρχει συμβατότητα με το σύμμορφο σημείο, και χρησιμοποιώντας τα διατα-

ρακτικά αποτελέσματα (2.10.60), (2.10.61) για τις μη-επανακανονικοποιημένες συναρτήσεις

συσχετισμού με το 1/|x12| αντικατεστημένο με την ενεργειακή κλίμακα µ, προκύπτει από

τις (2.10.1) μέχρι τάξη O(1/k) ότι

c1 = 1, c2 = −2, c3 = −1

2
, c4 = 1. (2.10.91)

Συνεπώς, η διαταρακτική μορφή της β-συνάρτησης μέχρι τάξη O(1/k) και O(λ3) είναι

βλ =
1

2
µ
dλ

dµ
=

1

2
λZ1µ

dZ−1
1

dµ
= −cG

2k

(
λ2 − 2λ3 +O(λ4)

)
(2.10.92)

και συγκρίνοντας με το ανάπτυγμα της (2.10.88) προκύπτει b0 = b1 = 0, b2 = 1 και

βλ = −cG
2k

λ2

(1 + λ)2
≤ 0. (2.10.93)

Η έκφραση αυτή υποδεικνύει ότι ο διγραμμικός στα ρεύματα τελεστής της παραμόρφωσης

είναι οριακά σχετικός.

Επίσης, προκύπτει πάλι η ανώμαλη διάσταση ως

γ(J) = µ
d lnZ1/2

dµ
=
cG
k

(
λ2 − 2λ3 +O(λ4)

)
,

η οποία ταυτίζεται με την (2.10.82). Ο υπολογισμός της ακριβής έκφρασης για την ανώμαλη

διάσταση μπορεί να επιτευχθεί και μέσω της εξίσωσης Callan-Symanzik [50], δεδομένου

όμως ότι η μορφή της β-συνάρτησης είναι γνωστή.

΄Ενας άλλος υπολογισμός που μπορεί να γίνει, είναι αυτός για την ανώμαλη διάσταση του

σύνθετου τελεστή Oi που οφείλεται για την παραμόρφωση του WZW προτύπου κατά τον

παράγοντα λiOi. Ο υπολογισμός αυτός καθορίζει αν ο κλασικά οριακός τελεστής Oi γίνεται
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σχετικός ή μη-σχετικός παρουσία των αλληλεπιδράσεων λi. Για τον υπολογιμό αυτό, απαι-

τείται η εύρεση της μετρικής του Zamolodchikov (2.3.2) στο χώρο των παραμέτρων ζεύξης,

δηλαδή της συνάρτησης συσχετισμού gij = 〈Oi(x1)Oj(x2)〉 |x12|4. Αυτή υπολογίζεται δια-

ταρακτικά και έπειτα με τη χρήση αναδρομικών σχέσεων προκύπτει η ακριβής μορφή της στο

παράρτημα Γ΄. Σύμφωνα με την [58] η συνάρτηση συσχετισμού δύο σημείων Gij = 〈OiOj〉,
και η μετρική Zamolodchikov gij παίρνουν τη μορφή

Gij ∼ G0|ij(λ
i, k)|x12|−2(2+γ) =

(
δi
m + γi

m ln
ε2

|x12|2
+ . . .

)
G0|mj(λ

i, k)|x12|−4,

gij(λ
i, t) = g

(0)
ij (λi) + 2πt∇i∇jV +O(t2) = g

(0)
ij (λi)− t∇(iβj) +O(t2),

(2.10.94)

όπου γi
j
είναι ο πίνακας της ανώμαλης διάστασης των σύνθετων τελεστώνOi, t = ln(|x12|2µ2)

με µ μια αυθαίρετη κλίμακα επανακανονικοποίησης και A(ij) := AiAj + AjAi. Επίσης, η

g
(0)
ij αναφέρεται στο πεπερασμένο μέρος της συνάρτησης συσχετισμού δύο σημείων, ενώ το

V στο ενεργό δυναμικό. ΄Οσον αφορά την συναλλοίωτη παράγωγο που εμφανίζεται στην

(2.10.94), η συγγενής σύνδεση της υπολογίζεται με βάση την μετρική g
(0)
ij . Τέλος, η μετρική

αυτή χρησιμοποιείται και για την αλλαγή των δεικτών της β-συνάρτησης απο συναλλοίωτους

σε ανταλλοίωτους και αντίστροφα βi = g
(0)
ij β

j = g
(0)
ij

dλi

d lnµ2 .

Από την (2.10.94) προκύπτει αμέσως ο πίνακας της ανώμαλης διάστασης γi
j
ως ο συντελε-

στής του λογαριθμικού όρου αφού έχει απομονωθεί το πεπερασμένο g
(0)
ij κομμάτι και είναι

γi
j(λi) = ∇(iβk)g

(0)kj = ∇iβ
j +∇jβi

= ∂iβ
j + g(0)jm

(
g

(0)
in ∂mβ

n + βn∂ng
(0)
im

)
.

(2.10.95)

Ο πίνακας (2.10.95) μετασχηματίζεται σαν σύνθετος τανυστής κάτω από διαφορομορφισμούς

των συντεταγμένων λi. ΄Οπως προέκυψε από την (2.10.93) η κύρια συνεισφορά της β-

συνάρτησης ως προς την παράμετρο k είναι ανάλογη του 1/k, και συνεπώς αφού το ζητούμενο

είναι ο υπολογισμός του πίνακα της ανώμαλης διάστασης μέχρι αυτή την τάξη στο k αλλά με

όλες τις λ-συνεισφορές, χρειάζεται μόνο το κομμάτι της μετρικής g
(0)
ij που είναι ανεξάρτητο

του k. Η ακριβής ως προς λ, Αβελιανή μορφή της μετρικής αυτής για την περίπτωση του

Thirring προτύπου με διαγώνιο και ισοτροπικό πίνακα υπολογίζεται στο παράρτημα Γ΄ και

είναι

g
(0)
11 =

dimG

(1− λ2)2
. (2.10.96)

΄Ετσι ο πίνακας της ανώμαλης διάστασης προκύπτει να είναι απλά μία συνάρτηση του λ

γ = 2∂λβ(λ) + β
∂λg

(0)
11

g
(0)
11

(2.10.97)
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και τελικά

γ = −2cG
k

λ(1− λ(1− λ))

(1− λ)(1 + λ)3
≤ 0, (2.10.98)

επιβεβαιώνοντας ότι ο διγραμμικός τελεστής είναι οριακά σχετικός. Η έκφραση αυτή είναι

αναλλοίωτη κάτω από τη συμμετρία (2.10.18) όπως ήταν αναμενόμενο.

Μια παρατήρηση εδώ είναι ότι η έκφραση (2.10.98) για την ανώμαλη διάσταση του σύνθετου

τελεστή, ξεκινάει από τάξη O(λ) σε αντίθεση με την ανώμαλη διάσταση του απλού ρεύματος

που ξεκινάει από O(λ2). Παρόλα αυτά σε καμία έκφραση δεν υπάρχει όρος μηδενικής τάξης

ως προς λ, όπως είναι αναμενόμενο για έναν οριακά σχετικό τελεστή.

Για την περίπτωση της G = SU(2) με πίνακα λ = diag(λ1, λ2, λ3) και τρείς τελεστές

Oi = J i(z)J̄ i(z̄), i = 1, 2, 3 (χωρίς άθροιση στον δείκτη i) οι οποίοι παραμορφώνουν την

σύμμορφη θεωρία κατά έναν συνδυασμό
∑

i λ
iOi/π, προκύπτει το k-ανεξάρτητο μέρος της

μετρικής Zamolodchikov g
(0)
ij να είναι ένας διαγώνιος πίνακας της μορφής

g
(0)
ij =

δij
(1− (λi)2)2

. (2.10.99)

Γενικεύοντας το αποτέλεσμα του παραρτήματος Γ΄, όλα τα μη-διαγώνια στοιχεία είναι μηδενι-

κά σε αυτήν την τάξη ως προς 1/k ανάπτυγμα, διότι δεν υπάρχουν συνδεδεμένα διαγράμματα

που να μπορούν να συνεισφέρουν στο Αβελιανό μέρος της συνάρτησης συσχετισμού 〈OiOj〉
όταν i 6= j. Παρόλα αυτά, αυτό δεν ισχύει όταν οι μη-Αβελιανοί όροι του αντίστοιχου OPE

ρευμάτων οι οποίοι είναι ανάλογοι του fijk/
√
k συνυπολογισθούν. Αυτοί οι όροι όμως όντας

ανάλογοι του 1/
√
k υπεισέρχονται σε ανώτερη τάξη ώς προς το ανάπτυγμα στο 1/k, και ε-

φόσον η β-συνάρτηση είναι ήδη τάξης O(1/k) και το ζητούμενο είναι η ανώμαλη διάσταση

του διγραμμικού τελεστή μέχρι αυτή την τάξη, όλοι οι μη-διαγώνιοι όροι της μετρικής μπο-

ρούν να αγνοηθούν.

΄Οσον αφορά τους διαγώνιους όρους, ο υπολογισμός τους ανάγεται σε αυτόν του διαγώνιου

και ισοτροπικόυ πίνακα λ. Αυτό συμβαίνει γιατί η μόνη κορυφή αλληλεπίδρασης που συ-

νεισφέρει στον υπολογισμό της 〈OiOi〉 σε μηδενική τάξη ως προς 1/k, είναι αυτή που πε-

ριλαμβάνει μόνο τον Oi, δηλαδή η λiOi/π. Οι άλλες δύο κορυφές αλληλεπίδρασης δίνουν

διαγράμματα φυσαλίδας εφόσον στην Αβελιανή προσέγγιση, ρεύματα με διαφορετικούς δε-

ίκτες ομάδας δεν μπορούν να συναιρεθούν. ΄Ετσι προκύπτει η (2.10.99) και μέσω αυτής

υπολογίζεται ο 3× 3 πίνακας της ανώμαλης διάστασης των τελεστών Oi από την (2.10.95)

γi
i = 2∂iβ

i +
1

g
(0)
ii

∂ig
(0)
ii β

i, χωρίς άθροιση στα i = 1, 2, 3,

γi
j = ∂iβ

j +
(1− (λj)2)2

(1− (λi)2)2
∂jβ

i, i 6= j.

(2.10.100)
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Αντικαθιστώντας τις ακριβείς εκφράσεις των β-συναρτήσεων [59]

β1 = −2

k

(λ2 − λ3λ1)(λ3 − λ1λ2)

(1− (λ2)2)(1− (λ3)2)
, κυκλικές εναλλαγές στα 1,2,3 (2.10.101)

προκύπτει ότι η ακριβής έκφραση για τον πίνακα της ανώμαλης διάστασης μέχρι τάξη O(1/k)

είναι

γ1
1 = −4

k

4λ1λ2λ3 − (1 + (λ1)2)((λ2)2 + (λ3)2)

(1− (λ1)2)(1− (λ2)2)(1− (λ3)2)
,

γ1
2 = −4

k

(1 + (λ1)2)(1 + (λ2)2)λ3 − 2λ1λ2(1 + (λ3)2)

(1− (λ1)2)2(1− (λ3)2)

και κυκλικές εναλλαγές στα 1,2,3.

(2.10.102)

Ο πίνακας (2.10.102) μετασχηματίζεται σαν μεικτός τανυστής κάτω από τους διαφορομορ-

φισμούς (2.10.18)

γi
j((λi)−1,−k) =

(
λi

λj

)2

γi
j(λi, k). (2.10.103)

Τέλος, όσον αφορά τις ανώμαλες διαστάσεις των πρωτευόντων πεδίων, μπορούν να υπο-

λογισθούν από τον συντελεστή του λογαριθμικού όρου του διαταρακτικού αποτελέσμα-

τος (2.10.67), συμπεριλαμβάνοντας όμως στην έκφραση αυτή και την συνεισφορά του k-

εξαρτώμενου μέρους των σύμμορφων διαστάσεων ∆R και ∆̄R′ μέχρι τάξη O(1/k)

γ
(I)
R,R′(k, λ)

∣∣∣
pert.

=
cR
2k

+
δ

(Φ)
I

2
=

=
1

2k

[
cR − 2NIλ(1 + λ2) + λ2(cR + cR′) +O(λ4)

]
.

(2.10.104)

Η αντίστοιχη υπόθεση για την ακριβή έκφραση εδώ είναι

γ
(I)
R,R′(k, λ) = −f(λ)NI + f1(λ)cR + f2(λ)cR′

2k(1− λ)(1 + λ)3
, (2.10.105)

όπου οι συναρτήσεις f, f1, f2 είναι αναλυτικές στο λ. Απαιτώντας

γ
(I)
R,R′(−k, λ

−1) = γ
(I)
R′,R(k, λ) (2.10.106)

και χρησιμοποιώντας τον τρόπο (2.10.47) με τον οποίο τα πρωτεύοντα πεδία μετασχηματίζο-

νται κάτω από τη συμμετρία (2.10.18) προκύπτει για τις άγνωστες συναρτήσεις

λ4f(1/λ) = f(λ), λ4f1(1/λ) = f2(λ), λ4f2(λ) = f1(λ)



2.10. λ-παραμορφωμένα πρότυπα 85

και συγκρίνοντας τελικά με το διαταρακτικό αποτέλεσμα (2.10.104),

f(λ) = 2λ(1 + λ)2, f1(λ) = −(1 + λ)2, f2(λ) = −λ2(1 + λ)2.

Η ακριβής έκφραση της ανώμαλης διάστασης των αφινικών πρωτεύοντων πεδίων είναι

γ
(I)
R,R′(k, λ) = −2λNI − cR − λ2cR′

2k(1− λ2)
, (2.10.107)

ενώ η ακριβής έκφραση της συνάρτησης συσχετισμού δύο σημείων για πρωτεύοντα πεδία

προκύπτει τελικά να είναι

〈Φ(1)
I (x1, x̄1)Φ

(2)(x2,x̄2)
J 〉λ =

δIJ

x
γ

(I)

R,R′ (k,λ)

12 x̄
γ

(I)

R′,R(k,λ)

12

. (2.10.108)

Με όμοια διαδικασία, προκύπτει η ακριβής έκφραση της συνάρτησης συσχετισμού τριών

σημείων μέχρι τάξη O(1/k)

〈Φ̃(1)
I (x1, x̄1)Φ̃

(2)
J (x2, x̄2)Φ̃

(3)
K (x3, x̄3)〉λ =

C̃IJK(k, λ)

x
γ12;3/2
12 x

γ13;2/2
13 x

γ23;1/2
23 x̄

γ̄12;3/2
12 x̄

γ̄13;2/2
13 x̄

γ̄23;1/2
23

,

(2.10.109)

όπου

γ12;3 =− 1

2k(1− λ2)

(
2λ(N

(1)
I +N

(2)
I −N

(3)
I )

− cR1 − cR2 + cR3 − λ2(cR′1 + cR′2 − cR′3)
) (2.10.110)

και

γ̄12;3 =− 1

2k(1− λ2)

(
2λ(N

(1)
I +N

(2)
I −N

(3)
I )

− cR′1 − cR′2 + cR′3 − λ
2(cR1 + cR2 − cR3)

)
.

(2.10.111)

Τα υπόλοιπα γij;k και γ̄ij;k προκύπτουν με κυκλικές μεταθέσεις των 1,2,3.

΄Οσον αφορά τους συντελεστές CIJK(k, λ), στο σημείο λ = 0 καθορίζονται πλήρως από τα

δεδομένα της σύμμορφης θεωρίας πεδίου και έτσι θεωρούνται γνωστοί. Σε γενικές γραμμές

μπορούν να αναπτυχθούν διαταρακτικά ως

C̃IJK(k, λ) = C̃
(0)
IJK +

1

k
C̃

(1)
IJK(λ) +O(

1

k2
), (2.10.112)



2.10. λ-παραμορφωμένα πρότυπα 86

όπου οι C̃
(0)
IJK είναι ανεξάρτητοι του λ. Αυτό συμβαίνει γιατί ένας k-εξαρτώμενος τέτοιος

όρος, με μόνους πιθανούς πόλους στα λ = ±1 και αναλλοίωτος κάτω από τον (k, λ) →
(−k, λ−1) μετασχηματισμό, δεν θα ήταν πεπερασμένος ούτε στο μη-Αβελιανό Τ-δυϊκό, ούτε

στο Ψευδοδυϊκό όριο. Προκειμένου να υπολογισθεί η πρώτη διόρθωση της συνάρτησης

συσχετισμού τριών σημείων των πρωτεύοντων πεδίων, γίνεται μία υπόθεση της μορφής

C
(1)
IJK(λ) =

fIJK(λ)

(1− λ)(1 + λ)3
. (2.10.113)

Χρησιμοποιώντας τώρα ότι κάτω από την συμμετρία (2.10.18) συνδυασμένη με μετασχηματι-

σμό ομοτιμίας ισχύει Φ
(i)
I (xi, x̄i)→ Φ

(i)
I (x̄i, xi) και C̃IJK(−k, λ−1) = C̃IJK(k, λ) προκύπτει

ότι

λ4fIJK(λ−1) = fIJK(λ) =⇒ fIJK(λ) = C̃
(1)
IJK(0)(1 + λ4) + a

(1)
IJK(λ+ λ3) + a

(2)
IJKλ

2,

με a
(1)
IJK = a

(2)
IJK = 0 και το C̃

(1)
IJK(0) να προσδιορίζεται από τα δεδομένα της σύμμορφης

θεωρίας. Συνεπώς

C̃
(1)
IJK =

C̃(1)(0)(1 + λ4)

(1− λ)(1 + λ)3
. (2.10.114)

Για την περίπτωση γενικού πίνακα λab, ο διαταρακτικός υπολογισμός της β-συνάρτησης και

της ανώμαλης διάστασης είναι αρκετά επίπονος και συνήθως μη εφικτός, οπότε ακολου-

θούνται διαφορετικές μέθοδοι οι οποίες αναλύονται αντίστοιχα στα κεφάλαια 2 και 3 στις

αντίστοιχες ενότητες.

΄Αλγεβρα

Στην υποενότητα αυτή παρουσιάζονται τα λ-διορθωμένα OPEs και οι μεταθέτες ίσου χρόνου

για τα ρεύματα και τα πρωτεύοντα πεδία της παραμορφωμένης θεωρίας, όπως αυτά προ-

κύπτουν από τις αντίστοιχες συναρτήσεις συσχετισμού δύο και τριών σημείων. Τα αποτε-

λέσματα αυτά είναι μέχρι τάξη O(1/k) και περιλαμβάνουν όλες τις συνεισφορές ως προς την

παράμετρο λ.
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-Τα OPEs είναι [44]

Ja(x1)J b(x2) =
δab

x2+γ(J)

12 x̄
γ(J)
12

+ c(λ)
fabcJ

c(x2)

x12

+ d(λ)
fabcJ̄

c(x̄2)x̄12

x2
12

+ . . . ,

Ja(x1)J̄ b(x̄2) = −γ(J) δab
|x12|2

+ d(λ)
fabcJ̄

c(x̄2)

x12

+ d(λ)
fabcJ

c(x2)

x̄12

+ . . . ,

Ja(x1)Φ
(1)
i,i′(x2, x̄2) = −

(ta)i
mΦ

(1)
m,i′(x2, x̄2)− λ(t̃∗a)i′

m′Φ
(1)
i,m′(x2, x̄2)

x12

√
k(1− λ2)

+ . . . ,

J̄a(x̄1)Φ
(1)
i,i′(x2, x̄2) =

(t̃∗a)i′
m′Φ

(1)
i,m′(x2, x̄2)− λ(ta)i

mΦ
(1)
m,i′(x2, x̄2)

x̄12

√
k(1− λ2)

+ . . . ,

Φ̃
(1)
I (x1, x̄1)Φ̃

(2)
J (x2, x̄2) =

C̃IJK(k, λ)Φ̃
(3)
K (x2, x̄2)

x
γ12;3

12 x̄
γ̄12;3

12

+ . . . ,

(2.10.115)

όπου γ(J)
είναι η ανώμαλη διάσταση του ρεύματος (2.10.87), οι συναρτήσεις C̃IJK δίνονται

στην (2.10.112) και οι διαστάσεις γ12;3, γ̄12;3 στις (2.10.110) και (2.10.111) αντίστοιχα, ενώ

c(λ) =

√
(1− λ3)2

k(1− λ2)3
, d(λ) =

√
λ2(1− λ)2

k(1− λ2)3
.

΄Εχοντας τα παραπάνω OPEs, εύκολα υπολογίζονται οι σχέσεις μετάθεσης ίσου χρόνου για

τα ρεύματα και τα πρωτεύοντα πεδία μέσω μίας διαδικασίας χρονικής ταξινόμισης

[f(σ1, τ), g(σ2, τ)] = lim
ε→0

[f(σ1, τ + iε)g(σ2, τ)− g(σ2, τ + iε)f(σ1, τ)].

Χρησιμοποιώντας αυτή τη σχέση, σε συνδυασμό με τα άνωθεν OPEs και τις ακόλουθες

αναπαραστάσεις της δ-συνάρτησης του Dirac

lim
ε→0

(
1

σ − iε
− 1

σ + iε

)
= 2πiδ(σ),

lim
ε→0

(
1

(σ − iε)2
− 1

(σ + iε)2

)
= −2πiδ′(σ),

lim
ε→0

(
σ + iε

(σ − iε)2
− σ − iε

(σ + iε)2

)
= 2πiδ(σ),

προκύπτει τελικά

[Ja(σ1), J b(σ2)] = 2πiδabδ
′(σ12) + 2πfabc

(
c(λ)J c(σ2)− d(λ)J̄ c(σ2)

)
δ(σ12),

[J̄a(σ1), J̄ b(σ2)] = −2πiδabδ
′(σ12) + 2πfabc

(
c(λ)J̄ c(σ2)− d(λ)J c(σ2)

)
δ(σ12),

[Ja(σ1), J̄ b(σ2)] = 2πd(λ)fabc
(
J c(σ2) + J̄ c(σ2)

)
δ(σ12)

(2.10.116)
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και

[Φ
(1)
i,i′(σ1)Φ

(2)
j,j′(σ2)] = 0, (2.10.117)

[Ja(σ1),Φ
(1)
i,i′(σ2)] = − 2π√

k(1− λ2)

(
(ta)i

mΦ
(1)
m,i′(σ2)− λ(t̃∗a)i′

m′Φ
(1)
i,m′(σ2)

)
δ(σ12),

[J̄a(σ1),Φ
(1)
i,i′(σ2)] =

2π√
k(1− λ2)

(
(t̃∗a)i′

m′Φ
(1)
i,m′(σ2)− λ(ta)i

mΦ
(1)
m,i′(σ2)

)
δ(σ12).

Ορίζοντας

Sa =
1

2π

√
k

1− λ2
(Ja − λJ̄a), S̄a =

1

2π

√
k

1− λ2
(J̄a − λJa), (2.10.118)

οι σχέσεις μετάθεσης (2.10.116) και (2.10.117) προκύπτουν να είναι ισομορφικές με δύο

μετατιθέμενα αντίγραφα αλγεβρας ρευμάτων με αντίθετα επίπεδα k

[Sa(σ1), Sb(σ2)] =
ik

2π
δabδ

′(σ12) + fabcS
c(σ2)δ(σ12),

[S̄a(σ1), S̄b(σ2)] = − ik
2π
δabδ

′(σ12) + fabcS̄
c(σ2)δ(σ12),

[Sa(σ1), S̄b(σ2)] = 0,

[Sa(σ1),Φ
(1)
i,i′(σ2)] = −(ta)i

mΦ
(1)
m,i′(σ2)δ(σ12),

[S̄a(σ1),Φ
(1)
i,i′(σ2)] = (t̃∗a)i′

m′Φ
(1)
i,m′(σ2)δ(σ12).

(2.10.119)

Παίρνοντας το κλασικό όριο των (2.10.116) και μέσω ενός επαναορισμού των ρευμάτων,

προκύπτουν οι αντίστοιχες λ-παραμορφωμένες αγκύλες Poisson ως το κλασικό όριο των

OPEs των ρευμάτων

{Ia±(σ1), Ib±(σ2)}P.B. = −iq2fabc
(
Ic∓(σ2)− (1 + 2x)Ic±(σ2)

)
δ(σ12)± 2q2δabδ

′(σ12),

{Ia±(σ1), Ib∓(σ2)}P.B. = iq2fabc
(
Ic+(σ2) + Ic−(σ2)

)
δ(σ12),

όπου

q = 2d(λ) =
q′√

k(1− λ2)
,

c(λ)

d(λ)
= 1 + 2x, x =

1 + λ2

2λ
, q′ =

2λ

1 + λ
,

Ia+ = q′(DT − λ1)−1
ab L

b
µ∂+X

µ, Ia− = −q′(D − λ1)−1
ab R

b
µ∂−X

µ.

Οι αγκύλες αυτές, αντιστοιχούν στην παραμόρφωση της κανονικής δομής του ισοτροπικού

PCM, και έχοντας παραχθεί με χρήση της δράσης (2.10.20), αποτελούν μια μαθηματική

απόδειξη ότι η (2.10.15) δράση είναι όντως η ενεργός δράση του προτύπου Thirring, δεδο-

μένου ότι η τελευταία αποτελεί μια έκφραση των αγκύλων αυτών [38].
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Μη-συμμετρικό απλά παραμορφωμένο πρότυπο

Στην υποενότητα αυτή η υπό μελέτη θεωρία [45] αντιστοιχεί στην παραμόρφωση μίας σύμ-

μορφης θεωρίας με όμάδα συμμετρίας GkL × GkR κατά έναν κλασικά οριακό τελεστή, δι-

γραμμικό ως προς τα ρεύματα της σύμμορφης θεωρίας. Οι ομάδες GkL,R είναι συμπαγείς,

ημί-απλές ομάδες Lie και η θεωρία έχει μία άλγεβρα ρευμάτων gkL × gkR . Συνεπώς, τα

ρεύματα της αρχικής σύμμορφης θεωρίας ικανοποιούν τα δύο αντίγραφα άλγεβρας ρευμάτων

μέσω των αντίστοιχων OPEs, τα οποία σε Ευκλείδια υπογραφή είναι

Ja(z)J b(w) =
δab

(z − w)2
+
fabc√
kL

Jc(w)

z − w
+ . . . ,

J̄a(z̄)J̄ b(w̄) =
δab

(z̄ − w̄)2
+

fabc√
kR

J̄c(w̄)

z̄ − w̄
+ . . . ,

Ja(z)J̄ b(w̄) = ομαλό,

(2.10.120)

με τις τάξεις των αντίστοιχων αλγεβρών kL, kR ∈ Z>0. Εδώ, ο επαναορισμός των ρευμάτων

είναι ο Ja → Ja/
√
kL, J̄

a → J̄a
√
kR και η δράση που αντιστοιχεί στην θεωρία σε Ευκλείδιο

χώρο (και για λab = λδab) είναι

S = SWZW;kL,kR(g)− λ

π

∫
d2zJa(z)J̄a(z̄). (2.10.121)

Η ενδιαφέρουσα ιδιότητα που παρουσιάζει η μη-συμμετρική αυτή θεωρία έναντι της (2.10.20)

είναι ότι η πρώτη κάτω από τη ροή της ομάδας επανακανονικοποίησης προς τις χαμηλές

ενέργειες εμφανίζει ένα δεύτερο σταθερό σημείο στο πλαίσιο ασθενούς σταθεράς ζεύξης

λ < 1, σε αντίθεση με την τελευταία η οποία ρεεί προς την περιοχή ισχυρής ζεύξης για

λ = 118.

Στην περίπτωση της μη-συμμετρικής θεωρίας, η ενεργός δράση (αντίστοιχη της (2.10.15))

για την (2.10.121) παρουσιάζεται σε επόμενη ενότητα μιας και η ακριβής μορφή της δεν

χρειάζεται για τώρα, και έχει αποδειχθεί ότι παραμένει αναλλοίωτη κάτω από μια γενίκευση

της προηγούμενης δυϊκού τύπου συμμετρίας (2.10.18) για μεγάλα kL,R

kL → −kR, kR → −kL, λ→ λ−1, για kL,R � 1. (2.10.122)

Το επιχείρημα αυτό ισχύει χωρίς να έχει συμπεριληφθεί ο μετασχηματισμός ομοτιμίας z ↔ z̄,

και η εφαρμογή του πάνω μετασχηματισμού σε δίαφορες εκφράσεις που περιλαμβάνουν ρίζες,

θα πρέπει να θεωρείται ως η αναλυτική συνέχιση (kL, kR) → eiπ(kR, kL) και 1 − λ →
eiπλ−1(1− λ).

18
Ως περιοχή ισχυρής ζεύξης αναφέρεται η περιοχή όπου η β-συνάρτηση αποκτάει πόλους.
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Τέλος, όσον αφορά τα όρια λ→ ±1, σε αυτήν την περίπτωση έχουν την μορφή

λ = ±1− b

(kLkR)6
, kL,R →∞, (2.10.123)

όπου το b είναι η νέα παράμετρος ζεύξης και το όριο θεωρείται ανεξάρτητα για τα δύο

πρόσημα. Η (2.10.123) αποτελεί ένα ευθύ ανάλογο του ορίου λ = −1 για το ψευδοδυϊκό

πρότυπο το οποίο υπάρχει σε επίπεδο ενεργού δράσης για kL = kR και στην περίπτωση

kL 6= kR συνεχίζει να υπάρχει. Αυτό δεν ισχύει για την περίπτωση του μη-Αβελιανού Τ-

δυϊκού ορίου λ = 1, το οποίο ενώ υπάρχει για kL = kR, στην μη-συμμετρική περίπτωση δεν

ορίζεται και η διάκριση μεταξύ των δύο ορίων λ→ 1 και λ→ −1 παύει να υπάρχει.

Συναρτήσεις συσχετισμού

Οι συναρτήσεις συσχετισμού δύο και τριών σημείων για τα ρεύματα στο σύμμορφο σημείο

προκύπτουν σύμφωνα με τα OPEs (2.10.120) να είναι αυτές της (2.2.26) και (2.2.27) με την

τάξη k αντικατεστημένη με kL για την ολομορφική και kR για την αντι-ολομορφική έκφραση

αντίστοιχα. Το ίδιο ισχύει και για την ταυτότητα του Ward (2.2.29).

΄Ομοια, για τα αφινικά πρωτεύοντα πεδία που περιλαμβάνει η θεωρία, οι σχέσεις (2.10.40)-

(2.10.44) και (2.10.46)-(2.10.48) της προηγούμενης ενότητας συνεχίζουν να ισχύουν με μόνη

διαφορά οτί όπου υπάρχει το επίπεδο k είναι αντικατεστιμένο με τα kL,R για τις ολομορφι-

κές και αντι-ολομορφικές ποσότητες αντίστοιχα. ΄Οπως αναφέρθηκε και προηγουμένως, τα

αφινικά πρωτεύοντα πεδία είναι και πρωτεύοντα κατά Virasoro, με τα αντίστοιχα κεντρικά

φορτία εδώ να είναι

cL =
2kLdimG

2kL + cG
, cR =

2kRdimG

2kR + cG
. (2.10.124)

Στην συζυγή αναπαράσταση της άλγεβρας στην οποία (ta)bc = (t̃a)bc = −fabc, για τα

πρωτεύοντα πεδία Φa,b ισχύει

Ja(z)Φb,c(w, w̄) =
1√
kL

fabdΦd,c(w, w̄)

z − w
,

J̄a(z̄)Φb,c(w, w̄) =
1√
kR

facdΦb,d(w, w̄)

z̄ − w̄
.

(2.10.125)

Σε τάξη O(λn) η συνάρτηση συσχετισμού 〈Ja(x1)Jb(x2)〉λ περιλαμβάνει αθροίσματα των

εκφράσεων

〈Ja(x1)Jb(x2)〉(n)
λ =

1

n!

(
−λ
π

)n
×
∫
d2z1...n 〈Ja(x1)Ja1(z1) . . . Jan(zn)Jb(x2)〉 〈J̄a1(z̄1) . . . J̄an(z̄n)〉 .

(2.10.126)



2.10. λ-παραμορφωμένα πρότυπα 91

Επαναλαμβάνοντας τους ίδιους υπολογισμούς με την περίπτωση του συμμετρικού προτύπου

και κάνοντας τις απαιτούμενες συναιρέσεις των ρευμάτων χρησιμοποιώντας τις (2.10.120)

και τα ολοκληρώματα του παραρτήματος Β΄, προκύπτει τελικά ότι

〈Ja(x1)J b(x2)〉λ =
δab
x2

12

(
1− 2

cG√
kLkR

λ3 +
(cG
kL
λ2 − 2

cG√
kLkR

λ3
)

ln
ε2

|x12|2
+

1

kL,R
O(λ4)

)
.

(2.10.127)

Αντίστοιχα, η συνάρτηση συσχετισμού δύο σημείων για τον σύνθετο διγραμμικό τελεστή

O(z, z̄) = Ja(z)J̄a(z̄) μέχρι τάξη O(λ2) και O(1/kL,R) προκύπτει να είναι

〈O(x1, x̄1)O(x2, x̄2)〉 = −cGdimG√
kLkR

λ

|x12|4
(

2− 3λ(λ0 + λ−1
0 )
)

ln
ε2

|x12|2
,

με λ0 =

√
kL
kR
. (2.10.128)

΄Ομοια υπολογίζεται διαταρακτικά μέχρι τάξη O(λ3) η συνάρτηση συσχετισμού τριών σημε-

ίων για τα ολομορφικά ρεύματα

〈Ja(x1)J b(x2)J c(x3)〉λ =

[
1√
kL

(
1 +

3

2
λ2

)
− 1√

kRλ3

]
fabc

x12x13x23

+ . . . , (2.10.129)

και η μικτή μέχρι O(λ2)

〈Ja(x1)J b(x2)J̄ c(x̄3)〉λ =

(
λ√
kL
− λ2

√
kR

)
fabcx̄12

x2
12x̄13x̄23

+ . . . , (2.10.130)

ενώ για τα πρωτεύοντα πεδία προκύπτει η ακόλουθη συνάρτηση συσχετισμού δύο σημείων

μέχρι O(λ3) και O(1/kL,R)

〈Φ(1)
i,i′(x1, x̄1)Φ

(2)
j,j′(x2, x̄2)〉

λ
=

1

x2∆R
12 x̄

2∆̄R′
12

[(
1 + λ2

(
cR
kL

+
cR′

kR

)
ln

ε2

|x12|2

)
(1R ⊗ 1R′)ii′,jj′

− 2λ
1 + λ2

√
kLkR

ln
ε2

|x12|2
(ta ⊗ t̃∗a)ii′,jj′

]
+

1

kL,R
O(λ4), (2.10.131)

με

∆R =
cR

2kL + cG
, ∆̄R′ =

cR′

2kR + cG
. (2.10.132)

Στη διαγώνια βάση των Φ̃
(i)
I η (2.10.131) γίνεται

〈Φ̃(1)
I (x1, x̄1)Φ̃

(2)
J (x2, x̄2)〉λ =

δIJ

x2∆R
12 x̄

2∆̄R′
12

(
1 + δ

(Φ)
I ln

ε2

|x12|2

)
, (2.10.133)
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όπου

δ
(Φ)
I = −2λ

1 + λ2

√
kLkR

NI + λ2

(
cR
kL

+
cR′

kR

)
+O(λ4). (2.10.134)

Από τα παραπάνω διαταρακτικά αποτελέσματα, είναι δυνατόν με τη κατάλληλη υπόθεση

και την επιβολή της συμμετρίας (2.10.122) να προσδιορισθούν οι ακριβείς μορφές για τις

διάφορες συναρτήσεις συσχετισμού δύο και τριών σημείων της θεωρίας. Στίς διάφορες

υποθέσεις τώρα, ο πόλος του παρονομαστή θα έχει την μορφή (1 − λ2)3
προκειμένου οι

ακριβείς ποσότητες να είναι καλώς ορισμένες στο όριο (2.10.123).

Ο αναλυτικός υπολογισμός μπορεί να βρεθεί στην [45] και τα αποτελέσματα που προκύπτουν

είναι

〈Ja(x1)J b(x2)J c(x3)〉λ =
1− λ0λ

3√
kL(1− λ2)3

fabc
x12x13x23

+ . . . , (2.10.135)

〈Ja(x1)J b(x2)J̄ c(x̄3)〉λ =
λ(λ−1

0 − λ)√
kR(1− λ2)3

fabcx̄12

x2
12x̄13x̄23

+ . . . , (2.10.136)

ενώ η ακριβής ως προς λ μορφή των 〈J̄ J̄ J̄〉 και 〈J̄ J̄J〉 προκύπτει αντίστοιχα από τις πάνω

με μετασχηματισμό ομοτιμίας xij → x̄ij και (kL, kR)→ (kR, kL).

Επιπλέον,

〈Φ̃(1)
I (x1, x̄2)Φ̃

(2)
J (x2, x̄2)〉 =

δIJ

x
γ

(L)

I;R,R′
12 x̄

γ
(R)

I;R,R′
12

, (2.10.137)

όπου γ
(L)
I;R,R′ και γ

(R)
I;R,R′ είναι οι ανώμαλες διαστάσεις που αποκτά ο ολομορφικός και αντιο-

λομορφικός τομέας των πρωτευόντων πεδίων, οι ακριβείς εκφράσεις των οποίων, μέχρι τάξη

O(1/kL,R), δίνονται στην επόμενη υποενότητα.

Τέλος,

〈Ja(x3)Φ
(1)
i,i′(x1, x̄1)Φ

(2)
j,j′(x2, x̄2)〉

λ
= −(ta ⊗ 1R′)ii′,jj′ − λ0λ(1R ⊗ t̃∗a)ii′,jj′√

kL(1− λ2)x2∆R−1
12 x̄

2∆̄R′
12 x13x23

(2.10.138)

και

〈J̄a(x̄3)Φ
(1)
i,i′(x1, x̄1)Φ

(2)
j,j′(x2, x̄2)〉

λ
=

(1R ⊗ t̃∗a)ii′,jj′ − λ−1
0 λ(ta ⊗ 1R′)ii′,jj′√

kR(1− λ2)x2∆R
12 x̄

2∆̄R′−1
12 x̄13x̄23

. (2.10.139)

Συναρτήσεις ομάδας επανακανονικοποίησης

Σε γενικές γραμμές η συνάρτηση συσχετισμού δύο σημείων, μπορει να έρθει στη μορφή

〈Ja(x1)Jb(x2)〉λ =
δab

x2+γL
12 x̄γL12

και 〈J̄a(x̄1)J̄b(x̄2)〉λ =
δab

xγR12 x̄
2+γR
12

, (2.10.140)
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με την παραμόρφωση κωδικοποιημένη στις ανώμαλες διαστάσεις γL και γR που αποκτούν

τα ολομορφικά και αντι-ολομορφικά ρεύματα. Τα ρεύματα αυτά, όπως είναι φανερό, παρου-

σία της παραμόρφωσης παύουν να είναι (αντι)ολομορφικά και οι διαστάσεις τους γίνονται

(1 + γL/2, γL/2) για το Ja και (γR/2, 1 + γR/2) για το J̄a.

Από το συντελεστή του λογαριθμικού όρου της διαταρακτικής έκφρασης (2.10.127) προ-

κύπτει ότι

γL(kL, kR, λ) =
cG
kL
λ2 − 2

cG√
kLkR

λ3 + . . . (2.10.141)

ενώ αντίστοιχα, για τα πρωτεύοντα πεδία προκύπτει συμπεριλαμβάνοντας και το k-εξαρτώμενο

μέρος των ∆R και ∆̄R′ μέχρι τάξη O(1/kL,R) ότι

γ
(L)
I;R,R′ = (k, λ)

∣∣∣
perturb.

=
cR
kL

+ δ
(Φ)
I =

=
cR
kL

(1 + λ2) +
cR′

kR
λ2 − 2

λ(1 + λ2)√
kLkR

NI +O(λ4).
(2.10.142)

Από τις εκφράσεις αυτές, μέσω των κατάλληλων υποθέσεων και τη χρήση της συμμετρίας

(2.10.122), προκύπτουν οι ακόλουθες ακριβείς ως προς λ εκφράσεις για τις ανώμαλες δια-

στάσεις μέχρι τάξη O(1/kL,R) για τα ρεύματα

γL(kL, kR, λ) =
cG
kR

λ2(λ− λ−1
0 )2

(1− λ2)3
+ . . . , (2.10.143)

γR(kL, kR, λ) =
cG
kL

λ2(λ− λ0)2

(1− λ2)3
+ . . . (2.10.144)

και για τα πρωτεύοντα πεδία

γ
(L)
I;R,R′(kL, kR, λ) =

1

1− λ2

(
cR
kL

+
cR′

kR
λ2 − 2

λ√
kLkR

NI

)
, (2.10.145)

γ
(R)
I;R,R′(kL, kR, λ) =

1

1− λ2

(
cR′

kR
+
cR
kL
λ2 − 2

λ√
kLkR

NI

)
. (2.10.146)

Η ανώμαλη διάσταση για τον σύνθετο, διγραμμικό τελεστή δίνεται από τη σχέση (2.10.95)

και είναι

γ(O)(kL, kR, λ) = cGλ
3(λ0 + λ−1

0 )λ(1 + λ2)− 2(1 + 4λ2 + λ4)√
kLkR(1− λ2)3

+ . . . , (2.10.147)

όπου χρησιμοποιήθηκε η β-συνάρτηση [60]

dλ

d lnµ2
= − cG

2
√
kLkR

λ2(λ− λ0)(λ− λ−1
0 )

(1− λ2)2
(2.10.148)
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και το Αβελιανό μέρος της μετρικής του Zamolodchikov

g0 =
dimG

(1− λ2)2
.

Είναι φανερό ότι η ροή (2.10.148) εμφανίζει τρία σταθερά σημεία λ = 0, λ = λ0 και λ = λ−1
0 .

Το λ = 0 είναι το UV σταθερό σημείο που εμφανίζεται και στην περίπτωση του συμμετρικού

λ-προτύπου ενώ τα άλλα δύο είναι καινούρια. Θεωρώντας χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι

kL < kR και άρα λ0 < 1, τότε το σημείο λ = λ0 είναι ένα IR σταθερό σημείο για την ροή

ενώ το λ = λ−1
0 αποτελεί ένα UV σταθερό σημείο. Παρόλα αυτά όμως, η περιοχή λ > 1

απορρίπτεται ως μη φυσική, διότι μέσω της (2.10.122) προκύπτει ότι μια τέτοια θεωρία με

τις τάξεις της άλγεβρας ρευμάτων να είναι θετικοί ακέραιοι, είναι ισοδύναμη με μία θεωρία με

λ < 1 αλλά αρνητικές τάξεις άλγεβρας. ΄Οπως εχει αναφερθεί σε προηγούμενη υποενότητα,

η αρνητική τάξη άλγεβρας παραβιάζει την μοναδιακότητα της θεωρίας και συνεπώς το στα-

θερό σημείο λ = λ−1
0 πρέπει να απορριφθεί ως μη φυσικό.

΄Οσον αφορά το IR σταθερό σημείο λ = λ0 τώρα, οι ανώμαλες διαστάσεις των διαφόρων

τελεστών γίνονται

γL(kL, kR, λ0) =
cG

kR − kL
, γR(kL, kR, λ0) = 0, γ(O)(kL, kR, λ0) =

cG
kR − kL

.

(2.10.149)

΄Οπως είναι προφανές, η ανώμαλη διάσταση του σύνθετου τελεστή ισούται με το άθροι-

σμα των ανώμαλων διαστάσεων των δύο ρευμάτων που τον συγκροτούν όπως ακριβώς είναι

αναμενόμενο για δύο αποσυζευγμένες σύμμορφες θεωρίες πεδίου. Σε αντίθεση με την συμ-

μετρική περίπτωση, όπου η γ(O)
είναι καθαρά μη-θετική, εδώ η ανώμαλη διάσταση αυτή δεν

έχει σταθερό πρόσημο κατά τη ροή λ ∈ (0, λ0). Ξεκινάει αρνητική, φτάνει σε ένα ελάχιστο,

και στη συνέχεια φτάνει την θετική τιμή της (2.10.149) εκφράζοντας έτσι το γεγονός ότι η

διαταραχή είναι σχετική κοντά στο λ = 0 και μη-σχετική κοντά στο λ = λ0.

΄Οσον αφορά τα ρεύματα, γR = 0 σημαίνει ότι το J̄a παραμένει με διάσταση (0,1), και συ-

νεπώς μπορεί να θεωρηθεί καθαρά αντι-ολομορφικό ρεύμα όχι μόνο στο σημείο λ = 0 αλλά

και στο λ = λ0. Επιπλέον, στο σημείο λ = λ0 ο συντελεστής της ακριβής έκφρασης για

την 〈J̄ J̄ J̄〉 γίνεται 1/
√
kR − kL, γεγονός που υποδεικνύει ότι στο νέο σύμμορφο σημείο

λ = λ0, το αντι-ολομορφικό ρεύμα παράγει την ίδια άλγεβρα με αυτή που παρήγαγε και στο

UV λ = 0, αλλά με μικρότερη τάξη kR → kR − kL.
Αντίθετα, το Ja στο λ = λ0 έχει δίασταση (1 + γL/2, γL/2) με το γL να είναι αυτό της

(2.10.149). Ο μη-μηδενισμός της ανώμαλης διάστασης γL προμηνύει ότι στην νέα αυτή σύμ-

μορφη θεωρία, το αρχικό ρεύμα Ja έχει αποκτήσει νέα χαρακτηριστικά. Πράγματι, όντας

στην περιοχή kL,R � 1, αυτό αντιστοιχεί σε έναν τελεστή που μετασχηματίζεται στην
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συζυγή αναπαράσταση μίας άλγεβρας ρευμάτων τάξης kR − kL. Η καινούρια άλγεβρα ρευ-

μάτων καθώς και η φύση της σύμμορφης θεωρίας στο IR σταθερό σημείο θα αναλυθούν

περισσότερο στην επόμενη υποενότητα.

΄Αλγεβρα

Μέσω των συναρτήσεων συσχετισμού δύο και τριών σημείων για τα ρεύματα και τα αφινικά

πρωτεύοντα πεδία, μπορούν να εξαχθούν τα διάφορα OPEs της παραμορφωμένης θεωρίας.

Οι ακριβείς εκφράσεις για όλες τις τάξεις του λ που προκύπτουν μέχρι τάξη O(1/kL,R) είναι

Ja(x1)Jb(x2) =
δab
x2

12

+ aL
fabcJc(x2)

x12

+ bL
fabcJ̄c(x̄2)x̄12

x2
12

+ . . . ,

J̄a(x̄1)J̄b(x̄2) =
δab
x̄2

12

+ aR
fabcJ̄c(x̄2)

x̄12

+ bR
fabcJc(x2)x12

x̄2
12

+ . . . ,

Ja(x1)J̄b(x̄2) = bR
fabcJ̄c(x̄2)

x12

+ bL
fabcJc(x2)

x̄12

+ . . . ,

Ja(x1)Φ
(1)
i,i′(x2, x̄2) = −

(ta)i
mΦ

(1)
m,i′(x2, x̄2)− λ0λ(t̃∗a)i′

m′Φ
(1)
i,m′(x2, x̄2)

x12

√
kL(1− λ2)

+ . . . ,

J̄a(x̄1)Φ
(1)
i,i′(x2, x̄2) =

(t̃∗a)i′
m′Φ

(1)
i,m′(x2, x̄2)− λ−1

0 λ(ta)i
mΦ

(1)
m,i′(x2, x̄2)

x̄12

√
kR(1− λ2)

+ . . . ,

Φ
(1)
I (x1, x̄1)Φ

(2)
J (x2, x̄2) = CIJKΦ

(3)
K (x2, x̄2) + . . . ,

(2.10.150)

με τα CIJK να είναι αριθμοί που αντιστοιχούν στις σταθερές δομής του δακτυλίου των

αφινικών πρωτεύοντων πεδίων, και

aL =
1− λ0λ

3√
kL(1− λ2)3

, bL =
λ(λ−1

0 − λ)√
kR(1− λ2)3

,

aR =
1− λ−1

0 λ3√
kR(1− λ2)3

, bR =
λ(λ0 − λ)√
kL(1− λ2)3

.

Από τις (2.10.150) προκύπτουν με αντίστοιχο τρόπο όπως και στην συμμετρική περίπτωση

οι ακόλουθες σχέσεις μετάθεσης ίσου χρόνου για τα ρεύματα

[Ja(σ1), Jb(σ2)] = 2πiδabδ
′(σ12) + 2πfabc

(
aLJc(σ2)− bLJ̄c(σ2)

)
δ(σ12),

[J̄a(σ1), J̄b(σ2)] = −2πiδabδ
′(σ12) + 2πfabc

(
aRJ̄c(σ2)− bRJc(σ2)

)
δ(σ12),

[Ja(σ1), J̄b(σ2)] = 2πfabc
(
bLJc(σ2) + bRJ̄c(σ2)

)
δ(σ12)

(2.10.151)



2.10. λ-παραμορφωμένα πρότυπα 96

και για τα πρωτεύοντα πεδία

[Φ
(1)
i,i′(σ1)Φ

(2)
j,j′(σ2)] = 0, (2.10.152)

[Ja(σ1),Φ
(1)
i,i′(σ2)] = − 2π√

kL(1− λ2)3

(
(ta)i

mΦ
(1)
m,i′(σ2)− λ0λ(t̃∗a)i′

m′Φ
(1)
i,m′(σ2)

)
δ(σ12),

[J̄a(σ1),Φ
(1)
i,i′(σ2)] =

2π√
kR(1− λ2)3

(
(t̃∗a)i′

m′Φ
(1)
i,m′(σ2)− λ−1

0 λ(ta)i
mΦ

(1)
m,i′(σ2)

)
δ(σ12).

Το κλασικό όριο των (2.10.151) προκύπτει να είναι η διπαραμετρική παραμόρφωση των

αγκύλων Poisson του ισοτροπικού PCM [64]

{Ia±(σ1), Ib±(σ2)}P.B. = −ie2fabc
(
(1± ρ)Ic∓(σ2)− (1∓ ρ+ 2x(1± ρ))Ic±(σ2)

)
δ(σ12)± 2e2δabδ

′(σ12),

{Ia±(σ1), Ib∓(σ2)}P.B. = ie2fabc
(
(1 + ρ)Ic+(σ2) + (1− ρ)Ic−(σ2)

)
δ(σ12), (2.10.153)

όπου τα ρεύματα έχουν επαναορισθεί ως

ja → −
1

e
Ia+, J̄a → −

1

e
Ia−

και

e2 = 4b2
R(1− ρ)−2 = 4b2

L(1 + ρ)−2 =
(λ

1/2
0 + λ

−1/2
0 )2

√
kLkR

λ2

(1− λ)(1 + λ)3
,

x =
1 + λ2

2λ
, ρ =

(1− λ0)(1 + λ)

(1 + λ0)(1− λ)
.

(2.10.154)

Οι παράμετροι (2.10.154) είναι αναλλοίωτες κάτω από τον μετασχηματισμό (2.10.122), όπως

και η άλγεβρα (2.10.153).

Ορίζοντας στη συνέχεια

Σa
± =

kL,R
4

(
(1− λ)(1± ρ) + 2λ

)(
Ia∓ −

1

λ
Ia±

)
,

γίνεται εμφανές ότι οι παραπάνω αγκύλες Poisson είναι ισομορφικές με δύο μετατιθέμενες

άλγεβρες ρευμάτων με επίπεδα kL,R

{Σa
±(σ1),Σb

±(σ2)}P.B. = −ifabcΣc
±(σ2)δ(σ12)± kL,R

2
δabδ

′(σ12), (2.10.155)

ενώ η συμμετρία (2.10.122) απλά εναλλάσσει τις δύο αυτές αγγύλες μεταξύ τους.
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Γυρνόντας στο IR σύμμορφο σημείο λ = λ0, τα OPEs (2.10.150) των ρευμάτων γίνονται

Ja(x1)Jb(x2) =
δab
x2

12

+
kR + kL√

kLkR(kR − kL)

fabcJc(x2)

x12

+
1√

kR − kL
fabcJ̄c(x̄2)x̄12

x2
12

,

J̄a(x̄1)J̄b(x̄2) =
δab
x̄2

12

+
1√

kR − kL
fabcJ̄c(x̄2)

x̄12

+ . . . , (2.10.156)

Ja(x1)J̄b(x̄2) =
1√

kR − kL
fabcJc(x2)

x̄12

+ . . . .

Τα OPEs αυτά είναι έγκυρα μέχρι πρώτη τάξη ως προς το ανάπτυγμα για μεγάλα kL,R και

εμφανίζουν επίσης αναλλοιώτητα κάτω από αλλαγές (kL, kR) → −(kR, kL) ως κατάλοιπο

της συμμετρίας (2.10.122) για την σταθερή τιμή του λ = λ0.

Η μεσαία σειρά των (2.10.156) αντιστοιχεί όντως σε μία άλγεβρα ρευμάτων gkR−kL όπως

αναφέρθηκε και προηγουμένως, ενώ η τρίτη σειρά εκφράζει έναν μη-τετριμένο μετασχημα-

τισμό του Ja κάτω από το J̄a. Από τη μορφή αυτού του OPE και της ανώμαλης διάστασης

γL που αποκτά το Ja, φαίνεται ότι αυτό αντιστοιχεί σε έναν σύνθετο τελεστή της μορφής

Ja = Φ̃b,aJ̃b όπου το Φ̃ είναι ένα πεδίο που μετασχηματίζεται στην συζυγή αναπαράσταση

(2.10.125) ενώ το J̃a παράγει μία άλγεβρα ρευμάτων. Παρόλα αυτά όμως, ο ολομορφικός

τομέας της IR θεωρίας δεν αποτελεί μια θεωρία άλγεβρας ρευμάτων αλλά μία συνσυνολική

σύμμορφη θεωρία πεδίου και σαν τέτοια, τα αντίστοιχα ολομορφικά πεδία δεν είναι ρεύμα-

τα, αλλά μη-Αβελιανά παραφερμιόνια [138], οι διαστάσεις των οποίων αποκλίνουν από τη

μονάδα κατά 1/k-διορθώσεις. ΄Οσον αφορά τα πεδία Φ̃, στο όριο kL,R → ∞, η αριστερή

τους αναπαράσταση είναι προσεγγιστικά όμοια με την συζυγή αναπαράσταση. Για τον αντι-

ολομορφικό τομέα, η παραπάνω δήλωση είναι ακριβής όπως προκύπτει και από την (2.10.125)

με kR → kR − kL, η οποία σε συνδυασμό με το γεγονός ότι το OPE του J̄a με το J̃b είναι

πεπερασμένο αναπαράγει την τρίτη σειρά των (2.10.156).

Τέλος, η πρώτη σειρά των (2.10.156) αναπαράγεται μέσω κατάλληλης κανονικοποίησης των

σταθερών δομής της οιονεί-άλγεβρας ρευμάτων J̃a, χρησιμοποιώντας επίσης ότι ∂Φc,aΦc,b ∼
fabcJc και όμοια για την αντι-ολομορφική παράγωγο.

΄Ολα τα παραπάνω, υποστηρίζουν το επιχείρημα [60],[139] ότι η χαμηλοενεργειακή σύμ-

μορφη θεωρία είναι μια συνσυνολική θεωρία, και πιο συγκεκριμένα, ότι η ροή της ομάδας

επανακανονικοποίησης είναι τέτοια ώστε

GkL ×GkR
IR

=⇒ GkL ×GkR−kL
GkR

×GkR−kL . (2.10.157)
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Το πάνω επιχείρημα προτάθηκε με βάση ότι το άθροισμα των κεντρικών φορτίων του αρι-

στερόστροφου και δεξιόστροφου τομέα θα πρέπει να μειώνεται κατά τη διάρκεια της ροής

της θεωρίας προς το IR, σύμφωνα με το θεώρημα συνάρτησης κεντρικού φορτίου του Za-

molodchikov, ενώ η διαφορά των δύο κεντρικών φορτίων θα πρέπει να παραμένει σταθερή.

Αυτό όντως φαίνεται να ισχύει εφόσον για kR > kL το κεντρικό φορτίο της αντι-ολομορφικής

άλγεβρας Virasoro (2.10.124) είναι μεγαλύτερο από αυτό της ολομορφικής. ΄Ετσι η θεωρία

είναι χειραλική, υπάρχει ανωμαλία βαθμίδας, και ο τανυστής ενέργειας-ορμής δεν μπορεί να

συζευχθεί με την μετρική του διδιάστατου κοσμικού φύλλου χωρίς την παρουσία ανωμαλίας.

Το πρόβλημα αυτό λύνεται με την προσθήκη χειραλικής μάζας προκειμένου τα επίπεδα της

δεξιόστροφης και αριστερόστροφης της άλγεβρας ρευμάτων να εξισωθούν οδηγόντας σε ίσα

κεντρικά φορτία για τους αντίστοιχους δύο τομείς της άλγεβρας Virasoro. ΄Ομως, οι νέοι

χειραλικοί βαθμοί ελευθερίας, δέν συμμετέχουν στην ροή της ομάδας επανακανονικοποίησης

και για αυτό το λόγο η διαφορά kR − kL καθώς και η cR − cL παραμένει σταθερή κατά την

διάρκεια της ροής.

Παρόλα αυτά, τα παραπάνω επιχειρήματα είναι μόνο ενδεικτικά και για την απόδειξη της

πρότασης (2.10.157) χρειάζεται ο ακριβής υπολογισμός της c-συνάρτησης κεντρικού φορ-

τίου του Zamolodchikov. Ο αναλυτικός αυτός υπολογισμός παρουσιάζεται στο κεφάλαιο 3

στην αντίστοιχη υποενότητα και το αποτέλεσμά του επιβεβαιώνει την υπόθεση (2.10.157).

2.10.2 Διπλά παραμορφωμένο πρότυπο

Το κύριο αντικείμενο της παρούσας υποενότητας είναι σύμμορφες θεωρίες πεδίου αποτελο-

ύμενες από το άθροισμα δύο διαφορετικών WZW προτύπων με ίδια [39] ή διαφορετική [40]

τάξη άλγεβρας ρευμάτων, διαταραγμένες από διγραμμικούς τελεστές που αναμιγνύουν τα

δύο διαφορετικά WZW πρότυπα. Η κατασκευή της ενεργού δράσης τέτοιων παραμορφώσε-

ων βασίζεται σε μη-συμμετρική βάθμιση (ως προς τον δεξιόστροφο και αριστερόστροφο

τομέα) των WZW θεωριών. Η τελική παραμορφωμένη θεωρία σε κάθε μία από τις δύο περι-

πτώσεις θα είναι πάλι αναλλοίωτη κάτω από μια μη-διαταρακτική συμμετρία που θα εμπεριέχει

την αντιστροφή των παραμέτρων ζεύξης, ενώ η αρχική ολοκληρωσιμότητα της θεωρίας θα

διατηρείται και μετά την παραμόρφωση.

Συμμετρικό διπλά παραμορφωμένο πρότυπο

Κατασκευή

Για την περίπτωση του συμμετρικού διπλά παραμορφωμένου προτύπου, η αρχική σύμμορφή

θεωρία που διαταράσεται είναι το άθροισμα δύο WZW προτύπων με ίδιας τάξης k άλγεβρα

ρευμάτων SCFT(g1, g2) = SWZW,k(g1) + SWZW,k(g2) με τα g1,2 να ανήκουν σε μία συμπαγή,
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ημι-απλή ομάδα Lie.

Η κατασκευή της ενεργού δράσης αυτών των προτύπων γίνεται όπως και των αντίστοιχων

απλά παραμορφωμένων, με την διαφορά ότι η συμμετρικά βαθμισμένη WZW δράση (2.10.3)

αντικαθίσταται από την [140]

Sk(g, A±, B±) =SWZW,k(g) +
k

π

∫
d2σTr(A−∂+gg

−1 −B+g
−1∂−g + A−gB+g

−1

− 1

2
A−A+ −

1

2
B+B−), (2.10.158)

όπου υπάρχουν δύο διαφορετικού τύπου πεδία βαθμίδας A± και B± που παιρνουν τιμές στην

άλγεβρα, ενώ

SWZW,k(g) =
k

2π

∫
d2σTr(g−1∂−g) +

k

12π

∫
Tr(g−1dg)3, (2.10.159)

όπου ο συντελεστής του τοπολογικού WZ όρου έχει προκύψει με χρήση της ταυτότητας

Polyakov-Wiegman

SWZW,k(g1g2) = SWZW,k(g1) + SWZW,k(g2)− k

π

∫
d2σTr(g−1

1 ∂−g1∂+g2g
−1
2 ). (2.10.160)

Η δράση (2.10.158) δεν είναι αναλλοίωτη κάτω από μετασχηματισμούς βαθμίδας, αντιθέτως,

κάτω από απειροστούς μετασχηματισμούς

δg = guR − uLg, δA± = −∂±uL + [A±, uL], δB± = −∂±uR + [B±, uR],

με διαφορετικές απειροστές παραμέτρους uL και uR για τον αριστερόστροφο και δεξιόστροφο

μετασχηματισμό αντίστοιχα, μετασχηματίζεται ως

δSk(g, A±, B±) =
k

2π

∫
d2σTr[(A+∂−uL − A−∂+uL)− (B+∂−uR −B−∂+uR)],

κάνοντας εμφανή την ύπαρξη μιας κλασικής ανωμαλίας βαθμίδας. Η ανωμαλία αυτή είναι

ανεξάρτητη από το στοιχείο g ∈ G, κάτι που χρησιμοποιείται στην κατασκευή του υπό

μελέτη λ-προτύπου.

Συνδυάζοντας την βαθμισμένη δράση (2.10.158) με άλλη μία ίδιου τύπου, αλλά με τα πεδία
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βαθμίδας A±, B± εναλλαγμένα, καθώς και με δύο βαθμισμένα PCMs προκύπτει

Sk(g1, g2, g̃1, g̃2, A±, B±) =SWZW,k(g1, A±, B±) + SWZW,k(g2, B±, A±)

− 1

π

∫
d2σTr(tag̃−1

1 D+g̃1)E1abTr(tbg̃−1
1 D−g̃1)

− 1

π

∫
d2σTr(tag̃−1

2 D+g̃2)E2abTr(tbg̃−1
2 D−g̃2),

(2.10.161)

όπου οι πίνακες E1,2 παραμετροποιούν τις παραμέτρους ζεύξης των δύο PCM και οι συναλ-

λοίωτες παραγωγίσεις των g̃1,2 ορίζονται ως

D±g̃1 = ∂±g̃1 − A±g̃1, D±g̃2 = ∂±g̃2 −B±g̃2.

Η τελευταία δράση είναι αναλλοίωτη κάτω από μετασχηματισμούς βαθμίδας

δg1 = g1uR − uLg1, δg2 = g2uL − uRg2,

δg̃1 = −uLg̃1, δg̃2 = −uRg̃2

δA± = −∂±uL + [A±, uL], δB± = −∂±uR + [B±, uR]

και μάλιστα οι δύο τελευταίες γραμμές της (2.10.161) που αφορούν τα PCMs είναι αναλλοίω-

τες από μόνες τους. Αυτό σημαίνει πως ο όρος SWZW,k(g2, B±, A±), παρόλο που εξαρτάται

από g2, συνεισέφερε στην άρση της ανωμαλίας βαθμίδας που παρουσίαζε η βαθμισμένη W-

ZW δράση (2.10.158).

Επιλέγοντας τη βαθμίδα g̃1 = g̃2 = 1 και ορίζοντας τις παραμέτρους

λi = k(k1 + Ei)
−1, i = 1, 2 , (2.10.162)

οι οποίες θα προκύψουν να είναι και οι παράμετροι της παραμόρφωσης, προκύπτει τελικά η

βαθμισμένη δράση

Sk(g1, g2, A±, B±) = SWZW,k(g1) + SWZW,k(g2)

+
k

π

∫
d2σTr(A−∂+g1g

−1
1 −B+g

−1
1 ∂−g1 + A−g1B+g

−1
1 − A+λ

−1
1 A−

B−∂+g2g
−1
2 − A+g

−1
2 ∂−g2 +B−g2A+g

−1
2 −B+λ

−1
2 B−).

(2.10.163)

Στη συνέχεια, διαφορίζοντας ως προς τα πεδία βαθμίδας προκύπτει

A+ = i(1− λT1D1λ
T
2D2)−1λT1 (J1+ +D1λ

T
2 J2+),

A− = −i(1− λ1D
T
2 λ2D

T
1 )−1λ1(J2− +DT

2 λ2J1−)
(2.10.164)
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και

B+ = i(1− λT2D2λ
T
1D1)−1λT2 (J2+ +D2λ

T
1 J1+),

B− = −i(1− λ2D
T
1 λ1D

T
2 )−1λ2(J1− +DT

1 λ1J2−),
(2.10.165)

με

Jai+ = −iTr(ta∂+gig
−1
i ), Jai− = −iTr(tag−1

i ∂−gi),

(Di)ab = Tr(tagit
bg−1
i ), i = 1, 2 .

(2.10.166)

Αντικαθιστώντας στη δράση (2.10.163) προκύπτει η δράση του σ-προτύπου, η οποία σε

μορφή πίνακα είναι

Sk,λ1,λ2(g1, g2) = SWZW,k(g1) + SWZW,k(g2)

+
k

π

∫
d2σ

(
J1+ J2+

)(Λ21λ1D
T
2 λ2 Λ21λ1

Λ12λ2 Λ12λ2D
T
1 λ1

)(
J1−

J2−

)
,

(2.10.167)

όπου έχουν ορισθεί επιπλέον οι ακόλουθοι πίνακες

Λ12 = (1− λ2D
T
1 λ1D

T
2 )−1, Λ21 = (1− λ1D

T
2 λ2D

T
1 )−1. (2.10.168)

Η δράση (2.10.167) έχει τις ακόλουθες συμμετρίες:

1. Αναλλοιώτητα κάτω από την εναλλαγή των δύο αρχικών προτύπων, δηλαδή κάτω απο

την εναλλαγή των δεικτών 1↔ 2.

2. Αναλλοιώτητα κάτω από τη δυϊκού τύπου συμμετρία

k → −k, λ1 → λ−1
1 , λ2 → λ−1

2 , g1 → g−1
2 , g2 → g−1

1 , (2.10.169)

κάτω από την οποία

D1 → DT
2 , J1+ → −DT

2 J2+, J1− → −D2J2−,

D1 → DT
2 , J2+ → −DT

1 J1+, J2− → −D1J1−.

3. Συνδυάζοντας τις δύο προηγούμενες συμμετρίες, προκύπτει αναλλοιώτητα της δράσης

(2.10.167) κάτω από

k → −k, λ1 → λ−1
2 , λ2 → λ−1

1 , g1 → g−1
1 , g2 → g−1

2 . (2.10.170)

4. Ανάλογα με την μορφή των πινάκων λi η (2.10.167) μπορεί να εμφανίζει κάποιες



2.10. λ-παραμορφωμένα πρότυπα 102

καθολικές ισομετρίες. Για την περίπτωση που οι πίνακες αυτοί είναι ανάλογοι του

ταυτοτικού, εμφανίζει την ακόλουθη καθολική συμμετρία

g1 → Λ−1
L g1ΛR, g2 → Λ−1

R g2ΛL, ΛL,ΛR ∈ G, (2.10.171)

η οποία για διαφορετικές επιλογές των λi μπορεί να είναι μερικώς ή ολικώς παραβια-

σμένη.

΄Οταν τα στοιχεία των πινάκων λi είναι μικρά, η δράση (2.10.167) παίρνει τη διαταρακτική

μορφή

Sk,λ1,λ2 = SWZW,k(g1) + SWZW,k(g2) +
k

π

∫
d2σ(λab1 J

a
1+J

b
2− + λab2 J

a
2+J

b
1−) + . . . (2.10.172)

αναπαριστώντας μια παραμόρφωση των αρχικών WZW προτύπων κατά δύο διγραμμικούς

όρους αλληλεπίδρασης ρευμάτων. Η διαφορά αυτού του προτύπου από το (2.10.20) είναι

ότι οι αλληλεπιδράσεις στην προκειμένη περίπτωση είναι μεταξύ ρευμάτων που ανήκουν σε

διαφορετικά WZW πρότυπα με ίδια τάξη άλγεβρας ρευμάτων k19.

Ενδιαφέρον παρουσιάζει το γεγονός ότι εάν ένας από τους λi πίνακες είναι μηδενικός, τότε

η διαταρακτική δράση (2.10.172) είναι ακριβής ως προς τον άλλο πίνακα [141],[142].

Ολοκληρωσιμότητα

Στην ενότητα αυτή παρουσιάζεται εν συντομία η απόδειξη ότι η θεωρία (2.10.167) είναι

κλασικά ολοκληρώσιμη για συγκεκριμένες επιλογές των πινάκων λ1 και λ2 για τις οποίες

προκύπτει η (2.10.15) (για λ = λ1 και λ = λ2 ξεχωριστά).

Για να δειχθεί η κατά Liouville ολοκληρωσιμότητα της θεωρίας αρκεί να δειχθεί ότι οι

εξισώσεις κίνησης μπορούν να γραφούν με την βοήθεια ενός ζεύγους Lax και ότι τα ολο-

κληρωματα κίνησης που προκύπτουν είναι μεταξύ τους in involution, δηλαδή μετατιθέμενα

κατά Poisson.

Ξεκινώντας από την βαθμισμένη δράση (2.10.163) και διαφορίζοντας ως προς τα πεδία βαθ-

μίδας A±, B± προκύπτουν οι εξισώσεις (2.10.164) και (2.10.165) οι οποίες στη συνέχεια

μπορούν να έρθουν στη μορφή

D+g1g
−1
1 = (λ−T1 − 1)A+, g−1

2 D−g2 = −(λ−1
1 − 1)A1 (2.10.173)

και

D+g2g
−1
2 = (λ−T2 − 1)B+, g−1

1 D−g1 = −(λ−1
2 − 1)B−, (2.10.174)

19
Το πρότυπο (2.10.167),(2.10.172) διαφέρει επίσης απο την περίπτωση αλληλεπίδρασης δύο διαφορετικών

WZW προτύπων με k1 6= k2 που θα εξετασθεί αμέσως μετά.
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ένώ από τη διαφόριση ως προς g1, g2 προκύπτουν οι

D−(D+g1g
−1
1 ) = F

(A)
+− , D−(D+g2g

−1
2 ) = F

(B)
+− , (2.10.175)

με

F
(A)
+− = ∂+A− − ∂−A+ − [A+, A−], F

(B)
+− = ∂+B− − ∂−B+ − [B+, B−]. (2.10.176)

Οι τελευταίες, γράφονται ισοδύναμα και ως

D+(g−1
1 D−g1) = F

(B)
+− , D+(g−1

2 D−g2)F
(A)
+− . (2.10.177)

Οι διάφορες συναλλοίωτες παράγωγοι ορίζονται με βάση τον τρόπο που μετασχηματίζονται

τα δίαφορα αντικείμενα πάνω στα οποία δρουν. Για παράδειγμα, η D±g1 = ∂±g1 − A±g1 +

g1B± εμπεριέχει και τα A± και τα B± πεδία βαθμίδας, ενώ ηD−(D+g1g
−1
1 ) = ∂−(D+g1g

−1
1 )−

[A−, (D+g1g
−1
1 )] μόνο τα A±.

Αντικαθιστώντας τους περιορισμούς (2.10.173) και (2.10.174) στις (2.10.175) προκύπτουν

οι ακόλουθες εξισώσεις κίνησης για το διπλά παραμορφωμένο λ-πρότυπο

∂+A− − ∂−(λ−T1 A+) = [λ−T1 A+, A−],

∂+(λ−1
1 A−)− ∂−A+ = [A+, λ

−1
1 A−]

(2.10.178)

και

∂+B− − ∂−(λ−T2 B+) = [λ−T2 B+, B−],

∂+(λ−1
2 B−)− ∂−B+ = [B+, λ

−1
2 B−].

(2.10.179)

Από τις τελευταίες σχέσεις γίνεται φανερό ότι οι εξισώσεις κίνησης χωρίζονται σε δύο ίδιας

μορφής σύνολα τα οποία φαίνεται να είναι αποσυζευγμένα το ένα από το άλλο, παρόλο που

τα πεδία A± και B± εξαρτώνται και από τα (g1, λ1) και τα (g2, λ2). Κάθε σύνολο εξισώσεων

κίνησης από τα δύο πάνω ταυτίζεται με το αντίστοιχο (2.10.25) που θα προέκυπτε κάνοντας

τους ίδιους υπολογισμούς στο απλά παραμορφωμένο πρότυπο (2.10.15), και πιο συγκεκριμένα

στη βαθμισμένη δράση (2.10.10) πριν την αντικατάσταση των πεδίων βαθμίδας, κρατώντας

είτε το λ1 = λ είτε λ2 = λ. Συνεπώς, όλες οι επιλογές πινάκων που καταλήγουν σε ολοκλη-

ρώσιμες θεωρίες για το απλά παραμορφωμένο πρότυπο και μελετήθηκαν στην προηγούμενη

ενότητα, δίνουν ολοκληρώσιμες θεωρίες και στην περίπτωση της διπλής παραμόρφωσης, με

τα ζεύγη Lax τώρα να ικανοποιούν τις σχέσεις

∂+L(i)
− − ∂−L

(i)
+ = [L(i)

+ ,L
(i)
− ], L(i)

± = L(i)
± (τ, σ; ζi), ζi ∈ C, i = 1, 2. (2.10.180)
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Πρέπει να τονισθεί εδώ, οτί προτού εξαχθεί αυτό το συμπέρασμα για την ολοκληρωριμότητα

των διπλά παραμορφωμένων προτύπων έχει προηγηθεί έλεγχος [39] ότι τα διατηρούμενα

φορτία που προκύπτουν από τα σύνολα ολοκληρώσιμων προτύπων (2.10.178) και (2.10.179)

είναι in involution μεταξύ τους και συνεπώς τα άπειρα φορτία που παράγονται από τα L(1)
±

και L(2)
± είναι ανεξάρτητα.

Μη-συμμετρικό διπλά παραμορφωμένο πρότυπο

Το πρότυπο που παρουσιάζεται σε αυτήν την υποενότητα μελετάται αναλύτικά στην [40]

και αποτελεί μία γενίκευση του διπλά παραμορφωμένου λ-προτύπου που αναλύθηκε προη-

γουμένως. Η διαταρακτική θεωρία τώρα αντιστοιχεί στην παραμόρφωση μίας σύμμορφης

θεωρίας πεδίου η οποία αποτελείται από το άθροισμα δύο WZW δράσεων με διαφορετικά,

αυτή τη φορά, επίπεδα άλγεβρας ρευμάτων

Sk1,k2,λ1λ2(g1, g2) =SWZW,k1(g1) + SWZW,k2(g2)

+

√
k1k2

π

∫
d2σ(λab1 J

a
1+J

b
2− + λab2 J

a
2+J

b
1−) + . . . .

(2.10.181)

Η διαφορά αυτού του προτύπου από το αντίστοιχο συμμετρικό είναι ότι κάτω από την ροή

της ομάδας επανακανονικοποίησης προς τις χαμηλές ενέργειες, η μη-συμμετρική θεωρία

ρέει σε ένα καινούριο σταθερό σημείο. Κατά την κατασκευή της θεωρίας προκύπτουν δύο

παράμετροι παραμόρφωσης λi, i = 1, 2 και η φύση της νέας θεωρίας στο καινούριο σταθερό

σημείο εξαρτάται από την ροή των δύο αυτών παραμέτρων.

Κατασκευή

Η εύρεση της ενεργού δράσεως που αντιστοιχεί στην (2.10.181) βασίζεται πάλι στην διαδι-

κασία της μη-συμμετρικής (ως προς τον αριστρερόστροφο και δεξιόστροφο τομέα) βάθμισης

της WZW δράσης (2.10.158). Ακολουθώντας τα ίδια βήματα με αυτά της ενότητας για

το απλά παραμορφωμένο μη-συμμετρικό πρότυπο, μετά την επιλογή βαθμίδας g̃1 = g̃2 = 1

προκύπτει η δράση

S(g1, g2;A±, B±) = SWZW,k1(g1) + SWZW,k2(g2)−
√
k1k2

π

∫
d2σTr(A+λ

−1
1 A− +B+λ

−1
2 B−)

+
k1

π

∫
d2σTr(A−∂+g1g

−1
1 −B+g

−1
1 ∂−g1 + A−g1B+g

−1
1 ) (2.10.182)

+
k2

π

∫
d2σTr(B−∂+g2g

−1
2 − A+g

−1
2 ∂−g2 +B−g2A+g

−1
2 ),
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με

λi =
√
k1k2

(
k1 + k2

2
1 + Ei

)−1

. (2.10.183)

Ουσιαστικά η δράση αυτή με k1 = k2 ταυτίζεται με την (2.10.163). Η μόνη διαφορά είναι

ότι τώρα οι μη-συμμετρικά βαθμισμένες WZW θεωρίες έχουν διαφορετικά επίπεδα άλγεβρας

ρευμάτων.

Η διαφόριση ως προς τα πεδία βαθμίδας δίνει

A+ = i(1− λT1D1λ
T
2D2)−1λT1 (λ0J1+ +D1λ

T
2 J2+),

A− = −i(1− λ1D
T
2 λ2D

T
1 )−1λ1(λ−1

0 J2− +DT
2 λ2J1−)

(2.10.184)

και

B+ = i(1− λT2D2λ
T
1D1)−1λT2 (λ−1

0 J2+ +D2λ
T
1 J1+),

B− = −i(1− λ2D
T
1 λ1D

T
2 )−1λ2(λ0J1− +DT

1 λ1J2−),
(2.10.185)

με λ0 =
√

k1

k2
.

Αντικαθιστώνατας στη δράση (2.10.182) προκύπτει η δράση του σ-προτύπου, η οποία σε

μορφή πίνακα είναι η

Sk1,k2,λ1,λ2(g1, g2) = SWZW,k1(g1) + SWZW,k2(g2)

+
1

π

∫
d2σ

(
J1+ J2+

)(k1Λ21λ1D
T
2 λ2 k2λ0Λ21λ1

k1λ
−1
0 Λ12λ2 k2Λ12λ2D

T
1 λ1

)(
J1−

J2−

)
,

(2.10.186)

όπου έχουν ορισθεί επιπλέον οι πίνακες

Λ12 = (1− λ2D
T
1 λ1D

T
2 )−1, Λ21 = (1− λ1D

T
2 λ2D

T
1 )−1. (2.10.187)

Τα πάνω αποτελέσματα για k1 = k2 ταυτίζονται με αυτά για το απλά παραμορφωμένο μη-

συμμετρικό πρότυπο και η δράση (2.10.186) εμφανίζει τις ίδιες συμμετρίες με την (2.10.167)

με μόνη διαφορά ότι η δυϊκού τύπου συμμετρία τώρα είναι

k1 → −k2, k2 → −k1, λ1 → λ−1
1 , λ2 → λ−1

2 , g1 → g−1
2 , g2 → g−1

1 , (2.10.188)

ενώ ο γενικευμένος μετασχηματισμός ομοτιμίας γίνεται

σ → −σ, λi → λTi , k1 → k2, k2 → k1, g1 → g−1
2 , g2 → g−1

1 . (2.10.189)
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Για μικρές τιμές των στοιχείων των πινάκων λi η δράση (2.10.186) παίρνει τη μορφή της

(2.10.181) αναπαριστώντας αλληλεπιδράσεις μεταξύ ρευμάτων δύο WZW προτύπων με δια-

φορετικά επίπεδα άλγεβρας. Συνεπώς, η πρώτη μπορεί να θεωρηθεί η ενεργός δράση της

τελευταίας, εμπεριέχοντας όλες τις κβαντικές διορθώσεις προς τις παραμέτρους παραμόρφω-

σης λi.

Παρόλο που η δράση (2.10.181) είναι συμμετρική ως προς τις δεξιόστροφες και αριστε-

ρόστροφες άλγεβρες ρευμάτων των δύο WZW προτύπων, αναπαράγει πλήρως τα αποτε-

λέσματα της χειραλικής θεωρίας (2.10.121) με k1 = kL και k2 = kR

S = SWZW ;k1,k2(g) +

√
k1k2

π

∫
d2σλabJa+J

b
−, (2.10.190)

και συνεπώς, με λ2 = 0 μπορεί να θεωρηθεί και ως η ενεργός δράση της χειραλικής θεω-

ρίας. Αυτό συμβαίνει διότι όλες οι συναρτήσεις συσχετισμού που περιλαμβάνουν τελεστές

του συνόλου O = {Ja1+, J
a
2−, J

a
1+J

b
2−, . . . } ή οποιονδήποτε άλλο σύνθετο τελεστή που κατα-

σκευάζεται από αυτούς, μπορεί να υπολογισθεί σαν να μην υπήρχε η κορυφή της (2.10.181)

που είναι ανάλογη του λ2. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι το OPE των ρευμάτων που

εμφανίζονται στην πρώτη κορυφή αλληλεπίδρασης της (2.10.181) με αυτά που εμφανίζονται

στην δεύτερη είναι πεπερασμένο. ΄Ετσι, ο περιορισμός στο σύνολο O τελεστών ισοδυναμεί

με λ2 = 0 και οι κβαντικές ποσότητες σε όλες τις τάξεις ως προς λ και σε τάξη O(1/k)

ταυτίζονται για τα δύο πρότυπα (2.10.181), (2.10.190) όπως θα φανεί και στην συνέχεια.

Δουλέυοντας στο όριο λ2 → 0 και μετονομάζοντας το λ1 σε λ, η δράση (2.10.186) α-

πλοποιείται στην

Sk1,k2,λ(g1, g2) = SWZW,k1(g1) + SWZW,k2(g2) +

√
k1k2

π

∫
d2σλabJ

a
1+J

b
2−, (2.10.191)

κάνοντας την διαταρακτική έκφραση (2.10.181) ακριβή ως προς λ20. Εφόσον τα ρεύματα

Ja2+ και Ja1− δεν εμφανίζονται στη δράση (2.10.191) δεν αποκτούν ανώμαλες διαστάσεις

και συνεπώς, η θεωρία αυτή θα πρέπει να έχει χειραλικά και αντι-χειραλικά διατηρούμενα

ρεύματα. ΄Οντως, με την χρήση των ταυτοτήτων (DT∂−D)ab = fabcJ
c
− και (∂+DD

T )ab =

fabcJ
c
+, οι εξισώσεις κίνησης που προκύπτουν από τη διαφόριση της δράσης ως προς τα

στοιχεία της ομάδας έρχονται στη μορφή

∂−J+ = 0, J+ = λ−1
0 J2+ +D2λ

TJ1+

∂+J− = 0, J− = λ0J1− +DT
1 λJ2−,

(2.10.192)

20
Η περίπτωση αυτή αλλά με k1 = k2 έχει εξεταστεί στις [141],[142].
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όπου τα νέα χειραλικά και αντι-χειραλικά διατηρούμενα ρεύματα J± αποτελούν παραμορ-

φώσεις των J2+ και J1−, με τα οποία ταυτίζονται για λ = 0. Αυτό είναι συνεπές με το

μηδενισμό των ανώμαλων διαστάσεών τους.

Ολοκληρωσιμότητα

Στην υποενότητα αυτή παρουσιάζεται η απόδειξη για την ολοκληρωσιμότητα της (2.10.186)

με τους πίνακες λi να είναι διαγώνιοι και ισοτροπικοί: (λ1)ab = λ1δab και (λ2)ab = λ2δab
21
.

Δουλέυοντας όπως και πριν και διαφορίζοντας τη βαθμισμένη δράση (2.10.182) ως προς τα

πεδία βαθμίδας προκύπτουν οι περιορισμοί

D+g1g
−1
1 = (λ−1

0 λ−T1 − 1)A+, g−1
2 D−g2 = −(λ0λ

−1
1 − 1)A−,

D+g2g
−1
2 = (λ0λ

−T
2 − 1)B+, g−1

1 D−g1 = −(λ−1
0 λ−1

2 − 1)B−,
(2.10.193)

ενώ διαφορίζοντας ως προς τα στοιχεία της ομάδας προκύπτουν πάλι οι (2.10.175)-(2.10.177).

Αντικαθιστώντας τις πρώτες στις τελευταίες, προκύπτουν για διαγώνιους πίνακες (λi)ab =

λiδab οι εξισώσεις κίνησης

∂−A+ = −1− λ0λ1

1− λ2
1

[A+, A−], ∂+A− =
1− λ−1

0 λ1

1− λ2
1

[A+, A−] (2.10.194)

και

∂−B+ = −1− λ−1
0 λ2

1− λ2
2

[B+, B−], ∂+B− =
1− λ0λ2

1− λ2
2

[B+, B−]. (2.10.195)

Τα ζεύγη Lax L±(τ, σ; ζi) με ζi ∈ C που ικανοποιούν τις αντίστοιχες έξισώσεις

∂+L(i)
− − ∂−L

(i)
+ = [L(i)

+ ,L
(i)
− ]

είναι

L(1)
± =

2ζ1

ζ1 ∓ 1
Ã±, Ã+ =

1− λ−1
0 λ1

1− λ2
1

A+, Ã− =
1− λ0λ1

1− λ2
1

A− (2.10.196)

για την (2.10.194), και

L(2)
± =

2ζ2

ζ2 ∓ 1
B̃±, B̃+ =

1− λ0λ2

1− λ2
2

B+, B̃− =
1− λ−1

0 λ2

1− λ2
2

B− (2.10.197)

για την (2.10.195).

Προκειμένου να ολοκληρωθεί η απόδειξη της ολοκληρωσιμότητας, πρέπει επίσης να δειχθεί

ότι τα διατηρούμενα φορτία που παράγονται από τα δύο ζεύγη εξισώσεων είναι μεταξύ τους in

21
Για την περίπτωση k1 = k2 η ολοκληρωσιμότητα έχει αποδειχθεί στις [39],[62].
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involution. Μέσω ενός επαναορισμού των ενδεδυμένων ρευμάτων προκειμένου να γραφούν

συναρτήσει των πεδίων βαθμίδας

J (1)
+ = D+g1g

−1
1 + A+ − A−, J (1)

− = −g−1
1 D−g1 +B− −B+,

J (2)
+ = D+g2g

−1
2 +B+ −B−, J (2)

− = −g−1
2 D−g2 + A− − A+,

(2.10.198)

οι εξισώσεις κίνησης (2.10.193) γίνονται

J (1)
+ = λ−1

0 λT1A+ − A−, J (1)
− = λ−1

0 λ−1
2 B− −B+,

J (2)
+ = λ0λ

−T
2 B+ −B−, J (2)

− = λ0λ
−1
1 A− − A+.

Αντιστρέφοντας στη συνέχεια τις εξισώσεις αυτές, προκύπτουν τα πεδία A± και B± συ-

ναρτήσει των ενδεδυμένων ρευμάτων τα οποία ικανοποιούν τέσσερα αντίγραφα άλγεβρας

ρευμάτων

{J (i)a
± (σ1),J (i)b

± (σ2)} =
2

ki
fabcJ (i)cδ(σ12) +

2

ki
δabδ

′(σ12), {J (i)a
± ,J (i)b

∓ } = 0, i = 1, 2.

Είναι τώρα εύκολο να δειχθεί ότι {A±, B±}P.B. = 0 αποδεικνύοντας ότι τα διατηρούμενα φορ-

τία που παράγονται από τα ζεύγη Lax (2.10.196) είναι in involution με αυτά που παράγονται

από τα (2.10.197) και συνεπώς, η θεωρία (2.10.186) με διαγώνιους και ισοτροπικούς πίνακες

παραμόρφωσης διατηρεί την ολοκληρωσιμότητά της.

Συναρτήσεις ομάδας επανακανονικοποίησης

Το γεγονός ότι οι δύο σύμμορφες θεωρίες της (2.10.181) είναι αποσυζευγμένες υπονοεί ότι

δεν υπάρχει μίξη μεταξύ των δύο παραμέτρων παραμόρφωσης λ1,2. ΄Οπως αναφέρθηκε και

προηγουμένως οι β-συναρτήσεις και οι ανώμαλες διαστάσεις ταυτίζονται με αυτήν του απλά

παραμορφωμένου μη-συμμετρικού προτύπου για kL = k1 και kR = k2. Πιο συγκεκριμένα, οι

β-συναρτήσεις για διαγώνιους και ισοτροπικούς πίνακες παραμόρφωσης είναι

dλi
d lnµ2

= − cG

2
√
k1k2

λ2
i (λi − λ0)(λi − λ−1

0 )

(1− λ2
i )

2
. (2.10.199)

Για την απόδειξη αυτού του επιχειρήματος, έχει υπολογισθεί η β-συνάρτηση της διπλά παρα-

μορφωμένης μη-συμμετρικής θεωρίας [40] ως η ροή κατά Ricci, με χρήση τεχνικών βαρύτητας

σ-προτύπων.

Συνοπτικά, ξεκινώντας από την δράση (2.10.191) με τις παραμέτρους λ2 = 0 και (λ1)ab =
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λab = λδab
22
, η β-συνάρτηση σε πρώτη τάξη ως προς το 1/k δίνεται από την (2.4.7)

d

dt
(Gµν +Bµν) = R−µν , (2.10.200)

όπου ο τανυστής Ricci σε αυτήν την περίπτωση περιλαμβάνει και την στρέψη της πολλα-

πλότητας της ομάδας G η οποία ορίζεται ως

H = dB = H0 +Hλ, B = B0 + λ0λR
a ∧ Lâ, (2.10.201)

με το B0 να αντιστοιχεί στη 2-μορφή των δύο WZW προτύπων, Lâ = La2 και Ra = Ra
1 να

είναι η αριστερή και δεξιά Mauer-Cartan μορφή αντίστοιχα όπως ορίστηκαν στην (2.10.4)

και

H0 = −1

6
fabc

(
λ2

0R
a ∧Rb ∧Rc + Lâ ∧ Lb̂ ∧ Lĉ

)
Hλ = λ0λd(Ra ∧ Lâ).

(2.10.202)

Σε όλα τα παραπάνω και σε ότι ακολουθεί έχει παραλειφθεί ένας συνολικός κοινός παράγο-

ντας k2/2.

Στη συνέχεια, γράφοντας τη μετρική ds2 = λ2
0R

aRa + LâLâ + 2λ0λR
aLâ στη μορφή

ds2 = eaea + eâeâ, (2.10.203)

ορίζεται το σύστημα αναφοράς

ea = λ0

√
1− λ2Ra, eâ = Lâ + λ0λR

a. (2.10.204)

Στο νέο σύστημα αναφοράς, η στρέψη είναι

H =− 1

6
fabc

(
1− 3λ2 + 2λ0λ

3

λ0(1− λ2)3/2
ea ∧ eb ∧ ec + eâ ∧ eb̂ ∧ eĉ

+
3λ(1− λ0λ)

λ0(1− λ2)
eâ ∧ eb ∧ ec

)
,

(2.10.205)

απ΄ όπου προκύπτουν τα στοιχεία

Habc = −1− 3λ2 + 2λ0λ
3

λ0(1− λ2)3/2
fabc, Hâb̂ĉ = −fabc, Hâbc = −λ(1− λ0λ)

λ0(1− λ2)
fabc.

22
Αυτό είναι συνεπές εφόσον το σημείο λ2 = 0 αποτελεί σταθερό UV σημείο της ροής κάτω από την

ομάδα επανακανονικοποίησης.



2.10. λ-παραμορφωμένα πρότυπα 110

Χρησιμοποιώντας τα στοιχεία αυτά και εισάγοντας τον συμβολισμό A = (a, â) για τις συ-

νιστώσες των δύο ομάδων αντίστοιχα, είναι δυνατός ο υπολογισμός της σπιν σύνδεσης με

στρέψη

ω±AB = ωAB ±HABCe
C = ω±AB|Ce

C , (2.10.206)

όπου η απλή σπιν σύνδεση δίνεται από τη σχέση

deA + ωAB ∧ eB = 0. (2.10.207)

Τέλος, έχοντας τα στοιχεία ω−AB υπολογίζεται ο γενικευμένος τανυστής Riemann με στρέψη

R−AB =
1

2
R−ABCDe

C ∧ eD = dω−AB + ω−AC ∧ ω
−
CB, (2.10.208)

από τον οποίο προκύπτει ο τανυστής Ricci. Μετά από λίγη άλγεβρα και την αλλαγή βάσης σε

Ra, Lâ προκειμένου το σύστημα αναφοράς να είναι ανεξάρτητο της παραμέτρου λ, προκύπτει

η β-συνάρτηση για το διπλά παραμορφωμένο μη-συμμετρικό πρότυπο, η οποία επαναφέροντας

τον παράγοντα k2/2, ταυτίζεται με την (2.10.199).

Από τους μη-τετριμένους μηδενισμούς των β-συναρτήσεων (2.10.199) λi = λ0, λ
−1
0 και θε-

ωρώντας το σταθερό σημείο λi = λ0 < 1 ως το μόνο φυσικό με τα ίδια επιχειρήματα της

ενότητας του μη-συμμετρικού απλά παραμορφωμένου προτύπου, είναι προφανές ότι η θεωρία

ρέει κάτω από την ομάδα επανακανονικοποίησης σε μία καινούρια σύμμορφη θεωρία στις

χαμηλές ενέργειες. Η φύση της καινούριας σύμμορφης θεωρίας εξαρτάται από τον τρόπο

που γίνεται η ροή. Υπάρχουν δύο πιθανές περιπτώσεις που θα εξετασθούν παρακάτω: Η μία

είναι να ρέουν και οι δύο παράμετροι ζεύξης λ1 και λ2 κάτω από την ομάδα επανακανονι-

κοποίησης, ενώ η άλλη αντιστοιχεί στο να είναι πακτωμένο το λ2 στο UV σταθερό σημείο

λ2 = 0 και να ρέει μόνο το λ1 = λ.

1. Για λ1 = λ2 = λ0

Η αντίστοιχη σύμμορφη θεωρία προκύπτει αντικαθιστώντας στην (2.10.186) λ1 =

λ2 = λ0. Οι συμμετρίες αυτής της θεωρίας όμως, γίνονται πιο εύκολα εμφανείς από

την δράση (2.10.182) η οποία γίνεται

S = SWZW,k1(g1) + SWZW,k2(g2) (2.10.209)

+
k1

π

∫
d2σTr(A−∂+g1g

−1
1 −B+g

−1
1 ∂−g1 + A−g1B+g

−1
1 )

+
k2

π

∫
d2σTr(B−∂+g2g

−1
2 − A+g

−1
2 ∂−g2 +B−g2A+g

−1
2 − A+A− −B+B−).

Για την μελέτη της φύσης της νέας αυτής σύμμορφης θεωρίας, εφαρμόζονται οι απει-
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ροστοί μετασχηματισμοί

δg1 = g1uR − uLg1, δg2 = g2uL − uRg2,

δA± = −∂±uL + [A±, uL], δB± = −∂±uR + [B±, uR]

στην πάνω δράση, η οποία αλλάζει κάτω από αυτούς ως

δS =
k2 − k1

π

∫
d2σTr(A−∂+uL +B+∂−uR).

Προφανώς, εάν uL = uL(σ−) και uR = uR(σ+) η (2.10.209) παραμένει αναλλοίωτη.

Πιο λεπτομερής ανάλυση των συμμετριών της σύμμορφης αυτής θεωρίας επιτυγχάνεται

γράφοντας τα πεδία βαδμίδας ως

A± = ∂±h±h
−1
± , B± = ∂±k±k

−1
± , h±, k± ∈ G. (2.10.210)

Τότε, η πεπερασμένη μορφή των προηγούμενων απειροστών μετασχηματισμών είναι

ισοδύναμη με τους μετασχηματισμούς h± → L−1h±, k± → R−1k± και η δράση

(2.10.209), χρησιμοποιώντας την σχέση Polyakov-Wiegmann, έρχεται στη μορφή

S =Sk1(h−1
− g1k+) + Sk2−k1(k−1

− g2h+)− Sk2(h−1
− h+)

+ Sk1(k−1
− g2h+)− Sk2(k−1

− k+) + Sk2−k1(h−1
− ) + Sk2−k1(k+),

(2.10.211)

με Ski ≡ SWZW ;ki . Η ομάδα συμμετρίας της σύμμορφης θεωρίας γίνεται εμφανής μετά

την αλλαγή μεταβλητής g1 → g1h+k
−1
+ και g2 → k−h

−1
− g2, όπου η δράση γράφεται ως

S =Sk1(h−1
− g1h+) + Sk2−k1(h−1

− g2h+)− Sk2(h−1
− h+)

+ Sk1(h−1
− g2h+)− Sk2(k−1

− k+) + Sk2−k1(h−1
− ) + Sk2−k1(k+).

(2.10.212)

Η πρώτη σειρά αντιστοιχεί στην βαθμισμένη WZW δράση της συνσυνολικής σύμμορ-

φης θεωρίας

Gk1 ×Gk2−k1

Gk2

∣∣∣
L
⊗ Gk1 ×Gk2−k1

Gk2

∣∣∣
R
, (2.10.213)

υποδεικνύοντας τον δεξιόστροφο και τον αριστερόστροφο τομέα. Η αναλλοιώτητα

κάτω από σύμμορφους μετασχηματισμούς γίνεται εμφανής μέσα από τους μετασχημα-

τισμούς

h+ → h+Ω(σ−), k+ → k+Ω(s−), h− → h−Ω̃(σ+), k− → k−Ω̃(σ+),

κάτω από τους οποίους η δεύτερη σειρά της (2.10.212) παράγει δύο αντίγραφα (δεξι-
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όστροφο και αριστερόστροφο) άλγεβρας ρευμάτων της ομάδας G, αλλά για μηδενική

τάξη άλγεβρας. Συνεπώς, για μοναδιακές αναπαραστάσεις το αποτέλεσμα είναι τετρι-

μένο.

Η δράση (2.10.212) εμφανίζει επιπλέον αναλλοιώτητα κάτω από μετασχηματισμούς

h± → L−1(σ−)h±, k± → R−1(σ+)k±,

g1 → L−1(σ−)g1L(σ−), g2 → L−1(σ−)g2L(σ−).

Αυτό παράγει μια θεωρία άλγεβρας ρευμάτων

Gk2−k1

∣∣
L
⊗Gk2−k1

∣∣
R
. (2.10.214)

Συνδυάζοντας τις (2.10.213), (2.10.214) προκύπτει η ρόη της σύμμορφης θεωρίας από

τις υψηλές ενέργειες λ1 = λ2 = 0 στις χαμηλές λ1 = λ2 = λ0 να είναι

Gk1 ⊗Gk2

IR
=⇒ Gk1 ×Gk2−k1

Gk2

×Gk2−k1 , (2.10.215)

με δύο όμοια αντίγραφα για τον αριστερόστροφο και τον δεξιόστροφο τομέα. Η ροή

αυτή ταυτίζεται με αυτήν του απλά παραμορφωμένου μη-συμμετρικού προτύπου που

μελετήθηκε σε προηγούμενη ενότητα.

2. Για λ1 = λ0 και λ2 = 0

Για την περίπτωση λ2 = 0, η δράση (2.10.186) ή ισοδύναμα η (2.10.181) μπορεί να

γραφεί με τη βοήθεια της ταυτότητας Polyakov-Wiegmann ως

S = Sk1(g2g1) + Sk2−k1(g2). (2.10.216)

Αυτό είναι το άθροισμα δύο WZW προτύπων με δύο αντίγραφα άλγεβρας ρευμάτων

Gk1 ×Gk2−k1 για τον αριστερόστροφο και δεξιόστροφο τομέα. Συνεπώς, σε αυτή την

περίπτωση, η θεωρία ρέει από μία υψηλοενεργειακή σύμμορφη θεωρία η οποία είναι το

άθροισμα δύο WZW προτύπων, ένα με τάξη άλγεβρας ρευμάτων k1 και ένα με k2, σε

μία χαμηλοενεργειακή σύμμορφη θεωρία που αποτελείται πάλι από το άθροισμα δύο

WZW προτύπων, το ένα με επίπεδο άλγεβρας ρευμάτων k1 ενώ το άλλο με k2 − k1.

Πιο συγκεκριμένα

Gk1 ×Gk2

IR
=⇒ Gk1 ×Gk2−k1 , (2.10.217)

με ίδιο αριστερόστροφο και δεξιόστροφο αντίγραφο άλγεβρας ρευμάτων. Πάλι η σύμ-

μορφη θεωρία των χαμηλών ενεργειών έχει μικρότερο κεντρικό φορτίο από ότι αυτή

στις υψηλές ενέργειες, και συνεπώς η ροή αυτή είναι συμβατή με το θεώρημα του
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Zamolodchikov.

Τα παραπάνω αποτελέσματα για τις ροές ισχύουν και στην περίπτωση που τα k1,2 είναι

πεπερασμένα, και παρόλο που η μορφή του λ0 ενδέχεται να αλλάζει, η φύση του παραμένει

ίδια.

Τέλος, αξίζει να τονισθεί ότι η παραπάνω ανάλυση είναι έγκυρη για λ0 < 1. ΄Οταν k1 = k2

και λ0 = 1, το σταθερό σημείο της ροής στις χαμηλές ενέργειες παύει να υφίσταται και η

θεωρία έχει νόημα μόνο αν προσεγγιστεί μέσω του μη-Αβελιανού Τ-δυϊκού ορίου [62] για

το PCM.

2.10.3 Πρότυπα με γενικούς πίνακες παραμόρφωσης

Στην ενότητα αυτή θα μελετηθούν τα λ-πρότυπα στην πιό γενική μορφή τους (2.10.15). Για

γενικό πίνακα λab η ολοκληρωσιμότητα της θεωρίας δεν διατηρείται εν γένει και επιπλέον

η θεωρία δεν εμφανίζει καμία ισομετρία. Παρόλα αυτά η συμμετρία (2.10.18) συνεχίζει να

ισχύει όντας συμμετρία της ενεργού δράσης (2.10.15). Η παρούσα ενότητα αφιερώνεται

στην ανάλυση του υπολογισμού της β-συνάρτησης για το απλά παραμορφωμένο πρότυπο με

γενικό πίνακα λab και είναι βασισμένη στην [49].

Συναρτήσεις ομάδας επανακανονικοποίησης

Ο υπολογισμός της β-συνάρτησης του προτύπου (2.10.15) θα παρουσιασθεί συνοπτικά στην

υποενότητα αυτή και βασίζεται στη χρήση τεχνικών βαρύτητας και της μεθόδου πεδίου υ-

ποβάθρου για τα σ-πρότυπα.

Από την μετρική που αντιστοιχεί στην δράση (2.10.15), παραλείποντας έναν συνολικό πα-

ράγοντα k/2π, εξάγονται τα εξής δύο συστήματα αναφοράς

ds2 =

gabeaeb, gab = (1− λTλ)ab, ea = (D − λ)−1
ab R

b,

g̃abẽ
aẽb, g̃ab = (1− λλT )ab, ẽa = (DT − λT )−1

ab L
b,

(2.10.218)

όπου ανάλογα με το σύστημα αναφοράς η αντίστοιχη μετρική και η αντίστροφή της gab = g−1
ab ,

g̃ab = g̃−1
ab μετατρέπει τους δείκτες από συναλλοίωτους σε ανταλλοίωτους και αντίστροφα.

Ο πίνακας που συνδέει τα δύο συστήματα συντεταγμένων είναι

ẽa = Λabe
b, Λ = (1−DλT )−1(D − λ) = (DT − λT )−1(1−DTλ), (2.10.219)

ο οποίος μετασχηματίζεται κάτω από την (2.10.18) ως Λ → λTΛλ−1
, ικανοποιεί την ταυ-

τότητα ΛT (1 − λλT )Λ = 1 − λTλ και είναι ορθογώνιος μόνο για διαγώνιο και ισοτροπικό
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πίνακα λab = λδab.

Από τη δράση (2.10.15) προκύπτει επίσης η αντισυμμετρική 2-μορφή

B =
k

π

(
B0 +RTλ ∧ e

)
=
k

π

(
B0 − LTλT ∧ ẽ

)
(2.10.220)

και η αντίστοιχη 3-μορφή H = dB

H = H0 +Hλ, H0 = dB0 = −1

6
fabcL

a ∧ Lb ∧ Lc = −1

6
fabcR

a ∧Rb ∧Rc

H = −1

6

[
fabc − λadλbeλcffdef + 3Λ−Tcf (λmffabm − λadλbefdef )

]
ẽa ∧ ẽb ∧ ẽc.

(2.10.221)

Δουλεύοντας στο σύστημα αναφοράς των ẽa οι αντίστοιχες σπιν συνδέσεις ω̃ab δίνονται από

τις σχέσεις

ω̃ab = ω̃ab|cẽ
c, ω̃ab = −ω̃ba, ω̃ab|c =

1

2

(
C̃abc − C̃cab + C̃bca

)
,

dẽa =
1

2
C̃a

bcẽ
b ∧ ẽc, C̃a

bc := −C̃a
cb, C̃abc := g̃adC̃

d
bc.

(2.10.222)

Μετά από λίγη άλγεβρα και τη χρήση ταυτοτήτων που παρουσιάζεται αναλυτικά στην [49]

προκύπτει ότι

dẽa = −1

2
g̃am
(
fmbcλmeλbnλclfenl + Λ−Tmf (λeffebc − λbnλclffnl)

)
ẽb ∧ ẽc, (2.10.223)

από όπου υπολογίζονται ται στοιχεία ω̃ab|c.

Η γενικευμένη σπιν σύνδεση ω̃−ab που περιλαμβάνει και τη στρέψη

ω̃−ab = ω̃−ab|cẽ
c, ω̃−ab|c = ω̃ab|c −

1

2
H̃abc, (2.10.224)

προκύπτει να είναι

ω̃−ab|c = Λ−Tcd (λmdfmab − λamλbnfdmn), (2.10.225)

ενώ για τον υπολογισμό του γενικευμένου τανυστή Ricci

R̃±ab = ∂cω̃
±c
a|b − ω̃±ac|dω̃

∓d|c
b −∇±b ω̃

±c
a|c,

ω̃±ab|c − ω̃
∓
ac|b = C̃abc, ∂a = ẽa

µ∂µ,
(2.10.226)
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χρειάζεται η εξωτερική παράγωγος του πίνακα Λ−T και τελικά προκύπτει ότι

R̃−ab = −(λlifalp − λaqλplfqil)(λcefrme − λnrλdmfndc)gimg̃pcΛ−1
rb − ∇̃

−
b ω̃
−c
a|c. (2.10.227)

Η β-συνάρτηση σε επίπεδο ενός βρόγχου για ένα γενικό σ-πρότυπο δίνεται από την έκφραση

[63],[143]

dGµν

dt
+

dBµν

dt
= R−µν +∇+

ν ξµ, t = lnµ2, (2.10.228)

όπου ο δεύτερος όρος αντιστοιχεί σε διαφορομορφισμούς κατά μήκος ενός ανύσματος ξµ.

Οι διαφορομορφισμοί αυτοί έχουν τον ρόλο αντισταθμιστικών όρων σε περίπτωση που η

μορφή του πίνακα λ είναι τέτοια ώστε να δημιουργούνται νέες ροές κάτω από την ομάδα

επανακανονικοποίησης. Στην περίπτωση του γενικού πίνακα λ οι όροι αυτοί απαλλείφονται,

θεωρώντας ότι ξ̃a = ω̃−ca|c. Περνώντας στο σύστημα αναφοράς του εφαπτόμενου χώρου

ẽa = ẽaµdXµ
με

dGµν

dt
= β̃

(G)
ab ẽ

a
µẽ
b
ν ,

dBµν

dt
= β̃

(B)
ab ẽ

a
µẽ
b
ν , (2.10.229)

προκύπτει

β̃
(G)
ab + β̃

(B)
ab = R̃−ab + ∇̃−b ξ̃a, ξ̃a = ω̃−ca|c, (2.10.230)

και τελικά, με επαναφορά του παράγοντα k

dλab
dt

=
1

2k
Tr
(
Na(λ)Nb(λT )

)
=

1

2k
N (λ)ap

mN (λT )bm
p ,

με:
(
Na(λ)

)
p
m = (λacλpdfcdi − fapcλci)gim =: N (λ)ap

m.

(2.10.231)

Η ροή (2.10.231) παρουσιάζει τις εξής ιδιότητες:

1. Ικανοποιεί τη συνθήκη λf(λ−1)λ = f(λ) λόγου του μετασχηματισμού

λap
m → λ−1

ac λ
−1
pd λmnN (λ)cd

n. (2.10.232)

2. Σέβεται τη συμμετρία

g → g−1
0 gg0, λ→ DT

0 λD0, Dab
0 = Tr(tag0t

bg−1
0 )

που παρουσιάζει η δράση (2.10.15), για ένα σταθερό στοιχείο της ομάδας g0 ∈ G,

μέσω του μετασχηματισμού

N (λ)ap
m → (D0)ca(D0)qp(D0)nmN (λ)cq

n.

3. Διατηρεί τη μορφή της κάτω από λ→ λT .
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4. ΄Ενας συμμετρικός πίνακας λ παραμένει συμμετρικός κάτω από τη ροή (2.10.231).

5. ΄Ενας καθαρά αντισυμμετρικός πίνακας λ δεν είναι συνεπής με τη ροή (2.10.231), γεγο-

νός που σημαίνει ότι αν σε μία ενεργειακή κλίμακα ο πίνακας λab είναι αντισυμμετρικός,

δεν θα παραμείνει έτσι κατά τη διάρκεια της ροής.

6. Στην ειδική περίπτωση που λab = λδab ή λab = λ(D0)ab, η (2.10.231) ταυτίζεται με

την (2.10.93).

7. Είναι σε συμφωνία με τη γενική θεώρηση ότι

dλab
dt

= − 1

2k
facefbdfλcdλef +O(λ3)

για μία σύμμορφη θεωρία πεδίου διαταραγμένη από τελεστές με διάσταση μάζας δύο,

όπως στην προκειμένη περίπτωση.

8. Περιλαμβάνει τις εξισώσεις της ομάδας επανακανονικοποίησης του μη-Αβελιανού Τ-

δυϊκού προτύπου.

2.10.3.1 λ-παραμορφωμένο πρότυπο σε συσυνολικό χώρο

΄Εστω τώρα μια υποομάδα H ⊂ G. Χρησιμοποιώντας για τους δείκτες τον συμβολισμό

A = (a, α), όπου τα κεφαλαία γράμματα αντιστοιχούν σε δείκτες της ομάδας G, τα πεζά

λατινικά σε δείκτες της υποομάδας H και τα πεζά ελληνικά χρησιμοποιούνται για αυτούς

του συνσυνόλου G/H, επιλέγεται ο πίνακας λAB με στοιχεία

λab = λHδab, λαβ = λG/Hδαβ. (2.10.233)

Η επιλογή αυτή είναι συμβατή με την (2.10.231) μόνο για την περίπτωση συμμετρικών συν-

συνολικών χώρων G/H, στους οποίους οι σταθερές δομής fαβγ = 0 και ισχύουν επίσης οι

σχέσεις

fabcfabd = cHδcd, fαβcfαβd = (cG − cH)δcd, fcβγfcβδ =
cG
2
δγδ. (2.10.234)

Για το πρότυπο αυτό προκύπτουν οι β-συναρτήσεις

dλH
dt

= −
cGλ

2
G/H(1− λ2

H)2 + cH(λ2
H − λ2

G/H)(1− λ2
Hλ

2
G/H)

2k(1 + λH)2(1− λG/H)2
, (2.10.235)

dλG/H
dt

= −
cGλG/H(λH − λ2

G/H)

2k(1 + λH)(1− λ2
G/H)

. (2.10.236)
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Στο όριο που λG/H = 0 η ροή του πίνακα λAB ταυτίζεται με αυτή του απλά παραμορφωμένου

συμμετρικού προτύπου με διαγώνιο πίνακα λ (2.10.93) με τα (λ, cG) αντικατεστημένα από

τα (λH , cH)
23
.

΄Εχοντας τις συναρτήσεις β είναι δυνατό να υπολογισθεί τώρα ο πίνακας των ανώμαλων

διαστάσεων για τον διγραμμικό τελεστή της παραμόρφωσης από τη σχέση (2.10.95). Συμ-

βολίζοντας για ευκολία τα λH και λG/H με λ1
και λ2

αντίστοιχα, και παρατηρώντας ότι η

μηδενική ως προς 1/k τάξη της μετρικής Zamolodchikov g
(0)
ij , i = 1, 2 είναι ένας 2 × 2

πίνακας με στοιχεία

g
(0)
11 =

dimH(
1− (λ1)2

)2 , g
(0)
22 =

dimG− dimH(
1− (λ2)2

)2 , (2.10.237)

προκύπτει ο πίνακας των ανώμαλων διαστάσεων

γ1
1 = −2

k

cHλ
1
(
1− (1− λ1)λ1

)(
1 + (λ2)4

)
+ (λ2)2

(
cH(1− 2λ1 − 2(λ1)3 + (λ1)4)− cG

(
1− (λ1)2

)2
)

(1− λ1)(1 + λ1)3
(
1− (λ2)2

)2 ,

γ1
2 = − 1

2k

(
cG(dimG + dimH)− 2cHdimH

)
λ2
(
1 + (λ2)2

)
(dimG− dimH)(1 + λ1)2

(
1− (λ2)2

) ,

γ2
1 = − 1

2k

(
cG(dimG + dimH)− 2cHdimH

)
(1− λ1)2λ2

(
1 + (λ2)2

)
dimH

(
1− (λ2)2

)3 , (2.10.238)

γ2
2 = −cG

k

λ1
(
1 + 3(λ2)2

)
− (λ2)2

(
3 + (λ2)2

)
(1 + λ1)

(
1− (λ2)2

)2 ,

ο οποίος μετασχηματίζεται σαν μεικτός τανυστής κάτω από τον διαφορομορφισμό που εισάγει

η (2.10.18).

23
Στην πραγματικότητα, η περίπτωση αυτή αντιστοιχεί σε γενικά συνσύνολα όπου ο πίνακας λ είναι μπλοκ-

διαγώνιος της μορφής λ = λH ⊗OG/H με το λH να είναι ένας τετραγωνικός πίνακας διάστασης dimH. Στην
περίπτωση αυτή, η δράση (2.10.15) διατηρεί τη μορφή της, αλλα με πίνακα ζεύξης λH αντί για λ και τους
δείκτες a, b να παίρνουν τιμές στην H. Η ερμηνεία αυτού του πιό γενικού προτύπου είναι αυτή του μη-
Αβελιανού Thirring προτύπου για μια ομάδα G, όπου ο όρος διαταραχής είναι διγραμμικός στα ρεύματα της
H ⊂ G.



3 Ακριβείς υπολογισμοί κβαντικών

μεγεθών για τα διάφορα πρότυπα

Το παρόν κεφάλαιο αποτελεί το κύριο μέρος της διδακτορικής διατριβής και είναι βασισμένο

στις [51, 52, 54, 55, 83, 144, 147]. Σε ότι ακολουθεί, παρουσιάζονται τα αποτελέσματα

που προέκυψαν κατά την μελέτη της συμπεριφοράς και των κβατικών ιδιοτήτων ενός εύρους

λ-παραμορφωμένων προτύπων.

3.1 Διπλά παραμορφωμένο πρότυπο με ίσα επίπεδα

στις άλγεβρες ρευμάτων

Στην ενότητα αυτή υπολογίζονται οι β-συναρτήσεις και οι ανώμαλες διαστάσεις ρευμάτων

και πρωτευόντων πεδίων για το διπλά παραμορφωμένο λ-πρότυπο με ίσα επίπεδα άλγεβρας

ρευμάτων [51]. Η ενεργός δράση της θεωρίας αυτής δίνεται από την (2.10.167), ενώ η

διαταρακτική της μορφή από την (2.10.172). Ο υπολογισμός της β-συνάρτησης για την

περίπτωση της ομάδας θα γίνει τόσο για διαγώνιο, όσο και για γενικό πίνακα παραμόρφωσης,

ενώ ο υπολογισμός της β-συνάρτησης σε συνσυνολικό χώρο καθώς και ο υπολογισμός των

ανώμαλων διαστάσεων των διαφόρων τελεστών της θεωρίας γίνεται για διαγώνιους (και

ισοτροπικούς) πίνακες παραμόρφωσης.

3.1.1 Συναρτήσεις συσχετισμού και συναρτήσεις ομάδας ε-

πανακανονικοποίησης

Περίπτωση χώρου ομάδας

Στην περίπτωση διαγώνιων και ισοτροπικών πινάκων, αφετηρία είναι η δράση (2.10.172) με

(λ1)ab = λ1δab και (λ2)ab = λ2δab. Δουλεύοντας σε Ευκλείδια υπογραφή και συμβολίζοντας

την Ευκλείδια εκδοχή των ρευμάτων Jai+, J
a
i− με Jai και J̄ai αντίστοιχα, οι τελεστές ρευμάτων

και οι σύνθετοι τελεστές που κατασκευάζονται από αυτά μπορούν να χωρισθούν σε δύο

σύνολα. Το ένα σύνολο περιλαμβάνει τους Ja1 , J̄
a
2 και όλους τους σύνθετους τελεστές που

118
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μπορούν να κατασκευασθούν από αυτους τους δύο, ενώ το άλλο σύνολο περιλαμβάνει τους

J2, J̄1 και όλους τους αντίστοιχους σύνθετους τελεστές

O = {Ja1 , J̄a2 , Ja1 J̄ b2 , · · · } , Õ = {Ja2 , J̄a1 , Ja2 J̄ b1 , · · · } . (3.1.1)

Μέσω αυτού του διαχωρισμού προκύπτει, ότι όλες οι συναρτήσεις συσχετισμού που περι-

λαμβάνουν αποκλειστικά ρεύματα είναι δυνατόν να χωρισθούν επίσης σε δύο σύνολα.

Μία συνάρτηση συσχετισμού που περιλαμβάνει έναν αυθαίρετο αριθμό από τελεστές O και

Õ, στην πιό γενική της μορφή γράφεται ως

〈
n∏
i=1

Oi(zi)
m∏
j=1

Õj(zj)〉 =
1

Z
〈
n∏
i=1

Oi(zi)
m∏
j=1

Õj(zj)e−
1
π

∫
d2z
(

(λ1)abJ
a
1 J̄

b
2+(λ2)abJ

a
2 J̄

b
1

)
〉0 , (3.1.2)

όπου με 〈. . . 〉0 στο δεξί μέλος της (3.1.2) συμβολίζεται η αναμενόμενη τιμή ως προς την

ελεύθερη σύμμορφη θεωρία με δράση Sk(g1) + Sk(g2), ενώ το αριστερό μέλος αναφέρεται

στην αναμενόμενη τιμή ως προς την παραμορφωμένη θεωρία με δράση την (2.10.172).

Η κρίσιμη παρατήρηση εδώ, είναι ότι η συγκεκριμένη μορφή των κορυφών αλληλεπίδρα-

σης της (2.10.172) οδηγεί σε μία παραγοντοποίηση των συναρτήσεων συσχέτισης. Αυτό

συμβαίνει διότι οι τελεστές O μπορούν να συναιρεθούν μόνο ρεύματα προερχόμενα από το

ανάπτυγμα του e−
1
π

∫
d2z (λ1)abJ

a
1 J̄

b
2 , ενώ οι τελεστές Õ μπορούν να συναιρεθούν μόνο με

ρεύματα που προέρχονται από το ανάπτυγμα της κορυφής e−
1
π

∫
d2z (λ2)abJ

a
2 J̄

b
1 . Συνεπώς, η

(3.1.2) γράφεται ως

〈
n∏
i=1

Oi(zi)
m∏
j=1

Õj(zj)〉 = 〈
n∏
i=1

Oi(zi)〉 · 〈
m∏
j=1

Õj(zj)〉 , (3.1.3)

όπου

〈
n∏
i=1

Oi(zi)〉 =
1

Z1

〈
n∏
i=1

Oi(zi)e−
1
π

∫
d2z (λ1)abJ

a
1 J̄

b
2〉0 ,

〈
m∏
j=1

Õj(zj)〉 =
1

Z2

〈
m∏
j=1

Õj(zj)e−
1
π

∫
d2z (λ2)abJ

a
2 J̄

b
1〉0 .

(3.1.4)

Γίνεται λοιπόν φανερό ότι σε επίπεδο τελεστών ρευμάτων, οι συναρτήσεις συσχετισμού

του διπλά παραμορφωμένου, συμμετρικού προτύπου μπορούν να προκύψουν από δύο όμοια

αντίγραφα, καθένα από τα οποία αντιστοιχεί σε ένα απλά παραμορφωμένο λ-πρότυπο με πίνα-

κα ζεύξης (λ1)ab ή (λ2)ab. Αυτή η παραγοντοποίηση των συναρτήσεων συσχετισμού ισχύει

μόνο στην περίπτωση όπου εμπλέκονται καθαρά τελεστές ρευμάτων. Εάν υπάρχουν επι-

πλέον τελεστές που αντιστοιχούν σε αφινικά πρωτεύοντα πεδία μία τέτοια παραγοντοποίηση
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δεν είναι εφικτή, εκτός φυσικά από περιπτώσεις που τα πρωτεύοντα πεδία μετασχηματίζονται

τετριμμένα κάτω από τη δράση της δεξιόστροφης και αριστερόστροφης άλγεβρας ρευμάτων.

Το επιχείρημα αυτό συνδέεται με το γεγονός ότι στη δράση (2.10.167) του σ-προτύπου, τα

στοιχεία g1 και g2 της ομάδας αλληλεπιδρούν μη-τετριμμένα, με αποτέλεσμα η δράση αυτή

να μη μπορεί να έρθει στη μορφή αθροίσματος δύο απλά παραμορφωμένων λ-προτύπων με

πίνακες (λ1)ab και (λ2)ab.

Η άνωθεν παραραγοντοποίηση της (3.1.3) συνεπάγεται ότι οι β-συναρτήσεις για τις πα-

ραμέτρους ζεύξης λ1,2 είναι ίδιες με αυτήν του απλά παραμορφωμένου προτύπου. Αυτό συμ-

βαίνει διότι ο υπολογισμός τους βασίζεται μόνο στις συναρτήσεις συσχετισμού των ρευμάτων

με αποτέλεσμα να έρχονται και αυτές στη μορφή δύο αντιγράφων απλά παραμορφωμένου λ-

προτύπου. Η ανάλυση αυτή είναι έγκυρη για όλες τις τιμές των πινάκων παραμόρφωσης λ1,2

και μέχρι τάξη O(1/k) στο ανάπτυγμα ως προς το επίπεδο k της άλγεβρας ρευμάτων. ΄Ετσι,

για την περίπτωση διαγώνιων και ισοτροπικών πινάκων ζεύξης προκύπτει μέχρι O(1/k) τάξη

η ακριβής ως προς λi έκφραση [58, 59, 47]

βi :=
dλi
dt

= − cGλ
2
i

2k(1 + λi)2
, t := lnµ2 , i = 1, 2 . (3.1.5)

Με όμοια επιχειρήματα, τα ζεύγη ρευμάτων (Ja1 , J̄
a
2 ) και (Ja2 , J̄

a
1 ) αποκτούν ανώμαλες δια-

στάσεις που εξαρτώνται μόνο από το λ1 ή λ2 αντίστοιχα. Για την ισοτροπική περίπτωση,

οι ακριβείς εκφράσεις μέχρι τάξη 1/k είναι και οι δύο θετικές και δίνονται από τις σχέσεις

[50, 44]

γ(J1+) = γ(J2−) =
cGλ

2
1

k(1− λ1)(1 + λ1)3
, γ(J2+) = γ(J1−) =

cGλ
2
2

k(1− λ2)(1 + λ2)3
. (3.1.6)

Η παραπάνω συλλογιστική πορεία, καθώς και τα αποτελέσματα που προκύπτουν από αυτή,

μπορούν να γενικευθούν (χρησιμοποιώντας τα αποτελέσματα της [45]) για την περίπτωση

του μη-συμμετρικού διπλά παραμορφωμένου λ-προτύπου όπου οι τάξεις των δύο αλγεβρών

ρευμάτων δεν είναι οι ίδιες. Η γενίκευση αυτή παρουσιάζεται αναλυτικά στην επόμενη ε-

νότητα.

΄Οσον αφορά τον υπολογισμό των ανώμαλων διαστάσεων για τα πρωτεύοντα πεδία, αυτός

ακολουθεί τις [44, 45]. Σε αντίθεση με τις ανώμαλες διαστάσεις τελεστών που εμπεριείχαν

μόνο ρεύματα, αυτές των πρωτευόντων πεδίων αναμένεται να εξαρτώνται ταυτόχρονα τόσο

απο το λ1 όσο και από το λ2 και εν γένει να διαφέρουν από τα αντίστοιχα αποτελέσματα

[44, 45] του απλά παραμορφωμένου προτύπου. Ο λόγος που συμβαίνει αυτό είναι ότι τα πρω-
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τεύοντα πεδία εν γένει μετασχηματίζονται κάτω από τη δράση τόσο της αριστερόστροφης,

όσο και της δεξιόστροφης άλγεβρας ρευμάτων.

Η σύμμορφη θεωρία του υπό μελέτη προτύπου περιλαμβάνει δύο είδη αφινικών πρωτευ-

όντων πεδίων, που ανήκουν στα δύο αρχικά WZW πρότυπα και μετασχηματίζονται κάτω

από τη δράση των αντίστοιχων δεξιόστροφων και αριστερόστροφων αλγεβρών ρευμάτων.

Η υπόλοιπη μελέτη θα γίνει για ένα από αυτά, έστω το Φi,i′(z, z̄) το οποίο κάτω από τη

δάση των ρευμάτων Ja1 και J̄a1 μετασχηματίζεται στις μη-αναγωγίσιμες αναπαραστάσεις R

και R′, με τους αντίστοιχους πίνακες να είναι οι ta και t̃a. Οι δείκτες i και i′ τρέχουν στις

αναπαραστάσεις R και R′ και τα συγκεκριμένα πρωτεύοντα πεδία δεν επηρεάζονται από τη

δράση των ρευμάτων Ja2 , J̄
a
2 του δεύτερου WZW προτύπου. ΄Ετσι, τα σχετικά OPEs είναι

Ja1 (z)Φi,i′(w, w̄) = − 1√
k

(ta)i
jΦj,i′(w, w̄)

z − w
,

J̄a1 (z̄)Φi,i′(w, w̄) =
1√
k

(t̃a)
j′
i′Φi,j′(w, w̄)

z̄ − w̄
,

Ja2 (z)Φi,i′(w, w̄) = ομαλό , J̄a2 (z̄)Φi,i′(w, w̄) = ομαλό .

(3.1.7)

Οι συμβάσεις για τους πίνακες των αναπαραστάσεων είναι
1 [ta, tb] = fabctc, [t̃a, t̃b] = fabct̃c,

ενώ οι σύμμορφες διαστάσεις των πρωτευόντων πεδίων και οι διάφορες ιδιότητες που εμ-

φανίζουν τα πεδία αυτά και οι πίνακες αναπαραστάσεων δίνονται από τις σχέσεις (2.10.41)-

(2.10.49).

Για τον προσδιορισμό των ανώμαλων διαστάσεων των πρωτευόντων πεδίων γίνεται χρήση

της συνάρτησης συσχετισμού δύο σημείων (2.10.43) και της θεωρίας διαταραχών, η οποία

κατεβάζει ρεύματα από τον όρο του εκθετικού που αντιστοιχεί στις κορυφές αλληλεπίδρασης.

Συνεπώς, η διαταρακτική έκφραση αυτής της συνάρτησης συσχετισμού θα έχει, για (λ1)ab =

λ1δab και (λ2)ab = λ2δab, όρους της μορφής λn1λ
m
2 〈Φ

(1)
i,i′(x1, x̄1)(Ja1 J̄

a
2 )n(J b2 J̄

b
1)mΦ

(2)
j,j′(x2, x̄2)〉,

όπου το Φ(1)
συμβολίζει έναν τελεστή που αντιστοιχεί σε ένα αφινικό πρωτεύον πεδίο, ενώ

το Φ(2)
συμβολίζει τον μιγαδικό συζυγή του. Το Φ(1)

μετασχηματίζεται σύμφωνα με την

(3.1.7) ενώ το Φ(2)
μετασχηματίζεται με όμοιο τρόπο αλλά με τους πίνακες ta και t̃a αντικα-

τεστημένους με −t∗a και −t̃∗a αντίστοιχα.

΄Οσον αφορά τον διαταρακτικό υπολογισμό τώρα, με λίγη ανάλυση γίνεται εμφανές ότι δεν

υπάρχει συνεισφορά από όρους τάξης 1/k που περιέχουν γινόμενα των λ1 και λ2. Το επι-

χείρημα για αυτό το συμπέρασμα είναι το εξής:

1
Εδώ οι σταθερές δομής της ομάδας θεωρούνται καθαρά φανταστικές. Στη συγκεκριμένη ενότητα και

στις ενότητες που ακολουθούν οι σταθερες δομής θεωρούνται καθαρά φανταστικές για τους υπολογισμούς

στα πλαίσια της σύμμορφης θεωρίας πεδίου και πραγματικές στους υπολογισμούς που εμπεριέχουν τεχνικές

βαρύτητας.



3.1. Διπλά παραμορφωμένο πρότυπο με ίσα επίπεδα στις άλγεβρες ρευμάτων 122

-΄Εστω n περιττό. Χωρίς βλάβη της γενικότητας, επιλέγεται πρώτα ένα από τα J̄a2 ρεύματα

και εφαρμόζεται η ταυτότητα του Ward. Το ρεύμα αυτό δεν μπορεί να συναιρεθεί με ένα από

τα εξωτερικά πρωτεύοντα πεδία αλλά μόνο με κάποιο άλλο J̄ b2 και μόλις γίνει η συναίρεση,

σύμφωνα με το OPE (2.10.39), ο μη-Αβελιανός όρος τάξης 1/
√
k θα περιέχει ένα άλλο J̄ c2

ρεύμα. Τα εναπομείναντα, άρτια στον αριθμό πλέον J̄a2 ρεύματα θα πρέπει να συναιρεθούν

μεταξύ τους μόνο μέσω Αβελιανών όρων, εφόσον διαφορετικά θα προκύπτουν όροι τάξης

μεγαλύτερης από 1/k, οι οποίοι έχει επιλεχθεί να αγνοούνται.

Στη συνέχεια επιλέγεται το ρεύμα Ja1 για να εφαρμοσθεί η ταυτότητα Ward. Αυτό, μπορεί

να συναιρεθεί είτε με ένα άλλο ρεύμα ίδιου είδους μέσω του μη-Αβελιανού μέρους του α-

ντίστοιχου OPE, είτε με ένα από τα εξωτερικά πρωτεύοντα πεδία. Και στις δύο περιπτώσεις

θα έχει ήδη προκύψει ο επιθυμητός 1/k όρος της συνάρτησης συσχετισμού δύο σημείων και

σαν συνέπεια, τα ρεύματα που σχετίζονται με την δεύτερη κορυφή αλληλεπίδρασης (J b2 J̄
b
1)m

θα πρέπει να συναιρεθούν μόνο μεταξύ τους, αποδίδοντας τελικά ένα μη-συνδεδεμένο δι-

άγραμμα.

- ΄Εστω τώρα άρτιο n. ΄Οπως και προηγουμένως, επιλέγεται το ρεύμα J̄a2 και εφαρμόζεται η

ταυτότητα Ward. ΄Οσον αφορά το Αβελιανό μέρος της συναίρεσης αυτής, τουλάχιστον ένα

από τα Ja1 ρεύματα πρέπει να συναιρεθεί με ένα από τα εξωτερικά πρωτεύοντα πεδία διαφο-

ρετικά όλα τα ρεύματα της κορυφής (Ja1 J̄
a
2 )n θα συναιρούνται μεταξύ τους καταλήγοντας σε

μη-συνδεδεμένα διαγράμματα. ΄Ομως, η συναίρεση του Ja1 με ένα εξωτερικό πεδίο θα αφήσει

περιττό αριθμό από Ja1 ρεύματα, που σημαίνει ότι ένα ακόμα Ja1 θα πρέπει να συναιρεθεί με ε-

ξωτερικό πεδίο αποδίδοντας τον όρο ανάλογο του 1/k. ΄Ετσι, τα ρεύματα που σχετίζονται με

τη δεύτερη κορυφή αλληλεπίδρασης (J b2 J̄
b
1)m πρέπει πάλι αναγκαστικά να συναιρεθούν μόνο

μεταξύ τους, αποδίδοντας ξανά μη-συνδεδεμένο διάγραμμα. ΄Οσον αφορά το μη-Αβελιανό

μέρος της συναίρεσης του J̄a2 , μετά τη συναίρεση προκύπτει περιττός αριθμός J̄ b2 ρευμάτων,

που σημαίνει ότι μια δεύτερη μη-Αβελιανή συναίρεση είναι απαραίτητη. Με τον τρόπο αυτό

προκύπτει ο 1/k παράγοντας και όπως και πριν, τα ρεύματα που προέρχονται από τη δεύτε-

ρη κορυφή αλληλεπίδρασης αναγκαστικά συναιρούνται μεταξύ τους μόνο, καταλήγοντας σε

μη-συνδεδεμένο διάγραμμα.

Συνεπώς, στη διαταρακτική έκφραση δεν παράγονται ποτέ όροι που περιέχουν γινόμενα

των λ1λ2. Αυτό σημαίνει ότι η ανώμαλη διάσταση των πρωτευόντων πεδίων θα έχει τη

γενική μορφή

γR,R′ =
f1(λ1)cR + f2(λ1)cR′

k(1− λ1)(1 + λ1)3
+
h1(λ2)cR + h2(λ2)cR′

k(1− λ2)(1 + λ2)3
, (3.1.8)
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όπου η δομή των πόλων έχει προκύψει από το γεγονός ότι οι βλ1 και βλ2 συναρτήσεις του

διπλά παραμορφωμένου προτύπου έχουν την ίδια έκφραση με αυτή του απλά παραμορφωμένου

προτύπου. Τότε, ξέροντας τις β-συναρτήσεις, μπορεί με τη χρήση της εξίσωσης Callan-

Symanzik όπως στην [50], να προσδιοριστεί η γενική μορφή (3.1.8) της ανώμαλης διάστασης.

Για την εύρεση των άγνωστων πολυωνυμικών συναρτήσεων f1, f2, h1 και h2 της (3.1.8),

γίνεται χρήση της συμμετρίας (2.10.169), καθώς και των αποτελεσμάτων που προκύπτουν

από την εφαρμογή της θεωρίας διαταραχών και παρουσιάζονται στο παράρτημα Δ΄. Από την

(Δʹ.18) προκύπτει

γR,R′ =
cR
k

(
1 + λ2

1(1 + λ2
1)
)

+
cR′

k
λ2

2(1 + λ2
2) +O(λ5/k) . (3.1.9)

Η συμμετρία (2.10.169) σε συνδυασμό με την Z2 συμμετρία του προτύπου κάτω από την

ανταλλαγή (g1, λ1) με (g2, λ2), δίνει τον ακόλουθο περιορισμό για τις ανώμαλες διαστάσεις

γR′,R(k, λ1, λ2) = γR,R′(−k, λ−1
2 , λ−1

1 ) . (3.1.10)

Η εναλλαγή των αναπαραστάσεων R και R′ σχετίζεται με το γεγονός ότι κάτω από τη συν-

δυασμένη συμμετρία, η αντιστροφή των στοιχείων της ομάδας gi 7→ g−1
i , i = 1, 2, καταλήγει

στην ανταλλαγή των αναπαραστάσεων R και R′ [44]. Τότε, η (3.1.10) συνεπάγεται ότι οι

συναρτήσεις f1, f2 και h1, h2 υπακούν τις σχέσεις

f1(λ1) = h2(λ−1
1 )λ4

1 , f2(λ1) = h1(λ−1
1 )λ4

1 . (3.1.11)

΄Ετσι, τα άγνωστα πολυώνυμα είναι το πολύ τάξης λ2
1 και προσδιορίζονται από την απαίτηση

να υπάρχει συμφωνία του αναπτύγματος της (3.1.8) με το διαταρακτικό ανάπτυγμα (3.1.9).

Στην ουσία, χρειάζεται μόνο το διαταρακτικό ανάπτυγμα μέχρι τάξη λ2
1, λ

2
2 από το οποίο

προκύπτει f2 = h1 = 0 και f1(λ) = (1+λ)2
, h2(λ) = λ2(1+λ)2

. Τελικά, η ακριβής ως προς

τα λ1,2 έκφραση της ανώμαλης διάστασης για τα πρωτεύοντα πεδία μέχρι τάξη 1/k είναι

γR,R′ =
cR
k

1

1− λ2
1

+
cR′

k

λ2
2

1− λ2
2

. (3.1.12)

η οποία αναπαράγει το διαταρακτικό αποτέλεσμα (3.1.9) μέχρι τέταρτη τάξη ως προς τα

λi
2
. Είναι προφανές ότι σε αντίθεση με την ανώμαλη διάσταση των ρευμάτων, αυτή των

πρωτεύοντων πεδίων εξαρτάται ταυτόχρονα και από τις δύο παραμέτρους λ1,2. Επιπλέον,

συγκρίνοντας με τις ανώμαλες διαστάσεις των πρωτευόντων πεδίων που προέκυψαν στην

περίπτωση του απλά παραμορφωμένου προτύπου [44], μία κύρια διαφορά είναι ότι στο διπλά

2
Η γ̄R,R′ δύναμη του όρου x̄

2
12 στη συνάρτηση συσχετισμού δύο σημείων των πρωτευόντων πεδίων δίνεται

από την (3.1.12) με τα cR και c
′
R ανταλλαγμένα.
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παραμορφωμένο πρότυπο δεν προκύπτει όρος ανάλογος των ιδιοτιμών του πίνακα ta⊗ t∗a. Ο

λόγος που ένας τέτοιος πίνακας δεν εμφανίζεται εδώ, είναι ότι στην απλή περίπτωση ο όρος

παραμόρφωσης ήταν διγραμμικός ως προς τα ρεύματα του ίδιου WZW προτύπου, ενώ στο

διπλά παραμορφωμένο πρότυπο, οι διγραμμικοί όροι της παραμόρφωσης απαρτίζονται από

ρεύματα διαφορετικών WZW προτύπων.

Προκειμένου να αποδειχθεί το άνωθεν επιχείρημα σχετικά με την απεμπλοκή των ροών για

τους δύο πίνακες ζεύξης, υπολογίζονται αναλυτικά οι β-συναρτήσεις για την περίπτωση δια-

γώνιων και ισοτροπικών πινάκων (λi)ab = λiδab, i = 1, 2. Ο υπολογισμός αυτός ακολουθεί

την [61] και γίνεται με τη χρήση μιας κλασικής λύσης υποβάθρου και τον προσδιορισμό των

κβαντικών διακυμάνσεων γύρω από αυτήν. Οι β-συναρτήσεις του διπλά παραμορφωμένου

συμμετρικού προτύπου υπολογίζονται τόσο για την περίπτωση του χώρου ομάδας G, όσο

και για αυτήν συμμετρικού συνσυνολικού χώρου G/H.

Για την περίπτωση του χώρου ομάδας, οι εξισώσεις κίνησης (2.10.178) και (2.10.179) έρχο-

νται στη μορφή [39] (με A± 7→ A1
± και B± 7→ A2

± σύμφωνα με τους συμβολισμούς αυτής

της παραγράφου)

∂±I
i
∓ = ∓1

2
[I i+, I

i
−] , i = 1, 2 , (3.1.13)

όπου

I i± = − 2

1 + λi
Ai± , i = 1, 2 . (3.1.14)

΄Εστω τώρα στοιχεία της ομάδας G της μορφής
3

gi = eσ
αΘiα , i = 1, 2 , (3.1.15)

με τα στοιχεία Θi
α να είναι αυθαίρετα, σταθερά, μετατιθέμενα στοιχεία της Lie άλγεβρας

g = Lie(G). Στο κλασικό αυτό πλαίσιο, τα κλασικά πεδία βαθμίδας υπολογίζονται με

αντικατάσταση των κλασικών λύσεων (3.1.15) στις (2.10.164), (2.10.165)

A1
+ =

λ1

1− λ1λ2

(
Θ1

+ + λ2 Θ2
+

)
, A1

− = − λ1

1− λ1λ2

(
Θ2
− + λ2 Θ1

−
)
,

A2
+ =

λ2

1− λ1λ2

(
Θ2

+ + λ1 Θ1
+

)
, A2

− = − λ2

1− λ1λ2

(
Θ1
− + λ1 Θ2

−
)
.

(3.1.16)

΄Ετσι, τα I i±, με i = 1, 2 γίνονται σταθεροί, μετατιθέμενοι πίνακες οι οποίοι σε ότι ακολουθεί

συμβολίζοναι με I i0,±, και οι εξισώσεις κίνησης πράγματι ικανοποιούνται από αυτούς. Η

3
Σε ότι ακολουθεί, με σα, α = ± συμβολίζονται οι συντεταγμένες του κοσμικού φύλλου.
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αντίστοιχη Λαγκρανζιανή υπολογισμένη με τα πεδία υποβάθρου είναι

L(0) = − k

2π(1− λ1λ2)

(
Θ1

+ Θ2
+

)( 1 + λ1λ2 2λ1

2λ2 1 + λ1λ2

)(
Θ1
−

Θ2
−

)
. (3.1.17)

Στη συνέχεια, για την εύρεση της β-συνάρτησης χρειάζεται ο υπολογισμός της ενεργού

δράσης σε επίπεδο ενός βρόγχου. Πιο συγκεκριμένα, θέτοντας I i± = I i0,±+δI i±, η διαταραχή

των εξισώσεων κίνησης (3.1.13) έρχεται στη μορφή γύρω από τα πεδία υποβάθρου (3.1.16)

Di
(
δI i+

δI i−

)
= 0 , i = 1, 2 , (3.1.18)

προκύπτει ο ακόλουθος πίνακας διαταραχών

Di =

(
∂− − 1

2
Ĩ i−

1
2
Ĩ i+

1
2
Ĩ i− ∂+ − 1

2
Ĩ i+

)
, i = 1, 2 , (3.1.19)

με (
Ĩ i±

)
ab

= ifabc I
i
0,±c , i = 1, 2 . (3.1.20)

Η ενεργός Λαγκρανζιανή σε επίπεδο ενός βρόγχου, μετά από στροφή κατά Wick σε Ευ-

κλείδια υπογραφή
4
και στο χώρο ορμών, προκύπτει μετά από ολοκλήρωση των κβαντικών

διακυμάνσεων που εμφανίζονται στο Γκαουσιανό ολοκλήρωμα διαδρομής να είναι

− Leff
Ε

= L(0) +

∫ µ d2p

(2π)2
ln det

(
D̂1 0

0 D̂2

)−1/2

, (3.1.21)

όπου

D̂i =

(
p− − 1

2
Ĩ i−

1
2
Ĩ i+

1
2
Ĩ i− p+ − 1

2
Ĩ i+

)
, i = 1, 2 , p± =

1

2
(p1 ± i p2) . (3.1.22)

Στη συνέχεια, υπολογίζεται η ορίζουσα που εμφανίζεται στο ολοκλήρωμα της (3.1.21)

ln det

(
D̂1 0

0 D̂2

)
= ln det D̂1 + ln det D̂2 , (3.1.23)

4
Η αναλυτική συνέχιση είναι (τ, σ) 7→ (iσ1, σ2) και συνεπώς (p0, p1) 7→ (ip1, p2).
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όπου

ln det D̂i = ln detC + Tr ln
(
12 + C−1Ei

)
,

C =

(
p− 0

0 p+

)
, Ei =

1

2

(
−Ĩ i− Ĩ i+

Ĩ i− −Ĩ i+

)
, i = 1, 2 .

(3.1.24)

Αναπτύσσοντας για μεγάλες ορμές τον όρο που εξαρτάται από τα πεδία

Tr ln
(
12 + C−1Ei

)
= −

Tr
(
Ĩ i+p− + Ĩ i−p+

)2

2p4
+O

(
p4
±

p8

)
, i = 1, 2 , (3.1.25)

οι λογαριθμικές αποκλίσεις στην (3.1.21), προέρχονται μόνο από τον όρο του αναπτύγματος

που παρουσιάζεται πάνω. Μετά από την ολοκλήρωση ως προς τις ορμές, προκύπτει η

Leff
Ε

= −L(0) − 1

4π
Tr
(
Ĩ1

+Ĩ
1
− + Ĩ2

+Ĩ
2
−

)
lnµ

= −L(0) − cG
4π

(
I1

0,+aI
1
0,−a + I2

0,+aI
2
0,−a
)

lnµ ,
(3.1.26)

όπου χρησιμοποιήθηκε η (3.1.20). Μετά από αντικατάσταση των (3.1.14), (3.1.16) και

(3.1.17) στην πάνω σχέση, η β-συνάρτηση σε επίπεδο ενός βρόγχου προκύπτει με την α-

παίτηση η ενεργός Λαγκρανζιανή (3.1.26) να είναι ανεξάρτητη της ενεργειακής κλίμακας

μ. ΄Επειτα από απλούς υπολογισμούς, το αποτέλεσμα που προκύπτει ταυτίζεται με αυτό

της (3.1.5) που παράχθηκε με τη χρήση θεωρίας διαταραχών. Η συμφωνία αυτή των δύο

αποτελεσμάτων αποτελεί μια μη-τετριμένη απόδειξη ότι η (2.10.167) αντιστοιχεί όντως στην

ενεργό δράση (που περιλαμβάνει όλες τις λ-διορθώσεις) του γραμμικοποιημένου προτύπου

(2.10.172).

Ο υπολογισμός των β-συναρτήσεων σε συμμετρικό συνσυνολικό χώρο παρουσιάζεται στην

επόμενη παράγραφο της υποενότητας.

Στη συνέχεια θα υπολογισθεί μέσω ροής κατά Ricci, η β-συνάρτηση για την περίπτωση

ενός γενικού πίνακα ζεύξης λab, και για την ειδική περίπτωση λ2 = 0, (λ1)ab = λab. Στην

περίπτωση αυτή, η δράση έχει τη μορφή

Sk,λ(g1, g2) = Sk(g1) + Sk(g2) +
k

π

∫
d2σ λabJ

a
1+J

b
2− , (3.1.27)

η οποία δεν αντιστοιχεί σε μία προσεγγιστική μορφή της (2.10.167) για μικρά στοιχεία

λab, αλλά αντιθέτως περιλαμβάνει όλες τις κβαντικές διορθώσεις ως προς τον πίνακα της
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παραμόρφωσης.

Από τη δράση αυτή προκύπτει η μετρική

ds2 = RaRa + LâLâ + 2λabR
aLb̂ , (3.1.28)

όπου

Ra = −iTr(tadg1g
−1
1 ) , Lâ = −iTr(tag−1

2 dg2) ,

dLa =
1

2
fabcL

b ∧ Lc , dRa = −1

2
fabcR

b ∧Rc .
(3.1.29)

΄Ετσι, οι δείκτες με ∧ αντιστοιχούν στις Mauer-Cartan μορφές του στοιχείου g2, ενώ οι

απλοί δείκτες σε αυτές του g1. Εισάγοντας το σύστημα συντεταγμένων

ea = Ra , eâ = Lâ + λbaR
b , (3.1.30)

το συμβολίσμό A = (a, â) για τους δείκτες των δύο ομάδων και παραλείποντας έναν συνολικό

παράγοντα k/2π, η μετρική έρχεται στη μορφή

ds2 = g̃abe
aeb + eâeâ = GAB eAeB , (3.1.31)

όπου g̃ab = (1−λλT )ab, ενώ αργότερα θα χρειαστεί και η έκφραση που προκύπτει από τη g̃ab

αντικαθιστώντας το λ με το ανάστροφό του gab = (1 − λTλ)ab. Η 2-μορφή που προκύπτει

από τη δράση (3.1.27) είναι

B = B0 + λabR
a ∧ Lb̂ , (3.1.32)

όπου B0 είναι η 2-μορφή που αντιστοιχεί στα δύο WZW πρότυπα με

H0 = dB0 = −1

6
fabc

(
Ra ∧Rb ∧Rc + Lâ ∧ Lb̂ ∧ Lĉ

)
. (3.1.33)

Η μετρική GAB του εφαπτόμενου, στην πολλαπλότητα που ορίζει η ομάδα, χώρου είναι

σταθερή με αποτέλεσμα οι σπιν συνδέσεις ωAB να είναι αντισυμμετρικές και ένας πρακτικός

τρόπος υπολογισμού τους είναι μέσω του ορισμού των ποσοτήτων CA
BC = −CA

CB ως

deA =
1

2
CA

BC eB ∧ eC , CABC = GAD C
D
BC . (3.1.34)

Τότε,

ωAB = ωAB|CeC =
1

2
(CABC − CCAB + CBCA) eC , (3.1.35)
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μέσω των οποίων ορίζονται επίσης οι χρήσιμες ποσότητες ωAB|C . Εφαρμόζοντας τα παρα-

πάνω σε συνδυασμό με την (3.1.30) προκύπτει ότι

ωab = −1

2
(g̃adfdbc − g̃cdfdab + g̃bdfdca) ec +

1

2
(λdcfdab − λadλbefcde) eĉ ,

ωâb =
1

2
(fadeλbdλce − λdafdbc) ec ,

ωâb̂ = −fabdλcd ec +
1

2
fabc eĉ .

(3.1.36)

Στη συνέχεια υπολογίζεται η 3-μορφή που αντιστοιχεί στην (3.1.32)

H = dB =

(
−1

6
fabc −

1

3
λadλbeλcffdef +

1

2
fabd

(
λλT

)
cd

)
ea ∧ eb ∧ ec

+
1

2
(fadeλbdλce − λdafdbc) eâ ∧ eb ∧ ec − 1

6
fabc eâ ∧ eb̂ ∧ eĉ ,

(3.1.37)

με χρήση της οποίας προκύπτουν οι ακόλουθες γενικευμένες σπιν συνδέσεις που περιέχουν

στρέψη

ω+
ab =

(
−fabc − λadλbeλcffdef +

(
λλT

)
ad
fdbc +

(
λλT

)
bd
fadc
)

ec ,

ω+
âb = (fadeλbdλce − λdafdbc) ec ,

ω+

âb̂
= −fabdλcd ec

(3.1.38)

και

ω−ab =
(
λadλbeλcffdef −

(
λλT

)
cd
fabd
)

ec + (λdcfdab − λadλbefdec) eĉ ,

ω−âb = 0 ,

ω−
âb̂

= −fabdλcd ec + fabc eĉ .

(3.1.39)

Τέλος, έχοντας τις γενικευμένες συνδέσεις σπιν, είναι δυνατός ο υπολογισμός του τανυστή

Ricci που επίσης περιλαμβάνει στρέψη μέσω της σχέσης

R±AB = ∂Cω
±C

A|B − ω±AC|Dω
∓
B
D|C −∇±Bω

±C
A|C , (3.1.40)

όπου ∂A = eA
M∂M . Ο τελευταίος όρος αντιστοιχεί σε διαφορομορφισμούς που σχετίζονται

με το

ω±CA|C =
(
∂MeCN − ∂NeCM

)
eMA eNC , (3.1.41)
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το οποίο είναι ένα άνυσμα του χώρου-στόχου της ομάδας. Οι β-συναρτήσεις σε επίπεδο ενός

βρόγχου δίνονται από την εξίσωση

d

dt
(GMN +BMN) = R−MN +∇+

NξM , (3.1.42)

όπου ο δεύτερος όρος αντιστοιχεί σε διαφορομορφισμούς κατά μήκος του ξM . Η από πάνω

σχέση, μπορεί να ξαναγραφεί ως προς το σύστημα αναφοράς του εφαπτώμενου χώρου eA =

eAM dXM
ως

d

dt
(GMN +BMN) =

(
R−AB +∇−BξA

)
eAMeBN . (3.1.43)

Το αριστερό μέλος της πάνω εξίσωσης, με χρήση της (3.1.30), δίνει

d

dt
(GMN +BMN) =

dλab
dt

Ra
ML

b̂
N =

dλab
dt

eaM(eb̂N − λcbecN) , (3.1.44)

όπου χρησιμοποιήθηκε επίσης η ελευθερία των διαφορομορφισμών προκειμένου να απορρο-

φηθεί ο όρος ∇−Bω−CA|CeAMeBN του R−MN , διαλέγοντας ξA = ω−CA|C . Χρησιμοποιώντας τα

τελευταία σε συνδυασμό με τις (3.1.38)-(3.1.40), (3.1.43) και επαναφέροντας τον παράγοντα

k ο οποίος δεν ρέει κάτω από την ομάδα επανακανονικοποίησης, προκύπτει η β-συνάρτηση

για τον πίνακα λab να είναι

dλab
dt

=
1

2k
N (λ)ac

dN (λT )bd
c , (3.1.45)

με

N (λ)ab
c = (λaeλbdfedf − fabeλef ) gfc . (3.1.46)

Η έκφραση αυτή είναι ίδια με την (2.10.231) [49] και για διαγώνιο και ισοτροπικό πίνακα παρα-

μόρφωσης ταυτίζεται με την (3.1.5), η οποία με τη σειρά της ταυτίζεται με την (2.10.93) [47].

Σύμφωνα με τη μορφή της δράσης (3.1.27) τα ρεύματα Ja2+ και Ja1− δεν αποκτούν ανώμαλες

διαστάσεις εφόσον δεν εμφανίζονται σε αυτήν. Αυτό συνεπάγεται ότι η δράση αυτή έχει χει-

ραλικά και αντιχειραλικά διατηρούμενα ρεύματα. Οι εξισώσεις κίνησης ως προς τα στοιχεία

g1,2 της ομάδας G μπορούν εύκολα να παραχθούν και αντιστοιχούν σε αυτές που προκύπτουν

από τις (2.10.178) και (2.10.179) μετά από αντικατάσταση των (2.10.164), (2.10.165) και

θέτοντας λ2 = 0 και λ1 = λ. ΄Ετσι προκύπτει
5

λ∂+J2− + ∂−J1+ = i[J1+, λJ2−] ,

∂+J2− + λT∂−J1+ = i[λTJ1+, J2−]
(3.1.47)

5
Οι εξισώσεις (3.1.48) για τη δράση (3.1.27) είχαν παραχθεί αρχικά στην [100].
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και

∂−J+ = 0 , J+ = J2+ +D2λ
TJ1+ ,

∂+J− = 0 , J− = J1− +DT
1 λJ2− .

(3.1.48)

Η πρώτη (δεύτερη) των (3.1.47) είναι ισοδύναμη με την δεύτερη (πρώτη) των (3.1.48), κάτι

που αποδεικνύεται με τη χρήση των ταυτοτήτων (DT∂−D)ab = fabcJ
c
− και (∂+DD

T )ab =

fabcJ
c
+. Τα άνωθεν χειραλικά και αντι-χειραλικά διατηρούμενα ρεύματα J± αποτελούν πα-

ραμορφώσεις των J2+ και J1− αντίστοιχα, με τα οποία ταυτίζονται για λ = 0. Αυτό είναι σε

συμφωνία με το γεγονός ότι δεν αποκτούν ανώμαλες διαστάσεις.

Περίπτωση συνσυνολικού χώρου

΄Εστω τώρα η περίπτωση παραμόρφωσης δύο συνσυνολικών σύμμορφων θεωριών που αντι-

στοιχούν σε συμμετρικό συνσυνολικό χώρο G/H, H ⊂ G. Ακολουθώντας τις συμβάσεις

που εισήχθησαν στο αντίστοιχο κομμάτι της θεωρίας, οι πίνακες παραμόρφωσης (λi)AB με

A = (a, α) έχουν μη-μηδενικά στοιχεία

(λi)ab = δab , (λi)αβ = λi δαβ , i = 1, 2 . (3.1.49)

Χωρίζοντας τα πεδία σε αυτά της υποομάδας H και αυτά του συνσυνόλου G/H

I i± = I
h|i
± + I

g/h|i
± , i = 1, 2 , (3.1.50)

οι εξισώσεις κίνησης είναι της μορφής [39]

∂+I
h|i
− − ∂−I

h|i
+ + [I

h|i
+ , I

h|i
− ] + [I

g/h|i
+ , I

g/h|i
− ] = 0 ,

∂±I
g/h|i
∓ = [I

g/h|i
∓ , I

h|i
± ] , i = 1, 2 ,

(3.1.51)

με

I
h|i
± = −Ah|i± , I

g/h|i
± = −A

g/h|i
±√
λi

, i = 1, 2 , (3.1.52)

όπου χρησιμοποιήθηκε το γεγονός ότι για συμμετρικούς χώρους fαβγ = 0. Η υπολειπόμενη

ελευθερία βαθμίδας εξαλείφεται επιλέγοντας τη βαθμίδα που ικανοποιεί τη συνθήκη
6

∂+I
h|i
− + ∂−I

h|i
+ = 0 , i = 1, 2 . (3.1.53)

6
Η επιλογή διαφορετικής βαθμίδας (που θα περιλαμβάνει αναγκαστικά μόνο τα A

h|i
± ) δεν επηρεάζει τη

μορφή της ενεργού Λαγκρανζιανής που προκύπτει σε επίπεδο ενός βρόγχου, και συνεπώς η αντίστοιχη

β-συνάρτηση δεν εξαρτάται από την επιλογή βαθμίδας, όπως είναι αναμενόμενο.
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΄Οπως και στην περίπτωση του χώρου ομάδας, για την εύρεση της β-συνάρτησης χρειάζεται ο

προσδιορισμός ενός πεδίου υποβάθρου που αποτελεί λύση των κλασικών εξισώσεων κίνησης.

Η επιλογή κλασικής λύσης είναι αυτή της (3.1.15), με τη διαφορά ότι τα στοιχεία Θi
α,

i = 1, 2 αποτελούν τώρα αυθαίρετα, μετατιθέμενα, σταθερά στοιχεία της g/h. Η κλασική

Λαγκρανζιανή L(0)
υπολογισμένη ως προς τα πεδία υποβάθρου έχει την ίδια μορφή με την

(3.1.17) και επιπλέον, τα πεδία βαθμίδας του συνσυνόλου A
g/h|1
± και A

g/h|2
± παίρνουν τη

μορφή της (3.1.16), ενώ αυτά της υποομάδας A
h|1
± = A

h|2
± = 0. Η διαταραχή των εξισώσεων

κίνησης (3.1.51) και της συνθήκης (3.1.53) γύρω από τα κλασικά πεδία υποβάθρου δίνει

Di


δI

g/h|i
+

δI
g/h|i
−

δI
h|i
+

δI
h|i
−

 = 0 , i = 1, 2 , (3.1.54)

με τον πίνακα των διαταραχών να είναι

Di =


∂− 0 0 Ĩ

g/h|i
+

0 ∂+ Ĩ
g/h|i
− 0

Ĩ
g/h|i
− −Ĩg/h|i+ −∂− ∂+

0 0 ∂− ∂+

 , i = 1, 2 , (3.1.55)

με (
Ĩ
g/h|i
±

)
αb

= ifαbγ I
g/h|i
±γ , i = 1, 2 . (3.1.56)

Στο χώρο των ορμών, η ενεργός Λαγκρανζιανή σε επίπεδο ενός βρόγχου, μετά από στροφή

κατά Wick για το πέρασμα σε ευκλείδια υπογραφή, παίρνει τη μορφή (3.1.21) με τη διαφορά

ότι τώρα

D̂i =


p− 0 0 Ĩ

g/h|i
+

0 p+ Ĩ
g/h|i
− 0

Ĩ
g/h|i
− −Ĩg/h|i+ −p− p+

0 0 p− p+

 , i = 1, 2 . (3.1.57)

Δουλεύοντας όπως και για την περίπτωση της ομάδας, προκύπτει

Leff
Ε

= −L(0) − 1

π
Tr
(
Ĩ
g/h|1
+ Ĩ

g/h|1
− + Ĩ

g/h|2
+ Ĩ

g/h|2
−

)
lnµ ,

= −L(0) − cG
π

(
I
g/h|1
+α I

g/h|1
−α + I

g/h|2
+α I

g/h|2
−α

)
lnµ ,

(3.1.58)

όπου χρησιμοποιήθηκε η (3.1.56) και το γεγονός ότι για συμμετρικούς χώρους fαβγ = 0.

΄Οπως και πριν, η β-συνάρτηση σε επίπεδο ενός βρόγχου (που εκφράζεται μέσω του 1/k ανα-

πτύγματος) προκύπτει απαιτώντας η αντίστοιχη ενεργός δράση (3.1.58) να είναι ανεξάρτητη
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της ενεργειακής κλίμακας μ. Το αποτέλεσμα για αυθαίρετες σταθερές Θi
α είναι

βi = −cGλi
2k

i = 1, 2 (3.1.59)

και ταυτίζεται με αυτό των SU(2)/U(1) λ-παραμορφωμένων συνσυνόλων που προκύπτει με

τη χρήση τεχνικών βαρύτητας στην [47] και γενικέυεται για λ-παραμορφώσεις αυθαίρετων

συμμετρικών G/H συνσυνολικών σύμορφων θεωριών πεδίου στην [61].

3.2 Διπλά παραμορφωμένο πρότυπο με άνισα ε-

πίπεδα στις άλγεβρες ρευμάτων

Στην ενότητα αυτή, που βασίζεται στην [52], υπολογίζεται η β-συνάρτηση για το διπλά

παραμορφωμένο μη-συμμετρικό πρότυπο με γενικούς πίνακες (λi)ab, i = 1, 2, το οποίο εκ-

φράζεται από τις δράσεις των σχέσεων (2.10.186) και (2.10.181). Σύμφωνα με τη συζήτηση

της προηγούμενης ενότητας [51], η παραγοντοποίηση των συναρτήσεων συσχετισμού που πε-

ριλαμβάνουν απλούς ή σύνθετους τελεστές ρευμάτων, συνεπάγεται την απεμπλοκή των δύο

β-συναρτήσεων για τα λ1 και λ2 καταλήγοντας σε δύο αντίγραφα β-συναρτήσεων του απλά

παραμορφωμένου προτύπου για λ1 και λ2 αντίστοιχα. Πιο συγκεκριμένα, για την περίπτωση

ισοτροπικών παραμέτρων ζεύξης (λi)ab = λiδab το αποτέλεσμα είναι αυτό της (2.10.199)

dλi
dt

= − cG

2
√
k1k2

λ2
i (λi − λ0)(λi − λ−1

0 )

(1− λ2
i )

2
, λ0 =

√
k1

k2

, i = 1, 2, t = lnµ2. (3.2.1)

Συνεπώς, σε ότι ακολουθεί είναι δυνατό να χρησιμοποιηθεί η δράση (2.10.186) με λ2 = 0

και λ1 = λ, η οποία απλοποιείται στην

Sλ = Sk1(g1) + Sk2(g2) +

√
k1k2

π

∫
d2σ λabJ

a
1+J

b
2− . (3.2.2)

Ενεργός δράση σε επίπεδο ενός βρόγχου

Αρχικά παρουσιάζεται ο υπολογισμός της β-συνάρτησης για τη θεωρία με έναν πίνακα ζε-

ύξης μέσω της ενεργού θεωρίας σε επίπεδο ενός βρόγχου και των κβαντικών διακυμάνσεων

γύρω από ένα κλασικό υπόβαθρο.

Ακολουθώντας τη μέθοδο όπως παρουσιάστηκε στην προηγούμενη ενότητα [61, 51], αρχικά

προσδιορίζεται μια κλασική λύση υποβάθρου και στη συνέχεια υπολογίζονται οι κβαντικές

διακυμάνσεις γύρω από αυτή. Η μέθοδος αυτή για τον προσδιορισμό της β-συνάρτησης, μέχρι

τώρα έχει χρησιμοποιηθεί για περιπτώσεις διαγώνιου και ισοτροπικού πίνακα λ, και συνεπώς



3.2. Διπλά παραμορφωμένο πρότυπο με άνισα επίπεδα στις άλγεβρες ρευμάτων 133

για ολοκληρώσιμα πρότυπα. Με την εφαρμογή της στην παρούσα ενότητα για μη διαγώνιο

πίνακα ζεύξης, αποδεικνύεται η εγκυρότητά της και για την περίπτωση μη-ολοκληρώσιμων

θεωριών.

Οι εξισώσεις κίνησης της (3.2.2) δίνονται από τις σχέσεις [40]

λ0∂+A− − λ−T∂−A+ = [λ−TA+, A−] ,

λ−1∂+A− − λ−1
0 ∂−A+ = [A+, λ

−1A−] ,
(3.2.3)

όπου

A+ = iλ0λ
TJ1+ , A− = −iλ−1

0 λJ2− . (3.2.4)

΄Εστω μια λύση υποβάθρου των (3.2.3) για την οποία η Λαγκρανζιανή πυκνότητα της (3.2.2)

παίρνει τη μορφή

L(0) = Lk1(g1) + Lk2(g2) +

√
k1k2

π
λabJ

a
1+J

b
2− . (3.2.5)

Στη συνέχεια, από την διαταραχή των εξισώσεων κίνησης (3.2.3) γύρω από το υπόβαθρο

προκύπτει ένας όρος ανάλογος του πίνακα διαταραχών( (
λ−T

)
ab
∂− − ifacdAc−

(
λ−T

)
db

−λ0δab∂+ − ifabc
(
λ−T

)
cd
Ad+

λ−1
0 δab∂− + ifabc

(
λ−1

)
cd
Ad− −

(
λ−1

)
ab
∂+ + ifacdA

c
+

(
λ−1

)
db

)(
δAb+

δAb−

)
= 0 .

Τότε, περνώντας στο χώρο ορμών, η ενεργός Λαγκρανζιανή σε επίπεδο ενός βρόγχου και σε

Ευκλείδιο χώρο, προκύπτει με ολοκλήρωση των διακυμάνσεων στο Γκαουσιανό ολοκλήρωμα

διαδρομών, να είναι

− Leff = L(0) +

∫ µ d2p

(2π)2
ln detD−1/2 , d2p = dp1dp2 , (3.2.6)

με τον πίνακα D να δίνεται από τη σχέση

D =

( (
λ−T

)
ab
p− − ifacdAc−

(
λ−T

)
db
−λ0δabp+ − ifabc

(
λ−T

)
cd
Ad+

λ−1
0 δabp− + ifabc (λ−1)cdA

d
− − (λ−1)ab p+ + ifacdA

c
+ (λ−1)db

)
, (3.2.7)

και p± = 1
2

(p1 ± ip2) . Για τον υπολογισμό της β-συνάρτησης, χρειάζεται η λογαριθμική

απόκλιση (ως προς την ενεργειακή κλίμακα μ) που εμφανίζεται στο ολοκλήρωμα της (3.2.6).

Για να απομονώθεί ο όρος με τον λογάριθμο, αρχικά ξαναγράφεται η ορίζουσα ως

ln detD = ln detE + Tr ln
(
12dimG + E−1F

)
, (3.2.8)
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όπου

E =

(
λ−Tp− −λ0p+1dimG

λ−1
0 p−1dimG −λ−1p+

)
, F =

(
P Q

S T

)
,

Pab = −ifacdAc−
(
λ−T

)
db
, Qab = −ifabc

(
λ−T

)
cd
Ad+ ,

Sab = ifabc
(
λ−1
)
cd
Ad− , Tab = ifacdA

c
+

(
λ−1
)
db
.

Ο αντίστροφος του πίνακα Ε είναι

E−1 =

(
A
p−

B
p−

C
p+

D
p+

)
,

με τα διάφορα στοιχεία του να δίνονται από τις σχέσεις

A = λT g̃−1 , B = −λ0λ
Tλg−1 , C = λ−1

0 λλT g̃−1 , D = −λg−1 ,

g = 1dimG − λTλ , g̃ = 1dimG − λλT με λg−1 = g̃−1λ .
(3.2.9)

΄Επειτα, αναπτύσσεται ο όρος της (3.2.8) που εξαρτάται από τα πεδία και ο πρώτος όρος του

αναπτύγματος αυτού δίνει τη μόνη μη-μηδενική λογαριθμική συνεισφορά στην (3.2.6)

Tr ln
(
12dimG + E−1F

)
= − 1

p+p−
Tr(AQ+BS)(CP +DR) +O

(
1

p2
±

)
.

Εύκολα αποδεικνύεται ότι

(AQ+BS)ab = −iλ0

(
λT g̃−1

)
ac

(
gλ−1

)
db

(
λ−1
)
qp
Ncpd(λ, λ−1

0 )Aq+ ,

(CP +DR)ab = −iλ−1
0

(
λg−1

)
ac

(
g̃λ−T

)
db

(
λ−1
)
pq
Ncpd(λT , λ0)Aq− ,

όπου έχει ορισθεί το

Nabc(λ, λ−1
0 ) = (λaeλbdfedf − λ−1

0 λeffabe)g
fc

και gab = g−1
ab . (3.2.10)

Αντικαθιστώντας τώρα στην (3.2.6), προκύπτει

−Leff = L(0) − 1

2

∫ µ d2p

(2π)2

1

p+p−
Nacd(λ, λ−1

0 )Nbdc(λT , λ0)Ja1+J
b
2−

= · · ·+ 1

π

(√
k1k2λab − lnµNacd(λ, λ−1

0 )Nbdc(λT , λ0)
)
Ja1+J

b
2− ,

(3.2.11)

όπου οι τελείες συμβολίζουν τις δύο WZW δράσεις που δεν εξαρτώνται από το λ. Η ακρι-

βής ως προς λ μορφή της β-συνάρτηση σε επίπεδο ενός βρόγχου, προκύπτει πάλι από την
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απαίτηση η ενεργός δράση να είναι ανεξάρτητη από την κλίμακα αποκοπής μ και ισούται με

dλab
dt

=
1

2
√
k1k2

Nacd(λ, λ−1
0 )Nbdc(λT , λ0) . (3.2.12)

Τα επίπεδα k1,2 διατηρούν την τοπολογική τους φύση σε επίπεδο ενός βρόγχου ως προς το

ανάπτυγμα σε 1/k1,2 για μεγάλα k1,2, καθώς δεν ρέουν με την ενεργειακή κλίμακα.

Το σύστημα ροών της (3.2.12) περιλαμβάνει σαν υποπερίπτωση αυτήν του συμμετρικού

προτύπου k1 = k2 [49, 51] με β-συνάρτηση την (3.1.45), ενώ για την περίπτωση διαγώνιου

και ισοτροπικού πίνακα λab = λδab ταυτίζεται με την (3.2.1). Επιπλέον, η (3.2.12) είναι

αναλλοίωτη κάτω από το μετασχηματισμό
7

λ→ λ−1 , k1,2 → −k2,1 ,

λόγω της ιδιότητας

Nabc(λ, λ−1
0 )→ λ0λ

−1
ad λ

−1
be λcmNde

m(λ, λ−1
0 ) ,

και επίσης διατηρεί τη μορφή της κάτω από τον μετασχηματισμό

λ→ λT , k1,2 → k2,1 .

Στην πραγματικότητα, ένας συμμετρικός πίνακας ζεύξης λ, παραμένει συμμετρικός κάτω από

τη ροή της ομάδας επανακανονικοποίησης, όπως φαίνεται και από την (3.2.12). Για αυτό

το σύνολο πινάκων ζεύξης υπάρχει ανάλογος τύπος στη βιβλιογραφία [60] ο οποίος είναι

ισοδύναμος με αυτόν της (3.2.12).

Τεχνικές βαρύτητας

Σε ότι ακολουθεί, θα ξαναπαραχθεί η (3.2.12), μέσω ροής κατά Ricci ακολουθώντας τη

μέθοδο που παρουσιάζεται στις [49, 51]. Η μετρική που προκύπτει από την (3.2.2) είναι η

ds2 = RaRa + λ−2
0 LâLâ + 2λ−1

0 λabR
aLb̂ , (3.2.13)

με τις Mauer-Cartan μορφές να είναι αυτές που ορίστηκαν στην προηγούμενη ενότητα, όπως

και ο συμβολισμός A = (a, â) των δεικτών για τις δύο ομάδες.

Επιλέγοντας τώρα τη γραμμική βάση

ea = Ra, eâ = λbaR
b + λ−1

0 Lâ, (3.2.14)

7
Ο μετασχηματισμός αυτός πρέπει να θεωρηθεί ως η αναλυτική συνέχιση: k1,2 → eiπk2,1.
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η μετρική ξαναγράφεται ως

ds2 = g̃abe
aeb + eâeâ = GABeAeB ,

όπου στους υπολογισμούς παραλείπεται ξανά ένας κοινός παράγοντας
k1

2π
. Εφόσον η μετρική

του εφαπτόμενου χώρου GAB είναι σταθερή, η σύνδεση σπίν ωAB είναι αντισυμμετρική και

υπολογίζεται μέσω των ποσοτήτων CA
BC = −CA

CB από τη σχέση

deA =
1

2
CA

BCeB ∧ eC , CABC = GADC
D
BC .

Τότε,

ωAB = ωAB|CeC =
1

2
(CABC − CCAB + CBCA)eC ,

από όπου προκύπτουν και οι χρήσιμες ποσότητες ωAB|C . Εφαρμόζοντας τα παραπάνω σε

συνδυασμό με την (3.2.14) προκύπτουν τα ακόλουθα στοιχεία των σπιν συνδέσεων

ωab = −1

2
(g̃adfdbc − g̃cdfdab + g̃bdfdca)e

c +
1

2
(λdcfdab − λ0λadλbefcde)e

ĉ ,

ωâb =
1

2
(λ0fadeλbdλce − λdafdbc)ec , (3.2.15)

ωâb̂ = −λ0λcdfabde
c +

1

2
λ0fabce

ĉ .

Προκειμένου να υπολογισθούν οι γενικευμένες σπιν συνδέσεις με στρέψη χρειάζεται η 2-

μορφή της (3.2.2), η οποία δίνεται από τη σχέση

B = B0 + λ−1
0 λabR

a ∧ Lb̂ , (3.2.16)

με το B0 να είναι η 2-μορφή που αντιστοιχεί στα δύο WZW πρότυπα με στρέψη

H0 = dB0 = −1

6
fabcR

a ∧Rb ∧Rc − λ−2
0

6
fabc L

â ∧ Lb̂ ∧ Lĉ .

Η στρέψη που αντιστοιχεί στην συνολική 2-μορφή B του παραμορφωμένου προτύπου είναι

H = dB =− 1

6

(
fabc − 3fabd(λλ

T )cd + 2λ0λadλbeλcffdef
)
ea ∧ eb ∧ ec+

+
1

2

(
λ0λceλbdfade − λdafdbc

)
eâ ∧ eb ∧ ec − λ0

6
fabce

â ∧ eb̂ ∧ eĉ .

(3.2.17)

από την οποία προκύπτουν τα στοιχεία της γενικευμένης σπιν σύνδεσης ως

ω±AB = ωAB ±
1

2
HABCeC = ω±AB|CeC .
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Χρήση της πάνω σχέσης σε συνδυασμό με τις (3.2.16) και (3.2.17) δίνει

ω+
ab =

(
−fabc − λ0λadλbeλcffdef + (λλT )adfdbc + (λλT )bdfadc

)
ec ,

ω+
âb =

(
λ0λbdλcefade − λdafdbc

)
ec , (3.2.18)

ω+

âb̂
= −λ0fabdλcde

c ,

και

ω−ab =
(
λ0λadλbeλcffdef − (λλT )cdfdab

)
ec +

(
λdcfdab − λ0λadλbefdec

)
eĉ ,

ω−âb = 0 , (3.2.19)

ω−
âb̂

= −λ0fabdλcde
c + λ0fabce

ĉ .

Είναι πλέον δυνατός ο υπολογισμός του τανυστή Ricci με στρέψη

R±AB = ∂Cω
±C

A|B − ω±AC|Dω∓D|CB −∇±Bω
±C

A|C .

Οι συναρτήσεις ροής της ομάδας επανακανονικοποίησης σε επίπεδο ενός βρόγχου δίνονται

από τη σχέση [63, 101, 102]

d

dt
(GMN +BMN) = R−MN +∇+

NξM , (3.2.20)

ή ισοδύναμα στο σύστημα συντεταγμένων eA = eAMdXM
του εφαπτόμενου χώρου από τη

σχέση

d

dt
(GMN +BMN) = (R−AB +∇−BξA)eAMeBN , (3.2.21)

με τον δεύτερο όρο να αντιστοιχεί σε διαφορομορφισμούς κατά μήκος του ξM . Αυτός ο όρος

μπορεί να απορροφηθεί διαλέγοντας το άνυσμα ξA = ω−CA|C . Το αριστερό μέλος της πάνω

εξίσωσης ισούται με

d

dt
(GMN +BMN) = 2

dλab
dt

(
eaMeb̂N − λcbeaMecN

)
.

Αντικαθιστώντας το στην (3.2.21) και επαναφέροντας τον συνολικό παράγοντα k1, ο οποίος

δεν ρέει, προκύπτει πάλι η β-συνάρτηση (3.2.12) σε επίπεδο ενός βρόγχου, αποδεικνύο-

ντας ότι η χρήση της μεθόδου πεδίου υποβάθρου για την εύρεση της β-συνάρτησης σε μη

ολοκληρώσιμο σύστημα, που χρησιμοποιήθηκε στην προηγούμενη παράγραφο, είναι εγκυρη.
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Η περίπτωση των δύο πινάκων

Στη συνέχεια υπολογίζονται οι β-συναρτήσεις για την περίπτωση που και οι δύο πίνακες

ζεύξης είναι μη-μηδενικοί και αποδεικνύεται ότι το αποτέλεσμα όντως αντιστοιχεί σε δύο

αντίγραφα του απλά παραμορφωμένου προτύπου. Η δράση σε αυτή τη περίπτωση είναι η

(2.10.186) και ο υπολογισμός των β-συναρτήσεων γίνεται με τη μέθοδο του πεδίου υπο-

βάθρου αφού είναι απλούστερος, σε αυτή την περίπτωση, από τη χρήση βαρύτητας.

Σημείο αφετηρίας είναι η δράση [40]

Sλ1,λ2 = Sk1(g1) + Sk2(g2)−
√
k1k2

π

∫
d2σ Tr

(
A+λ

−1
1 A− +B+λ

−1
2 B−

)
+
k1

π

∫
d2σ Tr

(
A−∂+g1g

−1
1 −B+g

−1
1 ∂−g1 + A−g1B+g

−1
1

)
(3.2.22)

+
k2

π

∫
d2σ Tr

(
B−∂+g2g

−1
2 − A+g

−1
2 ∂−g2 +B−g2A+g

−1
2

)
,

η οποία, μετά την αντικατάσταση των πεδίων βαθμίδας καταλήγει στην (2.10.186).

Οι εξισώσεις κίνησης της (3.2.22) είναι απλά δύο αντίγραφα των (3.2.3) για τους πίνακες

ζεύξης λ1 και λ2 αντίστοιχα [40]

λ0∂+A− − λ−T1 ∂−A+ = [λ−T1 A+, A−] ,

λ−1
1 ∂+A− − λ−1

0 ∂−A+ = [A+, λ
−1
1 A−]

(3.2.23)

και

λ−1
0 ∂+B− − λ−T2 ∂−B+ = [λ−T2 B+, B−] ,

λ−1
2 ∂+B− − λ0∂−B+ = [B+, λ

−1
2 B−] ,

(3.2.24)

ενώ οι εκφράσεις των πεδίων βαθμίδας συναρτήσει των ρευμάτων και των στοιχείων της

ομάδας δίνονται από τις (2.10.184), (2.10.185) [40]. Συνεπώς, το αντίστοιχο μέρος των

(3.2.6) και (3.2.8) που παρουσιάζει μη-μηδενική, λογαριθμική απόκλιση, παραγοντοποιείται

και μετά από την ολοκλήρωση ως προς d2p, προκύπτει

− 1

π
lnµ

(
Nacd(λ1, λ

−1
0 )Nbdc(λT1 , λ0)

(
λ−1

1

)
ea

(
λ−1

1

)
fb
Ae+A

f
−

+Nacd(λ2, λ0)Nbdc(λT2 , λ−1
0 )
(
λ−1

2

)
ea

(
λ−1

2

)
fb
Be

+B
f
−

)
,

(3.2.25)
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με τα N να είναι αυτά της (3.2.10). Τότε, εύκολα αποδεικνύεται ότι η (3.2.22) ικανοποιεί

τη σχέση

dL(0)

dt
= −
√
k1k2

π

(
d
(
λ−1

1

)
ef

dt
Ae+A

f
− +

d
(
λ−1

2

)
ef

dt
Be

+B
f
−

)
. (3.2.26)

και απαιτώντας ανεξαρτησία της ενεργού δράσης από την κλίμακα αποκοπής μ, προκύπτουν

τελικά

d (λ1)ab
dt

=
1

2
√
k1k2

Nacd(λ1, λ
−1
0 )Nbdc(λT1 , λ0) ,

d (λ2)ab
dt

=
1

2
√
k1k2

Nacd(λ2, λ0)Nbdc(λT2 , λ−1
0 ) .

(3.2.27)

΄Οπως και στην περίπτωση του ενός πίνακα ζεύξης, οι ροές αυτές είναι αναλλοίωτες κάτω

από τους μετασχηματισμούς

λ1,2 → λ−1
1,2 , k1,2 → −k2,1

και

λ1,2 → λT1,2 , k1,2 → k2,1 ,

με τα επίπεδα k1,2 των αλγεβρών να διατηρούν την τοπολογική τους φύση σε επίπεδο ενός

βρόγχου ως προς το ανάπτυγμα για μεγάλα k1,2. Επιπλέον, το σύνολο των ροών αυτών είναι

αναλλοίωτο κάτω από εναλλαγή των δεικτών 1 και 2 και τέλος, στην περίπτωση διαγώνιων

και ισοτροπικών πινάκων (λ1,2)ab = λ1,2δab, οι (3.2.27) ταυτίζονται ξανά με τις (2.10.199).

Περίπτωση συνσυνολικού χώρου

Στην παράγραφο αυτή μελετάται η β-συνάρτηση (3.2.12) της δράσης (3.2.2) για το απλό

παράδειγμα που ο χώρος της ομάδας G χωρίζεται σε αυτόν μιας υποομάδας H ⊂ G και ενός

μη-συμμετρικού αυτή τη φορά συνσυνόλου G/H, το οποίο θα προκύψει να έχει κάποιες

επιπλέον ίδιότητες. Χρησιμοποιώντας πάλι τον συμβολισμό A = (a, α) για τους δείκτες

όπως εισήχθει στην αντίστοιχη ενότητα της θεωρίας, το κάθε ένα από τα δύο υποσύνολα

της θεωρίας για την ομάδα G παραμορφώνεται διαφορετικά, και συνεπώς υπάρχουν δύο

παράμετροι παραμόρφωσης που αντιστοιχούν στα ακόλουθα στοιχεία του πίνακα λAB

λab = λHδab , λαβ = λδαβ . (3.2.28)
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Cosets cG cH cG/H

SU(3)/U(1)2
6 0 2

Sp(4)/SU(2)× U(1) 4 4 2

G2/SU(3) 8 6 8/3

Πίνακας 3.1: Μη-τετριμένα, εξαδιάστατα παραδείγματα για μη-συμμετρικούς Einstein
χώρους.

Στη συνέχεια, από τη σχέση (3.2.10) υπολογίζονται οι διάφορες συνιστώσες

Nabc(λ;λ0) = −λH(λ0 − λH)

1− λ2
H

fabc , Nαβc(λ;λ0) =
λ2 − λ0λH

1− λ2
H

fαβc ,

Nαβγ(λ;λ0) = −λ(λ0 − λ)

1− λ2
fαβγ , Nαbγ(λ;λ0) = −λ(λ0 − λH)

1− λ2
fαbγ ,

Naβγ(λ;λ0) = −λ(λ0 − λH)

1− λ2
faβγ ,

Naβc = Nabγ = Nαbc = 0 ,

(3.2.29)

ενώ για κάθε ημι-απλή ομάδα G ισχύουν οι ταυτότητες ομάδας

fACDfBCD = cGδAB , facdfbcd = cHδab , faγδfbγδ = (cG − cH)δab. (3.2.30)

Επιπλέον, εισάγεται η σχέση

fαγδfβγδ = cG/Hδαβ , (3.2.31)

η οποία, σε αντίθεση με τις (3.2.30) δεν αποτελεί κάποιου είδους ταυτότητα και ισχύει μόνο

για την περίπτωση συμμετρικών χώρων όπου cG/H = 0, καθώς και για μη-συμμετρικούς

χώρους Einstein για τους οποίους cG/H 6= 0.8 Τότε, συνεπάγεται και η σχέση

fαγcfβγc =
1

2
(cG − cG/H)δαβ . (3.2.32)

Μη-τετριμμένα παραδείγματα για τα οποία ισχύει η (3.2.31) χωρίς να μηδενίζεται το αριστερό

της μέλος είναι δεκαδιάστατες συμπαγοποιήσεις βαρυτικών υποβάθρων και θεωριών βαθμίδας

σε τέσσερεις διαστάσεις, καθώς και τα τρία εξαδιάστατα παραδείγματα [103, 104, 105, 106]

του πίνακα 3.1. Εν γένει, cG > cH , cG/H , αλλά δεν υπάρχει συγκεκριμένη σχέση μεταξύ των

cH και cG/H .

8
Ο τανυστής Ricci για μη-συμμετρικούς χώρους με μετρική Killing δαβ , είναι

Rαβ = fαbγfβbγ +
1

4
fαγδfβγδ =

cG
2
δαβ −

1

4
fαγδfβγδ =

cG
4
δαβ +

1

2
fαbγfβbγ .

Συνεπώς, απαιτώντας έναν χώρο Einstein, προκύπτει η (3.2.31) ή η (3.2.32).
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Προκύπτει ότι η επιλογή (3.2.28) είναι συμβατή εάν και μόνο εάν η εξίσωση (3.2.31) ικανο-

ποιείται, και τότε προκύπτουν οι ακόλουθες β-συναρτήσεις

dλH
dt

= −(λH − λ0)(λH − λ−1
0 )

2
√
k1k2

(
cH

λ2
H

(1− λ2
H)2

+ (cG − cH)
λ2

(1− λ2)2

)
,

dλ

dt
= − 1

2
√
k1k2

(
cG/H

λ2(λ− λ0)(λ− λ−1
0 )

(1− λ2)2
+
cG − cG/H

2

× λ

(1− λ2)(1− λ2
H)

(
(λ−1

0 − λH)(λ0λH − λ2) + (λ0 − λH)(λ−1
0 λH − λ2)

))
,

(3.2.33)

οι οποίες είναι αναλλοίωτες κάτω από τον μετασχηματισμό

λ→ λ−1 , λH → λ−1
H , k1,2 → −k2,1 . (3.2.34)

Αυτή η συμμετρία προκύπτει από την αντίστοιχη των υποβάθρων για τα σ-πρότυπα, η οποία

πρέπει να εφαρμοσθεί ως αναλυτική συνέχιση, και πιο συγκεκριμένα ως (k1, k2)→ eiπ(k2, k1)

και (1 − λ) → e−iπλ−1(1 − λ), στις περιπτώσεις που εμφανίζονται τετραγωνικές ρίζες. Το

τελευταίο σύστημα εξισώσεων ροών εμφανίζει ως σταθερά σημεία κάτω από την ομάδα

επανακανονικοποίησης τα

(λH , λ) = (0, 0), (λ0, 0), (λ0, λ0), (λ−1
0 , 0), (λ−1

0 , λ−1
0 ) ,

με 0 < λ0 < 1 χωρίς βλάβη της γενικότητας. Συνεπώς, εφόσον τα επίπεδα των αλγεβρών

είναι θετικοί ακέραιοι, τα σταθερά σημεία που εμφανίζουν φυσική σημασία είναι τα τρία

πρώτα, και οι ροές που ορίζονται ως προς αυτά παρουσιάζονται στο παρακάτω σχήμα 3.1.

Η περίπτωση λH = λ0 είναι συνεπής με τις αντίστοιχες εξισώσεις κίνησης (3.2.33), όταν

λ0 6= 1. Τότε, για την εναπομείνουσα παράμετρο ζεύξης προκύπτει

dλ

dt
= −

cG − cG/H
4k1

λ(λ2
0 − λ2)

1− λ2
−

cG/H

2
√
k1k2

λ2(λ0 − λ)(λ−1
0 − λ)

(1− λ2)2
. (3.2.35)

Η άνωθεν β-συνάρτηση έχει τις ακόλουθες ιδιότητες:

1. Είναι αναλλοίωτη κάτω από τη συμμετρία λ → λ−1
και k1,2 → −k2,1, η οποία είναι

κατάλοιπο της (3.2.34) μετά την απάιτηση λH = λ0.

2. Εμφανίζει ένα σταθερό σημείο για λ = 0, γύρω από το οποίο η β-συνάρτηση (3.2.35)

γίνεται

β ' −
(cG − cG/H)λ

4k2

+O(λ2) .
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Σχήμα 3.1: Ροές της ομάδας επανακανονικοποίησης στο επίπεδο (λ, λH) (λ-οριζόντιος άξο-

νας) για την περίπτωση του G2/SU(3) συνσυνόλου, βλ. πίνακα 3.1 με λ0 = 0.8. Προφανώς,

το σημείο (λ0, λ0) είναι ένα IR ευσταθές σημείο.

΄Ετσι, ο τελεστής που οφείλεται για τη διαταραχή είναι σχετικός και έχει διάσταση

∆ = 2−
cG − cG/H

2k2

.

Το σημείο αυτό δεν είναι ακόμα ξεκάθαρο αν αντιστοιχεί σε μία σύμμορφη θεωρία

πεδίου.

3. Δεδομένου ότι λ0 6= 1, εμφανίζει ένα δεύτερο σταθερό σημείο στις χαμηλές ενέργειες

για λ = λ0. Η αντίστοιχη σύμμορφη θεωρία πεδίου, που αντιστοιχεί στην (3.2.2)

στο σημείο αυτό, έχει βρεθεί ότι είναι μία Gk1 × Gk2−k1 σύμμορφη θεωρία [40]. Η

β-συνάρτηση (3.2.35) για λ κοντά στο σύμμορφο σημείο λ0 είναι

β ' cG(λ− λ0)

2(k2 − k1)
+O(λ− λ0)2 ,

και συνεπώς ο τελεστής της παραμόρφωσης έχει διάσταση

∆ = 2 +
cG

k2 − k1

.

4. Για ίσα επίπεδα άλγεβρας ρευμάτων, λ0 = 1 και η β-συνάρτηση (3.2.35) είναι

dλ

dt
= − 1

2k

(
cG − cG/H

2
λ+ cG/H

λ2

(1 + λ)2

)
. (3.2.36)
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Μια σημαντική σημείωση εδω, είναι ότι το σημείο λH = 1 δεν αποτελεί σταθερό σημείο

κάτω από τη ροή (3.2.33), εκτός και αν η υποομάδα H είναι Αβελιανή. Παρόλα αυτά,

η έκφραση (3.2.36) συνεχίζει να ισχύει, όπως αποδεικνύεται αμέσως παρακάτω όπου

γίνεται αναλυτικά ο υπολογισμός της β-συνάρτησης για την περίπτωση του συνσυ-

νόλου. Η β-συνάρτηση που προκύπτει δεν εμφανίζει νέο σταθερό σημείο στις χαμηλές

ενέργειες αλλά αντιθέτως, η θεωρία ρέει προς μια περιοχή ισχυρής ζεύξης.

Σε ότι ακολουθεί παρουσιάζεται ο αναλυτικός υπολογισμός της β-συνάρτησης (3.2.36) για

την περίπτωση του συνσυνόλου G/H μέσω της μεθόδου των πεδίων υποβάθρου.

Αναπαράγοντας όπως και προηγουμένως τις τεχνικές των [61, 51], προσδιορίζεται ένα κλασι-

κό υπόβαθρο και υπολογίζονται οι κβαντικές διακυμάνεις γύρω από αυτό. Διαχωρίζοντας τις

εξισώσεις κίνησης σε αυτές της υποομάδας και αυτές του συνσυνόλου (Ah± = Aa±ta, A
g/h
± =

Aα±tα), για τον πίνακα ζεύξης λAB

λab = δab , λαβ = λδαβ ,

προκύπτει ότι [39]

∂±A
g/h
∓ = −[A

g/h
∓ , Ah±]± α[A

g/h
+ , A

g/h
− ] ,

∂+A
h
− − ∂−Ah+ = [Ah+, A

h
−] + β[A

g/h
+ , A

g/h
− ] ,

α =
1

1 + λ
, β =

1

λ
.

(3.2.37)

Επιπλέον, περιορίζεται η εναπομείνουσα ελευθερία βαθμίδας μέσω επιλογής της βαθμίδας

που ικανοποιεί τη συναλλοίωτη συνθήκη

∂+A
h
− + ∂−A

h
+ = 0 . (3.2.38)

Αρχικά, επιλέγεται η λύση υποβάθρου των (3.2.37) και (3.2.38)

Aa± = 0 , Aα+ = iλJα1+ , Aα− = −iλJα2− ,

όπου ουσιαστικά επιλέγεται Ah± = 0, προκειμένου να γίνεται προβολή στο συνσύνολο G/H.

Τότε, η Λαγκρανζιανή πυκνότητα για το προηγούμενο υπόβαθρο γίνεται

L(0) = Lk1(g1) + Lk2(g2) +
k

π
λ Jα1+J

α
2− . (3.2.39)

Στη συνέχεια διαταράσονται οι εξισώσεις κίνησης (3.2.37) και η συνθήκη επιλογής βαθμίδας
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(3.2.38), και για τις διαταραχές (δA
g/h
± , δAh±) προκύπτει

∂− + αÃ
g/h
− −αÃg/h+ 0 −Ãg/h+

−αÃg/h− ∂+ + αÃ
g/h
+ −Ãg/h− 0

−βÃg/h− βÃ
g/h
+ −∂− ∂+

0 0 ∂− ∂+




δA
g/h
+

δA
g/h
−

δAh+

δAh−

 = 0 ,

με

(
Ã
g/h
±

)
AB

= ifABγ A
γ
±. Για τον υπολογισμό της ενεργού δράσης σε επίπεδο ενός βρόγ-

χου γίνεται στροφή κατά Wick σε Ευκλείδιο χώρο και ολοκληρώνονται οι διακυμάνεις στο

Γκαουσιανό ολοκλήρωμα διαδρομών. Τελικά, το αποτέλεσμα στον χώρο των ορμών είναι

− Leff
Ε

= L(0) +

∫ µ dp1dp2

(2π)2
ln detD−1/2 , (3.2.40)

όπου

D =


p− + αÃ

g/h
− −αÃg/h+ 0 −Ãg/h+

−αÃg/h− p+ + αÃ
g/h
+ −Ãg/h− 0

−βÃg/h− βÃ
g/h
+ −p− p+

0 0 p− p+

 . (3.2.41)

Ακολουθώντας τα ίδια βήματα με πριν, μετά από λίγους υπολογισμούς προκύπτει ότι

−Leff
E = L(0) +

lnµ

π
λ2
(
α2fαβγfαβδ + βfαbγfαbδ

)
J1γ

+ J2δ
−

= · · ·+ 1

π

(
kλ δγδ +

lnµ

π
λ2
(
α2fαβγfαβδ + βfαbγfαbδ

))
J1γ

+ J2δ
− ,

(3.2.42)

όπου οι τελείες δηλώνουν πάλι όρους που είναι ανεξάρτητοι της παραμέτρου λ. Η β-

συνάρτηση προκύπτει ξανά μετά από την απαίτηση η (3.2.42) να είναι ανεξάρτητη απο την

ενεργειακή κλίμακα αποκοπής μ και χρησιμοποιώντας τις (3.2.31), (3.2.32) και τους ορισμούς

των α, β της (3.2.37) προκύπτει η (3.2.36).

3.3 Συναρτήσεις κεντρικού φορτίου και ροές ο-

μάδας επανακανονικοποίησης

Στην ενότητα αυτή υπολογίζεται η ακριβής μορφή της C-συνάρτησης κεντρικού φορτίου,

σύμφωνα με το θεώρημα του Zamolodchikov [53]. Ο υπολογισμός γίνεται μέσω τεχνικών

θεωρίας πεδίου και επαναλαμβάνεται για ένα σύνολο ολοκληρώσιμων (ή μη-ολοκληρώσιμων)

λ-παραμορφωμένων προτύπων με διαφορετικές ιδιότητες [39, 40, 68, 65]. Η ενότητα αυτή

βασίζεται στην [54] και τα αποτελέσματα που προκύπτουν είναι ακριβή σε όλες τις τάξεις ως
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προς τις εκάστοτε παραμέτρους παραμόρφωσης, και μέχρι πρώτη τάξη στο ανάπτυγμα 1/k

για μεγάλα k.

Το θεώρημα του Zamolodchikov για διδιάστατες θεωρίες πεδίου, παρουσιάσθηκε αναλυ-

τικά στην αντίστοιχη ενότητα της θεωρίας και συνοπτικά εκφράζει την μη-αντιστρεψιμότητα

της ροής της ομάδας επανακανονικοποίησης μέσω μιας γνησίως φθίνουσας συνάρτησης. Η

συνάρτηση αυτή παίρνει τιμές κατά τη διάρκεια της ροής μιας υψηλοενεργειακής σύμμορφης

θεωρίας, προς μία νέα σύμμορφη θεωρία στις χαμηλές ενέργειες. Χαρακτηριστικό είναι ότι οι

τιμές της μονότονης αυτής συνάρτησης στα σταθερά σημεία της ομάδας επανακανονικοποίη-

σης, ταυτίζονται με το κεντρικό φορτίο της άλγεβρας Virasoro των αντίστοιχων σύμμορφων

θεωριών στα σημεία αυτά. Το φυσικό περιεχόμενο του θεωρήματος αυτού, είναι ότι εφόσον

ο τανυστης ενέργειας-ορμής συζεύγεται με όλους τους βαθμούς ελευθερίας μιας θεωρίας, η

C-συνάρτηση είναι ένα μέτρο των ενεργών βαθμών ελευθερίας σε μία συγκεκριμένη ενερ-

γειακή κλίμακα. Αυτό είναι σε συμφωνία με το γεγονός ότι καθώς χαμηλώνει η ενεργειακή

κλίμακα, όλο και περισσότεροι βαθμοί ελευθερίας μεγαλύτερων ενεργειών αποσυζεύγονται

από τη δυναμική των χαμηλότερων ενεργειών της θεωρίας, οδηγώντας έτσι σε μία γνησίως

φθίνουσα C-συνάρτηση.

Σε μία γενική δισδιάστατη κβαντική θεωρία πεδίου με παραμέτρους ζεύξης λi, υπάρχει μία

συνάρτηση C(λi) που ικανοποιεί τη σχέση (2.3.5)
9

dC

d lnµ2
= βi∂iC = 24Gijβ

iβj , (3.3.1)

όπου βi =
dλi

d lnµ2
και Gij είναι η μετρική Zamolodchikov στο χώρο των παραμέτρων ζε-

ύξης, που προσδιορίζεται μέσω των συναρτήσεων συσχετισμού των σύνθετων, διγραμμικών

τελεστών της παραμόρφωσης. Λύσεις της εξίσωσης αυτής με τις κατάλληλες συνοριακές

συνθήκες, προσδιορίζουν την C-συνάρτηση της θεωρίας. Εφόσον οι β-συναρτήσεις και οι

μετρικές Gij έχουν υπολογισθεί σε όλες τις τάξεις του διαταρακτικού αναπτύγματος για τα

λ-πρότυπα [58, 59, 60] και [40, 65, 50, 51], γίνεται επίσης δυνατός ο ακριβής υπολογισμός

των C-συναρτήσεων για τα διάφορα υπό μελέτη λ-πρότυπα.

Σε γενικές γραμμές, κοντά σε ένα σταθερό σημείο g∗ της ομάδας επανακανονικοποίησης

οι β-συναρτήσεις είναι ανάλογες των παραμέτρων ζεύξης (βλ. την ανάλυση γύρω από την

(2.1.18)) και συνεπώς γραμμικά ανεξάρτητες μεταξύ τους. Αυτό έχει ως αποτέλεσμα η

9
Ο διαφορετικός αριθμητικός συντελεστής της (3.3.1) από την (2.3.5) οφείλεται στη διαφορετική σύμβαση

του ορισμού της β-συνάρτησης
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σχέση της β-συνάρτησης με τη C-συνάρτηση να προσεγγίζεται από την έκφραση

βi =
1

24
Gij∂jC + · · · , όπου: Gij = G−1

ij , (3.3.2)

εκφράζοντας μία μονότονη ροή μεταξύ δύο σταθερών σημείων. Η σχέση αυτή είναι σε

συμφωνία με την (3.3.1) και γίνεται ισότητα για την περίπτωση που υπάρχει μία μόνο σταθερά

ζεύξης. Εάν υπάρχει λύση για το σύστημα εξισώσεων (3.3.2) ως ισότητες, τότε η (3.3.1)

έχει σίγουρα λύση που οδηγεί σε μία μονότονα φθίνουσα συμπεριφορά κατά τη ροή από τις

υψηλές προς τις χαμηλές ενέργειες, όπως απαιτείται από το θεώρημα κεντρικού φορτίου.

3.3.1 Ροές σε χώρους ομάδας

Αρχικά υπολογίζεται η C-συνάρτηση για τα πρότυπα που κατασκευάστηκαν στην [40] και η

γραμμικοποιημένη δράση τους για μικρές παραμέτρους ζεύξης
10 (λ1,2)ab γύρω από το κρίσιμο

σημείο είναι η (2.10.181)

Sλ1,λ2 = Sk1(g1) + Sk2(g2) +

√
k1k2

π

∫
d2σ
(
(λ1)abJ

a
1+J

b
2− + (λ2)abJ

a
2−J

b
1+

)
. (3.3.3)

Οι υπολογισμοί που ακολουθούν γίνονται για διαγώνιους και ισοτροπικούς πίνακες ζεύξης

(λi)ab = λiδab προκειμένου να υπάρχουν δύο μόνο παράμετροι, ενώ μία γενίκευση με τέσσε-

ρεις παραμέτρους ζεύξης παρουσιάζεται στο παράρτημα Ε΄.

Η μετρική Zamolodchikov στο χώρο των παραμέτρων ζεύξης μπορεί να υπολογισθεί σε

όλες τις τάξεις στα λ1,2 και στο όριο των μεγάλων k1,2 και δίνεται από τη σχέση [58, 50]

Gij =
δij
2

dimG

(1− λ2
i )

2
, (3.3.4)

η οποία εξαρτάται μόνο από το Αβελιανό μέρος του OPE των ρευμάτων
11
. Ξέροντας τη

β-συνάρτηση στη γειτονιά ενός σταθερού σημείου μιας σύμμορφης θεωρίας, στις υψηλές

ή τις χαμηλές ενέργειες, είναι δυνατόν με ολοκλήρωση της (3.3.2), να προκύψει επίσης η

συμπεριφορά της C-συνάρτησης στη γειτονιά του σημείου αυτού. Η σταθερά ολοκλήρωσης

προσδιορίζεται απαιτώντας η C-συνάρτηση στο σύμμορφο σημείο να ταυτίζεται με το κεντρι-

κό φορτίο της αντίστοιχης σύμμορφης θεωρίας.

Σε ότι ακολουθεί θεωρείται, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι k2 > k1 και ορίζονται οι

10
Η ακριβής μορφή της ενεργού δράσης (2.10.186) δεν χρειάζεται στην παρούσα ανάλυση.

11
Η μετρική παίρνει τη μορφή (3.3.4) εφόσον οι διγραμμικοί τελεστές Ja1+J

b
2− και J

a
2+J

b
1− της (3.3.3) δεν

αλληλεπιδρούν. Συνεπώς, είναι ένα διπλό αντίγραφο της περίπτωσης με τη μία παράμετρο ζεύξης [58, 50].
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ακόλουθοι συνδυασμοί των επιπέδων k1,2

λ0 =

√
k1

k2

6 1 , k =
√
k1k2 .

Οι β-συναρτήσεις για τις παραμέτρους ζεύξης έχουν υπολογισθεί επακριβώς ως προς τα

λi και σε πρώτη τάξη για k � 1, μέσω τεχνικών τόσο θεωρίας πεδίου [60, 45] όσο και

βαρύτητας [40] και είνα οι (2.10.199)

βi(λi;λ0) = −cG
2k

λ2
i (λi − λ0)(λi − λ−1

0 )

(1− λ2
i )

2
, i = 1, 2 . (3.3.5)

Η πάνω σχέση υποδεικνύει ότι οι ροές για το λ1 και λ2 είναι αποσυζευγμένες και ότι υ-

πάρχουν δύο σταθερά σημεία της ομάδας επανακανονικοποίησης, ένα στις υψηλές ενέργειες

για λ1 = λ2 = 0 και ένα στις χαμηλές με λ1 = λ2 = λ0. Κοντά στο σταθερό σημείο των

υψηλών ενεργειών, προκύπτει διαταρακτικά

βi(λi;λ0) = −cG
2k
λ2
i +O(λ3

i ) , i = 1, 2 ,

ενώ το κεντρικό φορτίο της αντίστοιχης σύμμορφης θεωρίας προκύπτει από το άθροισμα των

κεντρικών φορτίων των δύο WZW προτύπων με τάξεις άλγεβρας ρευμάτων k1,2 αντίστοιχα.

Κάνοντας το ανάπτυγμα σε 1/k1,2 και κρατώντας τους δύο όρους πρώτης τάξης, προκύπτει

cUV =
2k1 dimG

2k1 + cG
+

2k2 dimG

2k2 + cG
= 2 dimG− cG dimG

2k
(λ0 + λ−1

0 ) + · · · . (3.3.6)

Χρησιμοποιώντας επίσης τον κυρίαρχο όρο κοντά στο λi = 0, της μετρικήςGij =
1

2
δij dimG,

λύνοντας την (3.3.2) συνεπάγεται η ακόλουθη διαταρακτική έκφραση για τη C-συνάρτηση

C(λ1, λ2;λ0) = 2 dimG− cG dimG

k

(
1

2
(λ0 + λ−1

0 ) + 2λ3
1 + 2λ3

2

)
+O(λ4) . (3.3.7)

΄Οπως η ενεργός δράση και η β-συνάρτηση, έτσι και η συνάρτηση κεντρικού φορτίου του

σ-προτύπου (2.10.186) πρέπει να έχει τη γενικευμένη συμμετρία
12

λi →
1

λi
i = 1, 2 , k1 → −k2 , k2 → −k1 , (3.3.8)

κάτω από την οποία η παράμετρος ως προς την οποία γίνεται το ανάπτυγμα αλλάζει πρόσημο

k → −k. Τα δύο σταθερά σημεία για τα λi ως προς τον άνωθεν μετασχηματισμό είναι τα

12
Στο επίπεδο της ενεργού δράσης (3.3.3), η συμμετρία (3.3.8) συνοδεύεται από μια αντιστροφή των

στοιχείων της ομάδας g1,2 → g−1
2,1, βλ. τις εξισώσεις (2.12) και (2.14) της [40]. Αυτό γενικέυει την παρόμοια

συμμετρία της [47] για το απλά παραμορφωμένο πρότυπο [38].
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λi = ±1, και προκειμένου να είναι καλώς ορισμένα τα αναπτύγματα της (3.3.5) γύρω από τα

σημεία αυτά, τα λi αναπτύσσονται ως

λi = ±1− bi
k1/3

, k →∞ , λ0 = σταθερό . (3.3.9)

Συνεπώς, σύμφωνα με ότι έχει προηγηθεί [50], η C-συνάρτηση μέχρι τάξη O(1/k) πρέπει

να έχει τη μορφή

C(λ1, λ2;λ0) = 2 dimG− cG dimG

4k

(
f(λ1;λ0)

(1− λ2
1)3

+
f(λ2;λ0)

(1− λ2
2)3

)
, (3.3.10)

με την αναλυτική συνάρτηση f(λ;λ0) να υπακούει, λόγω της (3.3.8), τη συνθήκη f(λ;λ0) =

λ6f(λ−1;λ−1
0 ). ΄Ετσι λοιπόν, η f(λ;λ0) πρέπει να είναι ένα πολυώνυμο το πολύ έκτου βαθμού

ως προς το λ, με συντελεστές που εν γένει εξαρτώνται από το λ0. Συγκρίνοντας με το

διαταρακτικό αποτέλεσμα (3.3.7) προκύπτει ότι

f(λ;λ0) = (λ0 + λ−1
0 )(1− 3λ2 − 3λ4 + λ6) + 8λ3 . (3.3.11)

Σημειώνεται ότι η C(λ−1
1 , λ−1

2 ;λ−1
0 ) = C(λ1, λ2;λ0) όντας αναλλοίωτη κάτω από την (3.3.8).

΄Ενας πολύ πιο εύκολος τρόπος προσδιορισμού της C-συνάρτησης είναι μέσω της (3.3.1)

από την οποία συνεπάγεται η (3.3.2). Για την διαγώνια μετρική (3.3.4) προκύπτουν δύο

διαφορικές εξισώσεις για την C-συνάρτηση

∂λiC = 24Gλiλiβ
λi , i = 1, 2 , (3.3.12)

οι οποίες είναι ακριβείς ως προς τα λ1,2 αντίστοιχα. Η αόριστη ολοκλήρωση ως προς λ1

δίνει ως σταθερά ολοκλήρωσης μία συνάρτηση ως προς λ2 και αντίθετα. Το συναρτησιακό

μέρος αυτών προσδιορίζεται απαιτώντας συμβατότητα μεταξύ των δύο αποτελεσμάτων για την

συνάρτηση C, ενώ η σταθερά της ολοκλήρωσης προκύπτει εφαρμόζοντας C(0, 0;λ0) = cUV .

Το τελικό αποτέλεσμα που προκύπτει για την C-συνάρτηση μέσω αυτού του υπολογισμού

ταυτίζεται με την (3.3.10) και (3.3.11).

Η περίπτωση ίσων επιπέδων k1 = k2

Για την περίπτωση των ίσων επιπέδων όπου λ0 = 1, και θεωρώντας επίσης ότι λ1 = λ2 = λ,

η C-συνάρτηση (3.3.10) παίρνει τη μορφή

C(λ) = 2 dimG− cG dimG

k

1 + 2λ+ 2λ3 + λ4

(1− λ)(1 + λ)3
. (3.3.13)
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Η πάνω C-συνάρτηση αντιστοιχεί σε αυτήν του απλά πραμορφωμένου προτύπου της [38],

το οποίο γίνεται ισχυρά συζευγμένο για λ = ±1. ΄Οπως έχει αναφερθεί και προηγουμένως

[38], [44], αυτό που έχει φυσικό νόημα κοντά σε αυτά τα δύο σημεία είναι το μη-Αβελιανό

Τ-δυϊκό και το ψευδοδυϊκό όριο (3.3.9) του προτύπου, για λ = 1 και λ = −1 αντίστοιχα και

στα όρια αυτά, η C-συνάρτηση είναι όντως πεπερασμένη.

Η C-συνάρτηση για την συγκεκριμένη περίπτωση, δηλαδή για το μποζονοποιημένο μη-

Αβελιανό πρότυπο Thirring, έχει υπολογισθεί και προηγουμένως στις [58, 46], όχι όμως

στην συναλλοίωτη μορφή (3.3.13). ΄Οντως, το ενεργό δυναμικό που υπολογίσθηκε στην

[58] ικανοποιεί την ίδια διαφορική εξίσωση με την C-συνάρτηση. Ωστόσο, σε αντίθεση με

αυτήν, το ενεργό δυναμικό δεν είναι αναλλοίωτο κάτω από τη μη-διαταρακτική συμμετρία

λ→ 1/λ, k → −k.13

Η ροή από την Gk1 ×Gk2 στην
Gk1
×Gk2−k1

Gk2
×Gk2−k1

Αναπτύσσοντας την (3.3.10) γύρω από το σταθερό σημείο στις χαμηλές ενέργειες λ1 =

λ2 = λ0 προκύπτει

C(λ1, λ2;λ0) = 2 dimG− cG dimG

k

1 + λ4
0

2λ0(1− λ2
0)

+O(λ− λ0)2 . (3.3.14)

Ο κυρίαρχος όρος πρέπει να αντιστοιχεί στο ανάπτυγμα του κεντρικού φορτίου της χαμηλοε-

νεργειακής σύμμορφης θεωρίας πεδίου για μεγάλα k, η οποία έχει βρεθεί [40] ότι αντιστοιχεί

στην συνσυνολική θεωρία
Gk1
×Gk2−k1

Gk2
× Gk2−k1

14
. Το κεντρικό φορτίο της θεωρίας αυτής

για k � 1 ταυτίζεται όντως με την C(λ0, λ0;λ0) μέχρι τάξη 1/k όπως πρέπει, αποτελώντας

έναν μη-τεριμμένο έλεγχο για την ακριβή έκφραση (3.3.10).

Η ροή από την Gk1 ×Gk2 στην Gk1 ×Gk2−k1

΄Οπως γίνεται εμφανές από τις β-συναρτήσεις (3.3.5), είναι συνεπές να θεωρηθεί μηδενική

μία από τις δύο σταθερές ζεύξης, έστω η λ2 = 0. Μετονομάζοντας το λ1 σε λ, οι (3.3.10),

13
Για συγκεκριμένες ολοκληρώσιμες παραμορφώσεις του ισοτροπικού PCM [109], ο συντελεστής της

Weyl ανωμαλίας του σ-προτύπου στον NS-NS τομέα [107, 108] παρουσιάζεται στην [110]. Αυτός μπορεί να
ερμηνευθεί σαν την «Γενικευμένη συνάρτηση κεντρικού φορτίου». Ωστόσο, όπως τονίζεται στην [107, 108]

δεν μπορεί εν γένει να ταυτισθεί με την C-συνάρτηση του Zamolodchikov εφόσον η ροή της είναι εν γένει
μη-μονότονη λόγω της αοριστίας που παρουσιάζει η μετρική στον χώρο των σταθερών ζεύξης (gµν , Bµν ,Φ).
Η μελέτη της σχέσης της C-συνάρτησης του Zamolodchikov με τον συντελεστή της ανωμαλίας Weyl πα-
ρουσιάζεται στην επόμενη ενότητα.

14
Μπορεί εύκολα να αποδειχθεί ότι το κεντρικό φορτίο της

Gk1
×Gk2−k1

Gk2
×Gk2−k1 είναι αναλλοίωτο κάτω

από την επέκταση της συμμετρίας (3.3.8) η οποία περιλαμβάνει τον ακόλουθο μετασχηματισμό για τα επίπεδα

της άλγεβρας ρευμάτων

k1 → −k2 − cG , k2 → −k1 − cG ,

που ισχύει πέραν του ορίου για μεγάλο k. Η περίπτωση αυτή γενίκευσης της συμμετρίας (3.3.8) για πεπε-
ρασμένο επίπεδο k μελετάται σε επόμενη ενότητα



3.4. Ανωμαλία Weyl και συνάρτηση κεντρικού φορτίου 150

(3.3.11) παίρνουν τη μορφή

C(λ, 0;λ0) = 2 dimG− cG dimG

2k

(λ0 + λ−1
0 )(1− 3λ2) + 4λ3

(1− λ2)3
. (3.3.15)

Στη συνέχεια, αναπτύσσοντας γύρω από το IR σταθερό σημείο στο λ = λ0 προκύπτει

C(λ0, 0;λ0) = 2 dimG− cG dimG

2k

1

λ0(1− λ2
0)

+O(λ− λ0)2 . (3.3.16)

Ο κυρίαρχος όρος στο άνωθεν 1/k ανάπτυγμα, πρέπει να ταυτίζεται με τον αντίστοιχο του

αναπτύγματος του κεντρικού φορτίου της χαμηλοενεργειακής σύμμορφης θεωρίας, η οποία

αποτελείται από το άθροισμα δύο WZW προτύπων, το ένα με επίπεδο k1 και το άλλο με

k2 − k1 [40]. Πράγματι, για k � 1 το αναπτυγμα του κεντρικού φορτίου της θεωρίας αυτής

ταυτίζεται με την C(λ0;λ0) μέχρι τάξη 1/k όπως ήταν αναμενόμενο.

Μια σημαντική παρατήρηση εδώ είναι ότι η (3.3.15) δεν παραμένει αναλλοίωτη κάτω από τον

μετασχηματισμό λ→ 1/λ και k → −k. Ωστόσο, το γεγονός αυτό ήταν αναμενόμενο εφόσον

σε αυτό το άκρο της ροής, το κεντρικό φορτίο cIR της σύμμορφης θεωρίας στις χαμηλές

ενέργειες δεν είναι ούτε αυτό αναλλοίωτο κάτω από τον προηγούμενο μεταχηματισμό.

Η ροή από την Gk1 ×Gk2−k1 στην
Gk1
×Gk2−k1

Gk2
×Gk2−k1

΄Αλλη μία συνεπής επιλογή παραμέτρων ζεύξης είναι να θεωρηθεί η μία, έστω η λ2 ίση με

λ0, και να μετονομασθεί η λ1 σε λ. Για την επιλογή αυτή, η γενική έκφραση (3.3.10) της

C(λ1, λ2;λ0) έρχεται στη μορφή

C(λ, λ0;λ0) = 2 dimG− cG dimG

2k

1− 3λ2 + λ4
0λ

4(3− λ2) + 4λ0(1− λ2
0)λ3

λ0(1− λ2
0)(1− λ2)3

. (3.3.17)

Γύρω από το UV σταθερό σημείο για λ = 0 προκύπτει σαν κυρίαρχος όρος η (3.3.16)

όπως ήταν αναμενόμενο, εφόσον το IR σταθερό σημείο της παρούσας ροής ταυτίζεται με

το UV σταθερό σημείο της προηγούμενης. Ομοίως, κοντά στο IR σταθερό σημείο για

λ = λ0 προκύπτει η (3.3.14) όπως πρέπει. Αυτή η C-συνάρτηση είναι αναλλοίωτη κάτω από

λ→ 1/λ και k → −k.

3.4 ΑνωμαλίαWeyl και συνάρτηση κεντρικού φορ-

τίου

Σε συνέχεια της προηγούμενης ενότητας υπολογίζεται η C-συνάρτηση για το διπλά πα-

ραμορφωμένο, μη-συμμετρικό λ-πρότυπο της (2.10.186) για γενικό πίνακα λab μέσω του
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συντελεστή της ανωμαλίας Weyl [55]. Επιπλέον υπολογίζονται η μετρική του χώρου των

παραμέτρων ζεύξης και η ανώμαλη διάσταση του σύνθετου τελεστή της παραμόρφωσης για

γενικό πίνακα ζεύξης και αποδεικνύεται η ταύτηση του συντελεστή της Weyl ανωμαλίας με

την C-συνάρτηση του Zamolodchikov.

Σημείο αφετηρίας είναι η δράση (2.10.186), η οποία στη διαταρακτική της μορφή είναι η

ακόλουθη

Sλ1,λ2

k1,k2
= Sk1(g1) + Sk2(g2) +

k

π

∫
d2σ

(
(λ1)abJ

a
1+J

b
2− + (λ2)abJ

a
2+J

b
1−
)

+ · · · , (3.4.1)

όπου k =
√
k1k2 και Ski με i = 1, 2, είναι οι WZW δράσεις για τα στοιχεία gi ∈ G, μιας

ημι-απλής, συμπαγούς και απλά συνδεδεμένης Lie ομάδας G. Στην περίπτωση αυτή που θα

χρησιμοποιηθούν τεχνικές βαρύτητας, οι ερμητιανοί γεννήτορες ta της άλγεβρας ικανοποιούν

τη σχέση μετάθεσης [ta, tb] = ifabct
c
, με τις σταθερές δομής fabc να είναι πραγματικές, ενώ

χρησιμοποιείται η κανονικοποίηση Tr
(
tatb
)

= δab.

Η ενεργός δράση (2.10.186), η οποία δεν χρειάζεται για την παρούσα μελέτη, περιέχει όλες

τις κβαντικές διορθώσεις ως προς τα λi μέχρι 1/k τάξη και παραμένει αναλλοίωτη κάτω από

τον μετασχηματισμό

g1 → g−1
2 , g2 → g−1

1 , k1 → −k2 , k2 → −k1 , λ1 → λ−1
1 , λ2 → λ−1

2 , (3.4.2)

ο οποίος είναι προφανές ότι δεν αποτελεί συμμετρία της γραμμικοποιημένης δράσης (3.4.1).

΄Οπως αναλύθηκε σε προηγούμενες ενότητες, το OPE μεταξύ των δύο όρων της διαταραχής

(3.4.1) είναι μηδενικό, με αποτέλεσμα να υπάρχει μία παραγοντοποίηση των συναρτήσεων συ-

σχέτισης που περιλαμβάνουν ρεύματα και σύνθετους τελεστές ρευμάτων. Πιο συγκεκριμένα,

οι αντίστοιχες β-συναρτήσεις έχουν τη μορφή δύο αντιγράφων του απλά παραμορφωμένου

λ-προτύπου [52]. Αυτή η κατασκευή επεκτείνεται και σε ένα πρότυπο με πολλαπλούς πίνα-

κες παραμόρφωσης και έναν αυθαίρετο αριθμό από WZW πρότυπα με έτερο-αλληλεπιδράσεις

μεταξύ τους στην [62]. Λόγω της παραπάνω ιδιότητας της παραγοντοποίησης, είναι ευκο-

λότερη και ισοδύναμη με τον πλήρη υπολογισμό, η περίπτωση που λ2 = 0, λ1 = λ και η

γραμμικοποιημένη ως προς λab μορφή της δράσης είναι επίσης ακριβής [40]

Sλk1,k2
= Sk1(g1) + Sk2(g2) + k

λab
π

∫
d2σ Ja1+J

b
2− . (3.4.3)

Οι ακριβείς β-συναρτήσεις για αυτή την περίπτωση παρουσιάστηκαν σε προηγούμενη ενότητα

μέχρι τάξη 1/k ως προς το ανάπτυγμα για μεγάλο k [52]. Μια επέκταση των υπολογισμών

αυτών για την περίπτωση που η επιλογή του πίνακα λab δημιουργεί καινούριες κατευθύνσεις
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ροών, επιβάλλει την προσθήκη διαφορομορφισμών ως αντισταθμιστικούς όρους στο πλαίσιο

της ομάδας επανακανονικοποίησης. Η περίπτωση των διαφορομορφισμών μελετάται στο

παράρτημα ΣΤ΄ και η γενικευμένη β-συνάρτηση έχει τη μορφή

βab =
dλab
dt

=
1

2k
Nacd

(
Nbd(T )c + gbdζ

c
)
, (3.4.4)

με

Nabc = Nabc(λ, λ−1
0 ) = (λaeλbdfedf − λ−1

0 λeffabe)g
fc , Nab(T )c = Nabc(λT , λ0) ,

gab = (1− λTλ)ab, g̃ab = (1− λλT )ab, gab = g−1
ab , g̃ab = g̃−1

ab , (3.4.5)

ζc = σταθερά , λ0 =

√
k1

k2

< 1, k =
√
k1k2.

Η σταθερά ζa σχετίζεται με τους διαφορομορφισμούς και η β-συνάρτηση απουσία διαφορο-

μορφισμών και για λ0 = 1 έχει υπολογισθεί προηγουμένως στην αντίστοιχη ενότητα και

βρίσκεται στις [51] και [49].

3.4.1 Η ακριβής C-συνάρτηση για γενικό πίνακα παραμόρ-

φωσης

Στην υποενότητα αυτή υπολογίζεται μέχρι τάξη 1/k η ακριβής ως προς τα (λ1,2)ab έκφραση

της C-συνάρτησης του Zamolodchikov, μέσω του συντελεστή της ανωμαλίας Weyl για

γενικό πίνακα λab. Η C-συνάρτηση που προκύπτει με αυτόν τον τρόπο, πρέπει να αποτελεί

λύση των πεπλεγμένων διαφορικών εξισώσεων [53]

dC

dt
= βi∂iC = 24Gijβ

iβj > 0 , βi =
dλi
dt

, t = lnµ2 , (3.4.6)

στη γενικευμένη μορφή τους, όπου Gij είναι η μετρική Zamolodchikov στο χώρο των παρα-

μέτρων ζεύξης και να έχει όλες τις ιδιότητες που προβλέπονται από το αντίστοιχο c-θεώρημα.

Η μετρική του Zamolodchikov

Σύμφωνα με τα προηγούμενα επιχειρήματα, η μετρική στο χώρο των παραμέτρων ζεύξης

παίρνει και αυτή τη μορφή δύο αντιγράφων του απλού λ-προτύπου. Συνεπώς, για τον υ-

πολογισμό της αρκεί η περίπτωση λ2 = 0, λ1 = λ της οποίας η ενεργός δράση δίνεται

από την (3.4.3). Πηγαίνοντας σε Ευκλείδιο κοσμικό φύλλο με μιγαδικές συντεταγμένες
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z =
1√
2

(τ + i σ) και z̄, προκύπτει η δράση

Sλk1,k2
= Sk1(g1) + Sk2(g2)− λab

π

∫
d2zOab(z, z̄) , Oab(z, z̄) = Ja1 (z)J̄ b2(z̄) , (3.4.7)

με τα επαναορισμένα ολομορφικά ρεύματα Jai → Jai /
√
ki, να ικανοποιούν το ακόλουθο OPE

Jai (z1)J bi (z2) =
δab
z2

12

+
ifabc√
ki

J ci (z2)

z12

+ · · · , z12 = z1 − z2 , i = 1, 2 (3.4.8)

και αντίστοιχα για τα αντι-ολομορφικά J̄ai (z̄).

Για τους υπολογισμούς που ακολουθούν, χρειάζεται μόνο το Αβελιανό, k-ανεξάρτητο μέρος

της μετρικής Zamolodchikov Gab|cd. Ο αναλυτικός υπολογισμός της για την περίπτωση της

(3.4.7) παρουσιάζεται αναλυτικά στο παράρτημα Ζ΄, και το αποτέλεσμα είναι

〈Oab(x1, x̄1)Ocd(x2, x̄2)〉λ =
Gab|cd

|x12|4
, (3.4.9)

με την Gab|cd να δίνεται από τη σχέση

Gab|cd =
1

2

(
g̃−1 ⊗ g−1

)
ab|cd =

1

2
g̃acgbd , (3.4.10)

όπου τα g, g̃ είναι αυτά που ορίστηκαν στην (3.4.5). Αυτός είναι ένας μη-αρνητικός πίνακας

εφόσον αποτελείται από το ευθύ γινόμενο δύο τέτοιων και η αντίστροφη μετρική δίνεται ως

Gab|cd = (G−1)ab|cd = 2 (g̃ ⊗ g)ab|cd = 2g̃acgbd , Gab|mnG
mn|cd = δcaδ

d
b . (3.4.11)

Το αντίστοιχο στοιχείο μήκους στον χώρο των παραμέτρων ζεύξης είναι μη-αρνητικό

d`2 = Gab|cd dλab dλcd > 0 (3.4.12)

και επιπλέον αναλλοίωτο κάτω από το μετασχηματισμό λ→ λ−1
, εφόσον

g−1 → −λg−1λT , g̃−1 → −λT g̃−1λ . (3.4.13)
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Ο συντελεστής της ανωμαλίας κατά Weyl

Ο υπολογισμός της C-συνάρτησης (3.4.6) για το σ-πρότυπο που αντιστοιχεί στην (3.4.1)

εμπλέκει τη βασική ιδιότητα που ισχύει για την C-συνάρτηση

dC

dt
=

2∑
i=1

βabi
∂C

∂ (λi)ab
= 24

2∑
i=1

Gi
ab|cdβ

ab
i β

cd
i = 12

2∑
i=1

Tr
(
βTi g̃

−1
i βig

−1
i

)
> 0 , (3.4.14)

όπου έχει χρησιμοποιηθεί η (3.4.10) και η (3.4.12). Οι βabi με i = 1, 2 είναι οι β-συναρτήσεις

που αντιστοιχούν στους δύο πίνακες ζεύξης (λi)ab. Μια λύση της (3.4.14) είναι η

(βi)ab =
1

24

∂C

∂ (λi)ab
, όπου: (βi)ab = Gi

ab|cdβ
cd
i , (3.4.15)

υπό την προυπόθεση ότι η (βi)ab d (λi)ab είναι μια κλειστή 1-μορφή. Ωστόσο, η ολοκλήρωση

της (3.4.15) είναι ακόμα πολύ περίπλοκη και για το λόγο αυτό χρειάζεται να βρεθεί μια εναλ-

λακτική μέθοδος υπολογισμού της C-συνάρτησης αυτής. ΄Οπως αποδεικνύεται στη συνέχεια,

η C-συνάρτηση για το πρότυπο (3.4.1) δίνεται σε όρους του συντελεστή της ανωμαλίας Weyl

ως [107, 108]

Cdouble = 2 dimG− 3

(
R− 1

12
H2 + 4∇2Φ− 4 (∂Φ)2

)
= 2 dimG− 3

(
R− +

1

6
H2 + 4∇2Φ− 4 (∂Φ)2

) (3.4.16)

και πράγματι ικανοποιεί την (3.4.15). Στην δεύτερη σειρά χρησιμοποιήθηκε η καμπυλότητα

Ricci με στρέψη R− = R − 1
4
H2

, διότι αυτή η μορφή της C-συνάρτησης διευκολύνει τους

μελλοντικούς υπολογισμούς.

Εν γένει, η (3.4.16) εξαρτάται από τις συντεταγμένες Xµ
του χώρου-στόχου και είναι στα-

θερή εάν και μόνο εάν

4
dGµν

dt
∂νΦ +

dBνρ

dt
Hµ

νρ = 2∇ν

(
dGµν

dt

)
, (3.4.17)

με τις β-συναρτήσεις σε επίπεδο ενός βρόγχου για τα Gµν και Bµν να δίνονται από τις σχέσεις

[63, 101, 102]

dGµν

dt
= Rµν −

1

4
H2
µν + 2∇µ∂νΦ ,

dBµν

dt
= −1

2
∇ρ

(
e−2ΦHρ

µν

)
.

(3.4.18)
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Για σύμμορφα υπόβαθρα η συνθήκη (3.4.17) ικανοποιείται τετριμμένα.

Γυρνώντας στα υπό μελέτη πρότυπα, των οποίων η γραμμικοποιημένη μορφή δίνεται από την

(3.4.1) και ακολουθώντας τα επιχειρήματα της προηγούμενης υποενότητας, η C-συνάρτηση

παίρνει τη μορφή δύο αντιγράφων του απλού λ-παραμορφωμένου προτύπου
15

Cdouble(λ1, λ2; k, λ0) = Csingle(λ1; k, λ0) + Csingle(λ2; k, λ−1
0 )− cUV , (3.4.19)

όπου η Csingle(λ; k, λ0), αντιστοιχεί σε αυτή της απλά παραμορφωμένης περίπτωσης, με δράση

(3.4.3). Η εξάρτηση από τα επίπεδα k1 και k2 της άλγεβρας, είναι μέσω των παραμέτρων

0 < λ0 < 1 και k � 1. Επιπλέον, ο τελευταίος όρος της (3.4.19) αντιστοιχεί στο κεντρικό

φορτίο της σύμμορφης θεωρίας στις υψηλές ενέργειες, και έχει συμπεριληφθεί στην πάνω

σχέση προκειμένου να ικανοποιούνται οι συνθήκες

Cdouble(0, 0; k, λ0) = Csingle(0; k, λ0) = Csingle(0; k, λ−1
0 ) = cUV . (3.4.20)

Συγκεκριμένα, από την κατασκευή Sugawara προκύπτει αναπτύσσοντας για μελάλο k ότι,

cUV =
2k1 dimG

2k1 + cG
+

2k2 dimG

2k2 + cG
= 2 dimG− cG dimG

2k
(λ0 + λ−1

0 ) +O
(

1

k2

)
. (3.4.21)

Συνεπώς, ο υπολογισμός της συνολικής C-συνάρτησης για το διπλά παραμορφωμένο, μη-

συμμετρικό πρότυπο, απλοποιείται, καθώς ανάγεται στον υπολογιμό μόνο της Csingle(λ; k, λ0),

ο οποίος εξαρτάται εκτενώς από τα αποτελέσματα της ενότητας 2.1.2 της [52]. Για την πε-

ρίπτωση του γενικού πίνακα παραμόρφωσης, ο συντελεστής της ανωμαλίας Weyl απλοποιε-

ίται δραστικά εφόσον οι διαφορομορφισμοί ξA μηδενίζονται
16

ξA = ω−CA|C = 0 , (3.4.22)

15
Για μία γενική παραμόρφωση που περιλαμβάνει μόνο έτερο-αλληλεπιδράσης κυκλικού τύπου με τη μορφή

[62] Lpert =
k

π

n∑
i=1

λabi+1J
a
(i+1)+J

b
i−, με J

a
(n+1)± = Ja1±, η έκφραση (3.4.19) γενικεύεται στην

Cn(λi, ; ki) =

n∑
i=1

Csingle

(
λi;
√
ki ki+1 ,

√
ki
ki+1

)
− (n− 1) cUV , kn+1 = k1 , cUV =

n∑
i=1

2ki dimG

2ki + cG
.

16
Για συγκεκριμένες μορφές του πίνακα λab, ίσως χρειάζεται η προσθήκη ενός επιπλέον διαφορομορφισμού

προκειμένου να εξασφαλισθεί ότι η ροή της ομάδας επανακανονικοποίησης είναι συνεπής. Βλ. τη σχέση

(3.4.4) και τον τρόπο που παράγεται στο παράρτημα ΣΤ΄. Σε αυτή την περίπτωση, πρέπει να συμπεριληφθεί

και η συνεισφορά του διαστελονίου στην β-συνάρτηση, καθώς και στην (3.4.16).
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αντιστοιχώντας σε ένα σταθερό διαστελόνιο, εφόσον ξA = 2 ∂AΦ. Σε αυτή την περίπτωση,

ο συντελεστής της Weyl ανωμαλίας απλοποιείται στον

Csingle(λ; k, λ0) = 2 dimG− 3

(
R− +

1

6
H2

)
. (3.4.23)

Τονίζεται εδώ ότι παρόλο που για τον υπολογισμό της Cdouble χρειάζεται να γίνει χρήση

της μη-διαταρακτικής δράσης (2.10.186), για τον υπολογισμό της Csingle αρκεί η απλή δράση

(3.4.3).

Συνεχίζοντας τον υπολογισμό, η καμπυλότητα Ricci με στρέψη μπορεί να εκφραστεί σε

όρους της β-συνάρτησης ως

R− = −2 Tr

(
dλ

dt
λT g̃−1

)
=

d

dt
ln det g̃ . (3.4.24)

Η σχέση αυτή δεν είναι αναλλοίωτη κάτω από τον μετασχηματισμό (3.4.2)

R− → −2 Tr

(
dλ

dt
λ−1g̃−1

)
. (3.4.25)

Στη συνέχεια υπολογίζεται η H2
, χρησιμοποιώντας τα στοιχεία της 3-μορφής H που υπο-

λογίστηκαν στο σύστημα αναφοράς της (3.2.14). Προκύπτει ότι

H2 =
λ0

k

(
IabcIpqrg̃

apg̃bqg̃cr + 3NbcdNqreg2
deg̃

bqg̃cr + cG dimG
)
,

Iabc = λ−1
0 fabd g̃cd +Nbcd

(
λT g̃

)
da

+Ncad
(
λT g̃

)
db
,

(3.4.26)

το οποίο, όπως και η R− δεν παραμένει αναλλοίωτο κάτω από το μετασχηματισμό (3.4.2).

΄Επειτα, αντικαθιστώντας το προηγούμενο αποτέλεσμα στην (3.4.23), μετά από λίγη άλγεβρα

προκύπτει τελικά η

Csingle(λ; k, λ0) =

(
2− cGλ0

2k

)
dimG + 6 Tr

(
βλT g̃−1

)
− λ0

2k

(
IabcIpqrg̃

apg̃bqg̃cr + 3NbcdNqreg2
deg̃

bqg̃cr
)
.

(3.4.27)

Τέλος, το μόνο που έχει μείνει, είναι να ελεγθεί με αντικατάσταση του πάνω στην (3.4.19)

και χρήση των (3.4.4) και (3.4.10), ότι το σύστημα των διαφορικών εξισώσεων (3.4.15)

όντως ικανοποιείται χωρίς την προσθήκη διαφορομορφισμών. Αυτό δεν έχει ελεγχθεί στην

πλήρη γενικότητά του, αλλά ελέγχθηκε με τη χρήση του προγράμματος Mathematica για

διάφορα παραδείγματα των ομάδων SU(2), SU(3), SP (4), G2 και για διαφορετικούς πίνακες
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(λi)ab που δεν οδηγούσαν στην εμφάνιση νέων ροών, και όντως υπάρχει συνέπεια. Το γε-

γονός αυτό αφήνει ελάχιστη αμφιβολία για το κατά πόσο, με τα άνωθεν δεδομένα, η (3.4.15)

ικανοποιείται στη γενική περίπτωση.

Για την περίπτωση ενός διαγώνιου και ισοτροπικού πίνακα λab = λδab, η (3.4.27) ταυτίζεται

με την (3.3.15) (ή αντίστοιχα με την (2.14) της [54]), που αντιστοιχεί σε μια ροή από την

Gk1×Gk2 στις υψηλές ενέργειες (λ = 0) στην Gk1×Gk2−k1 στις χαμηλές ενέργειες (λ = λ0)

[40], σε συμφωνία και με την προηγούμενη ενότητα. Για την περίπτωση δύο διαγώνιων και

ισοτροπικών πινάκων ζεύξης (λ1,2)ab = λ1,2 δab, η (3.4.19) ταυτίζεται με τη σχέση (2.11)

της [54], που αντιστοιχεί στη ροή από την Gk1 ×Gk2 στις υψηλές ενέργειες (λ1,2 = 0) στην

Gk1
×Gk2−k1

Gk2
× Gk2−k1 στις χαμηλές ενέργειες (λ1,2 = λ0) [40], όπως αυτή περιγράφηκε και

στην προηγούμενη ενότητα.

Τέλος, με εξαίρεση μια σταθερά, η Csingle παραμένει αναλλοίωτη κάτω από τον μετασχη-

ματισμό (3.4.2),

Csingle(λ
−1;−k, λ−1

0 )− Csingle(λ; k, λ0) =
cG dimG

2k

(
λ0 + λ−1

0

)
. (3.4.28)

Αυτό έχει ως συνέπεια, με χρήση και της (3.4.19) να αποδεικνύεται η αναλλοιώτητα της

Cdouble(λ1, λ2; k, λ0) κάτω από τη μη-διαταρακτική συμμετρία (3.4.2). Αξιοσημείωτο είναι

ότι, ισότητα των C-συναρτήσεων επιτυγχάνεται κάτω από αυτό το μετασχηματισμό μόνο

όταν και οι δύο περάμετροι ζεύξης είναι ελεύθερες να αλλάζουν κάτω από την ροή της

ομάδας επανακανονικοποίησης, προκειμένου και οι δύο να ρέουν προς την κοινή, σταθερή

τιμή τους στις χαμηλές ενέργειες.

Το ανισοτροπικό παράδειγμα της SU(2)

Στην ανισοτροπική, διαγώνια περίπτωση της SU(2) υπάρχουν έξι παράμετροι ζεύξης που

παραμετροποιούνται ως

(λ1)ab = diag (λ1, λ2, λ3) , και (λ2)ab = diag
(
λ̃1, λ̃2, λ̃3

)
, (3.4.29)

ενώ οι μετρικές στον χώρο των παραμέτρων αυτών, δίνονται από τις σχέσεις

Gab =
δab

2 (1− λ2
a)

2 , G̃ab =
δab

2(1− λ̃2
a)

2
, a = 1, 2, 3. (3.4.30)

Για τον υπολογιμό των β-συναρτήσεων σε τάξη 1/k και επακριβώς ως προς τις παραμέτρους

παραμόρφωσης για αυτό το πρότυπο, χρησιμοποιούνται τα αποτελέσματα των [60, 52]. Προ-
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κύπτει τελικά [49]

β1 =
dλ1

dt
= −

2 (1 + λ2
1)λ2λ3 −

(
λ0 + λ−1

0

)
λ1 (λ2

2 + λ2
3)

k (1− λ2
2) (1− λ2

3)
(3.4.31)

και κυκλικές εναλλαγές στα λ1,2,3 για τις υπόλοιπες β-συναρτήσεις των λi, i = 2, 3, ενώ οι

β-συναρτήσεις για τα λ̃a, προκύπτουν αντικαθιστώντας απλά τα λa με λ̃a. Τα σταθερά σημεία

αυτών των ροών και οι αντίστοιχες σύμμορφες θεωρίες πεδίου, σύμφωνα με προηγούμενες

αναλύσεις είναι [40]

UV : λ1,2 = 0 = λ̃1,2 , SU(2)k1 × SU(2)k2 ,

IR1 : λa = λ0 = λ̃a ,
SU(2)k1 × SU(2)k2−k1

SU(2)k2

× SU(2)k2−k1 ,

IR2 : λa = λ0 , λ̃a = 0 , SU(2)k1 × SU(2)k2−k1 .

(3.4.32)

΄Ενα σχόλιο εδώ, σε σχέση με το σταθερό σημείο των υψηλών ενεργειών, είναι ότι η επιλο-

γή των λ1,2 = 0 = λ̃1,2 είναι θέμα σύμβασης, εφόσον και άλλα ζεύγη από λ θα μπορούσαν

να έχουν επιλεγεί. Είναι εμφανές ότι το σημείο αυτο αντιστοιχεί σε μία ακριβή σύμμορφη

θεωρία πεδίου, καθώς οι παράμετροι (λ3, λ̃3) μπορούν να αποροφηθούν με ένα O(4, 4) μετα-

σχηματισμό δυϊκότητας στο ακριβές SU(2)k1 × SU(2)k2 υπόβαθρο των χορδών. Αυτό είναι

σε αντιστοιχία με το να ήταν η διαταραχή της μορφής Lpert =
k

π

(
λ3J

3
1+J

3
2− + λ̃3J

3
2+J

3
1−

)
,

δηλαδή στην Cartan υποάλγεβρα της SU(2)×SU(2), και συνεπώς ακριβώς οριακή για όλες

τις τάξεις της θεωρίας διαταραχών.

Ορίζοντας βa = Gabβ
b
, αποδεικνύεται ότι η ποσότητα βadλa αντιστοιχεί σε μία κλειστή,

1-μορφή και όμοια με την (3.4.15) προκύπτει ότι

βa =
1

24

∂Cdouble

∂λa
, β̃a =

1

24

∂Cdouble

∂λ̃a
, (3.4.33)

με

Cdouble(λa, λ̃a; k, λ0) = cUV −
6

k

(
f(λa;λ0) + f(λ̃a;λ0)

)
, (3.4.34)

f(λa;λ0) =
4λ1λ2λ3 −

(
λ0 + λ−1

0

)
(λ2

1λ
2
2 + λ2

2λ
2
3 + λ2

1λ
2
3 − λ2

1λ
2
2λ

2
3)

(1− λ2
1)(1− λ2

2)(1− λ2
3)

,

όπου cUV είναι το κεντρικό φορτίο στο UV σταθερό σημείο (3.4.32) του λ1,2 = 0 = λ̃1,2

cUV = 6− 6

k

(
λ0 + λ−1

0

)
+O

(
1

k2

)
. (3.4.35)
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Τέλος, η C-συνάρτηση της (3.4.34) είναι αναλλοίωτη κάτω από το μετασχηματισμό

λa → λ−1
a , λ̃a → λ̃−1

a , k → −k , λ0 → λ−1
0 (3.4.36)

και επίσης αναπαράγει το σωστό κεντρικό φορτίο για τις σύμμορφες θεωρίες στα UV και

IR1,2 σταθερά σημεία της (3.4.32).

3.4.2 Η ανώμαλη διάσταση του σύνθετου διγραμμικού τε-

λεστή παραμόρφωσης

Στην υποενότητα αυτή υπολογίζεται ο πίνακας της ανώμαλης διάστασης για τον διγραμμικό

ως προς τα ρεύματα, τελεστή της παραμόρφωσης. Για τον υπολογισμό αυτό χρειάζονται τα

αποτελέσματα της [58]

〈Oab(x1, x̄1)Ocd(x2, x̄2)〉λ,k =
Gcd|mn

|x12|4

(
δa
mδb

n + γab
mn ln

ε2

|x12|2

)
, (3.4.37)

όπου

γab
cd = ∇abβ

cd +∇cdβab = ∇abβ
cd +Gab|mnG

cd|pq∇pqβ
mn , (3.4.38)

και ∇abβ
cd = ∂abβ

cd + Γcdab|mnβ
mn

. Τα Γcdab|mn είναι τα σύνηθη σύμβολα του Christoffel και

υπολογίζονται μέσω της μετρικής Zamolodchikov (3.4.10) ως

Γp1p2

m1m2|n1n2
=

1

2
Gp1p2|q1q2

(
∂m1m2Gq1q2|n1n2 +∂n1n2Gq1q2|m1m2 −∂q1q2Gm1m2|n1n2

)
, (3.4.39)

όπου για τη μερική παραγώγιση χρησιμοποιείται ο συμβολισμός ∂m1m2 =
∂

∂λm1m2

. Με τη

βοήθεια της ταυτότητας λg−1 = g̃−1λ, το αποτέλεσμα έρχεται στη μορφή

Γp1p2

m1m2|n1n2
= δp1

n1
δp2
m2

(
λg−1

)
m1n2

+ δp1
m1
δp2
n2

(
λg−1

)
n1m2

(3.4.40)

και μετά από λίγη άλγεβρα προκύπτει ο ακόλουθος πίνακας για την ανώμαλη διάσταση

(3.4.38)

γab
cd =

1

2k

(
δapδbqδ

cmδdn +Gab|mnG
cd|pq

){
N (T )k
ni

[(
δmpλks − δpkλms

)
fqsfg

fi − λ−1
0 fmkpg

qi

+ λpl
(
Nmklgqi +Nmkqgli

)]
+Nmki

[(
δnqλsi − δiqλsn

)
fpsf g̃

fk − λ0fniqg̃
pk

(3.4.41)

+ λlq
(
N (T )p
ni g̃lk +N (T )l

ni g̃pk
)]

+ δmp NlrsN (T )r
ns

(
λg−1

)
lq

+ δnqNmrsN
(T )r
ls

(
λg−1

)
pl

}
.
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Η περίπλοκη αυτή έκφραση έχει προέλθει από μια συναλλοίωτη μορφή και συνεπώς, κάτω από

τον μετασχηματισμό της δυϊκού-τύπου σύμμετριας, μετασχηματίζεται σαν μικτός τανυστής

ως

γab
cd → λeaλbfλ

−1
cg λ

−1
hd γef

gh. (3.4.42)

Για την περίπτωση διαγώνιου και ισοτροπικού πίνακα παραμόρφωσης λab = λδab, προκύπτει

γab
cd =cGλ

2 (1 + λ2)(λ0 + λ−1
0 )− 4λ

(1− λ2)3
δacδbd +

λ2(λ0 + λ−1
0 )− 2λ

(1− λ2)2
facefbde

+ λ2 (1 + 3λ2)(λ0 + λ−1
0 )− 2λ(3 + λ2)

(1− λ2)3
fadefbce .

(3.4.43)

Η αντίστοιχη ανώμαλη διάσταση προκύπτει από το πρόβλημα ιδιοτιμών

γab
cdδcd = γ δab (3.4.44)

και ταυτίζεται με την σχέση (2.16) της [45]

γ = cG λ
3(λ0 + λ−1

0 )λ(1 + λ2)− 2(1 + 4λ2 + λ4)

k(1− λ2)3
, (3.4.45)

όπως ήταν αναμενόμενο. Περαιτέρω έλεγχοι της (3.4.41) για ίσα επίπεδα άλγεβρας περι-

λαμβάνουν την περίπτωση της SU(2) με διαγώνιο αλλά ανισοτροπικό πίνακα ζεύξης, καθώς

και την περίπτωση με δύο παραμέτρους παραμόρφωσης για το συμμετρικό συνσύνολο. Στις

περιπτώσεις αυτές η (3.4.41) ταυτίζεται με τις (2.10.102) και (2.10.238) αντίστοιχα.

Τέλος, όταν η παραμόρφωση περιορίζεται στην Cartan υποάλγεβρα, τότε η (3.4.41) για τις

αντίστοιχες ανώμαλες διαστάσεις μηδενίζεται, όντας συμβατή με το γεγονός ότι η διαταραχή

είναι ακριβώς οριακή.

3.5 Ακριβή αποτελέσματα με τη χρήση της

γεωμετρίας του χώρου των σταθερών ζεύξης

Στην ενότητα αυτή παρουσιάζεται μια καινούρια μέθοδος για τον ακριβή, ως προς την πα-

ράμετρο παραμόρφωσης, υπολογισμό των ανώμαλων διαστάσεων σύνθετων τελεστών για ένα

σύνολο λ-παραμορφωμένων προτύπων. Η μέθοδος αυτή εκμεταλλεύεται δεδομένα του χώρου

των παραμέτρων ζεύξης, καθώς και την ενεργό δράση σε επίπεδο ενός βρόγχου προκειμένου

να αποφευχθούν πλήρως οι μακροσκελείς διαταρακτικοί υπολογισμοί. ΄Οτι ακολουθεί είναι

βασισμένο στην [83].
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3.5.1 Η ανώμαλη διάσταση των απλών ρευμάτων

Στην υποενότητα αυτή παρουσιάζεται η μεθοδολογία στην πιο απλή μορφή των λ-παραμορφω-

μένων σ-προτύπων [38]. Η νέα μέθοδος υπολογισμού των ανώμαλων διαστάσεων είναι βασι-

σμένη σε μία τροποποίηση της συνηθισμένης διαδικασίας βάθμισης που εφαρμόζεται για την

εύρεση της ενεργού δράσης του εκάστοτε λ-προτύπου.

Σημείο αφετηρίας αυτή τη φορά είναι το άθροισμα μιας WZW δράσης Sk(g) σε επίπεδο

k για ένα στοιχείο ομάδας g ∈ G [90], μίας PCM δράσης [91] για ένα στοιχείο ομάδας

g̃ ∈ G με συνολική παράμετρο ζεύξης κ2
και ενός όρου που περιέχει το χειραλικό ρεύμα του

αρχικού WZW προτύπου. Πιο συγκεκριμένα, η δράση αυτή είναι η

Sk,κ2,s(g, g̃) = Sk(g)− κ2

π

∫
d2σ Tr

(
g̃−1∂+g̃g̃

−1∂−g̃
)

+
k

π

∫
d2σ Tr

(
sg̃−1∂+g̃

)
, (3.5.1)

όπου ο τελευταίος όρος έχει πίνακα ζεύξης s = sata και ο συνολικός συντελεστής k ει-

σήχθει για μεγαλύτερη διευκόλυνση σε μελλοντικούς υπολογισμούς. Ο επιπλέον όρος είναι

βοηθητικός, και ο λόγος που προστίθεται στη δράση, όπως θα φανεί στην συνέχεια αυτής

της ενότητας, είναι ότι επιτρέπει την εύρεση της ανώμαλης διάστασης του απλού τελεστή

ρευμάτων, για το απλά παραμορφωμένο πρότυπο [38] χωρίς την χρήση θεωρίας διαταραχών.

Σε ότι ακολουθεί, όλοι οι πίνακες αναπτύσσονται στη βάση των πινάκων αναπαράστασης ta,

οι οποίοι είναι πάλι κανονικοποιημένοι ως Tr(tatb) = δab και υπακούουν τις σχέσεις μετάθε-

σης [ta, tb] = ifabctc, με τις σταθερές δομής της άλγεβρας να είναι πραγματικές. ΄Οπως και

σε προηγούμενες ενότητες, βαθμίζεται πάλι η καθολική συμμετρία που δρά ως g → Λ−1gΛ

και g̃ → Λ−1g̃. Η αναλλοίωτη κάτω από μετασχηματισμούς βαθμίδας δράση που προκύπτει

είναι

Sk,E(g, g̃, A±) = Sk(g, A±)− κ2

π

∫
d2σ Tr

(
g̃−1D+g̃g̃

−1D−g̃
)

+
k

π

∫
d2σ Tr

(
sg̃−1D+g̃

)
,

(3.5.2)

όπου οι D±g̃ = (∂± − A±)g̃ είναι οι συναλλοίωτες παράγωγοι και ο πρώτος όρος είναι ο

σύνηθης όρος της βαθμισμένης WZW δράσης [92]

Sk(g, A±) = Sk(g) +
k

π

∫
d2σ Tr

(
A−∂+gg

−1 − A+g
−1∂−g

+ A−gA+g
−1 − A−A+

)
.

(3.5.3)
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Επιλέγοντας τη βαθμίδα g̃ = 1, η (3.5.2) γίνεται

Sk,λ,s(g, A±) = Sk(g) +
k

π

∫
d2σ Tr

(
A−∂+gg

−1 − A+g
−1∂−g + A−gA+g

−1
)

− k

π

∫
d2σ Tr

(
λ−1A+A− + sA+

)
,

(3.5.4)

όπου

λ−1 = 1 +
κ2

k
. (3.5.5)

Προκειμένου να υπολογισθούν οι εξισώσεις κίνησης, αρχικά διαφορίζεται η πάνω δράση ως

προς τα πεδία βαθμίδας A± δίνοντας τις συνθήκες

D+g g
−1 + (1− λ−1)A+ = 0 ,

g−1D−g − (1− λ−1)A− + s = 0 ,
(3.5.6)

και έπειτα ως προς τα στοιχεία της ομάδας g δίνοντας

D−(D+gg
−1) = F+− ⇐⇒ D+(g−1D−g) = F+− . (3.5.7)

Οι συναλλοίωτες παραγωγίσεις των στοιχείων g τώρα ορίζονται ως D±g = ∂±g − [A±, g],

και ως συνήθως

F+− = ∂+A− − ∂−A+ − [A+, A−] . (3.5.8)

Αντικαθιστώντας τις (3.5.6) στις (3.5.7) προκύπτουν τελικά οι εξισώσεις κίνησης

∂−A+ − λ∂+A− + [A+, A−] = 0 ,

∂+A− − λ∂−A+ − [A+, A−]− λ[A+, s] = 0 .
(3.5.9)

Στη συνέχεια, λύνοντας τις συνθήκες (3.5.6) ως προς τα πεδία βαθμίδας και αντικαθιστώντας

τα στη δράση (3.5.4) προκύπτει η δράση ενός σ-προτύπου. Το αποτέλεσμα αυτό δεν είναι

τίποτα άλλο από την δράση που αντιστοιχεί στα λ-παραμορφωμένα σ-πρότυπα με διαγώνιο

και ισοτροπικό πίνακα παραμόρφωσης λ, συν έναν επιπλέον όρο, γραμμικό ως προς την

παράμετρο παραμόρφωσης s. Ειδικότερα, προκύπτει

A+ = i
(
λ−11−D)−1J+ , A− = −

(
λ−11−DT )−1(iJ− + s) , (3.5.10)

όπου

J+ = −i∂+gg
−1 , J− = −ig−1∂−g , Dab = Tr(tagtbg−1) , (3.5.11)
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και η δράση έρχεται στη μορφή

S = Sk(g) +
k

π

∫
d2σ J+(λ−11−DT )−1J− −

k

π

∫
d2σ Tr(sA+). (3.5.12)

Είναι προφανές ότι για s = 0, η πάνω δράση ταυτίζεται με την (2.10.15) της αρχικής λ-

παραμορφωμένης θεωρίας της [38].

Στη συνέχεια υπολογίζεται η ανώμαλη διάσταση του ρεύματος Ja+ επακριβώς ως προς την

παράμετρο λ και μέχρι πρώτη τάξη ως προς το ανάπτυγμα για μεγάλο k στο όριο s = 0,

δηλαδή στην αρχική λ-παραμορφωμένη θεωρία. Το όριο αυτό αποδεικνύεται ότι είναι συνεπές

με τις β-συναρτήσεις, όπως ήταν αναμενόμενο. Σημειώνεται στο σημείο αυτό ότι το ρεύμα J+

είναι «ενδεδυμένο» και έχει αντικατασταθεί από το A+ όπως φαίνεται και από τον τελευταίο

όρο της (3.5.12). Προφανώς, το λ→ 0 συνεπάγεται ότι A+ ∼ J+.

Υπολογισμός των β-συναρτήσεων

Στην παράγραφο αυτή υπολογίζονται οι β-συναρτήσεις των παραμέτρων ζεύξης λ και s με

χρήση της μεθόδου του πεδίου υποβάθρου για τα λ-πρότυπα, η οποία παρουσιάστηκε αρχικά

στην [61] και στην συνέχεια γενικέυθηκε στην [52], όπως αναλύθηκε και σε προηγούμενες

ενότητες της παρούσας εργασίας.

Αρχικά επιλέγεται ως υπόβαθρο το g = eσ
+θ++σ−θ− , όπου οι πίνακες θ± είναι σταθεροί

και μετατίθενται μεταξύ τους. Τότε, τα ρεύματα και ο ορθογώνιος πίνακας D γίνονται

J± = −iθ± και D = 1, και από την (3.5.10) προκύπτουν τα πεδία βαθμίδας υποβάθρου να

είναι τα

A
(0)
+ =

λ

1− λ
θ+ , A

(0)
− = − λ

1− λ
(θ− + s) . (3.5.13)

Πράγματι η επιλογή αυτή για το υπόβαθρο αποτελεί λύση των κλασικών εξισώσεων κίνησης

(3.5.9) και η Λαγκρανζιανή πυκνότητα της δράσης (3.5.12) γίνεται

L(0) = − k

2π

(1 + λ

1− λ
θ+θ− + 2

sλ

1− λ
θ+

)
. (3.5.14)

Στη συνέχεια, θεωρώντας τις ακόλουθες διακυμάνσεις των πεδίων υποβάθρου γύρω από τις

κλασικές λύσεις (3.5.13)

A± = A
(0)
± + δA± , (Ã

(0)
± )ab = ifabc(A

(0)
± )c , s̃ab = ifabcsc , (3.5.15)

προκύπτουν οι γραμμικοποιημένες διακυμάνσεις των εξισώσεων κίνησης

−
(
λ∂+ + Ã

(0)
+

)
δA− +

(
∂− + Ã

(0)
−
)
δA+ = 0 ,(

∂+ + Ã
(0)
+

)
δA− −

(
λ∂− + Ã

(0)
− + λs̃

)
δA+ = 0 .

(3.5.16)
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Αυτές μπορούν να έρθουν στη μορφή

D̂

(
δA−

δA+

)
= 0 , (3.5.17)

όπου ο τελεστής D̂ περιέχει πρώτης τάξης παραγώγους ως προς τις συντεταγμένες του

κοσμικού φύλλου. Μετά από αναλυτική συνέχιση σε Ευκλείδιο χώρο, στο χώρο των ορμών,

σύμφωνα με τις γνωστές πλέον συμβάσεις [41], αντικαθίστανται οι (∂+, ∂−) με
1
2
(p̄, p) ≡

(p+, p−). Τότε προκύπτει D̂ = Ĉ + F̂ , με

Ĉ =

(
−λp+ p−

p+ −λp−

)
, F̂ =

(
−Ã(0)

+ Ã
(0)
−

Ã
(0)
+ −Ã(0)

− − λs̃

)
, (3.5.18)

όπου ο πίνακας Ĉ περιέχει όλη την εξάρτηση από τις ορμές. Ολοκληρώνοντας τις διακυμάν-

σεις στο Γκαουσιανό ολοκλήρωμα διαδρομών, προκύπτει η ακόλουθη ενεργός Λαγκρανζιανή

για το υπό μελέτη πρότυπο

− Leff = L(0) +

∫ µ d2p

(2π)2
ln(det D̂)−1/2 . (3.5.19)

Το ολοκλήρωμα αυτό εμφανίζει λογαριθμικές αποκλίσεις για μεγάλες τιμές της ενεργειακής

κλίμακας μ. Οι αποκλίσεις αυτές απομονώνονται μέσω του αναπτύγματος της ολοκληρωτέας

ποσότητας για μεγάλες ορμές και εντοπίζονται στους όρους που είναι ανάλογοι του
1

|p|2
με

|p|2 = pp̄. Εφόσον οι τιμές του πίνακα Ĉ αυξάνουν με την αύξηση της ορμής |p|, μπορεί να
χρησιμοποιηθεί το ανάπτυγμα

ln(det D̂) = ln det Ĉ + Tr(Ĉ−1F̂ )− 1

2
Tr(Ĉ−1F̂ )2 + · · · . (3.5.20)

Ο τελευταίος όρος του αναπτύγματος αυτού είναι ο μόνος που συνεισφέρει στις προαναφερ-

θείσες λογαριθμικές αποκλίσεις που είναι σημαντικές στην παρούσα ανάλυση, δίνοντας μια

συνεισφορά

− Leff = L(0) +
1

16π2

∫ µ

d2pTr(Ĉ−1F̂ )2 + · · · . (3.5.21)

Στη συνέχεια, υπολογίζεται το πάνω ολοκλήρωμα χρησιμοποιώντας την παραμετροποίηση

p = reiφ, p̄ = re−iφ στις πολικές συντεταγμένες, σύμφωνα με την οποία το μέτρο ολοκλήρω-

σης γίνεται d2p = rdrdφ. Η ολοκλήρωση ως προς r, δίνει τον απαραίτητο παράγοντα lnµ,
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και πιο συγκεκριμένα, το αποτέλεσμα που προκύπτει είναι

− Leff = L(0) +
cG
2π

lnµ2

(
A

(0)
+ A

(0)
−

(1 + λ)2
+

sλA
(0)
+

(1− λ)(1 + λ)2

)

= L(0) − cG
2π

lnµ2 λ2

(1− λ2)2
θ+θ− .

(3.5.22)

Η δεύτερη σειρά της πάνω σχέσης προέκυψε με αντικατάσταση της (3.5.13) για τα πε-

δία βαθμίδας της κλασικής λύσης υποβάθρου, καθώς και με τον υπολογισμό του ίχνους

Tr(Ã
(0)
+ Ã

(0)
− ) = cG(A

(0)
+ )a(A

(0)
− )a και Tr(Ã

(0)
+ s̃) = cG(A

(0)
+ )a με facdfbcd = cGδab. Σε ότι έπε-

ται, παραλείπεται ο δείκτης του sa, εφόσον το αποτέλεσμα της β-συνάρτησης και αργότερα

της ανώμαλης διάστασης δεν θα εξαρτάται από αυτό.

΄Οπως στη θεωρία πεδίου, έτσι και εδώ, απαιτείται η ενεργός δράση (3.5.22) να είναι ανεξάρ-

τητη της ενεργειακής κλίμακας μ, δηλαδή ∂lnµ2Leff = 0. Για μεγάλα k � 1 η παράγωγος

αυτή δρά μόνο στις παραμέτρους ζεύξης της L(0)
, και ορίζοντας ως συνήθως βλ = ∂lnµ2λ

και βs = ∂lnµ2s, προκύπτει τελικά

βλ = −cG
2k

λ2

(1 + λ)2
, βs =

cG
2k

sλ

(1− λ)(1 + λ)2
. (3.5.23)

Για διευκόλυνση σε μελλοντικούς υπολογισμούς, ορίζεται η ενεργός παράμετρος ζεύξης
17

λ̃ ∼ sλ , (3.5.24)

η οποία αντικαθιστά την s σε ότι ακολουθεί. Η β-συνάρτηση για τη νέα παράμετρο λ̃,

υπολογίζεται από τη σχέση βλ̃ = dλ̃
d lnµ2 = βλ ∂λ̃

∂λ
+ βs ∂λ̃

∂s
και προκύπτει να είναι

βλ̃ =
cG
2k

λ2λ̃

(1− λ)(1 + λ)2
. (3.5.25)

Η ανώμαλη διάσταση των απλών ρευμάτων

Μέχρι στιγμής οι παράμετροι ζεύξης λ και λ̃ ήταν πεπερασμένες, όμως για μικρές τιμές τους,

η δράση (3.5.12) γίνεται

S = Sk(g) +
k

π

∫
d2σ
(
λJa+J

a
− + λ̃Ja+

)
+ · · · . (3.5.26)

17
Η σταθερά αναλογίας είναι απλά ένα −i. Αυτός ο επαναορισμός προκύπτει από το γεγονός ότι η

παράμετρος s είναι καθαρά φανταστική στις παρούσες συμβάσεις, βλ. (3.5.1), και η συμπερίληψή ή παράλειψή
του, δεν επηρεάζει το τελικό αποτέλεσμα της ανώμαλης διάστασης.
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Για την μελέτη της γενικότερης περίπτωσης, η διαταραχή ως προς το απλό ρεύμα αντικα-

θίσταται από μία γενικότερη, με τελεστές

λiOi , (3.5.27)

κάθε ένας από τους οποίους έχει μια κλασική διάσταση, και οι β-συναρτήσεις για τις δι-

άφορες παραμέτρους ζεύξης συμβολίζονται με βi. Υπάρχει επίσης μια μετρική στον χώρο

που παραμετροποιείται από αυτές τις παραμέτρους ζεύξης, η οποία ορίζεται μέσω των συ-

ναρτήσεων συσχετισμού δύο σημείων των τελεστών Oi [58], με το στοιχείο μήκους που της

αντιστοιχεί να δίνεται από τη σχέση ds2 = G
(0)
ij dλ

idλj. Η επανακανονικοποιησιμότητα, σε

συνδυασμό με την εξίσωση Callan-Symanzik δίνουν την εξίσωση

γi
j = ∂iβ

j +G(0)jm
(
G

(0)
in ∂mβ

n + βn∂nG
(0)
im

)
, (3.5.28)

όπου βi = G
(0)
ij β

j
. ΄Εστω τώρα η περίπτωση με δύο παραμέτρους ζεύξης λ και λ̃. Εν γένει,

σε αυτή τη περίπτωση εμφανίζεται μίξη των δύο τελεστών, ακόμα και αν αρχικά δεν υπήρ-

χε στο σύμμορφο σημείο και επομένως η ανώμαλη διάστασή τους εκφράζεται μέσω ενός

πίνακα γi
j
, του οποίου και τα τέσσερα στοιχεία είναι μη-μηδενικά. ΄Εστω τώρα ότι μία απο

τις παραμέτρους ζεύξης, για παράδειγμα η λ̃, μπορεί να τεθεί μηδέν με συνεπή τρόπο, με

την αντίστοιχη β-συνάρτηση να είναι επίσης μηδενική βλ̃ = 0. Γίνεται επιπλέον η υπόθεση,

ότι στο όριο αυτό η μίξη μεταξύ των δύο τελεστών παύει να υφίσταται και τότε, τα μόνα

μη-μηδενικά στοιχεία του πίνακα της ανώμαλης διάστασης είναι τα γλ
λ

και γλ̃
λ̃
. Για την

υπό μελέτη περίπτωση οι τελεστές είναι οι O1 = Ja+J
a
− και O2 = Ja+, με τον τελευταίο να

παραβιάζει την συμμετρία κατά Lorentz της θεωρίας, επιτρέποντας μια μίξη μεταξύ των δύο

αυτών τελεστών. Ωστόσο, στο όριο λ̃→ 0 η αναλλοιώτητα της θεωρίας κάτω από Lorentz

μετασχηματισμούς αποκαθίσταται και παύει να υπάρχει μίξη μεταξύ τελεστών διαφορετικής

χειραλικότητας.

Κοντά στο σημείο λ̃ = 0 γίνεται η ακόλουθη γενική υπόθεση για τη μορφή της μετρικής

στον χώρο των παραμέτρων ζεύξης

G
(0)
λλ (λ, λ̃) = g

(0)
λλ (λ) +O(λ̃) , G

(0)

λ̃λ̃
(λ, λ̃) = g

(0)

λ̃λ̃
(λ) +O(λ̃) , G

(0)

λλ̃
= O(λ̃) , (3.5.29)

καθώς και η υπόθεση ότι βλ̃ = O(λ̃), οι οποίες προκύπτουν ως συνέπεια της υπόθεσης

αποσύζευξης για λ̃ = 0. Τότε, στο όριο λ̃→ 0 με χρήση της (3.5.29) προκύπτει ότι

γO1 = γλ
λ = 2∂λβ

λ + βλ∂λ ln g
(0)
λλ (3.5.30)
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και

γO2 = γλ̃
λ̃ = 2∂λ̃β

λ̃ + βλ∂λ ln g
(0)

λ̃λ̃
. (3.5.31)

΄Ετσι, στο όριο αυτό προκύπτει η αρχική λ-παραμορφωμένη θεωρία με μία μόνο παράμετρο

ζεύξης λ, δηλαδή η (3.5.12) χωρίς τον τελευταίο όρο. Ωστόσο, το κέρδος από αυτή τη

διαδικασία είναι ότι με αυτόν τον τρόπο, προκύπτει μία επιπλέον έκφραση για την ανώμαλη

διάσταση του τελεστή O2, το οποίο ήταν και το ζητούμενο. Σημειώνεται ότι για τα στοιχεία

της μετρικής Zamolodchokov μόνο οι όροι μηδενικής τάξης g
(0)
ii του αναπτύγματος για k →

∞ χρειάζονται, εφόσον οι β-συναρτήσεις στις (3.5.30) και (3.5.31) είναι ήδη τάξης O(1/k).

Επιπροσθέτως, ακόμα και ο συνολικός συντελεστής μπροστά από τις ακριβείς τους εκφράσεις

μέχρι αυτήν την τάξη είναι άνευ σημασίας για το τελικό αποτέλεσμα. Συγκεκριμέμα, για την

υπό μελέτη περίπτωση, χρησιμοποιώντας την (Ηʹ.8) προκύπτει

g
(0)
λλ =

dimG

(1− λ2)2
, g

(0)

λ̃λ̃
∼ 1

1− λ2
. (3.5.32)

Τότε, από την (3.5.30) συνεπάγεται η ανώμαλη διάσταση για τον σύνθετο τελεστή

γJ+J− = −2cG
k

λ(1− λ(1− λ))

(1− λ)(1 + λ)3
, (3.5.33)

η οποία έχει υπολογισθεί και στην [44] με τη χρήση της ίδιας γεωμετρικής μεθόδου. Επι-

πλέον, ο υπολογισμός του δεξιού μέλους της εξίσωσης (3.5.31) αναπαράγει το αποτέλεσμα

γJ+ =
cG
k

λ2

(1− λ)(1 + λ)3
. (3.5.34)

για την ανώμαλη διάσταση του απλού J+, η οποία πρώτη φορά υπολογίσθηκε στην [44]

χρησιμοποιώντας τις συμμετρίες του χώρου των παραμέτρων ζεύξης

k → −k , λ→ 1

λ
, (3.5.35)

σε συνδυασμό με αποτελέσματα από την εφαρμογή της θεωρίας διαταραχών σε χαμηλές

τάξεις ως προς την παράμετρο λ.

Στην συνέχεια εφαρμόζεται η ίδια μεθοδολογία για των υπολογισμό των ανώμαλων δια-

στάσεων πιο σύνθετων τελεστών στο απλά παραμορφωμένο λ-πρότυπο.
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3.5.2 Η ανώμαλη διάσταση σύνθετων τελεστών ρευμάτων

Στην ενότητα αυτή γενικεύεται ο προηγούμενος φορμαλισμός προκειμένου να γίνει δυνατός

ο υπολογισμός των ανώμαλων διαστάσεων για γενικούς σύνθετους τελεστές της μορφής

O(m,n) = Sa1...am;b1...bnJ
a1
+ . . . Jam+ J b1− . . . J

bn
− . (3.5.36)

Εκ κατασκευής, ο τανυστικός συντελεστής Sa1...am;b1...bn πρέπει να είναι συμμετρικός στους

πρώτους m και τους τελευταίους n δείκτες ξεχωριστά. Ωστόσο, δεν υπάρχει καμία ιδιότη-

τα συμμετρίας που να συνδέει τα ai και τα bi. Ο τανυστής αυτός μπορεί να αναλυθεί σε

μη-αναγωγίσιμες αναπαραστάσεις της ομάδας G. ΄Οπως συνέβη και στην προηγούμενη πε-

ρίπτωση για το απλό ρεύμα, έτσι κι εδώ, παρουσία της αλληλεπίδρασης ο τελεστής O(m,n)

θα αντικατασταθεί από τον ενδεδυμένο τελεστή O(m,n)
λ του οποίου η μορφή παρουσιάζεται

στη συνέχεια.

Σημείο αφετηρίας τώρα είναι η δράση (3.5.2) αλλά με τον s-όρο της δεύτερης σειράς α-

ντικατεστημένο από

ks

π

∫
d2σ Sa1...am;b1...bn(g̃−1D+g̃)a1 . . . (g̃−1D+g̃)am(g̃−1D−g̃)b1 . . . (g̃−1D−g̃)bn , (3.5.37)

επί έναν παράγοντα (−1)m+n+1
ο οποίος παραλείπεται προκειμένου οι εκφράσεις που ακο-

λουθούν να είναι όσο το δυνατόν πιο απλές. Η δράση αυτή είναι επίσης αναλλοίωτη κάτω

από μετασχηματισμούς βαθμίδας, και η συνθήκη επιλογής βαθμίδας g̃ = 1 οδηγεί στη δράση

Sk,λ,s(g, A±) = Sk(g) +
k

π

∫
d2σ Tr

(
A−∂+gg

−1 − A+g
−1∂−g + A−gA+g

−1
)

− k

π

∫
d2σ

(
λ−1Tr

(
A+A−

)
+ sA(m,n)

+−

)
,

(3.5.38)

με τα A(m,n)
+− να είναι

A(m,n)
+− = Sa1...am;b1...bnA

a1
+ . . . Aam+ Ab1− . . . A

bn
− . (3.5.39)

Οι εξισώσεις της (3.5.38) ως προς τα A− και A+ είναι

D+g g
−1 = (λ−1 − 1)A+ + nsA(m,n′)

+− ,

g−1D−g = −(λ−1 − 1)A− −msA(m′,n)
+− ,

(3.5.40)
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όπου έχουν ορισθεί τα ανύσματα A(m,n′)
+− και A(m′,n)

+− με στοιχεία(
A(m′,n)

+−
)
a

= Sa···am−1;b1...bnA
a1
+ . . . A

am−1

+ Ab1− . . . A
bn
− ,(

A(m,n′)
+−

)
b

= Sa1...am;b...bn−1A
a1
+ . . . Aam+ Ab1− . . . A

bn−1

− .
(3.5.41)

΄Ετσι, οι τόνοι υποδεικνύουν ότι ένας από τους δείκτες δεν είναι συναιρεμένος και έχει πα-

ραμείνει ανοιχτός στον αντίστοιχο τανυστικό συντελεστή.

Διαφορίζοντας τη δράση ως προς τα στοιχεία της ομάδας g ∈ G, προκύπτουν οι ίδιες

εξισώσεις κίνησης (3.5.7) εφόσον ο s-όρος της (3.5.38) δεν εξαρτάται από αυτά. Αντικαθι-

στώντας τις συνθήκες (3.5.40) στην (3.5.7) προκύπτουν οι εξισώσεις κίνησης

λ−1∂+A− − ∂−A+ = λ−1[A+, A−]−msD+A(m′,n)
+− ,

λ−1∂−A+ − ∂+A− = −λ−1[A+, A−]− n sD−A(m,n′)
+− ,

(3.5.42)

όπου οι συναλλοίωτες παράγωγοι δρούν με τον σύνηθη τρόπο D+A(m′,n)
+− = ∂+A(m′,n)

+− −
[A+,A(m′,n)

+− ] και D−A(m,n′)
+− = ∂+A(m,n′)

+− − [A−,A(m,n′)
+− ]. Σαν αποτέλεσμα, οι εξισώσεις

κίνησης αυτές μπορουν να γραφούν αποκλειστικά σε όρους των πεδίων βαθμίδας.

Το επόμενο βήμα είναι η εύρεση μιας κλασικής λύσης που να ικανοποιεί τις (3.5.40) και

(3.5.42) οι οποίες, στην προκειμένη περίπτωση είναι μη-γραμμικές. Το γεγονός αυτό καθι-

στά τη λύση τους αρκετά πιο δύσκολη σε σχέση με την απλή περίπτωση της προηγούμενης

υποενότητας. Παρόλα αυτά όμως, εφόσον σκοπός είναι στο τέλος να τεθεί η παράμετρος

ζεύξης s ίση με μηδέν, αρκεί να βρεθεί μια συμβατή λύση μέχρι τάξη O(s). Αυτή είναι η

A+ = i
(
λ−11−D

)−1
J+ − ns

(
λ−11−D

)−1A(m,n′)
+− +O(s2) ,

A− = −i
(
λ−11−DT

)−1
J− −ms

(
λ−11−DT

)−1A(m′,n)
+− +O(s2) .

(3.5.43)

Τονίζεται εδώ ότι στον δεύτερο όρο κάθε μίας από τις πάνω σχέσεις, πρέπει να χρησιμοποι-

ηθούν οι ορισμοί της σχέσης (3.5.41) για τα πεδία βαθμίδας, αλλά μόνο μέχρι την πρώτη

τάξη ως προς την παράμετρο s. Ο λόγος είναι ότι οι όροι αυτοί είναι ήδη πολλαπλασιασμένοι

με s και άρα γραμμικοί σε αυτήν παράματρο, γεγονός που αρκεί για την περίπτωση s = 0

που θα θεωρηθεί μετά το πέρας των υπολογισμών. Αντικαθιστώντας στη δράση (3.5.38)

προκύπτει ότι

S = Sk(g) +
k

π

∫
d2σ J+(λ−11−DT )−1J− −

ks

π

∫
d2σ A(m,n)

+− +O(s2) , (3.5.44)

όπου όπως και πριν, σταA(m,n)
+− πρέπει να αντικατασταθούν μόνο οι μηδενικής τάξης (ως προς

s) όροι των πεδίων βαθμίδας (3.5.43). Οι δύο πρώτοι όροι της (3.5.44) αντιστοιχούν στη
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δράση του λ-παραμορφωμένου σ-προτύπου, όπως γινόταν και στην (3.5.12). Από την πάνω

δράση προκύπτει επίσης η μορφή του λ-ενδεδυμένου O(m,n)
τελεστή της (3.5.36). Αυτός

είναι ο

O(m,n)
λ = A(m,n)

+− = Sa1...am;b1...bnA
a1
+ . . . Aam+ Ab1− . . . A

bn
− , (3.5.45)

όπου χρησιμοποιήθηκε ο ορισμός (3.5.39). Είναι προφανές ότι για μικρές τιμές του λ, ο

O(m,n)
λ ανάγεται στον τελεστή O(m,n)

της (3.5.36) με μία λ-εξαρτώμενη σταθερά αναλογίας,

η οποία όμως δεν επηρεάζει τις ανώμαλες διαστάσεις του τελεστή.

Πρέπει να σημειωθεί εδώ ότι η (3.5.44) παραμένει αναλλοίωτη κάτω από τον γενικευμένο

μετασχηματισμό k → −k, λ→ λ−1
, g → g−1

, s→ sλm+n
, ο οποίος σε όρους της ενεργούς

παραμέτρου ζεύξης γράφεται ως

k → −k, λ→ λ−1, g → g−1, λ̃→ λ̃/λm+n . (3.5.46)

Η συμμετρία αυτή θα πρέπει να αντανακλάται σε όλες τις φυσικές ποσότητες. Συνεπώς,

όσον αφορά το στοιχείο μήκους

ds2 = Gλλdλ
2 +Gλ̃λ̃dλ̃

2 + 2Gλλ̃dλdλ̃ , (3.5.47)

αυτό θα πρέπει να παραμένει αναλλοίωτο μέχρι πρώτη τάξη ως προς το λ̃ κάτω από το μετα-

σχηματισμό (3.5.46). Η μελέτη γίνεται για το λ̃ = 0 όριο, στο οποίο η Gλλ̃ όντας γραμμική

στο λ̃, δεν συνεισφέρει. Επιπροσθέτως, στο όριο αυτό, ο πρώτος όρος μετασχηματίζεται

ανεξάρτητα από τους υπόλοιπους και συνεπώς είναι από μόνος του αναλλοίωτος κάτω από

τον (3.5.46). Η απαίτηση αναλλοιώτητας της Gλ̃λ̃ κάτω από τον (3.5.46) συνεπάγεται τη

συνθήκη Gλ̃λ̃(λ) = λ−2m−2nGλ̃λ̃(1/λ) με έναν συνολικό παράγοντα προσήμου που δεν παίζει

ρόλο στα διάφορα αποτελέσματα. Η σχέση αυτή όντως ικανοποιείται από το στοιχείο Gλ̃λ̃

της (Ηʹ.8).

Υπολογισμός των β-συναρτήσεων

΄Οπως και πριν, επιλέγεται η παραμετροποίηση του στοιχείου ομάδας g = eσ
+θ++σ−θ− με δύο

στοιχεία θ± που ανήκουν στην Cartan υποάλγεβρα της G, ώστε J± = −iθ± και D = 1. Οι

εκφράσεις των πεδίων βαθμίδας για την πάνω λύση παίρνουν τη μορφή

A
(0)
+ =

λ

1− λ
(
θ+ − n sA(0)(m,n′)

+−
)

+O(s2) ,

A
(0)
− = − λ

1− λ
(
θ− +msA(0)(m′,n)

+−
)

+O(s2) .

(3.5.48)
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Τα πεδία A(0)(m′,n)
+− και A(0)(m,n′)

+− προκύπτουν από τον ορισμό (3.5.41) με αντικατάσταση των

A± από τις κλασικές τους τιμές και πιο συγκεκριμένα, από την αντικατάσταση s-ανεξάρτητου

όρου της (3.5.48). Επιπλέον, οι (3.5.48) πρέπει να ικανοποιούν τις (3.5.42). Αυτό εξασφα-

λίζεται εάν τα A(0)(m′,n)
+− και A(0)(m,n′)

+− ανήκουν στην Cartan υποάλγεβρα επίσης, όμοια με

τα θ±. Αυτό ισχύει για την παραπάνω επιλογή υποβάθρου διότι τα στοιχεία των τανυστών

Saa1...am−1;b1...bn και Sa1...am;bb1...bn−1 μηδενίζονται εάν τα ai και bj είναι δείκτες στην Cartan

υποάλγεβρα, εκτός και αν τα a και b είναι επίσης Cartan δείκτες.

Είναι πλέον δυνατός ο υπολογισμός της δράσης (3.5.44) για την κλασική λύση (3.5.48).

Σε πρώτη τάξη ως προς s προκύπτει

L(0) = − k

2π

(
1 + λ

1− λ
θ+θ− + 2s (−1)n

( λ

1− λ

)m+n

θ
(m,n)
+−

)
+O(s2) , (3.5.49)

όπου χρησιμοποιήθηκε ο ανάλογος της (3.5.39) ορισμός

θ
(m,n)
+− = Sa1...am;b1...bnθ

a1
+ . . . θam+ θb1− . . . θ

bn
− . (3.5.50)

Σημειώνεται ότι για m = 1, n = 0, η (3.5.49) ανάγεται στην (3.5.14). Στη συνέχεια

υπολογίζονται οι διακυμάνσεις της (3.5.42) γύρω από την κλασική λύση μέχρι πρώτη τάξη

ως προς s και το αποτέλεσμα για τη πρώτη εξίσωση της (3.5.42) είναι(
− λδab∂− − (Ã

(0)
− )ab +m(m− 1)sλ

(
A(0)(m′′,n)

+−
)
ab
∂+ − imsλfabc

(
A(0)(m′,n)

+−
)
c

+m(m− 1)sλ(Ã
(0)
+ )ac

(
A(0)(m′′,n)

+−
)
cb

)
δAb+ (3.5.51)

+
(
δab∂+ + (Ã

(0)
+ )ab +mnsλ

(
A(0)(m′,n′)

+−
)
ab
∂+ +mnsλ(Ã

(0)
+ )ac

(
A(0)(m′,n′)

+−
)
cb

)
δAb− = 0 .

΄Ομοια, οι διακυμάνσεις για την δεύτερη εξίσωση της (3.5.42) δίνουν(
− λδab∂+ − (Ã

(0)
+ )ab + n(n− 1)sλ

(
A(0)(m,n′′)

+−
)
ab
∂− − insλfabc

(
A(0)(m,n′)

+−
)
c

+ n(n− 1)sλ(Ã
(0)
− )ac

(
A(0)(m,n′′)

+−
)
cb

)
δAb− (3.5.52)

+
(
δab∂− + (Ã

(0)
− )ab +mnsλ

(
A(0)(m′,n′)

+−
)
ba
∂− +mnsλ(Ã

(0)
− )ac

(
A(0)(m′,n′)

+−
)
bc

)
δAb+ = 0 ,

και έχουν επίσης ορισθεί οι ποσότητες(
A(m′′,n)

+−
)
ab

= Saba1...am−2;b1...bnA
a1
+ . . . A

am−2

+ Ab1− . . . A
bn
− ,(

A(m,n′′)
+−

)
ab

= Sa1...am;abb1...bn−2A
a1
+ . . . Aam+ Ab1− . . . A

bn−2

− ,(
A(m′,n′)

+−
)
ab

= Saa1...am−1;bb1...bn−1A
a1
+ . . . A

am−1

+ Ab1− . . . A
bn−1

− ,

(3.5.53)
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στις οποίες όπως και προηγουμένως οι τόνοι υποδεικνύουν ότι δύο δείκτες του τανυστή S

δεν είναι συναιρεμένοι. Οι εξισώσεις (3.5.51) και (3.5.52) των διακυμάνσεων μπορουν να

ξαναγραφούν στη μορφή (3.5.17) με D̂ = Ĉ + F̂ . Περνώντας στον χώρο ορμών προκύπτει

Ĉ = Ĉ0 + s Ĉ1 , F̂ = F̂0 + s F̂1 , (3.5.54)

όπου

Ĉ0 =

(
−λp+ p−

p+ −λp−

)
, F̂0 =

(
−Ã(0)

+ Ã
(0)
−

Ã
(0)
+ −Ã(0)

−

)
(3.5.55)

και

Ĉ1 =

(
−λE p− λB p−

λ B̃ p+ −λ Ẽ p+

)
, F̂1 =

(
−λF λC

λ C̃ −λ F̃

)
. (3.5.56)

Κάθε ένα από τα στοιχεία των πινάκων (3.5.55) και (3.5.56) είναι από μόνο του ένας πίνακας

με δύο δείκτες. Πιο αναλυτικά, τα διάφορα στοιχεία είναι

Bab = mn
(
A(0)(m′,n′)

+−
)
ba
, Eab = −n(n− 1)

(
A(0)(m,n′′)

+−
)
ab
,

B̃ab = mn
(
A(0)(m′,n′)

+−
)
ab
, Ẽab = −m(m− 1)

(
A(0)(m′′,n)

+−
)
ab
,

Fab = −n(n− 1)(Ã
(0)
− )ac

(
A(0)(m,n′′)

+−
)
cb

+ infabc
(
A(0)(m,n′)

+−
)
c
,

F̃ab = −m(m− 1)(Ã
(0)
+ )ac

(
A(0)(m′′,n)

+−
)
cb

+ imfabc
(
A(0)(m′,n)

+−
)
c
,

Cab = mn(Ã
(0)
− )ac

(
A(0)(m′,n′)

+−
)
bc
, C̃ab = mn(Ã

(0)
+ )ac

(
A(0)(m′,n′)

+−
)
cb
.

(3.5.57)

΄Εχοντας τις εκφράσεις αυτές, είναι δυνατός ο άμεσος υπολογισμός του ίχνους του πίνακα

(Ĉ−1F̂ )2
της (3.5.21), κρατώντας μόνο όρους που θα δώσουν μη-μηδενική συνεισφορά μετά

της ολοκλήρωση ως προς την γωνία των πολικών συντεταγμένων. Η ολοκλήρωση αυτή θα

συνεισφέρει κατά έναν επιπλέον συντελεστή 2π και τελικά υπολογίζεται ότι

Tr(Ĉ−1F̂ )2 = Tr(Ĉ−1
0 F̂0)2

+ 2s
(

Tr(Ĉ−1
0 F̂0Ĉ

−1
0 F̂1)− Tr

(
(Ĉ−1

0 F̂0)2Ĉ−1
0 Ĉ1

))
+O(s2) .

(3.5.58)

Υπολογίζοντας ξεχωριστά κάθε ένα από τα ίχνη του δεξιού μέλους της (3.5.58) προκύπτει

Tr(Ĉ−1
0 F̂0)2 = −8cG

r2

λ2

(1− λ2)2
θ+θ− −

8(m+ n)cGλs

r2(1− λ)(1 + λ)2
A(0)(m,n)

+− , (3.5.59)

και

Tr(Ĉ−1
0 F̂0Ĉ

−1
0 F̂1) =

4λ

r2(1− λ)(1 + λ)2

(
Tr
(
Ã

(0)
− F + Ã

(0)
+ F̃

)
− λTr(Ã

(0)
+ C + Ã

(0)
− C̃)

)
,

(3.5.60)



3.5. Ακριβή αποτελέσματα με τη χρήση της

γεωμετρίας του χώρου των σταθερών ζεύξης 173

ενώ το τελευταίο ίχνος ισούται με

Tr((Ĉ−1
0 F̂0)2Ĉ−1

0 Ĉ1) =
4λ

r2(1− λ)(1 + λ)3

(
Tr
(
B̃Ã

(0)
− Ã

(0)
+ + ẼÃ

(0)
+ Ã

(0)
+

+ EÃ
(0)
− Ã

(0)
− +BÃ

(0)
+ Ã

(0)
− )− λTr(BÃ

(0)
− Ã

(0)
+ + B̃Ã

(0)
+ Ã

(0)
− )
)
.

(3.5.61)

΄Οπως και προηγουμένως, τα διάφορα ίχνη που εμφανίζονται στις (3.5.60) και (3.5.61) υπο-

λογίζονται ανά περίπτωση, εφόσον το αποτέλεσμα εξαρτάται από την μορφή του τελεστή που

έχει επιλεγεί και την συγκεκριμένη μορφή του αντίστοιχου τανυστή S για κάθε περίπτωση.

Φαίνεται εύκολα ότι για μικρό s, στον τελευταίο όρο της (3.5.44) ισχύει A(m,n)
+− ∼ O(m,n)

.

΄Ετσι, η δράση του σ-προτύπου (3.5.44) για μικρές τιμές των λ και s προσεγγίζεται από την

S = Sk(g) +
k

π

∫
d2σ
(
λJa+J

a
− + λ̃O(m,n)

)
+ · · · , (3.5.62)

όπου έχει χρησιμοποιηθεί η ενεργός παράμετρος ζεύξης

λ̃ ∼ sλm+n . (3.5.63)

Αυτή είναι ένα ανάλογο της (3.5.26) για την περίπτωση του απλού ρεύματος. Συνεπώς, πα-

ίρνοντας το όριο λ̃→ 0 είναι δυνατός ο υπολογισμός της ανώμαλης διάστασης του τελεστή

O(m,n)
λ .

Αυτό γίνεται εφαρμόζοντας την (3.5.31), όπου η βλ̃ τώρα αντιστοιχεί στην καινούρια πα-

ράμετρο ζεύξης και τα στοιχεία της μετρικής είναι

g
(0)

λ̃λ̃
∼ 1

(1− λ2)m+n
. (3.5.64)

Ο συνολικός συντελεστής αναλογίας δεν επηρεάζει το αποτέλεσμα της ανώμαλης διάστασης

και μπορεί να βρεθει στο παράρτημα Η΄ όπου υπολογίζεται αναλυτικά η μετρική αυτή. Πλέον,

μένει μόνο ο υπολογισμός της βλ̃, ο οποίος όμως είναι δύσκολος εν γένει, εφόσον για έναν

αυθαίρετο τανυστή S στον τελεστή της (3.5.36) αναμένεται να υπάρχει μίξη των τελεστών

κάτω από τη ροή της ομάδας επανακανονικοποίησης, ακόμα και αν αυτός αντιστοιχεί σε

μη-αναγωγίσιμη αναπαράσταση της G.

Στην επόμενη παράγραφο μελετώνται σημαντικές περιπτώσεις για τις οποίες δεν συμβαίνει

μίξη των τανυστών και υπολογίζονται οι ανώμαλες διαστάσεις τους.

Στο σημείο αυτό αναφέρονται δύο πιθανοί προβληματισμοί που μπορεί να υπάρχουν. Αρχι-
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κά, η μέθοδος του πεδίου υποβάθρου υπό την παρουσία των εν γένει μη-σχετικών τελεστών

O(m,n)
μπορεί να παρουσιάζει ασυνέπειες. Ωστόσο, στην υπό μελέτη περίπτωση, σκοπός δεν

είναι η εξαγωγή αποτελεσμάτων ως προς την παράμετρο λ̃ σε όλες τις τάξεις της θεωρίας

διαταραχών, αλλά μέχρι μόνο την πρώτη τάξη για μικρές τιμές του. Επιπλέον, θα πρέπει να

είναι μαθηματικά συνεπές η επιλογή λ̃ = 0. Στα παραδείγματα που θα ακολουθήσουν είναι

εμφανές ότι η επιλογή αυτή είναι πράγματι συμβατή παρόλο που εμπλέκονται μη-σχετικοί

τελεστές, όπως ήταν συμβατή και για την περίπτωση του απλού ρεύματος.

΄Ενας δεύτερος προβληματισμός που μπορεί να προκύψει, σχετίζεται με την υπόθεση για

την μορφή της (3.5.37). Είναι προφανές ότι αυτή δεν είναι η πιο γενική μορφή που μπορεί

να έχει ένας αναλλοίωτος κάτω από μετασχηματισμούς βαθμίδας τανυστής. Θα μπορούσε

να προστεθεί έναντι αυτού, ένας άλλος όρος με πολλαπλές συναλλοίωτες παραγώγους που

θα δρούσαν στα στοιχεία της ομάδας g̃ ή/και στην 2-μορφή F+−. Μετά από την επιλο-

γή της βαθμίδας g̃ = 1 τέτοιοι όροι θα δημιουργούσαν τελεστές που θα συμπεριφέρονταν

σαν απόγονα πεδία (descendant-like operators) με παραγώγους της μορφής ∂+A± και με-

ταθέτες [A+, A−] για τα πεδία βαθμίδας. Τότε, για μικρές τιμές του λ, οι όροι αυτοί θα

αντιστοιχούν σε παραγωγίσεις ρευμάτων ∂+J± και σχέσεις μετάθεσης μεταξύ τους [J+, J−].

Οι τελεστές που θα προέκυπταν με m(n) στον αριθμό χειραλικά (αντι-χειραλικά) ρεύματα

και παραγώγους ∂+(∂−) μπορούν εν γένει να εμφανίζουν μίξη με τον τελεστή της (3.5.36).

Μέσω της χρήση θεωρίας διαταραχών αποδεικνύεται ότι μια τέτοια μίξη δεν εμφανίζεται

μέχρι την τάξη O(1/k), αλλά δεν αποκλείεται να υπάρχει σε υψηλότερη τάξη. Ο λόγος

που συμβαίνει αυτό είναι ο εξής: ΄Εστω σχηματικά η γενική αλληλεπικάλυψη 〈OiOj〉, όπου
Oi ∈ {O(m,n), Õ(m,n)} με τους Õ(m,n)

να είναι τελεστές τύπου απογόνων. Η αλληλεπικάλυψη

είναι της μορφής

〈Oi(x1)Oj(x2)〉 =
1

x2m
12 x̄

2n
12

(
Aij +Bij ln

ε2

|x12|2

)
, (3.5.65)

με τους πίνακες Α,Β να έχουν την ακόλουθη εξάρτηση από το k στο ανάπτυγμα για k � 1

A =

(
O(1) O(1/

√
k)

O(1/
√
k) O(1)

)
, B =

(
O(1/k) O(1/k3/2)

O(1/k3/2) O(1/k)

)
. (3.5.66)

Ο πίνακας της ανώμαλης διάστασης τότε δίνεται από τη σχέση γ = A−1B και συνεπώς, δεν

υπάρχει μίξη εφόσον τα μη-διαγώνια στοιχεία της είναι τάξης O(1/k3/2) και για την παρούσα

ανάλυση δεν λαμβάνονται υπόψιν.



3.5. Ακριβή αποτελέσματα με τη χρήση της

γεωμετρίας του χώρου των σταθερών ζεύξης 175

Σημαντικά παραδείγματα

Στην παράγραφο αυτή μελετώνται κάποια σημαντικά παραδείγματα τελεστών που στο UV

όριο συντίθενται αποκλειστικά από έναν αριθμό χειραλικών ρευμάτων, καθώς επίσης και

μικτών τελεστών που περιλαμβάνουν τόσο χειραλικά, όσο και αντι-χειραλικά ρεύματα. Για

τους τελεστές της δεύτερης κατηγορίας, εμφανίζεται εν γένει μίξη που σχετίζεται με την θε-

ωρία αναπαραστάσεων των αντίστοιχων τελεστών. Για την περίπτωση του σύνθετου τελεστή

που περιλαμβάνει δύο χειραλικά J+ και ένα αντι-χειραλικό J− ρεύμα όμως, δεν εμφανίζεται

τετοιου είδους μίξη.

Οι υπολογισμοί που ακολουθούν είναι εστιασμένοι στην περίπτωση της ομάδας SU(N),

για την οποία μερικές χρήσιμες σχέσεις παρουσιάζονται στο παράρτημα Θ΄.

• Ο χειραλικός τελεστής O(m,n)

Σαν πρώτο παράδειγμα εξετάζεται ο τελεστής που στο σύμμορφο σημείο έχει τη μορφή

O(m,0) = d(m)
a1...am

Ja1
+ . . . Jam+ , (3.5.67)

όπου ο d
(m)
a1...am είναι ο πλήρως συμμετρικός, τάξης m τανυστής της SU(N). Στο σύμ-

μορφο σημείο ο τελεστής της (3.5.67) αντιστοιχεί σε ένα πρωτεύον πεδίο διάστασης

m [93] με m > 3, ενώ για m = 2 το πεδίο αυτό είναι ανάλογο του τανυστή ενέργειας-

ορμής. Η λ-ενδεδυμένη μορφή του τελεστή (3.5.67) δίνεται από την (3.5.45) με n = 0.

Για τους τελεστές που έχουν τη μορφή (3.5.67) δεν εμφανίζεται μίξη τους με άλλους

τελεστές όπως θα φανεί στη συνέχεια, και επιπλέον απλοποιήσεις προκύπτουν στην

εφαρμογή της μεθόδου για τον υπολογισμό των β-συναρτήσεων και των ανώμαλων δια-

στάσεών τους. Πράγματι, οι περισσότεροι από τους πίνακες της (3.5.57) μηδενίζονται,

και για τα μη-μηδενικά ίχνη που εμφανίζονται στις (3.5.60) και (3.5.61), προκύπτουν

Tr(Ã
(0)
+ F̃ ) = m

(
cG + (m− 1)∆m

)
A(0)(m,0)

+− = 0 ,

Tr(ẼÃ
(0)
+ Ã

(0)
+ ) = m(m− 1)∆mA(0)(m,0)

+− = −mcGA(0)(m,0)
+− ,

(3.5.68)

όπου στα τελευταία βήματα χρησιμοποιήθηκε η (Θʹ.11) η οποία είναι έγκυρη για m =

2, 3, . . . . Τότε, η (3.5.21) με την (3.5.49) υπολογισμένη για n = 0 δίνεται από τη
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σχέση

− Leff = − k

2π

(
1 + λ

1− λ
θ+θ− + 2

λ̃

(1− λ)m
θ

(m,0)
+−

)

− cG
2π

λ2

(1− λ2)2
lnµ2

(
θ+θ− +

mλ̃

(1− λ)m−1(1 + λ)
θ

(m,0)
+−

)
+O(λ̃2) ,

(3.5.69)

με την ενεργό παράμετρο ζεύξης να είναι λ̃ ∼ sλm. στη συνέχεια, απαιτώντας

∂lnµ2Leff = 0 προκύπτει σε πρώτη τάξη ως προς το 1/k η έκφραση της βλ (3.5.23)

καθώς και η

βλ̃ =
cG
2k

mλ̃λ3

(1− λ)(1 + λ)3
+O(λ̃2) . (3.5.70)

Χρησιμοποιώντας την (3.5.31) σε συνδυασμό με τη μετρική (3.5.64) για n = 0, προ-

κύπτει τελικά ότι

γO(m,0)
λ

= 0 . (3.5.71)

Μια παρατήρηση εδώ είναι ότι για την περίπτωση του m = 1 η (Θʹ.11) δεν μπορεί

να εφαρμοστεί και το αποτέλεσμα για τις ανώμαλες διαστάσεις είναι αυτό του απλού

ρεύματος της (3.5.34).

Το αποτέλεσμα της (3.5.71) είναι ισχυρό και έχει μια απλή εξήγηση. Η λ-παραμορφωμένη

δράση έχει δύο καλώς ορισμένα όρια για k →∞. Αυτά είναι το μη-Αβελιανό Τ-δυικό

και το ψευδοδυϊκό για λ → 1,−1 με τρόπο τέτοιο ώστε οι ποσότητες k(1 − λ) και

k(1+λ)3
να παραμένουν πεπερασμένες [38, 44]. Η παραπάνω δήλωση, υποδεικνύει ότι

η ανώμαλη διάσταση για οποιονδήποτε τελεστή O πρέπει να έχει τη γενική μορφή

γO =
cG
k

λnf(λ)

(1− λ)(1 + λ)3
, (3.5.72)

όπου το n είναι ένας μη-αρνητικός ακέραιος του οποίου οι τιμές εξαρτώνται από τον

κυρίαρχο όρο του διαταρακτικού ως προς λ αποτελέσματος, ή είναι μηδέν εάν ο τελε-

στής έχει από μόνος του ένα
1
k
ανάπτυγμα ακόμα και στο σύμμορφο σημείο για λ = 0.

Η συνάρτηση f(λ) είναι αναλυτική στο λ. Επιπλέον, η συμμετρία (3.5.35) πρέπει να

αντανακλάται στην ανώμαλη διάσταση του τελεστή, η οποία θα πρέπει να παραμένει

αναλλοίωτη. Αυτό το επιχείρημα εξάγει τη συνθήκη

λ2(2−n)f(1/λ) = f(λ) . (3.5.73)
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Για n = 0, 1, 2, η συνάρτηση f(λ) είναι ένα τέταρτης, δεύτερης και μηδενικής τάξης

πολυώνυμο. Ωστόσο, για n > 3 η εξίσωση (3.5.73) δεν ικανοποιείται εκτός και αν

f(λ) = 0 οδηγώντας έτσι σε μία μηδενική ανώμαλη διάσταση. Συνεπώς, αν προκύψει

μηδενικό διαταρακτικό αποτέλεσμα μέχρι τάξη O(λ2), τότε η ανώμαλη διάσταση θα

είναι μηδενική σε όλες τις τάξεις της θεωρίας διαταραχών ως προς λ. Το επιχείρημα

αυτό είναι έγκυρο μέχρι O(1/k), και παρόμοιες δηλώσεις μπορουν να γίνουν για μεγα-

λύτερες τάξεις του k-αναπτύγματος. Οι αντίστοιχοι διαταρακτικοί υπολογισμοί για το

παράδειγμα του χειραλικού τελεστή παρουσιάζονται αναλυτικά σε επόμενη υποενότητα.

΄Ενα σημαντικό σχόλιο για την περίπτωση του χειραλικού τελεστή είναι το εξής: Ο

Ja+J
a
+ τελεστής στο λ = 0 σύμμορφο σημείο, είναι ανάλογος με τη χειραλική συνι-

στώσα του αντίστοιχου τανυστή ενέργειας-ορμής. Στη λ-παραμορφωμένη θεωρία, ο

ρόλος του τανυστή ενέργειας-ορμής διαδραματίζεται από την παραμόρφωση του σύν-

θετου τανυστή Ja+J
a
+, δηλαδή τον O(2,0)

λ . ΄Ετσι,

O(2,0)
λ = A(2,0)

+− ∼ J+(1− λDT )−1(1− λD)−1J+ ∼ T++ . (3.5.74)

Η τελευταία σχέση αναλογίας με τον T++ προκύπτει μέσω του υπολογισμόυ του τανυ-

στή ενέργειας-ορμής από την λ-παραμορφωμένη δράση (3.5.12) (με s = 0). ΄Οπως και

για κάθε σ-πρότυπο, αυτός είναι κλασικά, χειραλικά διατηρούμενος, ικανοποιώντας τη

σχέση ∂−T++ = 0. Μία λιγότερο τετριμμένη δήλωση είναι ότι κλασικά, ισχύει επίσης

η ακόλουθη σειρά από χειραλικούς νόμους διατήρησης

∂−O(m,0)
λ = 0 , m = 2, 3, . . . , (3.5.75)

με αυτόν του T++ να είναι απλά ο πρώτος όρος της πάνω σειράς. Αυτό είναι μία

συνέπεια του γεγονότος ότι οι κλασικές εξισώσεις κίνησης για το λ-παραμορφωμένο

πρότυπο έρχονται στη μορφή

∂∓A± = ∓ 1

1 + λ
[A+, A−] , (3.5.76)

καθώς και της ταυτότητας (Θʹ.10) της θεωρίας ομάδων
18
. Είναι προφανές ότι και η

ανώμαλη διάσταση του τελεστή O(0,n)
λ που αποτελείται μόνο από αντιχειραλικά ρε-

ύματα είναι επίσης μηδέν. Τέλος, παρόλο που είναι λιγότερο προφανές, με παρόμοιο

τρόπο αποδεικνύεται ότι οι ανώμαλες διαστάσεις τελεστών της μορφής O(m,0)
λ O(0,n)

λ

18
Το γεγονός ότι γO(m,0) = 0 είναι συμβατό με την (3.5.75). Η εξίσωση (Θʹ.10) παύει να ισχύει σε

κβαντικό επίπεδο. Ο λόγος είναι η μορφή του τελεστή που χρησιμοποιείται, η οποία δίνεται από την (3.5.45)

με χρήση της (3.5.10) (για s = 0) και αποκτά 1/k-διορθώσεις. Αυτό είναι σε συμφωνία με το γεγονός ότι
η θεωρία δεν είναι αναλλοίωτη κάτω από σύμμορφους μετασχηματισμούς ήδη από την τάξη O(1/k).
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μηδενίζονται επίσης.

• Ο μεικτός τελεστής O(2,1)

Το επόμενο παράδειγμα που μελετάται είναι αυτό για τον μικτό τανυστή

O(2,1) = dabcJ
a
+J

b
+J

c
− , (3.5.77)

όπου ο dabc είναι ο πλήρως συμμετρικός τανυστής τρίτης τάξης της SU(N). Ο τε-

λεστής αυτός δεν αναμειγνύεται με άλλους κατά τη διάρκεια της ροής της ομάδας

επανακανονικοποίησης και η λ-ενδεδυμένη μορφή του δίνεται από την (3.5.45) για

m = 2 και n = 1. Εφόσον το πεδίο Qa = dabcJ
b
+J

c
+ είναι πρωτεύον με διάσταση

2 [93], ο τελεστής O(2,1)
στο σύμμορφο σημείο αντιστοιχεί επίσης σε ένα πρωτεύον

πεδίο με ολομορφική και αντι-ολομορφική (σε Ευκλείδιο χώρο) διάσταση ίση με 2 και

1, αντίστοιχα.

Θέτοντας το n = 1, κάποιοι από τους πίνακες της (3.5.57) μηδενίζονται ή απλοποιο-

ύνται σημαντικά. Τότε τα διάφορα ίχνη που εμφανίζονται στις (3.5.60) και (3.5.61)

υπολογίζονται να είναι

Tr(Ã
(0)
− F ) = Tr(Ã

(0)
+ F̃ ) = Tr(B̃Ã

(0)
− Ã

(0)
+ ) = −Tr(ẼÃ

(0)
+ Ã

(0)
+ )

= Tr(BÃ
(0)
− Ã

(0)
+ ) = Tr(B̃Ã

(0)
+ Ã

(0)
− ) = Tr(BÃ

(0)
+ Ã

(0)
− )

= Tr(Ã
(0)
+ C) = Tr(Ã

(0)
− C̃)

= −cG
λ3

(1− λ)3
θ

(2,1)
+− +O(s) ,

(3.5.78)

όπου έχει κρατηθεί μόνο ο όρος μηδενικής τάξης ως προς s του αποτελέσματος, διότι

οι πάνω όροι είναι ήδη πολλαπλασιασμένοι με s στην (3.5.58) (μέσω των (3.5.60) και

(3.5.61)). Τότε, η (3.5.21) με την (3.5.49) υπολογισμένη για m = 2 και n = 1 γίνεται

− Leff = − k

2π

(
1 + λ

1− λ
θ+θ− − 2

λ̃

(1− λ)3
θ

(2,1)
+−

)

− cG
2π

λ

(1− λ2)2
lnµ2

(
λθ+θ− −

λ̃(2 + λ+ 2λ2)

(1− λ)2(1 + λ)
θ

(2,1)
+−

)
+O(λ̃2) ,

(3.5.79)

όπου σε αυτή την περίπτωση η ενεργός παράμετρος ζεύξης είναι λ̃ = sλ3
. Απαιτώντας

πάλι ∂lnµ2Leff = 0 προκύπτει μέχρι πρώτη τάξη στο 1/k ανάπτυγμα η έκφραση της
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(3.5.23) για την βλ καθώς επίσης και η

βλ̃ = −cG
2k

λ̃λ
(
2− λ(2 + λ)

)
(1− λ)(1 + λ)3

+O(λ̃2) . (3.5.80)

Τέλος, χρησιμοποιώντας την (3.5.31) με την μετρική της (3.5.64) για m = 2 και n = 1

προκύπτει

γO(2,1)
λ

= −2cG
k

λ(1− λ(1− λ))

(1− λ)(1 + λ)3
, (3.5.81)

η οποία ταυτίζεται με την γJ+J− της (3.5.33).

3.5.3 λ-παραμορφώσεις με διαφορετικά επίπεδα άλγεβρας

ρευμάτων

Στην ενότητα αυτή γενικεύεται ο φορμαλισμός που παρουσιάστηκε προηγουμένως για την

περίπτωση των ανώμαλων διαστάσεων σύνθετων τελεστών ρευμάτων με τα επίπεδα της χει-

ραλικής και αντι-χειραλικής άλγεβρας να πλέον είναι διαφορετικά. Η αναλυτική κατασκευή

και οι ιδιότητες των προτύπων αυτών παρουσιάσθηκαν σε προηγούμενη ενότητα της θεω-

ρίας. Οι όροι διαταραχής που αναγκάζουν τη ροή της θεωρίας μακριά από το σύμμορφο

σημείο είναι οι J1+J2− και J2+J1−, με τους δείκτες 1 και 2 να αναφέρονται στο πρώτο ή το

δεύτερο WZW πρότυπο και στο αντίστοιχο επίπεδο άλγεβρας k1 ή k2. Το πρότυπο αυτό

απλοποιείται σημαντικά αν θεωρηθεί μηδέν η παράμετρος ζεύξης μπροστά από τον δεύτερο

όρο της παραμόρφωσης. Τότε, είναι συνεπές στα πλαίσια αυτά να μελετηθούν τελεστές που

έχουν παρόμοια μορφή με αυτούς της (3.5.36) και δίνονται από τη σχέση

O(m,n) = Sa1...am;b1...bnJ
a1
1+ . . . J

am
1+ J

b1
2− . . . J

bn
2− . (3.5.82)

΄Οπως και στην περίπτωση των συμμετρικών λ-παραμορφώσεων της προηγούμενης υποε-

νότητας, έτσι και εδώ ο συνολικός τενσοριακός συντελεστής θα πρέπει να είναι συμμετρικός

στους πρώτους m και τους τελευταίους n δείκτες ανεξάρτητα, ενώ δεν υπάρχει καμία σχέση

συμμετρίας που να συνδέει τους ai δείκτες με τους bi.

Σημείο αφετηρίας τώρα είναι η δράση (2.10.182) αλλά με το λ2 → 0 και το λ1 μετονομασμένο

σε λ. Το όριο αυτό, είναι συνεπές σε κβαντικό επίπεδο στο πλάισιο της ροής της ομάδας

επανακανονικοοπίησης, και ο κυρίαρχος όρος διαταραχής για μικρό λ είναι ο J1+J2−. Τότε,

ο τελευταίος όρος της πρώτης γραμμής της σχέσης (2.10.182) παραμένει πεπερασμένος αν

προηγηθεί ο επαναορισμός του B± σε B± →
√
λ2B± και μετά ακολουθήσει το όριο λ2 → 0.



3.5. Ακριβή αποτελέσματα με τη χρήση της

γεωμετρίας του χώρου των σταθερών ζεύξης 180

Στο όριο αυτό, η ανάλογη της (3.5.38) ενεργός δράση, είναι

Ski,λ,s(gi, A±) =
2∑
i=1

Ski(gi) +
1

π

∫
d2σ Tr

(
k1A−∂+g1g

−1
1 − k2A+g

−1
2 ∂−g2

)
−
√
k1k2

π

∫
d2σ

(
λ−1Tr

(
A+A−

)
+ sA(m,n)

+−

)
,

(3.5.83)

όπου όπως και πριν, οι εκφράσεις των A(m,n)
+− δίνονται από την (3.5.39). Κατά τη διαδικασία

αυτή, το πεδίο βαθμίδας B± έχει αποσυζευχθεί, και αυτός είναι ο λόγος που στην πάνω

δράση έχει παραλειφθεί ο όρος Tr(B+B−) παρόλο που η παράμετρος ζεύξης του είναι μη-

μηδενική.

Οι εξισώσεις κίνησης της (3.5.83) ως προς τα A− και A+ δίνονται από τις σχέσεις

D+g1 g
−1
1 = (λ−1

0 λ−1 − 1)A+ + λ−1
0 nsA(m,n′)

+− ,

g−1
2 D−g2 = −(λ0λ

−1 − 1)A− − λ0msA(m′,n)
+− ,

(3.5.84)

όπου έχουν ορισθεί οι συναλλοίωτες παράγωγοι D+g1 = ∂+g1 − A+g1 και D−g2 = ∂−g2 +

g2A−, ενώ τα ανύσματα A(m,n′)
+− και A(m′,n)

+− είναι αυτά της (3.5.41). Επιπλέον, αντί για τις

σταθερές k1 και k2 χρησιμοποιούνται οι παράμετροι

λ0 =

√
k1

k2

, k =
√
k1k2 . (3.5.85)

Στη συνέχεια, διαφορίζοντας τη δράση ως προς τα στοιχεία ομάδας g1 και g2 προκύπτουν οι

ακόλουθες δύο εξισώσεις,

∂−(D+g1g
−1
1 )− [A−, D+g1g

−1
1 ] = F+− , ∂−(D+g2g

−1
2 ) = 0 , (3.5.86)

οι οποίες ισοδύναμα γράφονται και ως

∂+(g−1
1 D−g1) = 0 , ∂+(g−1

2 D−g2)− [A+, g
−1
2 D−g2] = F+− . (3.5.87)

Αντικαθιστώντας τώρα τους περιορισμούς (3.5.84) στις (3.5.86) και (3.5.87) συνεπάγονται

οι εξισώσεις κίνησης

λ0λ
−1∂+A− − ∂−A+ = λ0λ

−1[A+, A−]− λ0msD+A(m′,n)
+− ,

λ−1
0 λ−1∂−A+ − ∂+A− = −λ−1

0 λ−1[A+, A−]− λ−1
0 n sD−A(m,n′)

+− ,
(3.5.88)
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όπου οι συναλλοίωτες παράγωγοι δρουν μέσω του ορισμού τους όπως παρουσιάζεται κάτω

από την (3.5.42). Με τον τρόπο αυτό, οι εξισώσεις κίνησης γράφονται μόνο συναρτήσει των

πεδίων βαθμίδας, και η λύση των συνθηκών (3.5.84) ως προς αυτά δίνει

A+ = iλ0λJ1+ − nsλA(m,n′)
+− +O(s2) ,

A− = −iλ−1
0 λJ2− −msλA(m′,n)

+− +O(s2) ,
(3.5.89)

όπου στα A(m,n′)
+− και A(m′,n)

+− έχουν αντικατασταθεί πάλι μόνο οι κυρίαρχοι όροι του ορισμού

(3.5.41). Τέλος, η αντικατάσταση των πάνω λύσεων στην (3.5.83) οδηγεί στη διαταρακτική

δράση

S =
2∑
i=1

Ski(gi) +
k

π

∫
d2σ
(
λJa1+J

a
2− − sA

(m,n)
+−

)
+O(s2) . (3.5.90)

Μια σημαντική παρατήρηση εδώ είναι ότι εφόσον στο A(m,n)
+− της δράσης αυτής χρησιμοποιε-

ίται μόνο ο κυρίαρχος ως προς s όρος, η λ-ενδεδυμένη μορφή των πεδίων βαθμίδας διαφέρει

από τα αρχικά διατηρούμενα ρεύματα μόνο κατά μία τετριμμένη ολική σταθερά, σε αντίθεση

με την περίπτωση (3.5.43) της απλής λ-παραμόρφωσης. Το γεγονός αυτό, έχει ως συνέπεια

να μην αλλάζει ο τελεστής της (3.5.82) κάτω από λ-παραμορφώσεις.

Υπολογισμός των β-συναρτήσεων

Για τη συνέχεια των υπολογισμών χρειάζεται πρώτα να βρεθεί μια κλασική λύση των (3.5.88).

Ωστόσο, όπως και στις προηγούμενες περιπτώσεις, η λύση αυτή αρκεί να είναι έγκυρη μέχρι

τάξη O(s). ΄Ευκολα φαίνεται ότι η επιλογή των στοιχείων ομάδας gi = eσ
+θ

(i)
+ +σ−θ

(i)
− , i = 1, 2

με τις παραμέτρους θ
(i)
± να ανήκουν στην Cartan υποάλγεβρα της G και Ji± = −iθ(i)

± ,

αποτελεί μία τέτοια λύση. Επιπλέον, οι εκφράσεις για τα πεδία βαθμίδας υπολογισμένα σε

αυτή τη κλασική λύση είναι

A
(0)
+ = λ0λθ

(1)
+ − n s λA

(0)(m,n′)
+− +O(s2) ,

A
(0)
− = −λ−1

0 λθ
(2)
− −msλA(0)(m′,n)

+− +O(s2) ,
(3.5.91)

και στον ορισμό (3.5.41) τώρα, για τα A± χρησιμοποιούνται οι κλασικές τους εκφράσεις

(3.5.91). Επιπροσθέτως, οι (3.5.91) πρέπει να ικανοποιούν τις (3.5.88), κάτι που εξασφα-

λίζεται αν τα A(0)(m′,n)
+− και A(0)(m,n′)

+− ανήκουν στην Cartan υποάλγεβρα της G, όπως και τα

θ±. ΄Οπως αναφέρθηκε και προηγουμένως, αυτό ισχύει εφόσον τα στοιχεία Saa1...am−1;b1...bn

και Sa1...am;bb1...bn−1 του τανυστή μηδενίζονται αν τα ai και bj είναι Cartan δείκτες, ενώ τα a

ή b όχι.



3.5. Ακριβή αποτελέσματα με τη χρήση της

γεωμετρίας του χώρου των σταθερών ζεύξης 182

Η γραμμική ως προς s δράση (3.5.83) υπολογισμένη στο κλασικό υπόβαθρο (3.5.91) είναι

L(0) = − 1

2π

(
k1θ

(1)
+ θ

(1)
− + k2θ

(2)
+ θ

(2)
− + 2kλθ

(1)
+ θ

(2)
−

+ 2ks (−1)nλm−n0 λm+nθ
(m,n)
+−

)
+O(s2) ,

(3.5.92)

όπου έχει χρησιμοποιηθεί ο ακόλουθος, παρόμοιος με τον (3.5.50) ορισμός

θ
(m,n)
+− = Sa1...am;b1...bnθ

(1)a1

+ . . . θ
(1)am
+ θ(2)b1 . . . θ

(2)bn
− . (3.5.93)

Οι γραμμικές διακυμάνσεις της (3.5.88) γύρω από τη κλασική λύση είναι(
− λ−1

0 λδab∂− − (Ã
(0)
− )ab +m(m− 1)sλ

(
A(0)(m′′,n)

+−
)
ab
∂+ − imsλfabc

(
A(0)(m′,n)

+−
)
c

+m(m− 1)sλ(Ã
(0)
+ )ac

(
A(0)(m′′,n)

+−
)
cb

)
δAb+ (3.5.94)

+
(
δab∂+ + (Ã

(0)
+ )ab +mnsλ

(
A(0)(m′,n′)

+−
)
ab
∂+ +mnsλ(Ã

(0)
+ )ac

(
A(0)(m′,n′)

+−
)
cb

)
δAb− = 0

για την πρώτη σειρά της (3.5.88), ενώ όμοια για την δεύτερη σειρά της προκύπτει(
− λ0λδab∂+ − (Ã

(0)
+ )ab + n(n− 1)sλ

(
A(0)(m,n′′)

+−
)
ab
∂− − insλfabc

(
A(0)(m,n′)

+−
)
c

+ n(n− 1)sλ(Ã
(0)
− )ac

(
A(0)(m,n′′)

+−
)
cb

)
δAb− (3.5.95)

+
(
δab∂− + (Ã

(0)
− )ab +mnsλ

(
A(0)(m′,n′)

+−
)
ba
∂− +mnsλ(Ã

(0)
− )ac

(
A(0)(m′,n′)

+−
)
bc

)
δAb+ = 0 ,

όπου οι ποσότητες με τους δύο τόνους ορίζονται στην (3.5.53). Οι διακυμάνσεις αυτές

μπορούν να ξαναγραφούν στη μορφή της (3.5.17) με D̂ = Ĉ + F̂ . Στο χώρο των ορμών

προκύπτει

Ĉ = Ĉ0 + s Ĉ1 , F̂ = F̂0 + s F̂1 , (3.5.96)

με

Ĉ0 =

(
−λλ0p+ p−

p+ −λλ−1
0 p−

)
, F̂0 =

(
−Ã(0)

+ Ã
(0)
−

Ã
(0)
+ −Ã(0)

−

)
(3.5.97)

και

Ĉ1 =

(
−λE p− λB p−

λ B̃ p+ −λ Ẽ p+

)
, F̂1 =

(
−λF λC

λ C̃ −λ F̃

)
, (3.5.98)

όπου όλοι οι πίνακες που εμφανίζονται στις (3.5.97) και (3.5.98) έχουν ορισθεί στην (3.5.57).

Είναι πλέον δυνατός ο υπολογισμός του ίχνους Tr(Ĉ−1F̂ )2
της (3.5.21). Κρατώντας μόνο

όρους που δίνουν μη-μηδενική συνεισφορά μετά από την ολοκλήρωση στις γωνίες (η οποία

συνεισφέρει κατά έναν επιπλέον παράγοντα 2π), ο υπολογισμός του κάθε ίχνους που υπάρχει
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στο δεξί μέλος της (3.5.58) ξεχωριστά, συνεπάγεται

Tr(Ĉ−1
0 F̂0)2 = −8cG

r2

λ(λ− λ0)(λ− λ−1
0 )

(1− λ2)2

(
λθ

(1)
+ θ

(2)
− + (m+ n)sA(0)(m,n)

+−

)
(3.5.99)

και

Tr(Ĉ−1
0 F̂0Ĉ

−1
0 F̂1) =

4λ

r2(1− λ2)2

(
(1− λ−1

0 λ)Tr(Ã
(0)
− F ) + (1− λ0λ)Tr(Ã

(0)
+ F̃ )

+ λ(λ− λ−1
0 )Tr(Ã

(0)
+ C) + λ(λ− λ0)Tr(Ã

(0)
− C̃)

)
,

(3.5.100)

καθώς και

Tr((Ĉ−1
0 F̂0)2Ĉ−1

0 Ĉ1) =
4λ

r2(1− λ2)3

(
(λ− λ0)(λ− λ−1

0 )Tr
(
B̃Ã

(0)
− Ã

(0)
+

+ ẼÃ
(0)
+ Ã

(0)
+ + EÃ

(0)
− Ã

(0)
− +BÃ

(0)
+ Ã

(0)
−
)

− λλ0(λ− λ−1
0 )2Tr(BÃ

(0)
− Ã

(0)
+ )− λλ−1

0 (λ− λ0)2Tr(B̃Ã
(0)
+ Ã

(0)
− )
)
.

(3.5.101)

Τα διάφορα ίχνη που εμφανίζονται στις (3.5.60) και(3.5.61) πρέπει να υπολογισθούν ανά πε-

ρίπτωση, εφόσον το αποτέλεσμά τους εξαρτάται από τη μορφή του τελεστή που έχει επιλεγεί.

Για μικρές τιμές της παραμέτρου s, η δράση του σ-προτύπου (3.5.83) παίρνει τη μορφή

S =
2∑
i=1

Ski(gi) +
k

π

∫
d2σ
(
λJa1+J

a
2− + +λ̃O(m,n)

)
+ · · · , (3.5.102)

όπου ο τελεστής του τελευταίου όρου ορίζεται στην (3.5.82) και η ενεργός παράμετρος

ζεύξης στην (3.5.63).

΄Ετσι, πηγαίνοντας στο όριο λ̃ → 0 προκύπτει η ανώμαλη διάσταση του τελεστή O(m,n)

στα πλαίσια της διπλά λ-παραμορφωμένης μη-συμμετρικής θεωρίας. Αυτό επιτυγχάνεται με

εφαρμογή της (3.5.31) όπου τώρα η βλ̃ αντιστοιχεί στον τελεστή αυτόν, ενώ τα στοιχεία

την μετρικής δίνονται πάλι από την (3.5.64). Αυτό που μένει να υπολογισθεί είναι η βλ̃ και

μέσω αυτής η ανώμαλη διάσταση, κάτι που παρουσιάζεται στη συνέχεια για την περίπτωση

των δύο βασικών παραδειγμάτων που μελετήθηκαν και προηγουμένως.

Σημαντικά παραδείγματα

Στην παράγραφο αυτή υπολογίζονται οι ανώμαλες διαστάσεις των σύνθετων τελεστών για

τα δύο παραδείγματα της προηγούμενης υποενότητας, αυτή τη φορά όμως στα πλαίσια του

διπλά παραμορφωμένου λ-προτύπου με διαφορετικά επίπεδα άλγεβρας ρευμάτων.
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• Ο χειραλικός τελεστής O(m,0)

΄Εστω τελεστές της μορφής

O(m,0) = d(m)
a1...am

Ja1
1+ . . . J

am
1+ , (3.5.103)

οι οποίοι, όμοια με την (3.5.67), για m > 3 και στο σύμμορφο σημείο είναι πρωτεύοντα

πεδία διάστασης m [93], ενώ για m = 2 είναι ανάλογοι με τον τανυστή ενέργειας-

ορμής. Για n = 0 οι περισσότεροι από τους πίνακες της (3.5.57) μηδενίζονται και

οι υπολογισμοί απλοποιούνται σημαντικά. ΄Ετσι, τα αποτελέσματα που προκύπτεουν

για τα μη-μηδενικά ίχνη των (3.5.100) και (3.5.101), είναι αυτά της (3.5.68). Τότε, η

(3.5.21) με χρήση της (3.5.92) για n = 0 παίρνει τη μορφή

− Leff = − k1

2π
θ

(1)
+ θ

(1)
− −

k2

2π
θ

(2)
+ θ

(2)
− −

k

π
λθ

(1)
+ θ

(2)
− −

k

π
λ̃λm0 θ

(m,0)
+−

− lnµ2

2π

λ2

(1− λ2)2

(
cG(λ− λ0)(λ− λ−1

0 )θ
(1)
+ θ

(2)
−

+mλ̃λm0
λ− λ−1

0

1− λ2

(
cG(1− λ2) + ∆m(m− 1)(1− λ0λ)

)
θ

(m,0)
+−

)
+O(λ̃2) ,

(3.5.104)

όπου όπως και πριν, το λ̃ = sλm αντιστοιχεί στην ενεργό παράμετρο ζεύξης. Στη

συνέχεια, απαιτώντας ∂lnµ2Leff = 0 προκύπτει σε πρώτη τάξη ως προς 1/k η έκφραση

της βλ (2.10.199) για την περίπτωση διαφορετικών επιπέδων άλγεβρας [40]

βλ = −cG
2k

λ2(λ− λ0)(λ− λ−1
0 )

(1− λ2)2
, (3.5.105)

καθώς επίσης και η β-συνάρτηση για την ενεργό παράμετρο λ̃

βλ̃ = −
mλ2(λ− λ−1

0 )
(
cG(1− λ2) + (m− 1)∆m(1− λλ0)

)
λ̃

2k(1− λ2)3
+O(λ̃2) . (3.5.106)

Τέλος, από την (3.5.31) με χρήση της μετρικής (3.5.64) για n = 0 προκύπτει για την

ανώμαλη διάσταση

γO(m,0) =
(
cG + (m− 1)∆m

)mλ2(1− λλ0)2

k1(1− λ2)3
. (3.5.107)

Αμέσως φαίνεται ότι για m > 2 η ανώμαλη διάσταση των χειραλικών τελεστών μηδε-
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νίζεται λόγω της ταυτότητας (Θʹ.11) της θεωρίας ομάδων και συνεπώς

γO(m,0) = 0 , m = 2, 3, . . . , (3.5.108)

όπως είχε προκύψει και για την περίπτωση των ίσων επιπέδων άλγεβρας.

Ωστόσο, για την περίπτωση ενός μόνο χειραλικού ρεύματος, δηλαδή για m = 1, η

ταυτότητα (Θʹ.11) δεν ισχύει, και η (3.5.107) δίνει το αποτέλεσμα

γO(1,0) =
cGλ

2(λ− λ−1
0 )2

k2(1− λ2)3
, (3.5.109)

το οποίο είναι σε πλήρη συμφωνία με την ανώμαλη διάσταση του χειραλικού ρευματος

που παρουσιάζεται στην θεωρία και έχει υπολογιστεί στην (2.10.144) (με k2 = kR)

και την (2.9) της [45].

Σημειώνεται εδώ ότι εφόσον οι εξισώσεις κίνησης μπορούν να έρθουν στη μορφή

∂∓A± = ∓1− λ±1
0 λ

1− λ2
[A+, A−] , (3.5.110)

ισχύει πάλι ο κλασικός νόμος διατήρησης (3.5.75).

Τέλος, εφαρμόζοντας τα ίδια βήματα, εύκολα αποδεικνύεται ότι και οι σύνθετοι τε-

λεστές που αποτελούνται από έναν αυθαίρετο αριμθό J2− ρευμάτων, έχουν επίσης

μηδενική ανώμαλη διάσταση. Αυτό ισχύει επίσης τετριμμένα και για σύνθετους τελε-

στές που συντίθεται από έναν αυθαίρετο αριθμό J2+ ή J1− ρευμάτων, εφόσον αυτά

τα δύο ρεύματα δεν εμφανίζονται στον τελεστή J1+J2− που παραμορφώνει την αρχική

σύμμορφη θεωρία πεδίου.

• Ο μικτός τελεστής O(2,1)

΄Εστω τώρα ο μικτός τελεστής

O(2,1) = dabcJ
a
1+J

b
1+J

c
2− , (3.5.111)

όπου ο dabc είναι ο πλήρως συμμετρικός τανυστής τρίτης τάξης της SU(N). Για τα
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διάφορα ίχνη που εμφανίζονται στην (3.5.60) και την (3.5.61) υπολογίζεται ότι

Tr(Ã
(0)
− F ) = Tr(Ã

(0)
+ F̃ ) = Tr(B̃Ã

(0)
− Ã

(0)
+ ) = −Tr(ẼÃ

(0)
+ Ã

(0)
+ )

= Tr(BÃ
(0)
− Ã

(0)
+ ) = Tr(B̃Ã

(0)
+ Ã

(0)
− ) = Tr(BÃ

(0)
+ Ã

(0)
− )

= Tr(Ã
(0)
+ C) = Tr(Ã

(0)
− C̃)

= −cGλ0λ
3θ

(2,1)
+− +O(s) ,

(3.5.112)

όπου παρουσιάζεται μόνο η μηδενικής τάξης ως προς s συνεισφορά του πάνω υπολογι-

σμού, εφόσον οι όροι αυτοί είναι ήδη πολλαπλασιασμένοι με s. Τότε, από την (3.5.21)

με χρήση της (3.5.92) για m = 2 και n = 1 προκύπτει η ενεργός Λαγκρανζιανή

− Leff = − 1

2π

(
k1θ

(1)
+ θ

(1)
− + k2θ

(2)
+ θ

(2)
− + 2kλθ

(1)
+ θ

(2)
− − 2kλ̃λ0θ

(2,1)
+−

)
− lnµ2

2π

cGλ

(1− λ2)2

(
λ(λ− λ0)(λ− λ−1

0 )θ
(1)
+ θ

(2)
−

− λ̃2λ0 − 3λ− λ0λ(3λ0 − 5λ+ λ3)

1− λ2
θ

(2,1)
+−

)
+O(λ̃2) ,

(3.5.113)

με την ενεργό παράμετρο ζεύξης λ̃ = sλ3
. Απαιτώντας πάλι ∂lnµ2Leff = 0 υπολογίζεται

σε πρώτη τάξη ως προς το 1/k-ανάπτυγμα η έκφραση της (3.5.105) για την βλ και

επιπλέον η

βλ̃ = −cG
2k

λ̃λ
(
2− 3λλ−1

0 + λ(5λ− λ3 − 3λ0)
)

(1− λ2)3
+O(λ̃2) . (3.5.114)

Χρησιμοποιώντας στη συνέχεια την (3.5.31) με την μετρική της (3.5.64) ξανά για

m = 2 και n = 1 προκύπτει η ανώμαλη διάσταση

γO(2,1) = cGλ
3(λ0 + λ−1

0 )λ(1 + λ2)− 2(1 + 4λ2 + λ4)

k(1− λ2)3
, (3.5.115)

η οποία ταυτίζεται με αυτή του τελεστή Ja1+J
a
2− της σχέσης (2.10.147) ή της σχέσης

(2.16) της [45] με k1 = kL, k2 = kR και k =
√
kLkR.

3.5.4 λ-παραμορφώσεις με αύτο-και έτερο-αλληλεπιδράσεις

Στην υποενότητα αυτή μελετώνται τα πρότυπα της [41] που περιέχουν ταυτόχρονα αλλη-

λεπιδράσεις ρευμάτων του ίδιου WZW προτύπου μαζί με αλληλεπιδράσεις ρευμάτων που

αντιστοιχούν σε διαφορετικά WZW πρότυπα.
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Η γραμμικοποιημένη δράση για τα πρότυπα αυτού του είδους έχει τη μορφή

Sk1,k2,λ,λ̃
(g1, g2) = Sk1(g1) + Sk2(g2)

+
k1

π
λ

∫
d2σJ1+J1− +

k2

π
λ̃

∫
d2σJ2+J1− +O(λλ̃) .

(3.5.116)

Οι ακριβείς β-συναρτήσεις για το πρότυπο αυτό δίνονται από τις (4.19) και (4.20) της [41]

να είναι οι

βλ(λ, λ̃) = −cGλ(1− λ)

2∆2

(
k1λ(1− λ)− k2λ̃

2(1 + λ− λ̃)
)
,

βλ̃(λ, λ̃) = −cGλ̃(1− λ̃)

2∆2

(
k1(1− λ)

(
λ̃− λ(λ− λ̃)

)
− k2λ̃

2
)
,

(3.5.117)

με

∆ = k1(1− λ2)− k2λ̃
2

(3.5.118)

και τα σταθερά τους σημεία κάτω από τη ροή της ομάδας επανακανοικοποίησης δίνονται

από την (4.31) της ίδιας αναφοράς. ΄Οπως αναφέρεται και στην ενότητα 4.1 της [41] είναι

εύχρηστο να ξαναγραφεί η (3.5.116), μετά από έναν επαναορισμό των ρευμάτων Ji± →
Ji±/
√
ki, i = 1, 2, ως

Sk1,k2,Λ = Sk1(g1) + Sk2(g2) +
1

π

∫
d2σJ+AΛABJ−B , Λ =

(
λ1 0

λ−1
0 λ̃1 0

)
,

J A
± =

(
Ja1±, J

a′

2±

)
, λ0 =

√
k1

k2

,

(3.5.119)

όπου και οι δύο δείκτες ομάδας παίρνουν τιμές στο εύρος a, a′ = 1, 2, . . . , dimG. Παρόλο

που ο πίκακας Λ εδώ είναι μη-αντιστρέψιμος, αυτό δεν επηρεάζει τους υπολογισμούς που

ακολουθούν, εφόσον πουθενά δεν είναι απαραίτητη η αντιστροφή του.

Υπολογισμός της μετρικής του Zamolodchikov

Σε ότι ακολουθεί, υπολογίζεται η μετρική στον χώρο των παραμέτρων ζεύξης για την δράση

(3.5.116), για πεπερασμένες τιμές και των δύο παραμέτρων ζεύξης. Η μορφή της μετρικής

αυτής για γενικό πίνακα λab έχει υπολογισθεί στην [55] και παρουσιάζεται αναλυτικά σε

προηγούμενη ενότητα της παρούσας εργασίας. Υιοθετώντας τον συμβολισμό A = (a, a′)

για τους δείκτες των δύο ομάδων, ισχύει

ds2 = GAB|CDdΛABdΛCD , GAB|CD =
dimG

2
(g̃−1)AC(g−1)BD , (3.5.120)
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όπου

gAB = (1− ΛTΛ)AB , g̃AB = (1− ΛΛT )AB . (3.5.121)

Χρησιμοποιώντας τον πίνακα Λ της (3.5.119) προκύπτουν οι σχέσεις

g =

(
k−1

1 ∆1 0

0 1

)
, g−1 =

(
k1∆−11 0

0 1

)
,

g̃ =

(
(1− λ2)1 −λ−1

0 λλ̃1

−λ−1
0 λλ̃1 (1− λ−2

0 λ̃2)1

)
,

g̃−1 =
k1

∆

(
(1− λ−2

0 λ̃2)1 λ−1
0 λλ̃1

λ−1
0 λλ̃1 (1− λ2)1

)
,

(3.5.122)

και η ακριβής μορφή της μετρικής στον διδιάστατο χώρο των παραμέτρων ζεύξης λ και λ̃

είναι

ds2 = G11|11dΛ2
11 +G21|21dΛ2

21 + 2G11|21dΛ11dΛ21

=
k1 dimG

2∆2

(
(k1 − k2λ̃

2)dλ2 + k2(1− λ2)λ−2
0 dλ̃2 + 2k2λλ̃ dλdλ̃

)
.

(3.5.123)

Η μετρική αυτή, τουλάχιστον τοπικά, αντιστοιχεί σε έναν AdS2 χώρο, εφόσον η αντίστοιχη

καμπυλότητα κατά Ricci είναι R = −4/ dimG. Επιπλέον, η (3.5.123) είναι αναλλοίωτη κάτω

από τον μετασχηματισμό

k1 → −k1 , λ→ 1

λ
, λ̃→ λ̃

λ
. (3.5.124)

της [41] που αποτελεί συμμετρία για την αντίστοιχη ενεργό δράση της (3.5.116), καθώς και

για τις β-συναρτήσεις της σχέσης (3.5.23).

Υπολογισμός των ανώμαλων διαστάσεων

Για τον υπολογισμό των ανώμαλων διαστάσεων των δύο σύνθετων διγραμμικών ως προς

τα ρεύματα τελεστών της παραμόρφωσης, ακολουθείται η διαδικασία των [50, 55]. Για τη

γενική μετρική (3.5.120) τα σύμβολα Cristoffel υπολογίζονται από τη σχέση

ΓP1P2

M1M2|N1N2
= δP1

N1
δP2
M2

(Λg−1)M1N2 + δP1
M1
δP2
N2

(Λg−1)N1M2 . (3.5.125)

΄Οσον αφορά τον πίνακα της ανώμαλης διάστασης, αυτός υπολογίζεται από τη σχέση [58]

γAB
CD = ∇ABβ

CD +∇CDβAB = ∇ABβ
CD +GAB|MNG

CD|PQ∇PQβ
MN , (3.5.126)
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όπου

∇ABβ
CD = ∂ABβ

CD + ΓCDAB|MNβ
MN , ∂AB =

∂

∂ΛAB

. (3.5.127)

Τα μη-μηδενικά στοιχεία του τανυστή της ανώμαλης διάστασης που επιβιώνουν είναι τα

γab
cd
, γab

c′d
, γa′b

cd
, γa′b

c′d
, γab′

cd′
, γab′

c′d′
, γa′b′

cd′
, γa′b′

c′d′
και η ακριβής μορφή τους βρίσκε-

ται στο παράρτημα ΙΑ΄. Θεωρώντας τον τανυστή αυτό σαν έναν 4 × 4 πίνακα με δείκτες

{1 = ab, 2 = a′b, 3 = ab′, 4 = a′b′} μπορεί πλέον να διαγωνιοποιηθεί ως προς τα ιδιοανύσμα-

τα των νέων ροών.

Σε αυτόν τον υπολογισμό υπάρχουν δύο σημαντικά όρια στα οποία οι ιδιοτιμές του πάνω πίνα-

κα που αντιστοιχούν στα κατάλληλα ιδιοανύσματα μπορούν να ερμηνευθούν ως οι ανώμαλες

διαστάσεις των αρχικών τελεστών:

1. Στο λ̃ = 0 όριο, μόνο ο όρος J1+J1− των αύτο-αλληλεπιδράσεων επιβιώνει στην δράση

(3.5.116) και οι ιδιοτιμές που αντιστοιχούν στους τελεστές J1+J1− και J2+J1− είναι

οι ακόλουθες

γJ1+J1− = −2cG
k1

λ
1− λ(1− λ)

(1− λ)(1 + λ)3
, γJ2+J1− =

cG
k1

λ2

(1− λ)(1 + λ)3
. (3.5.128)

Στα πάνω αποτελέσματα, η ανώμαλη διάσταση γJ1+J1− ταυτίζεται με αυτήν του J1+J1−

σύνθετου τελεστή για το απλά παραμορφωμένο, συμμετρικό πρότυπο της [50] (βλ.

επίσης την (3.5.33)), ενώ η γJ2+J1− είναι η ανώμαλη διάσταση του J1− (και του J1+

αντίστοιχα λόγω ισοτροπίας και συμμετρικότητας του προτύπου) για το ίδιο πρότυπο

όπως και η (3.5.34). Αυτό ήταν αναμενόμενο, εφόσον στο όριο αυτό το J2+ δεν

αλληλεπιδρά, υποδεικνύοντας ότι γJ2+J1− = γJ1− = γJ1+ .

2. Στο λ = 0 όριο, μόνο ο όρος J2+J1− των έτερο-αλληλεπιδράσεων επιβιώνει στην

δράση (3.5.116). Τότε, επαναορίζοντας λ̃→ λ0λ̃, οι ιδιοτιμές που αντιστοιχούν στους

τελεστές J1+J1− και J2+J1− είναι οι

γJ1+J1− =
cG
k1

λ̃2 (1− λ0λ̃)2

(1− λ̃2)3
,

γJ2+J1− =
cG√
k1k2

λ̃
3(λ0 + λ−1

0 )λ̃(1 + λ̃2)− 2(1 + 4λ̃2 + λ̃4)

(1− λ̃2)3
.

(3.5.129)

΄Οπως και πρίν, η γJ1+J1− ταυτίζεται με την ανώμαλη διάσταση του J1− (εφόσον το

J1+ δεν εμφανίζεται στη δράση) του απλά παραμορφωμένου μη-συμμετρικού προτύπου

της [45], ενώ η γJ2+J1− είναι η ανώμαλη διάσταση του σύνθετου τελεστή J2+J1− για

το ίδιο πρότυπο.

Η προαναφερθείσα μέθοδος εξαγωγής των ανώμαλων διαστάσεων για απλούς και σύνθετους
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τελεστές μέσω συγκεκριμένων ορίων για τις παραμέτρους ζεύξης μπορεί να γενικευθεί και

για πιο περίπλοκα πρότυπα όπως αυτά της [42]. Τέτοιες γενικεύσεις αναλύονται σε επόμενες

ενότητες της παρούσας εργασίας.

3.5.5 ΄Ελεγχος με τη χρήση της θεωρίας διαταραχών

Σε ότι ακολουθεί ελέγχονται με τη χρήση της θεωρίας διαταραχών τα προηγούμενα ακριβή

αποτελέσματα που παράχθηκαν σε αυτή την ενότητα. ΄Ολοι οι διαταρακτικοί υπολογισμοί

λαμβάνουν χώρα σε ευκλείδια υπογραφή.

Από την εξίσωση Callan-Symanzik συνεπάγεται ότι μέχρι τάξη
1
k

η συνάρτηση συσχετι-

σμού δύο δημείων για έναν τελεστή μπορεί να πάρει τη μορφή

Gab(x1, x2) = G0(k, λ)
δab

x2∆
12 x̄

2∆̄
12

(
1 + γ ln

ε2

|x12|2
+ . . .

)
, (3.5.130)

όπου (∆, ∆̄) είναι οι ολομορφικές και αντι-ολομορφικές διαστάσεις του τελεστή στο σύμ-

μορφο σημείο, και (γ, γ̄) είναι οι αντίστοιχες ανώμαλες διαστάσεις τάξης O(1/k). ΄Οπως

έχει αναφερθεί και σε προηγούμενη ενότητα, η συνάρτηση G0(k, λ) είναι μια συνολική κα-

νονικοποίηση (η οποία αναπτύσσεται και κρατώνται μόνο δυνάμεις μέχρι O(1/k)), ενώ το ε

είναι μια σταθερά αποκοπής για τις μικρές αποστάσεις. Οι δείκτες a, b παίρνουν τιμές σε μία

γενική μη-αναγωγίσιμη αναπαράσταση της ομάδας G. Σημειώνεται ότι οι διαστάσεις ∆ και

∆̄ μπορεί να εξαρτώνται από το k, αλλά στην (3.5.130) συνεισφέρει μόνο το k-ανεξάρτητο

μέρος τους.

Υπενθυμίζεται εδώ ότι η συνάρτηση συσχετισμού n σημείων για έναν γενικό σύνθετο πεδίο

Φ(x) δίνεται από τη σχέση

〈Φ(x1) · · ·Φ(xn)〉 =
1

Z

∫
[DΦ] Φ(x1) · · ·Φ(xn)e−Sk−

λ
π

∫
d2zJaJ̄a . (3.5.131)

΄Οσον αφορά τους σύνθετους τελεστές ρευμάτων, στις συμβάσεις της υποενότητας αυτής,

χρησιμοποιείται το ακόλουθο OPE για τα ρεύματα

Ja(z1)J b(z2) =
δab

z2
12

+
ifabc√
k

J c(z2)

z12

, (3.5.132)



3.5. Ακριβή αποτελέσματα με τη χρήση της

γεωμετρίας του χώρου των σταθερών ζεύξης 191

από το οποίο προκύπτουν οι ακόλουθες συναρτήσεις συσχετισμού δύο και τριών σημείων

〈Ja(z1)J b(z2)〉 =
δab

z2
12

,

〈Ja(z1)J b(z2)J c(z3)〉 =
ifabc√
k

1

z12z13z23

,

(3.5.133)

ενώ στην εύρεση συναρτήσεων συσχετισμού περισσότερων σημείων εμπλέκονται οι ταυτότη-

τες του Ward για σύμμορφες θεωρίες πεδίου. Τέλος, χρειάζεται προσοχή στην κανονική

διάταξη των μη-Αβελιανών ρευμάτων η οποία, ακολουθώντας το παράρτημα Α΄ της [93], συμ-

βολίζεται με (AB) για δύο τελεστές A και B, ενώ με (ABC) = (A(BC)) και ούτω καθεξής,

για περισσότερους.

Οι χειραλικοί τελεστές O(m,0)
μέχρι τάξη O(λ2)

Προφανώς η ανώμαλη διάσταση σε τάξη O(λ) μηδενίζεται, και η πρώτη μη-τετριμένη συνει-

σφορά στην ανώμαλη διάσταση του O(m,0)
έρχεται από τους δύο βρόγχους ως

〈O(m,0)(x1)O(m,0)(x2)〉λ2 =
λ2

2π2

∫
d2z1d

2z2〈J̄ c1(z̄1)J̄ c2(z̄2)〉

× d(m)
a1···amd

(m)
b1···bm〈(J

a1 . . . Jam)(x1) (J b1 . . . J bm)(x2) J c1(z1)J c2(z2)〉 ,
(3.5.134)

όπου όλη η k-εξάρτηση έρχεται από την ολομορφική συνάρτηση συσχετισμού. Εφαρμόζοντας

την ταυτότητα του Ward για το ρεύμα στο σημείο z1 και παραλείποντας για τώρα τους

τανυστές d, το ολομορφικό μέρος της πάνω συνάρτησης συσχετισμού ισούται με

m

(z1 − x1)2
〈δc1(a1(Ja2 · · · Jam))(x1) (J b1 . . . J bm)(x2)J c2(z2)〉

+
1√
k

m

(z1 − x1)
〈f ec1(a1(Ja2 . . . Jam)Je)(x1)(J b1 . . . J bm)(x2)J c2(z2)〉

+
m

(z1 − x2)2
〈(Ja1 . . . Jam)(x1)δc1(b1(J b2 . . . J bm))(x2)J c2(z2)〉

+
1√
k

m

(z1 − x2)
〈(Ja1 . . . Jam)(x1)f ec1(b1(J b2 . . . J bm)Je)(x2)J c2(z2)〉 ,

(3.5.135)

όπου το m προέρχεται από τη σύμβαση συμμετροποίησης που περιγράφεται στο παράρτημα

Θ΄. Στη συνέχεια, η συναίρεση του J c2(z2) όταν συνδυαστεί με την αντι-ολομορφική συνει-

σφορά δίνει είτε μηδέν, είτε όρους που αντιστοιχούν σε διαγράμματα φυσαλίδας. Κάνοντας

την ολοκλήρωση ως προς z1 για τον πρώτο και τον τρίτο όρο, προκύπτουν όροι ανάλογοι

δ-συναρτήσεων μεταξύ εσωτερικών και εξωτερικών σημείων, οι οποίοι στο παρόν σχήμα



3.5. Ακριβή αποτελέσματα με τη χρήση της

γεωμετρίας του χώρου των σταθερών ζεύξης 192

ομαλοποίησης μηδενίζονται
19

[44]. Τέλος, εφαρμόζοντας την ταυτότητα Ward για το ρεύμα

του σημείου z2 και επαναφέροντας τους τανυστές d, το ολομορφικό μέρος της συνάρτησης

συσχετισμού, πολλαπλασιασμένο με ένα δc1c2 που έρχεται από το αντι-ολομορφικό μέρος

της, έχει τη μορφή

m

k

d
(m)
a1...amd

(m)
b1...bm

(z2 − x1)(z1 − x1)

(
f c1a1ef c1ef〈(JfJa1 . . . Jam)(x1) (J b1 . . . J bm)(x2)〉

+ (m− 1)f c1a1ef c1a2f〈(JeJfJa3 . . . Jam)(x1) (J b1 . . . J bm)(x2)〉
)

+
m2

k

d
(m)
a1...amd

(m)
b1...bm

f c1a1ef c1b1f

(z2 − x1)(z1 − x2)
〈(JeJa2 . . . Jam)(x1) (JfJ b2 . . . J bm)(x2)〉

+ (x1 ↔ x2) .

(3.5.136)

Η μορφή αυτή είναι ήδη τάξης 1/k, οπότε χρειάζεται μόνο το Αβελιανό μέρος της εναπομε-

ίνουσας συνάρτησης συσχετισμού δύο σημείων

〈Ja1...am(x1)J b1...bm(x2)〉
∣∣
Abel

=
m!

x2m
12

δa1

(b1
δa2
b2
. . . δambm) . (3.5.137)

Η παρένθεση στο δεξί μέλος της (3.5.137) συμβολίζει την πλήρη συμμετροποίηση των δει-

κτών b1, . . . , bn. Αντικαθιστώντας την (3.5.137) στην (3.5.136) και χρησιμοποιώντας τις

ταυτότητες (Θʹ.11), (Θʹ.12) προκύπτει ότι

γO(m,0) = 0 , (3.5.138)

μέχρι τάξη O(λ2), το οποίο είναι σε πλήρη συμφωνία με την (3.5.71).

Αξίζει να σχολιασθεί εδώ ότι τα αποτελέσματα των ανώμαλων διαστάσεων για τους διάφο-

ρους τελεστές, καθώς και αυτά των β-συναρτήσεων, μέχρι την τάξη O(1/k) δεν εξαρτώνται

από το σχήμα ομαλοποίησης, αλλά μόνο από το γεγονός ότι οι αποκλίσεις μέχρι αυτή την

τάξη όντως αναιρούνται. Πιο συγκεκριμένα, κοιτώντας τις (3.14) και (3.15) της [44], μια

αλλαγή του πεπερασμένου μέρους των Z1 και Z κατά έναν όρο τάξης 1/k, δεν επηρεάζει

σε τάξη 1/k ούτε τη γ ούτε την βλ. Για τον ίδιο λόγο, όλες οι ανώμαλες διαστάσεις των

τελεστών που υπολογίζονται σε αυτή την υποενότητα, είναι ανεξάρτητες του σχήματος ομα-

19
Το πρόβλημα της διατήρησης μιας καθορισμένης σειράς στην εκτέλεση των ολοκληρώσεων [44] ταυτίζε-

ται με αυτό για το ποιές δ-συναρτήσεις είναι μη μηδενικές στο κάθε σχήμα ομαλοποίησης. Εάν θεωρούνταν

όλες οι δ-συναρτήσεις μη-μηδενικές, τότε η σειρά των ολοκληρώσεων δεν θα έπαιζε ρόλο και κάθε φορά

που θα εμφανιζόταν ένας απειρισμός για μικρές αποστάσεις, θα γινόταν εισαγωγή της σταθεράς αποκοπής

ε. Στους υπολογισμούς αυτούς χρησιμοποιείται το σχήμα ομαλοποίησης της [44] προκειμένου να μειωθεί ο
αριθμός των ολοκληρωμάτων που εμφανίζονται.
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λοποίησης μέχρι την τάξη O(1/k), ενώ η εξάρτηση από αυτό υπεισέρχεται σε τάξη O(1/k2).

Ο χειραλικός τελεστής O(2,0)
μέχρι τάξη O(λ3)

΄Εστω τώρα ο ολομορφικός τελεστής O(2,0)
ο οποίος είναι ανάλογος με την ολομορφική

συνιστώσα του τανυστή ενέργειας-ορμής Τ (βλ. και την ανάλυση κοντά στην (3.5.74)).

Συνεπώς, γίνονται οι υπολογισμοί για αυτόν τον τελεστή, ο οποίος έχει τα εξής βασικά

OPEs

T (z)T (w) =
c/2

(z − w)2
+

2T (w)

(z − w)2
+
T ′(w)

z − w
,

Ja(z)T (w) =
Ja(w)

(z − w)2
.

(3.5.139)

Οι ακόλουθες συναρτήσεις συσχετισμού τεσσάρων σημείων είναι αναγκαίες για τους υπο-

λογισμούς που θα ακολουθήσουν σε αυτήν την παράγραφο:

〈T (z1)T (z2)Ja(z3)J b(z4)〉 = δab
( c/2

z2
34z

4
12

+
1

z2
12z

2
13z

2
24

+
1

z2
12z

2
14z

2
23

)
, (3.5.140)

όπου c =
2k dimG

2k + cG
είναι το κεντρικό φορτίο της WZW θεωρίας και

〈Ja1(z1)Ja2(z2)Ja3(z3)T (z4)〉 =
fa1a2a3

√
k

( 1

z12z2
24z

2
34

− 1

z13z2
24z

2
34

+
1

z23z2
14z24z34

)
. (3.5.141)

Η πρώτη μη-μηδενική κβαντική συνεισφορά στην ανώμαλη διάσταση έρχεται από την τάξη

O(λ2). Εφόσον ο τανυστής ενέργειας-ορμής είναι ένα οιωνεί-πρωτεύον πεδίο, επαναλαμ-

βάνονται οι υπολογισμοί της προηγούμενης παραγράφου, οι οποίοι αυστηρά μιλώντας είναι

έγκυροι για m > 3. Τότε,

〈T (x1)T (x2)〉λ2 =
λ2

2π2

∫
d2z1d

2z2〈J̄a(z̄1)J̄ b(z̄2)〉〈T (x1)T (x2)Ja1(z1)Ja2(z2)〉 , (3.5.142)

και χρησιμοποιώντας την (3.5.140), προκύπτει για το συνδεδεμένο κομμάτι της πάνω σχέσης

ότι

〈T (x1)T (x2)〉λ2 =
λ2

2π2

dimG

x2
12

∫
d2z1d

2z2

( 1

(z1 − x1)2(z2 − x2)2z̄2
12

+
1

(z1 − x2)2(z2 − x1)2z̄2
12

)
.

(3.5.143)
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Τέλος, κάνοντας την ολοκλήρωση ως προς z2, εμφανίζεται μια δ-συνάρτηση της μορφής

δ(2)(z2 − xi) με i = 1, 2, η οποία είναι μηδέν σήμφωνα με τα προηγούμενα. Συνεπώς,

〈T (x1)T (x2)〉λ2 = 0 . (3.5.144)

Στη συνέχεια, υπολογίζεται η τρίτη τάξη O(λ3) με συνεισφορά

〈T (x1)T (x2)〉λ3 = − λ3

6π3

∫
d2z1d

2z2d
2z3〈J̄a1(z̄1)J̄a2(z̄2)J̄a3(z̄3)〉×

〈T (x1)T (x2)Ja1(z1)Ja2(z2)Ja3(z3)〉 .
(3.5.145)

Η αντι-ολομορφική συνάρτηση συσχετισμού τριών σημείων δίνεται από την (3.5.133), ενώ η

ολομορφική συνάρτηση πέντε σημείων, χρησιμοποιώντας την ταυτότητα Ward για το ρεύμα

του σημείου z1, γίνεται

ifa1a2c

√
k z12

〈J c(z2)Ja3(z3)T (x1)T (x2)〉+
ifa1a3c

√
k

1

z13

〈Ja2(z2)J c(z3)T (x1)T (x2)〉 (3.5.146)

+
1

(z1 − x1)2
〈Ja2(z2)Ja3(z3)Ja1(x1)T (x2)〉+

1

(z1 − x2)2
〈Ja2(z2)Ja3(z3)T (x1)Ja1(x2)〉.

Χρησιμοποιώντας άλλη μια φορά την (3.5.140) και την (3.5.141) η συνεισφορά της τρίτης

τάξης στη συνάρτηση συσχετισμού δύο σημείων του τελεστή O(2,0)(x) έρχεται στη μορφή

〈T (x1)T (x2)〉λ3 =
cG dimG

3π3x2
12

λ3

k

∫
d2z1d

2z2d
2z3

z̄12z̄13z̄23

×{ 1

z12(z2 − x1)2(z3 − x2)2
− 1

z13(z2 − x1)2(z3 − x2)2

+
1

z23(z1 − x1)2(z3 − x2)2
− 1

(z1 − x1)2(z2 − x1)(z3 − x2)2

+
x12

(z1 − x1)2(z2 − x2)2(z3 − x1)(z3 − x2)

}
,

(3.5.147)

όπου έχει χρησιμοποιηθεί η συμμετρία κάτω από εναλλαγή των x1 ↔ x2 προκειμένου να

μειωθούν οι όροι στην πάνω σχέση. Ο λεπτομερής υπολογισμός αυτής της έκφρασης δίνεται

στο παράρτημα Ι΄ και καταλήγει στο αποτέλεσμα

〈T (x1)T (x2)〉λ3 = 0 . (3.5.148)

΄Οπως είναι αναμενόμενο, ο μηδενισμός της συνάρτησης συσχετισμού μέχρι τρίτη τάξη, σε

συνδυασμό με την δυϊκού-τύπου συμμετρία της ενεργού δράσης, οδηγεί στον μηδενισμό

όλων των κβαντικών διορθώσεων για την συνάρτηση συσχετισμού δύο σημείων του τανυστή

T ∼ O(2,0)
.
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Ο μικτός τελεστής O(2,1)
μέχρι τάξη O(λ2)

Η ανώμαλη διάσταση του τελεστή O(2,1)
δίνεται από την (3.5.33) και για μικρές τιμές της

παραμέτρου λ, παίρνει τη μορφή

γO(2,1) = −2cG
k

(λ− 3λ2) +O(λ3) . (3.5.149)

Σε ότι ακολουθεί, γίνεται επαλήθευση του πάνω αποτελέσματος με τη χρήση της θεωρίας

διαταραχών.

Το OPE που χρησιμοποιείται αν ληφθεί υπόψιν η κανονική διάταξη για τους σύνθετους

τελεστές ρευμάτων είναι

Ja(z)(J bJ c)(w) =
δab

(z − w)2
J c(w) +

δac
(z − w)2

J b(w) +
i√
k

fabc
(z − w)3

+
i√
k

fabe
z − w

(JeJ c)(w) +
i√
k

face
z − w

(J bJe)(w)− 1

k

fabefecd
(z − w)2

Jd(w) .

(3.5.150)

Στην συνέχεια, προκειμένου τα αποτελέσματα που θα προκύψουν να είναι ορθώς κανονικο-

ποιημένα, χρειάζεται η κλασική συνεισφορά σε μηδενική τάξη ως προς λ

〈O(2,1)(x1)O(2,1)(x2)〉λ0 = da1a2c1db1b2c2〈(Ja1Ja2)(x1)(J b1J b2)(x2)〉〈J̄ c1(x̄1)J c2(x̄2)〉

=
4(N2 − 4)

N

dimG

x4
12x̄

2
12

, (3.5.151)

όπου χρησιμοποιήθηκαν οι (3.5.137), (3.5.133) και (Θʹ.6).

Η συνεισφορά σε πρώτη τάξη O(λ) είναι

〈O(2,1)(x1)O(2,1)(x2)〉λ = −λ
π
da1a2c1db1b2c2

∫
d2z1〈J̄ c1(x̄1)J̄ c2(x̄2)J̄d1(z̄1)〉

× 〈(Ja1Ja2)(x1)(J b1J b2)(x2)Jd1(z1)〉
(3.5.152)

και υπολογίζοντας το ολομορφικό μέρος χωριστά προκύπτει για αυτό η ακόλουθη σχέση

〈(Ja1Ja2)(x1)(J b1J b2)(x2)Jd1(z1)〉 =
2i√

k(z1 − x1)
f ed1(a1〈(Ja2)Je)(x1)(J b1J b2)(x2)〉

+
2i√

k(z1 − x2)
f ed1(b1〈(J b2)Je)(x2)(Ja1Ja2)(x1)〉 . (3.5.153)
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Μαζεύοντας τα παραπάνω και με χρήση της (3.5.137) συνεπάγεται ότι

〈O(2,1)(x1)O(2,1)(x2)〉λ =
4λ

πk
da1c1a2da2c2efed1a1

fc1c2d1

x̄12

∫
d2z1

(z1 − x1)(z̄1 − x̄1)(z̄1 − x̄2)

+
4λ

πk
db1c2b2db2c1efed1b1

fc1c2d1

x̄12

∫
d2z1

(z1 − x2)(z̄1 − x̄1)(z̄1 − x̄2)
, (3.5.154)

όπου αντικαθιστώντας την (Θʹ.7) και το ολοκλήρωμα (Ιʹ.5) προκύπτει τελικά

〈O(2,1)(x1)O(2,1)(x2)〉 =
4(N2 − 4)

N

dimG

x4
12x̄

2
12

(
− 2cG

k
λ
) 1

x4
12x̄

2
12

ln
ε2

|x12|2
. (3.5.155)

Η συνεισφορά σε επίπεδο δύο βρόγχων ως προς την παράμετρο λ δίνεται από τη σχέση

〈O(2,1)(x1)O(2,1)(x2)〉λ2 =
λ2

2π2
da1a2c1db1b2c2

∫
d2z1d

2z2〈J̄ c1(x̄1)J̄ c2(x̄2)J̄d1(z̄1)J̄d2(z̄2)〉

× 〈(Ja1Ja2)(x1)(J b1J b2)(x2)Jd1(z1)Jd2(z2)〉 ,
(3.5.156)

όπου το αντι-ολομορφικό μέρος είναι απλά η συνάρτηση συσχετισμού τεσσάρων σημείων

〈J̄ c1(x̄1)J̄ c2(x̄2)J̄d1(z̄1)J̄d2(z̄2)〉 =
δd1d2δc1c2

z̄2
12x̄

2
12

+
δd1c1δd2c2

(z̄1 − x̄1)2(z̄2 − x̄2)2
+

δd1c2δd2c1

(z̄1 − x̄2)2(z̄2 − x̄1)2

− 1

k

1

x̄12

( fd1d2ef c1c2e

z̄12(z̄2 − x̄1)(z̄2 − x̄2)
− fd1c1efd2c2e

(z̄1 − x̄1)(z̄2 − x̄1)(z̄2 − x̄2)

(3.5.157)

+
fd1c2efd2c1e

(z̄1 − x̄2)(z̄2 − x̄1)(z̄2 − x̄2)

)
,
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και το ολομορφικό, έχοντας υπόψιν ότι πολλαπλασιάζεται με da1a2c1db1b2c2 , δίνεται από τη

σχέση

〈(Ja1Ja2)(x1)(J b1J b2)(x2)Jd1(z1)Jd2(z2)〉 =
δd1d2

z2
12

〈(Ja1Ja2)(x1)(J b1J b2)(x2)〉

+
(

2 +
cG
2k

) δd1a1

(z1 − x1)2
〈Ja2(x1)Jd2(z2)(J b1J b2)(x2)〉

+
(

2 +
cG
2k

) δd1b1

(z1 − x2)2
〈(Ja1Ja2)(x1)Jd2(z2)J b2(x2)〉

+
i√
k

fd1a1e

z1 − x1

〈
(
JeJa2 + Ja2Je

)
(x1)Jd2(z2)(J b1J b2)(x2)〉

+
i√
k

fd1b1e

z1 − x2

〈(Ja1Ja2)(x1)Jd2(z2)
(
JeJ b2 + J b2Je

)
(x2)〉

+
i√
k

fd1d2e

z12

〈(Ja1Ja2)(x1)Je(z2)(J b1J b2)(x2)〉 .

(3.5.158)

΄Ευκολα υπολογίζεται ότι

〈Ja(x1)(J bJ c)(x2)Jd(z)〉 =
(

2 +
cG
2k

) δd(bδc)a

(z − x2)2x2
12

, (3.5.159)

ενώ όλες οι υπόλοιπες συναρτήσεις συσχετισμού που εμφανίζονται στην (3.5.158) αντιστοι-

χούν σε αναδιατάξεις δεικτών της (3.5.153). Στη συνέχεια, όσον αφορά τους όρους που

συνεισφέρουν στην ανώμαλη διάσταση, μετά από πολλαπλασιασμό του ολομορφικού με το

αντι-ολομορφικό μέρος, προκύπτει ένα σύνολο ολοκληρωμάτων προς υπολογισμό. Χρησιμο-

ποιώντας τις (Θʹ.7) και (Θʹ.6), τα ολοκληρώματα που εμφανίζονται στον υπολογισμό αυτό

είναι τα ακόλουθα∫
d2z1d

2z2

(z̄1 − x̄1)2(z1 − x1)(z̄2 − x̄2)2z12

= − π
2

x̄2
12

ln
ε2

|x12|2
,∫

d2z1d
2z2

(z̄1 − x̄1)2(z1 − x2)(z̄2 − x̄2)z12

=
π2

x̄2
12

ln
ε2

|x12|2
+
π2

x̄2
12

,∫
d2z1d

2z2

(z̄1 − x̄1)2(z2 − x1)(z̄2 − x̄2)2z12

= − π
2

x̄2
12

ln
ε2

|x12|2
,∫

d2z1d
2z2

(z̄1 − x̄1)2(z2 − x2)(z̄2 − x̄2)2z12

=
π2

x̄2
12

ln
ε2

|x12|2
+
π2

x̄2
12

,∫
d2z1d

2z2

(z̄1 − x̄1)(z̄2 − x̄1)(z̄2 − x2)z2
12

=
π2

x̄12

ln
ε2

|x12|2
,∫

d2z1d
2z2

(z̄1 − x̄2)(z̄2 − x̄1)(z̄2 − x̄2)z2
12

= − π
2

x̄12

ln
ε2

|x12|2
,∫

d2z1d
2z2

(z1 − x1)2(z2 − x2)2(z̄2 − x̄1)(z̄2 − x̄2)z̄12

= − 2π2

x2
12x̄12

ln
ε2

|x12|2
− π2

x2
12x̄12

.

(3.5.160)
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΄Εχοντας αυτά, είναι εύκολο να ξεχωρίσουν οι όροι που συνεισφέρουν στην ανώμαλη διάστα-

ση. Κάνοντας τις ολοκληρώσεις που προκύπτουν με τη χρήση των (3.5.160), προκύπτει το

αποτέλεσμα

〈O(2,1)(x1)O(2,1)(x2)〉λ2 =
1

x4
12x̄

2
12

4(N2 − 4)

N

dimG

x4
12x̄

2
12

(6cGλ
2

k

)
ln

ε2

|x12|2
. (3.5.161)

Τέλος, μαζεύοντας τα αποτελέσματα μέχρι δεύτερη τάξη στο λ, προκύπτει η διαταρακτική

μορφή της συνάρτησης συσχετισμού δύο σημείων να είναι

〈O(2,1)(x1)O(2,1)(x2)〉 =
4(N2 − 4)

N

dimG

x4
12x̄

2
12

(
1− 2cG

k
(λ− 3λ2) ln

ε2

|x12|2
)

+ · · · , (3.5.162)

όπου οι τελείες δηλώνουν όρους που συνεισφέρουν σε τάξη O(1/k) στη συνολική σταθερά

κανονικοποίησης ή όρους ανώτερης τάξης ως προς το ανάπτυγμα για μικρό λ της ανώμαλης

διάστασης (3.5.130). Αποδείχθηκε λοιπόν, ότι η ανώμαλη διάσταση μέχρι τάξηO(λ2), δίνεται

πράγματι από τη σχέση (3.5.149).

3.6 Μια νέα μέθοδος για τον ακριβή υπολογισμό

ανώμαλων διαστάσεων

Η ενότητα αυτή είναι βασισμένη στην [147] και στα πλαίσιά της παρουσιάζεται ένας καινο-

ύριος τρόπος υπολογισμού των ανώμαλων διαστάσεων για τους απλούς τελεστές ρευμάτων

των λ-παραμορφωμένων προτύπων, με γενικό πίνακα παραμόρφωσης.

Η μοναδική μέχρι τώρα μέθοδος για τον ακριβή υπολογισμό ανώμαλων διαστάσεων ρευ-

μάτων, ήταν η χρήση διαταρχών σε συνδυασμό με την δυϊκού τύπου συμμετρία, όπως έχει

αναλυθεί σε προηγούμενες ενότητες της εργασίας, η οποία επέτρεπε την εύρεση ακριβών

αποτελεσμάτων ως προς τη σταθερά ζεύξης. Η σύνηθης αυτή μέθοδος δίνει αποτελέσματα

για την περίπτωση που ο πίνακας της παραμόρφωσης είναι διαγώνιος και ισοτροπικός, όμως

για την περίπτωση ενός γενικού πίνακα ο υπολογισμός των ανώμαλων διαστάσεων για τα

απλά ρεύματα δεν είναι δυνατός με τη χρήση διαταραχών, λόγω της μεγάλης πολυπλοκότητας

που παρουσιάζουν οι υπολογισμοί και η πιθανή αδυναμία εφαρμογής της απαίτησης αναλλοι-

ώτητας κάτω από τη δυϊκού τύπου συμμετρία. Στην ενότητα αυτή παρουσιάζεται μια νέα

μέθοδος για τον υπολογισμό των ανώμαλων διαστάσεων των απλών ρευμάτων, η οποία έχει

εφαρμογή και σε περιπτώσεις γενικών πινάκων. Η μέθοδος αυτή βασίζεται στε ένα συν-

δυασμό των μεθόδων που παρουσιάστηκαν στην προηγούμενη ενότητα και εκμεταλεύεται

μονάχα τα δεδομένα του χώρου των παραμέτρων ζεύξης σε συνδυασμό με έναν επιπρόσθετο

όρο αλληλεπίδρασης που αποσυζεύγεται σε κάποιο κατάλληλο όριο, προκειμένου να εξαχθεί
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το αποτέλεσμα για τις ανώμαλες διαστάσεις των απλών ρευμάτων από αυτό των ανώμαλων

διαστάσεων των σύνθετων τελεστών.

Σε ότι ακολουθεί αναλύεται η μέθοδος για την περίπτωση του διπλά παραμορφωμένου,

ασυμμετρικού λ-προτύπου με ενεργό δράση την (2.10.186), ενώ τα αποτελέσματα για την

περίπτωση του απλού λ-προτύπου μπορούν να προκύψουν παίρνοντας τα κατάλληλα όρια.

Σημείο αφετηρίας είναι η γραμμικοποιημένη μορφή (2.10.181) της προαναφερθείσας δράσης,

η οποία για λ2 = 0 γίνεται

Sλ(g1, g2) = Sk1(g1) + Sk2(g2) +

√
k1k2

π

∫
d2σλabJ

a
1+J

b
2− . (3.6.1)

Σκοπός τώρα είναι η εύρεση των ανώμαλων διαστάσεων των J1+ και J2− ρευμέτων για το

πρότυπο της (3.6.1). Για να επιτευχθεί αυτό, προστίθεται στην άνωθεν δράση ένας νέος

όρος αλληλεπίδρασης, ο οποίος εμπλέκει ένα τρίτο αντίγραφο Gk3 της ημι-απλής ομάδας G

με Kac-Moody ρεύματα J3± και πίνακα ζεύξης λ̃ab. Συνεπώς, η νέα δράση πλέον είναι η

Sλ,λ̃(g1, g2, g3) =
3∑
i=1

Ski(gi)+

√
k1k2

π

∫
d2σλabJ

a
1+J

b
2−+

√
k1k3

π

∫
d2σλ̃abJ

a
1+J

b
3− , (3.6.2)

η οποία είναι ακριβής ως πρός τις παραμέτρους ζεύξης [42].

Είναι πλέον δυνατός ο υπολογισμός των ανώμαλων διαστάσεων των δύο σύνθετων τελε-

στών J1+J2− και J1+J3−, καθώς και αυτή του J1+.

Η ιδέα είναι η ακόλουθη: Η δράση (3.6.2) μπορεί να έρθει στη μορφή

Sλ,λ̃(g1, g2, g3) =
3∑
i=1

Ski(gi) +
1

π

∫
d2σJ A

+ ΛABJ B
− , (3.6.3)

όπου τα ρεύματα έχουν επαναορισθεί ως Jai± → Jai±/
√
ki και J A

± = (Ja1±, J
â
2±, J

ã
3±). Επι-

πλέον, έχει εισαχθεί ο συμβολισμός του τριπλόυ δείκτη A = (a, â, ã), ο οποίος χαρακτηρίζει

τους δείκτες που ανήκουν στο πρώτο, δεύτερο και τρίτο αντίγραφο της ομάδας G αντίστοιχα.

Ο πίνακας Λ της παραμόρφωσης είναι τώρα ο
20

ΛAB =

0 λab̂ λ̃ab̃
0 0 0

0 0 0

 . (3.6.4)

20
Ο πίνακας Λ εδώ δεν είναι αντιστρέψιμος. Ωστόσο, το γεγονός αυτό δεν επηρεάζει τα αποτελέσματα

που εξάγονται, εφόσον δεν είναι αναγκαία η αντιστροφή του στα πλαίσια της παρούσας ενότητας.
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Για το πρότυπο (3.6.3) είναι πλέον δυνατός ο υπολογισμός των ανώμαλων διαστάσεων

(γJ1+J2−)ab̂
cd̂

και (γJ1+J3−)ab̃
cd̃

για τους δύο σύνθετους τελεστές, χρησιμοποιώντας τα δε-

δομένα της γεωμετρίας του χώρου των παραμέτρων ζεύξης. Στη συνέχεια, παίρνοντας το

όριο λ̃ab̃ = 0, το ρεύμα J3− αποσυζεύγεται από την δράση και κατά συνέπεια δεν αποκτά

ανώμαλες διαστάσεις, επιτρέποντας με αυτό τον τρόπο την ταύτιση της ανώμαλης διάστα-

σης του σύνθετου τελεστή (γJ1+J3−)ab̃
cd̃

με αυτήν του απλόυ τελεστή (γJ1+)a
c
. Η ανάλυση

αυτή μπορεί να γίνει με συνεπή τρόπο, εφόσον στο προαναφερθέν όριο, ο πίνακας γAB
CD

της ανώμαλης διάστασης των διγραμμικών στα ρεύματα τελεστών προκύπτει να είναι μπλόκ-

διαγώνιος, δηλώνοντας ότι δεν υπάρχει ανάμιξη μεταξύ σύνθετων τελεστών που ανήκουν σε

διαφορετικά μπλόκ του πίνακα αυτού.

Είναι προφανές, ότι λόγω της συμμετρίας που παρουσιάζει η ενεργός δράση της (2.10.181)

κάτω από τον γενικευμένο μετασηματισμό ομοτιμίας (2.10.189), η ανώμαλη διάσταση για το

αντιχειραλικό ρεύμα J2−, προκύπτει από το αποτέλεμα της γJ1+ με αντικατάσταση του λ με

λT και ανταλλαγή των k1 ↔ k2.

Ωστόσο, ένας πιο αυστηρός τρόπος υπολογισμού της ανώμαλης διάστασης του J2−, είναι

μέσω μιας κατάλληλης τροποποίησης της διαδικασίας που περιγράφηκε παραπάνω. Σε αυτή

την περίπτωση, ο όρος που περιλαμβάνει την αλληλεπίδραση με το βοηθητικό αντίγραφο της

Lie ομάδας και προστίθεται στη δράση (3.6.1), πρέπει να είναι της μορφής

√
k1k3

π
λ̃ãb̂J

ã
3+J

b̂
2−.

Με αυτόν τον τρόπο, η ανώμαλη διάσταση του J ã3+J
b̂
2− ανάγεται στην (γJ2−)â

b̂
στο όριο

λ̃ab̃ = 0. Σύμφωνα λοιπόν με τα παραπάνω, ο Λ πίνακας σε αυτή την περίπτωση θα έχει την

ακόλουθη μορφή

ΛAB =

0 λab̂ 0

0 0 0

0 λ̃ãb̂ 0

 . (3.6.5)

Τέλος, μέσω των αποτελεσμάτων για τις ανώμαλες διαστάσεις των J1+ και J2−, προκύπτουν

εύκολα οι ανώμαλες διαστάσεις των απλών ρευμάτων J1− και J2+ που εμφανίζονται στην

δεύτερη κορυφη αλληλεπίδρασης της (2.10.181), με απλή αντικατάσταση του πίνακα λ1 με

τον λ2 και εναλλαγή των επιπέδων k1 ↔ k2.

3.6.1 Υπολογισμός ανώμαλων διαστάσεων

Στην υποενότητα αυτή υπολογίζονται οι ανώμαλες διαστάσεις των ρευμάτων J1+ και J2− και

το τελικό αποτέλεσμα παρουσιάζεται στην (3.6.28). Ο γενικός τύπος για την εύρεση των

ανώμαλων διαστάσεων των σύνθετων τελεστών δίνεται από τις σχέσεις (3.4.37)-(3.4.38),

με τα σύμβολα Christoffel των (3.4.39), (3.4.40). Στα πλαίσια της παρούσας ενότητας οι
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προαναφερθείσες σχέσεις γράφονται συναρτήσει του πίνακα Λ ως

〈JA1+J
B
2−(x1, x̄1)JC1+J

D
2−(x2, x̄2)〉λ,k =

GCD|MN

|x12|4

(
δA

MδB
N + γAB

MN ln
ε2

|x12|2

)
, (3.6.6)

όπου

γAB
CD = ∇ABβ

CD +∇CDβAB = ∇ABβ
CD +GAB|MNG

CD|PQ∇PQβ
MN , (3.6.7)

με την

∇ABβ
CD = ∂ABβ

CD + ΓCDAB|MNβ
MN , ∂ABβ

CD =
∂βCD

∂ΛAB

, (3.6.8)

να είναι η συναλλοίωτη παράγωγος, όπως ορίζεται στον χώρο των παραμέτρων ζεύξης (για

τα διαφορετικά μπλόκ) του πίνακα Λ. Τα σύμβολα Christoffel που χρησιμοποιούνται στις

συναλλοίωτες παραγώγους σε αυτόν το χώρο, ορίζονται μέσω της μετρικής Zamolodchikov

GAB|CD =
1

2
g̃ACgBD, g̃AB = (1− ΛΛT )AB, gAB = (1− ΛTΛ)AB,

g̃AB = g̃−1
AB, gAB = g−1

AB, GAB|MNG
MN |CD = δA

CδB
D ,

(3.6.9)

και δίνονται από τη σχέση

ΓP1P2

M1M2|N1N2
=

1

2
GP1P2|Q1Q2

(
∂M1M2GQ1Q2|N1N2 + ∂N1N2GQ1Q2|M1M2 − ∂Q1Q2GM1M2|N1N2

)
= δP1

N1
δP2
M2

(
Λg−1

)
M1N2

+ δP1
M1
δP2
N2

(
Λg−1

)
N1M2

. (3.6.10)

Επιπλέον, για τις β-συναρτήσεις ισχύει ότι

βAB =
dΛAB

d lnµ2
, βAB = GAB|CDβ

CD . (3.6.11)

Θεωρώντας τα επίπεδα k1 = k2 = k3 = 1 και στη συνέχεια επαναφέροντάς τα μέσω ενός

επαναορισμού των σταθερών δομής [42] των τριών αντιγράφων της άλγεβρας ως FABC =(
fabc/
√
k1, fâb̂ĉ/

√
k2, fãb̃c̃/

√
k3

)
21
, εύκολα προκύπτουν οι β-συναρτήσεις της (3.2.12) στην

ακόλουθη μορφή

βAB =
1

2
NACD(Λ)NBDC(ΛT ), NABC(Λ) = (ΛAEΛBDFEDF − ΛEFFABE)gFC . (3.6.12)

21
΄Ολα τα υπόλοιπα στοιχεία του FABC με μικτούς δείκτες είναι μηδέν, εφόσον τα τρία αντίγραφα της

ομάδας Lie θεωρούνται ανεξάρτητα. Επιπλέον, FABC ∈ R.
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3.6.1.1 Ανώμαλες διαστάσεις του απλού ρεύματος

Σε ότι ακολουθεί, υπολογίζονται μέχρι τάξη O(1/k), οι ακριβείς ως προς λ και λ̃ β-

συναρτήσεις, για τα δύο μπλοκ παραμέτρων ζεύξης της (3.6.2), καθώς επίσης και οι ακριβείς

στο λ και μηδενικής τάξης ως προς 1/k ανώμαλες διαστάσεις των τελεστών J1+J2−, J1+J3−

και J1+, J2−.

Ακριβείς β-συναρτήσεις ως προς όλες τις παραμέτρους ζεύξης

Στην περίπτωση της δράσης (3.6.2) ο ΛAB πίνακας, είναι αυτός της (3.6.4) και η β-συναρτηση

είναι της μορφής

βAB =
dΛAB

d lnµ2
=

0 βab̂ βab̃

0 0 0

0 0 0

 , (3.6.13)

όπου

βab̂ =
1

2
NaCD(Λ)Nb̂D

C(ΛT ), βab̃ =
1

2
NaCD(Λ)Nb̃D

C(ΛT ), (3.6.14)

και

ΛAB =

0 λab̂ λ̃ab̃
0 0 0

0 0 0

 , (ΛT )AB =

 0 0 0

(λT )âb 0 0

(λ̃T )ãb 0 0

 , (3.6.15)

gAB =

δab 0 0

0 (1− λTλ)âb̂ −(λT λ̃)âb̃
0 −(λ̃Tλ)ãb̂ (1− λ̃T λ̃)ãb̃

 , gAB =

δab 0 0

0 f(λ, λ̃)âb̂ h(λ, λ̃)âb̃
0 h(λ̃, λ)ãb̂ f(λ̃, λ)ãb̃

 ,

g̃AB =

∆−1
ab 0 0

0 δâb̂ 0

0 0 δãb̃

 , g̃AB =

∆ab 0 0

0 δâb̂ 0

0 0 δãb̃

 , ∆ = (1− λλT − λ̃λ̃T )−1,

f(λ, λ̃) = λT∆(1− λ̃λ̃T )λ−T , h(λ, λ̃) = λT∆λ̃, λ−T = (λ−1)T .

Τα υπόλοιπα στοιχεία της (3.6.13) είναι όντως μηδενικά, όπως επιβεβαιώνεται και με χρήση

της σχέσης (3.6.12) και κατά συνέπεια, δεν χρειάζεται η χρήση διαφορομορφισμών στο ρόλο

αντισταθμιστικών όρων, εφόσον δεν παράγονται νέες διευθύνσεις ροής κατώ από τη ροή της

ομάδας επανακανονικοποίησης. Παρόλα αυτα, μέσα στα επιμέρους βab̂ και βab̃ μπλόκ, είναι

δυνατό να προκύψουν νέες ροές ανάλογα με την επιλογή των πινάκων λ και λ̃. Σε αυτή την

περίπτωση, οι νέες ροές που προκύπτουν πρέπει να ακυρωθούν με τη χρήση κατάλληλων

διαφορομορφισμών. Η γενική περίπτωση χρήσης διαφορομορφισμών αναλύεται στο παράρ-

τημα ΙΔ΄.
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Επιστρέφοντας τώρα στην (3.6.14) τα μόνα μη-νηδενικά στοιχεία τωνNaBC(Λ) καιNâBC(ΛT )

είναι τα

Nabĉ(Λ) =
1√
k2

Nab
ĉ(λ, λ̃, λ−1

0 ) +
1√
k3

Ñab
ĉ(λ, λ̃, λ̃−1

0 ),

Nabc̃(Λ) =
1√
k2

Ñab
c̃(λ̃, λ, λ−1

0 ) +
1√
k3

Nab
c̃(λ̃, λ, λ̃−1

0 ),

Nâb̂
c(ΛT ) =

1√
k1

Ñâb̂
c(λT , λ̃, λ0),

Nâb̃
c(ΛT ) =

1√
k1

(λT )âe(λ̃
T )b̃dfedf∆fc ,

(3.6.16)

όπου

Nab
γ(A,B, α) = (AaeAbdfedf − αAeffabe)(AT∆(1−BBT )A−T )fγ,

Ñab
γ(A,B, α) = (BaeBbdfedf − αBeffabe)(B

T∆A)fγ, όπου γ = (ĉ, c̃),

Ñâb̂
c(A,B, α) = (AaeAbdfedf − αAeffabe)∆fc, ∆ = ∆(A,B),

λ0 =

√
k1

k2

, λ̃0 =

√
k1

k3

.

(3.6.17)

Οι ακριβείς στο λ και λ̃ β-συναρτήσεις, μέχρι τάξηO(1/k), προκύπτουν να είναι οι ακόλουθες

βab̂ =
1

2
√
k1k2

(
Nac

d̂(λ, λ̃, λ−1
0 )Ñb̂d̂

c(λT , λ̃, λ0) + Ñac
d̃(λ̃, λ, λ−1

0 )λT
b̂e
λ̃T
d̃i

∆fcfeif

)

+
1

2
√
k1k3

(
Ñac

d̂(λ, λ̃, λ̃−1
0 )Ñb̂d̂

c(λT , λ̃, λ0) +Nac
d̃(λ̃, λ, λ̃−1

0 )λT
b̂e
λ̃T
d̃i

∆fcfeif

)
,

(3.6.18)

βab̃ =
1

2
√
k1k2

(
Nac

d̂(λ, λ̃, λ−1
0 )λ̃T

b̃e
λT
d̂i

∆fcfeif + Ñac
d̃(λ̃, λ, λ−1

0 )Ñb̃d̃
c(λ̃T , λ, λ̃0)

)

+
1

2
√
k1k3

(
Ñac

d̂(λ, λ̃, λ̃−1
0 )λ̃T

b̃e
λT
d̂i

∆fcfeif +Nac
d̃(λ̃, λ, λ̃−1

0 )Ñb̃d̃
c(λ̃T , λ, λ̃0)

)
.

(3.6.19)
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Μπορούν τώρα να μελετηθούν κάποια σημαντικά όρια για τις άνωθεν β-συναρτήσεις:22

• Στο διαγώνιο λab̂ = λδab και λ̃ab̃ = λ̃δab όριο, οι ακριβείς στα λ και λ̃ β-συναρτήσεις

είναι

βλ(λ, λ̃) = −cG
2

(
f1(λ, λ̃, λ0)√

k1k2

+
f2(λ, λ̃, λ̃0)√

k1k3

)
,

βλ̃(λ, λ̃) = −cG
2

(
f2(λ̃, λ, λ0)√

k1k2

+
f1(λ̃, λ, λ̃0)√

k1k3

)
, (3.6.20)

f1(λ, λ̃, λ0) = λ2(λ− λ−1
0 )(λ− λ0 + λ0λ̃

2)∆2
διαγ.

,

f2(λ,λ̃, λ̃0) = λλ̃2(λ̃− λ̃−1
0 )(1− λ0λ)∆2

διαγ.
, ∆διαγ. = (1− λ2 − λ̃2)−1.

Σημειώνεται εδώ ότι οι β-συναρτήσεις των (3.6.18) και (3.6.19) είναι συζευγμένες

ακόμα και στο διαγώνιο όριο. Αυτό ήταν αναμενόμενο, διότι παρόλο που τα ρεύματα

διαφορετικών αντίγραφων της ομάδας G έχουν μηδενικό OPE, και οι δύο κορυφές αλ-

ληλεπίδρασης της (3.6.2) περιέχουν το χειραλικό ρεύμα J1+ το οποίο έχει μη-μηδενικό

OPE με τον εαυτό του. Επιπλέον, οι σχέσεις της (3.6.20) ταυτίζονται με τη σχέση

(4.7) της [42] για n = 4 και με λ→ λ0λ και λ̃→ λ̃0λ̃, όπως ήταν αναμενόμενο.

• Στο όριο λ̃ = 0 και λab̂ = λδab οι β-συναρτήσεις γίνονται

βλ(λ, 0, λ0) = − cG

2
√
k1k2

λ2(λ− λ−1
0 )(λ− λ0)

(1− λ2)2
, βλ̃(λ, 0, λ̃0) = 0, (3.6.21)

με την βλ να αντιστοιχεί στη β-συνάρτηση (3.6.21) του διπλά παραμορφωμένου, μη-

συμμετρικού λ-προτύπου [52, 45] με αντίγραφα ομάδας Gk1 και Gk2 όπως ήταν αναμε-

νόμενο.

• Στο όριο λ = 0 και λ̃ab̃ = λ̃δab, η βλ(0, λ̃, λ0) = 0, ενώ η βλ̃(0, λ̃, λ̃0) είναι ίδια με

την βλ της (3.6.21) αλλά με το k2 αντικατεστημένο με k3, αντιστοιχώντας ξανά στη

β-συνάρτηση του διπλά παραμορφωμένου, μη-συμμετρικού προτύπου, αλλά τώρα με

αντίγραφα ομάδας Gk1 και Gk3 , όπως ήταν αναμενόμενο.

Ανώμαλες διαστάσεις στο όριο αποσύζευξης

Εφόσον στόχος είναι ο υπολογισμός της ανώμαλης διάστασης του J1+ για το πρότυπο που

περιγράφεται από τη δράση (3.6.1), είναι εφικό οι ενδιάμεσοι υπολογισμοί να γίνουν απέθυ-

είας στο όριο λ̃ = 0, το οποίο απλοποιεί αρκετά τα ενδιάμεσα βήματα. Δεδομένου ότι τα

22
Στα όρια αυτά χρησιμοποιείται η σχέση facdfbcd = cGδab.
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σύμβολα του Christoffel στη δεύτερη σειρά της (3.6.10) δεν περιέχουν πλέον παραγωγίσεις

ως προς τα λ̃, για τον υπολογισμό των διαφόρων στοιχείων της (3.6.7) χρειάζονται μόνο

όροι τάξης O(λ̃0) στη μετρική, και μέχρι τάξη O(λ̃) στις β-συναρτήσεις. Στο όριο αυτό

λοιπόν, προκύπτουν οι ακόλουθες ποσότητες

ΛAB =

0 λab̂ 0

0 0 0

0 0 0

 , (ΛT )AB =

 0 0 0

(λT )âb 0 0

0 0 0

 ,

gAB =

δab 0 0

0 (1− λTλ)âb̂ 0

0 0 δãb̃

 , gAB =

δab 0 0

0 (1− λTλ)−1

âb̂
0

0 0 δãb̃

 , (3.6.22)

g̃AB =

∆−1
ab 0 0

0 δâb̂ 0

0 0 δãb̃

 , g̃AB =

∆ab 0 0

0 δâb̂ 0

0 0 δãb̃

 , ∆ = (1− λλT )−1.

και η γραμμική, ως προς λ̃, μορφή των β-συναρτήσεων (3.6.18) και (3.6.19) μέχρι τάξη

O(1/k) είναι η ακόλουθη

βab̂ =
1

2
√
k1k2

N ′acd̂N
′(T )

b̂d̂

c +O(λ̃2),

βab̃ =
1

2
√
k1k2

N ′acd̂λ̃Tb̃eλ
T
d̂l
g̃fcfelf +O(λ̃2),

N ′abĉ = N ′abĉ(λ, λ−1
0 ) = (λaêλbd̂fêd̂f̂ − λ

−1
0 λef̂fabe)g

f̂ ĉ,

N ′
âb̂

(T )c = N ′
âb̂

(T )c(λT , λ0) = (λTâeλ
T
b̂d
fedf − λ0λ

T
êffâb̂ê)g̃

fc,

(3.6.23)

με τα στοιχεία των g και g̃ να είναι αυτά της (3.6.22). ΄Οπως είναι αναμενόμενο, η βab̂

ταυτίζεται με την (3.2.12), αντιστοιχώντας στη β-συνάρτηση του διπλά παραμορφωμένου,

μη-συμμετρικού προτύπου της (3.6.1).

Για τον υπολογισμό των ανώμαλων διαστάσεων των δύο σύνθετων τελεστών, χρειάζονται οι

συναλλοίωτες παράγωγοι των δύο προηγούμενων β-συναρτήσεων στο όριο λ̃ = 0. Τα δύο

στοιχεία της ανώμαλης διάστασης που παρουσιάζουν ενδιαφέρον είναι τα (γJ1+J2−)ab̂
cd̂

και

(γJ1+J3−)ab̃
cd̃

που αντιστοιχούν στους σύνθετους τελεστές των κορυφών αλληλεπίδρασης

της δράσης (3.6.2). Οι μόνες μη-μηδεινές συνιστώσες των συμβόλων Christoffel βρίσκο-

νται στο παράρτημα ΙΓ΄, ενώ με χρήση των (3.6.22) και (3.6.23), προκύπτουν οι αντίστοιχες
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μερικές παράγωγοι στο λ̃ = 0 όριο να είναι οι

∂mn̂β
ab̂ =

1

2
√
k1k2

(
Kac;mn̂d̂N ′(T )

b̂d̂

c +N ′acd̂K
(T )

b̂d̂;n̂m

c
)
, ∂mn̂β

ab̃ = 0,

∂mñβ
ab̂ = 0, ∂mñβ

ab̃ =
δñ
b̃

2
√
k1k2

N ′acd̂λTd̂lg̃
fcfmlf ,

(3.6.24)

όπου

Kab;iĵ
ĉ = Kab;iĵ

ĉ(λ, λ−1
0 ) = (δaiλbd̂ − δbiλad̂)fĵd̂f̂g

f̂ ĉ − λ−1
0 fabig

ĵĉ +N ′abd̂(λik̂δĵd̂ + λid̂δĵk̂)g
k̂ĉ,

K(T )

âb̂;ĵi

c = Kâb̂;ĵi
c(λT , λ0) = (δâĵλ

T
b̂d
− δb̂ĵλ

T
âd)fidf g̃

fc − λ0fâb̂ĵ g̃
ic +N ′(T )

âb̂

d(λT
ĵk
δid + λT

ĵd
δik)g̃

kc .

Τέλος, από την (3.6.7) με αντικατάσταση των (3.6.22), (3.6.24) και (ΙΓʹ.1) προκύπτουν τα

στοιχεία των ανώμαλων διαστάσεων για τους σύνθετους τελεστές που εμφανίζονται στη

δράση (3.6.2), να είναι

γab̂
cd̂ =

1

2
√
k1k2

[
Kce;ab̂

ŝN ′(T )

d̂ŝ

e +N ′ceŝK
(T )

d̂ŝ;b̂a

e +
(
δcmδ

d̂
b̂
(λg−1)an̂ + δcaδ

d̂
n̂(λg−1)mb̂

)
N ′meŝN

′(T )
n̂ŝ

e

+ g̃amgb̂n̂g̃cpgd̂q̂

(
Kme;pq̂ ŝN

′(T )
n̂ŝ

e +N ′meŝK
(T )
n̂ŝ;q̂p

e

)
(3.6.25)

+ g̃amgb̂n̂g̃cpgd̂q̂

(
δmi δ

n̂
q̂ (λg−1)pĵ + δmp δ

n̂
ĵ
(λg−1)iq̂

)
N ′ieŝN

′(T )

ĵŝ
e

]
,

το οποίο, μετά από λίγη άλγεβρα, ταυτίζεται με την (3.4.41), καθώς και με την (3.4.45) στο

διαγώνιο όριο λab̂ = λδab, αντιστοιχώντας στην ανώμαλη διάσταση του σύνθετου τελεστή

J1+J2− όπως ήταν αναμενόμενο, και

γab̃
cd̃ =

δb̃
d̃

2
√
k1k2

[
N ′ceŝλTŝlg̃fefalf + (λg−1)am̂N ′ceŝN

′(T )
m̂ŝ

e

+ g̃amg̃cp

(
N ′meŝλTŝlg̃fefplf + (λg−1)p̂iN

′
me

ŝN ′(T )

îŝ

e
)]
.

(3.6.26)

Ωστόσο, υπάρχουν τρία ακόμα μη-μηδενικά στοιχεία που δίνονται από τις σχέσεις

γab
cd = Γcdab|mn̂β

mn̂ + g̃amgbng̃cpgdqΓ
mn
pq|sr̂β

sr̂,

γâb̂
ĉd̂ = Γĉd̂

âb̂|mn̂β
mn̂ + g̃âm̂gb̂n̂g̃ĉp̂gd̂q̂Γ

m̂n̂
p̂q̂|sr̂β

sr̂,

γãb̂
c̃d̂ = Γc̃d̂

ãb̂|mn̂β
mn̂ + g̃ãm̃gb̂n̂g̃c̃p̃gd̂q̂Γ

m̃n̂
p̃q̂|sr̂β

sr̂,

(3.6.27)

ενώ όλα τα υπόλοιπα στοιχεία είναι μηδενικά στο όριο αποσύζευξης λ̃ = 0. Είναι τώρα

δυνατή η μετονομασία όλων των δυνατών ζευγών από δείκτες ως (ab) = A, (ab̂) = B,
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(ab̃) = C, (âb) = D, κτλ. έτσι ώστε να προκύψει ένας 9 × 9 πίνακας, όπου κάθε στοιχείο

του αντιστοιχεί σε ένα (dimG × dimG)-διάστατο υποπίνκα. Γίνεται έτσι φανερό ότι όλα

τα άνωθεν μη-μηδενικά στοιχεία βρίσκονται στην διαγώνιο αυτού του πίνακα, και συνεπώς,

στο λ̃ = 0 όριο αντιστοιχούν στις ιδιοτιμές των αντίστοιχων σύνθετων τελεστών. ΄Οπως

αναφέρθηκε και προηγουμένως, τα στοιχεία που παρουσιάζουν ενδιαφέρον είναι τα γab̂
cd̂

και γab̃
cd̃

που αντιστοιχούν στους διγραμμικούς τελεστές J1+J2− και J1+J3− αντίστοιχα.

Σημειώνεται εδώ ότι η (3.6.26) έχει προκύψει με τη μορφή τανυστικού γινομένου, με το

Gk3 αντίγραφο της ομάδας να είναι αποσυζευγμένο. Το αποτέλεσμα αυτό κανονικά θα

αντιστοιχούσε στην ανώμαλη διάσταση του σύνθετου τελεστή J1+J3−, αλλά εφόσον ισχύει

το λ̃ = 0 όριο, το ρεύμα J3− δεν εμφανίζεται στη δράση, και συνεπώς δεν αποκτά ανώμαλες

διαστάσεις.

΄Ετσι, (γJ1+J3−)ab̃
cd̃ = (γJ1+)a

cδb̃
d̃
, όπου

(γJ1+)a
c =

1

2
√
k1k2

[
N ′ceŝλTŝlg̃fefalf + (λg−1)am̂N ′ceŝN

′(T )
m̂ŝ

e

+ g̃amg̃cp

(
N ′meŝλTŝlg̃fefplf + (λg−1)p̂iN

′
me

ŝN ′(T )

îŝ

e
)]
,

(3.6.28)

και τα N ′ είναι αυτά της (3.6.23). Επιπλέον, στο διαγώνιο και ισοτροπικό όριο λab̂ = λδab

(γJ1+)a
c = γa

c =
cG
k2

λ2(λ− λ−1
0 )2

(1− λ2)3
δa
c

(3.6.29)

η οποία, όσον αφορά τους δείκτες που αναφέρονται στο πρώτο αντίγραφο της Lie ομάδας,

ταυτίζεται με την (2.10.143) με k2 = kR, αντιστοιχώντας στην ανώμαλη διάσταση του απλού

χειραλικού ρεύματος J1+.

Τέλος, η ανώμαλη διάσταση του αντι-χειραλικού ρεύματος J2− προκύπτει από την (3.6.28)

αντικαθιστώντας το λ με λT και εναλλάσσοντας τα επίπεδα k1 ↔ k2, σύμφωνα με την ε-

πιχειρηματολογία που έγινε στην αρχή της υποενότητας αυτής. Αυτό έχει επίσης ελεγχθεί

διεξοδικά με τη χρήση της μεθόδου του βοηθητικού αντιγράφου της ομάδας Lie. Ωστόσο,

ο μακροσκελής αυτός υπολογισμός δεν παρουσιάζεται στα πλαίσια της παρούσας εργασίας,

εφόσον στην ουσία αποτελεί επανάληψη των βημάτων της παρούσας παραγράφου, αλλά με

χρήση του πίνακα ζεύξης (3.6.5), και παράγει όντως το αναμενόμενο αποτέλεσμα. Πρέπει

να τονισθεί σε αυτό το σημείο, ότι το σωστό αποτέλεσμα για την ανώμαλη διάσταση του

J2− που προκύπτει με αυτόν τον τρόπο, δεν μπορεί να προκύψει από την τελευταία σχέση

της (3.6.27), για τους λόγους που αναλύονται στη συνέχεια.

Οι υπόλοιπες τρείς μη-μηδενικές ιδιοτιμές της σχέσης (3.6.27), αντιστοιχόυν σε ένα μέρος

των ανώμαλων διαστάσεων των τελεστών J1+J1−, J2+J2− ανδ J3+J2− αντίστοιχα. Οι τε-
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λεστές αυτοί δεν εμφανίζονται στη δράση (3.6.2), αλλά εμφανίζουν μη-μηδενική ανώμαλη

διάσταση,που προκύπτει ως συνεισφορά από τα επιμέρους απλά ρεύματα J1+ και J2−, τα

οποία εμφανίζονται στην αρχική δράση (ακόμα και στο λ̃ = 0 όριο) και αποκτούν ανώμαλες

διαστάσεις. Ωστόσο, οι σχέσεις της (3.6.27) δεν αντιστοιχούν στις πλήρεις ανώμαλες δια-

στάσεις αυτών των τελεστών, εφόσον εμπεριέχουν μόνο τη συνεισφορά που προκύπτει από

την αλληλεπίδραση του J1+J2− με τον εαυτό του
23
. Προκειμένου να προκύψει το συνολικό

αποτέλεσμα για τις ανώμαλες διαστάσεις αυτών των τελεστών, πρέπει αυτοί να συμπεριλη-

φθούν αρχικά στη δράση, όμοια με την περίπτωση του βοηθητικού J1+J3−, και στη συνέχεια

να θεωρηθεί το όριο όπου οι παράμετροι ζεύξης τους πάνε στο μηδέν
24
. Τότε, θα εμφα-

νιστεί μια επιπρόσθετη συνεισφορά στη ανώμαλη διάσταση του βοηθητικού Ji+Jj−, λόγω

της αλληλεπίδρασής του με τον εαυτό του. Αυτή η συνεισφορά εμφανίζεται στην (3.6.7)

ως η μερική παράγωγος της αντίστοιχης β-συνάρτησης, και στο όριο που η βοηθητική πα-

ράμετρος ζεύγης πάει στο μηδεν, επιβιώνει και συνεισφέρει μόνο στην ανώμαλη διάσταση

του αντίστοιχου τελεστή, χωρίς να επηρεάζει τα αποτελέσματα για τους υπόλοιπους. Αυτό

συμβαίνει διότι στο όριο αποσύζευξης, στο οποίο ανακτάται το λ-πρότυπο της (3.6.1), η

μετρική Zamolodchikov είναι μπλόκ-διαγώνια, και εφόσον η β-συνάρτηση της βοηθητικής

παραμέτρου ζεύξης μηδενίζεται, δεν εμφανίζεται μίξη στις ανώμαλες διαστάσεις. ΄Εχοντας

παρουσιάσει τα άνωθεν επιχειρήματα, γίνεται πλέον φανερό για ποιόν λόγο είναι αδύνατο

να προκύψει από την τελευταία σχέση της (3.6.27) το σωστό αποτέλεσμα για τις ανώμαλες

διαστάσεις του J2−.

3.6.1.2 Η περίπτωση των δύο παραμέτρων ζεύξης με χρήση υποομάδας

και συνσυνόλου

΄Εστω τώρα ξανά το πρότυπο της (3.6.1), αλλά με τους δείκτες της ομάδας χωρισμένους σε

δείκτες μιας υποομάδας H ⊂ G και του αντίστοιχου συνσυνόλου G/H. Ο δείκτης A της

προηγούμενης υποενότητας τροποποιείται, ώστε A = (a, α), όπου οι Λατινικοί/Ελληνικοί

δείκτες υποδηλώνουν στοιχεία της υποομάδας/συνσυνόλου. Τα καπελάκια και οι περισπω-

μένες της προηγούμενης υποενότητας, παραλείπονται τώρα από τον συμβολισμό των δεικών

εφόσον ό,τι ακολουθεί αναφέρεται απέυθείας στο λ̃ = 0 όριο, όπου όλα τα αποτελέσματα

23
Η συνεισφορά στις ανώμαλες διαστάσεις της (3.6.27) έρχεται μόνο από την αλληλεπίδρση του J1+J2−

με τον εαυτό του, και όχι με τον J1+J3−, εφόσον στο όριο λ̃ = 0 όλα τα σύμβολα του Christoffel που εμφα-

νίζονται στην (3.6.27) πολλαπλασιάζονται μόνο με την βab̂, και επιπλέον δεν περιέχουν μερικές παργώγους
ως προς το λ̃ab̃. Η πρίπτωση της (3.6.26) διαφέρει, εφόσον έχουν συμπεριληφθεί παραγωγίσεις ως προς το

λ̃ab̃.
24
Η διαδικασία αυτή θα πρέπει να γίνει ανεξάρτητα για τον κάθε σύνθετο τελεστή, προκειμένου να αποφευ-

χθεί η εμφάνιση πιθανής μίξης στον πίνακα της ανώμαλης διάστασης, λόγω παραγωγής νέων διευθύνσεων

στη ροή της ομάδας επανακανονικοποίησης. Για παράδειγμα, αν ο τελεστής J3+J2− προστεθεί στην (3.6.1),

τότε τα μόνα δύο μη-μηδενικά στοιχεία της βAB θα πρέπει να είναι τα βab̂ και βãb̂. Σε διαφορετική πε-
ρίπτωση, η διαδικασία θα πρέπει να τροποποιηθεί προκειμένου να συμπεριληφθούν διαφορομορφισμοί, και ο

πίνακας της ανώμαλης διάστασης μπορεί να προκύψει μη-διαγώνιος.
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εξαρτώνται μόνο από το λab̂ → λAB. Τότε, για μη-συμμετρικούς, Einstein χώρους ισχύουν

οι ακόλουθες σχέσεις [103, 104]

fACDfBCD = cGδAB, facdfbcd = cHδab, fαγδfβγδ = cG/Hδαβ,

faγδfbγδ = (cG − cH)δab, fαγcfβγc =
1

2
(cG − cG/H)δαβ, fabγ = 0,

(3.6.30)

όπου τα cG, cH είναι οι ιδιοτιμές του τετραγωνικού τελεστή Casimir στην συζυγή αναπα-

ράσταση για την ομάδα G και την υποομάδα H αντίστοιχα, ενώ το cG/H είναι απλά μία

σταθερά. Για συμμετρικούς χώρους fαβγ = 0 και cG/H = 0.

Για ό,τι ακολουθεί στη συνέχεια, έχει θεωρηθεί το όριο λ̃ = 0 στην (3.6.2), όπου ανακτάται

η δράση (3.6.1). Για μια διαγώνια λAB παραμόρφωση, όπου η θεωρία της υποομάδας και του

συνσυνόλου έχουν διαγορετικές παραμέτρους παραμόρφωσης, τα μη-μηδενικά στοιχεία του

πίνακα λAB έίναι τα λab = λHδab και λαβ = λG/Hδαβ. Σκοπός της παρούσας υποενότητας

είναι ο υπολογισμός των ανώμαλων διαστάσεων για τα απλά ρεύματα της υποομάδας και του

συνσυνόλου Ja1+, J
α
1+ για το λ-πρότυπο της (3.6.1), χρησιμοποιώντας τα αποτελέσματα της

προηγούμενης υποενότητας. Η (3.6.26) ξαναγράφεται ως

γAB
CD =

δB
D

2
√
k1k2

γA
C , A = (a, α), (3.6.31)

όπου, επαναεκφράζοντάς την (3.6.28) σε όρους των β-συναρτήσεων, προκύπτει

γA
C =N ′CESλTSLg̃FEfALF + 2

√
k1k2(λg−1)AMβ

CM

+ g̃AM g̃CP

(
N ′ME

SλTSLg̃
FEfPLF + 2

√
k1k2(λg−1)PIβ

MI
)
,

(3.6.32)

με τους κεφαλαίους δείκτες τώρα να εκφράζουν στοιχεία της υποομάδας και του συνσυνόλου.

Οι β-συναρτήσεις (βab, βαβ) είναι οι διαγώνιες της (3.2.33), ενώ τα διάφορα στοιχεία του N ′
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δίνονται από την (3.6.23) και είναι τα ακόλουθα

N ′abc(λH ;λ−1
0 ) = −λH(λ−1

0 − λH)

1− λ2
H

fabc ,

N ′αβc(λH , λG/H ;λ−1
0 ) =

λ2
G/H − λ

−1
0 λH

1− λ2
H

fαβc ,

N ′αβγ(λG/H ;λ−1
0 ) = −

λG/H(λ−1
0 − λG/H)

1− λ2
G/H

fαβγ ,

N ′αbγ(λH , λG/H ;λ−1
0 ) = −

λG/H(λ−1
0 − λH)

1− λ2
G/H

fαbγ ,

N ′aβγ(λH , λG/H ;λ−1
0 ) = −

λG/H(λ−1
0 − λH)

1− λ2
G/H

faβγ ,

N ′aβc = N ′abγ = N ′αbc = 0 .

(3.6.33)

Χρησιμοποιώντας στη συνέχεια ότι για την παρούσα επιλογή του πίνακα παραμόρφωσης, τα

στοιχεία g και g̃ της (3.6.22) είναι

gab = g̃ab = (1− λ2
H)δab, gαβ = g̃αβ = (1− λ2

G/H)δαβ,

gab = g̃ab = (1− λ2
H)−1δab, gαβ = g̃αβ = (1− λ2

G/H)−1δαβ,

η (3.6.32) δίνει το αποτέλεσμα γa
c = (γJH1+

)δa
c
, με

γHJ1+
=

k2(λ−1
0 − λH)2

(1− λ2
G/H)2(1− λ2

H)3

[
cGλ

2
G/H(1− λ2

H)2 − cH(λ2
G/H − λ

2
H)(1− λ2

G/Hλ
2
H)

]
(3.6.34)

για την ανώμαλη διάσταση του ρεύματος Ja1+ της υποομάδας, και γα
γ = (γ

G/H
J1+

)δα
γ

γ
G/H
J1+

=
1

2
√
k1k2

1

(1− λ2
G/H)3(1− λ2

H)

[
cG(1− λ2

G/H)×

×

(
λ−1

0 (λ2
G/H + λ2

H) + λ2
G/H

(
λ0(λ2

G/H + λ2
H)− 4λH

))

+ cG/H(λG/H − λH)

(
λ−1

0 (1 + λ2
G/H)(λG/H + λH)

+ λ2
G/H

(
λ0(1 + λ2

G/H)(λG/H + λH)− 4(1 + λHλG/H)
))]

(3.6.35)

για την ανώμαλη διάσταση του ρεύματος Jα1+ του συνσυνόλου, ενώ γa
γ = γα

c = 0.

Σημειώνεται εδώ ότι και η (3.6.34) αλλά και η (3.6.35) είναι αναλλοίωτες κάτω από την

συμμετρία (3.2.34) και στο όριο λG/H = λH = λ ταυτίζονται με την (3.6.29) όπως ήταν
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αναμενόμενο. Επιπλέον, στο όριο λG/H = 0, η (3.6.34) ανάγεται με συνεπή τρόπο στην

(3.6.29) με τα cG και λ αντικατεστημένα με cH και λH αντίστοιχα, εκφράζοντας την ανώμαλη

διάσταση του απλού ρεύματος μίας λH-παραμορφωμένης θεωρίας με ομάδα G, όπου μόνο η

θεωρία της υποομάδας έχει παραμορφωθεί με παράμετρο παραμόρφωσης λH . Με εναλλαγή

των k1 και k2 στις (3.6.34) και (3.6.35), προκύπτουν οι ανώμαλες διαστάσεις των Ja2− και

Jα2− ρευμάτων για την υποομάδα και το συνσύνολο. Τέλος, στο όριο των ίσων επιπέδων με

λ0 = 1 προκύπτει η ανώμαλη διάσταση γJH+ = γJH− και γ
J
G/H
+

= γ
J
G/H
−

για τα ρεύματα της

υποομάδας και του συνσυνόλου του απλά παραμορφωμένου, συμμετρικού λ-προτύπου.

3.6.1.3 Δύο παραδείγματα για την SU(2) ομάδα

Στην παρούσα υποενότητα παρουσιάζονται δύο παραδείγματα για G = SU(2). Το πρώτο

αφορά έναν διαγώνιο και πλήρως ανισοτροπικό πίνακα παραμόρφωσης, ενώ το δεύτερο έναν

γενικό, μη-διαγώνιο πίνακα και σαν υποπερίπτωση αυτού εξετάζεται ο πίνακας του ολοκλη-

ρώσιμου προτύπου της [57]. Τα δύο αυτά παραδείγματα αποδεικνύονται αρκετά διαφωτιστικά

σχετικά με τα αποτελέσματα που πρκύπτουν με την εφαρμογή της μεθόδου της παρούσας

ενότητας.

Η διαγώνια και ανισοτροπική περίπτωση

΄Εστω τώρα η περίπτωση της SU(2) με διαγώνιο αλλά πλήρως ανισοτροπικό πίνακα της

μορφής

λab̂ =

λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3

 , (3.6.36)

και τις ακόλουθες β-συναρτήσεις

βλ1 =
(λ0 + λ−1

0 )λ1(λ2
2 + λ2

3)− 2λ2λ3(1 + λ2
1)√

k1k2(1− λ2
2)(1− λ2

3)
, και κυκλικές εναλλαγές στα 1,2,3 . (3.6.37)

Για αυτή την επιλογή του πίνακα λ, η δίνει έναν διαγώνιο πίνακα ανώμαλης διάστασης ρευ-

μάτων, με στοιχεία

γ1
1 = (γJ1+)1

1 = − 2√
k1k2

4λ1λ2λ3 − (λ−1
0 + λ0λ

2
1)(λ2

2 + λ2
3)

(1− λ2
1)(1− λ2

2)(1− λ2
3)

(3.6.38)

και κυκλικές εναλλαγές στα 1,2,3. Στο όριο λ1 = λ2 = λ3 = λ, η (3.6.38) ανάγεται

στην (3.6.29) με cG = 4, ενώ για ίσα επίπεδα k1 = k2, στο ισοτροπικό όριο προκύπτει η

(2.10.87), ξανά με cG = 4, αντιστοιχώντας στην ανώμαλη διάσταση του απλόυ ρεύματος

για την SU(2). Επιπλέον, τα στοιχεία της (3.6.38) με τις κυκλικές εναλλαγές τους, είναι
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αναλλοίωτα κάτω από την δυϊκού τύπου συμμετρία (k1 → −k2, k2 → −k1, λi → 1/λi), όπως

ήταν αναμενόμενο. Σημειώνεται εδώ επίσης, ότι για λ1 = λ2 = λ η (3.6.38) ταυτίζεται με

τα γ1
1
και γ2

2
στοιχεία της (3.6.35) με cG = 4, cH = 0 και cG/H = 0, αντιστοιχώντας

στο SU(2)/U(1) συμμετρικό συνσύνολο. Επιπροσθέτως, στο χαμηλοενεργειακό σταθερό

σημείο της ροής (λ1 = λ2 = λ3 = λ0), η (3.6.38) ισούται με
4

k2−k1
, ενώ η ανώμαλη διάσταση

του αντι-χειραλικού ρεύματος μηδενίζεται, αναπαράγοντας τα αποτελέσματα της [45]. Τέλος,

από την (3.6.25) υπολογίζεται ο πίνακας της ανώμαλης διάστασης για τον σύνθετο τελεστή

J1+J2−, με μόνα μη-μηδενικά στοιχεία τα

γ11̂
11̂ = − 2√

k1k2

8λ1λ2λ3 − (λ0 + λ−1
0 )(1 + λ2

1)(λ2
2 + λ2

3)

(1− λ2
1)(1− λ2

2)(1− λ2
3)

,

γ11̂
22̂ = − 4√

k1k2

λ3(1 + λ2
1)(1 + λ2

2)− (λ0 + λ−1
0 )λ1λ2(1 + λ2

3)

(1− λ2
1)2(1− λ2

3)
,

γ12̂
12̂ = γ21̂

21̂ =
2√
k1k2

(λ0 + λ−1
0 )(λ2

1λ
2
2 + λ2

3)− 4λ1λ2λ3

(1− λ2
1)(1− λ2

2)(1− λ2
3)

,

γ12̂
21̂ = γ21̂

12̂ =
2√
k1k2

2λ3(1 + λ2
1λ

2
2)− (λ0 + λ−1

0 )λ1λ2(1 + λ2
3)

(1− λ2
1)(1− λ2

2)(1− λ2
3)

,

(3.6.39)

και κυκλικές εναλλαγές τους στα 1,2,3. Αξίζει να σημειωθει εδώ, ότι τα δύο πρώτα αποτε-

λέσματα της (3.6.39) μαζί με τις κυκλικές εναλλαγές τους, μπορούν να αναπαραχθούν και

μέσω της (3.6.7), χρησιμοποιώντας την ανηγμένη 3× 3 μετρική του χώρου των παραμέτρων

ζεύξεως, με στοιχείο μήκους

(ds)2 = Gab̂|cd̂dλab̂dλcd̂ =
(dλ1)2

(1− λ2
1)2

+
(dλ2)2

(1− λ2
2)2

+
(dλ3)2

(1− λ2
3)2

,

αντί για την 9× 9 μετρική που εκφράζεται μέσω του τανυστικού γινομένου (3.6.9). Σε αυ-

τόν τον ανηγμένο χώρο, προκύπτει ένας 3× 3 πίνακας για την ανώμαλη διάσταση, ο οποίος

αναφέρεται μόνο στους τελεστές που υπάρχουν στη δράση (δηλαδή τους J1
1+J

1
2−, J

2
1+J

2
2−,

J3
1+J

3
2−, όπου οι πάνω δείκτες συμβολίζουν τα αντίστοιχα στοιχεία της su(2)) με παρα-

μέτρους ζεύξης λ1, λ2, λ3 αντίστοιχα. Αντιθέτως, στον συνολικό χώρο των παραμέτρων

ζεύξης που περιγράφεται από την 9 × 9 μετρική, εμφανίζονται επιπλέον στοιχεία που α-

ντιστοιχούν στο πλήρες φάσμα των σύνθετων τελεστών J i1+J
j
2−, με τους δείκτες i, j να

παίρνουν τιμές στην συζυγή αναπαράσταση της su(2). Φυσικά, μετά από διαγωνιοποίηση

και των δύο πινάκων ανώμαλων διαστάσεων, οι τρείς ιδιοτιμές του ανηγμένου πίνακα, συ-

μπεριλαμβάνονται στο σύνολο ιδιοτιμών του 9×9 πίνακα. Ο λόγος που στον συνολικό χώρο

εμφανίζονται και στοιχεία ανώμαλων διαστάσεων για τελεστές που δεν υπάρχουν στη δράση,

είναι διότι το αποτέλεσμα (3.6.25) προέκυψε θεωρώντας όλα τα στοιχεία του πίνακα ζεύξης

λab̂ (και συνεπώς της βab̂) μη-μηδενικά (δηλαδή, στην αρχική δράση όλες οι αλληλεπιδράσεις
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ήταν παρούσες). Αυτό διαφέρει από την περίπτωση των αποτελεσμάτων (3.6.25)-(3.6.27) τα

οποία παράχθηκαν θεωρώντας πως ο πίνακας ΛAB και η αντίστοιχη βAB έχουν μόνο δύο

μη-μηδενικά στοιχεία, και η συνεισφορά από τις παραγωγίσεις των β-συναρτήσεων ως προς

τις μηδενικές παραμέτρους ζεύξης του πίνακα Λ δεν έχουν συμπεριληφθεί στους υπολογι-

σμούς
25
. Αυτός είναι και ο λόγος για τον οποίο οι σχέσεις της (3.6.27) αντιστοιχούν μόνο

σε ένα μέρος των ανώμαλων διαστάσεων των τελεστών που δεν εμφανίζονται στη δράση

με όρο παραμόρφωσης J A
1+ΛABJ B

2− (όπου οι κεφαλαίοι δείκτες A = (a, â, ã) αντιπροσω-

πεύουν τα τρία αντίγραφα της ομάδας G και ο πίνακας Λ είναι αυτός της (3.6.4)), ενώ τα

επιπλέον στοιχεία που εμφανίζονται στην (3.6.39) αντιστοιχούν στην πλήρη έκφραση των

ανώμαλων διαστάσεων για τους τελεστές που δεν εμφανίζονται στη δράση με όρο παραμόρ-

φωσης Ja1+λab̂J
b̂
2− (όπου οι δείκτες παίρνουν τιμές στη συζυγή αναπαράσταση της su(2) και

ο πίνακας λ είναι αυτός της (3.6.36)).

Πρέπει να σημειωθεί επίσης σε αυτό το σημείο, ότι για περιπτώσεις, όπως αυτή του επόμε-

νου παραδείγματος, όπου δύο ή περισσότερα στοιχεία του πίνακα λab̂ δεν είναι ανεξάρτητα

μεταξύ τους, η σύγκριση μεταξύ των αποτελεσμάτων του ανηγμένου και του πλήρους χώρου

παραμέτρων ζεύξης δεν είναι εφικτή. Αυτό συμβαίνει διότι στον ανηγμένο χώρο, οι σύνθετοι

τελεστές διαφέρουν από αυτούς του πλήρους χώρου και έτσι, οι διευθύνσεις των διαφόρων

ροών στους δύο χώρους δεν είναι άμεσα συγκρίσιμες.

Τέλος, υπάρχει μία επιπλέον λεπτομέρεια που αξίζει να αναλυθεί, σχετικά με τη συνεισφο-

ρά που προκύπτει από τις συναλλοίωτες παραγώγους ως προς τις παραμέτρους ζεύξης που

έχουν τεθεί μηδέν. Το θέμα αυτό προκύπτει όταν γίνεται χρήση της (3.6.25) για τον υπο-

λογισμό του 9× 9 πίνακα των ανώμαλων διαστάσεων στον πλήρη χώρο παραμέτρων ζεύξης.

΄Οπως αναφέρθηκε και προηγουμένως, εμφανίζονται επιπλέον στοιχεία που αντιστοιχούν

στην ανώμαλη διάσταση σύνθετων τελεστών των οποίων οι παράμετροι ζεύξης έχουν θε-

ωρηθεί μηδεν στη δράση. Μία εύλογη ερώτηση τότε, είναι αν η συνεισφορά από αυτές τις

παραμέτρους ζεύξης, επηρεάζει τα αποτελέσματα που προκύπτουν για τους σύνθετους τελε-

στές που εμφανίζονται στην αρχική δράση. Η απάντηση είναι ότι όντως τα επηρεάζει, και

εν γένει η ερμηνεία αυτών των αποτελεσμάτων θα πρέπει να γίνεται με μεγάλη προσοχή. Οι

μόνες περιπτώσεις για τις οποίες τα αποτελέσματα που παράγονται με αυτό τον τρόπο είναι

ασφαλή, είναι αυτές για τις οποίες ο 9× 9 πίνακας της μετρικής είναι διαγώνιος (δηλαδή τα

στοιχεία g και g̃ είναι διαγώνια) και οι β-συναρτήσεις για τις παραμέτρους που έχουν τεθεί

25
Ωστόσο, οι μερικές παράγωγοι που υπάρχουν μέσα στα σύμβολα του Christoffel συνεχίζουν να συνει-

σφέρουν, παρά το γεγονός ότι για τις παραμέτρους λab, λâb̂ και λãb̂ έχει θεωρηθεί το μηδενικό όριο. Αυτό
συμβαίνει διότι ο τύπος της δεύτερης γραμμής στην (3.6.10) έχει προκύψει θεωρώντας όλα τα στοιχεία του Λ
πίνακα, μη-μηδενικά. ΄Ετσι, για τα στοιχεία (3.6.27), το μηδενικό όριο των αντίστοιχων παραμέτρων ζεύξης

αφήνει μια μη-μηδενική συνεισφορά στην ανώμαλη διάσταση. Παρόλα αυτά, στην (3.6.26) (και (3.6.28)) δεν

χρειάζεται η παραπάνω ανάλυση, εφόσον όλα τα στοιχεία του λ̃ab̃ μπορούν να θεωρηθούν μη-μηδενικά κατά

την παραγωγή της, και στο λ̃ = 0 όριο, η εναπομείνουσα συνεισφορά είναι ακριβώς αυτή που χρειάζεται
προκειμένου να εξαχθεί το σωστό, μη-μηδενικό αποτέλεσμα (3.6.26) (και (3.6.28)).
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μηδέν είναι επίσης μηδενικές (δηλαδή το μηδενικό όριο είναι συμβατό με τη ροή της ομάδας

επανακανονικοποίησης). Αυτό εξασφαλίζει ότι όλες οι δυνατές συνεισφορές που θα προέκυ-

πταν από τις συναλλοίωτες παραγώγους (από τις μερικές παραγωγίσεις των β-συναρτήσεων

αλλά και από το κομμάτι των συμβόλων Christoffel) μηδενικών παραμέτρων ζεύξης, πολ-

λαπλασιάζονται με την αντίστοιχη (μηδενική) β-συνάρτηση και συνεπώς δεν συνεισφέρουν.

Με άλλα λόγια, αυτό σημαίνει ότι το στοιχείο γiĵ
mn̂

θα αποκτά μόνο συνεισφορά από τους

όρους ∂iĵβ
mn̂

και Γmn̂
iĵ|pq̂β

pq̂
, όπου η ∂iĵ και βpq̂ τώρα, αντιστοιχούν μόνο σε παραμέτρους

ζεύξης που υπάρχουν στη δράση. Με αυτό τον τρόπο, προκύπτουν ανώμαλες διαστάσεις για

τελεστές που δεν υπάρχουν στην αρχική δράση, και ταυτόχρονα εξασφαλίζεται ότι αυτοί οι

τελεστές δεν επηρεάζουν τα αποτελέσματα τελεστών που όντως εμφανίζονται στην δράση.

Και τα δύο παραδείγματα της SU(2) που παρουσιάζονται στην παρούσα υποενότητα έχουν

διαγώνια μετρική Zamolodchikov και το μηδενικό όριο των συγκεκριμένων λ-στοιχείων είναι

συμβατό με τη ροή της ομάδας επανακανονικοποίησης. Συνεπώς, και τα δύο αποτελέσματα

που παρουσιάζονται για τις ανώμαλες διαστάσεις των σύνθετων τελεστών στα παραδείγματα

αυτά, είναι έγκυρα.

Το παραπάνω πρόβλημα, δεν εμφανίζεται στην περίπτωση παραγωγής της σχέσης (3.6.28)

με χρήση των συμβόλων Christoffel (3.6.10) για τον πίνακα ΛAB. Παρόλο που η δεύτε-

ρη σειρά της (3.6.10) που χρησιμοποιήθηκε στους υπολογισμούς, έχει παραχθεί για γενικό

πίνακα ΛAB με όλα τα στοιχεία του μη-μηδενικά, στο όριο που όλα τα μπλόκ-στοιχεία του

ΛAB (εκτός από το λab̂) πηγαίνουν στο μηδέν, η 9× 9 μετρική είναι διαγώνια (βλ. (3.6.22)).

Εφόσον η μετρική αυτή εμφανίζεται μπροστά από τις παραγωγίσεις στον ορισμό των συμ-

βόλων Christoffel, μπορεί να αντικατασταθεί απέυθείας εκεί, από τη διαγώνια μορφή της

στο όριο αποσύζευξης (όλα τα ΛAB στοιχεία είναι μηδέν, εκτός από τον λab̂ υποπίνακα), και

η έκφραση του Γcd̃
ab̃|mn̂β

mn̂
που εμπλέκεται στον υπολογισμό της γab̃

cd̃
είναι

Γcd̃
ab̃|mn̂β

mn̂ =
1

2
g̃cq1gd̃q̃2

[
∂ab̃(g̃

q1mgq̂2n̂) + ∂mn̂(g̃q1agq̃2b̃) + ∂cd̃(g̃
amgb̃n̂)

]
βmn̂ .

Γίνεται πλέον εμφανές, ότι οι παραγωγίσεις ως προς λab̂ δεν δημιουργούν κανένα πρόβλημα,

εφόσον οι μερικές παράγωγοι ως προς τα στοιχεία αυτού του υποπίνακα, πολλαπλασιάζονται

με τις αντίστοιχες βab̂ (οι οποίες σε ένα συνεπές μηδενικό όριο κάποιων λab̂ στοιχείων, είναι

μη-μηδενικές μόνο για παραμέτρους ζεύξης που υπάρχουν στη δράση)
26
.

26
Παραγωγίσεις ως προς τον λab̃ υποπίνακα (ή οποιονδήποτε άλλο υποπίκανα εκτός του λab̂) δεν δη-

μιουργούν πρόβλημα, εφόσον υπάρχει η ελευθερία επιλογής όλων των στοιχείων του (τους) ώστε να είναι

μη-μηδενικά. Συνεπώς, οι μερικές παράγωγοι ως προς αυτούς είναι πάντοτε καλώς ορισμένες.
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Η μη-διαγώνια περίπτωση

Είναι τώρα δυνατή η μετάβαση στη μη-διαγώνια περίπτωση με έναν πίνακα παραμόρφωσης

της ακόλουθης μορφής

λab̂ =

 λ1 λ2 0

−λ2 λ1 0

0 0 λ3

 . (3.6.40)

Η επιλογή του άνωθεν πίνακα δεν παράγει καινούριες ροές κάτω από την ομάδα επανακανο-

νικοποίησης και συνεπώς δεν χρειάζεται η συμπερίληψη διαφορομορφισμών στους υπολογι-

σμούς. ΄Ετσι, οι β-συναρτήσεις δίνονται απλώς με αντικατάσταση του πίνακα (3.6.40) στη

σχέση (3.6.23) να είναι οι

βλ1 = λ1f(λ1, λ2, λ3), βλ2 = λ2f(λ1, λ2, λ3),

f(λ1, λ2, λ3) =
(λ0 + λ−1

0 )(λ2
1 + λ2

2 + λ2
3)− 2(1 + λ2

1 + λ2
2)λ3√

k1k2(1− λ2
3)(1− λ2

1 − λ2
2)

,

βλ3 = − 2√
k1k2

(λ2
1 + λ2

2)(λ0 − λ3)(λ−1
0 − λ3)

(1− λ2
1 − λ2

2)2
.

(3.6.41)

Δεδομένου ότι σε όλους τους προηγούμενους υπολογισμούς για την γAB
CD

έχουν χρησι-

μοποιηθεί οι παραγωγίσεις ∂IJΛAB = δIAδJB, θεωρώντας όλα τα στοιχεία του πίνακα Λ

ανεξάρτητα μεταξύ τους, θα πρέπει εν γένει πίνακες σαν τον (3.6.40) να αντιμετωπίζονται

με προσοχή. Ωστόσο, εφόσον στον υπολογισμό της (3.6.28) στο λ̃ = 0 όριο συνεισέφεραν

μόνο παραγωγίσεις ως προς το λ̃, είναι δυνατή η απλή αντικατάσταση του πίνακα (3.6.40)

στο αποτέλεσμα (3.6.28). Πρέπει να αναφερθεί εδώ ότι εν γένει αυτό δεν ισχύει για την πε-

ρίπτωση της ανώμαλης διάστασης του σύνθετου τελεστή J1+J2−, εφόσον για την εξαγωγή

της σχέσης (3.6.25), έχει χρησιμοποιηθεί η μερική παράγωγος ∂ab̂β
cd̂
, θεωρώντας όλα τα

στοιχεία του λ πίνακα μη-μηδενικά και ανεξάρτητα μεταξύ τους.

Τότε, από την (3.6.28) προκύπτουν τα ακόλουθα στοιχεία ανώμαλων διαστάσεων για τα

απλά ρεύματα

γ1
1 = γ2

2 =
2√
k1k2

λ−1
0 (λ2

1 + λ2
2 + λ2

3)
(
1 + λ2

0(λ2
1 + λ2

2)
)
− 4λ3(λ2

1 + λ2
2)

(1− λ2
1 − λ2

2)2(1− λ2
3)

,

γ3
3 =

4√
k1k2

λ0(λ2
1 + λ2

2)(λ−1
0 − λ3)2

(1− λ2
1 − λ2

2)2(1− λ2
3)

,

(3.6.42)
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ενώ όλα τα μη-διαγώνια στοιχεία είναι μηδενικά
27
. Μία παρατήρηση εδώ είναι ότι το όριο

λ2 = 0 και λ3 = λ1 = λ είναι συνεπές, και στα πλαίσιά του, η σχέση (3.6.42) ανάγεται

στην (3.6.29) όπως ήταν αναμενόμενο. Για ακόμα μία φορά, το αποτέλεσμα (3.6.42) είναι

αναλλοίωτο κάτω από τη συμμετρία (2.10.188), που περιλαμβάνει την αντιστροφή του πίνακα

λab̂ και την ανταλλαγή των επιπέδων k1 ↔ k2.

Στη συνέχεια, αν επιβληθεί περαιτέρω μείωση των ανεξάρτητων κατευθύνσεων ροής του

πίνακα λab̂, όπως στην ολοκληρώσιμη περίπτωση της [57] όπου

λ1 =
ζ2(1 + λ)2 + 4λ

ζ2(1 + λ)2 + 4
, λ2 =

2ζ(1− λ2)

ζ2(1 + λ)2 + 4
, λ3 = λ , (3.6.43)

οι διαφορομορφισμοί είναι απαραίτητοι προκειμένου να γίνει εφικτή η συνεπής αναγωγή του

τρισδιάστατου χώρου των παραμέτρων ζεύξης (λ1, λ2, λ3) σε έναν διδιάστατο με παραμέτρους

τις (λ, ζ).

Σύμφωνα με το παράρτημα ΙΔ΄, προκύπτει ο διαφορομορφισμός ζ̂ ′(λ, ζ;λ0) =
(
0, 0, ζ̂ ′3(λ, ζ;λ0)

)
με

ζ̂ ′3(λ, ζ;λ0) = ζ
(1 + λ−2

0 )
(
4λ+ (1 + λ)2ζ2

)
− 2λ−1

0

(
4(1− λ+ λ2) + (1 + λ)2ζ2

)
4
√

2(λ− λ−1
0 )(1− λ)2

, (3.6.44)

ο οποίος αντιστοιχεί σε μία γενίκευση του προτύπου που αναλύεται στην [57], με διαφορετικά

Kac-Moody επίπεδα.

Τότε, οι β-συναρτήσεις για τις νέες παραμέτρους ζεύξης λ και ζ, υπό την παρουσία του

διαφορομορφισμού (3.6.44) είναι

βλ = −
(λ0 − λ)(λ−1

0 − λ)
(
4 + (1 + λ)2ζ2

)(
4λ2 + (1 + λ)2ζ2

)
8
√
k1k2(1− λ2)2

,

βζ =
(2 + λ0 + λ−1

0 )ζ
(
16λ2 + 4(1 + λ2)(1 + λ)2ζ2 + (1 + λ)4ζ4

)
16
√
k1k2(1− λ)(1 + λ)3

.

(3.6.45)

Σε αυτή την περίπτωση, οι βλi , i = 1, 2, 3 της (3.6.41) αποκτούν μια επιπρόσθετη συνεισφο-

ρά της μορφής Dab̂
όπως δίνεται από τη σχέση (ΙΔʹ.2). ΄Ετσι, συνδυάζοντας την (3.6.7) με

τις (ΙΔʹ.3) και (ΙΔʹ.7) στην (ΙΔʹ.8), ο πίνακας της ανώμαλης διάστασης για το J1+ ρεύμα,

27
Η διαγώνια μορφή του πίνακα των ανώμαλων διαστάσεων σε αυτό το παράδειγμα προέκυψε λόγω του ότι

τα μη-διαγώνια στοιχεία του πίνακα (3.6.40) έχουν αντίθετες τιμές. Φυσικά, για οποιαδήποτε άλλη επιλογή

μη-διαγώνιου πίνακα, η ανώμαλη διάσταση αναμένεται να είναι μη-διαγώνιας μορφής πίνακας.

΄Ενα τέτοιο παράδειγμα, είναι η διαγώνια περίπτωση της SU(2) με τον συμμετρικό πίνακα λab̂ =λ1 λ2 0
λ2 λ1 0
0 0 λ3

 , όπου επίσης δεν χρειάζονται διαφορομορφισμοί. Τότε, ο πίνακας (γJ1+)a
c
της α-

νώμαλης διάστασης είναι μη-διαγώνιος, και κάθε στοιχείο του συνεχίζει να παραμένει αναλλοίωτο κάτω από

τον δυϊκού τύπου μετασχηματισμό (2.10.188).
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θα πρέπει να δίνεται από την (3.6.42) με μία επιπλέον συνεισφορά της μορφής

1
2
√
k1k2

(δp
aδc

m + g̃amg̃cp)
(
λ0λpŝN ′mrŝ − fmrp

)
ζ̂ ′r. Ωστόσο, στο παρόν παράδειγμα, η συνει-

σφορά των διαφορομορφισμών στην ανώμαλη διάσταση προκύπτει να είναι μηδενική, και

συνεπώς, η (3.6.42) παραμένει ως έχει. Τα στοιχεία της, σε όρους των παραμέτρων ζεύξης

λ και ζ γράφονται ως

γ1
1 = γ2

2 =
1

8
√
k1k2(1− λ2)3

[(
4λ2 + (1 + λ)2ζ2

)(
(1 + λ)2ζ2

(
λ0(1 + λ2)− 4λ

)
− 8λ(2− λ0λ)

)
+ λ−1

0

(
32λ2 + 4(1 + λ)2(1 + 3λ2)ζ2 + (1 + λ)4(1 + λ2)ζ4

)]

γ3
3 =

λ0(λ− λ−1
0 )2

(
4 + (1 + λ)2ζ2

)(
4λ2 + (1 + λ)2ζ2

)
4
√
k1k2(1− λ2)3

(3.6.46)

και είναι αναλλοίωτα κάτω από το μετασχηματισμό

λ→ λ−1, ζ → −ζ, k1 → −k2, k2 → −k1,

ο οποίος είναι η έκφραση της δυϊκού τύπου συμμετρίας στον ανηγμένο χώρο με συντεταγ-

μένες τις παραμέτρους ζεύξης (λ, ζ).

Τέλος, ακολουθούν κάποια σχόλια αναφορικά με τις ανώμαλες διαστάσεις των σύνθετων

τελεστών. Είναι πάλι δυνατός ο υπολογισμός του πίνακα των ανώμαλων διαστάσεων, τόσο

στον συνολικό χώρο με απέυθείας χρήση της σχέσης (3.6.25), όσο και στον ανηγμένο χώρο,

υπολογίζοντας πρώτα την αντίστοιχη 3× 3 μετρική

(ds)2 =
(dλ1)2

(1− λ2
1 − λ2

2)2
+

(dλ2)2

(1− λ2
1 − λ2

2)2
+

1

2

(dλ3)2

(1− λ2
3)2

.

Ωστόσο, όπως σχολιάσθηκε και στο τέλος της προηγούμενης παραγράφου, μια άμεση σύγκρι-

ση μεταξύ των δύο αποτελεσμάτων είναι άνευ σημασίας. Στην προκειμένη περίπτωση, με

πίνακα παραμόρφωσης αυτόν της σχέσης (3.6.40), οι τελεστές που εμφανίζονται στη δράση,

στον ανηγμένο χώρο ομαδοποιόυνται στους: O1 = J1
1+J

1
2−+J2

1+J
2
2−, O2 = J1

1+J
2
2−−J2

1+J
1
2−

και O3 = J3
1+J

3
2− με παραμέτρους ζεύξης λ1, λ2 και λ3 αντίστοιχα. Γίνεται τώρα εμφανές, ότι

το μόνο αποτέλεσμα ανώμαλης διάστασης που μπορεί να συγκριθεί (και να είναι ίσο) με αυτό

του συνολικού χώρου, είναι αυτό που αντιστοιχεί στον τελεστή J3
1+J

3
2−. Φυσικά, οι τρείς

ιδιοτιμές του ανηγμένου πίνακα της ανώμαλης διάστασης, εμφανίζονται πάλι ως υποσύνολο

των ιδιοτιμών του 9× 9 πίνακα.
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3.7 Μία ακριβής συμμετρία ως προς όλες τις πα-

ραμέτρους σύζευξης

Στην ενότητα αυτή, παρουσιάζεται μια γενίκευση της δυϊκού τύπου συμμετρίας και κάποια

από τα ακριβή σε επίπεδο ενός βρόγχου αποτελέσματα της εργασίας επεκτείνονται σε δύο

βρόγχους ως προς το ανάπτυγμα για μεγάλα k, παραμένοντας ακριβή ως προς τις παρα-

μέτρους της παραμόρφωσης.

Σημείο αφετηρίας είναι η δράση του διπλά παραμορφωμένου, συμμετρικού λ-προτύπου (2.10.167)

με (λ2)ab = 0 και (λ1)ab = λab [39, 40] και πιο συγκεκριμένα,

S = SWZW ;k(g1) + SWZW ;k(g2) +
kλab
π

∫
d2σ Ja1+ J

b
2− , (3.7.1)

όπου σύμφωνα με τις συμβάσεις και τους ορισμούς που ίσχυαν μέχρι τώρα, SWZW ;k(g) είναι

η WZW δράση σε επίπεδο k [90]

Sk(g) =
k

2π

∫
d2σTr(∂+g

−1∂−g) + SWZ,k(g) , SWZ,k(g) =
k

12π

∫
Β

Tr(g−1dg)3 . (3.7.2)

Ο πρώτος λόγος επιλογής της συγκεκριμένης δράσης έναντι αυτής του απλά παραμορφω-

μένου προτύπου είναι ότι, όπως έχει αναφερθεί και προηγούμένως, η γραμμικοποιημένη μορ-

φή (3.7.1) είναι στην πραγματικότητα η ενεργός δράση για το υπό μελέτη πρότυπο, η οποία

περιλαμβάνει όλα τα κβαντικά φαινόμενα που σχετίζονται με την παράμετρο παραμόρφωσης

λab, και συνεπώς δεν επιδέχεται περαιτέρω λ-διορθώσεις. Ο δεύτερος λόγος επιλογής της

(3.7.1) έναντι της (2.10.20) είναι ότι, όπως αποδείχθηκε σε προηγούμενη ενότητα και στην

[51] μέσω επιχειρημάτων σύμμορφης θεωρίας πεδίου, και οι δύο αυτές δράσεις έχουν την ίδια

β-συνάρτηση για την παράμετρο λab σε όλες τις τάξεις τόσο ως προς το λab, όσο και ως προς

το ανάπτυγμα σε 1/k. Αυτό ισχύει αυστηρά μόνο στην περίπτωση που έχει επιλεχθεί να

μηδενίζεται η συνάρτηση συσχετισμού δύο σημείων μεταξύ ενός χειραλικού και ενός αντι-

χειραλικού ρεύματος. Είναι σημαντικό να σημειωθεί ότι αυτή ακριβώς η επιλογή είναι που

κάνει φανερή τη δυϊκού τύπου συμμετρία [46]. Ο τρίτος λόγος επιλογής της (3.7.1) είναι ότι

δεν επιδέχεται κβαντικές διορθώσεις, σε αντίθεση με τη δράση του απλά παραμορφωμένου

λ-προτύπου.

Η δράση (3.7.1) έχει δύο ενδιαφέροντα όρια, για λab → ±δab, που αντιστοιχούν στο PCM

και το Ψευδοχειραλικό πρότυπο. Πιο συγκεκριμένα, για το λab → δab όριο, η (3.7.1) ξανα-
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γράφεται ως

S = Sk (g2g1) + (λab − δab)
∫

d2σJa1+J
b
2− , (3.7.3)

όπου χρησιμοποιήθηκε η ταυτότητα Polyakov–Wiegmann (PW) [116]
28
. Στην συνέχεια,

εστιάζοντας στο όριο

λab = δab −
Eab
k
, k � 1 , g1 = g−1

2

(
1 + i

uata√
k

)
+ · · · , (3.7.4)

η δράση (3.7.3) παίρνει τη μορφή ενός PCM προτύπου, με dimG επιπρόσθετα ελεύθερα

μποζόνια ua

SPCM = −Eab
π

∫
d2σTr(tag−1

2 ∂+g2)Tr(tbg−1
2 ∂−g2) +

1

2π

∫
d2σ ∂+u

a∂−u
a . (3.7.5)

Σημειώνεται εδώ ότι ένα παρόμοιο της (3.7.4) όριο, για το απλά παραμορφωμένο πρότυπο

της [38], οδηγεί στο μη-Αβελιανό Τ-δυϊκό του PCM σ-πρότυπο. Αυτό ήταν αναμενόμενο,

εφόσον η (3.7.1) είναι κανονικά ισοδύναμη [62] με το άθροισμα μίας WZW δράσης και της

λ-παραμορφωμένης δράσης της [38]. Τα δύο αυτά όρια απλώς συνδέουν το PCM πρότυπο

με το μη-Αβελιανό Τ-δυϊκό του, τα οποία είναι γνωστό ότι είναι επίσης κανονικά ισοδύναμα

[117, 118]. Το όριο αυτό είναι ένας τρόπος για να αποκτήσει νόημα η θεωρία στις χαμηλές

ενέργειες, δηλαδή όταν το λ πλησιάζει τη μονάδα και επικρατούν φαινόμενα ισχυρών αλλη-

λεπιδράσεων.

΄Οσον αφορά το λab → −δab όριο, η (3.7.1) ξαναγράφεται με χρήση της ταυτότητας PW

ως

S = Sk
(
g2g
−1
1

)
+ 2SWZ,k (g1) +

k

π

∫
d2σ (D1 + λ)ab J

a
1+J

b
2− . (3.7.6)

Εστιάζοντας τώρα στο λίγο διαφορετικό όριο

λab = −δab +
Eab
k1/3

, k � 1 ,

g1 = 1 + i
vata
2k1/3

− i u
ata

2k1/2
+ · · · , g2 = 1 + i

vata
2k1/3

+ i
uata
2k1/2

+ · · · ,
(3.7.7)

η δράση (3.7.6) παίρνει τη μορφή του γενικευμένου ψευδοχειραλικού προτύπου της [44], το

οποίο προκύπτει παίρνοντας ένα παρόμοιο όριο με αυτό της (3.7.7) στο απλά παραμορφωμένο

28
Στις συμβάσεις της παρούσας εργασίας, η ταυτότητα PW είναι η ακόλουθη

Sk(g2g1) = Sk(g1) + Sk(g2) +
k

π

∫
d2σ Ja1+J

a
2− .
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πρότυπο, σύν κάποια επιπλέον dimG ελεύθερα μποζόνια ua

Spseudo =
1

4π

∫
d2σ

(
Eab +

1

3
fab

)
∂+v

a∂−v
b +

1

2π

∫
d2σ ∂+u

a∂−u
a , (3.7.8)

όπου fab = fabcv
c
. Για διαγώνιο πίνακα Eab, η (3.7.8) είναι το σύνηθες ψευδοδϋικό πρότυπο

της [136]. ΄Οπως και σε όλες τις προηγούμενες περιπτώσεις, τα δύο αυτά όρια πρέπει να

υπάρχουν και να είναι καλώς ορισμένα και σε κβαντικό επίπεδο, όσον αφορά τις φυσικές

ποσότητες που υπολογίζονται.

3.7.1 Η περίπτωση χώρου ομάδας

Στην ενότητα αυτή υπολογίζεται η ροή της ομάδας επανακανονικοποίησης που αντιστοιχεί

στην δράση (3.7.1), σε επίπεδο δύο-βρόγχων ως προς το 1/k ανάπτυγμα. Ο υπολογισμός

γίνεται για την περίπτωση μιας ημι-απλής Lie ομάδας G και για διαγώνιο και ισοτροπικό

πίνακα παραμόρφωσης λab = λδab με τεχνικές βαρύτητας, και παρουσιάζεται αναλυτικά στο

παράρτημα ΙΒ΄. Το τελικό αποτέλεσμα είναι ότι το υπό μελέτη πρότυπο είναι επανακανονι-

κοποιήσιμο σε τάξη 1/k2
, και ότι δεν χρειάζονται διαφορομορφισμοί ή επιπλέον αντισταθμι-

στικοί όροι.

Η β-συνάρτηση για την παράμετρο λ είναι (ΙΒʹ.1)

βλ(λ) =
dλ

dt
= −cG

2k

λ2

(1 + λ)2
+

c2
G

2k2

λ4(1− 2λ)

(1− λ)(1 + λ)5
, (3.7.9)

όπου t = lnµ2
, µ είναι η κλίμακα της ομάδας επανακανονικοποίησης και cG είναι η ιδιοτιμή

του τετραγωνικού τελεστή Casimir στη συζυγή αναπαράσταση της ημι-απλής ομάδας G,

δηλαδή facdfbcd = cGδab με τις σταθερές δομής fabc εδώ να είναι πραγματικές. Η τάξη k

δεν ρέει ούτε σε επίπεδο δύο-βρόγχων, διατηρώντας έτσι την τοπολογική φύση της και σε

αυτήν την τάξη. Τέλος, η πάνω β-συνάρτηση είναι καλώς ορισμένη στα δύο όρια γύρω από

το λ = ±1 που αναλύθηκαν παραπάνω και μελετώνται αναλυτικά στην παράγραφο ΙΒ΄.1 του

παραρτήματος ΙΒ΄.

Η συμμετρία

΄Εχει γίνει η υπόθεση στην [46] ότι πέραν του κυρίαρχου ως προς το 1/k ανάπτυγμα όρου,

η θεωρία είναι αναλλοίωτη κάτω από τον μετασχηματισμό

λ→ λ−1 , k → −k − cG , (3.7.10)

αλλά εύκολα φαίνεται ότι η (3.7.9) δεν παραμένει αναλλοίωτη κάτω από τον μετασχηματι-

σμό αυτό σε τάξη 1/k2
. Επιπλέον, αναφέρεται επίσης στην [46], ότι η συμμετρία (3.7.10)
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είναι εμφανής μόνο για την περίπτωση που η συνάρτηση συσχετισμού δύο σημείων για ένα

χειραλικό και ένα αντι-χειραλικό ρεύμα μηδενίζεται. Το γεγονός ότι η β-συνάρτηση (3.7.9)

σε επίπεδο δύο-βρόγχων δεν σέβεται τη συμμετρία (3.7.10), υποδεικνύει ότι το σχήμα ο-

μαλοποίησης που χρησιμοποιείται στους υπολογισμούς μέσω τεχνικών βαρύτητας, δεν είναι

συμβατό με το συμμετρικό ως προς τα αριστερόστροφα και δεξιόστροφα σχήμα ομαλοπο-

ίησης της σύμμορφης θεωρίας πεδίου. Ωστόσο, μέσω ενός επαναορισμού της παραμέτου λ,

είναι δυνατόν να βρεθεί ένα κατάλληλο σχήμα ομαλοποίησης στο οποίο η β-συνάρτηση θα

σέβεται τη συμμετρία (3.7.10) σε τάξη 1/k2
. Με βάση τη γενική δομή της β-συνάρτησης

αλλά και των ανώμαλων διαστάσεων του σύνθετου τελεστή [50] μέχρι την τάξη 1/k, γίνεται

η εξής υπόθεση για τον επαναορισμό της παραμέτρου λ

λ = λ̃

(
1 +

cG
k

P (λ̃)

(1− λ̃)(1 + λ̃)3

)
, (3.7.11)

όπου η P (λ̃) είναι μια αναλυτική συνάρτηση του λ̃. Στη συνέχεια, επιβάλλεται η β-συνάρτηση

να παραμένει αναλλοίωτη κάτω από το μετασχηματισμό

λ̃→ λ̃−1 , k → −k − cG , (3.7.12)

γεγονός που επιβάλει η P (λ̃) να ικανοποιεί την ακόλουθη διαφορική εξίσωση πρώτης τάξης

λ̃3P ′(λ̃−1)− λ̃P ′(λ̃) +
λ̃4(λ̃2 − 3)

1− λ̃2
P (λ̃−1) +

1− 3λ̃2

1− λ̃2
P (λ̃) + 1− λ̃4 = 0 . (3.7.13)

Η εξίσωση αυτή έχει ως λύση το πολυώνυμο τετάρτου βαθμού

P (λ̃) = (1− λ̃2)
[
(1 + d0)λ̃2 + d1λ̃+ d0

]
, (3.7.14)

όπου οι d0,1 είναι δύο αυθαίρετες σταθερές (η μία εκ των οποίων εμφανίζεται λόγω του

ότι η διαφορική εξίσωση εμπεριέχει όρους τόσο λ̃, όσο και 1/λ̃ ως ορίσματα της P (λ̃)).

Χρησιμοποιώντας την προηγούμενη επαναπαραμετροποίηση στην (3.7.9), προκύπτει ότι

βλ̃(λ̃) = − cGλ̃
2

2k(1 + λ̃)2
−
c2
Gλ̃

2
[
d0(1− λ̃2)2 + λ̃2(λ̃2 + 2λ̃− 2)

]
2k2(1− λ̃)(1 + λ̃)5

. (3.7.15)

Μια παρατήρηση εδώ είναι ότι παρόλο που η σταθερά d1 δεν εμφανίζεται στην πάνω έκ-

φραση, η d0 εμφανίζεται και συνεπώς πρέπει να προσδιορισθεί. Για τον υπολογισμό αυτό

λαμβάνεται υπόψιν η εξάρτηση του πάνω αποτελέσματος από το σχήμα ομαλοποίησης όσον

αφορά το k, και το ζητούμενο είναι η ταύτηση αυτού του σχήματος ομαλοποίησης με το

αντίστοιχο των διαταραχών της σύμμορφης θεωρίας πεδίου. Χρησιμοποιώντας το τελευταίο,
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για μικρό λ̃ η αντίστοιχη συνεισφορά στη β-συνάρτηση μπορεί μόνο να είναι της μορφής

O(λ̃2/k) ενώ όροι της μορφής O(λ̃2/k2) δεν πρέπει να εμφανίζονται. Εναλλακτικά, η α-

νώμαλη διάσταση του σύνθετου τελεστή JaJ̄a διαταρακτικά είναι μίας τάξης μικρότερη ως

προς λ̃ από ότι η β-συνάρτηση
29
. ΄Ομως, αυτή η ανώμαλη διάσταση δεν μπορεί να έχει όρο

τάξης O(λ̃/k2) εφόσον, ένας γραμμικός στο λ̃ όρος θα προέκυπτε από μία μόνο διαταρα-

κτική εισαγωγή του τελεστή στην συνάρτηση επιμερισμού δύο σημείων. Η μονή εισαγωγή

όμως καταλήγει σε ολοκληρώματα που περιλαμβάνουν ένα γινόμενο από μία ολομορφική και

μία αντι-ολομορφική συνάρτηση συσχετισμού τριών σημείων και στις κανονικοποιήσεις της

παρούσας εργασίας κάθε μία από αυτές τις συναρτήσεις συσχετισμού συνεισφέρει κατά έναν

όρο O(1/
√
k) [50, 45]. Συνεπώς, πρέπει να γίνει η απαίτηση, ο όρος τάξης O(λ̃2/k2) της

(3.7.15) να μηδενίζεται. Αυτό μπορεί να επιτευχθεί επιλέγοντας για παράδειγμα d0 = 0,

όπου σε αυτήν την περίπτωση ο δεύτερος όρος της (3.7.15) δίνει μια συνεισφορά O(λ̃4/k2).

Η επιλογή αυτή όμως είναι προβληματική εφόσον στη συνέχεια εμφανίζονται μη-αναλυτικοί

όροι με κλάδους της μορφής ln 1−λ
1+λ

, κατά τον υπολογισμό της C-συνάρτησης. Η απουσία

τέτοιας μορφής όρων επιβάλει το d0 = −1/2 το οποίο επιλέγεται και χρησιμοποιείται σε ότι

ακολουθει. Με την τελευταία επιλογή όμως για την d0, η β-συνάρτηση (3.7.15) περιλαμβάνει

όρο τάξης O(λ̃2/k2), ο οποίος προκειμένου να απαλειφθεί χρειάζεται να γίνει επαναορισμός

της διαταρακτικής παραμέτρου από 1/k σε 1/kG, όπου το kG είναι το k αλλαγμένο κατά μία

σταθερά ανάλογη του cG. Προκύπτει ότι ο σωστός επαναορισμός είναι τελικά

kG = k +
cG
2
. (3.7.16)

Αυτός είναι ο σωστός συνδυασμός του k και cG που εμφανίζεται και στην κατασκευή κατά

Sugawara του τανυστή ενέργειας-ορμής για τις σύμμορφες θεωρίες με άλγεβρες ρευμάτων,

καθώς και στις σύμμορφες διαστάσεις των αντίστοιχων πρωτευόντων τελεστών. Τότε η

(3.7.15) απλοποιείται στην

βλ̃(λ̃) = − cGλ̃
2

2kG(1 + λ̃)2
− c2

Gλ̃
3(1− λ̃+ λ̃2)

2k2
G(1− λ̃)(1 + λ̃)5

. (3.7.17)

Η πάνω σχέση είναι συναλλοίωτη κάτω από τον μετασχηματισμό (3.7.12) ή ισοδύναμα σε

όρους του kG κάτω από τον μετασχηματισμό

λ̃→ λ̃−1 , kG → −kG . (3.7.18)

29
Διαταρακτικά, η εξίσωση ιδιοτιμών είναι της μορφής βab = γab

cdλcd
λab=λδab= γabλ.
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Φαίνεται λοιπόν ότι η θεωρία διαταραχών οργανώνεται αυθόρμητα γύρω από μία σύμμορφη

θεωρία πεδίου με τάξη kG η οποία παραμαρφώνεται από έναν όρο
kGλ̃

π
J+J−. Μάλιστα, η συ-

ναλλοιώτητα επιτυγχάνεται για τους δύο όρους του αναπτύγματος 1/kG ξεχωριστά, γεγονός

που υποδεικνύει ότι ο μετασχηματισμός (3.7.18) πιθανότατα αποτελεί μια ακριβή συμμετρία

για όλες τις τάξεις του αναπτύγματος 1/kG για μεγάλο kG. Το γεγονός αυτό μπορεί να

φανεί χρήσιμο για τον υπολογισμό της β-συνάρτησης μέχρι τάξη O(1/k3
G) ή μεγαλύτερη.

Η μετρική Zamolodchikov

΄Εστω η συνάρτηση συσχετισμού δύο σημείων
30

Gλ̃(z1, z̄1; z2, z̄2) = 〈O(z1, z̄1)O(z2, z̄2)〉λ̃ , (3.7.19)

όπου ο διγραμμικός ως προς τα ρεύματα τελεστής της διαταραχής είναι

O(z, z̄) = Ja1 (z)J̄a2 (z̄) . (3.7.20)

Τα ρεύματα Ja ικανοποιούν μια άλγεβρα ρευμάτων τάξης kG με OPEs31

Ja(z1)J b(z2) =
δab
z2

12

+
i√
kG

fabcJ
c(z2)

z12

, z12 = z1 − z2 , (3.7.21)

ενώ το OPE των Ja με τα J̄a είναι ομαλό.

Από την (3.7.19) προκύπτει η ακόλουθη μορφή για την μετρική του Zamolodchikov

g(λ̃; k) = |z12|2(2+γ(O))ε−2γ(O)

Gλ̃(z1, z̄1; z2, z̄2) , (3.7.22)

όπου γ(O)
είναι η ανώμαλη διάσταση του τελεστή O που δίνεται από τη σχέση [58, 50]

γ(O) = 2∂λ̃β
λ̃(λ̃) + βλ̃(λ̃)∂λ̃ ln g(λ̃; kG) . (3.7.23)

Το πεπερασμένο μέρος της συνάρτησης συσχετισμού δύο σημείων πρέπει να συμπεριφέρεται

ως

g(λ̃; kG) =
1

2

dimG

(1− λ̃2)2

(
1 +

cG
kG

Q(λ̃)

(1− λ̃)(1 + λ̃)3

)
, (3.7.24)

30
Περνώντας σε Ευκλείδιο χώρο ορίζονται για το κοσμικό φύλλο οι μιγαδικές συντεταγμένες z =

1√
2

(τ + i σ), z̄ = 1√
2

(τ − i σ).

31
Τα ρεύματα έχουν επαναορισθεί ως Ja → Ja/

√
kG.
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όπου ο μηδενικής τάξης όρος ως προς το 1/k ανάπτυγμα έχει υπολογισθεί στις [58, 50]. Οι

πόλοι στα λ̃ = ±1 και η τάξη τους επιλέχθηκαν ώστε το στοιχείο μήκους

(ds)2 = g(λ̃; kG)(dλ̃)2 , (3.7.25)

να είναι πεπρασμένο στα όρια (ΙΒʹ.2) και (ΙΒʹ.3) του PCM και του ψευδοδυϊκού προτύπου

αντίστοιχα. Η συνάρτηση Q(λ̃) είναι παντού αναλυτική με Q(0) = 0, ώστε να υπάρχει

συμφωνία με το αποτέλεσμα της σύμμορφης θεωρίας [54]

g(0; kG) =
1

2
dimG . (3.7.26)

Απαιτώντας η (3.7.25) να είναι αναλλοίωτη κάτω από τη συμμετρία (3.7.18) προκύπτει η

συνθήκη

λ̃4Q(λ̃−1) = Q(λ̃) , (3.7.27)

η οποία έχει ως λύση ένα πολυώνυμο τετάρτου βαθμού της μορφής

Q(λ̃) = λ̃
(
c1 + c2λ̃+ c1λ̃

2
)
, (3.7.28)

όπου έγινε χρήση της (3.7.26). Δεδομένου ότι η μετρική Zamolodchikov δεν έχει πεπερα-

σμένη συνεισφορά μέχρι την τάξη O(λ̃2) [50, 45], συνεπάγεται ότι c1,2 = 0, και η (3.7.24)

απλοποιείται στην

g(λ̃; kG) =
1

2

dimG

(1− λ̃2)2
, (3.7.29)

δηλαδή οι πιθανές O(1/kG)-διορθώσεις είναι μηδέν.

Η C-συνάρτηση και οι ανώμαλες διαστάσεις του σύνθετου τελεστή

Στην παράγραφο αυτή υπολογίζεται η C-συνάρτηση μέσω του c-θεωρήματος του Zamolo-

dchikov [53], ακολουθώντας τη διαδικασία της [54]. Ισχύει ότι [53]

dC

dt
= βi∂iC = 24gijβ

iβj > 0 . (3.7.30)

Για μία μόνο παράμετρο ζεύξης λ̃ η πάνω σχέση απλοποιέιται στην πρώτης τάξης διαφορική

εξίσωση

∂λ̃Csingle(λ̃; k) = 24gλ̃λ̃β
λ̃(λ̃) , gλ̃λ̃ = g(λ̃; kG) , (3.7.31)

με λύση

Csingle(λ̃; kG) = cUV + 24

∫ λ̃

0

dλ̃1 g(λ̃1; kG)βλ̃(λ̃1) , (3.7.32)
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όπου cUV είναι το κεντρικό φορτίο της σύμμορφης θεωρίας Gk ×Gk στις υψηλές ενέργειες,

και πιο συγκεκριμένα

cUV = 2
2k dimG

2k + cG
= dimG

(
2 − cG

kG

)
. (3.7.33)

Η ολοκλήρωση (3.7.32), δίνει

Csingle(λ̃; kG) = 2 dimG− cG dimG

kG

1 + 2λ̃

(1− λ̃)(1 + λ̃)3
− 3c2

G dimG

2k2
G

λ̃4

(1− λ̃)2(1 + λ̃)6
.

(3.7.34)

Το αποτέλεσμα αυτό είναι σε συμφωνία με τα αντίστοιχα της [54] μέχρι τάξη O(1/kG).

Επιπλέον, με εξαίρεση μια σταθερά, η (3.7.34) παραμένει αναλλοίωτη κάτω από την (3.7.18)

μέχρι τάξη 1/k2
G,

Csingle(λ̃
−1;−kG) = Csingle(λ̃; kG) +

cG dimG

kG
. (3.7.35)

Μια παρατήρηση εδώ είναι ότι στη μορφή της C-συνάρτησης, όντως δεν εμφανίζονται μη-

αναλυτικοί όροι με κλάδους της μορφής ln 1−λ
1+λ

. Αυτό είναι αποτέλεσμα της επιλογής d0 =

−1/2 στην (3.7.15), όπως αναφέρθηκε και προηγουμένως. Τέτοιοι όροι δεν είναι δυνατόν

να εμφανισθούν, όπως είναι εμφανές και από το ανάπτυγμα γύρω από το ταυτοτικό στοιχείο

της ομάδας για ελέυθερο πεδίο στην [119].

Τέλος, υπολογίζονται οι ανώμαλες διαστάσεις του O μέχρι την τάξη 1/k2
G. Εισάγοντας

τις (3.7.17) και (3.7.29) στην (3.7.23), προκύπτει το αποτέλεσμα

γ(O) = −2cG
kG

λ̃(1− λ̃+ λ̃2)

(1− λ̃)(1 + λ̃)3
− c2

G

k2
G

λ̃2(3− 2λ̃+ λ̃2)(1− 2λ̃+ 3λ̃2)

(1− λ̃)2(1 + λ̃)6
, (3.7.36)

το οποίο είναι σε πλήρη συμφωνία με τα αποτελέσματα της [54] μέχρι τάξη 1/k [50]. Επι-

πλέον, η (3.7.36) είναι αναλλοίωτη κάτω από τη συμμετρία (3.7.18) μέχρι τάξη 1/k2
G, όπου

η αναλλοιώτητα επιτυγχάνεται πάλι ξεχωριστά για κάθε όρο της.

Σύνδεση με το απλά παραμορφωμένο λ-προτυπο της Gk

΄Εστω τώρα το λ-παραμορφωμένο σ-πρότυπο της Gk [38]. Το πρότυπο αυτό έχει την ίδια β-

συνάρτηση, μετρική Zamolodchikov και ανώμαλη διάσταση, με το λ-παραμορφωμένο πρότυπο

της Gk × Gk. Η ισοδυναμία αυτή βασίζεται στο γεγονός ότι η διαταραχή της σύμμορφης

θεωρίας με τη συγκεκριμένη άλγεβρα ρευμάτων οφείλεται στον ίδιο διγραμμικό τελεστή

ρευμάτων [51]. Παρόλα αυτά όμως, το σύμμορφο σημείο των υψηλών ενεργειών διαφέρει,
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και το κεντρικό φορτίο σε αυτή την περίπτωση δίνεται από τη σχέση

cUV =
2k dimG

2k + cG
= dimG

(
1− cG

2kG

)
. (3.7.37)

Συνεπώς, η C-συνάρτηση τώρα είναι διαφορετική από αυτήν της (3.7.34) και μέσω των

(3.7.17), (3.7.29) και (3.7.32) υπολογίζεται να είναι η

C(λ̃; kG) = dimG− cG dimG

2kG

1 + 2λ̃+ 2λ̃3 + λ̃4

(1− λ̃)(1 + λ̃)3
− 3c2

G dimG

2k2
G

λ̃4

(1− λ̃)2(1 + λ̃)6
. (3.7.38)

Το αποτέλεσμα αυτό είναι επίσης αναλλοίωτο κάτω από τον μετασχηματισμό της (3.7.10).



Αʹ Υπολογισμός Ολοκληρωμάτων

Στο παράρτημα αυτό παρουσιάζεται ο τρόπος με τον οποίο υπολογίζονται τα διάφορα ολο-

κληρώματα που προκύπτουν από τη θεωρία διαταραχών μέσω ενός παραγείγματος.

΄Εστω αρχικά το ολοκλήρωμα

I =

∫
d2z

(x1 − z)(z̄ − x̄2)
. (Αʹ.1)

Ο χώρος ολοκλήρωσης του ολοκληρώματος αυτού είναι

Dn = {(z1, z2, ..., zn) ∈ Cn : |z1 − xj| > ε, ε > 0}

και πιο συγκεκριμένα, ο R2 − {x1, x2}.
Εφόσον η συνάρτηση εντός του ολοκληρώματος δεν είναι (αντι)ολομορφική, γίνεται χρήση

του θεωρήματος Stokes στις δύο διαστάσεις όπου∫ ∫
Dn

(
∂f(z, z̄)

∂z
+
∂f̄(z, z̄)

∂z̄

)
d2z =

i

2

∮
∂Dn

(
f(z, z̄)dz̄ − f̄(z, z̄)dz

)
, (Αʹ.2)

με f(z, z̄) = U(z, z̄) − iV (z, z̄) και f̄(z, z̄) = U(z, z̄) + iV (z, z̄), και το επικαμπύλιο ολο-

κλήρωμα γίνεται στην κλειστή διαδρομή C που φαίνεται στο σχήμα Α΄.1.

Για το ολοκλήρωμα (Αʹ.1) προκύπτει ότι

f̄(z, z̄) =
ln |z − x2|2

(x1 − z)
, f(z, z̄) = 0.

Για ευκολία, εάν είναι εφικτό, επιλέγεται η παράγουσα έτσι ώστε μέσα στο όρισμα του ln

εμφανίζεται το μέτρο στο τετράγωνο προκειμένου να αποφευχθούν τα σημεία διακλάδωσης

της συνάρτησης κατά την ολοκλήρωση διαδρομής.
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Σχήμα Αʹ.1: Διαδρομή ολοκλήρωσης

Η σχέση (Αʹ.2) συνεπάγεται την ακόλουθη ισότητα για το υπό εξέταση ολοκλήρωμά

I =

∫ ∫
R2−{x1,x2}

d2z

(x1 − z)(z̄ − x̄2)
= − i

2

(∮
C

ln |z − x2|2

(x1 − z)
dz

)
=

=
1

2i

( ∮
(x1,ε)

+

∮
(x2,ε)

+

∮
(0,R)

+

∫
L1

+

∫
L2

+

∫
L3

+

∫
L4

)
,

όπου (xi, r) υπονοεί την ολοκλήρωση σε κύκλο κέντρου xi και ακτίνας r. Εδώ ε → 0 και

εν γένει R→∞ προκειμένου να συμπεριληφθεί στην ολοκλήρωση όλο το μιγαδικό επίπεδο

(για R >> |x1|, |x2|).
΄Οσον αφορά τα ολοκληρώματα στις διαδρομές L1, L2, L3, L4, οι αντίστοιχες συνεισφορές

είναι ίσες και αντίθετες εφόσον δεν υπάρχει κλάδος στην υπό ολοκλήρωση συνάρτηση, με

αποτέλεσμα να μηδενίζονται.

΄Ετσι,

I =
1

2i

(∮
(x1,ε)

ln |z − x2|2

(x1 − z)
dz +

∮
(x2,ε)

ln |z − x2|2

(x1 − z)
dz +

∮
(0,R)

ln |z − x2|2

(x1 − z)
dz

)
=

=
(
J +K +M

)
.
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Η συνεισφορά του κύκλου γύρω απο το x1 στην ολοκλήρωση είναι

J = − 1

2i

∮
(x1,ε)

ln |z − x2|2

(z − x1)
dz = − 1

2i

∮
|u|=ε

ln |u+ x12|2

u
du =

= − 1

2i

∫ −π
π

ln |εeiθ + x12|2

εeiθ
iεeiθdθ = − 1

2i

∫ −π
π

ln |εeiθ + x12|2dθ

όπου στην δεύτερη ισότητα χρησιμοποιήθηκε η αλλαγή μεταβλητής u = z − x1 με du = dz,

ενώ στην τρίτη η u = εeiθ με du = iεeiθdθ.

Για ε→ 0 προκύπτει τελικά το αποτέλεσμα

J = − 1

2i
(−2πi) ln |x12|2 ⇒ J = π ln |x12|2. (Αʹ.3)

΄Ομοια υπολογίζεται και η συνεισφορά από το κυκλάκι με κέντρο το x2 και ακτίνα ε, θέτοντας

αυτή τη φορά u = z − x2. Προκύπτει

K = − 1

2i

∫ −π
π

iε
ln ε2

−x12

eiθdθ ⇒ K = 0. (Αʹ.4)

Τέλος, για τον μεγάλο κύκλο ακτίνας R η συνεισφορά είναι

M = − 1

2i

∮
(0,R)

ln |z − x2|2

(x1 − z)
dz = − 1

2i

∫ 2π

0

ln |Reiθ − x2|2

(x1 −Reiθ)
iReiθdθ,

το οποίο στο όριο R � |x1|, |x2| που η κλειστή διαδρομή C περικλείει όλο το μιγαδικό

επίπεδο, γίνεται

M = −π lnR2
(Αʹ.5)

Προσθέτωντας τώρα τις (Αʹ.3), (Αʹ.4) και (Αʹ.5) προκύπτει για το αρχικό ολοκλήρωμα ότι

I = π ln
|x1 − x2|2

R2
. (Αʹ.6)

Με όμοιο τρόπο υπολογίζονται και τα υπόλοιπα ολοκληρώματα του παραρτήματος Β΄, με

μόνη διαφορά ότι ίσως χρειασθεί κάποια να αναχθούν σε απλούστερα κλάσματα ή να γίνει

ανάπτυγμα κατά Taylor προτού εφαρμοσθεί το όριο ε→ 0.

΄Οσον αφορά τον απειρισμό των ολοκληρώματων αυτών για R → ∞, η συνολική συνει-

σφορά σε τάξη O(λn) για τις διάφορες ποσότητες της θεωρίας, περιλαμβάνει ολοκληρώματα

ίδιας μορφής αλλα με αντίθετα πρόσημα, καθώς και μία σταθερά αποκοπής ε για την πε-

ρίπτωση που x1 → x2. ΄Ετσι, οι όροι με απειρισμούς (lnR2
, ln2R2

, ...) από τα διάφορα

ολοκληρώματα μέχρι αυτή την τάξη αλληλοαναιρούνται και τα πάνω αποτελέσματά είναι της
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μορφής ln ε2

|x12|2 . Για τον λόγο αυτό, στα αποτελέσματα του κυρίως κειμένου της εργασίας

αντικαθίστανται απευθείας μόνο τα πεπερασμένα μέρη των ολοκληρωμάτων αυτών.



Βʹ Χρήσιμα Ολοκληρώματα

I1 =

∫
d2z

(x1 − z)(z̄ − x̄1)
= π ln ε2

I2 =

∫
d2z

(x1 − z)(z̄ − x̄2)
= π ln |x12|2

I3 =

∫
d2z

(x1 − z)2(z̄ − x̄2)
= − π

x12

I4 =

∫
d2z

(x1 − z)(z̄ − x̄2)2
= − π

x̄12

I5 =

∫
d2z

(z − x1)(z̄ − x̄1)2
= 0

I6 =

∫
d2z

(z − x1)2(z̄ − x̄1)
= 0

I7 =

∫
d2z

(x1 − z)2(z̄ − x̄2)2
= π2δ(2)(x12)

I8 =

∫
d2z

(z − x1)(z − x2)(z̄ − x̄1)
= − π

x12

ln
ε2

|x12|2

I9 =

∫
d2z

(z − x1)(z̄ − x̄1)(z̄ − x̄2)
= − π

x̄12

ln
ε2

|x12|2

I10 =

∫
d2z

(z − x1)(z̄ − x̄2)(z̄ − x̄3)
= − π

x̄23

ln
|x12|2

|x13|2

I11 =

∫
d2z

(z − x1)(z − x2)(z̄ − x̄3)2
= − π

x12

x̄12

x̄13x̄23

I12 =

∫
d2z

(z − x1)2(z̄ − x̄2)(z̄ − x̄3)
= − π

x̄23

x23

x12x13

I13 =

∫
d2z

(z − x1)(z − x2)(z̄ − x̄2)2
=

π

|x12|2

I14 =

∫
d2z

(z − x1)2(z − x2)(z̄ − x̄1)
=

π

x2
12

ln
ε2

|x12|2

I15 =

∫
d2z

(z − x1)2(z − x2)(z̄ − x̄2)
= − π

x2
12

ln
ε2

|x12|2
− π

x2
12
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I16 =

∫
d2z

(z − x1)(z̄ − x̄1)(z̄ − x̄2)2
= − π

x̄2
12

ln
ε2

|x12|2
− π

x̄2
12

I17 =

∫
d2z

(z − x1)2(z̄ − x̄1)(z̄ − x̄2)
=

π

|x12|2

I18 =

∫
d2z

(z − x1)2(z − x2)(z̄ − x̄2)2
= − π

x̄12x2
12

I19 =

∫
d2z

(z − x1)(z − x2)2(z̄ − x̄3)2
= − π

x2
12

x̄12

x̄13x̄23

− π2 δ
(2)(x23)

x12

I20 =

∫
d2z

(z − x1)(z − x2)(z − x3)(z̄ − x̄4)
=

π

x12x23

ln
|x24|2

|x34|2
− π

x12x13

ln
|x14|2

|x34|2

I21 =

∫
d2z

(z − x1)(z − x2)(z − x3)(z̄ − x̄4)2
=

π

x12x13

(
1

x̄14

− 1

x̄34

)
− π

x12x23

(
1

x̄24

− 1

x̄34

)

I22 =

∫
d2z

(z − x1)(z − x2)(z̄ − x̄3)(z̄ − x̄4)
= − π

x12x̄34

ln
|x13|2|x24|2

|x14|2|x23|2

I23 =

∫
d2z

(z − x1)(z − x2)(z̄ − x̄3)(z̄ − x̄4)2
= − π

x12x̄2
23

ln
|x13|2|x24|2

|x14|2|x23|2
+

π

x12x̄23

(
1

x̄24

− 1

x̄14

)

I24 =

∫
d2z

(z − x1)(z − x2)(z − x3)(z̄ − x̄4)(z̄ − x̄5)
=

π

x12x23x̄45

ln
|x24|2|x35|2

|x34|2|x25|2
−

− π

x12x13x̄45

ln
|x14|2|x35|2

|x34|2|x15|2

I25 =

∫
d2z

(z − x1)(z − x2)(z − x3)(z̄ − x̄4)(z̄ − x̄5)2
=

=
π

x12x23x̄2
45

ln
|x24|2|x35|2

|x34|2|x25|2
+

π

x12x23x̄45

(
1

x̄25

− 1

x̄35

)
− π

x12x13x̄2
45

ln
|x14|2|x35|2

|x34|2|x15|2
− π

x12x13x̄45

(
1

x̄15

− 1

x̄35

)
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L1 =

∫
d2z

ln |z − x1|2

(z − x1)(z̄ − x̄2)
= −π

2
ln2 |x12|2

L2 =

∫
d2z

ln |z − x1|2

(z − x1)(z̄ − x̄2)2
=

π

x̄12

ln |x12|2

L3 =

∫
d2z

ln |z − x1|2

(z − x1)2(z̄ − x̄2)
= − π

x12

(1 + ln |x12|2)

L4 =

∫
d2z

ln |z − x1|2

(z − x2)(z̄ − x̄1)2
= − π

x̄12

− π

x̄12

ln |x12|2

L5 =

∫
d2z

ln |z − x1|2

(z − x1)(z̄ − x̄1)2
= 0

L6 =

∫
d2z

ln |z − x1|2

(z − x2)(z̄ − x̄2)2
=

π

x̄12

ln
ε2

|x12|2

L7 =

∫
d2z

ln |z − x1|2

(z − x2)(z̄ − x̄3)2
= π

x̄12

x̄13x̄23

ln |x12|2 +
π

x̄13

ln |x23|2

L8 =

∫
d2z

ln |z − x1|2

(z − x1)2(z̄ − x̄2)2
=

π

|x12|2

L9 =

∫
d2z

ln |z − x1|2

(z − x1)2(z̄ − x̄2)2
=

π

|x12|2

L10 =

∫
d2z

ln |z − x1|2

(z − x2)2(z̄ − x̄1)2
=

π

|x12|2

L11 =

∫
d2z

ln |z − x1|2

(z − x2)2(z̄ − x̄3)2
=

π

x̄13x23

− π

x12

x̄12

x̄13x̄23

L12 =

∫
d2z

ln |z − x1|2

(z − x1)(z − x2)2(z̄ − x̄1)
= − π

x2
12

− π

x2
12

ln
ε2

|x12|2

L13 =

∫
d2z

(z − x1)2(z̄ − x̄2)2
ln

ε2

|z − x2|2
= − π

|x12|2

L14 =

∫
d2z

ln |z − x1|2

(z − x1)(z − x2)(z̄ − x̄3)2
=

π

x12x̄13

ln
|x13|2

|x23|2
− π

x12

x̄12

x̄13x̄23

ln |x12|2

L15 =

∫
d2z

ln |z − x3|2

(z − x1)(z − x2)(z̄ − x̄3)2
= − π

x12

x̄12

x̄13x̄23

+
π

x12x̄13

ln |x13|2 −
π

x12x̄23

ln |x23|2

L16 =

∫
d2z

ln |z − x1|2

(z − x2)2(z̄ − x̄3)(z̄ − x̄4)
=

π

x12x̄34
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L17 =

∫
d2z

ln |z − x1|2

(z − x1)(z̄ − x̄2)2(z̄ − x̄3)2
=

π

x2
12

x̄12

x̄13x̄23

− π

x12

x̄12

x̄13x23

− π

x2
12

x̄12

x̄13x̄23

ln |x12|2+

+
π

x2
12x̄13

ln
ln |x13|2

ln |x23|2

L18 =

∫
d2z

ln |z − x1|2

(z − x1)2(z − x2)(z̄ − x̄3)2
=

π

x12|x13|2
− π

x2
12x̄13

(
ln
|x13|2

|x23|2
− x̄12

x̄23

ln |x12|2
)

L19 =

∫
d2z

ln |z − x3|2

(z − x1)(z − x2)2(z̄ − x̄3)2
= − π

x2
12

x̄12

x̄13x̄23

+
π

x12|x23|2
+

+
π

x2
12

(
ln |x13|2

x̄13

− ln |x23|2

x̄23

)

L20 =

∫
d2z

(z − x1)2(z̄ − x̄2)2
ln
|z − x1|2

|x12|2
=

π

|x12|2

L21 =

∫
d2z

(z − x1)2(z̄ − x̄2)2
ln
|z − x3|2

|x23|2
= − π

x12x̄23

+
π

x13

x̄13

x̄12x̄23



Γʹ Υπολογισμός του Αβελιανού μέρους

της μετρικής Zamolodchikov

Στο παράρτημα αυτό παρουσιάζεται αναλυτικά ο υπολογισμός της Αβελιανής (k-ανεξάρτητης)

συνεισφοράς στην μετρική του Zamolodchikov (2.10.99) για την περίπτωση του μη-Αβελιανού

προτύπου Thirring με διαγώνιο και ισοτροπικό πίνακα ζεύξης λab = λδab, όπως υπολογίσθη-

κε στο Α.2 παράρτημα της [50].

Αρχικά, η συνάρτηση συσχετισμού δύο σημείων G0 μπορέι να γραφεί ως ανάπτυγμα σε

δυνάμεις της παραμέτρου ζεύξης λ ως

G0 =
∞∑
n=0

λ2n

π2n(2n)!
G

(2n)
0 , (Γʹ.1)

με

G
(n)
0

|x12|4
=

∫ n∏
i=1

d2zi 〈Ja(x1)Ja1(z1) . . . Jan(zn)J b(x2)〉×

× 〈J̄a(x̄1)J̄a1(z̄1) . . . J̄an(z̄n)J b(x̄2)〉 .
(Γʹ.2)

Το ανάπτυγμα της G0 είναι μόνο σε άρτιες δυνάμεις του λ αφού οποιαδήποτε συνάρτηση συ-

σχετισμού περιέχει περιττό αριθμό ολομορφικών ή αντι-ολομορφικών ρευμάτων μηδενίζεται.

Το επόμενο βήμα είναι ο υπολογισμός των ολοκληρωμάτων που προκύπτουν, από τα δεξία

προς τα αριστερά, ξεκινώντας με την ολοκλήρωση ως προς z1. Για να γίνει η ολοκλήρωση

αυτή θα πρέπει να είναι γνωστοί όλοι οι πιθανοί τρόποι με τους οποίους τα δύο ρεύματα στο

σημείο z1 μπορούν να συναιρεθούν με τα υπόλοιπα ρεύματα της (Γʹ.2) χρησιμοποιώντας το

OPE (2.10.39).

Θεωρώντας τα σημεία xi ως εξωτερικά σημεία και τα zi ως εσωτερικά, υπάρχουν δύο τρόποι

με τους οποίους μπορούν να γίνουν οι συναιρέσεις:

235



236

-Και τα δύο ρεύματα του σημείου z1 να συναιρεθούν με εσωτερικά. Αυτό σημαίνει ότι το

Ja1(z1) πρέπει να συναιρεθεί με οποιοδήποτε άλλο Jai(zi), i 6= 1. Προφανώς οι πιθανοί

τέτοιοι συνδυασμοί είναι (n − 1). Αν για παράδειγμα το Ja1(z1) συναιρεθεί με το Ja2(z2),

τότε το δεύτερο ρεύμα στο σημείο z1, J̄
a1(z̄1) μπορεί να συναιρεθεί με οποιοδήποτε από τα

υπόλοιπα (n−2) ρεύματα των σημείων z3, . . . , zn, αλλά όχι με το J̄a2(z̄2) διότι αυτό θα αντι-

στοιχούσε σε διαγράμματα φυσσαλίδας. Συνεπώς, προκύπτουν (n− 1)(n− 2) διαγράμματα

από την συναίρεση ρευμάτων εσωτερικού με εσωτερικό σημείο.

-΄Ενα από τα ρεύματα του σημείου z1 να συναιρεθεί με ρεύμα σε εσωτερικό σημείο, ενώ το

άλλο με ρεύμα σε εξωτερικό. Σε αυτή την περίπτωση το Ja1(z1) συναιρείται με το εξωτε-

ρικό ολομορφικό του x1. Τότε, το αντι-ολομορφικό ρεύμα στο z̄1 θα πρέπει να συναιρεθεί

αναγκαστικά με κάποιο από τα (n− 1) εσωτερικά προκειμένου να αποφευχθεί η συνεισφορά

μη-συνδεδεμένων διαγραμμάτων. Προκύπτουν 4(n−1) τέτοιες συναιρέσεις, όπου το 4 έρχε-

ται λόγω των πιθανοτήτων το Ja1(z1) να συναιρεθεί με το Ja(x1) ή το J b(x2) (δίνοντας έναν

παράγοντα 2), ή το J̄a1(z̄1) να συναιρεθεί με τα δύο αντίστοιχα εξωτερικά αντι-ολομορφικά

ρεύματα των x̄1 και x̄2 (δίνοντας άλλον ένα παράγοντα 2).

Από τις Αβελιανές συναιρέσεις, τα μόνα ολοκληρώματα που προκύπτουν είναι της μορφής∫
d2z

(z − x1)2(z̄ − x̄2)2
= π2δ(2)(x12) (Γʹ.3)

δίνοντας συνεχώς δ-συναρτήσεις που ολοκληρώνονται καταλήγοντας στην ακόλουθη ανα-

δρομική σχέση

G
(n)
0 = π2

(
(n− 1)(n− 2) + 4(n− 1)

)
G(n−2) = π2(n− 1)(n+ 2)G

(n−2)
0 . (Γʹ.4)

Αντικαθιστώντας επαγωγικά τις G
(n−i)
0 προκύπτει ότι ο n-οστός όρος του αναπτύγματος θα

έχει τη μορφή

G
(n)
0 =

πn

2
(n+ 2)!!(n− 1)!!G

(0)
0 =

πn

2
(n+ 2)n!G

(0)
0 , n = 2m, m = 1, 2, 3... , (Γʹ.5)

όπου η G
(0)
0 = dimG αντιπροσωπεύει την συνάρτηση συσχετισμού δύο σημείων της ελέυθε-

ρης θεωρίας (λ = 0) που δίνεται από την G
(0)
0 = 〈Ja(x1)J b(x2)〉 〈J̄a(x̄1)J̄ b(x̄2)〉 |x12|4.

Αντικαθιστώντας την G
(2m)
0 στο αρχικό ανάπτυγμα και υπολογίζοντας το άθροισμα, προ-

κύπτει το Αβελιανό μέρος της συνάρτησης συσχετισμού δύο σημείων για τον σύνθετο τε-

λεστή της παραμόρφωσης να είναι

G0 = dimG

(
1 +

∞∑
m=1

λ2m

π2m(2m)!
π2m1

2
(2m+ 2)(2m)!

)
=

dimG

(1− λ2)2
. (Γʹ.6)



Δʹ Διαταρακτικός υπολογισμός της

συνάρτησης συσχετισμού δύο ση-

μείων για τα πρωτεύοντα πεδία

Στο παράρτημα αυτό παρουσιάζεται ο υπολογισμός της συνάρτησης συσχετισμού 〈Φ(1)
i,i′Φ

(2)
j,j′〉

μέχρι τέταρτη τάξη ως προς τις παραμέτρους παραμόρφωσης O(λ4
1,2) και μέχρι πρώτη τάξη

στο ανάπτυγμα για μεγάλο k. Πιο συγκεκριμένα, ότι ακολουθεί αφορά πρωτεύοντα πεδία

που μετασχηματίζονται μη-τετριμμένα κάτω από τα Ja1 και J̄a1 σύμφωνα με την (3.1.7).

Πρώτη τάξη O(λ): Είναι προφανές ότι υπάρχει μηδενική συνεισφορά σε πρώτη τάξη,

οπότε

〈Φ(1)
i,i′(x1, x̄1)Φ

(2)
j,j′(x2, x̄2)〉(1)

λ = 0 . (Δʹ.1)

Δεύτερη τάξη O(λ2): Προκύπτει

〈Φ(1)
i,i′(x1, x̄1)Φ

(2)
j,j′(x2, x̄2)〉(2)

λ =
1

2!π2

∫
d2z12

(
λ2

1A2 + λ2
2B2

)
, (Δʹ.2)

όπου

A2 = 〈Φ(1)
i,i′(x1, x̄1)Ja1

1 (z1)J̄a1
2 (z̄1)Ja2

1 (z2)J̄a2
2 (z̄2)Φ

(2)
j,j′(x2 , x̄2)〉 ,

B2 = 〈Φ(1)
i,i′(x1, x̄1)Ja1

2 (z1)J̄a1
1 (z̄1)Ja2

2 (z2)J̄a2
1 (z̄2)Φ

(2)
j,j′(x2 , x̄2)〉 .

(Δʹ.3)

΄Οπως φαίνεται, όροι ανάλογοι του γινομένου λ1λ2 δεν συνεισφέρουν, για τους λόγους που

αναφέρθηκαν στο κυρίως κείμενο. Ξεκινώντας με συναιρέσεις του Ja1
1 , ακολουθούμενες από

συναιρέσεις του J̄a1
2 με το J̄a2

2 προκύπτει

A2 =
cR
k

(1R ⊗ 1R′)ii′,jj′

x2∆R
12 x̄

2∆̄R′
12

(
1

z̄2
12(z1 − x1)(z2 − x1)

− 1

z̄2
12(z1 − x1)(z2 − x2)

− 1

z̄2
12(z1 − x2)(z2 − x1)

+
1

z̄2
12(z1 − x2)(z2 − x2)

)
,

(Δʹ.4)

237
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ενώ η αντίστοιχη έκφραση για το B2 προκύπτει μετά από μετασχηματισμό ομοτιμίας στο A2

να είναι

B2 =
cR′

k

(1R ⊗ 1R′)ii′,jj′

x2∆R
12 x̄

2∆̄R′
12

(
1

z2
12(z̄1 − x̄1)(z̄2 − x̄1)

− 1

z2
12(z̄1 − x̄1)(z̄2 − x̄2)

− 1

z2
12(z̄1 − x̄2)(z̄2 − x̄1)

+
1

z2
12(z̄1 − x̄2)(z̄2 − x̄2)

)
.

(Δʹ.5)

Στη συνέχεια, γίνεται η ολοκλήρωση της (Δʹ.2), διαλέγοντας την σειρά των ολοκληρώσεων

από αριστερά προς τα δεξιά. Χρησιμοποιώντας τη συμμετρία κάτω από την εναλλαγή x1 ↔
x2 υπολογίζεται το τελικό αποτέλεσμα της συνάρτησης συσχετισμού δύο σημείων για τα

πρωτεύοντα πεδία μέχρη τάξη O(λ2/k)

〈Φ(1)
i,i′(x1, x̄1)Φ

(2)
j,j′(x2, x̄2)〉(2)

λ =
1

k

(
cRλ

2
1 + cR′λ

2
2

)(1R ⊗ 1R′)ii′,jj′

x2∆R
12 x̄

2∆̄R′
12

ln
ε2

|x12|2
, (Δʹ.6)

όπου όλα τα ολοκληρώματα που χρησιμοποιήθηκαν βρίσκονται στο παράρτημα Β΄.

Τρίτη τάξη O(λ3): Σε αυτή την τάξη προκύπτει

〈Φ(1)
i,i′(x1, x̄1)Φ

(2)
j,j′(x2, x̄2)〉(3)

λ = − 1

3!π3

∫
d2z123(λ3

1A3 + λ3
2B3) , (Δʹ.7)

όπου

A3 = 〈Φ(1)
i,i′(x1, x̄1)Ja1

1 (z1)J̄a1
2 (z̄1)Ja2

1 (z2)J̄a2
2 (z̄2)Ja3

1 (z3)J̄a3
2 (z̄3)Φ

(2)
j,j′(x2, x̄2)〉 ,

B3 = 〈Φ(1)
i,i′(x1, x̄1)Ja1

2 (z1)J̄a1
1 (z̄1)Ja2

2 (z2)J̄a2
1 (z̄2)Ja3

2 (z3)J̄a3
1 (z̄3)Φ

(2)
j,j′(x2, x̄2)〉

(Δʹ.8)

και πάλι υπάρχει απουσία όρων ανάλογων του γινομένου λ1λ2. Επιπλέον, κάτω από μετα-

σχηματισμό ομοτιμίας όπου Ji ↔ J̄i και zi ↔ z̄i, cR ↔ cR′ , η συνεισφορά από τα A3 και B3

δεν είναι ανεξάρτητη. Αμέσως προκύπτει ότι

A3 =
1√
k

fa1a2a3

z̄12z̄13z̄23

〈Φ(1)
i,i′(x1, x̄1)Ja1

1 (z1)Ja2
1 (z2)Ja3

1 (z3)Φ
(2)
j,j′(x2, x̄2)〉

και στη συνέχεια εφαρμόζεται η ταυτότητα Ward για το ρεύμα Ja1 . ΄Οταν αυτό συναιρείται

με κάποιο άλλο εσωτερικό ρεύμα, το Αβελιανό μέρος δεν δίνει συνεισφορά αφού μηδενίζεται

λόγω του γινομένου του με τον συνολικό παράγοντα fa1a2a3 . Το μη-Αβελιανό μέρος επίσης

δεν δίνει συνεισφορά μέχρι την τάξη 1/k. ΄Οταν το Ja1 συναιρείται με ένα εξωτερικό Φ

προκύπτει ο όρος τάξης 1/k. Περαιτέρω συναιρέσεις καταλήγουν είτε σε μη-συνδεδεμένα

διαγράμματα, είτε σε όρους μεγαλύτερης τάξης στο ανάπτυγμα ως προς 1/k. ΄Ομοια επιχει-

ρήματα ισχύουν και για την περίπτωση του B3. Συνεπώς, όλες οι συνεισφορές τάξης O(λ3)
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είναι μηδενικές και

〈Φ(1)
i,i′(x1, x̄1)Φ

(2)
j,j′(x2, x̄2)〉(3)

λ = 0 . (Δʹ.9)

Τέταρτη τάξη O(λ4): Σε αυτή τη τάξη το αποτέλεσμα έχει διάφορους όρους. ΄Εχοντας

(σύμφωνα με τη συζήτηση στο κυρίως κείμενο) αποκλείσει τους μεικτούς σε λ1 και λ2 όρους

προκύπτει ότι

〈Φ(1)
i,i′(x1, x̄1)Φ

(2)
j,j′(x2, x̄2)〉(4)

λ =
1

4!π4

∫
d2z1234

(
λ4

1A4 + λ4
2B4

)
, (Δʹ.10)

με

A4 = 〈Φ(1)
i,i′J

a1
1 (z1)J̄a1

2 (z̄1)Ja2
1 (z2)J̄a2

2 (z̄2)Ja3
1 (z3)J̄a3

2 (z̄3)Ja4
1 (z4)J̄a4

2 (z̄4)Φ
(2)
j,j′〉 (Δʹ.11)

και το B4 να εξάγεται με εφαρμογή μετασχηματισμού ομοτιμίας του A4. Για τον υπολογισμό

του όρου A4, εφαρμόζεται η ταυτότητα Ward για το Ja1
1 και δίνει

A4 = − 1√
k

(t
(1)
a1 )i

l

z1 − x1

〈Φ(1)
l,i′ J̄

a1
2 (z̄1)Ja2

1 (z2)J̄a2
2 (z̄2)Ja3

1 (z3)J̄a3
2 (z̄3)Ja4

1 (z4)J̄a4
2 (z̄4)Φ

(2)
j,j′〉

− 1√
k

(t
(2)
a1 )j

l

z1 − x2

〈Φ(1)
i,i′ J̄

a1
2 (z̄1)Ja2

1 (z2)J̄a2
2 (z̄2)Ja3

1 (z3)J̄a3
2 (z̄3)Ja4

1 (z4)J̄a4
2 (z̄4)Φ

(2)
l,j′〉

+
δa1a2

z2
12

〈Φ(1)
i,i′ J̄

a1
2 (z̄1)J̄a2

2 (z̄2)Ja3
1 (z3)J̄a3

2 (z̄3)Ja4
1 (z4)J̄a4

2 (z̄4)Φ
(2)
j,j′〉

+
1√
k

fa1a2c

z12

〈Φ(1)
i,i′ J̄

a1
2 (z̄1)J c1(z2)J̄a2

2 (z̄2)Ja3
1 (z3)J̄a3

2 (z̄3)Ja4
1 (z4)J̄a4

2 (z̄4)Φ
(2)
j,j′〉

+
δa1a3

z2
13

〈Φ(1)
i,i′ J̄

a1
2 (z̄1)Ja2

1 (z2)J̄a2
2 (z̄2)J̄a3

2 (z̄3)Ja4
1 (z4)J̄a4

2 (z̄4)Φ
(2)
j,j′〉

+
1√
k

fa1a3c

z13

〈Φ(1)
i,i′ J̄

a1
2 (z̄1)Ja2

1 (z2)J̄a2
2 (z̄2)J c1(z3)J̄a3

2 (z̄3)Ja4
1 (z4)J̄a4

2 (z̄4)Φ
(2)
j,j′〉

+
δa1a4

z2
14

〈Φ(1)
i,i′ J̄

a1
2 (z̄1)Ja2

1 (z2)J̄a2
2 (z̄2)Ja3

1 (z3)J̄a3
2 (z̄3)J̄a4

2 (z̄4)Φ
(2)
j,j′〉

+
1√
k

fa1a4c

z14

〈Φ(1)
i,i′ J̄

a1
2 (z̄1)Ja2

1 (z2)J̄a2
2 (z̄2)Ja3

1 (z3)J̄a3
2 (z̄3)J c1(z4)J̄a4

2 (z̄4)Φ
(2)
j,j′〉 .

(Δʹ.12)

Οι δύο πρώτες γραμμές της (Δʹ.12) αντιστοιχούν σε συναίρεση του Ja1
1 με εξωτερικά πεδία,

ενώ οι υπόλοιπες, σε Αβελιανές και μη-Αβελιανές συναιρέσεις του με τα Ja2 , Ja3 και Ja4 .

Η πρώτη γραμμή της (Δʹ.12) μετά από περαιτέρω συνεραίσεις πρώτα με το Ja2
1 και μετά με
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το Ja3
1 και το Ja4

1 , συνεπάγεται μέχρι 1/k την έκφραση

1

k

(
(ta1)i

l(ta2)l
m

(z1 − x1)(z2 − x1)z2
34

〈Φ(1)
m,i′ J̄

a1
2 (z̄1)J̄a2

2 (z̄2)J̄a3
2 (z̄3)J̄a3

2 (z̄4)Φ
(2)
j,j′〉

−
(ta1)i

l(t∗a2
)j
m

(z1 − x1)(z2 − x2)z2
34

〈Φ(1)
l,i′ J̄

a1
2 (z̄1)J̄a2

2 (z̄2)J̄a3
2 (z̄3)J̄a3

2 (z̄4)Φ
(2)
m,j′〉

+
(ta1)i

l(ta4)l
m

(z1 − x1)(z4 − x1)z2
23

〈Φ(1)
m,i′ J̄

a1
2 (z̄1)J̄a2

2 (z̄2)J̄a2
2 (z̄3)J̄a4

2 (z̄4)Φ
(2)
j,j′〉

−
(ta1)i

l(t∗a4
)j
m

(z1 − x1)(z4 − x2)z2
23

〈Φ(1)
l,i′ J̄

a1
2 (z̄1)J̄a2

2 (z̄2)J̄a2
2 (z̄3)J̄a4

2 (z̄4)Φ
(2)
m,j′〉

− (ta1)i
lfa2a3a4

(z1 − x1)z23z2
34

〈Φ(1)
l,i′ J̄

a1
2 (z̄1)J̄a2

2 (z̄2)J̄a3
2 (z̄3)J̄a4

2 (z̄4)Φ
(2)
j,j′〉

+
(ta1)i

l(ta3)l
m

(z1 − x1)(z3 − x1)z2
24

〈Φ(1)
m,i′ J̄

a1
2 (z̄1)J̄a2

2 (z̄2)J̄a3
2 (z̄3)J̄a2

2 (z̄4)Φ
(2)
j,j′〉

−
(ta1)i

l(t∗a3
)j
m

(z1 − x1)(z3 − x2)z2
24

〈Φ(1)
l,i′ J̄

a1
2 (z̄1)J̄a2

2 (z̄2)J̄a3
2 (z̄3)J̄a2

2 (z̄4)Φ
(2)
m,j′〉

− (ta1)i
lfa2a4a3

(z1 − x1)z24z2
34

〈Φ(1)
l,i′ J̄

a1
2 (z̄1)J̄a2

2 (z̄2)J̄a3
2 (z̄3)J̄a4

2 (z̄4)Φ
(2)
j,j′〉
)
,

(Δʹ.13)

όπου έχει υπολογισθεί μόνο η συνεισφορά όρων που αντιστοιχούν σε συνδεδεμένα διαγράμ-

ματα. Από την δεύτερη σειρά της (Δʹ.12), προκύπτει επίσης μια παρόμοια έκφραση. Η

συνεισφορά από την τρίτη σειρά της (Δʹ.12), η οποία έχει προκύψει μετά από μία Αβελιανή

συναίρεση μεταξύ ρευμάτων, είναι

1

k

(
(ta3)i

l(ta4)l
m

(z3 − x1)(z4 − x1)z2
12

〈Φ(1)
m,i′ J̄

a1
2 (z̄1)J̄a1

2 (z̄2)J̄a3
2 (z̄3)J̄a4

2 (z̄4)Φ
(2)
j,j′〉

−
(ta3)i

l(t∗a4
)j
m

(z3 − x1)(z4 − x2)z2
12

〈Φ(1)
l,i′ J̄

a1
2 (z̄1)J̄a1

2 (z̄2)J̄a3
2 (z̄3)J̄a4

2 (z̄4)Φ
(2)
m,j′〉

−
(t∗a3

)j
l(ta4)i

m

(z3 − x2)(z4 − x1)z2
12

〈Φ(1)
m,i′ J̄

a1
2 (z̄1)J̄a1

2 (z̄2)J̄a3
2 (z̄3)J̄a4

2 (z̄4)Φ
(2)
l,j′〉

+
(t∗a3

)j
l(t∗a4

)l
m

(z3 − x2)(z4 − x2)z2
12

〈Φ(1)
i,i′ J̄

a1
2 (z̄1)J̄a1

2 (z̄2)J̄a3
2 (z̄3)J̄a4

2 (z̄4)Φ
(2)
m,j′〉

− fa3a4c(tac)i
l

(z4 − x1)z34z2
12

〈Φ(1)
l,i′ J̄

a1
2 (z̄1)J̄a1

2 (z̄2)J̄a3
2 (z̄3)J̄a4

2 (z̄4)Φ
(2)
j,j′〉

+
fa3a4c(t

∗
ac)j

l

(z4 − x2)z34z2
12

〈Φ(1)
i,i′ J̄

a1
2 (z̄1)J̄a1

2 (z̄2)J̄a3
2 (z̄3)J̄a4

2 (z̄4)Φ
(2)
l,j′〉
)
.

(Δʹ.14)

Οι υπόλοιποι όροι της (Δʹ.12) που αντιστοιχούν σε Αβελιανές συναιρέσεις μεταξύ ρευμάτων

δίνουν παρόμοιες συνεισφορές.

Τέλος, η τέταρτη σειρά της (Δʹ.12), που έχει προκύψει από μη-Αβελιανές συναιρέσεις ρευ-
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μάτων δίνει

− 1

k

(
(tac)i

lfa1a2c

(z2 − x1)z12

δa3a4

z2
34

〈Φ(1)
l,i′ J̄

a1
2 (z̄1)J̄a2

2 (z̄2)J̄a3
2 (z̄3)J̄a4

2 (z̄4)Φ
(2)
j,j′〉

−
(t∗ac)j

lfa1a2c

(z2 − x2)z12

δa3a4

z2
34

〈Φ(1)
i,i′ J̄

a1
2 (z̄1)J̄a2

2 (z̄2)J̄a3
2 (z̄3)J̄a4

2 (z̄4)Φ
(2)
l,j′〉

+
(ta4)i

lfa1a2a3

(z4 − x1)z12z2
23

〈Φ(1)
l,i′ J̄

a1
2 (z̄1)J̄a2

2 (z̄2)J̄a3
2 (z̄3)J̄a4

2 (z̄4)Φ
(2)
j,j′〉

−
(t∗a4

)j
lfa1a2a3

(z4 − x2)z12z2
23

〈Φ(1)
i,i′ J̄

a1
2 (z̄1)J̄a2

2 (z̄2)J̄a3
2 (z̄3)J̄a4

2 (z̄4)Φ
(2)
l,j′〉

+
(ta3)i

lfa1a2a4

(z3 − x1)z12z2
24

〈Φ(1)
l,i′ J̄

a1
2 (z̄1)J̄a2

2 (z̄2)J̄a3
2 (z̄3)J̄a4

2 (z̄4)Φ
(2)
j,j′〉

−
(t∗a3

)j
lfa1a2a4

(z3 − x2)z12z2
24

〈Φ(1)
i,i′ J̄

a1
2 (z̄1)J̄a2

2 (z̄2)J̄a3
2 (z̄3)J̄a4

2 (z̄4)Φ
(2)
l,j′〉
)
,

(Δʹ.15)

όπου πάλι εχει συμπεριληφθεί μονο η συνεισφορά όρων που αντιστοιχούν σε συνδεδεμένα

διαγράμματα. Οι υπόλοιποι όροι της (Δʹ.12) που έχουν προέλθει από μη-Αβελιανές συναι-

ρέσεις ρευμάτων καταλήγουν σε παρόμοια αποτελέσματα.

Στις προηγούμενες εκφράσεις εμφανίζεται μία συνάρτηση συσχετισμού έξι σημείων, η οποία

περιλαμβάνει δύο εξωτερικά πρωτεύοντα πεδία και τέσσερα ρεύματα. Εφόσον έχει προκύψει

ήδη ο συντελεστής 1/k μπροστά από τους εκάστοτε υπολογισμούς, στον υπολογισμό αυ-

τής της συνάρτησης συσχετισμού, μέχρι αυτή την τάξη, αρκεί να ληφθούν υπόψιν μόνο οι

Αβελιανές συναιρέσεις μεταξύ των ρευμάτων. Το αποτέλεσμα σε τάξη O(1) είναι

〈Φ(1)
i,i′ J̄

a1
2 (z̄1)J̄a2

2 (z̄2)J̄a3
2 (z̄3)J̄a4

2 (z̄4)Φ
(2)
j,j′〉 =

(
δa1a2δa3a4

z̄2
12z̄

2
34

+
δa1a3δa2a4

z̄2
13z̄

2
24

+
δa1a4δa2a3

z̄2
14z̄

2
23

)
× (1R ⊗ 1R′)ii′,jj′

x2∆R
12 x̄

2∆̄R′
12

.
(Δʹ.16)

Χρησιμοποιώντας το αποτέλεσμα αυτό στην (Δʹ.10), σε συνδυασμό με τη συμμετρία κάτω

από την εναλλαγή των εξωτερικών σημείων x1 ↔ x2 και μετά από συναίρεση των δεικτών

της ομάδας προκύπτει ότι

〈Φ(1)
i,i′(x1, x̄1)Φ

(2)
j,j′(x2, x̄2)〉(4)

λ =
1

k

(
cRλ

4
1 + cR′λ

4
2

)(1R ⊗ 1R′)ii′,jj′

x2∆R
12 x̄

2∆̄R′
12

ln
ε2

|x12|2
. (Δʹ.17)

Προσθέτοντας τα διαταρακτικά αποτελέσματα των (Δʹ.1), (Δʹ.6), (Δʹ.9) και (Δʹ.17), προ-

κύπτει τελικά η ακόλουθη συνάρτηση συσχετισμού δύο σημείων για τα αφινικά πρωτεύοντα
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πεδία της θεωρίας μέχρι τάξη O(λ4/k)

〈Φ(1)
i,i′(x1, x̄1)Φ

(2)
j,j′(x2, x̄2)〉λ =

1

k

(
cRλ

2
1(1 + λ2

1) + cR′λ
2
2(1 + λ2

2)
)

× (1R ⊗ 1R′)ii′,jj′

x2∆R
12 x̄

2∆̄R′
12

ln
ε2

|x12|2
+O(λ5/k) ,

(Δʹ.18)

από την οποία εξάγεται η διαταρακτική έκφραση για την ανώμαλη διάσταση (3.1.9) του

κυρίως κειμένου.



Εʹ Η περίπτωση των τεσσάρων πα-

ραμέτρων ζεύξης

Στο παράρτημα αυτό υπολογίζεται η C-συνάρτηση για τα πρότυπα που κατασκευάστηκαν

στην [40], αλλά με πιο γενικούς πίνακες ζεύξης αυτή τη φορά. Αφετηρία είναι η δράση (3.3.3)

και χρησιμοποιώντας τον συμβολισμό A = (a, α) χωρίζεται η ομάδα G σε μια υποομάδα H

και ένα συνσύνολο G/H, με τους πεζούς λατινικούς και ελληνικούς δείκτες να συμβολίζουν

τα στοιχεία της υποομάδας και του συνσυνόλου αντίστοιχα. Τότε, για μη-συμμετρικούς

G/H χώρους Einstein [103, 104] ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις

fACDfBCD = cGδAB , facdfbcd = cHδab , fαγδfβγδ = cG/Hδαβ ,

faγδfbγδ = (cG − cH)δab , fαγcfβγc =
1

2
(cG − cG/H)δαβ .

(Εʹ.1)

Μεταξύ αυτών, η μη-τετριμένη σχέση που ουσιαστικά ορίζει έναν μη-συμμετρικό χώρο Ein-

stein είναι αυτή που εκφράζεται με τη βοήθεια μόνο ελληνικών δεικτών.

Σε ότι ακολουθεί επιλέγονται ως πίνακες παραμόρφωσης οι διαγώνιοι (λi)AB = λHi δab +

λi δαβ, όπου οι λHi και λi συμβολίζουν τις παραμέτρους παραμόρφωσης της υποομάδας και

του συνσυνόλου αντίστοιχα. Οι β-συναρτήσεις για κάθε (λi)AB δίνονται από τις σχέσεις

(3.2.33) [52]

βλH = −(λH − λ0)(λH − λ−1
0 )

2k

(
cH

λ2
H

(1− λ2
H)2

+ (cG − cH)
λ2

(1− λ2)2

)
,

βλ = − 1

2k

(
cG/H

λ2(λ− λ0)(λ− λ−1
0 )

(1− λ2)2
+
cG − cG/H

2

× λ

(1− λ2)(1− λ2
H)

(
(λ−1

0 − λH)(λ0λH − λ2) + (λ0 − λH)(λ−1
0 λH − λ2)

))
,

οι οποίες είναι αναλλοίωτες κάτω από τον μετασχηματισμό

λ→ λ−1 , λH → λ−1
H , k1,2 → −k2,1 ,
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και έχουν τα ακόλουθα σταθερά σημεία

(λH , λ) = {(0, 0) , (λ0, λ0) , (λ0, 0)} . (Εʹ.2)

Η μετρική Zamolodchikov Gij του χώρου παραμέτρων ζεύξης, στην περίπτωση αυτή είναι η

Gij =
1

2

(
G

(1)
ij 0

0 G
(2)
ij

)
, G

(i)
ij =

dimG/H

(1−λ2
i )

2 0

0 dimH
(1−λ2

Hi
)2

 , i = 1, 2 . (Εʹ.3)

Από την (3.3.2) με χρήση της (Εʹ.3) προκύπτουν τέσσερεις διαφορικές εξισώσεις. Ωστόσο,

από τις β-συναρτήσεις προκύπτει ότι οι παράμετροι ζεύξης (λ1)AB και (λ2)AB είναι ανεξάρ-

τηστες η μία της άλλης και συνεπώς, οι προκύπτουσες μερικές διαφορικές εξισώσεις είναι

ανά ζεύγη αποσυζευγμένες. Η γενική λύση των εξισώσεων αυτών δίνεται από τη σχέση

C(λ1, λH1 , λ2, λH2 ;λ0) = 2 dimG− 1

4k

(
C̃(λ1, λH1 , λ0) + C̃(λ2, λH2 ;λ0)

)
, (Εʹ.4)

όπου

C̃(λ, λH ;λ0) =
1

(1− λ2)3

(
cG dimG g1 + cG dimH g2 + cH dimH g3

)
,

με τις συναρτήσεις gi(λ, λH ;λ0), i = 1, 2, 3 να δίνονται από τις σχέσεις

g1 = (λ0 + λ−1
0 )(1− 3λ2 − 3λ4 + λ6) + 8λ3 ,

g2 = 12λ2(λ0 + λ−1
0 − 2λ)− 12λ2(1− λ2)

(1− λ2
H)

(λ0 + λ−1
0 − 2λH) ,

g3 = −2
(
(λ0 + λ−1

0 )(1 + 3λ2)− 8λ3
)

+
2(1− λ2)

(1− λ2
H)3

[
(λ0 + λ−1

0 )
(
1 + 4λ2

+ λ4 − 3(1 + λ2)2λ2
H + 6λ2λ4

H

)
+ 4(1 + 4λ2 + λ4)λ3

H − 12λ2λH(1 + λ4
H)

]
.

Για να προκύψει η (Εʹ.4) χρησιμοποιήθηκε η συνθήκη συμβατότητας

cG/H = cG −
2dimH(cG − cH)

dimG/H
,

η οποία αποδεικνύεται εύκολα παίρνοντας τα κατάλληλα ίχνη ως προς τους ελεύθερους δε-

ίκτες των σχέσεων της δεύτερης σειράς στην (Εʹ.1). Η συνάρτηση (Εʹ.4) πράγματι δίνει τις

σωστές τιμές κεντρικού φορτίου (3.3.6) και (3.3.14) των σύμμορφων θεωριών στις υψηλές

και χαμηλές ενέργειες αντίστοιχα. Επιπλέον, παραμένει αναλλοίωτη κάτω από τον μετασχη-

ματισμό (λi → λ−1
i , λHi → λ−1

Hi
, λ0 → λ−1

0 , k → −k), ικανοποιεί την (3.3.1), έχει τη σωστή

συμπεριφορά όταν λ = λH ή λ = 0 και φθίνει μονότονα κατά τη διάρκεια της ροής της



245

ομάδας επανακανονικοποίησης από τις υψηλές στις χαμηλές ενέργειες.

΄Αλλες σημαντικές ροές

1. Για λ2 = λH2 = 0 και λ1 = λH1 = λ, η (Εʹ.4) παίρνει τη μορφή

C(λ, λ, 0, 0;λ0) = 2dimG− cGdimG

2k

(λ0 + λ−1
0 )(1− 3λ2) + 4λ3

(1− λ2)3
,

η οποία είναι αναλλοίωτη, εκτός από μια μη-μηδενική σταθερά, κάτω από την δυϊκού-

τύπου συμμετρία και δίνει το σωστό κεντρικό φορτίο για λ = λ0 που αντιστοιχεί σε

μία ροή από την Gk1 ×Gk2 στην Gk1 ×Gk2−k1 .

2. Για λ2 = λH2 = λ0 και λ1 = λH1 = λ, η (Εʹ.4) γίνεται

C(λ, λ, λ0, λ0;λ0) = 2 dimG− cG dimG

2k

1− 3λ2 + 4λ4
0λ

4(3− λ2) + λ0(1− λ2
0)λ3

λ0(1− λ2
0)(1− λ2)3

,

αναπαριστώντας τη ροή από την Gk1×Gk2−k1 στην
Gk1
×Gk2−k1

Gk2
×Gk2−k1 , με το σωστό

IR κεντρικό φορτίο για λ = λ0.

3. Για λ1,2 = 0 και λH1 = λH2 = λ, η (Εʹ.4) έρχεται στη μορφή

C(0, λ, 0, λ;λ0) = 2dimG−cGdimG

2k

(
λ0 + λ−1

0

)
−cHdimH

k

λ3(4 + λ(λ0 + λ−1
0 )(λ2 − 3)

(1− λ2)3
.

4. Τέλος, για λ1,2 = 0 = λH2 και λH1 = λ, (Εʹ.4) γίνεται

C(0, λ, 0, λ;λ0) = 2dimG−cGdimG

2k

(
λ0 + λ−1

0

)
−cHdimH

2k

λ3(4 + λ(λ0 + λ−1
0 )(λ2 − 3)

(1− λ2)3
.

Οι χαμηλοενεργειακές σύμμορφες θεωρίες πεδίου των περιπτώσεων 3 και 4, δεν έχουν ανα-

γνωρισθεί ακόμα.



ΣΤ΄ Επανακανονικοποίηση και δια-

φορομορφισμοί

Σκοπός του παραρτήματος αυτού είναι η εξαγωγή της σχέσης (3.4.4) για τη β-συνάρτηση

του σ-προτύπου (3.4.3) παρουσία διαφορομορφισμών ξ.

΄Εστω η ροή της ομάδας επανακανονικοποίησης σε επίπεδο ενός βρόγχου [63, 101, 102]

d

dt
(GMN +BMN) = R−MN +∇+

NξM +∇[MζN ] , t = lnµ2 , (ΣΤ΄.1)

όπου µ είναι η ενεργειακή κλίμακα, R−MN είναι ο τανυστής Ricci με στρέψη, και τα (ξM , ζM)

αντιστοιχούν σε διαφορομορφισμούς και μετασχηματισμούς βαθμίδας αντίστοιχα.

Για το παρόν παράρτημα λαμβάνονται υπόψιν μόνο οι διαφορομορφισμοί ξM , και η πάνω

έκφραση, μπορεί να ξαναγραφεί ισοδύναμα στο σύστημα αναφοράς eA = eAM dXM
του

εφαπτώμενου χώρου ως

d

dt
(GAB +BAB) = R−AB +∇−BξA . (ΣΤ΄.2)

Ο όρος ξA περιέχει δύο συνεισφορές [52]

ξA = ω−CA|C + ξ̂A , (ΣΤ΄.3)

όπου η πρώτη μηδενίζεται λόγω της (3.4.22) και η δεύτερη λαμβάνει υπόψιν της επιπλέον

διαφορομορφισμούς που μπορεί να χρειάζονται, προκειμένου να εξασφαλίζεται συμβατότητα

για τις ροές της ομάδας επανακανονικοποίησης στην περίπτωση συγκεκριμένης επιλογής

πίνακα λab. Στην συνέχεια, ξαναγράφεται ο όρος ξ̂A ως

∇−B ξ̂A = eB
M
(
∂M ξ̂A + ω−A

C
|M ξ̂C

)
, (ΣΤ΄.4)

όπου το eA
M

είναι το αντίστροφο του eAM , δηλαδή eAM eA
N = δNM . Αντικαθιστώντας

την (ΣΤ΄.4) στην (ΣΤ΄.2), σε συνδυασμό με τα αποτελέσματα της ενότητας 2.1.2 της [52],
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προκύπτει το ακόλουθο συνεπές σύστημα εξισώσεων για τις ροές

dλab
dt

=
1

2k
Nacd

(
Nbd(T )c − λ0gbdg̃

ceξ̂e

)
, ξ̂e = σταθερά , (ΣΤ΄.5)

που παίρνει τη μορφή (3.4.4) με ζc = −λ0g̃
ceξ̂e.



Ζʹ Υπολογισμός της μετρικής Zamo-

lodchikov για την περίπτωση του

γενικού πίνακα λab

Στο παράρτημα αυτό υπολογίζεται η μετρική Zamolodchikov (3.4.10) για τον σύνθετο τε-

λεστή Oab της (3.4.7).

Η μετρική στον χώρο των παραμέτρων ζεύξης υπολογίζεται μέσω της συνάρτησης συσχετι-

σμού δύο-σημείων [53] της (3.4.9). Ακολουθώντας την μεθοδολογία του παραρτήματος Γ΄,

η συνάρτηση συσχετισμού δύο σημείων αναπτύσσεται στη σειρά

Gab|cd = |x12|4〈Oab(x1, x̄1)Ocd(x2, x̄2)〉λ

= G
(0)
ab|cd +

∞∑
n=1

(
2n∏
i=1

λaibi

)
G

(2n)
aa1···a2nc|bb1···b2nd

π2n(2n)!
,

(Ζʹ.1)

όπου

G
(2n)
aa1...a2nc|bb1···b2nd

|x12|4
=

∫
d2z1...2n 〈Ja1 (x1)Ja1

1 (z1) · · · Ja2n
1 (z2n)J c1(x2)〉

〈J̄ b2(x̄1)J̄ b12 (z̄1) · · · J̄ b2n2 (z̄2n)J̄d2 (x̄2)〉 ,
(Ζʹ.2)

με τη συνάρτηση δύο σημείων του Oab στο σύμμορφο σημείο να είναι

G
(0)
ab|cd = |x12|4〈Oab(x1, x̄1)Ocd(x2, x̄2)〉CFT = δacδbd = (1⊗ 1)ab|cd . (Ζʹ.3)

Συνεχίζοντας με την (Ζʹ.2), μετά από τις κατάλληλες συναιρέσεις προκειμένου να αποφευ-

χθούν διαγράμματα φυσαλίδας και μη-συνδεδεμένα διαγράμματα, και κρατώντας μόνο το
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Αβελιανό μέρος που προκύπτει από τις συναιρέσεις αυτές, παράγεται η αναδρομική σχέση

1

π2
G

(2n)
aa1···a2nc|bb1···b2nd = (2n− 1)(2n− 2)δa1a2δb1b3G

(2n−2)
aa3a4···a2nc|bb2b4···b2nd

+ 2(2n− 1)δaa1δb1b2G
(2n−2)
a2a3..a2nc|bb3b4···b2nd

+ 2(2n− 1)δa1a2δbb1G
(2n−2)
aa3a4···a2nc|b2b3···b2nd ,

(Ζʹ.4)

η οποία λύνεται από την(
2n∏
i=1

λaibi

)
G

(2n)
aa1···a2nc|bb1···b2nd = π2n(2n)!

n∑
m=0

(λλT )mac(λ
Tλ)n−mbd , n > 1 . (Ζʹ.5)

Αυτό μπορεί να αποδειχθεί με επαγωγή ως εξής:

• Είναι προφανές ότι για n = 1 η (Ζʹ.5) ισχύει, εφόσον από τις (Ζʹ.4) και (Ζʹ.3) προκύπτει

λa1b1λa2b2G
(2)
aa1a2c|bb1b2d = 2π2

(
λa1b1λa2b2δaa1δb1b2G

(0)
a2c|bd + λa1b1λa2b2δa1a2δbb1G

(0)
ac|b2d

)
= 2π2

(
(λλT )acδbd + δac(λ

Tλ)bd
)
.

• ΄Εστω ότι η (Ζʹ.5) ισχύει για κάθε τάξη μέχρι n− 1(
2n−2∏
i=1

λaibi

)
G

(2n−2)
aa1···a2n−2c|bb1···b2n−2d

= π2n−2(2n− 2)!
n−1∑
m=0

(λλT )mac(λ
Tλ)n−m−1

bd . (Ζʹ.6)

• Τότε, αποδεικνύεται ότι η (Ζʹ.5) ισχύει για τάξη n. Πολλαπλασιάζοντας την (Ζʹ.4) με

τα λ προκύπτει

1

π2

(
2n∏
i=1

λaibi

)
G

(2n)
aa1···a2nc|bb1···b2nd =

= (2n− 1)(2n− 2)(λλTλ)a3b2

(
2n∏
i=4

λaibi

)
G

(2n−2)
aa3a4···a2nc|bb2b4···b2nd

+ 2(2n− 1)(λλT )aa2

(
2n∏
i=3

λaibi

)
G

(2n−2)
a2a3···a2nc|bb3b4···b2nd

+ 2(2n− 1)(λTλ)bb1

(
2n∏
i=3

λaibi

)
G

(2n−2)
aa3···a2nc|b1b3b4···b2nd .

Στους δύο τελευταίους όρους, μπορεί αμέσως να αντικατασταθεί η (Ζʹ.6) για G(2n−2)
.

Ωστόσο, εφόσον οι συναιρεμένοι δείκτες του πρώτου όρου δεν ακολουθούν το μοτίβο

της (Ζʹ.6), χρειάζεται λίγη παραπάνω δουλειά για τον όρο αυτό. Στην πρώτη σειρά,
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αντικαθίσταται λοιπόν η G(2n−2)
από την αναδρομική της σχέση (Ζʹ.4). Προκύπτει

1

π4

(
2n∏
i=1

λaibi

)
G

(2n)
aa1···a2nc|bb1···b2nd =

= (2n− 1) · · · (2n− 4)(λλTλ)a3b2δa3a4δb2b5

(
2n∏
i=4

λaibi

)
G

(2n−4)
aa5a6···a2nc|bb4b6···b2nd

+ 2(2n− 1) · · · (2n− 3)(λλTλ)a3b2δaa3δb2b4

(
2n∏
i=4

λaibi

)
G

(2n−4)
a4a5...a2nc|bb5b6...b2nd

+ 2(2n− 1) · · · (2n− 3)(λλTλ)a3b2δa3a4δbb2

(
2n∏
i=4

λaibi

)
G

(2n−4)
aa5···a2nc|b4b5···b2nd

+ 2π2n−4(2n− 1)!(λλT )aa2

n−1∑
m=0

(λλT )ma2c
(λTλ)n−m−1

bd

+ 2π2n−4(2n− 1)!(λTλ)bb1

n−1∑
m=0

(λλT )mac(λ
Tλ)n−m−1

b1d
,

όπου στην δεύτερη και τρίτη σειρά μπορεί πάλι να χρησιμοποιηθεί η (Ζʹ.6), αυτή τη

φορά για την G(2n−4)
. Αυτό που προκύπτει είναι

1

π4

(
2n∏
i=1

λaibi

)
G

(2n)
aa1···a2nc|bb1···b2nd =

= (2n− 1) · · · (2n− 4)(λTλλTλλT )b4a5

(
2n∏
i=6

λaibi

)
G

(2n−4)
aa5a6···a2nc|bb4b6···b2nd

+ 2π2n−4(2n− 1)!(λλTλλT )aa4

n−2∑
m=0

(λλT )ma4c
(λTλ)n−m−2

bd

+ 2π2n−4(2n− 1)!(λTλλTλ)bb4

n−2∑
m=0

(λλT )mac(λ
Tλ)n−m−2

b4d

+ 2π2n−4(2n− 1)!(λλT )aa2

n−1∑
m=0

(λλT )ma2c
(λTλ)n−m−1

bd

+ 2π2n−4(2n− 1)!(λTλ)bb1

n−1∑
m=0

(λλT )mac(λ
Tλ)n−m−1

b1d
.

Συνεχίζοντας την αντικατάσταση της αναδρομικής σχέσης για την πρώτη σειρά μέχρι

την μηδενική τάξη G(0)
(όπου ο όρος που περιέχει συναιρέσεις εσωτερικών με εξωτερι-

κά σημεία έχει μηδενικό συντελεστή), μόνο όροι που προέρχονται από τις συναιρέσεις
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εσωτερικών με εξωτερικά σημεία επιβιώνουν, δίνοντας τελικά(
2n∏
i=1

λaibi

)
G

(2n)
aa1···a2nc|bb1···b2nd =

= 2(2n− 1)!π2n

n∑
p=1

n−p∑
m=0

(
(λλT )m+p

ac (λTλ)n−m−pbd + (λλT )mac(λ
Tλ)n−mbd

)
,

με το διπλό άθροισμα να ξαναγράφεται ως

n∑
p=1

n−p∑
m=0

(
(λλT )m+p

ac (λTλ)n−m−pbd + (λλT )mac(λ
Tλ)n−mbd

)
= n

n∑
m=0

(λλT )mac(λ
Tλ)n−mbd .

Μαζεύοντας όλα τα παραπάνω, προκύπτει τελικά(
2n∏
i=1

λaibi

)
G

(2n)
aa1···a2nc|bb1···b2nd = π2n(2n)!

n∑
m=0

(λλT )mac(λ
Tλ)n−mbd . (Ζʹ.7)

Η χρήση της τελευταίας έκφρασης στην (Ζʹ.1) συνεπάγεται

Gab|cd =
∞∑
n=0

n∑
m=0

(λλT )mac(λ
Tλ)n−mbd =

∞∑
n=0

(λλT )nac ×
∞∑
m=0

(λTλ)mbd

= (1− λλT )−1
ac (1− λTλ)−1

bd = g̃acgbd =
(
g̃−1 ⊗ g−1

)
ab|cd .

(Ζʹ.8)

Μια σημαντική παρατήρηση εδώ είναι το γεγονός ότι στην απόδειξη αυτή δεν προκύπτει ο

παράγοντας 1/2 που υπάρχει μπροστά από τη μετρική της (3.4.10). Για να γίνει κατανοητός ο

λόγος που συμβαίνει αυτό, πρέπει να μελετηθεί σε επίπεδο συναρτήσεων συσχετισμού. ΄Εστω

η διπλά παραμορφωμένη δράση (3.4.1) με λ1 = λ2 = λ. Περνώντας σε Ευκλειδιο κοσμικό

φύλλο με αναλυτική συνέχιση, και επαναορίζοντας τα ρεύματα Jai → Jai /
√
ki (όπως στη

σχέση (3.4.7)), προκύπτει η δράση

Sλk1,k2
= Sk1(g1) + Sk2(g2)− λab

π

∫
d2z Ôab(z, z̄) + · · · ,

Ôab = Oab + Õab , Oab = Ja1 (z)J̄ b2(z̄) , Õab = Ja2 (z)J̄ b1(z̄) .

(Ζʹ.9)

Η κανονικοποίηση της συνάρτησης συχσετισμού δύο σημείων του τελεστή Ôab στη μονάδα

χρειάζεται προκειμένου να υπάρχει συμφωνία με τις συμβάσεις που χρησιμοποιήθηκαν για την

απόδειξη του c-θεωρήματος της (3.4.6) στην [53] και εισάγει έναν επιπλέον συντελεστή 1/2

στην (3.4.10). Σημειώνεται ότι για την περίπτωση του απλά παραμορφωμένου λ-προτύπου

[38] ο αντίστοιχος συντελεστής είναι μονάδα [58, 50].



Ηʹ Η μετρική Zamolodchikov για τους

O(m,n)
σύνθετους τελεστές

Στο παράρτημα αυτό παρουσιάζεται ο υπολογισμός του κυρίαρχου όρου ως προς το ανάπτυγ-

μα για μεγάλο k της μετρικής (3.5.36) στον χώρο των παραμέτρων ζεύξης. Ο υπολογισμός

γίνεται αυστηρά για το όριο k → ∞ όπου η άλγεβρα των ρευμάτων γίνεται Αβελιανή. Η

δράση (3.5.62) που προκύπτει από την παραμόρφωση του WZW προτύπου, σε Ευκλείδιο

χώρο γράφεται ως

S = SWZW −
1

π

∫
d2z
(
λO + λ̃O(m,n)

)
,

O = JaJ̄a , O(m,n) = Sa1...am;b1...bnJ
a1 . . . Jam J̄ b1 . . . J̄ bn .

(Ηʹ.1)

Ακολουθώντας πάλι την μεθοδολογία του παραρτήματος Γ΄, υπολογίζεται επακριβώς ως προς

λ και σε μηδενική τάξη ως προς λ̃ το Αβελιανό μέρος της μετρικής Zamolodchikov στο χώρο

των παραμέτρων ζεύξης λ και λ̃. Στους υπολογισμούς που ακολουθούν θεωρείται ότιm > n,

αλλά το αποτέλεσμα της μετρικής είναι το ίδιο και για m < n.

Για τη συνιστώσα Gλλ = |x12|4 〈O(x1)O(x2)〉 της μετρικής, σε τάξη O(λ̃0), το αποτέλεσμα

είναι το ίδιο με αυτό της απλά παραμορφωμένης περίπτωση λ-προτύπου, που υπολογίζεται

στην [50] και στο παράρτημα Γ΄ της παρούσας εργασίας. Το μη-διαγώνιο στοιχείο Gλλ̃ υπο-

λογίζεται από την συνάρτηση συσχετισμού 〈O(x1)O(m,n)(x2)〉 και είναι μηδέν σε τάξη O(λ̃0)

σε συμφωνία με την υπόθεση που έγινε στην (3.5.29). ΄Ετσι, μένει μόνο ο υπολογισμός του

Αβελιανού μέρους της Gλ̃λ̃ = x2m
12 x̄

2n
12 〈O(m,n)(x1)O(m,n)(x2)〉, επακριβώς ως προς λ και σε

μηδενική τάξη ως προς λ̃.

Σύμφωνα με την γνωστή πλέον μεθοδολογία, αναπτύσσεται η άνωθεν ποσότητα σε δυνάμεις

του λ ως

〈O(m,n)O(m,n)〉 = G(0) +
∞∑

r=2,4,...

λr

πrr!
G(r) , (Ηʹ.2)
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όπου προφανώς, για k →∞ μόνο άρτιοι όροι συνεισφέρουν. Κατά συνέπεια, προκύπτει ότι

G(0) = Sa1...am;b1...bnSc1...cm;d1...dn 〈Ja1 . . . Jam(x1)J c1 . . . J cm(x2)〉

× 〈J̄ b1 . . . J̄ bn(x̄1)J̄d1 . . . J̄dn(x̄2)〉 =
m!n!S2

a1...am;b1...bn

x2m
12 x̄

2n
12

(Ηʹ.3)

και ότι

G(r) =

∫
d2z1 . . . d

2zr Sa1...am;b1...bnsc1...cm;d1...dn 〈Ja1 . . . Jam(x1)Je1(z1) . . . Jer(zr)J
c1J cm(x2)〉

× 〈J̄ b1 . . . J̄ bn(x̄1)J̄e1(z̄1) . . . J̄er(z̄r)J̄
d1 . . . J̄dn(x̄2)〉 . (Ηʹ.4)

Θεωρώντας τώρα τα σημεία z1, . . . , zk ως εσωτερικά, ενώ τα x1,2 ως εξωτερικά και κάνοντας

τις συναιρέσεις αποφεύγοντας τη συνεισφορά από μη-συνδεδεμένα διαγράμματα και διαγράμ-

ματα φυσαλίδες, είναι δυνατόν να βρεθεί μία αναδρομική σχέση για την G(r)
. Επιλέγοντας

τα ρεύματα Je1(z1) και J̄e1(z̄1) της πάνω σχέσης και χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι οι

επιτρεπόμενες συναιρέσεις είναι είτε τύπου εσωτερικό με εσωτερικό σημείο είτε εσωτερικό

με εξωτερικό, τα ολομορφικά Je1 μπορούν να συναιρεθούν με οποιοδήποτε από τα υπόλοιπα

(r−1) εσωτερικά ρεύματα Jei (με i 6= 1). Αυτό πρέπει να συνδυαστεί με την συναίρεση του

αντιολομορφικού ρεύματος J̄e1 με ένα από τα υπόλοιπα (r − 2) εσωτερικά J̄ej (με j 6= 1, i,

προκειμένου να αποφευχθούν μη-συνδεδεμένα διαγράμματα και φυσαλίδες) ή με κάποιο από

τα 2n εξωτερικά J̄ bi και J̄di . Επιπλέον όμως, το ολομορφικό Je1 μπορεί να συναιρεθεί με

οποιοδήποτε από τα 2m εξωτερικά ρεύματα Jai και J ci και το αποτέλεσμα που θα προκύψει

να συνδυαστεί με τις συναιρέσεις του J̄e1 με κάποιο από τα υπόλοιπα (r− 1) εσωτερικά J̄ei

(με i 6= 1).

΄Ετσι, για την G(r)
προκύπτει η αναδρομική σχέση

G(r) = π2 [(r − 1)(r − 2) + 2n(r − 1) + 2m(r − 1)]G(r−2)

= π2(r − 1)
(
r + 2(m+ n− 1)

)
G(r−2) ,

(Ηʹ.5)

όπου χρησιμοποιήθηκε το ολοκλήρωμα

∫
d2z

(z − x)2(z̄ − ȳ)2
= π2δ(2)(x− y). Λύνοντας την

πάνω σχέση, συνεπάγεται ότι

G(r) = π2k (r − 1)!!
(
r + 2(m+ n− 1)

)
!!(

2(m+ n)− 2
)
!!

G(0)
(Ηʹ.6)
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και με αντικατάσταση αυτής στην (Ηʹ.2), προκύπτει μετά τον υπολογισμό του αθροίσματος

το αποτέλεσμα

〈O(m,n)O(m,n)〉 =
m!n!S2

a1...am;b1...bn

x2m
12 x̄

2n
12 (1− λ2)m+n

, m > n . (Ηʹ.7)

Συνοψίζοντας, τα Αβελιανά (για k → ∞), ακριβή ως προς λ αλλά λ̃-ανεξάρτητα στοιχεία

της μετρικής Zamolodchikov, δίνονται από τις σχέσεις

Gλλ =
dimG

(1− λ2)2
+O(λ̃) , Gλλ̃ = O(λ̃) ,

Gλ̃λ̃ =
m!n!S2

a1...am;b1...bn

(1− λ2)m+n
+O(λ̃).

(Ηʹ.8)

Σημειώνεται πως στην ειδική περίπτωση m = 2, n = 0 πρέπει να χρησιμοποιηθεί ότι Sab;0 =

δab.



Θʹ Στοιχεία θεωρίας ομάδων για την

SU(N)

Στο παράρτημα αυτό χρησιμοποιούνται οι αναφορές [97, 98, 99]. ΄Εστω μία βάση από N×N
πίνακες {ta}, a = 1, 2, . . . , N2 − 1 με μηδενικό ίχνος και τη συνθήκη κανονικοποίησης

Tr(tatb) = δab . (Θʹ.1)

Το γινόμενο δύο από αυτών μπορεί να αναλυθεί ως

tatb =
δab
N

1N×N +
1

2
(ifabc + dabc)tc , (Θʹ.2)

όπου οι σταθερές fabc είναι πλήρως αντισυμμετρικές και οι dabc είναι πλήρως συμμετρικές

και με μηδενικό ίχνος. Ο συντελεστής του πρώτου όρου προκύπτει από τη συνθήκη της

κανονικοποίησης και στην παρούσα κανονικοποίηση οι ιδιοτιμές του τετραγωνικού τελεστή

Casimir είναι

cG = 2N . (Θʹ.3)

Για μία δεδομένη μη-αναγωγίσιμη αναπαράσταση R με στοιχεία (ta)αβ, α, β = 1, 2, . . . , dimR

η σχέση πληρότητας γράφεται ως

(ta)αβ(ta)γδ = δαδδβγ −
1

N
δαβδγδ . (Θʹ.4)

Η προσεταιριστική ιδιότητα του πολλαπλασιασμού πινάκων οδηγεί στις ακόλουθες ταυτότη-

τες

fabefcfe + fcaefbfe + fbcefafe = 0 ,

dabefcfe + dcaefbfe + dbcefafe = 0 , (Θʹ.5)

fabefcfe =
4

N
(δacδbf − δbcδaf ) + dacedbfe − dbcedafe .
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Από την τελευταία, συναιρώντας με δbf και μετονομάζοντας τους δείκτες προκύπτει η

dacddbcd = 2
N2 − 4

N
δab , (Θʹ.6)

ενώ από την (Θʹ.5) με συναίρεση και μετονομασία των δεικτών προκύπτουν οι σχέσεις

feafffbgfgce = −Nfabc ,

deafffbgfgce = −Ndabc ,

deafdfbgfgce =
N2 − 4

N
fabc , (Θʹ.7)

deafdfbgdgce =
N2 − 12

N
dabc .

Συμμετρικοί τανυστές με περισσότερους δείκτες υπολογίζονται αναδρομικά ως

d(m+1)
a1a2...am+1

= d
(m)
a(a1a2...am−1

damam+1)a , m = 3, 4 . . . , (Θʹ.8)

όπου κατά τη συμμετροποίηση λαμβάνεται υπόψιν ο κατάλληλος συντελεστής, για παράδειγ-

μα,

d(4)
a1a2a3a4

=
1

3
(daa1a2da3a4a + daa3a1da2a4a + daa2a3da1a4a) . (Θʹ.9)

Η ακόλουθη ταυτότητα είναι αρκετά χρήσιμη

fab(a1d
(m)
a2a3...am)b = 0 (Θʹ.10)

και μπορεί εύκολα να αποδειχθεί χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι ο C(m) = da1a2...amt
a1ta2 . . . tam

είναι ο τελεστής Casimir και για αυτό [C(m), ta] = 0, a = 1, 2, . . . dimG. Από αυτό, με τις

κατάλληλες συναιρέσεις δειτών, προκύπτουν οι ταυτότητες

d
(m)
ab(a1...am−2

fc)bdfdae = ∆mdcea1...am−2 , ∆m = − cG
m− 1

, m = 2, 3, . . . , (Θʹ.11)

και

fdeafdb(ad
(m)
a1...am−2c)b

= 0 . (Θʹ.12)

Σημειώνεται εδώ ότι για την περίπτωση που m = 2, η σύμβαση που χρησιμοποιείται είναι η

d
(2)
ab = δab.



Ιʹ Συμπλήρωμα στους διαταρακτικο-

ύς υπολογισμούς

Στο παράρτημα αυτό παρουσιάζονται οι λεπτομερείς υπολογισμοί για τις διαταρακτικές συ-

νεισφορές στο αποτέλεσμα της ανώμαλης διάστασης που παρουσιάζεται στο κυρίως κείμενο.

Η βασική τεχνική ολοκλήρωσης που χρησιμοποιείται στα πλαίσια της θεωρίας διαταραχών

στην παρούσα εργασία είναι αυτή που παρουσιάζεται αναλυτικά στο παράρτημα Α΄, για τα

ολοκληρώματα του παραρτήματος Β΄. Συνοπτικά, η τεχνική αυτή χρησιμοποιεί το θεώρημα

Stokes στις δύο διαστάσεις∫
M

d2x ∂µF
µ =

i

2

∫
∂M

{dz̄F z − dzF z̄} , (Ιʹ.1)

όπου M είναι η αντίστοιχη δισδιάστατη εποφάνεια και ∂M είναι το σύνορό της, με θετικό

δείκτη στροφής όταν αυτό διαγράφεται αριστερόστροφα. Οι υπό ολοκλήρωση συναρτήσεις

δεν είναι ολομορφικές, με αποτέλεσμα μα μην είναι δυνατή η εφαρμογή του θεωρήματος

του Cauchy, αλλά είναι εύκολο να δειχθεί ότι οι μόνες συνεισφορές στα ολοκληρώματα

προέρχονται από τις ολοκληρώσεις των διαδρομών γύρω από τους πόλους. Στις περισσότερες

περιπτώσεις εφαρμόζεται μερική ολοκλήρωση, με τις μεταβλητές z και z̄ να συμπεριφέρονται

ως ανεξάρτητες, και τη συνεισφορά των επιφανειακών όρων να είναι εν γένει μη-μηδενική.

Σε ότι ακολουθεί, τα σημεία xi θεωρούνται εξωτερικά, ενώ τα zi εσωτερικά, i = 1, 2. Το

πρώτο σύνολο ολοκληρωμάτων του παραρτήματος Β΄ που χρειάζεται είναι τα∫
d2z

(z − x1)2(z̄ − x̄2)2
= πδ(2)(x1 − x2) , (Ιʹ.2)∫

d2z

(z − x1)2(z̄ − x̄2)
= − π

x12

,

∫
d2z

(z − x1)(z̄ − x̄2)2
=

π

x̄12

, (Ιʹ.3)∫
d2z

(z1 − x1)(z1 − x2)(z̄1 − x̄2)
=

π

x12

ln
ε2

|x12|2
, (Ιʹ.4)∫

d2z

(z1 − x1)(z̄1 − x̄1)(z̄1 − x̄2)
= − π

x̄12

ln
ε2

|x12|2
. (Ιʹ.5)
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΄Αλλα ολοκληρώματα που εμφανίζονται στους ενδιάμεσους υπολογισμούς των ανώμαλων

διαστάσεων διαταρακτικά είναι∫
d2z

(z − x2)2(z̄ − z̄1)(z̄ − z̄2)
=

π

z̄12

( 1

z1 − x2

− 1

z2 − x2

)
, (Ιʹ.6)∫

d2z

(z − z1)(z − x1)2(z̄ − z̄1)2
=

π

z̄1 − x̄1

1

(z1 − x1)2
, (Ιʹ.7)∫

d2z

(z − x2)(z − x1)2(z̄ − z̄1)2
=

π

x2
12

( 1

x̄2 − z̄1

− 1

x̄1 − z̄1

)
, (Ιʹ.8)∫

d2z

(z − x2)(z̄ − x̄2)
−
∫

d2z

(z − x2)(z̄ − x̄1)
= −π ln

ε2

|x12|2
, (Ιʹ.9)∫

d2z

(z1 − z)(z̄ − z̄1)(z̄ − z̄2)
=

π

z̄12

ln
ε2

|z12|2
, (Ιʹ.10)∫

d2z

(z − x2)(z̄ − z̄1)(z̄ − z̄2)
=

π

z̄12

ln
|z2 − x2|2

|z1 − x2|2
, (Ιʹ.11)∫

d2z

(z − x1)2(z̄ − z̄1)2
ln

ε2

|z − z1|2
= − π

|z1 − x1|2
, (Ιʹ.12)

και ∫
d2z

(z − x1)2(z̄ − z̄1)2
ln
|z − x2|2

|z1 − x2|2

=
π

x12

( 1

x̄1 − z̄1

− 1

x̄2 − z̄1

)
+

π

(z̄1 − x̄2)(z1 − x1)
,

(Ιʹ.13)

καθώς και ∫
d2z

(z − x1)(z − z1)(z̄ − z̄1)2
=

π

|z1 − x1|2
, (Ιʹ.14)∫

d2z

(z − x1)(z − x2)(z̄ − z̄1)2
=

π

x12

( 1

x̄1 − z̄1

− 1

x̄2 − z̄1

)
, (Ιʹ.15)∫

d2z

(z − x2)2(z − x1)(z̄ − x̄1)
= − π

x2
12

ln
ε2

|x12|2
− π

x2
12

, (Ιʹ.16)∫
d2z

(z − x2)2(z − x1)(z̄ − x̄2)
=

π

x2
12

ln
ε2

|x12|2
, (Ιʹ.17)∫

d2z

(z − x2)2(z̄ − z̄1)2
ln
|z − x2|2

|z1 − x2|2
=

π

|z1 − x2|2
. (Ιʹ.18)
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Ιʹ.1 Για τον ολομορφικό τελεστή O(2,0)

Γυρνώντας στην (3.5.147) υπάρχει ένα σύνολο πέντε ολοκληρωμάτων, τα οποία στα πλαίσια

αυτού του παραρτήματος συμβολίζονται με I1, . . . , I5. Ξεκινώντας από το I1, αυτό δίνεται

από τη σχέση

I1 =

∫
d2z1d

2z2

z12(z2 − x1)2z̄12

∫
d2z3

(z3 − x2)2z̄13z̄23

= π

∫
d2z1

z1 − x2

∫
d2z2

z12(z2 − x1)2z̄2
12

− π
∫

d2z1d
2z2

z12(z2 − x1)2(z2 − x2)z̄2
12

,

(Ιʹ.1)

όπου χρησιμοποιήθηκε η σχέση

1

z̄13z̄23

=
1

z̄12

( 1

z̄3 − z̄1

− 1

z̄3 − z̄2

)
. (Ιʹ.2)

Ο πρώτος όρος που προκύπτει από την εφαρμογή της σχέσης αυτής στο δεύτερο ολοκλήρωμα

της (Ιʹ.1) αναιρείται με το πρώτο ολοκλήρωμά της, και τελικά μένει

I1 = −π
∫

d2z1

z1 − x2

∫
d2z2

(z2 − x2)(z2 − x1)2z̄2
12

. (Ιʹ.3)

Το σπάσιμο ξανά του ολοκληρώματος με το z2 περιέχει τρεις όρους

1

(z2 − x2)(z2 − x1)2
=

1

x2
12

( 1

z2 − x2

− 1

z2 − x1

)
+

1

x12

1

(z2 − x1)2
, (Ιʹ.4)

αλλα ο τρίτος μηδενίζεται στο συγκεκριμένο σχήμα ομαλοποίησης που χρησιμοποιείται στην

παρούσα εργασία. ΄Ετσι, προκύπτει τελικά ότι

I1 =
π2

x2
12

(∫ d2z1

(z1 − x2)(z̄1 − x̄2)
−
∫

d2z1

(z1 − x2)(z̄1 − x̄1)

)
, (Ιʹ.5)

και κάνοντας την ολοκλήρωση, το αποτέλεσμα είναι

I1 = − π
3

x2
12

ln
ε2

|x12|2
. (Ιʹ.6)

Συνεχίζοντας με το I2, αυτό δίνεται από τη σχέση

I2 =

∫
d2z1d

2z2

(z2 − x1)2z̄12

∫
d2z3

z13(z3 − x2)2z̄13z̄23

. (Ιʹ.7)
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Χρησιμοποιώντας τη σχέση (Ιʹ.4) και αντικαθιστώντας το z2 με z3 προκύπτει

I2 =

∫
d2z1d

2z2

(z2 − x1)2z̄12

( 1

(z1 − x2)2

∫
d2z3

z13z̄13z̄23

+
1

(z1 − x2)2

∫
d2z3

(z3 − x2)z̄13z̄23

+
1

z1 − x2

∫
d2z3

(z3 − x2)2z̄13z̄23

)
,

(Ιʹ.8)

ενώ με τη βοήθεια των (Ιʹ.10), (Ιʹ.11) και (Ιʹ.6), το ολοκλήρωμα I2 γίνεται

I2 = π

∫
d2z1

(z1 − x2)2

∫
d2z2

(z2 − x1)2z̄2
12

ln
ε2

|z12|2

+ π

∫
d2z1

(z1 − x2)2

∫
d2z2

(z2 − x1)2z̄2
12

ln
|z2 − x2|2

|z1 − x2|2

− π
∫

d2z1

z1 − x2

∫
d2z2

(z2 − x2)(z2 − x1)2z̄2
12

.

(Ιʹ.9)

Χρησιμοποιώντας τώρα τις (Ιʹ.12), (Ιʹ.13) και (Ιʹ.8) προκύπτει ότι

I2 = −π2

∫
d2z1

(z1 − x2)2(z1 − x1)(z̄1 − x̄1)
− π2

x12

∫
d2z1

(z1 − x2)2(z̄1 − x̄1)

+
π2

x2
12

(∫ d2z1

(z1 − x2)(z̄1 − x̄2)
−
∫

d2z1

(z1 − x2)(z̄1 − x̄1)

)
+ π2

∫
d2z1

(z1 − x2)2(z1 − x1)(z̄1 − x̄2)

(Ιʹ.10)

και τελικά, η χρήση των (Ιʹ.16), (Ιʹ.9) και (Ιʹ.17) οδηγεί στο αποτέλεσμα

I2 =
π3

x2
12

ln
ε2

|x12|2
. (Ιʹ.11)

΄Επειτα υπολογίζεται το I3 που δίνεται από την

I3 =

∫
d2z1

(z1 − x1)2

∫
d2z2

z̄12

∫
d2z3

z23(z3 − x2)2z̄13z̄23

. (Ιʹ.12)

Εφαρμόζοντας την (Ιʹ.4) προκύπτει

I3 =

∫
d2z1

(z1 − x1)2

∫
d2z2

z̄12

{ 1

(z2 − x2)2

∫
d2z3

z23z̄13z̄23

+
1

(z2 − x2)2

∫
d2z3

(z3 − x2)z̄13z̄23

+
1

z2 − x2

∫
d2z3

(z3 − x2)2z̄13z̄23

}
,

(Ιʹ.13)
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ενώ με εφαρμογή των (Ιʹ.10)με z1 → z2, (Ιʹ.11) και (Ιʹ.6) αντίστοιχα,

I3 =

∫
d2z1

(z1 − x1)2

{
−
∫

d2z2

(z2 − x2)2z̄12

ln
ε2

|z12|2

+

∫
d2z2

(z2 − x2)2z̄2
12

ln
|z2 − x2|2

|z1 − x2|2
+

1

z1 − x2

∫
d2z2

(z2 − x2)z̄2
12

}
.

(Ιʹ.14)

Από την (Ιʹ.8) με x1 → x2 και την (Ιʹ.18) προκύπτει μία απαλοιφή μεταξύ του δεύτερου και

τρίτου όρου της πάνω σχέσης και αυτό που μένει τελικά είναι

I3 = π2

∫
d2z1

(z1 − x1)2(z1 − x2)(z̄1 − x̄2)
= − π

3

x2
12

ln
ε2

|x12|2
− π3

x2
12

, (Ιʹ.15)

όπου έγινε χρήση της (Ιʹ.16).

΄Οσον αφορά το

I4 =

∫
d2z1

(z1 − x1)2

∫
d2z2

(z2 − x1)z̄12

∫
d2z3

(z3 − x2)2z̄13z̄23

, (Ιʹ.16)

η χρήση της (Ιʹ.6) συνεπάγεται

I4 = π

∫
d2z1

(z1 − x1)2(z1 − x2)

∫
d2z2

(z2 − x1)z̄2
12

− π
∫

d2z1

(z1 − x1)2

∫
d2z2

(z2 − x1)(z2 − x2)z̄2
12

,

(Ιʹ.17)

ενώ η εφαρμογή της (Ιʹ.15) δίνει

I4 = −π2

∫
d2z1

(z1 − x1)2(z1 − x2)(z̄1 − x̄1)
− π2

x12

∫
d2z1

(z1 − x1)2(z̄1 − x̄2)
. (Ιʹ.18)

Τέλος, με τη βοήθεια της (Ιʹ.17) προκύπτει ότι

I4 = − π
3

x2
12

ln
ε2

|x12|2
+
π3

x2
12

. (Ιʹ.19)

Τέλος, το

I5 = x12

∫
d2z1

(z1 − x1)2

∫
d2z2

z̄12(z2 − x2)2

∫
d2z3

(z3 − x1)(z3 − x2)z̄13z̄23

, (Ιʹ.20)
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μπορεί να γραφεί ως

− x12

∫
d2z1

(z1 − x1)2

∫
d2z2

z̄12(z2 − x2)2

{∫ d2z3

(x1 − z3)z̄13z̄23

+

∫
d2z3

(z3 − x2)z̄13z̄23

}
(Ιʹ.21)

και με εφαρμογή της (Ιʹ.11) η σχέση αυτή γίνεται

π

∫
d2z1

(z1 − x1)2

{∫ d2z2

(z2 − x2)2z̄2
12

ln
|z2 − x1|2

|z1 − x1|2

−
∫

d2z2

(z2 − x2)2z̄2
12

ln
|z2 − x2|2

|z1 − x2|2
}
.

(Ιʹ.22)

Χρησιμοποιώντας άλλη μια φορά τις (Ιʹ.13) και (Ιʹ.18) συνεπάγεται ότι

I5 =
π2

x12

{∫ d2z1

(z1 − x1)2(z̄1 − x̄2)
+

∫
d2z1

(z1 − x1)2(z1 − x2)(z̄1 − x̄1)

−
∫

d2z1

(z1 − x1)2(z1 − x2)(z̄1 − x̄2)

}
,

(Ιʹ.23)

από το οποίο προκύπτει το τελικό αποτέλεσμα

I5 =
2π3

x2
12

ln
ε2

|x12|2
. (Ιʹ.24)

Τότε, συνδυάζοντας όλα τα αποτελέσματα,

I1 + I2 + I3 + I4 + I5 = 0 , (Ιʹ.25)

όπως παρουσιάστηκε στο κυρίως κείμενο.



ΙΑʹ Συμπλήρωμα για την περίπτωση

των αύτο- και έτερο-

αλληλεπιδράσεων

Στο παράρτημα αυτό παρουσιάζεται ο πίνακας των ανώμαλων διαστάσεων για το πρότυπο

της [41] το οποίο περιλαμβάνει ταυτόχρονα αυτο- και έτερο-αλληλεπιρδάσεις μεταξύ των

ρευμάτων των WZW προτύπων. Τα διάφορα στοιχεία του τανυστή της ανώμαλης διάστασης

παρουσιάζονται παρακάτω και είναι ακριβή ως προς το λ και ως προς το λ̃

γab
cd = − cG

∆3

(
2k2

1 f1(λ) + k2
2 f2(λ, λ̃)− k1k2 f3(λ, λ̃)

)
δcaδ

d
b ,

f1(λ) = (1− λ)2λ
(
1− (1− λ)λ

)
, f2(λ, λ̃) = λλ̃4(2λ̃− 3λ) ,

f3(λ, λ̃) = (1− λ)λ̃2
(
3λ3 + (1− λ̃)2 − 5λ2λ̃+ λ(3 + λ̃2)

)
,

γab
c′d =

cG(1− λ̃)λλ̃

∆4

(√
k5

1k2 f4(λ, λ̃)−
√
k1k5

2 f5(λ, λ̃) +
√
k3

1k
3
2 f6(λ, λ̃)

)
, δcaδ

d
b ,

f4(λ, λ̃) = (1− λ)2(1 + λ)(2− λ+ 2λ2 − 3λ̃(1 + λ)) ,

f5(λ, λ̃) = λ̃4(3 + 3λ− 2λ̃) , f6(λ, λ̃) = λ̃2(1− λ)
(
1 + λ̃+ λ(7 + λ+ λ̃)

)
,

γa′b
cd =

cG(1− λ)λλ̃

∆4

(√
k5

1k2 f4(λ, λ̃)−
√
k1k5

2 f5(λ, λ̃) +
√
k3

1k
3
2 f6(λ, λ̃)

)
δcaδ

d
b ,

με τις προηγούμενες f4, f5, f6,
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γa′b
c′d =

cG
∆3

(
k2

1 f7(λ, λ̃) + k2
2 f8(λ̃) + k1k2 f9(λ, λ̃)

)
δcaδ

d
b ,

f7(λ, λ̃) = (1− λ)2
(
λ2 − 2λ̃(1 + λ)(1 + λ+ λ2) + 3λ̃2(1 + λ)2

)
,

f8(λ̃) = λ̃4(3− 2λ̃) ,

f9(λ, λ̃) = λ̃2(1− λ)
(
3 + λ(3 + λ(6 + λ))− 8λ̃− λλ̃(8 + 5λ) + 3λ̃2(1 + λ)

)
,

γab′
cd′ =

cGλ
2

2∆3

(
−k2

1f10(λ) + k2
2f11(λ, λ̃) + k1k2f12(λ, λ̃)

)
δcaδ

d
b ,

f10(λ) = 2λ(1− λ)2 , f11(λ, λ̃) = λλ̃4(λ− λ̃) ,

f12(λ, λ̃) = λ̃2(1− λ)
(
2 + 3λ− λ̃(3 + λ+ λ2) + λ̃2(1 + λ)

)
,

γab′
c′d′ =

cGλ
−1
0 λλ̃

2∆3

(
−k2

1f13(λ, λ̃) + k2
2f14(λ, λ̃) + k1k2f15(λ, λ̃)

)
δcaδ

d
b ,

f13(λ, λ̃) = λ
(
1− λ(3− λ̃2) + λ2(2− λ̃)

)
+ λ̃(1− λ̃), f14(λ, λ̃) = f11(λ, λ̃) ,

f15(λ, λ̃) = λ̃2
(
2 + λ(1− 2λ)− λ̃(3− λ− λ3) + λ̃2(1− λ2)

)
,

γa′b′
cd′ = −cGλλ̃

2∆3

(√
k3

1k2f16(λ, λ̃) +
√
k1k3

2f17(λ, λ̃)

)
δcaδ

d
b ,

f16(λ, λ̃) = (1− λ)2
(
λ(1− λ) + λ̃(1 + λ)(1 + λ+ λ2)− λ̃2(1 + λ)2

)
,

f17(λ, λ̃) = λ̃2
(
− 2 + λ2(1 + λ2) + λ̃(2− λ− λ3)

)
και

γa′b′
c′d′ =

cGλ̃
2

2∆3

(
k2

2f18(λ, λ̃)− k1k2f19(λ, λ̃)
)
δcaδ

d
b

f18(λ, λ̃) = λ̃2
(
2(1− λ̃)− λ3(λ− λ̃)

)
,

f19(λ, λ̃) = λ̃
(
2(1− λ̃) + λ5

)
− λ2

(
(1− λ̃)(2 + 3λ̃)− λ(3− 2λ̃) + λ2(1 + λ̃2)

)
.



ΙΒʹ Ροή της ομάδας επανακανονικο-

ποίησης σε επίπεδο δύο-βρόγχων

Σκοπός αυτού του παραρτήματος είναι ο υπολογισμός της συνάρτησης ροής κάτω από την

ομάδα επανακανονικοποίησης για το πρότυπο που περιγράφεται από τη δράση

Sk1,k2(g1, g2) = Sk1(g1) + Sk2(g2) +
kλ

π

∫
d2σJa1+J

a
2− , k =

√
k1k2 , (ΙΒʹ.1)

στο οποίο, σε αντίθεση με το (3.7.1) τα δύο επίπεδα k1 και k2 δεν είναι ίσα. Τα πρότυπα

αυτά ρέουν από μια ακριβή σύμμορφη θεωρία Gk1 × Gk2 στις υψηλές ενέργειες για λ = 0

σε μία ακριβή σύμμορφη θεωρία Gk2−k1 × Gk1 στις χαμηλές ενέργειες για λ = λ0 [40]. Ο

υπολογισμός της β-συνάρτησης μέχρι τάξη O(1/k2) αποδεικνύει ότι τα πρότυπα αυτά είναι

επανακανονικοποιήσιμα μέχρι αυτήν την τάξη και δεν χρειάζεται η προσθήκη διαφορομορφι-

σμών ή αντισταθμιστικών όρων.

Για το πρότυπο (ΙΒʹ.1) προκύπτει το στοιχείο μήκους

ds2 = RaRa + λ−2
0 LâLâ + 2λ−1

0 λRaLâ , λ0 =

√
k1

k2

, (ΙΒʹ.2)

και η 2-μορφή

B = B0 + λ−1
0 λRa ∧ Lâ , (ΙΒʹ.3)

όπου το B0 είναι η 2-μορφή που αντιστοιχεί στα δύο WZW πρότυπα για επίπεδα k1,2 με την

αντίστοιχη στρέψη να είναι η

H0 = dB0 = −1

6
fabc

(
Ra ∧Rb ∧Rc + λ−2

0 Lâ ∧ Lb̂ ∧ Lĉ
)
. (ΙΒʹ.4)
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Στα παραπάνω αποτελέσματα έχει παραλειφθεί ξανά ένας συνολικός συντελεστής k1/2π, και

οι Mauer-Cartan 1-μορφές δίνονται από τις σχέσεις

Ra = −iTr(tadg1g
−1
1 ), Lâ = −iTr(tag−1

2 dg2) ,

dRa = −1

2
fabcR

b ∧Rc, dLâ =
1

2
fabcL

b̂ ∧ Lĉ ,
(ΙΒʹ.5)

όπου οι δείκτες χωρίς καπέλο και με καπέλο συμβολίζουν τις Mauer-Cartan 1-μορφές υπο-

λογισμένες για τα στοιχεία ομάδας g1 και g2 αντίστοιχα. Εισάγοντας την βάση

ea = Ra, eâ = λRa + λ−1
0 Lâ (ΙΒʹ.6)

και τον διπλό συμβολισμό A = (a, â) για τους δείκτες, το στοιχείο μήκους γράφεται ως

ds2 = (1− λ2)eaea + eâeâ = GAB eAeB . (ΙΒʹ.7)

Οι συνδέσεις σπιν και η στρέψη για τη δράση (ΙΒʹ.1) δίνονται από τις σχέσεις (3.2.16) και

(3.2.17) ή αντίστοιχα από τις (2.14) και (2.16) της [52]. Για διαγώνιο και ισοτροπικό πίνακα

ζεύξης λab = λδab γίνονται

ωab = −1

2
(1− λ2)fabce

c +
λ

2
(1− λ0λ)fabce

ĉ ,

ωâb = ωab̂ =
λ

2
(λ0λ− 1)fabce

c ,

ωâb̂ = −λ0λfabce
c +

λ0

2
fabce

ĉ ,

(ΙΒʹ.8)

όπου τα ωAB είναι αντισυμμετρικά, εφόσον η μετρική (ΙΒʹ.7) είναι σταθερή και

H = −1

6

(
1− λ2(3− 2λ0λ)

)
fabc ea ∧ eb ∧ ec

− λ

2
(1− λ0λ)fabc eâ ∧ eb ∧ ec − λ0

6
fabc eâ ∧ eb̂ ∧ eĉ .

(ΙΒʹ.9)

Για τον υπολογισμό σε επίπεδο δύο βρόγχων, χρειάζονται οι σπιν συνδέσεις με στρέψη ω−AB

ω−AB = ω−AB|CeC =

(
ωAB|C −

1

2
HABC

)
eC , (ΙΒʹ.10)
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τα στοιχεία των οποίων δίνονται από τις σχέσεις [52]

ω−ab = λ2(λ0λ− 1)fabce
c + λ(1− λ0λ)fabce

ĉ ,

ω−âb = ω−
ab̂

= 0 ,

ω−
âb̂

= −λ0λfabce
c + λ0fabce

ĉ .

(ΙΒʹ.11)

Είναι πλέον δυνατός ο υπολογισμός της Riemann 2-μορφής με στρέψη Ω−AB, η οποία δίνεται

από τη σχέση

Ω−AB =
1

2
R−ABCD eC ∧ eD = dω−AB + ω−AC ∧ ω

−C
B , (ΙΒʹ.12)

με τις αντίστοιχες συνιστώσες να είναι οι

R−ABCD =
(
ωKC|D − ωKD|C

)
ω−AB|K + ω−AK|Cω

−K
B|D − ω−AK|Dω

−K
B|C , (ΙΒʹ.13)

όπου έχει χρησιμοποιηθεί ότι τα ωAB|C είναι σταθερά. Χρησιμοποιώντας τις πάνω σχέσεις,

υπολογίζονται τα μη-μηδενικά στοιχεία του τανυστή Riemann τα οποία είναι

R−abcd = R1fabefcde , R−
abcd̂

= R2fabefcde , R−
abĉd̂

= R3fabefcde ,

R1 = λ3Λ , R2 = −λ2Λ , R3 = λΛ , Λ =
(λ− λ0)(λ0λ− 1)

1− λ2
,

(ΙΒʹ.14)

ενώ όλα τα υπόλοιπα μηδενίζονται. Επιπλέον για τον υπολογισμό της β-συνάρτησης σε επίπε-

δο δύο-βρόγχων ως προς το 1/k ανάπτυγμα, χρειάζεται η ποσότητα H2
AB = HACDHB

CD
,

με στοιχεία

(H2)ab = cGH1δab , H1 =
1− 4λ2 + λ4

(
7 + 2λ0

(
λ0 − λ(4− λ0λ)

))
(1− λ2)2

,

(H2)âb = cGH2δab , H2 =
λ(1− λ0λ)

(
1− λ2(3− 2λ0λ)

)
(1− λ2)2

,

(H2)âb̂ = cGH3δab , H3 =
λ2(1− λ0λ)2 + λ2

0(1− λ2)2

(1− λ2)2
.

(ΙΒʹ.15)

Πλέον είναι δυνατός ο υπολογισμός της β-συνάρτησης σε τάξη 1/k2
για το πρότυπο της

(ΙΒʹ.1), η οποία δίνεται από την εξίσωση

d

dt
(GMN +BMN) =

(
β

(1)
AB + β

(2)
AB

)
eAMeBN , (ΙΒʹ.16)
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με t = lnµ2
, όπου το µ να είναι η κλίμακα επανακανονικοποίησης και [126]-[132]

1

β
(1)
AB = R−AB , β

(2)
AB = R−ACDE

(
R−CDEB −

1

2
R−DECB

)
+

1

2
(H2)CDR−CABD . (ΙΒʹ.17)

Το αριστερό μέλος της (ΙΒʹ.16) ισούται με

d

dt
(GMN +BMN) = 2

dλ

dt

(
eaMeâN − λ eaMeaN

)
. (ΙΒʹ.18)

Επιπλέον, η συνεισφορά σε επίπεδο ενός βρόγχου β(1)
υπολογίζεται στην [52] και το απο-

τέλεσμα είναι

β
(1)
ab = cGδab

R1

1− λ2
, β

(1)
âb = β

(1)

âb̂
= 0 , β

(1)

ab̂
= cGδab

R2

1− λ2
, (ΙΒʹ.19)

με β
(1)
ab = −λβ(1)

ab̂
.

΄Οσον αφορά τη συνσεισφορά σε επίπεδο δύο-βρόγχων β
(2)
AB, εφαρμόζοντας τα παραπάνω

αποτελέσματα, συνεπάγεται ότι
2

β
(2)
ab = c2

Gδab

(
R2

1

(1− λ2)3
+

1

2

R2
2 −H1R1

(1− λ2)2
− 1

2

H2R2

1− λ2

)
,

β
(2)
âb = β

(2)

âb̂
= 0 ,

β
(2)

ab̂
= c2

Gδab

(
R1R2

(1− λ2)3
+

1

2

R2R3 −H1R2

(1− λ2)2
− 1

2

H2R3

1− λ2

)
,

(ΙΒʹ.20)

με β
(2)
ab = −λβ(2)

ab̂
. Αντικαθιστώντας τις (ΙΒʹ.18), (ΙΒʹ.19), (ΙΒʹ.20) στην (ΙΒʹ.16) και επα-

ναφέροντας τον συνολικό παράγοντα k1, προκύπτει ότι

βλ(λ;λ0) =
dλ

dt
= −cG

2k

λ2(λ− λ0)(λ− λ−1
0 )

(1− λ2)2

+
c2
G

4k2

λ4(λ− λ0)(λ− λ−1
0 )
(
(λ0 + λ−1

0 )(1 + 5λ2)− 8λ− 4λ3
)

(1− λ2)5

(ΙΒʹ.21)

και ότι τα επίπεδα k1,2 δεν ρέουν, διατηρώντας έτσι την τοπολογική τους φύση και σε επίπεδο

δύο βρόγχων. Για ίσα επίπεδα k1 = k2, η (ΙΒʹ.21) ταυτίζεται με την (3.7.9). Επίσης, μέχρι

την τάξη O(1/k) η έκφραση (ΙΒʹ.21) παραμένει αναλλοίωτη κάτω από τον μετασχηματισμό

k1,2 → −k2,1 και λ → λ−1
, αλλά η επέκταση της συμμετρίας αυτής σε τάξη δύο-βρόγχων

1
Χρησιμοποιείται η σχέση (7) από την Hull–Townsend [128] ή ισοδύναμα η σχέση (4.26) της Osborn

[132]. Στις παρούσες συμβάσεις για τον γενικευμένο τανυστή Riemann, έχει γίνει η αντικατάσταση +→ −
και ο επαναορισμός H → H/2, λόγω της διαφορετικής κανονικοποίησης του πεδίου H = dB.
2
΄Οπου χρησιμοποιήθηκε η ταυτότητα faa1a2fba2a3fca3a1 = cG

2 fabc, η οποία αποδεικνύεται έυκολα μέσω
χρήσης της ταυτότητας του Jacobi.
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δεν είναι τετριμμένη.

ΙΒʹ.1 ΄Ισα επίπεδα άλγεβρας

Για την περίπτωση των ίσως επιπέδων k1 = k = k2, η (ΙΒʹ.21) απλοποιείται σημαντικά και

παίρνει τη μορφή

βλ(λ) =
dλ

dt
= −cG

2k

λ2

(1 + λ)2
+

c2
G

2k2

λ4(1− 2λ)

(1− λ)(1 + λ)5
. (ΙΒʹ.1)

Η πάνω έκφραση έχει δύο όρια που παρουσιάζουν ενδιαφέρον. Αυτά είναι το λ = 1 και το

λ = −1 για k → ∞ – διατηρώντας την τοπολογική του φύση σε τάξη 1/k2
ως προς το

ανάπτυγμα για μεγάλο k, τα οποία αντιστοιχούν στο ισοτροπικό PCM και στο ψευδοδυϊκό

χειραλικό πρότυπο
3
. Πιό συγκεκριμένα, αναπτύσσοντας γύρω από τα λ = 1 και λ = −1

προκύπτει

λ = 1− κ2

k
, k � 1 ,

dκ2

dt
=
cG
8

+
c2
G

64κ2
(ΙΒʹ.2)

και

λ = −1 +
1

b2/3k1/3
, k � 1 ,

db

dt
=

3

4
cGb

3 − 9

8
c2
Gb

5 . (ΙΒʹ.3)

Σε ότι ακολουθεί αποδεικνύεται ότι οι προηγούμενες εκφράσεις, οι οποίες προέκυψαν παίρ-

νοντας κάποια καλώς ορισμένα όρια, ταυτίζονται με αυτές που προκύπτουν από το PCM και

το ψευδοδυϊκό πρότυπο αντίστοιχα.

΄Εστω η δράση (3.7.5) για ένα ισοτροπικό PCM με Eab = 2κ2δab, όπου το κ παίζει το

ρόλο της παραμέτρου ζεύξης. Αυτό είναι ένα μη-γραμμικό σ-πρότυπο που περιέχει μόνο

τον συμμετρικό όρο της μετρικής, και συνεπώς οι β-συναρτήσεις του απλοποιούνται στις

[101, 133, 134, 135]:

dGµν

dt
= Rµν −RµκρσR

ρσκ
ν , (ΙΒʹ.4)

όπου Gµν = 2κ2Ra
µR

a
ν . Χρησιμοποιώντας την από πάνω σχέση, εύκολα προκύπτει το απο-

τέλεσμα

dκ2

dt
=
cG
8

+
c2
G

64κ2
, (ΙΒʹ.5)

το οποίο είναι σε συμφωνία με την (ΙΒʹ.2).

΄Εστω τώρα η δράση (3.7.8) για το ψευδοδυϊκό χειραλικό πρότυπο [136], με Gab =
δab

2b2/3
και

Bab =
1

6
fabcv

c
. Αυτό είναι ένα σ-πρότυπο με στρέψη, του οποίου οι β-συναρτήσεις δίνονται

3
Ανάλογα όρια υπάρχουν και για την περίπτωση του απλού λ-παραμορφωμένου προτύπου [38, 44], και

αντιστοιχούν στο μη-αβελιανό Τ-δυϊκό του ισοτροπικού PCM και στο ψευδοδυϊκό χειραλικό πρότυπο α-

ντίστοιχα.
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από τις (ΙΒʹ.16), (ΙΒʹ.17). Χρησιμοποιώντας τα από πάνω προκύπτει το αποτέλεσμα

db

dt
=

3

4
cGb

3 − 9

8
c2
Gb

5 , (ΙΒʹ.6)

το οποίο ταυτίζεται με την (ΙΒʹ.3).



ΙΓʹ Σύμβολα Christoffel στο λ̃ = 0

όριο

Στο παράρτημα αυτό παρουσιάζονται τα σύμβολα του Christoffel που χρειάστηκαν για τον

υπολογισμό των ανώμαλων διαστάσεων (3.6.25)-(3.6.27), στο όριο λ̃ = 0.

Γp1p2

m1m2|n1n̂2
= δp1

n1
δp2
m2

(λg−1)m1n̂2 , Γp1p2

m1m̂2|n1n2
= δp1

m1
δp2
n2

(λg−1)n1m̂2

Γp̂1p2

m1m2|n̂1n̂2
= δp̂1

n̂1
δp2
m2

(λg−1)m1n̂2 , Γp̂1p2

m̂1m̂2|n1n2
= δp̂1

m̂1
δp2
n2

(λg−1)n1m̂2

Γp̃1p2

m1m2|ñ1n̂2
= δp̃1

ñ1
δp2
m2

(λg−1)m1n̂2 , Γp̃1p2

m̃1m̂2|n1n2
= δp̃1

m̃1
δp2
n2

(λg−1)n1m̂2

Γp̂1p̂2

m1m̂2|n̂1n̂2
= δp̂1

n̂1
δp̂2

m̂2
(λg−1)m1n̂2 , Γp̂1p̂2

m̂1m̂2|n1n̂2
= δp̂1

m̂1
δp̂2

n̂2
(λg−1)n1m̂2

Γp1p̃2

m1m̂2|n1ñ2
= δp1

m1
δp̃2

ñ2
(λg−1)n1m̂2 , Γp1p̃2

m1m̃2|n1n̂2
= δp1

n1
δp̃2

m̃2
(λg−1)m1n̂2

Γp̃1p̂2

m1m̂2|ñ1n̂2
= δp̃1

ñ1
δp̂2

m̂2
(λg−1)m1n̂2 , Γp̃1p̂2

m̃1m̂2|n1n̂2
= δp̃1

m̃1
δp̂2

n̂2
(λg−1)n1m̂2

Γp̂1p̃2

m̂1m̂2|n1ñ2
= δp̂1

m̂1
δp̃2

ñ2
(λg−1)n1m̂2 , Γp̂1p̃2

m1m̃2|n̂1n̂2
= δp̂1

n̂1
δp̃2

m̃2
(λg−1)m1n̂2

Γp̃1p̃2

m1m̃2|ñ1n̂2
= δp̃1

ñ1
δp̃2

m̃2
(λg−1)m1n̂2 , Γp̃1p̃2

m̃1m̂2|n1ñ2
= δp̃1

m̃1
δp̃2

ñ2
(λg−1)n1m̂2

Γp1p̂2

m1m̂2|n1n̂2
= δp1

n1
δp̂2

m̂2
(λg−1)m1n̂2 + δp1

m1
δp̂2

n̂2
(λg−1)n1m̂2 .

(ΙΓʹ.1)

΄Ολα τα υπόλοιπα στοιχεία είναι μηδέν στο όριο αποσύζευξης.
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ΙΔʹ Ανώμαλες διαστάσεις με διαφο-

ρομορφισμούς

΄Εστω τώρα ότι η επιλογή του πίνακα ζεύξης είναι τέτοια, ώστε να δημιουργούνται καινούριες

διευθύνσεις ροών κάτω από την ομάδα επανακανονικοποίησης. Τότε, προκειμένου να είναι

συνεπής η ροή κάτω από την ομάδα επανακανονικοποίησης, πρέπει να συμπεριληφθούν στους

υπολογισμούς και διαφορομορφισμοί, οι οποίοι θα παίζουν το ρόλο αντισταθμιστικών όρων

και θα ακυρώνουν τις ροές που εμφανίζονται στις νέες διευθύνσεις. Σε αυτή την περίπτωση,

η πιο γενική μορφή της β-συνάρτησης δίνεται από τη σχέση (3.4.4), και στα πλαίσια της

ενότητας 3.6 παίρνει τη μορφή

dΛAB

dt
=

1

2

(
NACDN (T )C

BD +NACDgBDζ̂C
)
, ζ̂C = −g̃CE ξ̂E, (ΙΔʹ.1)

όπου τα ζ̂ και ξ̂ είναι σταθερές ως προς τις συντεταγμένες του χωρόχρονου, αλλά εν γένει

εξαρτώνται από τις παραμέτρους ζεύξης και τα επίπεδα k1,2.

Ο πρώτος όρος της (ΙΔʹ.1) αντιστοιχεί στα σύνηθη στοιχεία των β-συναρτήσεων (3.6.18)

και (3.6.19) (ή (3.6.23)) του κύριου κειμένου, ενώ ο δεύτερος όρος αντιστοιχεί στην επι-

πρόσθετη συνεισφορά που έρχεται από τους διαφορομορφισμούς. Τα ακριβή ως προς λ και

λ̃ στοιχεία του διαφορομορφισμού που θα πρέπει να προστεθούν στις (3.6.18) και (3.6.19)

δίνινται από την πάνω σχέση με χρήση των στοιχείων g και N της (3.6.15) και (3.6.16)

αντίστοιχα.

Σε ότι ακολουθεί, υπολογίζεται η συνεισφορά του επιπρόσθετου όρου των διαφορομορ-

φισμών στις β-συναρτήσεις της (3.6.23) και στις ανώμαλες διαστάσεις (3.6.25) και (3.6.28),

μέχρι τάξη O(1/k) και στο λ̃ = 0 όριο. Ορίζοντας

DAB =
1

2
NACDgBDζ̂C ,
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μετά από λίγη άλγεβρα, προκύπτουν οι ακόλουθες συνεισφορές στη βab̂ και βab̃ μέχρι O(λ̃)

τάξη

Dab̂ =
λ0

2
√
k1k2

N ′acd̂gb̂d̂ζ̂
′c, Dab̃ = − 1

2
√
k1k2

λ̃rb̃facrζ̂
′c, ζ̂ ′c =

√
k2ζ̂

c, (ΙΔʹ.2)

ενώ Dab = DâB = DãB = 0, B = (b, b̂, b̃). Οι εκφράσεις για τα N ′ και το g στην (ΙΔʹ.2)

δίνονται από τις σχέσεις (3.6.22) και (3.6.23).

Οι ανώμαλες διαστάσεις για τους σύνθετους τελεστές, δίνονται πάλι από την (3.6.7), αλλά

τώρα με τη β-συνάρτηση της (ΙΔʹ.1). Οι ανώμαλες διαστάσεις που θα υπολογιστούν υπό

την παρουσία διαφορομορφισμών,θα διαφέρουν από αυτές που έχουν υπολογισθεί στο κυρίως

κείμενο, κατά μία επιπρόσθετη συνεισφορά της μορφής

∇ABD
CD +∇CDDAB = ∇ABD

CD +GAB|MNG
CD|PQ∇PQD

MN . (ΙΔʹ.3)

Συνεπώς, για τον υπολογισμό των ανώμαλων διαστάσεων των διαφόρων τελεστών, θα

χρειαστεί η συναλλοίωτη παράγωγος ∇ABD
CD

. Χρησιμοποιώντας τη σχέση ∂ab̂gĉd̂ =

−(δb̂ĉλad̂ + δd̂b̂λaĉ), προκύπτουν οι ακόλουθοι μη-μηδενικοί όροι

∇abD
cd = Γcdab|mn̂D

mn̂, ∇âb̂D
ĉd̂ = Γĉd̂

âb̂|mn̂D
mn̂, ∇ãb̂D

c̃d̂ = Γc̃d̂
ãb̂|mn̂D

mn̂, (ΙΔʹ.4)

όπου τα στοιχεία του ΓCDAB|MN και του DAB
είναι αυτά των σχέσεων (ΙΓʹ.1) και (ΙΔʹ.2)

αντίστοιχα και

∇ab̂D
cd̂ =

λ0

2
√
k1k2

(
Kcr;ab̂

ŝ(λ, λ−1
0 ) +N ′mrŝδca(λg−1)mb̂

+N ′crk̂gb̂ŝλak̂ +N ′crŝ∂ab̂

)
gd̂ŝζ̂

′r,

(ΙΔʹ.5)

∇ab̃D
cd̂ =

λ0

2
√
k1k2

N ′crŝgd̂ŝ∂ab̃ζ̂
′r, (ΙΔʹ.6)

∇ab̃D
cd̃ =

δb̃
d̃

2
√
k1k2

(
λ0λaŝN ′crŝ − fcra

)
ζ̂ ′r, (ΙΔʹ.7)

όπου έχουν χρησιμοποιηθεί τα σύμβολα Christoffel της (ΙΓʹ.1). Τα στοιχεία των N ′ και
g δίνονται ξανά από τις (3.6.22), (3.6.23), ενώ τα στοιχεία του K είναι αυτά που ορίζονται

κάτω από τη σχέση (3.6.24). Φυσικά, οι συνεισφορές που παρουσιάζουν ενδιαφέρον, είναι

αυτές που θα προστεθούν στα στοιχεία γab̂
cd̂

και γab̃
cd̃
, δηλαδή οι εξισώσεις (ΙΔʹ.5) και

(ΙΔʹ.7). Παρατηρείται ξανά ότι οι συνεισφορές των (ΙΔʹ.4), (ΙΔʹ.5) και (ΙΔʹ.7) αντιστοιχούν
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σε διαγώνια στοιχεία ενος 9×9 πίνακα, σε αντίθεση με τη συνεισφορά της (ΙΔʹ.6) στην γab̃
cd̂

η οποία αντιστοιχεί σε μη-διαγώνιο στοιχείο του προαναφερθέντος 9 × 9 πίνακα. Αν το ζ̂ ′

περιέχει γραμμικό ως προς το λ̃ όρο, τότε η (ΙΔʹ.6) είναι δίαφορη του μηδενός, και υπάρχει

μίξη των δύο σύνθετων τελεστών που υπάρχουν στη δράση (3.6.2), η οποία παραμένει και στο

λ̃ = 0 όριο. Ωστόσο, από τη μορφή που έχει η βab̂ στην (3.6.23), είναι εμφανές ότι ο πίνακας

λ̃ επηρεάζει τη ροή του λab̂ σε τάξη λ̃2
και υψηλότερη. Αυτό σημαίνει ότι οποιοσδήποτε όρος

διαφορομορφισμού χρησιμοποιηθεί για να ακυρώσει τις νέες ροές που προκύπτουν στον

υποπίνακα βab̂, θα είναι της μορφής ζ̂ ′(λ, λ̃;λ0) = ζ̂ ′(0)(λ;λ0) + O(λ̃2). ΄Ετσι, στο λ̃ = 0

όριο, η (ΙΔʹ.6) μηδενίζεται και το όριο αυτό όντως αποτελεί όριο αποσύζευξης.

Συνοψίζοντας, η γενική μορφή του τανυστή των ανόμαλων διαστάσεων υπό την παρουσία

διαφορομορφισμών είναι

(γAB
CD)diff. = γAB

CD +
(
δA

P δB
QδM

CδN
D +GAB|MNG

CD|PQ)∇PQD
MN , (ΙΔʹ.8)

όπου τα στοιχεία της γAB
CD

είναι αυτά των (3.6.25), (3.6.26) και (3.6.27), ενώ τα μη-

μηδενικά στοιχεία του ∇PQD
MN

είναι αυτά στις (ΙΔʹ.4), (ΙΔʹ.5) και(ΙΔʹ.7).

Μια τελική παρατήρηση σχετικά με τους διαφορομορφισμούς, είναι η ακόλουθη: Η επι-

λογή του πίνακα λab̂ μπορεί επίσης να επηρεάσει τις ροές στον υποπίνακα της βab̃ και να

παράξει καινούριες διευθύνσεις ροής. Παρόλα αυτά, εφόσον η επιλογή του λ̃ab̃ δεν επηρε-

άζει τα αποτελέσματα στο όριο αποσύζευξης, το πρόβλημα αυτό μπορεί να αποφευχθεί με

κατάλληλη επιλογή του υποπίνακα λ̃ ώστε όλα τα στοιχεία του να είναι μη-μηδενικά και

ανεξάρτητα μεταξύ τους. Συνεπώς, είναι αρκετό η επιλογή του διαφορομορφισμού ζ̂ ′ να είναι

τέτοια ώστε να διορθώνει μόνο τις ροές στον βab̂ υποπίνακα.
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[75] C. Klimč́ık, Integrability of the bi-Yang–Baxter sigma-model, Letters in Mathema-

tical Physics 104 (2014) 1095, arXiv:1402.2105 [math-ph].

[76] F. Delduc, M. Magro and B. Vicedo, On classical q-deformations of integrable

sigma-models, JHEP 1311 (2013) 192, arXiv:1308.3581 [hep-th].

[77] F. Delduc, M. Magro and B. Vicedo, An integrable deformation of the AdS5 × S5

superstring action, Phys. Rev. Lett. 112, 051601, arXiv:1309.5850 [hep-th].

[78] G. Arutyunov, R. Borsato and S. Frolov, S-matrix for strings on η-deformed AdS5×
S5, JHEP 1404 (2014) 002, arXiv:1312.3542 [hep-th].

[79] K. Sfetsos, Duality invariant class of two-dimensional field theories,

Nucl. Phys. B561 (1999) 316, [hep-th/9904188].

[80] B. Vicedo, Deformed integrable σ-models, classical R-matrices and classical exchan-

ge algebra on Drinfel’d doubles,

J. Phys. A: Math. Theor. 48 (2015) 355203, arXiv:1504.06303 [hep-th].

http://arxiv.org/abs/1409.1538
http://arxiv.org/abs/1410.1886
http://arxiv.org/abs/1504.02781
http://arxiv.org/abs/1601.08192
http://arxiv.org/abs/1601.08192
https://arxiv.org/abs/1606.00394
https://arxiv.org/abs/1608.03570
http://arxiv.org/abs/hep-th/0210095
http://arxiv.org/abs/0802.3518
http://arxiv.org/abs/1402.2105
http://arxiv.org/abs/1308.3581
http://arxiv.org/abs/1309.5850
http://arxiv.org/abs/1312.3542
https://arxiv.org/abs/hep-th/9904188
http://arxiv.org/abs/1504.06303


Βιβλιογραφία 281

[81] B. Hoare and A.A. Tseytlin, On integrable deformations of superstring sigma models

related to AdSn × Sn supercosets,

Nucl. Phys. B897 (2015) 448, arXiv:1504.07213 [hep-th].

[82] A.A. Tseytlin, On a ’Universal’ class of WZW type conformal models,

Nucl. Phys. B418 (1994) 173, hep-th/9311062.

[83] G. Georgiou, P. Panopoulos, E. Sagkrioti, K. Sfetsos, Exact results from the geo-

metry of couplings and the effective action,

Nucl. Phys. B948 (2019) ..., arXiv:1906.00984v2 [hep-th].
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[104] D. Lüst, Compactification of Ten-dimensional Superstring Theories Over Ricci Flat

Coset Spaces, Nucl. Phys. B276 (1986) 220.

[105] F. Müller-Hoissen and R. Stückl, Coset Spaces and Ten-dimensional Unified The-

ories, Class. Quant. Grav. 5 (1988) 27.

[106] P. Manousselis and G. Zoupanos, Supersymmetry breaking by dimensional reduction

over coset spaces, Phys. Lett. B504 (2001) 122, hep-ph/0010141.

[107] A.A. Tseytlin, Conditions of Weyl Invariance of Two-dimensional σ model From

Equations of Stationarity of ’Central Charge’ Action, Phys. Lett. B194 (1987) 63.

[108] A.A. Tseytlin, On sigma model RG flow, ’central charge’ action and Perelman’s

entropy, Phys. Rev. D75 (2007) 064024, hep-th/0612296.

[109] F. Delduc, M. Magro and B. Vicedo, Integrable double deformation of the principal

chiral model, Nucl. Phys. B891 (2015) 312, arXiv:1410.8066 [hep-th].

[110] S. Demulder, S. Driezen, A. Sevrin and D. C. Thompson, Classical and Quantum

Aspects of Yang-Baxter Wess-Zumino Models, JHEP 1803 (2018) 041,

arXiv:1711.00084 [hep-th].

[111] D. Bernard and A. Leclair, Residual Quantum Symmetries of the Restricted Sine-

Gordon Theories, Nucl. Phys. B340 (1990) 721.

[112] C. Crnkovic, G. M. Sotkov and M. Stanishkov, Renormalization Group Flow for

General SU(2) Coset Models, Phys. Lett. B226 (1989) 297.

[113] C. Ahn, D. Bernard and A. LeClair, Fractional Supersymmetries in Perturbed Coset

CFTs and Integrable Soliton Theory, Nucl. Phys. B346 (1990) 409.

[114] Al. B. Zamolodchikov, TBA equations for integrable perturbed

SU(2)k × SU(2)l/SU(2)k+l coset models, Nucl. Phys. B366 (1991) 122.

http://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.53.1799
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0550321385900537
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0550321386902671
https://link.springer.com/article/10.1007%2FBF01575434
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0550321386900210
http://iopscience.iop.org/0264-9381/5/1/011/
https://arxiv.org/abs/hep-th/0105092
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0370269387907702?via%3Dihub
https://arxiv.org/abs/hep-th/0612296
https://arxiv.org/abs/1410.8066
https://arxiv.org/abs/1711.00084
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/055032139090466Q?via%3Dihub
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0370269389911982?via3Dihub
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/055032139090287N?via%3Dihub
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0550321391900542


Βιβλιογραφία 284

V. A. Fateev and Al. B. Zamolodchikov, Integrable perturbations of ZN parafermion

models and the O(3) sigma model, Phys. Lett. B271 (1991) 91.

[115] F. Ravanini, Thermodynamic Bethe ansatz for GkxGl/Gk+l coset models perturbed

by their φ1,1,Adj operator, Phys. Lett. B282, 73 (1992), hep-th/9202020.

[116] A.M. Polyakov and P.B. Wiegmann, Theory of Nonabelian Goldstone Bosons, Phys.

Lett. B131, 121 (1983).

[117] T. Curtright and C.K. Zachos, Currents, charges, and canonical structure of pseu-

dodual chiral models, Phys. Rev. D49, 5408 (1994), hep-th/9401006.

[118] E. Alvarez, L. Alvarez-Gaume and Y. Lozano, A Canonical approach to duality

transformations, Phys. Lett. B336, 183 (1994), hep-th/9406206.

[119] G. Georgiou and K. Sfetsos, Field theory and λ-deformations: Expanding around

the identity, arXiv:1910.01056 [hep-th].

[120] E. Guadagnini, M. Martellini and M. Mintchev, Scale Invariance Sigma Models On

Homogeneous Spaces, Phys. Lett. B194, 69 (1987).

[121] L.A. Pando Zayas and A. A. Tseytlin, Conformal sigma models for a class of T p,q

spaces, Class. Quant. Grav. 17 (2000) 5125, hep-th/0007086.

[122] K. Bardakci, M.J. Crescimanno and E. Rabinovici, Parafermions From Coset Mo-

dels, Nucl. Phys. B344 (1990) 344.

[123] K. Bardakci, M. J. Crescimanno and S. Hotes, Parafermions from nonabelian coset

models, Nucl. Phys. B349 (1991) 439.

[124] V. A. Fateev and A. B. Zamolodchikov, Parafermionic Currents in the Two-

Dimensional Conformal Quantum Field Theory and Selfdual Critical Points in Z(n)

Invariant Statistical Systems, Sov. Phys. JETP 62, 215 (1985) [Zh. Eksp. Teor. Fiz.

89, 380 (1985)].

[125] B. Hoare, N. Levine and A.A. Tseytlin, Integrable 2d sigma models: quantum cor-

rections to geometry from RG flow, Nucl. Phys. B949, 114798 (2019),

arXiv:1907.04737 [hep-th].

[126] T.L. Curtright and C.K. Zachos, Geometry, Topology and Supersymmetry in Non-

linear Models, Phys. Rev. Lett. 53 (1984) 1799.

[127] E. Braaten, T.L. Curtright and C.K. Zachos, Torsion and Geometrostasis in Non-

linear Sigma Models, Nucl. Phys. B260 (1985) 630.

http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0370269391912832
https://arxiv.org/abs/hep-th/9202020
https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/0370269383911048?via%3Dihub
https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/0370269383911048?via%3Dihub
https://arxiv.org/abs/hep-th/9401006
https://arxiv.org/abs/hep-th/9406206
https://arxiv.org/abs/1910.01056
https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/0370269387907714?via%3Dihub
https://arxiv.org/abs/hep-th/0007086
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/055032139090365K?via%3Dihub
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/055032139190332R
http://www.jetp.ac.ru/cgi-bin/e/index/e/62/2/p215?a=list
https://arxiv.org/abs/1907.04737
http://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.53.1799
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0550321385900537


Βιβλιογραφία 285

[128] C.M. Hull and P.K. Townsend, �The Two Loop Beta Function for σ Models With

Torsion, Phys. Lett. B191 (1987) 115.

[129] C.M. Hull and P. K. Townsend, String Effective Actions From σ Model Conformal

Anomalies, Nucl. Phys. B301 (1988) 197.

[130] R.R. Metsaev and A. A. Tseytlin, Two loop beta function for the generalized bosonic

sigma model, Phys. Lett. B191, 354 (1987).

[131] R.R. Metsaev and A. A. Tseytlin, Order alpha-prime (Two Loop) Equivalence of

the String Equations of Motion and the Sigma Model Weyl Invariance Conditions:

Dependence on the Dilaton and the Antisymmetric Tensor, Nucl. Phys. B293, 385

(1987).

[132] H. Osborn, General Bosonic σ Models and String Effective Actions,

Annals Phys. 200 (1990) 1.

[133] G. Ecker and J. Honerkamp, Application of invariant renormalization to the non-

linear chiral invariant pion Lagrangian in the one-loop approximation,

Nucl. Phys. B35 (1971) 481.

[134] J. Honerkamp, Chiral multiloops, Nucl. Phys. B36 (1972) 130.

[135] D.H. Friedan, Nonlinear Models in Two + Epsilon Dimensions,

Annals Phys. 163 (1985) 318.

[136] C.R. Nappi, Some properties of an Analog of the Nonlinear σ-model, Phys. Rev.

D21 (1980) 418.

[137] V.G. Knizhnik and A.B. Zamolodchikov, Current Algebra and Wess-Zumino Model

in Two-Dimensions, Nucl. Phys. B247 (1984) 83.

[138] K. Bardakci, M.J. Crescimanno and S. Hotes, Parafermions from nonabelian coset

models, Nucl. Phys. B349 (1991) 439.

[139] N. Andrei, M. R. Douglas, A. Jerez, Chiral liquids in one dimension: A Nnon-

Fermi-liquid class of fixed points, cond-mat/9803134 & Phys. Rev. B58, 7619 (1998).

[140] E. Witten, On Holomorphic factorization of WZW and coset models, Commun.

math. Phys. 144 (1992) 189.

[141] O.A. Solovev, Towards conversion of the space of Thirring models into the model

space for groups, Phys. Lett. B309 (1993) 275.

https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/0370269387913311?via%3Dihub
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0550321388903422?via%3Dihub
https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/0370269387906228?via%3Dihub
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0550321387900770?via%3Dihub
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0550321387900770?via%3Dihub
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/000349169090241F?via%3Dihub
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0550321371904688
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0550321372902994
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0003491685903847


Βιβλιογραφία 286

[142] C.M. Hull and O.A Solovev, Conformal points and duality of non-Abelian Thirring

Models and interacting WZNZ models, Nucl.Phys. B459 (1996) 243, hep-th/9503021.

[143] T.L. Curtright and C.K. Zachos, Geometry, Topology and Supersymmetry in Non-

linear Models, Phys. Rev. Lett. 53 (1984) 1799.

E. Braaten, T.L. Curtright and C.K. Zachos, Torsion and Geometrostasis in Nonli-

near Sigma Models, Nucl. Phys. B260 (1985) 630.

B.E. Fridling and A.E.M. van de Ven, Renormalization of Generalized Two-

dimensional Nonlinear σ-Models, Nucl. Phys. B268 (1986) 719.

[144] G. Georgiou, E. Sagkrioti, K. Sfetsos, K. Siampos, An exact symmetry in λ-

deformed σ-models, JHEP 2020 83 (2020), arxiv: 1911.02027 [hep-th].

[145] D. M. Schmidtt, Lambda models from Chern-Simons theories, JHEP 2018 111

(2018), arxiv: 1808.05994 [hep-th].

[146] D. M. Schmidtt, Holomorphic Chern-Simons theory and lambda models: PCM case,

arxiv: 1912.07569 [hep-th].

[147] E. Sagkrioti, A ghost group all-loop procedure in λ-deformed σ-models, To appear.

[148] C. Appadu, T. J. Hollowood, D. Price, D. C. Thompson, Quantum Anisotropic

Sigma and Lambda Models as Spin Chains, J. Phys. A:Math. Theor. 51 405401 (2018),

arxiv: 1802.06016 [hep-th].

https://miami.pure.elsevier.com/en/publications/geometry-topology-and-supersymmetry-in-nonlinear-models
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0550321385900537
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0550321386902671
https://arxiv.org/abs/1911.02027
https://arxiv.org/abs/1808.05994
https://arxiv.org/abs/1912.07569
https://arxiv.org/abs/1802.06016

	
	 ß
	ß  
	 µ  µ µ 
	 

	µµ  
	S'ummorfoi metasqhmatismo'i
	 -µ
	'Algebra Virasoro
	Prwte'uonta ped'ia s'ummorfhs di'astashs (h,)
	'Algebra twn oione'i-prwteu'ontwn ped'iwn
	'Algebres reum'atwn
	O Sugawara tanust'hs en'ergeiac-orm'hs
	Sunart'hseis susqetismo'u twn reum'atwn
	Kac-Moody  

	  
	  , -    Ricci
	µ   µ Weyl
	   Wess-Zumino-Witten o
	  
	Wess-Zumino-Witten 
	 (Cosets)

	 Thirring
	 Oµ
	Poisson-Lie T-duality
	-µµ 
	 µµ 
	 µµ 
	 µ   µ
	-µµ    



	ß µ ß µ    
	 µµ  µ    ß µ
	 µ   µ 

	 µµ  µ    ß µ
	     µ 
	   µ

	µ Weyl    
	 ß C-    µ
	 µ    µµ  µ

	ß µ µ    µ     
	 µ    µ
	 µ    µ
	-µ µ   ß µ
	-µ µ - -
	 µ     

	  µ   ß µ µ 
	µ µ 
	µ    µ
	    µ  µ  µ  
	 µ   SU(2) µ


	 ß µµ     µ 
	   µ


	µ µ
	µ µ
	µ  ß µ  µ Zamolodchikov
	 µ   µ  µ    
	    µ 
	  µµ
	µ  µ Zamolodchikov       ab
	 µ Zamolodchikov   O(m,n)  
	  µ   SU(N)
	µµ   µ
	  µ  O(2,0)

	µµ     -  -
	  µ    -ß
	  ß

	µß Christoffel  =0 
	µ  µ µµ

