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                                                Πεξίιεςε 

Έλα αδηακθηζβήηεην ηζρπξό εξγαιείν γηα ηε Θεσξία Αξηζκώλ, πνπ απνηειεί κία από 

ηηο δηδαθηηθέο ελόηεηεο ησλ καζεκαηηθώλ είλαη ηα παξαδείγκαηα. Ζ εζηίαζε απηήο 

ηεο έξεπλαο είλαη ηα γελεζηνπξγά παξαδείγκαηα, δειαδή εηδηθά παξαδείγκαηα πνπ 

κέζσ απηώλ είλαη επθνιόηεξν γηα ηνπο καζεηέο λα δνπλ ηε γεληθή πεξίπησζε. ηηο 

δξαζηεξηόηεηεο, νη καζεηέο ρξεζηκνπνίεζαλ απηά ηα παξαδείγκαηα θάλνληαο 

εηθαζίεο, επηρεηξεκαηνινγώληαο κε ηειηθό ζθνπό λα αηηηνινγήζνπλ καζεκαηηθά ηελ 

ππόζεζε ηνπο. Ζ δηαδηθαζία απηή επηζπεύδεηαη κέζσ ησλ νπηηθώλ αλαπαξαζηάζεσλ 

πνπ απνηεινύλ βνεζεηηθό εξγαιείν γηα ηνπο καζεηέο. Οη καζεηέο δελ ηηο 

επεμεξγάζηεθαλ κόλν ζην θύιιν εξγαζίαο αιιά θαη ζην δπλακηθό πεξηβάιινλ ηνπ 

ςεθηαθνύ γεσπίλαθα κε απνηέιεζκα λα αλαθαιύςνπλ ην κνηίβν. Απηό κε ηε ζεηξά 

ηνπ, νδήγεζε ζηε γελίθεπζε θαη ηειηθά ζηελ απόδεημε όηη ε εηθαζία ησλ καζεηώλ 

ήηαλ νξζή. Σα εξεπλεηηθά εξσηήκαηα ζρεηίδνληαη κε ην ξόιν πνπ έρνπλ ηα 

γελεζηνπξγά παξαδείγκαηα ζηε κεηάβαζε γηα γελίθεπζε, όπσο θαη ην ξόιν ησλ 

αλαπαξαζηάζεσλ πνπ απνηεινύλ εξγαιεία γηα ηελ πξόνδν ηεο ζθέςεο. ηηο 

δξαζηεξηόηεηεο ηνπ θύιινπ εξγαζίαο θιήζεθαλ λα απαληήζνπλ 6 καζεηέο ηεο Α’ 

Λπθείνπ ρσξηζκέλνη ζε νκάδεο ησλ 2. Ζ πνηνηηθή έξεπλα απηή, ζηεξίρηεθε ζηε 

κέζνδν κειέηε πεξίπησζεο θαη ζε θάζε νκάδα πξαγκαηνπνηήζεθε θιηληθή 

ζπλέληεπμε. Σα βαζηθά επξήκαηα ηεο έξεπλαο απηήο είλαη όηη ηα γελεζηνπξγά 

παξαδείγκαηα όπσο θαη νη νπηηθέο αλαπαξαζηάζεηο βνήζεζαλ ζε κεγάιν βαζκό ηνπο 

πεξηζζόηεξνπο καζεηέο λα εμειίμνπλ ηνλ ηξόπν ζθέςεο ηνπο θαη ηειηθά λα θηάζνπλ 

ζε κεγάια επίπεδα γελίθεπζεο. 

Λέξειρ κλειδιά : γενεζιοςπγό παπάδειγμα, επισείπημα, απόδειξη ,αναπαπαζηάζειρ, 

γεωπίνακαρ 
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                                             Abstract 

Examples are undeniably a powerful tool in number theory that is a part of the 

didactic sections of mathematics. The focus of this research paper is on generic 

examples, that is, specific examples that make it easier for students to understand the 

general. Students were given activities and used these examples to justify their 

hypothesis mathematically. The process was accelerated with visual representations 

which are a helpful tool and enabled them to process the activity successfully in the 

worksheet. Additionally it gave them the opportunity to access it in the dynamic 

environment of geoboard to discover the pattern of the exercise. This led students to 

generalize and prove that their conjecture was true. Research shows the importance of 

the generic examples that contributes to the transition of generalization as well as 

visual representations develop thinking. In this paper, six first grade students were 

asked to answer these activities, which were divided into groups of two. This 

qualitative study was based on the case study method and each group was interviewed 

clinically. The results provide the support that generic examples, as well as visual 

representations, have helped most students to develop their thinking and eventually 

achieve a higher level of generalization. 

Key words : generic example, argument, proof, representations, geoboard 
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1. Δηζαγσγή 

ύκθσλα κε ηνλ Mason (2019) ν θεληξηθόο ξόινο ησλ παξαδεηγκάησλ ζηα 

καζεκαηηθά πξνέξρεηαη από ηελ επνρή ησλ Βαβπιώλησλ θαη ησλ Αηγύπηησλ θαη έρεη 

αλαδεηρζεί ζηε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθώλ από ηόηε. Οη καζεηέο ρξεζηκνπνηνύλ ηα 

παξαδείγκαηα κε πνηθίινπο ηξόπνπο, ην νπνίν κπνξεί λα επηθέξεη δηάθνξα 

απνηειέζκαηα, είηε ζεηηθά είηε αξλεηηθά. Μία από ηηο ρξήζεηο ηνπο είλαη ε 

επηβεβαίσζε κίαο ππόζεζεο. ύκθσλα κε ηνπο Zaslavsky θ.α. (2012) γηα λα ειέγμνπλ 

κία εηθαζία νη καζεηέο ζα πξέπεη λα θαηαζθεπάζνπλ γεληθεπκέλα επηρεηξήκαηα, ε 

δηαδηθαζία ε νπνία είλαη αζύγθξηηα πην πνιύπινθε ζε ζρέζε κε ηε δεκηνπξγία ησλ 

εκπεηξηθώλ επηρεηξεκάησλ. Σα γεληθεπκέλα επηρεηξήκαηα απηά νδεγνύλ είηε ζην 

κεγαιύηεξν ζηάδην γελίθεπζεο ηεο δξαζηεξηόηεηαο είηε ζε κία απόδεημε, ηα νπνία 

εμίζνπ απαηηνύλ κία πξνεξγαζία από ηνπο καζεηέο. ύκθσλα κε ηνλ Thompson 

(1991) ζην Zaslavsky θ.α. (2012) έλα κεγάιν κέξνο καζεηώλ ΄΄απνδεηθλύνπλ΄΄ κία 

εηθαζία παξέρνληαο έλα ζπγθεθξηκέλν παξάδεηγκα. Απηό απνηειεί έλαλ από ηνπο 

θηλδύλνπο πνπ ειινρεύνπλ κέζα από ηελ παξαπάλσ δηαδηθαζία. Γειαδή, νη καζεηέο 

πνιύ ζπρλά παξαζύξνληαη ζεσξώληαο ηα παξαδείγκαηα πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπλ 

πεηζηήξηα ή απνδεηθηηθά ζηνηρεία γηα ηελ ππόζεζε πνπ έθαλαλ. Γηα απηό ην ιόγν,ε 

ζπγθεθξηκέλε εξεπλεηηθή εξγαζία ζέιεη λα εμεηάζεη ηα παξαδείγκαηα πνπ είηε 

δίλνληαη από ηνλ εξεπλεηή είηε νη ίδηνη νη καζεηέο ηα δεκηνπξγνύλ κε απνηέιεζκα λα 

πξνζδηνξηζηεί ν ηξόπνο ρείξηζεο ηνπο. 

Ζ εηθαζία ησλ καζεηώλ είηε ζα είλαη νξζή αιιά είηε ζα απνξξηθζεί απν έλα εηδηθό 

παξάδεηγκα πνπ δελ έρεη ηε δπλαηόηεηα λα γεληθεπηεί, δειαδή ην αληηπαξάδεηγκα. Οη 

καζεηέο βιέπνπλ όιν θαη ιηγόηεξν ηα αληηπαξαδείγκαηα σο εξγαιείν βαζύηεξεο 

καζεκαηηθήο ζθέςεο (Stylianou θ.α, 2009; Ko & Knuth, 2013). Ζ ρξήζε ηνπο όκσο, 

βνεζά ζηελ θαηαλόεζε ηεο πξνππάξρνπζαο εηθαζίαο, ζην κεηαζρεκαηηζκό ηεο 

αθόκε θαη ζηελ απόξξηςε ηεο. Γειαδή, κπνξεί έλα ή θαη πεξηζζόηεξα 

αληηπαξαδείγκαηα λα απνξξίςνπλ έλα ππνζύλνιν ηεο εηθαζίαο, αιιά κπνξεί θαη 

νιόθιεξε. Απηό ζεκαίλεη όηη ζα πξέπεη λα δίλεηαη ηόζε αμία ζηα αληηπαξαδείγκαηα, 

όζν θαη ζηα παξαδείγκαηα πνπ δεκηνπξγνύληαη είηε από ην καζεηή είηε από ηνλ 

εθπαηδεπηηθό. Έηζη, είλαη εύινγν λα ζεκεησζεί όηη ε επηινγή ησλ παξαδεηγκάησλ θαη 

ησλ αληηπαξαδεηγκάησλ ζε θάζε είδνπο έξεπλα έρεη κεγάιε ζεκαζία όπσο θαη πνηα 

είλαη ε πεγή δεκηνπξγίαο ηνπο. 

Από ηελ άιιε κεξηά, ζύκθσλα κε ηνπο Aricha-Metzer θαη Zaslavsky (2017) νη 

καζεηέο κπνξνύλ λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ηα παξαδείγκαηα κε γεληθεπκέλν ηξόπν 

(γελεζηνπξγά παξαδείγκαηα), δειαδή κέζα απν έλα εηδηθό παξάδεηγκα λα εμαρζεί κία 

πην γεληθή πιεξνθνξία. Γηα λα κπνξέζεη ν καζεηήο λα δεη κε κία πην επξεία καηηά ην 

ζπγθεθξηκέλν παξάδεηγκα ζα πξέπεη λα θαηαλνήζεη ηε δνκή ηνπ θαη λα ηελ εμεηάζεη 

ζε πνιιά παξαδείγκαηα. Έηζη, ζύκθσλα κε ηελ Leinhardt (2001) ε αλάγθε γηα 

πιήζνο παξαδεηγκάησλ ππάξρεη γηα λα πεξηιακβάλεη πνηθηιία θξίζηκσλ 

ραξαθηεξηζηηθώλ, κε ζθνπό λα αλαιπζνύλ, θαη απηή ε δηαδηθαζία λα νδεγήζεη ζηελ 
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πιήξεο θαηαλόεζε θαη ΄΄ηαπηνπνίεζε΄΄ ηνπ θάζε δηαθνξεηηθνύ παξαδείγκαηνο 

(Zaslavsky, 2014). Απηό ζεκαίλεη όηη ε αλαγλώξηζε ηεο παίδεη θαζνξηζηηθό ξόιν ζε 

έλα εηδηθό παξάδεηγκα θαη είλαη πηζαλή αηηία γηα λα κεηαηξαπεί ζε γελεζηνπξγό. 

Οπόηε, ε ζσζηή ρξήζε ηεο κπνξεί λα είλαη ζε κεγάιν βαζκό παξαγσγηθή γηα ηελ 

εμέιημε ηεο ζθέςεο ησλ καζεηώλ. Ζ δπζθνιία πνπ έγθεηηαη ζηελ ηαπηνπνίεζε ηεο 

δνκήο θαη θαη’επέθηαζε ησλ γεληθώλ ραξαθηεξηζηηθώλ ζε έλα παξάδεηγκα, ζπλερίδεη 

λα πθίζηαηαη θαη ζηελ αλαγλώξηζε ησλ γελεζηνπξγώλ παξαδεηγκάησλ. Γηα απηό ην 

ιόγν, έρνληαο ηα θξηηήξηα πνπ πξέπεη λα πιεξνύλ ηα παξαδείγκαηα γηα λα εηλαη 

γελεζηνπξγά (Reid & Vargas, 2018) ε δηάθξηζε ηνπο γίλεηαη επθνιόηεξε ζε απηή ηελ 

έξεπλα. 

Δπίζεο, θάζε καζεηήο έρεη πξνζσπηθό ηξόπν θαηαλόεζεο ησλ παξαδεηγκάησλ είηε 

εηδηθώλ είηε γελεζηνπξγώλ κε απνηέιεζκα ηα επηρεηξήκαηα ηνπο ζε θάζε ππόζεζε λα 

δηαθέξνπλ. Σα γεληθεπκέλα επηρεηξήκαηα ζθνπεύνπλ λα ΄΄θαιύςνπλ΄΄ πιήξσο θάζε 

ηνκέα ηεο γελίθεπζεο ελώ ηα εκπεηξηθά επηρεηξήκαηα πνπ βαζίδνληαη ζε 

παξαδείγκαηα κε γεληθεπκέλα ραξαθηεξηζηηθά ηθαλνπνηνύλ κόλν θάπνην ππνζύλνιν 

απηνύ (Zaslavsky, Nickerson, Stylianides, Kidron, & Winicki-Landman, 2012). 

Αθόκε ππάξρνπλ θαη ηα επηρεηξήκαηα ηα νπνία βαζίδνληαη κόλν ζε έλα εηδηθό 

παξάδεηγκα, κε ηνλ καζεηή λα κελ κπνξεί λα παξαηεξήζεη ηε γεληθή πεξίπησζε. Ζ 

παξαπάλσ θαηεγνξηνπνίεζε ησλ επηρεηξεκάησλ από ηνπο (Dreyfus, Nardi, & Leikin, 

2012) είλαη αξθεηά ζεκαληηθή θαη κπνξεί λα αλαδείμεη ηελ εζηηαζκέλε ζθέςε ησλ 

καζεηώλ ζε θάζε δηαθνξεηηθή εηθαζία. 

Δπόκελν βήκα γηα ηνπο καζεηέο από ηε δεκηνπξγία επηρεηξεκάησλ, είλαη ε 

αηηηνιόγεζε ησλ απόςεσλ ηνπο. ύκθσλα κε ηνπο (Alcock & Inglis, 2008) ν 

ζπιινγηζκόο πνπ κπνξεί λα έρεη έλαο καζεηήο γηα λα αηηηνινγήζεη είλαη είηε 

ζςνηακηικόρ δειαδή κέζσ ηνπ νξηζκνύ πξνηάζεσλ θαη ησλ ινγηθώλ ζπλεπεηώλ ηνπο 

είηε ζημαζιολογικόρ, κέζσ άηππσλ αλαπαξαζηάζεσλ όπσο γξαθηθέο παξαζηάζεηο, 

εηθόλεο, δηαγξάκκαηα θηι. Μέζα από θάζε δηαθνξεηηθό είδνο ζπιινγηζκνύ, γίλεηαη 

πην εύθνια θαηαλνεηή ε εμέιημε ηνπ ηξόπνπ ζθέςεο ησλ καζεηώλ. Ζ κεγαιύηεξε 

εζηίαζε απηήο ηεο εξεπλεηηθήο εξγαζίαο γίλεηαη ζην ζεκαζηνινγηθό ζπιινγηζκό, 

γηαηί ε δεκηνπξγία γεληθεπκέλσλ επηρεηξεκάησλ πνπ βαζίδνληαη ζε άηππεο 

αλαπαξαζηάζεηο είλαη πηζαλό λα νδεγήζεη ζε έλα είδνο απόδεημεο πνπ νλνκάδεηαη 

γελεζηνπξγή. Μία ηέηνηα πηζαλή έθβαζε ζηελ έξεπλα κε επνηθνδνκεηηθά θαη πνηθίια 

απνηειέζκαηα, απνηειεί ιόγνο κειέηεο ηνπ ζπιινγηζκνύ ησλ καζεηώλ. 

Δίλαη εύινγν, όηη γηα λα πξαγκαηνπνηεζεί κία ηέηνηνπ είδνπο απόδεημε, νη καζεηέο 

ρξεηάδεηαη λα έρνπλ σο κέζν ηηο νπηηθέο αλαπαξαζηάζεηο, νη νπνίεο βνεζνύλ ζηελ 

αηηηνιόγεζε (Weber, 2009) θαη ζηελ εμέιημε ηεο. Οη νπηηθέο αλαπαξαζηάζεηο 

απνηεινύλ έλα από ηα δηάθνξα εξγαιεία (ε πξνθνξηθή γιώζζα, δηάθνξα ζπζηήκαηα 

κέηξεζεο, κλεκνληθνί θαλόλεο, ζπζηήκαηα αιγεβξηθώλ ζπκβόισλ, ζρήκαηα, 

δηαγξάκκαηα θηι.) πνπ δηακεζνιαβνύλ κεηαμύ ηνπ καζεηή θαη ηνπ απνηειέζκαηνο 

ηεο δξαζηεξηόηεηαο. πσο είλαη θαλεξό, νη νπηηθέο αλαπαξαζηάζεηο είλαη 

απαξαίηεην εξγαιείν γηα ηε κεηάβαζε από κία εηθαζία ζηε γελεζηνπξγή απόδεημε. 

Απηό θαζηζηά αλαγθαία ηελ ύπαξμε ηνπο ζηηο δξαζηεξηόηεηεο ηεο έξεπλαο. 
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Αθόκε, έλαο είδνο εξγαιείνπ ην νπνίν βνεζά ζε κεγάιν βαζκό ηνπο καζεηέο είλαη ην 

ςεθηαθό. Ζ αλαηξνθνδόηεζε πνπ δίλεη κέζσ ηεο δπλακηθόηεηαο ηνπ, πξνζδίδεη 

ζεηηθά απνηειέζκαηα όπσο γηα παξάδεηγκα ν έιεγρνο κίαο εηθαζίαο θαη ε εμαγσγή 

ελόο ζπκπεξάζκαηνο. Ζ ζεκαζία ηεο ρξήζεο ηνπ ςεθηαθνύ γεσπίλαθα είλαη κεγάιε 

γηαηί ε αιιειεπίδξαζε ηνπ κε ην καζεηή νδεγεί ζηε βαζύηεξε θαηαλόεζε ησλ 

νπηηθώλ αλαπαξαζηάζεσλ θαη ηε κεηέπεηηα ρξήζε ηνπο. 

εκαληηθό ξόιν παίδεη θαη ην καζεζηαθό πεξηβάιινλ ζηελ εμαγσγή ζπκπεξάζκαηνο. 

Γειαδή, ε απζόξκεηε ή ε ζθόπηκε δεκηνπξγία παξαδεηγκάησλ είηε από καζεηή είηε 

απν εθπαηδεπηηθό, ε καζεκαηηθή ελόηεηα θαη πεξηπινθόηεηα ζηελ εζηία ηεο έλλνηαο 

ή ηνπ πξνβιήκαηνο, νη πξνεγνύκελεο εκπεηξίεο (Alcock & Inglis, 2008) όπσο θαη νη 

αιιειεπηδξάζεηο πνπ πξαγκαηνπνηνύληαη απνηεινύλ έλα δίθηπν παξαγόλησλ πνπ 

επεξεάδνπλ ηνπο καζεηέο. Ζ θαηεγνξηνπνίεζε ησλ παξαδεηγκάησλ ζηελ εηθαζία θαη 

ζηελ απόδεημε κε βάζε ηελ πεγή (καζεηήο ή εθπαηδεπηηθόο/ εξεπλεηήο) από ηνπο 

Zaslavsky, Aricha-Metzer,Thoms, Sabouri & Brulhardt (2016) είλαη αξθεηά ρξήζηκε 

ζηελ έξεπλα θαη θαζνξίδεη ζε κεγάιν βαζκό ηελ έθβαζε ηεο. 

Σα παξαδείγκαηα πνπ παξέρνληαη από ηνλ εξεπλεηή ηαμηλνκνύληαη αθόκε θαη 

αλάινγα θαη κε ηε ρξήζε ηνπο. Γειαδή, είηε ζε απηά πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη κε 

γεληθεπκέλν ηξόπν είηε ζε απηά πνπ ζπλεηζθέξνπλ ζηελ απόδεημε. Δίλαη θαηαλνεηό 

όηη, ηα παξαδείγκαηα πνπ ζπκβάιινπλ ζηελ απόδεημε δελ είλαη όια ην ίδην 

επνηθνδνκεηηθά θαη ππάξρνπλ θαη ζε απηά θαηεγνξίεο πνπ αλαδεηθλύνπλ ηελ 

παξαγσγηθόηεηα ηνπο ζηε δεκηνπξγία ελόο επηρεηξήκαηνο. Απηό ζεκαίλεη, όηη θάζε 

παξάδεηγκα πνπ παξέρεηαη από ηνλ εξεπλεηή ζα βνεζά κε δηαθνξεηηθό ηξόπν θαη 

βαζκό ζηε κεηάβαζε γηα γελίθεπζε ην νπνίν ππξνδνηεί ηελ έξεπλα γηα κειέηε ησλ 

παξαπάλσ θαηεγνξηώλ.  

πσο αλαδεηθλύεηαη παξαπάλσ, ν πνηθίινο ηξόπνο ιεηηνπξγίαο ησλ παξαδεηγκάησλ 

(εηδηθώλ ή γελεζηνπξγώλ) πνπ είηε δεκηνπξγνύληαη από ηνπο καζεηέο είηε 

πξνζθέξνληαη από ηνλ εξεπλεηή θαίλεηαη όηη επεξεάδεη ηελ κεηέπεηηα πνξεία ηνπ 

καζεηή ζηε κεηάβαζε γηα γελίθεπζε. Σν ίδην ζπκβαίλεη θαη κε ηελ ελζσκάησζε ησλ 

νπηηθώλ αλαπαξαζηάζεσλ, όπνπ ν ξόινο ηνπο είλαη αμηνζεκείσηνο θαη θαζνξηζηηθόο 

γηα ηελ εμέιημε ηεο ζθέςεο ησλ καζεηώλ. Απηό ην εξεπλεηηθό πξόβιεκα κε ηηο δύν 

παξαπάλσ πηπρέο νδήγεζαλ ζηελ αλάγθε γηα έξεπλα θαη αλαδήηεζε ησλ 

απνηειεζκάησλ ηεο. 

2. Θεσξεηηθό πιαίζην  

2.1 Παξαδείγκαηα – επηρεηξήκαηα - απόδεημε 

2.1.1 Ρόινο ησλ παξαδεηγκάησλ 

ύκθσλα κε ηνλ Mason (2019) ν θεληξηθόο ξόινο ησλ παξαδεηγκάησλ ζηα 

καζεκαηηθά πξνέξρεηαη από ηελ επνρή ησλ Βαβπιώλησλ θαη ησλ Αηγύπηησλ θαη έρεη 

αλαδεηρζεί ζηε δηδαζθαιία ησλ Μαζεκαηηθώλ απν ηόηε. Γηάθνξνη εξεπλεηέο δίλνπλ 

δηαθνξεηηθνύο νξηζκνύο ζην παξάδεηγκα. Οη Watson θαη Mason (2006) ην 
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πεξηγξάθνπλ σο έλα αληηθείκελν πνπ ηθαλνπνηεί ζπγθεθξηκέλεο ζπλζήθεο θαη νη 

Alcock θαη Weber (2010) σο καζεκαηηθό αληηθείκελν πνπ ηθαλνπνηεί ηνλ νξηζκό κίαο 

έλλνηαο. Γηαθνξεηηθά, είλαη έλα εηδηθό καζεκαηηθό αληηθείκελν πνπ απνηειεί ζαθή 

αληηπξόζσπν κίαο θιάζεο καζεκαηηθώλ αληηθεηκέλσλ όπνπ ε θιάζε νξίδεηαη από 

έλα ζύλνιν θξηηεξίσλ (Mills, 2014). Oη Watson θαη Chick (2011) παξαηήξεζαλ όηη 

ηα ίδηα παξαδείγκαηα κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζνύλ κε δηαθνξεηηθνύο ζθνπνύο από 

δηαθνξεηηθνύο αλζξώπνπο ζην ίδην πξόβιεκα. Δπεμεγεκαηηθά, απηό αλαδεηθλύεη όηη 

θάζε καζεηήο κπνξεί λα εξκελεύζεη κε ην δηθό ηνπ ηξόπν έλα παξάδεηγκα. ύκθσλα 

κε ηνπο Aricha-Metzer θαη Zaslavsky (2017) ε ρξήζε ηνπ παξαδείγκαηνο κπνξεί λα 

είλαη:                                                                                                                               

α) εκπεηξηθή - empirical example use : ρξήζε ζπγθεθξηκέλσλ παξαδεηγκάησλ πνπ 

θάλνπλ νηθεία κία εηθαζία, ειέγρνπλ ηελ εγθπξόηεηα ηεο κε απνηέιεζκα λα 

εζηηάδνπλ ζην εηδηθό ρσξίο λα βιέπνπλ ηελ γεληθή πεξίπησζε 

β) γεληθεπκέλε - generic example use : κέζα από ην εηδηθό βιέπεη θαλείο ηε γεληθή 

πεξίπησζε πνπ νδεγεί ζε έλα ζπγθεθξηκέλν είδνο ηεο καζεκαηηθήο αηηηνιόγεζεο 

βαζηδόκελν ζε παξαδείγκαηα 

πγθεθξηκέλα, ηα νθέιε ηεο ρξήζεο παξαδεηγκάησλ πνηθίινπλ αλάινγα ηνλ καζεηή 

θαη εμαξηώληαη από ην αλ ην παξάδεηγκα έρεη δεκηνπξγεζεί απζόξκεηα – 

spontaneous construction ή ζθόπηκα – evoked construction ή αλ παξέρεηαη σο κέξνο 

ηεο δξαζηεξηόηεηαο - responsive consideration (Zaslavsky, 2014;2017;2018).   

Δπίζεο, ηα παξαδείγκαηα ζπρλά παίδνπλ θξίζηκν ξόιν ζηηο καζεκαηηθέο απνδεηθηηθέο 

δξαζηεξηόηεηεο. Δίλαη εύινγν όηη ηα παξαδείγκαηα απνηεινύλ γηα ηνπο καζεηέο έλα 

ηζρπξό εξγαιείν γηα λα απνδεηθλύνπλ, ζηελ πεξίπησζε πνπ κπνξνύλ λα ην 

ρξεζηκνπνηήζνπλ ζθόπηκα θαη ζηξαηεγηθά (Ozgur, Ellis, Vinsonhaler, Dogan, & 

Knuth, 2017). Γηα ηνπο εθπαηδεπηηθνύο ηα παξαδείγκαηα είλαη έλα δπλαηό 

παηδαγσγηθό εξγαιείν ζε δεκηνπξγηθέο δξαζηεξηόηεηεο πνπ αθνξνύλ ηελ εκπινθή 

ησλ καζεηώλ ζηηο βαζηθέο ηδέεο-θιεηδί ηεο απόδεημεο (Zaslavsky, Aricha-Metzer, 

Thoms, Sabouri, & Brulhardt, 2016). 

Δπεμεγεκαηηθά, ζύκθσλα κε ηνπο Sandefur,Mason,Stylianides θαη Watson (2013) αλ 

ν ιύηεο επηιέμεη ειεύζεξα λα δεκηνπξγήζεη θαη λα ρξεζηκνπνηήζεη παξαδείγκαηα σο 

εξγαιεία γηα ηελ επίηεπμε ελόο καζεκαηηθνύ ζθνπνύ όπσο ε απόδεημε, ηόηε ε 

δεκηνπξγία θαη ε ρξήζε ηνπο κπνξεί λα είλαη επεξγεηηθή. ίγνπξα όκσο παίδεη ξόιν 

θαη ε εκπεηξία ησλ καζεηώλ γηα ηε παξαγσγηθή ρξήζε ησλ παξαδεηγκάησλ ζηελ 

απόδεημε (Stylianides, Sandefur, & Watson, 2016). Γηα λα κάζνπλ νη καζεηέο λα 

απνδεηθλύνπλ πξέπεη πξώηα λα εθηηκήζνπλ ηελ αμία ησλ παξαδεηγκάησλ ζηελ 

απόδεημε. Γηα λα πξαγκαηνπνηεζεί απηό, ζα πξέπεη λα εζηηαζηεί ε πξνζνρή ηνπ 

καζεηή όρη κόλν ζε ζπγθεθξηκέλεο ιεπηνκέξεηεο παξαδεηγκάησλ αιιά λα δεη ην 

εηδηθό κε δηαθνξεηηθέο νπηηθέο γσλίεο, είηε ην θαζέλα μερσξηζηά είηε ζπζρεηηζκέλα 

κεηαμύ ηνπο, δειαδή άιινηε σο ζπγθεθξηκέλν θαη άιινηε σο αληηπξόζσπν θάπνηαο 

γεληθεπκέλεο πεξίπησζεο (Mason, 2019). 
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ύκθσλα κε ηνπο Epstein θαη Levy (1995) νη πεξηζζόηεξνη Μαζεκαηηθνί ζπαηαινύλ 

αξθεηό ρξόλν γηα λα ζθεθηνύλ θαη λα αλαιύζνπλ ζπγθεθξηκέλα παξαδείγκαηα κε 

απνηέιεζκα λα νδεγνύληαη ζηε ζθέςε όηη πηζαλόλ ζεκαληηθέο πξνόδνπο ζηα 

Μαζεκαηηθά πξνήιζαλ από ηνλ πεηξακαηηζκό κε παξαδείγκαηα. Πξάγκαηη, ν ρξόλνο 

πνπ ζα αθηεξώζεη θαλείο ζηε ζθέςε θαη ηελ αλάιπζε παξαδεηγκάησλ κπνξεί λα 

παξέρεη όρη κόλν βαζύηεξε θαηαλόεζε κίαο εηθαζίαο αιιά λα θαηαθέξεη λα θάλεη 

νξαηή ηελ απόδεημε (Knuth, Zaslavsky, & Ellis, 2019). Παξόιν πνπ θάζε καζεηήο 

ζέιεη λα ρξεζηκνπνηεί παξαδείγκαηα κε επνηθνδνκεηηθό ζθνπό, απηό δελ ζεκαίλεη όηη 

ηνλ βνεζνύλ παληνύ κε ηνλ ίδην ηξόπν. Δπεμεγεκαηηθά, κπνξεί ηα παξαδείγκαηα λα 

επηβεβαηώλνπλ όηη έλαο ηζρπξηζκόο είλαη αιεζήο αιιά λα κελ παξέρνπλ ην γηαηί είλαη 

αιεζήο (Zaslavsky, Aricha-Metzer, Thoms, Sabouri, & Brulhardt, 2016). ύκθσλα κε 

ηνπο Yopp θαη Ely (2015) νη καζεηέο θαίλεηαη λα κελ γλσξίδνπλ ηα πιενλεθηήκαηα 

ησλ παξαδεηγκάησλ ζηελ απόδεημε νπόηε ε γλώζε γηα ηε απνηειεζκαηηθή ρξήζε ηνπο 

είλαη αλεθκεηάιιεπηε πεγή. Ζ δπζθνιία γηα ηελ θαηαλόεζε θαη θαηαζθεπή ηεο 

απόδεημεο ππάξρεη ζε όιεο ηηο ηάμεηο (Healy & Hoyles, 2000) θαη πηζαλόλ λα 

πξνέξρεηαη από ηε δπζθνιία πνπ αληηκεησπίδνπλ νη καζεηέο κε ηα παξαδείγκαηα. 

ύκθσλα κε ηνλ Cooper θ.α. (2011) δελ ππάξρεη θάπνηα θαζνδήγεζε γηα ηελ επηινγή 

ηεο ζηξαηεγηθήο πνπ πξέπεη λα αθνινπζήζνπλ ή κε πνην ηξόπν λα αλαιύζνπλ ηα 

παξαδείγκαηα θαηά ηε δηάξθεηα ηεο απόδεημεο. Έηζη, δελ απνηεινύλ όια ηα 

παξαδείγκαηα βνεζεηηθά ζηελ απνδεηθηηθή δηαδηθαζία, γηα παξάδεηγκα θάπνηα 

ζπκβάιινπλ ζηελ θαηαζθεπή κίαο εηθαζίαο αιιά απνηπγράλνπλ ζηελ απόδεημε ηεο 

(Pedemonte & Buchbinder, 2011), κε απνηέιεζκα ε ρξήζε ηνπο λα κελ είλαη 

παξαγσγηθή (Iannone, Inglis, Mejía-Ramos, Simpson, & Weber, 2011). Σειηθά, 

κπνξεί λα ππάξρνπλ θάπνηεο πεξηπηώζεηο πνπ όλησο βνεζνύλ ζηελ απνδεηθηηθή 

δηαδηθαζία κε ηελ πξνππόζεζε όηη ππάξρεη ε γλσζηηθή νιόηεηα θαη ε δνκηθή 

ζπλέρεηα κεηαμύ ελόο επηρεηξήκαηνο (πνπ έρεη δεκηνπξγεζεί από κία εηθαζία) θαη ηεο 

ηππηθήο απόδεημεο.                                                                                                                            

πσο αλαθέξζεθε πξνεγνπκέλσο, απαξαίηεηνο όξνο γηα λα απνηειέζεη έλα 

παξάδεηγκα αξσγόο ζηελ απόδεημε είλαη δεκηνπξγία ελόο ή πνιιώλ επηρεηξεκάησλ. 

ύκθσλα κε ηνπο Yopp θαη Ely (2015) ππάξρνπλ 3 δηαθνξεηηθά είδε παξαδεηγκάησλ 

πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη ζηελ επηρεηξεκαηνινγία :                                                                                   

α) παξαδείγκαηα κόλν γηα επηβεβαίσζε ηνπ ηζρπξηζκνύ (ρξήζε ζπγθεθξηκέλσλ 

παξαδεηγκάησλ ρσξίο λα είλαη γεληθεπκέλα) 

β) παξαδείγκαηα πνπ έρνπλ γεληθεπκέλα ζηνηρεία (ρξήζε δηάθνξσλ παξαδεηγκάησλ 

πνπ ηθαλνπνηνύλ κία ζπλζήθε θαη άιια όρη)                                                                                       

γ) γεληθεπκέλε ρξήζε παξαδεηγκάησλ (κέζσ εηδηθώλ παξαδεηγκάησλ βιέπεη θαλείο 

ηηο γεληθέο ηδηόηεηεο θαη ραξαθηεξηζηηθά) 

Aλ ε πξνζνρή ησλ καζεηώλ δελ είλαη εζηηαζκέλε ζηελ επνηθνδνκεηηθή ρξήζε ησλ 

παξαδεηγκάησλ, νη καζεηέο παξακέλνπλ ΄΄βπζηζκέλνη΄΄ ζηε γλώζε πνπ παξέρεη ε 

πνηθηιία παξαδεηγκάησλ. Δπεμεγεκαηηθά, ρσξίο ηελ επέθηαζε ηεο γελίθεπζεο ζην 

ζρνιείν νη καζεηέο κπνξεί λα εμαθνινπζνύζαλ λα ζεσξνύλ όηη ηα ιίγα παξαδείγκαηα 
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αξθνύλ (Mason, 2019). Γηα απηό ην ιόγν oη εθπαηδεπηηθνί πξέπεη λα ελζαξξύλνπλ 

ζπλερώο ηελ πξνζπάζεηα ησλ καζεηώλ λα δηαθξίλνπλ ηα δνκηθά ζηνηρεία ησλ 

παξαδεηγκάησλ, λα ηα δηαθνξνπνηνύλ κε επνηθνδνκεηηθό ηξόπν έηζη ώζηε ηα 

απνηειέζκαηα απηώλ λα ιεθζνύλ ππόςηλ ζηα παξαδείγκαηα πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ 

(Mason, Stephens, & Watson, 2009). 

2.1.2 Γνκή 

Αλαθέξζεθε πξνεγνπκέλσο όηη γηα λα δεη θαλείο έλα παξάδεηγκα κε κία πην γεληθή 

καηηά ζα πξέπεη λα δεη ηα ραξαθηεξηζηηθά, ηηο ηδηόηεηεο θαη γεληθά ηα δνκηθά ζηνηρεία 

ηνπ. κσο ηη ελλννύκε κε ηνλ όξν δνκή; ύκθσλα κε ηνπο Watson θαη Shipman 

(2008) σο δνκή νξίδεηαη ν ηξόπνο κε ηνλ νπνίν ηα ζηνηρεία θαη νη ηδηόηεηεο ησλ 

καζεκαηηθώλ εθθξάζεσλ ζπλδένληαη κεηαμύ ηνπο. Ζ δνκηθή ζθέςε πεξηγξάθεηαη σο 

΄΄ε θαηάζηαζε πνπ ρξεζηκνπνηεί θαλείο γηα λα εξκελεύζεη θαη λα ζπλδέζεη ηηο 

ηδηόηεηεο ζε κία καζεκαηηθή ζθέςε΄΄  (Mason, J., Stephan, M., & Watson, A., p.11-

12, 2009). Δπίζεο, ζύκθσλα κε ηνπο Watson θαη Shipman (2008) ε ζύγθξηζε είλαη ν 

ηξόπνο αληίιεςεο ησλ δνκώλ θαη ησλ ζρέζσλ πνπ ραξαθηεξίδνπλ ηε καζεκαηηθή 

αθαίξεζε. Δπεμεγεκαηηθά, νη καζεηέο πξέπεη λα ζπγθξίλνπλ όκνηα παξαδείγκαηα κε 

ζηόρν λα δηαθξίλνπλ θξίζηκα ραξαθηεξηζηηθά πνπ πξνέξρνληαη από ηε ρξήζε ησλ 

παξαδεηγκάησλ θαη λα ιάβνπλ ππόςηλ ηελ επίδξαζε ηεο πνηθηινκνξθίαο πνπ ηνπο 

νδήγεζε λα ηα δεκηνπξγήζνπλ. Οη καζεηέο δελ πξέπεη λα εζηηάδνπλ κόλν ζηηο 

ιεπηνκέξεηεο ελόο παξαδείγκαηνο αιιά θαη ζηνλ ηξόπν πνπ ηηο εθιακβάλνπλ, δειαδή 

είλαη δηαθνξεηηθό λα αλαγλσξίδεη θάπνηνο ηηο ζρέζεηο κεηαμύ δηαθξηηώλ 

ιεπηνκεξεηώλ ησλ παξαδεηγκάησλ ζε ζρέζε κε ηελ θαηαλόεζε ησλ ηδηνηήησλ πνπ 

ελππάξρνπλ ζηα παξαδείγκαηα (Mason, 2001;2019). Ζ Άιγεβξα σο έθθξαζε ηεο 

γελίθεπζεο έρεη ζε πξώην πιάλν ηε ζρέζε κεηαμύ ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ θαη ηνπ γεληθνύ 

όρη κόλν ζηνπο αξηζκνύο αιιά θαη γεληθά ζε καζεκαηηθέο δνκέο. Πξνζθέξεη 

πξόζβαζε ζε δνκηθέο ζρέζεηο νη νπνίεο κπνξνύλ λα ελζαξθσζνύλ σο ηδηόηεηεο. 

Απηέο νη ηδηόηεηεο είλαη πην εύθνιν λα ρεηξηζηεί ε άιγεβξα ζε αληίζεζε κε ηε 

γεσκεηξία ζηελ νπνία δελ ππάξρεη θνξκαιηζκόο πνπ ζπλήζσο δνπιεύεη. Τπάξρνπλ 

βέβαηα πεξηπηώζεηο πνπ νη γεσκεηξηθέο αλαπαξαζηάζεηο απνηεινύλ αθνξκή γηα κία 

απόδεημε κέζσ νπηηθώλ παξαηεξήζεσλ θαη ζπλδπαζκό απηώλ κε ηελ αιγεβξηθή 

ζθέςε. Γηα παξάδεηγκα ηα νrigami δελ παξέρνπλ απηόκαηα άιγεβξα αιιά είλαη έλα 

εξγαιείν πνπ δεκηνπξγεί απνδείμεηο κέζσ αλαινγηώλ. Σν όλεηξν ηνπ Descartes ήηαλ 

λα ππάξρεη κία παγθόζκηα κέζνδνο ζηελ νπνία λα ήηαλ επαξθήο ε γεσκεηξηθή έλλνηα 

κε απνηέιεζκα λα κεηώλνληαλ ηα ζύκβνια θαη ε πνιππινθόηεηα ηνπο (Mason, 2019). 

Ζ δπζθνιία ζηα ζύκβνια θαη ζηελ αιγεβξηθή δνκή δεκηνπξγεί έλα αίζζεκα 

αλαζθάιεηαο ζηνπο καζεηέο γηα ηελ γελίθεπζε. κσο, ζύκθσλα κε ηνλ Mason (2019) 

δελ ππάξρεη ζπγθεθξηκέλν κνλνπάηη ή ιύζε γηα όιεο ηηο πεξηπηώζεηο ή αιγόξηζκνο κε 

ζθνπό ηε κεηάβαζε από ηηο ζπγθεθξηκέλεο ιεπηνκέξεηεο ζηηο ζρέζεηο κεηαμύ ηνπο θαη 

ελ ζπλερεία ζηηο ηδηόηεηεο πνπ ελζαξθώλνληαη. Αληίζεηα, είλαη θάηη ην νπνίν κπνξεί 

λα ζπδεηεζεί κε παξνπζία ησλ εθπαηδεπηηθώλ/πεγώλ γηα ηνλ ηξόπν πνπ 

αληηιακβάλεηαη θαλείο ηα παξαδείγκαηα κέζσ κηαο δηαθνξεηηθήο θαη πην γεληθήο 

ζθνπηάο. Δπεμεγεκαηηθά, κία ηζρπξή ζηξαηεγηθή γηα λα εζηηαζηεί ε πξνζνρή ησλ 
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καζεηώλ είλαη ε παξαηήξεζε νκνηνηήησλ θαη δηαθνξώλ κεηαμύ δύν ή ηξηώλ 

καζεκαηηθώλ αληηθεηκέλσλ όπσο ζπλαξηήζεηο, γξαθηθέο παξαζηάζεηο, 

δξαζηεξηόηεηεο, πξνβιήκαηα, ζπζρεηίζεηο θαη εηθόλεο (Brown & Coles, 2000). ια 

ηα παξαπάλσ νδεγνύλ ζηε ζθέςε όηη νη δνκηθέο ζρέζεηο απνηεινύλ ηνλ ππξήλα ηεο 

καζεκαηηθήο απόδεημεο αιιά θαη ε απόδεημε από κόλε ηεο εμαξηάηαη από ηελ 

δηαρείξηζε όισλ απηώλ ησλ ζρέζεσλ (Mason, 2019). Οη καζεηέο νη νπνίνη μεθηλνύλ 

λα θαηαζθεπάδνπλ ηελ απόδεημε κε ζπζηεκηθό ηξόπν ζύληνκα ζα πξέπεη λα 

αλαγλσξίζνπλ ηηο δνκηθέο ζρέζεηο νη νπνίεο είλαη έηνηκεο λα επηθπξσζνύλ αιγεβξηθά 

(Mason, 2019). 

2.1.3 Γελεζηνπξγό παξάδεηγκα 

ύκθσλα κε ηνπο Mason θαη Pimm (1984), πνιιέο θνξέο ζηελ θαζεκεξηλή καο δσή 

κπνξεί λα αλαθέξνπκε κία κάξθα ελόο πξνηόληνο  ελλνώληαο γεληθά ην πξνηόλ απηό. 

πγθεθξηκέλα, όηαλ αλαθεξζεί θάπνηνο ζην Kleenex, ελλνεί γεληθά ηα ραξηνκάληεια. 

Αθξηβώο ην ίδην ζπκβαίλεη θαη ζηα Mαζεκαηηθά κε ην generic example, έλα 

παξάδεηγκα θαηά ην νπνίν κέζσ ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ βιέπεη θαλείο ην γεληθό. Γηα 

παξάδεηγκα, έλαο άξηηνο αξηζκόο εθθξάδεηαη σο 2N. κσο ππό πνηα έλλνηα 

ζπκβνιίδεηαη έηζη; Ίζσο αληηπξνζσπεύεη έλαλ άξηην αξηζκό ή όινπο ηνπο άξηηνπο. 

κσο ην ζύκβνιν 2Ν κπνξεί λα ην δεη θαλείο σο ην όλνκα ελόο αξηζκνύ. Οη 

γεληθεπκέλεο εθθξάζεηο ζηα Μαζεκαηηθά, έρνπλ ελδηαθέξνλ θαη ρξεζηκνπνηνύληαη 

γηα κία επξεία θιάζε αληηθεηκέλσλ κε απνηέιεζκα ην 2N λα ζπκπεξηθέξεηαη σο έλαο 

άξηηνο αξηζκόο. Φαίλεηαη όηη ηα νλόκαηα πξαγκάησλ (Kleenex, 2N) 

ρξεζηκνπνηνύληαη γηα λα θέξνπλ ζην λνπ ηελ αλάκλεζε από όια ηα αληηθείκελα ή 

εκπεηξίεο πνπ έρνπλ απηό ην όλνκα, ζαλ κία θόξκα νπηηθήο νλνκαηνπνηίαο 

(ερνκηκεηηθή) (Mason & Pimm, 1984). 

ύκθσλα κε ηνπο Mason θαη Pimm (1984), έλαο εθπαηδεπηηθόο γξάθνληαο ζηνλ 

πίλαθα, κπνξεί λα δεη ηελ γελίθεπζε πνπ είλαη ελζσκαησκέλε ζε έλα παξάδεηγκα 

αιιά λα κελ έρεη ζθεθηεί πνηέ λα αλαδείμεη απηή ηελ πιεπξά ηνπ. κσο, νη καζεηέο 

πνπ έρνπλ ιηγόηεξε εκπεηξία δίλνπλ όιε ηνπο ηελ πξνζνρή ζην ζπγθεθξηκέλν 

παξάδεηγκα αγλνώληαο όηη κπνξεί λα ππάξρνπλ θαη άιια (πνπ βξίζθνληαη θάησ από 

ηηο ίδηεο ζπλζήθεο). πσο αλαθέξζεθε θαη πξνεγνπκέλσο ε εκπεηξία ησλ καζεηώλ 

παίδεη ζεκαληηθό ξόιν ζηνλ ηξόπν δηαρείξηζεο ελόο παξαδείγκαηνο κε απνηέιεζκα 

ζπάληα νη καζεηέο λα πξνζπαζνύλ λα ΄΄δηαβάζνπλ ην παξάδεηγκα΄΄ (Mason & Pimm, 

1984). Απηό νδεγεί ζην ζπκπέξαζκα όηη αλ νη εθπαηδεπηηθνί δελ δίλνπλ ηελ 

απαξαίηεηε πξνζνρή ζηε γελίθεπζε (παξόιν πνπ δνπιεύνπλ κε ζπγθεθξηκέλα 

παξαδείγκαηα) δελ απνηειεί έθπιεμε όηη ε πξνζνρή ησλ καζεηώλ ζα ζηξαθεί ζην 

ζπγθεθξηκέλν. Ο νινθιεξσκέλνο νξηζκόο ησλ Mason θαη Pimm (1984) είλαη ν εμήο : 

Σν γελεζηνπξγό παξάδεηγκα είλαη έλα παξάδεηγκα πνπ παξνπζηάδεηαη κε ηέηνην ηξόπν 

ώζηε λα ηνλίζεη ηνλ ζθόπηκν ξόιν ηνπ σο δηακεζνιαβεηή ηνπ γεληθνύ. Αληίζηνηρα, ν 

Balacheff (1988) πεξηγξάθεη πσο έλα γελεζηνπξγό παξάδεηγκα απνηειεί έλα 

ραξαθηεξηζηηθό αληηπξόζσπν ηεο δηθήο ηνπ θιάζεο, όπσο θαη όηη ε έλλνηα ηνπ πνπ 

πξνέξρεηαη από ηνπο Mason θαη Pimm (1984)  εξκελεύεηαη σο ΄΄θνξέαο ηνπ 

γεληθνύ΄΄ ζύκθσλα κε ηνπο Zaslavsky,Aricha-Metzer,Thoms, Sabouri θαη Brulhardt 
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(2016). Έλα γελεζηνπξγό παξάδεηγκα πεξηέρεη ηνπο ιόγνπο (θάλνληαο ηνπο 

ζπγθεθξηκέλνπο) γηα ηελ νξζόηεηα κίαο εηθαζίαο κέζσ δηαδηθαζηώλ ή 

κεηαζρεκαηηζκώλ ζε έλα αληηθείκελν πνπ απνηειεί ηνλ αληηπξόζσπν ηεο θιάζεο. 

Δπίζεο, ην παξάδεηγκα απηό πξέπεη λα είλαη αξθεηά επξύ γηα λα κελ ζεσξεζεί εηδηθή 

αλαπαξάζηαζε κίαο γεληθήο πεξίπησζεο αιιά αξθεηά πεξηνξηζκέλν γηα λα πξνζθέξεη 

νηηδήπνηε κπνξεί σο ζπγθεθξηκέλν (Movshovitz-Hadar, 1988). Οη Leron θαη 

Zaslavsky (2013) ζπκπιεξώλνπλ ιέγνληαο όηη ην κέγεζνο (αξθεηά κεγάιν ή κηθξό) 

κπνξεί λα αληηθαηαζηαζεί έρνληαο σο κνλάδα κέηξεζεο ηελ πνιππινθόηεηα ελόο 

παξαδείγκαηνο. Δπεμεγεκαηηθά, όζν πην επξύ ην γελεζηνπξγό παξάδεηγκα ηόζν πην 

πνιύπινθν. κσο, έλα αληηθείκελν (παξάδεηγκα) δελ είλαη γελεζηνπξγό κέρξη λα ην 

δεη θαλείο κε απηή ηε νπηηθή γσλία, νπόηε ε πνηόηεηα ηνπ εμαξηάηαη από απηόλ πνπ 

ην ρεηξίδεηαη θαη όρη από ην ίδην (Mason & Pimm, 1984). 

πσο όηαλ θάπνηνο κπνξεί λα δεη δηθαίσο κία γεληθή πεξίπησζε κέζα από ηε 

ζπγθεθξηκέλε, ηόηε ην παξάδεηγκα γίλεηαη γελεζηνπξγό, έηζη αληίζηνηρα από ηε 

ζηηγκή πνπ κία αηηηνιόγεζε θαηαλνεζεί ηόηε κπνξεί λα γίλεη απόδεημε (Mason, 

2019). Γηα απηό ην ιόγν πνιινί εξεπλεηέο ζεσξνύλ ην γελεζηνπξγό παξάδεηγκα σο 

έλα πνιύηηκν παηδαγσγηθό εξγαιείν πνπ πηζαλόηαηα βνεζάεη ηνπο καζεηέο λα 

κεηαβνύλ από ηελ εκπεηξηθή αηηνιόγεζε ζηελ παξαγσγηθή. Πξάγκαηη, ηα 

παξαδείγκαηα απηά έρνπλ ηελ ηζρύ λα πείζνπλ όπσο θαη λα εμεγνύλ ζε όια ηα 

επίπεδα ηεο εθπαίδεπζεο (Rowland, 1998). Oη Pedemonte θαη Buchbinder (2011) 

ζπκθσλνύλ όηη ηα γελεζηνπξγά παξαδείγκαηα βαζίδνληαη ζηε δηαδηθαζία ηεο 

γελίθεπζεο ελόο κνηίβνπ ελεξγνπνηώληαο ηε γλσζηηθή θαη ηε δνκηθή εμέιημε κεηαμύ 

επηρεηξεκάησλ θαη απόδεημεο. Πην αλαιπηηθά, ε παξαγσγηθή ρξήζε ελόο 

γελεζηνπξγνύ βνεζάεη ζηε βαζύηεξε θαηαλόεζε κηαο εηθαζίαο ή ζηελ αλάπηπμε ηεο 

απόδεημεο αθόκε θαη ζηε γελίθεπζε ή ζηε δνκή (Knuth, Zaslavsky, & Ellis, 2019). 

πσο αλαθέξζεθε παξαπάλσ ηα παξαδείγκαηα κπνξνύλ λα ρξεζηκνπνηεζνύλ ζηελ 

επηρεηξεκαηνινγία θάπνηνπ καζεηή. Σν ίδην ζπκβαίλεη θαη κε έλα γελεζηνπξγό 

παξάδεηγκα, όπνπ θάπνηνο κπνξεί λα εζηηάζεη ζηε γεληθεπκέλε ηνπ κνξθή δειαδή λα 

ηνλίζεη θάπνηεο ηδηόηεηεο ελώ λα αγλνήζεη ηηο ππόινηπεο κε ζθνπό λα 

επηρεηξεκαηνινγήζεη. Έλα γελεζηνπξγό παξάδεηγκα απνηειεί έλα καζεκαηηθό 

επηρείξεκα πνπ έρεη ζαλ βάζε έλα παξάδεηγκα ηνπ ηζρπξηζκνύ πνπ ζα απνδεηρζεί, 

ζπλερίδεη κε κία καζεκαηηθή αηηνιόγεζε θαη νινθιεξώλεηαη θηάλνληαο ζηε γεληθή 

πεξίπησζε (Rø & Arnesen, 2020). Δπεμεγεκαηηθά, απηό πνπ θάλεη έλα επηρείξεκα 

γελεζηνπξγό παξάδεηγκα είλαη ε γεληθόηεηα δειαδή ε ίδηα αηηηνιόγεζε πνπ κπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηεζεί γηα δηάθνξεο πεξηπηώζεηο (Reid & Vargas, 2018). Ζ εκθαλήο 

αιιειέλδεηε ζρέζε ηνπ γελεζηνπξγνύ παξαδείγκαηνο θαη ηνπ επηρεηξήκαηνο νδεγεί 

ζηε ζθέςε όηη αλ θάπνηνο καζεηήο δελ παξέρεη επηρεηξήκαηα πνπ αλαγλσξίδνληαη σο 

γελεζηνπξγά παξαδείγκαηα ε αηηία δελ είλαη απαξαίηεηα ε έιιεηςε γλώζεο ζηελ 

γεληθεπκέλε απόδεημε αιιά ε αζαθήο θύζε ηνπ γελεζηνπξγνύ παξαδείγκαηνο 

(Rowland, 2002). 
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2.1.4 Eπηρεηξήκαηα 

ύκθσλα κε ηνπο Yopp θαη Ely (2015)  ν όξνο γενεζιοςπγό παπάδειγμα-επισείπημα 

λνείηαη σο έλα ζπγθεθξηκέλν επηρείξεκα πνπ γεληθεύεηαη βαζηδόκελν ζε έλα 

παξάδεηγκα πνπ απνηππώλεη ζπκπεξάζκαηα πνπ πξνθύπηνπλ από απηό. Σα 

γεληθεπκέλα επηρεηξήκαηα είλαη ηειείσο δηαθνξεηηθά από κία επίζεκε απζηεξή 

απόδεημε ην νπνίν επηηξέπεη ζε λεόηεξνπο ή ιηγόηεξν έκπεηξνπο καζεηέο λα ηα 

παξάγνπλ όηαλ δελ ληώζνπλ αζθαιείο κε ηε ρξήζε κεηαβιεηήο. Έλα γελεζηνπξγό 

παξάδεηγκα-επηρείξεκα βαζίδεηαη ζην νηηδήπνηε πξνζθέξεη ην πέξαζκα γηα ηελ 

απόδεημε. Δίλαη θνηλώο απνδεθηό όηη ε θαηαλόεζε ηεο καζεκαηηθήο αηηηνιόγεζεο 

πξνθύπηεη από ηνλ επαγσγηθό ζπιινγηζκό πνπ νδεγεί ζηνλ παξαγσγηθό θαη ηειηθά 

ζηε γελίθεπζε, όπσο θαη ε αηηηνιόγεζε ησλ καζεηώλ πξέπεη λα κεηαθηλείηαη 

πξννδεπηηθά από ηα εκπεηξηθά επηρεηξήκαηα ζηελ απόδεημε (Simon & Blume, 1996). 

Κάπνηνη αξζξνγξάθνη ζπληζηνύλ ηα ιηγόηεξν επίζεκα επηρεηξήκαηα γηα λα 

αλαδεηθλύεηαη ε δύλακε ηεο ζθέςεο ησλ καζεηώλ ή ηεο εμήγεζεο ηνπ ιόγνπ ηεο 

νξζόηεηαο κία πξόηαζεο (Rowland, 2002). Oη Dreyfus θ.α. (2012) δηαρσξίδνπλ ηα 

επηρεηξήκαηα ζε : 

i) example-based argument - βαζηδόκελα ζε παξαδείγκαηα                                                            

ii) example-based generic argument - βαζηδόκελα ζε παξαδείγκαηα κε γεληθεπκέλα 

ραξαθηεξηζηηθά                                                                                                                                  

iii) generic argument - γεληθεπκέλα  

2.1.5 Αηηηνιόγεζε 

Με ηνλ όξν ζςνηακηικόρ ζςλλογιζμόρ λνείηαη ε αηηηνιόγεζε πνπ πξαγκαηνπνηείηαη κε 

έλα ζύζηεκα αλαπαξαζηάζεσλ πνπ βαζίδεηαη ζηνλ νξηζκό πξνηάζεσλ, ζηηο ινγηθέο 

ζπλέπεηεο απηώλ ρσξίο όκσο θάπνηεο άηππεο αλαπαξαζηάζεηο ελλνηώλ 

(αλαπαξαζηάζεηο όπσο γξαθηθέο παξαζηάζεηο, δηαγξάκκαηα, θηλήζεηο/ρεηξνλνκίεο ή 

πξσηόηππα παξαδείγκαηα). ε αληίζεζε κε ηνλ όξν ζημαζιολογικόρ ζςλλογιζμόρ πνπ 

βαζίδεηαη ζηηο άηππεο αλαπξαζηάζεηο (Alcock & Inglis, 2008). Ο ζπλδπαζκόο ησλ 

δύν θαηεγνξηώλ είλαη απαξαίηεηνο γηα ηελ αηηηνιόγεζε κε ζθνπό λα επηηύρεη θαλείο 

ζηηο δξαζηεξηόηεηεο θαη πξνθιήζεηο απαηηνύκελεο δπζθνιίαο. κσο από ηελ έξεπλα 

είλαη θαλεξό όκσο, όηη νη καζεηέο εζηηάδνπλ θπξίσο ζε έλα ηύπν αηηηνιόγεζεο, ελώ 

ρξεζηκνπνηνύλ ηνλ άιιν πεξηζηαζηηαθά (Alcock & Inglis, 2008). πγθεθξηκέλα 

θάπνηνη καζεηέο κπνξεί λα ρξεζηκνπνηνύλ κόλν νπηηθέο αλαπαξαζηάζεηο ελώ άιινη 

αξθεηά ζπάληα. πσο θαη ζηελ έξεπλα ησλ Weber, Alcock θαη Radu (2005) γηα ηηο 

ζηξαηεγηθέο απόδεημεηο ησλ καζεηώλ δηαπίζησζαλ όηη νη πεξηζζόηεξνη καζεηέο 

ρξεζηκνπνηνύλ ηε ζεκαζηνινγηθή αηηηνιόγεζε. Οη αλαπαξαζηάζεηο θαη ηα νπηηθά 

παξαδείγκαηα είλαη πνιύ ζεκαληηθόηεξα ζηελ επξύηεξε θαηαλόεζε κίαο έλλνηαο ζε 

ζρέζε κε ηα απιά ή αιγεβξηθά παξαδείγκαηα. Γηα παξάδεηγκα, ζηελ έξεπλα ησλ  

Dahlberg θαη Housman (1997) δεηήζεθε από ηνπο καζεηέο λα δώζνπλ απινηθά 

παξαδείγκαηα ζπλαξηήζεσλ βαζηδόκελνη ζηνλ νξηζκό όκσο θάλεθε όηη απηό δελ 

ηνπο νδήγεζε ζηελ βαζύηεξε θαηαλόεζε ηεο έλλνηαο. 
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2.1.6 Γελεζηνπξγή απόδεημε 

Δίλαη εύινγν όηη ε αλαπαξάζηαζε παίδεη πνιύ ζεκαληηθό ξόιν ζηα γελεζηνπξγά 

παξαδείγκαηα. Γηα λα γίλεη πην θαηαλνεηή ε ζρέζε ησλ άηππσλ αλαπαξάζηαζεσλ κε 

ηα γελεζηνπξγά παξαδείγκαηα θαη ηελ γελίθεπζε παξαζέηεηαη ην παξαθάησ 

παξάδεηγκα. Σν ζύκβνιν 2Ν όπσο αλαθέξζεθε παξαπάλσ, ζηελ έξεπλα ησλ Mason 

θαη Pimm (1984) είλαη κία αλαπαξάζηαζε θάζε άξηηνπ αξηζκνύ. Ζ κεηάβαζε από ην 

ζπκβνιηζκό ζηελ αλαπαξάζηαζε δελ είλαη εύθνιε. Αξσγόο ζε απηό απνηεινύλ ηα 

δηαγξάκκαηα πνπ είλαη αξθεηά ρξήζηκα σο κεζνιαβεηέο. Φαίλεηαη λα έρεη απνδεηρηεί 

όηη πξηλ από ηνλ Ππζαγόξα νη πξώηκεο ΄΄απνδείμεηο΄΄ είραλ νπηηθή θύζε, όπσο γηα 

παξάδεηγκα ε απόδεημε όηη ην άζξνηζκα δύν άξηησλ είλαη πάληα άξηηνο όπσο θαίλεηαη 

ζηελ παξαθάησ εηθόλα. 

                 

Με απηό ην ζηηγκηόηππν γίλεηαη αληηιεπηή ε εηθόλα ησλ άξηησλ αξηζκώλ σο αξηζκνί 

πνπ κπνξνύλ λα αλαπαξαζηαζνύλ σο δύν αληίζηνηρεο ζεηξέο από ηειείεο. Κάπνηνη 

καζεηέο κπνξεί λα ην δνπλ απηό σο κία απόδεημε κέζσ παξαδείγκαηνο. Ζ απόδεημε 

απηή νλνκάδεηαη generic proof . Παξόιν πνπ πεξηέρεη ζπγθεθξηκέλνπο αξηζκνύο, ζε 

θακία πεξίπησζε όκσο δελ βαζίδεηαη ζε ζπγθεθξηκέλεο ηδηόηεηεο απηώλ. Σελ ίδηα 

άπνςε έρνπλ νη Leron θαη Zaslavsky (2013) επηβεβαηώλνληαο όηη ε απόδεημε κέζσ 

γελεζηνπξγώλ παξαδεηγκάησλ δελ είλαη έλα παξάδεηγκα κόλν ηνπ αιιά ε απνδεηθηηθή 

δηαδηθαζία πνπ παξάγεη απηό. Ζ απόδεημε απηή πνπ πξαγκαηνπνηείηαη κέζσ ησλ 

γελεζηνπξγώλ παξαδεηγκάησλ θαη βαζίδεηαη ζε έλα πξνζηηό παξάδεηγκα, δελ απαηηεί 

γλώζε γηα ηελ ηππηθή καζεκαηηθή απόδεημε (Βalacheff, 1988). Ζ γελεζηνπξγή 

απόδεημε πάληα ζρεηίδεηαη κε καζεκαηηθέο εηθαζίεο θαη είλαη αλακελόκελν όηη απηή ε 

απόδεημε κπνξεί λα πείζεη όηη ν ηζρπξηζκόο είλαη νξζόο γηα όιεο ηηο πεξηπηώζεηο. Οη 

Leron θαη Zaslavsky (2013) δηαθξίλνπλ ηνπο όξνπο generic proof θαη generic proving 

αλαθέξνληαο όηη : ν όξνο generic proof ρξεζηκνπνηείηαη θαηά πξνζέγγηζε γηα ηελ 

απόδεημε πνπ δηεμάγεηαη από γελεζηνπξγό παξάδεηγκα, ελώ generic proving λνείηαη 

νηηδήπνηε ππνδειώλεη κία καζεκαηηθή ή εθπαηδεπηηθή δξαζηεξηόηεηα πνπ 

πεξηβάιιεη ηνλ όξν generic proof. Ζ έλλνηα generic proving ησλ Leron θαη Zaslavsky 

(2013) απνηειεί ην κέζν πνπ βνεζά ηνπο καζεηέο λα εκπιαθνύλ κε ηηο θύξηεο ηδέεο 

κηαο νινθιεξσκέλεο απόδεημεο ζε έλα νηθείν πιαίζην πνπ πξνζσξηλά απνβάιιεηαη 

από ηε γελίθεπζε, ην ζπκβνιηζκό θαη ην θνξκαιηζκό. Απηή ηελ πξνζέγγηζε κπνξεί 

λα ηε δνπλ νη καζεηέο σο γέθπξα, δειαδή όηη απνηειεί αξσγό ζηε κεηάβαζε από ηελ 

εκπεηξηθή νπηηθή γσλία θαη δηαίζζεζε ζηελ θαηαλόεζε γηαηί έλαο ηζρπξηζκόο είλαη 

αιεζήο ε ςεπδήο (Zaslavsky, Aricha-Metzer, Thoms, Sabouri, & Brulhardt, 2016). Οη 

καζεηέο αλ έρνπλ ακθηβνιία γηα ηελ νξζόηεηα ηεο εηθαζίαο ηνπο πνιύ πηζαλόλ λα 

ληώζνπλ ηελ αλάγθε λα αλαπηύμνπλ κία απόδεημε. Οη Leron θαη Zaslavsky (2013) 

εθθξάδνπλ ηελ αλάγθε απηή (λα αηηηνινγήζεη ν καζεηήο ην ιόγν πνπ ε εηθαζία 

ζπκβαίλεη πάληα) σο πηζαλή παγίδα πνπ ζα ηνλ νδεγήζεη ζηελ απόδεημε κέζσ 
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γελεζηνπξγώλ παξαδεηγκάησλ. ηελ πνξεία βέβαηα κπνξεί λα εγθαηαιείςεη ηελ 

πξνζπάζεηα αλ ε αβεβαηόηεηα πνπ αηζζάλεηαη είλαη αξθεηά ηζρπξή (Buchbinder & 

Zaslavsky, 2011) ή αλ ε εηθαζία είλαη ςεπδήο ζα πξέπεη κε έλα αληηπαξάδεηγκα λα 

απνδείμεη όηη δελ ηζρύεη (Zaslavsky, 2018) Γεληθόηεξα, νη καζεηέο έρνπλ αξθεηέο 

δπζθνιίεο ζηελ θαηαζθεπή κίαο απόδεημεο. πγθεθξηκέλα, δελ είλαη πάληα δπλαηό ή 

εύθνιν λα απνδείμεη θαλείο γηαηί έλαο ηζρπξηζκόο είλαη αιεζήο ή ςεπδήο (Zaslavsky, 

Aricha-Metzer, Thoms, Sabouri, & Brulhardt, 2016). Οη ιόγνη γηα ηνπο νπνίνπο νη 

πξνζπάζεηεο ηνπο είλαη αλεπηηπρείο δελ είλαη αξθεηά μεθάζαξνη. Κάπνηνη από ηνπο 

πηζαλνύο ιόγνπο είλαη όηη δελ εθηηκνύλ ηη ρξεηάδνληαη ή ππάξρεη έιιεηςε 

παξαθίλεζεο θαη πεξηέξγηαο γηα ηελ επηβεβαίσζε ηεο εηθαζίαο. Δπίζεο κπνξεί λα 

είλαη ε άγλσζηε πιεπξά ηεο γεληθόηεηαο πνπ απαηηείηαη γηα ηελ απόδεημε, ε έιιεηςε 

εκπεηξίαο ζηελ αηηηνιόγεζε ή ίζσο δελ γλσξίδνπλ ηνλ ηξόπν λα επεθηαζνύλ 

πεξαηηέξσ από ηελ θαηαζθεπή παξαδεηγκάησλ ή αθόκε θαη ν ζπλδπαζκόο όισλ 

απηώλ (Mason, 2019). 

2.1.7 Αληηπαξαδείγκαηα 

Οη καζεηέο θάλνληαο εηθαζίεο πξνζπαζνύλ αξρηθά λα επηρεηξεκαηνινγήζνπλ κε 

γεληθεπκέλν ηξόπν έρνληαο σο ζθνπό λα θηάζνπλ ζε έλα επίπεδν γελίθεπζεο. 

ύκθσλα κε ηελ έξεπλα ησλ Larsen θαη Zandieh (2008) νη καζεηέο ζθεθηόκελνη αλ ε 

ππόζεζε είλαη πάληα ζσζηή, σζνύληαη ζηελ εύξεζε αληηπαξαδεηγκάησλ ή ν 

εθπαηδεπηηθόο κε ηε ζεηξά ηνπ κπνξεί λα ηνπο πξνηείλεη. Ζ δηαδηθαζία απηή 

πξνθύπηεη όηαλ ν καζεηήο ζέιεη λα αηηηνινγήζεη απηή ηελ εηθαζία πνπ ζθέθηεθε κε 

απνηέιεζκα λα νδεγείηαη ζηελ αμηνιόγεζε ηεο νξζόηεηαο ηεο ή ζε αληίζεηε 

πεξίπησζε ζηα αληηπαξαδείγκαηα γηα λα ηελ απνξξίςεη (Weber, 2009). ύκθσλα κε 

ηνπο Zazkis θαη Chernoff  (2008) ηα αληηπαξαδείγκαηα βνεζνύλ ηνπο καζεηέο λα 

αλαπξνζαξκόζνπλ ηηο αληηιήςεηο θαη ηα ΄΄πηζηεύσ΄΄ ηνπο γηα ηε θύζε ησλ 

καζεκαηηθώλ αληηθεηκέλσλ. ηαλ αληαπνθξίλνληαη νη καζεηέο ζε απηά, είλαη εύινγν 

ζηε ζπλέρεηα λα εζηηάζνπλ ηαπηόρξνλα θαη ζηελ απόδεημε θαη ζηα αληηπαξαδείγκαηα 

έηζη ώζηε κέζσ ηεο αλάιπζεο ηνπο λα αλαθαιύςνπλ πνηα ζπλζήθε είλαη αλαγθαία 

γηα ηελ απνδεηθηηθή δηαδηθαζία σο απνηέιεζκα επαλαζρεδηαζκνύ ηεο επηζπκεηήο 

ηδέαο (Larsen & Zandieh, 2008). Τπάξρνπλ πεξηπηώζεηο βέβαηα, πνπ ηα 

αληηπαξαδείγκαηα κπνξεί είηε λα κελ είλαη επαξθή γηα ηελ επίιπζε κίαο λνεηηθήο 

δηακάρεο πνπ ππάξρεη ζην κπαιό ησλ καζεηώλ παξόιν πνπ απνηειεί o απώηεξνο 

ζθνπόο ηεο δηδαζθαιίαο ή λα απνηεινύλ κόλν εηδηθέο πεξηπηώζεηο πνπ απνξξίπηνπλ 

κία εηθαζία ή λα είλαη απιέο εμαηξέζεηο. Σα αληηπαξαδείγκαηα γηα ηνπο 

εθπαηδεπηηθνύο απνηεινύλ κία ηζρπξή δηδαθηηθή ζηξαηεγηθή πνπ δεκηνπξγεί κία 

λνεηηθή δηακάρε. ηόρνο είλαη λα αλαδεηνύληαη θαίξηαο ζεκαζίαο παξαδείγκαηα είηε 

από ηνλ καζεηή είηε από ηνλ εθπαηδεπηηθό πνπ πξνζθέξνπλ όρη κόλν κία λνεηηθή 

δηακάρε αιιά κπνξνύλ λα ηελ επηιύζνπλ. Δίλαη εκθαλέο όηη ε νπηηθή γσλία ηνπ 

καζεηή ή ηνπ εθπαηδεπηηθνύ είλαη δηαθνξεηηθή θαη εξκελεύεη ηα ίδηα 

αληηπαξαδείγκαηα κε πνηθίινπο ηξόπνπο. Οη Zazkis θαη Chernoff  (2008) αλαθέξνπλ 

όηη δηαθνξεηηθά αληηπαξαδείγκαηα δελ έρνπλ ηελ ίδηα ηζρύ πεηζνύο. Πνηθίια 

αληηπαξαδείγκαηα, παξόιν πνπ κπνξεί λα έρνπλ ίδην καζεκαηηθό ζθνπό (λα 
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απνξξίςνπλ κία εηθαζία), κπνξεί λα κελ είλαη ην ίδην απνηειεζκαηηθά ζε έλαλ 

παηδαγσγηθό ζθνπό (όπσο ε αλαγλώξηζε ηεο κε νξζόηεηαο ηεο εηθαζίαο). Δπίζεο, 

κπνξεί λα κπεξδέςνπλ ην καζεηή. ίγνπξα όκσο ε πξνζπάζεηα απόδεημεο κίαο 

εηθαζίαο πνπ νδεγεί ζε αληηπαξαδείγκαηα, ηειηθά βειηηώλεηαη κέζσ απηώλ (Komatsu, 

2016 βαζηδόκελνο ζηνλ Lakatos, 1976). Έηζη, είλαη εκθαλέο όηη ν ξόινο ησλ 

αληηπαξαδεηγκάησλ γηα ηελ απόξξηςε κίαο εηθαζίαο είλαη αξθεηά νπζηώδεο όπσο θαη 

ηεο απόδεημεο. Γηα απηό είλαη δεδνκέλν όηη νη απνδείμεηο θαη ηα αληηπαξαδείγκαηα 

είλαη ζεκειηώδε γηα ηελ βαζύηεξε γλώζε θαη θαηαλόεζε ησλ Μαζεκαηηθώλ (Peled & 

Zaslavsky, 1997). 

2.1.8 Πεγή παξαδεηγκάησλ  

Oη εθπαηδεπηηθνί κπνξνύλ θαηά ηε δηάξθεηα ηεο απνδεηθηηθήο δηαδηθαζίαο ή ηεο 

γελίθεπζεο λα ελζαξξύλνπλ ηνπο καζεηέο λα επηιέγνπλ παξαδείγκαηα ή 

αληηπαξαδείγκαηα κε ζηόρν έηζη ώζηε λα αλακέλνπλ θάπνην απνηέιεζκα θαη λα 

παίξλνπλ θαηάιιειεο απνθάζεηο. ύκθσλα κε ηα επξήκαηα ησλ Aricha-Metzer θαη 

Zaslavsky (2017) από ζπλεληεύμεηο  πνπ βαζίδνληαλ ζε απνδεηθηηθέο δξαζηεξηόηεηεο, 

όιν θαη πεξηζζόηεξνη καζεηέο κπνξνύζαλ λα ρξεζηκνπνηήζνπλ κε παξαγσγηθό ηξόπν 

παξαδείγκαηα πνπ νδεγνύζαλ ζε απόδεημε, αλ ε πεγή παξαδεηγκάησλ είλαη ν 

εθπαηδεπηηθόο ή ν ζπλεληεπμηαζηήο. Οη εξεπλεηέο παξέρνπλ παξάδεηγκαηα πνπ 

ζεσξνύλ όηη είλαη βνεζεηηθά γηα ηελ απόδεημε κίαο εηθαζίαο κόλν αλ νη καζεηέο 

έρνπλ θάλεη αξθεηέο αλεπηηπρείο πξνζπάζεηεο θαη έρνπλ εμαληιήζεη όιεο ηηο 

πεξηπηώζεηο κε ή ρσξίο ρξήζε ησλ δηθώλ ηνπο παξαδεηγκάησλ.  

2.2 Θεσξεηηθά δνκήκαηα  

Ζ ζύλδεζε όισλ ησλ παξαπάλσ δεκηνπξγνύλ ηα παξαθάησ ζεσξεηηθά δνκήκαηα πνπ 

ζπλδπάδνπλ δύν ζεσξίεο γηα ηε καζεκαηηθή ζθέςε. Σν πξώην ζεσξεηηθό πιαίζην 

είλαη ην MGA (Manipulating–getting-a-sense-of–articulating) πνπ εληάζζεηαη ζηηο 

ηδέεο ηνπ Bruner (1966; Sandefur & Mason & Stylianides & Watson, 2013) όπσο 

θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζρέδην πνπ απνηειεί εηθόλα ηνπ άξζξνπ Generating and using 

examples in the proving process (2013). 

                       

Με ηνλ όξν Manipulation λνείηαη ε ρξήζε νηθείσλ καζεκαηηθώλ 

ελλνηώλ/αληηθεηκέλσλ πνπ πεξηέρνπλ ζύκβνια, παξαδείγκαηα, αλαπαξαζηάζεηο γηα 

ζπγθεθξηκέλν ζθνπό. Ο ζθνπόο είλαη λα θαηαλνήζνπλ (to get-a-sense-of ) ηε δνκή, 

ηα κνηίβα θαη ηε ζρέζε ησλ εκπεηξηθώλ απνηειεζκάησλ κε ηε δεκηνπξγία εηθαζηώλ. 
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Ζ δνκή γίλεηαη αθόκε πην θαηαλνεηή ζηνπο καζεηέο όηαλ ελζαξξύλνληαη λα 

δηαηππώζνπλ ζε ιέμεηο, δηαγξάκκαηα θαη ζύκβνια όια απηά πνπ έρνπλ θαηαιάβεη. Σν 

δεύηεξν ζεσξεηηθό πιαίζην θάλεη αλαθνξά ζηνπο όξνπο ζπληαθηηθό θαη 

ζεκαζηνινγηθό ζπιινγηζκό. Ο πξώηνο όξνο ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηνλ ηξόπν ρείξηζεο 

ζπκβόισλ κέζα ζηηο αλαπαξαζηάζεηο ηνπ δνζκέλνπ πξνβιήκαηνο πνπ εμάγεη κέζσ 

ησλ κεζόδσλ απόδεημεο ηελ πξόηαζε (Weber & Alcock, 2004). Ο όξνο 

ζεκαζηνινγηθόο ζπιινγηζκόο ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ εηζαγσγή θαη ηε ρξήζε άιισλ 

ζπζηεκάησλ αλαπαξάζηαζεο όπσο δεκηνπξγία παξαδεηγκάησλ γηα ηελ ελαζρόιεζε 

κε ππνθείκελεο καζεκαηηθέο ηδηόηεηεο (Weber & Alcock, 2004). Ζ δηάθξηζε ηνπ 

ζπληαθηηθνύ θαη ζεκαζηνινγηθνύ ζπιινγηζκνύ βνεζνύλ ζηε αλάιπζε ηνπ πόηε νη 

καζεηέο παξακέλνπλ ζε έλα ζύζηεκα αλαπαξαζηάζεσλ θαη πόηε αιιάδνπλ όπσο 

θαίλεηαη θαη ζην παξαπάλσ ζηηγκηόηππν. ηε ζπλέρεηα νη όξνη conceptual insight (CI) 

and technical handle (TH) πξνήιζαλ από ηελ επαλεξκήλεπζε ηνπ ζεσξεηηθνύ 

πιαηζίνπ ησλ Birky et al. (2009) πνπ είρε πξνηαζεί από Raman (2003; Sandefur & 

Mason & Stylianides & Watson, 2013). Σα δύν ζεκαληηθά ζηνηρεία ηεο θαηαζθεπήο 

κίαο απόδεημεο είλαη: 

α) ε εύξεζε ηνπ conceptual insight (CI) δειαδή ε έλλνηα ηεο δνκηθήο ζρέζεο πνπ 

ζρεηίδεηαη κε ηελ αηηία πνπ θαίλεηαη ε πξόηαζε λα είλαη αιεζήο                                               

β) ε εύξεζε ηνπ technical handle (TH) δειαδή ν ηξόπνο ρεηξηζκνύ ή ε ρξήζε ησλ 

δνκηθώλ ζρέζσλ πνπ ππνζηεξίδεη ηε κεηάβαζε ηνπ CI ζε απόδεημε 

Ζ πνιππινθόηεηα ηεο ρξήζεο ελόο παξαδείγκαηνο θαηά ηε δηάξθεηα ηεο απόδεημεο 

νδήγεζε ζε έλα ζεσξεηηθό πιαίζην πνπ ραξαθηεξίδεη ην ξόιν θαη ηε ρξήζε ησλ 

παξαδεηγκάησλ ζηελ απνδεηθηηθή δηαδηθαζία γηα καζεηέο, θνηηεηέο θαη 

καζεκαηηθνύο εξεπλεηέο. Σν ζεσξεηηθό πιαίζην απηό πεξηέρεη σο θύξηεο θαηεγνξίεο 

ην ζθνπό πνπ έρεη έλα παξάδεηγκα, ηα θξηηήξηα επηινγήο, ηα νθέιε από ηε ρξήζε 

ηνπ, ηηο ζηξαηεγηθέο θαη ηηο ζθαισζηέο ζηελ απνδεηθηηθή δηαδηθαζία (Knuth, 

Zaslavsky, & Ellis, 2019). Αθόκε νη ππνθαηεγνξίεο πνπ θαίλνληαη ζην παξαθάησ 

δόκεκα θάλνπλ πην ζαθή ηηο δηάθνξεο πεξηπηώζεηο  πνπ ππάξρνπλ γηα θάζε 

θαηεγνξία. 

     

Καηεγνξία                                             Τπνθαηεγνξίεο 

      

 

 

     θνπόο ηνπ      

  παξαδείγκαηνο 

 

Καηαλόεζε 

δηαηύπσζεο ηεο 

εηθαζίαο 

Έιεγρνο νξζόηεηαο  

Μεηάδνζε ηεο 

νξζόηεηαο  

Δπεμήγεζε κε κία 

αλαπαξάζηαζε 

 

Καηαλόεζε γηαηί ε 

εηθαζία είλαη αιεζήο ή 

όρη 

Άξλεζε ηεο εηθαζίαο 

Γεκηνπξγία λέαο 

εηθαζίαο                                                                                                                                                  

 

Γηεξεύλεζε ηεο 

νξζόηεηαο ηεο 

εηθαζίαο 

Δπηβεβαίσζε 

ησλ ΄΄πηζηεύσ΄΄ 

ηνπ  

Μεηάδνζε ελόο 

γεληθεπκέλνπ 

επηρεηξήκαηνο 
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      Κξηηήξηα     

      επηινγήο   

ζπγθεθξηκέλνπ 

παξαδείγκαηνο 

 

 

Γηαρεηξίζηκα 

εύθνιν παξάδεηγκα 

Ζ 

ειάρηζηε/κηθξόηεξε 

πεξίπησζε πνπ ζα 

κπνξνύζε λα 

επηιεγεί 

Σπραίν 

                                                                                                             

 

 

Πξώηε ζθέςε 

Οηθείν ή γλσζηό 

παξάδεηγκα 

Οξηαθή πεξίπησζε                                                    

 

 

Αζπλήζηζην 

παξάδεηγκα 

Σππηθό 

παξάδεηγκα 

      

    

   Οθέιε από       

    ηε ρξήζε 

παξαδείγκαηνο  

 

Πξόζβαζε ζηελ 

ηδέα/γλώζε 

Γελίθεπζε                                                                                        

 

Αηηηνιόγεζε 

Δπίγλσζε ησλ 

πεξηνξηζκώλ ησλ 

παξαδεηγκάησλ/εθηίκεζε 

ηεο αλάγθεο γηα 

απόδεημε  

                                                                                                                                             

 

Αλαθάιπςε 

ιάζνπο 

 

   

   ηξαηεγηθή   

     θαηά ηε   

    δηάξθεηα   

  ρξήζεο ησλ 

παξαδεηγκάησλ 

 

Δπηινγή πνηθίισλ 

παξαδεηγκάησλ  

Δπηινγή 

ζπζηεκαηηθήο 

παξαιιαγήο 

παξαδεηγκάησλ 

Δπηινγή πνπ 

βαζίδεηαη ζε 

καζεκαηηθέο 

ηδηόηεηεο                                                 

 

Αλαδήηεζε 

αληηπαξαδεηγκάησλ 

θαισζηά ζηελ ηππηθή 

δηαδηθαζία 

Καηαζθεπή ηππηθήο 

δηαηύπσζεο κέζσ 

παξαδεηγκάησλ                                                                                        

 

Σπραία 

ραξαθηεξηζηηθά/ 

αλαδήηεζε 

κνηίβνπ 

Πξνζπάζεηα λα 

δεη θαλείο ηα 

παξαδείγκαηα 

κέζσ νπηηθήο 

γσλίαο πνπ 

εζηηάδεη ζηε 

δνκή 

Αλεπίζεκε 

επαγσγή 

 

 

Μεηάβαζε/θαισζηά 

 
Από ηα 

παξαδείγκαηα ζηε 

γελίθεπζε ή ζηελ 

επίζεκε απόδεημε 

Από ηε γελίθεπζε ή 

ηελ επίζεκε 

απόδεημε ζηα 

παξαδείγκαηα        

                                                                              

 
Από παξαδείγκαηα ζε 

παξαδείγκαηα 

Από ηε κία ηδέα ηεο 

εηθαζίαο ζηελ άιιε                  

 
Από ηελ 

αλαδήηεζε ζηε 

δηαθνπή ηεο 

αλαδήηεζεο 

 

Οη καζεηέο παξαηεξώληαο ηα παξαδείγκαηα πξνζπαζνύλ λα θηάζνπλ ζηε γελίθεπζε 

ε νπνία, ζύκθσλα κε ηνπο Bills θαη Rowland (1999) είλαη είηε εκπεηξηθή είηε δνκηθή. 

πγθεθξηκέλα, νη γεληθεύζεηο πνπ δεκηνπξγνύληαη από έλα κηθξό αξηζκό 

πεξηπηώζεσλ ή παξαηεξήζεσλ βαζηδόκελεο ζηα απνηειέζκαηα ή ζηηο 

παξαηεξνύκελεο ζρέζεηο νλνκάδνληαη εκπεηξηθέο – empirical generalization. Οη 

δνκηθέο γεληθεύζεηο - structural generalizations πεξηγξάθνληαη σο γεληθεύζεηο πνπ 

βαζίδνληαη ζε έλα παξάδεηγκα ην νπνίν ρξεζηκνπνηείηαη σο γεληθεπκέλν 
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αληηπξόζσπν κίαο θιάζεο, εζηηαζκέλν ζε ππνθείκελεο έλλνηεο, δνκέο ή ηδηόηεηεο. Ο 

Harrel (2001) κε ηε ζεηξά ηνπ αλαγλώξηζε κία απιή δηάθξηζε ζηηο γεληθεύζεηο ησλ 

καζεηώλ κε βάζε ηελ καζεκαηηθή επαγσγή. ηνλ έλαλ ηύπν γελίθεπζεο νη καζεηέο 

εζηηάδνπλ ζηελ ΄΄θαλνληθόηεηα΄΄ ησλ απνηειεζκάησλ πνπ νλνκάδεηαη result pattern 

generalization, ελώ ζηνλ άιινλ ηύπν εζηηάδνπλ ζηελ ΄΄θαλνληθόηεηα΄΄ ηεο 

δηαδηθαζίαο θαη είλαη ν όξνο process pattern generalization. ιεο νη παξαπάλσ 

δηαθξίζεηο ησλ γεληθεύζεσλ έρνπλ ζθνπό λα αλαδείμνπλ όηη ν θάζε καζεηήο κπνξεί 

λα γεληθεύζεη κε δηαθνξεηηθό ηξόπν θαη λα εζηηάζεη είηε ζηε δηαδηθαζία είηε ζην 

απνηέιεζκα γηα λα θαηαιήμεη ζην δεηνύκελν. 

Ζ θύζε ηνπ γελεζηνπξγνύ παξαδείγκαηνο όπσο αλαθέξεζεθε παξαπάλσ είλαη 

αζαθήο. Γηα απηό ην ιόγν νη Reid θαη Vargas (2018) παξαζέηνπλ δύν θξηηήξηα πνπ 

πιεξνύλ ηα παξαδείγκαηα γηα λα είλαη γελεζηνπξγά. 

i) Έλδεημε ηεο αληίιεςεο ηεο γεληθόηεηαο – επηρείξεκα πνπ πεξηέρεη ην γεληθό 

ηζρπξηζκό πνπ ζα απνδεηρζεί  

ii) Μαζεκαηηθή αηηηνιόγεζε – επηρείξεκα πνπ πεξηέρεη καζεκαηηθή αηηηνιόγεζε 

βαζηδόκελν ζηνλ ηζρπξηζκό πνπ πξνζθέξεη ην παξάδεηγκα αιιά θαη ηε ζθαισζηά από 

ηελ αηηηνιόγεζε απηή ζηε γεληθή πεξίπησζε 

Ζ πξώηε δηάζηαζε ηεο θύζεο ηνπ γελεζηνπξγνύ παξαδείγκαηνο αλαδεηθλύεη όηη νη 

καζεηέο εξγάδνληαη κε γεληθεπκέλα επηρεηξήκαηα –general argument πνπ ηζρύνπλ γηα 

όιεο ηηο πεξηπηώζεηο πνπ πεξηιακβάλνληαη ζηελ εηθαζία. Ζ δεύηεξε δηάζηαζε 

αλαδεηθλύεη κε καζεκαηηθή αηηηνιόγεζε ηνλ ιόγν πνπ όιεο νη πεξηπηώζεηο 

παξαδεηγκάησλ έρνπλ ηελ ίδηα δνκή θαη δελ βαζίδνληαη κόλν ζην πξόβιεκα αιιά θαη 

ζηε γλώζε εθείλεο ηεο ζηηγκήο. 

Σα παξαδείγκαηα πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη θαηά ηε δηάξθεηα ηεο δηδαζθαιίαο κπνξεί λα 

δεκηνπξγεζνύλ είηε από ηνλ καζεηή είηε από ηνλ εθπαηδεπηηθό. Δίλαη εύινγν όηη ε 

πεγή από ηελ νπνία παξέρνληαη ή θηηάρλνληαη παίδεη ξόιν ζηε δηαδηθαζία ηεο 

γελίθεπζεο. Έηζη, ζύκθσλα κε ηνπο Zaslavsky,Aricha-Metzer,Thoms, Sabouri θαη 

Brulhardt (2016) άιιε κία θαηεγνξία ρξήζεο παξαδεηγκάησλ ζηελ εηθαζία θαη ζηελ 

απόδεημε είλαη ε πεγή από ηελ νπνία ρξεζηκνπνηνύληαη ηα παξαδείγκαηα, κε 

απνηέιεζκα λα δεκηνπξγνύληαη νη δύν παξαθάησ θαηεγνξίεο :                                                                                                                              

i) ηα παξαδείγκαηα πνπ δεκηνπξγνύληαη από ηνπο καζεηέο                                                                                                                          

ii) ηα παξαδείγκαηα πνπ παξέρνληαη από ηνπο εξεπλεηέο  

Σα παξαδείγκαηα πνπ παξέρνληαη από ηνπο εξεπλεηέο (Zaslavsky, 2014) ζεσξνύληαη 

από απηνύο γελεζηνπξγά ππό ηελ έλλνηα ηεο ελδερόκελεο κεηάβαζεο ζηελ θύξηα ηδέα 

ηεο απόδεημεο. ιεο νη πεξηπηώζεηο γελεζηνπξγώλ παξαδεηγκάησλ πνπ παξέρνληαη 

από ηνλ εξεπλεηή θαηεγνξηνπνύληαη ζύκθσλα κε ηα παξαθάησ (Zaslavsky, Aricha-

Metzer, Thoms, Sabouri, & Brulhardt, 2016) :                                                                                                           

i) Generic treatment of Example(s) (γεληθεπκέλε ρξήζε παξαδεηγκάησλ)                                  
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ii) Contribution of Example(s) to Proving (ζπλεηζθνξά παξαδεηγκάησλ ζηελ 

απόδεημε) 

Ζ πξώηε θαηεγνξία παξαδεηγκάησλ ζρεηίδεηαη κε ηε δηαρείξηζε ηνπο από ηνπο 

καζεηέο. ηελ πεξίπησζε πνπ ηα δηαρεηξίδνληαη κε εηδηθό ηξόπν (non-generic 

treatment) ηα παξαδείγκαηα απηά ρξεζηκνπνηνύληαη γηα επηβεβαίσζε. Αληίζεηα, αλ ηα 

παξαδείγκαηα ρξεζηκνπνηνύληαη κε γεληθεπκέλν ηξόπν (generic treatment of 

example(s)) ηόηε θαηαλνείηαη ε θύξηα ηδέα ηεο απόδεημεο ή αληηκεησπίδεηαη ην 

ζπγθεθξηκέλν σο γεληθό. Ζ δεύηεξε θαηεγνξία ζηνρεύεη ζηελ απάληεζε ηεο  

εξώηεζεο : Ζ ρξήζε ησλ παξαδεηγκάησλ είλαη παξαγσγηθή γηα ηελ απόδεημε; Οη 

παξαθάησ ππνθαηεγνξίεο ηνπ Contribution of Example(s) to Proving είλαη :  

i) Productive for Constructing a deductive argument - παξαγσγηθά παξαδείγκαηα γηα 

ηελ θαηαζθεπή επηρεηξήκαηνο (ΠΚ), δειαδή ν καζεηήο είηε ρξεζηκνπνηεί ηα 

παξαδείγκαηα κε παξαγσγηθό ηξόπν έηζη ώζηε λα θαηαζθεπάζεη έλα general 

argument είηε ε απόδεημε βαζίδεηαη κεξηθώο ή νιηθώο ζηηο ηδέεο πνπ πξνήιζαλ από 

ηα παξαδείγκαηα                                                                                                                 

ii) Productive for Understanding a general argument – παξαγσγηθά παξαδείγκαηα γηα 

ηελ εκπέδσζε ηνπ γεληθεπκέλνπ επηρεηξήκαηνο (ΠΔ), δειαδή ν καζεηήο δελ κπνξεί 

λα θαηαζθεπάζεη ηελ απόδεημε κε έλα παξαγσγηθό επηρείξεκα αιιά κπνξεί λα 

θαηαλνήζεη ην επηρείξεκα ή ηελ εμήγεζε ρξεζηκνπνηώληαο παξαδείγκαηα                                                                 

iii) Non-Productive for Proving – κε παξαγσγηθά παξαδείγκαηα γηα απόδεημε (ΜΠ), 

δειαδή ν καζεηήο ρξεζηκνπνηεί ηα παξαδείγκαηα κε κε παξαγσγηθό ηξόπν θαη δελ 

κπνξεί λα θαηαζθεπάζεη ή λα θαηαλνήζεη έλα παξαγσγηθό επηρείξεκα 

Από ηα παξαπάλσ ζεσξεηηθά δνκήκαηα, ζηε ζπγθεθξηκέλε εξγαζία ζα δνζεί 

παξαπάλσ έκθαζε ζηα είδε ηεο ρξήζεο ησλ παξαδεηγκάησλ, ζηα θξηηήξηα πνπ 

πιεξνύλ ηα γελεζηνπξγά παξαδείγκαηα, ζηα είδε ησλ παξαδεηγκάησλ αλάινγα κε ηελ 

πεγή πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη θαη ζηηο θαηεγνξίεο ρξήζεο ησλ παξαδεηγκάησλ κε 

ζθνπό ηε γελίθεπζε. 

2.3 Οπηηθνπνίεζε – εξγαιεία  

2.3.1 Αλαπαξαζηάζεηο 

Κάζε καζεηήο γηα λα κπνξέζεη λα επηρεηξεκαηνινγήζεη ή λα απνδείμεη κε 

γεληθεπκέλν ηξόπν κία εηθαζία ζα πξέπεη λα αηηηνινγήζεη ηε ζθέςε ηνπ πξνεξρόκελε 

απν θάπνην δεδνκέλν ηνπ πξνβιήκαηνο ην νπνίν κπνξεί λα είλαη είηε κία καζεκαηηθή 

αιγεβξηθή ζρέζε είηε κία νπηηθή αλαπαξάζηαζε. Oη θαλόλεο θαη νη λόξκεο πνπ 

ξπζκίδνπλ ηε ρξήζε νπηηθώλ αλαπαξαζηάζεσλ ζην ζρνιείν πξέπεη λα ζεσξνύληαη 

θαίξηαο ζεκαζίαο ζηνηρεία ζηε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθώλ ζε αληίζεζε κε ηελ 

ππόζεζε όηη νη καζεηέο ηα θαηαιαβαίλνπλ θαη ηα καζαίλνπλ ζησπειά (David & 

Tomaz, 2012). Οι καζεηέο αξθεηά ζπρλά δεκηνπξγνύλ επηρεηξήκαηα παξαπέκπνληαο 

ζε ζαθείο πεγέο όπσο αληηθείκελα, ζρέδηα θαη δηαγξάκκαηα. Απηέο νη παξαπνκπέο 
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ρξεζηκνπνηνύληαη γηα λα ελζαξθώζνπλ αληηθείκελα ηα νπνία ζα ρξεζηκνπνηεζνύλ ζε 

ηζρπξηζκνύο (Yopp & Ely, 2015). Ζ ρξήζε ηνπο είλαη αξθεηά ζεκαληηθή γηαηί κία 

εηθόλα ή έλα δηάγξακκα κπνξεί λα ΄΄δέζεη΄΄ ζθέςεηο κε ραξαθηεξηζηηθά θαη 

ιεπηνκέξεηεο αζύλδεηεο (Presmeg,1986; Arcavi, 2003). ύκθσλα κε ηνλ Weber 

(2009) ν καζεηήο κπνξεί λα αλαπηύμεη άηππεο αλαπαξαζηάζεηο καζεκαηηθώλ ελλνηώλ 

όπσο δηαγξάκκαηα, γξαθηθέο παξαζηάζεηο ή πξσηόηππα παξαδείγκαηα θαη κπνξεί λα 

ηα ρξεζηκνπνηήζεη σο βάζε γηα καζεκαηηθή αηηηνιόγεζε. Αλ κία εηθαζία 

παξνπζηαζηεί κε δηαγξάκκαηα ή ρεηξαπηηθά κέζα ηόηε ε αλαπαξάζηαζε απηή κπνξεί 

λα ηθαλνπνηεί κία θιάζε αληηθεηκέλσλ (Yopp & Ely, 2015). Έηζη, ην ζπκπέξαζκα 

απηνύ ηνπ ηζρπξηζκνύ θαίλεηαη όηη αθνινπζεί ηε δνκή ηεο αλαπαξάζηαζεο κε 

απνηέιεζκα έλα επηρείξεκα λα δεκηνπξγεζεί. 

ύκθσλα κε ηνπο Adams θαη Victor (1993;Arcavi ,2003) ε δπλαηόηεηα ηεο όξαζεο 

είλαη ε πην ζεκαληηθή πεγή πιεξνθνξίαο ζηνλ θόζκν. Κάζε άλζξσπνο παξαθηλεί ηνλ 

εαπηό ηνπ θαη θηινδνμεί λα δεη όρη κόλν απηό πνπ είλαη ΄΄θαλεξό΄΄ αιιά θαη απηό πνπ 

δελ είλαη ηθαλόο λα παξαηεξήζεη (Arcavi, 2003). Ζ νπηηθνπνίεζε έρεη έλα ηζρπξό θαη 

ζπκπιεξσκαηηθό ξόιν πνπ αλαδεηθλύνληαη ζε ηξεηο δηαζηάζεηο : 

i) ππνζηήξημε θαη δηεπθξίλεζε ησλ ζπκβνιηθώλ απνηειεζκάησλ (θαη πηζαλή 

θαηαζθεπή απόδεημεο)                                                                                                                       

ii) πηζαλόο ηξόπνο επίιπζεο ηεο δηακάρεο κεηαμύ νξζώλ ζπκβνιηθώλ ιύζεσλ θαη 

ιαλζαζκέλεο δηαίζζεζεο                                                                                                           

iii) ηξόπνο βνήζεηαο γηα λέν μεθίλεκα κε ελλνηνινγηθή ζεκειίσζε πνπ κπνξεί λα 

πξαγκαηνπνηεζεί κέζσ επίζεκσλ ιύζεσλ   

H Γεσκεηξία ζρεηίδεηαη κε λνεηηθέο νληόηεηεο (ηα ιεγόκελα γεσκεηξηθά ζρήκαηα) νη 

νπνίεο έρνπλ ηαπηόρξνλα ελλνηνινγηθό θαη ζρεκαηηθό ραξαθηήξα. ηε ζπκβίσζε ηεο 

έλλνηαο θαη ηνπ ζρήκαηνο, ε εηθόλα σζεί ηε ζθέςε ζε λέεο θαηεπζύλζεηο θαη απηή ε 

δηηηή θύζε πξνθαιεί έληαζε. Σηο πεξηζζόηεξεο θνξέο ε έληαζε απηή βνεζά, όκσο 

ππάξρνπλ πεξηπηώζεηο πνπ θαζπζηεξεί ηελ θαηαλόεζε ηεο δνκήο ή ησλ γεληθώλ 

ραξαθηεξηζηηθώλ πνπ κπνξεί λα δεη κέζσ απηώλ (Zaslavsky, 2018). Παξά ηελ 

νπζηώδε ρξεζηκόηεηα ησλ νπηηθώλ αλαπαξαζηάζεσλ ε Presmeg (2006) ζπκπέξαλε 

όηη ε έξεπλα γηα ηνλ ηξόπν επίδξαζεο ηνπο ζηε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθώλ είλαη ζε 

κεγάιν βαζκό παξακειεκέλε. Απηό δελ ζεκαίλεη όηη αλ πξνζηεζνύλ πεξηζζόηεξεο 

νπηηθέο αλαπαξαζηάζεηο ζηε δηδαζθαιία ζα βνεζήζεη ζίγνπξα κε επνηθνδνκεηηθό 

ηξόπν, ιόγσ ηεο εμάξηεζεο ηνπο από πνιιέο παξακέηξνπο. ύκθσλα κε ηνπο  David 

θαη Tomaz (2012) ε δηδαζθαιία κε πεξηζζόηεξε Γεσκεηξία θαη πεξηζζόηεξε ρξήζε 

νπηηθώλ αλαπαξαζηάζεσλ θαη γσκεηξηθώλ δνκώλ ζηηο ηάμεηο, δελ εμαζθαιίδεη ηε 

ζπλεηζθνξά ζηε δηεπθόιπλζε ηεο νπηηθνπνίεζεο. Γηα παξάδεηγκα, κπνξεί θάπνηνη 

καζεηέο λα αθνινπζνύλ κία ζεηξά βεκάησλ γηα ηελ θαηαζθεπή ελόο 

πξνθαζνξηζκέλνπ γεσκεηξηθνύ αληηθεηκέλνπ ρσξίο όκσο λα θαηαλννύλ ηη αθξηβώο 

θάλνπλ. Λίγεο εξεπλεηηθέο εξγαζίεο έρνπλ εμεηάζεη ηνλ ηξόπν πνπ κπνξεί λα 
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αμηνπνηήζεη ε εθπαίδεπζε ηε ρξήζε θαη ηελ ηζρύ ηεο νπηηθνπνίεζεο. (David & 

Tomaz, 2012). 

2.3.2 Θεσξία Γξαζηεξηόηεηαο – Δξγαιεία 

Οη µαζεηέο έρνπλ ηε ηάζε λα αλαδεηνύλ θαλνληθόηεηεο, λα ζθέθηνληαη θαη λα 

επεμεξγάδνληαη δνκέο έηζη ώζηε λα ηηο θαηαλνήζνπλ,όπσο θαη λα ζπλδέζνπλ 

καζεκαηηθά αληηθείκελα θαη ηδέεο κε αλαπαξαζηάζεηο. ύκθσλα κε ηελ έξεπλα ησλ 

David θαη Tomaz (2012), νη καζεηέο θαίλεηαη λα έρνπλ κία εζσηεξηθή αληίθαζε 

κεηαμύ ησλ αθεξεκέλσλ καζεκαηηθώλ ηδεώλ θαη ησλ εκπεηξηθώλ αλαπαξαζηάζεσλ ε 

νπνία νδεγεί ζε κία απξόβιεπηε κάζεζε γηα ηνπο καζεηέο όζν θαη γηα ηνλ 

εθπαηδεπηηθό θαη ηνπο εξεπλεηέο. Ζ ζύλδεζε κεηαμύ ηνπο πξαγκαηνπνηείηαη ζπλήζσο 

κε θαηάιιειε ρξήζε πεγώλ θαη εξγαιείσλ. Έηζη νη καζεηέο μεθηλώληαο από 

εξσηήµαηα, πξνβιήµαηα ή άγλσζηεο θαηαζηάζεηο αλαπηύζζνπλ ππνζέζεηο, 

επεμεξγάδνληαη, πεηξακαηίδνληαη κε ζθνπό λα ηεθµεξηώζνπλ γηα ηελ νξζόηεηα ηεο 

εηθαζίαο ηνπο θαη λα γεληθεύζνπλ.                                                                                                  

Ζ παξαθάησ ηξηγσληθή αλαπαξάζηαζε (Vygotsky, L.S., 1978) αλαδεηθλύεη ηε 

δηακεζνιάβεζε (mediation, Υ) ηνπ εξεζίζκαηνο (stimulus, S) θαη ηεο αληίδξαζεο 

(response, R) κέζσ ησλ ΄΄ςπρνινγηθώλ΄΄ εξγαιείσλ (pshyclogical tools).                                                                  

 

 

 

 

 

Σα εξγαιεία απηά (Vygotsky, 1979) κπνξεί λα είλαη γηα παξάδεηγκα ε πξνθνξηθή 

γιώζζα, δηάθνξα ζπζηήκαηα κέηξεζεο, κλεκνληθνί θαλόλεο, ζπζηήκαηα αιγεβξηθώλ 

ζπκβόισλ, ζρήκαηα, δηαγξάκκαηα θηι. Ο Cole (1996) ζην Mali (2006) αλαπαξήγαγε 

ηε ηξηγσληθή αλαπαξάζηαζε δηακεζνιάβεζεο ηνπ Vygotsky βαζηδόκελνο ζηελ 

αλζξώπηλε δξάζε, κε απόξξνηα λα απνηειεί ηελ ΄΄πξώηε δεκηνπξγία κνληέινπ 

Θεσξίαο  Γξαζηεξηόηεηαο ΄΄. Ζ παξαθάησ εηθόλα αλαδεηθλύεη ην ππνθείκελν (ν ίδηνο 

ν καζεηήο ή θάπνηα νκάδα) ην νπνίν δξα ζην αληηθείκελν ηεο κάζεζεο (ζηόρνη, 

θίλεηξα) ρξεζηκνπνηώληαο δηακεζνιαβεηηθά εξγαιεία (πξνθνξηθόο, γξαπηόο ιόγνο, 

αλαπαξαζηάζεηο, εηθόλεο θηι). 
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ύκθσλα κε ηελ έξεπλα ησλ David θαη Tomaz (2012), νη αλαπαξαζηάζεηο ζηε 

καζεκαηηθή δξαζηεξηόηεηα άιινηε έρνπλ ην ξόιν ηνπ εξγαιείνπ θαη άιινηε ηνπ 

αληηθεηκέλνπ ηεο δξαζηεξηόηεηαο ρσξίο λα είλαη πξνζρεδηαζκέλν από ηνλ 

εθπαηδεπηηθό ή λα απνηειεί πξσηαξρηθό ηνπ ζηόρν. Απηό ζεκαίλεη όηη ε 

αλαπαξάζηαζε δελ είλαη απαξαίηεηα πάληα έλα εξγαιείν, κπνξεί θαηά ηε δηάξθεηα 

ηεο δξαζηεξηόηεηαο λα αιιάδεη ξόινπο αλάινγα κε ηα δεδνκέλα, ηα δεηνύκελα θαη 

ηηο ζθέςεηο ησλ καζεηώλ. Πην ζπγθεθξηκέλα, θαηά ηελ Θεσξία Γξαζηεξηόηεηαο ε 

ζρέζε ππνθεηµέλνπ θαη αληηθεηµέλνπ δελ είλαη άµεζε αιιά πξαγµαηνπνηείηαη µε ηε 

δηαµεζνιάβεζε εξγαιείσλ (artifacts).Σα εξγαιεία απηά είλαη πεγέο πνπ 

ρξεζηκνπνηνύληαη γηα λα βειηηώζνπλ ηε γλώζε θαη ηηο δεμηόηεηεο ησλ καζεηώλ όπσο 

θαη λα δηεπθνιύλνπλ ηελ εκπέδσζε ηεο γλώζεο. ύκθσλα κε ηνπο David θαη Tomaz 

(2012) κία ππνθαηεγνξία ησλ εξγαιείσλ απνηεινύλ ηα mediating artifacts-

ηερλνπξγήκαηα δηακεζνιαβεζεο, δειαδή αληηθείκελα (κέζα) ηεο δηδαζθαιίαο πνπ 

ζρεηίδνληαη κε ηελ νπηηθνπνίεζε (όπσο νπηηθέο αλαπαξαζηάζεηο, εηθόλεο θαη 

ζρήκαηα). Σα εξγαιεία απηά αθόκε κπνξεί λα είλαη ςεθηαθά κε απνηέιεζκα ε 

δπλακηθόηεηα πνπ πξνζθέξνπλ λα βνεζήζνπλ ζε κεγαιύηεξν βαζκό ην καζεηή. Δίλαη 

δεδνκέλν όηη ε εηζαγσγή ησλ ςεθηαθώλ ηερλνινγηώλ ζηηο ζρνιηθέο ηάμεηο θαη ζηε 

ζρνιηθή δσή είλαη κέξνο ηεο εθπαηδεπηηθήο πξαγκαηηθόηεηαο. ύκθσλα κε ηνλ 

Arcavi (2003) ε ηερλνινγία έρεη αλαπηπρζεί αξθεηά θαη κε ηέηνην ηξόπν ώζηε λα 

μεπεξλά ηνπο πεξηνξηζκνύο πνπ έρεη έλαο καζεηήο θαη λα κπνξέζεη λα παξαηεξήζεη 

θάηη πνπ είλαη θξπκκέλν ζηηο νπηηθέο αλαπαξαζηάζεηο. Ζ ηερλνινγία δελ ηθαλνπνηεί 

κόλν ηελ επηζπκία ησλ καζεηώλ λα δνπλ, λα παξαηεξήζνπλ, λα δηαζθεδάζνπλ αιιά 

ηαπηόρξνλα θαη λα θαηαλνήζνπλ αθνύ απνηειεί έλαπζκα γηα εξσηήζεηο πνπ πηζαλόλ 

λα κελ ηίζνληαλ ρσξίο ηε ρξήζε ηεο.  

2.3.4 Γεσπίλαθαο 

Κάπνηα ηερλνινγηθά εξγαιεία όπσο ν γεσπίλαθαο κπνξνύλ λα αλαπηύμνπλ νπηηθά 

κέζα γηα λα δεη θαλείο θαιύηεξα ηηο καζεκαηηθέο έλλνηεο θαη ηδέεο. Ο γεσπίλαθαο 

είλαη έλα ρξήζηκν εξγαιείν γηα ηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ θαη γηα εξεπλεηηθέο 

πξνζεγγίζεηο (Carroll, 1992). Δζηηάδεη ζηε βαζύηεξε θαηαλόεζε καζεκαηηθώλ 

ελλνηώλ πξηλ ν ρξήζηεο ελαζρνιεζεί κε ηηο πην αθεξεκέλεο. Ο ςεθηαθόο γεσπίλαθαο 

είλαη κία εθαξκνγή πνπ ππάξρεη ζε νπνηνδήπνηε ςεθηαθό κέζν όπσο ειεθηξνληθόο 

ππνινγηζηήο, ηάκπιεη ε νπνία ζπκίδεη ην θπζηθό γεσπίλαθα. Οη καζεηέο έρνπλ ηε 

δπλαηόηεηα λα ρεηξίδνληαη ζρήκαηα όπσο παξαιιειόγξακκα, πνιύγσλα, λα γξάθνπλ 

ηνπο ππνινγηζκνύο ή ηηο εμεγήζεηο ηνπο αιιά θαη λα κπνξνύλ λα κνηξάδνληαη ηελ 

εξγαζία ηνπο κε ηνλ εθπαηδεπηηθό κέζσ θνηλόρξεζηεο πιαηθόξκαο ή λα ηελ 

παξνπζηάδνπλ κέζσ ελόο πξνηδέθηνξα ζε κία ηάμε. Ο θπζηθόο γεσπίλαθαο ήηαλ θαη 

είλαη αθόκε έλα εύρξεζην εξγαιείν γηα ζρεδίαζε ζηηο παξαδνζηαθέο ηάμεηο. Ζ 

ςεθηαθή ηνπ έθδνζε είλαη ην ίδην ίζσο θαη παξαπάλσ εύρξεζηε αθνύ νη καζεηέο 

ιόγσ ηεο επρέξεηαο ηνπο κε ηνπο ππνινγηζηέο θαη ηηο ηερλνινγίεο ζα ην 

ρξεζηκνπνηνύλ επθνιόηεξα. Αθόκε δηαζέηεη πνιιέο παξαπάλσ δπλαηόηεηεο, όπσο λα 

δηπιαζηάδεη ηα ήδε θαηαζθεπαζκέλα ζρήκαηα θαη λα δηαρσξίδεη ηελ επηθάλεηα ηνπο 
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κε δηαθνξεηηθά ρξώκαηα έηζη ώζηε λα είλαη δηαθξηηά. Ζ παξαθάησ εηθόλα 

αλαδεηθλύεη ηηο βαζηθέο ιεηηνπξγίεο ηνπ ςεθηαθνύ γεσπίλαθα : 

 

ύκθσλα κε ηνπο Bjørkås θαη van den Heuvel-Panhuizen (2019) κέζσ ηνπ ςεθηαθνύ 

εξγαιείνπ γίλνληαη εκθαλείο όιεο νη δηαθνξεηηθέο ζηξαηεγηθέο ησλ καζεηώλ κε 

απνηέιεζκα λα αμηνπνηνύληαη κε θαηάιιειν ηξόπν γηα ην ζθνπό ηεο δξαζηεξηόηεηαο. 

Ο γεσπίλαθαο ελζαξξύλεη ηνπο καζεηέο λα ζθεθηνύλ ηηο ζηξαηεγηθέο ηνπο θαη λα 

εμεγνύλ κε πνην ηξόπν βξήθαλ ηελ απάληεζε, όπσο θαη όηη ε δπλακηθόηεηα ηνπ δίλεη 

αλαηξνθνδόηεζε κε απνηέιεζκα ε αιιειεπίδξαζε απηή λα πξνζθέξεη ζεηηθά 

απνηειέζκαηα. Δθηόο από ην ςεθηαθό εξγαιείν, ε ζπδήηεζε θαη ε αιιειεπίδξαζε 

κεηαμύ ησλ καζεηώλ θαη ηνπ εθπαηδεπηηθνύ ηνπο σζεί λα ζθεθηνύλ θαη λα 

θαηαλνήζνπλ βαζύηεξα ηε ζηξαηεγηθή ηνπο. ηόρνο ηεο ρξήζεο ηνπ ςεθηαθνύ 

γεσπίλαθα είλαη λα εκπλεύζεη θαη λα ελεξγνπνηήζεη ην θάζε άηνκν μερσξηζηά λα 

αλαθαιύςεη θαη λα αλαπηύμεη ηελ καζεκαηηθή απηνπεπνίζεζε θαη ηθαλόηεηα ηνπ 

(Carroll, 1992). 

2.3.5 Αιιειεπίδξαζε – πλεξγαζία 

πσο αλαθέξζεθε πξνεγνπκέλσο ε ζπδήηεζε κεηαμύ ησλ καζεηώλ θαη ηνπ 

εθπαηδεπηηθνύ βνεζά ζηελ αληαιιαγή απόςεσλ θαη ζθέςεσλ κε απόξξνηα ηελ 

εμέιημε θάπνηα εηθαζίαο ζε γελίθεπζε είηε ηελ απόξξηςε ηεο κε θάπνην 

αληηπαξάδεηγκα. εκαληηθό ξόιν παίδεη ζηελ ηάμε θαη ν εθπαηδεπηηθόο, νη δξάζεηο 

ηνπ νπνίνπ έρνπλ αληίθηππν ζηηο ζθέςεηο ησλ καζεηώλ αιιά θαη ζηνλ ηξόπν πνπ ζα 

θαηαζθεπάζνπλ θάζε είδνπο απόδεημε (άηππε ή ηππηθή) (Martin & McCrone, 2003). 

Σα γεγνλόηα πνπ ζπκβαίλνπλ ζηελ ηαμε δελ είλαη ζπγθεθξηκέλα πάληα νύηε 

εζηηαζκέλα ζηνλ θάζε καζεηή ή ηε ζπιινγηθή πξνζπάζεηα ηεο νκάδαο ηνπ. Οη 

ζθέςεηο θαη νη δξάζεηο ησλ καζεηώλ θαη θαη’επέθηαζε ηεο νκάδαο ηνπ είλαη 
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απζόξκεηεο κε απνηέιεζκα ν εθπαηδεπηηθόο λα δξα αληίζηνηρα. ύκθσλα κε ηνπο 

Lampert θαη Cobb (2003; Mueller & Yankelewitz & Maher, 2012), ε δπλαηόηεηα πνπ 

παξέρεηαη ζηνπο καζεηέο λα εθθξάζνπλ θαη λα ζπδεηήζνπλ ηηο ηδέεο ηνπο κε άιινπο 

(είηε κε ηνπο ζπκκαζεηέο ηνπο, είηε κε ηνλ εθπαηδεπηηθό) κπνξεί λα αλαπηύμεη πην 

εύθνια ηε καζεκαηηθή αηηηνιόγεζε. ύκθσλα κε ηνπο Howe θ.α (2007; Mueller & 

Yankelewitz & Maher, 2012) ηα πην επηηπρεκέλα παξαδείγκαηα ζπλεξγαζίαο 

ζπκβαίλνπλ όηαλ νη καζεηέο πξνηείλνπλ ηδέεο θαη ηελ αηηηνινγεί ν έλαο ζηνλ άιινλ. 

ε απηέο ηηο πεξηπηώζεηο νη αληηθξνπόκελεο γλώκεο σζνύλ ηνπο καζεηέο λα 

επηιύζνπλ ην πεξίπινθν πξόβιεκα έηζη ώζηε λα θαηαθέξνπλ λα ζπκθσλήζνπλ. 

Αθόκε, ε ζπλεξγαζία είλαη πην επνηθνδνκεηηθή όηαλ ν εθπαηδεπηηθόο παξεκβαίλεη 

θαη επηηξέπεη ζηνπο καζεηέο λα πάξνπλ πξσηνβνπιίεο κε απνηέιεζκα λα έρνπλ 

απηνπεπνίζεζε γηα ηελ επίιπζε ησλ δξαζηεξηνηήησλ. Δπεμεγεκαηηθά, ν 

εθπαηδεπηηθόο βνεζά ηνπο καζεηέο  κε ζθνπό λα ζπλεξγαζηνύλ κε απνηειεζκαηηθό 

ηξόπν θαη επεμεγεί ρξεζηκνπνηνώληαο ην σο ΄΄ςπρνινγηθό΄΄ εξγαιείν πνπ 

ζπλεηζθέξεη ζηελ αλάπηπμε ηεο αηηηνιόγεζεο. (Mercer, 2008; Mueller & Yankelewitz 

& Maher, 2012). Ζ γλώζε ζπρλά απνθηάηαη κε ηηο νδεγίεο ησλ εηδηθώλ ή πην 

έκπεηξσλ πεγώλ (Vygotsky,1978; Martin, McCrone & Bower, 2005) θαη ε 

αιιειεπίδξαζε κέζα ζηελ ηάμε απνηειεί γόληκν έδαθνο γηα λα εμεξεπλήζεη θαλείο ηε 

βαζύηεξε θαηαλόεζε ελόο καζεκαηηθνύ αληηθεηκέλνπ. Αλαιύνληαο ηηο δξάζεηο ηνπ 

εθπαηδεπηηθνύ θαη ησλ καζεηώλ απνθηάηαη πιεξνθνξία κε ηελ νπνία αλαθαιύπηεηαη 

ηη πξνθαιεί ηα γεγνλόηα αιιά θαη πνηα εκπόδηα κπνξεί λα εκθαληζηνύλ ζηε 

κεηάβαζε γηα ηε καζεκαηηθή απόδεημε. Οη απνθάζεηο ηνπ εθπαηδεπηηθνύ επεξεάδνπλ 

αιιά θαη επεξεάδνληαη από ηα κέιε ηεο ηάμεο, ηε δνκή ηεο θαη ηηο νκάδεο πνπ 

δηακνξθώζεθαλ. Απηό ζεκαίλεη όηη νη καζεηέο θαη γεληθά όιε ε ηάμε αιιειεπηδξά 

κε ηνλ εθπαηδεπηηθό όπσο θαη ην αληίζηξνθν. Ζ ζύλδεζε θαη ε αιιειεπίδξαζε 

κεηαμύ κειώλ θάπνηαο νκάδαο θαη καζεηώλ κε εθπαηδεπηηθό απνηειεί έλα ζεκαληηθό 

θξίθν ζηελ εμέιημε ηεο ζθέςεο ησλ καζεηώλ, ζηε δεκηνπξγία ή απόξξηςε ησλ 

εηθαζηώλ κε πηζαλή θαηάιεμε ηε γελίθεπζε ή κία καζεκαηηθή απόδεημε. 

πλνπηηθά, ε έξεπλα απηή ζα εμεηάζεη αλ ηα γελεζηνπξγά παξαδείγκαηα πνπ 

παξέρνληαη είηε από ηνλ εξεπλεηή είηε από ηνπο καζεηέο κπνξνύλ λα βνεζήζνπλ ή λα 

εκπνδίζνπλ ηνπο καζεηέο λα γεληθεύζνπλ κε ζηόρν ηε κεηάβαζε ζηελ απόδεημε. Πην 

ζπγθεθξηκέλα, ε ρξήζε απηώλ ησλ παξαδεηγκάησλ θάλεη νξαηέο ηηο ηδηόηεηεο θαη ηε 

δνκή ηνπο κε απόξξνηα νη καζεηέο λα εηθάδνπλ ζηελ πξνζπάζεηα λα γεληθεύζνπλ. 

Απηό κε ηε ζεηξά ηνπ, ηνπο σζεί ζηε δεκηνπξγία επηρεηξεκάησλ κε ζθνπό λα 

αηηηνινγήζνπλ ηελ ππόζεζε πνπ έθαλαλ δηα κέζνπ ησλ γεληθεπκέλσλ 

παξαδεηγκάησλ. ηελ πεξίπησζε πνπ έλα αληηπαξάδεηγκα αληηθξνύεη ηελ εηθαζία 

ηνπο, νη καζεηέο απηόκαηα νδεγνύληαη ζε έλα θαηλνύξην θύθιν επηρεηξεκάησλ. ηε 

ζπγθεθξηκέλε έξεπλα ζεκαληηθό ξόιν ζα παίμνπλ νη αλαπαξαζηάζεηο ζηηο νπνίεο 

βαζηδόκελνη νη καζεηέο ζα ηεθκεξηώζνπλ ηηο απόςεηο ηνπο. Οη γεσκεηξηθέο/νπηηθέο 

αλαπαξαζηάζεηο ζα ρξεζηκνπνηεζνύλ σο δηακεζνιαβεηηθά εξγαιεία κε θαηάιιειν 

ηξόπν έηζη ώζηε λα δηεπθνιύλνπλ ηνπο καζεηέο ζηελ απνδεηθηηθή δηαδηθαζία. Σν 

πεξηβάιινλ ζην νπνίν νη καζεηέο ζα εξγαζηνύλ θαη ζα ρεηξηζηνύλ ηηο νπηηθέο 
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αλαπαξαζηάζεηο είλαη ν ςεθηαθόο γεσπίλαθαο ν νπνίνο κε ηε ζεηξά ηνπ ζα βνεζήζεη 

ζηελ αιιειεπίδξαζε θαη ζα πξνάγεη ηε ζπλεξγαζία ησλ καζεηώλ. 

3. Μεζνδνινγία  

3.1 Δξεπλεηηθά εξσηήκαηα 

Ζ έξεπλα απηή ζθνπεύεη λα εμεηάζεη κέζσ δύν δξαζηεξηόηεησλ πνπ βαζίδνληαη ζηε 

Θεσξία Αξηζκώλ, ην ξόιν ησλ γελεζηνπξγώλ παξαδεηγκάησλ κε ζθνπό ηε κεηάβαζε 

ζε κεγαιύηεξα επίπεδα γελίθεπζεο. Αθόκε ζέιεη λα εμεηάζεη ηελ εμέιημε ζηε ζθέςε 

ησλ καζεηώλ έρνληαο σο εξγαιείν ηηο αλαπαξαζηάζεηο είηε εηθνληθά είηε κέζσ 

ςεθηαθνύ εξγαιείνπ, ηνπ γεσπίλαθα. Tα εξεπλεηηθά εξσηήκαηα είλαη ηα εμήο :  

1) Πνηνο είλαη ν ξόινο ησλ γελεζηνπξγώλ παξαδεηγκάησλ ζην πέξαζκα ζην 

κεγαιύηεξν ζηάδην γελίθεπζεο ζε καζεηέο Α΄ Λπθείνπ; 

2) Πνηνο είλαη ν ξόινο ησλ αλαπαξαζηάζεσλ ζηελ εμέιημε ηεο ζθέςεο ησλ καζεηώλ; 

3.2 Πιαίζην έξεπλαο 

Ζ έξεπλα απηή, πξαγκαηνπνηήζεθε ζε 6 καζεηέο ηεο Α’ Λπθείνπ. Οη καζεηέο 

ρσξίζηεθαλ ζε νκάδεο ησλ 2 κε ζθνπό ηε ζπλεξγαζία θαη επηθνηλσλία κεηαμύ ηνπο. 

Ζ έξεπλα γηα ηηο δύν νκάδεο δηεμάρζεθε ζε θξνληηζηεξηαθό πεξηβάιινλ ελώ γηα ηελ 

ηξίηε νκάδα κέζσ εθαξκνγήο ηειεπηθνηλσληώλ (Skype) ιόγσ ηεο δπλαηόηεηαο 

πξόζβαζεο. Ζ δηδαθηηθή παξέκβαζε πξαγκαηνπνηήζεθε ζε 2 ζπλερόκελεο δηδαθηηθέο 

ώξεο. Οη πξναπαηηνύκελεο γλώζεηο ησλ καζεηώλ είλαη ηα θξηηήξηα δηαηξεηόηεηαο ηνπ 

3 γηα κεγαιύηεξε δηεπθόιπλζε ησλ πξάμεσλ ηνπο θαη ην εκβαδόλ ηεηξαγώλνπ θαη 

νξζνγσλίνπ.Σα βνεζεηηθά κέζα γηα ηελ δηεμαγσγή ησλ δξαζηεξηνηήησλ είλαη ην 

θύιιν εξγαζίαο θαη ειεθηξνληθνί ππνινγηζηέο έηζη ώζηε λα έρνπλ ηε δπλαηόηεηα λα 

ρεηξηζηνύλ ηνλ ςεθηαθό γεσπίλαθα.  

3.3 Γεδνκέλα  

Καζ’όιε  δηάξθεηα ηεο δηδαζθαιίαο ν δηάινγνο πνπ πξαγκαηνπνηήζεθε κεηαμύ ησλ 

κειώλ ηεο νκάδαο αιιά θαη κεηαμύ ηεο νκάδαο θαη ηνπ εθπαηδεπηηθνύ 

ερνγξαθήζεθε. ηα δεδνκέλα απηά, πξνζηέζεθαλ θαη νη δηάινγνη από ηηο 

ζπλεληεύμεηο θάζε νκάδαο πνπ πξαγκαηνπνηεζήθαλ κεηά απν ιίγν ρξνληθό δηάζηεκα. 

Μεηά από ηε ζπιινγή ηνπο απνκαγλεηνθσλήζεθαλ. Αθόκε, δεδνκέλα απνηέιεζαλ 

θαη ηα ζηηγκηόηππα από ηνλ ςεθηαθό γεσπίλαθα, θαηά ηε δηάξθεηα ηεο ρξήζε ηνπ.  

3.4 Γξαζηεξηόηεηεο 

Σν θύιιν εξγαζίαο πνπ δόζεθε ζηνπο καζεηέο πεξηέρεη δύν δξαζηεξηόηεηεο πνπ 

ζπλδένληαη κεηαμύ ηνπο θαη είλαη νη εμήο :  
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3.5 ηόρνη Γξαζηεξηνηήησλ 

Σν ζέκα ηεο δξαζηεξηόηεηαο, ε Θεσξία Αξηζκώλ, είρε σο ζηόρν ηελ θηλεηνπνίεζε 

ησλ καζεηώλ ζε κία ελόηεηα ησλ καζεκαηηθώλ πνπ δελ είραλ μαλαζπλαληήζεη σο 

ηώξα πην αλαιπηηθά. Γειαδή νη καζεηέο έρνπλ εληξπθήζεη ειάρηζηα ζηα θξηηήξηα 

δηαηξεηόηεηαο ή γεληθά ζηε δηαηξεηόηεηα ησλ αξηζκώλ. ην ζρνιηθό εγρεηξίδην ην 

θεθάιαην ηεο Θεσξίαο Αξηζκώλ ππάξρεη ζηελ Β΄ Λπθείνπ Καηεύζπλζεο, παξόιαπηά 

δελ δηδάζθεηαη. Οπόηε απηόο ν ιόγνο απνηέιεζε αθνξκή γηα λα παξαηεξεζεί ε ζθέςε 

ησλ καζεηώλ ζε κία ελόηεηα πνπ δελ δηδάζθεηαη θαη δελ είλαη εμνηθεησκέλνη 

πεξαηηέξσ ζε απηήλ. Από ηελ άιιε κεξηά, ε Θεσξία Αξηζκώλ δηαπξαγκαηεύεηαη 

αξηζκνύο κε ηνπο νπνίνπο είλαη νηθείνη νη καζεηέο θαη αλεμαξηήησο από ην επίπεδν 

γλώζεο ηνπο κπνξνύλ λα ζπκκεηέρνπλ όινη. Έρεη ελδηαθέξνλ ινηπόλ, νη καζεηέο λα 

έξζνπλ αληηκέησπνη κε κία ελόηεηα πνπ δελ έρνπλ ζπλαληήζεη μαλά ηόζν αλαιπηηθά, 

όκσο κπνξνύλ λα ηε δηαρεηξηζηνύλ ιόγσ ηεο νηθεηόηεηαο πνπ αηζζάλνληαη από ην 

πεξηερόκελν ηεο πνπ είλαη νη αξηζκνί. Δπίζεο, ε δξαζηεξηόηεηα απηή απαηηεί από 

ηνπο καζεηέο λα γεληθεύζνπλ ηε ζθέςε ηνπο παξαηεξώληαο ηε δνκή κέζα από ηα 

παξαδείγκαηα, ην νπνίν νδεγεί ζην κεγαιύηεξν ζηάδην γελίθεπζεο. Οη καζεηέο δελ 

έρνπλ πνιιέο επθαηξίεο λα δνθηκαζηνύλ ζε θάηη παξόκνην, γηα απηό κέζσ ησλ 

δξαζηεξηνηήησλ, ηνπο παξέρεηαη ε δπλαηόηεηα λα θάλνπλ εηθαζίεο, λα ηηο 

επαιεζεύνπλ θαη λα θηάλνπλ ζην πόξηζκα πνπ ηνπο νδεγεί ζηε γελίθεπζε. Απηόο, 

απνηειεί ηνλ απώηεξν ζηόρν ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ θύιινπ εξγαζίαο όζνλ αθνξά ην 

ζέκα ησλ δξαζηεξηνηήησλ πνπ είλαη ε Θεσξία Αξηζκώλ. 

Πην ζπγθεθξηκέλα, ζηόρνο ηεο πξώηεο δξαζηεξηόηεηαο είλαη νη καζεηέο λα 

παξαηεξήζνπλ ηηο εηθόλεο κε αξηζκνύο 1,2 θαη 3 πνπ ηνπο παξέρεη ην θύιιν εξγαζίαο 

θαη κέζσ απηώλ λα βξνπλ ην κνηίβν πνπ ηνπο νδεγεί ζε εηθόλεο πνιύ κεγαιύηεξσλ 

αξηζκώλ. Μέζα από ηηο εηθόλεο νη καζεηέο κπνξνύλ λα αληηιεθζνύλ θαη λα εμάγνπλ 

ζπκπεξάζκαηα πνπ ρσξίο απηέο λα ήηαλ πνιύ δύζθνιν ή αδύλαην. Γηα απην αθξηβώο 
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ην ιόγν, ζε κία δξαζηεξηόηεηα πνπ δελ έρνπλ αληηκεησπίζεη αξθεηά ζπρλά νη 

καζεηέο  είλαη ζεκαληηθή ε ελζσκάησζε ησλ νπηηθώλ αλαπαξαζηάζεσλ. 

Δπεμεγεκαηηθά, ε εηζαγσγή ηεο δξαζηεξηόηεηαο γίλεηαη κε κία ηζηνξηθή αλαδξνκή 

ζηνπο Ππζαγόξεηνπο θαη ζηε ρξήζε/δηάηαμε ησλ ςεθίδσλ κε δύν ζηόρνπο : 

i) ηελ πιεξνθνξία όηη έλαο ηεηξάγσλνο αξηζκνο δεκηνπξγείηαη από ην άζξνηζκα 

πεξηηηώλ 

ii) θαη όηη ην άζξνηζκα όισλ ησλ πεξηηηώλ ή αιιηώο όισλ ησλ ςεθίδσλ πνπ 

απνηειείηαη ην ηεηξάγσλν είλαη ην εκβαδόλ ηνπ  

Γηα ηε ζπκπιήξσζε θελώλ είλαη αξθεηά ρξήζηκα θαη ηα δύν θαη ε ππεξνρή θάπνηνπ 

είλαη ζηελ δηθαηνδνζία ησλ καζεηώλ πνπ ζα βξεζνύλ αληηκέησπνη κε ηελ 

δξαζηεξηόηεηα. Ζ κεηάβαζε από ηελ εηθόλα 3 ζηελ εηθόλα 4 ε νπνία δελ πθίζηαηαη 

ζην θύιιν εξγαζίαο ζηνρεύεη ζηε πξνζπάζεηα θαηαλόεζεο ηνπ κνηίβνπ είηε κέζσ 

ηνπ αζξνίζκαηνο είηε ησλ δηαδνρηθώλ ηέιεησλ ηεηξαγώλσλ. Αθόκε ε κεηάβαζε απηή 

πξνεηνηκάδεη ηνπο καζεηέο γηα ηελ επόκελε εξώηεζε πνπ είλαη ε εύξεζε ηνπ αξηζκνύ 

πνπ αληηζηνηρεί ζηελ εηθόλα 101. Ο αξθεηά κεγάινο αξηζκόο 101 είρε σο ζηόρν λα 

παξαθηλήζεη ηνπο καζεηέο λα ζθεθηνύλ ζηηο εηθόλεο πνπ έρνπλ πξόζβαζε ηη αιιάδεη 

θαη πνηα δνκή αθνινπζείηαη ζην κνηίβν. θεθηόκελνη νη καζεηέο κε απηό ηνλ ηξόπν, 

νη εηθόλεο πνπ ζα ρξεζηκνπνηνύζαλ γηα λα δνπλ ην κνηίβν πνπ επαλαιακβάλεηαη ζα 

απνηειέζνπλ γελεζηνπξγά παξαδείγκαηα κε απνηέιεζκα λα κπνξνύλ γηα νπνηαδήπνηε 

εηθόλα λα βξνπλ ηνλ αξηζκό πνπ αληηζηνηρεί. Πξνππόζεζε ηεο κεηαηξνπήο ησλ 

εηδηθώλ παξαδεηγκάησλ ζε γελεζηνπξγά είλαη ε παξαηήξεζε ηνπ πιήζνπο ησλ 

ςεθίδσλ ζηελ πιεπξά ηνπ θάζε ηεηξαγώλνπ θαη ηε ζρέζε απηνύ κε ηνλ αξηζκό ηεο 

εηθόλαο ή ζαθώο κόλν κε ηηο αλαπαξαζηάζεηο θαη ηελ αύμεζε ησλ ςεθίδσλ ζε θάζε 

επόκελε εηθόλα. Γηα ηελ απάληεζε απηνύ ηνπ εξσηήκαηνο είλαη απαξαίηεην νη 

καζεηέο λα έρνπλ ζπλεηδεηνπνηήζεη όηη ν αξηζκόο πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε εηθόλα 

είλαη ην εκβαδόλ ηνπ, γηα απηό ην ιόγν ε εξώηεζε : ΄΄Ση παξηζηάλεη γεσκεηξηθά ν 

αξηζκόο πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε εηθόλα;΄΄ έρεη ηνπνζεηεζεί αθξηβώο ζε απηή ηε ζέζε. 

Ο ζηόρνο ηεο είλαη λα πξνηδεάζεη ηνπο καζεηέο όηη ην δεηνύκελν είλαη ην εκβαδόλ. 

πσο είλαη εκθαλέο, ην θάζε εξώηεκα απνηειεί ζθαισζηά γηα ην επόκελν κε 

θιηκαθνύκελε δπζθνιία έηζη ώζηε νη καζεηέο λα κπνξνύλ λα αληαπνθξηζνύλ 

επθνιόηεξα. 

Ζ ηειεπηαία εξώηεζε ηεο πξώηεο δξαζηεξηόηεηαο ζα απαληεζεί από ηνπο καζεηέο 

κέζσ ηνπ ςεθηαθνύ γεσπίλαθα. Ο ζθνπόο αιιαγήο ηνπ πιαηζίνπ δειαδή από θύιιν 

εξγαζίαο ζε ςεθηαθό πεξηβάιινλ είρε σο ζθνπό λα βνεζήζεη ηνπο καζεηέο λα 

ρεηξηζηνύλ ηηο ςεθίδεο κέζσ ππνινγηζηή, ην νπνίν δίλεη ηε δπλαηόηεηα λα 

κεηαζρεκαηίζνπλ  ζρήκαηα ην νπνίν κε ηε ζεηξά ηνπ πξνζθέξεη αλαηξνθνδόηεζε. 

ην γεσπίλαθα ζα είλαη ήδε ζρεκαηηζκέλεο νη εηθόλεο 1,2 θαη 3 θαη νη καζεηέο ζα 

έρνπλ ηε δπλαηόηεηα λα ηηο αμηνπνηήζνπλ θαηάιιεια γηα λα θηάζνπλ ζηα δεηνύκελα 

ηεο δξαζηεξηόηεηαο. Πην ζπγθεθξηκέλα, ην εξώηεκα : ΄΄Πνηνο είλαη ν κηθξόηεξνο 

αξηζκόο πνπ πξέπεη λα πξνζηεζεί ζην   ,  θαη    έηζη ώζηε λα βγεη πνιιαπιάζην ηνπ 

3΄΄ ζπλδέεη άκεζα ηηο εηθόλεο κε ηελ επόκελε δξαζηεξηόηεηα πνπ ζρεηίδεηαη κε ηα 
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πνιιαπιάζηα ηνπ 3. ηελ εθθώλεζε απηή, αληηθαζίζηαληαη νη εηθόλεο 1,2,3 κε ηα  

  ,  θαη    κε ζθνπό λα δνζεί έκθαζε ζηα εκβαδά ηνπο αιιά θαη ζηα απνηειέζκαηα 

ησλ ηέιεησλ ηεηξαγώλσλ γηα ηελ πξνεηνηκαζία ηνπο ζηελ επόκελε δξαζηεξηόηεηα. Οη 

καζεηέο αξρηθά ζα πξέπεη λα βξνπλ ην κηθξόηεξν αξηζκό πνπ ζα πξνζζέζνπλ ζηα 

ηέιεηα ηεηξάγσλα γηα λα γίλεη πνιιαπιάζην ηνπ 3 θαη ζε δεύηεξν επίπεδν λα 

κεηαζρεκαηίζνπλ ηα εκβαδα απηά (ην ηέιεην ηεηξάγσλν καδί κε ην κηθξόηεξν αξηζκό 

πνπ πξνζηέζεθε) ζε νξζνγώληα θαηάιιεισλ δηαζηάζεσλ κε ζηόρν λα γίλεηαη 

εκθαλέο όηη ην εκβαδόλ ηνπο είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 3. Ζ εθθώλεζε δεηά από ηνπο 

καζεηέο λα δείμνπλ γεσκεηξηθά ην πνιιαπιάζην ηνπ 3 γηα λα θαηαλνήζνπλ αξρηθά 

όηη έλα πνιιαπιάζην ηνπ 3 είλαη ην γηλόκελν νπνηνπδήπνηε αξηζκνύ κε ην 3 αιιά θαη 

λα εμειίμνπλ ηε ζθέςε ηνπο ζην γεσπίλαθα κε δπλακηθό ηξόπν. Σν επόκελν εξώηεκα 

ηεο δξαζηεξηόηεηαο βαζηδόηαλ ζηνλ πεηξακαηηζκό κε άιινπο αξηζκνύο πνπ ζα 

επέιεγαλ νη ίδηνη νη καζεηέο. Ο ζθνπόο ηεο δνθηκήο απηήο είλαη λα παξαηεξήζνπλ νη 

ίδηνη όηη όινη νη αξηζκνί πνπ είλαη πνιιαπιάζηα ηνπ 3, ηα ηεηξάγσλα ηνπο είλαη επίζεο 

πνιιαπιάζηα ηνπ 3. Αθόκε θαη όηη ηα ηέιεηα ηεηξάγσλα κε πνιιαπιαζίσλ ηνπ 3 

ρξεηάδνληαλ 2 γηα λα γίλνπλ. Πην αλαιπηηθά, ην εξώηεκα απηό ζηνρεύεη ζηελ 

αληίιεςε όηη απηό ην κνηίβν επαλαιακβάλεηαη θαη δελ ζπκβαίλεη κόλν ζην   ,   θαη 

   αιιά θαη ζε άιινπο θπζηθνύο αξηζκνύο. ηελ πεξίπησζε πνπ νη καζεηέο ζα 

παξαηεξήζνπλ ηηο δύν παξαπάλσ θαηεγνξίεο θπζηθώλ αξηζκώλ, απηνκάησο ηα 

παξαδείγκαηα ηνπ παξέρνληαη από ηνλ εξεπλεηή (  ,  +2 θαη   +2) θαη απηά πνπ 

παξέρνληαη από ηνπο καζεηέο ζα απνηειέζνπλ γελεζηνπξγά ζε έλα πξώην ζηάδην 

γελίθεπζεο. Σα παξαδείγκαηα πνπ ζα βάινπλ, ζα βνεζήζνπλ ζηελ παξαηήξεζε ηνπ 

επαλαιακβαλόκελνπ κνηίβνπ αιιά θαη ζα παξαθηλήζεη ην ελδηαθέξνλ ηνπο λα 

κάζνπλ γηαηί ζπκβαίλεη. Απηό ίζσο θέξεη θεξδνθόξα απνηέιεζκαηα κε ηνπο καζεηέο 

λα θηάλνπλ ζε όιν θαη κεγαιύηεξα ζηάδηα γελίθεπζεο όπσο όηη νη θαηεγνξίεο όισλ 

ησλ θπζηθώλ αξηζκώλ κε βάζε ην 3 είλαη νη 3x,3x+1,3x+2. 

Ζ δεύηεξε δξαζηεξηόηεηα πεξηέρεη 3 ζηήιεο κε ηελ Α λα έρεη ηνπο θπζηθνύο 

αξηζκνύο 3,4,5,6,7,8,10 θαη ηε ζηήιε Β λα έρεη ηα ηεηξάγσλα απηώλ πξνζηηζέκελα κε 

ην 2, ελώ ε Γ ζηήιε λα πεξηιακβάλεη ην γηλόκελν ησλ ζηειώλ Α θαη Β. ηόρνο ησλ 

πξώησλ δύν εξσηήζεσλ είλαη λα βξεζνύλ νη ζρέζεηο πνπ ζπλδένπλ ηηο ζηήιεο. Ζ 

ζρέζε   +2 = Β ζα πξέπεη λα γίλεη εκθαλήο κέζα από ηε ιεπηνκεξήο παξαηήξεζε 

ησλ Α θαη Β ζηειώλ. Ζ εύξεζε απηήο ηεο ζρέζεο ζα ήηαλ πεξηζζόηεξν δύζθνιε αλ 

δελ είρε πξνεγεζεί όιε ε δηαδηθαζία ζην γεσπίλαθα, αθνύ νη καζεηέο κέζσ ηνπ 

ςεθηαθνύ εξγαιείνπ θαη ησλ παξαδεηγκάησλ πνπ ζα ζέζνπλ ζα δνπλ θάπνηνπο από 

απηνύο ηνπο αξηζκνύο μαλά όπσο, ην 4          +2=18 , 5         +2=27, 7         +2=51. 

Θα ππάξρνπλ βέβαηα θαη αξηζκνί όπσο ηα πνιιαπιάζηα ηνπ 3 πνπ ζην γεσπίλαθα δελ 

πξνζηίζεηαη ν αξηζκόο 2, όκσο ε ζρέζε πνπ ζα βξνπλ γηα ηηο ζηήιεο ηζρύεη γηα όινπο 

ηνπο αξηζκνύο ηνπο, όρη κόλν γηα ηα κε πνιιαπιάζηα. Δίλαη εύινγν όηη ν γεσπίλαθαο 

ζα απνηειεί πξνππόζεζε γηα ηε δηεπθόιπλζε ησλ καζεηώλ ζηε δξαζηεξηόηεηα 2. 

Απνηειεζκαηηθά, θαηαιήγνληαο ζηηο ζρέζεηο   +2 = Β θαη Α∙Β = Γ νη καζεηέο ζα 

έρνπλ δεη ην κνηίβν πνπ ζα αθνινπζείηαη γηα λα βξνπλ πσο πξνθύπηνπλ νη ζηήιεο 

θαζηζηώληαο ηα παξαδείγκαηα πνπ ρξεζηκνπνίεζαλ σο γελεζηνπξγά. Γειαδή όινη νη 

αξηζκνί ησλ ζηειώλ ηνπνζεηήζεθαλ κε ηξόπν ώζηε λα ρξεζηκνπνηεζνύλ σο 
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γελεζηνπξγά παξαδείγκαηα. Ζ επόκελε εξώηεζε έρεη σο ζηόρν λα επηθεληξσζεί ε 

ζθέςε ησλ καζεηώλ ζηελ θνηλή ηδηόηεηα όισλ ησλ αξηζκώλ ζηε ζηήιε Γ σζώληαο 

ηνπο λα αμηνπνηήζνπλ ηε δξαζηεξηόηεηα 1. Απηή ε βνήζεηα είρε ζθνπό λα νδεγήζεη 

ηνπο καζεηέο ζηελ εηθαζία όηη είλαη πνιιαπιάζηα ηνπ 3 θαη λα ην ειέγμνπλ. Καη ζε 

απηή ηελ εξώηεζε ηα παξαδείγκαηα πνπ παξέρνληαη από ηνλ εξεπλεηή κπνξνύλ λα 

απνηειέζνπλ γελεζηνπξγά όηαλ ζα επηβεβαησζεί από ηνπο καζεηέο όηη ε ζηήιε Γ 

είλαη πνιιαπιάζηα ηνπ 3. Σα δηαδνρηθά εξσηήκαηα απηά έρνπλ σο αξρηθό ζηόρν ην 

γεληθό πόξηζκα όηη πάληα ε Γ ζηήιε ζα έρεη πνιιαπιάζηα ηνπ 3 θαη ζηε ζπλέρεηα ην 

αμηνπεξίεξγν απηό ζπκπέξαζκα λα παξαθηλήζεη ην ελδηαθέξνλ ησλ καζεηώλ λα 

κάζνπλ ζε πνηεο πεξηπηώζεηο πξαγκαηνπνηείηαη, ππό πνηεο ζπλζήθεο θαη γηαηί. 

Σν επόκελν εξώηεκα δεηά από ηνπο καζεηέο λα βξνπλ δηθά ηνπο παξαδείγκαηα θαη 

λα ειέγμνπλ αλ νη παξαηεξήζεηο ηνπο ηζρύεη θαη ζε απηνύο. ηνρεύεη : 

i) λα θάλνπλ πην ζπγθεθξηκέλα ηα πνξίζκαηα πνπ έρνπλ εμαρζεί πξνεγνπκέλσο  

ii) λα επηβεβαηώζνπλ ηελ εηθαζία ηνπο θαη ζε άιινπο αξηζκνύο εθηόο από ηα δνζκέλα 

παξαδείγκαηα πνπ ππάξρνπλ ζηηο ζηήιεο 

iii) λα ζθεθηνύλ ηη ζπκβαίλεη ζε θάζε δηαθνξεηηθή επηινγή παξαδείγκαηνο, δειαδή 

λα παξαηεξήζνπλ ηνλ ηξόπν πνπ πξνθύπηεη θαη γηαηί επαιεζεύεηαη ζπλερώο ε 

εηθαζία ηνπο 

ηελ πεξίπησζε πνπ δελ έρνπλ νδεγεζεί ζηα παξαπάλσ δηαδνρηθά ζπκπεξάζκαηα ην 

επόκελν εξώηεκα ζα θαηαζηήζεη αλαγθαίν ηελ εμαγσγή πνξίζκαηνο ιόγσ ησλ πνιύ 

κεγαιύηεξσλ αξηζκώλ ζηε ζηήιε Α. Ζ ηνπνζέηεζε απηώλ ησλ αξηζκώλ ζηνρεύεη 

ζηελ εθηελέζηεξε παξαηήξεζε ησλ πξνεγνύκελσλ ζηειώλ θαη ζηελ πξνζπάζεηα 

θαηαλόεζεο γηαηί πξνθύπηνπλ πάληα πνιιαπιάζηα ζηε ζηήιε Γ. Οη καζεηέο γηα λα 

απαληήζνπλ ζην εξώηεκα απηό ζα πξέπεη λα δνπλ κε γεληθεπκέλν ηξόπν όινπο ηνπο 

αξηζκνύο ησλ ζηειώλ Α θαη Β γηαηί είηε ε κία είηε ε άιιε ζα είλαη ε αηηία πνπ 

δεκηνπξγείηαη ε θνηλή ηδηόηεηα ζηε ζηήιε Γ. Έηζη εμάγνληαο ζπκπέξαζκα, ζα 

κπνξνύλ λα δνπλ ηνπο κεγαιύηεξνπο αξηζκνύο σο πνιιαπιάζηα ηνπ 3 θαη κε 

πνιιαπιάζηα ηνπ 3 (είηε πνιιαπιάζηα ηνπ 3 +1 θαη πνιιαπιάζηα ηνπ 3 +2) κε 

απνηέιεζκα λα μέξνπλ ηη αξηζκνί ζα πξνθύςνπλ ζηηο άιιεο ζηήιεο θαη γηαηί. Δπίζεο, 

ην πιήζνο (3) ησλ κεγάισλ αξηζκώλ πνπ έρνπλ ηνπνζεηεζεί ζηελ Α ζηήιε δόζεθαλ 

εθνύζηα κε ζθνπό λα ζθεθηνύλ νη καζεηέο όηη ππάξρνπλ 3 θαηεγνξίεο  ή λα 

ππνςηαζηνύλ όηη θάπνηα δηαθνξά ζα ππάξρεη κεηαμύ ηνπο (δειαδή όηη ην 411 είλαη 

πνιιαπιάζην ηνπ 3, ην 520 πνιιαπιάζην ηνπ 3 +1 θαη ην 704 πνιιαπιάζην ηνπ 3 +2). 

ηε ζπλέρεηα, νη καζεηέο ζα πξέπεη λα ηνπνζεηήζνπλ δηθνύο ηνπο κεγάινπο αξηζκνύο,  

ην νπνίν ζηνρεύεη ζηε θαιύηεξε θαηαλόεζε ηνπ κνηίβνπ αλεμαξηήησο αξηζκνύ είηε 

κηθξνύ είηε κεγάινπ. Αθόκε ην εξώηεκα απηό δίλεη ηελ πξσηνβνπιία ζηνπο καζεηέο 

λα ζθεθηνύλ πόζνπο θαη πνηνπο αξηζκνύο ζα πξέπεη λα δώζνπλ γηα λα εμαληιήζνπλ 

όιεο ηηο ελαιιαθηηθέο πεξηπηώζεηο πνπ ππάξρνπλ. Αλ νη κεγάινη αξηζκνί πνπ 

δόζεθαλ από ηελ εθθώλεζε ή απηνί πνπ έδσζαλ νη ίδηνη νη καζεηέο, είλαη ε αθνξκή 
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γηα λα θηάζνπλ ζην κεγαιύηεξν επίπεδν γελίθεπζεο, ηόηε ζα απνηειέζνπλ 

γελεζηνπξγά παξαδείγκαηα. 

Σν επόκελν εξώηεκα είλαη έλα βήκα πξηλ από ηελ γελίθεπζε (θάζε αξηζκόο ηεο Γ 

ζηήιεο είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 3 , αλεμαξηήησο ηη αξηζκόο ππάξρεη ζηελ ζηήιε Α). 

πγθεθξηκέλα, ην εξώηεκα : ΄΄Μπνξείηε λα βξείηε έλαλ θπζηθό αξηζκό x πνπ δελ 

είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 3 θαη ηo   +2 λα κελ απνηειεί επίζεο πνιιαπιάζην ηνπ 3;΄΄ 

ζέιεη λα εμαζθαιίζεη όηη δελ ππάξρεη θάπνηα εμαίξεζε ζην κνηίβν πνπ έρεη 

αλαθαιπθζεί από ηνπο καζεηέο. Με απηό ηνλ ηξόπν ζα είλαη έηνηκνη λα γεληθεύζνπλ 

ηελ εηθαζία ηνπο γηα όινπο ηνπο θπζηθνύο αξηζκνύο αλεμαηξέησο. 

Σν ηειεπηαίν εξώηεκα ζηνρεύεη ζηε καζεκαηηθή αηηηνιόγεζε όηη νη αξηζκνί ηεο Γ 

ζηήιεο είλαη πάληα πνιιαπιάζηα ηνπ 3. ηελ πεξίπησζε πνπ νη καζεηέο δελ έρνπλ 

εθθξάζεη ηνπο αξηζκνύο κε καζεκαηηθό ηξόπν ε εξώηεζε απηή ζα ηνπο παξαθηλήζεη 

λα ζθεθηνύλ πσο κπνξνύλ λα πείζνπλ θάπνηνλ όηη ηζρύεη έκπξαθηα ε εηθαζία ηνπο. 

Βέβαηα, ην εξώηεκα απηό πξνππνζέηεη όρη κόλν λα γξάςνπλ ηηο καζεκαηηθέο 

εθθξάζεηο ζηηο ζηήιεο (γηα παξάδεηγκα ζηήιε Α      3x + 1,ζηήιε Β               + 2 

θαη ζηήιε Γ       (3x + 1)[         + 2] ) αιιά λα αλαπηύμνπλ ηηο ηαπηόηεηεο λα 

θάλνπλ πξάμεηο θαη εθ ησλ πζηέξσλ λα απνδείμνπλ όηη είλαη πάληα πνιιαπιάζηα ηνπ 

3 ζηε Γ ζηήιε. 

3.6 Μέζνδνο ηεο έξεπλαο 

Απηή ε πνηνηηθή έξεπλα ζα ζηεξηρηεί ζηε κέζνδν κειέηε πεξίπησζεο. ύκθσλα κε 

ηελ Merriam-Webster’s dictionary (2009; Flyvbjerg, 2011) ε κειέηε πεξίπησζεο είλαη 

κηα εθηελήο αλάιπζε κηαο κνλάδαο (ελόο αηόκνπ ή κηαο νκάδαο), δίλνληαο έκθαζε 

ζηνπο αλαπηπμηαθνύο ηνπο παξάγνληεο ζε ζρέζε κε ην πεξηβάιινλ. Ζ κνλάδα ζηηο 

ζπγθεθξηκέλεο δξαζηεξηόηεηεο ζα είλαη ε θάζε νκάδα, γηα ηελ νπνία ζα γίλεη 

αλάιπζε αιιά ζα δνζεί έκθαζε θαη ζηα κέιε ηεο όπσο θαη ζηελ επηθνηλσλία θαη 

αιιειεπίδξαζε κεηαμύ ηνπο. Δπίζεο, ζύκθσλα κε ηνλ Flyvbjerg (2011) ε κέζνδνο 

απηή είλαη εληαηηθή κε ηελ έλλνηα όηη ππάξρνπλ ιεπηνκέξεηεο, πνηθηιία, πιεξόηεηα 

θαη επηπιένλ εμειίζζεηαη ζην ρξόλν, ην νπνίν πξνζθέξεη βαζύηεξε αλάιπζε γηα ηε 

κνλάδα. Αληίζηνηρα ζε απηό ην θύιιν εξγαζίαο θάζε εηθαζία θαη ζθέςε ησλ 

καζεηώλ ζα παίμνπλ ζεκαληηθό ξόιν γηαηί νη ιεπηνκέξεηεο απηέο κπνξεί λα 

νδεγήζνπλ είηε ζηελ επηβεβαίσζε ηεο εηθαζίαο κέζσ γελεζηνπξγώλ παξαδεηγκάησλ 

είηε ζηελ απόξξηςε ηεο. Αθόκε θάζε εξώηεκα απνηειεί ζθαισζηά γηα ην επόκελν κε 

απνηέιεζκα λα εμειίζζεηαη ε ζθέςε ησλ καζεηώλ κέζα ζην ρξόλν. Δπίζεο, ηα κέιε 

ηεο νκάδαο είλαη δηαθνξεηηθά κεηαμύ ηνπο θαη έηζη ζπληζηνύλ έλα εηεξνγελέο ζύλνιν 

ζε ζρέζε κε ηηο άιιεο νκάδεο, κε απόξξνηα λα ππάξρεη πνηθηιία απόςεσλ, ηξόπσλ 

επίιπζεο, επξεκάησλ θαη απνηειεζκάησλ. ε όια ηα παξαπάλσ πξέπεη λα εζηηαζηεί ε 

αλάιπζε κε απνηέιεζκα λα απνθαιπθζνύλ όινη νη ιόγνη πνπ νδήγεζαλ ηνπο καζεηέο 

λα θάλνπλ ηηο δηάθνξεο επηινγέο ηνπο. Έλαο άιινο νξηζκόο ηεο κέιεηεο πεξίπησζεο 

είλαη ν εμήο ζύκθσλα κε ηνπο Abercrombie, Hill θαη Turner (1984) ζην Flyvbjerg 

(2011) : Ζ αλαιπηηθή εμέηαζε ελόο παξαδείγκαηνο από έλα ζύλνιν θαηλνκέλσλ, 

όπνπ δελ κπνξεί λα καο πξνζθέξεη αμηόπηζηεο πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε ην επξύηεξν 
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ζύλνιν, αιιά κπνξεί λα είλαη βνεζεηηθό ζηα αξρηθά ζηάδηα κηαο έξεπλαο θαζώο 

παξέρεη ππνζέζεηο, νη νπνίεο κπνξνύλ λα δνθηκαζηνύλ ζπζηεκαηηθά ζε έλα 

κεγαιύηεξν πιήζνο πεξηπηώζεσλ. ηελ πεξίπησζε ηεο ζπγθεθξηκέλεο 

δξαζηεξηόηεηαο ε θαζεκία από ηηο 3 νκάδεο είλαη μερσξηζηή, όκσο θάπνηεο θνηλέο 

ζθέςεηο θαη απόςεηο πηζαλόλ λα απνηεινύλ έλα ζύλεζεο ζπκπέξαζκα γηα 

πεξηζζόηεξεο νκάδεο. Αθόκε κπνξεί λα απνηεινύλ δεδνκέλα ζηα νπνία κπνξεί λα 

εμεηαζηνύλ μαλά νη ίδηεο νκάδεο ή έλα επξύηεξν ζύλνιν. ηε ζπλέρεηα, νη George θαη 

Bennett (2005;Flyvbjerg, 2011) ζεσξνύλ όηη ε ρξήζε ηεο κειέηεο πεξίπησζεο σο 

κέζνδν είλαη ηδαληθή γηα ηελ αλάπηπμε κίαο ζεσξίαο δηόηη ρεηξίδεηαη ηα παξαθάησ 

δεηήκαηα θαιύηεξα από άιιεο κεζόδνπο :  

 i) Ζ δηαδηθαζία εληνπηζκνύ ησλ ζρέζεσλ κεηαμύ αίηηνπ – απνηειέζκαηνο 

 ii) Ζ αλαιπηηθή εμεξεύλεζε ππνζεηηθώλ causal mechanisms (νη δηαδηθαζίεο θαηά ηηο 

νπνίεο γίλνληαη ε αηηία λα πξαγκαηνπνηεζνύλ απνηειέζκαηα) 

iii) Ζ αλάπηπμε θαη ν έιεγρνο ηζηνξηθώλ εμεγήζεσλ 

iv) Καηαλόεζε ηεο επαηζζεζίαο γηα ηελ αληίιεςε ηνπ πιαηζίνπ 

v) Ζ δεκηνπξγία λέσλ ππνζέζεσλ θαη λέσλ εξσηεκάησλ, ύζηεξα από κειέηε εηδηθώλ 

πεξηπηώζεσλ 

Με ηε κέζνδν απηή ζα αλαθαιπθζνύλ νη ζθέςεηο πνπ έθαλαλ νη καζεηέο θαη ηνπο 

ιόγνπο πνπ ηνπο νδήγεζε ζηα ζπγθεθξηκέλα απνηειέζκαηα. Γειαδή πνην είλαη απηό 

πνπ ηνπο παξαθίλεζε λα θάλνπλ θάπνηα εηθαζία ή πνην παξάδεηγκα θαη γηαηί 

κεηαηξάπεθε ζε γελεζηνπξγό. Δπίζεο κεηά απν κία ιεπηνκεξήο αλάιπζε κέζσ ηεο 

κεζόδνπ κειέηεο πεξίπησζεο, ηα ζπκπεξάζκαηα γηα απηέο ηηο 3 πεξηπηώζεηο κπνξεί 

λα εμεηαζηνύλ ππό άιιεο ζπλζήθεο θαη πιαίζηα κε απνηέιεζκα λα εξεπλεζνύλ νη 

δηαθνξέο ηνπο. ύκθσλα κε ηνπο Campbell, Ragin, Geertz,Wieviorka, Flyvbjerg θαη 

άιινπο εξεπλεηέο πνπ έρνπλ δηεμάγεη αλαιπηηθέο κειέηεο πεξίπησζεο ζπλήζσο 

αλαθέξνπλ όηη νη αξρηθέο απόςεηο, νη ππνζέζεηο θαη νη έλλνηεο ηνπο ήηαλ 

ιαλζαζκέλεο θαη ηα πεξηζηαηηθά πνπ πξνέθπςαλ ηνπο αλάγθαζαλ λα αλαζεσξήζνπλ 

ηηο εηθαζίεο ηνπο ζε νπζηώδε ζεκεία. πσο είλαη θαλεξό ε αλάιπζε κε ηε κέζνδν 

κειέηε πεξίπησζεο απνηειεί κία πξόθιεζε γηα ηνλ ίδην ηνλ εξεπλεηή αθνύ κπνξεί λα 

έρεη θάλεη πνιύ δηαθνξεηηθέο εηθαζίεο γηα ηα απνηειέζκαηα ζε ζρέζε κε απηά πνπ 

πξνέθπςαλ. Ζ βαζύηεξε αλάιπζε ζηηο ιεπηνκέξεηεο, ζθέςεηο, θηλήζεηο θαη επηινγέο 

ησλ καζεηώλ επηθέξνπλ αιιεινπρία αλαθαιύςεσλ πνπ ίζσο ν εξεπλεηήο λα κελ έρεη 

ζθεθηεί πνηέ. Ζ κειέηε πεξίπησζεο είλαη κία κεζνδνινγία έξεπλαο πνπ πξνζθέξεη 

πνηθίια απνηειέζκαηα όπσο αλαθέξζεθε παξαπάλσ. Οπόηε, ζύκθσλα κε ηνλ 

Flyvbjerg (2011) : ΄΄ηόρνο είλαη ε κειέηε πεξίπησζεο λα απνηειεί ηόζν αλνηρηή έηζη 

ώζηε λα επηηξέπεη ζε δηαθνξεηηθνύο αλζξώπνπο λα αληηιακβάλνληαη κε δηαθνξεηηθό 

ηξόπν ηα απνηειέζκαηα΄΄. Δπεμεγεκαηηθά, θάζε νκάδα ζα έρεη ηα δηθά ηεο 

ζπκπεξάζκαηα θηάλνληαο ίζσο ζην ηειηθό ζηάδην ηεο γελίθεπζεο ή θαη ζε κηθξόηεξν. 

Σα απνηειέζκαηα απηά κπνξεί λα είλαη ίδηα ή παξόκνηα ή ηειείσο δηαθνξεηηθά, όκσο 
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ε θάζε νκάδα ζα έρεη αθνινπζήζεη ηε δηθή ηεο πνξεία κε απόξξνηα ε εξκελεία ηνπο 

λα κελ είλαη παλνκνηόηππε γηα ηνλ εξεπλεηή ή θαη γηα άιινλ αλαγλώζηε.  

3.7 πκκεηέρνληεο 

πσο αλαθέξζεθε πξνεγνπκέλσο, θάζε νκάδα είλαη μερσξηζηή θαη ίζσο θέξεη 

δηαθνξεηηθέο εξκελείεο, απόςεηο θαη εθδνρέο. Απηό εμαξηάηαη από ηε δηαθνξεηηθή  

πξνζσπηθόηεηα πνπ έρεη θάζε καζεηήο όπσο θαη πσο επηδξά απηή ζην ζύλνιν ηεο 

νκάδαο. Απηό ζεκαίλεη όηη είλαη αξθεηά ζεκαληηθή ε επηινγή ησλ ζπκκεηερόλησλ ζε 

θάζε νκάδα θαη ζπλνιηθά ζε κία εξεπλεηηθή εξγαζία. Οη καζεηέο ηεο Α’ Λπθείνπ 

επηιέρζεθαλ ιόγσ ηεο εθδήισζεο ηνπ ελδηαθέξνληνο ηνπο γηα απηή ηελ έξεπλα. 

Λόγσ ηεο εθνύζηαο ζπκκεηνρήο ηνπο νη καζεηέο έδεημαλ πξνζήισζε θαη ε νπζηώδεο 

ελαζρόιεζε ηνπο κε ηηο δξαζηεξηόηεηεο ήηαλ εκθαλήο. Καη νη 6 ζπκκεηέρνληεο 

βξίζθνληαη ζε αξθεηά θαιό επίπεδν γλώζεο κε ηελ νκάδα Α θαη Β ζε θαιύηεξν ζε 

ζύγθξηζε κε ηελ Γ. Οη νκάδεο δεκηνπξγήζεθαλ κε βάζε ηελ επηζπκία ησλ καζεηώλ 

κε απνηέιεζκα λα ππάξρεη ηζνξξνπία κεηαμύ ηνπο. Απηή ε αθνύζηα επηινγή ησλ 

νκάδσλ από ηελ νπηηθή ηεο εξεπλήηξηαο είρε σο απόξξνηα ηε δεκηνπξγία 

θαηάιιεισλ ζπλδπαζκώλ κε βάζε ηε γλώζε ηνπο ζηα καζεκαηηθά. 

3.8 πλέληεπμε 

ύκθσλα κε ηνπο Zazkis θαη Hazzan (1998) ε αλάπηπμε πνηνηηθώλ κεζνδνινγηώλ δελ 

έρεη γίλεη κόλν απνδεθηή αιιά θπξηαξρεί ζηελ έξεπλα ηεο Γηδαθηηθήο ησλ 

Μαζεκαηηθώλ. Έηζη, ε ζπλέληεπμε έρεη γίλεη έλα από ηα θύξηα εξγαιεία ζηελ έξεπλα 

γηα ηελ εθπαίδεπζε ησλ καζεκαηηθώλ θαη απνηειεί δεκνθηιήο ηξόπνο ζπιινγήο 

δεδνκέλσλ. Ζ ζπλέληεπμε νλνκάδεηαη θιηληθή γηαηί αθνξά ηελ εθηεηακέλε 

παξαηήξεζε θαη επεηδή δηεμάγεηαη ζε ΄΄θιηληθή΄΄, πνπ ζπλήζσο είλαη έλα γξαθείν, 

κία ηάμε ή έλα εξγαζηήξην έμσ από ην θπζηθό εθπαηδεπηηθό πεξηβάιινλ ησλ 

εξσηεζέλησλ. Έλα πεξηβάιινλ πνπ εκπλέεη ην καζεηή εκπηζηνζύλε θαη ζεβαζκό 

είλαη απαξαίηεην γηα λα ηνλ θάλεη λα ληώζεη αζθαιήο θαη ειεύζεξνο λα κηιήζεη γηα 

ηελ δξαζηεξηόηεηα (Hunting, 1997). ηελ πξνθεηκέλε πεξίπησζε ην πεξηβάιινλ ζην 

νπνίν πξαγκαηνπνηήζεθε ε ζπλέληεπμε είλαη δηαδηθηπαθό (κέζσ ηεο εθαξκνγήο 

Skype) ην νπνίν παξέρεη όια ηα παξαπάλσ πιενλεθηήκαηα ελόο αζθαινύο θαη 

νηθείνπ πιαηζίνπ γηα ηνπο καζεηέο. Ζ ζπλέληεπμε εθηόο από θιηληθή ήηαλ θαη 

εκηδνκεκέλε, δειαδή νξγαλώζεθε εθ ησλ πξνηέξσλ όκσο ε ηειηθή ηεο δνκή 

πξνήιζε θαη από ηηο απαληήζεηο ησλ καζεηώλ ζηε δξαζηεξηόηεηα. Δπεμεγεκαηηθά, νη 

εξσηήζεηο πνπ έγηλαλ ζηνπο καζεηέο είραλ κία αξρηθή κνξθή πξηλ πξαγκαηνπνηεζεί ε 

δξαζηεξηόηεηα, όκσο θάπνηεο ηξνπνπνηήζεθαλ, πξνζηέζεθαλ θαη αθαηξέζεθαλ κε 

ζθνπό λα εζηηάζνπλ ζπγθεθξηκέλα ζηηο πξνβιεκαηηθέο θαηαζηάζεηο ησλ καζεηώλ 

αιιά θαη ζηνλ ηξόπν ζθέςεο ηνπο θαηά ηελ γελίθεπζε. Αθόκε, θαηά ηε δηάξθεηα ηεο 

ζπλέληεπμεο πξνζηέζεθαλ θαη άιιεο ελδηάκεζεο εξσηήζεηο κε ζθνπό λα 

απνζαθεληζηνύλ νη πξνεγνύκελεο γηα ηνπο ζπλεληεπμηαδόκελνπο. Δίλαη θαλεξό όηη νη 

εξσηήζεηο απηήο ηεο ζπλέληεπμεο πξνζαξκόζηεθαλ ζε δύν ζηάδηα. Σν πξώην ζηάδην 

επήιζε ιόγσ ησλ απαληήζεσλ ζηηο δξαζηεξηόηεηεο θαη ην δεύηεξν θαηά ηελ εμέιημε 

ηεο ζπλέληεπμεο.Σα πιενλεθηήκαηα κηαο θιηληθήο ζπλέληεπμεο είλαη ε δπλαηόηεηα 
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απνθάιπςεο γλώζεσλ ζηελ εθπαίδεπζε ησλ καζεκαηηθώλ, δίλνληαο πξνζνρή ζηηο 

αηνκηθέο δηαθνξέο κεηαμύ ησλ καζεηώλ θαη ζηηο καζεκαηηθέο αληηιήςεηο ηνπο 

(Confrey, 1980; Zazkis & Hazzan, 1998). Οη καζεηέο είλαη πηζαλό λα κελ 

απνηππώλνπλ όιεο ηηο ζθέςεηο ηνπο ή κπνξεί λα κελ είλαη δηαθαλήο γηα ηνλ εξεπλεηή 

ν ηξόπνο πνπ ηνλ νδήγεζε ζηελ γελίθεπζε ή πσο εμειίρζεθε ε επίιπζε ηνπο από ηηο 

γεσκεηξηθέο αλαπαξάζηαζεηο. Γηα όινπο ηνπο παξαπάλσ ιόγνπο είλαη πνιύ ρξήζηκε 

ε ζπλέληεπμε γηαηί κέζσ απηήο αλαθαιύπηνληαη θαη ηαπηνπνηνύληαη θάπνηεο ζθέςεηο 

πνπ δελ είλαη θαλεξέο θαηά ηελ εμέιημε ησλ δξαζηεξηνηήησλ. Αθόκε είλαη ζεκαληηθό 

λα εμεγεζεί ζηνπο καζεηέο εμαξρήο όηη ν ζθνπόο δελ είλαη ε νξζόηεηα ηεο απάληεζεο 

αιιά πσο έθηαζε ζηε ιύζε θαη κε πνην ηξόπν ζθέθηνληαη ηα καζεκαηηθά (Hunting, 

1997). Ο Ginsburg (1981) αλαθέξεη όηη ν εξεπλεηηθόο ζηόρνο ηνπ Piaget ήηαλ λα 

εμεγήζεη ηε θύζε ηεο ζθέςεο. πσο θαη όηη ην έξγν ελόο εξεπλεηή ζηελ εθπαίδεπζε 

ησλ καζεκαηηθώλ είλαη λα αλαθαιύςεη ηηο πξνζεγγίζεηο ηνπ καζεηή ζε 

πξνβιεκαηηθέο θαηαζηάζεηο, λα ζπγθεθξηκελνπνηήζεη  θαη λα πεξηγξάςεη ηηο 

ππνθείκελεο γλσζηαθέο δηαδηθαζίεο. Δπεμεγεκαηηθά, νη δύν δξαζηεξηόηεηεο 

πεξηέρνπλ αξθεηέο πξνβιεκαηηθέο θαηαζηάζεηο όπσο γηα παξάδεηγκα ε εύξεζε ηεο 

εηθόλαο 101 ή ε ζπκπιήξσζε ησλ θελώλ κε ηνπο κεγάινπο αξηζκνύο θαη ζίγνπξα ην 

κεγαιύηεξν ζηάδην γελίθεπζεο πνπ είλαη ην ηειεπηαίν εξώηεκα. Οη καζεηέο πηζαλόλ 

λα κελ έρνπλ βξεζεί μαλά αληηκέησπνη ζε ηέηνηεο θαηαζηάζεηο, γηα απηό ην ιόγν ε 

ζπλέληεπμε θαζίζηαηαη απαξαίηεηε. Αθόκε, ν εξεπλεηήο έρεη ην πιενλέθηεκα όηη 

ερνγξαθεί ηηο ζπλεληεύμεηο θαη έρεη ηε δπλαηόηεηα λα παξαηεξεί, λα ζπδεηά, λα 

απαληά, λα ειέγρεη ηηο ελαιιαθηηθέο εξκελείεο από ηηο απαληήζεηο ησλ καζεηώλ 

ιακβάλνληαο ππόςηλ ηηο αληηδξάζεηο θαηά ηελ εμέιημε ηεο ζπλέληεπμεο. (Hunting, 

1997). 

Ζ ρξνληθή δηάξθεηα πνπ πέξαζε από ην πέξαο ησλ δξαζηεξηνηήησλ κέρξη ηηο 

ζπλεληεύμεηο ζε θάζε νκάδα πνπ απνηειεί ηε κνλάδα αλάιπζεο ήηαλ κία εβδνκάδα. 

πσο αλαθέξζεθε πξνεγνπκέλσο ιόγσ ησλ πνηθίισλ απνηειεζκάησλ νη εξσηήζεηο 

ήηαλ πξνζαξκνζκέλεο πάλσ ζε θάζε ζθέςε, εηθαζία θαη απάληεζε ησλ νκάδσλ. Οη 

εξσηήζεηο γηα θάζε νκάδα είλαη νη εμήο : 
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3.9 Μέζνδνο αλάιπζεο 

Ζ κέζνδνο αλάιπζεο ησλ απνηειεζκάησλ είλαη ε Grounded theory. ύκθσλα κε ηνπο 

Vollstedt θαη Rezat (2009;2019), ραξαθηεξίδεηαη από ηελ επαλαιεπηηθή δηαδηθαζία 

θαη ηε ζύλδεζε ηνπ ζρεδηαζκνύ, ηεο ζπιινγήο δεδνκέλσλ, ηεο αλάιπζεο δεδνκέλσλ 

θαη ηεο αλάπηπμε ηεο ζεσξίαο. Αθόκε πξνζθέξεη έλα μερσξηζηό ζύλνιν 

ζπζηεκαηηθώλ κεζόδσλ πνπ ππνζηεξίδνπλ ηελ ΄΄αθαίξεζε΄΄(abstraction) από ηα 

δεδνκέλα, ώζηε λα αλαπηπρζεί κηα ζεσξία πνπ βαζίδεηαη ζηα εκπεηξηθά δεδνκέλα. Σα 

λέα δεδνκέλα ζπιιέγνληαη ζπλερώο θαη πεξηέρνληαη ζηελ αλάιπζε πνπ πηζαλόλ λα 

ζπλεηζθέξεη γηα πεξαηηέξσ αλάπηπμε ηεο εμειηζζόκελεο ζεσξίαο. Ζ θπθιηθή 

δηαδηθαζία ζπιινγήο, επεμεξγαζίαο δεδνκέλσλ θαη αλάπηπμεο ζεσξίαο ζπλερίδεηαη 

έσο όηνπ επηηεπρζεί ν ζεσξεηηθόο θνξεζκόο (theoretical saturation). Ζ ζεσξία πνπ 

είλαη ην πξντόλ απηήο ηεο δηαδηθαζίαο αλαθέξεηαη επίζεο σο Grounded Theory. ηελ 

αξρή ηεο δηαδηθαζίαο αλάιπζεο δεδνκέλσλ, επηιέγνληαη πεξηπηώζεηο, επεηδή είλαη 

πηζαλό λα νδεγήζνπλ ζηελ αλαθάιπςε λέσλ ζρεηηθώλ ελλνηώλ. ηε ζπλέρεηα όκσο, 

νη πεξηπηώζεηο επηιέγνληαη επεηδή κπνξεί λα ζπκβάιινπλ ζηε δηαθνξνπνίεζε, ηελ 

επεμεξγαζία, ηε ζπλέλσζε θαη ηελ επηθύξσζε θαηεγνξηώλ όζνλ αθνξά ηηο ηδηόηεηεο, 

ηηο δηαζηάζεηο ηνπο ή ηηο αιιειεπηδξάζεηο ηνπο. Ο πξσηαξρηθόο ζηόρνο ηεο αλάιπζεο 

δεδνκέλσλ ζηε κεζνδνινγία αλάιπζεο Grounded theory είλαη ε αλάπηπμε ζεσξίαο. 

Γηα λα επηηεπρζεί απηόο ν ζηόρνο ηα δεδνκέλα αμηνινγνύληαη κέζσ δηαθνξεηηθώλ 

κεζόδσλ θσδηθνπνίεζεο πνπ απνηειεί ηνλ ππξήλα ηεο δηαδηθαζίαο. Τπάξρνπλ 3 

θαηεγνξίεο θσδηθνπνίεζεο :                                                                                        

i) Αλνηρηή θσδηθνπνίεζε   

ii) Αμνληθή θσδηθνπνίεζε   

iii) Δπηιεθηηθή θσδηθνπνίεζε 

ηα δεδνκέλα από ηηο δύν δξαζηεξηόηεηεο ζα πξαγκαηνπνηεζεί αλνηρηή 

θσδηθνπνίεζε. Ζ δηαδηθαζία ηεο αλνηρηήο θσδηθνπνίεζεο έρεη σο ζηόρν ηε ζύιιεςε 

θαη θαηεγνξηνπνίεζε ησλ θαηλνκέλσλ, κέζα από κηα ιεπηνκεξήο αλάιπζε ησλ 

δεδνκέλσλ. ηελ πξνθεηκέλε πεξίπησζε, ηα δεδνκέλα ρσξίδνληαη ζε κηθξόηεξα κέξε 

πνπ αλαιύνληαη ζε βάζνο, ηα νπνία ζηε ζπλέρεηα ζπγθξίλνληαη βξίζθνληαο 

νκνηόηεηεο θαη δηαθνξέο κε απνηέιεζκα λα εληαρζνύλ ζε πξνεγνύκελεο θαηεγνξίεο. 

Πην ζπγθεθξηκέλα, ηα δεδνκέλα απηήο ηεο εξεπλεηηθήο εξγαζίαο πνπ 

θαηεγνξηνπνηήζεθαλ κε βάζε ηα εξεπλεηηθά εξσηήκαηα ήηαλ ηα παξαδείγκαηα θαη νη 

αλαπαξαζηάζεηο. Έηζη αλαιύζεθαλ ζε βάζνο όια ηα παξαδείγκαηα ησλ καζεηώλ γηα 

θάζε νκάδα μερσξηζηά, κε ζηόρν λα εμαρζεί ζπκπέξαζκα γηα ην είδνο ηνπο, δειαδή 

αλ είλαη εηδηθά ή γελεζηνπξγά θαη κε πνην ηξόπν βνεζνύλ ζηε κεηάβαζε γηα 

γελίθεπζε. Με ηνλ ίδην ηξόπν εληνπίζηεθαλ ηα δεδνκέλα ηεο δξαζηεξηόηεηαο πνπ 

αθνξνύλ ηηο αλαπαξαζηάζεηο θαη αλαιύζεθαλ κε ιεπηνκεξή ηξόπν έηζη ώζηε λα γίλεη 

εκθαλήο ν ξόινο ηνπο ζηελ εμέιημε ηεο ζθέςεο ησλ καζεηώλ. Αθόκε, ζηελ αλάιπζε 

απηή είραλ εληζρπηηθό ξόιν θαη ηα δεδνκέλα από ηε ζπλέληεπμε, ηα νπνία πηζαλόλ λα  

επηβεβαίσλαλ ηηο ζθέςεηο ησλ καζεηώλ πνπ είραλ θαηά ηε δηάξθεηα ηεο 
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δξαζηεξηόηεηαο αιιά θαη λα ηηο απέξξηπηαλ κε απνηέιεζκα λα γίλεηαη πην εκθαλέο 

πσο αλαπηύρζεθε ε ζθέςε ηνπο. Έπεηηα από ηελ αλάιπζε ησλ δεδνκέλσλ ηεο θάζε 

νκάδαο μερσξηζηά πξαγκαηνπνηήζεθε ε ζύγθξηζε κεηαμύ ηνπο βξίζθνληαο 

νκνηόηεηεο θαη δηαθνξέο έρνληαο σο βαζηθνύο ζεκαηηθνύο άμνλεο ηα παξαδείγκαηα 

θαη ηηο αλαπαξαζηάζεηο. 

4. Απνηειέζκαηα  

Σα παξαθάησ απνηειέζκαηα έρνπλ δνκεζεί κε βάζε ηε ζεηξά εξσηήζεσλ ηεο 

δξαζηεξηόηεηαο θαη παξαηίζνληαη μερσξηζηά γηα θάζε νκάδα. Πην αλαιπηηθά, ηα 

απνηειέζκαηα απηά έρνπλ ζεκαηηθό άμνλα είηε ηα παξαδείγκαηα είηε ηηο 

αλαπαξαζηάζεηο αλάινγα κε ην δεηνύκελν θαη πεξηερόκελν ηνπ εξσηήκαηνο. ε απηά 

πξνζηίζεληαη θαη ηα απνηειέζκαηα ηεο ζπλέληεπμεο πνπ αληηζηνηρνύλ ζε θάζε 

εξώηεκα. Σειηθά, γίλεηαη ζύγθξηζε κεηαμύ ησλ απνηειεζκάησλ ησλ νκάδσλ κε βάζε 

ηνπο παξαπάλσ ζεκαηηθνύο άμνλεο. 

4.1 Α΄ νκάδα 

Ζ Α’ νκάδα βιέπνληαο ηηο εηθόλεο ζπκπιεξώλεη ην άζξνηζκα ησλ πεξηηηώλ αξηζκώλ 

θαη ηα απνηειέζκαηα πνπ αληηζηνηρνύλ ζε απηέο. Ο Μ2 παξαηεξεί ηα δύν πξώηα 

απνηειέζκαηα θαη αλαθέξεη:  

  

Ο Μ2 θάλεη κία εηθαζία ιέγνληαο όηη ηα απνηειέζκαηα είλαη ηέιεηα ηεηξάγσλα θαη ε 

Μ4 ζπκιεξώλεη ηα ιεγόκελα ηνπ αλαθέξνληαο όηη ε εηθόλα 3 ζα είλαη 25 (εκπεηξηθή 

ρξήζε/ non-generic treatment), ην νπνίν ηειηθά επηβεβαηώλεηαη από ην άζξνηζκα ησλ 

πεξηηηώλ αξηζκώλ. Ζ εκπεηξηθή ρξήζε ησλ παξαδεηγκάησλ γηα ηηο εηθόλεο 1 θαη 2 

έγηλε γεληθεπκέλε κε ηέηνην ηξόπν πνπ κπνξνύλ λα ζπλεηζθέξνπλ ζηε γελίθεπζε 

(contribution of examples to proving). πγθεθξηκέλα, νη καζεηέο δελ κπνξνύλ αθόκε 

λα θηάζνπλ ζε έλα γεληθεπκέλν επηρείξεκα γηα νπνηαδήπνηε εηθόλα, όκσο κπνξνύλ 

λα θαηαλνήζνπλ ην κνηίβν θαη λα ην εμεγήζνπλ κε παξαδείγκαηα (ΠΔ). 

ηελ εξώηεζε Β ηεο δξαζηεξηόηεηαο 1 (πνην ζα είλαη ην απνηέιεζκα ηεο εηθόλαο 

101;) ην παξάδεηγκα 101 ήηαλ δνζκέλν από ηελ εθθώλεζε άξα απνηειεί παξάδεηγκα 

πνπ δόζεθε από ηνλ εξεπλεηή. ύκθσλα κε ην παξαθάησ ζηηγκηόηππν ζπδήηεζεο : 
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έρνπλ θαηαιάβεη όηη ζα ην βξνπλ κε δηαθνξεηηθό ηξόπν θαη όρη κε ην άζξνηζκα ησλ 

πεξηηηώλ αθνύ έηζη ρξεηάδεηαη ρξόλν θαη πνιιέο πξάμεηο. Ήδε ζε απηή ηε πεξίπησζε 

ν αξηζκόο 101 απνηειεί πηζαλόλ ηελ αηηία πνπ νη καζεηέο ζα θάλνπλ κία εηθαζία ή ζα 

δώζνπλ έλα επηρείξεκα. Παξνιαπηά, αξρίδνπλ θαη πξνζζέηνπλ ηνπο πξώηνπο 

πεξηηηνύο αξηζκνύο όπσο ζηηο πξνεγνύκελεο εηθόλεο αιιά παξαηεξνύλ όηη νη αξηζκνί 

είλαη πάξα πνιινί. Σειηθά, ν Μ2 βιέπνληαο ηηο αλαπαξαζηάζεηο βξίζθεη ηε ιύζε, κε 

ην 101 λα απνηειεί γελεζηνπξγό παξάδεηγκα πιεξώληαο θαη ηα δύν θξηηήξηα θαη 

απαληά όπσο θαίλεηαη παξαθάησ: 

 

Γειαδή, ν Μ2 βξίζθεη έλα κνηίβν κε βάζε ηηο αλαπαξαζηάζεηο, ην νπνίν ην 

ρξεζηκνπνηεί θαη θαηαιήγεη ζην ζσζηό απνηέιεζκα. Μέζα από απηό ην παξάδεηγκα, 

ν καζεηήο έρεη δεη ηε γεληθή πεξίπησζε θαη απηό επηβεβαηώλεηαη όηαλ ζηε 

ζπλέληεπμε, ηνπ δεηείηαη λα εμεγήζεη μαλά ηε ζθέςε ηνπ γηα ηελ εηθόλα 204, ζηελ 

νπνία απάληα κε ηνλ ίδην νξζό ηξόπν πνπ ηνλ εμεγεί ιεπηνκεξώο. Σα παξαδείγκαηα 

γηα ηελ εηθόλα 101 θαη 204 απνηεινύλ γελεζηνπξγά αθνύ ν Μ2 κέζσ απηώλ 

θαηάθεξε λα δεη ηελ αλαπαξάζηαζε θαη ηελ αύμεζε ησλ ςεθίδσλ κε γεληθεπκέλν 

ηξόπν. Οπζηαζηηθά, έδεημε ρσξίο θνξκαιηζκό θαη ζπκβνιηζκό ηνλ ηξόπν πνπ 

ιεηηνπξγεί ην κνηίβν (γελεζηνπξγή απόδεημε). Έηζη, ε ζπλεηζθνξά ηνπ παξαδείγκαηνο 

101 ζε απηή ηνπ είδνπο απόδεημε είλαη παξαγσγηθή κε απόξξνηα ε γελίθεπζε λα 

βαζίδεηαη νιηθώο ζηελ πξνεξρόκελε ηδέα από ηελ εηθόλα 101 (ΠΚ). Ζ Μ4 θαηά ηε 

δηάξθεηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο θαίλεηαη λα κελ έρεη θαηαλνήζεη ηε ζθέςε ηνπ 

ζπκκαζεηή ηεο όπσο θαίλεηαη παξαθάησ.  

 

Αθόκε ζηε ζπλέληεπμε, είλαη εκθαλέο μαλά λα κελ έρεη θαηαιάβεη ηνλ ηξόπν ζθέςεο 

ηνπ Μ2 θαη δεηά επεμήγεζε. Μέζα από ηα ιεγόκελα ηεο Μ4, επηζεκαίλεηαη όηη ε 

παξαηήξεζε ησλ εηθόλσλ έπαημε πνιύ ζεκαληηθό ξόιν ζηελ εύθνιε εύξεζε ηνπ 

δεηνύκελνπ από ηνλ Μ1. Δπεμεγεκαηηθά, βιέπνληαο ηηο εηθόλεο ακέζσο έγηλε 

θαηαλνεηό όηη ε 101 ζα είλαη επίζεο ηεηξάγσλν θαη απηό πνπ ρξεηάδνληαλ λα βξνπλ 

είλαη ε πιεπξά. Ο Μ2 επηθεληξώζεθε ζε απηό, είδε θάζε θνξά πόζεο ςεθίδεο 
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απμάλνληαη θαη ηηο θύθισζε ζε θάζε πιεπξά όπσο θαίλεηαη ζην θύιιν εξγαζίαο ηνπ 

κε απνηέιεζκα λα νδεγεζεί ζην ζσζηό ζπκπέξαζκα. 

                

ηελ εξώηεζε 2, δίλεηαη ν ςεθηαθόο γεσπίλαθαο πνπ απνηειεί εξγαιείν γηα ηελ 

βαζύηεξε θαηαλόεζε ησλ εηθόλσλ πνπ έρνπλ εηπσζεί ζην πξνεγνύκελν εξώηεκα. 

Αλνίγνληαο ην γεσπίλαθα ππάξρνπλ νη εηθόλεο 1, 2 θαη 3 όπνπ θάζε κία ςεθίδα είλαη 

θαηαζθεπαζκέλε σο έλα ηεηξαγσλάθη ηα νπνία κπνξνύλ λα ηα ρεηξηζηνύλ κε ηέηνην 

ηξόπν έηζη ώζηε λα κεηαζρεκαηίζνπλ ηηο εηθόλεο πνπ έρνπλ ζε δηαθνξεηηθά ζρήκαηα. 

Οη καζεηέο ζην εξώηεκα : ΄΄ Πνηνο είλαη ν κηθξόηεξνο αξηζκόο πνπ πξέπεη λα 

πξνζηεζεί ζηηο εηθόλεο 2 θαη 3 γηα λα πξνθύςεη πνιιαπιάζην ηνπ 3;΄΄ έδσζαλ ηελ 

απάληεζε 2 θαη όπσο θαίλεηαη από ηα παξαθάησ ιερζέληα, ακέζσο βξίζθνπλ ηηο 

δηαζηάζεηο ησλ νξζνγσλίσλ ρσξίο λα έρνπλ ρξεζηκνπνηήζεη ηνλ γεσπίλαθα.                                                                                 

Όζηεξα από πξνηξνπή ηεο εθπαηδεπηηθνύ νη καζεηέο επηρεηξνύλ λα πεηξακαηηζηνύλ 

ζηα παξαδείγκαηα πνπ παξέρνληαη από ηνλ εξεπλεηή. Οη καζεηέο επεξεαζκέλνη όκσο 

από ηηο νπηηθέο αλαπαξαζηάζεηο πηζηεύνπλ όηη πξέπεη λα βξνπλ ηνλ ειάρηζην αξηζκό 

γηα λα γίλεη ηέιεην ηεηξάγσλν αιιά ηαπηόρξνλα θαη πνιιαπιάζην ηνπ 3. Σειηθά, 

πξνζζέηνληαο 2 ςεθίδεο θαηαζθεύαζαλ δύν νξζνγώληα κε δηαζηάζεηο 3x6 θαη 3x9 

γηα ηηο εηθόλεο 2 θαη 3 αληίζηνηρα. Οη δηαζηάζεηο ησλ νξζνγσλίσλ θαίλεηαη λα ήηαλ 

απόξξνηα ηεο ζθέςεο (16+2) : 9 = 3 θαη όρη κε βάζε ηηο γεσκεηξηθέο αλαπαξαζηάζεηο 

όπσο απηό θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζηηγκηόηππν : 

 

Δπεμεγεκαηηθά, νη εηθόλεο παίδνπλ δεπηεξεύνληα ξόιν ζε απηό ην ζηηγκηόηππν κέρξη 

λα θαηαλνήζνπλ θαιύηεξα όηη είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 3 επεηδή ε κία δηάζηαζε είλαη 

3. Μεηά από ηε δεκηνπξγία ησλ νξζνγσλίσλ ζηελ εηθόλα 3 ήηαλ νκόθσλε ε                                                                                                  
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απάληεζε όηη είλαη ήδε πνιιαπιάζην ηνπ 3 θαη δελ ρξεηάδεηαη λα πξνζηεζεί θάπνηνο 

αξηζκόο. Σν ηειηθό απνηέιεζκα ζην γεσπίλαθα είλαη ην εμήο :     

                         

Οη καζεηέο θαηαλόεζαλ ηνλ ηξόπν πνπ κπνξνύλ λα κεηαζρεκαηίζνπλ ηηο εηθόλεο ζε 

νξζνγώληα θαη έρνπλ ηε δπλαηόηεηα λα ην ρξεζηκνπνηήζνπλ ζε όινπο ηνπο αξηζκνύο. 

Σν γεληθεπκέλν επηρείξεκα πνπ δεκηνύξγεζαλ είλαη ζηεξηγκέλν ζε απηέο ηηο 3 

εηθόλεο (ΠΚ).Σα παξαδείγκαηα απηά όκσο δελ έρνπλ ρξεζηκνπνηεζεί νύηε σο 

εκπεηξηθά νύηε σο γελεζηνπξγά γηα ην κνηίβν πνπ αθνινπζείηαη ζε όινπο ηνπο 

θπζηθνύο αξηζκνύο, oπόηε δελ βνεζνύλ ζηε δεκηνπξγία ελόο γεληθεπκέλνπ 

επηρεηξήκαηνο πνπ κπνξεί λα θαηαιήμεη ζε κία γελεζηνπξγή απόδεημε (non-generic 

proof). ηε ζπλέρεηα, νη καζεηέο αξρίδνπλ λα πεηξακαηίδνληαη βάδνληαο δηθνύο ηνπο 

αξηζκνύο όπσο ηνπο ππνδεηθλύεη ε δξαζηεξηόηεηα. Ξεθηλάλε γξάθνληαο όια ηα 

πνιιαπιάζηα ηνπ 3, ππνγξακκίδνπλ απηά πνπ πξνθύπηνπλ από ηα κε πνιιαπιάζηα 

ηνπ 3 θαη θπθιώλνπλ ηα ηέιεηα ηεηξάγσλα όπσο είλαη θαλεξό ζην παξαθάησ 

ζηηγκηόηππν. 

   

Γειαδή θαηάιαβαλ όηη ην 9, ην 36 θαη ην 81 είλαη ήδε πνιιαπιάζηα ηνπ 3 ελώ 

αλάκεζα ζε απηά ηα ηέιεηα ηεηξάγσλα ππάξρνπλ αξηζκνί πνπ γηα λα γίλνπλ πξέπεη λα 

πξνζηεζεί ν αξηζκόο 2. Ζ ρξήζε ησλ παξαδεηγκάησλ πνπ έδσζαλ νη καζεηέο είλαη 

εκπεηξηθή αθνύ ζέινπλ λα επηβεβαηώζνπλ θαη λα θάλνπλ πην νηθείν ζε απηνύο όηη ην 

κνηίβν πνπ αθνινπζείηαη είλαη όπσο αλαθέξζεθε πξνεγνπκέλσο. Οη καζεηέο έρνπλ 

δεη ηε δνκή κέζα από ηα παξαδείγκαηα ηνπο (δειαδή πνιιαπιάζην ηνπ 3, θαη κε 

πνιιαπιάζην ηνπ 3) κε απνηέιεζκα ε ρξήζε ηνπο λα είλαη γεληθεπκέλε. H εηθαζία 

ηνπο επηβεβαηώλεηαη θαη κπνξνύλ κε καζεκαηηθό ηξόπν λα αηηηνινγήζνπλ απηό ην 

πξώην επίπεδν γελίθεπζεο ζην νπνίν έρνπλ θηάζεη κε απνηέιεζκα ηα παξαδείγκαηα 

απηά λα πιεξνύλ ηα θξηηήξηα ησλ γελεζηνπξγώλ παξαδεηγκάησλ. Παξαηεξώληαο ηα 

λέα ζρήκαηα ζην γεσπίλαθα θαη από ηα πξνεγνύκελα ζπκπεξάζκαηα ηνπο κε ην 

κνηίβν πνπ επαλαιακβάλεηαη, νη καζεηέο επεξεαζκέλνη ζεηηθά ζπκπεξαίλνπλ όηη 

όπσο ηα   + 2 θαη   +2 απνηεινύλ νξζνγώληα ελώ ην    ηεηξάγσλν ην ίδην ηζρύεη γηα 

ηα κε πνιιαπιάζηα +2 θαη ηα πνιιαπιάζηα ηνπ 3 αληίζηνηρα. Φαίλεηαη όηη ε ρξήζε 
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ησλ παξαδείγκαησλ πνπ δόζεθαλ αξρηθά από ηελ εθπαηδεπηηθό δελ θαηλόηαλ 

εμειίμηκε. Απηό έπεηηα, απνξξίθζεθε όηαλ νη καζεηέο έβαδαλ θαηά ζεηξά ηηο ηηκέο 

6,7,8,9 θαη παξαηήξεζαλ έλα κνηίβν, έθαλαλ κία εηθαζία θαη πξνζπαζνύζαλ λα ηελ 

ειέγμνπλ κε ηα παξαδείγκαηα πνπ δόζεθαλ ζηε δξαζηεξηόηεηα αιιά θαη κε ηα δηθά 

ηνπο. Απηό επηβεβαηώλεηαη κέζα από ηνλ παξαθάησ δηάινγν ηεο ζπλέληεπμεο  κε ηελ 

εξώηεζε : ΄΄Πσο θαηαιήμαηε όηη ελδηάκεζα ζηα ηέιεηα ηεηξάγσλα (9,36,81) 

ππάξρνπλ αξηζκνί πνπ κόλν αλ πξνζζέζεηο 2 γίλνληαη πνιιαπιάζηα ηνπ 3;΄΄ (κε ηε 

κόλε δηαθνξά όηη δελ είλαη ηεηξάγσλα αιιά νξζνγώληα)                                                                                                                                                                                                                                                         

 

Οη εθθξάζεηο ησλ αξηζκώλ κε βάζε ην 3 (3x,3x+1,3x+2) θαίλεηαη λα κελ κπνξνύλ λα 

παξαηεξεζνύλ αθόκε από ηνπο καζεηέο κέζσ ηνπ γεσπίλαθα θαη ηε ζπρλόηεηα 

επαλάιεςεο ηνπ κνηίβνπ νπόηε νη καζεηέο θαηαιήγνπλ ζην εμήο ζπκπέξαζκα :  

     

Πξνρσξώληαο νη καζεηέο ζηε δξαζηεξηόηεηα 2 θαηαιαβαίλνπλ όηη ε ινγηθή πνπ 

αθνινύζεζαλ ζην γεσπίλαθα ηζρύεη θαη ζε απηή ηελ πεξίπησζε ιέγνληαο όηη ζην 

ηεηξάγσλν ηεο ζηήιεο Α αλ πξνζηεζεί ην 2 ζα πξνθύςεη ε ζηήιε Β. Σν ζπκπέξαζκα 

απηό θαίλεηαη λα πξνέθπςε ζύληνκα, κε ηνπο καζεηέο λα ληώζνπλ ζίγνπξνη γηα ηελ 

απάληεζε ηνπο ρσξίο λα ζέινπλ λα ην επηβεβαηώζνπλ κε όινπο ηνπο αξηζκνύο ηεο 

ζηήιεο Α. Έηζη, ε ρξήζε ησλ παξαδεηγκάησλ πνπ δόζεθαλ από ηνλ εξεπλεηή είλαη 

γεληθεπκέλε (generic treatment of examples) κε ηνπο αξηζκνύο ζηε ζηήιε Α λα 

απνηεινύλ γελεζηνπξγά παξαδείγκαηα όπσο θαίλεηαη παξαθάησ :  
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Σν αξρηθό επηρείξεκα ηνπο πεξηέρεη έλα γεληθό ηζρπξηζκό πνπ έρεη επηβεβαησζεί κε 

παξαδείγκαηα από ηελ πξνεγνύκελε δξαζηεξηόηεηα, νπόηε βαζηδόκελνη ζε απηό 

αηηηνινγνύλ καζεκαηηθά πσο πξνθύπηεη ε Β ζηήιε από ηελ Α. Γειαδή νη καζεηέο 

ρξεζηκνπνηήζαλ κε παξαγσγηθό ηξόπν ηα παξαδείγκαηα απηά έηζη ώζηε λα θηάζνπλ 

ζηε γεληθή ζρέζε    + 2 = Β (ΠΚ). ηελ εξώηεζε πσο πξνθύπηεη ε Γ ζηήιε από ηελ 

Α θαη Β, δελ αηζζάλνληαη ηόζν αζθαιείο γηα ηελ απάληεζε ηνπο ζπδεηώληαο 

παξαπάλσ ηνπο πηζαλνύο ηξόπνπο. Οπόηε ειέγρνπλ ζε πεξηζζόηεξνπο αξηζκνύο θαη 

έπεηηα νδεγνύληαη ζηε γεληθεπκέλε ζρέζε Α ∙ Β = Γ (ΠΚ) θαζηζηώληαο ηα 

παξαδείγκαηα απηά γελεζηνπξγά. πγθξηηηθά, νη καζεηέο ρξεηάζηεθαλ πεξηζζόηεξν 

ρξόλν θαη παξαδείγκαηα γηα λα θάλνπλ ζε απηνύο πην νηθεία ηε ζθέςε ηνπο θαη λα 

επαιεζεύζνπλ ηελ εηθαζία. Έπεηηα ε Μ4 θάλνληαο ηα θξηηήξηα δηαηξεηόηεηαο ηνπ 3 

ζηνπο αξηζκνύο (παξαδείγκαηα πνπ δόζεθαλ από ηνλ εξεπλεηή) ηεο ζηήιεο Γ 

δηαπηζηώλεη από ηα πξώηα δύν παξαδείγκαηα όηη είλαη πνιιαπιάζηα ηνπ 3. 

Δπεμεγεκαηηθά, νη αξηζκνί 33 θαη 72 ρξεζηκνπνηήζεθαλ κε γεληθεπκέλν ηξόπν 

(generic treatment of examples) θαη αηηηνινγήζεθαλ καζεκαηηθά γηαηί είλαη 

πνιιαπιάζηα ηνπ 3, κε απνηέιεζκα λα πιεξνύλ ηα θξηηήξηα ησλ γελεζηνπξγώλ 

παξαδεηγκάησλ. Ζ ζπλεηζθνξά ηνπο ζηε γελίθεπζε είλαη πξνθαλήο αθνύ ην 

γεληθεπκέλν επηρείξεκα πξνήιζε από ηε δξαζηεξηόηεηα 1 κε ην γεσπίλαθα, ηηο 

νπηηθέο αλαπαξαζηάζεηο θαη ηηο ζθέςεηο ηνπο γηα ηα πνιιαπιάζηα ηνπ 3 (ΠΚ). Οη 

καζεηέο όκσο δελ παξέκεηλαλ ζε απηό ην πόξηζκα θαη πξνζπάζεζαλ λα βξνπλ ηελ 

αηηία πνπ ζπκβαίλεη απηό θάζε θνξά, δειαδή έιεγμαλ πσο πξνθύπηεη ν αξηζκόο απηόο 

πάληα πνιιαπιάζην ηνπ 3. πσο θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζηηγκηόηππν :

 

Ζ Μ4 θάλεη κία εηθαζία ιέγνληαο όηη όινη νη αξηζκνί ηεο ζηήιεο Β είλαη 

πνιιαπιάζηα ηνπ 3 θαη έηζη πξνθύπηεη ε θνηλή ηδηόηεηα ησλ αξηζκώλ ζηε ζηήιε Γ. Ζ 

εηθαζία απηή απνξξίπηεηαη από ηα αληηπαξαδείγκαηα 11 θαη 38 πνπ δελ είλαη 

πνιιαπιάζηα ηνπ 3. Γειαδή, ζε απηή ηελ πεξίπησζε ε ρξήζε ησλ παξαδεηγκάησλ 

είλαη εκπεηξηθή (non-generic treatment) κε ζθνπό λα επηβεβαηώζεη ή λα απνξξίςεη 

ηελ εηθαζία. Ζ πξνζνρή ηνπο επηθεληξώζεθε ζηα αληηπαξαδείγκαηα κε ην Μ2 λα 

βξίζθεη ην ιόγν πνπ ζε απηέο ηηο πεξηπηώζεηο βγαίλεη μαλά πνιιαπιάζην ηνπ 3 ζηε 

ζηήιε Γ. Απηνκάησο ζπκπεξαίλνπλ όηη όζνη αξηζκνί ηεο ζηήιεο Β δελ είλαη 
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πνιιαπιάζηα ηνπ 3 νη αληίζηνηρνη ηνπο ζηε ζηήιε Α ζα είλαη. πλεπώο νη καζεηέο 

δελ έβιεπαλ κεκνλσκέλα ηνλ θάζε αξηζκό θαη κέζα από ηα εηδηθά παξαδείγκαηα ηεο 

ζηήιεο Β, είδαλ ηηο γεληθέο πεξηπηώζεηο πνιιαπιαζίσλ θαη κε πνιιαπιαζίσλ ηνπ 3 

(generic treatment of examples). Έηζη, κε ηε βνήζεηα ησλ αληηπαξαδεηγκάησλ νη 

καζεηέο θαηέιεμαλ ζην ζσζηό ζπκπέξαζκα δεκηνπξγώληαο έλα γεληθεπκέλν 

επηρείξεκα βαζηδόκελν ζηα γελεζηνπξγά παξαδείγκαηα (ΠΚ). 

ην επόκελν εξώηεκα ηεο δξαζηεξηόηεηαο 2 νη καζεηέο ζα πξέπεη λα ηνπνζεηήζνπλ 

δηθνύο ηνπο αξηζκνύο ζηε ζηήιε Α θαη λα παξαηεξήζνπλ ηη πξνθύπηεη ζηηο δηπιαλέο 

ζηήιεο. Οη αξηζκνί πνπ έβαιαλ είλαη νη δηαδνρηθνί 11,12,13 θαη ζηε ζπλέρεηα 

ηνπνζεηνύλ θαη ην 15. Δμαηηίαο ηεο γεληθεπκέλεο ρξήζεο ησλ δνζκέλσλ αξηζκώλ ζηηο 

ζηήιεο δηαρώξηζαλ ηνπο αξηζκνύο πνπ έβαιαλ ζε πνιιαπιάζηα θαη κε πνιιαπιάζηα 

ηνπ 3 θαη έθαλαλ ηηο πξάμεηο. Ο Μ2 επεξεαζκέλνο από ηε δξαζηεξηόηεηα 1 θαη 

μερλώληαο ηε ζρέζε πνπ ζπλδέεη όινπο ηνπο αξηζκνύο ηεο ζηήιεο Α θαη Β αλαθέξεη:  

Όζηεξα από ηελ παξέκβαζε ηεο εθπαηδεπηηθνύ λα αθνινπζήζνπλ ην ζθεπηηθό ησλ 

παξαπάλσ ζηειώλ ν Μ2 παξαηήξεζε όηη αθόκε θαη ζην 6 πνπ είλαη ήδε 

πνιιαπιάζην ηνπ 3 ζην ηεηξάγσλν ηνπ πάιη πξνηίζεηαη ην 2. Σν 6 ινηπόλ, ζηελ 

πξνθεηκέλε πεξίπησζε ιεηηνπξγεί σο αληηπαξάδεηγκα κε απνηέιεζκα νη καζεηέο λα 

αθνινπζνύλ ηε ζρέζε Β =    + 2 γηα όια ηα παξαδείγκαηα πνπ δεκηνπξγήζεθαλ από 

απηνύο. Παξόιν πνπ νη καζεηέο έρνπλ αλαγλσξίζεη όηη πάληα νη αξηζκνί ζηε Γ ζηήιε 

βγαίλνπλ πνιιαπιάζηα ηνπ 3 γηαηί είηε ζηε ζηήιε Β είηε ζηε ζηήιε Α ππάξρνπλ 

αξηζκνί κε απηή ηελ ηδηόηεηα, θαίλεηαη όηη δελ ιεηηνύξγεζαλ έηζη ζηα δηθά ηνπο 

παξαδείγκαηα, ειέγρνληαο κε πξάμεηο ηα απνηειέζκαηα. Οη αξηζκνί ινηπόλ 11,12,13 

απνηεινύλ γελεζηνπξγά παξαδείγκαηα γηα ηηο θαηεγνξίεο πνιιαπιάζηα θαη κε 

πνιιαπιάζηα ηνπ 3 γηαηί κπνξνύλ λα αηηηνινγήζνπλ κε καζεκαηηθό ηξόπν 

επηθαιώληαο ηα θξηηήξηα δηαηξεηόηεηαο. κσο νη καζεηέο δελ έρνπλ θηάζεη ζην 

κεγαιύηεξν επίπεδν γελίθεπζεο αθνύ δελ έρνπλ παξαηεξήζεη ζηα δηθά ηνπο 

παξαδείγκαηα ην ιόγν πνπ νη αξηζκνί ζηε ζηήιε Γ είλαη πνιιαπιάζηα ηνπ 3. Ζ ρξήζε 

ησλ αξηζκώλ 11,12,13 ζε απηή ηελ πεξίπησζε είλαη εκπεηξηθή (non generic treatment) 

θαη έηζη εμεηάδεηαη θάζε απνηέιεζκα αλ είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 3 μερσξηζηά. Έπεηηα, 

ν Μ2 αλαθέξεη :  

                               

ύκθσλα κε ηα παξαπάλσ ιεγόκελα ηνπ, ην 12 θαη ην 15 είλαη πνιιαπιάζηα ηνπ 3, 

νπόηε εμεηάδνληαο ηνλ αξηζκό ηεο ζηήιεο Γ πνπ αληηζηνηρεί ζην 12 ζεώξεζε όηη ζην 

15 πηζαλόλ λα ζπκβαίλεη ην ίδην θαη όηη δελ έρεη λόεκα λα θάλεη πξάμεηο γηα λα ην 

δηαπηζηώζεη. Απηό επηβεβαηώλεηαη ζηελ παξαθάησ απάληεζε ηνπ Μ2.  
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Απηή ε πεξίπησζε επηβεβαηώλεη όηη νη καζεηέο δελ κέλνπλ ζην εηδηθό βιέπνληαο ην 

θάζε παξάδεηγκα μερσξηζηά αιιά έρνπλ πξνρσξήζεη ζε έλα ζηάδην γελίθεπζεο όκσο 

κόλν γηα ηα πνιιαπιάζηα ηνπ 3. Από όια απηά ηα παξαδείγκαηα, ην 15 

ρξεζηκνπνηήζεθε κε γεληθεπκέλν ηξόπν αθνύ νη καζεηέο θαηαλόεζαλ όηη είλαη ζαλ 

ην 12 θαη γεληθά ζαλ όια ηα πνιιαπιάζηα ηνπ 3. Αθόκε, πιεξνί ηα θξηηήξηα ηνπ 

γελεζηνπξγνύ παξαδείγκαηνο γηαηί αηηηνινγείηαη καζεκαηηθά όηη ν αξηζκόο ηεο 

ζηήιεο Γ είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 3 ιόγσ ηεο Α. 

Σν επόκελν εξώηεκα ηεο δξαζηεξηόηεηαο πεξηέρεη μαλά ηηο ζηήιεο Α,Β θαη Γ κε 

κεγαιύηεξνπο αξηζκνύο. Ζ πξώηε ηνπο ζθέςε είλαη όηη νη αξηζκνί ηεο ζηήιεο Γ ζα 

είλαη ζίγνπξα πνιιαπιάζηα ηνπ 3. ην επόκελν ζηηγκηόηππν, πξνθύπηεη έλαο δηάινγνο 

κεηαμύ ηνπ Μ2 θαη ηεο Μ4 αληαιιάδνληαο επηρεηξήκαηα γηα ηελ εύξεζε ηεο αηηίαο 

πνπ νη αξηζκνί ηεο ζηήιεο Γ είλαη πνιιαπιάζηα ηνπ 3. 

Ζ επηθνηλσλία κεηαμύ ηνπο, ηνπο βνεζά λα απνζαθελίζνπλ όηη θακία από ηηο ζηήιεο 

Α θαη Β δελ απνηεινύληαη νιόθιεξεο από αξηζκνύο πνπ είλαη πνιιαπιάζηα ηνπ 3 

αιιά αθόκε θαίλεηαη άγλσζην ζε απηνύο πσο πξνθύπηεη πάληα ε Γ ζηήιε κε απηή 

ηελ ηδηόηεηα. Δπόκελε ζθέςε ηνπο ήηαλ λα ειέγμνπλ θαζέλα από ηνπο δνζκέλνπο 

αξηζκνύο 411,520,704 αλ είλαη ή όρη πνιιαπιάζηα ηνπ 3. Ζ δπζθνιία πνπ πξνθύπηεη 

είλαη γηα πνηνπο αξηζκνύο ηεο ζηήιεο Α πξνθύπηεη ε ζηήιε Β πνιιαπιάζην ηνπ 3 θαη 

γηα πνηνπο όρη. Οη καζεηέο βξέζεθαλ ζε αδηέμνδν νπόηε ε κόλε ηνπο δίνδνο ήηαλ νη 

πξάμεηο, μεθηλώληαο κε ην 411, ην νπνίν έρεη εκπεηξηθή ρξήζε (non generic treatment) 

θαη δελ ζπλεηζθέξεη κε παξαγσγηθό ηξόπν ζηε δεκηνπξγία γεληθεπκέλνπ 

επηρεηξήκαηνο (non-productive for proving). Ζ εθπαηδεπηηθόο πξνέηξεςε ηνπο 

καζεηέο λα θνηηάμνπλ ηηο ζηήιεο κε ηνπο κηθξόηεξνπο αξηζκνύο πνπ ήηαλ είηε 

δνζκέλα παξαδείγκαηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο είηε ηα είραλ δεκηνπξγήζεη νη καζεηέο.. 

Ο παξαθάησ δηάινγνο κεηαμύ ηεο εθπαηδεπηηθνύ θαη ηνπ Μ2 αλαδεηθλύεη ηε ζθέςε 

ηνπ καζεηή πνπ ηνλ νδήγεζε ζην ζπκπέξαζκα. 
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Ζ ηδέα ηνπ Μ2 ώζεζε ηελ Μ4 θαηεπζείαλ ζηελ παξαθάησ ζθέςε :  

Δίλαη εκθαλέο όηη απηή ε αιιειεπίδξαζε θαη ε ζπλεξγαζία κεηαμύ ησλ καζεηώλ 

νδεγεί ζε κία αιιεινπρία ζθέςεσλ πνπ ρσξίο απηή ίζσο λα κελ νδεγνύληαλ ζε 

θάπνην ζπκπέξαζκα. Έηζη, κέζσ ησλ κηθξόηεξσλ αξηζκώλ ζηηο πξνεγνύκελεο ζηήιεο 

πνπ είραλ γεληθεπκέλε ρξήζε (generic treatment of examples) έβγαιαλ ζπκπέξαζκα 

γηα ηνπο 411,520 θαη 704 θαη ζπκπιήξσζαλ κε έλα λαη ή όρη αλ ζα είλαη πνιιαπιάζην 

ηνπ 3 ή όρη αληίζηνηρα. Οπόηε, από ηνπο κηθξνύο αξηζκνύο πξνήιζε ην γεληθεπκέλν 

επηρείξεκα θαη κε βάζε απηό δηαρεηξίζηεθαλ ηνπο κεγάινπο αξηζκνύο (ΠΚ). 

Δπεμεγεκαηηθά, νη κεγάινη αξηζκνί καδί κε ηελ ώζεζε ηεο εθπαηδεπηηθνύ πξνέηξεςε 

ηνπο καζεηέο λα γεληθεύζνπλ θαη λα θαηαιάβνπλ ην κνηίβν πνπ δεκηνπξγείηαη ζηνπο 

αξηζκνύο όισλ ησλ ζηειώλ. Απηνί νη αξηζκνί δελ απνηέιεζαλ γελεζηνπξγά 

παξαδείγκαηα (non generic treatment) νύηε ε ρξήζε ηνπο ήηαλ εκπεηξηθή όκσο ήηαλ ε 

αθνξκή γηα λα δνπλ ηνπο κηθξόηεξνπο αξηζκνύο σο γελεζηνπξγά παξαδείγκαηα. 

Γειαδή νη ίδηνη νη αξηζκνί δελ βνήζεζαλ ζηε γελίθεπζε (ΜΠ) όκσο ώζεζαλ ηνπο 

καζεηέο λα δνπλ κε δηαθνξεηηθή καηηά ηνπο κηθξόηεξνπο. 

Σν επόκελν εξώηεκα δεηνύζε λα δώζνπλ δηθνύο ηνπο αξηζκνύο ζηε ζηήιε Α θαη 

αθνινύζσο λα βγάινπλ ζπκπεξάζκαηα γηα ηε Β θαη Γ. Έηζη, ηνπνζέηεζαλ ηνπο 801 

θαη 1240 θαη ζπκπιήξσζαλ ηηο ζηήιεο Β θαη Γ νξζά κε βάζε αλ ν θάζε αξηζκόο είλαη 

ή όρη πνιιαπιάζην ηνπ 3. Έρνληαο θηάζεη ζε έλα θαιό επίπεδν γελίθεπζεο, ε 

εθπαηδεπηηθόο δίλεη ζηνπο καζεηέο θαη ηνλ αξηζκό 1241 κε ζηόρν λα νδεγεζνύλ ζηηο 

καζεκαηηθέο εθθξάζεηο 3x,3x+1,3x+2. Οη καζεηέο έρνληαο ζρεκαηίζεη ηηο δύν 

θαηεγνξίεο ζην λνπ ηνπο (πνιιαπιάζην θαη κε πνιιαπιάζην ηνπ 3) δελ είλαη εκθαλέο 

όηη ην 1240 κπνξεί λα γξαθεί σο 3∙413+1 θαη αληίζηνηρα ην 1241=3∙413+2. Οπόηε νη 

αξηζκνί απηνί επηβεβαηώλνπλ κόλν ηνλ ηζρπξηζκό ρσξίο λα απνηεινύλ γελεζηνπξγά 

παξαδείγκαηα πνπ νδεγνύλ ζηελ αλαθάιπςε ησλ θαηεγνξηώλ 3x,3x+1,3x+2. Έηζη, 

ηνπο δεηήζεθε αξρηθά λα βξνπλ ηηο θνηλέο ηδηόηεηεο ησλ 411,520 θαη 704 κε ηνπο 3,4 

θαη 5. Ο παξαθάησ δηάινγνο κεηαμύ ηεο εθπαηδεπηηθνύ θαη ησλ καζεηώλ αλαδεηθλύεη 
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κία ιαλζαζκέλε αληίιεςε ησλ καζεηώλ.

 

Οη καζεηέο ζηα δνζκέλα παξαδείγκαηα από ηνλ εξεπλεηή ζθέθηεθαλ ηα 

πνιιαπιάζηα ηνπ 3,4 θαη 5 όκσο ην παξάδεηγκα κε ηηκή 1240 πνπ έδσζαλ απνξξίπηεη 

ηελ εηθαζία ηνπο. ε θάζε πξνζπάζεηα ηνπο λα γεληθεύζνπλ, γελληνύληαη εηθαζίεο πνπ 

είηε επαιεζεύνληαη κε γελεζηνπξγά παξαδείγκαηα είηε απνξξίπηνληαη κε 

αληηπαξαδείγκαηα, όπσο θαίλεηαη παξαπάλσ. Σν αδηέμνδν ζην νπνίν βξέζεθαλ νη 

καζεηέο πξνέθπςε πηζαλόλ ιόγσ ηεο παξεξκήλεπζεο ηεο εξώηεζεο ηεο 

εθπαηδεπηηθνύ θαη ηαπηόρξνλα ηεο κε θαηαλόεζεο όηη έλαο αξηζκόο πνπ δελ είλαη 

πνιιαπιάζην ηνπ 3 εθθξάδεηαη 3x+1 ή 3x+2. Ζ εθπαηδεπηηθόο δήηεζε από ηνπο 

καζεηέο λα παξαηεξήζνπλ ηνπο κηθξνύο αξηζκνύο ησλ ζηειώλ θαη λα δνπλ ηηο 

ζρέζεηο ησλ αξηζκώλ 4 θαη 5 ζε ζρέζε κε ην 3. Έηζη, άξρηδαλ λα εθθξάδνπλ ηνπο 

αξηζκνύο κέρξη ην 11 όπσο θαίλεηαη ραξαθηεξηζηηθά ζην παξαθάησ ζηηγκηόηππν :  

Ο Μ2 ζηε ζπλέληεπμε πνπ έδσζε ραξαθηήξηζε ηελ νκάδα ηπρεξή πνπ βξήθε ρσξίο 

κεγάιε πξνζπάζεηα ηε ζσζηή έθθξαζε ησλ αξηζκώλ κε βάζε ην 3. ηε ζπλέρεηα, 

αλαθέξεη όηη πήξαλ σο βαζηθό αξηζκό ην 3 θαη κε ηε βνήζεηα από ηνλ πίλαθα θαη ηνλ 

γεσπίλαθα κε ηηο αλαπαξαζηάζεηο θαηέιεμαλ ζηε ζσζηή έθθξαζε ησλ αξηζκώλ. 

Δίλαη εκθαλέο όηη ε ρξήζε ησλ παξαδεηγκάησλ 4 έσο 11 είλαη γεληθεπκέλε (generic 

treatment of examples) θαη πιεξνύληαη θαη ηα δύν θξηηήξηα ησλ γελεζηνπξγώλ 

παξαδεηγκάησλ αθνύ ην επηρείξεκα ηνπο έρεη έλαλ γεληθό ηζρπξηζκό πνπ ζηε 

ζπλέρεηα αηηηνινγείηαη καζεκαηηθά. Δπεμεγεκαηηθά, νη καζεηέο αηηηνιόγεζαλ κε 

καζεκαηηθό ηξόπν πσο νη αξηζκνί 3,6,9 απνηεινύλ πνιιαπιάζηα ηνπ 3 θαη νη 

4,5,7,8,10,11 κε πνιιαπιάζηα ηνπ 3 (ΠΚ). Βιέπνληαο νη καζεηέο ην γεληθεπκέλν 

ηξόπν έθθξαζεο απηώλ ησλ αξηζκώλ είλαη έηνηκνη λα δνπλ απν άιιε νπηηθή γσλία 

ηνπο κεγαιύηεξνπο αξηζκνύο 411,520,704 ιέγνληαο :  
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Μέζα από ην ζηηγκηόηππν αλαδεηθλύεηαη ε νξζή ζθέςε ηεο Μ4 θαη ε απνηειεζκαηηθή 

πξνζπάζεηα λα εθθξάζεη ην 520 σο 3x+1. ηελ παξαθάησ εηθόλα δίπια από ηνπο 

αξηζκνύο ζηε ζηήιε Α ε Μ4 έρεη γξάςεη ηνπο αξηζκνύο (3 ή 4 ή 5) κε ηνπο νπνίνπο 

θαηαιάβε όηη έρνπλ θνηλέο ηδηόηεηεο. 

 

ηε ζπλέληεπμε νη καζεηέο απνθξίζεθαλ όηη :  

Με ηε ιέμε ηύπνο νη καζεηέο ηεο Α’ νκάδαο ελλόεζαλ ηηο εθθξάζεηο 3x,3x+1,3x+2 

κε ηηο νπνίεο πξνέθππηαλ όινη νη θπζηθνί αξηζκνί είηε πνιιαπιάζηα είηε κε 

πνιιαπιάζηα ηνπ 3. Αθόκε, κέζα από ηε ζπλέληεπμε αλαδεηθλύεηαη όηη ε Μ4 

αλαγλσξίδεη ηελ παξαλόεζε πνπ είραλ θάλεη κε ηνπο αξηζκνύο 411,520 θαη 704 θαη 

ηα πνιιαπιάζηα ηνπ 4 θαη 5. Απηή είλαη αλακθίβνια κία αμηνζεκείσηε αιιαγή από 

ην ρξνληθό ηεο δξαζηεξηόηεηαο κέρξη ηε ζπλέληεπμε θαη θαίλεηαη όηη ζηε ζθέςε ηεο 

Μ4 απηή ε παξαλόεζε είρεη κείλεη αλεμίηειε. ηελ εξώηεζε πνηνο είλαη ν ιόγνο πνπ 

επηιέμαηε ηνπο αξηζκνύο 801 θαη 1240 ε Μ4 απάληεζε :  

Από ηνλ παξαπάλσ δηάινγν αλαδεηθλύεηαη όηη ε Μ4 βξίζθνληαο ηηο εθθξάζεηο ησλ 

αξηζκώλ κε βάζε ην 3 ήηαλ πνιύ εύθνιν λα επηιέμεη παξαδείγκαηα πνπ είλαη ε όρη 

πνιιαπιάζηα ηνπ 3. Μέζα από ηε ζπλέληεπμε έγηλε πην επδηάθξηηνο ν ιόγνο πνπ 

επέιεμαλ ηνπο αξηζκνύο 801 θαη 1240 ην νπνίν απνδεηθλύεη όηη ε γεληθεπκέλε ρξήζε 
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ησλ δνζκέλσλ παξαδεηγκάησλ βνήζεζε ζηελ επηινγή απηώλ πνπ ηνπνζεηνύζαλ νη 

καζεηέο. Ζ ώζεζε ηεο εθπαηδεπηηθνύ απνζθνπνύζε ηελ πξνεηνηκαζία ησλ 

εθθξάζεσλ απηώλ γηα ηα επόκελα εξσηήκαηα πνπ δεηνύζαλ πξώηα λα απνξξίςνπλ ηε 

ζθέςε όηη ππάξρεη έζησ θαη έλαο αξηζκόο πνπ δελ ζπλάδεη κε ηα ζπκπεξάζκαηα ηνπο 

θαη ύζηεξα λα δείμνπλ όηη ηα επξήκαηα ηνπο ηζρύνπλ γηα όινπο ηνπο θπζηθνύο 

αξηζκνύο. Οη καζεηέο ακέζσο αλέθεξαλ όηη ππάξρνπλ κόλν δύν πεξηπηώζεηο, θαη 

θάζε αξηζκόο ζα είλαη αλαγθαζηηθά ή ζηε κία ή ζηελ άιιε. Γειαδή, δελ ππάξρεη 

θάπνηνο θπζηθόο αξηζκόο πνπ απνξξίπηεη απηή ηελ εηθαζία κε απνηέιεζκα λα 

πξνρσξνύλ ζηε ζθέςε γηα ην πσο ζα πείζνπλ θάπνηνλ όηη ηζρύεη γηα όινπο ηνπο 

θπζηθνύο αξηζκνύο. Ζ αιιειεπίδξαζε θαη ε αληαιιαγή επηρεηξεκάησλ κεηαμύ 

εθπαηδεπηηθνύ θαη ησλ καζεηώλ όπσο θαίλεηαη παξαθάησ παίδνπλ νπζηώδε ξόιν ζηε 

θαηαλόεζε ηεο ζεκαζίαο : ΄΄πείζσ΄΄ θάπνηνλ όηη ηα ζπκπεξάζκαηα ηζρύνπλ γηα όινπο 

ηνπο θπζηθνύο αξηζκνύο. 

Ζ Μ4 έρνληαο γξάςεη ηηο εθθξάζεηο ησλ αξηζκώλ κέρξη ην 14 δπζθνιεύεηαη λα δείμεη 

όηη ηζρύεη γηα όινπο ηνπο θπζηθνύο παξόιν πνπ ην έρεη θαηαλνήζεη. Ζ εθπαηδεπηηθόο 

πξνηξέπεη ηνπο καζεηέο λα δνπλ ηηο εθθξάζεηο πξνζεθηηθά ιέγνληαο ηνπο :

 

Αθόκε θαη ζε απηέο ηηο εθθξάζεηο δεηείηαη από ηνπο καζεηέο λα γεληθεύζνπλ μαλά 

αληηθαζηζηώληαο ηνλ αξηζκό πνπ πνιιαπιάζηάδεηαη κε ην 3 κε κία κεηαβιεηή x πνπ 

αιιάδεη ζπλερώο παίξλνληαο σο ηηκέο κόλν θπζηθνύο αξηζκνύο. Οη εθθξάζεηο ησλ 

αξηζκώλ ήηαλ εηδηθέο ώζπνπ έγηλαλ γεληθέο δεκηνπξγώληαο ηηο καζεκαηηθέο 

εθθξάζεηο 3x,3x+1,3x+2 ιόγσ ηεο εκθαλνύο επαλάιεςεο κνηίβνπ. Σα γελεζηνπξγά 

παξαδείγκαηα ζε απηή ηε πεξίπησζε πνπ είλαη νη αξηζκνί 3 έσο ην 14 ζπλεηζθέξνπλ 

ζηε δεκηνπξγία εθθξάζεσλ θαη ηειηθά ζηε γελίθεπζε πνπ αθνινπζείηαη (ΠΚ). Έηζη, 
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έρνληαο ηηο εθθξάζεηο απηέο ζηε ζηήιε Α αλαιόγσο ζπκπιεξώλνπλ ηηο ππόινηπεο 

ζηήιεο ρσξίο λα θάλνπλ πξάμεηο όπσο θαίλεηαη ζηελ παξαθάησ εηθόλα.  

     

Ακέζσο κεηά ν Μ2 αληηθαζηζηά όπνπ x ηνλ αξηζκό 2 γηα λα ειέγμεη αλ ηζρύνπλ ηα 

ζπκπεξάζκαηα κε απηέο ηηο εθθξάζεηο, δειαδή ε ρξήζε ηνπ ήηαλ κόλν εκπεηξηθή. 

Πηζαλόλ λα κελ είρε πεηζηεί όηη νη εθθξάζεηο πνπ βξήθε ζηηο ζηήιεο Β θαη Γ είλαη νη 

αληίζηνηρνη αξηζκνί πνπ ζα έβξηζθε αλάινγα κε ηνλ αξηζκό ηεο ζηήιεο Α. Ζ 

αβεβαηόηεηα απηή γίλεηαη εκθαλήο θαη από ηε ζπλέληεπμε πνπ ν Μ2 εθθξάδεη όηη δελ 

ήηαλ ζίγνπξνο θαη ήζειε λα ην ειέγμεη, κε ηελ Μ4 λα αλαθέξεη όηη ην έβαιαλ γηα λα 

θαηαιάβνπλ αλ ηζρύεη, επεηδή δελ είραλ αλαπηύμεη ηηο ηαπηόηεηεο. ηε ζπλέρεηα, ν 

Μ2 αλαγλσξίδεη όηη ζηελ πεξίπησζε ηνπ 3x ζηε ζηήιε Α, ε ζηήιε Γ ζα πξνθύπηεη 

μαλά πνιιαπιάζην ηνπ 3, όκσο έρεη βξεη εκπόδην ζην πσο ζα δείμεη γηα ηνπο 3x+1 θαη 

3x+2. Σειηθά, ν καζεηήο αλέπηπμε ηηο ηαπηόηεηεο θαη θάλνληαο παξαγνληνπνίεζε 

θαηέιεμε όηη ζηνπο αξηζκνύο 3x+1 θαη 3x+2 πάληα νη ζηήιεο Β ζα είλαη 3 ∙ θάπνηνλ 

αξηζκό. πσο θαίλεηαη ζηελ εηθόλα ν καζεηήο θπθιώλεη ην 3 θαη δείρλεη όηη 

αλεμαξηήησο ηνλ αξηζκό πνπ ζα βξίζθεηαη ζηε παξέλζεζε απηό ζα είλαη πάληα 

πνιιαπιάζην ηνπ 3.         

 

4.2 Β΄νκάδα 

ηελ Β΄νκάδα νη καζήηξηεο Μ5 θαη Μ6 παξαηήξεζαλ ηηο εηθόλεο θαη ζπκπιήξσζαλ 

ηα θελά κε βάζε απηέο. Ζ Μ5 αλαθέξεη :  
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Πηζαλόλ ε Μ5 παξαηήξεζε αξηζκεηηθά πσο απμάλνληαη νη θνπθίδεο αθνινπζώληαο ην 

κνηίβν ηνπ αζξνίζκαηνο δηαδνρηθώλ πεξηηηώλ αξηζκώλ. Ζ πξνζζήθε ηνπ γλώκνλα ζε 

θάζε επόκελε εηθόλα έγηλε αληηιεπηή κέζσ ησλ αλαπαξαζηάζεσλ αιιά ε Μ5 

ζεώξεζε όηη δελ είλαη αλαγθαίν λα κεηξήζεη ηηο ςεθίδεο, ην νπνίν αλαδεηθλύεη ηελ 

θαηαλόεζε ηεο ζην αξηζκεηηθό κνηίβν. Ζ ρξήζε ησλ παξαδεηγκάησλ είλαη 

γεληθεπκέλε αιιά δελ ζπλεηζθέξνπλ κε ηέηνην ηξόπν έηζη ώζηε λα θηάζνπλ ζηε 

θαηαζθεπή ελόο γεληθεπκέλνπ επηρεηξήκαηνο γηα θάζε εηθόλα (ΠΔ). ηελ εξώηεζε ηη 

παξηζηάλεη γεσκεηξηθά ν αξηζκόο πνπ αληηζηνηρεί ζε κία εηθόλα ε Μ5 εθθξάδεη ην 

δίιεκκα ζην νπνίν βξίζθεηαη κέζσ κίαο εξώηεζεο : 

                      

Σν νπηηθό εξέζηζκα πνπ πξνζθέξνπλ νη εηθόλεο σο ζρήκαηα είλαη ην ηεηξάγσλν θαη  

αξηζκεηηθά ηα απνηειέζκαηα παξαπέκπνπλ ζε αξηζκνύο πνπ απνηεινύλ ηέιεηα 

ηεηξάγσλα. Από ηελ άιιε κεξηά, νη αξηζκνί πνπ αληηζηνηρνύλ ζηηο εηθόλεο απνηεινύλ 

ππόξξηδεο πνζόηεηεο ηεηξαγσληθώλ ξηδώλ πνπ έρνπλ απνηέιεζκα θπζηθό αξηζκό. Οη 

αξηζκνί απηνί είλαη ραξαθηεξηζηηθνί θαη έρνπλ απνηππσζεί ζην λνπ ησλ καζεηώλ , 

γηα απηό ην ιόγν ε ζθέςε ηεο Μ5 παξέπεκςε ζηηο ηεηξαγσληθέο ξίδεο. Ζ 

αληηπαξάζεζε κεηαμύ αλαπαξαζηάζεσλ θαη αξηζκεηηθώλ κνηίβσλ επηιύζεθε κε ηελ 

ππεξίζρπζε ησλ εηθόλσλ. ην επόκελν εξώηεκα : Πνην είλαη ην απνηέιεζκα ηεο 

εηθόλαο 101, ε πξώηε ζθέςε ησλ καζεηξηώλ είλαη λα πξνζζέηνπλ έλαλ έλαλ ηνπο 

επόκελνπο πεξηηηνύο αξηζκνύο πνπ ακέζσο απνξξίπηεηαη ιόγσ ηνπ κεγάινπ πιήζνπο 

ηνπο. ηε ζπλέρεηα ε Μ5 βξίζθεη ηε ιύζε ιέγνληαο :

 

Δπεηδή ε Μ6 δελ θαηαλόεζε ηε ζθέςε απηή, ε Μ5 εμεγεί όπσο θαίλεηαη παξαθάησ 

κε πεξηζζόηεξε ιεπηνκέξεηα ηελ άπνςε ηεο. 

 

Από ηελ δηεμνδηθή εμήγεζε ηεο αλαδεηθλύεηαη όηη ε ινγηθή ηεο βαζίδεηαη ζηηο 

εηθόλεο θαη ζηελ αύμεζε ησλ ςεθίδσλ από ηε κία ζηελ άιιε. ηαλ ην εμεγεί ζηε Μ6 

ρξεζηκνπνηεί όιεο ηηο εηθόλεο πνπ έρεη ζην θύιιν εξγαζίαο γηα λα δείμεη ηελ αιιαγή 

πνπ ζπκβαίλεη θάζε θνξά. Σα εηδηθά παξαδείγκαηα πνπ έρνπλ δνζεί από ηνλ εξεπλεηή 

είλαη γελεζηνπξγά θαη νδεγνύλ ζε κία άηππε απόδεημε πνπ βαζίδεηαη ζηηο 

αλαπαξαζηάζεηο (γελεζηνπξγή απόδεημε). Έηζη θαηέιεμαλ ζην γεληθεπκέλν 

επηρείξεκα βαζηδόκελν εμ’όινθιήξνπ ζηα παξαδείγκαηα (ΠΚ). ηε ζπλέληεπμε, ε 

Μ5 εμεγεί κε ηνλ ίδην ηξόπν ηε ζθέςε ηεο κε κία κηθξή αιιαγή ιέγνληαο :  
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ηε πξνππάξρνπζα ζθέςε ηεο πξνζζέηεη όηη ε εηθόλα 101 είλαη ε εηθόλα 1 θαη ε 

εηθόλα 100. Δπεμεγεκαηηθά, ελλνεί όηη ε εηθόλα 1 έρεη από κόλε ηεο 3 ςεθίδεο ζε 

θάζε πιεπξά θαη από ηελ 2 κέρξη θαη ηελ 100 απμάλεηαη αλά 1. Ζ Μ6, όπσο θαίλεηαη 

θαη από ηε ζπλέληεπμε δελ έρεη θαηαλνήζεη αξθεηά θαιά ηε ινγηθή ηεο Μ5 θαη ίζσο 

απηόο είλαη έλαο ιόγνο πνπ δελ εμέθξαζε ηελ άπνςε ηεο πάλσ ζηελ νξζή απάληεζε 

αλαθέξνληαο όηη απάληεζε κε βάζε ην εκβαδόλ ησλ εηθόλσλ. 

ηε ζπλέρεηα ε εθπαηδεπηηθόο παξνπζηάδνληαο ην γεσπίλαθα θαη δηαβάδνληαο ηελ 

εθθώλεζε, ε Μ5 έρεη ηελ απνξία αλ ηα ηεηξάγσλα πνπ ζα κεηαζρεκαηίζνπλ πξέπεη 

λα βγνπλ μαλά ηεηξάγσλα ή νπνηνδήπνηε άιιν ζρήκα. Ζ επηξξνή ησλ 

αλαπαξαζηάζεσλ κε ηηο εηθόλεο είλαη εκθαλήο θαη ζηηο δύν καζήηξηεο αθνύ θαη ε Μ6 

αλαξσηηέηαη αλ ν αξηζκόο 2 είλαη ζσζηόο αθνύ ην 18 δελ έρεη ηεηξαγσληθή ξίδα. Ζ 

εθπαηδεπηηθόο απαληά θαη ζηηο δύν δίλνληαο έκθαζε ζην όηη ε δξαζηεξηόηεηα δεηά 

ηνλ ειάρηζην αξηζκό. ην κεηαζρεκαηηζκό ησλ ηεηξαγώλσλ 4x4 θαη 5x5, δελ ππήξρε 

δπζθνιία θαη έγηλε πεξηζζόηεξν αληηιεπηό από ηελ Μ5 ν ηξόπνο πνπ ζα 

δεκηνπξγεζνύλ όπσο θαίλεηαη παξαθάησ :

 

Υσξίο παξαπάλσ ζθέςε πξαγκαηνπνηνύλ ην ίδην θαη ζην ηεηξάγσλν 5x5 όπσο θαη 

ζην 3x3 θαη αλαθέξνπλ όηη δελ ρξεηάδεηαη λα πξνζηεζεί ζε απηό θάπνηνο αξηζκόο 

νύηε λα κεηαζρεκαηηζηεί. Μέζσ ησλ παξαδεηγκάησλ απηώλ θαη ηε κεηαηξνπή ησλ 

ηεηξαγώλσλ ζε νξζνγώληα, έγηλε θαηαλνεηό γεσκεηξηθά όηη γηα λα είλαη έλαο αξηζκόο 

(εκβαδόλ ζηελ πξνθεηκέλε πεξίπησζε) πνιιαπιάζην ηνπ 3 πξέπεη ε κία ηνπ δηάζηαζε 

λα είλαη 3. Ζ ρξήζε ησλ δνζκέλσλ παξαδεηγκάησλ είλαη γεληθεπκέλε ζηελ πεξίπησζε 

ησλ ζρεκάησλ θαη γηα απηό απνηεινύλ γελεζηνπξγά παξαδείγκαηα. Ζ νκάδα απηή 

θαηαλόεζε ηε δνκή ηνπο έηζη ώζηε λα βγαίλνπλ πνιιαπιάζην ηνπ 3, θαη πηζαλόλ ζε 

νπνηαδήπνηε άιιν ηεηξάγσλν ζα κπνξνύζαλ λα ην κεηαζρεκαηίζνπλ θαηάιιεια έηζη 

ώζηε λα βγεη (ΠΚ). Σα ίδηα παξαδείγκαηα, πξνο ην παξόλ δελ απνηεινύλ νύηε 

εκπεξηθά νύηε γελεζηνπξγά αθνύ δελ έρνπλ ζθεθηεί νη καζήηξηεο λα θάλνπλ θάπνηα 

εηθαζία θαη λα ηελ επαιεζεύζνπλ. Ζ θάζε εηθόλα δειαδή κεηαζρεκαηηζκέλε ζε 

νξζνγώληα απνηεινύλ εηδηθά παξαδείγκαηα ρσξίο λα νδεγνύλ ζε θάπνηα γελίθεπζε 

γηα ην πνηνη αξηζκνί θαη κε πνηνλ ηξόπν γίλνληαη πνιιαπιάζηα ηνπ 3. ε αληίζεζε κε 

ηε γεληθεπκέλε ρξήζε ηνπο ζηελ θαηαζθεπή ησλ νξζνγσλίσλ πνπ είλαη πάληα 

πνιιαπιάζηα ηνπ 3 ιόγσ ηεο κίαο δηάζηαζεο.             

Έλα αθόκε ζπκπέξαζκα ηεο Μ5 ήηαλ όηη ην νξζνγώλην 3x6 είλαη ην δηπιάζην ηεο 

εηθόλαο 1 θαη ην νξζνγώλην 3x9 είλαη ην ηξηπιάζην ηεο εηθόλαο 1. Ζ ζθέςε απηή 

δείρλεη ηελ ηάζε ηεο καζήηξηαο λα βιέπεη ηε ζρέζε κεηαμύ ησλ εηθόλσλ κέζσ ησλ 

αλαπαξαζηάζεσλ θαη λα ζέιεη λα βξεη ην γεσκεηξηθό κνηίβν πνπ θξύβεηαη πίζσ από 

ηα ζρήκαηα. Πην ζπγθεθξηκέλα, ην παξαθάησ ζηηγκηόηππν θάλεη ζαθή ηελ νπηηθή 

παξαηήξεζε ηεο Μ5.  
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ηε ζπλέρεηα, νη καζήηξηεο δίλνπλ παξαδείγκαηα όπσο ηνπο δεηείηαη εμαηξώληαο ην 6 

επεηδή είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 3. Φαίλεηαη όηη ε εηθόλα 1 απνηειεί γελεζηνπξγό 

παξάδεηγκα γηα όια ηα ηα ηεηξάγσλα κε δηαζηάζεηο πνιιαπιαζίσλ ηνπ 3. Σν 

ηεηξάγσλν απηό πιεξνί ηα θξηηήξηα ηνπ γελεζηνπξγνύ παξαδείγκαηνο αθνύ κέζσ 

απηνύ νη καζήηξηεο θαηαλννύλ όηη ν ειάρηζηνο αξηζκόο πνπ πξέπεη λα πξνζζέζνπλ 

ζηα ηέιεηα ηεηξάγσλα κε δηάζηαζε πνιιαπιάζην ηνπ 3 είλαη ην 0. Απηό ην έρνπλ 

αηηηνινγήζεη κέζσ ησλ γεσκεηξηθώλ αλαπαξαζηάζεσλ πνπ απνηέιεζε ζθαισζηά γηα 

ηε γελίθεπζε. Άξα, μεθηλώληαο από ην 7 παξαηεξνύλ όηη πξέπεη λα πξνζζέζνπλ ην 2 

έηζη ώζηε ην 49 λα γίλεη 51 πνπ απνηειεί πνιιαπιάζην ηνπ 3. Ακέζσο κεηά ε Μ6 

αλαθέξεη : 

 

Ζ Μ6 παξαηεξεί όηη ζην ηεηξάγσλν ησλ αξηζκώλ 4,5 θαη 7 πξέπεη λα πξνζηεζεί ην 2 

γηα λα βγεη πνιιαπιάζην ηνπ 3. Έηζη, ζέιεη λα επηβεβαηώζεη ηελ εηθαζία ηεο κε 

καζεκαηηθό ηξόπν. Ζ ρξήζε ησλ δνζκέλσλ αιιά θαη απηώλ ησλ παξαδεηγκάησλ πνπ 

έδσζαλ νη ίδηνη νη καζεηέο ζηελ πεξίπησζε ηεο Μ6 είλαη γεληθεπκέλε, ηνπνζεηώληαο 

ηνλ άγλσζην x ζηε ζέζε ησλ εηδηθώλ αξηζκώλ 4,5 θαη 7. ηελ πξνθεηκέλε πεξίπησζε 

ε Μ6 παξεξκήλεπζε όηη ην νπνηνδήπνηε πνιιαπιάζην ηνπ 3 είλαη ην πνιιαπιάζην 

ηνπ αξηζκνύ πνπ πςώλεηαη ζην ηεηξάγσλν. Δπεμεγεκαηηθά, αλ ήζειε δειαδή λα 

ζρεκαηίζεη ηελ εμίζσζε ζα ήηαλ ε εμήο :    + 2 = 3y , ε νπνία δελ κπνξεί λα ιπζεί, 

πηζαλόλ γηα απηό ην ιόγν λα ζρεκάηηζε ηελ   +2 = 3x. Όζηεξα παξαηήξεζε όηη είλαη 

2
νπ

 βαζκνύ εμίζσζε, όκσο βξίζθνληαο ηηο ιύζεηο 1 θαη 2, θάλεθε λα δπζθνιεύηεθε 

λα ηηο εξκελεύζεη θαζώο ζεώξεζε όηη θάπνηα από ηα πνιιαπιάζηα ηνπ 3 πνπ 
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πξνθύπηνπλ ζα είλαη είηε θαη πνιιαπιάζηα ηνπ 2 είηε ηνπ 1. Ζ εηθαζία απηή 

απνξξίπηεηαη από ηελ ίδηα βξίζθνληαο αληηπαξάδεηγκα ηνλ αξηζκό 18 πνπ είλαη 

πνιιαπιάζην ηνπ 1,2 θαη 3. Οπόηε, ε γεληθεπκέλε ρξήζε απηώλ ησλ παξαδεηγκάησλ 

δελ έθεξε απνηέιεζκα αληηζέησο θάλεθε λα κπέξδεςε θαη ηελ ίδηα ηελ Μ6 όπσο 

αλέθεξε ζηε ζπλέληεπμε : 

 

πκπεξαζκαηηθά, ε εμίζσζε πνπ έγξαςε ήηαλ βαζηζκέλε ζηηο εηθόλεο, νη ιύζεηο θαη 

ε εξκελεία ηνπο πξνέθπςε ιόγσ ηεο δπλαηόηεηαο επίιπζεο απηήο ηεο εμίζσζεο. 

Πξνρσξώληαο ζηνλ πεηξακαηηζκό κε δηθά ηνπο παξαδείγκαηα, νη καζήηξηεο βάδνπλ 

όινπο ηνπο αξηζκνύο από ην 6 κέρξη θαη ην 11 από ηνπο νπνίνπο πεξλνύλ ηαρύηαηα 

ηνπο 6 θαη 9 αλαθέξνληαο όηη είλαη ήδε πνιιαπιάζηα ηνπ 3, άξα θαη ηα ηεηξάγσλα 

ηνπο ζα είλαη. ηνπο ππόινηπνπο αξηζκνύο αλαγλσξίδνπλ όηη ζην ηεηξάγσλν ηνπο 

πξέπεη λα πξνζηεζεί ην 2 έηζη ώζηε λα βγεη πνιιαπιάζην ηνπ 3 θαη γξάθνπλ ζην 

θύιιν εξγαζίαο ηα ζπκπεξάζκαηα ηνπο. Οη καζήηξηεο  κέζα από ηνπο 

ζπγθεθξηκέλνπο αξηζκνύο 3 έσο θαη 11 είδαλ ζε έλα πξώην ζηάδην ηηο γεληθέο 

πεξηπηώζεηο πνιιαπιαζίσλ θαη κε πνιιαπιαζίσλ ηνπ 3 ρσξίο λα δνπλ ηε δηαθνξά 

ησλ δεπγαξηώλ 4-5,7-8 θηι. Απηό ζεκαίλεη όηη απνηέιεζαλ όια ηα παξαδείγκαηα απηά 

γελεζηνπξγά γηαηί κε καζεκαηηθό ηξόπν αηηηνινγήζεθε ην επηρείξεκα. 

Ο παξαθάησ δηάινγνο κεηαμύ ησλ δύν καζεηξηώλ αλαδεηθλύεη ηελ πξνεγνύκελε 

ζθέςε ηεο Μ6, ε νπνία εμαθνινπζεί λα αλαδεηά αλ νη αξηζκνί πνπ βξίζθεη είλαη 

ηαπηόρξνλα πνιιαπιάζηα θαη άιισλ αξηζκώλ  :

 

Ζ αιιειεπίδξαζε θαη ε επηθνηλσλία κεηαμύ ησλ καζεηξηώλ βνεζά ηε Μ6 λα 

θαηαλνήζεη όηη ην επίθεληξν ηεο δξαζηεξηόηεηαο είλαη ηα πνιιαπιάζηα ηνπ 3 θαη όηη 

δελ είλαη αλαγθαίν λα απνηεινύλ πνιιαπιάζηα θαη άιισλ αξηζκώλ. Μεηά από ηνλ 

αξηζκό 11, νη καζήηξηεο ζπλερίδνπλ λα θέξλνπλ δηθά ηνπο παξαδείγκαηα κε ην 12,13 

ζηα νπνία ζηακαηάλε ιέγνληαο ζρεδόλ κε ζηγνπξηά όηη :

Σα ζπλερή απηά παξαδείγκαηα νδήγεζαλ ηηο καζήηξηεο ζην ζπκπέξαζκα όηη απηό ζα 

ζπκβαίλεη κε όινπο ηνπο αξηζκνύο ρσξίο ίζσο θακία εμαίξεζε. Έηζη δελ έρνπλ νύηε 

εκπεηξηθή νύηε γεληθεπκέλε ρξήζε γηαηί θαίλεηαη όηη νη καζήηξηεο έθηαζαλ ζε έλα 

ζηάδην θνξεζκνύ πνπ ηα ππόινηπα παξαδείγκαηα δελ είραλ λόεκα λα δνζνύλ. Σελ 
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ίδηα γλώκε είραλ θαη ζηε ζπλέληεπμε όπσο θαίλεηαη παξαθάησ :

 

ηελ επόκελε δξαζηεξηόηεηα, ε Μ6 ρσξίο λα θάλεη πξάμεηο θαη κε ηδηαίηεξε επθνιία 

δίλεη ηε ζρέζε     + 2 = Β αλαθέξνληαο όηη κνηάδεη κε απηή πνπ είρε δώζεη ζην 

γεσπίλαθα (  +2 = 3x). Ζ ίδηα καζήηξηα βγάδεη ακέζσο κεηά ζπκπέξαζκα όηη ην 

γηλόκελν ησλ ζηειώλ Α θαη Β δεκηνπξγεί ηε ζηήιε Γ γξάθνληαο ηε ζρέζε Α ∙ Β = Γ . 

Γελ είλαη εκθαλέο πόζα παξαδείγκαηα ρξεζηκνπνίεζε εκπεηξηθά γηα λα δεη ζηε 

ζπλέρεηα κε γεληθεπκέλν ηξόπν ηε ζρέζε ησλ δύν ζηειώλ θαη λα δεκηνπξγήζεη ην 

γεληθεπκέλν επηρείξεκα (ΠΚ). Σα δνζκέλα παξαδείγκαηα ηεο ζηήιεο Α πιεξνύλ ηα 

θξηηήξηα ησλ γελεζηνπξγώλ γηαηί κε καζεκαηηθό ηξόπν αηηηνινγήζεθε πσο βγαίλνπλ 

νη αληίζηνηρνη αξηζκνί ζηηο ζηήιεο Β θαη Γ. Σν ίδην απνηεινύλ θαη νη αξηζκνί ηεο 

ζηήιεο Γ, όπνπ επίζεο κε ηδηαίηεξε επθνιία βξήθαλ όηη είλαη πνιιαπιάζηα ηνπ 3 θαη 

ην αηηηνιόγεζαλ κε ηα θξηηήξηα δηαηξεηόηεηαο (ΠΚ). Μέζα απν θάζε εηδηθό 

παξάδεηγκα είδαλ κε γεληθεπκέλν ηξόπν ηελ θνηλή ηδηόηεηα όιεο απηήο ηεο ζηήιεο. 

Σα ζπκπεξάζκαηα ηνπο ηα γξάθνπλ πεξηιεπηηθά όπσο θαίλεηαη ζην παξαθάησ 

ζηηγκηόηππν : 

        

Έπεηηα, ζύκθσλα κε ηελ εθθώλεζε νη καζήηξηεο πξέπεη λα ηνπνζεηήζνπλ δηθνύο 

ηνπο αξηζκνύο ζηε ζηήιε Α θαη λα παξαηεξήζνπλ ηη ηζρύεη γηα θάζε εηδηθό 

παξάδεηγκα μερσξηζηά. Ζ Μ6 κε βάζε ηηο ζρέζεηο πνπ έρεη βξεη ηνπνζεηεί ηνπο 

αξηζκνύο 9,11 θαη 12 ζηε ζηήιε Α θαη θάλνληαο ηηο πξάμεηο ε Μ5 αλαθέξεη :  

 

Άξα, ηα παξαδείγκαηα έρνπλ κόλν εκπεηξηθή ρξήζε αθνύ έιεγμε ηελ εηθαζία θαη 

παξαηήξεζε όηη όινη νη αξηζκνί ηεο ζηήιεο Γ είλαη πνιιαπιάζηα ηνπ 3.  

Ζ Μ5 αλαθέξνληαο όηη όινη νη αξηζκνί ηεο ζηήιεο Γ είλαη πνιιαπιάζηα ηνπ 3 σζεί ηε 

Μ6 λα μαλαγπξίζεη ζηε ζρέζε πνπ είρε αλαθέξεη ζην γεσπίλαθα πηζαλόλ ιόγσ ηεο 

έθθξαζεο 3x όπσο θαίλεηαη ζηελ παξαθάησ εηθόλα. 
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Ζ Μ6 ηειηθά κπεξδεύεηαη μαλά, ηνπνζεηεί ζε παξέλζεζε ηε ζρέζε ιέγνληαο όηη δελ 

ηζρύεη εδώ. Σν   +2  πηζαλόλ λα ζύκηζε ζηε Μ6 ηε ζηήιε Α όπσο θαη ην 3x ηελ 

ζηήιε Γ όκσο ε εηθαζία πνπ έθαλε απνξξίθζεθε θαηαλνώληαο όηη ε Γ είλαη ην 

γηλόκελν ησλ ζηειώλ Α θαη Β.  

ην επόκελν εξώηεκα ηεο δξαζηεξηόηεηαο 2 ε ζηήιε Α πεξηέρεη αξθεηά κεγάινπο 

αξηζκνύο έηζη ώζηε λα παξαθηλήζεη ηηο καζήηξηεο λα κάζνπλ ηνλ ηξόπν πνπ 

πξνθύπηνπλ όια ηα παξαπάλσ ζπκπεξάζκαηα ηνπο θαη ίζσο λα αλαθαιύςνπλ θαη 

πεξηζζόηεξα. ηνλ πξώην αξηζκό 411 ε Μ6 ζθέθηεηαη λα θάλεη πξάμεηο όκσο ε Μ5 

ηελ ζηακαηά. Δίλαη εκθαλέο όηη ε ζπλεξγαζία κεηαμύ ηνπο παίδεη ζπνπδαίν ξόιν 

ζηελ εμέιημε ησλ ζθέςεσλ ηνπο, ζηνλ ηξόπν πνπ αηηηνινγνύλ θαη πηζαλόλ ζην 

παξαπάλσ ζηηγκηόηππν αλ ε Μ6 έπξαηηε κόλε ηεο ζα έθαλε ηηο πξάμεηο ρσξίο λα 

έδηλε ρξόλν ζηνλ εαπηό ηεο λα ζθεθηεί ηηο παξαηεξήζεηο θαη ηα ζπκπεξάζκαηα ηεο 

από ηηο πξνεγνύκελεο ζηήιεο. Ο παξαθάησ δηάινγνο κεηαμύ ηεο Μ5 θαη ηεο 

εθπαηδεπηηθνύ αλαδεηθλύεη ηελ επηξξνή ηεο καζήηξηαο από ηελ δξαζηεξηόηεηα 1 κε 

ηηο αλαπαξαζηάζεηο .

 

Ζ Μ5 είρε θαηαλνήζεη ζε βάζνο από ηνλ γεσπίλαθα ηελ εηθόλα 1 πνπ είρε έλα 

ηεηξάγσλν δηαζηάζεσλ 3x3, ζην εκβαδόλ ηνπ νπνίνπ δελ ρξεηαδόηαλ λα πξνζηεζεί 

θάπνηνο αξηζκόο γηα λα γίλεη πνιιαπιάζην ηνπ 3. Δπεμεγεκαηηθά, νη νπηηθέο 

αλαπαξαζηάζεηο ππεξίζρπζαλ ζε ζρέζε κε ηνλ ηύπν    + 2 = Β θαη ε καζήηξηα 

έβγαιε ιαλζαζκέλα ην ζπκπέξαζκα όηη αλ ε ζηήιε Α είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 3 ηόηε 

θαη ε ζηήιε Β ζα είλαη. Ζ εθπαηδεπηηθόο πξνηξέπεη ηηο καζήηξηεο λα θνηηάμνπλ ηηο 

ζηήιεο κε ηνπο κηθξόηεξνπο αξηζκνύο όκσο, ε Μ6 ρσξίο λα ηηο θνηηάμεη, ππελζπκίδεη 

ην ζπκπέξαζκα από ην γεσπίλαθα πνπ ηζρύεη γηα απηνύο πνπ δελ είλαη πνιιαπιάζηα 

ηνπ 3. ηε ζπλέρεηα ε Μ5 ηε ζπκπιεξώλεη θαηαιήγνληαο ζην νξζό ζπκπέξαζκα : αλ 

έλαο αξηζκόο ζηε ζηήιε Α δελ είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 3 ηόηε ζα είλαη ζηε Β. ηελ 
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πξνθεηκέλε πεξίπησζε θαλέλα παξάδεηγκα δελ ρξεζηκνπνηήζεθε γεληθεπκέλα, νύηε 

απνηέιεζε γελεζηνπξγό αθνύ ην ζπκπέξαζκα πξνήιζε από ην πόξηζκα ηεο 

πξνεγνύκελεο δξαζηεξηόηεηαο θαη ζπγθεθξηκέλα κέζσ ησλ αλαπαξαζηάζεσλ ζην 

γεσπίλαθα. Οη δηαθνξεηηθέο απόςεηο θαη ε αιιειεπίδξαζε ησλ καζεηξηώλ 

ζπλερίδεηαη κε κόλν ζεηηθά απνηέιεζκαηα. Πην ιεπηνκεξώο ε Μ6 ππνζηεξίδεη όηη δελ 

έρεη ζεκαζία πσο δεκηνπξγείηαη ην πνιιαπιάζην ηνπ 3, ζε αληίζεζε κε ηε Μ5 πνπ 

αλαθέξεη :  

 

Ζ Μ6 θαίλεηαη λα κελ πείζεηαη αθνύ ζέιεη λα ην επηβεβαηώζεη κέζσ ησλ 

παξαδεηγκάησλ. Ζ εκπεηξηθή ρξήζε ησλ παξαδεηγκάησλ βνεζά ην καζεηή λα 

νηθεηνπνηεζεί κε απηό θαη λα επαιεζεύζεη ηελ εηθαζία ηνπ, όπσο επηβεβαηώλεηαη θαη 

από ηηο θηλήζεηο ηεο Μ6. Ζ Μ6 ινηπόλ, παξαηεξεί ηνπο αξηζκνύο πνπ είλαη 

θπθισκέλνη ζηελ παξαθάησ εηθόλα θαη βιέπεη όηη ην 11 θαη ην 38 δελ είλαη 

πνιιαπιάζηα ηνπ 3, ην 18 θαη ην 27 είλαη θαη όινη νη αξηζκνί ηεο ζηήιεο Γ είλαη 

επίζεο. 

 

Σα δνζκέλα παξαδείγκαηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο απνηεινύλ γελεζηνπξγά γηαηί κέζσ 

απηώλ ε καζήηξηα θαηαλνεί θαη εμεγεί κε καζεκαηηθό ηξόπν πσο θάπνηνη αξηζκνί ηεο 

Γ ζηήιεο βγαίλνπλ πνιιαπιάζηα ηνπ 3 ιόγσ ηεο Β. Ζ Μ6 δελ έρεη αλαθεξζεί αθόκε 

ζηε ζηήιε Α εζηηάδνληαο ζηηο άιιεο δύν κε απνηέιεζκα λα κελ έρεη θαηαλνήζεη πσο 

δεκηνπξγείηαη ην πνιιαπιάζην ηνπ 3 ζηηο πεξηπηώζεηο πνπ νη αξηζκνί ηεο Β δελ είλαη. 

Ζ εθπαηδεπηηθόο πξνζπαζώληαο λα ζπλνςίζεη ηα επξήκαηα ησλ καζεηξηώλ ξσηά :  
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Ζ Μ5 απαληά όηη είηε ε ζηήιε Α είηε ε Β ζα είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 3. Δίλαη 

αδηακθηζβήηεην όηη ηα παξαδείγκαηα πνπ επηθαιέζηεθαλ γηα λα θηάζνπλ ζην 

ζπκπέξαζκα βνήζεζαλ ζηε θαηαζθεπή ηνπ γεληθεπκέλνπ επηρεηξήκαηνο πνπ αλέθεξε 

ε Μ5 (ΠΚ). Έρνληαο ην πόξηζκα γηα ηνπο κηθξνύο αξηζκνύο ζηηο ζηήιεο Α,Β θαη Γ 

(γελεζηνπξγά παξαδείγκαηα), έβγαιαλ ζπκπέξαζκα γηα ηνπο 411,520,704 όπσο 

θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζηηγκηόηππν γλσξίδνληαο κόλν αλ νη αξηζκνί ηεο Α ζηήιεο 

είλαη ή όρη πνιιαπιάζηα ηνπ 3. 

         

Οη καζήηξηεο έρνπλ θηάζεη ζε έλα πξώην επίπεδν γελίθεπζεο βιέπνληαο κέζα από ηα 

εηδηθά παξαδείγκαηα ηηο θαηεγνξίεο πνιιαπιάζηα, κε πνιιαπιάζηα ηνπ 3 θαη ηα 

ζπκπεξάζκαηα πνπ πξνθύπηνπλ απν απηά. Σν επόκελν ζηάδην γελίθεπζεο πνπ ζα 

πξέπεη λα θηάζνπλ νη καζήηξηεο είλαη ε έθθξαζε όισλ ησλ αξηζκώλ κε καζεκαηηθό 

ηξόπν σο εμήο : 3x, 3x+1 θαη 3x+2. Δπεμεγεκαηηθά, κέρξη ζηηγκήο ηα δνζκέλα 

παξαδείγκαηα απνηεινύλ γελεζηνπξγά κε ηέηνην ηξόπν έηζη ώζηε νη καζήηξηεο λα 

θαηαηάμνπλ ηνπο αξηζκνύο ζε δύν θαηεγνξίεο (πνιιαπιάζηα θαη κε πνιιαπιάζηα). 

Σα κε πνιιαπιάζηα ηνπ 3 ζα πξέπεη λα ρσξηζηνύλ ζε άιιεο δύν θαηεγνξίεο 

(3x+1,3x+2), ην νπνίν κπνξεί λα πξαγκαηνπνηεζεί κέζσ ελόο κεγαιύηεξνπ ζηάδηνπ 

γελίθεπζεο. Γηα απηό ην ιόγν, ε εθπαηδεπηηθόο ξσηά ζθόπηκα :  

 

Οη καζήηξηεο ζπκθσλνύλ θαη νη δύν ιέγνληαο όηη ρξεηάδνληαη κόλν 2 παξαδείγκαηα, 

όζεο είλαη θαη νη θαηεγνξίεο αξηζκώλ γηα λα θαιύςνπλ όιεο ηηο πεξηπηώζεηο. Ο 

παξαθάησ δηάινγνο αλαδεηθλύεη ηελ πξνζπάζεηα ηεο εθπαηδεπηηθνύ λα παξαθηλήζεη 

ηηο καζήηξηεο λα ζθεθηνύλ μαλά ηνπο αξηζκνύο ηεο ζηήιεο Α : 
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Φαίλεηαη όηη ν δηάινγνο δελ βνήζεζε ηηο καζήηξηεο λα ζθεθηνύλ ή έζησ λα 

αλαξσηεζνύλ γηαηί δελ πάλε ελαιιάμ νη αξηζκνί γηα πνιιαπιάζην ή κε πνιιαπιάζην 

ηνπ 3. ηε ζπλέρεηα, ε εθπαηδεπηηθόο γπξλάεη μαλά ζηνπο κηθξνύο αξηζκνύο ιέγνληαο 

ζηηο καζήηξηεο όηη θάζε αξηζκόο έρεη δηαθνξεηηθέο ηδηόηεηεο νπόηε όπσο έρεη ην 3 ηε 

δηθή ηνπ θαηεγνξία (3x) έηζη ζα έρεη θαη ν θάζε αξηζκόο από ηνπο 4 (3x+1) θαη 5 

(3x+2) αληίζηνηρα. Οη καζήηξηεο ζπλερίδνπλ βάδνληαο δύν παξαδείγκαηα ην 333 θαη 

ην 1507, θαζέλα αληηπξνζσπεπηηθό γηα ηηο θαηεγνξίεο πνιιαπιάζην θαη κε 

πνιιαπιάζην ηνπ 3. ηε ζπλέρεηα, απαληνύλ άκεζα γηα ηα πεξηερόκελα ησλ ζηειώλ Β 

θαη Γ όπσο θαίλεηαη ζηελ παξαθάησ εηθόλα. 

          

Καηά ηε δηάξθεηα ηεο ζπλέληεπμεο επηβεβαηώζεθε από ηηο καζήηξηεο όηη νη αξηζκνί 

απηνί πνπ επέιεμαλ δελ ήηαλ ηπραίνη, ν έλαο ήζειαλ λα είλαη πνιιαπιάζην θαη ν 

άιινο λα κελ είλαη. Ζ εθπαηδεπηηθόο πξνηξέπεη μαλά ηηο καζήηξηεο λα δνπλ ηα 

δνζκέλα παξαδείγκαηα κε ηνπο κηθξνύο αξηζκνύο δεηώληαο λα αληηζηνηρίζνπλ ηνπο 

411,520 θαη 704 κε ηνπο 3,4 θαη 5. Οη καζήηξηεο θαηαλννύλ όηη ην 411 είλαη 

πνιιαπιάζην ηνπ 3 νπόηε έρεη ηελ ίδηα ηδηόηεηα κε απηό ηνλ αξηζκό. Ο αξηζκόο απηόο 

δελ απνηειεί γελεζηνπξγό παξάδεηγκα (non generic treatment) νύηε ρξεζηκνπνηείηαη 

εκπεηξηθά, απιώο εθθξάδεηαη κε βάζε ην γεληθεπκέλν επηρείξεκα (πνιιαπιάζηα θαη 

κε πνιιαπιάζηα ηνπ 3). Γηα ηνλ αξηζκό 520 ππήξρε δπζθνιία αθνπ ε Μ5 αλαθέξε 

όηη ζα αληηζηνηρνύζε κε ην 4 θαη ην 5. ε απηή ηε ζηηγκή, ε εθπαηδεπηηθόο βνεζά ηηο 

καζήηξηεο, ξσηώληαο πνηα ε δηαθνξά κεηαμύ ηνπ 4 θαη ηνπ 5 κε ην 3. Αθόκε, 

αλαθέξνληαο ηνπο όηη νπζηαζηηθά ην 7 είλαη ν επόκελνο ηνπ 6 πνπ είλαη πνιιαπιάζην 

ηνπ 3 ε Μ5 κπόξεζε λα δεη κε γεληθεπκέλν ηξόπν ην 7 σο 3∙2+1. ηνλ παξαθάησ 

δηάινγν γίλεηαη εκθαλήο ε ζθαισζηά ζηε ζθέςε ηεο Μ5 γηα ηνπο κεγαιύηεξνπο 

αξηζκνύο.

 

ηνπο 520 θαη 704 νη καζήηξηεο ρξεζηκνπνίεζαλ ην γεληθεπκέλν επηρείξεκα πνπ 

είραλ θαηαζθεπάζεη πξηλ θαη ηνπο εμέθξαζαλ σο εμήο : 520 = 519 + 1, γλσξίδνληαο 

όηη ην 519 είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 3 θαη γξάθεηαη σο 3∙ θάπνηνλ αξηζκό άξα ππάγεηαη 

ζηελ θαηεγνξία πνιιαπιάζην ηνπ 3 + 1. Δπεμεγεκαηηθά, ηα δνζκέλα παξαδείγκαηα 

δελ βνήζεζαλ ζηελ πεξαηηέξσ γελίθεπζε (ΜΠ) όκσο ήηαλ ε αθνξκή γηα λα δνπλ νη 

καζεηέο κε δηαθνξεηηθή καηηά ηνπο κηθξόηεξνπο αξηζκνύο. ηε ζπλέληεπμε νη 

καζήηξηεο ξσηήζεθαλ αλ νη 411,520 θαη 704 ηηο βνήζεζαλ ζηελ θαηεγνξηνπνίεζε 

ησλ αξηζκώλ απαληώληαο όηη έδσζαλ πεξηζζόηεξε έκθαζε θαη ζεκαζία ζηνπο 
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κηθξόηεξνπο. Δπεμεγεκαηηθά, νη καζήηξηεο αλαθέξνπλ όηη νη κηθξόηεξνη αξηζκνί ηηο 

βνήζεζαλ αξθεηά θαη βάζεη απηώλ νδεγήζεθαλ ζηηο θαηεγνξίεο κε απνηέιεζκα λα 

εθθξάζνπλ ηνπο κεγαιύηεξνπο αξηζκνύο κε ηνλ ίδην ηξόπν. ηε ζπλέληεπμε 

εξσηήζεθαλ αθόκε πσο βξήθαλ ηηο καζεκαηηθέο εθθξάζεηο 3x,3x + 1 θαη 3x + 2. Οη 

καζήηξηεο απαληνύλ ιέγνληαο : 

 

πκπεξαζκαηηθά, ε Μ5 αλαγλσξίδεη όηη νη αξηζκνί πνπ απνηέιεζαλ ζηαζκό γηα λα 

θαηαιάβνπλ όηη ππάξρνπλ 3 θαηεγνξίεο ήηαλ νη κηθξνί αξηζκνί ζηηο ζηήιεο Α, Β θαη 

Γ. Πην αλαιπηηθά, νη αξηζκνί από ην 3 έσο ην 8 απνηέιεζαλ γελεζηνπξγά 

παξαδείγκαηα θαη νδήγεζαλ ηνπο καζεηέο ζην επόκελν ζηάδην γελίθεπζεο 

ηαπηνπνηώληαο ηηο θαηεγνξίεο 3x,3x+1 θαη 3x+2. Απηά ηα παξαδείγκαηα 

ζπλεηζθέξνπλ αλακθίβνια ζην κεγαιύηεξν ζηάδην γελίθεπζεο πνπ απνηειεί 

πεηζηήξην όηη όινη νη αξηζκνί ζηε Γ ζηήιε είλαη πάληα πνιιαπιάζηα ηνπ 3 (ΠΚ).                                                                                                                   

ην επόκελν εξώηεκα, νη καζήηξηεο ζα πξέπεη λα ζθεθηνύλ αλ ππάξρεη έζησ θαη έλαο 

θπζηθόο αξηζκόο ν νπνίνο δελ είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 3 νύηε ζηε ζηήιε Α νύηε ζηε Β. 

Φαίλεηαη όηη ζθέθηνληαη αξηζκνύο όπσο √ , -2. Ζ εθπαηδεπηηθόο ππελζπκίδεη όηη ζηε 

ζηήιε Α ηνπνζεηνύληαη κόλν θπζηθνί, νπόηε νη καζήηξηεο απνθιείνπλ ηελ πεξίπησζε 

λα ππάξρεη θάπνηνο αξηζκόο πνπ λα κελ είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 3 ζηε ζηήιε Α θαη 

ζηε Β. Δίλαη εύινγν λα ςάμνπλ λα βξνπλ έλα αληηπαξάδεηγκα πνπ λα απνξξίςεη όια 

ηα ζπκπεξάζκαηα ηνπο γηαηί πηζαλόλ λα θαίλεηαη αζπλήζηζην έλα ηέηνην κνηίβν πνπ 

επαλαιακβάλεηαη γηα όινπο ηνπο θπζηθνύο αξηζκνύο. Έρνληαο απνξξίςεη ηελ 

πηζαλόηεηα εκπεηξηθά θαη όρη κε καζεκαηηθό ηξόπν όηη δελ ππάξρεη θάπνηνο άιινο 

θπζηθόο γηα ηνλ νπνίν ηζρύνπλ ηα παξαπάλσ πξνρώξεζαλ ζην κεγαιύηεξν επίπεδν 

γελίθεπζεο ζην νπνίν απνδεηθλύεηαη όηη ε ζηήιε Γ ζα πεξηέρεη πάληα αξηζκνύο πνπ 

είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 3. πσο είλαη θαλεξό ζηνλ παξαθάησ δηάινγν ε Μ6 

επαλαθέξεη ηελ απζόξκεηε ζθέςε ηεο πνπ είρε θάλεη ζηνλ γεσπίλαθα δηαηππώλνληαο 

ηε ζρέζε     + 3 = 3x. 
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Ζ Μ6 θαίλεηαη λα βξήθε ηελ εξκελεία πνπ έςαρλε ζηηο ιύζεηο 1 θαη 2 από ηε 

δξαζηεξηόηεηα 1 ηαπηίδνληαο ηηο κε ηα πηζαλά ππόινηπα κίαο αηεινύο δηαίξεζεο κε ην 

3. Δθηόο απηνύ, ζεώξεζε όηη κέζσ απηήο ηεο εμίζσζεο κπνξεί λα απνδείμεη όηη ηα 

ζπκπεξάζκαηα ηεο ηζρύνπλ γηα όινπο ηνπο αξηζκνύο. Ζ Μ5 έρεη κία δηαθνξεηηθή 

άπνςε ζε ζρέζε κε ηελ Μ6 ιέγνληαο όηη : 

Ζ καζήηξηα απηή πηζηεύεη όηη 3 αληηπξνζσπεπηηθά παξαδείγκαηα είλαη αξθεηά γηα λα 

απνδείμεη θαλείο όηη ηζρύεη γηα όινπο ηνπο αξηζκνύο. Παξαηεξείηαη ινηπόλ, όηη ε Μ6 

ζε ζρέζε κε ηε Μ5 έρεη θαηαλνήζεη όηη δελ αξθνύλ θάπνηα γελεζηνπξγά 

παξαδείγκαηα αιιά ρξεηάδνληαη γεληθεπκέλεο καζεκαηηθέο ζρέζεηο πνπ λα 

απνδεηθλύνπλ όηη νη αξηζκνί ζηε ζηήιε Γ είλαη πάληα πνιιαπιάζηα ηνπ 3. Ζ Μ5 

εθθξάδεη ηα πνιιαπιάζηα ηνπ 3 κε καζεκαηηθό ηξόπν σο 3x θαη θάλεη πξάμεηο ζηε 

ζηήιε Β θαη Γ. Σν ίδην ζπκβαίλεη θαη κε ηηο εθθξάζεηο 3x+1 θαη 3x+2. Οη καζεηέο 

θαηέιεμαλ ζε απηέο κέζσ ησλ ιεθηηθώλ θξάζεσλ πνπ είραλ ζπκπεξάλεη από ην 

γεληθεπκέλν επηρείξεκα πην πξηλ. Ζ αλαιπηηθή ζθέςε ηεο Μ5 αλαδεηθλύεηαη από ην 

παξαθάησ ζηηγκηόηππν :

 

Ζ Μ5 ζθέθηεηαη κε γεληθεπκέλν καζεκαηηθό ηξόπν αλαθέξνληαο όηη νπνηνζδήπνηε 

θαη λα είλαη ν x αλ πνιιαπιαζηαζηεί κε ην 3 ηόηε ζα είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 3, όπσο 

θαη ην 9   είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 3, όκσο αλ πξνζηεζεί ζε απηό ην 2 ηόηε δελ ζα 

είλαη. Με ηνλ ίδην αθξηβώο ηξόπν αηηηνινγεί καζεκαηηθά ηελ πεξίπησζε ηνπ 3x+1, 

ζηελ νπνία ε εθπαηδεπηηθόο πξνηξέπεη ηελ Μ5 λα δεη κε πην εύθνιν ηξόπν όηη ε 

ζηήιε Β είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 3. Έηζη, ε καζήηξηα θάλεη παξαγνληνπνίεζε θαη 

θηάλεη ζην κεγαιύηεξν επίπεδν γελίθεπζεο αλαδεηθλύνληαο κε καζεκαηηθό ηξόπν όηη 

έλαο αξηζκόο είλαη πάληα πνιιαπιάζηνο ηνπ 3 αλ είλαη ηεο κνξθήο 3∙ θάπνηνλ αξηζκό. 

Φηάλνληαο ζηε 3
ε
 θαηεγνξία πνπ είλαη ε 3x + 2 , ε Μ6 αλαθέξεη όηη νη αξηζκνί πνπ 

αλήθνπλ ζε απηή είλαη πνιιαπιάζηα ηνπ 3. Ζ Μ5 δηαθσλεί θαη αθνινπζεί ν 
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παξαθάησ δηάινγνο. 

 

Φαίλεηαη όηη ε Μ6 κπεξδεύηεθε κε ηηο γεληθεπκέλεο καζεκαηηθέο εθθξάζεηο θαη ε 

ίδηα παίξλεη ηελ πξσηνβνπιία λα θάλεη ελα δηθό ηεο παξάδεηγκα γηα λα επαιεζεύζεη 

ηελ εηθαζία ηεο ή λα ηελ απνξξίςεη ιόγσ ησλ ακθηβνιηώλ πνπ ηεο δεκηνύξγεζε ε 

Μ5. Ζ ρξήζε απηνύ είλαη εκπεηξηθή θαη θαίλεηαη όηη ε δηαδηθαζία γίλεηαη κε ηελ 

αληίζεηε θνξά, από ην γεληθό ζην εηδηθό έηζη ώζηε λα γίλεη πην νηθείν ζηε Μ6 όηη 

απηή ε θαηεγνξία αληηπξνζσπεύεη ηα κε πνιιαπιάζηα ηνπ 3. Με ην αληηπαξάδεηγκα 

ηεο Μ5, ε Μ6 πείζεηαη όηη νη αξηζκνί ζηε θαηεγνξία 3x + 1 δελ  απνηεινύλ 

πνιιαπιάζηα ηνπ 3 νπόηε ζπλερίδνπλ δείρλνληαο όηη θαη ζε απηή ηελ πεξίπησζε ε Γ 

ζηήιε ζα έρεη πνιιαπιάζηα ηνπ 3. Σειηθά νη απαληήζεηο ησλ καζεηξηώλ 

απνηππώλνληαη όπσο παξαθάησ.         

           

Θέινληαο λα επηβεβαησζεί ε εθπαηδεπηηθόο όηη νη καζήηξηεο θαηάιαβαλ γηαηί 

δεκηνπξγνύληαη 3 θαηεγνξίεο ζηα πνιιαπιάζηα ηνπ 3 ηηο ξώηεζε πόζεο θαηεγνξίεο 

αξηζκώλ ζα είρακε γηα ηα πνιιαπιάζηα ηνπ 4 απαληώληαο νξζά 4. Δίλαη εκθαλέο όηη 

νη καζήηξηεο θαηαλόεζαλ ηηο θαηεγνξίεο θαη γηαηί ην πιήζνο ηνπο είλαη 3 νπόηε κε 

βάζε απηό ην εηδηθό παξάδεηγκα κπνξνύλ λα δηαρεηξηζηνύλ θαη άιιεο πεξηπηώζεηο κε 

πνιιαπιάζηα πην κεγάισλ αξηζκώλ. Ζ ρξήζε ηνπ 3 ήηαλ γεληθεπκέλε κε ηηο 

καζήηξηεο λα δείρλνπλ όηη έρνπλ θαηαλνήζεη ζε πνιύ κεγάιν βαζκό ην ζθνπό ηεο 

δξαζηεξηόηεηαο 1 θαη 2. 
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4.3 Γ΄νκάδα 

Οη καζήηξηεο ηεο Γ΄ νκάδαο δελ παξαηήξεζαλ θάπνην κνηίβν βιέπνληαο ηηο 3 εηθόλεο. 

Σα δνζκέλα παξαδείγκαηα από ηε δξαζηεξηόηεηα δελ είραλ νύηε εκπεηξηθή νύηε 

γεληθεπκέλε ρξήζε (non generic treatment) κε απνηέιεζκα λα κελ ζπλεηζθέξνπλ ζε 

έλα κεγαιύηεξν ζηάδην γελίθεπζεο (ΜΠ). Οη καζήηξηεο μεθίλεζαλ λα βξνπλ ηελ 

εηθόλα 101 πξνζέηνληαο πεξηηηνύο αξηζκνύο όπσο θαίλεηαη είηε νπηηθά από ηνλ 

γλώκνλα πνπ πξνζηίζεηαη θάζε θνξά είηε αξηζκεηηθά ζπκπιεξώλνληαο ηα θελά ζηελ 

άζθεζε. πσο θαίλεηαη παξαθάησ ε εθπαηδεπηηθόο δεηά από ηηο καζήηξηεο λα πνπλ 

αλαιπηηθά πσο ζθέθηεθαλ. 

 

Ζ Μ3 δείρλεη λα κελ είλαη βέβαηε όηη ν ηξόπνο απηόο ζα ηελ βνεζήζεη λα θαηαιήμεη 

γξήγνξα ζην απνηέιεζκα θαηαλνώληαο όηη ε δηαδηθαζία απηή είλαη ρξνλνβόξα θαη 

πνιύπινθε. Παξνιαπηά, ζπλερίδνπλ λα πξνζζέηνπλ πεξηηηνύο αξηζκνύο, γξάθνληαο 

πάλσ απν θάπνηνπο ζπγθεθξηκέλνπο πνηα εηθόλα ζπλζέηνπλ σο ηώξα. Σν παξαθάησ 

ζηηγκηόηππν αλαδεηθλύεη ηε ζθέςε ηεο Μ1 θαη Μ3. 

 

Αξρηθόο ζθνπόο ηνπο είλαη λα πξνζέζνπλ ηόζνπο αξηζκνύο έηζη ώζηε λα θηάζνπλ 

ζηελ εηθόλα 101. Αθνύ πξόζζεζαλ θάπνηνπο πεξηηηνύο, έθηαζαλ ζηε 30 θαη πηζαλόλ 

θαηάιαβαλ όηη πξαθηηθά είλαη αξθεηά δύζθνιν. κσο, θαίλεηαη όηη δελ εγθαηέιεηςαλ 

πνιύ λσξίο ηε πξνζπάζεηα ηνπο λα βξνπλ ηελ εηθόλα 101 κέζσ απηνύ ηνπ ηξόπνπ. 

Δπίζεο, απηόο ν ρξνλνβόξνο αιιά ηαπηόρξνλα νξζόο ηξόπνο αλαδεηθλύεη όηη νη 

καζήηξηεο είηε κέζσ ησλ αξηζκώλ είηε κέζσ ησλ αλαπαξαζηάζεσλ θαηάιαβαλ ηε 

δνκή ηνπο θαη πνην είλαη ην γεσκεηξηθό κνηίβν. ηε ζπλέρεηα ε Μ1 δίλεη κία άιιε 

ζθέςε :
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Πξνζπαζώληαο ε Μ1 λα βξεη έλα πην απιό ηξόπν ζθέθηεθε λα κνηξάζεη ην 101 ζηηο 4 

πιεπξέο ηνπ ζρήκαηνο. Ίζσο, ε Μ1 λα κπέξδεςε ην εκβαδόλ κε ηελ πεξίκεηξν ή δελ 

ζπλέδεζε όηη ην απνηέιεζκα ηεο εηθόλαο 101 παξηζηάλεη γεσκεηξηθά ην εκβαδόλ. Γηα 

απηό ην ιόγν ε εξώηεζε: ΄΄Ση παξηζηάλεη γεσκεηξηθά θάζε αξηζκόο πνπ αληηζηνηρεί 

ζε κία εηθόλα ;΄΄ ηνπνζεηήζεθε πξηλ από ηελ εύξεζε ηεο εηθόλαο 101, έηζη ώζηε λα 

ζθεθηνύλ όηη ην δεηνύκελν είλαη ην εκβαδόλ ηνπ ηεηξαγώλνπ πνπ πξνθύπηεη 

γλσξίδνληαο ηε πιεπξά ηνπ. Αθόκε, θαίλεηαη όηη ε Μ1 δίλεη αξθεηή ζεκαζία ζηελ 

αλαπαξάζηαζε, επηβεβαηώλνληαο όηη είλαη ηεηξάγσλν ιόγσ ησλ δηαγσλίσλ ηνπ πνπ 

είλαη ίζεο. Αθόκε, έρεη παξαηεξήζεη όηη όιεο νη πιεπξέο θαη νη δηαγώληνη ηνπ 

απμάλνληαη πεγαίλνληαο ζηελ επόκελε εηθόλα. πσο έρεη αλαθεξζεί πξνεγνπκέλσο, 

ηα νπηηθά εξεζίζκαηα πνπ πξνζθέξνπλ νη αλαπαξαζηάζεηο απνηεινύλ αξσγνύο ζηελ 

εμαγσγή ζπκπεξάζκαηνο αιιά θαη ζηε βαζύηεξε θαηαλόεζε ηνπ γεσκεηξηθνύ 

κνηίβνπ. ηε ζπλέρεηα, ε εθπαηδεπηηθόο ζέινληαο λα ζθεθηνύλ ην ζρήκα πεξηζζόηεξν 

θαη ηηο ηδηόηεηεο ηνπ ηεηξαγώλνπ ηηο ξσηά ηη ζρήκα ζα έρεη ε εηθόλα 101. Ζ Μ1 

απαληά ηαρύηαηα όηη ζα είλαη ηεηξάγσλν θαη κε βάζε ηνλ ηύπν Δ = β ∙ π ην εκβαδόλ 

ζα πξέπεη λα βγεη 101. Σελ επόκελε αθξηβώο ζηηγκή αλαηξεί  ηα ιεγόκελα ηεο θαη 

αλαθέξεη όηη ν αξηζκόο ηεο εηθόλαο πξέπεη λα είλαη 101 θαη όρη ην εκβαδόλ ηεο. 

πκπεξαζκαηηθά, γλσξίδεη όηη απηό πνπ δεηά είλαη ην εκβαδόλ όπσο θαη όηη ην 

ηεηξάγσλν έρεη 4 ίζεο πιεπξέο, όκσο πηζαλόλ λα πξνζπαζεί λα ζπλδέζεη ηνλ αξηζκό 

101 κε ηηο πιεπξέο ή ζθέθηεθε όηη ν αξηζκόο απηόο απνηειεί ηελ πεξίκεηξν. Δπίζεο, 

δελ ππάξρεη σο ηόηε νπζηώδεο αιιειεπίδξαζε θαη επηθνηλσλία κεηαμύ ησλ 

καζεηξηώλ, αθνύ ε θαζεκία παξαζέηεη ηε δηαθνξεηηθή απνςή ηεο, ρσξίο λα δίλεη ε 

κία ζηελ άιιε αλαηξνθνδόηεζε. Οη καζήηξηεο βξέζεθαλ ζε αδηέμνδν θαη ε επόκελε 

ζθέςε ηνπο πξνήιζε από ην άθνπζκα ηνπ αξηζκνύ 100 πνπ αλέθεξε εθείλε ηε ζηηγκή 

ε Α’ νκάδα. Οπόηε, αθνινύζεζαλ ηελ ίδηα δηαδηθαζία όπσο πξηλ δειαδή έθαλαλ ηελ 

δηαίξεζε 100 : 4 , βξήθαλ 25 ην νπνίν ζεώξεζαλ όηη απνηειεί ηελ πιεπξά ηνπ 

ηεηξαγώλνπ θαη βξίζθνληαο εκπόδην ηνλ αξηζκό 1 πνπ απνκέλεη από ην 101. 

Παξαηεξείηαη πεξηζζόηεξε αιιειεπίδξαζε κεηαμύ ησλ νκάδσλ ζηελ πξνθεηκέλε 

πεξίπησζε ζε ζύγθξηζε κε ηα κέιε ηεο ίδηαο νκάδαο. Με ην ίδην ζθεπηηθό ε Μ3 

πηζηεύεη όηη αθνύ ν θάζε γλώκνλαο πεξηέρεη πεξηηηό αξηζκό, ην 101 είλαη 

πξνηηκόηεξν λα ρσξηζηεί ζην 99 + 2. Ζ παξαθάησ εηθόλα δείρλεη ηηο πξάμεηο ησλ 

καζεηξηώλ κε ζθνπό λα βξνπλ ην εκβαδόλ ηεο εηθόλαο 101. 
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Έπεηηα από ηηο παξαπάλσ πξνζπάζεηεο, νη καζήηξηεο μεθίλεζαλ από ηελ αξρή κε 

δηαθνξεηηθή ζθέςε ε νπνία εμειίρζεθε σο εμήο : 

 

Δπηβεβαηώλεηαη όηη ε Μ1 έρεη θαηαλνήζεη ηελ αληηζηνηρία ηνπ εκβαδνύ κε ηελ 

εηθόλα, όκσο ν εζθαικέλνο ηύπνο β ∙ π δίλεη ηελ εληύπσζε ζηε καζήηξηα όηη 

ρξεηάδεηαη 2 πιεπξέο. Ζ Μ3 επεκβαίλεη ιέγνληαο όηη κόλν κία πιεπξά αξθεί, κε 

απνηέιεζκα λα πιεζηάδνπλ θαη λα εζηηάδνπλ όιν θαη πεξηζζόηεξν ζην δεηνύκελν.    

Σελ ίδηα ζηηγκή ε Μ3 αλαθέξεη :               

           
Δπεμεγεκαηηθά, εζηίαζε ζηνλ αξηζκό ηεο εηθόλαο κε ηελ δηάζηαζε ηεο πιεπξάο. ηνλ 

παξαθάησ δηάινγν θαίλεηαη ε ινγηθή ζεηξά ησλ εξσηήζεσλ-απαληήζεσλ ησλ 

καζεηξηώλ κε ηελ εθπαηδεπηηθό.

 

Καη νη δύν καζήηξηεο θαηαλόεζαλ όηη ην γεσκεηξηθό κνηίβν επαλαιακβάλεηαη 

ζπλερώο, κε ηελ Μ1 λα ζέιεη λα βξεη ηνπιάρηζηνλ κέρξη ηελ εηθόλα 10. Παξόιν πνπ 

απαληά νξζά γηα ηε δηάζηαζε ηεο πιεπξάο, πηζαλόλ λα κελ έρεη θαηαλνήζεη ηνλ 

ηξόπν πνπ ιεηηνπξγεί απηό ην κνηίβν. Πην ζπγθεθξηκέλα θαίλεηαη λα απμάλεη θαηά 1 
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ηνλ αξηζκό ηεο εηθόλαο θαη θαηά 1 ηελ πιεπξά ηνπ ηεηξαγώλνπ θάζε θνξά, ρσξίο λα 

ζθεθηεί βαζύηεξα θαη κεκνλσκέλα ζε θάζε παξάδεηγκα ηη ζπκβαίλεη. 

πκπεξαζκαηηθά ε Μ1, δελ ρξεζηκνπνηεί κε γεληθεπκέλν ηξόπν ην θάζε εηδηθό 

παξάδεηγκα, απιώο αθνινπζεί ην κνηίβν αύμεζε θαηά 1 ζηελ εηθόλα θαη ζην πιήζνο 

ησλ ςεθίδσλ ζε θάζε πιεπξά. Ζ εθπαηδεπηηθόο, κε ηε ζεηξά ηεο δίλεη έλα παξάδεηγκα 

(εηθόλα 50), έηζη ώζηε λα ζθεθηνύλ πσο ζα δηαρεηξηζηνύλ έλα κεγαιύηεξν αξηζκό θαη 

λα πεξάζνπλ ζηε γελίθεπζε όηη εηθόλα n αληηζηνηρεί ζε ηεηάγσλν πιεπξάο n+2. 

Αληηζέησο, ε εηθόλα 7 απνηειεί γελεζηνπξγό παξάδεηγκα γηα ηε Μ3 πνπ παξαηεξεί ηε 

δηαθνξά ηνπ 7 θαη ηνπ 9 βγάδνληαο ζπκπέξαζκα βαζηζκέλν ζηα αξηζκεηηθά δεδνκέλα 

θαη όρη ζηηο αλαπαξαζηάζεηο. Ζ Μ1 νξκώκελε από ην πόξηζκα ηεο Μ3, βξίζθεη ηελ 

εηθόλα 50 θαη ακέζσο ηελ εηθόλα 101. Σν γελεζηνπξγό παξάδεηγκα ηεο Μ3 πνπ ήηαλ 

ην 7 βνήζεζε ηε Μ1 λα θαηαλνήζεη ην κνηίβν θαη λα βξεη ην δεηνύκελν. ηε 

ζπλέληεπμε νη καζήηξηεο είραλ μεράζεη πσο βξήθαλ ηα απνηέιεζκαηα, νπόηε 

ζθέθηεθαλ από ηελ αξρή πσο ζα κπνξνύζαλ λα απαληήζνπλ ζην εξώηεκα. Ζ Μ1, 

ύζηεξα από θάπνηα ρξνληθή δηάξθεηα βξίζθεη ηε ζσζηή απάληεζε κε ηνλ ίδην ηξόπν, 

ρσξίο λα έρεη πξνεγεζεί ε ζθέςε ηεο Μ3 γηα ηε δηαθνξά ηνπ αξηζκνύ ηεο εηθόλαο κε 

ηε δηάζηαζε ηεο πιεπξάο ηνπ ηεηξαγώλνπ. Ζ θξάζε :  

        

επηβεβαηώλεη όηη ε Μ1 μαλαιύλεη ην ππνεξώηεκα ηεο δξαζηεξηόηεηαο κε ηνλ ίδην 

αθξηβώο ηξόπν. ηελ εξώηεζε ηεο εθπαηδεπηηθνύ αλ νη αλαπαξαζηάζεηο βνήζεζαλ ηε 

ζθέςε ηνπο, απάληεζαλ νκόθσλα ζεηηθά. Πξνρσξώληαο ζην γεσπίλαθα ε Μ1 κε ηηο 

θξάζεηο  :           

       

θαίλεηαη λα δίλεη ζεκαζία ζηνλ ηξόπν γξαθήο ηνπ αξηζκνύ 16 ππνςηαζκέλε όηη ε 

δνκή παίδεη ξόιν ζηε δξαζηεξηόηεηα. Ζ Μ3 ζην εξώηεκα ηνπ γεσπίλαθα ζθέθηεθε 

όηη ζα πξέπεη λα ηθαλνπνηήζεη 3 ζπλζήθεο γηα λα απαληήζεη νξζά :  

α) λα βξεη ην κηθξόηεξν αξηζκό                                                                                                   

β) ην απνηέιεζκα λα είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 3                                                                                         

γ) ην ζρήκα πνπ ζα θαηαζθεπάζνπλ λα είλαη ηεηξάγσλν.                                                          

Ζ εθθώλεζε δεηά κόλν ηηο 2 πξώηεο ζπλζήθεο. Ίζσο ε Μ3 λα έρεη επεξεαζηεί από ηηο 

αλαπαξαζηάζεηο είηε από ην πξνεγνύκελν εξώηεκα απηήο ηεο δξαζηεξηόηεηαο είηε 

από ηα ζρήκαηα ζην γεσπίλαθα. Αθνύ ε εθπαηδεπηηθόο έθαλε επεμεγήζεηο ηεο 

εθθώλεζεο, ε Μ3 εμεγεί πσο ζα κεηαθηλεζνύλ νη ςεθίδεο έηζη ώζηε λα είλαη θαλεξό 

από ην ζρήκα όηη είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 3. Ζ Μ1 ζπκπιεξώλεη ηε ζθέςε ηεο 
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ζπκαζήηξηαο ηεο ιέγνληαο :

 

Οη καζήηξηεο βξήθαλ αξθεηά γξήγνξα όηη έλα ζρήκα γηα λα έρεη εκβαδόλ 

πνιιαπιάζην ηνπ 3 ζα πξέπεη ηνπιάρηζηνλ ε κία ηνπ δηάζηαζε λα είλαη ην 3. Ακέζσο 

κεηά, βξήθαλ ηνλ ειάρηζην αξηζκό (μαλά ην 2) πνπ θάλεη ην 25 πνιιαπιάζην ηνπ 3 

θαη κε ηνλ ίδην ηξόπν κεηαζρεκαηίδνπλ ην ηεηξάγσλν ζε νξζνγώλην δηαζηάζεσλ                    

3x9. Μέζσ απηήο ηεο ππνάζθεζεο νη καζήηξηεο κπόξεζαλ λα δνπλ ην γεληθεπκέλν 

ηξόπν κεηαζρεκαηηζκνύ ελόο ηεηξαγώλνπ ζε νξζνγώλην κε εκβαδόλ πνιιαπιάζην 

ηνπ 3. Γηα ηελ εηθόλα 1, νη καζήηξηεο ζπκθώλεζαλ όηη δελ ρξεηάδεηαη λα πξνζζέζνπλ 

θάπνην αξηζκό γηαηί ην 9 είλαη ήδε πνιιαπιάζην ηνπ 3. Έηζη, νη εηθόλεο 1,2,3 πνπ 

απνηεινύλ παξαδείγκαηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο ρξεζηκνπνηήζεθαλ κε γεληθεπκέλν 

ηξόπν (generic treatment) θαη βνήζεζαλ ζηε γελίθεπζε γηα ηνλ κεηαζρεκαηηζκό ησλ 

εηθόλσλ ζε νξζνγώληα (ΠΚ). κσο ηα ίδηα παξαδείγκαηα δελ ρξεζηκνπνηήζεθαλ κε  

εκπεηξηθό ηξόπν δειαδή γηα λα επηβεβαηώζνπλ θάπνηα εηθαζία πνπ έθαλαλ νη 

καζήηξηεο νύηε κε γεληθεπκέλν, γηαηί κέρξη ζηηγκήο βιέπνπλ θάζε εηθνλα μερσξηζηά 

θαη δελ έρνπλ αλαθαιύςεη ην κνηίβν πνπ αθνινπζείηαη (ΜΠ). ηε ζπλέρεηα νη 

καζήηξηεο έπξεπε λα δώζνπλ δηθά ηνπο παξαδείγκαηα θαη λα παξαηεξήζνπλ αλ είλαη 

πνιιαπιάζηα ηνπ 3, ή ρξεηάδεηαη λα πξνζηεζεί θάπνηνο αξηζκόο γηα λα γίλεη. Σα 

παξαδείγκαηα πνπ έδσζαλ ήηαλ ην   , ην    θαη ην    ιέγνληαο όηη ζην    ζα πξέπεη 

λα πξνζηεζεί ην 2, ελώ ζηα ππόινηπα δελ ρξεηάδεηαη αθνύ είλαη ήδε πνιιαπιάζηα ηνπ 

3. Σα ηεηξάγσλα ησλ 2,6 θαη 9 απνηεινύλ γελεζηνπξγά παξαδείγκαηα, κε απνηέιεζκα 

νη καζήηξηεο όρη κόλν λα επηβεβαηώλνπλ ηελ εηθαζία ηνπο αιιά θαη λα αηηηνινγνύλ κε 

καζεκαηηθό ηξόπν γηαηί είλαη ήδε πνιιαπιάζηα ηνπ 3. Σα δηθά ηνπο παξαδείγκαηα ηηο 

πξνέηξεςαλ λα θάλνπλ εηθαζίεο ιέγνληαο : 

 

Ζ Μ3 ζέιεη λα γεληθεύζεη ηηο παξαηεξήζεηο ηεο, ρσξίο λα ην έρεη επηβεβαηώζεη κε 

πνιινύο αξηζκνύο. Ζ εθπαηδεπηηθόο σζεί ηε Μ3 λα ζθεθηεί ηη ζπκβαίλεη ζηελ 

πεξίπησζε ηνπ    πνπ ην 4 είλαη άξηηνο. Ζ εηθαζία δελ επαιεζεύεηαη γηαηί ην    

απνηειεί αληηπαξάδεηγκα. Σν εκπόδην απηό όκσο, νδήγεζε ζε ζεηηθά απνηειέζκαηα 

γηα ηε καζήηξηα αθνύ ηελ ώζεζε ζηε γελίθεπζε κε νξζό ηξόπν. ηε ζπλέληεπμε, 

ξσηήζεθαλ αλ ππήξρε θάπνηνο ζθνπόο επηινγήο ησλ ζπγθεθξηκέλσλ παξαδεηγκάησλ 

πνπ έζεζαλ νη ίδηεο. Οη καζήηξηεο απάληεζαλ όηη ην 6 θαη ην 9 ην επέιεμαλ επεηδή 
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είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 3 ελώ ην 2 επεηδή δελ είλαη θαη ζα πξέπεη λα πξνζηεζεί ν 

αξηζκόο 2 γηα λα γίλεη. Δίραλ ήδε θαηεγνξηνπνηήζεη ηνπο αξηζκνύο ζε πνιιαπιάζηα 

θαη κε πνιιαπιάζηα. Ζ εθπαηδεπηηθόο γηα λα επηβεβαηώζεη όηη νη καζήηξηεο έρνπλ 

θαηαιάβεη ην κνηίβν ηηο ξσηά γηα ηα   ,  ,  . Με ηα δνζκέλα παξαδείγκαηα, 

επαιεζεύεηαη όηη νη καζήηξηεο έρνπλ γεληθεύζεη ζε έλα πξώην επίπεδν ιέγνληαο όηη νη 

αξηζκνί πνπ είλαη ήδε πνιιαπιάζηα ηνπ 3 ζα ζπλερίζνπλ λα είλαη ζην ηεηξάγσλν ηνπο 

θαη απηνί πνπ δελ είλαη ζα ρξεηαζηνύλ 2 γηα λα γίλνπλ. 

ην επόκελν εξώηεκα, ε αξρηθή ζθέςε ηεο Μ3 ήηαλ λα βξνπλ ηε δηαθνξά κεηαμύ 

ησλ αξηζκώλ ηεο ζηήιεο Β από ηελ Α όπσο θαίλεηαη ζηελ παξαθάησ εηθόλα : 

                      

Ζ εθπαηδεπηηθόο παξαηεξώληαο ηελ εξγαζία ησλ καζεηξηώλ ηηο ξσηά αλ πξνζηίζεηαη 

θάζε θνξά ν ίδηνο αξηζκόο, κε ζθνπό λα εζηηάζνπλ ζηε κεηαβαιιόκελε δηαθνξά ησλ 

αξηζκώλ. Έρνληαο θαηαλνήζεη όηη κε ηνλ ίδην ηξόπν ζα πξέπεη λα πξνθύπηεη ε Β 

ζηήιε από ηελ Α, πξνζπαζνύλ λα ζπζρεηίζνπλ όιεο ηηο δηαθνξέο κε ηνλ αξηζκό 8 

όπσο θαίλεηαη θαη ζηελ παξαπάλσ εηθόλα αιιά ρσξίο απνηέιεζκα. Ίζσο, λα κε 

έδσζαλ έκθαζε από αξηζκεηηθήο πιεπξάο ζην εκβαδόλ ησλ ηεηξαγώλσλ θαη ησλ 

νξζνγσλίσλ ηνπ γεσπίλαθα κε απνηέιεζκα νη αξηζκνί ησλ ζηειώλ Α θαη Β λα κελ 

ζρεηίδνληαη άκεζα κε ηε πξνεγνύκελε δξαζηεξηόηεηα. Βιέπνληαο όηη απηή ε ζθέςε 

νδεγεί ζε αδηέμνδν, ε Μ3 πξνηείλεη ηελ πξάμε ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ, ελώ ε Μ1 

επηκέλεη κε ηε δηαθνξά. Καη ζε απηή ηελ πεξίπησζε θαίλεηαη λα κελ αλαιύνπλ θαη λα 

αλαηξνθνδνηνύλ ηελ ζθέςε ηεο ζπκκαζήηξηαο ηνπο, κε απόξξνηα ε αιιειεπίδξαζε 

ηνπο λα κελ είλαη ζπρλή θαη ηζρπξή. Όζηεξα ε εθπαηδεπηηθόο ππελζπκίδεη μαλά όηη κε 

ηνλ ίδην ηξόπν πξέπεη λα βγαίλεη ε ζηήιε Β από ηελ Α, έηζη ώζηε λα απνξξηθζεί ε 

εηθαζία ηνπο όηη πξέπεη λα είλαη ν ίδηνο αξηζκόο ζε θάζε πεξίπησζε. Σειηθά, ε Μ3 

παξαηήξεζε όηη ην 11 πξνθύπηεη από ην 3∙3+2 όπσο θαη ην 18 από ην 4∙4+2. Σα 

παξαδείγκαηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο απνηέιεζαλ εθείλε ηε ζηηγκή γελεζηνπξγά αθνύ ε 

καζήηξηα παξαηήξεζε ην γεληθό ηξόπν πνπ ρξεζηκνπνηείηαη έηζη ώζηε λα πξνθύςνπλ 

όινη νη αξηζκνί ηεο Β ζηήιεο από ηελ Α (ΠΚ). Ζ απάληεζε γηα ηελ εξώηεζε πσο 

πξνθύπηεη ε Γ ζηήιε από ηελ Β δόζεθε κε αξθεηή επθνιία θαηά ηε δηάξθεηα ηεο 
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αλαδήηεζεο ηεο ζρέζεο   +2 = Β όπσο αλαδεηθλύεηαη από ηα ιερζέληα ηεο Μ3 : 

 

To πξώην εηδηθό παξάδεηγκα κε αξηζκνύο 3,11 θαη 33 θαίλεηαη όηη ρξεζηκνπνηείηαη κε 

γεληθεπκέλν ηξόπν (generic treatment) νδεγώληαο ηε καζήηξηα ζην ζπκπέξαζκα όηη ε 

Γ απνηειεί ην γηλόκελν ησλ ζηειώλ Α θαη Β (ΠΚ). 

ην εξώηεκα ηη θνηλό ππάξρεη ζηε ζηήιε Γ, ε Μ3 θνηηά ηνπο αξηζκνύο 33 θαη 72 θαη 

ακέζσο απαληά όηη είλαη πνιιαπιάζηα ηνπ 3. Απηνί νη αξηζκνί ρξεζηκνπνηήζεθαλ σο 

γελεζηνπξγά παξαδείγκαηα, γεληθεύνληαο όηη όινη νη αξηζκνί ηεο Γ ζηήιεο έρνπλ 

θνηλή ηδηόηεηα όηη είλαη πνιιαπιάζηα ηνπ 3 (ΠΚ). ηε ζπλέρεηα, νη καζήηξηεο 

ζπκπιεξώλνπλ ηηο ζηήιεο Α κε δηθά ηνπο παξαδείγκαηα όπσο ην 9,12 θαη 15 πνπ 

είλαη όια πνιιαπιάζηα ηνπ 3. Αλαιόγσο ζπκπιεξώλνπλ θαη ηηο άιιεο, θάλνληαο ηηο 

πξάμεηο όπσο θαη ηηο δηαηξέζεηο ησλ αξηζκώλ ηεο ζηήιεο Γ κε ην 3 έρνληαο σο ζθνπό 

λα δηαπηζηώζνπλ αλ είλαη πνιιαπιάζηα ηνπ 3. Απηό αλαδεηθλύεη όηη ηα εηδηθά 

παξαδείγκαηα πνπ έδσζαλ ρξεζηκνπνηήζεθαλ κε εκπεηξηθό ηξόπν γηα λα 

επηβεβαηώζνπλ ηελ εηθαζία θαη λα θάλνπλ ζε απηέο πην νηθεία ηα ζπκπεξάζκαηα 

ηνπο. Αληίζεηα, δελ πιεξνύλ ηα θξηηήξηα ησλ γελεζηνπξγώλ αθνύ γηα λα 

δηαπηζηώζνπλ αλ νη αξηζκνί ηεο ζηήιεο Γ είλαη πνιιαπιάζηα ηνπ 3 πξέπεη λα θάλνπλ 

πξάμεηο. ε άιιε πεξίπησζε, ζα είραλ ζθεθηεί όηη ην γηλόκελν νπνηνπδήπνηε αξηζκνύ 

κε ην 3 είλαη πάληα πνιιαπιάζην ηνπ. Οη καζήηξηεο δελ έθηαζαλ ζε απηό ην επίπεδν 

γελίθεπζεο, νύηε ζθέθηεθαλ λα θαηεγνξηνπνηήζνπλ ηνπο αξηζκνύο πνιιαπιάζηα θαη 

κε πνιιαπιάζηα ηνπ 3, ζπλεπώο νύηε όηη νη θπζηθνί αξηζκνί γξάθνληαη κε βάζε ην 3 

σο εμήο : 3x,3x+1,3x+2. 

ην επόκελν εξώηεκα, ε Μ3 εθπιήζζεηαη από ηελ εθθώλεζε ιέγνληαο :  

           

Οη καζήηξηεο δελ έδσζαλ ζεκαζία ζηνπο αξηζκνύο ηεο ζηήιεο Β, θαη δελ έιεγμαλ αλ 

είλαη πνιιαπιάζηα ηνπ 3 όπσο επίζεο δελ εμέηαζαλ γηαηί νη αξηζκνί ηεο ζηήιεο Γ 

έρνπλ απηή ηελ θνηλή ηδηόηεηα. Δπίζεο, ηα παξαδείγκαηα πνπ έδσζαλ νη καζήηξηεο 

ήηαλ όια πνιιαπιάζηα ηνπ 3. Έηζη, δελ έιεγμαλ ηη ζπκβαίλεη πεξαηηέξσ κε ηνπο 

αξηζκνύο ηεο ζηήιεο Β. Ζ εθπαηδεπηηθόο ηηο παξαηξύλεη λα θνηηάμνπλ ηηο ζηήιεο κε 

ηνπο κηθξόηεξνπο αξηζκνύο θαη λα παξαηεξήζνπλ πσο πξνθύπηνπλ ηα πνιιαπιάζηα 

ηνπ 3. Ο παξαθάησ δηάινγνο δείρλεη ηηο δηαθνξεηηθέο θαη αλεμάξηεηεο κεηαμύ ηνπο 

ζθέςεηο ησλ καζεηξηώλ. 
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Ζ Μ3 αλαηξεί ηε ζθέςε ηεο Μ1 θαη παξαηεξώληαο ηηο ζηήιεο κε ηνπο κηθξόηεξνπο 

αξηζκνύο (γελεζηνπξγά παξαδείγκαηα) βγάδεη νξζό πόξηζκα γηα ηα πνιιαπιάζηα θαη 

κε πνιιαπιάζηα ηνπ 3 ρξεζηκνπνηώληαο κε γεληθεπκέλν ηξόπν ηνπο 6 από ηνπο 7 

αξηζκνύο ησλ ζηειώλ Α,Β θαη Γ (ΠΚ). Έρνληαο ην ζπκπέξαζκα απηό, νη καζήηξηεο 

ζέινπλ λα ηνπνζεηήζνπλ δηθά ηνπο παξαδείγκαηα, όκσο δπζθνιεύνληαη αξθεηά κε 

απνηέιεζκα, λα δίλνληαη από ηελ εθπαηδεπηηθό νη ηηκέο 1240 θαη 1241. Με ηε 

βνήζεηα ησλ παξαπάλσ παξαηεξήζεσλ (γελεζηνπξγά παξαδείγκαηα ζηηο ζηήιεο κε 

ηνπο κηθξόηεξνπο αξηζκνύο), νη καζήηξηεο κε ηα θξηηήξηα δηαηξεηόηεηαο έβγαιαλ 

ζπκπέξαζκα γηα όινπο ηνπο αξηζκνύο θαη ηηο ζηήιεο . Οη κεγάινη δνζκέλνη αξηζκνί 

δελ έρνπλ νύηε εκπεηξηθή αιιά νύηε θαη γεληθεπκέλε ρξήζε αθνύ δελ ζπλεηζθέξνπλ 

ζηε γελίθεπζε (ΜΠ). κσο απνηέιεζαλ ηελ αθνξκή γηα λα επηζηξέςνπλ ζηνπο 

κηθξνύο αξηζκνύο. ηε ζπλέληεπμε ξσηήζεθαλ αλ νη κεγάινη αξηζκνί 411,520 θαη 

704 ηηο βνήζεζαλ γηα ηα ζπκπεξάζκαηα ηνπο. Ζ Μ1 απάληεζε ιέγνληαο όηη ηηο 

βνήζεζε αξθεηά αθνύ έηζη βξήθαλ ηε ζρέζε κεηαμύ ησλ ζηειώλ όπσο θαη ηελ θνηλή 

ηδηόηεηα ησλ αξηζκώλ ζηε ζηήιε Γ. Με ηε ζεηξά ηεο ε Μ3 αλέθεξε όηη ζα κπνξνύζαλ 

λα θηάζνπλ ζηηο ηειηθέο παξαηεξήζεηο θαη ρσξίο ηα παξαδείγκαηα ηεο 

δξαζηεξηόηεηαο αιιά ίζσο απαηηνύζε παξαπάλσ ρξόλν. 

Ζ εθπαηδεπηηθόο πξνζπαζεί λα σζήζεη ηηο καζήηξηεο ζην κεγαιύηεξν επίπεδν 

γελίθεπζεο εθθξάδνληαο ηνπο αξηζκνύο 3x,3x+1 θαη 3x+2. Έηζη ξσηά ηηο καζήηξηεο 

πνηεο ζα είλαη νη αληηζηνηρίεο ησλ 411,520 θαη 704 κε ηνπο 3,4 θαη 5. Υσξίο λα έρνπλ 

ζθεθηεί όηη ην 4 είλαη ην επόκελν ηνπ 3 όπσο θαη ην 5 όηη είλαη 3+2 , ζθέθηνληαη όηη 

ζα ηα αληηζηνηρίζνπλ κε ην αλ είλαη πνιιαπιάζηα ηνπ 3,4 θαη 5. Σν 520 όκσο, είλαη 

πνιιαπιάζην ηνπ 4 θαη ηνπ 5, νπόηε ε εηθαζία ηνπ απνξξίπηεηαη κε αληηπαξάδεηγκα 

ηνλ αξηζκό απηό. Ζ εθπαηδεπηηθόο πξνηξέπεη ηηο καζήηξηεο λα ζθεθηνύλ ηε δηαθνξά 

ηνπ 3 από ην 4 θαη ην 5 αιιά ρσξίο απνηέιεζκα. πκπεξαζκαηηθά, εγθαηαιείπνπλ ηελ 

πξνζπάζεηα αθνύ δελ κπόξεζαλ λα αληηιεθζνύλ ηα παξαδείγκαηα κε γεληθεπκέλν 

ηξόπν ώζηε λα θαηαιήμνπλ ζηελ εύξεζε ησλ 3 θαηεγνξηώλ (ΜΠ). Έηζη, πξνρσξνύλ 

ζην επόκελν εξώηεκα ηεο δξαζηεξηόηεηαο ζην νπνίν, επηβεβαηώλνπλ όηη δελ ππάξρεη 

θάπνηα εμαίξεζε ζην κνηίβν θαη όινη νη θπζηθνί αξηζκνί ην αθνινπζνύλ πηζηά. Ο 

παξαθάησ δηάινγνο θάλεη θαλεξή ηελ ώζεζε ηεο εθπαηδεπηηθνύ λα ζθεθηνύλ ην 
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πιήζνο ησλ θαηεγνξηώλ πνπ αλήθνπλ όινη νη αξηζκνί κε βάζε ην 3.

 

Ζ απάληεζε αλά δύν, πηζαλό λα έθξπβε ηε ζθέςε όηη νη δύν αξηζκνί είλαη κε 

πνιιαπιάζηα θαη ν άιινο πνιιαπιάζην ηνπ 3. Με απηή ηελ αληαιιαγή απόςεσλ ε 

Μ3 έδεημε λα θαηαλνεί όηη ην κνηίβν επαλαιακβάλεηαη αλά 3 αξηζκνύο θαη κε 

γεληθεπκέλν ηξόπν θαηάιαβε όηη ππάξρνπλ 3 θαηεγνξίεο αξηζκώλ κε βάζε ηα 

πνιιαπιάζηα ηνπ 3. ηε ζπλέρεηα, νη καζήηξηεο αληηκεηώπηζαλ σο εκπόδην ηελ 

δηαηύπσζε ηεο ιεθηηθήο θξάζεο ΄΄πνιιαπιάζην ηνπ 3΄΄ ζε καζεκαηηθή έθθξαζε 

΄΄3x΄΄. Όζηεξα από πξνζπάζεηεο θαη αξθεηά αληηπαξαδείγκαηα ζε θάζε εζθαικέλε 

καζεκαηηθή έθθξαζε, νη καζήηξηεο έθηαζαλ ζηηο δηαηππώζεηο 3x,3x+1 θαη 3x+2, 

ρσξίο όκσο θάπνηα γεληθεπκέλε ρξήζε παξαδείγκαηνο. H παξαθάησ εηθόλα 

αλαδεηθλύεη όηη νη καζήηξηεο αθνινύζεζαλ ηηο ζρέζεηο     + 2 = Β , Α ∙ Β = Γ θαη 

αληηθαηέζηεζαλ όπνπ Α ηηο παξαπάλσ εθθξάζεηο. 

          

Οη καζήηξηεο ζεώξεζαλ βέβαην όηη όινη νη αξηζκνί ηεο ζηήιεο Γ κε ηηο παξαπάλσ 

εθθξάζεηο είλαη πνιιαπιάζηα ηνπ 3, επηκέλνληαο όηη είλαη γλσζηό από ηηο ζηήιεο κε 

ηνπο κηθξόηεξνπο αξηζκνύο θαη δελ ρξεηάδεηαη πεξαηηέξσ επεμήγεζε θαη γελίθεπζε. 

Γειαδή γηα ηηο καζήηξηεο ήηαλ αξθεηή ε εηθαζία θαη ε επαιήζεπζε ηεο κέζα από 

αξθεηά παξαδείγκαηα, κε απνηέιεζκα λα κελ θηάζνπλ ζην ηειηθό επίπεδν 

γελίθεπζεο. 

4.4 ύγθξηζε ησλ νκάδσλ 

ηα πξώηα εξσηήκαηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο 1 νη νκάδεο Α θαη Β θαίλεηαη όηη θάλνπλ 

εηθαζίεο θαη πξνζπαζνύλ λα ηηο επαιεζεύζνπλ είηε αξηζκεηηθά είηε κέζσ ησλ 

αλαπαξαζηάζεσλ. Παξαηεξήζεθε όηη δελ θάλνπλ αθξηβώο ηηο ίδηεο ππνζέζεηο αιιά 

κε βάζε απηό πνπ ηνπο έθαλε εληύπσζε. Καη ζηηο δύν νκάδεο έπαημε πνιύ ζεκαληηθό 

ξόιν νη αλαπαξαζηάζεηο όπσο θαη νη αξηζκνί, κε ηνλ ζπλδπαζκό ηνπο λα ηηο σζεί ζε 

εηθαζίεο πνπ πξνζπαζνύλ λα ηηο επαιεζεύζνπλ, βιέπνληαο κε γεληθεπκέλν ηξόπν ηα 

απνηειέζκαηα. Καη νη δύν εηθαζίεο, αλ θαη δηαθνξεηηθέο κεηαμύ ηνπο νδήγεζαλ κε 
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νξζό ηξόπν ζην ζσζηό απνηέιεζκα. Ζ Γ’ νκάδα δελ έθαλε θάπνηα εηθαζία παξόκνηα 

ή δηαθνξεηηθή κε ηηο πξνεγνύκελεο, κε απόξξνηα λα βξίζθεη ηα απνηειέζκαηα 

κεηξώληαο είηε ηηο ςεθίδεο πνπ πξνζηίζνληαη ζηελ αλαπαξάζηαζε κέζσ ηνπ γλώκνλα 

είηε λα πξνζζέηεη πεξηηηνύο μεθηλώληαο από ην 1 ρσξίο λα έρεη παξαηεξήζεη θάπνην 

κνηίβν πνπ επαλαιακβάλεηαη. ηελ πεξίπησζε απηή, ίζσο δόζεθε πεξηζζόηεξε 

έκθαζε ζηνπο αξηζκνύο παξά ζηηο αλαπαξαζηάζεηο. 

ην εξώηεκα γηα ηελ εηθόλα 101, ε αξρηθή ζθέςε θαη ησλ ηξηώλ νκάδσλ ήηαλ ην 

άζξνηζκα ησλ πεξηηηώλ, όκσο πάξα πνιύ γξήγνξα απνξξίπηεηαη απηή ε εηθαζία από 

ηελ Α΄ θαη Β΄ πηζηεύνληαο όηη ππάξρεη πην εύθνινο ηξόπνο. Ζ Γ΄ νκάδα ζπλέρηζε κε 

απηή ηε κέζνδν ώζπνπ εγθαηέιεηςαλ ηελ πξνζπάζεηα. Σειηθά όιεο νη νκάδεο 

έθηαζαλ ζην επηζπκεηό απνηέιεζκα κε ηε δηαθνξά όηη νη Α’ θαη Β’ είραλ 

δηαθνξεηηθό ηξόπν εύξεζεο ηεο εηθόλαο 101 θαη δηέζεζαλ ιηγόηεξν ρξόλν ζε ζρέζε 

κε ηε Γ’. Δπεμεγεκαηηθά, νη νκάδεο Α΄ θαη Β΄ επηθεληξώζεθαλ ζηηο αλαπαξαζηάζεηο 

θαη ζηηο ςεθίδεο ελώ ε Γ΄ θαη ζηα δύν κε πεξηζζόηεξε έκθαζε ζηνπο αξηζκνύο. 

Αθόκε ζηε ζπλέληεπμε, ε Α΄ θαη ε Β΄ νκάδα εμήγεζαλ μαλά ηνλ ηξόπν πνπ βξήθαλ 

ηελ εηθόλα 101. Πηζαλόλ λα είραλ εζηηάζεη κε ηέηνην ηξόπν ζηελ εύξεζε ηεο 

απάληεζεο πνπ κεηά απν θάπνην ρξνληθό δηάζηεκα λα ήηαλ γηα ηηο νκάδεο ην ίδην 

εύθνιν λα εμεγήζνπλ ηνλ ηξόπν ζθέςεο. Αληίζεηα, ε νκάδα Γ΄ είρε δπζθνιεπηεί ζε 

κεγάιν βαζκό θαη ζηε ζπλέληεπμε ζθέθηεθε μαλά από ηελ αξρή πσο ζα ην έιπλε κε 

απνηέιεζκα λα θαηαιήμεη ζηνλ ίδην ηξόπν ζθέςεο. 

ην επόκελν εξώηεκα κε ην γεσπίλαθα, θαη νη 3 νκάδεο ζεώξεζαλ όηη έπξεπε λα 

βξνπλ ηνλ ειάρηζην αξηζκό έηζη ώζηε λα κεηαζρεκαηηζηνύλ μαλά ζε ηεηξάγσλα θαη 

ην εκβαδόλ ηνπο λα είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 3. Πηζαλόλ απηή ε ζθέςε λα ζρεηίδεηαη  

άκεζα κε ην νπηηθό εξέζηζκα πνπ πξνζέθεξαλ νη αλαπαξαζηάζεηο ζε όια ηα 

πξνεγνύκελα εξσηήκαηα θάλνληαο εκθαλή ηνλ νπζηώδε ξόιν ζηε δξαζηεξηόηεηα. 

ηε ζπλέρεηα, θαη νη 3 νκάδεο έβαιαλ δηθά ηνπο παξαδείγκαηα θαη κε δηαθνξεηηθό 

ηξόπν ε θαζεκία έθηαζε ζην πξώην επίπεδν γελίθεπζεο. Πξηλ θηάζνπλ ζηελ ηειηθή 

παξαηήξεζε (ην ηεηξάγσλν ησλ πνιιαπιαζίσλ ηνπ 3 παξακέλεη πνιιαπιάζην ηνπ 3 

ελώ ην ηεηξάγσλν ησλ κε πνιιαπιαζίσλ ρξεηάδεηαη λα πξνζηεζεί ν αξηζκόο 2 γηα λα 

γίλεη) παξαηεξείηαη θαη ζηηο 3 νκάδεο ε ηάζε γηα γελίθεπζε βάδνληαο δηθά ηνπο 

παξαδείγκαηα είηε εηθάδνληαο. Σα κέιε ηεο Α΄θαη ηεο Β΄ νκάδαο θαίλεηαη λα 

ηνπνζεηνύλ αξθεηά παξαδείγκαηα, ζε αληίζεζε κε ηελ νκάδα Γ’ πνπ είλαη πην 

δηζηαθηηθή ζηε ζθέςε απηή. Πην ζπγθεθξηκέλα, νη αξρηθέο ππνζέζεηο πνπ έθαλε ε Β΄ 

θαη ε Γ΄ νκάδα δελ ήηαλ νξζέο (θαηαζθεπή εμίζσζεο :   + 2 = 3x θαη ηα ηεηξάγσλα 

ησλ άξηησλ είλαη πνιιαπιάζηα ηνπ 3 αληίζηνηρα) όκσο θαηέιεμαλ ζην ζσζηό 

ζπκπέξαζκα όπσο θαη ε Α’ νκάδα. Δπίζεο ε Β΄ νκάδα ζε αληίζεζε κε ηηο Α’ θαη Γ’ 

έθαλε θαη άιιεο γεληθεύζεηο κε βάζε ηηο αλαπαξαζηάζεηο θαη ην γεσπίλαθα πνπ 

θαζηζηνύλ ηε δξαζηεξηόηεηα πινύζηα από ζπκπεξάζκαηα, ηα νπνία παξόιν πνπ δελ 

ήηαλ ηα πξνβιεπόκελα ήηαλ νπζηώδε θαη αμηνζεκείσηα. κσο, αθόκε θαη νη 3 

νκάδεο θάλεθε λα κελ έρνπλ ζθεθηεί όηη ηα κε πνιιαπιάζηα ηνπ 3 κπνξνύλ λα 

γξαθνύλ σο 3x+1 θαη 3x+2, όπσο θαη ηα πνιιαπιάζηα ηνπ 3 σο 3x.  
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ηηο επόκελεο εξσηήζεηο κε ηηο ζηήιεο, νη νκάδεο Α΄ θαη Β΄ κε κεγάιε επθνιία 

βξήθαλ ηηο ζρέζεηο  (  +2 = Β,Α ∙ Β = Γ) ζπζρεηίδνληαο ηα εξσηήκαηα απηά κε ηελ 

πξνεγνύκελε δξαζηεξηόηεηα. Από ηελ άιιε κεξία, ηα κέιε ηεο Γ΄ δπζθνιεύηεθαλ ζε 

κεγαιύηεξν βαζκό γηαηί δελ κπνξνύζαλ λα παξαηεξήζνπλ ηνλ ηξόπν πνπ ζπλδέεη 

θάζε παξάδεηγκα ηεο Β ζηήιεο κε ηελ Α. ηε ζπλέρεηα, όιεο νη νκάδεο παξαηήξεζαλ 

όηη ε ζηήιε Γ είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 3 θαη κόλν ε νκάδα Α΄ απηή ηε θνξά είρε ηελ 

ζθέςε λα δεη γηαηί θαη κε πνην ηξόπν πξνθύπηεη θάζε θνξά ε ζηήιε Γ πνιιαπιάζην 

ηνπ 3 , θαηαιήγνληαο ζην ζπκπέξαζκα όηη όηαλ ε ζηήιε Α είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 3 ε 

ζηήιε Β δελ είλαη θαη ην αληίζεην. Ζ ζθέςε απηή πξνήιζε πηζαλόλ από πξνζσπηθό 

ελδηαθέξνλ ηεο Α΄ νκάδαο ρσξίο δειαδή λα παξαθηλεζεί από ηελ εθπαηδεπηηθό ή από 

ηελ εθθώλεζε ηεο άζθεζεο ή από δηθά ηνπο ή δνζκέλα παξαδείγκαηα. Έηζη, είραλ 

πξνεηνηκαζηεί γηα ην επόκελν εξώηεκα, ζε αληίζεζε κε ηηο νκάδεο Β΄ θαη Γ΄. Έπεηηα, 

νη νκάδεο ζα πξέπεη λα ζπκπιεξώζνπλ ηα θελά γηα ηνπο 411,520, θαη 704 κε ηηο 

νκάδεο Α΄ θαη Β΄ λα ζέινπλ λα θάλνπλ πξάμεηο γηα ηνλ πξώην αξηζκό, ζε αληίζεζε κε 

ηε Γ’ πνπ ηα κέιε ηεο δελ ζθέθηεθαλ ην ίδην. Οη νκάδεο Α’ θαη Β’ μέξνπλ όηη γηα λα 

βγεη πνιιαπιάζην ηνπ 3 ε ζηήιε Γ, αλαγθαζηηθά ε αηηία ζα είλαη ή ε Α ή ε Β, ελώ ε 

Γ’ ππέζεζε όηη θακία ζηήιε από ηηο Α θαη Β δελ είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 3 αιιά 

πξνθύπηεη ην πνιιαπιάζην από ην γηλόκελν ηνπο. Ζ νκάδα απηή δπζθνιεύεηαη 

αξθεηά θαη απηό απνηειεί εκπόδην γηα ηελ εμαγσγή ζπκπεξάζκαηνο γηα ηνπο 

κεγάινπο αξηζκνύο αιιά ηαπηόρξνλα θαη γηα ηελ επηινγή ησλ παξαδεηγκάησλ πνπ 

πξέπεη λα δώζνπλ. Πξάγκαηη, ζηελ νκάδα Γ’ ε εθπαηδεπηηθόο παξαζέηεη 2 αξηζκνύο 

ιόγσ ηεο δπζθνιίαο πνπ αληηκεησπίδνπλ. ηνλ αληίπνδα, ηα κέιε ησλ νκάδσλ ηεο Α΄ 

θαη Β΄ επέιεμαλ κε κεγαιύηεξε επθνιία δύν αληηπξνζσπεπηηθά παξαδείγκαηα (κε 

πνιιαπιάζην θαη πνιιαπιάζην ηνπ 3). ηε ζπλέρεηα, θαη νη 3 νκάδεο θαηάθεξαλ λα 

θηάζνπλ ζηηο καζεκαηηθέο εθθξάζεηο 3x, 3x+1 θαη 3x+2 κε δηαθνξεηηθό ηξόπν ε 

θαζεκία. Ζ Α' νκάδα γξάθνληαο ηνπο αξηζκνύο κέρξη ην 14 έρνληαο σο βάζε ην 3 (πρ 

8=3∙2+2      3x+2). Έπεηηα, ε Β' νκάδα κε ιίγε παξαπάλσ βνήζεηα από ηελ 

εθπαηδεπηηθό νδεγήζεθε κέζσ ησλ παξαηεξήζεσλ ηεο ζηελ εμαγσγή 

ζπκπεξάζκαηνο. Σα κέιε ηεο Γ΄ νκάδαο, έθαλαλ πεξηζζόηεξεο πξνζπάζεηεο ζηηο 

νπνίεο δόζεθαλ αξθεηά αληηπαξαδείγκαηα από ηελ εθπαηδεπηηθό κε απνηέιεζκα λα 

νδεγεζνύλ ζην νξζό ζπκπέξαζκα. Οη εθθξάζεηο απηέο ρξεζηκνπνηήζεθαλ κόλν από 

ηηο νκάδεο Α΄ θαη Β΄ κε ζθνπό λα γεληθεύζνπλ γηα όινπο ηνπο θπζηθνύο αξηζκνύο, ζε 

αληίζεζε κε ηε Γ΄ πνπ εγθαηέιεηςε ηε πξνζπάζεηα.  

ε θάζε νκάδα ππήξρε ε αληαιιαγή απόςεσλ, ε ζπλεξγαζία θαη ε αιιειεπίδξαζε κε 

ηελ Γ΄ λα έρεη ηελ κηθξόηεξε έληαζε κεηαμύ ησλ κειώλ ηεο. Οη αλαπαξαζηάζεηο κε 

ηηο ςεθίδεο είηε ζηηο εηθόλεο είηε ζην γεσπίλαθα βνήζεζαλ ζε κεγάιν βαζκό όιεο ηηο 

νκάδεο κε ηε Β΄ λα δίλεη ηε κεγαιύηεξε έκθαζε εμάγνληαο δηάθνξα πνξίζκαηα κε 

βάζε ην νπηηθό εξέζηζκα πνπ πξνζέθεξαλ. πγθξίλνληαο, ηα κέιε ησλ νκάδσλ Α΄ 

θαη Β΄ θαίλεηαη λα έρνπλ πην θνηλέο απόςεηο θαη ζθέςεηο νη νπνίεο πνιύ ζπρλά είραλ 

δηαθνξνπνηήζεηο. Απηό ην απνηέιεζκα είλαη εύινγν αθνύ έθηαζαλ θαη νη δύν νκάδεο 

ζην κέγηζην επίπεδν γελίθεπζεο. Ζ νκάδα Γ΄ ρεηξίδεηαη κε δηαθνξεηηθό ηξόπν πνιιά 

κέξε ησλ δξαζηεξηνηήησλ. Απηό ζπλέβε γηαηί είρε πεξηζζόηεξεο δπζθνιίεο κε ηειηθή 
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απόξξνηα λα κελ κπνξέζεη λα απαληήζεη ζηελ ηειεπηαία απαηηεηηθή εξώηεζε. Έηζη, 

είλαη ινγηθό όηη απνθιίλεη από ηηο άιιεο νκάδεο. 

5. πκπεξάζκαηα - πδήηεζε 

5.1 Ο ξόινο ησλ γελεζηνπξγώλ παξαδεηγκάησλ ζηε κεηάβαζε γηα 

γελίθεπζε 

Ζ ρξήζε ησλ δνζκέλσλ εηθόλσλ από ηηο νκάδεο Α’ θαη Β’ είλαη γεληθεπκέλε, όκσο νη 

καζεηέο δελ δεκηνύξγεζαλ έλα γεληθεπκέλν επηρείξεκα πνπ δίλεη απάληεζε γηα θάζε 

εηθόλα (ΠΔ). ε αληίζεζε κε ηελ Γ΄ νκάδα πνπ δελ παξαηήξεζε αλ ππάξρεη θάπνην 

κνηίβν ζηηο αξρηθέο εηθόλεο θαη ε ρξήζε ηνπο δελ ήηαλ νύηε εκπεηξηθή νύηε 

γεληθεπκέλε (non generic treatment) κε απνηέιεζκα λα κελ ζπλεηζθέξνπλ ζε 

πεξαηηέξσ γελίθεπζε (ΜΠ). Ο ξόινο ησλ παξαδεηγκάησλ απηώλ δελ βνήζεζε ηηο 

καζήηξηεο λα γεληθεύζνπλ αθνύ αληηκεησπίζηεθε σο γεσκεηξηθό ΄΄αληηθείκελν΄΄ από 

ην νπνίν βξέζεθαλ δεδνκέλα γηα λα ζπκπιεξσζνύλ ηα θελά. 

Γηα ηηο νκάδεο Α’ θαη Β’, ε γεληθεπκέλε ρξήζε ησλ εηθόλσλ πνπ απνηέιεζαλ 

γελεζηνπξγά παξαδείγκαηα βνήζεζε απνθιεηζηηθά ζηελ επηρεηξεκαηνινγία ησλ 

καζεηώλ (ΠΚ) κε ζεκαζηνινγηθό ζπιινγηζκό νδεγώληαο ηνπο ζηε γελεζηνπξγή 

απόδεημε. Από ηελ άιιε πιεπξά, ε Γ΄ νκάδα αληηιακβάλεηαη αξηζκεηηθά ην κνηίβν 

(ζπληαθηηθόο ζπιινγηζκόο), κε ηηο εηθόλεο λα απνηεινύλ γελεζηνπξγά παξαδείγκαηα. 

Έηζη, νη 3 αξρηθέο εηθόλεο έπαημαλ ηνλ πην ζπνπδαίν ξόιν ζε απηνύ ηνπ είδνπο 

γελίθεπζε.  

Οη καζεηέο θαη ησλ ηξηώλ νκάδσλ βξίζθνπλ ην γεληθεπκέλν ηξόπν κεηαζρεκαηηζκνύ 

ησλ εηθόλσλ 1,2,3 δειαδή αληίζηνηρα ησλ αξηζκνί   ,  θαη    πνπ είλαη 

θαηαζθεπαζκέλνη ζηνλ ςεθηαθό γεσπίλαθα ζηεξίδνληαο ην επηρείξεκα ηνπο ζηα 

δνζκέλα παξαδείγκαηα (ΠΚ).Σα παξαδείγκαηα πνπ ηνπνζεηνύληαη από ηνπο καζεηέο 

όισλ ησλ νκάδσλ έρνπλ αξρηθά εκπεηξηθή ρξήζε αιιά ζηε ζπλέρεηα απνηεινύλ 

γελεζηνπξγά αθνύ νδεγήζεθαλ ζην ζσζηό ζπκπέξαζκα. Απηά ηα παξαδείγκαηα 

βνήζεζαλ ηνπο καζεηέο θαη έπαημαλ ζεκαληηθό ξόιν ζηε δεκηνπξγία δύν θαηεγνξηώλ 

ησλ αξηζκώλ αιιά όρη ζην κεγαιύηεξν ζηάδην γελίθεπζεο πνπ είλαη νη θαηεγνξίεο 

πνιιαπιάζην ηνπ 3, πνιιαπιάζην ηνπ 3+1 θαη πνιιαπιάζην ηνπ 3+2. Ζ Β΄ νκάδα 

έδσζε αθόκε δύν επηπιένλ παξαδείγκαηα πνπ ηα ρξεζηκνπνηήζαλ κε γεληθεπκέλν 

ηξόπν (αθνύ δελ έθαλαλ ηηο πξάμεηο γηα λα ειέγμνπλ ηελ εηθαζία) δηζηάδνληαο λα 

θάλνπλ πξάμεηο επεηδή ην κνηίβν επαλαιακβάλεηαη επ΄άπεηξνλ.  

ηε δξαζηεξηόηεηα 2 νη καζεηέο θαη ησλ ηξηώλ νκάδσλ ρξεηάζηεθε λα 

παξαηεξήζνπλ αξθεηνύο αξηζκνύο (πιεξνύλ ηα θξηηήξηα ησλ γελεζηνπξγώλ 

παξαδεηγκάησλ) ηεο ζηήιεο Α κέρξη λα θαηαιάβνπλ ηα θνηλά δνκηθά ζηνηρεία πνπ 

έρνπλ θαη λα νδεγεζνύλ ζηε ζρέζε πνπ ζπλδέεη θαη ηηο 3 ζηήιεο. Έηζη, ηα δνζκέλα 

παξαδείγκαηα ζπλεηζθέξνπλ επνηθνδνκεηηθά ζηε δεκηνπξγία ηνπ γεληθεπκέλνπ 

επηρεηξήκαηνο κε παξαγσγηθό ηξόπν (ΠΚ) θάλνληαο εκθαλέο ην βνεζεηηθό ηνπο ξόιν 

γηα ηελ θαηαλόεζε ηεο ζρέζεο ησλ ζηειώλ Α θαη Β. πκπεξαζκαηηθά, είλαη εκθαλέο 

όηη ν ξόινο ησλ παξαδεηγκάησλ είλαη ζε κεγάιν βαζκό βνεζεηηθόο γηα ηε κεηάβαζε 
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θάζε θνξά ζε έλα κεγαιύηεξν ζηάδην γελίθεπζεο από απηό πνπ ήδε βξίζθνληαη νη 

καζεηέο. 

Οη καζεηέο ηεο Α΄ νκάδαο έρνληαο ηε πεξηέξγηα λα βξνπλ ηελ αηηία πνπ ε ζηήιε Γ 

είλαη πάληα πνιιαπιάζην ηνπ 3 εηθάδνπλ όηη ηα δνζκέλα παξαδείγκαηα ηεο ζηήιεο Β 

είλαη πνιιαπιάζηα ηνπ 3. ε απηή ηελ πεξίπησζε ρξεζηκνπνηνύληαη εκπεηξηθά θαη 

ηειηθά απνηεινύλ αληηπαξαδείγκαηα. Υσξίο λα είλαη γελεζηνπξγά, έρνπλ βνεζεηηθό 

ξόιν ζηε κεηάβαζε γηα ηελ θαηαλόεζε ηνπ επαλαιακβαλόκελνπ κνηίβνπ. Έηζη, ηα 

αληηπαξαδείγκαηα καδί κε ηα γελεζηνπξγά ζηηο ζηήιεο Α θαη Β νδήγεζαλ ζηελ 

θαηαζθεπή ηνπ νξζνύ γεληθεπκέλνπ επηρεηξήκαηνο βαζηδόκελν ζε απηά (ΠΚ). 

Αληίζεηα, νη άιιεο δύν νκάδεο δελ ζθέθηεθαλ κόλνη ηνπο λα βξνπλ ηελ αηηία πνπ 

θάλεη ηε ζηήιε Γ πάληα πνιιαπιάζην ηνπ 3. 

ια ηα παξαδείγκαηα πνπ έδσζαλ ζηε ζπλέρεηα νη καζεηέο όισλ ησλ νκάδσλ 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ κε εκπεηξηθό ηξόπν εθηόο από έλα πνπ δόζεθε από ηελ Α’ νκάδα. 

Ζ γεληθεπκέλε ρξήζε ηνπ νδήγεζε ζην ζπκπέξαζκα όηη ε ζηήιε Γ ζα είλαη 

αλαγθαζηηθά πνιιαπιάζην ηνπ 3 ιόγσ ηεο Α. Ο ξόινο ησλ ππνινίπσλ 

παξαδεηγκάησλ δελ σζεί ηνπο καζεηέο ζε κεγαιύηεξν ζηάδην γελίθεπζεο αιιά ηνπο 

δίλεη ηελ επηβεβαίσζε όηη απηό ην κνηίβν επαλαιακβάλεηαη γηα νπνηνδήπνηε αξηζκό 

(είηε δνζκέλν ζηε δξαζηεξηόηεηα είηε παξάδεηγκα καζεηώλ). 

ηε ζπλέρεηα, νη κεγάινη αξηζκνί ηεο δξαζηεξηόηεηαο δελ έρνπλ νύηε γεληθεπκέλε 

ρξήζε (non generic treatment) νύηε ζπλεηζθέξνπλ ζηε θαηαζθεπή επηρεηξήκαηνο γηα 

ηε γελίθεπζε (ΜΠ). κσο απηνί νη αξηζκνί ήηαλ ε αθνξκή γηα λα απνηειέζνπλ νη 

κηθξόηεξνη αξηζκνί γελεζηνπξγά παξαδείγκαηα θαη λα θαηαζθεπάζνπλ ην 

γεληθεπκέλν επηρείξεκα όηη όινη νη αξηζκνί θαηεγνξηνπνηνύληαη σο πνιιαπιάζηα ηνπ 

3 θαη κε πνιιαπιάζηα ηνπ 3 (ΠΚ). πλνπηηθά, ν ξόινο ησλ κεγάισλ αξηζκώλ ήηαλ 

πξνσζεηηθόο γηα λα κεηαηξαπνύλ νη κηθξνί αξηζκνί ηνπ πξώηνπ πίλαθα ζε 

γελεζηνπξγά παξαδείγκαηα θαη λα νδεγήζνπλ ζε έλα κεγαιύηεξν ζηάδην γελίθεπζεο. 

ηε ζπλέρεηα νη κεγάινη αξηζκνί (είηε δνζκέλνη από ηελ εθπαηδεπηηθό είηε από ηνπο 

καζεηέο) ρξεζηκνπνηήζεθαλ σο ΄΄αληηθείκελα΄΄ γηα λα θαηαλνήζνπλ νη καζεηέο όισλ 

ησλ νκάδσλ ζε πνηα θαηεγνξία αλήθνπλ κε ην γεληθεπκέλν ηξόπν πνπ είραλ βξεη 

πξηλ. Πάιη όκσο, δελ έρνπλ εκπεηξηθή ρξήζε αιιά νύηε θαη γεληθεπκέλε (non generic 

treatment) κε απνηέιεζκα λα κελ ζπλεηζθέξνπλ ζηε γελίθεπζε (ΜΠ). Έηζη, ηα 

παξαδείγκαηα απηά νύηε αλαζηαιηηθό νύηε βνεζεηηθό ξόιν έρνπλ ζηε 

δξαζηεξηόηεηα απιά δξνπλ σο αξηζκεηηθά ΄΄αληηθείκελα΄΄ ή αιιηώο σο απινί αξηζκνί 

γηα λα θαηαλνεζεί ζε κεγαιύηεξν βαζκό ην κνηίβν. 

Οη καζεηέο ηεο Α’ θαη Β’ νκάδαο έθηαζαλ ζην κεγαιύηεξν επίπεδν γελίθεπζεο (3 

θαηεγνξίεο) ρξεζηκνπνηώληαο ηνπο δνζκέλνπο κηθξνύο αξηζκνύο πνπ πιεξνύλ ηα 

θξηηήξηα γηα λα απνηεινύλ γελεζηνπξγά παξαδείγκαηα. Έηζη απηά, ζπλεηζθέξνπλ ζηε 

θαηαζθεπή ελόο γεληθεπκέλνπ επηρεηξήκαηνο (ΠΚ) θαη βνεζνύλ ζην πέξαζκα γηα ηε 

γελίθεπζε. Ο ξόινο ησλ παξαδεηγκάησλ ήηαλ πνιύ βνεζεηηθόο γηα ην επόκελν ζηάδην 

πνπ είλαη ε δεκηνπξγία καζεκαηηθώλ εθθξάζεσλ θαη ηειηθά ε γελίθεπζε. Από ηελ 
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άιιε κεξηά, ε Γ΄ νκάδα αληηιήθζεθε όηη ππάξρνπλ 3 θαηεγνξίεο από ηε ζπρλόηεηα 

πνπ επαλαιακβάλεηαη ην κνηίβν. Έηζη, νη κηθξνί αξηζκνί δελ απνηέιεζαλ 

γελεζηνπξγά παξαδείγκαηα (ΜΠ). Ζ ζπρλόηεηα επαλάιεςεο ηνπο όκσο έπαημε 

πεξηζζόηεξν ζεκαληηθό ξόιν παξά νη ίδηνη δνζκέλνη αξηζκνί. 

Υξεζηκνπνηώληαο ηε κεηαβιεηή x νη καζεηέο ηεο Α΄ νκάδαο αηηηνιόγεζαλ κε 

ζπληαθηηθό ζπιινγηζκό πσο βξήθαλ ηηο εθθξάζεηο 3x, 3x+1, 3x+2 κέζα από ηα 

γελεζηνπξγά παξαδείγκαηα. Υσξίο ηε ζπλεηζθνξά ησλ παξαδεηγκάησλ ζηε γελίθεπζε 

(ΠΚ) νη καζεηέο δελ ζα κπνξνύζαλ λα πξνρσξήζνπλ ζην επόκελν ζηάδην. Έηζη, ν 

ξόινο ηνπο ήηαλ νπζηαζηηθόο γηα ηε κεηάβαζε ζηε γελίθεπζε. Οη καζεηέο ηεο Β΄ θαη 

Γ΄ νκάδαο κεηέηξεςαλ ηηο ιεθηηθέο θξάζεηο πνιιαπιάζην ηνπ 3, πνιιαπιάζην ηνπ 3 + 

1 θαη πνιιαπιάζην ηνπ 3 + 2 ζε καζεκαηηθέο. Οπόηε ζε απηή ηελ πεξίπησζε ηα 

παξαδείγκαηα κε ηνπο κηθξνύο αξηζκνύο βνήζεζαλ έκκεζα ζηε γελίθεπζε θαη δελ 

απνηέιεζαλ μαλά γελεζηνπξγά. 

Καηά ηε δηάξθεηα ηεο γελίθεπζεο κε ηηο καζεκαηηθέο εθθξάζεηο νη καζεηέο ηεο Α΄ 

θαη Β’ νκάδαο δίλνπλ έλα παξάδεηγκα κόλνη ηνπο γηα λα ειέγμνπλ (εκπεηξηθή ρξήζε) 

αλ νη καζεκαηηθέο εθθξάζεηο είλαη νξζέο γηα ηηο ζηήιεο.Σειηθά, νη νκάδαο Α΄ θαη Β΄ 

θαηάθεξαλ λα δείμνπλ κε καζεκαηηθό ηξόπν όηη όινη νη αξηζκνί ηεο Γ ζηήιεο είλαη 

πάληα πνιιαπιάζηα ηνπ 3 ζε αληίζεζε κε ηελ  Γ΄ νκάδα πνπ εγθαηέιεηςε ηελ 

πξνζπάζεηα.  

πσο εηπώζεθε παξαπάλσ ζην ζεσξεηηθό πιαίζην έλα παξάδεηγκα δελ είλαη 

γελεζηνπξγό κέρξη λα ην δεη κε άιιε νπηηθή γσλία ν καζεηήο πνπ ην ρεηξίδεηαη 

(Mason & Pimm, 1984). Απηό ζπκθσλεί ζε αξθεηά κεγάιν βαζκό κε ηα 

ζπκπεξάζκαηα απηήο ηεο έξεπλαο όπνπ δηαπηζηώζεθε όηη ίδηα παξαδείγκαηα αξρηθά 

αμηνπνηήζεθαλ σο εηδηθά αιιά ζηε ζπλέρεηα σο γελεζηνπξγά κε απόξξνηα λα 

απνηεινύλ αξσγνί ζηε βαζύηεξε θαηαλόεζε ηεο απόδεημεο. Δπίζεο, ζηε παξνύζα 

εξεπλεηηθή εξγαζία ππήξρε πνηθηιία ζπκπεξαζκάησλ πνπ επηβεβαηώλνπλ θαη ηηο 3 

ππνθαηεγνξίεο γηα ηελ παξαγσγηθή ρξήζε δνζκέλσλ παξαδεηγκάησλ ζηελ απόδεημε 

(ΠΔ,ΠΚ,ΜΠ). Αθόκε, ζηηο θαηεγνξίεο ησλ Aricha-Metzer θαη Zaslavsky (2017) γηα 

ηε ρξήζε ησλ παξαδεηγκάησλ πνπ είλαη εκπεηξηθή ή γεληθεπκέλε πξνζηέζεθε θαη ε 

θαηεγνξία αληηθείκελν. Με ηνλ όξν απηό λνείηαη έλα παξάδεηγκα από ην νπνίν 

αληινύληαη ηα απαξαίηεηα δεδνκέλα γηα ηελ εμαγσγή ζπκπεξάζκαηνο. Δπίζεο, 

επηβεβαηώλεηαη κέζα από ηε ζπγθεθξηκέλε εξγαζία όηη θάπνηνη καζεηέο εζηηάδνπλ ζε 

έλα είδνο ζπιινγηζκνύ θαη ρξεζηκνπνηνύλ ηνλ άιιν πεξηζηαζηηαθά (Alcock & Inglis, 

2008). ε αληίζεζε όκσο, κε ηα ιεγόκελα ησλ Weber,Alcock θαη Radu (2005) ε 

νκάδα Γ΄ δελ ρξεζηκνπνίεζε ζε κεγαιύηεξν βαζκό ην ζεκαζηνινγηθό ζπιινγηζκό 

ζηελ αηηηνιόγηζε όπσο έρεη δηαπηζησζεί ζύκθσλα κε ηνπο παξαπάλσ εξεπλεηέο. 

5.2 Ο ξόινο ησλ αλαπαξαζηάζεσλ ζηελ εμέιημε ηεο ζθέςεο 

ηε δξαζηεξηόηεηα 1 νη αλαπαξαζηάζεηο έρνπλ πξσηαγσληζηηθό ξόιν θαη θάζε 

νκάδα ηηο δηαρεηξίδεηαη δηαθνξεηηθά έηζη ώζηε λα εμάγεη ζπκπεξάζκαηα. Γειαδή, νη 

καζεηέο ηεο Α΄ θαη Β΄ νκάδαο παξαηήξεζαλ ιεπηνκεξώο ηηο εηθόλεο θαη ηηο 
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ρξεζηκνπνίεζαλ σο εξγαιείν. Άξα ν ξόινο ηνπο ήηαλ βνεζεηηθόο όκσο ηαπηόρξνλα 

ππνδεέζηεξνο ζε ζρέζε κε ηελ αξηζκεηηθή παξαηήξεζε ηνπ κνηίβνπ πνπ νδήγεζε 

ηνπο καζεηέο ζην ηειηθό ηνπο πόξηζκα. Από ηελ άιιε κεξηά, νη καζεηέο ηεο Γ΄ 

νκάδαο δελ ρξεζηκνπνίεζαλ ηηο αλαπαξαζηάζεηο, ην νπνίν ππνδειώλεη όηη ν ξόινο 

ηνπο δελ ήηαλ νύηε βνεζεηηθόο αιιά νύηε αλαζηαιηηθόο ζε απηή ηελ πεξίπησζε. 

Σν απνηέιεζκα ηεο εηθόλαο 101 βξέζεθε από ηελ Α΄ θαη ηε Β΄ νκάδα κέζσ ησλ 

αλαπαξαζηάζεσλ εμ’νινθιήξνπ (γελεζηνπξγή απόδεημε), ην νπνίν θάλεη θαλεξό όηη 

νη καζεηέο θαηαλόεζαλ ηηο αλαπαξαζηάζεηο κε νπζηώδε ηξόπν. Ζ ρξήζε απηώλ σο 

κνλαδηθό εξγαιείν γηα ηελ εύξεζε ηνπ απνηειέζκαηνο αλαδεηθλύεη ηελ αλαγθαηόηεηα 

ηεο ύπαξμεο ηνπο ζηε δξαζηεξηόηεηα. Από ηελ άιιε κεξηά, ν ξόινο ησλ 

αλαπαξαζηάζεσλ γηα ηελ Γ΄ νκάδα ήηαλ απιά εληζρπηηθόο γηαηί ην ζπκπέξαζκα ηνπο 

δελ ζηεξίρηεθε νινθιεξσκέλα ζε απηέο αιιά ζπλδπάζηεθε κε ην παξαηεξνύκελν 

αξηζκεηηθό κνηίβν. 

Ζ νπηηθνπνίεζε ησλ εηθόλσλ ζην ςεθηαθό γεσπίλαθα ήηαλ ηόζν ηζρπξή πνπ νη 

καζεηέο όισλ ησλ νκάδσλ είραλ ιαλζαζκέλα ηελ άπνςε όηη ηα κεηαζρεκαηηζκέλα 

ζρήκαηα ζα πξέπεη λα είλαη πάιη ηεηξάγσλα. Ο ξόινο ησλ αλαπαξαζηάζεσλ ζε απηή 

ηε πεξίπησζε είλαη αλαζηαιηηθόο. ηε ζπλέρεηα, νη καζεηέο ηεο Α΄ νκάδαο έθαλαλ ην 

κεηαζρεκαηηζκό ρσξίο ηε βνήζεηα ηνπ ςεθηαθνύ γεσπίλαθα κε απνηέιεζκα λα ηνλ 

ρξεζηκνπνηήζνπλ σο εξγαιείν γηα λα επηβεβαηώζνπλ ηελ εηθαζία ηνπο. Αθόκε, κέζσ 

απηνύ θαηαλόεζαλ νπηηθά πόηε έλα εκβαδόλ ελόο ζρήκαηνο είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 3, 

ην νπνίν αλαδεηθλύεη ην ζπνπδαίν ξόιν ηεο νπηηθνπνίεζεο ζε κία δξαζηεξηόηεηα. 

Αληίζεηα, νη καζεηέο ησλ άιισλ νκάδσλ ρξεζηκνπνίεζαλ ηηο ςεθηαθέο 

αλαπαξαζηάζεηο σο εξγαιείν έηζη ώζηε λα κεηαζρεκαηίζνπλ ηηο εηθόλεο, θάλνληαο 

εκθαλέο όηη νπηηθά πόηε έλα εκβαδόλ ελόο ζρήκαηνο είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 3 νπηηθά 

πόηε έλα εκβαδόλ ελόο ζρήκαηνο είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 3βαζίζηεθαλ εμ’ νινθιήξνπ 

ζηηο αλαπαξαζηάζεηο  θαη ν ξόινο ηνπο ήηαλ ζην κέγηζην βαζκό βνεζεηηθόο. 

Αθόκε, νη καζεηέο ηεο Α΄ νκάδαο νπηηθνπνίεζαλ ηα πνιιαπιάζηα ηνπ 3 θαη ηα κε 

πνιιαπιάζηα ηνπ 3 + 2 κέζσ ησλ αλαπαξαζηάζεσλ ην νπνίν αλαδεηθλύεη ηνλ 

βνεζεηηθό ηνπο ξόιν ζηε ζθέςε ηνπο. Οη καζεηέο ηεο Β΄ νκάδαο παξαηήξεζαλ 

ππάξρεη έλα άιιν κνηίβν πνπ δεκηνπξγείηαη από ηε ζρέζε κεηαμύ ησλ 

κεηαζρεκαηηζκέλσλ εηθόλσλ. Δίλαη θαλεξό όηη ζε απηή ηελ πεξίπησζε, ε 

παξαηήξεζε ησλ νπηηθώλ αλαπαξαζηάζεσλ έρεη κόλε ηεο ηελ ηζρύ γηα θαηαζθεπή 

γεληθεπκέλσλ επηρεηξεκάησλ. Αθόκε, νη καζεηέο ηεο ίδηαο νκάδαο έρνληαο σο 

αθνξκή ηηο αλαπαξαζηάζεηο ήζειαλ λα απνδείμνπλ κε καζεκαηηθό ηξόπν όηη ηζρύεη ε 

εηθαζία πνπ έθαλαλ, αλαδεηθλύνληαο ηνλ εληζρπηηθό ξόιν ηνπο ζηε δξαζηεξηόηεηα. 

Δλώ, ε Γ΄ νκάδα δελ ρξεζηκνπνίεζε σο εξγαιείν ηηο αλαπαξαζηάζεηο γηα πεξαηηέξσ 

δηθά ηνπο ζπκπεξάζκαηα όπσο νη άιιεο νκάδεο, ην νπνίν αλαδεηθλύεη όηη ν 

βνεζεηηθόο ηνπο ξόινο δελ είλαη ηζρπξόο. 

ηε δεκηνπξγία ησλ καζεκαηηθώλ εθθξάζεσλ ηεο δξαζηεξηόηεηαο 2 νη καζεηέο ηεο 

Β΄ θαη Γ΄ νκάδαο δελ ρξεζηκνπνίεζαλ ηηο αλαπαξαζηάζεηο κε απνηέιεζκα λα κελ 

έρνπλ εληζρπηηθό ξόιν ζε απηνύ ηνπ είδνπο ηε γελίθεπζε, ζε αληίζεζε κε ηελ Α΄ 
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νκάδα. Απηό δελ ζεκαίλεη όηη δελ βνήζεζαλ έκκεζα γηα ηελ κεηάβαζε ηνπο ζην 

κεγαιύηεξν επίπεδν γελίθεπζεο αθνύ νη καζεηέο ηεο Α΄ θαη Β΄ νκάδαο ζπλδύαζαλ ηα 

ζπκπεξάζκαηα από ηηο αλαπαξαζηάζεηο ηνπ γεσπίλαθα κε ηελ παξαηήξεζε ηνπο γηα 

ηελ εμαγσγή ζπκπεξάζκαηνο. Αληίζεηα, ε νκάδα Γ΄ δελ ηηο ρξεηάζηεθε γηα λα 

νδεγεζεί ζην ηειηθό ηεο ζπκπέξαζκα, αλαδεηθλύνληαο ηελ εζηίαζε ησλ καζεηώλ 

ζηελ ηππηθή αηηηνιόγεζε (ζπληαθηηθόο ζπιινγηζκόο). 

πλνπηηθά, είλαη εκθαλέο όηη νη αλαπαξαζηάζεηο είραλ ζε κεγάιν βαζκό εληζρπηηθό 

ξόιν ζηε δεκηνπξγία επηρεηξεκάησλ θαη ζηελ αηηηνιόγεζε ησλ εηθαζηώλ, ην νπνίν 

ζπκθσλεί κε ηα ιεγόκελα ηνπ Weber (2009). Μέζσ ηεο νπηηθνπνίεζεο ησλ εηθόλσλ 

νη καζεηέο έδεζαλ ηηο ζθέςεηο θηάλνληαο ζην δεηνύκελν. Αθόκε, ν ξόινο ησλ 

αλαπαξαζηάζεσλ ζύκθσλα κε ηνπο David θαη Tomaz (2012) είλαη δηηηόο, δειαδή 

άιινηε ρξεζηκνπνηείηαη σο εξγαιείν θαη άιινηε σο αληηθείκελν, κε ηα ζπκπεξάζκαηα 

ηεο παξνύζαο εξγαζίαο λα αλαδεηθλύνπλ κόλν ηελ εξγαιεηαθή ηνπ θύζε.  

5.3 πδήηεζε - Δπέθηαζε έξεπλαο  

Οη δύν απηέο δξαζηεξηόηεηεο πεξηείραλ αξθεηά παξαδείγκαηα, όπσο θαη εξγαιεία 

(αλαπαξαζηάζεηο θαη γεσπίλαθαο) ηα νπνία νη καζεηέο έπξεπε λα ρξεζηκνπνηήζνπλ 

γηα λα γεληθεύζνπλ. Αμηνζεκείσην ζα ήηαλ λα εξεπλεζεί πσο νη καζεηέο 

δηαρεηξίδνληαη δξαζηεξηόηεηεο ζηηο νπνίεο δελ δίλνληαη παξαδείγκαηα θαη εξγαιεία 

από θάπνηα πεγή αιιά λα είλαη απαξαίηεην λα δεκηνπξγήζνπλ δηθά ηνπο έηζη ώζηε λα 

εμάγνπλ ζπκπεξάζκαηα. Ζ παξαθάησ εθθώλεζε ζα κπνξνύζε λα απνηειεί κέξνο 

κίαο δξαζηεξηόηεηαο, ζηελ νπνία ν καζεηήο ζα έδηλε δηθά ηνπ παξαδείγκαηα θαη 

πηζαλόλ λα έθαλε θάπνηα αλαπαξάζηαζε έηζη ώζηε λα νηθεηνπνηεζεί κε ην εξώηεκα 

θαη λα θαηέιεγε ζηα ζπκπεξάζκαηα ηνπ κέζσ κηαο γελεζηνπξγήο απόδεημεο. 
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