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Περίληψη

Οι αστροφυσικοί δίσκοι προσαύξησης συναντώνται γύρω από πολλές από τις παρατηρούµε-
νες δοµές στο σύµπαν, επηρεάζοντας άµεσα την εξέλιξή τους. Παρά το γεγονός ότι η ανακάλυψη
και η µελέτη τους ξεκινούν ήδη από τον 18o αιώνα, συνεχίζουν µέχρι σήµερα να συνοδεύονται
από πολλά αναπάντητα ερωτήµατα. Στην παρούσα πτυχιακή εργασία, γίνεται µια προσπάθεια
µελέτης της δυναµικής στο εσωτερικό ενός µαγνητισµένου δίσκου προσαύξησης στα πλαίσια
της µη-ιδεατής µαγνητοϋδροδυναµικής. Κατ΄ αρχάς, παρατίθενται ορισµένα στοιχεία σχετικά
µε την παρατήρηση των δίσκων και των πιδάκων, από τους οποίους συνήθως συνοδεύονται,
προκειµένου να εξηγηθεί η επιλογή του προτύπου των MAES για την µελέτη των δίσκων.
Στη συνέχεια, παρουσιάζεται αναλυτικά το ϑεωρητικό πλαίσιο των MAES, ϐάσει του οποίου ο
δίσκος διαπερνάται από ένα µεγάλης κλίµακας µαγνητικό πεδίο κι έπειτα εξετάζονται τα είδη
των δίσκων, καθώς και οι διαδικασίες προσαύξησης και εκροής ύλης. Η επεξεργασία και αδια-
στατοποίηση των εξισώσεων της µη-ιδεατής µαγνητοϋδροδυναµικής (παρουσία διάχυσης του
µαγνητικού πεδίου και ιξώδους) γίνεται χρησιµοποιώντας την συµµετρία της αυτοοµοιότητας,
µέσω της οποίας το σύστηµα Μ∆Ε µετατρέπεται σε ένα απλούστερο σύστηµα Σ∆Ε. Επιπλέον, ε-
ξετάζεται η επιλογή της εξίσωσης ενέργειας και συζητάται η διαφοροποίηση της εργασίας αυτής
σε σχέση µε προηγούµενες σχετικές εργασίες [1] λόγω της ϑεώρησης ότι η κίνηση του πλάσµα-
τος γίνεται αδιαβατικά κατά µήκος των γραµµών ϱοής και όχι των γραµµών µαγνητικής ϱοής.
Ερµηνεύεται ακόµα η σηµασία των κρίσιµων σηµείων της ϱοής και επιλέγονται κατάλληλες
αρχικές συνθήκες και τιµές για τις ελεύθερες παραµέτρους του προβλήµατος. Τέλος, γίνε-
ται µια αναφορά στους κώδικες που χρησιµοποιήθηκαν στην προσπάθεια ολοκλήρωσης του
συστήµατος των Σ∆Ε.
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Abstract

In astrophysics, accretion discs play an important role in the evolution of many other
structures. However, there is a plethora of unanswered questions regarding the physical
processes that explain all acquired observations of discs and their related jets. In the present
study, an attempt is made to invastigate the dynamics inside a magnetized accretion disc
in a non-ideal magneto-hydrodynamic framework. At first, an observational and theoretical
argument is introduced, in favor of the «disc wind» paradigm, where accretion and ejection
are interdependent, thus the MAES paradigm is considered appropriate to describe the
disc and jets. The theoretical framework of MAES is thoroughly presented, explaining why
an accretion disc should be threaded by a large scale magnetic field. Additionally, the
types of accretion discs are explored, along with the accretion and ejection processes in
turbulent, quasi-Keplerian discs. Then, within the non-ideal MHD framework (diffusion of
the magnetic field and viscosity are present), a complete system of PDEs is presented and
simplified into a system of ODEs using a self-similar ansatz. The approach of the energy
equation is being discussed as well as the differentiation of this work from other related
works [1], by considering adiabatic transport of plasma along the stream lines and not the
magnetic field lines, as it is often assumed. The importance of critical points in the flow is
explained and an extensive discussion is made regarding the initial values and the set of
free disc parameters. Finally, the programs used in an attempt to integrate the acquired
system of ODEs are adduced and explained.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Ιστορική Αναδροµή

Η µελέτη περιαστρικών δίσκων γύρω από νεαρά άστρα έχει µακρά ιστορία. Οι Kant, La-
place κ.α. συνειδητοποίησαν τον 18o αιώνα, ότι το Ηλιακό σύστηµα πιθανώς να σχηµατίστηκε
µέσα σε κάτι στο οποίο αναφέρονταν ως «περιστρεφόµενος δίσκος». Γύρω στα 1980 µε την
ανάπτυξη της αστρονοµίας υπερύθρου και µικροκυµάτων (mm), µας δόθηκε η δυνατότητα να
παρατηρήσουµε άµεση εκποµπή από το αέριο και την σκόνη σε δίσκους γύρω από νεαρά άστρα
(pre-main-sequence solar-mass stars). Σήµερα, οι δίσκοι αυτοί παρατηρούνται σε µεγάλο εύ-
ϱος του ηλεκτροµαγνητικού ϕάσµατος, από ακτίνες X έως µικροκυµατική ακτινοβολία (mm).

Η εστιασµένη εκροή ύλης υπό µορφή πιδάκων είναι ένα ευρέως παρατηρούµενο ϕαινόµενο
και συνδέεται µε διάφορα αστροφυσικά αντικείµενα. Ειδικότερα, εντός τους Γαλαξία, συνδέε-
ται µε νεαρά ή υπό δηµιουργία άστρα (Young Stellar Objects) και µε διπλά συστήµατα µε
συµπαγή συνοδό (microquasars, X-Ray binaries, κατακλυσµιαίους µεταβλητούς). Εκτός του
Γαλαξία, πίδακες παρατηρούνται σε ενεργούς γαλαξιακούς πυρήνες (Antive Galactic Nuclei),
ενώ συνδέονται επίσης και µε εκλάµψεις ακτίνων γ (Gamma Ray Bursts). ΄Ολα τα παραπάνω
αντικείµενα εµφανίζουν τις εξής ιδιότητες : i)οι πίδακες έχουν σχεδόν κυλινδρικό σχήµα, ii)η
παρουσία των πιδάκων συνδέεται µε την ύπαρξη ενός δίσκου προσαύξησης που περιβάλλει το
κεντρικό αντικείµενο και iii)η ισχύς που µεταφέρουν οι πίδακες αποτελεί ένα αρκετά µεγάλο
µέρος της ισχύος προσαύξησης.

Στα 1940, µοντέλα για τους δίσκους προέρχονταν από ϐασικές αρχές της ϕυσικής. Αρ-
γότερα χρειάστηκε να επικαλεστούµε την ύπαρξη ενός άγνωστου µηχανισµού αναδιανοµής της
στροφορµής στον δίσκο. Στα επόµενα χρόνια προτάθηκαν πολλά µοντέλα στην προσπάθεια
περιγραφής του ϕαινοµένου, κάποια από τα οποία ϑα αναφέρουµε εδώ.

Σηµαντική υπήρξε η συνεισφορά των Shakura και Sanyaev µε την εργασία που δηµοσίευ-
σαν το 1973 [2], στην οποία περιγράφουν ένα µοντέλο λεπτών, χαµηλής ϑερµοκρασίας δίσκων,
οι οποίοι περιστρέφονται Κεπλεριανά και το ενεργό ιξώδες µπορεί να περιγραφεί µέσω µιας
σχέσης : ν = αCsH. Σύµφωνα µε την σχέση αυτή, το ιξώδες στο εσωτερικό των δίσκων είναι
ανάλογο της ταχύτητας του ήχου Cs, της κλίµακας ύψους του δίσκουH και µιας σταθεράς α, η
οποία αποκαλείται α-παράµετρος. Οι δίσκοι στους οποίους χρησιµοποιείται αυτή η αναλογία,
ονοµάζονται α-δίσκοι. Με ϐάση την εργασία των Shakura και Sanyaev ο δίσκος ϐρίσκεται σε
κατάσταση τοπικής ϑερµικής ισορροπίας και όλη η ενέργεια που παράγεται λόγω του ιξώδους,
ακτινοβολείται πλήρως από την επιφάνεια. ΄Οµως, παρόλο που η µελέτη αυτή µας δίνει µια
καλή περιγραφή των δίσκων, αδυνατεί να εξηγήσει τους παρατηρούµενους πίδακες.
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Προκειµένου να εξηγήσουν την εκροή ύλης υπό µορφή πιδάκων από έναν δίσκο προσαύ-
ξησης, οι Blandford και Payne δηµοσίευσαν το 1982 µια εργασία στην οποία περιγράφεται το
εξής µοντέλο [3]: ένας λεπτός, Κεπλεριανός δίσκος προσαύξησης διαπερνάται από ένα µεγάλης
κλίµακας µαγνητικό πεδίο, το οποίο µπορεί να αποσπά ενέργεια και στροφορµή από αυτόν. Σε
µεγάλες αποστάσεις από τον δίσκο, εστίαση της εκροής σε ένα Ϲεύγος αντιπαράλληλων πιδάκων,
κάθετων στον δίσκο, οφείλεται στην τοροειδή συνιστώσα του µαγνητικού πεδίου. Αποδεικνύεται
έτσι, ότι η αλληλεπίδραση µεταξύ µιας εκροής πλάσµατος µε ένα µεγάλης κλίµακας µαγνητικό
πεδίο που διαπερνά τον δίσκο, µπορεί να εξηγήσει την παρατηρούµενη επιτάχυνση και εστίαση
του υλικού των πιδάκων.

Για τη µελέτη των δίσκων προσαύξησης είναι σηµαντικό να προσδιορίσουµε τους κυρίαρ-
χους µηχανισµούς που ϱυθµίζουν την µεταφορά στροφορµής και την ϱοή µάζας υπό διάφορες
συνθήκες. Καταλήγουµε λοιπόν σ΄ ένα σύστηµα διαφορικών εξισώσεων µαγνητοϋδροδυναµικής
που περιγράφουν έναν δίσκο προσαύξησης, το οποίο είναι πολύ δύσκολο να επιλυθεί αναλυ-
τικά στην γενικότερη δυνατή περίπτωση, καθιστώντας την µελέτη των δίσκων ένα περίπλοκο
πρόβληµα. Το πρόβληµα αυτό, είναι δυνατόν να απλουστευθεί χρησιµοποιώντας ορισµένες
προσεγγίσεις, οι οποίες αφορούν την γεωµετρία και το ιξώδες των δίσκων αλλά και την ύπαρξη
ή όχι µαγνητικού πεδίου καθώς και την διάχυσή του.

Γιατί όµως να µελετήσουµε τους δίσκους προσαύξησης; Κάποιοι από τους λόγους που κα-
ϑιστούν σηµαντική την µελέτη των αντικειµένων αυτών είναι οι εξής : Η πρόσπτωση ύλης σε
συµπαγή αντικείµενα (λευκούς νάνους, αστέρες νετρονίων και µελανές οπές) – η οποία συ-
νοδεύεται από απώλεια µεγάλου ποσού δυναµικής ενέργειας – αποτελεί µηχανισµό έκλυσης
ενέργειας µε µεγάλη απόδοση (µεγαλύτερη ακόµα και από την απόδοση των ϑερµοπυρηνι-
κών αντιδράσεων που συµβαίνουν στα κέντρα των άστρων). Ακόµα, οι δίσκοι προσαύξησης
είναι γενικά οι τροφοδότες της συντριπτικής πλειοψηφίας των ενεργητικών ϕαινοµένων που
παρατηρούµε, συµπεριλαµβανοµένων και των εκροών πλάσµατος, των οποίων καθορίζουν τις
αρχικές συνθήκες. Τέλος, αποτελούν το περιβάλλον στο οποίο δηµιουργούνται οι πλανήτες και
η κατανόησή τους είναι απαραίτητη αν ϑέλουµε να καταλάβουµε τον µηχανισµό δηµιουργίας
αστρικών συστηµάτων όπως το Ηλιακό [4].

1.2 Μαγνητισµένοι πίδακες

Η παρατήρηση των πιδάκων γίνεται είτε µέσω ϕάσµατος (ϐλέπουµε γραµµές εκποµπής µε-
τατοπισµένες προς το ιώδες) είτε µέσω απεικόνησης (στο ίδιο µε πριν µήκος κύµατος για YSOs
και στο ϱάδιο για συµπαγή αντικείµενα). Οι εικόνες δείχνουν πίδακες πολύ καλά εστιασµένους,
µε µικρό γωνιακό άνοιγµα. Οι ϕυσικές συνθήκες που προκύπτουν από τις παρατηρήσεις δεί-
χνουν ότι οι πίδακες είναι υπερηχητικοί. Πράγµατι, οι γραµµές εκποµπής που παίρνουµε
απαιτούν ϑερµοκρασίες T ∼ 104K, οπότε η ταχύτητα του ήχου ϑα είναι Cs ∼ 10km/s, ενώ
οι τυπικές ταχύτητες των πιδάκων είναι υj ∼ 300km/s. Το γωνιακό άνοιγµα µιας ϐαλλιστικής
υδροδυναµικής ϱοής δίνεται από την σχέση tan θ = Cs/υj , από όπου προκύπτει ότι θ ∼ 5o για
YSOs, τιµή που συνάδει µε τις παρατηρήσεις. ΄Αρα οι πίδακες µπορεί να είναι ϐαλλιστικοί µε
αδρανειακούς περιορισµούς, οι οποίοι συνδέονται άµεσα µε την διαδικασία προσαύξησης.

Παρατηρήσεις στους ενεργούς γαλαξιακούς πυρήνες, οδήγησαν τους Blandford & Rees το
1974 να προτείνουν το µεντέλο της «διπλής εκτόνωσης» [5]. Σύµφωνα µε το µοντέλο αυτό, το
κεντρικό αντικείµενο εκπέµπει µια σφαιρικά συµµετρική ϱοή, η οποία περιορίζεται χωρικά
και ανακατευθύνεται σε δύο πίδακες µε αντίθετη κατεύθυνση από την εξωτερική κλίση πίεσης.
Πράγµατι, η περιστροφή του γαλαξία ϑα µπορούσε να δηµιουργήσει µια δισκοειδή, ανισοτρο-
πική κατανοµή ύλης γύρω από το κέντρο του. Εποµένως, ϑεωρητικά, το εκρέον πλάσµα µπορεί
να συγκεντρωθεί κατά µήκος του άξονα περιστροφής του γαλαξία (όπου υπάρχει λιγότερη ύλη)
και κατά συνέπεια να επιταχυνθεί όπως σ΄ ένα ακροφύσιο De Laval.
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Την ιδέα αυτή εφάρµοσαν για νεαρά αστρικά αντικείµενα (στο εξής YSOs) οι Canto [6] και
Königl [7], χωρίς επιτυχία, καθώς το µοντέλο παρουσιάζε σηµαντικά µειονεκτήµατα, σχετιζόµε-
να µε αστάθειες Kelvin-Helmholtz, οι οποίες κατέστρεφαν γρήγορα το ακροφύσιο. Επιπλέον,
µε το µοντέλο δεν κατάφεραν να εξηγήσουν την προέλευση της σφαιρικής ϱοής.

Μετέπειτα παρατηρήσεις, όπως αυτές του HH 30 του σχήµατος 1.1 δείχνουν ότι οι πίδα-
κες είναι ήδη εστιασµένοι κοντά στο κεντρικό άστρο, χωρίς ένδειξη ύπαρξης κάποιας σηµα-
ντικής εξωτερικής πίεσης. Το γεγονός αυτό υποδεικνύει ότι οι πίδακες πρέπει να είναι αυτο-
εστιαζόµενοι. Σύµφωνα µε τον Ferreira [1], τέτοιου είδους παρατηρήσεις αποκλείουν προτάσεις
όπως αυτή της εστίασης των πιδάκων από εξωτερικό πολοειδές µαγνητικό πεδίο.

Το µοναδικό µοντέλο, ικανό να περιγράψει την επιτάχυνση πλάσµατος ταυτόχρονα µε την
αυτο-εστίαση, ϐασίζεται στην δράση ενός µεγάλης κλίµακας µαγνητικού πεδίου, το οποίο ϕέρε-
ται από τον πίδακα. Οι Blandford [8] και Lovelace [9] πρότειναν ανεξάρτητα το 1976, πως αν ένα
µεγάλης κλίµακας µαγνητικό πεδίο διαπερνά έναν δίσκο προσαύξηση, τότε αυτό ϑα µπορούσε
να αποσπά ενέργεια από αυτόν και να επιταχύνει σωµατίδια (Ϲεύγη ηλεκτρονίων/ποζιτρονίων
στα µοντέλα τους). Αργότερα, οι Chan & Henriksen [10] το 1980 έδειξαν, χρησιµοποιώντας µια
απλοποιηµένη διάταξη, ότι ένα τέτοιο πεδίο µπορεί όντως να διατηρήσει µια εστιασµένη ϱοή
πλάσµατος. Οι Blandford & Payne [3] διεκπεραίωσαν το 1982 πλήρεις υπολογισµούς σχετικά
µε την αλληλεπίδραση µιας ϱοής πλάσµατος (αποτελούµενη από πρωτόνια και ηλεκτρόνια) και
ενός µαγνητικού πεδίου, οι οποίοι έδειξαν ταυτόχρονη επιτάχυνση και αυτο-εστίαση της ϱοής.

Σχήµα 1.1: Περιαστρικός δίσκος και πίδακας σε κίνηση
Εικόνα από το ∆ιαστηµικό Τηλεσκόπιο Hubble όπου ϕαίνεται ένα υπό δηµιουργία άστρο που
αποκαλείται HH30. Οι εικόνες έχουν ληφθεί µε διαφορά ενός έτους κι έτσι γίνεται ϕανερή η
κίνηση ποσοτήτων αερίου µε µεγάλη ταχύτητα (όπως δείχνουν τα ϐέλη), τα οποία εκτινάσσο-
νται από τον πρωτοαστέρα (µε ταχύτητα περίπου 800000km/h).
Credit: C. Burrows (STScI & ESA), the WFPC 2 Investigation Definition Team, NASA, K.
Stapelfeldt (JPL), A Watson (LowellObservatory)
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1.3 ∆ηµιουργία των πιδάκων

Υπάρχουν τρεις καταστάσεις δυνητικά ικανές να ωθήσουν µαγνητισµένους πίδακες από
έναν πρωτοαστέρα [1]:

• ο πρωτοαστέρας από µόνος του: αποκλειστικά αστρικοί άνεµοι αποσπούν την ενέργειά
τους από τον ίδιο τον πρωτοαστέρα.

• ο δίσκος προσαύξησης από µόνος του: «άνεµοι δίσκου» (disc winds) παράγονται από
µια µεγάλη ακτινική επέκταση του δίσκου, χάρη στην ύπαρξη ενός µεγάλης κλίµακας
µαγνητικού πεδίου. Οι πίδακες αυτοί τρέφονται µε ύλη και ενέργεια που παρέχονται
αποκλειστικά από την διαδικασία προσαύξησης.

• η Ϲώνη αλληλεπίδρασης µεταξύ του δίσκου και του πρωτοαστέρα: αυτοί οι «Χ-
άνεµοι» (X-winds) σχηµατίζονται σε µια µικρή περιοχή γύρω από την µαγνητόπαυση
µεταξύ του δίσκου και του πρωτοαστέρα

Τα µοντέλα αποκλειστικά αστρικών ανέµων είναι λιγότερο πιθανά να επιλεγούν για την περι-
γραφή των πιδάκων, διότι οι παρατηρούµενοι πίδακες µεταφέρουν υπερβολικά πολλή ορµή.
Για να ωθήσει από µόνος του κάποιον πίδακα, ένας πρωτοαστέρας ϑα έπρεπε να είναι πολύ
ϕωτεινότερος ή να περιστρέφεται ταχύτερα από ότι παρατηρούµε [11]. Μένουν λοιπόν, οι άνε-
µοι δίσκου και οι Χ-άνεµοι και από τα παρατηρησιακά δεδοµένα, είναι δύσκολο να επιλέξουµε
ένα από τα δύο µοντέλα. Σε µια ανάλυσή του, ο Livio το 1997 [12] συγκέντρωσε αρκετά επιχει-
ϱήµατα υπέρ του µοντέλου των ανέµων δίσκου. Η ϐασική ιδέα είναι να ϐρούµε ένα µοντέλο, το
οποίο να µπορεί να περιγράψει τους πίδακες από διάφορα αστροφυσικά πλαίσια (YSOs, AGN,
X-ray binaries). Το µοναδικό «καθολικό» συστατικό που απαιτείται, είναι ένας δίσκος προ-
σαύξησης που να διαπερνάται από µεγάλης κλίµακας µαγνητικό πεδίο. ΄Ενα τέτοιο πρότυπο
εξηγεί ποσοτικά όλες τις γνωστές συσχετίσεις προσαύξησης-εκροής και είναι συνεπές µε κάθε
πλαίσιο : νεάρά άστρα, microquasars και AGN.

1.4 Προέλευση του µαγνητικού πεδίου

∆εν µπορούµε να πούµε µε ϐεβαιότητα από που προέρχεται το µαγνητικό πεδίο, υπάρχουν
όµως δύο ακραία ενδεχόµενα. Το πρώτο είναι το µαγνητικό πεδίο να επάγεται από το υλικό που
«πέφτει» προς το κέντρο, δηµιουργώντας έτσι µια συγκέντρωση ϱοής στην εσωτερική περιοχή
του δίσκου. Το δεύτερο, ϐασίζεται σ΄ ένα τοπικό δυναµό στον δίσκο. Το πιθανότερο σενάριο
είναι η πραγµατικότητα να ϐρίσκεται κάπου µεταξύ των δύο ακραίων περιπτώσεων, δηλαδή ένα
επαγόµενο µαγνητικό πεδίο που να ενισχύεται από τον µηχανισµό του τοπικού δυναµό. Το
πεδίο µπορεί να είναι είτε διπολικό είτε τετραπολικό, ωστόσο µόνο η διπολική διάταξη µπορεί
να εξωθήσει πίδακες από Κεπλεριανούς δίσκους προσαύξησης [13]. Επειδή το πρόβληµα
της προέλευσης του µαγνητικού πεδίου είναι περίπλοκο, απλώς ϑεωρούµε την ύπαρξη ενός
µεγάλης κλίµακας µαγνητικού πεδίου, του οποίου η κατανοµή και η ένταση είτε επιβάλλονται
είτε προκύπτουν ως συνθήκες στασιµότητας στις µαγνητισµένες δοµές προσαύξησης/εκροής
ύλης (Magnetized Accretion-Ejection Structures, στο εξής MAES).
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1.5 Το πρότυπο των MAES

Υποθέτουµε την ύπαρξη ενός µεγάλης κλίµακας µαγνητικού πεδίου, διπολικής τοπολογίας,
το οποίο διαπερνά κάθετα τον δίσκο προσαύξησης και που επιτρέπει στο εκρέον πλάσµα να ϱέει
κατά µήκος των ανοιχτών δυναµικών γραµµών. Το πεδίο αυτό αποσπά στροφορµή και ενέργεια
από τον δίσκο και τις µεταφέρει στο εκρέον πλάσµα. Στις µελέτες των αστροφυσικών πιδάκων
πλάσµατος (π.χ. Blandford & Payne 1982 [3]) ο δίσκος αντιµετωπίζεται ως µια συνοριακή
συνθήκη, συνήθως µε την ϑεώρηση ότι πρόκειται για έναν «τυπικό» δίσκο προσαύξησης µε
ιξώδες (α-δίσκος) [2], ο οποίος µάλιστα µπορεί να υποστηρίξει τους πίδακες. Ωστόσο, εφόσον
οι πίδακες απάγουν στροφορµή από τον δίσκο, ϑα επηρεάζουν σηµαντικά και την δυναµική
του.

Η µελέτη των MAES, όπου η προσαύξηση και η εκροή είναι αλληλένδετες διαδικασίες, απαι-
τεί µια νέα ϑεωρία για τους δίσκους προσαύξησης ύλης. Τα ϐασικά ερωτήµατα που πρέπει να
απαντηθούν από κάθε ϱεαλιστικό µοντέλο µιας στάσιµης, µαγνητισµένης δοµής προσαύξησης-
εκροής είναι :

1. ποιοί είναι οι ϐασικοί ϕυσικοί µηχανισµοί εντός του δίσκου;

2. ποιές είναι οι ϕυσικές συνθήκες που επιτρέπουν προσαύξηση & εκροή;

3. µπορούµε να συνδέσουµε τις ιδιότητες του πίδακα µε αυτές του δίσκου;

Για να απαντήσουµε αυτά τα ερωτήµατα, πρέπει να λάβουµε υπ΄ όψιν το πλήρες διδιάστατο
πρόβληµα (όχι τριδιάστατο, χάρη στην ύπαρξη αξονικής συµµετρίας) και να µην ϑεωρήσουµε
τον δίσκο ως απείρως λεπτό, όπως συµβαίνει στην συµβατική ϑεωρία δίσκων. Στις MAES, ο
ϱυθµός προσαύξησης στον δίσκο παρουσιάζει ακτινικές διακυµάνσεις καθώς το υλικό εκτοξεύ-
εται. Η σύνδεση µεταξύ προσαύξησης και εκροής σε µια MAES µετράται µέσω της ποσότητας
ξ = d ln Ṁα

d ln r , η οποία καλείται «δείκτης εκροής». Αυτή η παράµετρος (που µπορεί να µεταβάλ-
λεται εντός του δίσκου) µετρά την τοπική απόδοση εκροής. Σε έναν «τυπικό» δίσκο προσαύξη-
σης, ισχύει παντού ξ = 0, δηλαδή υπάρχει ένας σταθερός ϱυθµός προσαύξησης. Για µια πλήρη
µελέτη των MAES, πρέπει να ϑεωρήσουµε την ποσότητα ξ ως συνάρτηση των χαρακτηριστικών
παραµέτρων του δίσκου.



Κεφάλαιο 2

Το Θεωρητικό Πλαίσιο των MAES

2.1 Μαγνητοϋδροδυναµική

Η µαγνητοϋδροδυναµική (magnetohydrodynamics/MHD) είναι το ϑεωρητικό πλαίσιο που
απαιτείται για την περιγραφή της αλληλεπίδρασης µεταξύ ενός ιονισµένου αερίου (πλάσµατος)
και του µαγνητικού πεδίου. Ξεκινώντας από την µαγνητοστατική, µπορούµε να κατανοήσουµε
καλύτερα τους ϐασικούς µηχανισµούς.

Μια περιγραφή µηδενικής τάξης µιας MAES είναι αυτή ενός αγώγιµου περιστρεφόµενου
δίσκου, ο οποίος διεπερνάται από ένα µαγνητικό πεδίο, ευθυγραµµισµένο µε τον άξονα πε-
ϱιστροφής του (όµοια µε τον τροχό του Barlow). Σύµφωνα µε τον νόµο της επαγωγής του
Faraday, µια ηλεκτρεγερτική δύµανη κατά µήκος του δίσκου e =

∫ (
~u× ~B

)
·d~r =

∫
ΩrBzdr,

δηµιουργεί διαφορά ηλεκτρικού δυναµικού µεταξύ του κέντρου και των ορίων του δίσκου. Εάν
ένα αγώγιµο καλώδιο συνδέει το κέντρο µε το άκρο, κλείνοντας έτσι το ηλεκτρικό κύκλωµα,
επάγεται ηλεκτρικό ϱεύµα στην ακτινική διεύθυνση. Λόγω αυτού του ϱεύµατος I, στον δίσκο
ασκείται δύναµη Laplace, F = IBzdr, η οποία ϑα επιβραδύνει την περιστροφή του δίσκου
(νόµος του Lenz). Θα µπορούσαµε επιπλέον να πούµε ότι το µαγνητικό πεδίο «αντιστέκεται»
στην διάτµηση που προκαλείται από την περιστροφή (το ϱεύµα I επάγει µια τοροειδή συνι-
στώσα Bϕ, γι΄ αυτό ο τροχός του Barlow σταµατάει). ΄Οµως αυτή η µηχανική αντιµετώπιση του
προβλήµατος αγνοεί την ηλεκτροµαγνητική του ϕύση κι έτσι µπορεί να ξεχάσει κάποιος ότι τα
ηλεκτρικά ϱεύµατα πρέπει να διατηρούνται και να µπορούν να ϱέουν στον δίσκο.

Στην αστροφυσική, οι δίσκοι είναι ϕτιαγµένοι από αέριο, το οποίο δεδοµένου ότι µπορεί
να διασχίσει τις µαγνητικές δυναµικές γραµµές ϑα συσσωρευθεί προς το κεντρικό αντικείµενο
καθώς χάνει στροφορµή. Η στροφορµή αυτή συνδέεται µε το ηλεκτρικό ϱεύµα που ϱέει στους
πίδακες : η κινητική ενέργεια των πιδάκων «τρέφεται» από την ϱοή µαγνητικής ενέργειας που
παρέχεται στην επιφάνεια του δίσκου. Να σηµειωθεί ότι, ενώ οι γραµµές ϱοής του εκρέοντος
υλικού εκτείνονται στο άπειρο, οι γραµµές του ϱεύµατος πυκνότητας πρέπει να επιστρέφουν
και να κλείνουν στον δίσκο, όπου και ϐρίσκεται η ηλεκτρεγερτική δύναµη.

2.1.1 Κινητική Θεωρία πλάσµατος

΄Οπως είδαµε προηγουµένως, το πλάσµα σ΄ έναν δίσκο προσαύξησης, αλληλεπιδρά µε το
µαγνητικό πεδίο που διαπερνά τον δίσκο. Εποµένως, πρέπει να αντιµετωπίσουµε αυτοσυνεπώς
το πρόβληµα κίνησης των ϕορτίων στα ηλεκτροµαγνητικά πεδία καθώς και το πρόβληµα δη-
µιουργίας των πεδίων από τα ϱεύµατα και τις πυκνότητες ϕορτίων του πλάσµατος. Ταυτόχρονα,
ϐλπέπουµε ότι είναι χρήσιµη η στατιστική περιγραφή, διότι αναφερόµαστε σε µεγάλο πλήθος
σωµατιδίων.
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Σχήµα 2.1: Αριστερά: ΄Ενας περιστρεφόµενος δίσκος που διαπερνάται από µαγνητικό πεδίο,
επάγει ηλεκτρικό ϱεύµα, το οποίο οδηγεί σε απώλεια στροφορµής (magnetic braking). ∆εξιά :
Μία MAES µπορεί να ϑεωρηθεί ως δύο αλληλένδετα ηλεκτρικά κυκλώµατα, µε καθένα από
αυτά να αντιστοιχεί σε έναν πίδακα. Ασύµµετροι πίδακες µπορούν εποµένως να προκύψουν
ακόµα και από συµµετρικό πολοειδές πεδίο. [14]

Θεωρούµε, λοιπόν, την συνάρτηση κατανοµής fα = fα(~r, ~υ, t) (πυκνότητα σωµατιδίων στον
6-διάστατο ϕασικό χώρο των ταχυτήτων ~υ και των ϑέσεων ~r) ενός πληθυσµού σωµατιδίων α. Η
ολική χρονική παράγωγος της συνάρτησης κατανοµής, δίνει την εξίσωση Boltzmann:

∂fa
∂t

+ (~υ · ∇)fa +

(
~F

m
· ∇~υ

)
fa =

(
∂fa
∂t

)
coll.

(2.1)

όπου ~∇~υ η παράγωγος ως προς την ταχύτητα και ~F η δύναµη που ασκείται στα σωµατίδια
του πληθυσµου α και µπορεί να είναι ηλεκτροµαγνητικής ή ϐαρυτικής ϕύσεως. Η µεταβολή
της συνάρτησης κατανοµής µε τον χρόνο µπορεί να οφείλεται σε κρούσεις (π.χ. σκεδάσεις
Coulomb), εξ΄ αιτίας των οποίων µεταβάλλεται ο αριθµός των ϕορτίων στην µονάδα του ϕασικού
όγκου. Στην περίπτωση απουσίας κρούσεων, ο όρος του δεξιού µέλους µηδενίζεται και η
παραπάνω εξίσωση ονοµάζεται εξίσωση Vlasov:

∂fa
∂t

+ (~υ · ∇)fa +

(
~F

m
· ∇~υ

)
fa = 0

Από την κινητική εξίσωση Boltzmann µπορούµε να πάρουµε τις εξισώσεις ϱοπών, πολλα-
πλασιάζοντάς την µε διάφορες συναρτήσεις της ταχύτητας ψ(~υ) = m,m~υ,m~υ2, . . . και ολο-
κληρώνοντας στον χώρο των ταχυτήτων. Χρησιµοποιούµε και τον ορισµό της µέσης τιµής :

< ψ(~υ) >=
1

n

∫∫∫
~υ
ψ(~υ)f(~r, ~υ, t)d3~υ, n =

∫ ∫ ∫
~υ
f(~r, ~υ, t)d3~υ

όπου n η αριθµητική χωρική πυκνότητα των σωµατιδίων. Παίρνουµε έτσι, τις εξισώσεις δια-
τήρησης µάζας (εξίσωση συνέχειας), ορµής και ενέργειας για κάθε πληθυσµό α του πλάσµατος.

2.1.2 Περιγραφή ενός ϱευστού

Οι περιαστρικοί δίσκοι και οι πίδακες που σχετίζονται µε αυτούς, απαρτίζονται από σκόνη
και αέριο, τα οποία αποτελούνται από ουδέτερα στοιχεία, ιόντα και ηλεκτρόνια. Θα έπρεπε
λοιπόν να τους αντιµετωπίσουµε ως ένα µείγµα πολλών συστατικών. Ωστόσο, αυτό είναι πολύ
περίπλοκο, κυρίως όταν µελετάµε την ενέργεια του συστήµατος. Στην περίπτωση όµως που
όλα τα συστατικά είναι καλά συζευγµένα (µέσω κρούσεων), η αντιµετώπισή τους ως ένα ϱευστό
είναι αποδεκτή.
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Για κάθε είδος α, ορίζουµε την αριθµητική πυκνότητα nα, τη µάζαmα, το ηλεκτρικό ϕορτίο
qα, την ταχύτητα ~υα και την πίεση Pα. Η εξίσωση κίνησης για το κάθε είδος είναι :

ρα
D~vα
Dt

= −~∇Pα − ρα~∇ΦG +
∑
β

~Fβα + nαqα

(
~E + ~vα × ~B

)
(2.2)

όπου D./Dt = ∂./∂t + ~υα · ∇ η παράγωγος Lagrange, ρα = nαmα, ΦG το ϐαρυτικό
δυναµικό του κεντρικού αντικειµένου και ~Fαβ οι δυνάµεις κρούσης από τα υπόλοιπα είδη β.
Μπορούµε να ορίσουµε την µέση ϱοή ως:

ρ =
∑
α

nαmα

ρ~u =
∑
α

mαnα~υα

P =
∑
α

nαkBT

~J =
∑
α

nαqα~υα

(2.3)

όπου ρ η πυκνότητα, ~u η ταχύτητα, P η πίεση, ~J η πυκνότητα ϱεύµατος και kB η σταθερά του
Boltzmann. Η περιγραφή του ενός ϱευστού µπορεί να χρησιµοποιηθεί όταν το πλάσµα παρου-
σιάζει αρκετές συγκρούσεις. Στην περίπτωση αυτή µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι όλα τα είδη
συστατικών του πλάσµατος ϐρίσκονται στην ίδια ϑερµοκρασία T . Επιπλέον, υποθέτουµε ότι
οποιαδήποτε απόκλιση υπάρχει µεταξύ της µέσης ϱοής και ενός συστατικού, είδους α, είναι α-
µελητέα, δηλαδή ||~υα−~u|| � ||~u||. Επικαλούµενοι τον 2o νόµο του Newton (

∑
β,α

~Fαβ = ~0) και
την τοπική ηλεκτρική ουδετερότητα (

∑
α nαqα = 0), παίρνουµε τις εξισώσεις που περιγράφουν

την δυναµική ενός ϱευστού:
∂ρ

∂t
+∇ · ρ~u = 0

ρ
D~u

Dt
= −∇P − ρ∇ΦG + ~∇Τ +

~J × ~B

c

(2.4)

αθροίζοντας σε όλα τα είδη α. Ακόµη κι αν το µεγαλύτερο µέρος της ϱοής αποτελείται από
ουδέτερα στοιχεία, αυτά αισθάνονται την µαγνητική δύναµη µέσω των συγκρούσεων (κυρίως) µε
ιόντα και ηλεκτρόνια, διότι ~J × ~B = (1 +X)(~Fin+ ~Fen) όπου X = ρi/ρn ο λόγος πυκνότητας
ιόντων προς ουδέτερα στοιχεία.

Η εξέλιξη του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου περιγράφεται πλήρως από τις εξισώσεις του Max-
well (στο κενό)

∇ · ~B = 0 (2.5)

∇ · ~E = 4πρ∗ (2.6)

∇× ~B =
1

c

∂ ~E

∂t
+

4π

c
~J (2.7)

∇× ~E =− 1

c

∂ ~B

∂t
(2.8)

όπου ρ∗ η πυκνότητα του ελεύθερου ηλεκτρικού ϕορτίου. Από το νόµο του Faraday (εξίσωση
2.8) ϐλέπουµε ότι η ένταση του ηλεκτρικού πεδίου µεταβάλλεται ως E/B ∼ L/ct ∼ U/c όπου
L η χαρακτηριστική κλίµακα µήκους του προβλήµατος και U η µέση ταχύτητα του πλάσµατος.
Αντίστοιχα, από το νόµο του Ampère (εξίσωση 2.7), ϐλέπουµε να ισχύει ότι :

1
c
∂ ~E
∂t

~∇× ~B
∼ E/(cT )

B/L
∼
(
L

cT

)2

∼
(
U

c

)2

<< 1 όταν U << c
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Συνεπώς, στην περίπτωση µη σχετικιστικής κίνησης του πλάσµατος, ο νόµος του Faraday,
µπορεί να γραφεί ως ~∇ × ~E = 0, εποµένως µπορούµε να γράψουµε το ηλεκτρικό πεδίο ως
κλίση ενός ϐαθµωτού ηλεκτρικού δυναµικού ~E = −~∇Φ. Από το νόµο του Ampère παίρνουµε
ότι η πυκνότητα ηλεκτρικού ϱεύµατος δίνεται από την σχέση:

~J =
c

4π
~∇× ~B (2.9)

και σχετίζεται άµεσα µε το µαγνητικό πεδίο. Υπό την ίδια προσέγγιση, της µη σχετικιστικής
κίνησης του πλάσµατος, η διατήρηση του ηλεκτρικού ϕορτίου είναι :

∂ρ∗
∂t

+ ~∇ · ~J = 0 (2.10)

Ο πρώτος όρος είναι της τάξης (U/c)2, οπότε µπορούµε να τον αγνοήσουµε και άρα παίρνουµε
~∇ · ~J = 0, σχέση που δηλώνει την ύπαρξη κλειστών ηλεκτρικών κυκλωµάτων.

Η διατήρηση της ενέργειας του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου περιγράφεται από την σχέση:

∂W

∂t
+ ~∇ · ~SMHD = − ~J · ~E (2.11)

όπου W = We +Wm = B2

8π + E2

8π η πυκνότητα ενέργειας του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου και

~SMHD =
c

4π
~E × ~B (2.12)

το άνυσµα Poynting, το οποίο εκφράζει την ϱοή ηλεκτροµαγνητικής ενέργειας που αποµένει
στο πεδίο µετά την αλληλεπίδρασή του µε το πλάσµα (ο όρος ~J× ~E εκφράζει την αλληλεπίδραση
αυτή). Στη µη σχετικιστική περίπτωση η πυκνότητα ηλεκτρικής ενέργειας µπορεί να ϑεωρηθεί
αµελητέα

(
We/Wm ∼ (U/c)2

)
.

Για να είναι κλειστό το σύστηµα εξισώσεων πρέπει να γνωρίζουµε το ηλεκτρικό πεδίο ~E. Η
εξίσωση αυτή προκύπτει από την εξίσωση ορµής για τα ηλεκτρόνια συνεπώς µε την προσέγγιση
του ενός ϱευστού και είναι ο γενικευµένος νόµος του Ohm:

~E +
~u

c
× ~B =

~J

σ
+
~J × ~B

ne c e
−
~∇Pe
ne e

−
(
ρn
ρ

)2 ( ~J × ~B)× ~B

min ni fin c2
(2.13)

όπου σ είναι η ηλεκτρική αγωγιµότητα του πλάσµατος, ne, ni η αριθµητική πυκνότητα των
ηλεκτρονίων και των ιόντων αντίστοιχα,mi,n η ανηγµένη µάζα ιόντων και ουδέτερων σωµατιδίων
και fi,n η συχνότητα των κρούσεων µεταξύ των σωµατιδίων αυτών. Στο δεξί µέλος της εξίσωσης
ο πρώτος όρος ονοµάζεται όρος Ohm, ο δεύτερος όρος Hall, ενώ ο τρίτος αντιπροσωπεύει µια
πηγή ηλεκτρικού πεδίου λόγω κάποιας ϐαθµίδας στην πίεση των ηλεκτρονίων. Ο τελευταίος
όρος εκφράζει την αµφιπολική διάχυση και εµφανίζεται στην εξίσωση αν ϑεωρήσουµε ότι στο
πλάσµα εκτός από πρωτόνια και ηλεκτρόνια, έχουµε και ουδέτερα σωµατίδια πυκνότητας ρn
(neutrals, τα οποία συναντάµε στην περίπτωση των περιαστρικών δίσκων σε πρωτοαστέρες όπου
η ύλη δεν είναι πλήρως ιονισµένη).

΄Ολοι οι όροι στο δεξί µέλος της εξίσωσης 2.13 είναι αµελητέοι σε σχέση µε τον όρο ~u × ~B
σε κάθε περίπτωση που το πλάσµα είναι καλά συζευγµένο και ιονισµένο (ρn � ρ) και αν
ισχύει ταυτόχρονα σ → ∞ (ιδεατή MHD), ο γενικευµένος νόµος του Ohm γράφεται στην
απλοποιηµένη µορφή:

~E = −~u
c
× ~B (2.14)
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Η τελευταία εξίσωση που χρειαζόµαστε για να κλείσει το σύστηµα είναι αυτή της ενέργειας,
η οποία είναι η πιο περίπλοκη και µπορεί να γραφεί µε διάφορες µορφές. Μια από τις δυνατές
εκφράσεις είναι η εξίσωση της εσωτερικής ενέργειας :

ρT
DS

Dt
= Γ− Λ (2.15)

όπου S είναι η ειδική εντροπία του πλάσµατος, Γ όλοι οι όροι ϑέρµανσης και Λ όλοι οι όροι
ψύξης του πλάσµατος. Επισηµαίνουµε εδώ ότι οι όροι µεταφοράς (π.χ. conduction) µπορεί να
προκαλούν ψύξη του πλάσµατος σ΄ ένα σηµείο και ϑέρµανσή του κάπου αλλού.

Στην αδιαβατική περίπτωση Γ = Λ, η εξίσωση 2.15 ολοκληρώνεται και προκύπτει η πολυ-
τροπική εξίσωση:

P

ργ
= σταθερό (2.16)

όπου γ είναι ο πολυτροπικός δείκτης, ο οποίος παίρνει τιµές από 1 (ισόθερµη περίπτωση) έως
γ = 5/3 (αδιαβατική περίπτωση) για ένα µονοατοµικό αέριο.

2.2 Μοντελοποίηση των MAES

Ο στόχος µας σε αυτή την ενότητα είναι να περιγράψουµε έναν δίσκο προσαύξησης που
διαπερνάται από ένα µεγάλης κλίµακας µαγνητικό πεδίο διπολικής τοπολογίας. Για να διαχει-
ϱιστούµε το πρόβληµα αυτό, στη συγκεκριµένη παράγραφο ϑα µελετήσουµε µερικές υποθέσεις
που κάνουµε για να το απλοποιήσουµε.

2.2.1 ∆ιάχυση Μαγνητικού Πεδίου

Εάν υποθέσουµε ότι στην περιοχή του δίσκου ισχύει η ιδεατή µαγνητοϋδροδυναµική
(σ → ∞), η πρόσπτωση υλικού προς το κεντρικό αντικείµενο δεν ϑα είναι δυνατή, διότι το
πλασµα δεν ϑα µπορεί να διασχίσει τις µαγνητικές δυναµικές γραµµές. Αυτό συµβαίνει γιατί
στην ιδεατή MHD συναντάµε το ϕαινόµενο του «παγώµατος» των δυναµικών γραµµών του µα-
γνητικού πεδίου µε το πλάσµα (flux freezing). Αυτό σηµαίνει ότι το πλάσµα µε το µαγνητικό
πεδίο µπορούν να ϑεωρηθούν ως ένα πλαστικό υλικό, το οποίο κάµπτεται, παραµορφώνεται,
συστρέφεται, κλπ. και ανάλογα µε τις συνθήκες που επικρατούν, το πλάσµα «οδηγεί» το µα-
γνητικό πεδίο ή αντιστρόφως το πεδίο «οδηγεί» το πλάσµα [15],[4].

Πρέπει εποµένως, για να έχουµε πρόσαύξηση υλικού, µέσα στον δίσκο η ηλεκτρική αγω-
γιµότητα σ να µην είναι άπειρη, αλλά πεπερασµένη. Εφόσον ϑα ισχύει πλέον η µη-ιδεατή
µαγνητοϋδροδυναµική (resistive MHD), ο νόµος του Ohm µπορεί να γραφεί ως :

~E = −~u
c
× ~B +

~J

σ
(2.17)

Παίρνοντας τον στροβιλισµό της εξίσωσης 2.17 σε συνδυασµό µε το νόµο του Faraday, παίρ-
νουµε την εξίσωση επαγωγής, η οποία µας δίνει την χρονική εξέλιξη του µαγνητικού πεδίου:

∂ ~B

∂t
= ~∇×

(
~u× ~B

)
+ η∇2 ~B (2.18)

όπου η = c2/4πσ ο συντελεστής µαγνητικής διάχυσης. Ο πρώτος όρος της εξίσωσης 2.18
περιγράφει την οριζόντια κίνηση του πλάσµατος προς το κεντρικό αντικείµενο (advection), ενώ
ο δεύτερος περιγράφει το ϕαινόµενο διάχυσης του πεδίου (diffusion), χάρη στο οποίο το πλάσµα
δύναται να διασχίσει τις µαγνητικές δυναµικές γραµµές.
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Επειδή η σχέση µεταξύ των δύο όρων του δεξιού µέλους της εξίσωσης 2.18 είναι καθοριστική
για την συµπεριφορά του πλάσµατος, ορίζουµε τον µαγνητικό αριθµό Reynolds ως εξής :

Rm =

~∇×
(
~u× ~B

)
η∇2 ~B

∼
UB
L
ηB
L2

Rm =
UL

η
(2.19)

΄Οταν Rm � 1 ϐρισκόµαστε σε περιοχή ιδεατής MHD (frozen-in πεδίο & πλάσµα), ενώ όταν
Rm � 1 ϐρισκόµαστε σε περιοχή µη-ιδεατής MHD (resistive MHD) και υπερισχύει η διάχυση
του µαγνητικού πεδίου.

2.2.2 Στάσιµη Κατάσταση

Από τις παρατηρήσεις αστροφυσικών πιδάκων, έχουµε δει ότι όλοι τους εµφανίζουν ίδιες
κινήσεις ή/και αποκοπή υλικού, γεγονός που υποδεικνύει ότι είτε είναι επιρεπείς σε κάποιες
αστάθειες είτε ότι η εκροή είναι µια διακοπτόµενη διαδικασία. Ωστόσο, οι χρονικές κλίµακες
που σχετίζονται µε τις µεταβολές που µπορούν να συµβούν στους πίδακες είναι πολύ µεγαλύτε-
ϱες από τις χρονικές κλίµακες που αφορούν τον υποκείµενο δίσκο προσαύξησης. Εποµένως,
για την µελέτη του προβλήµατος των MAES, µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι το σύστηµα είναι
στάσιµο, δηλαδή ∂./∂t = 0.

2.2.3 Αξονική Συµµετρία

Το σύστηµα πιδάκων-δίσκων προσαύξησης εµφανίζει συµµετρία περιστροφής γύρω από
κάποιον σταθερό άξονα. Μελετώντας το σύστηµα σε κυλινδρικές συντεταγµένες ($,ϕ, z) και
ϑεωρώντας πως ο άξονας του πίδακα είναι ο κατακόρυφος άξονας, συνεπάγεται ότι όλες οι
ϕυσικές ποσότητες του προβλήµατος είναι ανεξάρτητες της µεταβλητής ϕ, οπότε ϑα ισχύει
∂./∂ϕ = 0. Θα ισχύει λοιπόν ότι Eϕ = 0, οπότε κάθε ποσότητα µπορεί ν΄ αναλυθεί σε µια
πολοειδή (επίπεδο ($, z)) και µια τοροειδή συνιστώσα, π.χ.:

~u = ~up + Ω$ϕ̂, ~B = ~Bp +Bϕϕ̂ (2.20)

΄Ενα διπολικό µαγνητικό πεδίο µπορεί να περιγραφεί από µια πολοειδή συνιστώσα της µορφής

~Bp = ~∇α× ϕ̂

$
(2.21)

και ένα περιττού τύπου τοροειδές πεδίο : Bϕ($,−z) = −Bϕ($, z). Η συνάρτηση α = α($, z)

ονοµάζεται συνάρτηση µαγνητικής ϱοής και συνδέεται µε το ανυσµατικό δυναµικό του ~B µέσω
της σχέσης α = $Aϕ.

Η ϕυσική σηµασία της συνάρτησης µαγνητικής ϱοής α($, z) ϕαίνεται αν υπολογίσουµε την
µαγνητική ϱοή που διέρχεται από µια επιφάνεια κάθετη στο πολοειδές επίπεδο. Ειδικότερα:

Φ =

∫∫
S

~B · d~S σχ.2.21
=

∫∫
S

~∇α×
(
ϕ̂

$

)
· d~S Θ.Stokes

=

∫
C

(
αϕ̂

$

)
d~l

Προκύπτει λοιπόν ότι Φ = 2πα($, z), δηλαδή η σχέση α($, z) = σταθερό, περιγράφει µια
επιφάνεια σταθερής κατακόρυφης µαγνητικής ϱοής (σχήµα 2.2).
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Σχήµα 2.2: Αριστερά: Πίδακες µε αξονική συµµετρία απαρτίζονται από µαγνητικές επι-
ϕάνειες σταθερής µαγνητικής ϱοής «αγκιστρωµένες» στον δίσκο. Το σχήµα κάθε επιφάνειας
καθορίζεται από την ισορροπία στο επίπεδο που τέµνει κάθετα στις γραµµές µαγνητικής ϱοής
[14] ∆εξιά : Σχηµατική αναπαράσταση µιας γραµµής ϱοής (διακεκοµµένη) και µιας δυναµι-
κής γραµµής (συνεχής). Οι προβολές και των δύο γραµµών στο πολοειδές επίπεδο (σκιασµένο
επίπεδο) ταυτίζονται (στην περίπτωση της ιδεατής MHD). Η εξίσωση της επιφάνειας µαγνητι-
κής ϱοής είναι α($.z) = σταθερό [16]

2.2.4 Συντελεστές Μεταφοράς

Μελετώντας τις MAES µπορούµε να διακρίνουµε δύο ϐασικές περιοχές του προβλήµατος,
οι οποίες διαχωρίζονται µε την ϐοήθεια του µαγνητικού αριθµού Reynolds, τον οποίο ορίσαµε
προηγουµένως (σχέση 2.19). Στην περιοχή των πιδάκων ισχύει Rm � 1, δηλαδή οι πίδακες
περιγράφονται από την ιδεατή MHD. Στο πλαίσιο αυτό, το πεδίο επικρατεί αρχικά του πλάσµα-
τος και το παρασύρει κατά µήκος των πιδάκων.

Στην περιοχή του δίσκου ισχύει Rm ∼ 1, οπότε έχουµε ταυτόχρονα διάχυση του µαγνη-
τικού πεδίου και ϕαινόµενα µεταφοράς. Εντός του δίσκου, επικρατεί το ϐαρυτικό πεδίο, το
οποίο έλκει το πλάσµα προς το κεντρικό αντικείµενο. Το πλάσµα µε τη σειρά του παρασύρει και
µπλέκει τις δυναµικές γραµµές. Η παραµόρφωση αυτή των δυναµικών γραµµών δεν µπορεί να
διατηρηθεί, διότι διεγείρονται διαφόρων ειδών αστάθειες (π.χ. µαγνητοπεριστροφική αστάθεια
[17]) που οδηγούν σε µια τυρβώδη κατάσταση στο εσωτερικό του δίσκου.

Σε τυρβώδεις καταστάσεις, όλοι οι συντελεστές µεταφοράς ενισχύονται, έχοντας ως συνέπεια
την δηµιουργία µη οµαλών συντελεστών, όπως είναι για παράδειγµα η διάχυση του µαγνητικού
πεδίου η και το ιξώδες νυ. Ο προσδιορισµός των συντελεστών αυτών απαιτεί την ανάπτυξη µιας
ϑεωρίας µαγνητοϋδροδυναµικής τύρβης εντός των δίσκων προσαύξησης. Εφόσον δεν υπάρχει
τέτοια ϑεωρία, στην µοντελοποίηση των MAES χρησιµοποιούµε απλές εκφράσεις για τους µη
οµαλούς συντελεστές (όπως για παράδειγµα την περιγραφή των α-δίσκων από τους Shakura &
Sanyaev [2]) τις οποίες ϑα αναλύσουµε στη συνέχεια.

Λόγω της Κεπλεριανής περιστροφής στον δίσκο, είναι δυνατόν να υπάρξουν ανισοτροπίες
στην διάχυση του µαγνητικού πεδίου. Για τον λόγο αυτό, χρησιµοποιούµε δύο συντελεστές για
την περιγραφή της διάχυσης του µαγνητικού πεδίου µέσα στον δίσκο: ο ηp που αναφέρεται
στην διάχυση του πεδίου στο πολοειδές επίπεδο ($, z), και ο ηϕ που σχετίζεται µε την διάχυση
στην αζιµουθιακή διεύθυνση ϕ̂.
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2.2.5 Μη-σχετικιστική Μαγνητοϋδροδυναµική

Οι παρατηρήσεις µας δείχνουν ότι στους δίσκους προσαύξησης και στους πίδακες γύρω από
πρωτοαστέρες (YSOs), η ύλη παραµένει πάντα µη-σχετικιστική (U � c). Εποµένως, τουλάχι-
στον στην περίπτωση των YSOs, οι προσεγγίσεις που εφαρµόσαµε προηγουµένως στις εξισώσεις
του Maxwell είναι συνεπείς για την µελέτη των MAES χρησιµοποιώντας µη-σχετικιστική µα-
γνητοϋδροδυναµική.

2.3 Κρίσιµα σηµεία µιας στάσιµης ϱοής

΄Οπως είδαµε προηγουµένως, ϑεωρήσαµε ότι η κατάσταση στους δίσκους είναι στάσιµη.
Ωστόσο, στην πραγµατικότητα, όλα είναι χρονοεξαρτώµενα. Εάν η ύλη που αποβάλλεται από
τον δίσκο δεν έχει την απαραίτητη ενέργεια ώστε να διαφύγει από την ϐαρυτική του έλξη,
ϑα ξαναπέσει σε αυτόν, αλλάζοντας έτσι τις συνθήκες εκροής. Μια στάσιµη κατάσταση ϑα
επιτευχθεί τελικά µετά από χρόνο που σχετίζεται µε την ϕύση των κυµάτων που διαδίδονται
προς τον δίσκο και του παρέχουν πληροφορίες σχετικά µε ό,τι γίνεται στους πίδακες.

Η ανάλυση της στάσιµης ϱοής απαιτεί να ληφθούν υπ΄ όψιν, κατά κάποιον τρόπο, όλοι οι
χρονοεξαρτώµενοι µηχανισµοί ανατροφοδότησης. Αυτό επιτυγχάνεται µε την απαίτηση ότι από
την στιγµή που ϑα επιτευχθεί η στάσιµη κατάσταση, καµία πληροφορία (δηλαδή κανένα κύµα)
δεν µπορεί να διαδοθεί από το άπειρο (στην z-διεύθυνση) στον δίσκο προσαύξησης. Υπάρχει
µόνο ένας τρόπος για να επιτευχθεί αυτό : η ύλη πρέπει να ϱέει πιο γρήγορα από κάθε κύµα,
αφήνοντας έτσι τον δίσκο αποσυνδεδεµένο από τον περίγυρό του.

2.3.1 Ο άνεµος του Parker

Μελετάµε πρώτα το απλό µοντέλο µιας σφαιρικά συµµετρικής, ισόθερµης, υδροδυναµικής
ϱοής. ΄Ενα τέτοιο µοντέλο προτάθηκε αρχικά από τον Parker (1958) προκειµένου να εξηγήσει
τον ηλιακό άνεµο. Σε σφαιρικές συντεταγµένες, η διατήρηση µάζας και η διατήρηση ορµής
γράφονται :

du

u
+
dρ

ρ
+ 2

dr

r
= 0

u
du

dr
+

1

ρ

dP

dr
+
GM

r2
= 0

(2.22)

όπου η πίεση του αερίου είναι P = ρC2
s και Cs η (σταθερή) ταχύτητα του ήχου. Από τις

δύο αυτές εξισώσεις προκύπτει ότι η ακτινική ταχύτητα του ηλιακού ανέµου συναρτήσει της
απόστασης r δίνεται από την διαφορική εξίσωση:

du

dr
= 2C2

s

u2

r2

(r − rc)
(u2 − C2

s )
(2.23)

όπου rc = GM/(2C2
s ).

Βλέπουµε ότι στην περίπτωση που r = rc και u = uc = Cs, εµφανίζεται µια απροσδιοριστία.
Το σηµείο (rc, uc) ονοµάζεται κρίσιµο σηµείο της ϱοής και στον άνεµο Parker είναι το σηµείο
πέραν του οποίου η ϱοή γίνεται υπερηχητική. Εποµένως, για να είναι η λύση του ανέµου
Parker στάσιµη, ϑα πρέπει να διέρχεται από το κρίσιµο αυτό σηµείο. ΄Ετσι, εάν συµβεί κάποια
διαταραχή στον ηλιακό άνεµο, αυτή δεν µπορεί να διαδοθεί προς τα πίσω ώστε να επηρεάσει
την εκροή. ∆ηλαδή, µόνο οι υπερηχητικές λύσεις είναι στάσιµες.
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2.3.2 Κρίσιµα σηµεία σε MAES

Σε αντίθεση µε τον άνεµο Parker, όπου η πληροφορία µπορούσε να µεταφέρεται µόνο µέσω
των ηχητικών κυµάτων, σε ένα µαγνητισµένο µέσο, υπάρχουν τρία είδη κυµάτων που µπορούν
να µεταφέρουν πληροφορία. Ειδικότερα σε µια µαγνητισµένη δοµή προσαύξησης-εκροής, η
δύναµη Lorentz σε συνδυασµό µε την κλίση πίεσης του πλάσµατος, οδηγεί στη δηµιουργία
τριών ειδών µαγνητοϋδροδυναµικών κυµάτων:

• τα κύµατα Alfvén (A), τα οποία προκαλούν µόνο µαγνητικές διαταραχές κατά µήκος του
αδιατάρακτου µαγνητικού πεδίου Bo κι έχουν ϕασική ταχύτητα

VA =
Bo√
4πρo

• δύο ειδών µαγνητοϋδροδυναµικά κύµατα, το αργό (SM ) και το γρήγορο (FM ), τα οποία
προκαλούν τόσο µαγνητικές διαταραχές, όσο και συµπιέσεις/αραιώσεις πλάσµατος κι
έχουν ϕασική ταχύτητα:

V 2
SM,FM =

1

2

(
V 2
A + C2

s ∓
√(

V 2
A + C2

S

)2 − 4V 2
AC

2
s cos2 θ

)
όπου θ η γωνία µεταξύ του αδιατάρακτου Bo και της διεύθυνσης διάδοσης του κύµατος
(δηλαδή της διαταραχής).

Στο πλαίσιο της ιδεατής MHD, δηλαδή στους πίδακες, τα τρία αυτά είδη κυµάτων µπορούν
να διαδίδονται ελεύθερα µεταφέροντας πληροφορία. Το γεγονός αυτό δηµιουργεί τρία σηµεία
απροσδιοριστίας κατά µήκος κάθε µαγνητικής επιφάνειας (επιφάνεια µε σταθερή µαγνητική
ϱοή).

΄Οπως είδαµε και στον άνεµο Parker, για να είναι χρονοανεξάρτητη (στάσιµη) η εκροή ύλης
από µια MAES, η λύση σε κάθε µαγνητική επιφάνεια ϑα πρέπει να διέρχεται και από τα τρία
κρίσιµα σηµεία : το αργό µαγνητοηχητικό, το Alfvén και το γρήγορο µαγνητοηχητικό. Με τον
τρόπο αυτό, εάν συµβεί κάποια διαταραχή σε κάποιο σηµείο του πίδακα, ϑα είναι αδύνατον για
αυτή να διαδοθεί προς τον δίσκο και να επηρεάσει τις συνθήκες κάτω από τις οποίες γίνεται η
εκροή.

Εντός του δίσκου προσαύξησης, τα υψηλά επίπεδα τύρβης οδηγούν σε έντονη µαγνητι-
κή διάχυση και την ανάπτυξη µεγάλων ταχυτήτων. Η διάχυση του πεδίου έχει ως συνέπεια,
τα MHD κύµατα να αποσβαίνουν πολύ γρήγορα, εποµένως δεν εµφανίζονται τα τρία σηµεία
απροσδιοριστίας που αναφέραµε στον δίσκο. Στα πλαίσια της περιγραφής α-δίσκων προσαύξη-
σης [2], τριβή εµφανίζεται µόνο στην αζιµουθιακή εξίσωση κίνησης (εξίσωση στροφορµής). Η
παρουσία τριβής αποσβαίνει τα ακουστικά κύµατα κι έτσι δεν υπάρχει κάποια απροσδιοριστία
που να σχετίζεται µε την κίσηση αυτή (παρόλο που η περιστροφή είναι υπερηχητική). Αντίθετα,
στις πολοειδείς εξισώσεις κίνησης (ακτινική και κατακόρυφη), δεν υπάρχει τριβή, άρα µπορούν
να εµφανιστούν στον δίσκο σηµεία απροσδιοριστίας που να σχετίζονται καθαρά µε ακουστικά
κύµατα. Το ηχητικό κρίσιµο σηµείο που συναντά η ϱοή, είναι το σηµείο όπου η ταχύτητα του
πλάσµατος γίνεται ίση µε την ταχύτητα του ήχου:

Cs =

√
γ
P

ρ

Η ϑέση ωστόσο του σηµείου αυτού δεν είναι καθορισµένη και µπορεί να είναι είτε εντός του
δίσκου, είτε λίγο έξω από την επιφάνειά του. Υπάρχει ακόµα ένα κρίσιµο σηµείο στον δίσκο,
το οποίο ϐρίσκεται στο ισηµερινό επίπεδο (midplane) του δίσκου. Σε επόµενο κεφάλαιο ϑα
δούµε πως τα κρίσιµα σηµεία προκύπτουν από τις εξισώσεις, καθώς και το πώς επηρεάζουν την
ολοκλήρωση του συστήµατος των εξισώσεων.



Κεφάλαιο 3

Μαγνητισµένοι ∆ίσκοι Προσαύξησης

Στο παρόν κεφάλαιο ϑα παρουσιάσουµε ορισµένα στοιχεία της ϑεωρίας περιγραφής των
αστροφυσικών δίσκων προσαύξησης από τους οποίους εκρέουν πίδακες. Ειδικότερα, ϑα µε-
λετήσουµε τυρβώδεις λεπτούς δίσκους που περιστρέφονται Κεπλεριανά καθώς κα τυρβώδεις,
λεπτούς δίσκους, οι οποίοι περιστρέφονται υποκεπλεριανά και διαπερνώνται από µαγνητι-
κό πεδίο. Στη συνέχεια ϑα αναφερθούµε στο πρόβληµα απώλειας στροφορµής, δηλαδή στον
τρόπο µε τον οποίο η ύλη του δίσκου «πέφτει» προς το κεντρικό αντικείµενο. Τέλος, ϑα δούµε
τον µηχανισµό που είναι υπεύθυνος για την µετάβαση από την διαδικασία πρόσπτωσης στην
διαδικασία εκροής της ύλης.

3.1 Περιγραφή των ∆ίσκων Προσαύξησης

3.1.1 Τυρβώδεις, λεπτοί, Κεπλεριανοί δίσκοι

Ο πιο απλός τρόπος περιγραφής ενός αστροφυσικόυ δίσκου προσαύξησης είναι να ϑεω-
ϱήσουµε λεπτό δίσκο, που δεν διαπερνάται από µαγνητικό πεδίο, δεν εκρέει ύλη από αυτόν
και η πρόσπτωση του υλικού πρός το κεντρικό αντικείµενο γίνεται αποκλειστικά λόγω απώλειας
στροφορµής µέσω του µηχανισµού του ιξώδους. ΄Ενας τέτοιος δίσκος χαρακτηρίζεται ως «τυπι-
κός» (standard accretion disc - SAD).

Σχήµα 3.1: Λεπτός δίσκος προσαύξησης

Προκειµένου να προσδιορίσουµε την κατακόρυφη δοµή ενός τέτοιου δίσκου, δηλαδή την
σχέση µεταξύ του πάχους H και της ακτινικής απόστασης $ από το κεντρικό αντικείµενο,
υποθέτουµε υδροστατική ισορροπία στην ẑ-κατεύθυνση (σε κυλινδρικές συντεταγµένες):

0 = −∂P
∂z
− ρGMz

$3
(3.1)
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όπου−ρGM
r3 r·ẑ ≈ −ρGMz

$3 είναι η προβολή της δύναµης ϐαρύτητας ανά όγκο στην κατακόρυφη
διέυθυνση. Θεωρώντας επιπλέον ότι ο δίσκος είναι ισόθερµος, δηλαδή ότι ισχύει dP = C2

sdρ
µε Cs =

√
P/ρ την ισόθερµη ταχύτητα του ήχου, λύνουµε την παραπάνω διαφορική εξίσωση

και ϐρίσκουµε ότι η πυκνότητα είναι της µορφής:

ρ($, z) = ρ($, z = 0)e−(z/H)2
µε H =

Cs
√

2√
GM/$3

(3.2)

όπου H($) είναι η κατακόρυφη κλίµακα ύψους του δίσκου, δηλαδή η απόσταση από το
επίπεδο z = 0 στην οποία τα διάφορα ϕυσικά µεγέθη έχουν αλλάξει σηµαντικά.

Γράφουµε στη συνέχεια την ακτινική συνιστώσα της εξίσωσης ορµής:

u$
du$
d$
−
u2
φ

$
= −GM

$2
− 1

ρ

∂P

∂$
(3.3)

Εάν υποθέσουµε ότι η κυρίαρχη δύναµη στην $̂ κατεύθυνση είναι η ϐαρύτητα, µπορούµε
να ϑεωρήσουµε αµελητέο τον όρο της πίεσης καθώς και την δύναµη αδράνειας που σχετίζεται
µε την ταχύτητα u$, προκύπτει ότι το ϱευστό περιστρέφεται Κεπλεριανά καθώς η ταχύτητα
περιστροφής του δίσκου είναι :

uφ '
√
GM

$
= $ΩK (3.4)

Αντικαθιστώντας στην τελευταία σχέση την έκφραση για την κατακόρυφη κλίµακα ύψους
του δίσκου H($), ϐρίσκουµε τον εξής αδιάστατο λόγο:

ε =
h($)

$
=
Cs
√

2

uφ
(3.5)

Για να είναι ο δίσκος πράγµατι λεπτός, ώστε ο υπολογισµός που πραγµατοποιήσαµε να
είναι αυτοσυνεπής, πρέπει ο λόγος της σχέσης 3.5 να είναι ε � 1 ή να ισχύει ότι uϕ � Cs.
Η τελευταία ανισότητα δικαιολογεί την απόφασή µας να αγνοήσουµε τον όρο της πίεσης στην
εξίσωση 3.3, καθώς η επιτάχυνση λόγω της κλίσης πίεσης 1

ρ
∂P
∂$ είναι τάξης µεγέθους ∼ C2

s/$,
είναι πολύ µικρότερη από την ϕυγόκεντρο και την ϐαρυτική.

Καταλήγουµε λοιπόν στο συµπέρασµα ότι για έναν λεπτό δίσκο που περιστρέφεται Κεπλε-
ϱιανά πρέπει να ισχύει ότι :

ε =
h($)

$
� 1 (3.6)

Ζητώντας να ικανοποιείται η τελευταία σχέση, παίρνουµε την εξής ιεραρχία ταχυτήτων στο
εσωτερικό ενός SAD:

u$ � Cs � uφ (3.7)

όπου uϕ είναι η Κεπλεριανή ταχύτητα περιστροφής.
Τέλος, σ΄ έναν «τυπικό» δίσκο προσαύξησης, από την εξίσωση συνέχειας, µπορούµε να προσ-

διορίσουµε τον ϱυθµό προσρόφησης της ύλης. Συγκεκριµένα, ϑεωρώντας ότι από έναν κύκλο
ακτίνας $, σε χρόνο dt περνάει µάζα 2π$|u$|dtΣ, όπου Σ είναι η επιφανειακή πυκνότητα
(Σ ' 2Hρ), ο ϱυθµός πρόπτωσης ύλης προς το κεντρικό αντικείµενο προκύπτει να είναι :

Ṁα =
dM

dt
= 2π$ |u$|Σ = σταθ. (3.8)

Στην στάσιµη κατάσταση ενός SAD, όπου δεν έχουµε εκροή ύλης από την επιφάνεια του δίσκου,
η ποσότητα Ṁα παραµένει σταθερή σε όλες τις ακτίνες $.
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3.1.2 Τυρβώδεις, λεπτοί, µαγνητισµένοι δίσκοι

΄Ενας πιο ακριβής τρόπος περιγραφής των αστροφυσικών δίσκων προσαύξησης είναι να ϑεω-
ϱήσουµε λεπτούς δίσκους, που να διαπερνώται από µαγνητικό πεδίο. Αυτοί οι δίσκοι µπορούν
να αποβάλλουν στροφορµή µέσω δύο µηχανισµών: αυτόν του ιξώδους και αυτόν της εκροής
µάζας λόγω ύπαρξης του µεγάλης κλίµακας µαγνητικού πεδίου. Η ύλη, καθώς διαφεύγει από
τους δίσκους αυτούς σχηµατίζει πίδακες, οπότε τους αποκαλούµε Jet Emitting discs (JED) και
διαφέρουν από τους «τυπικούς» δίσκους (SAD) σε ορισµένα ϐαρικά σηµεία, τα οποία ϑα δούµε
στη συνέχεια.

Η πρώτη ϐασική διαφορά µεταξύ των SAD και JED έγκειται στα συµπεράσµατα που προ-
κύπτουν από την ολοκλήρωση της εξίσωσης συνέχειας. Συγκεκριµένα, στην περίπτωση των
JED, παίρνουµε την σχέση [18]

Ṁa ($i) = Ṁa ($e)− 2Ṁj (3.9)

όπου $i και $e είναι η ακτινική απόσταση στο εσωτερικό και το εξωτερικό όριο του δίσκου
αντίστοιχα. Με Ṁj συµβολίζουµε τον ϱυθµό µεταφοράς της ύλης από καθεµία από τις δύο
επφάνειες του δίσκου προς τους πίδακες. Από την σχέση 3.9 ϐλέπουµε ότι, σε αντίθεση µε
τους SAD, ο ϱυθµός προσαύξησης µάζας δεν είναι σταθερός και µεταβάλλεται µε την ακτινική
απόσταση $, λόγω της εκροής υλικού. Σε µια τυχαία απόσταση από το κεντρικό αντικείµενο,
µπορούµε να εκφράσουµε τον ϱυθµό προσαύξησης µάζας Ṁα($) σαν συνάρτηση της παρα-
µέτρου ξ [19]:

ξ =
d ln

d ln$

(
Ṁa($)

Ṁa ($e)

)
(3.10)

΄Οπως έχει ήδη αναφερθεί, η παράµετρος αυτή είναι ένα µέτρο της ικανότητας του δίσκου
να αποβάλλει υλικό, και γι΄ αυτό ονοµάζεται και «δείκτης εκροής» (ejection index). Καθώς
µεγαλώνουν οι τιµές της παραµέτρου ξ, αυξάνεται η ποσότητα του υλικού που αποµακρύνεται
από τον δίσκο και µεταφέρεται στους πίδακες. Από την σχέση 3.10, µέσω της 3.9, η πρώτη
γράφεται ως :

2Ṁj

Ṁa ($e)
= 1−

(
$i

$e

)ξ
' ξ ln

(
$e

$i

)
(3.11)

µε την τελευταία προσέγγιση να ισχύει µόνο για ξ � 1.
Ακόµα ένα σηµείο στο οποίο οι µαγνητισµένοι δίσκοι διαφοροποιούνται από τους «τυπι-

κούς», είναι ότι η ύπαρξη του µαγνητικού πεδίου έχει ως συνέπεια την περιστροφή των πρώτων
µε υποκεπλεριανή ταχύτητα, µικρότερη δηλαδή της Κεπλεριανής γωνιακής ταχύτητας ΩK .
Ο λόγος που συµβαίνει αυτό µπορεί να ϕανεί εάν συγκρίνουµε τις εξισώσεις ορµής σε κάθε
περίπτωση.

Στο εσωτερικό ενός µαγνητισµένου, η εξίσωση ορµής είναι η εξής :

ρ(~u · ~∇)~u = −ρ~∇ΦG − ~∇P − ~∇
(
B2

8π

)
+

( ~B · ~∇) ~B

4π
+ ~∇ ·T (3.12)

Σε σχέση µε την 3.3, ϐλέπουµε ότι στην τελευταία εξίσωση εµφανίζονται επιπλέον όροι, οι οποίοι
σχετίζονται µε το µανγητικό πεδίο και το ιξώδες, οι οποίοι επηρεάζουν την δυναµική του δίσκου.
Πιο αναλυτικά, ο όρος ~∇

(
B2

8π

)
εκφράζει την πίεση του µαγνητικού πεδίου και επηρεάζει κυρίως

την κατακόρυφη συνιστώσα της εξίσωσης ορµής. Ο όρος ( ~B·~∇) ~B
4π εκφράζει την δύναµη της

µαγνητικής τάσης και επηρεάζει σηµαντικά την ακτινική συνιστώσα της εξίσωσης ορµής, καθώς
η δύναµη αυτή προσπαθεί να «ισιώσει» τις µαγνητικές γραµµές που έχουν καµπυλώσει, πάνω
στο πολοειδές επίπεδο [4].
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Η µαγνητική τάση λοιπόν, αντισταθµίζει την δύναµη της ϐαρύτητας κι έτσι, µαζί µε την
κλίση της πίεσης, οδηγούν στην υποκεπλεριανή περιστροφή του δίσκου, δηλαδή Ω < ΩK (ϑε-
ωρώντας και πάλι ότι u$ � 1).

Η ύπαρξη του µαγνητικού πεδίου έχει ως αποτέλεσµα την ανάπτυξη διαφόρων ειδών α-
σταθειών στο εσωτερικό του δίσκου. ΄Ενα τέτοιο παράδειγµα η µανγητοπεριστροφική αστάθεια
[17], αλλά γενικά στο σύστηµα καταλήγει να επικρατεί µια έντονη τυρβώδης κατάσταση, η ο-
ποία οδηγεί στην εµφάνιση ϕαινοµένων µεταφοράς. Τέτοια ϕαινόµενα είναι το ιξώδες (ο όρος
~∇ · T στην 3.12), που µπορεί να περιγραφεί µέσω του συντελεστή κινηµατικού ιξώδους νυ,
καθώς και η διάχυση του µαγνητικού πεδίου, η οποία µπορεί να περιγραφεί από αντίστοιχους
συντελεστές ηp και ηϕ (στο πολοειδές επίπεδο και την αζιµουθιακή διεύθυνση αντίστοιχα).

Η διάχυση του πεδίου στο εσωτερικό ενός µαγνητισµένου δίσκου, είναι απαραίτητη για την
πρόσπτωση υλικού στο κεντρικό αντικείµενο, εφόσον το πλάσµα πρέπει να µπορεί να διασχίσει
τις µαγνητικές δυναµικές γραµµές. Αυτό σηµαίνει ότι εντός του δίσκου, δεν µπορούµε να χρη-
σιµοποιήσουµε το σύστηµα εξισώσεων της ιδεατής µαγνητοϋδροδυναµικής, αλλά αυτό της µη
ιδεατής. Η χρήση δύο συντελεστών για την περιγραφή του ϕαινοµένου διάχυσης του πεδίου,
οφείλεται στο γεγονός ότι η ταχύτητα περιστροφής του υλικού στον δίσκο γύρω από το κεντρικό
αντικείµενο είναι πολύ µεγαλύτερη από την ταχύτητα πρόσπτωσής του σε αυτό. Ισχύει δηλαδή
ότι :

1

2
ρu2

p �
1

2
ρu2

ϕ (3.13)

συνεπώς η διάχυση του πεδίου στην αζιµουθιακή κατεύθυνση είναι εντονότερη µε αποτέλεσµα
να υπάρχει ανισοτροπία µεταξύ των συντελεστών ηp και ηϕ.

Η µοντελοποίηση των ϕαίνοµένων µεταφοράς που εµφανίζονται σ΄ έναν µαγνητισµένο δίσκο
προσαύξησης µπορεί να γίνει ορίζοντας στο ισηµερινό επίπεδο του δίσκου (z = 0, midplane)
τις εξής αδιάστατες παραµέτρους [1], [20]:

αm =
ηp
υAh

χm =
ηp
ηϕ

Pm =
νυ
ηp

(3.14)

όπου υA η ταχύτητα Alfvén. Η παράµετρος αm αποτελεί ένα µέτρο του επιπέδου της τύρ-
ϐης (level of turbulence) στο εσωτερικό του δίσκου, εξ΄ αιτίας του µαγνητικού πεδίου, ενώ η
παράµετρος χm µετρά τον ϐαθµό ανισοτροπίας (degree of anisotropy) της διάχυσης του µαγνη-
τικού πεδίου µεταξύ του πολοειδούς επιπέδου και της ϕ̂-διεύθυνσης. Τέλος, η παράµετρος Pm
ονοµάζεται µαγνητικός αριθµός Prandtl και αποτελεί ένα µέτρο σύγκρισης µεταξύ του ιξώδους
και της διάχυσης του µαγνητικού πεδίου στον δίσκο. Συνήθεις τιµές για τις παραµέτρους αυτές
είναι : αm < 1, χm ∼ 1 και Pm ∼ 1, µε το τελευταίο να σηµαίνει ίδια επίπεδα ενεργού ιξώδους
και διάχυσης του µαγνητικού πεδίου. Στην περίπτωση που η διάχυση του µαγνητικού πεδίου
στην τοροειδή διεύθυνση είναι πολύ µεγαλύτερη, παίρνουµε χm � 1.

3.2 Πρόβληµα Απώλειας Στροφορµής

΄Ενα από τα πιο ϐασικά ϑέµατα στην περιγραφή των αστροφυσικών δίσκων προσαύξησης
είναι αυτό στο οποίο αναφερόµαστε ως «το πρόβληµα απώλειας στροφορµής», δηλαδή µέσω ποι-
ών ϕυσικών µηχανισµών η περιστρεφόµενη γύρω από το αντικείµενο ύλη χάνει ενέργεια και
στροφορµή, ώστε να µπορέσει να κινηθεί ακτινικά προς το κέντρο. ∆ύο από τους επικρατέστε-
ϱους µηχανισµούς, κατάλληλους να εξηγήσουν το ϕαινόµενο είναι : οι µαγνητοϋδροδυναµικές
εκροές (πίδακες-jets) και το ενεργό ιξώδες.
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Οι µαγνητοϋδροδυναµικές εκροές µπορούν να απάγουν την στροφορµή που µεταφέρεται
τόσο από την ύλη όσο και από το µαγνητικό πεδίο. Σύµφωνα µε την ϑεωρία δηµιουργίας των πι-
δάκων, καθώς το υλικό «πέφτει» προς το κεντρικό αντικείµενο, ένα µεγάλο µέρος της ενέργειας
και της στροφορµής του συστήµατος του δίσκου τροφοδοτεί την εκροή ύλης, δηµιουργώντας
δύο αντίθετης κατεύθυνσης πίδακες. Παρατηρήσεις δίσκων γύρω από πρωτοαστέρες έχουν δεί-
ξει ότι οι πίδακες που υπάρχουν σ΄ αυτούς µεταφέρουν ενέργεια και στροφορµή ίδιας τάξης
µεγέθους µε αυτή που χάνεται από τον δίσκο, επιβεβαιώνοντας έτσι την υπόθεση ότι αποτελούν
έναν από τους ϐασικότερους µηχανισµούς απώλειας στροφορµής σε αυτού του είδους τα συ-
στήµατα.

Πέραν της ύπαρξης των πιδάκων, στο εσωτερικό του δίσκου, η ταχύτητα περιστροφής της
ύλης εξαρτάται από την ακτινική απόσταση $, µε αποτέλεσµα να έχουµε περιοχές που πε-
ϱιστρέφονται µε διαφορετικές ταχύτητες. Η διαφορά αυτή έχει ως αποτέλεσµα της ανάπτυξη
δυνάµεων εσωτερικής τριβής (κρούσεις µεταξύ των µορίων), οι οποίες µε την σειρά τους οδηγούν
στην µεταφορά ορµής από τα ταχύτερα στα πιο αργά περιστρεφόµενα µέρη του δίσκου. Αυτός
είναι ο µηχανισµός του µοριακού ιξώδους, αλλά αποδυκνύεται πως αδυνατεί να αποσπάσει
σηµαντικές ποσότητες στροφορµής από τον δίσκο.

Ωστόσο, υπάρχει ένας παρόµοιος µηχανισµός, που ονοµάζεται ενεργό ιξώδες και είναι πιο
σηµαντικός. Στην περίπτωση αυτή, οι τυρβώδεις κινήσεις του πλάσµατος εντός του δίσκου,
οδηγούν στην δηµιουργία δινών, οι οποίες λειτουργούν όπως τα µόρια στο µοριακό ιξώδες.
Εποµένως, η ύπαρξης της τύρβης οδηγεί στην κατακρήµνιση ενέργειας από τους µεγαλύτερους
(µεγάλες δίνες) στους µικρότερους (µικρές δίνες) σχηµατισµούς και τελικά στην απαγωγή ενέρ-
γειας και στροφορµής από το σύστηµα.

Στην περίπτωση των µαγνητισµένων δίσκων προσαύξησης, ο µηχανισµός του ενεργού
ιξώδους µπορεί να εφαρµοστεί ϑεωρώντας ότι αυτό οφείλεται σε δίνες µαγνητικού πεδίου αντί
για δίνες ϱευστού. Στις εργασίες τους οι Balbus και Hawley [17], έχουν δείξει ότι σε έναν δίσκο
όπου υπάρχει ένα σχετικά ασθενές µαγνητικό πεδίο, αναπτύσσεται το είδος της αστάθειας στο
οποίο έχουµε ήδη ανεφερθεί και είναι η µαγνητοπεριστροφική αστάθεια (Magnetorotational
instability-MRI). Η ύπαρξη της αστάθειας αυτής οδηγεί στην δηµιουργία τυρβώδους κατάστα-
σης, η οποία µπορεί και απάγει ενέργεια και στροφορµή από το σύστηµα. Από εδώ και στο
εξής λοιπόν, όποτε αναφερόµαστε σε ιξώδες, ϑα εννοούµε τον µηχανισµό του ενεργού ιξώδους.

΄Ενας τρόπος να συγκρίνουµε τις δύο µεθόδους απαγωγής στροφορµής και να δούµε πότε
καθεµία από αυτές επικρατεί στον δίσκο, είναι να ορίσουµε µία νέα παράµετρο Λ. Για τον
προσδιορισµό της παραµέτρου αυτής, ξεκινάµε από την αζιµουθιακή (ϕ̂) συνιστώσα της εξίσω-
σης ορµής (σε κυλινδρικές συντεταγµένες):

ρ

(
u$

∂uϕ
∂$

+ uz
∂uϕ
∂z

+
uϕuz
$

)
= Fϕ + (~∇ ·T) · ϕ̂ (3.15)

όπου Fϕ είναι η µαγνητική ϱοπή που ασκείται στο πλάσµα λόγω του µεγάλης κλίµακας µα-
γνητικού πεδίου («jet» torque) και (~∇ ·T) · ϕ̂ η «ιξώδης» ϱοπή τυρβώδους προέλευσης, η οποία
πιθανώς οφείλεται στην ύπαρξη µικρής κλίµακας µαγνητικού πεδίου. Η σχέση αυτή µπορεί
εύκολα να γραφεί και ως εξής :

ρ~up · ~∇ ($uϕ) = $Fϕ +$(~∇ ·T) · ϕ̂ (3.16)

∆ιαιρώντας την εξίσωση 3.16 µε τον δεύτερο όρο του δεξιού µέλους της, ορίζουµε την παράµετρο
Λ στο ισηµερινό επίπεδο του δίσκου:

Λ =

∣∣∣∣ Jet torque

Turbulent torque

∣∣∣∣
z=0

=

∣∣∣∣∣ Fϕ

(~∇ · T) · ϕ̂

∣∣∣∣∣
z=0

(3.17)

κι έτσι η εξίσωση στροφορµής (3.15) γράφεται συναρτήσει της νέας παραµέτρου ως [1]:

1 + Λ =
ρ~up · ~∇ ($uϕ)

$(~∇ ·T) · ϕ̂

∣∣∣∣∣
z=0

(3.18)
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3.3 Προσαύξηση ΄Υλης στον ∆ίσκο

Στην παρούσα ενότητα, ακολουθώντας την εργασία του Ferreira [1] ϑα δούµε τους παράγο-
ντες που επηρεάζουν την πρόσπτωση υλικού και ειδικότερα τον τρόπο µε τον οποίο το σχήµα
των µανητικών δυναµικών γραµµών, εντός του δίσκου, επιδρά στην διαδικασία προσαύξησης
της ύλης. Επειδή ο δίσκος είναι τυρβώδης, καθώς η ύλη κινείται προς το κεντρικό αντικείµενο,
κάµπτει τις πολοειδείς δυναµικές γραµµές, η παραµετροποίηση των οποίων µπορεί να ϐρεθεί
από το νόµο του Ohm και συγκεκριµένα από την ϕ̂ συνιστώσα.

Jϕ =
σ

c
(uzB$ − u$Bz) (3.19)

Στο ισηµερινό επίπεδο του δίσκου, όπου ϑεωρούµε ότι η κατακόρυφη συνιστώσα της ταχύτητας
είναι µηδενική (uz = 0), αν λύσουµε την τελευταία εξίσωση ως προς την ακτινική ταχύτητα u$,
παίρνουµε τον µαγνητικό αριθµό Reynolds:

Rm ≡
u$$

ηp

∣∣∣∣
($,0)

=
4π

c

$Jϕ
Bz

∣∣∣∣
($,0)

(3.20)

όπου ηp = c2/4πσ, ο µη οµαλός συνελεστής διάχυσης του µαγνητικού πεδίου στο πολοειδές
επίπεδο.

Για να δούµε πως σχετίζεται ο µαγνητικός αριθµός Reynolds µε την προσαύξηση της ύλης
στους δίσκους, ορίζουµε την χαρακτηριστική κλίµακα ύψους της συνάρτησης µαγνητικής ϱοής
l($), δηλαδή την κατακόρυφη απόσταση από το ισηµερινό επίπεδο του δίσκου στο οποίο η
συνάρτηση α($, z) αλλάζει σηµαντικά, ως :

α($, 0)

l2
= − ∂2α

∂z2

∣∣∣∣
($,0)

(3.21)

Θεωρώντας ότι η συνάρτηση µαγνητικης ϱοής µεταβάλλεται µε την ακτινική απόσταση, ϐάσει
ενός νόµου δύναµης, ορίζουµε αυτόν τον εκθέτη β ως εξής :

β =
d lnα($, z)

d ln$
(3.22)

Επιπλέον, στις ενότητες 2.2.1 και 2.2.3 είδαµε ότι το ϱεύµα Jϕ και το µαγνητικό πεδίο Bz
συνδέονται µε την συνάρτηση µαγνητικής ϱοής α($, z) µέσω της εξίσωσης επαγωγής και της
σχέσης 2.21 αντίστοιχα, άρα ο ακτινικός µαγνητικός αριθµός Reynolds γίνεται κατά προσέγ-
γιση:

Rm =
4π

c

$Jϕ
Bz

∣∣∣∣
($,0)

∼ $2

l2
(3.23)

Από την σχέση 3.23 ϐλέπουµε πως στην περίπτωση που οι δυναµικές γραµµές του µαγνη-
τικού πεδίου είναι κατακόρυφες εντός του δίσκου, δηλαδή ισχύει l ∼ $ (που σηµαίνει ότι η
τιµή της συνάρτησης µαγνητικής ϱοής δεν αλλάζει σηµαντικά καθώς αποµακρυνόµαστε από
το ισηµερινό επίπεδο µέχρι να ϐγούµε από τον δίσκο ή διαφορετικά ότι Bp ' Bz παντού εντός
του δίσκου), ο µαγνητικός αριθµός Reynolds ϑα είναι Rm ∼ 1 και στην εξίσωση επαγωγής ϑα
υπάρχει ισορροπία µεταξύ της οριζόντιας µεταφοράς υλικού (advection) και της διάχυσης του
µαγνητικού πεδίου (diffusion). Υπό αυτές τις συνθήκες, το πλάσµα µπορεί να διασχίσει τις
δυναµικές γραµµές και να κατευθυνθεί προς το κεντρικό αντικείµενο, αλλά δεν είναι δυνατή η
εκροή ύλης.

Προκειµένου να είναι δυνατή η εκροή, πρέπει οι µαγνητικές δυναµικές γραµµές να κάµ-
πτονται ελαφρώς µέσα στον δίσκο και να µην είναι εντελώς κατακόρυφες, δηλαδή να ισχύει
l � $. Εφόσον ικανοποιείται αυτή η συνθήκη, το πλάσµα µπορεί να διαφεύγει από τις επι-
ϕάνειες του δίσκου και να µεταφέρεται στους πίδακες. Αυτό σηµαίνει ότι ο αριθµός Reynolds
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Rm ϑα πρέπει να είναι µεγαλύτερος της µονάδας στο εσωτερικό του δίσκου, αλλά όχι πολύ
µεγάλος καθώς ϐρισκόµαστε στην περιοχή της µη-ιδεατής µαγνητοϋδροδυναµικής.

Ολοκληρώνοντας την ενότητα αυτή, ϑα δούµε πώς σχετίζεται ο µαγνητικός αριθµός Ray-
nolds µε την παράµετρο Λ που ορίσαµε προηγουµένως. ΄Εχουµε καταλήξει στην εξίσωση 3.18
για την αζιµουθιακή συνιστώσα της εξίσωσης ορµής. Σε αυτή, η µοντελοποίηση της ϱοπής λόγω
των πιδάκων (δηλαδή του όρου Fϕ) είναι µία ξεκάθαρη και κατανοητή διαδικασία, ωστόσο δεν
ισχύει το ίδιο για τον όρο της τύρβης. Για να απλοποιηθεί η εξίσωση 3.18, χρησιµοποιούµε τους
ορισµούς των παραµέτρων, όπως δώθηκαν στην σχέση 3.14, ενώ παράλληλα για τον όρο της
τύρβης παίρνουµε την εξής προσέγγιση: $

(
~∇ ·T · ϕ̂

)
= ~∇

(
$~Tυ

)
, όπου Tυ ∼ aυP [2], [1].

Γνωρίζουµε ακόµα ότι στο ισηµερινό επίπεδο του δίσκου ισχύει up = u$0 κι επειδή µελετάµε
λεπτούς δίσκους, ισχύει η σχέση 3.5. Η εφαρµογή όλων αυτών στην σχέση 3.18, µας επιτρέπει
να γράψουµε την εξίσωση στροφορµής στο midplane ως:

1 + Λ ' Rm

(
ηp
νv

)
=
Rm

Pm
(3.24)

Παίρνοντας µια τυπική τιµή Pm ∼ 1, ϐλέπουµε ότι ένας «τυπικός» δίσκος προσαύξησης, στον
οποίο κυριαρχεί το ενεργό ιξώδες σαν µηχανισµός απώλειας στροφορµής (Λ � 1) απαιτεί
κατακόρυφες πολοειδείς δυναµικές γραµµές, δηλαδή Rm ∼ 1. Αντίθετα, στην περίπτωση που
οι πίδακες απάγουν το µεγαλύτερο µέρος της στροφορµής ενός δίσκου (Λ � 1), προκειµένου
να σχηµατιστούν οι πίδακες, απαιτούνται «λυγισµένες» µαγνητικές επιφάνειες, δηλαδή πρέπει
να είναι : Rm ∼ Λ ∼ ε−1 [19].

Σχήµα 3.2: Σχηµατική απεικόνιση µιας Μαγνητισµένης ∆οµής Προσαύξησης-Εκροής MAES.
Με µπλε χρώµα απεικονίζονται οι γραµµές ϱοής και µε πράδινο απεικονίζονται οι µαγνητικές
δυναµικές γραµµές.[1]
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3.4 Εκροή ΄Υλης από τον ∆ίσκο

3.4.1 Μεταφορά της ύλης στους πίδακες

Στην συγκεκριµένη ενότητα ϑα παρουσιάσουµε ορισµένα στοιχεία σχετικά µε την εκροή
ύλης από τον δίσκο και κυρίως τον τρόπο µε τον οποίο η ύλη «περνάει» από την διαδικασία
πρόσπτωσης στην διαδικασία εκροής. Προκειµένου να µελετήσουµε την διαδικασία εκροής,
ξεκινάµε γράφοντας τις δύο πολοειδείς συνιστώσες της εξίσωσης ορµής:

$̂ :
(
~up · ~∇

)
u$ '

u2
ϕ

$
− Ω2

K$ +
F$
ρ
− 1

ρ

∂P

∂$
(3.25)

ẑ :
(
~up · ~∇

)
uz ' −

1

ρ

∂P

∂z
− Ω2

Kz −
1

ρ

∂

∂z

B2
$ +B2

ϕ

8π
(3.26)

στις οποίες έχουµε ϑεωρήσει ότι η µαγνητική τάση (F$/ρ) συνεισφέρει σηµαντικά µόνο στην
ακτινική συνιστώσα της εξίσωσης ορµής , ενώ η µαγνητική πίεση

(
1
ρ
∂
∂z

B2

8π

)
επηρεάζει µόνο την

κατακόρυφη δοµή του δίσκου.
Στο ισηµερινό επίπεδο του δίσκου η συνολική ϱοπή (µαγνητική + ιξώδης) είναι αρνητική,

γεγονός που έχει ως αποτέλεσµα ο δίσκος να περιστρέφεται µε γωνιακή ταχύτητα λίγο µι-
κρότερη της κεπλεριανής ΩK οδηγώντας το πλάσµα να κινηθεί προς το κεντρικό αντικείµενο
(u$ < 0). ΄Οµως στην επιφάνεια του δίσκου, προκύπτει µια ϱοή µε κατεύθυνση «προς τα έξω»
(u+
$ > 0, όπου µε «+» συµβολίζονται οι τιµές των ϕυσικών µεγεθών στην επιφάνεια του δίσκου)

διότι τόσο η µαγνητική τάση F$ (της οποίας η επίδραση στο πλάσµα ενισχύεται από την µείωση
της πυκνότητας) όσο και η ϕυγόκεντρος δύναµη υπερνικούν την ϐαρύτητα (Ω+ > ΩK ).

Υποθέτουµε ότι η ύλη που µεταφέρεται στους πίδακες προέρχεται από τα εσώτερα στρώµατα
του δίσκου µε u+

z > 0 και ο ϕυσικός µηχανισµός που εξηγεί την υπόθεση αυτή «κρύβεται» στην
εξίσωση 3.26: η µοναδική δύναµη που µπορεί πάντα να υπερισχύει ταυτόχρονα της ϐαρύτητας
και της µαγνητικής πίεσης είναι η κλίση πίεσης του πλάσµατος [1], [19]. Εντός του δίσκου,
επιτυγχάνεται µια οιονεί µαγνητοστατική ισορροπία, καθώς η ύλη κατευθύνεται προς το mid-
plane (uz < 0) ενώ παράλληλα κινείται προς το κεντρικό αντικείµενο. Ωστόσο, το πλάσµα που
προέρχεται από µια εξώτερη περιοχή του δίσκου, ϑα καταλήξει εν τέλει στα ανώτερα στρώµα-
τα σε µια µικρότερη ακτίνα. Στην περιοχή αυτή, η κλίση πίεσης του πλάσµατος υπερισχύει
ελάχιστα δίνοντας στο πλάσµα µια ϑετική κατακόρυφη ταχύτητα (u+

z > 0) αποµακρύνοντάς το
από τον δίσκο, σε µια απόσταση που εξαρτάται από την τοπική εξίσωση ενέργειας του δίσκου.

3.4.2 Στάσιµη εκροή ύλης

Εάν στο σύστηµα ενός δίσκου προσαύξησης πληρούνται οι απαραίτητες προϋποθέσεις (δηλα-
δή περιστροφή, ανοιχτές δυναµικές γραµµές και διάχυση µαγνητικού πεδίου), τότε ϑα έχουµε
σίγουρα εκροή ύλης. Ωστόσο, προκειµένου να είναι στάσιµη η εκροή, απαιτείται ακόµα µια
συνθήκη.

Η διαδικασία προσαύξησης χαρακτηρίζεται από µια αρνητική αζιµουθιακή συνιστώσα της
δύναµης Lorentz (Fϕ < 0), ενώ για να συµβεί µαγνητική επιτάχυνση στους πίδακες, η συνι-
στώσα αυτή πρέπει να είναι ϑετική. Η εν λόγο συνιστώσα της δύναµης Lorentz δίνεται από την
σχέση:

Fϕ =
1

c
(JzB$ −BzJ$) (3.27)
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εποµένως η απαραίτητη αλλαγή προσήµου εξαρτάται κυρίως από την ακτινική συνιστώσα του
ϱεύµατος J$ ή ισοδύναµα από την κατακόρυφη µεταβολή της αζιµουθιακής συνιστώσας του
µαγνητικού πεδίου, εφόσον τα δύο αυτά µεγέθη συνδέονται µέσω της σχέσης :

J$ = − c

4π

∂Bϕ
∂z

(3.28)

Για να µεταβούµε από την πρόσπτωση στην εκροή, το ϱεύµα J$ πρέπει να ελλατώνεται σηµα-
ντικά σε µια κλίµακα ύψους. Από την αζιµουθιακή συνιστώσα της εξίσωσης του δυναµό (2.18),
µπορούµε να πάρουµε την σχέση:

4π

c
ηϕ
∂J$
∂z

= $~Bp · ~∇Ω− ∂ (uzBϕ)

∂z
− ∂ (u$Bϕ)

∂$
+
ηϕ
$

∂Bϕ
∂$

+ ηϕ
∂2Bϕ
∂$2

− ηϕ
Bϕ
$2

(3.29)

την οποία ολοκληρώνουµε κατακόρυφα στο εσωτερικό του δίσκου από το σηµείο z = 0, µέχρι
κάποιο τυχαίο z λίγο έξω από την επιφάνειά του. Επειδή η ακτινική ταχύτητα πρόσπτωσης
u$ και το αζιµουθιακό πεδίο Bϕ είναι αµελητέα στον δίσκο, µπορούµε να αγνοήσουµε τους
τέσσερις τελευταίους όρους του δεξιού µέλους της εξίσωσης, οπότε προκύπτει η εξίσωση [1]:

4π

c
ηϕJ$ '

4π

c
ηϕ 0J$ 0 +$

∫ z

0
dz ~Bp · ~∇Ω−Bϕuz (3.30)

όπου µε τον δείκτη «0» συµβολίζονται οι τιµές των διαφόρων µεγεθών στο ισηµερινό επίπεδο του
δίσκου. Ο όρος Bϕuz περιγράφει το ϕαινόµενο οριζόντιας µεταφοράς πλάσµατος (advection),
οπότε είναι σηµαντικός µόνο στις επιφάνειες του δίσκου κι όχι στο εσωτερικό του όπου κυριαρ-
χεί η διάχυση του µαγνητικού πεδίου.

Στην εξίσωση 3.30, ο πρώτος όρος του δεξιού µέλους περιγράφει το ϱεύµα που οφείλεται
στην ηλεκτρεγερτική δύναµη και δείχνει την εξάρτηση του ϱεύµατος J$ από το ακτινικό ϱεύµα
που διαπερνά το midplane του δίσκου. Ο δεύτερος όρος περιγράφει το ϱεύµα που οφείλεται
στην διαφορική περιστροφή, το οποίο διατρέχει τον δίσκο µε αντίθετη ϕορά από το ϱεύµα του
πρώτου όρου διότι ∇Ω < 0, οπότε ο όρος αυτός έχει συνολικά αρνητικό πρόσηµο.

Βλέπουµε λοιπόν ότι το κατακόρυφο προφίλ του ϱεύµατος J$ ελέγχεται κυρίως από τον
λόγο του όρου της διαφορικής περιστροφής προς τον όρο του επαγόµενου ϱεύµατος [19]. Η
δηµιουργία πιδάκων δεν ϑα ήταν δυνατή χωρίς την διαφορική περιστροφή, καθώς αυτή ε-
ίναι υπεύθυνη για την κατακόρυφη ελάττωση του ϱεύµατος J$. Ωστόσο, το ϱεύµα λόγω της
διαφορικής περιστροφής που αντισταθµίζει το ϱεύµα στο midplane δεν πρέπει να είναι πολύ
µεγαλύτερο από το τελευταίο (κατά απόλυτη τιµή), διότι στην περίπτωση αυτή το J$ ϑα έπαιρνε
πολύ αρητικές τιµές, γεγονός που ϑα οδηγούσε σε αφύσικα µεγάλες τιµές του Bz στην επι-
ϕάνεια του δίσκου.

Για να ελέγξουν την σχέση µεταξύ των ϱευµάτων οι Ferreira & Pelletier [19] όρισαν µια πα-
ϱάµετρο Γ ως τον λόγο του του όρου της διαφορικής περιστροφής προς τον όρο του επαγόµενου
ϱεύµατος στο ισηµερινό επίπεδο του δίσκου:

Γ '
B$$

∂Ω
∂$

4π
c
ηϕ

∂J$
∂z

∣∣∣∣∣
z=0

(3.31)

Χρησιµποποιώντας τη νέα αυτή παράµετρο, η ακτινική συνιστώσα του ϱεύµατος µπορεί να
γραφεί ως :

ηϕJ$ ' ηϕ 0J$ 0

[
1− Γ

1

2

(
z

h($)

)2
]

(3.32)
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Από την τελευταία σχέση ϕαίνεται η σηµασία της παραµέτρου Γ, την οποία πρέπει να
ϑέσουµε Γ ∼ 1 ώστε να εξασφαλίσουµε την αντιστροφή του προσήµου της δύναµης Lorentz
αποκλειστικά στις επιφάνειες του δίσκου και κατά συνέπεια την εκροή της ύλης.

Η στάσιµη εκροή ύλης επιτυγχάνεται µόνο όταν οι δύο πρώτοι όροι του δεξιού µέλους της
εξίσωσης 3.30 είναι συγκρίσιµοι, το οποίο µε την ϐοήθεια των παραµέτρων της σχέσης 3.14,
µπορεί να εκφραστεί µέσω της σχέσης :

Λ ∼ Λc ≡
3χm

α2
mPm ε

(3.33)

Για Λ > Λc η περιστροφή της ύλης στην επιφάνεια του δίσκου επιβραδύνεται, ενώ για Λ < Λc
δεν υπάρχει αρκετή ενέργεια ώστε να τροφοδοτήσει την µεγάλη ποσότητα ύλης που προσπαθεί
να διαφύγει από τον δίσκο. Εποµένως, η σχέση 3.33 αποτελεί απαραίτητη συνθήκη για την
στασιµότητα της εκροής.

3.4.3 Κατακόρυφη κίνηση ύλης στον δίσκο & πίδακες

Προηγουµένως, στην υποενότητα 3.4.1, υποθέσαµε ότι µε κάποιον τρόπο το υλικό του
δίσκου µπορεί να κινηθεί από τα εσώτερα στρώµατα προς τις επιφάνειες, όπου «ϕορτώνεται» στις
µαγνητικές δυναµικές γραµµές και διαφεύγει από αυτόν προς τους πίδακες. Στην παράγραφο
αυτή ϑα δούµε τις συνθήκες που καθιστούν δυνατή την κατακόρυφη κίνηση υλικού µέσα στον
δίσκο. [19]

Στο ϑεωρητικό πλαίσιο των «τυπικών» δίσκων προσαύξησης (SAD), όταν η ϑερµική πίεση
του πλάσµατος αντισταθµίζει την ϐαρυτική έλξη από το κεντρικό αντικείµενο, επιτυγχάνεται
µια κατάσταση που προσεγγίζει την ισορροπία. Στο ϑεωρητικό πλαίσιο των MAES όµως η
µαγνητική πίεση στην πολοειδή και την τοροειδή διεύθυνση και η µαγνητική τάση (λόγω του
Bz) περιορίζουν επιπλέον το πλάσµα του δίσκου (magnetic pinching). Αυτό έχει ως αποτέλεσµα
οι µαγνητισµένοι δίσκοι να είναι πιο λεπτοί από τους υδροδυναµικούς και στο εσωτερικό τους
η κατάσταση µαγνητοϋδροστατικής ισορροπίας περιγράφεται από την κατακόρυφη συνιστώσα
της εξίσωσης ορµής, η οποία γράφεται :

∂P

∂z
' −ρΩ2

Kz +
1

c
(J$Bϕ − JϕB$) (3.34)

Από την εξίσωση αυτή ϐλέπουµε ότι κάθε κατακόρυφη κίνηση που προκύπτει λόγω απόκλι-
σης από την ισορροπία αυτή στο εσωτερικό του δίσκου, είτε ϑα οδηγήσει στην µεταφορά ύλης
προς το midplane εξ΄ αιτίας των δυνάµεων συµπίεσης, είτε ϑα οδηγήσει στην µεταφορά ύλης
στις επιφάνειες του δίσκου, εφόσον η κλίση πίεσης του πλάσµατος καταφέρει να υπερνικήσει
τις υπόλοιπες δυνάµεις. Εποµένως, η µοναδική περίπτωση στην οποία έχουµε κατακόρυφη
µεταφορά υλικού από το εσωτερικό προς τις επιφάνειες είναι αυτή στην οποία η κλίση πίεσης
του πλάσµατος, υπερνικά τις δυνάµεις συµπίεσης του δίσκου.

Συνοψίζοντας, για την εκροή ύλης, γνωρίζουµε τα εξής : καθώς το υλικό του δίσκου προ-
σπίπτει στο κεντρικό αντικείµενο, πλάσµα από τις εξωτερικές περιοχές του δίσκου ϕτάνει στα
ανώτερα στρώµατα των εσωτερικών περιοχών του, όπου η ϑερµική πίεση το «σπρώχνει» κα-
τακόρυφα προς τα πάνω. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα την κίνηση υλικού προς την επιφάνεια
του δίσκου. Στην περιοχή όµως αυτή, η αζιµουθιακή συνιστώσα της δύναµης Lorentz αλ-
λάζει πρόσηµο (γίνεται από αρνητική ϑετική), οπότε το πλάσµα που έρχεται από τα κατώτερα
στρώµατα του δίσκου «ϕορτώνεται» στις µαγνητικές δυναµικές γραµµές και αρχίζει να επι-
ταχύνεται προς τα έξω µέσω του µαγνητοπεριστροφικού µηχανισµού. Η διαδικασία αυτή της
εκροής µπορεί να αναπαρασταθεί σχηµατικά πάνω στο πολοειδές επίπεδο, όπως ϕαίνεται και
στο σχήµα 3.2.
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3.5 Σύνδεση παραµέτρων δίσκου-πιδάκων

Η σύνδεση ενός αστροφυσικού δίσκου προσαύξησης µε τους πίδακες που ξεκινούν από
αυτό είναι ένα πολύ σηµαντικό κοµµάτι της µελέτης του συστήµατος των MAES. Ωστόσο, η
πλήρης ανάλυση της ϕυσικής των πιδάκων και η συσχέτιση των διαφόρων παραµέτρων που
προκύπτουν µε τις παραµέτρους του δίσκου, ϐρίσκονται έξω από τα όρια ενδιαφέροντος της
παρούσας εργασίας. Θα δούµε παρόλα αυτά ορισµένα στοιχεία της συσχέτισης αυτής, τα οποία
ϑα επικαλεστούµε στην συνέχεια.

3.5.1 Αδιάστατες παράµετροι

΄Ενας δίσκος προσαύξησης, στο πλαίσιο της µη ιδεατής MHD περιγράφεται από 11 µεταβλητές :
τις ίδιες 8 µε τις οποίες περιγράφονται οι πίδακες (ιδεατή MHD) και 3 συντελεστές διάχυσης
& µεταφοράς. Στο ισηµερινό επίπεδο του δίσκου, µπορούµε να προσδιορίσουµε τις αρχικές
τιµές των διαφόρων ϕυσικών µεγεθών που εµφανίζονται στο πρόβληµα. Σε µια συγκεκριµένη
ακτίνα r0 γράφουµε:

P0 = ρ0Ω2
Kh

2

T0 =
GMmp
kB$0

ε2

ur,0 = −u0 = −ms ε ΩK $0 όπου ms = 2qµ1+Λ
Λ = αvε(1 + Λ)

duz
dz

∣∣
z=0

=
u0
$ (ξ − 1)

Ω0 = δ ΩK όπου δ =
(

1− ε2
[
m2
s

2 + 2(2− β) + µRm
])1/2

ρ0 = Ṁao
4πΩK $3

s ms ε
2

B0 =
(
µ
ms

)1/2 (
ṀaoΩK
$0

)1/2
όπου µ =

B2
0

4πP0

dBφ
dz

∣∣∣
z=0

= −4πJr,0 = −qB0
h όπου q = αm Pm Λ ε

2µ1/2 δ

Jφ,0 = Rm
B0

4π$ όπου Rm = Pm(1 + Λ)

(3.35)

όπου νv = αvΩKh
2, ΩK =

√
GM/$3

0
και Ṁa0 = Ṁa ($0). Η παράµετρος β = d ln a/d ln$0

(3.22) περιγράφει την κατανοµή της µαγνητικής ϱοής, ενώ η τιµή της παραµετρου Λ πρέπει
να ικανοποιεί την σχέση 3.33. Συνεπώς, εκτός από τις παραµέτρους που ϕαίνονται στην σχέση
3.33 (ε, αm, χm, Pm), εµφανίζονται ακόµα τρεις : η παράµετρος κατανοµής της µαγνητικής
ϱοής β, η παράµετρος µ που περιγράφει πόσο ισχυρό είναι το µαγνητικό πεδίο και ο δείκτης
εκροής ξ.

Ορισµένες από τις ποσότητες της σχέσης 3.35, ϑα τις χρησιµοποιήσουµε στη συνέχεια για
τον προσδιορισµό των αρχικών συνθηκών του προβλήµατος που ϑα προκύψει.



Κεφάλαιο 4

Αυτοόµοιες Λύσεις

4.1 Εισαγωγή

Προκειµένου να µελετήσουµε την δυναµική στο εσωτερικό ενός αστροφυσικού δίσκου προ-
σαύξησης, ϑα πρέπει να λύσουµε στην περιοχή αυτή το πλήρες σύστηµα εξισώσεων της µη
ιδεατής µαγνητοϋδροδυναµικής (resistive MHD). Ωστόσο η διαδικασία αυτή απαιτεί δύσκολες
και χρονοβόρες 2D και 3D αριθµητικές προσωµοιώσεις.

Θεωρώντας το σύστηµα στάσιµο (∂/∂t = 0) και συµµετρικό ως προς την αζιµουθιακή γωνία
(∂/∂ϕ = 0), υποθέσεις που έχουµε εξηγήσει προηγουµένως, το σύστηµα αυτό απλοποιείται
µέχρι έναν ϐαθµό, παραµένει όµως δύσκολο να λυθεί καθώς συνεχίζει να είναι σύστηµα µη
γραµµικών, µερικών διαφορικών εξισώσεων (Μ∆Ε). Αναζητώντας όµως λύσεις συγκεκριµένης
µορφής, µπορούµε να µετατρέψουµε το σύστηµα µερικών διαφορικών εξισώσεων σε ένα σύστη-
µα συνήθων διαφορικών εξισώσεων (Σ∆Ε), το οποίο µπορούµε να χειριστούµε µε µεγαλύτερη
ευκολία.

Υποθέτουµε ότι η ϐαρύτητα είναι η κυρίαρχη πηγή ενέργειας και σχετίζεται ϑεµελιωδώς µε
την δυναµική των δίσκων προσαύξησης. Εποµένως, εάν µία MAES εκτείνεται σε µεγάλο εύρος
ακτίνων, η πυκνότητα µαγνητικής ενέργειας κατά πάσα πιθανότητα ακολουθεί την ακτινική
κλίµακα που επιβάλλεται από την πυκνότητα ϐαρυτικής ενέργειας. Το ϐαρυτικό δυναµικό σε
κυλινδρικές συντεταγµένες γράφεται [1]:

ΦG(r, z) = −GM
r

(
1 +

z2

r2

)−1/2

(4.1)

Εφόσον ο δίσκος είναι ένα σύστηµα που υπόκειται στην δράση της ϐαρύτητας, η οποία κυριαρ-
χεί, κάθε ϕυσική ποσότηταA(r, z) ϑα περιγράφεται από µια εξίσωση ανάλογης µορφής, δηλαδή
A(r, z) = GA(r)fA

(
z
r

)
. Επειδή η ϐαρύτητα είναι νόµος δύναµης της ακτινικής απόστασης,

χρησιµοποιούµε την ακόλουθη υπόθεση:

A(r, z) = Ae

(
r

re

)aA
fA(χ) (4.2)

όπου χ = z/h(r) = z/ε r είναι η αυτοόµοια µεταβλητή και re η εξωτερική ακτίνα του δίσκου.
Χρησιµοποιώντας την υπόθεση αυτή της αυτοοµοιότητας, λύνοντας το σύστηµα εξισώσεων κατά
µήκος µίας γραµµής ϱοής (Ψ = const.), µπορούµε να υπολογίσουµε όλες τις ϕυσικές ποσότη-
τες που εµπλέκονται στο πρόβληµα κατά µήκος κάθε άλλης γραµµής ϱοής. Επειδή µελετάµε
τον δίσκο προσαύξησης και αναφερόµαστε σε µη ιδεατή µαγνητοϋδροδυναµική (resistive MHD)
οι γραµµές ϱοής δεν ταυτίζονται µε τις µαγνητικές δυναµικές γραµµές όπως συµβαίνει στην
ιδεατή MHD (για παράδειγµα στους πίδακες) [14].

Στα πλαίσια της παρούσας εργασίας, ως αυτοόµοια µεταβλητή ϑα χρησιµοποιήσουµε την
πολική γωνία θ των πολικών συντεταγµένων, εποµένως κάθε άγνωστη ϕυσική ποσότητα Q(r, θ)
ϑα γραφεί στην µορφή:

Q(r, θ) = K0r
λQfQ(θ) (4.3)
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όπου K0 οι µονάδες κάθε ποσότητας Q και fQ(θ) οι άγνωστοι του προβλήµατος.
Καθότι το σύστηµα Σ∆Ε που ϑα προκύψει ϑα ολοκληρωθεί µε την ϐοήθεια κώδικα, πρέπει

οι εξισώσεις να είναι αδιάστατες. Ορίζουµε λοιπόν τρεις ϐασικές µονάδες µέτρησης, ϐάσει
των οποίων ϑα υπολογίσουµε τις µονάδες όλων των υπόλοιπων µεγεθών. Οι µονάδες που
επιλέγουµε είναι οι εξής : r0 ,u0 και B0 , όπου r0 αντιστοιχεί στην ακτινική απόσταση στην ϐάση
της γραµµής ϱοής στο επίπεδο z = 0 (midplane του δίσκου), ενώ B0 και u0 είναι αντίστοιχα οι
τιµές του µαγνητικού πεδίου και της αζιµουθιακής ταχύτητας περιστροφής του δίσκου στο ίδιο
σηµείο.

Για να αδιαστατοποιήσουµε την πίεση, ϑεωρούµε ως µονάδα την τιµή της µαγνητικής πίεσης
στη ϐάση της γραµµής ϱοής, δηλαδή P0 = B2

0
/8π. Χρησιµοποιώντας την τιµή αυτή και τον

ορισµό της ταχύτητας του ήχου για πολυτροπικό ϱευστό C2
s = γP/ρ, ϐρίσκουµε την µονάδα

πυκνότητας να είναι ρ0 = B2
0
/8πu2

0
. Στη συνέχεια, µέσω της καταστατικής εξίσωσης των

ιδανικών αερίων, ϐρίσκουµε την µόνάδα ϑερµοκρασίας να είναι T0 = µmu2
0/kB, µε T0 να είναι

η ϑερµοκρασία στη ϐάση της γραµµής ϱοής. Μπορούµε εποµένως να γράψουµε:

Συνιστώσες Μαγνητικού Πεδίου

Br(r, θ) = B0

(
r

r0

)λBr
f1(θ)

Bθ(r, θ) = B0

(
r

r0

)λBθ
f2(θ)

Bϕ(r, θ) = B0

(
r

r0

)λBϕ
f3(θ)

Καταστατικά Μεγέθη

P (r, θ) =
B2

0

8π

(
r

r0

)λP
f0(θ)

ρ(r, θ) =
B2

0

8πu2
0

(
r

r0

)λρ
f4(θ)

T (r, θ) =
µmu2

0

kB

(
r

r0

)λT
f5(θ)

(4.4)

Για την αδιαστατοποίηση του ϐαθµωτού ηλεκτρικού δυναµικού Φ(r, θ), χρησιµοποιούµε τις
µονάδες Φ0 = r0u0B0/c, όπως προκύπτει από την εξίσωση επαγωγής. Εποµένως έχουµε:

Βαθµωτό Ηλεκτρικό ∆υναµικό

Φ(r, θ) =
r0u0B0

c

(
r

r0

)λΦ

fΦ(θ)
(4.5)

Οι συντελεστές των ϕαινοµένων µεταφοράς (ιξώδες και διάχυση του µαγνητικού πεδίου) µε-
τρώνται σε µόναδες µήκους επί µονάδες ταχύτητας, δηλαδή γράφουµε:

Συντελεστές Φαινοµένων Μεταφοράς

νυ(r, θ) = r0u0

(
r

r0

)λνυ
fνυ(θ)

ηp(r, θ) = r0u0

(
r

r0

)ληp
mp(θ)

ηϕ(r, θ) = r0u0

(
r

r0

)ληϕ
mt(θ)

(4.6)

όπου η µορφή των συναρτήσεων fνυ(θ), mp(θ) και mt(θ) ϑα επιλεγεί στη συνέχεια.
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΄Επειτα γράφουµε την συνάρτηση ϱοής ως εξής :

Ψ(r, θ) = Ψ0r
κfΨ(θ) (4.7)

και από την εξίσωση συνέχειας παίρνουµε:

~∇(ρ~u) = 0⇒ 1

r2

∂

∂r
(r2ρur) +

1

r sin θ

∂

∂θ
(sin θρuθ) +

1

r sin θ

∂ρuϕ
∂ϕ

= 0 (4.8)

Σε κυλινδρικές συντεταγµένες ισχύει ότι :

4πρ~up = ~∇Ψ× ϕ̂

$
(4.9)

όπου ~up = u$$̂ + uz ẑ η πολοειδής ταχύτητα.
Σε σφαιρικές συντεταγµένες, η παραπάνω εξίσωση γίνεται :

4πρ(urr̂ + uθθ̂) = ~∇×
(

1

r sin θ
Ψ(r, θ)ϕ̂

)

⇒ ~∇×
(

1

r sin θ
Ψ(r, θ)ϕ̂

)
=

1

sin θ
rκ−2f ′Ψr̂ −

1

sin θ
fΨκr

κ−2θ̂

4πρur =
1

sin θ
rκ−2f ′Ψ ⇒ ur(r, θ) =

1

4πρ sin θ
rκ−2f ′Ψ

4πρuθ = −κ 1

sin θ
rκ−2fΨ ⇒ uθ(r, θ) = −κ 1

4πρ sin θ
rκ−2fΨ

(4.10)

uϕ(r, θ) = u0Ω(r, θ)r sin θ (4.11)

Προκειµένου να είναι αδιάστατες οι συνιστώσες up και uϕ, πρέπει και η συνάρτηση ϱοής
να είναι αδιάστατη, οπότε ϐρίσκουµε:

Συνάρτηση Ροής

Ψ(r, θ) =
B2

0
r2

0

u0

(
r

r0

)κ
fΨ(θ)

(4.12)

και οι ταχύτητες γίνονται :

Συνιστώσες Ταχύτητας

ur(r, θ) =
2u0

sin θ

(
r

r0

)(κ−2−λρ) f ′Ψ(θ)

f4(θ)

uθ(r, θ) = −2κu0

sin θ

(
r

r0

)(κ−2−λρ) fΨ(θ)

f4(θ)

uϕ(r, θ) = u0

(
r

r0

)λΩ+1

ω(θ) sin θ

(4.13)

4.2 Σύστηµα διαφορικών εξισώσεων

Αφού γράψαµε όλες τις ϕυσικές ποσότητες που επλέκονται στο πρόβληµα στην µορφή της
εξίσωσης 4.3, µπορούµε πλέον να µετασχηµατίσουµε το σύστηµα των µερικών διαφορικών
εξισώσεων της µη ιδεατής MHD, σ΄ ένα σύστηµα συνήθων διαφορικών εξισώσεων µε πρώτες πα-
ϱαγώγους ως προς την µεταβλητή θ. Κατά την διάρκεια της αλλαγής αυτής, ϑα προσδιορίσουµε
τους εκθέτες λQ στους νόµους δύναµης των διάφορων ϕυσικών ποσοτήτων.
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4.2.1 Εξίσωση Ορµής

Στην περίπτωση της µη ιδεατής µαγνητοϋδροδυναµικής, δεδοµένης της στασιµότητας, η
εξίσωση ορµής γράφεται :

ρ(~u · ~∇)~u = −~∇P − ρ~∇ΦG +
~J × ~B

c
+ ~∇ ·T (4.14)

όπου οι όροι του δεξιού µέλους είναι διαδοχικά η κλίση της πίεσης, η ϐαρύτητα, η δύναµη
Lorentz (µε µo ~J = ~∇ · ~B την πυκνότητα του ϱεύµατος) και οι δυνάµεις λόγω ιξώδους (όπου
T είναι ο τανυστής τυρβώδους τάσης, ο οποίος συνδέεται µε το κινηµατικό ιξώδες νυ ) Πρωτού
να αναλύσουµε την εξίσωση ορµής σε συνιστώσες, πρέπει να προσδιορίσουµε την µορφή των
ϱευµάτων καθώς και τον όρο του ιξώδους.

Στην ενότητα 3.2 είδαµε πως σε ένα αστροφυσκό δίσκο προσαύξησης υπάρχουν δύο ϐασικοί
µηχανισµοί µέσω των οποίων αποσπάται στροφορµή από το σύστηµα. Απαγωγή στροφορµής
από τον δίσκο µπορούµε να έχουµε λόγω ύπαρξης µαγνητοϋδροδυναµικών εκροών (πίδακες)
ή λόγω ϱοπών που ασκούνται στον δίσκο από το ενεργό ιξώδες. Στην σχέση 3.17 ορίσαµε την
παράµετρο Λ µέσω της οποίας µπορούµε να συγκρίνουµς τους δύο µηχανισµούς και δίνεται
από την εξίσωση:

Λ =

∣∣∣∣ Jet Torque

Turbulent Torque

∣∣∣∣
z=0

=

∣∣∣∣∣ Fϕ

(~∇ ·T) · ϕ̂

∣∣∣∣∣
z=0

=

∣∣∣∣∣∣∣
(
~J× ~B
c

)
ϕ̂

(~∇ ·T)ϕ̂

∣∣∣∣∣∣∣ (4.15)

Αν Λ < 1 τότε έχουµε απαγωγή στροφορµής λόγω ιξώδους, ενώ αν Λ ≥ 1 τότε έχουµε απαγωγή
στροφορµής µέσω των ϱοπών του µαγνητικού πεδίου (πίδακες).

Ο µηχανισµός του ενεργού ιξώδους αποσπά στροφορµή από τον δίσκο µεταφέροντας ορµή
από την ϕ̂ στην $̂ κατεύθυνση. Η µεταφορά αυτή εκφράζεται µέσω του στοιχείου σ$ϕ του
τανυστή ιξώδους T (σε κυλινδρικές συντεταγµένες) [15]:

T =

 0 σ$ϕ 0
0 0 0
0 0 0

 (4.16)

για τον οποίο έχουµε υποθέσει ότι τα υπόλοιπα στοιχεία δεν συνεισφέρουν σηµαντικά κι
έτσι τα ϑεωρούµε αµελητέα. Επειδή η επεξεργασία των εξισώσεων ϑα γίνει σε σφαιρικές συντε-
ταγµένες, µετασχηµατίζουµε τον πίνακα στς συντεταγµένες αυτές κι έχουµε:

T =

 0 0 sin θσ$ϕ
0 0 cos θσ$ϕ
0 0 0

 (4.17)

Στα πλαίσια της εργασίας αυτής, ϑεωρούµε ότι ένας αστροφυσικός δίσκος προσαύξησης
είναι λεπτός (δηλαδή θ ' π/2 στο εσωτερικό του), το µη µηδενικό στοιχείο του τανυστή T σε
σφαιρικές συντεταγµένες ϑα είναι περίπου ίσο µε το αντίστοιχο στοιχείο σε κυλινδρικές, δηλαδή
ϑα ισχύει : σ$ϕ ' σrϕ. ΄Αρα ο τανυστής γίνεται :

T =

 0 0 σrϕ
0 0 0
0 0 0

 (4.18)
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Εποµένως, το µοναδικό στοιχείο του τανυστή του ιξώδους που χρειάζεται να υπολογίσουµε
είναι το σrϕ, το οποίο γνωρίζουµε από την υδροδυναµική ϑεωρία των δίσκων και δίνεται από
την σχέση [21], [22]:

σrϕ =
ην

r sin θ

[
∂ur
∂ϕ

+ r2 sin θ
∂

∂r

(uθ
r

)]
= ηνr

∂

∂r

(uϕ
r

)
(4.19)

όπου ην είναι ο συντελεστής δυναµικού ιξώδους και συνδέεται µε τον συντελεστή κινηµατικού

ιξώδους µέσω της σχέσης : ην = ρνυ. Αντικαθιστώντας στην τελευταία εξίσωση τα απαραίτητα
αδιάστατα µεγέθη όπως αυτά ορίζονται στις σχέσεις 4.4, 4.6 και 4.13, προκύπτει ότι το στοιχείο
σrϕ του τανυστή δίνεται από την σχέση:

σrϕ =
B2

0

8π

(
r

r0

)(λρ+λνυ+λΩ)

λΩ sin θ f4(θ) fνυ(θ) ω(θ) (4.20)

Τελικά, µπορούµε να υπολογίσουµε τον τελευταίο όρο της εξίσωσης ορµής 4.14 (δύναµη λόγω

ιξώδους), τον οποίο ϐρίσκουµε να είναι :

~∇ ·T =

(
∂σrϕ
∂r

+
2σrϕ
r

)
· ϕ̂ (4.21)

Για να υπολογίσουµε την δύναµη Lorentz στην εξίσωση ορµής πρέπει να ϐρούµε την

έκφραση των συνιστωσών του ϱεύµατος ~J . Ξεκινώντας από τον νόµο του Ampère (σχέση 4.22)
και χρησιµοποιώντας τις εκφράσεις για τις συνιστώσες του µαγνητικού πεδίου από την εξίσωση
4.4 ϐρίσκουµε τα ϱεύµατα να είναι :

~J =
c

4π
~∇× ~B (4.22)

Συνιστώσες Ηλεκτρικού Ρεύµατος

Jr(r, θ) =
c

4π
B0

rλBϕ−1

r
λBϕ
0

(f ′3(θ) + cot θf3(θ))

Jθ(r, θ) = − c

4π
B0(1 + λBϕ)

rλBϕ−1

r
λBϕ
0

f3(θ)

Jϕ(r, θ) =
c

4π
B0

(
(λBθ + 1)

rλBθ−1

r
λBθ
0

f2(θ)− rλBr−1

r
λBr
0

f ′1(θ)

)
(4.23)

΄Εχοντας προσδιορίσει τις εκφράσεις όλων των απαραίτητων µεγεθών, µπορούµε τώρα να
επεξεργαστούµε κάθε συνιστώσα της εξίσωσης ορµής ξεχωριστά.
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r̂ συνιστώσα εξίσωσης ορµής

Η προβολή της εξίσωσης 4.14 στην ακτινική διεύθυνση (r̂) µας δίνει την ακτινική συνιστώσα
της εξίσωσης ορµής, η οποία είναι :

ρ

(
ur
∂ur
∂r

+
uθ
r

∂ur
∂θ
−
u2
θ + u2

ϕ

r

)
= −∂P

∂r
− ρGM

r2
+

1

c
(JθBϕ − JϕBθ) (4.24)

Αντικαθιστώντας στην παραπάνω εξίσωση τις εκφράσεις για τις ταχύτητες, τα µαγνητικά
πεδία, την πυκνότητα και την πίεση από την 4.4 και τα ϱεύµατα από την 4.23, παίρνουµε:

B2
0

2π

(κ− 2− λρ)
sin2 θ

1

r

(
r

r0

)2(κ−2)−λρ f ′2Ψ
f4

+
B2

0

2π

κ2

sin θ

1

r

(
r

r0

)2(κ−2)−λρ f2
Ψ

f4
−

−
B2

0

8π

1

r

(
r

r0

)2(λΩ+1)+λρ

f4ω
2 sin2 θ−

−
B2

0

2π

κ

sin2 θ

1

r

(
r

r0

)2(κ−2)−λρ fΨ

f2
4

(f ′′Ψf4 − f ′Ψf ′4 − f ′Ψf4 cot θ)+

+λP
B2

0

8π

1

r

(
r

r0

)λP
f0 +

B2
0

8π

GM

r0u
2
0

1

r

(
r

r0

)λρ−1

f4 +
B2

0

4π
(λBϕ + 1)

1

r

(
r

r0

)2λBϕ

f2
3 +

+
B2

0

4π
(λBθ + 1)

1

r

(
r

r0

)2λBθ
f2

2 −
B2

0

4π

1

r

(
r

r0

)λBr+λBθ
f ′1f2 = 0

(4.25)

Απαιτούµε τώρα όλοι οι εκθέτες των r να είναι ίσοι µεταξύ τους, οπότε παίρνουµε τις
ακόλουθες σχέσεις :

2(κ− 2)− λρ = λρ − 1, λP = λρ − 1

2λΩ + 2 + λρ = λρ − 1, λρ − 1 = λBϕ

λρ − 1 = λBθ , λBr + λBθ = λρ − 1

(4.26)

Αν εκφράσουµε όλους του εκθέτες λQ συναρτήσει της παραµέτρου κ, παίρνουµε:

λρ = κ− 3

2
, λP = κ− 5

2

λΩ = −3

2
, λBr = λBθ = λBϕ =

1

2

(
κ− 5

2

) (4.27)

Εφόσον απαιτούµε να ισχύουν οι παραπάνω σχέσεις για τους εκθέτες και για r 6= 0, προ-
κύπτει η αδιάστατη διαφορική εξίσωση για την r̂ συνιστώσα της εξίσωσης ορµής, στην οποία
έχουµε µόνο συναρτήσεις του θ και παραγώγους τους ως προς την ίδια µεταβλητή. Η εξίσωση
αυτή είναι :

4

sin2 θ

{
−1

2

f ′2Ψ

f4

− κfΨ

f 2
4

(f ′′Ψf4 − fΨf
′
4 − f ′Ψf4 cot θ) + κ2f

2
Ψ

f4

}
− 2f ′1f2−

−f4ω
2 sin2 θ +

(
κ− 5

2

)
f0 − λf4 +

(
κ− 1

2

)
f 2

3 +

(
κ− 1

2

)
f 2

2 = 0

(4.28)

Βλέπουµε ότι ϑεωρώντας αυτοόµοια µορφή για τις λύσεις του προβλήµατος, πράγµατι κατα-
ϕέραµε να µετατρέψουµε την µερική διαφορική εξίσωση σε συνήθη, µε παραγώγους µόνο ως
προς την αυτοόµοια µεταβλητή θ (f ′ σηµαίνει df/dθ).
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θ̂ συνιστώσα εξίσωσης ορµής

Επαναλαµβάνουµε την ανωτέρω διαδικασία για την προβολή της εξίσωσης 4.14 στην διεύ-
ϑυνση θ̂ της εξίσωσης ορµής, για την οποία παίρνουµε:

ρ

(
ur
∂uθ
∂r

+
uθ
r

∂uθ
∂θ + uθur

r

−
u2
ϕ cot θ

r

)
= −1

r

∂P

∂θ
− 1

c
(JrBϕ − JϕBr) (4.29)

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση αυτή τις εκφράσεις για τις ταχύτητες, τα µαγνητικά πεδία,
την πυκνότητα και την πίεση από την 4.4 και τα ϱεύµατα από την 4.23, παίρνουµε:

−
B2

0

2π

κ(κ− 2− λρ)
sin2 θ

1

r

(
r

r0

)2(κ−2)−λρ f ′ΨfΨ

f4
−
B2

0

2π

κ

sin2 θ

1

r

(
r

r0

)2(κ−2)−λρ f ′ΨfΨ

f4
+

+
B2

0

2π

κ2

sin θ

1

r

(
r

r0

)2(κ−2)−λρ fΨ

f2
4

(
f ′Ψf4 − fΨf

′
4 − fΨf4 cot θ

)
+
B2

0

8π

1

r

(
r

r0

)λP
f ′

0
−

−
B2

0

8π

1

r

(
r

r0

)2(λΩ+1)+λρ

f4ω
2 sin θ cos θ +

B2
0

4π

1

r

(
r

r0

)2λBϕ

f3

(
f ′3 + f3 cot θ

)
+

−
B2

0

4π
(λBθ + 1)

1

r

(
r

r0

)λBr+λBθ
f2f1 +

B2
0

4π

1

r

(
r

r0

)2λBr

f ′1f1 = 0

(4.30)

Βλέπουµε ότι ικανοποιούνται οι εξισώσεις 4.27 που προέκυψαν από την προηγούµενη
εξίσωση µε την απαίτηση όλοι οι εκθέτες του r να είναι ίσοι µεταξύ τους, οπότε αν ισχύει και
r 6= 0 παίρνουµε την εξίσωση:

4

sin2 θ

{
−κ

2

fΨf
′
Ψ

f4

+ κ2fΨ

f 2
4

(f ′Ψf4 − fΨf
′
4 − fΨf4 cot θ)

}
+ 2f ′1f1−

−ω2f4 sin θ cos θ + f ′
0

+ 2f3f
′
3 + 2f 2

3 cot θ −
(
κ− 1

2

)
f1f2 = 0

(4.31)

ϕ̂ συνιστώσα εξίσωσης ορµής

Οµοίως προκύπτει από την 4.14 η ϕ̂ συνιστώσα της εξίσωσης ορµής:

ρ

(
ur
∂uϕ
∂r

+
uθ
r

∂uϕ
∂θ

+
uϕuθ
r

+
uϕuθ cot θ

r

)
=

1

c
(JrBθ − JθBr) +

∂σrϕ
∂r

+
2σrϕ
r

(4.32)

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση αυτή τις εκφράσεις για τις ταχύτητες, τα µαγνητικά πεδία,
την πυκνότητα και την πίεση από την 4.4, τα ϱεύµατα από την 4.23 και τον όρο σrϕ του ιξώδους
από την εξίσωση 4.20 παίρνουµε:

(λΩ + 1)
1

r0

(
r

r0

)κ−2+λΩ

ωf ′Ψ − κ
1

r0

(
r

r0

)κ−2+λΩ

fΨ

(
ω′ + ω cot θ

)
−

−κ 1

r0

(
r

r0

)κ−2+λΩ

ωfΨ −
1

r0

(
r

r0

)κ−2+λΩ

ωfΨ cot θ − λΩ
1

r

(
r

r0

)λΩ+λρ+λνυ

ωf4fνυ sin θ−

−1

r

(
r

r0

)λBϕ+λBθ
f2

(
f ′3 + f3 cot θ

)
−
(
λBϕ + 1

) 1

r

(
r

r0

)λBϕ−λBθ
f2

(
f ′3 + f3 cot θ

)
−

−1

2
λΩ (λΩ + λρ + λνυ)

1

r

(
r

r0

)λρ+λΩ+λνυ

ωf4fνυ sin θ = 0

(4.33)
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Οι εξισώσεις 4.27 ινακοποιούνται, ενώ από την απαίτηση όλοι οι εκθέτες του r να είναι
µεταξύ τους ίσοι, ϐρίσκουµε ότι η τιµή του εκθέτη για την ακτινική εξάρτηση του συντελεστή
κινηµατικού ιξώδους νυ(r, θ) είναι :

λνυ =
1

2
(4.34)

Η αδιάστατη συνήθης διαφορική εξίσωση που προκύπτει είναι :

f ′Ψω + 2κfΨω
′ + 2κωfΨ cot θ + 2κωfΨ + 2ωfΨ cot θ + 2f2f

′
3+

+2f2f3 cot θ +

(
κ− 1

2

)
f1f3 −

3

2

(
κ− 1

2

)
ωf4fνυ sin θ = 0

(4.35)

Η µορφή της συνάρτησης fνυ(θ) επιλέγεται από εµάς ώστε η τιµή της να είναι µέγιστη στο
ισηµερινό επίπεδο του δίσκου (z = 0) και να µειώνεται καθώς πλησιάζουµε στο όριο του δίσκου
και τελικά να µηδενίζεται έξω από αυτόν, όταν πλέον δεν υπάρχει ιξώδες. Εποµένως, για την
fνυ(θ) επιλέγουµε την µορφή:

fνυ(θ) = fνυ0 · exp

[
−
(

z

h(r)

)4
]

= fνυ0 · exp

[
−
(

cos θ

ε sin θ

)4
]

(4.36)

όπου fνυ0 η τιµή της συνάρτησης στο midplane του δίσκου (δηλαδή για θ = π/2) Για λόγους
πληρότητας, παραθέτουµε και τις εκφράσεις των τριών συνιστωσών του ηλεκτρικού πεδίου ~E,
όπως προκύπτουν από τον νόµο του Ohm ( ~E = −~uc × ~B +

~J
σ ), συναρτήσει των γνωστών πλέον

µεγεθών ~u, ~B και ~J :

Er =
4πηp
c2

Jr −
1

c
(uθBϕ − uϕBθ)

Eθ =
4πηp
c2

Jθ +
1

c
(urBϕ − uϕBr)

Eϕ =
4πηϕ
c2

Jϕ −
1

c
(urBθ − uθBr)

(4.37)

Αν αντικαταστήσουµε τις σχέσεις 4.4, 4.6, 4.13, 4.23 στις σχέσεις 4.37, παίρνουµε:

Er =
1

c

[(
r

r0

) 1
2

(κ−7)

u0B0

(
f ′3 + cot θf3

)
+

2κu0B0

sin θ

(
r

r0

) 1
2

(κ−7) fΨ f3

f4
+

+u0B0

(
r

r0

) 1
2

(κ−5)

ω f2 sin θ

]

Eθ =
1

c

[
2u0B0

sin θ

(
r
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) 1
2

(κ−7) f ′Ψ f3

f4
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(
r
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) 1
2

(κ−5)

ω f1 sin θ

]
−

−1

c

1

2

(
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2
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r

r0

) 1
2
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u0B0mpf3
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1

c

1

2

(
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2

)
u0B0

(
r
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) 1
2

(κ−7)

mtf2 −
1

c
u0B0

(
r

r0

) 1
2

(κ−7)

mtf
′
1−

−1

c

[
∂u0B0

sin θ

(
r

r0

) 1
2

(κ−7) f ′Ψf2

f4
− u0B0

(
r

r0

) 1
2

(κ−5)

ωf1 sin θ

]

(4.38)
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4.2.2 Νόµος του Gauss για το µαγνητικό πεδίο

Ξεκινάµε µε τον νόµο του Gauss, τον οποίο ολοκληρώνουµε και παίρνουµε τις συνιστώσες
του µαγνητικού πεδίου πάνω στο πολοειδές επίπεδο συναρτήσει της συνάρτησης µαγνητικής
ϱοής α:

~∇ · ~B = 0⇔ ∂

∂r
(r2 sin θBr) =

∂

∂θ
(−r sin θBθ) (4.39)

Αν α(r, θ), είναι η συνάρτηση µαγνητικής ϱοής, µπορούµε να γράψουµε:

∂α(r, θ)

∂θ
= r2 sin θBr ⇒ Br =

1

r2 sin θ

∂α(r, θ)

∂θ
∂α(r, θ)

∂r
= −r sin θBθ ⇒ Bθ = − 1

r sin θ

∂α(r, θ)

∂r

(4.40)

Εποµένως, η πολοειδής συνιστώσα του µαγνητικού πεδίου µπορεί να γραφεί ως εξής :

~Bp =
1

r2 sin θ

∂α(r, θ)

∂θ
r̂ − 1

r sin θ

∂α(r, θ)

∂r
θ̂ (4.41)

Στην ακτινική συνιστώσα της τελευταίας εξίσωσης, χρησιµοποιούµε την µορφή του Br που
δίνεται στην σχέση 4.4 και παίρνουµε ότι :

f1(θ) =
r
λBr
0

B0

r−α
1

sin θ

∂α(r, θ)

∂θ
(4.42)

όπου α = λBr + 2. Η συνάρτηση f1 είναι αποκλειστικά συνάρτηση του θ και στο δεξί µέρος της
εξίσωσης 4.42 έχουµε συναρτήσεις τόσο του θ, όσο και του r. Συνεπώς για να ισχύει η σχέση
αυτή, η συνάρτηση µαγνητικής ϱοής πρέπει να έχει τη µορφή:

α(r, θ) =
B0

r
λBr
0

rαfα(θ) (4.43)

Μπορούµε να συνδέσουµε την παράµετρο α µε την παράµετρο κ µέσω του λBr , από όπου και
προκύπτει η ακόλουθη σχέση:

κ =
3

2
− 2α (4.44)

Επανερχόµαστε στον νόµο του Gauss, που σε σφαιρικές συντεταγµενες γράφεται ως :

1

r2

∂

∂r
(r2Br) +

1

r sin θ

∂

∂θ
(sin θBθ) = 0 (4.45)

Αντικαθιστώντας τα Br και Bθ από την σχέση 4.4, προκύπτει η ακόλουθη αδιάστατη συνήθης
διαφορική εξίσωση:

1

2

(
κ+

3

2

)
f1 + f ′2 + f2 cot θ = 0 (4.46)
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4.2.3 Εξίσωση Επαγωγής

Συνδυάζοντας τον νόµο του Faraday
(
~∇× ~E = −1

c
∂ ~B
∂t

)
µε τον νόµο του Ohm(

~E = −~uc × ~B + c
4πσ

~∇× ~B
)

παίρνουµε την εξίσωση επαγωγής (εξίσωση του δυναµό):

~∇× (~u× ~B)− ~∇×
[
η(~∇× ~B)

]
= 0 (4.47)

όπου η, ο τανυστής διάχυσης του µαγνητικού πεδίου.

η =

 ηp(r, θ) 0 0
0 ηp(r, θ) 0
0 0 ηϕ(r, θ)

 (4.48)

Το η δεν είναι σταθερό, αλλά µεταβάλλεται µέσα στον δίσκο, ενώ ϑα πρέπει να µηδενίζεται
έξω από αυτόν.

Μπορούµε να γράψουµε:

~∇×
[
(~u× ~B)− η(~∇× ~B)

]
= 0⇒ (~u× ~B)− η(~∇× ~B) = c~∇Φ(r, θ) (4.49)

όπου c η ταχύτητα του ϕωτός και Φ(r, θ) το ηλεκτρικό δυναµικό, το οποίο συνδέεται µε το
ηλεκτρικό πεδίο µέσω της σχέσης ~E = −~∇Φ.

~u× ~B =

∣∣∣∣∣∣
r̂ θ̂ ϕ̂
ur uθ uϕ
Br Bθ Bϕ

∣∣∣∣∣∣ = r̂(uθBϕ − uϕBθ)− θ̂(urBϕ − uϕBr) + ϕ̂(urBθ − uθBr) (4.50)

~∇× ~B =
1

r sin θ

[
∂

∂θ
(sin θBϕ)− ∂Bθ

∂ϕ

]
r̂+

1

r

[
1

sin θ

∂Br
∂ϕ
− ∂

∂r
(rBϕ)

]
θ̂+

1

r

[
∂

∂r
(rBθ)−

∂Br
∂θ

]
ϕ̂

(4.51)
r̂ συνιστώσα εξίσωσης επαγωγής

Από την εξίσωση 4.49, µέσω των εξισώσεων και 4.51 παίρνουµε την r συνιστώσα της εξίσωση
επαγωγής, η οποία είναι :

uθBϕ − uϕBθ =
ηp

r sin θ

∂

∂θ
(sin θBϕ) + c

∂Φ

∂r
(4.52)

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση αυτή τις εκφράσεις για τις ταχύτητες, τα µαγνητικά πεδία,
την πυκνότητα και την πίεση από την 4.4, τον συντελεστή διάχυσης του µαγνητικού πεδίου
στην πολοειδή κατεύθυνση από την 4.6 και το ηλεκτρικό πεδίο από την 4.5 παίρνουµε:

− 2κ

sin θ

(
r

r0

)κ−2−λρ+λBϕ fΨf3

f4
−
(
r

r0

)λΩ+1+λBθ
ωf2 sin θ−

−
(
r

r0

)ληp+λBϕ−1

mp(f
′
3 + f3 cot θ)− λΦ

(
r

r0

)λΦ

fΦ = 0

(4.53)

Ζητώντας όλοι οι εκθέτες των r να είναι µεταξύ τους ίσοι, ϐλέπουµε ότι ικανοποιούνται οι
σχέσεις 4.27 και ϐρίσκουµε τον εκθέτη του ηλεκτρικού πεδίου να είναι :

λΦ =
1

2

(
κ− 3

2

)
(4.54)
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Η αδιάστατη εξίσωση που προκύπτει γράφεται :

2κ

sin θ

fΨf3

f4

+ ωf2 sin θ +mpf
′
3 +mpf3 cot θ +

1

2

(
κ− 3

2

)
fΦ = 0 (4.55)

θ̂ συνιστώσα εξίσωσης επαγωγής

Παίρνουµε τώρα την θ̂ συνιστώσα εξίσωσης επαγωγής:

uϕBr − urBϕ +
ηp
r

∂

∂r
(rBϕ) = c

1

r

∂Φ

∂θ
(4.56)

Με τον ίδιο τρόπο που αντιµετωπίσαµε την r̂ συνιστώσα, ϐλέπουµε ότι ικανοποιούνται οι
σχέσεις 4.27 και 4.54 και η αδιάστατη συνήθης διαφορική εξίσωση που προκύπτει είναι :

f1ω sin θ − 1

sin θ

f ′Ψf3

f4

+
1

2

(
κ− 1

2

)
mpf3 − f ′Φ = 0 (4.57)

ϕ̂ συνιστώσα εξίσωσης επαγωγής

Επαναλαµβάνουµε την ανωτέρω διαδικασία για την ϕ̂ συνιστώσα εξίσωσης επαγωγής, που
είναι :

urBθ − uθBr −
ηϕ
r

(
∂

∂r
(rBθ)−

∂Br
∂θ

)
=

c

r sin θ

∂Φ

∂ϕ
(4.58)

Χρησιµοποιώντας την µορφή του συντελεστή διάχυσης του µαγνητικού πεδίου στην αζι-
µουθιακή κατεύθυνση από την σχέση 4.6, ϐρίσκουµε ότι ο εκθέτης του r στην έκφραση αυτή
είναι :

ληϕ =
1

2
(4.59)

και η αδιάστατη εξίσωση που προκύπτει τελικά είναι :

2

sin θ

f ′Ψf2

f4

+
2κ

sin θ

fΨf1

f4

− 1

2

(
κ− 1

2

)
mtf2 +mtf

′
1 = 0 (4.60)

Ορίζουµε :

mp(θ) = mp0 exp

[
−1

2

(
z

h(r)

)2
]

= mp0 exp

[
−1

2

(
cos θ

ε sin θ

)2
]

mt(θ) = mt0 exp

[
−1

2

(
z

h(r)

)2
]

= mt0 exp

[
−1

2

(
cos θ

ε sin θ

)2
] (4.61)

όπου mp0 και mt0 οι τιµές της διάχυσης του µαγνητικού πεδίου στο midplane (θ = π
2 ).

Επιλέγουµε την συγκεκριµένη µορφή (gaussian), διότι ϑέλουµε η διάχυση να είναι µέγιστη
στο ισηµερινό επίπεδο του δίσκου και να ελαττώνεται όσο αποµακρυνόµαστε από αυτό, καθώς
επίσης γιατί ϑέλουµε η διάχυση να µηδενίζει έξω από τον δίσκο, στην περιοχή της ιδεατής
µαγνητοϋδροδυναµικής.
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4.2.4 Καταστατική Εξίσωση

Σε όλες τις εξισώσεις που έχουµε αναλύσει µέχρι τώρα, εµπεριέχονται οι συναρτήσεις f(θ)

που σχετίζονται µε την πίεση και την πυκνότητα, εποµένως η ολοκλήρωση του συστήµατος ϑα
µας δώσει την δυνατότητα να δούµε πως µεταβάλλονται στο εσωτερικό του δίσκου οι ποσότητες
αυτές. Ωστόσο, η τρίτη και τελευταία καταστατική ποσότητα, η ϑερµοκρασία, δεν εµφανίζεται
στις παραπάνω εξισώσεις, οπότε χρειαζόµαστε µία σχέση από την οποία να µπορούµε να υπο-
λογίσουµε την ϑερµοκρασία γνωρίζοντας την πίεση και την πυκνότητα. Η εξίσωση αυτή δεν
είναι διαφορική αλλά αλγεβρική και συγκεκριµένα παίρνουµε την καταστατική εξίσωση των
ιδανικών αερίων :

P = ρ

(
kB
µm

)
T (4.62)

όπου µ το µέσο µοριακό ϐάρος, m η µάζα του πρωτονίου και kB η σταθερά του Boltzmann.
Αντικαθιστώντας τις εκφράσεις πίεσης, πυκνότητας και ϑερµοκρασίας από την εξίσωση 4.4 και
χρησιµοποιώντας τους εκθέτες λ της σχέση 4.27, ϐρίσκουµε ότι :

λT = −1 (4.63)

και η αδιάστατη εξίσωση που προκύπτει είναι :

f0 = f4 · f5 (4.64)

Από την τελευταία αυτή εξίσωση, γνωρίζοντας τις συναρτήσεις πίεσης και πυκνότητας, f0 και
f4 αντίστοιχα, µπορούµε να υπολογίσουµε την f5, η οποία αντιστοιχεί στην ϑερµοκρασία.

4.2.5 Εξίσωση Ενέργειας

Η τελευταία εξίσωση που χρειαζόµαστε για να κλείσει το σύστηµα, είναι αυτή που συνδέει
την εσωτερική ενέργεια ανά µονάδα µάζας του συστήµατος µε την πίεση και την πυκνότητα [4]:

e =
P

(γ − 1)ρ
(4.65)

µέσω της οποίας µπορούµε να γράψουµε τον πρώτο ϑερµοδυναµικό νόµο ως εξής :

Q =
1

γ − 1
~u · ~∇P − γ

γ − 1

P

ρ
~u · ~∇ρ (4.66)

όπου µε Q, συµβολίζεται ο ϱυθµός παροχής ή απώλειας ενέργειας του πλάσµατος, και µε γ
συµβολίζεται ο πολυτροπικός δείκτης. Θεωρούµε ότι η κίνηση σε µια γραµµή ϱοής, η οποία
στην περιοχή του δίσκου δεν ταυτίζεται µε την γραµµή µαγνητικής ϱοής, είναι αδιαβατική,
δηλαδή Q = 0. Στην πραγµατικότητα, το πλάσµα του δίσκου µπορεί να κερδίζει ενέργεια
λόγω ϑέρµανσης Joule, ιξώδους, τυρβώδων κινήσεων ή ακόµα και από την ύπαρξη κάποιας
εξωτερικής πηγής ενέργειας. Αντίστοιχα, µπορεί να χάνει ενέργεια λόγω ύπαρξης τύρβης ή
από εκποµπή ακτινοβολίας. Από αυτά καταλαβαίνουµε ότι το Q δεν µπορεί να είναι στην
πραγµατικότητα µηδενικό, αλλά ϑα είναι ίσο µε τη διαφορά του ϱυθµού της εισερχόµενης
ενέργειας στο σύστηµα (Γ) µε τον ϱυθµό της εξερχόµενης από αυτό ενέργειας (Λ), δηλαδή:

Q = Λ− Γ (4.67)

Αν λάβουµε υπόψιν την ϑέρµανση Joule, την ϑέρµανση λόγω ιξώδους (viscous heating)
καθώς και την ψύξη λόγω ακτινοβολίας, η ποσότητα Q µπορεί να γραφεί ως :

Q =
4π

c2
(η · ~J) · ~J + ην

(
$
∂Ω

∂$

)2

=
4π

c2
(η · ~J) · ~J +

σ2
$ϕ

ην
− ~∇ · ~Srad (4.68)
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Στην σχέση 4.68 συσχετίσαµε τον όρο ϑέρµανσης λόγω ιξώδους µε το στοιχείο σ$ϕ του τανυστή
T, χρησιµοποιώντας τυπολόγιο. Σε σφαιρικές συντεταγµένες, µε την υπόθεση ότι ο δίσκος είναι
λεπτός, ισχύει ότι σ$ϕ ' σrϕ. Για τον όρο ψύξης, ισχύει ότι η ϱοή ενέργειας δι΄ ακτινοβολίας
προσδιορίζεται από την σχέση:

~Srad = − c

κρ
~∇Prad (4.69)

όπου κ ο συντελεστής µέσης αδιαφάνειας Rossland του πλάσµατος και Prad η πίεση ακτινοβο-
λίας [1]. εποµένως, συνδυάζοντας τις σχέσεις 4.66 και 4.68 η εξίσωση ενέργειας γράφεται :

1

γ − 1
~u · ~∇P − γ

γ − 1

P

ρ
~u · ~∇ρ =

4π

c2
(η · ~J) · ~J +

σ2
rϕ

ην
−− c

κρ
~∇Prad (4.70)

Στην τελευταία σχέση δεν ϕαίνεται η συνεισφορά της τύρβης (~∇~qturb = Λturb − Γturb) διότι
ϑεωρούµε ότι ούτε προσθέτει ούτε αποσπά ενέργεια από το σύστηµα, παρά µόνο αναδιανέµει
την υπάρχουσα ενέργεια µέσα στον δίσκο.

Συνοψίζοντας ϐλέπουµε ότι, η πλήρης εξίσωση ενέργειας είναι δύσκολο να επιλυθεί ταυ-
τόχρονα µε τις υπόλοιπες διαφορικές εξισώσεις. Αυτό συµβαίνει διότι εµφανίζονται σε αυτή
όροι µε παραγώγους των άγνωστων συναρτήσεων στο τετράγωνο (στον πρώτο όρο του δεξιού
µέλους της εξίσωσης 4.70), κάτι που καθιστά την επίλυση του συστήµατος των διαφορικών εξι-
σώσεων ακόµα πιο περίπλοκο. Ακόµα, εισάγονται νέες δυσκολίες, αφού η τοπική αδιαφάνεια
κ µεταβάλλεται εντός του δίσκου τόσο στην ακτινική όσο και στην κατακόρυφη διεύθυνση και
ταυτόχρονα γνωρίζουµε µόνο την έκφραση για την πίεση ακτινοβολίας στην περίπτωση ενός
οπτικά πυκνού µέσου (Prad = αT 4), ενώ στον δίσκο το υλικό µπορεί να είναι οπτικά αραιό ήδη
από το midplane. Εποµένως, η ϱεαλιστική αντιµετώπιση της εξίσωσης ενέργειας είναι πρακτικά
αδύνατη, τουλάχιστον στα πλαίσια της παρούσας εργασίας.

Προκειµένου να αποφευχθούν όλες οι δυσκολίες που εισάγει στο πρόβληµα η χρήση της
πλήρους εξίσωσης ενέργειας, στις περισσότερες µελέτες των δίσκων προσαύξησης χρησιµοποιεί-
ται η αδιαβατική προσέγγιση. Αποκλειστικά στην περίπτωση αυτή, µπορούµε να ολοκληρώσου-
µε την εξίσωση 4.66, από όπου προκύπτει η γνωστή πολυτροπική εξίσωση:

d

dt

(
P

ργ

)
= 0⇒ P

ργ
= const. = K(Ψ)⇒ P = K(Ψ)ργ (4.71)

όπουK(Ψ) είναι µια ποσότητα που παραµένει σταθερή κατά µήκος µιας συγκεκριµένης γραµ-
µής ϱοής Ψ = σταθερό (όχι απαραίτητα ίδια για όλες τις γραµµές ϱοής).

Ξεκινάµε λοιπόν από την σχέση:

P = K(Ψ)ργ (4.72)

και σε αυτή αντικαθιστούµε τις εκφράσεις πίεσης και πυκνότητας από την σχέση 4.4. Προκύπτει
έτσι ότι η σταθερά K(Ψ) πρέπει να έχει την µορφή:

K(Ψ) = CΨN = C(Ψ0r
κfΨ)N =

P0

ργ0
r(λP−λρ·γ) f0

fγ4
(4.73)

όπου το C είναι µια σταθερά αναλογίας, την οποία ϑα προσδορίσουµε αργότερα από τις αρχικές
συνθήκες του προβλήµατος και N ένας νόµος δύναµης, ο οποίος για να ισχύει η σχέση 4.73
πρέπει να ισούται µε :

N =
3γ − 5

2κ
− (γ − 1) (4.74)
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Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις αυτές µπορούµε να εκφράσουµε την συνάρτηση f0 της πίεσης,
συναρτήσει των συναρτήσεων πυκνότητας και ϱοής µάζας, f4 και fΨ αντίστοιχα, µέσω της
εξίσωσης :

f0 = C ·K0f
N
Ψ · f

γ
4 (4.75)

µεK0 = ΨN
0
ργ

0
/P0 µια σταθερά, συναρτήσει των µονάδων µέτρησης της πίεσης, της πυκνότητας

και της συνάρτησης ϱοής µάζας.
Η σχέση 4.75 παρουσιάζει µια ανωµαλία όταν αντικαθιστούµε σ΄ αυτή τις αρχικές συνθήκες,

δηλαδή τις τιµές των συναρτήσεων f(θ) στο ισηµερινό επίπεδο του δίσκου. Συγκεκριµένα, για
θ = π/2 ϑα ισχύει fΨ(π/2) = 0 και ταυτόχρονα f0(π/2) 6= 0, εποµένως η 4.75 δεν µπορεί
να ικανοποιείται. Για να λύσουµε αυτό το πρόβληµα επανερχόµαστε στην σχέση 4.66 και
ϑεωρούµε ότι η σταθερά K(Ψ), είναι σταθερή ανεξάρτητα της συνάρτησης ϱοής, δηλαδή:

K = C =
P0

ργ0
r(λP−λρ·γ) f0

fγ4
(4.76)

Για να ισχύει η σχέση 4.76, πρέπει το δεξί µέλος της σχέσης να είναι ανεξάρτητο της ακτινικής
απόστασης r, δηλαδή λP −λρ · γ = 0, οπότε προκύπτει η παρακάτω σχέση µεταξύ των κ και γ:

κ =
3γ − 5

2(γ − 1)
(4.77)

Αν στην τελευταία σχέση αντικαταστήσουµε τον πολυτροπικό δείκτη γ µε την τιµή που παίρνει
στην αδιαβατική περίπτωση (γ = 5/3), ϐλέπουµε να προκύπτει κ = 0. 1

Ταυτόχρονα, για να ικανοποιείται η 4.76 ϑα πρέπει να ισχύει :

f0

fγ4
= C

ργ
0

P0

= σταθερό

από όπου τελικά παίρνουµε:
f0

fγ4
= K0 (4.78)

και τώρα η σταθερά K0 προσδιορίζεται από τις αρχικές συνθήκες.

1Από την λύση του συστήµατος Σ∆Ε, οι Blandford & Payne [3] ϐρήκαν για τις παραµέτρους κ = 0 και α = 3
4

(ξ και β αντίστοιχα στην εργασία τους), τιµές που επιβεβαιώνουν τα παραπάνω αποτελέσµατα.
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Συνοψίζοντας, µπορούµε να γράψουµε τις εξισώσεις, καθώς και τους εκθέτες του ακτινικού
µέρους κάθε ϕυσικής ποσότητας, όπως έχουν προκύψει από την µέχρι τώρα επεξεργασία. Συ-
γκεκριµένα, οι εξισώσεις είναι :

Από την εξίσωση ορµής:

r̂ :
4

sin2 θ

{
−1

2

f ′2Ψ
f4
− κfΨ

f2
4

(
f ′′Ψf4 − fΨf

′
4 − f ′Ψf4 cot θ

)
+ κ2 f

2
Ψ

f4

}
− 2f ′1f2−

−f4ω
2 sin2 θ +

(
κ− 5

2

)
f0 − λf4 +

(
κ− 1

2

)
f2

3 +

(
κ− 1

2

)
f2

2 = 0

θ̂ :
4

sin2 θ

{
−κ

2

fΨf
′
Ψ

f4
+ κ2 fΨ

f2
4

(
f ′Ψf4 − fΨf

′
4 − fΨf4 cot θ

)}
+ 2f ′1f1−

−ω2f4 sin θ cos θ + f ′
0

+ 2f3f
′
3 + 2f2

3 cot θ −
(
κ− 1

2

)
f1f2 = 0

ϕ̂ : f ′Ψω + 2κfΨω
′ + 2κωfΨ cot θ + 2κωfΨ + 2ωfΨ cot θ + 2f2f

′
3+

+2f2f3 cot θ +

(
κ− 1

2

)
f1f3 −

3

2

(
κ− 1

2

)
ωf4fνυ sin θ = 0

(4.79)

Από τον νόµο του Gauss για το µαγνητικό πεδίο :

1

2

(
κ+

3

2

)
f1 + f ′2 + f2 cot θ = 0 (4.80)

Από την εξίσωση επαγωγής:

r̂ :
2κ

sin θ

fΨf3

f4
+ ωf2 sin θ +mpf

′
3 +mpf3 cot θ +

1

2

(
κ− 3

2

)
fΦ = 0

θ̂ : f1ω sin θ − 1

sin θ

f ′Ψf3

f4
+

1

2

(
κ− 1

2

)
mpf3 − f ′Φ = 0

ϕ̂ :
2

sin θ

f ′Ψf2

f4
+

2κ

sin θ

fΨf1

f4
− 1

2

(
κ− 1

2

)
mtf2 +mtf

′
1 = 0

(4.81)

Από την καταστατική εξίσωση:
f0 = f4 · f5 (4.82)

Από την εξίσωση ενέργειας :
f0 = K0f

γ
4 (4.83)

και οι εκθέτες που ϐρήκαµε είναι :

κ =
3

2
− 2α, λρ = κ− 3

2
, λP = κ− 5

2

λBr = λBθ = λBϕ =
κ

2
− 5

4

λur = λuθ = λuϕ = −1

2

ληp = ληϕ = λνυ =
1

2

λΩ = −3

2
, λΦ =

κ

2
− 3

4
, λT = −1

(4.84)
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Το σύστηµα στο οποίο καταλήξαµε, είναι ένα κλειστό σύστηµα εννέα συνήθων διαφορικών
εξισώσεων µε εννέα αγνώστους (τις συναρτήσεις f0 , f1, f2, f3, f4, f5, ω, fΨ, fΦ), το οποίο ϑεω-
ϱητικά µπορούµε να λύσουµε και από την λύση να ϐρούµε όλες τις ϕυσικές ποσότητες που
υπεισέρχονται στο πρόβληµα που µελετάµε.

Ενώ λοιπόν ϑεωρητικά το παραπάνω σύστηµα είναι επιλύσιµο µε την χρήση αριθµητικών
µεθόδων και την ϐοήθεια ηλεκτρονικού υπολογιστή, στην πραγµατικότητα η επίλυσή του πα-
ϱουσιάζει αρκετές δυσκολίες. Μια από τις δυσκολίες που παρουσιάζονται είναι η εµφάνιση
δεύτερης παραγώγου της συνάρτησης fΨ ως προς την µεταβλητή θ σε κάποιες από τις εξι-
σώσεις. Η επίλυση συνήθων διαφορικών εξισώσεων δεύτερης τάξης είναι δύσκολη, εποµένως
αναζητούµε τρόπους που να µειώνουν την τάξη των εξισώσεων, καθιστώντας την λύση τους
ευκολότερη. ΄Ενας τρόπος να γίνει αυτό είναι να καταφύγουµε στην γεωµετρία του ϕυσικού
συστήµατος. Ειδικότερα, µπορούµε να εισάγουµε την µεταβλητή ψ, δηλαδή την γωνία που
σχηµατίζεται µεταξύ του οριζόντιου άξονα και του πολοειδούς ανύσµατος της ταχύτητας ~up,
όπως ϕαίνεται στο παρακάτω σχήµα.

Σχήµα 4.1: Γεωµετρία των γωνιών που χρησιµοποιούνται για την αποφυγή των δεύτερων πα-
ϱαγώγων της συνάρτησης fΨ, όπου ψ είναι η γωνία µεταξύ του ~up και του οριζόντιου άξονα
$, Ω είναι η γωνία µεταξύ του ~up και του ~ur , ενώ θ είναι η γωνία των σφαιρικών συντεταγ-
µένων.

Από την γεωµετρία του σχήµατος αυτού προκύπτει η σχέση: ψ−Ω + θ = π
2 και µπορούµε

να γράψουµε τις ακόλουθες σχέσεις :

cos Ω = cos
(
ψ + θ − π

2

)
=
ur
up
⇒ sin(ψ + θ) =

ur
up

sin Ω = cos
(
ψ + θ − π

2

)
=
uθ
up
⇒ cos(ψ + θ) =

uθ
up

(4.85)

∆ιαιρώντας κατά µέλη τις δύο εξισώσεις και αντικαθιστώντας στη συνέχεια τις εκφράσεις των
συνιστωσών της ταχύτητας από την σχέση 4.13, προκύπτει ότι :

f ′Ψ = −κfΨ tan(ψ + θ) (4.86)

και τέλος, παραγωγίζοντας την τελευταία εξίσωση ως προς θ, παίρνουµε την σχέση:

f ′′Ψ = κ2fΨ tan2(ψ + θ)− κfΨ

cos2(ψ + θ)
(1 + ψ′) (4.87)



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ΑΥΤΟΟΜΟΙΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 45

Αντικαθιστούµε τις εξισώσεις 4.86 και 4.87 στο σύστηµα διαφορικών εξισώσεων που γράψα-
µε προηγουµένως, απαλοίφοντας έτσι τις παραγώγους της συνάρτησης fΨ(θ) από τις εξισώσεις,
ώστε τελικά στο σύστηµα να εµφανίζονται µόνο πρώτες παράγωγοι των συναρτήσεων ως προς
την µεταβλητή θ. Με την αντικατάσταση αυτή, εισήχθει στο πρόβληµα µια νέα µεταβλητή, η
ψ = ψ(θ), η οποία ϑα υπολογισθεί µαζί µε τις υπόλοιπες άγνωστες συναρτήσεις των διάφορων
ϕυσικών ποσοτήτων, µε την επίλυση του συστήµατος.

Στο σύστηµα εξισώσεων, στο οποίο καταλήξαµε, περιλαµβάνονται και δύο αλγεβρικές σχέσεις :
η καταστατική εξίσωση και η εξίσωση ενέργειας. Αντικαθιστώντας την συνάρτηση f0(θ) και την
παράγωγό της από την εξίσωση ενέργειας και υπολογίζοντας την συνάρτηση f5 από την κατα-
στατική εξίσωση, µειώνουµε τον αριθµό των αγνώστων του προβλήµατος κατά δύο.

Το σύστηµα συνήθων διαφορικών εξισώσεων που προκύπτει τελικά, είναι το εξής :

2f ′1f2 −
4κ2

sin2 θ

f 2
Ψ
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f 2
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(4.88)

4κ2

sin2 θ

f 2
Ψf
′
4

f 2
4

+ K0γf
γ−1
4 f ′4 + 2f3f

′
3 + 2f ′1f1 =
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f 2
Ψ
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4κ3

sin2 θ

f 2
Ψ

f4
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sin3 θ

f 2
Ψ
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+ω2f4 cos θ sin θ − 2f 2
3 cot θ +

(
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2

)
f1f2

(4.89)

2κω′fΨ + 2f2f
′
3 = κfΨω tan(ψ + θ)− 2κfΨω cot θ − 2κωfΨ

−2fΨω cot θ − 2f2f3 cot θ −
(
κ− 1

2

)
f1f3 +

3

2

(
κ− 1

2

)
ωf4fνυ sin θ

(4.90)

mpf
′
3 = − 2κ

sin θ

fΨf3

f4

− ωf2 sin θ −mpf3 cot θ − 1

2

(
κ− 3

2

)
fΦ (4.91)

f ′Φ = f1ω sin θ +
κ

sin θ

f3fΨ

f4

tan(ψ + θ) +
1

2

(
κ− 1

2

)
mpf3 (4.92)

mtf
′
1 =

2κ

sin θ

f2fΨ

f4

tan(ψ + θ)− 2κ

sin θ

fΨf1

f4

+
1

2

(
κ− 1

2

)
mtf2 (4.93)

f ′2 = −f2 cot θ − 1

2

(
κ+

3

2

)
f1 (4.94)

f ′Ψ = −κfΨ tan(ψ + θ) (4.95)

Καταλήγουµε, λοιπόν, σε ένα σύστηµα 8 εξισώσεων µε 8 αγνώστους. Στη µορφή όµως
που είναι γραµµένες οι εξισώσεις 4.88 − 4.95, δεν είναι δυνατόν να τις επεξεργαστεί ένας
ηλεκτρονικός υπολογιστής, εποµένως ϑα πρέπει να τις γράψουµε σε µια µορφή πιο κατάλληλη.
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4.3 Αναπαράσταση εξισώσεων σε µορφή πινάκων

Η επίλυση περίπλοκων συστηµάτων διαφορικών εξισώσεων, όπως αυτό που περιγράψαµε
προηγουµένως, γίνεται µε την ϐοήθεια ηλεκτρονικού υπολογιστή, χρησιµοποιώντας αριθµητι-
κές µεθόδους (π.χ. µέθοδοι Runge−Kutta). Η επιλογή της κατάλληλης µεθόδου ολοκλήρωσης
και κατ΄ επέκταση του κατάλληλου ολοκληρωτή, γίνεται ανάλογα µε το πόσο εύκολα ή πόσο
δύσκολα είναι διαχειρίσιµες οι διαφορικές εξισώσεις του εκάστοτε προβλήµατος (stiff or non-
stiff equations) [15].

΄Ενα σύστηµα συνήθων διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης, µπορεί να γραφεί στην εξής
µορφή:

y′(t) = f(t, y) (4.96)

όπου y(t) είναι ένα διάνυσµα, το οποίο περιέχει όλες τις άγνωστες συναρτήσεις του προβλήµα-
τος. ΄Οσον αφορά τους αλγορίθµους αριθµητικής ολοκλήρωσης, στην πλεινότητά τους, είναι
διαµορφωµένοι ώστε τα συστήµατα Σ∆Ε να γράφονται σε αυτή την µορφή.

Στο σύστηµα διαφορικών εξισώσεων στο οποίο έχουµε καταλήξει, και που περιγράφει το
πρόβληµα που ϑέλουµε να µελετήσουµε, δεν είναι δυνατόν να λύσουµε τις εξισώσεις ως προς
την παράγωγο της κάθε άγνωστης συνάρτησης ξεχωριστά, ώστε να ϕέρουµε το σύστηµα στην
µορφή της εξίσωσης 4.96. Ακολουθώντας προηγούµενες εργασίες που έχουν γίνει στο συγκε-
κριµένο ϑέµα (π.χ. Ferreira [1], Ferreira & Pelletier [19] κ.α.), γράφουµε το σύστηµα των Σ∆Ε
που περιγράφει την κατακόρυφη δοµή ενός δίσκου προσαύξησης στην µορφή:

M · F = P (4.97)

όπου P είναι ένα διάνυσµα καιM ένας πίνακας συναρτήσεις των άγνωστων συναρτήσεων f(θ),
ενώ το διάνυσµα F περιέχει τις παραγώγους των άγνωστων συναρτήσεων και γράφεται ως :

F =
[
f ′Ψ(θ) ψ′(θ) f ′1(θ) f ′2(θ) f ′3(θ) ω′(θ) f ′4(θ) f ′Φ(θ)

]T (4.98)

Οι πίνακες P καιM είναι οι εξής :
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(4.99)
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M =
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f2
Ψ
f4

2f2 0 0 0 4κ
sin2 θ

f2
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f2
4

0

0 0 2f1 0 2f3 0 γK0f
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(4.100)

Για να ϐρούµε τις συναρτήσεις f(θ), πρέπει να λύσουµε την εξίσωση:

F =M−1 · P (4.101)

µεM−1 τον αντίστροφο πίνακα του πίνακαM. Οι δύο πίνακες ικανοποιούν την σχέση:

M ·M−1 =M−1 · M = I (4.102)

όπου I είναι ο ταυτοτικός πίνακας. 2

4.4 Κρίσιµα Σηµεία

Προκειµένου το σύστηµα να έχει λύση, είναι απαραίτητο ο πίνακαςM να είναι αντιστρέψι-
µος, δηλαδή ϑα πρέπει η ορίζουσά του να είναι µη µηδενική (non-singular matrix).
Θα πρέπει δηλαδή στο διάστηµα που µελετάµε να ισχύει :

detM 6= 0 (4.103)

Υπολογίζοντας την ορίζουσα του πίνακαM, ϐρίσκουµε ότι δίνεται από την σχέση:

detM = − 8κ3

sin2 θ

f3
Ψ

f4
mpmt

1

cos2(ψ + θ)
·
(
− 4κ2

sin2 θ

f2
Ψ

f2
4

+ γK0f
(γ−1)
4

)
(4.104)

Μπορούµε εύκολα να δούµε ότι η ορίζουσα αυτή δεν είναι πάντα διάφορη του µηδενός,
διότι για κάποιες τιµές της γωνίας θ, οι τιµές που παίρνουν οι συναρτήσεις f(θ) έχουν σαν
αποτέλεσµα τον µηδενισµό της. Τα σηµεία στα οποία η συνθήκη 4.103 δεν ικανοποιείται
ονοµάζονται κρίσιµα σηµεία της ϱοής [1] και χρειάζονται προσεκτική αντιµετώπιση. Για να
ϐρούµε τα κρίσιµα σηµεία ϑέτουµε detM = 0, από όπου προκύπτει ότι :

detM = 0⇒ 1

cos2(ψ + θ)
·
(
− 4κ2

sin2 θ

f2
Ψ

f2
4

+ γK0f
(γ−1)
4

)
= 0 (4.105)

Χρησιµοποιώντας τους ορισµούς των ϕυσικών µεγεθών και την σχέση Cs = γP/ρ για την
ταχύτητα του ήχου, ϐρίσκουµε ότι η σχέση για τον µηδενισµό της ορίζουσας µπορεί να γραφεί
στην παρακάτω µορφή:

1

cos2(ψ + θ)
·
(
u2
θ − C2

s

)
= 0 (4.106)

Από την σχέση 4.106, ϐλέπουµε ότι στην περίπτωση της µη-ιδεατής µαγνητοϋδροδυναµικής,
στο εσωτερικό ενός δίσκου προσαύξησης, εµφανίζονται δύο κρίσιµα σηµεία. Το πρώτο ϐρίσκε-
ται στο ισηµερινό επίπεδο του δίκου (midplane), καθώς για θ = π/2 η γωνία ψ παίρνει την τιµή

2Ταυτοτικός πίνακας IN , µεγέθους N είναι ο N ×N πίνακας που έχει όλα τα στοιχεία της κύριας διαγωνίου
ίσα µε 1 και όλα τα υπόλοιπα στοιχεία ίσα µε 0.
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ψ(π2 ) = π κι έτσι η ποσότητα cos(ψ + θ) µηδενίζει, µε αποτέλεσµα η ορίζουσα να απειρίζεται.
Το κρίσιµο αυτό σηµείο είναι κοµβικό, διότι όλες οι λύσεις του συστήµατος πρέπει να διέρχο-
νται από αυτό. Το δεύτερο κρίσιµο σηµείο που συναντά η ϱοή, ϐρίσκεται στη γωνία θ όπου η
ταχύτητα uθ γίνεται ίση µε την ταχύτητα του ήχου Cs. Για τον λόγο αυτό το δεύτερο κρίσιµο
σηµείο λέγεται ηχητικό, όπως είδαµε και στην υποενότητα 2.3.2.

Βλέπουµε λοιπόν ότι για τα δύο κρίσιµα σηµεία που µόλις αναλύσαµε, ο πίνακαςM δεν
µπορεί να αντιστραφεί, εποµένως το σύστηµα δεν µπορεί να γραφεί στην µορφή της εξίσωσης
4.101 για κάθε τιµή της µεταβλητής θ. Μπορούµε όµως να ολοκληρώσουµε το σύστηµα εξι-
σώσεων ξεκινώντας αµέσως µετά το πρώτο και σταµατώντας αµέσως πριν το δεύτερο κρίσιµο
σηµείο, για όλες τις ενδιάµεσες τιµές της γωνίας θ.

Ο πίνακαςM−1 υπολογίζουµε ότι είναι ο εξής :

M−1 =
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(4.107)
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Κεφάλαιο 5

Αριθµητική Ολοκλήρωση

5.1 Εισαγωγή

Στο προηγούµενο κεφάλαιο, ξεκινήσαµε από το πλήρες σύστηµα των µερικών διαφορι-
κών εξισώσεων της µη-ιδεατής µαγνητοϋδροδυναµικής και το µετατρέψαµε σε ένα σύστηµα
συνήθων διαφορικών εξισώσεων, ως προς την µεταβλητή θ, χρησιµοποιώντας την συµµετρία
της αυτοοµοίοτητας (self-similar ansatz). Ορίζοντας τις διάφορες ϕυσικές ποσότητες µε τρόπο
ώστε να είναι αδιάστατες και αντικαθιστώντας τις στις εξισώσεις, καταλήγουµε σε ένα αδιάστατο
σύστηµα.

Προκειµένου να απλοποιήσουµε περαιτέρω το πρόβληµα, ϑεωρήσαµε ότι κατά µήκος των
γραµµών ϱοής ισχύει η αδιαβατική προσέγγιση και παράλληλα χρησιµοποιήσαµε την γεωµε-
τρία του συστήµατος ώστε το σύστηµα εξισώσεων να περιέχει µόνο πρώτες παραγώγους των
αρχικών παραµέτρων. Τέλος, γράψαµε το σύστηµα µε τρόπο κατάλληλο για υπολογιστή, κα-
ταλήγοντας στην µορφή:

F =M−1 · P (5.1)

5.2 Αρχικές Συνθήκες

΄Εχοντας καταλήξει σε ένα σύστηµα συνήθων διαφορικών εξισώσεων, για να ϐρούµε τον
τρόπο µε τον οποίο µεταβάλλονται τα διάφορα ϕυσικά µεγέθη εντός του δίσκου προσαύξησης,
πρέπει να ολοκληρώσουµε το σύστηµα αυτό. Το πρόβληµα που πρέπει να λύσουµε, είναι ένα
πρόβληµα αρχικών συνθηκών, εποµένως πρέπει να καθορίσουµε τις απαραίτητες αρχικές συν-
ϑήκες.

Η ολοκλήρωση ξεκινάει από το ισηµερινό επίπεδο του δίσκου (midplane), εποµένως οι αρ-
χικές συνθήκες του προβλήµατος είναι οι τιµές των άγνωστων συναρτήσεων f(θ) στο επίπεδο
θ = π/2. Ωστόσο, το σηµείο αυτό, όπως αναφέραµε και στο τέλος του προηγούµενου κεφαλα-
ίου, αποτελεί ένα από τα δύο κρίσιµα σηµεία, γεγονός που δηµιουργεί ορισµένα προβλήµατα
στην ολοκλήρωση, για τα οποία ϑα δούµε τον τρόπο αντιµετώπισης στη συνέχεια.

Για το µαγνητικό πεδίο
Προκειµένου να καθορίσουµε τις αρχικές τιµές των συναρτήσεων, µέσω των οποίων εκ-

ϕράζονται οι τρεις συνιστώσες του µαγνητικού πεδίου, πρέπει να δούµε τις τιµές των συνιστω-
σών αυτών στο ισηµερινό επίπεδο του δίσκου. Θεωρούµε λοιπόν ότι στο midplane το µαγνητικό
πεδίο διαπερνά κάθετα τον δίσκο, δηλαδή έχει µόνο κατακόρυφη συνιστώσα Bz ή Bθ, ενώ η
ακτινική συνιστώσα είναι Br = 0. Επιπλέον, εντός του δίσκου η αζιµουθιακή συνιστώσα του
µαγνητικού πεδίου αναµένεται να είναι µικρής έντασης και ειδικότερα στο ισηµερινό επίπεδο,
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πρέπει να είναι µηδενική. Επιλέγουµε η κατακόρυφη συνιστώσα να είναι Bz = 1, δηλαδή
Bθ = −1 (η κανονικοποίηση του µαγνητικού πεδίου γίνεται ως προς την τιµή αυτού στη ϐάση
µιας γραµµής ϱοής), άρα για τις συναρτήσεις f1(θ), f2(θ) και f3(θ) παίρνουµε τις εξής αρχικές
τιµές :

f1

(π
2

)
= 0

f2

(π
2

)
= −1

f3

(π
2

)
= 0

(5.2)

Για τις ταχύτητες
΄Εχουµε ορίσει τις αδιάστατες συνιστώσες της ταχύτητας, όπως ϕαίνεται στην σχέση 4.13.

Στο midplane του δίσκου, η κατακόρυφη συνιστώσα της ταχύτητας ϑα είναι µηδενική, δηλαδή
uθ
(
π
2

)
= 0. Συνεπώς, η συνάρτηση fΨ(θ) που σχετίζεται µε την συγκεκριµένη συνιστώσα της

ταχύτητας, ϑα έχει αρχική τιµή:
fΨ

(π
2

)
= 0 (5.3)

Εφόσον ισχύει ότι uθ
(
π
2

)
= 0, η µόνη πολοειδής συνιστώσα της ταχύτητας που είναι µη µη-

δενική είναι η ακτινική και µάλιστα λόγω της προσαύξησης µάζας, αυτή ϑα έχει κατεύθυνση
προς το κεντρικό αντικείµενο. Για τον λόγο αυτό, η γωνία ψ(θ) που ορίσαµε όπως ϕαίνεται στο
σχήµα 4.1, ϑα έχει αρχική τιµή:

ψ
(π

2

)
= π (5.4)

Ως µονάδα µέτρησης της ταχύτητας έχουµε ορίσει την τιµή της ταχύτητας περιστροφής στην
ϐάση µιας γραµµής ϱοής, εποµένως ϑα είναι uϕ = u0 . Η τιµή της συνάρτησης ω(θ), µέσω της
οποίας εκφράζεται η αζιµουθιακή συνιστώσα της ταχύτητας ϑα είναι αρχικά:

ω
(π

2

)
= 1 (5.5)

΄Οπως είδαµε στην υποενότητα 3.1.1, στο εσωτερικό ενός SAD ισχύει η σχέση 3.7 για την
ιεραρχία των ταχυτήτων, δηλαδή:

u$ � Cs � uφ (5.6)

οπότε η αρχική τιµή της συνάρτησης που σχετίζεται µε την ταχύτητα αυτή ϑα πρέπει να είναι
µικρότερη της µονάδας. Ωστόσο, στην αρχικοποίηση αυτής της τιµής συναντάµε ένα πρόβληµα.
Από τον ορισµό των ταχυτήτων στην σχέση 4.13, ϐλέπουµε ότι η συνάρτηση που σχετίζεται µε
την ακτινική συνιστώσα της ταχύτητας είναι η f ′Ψ(θ). Η συνάρτηση fΨ(θ) σχετίζεται µε την
συνάρτηση ϱοής µάζας και συνδέεται µε την πρώτη παράγωγό τη µέσω της σχέσης 4.95. Στο
ισηµερινό επίπεδο του δίσκου, η σχέση αυτή γίνεται :

f ′Ψ

(π
2

)
= −κ fΨ

(π
2

)
· tan

(
0 +

π

2

)
(5.7)

Εξ΄ αιτίας της σχέσης 5.3, στην τελαυταία εµφανίζεται µια απροσδιοριστία της µορφής 0 · ∞.
Πρακτικά, η fΨ

(
π
2

)
δε µπορεί να πάρει ακριβώς µηδενική τιµή, διότι συναντάται ως παρονο-

µαστής σε διάφορα σηµεία του αντιστρόφου πίνακα M−1, ϑα πάρει ωστόσο µια πολύ µικρή
τιµή. Ως εκ τούτου, για να αρθεί η απροσδιοριστία, επιλέγουµε την τιµή fΨ

(
π
2

)
να είναι τόσο

µικρή ώστε η f ′Ψ
(
π
2

)
να παίρνει µια πεπερασµένη τιµή. Τελικά, η αρχική τιµή της ακτινικής

συνιστώσας της ταχύτητας, ϑα δίνεται από µια σχέση της µορφής:

ur

(π
2

)
= 2 u0

f ′Ψ
(
π
2

)
f4

(
π
2

) (5.8)

Από την σχέση 5.7, ϐλέπουµε ότι η πεπερασµένη τιµή της f ′Ψ
(
π
2

)
, ϑα είναι µικρότερη του

µηδενός λόγω του προσήµου «−», δηλαδή η ακτινική ταχύτητα ϑα έχει αρχικά κατεύθυνση
προς το κεντρικό αντικείµενο, γεγονός που συνάδει µε την διαδικασία της προσαύξησης.
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Καταστατικά µεγέθη & Ηλεκτρικό πεδίο
Για την αρχικοποίηση της πίεσης, χρησιµοποιούµε την παράµετρο β του πλάσµατος, η

οποία προκύπτει εύκολα από τον ορισµό της πίεσης για r = r0 και θ = π/2 ως εξής :

Pth

(
r0 ,

π

2

)
=
B0

8π
· f0

(π
2

)
⇐⇒ f0

(π
2

)
=

Pth
Pmag

= β (5.9)

Το β αποτελείελεύθερη παράµετρο το προβλήµατος, την τιµή της οποίας ϑα κοθορίσουµε στη
συνέχεια.

Την αρχική τιµή της πυκνότητας, την προσδιορίζουµε χρησιµοποιώντας την προσέγγιση των
λεπτών δίσκων. Στην υποενότητα 3.1.1, ορίζουµε το πάχος του λεπτού δίσκου µέσω της σχέσης
3.5. Αντικαθιστώντας στην σχέση αυτή τις τµές των διαφόρων µεγεθών για θ = π/2, δεδοµένου
ότι η ταχύτητα του ήχου δίνεται από την σχέση C2

s = γP/ρ, παίρνουµε:

ε =
Cs
uϕ
⇒ γP

ρ
= ε2 u2

ϕ

γ

(
r

r0

)λP−λρ f0(θ)

f4(θ)
= ε2 ⇒ γ

(
r

r0

)−1 f0(θ)

f4(θ)

∣∣∣∣∣
θ=π

2
,r=r0

= ε2

f4

(π
2

)
= γ

β

ε2

(5.10)

Μία ακόµη ποσότητα που χρειάζεται να προσδιορίσουµε, είναι η σταθεράK0 που προκύπτει
στην εξίσωση ενέργειας (§4.2.5, 4.78). Επειδή είναι σταθερά, αρκεί να ϐρούµε µια τιµή και ο
πιο απλός τρόπος να το κάνουµε αυτό, είναι να χρησιµοποιήσουµε την σχέση 4.78 και τις τιµές
των συναρτήσεων f0 και f4 στο ισηµερινό επίπεδο του δίσκου, από όπου προκύπτει :

K0 =
f0

(
π
2

)
f4

(
π
2

) ⇒ K0 =
ε2γ

γγβγ−1
(5.11)

Οι επόµενες αρχικές συνθήκες που πρέπει να καθορίσουµε, αφορούν ϐαθµωτό δυναµικό του
ηλεκτρικού πεδίου και τους συντελεστές διάχυσης και µεταφοράς. ΄Οπως είπαµε και προη-
γουµένως, η ποσότητα fΨ

(
π
2

)
συναντάται ως παρονοµαστής σε ορισµένες από τις εξισώσεις

κάτι που δηµιουργεί πρόβληµα, εφόσον ισχύει η σχέση 5.3. ΄Ενας τρόπος αντιµετώπισης του
προβλήµατος αυτού είναι στις εξισώσεις όπου το fΨ(θ) εµφανίζεται ως παρονοµαστής, να απαι-
τήσουµε και οι αριθµητές των κλασµάτων να µηδενίζονται, ώστε να έχουµε απροσδιοριστία του
τύπου 0/0 [15].

Οι παρονοµαστές που µηδενίζονται στο πρώτο κρίσιµο σηµείο, ϐρίσκονται στις διαφορικές
εξισώσεις των ψ′ και ω′. Στις δύο αυτές εξισώσεις λοιπόν, Ϲητάµε οι αριθµητές να µηδενίζονται
για θ = π/2, από όπου παίρνουµε:

− 2κ2

sin2 θ

f2
Ψ

f4
tan(ψ + θ)− 4κ3

sin2 θ

f2
Ψ

f4
tan2(ψ + θ) +

4κ2

sin2 θ

f2
Ψ

f4

1

cos2(ψ + θ)
−

− 4κ2

sin3 θ

f2
Ψ

f4
cot θ tan(ψ + θ) +

4κ2

sin2 θ

f2
Ψ

f4
− f4ω

2 sin2 θ+

+

(
κ− 5

2

)
K0f

γ
4 − λ f4 +

(
κ− 1

2

)
f2

3 +

(
κ− 1

2

)
f2

2

∣∣∣∣∣
θ=π

2

= 0

(5.12)

και

mp

[
−
(
κ− 1

2

)
f1f3 − 2κfΨω cot θ − 2κωfΨ − 2fΨω cot θ+

+κfΨω tan(ψ + θ)− 2f2f3 cot θ +
3

2

(
κ− 1

2

)
ωf4fνυ sin θ

]
−

−2f2

[
− 2κ2

sin θ

f2
Ψf3

f4
− ωf2 sin θ −mpf3 cot θ − 1

2

(
κ− 3

2

)
fΦ

] ∣∣∣∣∣
θ=π

2

= 0

(5.13)
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Αντικαθιστώντας όλες τις γνωστές αρχικές τιµές, από την σχέση 5.12 προκύπτει ότι :

fΨ

cos(ψ + θ)

∣∣∣∣
θ=π

2

= 0 (5.14)

το οποίο σηµαίνει ότι η συνάρτηση fΨ(θ) ϑα πρέπει να µηδενίζει πιο γρήγορα από την cos(ψ+θ)
καθώς θ → π

2 .
Επαναλαµβάνοντας την ίδια διαδικασία στην σχέση 5.13, προκύπτει η σχέση:

3

2

(
κ− 1

2

)
mp 0f4

(π
2

)
fνυ0 + 2

(
κ− 3

2

)
fΦ

(π
2

)
= 0 (5.15)

Στην σχέση αυτή, εµφανίζονται τρεις άγνωστες ποσότητες, η fΦ

(
π
2

)
, η mp 0 και η fνυ0. Για να

ϐρούµε την fΦ

(
π
2

)
, ανατρέχουµε στην r̂−συνιστώσα της εξίσωσης επαγωγής (σχέση 4.91), την

οποία υπολογίζουµε στο ισηµερινό επίπεδο του δίσκου:

mpf
′
3 +

2κ

sin θ

fΨf3

f4
+ ωf2 sin θ +mpf3 cot θ +

1

2

(
κ− 3

2

)
fΦ

∣∣∣∣
θ=π

2

= 0 (5.16)

η οποία γίνεται :

mp 0 f
′
3

(π
2

)
+

1

2

(
κ− 3

2

)
fΦ

(π
2

)
− 1 = 0 (5.17)

όπου για την τιµή της ποσότητας f ′3
(
π
2

)
χρησιµοποιούµε την σχέση dBφ

dz

∣∣∣
z=0

= −qB0
h (3.35).

Οι αρχικές τιµές των συναρτήσεων που συνδέονται µε τους συντελεστές διάχυσης και µε-
ταφοράς, σχετίζονται µεταξύ τους µέσω της παραµέτρου χm, που µετράει την ανισοτροπία της
διάχυσης του πεδίου µέσα στον δίσκο και του µαγνητικού αριθµού Prandtl Pm, µέσω των
σχέσεων:

mp

(π
2

)
= mp 0 = χmmt 0

fνυ

(π
2

)
= fνυ 0 = Pmmp 0

(5.18)

Στη συνέχεια, λύνουµε την σχέση 5.15, ως προς την συνάρτηση που αφορά το ϐαθµωτό δυνα-
µικό κι έχουµε:

fΦ

(π
2

)
=
mp 0 f

′
3

(
π
2

)
− 1

1
2

(
κ− 3

2

) (5.19)

Συνδυάζοντας τις εξισώσεις 5.17, 5.18 και 5.19 παίρνουµε την επόµενη εξίσωση:

3

2

(
κ− 1

2

)
f4

(π
2

)
Pmm2

p 0 − 4 f ′3

(π
2

)
mp 0 + 4 = 0 (5.20)

Η αρχική τιµή της ποσότητας mp 0 δεν επιλέγεται τυχαία, αλλά εξαρτάται από το πάχος του
δίσκου [Σπ]. Η εξάρτηση αυτή µπορεί να ϕανεί χρησιµοποιώντας την πολυτροπική σχέση:

C2
s = γ

P

ρ
⇔ C2

s =
γf0

(
π
2

)
f4

(
π
2

) (5.21)

και αντικαθιστώντας σε αυτή την ταχύτητα του ήχου που προκύπτει από την προσέγγιση των
λεπτών δίσκων ως: Cs ='

√
λε. Η παράµετρος λ = GM/r0 u

2
0
προκύπτει από την αδιαστατο-

ποίηση της ακτινικής συνιστώσας της εξίσωσης ορµής.
Συνδυάζοντας όλες τελευταίες σχέσεις, ϐρίσκουµε ότι η τιµή της διάχυσης στο πολοειδές επίπε-
δο στο midplane του δίσκου, σχετίζεται µε το πάχος ε µέσω της σχέσης :

3

2

(
κ− 1

2

)
γ β

λ ε2
Pmm2

p 0 − 4 f ′3

(π
2

)
mp 0 + 4 = 0 (5.22)

οπότε επιλέγοντας τις τιµές των παρµέτρων προσδιορίζουµε την τιµή τουmp 0 και κατά συνέπεια
τις αρχικές τιµές των µεγεθών που συνδέονται µε αυτό µέσω των προηγούµενων σχέσεων.



Κεφάλαιο 6

Κώδικας & Ολοκλήρωση

Για την ολοκλήρωση του συστήµατος διαφορικών εξισώσεων µε αρχικές συνθήκες αυτές που
προέκυψαν και συζητήθηκαν στα κεφάλαια 4 και 5, έγινε µια προσπάθεια µε τους ολοκληρωτές
solve _ ivp και LSODA της ϐιβλιοθήκης SciPy της γλώσσας προγραµµατισµού python. Οι τιµές
των ελεύθερων παραµέτρων που χρησιµοποιήθηκαν είναι :

β = 1.25 λ = 1.1 ε = 0.1 (6.1)

και η ολοκλήρωση έγινε σε ένα διάστηµα:

θ ∈
(π

2
, 0
)

(6.2)

Αρχικά, έγιναν δοκιµές µε τον ολοκληρωτή solve _ ivp, ο οποίος ωστόσο δεν κατάφερε να
ολοκληρώσει µε επιτυχία το σύστηµα. Στη συνέχεια, έγιναν δοκιµές µε τον ολοκληρωτή LSODA.
Και στους δύο κώδικες, οι οποίοι παρατίθενται στη συνέχεια, ακολουθείται η εξής διαδικασία :

Ορίζουµε τη µεταβλητή του προβλήµατος και τις ελεύθερες παραµέτρους, καθώς και τις
συναρτήσεις mp, mt και fνυ . Γράφουµε στη συνέχεια τους πίνακεςM και P, αντιστρέφουµε
τον πίνακαM και υπολογίζουµε το γινόµενό τους σύµφωνα µε την σχέση 4.101. Τότε καλείται
ο ολοκληρωτής στον οποίο δίνουµε όλες τις απαραίτητες αρχικές τιµές των συναρτήσεων f(θ).

6.1 Κώδικας ολοκλήρωσης µε τον ολοκληρωτή solve _ ivp

from scipy . integrate import solve_ivp
import numpy as np
import mpmath
import matplotlib . pyplot as pl t

# f∗M = P
#f = [ f [ 0 ] , f [ 1 ] , f [ 2 ] , f [ 3 ] , f [ 4 ] , f [ 5 ] , f [ 6 ] , f [ 7 ] ]
# f = [ fy y f1 f2 f3 w f4 fphi ]
k_def = 0.5

t_def = 0.005
lam_def = 1.1
e_def = 0.1
b_def = 1.25
chi= 0.2
Pr = 0.2
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def rhs ( theta , f , k=k_def , t=t_def , lam=lam_def , e=e_def , b=b_def ) :
p = chi∗ t
a = Pr∗p
fn = a∗np. exp(−(np. cos ( theta )/e∗np. sin ( theta ) )∗∗4 )
mp = p∗np. exp(−0.5∗(np. cos ( theta )/e∗np. sin ( theta ) )∗∗2 )
mt = t∗np. exp(−0.5∗(np. cos ( theta )/e∗np. sin ( theta ) )∗∗2 )
g = ( k_def −2.5)/(k_def−1.5)
Q = e∗∗(2∗g ) / ( g∗∗g ) ∗ b∗∗ (g−1)

#print ( f )
M = np. matrix ( [
[0 , (−(4∗k∗∗2)/( (np. sin ( theta ) ) )∗∗2∗ (np. cos ( theta+ f [1 ] ) )∗∗2 )∗ f [0]∗∗2/ f [6 ] ,
2∗ f [ 3 ] , 0 , 0 , 0 , (4∗k )/ (np. sin ( theta ) )∗∗2∗ ( f [0]∗∗2/ f [6 ]∗∗2) , 0] ,

[0 , 0 , 2∗ f [ 2 ] , 0 , 2∗ f [ 4 ] , 0 , g∗Q∗ f [ 0 ]∗∗ ( ( 0 ) )∗ f [ 6 ]∗∗ ( g−1)−
(4∗k∗∗2)/(np. sin ( theta ) )∗∗2∗ ( f [0]∗∗2/ f [6 ]∗∗2) , 0] ,

[0 , 0 , 0 , 0 , 2∗ f [ 3 ] , 2∗k∗ f [ 0 ] , 0 ,0] ,
[0 ,0 ,0 ,0 ,mp,0 ,0 ,0] ,
[0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,1] ,
[0 ,0 ,mt,0 ,0 ,0 ,0 ,0] ,
[0 ,0 ,0 ,1 ,0 ,0 ,0 ,0] ,
[1 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0]

] , dtype= ’ f l oa t ’ )

#print (M)
M_inv = np. l ina lg . inv (M)

P = np. matrix ( [
[−(2∗k∗∗2/(np. sin ( theta ) )∗∗2 )∗ ( f [0]∗∗2 / f [ 6 ] )∗np. tan ( f [ 1 ] +theta ) −
(4∗k∗∗3 / (np. sin ( theta ) )∗∗2 )∗ ( f [0]∗∗2 / f [ 6 ] ) ∗ ( np. tan ( f [ 1 ] + theta ))∗∗2+
(4∗k∗∗2 / (np. sin ( theta ) )∗∗2)∗ ( f [0]∗∗2 / f [ 6 ] )∗ ( 1/ (np. cos ( f [1]+ theta ) )∗∗2 )
− (4∗k∗∗2 / (np. sin ( theta )∗∗3 ) )∗ ( f [0]∗∗2 / f [ 6 ] )∗mpmath. cot ( theta )
∗np. tan ( f [1]+ theta ) + (4∗k∗∗2 /(np. sin ( theta )∗∗2 ) )∗ ( f [0]∗∗2/ f [ 6 ] ) −
f [6 ]∗ f [5]∗∗2 ∗ (np. sin ( theta )∗∗2)+ (k−(5/2))∗ Q ∗ f [0 ]∗∗ (0 )∗ f [6]∗∗g −lam∗ f [ 6 ]
+ (k−(1/2))∗ f [4]∗∗2 + (k−(1/2))∗ f [3 ]∗∗2] ,
[k∗Q∗ (0)∗ f [ 0 ]∗∗ ( 0 ) ∗np. tan ( f [ 1 ] + theta ) −
(2∗k∗∗2/(np. sin ( theta )∗∗2 ) )∗ ( f [0]∗∗2 / f [ 6 ] )∗np. tan ( f [ 1 ] + theta ) +
(4∗k∗∗3 / (np. sin ( theta )∗∗2 ) )∗ ( f [0]∗∗2 / f [ 6 ] )∗np. tan ( f [1]+ theta ) +
(4∗k∗∗2 / (np. sin ( theta )∗∗3 ) )∗ ( f [0]∗∗2 / f [ 6 ] )∗np. cos ( theta ) +
f [5]∗∗2 ∗ f [ 6 ] ∗np. cos ( theta )∗np. sin ( theta ) − 2∗ f [4]∗∗2∗mpmath. cot ( theta )
+ (k−(1/2))∗ f [2 ]∗ f [ 3 ] ] ,
[k∗ f [0 ]∗ f [5 ]∗np. tan ( f [ 1 ] + theta ) − 2∗k∗ f [0 ]∗ f [5 ]∗mpmath. cot ( theta)−
2∗k∗ f [5 ]∗ f [0]−2∗ f [0 ]∗ f [5 ]∗mpmath. cot ( theta)−2∗ f [3 ]∗ f [4 ]∗mpmath. cot ( theta )
− ( k − (1/2) )∗ f [2 ]∗ f [ 4 ] + (3/2)∗ (k − (1/2) )∗ f [5 ]∗ f [6 ]∗ fn∗np. sin ( theta ) ] ,
[−(2∗k/np. sin ( theta ) ) ∗ ( f [0 ]∗ f [ 4 ] / f [ 6 ] ) − f [5 ]∗ f [3 ]∗np. sin ( theta ) −
mp∗ f [4 ]∗mpmath. cot ( theta ) −(1/2)∗(k−(3/2))∗ f [ 7 ] ] ,

[ f [2 ]∗ f [5 ]∗np. sin ( theta ) +
(k/np. sin ( theta ) ) ∗ ( f [4 ]∗ f [ 0 ] / f [ 6 ] )∗np. tan ( f [ 1 ] + theta ) +
(1/2)∗ (k−(1/2))∗mp∗ f [ 4 ] ] ,

[ (2∗k/np. sin ( theta ) ) ∗ ( f [3 ]∗ f [ 0 ] / f [ 6 ] )∗np. tan ( f [ 1 ] + theta ) −
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(2∗k/np. sin ( theta ) ) ∗ ( f [0 ]∗ f [ 2 ] / f [ 6 ] ) + (1/2)∗ (k−(1/2))∗mt∗ f [ 3 ] ] ,
[− f [1 ]∗mpmath. cot ( theta ) −(1/2)∗(k+3/2)∗ f [ 2 ] ] ,
[−k∗ f [0 ]∗np. tan ( f [ 1 ] + theta ) ] ,

] , dtype= ’ f l oa t ’ )

MinvP = M_inv∗P

return [MinvP [ 0 ] . item ( ) , MinvP [ 1 ] . item ( ) , MinvP [ 2 ] . item ( ) , MinvP [ 3 ] . item ( )
,MinvP [ 4 ] . item ( ) , MinvP [ 5 ] . item ( ) , MinvP [ 6 ] . item ( ) , MinvP [ 7 ] . item ( ) ]

res = solve_ivp ( rhs , (np. pi/2−0.01, np. pi/2−1.) ,
[0.001 , 3.2 , 0.02 , 1. , 0.01 , 1. ,

( ( ( k_def −2.5)/(k_def −1.5))∗b_def ) / ( e_def∗∗2) , 1 .4 ] )

p l t . plot ( res . t , res . y .T )
#pl t . legend ( [ " fy " , " y " , " f1 " , " f2 " , " f3 " , "w" , " f4 " , " fphi " ] , loc =" lower right " )
p l t . xlabel ( ’ theta ’ )
p l t .show ( )

resT = res . y .T
x = resT . reshape ( resT . shape )
np. savetxt ( ’ results . txt ’ ,x )

res_t_T = res . t .T
t = res_t_T . reshape ( res_t_T . shape )
np. savetxt ( ’ theta . txt ’ , t )

6.2 Κώδικας ολοκλήρωσης µε τον ολοκληρωτή LSODA

import scipy . integrate as integ
import numpy as np
import mpmath
import matplotlib . pyplot as pl t
from scipy . l ina lg import solve

#f∗M = P
#f = [ f [ 0 ] , f [ 1 ] , f [ 2 ] , f [ 3 ] , f [ 4 ] , f [ 5 ] , f [ 6 ] , f [ 7 ] ]
# f = [ fy y f1 f2 f3 w f4 fphi ]
k_def = 0.5
t_def = 0.005
lam_def = 1.1
e_def = 0.1
b_def = 1.25
chi= 0.2
Pr = 0.2
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def rhs ( theta , f , k=k_def , t=t_def , lam=lam_def , e=e_def , b=b_def , p = p_def ) :
p = chi∗ t
a = Pr∗p
fn = a∗np. exp(−(np. cos ( theta )/e∗np. sin ( theta ) )∗∗4 )
mp = p∗np. exp(−0.5∗(np. cos ( theta )/e∗np. sin ( theta ) )∗∗2 )
mt = t∗np. exp(−0.5∗(np. cos ( theta )/e∗np. sin ( theta ) )∗∗2 )
g = ( k_def −2.5)/(k_def−1.5)
Q = e∗∗(2∗g ) / ( g∗∗g ) ∗ b∗∗ (g−1)

M = np. matrix ( [
[0 , (−(4∗k∗∗2)/( (np. sin ( theta ) ) )∗∗2∗ (np. cos ( theta+ f [1 ] ) )∗∗2 )∗ f [0]∗∗2/ f [6 ] ,
2∗ f [ 3 ] , 0 , 0 , 0 , (4∗k )/ (np. sin ( theta ) )∗∗2∗ ( f [0]∗∗2/ f [6 ]∗∗2) , 0] ,

[0 , 0 , 2∗ f [ 2 ] , 0 , 2∗ f [ 4 ] , 0 ,
g∗Q∗ f [ 0 ]∗∗ ( ( 0 ) )∗ f [ 6 ]∗∗ ( g−1)−(4∗k∗∗2)/(np. sin ( theta ) )∗∗2∗ ( f [0]∗∗2/ f [6 ]∗∗2) ,
0] ,

[0 , 0 , 0 , 0 , 2∗ f [ 3 ] , 2∗k∗ f [ 0 ] , 0 ,0] ,
[0 ,0 ,0 ,0 ,mp,0 ,0 ,0] ,
[0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,1] ,
[0 ,0 ,mt,0 ,0 ,0 ,0 ,0] ,
[0 ,0 ,0 ,1 ,0 ,0 ,0 ,0] ,
[1 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0]

] , dtype= ’ f l oa t ’ )

#print (M)
M_inv = np. l ina lg . inv (M)

P = np. matrix ( [
[−(2∗k∗∗2/(np. sin ( theta ) )∗∗2 )∗ ( f [0]∗∗2 / f [ 6 ] )∗np. tan ( f [ 1 ] +theta ) −
(4∗k∗∗3 / (np. sin ( theta ) )∗∗2 )∗ ( f [0]∗∗2 / f [ 6 ] ) ∗ ( np. tan ( f [ 1 ] + theta ) )∗∗2 +
(4∗k∗∗2 / (np. sin ( theta ) )∗∗2)∗ ( f [0]∗∗2 / f [ 6 ] )∗ ( 1/ (np. cos ( f [1]+ theta ) )∗∗2 )
− (4∗k∗∗2 / (np. sin ( theta )∗∗3 ) )∗ ( f [0]∗∗2 / f [ 6 ] )∗mpmath. cot ( theta )
∗np. tan ( f [1]+ theta ) + (4∗k∗∗2 /(np. sin ( theta )∗∗2 ) )∗ ( f [0]∗∗2/ f [ 6 ] )
− f [6 ]∗ f [5]∗∗2 ∗ (np. sin ( theta )∗∗2)+ (k−(5/2))∗ Q ∗ f [0 ]∗∗ (0 )∗ f [6]∗∗g
−lam∗ f [ 6 ] + (k−(1/2))∗ f [4]∗∗2 + (k−(1/2))∗ f [3 ]∗∗2] ,
[k∗Q∗ (0)∗ f [ 0 ]∗∗ ( 0 ) ∗np. tan ( f [ 1 ] + theta ) −
(2∗k∗∗2/(np. sin ( theta )∗∗2 ) )∗ ( f [0]∗∗2 / f [ 6 ] )∗np. tan ( f [ 1 ] + theta )
+ (4∗k∗∗3 / (np. sin ( theta )∗∗2 ) )∗ ( f [0]∗∗2 / f [ 6 ] )∗np. tan ( f [1]+ theta )
+ (4∗k∗∗2 / (np. sin ( theta )∗∗3 ) )∗ ( f [0]∗∗2 / f [ 6 ] )∗np. cos ( theta ) + f [5]∗∗2
∗ f [ 6 ] ∗np. cos ( theta )∗np. sin ( theta ) − 2∗ f [4]∗∗2∗mpmath. cot ( theta )
+ (k−(1/2))∗ f [2 ]∗ f [ 3 ] ] ,

[k∗ f [0 ]∗ f [5 ]∗np. tan ( f [ 1 ] + theta ) − 2∗k∗ f [0 ]∗ f [5 ]∗mpmath. cot ( theta)−
2∗k∗ f [5 ]∗ f [ 0 ] − 2∗ f [0 ]∗ f [5 ]∗mpmath. cot ( theta ) −
2∗ f [3 ]∗ f [4 ]∗mpmath. cot ( theta ) − ( k − (1/2) )∗ f [2 ]∗ f [ 4 ] +
(3/2)∗ (k − (1/2) )∗ f [5 ]∗ f [6 ]∗ fn∗np. sin ( theta ) ] ,

[−(2∗k/np. sin ( theta ) ) ∗ ( f [0 ]∗ f [ 4 ] / f [ 6 ] ) − f [5 ]∗ f [3 ]∗np. sin ( theta ) −
mp∗ f [4 ]∗mpmath. cot ( theta ) −(1/2)∗(k−(3/2))∗ f [ 7 ] ] ,

[ f [2 ]∗ f [5 ]∗np. sin ( theta ) +
(k/np. sin ( theta ) ) ∗ ( f [4 ]∗ f [ 0 ] / f [ 6 ] )∗np. tan ( f [ 1 ] + theta ) +
(1/2)∗ (k−(1/2))∗mp∗ f [ 4 ] ] ,

[ (2∗k/np. sin ( theta ) ) ∗ ( f [3 ]∗ f [ 0 ] / f [ 6 ] )∗np. tan ( f [ 1 ] + theta ) −
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(2∗k/np. sin ( theta ) ) ∗ ( f [0 ]∗ f [ 2 ] / f [ 6 ] ) + (1/2)∗ (k−(1/2))∗mt∗ f [ 3 ] ] ,
[− f [1 ]∗mpmath. cot ( theta ) −(1/2)∗(k+3/2)∗ f [ 2 ] ] ,
[−k∗ f [0 ]∗np. tan ( f [ 1 ] + theta ) ] ,

] , dtype= ’ f l oa t ’ )

# MinvP = M_inv∗P

MinvP = solve ( M_inv ,P )

return [MinvP [ 0 ] . item ( ) , MinvP [ 1 ] . item ( ) , MinvP [ 2 ] . item ( ) , MinvP [ 3 ] .
item ( ) , MinvP [ 4 ] . item ( ) , MinvP [ 5 ] . item ( ) , MinvP [ 6 ] . item ( ) ,
MinvP [ 7 ] . item ( ) ]

tmin = (np. pi/2−1)
tmax = np. pi/2−0.01

Nmax = 100000

tspace = np. linspace ( tmin , tmax,Nmax)

res = integ . solve_ivp ( rhs , [ tmin , tmax] ,
np. array ( [0.001 , 3.2 , 0.02 , 1. , 0.01 , 1. ,
( ( ( k_def −2.5)/(k_def −1.5))∗b_def ) / ( e_def∗∗2) ,
( p_def∗B_z − 1)/0.5∗(1.5−k_def ) ] ) ,
method= ’LSODA ’ , atol = 1e−4, r to l=1e−6)

resT = res . y .T
x = resT . reshape ( resT . shape )
np. savetxt ( ’ results . txt ’ ,x )

res_t_T = res . t .T
t = res_t_T . reshape ( res_t_T . shape )
np. savetxt ( ’ theta . txt ’ , t )

for i in range ( res . y . shape [ 0 ] ) :
p l t . plot ( res . t [ : : −1] , res . y [ i ] , label= f ’$X_ { i } ( t )$ ’ )
p l t . xlabel ( ’ $theta$ ’ ) # the horizontal axis represents the angle
pl t . legend ( ) # show how the colors correspond to the components of X
pl t . gca ( ) . invert_xaxis ( )
p l t .show ( )



Κεφάλαιο 7

Αποτελέσµατα Ολοκλήρωσης (;)

Σε αυτό το σηµείο κάθε εργασίας συνήθως παρατίθενται τα αποτελέσµατα και τα συµπε-
ϱάσµατα που έχουν προκύψει. ΄Ηδη ξεκινώντας την εργασία αυτή, περίµενα µε ανυποµονησία
την στιγµή που ϑα γέµιζα τις σελίδες αυτές µε τα προσεκτικά επιµεληµένα διαγράµµατα και ϑα
έβλεπα πως διαφοροποιούνται τα αποτελέσµατα της δουλειάς µου από τις εργασίες ανθρώπων
που ασχολούνται για πολλά χρόνια µε το συγκεκριµένο ϑέµα. Ωστόσο αυτό δεν είναι δυνα-
τόν, καθώς δεν κατάφερα να τελειώσω την ολοκλήρωση του συστήµατος. ΄Ελλειψη χρόνου και
γνώσεων που δεν είναι σπάνια στην εκπόνηση µιας πτυχιακής εργασίας.

΄Οταν πριν από λίγες εβδοµάδες συνειδητοποίησα ότι δεν προλάβαινα να τελειώσω µε τον
τρόπο που ϑα ήθελα την εργασία, οµολογώ ότι απογοητεύτηκα. ∆εν ήταν λίγες οι ϕορές που
σκέφτηκα να συνεχίσω την προσπάθεια µέχρι να προκύψουν πράγµατι τα πολυπόθητα αποτε-
λέσµατα. Αυτό όµως ϑα σήµαινε να καθυστερήσω την παράδοση της πτυχιακής εργασίας και
συνεπώς την απόκτηση του πτυχίου. Αλλά πότε ϑα τελείωνε αυτή η µελέτη; Είπα ήδη ότι υ-
πάρχουν άνθρωποι που ασχολούνται µε το ϑέµα αυτό περισσότερα χρόνια από ότι εγώ υπάρχω
σε αυτόν τον κόσµο. Και τι είναι αυτό που µε εµποδίζει από το να συνεχίσω την µελέτη µετά
το τέλος των προπτυχιακών µου σπουδών; Από την στιγµή που τόσο µου άρεσε το ϑέµα και η
τελειοµανία µου ϑέλει να το δει ολοκληρωµένο, µάλλον τίποτα.

∆εν ξέρω αν όντως ϑα καταφέρω ποτέ να συµπληρώσω τις κενές σελίδες αυτής της εργασίας.
Ακόµα κι αν δεν το κάνω, κάποιος άλλος ϑα ϐρεθεί να ολοκληρώσει αυτό το πρόβληµα και στην
περίπτωση αυτή, ϑα έχω ϐάλει κι εγώ ένα λιθαράκι στο να απαντηθεί µια από τις ατελείωτες
ερωτήσεις τους σύµπαντος.
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