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Εισαγωγή

Η διατριβη αυτη αποτελειται απο τρια μερη. Τα δυο πρωτα μερη ειναι
σχετικα ανεξαρτητα απο το τριτο με κοινο σημειο την εννοια του coideal
και της κοινης δουλειας της ιδιας ομαδας ανθρωπων και περιεχουν αποτε‑
λεσματα στη θεωρια Ramsey και στα τοπολογικα δυναμικα συστηματα. Το
τριτο μερος απο την αλλη περιεχει αποτελεσματα στην εργοδικη θεωρια.

Στο πρωτο μερος αναπτυσσουμε μια θεωρια που επεκτεινει την κλασ‑
σικη τοπολογικη θεωρια Ramsey και περιλαμβανει ως ειδικες περιπτωσεις
αποτελεσματα, απο την αντιστοιχη θεωρια για coideal στο συνολο των φυ‑
σικων αριθμων των Louveau, Mathias, Farah και Todorcevic, το διαμεριστικο
αποτελεσμα για ακολουθιες πεπερασμενων υποσυνολων φυσικων αριθμων
των Milliken και Taylor, αλλα και διαμεριστικα αποτελεσματα σε λεξεις του
Carlson, των Bergelson, Blass και Hindman και της Φαρμακη.

Το σημειο εκκινησης για την τοπολογικη θεωρια Ramsey ηταν το Θεω‑
ρημα Nash‑Williams [NW], οπου για μια διαμεριστικη οικογενεια U του συ‑
νολου [N]∗ των γνησιως αυξουσων απειρων ακολουθιων τωνφυσικων αριθ‑
μων εφοδιασμενου με την τοπολογια της κατα σημειου συγκλισης, που ει‑
ναι κλειστη ως προς την τοπολογια αυτη και καθε απειρο υποσυνολοA των
φυσικων αριθμων υπαρχει ενα απειρο υποσυνολο B τουA τετοιο ωστε ειτε
[B]∗ ⊆ U ειτε [B]∗ ⊆ [N]∗ \ U. Αργοτερα αποδειχθηκε απο τους Galvin και
Prikry στο [GP] οτι και οι διαμεριστικες οικογενειες U που ειναι Borel εχουν
την ιδια ιδιοτητα. Ταθεωρηματααυτα ισχυροποιηθηκανπρος δυοκατευθυν‑
σεις.

Απο τη μια πλευρα ο Louveau στο [Lo] επελεξε τα απειρα συνολαA και B
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απο ενα μη τετριμμενο Ramsey υπερφιλτρο τωνφυσικων αριθμων και αργο‑
τερα οMathias στο [M], ο Farah στο [F] και ο Todocervic στο [T], τα επελεξαν
απο ενα semiselective coideal των φυσικων αριθμων επισης.

Απο την αλλη πλευρα, αυτα τα τοπολογικα αποτελεσματα επεκταθηκαν
απο τονMilliken και τον Taylor στα [Mi] και [Ta] αντιστοιχα, αποδεικνυοντας
αναλογα αποτελεσματα για το συνολο των πεπερασμενων μη κενων υποσυ‑
νολων του N αντι για το συνολο των φυσικων αριθμων. Επιπλεον, αναλογα
τοπολογικα διαμεριστικα αποτελεσματα για λεξεις σε ενα πεπερασμενο αλ‑
φαβητο αποδειχθηκαν αρχικα απο τον Carlson στο [C] και αργοτερα απο
τους Bergelson, Blass και Hindman στο [BBH] και τους Φαρμακη και Νεγρε‑
ποντη στο [FaN]. Επισης, διαμεριστικα αποτελεσματα τυπου Nash‑Williams,
εδωσε η Φαρμακη στο [Fa] γιαω‑located λεξεις με μεταβλητη σε ενα απειρο
αλφαβητο που κυριαρχειται απο μια αυξουσα ακολουθια και ο ιδιος συγγρα‑
φεας με τον Κουτσογιαννη στο [FaK1] στο συνολο των ρητων αριθμων.

Ενοποιουμε αυτες τις δυο θεωριες, που εχουν ως κοινο κομματι το κλασ‑
σικο θεωρημα Nash‑Williams, αναπτυσσοντας μια τοπολογικη θεωρια Ram‑
sey για δικτυα. Αυτο ειναι το περιεχομενο της εργασιας:

V. Farmaki, D. Karageorgos, A. Koutsogiannis, A. Mitropoulos, Ab‑
stract topological Ramsey theory for nets, Topology and its Appli‐

cations 201 (2016), 314‑329.

Συγκεκριμενα, οριζουμε τις εννοιες του coideal, της βασης coideal και του
semiselective∗ coideal σε ενα απειρο κατευθυνομενο συνολο(X,≺) που απο‑
τελουν γενικευσεις των αντιστοιχων εννοιων στους φυσικους αριθμους. Στη
συνεχεια αποδεικνυουμε οτι καθε semiselective∗ βαση coideal B στο X για
την οποια B − x ∈ B για καθε B ∈ B και καθε x ∈ X, οπως και καθε
semiselective∗ coideal στο X, εχει την ιδιοτητα Ramsey∗. Δηλαδη για καθε
φυσικο αριθμοn, καθε οικογενειαF του [X]∗ και καθεA ∈ B υπαρχειB ∈ B,
με B ⊆ A ωστε, ειτε [B]∗ ⊆ F ειτε [B]∗ ⊆ [X]∗ \ F. Τα αποτελεσματα αυτα
αποτελουν το περιεχομενο του Θεωρηματος 2.2.6 και του Πορισματος 2.2.8.

Έπειτα, στοΘεωρημα2.3.6παιρνουμε ενααποτελεσματυπουNash‑Willi‑
amsγιααπειρακατευθυνομενασυνολα, τοοποιο ειναι εναδιαμεριστικοαπο‑
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τελεσμα για το συνολο [X]<∞
∗ , των ολικα διατεταγμενωνπεπερασμενωνυπο‑

συνολων του X. Συγκεκριμενα, για μια διαμεριστικη οικογενεια F του συνο‑
λου [X]<∞

∗ και για καθε στοιχειοA μιας semiselective∗ βασης coidealB στοX,
βρισκουμε B ∈ B, με B ⊆ Aωστε, ειτε το [B]<∞

∗ να περιεχεται στο [X]<∞
∗ \F,

ειτε καθε απειρη αυξουσα ακολουθια στοιχειων του B να εχει αρχικο τμημα
στο F.

Εφοδιαζοντας το συνολο [X]∗ των ολικα διατεταγμενων απειρων υποσυ‑
νολων του X με την σχετικη τοπολογια της τοπολογιας γινομενο του {0, 1}X,
το Θεωρημα 2.3.6 εχει ως συνεπεια οτι, για καθε διαμεριστικη οικογενεια U

του [X]∗, η οποια ειναι κλειστη ως προς την τοπολογια της κατα σημειο συγ‑
κλισης και καθε στοιχειο A μιας semiselective∗ βασης coideal μπορουμε να
βρουμε B ∈ B, με B ⊆ A ωστε, ειτε το [B]∗ να περιεχεται στο U, ειτε το [B]∗

να περιεχεται στο [X]∗ \U. Επιπλεον, δειχνουμε στο Πορισμα 2.4.12 οτι καθε
διαμεριστικη οικογενεια U του [X]∗, που ειναι Borel ικανοποιει την ιδια ιδιο‑
τητα.

Τελος, αφου τα semiselective coideal στο συνολο των φυσικων αριθμων
ειναι semiselective∗ χρησιμοποιωντας τα τοπολογικα διαμεριστικα αποτελε‑
σματα που παιρνουμε, για το συνολο των πεπερασμενων μη κενων υποσυ‑
νολων τουN, οπως επισης και για το συνολο των λεξεων, ειναι δυνατον, ορι‑
ζοντας καταλληλες semiselective∗ βασεις coideal οπως στις προτασεις 2.2.4,
2.2.5, τα αποτελεσματα των Milliken [Mi] και Taylor [Ta] για την περιπτωση
των πεπερασμενων υποσυνολων του N και των Carlson [C], Φαρμακη [Fa]
και Bergelson, Blass και Hindman [BBH] να επαναδιατυπωθουν. Συνεπως,
εμπεριεχονται στην θεωρια που παρουσιαζουμε και ενοποιουνται κατω απο
αυτη.

Στο δευτερο μερος της διατριβης παρουσιαζουμε αποτελεσματα επανα‑
φορας και πολλαπλης επαναφορας για τοπολογικαδυναμικασυστηματαπα‑
νω σε μια κατευθυνομενη μερικη ημιομαδα ως προς μια βαση coideal που
ειναι καταλληλη γι αυτη.

Αφετηρια μας ειναι τα θεωρηματα επαναφορας τουBirkhoff και των Fur‑
stenberg και Weiss. Αρχικα ο Birkhoff, ο οποιος ειναι ο κυριος υπευθυνος για
τη δημιουργια των τοπολογικων δυναμικων συστηματων ως ανεξαρτητου
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κλαδου, στο [Bi] απεδειξε οτι για μια συνεχη συναρτηση T απο ενα συμπαγη
χωροX στον εαυτο του, υπαρχει στοιχειο x στονX τετοιο ωστε lim

k∈N
Tnk(x) =

x για καποια ακολουθια (nk)k∈N φυσικων αριθμων.
Το αποτελεσμα του Birkhoff γενικευτηκε απο τους Fustenberg και Weiss

στο [FuW] σε δυο κατευθυνσεις. Οριζοντας τα σημεια επαναφορας, εντοπι‑
σανσυνθηκες για τηνυπαρξητουςκαιαπεδειξαν εναΘεωρηματυπουBirkhoff
πολλαπλης επαναφορας. Επιπλεον επεκτειναν τααποτελεσματατουςγιασυ‑
στηματα της μορφης (TF)F∈[N]<∞

>0
, οπου [N]<∞

>0 ειναι το συνολο των μη κενων
πεπερασμενων υποσυνολων τουN, αντι για τα συστηματα (Tn)n∈N που χρη‑
σιμοποιησαν νωριτερα.

Παρουσιαζουμε λοιπον μια γενικη θεωρια τοπολογικων δυναμικων συ‑
στηματων, που περιεχει και ενοποιει τα προηγουμενα αποτελεσματα. Αυτο
ειναι το περιεχομενο της εργασιας:

V. Farmaki,D.Karageorgos, A. Koutsogiannis, A.Mitropoulos,Topo‑
logical dynamics onnets,Topologyand itsApplications201 (2016),
414‑431.

Τα αποτελεσματα μας αφορουν τοπολογικα δυναμικα δυναμικα συστη‑
ματα της μορφης (X, Tλ)λ∈Λ, οπου Λ ειναι μια κατευθυνομενη μερικη ημιο‑
μαδα. Στο Θεωρημα 4.2.8 αποδεικνυουμε οτι σε ενα τετοιο συστημα μπο‑
ρουμε να βρουμε ενα σημειο B‑επαναφορας, δηλαδη lim

λ∈A
Tλ(x0) = x0, για

καποιοA ∈ B μεA ⊆ B, οπου τοB ειναι εναστοιχειο μιας καταλληλης βασης
coideal B στο Λ η οποια θα πρεπει να εχει επιπλεον μια ιδιοτητα την οποια
ονομαζουμε D. Το αποτελεσμα αυτο ειναι μια επεκταση του αποτελεσματος
επαναφορας του Birkhoff.

Επισης, καταφερνουμε να παρουμε και ενα αποτελεσμα πολλαπλης επα‑
ναφορας στοΘεωρημα4.2.20, επεκτεινοντας το αντιστοιχο αποτελεσμα των
Furstenberg καιWeiss [FuW]. Η ακριβης διατυπωση αυτου του αποτελεσμα‑
τος ειναι η ακολουθη:

Θεώρημα. Έστω (Λ,≺, ∗) μια κατευθυνόμενη μερική ημιομάδα, B μια κα‑
τάλληλη βάση coideal στην (Λ,≺, ∗) με την ιδιότητα‑D, m ∈ N, (X, Tλ

1 )λ∈Λ,
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. . ., (X, Tλ
m)λ∈Λ,Λ‑τοπολογικά δυναμικά συστήματα ενός συμπαγούς μετρικού

χώρου (X, d) τα οποία περιέχονται όλα σε μια μεταθετική ομάδα G ομοιομορ‑
φισμών του X. Υποθέτουμε επιπλέον, ότι τα συστήματα (X, Tλ

i )λ∈Λ αλλά και
(X, (Tλ

i )
−1)λ∈Λ είναι ισοσυνεχή για κάθε i = 1, . . . ,m. Τότε για κάθε B ∈ B

υπάρχουνA ∈ B μεA ⊆ B και x0 ∈ X ώστε,

lim
λ∈A

Tλ
i (x0) = x0 για κάθε 1 6 i 6 m.

Τελος, υποδεικνυουμε ενα τροπο για να εφαρμοσουμε αυτα τα αποτελε‑
σματα σε τοπολογικα δυναμικα συστηματα πανω σε λεξεις.

Στο τριτο μερος ασχολουμαστε με συγκλιση εργοδικων μεσων και τις συ‑
νεπειες που εχουν σε προβληματα επαναφορας στη συνδυαστικη και τη θε‑
ωρια αριθμων.

Η μελετη της οριακης συμπεριφορας στον L2(µ) πολλαπλων εργοδικων
μεσων της μορφης

1

N

N∑
n=1

Ta1(n)f1 · . . . · Taℓ(n)fℓ, (1)

σε ενα συστημα (X,B, µ, T), οπου (a1(n))n∈N, . . . , (aℓ(n))n∈N ειναι ακολου‑
θιες ακεραιων, T : X → X ειναι ενας αντιστρεψιμος μετασχηματισμος που
διατηρει το μετρο σε ενα χωρο πιθανοτητας (X,B, µ) και f1, . . . , fℓ ∈ L∞(µ),
εχει υπαρξει μεγαλης σημασιας για την περιοχη της εργοδικης θεωριας. Πρω‑
τοπορος σε αυτο υπηρξε ο Furstenberg στο [Fu], οπου πρωτος μελετησε με‑
σους οπως στην (1) για την περιπτωση των ακολουθιων ai(n) = in, 1 6
i 6 ℓ, με σκοπο να δωσει μια εργοδικη αποδειξη του θεωρηματος του Sze‑
merédi πανωσε αριθμητικες προοδους. Συγκεκριμενα απεδειξε οτι ανA ∈ B

με µ(A) > 0 τοτε

lim inf
N→∞

1

N

N∑
n=1

µ(A ∩ T−nA ∩ T−2nA . . . ∩ T−ℓnA) > 0

αλλααφησεανοιχτο το ερωτημα της υπαρξης του οριου. ΟιHost και Kra εδω‑
σανθετικηαπαντησηστο [HK] για τηνυπαρξη τουπαραπανωοριουαλλακαι
πιο γενικα και για το οριο της (1).
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Οι Bergelson και Leibman στο [BL] μελετησαν την περιπτωση, οπου οι
ακολουθιεςai ειναι ακεραιαπολυωνυμα, δηλαδηπολυωνυμαπουδινουνακε‑
ραιες τιμες στους ακεραιους, χωρις σταθερο ορο και απεδειξαν μια πολυω‑
νυμικη επεκταση του θεωρηματος του Szemerédi.

Ένα αλλο ερωτημα που προκυπτει μελετωντας την οριακη συμπεριφορα
των εργοδικων μεσων οπως αυτων της (1), ειναι αν το οριο υπαρχει τι μπο‑
ρουμε να πουμε γι αυτο. Προς αυτη την κατευθυνση και για την περιπτωση
τωνασθενωνmixingσυστηματων (X,B, µ, T), δηλαδητοσυστημα (X×X,B×
B, µ× µ, T × T) ειναι εργοδικο, οι Fustenberg, Katznelson και Ornstein απε‑
δειξαν στο [FKO] οτι αν ai(n) = in, 1 6 i 6 ℓ, οι πολλαπλοι εργοδικοι μεσοι
της (1) συγκλινουν στο γινομενο των ολοκληρωματων των fi. Ο Bergelson
στο [B] επεκτεινε αυτο το αποτελεσμα για την περιπτωση που οι ai ειναι ου‑
σιωδως διακεκριμενα ακεραια πολυωνυμα, δηλαδη ειναι πολυωνυμα και οι
διαφορες τους δεν ειναι σταθερες. Επιπλεον, οι Φραντζικινακης και Kra στο
[FK] απεδειξαν το ιδιο αποτελεσμα υποθετοντας οτι το συστημα ειναι κα‑
θολικα εργοδικο και για την περιπτωση που οι ai ειναι ανεξαρτητα ακεραια
πολυωνυμα, δηλαδη καθε μη τετριμμενος γραμμικος συνδυασμος στους ακε‑
ραιους των ai δεν ειναι σταθερος. Η σημασια της ακριβης γνωσης του οριου
για ενα συστημα εγκειται στο γεγονος οτι θα ειχε εκ των προτερων, ως συνε‑
πειες καλα αποτελεσματα επαναφορας και αποτελεσματα στη συνδυαστικη.

Η συγκλιση πολλαπλων εργοδικων μεσων με περισσοτερους απο ενα με‑
τασχηματισμους που μετατιθενται μεταξυ τους μελετηθηκε επισης. Για την
περιπτωσηακεραιωνπολυωνυμωνμεδιαφορετικουςβαθμουςστο [CFH] και
για την περιπτωση με ακεραια μερη πραγματικων πολυωνυμων επισης με
διαφορετικους βαθμους στο [K].

Επισης, υπαρχουν αποτελεσματα και σε μη πολυωνυμικες περιπτωσεις.
Οι Bergelson και Håland‑Knutson στο [BK] ασχοληθηκαν με την περιπτωση
των μεσων με ακεραια μερη tempered συναρτησεων σε ασθενως mixing συ‑
στηματα, ενω ο Φραντζικινακης ασχοληθηκε με την περιπτωση μεσων με
ακεραια μερη απο λογαριθμο‑εκθετικες Hardy συναρτησεις πολυωνυμικης
ταξης, στο [F2] για ενα μετασχηματισμο T και στο [F4] για πολλους Ti που
μετατιθενται, οπου επισης εδειξε ([F2]) οτι για την υπογραμμικη περιπτωση
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η υποθεση της αντιμεταθετικοτητας των Ti μπορει να παραλειφθει. Όλα τα
παραπανωαποτελεσματαδειχνουνσυγκλισηστοαναμενομενοοριο, δηλαδη
με την υποθεση της εργοδικοτητας, το οριο να ειναι ισο με το γινομενο των
ολοκληρωματων των fi. Τα αποτελεσματα στα [F2] και [F4] ισχυουν και για
γενικασυστηματα, μια συμπεριφοραπουδεν ειχαμε για καμια κλασηπολυω‑
νυμων, με πολλαπλα πολυωνυμα βαθμου μεγαλυτερου του ενα.

Στη διατριβη αυτη μελεταμε τη συγκλιση πολλαπλων εργοδικων μεσων
πανω σε ακεραια μερη πραγματικων πολυωνυμων της μορφης

1

N

N∑
n=1

T [p1(n)]f1 · . . . · T [pℓ(n)]fℓ. (2)

Τα αποτελεσματα που παρουσιαζουμε καταγραφονται στην εργασια:

D. Karageorgos, A. Koutsogiannis. Integer part independent poly‑
nomial averages and applications along primes. Studia Mathemat‐

ica 249 (2019), 233–257.

Αποδεικνυουμε οτι, αν οι ακολουθιες (p1(n))n∈N, . . ., (pℓ(n))n∈N αποτε‑
λουνται απο ισχυρα ανεξαρτητα πολυωνυμα, δηλαδη καθε μη τετριμμενος
γραμμικος συνδυασμος τους εχει τουλαχιστον εναν αρρητο μη σταθερο συν‑
τελεστη και υποθετοντας την εργοδικοτητα του συστηματος (X,B, µ, T) το
οριο στην (2) υπαρχει στονL2(µ)καθως τοN → ∞και ειναι το γινομενο των
ολοκληρωματων των fi. Αυτο ειναι το περιεχομενο του Θεωρηματος 6.1.3
([KK], Θεωρημα 2.1) και μπορει να διατυπωθει ως εξης:

Θεώρημα. Έστω ℓ ∈ N, p1, . . . , pℓ ∈ R[t] ισχυρά ανεξάρτητα πραγματικά
πολυώνυμα, (X,B, µ, T) ένα εργοδικό σύστημα και f1, . . . , fℓ ∈ L∞(µ). τότε

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

T [p1(n)]f1 · . . . · T [pℓ(n)]fℓ =

∫
f1 dµ · . . . ·

∫
fℓ dµ, (3)

όπου η σύγκλιση συμβαίνει στον L2(µ).

Χρησιμοποιωντας την εργοδικη αναλυση σε ενα γενικο συστημα το πα‑
ραπανω οριο ειναι το γινομενο των δεσμευμενων μεσων τιμων των fi αν‑
τιστοιχα, δηλαδη E(f1|I(T)) · . . . · E(fℓ|I(T)). Μαλιστα αυτη ειναι η πρωτη
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φορα που εχουμε υπαρξη και ακριβη εκφραση του οριου για γενικες πολ‑
λαπλες πολυωνυμικες εκφρασεις. Το αποτελεσμα αυτο αν και ειναι διατυ‑
πωμενο στη γλωσσα της εργοδικης θεωριας ειναι εκ φυσεως συνδυαστικο.
Πραγματι, αμεσες εφαρμογες τουθεωρηματος6.1.3 ειναι τοαποτελεσμαεπα‑
ναφορας του θεωρηματος 6.1.5 και συνεπεια της αρχης του Furstenberg τα
αποτελεσματα συνδυαστικης που διατυπωνονται στα θεωρηματα 6.1.7 και
6.1.8. Αξιζει να αναφερουμε οτι με το αποτελεσμα αυτο παιρνουμε εφαρμο‑
γες και στα τοπολογικα δυναμικα συστηματα, οπως ειναι το περιεχομενο
του Θεωρηματος 6.1.9 και του Πορισματος 6.1.11, αλλα και επιπλεον εφαρ‑
μογες στη συνδυαστικη, οπως βλεπουμε στο Θεωρημα 6.1.14 και στο Πορι‑
σμα 6.1.17.

Για να αποδειξουμε το Θεωρημα 6.1.3 ακολουθουμε την προσεγγιση που
υπαρχει στα [F1] και [F2] απο τον Φραντζικινακη και χρησιμοποιουμε κα‑
ποια αποτελεσματα του Leibman [L] και των Host και Kra [HK]. Πιο συγ‑
κεκριμενα χρησιμοποιωντας το Λημμα 7.2.4 (Λημμα 4.7 στο [F2]), που λεει
οτι ο nilfactor ειναι ο χαρακτηριστικος παραγων για την οικογενεια των πο‑
λυωνυμων που δουλευουμε και το θεωρημα δομης των Host και Kra (Θεω‑
ρημα 5.2.3), αρκει να αποδειξουμε το Θεωρημα 6.1.3 για την περιπτωση που
το συστημα ειναι nilsystem. Για να το πετυχουμε αυτο ολοκληρωνουμε την
αποδειξη χρησιμοποιωντας τοΘεωρημα7.1.1, ενα αποτελεσμα ομοιομορφης
κατανομης σε nilmanifolds που αποδειχθηκε πρωτα απο τον Φραντζικινακη
στο [F1] για την περιπτωση λογαριθμο‑εκθετικων Hardy συναρτησεων. Για
την αποδειξη του Θεωρηματος 7.1.1 χρησιμοποιουμε το Θεωρημα 5.1.9, ενα
κεντρικο αποτελεσμα ομοιομορφης κατανομης για πολυωνυμικες ακολου‑
θιες σε συνεκτικες και απλα συνεκτικες ομαδες Lie, που οφειλεται στον Leib‑
man [L].

Χρησιμοποιωντας το Θεωρημα 6.2.1 απο το [F2], ενα αποτελεσμα συγ‑
κλισης πολλαπλων εργοδικων μεσων απο μια πολυωνυμικη ακολουθια και
το Θεωρημα 6.1.3 μαζι με καποια αποτελεσματα απο το [K1], αποδεικνυουμε
τα Θεωρηματα 6.2.3 και 6.2.5 αντιστοιχα μαζι με τις συνεπειες τους.

Τελος, αποδεικνυουμε τα Θεωρηματα 6.3.1 and 6.3.2, που ειναι τα αποτε‑
λεματα επαναφορας σε μετατοπισμενους πρωτους P − 1 και P + 1, μαζι με
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τις συνεπειες τους που ειναι το περιεχομενο τωνΘεωρηματων 6.3.3 και 6.3.4
χρησιμοποιωντας την αρχη του Furstenberg.
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Θεωρία Ramsey





Κεφάλαιο 1

Εισαγωγικές Έννοιες

Το 1927 ο van der Waerden [vdW] απεδειξε οτι αν το συνολο των φυσι‑
κων αριθμων διαμεριστει σε πεπερασμενα το πληθος συνολα, τοτε καποιο
απο αυτα περιεχει αυθαιρετα μεγαλη αριθμητικη προοδο, ενω ο Ramsey [R]
το 1929 απεδειξε οτι αν το συνολο των k‑αδων φυσικων αριθμων διαμερι‑
στει σε πεπερασμενα τοπληθος συνολα, τοτε υπαρχει ενα απειρο υποσυνολο
των φυσικων, ωστε το συνολο των k‑αδων του να εμπεριεχεται σε καποιο
συνολο της διαμερισης. Τα δυο αυτα θεμελιωδη θεωρηματα, αποτελεσαν την
αρχη της θεωριας Ramsey και ειναι συνεπειες της αρχης του περιστερεωνα.

Το 1965 ο Nash‑Williams [NW] απεδειξε οτι για καθε διαμεριστικη οικο‑
γενεια U ⊆ [N] η οποια ειναι κλειστη ως προς την τοπολογια της κατα ση‑
μειο συγκλισης και για καθεA ⊆ N απειρο, υπαρχειB ⊆ A απειρο ωστε, ειτε
[B] ⊆ U ειτε [B] ⊆ [N] \ U. Οι Galvin και Prikry [GP] το 1973 απεδειξαν ενα
αντιστοιχο του θεωρηματος Nash‑Williams για μια διαμεριστικη οικογενεια
U που ειναι Borel ως προς την τοπολογια της κατα σημειο συγκλισης.

Το 1974 ο Hindman [H] εδειξε οτι αν οι φυσικοι αριθμοι διαμεριστουν
σε πεπερασμενα χρωματα, τοτε υπαρχει ενα απειρο υποσυνολο τους, του
οποιου ολα τα πεπερασμενα αθροισματα να ειναι μονοχρωματικα. Το ανα‑
λογοπολυδιαστατοαποτελεσμαγιαk‑αδεςφυσικωναριθμωναπεδειχθηανε‑
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ξαρτητα απο τους Milliken [Mi] το 1975 και Taylor [Ta] το 1976.
Οι Hales και Jewett το 1963 ειχαν διαμεριστικα αποτελεσματα πανω σε

λεξεις ως προς ενα πεπερασμενο αλφαβητο και ο Carlson το 1988 επεξετεινε
τα αποτελεσματα τους αποδεικνυοντας απειροδιαστατα αναλογα αποτελε‑
σματα.Οι Bergelson, Blass καιHindman [BBH] το1994 ειχαναντιστοιχααπο‑
τελεσματα σε located λεξεις, ενω η Φαρμακη [Fa] το 2009 εδωσε αναλογα
αποτελεσματα σε λεξεις πανω σε απειρο αλφαβητο.

Τααποτελεσματααυτα ταπαρουσιαζουμε στην αρχη του κεφαλαιου μιας
τα θεωρουμε σημαντικα, πηγη εμπνευσης και τα χρησιμοποιουμε στην πα‑
ρουσα διατριβη. Στην συνεχεια, δινουμε τις εννοιες των υπερφιλτρων και
coideal, καθως και καποιες βασικες ιδιοτητες τους και αποτελεσματα πανω
σε αυτα.

Τελος, δινουμε τον συμβολισμο που θα χρησιμοποιουμε στο πρωτο μερος
της διατριβης

Με N = {1, 2, 3, . . .} θα συμβολιζουμε το συνολο των φυσικων αριθμων.
Για ενα απειρο συνολο M με [M] = {L ⊆ M : L απειρο} θα συμβολιζουμε
το συνολο των απειρων υποσυνολων του M, ενω με [M]<∞ = {L ⊆ M : L

πεπερασμενο } και [M]k = {(m1, . . . ,mk) : m1 < . . . < mk ∈ M} τα συνολα
των πεπερασμενων υποσυνολων τουM και των διατεταγμενων k‑αδων με
στοιχεια απο τοM. ΓιαA ∈ [N] καιn ∈ N θα συμβολιζουμε μεA−n = {m ∈
N : n < m} τα στοιχεια τουA που ειναι μεγαλυτερα του n.

1.1 Τα Θεμελιώδη Αποτελέσματα της Θεωρίας Ramsey

Στη παραγραφο αυτη δινουμε καποια θεμελιωδη αποτελεσματα της Θε‑
ωριας Ramsey.

Έστω X ενα συνολο και r ∈ N. Μια συναρτηση c : X → {1, . . . , r} θα
λεγεται r‑χρωματισμός η πιο απλα χρωματισμός του X. Αν c−1({i}) = Ci για
καθε 1 6 i 6 r, τοτε X = C1 ∪ . . . Cr. Ένα υποσυνολο Y του X θα λεγεται
μονοχρωματικο αν υπαρχει 1 6 i0 6 rωστε Y ⊆ Ci0 .
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Θεώρημα 1.1.1 (Αρχή του περιστερεώνα). ΈστωA ένα άπειρο σύνολο και
B ⊆ A. Τότε είτε το B είναι άπειρο είτε τοA \ B είναι άπειρο.

Στη συνεχεια αναφερουμε το Θεωρημα του Ramsey το οποιο αποτελει,
οπως θα μπορουσε να πει κανεις μια “πολυδιαστατη”μορφη της Αρχης του
Περιστερεωνα.

Θεώρημα 1.1.2 (Ramsey, [R]). Για κάθε k ∈ N, A ⊆ N άπειρο και F ⊆ [N]k

υπάρχει B ⊆ A άπειρο ώστε, είτε [B]k ⊆ F, είτε [B]k ⊆ [N]k \ F.

Θεώρημα 1.1.3 (van der Waerden, [vdW]). Έστω k, r ∈ N. Αν N = C1 ∪
. . . ∪ Cr, μια διαμέριση των φυσικών αριθμών, τότε υπάρχει 1 6 i0 6 r ώστε
το Ci0 να περιέχει αριθμητική πρόοδο μήκους k, δηλαδή υπάρχουν a, b ∈ N
ώστε a+ jb ∈ Ci0 για κάθε 1 6 j 6 k− 1.

Σημειωνουμε εδω, οτι εν γενει δεν μπορουμε να βρουμε παντα απειρη
αριθμητικη προοδο σε καποιο απο τα Ci.

Το θεωρημα van der Waerden αναφερεται σε αριθμητικες προοδους του
N η του Z. Το πολυδιαστατο αναλογο ειναι το ακολουθο Θεωρημα, που επε‑
κτεινει το Θεωρημα van der Waerden στο Nm. Η αποδειξη αυτου, οφειλεται
στον Gallai, παρολο που δε δημοσιευσε ποτε το αποτελεσμα του.

Θεώρημα 1.1.4 (Gallai). Έστωm, r ∈ N καιNm = C1 ∪ . . . ∪Cr , μια διαμέ‑
ριση του Nm σε r χρώματα. Τότε για κάθε πεπερασμένο υποσύνολο F του Nm

υπάρχουν 1 6 i0 6 r, a ∈ Nm και b ∈ N, ώστε a+ Fb ⊆ Ci0 .

1.2 Τα Θεωρήματα Hindman και Milliken‑Taylor

Στησυνεχειαδιατυπωνουμε τοδιαμεριστικοθεωρημαHindman ([H]) (Θε‑
ωρημα 1.2.1), το οποιο αναφερεται σε πεπερασμενα αθροισματα υποσυνο‑
λων του συνολου N των φυσικων αριθμων. .
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Για μια ακολουθια φυσικων αριθμων (xn)n∈N ⊆ N θετουμε,

FS(xn)n∈N =

{∑
i∈F

xi : F ∈ [N]<∞
>0

}
,

να ειναι τοσυνολοτωνπεπερασμενωναθροισματωντηςακολουθιας (xn)n∈N

Το θεωρημα Hindman ([H]) διατυπωνεται ως εξης:

Θεώρημα 1.2.1 (Hindman, [H]). Έστω r ∈ N και N = C1 ∪ . . . ∪ Cr μια
διαμέριση των φυσικών αριθμών. Τότε υπάρχει μια ακολουθία (xn)n∈N ⊆ N
φυσικών αριθμών ώστε

FS(xn)n∈N ⊆ Ci0.

Επισης, διατυπωνουμε το θεωρημα τωνMilliken [Mi] και Taylor [Ta] (Θε‑
ωρημα 1.2.2), για k‑αδες πεπερασμενων αθροισματων το οποιο γενικευει
ταυτοχρονα τα Θεωρηματα των Hindman και Ramsey.

Γιαα,β ∈ [N]<∞ θα γραφουμεα < β ανmaxα < minβ. Αν (xn)n∈N ειναι
μια ακολουθια στο N, xα =

∑
n∈α

xn και θετουμε

[FS(xn)n∈N]
k = {{xα1

, . . . , xαk
} : α1, . . . , αk ∈ [N]<∞, με α1 < . . . < αk}.

να ειναι k‑αδες πεπερασμενων αθροισματων.

Θεώρημα1.2.2 (Milliken‑Taylor, [Mi], [Ta]). Έστωk, r ∈ N, [N]k = C1∪. . .∪
Cr και έστω μια ακολουθία (xn)n∈N ⊆ N φυσικών αριθμών. Τότε υπάρχουν
1 6 i0 6 r και μια ακολουθία (yn)n∈N ⊆ Nφυσικών αριθμών με FS(yn)n∈N ⊆
FS(xn)n∈N ώστε

[FS(yn)n∈N]
k ⊆ Ci0.

1.3 Διαμεριστικά Αποτελέσματα σε Χώρους Λέξεων

Στην παραγραφο αυτη αναφερουμε καποια διαμεριστικα αποτελεσματα
πανω σε λεξεις, τα οποια θεωρουμε σημαντικα και αποτελουν κομματι της
συγχρονης θεωριας Ramsey.
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1.3αʹ Θεώρημα Hales‑Jewett

ΈστωΣ εναπεπερασμενοσυνολο τοοποιοθααποκαλουμεαλφάβητο. Για
καθε n ∈ N θα συμβολιζουμε με Σn το συνολο των διατεταγμενων πεπερα‑
σμενων ακολουθιων με στοιχεια απο το Σ μηκους n. Ακριβεστερα,

Σn = {w = (w1, . . . , wn) : ai ∈ Σ, i ∈ {1, . . . , n}}.

Επισης θετουμε,

W(Σ) =
⋃
n∈N

Σn.

Τα στοιχεια του W(Σ) θα τα λεμε λέξεις ως προς το Σ η πιο απλα λεξεις
αν το αλφαβητο Σ ειναι ξεκαθαρο. Το μήκος μιας λεξης w ως προς το Σ θα
το συμβολιζουμε με |w| και ειναι ο μοναδικος φυσικος αριθμος για τον οποιο
w ∈ Σn, ενω με |Σ| συμβολιζουμε το πληθος των στοιχειων του Σ. Για μια
λεξη w = (w1, . . . , wn), συνηθως θα παραλειπουμε τις παρενθεσεις και τα
κομματα και θα γραφουμεw = w1 · · ·wn.

Ένα στοιχειο υ /∈ Σ θα το αποκαλουμε μεταβλητή. Μια λέξη με μεταβλητή
ως προς το Σ ειναι μια λεξη ως προς το Σ ∪ {υ} οπου η μεταβλητη υ εμφανι‑
ζεται τουλαχιστον μια φορα, ετσι το συνολο των λεξεων με μεταβλητη ειναι

W(Σ;υ) := W(Σ ∪ {υ}) \W(Σ).

Ανw ειναι μια λεξη με μεταβλητη καιa ∈ Σ∪{υ}μεw(a)θασυμβολιζουμε
τη λεξη ως προς το Σ ∪ {v} που προκυπτει απο τη w αντικαθιστωντας ολες
τις εμφανισεις της μεταβλητης v με το a. Αν a ∈ Σ τοτε w(a) ∈ W(Σ), ενω
w(v) = w.

Το ακολουθο θεωρημα οφειλεται στους Hales και Jewett [HJ].

Θεώρημα 1.3.1 (Hales & Jewett,[HJ]). Έστω k, r ∈ N με k > 2. Τότε υπάρχει
N ∈ N τέτοιος ώστε, αν n > N, για κάθε αλφάβητο Σ με |Σ| = k και κάθε
χρωματισμό Σn = C1 ∪ · · · ∪ Cr του Σn υπάρχει μια λέξη με μεταβλητή w

με |w| = n τέτοια ώστε το σύνολο {w(a) : a ∈ Σ} να είναι μονοχρωματικό.
Δηλαδή υπάρχει 1 6 i0 6 r ώστε {w(a) : a ∈ Σ} ⊆ Ci0 .
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Το θεωρημα Hales‑Jewett θεωρειται ενα απο τα σημαντικοτερα αποτελε‑
σματα της συγχρονης θεωριας Ramsey, καθως επεκτεινει οχι μονο το θεω‑
ρημα van der Waerden αλλα και το θεωρημα Gallai. Ταυτοχρονα, αποτελεσε
πηγη εμπνευσης με τις εφαρμογες του αλλα και με τις επεκτασεις του που
ακολουθησαν.

1.3βʹ Θεώρημα Carlson

ΣτοW(Σ ∪ {υ}) οριζουμε την πραξη ∗ ως εξης: αν w = w1w2 · · ·wl, u =

u1u2 · · ·um ∈ W(Σ ∪ {υ}), θετουμε

w ∗ u = w1w2 · · ·wlu1u2 · · ·um.

Έστω τωρα s⃗ = (sn)n∈N μια απειρη ακολουθια λεξεων με μεταβλητη. Μια
επισης απειρη ακολουθια t⃗ = (tn)n∈N θα λεγεται reduction της s⃗ αν υπαρχει
απειρη ακολουθια u⃗ = (an)n∈N στοW(Σ ∪ {υ}) και γνησιως αυξουσα ακο‑
λουθια θετικων ακεραιων k1 < k2 < · · · < kn < · · · , με k1 = 1 ωστε για
καθε n ∈ N

tn = skn
(akn

) ∗ skn+1(akn+1) ∗ . . . ∗ skn+1−1(akn+1−1).

Θα γραφουμε τοτε οτι t⃗ = s⃗[u⃗]. Η t⃗ θα λεγεται reduction με μεταβλητη αν
καθε ορος της ειναι λεξη με μεταβλητη.

Μια λεξη w ∈ W(Σ ∪ {υ}) θα λεγεται reduced λέξη της ακολουθιας s⃗ αν
υπαρχει λεξη u = a1 · · ·ak ∈ W(Σ;υ)ωστε

w = s1(a1) ∗ s2(a2) ∗ · · · ∗ sk(ak).

Θα γραφουμεw = s⃗[u]. Σημειωνουμε εδω οτι η s⃗[u] ειναι λεξη με μεταβλητη
αν και μονο αν η u ειναι λεξη με μεταβλητη, δηλαδη αν καποιο απο τα ai

ειναι το υ. Σε αυτη την περιπτωση θα λεμε οτι η s⃗[u] ειναι μια reduced λεξη
με μεταβλητη της s⃗. Πλεον εχουμε οτι χρειαζομαστε για να διατυπωσουμε το
ακολουθο διαμεριστικο θεωρημα που οφειλεται στον Carlson.
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Θεώρημα 1.3.2 (Carlson,[C]). Έστω Σ ένα πεπερασμένο αλφάβητο και s⃗ =

(sn)n∈N μια ακολουθία στο W(Σ;υ). Τότε για κάθε χρωματισμό W(Σ;υ) =

C1 ∪ . . . Cr τουW(Σ;υ), υπάρχει reduction t⃗ = (tn)n∈N της s⃗ και 1 6 i0 6 r

ώστε όλες οι reduced λέξεις με μεταβλητή της t⃗ να βρίσκονται στο Ci0 .

Έστω s⃗ = (sn)n∈N μια ακολουθια στο W(Σ;υ). Μια extraction της s⃗ θα
λεγεται μια reduction καποιας υπακολουθιας της s⃗. Δηλαδη η ακολουθια t⃗ =

(tn)n∈N στοW(Σ∪{υ}) θα ειναι μια extraction της s⃗ αν υπαρχει υπακολουθια
(skn

)n∈N της s⃗, ακολουθια u⃗ = (an)n∈N στοW(Σ ∪ {υ}) και υπακολουθια
(kln)n∈N της (kn)n∈N kl1 = k1 ωστε για καθε n ∈ N

tn = skln
(aln) ∗ skln+1

(aln+1) ∗ . . . ∗ skln+1−1
(aln+1−1).

Η t⃗ θα λεγεται extraction με μεταβλητη αν καθε ορος της ειναι λεξη με μετα‑
βλητη.

Ομοιως μια extracted λεξηw της s⃗ θα ειναι μια reduced λεξη καποιας υπα‑
κολουθιας της s⃗. Δηλαδη αν υπαρχει (skn

)n∈N υπακολουθια της s⃗ και λεξη
u = a1 · · ·al ∈ W(Σ ∪ {υ})ωστε

w = sk1
(a1) ∗ sk2

(a2) ∗ · · · ∗ skl
(al).

Επισης η w ειναι λεξη με μεταβλητη αν και μονο αν η u ειναι λεξη με μετα‑
βλητη. Με E[⃗s] και EV[⃗s] θα συμβολιζουμε το συνολο των extracted λεξεων
και των extracted λεξεων μεταβλητη αντιστοιχα της s⃗.

Θεώρημα 1.3.3 (Carlson, [C]). Έστω Σ ένα πεπερασμένο αλφάβητο με |Σ| >
2 και s⃗ = (sn)n∈N μια ακολουθία στο W(Σ;υ). Τότε για κάθε χρωματισμό
EV(⃗s) = C1 ∪ . . . ∪ Cr του συνόλου EV[⃗s] των extracted λέξεων με μετα‑
βλητή της s⃗, υπάρχει μια extraction t⃗ = (tn)n∈N της s⃗ και 1 6 i0 6 r ώστε
EV[⃗t] ⊆ Ci0 .

Το επομενο αποτελεσμα ειναι μια εκδοχη του θεωρηματος 1.3.3 σχετικα
με extracted λεξεις και αποδειχθηκε ανεξαρτητα απο τον Carlson [C] και τους
Furstenberg και Katznelson [FK1].
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Θεώρημα 1.3.4. Έστω Σ ένα πεπερασμένο αλφάβητο με |Σ| > 2 και s⃗ =

(sn)n∈N μια ακολουθία στοW(Σ;υ). Τότε για κάθε χρωματισμό E(⃗s) = C1 ∪
. . . ∪ Cr του συνόλου E[⃗s] των extracted λέξεων της s⃗, υπάρχει μια extraction
t⃗ = (tn)n∈N της s⃗ και 1 6 i0 6 r ώστε E[⃗t] ⊆ Ci0 .

Τα προηγουμενα αποτελεσματα που σχετιζονται με ακολουθιες λεξεων
με μεταβλητη μπορουν να χαρακτηριστουν απειροδιαστατες επεκτασεις του
θεωρηματος Hales‑Jewett. Ειδικα το θεωρημα 1.3.3, του Carlson ενοποιει και
επεκτεινει αρκετα αποτελεσματα της Θεωριας Ramsey, οπως το Θεωρημα
Ηindman.

1.3γʹ Διαμεριστικά Αποτελέσματα γιαω‑located Λέξεις

Οι Bergelson, Blass και Hindman στο [BBH] απεδειξαν αναλογα διαμερι‑
στικααποτελεσματαμε αυτα τουCarlson για located λεξεις (λεξεις μεφορεα)
ως προς ενα πεπερασμενο αλφαβητο, που ειναι συναρτησεις απο ενα πεπε‑
ρασμενο υποσυνολο του συνολου N των φυσικων αριθμων στο αλφαβητο.

Στα αποτελεσματα των Carlson [C] καθως και σε αυτα των Bergelson,
Blass και Hindman [BBH] το αλφαβητο Σ ηταν πεπερασμενο. Μαλιστα δεν
ισχυουν αν το αλφαβητο Σ υποτεθει απειρο γιατι τοτε θα μπορουσαμε να
βρισκουμε παντα απειρη μονοχρωματικη αριθμητικη προοδο στους φυσι‑
κους, κατι που δεν ισχυει οπως αναφεραμε και προηγουμενως.

Η Φαρμακη [Fa] επεκτεινε τα παραπανω αποτελεσματα των Carlson [C]
καιBergelson, Blass καιHindman [BBH] για ενααπειροαλφαβητοΣ, το οποιο
κυριαρχειται απο μια ακολουθια k⃗ = (kn)n∈N ⊆ N φυσικων αριθμων, ορι‑
ζοντας τιςω‑located λεξειςωςπρος ενααπειροαλφαβητοΣπουκυριαρχουν‑
ται απο την ακολουθια k⃗ = (kn)n∈N ⊆ N φυσικων αριθμων.

Έστω Σ = {α1, α2, . . .} ενα απειρο αριθμησιμο αλφαβητο και k⃗ = (k)n∈N

μια αυξουσα ακολουθια φυσικων αριθμων. Μια ω‑located λέξη ως προς το
Σ που κυριαρχειται απο την k⃗ ειναι μια συναρτηση w απο ενα μη‑κενο, πε‑
περασμενο υποσυνολο F του N στο αλφαβητο Σ τετοια ωστεw(n) = wn ∈
{α1, α2, . . . , αkn

} για καθε n ∈ F.
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Έτσι, το συνολο L(Σ, k⃗) ολων των (σταθερων)ω‑located λέξεωνως προς
το Σ που φρασσονται απο την k⃗ ειναι:

L(Σ, k⃗) =
{
w = wn1

. . . wnl
: l ∈ N, n1 < . . . < nl ∈ N και

wni
∈ {a1, a2, . . . , akni

} για καθε 1 6 i 6 l
}
.

Συμβολιζουμε με dom(w) = {n1, . . . , nl} το πεδιο ορισμου (domain) τηςω‑
located λεξηςw = wn1

· · · xnl
.

Έστω υ /∈ Σ μια μεταβλητη. Το συνολο L(Σ, k⃗;υ) ολων των ω‑located
λέξεων με μεταβλητήως προς το Σ που κυριαρχουνται απο την ακολουθια k⃗

ειναι:

L(Σ, k⃗;υ) =
{
w = wn1

. . . wnl
: l ∈ N, n1 < . . . < nl ∈ N,

wni
∈ {υ, α1, . . . , αkni

} για καθε 1 6 i 6 l

και υπαρχει 1 6 i 6 l μεwni
= υ

}
.

Οι λεξεις και οι located λεξεις ειναι ω‑λεξεις και ω‑located λεξεις αντι‑
στοιχα, στην περιπτωση οπου η ακολουθια (kn)n∈N ειναι σταθερη.

Θετουμε L(Σ∪{υ}, k⃗} = L(Σ, k⃗)∪L(Σ, k⃗;υ). Εφοδιαζουμε το συνολο L(Σ∪
{υ}, k⃗} με την ακολουθη σχεση: γιαw,u ∈ L(Σ ∪ {υ}, k⃗}, τοτε

w ≺ u ⇔ max dom(w) < mindom(u).

Ανw = wn1
· · ·wnr

, u = um1
· · ·uml

∈ L(Σ ∪ {υ}, k⃗} μεw ≺ u οριζουμε την
λεξη

w ∗ u = wn1
· · ·wnr

um1
· · ·uml

∈ L(Σ ∪ {υ}, k⃗}. (1.1)

Θα ορισουμε τωρα για καθε p ∈ N ∪ {0} τις συναρτησεις

Tp : L(Σ ∪ {υ}, k⃗} → L(Σ ∪ {υ}, k⃗}.

Έστω w = wn1
. . . wnl

∈ L(Σ ∪ {υ}. Θετουμε T0(w) = w και για p ∈ N
θετουμε

Tp(w) = un1
· · ·unl

,
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οπου για 1 6 i 6 l οριζουμε, uni
= wni

αν wni
∈ Σ, uni

= αp αν wni
= υ

και kni
> p και τελος uni

= αkni
ανwni

= υ και kni
< p.

Παρατηρουμε οτι για καθε p ∈ N∪ {0} ανw = wnl
. . . wnl

∈ L(Σ∪ {υ} εχουμε
dom(Tp(w)) = dom(w), Tp(w) = w, ανw ∈ L(Σ, k⃗) και Tp(w) = Tpw

(w) αν
w ∈ L(Σ, k⃗;υ) και p > pw = knw

, οπου

nw = max{ni : 1 6 i 6 l, wni
= υ}.

Επισης,

Tp(w ∗ u) = Tp(w) ∗ Tp(u) για καθε w,u ∈ L(Σ ∪ {υ}, k⃗} με w < u

και
Tp(L(Σ ∪ {υ}, k⃗}) = L(Σ, k⃗) για καθε p ∈ N.

Μπορουμεναδιατυπωσουμε τωρατο επομενοδιαμεριστικοθεωρημαγια
ω‑located λεξεις ως προς ενα απειρο αλφαβητο Σ που απεδειχθη απο την
Φαρμακη ([Fa]).

Θεώρημα 1.3.5 (Φαρμάκη, [Fa]). Έστω Σ = {α1, α2, . . .} ένα άπειρο αριθ‑
μήσιμο αλφάβητο, υ /∈ Σ μια μεταβλητή, k⃗ = (kn)n∈N ⊆ N και r, s ∈ N. Αν

L(Σ, k⃗;υ) = A1 ∪ . . . ∪Ar και L(Σ, k⃗) = C1 ∪ . . . ∪ Cs,

τότε υπάρχουν μια ακολουθία (wn)n∈N ⊆ L(Σ, k⃗;υ) με wn < wn+1 για κάθε
n ∈ N και 1 6 i0 6 r, 1 6 j0 6 s ώστε

Tp1
(wn1

) ∗ . . . ∗ Tpλ
(wnλ

) ∈ Ai0,

για κάθε λ ∈ N, n1 < · · · < nλ ∈ N, p1, . . . , pλ ∈ N ∪ {0} ώστε 0 6 pi 6 kni

για κάθε 1 6 i 6 λ και 0 ∈ {p1, . . . , pλ} και

Tp1
(wn1

) ∗ . . . ∗ Tpλ
(wnλ

) ∈ Cj0,

για κάθε λ ∈ N, n1 < · · · < nλ ∈ N, p1, . . . , pλ ∈ N ώστε 1 6 pi 6 kni
για

κάθε 1 6 i 6 λ.
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Το Θεωρημα 1.3.5 για ακολουθιες k⃗ = (kn)n∈N με kn = k για καθε
n ∈ N συμπιπτει με το αναλογο διαμεριστικο θεωρημα των Bergelson, Blass
και Hindman, [BBH] για located λεξεις ως προς ενα πεπερασμενο αλφαβητο,
ενω για την περιπτωση k⃗ = (kn)n∈N ⊆ N με kn = 1 για καθε n ∈ N το
Θεωρημα 1.3.5 εχει ως συνεπεια το διαμεριστικο θεωρημα του Hindman [H].

Επισης στο [Fa], η Φαρμακη απεδειξε και τα “extraction”αναλογα αποτε‑
λεσματα, τα οποια αποτελουν ισχυροτερη μορφη του θεωρηματος 1.3.5 για
extractedω‑located λεξεις μιας διατεταγμενης ακολουθιαςω‑located λεξεων
με μεταβλητη.

Έστω Σ = {α1, α2, . . .} ενα απειρο αριθμησιμο αλφαβητο, υ /∈ Σ μια με‑
ταβλητη και k⃗ = (κn)n∈N ⊆ N μια αυξουσα ακολουθια φυσικων αριθμων.
Θετουμε,

L∞(Σ, k⃗;υ) = {w⃗ = (wn)n∈N : wn ∈ L(Σ, k⃗;υ) καιwn ≺ wn+1 για καθε
n ∈ N}.

Έστω w⃗ = (wn)n∈N ∈ L∞(Σ, k⃗;υ). Μια extracted ω‑located λέξη της w με
μεταβλητή ειναι μιαω‑located λεξη με μεταβλητη

u = Tp1
(wn1

) ∗ . . . ∗ Tpλ
(wnλ

) ∈ L(Σ, k⃗;υ),

οπου λ ∈ N, n1 < · · · < nλ ∈ N, p1, . . . , pλ ∈ N ∪ {0} με 0 6 pi 6 kni
για

καθε 1 6 i 6 λ και 0 ∈ {p1, . . . , pλ}.
Το συνολο ολων των extractedω‑located λεξεων τηςw με μεταβλητη συμβο‑
λιζεται με EV[w⃗].

Μια extractedω‑located λέξη τηςw ειναι μιαω‑located λεξη

z = Tp1
(wn1

) ∗ . . . ∗ Tpλ
(wnλ

) ∈ L(Σ, k⃗),

οπου λ ∈ N, n1 < · · · < nλ ∈ N, p1, . . . , pλ ∈ N με 1 6 pi 6 kni
για καθε

1 6 i 6 λ.
Το συνολο ολων των extractedω‑located λεξεων τηςwσυμβολιζεται μεE[w⃗].
Έστω

EV∞(w⃗) = {u⃗ = (un)n∈N ∈ L∞(Σ, k⃗;υ) : un ∈ EV(w⃗) για καθε n ∈ N}.
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Αν u⃗ ∈ EV∞(w⃗), τοτε λεμε οτι η u⃗ ειναι μια extraction της w⃗ και γραφουμε
u⃗ ≺ w⃗. Σημειωνουμε οτι u⃗ ≺ w⃗ αν και μονο αν EV[u⃗] ⊆ EV[w⃗].

Θεώρημα 1.3.6 (Φαρμάκη, [Fa]). Έστω Σ = {α1, α2, . . . , } ένα άπειρο αριθ‑
μήσιμο αλφάβητο, υ /∈ Σ μια μεταβλητή, k⃗ = (kn)n∈N ⊆ N μια αύξουσα ακο‑
λουθία φυσικών αριθμών, w⃗ = (wn)n∈N ∈ L∞(Σ, k⃗;υ) και r, s ∈ N. Αν

L(Σ, k⃗;υ) = A1 ∪ . . . ∪Ar και L(Σ, k⃗) = C1 ∪ . . . ∪ Cs

τότε υπάρχουν μια extraction u⃗ = (un)n∈N της w⃗ και 1 6 i0 6 r, 1 6 j0 6 s

ώστε
EV(u⃗) ⊆ Ai0 και E(u⃗) ⊆ Cj0.

1.4 Το Θεώρημα Nash‑Williams

Στην παραγραφο αυτη διατυπωνουμε το κλασικο διαμεριστικο θεωρημα
της θεωριαςRamsey για τοσυνολο [N] ολων τωναπειρωναυξουσωνακολου‑
θιων φυσικων αριθμων που απεδειχθη απο τον Nash‑Williams [NW], αλλα
και δυο ισχυροτερα θεωρηματα που απεδειχθησαν απο τον Ellentuck [E] και
τους Galvin και Prikry [GP] αντιστοιχα.

Έστω t, s ∈ [N]<∞. θα γραφουμε t < s, ανmax t < min s. Επισης με, t v s

θα συμβολιζουμε αν t ειναι ενα αρχικο τμημα του s, δηλαδη αν ειτε t ∈ {∅, s}
ειτε υπαρχει y ∈ s ωστε t = {x ∈ s : x < y}. Για s ∈ [N]<∞ και M ∈ [N],
θετουμε [s,M] = {s ∪ L : L ∈ [M], s < L}.

Η τοπολογια της κατά σημείο σύγκλισης ειναι η τοπολογια που εχει ως
βαση τα συνολα

{
[a,N] : a ∈ [N]<∞}, ενω η τοπολογια Ellentuck στο συνολο

N ειναι η τοπολογια που εχει ως βαση τα συνολα {[a,M] : a ∈ [N]<∞,M ∈
[N]}. Προφανως, η τοπολογια Ellentuck ειναι ασθενεστερη της τοπολογιας
της κατα σημειο συγκλισης.

Θεώρημα1.4.1 (Ellentuck, [E]). ΈστωUμια διαμεριστική οικογένεια του [N],
η οποία είναι ανοικτήωςπρος την τοπολογία Ellentuck. Για κάθεa ∈ [N]<∞ και
A ⊆ NάπειρουπάρχειB ⊆ Aάπειροώστε, είτε [a, B] ⊆ U, είτε [a, B] ⊆ [N]\U.



1.5 ΥΠΕΡΦΙΛΤΡΑ · 15

Θεώρημα 1.4.2 (Nash‑Williams, [NW]). Έστω U μια διαμεριστική οικογέ‑
νεια του [N], η οποία είναι κλειστήως προς την τοπολογία της κατά σημείο σύγ‑
κλισης. Για κάθεA ⊆ N άπειρο υπάρχει B ⊆ A άπειρο ώστε, είτε [B] ⊆ [N] \U,
είτε [B] ⊆ U.

Οι Galvin και Prikry [GP] απεδειξαν ενα ισχυροτερο αποτελεσμα, αντι‑
στοιχο του Θεωρηματος 1.4.2 για μια διαμεριστικη οικογενεια U που ειναι
Borel ως προς την τοπολογια της κατα σημειο συγκλισης.

Θεώρημα1.4.3 (Galvin&Prikry, [GP]). ΈστωU μια διαμεριστική οικογένεια
του [N], η οποία είναι Borel ως προς την τοπολογία της κατά σημείο σύγκλισης.
Για κάθε A ⊆ N άπειρο υπάρχει B ⊆ A άπειρο ώστε, είτε [B] ⊆ [N] \ U, είτε
[B] ⊆ U.

1.5 Υπερφίλτρα

Δινουμε στη συνεχεια τους ορισμους τωνφιλτρων και υπερφιλτρων, ισο‑
δυναμους χαρακτηρισμους και καποιες βασικες τους ιδιοτητες. Περισσοτε‑
ρες πληροφοριες σχετικα με τα υπερφιλτρα μπορει καποιος να βρει στο [CN]

Ορισμός 1.5.1. Ένα φίλτρο F σε ενα μη κενο συνολο X ειναι μια οικογενεια
υποσυνολων του X που ικανοποιει τις επομενες ιδιοτητες:

(i) ΑνA ∈ F, τοτεA 6= ∅.

(ii) ΑνA,B ∈ F, τοτεA ∩ B ∈ F.

(iii) ΑνA ∈ F καιA ⊆ B ⊆ X, τοτε B ∈ F.

Σημειωνουμε εδω οτι καθε οικογενεια που εχει την ιδιοτητα των πεπερα‑
σμενων τομων περιεχεται σε καποιο φιλτρο.
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Ορισμός 1.5.2. Έστω X ενα μη κενο συνολο και x ∈ X. Ένα υπερφίλτρο στο
X ειναι ενα μεγιστικο (maximal) φιλτρο στο X. Το συνολο ολων των υπερ‑
φιλτρων του X συμβολιζεται με βX και αναφερεται ως Stone‑Cech συμπαγο‑
ποίηση του X. To συνολο Ux = {A ⊆ X : x ∈ A} ειναι υπερφιλτρο στο X και
ονομαζεται τετριμμένο (principal) υπερφιλτρο που παραγεται απο το x.

Πρόταση 1.5.3. Έστω X ένα μη κενό σύνολο και p φίλτρο στο X. Τα ακόλουθα
είναι ισοδύναμα:

(i) Το p είναι υπερφίλτρο στο X.

(ii) Αν F ⊆ X ώστεA ∩ F 6= ∅ για κάθεA ∈ p, τότε F ∈ p.

(iii) Αν F ⊆ X, τότε είτε F ∈ p είτε Fc ∈ p.

(iv) ΑνA,B ⊆ X μεA ∪ B ∈ p, τότε είτεA ∈ p είτε B ∈ p.

Τελος, αποδεικνυεται οτι σε καθε απειρο συνολο μπορουμε να βρουμε
υπερφιλτρο που δεν ειναι τετριμμενο.

1.6 Coideal

Η εννοια του coideal αποτελεσε για τη Θεωρια Ramsey ενα πολυ χρησιμο
εργαλειο. Ο Mathias στο [M] χρησιμοποιησε τα selective coideal, τα οποια
αναφερει ως “happy famiies”για να επεκτεινει τα θεωρηματα των Galvin και
Prikry [GP] και του Silver [S]. Ο Glasner [G] μελετησε τα coideal και τη σχεση
που εχουν με την Stone‑Cech συμπαγοποιηση, χρησιμοποιωντας τον ορο “di‑
visible property”. Ο Farah [F] εισηγαγε τα semiselective coideal, ενω πιο προ‑
σφατα, οι Samet και Tsaban [ST] μελετησαν τα coideal σε σχεση με την Θεω‑
ρια Ramsey, οπου τα αναφερουν ως super ilter.

Ορισμός 1.6.1. Μια οικογενειαH υποσυνολων ενος συνολου X θα λεμε οτι
ειναι ενα coideal στο X αν ικανοποιει τις ακολουθες ιδιοτητες:
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(i) ∅ /∈ H και X ∈ H.

(ii) ΑνA ∈ H καιA ⊆ B, τοτε B ∈ H.

(iii) ΑνA ∪ B ∈ H, τοτε ειτεA ∈ H ειτε B ∈ H.

Τα coideal ειναι εννοιες “μεγαλου”για τα υποσυνολα του X. Επιπλεον πα‑
ρατηρουμε οτι τα υπερφιλτρα ειναι coideal που ειναι κλεισταως προς τις πε‑
περασμενες τομες, που σημαινει οτι ειναι κατα μια εννοια ελαχιστικα coideal.

Παράδειγμα 1.6.2. Τo συνολο [N] ολων των απειρων υποσυνολων του N
ειναι coideal στο N, το οποιο δεν ειναι υπερφιλτρο, αφου δεν ειναι κλειστο
ως προς τις πεπερασμενες τομες.

Παράδειγμα 1.6.3. Το συνολο

Hd =
{
A ∈ [N] : d∗(A) := lim sup

n

|A ∩ {1, 2, . . . , n}|

n
> 0

}
ειναι ενα coideal στο N.

Παράδειγμα 1.6.4. Το συνολοAP των απειρων υποσυνολων τουN που πε‑
ριεχουν αυθαιρετα μεγαλες αριθμητικες προοδους ειναι coideal στο N, το
οποιο δεν ειναι υπερφιλτρο, αφου δεν ειναι κλειστο ως προς τις πεπερασμε‑
νες τομες.

Πρόταση1.6.5. ΈστωX έναμηκενόσύνολοκαιHμιαοικογένειαυποσυνόλων
του X. Το H είναι coideal στο X αν και μόνο αν είναι ένωση υπερφίλτρων στο
X.

Ορισμός 1.6.6. Μια μη κενη οικογενειαB ενος μη κενου συνολουX θα λεγε‑
ται βάση coideal στο X αν ικανοποιει την ακολουθη ιδιοτητα:

ΑνA ∪ B ∈ B, τοτε υπαρχει C ∈ Bωστε ειτε C ⊆ A ειτε C ⊆ B.
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Προφανως ενα coideal στο X ειναι μια βαση coideal στο X.

Παράδειγμα1.6.7. Το συνολο [2N] των απειρων υποσυνολων τουNπουπε‑
ριεχει μονοαρτιουςαριθμους ειναι βασηcoideal στοN, αλλαδεν ειναι coideal.

Παράδειγμα 1.6.8. Έστω k ∈ N καιM απειρο υποσυνολο του N. Η οικογε‑
νειαB =

{
[M]k : M ∈ [N]

}
ειναι βαση coideal στο N.

Πρόταση 1.6.9. Έστω X ένα μη‑κενό σύνολο και H μια οικογένεια υποσυνό‑
λων του X. Το H είναι coideal στο X αν και μόνο αν υπάρχει βάση coideal B
ώστεH = LB, όπου LB = {A ⊆ X : υπάρχει B ∈ B με B ⊆ A}.

1.6αʹ Selective Coideal στο N

Ορισμός 1.6.10. ΈστωH ⊆ [N] ενα coideal στοN. ΤοH θα λεγεται selective
αν για καθε φθινουσα ακολουθια (An)n∈N στοιχειων τουH, υπαρχει B ∈ H

ωστε B − n ⊆ An, για καθε n ∈ B. Το συνολο B θα λεγεται διαγωνοποίηση
της (An)n∈N.

Παράδειγμα 1.6.11. Το coideal H = [N] των απειρων υποσυνολων του N
ειναι selective coideal.

Το παρακατω παραδειγμα ειναι του Mathias και μπορει καποιος να το
βρει στο [T].

Παράδειγμα 1.6.12. ΈστωA μια απειρη οικογενεια των απειρων υποσυνο‑
λων του N, τετοια ωστε A ∩ B να ειναι πεπερασμενο για καθε ζευγος διακε‑
κριμενων συνολωνA,B τηςA. ΑνH ειναι η συλλογη των υποσυνολων τουN
που δεν μπορουν να καλυφθουν απο πεπερασμενο το πληθος στοιχειων της
A, τοτε τοH ειναι selective coideal στο N.

Η επομενη προταση μας δινει ενα αλλο τροπο να χαρακτηρισουμε τα se‑
lective coideal στο N.
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Πρόταση 1.6.13. ΈστωH ⊆ [N] ένα coideal στοN. ΤοH ειναι selective αν και
μόνο αν ικανοποιεί τις ακόλουθες δύο ίδιότητες:

(i) Για κάθεφθίνουσα ακολουθία (An)n∈N στοιχείων τουH, υπάρχειB ∈ H

ώστε το σύνολο B \An να είναι πεπερασμένο για κάθε n ∈ N.

(ii) Για κάθεA ∈ H και για κάθε διαμέρισηA =
⋃
n∈N

Fn τουA από ξένα ανά

δύο σύνολα, όπου κάθε Fn είναι πεπερασμένο, υπάρχει B ∈ H, B ⊆ A

ώστε |B ∩ Fn| 6 1 για κάθε n ∈ N.

Η πρώτη ιδιότητα θα λέγεται (p) και η δεύτερη (q).

1.6βʹ Semiselective Coideal στο N

Ορισμός 1.6.14. ΈστωH ⊆ [N] ενα coideal στοN. Ένα υποσυνολοR τουH
θα λεγεται dense‑open στοH αν ικανοποιει τις επομενες δυο ιδιοτητες:

(i) Για καθε B ∈ H υπαρχει C ∈ R με C ⊆ B.

(ii) Αν C ∈ R και B ∈ H με B ⊆ C, τοτε B ∈ R.

Παρατηρουμε σε αυτο το σημειο οτι η dense‑open ιδιοτητα στο H ειναι
κλειστη ως προς τις πεπερασμενες τομες.

Ορισμός 1.6.15 (Todorcevic, [T]). Έστω H ⊆ [N] ενα coideal στο N. Το H

λεγεται semiselective αν ικανοποιει τις ακολουθες δυο ιδιοτητες:

(i) Για καθε ακολουθια (Rn)n∈N απο dense‑open υποσυνολα του H και
καθεA ∈ H, υπαρχει B ∈ H με B ⊆ A τετοιο ωστε για καθε n ∈ N να
υπαρχει Cn ∈ Rn ωστε το συνολο B \ Cn να ειναι πεπερασμενο.

(ii) Για καθε A ∈ H και για καθε διαμεριση A =
⋃
n∈N

Fn του A απο ξενα

ανα δυο συνολα, οπου καθε Fn ειναι πεπερασμενο, υπαρχει B ∈ H με
B ⊆ Aωστε |B ∩ Fn| 6 1 για καθε n ∈ N
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Στις επομενες δυο προτασεις δινουμε δυο ισοδυναμους χαρακτηρισμους
για τα semiselective coideal του N.

Πρόταση 1.6.16 (Todorcevic, [T]). Έστω H ένα coideal στο N. Το H ειναι
semiselective αν και μόνο αν για κάθε ακολουθία (Rn)n∈N από dense‑open υπο‑
σύνολα τουH και κάθεA ∈ H, υπάρχει B ∈ H με B ⊆ Aώστε B−n ∈ Rn για
κάθε n ∈ B.

Πρόταση 1.6.17. ΈστωH ένα coideal στο N. ΤοH ειναι semiselective αν και
μόνο αν για κάθε ακολουθία (Rb)b∈[N]<∞ από dense‑open υποσύνολα τουH και
κάθεA ∈ H, υπάρχει B ∈ H με B ⊆ A ώστε B− b ∈ Rb για κάθε b ∈ [B]<∞.

Η πρωτη ιδιοτητα ενος semiselective coideal στο N ειναι ασθενεστερη
απο την αντιστοιχη πρωτη ιδιοτητα ενος selective coidealN, ενω οι δευτερες
ιδιοτητες ειναι ιδιες. Συνεπως, συμπεραινουμε οτι ενα selective coideal stoN
ειναι semiselective. Το αντιστροφο δεν ισχυει. Για ενα παραδειγμα semise‑
lective coideal που δεν ειναι selective παραπεμπουμε τον αναγνωστη στο [F,
Παραδειγμα 2.1].

Θαδιατυπωσουμε τωραεναδιαμεριστικοθεωρημαγια τοσυνολο [N] των
απειρων υποσυνολων του N ως προς μια semiselective βαση coideal στο N,
το οποιο απεδειχθη απο τον Farah ([F]). Πριν δωσουμε το θεωρημα, αναφε‑
ρουμε οτι ενα υποσυνολοU του [N] ειναι κλειστο ως προς την τοπολογια της
κατα σημειο συγκλισης, αν ταυτιζοντας καθε στοιχειο του [N] με ενα στοι‑
χειο του {0, 1}N, το συνολο U ειναι ενα κλειστο υποσυνολο του [N] ως προς
την σχετικη τοπολογια του {0, 1}N.

Θεώρημα 1.6.18 (Farah, [F]). Έστω B μια semiselective βάση coideal στο N.
Για κάθε υποσύνολοU του [N] κλειστό ως προς την τοπολογία της κατά σημείο
σύγκλισης και κάθεA ∈ LB υπάρχει B ∈ LB με B ⊆ Aώστε είτε [B] ⊆ U είτε
[B] ⊆ [N] \ U.
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1.6γʹ Ramsey Coideal στο N

Η εννοια του Ramsey υπεφιλτρου στο συνολο τωνφυσικων αριθμων ορι‑
στηκεαποτονLouveau [Lo], ενωαργοτεραηαναλογη εννοια για coideals στο
συνολο των φυσικων αριθμων εμφανιστηκε στα [M], [F] απο τους Mathias
και Farah αντιστοιχα.

Ορισμός 1.6.19. Έστω H ενα coideal στο N. Το H λεγεται Ramsey αν για
καθε n, r ∈ N και για καθεA ∈ H με [A]n = C1 ∪ . . . ∪ Cr, υπαρχουν B ∈ H

με B ⊆ A και 1 6 i0 6 rωστε [B]n ⊆ Ci0 .

Ο Mathias στο [M] απεδειξε οτι καθε selective coideal στο N ειναι Ram‑
sey, ενω ο Farah στο [F] απεδειξε οτι καθε semiselective coideal στο N ειναι
Ramsey. Επιπλεον κατασκευασε παραδειγμα Ramsey coideal στο N που δεν
ειναι semiselective [F, Παραδειγμα 2.2].





Κεφάλαιο 2

Coideal και Θεωρία Ramsey

Σε αυτο το κεφαλαιο παρουσιαζουμε το πλαισιο και τα αποτελεσματα
του πρωτου μερους της διατριβης. Τα αποτελεσματα αυτα, προερχονται απο
την εργασια

V. Farmaki, D. Karageorgos, A. Koutsogiannis, A. Mitropoulos, Ab‑
stract topological Ramsey theory for nets, Topology and its Appli‐

cations 201 (2016), 314‑329.

Συγκεκριμενα, στοΘεωρημα2.4.8 αποδεικνυουμε μια γενικευση του κλα‑
σικου θεωρηματος Nash‑Williams, το οποιο ταυτοχρονα περιλαμβανει μια
ενιαια επεκταση της αντιστοιχης θεωριας για coideal στο συνολο των φυσι‑
κων αριθμων που απεδειχθη απο τους Louveau [Lo], Mathias [M] και Farah
[F], των διαμεριστικων θεωρηματωνMilliken [Mi] και Taylor [T] για ακολου‑
θιες πεπερασμενων μη κενων υποσυνολων φυσικων αριθμων , των διαμερι‑
στικων θεωρηματων για ακολουθιες λεξεων και για ακολουθιες located λε‑
ξεων που απεδειχθησαν απο τους Carlson [C] και Bergelson, Blass και Hind‑
man [BBH] αντιστοιχα, και των διαμεριστικων θεωρηματων για ακολουθιες
ω‑located λεξεων που απεδειχθησαν απο την Φαρμακη [Fa].

Πιο αναλυτικα, εισαγουμε πρωτα τις εννοιες του coideal και της βασης
coideal σε ενα απειρο κατευθυνομενο συνολο(X,≺) και σημειωνουμε οτι η
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κλαση των coideal στο X περιεχει την κλαση των υπερφιλτρων στο X και
περιεχεται στην κλαση των βασεων coideal στο X. Στη συνεχεια εισαγουμε
την κλαση των semiselective∗ βασεων coideal στο X και αποδεικνυουμε οτι
καθε semiselective∗ βαση coidealB στοXωστεB−x ∈ B για καθεB ∈ B και
καθε x ∈ X, αντιστοιχα καθε semiselective∗ coideal στο X, εχει την ιδιοτητα
Ramsey∗, δηλαδη για καθε φυσικο αριθμο n, καθε οικογενεια F του [X]∗ και
καθεA ∈ B υπαρχειB ∈ B, μεB ⊆ Aωστε, ειτε [B]∗ ⊆ F ειτε [B]∗ ⊆ [X]∗ \F.

Επιπροσθετα, στο Θεωρημα 2.3.6 παιρνουμε ενα διαμεριστικο αποτελε‑
σμα στο [X]<∞

∗ , οπου για μια διαμεριστικη οικογενεια F του συνολου [X]<∞
∗

και για καθεστοιχειοAμιας semiselective∗ βασης coidealBστοX, βρισκουμε
B ∈ B, με B ⊆ A ωστε, ειτε το [B]<∞

∗ να περιεχεται στο [X]<∞
∗ \ F, ειτε καθε

απειρη αυξουσα ακολουθια στοιχειων του B εχει αρχικο τμημα στο F.
Εφοδιαζοντας το συνολο [X]∗ των ολικα διατεταγμενων απειρων υποσυ‑

νολων του X με την σχετικη τοπολογια της τοπολογιας γινομενο του {0, 1}X,
το Θεωρημα 2.3.6 εχει ως συνεπεια οτι, για καθε διαμεριστικη οικογενεια U

του [X]∗, η οποια ειναι κλειστη ως προς την τοπολογια της κατα σημειο συγ‑
κλισης και για καθεστοιχειοAμιας semiselective∗ βασης coidealBμπορουμε
να βρουμε B ∈ B, με B ⊆ A ωστε, ειτε το [B]∗ να περιεχεται στο U, ειτε το
[B]∗ να περιεχεται στο [X]∗ \ U. Επιπλεον, δειχνουμε στο Πορισμα 2.4.12 οτι
καθε διαμεριστικη οικογενειαU του [X]∗, που ειναι Borel ικανοποιει την ιδια
ιδιοτητα.

Τελος, αφου τα semiselective coideal στο συνολο των φυσικων αριθμων
ειναι semiselective∗, χρησιμοποιωντας τα τοπολογικα διαμεριστικα αποτε‑
λεσματα που παιρνουμε, για το συνολο των πεπερασμενων μη κενων υπο‑
συνολων του N, οπως επισης για το συνολο των λεξεων, ειναι δυνατον, ορι‑
ζοντας καταλληλες semiselective∗ βασεις coideal οπως στις προτασεις 2.2.4,
2.2.5αποτελεσματαοπωςτωνMilliken [Mi] καιTaylor [Ta] για τηνπεριπτωση
των πεπερασμενων υποσυνολων του N και των Carlson [C], Φαρμακη [Fa]
και Bergelson, Blass και Hindman [BBH] να επαναδιατυπωθουν. Συνεπως,
εμπεριεχονται στην θεωρια που παρουσιαζουμε στο κεφαλαιο αυτο και ενο‑
ποιουνται κατω απο αυτη.
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2.1 Coideal σε κατευθυνόμενα σύνολα

Στην ενοτητα αυτη, εισαγουμε πρωτα στους Ορισμους 2.1.1 και 2.1.2, την
εννοια του coideal σε ενα απειρο συνολο, εφοδιασμενο με μια σχεση που το
κανει κατευθυνομενο συνολο, επεκτεινοντας αναλογες εννοιες που οριστη‑
καν προηγουμενως για το συνολο των φυσικων αριθμων στα [M], [F] and
[ST]. Καθε υπερφιλτρο στο συνολο αυτο ειναι coideal και επιπλεον η ενωση
μιας οικογενειας υπερφιλτρων στο X θα ειναι επισης coideal.

Επισης, εισαγουμε την εννοια της βασης coideal σε ενα απειρο κατευ‑
θυνομενο συνολο (Ορισμος, 2.1.6). Μια βαση coideal παραγει ενα μοναδικο
coideal, το οποιο αποτελειται απο τα υποσυνολα τουX που εχουν ως υποσυ‑
νολο ενα στοιχειο της βασης. Αναφερουμε στη συνεχεια καποια παραδειγ‑
ματα απο βασεις coideal, που παιζουν κεντρικο ρολο στη θεωρια Ramsey
(Παραδειγματα, 2.1.8, 2.1.9, 2.1.10 και 2.1.11).

Τελος, εισαγουμε στονΟρισμο 2.1.12, τις εννοιες της Ramsey και Ramsey∗

βασης coideal σε ενα απειρο κατευθυνομενο συνολο. Η εννοια ενος Ramsey
υπερφιλτρου στο συνολο των φυσικων αριθμων οριστηκε στο [Lo], ενω αρ‑
γοτερα αναλογες εννοιες για coideal στο συνολο των φυσικων αριθμων εμ‑
φανιστηκανστα [M], [F] και [ST]. Η ιδιοτηταRamsey∗ για μιαβαση coideal ει‑
ναι ασθενεστερη απο την ιδιοτηταRamsey, αλλα καταληγει να ειναι η καταλ‑
ληλη εννοια για τη γενικη περιπτωση των coideal σε κατευθυνομενο συνολο,
αφου αρκετα coideal που παιζουν κεντρικο ρολο στη θεωρια Ramsey, ειναι
Ramsey∗ αλλα δεν ειναι Ramsey (Παρατηρησεις, 2.1.13, 2.1.15 και 2.1.16 και
Προτασεις 2.1.17 και 2.1.18).

Ορισμός 2.1.1. Ένα μη κενο συνολοX, θα λεγεται κατευθυνόμενο συνολο αν
ειναι εφοδιασμενο με μια σχεση≺, η οποια ικανοποιει τις ακολουθες ιδιοτη‑
τες:

(i) Για καθε x, y ∈ X με x ≺ y, τοτε x 6= y.

(ii) Για καθε x, y, z ∈ X με x ≺ y και y ≺ z, τοτε x ≺ z.

(iii) Για καθε x, y ∈ X υπαρχει z ∈ Xωστε x ≺ z και y ≺ z.
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Θα γραφουμε τοτε (X,≺).

Ορισμός 2.1.2. Έστω (X,≺) ενα απειρο κατευθυνομενο συνολο. Ένα υπο‑
συνολοH του [X] θα λεγεται coideal στο (X,≺) αν ικανοποιει τις ακολουθες
ιδιοτητες:

(i) Για καθεA ∈ H και x ∈ X υπαρχει z ∈ Aωστε x ≺ z.

(ii) ΑνA ∪ B ∈ H, τοτε ειτεA ∈ H ειτε B ∈ H.

(iii) ΑνA ∈ H καιA ⊆ B ⊆ X, τοτε B ∈ H.

ΓιαA ⊆ X, s ∈ [X]<∞ και x ∈ X,A− ∅ = A και για s 6= ∅,

A− s = {x ∈ A : y ≺ x για καθε y ∈ s},

A− x = A− {x} = {z ∈ A : x ≺ z}.

Παρατήρηση2.1.3. Έστω (X,≺) έναάπειρο κατευθυνόμενοσύνολο.Έναυπερ‑
φίλτρο U στο X θα λέγεται adequate αν A − x 6= ∅ για κάθε A ∈ U και x ∈ X.
Έτσι ένα adequate υπερφίλτρο στο X είναι ένα coideal στο X, το οποίο είναι
επίσης κλειστό ως προς τις πεπερασμένες τομές.

Παρατήρηση 2.1.4. Έστω (X,≺) ένα άπειρο κατευθυνόμενο σύνολο. Κάθε
ένωση από adequate υπερφίλτρα στο X είναι ένα coideal στο (X,≺).

Πρόταση 2.1.5. ΈστωH ⊆ [X] ένα coideal στο (X,≺),A ∈ H και s ∈ [X]<∞.
ΤότεA− s ∈ H.

Απόδειξη. Έστω x ∈ X. Τοτε A − x ∈ H, αφου A \ (A − x) /∈ H. Για s =

{x1, . . . , xk} ∈ [X]<∞
>0 , k ∈ N εχουμεA− s ∈ H, αφου

A \ (A− s) = A \ (A− x1) ∪ . . . ∪A \ (A− xk) /∈ H.
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Στη συνεχεια δινουμε τον ορισμο της βασης coideal.

Ορισμός 2.1.6. Έστω (X,≺) ενα απειρο κατευθυνομενο συνολο. Ένα υπο‑
συνολο B του [X] θα λεγεται βάση coideal στο (X,≺) αν ικανοποιει τις ακο‑
λουθες δυο ιδιοτητες:

(i) Για καθεA ∈ B και x ∈ X υπαρχει z ∈ Aωστε x ≺ z.

(ii) ΑνA ∪ B ∈ B, τοτε υπαρχει C ∈ Bωστε ειτε C ⊆ A ειτε C ⊆ B.

Προφανως, ενα coideal στο (X,≺) ειναι μια βαση coideal στο (X,≺). Η
σχεση που συνδεει τα coideal και τις βασεις coideal φαινεται στην ακολουθη
προταση. Πριν δωσουμε την προταση για καθεB ⊆ [X]∞, θετουμε

LB = {A ⊆ X : υπαρχει B ∈ B με B ⊆ A}.

Πρόταση 2.1.7. ΈστωH ⊆ [X]∞. ΤοH είναι coideal στο (X,≺) αν και μόνο αν
υπάρχει μια βάση coideal,B ⊆ [X]∞ τέτοια ώστεH = LB.

Απόδειξη. ΑνB ειναι μιαβασηcoideal στο (X,≺), τοτε τοLB ειναι ενα coideal,
γιατι αν υπαρχειD ∈ B τετοιο ωστεD ⊆ A∪B, τοτεD = (D∩A)∪ (D∩B)

και αρα υπαρχειC ∈ B τετοιο ωστε ειτεC ⊆ D∩A ⊆ A ειτεC ⊆ D∩B ⊆ B.
ΑνH ειναι ενα coideal, τοτεH ειναι μια βαση coideal καιH = LH.

Στη συνεχεια δινουμε καποια παραδειγματα σχετικα με βασεις coideal.

Παράδειγμα 2.1.8. Το συνολο [N] ειναι ενα coideal στοN με τη συνηθη δια‑
ταξη, συμφωνα με την αρχη του περιστερωνα.

Παράδειγμα 2.1.9. Έστω k ∈ N. ΓιαM ∈ [N] εστω [M]k = {{m1, . . . ,mk} :

mi ∈ M,1 6 i 6 k}. Η οικογενεια {[M]k : M ∈ [N]} ειναι μια βαση coideal
στο συνολο [N]k εφοδιασμενο με τη λεξικογραφικη διαταξη, συμφωνα με το
θεμελιωδες θεωρημα του Ramsey [R].
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Παράδειγμα 2.1.10. Έστω [N]<∞
>0 το συνολο ολων των πεπερασμενων μη

κενων υποσυνολων του N. Αν F1, F2 ∈ [N]<∞
>0 , θετουμε F1 ≺ F2 αν max F1 <

min F2. Τοτε, το ([N]<∞
>0 ,≺) ειναι ενα απειρο κατευθυνομενο συνολο.

Αν (Fn)n∈N ⊆ [N]<∞
>0 ακολουθιαωστεFn ≺ Fn+1, για καθεn ∈ N, θετουμε

FU((Fn)n∈N) = {∪i∈αFi : α ∈ [N]<∞
>0 }.

Η οικογενεια

{FU((Fn)n∈N) : (Fn)n∈N ⊆ [N]<∞
>0 με Fn ≺ Fn+1 για καθε n ∈ N}

ειναι μια βαση coideal στο ([N]<∞
>0 ,≺), συμφωναμε τοθεωρηματουHindman

[H] (Θεωρημα 1.2.1).

Παράδειγμα 2.1.11. Έστω Σ = {α1, α2, . . .} ενα αριθμησιμο αλφαβητο, υ /∈
Σ μεταβλητη και k⃗ = (kn)n∈N ⊆ N μια αυξουσα ακολουθια. Το συνολο των
ω‑located λεξεων ως προς το Σ με μεταβλητη, που κυριαρχουνται απο την
ακολουθια k⃗ οπως αναφεραμε και προηγουμενως ειναι το συνολο:

L(Σ, k⃗;υ) = {w = wn1
. . . wnl

: l ∈ N, n1 < . . . < nl ∈ N,

wni
∈ {υ, α1, . . . , αkni

} για καθε 1 6 i 6 l

και υπαρχει 1 6 i 6 l μεwni
= υ

}
.

Το συνολο dom(w) = {n1, . . . , nl} ειναι το πεδιο ορισμου τηςω‑located
λεξης w = wn1

. . . wnl
. Αν w,u ∈ L(Σ, k⃗;υ), οριζουμε τη σχεση w ≺ u αν

max dom(w) < mindom(u). Τοτε το (L(Σ, k⃗;υ),≺) ειναι ενα απειρο κατευ‑
θυνομενο συνολο. Έστω

L∞(Σ, k⃗;υ) = {w⃗ = (wn)n∈N : wn ∈ L(Σ, k⃗;υ) καιwn ≺ wn+1 αν n ∈ N}

καιEV(w⃗) το συνολο ολων των extractedω‑located λεξεων μιας ακολουθιας
w⃗ ∈ L∞(Σ, k⃗;υ). Τοτε η οικογενεια

{EV(w⃗) : w⃗ = (wn)n∈N ∈ L∞(Σ, k⃗;υ)}
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ειναι μια βαση coideal στο (L(Σ, k⃗;υ),≺), συμφωνα με το διαμεριστικο θε‑
ωρημα για ω‑located λεξεις που αποδειχθηκε απο την Φαρμακη [Fa] (Θεω‑
ρημα 1.3.5), και νωριτερα απο τους Bergelson, Blass και Hindman [BBH] για
την ειδικοτερη περιπτωση του πεπερασμενου αλφαβητου.

Πριν δωσουμε τις εννοιες των Ramsey και Ramsey∗ βασεων coideal σε
ενα απειρο κατευθυνομενο συνολο (X,≺), θετουμε

[A]<∞
∗ = {(x1, . . . , xn) : n ∈ N, x1 ≺ · · · ≺ xn ∈ A} ∪ {∅}

και
[A]n∗ = {(x1, . . . , xn) : x1 ≺ · · · ≺ xn ∈ A},

γιαA ⊆ X και n ∈ N.

Ορισμός 2.1.12. Έστω (X,≺) ενα απειρο κατευθυνομενο συνολο και B ⊆
[X] μια βαση coideal στο (X,≺).

(i) ΗB θα λεγεται Ramsey αν για καθε n, r ∈ N και καθεA ∈ B με [A]n =

C1 ∪ · · · ∪Cr, υπαρχουν B ∈ B, B ⊆ A και 1 6 i0 6 rωστε [B]n ⊆ Ci0 .

(ii) ΗB θα λεγεται Ramsey∗ αν για καθεn, r ∈ N και καθεA ∈ B με [A]n∗ =

C1 ∪ · · · ∪Cr, υπαρχουν B ∈ B, B ⊆ A και 1 6 io 6 rωστε [B]n∗ ⊆ Ci0 .

Παρατήρηση 2.1.13. Αν μια βάση coideal στο (X,≺) είναι Ramsey, τότε προ‑
φανώς είναι Ramsey∗.

Παρατήρηση2.1.14. Αν (X,≺) είναι έναολικάδιατεταγμένοσύνολο, τότε μια
βάση coideal στο X είναι Ramsey αν και μόνο αν είναι Ramsey∗, αφού [A]n =

[A]n∗ για κάθε n ∈ N καιA ∈ B.

Παρατήρηση2.1.15. ΗοικογένειαB = {EV[w⃗] : w⃗ = (wn)n∈N ∈ L∞(Σ, k⃗;υ)}
είναι βάση coideal και όπως αποδείχθηκε από την Φαρμάκη [Fa] και από τους
Bergelson, Blass και Hindman [BBH] για την περίπτωση του πεπερασμένου αλ‑
φαβήτου είναι Ramsey∗ στο (L(Σ, k⃗;υ),≺), αλλά δεν είναι Ramsey, σύμφωνα
με την Πρόταση 2.1.17 που βλέπουμε παρακάτω..
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Παρατήρηση 2.1.16. Η βάση coideal

B = {FU((Fn)n∈N) : (Fn)n∈N ⊆ [N]<∞
>0 με F1 ≺ F2 ≺ . . .},

όπως αποδείχθηκε από τους Milliken [Mi] και Taylor [Ta] είναι Ramsey∗ στο ,
αλλά δεν είναι Ramsey σύμφωνα με την Πρόταση 2.1.18

Πρόταση 2.1.17. Η βάση coideal

B = {EV[w⃗] : w⃗ = (wn)n∈N ∈ L∞(Σ, k⃗;υ)}

στο (L(Σ, k⃗;υ),≺) δεν είναι Ramsey.

Απόδειξη. Έστω w⃗ = (wn)n∈N ∈ L∞(Σ, k⃗;υ) και εστω [EV[w⃗]]2 = C1 ∪ C2,
οπου

C1 =
{
{w1, w2} ∈ [EV[w⃗]]2 : w1 ≺ w2

}
και C2 = [EV(w⃗)]2 \ C1.

Υποθετουμε οτι η B ειναι Ramsey και εστω u⃗ = (un)n∈N ∈ L∞(Σ, k⃗;υ) ακο‑
λουθιαωστε ειτε [EV[u⃗]]2 ⊆ C1 ειτε [EV[u⃗]]2 ⊆ C2. Επειδη {u1, u1∗u2} /∈ C1

η πρωτη εκδοχη δεν ισχυει. Επισης, αφου {u1, u2} /∈ C2 και η δευτερη εκδοχη
δεν ισχυει, ατοπο. Άρα, ηB δεν ειναι Ramsey.

Πρόταση 2.1.18. Η βάση coideal

B = {FU((Fn)n∈N) : (Fn)n∈N ⊆ [N]<∞
>0 , με F1 ≺ F2 ≺ . . .}

στο ([N]<∞
>0 ,≺) είναι Ramsey∗, αλλά δεν είναι Ramsey.

Απόδειξη. Απο το ΘεωρημαMilliken‑Taylor (Θεωρημα 1.2.2) ειναι αμεσο οτι
η βαση coideal

B = {FU((Fn)n∈N) : (Fn)n∈N ⊆ [N]<∞
>0 , με F1 ≺ F2 ≺ . . .}

ειναι Ramsey∗. Αναλογα με την προηγουμενη προταση αποδεικνυεται και οτι
η βαση coidealB δεν ειναι Ramsey.
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2.2 Semiselective* βάσεις coideal και η ιδιότητα Ramsey

Ο Farah [F] ορισε την εννοια του semiselective coideal στοN. Δινουμε την
εννοια της semiselective∗ βασης coideal σε ενα απειρο κατευθυνομενο συ‑
νολο, επεκτεινοντας την αναλογη εννοια που οριστηκε στο συνολο των φυ‑
σικων αριθμων.

Σημειωνουμε οτι η εννοια της semiselective∗ βασης coideal ενδεικνυται
ωστε να μπορεσουμε να χρησιμοποιησουμε διαγωνια επιχειρηματα, προκει‑
μενου να αποδειξουμε τα αποτελεσματα μας παρακατω.

ΣτοΘεωρημα 2.2.6 δειχνουμε οτι καθε semiselective∗ βαση coideal σε ενα
απειρο κατευθυνομενο συνολο (X,≺)που ικανοποιει την ιδιοτηταB−x ∈ B

για καθεB ∈ B και x ∈ X, ειναι Ramsey∗ και παιρνουμεως συνεπεια οτι καθε
semiselective∗ coideal σε ενα απειρο κατευθυνομενο συνολο ειναι Ramsey∗.

Επιπλεον, στις Προτασεις 2.2.4 και 2.2.5 αποδεικνυεται οτι οι βασεις coi‑
deal που αναφερθηκαν στα Παραδειγματα 2.1.10 και 2.1.11 στο συνολο των
πεπερασμενων υποσυνολων των φυσικων αριθμων και στο συνολο τωνω‑
located λεξεων με μεταβλητη αντιστοιχα, ειναι semiselective∗ και επιπλεον
ικανοποιουν την δευτερη ιδιοτητα. Επομενως, εχουμε μια διαφορετικη απο‑
δειξη οτι αυτες οι βασεις coideal ειναι Ramsey∗.

Ορισμός 2.2.1. Έστω (X,≺) ενα απειρο κατευθυνομενο συνολο, B ⊆ [X]

μια βαση coideal στο X καιA ∈ B. Ένα συνολοR ⊆ B θα λεγεται dense‑open
στηνB (αντιστοιχα dense‑open στηνBωςπρος τοA) αν ισχυουν οι επομενες
δυο συνθηκες:

(i) Για καθε B ∈ B, (αντιστοιχα για καθε B ∈ B, B ⊆ A) υπαρχει C ∈ R

με C ⊆ B.

(ii) Για καθε C ∈ R και για καθε B ∈ B με B ⊆ C, εχουμε οτι B ∈ R.

Ορισμός 2.2.2. Έστω (X,≺) ενα απειρο κατευθυνομενο συνολο. Μια βαση
coideal B ⊆ [X] στο (X,≺) θα λεγεται semiselective∗ αν για καθε οικογενεια
(Rs)s∈[X]<∞

∗ , με Rs ⊆ B, απο dense‑open συνολα στηνB, και για καθε B ∈ B
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υπαρχει B ′ ∈ B με B ′ ⊆ B ωστε για καθε s ∈ [B ′]<∞
∗ και B̃ ⊆ B ′ − s, B̃ ∈ B,

να εχουμε οτι B̃ ∈ Rs.

Πρόταση 2.2.3. Έστω (X,≺) ένα άπειρο κατευθυνόμενο σύνολο,B ⊆ [X] μια
semiselective∗ βάση coideal στο (X,≺) και A ∈ B. Τότε για κάθε οικογένεια
(RA

s )s∈[X]<∞
∗ , μεRA

s ⊆ B από dense‑open σύνολα στηνBωςπρος τοA, υπάρχει
B ′ ∈ B, με B ′ ⊆ Aώστε για κάθε s ∈ [B ′]<∞

∗ και B̃ ⊆ B ′ − s, B̃ ∈ B, να έχουμε
ότι B̃ ∈ RA

s .

Απόδειξη. Θεωρουμε την οικογενεια (RA
s )s∈[X]<∞

∗ , με RA
s ⊆ B απο dense‑

open συνολα στην B ως προς το A για καθε s ∈ [X]<∞
∗ . Για s ∈ [X]<∞

∗ , ορι‑
ζουμε το συνολο

Rs = RA
s ∪ {B ∈ B : @C ∈ B, C ⊆ A ∩ B}.

Θα αποδειξουμε οτι το συνολο Rs ειναι dense‑open στηνB.

(i) ΈστωB ∈ B.Αν υπαρχειC ∈ B,C ⊆ A∩B, τοτε υπαρχειD ∈ RA
s ⊆ Rs

μεD ⊆ C ⊆ B. Αλλιως, B ∈ Rs.

(ii) Έστω C ∈ Rs και B ∈ B με B ⊆ C. Αν C ∈ RA
s , τοτε B ∈ RA

s ⊆ Rs. Αν
C /∈ RA

s , τοτε δεν υπαρχειD ∈ B,D ⊆ A ∩ C. Επομενως, B ∈ Rs.

Αφου η B ειναι semiselective∗ βαση coideal, υπαρχει B ′ ∈ B, B ′ ⊆ A ωστε
για καθε s ∈ [B ′]<∞

∗ και B̃ ⊆ B ′ − s, B̃ ∈ B εχουμε οτι B̃ ∈ RA
s .

Πρόταση 2.2.4. Η βάση coideal

B = {EV(w⃗) : w⃗ = (wn)n∈N ∈ L∞(Σ, k⃗;υ)}

στο (L(Σ, k⃗;υ),≺) είναι semiselective∗ και B − s ∈ B για κάθε B ∈ B και
s ∈ [L(Σ, k⃗;υ)]<∞

∗ .

Απόδειξη. Έστω EV(w⃗) ∈ B, οπου w⃗ = (wn)n∈N ∈ L∞(Σ, k⃗;υ) και εστω
s = (s1, . . . , sm) ∈ [L(Σ, k⃗;υ)]<∞

∗ ,m ∈ N. Τοτε,

EV(w⃗) − s = EV(w⃗) − sm = EV(w⃗− sm) ∈ B,
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οπου w⃗− sm = (wn)
∞
n=n0

∈ L∞(Σ, k⃗;υ) με

n0 = min{n ∈ N : mindom(wn) > max dom(sm)}.

Έστω (Rs)s∈[L(Σ,k⃗;υ)]<∞
∗
, με Rs ⊆ B, που εχει την ιδιοτητα dense‑open

στηνBγιακαθε s ∈ [L(Σ, k⃗;υ)]<∞
∗ , και εστωEV(w⃗) ∈ B, οπου w⃗ = (wn)n∈N ∈

L∞(Σ, k⃗;υ).
Συμφωνα με την ιδιοτητα (i) του Ορισμου 2.2.1, υπαρχει s⃗1 = (s1n)n∈N ∈

L∞(Σ, k⃗;υ) με EV(⃗s1) ⊆ EV(w⃗)ωστε EV(⃗s1) ∈ R∅.
Υποθετουμε οτι εχουν κατασκευαστει s⃗1, . . . , s⃗k ∈ L∞(Σ, k⃗;υ) με

EV(⃗sk) ⊆ · · · ⊆ EV(⃗s1) ⊆ EV(w⃗)

και εστω s⃗i = (sin)n∈N για καθε i ∈ {1, . . . , k}. Θα κατασκευασουμε s⃗k+1.
Έστω {t1, . . . , tλ} = EV(s11, . . . , s

k
k). Συμφωνα με την ιδιοτητα (i) του Ορι‑

σμου 2.2.1, υπαρχουν s⃗1k+1, . . . , s⃗
λ
k+1 ∈ L∞(Σ, k⃗;υ)ωστε

EV(⃗sλk+1) ⊆ · · · ⊆ EV(⃗s1k+1) ⊆ EV(⃗sk − skk)

και EV(⃗sik+1) ∈ Rti για καθε 1 6 i 6 λ. θετουμε s⃗k+1 = s⃗λk+1 και εστω
s⃗k+1 = (sk+1

n )n∈N. Συμφωναμετην ιδιοτητα (ii) τουΟρισμου2.2.1,EV(⃗sk+1) ∈
Rti για καθε 1 6 i 6 λ.

Θετουμε s⃗ = (s11, s
2
2, . . .) ∈ L∞(Σ, k⃗;υ). Τοτε EV(⃗s) ⊆ EV(w⃗), αφου s11 ≺

s22 ≺ . . . και snn ∈ EV(w⃗) για καθε n ∈ N. Έστω s ∈ [EV(⃗s)]<∞
∗ και EV(u⃗) ⊆

EV(⃗s) − s = EV(⃗s− s). Έστω s 6= ∅. Τοτε θετουμε

n0 = min{n ∈ N : s ∈ EV((s11, . . . , s
n
n))}.

Αφου s ∈ [EV((s11, . . . , s
n0
n0
))]<∞

∗ , εχουμε οτιEV(⃗sn0+1) ∈ Rs. Τοτε, συμφωνα
με την ιδιοτητα (ii) του Ορισμου 2.2.1, εχουμε οτι EV(⃗s − sn0

n0
) ∈ Rs, αφου

EV(⃗s− sn0
n0
) ⊆ EV(⃗sn0+1). Επομενως, EV(u⃗) ∈ Rs, αφου

EV(u⃗) ⊆ EV(⃗s− sn0
n0
) = EV(⃗s− s).

Αναλογα αποδεικνυεται και η επομενη προταση.
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Πρόταση 2.2.5. Η βάση coideal

B = {FU((Fn)n∈N) : (Fn)n∈N ⊆ [N]<∞
>0 με Fn ≺ Fn+1 για κάθε n ∈ N},

στο ([N]<∞
>0 ,≺), είναι semiselective∗ και B − s ∈ B για κάθε B ∈ B και s ∈

[[N]<∞
>0 ]

<∞.
Θα αποδειξουμε οτι καθε semiselective∗ βαση coideal B σε ενα απειρο

κατευθυνομενο συνολο X για την οποια ισχυει B − x ∈ B για καθε B ∈ B

και x ∈ X ειναι Ramsey∗ και ως συνεπεια παιρνουμε οτι καθε semiselective∗

coideal σε ενα απειρο κατευθυνομενο συνολο ειναι Ramsey∗.
Για μια οικογενεια F ⊆ [X]<∞

∗ και για y ∈ X, οπου (X,≺) ειναι ενα απειρο
κατευθυνομενο συνολο, οριζουμε,

F − y = {s ∈ F : ειτε s = ∅, ειτε s = (x1, . . . , xn) για n ∈ N και y ≺ x1},

και

F(y) = {s ∈ [X]<∞
∗ : s = ∅ αν {y} ∈ F, s = (x1, . . . , xn) αν (y, x1, . . . , xn) ∈ F}.

Θεώρημα 2.2.6. Έστω (X,≺) ένα άπειρο κατευθυνόμενο σύνολο, B ⊆ [X]

μια semiselective∗ βάση coideal στο (X,≺) ώστε B − x ∈ B για κάθε B ∈ B

και x ∈ X και έστω κ ∈ N. Για κάθε A ∈ B και F ⊆ [X]<∞
∗ υπάρχει B ∈ B, με

B ⊆ A ώστε είτε [B]κ∗ ⊆ F, είτε [B]κ∗ ⊆ [X]<∞
∗ \ F.

Απόδειξη. Η αποδειξη θα γινει με επαγωγη στο κ. Για κ = 1 το θεωρημα
ισχυει, αφου ηB ειναι βαση coideal και για καθεA ∈ B και F ⊆ [X]<∞

∗

A = (F ∩A) ∪ (([X]<∞
∗ \ F) ∩A) .

Υποθετουμε οτι το θεωρημα ισχυει για καποιον κ ∈ N, k > 1. Έστω
A ∈ B και F ⊆ [X]<∞

∗ . Για καθε x ∈ X θετουμε,

R{x} = {B̃ ∈ B : B̃ ⊆ X− x με [B̃]κ∗ ⊆ F(x) η [B̃]κ∗ ⊆ [X]<∞
∗ \ F(x)}
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και
Rs = B για καθε s ∈ [X]<∞

∗ \ {{x} : x ∈ X}.

Για x ∈ X καιB ∈ B, απο την επαγωγικη υποθεση, υπαρχει B̃ ∈ B, B̃ ⊆ B−x

ωστε ειτε [B̃]κ∗ ⊆ F(x) ειτε [B̃]κ∗ ⊆ [X]<∞
∗ \ F(x). Άρα, B̃ ∈ R{x}. Επισης, για

καθε C ∈ R{x} και για καθε B ∈ B με B ⊆ C εχουμε οτι B ∈ R{x}.
Απο τα παραπανω επιχειρηματα οι οικογενειες Rs, για s ∈ [X]<∞

∗ εχουν
την ιδιοτητα dense‑open στηνB.Αφου ηB ειναι semiselective∗ βαση coideal
υπαρχειB ′ ∈ B, B ′ ⊆ Aωστε για καθεx ∈ B ′ καιB0 ⊆ B ′−x,B0 ∈ B εχουμε
οτι B0 ∈ Rx. Άρα, B ′ − x ∈ Rx για καθε x ∈ B ′, αφου B ′ − x ∈ B. Έστω

B1 = {x ∈ B ′ : [B ′ − x]κ∗ ⊆ F(x)}

και
B2 = {x ∈ B ′ : [B ′ − x]κ∗ ⊆ [X]<∞

∗ \ F(x)}.

Αφου B ′ ∈ B, B ′ = B1 ∪ B2 και η B ειναι βαση coideal, υπαρχει B ∈ B

ωστε ειτε B ⊆ B1 ειτε B ⊆ B2 και φυσικα B ⊆ A. Αν B ⊆ B1, εχουμε οτι
[B − x]κ∗ ⊆ F(x) για καθε x ∈ B και ισοδυναμα οτι [B]κ+1

∗ ⊆ F. Επισης, αν
B ⊆ B2, εχουμε οτι, [B − x]κ∗ ⊆ [X]<∞

∗ \ F(x) για καθε x ∈ B και ισοδυναμα
οτι [B]κ+1

∗ ⊆ [X]<∞
∗ \ F. Η αποδειξη ειναι πληρης.

Το παραπανω διαμεριστικο θεωρημα εχει ως συνεπεια την υπαρξη επι‑
πλεον βασεων coideal.

Πόρισμα 2.2.7. Έστω (X,≺) ένα άπειρο κατευθυνόμενο σύνολο,B ⊆ [X] μια
semiselective∗ βάση coideal στο (X,≺) ώστε B − x ∈ B για κάθε B ∈ B και
x ∈ X. Για κάθε n ∈ N, η οικογένεια {[A]n∗ : A ∈ B} είναι μια βάση coideal στο
([X]n∗ ,≺), όπου για (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) ∈ [X]n∗ , ορίζουμε (x1, . . . , xn) ≺
(y1, . . . , yn) αν xn ≺ y1.

Το Θεωρημα 2.2.6 συνεπαγεται οτι καθε semiselective∗ coidealH σε ενα
απειρο κατευθυνομενο συνολο (X,≺) ειναι Ramsey∗.
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Πόρισμα 2.2.8. Έστω (X,≺) ένα άπειρο κατευθυνόμενο σύνολο,H ⊆ [X] ένα
semiselective∗ coideal στο (X,≺) και έστω κ ∈ N. Για κάθε A ∈ B και F ⊆
[X]<∞

∗ υπάρχει B ∈ H, B ⊆ A ώστε είτε [B]κ∗ ⊆ F είτε [B]κ∗ ⊆ [X]<∞
∗ \ F.

Η βαση coideal B = {EV(w⃗) : w⃗ = (wn)n∈N ∈ L∞(Σ, k⃗;υ)} στο κατευ‑
θυνομενο συνολο (L(Σ, k⃗;υ),≺) ειναι semiselective∗, συμφωνα με την Προ‑
ταση 2.2.4, και B − x ∈ B για καθε B ∈ B και x ∈ L(Σ, k⃗;υ). Επομενως, απο
το Θεωρημα 2.2.6 επεται οτι ειναι Ramsey∗, ενα αποτελεσμα το οποιο εχει
αποδειχθει απο τον Carlson [C] και απο την Φαρμακη [Fa].

Πόρισμα 2.2.9 ([C], [Fa]). Η βάση coideal B = {EV(w⃗) : w⃗ = (wn)n∈N ∈
L∞(Σ, k⃗;υ)} στο κατευθυνόμενο σύνολο (L(Σ, k⃗;υ),≺) είναι Ramsey∗.

Το επομενο πορισμα του Θεωρηματος 2.2.6 ειναι ενα αποτελεσμα που
εχει αποδειχτει προηγουμενως απο τους Milliken [Mi] και Taylor [Ta].

Πόρισμα 2.2.10 ([M], [Ta] ). Η βάση coideal B = {FU((Fn)n∈N) : (Fn)n∈N ⊆
[N]<∞

>0 με Fn ≺ Fn+1 για κάθε n ∈ N} στο κατευθυνόμενο σύνολο ([N]<∞
>0 ,≺)

είναι Ramsey∗.

Απόδειξη. Ηβαση coidealB ειναι semiselective∗, οπως ειδαμε στην Προταση
2.2.5, και B − x ∈ B για καθε B ∈ B και x ∈ [N]<∞

>0 . Επομενως, συμφωνα με
το Θεωρημα 2.2.6, ηB ειναι Ramsey∗.

2.3 ΈναΘεώρηματύπουNash‑Williams για Coideal σε κα‑
τευθυνόμενα σύνολα

Σε αυτην την παραγραφοαποδεικνυουμε ενα διαμεριστικο θεωρημα (Θε‑
ωρημα 2.3.6), για το συνολο ολων των ολικα διατεταγμενων υποσυνολων
ενος απειρου κατευθυνομενου συνολου. Συγκεκριμενα, δειχνουμε οτι για μια
διαμεριστικη οικογενεια F του συνολου ολων των μη‑κενων, ολικα διατε‑
ταγμενων, πεπερασμενων υποσυνολων ενος απειρου κατευθυνομενου συ‑
νολου X και για ενα στοιχειοA μιας semiselective∗ βασης coidealB στο X με
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B− s ∈ B για καθε B ∈ B και s ∈ [X]<∞
∗ υπαρχει B ∈ B με B ⊆ Aωστε, ειτε

ολα τα ολικα διατεταγμενα πεπερασμενα υποσυνολα του B ειναι στοιχεια
του συμπληρωματος του F, ειτε καθε απειρη αυξουσα ακολουθια στοιχειων
του B εχει αρχικο τμημα στο F.

Αυτο το διαμεριστικο θεωρημα ειναι ενα τυπου Nash‑Williams αποτελε‑
σμα για B στο X, καθως στην ειδικη περιπτωση οπου B = [N]∞ και X = N
παιρνουμε ενααποτελεσμαπουπρωταεχει αποδειχθει αποτονNash‑Williams
στο [NW].

Μια ισοδυναμη μορφη του Θεωρηματος 2.3.6 δινεται στο Θεωρημα 2.3.7,
το οποιο εχει κεντρικο ρολο στις αποδειξεις των αποτελεσματων μας στην
επομενη παραγραφο.

Δινουμεπρωτατηναπαραιτητηορολογιαπουθαχρειαστουμεγια τααπο‑
τελεσματα αυτου του κεφαλαιου.

Έστω (X,≺) ενα απειρο κατευθυνομενο συνολο.

• Για t, s ∈ [X]<∞
∗ , γραφουμε t ≺ s, αν ειτε ∅ ∈ {t, s} ειτε t, s 6= ∅ και

x ≺ y για καθε x ∈ t και y ∈ s.

• Αν t ειναι ενα αρχικο τμημα του s, δηλαδη αν ειτε t ∈ {∅, s} ειτε αν
υπαρχει y ∈ sωστε t = {x ∈ s : x ≺ y} θα γραφουμε t v s.

• ΓιαA ⊆ X θετουμε, [A]∗ = {(xn)n∈N ⊆ A : xn ≺ xn+1 για καθε n ∈ N}.

• Για (xn)n∈N ∈ [X]∗ και s ∈ [X]<∞
∗ γραφουμε, s v (xn)n∈N, αν ειτε s = ∅

ειτε s = (x1, . . . , xm) για καποιονm ∈ N.

• Έστω t, s ∈ [X]<∞
∗ με t ≺ s. Αν t = (x1, . . . , xn), n ∈ N και s =

(s1, . . . , sm),m ∈ N, θετουμε

t⊗ s = (x1, . . . , xn, s1, . . . , sm).

Αν t = ∅, θετουμε t⊗ s = s και αν s = ∅, θετουμε t⊗ s = t.

Ορισμός 2.3.1. Έστω (X,≺) ενα απειρο κατευθυνομενο συνολο. Για καθε
A ∈ [X] και t ∈ [X]<∞

∗ θετουμε,
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(i) [t,A]∗ = {(xn)n∈N ∈ [X]∗ : t v (xn)n∈N και (xn)n∈N − t ∈ [A]∗},

(ii) [∅, A]∗ = [A]∗, και

(iii) [t,A]<∞
∗ = {t1 ∈ [X]<∞

∗ : t1 v t} ∪ {t⊗ s : s ∈ [A]<∞
∗ και t ≺ s}.

Ορισμός 2.3.2. Έστω (X,≺) ενα απειρο κατευθυνομενο συνολο,B ⊆ [X] μια
βαση coideal στο X,A ∈ B, t ∈ [X]<∞

∗ και F ⊆ [X]<∞
∗ \ {∅}. Θα λεμε οτι

(i) ΤοA δέχεται (accepts) το t, αν για καθε (xn)n∈N ∈ [t,A]∗ υπαρχει s ∈ F

ωστε s v (xn)n∈N.

(ii) ΤοA απορρίπτει (rejects) το t, αν δεν υπαρχει B ∈ B, με B ⊆ A που να
δεχεται το t.

(iii) ΤοA αποφασίζει (decides) για το t, αν τοA ειτε δεχεται το t, ειτε απορ‑
ριπτει το t.

Παρατήρηση2.3.3. ΈστωB ⊆ [X] μια semiselective∗ βάση coideal στο (X,≺)

ώστε B − s ∈ B για κάθε B ∈ B και s ∈ [X]<∞
∗ και έστω F ⊆ [X]<∞

∗ \ {∅}. Τότε
το A ∈ B δέχεται (απορρίπτει) το t ∈ [X]<∞

∗ αν και μόνο αν το A − t δέχεται
(απορρίπτει) το t.

Λήμμα 2.3.4. ΈστωB ⊆ [X] μια βάση coideal στο X και F ⊆ [X]<∞
∗ \ {∅}.

(i) Αν τοA ∈ B δέχεται (απορρίπτει) το t ∈ [X]<∞
∗ , τότε κάθεB ∈ B,B ⊆ A

δέχεται (απορρίπτει) το t.

(ii) Για κάθε A ∈ B και t ∈ [X]<∞
∗ υπάρχει B ∈ B, B ⊆ A που αποφασίζει

για το t.

(iii) Αν τοA ∈ B δέχεται το t ∈ [X]<∞
∗ , τότε τοA δέχεται το tx = t ∪ {x}, για

κάθε x ∈ A− t.

(iv) Αν τοA ∈ B απορρίπτει το t ∈ [X]<∞
∗ , τότε

C = {x ∈ A− t : A δέχεται t ∪ {x}} /∈ LB.
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Απόδειξη. Το (i) ειναι αμεσο απο τους ορισμους.

Για το (ii) θεωρουμεA ∈ B και t ∈ [X]<∞
∗ . Αν τοA απορριπτει το t, τοτε

τοA αποφασιζει για το t. Αλλιως, υπαρχειB ∈ B,B ⊆ A που δεχεται το t και
αρα το B αποφασιζει για το t.

Για το (iii) θεωρουμε x ∈ A − t και (xn)n∈N ∈ [tx, A]∗. Τοτε (xn)n∈N ∈
[t,A]∗. Αφου το A δεχεται το t, υπαρχει s ∈ F ωστε s v (xn)n∈N. Άρα, το A

δεχεται το tx.

Τελος για το (iv) υποθετουμε οτι C ∈ LB. Τοτε υπαρχει C̃ ∈ B ωστε
C̃ ⊆ C. Αφου C̃ ⊆ A, συμφωνα με το (i), το C̃ απορριπτει το t.

Έστω (xn)n∈N ∈ [t, C̃]∗. Τοτε υπαρχει xn0
∈ C̃−t,n0 ∈ N, με την ιδιοτητα

txn0
= t ∪ {xn0

} v (xn)n∈N. Αφου xn0
∈ C̃ ⊆ C, το A δεχεται το txn0

και
ισοδυναμα υπαρχει s ∈ F ωστε s v (xn)n∈N. Επομενως το C̃ δεχεται το t, το
οποιο ειναι ατοπο.

Λήμμα 2.3.5. Έστω B ⊆ [X] μια semiselective∗ βάση coideal στο (X,≺) ώστε
B − s ∈ B για κάθε B ∈ B και s ∈ [X]<∞

∗ και έστω F ⊆ [X]<∞
∗ \ {∅}. Για κάθε

A ∈ B υπάρχει B ∈ B, B ⊆ A ώστε το B αποφασίζει για κάθε t ∈ [B]<∞
∗ .

Απόδειξη. Για καθε s ∈ [X]<∞
∗ θετουμε,

Rs = {B ′ ∈ B : B ′ αποφασιζει για το s}.

Απο τα (i) και (ii) του Λημματος 2.3.4, η οικογενεια Rs, για s ∈ [X]<∞
∗ , εχει

την ιδιοτητα dense‑open. Αφου ηB ειναι semilective∗ βαση coideal, για καθε
A ∈ B υπαρχει B ∈ B, B ⊆ A ωστε για καθε s ∈ [B]<∞

∗ και B̃ ⊆ B − s,
B̃ ∈ B εχουμε οτι B̃ ∈ Rs. Άρα, για καθε s ∈ [B]<∞

∗ εχουμε οτι B − s ∈ B

και οτι το B − s αποφασιζει για το s. Επομενως, το B αποφασιζει για καθε
s ∈ [B]<∞

∗ .

Θεώρημα 2.3.6. Έστω (X,≺) ένα άπειρο κατευθυνόμενο σύνολο, B ⊆ [X]

μια semiselective∗ βάση coideal στο X ώστε B − s ∈ B για κάθε B ∈ B και
s ∈ [X]<∞

∗ και έστω F ⊆ [X]<∞
∗ \ {∅}. Για κάθε A ∈ B υπάρχει B ∈ B, B ⊆ A
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ώστε, είτε [B]<∞
∗ ∩F = ∅, είτε για κάθε (xn)n∈N ∈ [B]∗ να υπάρχει s ∈ F ώστε

s v (xn)n∈N.

Απόδειξη. ΈστωA ∈ B. Συμφωνα με το Λημμα 2.3.5, υπαρχει B ∈ B, B ⊆ A

το οποιο αποφασιζει για καθε s ∈ [B]<∞
∗ . Αν τοB δεχεται το ∅, τοτε η δευτερη

συνθηκη του θεωρηματος ισχυει.
Έστω οτι το B απορριπτει το ∅. Οριζουμε τις οικογενειες (Ls)s∈[X]<∞

∗ ως
εξης: Για s ∈ [B]<∞

∗ ωστε το B απορριπτει το s θετουμε

Ls = {C ∈ B : C απορριπτει sx = s ∪ {x}, για καθε x ∈ C− s}

και Ls = B αλλιως.
Θα αποδειξουμε οτι οι οικογενειες Ls, για s ∈ [X]<∞

∗ εχουν την ιδιοτητα
dense‑open στηνB στο B. Έστω s ∈ [B]<∞

∗ ωστε το B να απορριπτει το s.
Για την πρωτη συνθηκη εχουμε θεωρουμε B1 ∈ B, με B1 ⊆ B. Τοτε, συμ‑

φωνα με το (i) του Λημματος 2.3.4, το B1 απορριπτει το s και αρα συμφωνα
με το (iv) του Λημματος 2.3.4, εχουμε οτι

C1 = {x ∈ B1 − s : B1 δεχεται το sx = s ∪ {x}} /∈ LB.

ΑφουτοBαποφασιζει γιακαθε s ∈ [B]<∞
∗ , συμφωναμετηνΠαρατηρηση2.3.3

και το (i) του Λημματος 2.3.4, για καθε s ∈ [B]<∞
∗ εχουμε οτι τοB− s και ισο‑

δυναμα το B1 − s αποφασιζει για καθε s. Επομενως B1 − s = C1 ∪ C2, οπου

C2 = {x ∈ B1 − s : B1 απορριπτει sx = s ∪ {x}}.

Αφου B1 − s ∈ B και C1 /∈ LB, εχουμε οτι C2 ∈ LB. Επομενως, υπαρχει
C ∈ B, C ⊆ C2 ⊆ B1 και C ∈ Ls.

Για τη δευτερη συνθηκη θεωρουμε B1 ∈ B και C ∈ Ls με B1 ⊆ C. Τοτε
C ∈ B και τοCαπορριπτει καθε sx = s∪{x} για x ∈ C−s. ΕπομενωςB1 ∈ Ls,
αφου B1 ∈ B και B1 ⊆ C.

Επειδη η B ειναι semiselective∗ υπαρχει B ′ ∈ B, B ′ ⊆ B ωστε για καθε
s ∈ [B ′]<∞

∗ και B̃ ⊆ B ′ − s, B̃ ∈ B εχουμε οτι B̃ ∈ Ls. Θα αποδειξουμε οτι το
B ′ απορριπτει καθε s ∈ [B ′]<∞

∗ .
Πραγματι, θα χρησιμοποιησουμε επαγωγη στο μηκος |s| του s. Αν |s| = 0,

τοτε s = ∅ και το B ′ απορριπτει το ∅, αφου το B απορριπτει το ∅ και B ′ ⊆ B.
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Υποθετουμε οτι το B ′ απορριπτει καθε s ∈ [B ′]n∗ . Έστω s ∪ {x} ∈ [B ′]n+1
∗ ,

οπου s ∈ [B ′]n∗ και x ∈ B ′ − s. Αφου B ′ − s ∈ Ls και το B ′ απορριπτει το
s απο την επαγωγικη υποθεση, εχουμε οτι το B ′ − s απορριπτει το s ∪ {x}

και ισοδυναμα οτι τοB ′ απορριπτει το s∪ {x}. Επομενως τοB ′ απορριπτει το
s ∈ [B ′]<∞

∗ .
Αν s ∈ [B ′]<∞

∗ ∩ F, τοτε το B ′ δεχεται το s, αρα [B ′]<∞
∗ ∩ F = ∅ και η

αποδειξη του θεωρηματος ειναι πληρης.

Στη συνεχεια δινουμε μια ισοδυναμη εκδοχη του Θεωρηματος 2.3.6.

Θεώρημα 2.3.7. Έστω (X,≺) ένα άπειρο κατευθυνόμενο σύνολο, B ⊆ [X]

μια semiselective∗ βάση coideal στο X ώστε B − s ∈ B για κάθε B ∈ B και
s ∈ [X]<∞

∗ , και έστω t ∈ [X]<∞
∗ και F ⊆ [X]<∞

∗ \ {∅}. Για κάθε A ∈ B υπάρχει
B ∈ B, B ⊆ A ώστε, είτε [t, B]<∞

∗ ∩ F = ∅, είτε για κάθε (xn)n∈N ∈ [t, B]∗

υπάρχει s ∈ F ώστε s v (xn)n∈N.

Απόδειξη. Αν t = ∅, τοτε το θεωρημα ταυτιζεται με τοΘεωρημα 2.3.6. Υποθε‑
τουμε οτι t 6= ∅. ΈστωA ∈ B. Αν υπαρχει t1 v t με t1 ∈ F εχουμε προφανως
την δευτερη συνθηκη του θεωρηματος. Έστω t1 /∈ F για καθε t1 v t. Θε‑
τουμε

F1 = {s ∈ F : t v s} και F2 = {(s− t) : s ∈ F1}.

Παρατηρουμε οτι αν s ∈ F2, τοτε t ⊗ s ∈ F1 και ∅ /∈ F2, συμφωνα με το
Θεωρημα 2.3.6, υπαρχει B ∈ B, B ⊆ A− tωστε, ειτε [B]<∞

∗ ∩F2 = ∅, ειτε για
καθε (xn)n∈N ∈ [B]∗ υπαρχει s ∈ F2 ωστε s v (xn)n∈N. Τοτε, ειτε [t, B]<∞

∗ ∩
F = ∅, ειτε για καθε (xn)n∈N ∈ [t, B]∗ υπαρχει s ∈ F ωστε s v (xn)n∈N.

Το Θεωρημα 2.3.7 εχει ως συνεπεια το επομενο αποτελεσμα για ενα semi‑
selective∗ coideal σε ενα απειρο κατευθυνομενο συνολο.

Θεώρημα 2.3.8. Έστω (X,≺) ένα άπειρο κατευθυνόμενο σύνολο, H ⊆ [X]

ένα semiselective∗ coideal στο (X,≺), t ∈ [X]<∞
∗ και F ⊆ [X]<∞

∗ \ {∅}. Για κάθε
A ∈ H υπάρχει B ∈ H, B ⊆ A ώστε, είτε [t, B]<∞

∗ ∩ F = ∅, είτε για κάθε
(xn)n∈N ∈ [t, B]∗ υπάρχει s ∈ F ώστε s v (xn)n∈N.
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2.4 Αποτελέσματα Τοπολογικής Θεωρίας Ramsey για Κα‑
τευθυνόμενα Σύνολα

Στο κεφαλαιο αυτοστοχος μας ειναι να εντοπισουμε τις τοπολογικες ιδιο‑
τητες που απαιτουνται, για μια διαμεριστικη οικογενειαU του συνολου [X]∗,
των απειρων διατεταγμενων ακολουθιων του (X,≺), εφοδιασμενου με τη
σχετικη τοπολογια της τοπολογιας γινομενο του {0, 1}X, ουτωςωστε για καθε
semiselective∗ βαση coideal B στο X, με B − s ∈ B για καθε B ∈ B και
s ∈ [X]<∞

∗ , να ειναι B‑πληρως (completely) Ramsey∗. Δηλαδη για καθε στοι‑
χειο A ∈ B να υπαρχει στοιχειο B ∈ B με B ⊆ A ωστε, ειτε ολες οι απειρες
διατεταγμενες ακολουθιες του B να ειναι στοιχεια του U, ειτε ολες οι απει‑
ρες διατεταγμενες ακολουθιες του B να ειναι στοιχεια του συμπληρωματος
τουU. Αυτο επιτυγχανεται οταν ηU ειναι κλειστηωςπρος την τοπολογια της
κατασημειοσυγκλισης χρησιμοποιωντας τοδιαμεριστικοΘεωρημα2.3.7 και
ειναι το περιεχομενο του Θεωρηματος 2.4.7.

Επιπλεον, αποδεικνυουμε (Θεωρημα 2.4.10 και Πορισμα 2.4.12) οτι καθε
διαμεριστικη οικογενειαU του [X]∗, που ειναι Borel υποσυνολο του [X]∗, ειναι
B‑πληρως Ramsey∗. Τελος, δειχνουμε (Θεωρημα 2.4.17) οτι καθε B‑Baire∗

διαμεριστικη οικογενεια του [X]∗ (Ορισμος 2.4.16)ειναιB‑πληρως Ramsey∗.

Ορισμός 2.4.1. Έστω (X,≺) ενα απειρο κατευθυνομενο συνολο καιB ⊆ [X]

μια βαση coideal στο X.

(i) Ένα υποσυνολοU ⊆ [X]∗ λεγεταιB‑Ramsey∗ αν για καθεA ∈ B υπαρ‑
χει B ∈ B, με B ⊆ Aωστε, ειτε [B]∗ ⊆ U ειτε [B]∗ ⊆ [X]∗ \ U.

(ii) Αν για καθεA ∈ B υπαρχει B ∈ B, με B ⊆ Aωστε [B]∗ ⊆ [X]∗ \ U, τοτε
το συνολο U λεγεταιB‑Ramsey∗ null.

Ορισμός 2.4.2. Έστω (X,≺) ενα απειρο κατευθυνομενο συνολο καιB ⊆ [X]

μια βαση coideal στο X.
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(i) Ένα υποσυνολο U ⊆ [X]∗ λεγεται B‑πλήρως (completely) Ramsey∗ αν
για καθε t ∈ [X]<∞

∗ και A ∈ B υπαρχει B ∈ B, με B ⊆ A ωστε, ειτε
[t, B]∗ ⊆ U ειτε [t, B]∗ ⊆ [X]∗ \ U.

(ii) Αν για καθε t ∈ [X]<∞
∗ και A ∈ B υπαρχει B ∈ B, με B ⊆ A ωστε

[t, B]∗ ⊆ [X]∗ \ U, τοτε το συνολο U λεγεται B‑πλήρως (completely)
Ramsey∗ null.

Παρατήρηση 2.4.3. Αν U ⊆ [X]∗ είναι B‑πλήρως Ramsey∗, τότε είναι B‑
Ramsey∗.

Παρατήρηση 2.4.4. Ένα σύνολο U ⊆ [X]∗ είναι B‑πλήρως Ramsey∗ (αντί‑
στοιχα είναι B‑πλήρως Ramsey∗ null) αν και μόνο αν για κάθε t ∈ [X]<∞

∗ η
οικογένεια

Ut =
{
x⃗− t : x⃗ ∈ U ∩ [t, X]∗

}
,

είναι B‑Ramsey∗ (αντίστοιχα είναι B‑Ramsey∗ null), όπου για x⃗ = (xn)n∈N

θέτουμε x⃗ − t = (xn)n>n0
και n0 = min{n ∈ N : t ≺ {xn}}. Αυτό συμβαίνει

γιατί [t, B]∗ ⊆ U, αν και μόνο αν [B− t]∗ ⊆ Ut.

Παρατήρηση 2.4.5. Αν (Un)
∞
n=0 είναι μια ακολουθία υποσυνόλων του [X]∗,

τότε (∪∞
n=0Un)

t = ∪∞
n=0U

t
n για κάθε t ∈ [X]<∞

∗ .

Θεωρουμε το συνολο [X]∗, εφοδιασμενο με την σχετικη τοπολογια της το‑
πολογιας γινομενο του {0, 1}X. Τα βασικα ανοικτα συνολα αυτης της τοπολο‑
γιας ειναι της μορφης [t, X]∗, για t ∈ [X]<∞

∗ , οπου

[t, X]∗ = {(xn)n∈N ∈ [X]∗ : t v (xn)n∈N}.

Ορισμός 2.4.6. Έστω (X,≺) ενα απειρο κατευθυνομενο συνολο. Ταυτιζον‑
τας καθε στοιχειο x⃗ = (xn)n∈N ∈ [X]∗ με την χαρακτηριστικη συναρτηση
χσ(x⃗) ∈ {0, 1}X του συνολου σ(⃗x) = {xn : n ∈ N} ⊆ X, εφοδιαζουμε το συ‑
νολο [X]∗ με την σχετικη τοπολογια T της τοπολογιας γινομενο (ισοδυναμα
με την τοπολογια της κατα σημειο συγκλισης) του {0, 1}X. Μια βαση της το‑
πολογιας T ειναι η οικογενεια

{
[t, X]∗ : t ∈ [X]<∞

∗
}
.
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Επομενως, μια οικογενεια U ⊆ [X]∗ ειναι κλειστη ως προς την τοπολογια
της κατα σημειο συγκλισης (ισοδυναμα T‑κλειστη) αν το {χσ(s⃗) : s⃗ ∈ U} ειναι
κλειστο στο {0, 1}X ως προς την τοπολογια γινομενο.

Θεώρημα 2.4.7. Έστω (X,≺) ένα άπειρο κατευθυνόμενο σύνολο καιB ⊆ [X]

μια semiselective∗ βάση coideal στο X ώστε B − s ∈ B για κάθε B ∈ B και
s ∈ [X]<∞

∗ . Τότε κάθε διαμεριστική οικογένειαU του [X]∗, η οποία είναι κλειστή
ως προς την τοπολογία της κατά σημείο σύγκλισης, είναιB‑πλήρως Ramsey∗.

Απόδειξη. Έστω t ∈ [X]<∞
∗ καιA ∈ B. Θετουμε

F = {s ∈ [X]<∞
∗ : υπαρχει (zn)n∈N ∈ Uωστε s v (zn)n∈N} ⊆ [X]<∞

∗ }.

Συμφωνα με το Θεωρημα 2.3.7, υπαρχει B ∈ B, B ⊆ Aωστε, ειτε

[t, B]<∞
∗ ⊆ F, ειτε (2.1)

για καθε (xn)n∈N ∈ [t, B]∗ υπαρχει s ∈ [X]<∞
∗ \ F ωστε s v (xn)n∈N. (2.2)

Αν ισχυει η (2.1), τοτε [t, B]∗ ⊆ U. Πραγματι, εστω x⃗ = (xn)n∈N ∈ [t, B]∗.
Τοτε (x1, . . . , xn) ∈ [t, B]<∞

∗ ⊆ F, για καθε n ∈ N. Επομενως, για καθε n ∈ N
υπαρχει z⃗n = (znm)m∈N ∈ U ωστε (x1 . . . , xn) v (znm)m∈N. Αφου η U ειναι
κλειστηως προς την τοπολογια της κατα σημειο συγκλισης και (⃗zn)n∈N συγ‑
κλινει κατα σημειο στο x⃗, εχουμε οτι x⃗ ∈ U. Επομενως, [t, B]∗ ⊆ U.

Αν ισχυει η (2.2) τοτε για καθε (xn)n∈N ∈ [t, B]∗ υπαρχει s v (xn)n∈N το
οποιο ανηκει στο [X]<∞

∗ \ F. Επομενως, [t, B]∗ ⊆ [X]∗ \ U.

Απο το Θεωρημα 2.4.7 επεται αμεσα το επομενο ισχυροτερο θεωρημα
Nash‑Williams, καθως αν U ⊆ [X]∗ ειναι B‑πληρως Ramsey∗, τοτε ειναι B‑
Ramsey∗.

Θεώρημα 2.4.8. Έστω (X,≺) ένα άπειρο κατευθυνόμενο σύνολο, B ⊆ [X]

μία semiselective∗ βάση coideal στο X ώστε B − s ∈ B για κάθε B ∈ B και
s ∈ [X]<∞

∗ . Για κάθε διαμεριστική οικογένεια U του [X]∗, η οποία είναι κλειστή
ως προς την τοπολογία της κατά σημείο σύγκλισης και για κάθεA ∈ B υπάρχει
B ∈ B, με B ⊆ A ώστε, είτε [B]∗ ⊆ U, είτε [B]∗ ⊆ [X]∗ \ U.
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Πόρισμα 2.4.9. Έστω (X,≺) ένα άπειρο κατευθυνόμενο σύνολο καιH ⊆ [X]

ένα semiselective∗ coideal στοX. Τότε κάθε διαμεριστική οικογένειαU του [X]∗,
η οποία είναι κλειστή ως προς την τοπολογία της κατά σημείο σύγκλισης, είναι
H‑πλήρως Ramsey∗.

Θεώρημα 2.4.10. Έστω (X,≺) ένα άπειρο κατευθυνόμενο σύνολο και B ⊆
[X] μια semiselective∗ βάση coideal στο X ώστε B − s ∈ B για κάθε B ∈ B

και s ∈ [X]<∞
∗ . Τότε η οικογένεια των B‑πλήρως Ramsey∗ υποσυνόλων του

[X]∗ είναι κλειστή ως προς τις αριθμήσιμες ενώσεις και επίσης η οικογένεια
των B‑πλήρως Ramsey∗ null υποσυνόλων του [X]∗ είναι κλειστή ως προς τις
αριθμήσιμες ενώσεις.

Απόδειξη. Έστω (Un)
∞
n=0 μια ακολουθια B‑πληρως Ramsey∗ υποσυνολων

του [X]∗. Θα αποδειξουμε οτι
∞⋃

n=0

Un ειναι B‑πληρως Ramsey∗. Αρκει να δει‑

ξουμεοτι
∞⋃

n=0

Un ειναιB‑πληρωςRamsey∗ null ανUn ειναιB‑πληρωςRamsey∗

null για καθε n ∈ N ∪ {0}.
Έστω (Un)

∞
n=0 μια ακολουθια B‑πληρως Ramsey∗ null υποσυνολων του

[X]∗ και εστω t ∈ [X]<∞
∗ και A ∈ B. Οριζουμε τις οικογενειες (Rs)s∈[X]<∞

∗ ως
εξης: Για s ∈ [X]<∞

∗ ωστε t ≺ s θετουμε

Rs = {B ∈ B : [s, B]∗ ∩ (Un)
t = ∅ για καθε n ∈ N, n 6 |s|},

οπου με |s| συμβολιζουμε το μηκος του s και το (Un)
t εχει οριστει στις Παρα‑

τηρησεις 2.4.4. Διαφορετικα, θετουμε Rs = B.
Θαδειξουμεοτι οι οικογενειεςRs, για s ∈ [X]<∞

∗ εχουντην ιδιοτηταdense‑
open. Έστω s ∈ [X]<∞

∗ ωστε t ≺ s με |s| = n0 .
Για τηνπρωτησυνθηκηθεωρουμε,B ∈ B. Αφουοι οικογενειεςU0, . . .Un0

ειναιB‑πληρωςRamsey∗ null, υπαρχειC ∈ B,C ⊆ Bωστε [t⊗s, C]∗∩Un = ∅
για καθε n ∈ {0, . . . , n0}. Επομενως, C ∈ Rs.

Για τη δευτερη, εστω B ∈ Rs και C ∈ B, C ⊆ B. Τοτε, προφανως C ∈ Rs.
Αφου ηB ειναι semiselective∗ βαση coideal, υπαρχει B ∈ B, B ⊆ Aωστε για
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καθε s ∈ [B]<∞
∗ καιB1 ⊆ B−s,B1 ∈ B εχουμεοτιB1 ∈ Rs. Επομενως, [∅, B]∗∩

(U0)
t = ∅ και ισοδυναμα [t, B]∗ ∩U0 = ∅. Ειδικοτερα, [∅, B]∗ ∩ (Un)

t = ∅, για
καθε n ∈ N. Πραγματι, ας υποθεσουμε οτι υπαρχει (xn)n∈N ∈ [∅, B]∗ ∩ (Un)

t

για καποιο n ∈ N. Αν s = (x1, . . . , xn), τοτε B − s ∈ Rs, αρα [s, B − s]∗ ∩
(Un)

t = ∅, ατοπο αφου (xn)n∈N ∈ [s, B − s]∗ ∩ (Un)
t. Επομενως, [∅, B]∗ ∩

(Un)
t = ∅ για καθεn ∈ N και ισοδυναμα [t, B]∗∩Un = ∅ για καθεn ∈ N.

Τα επομενα πορισματα επονται αμεσα απο το Θεωρημα 2.4.10.

Πόρισμα 2.4.11. Έστω (X,≺) ένα άπειρο κατευθυνόμενο σύνολο καιB ⊆ [X]

μια semiselective∗ βάση coideal στο X ώστε B − s ∈ B για κάθε B ∈ B και
s ∈ [X]<∞

∗ (ή B ⊆ [X] ένα semiselective∗ coideal στο X). Τότε η οικογένεια
όλων τωνB‑πλήρως Ramsey∗ υποσυνόλων του [X]∗ είναι μια σ‑άλγεβρα.

Πόρισμα 2.4.12. Έστω (X,≺) ένα άπειρο κατευθυνόμενο σύνολο καιB ⊆ [X]

μια semiselective∗ βάση coideal στο X ώστε B − s ∈ B για κάθε B ∈ B και s ∈
[X]<∞

∗ (ήB ⊆ [X] ένα semiselective∗ coideal στοX). Τότε κάθε Borel υποσύνολο
του [X]∗ είναιB‑πλήρως Ramsey∗.

Παρατήρηση 2.4.13. Το Πόρισμα 2.4.12 για το coideal [N] στο N με την συ‑
νήθη διάταξη δίνει ένα αποτέλεσμα που αποδείχθηκε από τους Galvin‑Prikry
στο [GP].

Παρατήρηση 2.4.14. Το Πόρισμα 2.4.12 και η Πρόταση 2.2.5 συνεπάγονται
ότι κάθε Borel υποσύνολο του [[N]<∞

>0 ]∗ είναι B‑πλήρως Ramsey∗, όπου B =

{FU((Fn)n∈N) : (Fn)n∈N ⊆ [N]<∞
>0 , με F1 ≺ F2 ≺ . . .}. Αυτό είναι ένα απο‑

τέλεσμα που απεδείχθη προηγουμένως από τους Milliken στο [Mi] και Taylor
[Ta].
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Παρατήρηση 2.4.15. Σύμφωνα με το Πόρισμα 2.4.12 και την Πρόταση 2.2.4
κάθε Borel υποσύνολο του [L(Σ, k⃗;υ)]∗ είναι B‑πλήρως Ramsey∗, όπου B =

{EV(w⃗) : w⃗ = (wn)n∈N ∈ L∞(Σ, k⃗;υ)}. Το αποτέλεσμα αυτό απεδείχθη από
τον Carlson [C] και από την Φαρμάκη [Fa] και νωρίτερα από τους Bergelson,
Blass και Hindman [BBH] για την περίπτωση του πεπερασμένου αλφαβήτου.

Ορισμός 2.4.16. Έστω (X,≺) ενα απειρο κατευθυνομενο συνολο και B ⊆
[X] μια βαση coideal στο X

(i) Ένα U ⊆ [X]∗ θα λεγεται B‑Baire∗ αν για καθε t ∈ [X]<∞
∗ και καθε

A ∈ B υπαρχουν s ∈ [X]<∞
∗ και B ∈ B, με B ⊆ A και [s, B]∗ ⊆ [t,A]∗

ωστε ειτε [s, B]∗ ⊆ U, ειτε [s, B]∗ ⊆ [X]∗ \ U.

(ii) Αν για καθε t ∈ [X]<∞
∗ και καθεA ∈ B υπαρχουν s ∈ [X]<∞

∗ και B ∈ B

με B ⊆ A, τετοια ωστε [s, B]∗ ⊆ [t,A]∗ και [s, B]∗ ⊆ [X]∗ \ U, τοτε το
συνολο U λεγεταιB‑meager∗.

Αν ενα υποσυνολο U ⊆ [X]∗ ειναι B‑πληρως Ramsey∗, τοτε ειναι προ‑
φανως B‑Baire∗ και φυσικα αν το U ειναι B‑Ramsey null ∗, τοτε το U ειναι
B‑meager∗. Η αντιστροφη συνεπαγωγη, συμφωνα με τον Todorcevic (Λημμα
7.5 στο [T]) δεν ισχυει. Στο επομενο θεωρημα θα αποδειξουμε οτι οι δυο εν‑
νοιες ταυτιζονται στην περιπτωση της semiselective∗ βασης coideal.

Θεώρημα 2.4.17. Έστω (X,≺) ένα άπειρο κατευθυνόμενο σύνολο και B ⊆
[X] μια semiselective∗ βάση coideal στο X ώστε B − s ∈ B για κάθε B ∈ B και
s ∈ [X]<∞

∗ . Τότε κάθεB‑Baire∗ υποσύνολο του [X]∗ είναιB‑πλήρως Ramsey∗.

Απόδειξη. Έστω U ενα B‑Baire∗ υποσυνολο του [X]∗, t ∈ [X]<∞
∗ και A ∈ B.

Για s ∈ [X]<∞
∗ με t ≺ s θετουμε,

Rs = {B ∈ B : [s, B]∗ ⊆ Ut} ∪ {B ∈ B : [s, B]∗ ⊆ [X]∗ \ U
t}

∪{B ∈ B : [s, B ′]∗ * Ut και [s, B ′]∗ * [X]∗ \ U
t

για καθε B ′ ∈ B, B ′ ⊆ B}
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ΗοικογενειαRs εχει την ιδιοτητα dense‑open. Αφου ηB ειναι μια semise‑
lective∗ βαση coideal, υπαρχει B ∈ B, B ⊆ A ωστε για καθε s ∈ [B]<∞

∗ και
B1 ⊆ B − s, B1 ∈ B εχουμε οτιB1 ∈ Rs. Τοτε B − s ∈ B και B − s ∈ Rs για
καθε s ∈ [B]<∞

∗ . Έστω
F1 = {s ∈ [B]<∞

∗ : [s, B]∗ ⊆ Ut},

F2 = {s ∈ [B]<∞
∗ : [s, B]∗ ⊆ [X]∗ \ U

t}, και
F3 = {s ∈ [B]<∞

∗ : [s, B ′]∗ * Ut και [s, B ′]∗ * [X]∗ \ Ut για καθε B ′ ∈
B, B ′ ⊆ B}.

Αφου B − s ∈ Rs για καθε s ∈ [B]<∞
∗ , εχουμε [B]<∞

∗ = F1 ∪ F2 ∪ F3.
Συμφωνα με το Θεωρημα 2.3.6, υπαρχει B1 ∈ B, B1 ⊆ Bωστε, ειτε

[B1]
<∞
∗ ∩ F1 = ∅, ειτε (2.3)

για καθε (xn)n∈N ∈ [∅, B1]∗ υπαρχει s ∈ F1 με s v (xn)n∈N. (2.4)

Αν ισχυει η περιπτωση (2.4), τοτε [∅, B1]∗ ⊆ Ut. Αλλιως, εφαρμοζοντας το
Θεωρημα 2.3.6 για την οικογενεια F2 υπαρχει B2 ∈ B, B2 ⊆ B1 ωστε, ειτε

[B2]
<∞
∗ ∩ F2 = ∅, ειτε (2.5)

για καθε (xn)n∈N ∈ [∅, B2]∗ υπαρχει s ∈ F2 με s v (xn)n∈N. (2.6)

Αν ισχυει η (2.6), τοτε [∅, B2]∗ ⊆ [X]∗ \ Ut. Αλλιως, εφαρμοζοντας το Θεω‑
ρημα 2.3.6 για την οικογενεια F3 υπαρχει B3 ∈ B, B3 ⊆ B2 ωστε, ειτε

[B3]
<∞
∗ ∩ F3 = ∅, ειτε (2.7)

για καθε (xn)n∈N ∈ [B3]∗ υπαρχει s ∈ F3 ωστε s v (xn)n∈N. (2.8)

Θα αποδειξουμε οτι η τελευταια περιπτωση δεν μπορει να συμβαινει.
Αφου [B3]

<∞
∗ ∩ F1 = ∅, [B3]

<∞
∗ ∩ F2 = ∅, εχουμε οτι [B3]

<∞
∗ ⊆ F3. Αφου

η U εχει την ιδιοτητα Baire∗ το ιδιο ισχυει και για την οικογενεια Ut. Άρα
υπαρχουν r ∈ [X]<∞

∗ και B ′ ∈ B, B ′ ⊆ B3 ωστε [r, B ′]∗ ⊆ [∅, B3]∗ και ειτε
[r, B ′]∗ ⊆ Ut ειτε [r, B ′]∗ ⊆ [X]∗ \ Ut. Αφου r ∈ [B3]

<∞
∗ ⊆ F3 και B ′ ⊆ B

εχουμε οτι [r, B ′]∗ * Ut και [r, B ′]∗ * [X]∗ \ Ut, το οποιο ειναι ατοπο. Αυτο
ολοκληρωνει την αποδειξη.



Μέρος II

Τοπολογικά Δυναμικά
Συστήματα





Κεφάλαιο 3

Στοιχεία Τοπολογικών Δυναμικών Συστημάτων

Στo κεφαλαιο αυτο δινουμε αρχικα τον ορισμο του τοπολογικου δυνα‑
μικου συστηματος, του υποσυστηματος και της τροχιας ενος σημειου. Στη
συνεχεια αναφερομαστε στα ελαχιστικα τοπολογικα δυναμικα συστηματα,
δηλαδη συστηματα που δεν περιεχουν γνησια υποσυστηματα, στην υπαρξη
τους και στους ισοδυναμους χαρακτηρισμους της εννοιας αυτης. Τελος, βλε‑
πουμε τη συνδεση των ελαχιστικων τοπολογικων δυναμικων συστηματων,
με φαινομενα επαναφορας, διατυπωνοντας τα θεωρηματα Birkhoff [Bi] και
Furstenberg‑Weiss [FuW]. Παραπεμπουμε τον αναγνωστη για περισσοτερες
λεπτομερειες, οπως και αποδειξεις αυτων των αποτελεσματων στο [Fu1].

3.1 Ορισμοί και βασικές ιδιότητες

Ορισμός 3.1.1. Έστω (X, d) ενας συμπαγης μετρικος χωρος καιG μια ημιο‑
μαδασυνεχωνσυναρτησεωναποτονXστον εαυτο του. Τοτε το ζευγος (X,G)

λεγεται τοπολογικό δυναμικό σύστημα.
Αν η G ειναι κυκλικη ημιομαδα, δηλαδη G = {Tn : n ∈ N}, οπου T : X →

X συνεχης συναρτηση, το συστημα (X,G) συμβολιζεται με (X, Tn)n∈N η πιο
απλα με (X, T).
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Ορισμός 3.1.2. Έστω (X,G) ενα τοπολογικο δυναμικο συστημα. Αν Y ειναι
ενα κλειστο υποσυνολο του X, το οποιο ειναιG‑αναλλοιωτο, δηλαδη T(Y) ⊆
Y για καθε T ∈ G, τοτε το ζευγος (Y,G|Y) ειναι τοπολογικο δυναμικο συ‑
στημα και λεγεται υποσύστημα του (X,G) (με την σχετικη τοπολογια).

Ορισμός 3.1.3. Έστω (X,G) ενα τοπολογικο δυναμικο συστημα και x0 ∈ X.
Το συνολο O = {gx0 : g ∈ G} λεγεται τροχιά του x0.

Αν (X, T) ενα τοπολογικο δυναμικο συστημα, τροχια του x0 λεγεται το
συνολο O = {Tnx0 : n ∈ N}.

Παράδειγμα 3.1.4. Θεωρουμε την ομαδα πηλικο R/Z = {x + Z : x ∈ R},
την οποια συμβολιζουμε μεT και μπορουμε να την ταυτισουμε με ενα κυκλο.
Μεταξυ τουT και του διαστηματος [0, 1) υπαρχει μια 1−1 και επι αντιστοιχια
στελνοντας καθε στοιχειο x+Z τουR/Z στο x−[x], οπου [x] ειναι το ακεραιο
μερος του x. Για x ∈ R θα γραφουμε x mod 1 = x− [x].

Εφοδιαζοντας τον T με τη μετρικη

d(x+ Z, y+ Z) = min
m∈Z

|x− y+m|,

γινεται συμπαγης μετρικος χωρος. Η T : T → T με T(x) = x + a mod 1 για
a ∈ [0, 1) ειναι συνεχης, οποτε το ζευγος (T, T) ειναι ενα τοπολογικο δυνα‑
μικο συστημα.

Αν τοa ειναι ρητος καθε τροχια ειναι περιοδικη, ενωαν τοa ειναι αρρητος
καθε τροχια ειναι πυκνη στο T.

Παράδειγμα 3.1.5. Για k > 2, εστω X = {1, 2, . . . , k}Z ο χωρος των ακο‑
λουθιων με τιμες στο {1, 2, . . . , k} και δεικτες στο Z. Αν x = (xn)n∈Z και y =

(yn)n∈Z δυο ακολουθιες στο X, θεωρουμε τον ακεραιο N(x, y) = min{n >
0 : xn 6= yn η x−n 6= y−n}. Οριζουμε τοτε μια μετρικη στον X με

d(x, y) =


1

2N(x,y)
αν x 6= y,

0 αν x = y.
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ΟX εφοδιασμενος με τη μετρικη που ορισαμε γινεται συμπαγης μετρικος χω‑
ρος. Θεωρουμε τωρα στον X την απεικονιση T : X → X με (T(x))n = xn+1

για καθε n ∈ Z. Ο T ειναι ομοιομορφισμος και αρα το ζευγος (X, T) ειναι ενα
τοπολογικο δυναμικο συστημα.

Ορισμός 3.1.6. Έστω (X,G) ενα τοπολογικο δυναμικο συστημα και (Y,G|Y)

ενα υποσυστημα του. Το (Y,G|Y) λεγεται ελαχιστικό υποσυστημα αν για καθε
κλειστο καιG‑αναλλοιωτο υποσυνολο Z του Y ισχυει ειτε Z = ∅ ειτε Z = Y.

Το (X,G) ειναι ελαχιστικο συστημα αν για καθε (Y,G|Y) υποσυστημα του
(X,G) ισχυει ειτε Y = ∅ ειτε Y = X.

Με χρηση του λημματος Zorn, αποδεικνυεται η υπαρξη ενος ελαχιστικου
υποσυστηματος σε καθε τοπολογικο δυναμικο συστημα, οποτε εχουμε το
ακολουθο αποτελεσμα.

Πρόταση 3.1.7. Κάθε τοπολογικό δυναμικό σύστημα (X,G) έχει τουλάχιστον
ένα ελαχιστικό υποσύστημα.

Πρόταση 3.1.8. Έστω (X,G) τοπολογικό δυναμικό σύστημα. Τα ακόλουθα εί‑
ναι ισοδύναμα:

(i) (X,G) είναι ελαχιστικό.

(ii) X = O(x) για κάθε x ∈ X.

(iii) X =
⋃
g∈G

g−1(U) για κάθε ανοικτό υποσύνολοU του X.

Το επομενο πορισμα επεται αμεσα απο την Προταση 3.1.8 και παιζει ση‑
μαντικο ρολο στην αποδειξη του θεωρηματος του Birkhoff [Bi] οπως επισης
και του θεωρηματος Furstenberg‑Weiss.

Πόρισμα 3.1.9. Έστω (X, T) τοπολογικό δυναμικό σύστημα. Τα ακόλουθα εί‑
ναι ισοδύναμα:
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(i) (X, T) είναι ελαχιστικό.

(ii) X = OT (x) για κάθε x ∈ X.

(iii) X =
⋃
n∈N

T−n(U) για κάθε ανοικτό υποσύνολοU του X.

Το τοπολογικο δυναμικο συστημα που ορισαμε στο παραδειγμα 3.1.4 ει‑
ναι ελαχιστικο αν ο a ειναι αρρητος, ενω το συστημα που ορισαμε στο πα‑
ραδειγμα 3.1.5 δεν ειναι ελαχιστικο αφου η απεικονιση εχει σταθερο σημειο.
Για παραδειγμα το x = (. . . , 1, 1, 1, . . .).

3.2 Αποτελέσματα Επαναφοράς

Στη συνεχεια διατυπωνουμε το θεμελιωδες θεωρημα του Birkhoof.

Θεώρημα 3.2.1 (Birkhoff, [Bi]). Έστω (X, T) τοπολογικό δυναμικό σύστημα.
Τότε υπάρχουν x0 ∈ X και μια ακολουθία φυσικών αριθμών (nk)k∈N με nk →∞, ώστε

Tnk(x0) → x0.

Ορισμός 3.2.2. Έστω (X, T) ενα τοπολογικο δυναμικο συστημα. Ένα σημειο
x0 ∈ X λεγεται σημείο επαναφοράς (recurrent), αν υπαρχει μια ακολουθια
φυσικων αριθμων (nk)k∈N με nk → ∞, ωστε

Tnk(x0) → x0.

Άμεση συνεπεια του θεωρηματος Birkhoff ειναι η υπαρξη σημειου επανα‑
φορας σε καθε τοπολογικο δυναμικο συστημα.

Πόρισμα 3.2.3. Σε κάθε τοπολογικό δυναμικό σύστημα (X, T) υπάρχει σημείο
επαναφοράς x0 ∈ X.
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Το θεωρημα Furstenberg‑Weiss [FuW] αποτελει μια γενικευση του θεω‑
ρηματος του Birkhoff στην περιπτωση οπου εχουμε περισσοτερες απο μια
συνεχεις συναρτησεις απο τον συμπαγη μετρικο χωρο X στον εαυτο του, οι
οποιες μετατιθενται μεταξυ τους, το οποιο εξασφαλιζει την υπαρξη σημειου
του X που ειναι σημειο επαναφορας ταυτοχρονα ως προς καθε συναρτηση
ξεχωριστα. Συνεπως, το θεωρημα Furstenberg‑Weiss αποτελει το πολυδια‑
στατο αναλογο του θεωρηματος επαναφορας του Birkhoff και αναφερεται
και ως θεωρημα πολλαπλης επαναφορας.

Θεώρημα 3.2.4 (Furstenberg‑Weiss, [FuW]). Έστω X συμπαγής μετρικός
χώρος και (X, T1), (X, T2), . . . , (X, Tl) τοπολογικά δυναμικά συστήματα, όπου
T1, T2, . . . , Tl : X → X συνεχείς συναρτήσεις που ανά δύο μετατίθενται. Τότε
υπάρχουν x0 ∈ X και μια ακολουθία φυσικών αριθμών (nk)k∈N με nk → ∞,
ώστε

T
nk

1 (x0) → x0, T
nk

2 (x0) → x0, . . . , T
nk

l (x0) → x0.





Κεφάλαιο4

Τοπολογικά Δυναμικά Συστήματα και Δίκτυα

Στο κεφαλαιο αυτο παρουσιαζουμε τα αποτελεσματα του δευτερου με‑
ρους της διατριβης. Τα αποτελεσματα αυτα, προερχονται απο την εργασια:

V. Farmaki,D.Karageorgos, A. Koutsogiannis, A.Mitropoulos,Topo‑
logical dynamics onnets,Topologyand itsApplications201 (2016),
414‑431.

Σημειο εκκινησης ειναι τα θεωρηματα επαναφορας των Birkhoff και των
Furstenberg και Weiss. Αρχικα, ο Birkhoff [Bi], εδειξε οτι καθε τοπολογικο
δυναμικοσυστημα εχει σημειο επαναφορας. Οι Furstenberg καιWeiss [FuW],
απεδειξαν το θεωρημα van derWaerden δινοντας μια αναδιατυπωση του θε‑
ωρηματος σε γλωσσα τοπολογικων δυναμικων συστηματων. Αυτο ηταν επι
της ουσιας ενα αποτελεσμα πολλαπλης επαναφορας το οποιο επεξετεινε το
θεωρημα του Birkhoff.

Παρουσιαζουμε λοιπον μια γενικη θεωρια τοπολογικων δυναμικων συ‑
στηματων, που περιεχει και ενοποιει τα προηγουμενα αποτελεσματα. Απο‑
δεικνυουμε αποτελεσματα επαναφορας και πολλαπλης επαναφορας για το‑
πολογικα δυναμικα συστηματα πανω σε μια κατευθυνομενη μερικη ημιο‑
μαδα, ως προς μια βαση coideal που ειναι καταλληλη για αυτη την ημιομαδα.
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Επιπλεον, υποδεικνυουμε ενα τροπο για να εφαρμοσουμε αυτα τα αποτελε‑
σματα σε τοπολογικα δυναμικα συστηματα πανω σε λεξεις.

Συγκεκριμενα, οριζουμεπρωτατατοπολογικαδυναμικασυστηματαπανω
σε μια κατευθυνομενη μερικη ημιομαδα. Στο Θεωρημα 4.2.8 δειχνουμε οτι
ενα τετοιο συστημα εχει σημειο B‑επαναφορας, οπου B ειναι στοιχειο μιας
καταλληλης βασης coideal με την ιδιοτητα‑D. Η εννοια αυτη επεκτεινει την
κλασικη εννοια του σημειου επαναφορας στα τοπολογικα δυναμικα συστη‑
ματα.

Τελικα, χρησιμοποιωντας τοΘεωρημα4.2.8παιρνουμεστοΘεωρημα4.2.20
ενααποτελεσμαπολλαπλης επαναφορας, επεκτεινοντας τοΘεωρημαFursten‑
berg‑Weiss.

4.1 Βάσεις coideal με την ιδιότητα‑D

Στην ενοτητα αυτη οριζουμε (Ορισμος 4.1.5) την ιδιοτητα‑D για μια βαση
coideal σε ενα απειρο κατευθυνομενο συνολο (Λ,≺) και αποδεικνυουμε (Θε‑
ωρημα 4.1.9) οτι καθε δικτυο (xλ)λ∈Λ σε εναν συμπαγη μετρικο χωρο εχει
ενα συγκλινων υποδικτυο της μορφης (xλ)λ∈A, οπου A ειναι ενα στοιχειο
μιας βασης coideal B στο Λ με την ιδιοτητα‑D. Επιπλεον, πετυχαινουμε το
συνολοA να περιεχεται σε ενα δοθεν στοιχειοB της βασης coidealB. Το απο‑
τελεσμα αυτο θα αποτελεσει το σημειο εκκινησης, προκειμενου να αποδει‑
ξουμε αποτελεσματα επαναφορας (recurrence) και τα πολυδιαστατα ανα‑
λογα τους που ειναι αποτελεσματα πολλαπλης επαναφορας (multiple recur‑
rence) για τοπολογικαδυναμικασυστηματασυνεχωνσυναρτησεωναποεναν
συμπαγη μετρικο χωρο στον εαυτο του, σε ενα απειρο κατευθυνομενο συ‑
νολο ως προς μια βαση coideal με την ιδιοτητα‑D.

Αρχικα υπενθυμιζουμε την εννοια της βασης coideal σε ενα απειρο κατευ‑
θυνομενο συνολο που δωσαμε στο πρωτο μερος.

Ορισμός 4.1.1. Έστω (Λ,≺) ενα απειρο κατευθυνομενο συνολο. Ένα υπο‑
συνολοB του [Λ] λεγεται βάση coideal στο (Λ,≺) αν ικανοποιει τις επομενες
δυο ιδιοτητες:
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(i) Για καθεA ∈ B και λ1 ∈ Λ υπαρχει λ2 ∈ Aωστε λ1 ≺ λ2.

(ii) ΑνA ∪ B ∈ B, τοτε υπαρχει C ∈ Bωστε ειτε C ⊆ A ειτε C ⊆ B.

Παρατήρηση 4.1.2. Έστω (Λ,≺) ένα άπειρο κατευθυνόμενο σύνολο καιB ⊆
[Λ] μια βάση coideal στο (Λ,≺). Κάθε στοιχείοA τηςB είναι ένα άπειρο κατευ‑
θυνόμενο σύνολο.

Παρατήρηση 4.1.3. Αν (xλ)λ∈Λ είναι ένα δίκτυο στο σύνολο X, όπου (Λ,≺)

είναι ένα άπειρο κατευθυνόμενο σύνολο και B μια βάση coideal στο (Λ,≺),
τότε για κάθεA ∈ B, το (xλ)λ∈A είναι ένα υποδίκτυο του (xλ)λ∈Λ.

Θα ορισουμε τωρα την ιδιοτητα‑p για μια βαση coideal σε ενα απειρο κα‑
τευθυνομενο συνολο, επεκτεινοντας την αναλογη εννοια για coideal στο συ‑
νολο των φυσικων αριθμων, οπως μπορει να δει καποιος στα [M], [F], [ST]
και [T], την οποια αναφεραμε στο πρωτο μερος. Ένα υπερφιλτρο στο συ‑
νολο των φυσικων αριθμων με την ιδιοτητα‑p αναφερεται και ως p‑point
υπερφιλτρο.

Ορισμός 4.1.4. Έστω (Λ,≺) ενα απειρο κατευθυνομενο συνολο. Μια βαση
coidealB ⊆ [Λ]στο (Λ,≺) εχει την ιδιότητα‑pανγιακαθεακολουθια (An)n∈N,
με An ∈ B και A1 ⊇ A2 ⊇ . . ., υπαρχει A ∈ B ωστε A \ An ειναι πεπερα‑
σμενο συνολο για καθε n ∈ N.

Οριζουμε τωρα την ιδιοτητα‑(D) για μια βαση coideal σε ενα απειρο κα‑
τευθυνομενο συνολο, η οποια ειναι ασθενεστερη απο την ιδιοτητα‑p.

Ορισμός 4.1.5. Έστω (Λ,≺) ενα απειρο κατευθυνομενο συνολο. Μια βαση
coidealB ⊆ [Λ]στο (Λ,≺) εχει την ιδιότητα‑Dανγιακαθεακολουθια (An)n∈N,
μεAn ∈ B καιA1 ⊇ A2 ⊇ . . ., υπαρχειA ∈ B,ωστε για καθεn ∈ N να υπαρ‑
χει kn ∈ N ∪ {0} τετοιο ωστε

kn = max{k ∈ N : υπαρχουν λ1, . . . , λk ∈ A \An με λ1 ≺ · · · ≺ λk}.
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Παράδειγμα4.1.6. Τοσυνολο [N] των απειρων υποσυνολων τουN ειναι ενα
coideal στο N με την συνηθη διαταξη, οπως εχουμε δει, το οποιο προφανως
εχει την ιδιοτητα‑p, επομενως θα εχει και την ιδιοτητα‑D.

Παράδειγμα 4.1.7. Έστω [N]<∞
>0 το συνολο ολων των μη κενων πεπερασμε‑

νων υποσυνολων του N. Για F1, F2 ∈ [N]<∞
>0 οριζουμε F1 ≺ F2 αν max F1 <

min F2. Τοτε το ([N]<∞
>0 ,≺) ειναι ενα απειρο κατευθυνομενο συνολο.

Η βαση coideal στο ([N]<∞
>0 ,≺),

B = {FU((Fn)n∈N) : (Fn)n∈N ⊆ [N]<∞
>0 με F1 ≺ F2 ≺ . . .}

του Παραδειγματος 2.1.10 δεν εχει την ιδιοτητα‑p, αλλα εχει την ιδιοτητα‑D.
Πραγματι, θεωρουμε την ακολουθια (Ak)k∈N, μεAk ∈ B καιA1 ⊇ A2 ⊇ . . ..
ΑνAk = FU((Fkn)n∈N), οπου (Fkn)n∈N ⊆ [N]<∞

>0 Fk1 ≺ Fk2 ≺ . . . για καθε k ∈ N,
τοτε θετουμεA = FU((Fkk)k∈N). ΤοτεA ∈ B και για καθε k ∈ N

k− 1 = max{n ∈ N : υπαρχει F1 ≺ · · · ≺ Fn ∈ A \Ak με F1 ≺ · · · ≺ Fn}.

Παράδειγμα 4.1.8. Στο Παραδειγμα 2.1.11, ειδαμε οτι τα συνολα

B1 = {E(w⃗) : w⃗ = (wn)n∈N ∈ L∞(Σ, k⃗;υ)}

και

B2 = {EV(w⃗) : w⃗ = (wn)n∈N ∈ L∞(Σ, k⃗;υ)}

ειναι βασεις coideal στα (L(Σ, k⃗),≺)και (L(Σ, k⃗;υ),≺)αντιστοιχα. Οι δυοαυ‑
τες βασεις coideal δεν εχουν την ιδιοτητα‑p, αλλα εχουν την ιδιοτητα‑D.
Πραγματι, θεωρουμε μια ακολουθια (Ak)k∈N, με Ak = E(w⃗k), οπου w⃗k =

(wk
n)n∈N ∈ L∞(Σ, k⃗;υ), και A1 ⊇ A2 ⊇ . . .. Θετουμε w⃗ = (wk

k)k∈N ∈
L∞(Σ, k⃗;υ) καιA = E(w⃗). ΤοτεA ∈ B1. Επισης, για καθε k ∈ N,

k− 1 = max{n ∈ N : υπαρχουνw1, . . . , wn ∈ A \Ak mew1 ≺ · · · ≺ wn}.

Επομενως, η B1 εχει την ιδιοτητα‑D. Αναλογα, αποδεικνυεται οτι η B2 εχει
την ιδιοτητα‑D.
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Στη συνεχεια θα αποδειξουμε το βασικο αποτελεσμα αυτης της ενοτητας.
Σε ενα συμπαγη μετρικο χωρο, ξερουμε οτι καθε δικτυο (xλ)λ∈Λ εχει συγκλι‑
νων υποδικτυο. Στο επομενο θεωρημα, πετυχαινουμε οτι αυτο το υποδικτυο
μπορει να εντοπιστει σε ενα στοιχειο ενος coideal με την ιδιοτητα‑D. Πιο συγ‑
κεκριμενα να εχει τη μορφη (xλ)λ∈A, οπου A ειναι ενα στοιχειο μιας βασης
coideal B στο Λ με την ιδιοτητα‑D. Μαλιστα, μπορουμε επιπλεον να πετυ‑
χουμε τοA να ειναι υποσυνολο ενος ηδη δοθεντος στοιχειου B τηςB.

Έστω (Λ,≺) ενα απειρο κατευθυνομενο συνολο και (xλ)λ∈Λ ενα δικτυο
σε εναν τοπολογικο χωρο X. Για x0 ∈ X, γραφουμε lim

λ∈Λ
xλ = x0, αν (xλ)λ∈Λ

συγκλινει στοx0, δηλαδηανγιακαθεπεριοχηV τουx0,υπαρχειλ0 = λ0(V) ∈
Λωστε xλ ∈ V για καθε λ ∈ Λ με λ0 ≺ λ.

Αναλογα, για ενα στοιχειοA της βασης coidealB στο (Λ,≺) και για x0 ∈
X, γραφουμε lim

λ∈A
xλ = x0, αν το δικτυο (xλ)λ∈A συγκλινει στο x0, δηλαδη αν

για καθε περιοχη V του x0, υπαρχει λ0 = λ0(V) ∈ A ωστε xλ ∈ V για καθε
λ ∈ A με λ0 ≺ λ.

Θεώρημα4.1.9. Έστω (X, d) έναςσυμπαγήςμετρικός χώρος, (Λ,≺) έναάπειρο
κατευθυνόμενο σύνολο και (xλ)λ∈Λ ένα δίκτυο στον X. Για κάθε βάση coideal
B στο (Λ,≺) με την ιδιότητα‑D και κάθεB ∈ B υπάρχειA ∈ B μεA ⊆ B, ώστε
το υποδίκτυο (xλ)λ∈A του (xλ)λ∈Λ να συγκλίνει σε κάποιο στοιχείο του X.

Απόδειξη. ΈστωB μια βαση coideal στο (Λ,≺) με την ιδιοτητα‑D και B ∈ B.
Θετουμε B̂(x, ε) = {y ∈ X : d(x, y) 6 ϵ} για x ∈ X και ε > 0 να ειναι η κλει‑
στη μπαλα κεντρου x και ακτινας ε. Αφου ο (X, d) ειναι συμπαγης μετρικος

χωρος, εχουμε οτι X =

m1⋃
i=1

B̂(x1i ,
1

2
), για καποια x11, . . . , x

1
m1

∈ X.

ΈστωA1 = B. ΑφουA1 =

m1⋃
i=1

Ci, οπου

Ci =
{
λ ∈ A1 : xλ ∈ B̂(x1i ,

1

2
)
}
,

και η B ειναι μια βαση coideal υπαρχουνA2 ∈ B, A2 ⊆ A1 και 1 6 i1 6 m1

ωστε A2 ⊆ Ci1 και αρα {xλ : λ ∈ A2} ⊆ B̂(x1i1,
1

2
). Συνεχιζουμε αναλογα.
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Αφου B̂(x1i1,
1

2
) ειναι συμπαγης μετρικος χωρος, υπαρχουν x21, . . . , x2m2

∈ X,

ωστε B̂(x1i1,
1

2
) ⊆

m2⋃
i=1

B̂(x2i ,
1

4
) οποτε υπαρχειA3 ∈ B, A3 ⊆ A2 και 1 6 i2 6

m2 ωστε
{xλ : λ ∈ A3} ⊆ B̂(x1i1,

1

2
) ∩ B̂(x2i2,

1

4
).

Επαγωγικα, κατασκευαζουμε μια ακολουθια (An)n∈N, με An ∈ B και
A1 ⊇ A2 ⊇ . . ., και μια ακολουθια απο κλειστες μπαλες B̂(xnin,

1

2n
), για καθε

n ∈ N, ωστε

{xλ : λ ∈ An+1} ⊆
n⋂

j=1

B̂(xjij,
1

2j
) για καθε n ∈ N.

Έστω, {x0} =
⋂
n∈N

B̂(xnin,
1

2n
). Αφου η βαση coideal B εχει την ιδιοτητα‑D

υπαρχει C ∈ B,ωστε για καθε n ∈ N να υπαρχει kn ∈ N ∪ {0}

kn = max{k ∈ N : υπαρχει λ1, . . . , λk ∈ C \An με λ1 ≺ · · · ≺ λk}.

Απο αυτο επεται οτι το συνολο C \ A1 δεν περιεχει στοιχειο του B. Έτσι,
επειδηC ∈ B καιC = (C \A1)∪ (C∩A1), υπαρχειA ∈ B,A ⊆ C∩A1. Τοτε
A ⊆ C,A ∈ B,A ⊆ B = A1 και για καθε n ∈ N, n > 1 υπαρχει qn ∈ N ∪ {0}

ωστε

qn = max{k ∈ N : υπαρχει λ1, . . . , λk ∈ A \An με λ1 ≺ · · · ≺ λk}.

Θα αποδειξουμε οτι lim
λ∈A

xλ = x0. Πραγματι, εστω ε > 0. Επιλεγουμε n0 ∈ N
ωστε 1/2n0 < ε. Τοτε d(xλ, x0) 6 1/2n0 < ε, για καθε λ ∈ An0+1. Έστω
λ1, . . . , λqn0+1

∈ A \ An0+1 με λ1 ≺ · · · ≺ λqn0+1
. Αφου δεν υπαρχει λ ∈

A \ An0+1 με λqn0+1
≺ λ καιA ∈ B, υπαρχει λ0 ∈ A ∩ An0+1 ωστε λqn0+1

≺
λ0. Επομενως, για καθε λ ∈ A με λ0 ≺ λ εχουμε οτι λ ∈ An0+1 και αρα
d(xλ, x0) 6 1/2n0 < ε. Οποτε εχουμε το ζητουμενο.

Το Θεωρημα 4.1.9 για το κατευθυνομενο συνολο ([N]<∞
>0 ,≺) και για την

βαση coideal B του παραδειγματος 4.1.7 δινει ενα αποτελεσμα που απεδει‑
χθη απο τους Furstenberg και Weiss στο [FuW]. Επισης, για την περιπτωση
που το κατευθυνομενοσυνολο ειναι (L(Σ, k⃗;υ),≺) τωνω‑located λεξεων και
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για την βαση coideal B του παραδειγματος 4.1.8 ειναι ενα αποτελεσμα που
απεδειχθη απο τους Φαρμακη και Κουτσογιαννη στο [FaK].

4.2 ΤοπολογικάΔυναμικάΣυστήματασεΚατευθυνόμενες
Μερικές Ημιομάδες

Στην ενοτητααυτη, οριζουμε τις εννοιες τηςκατευθυνομενηςμερικηςημιο‑
μαδας Λ, της καταλληλης (suitable) βασης coideal και τα τοπολογικα δυ‑
ναμικα συστηματα, πανω σε κατευθυνομενη μερικη ημιομαδα. Σκοπος μας
ειναι, χρησιμοποιωντας το Θεωρημα 4.1.9 της προηγουμενης παραγραφου,
να αποδειξουμε αποτελεσματα επαναφορας και πολλαπλης επαναφορας για
τοπολογικα δυναμικα συστηματα σε μια κατευθυνομενη μερικη ημιομαδα,
ως προς μια καταλληλη βαση coideal για αυτην, επεκτεινοντας τα θεωρη‑
ματα επαναφορας των Birkhoff [Bi] και Furstenberg‑Weiss [FuW].

Συγκεκριμενα, στοΘεωρημα 4.2.8 αποδεικνυουμε οτι ενα τοπολογικο δυ‑
ναμικο συστημα (X, Tλ)λ∈Λ εχει ενα σημειο B‑επαναφορας (Ορισμος 4.2.7),
οπου B ειναι ενα συνολο που περιεχεται σε μια καταλληλη βασης coideal
B, με την ιδιοτητα‑D. Η εννοια αυτη επεκτεινει την κλασικη εννοια του ση‑
μειου επαναφορας στα τοπολογικα δυναμικα συστηματα που μελετηθηκαν
αποτουςFurstenberg καιWeiss. Χρησιμοποιωντας τοΘεωρημα4.2.8αποδει‑
κνυουμε (Θεωρημα 4.2.20), με καποιες επιπλεον υποθεσεις, ενα αποτελεσμα
πολλαπλης επαναφορας, αναλογο του Θεωρηματος 4.2.8, επεκτεινοντας το
θεωρημα Furstenberg‑Weiss.

Ορισμός 4.2.1. Έστω (Λ,≺) ενα απειρο κατευθυνομενο συνολο και εστω
οτι για καθε λ1, λ2 ∈ Λ με λ1 ≺ λ2 οριζεται ενα μοναδικο στοιχειο λ1 ∗ λ2 ∈
Λ. Η τριαδα (Λ,≺, ∗) λεγεται κατευθυνόμενη μερική ημιομάδα, αν για καθε
λ1, λ2, λ3 ∈ Λ με λ1 ≺ λ2 ≺ λ3 ισχυουν λ1 ≺ λ2 ∗ λ3, λ1 ∗ λ2 ≺ λ3 και
(λ1 ∗ λ2) ∗ λ3 = λ1 ∗ (λ2 ∗ λ3).

Στη συνεχεια δινουμε τον ορισμο της καταλληλης βασης coideal σε μια
κατευθυνομενη μερικη ημιομαδα.
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Ορισμός 4.2.2. Έστω (Λ,≺, ∗) μια κατευθυνομενη μερικη ημιομαδα. Μια
βαση coidealB στην (Λ,≺) θα λεγεται κατάλληλη (suitable) για την (Λ,≺, ∗)
αν καθε B ∈ B εχει την ιδιοτητα λ1 ∗ λ2 ∈ B για καθε λ1, λ2 ∈ B με λ1 ≺ λ2.

Αν μια βαση coideal B ειναι καταλληλη για μια κατευθυνομενη μερικη
ημιομαδα (Λ,≺, ∗), τοτε για καθε B ∈ B, η (B,≺, ∗) ειναι επισης κατευθυ‑
νομενη μερικη ημιομαδα.

Οριζουμε τωρα την κεντρικη εννοια αυτης της ενοτητας, την εννοια του
τοπολογικουδυναμικουσυστηματοςσεμιακατευθυνομενημερικηημιομαδα.

Ορισμός 4.2.3. Έστω (Λ,≺, ∗) μια κατευθυνομενη μερικη ημιομαδα.Μια οι‑
κογενεια {Tλ}λ∈Λ συνεχων συναρτησεων απο εναν συμπαγη μετρικο χωροX
στον εαυτο του ειναι εναΛ‑τοπολογικό δυναμικό σύστημα του X αν

Tλ1 ◦ Tλ2 = Tλ1∗λ2,

για καθε λ1, λ2 ∈ Λ με λ1 ≺ λ2.

Προφανως, αν η B ειναι μια καταλληλη βαση coideal για την (Λ,≺, ∗)
και B ∈ B, τοτε η οικογενεια {Tλ}λ∈B ειναι επισης ενα τοπολογικο δυναμικο
συστημα του X.

Παράδειγμα 4.2.4. Έστω X ενας συμπαγης μετρικος χωρος και T : X → X

μια συνεχης απεικονιση. Τοτε η ακολουθια {Tn}n∈N ειναι ενα N‑τοπολογικο
δυναμικο συστημα του X.

Παράδειγμα 4.2.5. Το ([N]<∞
>0 ,≺) ειναι ενα απειρο κατευθυνομενο συνολο

(Παραδειγμα 2.1.10), οποτε η τριαδα ([N]<∞
>0 ,≺,∪) ειναι μια κατευθυνομενη

μερικη ημιομαδα. Η βαση coideal B = {FU((Fn)n∈N) : (Fn)n∈N ⊆ [N]<∞
>0

με Fn ≺ Fn+1 για καθε n ∈ N} που οριστηκε στο παραδειγμα αυτο ειναι
μια καταλληλη βαση coideal για αυτην την ημιομαδα. Αν Tn : X → X ειναι
συνεχης απεικονιση για καθεn ∈ N απο εναν συμπαγη μετρικο χωροX στον
εαυτο του, για F = {n1 < · · · < nk} ∈ [N]<∞

>0 θετουμε

TF = Tn1
◦ . . . ◦ Tnk

.
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Τοτε {TF}F∈[N]<∞
>0

ειναι ενα [N]<∞
>0 ‑τοπολογικο δυναμικο συστημα του X. Ειδι‑

κοτερα, μπορουμε να αντικαταστησουμε το Tn με το Tn, για καθε n ∈ N,
οπου T : X → X ειναι μια συνεχης απεικονιση.

Παράδειγμα 4.2.6. Η τριαδα (L(Σ, k⃗),≺, ⋆), ειναι μια κατευθυνομενη με‑
ρικη ημιομαδα οπου (L(Σ, k⃗),≺) ειναι το απειρο κατευθυνομενο συνολο του
παραδειγματος 2.1.11 και ⋆ ειναι ειναι η σχεση (1.1). Η βαση coideal B =

{EV(w⃗) : w⃗ = (wn)n∈N ∈ L∞(Σ, k⃗;υ)} που οριστηκε επισης στο παραδειγμα
αυτο, ειναι μιακαταλληληβασηcoideal γιααυτηντηνημιομαδα.Έστω {Tn}n∈N

μια ακολουθια συνεχων συναρτησεων απο τονX στον εαυτο του και (ln)n∈N

μια ακολουθια φυσικων αριθμων. Γιαw = wn1
. . . wnλ

∈ L(Σ, k⃗) θετουμε

Tw = T
ln1

wn1
n1

◦ . . . ◦ T lnλ
wnλ

nλ
.

Τοτε η οικογενεια {Tw}w∈L(Σ,k⃗) ειναι ενα L(Σ, k⃗)‑τοπολογικο δυναμικο συ‑
στημα του X.

Στη συνεχεια δινουμε τον ορισμο του σημειου επαναφορας (recurrent)
ενος τοπολογικουδυναμικουσυστηματοςγιαμιακατευθυνομενημερικηημιο‑
μαδα, ως προς μια καταλληλη βαση coideal. Έπειτα, χρησιμοποιωντας το Θε‑
ωρημα 4.1.9, αποδεικνυουμε την υπαρξη τετοιων σημειων στην περιπτωση
οπου η βαση coideal εχει την ιδιοτητα‑D.

Ορισμός 4.2.7. Έστω (X, d) ενας συμπαγης μετρικος χωρος, (Λ,≺, ∗) μια
κατευθυνομενη μερικη ημιομαδα, {Tλ}λ∈Λ ενα Λ‑τοπολογικο δυναμικο συ‑
στημα στον X, B μια καταλληλη βαση coideal στο (Λ,≺, ∗) και B ∈ B. Ένα
σημειο x0 του X λεγεται σημειο B‑επαναφοράς (B‑recurrent) αν

lim
λ∈A

Tλ(x0) = x0, για καποιοA ∈ B μεA ⊆ B.

Θεώρημα4.2.8. Έστω (X, d) ένας συμπαγής μετρικός χώρος, (Λ,≺, ∗)μια κα‑
τευθυνόμενη μερική ημιομάδα, {Tλ}λ∈Λ ένα Λ‑τοπολογικό δυναμικό σύστημα
στον X,B μια κατάλληλη βάση coideal στο (Λ,≺, ∗) με την ιδιότητα‑D και B ∈
B. Τότε ο X περιέχει σημείο B‑επαναφοράς.
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Απόδειξη. Έστω x ∈ X. Συμφωνα με το Θεωρημα 4.1.9, υπαρχουν A ∈ B,
A ⊆ B και x0 ∈ X ωστε lim

λ∈A
Tλ(x) = x0. Έστω ε > 0. Τοτε υπαρχει λ0 ∈

A ωστε d(Tλ(x), x0) < ε/2, για καθε λ ∈ A με λ0 ≺ λ. Επιλεγουμε ενα
λ1 ∈ A με λ0 ≺ λ1. Επειδη η Tλ1 ειναι συνεχης συναρτηση στο X, υπαρχει
δ > 0 ωστε αν y ∈ X με d(y, x0) < δ, τοτε d(Tλ1(y), Tλ1(x0)) < ε/2. Αφου
lim
λ∈A

Tλ(x) = x0, υπαρχει λ2 ∈ A, με λ1 ≺ λ2 ωστε d(Tλ2(x), x0) < δ. Τοτε,
d(Tλ1(Tλ2(x)), Tλ1(x0)) < ε/2, συνεπως d(Tλ1∗λ2(x), Tλ1(x0)) < ε/2. Αφου
λ1 ∗ λ2 ∈ A και λ0 ≺ λ1 ∗ λ2, εχουμε οτι d(Tλ1∗λ2(x), x0) < ε/2. Έπεται οτι,
d(Tλ1(x0), x0) < ε και αρα, lim

λ∈A
Tλ(x0) = x0.

Άμεση συνεπεια του προηγουμενου θεωρηματος γιαΛ = N, B = [N] και
{Tn}n∈N, οπου T ειναι συνεχης συναρτηση απο εναν συμπαγη μετρικο χωρο
(X, d) στον εαυτο του, το τοπολογικο δυναμικο συστημα, ειναι το θεωρημα
επαναφορας (recurrence) του Birkhoff [Bi] (Θεωρημα 3.2.1).

Στοχος μας τωρα ειναι να εντοπισουμε τα σημεια επαναφορας ενος το‑
πολογικου δυναμικου συστηματος σε μια κατευθυνομενη μερικη ημιομαδα
ως προς μια καταλληλη βαση coideal σε ενα δοθεν υποσυνολο του χωρου.
Αρχικα, θα αναζητησουμε σημεια σχεδον επαναφορας, καθως η κλαση τους
ειναι ευρυτερη απο την κλαση των σημειων επαναφορας.

Ορισμός 4.2.9. Έστω (X, d) ενας συμπαγης μετρικος χωρος, (Λ,≺, ∗) μια
κατευθυνομενη μερικη ημιομαδα, {Tλ}λ∈Λ ενα Λ‑τοπολογικο δυναμικο συ‑
στημα στον X,B μια καταλληλη βαση coideal στην (Λ,≺, ∗) και B ∈ B.

(i) Ένασημειοx0 τουXθαλεγεται σημειοB‑σχεδόν επαναφοράς (B‑almost
recurrent) αν για καθε ε > 0 και λ0 ∈ Λ, υπαρχουν λ ∈ B, λ0 ≺ λωστε
d(Tλ(x0), x0) < ε.

(ii) Ένα κλειστο υποσυνολο F τουX θα λεγεται συνολοB‑σχεδόν επαναφο‑
ράς (B‑almost recurrent) αν για καθε ε > 0, λ0 ∈ Λ και x ∈ F, υπαρχουν
y ∈ F και λ ∈ B, λ0 ≺ λωστε d(Tλ(y), x) < ε.

Στο ακολουθο παραδειγμα θα επισημανουμε εναν τροπο να εντοπιζουμε
υποσυνολα σχεδον επαναφορας ενος συμπαγους μετρικου χωρου.
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Παράδειγμα 4.2.10. Έστω (X, d) ενας συμπαγης μετρικος χωρος, (Λ,≺, ∗)
μια κατευθυνομενη μερικη ημιομαδα, B μια καταλληλη βαση coideal με την
ιδιοτητα‑D και B ∈ B. Θετουμε F(X) να ειναι το συνολο των μη κενων κλει‑
στων υποσυνολων του X το οποιο εφοδιαζουμε με την μετρικη Hausdorff d̃,
οπου

d̃(K,M) = max{sup
x∈K

d(x,M), sup
x∈M

d(x, K)}.

Το ζευγος (F(X), d̃) ειναι συμπαγηςμετρικος χωρος.Θεωρουμε εναΛ‑τοπολογικο
δυναμικο συστημα του (X, d), {Tλ}λ∈Λ και οριζουμε,

T̃λ : F(X) → F(X) με T̃λ(K) = Tλ(K).

Τοτε το {T̃λ}λ∈Λ ειναι ενα Λ‑τοπολογικο δυναμικο συστημα του (F(X), d̃).
Οποτε, συμφωνα με το Θεωρημα 4.2.8, υπαρχουνA ∈ B,A ⊆ B καιK ∈ F(X)

τετοια ωστε
lim
λ∈A

T̃λ(K) = K.

Τοτε το K ειναι ενα σημειο B‑επαναφορας του F(X) και ειναι εναB‑σχεδον
υποσυνολο επαναφορας του X.

Αποδεικνυουμε τωρα οτι καθε υποσυνολο σχεδον επαναφορας τουX πε‑
ριεχει σημεια σχεδον επαναφορας του X.

Πρόταση 4.2.11. Έστω (X, d) ένας συμπαγής μετρικός χώρος, (Λ,≺, ∗) μια
κατευθυνόμενημερικήημιομάδα, {Tλ}λ∈Λ έναΛ‑τοπολογικόδυναμικόσύστημα
του X, B μια κατάλληλη βάση coideal και B ∈ B. Κάθε υποσύνολο B‑σχεδόν
επαναφοράς F του X περιέχει σημεία B‑σχεδόν επαναφοράς του X.

Απόδειξη. Έστω F ενα υποσυνολο B‑σχεδον επαναφορας του X. Θεωρουμε
ε > 0 και λ0 ∈ Λ. Επαγωγικα, κατασκευαζουμε ακολουθιες (xn)n∈N στο F,
(λn)n∈N στο B με λn ≺ λn+1 και (εn)n∈N με 0 < εn < ε/2, τετοιες ωστε

d(Tλn+1(xn+1), xn) < εn+1 και d(Tλn(x), xn−1) < εn,

για τα x ∈ X με d(x, xn) < εn+1, για καθε n ∈ N.
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Πραγματι, αφου το F ειναι συνολο B‑σχεδον επαναφορας, για x0 ∈ F και
ε1 = ε/2 υπαρχει λ1 ∈ B με λ0 ≺ λ1 και x1 ∈ F ωστε d(Tλ1(x1), x0) < ε1.
Έστω οτι εχουμε βρει x0, x1, . . . , xn ∈ F, λ1, . . . , λn ∈ B με λ1 ≺ . . . ≺ λn

και 0 < ε1, ε2, . . . , εn < ε/2 τετοια ωστε d(Tλi(xi), xi−1) < εi, για καθε
i = 1, . . . , n. Επειδη Tλn ειναι συνεχης συναρτηση, υπαρχει 0 < εn+1 6
εn ωστε αν x ∈ X και d(x, xn) < εn+1, τοτε d(Tλn(x), Tλn(xn)) < εn −

d(Tλn(xn), xn−1). Άρα, οταν d(x, xn) < εn+1 εχουμε οτι

d(Tλn(x), xn−1) 6 d(Tλn(x), Tλn(xn)) + d(Tλn(xn), xn−1) < εn.

Αφου το F ειναι συνολο B‑σχεδον επαναφορας, υπαρχουν λn+1 ∈ B με λn ≺
λn+1 και xn+1 ∈ Fωστε d(Tλn+1(xn+1), xn) < εn+1.

Ισχυριζομαστε οτι αν i, j ∈ N με i < j, τοτε

d(Tλi+1∗...∗λj(xj), xi) < εi+1.

Πραγματι, αν d(Tλj(xj), xj−1) < εj εχουμε οτι d(Tλj−1(Tλj(xj)), xj−2) < εj−1,
και αφουλj−1 ≺ λj, εχουμε οτιd(Tλj−1∗λj(xj), xj−2) < εj−1. Επαναλαμβανον‑
τας την ιδια διαδικασια παιρνουμε οτι d(Tλi+1∗...∗λj(xj), xi) < εi+1 6 ε1 =

ε/2.
Αφου οX ειναι συμπαγης μετρικος χωρος υπαρχουν i, j ∈ N με i < jωστε

d(xi, xj) < ε/2. Τοτε,

d(Tλi+1∗...∗λj(xj), xj) 6 d(Tλi+1∗...∗λj(xj), xi) + d(xi, xj) < ε.

Γιαx = xj καιλ = λi+1∗. . .∗λj ∈ B εχουμεοτιλ0 ≺ λκαιd(Tλ(x), x) < ε.

Οριζουμε τωρα τα συνολα επαναφορας ενος συμπαγους μετρικου χωρου
ως προς ενα τοπολογικο δυναμικο συστημα σε μια κατευθυνομενη μερικη
ημιομαδα, προκειμενου να εντοπισουμε σημεια επαναφορας σε αυτα.

Ορισμός 4.2.12. Έστω (X, d) ενας συμπαγης μετρικος χωρος, (Λ,≺, ∗) μια
κατευθυνομενη μερικη ημιομαδα, {Tλ}λ∈Λ ενα Λ‑τοπολογικο δυναμικο συ‑
στημα στον X καιB μια καταλληλη βαση coideal στην (Λ,≺, ∗).
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(i) Ένα κλειστο υποσυνολο F του X θα λεγεται συνολο B‑επαναφοράς (B‑
recurrent), για B ∈ B, αν για καθε ε > 0 και x ∈ F, υπαρχουνA ∈ B με
A ⊆ B και y ∈ F τετοια ωστε d(Tλ(y), x) < ε, για καθε λ ∈ A.

(ii) Ένα κλειστο υποσυνολο F τουX θα λεγεται σύνολο επαναφοράς (recur‑
rent), αν ειναι συνολο B‑επαναφορας (B‑recurrent) για καθε B ∈ B.

Ένα υποσυνολο B‑επαναφορας του X, για B ∈ B, ειναι συνολο B‑σχεδον
επαναφορας και συμφωνα με την Προταση 4.2.11, περιεχει σημειαB‑σχεδον
επαναφορας. Όπως θα δειξουμε στην Προταση 4.2.19 παρακατω, μπορουμε
να εντοπισουμε τα σημεια B‑επαναφορας σε ενα ομοιογενες υποσυνολο B‑
επαναφορας του X. Προς αυτη την κατευθυνση δινουμε πρωτα τους καταλ‑
ληλους ορισμους, ξεκινωντας απο αυτον του ελαχιστικου δυναμικου συστη‑
ματος.

Ορισμός 4.2.13. Έστω (X, d) συμπαγης μετρικος χωρος, (Λ,≺, ∗) μια κα‑
τευθυνομενη μερικη ημιομαδα και {Tλ}λ∈Λ ενα Λ‑τοπολογικο δυναμικο συ‑
στημα τουX. Το συστημα λεγεται ελαχιστικό (minimal)ανδεν υπαρχει γνησιο
κλειστο υποσυνολο Y ⊂ X που να ειναι Tλ‑αναλλοιωτο για καθε λ ∈ Λ.

Χρησιμοποιωντας το λημμα του Zorn, καποιος μπορει να δειξει οτι υπαρ‑
χει ενα μη‑κενο κλειστο υποσυνολο Y του X ωστε το συστημα {Tλ}λ∈Λ πε‑
ριορισμενο στο Y να ειναι ελαχιστικο. Η επομενη προταση [Fu1, Λημμα 1.14],
αποτελει εναχαρακτηρισμογια ενα ελαχιστικο τοπολογικοδυναμικοσυστημα,
στην περιπτωση που ηΛ ειναι ημιομαδα.

Πρόταση 4.2.14 (Furstenberg, [Fu1]). Έστω (X, d) συμπαγής μετρικός χώ‑
ρος, G μια ημιομάδα και {Tg}g∈G ένα G‑τοπολογικό δυναμικό σύστημα του X.
Το σύστημα {Tg}g∈G είναι ελαχιστικό αν για κάθε ανοικτό υποσύνολοU του X,
υπάρχουν πεπερασμένα το πλήθος στοιχεία g1, g2, . . . , gn ∈ G ώστε

n⋃
i=1

(Tgi)−1(U) = X.
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Στη συνεχεια δινουμε τον ορισμο του ομοιογενους υποσυνολου του Xως
προς μιας οικογενειας {Ti}i∈I συνεχων συναρτησεων απο τον X εαυτο του
που δρουν στο X.

Ορισμός 4.2.15 (Furstenberg, [Fu1]). Έστω (X, d) συμπαγης μετρικος χω‑
ρος και F ενα κλειστο υποσυνολο του X. Το F θα λεγεται ομοιογενές ως προς
μια οικογενεια {Ti}i∈I συνεχων συναρτησεων απο τον X στον εαυτο του, αν
υπαρχει μια ομαδαG ομοιομορφισμων του X καθενας απο τους οποιους με‑
τατιθεται με καθε Ti ωστε το G να αφηνει το F αναλλοιωτο και το (F,G) να
ειναι ελαχιστικο.

Στην επομενηπροτασηαποδεικνυουμεοτι εναομοιογενεςυποσυνολοτου
X ειναι συνολο επαναφορας, αν ικανοποιει μια ασθενεστερη συνθηκη απο
αυτη στον Ορισμο 4.2.12.

Πρόταση 4.2.16. Έστω (X, d) ένας συμπαγής μετρικός χώρος, (Λ,≺, ∗) μια
κατευθυνόμενημερικήημιομάδα, {Tλ}λ∈Λ έναΛ‑τοπολογικόδυναμικόσύστημα
του X,B μια κατάλληλη βάση coideal στην (Λ,≺, ∗) και B ∈ B. Αν ένα κλειστό
υποσύνολο F του X είναι ομοιογενές ως προς το σύστημα {Tλ}λ∈Λ και για κάθε
ε > 0 υπάρχουν x, y ∈ F καιA ∈ B,A ⊆ B τέτοια ώστε

d(Tλ(y), x) < ε για κάθε λ ∈ A,

τότε το F είναι σύνολο B‑επαναφοράς.

Απόδειξη. Αφου το F ειναι ομοιογενες ως προς το συστημα {Tλ}λ∈Λ, υπαρ‑
χει μια ομαδαG ομοιομορφισμων, καθενας απο τους οποιους μετατιθεται με
καθε Tλ ωστε τοG να αφηνει αναλλοιωτο το F και το συστημα (F,G) να ειναι
ελαχιστικο.

Ισχυριζομαστε οτι για καθε ε > 0 υπαρχει ενα πεπερασμενο υποσυνολο
G0 τουGωστε, για καθε x, y ∈ F, min

g∈G0

d(g(x), y) < ε/2.
Πραγματι, εστω {Ui}

k
i=1 ενα πεπερασμενο καλυμμα του F απο ανοικτα

συνολα διαμετρου μικροτερη απο ε/2. Συμφωνα με την Προταση 4.2.14, για
καθε 1 6 i 6 k μπορουμε να βρουμε ενα πεπερασμενο συνολο {gi

1, . . . , g
i
mi

}
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τετοιο ωστε
mi⋃
j=1

(gi
j)

−1(Ui) = F. Θετουμε G0 = {gi
j : 1 6 i 6 k, 1 6 j 6

mi}. Τοτε για καθε x, y ∈ F εχουμε οτι y ∈ Ui0 για καποιο i0 ∈ {1, . . . , κ}

και x ∈ (gi0
j0
)−1(Ui0) για καποιο j0 ∈ {1, . . . ,mi0}. Τοτε g

i0
j0
(x) ∈ Ui0 και

επειδη τοUi0 εχει διαμετρο μικροτερη απο ε/2, εχουμε οτι min
g∈G0

d(g(x), y) 6

d(gi0
j0
(x), y) < ε/2.

Έστω τωρα ε > 0 και z ∈ F. Βρισκουμε ενα δ > 0 ωστε αν x1, x2 ∈ X με
d(x1, x2) < δ, τοτε d(g(x1), g(x2)) < ε/2, για καθε g ∈ G0. Απο υποθεση,
υπαρχουν x, y ∈ F και A ∈ B με A ⊆ B τετοια ωστε d(Tλ(y), x) < δ, για
καθε λ ∈ A. Τοτε d(g(Tλ(y)), g(x)) < ε/2, για καθε g ∈ G0 και λ ∈ A. Εφο‑
σον καθε g ∈ G0 μετατιθεται με καθε Tλ, θα εχουμε οτι d(Tλ(g(y)), g(x)) =

d(g(Tλ(y)), g(x)) < ε/2, για καθε g ∈ G0 και λ ∈ A.
Συμφωναμε τονπαραπανω ισχυρισμο, μπορουμε να βρουμεg ∈ G0ωστε

d(g(x), z) < ε/2. Τοτε, d(Tλ(g(y)), z) 6 d(Tλ(g(y)), g(x)) + d(g(x), z) < ε,
για καθε λ ∈ A. Επομενως το F ειναι συνολο B‑επαναφορας, αφουA ∈ B, με
A ⊆ B και g(y) ∈ F.

Ως συνεχεια της προηγουμενης Προτασης εχουμε το ακολουθο αποτελε‑
σμα

Πρόταση 4.2.17. Έστω (X, d) ένας συμπαγής μετρικός χώρος, (Λ,≺, ∗) μια
κατευθυνόμενημερικήημιομάδα, {Tλ}λ∈Λ έναΛ‑τοπολογικόδυναμικόσύστημα
του X,B μια κατάλληλη βάση coideal στην (Λ,≺, ∗) και B ∈ B. Αν ένα κλειστό
υποσύνολο F του X είναι ομοιογενές ως προς το σύστημα {Tλ}λ∈Λ και σύνολο
B‑επαναφοράς, τότε για κάθε ε > 0 υπάρχουν ένα σημείο x0 ∈ F καιA ∈ B με
A ⊆ B τέτοια ώστε

d(Tλ(x0), x0) < ε, για κάθε λ ∈ A.

Απόδειξη. Αφου το F ειναι ομοιογενες συνολο ως προς το συστημα {Tλ}λ∈Λ,
υπαρχει μια ομαδαG ομοιομορφισμων καθενας απο τους οποιους μετατιθε‑
ται με καθε Tλ ωστε η G να αφηνει το F αναλλοιωτο και (F,G) να ειναι ελα‑
χιστικο. Έστω ε > 0. Χρησιμοποιωντας την υποθεση της ομοιογενειας οπως
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στην προηγουμενη προταση, βρισκουμε πεπερασμενο υποσυνολο G0 του G

ωστε, για καθε x1, x2 ∈ F, min
g∈G0

d(g(x1), x2) < ε/2. Τοτε υπαρχει δ > 0 ωστε
αν x1, x2 ∈ X και d(x1, x2) < δ, να ισχυει d(g(x1), g(x2)) < ε/2, για καθε
g ∈ G0.

Θεωρουμε ενα x ∈ F. Αφου το F ειναι συνολο B‑επαναφορας, υπαρχουν
A ∈ B μεA ⊆ B και y ∈ F τετοια ωστε d(Tλ(y), x) < δ, για καθε λ ∈ A.

Επειδη καθε g ∈ G0 μετατιθεται με καθε Tλ, εχουμε οτι

d(Tλ(g(y)), g(x)) = d(g(Tλ(y)), g(x)) < ε/2,

για καθε g ∈ G0 και λ ∈ A.
Επιλεγουμε ενα g ∈ G0 με d(g(x), g(y)) < ε/2. Τοτε για καθε λ ∈ A

εχουμε οτι

d(Tλ(g(y)), g(y)) 6 d(Tλ(g(y)), g(x)) + d(g(x), g(y)) < ε.

Θετουμε x0 = g(y) ∈ F και εχουμε το ζητουμενο

Έπειτα δειχνουμε (Προταση 4.2.19) οτι, στην περιπτωση οπου η βαση
coideal B εχει την ιδιοτητα‑D και η οικογενεια {Tλ}λ∈Λ ειναι ισοσυνεχης, το
συνολοολωντωνσημειωνB‑επαναφορας ενοςομοιογενουςυποσυνολου επα‑
ναφορας F του X, για B ∈ B, ειναι ενα πυκνο στο F.

Ορισμός4.2.18. Μιαοικογενεια {Ti}i∈I συνεχωνσυναρτησεωναποενανσυμ‑
παγη μετρικο χωρο (X, d) στον εαυτο του θα λεγεται ισοσυνεχής, αν για καθε
ε > 0 υπαρχει δ > 0ωστε αν x, y ∈ X με d(x, y) < δ, τοτε

d(T i(x), T i(y)) < ε, για καθε i ∈ I.

Πρόταση4.2.19. Έστω (X, d) ένα συμπαγής μετρικός χώρος, (Λ,≺, ∗) μια κα‑
τευθυνόμενη μερική ημιομάδα, {Tλ}λ∈Λ ένα Λ‑τοπολογικό δυναμικό σύστημα
τουX, το οποίο είναι ισοσυνεχές,B μια κατάλληλη βάση coideal στην (Λ,≺, ∗)
με την ιδιότητα‑D και B ∈ B. Τότε κάθε ομοιογενές υποσύνολο επαναφοράς
F του X περιέχει σημεία B‑επαναφοράς. Επιπλέον το σύνολο των σημείων B‑
επαναφοράς του F είναι πυκνό στο F.
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Απόδειξη. ΈστωV ενα ανοικτο υποσυνολο τουXωστεV ∩F 6= ∅. Μπορουμε
να βρουμε ανοικτο συνολο V ′ ωστε V ′ ⊆ V , V ′ ∩ F 6= ∅ και δ > 0 ωστε αν
x ∈ X και d(x, V ′) < δ, τοτε x ∈ V .

Επειδη το F ειναι ομοιογενες ως προς το συστημα {Tλ}λ∈Λ, υπαρχει μια
ομαδαG ομοιομορφισμων που μετατιθενται με καθε {Tλ}λ∈Λ ωστε ηG αφη‑
νει το F αναλλοιωτο και το συστημα (F,G) να ειναι ελαχιστικο. Συμφωνα
με την Προταση 4.2.14, υπαρχει πεπερασμενο υποσυνολο G0 της G ωστε
F ⊆

⋃
g∈G0

g−1(V ′).

Επιλεγουμε ε > 0 τετοιο ωστε αν x1, x2 ∈ X με d(x1, x2) < ε, τοτε
d(g(x1), g(x2)) < δ για καθε g ∈ G0. Αφου το F ειναι ομοιογενες υποσυνολο
επαναφορας του X, συμφωνα με την Προταση 4.2.17, υπαρχουν ενα σημειο
x0 ∈ F και A ∈ B με A ⊆ B τετοια ωστε d(Tλ(x0), x0) < ε, για καθε λ ∈ A.
Στησυνεχειαβρισκουμε εναg ∈ G0 μεg(x0) ∈ V ′. Τοτεd(Tλ(g(x0)), g(x0)) <

δ, για καθε λ ∈ A. Αφουg(x0) ∈ V ′, εχουμε οτι Tλ(g(x0)) ∈ V για καθε λ ∈ A.
Επομενως, για καθε ανοικτο συνολο V με V ∩ F 6= ∅ υπαρχουν A ∈ B, με
A ⊆ B και x′ = g(x0) ∈ V ∩ Fωστε Tλ(x′) ∈ V για καθε λ ∈ A.

Συνεπως, δεδομενου οτι {Tλ}λ∈Λ ειναι ισοσυνεχες, για καθε ανοικτο συ‑
νολο V με V ∩ F 6= ∅ υπαρχουν A ∈ B με A ⊆ B και ενα ανοικτο συνολο V1

τετοια ωστε

V1 ∩ F 6= ∅, V1 ⊆ V και Tλ(V1) ⊆ V για καθε λ ∈ A.

Έστω V0 ενα ανοικτο υποσυνολο του X ωστε V0 ∩ F 6= ∅. Κατασκευα‑
ζουμε επαγωγικα μια ακολουθια (Vn)n∈N ανοικτων συνολων και μια ακο‑
λουθια (An)n∈N τουB, με B ⊇ A1 ⊇ A2 ⊇ . . ., ωστε για καθε n ∈ N

Vn ⊆ Vn−1, Vn ∩ F 6= ∅ και Tλ(Vn) ⊆ Vn−1 για καθε λ ∈ An.

Μπορουμε να υποθεσουμε οτι η διαμετρος τωνVn τεινει στο 0. Τοτε
⋂
n∈N

Vn∩

F = {x0} με x0 ∈ V0. Μενει να αποδειξουμε οτι το x0 ειναι ενα σημειο B‑
επαναφορας του F.

Πραγματι, αφου η βαση coideal B εχει την ιδιοτητα‑D υπαρχει C ∈ B,
ωστε για καθε n ∈ N υπαρχει kn ∈ N ∪ {0} τετοιο ωστε

kn = max{k ∈ N : υπαρχουν λ1, . . . , λk ∈ C \An με λ1 ≺ · · · ≺ λk.}
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Απο αυτο επεται οτι το συνολο C \ A1 δεν περιεχει στοιχειο της B. Έτσι,
επειδηC ∈ B, υπαρχειA ∈ BμεA ⊆ C∩A1. ΤοτεA ⊆ C,A ∈ B,A ⊆ A1 ⊆ B

και για καθε n ∈ N, n > 1 υπαρχει qn ∈ N ∪ {0} τετοιο ωστε

qn = max{k ∈ N : υπαρχει λ1, . . . , λk ∈ A \An με λ1 ≺ · · · ≺ λk}.

Έστω ε > 0. Αφου η διαμετρος τωνVn τεινει στο 0, επιλεγουμεn0 ∈ N, n0 >

1ωστε η διαμετρος του Vn0
να ειναι μικροτερη απο ε. Έστω λ1, . . . , λqn0+1

∈
A \An0+1 με λ1 ≺ · · · ≺ λqn0+1

. Τοτε υπαρχει λ0 ∈ A∩An0+1 ωστε λqn0+1
≺

λ0. Για καθε λ ∈ A με λ0 ≺ λ εχουμε οτι λ ∈ A∩An0+1 και αρα Tλ(x0) ∈ Vn0
.

Αφου x0 ∈ Vn0
, εχουμε οτι d(Tλ(x0), x0) < ε, για καθε λ ∈ A με λ0 ≺ λ.

Επομενως, lim
λ∈A

Tλ(x0) = x0, οποτε το x0 ειναι ενα σημειοB‑επαναφορας του
F και επειδη x0 ∈ V0 επεται το ζητουμενο.

Τελος, χρησιμοποιωντας την προηγουμενη προταση, θα αποδειξουμε με
καποιες επιπλεον υποθεσεις, ενα πολυδιαστατο θεωρημα επαναφορας (mul‑
tiple recurrence theorem), αναλογο του Θεωρηματος 4.2.8, το οποιο επεκτει‑
νει το Θεωρημα των Furstenberg‑Weiss (Θεωρημα 3.2.4).

Θεώρημα 4.2.20. Έστω (Λ,≺, ∗) μια κατευθυνόμενη μερική ημιομάδα,B μια
κατάλληλη βάση coideal στην (Λ,≺, ∗) με την ιδιότητα‑D,m ∈ N, (X, Tλ

1 )λ∈Λ,
. . ., (X, Tλ

m)λ∈Λ,Λ‑τοπολογικά δυναμικά συστήματα ενός συμπαγούς μετρικού
χώρου (X, d) τα οποία περιέχονται όλα σε μια μεταθετική ομάδα G ομοιομορ‑
φισμών του X. Υποθέτουμε επιπλέον, ότι τα συστήματα (X, Tλ

i )λ∈Λ αλλά και
(X, (Tλ

i )
−1)λ∈Λ είναι ισοσυνεχή για κάθε i = 1, . . . ,m. Τότε για κάθε B ∈ B

υπάρχουνA ∈ B μεA ⊆ B και x0 ∈ X ώστε,

lim
λ∈A

Tλ
i (x0) = x0 για κάθε 1 6 i 6 m.

Απόδειξη. Μπορουμε να υποθεσουμε οτι το (X,G) ειναι ελαχιστικο, αλλιως
αντικαθιστουμε το X με ενα G‑ελαχιστικο υποσυνολο του X. Η αποδειξη θα
γινει με επαγωγη στοm.

Γιαm = 1 το θεωρημα ισχυει λογω του Θεωρηματος 4.2.8. Υποθετουμε
τωρα οτι το θεωρημα ισχυει για καποιον m ∈ N με m > 1. Έστω B ∈ B
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και {Tλ
1 }λ∈Λ, . . . , {T

λ
m+1}λ∈Λ, m + 1 το πληθος Λ‑τοπολογικα δυναμικα συ‑

στηματα που ικανοποιουν τις υποθεσεις του θεωρηματος. Θετουμε,

Sλ
i = Tλ

i ◦ (Tλ
m+1)

−1 για καθε 1 6 i 6 m.

Αφου ηG ειναι μεταθετικη ομαδα, ισχυει Sλ1∗λ2

i = S
λ1

i ◦Sλ2

i για καθε λ1, λ2 ∈
B με λ1 ≺ λ2 και 1 6 i 6 m. Επομενως, {Sλ

1}λ∈Λ, . . . , {S
λ
m}λ∈Λ ειναι ενα Λ‑

τοπολογικα δυναμικα συστηματα του X που ικανοποιουν τις υποθεσεις του
θεωρηματος. Επομενως, λογω της επαγωγικης υποθεσης υπαρχουν y0 ∈ X

καιA ∈ B μεA ⊆ B τετοια ωστε

lim
λ∈A

Sλ
i (y0) = y0 για καθε 1 6 i 6 m.

Έστω ε > 0. Για καθε i = 1, . . . ,m υπαρχει λi ∈ Aωστε

d(Tλ
i ((T

λ
m+1)

−1(y0)), y0) = d(Sλ
i (y0), y0) < ε/2, για καθε λ ∈ A με λi ≺ λ.

Θεωρουμε ενα λ0 ∈ A με λ1, . . . , λm ≺ λ0. Τοτε για καθε λ ∈ A με λ0 ≺ λ

εχουμε οτι

d(Tλ
i ((T

λ
m+1)

−1(y0)), y0) < ε/2, για καθε i = 1, . . . ,m+ 1.

Συμφωνα με το Θεωρημα 4.1.9, υπαρχουν y1 ∈ X και A1 ∈ B με A1 ⊆ A

τετοια ωστε
lim
λ∈A1

(Tλ
m+1)

−1(y0) = y1.

Αφου {Tλ
i }λ∈Λ, για i = 1, . . . ,m + 1, ειναι ισοσυνεχη συστηματα υπαρχει

δ > 0 ωστε αν x, y ∈ X με d(x, y) < δ, τοτε d(Tλ
i (x), T

λ
i (y)) < ε/2, για

καθε λ ∈ Λ και i = 1, . . . ,m + 1. Επιλεγουμε λ1 ∈ A1 με λ0 ≺ λ1, τε‑
τοιο ωστε d((Tλ

m+1)
−1(y0), y1) < δ, για καθε λ ∈ A1 με λ1 ≺ λ. Επομενως,

d(Tλ
i ((T

λ
m+1)

−1(y0)), T
λ
i (y1)) < ε/2, για καθε λ ∈ A1 με λ1 ≺ λ και καθε

i = 1, . . . ,m+1. Συνεπως, γιακαθελ ∈ A1 μελ1 ≺ λκαι καθε i = 1, . . . ,m+1

εχουμε οτι

d(Tλ
i (y1), y0) 6 d(Tλ

i (y1), T
λ
i ((T

λ
m+1)

−1(y0)))+d(Tλ
i ((T

λ
m+1)

−1(y0)), y0) < ε.
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Έστω C ∈ B, με C ⊆ A1 − λ1 ⊆ B. Τοτε

max{d(Tλ
i (y1), y0)i = 1, . . . ,m+ 1} < ε για καθε λ ∈ C.

Θεωρουμε τον συμπαγη μετρικο χωρο (Xm+1, d̃), οπου

d̃((y1, . . . , ym+1), (x1, . . . , xm+1)) = max{d(yi, xi) : i = 1, . . . ,m+ 1}

και τα Λ‑τοπολογικα δυναμικα συστηματα {T̃λ}λ∈Λ του Xm+1, οπου T̃λ =

Tλ
1 × · · · × Tλ

m+1, τα οποια ειναι ισοσυνεχη. Θετουμε ∆m+1 = {(x, . . . , x) :

x ∈ X} ⊆ Xm+1 να ειναι το διαγωνιο υποσυνολο του Xm+1. Μπορουμε να
υποθεσουμε οτι η G δρα στον Xm+1 αντικαθιστωντας καθε g ∈ G με g ×
. . . × g. Τοτε οι συναρτησεις T̃λ, για λ ∈ Λ, μετατιθενται με τις συναρτησεις
του G, το G αφηνει το ∆m+1 αναλλοιωτο και το συστημα (∆m+1, G) ειναι
ελαχιστικο. Επομενως, το∆m+1 ειναι ομοιογενες συνολοωςπρος το (T̃λ)λ∈Λ.

Συμφωνα με την Προταση 4.2.19, για να αποδειξουμε το θεωρημα, αρκει
να δειξουμε οτι το ∆m+1 ειναι συνολο B‑επαναφορας. Άρα, συμφωνα με την
Προταση 4.2.16, αρκει για ενα δοθεν ε > 0 να βρουμε x, y ∈ X και C ∈ B με
C ⊆ B τετοια ωστε

d̃(T̃λ((y, . . . , y)), (x, . . . , x)) = max{d(Tλ
i (y), x) : i = 1, . . . ,m+ 1} < ε,

για καθε λ ∈ C. Όμως εχουμε ηδη αποδειξει, οτι για ενα δοθεν ε > 0 υπαρ‑
χουν y1, y0 ∈ X και C ∈ B με C ⊆ B τετοια ωστε

max{d(Tλ
i (y1), y0) : i = 1, . . . ,m+ 1} < ε,

για καθε λ ∈ C. Συνεπως, το ∆m+1 ειναι συνολο επαναφορας και επεται το
ζητουμενο.

Πόρισμα 4.2.21. Έστω (Λ,≺, ∗) μια κατευθυνόμενη μερική ημιομάδα, B μια
κατάλληλη βάση coideal στην (Λ,≺, ∗) με την ιδιότητα‑D,m ∈ N, (X, Tλ

1 )λ∈Λ,
. . ., (X, Tλ

m)λ∈Λ, να είναι Λ‑τοπολογικά δυναμικά συστήματα ενός συμπαγούς
μετρικού χώρου (X, d) τα οποία περιέχονται όλα σε μια μεταθετική ομάδα G

ομοιομορφισμών του X. Υποθέτουμε επιπλέον ότι τα συστήματα (X, Tλ
i )λ∈Λ
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και (X, (Tλ
i )

−1)λ∈Λ είναι ισοσυνεχή για κάθε i = 1, . . . ,m. Τότε, για κάθε μη‑
κενό ανοικτό υποσύνολοU του X και B ∈ B υπάρχει C ∈ B, C ⊆ B ώστε

m⋂
i=1

(Tλ
i )

−1(U) 6= ∅ για κάθε λ ∈ C.

Απόδειξη. Συμφωνα με την Προταση 4.2.14, υπαρχει ενα πεπερασμενο υπο‑
συνολο G0 του G ωστε X =

⋃
g∈G0

g−1(U). Λογω του Θεωρηματος 4.2.20,

υπαρχουν x0 ∈ X και A ∈ B με A ⊆ B ωστε lim
λ∈A

Tλ
i (x0) = x0, για καθε

1 6 i 6 m. Θεωρουμε ενα g ∈ G0 με x0 ∈ g−1(U). Τοτε, υπαρχει λ0 ∈ A

ωστε Tλ
i (x0) ∈ g−1(U) για καθε λ ∈ A με λ0 ≺ λ και καθε 1 6 i 6 m. Έστω

C ∈ B με C ⊆ A− λ0 ⊆ B. Τοτε, g(x0) ∈
m⋂
i=1

(Tλ
i )

−1(U), για καθε λ ∈ C.





Μέρος III

Εργοδικοί Μέσοι Ανεξάρτητων
Πολυωνύμων





Κεφάλαιο 5

Εισαγωγικές Έννοιες

Στο κεφαλαιο αυτοπαρουσιαζουμε τοπλαισιο του τριτου μερους της δια‑
τριβης. Συγκεκριμενα στην πρωτη ενοτητα οριζουμε τις εννοιες του nilmani‑
fold και nilsystem και αναφερουμε καποιες ιδιοτητες και αποτελεσματα σχε‑
τικα με αυτα. Έπειτα, παραθετουμε καποια αποτελεσματα ομοιομορφης κα‑
τανομης πανω σε nilmanifolds. Στη δευτερη ενοτητα δινουμε καποια στοι‑
χεια εργοδικης θεωριας, τα κλασσικα εργοδικα θεωρηματα και οριζουμε τις
ημινορμες σε ενα συστημα. Επιπλεον, παραθετουμε το θεωρημα δομης των
Host και Kra που μας επιτρεπει να περασουμε ενα προβλημα συγκλισης απο
ενα συστημα σε nilsystem.

Τελος, δινουμε τον απαραιτητο συμβολισμο που θα χρησιμοποιησουμε σ’
αυτο το μερος της διατριβης. Με P, N = {1, 2, . . .}, Z, Q, R and C θα συμβο‑
λιζουμε τα συνολα των πρωτων, φυσικων, ακεραιων, ρητων, πραγματικων
και μιγαδικων αριθμων αντιστοιχα. Για N ∈ N θα γραφουμε [1,N] για να
συμβολιζουμε το συνολο {1, . . . ,N}. Για μια μετρησιμη συναρτηση f σε ενα
χωρο μετρου X και ενα μετασχηματισμο T : X → X, θα γραφουμε Tf για τη
συνθεση f ◦ T. Με Ts = Rs/Zs θα συμβολιζουμε τον τορο διαστασης s. Με
e(t) = e2πit θα συμβολιζουμε την εκθετικη απεικονιση και με [·] θα συμβο‑
λιζουμε τη συναρτηση του ακεραιου μερους.
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5.1 Nilmanifolds

Σε αυτη την ενοτητα αυτη αφου δωσουμε τον ορισμο του nilmanifold για
μια μηδενοδυναμη ομαδα Lie και καποια παραδειγματα απο nilmanifolds,
αναφερουμε καποια βασικα αποτελεσματα σχετικα με αυτα. Έπειτα εισα‑
γουμε μια απεικονιση μεσω της δρασης της ομαδας στο nilmanifold, στην
οποια θα αναφερομαστε ως nilrotation και οριζουμε ενα συστημα πανω στο
nilmanifold, το οποιο θα αποκαλουμε nilsystem. Έπειτα οριζουμε ποτε μια
ακολουθια ειναι ομοιομορφα κατανεμημενη και αναφερουμε τα κλασικα θε‑
ωρηματα ομοιομορφης κατανομης του Weyl πανω στον τορο. Τελος, διατυ‑
πωνουμε ενα αποτελεσμα του Leibman, θεωρημα 5.1.9 σχετικα με ομοιο‑
μορφη κατανομη πολυωνυμικων ακολουθιων απο ενα nilmanifold. Όλες οι
αποδειξεις υπαρχουν η μπορουν να βγουν απο τα [L], [CG], [KN] και [HK1].
Για περισσοτερες λεπτομερειες σχετικα με nilmanifolds και τροχιες πανω σε
αυτα παραπεμπουμε τον αναγνωστη στα [AGH], [L], [Le], [P] και [HK1].

5.1αʹ Ορισμοί και βασικές ιδιότητες

Εστω G μια ομαδα, και e ∈ G το ταυτοτικο της στοιχειο. Αν g, h ∈ G με
[g, h] = g−1h−1gh θα συμβολιζουμε τον μεταθετη των g και h. ΑνA,B ⊆ G

θα γραφουμε [A,B] για την υποομαδα της G που παραγεται απο το {[g, h] :

g ∈ A,h ∈ B}. Η κατωτερα κεντρικη σειρα

G = G1 ⊇ G2 ⊇ . . . Gi ⊇ Gi+1 ⊇ . . .

οριζεται επαγωγικα θετοντας, G1 = G και Gi+1 = [G,Gi] για i > 1. Θα
λεμε οτι ηG ειναι μηδενοδυναμη ταξης k ανGk+1 = {e}.

Ορισμός 5.1.1. ΈστωG μια μηδενοδυναμη ομαδα Lie ταξης k και Γ μια δια‑
κριτη συ‑συμπαγης υποομαδα τηςG, δηλαδη το πηλικοG/Γ ειναι συμπαγες
ως προς την τοπολογια πηλικο. Ο χωρος X = G/Γ θα λεγεται nilmanifold
βήματος k η απλα nilmanifold.
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Παράδειγμα 5.1.2. ΈστωG = Z× T× T η ομαδα με πραξη

(m,x, y) · (n, z,w) = (m+ n, x+ z mod 1, y+w+ 2mz mod 1).

Τοτε, G2 = [G,G] = {0} × {0} × T και αρα η G ειναι μηδενοδυναμη ταξης 2.
Η υποομαδα Γ = Z × {0} × {0} ειναι διακριτη και συ‑συμπαγης, συνεπως ο
X = G/Γ ειναι ενα nilmanifold βηματος 2.

Επισης, παραδειγματα απο nilmanifolds προκυπτουν παιρνοντας καρτε‑
σιανα γινομενα απο nilmanifolds. Συγκεκριμενα αν Xi = Gi/Γi ειναι nilman‑
ifolds βηματος k για i = 1, . . . ,m, τοτε η ομαδα G = G1 × · · · × Gm ειναι
μηδενοδυναμη ταξης k. Η υποομαδα της Γ = Γ1 × · · · × Γm ειναι διακριτη και
συ‑συμπαγης και αρα ο X = G/Γ = X1 × · · · × Xm ειναι επισης nilmanifold
βηματος k.

Η ομαδα G δρα στον G/Γ με μεταφορες. Τη δραση αυτη απο ενα στοι‑
χειο a ∈ G θα τη συμβολιζουμε με Ta και θα γραφουμε Ta(gΓ) = (ag)Γ . Το
μέτρο Haar του X, ειναι το μοναδικο μετρο πιθανοτητας που μενει αναλλοι‑
ωτο κατω απο τη δραση της G και θα το συμβολιζουμε με mX. Με G/Γ θα
συμβολιζουμε την Borel σ‑αλγεβρα τουG/Γ .

Ορισμός 5.1.3. Έστω X = G/Γ ενα nilmanifold βηματος k, G/Γ η Borel σ‑
αλγεβρα του X,mX το κανονικοποιημενο μετρο Haar στον X, a ∈ G και Ta :

X → X με Ta(x) = ax για x ∈ X. Θα λεμε τοτε οτι η τετραδα (X,G/Γ,mX, Ta),
ειναι ενα nilsystem βήματος k η πιο απλα ενα nilsystem.

Την απεικονιση Ta αλλα και το στοιχειο a τηςG θα τα αποκαλουμε nilro‑
tations.

Παράδειγμα 5.1.4. Αν G ειναι μια συμπαγης αβελιανη ομαδα, G η Borel σ‑
αλγεβρα τηςG,mG τομετροHaar τηςG,a ∈ Gκαι Ta : G → Gμε Ta(g) = ag

για g ∈ G. Το συστημα (G,G,mG, Ta), ειναι ενα nilsystem βηματος 1 που
λεγεται στροφή.

Το συνηθες παραδειγμα στροφης ειναι στροφη στο μοναδιαιο κυκλο T
οπου Ta : T → T με (x) = x+ a mod 1, για a ∈ T.
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Παράδειγμα 5.1.5. Θεωρουμε το nilmanifold βηματος 2, X = G/Γ του πα‑
ραδειγματος 5.1.2, την Borel σ‑αλγεβρα X καιmX το μετρο Haar του X. Θε‑
ωρωντας επιπλεον τον μετασχηματισμο Ta : X → X που προκυπτει απο τη
δραση του στοιχειου a = (1, α, β) για α,β ∈ T, στο X, παιρνουμε το nilsys‑
tem βηματος 2, (X,X,mx, Ta).

Ορισμός 5.1.6. Έστω X = G/Γ ενα nilmanifold βηματος k. Θα λεμε οτι ενα
κλειστο υποσυνολο Y του X ειναι ενα subnilmanifold του X αν υπαρχει x ∈ X

και μια κλειστη υποομαδαH τηςG τετοια ωστε Y = Hx.

ΑνY = Hx ειναι ενα subnilmanifold τουX = G/Γ πουπεριεχει τοeX, οπου
H ειναι κλειστη υποομαδα τηςG, x ∈ X , τοτε η∆ = H∩ Γ ειναι διακριτη συ‑
συμπαγης ομαδα της H και μπορουμε να ταυτισουμε το Y με το nilmanifold
H/∆.

5.1βʹ Ομοιόμορφη κατανομή σε nilmanifolds

Έστω exp : g → G η εκθετικη απεικονιση, οπου g ειναι η αλγεβρα Lie της
G. Αν η G ειναι συνεκτικη και απλα συνεκτικη ομαδα Lie η εκθετικη απει‑
κονιση ειναι ενα προς ενα και επι. Οποτε για b ∈ G και s ∈ R οριζουμε το
στοιχειο bs της G να ειναι bs = exp(sϕ), οπου ϕ ∈ g ειναι τετοιο ωστε
exp(ϕ) = b.

Αν (a(n))n∈N ειναι μια ακολουθια πραγματικων αριθμων και X = G/Γ

ειναι ενα nilmanifold μεG συνεκτικη και απλα συνεκτικη ομαδα Lie, θα λεμε
οτι η ακολουθια (ba(n)x)n∈N ειναι ομοιόμορφα κατανεμημένη η ισοκατανεμη‑
μένη σε ενα subnilmanifold Y της X, αν για καθε F ∈ C(Y) εχουμε

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

F(ba(n)x) =

∫
F dmY .

Αν η ακολουθια (a(n))n∈N παιρνει μονο ακεραιες τιμες, δεν ειμαστε υποχρε‑
ωμενοι να υποθεσουμε οτι ηG ειναι συνεκτικη και απλα συνεκτικη.
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Ένα nilrotation Tb, οπου b ∈ G θα λεγεται εργοδικό, η θα λεμε οτι δρα δρα
εργοδικά στονX, αν η ακολουθια (bnΓ)n∈N ειναι πυκνη στονX. Πολλεςφορες
θα αναφερομαστε στο στοιχειο b ∈ G οτι ειναι εργοδικο η οτι δρα εργοδικα
αντι για την απεικονιση Tb. Αν b ∈ G ειναι εργοδικο, τοτε για καθε x ∈ X

η ακολουθια (bnx)n∈N ειναι ομοιομορφα κατανεμημενη στον X, ενα αποτε‑
λεσμα που οφειλεται στον Lesigne [Le], για την περιπτωση που το X ειναι
συνεκτικο και στον Leibman [L] για τη γενικη περιπτωση. Αν το nilmanifold
X ειναι συνεκτικο και το b δρα εργοδικα στηνX, τοτε για καθε r ∈ N το στοι‑
χειο br δρα επισης εργοδικα στο X.

Στησυνεχειααναφερουμεκαποιααποτελεσματα, ουσιωδηγια νααποδει‑
ξουμε ιδιοτητες ομοιομορφης κατανομης, για ακολουθιες πανω σε nilmani‑
folds. Διατυπωνουμε πρωτα τα κλασικα θεωρηματα ομοιομορφης κατανο‑
μης του Weyl στον Tℓ, [W].

Θεώρημα5.1.7 (Weyl). Έστω (a(n))n∈N μιαακολουθίαστονRℓ. Η (a(n))n∈N

είναι ομοιόμορφα κατανεμημένη στον Tℓ αν και μόνο αν

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

e(h · a(n)) = 0

για κάθε μη μηδενικό h ∈ Zℓ, όπου h · a(n) είναι το εσωτερικό γινόμενο των h
και a(n).

Θεώρημα 5.1.8 (Weyl). Έστω p(t) = (p1(t), . . . , pℓ(t)), όπου pi(t) ∈ R[t]
για κάθε i = 1, . . . , ℓ και υποθέτουμε ότι για κάθε μη μηδενικό h ∈ Zℓ το πο‑
λυώνυμο h · p(t) έχει τουλάχιστον ένα μη σταθερό άρρητο συντελεστή. Τότε η
ακολουθία (p(n))n∈N είναι ομοιόμορφα κατανεμημένη στον Tℓ.

Αν G ειναι μια μηδενοδυναμη ομαδα, τοτε μια ακολουθια g : N → G

της μορφης g(n) = b
p1(n)
1 · · ·bpk(n)

k , οπου bi ∈ G και pi ειναι πολυωνυμα
που παιρνουν ακεραιες τιμες στους ακεραιους για καθε 1 6 i 6 k θα λεγεται
πολυωνυμική ακολουθία στονG. Μια πολυωνυμική ακολουθία στο nilmanifold
X = G/Γ ειναι μια ακολουθια της μορφης (g(n)Γ)n∈N οπου g : N → G ειναι
μια πολυωνυμικη ακολουθια στηνG.
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Το ακολουθο αποτελεσμα ομοιομορφης κατανομης αποδειχθηκε απο τον
Leibman στο [L].

Θεώρημα 5.1.9 (Θεωρηματα B, C, [L]). Έστω X = G/Γ μια nilmanifold όπου
G είναι συνεκτική και απλά συνεκτική και (g(n))n είναι μια πολυωνυμική ακο‑
λουθία στηνG. Έστω Z = G/([G,G]Γ) και π : X → Z είναι η φυσική προβολή.
Τότε ισχύει το ακόλουθο:

(i) Για κάθεx ∈ Xηακολουθία (g(n)x)n∈N είναι ομοιόμορφακατανεμημένη
σε μια πεπερασμένη ένωση από subnilmanifolds του X.

(ii) Για κάθε x ∈ X η ακολουθία (g(n)x)n∈N είναι ομοιόμορφα κατανεμη‑
μένη στοX αν και μόνο αν η ακολουθία (g(n)π(x))n∈N είναι ομοιόμορφα
κατανεμημένη στον Z.

ΑνX = G/Γ ειναι ενα nilmanifold, οπουG ειναι συνεκτικη και απλα συνε‑
κτικη ομαδα Lie, τοτε ηZ ειναι μια συνεκτικη συμπαγης αβελιανη ομαδα Lie,
επομενως ενας τοροςTs για καποιο s ∈ N, και σαν συνεπεια καθε nilrotation
στον Z ειναι ισομορφικο με μια στροφη στον Ts.

5.2 Εργοδική Θεωρία

Στην ενοτητα αυτη οριζουμε πρωτα τα συστηματα που διατηρουν το με‑
τρο, τα εργοδικασυστηματακαιπεριγραφουμεσυνοπτικατην εργοδικηανα‑
λυση ενος συστηματος. Αναφερομαστε στους παραγοντες ενος συστηματος
και τη δεσμευμενη τιμη μιας συναρτησης. Έπειτα παραθετουμε τα κλασσικα
εργοδικα θεωρηματα του von Neumann και του Birkhoff και δινουμε την εν‑
νοια του χαρακτηριστικουπαραγοντα. Στησυνεχεια, δινουμε τον ορισμο των
ημινορμων, το θεωρημα δομης τωνHost και Kra [HK] την εννοια του nilfactor
ενος συστηματος. Για μια ποιο λεπτομερη ματια παραπεμπουμε τον αναγνω‑
στη στα [EW], [Fu1] και [HK1].
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5.2αʹ Συστήματα που διατηρούν το μέτρο

Ένασύστημαπου διατηρεί το μέτροηπιοαπλασύστημα ειναι μια τετραδα
(X,X, µ, T), οπου (X,X, µ) ειναι χωρος πιθανοτητας και T : X → X ειναι
μετρησιμος μετασχηματισμος, δηλαδη T−1X ⊆ X, οπου T−1X = {T−1(A) :

A ∈ X} και διατηρει το μετρο, δηλαδη µ(T−1(A)) = µ(A) για καθε A ∈
X. Αν επιπλεον ο T−1 οριζεται σχεδον παντου και ειναι μετρησιμος, τοτε το
συστημα θα λεγεται αντιστρεψιμο.

Θα λεμε για τον T οτι διατηρει το μετρο µ και οτι το μετρο µ ειναι T ‑
αναλλοιωτο.

Στη διατριβη αυτη θα θεωρουμε οτι ο (X,X, µ) ειναι Lebesgue χωρος πι‑
θανοτητας και οτι ο T ειναι αντιστρεψιμος με την εννοια οτι υπαρχει X1 ∈ X

με µ(X1) = 1 και ο περιορισμος του στο X1 να ειναι αντιστρεψιμος.

5.2βʹ Εργοδικότητα

Έστω (X,X, µ, T) ενασυστημα. Θα λεμε οτι εναA ∈ X ειναι T ‑αναλλοίωτο
αν T−1A = A. Το συστημα (X,X, µ, T) θα λεγεται εργοδικό αν για καθε T ‑
αναλλοιωτο συνολοA ∈ X ισχυει µ(A) = 0 η µ(A) = 1.

Ισοδυναμα το συστημα ειναι εργοδικο αν για καθε A ∈ X με µ(T−1A 4
A) = 0 ισχυει µ(A) = 0 η µ(A) = 1. Επιπλεον αν το συστημα (X,X, µ, T)

ειναι εργοδικο και f ∈ L1(µ) με Tf = f σχεδον παντου, τοτε η f ειναι σχεδον
παντου ιση με μια σταθερα.

Σε καποια προβληματα μπορουμε να περιορισουμε τη μελετη μας σε ερ‑
γοδικα συστηματα αντι για γενικα συστηματα. Αυτο μπορει να συμβει ανα‑
λυοντας τον χωρο στις εργοδικες συνιστωσες του. Συγκεκριμενα καθε συ‑
στημα (X,X, µ, T) εχει μια εργοδική ανάλυση, δηλαδη μπορουμε να γραψουμε
µ =

∫
µt dλ(t), οπου λ ειναι μετρο πιθανοτητας στον [0, 1] και τα µt ειναι

T ‑αναλλοιωτα μετρα πιθανοτητας στον (X,X) τετοια ωστε τα συστηματα
(X,X, µt, T) να ειναι εργοδικα για καθε t ∈ [0, 1].
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5.2γʹ Παράγοντες

Ένας παράγων (factor), του συστηματος (X,X, µ, T) ειναι ενα συστημα
(Y,Y, ν, S) και μια μετρησιμη απεικονιση π : X → Y, που λεγεται απεικόνιση
παράγοντα (factor map), τετοια ωστε µ ◦π−1 = ν και S ◦π(x) = π ◦ T(x) για
µ‑σχεδον καθε x ∈ X. Αν η απεικονιση π : X → Y μπορει να επιλεγει ωστε να
ειναι ενα προς ενα, τοτε θα λεμε οτι τα συστηματα (X,X, µ, T) και (Y,Y, ν, S)
ειναι ισομορφικά.

Έστω (X,X, µ, T) ενα συστημα. Μια υπο‑σ‑αλγεβρα A της X θα λεγεται
αναλλοίωτη αν T−1(A) = A. Αν (Y,Y, ν, S) ειναι ενας παραγων του συστη‑
ματος (X,X, µ, T) και π : X → Y μια απεικονιση παραγοντα, τοτε η π−1(Y)

ειναι μια αναλλοιωτη υπο‑σ‑αλγεβρα της X. Επισης καθε αναλλοιωτη υπο‑
σ‑αλγεβρα τηςX μπορει να ειναι, εκτος απο µ‑μηδενικα συνολα, της μορφης
π−1(Y) για καποια απεικονιση παραγοντα π : X → Y και ενα παραγοντα
(Y,Y, ν, S). Γι αυτο θα λεμε οτι μια αναλλοιωτη υπο‑σ‑αλγεβρα της X ειναι
ενας παραγων και θα συμβολιζουμε με το ιδιο γραμμα τις σ‑αλγεβρες Y και
π−1(Y). Με αλλα λογια, αν (Y,Y, ν, S) ειναι ενας παραγων του (X,X, µ, T), θα
σκεφτομαστε την Y σαν μια υπο‑σ‑αλγεβρα της X.

5.2δʹ Δεσμευμένη μέση τιμή

Έστω (X,X, µ, T) ενα συστημα και Y μια T ‑αναλλοιωτη υπο‑σ‑αλγεβρα
της X. Αν f ∈ L1(µ), η δεσμευμένη μέση τιμή (conditional expectation) E(f|Y)
της fως προς την Y ειναι μια συναρτηση με E(f|Y) ∈ L1(X,Y, µ, ) και∫

A

f dµ =

∫
A

E(f|Y) dµ

για καθεA ∈ Y.
Επισης, για καθε f ∈ L1(µ) και g ∈ L∞(X,Y, µ, ) ισχυει∫

X

fg dµ =

∫
X

E(f|Y)g dµ,

και αντιμετατιθεται με την T . Δηλαδη TE(f|Y) = E(Tf|Y). Τελος, θα λεμε οτι
η f ειναι ορθογωνια στον Y αν E(f|Y) = 0.
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5.2εʹ Εργοδικά Θεωρήματα

Θεώρημα 5.2.1 (von Neumann). Έστω (X,X, µ, T) ένα σύστημα και I(T) =
{A ∈ X : T−1A = A} η υπό‑σ‑άλγεβρα του X, των T ‑αναλλοίωτων συνόλων.
Αν f ∈ Lp(µ) για 1 6 p < ∞, τότε

1

N−M

N−1∑
n=M

Tnf → E(f|I(T))

στον Lp(µ) καθώς τοN−M → ∞. Αν επιπλέον το σύστημα υποτεθεί εργοδικό,

τότε το όριο είναι ίσο με
∫
f dµ.

Θεώρημα 5.2.2 (Birkhoff). Έστω (X,X, µ, T) ένα σύστημα. Αν f ∈ L1(µ),
τότε

1

N

N−1∑
n=0

Tnf → E(f|I(T))

σχεδόν παντού καθώς τοN → ∞. Αν επιπλέον το σύστημα υποτεθεί εργοδικό,

τότε το όριο είναι ίσο με
∫
f dµ.

Αν (X,X, µ, T) ειναι ενα συστημα τοτε υπαρχει μια μετρησιμη απεικονιση
x 7→ µx ως προς την I(T), οπου µx ειναι μετρα πιθανοτητας στον X με

E(f|I(T))(x) =
∫
f dµx

για µ‑σχεδον καθε x. Ειδικοτερα µ =

∫
µx dµ(x) και για µ‑σχεδον καθε x τα

μετρα µx ειναι T ‑αναλλοιωτα και τα συστηματα (X,X, µx, T) ειναι εργοδικα.
Άρα εχουμε μια εναλλακτικη αναπαρασταση της εργοδικης αναλυσης.

5.2στʹ Χαρακτηριστικοί παράγοντες

Έστω (X,X, µ, T) ενα συστημα. Θα λεμε οτι η υπο‑σ‑αλγεβρα Y του X ει‑
ναι ενας χαρακτηριστικός παράγων (characteristic factor) για την οικογενεια
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τωνακολουθιων {(a1(n))n ∈ N, . . . , (aℓ(n))n ∈ N}με τιμες στουςακεραιους
αν η Y ειναι T ‑αναλλοιωτη και η διαφορα

1

N

N∑
n=1

Ta1(n)f1 · . . . · Taℓ(n)fℓ −
1

N

N∑
n=1

Ta1(n)f̃1 · . . . · Taℓ(n)f̃ℓ

συγκλινει στο 0 στον L2(µ) καθως N → ∞, οπου f̃i = E(fi|Y), fi ∈ L∞(µ)
για καθε 1 6 i 6 ℓ. Ισοδυναμα, αν E(fi|Y) = 0 για καποιο 1 6 i 6 ℓ, τοτε

lim
N→∞

∥∥∥∥∥ 1N
N∑

n=1

Ta1(n)f1 · . . . · Taℓ(n)fℓ

∥∥∥∥∥
L2(µ)

= 0.

5.2ζʹ Ημινόρμες και nilfactors

Στη συνεχεια δινουμε τον επαγωγικο ορισμο των ημινορμων ||| · |||k. Ειδι‑
κοτερα ο ορισμος που χρησιμοποιουμε προερχεται απο το [HK] για την ερ‑
γοδικη περιπτωση, το [CFH] για τη γενικη περιπτωση και τη χρηση του ερ‑
γοδικου θεωρηματος του von Neumann.

Έστω (X,X, µ, T) ενα συστημα και f ∈ L∞(µ). Οριζουμε επαγωγικα τις
ημινορμες |||f|||k ως εξης: Για k = 1 θετουμε

|||f|||1 := ‖E(f|I(T))‖L2(µ) .

Για k > 1, θετουμε

|||f|||2
k+1

k+1 := lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

|||f̄ · Tnf|||2
k

k .

Χρησιμοποιωνταςαυτες τις ημινορμεςμπορουμε νακατασκευασουμεπα‑
ραγοντες Zk = Zk(T) του X που χαρακτηριζονται απο την ιδιοτητα:

για f ∈ L∞(µ),E(f|Zk−1) = 0 αν και μονο αν |||f|||k = 0.

Οι Host και Kra στο [HK] εδειξαν οτι για καθε k ∈ N ο παραγονταςZk εχει
αλγεβρικη δομη, στην πραγματικοτητα μπορουμε να υποθεσουμε οτι ειναι
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ενα nilsystem βηματος k. Αυτο ειναι το περιεχομενο του ακολουθου θεωρη‑
ματος δομης, το οποιο αναφερουμε για την εργοδικη περιπτωση και βρισκε‑
ται στο[HK], Θεωρημα 10.1.

Θεώρημα 5.2.3 (Host & Kra, [HK]). Έστω (X,X, µ, T) ένα εργοδικό σύστημα
καιk ∈ N. Τότε οπαράγωνZk(T) είναι αντίστροφοόριο απόnilsystemβήματος
k.

Όταν λεμε οτι ο Zk ειναι αντιστροφο οριο απο nilsystem βηματος k εννο‑
ουμε οτι υπαρχουν T ‑αναλλοιωτες υπο‑σ‑αλγεβρεςZk,i, i ∈ N, τηςX τετοιες
ωστε Zk =

⋃
i∈N

Zk,i και για καθε i ∈ N, οι παραγοντες που επαγονται απο τις

σ‑αλγεβρες Zk,i ειναι ισομορφικοι με nilsystem βηματος k.
Εξαιτιας αυτου του αποτελεσματος θα λεμε οτι ο Zk ειναι ο nilfactor βη‑

ματος k του συστηματος. Με με Z = Z(T) θα συμβολιζουμε τον μικροτερο
παραγοντα που ειναι επεκταση ολων των nilfactors πεπερασμενου βηματος
δηλαδη, Z =

∨
k∈N

Zk και θα τον αποκαλουμε nilfactor του συστηματος.





Κεφάλαιο6

Κύρια Αποτελέσματα

Στο κεφαλαιο αυτο παρουσιαζουμε τα αποτελεσματα του τριτου μερους
της διατριβης. Τα αποτελεσματα αυτα, προερχονται απο την εργασια

D. Karageorgos, A. Koutsogiannis. Integer part independent poly‑
nomial averages and applications along primes. Studia Mathemat‐

ica 249 (2019), 233–257.

Μελεταμε τη συγκλιση πολλαπλων εργοδικων μεσων πανω σε ακεραια
μερη πραγματικων πολυωνυμων της μορφης

1

N

N∑
n=1

T [p1(n)]f1 · . . . · T [pℓ(n)]fℓ (6.1)

χρησιμοποιωντας ιδιοτητες ομοιομορφης κατανομης σε πολυωνυμικες ακο‑
λουθιες που αναπτυχθηκαν απο τον Leibman στο [L] και απο τονΦραντζικι‑
νακη στα [F1] και [F2].

Συγκεκριμενα στο κεντρικο μας αποτελεσμα, που ειναι τοΘεωρημα 6.1.3,
δειχνουμεοτι γιαπολυωνυμικεςακολουθιες (p1(n))n∈N, . . . , (pℓ(n))n∈N, που
καθε μη τετριμμενος γραμμικος συνδυασμος τους εχει τουλαχιστον ενα μη
σταθερο αρρητο συντελεστη και υπο την υποθεση της εργοδικοτητας του
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συστηματος (X,B, µ, T) τοοριοστην (6.1) υπαρχει στονL2(µ)καθωςτοN →∞ και ειναι το αναμενομενο, δηλαδη
∫
f1 dµ · . . . ·

∫
fℓ dµ. Έτσι χρησιμο‑

ποιωντας την εργοδικη αναλυση σε ενα γενικο συστημα το παραπανω οριο
ειναι το γινομενο των δεσμευμενων μεσων τιμων των f1, . . . , fℓ αντιστοιχα,
δηλαδη E(f1|I(T)) · . . . · E(fℓ|I(T)). Μαλιστα αυτη ειναι αναμφισβητητα η
πρωτη φορα που εχουμε υπαρξη και ακριβη εκφραση του οριου για γενικες
πολλαπλες πολυωνυμικες εκφρασεις. Επειδη δεν κανουμε καποια υποθεση
για το συστημα το αποτελεσμα αν και ειναι διατυπωμενο στη γλωσσα της
εργοδικης θεωριας ειναι εκ φυσεως συνδυαστικο. Πραγματι, αμεσες εφαρ‑
μογες του θεωρηματος 6.1.3 ειναι το αποτελεσμα επαναφορας του θεωρη‑
ματος 6.1.5 και συνεπεια της αρχης του Furstenberg τα αποτελεσματα συν‑
δυαστικης που διατυπωνονται στα θεωρηματα 6.1.7 και 6.1.8.

Η ισχυρη φυση των αποτελεσματων μας, αντανακλαται και στο γεγονος
οτι παιρνουμε εφαρμογες στα τοπολογικα δυναμικα συστηματα, οπως ειναι
το περιεχομενο του Θεωρηματος 6.1.9 και του Πορισματος 6.1.11, αλλα και
επιπλεον εφαρμογες στη συνδυαστικη, οπως βλεπουμε στο Θεωρημα 6.1.14
και στο Πορισμα 6.1.17.

Επιπροσθετα, εχουμεκαι εφαρμογεςστουςπρωτους. Συγκεκριμεναπαιρ‑
νουμε ενα αποτελεσμα συγκλισης στους πρωτους, για μια ακολουθια, οπως
ειναι το Θεωρημα 6.2.3 και η αμεση συνεπεια του, το Θεωρημα 6.2.4, που ει‑
ναι ενα τυπου Szemerédi αποτελεσμα στους πρωτους. Ενω, στο Θεωρημα
6.2.5 παιρνουμε το αντιστοιχο αποτελεσμα του θεωρηματος 6.1.3 για συγ‑
κλιση πανω στους πρωτους, για πολλες ακολουθιες και τις συνεπειες που
εχει για επαναφορα και στη συνδυαστικη πανω σε πρωτους.

Τελος, προκυπτουν αποτελεσματα επαναφορας στους μετατοπισμενους
πρωτους P− 1 και P+ 1, οπως ειναι το περιεχομενο των θεωρηματων 6.3.1
και 6.3.2 και οι συνεπειες τους που τις βρισκουμε στα θεωρηματα 6.3.3 και
6.3.4 αντιστοιχα.

Θα θελαμε επισης να τονισουμε, οτι καποιος δεν μπορει να περιμενει να
παρει αυτα τα καλα αποτελεσματα συγκλισης και επαναφορας δουλευοντας
με αλλες κλασικες οικογενειες πολυωνυμων οπως ειναι τα ακεραια πολυω‑
νυμα ουτε ακομα και με ειδικες κατηγοριες τους. Αυτο το γεγονος αναγκαζει
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καποιον να δουλεψει με οικογενειες πραγματικων πολυωνυμων που ικανο‑
ποιουν καποιες υποθεσεις τυπου Weyl.

6.1 Σύγκλιση εργοδικών μέσων ανεξάρτητων πολυωνύ‑
μων

Απο το Θεωρημα 1.3 στο [K] προκυπτει σαν ειδικη περιπτωση οτι για
καθε ℓ ∈ N, καθε συστημα (X,B, µ, T), p1, . . . , pℓ πραγματικα πολυωνυμα
και συναρτησεις f1, . . . , fℓ ∈ L∞(µ) το οριο

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

T [p1(n)]f1 · . . . · T [pℓ(n)]fℓ (6.2)

υπαρχει στον L2(µ).Οριζοντας μια εννοια ανεξαρτησιας στα πραγματικα πο‑
λυωνυμα πετυχαινουμε να εξασφαλισουμε τη συγκλιση της (6.2) στο αναμε‑
νομενο οριο, δηλαδη στο γινομενο των ολοκληρωματων.

Ορισμός6.1.1. Έστω ℓ ∈ N και {p1, . . . , pℓ} μια οικογενεια πραγματικωνπο‑
λυωνυμων. Θα λεμε οτι η οικογενεια ειναι ισχυρά ανεξάρτητη η οτι τα πολυω‑
νυμα p1, . . . , pℓ ειναι ισχυρά ανεξάρτητα αν καθε μη τετριμμενος γραμμικος
συνδυασμος στους πραγματικους απο τα πολυωνυμα pi εχει ενα μη σταθερο
αρρητο συντελεστη.

Σημειωνουμε οτι μια οικογενεια με ενα στοιχειο, {p}, οπου p ∈ R[t], ειναι
ισχυρα ανεξαρτητη αν και μονο αν p(t) 6= cq(t) + d για καθε c, d ∈ R και
q ∈ Q[t] η Z[t] ισοδυναμα.

Παραδείγματα 6.1.2. Η οικογένεια των πολυωνύμων {
√
2t3 + t2,

√
3t3 − t}

είναι ισχυρά ανεξάρτητη ενώ οι οικογένειες {
√
5t3 + t2 +

√
6t, t2,

√
7t} και

{
√
2t2 + t,

√
5t2 − t} δεν είναι.

Ο ορισμος της ισχυρης ανεξαρτησιας των πολυωνυμων που δωσαμε ταυ‑
τιζεται με τον ορισμο της καλής οικογενειας πολυωνυμων που δινεται στο
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[F3], Προβλημα 10, για την ειδικη περιπτωση που τα πολυωνυμα ειναι στα‑
θερα.

Παρακατω και μεσω των αποδειξεων, γινεται ξεκαθαρο οτι οι υποθεσεις
στα πραγματικα πολυωνυμα ειναι κατα καποια εννοια βελτιστες, αφου ειναι
ακριβως οτι πρεπει να υποθεσει καποιος για να παρει αποτελεσματα ομοιο‑
μορφηςκατανομης τυπουWeyl, πουχρειαζονται για τηναποδειξη τουκυριου
αποτελεσματος, Θεωρημα 6.1.3, δηλαδη οτι το οριο των εργοδικων μεσων
πανω σε ακεραια μερη ισχυρα ανεξαρτητων πολυωνυμων υπαρχει και ειναι
το αναμενομενο.

Θεώρημα 6.1.3. Έστω ℓ ∈ N, p1, . . . , pℓ ∈ R[t] ισχυρά ανεξάρτητα πραγ‑
ματικά πολυώνυμα, (X,B, µ, T) ένα εργοδικό σύστημα και f1, . . . , fℓ ∈ L∞(µ).
Τότε

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

T [p1(n)]f1 · . . . · T [pℓ(n)]fℓ =

∫
f1 dµ · . . . ·

∫
fℓ dµ, (6.3)

όπου η σύγκλιση συμβαίνει στον L2(µ).

Παρατήρηση6.1.4. Ηυπόθεσηότι ταπολυώνυμαπρέπει να είναι ισχυράανε‑
ξάρτητα είναι αναγκαία, αφού ακόμα και για ℓ = 1, p(t) =

√
2t και εργοδικές

στροφές στον T = R/Z, η (6.3) εν γένει δεν ισχύει.

Στη μελετη των εργοδικων μεσων πανω σε πολυωνυμα, σημαντικες ει‑
ναι οι οικογενειες που αποτελουνται απο πεπερασμενο το πληθος ανεξάρ‑
τητα, ακέραια πολυώνυμα, δηλαδη καθε μη τετριμμενος γραμμικος συνδυα‑
σμος τους στους ακεραιους ειναι μη σταθερος. Σημειωνουμε σε αυτο το ση‑
μειο οτι και για τετοιες οικογενειες δεν ειναι αληθες εν γενει οτι καποιος μπο‑
ρει να πετυχει συγκλιση οπως στην (6.3), στο αναμενομενο οριο για ενα γε‑
νικο εργοδικο συστημα (βλεπε παρατηρηση μετα το Θεωρημαs 6.1.5). Ένα
τετοιοαποτελεσμαχρειαζεται περισσοτερες υποθεσεις για τοσυστημαοπως
ειναι η καθολικη εργοδικοτητα του συστηματος [FK]. Επομενως, καποιος ει‑
ναι στην ουσια αναγκασμενος να δουλεψει με πραγματικα πολυωνυμα για
να πετυχει μια τετοια καλη οριακη συμπεριφορα.
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Στη συνεχεια διατυπωνουμε μια αρχη που οφειλεται στον Furstenberg
και μας επιτρεπει απο εργοδικα αποτελεσματα να παρουμε αποτελεσματα
στη συνδυαστικη. Διατυπωνουμε μια μορφη της που βρισκεται στο [B0], δι‑
νοντας πρωτα τους ορισμους της ανω πυκνοτητας, ανω πυκνοτητας Banach
και πυκνοτητας στους ακεραιους.

Για ενα συνολοA ⊆ N οριζουμε την άνω πυκνότητα d̄(A), να ειναι

d̄(A) = lim sup
N→∞

|A ∩ {1, . . . ,N}|

N
.

Αν το οριο στην προηγουμενη εκφραση υπαρχει καθωςN → ∞, θα λεμε οτι
η τιμη του την οποια θα συμβολιζουμε με d(A), ειναι η πυκνότητα τουA. Για
ενα συνολοA ⊆ Z, οριζουμε την άνω πυκνότητα Banach, d∗(A), να ειναι

d∗(A) = lim sup
N−M→∞

|A ∩ {M+ 1, . . . ,N}|

N−M
.

Θεώρημα (Αρχή του Furstenberg, [Fu], Θεώρημα 1.1, [B0]). Έστω E ένα
υποσύνολο των ακεραίων. Τότε υπάρχει ένα σύστημα (X,B, µ, T) και ένα σύ‑
νολοA ∈ B με µ(A) = d̄(E) τέτοιο ώστε

d̄(E ∩ (E− n1) ∩ . . . ∩ (E− nℓ)) > µ(A ∩ T−n1A ∩ . . . ∩ T−nℓA)

για κάθε ℓ ∈ N και n1, . . . , nℓ ∈ Z.

Ως επακολουθο του Θεωρηματος 6.1.3 παιρνουμε το ακολουθο αποτελε‑
σμα επαναφορας.

Θεώρημα 6.1.5. Έστω ℓ ∈ N και p1, . . . , pℓ ∈ R[t] ισχυρά ανεξάρτητα πραγ‑
ματικά πολυώνυμα. Τότε για κάθε σύστημα (X,B, µ, T) καιA ∈ B έχουμε

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

µ
(
A ∩ T−[p1(n)]A ∩ . . . ∩ T−[pℓ(n)]A

)
> (µ(A))ℓ+1. (6.4)
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Παρατήρηση 6.1.6. Η υπόθεση ότι τα πολυώνυμα είναι ισχυρά ανεξάρτητα
είναι αναγκαία αφού ακόμα και για ℓ = 1 και p(t) = t2, η (6.4) εν γένει δεν
ισχύει.

Η προηγουμενη παρατηρηση δειχνει οτι η (6.4) δεν ισχυει εν γενει ακομα
και για οικογενειες ανεξαρτητων, ακεραιων πολυωνυμων. Επομενως, το Θε‑
ωρημα6.1.5 ειναι ακομημια ενδειξη οτι καποιοςπρεπει να δουλεψει μεπραγ‑
ματικαπολυωνυμα για να εχει καλα κατωφραγματα οπωςαυτα της (6.4) για
γενικα συστηματα.

Στο σημειο αυτο παρατηρουμε οτι τα επιχειρηματα μας δειχνουν οτι η
ομοιομορφη εκδοχη του Θεωρηματος 6.1.3 αλλα και οι συνεπειες του ισχυ‑
ουν. Με αλλα λογια, μπορουμε να αντικαταστησουμε τους συνηθισμενους

Cesàroμεσους, lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

,στααποτελεσματαμαςμε τουςαντιστοιχουςομοιο‑

μορφους μεσους, lim
N−M→∞

1

N−M

N∑
n=M+1

και την ανω πυκνοτητα, d̄, με την

αντιστοιχη ανω πυκνοτητα Banach, d∗.
Τοτε σε αυτη τηνπεριπτωσηηομοιομορφη εκδοχη τουΘεωρηματος 6.1.5

συνεπαγεται οτι για καθεA ∈ B με µ(A) > 0 και καθε ε > 0 το συνολο

Rε(A) =
{
n ∈ Z : µ

(
A ∩ T−[p1(n)]A ∩ . . . ∩ T−[pℓ(n)]A

)
> (µ(A))ℓ+1 − ε

}
ειναι συνδετικο, δηλαδη εχει φραγμενα κενα, που παει να πει οτι υπαρχει
ενας θετικος ακεραιοςN τετοιος ωστε Rε(A)∩ {M, . . . ,M+N} 6= ∅ για καθε
M ∈ Z.

Θα θελαμε επιπλεον να επισημανουμε οτι το γενικο αυτο αποτελεσμα,
το οποιο ισχυει χωρις καμια υποθεση για το συστημα, συνεπαγεται οτι μια
οικογενεια απο ισχυρα ανεξαρτητα πραγματικα πολυωνυμα εχει πολυ δια‑
φορετικη συμπεριφορα απο μια οικογενεια που αποτελειται απο γραμμικα
ακεραια πολυωνυμα, αφου ερχεται σε αντιθεση με το αντιπαραδειγμα των
Bergelson, Host, Kra και Ruzsa στο υψηλοτερης ταξης θεωρημα επαναφορας
του Khintchine. Πραγματι, στο [BHK] οι παραπανω συγγραφεις βρηκαν ενα
εργοδικο συστημα (X,B, µ, T) και ενα συνολο A ∈ B με µ(A) > 0 τετοιο



6.1 ΣΥΓΚΛΙΣΗ ΕΡΓΟΔΙΚΩΝ ΜΕΣΩΝ ΑΝΕΞΑΡΤΗΤΩΝ ΠΟΛΥΩΝΥΜΩΝ · 99

ωστε

µ
(
A ∩ T−nA ∩ T−2nA ∩ T−3nA ∩ T−4nA

)
6 µ(A)5

2
για καθε n 6= 0

Έτσι, για pi(t) = it εχουμε οτι η συνδετικοτητα του αντιστοιχου Rε(A) κα‑
ταρρεει για συγκεκριμενα εργοδικασυστηματαοταν ℓ > 4, καθως επισης και
για συγκεκριμενα μη εργοδικα συστηματα καταρρεει ακομα και για ℓ > 2.
Παραδειγματα που καλυπτουν και τις δυο περιπτωσεις καποιος μπορει να
βρει στο [BHK].

Χρησιμοποιωντας το Θεωρημα 6.1.5 και την αρχη του Furstenberg, παιρ‑
νουμε το ακολουθο αποτελεσμα.

Θεώρημα 6.1.7. Έστω ℓ ∈ N και p1, . . . , pℓ ∈ R[t] ισχυρά ανεξάρτητα πραγ‑
ματικά πολυώνυμα. Τότε για κάθε E ⊆ N έχουμε

lim inf
N→∞

1

N

N∑
n=1

d̄(E ∩ (E− [p1(n)]) ∩ . . . ∩ (E− [pℓ(n)])) > (d̄(E))ℓ+1.

Μια αμεση συνεπεια του παραπανω αποτελεσματος ειναι το ακολουθο:

Θεώρημα 6.1.8. Έστω ℓ ∈ N και p1, . . . , pℓ ∈ R[t] ισχυρά ανεξάρτητα πραγ‑
ματικά πολυώνυμα. Τότε κάθε E ⊆ N με d̄(E) > 0 περιέχει αριθμητικό σχημα‑
τισμό της μορφής.

{m,m+ [p1(n)],m+ [p2(n)], . . . ,m+ [pℓ(n)]}

για κάποιοm ∈ Z και n ∈ N με [pi(n)] 6= 0, για κάθε 1 6 i 6 ℓ.

Το παραπανω αποτελεσμα για ακεραια πολυωνυμα χωρις σταθερο ορο
μπορει καποιος να το παρει απο το πολυωνυμικο θεωρημα του Szemerédi,
Θεωρημα A0, [BL], αλλα στη γενικοτητα που το παρουσιαζουμε εδω δεν ει‑
ναι ξεκαθαρο σε εμας αν προκυπτει απο προηγουμενα αποτελεσματα στη
βιβλιογραφια.

Στις επομενες δυο εφαρμογες του Θεωρηματος 6.1.3 που παρουσιαζουμε
παιρνουμε παρομοια αποτελεσματα για ακολουθιες απο ισχυρα ανεξαρτητα
πραγματικα πολυωνυμα με αυτα που βρισκονται στο [F4] για ακολουθιες
απο Hardy συναρτησεις.
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6.1αʹ Μια Εφαρμογή σε τοπολογικά δυναμικά συστήματα

Έστω (X, T) ενα τοπολογικο δυναμικο συστημα, οπου (X, d) ειναι συμπα‑
γης μετρικος χωρος και T : X → X ειναι αντιστρεψιμος συνεχης μετασχημα‑
τισμος. Υποθετουμε οτι ο T ειναι ελαχιστικος, δηλαδη {Tnx : n ∈ N} = X για
καθε x ∈ X, επομενως, για καθε x ∈ X και καθε μη κενο ανοικτο συνολοU το
συνολο {n ∈ N : Tnx ∈ U} ειναι συνδετικο. Τοτε υπαρχει ενα T ‑αναλλοιωτο
μετρο Borel που δινει θετικες τιμες σε καθε μη κενο ανοικτο συνολο. Επομε‑
νως λογω συνδετικοτητας, για καθε x ∈ X και καθε μη κενο ανοικτο συνολο
U εχουμε

lim inf
N→∞

1

N

N∑
n=1

1U(T
nx) > 0. (6.5)

Το οριο αυτο στην πραγματικοτητα υπαρχει. Απο το Θεωρημα 6.1.3 και χρη‑
σιμοποιωντας την εργοδικη αναλυση προκυπτει οτι

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

T [p1(n)]f1 · . . . · T [pℓ(n)]fℓ = E(f1|I(T)) · . . . · E(fℓ|I(T)) (6.6)

οπου η συγκλιση συμβαινει στον L2(µ), p1, . . . , pℓ ειναι ισχυρα ανεξαρτητα
πραγματικα πολυωνυμα, f1, . . . , fℓ ∈ L∞(µ), I(T) ειναι η σ‑αλγεβρα των T ‑
αναλλοιωτων συνολων και E(f|I(T)) ειναι η δεσμευμενη μεση τιμη ως προς
τη I(T).

Πραγματι, αν µ =

∫
µt dλ(t) ειναι η εργοδικη αναλυση του µ, αρκει να

δειξουμε οτι αν E(fi|I(T)) = 0 για καποιο i τοτε οι μεσοι συγκλινουν στο 0.

Επειδη,E(fi|I(T)) = 0, παιρνουμε οτι
∫
fi dµt = 0 για λ σχεδον καθε t. Λογω

της (6.3), εχουμε οτι οι μεσοι συγκλινουν στο 0στονL2(µt) για λσχεδον καθε
t, επομενως το οριο ειναι ισο με το 0 στον L2(µ).

Αφου,E(fi|I(T)) = lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

Tnfi,συνδυαζοντας την (6.6) με την (6.5),

συμπεραινουμε οτι σχεδον για καθε x ∈ X, αρα και για ενα πυκνο συνολο και
καθε U1, . . . , Uℓ επιλεγμενα απο μια αριθμησιμη βαση μη κενων ανοικτων
συνολων οτι
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lim sup
N→∞

1

N

N∑
n=1

1U1
(T [p1(n)]x) · . . . · 1Uℓ

(T [pℓ(n)]x) > 0. (6.7)

Χρησιμοποιωντας αυτο παιρνουμε το ακολουθο:

Θεώρημα 6.1.9. Έστω ℓ ∈ N, p1, . . . , pℓ ∈ R[t] ισχυρά ανεξάρτητα πραγ‑
ματικά πολυώνυμα και (X, T) ένα ελαχιστικό δυναμικό σύστημα. Τότε για ένα
residual και T ‑αναλλοίωτο σύνολο από x ∈ X έχουμε{(

T [p1(n)]x, . . . , T [pℓ(n)]x
)
: n ∈ N

}
= X× · · · × X. (6.8)

Απόδειξη. Απο τη σχεση (6.7) παιρνουμε αμεσως οτι το συνολο των σημειων
R που ικανοποιουν την (6.8), ειναι πυκνο. Για να δειξουμε οτι ειναι Gδ, εξε‑
ταζουμε την περιπτωση ℓ = 1 ( η γενικη περιπτωση ειναι αναλογη). Τοτε

R =
{
x ∈ X : για καθε m, r ∈ N, υπαρχει n ∈ N με T [p1(n)]x ∈ B(xm, 1/r)

}
,

οπου {xm : m ∈ N} ειναι ενα αριθμησιμο και πυκνο υποσυνολο του X και
B(xm, 1/r) συμβολιζει την ανοικτη μπαλα κεντρου xm με ακτινα 1/r. Επειδη
ομως

R =
⋂

m,r∈N

⋃
n∈N

T−[p1(n)]B(xm, 1/r)

συμπεραινουμε οτι το R ειναι Gδ. Χρησιμοποιωντας τελος ενα συνηθες επι‑
χειρημα συγκλισης, μπορουμε να δειξουμε οτι το R ειναι και T ‑αναλλοιωτο.

Παρατήρηση 6.1.10. Ακόμα και για ℓ = 1 παραδείγματα από ελαχιστικές
στροφές σε πεπερασμένες κυκλικές ομάδες δείχνουν ότι αν p ∈ Z[t] είναι πο‑
λυώνυμο διαφορετικό από±t + d, τότε η (6.8) μπορεί να μην ισχύει για κάθε
x ∈ X.

Χρησιμοποιωντας το λημμα του Zorn μπορουμε ευκολα να δειξουμε οτι
καθεδυναμικοσυστημαεχει ενα ελαχιστικουποσυστημα.Έτσι, χρησιμοποιων‑
τας αυτο και το Θεωρημα 6.1.9 συναγουμε το ακολουθο αποτελεσμα:
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Πόρισμα 6.1.11. Έστω ℓ ∈ N, p1, . . . , pℓ ∈ R[t] ισχυρά ανεξάρτητα πραγ‑
ματικά πολυώνυμα και (X, T) ένα δυναμικό σύστημα. Τότε για ένα μη κενό και
T ‑αναλλοίωτο σύνολο από x ∈ X έχουμε{(

T [p1(n)]x, . . . , T [pℓ(n)]x
)
: n ∈ N

}
= {Tnx : n ∈ N}×· · ·× {Tnx : n ∈ N}.

(6.9)

Παρατήρηση 6.1.12. Όπως και στην προηγούμενη παρατήρηση, παραδείγ‑
ματα για ℓ = 1 και p ∈ Z[t] με p(t) 6= ±t+ d δείχνουν ότι η (6.9) δεν ισχύει.

6.1βʹ Μια εφαρμογή στη συνδυαστική

Χρησιμοποιωντας το Θεωρημα 6.1.3, μπορουμε να παρουμε το ακολουθο
αποτελεσμα επαναφορας.

Θεώρημα 6.1.13. Έστω ℓ ∈ N, p1, . . . , pℓ ∈ R[t] ισχυρά ανεξάρτητα πραγ‑
ματικά πολυώνυμα, (X,B, µ, T) ένα σύστημα καιA0, A1, . . . , Aℓ ∈ B τέτοια

µ(A0 ∩ Tk1A1 ∩ . . . ∩ TkℓAℓ) = α > 0

για κάποια k1, . . . , kℓ ∈ Z. Τότε

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

µ
(
A0 ∩ T−[p1(n)]A1 ∩ . . . ∩ T−[pℓ(n)]Aℓ

)
> αℓ+1.

Τοπαραπανωαποτελεσμααποδεικνυεται με εναπαρομοιο επιχειρημα με
αυτο του Θεωρηματος 2.4 στο [F4].

Χρησιμοποιωντας αυτο το αποτελεσμα και την Προταση 3.3 απο το [F5],
που μπορει να θεωρηθει μια παραλλαγη της αρχης του Furstenberg για ακο‑
λουθιες παιρνουμε το ακολουθο αποτελεσμα που ειναι αντιστοιχο με αυτο
του Θεωρηματος 2.8 απο το [F4] για την περιπτωση d = 1.
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Θεώρημα 6.1.14. Έστω ℓ ∈ N, p1, . . . , pℓ ∈ R[t] ισχυρά ανεξάρτητα πολυώ‑
νυμα και E0, E1, . . . , Eℓ ⊆ N τέτοια ώστε

d(E0 ∩ (E1 + k1) ∩ . . . ∩ (Eℓ + kℓ)) = α > 0

για κάποια k1, . . . , kℓ ∈ Z. Τότε

lim inf
N→∞

1

N

N∑
n=1

d(E0 ∩ (E1 − [p1(n)]) ∩ . . . ∩ (Eℓ − [pℓ(n)])) > αℓ+1.

Πριν παρουσιασουμε μια περιγραφη της αποδειξης δινουμε ενα ορισμο
και την Προταση 3.3 απο το [F5].

Ορισμός 6.1.15 (Ορισμός 5, [F5]). Θα λεμε οτι οι ακολουθιες a1, . . . , aℓ ∈
ℓ∞(Z)προσδέχονται συσχετίσειςπάνωστηνακολουθίαδιαστημάτων ([1,Nk])k

μεNk → ∞ καθως k → ∞, αν το οριο

lim
k→∞

1

Nk

Nk∑
n=1

b1(n+m1) · . . . · bs(n+ms)

υπαρχει για καθε s ∈ N,m1, . . . ,ms ∈ Z και ολες τις ακολουθιεςb1, . . . , bs ∈
{a1, . . . , aℓ, ā1, . . . , āℓ}.

Παρατηρουμε οτι γιαa1, . . . , aℓ ∈ ℓ∞(Z), χρησιμοποιωντας ενα διαγωνιο
επιχειρημα, για καθε ακολουθια (Nk)k ⊆ N μεNk → ∞ καθως k → ∞, μπο‑
ρουμε να βρουμε μια υπακολουθια (N ′

k)k τετοια ωστε οι a1, . . . , aℓ να προσ‑
δεχονται συσχετισεις πανω στην ακολουθια των διαστηματων ([1,N ′

k])k.

Πρόταση 6.1.16 (Πρόταση 3.3 [F5]). Έστω a0, a1, . . . , aℓ ∈ ℓ∞(Z), ακο‑
λουθίες οι οποίες προσδέχονται συσχετίσεις πάνω στην ακολουθία διαστημά‑
των N := ([1,Nk])k με Nk → ∞ καθώς k → ∞. Τότε υπάρχει ένα σύστημα
(X,B, µ, T) και συναρτήσεις F0, F1, . . . , Fℓ ∈ L∞(µ) τέτοια ώστε

lim
k→∞

1

Nk

Nk∑
n=1

b0(n)b1(n+m1) · . . . · bs(n+ms) =

∫
F̃0 · Tm1 F̃1 · · · Tms F̃s dµ

για κάθε s ∈ N,m1, . . . ,ms ∈ Z, όπου για j = 0, . . . , s η ακολουθίαbj είναι ίση
με ai ή με āi για κάποιο i ∈ {0 . . . , s} και η συνάρτηση F̃j να είναι αντίστοιχα
ίση με την Fi ή με την F̃i.
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Απόδειξη του Θεωρήματος 6.1.14. Ξεκιναμε βρισκοντας μια ακολουθια δια‑
στηματωνN := ([1,Nk])k πανω στην οποια η ανωπυκνοτητα της τομης που
εχουμε στην υποθεση επιτυγχανεται και συμβολιζουμε με dN την αντιστοιχη
πυκνοτητα. Περνωντας σε μια υπακολουθια, αν χρειαστει, την οποια θα συμ‑
βολιζουμε και παλι με ([1,Nk])k, μπορουμε να υποθεσουμε οτι οι συναρτη‑
σεις 1E0

, . . . , 1Eℓ
προσδεχονται συσχετισεις πανωστην ακολουθια ([1,Nk])k.

Χρησιμοποιωντας την Προταση 6.1.16, υπαρχει ενα συστημα (X,B, µ, T) και
συνολαA0, . . . , Aℓ ∈ B τετοια ωστε

dN(E0 ∩ (E1 −m1) ∩ . . . ∩ (Eℓ −mℓ)) = µ(A0 ∩ Tm1A1 ∩ . . . ∩ TmℓAℓ)

γιακαθεm1, . . . ,mℓ ∈ Z.Τοαποτελεσματοτε επεταιαποτοΘεωρημα6.1.13.

Το αποτελεσμα αυτο μπορει να εφαρμοστει σε συνδετικα συνολα E0, E1,

. . . , Eℓ ⊆ N με σταθερα α =
( ℓ∏

i=0

ri

)−1

, οπου ri ειναι η σταθερα συνδετικο‑

τητας του Ei, για 0 6 i 6 ℓ. Έτσι παιρνουμε το ακολουθο αποτελεσμα:

Πόρισμα 6.1.17. Έστω ℓ ∈ N, p1, . . . , pℓ ∈ R[t] ισχυρά ανεξάρτητα πολυώ‑
νυμα και E0, E1, . . . , Eℓ ⊆ N συνδετικά σύνολα. Τότε υπάρχουν m,n ∈ N τέ‑
τοια ώστε

m ∈ E0, m+ [p1(n)] ∈ E1, . . . , m+ [pℓ(n)] ∈ Eℓ.

Χρησιμοποιωντας το τελευταιο αποτελεσμα, για ενα συνδετικο συνολο
E ⊆ N, p1, . . . , pℓ ∈ R[t] πραγματικα ισχυρα ανεξαρτητα πολυωνυμα και
c0, c1, . . . , cℓ ∈ N, θετοντας Ei = ciE, οπου cE := {cn : n ∈ E}, για 0 6
i 6 ℓ, μπορουμε να βρουμε x0, x1, . . . , xℓ ∈ E και n ∈ N, που να επιλυουν το
ακολουθο συστημα εξισωσεων:

c1x1 − c0x0 = [p1(n)]

c2x2 − c0x0 = [p2(n)]
...

cℓxℓ − c0x0 = [pℓ(n)].
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Σε αυτο το σημειο θελουμε να τονισουμε το γεγονος οτι παρομοια απο‑
τελεσματα δεν ισχυουν εν γενει ακομα και για ℓ = 1, δηλαδη για μια πο‑
λυωνυμικη ακολουθια οπως επισης και αν το συνολο E υποτεθει μονο κατα
τμηματα συνδετικο. Για παραδειγμα αν p ∈ Z[t] ειναι ενα πολυωνυμο δια‑
φορετικο απο±t+ d και k ∈ N \ {1}, τοτε η εξισωση kx− y = p(n) δεν εχει
λυση με x, y να ανηκουν σε καποιο συνολο E που ειναι αριθμητικη προοδος.

6.2 Σύγκλιση πάνω σε πρώτους

Το γεγονος οτι το οριο των εργοδικων μεσων πανω σε ακεραια μερη απο
ισχυρα ανεξαρτητα πραγματικα πολυωνυμα υπαρχει και ειναι το αναμενο‑
μενο μας εξασφαλιζει, σε συνδυασμο με καποια αποτελεσματα απο τα [F2],
[FHK], [FHK1] και [K1], τη συγκλιση αντιστοιχων εργοδικων μεσων πανω
ομως σε πρωτους.

6.2αʹ Μία ακολουθία

Το επομενο αποτελεσμα μας πληροφορει οτι το οριο των εργοδικων με‑
σων με ακεραια μερη πραγματικων πολυωνυμων μιας ακολουθιας ειναι ισο
με το οριο των “μεσων Furstenberg”. Ένα αποτελεσμα το οποιο προκυπτει
αμεσα απο το Θεωρημα 2.2 του [F2].

Θεώρημα 6.2.1 ([F2]). Έστω p ∈ R[t] διαφορετικό από cq + d, για κάθε
c, d ∈ R και q ∈ Q[t]. Τότε για κάθε ℓ ∈ N, κάθε σύστημα (X,B, µ, T) και κάθε
f1, . . . , fℓ ∈ L∞(µ), έχουμε

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

ℓ∏
i=1

T i[p(n)]fi = lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

ℓ∏
i=1

T infi, (6.10)

όπου η σύγκλιση συμβαίνει στον L2(µ).

Το Θεωρημα αυτο μαζι με την αρχη του Furstenberg και το Θεωρημα πολ‑
λαπλης επαναφοραςτουFurstenberg, συνεπαγονται τοακολουθοτυπουSze‑
merédi αποτελεσμα:
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Θεώρημα 6.2.2 ([F2]). Έστω p ∈ R[t] διαφορετικό από cq + d, για κάθε
c, d ∈ R και q ∈ Q[t]. Τότε για κάθε ℓ ∈ N, κάθε σύνολο E ⊆ N με d̄(E) > 0

περιέχει αριθμητική πρόοδο της μορφής

{m,m+ [p(n)],m+ 2[p(n)], . . . ,m+ ℓ[p(n)]}

για κάποιουςm ∈ Z και n ∈ N με [p(n)] 6= 0.

Στη συνεχεια δινουμε τις αντιστοιχες εκδοχες των δυο προηγουμενων
αποτελεσματων πανω σε πρωτους.

Θεώρημα 6.2.3. Έστω q ∈ R[t] διαφορετικό από cq̃+d για κάθε c, d ∈ R και
q̃ ∈ Q[t]. Τότε για κάθε ℓ ∈ N, κάθε σύστημα (X,B, µ, T) και κάθε f1, . . . , fℓ ∈
L∞(µ), έχουμε ότι

lim
N→∞

1

π(N)

∑
p∈P∩[1,N]

ℓ∏
i=1

T i[q(p)]fi = lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

ℓ∏
i=1

T infi,

με τη σύγκλιση στον L2(µ), όπου π(N) = |P∩ [1,N]| συμβολίζει το πλήθος των
πρώτων αριθμών μέχρι τοN.

Θεώρημα 6.2.4. Έστω q ∈ R[t] διαφορετικό από cq̃ + d, για κάθε c, d ∈ R
και q̃ ∈ Q[t]. Τότε για κάθε ℓ ∈ N, κάθε σύνολο E ⊆ N με d̄(E) > 0 περιέχει
αριθμητική πρόοδο της μορφής

{m,m+ [q(p)],m+ 2[q(p)], . . . ,m+ ℓ[q(p)]}

για κάποιουςm ∈ Z και p ∈ P με [q(p)] 6= 0.

6.2βʹ Πολλές ακολουθίες

Επισης παιρνουμε το αντιστοιχο αποτελεσμααλλα και τις εφαρμογες του
Θεωρηματος 6.1.3 πανω σε πρωτους:
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Θεώρημα 6.2.5. Έστω ℓ ∈ N, p1, . . . , pℓ ∈ R[t] ισχυρά ανεξάρτητα πραγ‑
ματικά πολυώνυμα, (X,B, µ, T) ένα εργοδικό σύστημα και f1, . . . , fℓ ∈ L∞(µ).

Τότε

lim
N→∞

1

π(N)

∑
p∈P∩[1,N]

T [p1(p)]f1 · . . . · T [pℓ(p)]fℓ =

∫
f1 dµ · . . . ·

∫
fℓ dµ, (6.11)

με τη σύγκλιση να συμβαίνει στον L2(µ).

Το Θεωρημα 6.2.5 εχει τις ακολουθες συνεπειες, αναλογες με αυτες που
εχει το Θεωρημα 6.1.3.

Θεώρημα 6.2.6. Έστω ℓ ∈ N και p1, . . . , pℓ ∈ R[t] ισχυρά ανεξάρτητα πραγ‑
ματικά πολυώνυμα. Τότε για κάθε σύστημα (X,B, µ, T) καιA ∈ B έχουμε

lim
N→∞

1

π(N)

∑
p∈P∩[1,N]

µ
(
A ∩ T−[p1(p)]A ∩ . . . ∩ T−[pℓ(p)]A

)
> (µ(A))ℓ+1.

Θεώρημα 6.2.7. Έστω ℓ ∈ N και p1, . . . , pℓ ∈ R[t] ισχυρά ανεξάρτητα πραγ‑
ματικά πολυώνυμα. Τότε για κάθε σύνολο E ⊆ N έχουμε

lim inf
N→∞

1

π(N)

∑
p∈P∩[1,N]

d̄(E ∩ (E− [p1(p)]) ∩ . . . ∩ (E− [pℓ(p)])) > (d̄(E))ℓ+1.

Θεώρημα 6.2.8. Έστω ℓ ∈ N και p1, . . . , pℓ ∈ R[t] ισχυρά ανεξάρτητα πραγ‑
ματικά πολυώνυμα. Τότε κάθε σύνολο E ⊆ N με d̄(E) > 0 περιέχει αριθμητικό
σχηματισμό της μορφής

{m,m+ [p1(p)],m+ [p2(p)], . . . ,m+ [pℓ(p)]}

για κάποιουςm ∈ Z και p ∈ P με [pi(p)] 6= 0, κάθε 1 6 i 6 ℓ.
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6.3 Επαναφορά πάνω σε μετατοπισμένους πρώτους

Σε αυτη την ενοτητα παραθετουμε καποια αποτελεσματα επαναφορας
πανω σε μετατοπισμενους πρωτους για τις πολυωνυμικες οικογενειες που
μας αφορουν. Πιο συγκεκριμενα παιρνουμε τα ακολουθα:

Θεώρημα 6.3.1. Έστω ℓ ∈ N και p ∈ R[t] διαφορετικό από cq + d, για κάθε
c, d ∈ R και q ∈ Q[t]. Τότε, για κάθε σύστημα (X,B, µ, T) και A ∈ B με
µ(A) > 0, το σύνολο των ακέραιων n ώστε

µ
(
A ∩ T−[p(n)]A ∩ T−2[p(n)]A ∩ . . . ∩ T−ℓ[p(n)]A

)
> 0

έχει μη κενή τομή με το P− 1 και το P+ 1.

Θεώρημα 6.3.2. Έστω ℓ ∈ N και p1, . . . , pℓ ∈ R[t] ισχυρά ανεξάρτητα πραγ‑
ματικά πολυώνυμα. Τότε, για κάθε σύστημα (X,B, µ, T) και A ∈ B με µ(A) >

0, το σύνολο των ακέραιων n ώστε

µ
(
A ∩ T−[p1(n)]A ∩ . . . ∩ T−[pℓ(n)]A

)
> 0

έχει μη κενή τομή με το P− 1 και το P+ 1.

Μεσω της αρχης του Furstenberg το προηγουμενο αποτελεσμα δινει το
ακολουθο:

Θεώρημα 6.3.3. Έστω ℓ ∈ N και p ∈ R[t] διαφορετικό από cq + d, για κάθε
c, d ∈ R και q ∈ Q[t] και έστω σύνολο E ⊆ N με d̄(E) > 0. Τότε το σύνολο των
ακέραιων n ώστε

d̄(E ∩ (E− [p(n)]) ∩ (E− 2[p(n)]) ∩ . . . ∩ (E− ℓ[p(n)])) > 0

έχει μη κενή τομή με το P− 1 και το P+ 1.
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Θεώρημα 6.3.4. Έστω ℓ ∈ N και p1, . . . , pℓ ∈ R[t] ισχυρά ανεξάρτητα πραγ‑
ματικά πολυώνυμα και σύνολο E ⊆ N με d̄(E) > 0. Τότε, το σύνολο των ακέ‑
ραιων n ώστε

d̄(E ∩ (E− [p1(n)]) ∩ . . . ∩ (E− [pℓ(n)])) > 0

έχει μη κενή τομή με το P− 1 και το P+ 1.

Όπως θαφανει στις αποδειξεις οι τομες που εχουμε σταΘεωρηματα 6.3.1
και 6.3.2 εχουν θετικο μετρο για ενα συνολο ακεραιων που εχει θετικη σχε‑
τικη πυκνοτητα στους μετατοπισμενους πρωτους P− 1 και P+ 1. Επισης το
ιδιο ισχυει και για τα συμπερασματα των Θεωρηματων 6.3.3 και 6.3.4 αντι‑
στοιχα.

Κλεινοντας αυτο το κεφαλαιο θα θελαμε να σημειωσουμε, οτι τα αποτε‑
λεσματα που εχουμε σ’ αυτο το κεφαλαιο για ενα μετασχηματισμο T , πιστευ‑
ουμεοτι μπορουν να επαναδιατυπωθουνκαι γιαπολλουςμετασχηματισμους
αλλα η μεθοδος που χρησιμοποιουμε δε μας επιτρεπει να αποδειξουμε αυτο
το πιο γενικο πλαισιο.





Κεφάλαιο 7

Αποδείξεις των αποτελεσμάτων

Στο κεφαλαιο αυτο αποδεικνυουμε τα αποτελεσματα που παρουσιασαμε
προηγουμενως. Για την αποδειξη του κεντρικου μας αποτελεσματος που ει‑
ναι τοΘεωρημα6.1.3ακολουθουμε τηνπροσεγγισηπουυπαρχει στα [F1] και
[F2] απο τον Φραντζικινακη και χρησιμοποιουμε καποια αποτελεσματα του
Leibman [L] και των Host και Kra [HK]. Πιο συγκεκριμενα χρησιμοποιωντας
το Λημμα 7.2.4 (Λημμα 4.7 στο [F2]), που λεει οτι ο nilfactor ειναι ο χαρακτη‑
ριστικος παραγων για την οικογενεια των πολυωνυμων που δουλευουμε και
το θεωρημα δομης των Host και Kra (Θεωρημα 5.2.3), αρκει να αποδειξουμε
το Θεωρημα 6.1.3 για την περιπτωση που το συστημα ειναι nilsystem. Για να
το πετυχουμε αυτο ολοκληρωνουμε την αποδειξη χρησιμοποιωντας το Θε‑
ωρημα 7.1.1, ενα αποτελεσμα ομοιομορφης κατανομης σε nilmanifolds που
αποδειχθηκε πρωτα απο τον Φραντζικινακη στο [F1] για την περιπτωση λο‑
γαριθμο‑εκθετικων Hardy συναρτησεων. Για την αποδειξη του Θεωρηματος
7.1.1 χρησιμοποιουμε τοΘεωρημα5.1.9, ενακεντρικοαποτελεσμαομοιομορ‑
φης κατανομης για πολυωνυμικες ακολουθιες σε συνεκτικες και απλα συνε‑
κτικες ομαδες Lie, που οφειλεται στον Leibman [L].

Χρησιμοποιωντας το Θεωρημα 6.2.1 απο το [F2], ενα αποτελεσμα συγ‑
κλισης πολλαπλων εργοδικων μεσων απο μια πολυωνυμικη ακολουθια και
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το Θεωρημα 6.1.3 μαζι με καποια αποτελεσματα απο το [K1], αποδεικνυουμε
τα Θεωρηματα 6.2.3 και 6.2.5 αντιστοιχα μαζι με τις συνεπειες τους.

Τελος, αποδεικνυουμε τα Θεωρηματα 6.3.1 and 6.3.2, που ειναι τα αποτε‑
λεματα επαναφορας σε μετατοπισμενους πρωτους P − 1 και P + 1, μαζι με
τις συνεπειες τους που ειναι το περιεχομενο τωνΘεωρηματων 6.3.3 και 6.3.4
χρησιμοποιωντας την αρχη του Furstenberg.

7.1 Αποτελέσματα ομοιόμορφης κατανομής

Σε αυτη την ενοτητα δειχνουμε καποια αποτελεσματα ομοιομορφης κα‑
τανομης σε nilmanifolds που χρειαζονται για να μπορεσουμε να αποδειξουμε
τα αποτελεσματα συγκλισης και επαναφορας που αναφεραμε στο προηγου‑
μενο κεφαλαιο. Για να το πετυχουμε αυτο ακολουθουμε την κυρια στρατη‑
γικη που υπαρχει στο [F1] Κεφαλαια 4 και 5.

Πρωτα, δινουμε ενααποτελεσμαομοιομορφηςκατανομηςσχετικαμε τρο‑
χιες (nil‑orbits) ακολουθιων ισχυρα ανεξαρτητων πολυωνυμων που αποδει‑
χθηκε πρωτα για Hardy συναρτησεις [F1, Θεωρημα 1.3].

Θεώρημα 7.1.1. Έστω ℓ ∈ N και p1, . . . , pℓ ∈ R[t] ισχυρά ανεξάρτητα πραγ‑
ματικά πολυώνυμα.

(i) Αν Xi = Gi/Γi, 1 6 i 6 ℓ, είναι nilmanifolds όπου Gi είναι συνεκτικές
και απλά συνεκτικές ομάδες Lie, τότε για κάθε bi ∈ Gi και xi ∈ Xi η
ακολουθία (

b
p1(n)
1 x1, . . . , b

pℓ(n)
ℓ xℓ

)
n∈N

είναι ομοιόμορφη κατανεμημένη στο nilmanifold

(bs
1x1)s∈R × · · · × (bs

ℓxℓ)s∈R.

(ii) Αν Xi = Gi/Γi, 1 6 i 6 ℓ, είναι nilmanifolds, τότε για κάθε bi ∈ Gi και
xi ∈ Xi η ακολουθία(

b
[p1(n)]
1 x1, . . . , b

[pℓ(n)]
ℓ xℓ

)
n∈N
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είναι ομοιόμορφα κατανεμημένη στο nilmanifold

(bn
1 x1)n∈N × · · · × (bn

ℓ xℓ)n∈N.

Παρατήρηση 7.1.2. Για να αποδείξουμε το Θεώρημα 7.1.1, μπορούμε να υπο‑
θέσουμε ότι X1 = . . . = Xℓ = X.

Πράγματι, στη γενική περίπτωση μπορούμε να θεωρήσουμε το nilmanifold
X̃ = X1×· · ·×Xℓ. Τότε X̃ = G̃/Γ̃ , όπου G̃ = G1×· · ·×Gℓ είναι συνεκτική και
απλά συνεκτική και Γ̃ = Γ1×· · ·×Γℓ είναι μια διακριτή συ‑συμπαγής υποομάδα
της G̃.Κάθεbi μπορεί να θεωρηθεί σαν στοιχείο της G̃ και κάθε xi σαν στοιχείο
της X̃.

Παρατήρηση 7.1.3. Έστω X = G/Γ ένα nilmanifold. Αφού για κάθε b ∈ G

η τροχιά (bnΓ)n∈N είναι ομοιόμορφα κατανεμημένη στο Xb = {bnΓ : n ∈ N},
χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι bng = g(g−1bg)n έχουμε ότι η (bngΓ)n εί‑
ναι ομοιόμορφα κατανεμημένη στην g ·Xg−1bg. Στην περίπτωση που ηG είναι
συνεκτική και απλά συνεκτική μια παρόμοια σχέση ισχύει αν το n ∈ N αντι‑
κατασταθεί με s ∈ R και το nilmanifold Xb με Yb = {bsΓ : s ∈ R}. Εξαιτίας
αυτού, το οποίο λέγεται τύπος αλλαγής του στοιχείου βάσης, μπορούμε να αλ‑
λάξουμε το στοιχείο βάσης και μας δίνεται η δυνατότητα να υποθέσουμε ότι
x = Γ στο προηγούμενο Θεώρημα.

Το ακολουθο λημμα δειχνει οτι το δευτερο μερος του Θεωρηματος 7.1.1
επεται απο το πρωτο μερος.

Λήμμα 7.1.4 (Λήμμα 5.1, [F1]). Έστω ℓ ∈ N και (a1(n))n∈N, . . . , (aℓ(n))n∈N

ακολουθίες πραγματικών αριθμών. Υποθέτουμε ότι για κάθε nilmanifold X =

G/Γ , όπου η G είναι συνεκτική και απλά συνεκτική ομάδα Lie και για κάθε
b1, . . . , bℓ ∈ G, η ακολουθία(

b
a1(n)
1 Γ, . . . , b

aℓ(n)
ℓ Γ

)
n∈N
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είναι ομοιόμορφα κατανεμημένη στο nilmanifold

(bs
1Γ)s∈R × · · · × (bs

ℓΓ)s∈R.

Τότε για κάθε nilmanifold X = G/Γ, κάθε b1, . . . , bℓ ∈ G και x1, . . . , xℓ ∈ X η
ακολουθία (

b
[a1(n)]
1 x1, . . . , b

[aℓ(n)]
ℓ xℓ

)
n∈N

είναι ομοιόμορφα κατανεμημένη στο nilmanifold

(bn
1 x1)n∈N × · · · × (bn

ℓ xℓ)n∈N.

Στη συνεχεια δινουμε ενα αποτελεσμα που χρειαζομαστε για να αποδει‑
ξουμε το πρωτο μερος του Θεωρηματος 7.1.1.

Πρόταση 7.1.5. Έστω ℓ ∈ N και p1, . . . , pℓ ∈ R[t] ισχυρά ανεξάρτητα πραγ‑
ματικά πολυώνυμα και X = G/Γ ένα nilmanifold όπου G είναι συνεκτική και
απλά συνεκτική ομάδα Lie. Αν b1, . . . , bℓ είναι στοιχεία τηςG που δρουν εργο‑
δικά στην X, τότε η ακολουθία(

b
p1(n)
1 Γ, . . . , b

pℓ(n)
ℓ Γ

)
n∈N

είναι ομοιόμορφα κατανεμημένη στο Xℓ.

Απόδειξη. Πρωτα παρατηρουμε οτι η ακολουθια
(
b
p1(n)
1 , . . . , b

pℓ(n)
ℓ

)
n∈N

ει‑
ναι πολυωνυμικη ακολουθια στην Gℓ. Πραγματι, αν p(t) = adt

d + . . . +

a1t + a0, τοτε το bp(n) μπορει να γραφει ως (bad)n
d · · · (ba1)nba0 . Αφου

Xℓ = Gℓ/Γ ℓ με την Gℓ να ειναι συνεκτικη και απλα συνεκτικη ομαδα Lie,
μπορουμε να εφαρμοσουμε το Θεωρημα 5.1.9. Έτσι, για να αποδειξουμε οτι(
b
p1(n)
1 Γ, . . . , b

pℓ(n)
ℓ Γ

)
n∈N

ειναι ομοιομορφα κατανεμημενη στην Gℓ, αρκει

να δειξουμε οτι η
(
π(b

p1(n)
1 Γ), . . . , π(b

pℓ(n)
ℓ Γ)

)
n∈N

ειναι ομοιομορφα κατα‑
νεμημενη στην Zℓ, οπου Z = G/([G,G]Γ) και π : X → Z ειναι η φυσικη
προβολη.

Αφου η G ειναι συνεκτικη και απλα συνεκτικη, η Z ειναι ισομορφικη με
καποιον τορο πεπερασμενης διαστασης Ts και καθε nilrotation στην Z ειναι
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ισομορφικο με μια στροφη στον Ts. Επομενως, για καθε 1 6 i 6 ℓ εχουμε
π(biΓ) = (βi,1Z, . . . , βi,sZ), οπου βi,j ∈ R και (βi,1, . . . , βi,s) ειναι η προ‑
βολη του bi στον Ts (σημειωνουμε οτι ο s ειναι φραγμενος απο τη διασταση
του X).

Επειδη καθε bi δρα εργοδικα στον X, εχουμε οτι για καθε 1 6 i 6 ℓ το
συνολο των πραγματικων αριθμων {1, βi,1, . . . , βi,s} ειναι ανεξαρτητο στους
ρητους. Επισης, για καθε t ∈ R και 1 6 i 6 ℓ εχουμε οτι

π(bt
iΓ) = (tβ ′

i,1Z, . . . , tβ ′
i,sZ),

για καποιο β ′
i,j ∈ R με β ′

i,jZ = βi,jZ, και ετσι

π
(
b
pi(n)
i Γ

)
= (pi(n)β

′
i,1Z, . . . , pi(n)β

′
i,sZ).

Παρατηρουμε επισης οτι το συνολο {1, β ′
i,1, . . . , β

′
i,s} ειναι ενα ανεξαρτητο

συνολο στους ρητους για καθε 1 6 i 6 ℓ.
Ο στοχος μας τωρα ειναι να αποδειξουμε οτι η ακολουθια

((p1(n)β
′
1,1Z, . . . , p1(n)β

′
1,sZ, . . . , pℓ(n)β

′
ℓ,1Z, . . . , pℓ(n)β

′
ℓ,sZ))n∈N

ειναι ομοιομορφα κατανεμημενη στον Tℓs. Για να το πετυχουμε αυτο χρησι‑
μοποιουμε το κριτηριο του Weyl, Θεωρημα 5.1.7.

Έστωh = (h1,1, . . . , h1,s, . . . , hℓ,1, . . . , hℓ,s) ∈ Zℓs\{(0, . . . , 0)}. Λογωτης

ανεξαρτησιας στους ρητους, καποιο απο τα αθροισματα
s∑

j=1

hi,jβ
′
i,j, 1 6 i 6

ℓ, δεν ειναι ισο με 0, επομενως επειδη η οικογενεια πολυωνυμων {p1, . . . , pℓ}

ειναι ισχυρα ανεξαρτητη εχουμε οτι το πολυωνυμο
ℓ∑

i=1

( s∑
j=1

hi,jβ
′
i,j

)
pi(n)

εχει τουλαχιστον ενα μη σταθερο αρρητο ορο. Έτσι

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

e (h · (p1(n)β
′
1,1, . . . , p1(n)β

′
1,s, . . . , pℓ(n)β

′
ℓ,1, . . . , pℓ(n)β

′
ℓ,s)) =

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

e
( ℓ∑

i=1

( s∑
j=1

hi,jβ
′
i,j

)
pi(n)

)
= 0.

Συνεπως απο το κριτηριο ομοιομορφης κατανομης του Weyl επεται το ζη‑
τουμενο.



116 · ΑΠΟΔΕΙΞΕΙς ΤΩΝ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΩΝ

Το τελευταιο συστατικο για να αποδειξουμε το πρωτο μερος του Θεωρη‑
ματος 7.1.1 ειναι το ακολουθο λημμα:

Λήμμα 7.1.6 (Λήμμα 5.2, [F1]). ΈστωX = G/Γ ένα nilmanifold όπουG είναι
συνεκτική και απλά συνεκτική. Τότε για κάθε b1, . . . , bℓ ∈ G υπάρχει s0 ∈ R
τέτοιο ώστε το στοιχείο bs0

i να δρα εργοδικά στο nilmanifold (bs
iΓ)s∈R για κάθε

1 6 i 6 ℓ.

Ειμαστε πλεον ετοιμοι να αποδειξουμε το Θεωρημα 7.1.1.

Απόδειξη του Θεωρήματος 7.1.1. Χρησιμοποιωντας το Λημμα 7.1.4 βλεπουμε
οτι το (ii) του Θεωρηματος 7.1.1 επεται απο το (i). Για να δειξουμε το (i) θε‑
ωρουμε b1, . . . , bℓ ∈ G. Απο το Λημμα 7.1.6 υπαρχει ενα μη μηδενικο s0 ∈
R τετοιο ωστε για καθε 1 6 i 6 ℓ το στοιχειο b

s0
i να δρα εργοδικα στο

nilmanifold (bs
iΓ)s∈R. Λογω της Προτασης 7.1.5 για το στοιχειο b

s0
i και τα

πολυωνυμα pi(s)/s0, τα οποια παραμενουν ισχυρα ανεξαρτητα, διαπιστω‑
νουμε οτι η ακολουθια

(
b
p1(n)
1 Γ, . . . , b

pℓ(n)
ℓ Γ

)
n∈N

ειναι ομοιομορφα κατανε‑
μημενη στην (bs

1Γ)s∈R × · · · × (bs
ℓΓ)s∈R και επεται το ζητουμενο.

7.2 Αποτελέσματα σύγκλισης και επαναφοράς

Στην ενοτητααυτηδινουμε τηναποδειξη, τουΘεωρηματος6.1.3, το οποιο
ειναι το βασικο αποτελεσμα, του τριτου μερους της διατριβης και αφορα τη
συγκλιση των εργοδικων μεσων απο ακεραια μερη ισχυρων ανεξαρτητων
πολυωνυμωνστογινομενοτωνολοκληρωματων. Χρησιμοποιωνταςαυτοδει‑
χνουμε και το αποτελεσμα επαναφορας που ειναι το περιεχομενο του Θεω‑
ρηματος 6.1.5.

Πρωτα δινουμε την αποδειξη του Θεωρηματος 6.1.3. Για το σκοπο αυτο
χρησιμοποιουμε απο το [F2] το γεγονος οτι ο nilfactorZ ενος συστηματος ει‑
ναι χαρακτηριστικος παραγων για την οικογενεια {p1, . . . , pℓ}, που αποτελει‑
ται απο ισχυρα ανεξαρτητα πραγματικα πολυωνυμα. Στην πραγματικοτητα
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στο [F2] το εδειξαν για τις καλες (nice) οικογενειες πολυωνυμων, μια εννοια
πιο γενικη απο την ισχυρη ανεξαρτησια που χρησιμοποιουμε εδω.

Ορισμός 7.2.1. Έστω ℓ ∈ N και PN = {p1,N, . . . , pℓ,N} μια οικογενεια πο‑
λυωνυμων με πραγματικους συντελεστες, για N ∈ N. Θα λεμε οτι η συλ‑
λογη (PN)N∈N ειναι καλή (nice), αν για καθε N ∈ N τα πολυωνυμα pi,N και
pi,N − pj,N, i 6= j, ειναι μη σταθερα και οι συντελεστες των μεγιστοβαθμιων
ορων τους ειναι ανεξαρτητοι απο τοN.

Ορισμός 7.2.2. Μια ακολουθια ακολουθια (Φn)n∈N πεπερασμενων υποσυ‑
νολων του Z θα λεγεται Følner στο Z αν για καθεm ∈ Z εχουμε

lim
n→∞

|(Φn +m) ∩Φn|

|Φn|
= 1.

Το ακολουθο λημμα μας λεει οτι για μια συλλογη απο οικογενειες πολυω‑
νυμων που ειναι καλες, ο nilfactor ειναι χαρακτηριστικος παραγων. Μια δια‑
φορετικη αποδειξη αυτου του γεγονοτος υπαρχει επισης και στο [L1].

Για την αποδειξη θα χρειαστουμε μια παραλλαγη του λημματος van der
Corput που βρισκεται [F1].

Λήμμα 7.2.3 (van der Corput). Έστω (vN,n)N,n∈N μια φραγμένη ακολουθία
στοιχείων σε ένα χώρο Hilbert και (Φn)n∈N μια ακολουθία Følner στο Z. Για
κάθε h ∈ N θέτουμε

bh = lim sup
N→∞

∣∣∣∣∣ 1

|ΦN|

∑
n∈ΦN

< vN,n+h, vN,n >

∣∣∣∣∣ .
Τότε

lim sup
N→∞

∥∥∥∥∥ 1

|ΦN|

∑
n∈ΦN

vN,n

∥∥∥∥∥
2

6 4 lim sup
H→∞

1

H

H∑
h=1

bh.
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Λήμμα 7.2.4 (Λημμα 4.7, [F2]). Έστω ({p1,N, . . . , pℓ,N})N∈N μια συλλογή από
πολυωνυμικές οικογένειες που είναι καλές, (X,B, µ, T) ένα σύστημα και υπο‑
θέτουμε ότι κάποια από τις συναρτήσεις f1, . . . , fℓ ∈ L∞(µ) είναι ορθογώ‑
νια στον nilfactor Z. Τότε για κάθε ακολουθία Følner (ΦN)N∈N στο Z και κάθε
φραγμένη ακολουθία (cN,n)N,n∈N πραγματικών αριθμών έχουμε

lim
N→∞

1

|ΦN|

∑
n∈ΦN

cN,nT
[p1,N(n)]f1 · . . . · T [pℓ,N(n)]fℓ = 0, (7.1)

όπου η σύγκλιση συμβαίνει στον L2(µ).

Παρατήρηση 7.2.5. Για ℓ ∈ N, θεωρούμε μια οικογένεια {p1, . . . , pℓ} από
ισχυρά ανεξάρτητα πραγματικά πολυώνυμα. Επειδή η οικογένεια αυτή είναι
καλή και άρα μπορούμε να εφαρμόσουμε το Λήμμα 7.2.4. Έτσι ισχύει η (7.1),
οπότε συμπεραίνουμε ότι ο nilfactor Z είναι ο χαρακτηριστικός παράγων για
την οικογένεια αυτή.

Για χαρη πληροτητας και αφου το Λημμα ειναι καιριας σημασιας για τη
δουλεια μας, θα παρουσιασουμε τις περισσοτερες λεπτομερειες της αποδει‑
ξης για την ειδικη περιπτωση οπου pi,N = pi, cN,n = 1, καιΦN = {1, . . . ,N}

για N ∈ N, που ειναι μια ακολουθια Følner στο N. Στην περιπτωση που
οι ακολουθιες πολυωνυμων ειναι σταθερες παρατηρουμε οτι η εννοια των
καλων πολυωνυμων ταυτιζεται με την εννοια των “ουσιωδως διακεκριμε‑
νων”πολυωνυμων που οριζονται στο [B].

Απόδειξη της ειδικής περίπτωση του Λήμματος 7.2.4. Για τηναποδειξηακολου‑
θουμε τα επιχειρηματα απο το Λημμα 4.7 στο [F2]. Χωρις βλαβη της γενικο‑
τητας μπορουμε να υποθεσουμε οτι η f1 ειναι ορθογωνια στον Z, ‖fi‖∞ 6 1

για καθε 1 6 i 6 ℓ και οτι το p1 ειναι πολυωνυμο μεγιστου βαθμου στο
P = {p1, . . . , pℓ}. Κατω απο αυτες τις υποθεσεις αρκει να δειξουμε οτι

lim
N→∞ sup

∥f0∥∞,∥f2∥∞,...,∥fℓ∥∞61

1

N

N∑
n=1

∣∣∣∣∣
∫
f0 ·

ℓ∏
i=1

T [pi(n)]fi dµ

∣∣∣∣∣ = 0. (7.2)
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Για καθε οικογενεια απο πεπερασμενο το πληθος απο πολυωνυμα, αντιστοι‑
χιζουμε ενα διανυσμα (d,wd, . . . , w1), οπου d ειναι ο μεγαλυτερος βαθμος
των πολυωνυμων και wi ειναι ο αριθμος των διαφορετικων συντελεστων
των μεγιστοβαθμιων ορων των πολυωνυμων βαθμου i στην οικογενεια. Θα
αποκαλουμε το διανυσμα αυτο τύπο για την οικογενεια. Εφοδιαζουμε το συ‑
νολο των τυπων με τη λεξικογραφικη διαταξη, δηλαδη (d,wd, . . . , w1) >

(d ′, w ′
d, . . . , w

′
1) αν και μονο αν την πρωτη φορα που διαφερουν τα δυο δια‑

νυσματα η συντεταγμενη του πρωτου διανυσματος ειναι μεγαλυτερη απο
την αντιστοιχη συντεταγμενη του δευτερου διανυσματος. Θα αποδειξουμε
την (7.2) χρησιμοποιωντας επαγωγη στον τυπο της οικογενειας των πολυω‑
νυμων {p1, . . . , pℓ}.

Η περιπτωση για d = deg p1 = 1 μπορει να αντιμετωπιστει οπως στο
[F2], Προταση5.3 η χρησιμοποιωντας ταΛημματα 4.11 και 4.13 απο το [F4]).

Έστω d = deg p1 > 2 και υποθετουμε οτι το ζητουμενο ισχυει για καλες
οικογενειες πολυωνυμων τυπου μικροτερου απο (d,wd, . . . , w1). Χρησιμο‑
ποιωντας την ανισοτητα Cauchy‑Schwarz, συναγουμε την (7.2) αν δειξουμε
οτι

lim
N→∞ sup

∥f0∥∞,∥f2∥∞,...,∥fℓ∥∞61

1

N

N∑
n=1

∣∣∣∣∫ f0 · T [p1(n)]f1 · . . . · T [pℓ(n)]fℓ dµ

∣∣∣∣2 = 0.

Έτσι, αν T̃ = T × T, f̃ = f⊗ f̄ και µ̃ = µ×µ, χρησιμοποιωντας την ανισοτητα
Cauchy‑Schwarz αρκει να δειξουμε οτι

lim
N→∞ sup

‖f̃2‖∞,...,‖f̃ℓ‖∞61

∥∥∥∥∥ 1N
N∑

n=1

T̃ [p1(n)]f̃1 · . . . · T̃ [pℓ(n)]f̃ℓ

∥∥∥∥∥
L2(µ̃)

= 0. (7.3)

Χρησιμοποιωντας μια παραλλαγη του κλασικου λημματος του van der Cor‑
put (βλεπε [Λημμα 4.6, [F2]]), θετοντας b(n1, . . . , nℓ) = T̃n1 f̃1 · . . . · T̃nℓ f̃ℓ,
παιρνουμε την (7.3) αν δειξουμε οτι για αρκετα μεγαλοh το supremumπανω
στα

∥∥f̃2∥∥∞ , . . . ,
∥∥f̃ℓ∥∥∞ 6 1 του∣∣∣∣∣ 1N

N∑
n=1

∫
b([p1(n+ h)], . . . , [pℓ(n+ h)])b([p1(n)], . . . , [pℓ(n)]) dµ̃

∣∣∣∣∣
συγκλινει στο 0 καθως τοN → ∞.
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Απαλειφουμε τον μετασχηματισμο T̃ [p(n)], οπου p = pi0 για καποιο 1 6
i0 6 ℓ. Το p επιλεγεται με τετοιο τροπο ωστε για καθε αρκετα μεγαλο h η
πολυωνυμικη υποοικογενεια P(p, h), η οποια προκυπτει απο την {p1(n +

h) − p(n), . . . , pℓ(n + h) − p(n), p1(n) − p(n), . . . , pℓ(n) − p(n)} αφαι‑
ρωντας τον μικροτερο αριθμο πολυωνυμων ετσι ωστε στο τελος να αποτε‑
λειται απο μη σταθερα, ουσιωδως διακεκριμενα πολυωνυμα, να εχει τυπο
μικροτερο απο την {p1(n), . . . , pℓ(n)} (βλεπε [Λημμα 4.5, [F2]]). Γραφουμε
[pi(n+ h)] − [p(n)] = [pi(n+ h) − p(n)] + e1,i(h,n) και [pi(n)] − [p(n)] =

[pi(n) − p(n)] + e2,i(h,n), για καθε 1 6 i 6 ℓ, οπου ej,i(h,n) ειναι σφαλ‑
ματα με τιμες στο {0, 1}. Για καθε σταθερο h διαμεριζουμε τους ακεραιους σε
πεπερασμενο το πληθος απο συνολα, που εξαρτωνται μονο απο το ℓ, οπου
ολα τα σφαλματα ειναι σταθερα. Επομενως αρκει να δειξουμε οτι

lim
N→∞ sup

‖f̃2‖∞,...,‖f̃ℓ‖∞61

1

N

N∑
n=1

∣∣∣∣ ∫ b([p1(n+ h) − p(n)], . . . , [pℓ(n+ h) − p(n)])·

b([p1(n) − p(n)], . . . , [pℓ(n) − p(n)]) dµ̃

∣∣∣∣ = 0.

(7.4)
Αν τυγχανει καποιο πολυωνυμο pi να εχει βαθμο 1, αρα i 6= 1, γραφουμε
pi(n + h) = pi(n) + c(h), οπου c(h) = pi(h) − pi(0) ∈ R. Επομενως, σε
αυτη την περιπτωση θα εχουμε

T̃ [pi(n+h)−p(n)]f̃i · T̃ [pi(n)−p(n)]f̃i = T̃ [pi(n)−p(n)](T̃c(h)+e(h,n)f̃i · f̃i),

για καποιο e(h,n) ∈ {0, 1}. Αφου τα σφαλματα παιρνουν πεπερασμενες το
πληθος τιμες, για ναδειξουμε την (7.4) μπορουμε ναυποθεσουμεοτιe(h,n) =
0. Επομενως, αρκει να δειξουμε οτι για μεγαλο,h θα εχουμε οτι το supremum
πανω στα

∥∥f̃0∥∥∞ ,
∥∥f̃2∥∥∞ , . . . ,

∥∥f̃r∥∥∞ 6 1 του

1

N

N∑
n=1

∣∣∣∣ ∫ f̃0 · T̃ [p1(n+h)−p(n)]f̃1 ·
r∏

i=2

T̃ [p̃h,i(n)]f̃i dµ̃

∣∣∣∣ (7.5)

συγκλινει στο 0 καθως N → ∞, για καποιο r ∈ N, οπου ολα τα πολυω‑
νυμα p̃h,i ανηκουν στην οικογενεια P(p, h). Για αρκετα μεγαλο h, αυτη η οι‑
κογενεια αποτελειται απο ουσιωδως διακεκριμενα πολυωνυμα με τυπο μι‑
κροτερο απο αυτον τουP. Καθως ομως p1(n+h)−p(n) ειναι το πολυωνυμο
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μεγιστου βαθμου στην P(p, h) και αφου η f1 ειναι ορθογωνια στον Z(T), θα
εχουμε και οτι η f̃1 θα ειναι ορθογωνια στον Z(T̃) και το αποτελεσμα επεται
απο την επαγωγικη υποθεση.

Πλεον εχουμε ολα τα συστατικα για να αποδειξουμε το Θεωρημα 6.1.3.

Απόδειξη του Θεωρήματος 6.1.3. Ξεκιναμε τηναποδειξη χρησιμοποιωντας το
Λημμα7.2.4, οπουσυμπεραινουμεοτι οnilfactorZ ειναι χαρακτηριστικοςπα‑
ραγων για τους αντιστοιχους πολλαπλους εργοδικους μεσους. Απο το Θεω‑
ρημα 5.2.3 μπορουμε να υποθεσουμε χωρις βλαβη της γενικοτητας οτι το συ‑
στημα μας ειναι ενα αντιστροφο οριο απο nilsystems. Χρησιμοποιωντας ενα
συνηθισμενο προσεγγιστικο επιχειρημα, μπορουμε επιπλεον να υποθεσουμε
οτι το συστημα μας ειναι ενα nilsystem.

Έστω λοιπον (X = G/Γ,G/Γ,mX, Tb) ενα nilsystem, οπου το b ∈ G ειναι
εργοδικο και F1, . . . , Fℓ ∈ L∞(mX). Ο στοχος μας τωρα ειναι να δειξουμε οτι
ανηοικογενεια {p1, . . . , pℓ}αποτελειται απο ισχυραανεξαρτηταπραγματικα
πολυωνυμα τοτε

lim
N→∞

N∑
n=1

F1(b
[p1(n)]x) · . . . · Fℓ(b[pℓ(n)]x) =

∫
F1 dmX · . . . ·

∫
Fℓ dmX (7.6)

με τη συγκλιση να συμβαινει στον L2(mX). Λογω πυκνοτητας, μπορουμε να
υποθεσουμε οτι οι συναρτησεις F1, . . . , Fℓ ειναι συνεχεις. Τοτε μπορουμε να
εφαρμοσουμε το Θεωρημα 7.1.1 για το nilmanifold Xℓ, το nilrotation b̃ =

(b, . . . , b) ∈ Gℓ, το σημειο x̃ = (x, . . . , x) ∈ Xℓ, και τη συνεχη συναρτηση
F̃(x1, . . . , xℓ) = F1(x1) · . . . · Fℓ(xℓ), για να παρουμε

lim
N→∞

N∑
n=1

F̃(b[p1(n)]x, . . . , b[pℓ(n)]x) =

∫
F̃ dmXℓ.

αυτο δινει το επιθυμητο οριο στην (7.6), ολοκληρωνοντας την αποδειξη.

Απόδειξη του Θεωρήματος 6.1.5. Έστω µ =

∫
µt dµ η εργοδικη αναλυση του

µ. Εφαρμοζουμε το Θεωρημα 6.1.3 για τα εργοδικα συστηματα (X,B, µt, T),
fi = 1A, για i = 1, . . . , ℓ και πολλαπλασιαζοντας με την 1A εχουμε οτι
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lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

µ
(
A ∩ T−[p1(n)]A ∩ . . . ∩ T−[pℓ(n)]A

)
>

∫
µt(a)

ℓ+1 dλ(t).

Χρησιμοποιωντας την ανισοτητα Hölder παιρνουμε οτι
∫
µt(a)

ℓ+1 dλ(t) >
(∫

µt(a) dµ
)ℓ+1

= (µ(A))
ℓ+1

που αποδεικνυει το ζητουμενο.

7.3 Σύγκλιση πάνω σε πρώτους

Πρωτα παρουσιαζουμε τους ορισμους και τις κεντρικες ιδεες για να απο‑
δειξουμε τα Θεωρηματα 6.2.3 και 6.2.5.

Ξεκιναμε με τον ορισμο της συναρτησης von Mangoldt,Λ : N → R, οπου

Λ(n) =

{
log(p) αν n = pk για καποιον p ∈ P και καποιον k ∈ N
0 αλλιως

.

Όπως στο [FHK1] και στο [K1] ειναι πιο φυσικο για εμας να δουλεψουμε
αντι αυτου με τη συναρτηση Λ ′ : N → R, οπου Λ ′(n) = 1P(n) · Λ(n) =

1P(n) · log(n).
Η συναρτηση Λ ′, συμφωνα με το ακολουθο λημμα, θα μας επιτρεψει να

συσχετισουμεμεσουςπανωσεπρωτουςμεσταθμισμενουςμεσουςστουςακε‑
ραιους.

Λήμμα 7.3.1 ([FHK]). Αν a : N → C είναι φραγμένη ακολουθία, τότε

lim
N→∞

∣∣∣∣∣∣ 1

π(N)

∑
p∈P∩[1,N]

a(p) −
1

N

N∑
n=1

Λ ′(n) · a(n)

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Γιαw > 2, θετουμε
W =

∏
p∈P∩[1,w−1]

p
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να ειναι το γινομενο των πρωτων που ειναι φραγμενοι απο τοw. Για r ∈ N,
θετουμε

Λ ′
w,r(n) =

ϕ(W)

W
·Λ ′(Wn+ r),

να ειναι η τροποποιημένη συνάρτηση von Mangoldt, οπου ϕ ειναι η συναρ‑
τηση του Euler.

Ορισμός 7.3.2. Έστω ℓ ∈ N,. Θα αποκαλουμε τη διαταξη (X,B, µ, T1, . . . , Tℓ)

σύστημα, οπου T1, . . . , Tℓ : X → X ειναι αντιστρεψιμοι μετασχηματισμοι που
διατηρουν το μετρο και αντιμετατιθενται, δηλαδη ικανοποιουν TiTj = TjTi

για καθε i, j ∈ {1, . . . , ℓ}, στον χωρο πιθανοτητας (X,B, µ).

Η παρακατω προταση, η αποδειξη της οποιας βασιζεται σε ενα σημαν‑
τικο αποτελεσμα των Green και Tao [GT] πανω στην αντιστροφη εικασια για
τις νορμες του Gowers, θα μας παρασχει με ενα καιριας σημασιας ενδιαμεσο
βημα για να αποδειξουμε τα Θεωρηματα 6.2.3 και 6.2.5, οπως επισης και τα
Θεωρηματα 6.3.1 και 6.3.2. Στην πραγματικοτητα θα χρησιμοποιησουμε μια
αρκετα ασθενεστερη εκδοχη της για ολα αυτα τα αποτελεσματα.

Πρόταση 7.3.3 (Πρόταση 3.2, [K1]). Έστω ℓ,m ∈ N, (X,B, µ, T1, . . . , Tm)

ένα σύστημα, pi,j ∈ R[t] πραγματικά πολυώνυμα, 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 ℓ και
f1, . . . , fℓ ∈ L∞(µ). Τότε

max
16r6W, (r,W)=1

∥∥∥∥∥ 1N
N∑

n=1

(Λ ′
w,r(n) − 1) ·

ℓ∏
i=1

(

m∏
j=1

T
[pj,i(Wn+r)]

j )fi

∥∥∥∥∥
L2(µ)

συγκλίνει στο 0 καθώςN → ∞ και άραw → ∞.

Απόδειξη Θεωρήματος 6.2.3. Καταρχαςπαρατηρουμεοτι χρησιμοποιωντας το
Λημμα 7.3.1 αρκει να δειξουμε οτι η ακολουθια

A(N) :=
1

N

N∑
n=1

Λ ′(n) · T [q(n)]f1 · T2[q(n)]f2 · . . . · T ℓ[q(n)]fℓ
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συγκλινει στον L2(µ) στο ιδιο οριο με την ακολουθια

1

N

N∑
n=1

Tnf1 · T2nf2 · . . . · T ℓnfℓ

καθως N → ∞. Για ενα w ∈ N, το οποιο μας δινει ενα αντιστοιχο W και
r ∈ N, οριζουμε

Bw,r(N) :=
1

N

N∑
n=1

T [q(Wn+r)]f1 · T2[q(Wn+r)]f2 · . . . · T ℓ[q(Wn+r)]fℓ.

Για καθε ε > 0, χρησιμοποιωντας την Προταση 7.3.3 για m = ℓ, Ti = T ,
1 6 i 6 ℓ και

pi,j =

{
0 αν i 6 ℓ− j,

q αλλιως,
για αρκουντως μεγαλοN και καποιοw0 εχουμε∥∥∥∥∥∥A(W0N) −

1

ϕ(W0)

∑
16r6W0, (r,W0)=1

Bw0,r(N)

∥∥∥∥∥∥
L2(µ)

< ε.

Παραλληλα, παρατηρουμε οτι για καθε W, r ∈ N εχουμε οτι q(Wt + r) /∈
cQ[t] + d για c, d ∈ R, γιατι διαφορετικα το q θα ειχε την ιδια ιδιοτητα, που
ερχεται σε αντιφαση με την υποθεση μας.

Απο το Θεωρημα 6.2.1, εχουμε οτι για καθε r ∈ {1, . . .W0} η ακολουθια
(Bw0,r(N))N∈N συγκλινει στο ιδιο οριο με την

1

N

N∑
n=1

Tnf1 · T2nf2 · . . . · T ℓnfℓ,

και αφου
lim

N→∞ ‖A(W0N+ r) −A(W0N)‖L2(µ) = 0

για καθε r ∈ {1, . . .W0} παιρνουμε το ζητουμενο.

Απόδειξη Θεωρήματος 6.2.5. Ηαποδειξη ειναι αναλογημεαυτητουπροηγου‑
μενου Θεωρηματος. Σε αυτη την περιπτωση οριζουμε

A(N) :=
1

N

N∑
n=1

Λ ′(n) · T [p1(n)]f1 · . . . · T [pℓ(n)]fℓ
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και γιαw, r ∈ N,

Bw,r(N) :=
1

N

N∑
n=1

T [p1(Wn+r)]f1 · . . . · T [pℓ(Wn+r)]fℓ.

Χρησιμοποιουμε την Προταση 7.3.3 γιαm = ℓ, Ti = T, 1 6 i 6 ℓ, pi,j = δi,jpi

οπου δi,j ειναι το δελτα του Kronecker και παρατηρουμε, οτι η οικογενεια
{p̃1, . . . , p̃ℓ}, οπου p̃i(t) = pi(Wt + r), ειναι ισχυρα ανεξαρτητη για καθε
W, r ∈ N. Πραγματι, αν για καποιους (λ1, . . . , λℓ) ∈ Rℓ \ {⃗0}, d ∈ R, q ∈ Q[t]

και W, r ∈ N ειχαμε οτι
ℓ∑

i=1

λipi(Wt + r) = q(t) + d, τοτε
ℓ∑

i=1

λipi(t) =

q̃(t) + d, οπου q̃(t) = q((t − r)/W) ∈ Q[t], το οποιο ερχεται σε αντιφαση
με την υποθεση της ισχυρης ανεξαρτησιας τωνπολυωνυμων. Το αποτελεσμα
τωρα επεται με παρομοιο τροπο με την αποδειξη του προηγουμενου Θεωρη‑
ματος αφου απο το Θεωρημα 6.1.3, εχουμε οτι η ακολουθια (Bw0,r(N))N∈N

συγκλινει στον L2(µ), στο ∫
f1 dµ · . . . ·

∫
fℓ dµ

για καθε r ∈ [1,W0].

7.3αʹ Επαναφορά πάνω σε μετατοπισμένους πρώτους

Στην ενοτητα αυτη αποδεικνυουμε τα Θεωρηματα 6.3.1, 6.3.2, 6.3.3 και
6.3.4. Για την αποδειξη του Θεωρηματος 6.3.1 χρησιμοποιουμε το ακολουθο
αποτελεσμα απο το [BHMP], (Θεωρημα 2.1).

Θεώρημα 7.3.4. Έστω ℓ ∈ N και (X,B, µ, T) ένα σύστημα. Τότε για κάθεA ∈
B με µ(A) > 0 υπάρχει μια σταθερά c ≡ cℓ,µ(A) > 0 τέτοια ώστε

lim inf
N→∞

1

N

N∑
n=1

µ
(
A ∩ T−nA ∩ T−2nA ∩ . . . ∩ T−ℓnA

)
> c. (7.7)

Στην πραγματικοτητα, το οριο στη (7.7) υπαρχει οπως εχει δειχθει στο
[HK].
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Απόδειξη του Θεωρήματος 6.3.1. Απο την Προταση 7.3.3 για m = ℓ, Ti = T,

1 6 i 6 ℓ, r = 1 και

pi,j(n) =

{
0 , αν i 6 ℓ− j

p(n− 1) , διαφορετικα

και συνδυαζοντας το Θεωρημα 7.3.4 με το Θεωρημα 6.2.1 συμπεραινουμε οτι
για αρκετα μεγαλοω ∈ N,

lim inf
N→∞

1

N

N∑
n=1

Λ ′
ω,1(n) · µ

(
A ∩

ℓ⋂
i=1

T−i[p(Wn)]A

)
> 0,

απο το οποιο παιρνουμε την απαιτουμενη μη κενη τομη με το P− 1.

Απόδειξη Θεωρήματος 6.3.2. Η αποδειξη ειναι αναλογη με αυτη του Θεωρη‑
ματος 6.3.1. Πιο συγκεκριμενα χρησιμοποιουμε το Θεωρημα 6.2.1 αντι του
Θεωρηματος 7.3.4 και την Προταση 7.3.3 γιαm = ℓ, Ti = T, 1 6 i 6 ℓ, r = 1

and pi,j(n) = δi,jpi(n− 1) για να παρουμε για αρκετα μεγαλοω ∈ N, οτι

lim inf
N→∞

1

N

N∑
n=1

Λ ′
ω,1(n) · µ

(
A ∩ T−[p1(Wn)]A ∩ . . . ∩ T−[pℓ(Wn)]A

)
> 0,

απο το οποιο εχουμε το ζητουμενο.

Απόδειξη Θεωρημάτων 6.3.3 και 6.3.4. ΤαδυοΘεωρηματαεπονταιαμεσαχρη‑
σιμοποιωντας ταΘεωρηματα 6.3.1 και 6.3.2 αντιστοιχα μαζι με τηνΑρχη του
Furstenberg.

Συμφωνα με το Λημμα 7.3.1, εχουμε οτι τα συμπερασματα τωνΘεωρημα‑
των 6.3.1, 6.3.2, οπως και των Θεωρηματων 6.3.3 και 6.3.4, ικανοποιουνται
για ενα συνολο ακεραιων n με θετικη σχετικη πυκνοτητα στους μετατοπι‑
σμενους πρωτους P − 1. Τα αναλογα αποτελεσματα επιτυγχανονται με ενα
παρομοιο επιχειρημα για το συνολο P+ 1 επισης.

Στην ειδικη περιπτωση οπου pi(0) = 1/2, για καθε i ∈ {1, . . . ℓ}, τα απο‑
τελεσματα των Θεωρηματων 6.3.1, 6.3.2, 6.3.3 και 6.3.4 επονται απο το
Θεωρημα 1.2 στο [K1].
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