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ΠΕΡΙΛΗΨΗ

Η παρούσα διπλωματική εργασία είναι μια αλγοριθμική εισαγωγή στη μέθοδο των ελαχί-
στων τετραγώνων και τις εφαρμογές της. Αρχικά παρουσιάζονται οι βασικές έννοιες πλαι-
σιωμένες από αποδείξεις χρήσιμων προτάσεων και εισάγεται ο απαραίτητος συμβολισμός
που θα χρειαστεί στη συνέχεια. Ακολουθεί ο ορισμός του γραμμικού προβλήματος ελαχί-
στων τετραγώνων(ΓΠΕΤ) και η απόδειξη ύπαρξης λύσης. Για την επίλυση του ΓΠΕΤ χρη-
σιμοποιείται η παραγοντοποίηση QR ενός πίνακα μέσω μετασχηματισμών Householder
και περιγράφεται αναλυτικά ο αλγόριθμος υλοποίησης της. Στη συνέχεια ορίζονται οι έν-
νοιες του υπερκαθορισμένου ΓΠΕΤ και του υποκαθορισμένου ΓΠΕΤ ενώ παρουσιάζονται
τρόποι επίλυσης τους. Τέλος, γίνεται εφαρμογή του ΓΠΕΤ στα πολυώνυμα παρεμβολής
και στην παρεμβολή με splines.

ΘΕΜΑΤΙΚΗ ΠΕΡΙΟΧΗ: Εφαρμοσμένα Μαθηματικά
ΛΕΞΕΙΣ ΚΛΕΙΔΙΑ: νόρμα, πίνακας, γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων,
μετασχηματισμοί Householder, παραγοντοποίηση QR





ABSTRACT

This thesis is an algorithmic introduction to the least-squares method and its applications.
Firstly, the basic concepts are presented along with proofs of useful propositions and the
necessary notation that will be needed later is introduced. Following is the definition of
the linear least-squares problem(LLSP) and the proof of the existence of a solution. QR
factorization of a matrix via Householder transformations is used to solve the LLSP and its
implementation algorithm is described in detail. Next, the concepts of the overdetermined
LLSP and the underdetermined LLSP are definedwhile ways of solving them are presented.
Finally, the LLSP is applied to polynomial and spline interpolation.

SUBJECT AREA: Applied Mathematics
KEYWORDS: norm, matrix, linear least-squares problem, Householder transformations,
QR factorization
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ΠΡΟΛΟΓΟΣ

Πολλά προβλήματα της επιστήμης και της τεχνολογίας περιγράφονται από γραμμικά μα-
θηματικά πρότυπα(μοντέλα) στα οποία το πλήθος των εξισώσεων είναι διαφορετικό από
το πλήθος των αγνώστων(ζητούμενων παραμέτρων). Τέτοια προβλήματα εμφανίζονται
σε στατιστικές και γεωμετρικές εφαρμογές καθώς και σε τεχνολογικές εφαρμογές όπως η
επεξεργασία σήματος και εικόνας. Για την επίλυση των προβλημάτων αυτών επιδιώκεται
η ελαχιστοποίηση κάποιας ποσότητας η οποία υπολογίζεται με νόρμα που παράγεται από
εσωτερικό γινόμενο και είναι γνωστά ως προβλήματα ελαχίστων τετραγώνων. Στην πα-
ρούσα διπλωματική εργασία παρουσιάζεται το γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώ-
νων, αλγόριθμοι επιλυσής του και εφαρμογές πλαισιωμένα από το απαραίτητο θεωρητικό
υπόβαθρο.
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1 ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ

1.1 Διανυσματικός Χώρος

Ένα σύνολο V λέγεται διανυσματικός χώρος αν ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Για κάθε a, b όπου a ∈ V, b ∈ V ορίζεται το άθροισμα τους που είναι στοιχείο του V
και συμβολίζεται ως a+ b.

2. Για κάθε λ, a όπου λ ∈ R, a ∈ V ορίζεται το γινομενό τους που είναι στοιχείο του V
και συμβολίζεται ως λ · a ή λa.

3. Για το άθροισμα και το γινόμενο ισχύουν τα ακόλουθα:

i. a+b=b+a για κάθε a, b όπου a ∈ V, b ∈ V .
ii. a+(b+c)=(a+b)+c για κάθε a, b, c όπου a ∈ V, b ∈ V, c ∈ V .
iii. Υπάρχει στοιχείο του V που συμβολίζεται ως 0V τέτοιο ώστε a+0V = a για κάθε

a όπου a ∈ V .
iv. Για κάθε a όπου a ∈ V υπάρχει στοιχείο του V που συμβολίζεται ως −a τέτοιο

ώστε a+ (−a) = 0V .
v. 1a = a.
vi. λ(µa) = (λµ)a για κάθε λ, µ όπου λ ∈ R, µ ∈ R.
vii. (λ+ µ)a = λa+ µa για κάθε λ, µ όπου λ ∈ R, µ ∈ R.
viii. λ(a+ b) = λa+ λb για κάθε λ όπου λ ∈ R.

Πρόταση 1.1.1. Αν V είναι διανυσματικός χώρος τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Το 0V είναι το μοναδικό στοιχείο του V για το οποίο ισχύει ότι a + 0V = a για κάθε a
όπου a ∈ V .

2. Για κάθε a όπου a ∈ V το −a είναι το μοναδικό στοιχείο του V για το οποίο ισχύει ότι
a+ (−a) = 0V .

Απόδειξη.

1. Αν b ∈ V και a+ b = a για κάθε a όπου a ∈ V τότε b = b+ 0V = 0V + b = 0V .

2. Αν b ∈ V και a + b = 0V τότε b = b + 0V = b + (a + (−a)) = (b + a) + (−a) =
(a+ b) + (−a) = 0V + (−a) = −a.

Πρόταση 1.1.2. Αν V είναι διανυσματικός χώρος και a ∈ V τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. 0a = 0V .

2. (−λ)a = −λa για κάθε λ όπου λ ∈ R.

3. −(−a) = a.

Ν. Πουλίδης 15
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Απόδειξη.

1. 0a = 0a+0V = 0a+(a+(−a)) = (0a+a)+(−a) = (0a+1a)+(−a) = (0+1)a+(−a) =
1a+ (−a) = a+ (−a) = 0V .

2. λa + (−λa) = 0V και λa + (−λ)a = (λ + (−λ))a = 0a = 0V άρα από την Πρόταση
1.1.1(2) προκύπτει ότι (−λ)a = −λa.

3. −a + (−(−a)) = 0V και −a + a = a + (−a) = 0V άρα από την Πρόταση 1.1.1(2)
προκύπτει ότι −(−a) = a.

Πρόταση 1.1.3. Αν V είναι διανυσματικός χώρος και ai ∈ V για κάθε i όπου i ∈ {1, . . . , n}

τότε −
n∑

i=1

ai =
n∑

i=1

(−ai) για κάθε n όπου n ∈ N.

Απόδειξη. Αν n = 1 τότε −
n∑

i=1

ai = −
1∑

i=1

ai = −a1 =
1∑

i=1

(−ai) =
n∑

i=1

(−ai).

(a1 + a2) + (−(a1 + a2)) = 0V και (a1 + a2) + (−a1 + (−a2)) = ((a1 + a2) + (−a1)) + (−a2) =
((a2+a1)+(−a1))+(−a2) = (a2+(a1+(−a1)))+(−a2) = (a2+0V )+(−a2) = a2+(−a2) = 0V
άρα από την Πρόταση 1.1.1(2) προκύπτει ότι −(a1 + a2) = −a1 + (−a2).

Υποθέτουμε ότι αν n ∈ {1, . . . ,m} τότε −
n∑

i=1

ai =
n∑

i=1

(−ai).

Αν n = m+1 τότε−
m+1∑
i=1

ai = −(
m∑
i=1

ai+am+1) = −
m∑
i=1

ai+(−am+1) =
m∑
i=1

(−ai)+(−am+1) =

m+1∑
i=1

(−ai) άρα από την αρχή της μαθηματικής επαγωγής προκύπτει ότι−
n∑

i=1

ai =
n∑

i=1

(−ai)

για κάθε n όπου n ∈ N.

Τα στοιχεία ενός διανυσματικού χώρου λέγονται διανύσματα. Αν a, b είναι διανύσματα τότε
θέτουμε a− b = a+ (−b) και το διάνυσμα a− b λέγεται η διαφορά του a από το b.

Πρόταση 1.1.4. Αν V είναι διανυσματικός χώρος και a ∈ V, b ∈ V τότε η εξίσωση x+a = b
έχει ως μοναδική λύση το διάνυσμα x = b− a.

Απόδειξη. Το διάνυσμα b − a είναι λύση της εξίσωσης x + a = b διότι (b − a) + a =
(b+ (−a)) + a = b+ (−a+ a) = b+ 0V = b.
Αν c είναι διάνυσμα τέτοιο ώστε c+a = b τότε c = c+0V = c+(a+(−a)) = (c+a)+(−a) =
b+ (−a) = b− a.

Πρόταση 1.1.5. Αν V είναι διανυσματικός χώρος και a ∈ V, b ∈ V τέτοια ώστε a+ c = b+ c
τότε a = b.

Απόδειξη. a = a+0V = a+ (c+ (−c)) = (a+ c) + (−c) = (b+ c) + (−c) = b+ (c+ (−c)) =
b+ 0V = b.

Ν. Πουλίδης 16
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Έστω V διανυσματικός χώρος και λi ∈ R, ai ∈ V για κάθε i όπου i ∈ {1, . . . , n}. Το διάνυ-

σμα
n∑

i=1

(λiai) λέγεται γραμμικός συνδυασμός των διανυσμάτων a1, . . . , an. Αν
n∑

i=1

(λiai) =

0V συνεπάγεται λi = 0 για κάθε i όπου i ∈ {1, . . . , n} τότε τα διανύσματα a1, . . . , an λέ-
γονται γραμμικώς ανεξάρτητα, διαφορετικά λέγονται γραμμικώς εξαρτημένα. Υπόχωρος
του V λέγεται κάθε υποσυνολό του που είναι διανυσματικός χώρος. Από τον ορισμό του
διανυσματικού χώρου προκύπτει ότι ένα υποσύνολο U ενός διανυσματικού χώρου V είναι
διανυσματικός χώρος αν a ∈ U και b ∈ U συνεπάγεται λa + µb ∈ U για κάθε λ, µ όπου
λ ∈ R, µ ∈ R. Το σύνολο όλων των γραμμικών συνδυασμών των διανυσμάτων a1, . . . , an
είναι υπόχωρος του V και λέγεται διανυσματική θήκη του συνόλου {a1, . . . , an} ενώ συμ-
βολίζεται ως span({a1, . . . , an}) δηλαδή:

span({a1, . . . , an}) = {
n∑

i=1

(λiai) : λi ∈ R για κάθε i όπου i ∈ {1, . . . , n}}

Πρόταση 1.1.6. Αν a1, . . . , an είναι γραμμικώς ανεξάρτητα διανύσματα του χώρου V και
a ∈ span({a1, . . . , an}) τότε το a είναι μοναδικός γραμμικός συνδυασμός των a1, . . . , an.

Απόδειξη. Αν λi ∈ R, µi ∈ R για κάθε i όπου i ∈ {1, . . . , n} και a =
n∑

i=1

(λiai) =
n∑

i=1

(µiai)

τότε
n∑

i=1

((λi − µi)ai) = 0V άρα λi − µi = 0 για κάθε i όπου i ∈ {1, . . . , n} δηλαδή λi = µi

για κάθε i όπου i ∈ {1, . . . , n} επομένως το a είναι μοναδικός γραμμικός συνδυασμός των
a1, . . . , an.

Ένας διανυσματικός χώρος V λέγεται πεπερασμένης διάστασης αν υπάρχει φυσικός αριθ-
μός n που λέγεται διάσταση του V και συμβολίζεται ως dim(V ) τέτοιος ώστε ο V περιέχει
n γραμμικώς ανεξάρτητα διανύσματα και οποιαδήποτε n+1 διανύσματα του V είναι γραμ-
μικώς εξαρτημένα. Κάθε σύνολο n γραμμικώς ανεξάρτητων διανυσμάτων ενός διανυσμα-
τικού χώρου V διάστασης n λέγεται βάση του V .

1.2 Εσωτερικό Γινόμενο - Νόρμα

Ένας διανυσματικός χώρος V λέγεται χώρος εσωτερικού γινομένου αν μπορεί να οριστεί
συνάρτηση ⟨·, ·⟩ : V × V → R η οποία λέγεται εσωτερικό γινόμενο τέτοια ώστε να ισχύουν
τα ακόλουθα:

1. ⟨a, a⟩ > 0 για κάθε a όπου a ∈ V και αν ⟨a, a⟩ = 0 τότε a = 0V .

2. ⟨a, b⟩ = ⟨b, a⟩ για κάθε a, b όπου a ∈ V, b ∈ V .

3. ⟨λa+ µb, c⟩ = λ⟨a, c⟩+ µ⟨b, c⟩ για κάθε a, b, c, λ, µ όπου a ∈ V, b ∈ V, c ∈ V, λ ∈ R, µ ∈
R.

Πρόταση 1.2.1. Αν V είναι διανυσματικός χώρος τότε ⟨0V , a⟩ = ⟨a, 0V ⟩ = 0 για κάθε a
όπου a ∈ V .

Απόδειξη. ⟨0V , a⟩ = ⟨0V + 0V , a⟩ = ⟨0V , a⟩+ ⟨0V , a⟩ ⇔ ⟨0V , a⟩ = ⟨a, 0V ⟩ = 0.

Ν. Πουλίδης 17
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Πρόταση 1.2.2. Αν V είναι διανυσματικός χώρος και b ∈ V, ai ∈ V, λi ∈ R για κάθε i όπου

i ∈ {1, . . . , n} τότε ⟨
n∑

i=1

(λiai), b⟩ = ⟨b,
n∑

i=1

(λiai)⟩ =
n∑

i=1

(λi⟨ai, b⟩) για κάθε n όπου n ∈ N.

Απόδειξη. Αν n = 1 τότε ⟨
n∑

i=1

(λiai), b⟩ = ⟨
1∑

i=1

(λiai), b⟩ = ⟨λ1a1, b⟩ = λ1⟨a1, b⟩ =

1∑
i=1

(λi⟨ai, b⟩) =
n∑

i=1

(λi⟨ai, b⟩).

Υποθέτουμε ότι αν n ∈ {1, . . . ,m} τότε ⟨
n∑

i=1

(λiai), b⟩ =
n∑

i=1

(λi⟨ai, b⟩).

Αν n = m+1 τότε ⟨
m+1∑
i=1

(λiai), b⟩ = ⟨
m∑
i=1

(λiai)+λm+1am+1, b⟩ = ⟨
m∑
i=1

(λiai), b⟩+⟨λm+1am+1, b⟩ =

m∑
i=1

(λi⟨ai, b⟩) + ⟨λm+1am+1, b⟩ =
m+1∑
i=1

(λi⟨ai, b⟩) άρα από την αρχή της μαθηματικής επαγω-

γής προκύπτει ότι ⟨
n∑

i=1

(λiai), b⟩ = ⟨b,
n∑

i=1

(λiai)⟩ =
n∑

i=1

(λi⟨ai, b⟩) για κάθε n όπου n ∈ N.

Αν για τα διανύσματα a, b ισχύει ότι ⟨a, b⟩ = 0 τότε τα a, b λέγονται ορθογώνια ή κάθετα και
συμβολίζουμε a⊥b ενώ αν υπάρχει λ όπου λ ∈ R τέτοιο ώστε a = λb ή b = λa τότε τα a, b
λέγονται συγγραμμικά.

Πρόταση 1.2.3 (ανισότητα Cauchy-Schwarz). Αν V είναι διανυσματικός χώρος και a ∈
V, b ∈ V τότε:

|⟨a, b⟩| 6 ⟨a, a⟩ 12 ⟨b, b⟩ 12 (1)

Η ισότητα στην έκφραση (1) ισχύει αν και μόνο αν τα a, b είναι συγγραμμικά.

Απόδειξη. Έστω λ ∈ R.
⟨λa+b, λa+b⟩ > 0⇔ λ⟨a, λa+b⟩+⟨b, λa+b⟩ > 0⇔ λ2⟨a, a⟩+λ⟨a, b⟩+λ⟨b, a⟩+⟨b, b⟩ > 0⇔

⟨a, a⟩λ2 + 2⟨a, b⟩λ+ ⟨b, b⟩ > 0 (2)

Αν a = 0V τότε |⟨a, b⟩| = |⟨0V , b⟩| = 0 = 0⟨b, b⟩ 12 = ⟨0V , 0V ⟩
1
2 ⟨b, b⟩ 12 = ⟨a, a⟩ 12 ⟨b, b⟩ 12 .

Αν a ̸= 0V τότε ⟨a, a⟩ > 0 και από την έκφραση (2) προκύπτει ότι το τριώνυμο p(λ) =
⟨a, a⟩λ2+2⟨a, b⟩λ+ ⟨b, b⟩ είναι μεγαλύτερο ή ίσο από το 0 άρα η διακρίνουσα του p(λ) είναι
μικρότερη ή ίση από το 0 δηλαδή 4⟨a, b⟩2 − 4⟨a, a⟩⟨b, b⟩ 6 0 ⇔ 4(|⟨a, b⟩|2 − ⟨a, a⟩⟨b, b⟩) 6
0 ⇔ (|⟨a, b⟩| − ⟨a, a⟩ 12 ⟨b, b⟩ 12 )(|⟨a, b⟩| + ⟨a, a⟩ 12 ⟨b, b⟩ 12 ) 6 0 ⇔ |⟨a, b⟩| − ⟨a, a⟩ 12 ⟨b, b⟩ 12 6 0 ⇔
|⟨a, b⟩| 6 ⟨a, a⟩ 12 ⟨b, b⟩ 12 .
Αν |⟨a, b⟩| = ⟨a, a⟩ 12 ⟨b, b⟩

1
2 και a ̸= 0V τότε η διακρίνουσα του p(λ) είναι ίση με 0 άρα το p(λ)

έχει μια διπλή πραγματική ρίζα λ0 δηλαδή p(λ0) = 0⇔ ⟨λ0a+ b, λ0a+ b⟩ = 0⇔ λ0a+ b =
0V ⇔ b = (−λ0)a.
Αν τα a, b είναι συγγραμμικά τότε υπάρχει µ όπου µ ∈ R τέτοιο ώστε a = µb ή b = µa
άρα |⟨a, b⟩| = |⟨µb, b⟩| = |µ⟨b, b⟩| = |µ||⟨b, b⟩| = (|µ|2) 1

2 |⟨b, b⟩| 12 |⟨b, b⟩| 12 = (µ2⟨b, b⟩) 1
2 ⟨b, b⟩ 12 =

⟨µb, µb⟩ 12 ⟨b, b⟩ 12 = ⟨a, a⟩ 12 ⟨b, b⟩ 12 ή |⟨a, b⟩| = |⟨a, µa⟩| = |µ⟨a, a⟩| = |µ||⟨a, a⟩| =
(|µ|2) 1

2 |⟨a, a⟩| 12 |⟨a, a⟩| 12 = ⟨a, a⟩ 12 (µ2⟨a, a⟩) 1
2 = ⟨a, a⟩ 12 ⟨µa, µa⟩ 12 = ⟨a, a⟩ 12 ⟨b, b⟩

1
2 αντίστοιχα.
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Μια συνάρτηση ∥·∥ : V → R λέγεται νόρμα παραγόμενη από εσωτερικό γινόμενο αν
∥a∥ = ⟨a, a⟩ 12 για κάθε διάνυσμα a του διανυσματικού χώρου V .

Πρόταση 1.2.4. Αν ∥·∥ είναι νόρμα παραγόμενη από εσωτερικό γινόμενο ⟨·, ·⟩ σε διανυ-
σματικό χώρο V τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. ∥a∥ = 0⇔ a = 0V για κάθε a όπου a ∈ V .

2. ∥λa∥ = |λ|∥a∥ για κάθε λ, a όπου λ ∈ R, a ∈ V .

3. ∥a+ b∥ 6 ∥a∥+ ∥b∥ για κάθε a, b όπου a ∈ V, b ∈ V .

Απόδειξη.

1. ∥a∥ = 0⇔ ∥a∥2 = 0⇔ ⟨a, a⟩ = 0⇔ a = 0V .

2. ∥λa∥ = ⟨λa, λa⟩ 12 = (λ2⟨a, a⟩) 1
2 = (|λ|2) 1

2 ⟨a, a⟩ 12 = |λ|∥a∥.

3. ∥a + b∥2 = ⟨a + b, a + b⟩ = ⟨a, a + b⟩ + ⟨b, a + b⟩ = ⟨a, a⟩ + ⟨a, b⟩ + ⟨b, a⟩ + ⟨b, b⟩ =
∥a∥2 + 2⟨a, b⟩ + ∥b∥2 6 ∥a∥2 + 2|⟨a, b⟩| + ∥b∥2 και από την Πρόταση 1.2.3 προκύπτει
ότι ∥a∥2 + 2|⟨a, b⟩| + ∥b∥2 6 ∥a∥2 + 2⟨a, a⟩ 12 ⟨b, b⟩ 12 + ∥b∥2 = ∥a∥2 + 2∥a∥∥b∥ + ∥b∥2 =
(∥a∥+ ∥b∥)2 άρα ∥a+ b∥ 6 ∥a∥+ ∥b∥.

Η Πρόταση 1.2.4 μπορεί να χρησιμοποιηθεί για τον ορισμό νόρμας σε διανυσματικό χώρο
V χωρίς την χρήση εσωτερικού γινομένου.

Πρόταση 1.2.5. Αν ∥·∥ είναι νόρμα σε διανυσματικό χώρο V τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. ∥a∥ > 0 για κάθε a όπου a ∈ V .

2. ∥a+ b∥ > |∥a∥ − ∥b∥| για κάθε a, b όπου a ∈ V, b ∈ V .

Απόδειξη.

1. 0 = ∥a− a∥ 6 ∥a∥+ ∥a∥ = 2∥a∥ άρα ∥a∥ > 0.

2. ∥a∥ = ∥a+ b− b∥ 6 ∥a+ b∥+ ∥b∥ άρα

∥a+ b∥ > ∥a∥ − ∥b∥ (1)

∥b∥ = ∥b+ a− a∥ 6 ∥a+ b∥+ ∥a∥ άρα

∥a+ b∥ > ∥b∥ − ∥a∥ (2)

Από τις εκφράσεις (1),(2) προκύπτει ότι ∥a+ b∥ > |∥a∥ − ∥b∥|.

Πρόταση 1.2.6. Αν ∥·∥ είναι νόρμα παραγόμενη από εσωτερικό γινόμενο ⟨·, ·⟩ σε διανυ-
σματικό χώρο V και ai ∈ V για κάθε i όπου i ∈ {1, . . . , n} τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. ∥a1 + a2∥2 + ∥a1 − a2∥2 = 2∥a1∥2 + 2∥a2∥2.
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2. Αν ⟨ai, aj⟩ = 0 για κάθε i, j όπου i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . , n}, i ̸= j τότε ∥
n∑

i=1

ai∥2 =

n∑
i=1

∥ai∥2 για κάθε n όπου n ∈ N.

Απόδειξη.

1. ∥a1 + a2∥2 = ⟨a1 + a2, a1 + a2⟩ = ⟨a1, a1⟩+ ⟨a1, a2⟩+ ⟨a2, a1⟩+ ⟨a2, a2⟩ ⇔

∥a1 + a2∥2 = ∥a1∥2 + 2⟨a1, a2⟩+ ∥a2∥2 (1)

∥a1 − a2∥2 = ⟨a1 − a2, a1 − a2⟩ = ⟨a1, a1⟩ − ⟨a1, a2⟩ − ⟨a2, a1⟩+ ⟨a2, a2⟩ ⇔

∥a1 − a2∥2 = ∥a1∥2 − 2⟨a1, a2⟩+ ∥a2∥2 (2)

Αθροίζοντας κατά μέλη τις εκφράσεις (1),(2) προκύπτει ότι ∥a1 + a2∥2 + ∥a1− a2∥2 =
2∥a1∥2 + 2∥a2∥2.

2. Αν n = 1 τότε ∥
n∑

i=1

ai∥2 = ∥
1∑

i=1

ai∥2 = ∥a1∥2 =
n∑

i=1

∥ai∥2.

∥a1 + a2∥2 = ∥a1∥2 +2⟨a1, a2⟩+ ∥a2∥2 και ⟨a1, a2⟩ = 0 άρα ∥a1 + a2∥2 = ∥a1∥2 + ∥a2∥2.

Υποθέτουμε ότι αν n ∈ {1, . . . ,m} τότε ∥
n∑

i=1

ai∥2 =
n∑

i=1

∥ai∥2.

Αν n = m + 1 τότε ∥
m+1∑
i=1

ai∥2 = ∥
m∑
i=1

ai + am+1∥2 και ⟨
m∑
i=1

ai, am+1⟩ =
m∑
i=1

⟨ai, am+1⟩ =

m∑
i=1

0 = 0 άρα ∥
m∑
i=1

ai+am+1∥2 = ∥
m∑
i=1

ai∥2+∥am+1∥2 =
m∑
i=1

∥ai∥2+∥am+1∥2 =
m+1∑
i=1

∥ai∥2

επομένως από την αρχή της μαθηματικής επαγωγής προκύπτει ότι αν ⟨ai, aj⟩ = 0

για κάθε i, j όπου i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . , n}, i ̸= j τότε ∥
n∑

i=1

ai∥2 =
n∑

i=1

∥ai∥2 για

κάθε n όπου n ∈ N.

1.3 Χώρος Hilbert

Μια ακολουθία διανυσμάτων (an) σε ένα διανυσματικό χώρο V λέγεται συγκλίνουσα αν
υπάρχει a όπου a ∈ V τέτοιο ώστε για κάθε ε όπου ε > 0 υπάρχει n0 όπου n0 ∈ N τέτοιο
ώστε ∥an − a∥ < ε για κάθε n όπου n > n0 ενώ το a λέγεται όριο της ακολουθίας (an).
Πρόταση 1.3.1. Αν ακολουθία διανυσμάτων (an) σε διανυσματικό χώρο V είναι συγκλί-
νουσα τότε το οριό της είναι μοναδικό.

Απόδειξη. Αν a1, a2 είναι όρια της (an) όπου a1 ̸= a2 τότε υπάρχουν n1, n2 όπου n1 ∈

N, n2 ∈ N τέτοια ώστε ∥an − a1∥ <
∥a1 − a2∥

2
για κάθε n όπου n > n1 και ∥an − a2∥ <

∥a1 − a2∥
2

για κάθε n όπου n > n2 άρα αν n > max({n1, n2}) τότε ∥a1 − a2∥ =

∥a1 − an + an − a2∥ 6 ∥an − a1∥+ ∥an − a2∥ <
∥a1 − a2∥

2
+
∥a1 − a2∥

2
= ∥a1 − a2∥ το οποίο

είναι άτοπο άρα η (an) έχει μοναδικό όριο.
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Αν a είναι το όριο ακολουθίας (an) τότε συμβολίζουμε lim
n→∞

an = a ή lim an = a ή an → a.
Από τον ορισμό του ορίου ακολουθίας διανυσμάτων (an) σε διανυσματικό χώρο V προ-
κύπτει ότι lim

n→∞
an = a⇔ lim

n→∞
(an − a) = 0V ⇔ lim

n→∞
∥an − a∥ = 0.

Πρόταση 1.3.2. Κάθε συγκλίνουσα ακολουθία διανυσμάτων (an) σε διανυσματικό χώρο
V είναι φραγμένη δηλαδή υπάρχειM όπουM > 0 τέτοιο ώστε ∥an∥ 6 M για κάθε n όπου
n ∈ N.

Απόδειξη. Αν lim
n→∞

an = a τότε υπάρχει n0 όπου n0 ∈ N τέτοιο ώστε ∥an − a∥ < 1 για κάθε
n όπου n > n0 και ∥an∥ − ∥a∥ 6 |∥an∥ − ∥a∥| 6 ∥an − a∥ για κάθε n όπου n ∈ N άρα
∥an∥ 6 max({∥a1∥, . . . , ∥an0−1∥, 1 + ∥a∥}) για κάθε n όπου n ∈ N.

Πρόταση 1.3.3. Αν (an), (bn) είναι ακολουθίες διανυσμάτων στον διανυσματικό χώρο V
και lim

n→∞
an = a, lim

n→∞
bn = b τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. lim
n→∞

(λan + µbn) = λa+ µb για κάθε λ, µ όπου λ ∈ R, µ ∈ R.

2. lim
n→∞
⟨an, bn⟩ = ⟨a, b⟩.

3. lim
n→∞
∥an∥ = ∥a∥.

4. lim
n→∞

(λnan) = λa για κάθε συγκλίνουσα ακολουθία πραγματικών αριθμών (λn) όπου
lim
n→∞

(λn) = λ.

Απόδειξη. Έστω ε > 0. Η (an) είναι φραγμένη ως συγκλίνουσα άρα υπάρχει M όπου
M > 0 τέτοιο ώστε ∥an∥ 6 M για κάθε n όπου n ∈ N.

1. Για κάθε i όπου i ∈ {1, 2} θέτουμε:

νi =

{
λ, αν i = 1
µ, αν i = 2

(1)

εi =


ε

4|νi|
, αν νi ̸= 0

ε

4
, αν νi = 0

(2)

Από τις εκφράσεις (1),(2) προκύπτει ότι |λ|ε1 6 ε

4
και |µ|ε2 6 ε

4
. Υπάρχουν n1, n2

όπου n1 ∈ N, n2 ∈ N τέτοια ώστε ∥an−a∥ < ε1 για κάθε n όπου n > n1 και ∥bn− b∥ <
ε2 για κάθε n όπου n > n2 άρα αν n > max({n1, n2}) τότε ∥(λan+µbn)− (λa+µb)∥ =
∥(λan − λa) + (µbn − µb)∥ 6 ∥λan − λa∥+ ∥µbn − µb∥ = ∥λ(an − a)∥+ ∥µ(bn − b)∥ =
|λ|∥an−a∥+ |µ|∥bn− b∥ 6 |λ|ε1+ |µ|ε2 6

ε

4
+

ε

4
=

ε

2
< ε επομένως lim

n→∞
(λan+µbn) =

λa+ µb.

2. Θέτουμε:

ε0 =


ε

4∥b∥
, αν b ̸= 0V

ε

4
, αν b = 0V

(3)

Από την έκφραση (3) προκύπτει ότι ε0∥b∥ 6
ε

4
. Υπάρχουν n1, n2 όπου n1 ∈ N, n2 ∈ N

τέτοια ώστε ∥an − a∥ < ε0 για κάθε n όπου n > n1 και ∥bn − b∥ <
ε

4M
για κάθε n
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όπου n > n2 άρα αν n > max({n1, n2}) τότε |⟨an, bn⟩ − ⟨a, b⟩| =
|⟨an, bn⟩ − ⟨an, b⟩+ ⟨an, b⟩ − ⟨a, b⟩| 6 |⟨an, bn⟩ − ⟨an, b⟩|+ |⟨an, b⟩ − ⟨a, b⟩| =
|⟨an, bn−b⟩|+|⟨an−a, b⟩| 6 ∥an∥∥bn−b∥+∥an−a∥∥b∥ 6 M

ε

4M
+ε0∥b∥ 6

ε

4
+
ε

4
=

ε

2
< ε

επομένως lim
n→∞
⟨an, bn⟩ = ⟨a, b⟩.

3. |∥an∥ − ∥a∥| 6 ∥an − a∥ για κάθε n όπου n ∈ N και lim
n→∞
∥an − a∥ = 0 άρα

lim
n→∞

(∥an∥ − ∥a∥) = 0⇔ lim
n→∞
∥an∥ = ∥a∥.

4. Θέτουμε:

ε0 =


ε

4|λ|
, αν λ ̸= 0

ε

4
, αν λ = 0

(4)

Από την έκφραση (4) προκύπτει ότι |λ|ε0 6
ε

4
. Υπάρχουν n1, n2 όπου n1 ∈ N, n2 ∈ N

τέτοια ώστε ∥λn − λ∥ < ε

4M
για κάθε n όπου n > n1 και ∥an − a∥ < ε0 για κάθε n

όπου n > n2 άρα αν n > max({n1, n2}) τότε ∥λnan−λa∥ = ∥λnan−λan+λan−λa∥ 6
∥λnan−λan∥+∥λan−λa∥ = ∥(λn−λ)an∥+∥λ(an−a)∥ = |λn−λ|∥an∥+ |λ|∥an−a∥ 6
ε

4M
M + |λ|ε0 6

ε

4
+

ε

4
=

ε

2
< ε επομένως lim

n→∞
(λnan) = λa.

Μια ακολουθία διανυσμάτων (an) σε ένα διανυσματικό χώρο V λέγεται ακολουθία Cauchy
αν για κάθε ε όπου ε > 0 υπάρχει n0 όπου n0 ∈ N τέτοιο ώστε ∥am− an∥ < ε για κάθεm,n
όπου m > n0, n > n0.

Πρόταση 1.3.4. Κάθε συγκλίνουσα ακολουθία διανυσμάτων (an) σε διανυσματικό χώρο
V είναι ακολουθία Cauchy.

Απόδειξη. Έστω ε > 0 και lim
n→∞

an = a. Υπάρχει n0 όπου n0 ∈ N τέτοιο ώστε ∥an− a∥ < ε

2
για κάθε n όπου n > n0 άρα αν m > n0, n > n0 τότε ∥am − an∥ = ∥am − a + a − an∥ 6
∥am − a∥+ ∥an − a∥ < ε

2
+

ε

2
= ε επομένως η (an) είναι ακολουθία Cauchy.

Ένας διανυσματικός χώρος V λέγεται πλήρης αν κάθε ακολουθία Cauchy στον V είναι
συγκλίνουσα. Ένας πλήρης χώρος εσωτερικού γινομένου V λέγεται χώρος Hilbert, δηλαδή
χώρος Hilbert είναι ένας χώρος εσωτερικού γινομένου στον οποίο κάθε ακολουθία Cauchy
είναι συγκλίνουσα ως προς την νόρμα που παράγεται από το εσωτερικό γινόμενο. Ένας
υπόχωρος U του V λέγεται κλειστός υπόχωρος του V αν για κάθε συγκλίνουσα ακολουθία
(an) τέτοια ώστε an ∈ U για κάθε n όπου n ∈ N και lim

n→∞
an = a ισχύει ότι a ∈ U . Κάθε

κλειστός υπόχωρος ενος χώρου Hilbert είναι χώρος Hilbert.
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2 ΠΙΝΑΚΕΣ

2.1 Ορισμός Πίνακα

Έστω m ∈ N, n ∈ N. Μια διευθέτηση m · n το πλήθος πραγματικών αριθμών ai,j όπου
i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n} σε m γραμμές και n στήλες λέγεται m επί n πραγματικός
πίνακας ή απλά m επί n πίνακας και έχει την ακόλουθη μορφή: a1,1 . . . a1,n

...
...

...
am,1 . . . am,n


Όταν χρησιμοποιούμε ένα κεφαλαίο γράμμα για να συμβολίσουμε ένα πίνακα τότε το αντί-
στοιχο πεζό γράμμα με δείκτη i, j αναφέρεται στο στοιχείο με συντεταγμένες (i, j) του πί-
νακα. Το σύνολο όλων των m επί n πραγματικών πινάκων συμβολίζεται ως Rm×n και αν
A ∈ Rm×n τότε συμβολίζουμε A = [ai,j]m×n ενώ λέμε ότι ο A είναι διάστασης m επί n.
Επίσης συμβολίζουμε το στοιχείο με συντεταγμένες (i, j) ενόςm επί n πίνακα A ως A(i, j)
δηλαδή A = [A(i, j)]m×n. Δύο m επί n πίνακες A,B είναι ίσοι αν και μόνο αν ai,j = bi,j για
κάθε i, j όπου i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n}. Ο m επί n πίνακας που όλα τα στοιχεία του
είναι ίσα με 0 λέγεται μηδενικός και συμβολίζεται ως 0m×n δηλαδή 0m×n = [0]m×n. Η κύρια
διαγώνιος ενός m επί n πίνακα αποτελείται από όλα τα στοιχεία της μορφής ai,i. Ένας 1
επί n πίνακας p λέγεται πίνακας γραμμή και συμβολίζουμε p = [p(j)]1×n ενώ ένας m επί 1
πίνακας q λέγεται πίνακας στήλή και συμβολίζουμε q = [q(i)]m×1 . Ένας n επί n πίνακας
δηλαδή ένας πίνακας που έχει το ίδιο πλήθος γραμμών και στηλών λέγεται τετραγωνικός
διάστασης n. Ένας τετραγωνικός πίνακας A λέγεται άνω τριγωνικός(αντίστοιχα αυστηρά
άνω τριγωνικός) αν ai,j = 0 για κάθε i, j όπου i > j(αντίστοιχα i > j) και κάτω τριγωνι-
κός(αντίστοιχα αυστηρά κάτω τριγωνικός) αν ai,j = 0 για κάθε i, j όπου i < j(αντίστοιχα
i 6 j). Ένας n επί n πίνακας A λέγεται διαγώνιος αν είναι άνω και κάτω τριγωνικός ενώ
συμβολίζουμε A = diag(a1,1, . . . , an,n). Ένας n επί n διαγώνιος πίνακας που έχει όλα τα
στοιχεία της κυρίας διαγωνίου ισα με 1 λεγεται μοναδιαίος και συμβολίζεται ως In άρα
In = [δi,j]n×n όπου:

δi,j =

{
1, αν i = j
0, αν i ̸= j

Τέλος για κάθε k όπου k ∈ {1, . . . , n} συμβολίζουμε ως ek,n τον n επί 1 πίνακα όπου:

ek,n(i) =

{
1, αν i = k
0, αν i ̸= k

2.2 Πράξεις Πινάκων

Αν A ∈ Rm×n, B ∈ Rm×n τότε ορίζουμε ως άθροισμα του A με τον B τον m επί n πίνακα
C όπου ci,j = ai,j + bi,j για κάθε i, j όπου i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n} και συμβολίζουμε
C = A + B ενώ ορίζουμε ως αντίθετο του A τον m επί n πίνακα D όπου di,j = −ai,j για
κάθε i, j όπου i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n} και συμβολίζουμε D = −A.

Πρόταση 2.2.1. Αν A ∈ Rm×n, B ∈ Rm×n, C ∈ Rm×n τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. A+B = B + A.

2. A+ (B + C) = (A+B) + C.
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3. A+ 0m×n = A.

4. A+ (−A) = 0m×n.

Απόδειξη.

1. A+B = [ai,j + bi,j]m×n = [bi,j + ai,j]m×n = B + A.

2. A+ (B + C) = [ai,j + (bi,j + ci,j)]m×n = [(ai,j + bi,j) + ci,j]m×n = (A+B) + C.

3. A+ 0m×n = [ai,j + 0]m×n = [ai,j]m×n = A.

4. A+ (−A) = [ai,j + (−ai,j)]m×n = [0]m×n = 0m×n.

Αν A ∈ Rm×n, B ∈ Rn×l τότε ορίζουμε ως γινόμενο του A με τον B τον m επί l πίνακα C

όπου ci,j =
n∑

k=1

(ai,kbk,j) για κάθε i, j όπου i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , l} και συμβολίζουμε

C = A ·B ή C = AB.

Πρόταση 2.2.2. Αν A ∈ Rm×n, B ∈ Rn×l, C ∈ Rl×r, D ∈ Rn×l, E ∈ Rm×n τότε ισχύουν τα
ακόλουθα:

1. A(BC) = (AB)C.

2. AIn = ImA = A.

3. A(B +D) = AB + AD.

4. (A+ E)B = AB + EB.

Απόδειξη.

1. A(BC) = [
n∑

k=1

(ai,k

l∑
s=1

(bk,scs,j))]m×r = [
n∑

k=1

l∑
s=1

(ai,kbk,scs,j)]m×r =

[
l∑

s=1

n∑
k=1

(ai,kbk,scs,j)]m×r = [
l∑

s=1

(
n∑

k=1

(ai,kbk,s)cs,j)]m×r = (AB)C.

2. AIn = [
n∑

k=1

(ai,kIn(k, j))]m×n = [ai,j]m×n = [
m∑
k=1

(Im(i, k)ak,j)]m×n = [ai,j]m×n = A.

3. A(B +D) = [
n∑

k=1

(ai,k(bk,j + dk,j))]m×l = [
n∑

k=1

(ai,kbk,j + ai,kdk,j)]m×l =

[
n∑

k=1

(ai,kbk,j) +
n∑

k=1

(ai,kdk,j)]m×l = AB + AD.

4. (A+ E)B = [
n∑

k=1

((ai,k + ei,k)bk,j)]m×l = [
n∑

k=1

(ai,kbk,j + ei,kbk,j)]m×l =

[
n∑

k=1

(ai,kbk,j) +
n∑

k=1

(ei,kbk,j)]m×l = AB + EB.
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Αν A ∈ Rn×n τότε ορίζουμε αναδρομικά:

Am =

{
A, αν m = 1

Am−1A, αν m ∈ N \ {1}

Αν A ∈ Rn×n και υπάρχει n επί n πίνακας B τέτοιος ώστε AB = BA = In τότε ο A λέγεται
αντιστρέψιμος και ο B λέγεται αντίστροφος του A. Αν ο A δεν είναι αντιστρέψιμος τότε
λέγεται ιδιάζων.

Πρόταση 2.2.3. Αν A ∈ Rn×n και ο A είναι αντιστρέψιμος τότε ο αντιστροφός του είναι
μοναδικός.

Απόδειξη. Έστω B ∈ Rn×n, C ∈ Rn×n τέτοιοι ώστε AB = BA = In και AC = CA = In.
B = BIn = B(AC) = (BA)C = InC = C.

Αν A ∈ Rn×n και ο A είναι αντιστρέψιμος τότε ο αντιστροφός του συμβολίζεται ως A−1 άρα
AA−1 = A−1A = In επομένως ο A−1 είναι αντιστρέψιμος και (A−1)−1 = A.

Πρόταση 2.2.4. Αν Ai ∈ Rn×n και ο Ai είναι αντιστρέψιμος για κάθε i όπου i ∈ {1, . . . ,m}
τότε ο A1 · · ·Am είναι αντιστρέψιμος και (A1 · · ·Am)

−1 = A−1
m · · ·A−1

1 για κάθε m όπου m ∈
N.

Απόδειξη. Αν m = 1 τότε (A1)
−1 = A−1

1 .
Υποθέτουμε ότι αν m ∈ {1, . . . , l} τότε ο A1 · · ·Am είναι αντιστρέψιμος και (A1 · · ·Am)

−1 =
A−1

m · · ·A−1
1 .

Αν m = l + 1 τότε (A1 · · ·AlAl+1)(A
−1
l+1A

−1
l · · ·A

−1
1 ) = A1 · · ·Al(Al+1(A

−1
l+1A

−1
l · · ·A

−1
1 )) =

A1 · · ·Al((Al+1A
−1
l+1)A

−1
l · · ·A

−1
1 ) = A1 · · ·Al(InA

−1
l · · ·A

−1
1 ) = A1 · · ·Al(A

−1
l · · ·A

−1
1 ) =

A1 · · ·Al(A1 · · ·Al)
−1 = In ⇔

(A1 · · ·AlAl+1)(A
−1
l+1A

−1
l · · ·A

−1
1 ) = In (1)

(A−1
l+1 · · ·A

−1
2 A−1

1 )(A1A2 · · ·Al+1) = A−1
l+1 · · ·A

−1
2 (A−1

1 (A1A2 · · ·Al+1)) =
A−1

l+1 · · ·A
−1
2 ((A−1

1 A1)A2 · · ·Al+1) = A−1
l+1 · · ·A

−1
2 (InA2 · · ·Al+1) = A−1

l+1 · · ·A
−1
2 (A2 · · ·Al+1) =

(A2 · · ·Al+1)
−1(A2 · · ·Al+1) = In ⇔

(A−1
l+1 · · ·A

−1
2 A−1

1 )(A1A2 · · ·Al+1) = In (2)

Από τις εκφράσεις (1),(2) προκύπτει ότι ο A1 · · ·Al+1 αντιστρέφεται και (A1 · · ·Al+1)
−1 =

A−1
l+1 · · ·A

−1
1 άρα από την αρχή της μαθηματικής επαγωγής προκύπτει ότι αν Ai ∈ Rn×n και

οAi είναι αντιστρέψιμος για κάθε i όπου i ∈ {1, . . . ,m} τότε οA1 · · ·Am είναι αντιστρέψιμος
και (A1 · · ·Am)

−1 = A−1
m · · ·A−1

1 για κάθε m όπου m ∈ N.

Πρόταση 2.2.5. Αν A ∈ Rn×n και ο A είναι αντιστρέψιμος τότε ο Am είναι αντιστρέψιμος
και (Am)−1 = (A−1)m για κάθε m όπου m ∈ N.

Απόδειξη. Προκύπτει από την Πρόταση 2.2.4 αν θέσουμε Ai = A για κάθε i όπου i ∈
{1, . . . ,m}.

Αν λ ∈ R, A ∈ Rm×n τότε ορίζουμε ως βαθμωτό γινόμενο του λ με τονA τονm επί n πίνακα
C όπου ci,j = λai,j για κάθε i, j όπου i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n} και συμβολίζουμε
C = λ · A ή C = λA.
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Πρόταση 2.2.6. Αν λ ∈ R, µ ∈ R, A ∈ Rm×n, B ∈ Rm×n, C ∈ Rn×l τότε ισχύουν τα ακό-
λουθα:

1. λ(A+B) = λA+ λB.

2. (λ+ µ)A = λA+ µA.

3. (λµ)A = λ(µA).

4. λ(AC) = (λA)C = A(λC).

Απόδειξη.

1. λ(A+B) = [λ(ai,j + bi,j)]m×n = [λai,j + λbi,j]m×n = λA+ λB.

2. (λ+ µ)A = [(λ+ µ)ai,j]m×n = [λai,j + µai,j]m×n = λA+ µA.

3. (λµ)A = [(λµ)ai,j]m×n = [λ(µai,j)]m×n = λ(µA).

4. λ(AC) = [λ
n∑

k=1

(ai,kck,j)]m×n = [
n∑

k=1

((λai,k)ck,j)]m×n = (λA)C =

[
n∑

k=1

(ai,k(λck,j))]m×n = A(λC).

Αν A ∈ Rm×n τότε ορίζουμε ως ανάστροφο του A τον n επίm πίνακα B όπου bi,j = aj,i για
κάθε i, j όπου i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . ,m} και συμβολίζουμε B = AT . Αν A = AT τότε ο
A λέγεται συμμετρικός και αν A = −AT τότε ο A λέγεται αντισυμμετρικός.

Πρόταση 2.2.7. Αν A ∈ Rm×n, B ∈ Rn×l, λ ∈ R τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. (AT )T = A.

2. (AB)T = BTAT .

3. (λA)T = λAT .

4. ITn = In.

Απόδειξη.

1. (AT )T = [AT (j, i)]m×n = [A(i, j)]m×n = A.

2. (AB)T = [
n∑

k=1

(aj,kbk,i)]l×m = [
n∑

k=1

(bk,iaj,k)]l×m = [
n∑

k=1

(BT (i, k)AT (k, j))]l×m = BTAT .

3. (λA)T = [λaj,i]n×m = [λAT (i, j)]n×m = λAT .

4. ITn = [δj,i]n×n = [δi,j]n×n = In.
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Πρόταση 2.2.8. Αν Ai ∈ Rm×n για κάθε i όπου i ∈ {1, . . . , l} τότε (A1 + · · · + Al)
T =

AT
1 + · · ·+ AT

l .

Απόδειξη. (A1 + · · ·+ Al)
T = [

l∑
k=1

Ak(j, i)]n×m = [
l∑

k=1

AT
k (i, j)]n×m = AT

1 + · · ·+ AT
l .

Πρόταση 2.2.9. ΑνAi ∈ Rn×n για κάθε i όπου i ∈ {1, . . . ,m} τότε (A1 · · ·Am)
T = AT

m · · ·AT
1

για κάθε m όπου m ∈ N.

Απόδειξη. Αν m = 1 τότε (A1)
T = AT

1 .
Υποθέτουμε ότι αν m ∈ {1, . . . , l} τότε (A1 · · ·Am)

T = AT
m · · ·AT

1 .
Αν m = l + 1 τότε (A1 · · ·AlAl+1)

T = ((A1 · · ·Al)Al+1)
T = AT

l+1(A1 · · ·Al)
T = AT

l+1A
T
l · · ·A1

άρα από την αρχή της μαθηματικής επαγωγής προκύπτει ότι αν Ai ∈ Rn×n για κάθε i όπου
i ∈ {1, . . . ,m} τότε (A1 · · ·Am)

T = AT
m · · ·AT

1 για κάθε m όπου m ∈ N.

Πρόταση 2.2.10. Αν A ∈ Rn×n και ο A είναι αντιστρέψιμος τότε ο AT είναι αντιστρέψιμος
και (AT )−1 = (A−1)T .

Απόδειξη. AA−1 = A−1A = In ⇔ (AA−1)T = (A−1A)T = ITn ⇔

(A−1)TAT = AT (A−1)T = In (1)

Από την έκφραση (1) προκύπτει ότι ο πίνακαςAT είναι αντιστρέψιμος και (AT )−1 = (A−1)T .

2.3 Σύνθετοι Πίνακες

Σύνθετοι λέγονται οι πίνακες που τα στοιχεία τους είναι πίνακες. Για κάθε m επί n πίνακα
A υπάρχουν p · q το πλήθος mi επί nj πίνακες Ai,j όπου i ∈ {1, . . . , p}, j ∈ {1, . . . , q} και
p∑

k=1

mk = m,

q∑
k=1

nk = n τέτοιοι ώστε ο πίνακας A μπορεί να παρασταθεί ως σύνθετος

πίνακας με την ακόλουθη μορφή:

A =

 A1,1 . . . A1,q
...

...
...

Ap,1 . . . Ap,q

 (1)

Αν B ∈ Rm×n τότε υπάρχουν p · q το πλήθοςmi επί nj πίνακες Bi,j όπου i ∈ {1, . . . , p}, j ∈

{1, . . . , q} και
p∑

k=1

mk = m,

q∑
k=1

nk = n τέτοιοι ώστε ο πίνακας B μπορεί να παρασταθεί ως

σύνθετος πίνακας με την ακόλουθη μορφή:

B =

 B1,1 ... B1,q
...

...
...

Bp,1 . . . Bp,q

 (2)

Χρησιμοποιώντας τις εκφράσεις (1),(2) το άθροισμα του m επί n σύνθετου πίνακα A με
τον m επί n σύνθετο πίνακα B παριστάνεται ως εξής:

A+B =

 A1,1 +B1,1 . . . A1,q +B1,q
...

...
...

Ap,1 +Bp,1 . . . Ap,q +Bp,q


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Αν C ∈ Rn×l τότε υπάρχουν q · r το πλήθος ni επί lj πίνακες Ci,j όπου i ∈ {1, . . . , q}, j ∈

{1, . . . , r} και
q∑

k=1

nk = n,

p∑
k=1

lk = l τέτοιοι ώστε ο πίνακας C μπορεί να παρασταθεί ως

σύνθετος πίνακας με την ακόλουθη μορφή:

C =

 C1,1 . . . C1,r
...

...
...

Cq,1 . . . Cq,r

 (3)

Χρησιμοποιώντας τις εκφράσεις (1),(3) το γινόμενο τουm επί n σύνθετου πίνακα A με τον
n επί l σύνθετο πίνακα C παριστάνεται ως εξής:

AC =

 A1,1C1,1 + · · ·+ A1,qCq,1 . . . A1,1C1,r + · · ·+ A1,qCq,r
...

...
...

Ap,1C1,1 + · · ·+ Ap,qCq,1 . . . Ap,1C1,r + · · ·+ Ap,qCq,r


Αν λ ∈ R τότε χρησιμοποιώντας την έκφραση (1) το βαθμωτό γινόμενο του λ με τονm επί
n σύνθετο πίνακα A παριστάνεται ως εξής:

λA =

 λA1,1 . . . λA1,q
...

...
...

λAp,1 . . . λAp,q


Χρησιμοποιώντας την έκφραση (1) ο n επίm σύνθετος πίνακας AT παριστάνεται ως εξής:

AT =

 AT
1,1 . . . AT

p,1
...

...
...

AT
1,q . . . AT

p,q


Ειδική περίπτωση σύνθετου πίνακα είναι ο m επί n πίνακας A που τα στοιχεία του είναι
είτε πίνακες γραμμή, είτε πίνακες στήλη δηλαδή A ∈ Rm×n και bi ∈ R1×n, cj ∈ Rm×1 για
κάθε i, j όπου i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n} τέτοιοι ώστε:

A =

 b1
...
bm

 = [c1 . . . cn]

2.4 Τάξη Πίνακα

Αν x = (x1, . . . , xn) όπου xi ∈ R για κάθε i όπου i ∈ {1, . . . , n} τότε x ∈ Rn και συμβολί-
ζουμε:

x =

 x1
...
xn

 (1)

Από την έκφραση (1) προκύπτει ότι ταυτίζουμε το Rn με το Rn×1 άρα τα διανύσματα του
Rn είναι πίνακες στήλη και θέτουμε 0n = 0n×1.
Ορίζουμε ως χώρο στηλών ενός m επί n πίνακα A το σύνολο:

R(A) = {y : y ∈ Rm και υπάρχει x όπου x ∈ Rn τέτοιο ώστε y = Ax}
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Αν A = [a1 . . . an] όπου aj ∈ Rm για κάθε j όπου j ∈ {1, . . . , n} και x ∈ Rn τότε Ax =

[
n∑

j=1

(aj(1)x(j)) . . .

n∑
j=1

(aj(m)x(j))]T = [a1(1)x(1) . . . a1(m)x(1)]T + · · ·+

[an(1)x(n) . . . an(m)x(n)]T = x(1)[a1(1) . . . a1(m)]T + · · · + x(n)[an(1) . . . an(m)]T =
x(1)a1 + · · ·+ x(n)an άρα:

R(A) = span({a1, . . . , an}) (2)

Η τάξη ενόςm επί n πίνακα A ορίζεται ως η διάσταση του χώρου στηλών του και συμβολί-
ζεται ως rank(A) δηλαδή rank(A) = dim(R(A)) ενώ από την έκφραση (2) προκύπτει ότι η
τάξη ενός πίνακα ισούται με το μέγιστο πλήθος των γραμμικώς ανεξάρτητων στηλών του
άρα οι στήλες του A είναι γραμμικώς ανεξάρτητες αν και μόνο αν rank(A) = n.
Ορίζουμε ως πυρήνα ενός m επί n πίνακα A το σύνολο:

N(A) = {x : x ∈ Rn και Ax = 0m}

Από την έκφραση (2) προκύπτει ότι αν οι στήλες του A είναι γραμμικώς ανεξάρτητες δη-
λαδή αν rank(A) = n τότε N(A) = {0n}.
Ένας m επί n πίνακας A λέγεται πλήρους τάξης αν rank(A) = min({m,n}) και ελλιπούς
τάξης αν rank(A) < min({m,n}).
Από την Γραμμική Άλγεβρα είναι γνωστή η ακόλουθη πρόταση:

Πρόταση 2.4.1. Ένας τετραγωνικός πίνακας είναι αντιστρέψιμος αν και μόνο αν είναι πλή-
ρους τάξης.

Από την Πρόταση 2.4.1 προκύπτει ότι ένας n επί n πίνακας A είναι αντιστρέψιμος αν και
μόνο αν N(A) = {0n}.
Έστω A ∈ Rm×n και bi ∈ R1×n για κάθε i όπου i ∈ {1, . . . ,m} τέτοιοι ώστε:

A =

 b1
...
bm


Αν r ∈ {1, . . . ,m} και pk ∈ {1, . . . ,m} για κάθε k όπου k ∈ {1, . . . , r} τότε λέμε ότι οι γραμ-
μές bp1 , . . . , bpr του πίνακα A είναι γραμμικώς ανεξάρτητες αν οι πίνακες στήλη bTp1 , . . . , b

T
pr

είναι γραμμικώς ανεξάρτητοι.

Πρόταση 2.4.2. Ένας n επί n πίνακαςA έχει n γραμμικώς ανεξάρτητες στήλες αν και μόνο
αν έχει n γραμμικώς ανεξάρτητες γραμμές.

Απόδειξη. Έστω A ∈ Rn×n και bi ∈ R1×n, cj ∈ Rn για κάθε i, j όπου i ∈ {1, . . . , n}, j ∈
{1, . . . , n} τέτοιοι ώστε:

A =

 b1
...
bn

 = [c1 . . . cn] (1)

Από την έκφραση (1) προκύπτει ότι bi = [c1(i) . . . cn(i)] για κάθε i όπου i ∈ {1, . . . , n} και
αν xi ∈ R για κάθε i όπου i ∈ {1, . . . , n} τότε x1b

T
1 + · · ·+xnb

T
n = 0n ⇔ x1[c1(1) . . . cn(1)]

T +
· · · + xn[c1(n) . . . cn(n)]

T = 0n ⇔ [x1c1(1) . . . x1cn(1)]
T + · · · + [xnc1(n) . . . xncn(n)]

T =
0n ⇔ [x1c1(1) + · · ·+ xnc1(n) . . . x1cn(1) + · · ·+ xncn(n)]

T = 0n ⇔
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 x1c1(1) + · · ·+ xnc1(n)
...

x1cn(1) + · · ·+ xncn(n)

 =

 0
...
0

⇔
 c1(1) . . . c1(n)

...
...

...
cn(1) . . . cn(n)


 x1

...
xn

 =

 0
...
0

⇔
 cT1

...
cTn


 x1

...
xn

 =

 0
...
0

 x=[x1 ... xn]T⇐=======⇒

ATx = 0n (2)

Αν ο πίνακας A έχει n γραμμικώς ανεξάρτητες στήλες τότε N(A) = {0n} άρα ο πίνακας
A είναι αντιστρέψιμος επομένως ο πίνακας AT είναι αντιστρέψιμος συνεπώς από την έκ-
φραση (2) προκύπτει ότι (AT )−1ATx = (AT )−10n ⇔ x = 0n οπότε ο πίνακας A έχει n
γραμμικώς ανεξάρτητες γραμμές.
Από την έκφραση (1) προκύπτει ότι:

AT = [bT1 . . . bTn ] (3)

x1c1 + · · · + xncn = 0n ⇔ x1[c1(1) . . . c1(n)]
T + · · · + xn[cn(1) . . . cn(n)]

T = 0n ⇔
[x1c1(1) . . . x1c1(n)]

T + · · ·+ [xncn(1) . . . xncn(n)]
T = 0n ⇔

[x1c1(1)+ · · ·+xncn(1) . . . x1c1(n)+ · · ·+xncn(n)]
T = 0n ⇔

 x1c1(1) + · · ·+ xncn(1)
...

x1c1(n) + · · ·+ xncn(n)

 =

 0
...
0

⇔
 c1(1) . . . cn(1)

...
...

...
c1(n) . . . cn(n)


 x1

...
xn

 =

 0
...
0

⇔
Ax = 0n (4)

Αν ο πίνακας A έχει n γραμμικώς ανεξάρτητες γραμμές τότε από την έκφραση (3) προ-
κύπτει ότι N(AT ) = {0n} άρα ο πίνακας AT είναι αντιστρέψιμος επομένως ο πίνακας
(AT )T = A είναι αντιστρέψιμος συνεπώς από την έκφραση (4) προκύπτει ότι A−1Ax =
A−10n ⇔ x = 0n οπότε ο πίνακας A έχει n γραμμικώς ανεξάρτητες στήλες.

Πρόταση 2.4.3. Έστω A ∈ Rm×n και r ∈ {1, . . . ,min({m,n})}. Ο πίνακας A έχει r γραμ-
μικώς ανεξάρτητες στήλες αν και μόνο αν έχει r γραμμικώς ανεξάρτητες γραμμές.

Απόδειξη. Θέτουμε A = [a1 . . . an] όπου aj ∈ Rm για κάθε j όπου j ∈ {1, . . . , n}.
Αν qk ∈ {1, . . . ,min({m,n})} για κάθε k όπου k ∈ {1, . . . , r} με qs < qs+1 για κάθε s όπου
s ∈ {1, . . . , r − 1} και οι στήλες aq1 , . . . , aqr είναι γραμμικώς ανεξάρτητες τότε υπάρχει pk
όπου pk ∈ {1, . . . ,min({m,n})} για κάθε k όπου k ∈ {1, . . . , r} με ps < ps+1 για κάθε s όπου
s ∈ {1, . . . , r−1} τέτοιοώστε οι πίνακες στήλη [aq1(p1) . . . aq1(pr)]T , . . . , [aqr(p1) . . . aqr(pr)]T
είναι γραμμικώς ανεξάρτητοι. Ορίζουμε τον r επί r πίνακα:

Ar =

 aq1(p1) . . . aqr(p1)
...

...
...

aq1(pr) . . . aqr(pr)


Ο r επί r πίνακας Ar έχει r γραμμικώς ανεξάρτητες στήλες άρα έχει r γραμμικώς ανεξάρ-
τητες γραμμές επομένως ο πίνακας A έχει r γραμμικώς ανεξάρτητες γραμμές.
Αν ο πίνακας A έχει r γραμμικώς ανεξάρτητες γραμμές τότε αυτές είναι r γραμμικώς ανε-
ξάρτητες στήλες για τον πίνακα AT άρα ο πίνακας AT έχει r γραμμικώς ανεξάρτητες γραμ-
μές οι οποίες είναι r γραμμικώς ανεξάρτητες στήλες για τον πίνακα A.
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Πρόταση 2.4.4. Αν A ∈ Rm×n τότε rank(A) = rank(AT ).

Απόδειξη. Η απόδειξη προκύπτει άμεσα από την Πρόταση 2.4.3.

2.5 Ευκλείδεια Νόρμα

Ορίζουμε ⟨·, ·⟩2 : Rn × Rn → R όπου ⟨x, y⟩2 = xTy για κάθε x, y όπου x ∈ Rn, y ∈ Rn.

Πρόταση 2.5.1. Αν x ∈ Rn, y ∈ Rn, z ∈ Rn, λ ∈ R, µ ∈ R τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. ⟨x, x⟩2 > 0 και αν ⟨x, x⟩2 = 0 τότε x = 0n.

2. ⟨x, y⟩2 = ⟨y, x⟩2.

3. ⟨λx+ µy, z⟩2 = λ⟨x, z⟩2 + µ⟨y, z⟩2.

Απόδειξη.

1. ⟨x, x⟩2 = xTx =
n∑

i=1

(x2(i)) > 0 και αν ⟨x, x⟩2 = 0 τότε
n∑

i=1

(x2(i)) = 0 ⇔ x(i) = 0 για

κάθε i όπου i ∈ {1, . . . , n} άρα x = 0n.

2. ⟨x, y⟩2 = xTy =
n∑

i=1

(x(i)y(i)) =
n∑

i=1

(y(i)x(i)) = yTx.

3. ⟨λx+ µy, z⟩2 = (λx+ µy)T z = (λxT + µyT )z = λxT z + µyT z = λ⟨x, z⟩2 + µ⟨y, z⟩2.

Από την Πρόταση 2.5.1 προκύπτει ότι η συνάρτηση ⟨·, ·⟩2 είναι εσωτερικό γινόμενο και την
λέμε Ευκλείδειο εσωτερικό γινόμενο. Συμβολίζουμε ως ∥·∥2 την νόρμα που παράγεται από
το Ευκλείδειο εσωτερικό γινόμενο και την λέμε Ευκλείδεια νόρμα. Από την Ανάλυση είναι
γνωστή η ακόλουθη πρόταση:

Πρόταση 2.5.2. Κάθε ακολουθία Cauchy είναι συγκλίνουσα στον Rn ως προς την Ευκλεί-
δεια νόρμα.

Από την Πρόταση 2.5.2 προκύπτει ότι ο Rn είναι χώρος Hilbert.

2.6 Φασματική Νόρμα

Αν A ∈ Rm×n τέτοιος ώστε A = [a1 . . . an] όπου aj ∈ Rm για κάθε j όπου j ∈ {1, . . . , n} και

x ∈ Rn\{0n} τότε
∥Ax∥2
∥x∥2

=
∥x(1)a1 + · · ·+ x(n)an∥2

∥x∥2
6

n∑
j=1

(|x(j)|∥aj∥2)

∥x∥2
6

n∑
j=1

(∥x∥2∥aj∥2)

∥x∥2
=

n∑
j=1

(∥aj∥2) άρα υπάρχει το sup({∥Ax∥2
∥x∥2

: x ∈ Rn \ {0n}}) και ορίζουμε ∥·∥2 : Rm×n → R

όπου ∥A∥2 = sup({∥Ax∥2
∥x∥2

: x ∈ Rn \ {0n}}) για κάθε A όπου A ∈ Rm×n επομένως

∥Ax∥2 6 ∥A∥2∥x∥2 για κάθε x όπου x ∈ Rn.

Ν. Πουλίδης 31



Ελάχιστα Τετράγωνα: Αλγόριθμοι και Εφαρμογές

Πρόταση 2.6.1. Αν A ∈ Rm×n, B ∈ Rm×n, C ∈ Rn×l, λ ∈ R τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. ∥A∥2 = 0⇔ A = 0m×n.

2. ∥λA∥2 = |λ|∥A∥2.

3. ∥A+B∥2 6 ∥A∥2 + ∥B∥2.

4. ∥AC∥2 6 ∥A∥2∥C∥2.

Απόδειξη.

1. Θέτουμε A = [a1 . . . an] όπου aj ∈ Rm για κάθε j όπου j ∈ {1, . . . , n}. Αν ∥A∥2 = 0

τότε
∥Aej,n∥2
∥ej,n∥2

= 0 για κάθε j όπου j ∈ {1, . . . , n} δηλαδή ∥Aej,n∥2 = 0 για κάθε

j όπου j ∈ {1, . . . , n} δηλαδή Aej,n = 0m για κάθε j όπου j ∈ {1, . . . , n} δηλαδή
ej,n(1)a1 + · · · + ej,n(n)an = 0m για κάθε j όπου j ∈ {1, . . . , n} δηλαδή aj = 0m για
κάθε j όπου j ∈ {1, . . . , n} δηλαδή A = 0m×n.

Αν A = 0m×n τότε ∥A∥2 = ∥0m×n∥2 = sup({∥0m×nx∥2
∥x∥2

: x ∈ Rn \ {0n}}) = sup({0}) =
0.

2. Αν λ = 0 τότε ∥λA∥2 = ∥0A∥2 = ∥0m×n∥2 = 0 = |0|∥A∥2 = |λ|∥A∥2.

Αν λ ̸= 0 τότε ∥λA∥2 = sup({∥λAx∥2
∥x∥2

: x ∈ Rn \ {0n}}) άρα
∥λAx∥2
∥x∥2

6 ∥λA∥2 για

κάθε x όπου x ∈ Rn \ {0n} δηλαδή
|λ|∥Ax∥2
∥x∥2

6 ∥λA∥2 για κάθε x όπου x ∈ Rn \ {0n}

δηλαδή
∥Ax∥2
∥x∥2

6 ∥λA∥2
|λ|

για κάθε x όπου x ∈ Rn \ {0n} δηλαδή:

∥λA∥2 > |λ|∥A∥2 (1)

Αν x ∈ Rn\{0n} τότε
∥Ax∥2
∥x∥2

6 ∥A∥2 ⇔
|λ|∥Ax∥2
∥x∥2

6 |λ|∥A∥2 ⇔
∥λAx∥2
∥x∥2

6 |λ|∥A∥2 ⇔

∥λA∥2 6 |λ|∥A∥2 (2)

Από τις εκφράσεις (1),(2) προκύπτει ότι ∥λA∥2 = |λ|∥A∥2.

3. Αν x ∈ Rn \ {0n} τότε
∥(A+B)x∥2
∥x∥2

=
∥Ax+Bx∥2
∥x∥2

6 ∥Ax∥2 + ∥Bx∥2
∥x∥2

=
∥Ax∥2
∥x∥2

+

∥Bx∥2
∥x∥2

6 ∥A∥2 + ∥B∥2 δηλαδή ∥A+B∥2 6 ∥A∥2 + ∥B∥2.

4. Αν x ∈ Rl \ {0l} τότε
∥ACx∥2
∥x∥2

=
∥A(Cx)∥2
∥x∥2

6 ∥A∥2
∥Cx∥2
∥x∥2

6 ∥A∥2∥C∥2 δηλαδή
∥AC∥2 6 ∥A∥2∥C∥2.

Από την Πρόταση 2.6.1 προκύπτει ότι η ∥·∥2 είναι νόρμα πίνακα και λέγεται φασματική
νόρμα.

Πρόταση 2.6.2. ∥In∥2 = 1.
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Απόδειξη. ∥In∥2 = sup({∥Inx∥2
∥x∥2

: x ∈ Rn \ {0n}}) = sup({∥x∥2
∥x∥2

: x ∈ Rn \ {0n}}) =

sup({1}) = 1.

Πρόταση 2.6.3. Αν A ∈ Rm×n τότε ο R(A) είναι κλειστός υπόχωρος του Rm.

Απόδειξη. Έστω συγκλίνουσα ακολουθία (yl) τέτοια ώστε yl ∈ R(A) για κάθε l όπου l ∈ N
και lim

l→∞
yl = y. Θέτουμε A = [a1 . . . an] όπου aj ∈ Rm για κάθε j όπου j ∈ {1, . . . , n} και

από τον ορισμό της (yl) προκύπτει ότι υπάρχει ακολουθία (xl) τέτοια ώστε yl = Axl για
κάθε l όπου l ∈ N δηλαδή yl = xl(1)a1 + · · ·+ xl(n)an για κάθε l όπου l ∈ N.
Αν A = 0m×n τότε yl = 0m×nxl = 0m άρα lim

l→∞
yl = lim

l→∞
0m = 0m και 0m ∈ R(0m×n).

Αν rank(A) = r όπου r ∈ {1, . . . ,min({m,n})} τότε για κάθε k όπου k ∈ {1, . . . , r} υπάρ-
χει qk όπου qk ∈ {1, . . . , n} με qs < qs+1 για κάθε s όπου s ∈ {1, . . . , r − 1} τετοιο ώστε
τα aq1 , . . . , aqr είναι γραμμικώς ανεξάρτητα άρα υπάρχουν μοναδικές ακολουθίες πραγμα-
τικών αριθμών (z1,l), . . . , (zr,l) τέτοιες ώστε yl = z1,laq1 + · · ·+ zr,laqr επομένως:

yl(i) =
r∑

j=1

(zj,laqj(i)), i ∈ {1, . . . ,m} (1)

Ο m επί r πίνακας [aq1 . . . aqr ] έχει r γραμμικώς ανεξάρτητες στήλες άρα έχει r γραμ-
μικώς ανεξάρτητες γραμμές. Αν οι δείκτες των r γραμμικώς ανεξάρτητων γραμμών του
[aq1 . . . aqr ] είναι p1, . . . , pr όπου pk ∈ {1, . . . ,m} για κάθε k όπου k ∈ {1, . . . , r} με
ps < ps+1 για κάθε s όπου s ∈ {1, . . . , r − 1} τότε ορίζουμε τους r επί 1 πίνακες hl =
[yl(p1) . . . yl(pr)]

T , zl = [z1,l . . . zr,l]
T και τον αντιστρέψιμο r επί r πίνακα:

Ar =

 aq1(p1) . . . aqr(p1)
...

...
...

aq1(pr) . . . aqr(pr)

 (2)

Από την έκφραση (1) προκύπτει ότι yl(pk) =
r∑

j=1

(zj,laqj(pk)) για κάθε k όπου k ∈ {1, . . . , r}

άρα από την έκφραση (2) προκύπτει ότι hl(k) =
r∑

j=1

(Ar(k, j)zj,l) για κάθε k όπου k ∈

{1, . . . , r} δηλαδή hl = Arzl ⇔ zl = A−1
r hl δηλαδή zl(k) =

r∑
j=1

(A−1
r (k, j)hl(j)) για κάθε k

όπου k ∈ {1, . . . , r} δηλαδή zl(k) =
r∑

j=1

(A−1
r (k, j)yl(pj)) για κάθε k όπου k ∈ {1, . . . , r}

επομένως lim
l→∞

zl(k) = lim
l→∞

r∑
j=1

(A−1
r (k, j)yl(pj)) ⇔ lim

l→∞
zk,l =

r∑
j=1

(A−1
r (k, j) lim

l→∞
yl(pj)) συ-

νεπώς η ακολουθία (zk,l) είναι συγκλίνουσα για κάθε k όπου k ∈ {1, . . . , r} και από την
έκφραση (1) προκύπτει ότι yl = 0a1 + · · · + 0aq1−1 + z1,laq1 + 0aq1+1 + · · · + 0aq2−1 +
z2,laq2 + · · · + zr−1,laqr−1 + 0aqr−1+1 + · · · + 0aqr−1 + zr,laqr + 0aqr+1 + · · · + 0an ⇔ yl =
A[0 . . . 0 z1,l 0 . . . 0 z2,l . . . zr−1,l 0 . . . 0 zr,l 0 . . . 0]T .
Θέτουμε vl = [0 . . . 0 z1,l 0 . . . 0 z2,l . . . zr−1,l 0 . . . 0 zr,l 0 . . . 0]T και lim

l→∞
zk,l = tk για κάθε

k όπου k ∈ {1, . . . , r} άρα yl = Avl και
lim
l→∞

vl = [0 . . . 0 lim
l→∞

z1,l 0 . . . 0 lim
l→∞

z2,l . . . lim
l→∞

zr−1,l 0 . . . 0 lim
l→∞

zr,l 0 . . . 0]T =

[0 . . . 0 t1 0 . . . 0 t2 . . . tr−1 0 . . . 0 tr 0 . . . 0]T .
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Έστω ε > 0. Θέτουμε v = [0 . . . 0 t1 0 . . . 0 t2 . . . tr−1 0 . . . 0 tr 0 . . . 0]T και υπάρχει
l0 όπου l0 ∈ N τέτοιο ώστε ∥vl − v∥2 <

ε

∥A∥2
για κάθε l όπου l > l0 άρα ∥yl − Av∥2 =

∥Avl − Av∥2 = ∥A(vl − v)∥2 6 ∥A∥2∥vl − v∥2 < ∥A∥2
ε

∥A∥2
= ε για κάθε l όπου l > l0

επομένως lim
l→∞

yl = Av = y συνεπώς y ∈ R(A) οπότε ο R(A) είναι κλειστός υπόχωρος του
Rm.

2.7 Ορθογωνιότητα

Ένα σύνολο διανυσμάτων {x1, . . . , xl} του Rn λέγεται ορθογώνιο αν ⟨xi, xj⟩2 = 0 για κάθε
i, j όπου i ∈ {1, . . . , l}, j ∈ {1, . . . , l}, i ̸= j και ορθοκανονικό αν ⟨xi, xj⟩2 = δi,j για κάθε i, j
όπου i ∈ {1, . . . , l}, j ∈ {1, . . . , l}. Ορίζουμε ως ορθογώνιο συμπλήρωμα ενός υπόχωρου
V του Rn το σύνολο V ⊥ = {x : x ∈ Rn και ⟨x, y⟩2 = 0 για κάθε y όπου y ∈ V }.

Πρόταση 2.7.1. Αν V είναι υπόχωρος του Rn τότε V ∩ V ⊥ = {0V }.

Απόδειξη. Αν x ∈ V ∩ V ⊥ τότε ⟨x, x⟩2 = 0⇔ x = 0V άρα V ∩ V ⊥ = {0V }.

Πρόταση 2.7.2. Αν A ∈ Rm×n τότε R(A)⊥ = N(AT ).

Απόδειξη. Αν x ∈ R(A)⊥ τότε ⟨x, y⟩2 = 0 για κάθε y όπου y ∈ R(A) και ⟨ATx,ATx⟩2 =
xTAATx = ⟨x,AATx⟩2 = 0 διότι AATx ∈ R(A) άρα ATx = 0n επομένως x ∈ N(AT )
συνεπώς

R(A)⊥ ⊆ N(AT ) (1)

Αν x ∈ N(AT ) τότε ATx = 0n και για κάθε y οπου y ∈ R(A) υπάρχει z όπου z ∈ Rn τέτοιο
ώστε y = Az άρα ⟨x, y⟩2 = ⟨x,Az⟩2 = ⟨Az, x⟩2 = zTATx = zT0n = 0 επομένως x ∈ R(A)⊥

συνεπώς
N(AT ) ⊆ R(A)⊥ (2)

Από τις εκφράσεις (1),(2) προκύπτει ότι R(A)⊥ = N(AT ).

Πρόταση 2.7.3 (θεώρημα προβολής). Αν V είναι κλειστός υπόχωρος του Rn τότε για κάθε
x όπου x ∈ Rn υπάρχει μοναδικό v όπου v ∈ V τέτοιο ώστε να ισχύουν τα ακόλουθα:

1. ∥x− v∥2 = inf({∥x− y∥2 : y ∈ V }).

2. x− v ∈ V ⊥.

Απόδειξη.

1. Για κάθε y όπου y ∈ V ισχύει ότι ∥x− y∥2 > 0 άρα υπάρχει το
inf({∥x− y∥2 : y ∈ V }) = r > 0 επομένως για κάθε m όπου m ∈ N υπάρχει ym όπου
ym ∈ V τέτοιο ώστε r 6 ∥x− ym∥2 < r+

1

m
συνεπώς ορίζεται ακολουθία (ym) τέτοια

ώστε:
lim

m→∞
∥x− ym∥2 = r (1)

∥x− ym + (x− yl)∥22 + ∥x− ym − (x− yl)∥22 = 2∥x− ym∥22 + 2∥x− yl∥22 ⇔

∥ym − yl∥22 = 2∥x− ym∥22 + 2∥x− yl∥22 − 4∥x− ym + yl
2
∥22 (2)
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∥x − ym + yl
2
∥2 = ∥1

2
(x − ym + x − yl)∥2 6 1

2
∥x − ym∥2 +

1

2
∥x − yl∥2 άρα από την

έκφραση (1) προκύπτει ότι lim
(m,l)→∞

∥x− ym + yl
2
∥2 6

1

2
r +

1

2
r ⇔

lim
(m,l)→∞

∥x− ym + yl
2
∥2 6 r (3)

Από τον ορισμό του r προκύπτει ότι ∥x− ym + yl
2
∥2 > r άρα:

lim
(m,l)→∞

∥x− ym + yl
2
∥2 > r (4)

Από τις εκφράσεις (3),(4) προκύπτει ότι:

lim
(m,l)→∞

∥x− ym + yl
2
∥2 = r (5)

Από τις εκφράσεις (1),(2),(5) προκύπτει ότι lim
(m,l)→∞

∥ym−yl∥2 = 2r2+2r2−4r2 = 0 άρα

η (ym) είναι ακολουθία Cauchy στον κλειστό υπόχωρο V του Rn επομένως υπάρχει
v όπου v ∈ V τέτοιο ώστε:

lim
m→∞

ym = v (6)

∥x − v∥2 = ∥x − ym + ym − v∥2 6 ∥x − ym∥2 + ∥ym − v∥2 άρα lim
m→∞

∥x − v∥2 6
lim

m→∞
∥(∥x− ym∥2 + ∥ym − v∥2) και από τις εκφράσεις (1),(6) προκύπτει ότι:

∥x− v∥2 6 r (7)

Από τον ορισμό του r προκύπτει ότι:

∥x− v∥2 > r (8)

Από τις εκφράσεις (7),(8) προκύπτει ότι ∥x− v∥2 = r.
r = 0⇔ ∥x− v∥2 = 0⇔ v = x άρα αν x ∈ V τότε το v = x είναι μοναδικό.
Έστω x /∈ V και υπάρχουν v1 ∈ V, v2 ∈ V τέτοια ώστε r = ∥x− v1∥2 = ∥x− v2∥2 > 0.
Ο V είναι χώρος Hilbert άρα

1

2
(v1 + v2) ∈ V επομένως:

∥x− 1

2
(v1 + v2)∥2 > r (9)

∥x−1

2
(v1+v2)∥2 = ∥

1

2
(x−v1+x−v2)∥2 =

1

2
∥x−v1+x−v2∥2 6

1

2
∥x−v1∥2+

1

2
∥x−v2∥2 =

1

2
r +

1

2
r = r ⇔

∥x− 1

2
(v1 + v2)∥2 6 r (10)

Από τις εκφράσεις (9),(10) προκύπτει ότι ∥x− 1

2
(v1 + v2)∥2 = r άρα

∥1
2
(x− v1 + x− v2)∥2 =

1

2
(r + r) =

1

2
(∥x− v1∥2 + ∥x− v2∥2)⇔

∥x−v1+x−v2∥2 = ∥x−v1∥2+∥x−v2∥2 ⇔ ∥x−v1+x−v2∥22 = (∥x−v1∥2+∥x−v2∥2)2 ⇔
⟨x− v1 + x− v2, x − v1 + x− v2⟩2 = ∥x− v1∥22 + 2∥x− v1∥2∥x− v2∥2 + ∥x− v2∥22 ⇔
∥x−v1∥22+2⟨x−v1, x−v2⟩2+∥x−v2∥22 = ∥x−v1∥22+2∥x−v1∥2∥x−v2∥2+∥x−v2∥22 ⇔
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⟨x− v1, x− v2⟩2 = ∥x− v1∥2∥x− v2∥2 = ⟨x− v1, x− v1⟩
1
2
2 ⟨x− v2, x− v2⟩

1
2
2 επομένως

υπάρχει λ όπου λ ∈ R τέτοιο ώστε x− v1 = λ(x− v2)⇔

(1− λ)x = v1 − λv2 (11)

Αν λ = 1 τότε από την έκφραση (11) προκύπτει ότι v1 = v2.
Αν λ ̸= 1 τότε από την έκφραση (11) προκύπτει ότι x =

1

1− λ
(v1 − v2) άρα x ∈ V το

οποίο είναι άτοπο.
Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι το v είναι μοναδικό.

2. Έστω x−v /∈ V ⊥ δηλαδή υπάρχει u όπου u ∈ V και u ̸= 0V τέτοιο ώστε ⟨x−v, u⟩2 ̸= 0.

Θέτουμε w = v +
⟨x− v, u⟩2
⟨u, u⟩2

u άρα w ∈ V και ∥x− w∥22 = ⟨x− w, x− w⟩2 =

⟨x − v − ⟨x− v, u⟩2
⟨u, u⟩2

u, x − v − ⟨x− v, u⟩2
⟨u, u⟩2

u⟩2 = ⟨x − v, x − v⟩2 − 2
⟨x− v, u⟩22
⟨u, u⟩2

+

⟨x− v, u⟩22
⟨u, u⟩22

⟨u, u⟩2 = ∥x − v∥22 −
⟨x− v, u⟩22
⟨u, u⟩2

< ∥x − v∥22 = r2 επομένως ∥x − w∥2 < r

το οποίο είναι άτοπο.
Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι ⟨x− v, y⟩2 = 0 για κάθε y όπου y ∈ V δηλαδή x− v ∈ V ⊥.

Από την Πρόταση 2.7.3 προκύπτει ότι κάθε x όπου x ∈ Rn μπορεί να παρασταθεί μοναδικά
ως x = v + u όπου v ∈ V, u ∈ V ⊥ και ο V είναι κλειστός υπόχωρος του Rn.
Αν A ∈ Rn×n και AAT = ATA = In τότε ο πίνακας A λέγεται ορθογώνιος και A−1 = AT .

Πρόταση 2.7.4. Αν A ∈ Rn×n, x ∈ Rn, y ∈ Rn και ο πίνακας A = [a1 . . . an] είναι ορθογώ-
νιος τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. ⟨ai, aj⟩2 = δi,j.

2. ⟨Ax,Ay⟩2 = ⟨x, y⟩2.

3. ∥Ax∥2 = ∥x∥2.

4. ∥A∥2 = 1.

Απόδειξη.

1. ATA = In ⇔

 aT1
...
aTn

 [a1 . . . an] =

 1 . . . 0
...

...
...

0 . . . 1

⇔
 aT1 a1 . . . aT1 an

...
...

...
aTna1 . . . aTnan

 =

 1 . . . 0
...

...
...

0 . . . 1

 (1)

Από την έκφραση (1) προκύπτει ότι aTi aj = δi,j ⇔ ⟨ai, aj⟩2 = δi,j.

2. ⟨Ax,Ay⟩2 = (Ax)TAy = xTATAy = xT Iny = xTy = ⟨x, y⟩2.
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3. ∥Ax∥22 = ⟨Ax,Ax⟩2 = (Ax)TAx = xTATAx = xT Inx = xTx = ⟨x, x⟩2 = ∥x∥22 ⇔
∥Ax∥2 = ∥x∥2.

4. ∥A∥2 = sup({∥Ax∥2
∥x∥2

: x ∈ Rn\{0n}}) = sup({∥x∥2
∥x∥2

: x ∈ Rn\{0n}}) = sup({1}) = 1.

Πρόταση 2.7.5. Αν Ai ∈ Rn×n και ο πίνακας Ai είναι ορθογώνιος για κάθε i όπου i ∈
{1, . . . ,m} τότε ο πίνακας A1 · · ·Am είναι ορθογώνιος για κάθε m όπου m ∈ N.

Απόδειξη. Αν m = 1 τότε ο πίνακας A1 είναι ορθογώνιος.
Υποθέτουμε ότι αν m ∈ {1, . . . , l} τότε ο πίνακας A1 · · ·Am είναι ορθογώνιος δηλαδή
A1 · · ·Am(A1 · · ·Am)

T = (A1 · · ·Am)
TA1 · · ·Am = In.

Αν m = l + 1 τότε A1 · · ·AlAl+1(A1 · · ·AlAl+1)
T = A1 · · ·AlAl+1A

T
l+1A

T
l · · ·AT

1 =
A1 · · ·AlInA

T
l · · ·AT

1 = A1 · · ·Al(A1 · · ·Al)
T = In ⇔

A1 · · ·AlAl+1(A1 · · ·AlAl+1)
T = In (1)

(A1A2 · · ·Al+1)
TA1A2 · · ·Al+1 = AT

l+1 · · ·AT
2A

T
1A1A2 · · ·Al+1 = AT

l+1 · · ·AT
2 InA2 · · ·Al+1 =

(A2 · · ·Al+1)
TA2 · · ·Al+1 = In ⇔

(A1A2 · · ·Al+1)
TA1A2 · · ·Al+1 = In (2)

Από τις εκφράσεις (1),(2) προκύπτει ότι ο πίνακας A1 · · ·Al+1 είναι ορθογώνιος άρα από
την αρχή της μαθηματικής επαγωγής προκύπτει ότι ανAi ∈ Rn×n και οAi είναι ορθογώνιος
για κάθε i όπου i ∈ {1, . . . ,m} τότε ο A1 · · ·Am είναι ορθογώνιος για κάθε m όπου m ∈
N.

2.8 Μεταθετικοί Πίνακες

Συμβολίζουμε ως Pr↔s,n τον πίνακα που προκύπτει από τον In αν μεταθέσουμε την r-
οστή γραμμή του In με την s-οστή γραμμή του In όπου r ∈ {1, . . . , n}, s ∈ {1, . . . , n}, r ̸= s
δηλαδή:

Pr↔s,n =



1 . . . 0 . . . 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
...

0 . . . 0 . . . 1 . . . 0
...

...
...

...
...

...
...

0 . . . 1 . . . 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
...

0 . . . 0 . . . 0 . . . 1



← 1-οστή γραμμή
...

...
← r-οστή γραμμή
...

...
← s-οστή γραμμή
...

...
← n-οστή γραμμή

Έστω A ∈ Rm×n. Αν B = Pr↔s,mA τότε B(i, j) =
m∑
k=1

(Pr↔s,m(i, k)A(k, j)) για κάθε i, j όπου

i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n} άρα:

B(i, j) =


A(s, j), αν i = r
A(r, j), αν i = s
A(i, j), αν i ∈ {1, . . . ,m} \ {r, s}

(1)
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Από την έκφραση (1) συμπεραίνουμε ότι ο πίνακας Pr↔s,mA προκύπτει από τον πίνακα A
αν μεταθέσουμε την r-οστή γραμμή του A με την s-οστή γραμμή του A.

Αν C = APr↔s,n τότε C(i, j) =
n∑

k=1

(A(i, k)Pr↔s,n(k, j)) για κάθε i, j όπου i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈

{1, . . . , n} άρα:

C(i, j) =


A(i, s), αν j = r
A(i, r), αν j = s
A(i, j), αν j ∈ {1, . . . , n} \ {r, s}

(2)

Από την έκφραση (2) συμπεραίνουμε ότι ο πίνακας APr↔s,n προκύπτει από τον πίνακα A
αν μεταθέσουμε την r-οστή στήλη του A με την s-οστή στήλη του A.
Για κάθε l όπου l ∈ N το γινόμενο Pr1↔s1,n · · ·Prl↔sl,n λέγεται μεταθετικός πίνακας.

ΑνD = P 2
r↔s,n τότεD(i, j) =

n∑
k=1

(Pr↔s,n(i, k)Pr↔s,n(k, j)) για κάθε i, j όπου i ∈ {1, . . . , n}, j ∈

{1, . . . , n} άρα:
P 2
r↔s,n(i, j) = δi,j (3)

Από την έκφραση (3) προκύπτει ότι P 2
r↔s,n = In άρα ο Pr↔s,n είναι αντιστρέψιμος και

P−1
r↔s,n = Pr↔s,n = P T

r↔s,n επομένως ο Pr↔s,n είναι ορθογώνιος.

2.9 Ορίζουσα

Έστω A ∈ Rn×n και Ai,j είναι ο n − 1 επί n − 1 πίνακας που προκύπτει από τον A αν
αγνοήσουμε την i-οστή γραμμή του A και την j-οστή στήλη του A. Η ορίζουσα του A είναι
η συνάρτηση det(·) : Rn×n → R η οποία ορίζεται αναδρομικά ως εξής:

det(A) =


A, αν n = 1

n∑
i=1

((−1)i+1ai,1 det(Ai,1)), αν n > 2

Πρόταση 2.9.1. Αν ο n επί n πίνακας A είναι άνω τριγωνικός τότε det(A) =
n∏

i=1

ai,i.

Απόδειξη. Αν n = 1 τότε det(A) = A = a1,1 =
1∏

i=1

ai,i =
n∏

i=1

ai,i.

Υποθέτουμε ότι αν n ∈ {1, . . . ,m} τότε det(A) =
n∏

i=1

ai,i.

Αν n = m + 1 τότε det(A) =
m+1∑
i=1

(ai,1 det(Ai,1)) = a1,1 det(A1,1) = a1,1

m+1∏
i=2

ai,i =
m+1∏
i=1

ai,i άρα

από την αρχή της μαθηματικής επαγωγής προκύπτει ότι αν ο n επί n πίνακας A είναι άνω

τριγωνικός τότε det(A) =
n∏

i=1

ai,i.

Από την Πρόταση 2.9.1 προκύπτει ότι det(In) = 1.

Πρόταση 2.9.2. Αν A ∈ Rn×n και r ∈ {1, . . . , n− 1} τότε det(Pr↔r+1,nA) = −det(A).
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Απόδειξη. Έστω B ∈ Rn×n όπου B = Pr↔r+1,nA. Αν n = 2 τότε r = 1 και det(B) =
2∑

i=1

((−1)i+1bi,1 det(Bi,1)) = b1,1 det(B1,1)− b2,1 det(B2,1) = a2,1a1,2 − a1,1a2,2 =

− (a1,1a2,2 − a2,1a1,2) = −(a1,1 det(A1,1) − a2,1 det(A2,1)) = −
2∑

i=1

((−1)i+1ai,1 det(Ai,1)) =

−det(A).
Υποθέτουμε ότι αν n ∈ {2, . . . ,m} τότε det(B) = −det(A).

Αν n = m+ 1 τότε det(B) =
m+1∑
i=1

((−1)i+1bi,1 det(Bi,1))

=
r−1∑
i=1

((−1)i+1bi,1 det(Bi,1)) + (−1)r+1br,1 det(Br,1) + (−1)r+2br+1,1 det(Br+1,1)

+
m+1∑
i=r+2

((−1)i+1bi,1 det(Bi,1)) =
r−1∑
i=1

((−1)i+1ai,1(−det(Ai,1)))+(−1)(−1)r+2ar+1,1 det(Ar+1,1)

+ (−1)(−1)r+1ar,1 det(Ar,1) +
m+1∑
i=r+2

((−1)i+1ai,1(−det(Ai,1))) = −
r−1∑
i=1

((−1)i+1ai,1 det(Ai,1))

− (−1)r+2ar+1,1 det(Ar+1,1)− (−1)r+1ar,1 det(Ar,1)−
m+1∑
i=r+2

((−1)i+1ai,1 det(Ai,1))

= −

(
r−1∑
i=1

((−1)i+1ai,1 det(Ai,1)) + (−1)r+1ar,1 det(Ar,1)

)

−

(
(−1)r+2ar+1,1 det(Ar+1,1) +

m+1∑
i=r+2

((−1)i+1ai,1 det(Ai,1))

)

= −

(
r∑

i=1

((−1)i+1ai,1 det(Ai,1)) +
m+1∑
i=r+1

((−1)i+1ai,1 det(Ai,1))

)

= −
m+1∑
i=1

((−1)i+1ai,1 det(Ai,1)) = −det(A) άρα από την αρχή της μαθηματικής επαγωγής

προκύπτει ότι αν A ∈ Rn×n και r ∈ {1, . . . , n− 1} τότε det(Pr↔r+1,nA) = −det(A).

Πρόταση 2.9.3. Αν A ∈ Rn×n, r ∈ {1, . . . , n − 1}, s ∈ {1, . . . , n − 1}, r + s 6 n τότε
det(Pr↔r+s,nA) = −det(A).

Απόδειξη. Αν s = 1 τότε det(Pr↔r+sA) = det(Pr↔r+1A) = −det(A).
Υποθέτουμε ότι αν s ∈ {1, . . . ,m} και r + s 6 n τότε det(Pr↔r+s,nA) = −det(A).
Αν s = m+ 1 και r +m+ 1 6 n τότε Pr↔r+m+1,nA = Pr↔r+1,n(Pr+1↔m+1,n(Pr↔r+1,nA)) άρα
det(Pr↔r+m+1,nA) = det(Pr↔r+1,n(Pr+1↔m+1,n(Pr↔r+1,nA))) =
− det(Pr+1↔m+1,n(Pr↔r+1,nA)) = det(Pr↔r+1,nA) = −det(A) επομένως από την αρχή της
μαθηματικής επαγωγής προκύπτει ότι αν A ∈ Rn×n, r ∈ {1, . . . , n− 1},
s ∈ {1, . . . , n− 1}, r + s 6 n τότε det(Pr↔r+s,nA) = −det(A).

Πρόταση 2.9.4. Αν r ∈ {1, . . . , n−1}, s ∈ {1, . . . , n−1}, r+s 6 n τότε det(Pr↔r+s,n) = −1.

Απόδειξη. det(Pr↔r+s,n) = det(Pr↔r+s,nIn) = −det(In) = −1.

Από τις Προτάσεις 2.9.3, 2.9.4 προκύπτει ότι κάθε μεταθετικός πίνακας έχει ορίζουσα ίση
με −1 ή με 1.
Από την Γραμμική Άλγεβρα είναι γνωστή η ακόλουθη πρόταση:
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Πρόταση 2.9.5. Ένας τετραγωνικός πίνακαςA είναι αντιστρέψιμος αν και μόνο αν det(A) ̸=
0.

2.10 Ιδιοτιμές - Ιδιοδιανύσματα

Οι ιδιοτιμές ενός n επί n πίνακα A είναι οι ρίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύμου p(t) =
det(A−tIn) άρα κάθε n επί nπίνακας έχει n ιδιοτιμές οι οποίες μπορεί να είναι πραγματικές
ή μιγαδικές.

Πρόταση 2.10.1. Αν λ είναι ιδιοτιμή του n επί nπίνακαA τότε υπάρχει x όπου x ∈ Rn\{0n}
το οποίο λέγεται ιδιοδιάνυσμα του A που σχετίζεται με την ιδιοτιμή λ τέτοιο ώστε Ax = λx.

Απόδειξη. Αν το 0n είναι το μόνο διάνυσμα που ικανοποιεί την έκφραση Ax = λx δηλαδή
(A − λIn)x = 0n αν και μόνο αν x = 0n τότε N(A) = {0n} άρα ο πίνακας A − λIn είναι
αντιστρέψιμος επομένως det(A−λIn) ̸= 0 το οποίο είναι άτοπο συνεπώς υπάρχει x όπου
x ∈ Rn \ {0n} τέτοιο ώστε Ax = λx.

Το σύνολο των ιδιοτιμών ενός τετραγωνικού πίνακα A λέγεται φάσμα του A ενώ το μέγιστο
των απολύτων τιμών των ιδιοτιμών του A λέγεται φασματική ακτίνα του A και συμβολίζεται
ως ρ(A).

Πρόταση 2.10.2. Αν A ∈ Rm×n τότε ∥A∥2 = ρ
1
2 (ATA).

Η απόδειξη της Πρότασης 2.10.2 παρατίθεται στο Παράρτημα.
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3 ΕΛΑΧΙΣΤΑ ΤΕΤΡΑΓΩΝΑ

3.1 Γραμμικό Πρόβλημα Ελαχίστων Τετραγώνων

ΈστωA ∈ Rm×n, b ∈ Rm. Το πρόβλημα προσδιορισμού ενός n επί 1 πίνακα x τέτοιου ώστε
να ελαχιστοποιείται η νόρμα ∥Ax− b∥2 λέγεται Γραμμικό Πρόβλημα Ελαχίστων Τετραγώ-
νων(ΓΠΕΤ). Το ΓΠΕΤ μπορεί να θεωρηθεί ως διατύπωση του προβλήματος της προσεγ-
γιστικής επίλυσης του συστήματος Ax = b με την έννοια ότι x = min({∥Av−b∥2 : v ∈ Rn}).

Πρόταση 3.1.1. Αν A ∈ Rm×n, b ∈ Rm τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Το ΓΠΕΤ του συστήματος Ax = b έχει πάντα λύση x όπου x ∈ Rn η οποία είναι
μοναδική αν και μόνο αν rank(A) = n.

2. Η λύση ελαχίστων τετραγώνων x όπου x ∈ Rn του συστήματος Ax = b ικανοποιεί το
σύστημα των κανονικών εξισώσεων ATAx = AT b ενώ αν είναι μοναδική τότε ο ATA
είναι αντιστρέψιμος και η λύση δίνεται από τον αναλυτικό τύπο x = (ATA)−1AT b.

Απόδειξη.

1. Ο R(A) είναι κλειστός υπόχωρος του Rm άρα υπάρχουν μοναδικά b1, b2 όπου b1 ∈
R(A), b2 ∈ R(A)⊥ τέτοια ώστε b = b1 + b2 άρα αν x ∈ Rn τότε ∥Ax− b∥22 =
∥Ax− b1 − b2∥22 ⇔

∥Ax− b∥22 = ∥Ax− b1 + (−b2)∥22 (1)

Έχουμε ότι Ax − b1 ∈ R(A) άρα ⟨Ax − b1, b2⟩ = 0 επομένως από την έκφραση (1)
προκύπτει ότι:

∥Ax− b∥22 = ∥Ax− b1∥22 + ∥−b2∥22 (2)

Από την έκφραση (2) προκύπτει ότι το ΓΠΕΤ του συστήματοςAx = b είναι ισοδύναμο
με το πρόβλημα ελαχιστοποίησης της νόρμας ∥Ax − b1∥2 όπου x ∈ Rn. Έχουμε ότι
b1 ∈ R(A) άρα το σύστημα Ax = b1 έχει λύση x όπου x ∈ Rn η οποία είναι λύση
ελαχίστων τετραγώνων του συστήματος Ax = b. Η λύση του συστήματος Ax = b1
είναι μοναδική αν και μόνο αν rank(A) = n άρα το ΓΠΕΤ του συστήματος Ax = b
έχει μοναδική λύση αν και μόνο αν rank(A) = n.

2. Αν x ∈ Rn τέτοιο ώστε να είναι λύση ελαχίστων τετραγώνων του συστήματος Ax = b
τότε υπάρχουν b1, b2 όπου b1 ∈ R(A), b2 ∈ R(A)⊥ τέτοια ώστε b = b1 + b2 και b1 = Ax
άρα b− Ax = b1 + b2 − Ax = b1 − Ax+ b2 = 0m + b2 = b2 επομένως:

AT (b− Ax) = AT b2 (3)

⟨AT b2, A
T b2⟩2 = (AT b2)

TAT b2 = bT2 (A
T )TAT b2 = bT2A(A

T b2) = ⟨b2, A(AT b2)⟩2
b2∈R(A)⊥

=======
0⇔

AT b2 = 0n (4)

Από τις εκφράσεις (3),(4) προκύπτει ότι AT (b − Ax) = 0n ⇔ AT b − ATAx = 0n ⇔
ATAx = AT b. Έστω x ∈ Rn τέτοιο ώστε να είναι μοναδική λύση ελαχίστων τετραγώ-
νων του συστήματος Ax = b. Αν ο ATA δεν είναι αντιστρέψιμος τότεN(ATA) ̸= {0n}
δηλαδή υπάρχει z όπου z ∈ Rn \ {0n} τέτοιο ώστε ATAz = 0n άρα ⟨Az,Az⟩2 =
(Az)TAz = zTATAz = zT0n = 0 επομένως Az = 0m συνεπώς N(A) ̸= {0n} το οποίο
είναι άτοπο διότι rank(A) = n οπότε ο ATA είναι αντιστρέψιμος και ATAx = AT b ⇔
x = (ATA)−1AT b.
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Αν A ∈ Rm×n και rank(A) = n τότε ο ATA είναι αντιστρέψιμος και ορίζουμε ως γενικευμένο
αντίστροφο του A ή ψευδοαντίστροφο του A ή αντίστροφο Moore-Penrose του A τον n
επί m πίνακα A+ = (ATA)−1AT . Αν A ∈ Rn×n και rank(A) = n τότε A+ = (ATA)−1AT =
A−1(AT )−1AT = A−1In = A−1 και η μοναδική λύση ελαχίστων τετραγώνων x όπου x ∈ Rn

του συστήματος Ax = b όπου b ∈ Rn συμπίπτει με την μοναδική κλασική λύση x = A−1b
του συστήματος Ax = b.

3.2 Μετασχηματισμοί Householder

Ένας m επί m πίνακας H λέγεται πίνακας Householder ή μετασχηματισμός Householder
αν και μόνο αν υπάρχει u όπου u ∈ Rm \ {0m}τέτοιο ώστε H = Im −

2

uTu
uuT .

Πρόταση 3.2.1. Αν ο m επί m πίνακας H είναι μετασχηματισμός Householder τότε ισχύ-
ουν τα ακόλουθα:

1. Ο H είναι συμμετρικός.

2. Ο H είναι ορθογώνιος.

Απόδειξη.

1. HT = (Im −
2

uTu
uuT )T = ITm −

2

uTu
(uuT )T = Im −

2

uTu
uuT = H.

2. HHT = HTH = H2 = (Im −
2

uTu
uuT )(Im −

2

uTu
uuT ) = Im −

2

uTu
uuT − 2

uTu
uuT +

4

(uTu)2
uuTuuT = Im −

4

uTu
uuT +

4

uTu
uuT = Im.

Ορίζουμε συνάρτηση sgn0 : R→ R τέτοια ώστε:

sgn0(x) =
{
sgn(x), αν x ∈ R \ {0}

1, αν x = 0

Πρόταση 3.2.2. Αν x ∈ R τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. x = sgn0(x)|x|.

2. sgn0(−x) = −sgn0(x) όπου x ̸= 0.

Απόδειξη.

1. Αν x > 0 τότε x = |x| = 1|x| = sgn(x)|x| = sgn0(x)|x|.
Αν x = 0 τότε x = 1 · |0| = sgn0(x)|x|.
Αν x < 0 τότε x = −|x| = −1|x| = sgn(x)|x| = sgn0(x)|x|.

2. Αν x > 0 τότε sgn0(−x) = sgn(−x) = −1 = −sgn(x) = −sgn0(x).
Αν x < 0 τότε sgn0(−x) = sgn(−x) = 1 = −(−1) = −sgn(x) = −sgn0(x).
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Η υλοποίηση της συνάρτησης sign0 : R→ R στην γλώσσα MATLAB είναι η ακόλουθη:

function [ y ]= sgn_0 ( x )
i f x~=0

y=sign ( x ) ;
else

y=1;
end
end

Πρόταση 3.2.3. Αν x ∈ Rm \ {0m}, s = sgn0(x(1))∥x∥2 τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. x ̸= −se1,m.

2. Αν u = x+ se1,m τότε για τον μετασχηματισμό Householder H = Im−
2

uTu
uuT ισχύει

ότι Hx = −se1,m.

Απόδειξη.

1. Αν x = −se1,m τότε ∥x∥2 = ∥−se1,m∥2 = |−s|∥e1,m∥2 = |s| ̸= 0 και x(1) = −s άρα
sgn0(x(1)) = sgn0(−s) = −sgn0(s) επομένως s = −sgn0(s)|s| = −s ⇔ 2s = 0 ⇔
s = 0 το οποίο είναι άτοπο συνεπώς x ̸= −se1,m.

2. Hx = (Im −
2

uTu
uuT )x = x − 2

(x+ se1,m)T (x+ se1,m)
(x + se1,m)(x + se1,m)

Tx =

x− 2

(xT + seT1,m)(x+ se1,m)
(x+ se1,m)(x

T + seT1,m)x =

x− 2

xTx+ sxT e1,m + seT1,mx+ s2eT1,me1,m
(x+ se1,m)(x

Tx+ seT1,mx) =

x− 2

∥x∥22 + sx(1) + sx(1) + ∥x∥22
(x+ se1,m)(∥x∥22 + sx(1)) =

x− 1

∥x∥22 + sx(1)
(∥x∥22 + sx(1))(x+ se1,m) = x− x− se1,m = −se1,m.

Οι αλγόριθμοι στο κείμενο παρουσιάζονται μέσω ψευδοκώδικα εμπλουτισμένου με στοι-
χεία από την γλώσσα MATLAB.

Αλγόριθμος 3.2.1. Ο αλγόριθμος unit που παρουσιάζεται παρακάτω δέχεται ως είσοδο
το στοιχείο x όπου x ∈ Rm και επιστρέφει ως έξοδο το στοιχείο u όπου u ∈ Rm και
u = x+ sgn0(x(1))∥x∥2e1,m.

algorithm unit(x) = u

m← length(x)
s← ∥x∥2
if s = 0 then

u← 0m
return
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end if
s← sgn0(x(1))s
x(1)← x(1) + s
u← x

end

Η υλοποίηση του αλγορίθμου unit στην γλώσσα MATLAB είναι η ακόλουθη:
function [ u ]= un i t ( x )
m= length ( x ) ;
s=norm ( x , 2 ) ;
i f s==0

u=zeros (m, 1 ) ;
return ;

end
s=sgn_0 ( x ( 1 ) ) * s ;
x (1)= x (1)+ s ;
u=x ;
end

Αλγόριθμος 3.2.2. Ο αλγόριθμος hous που παρουσιάζεται παρακάτω δέχεται ως είσοδο
το στοιχείο (x, u, a) όπου x ∈ Rm, u ∈ Rm \ {0m}, a = uTu και επιστρέφει ως έξοδο το

στοιχείο h όπου h ∈ Rm και h = (Im −
2

uTu
uuT )x = x− 2uTx

uTu
u.

algorithm hous(x, u, a) = h

m← length(x)
s← sgn0(x(1))∥x∥2
h← 0m
h(1)← s
if u=x+h then

h← −h
return

end if
s← uT

s← −2sx

a
h← x+ su

end

Η υλοποίηση του αλγορίθμου hous στην γλώσσα MATLAB είναι η ακόλουθη:
function [ h ]= hous ( x , u , a )
m= length ( x ) ;
s=sgn_0 ( x ( 1 ) ) *norm ( x , 2 ) ;
h=zeros (m, 1 ) ;
h (1)= s ;
i f u==x+h

h=−h ;
return ;

end
s=u ’ ;
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s=−2*(s*x ) / a ;
h=x+s*u ;
end

Πρόταση 3.2.4. Έστω H ∈ Rm×m και n+m επί n+m πίνακας H0 τέτοιος ώστε:

H0 =

[
In 0n×m

0m×n H

]
Αν οH είναι μετασχηματισμός Householder τότε οH0 είναι μετασχηματισμός Householder.

Απόδειξη. Έστω H = Im −
2

uTu
uuT όπου u ̸= 0m και u0 ∈ Rn+m όπου u0 = [0Tnu

T ]T .

In+m −
2

uT
0 u0

u0u
T
0 = In+m −

2

[0Tnu
T ][0Tnu

T ]T
[0Tnu

T ]T [0Tnu
T ] =[

In 0n×m

0m×n Im

]
− 2

uTu

[
0n
u

]
[0Tnu

T ] =

[
In 0n×m

0m×n Im

]
− 2

uTu

[
0n×n 0n×m

0m×n uuT

]
=[

In 0n×m

0m×n Im − 2
uTu

uuT

]
=

[
In 0n×m

0m×n H

]
⇔

H0 = In+m −
2

uT
0 u0

u0u
T
0 (1)

Από την έκφραση (1) προκύπτει ότι ο H0 είναι μετασχηματισμός Householder.

3.3 Υπερκαθορισμένο ΓΠΕΤ

Το πρόβλημα προσδιορισμού λύσης ελαχίστων τετραγώνων x όπου x ∈ Rn του συστή-
ματος Ax = b όπου A ∈ Rm×n, b ∈ Rm,m > n λέγεται υπερκαθορισμένο ΓΠΕΤ.

Πρόταση 3.3.1 (παραγοντοποίηση QR). Έστω A ∈ Rm×n όπου m > n και rank(A) = n.

1. Αν m > n τότε υπάρχουν μετασχηματισμοί Householder H1, . . . , Hn όπου Hk ∈
Rm×m για κάθε k όπου k ∈ {1, . . . , n} και R ∈ Rn×n όπου R άνω τριγωνικός πίνακας
με μη μηδενικά διαγώνια στοιχεία τέτοιοι ώστε:

Hn · · ·H1A =

[
R

0(m−n)×n

]
Θέτουμε Q = HT

1 · · ·HT
n άρα ο Q είναι ορθογώνιος m επί m πίνακας και QT =

(HT
1 · · ·HT

n )
T = Hn · · ·H1 επομένως:

QTA =

[
R

0(m−n)×n

]
2. Αν m = n τότε υπάρχουν μετασχηματισμοί Householder H1, . . . , Hn−1 όπου Hk ∈

Rn×n για κάθε k όπου k ∈ {1, . . . , n − 1} και R ∈ Rn×n όπου R άνω τριγωνικός
πίνακας με μη μηδενικά διαγώνια στοιχεία τέτοιοι ώστε:

Hn−1 · · ·H1A = R

Θέτουμε Q = HT
1 · · ·HT

n−1 άρα ο Q είναι ορθογώνιος n επί n πίνακας και QT =
(HT

1 · · ·HT
n−1)

T = Hn−1 · · ·H1 επομένως:

QTA = R
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Απόδειξη.

1. Αν n = 1 τότε A = [a] όπου a ∈ Rm και rank(A) = rank(a) = 1 άρα a ̸= 0m επομένως
υπάρχει μετασχηματισμός Householder H1 όπου H1 ∈ Rm×m τέτοιος ώστε H1a =
−sgn0(a(1))∥a∥2e1,m συνεπώς:

H1A =

[
−sgn0(a(1))∥a∥2

0m−1

]
Υποθέτουμε ότι αν n ∈ {1, . . . , l} και rank(A) = n τότε υπάρχουν μετασχηματισμοί
Householder H1, . . . , Hn όπου Hk ∈ Rm×m για κάθε k όπου k ∈ {1, . . . , n} και R ∈
Rn×n όπουR άνω τριγωνικός πίνακας με μη μηδενικά διαγώνια στοιχεία τέτοιοι ώστε:

Hn · · ·H1A =

[
R

0(m−n)×n

]
Αν n = l+1 τότεA = [Al a] όπουAl ∈ Rm×l, a ∈ Rm και rank(A) = rank([Al a]) = l+1
ενώ rank(Al) 6 l και rank(a) 6 1 άρα αν rank(Al) < l τότε rank([Al a]) < l + 1
το οποίο είναι άτοπο επομένως rank(Al) = l συνεπώς υπάρχουν μετασχηματισμοί
HouseholderH1, . . . , Hl όπουHk ∈ Rm×m για κάθε k όπου k ∈ {1, . . . , l} καιRl ∈ Rl×l

όπου Rl άνω τριγωνικός πίνακας με μη μηδενικά διαγώνια στοιχεία τέτοιοι ώστε:

Hl · · ·H1Al =

[
Rl

0(m−l)×l

]
(1)

Έχουμε ότι Hl · · ·H1a ∈ Rm άρα υπάρχουν μοναδικοί πίνακες a1, a2 όπου a1 ∈
Rl, a2 ∈ Rm−l τέτοιοι ώστε:

Hl · · ·H1a =

[
a1
a2

]
(2)

Hl · · ·H1A = Hl · · ·H1[Al a]
(1)⇐⇒
(2)

Hl · · ·H1A =

[
Rl a1

0(m−l)×l a2

]
(3)

Αν a2 = 0m−l τότε rank(Hl · · ·H1A) = rank(Rl) = l < l + 1 = rank(A) το οποίο είναι
άτοπο άρα a2 ̸= 0m−l επομένως υπάρχει μετασχηματισμός Householder H όπου
H ∈ R(m−l)×(m−l) τέτοιος ώστε Ha2 = −sgn0(a2(1))∥a2∥2e1,m−l. Έστω H0 ∈ Rm×m

τέτοιος ώστε:

H0 =

[
Il 0l×(m−l)

0(m−l)×l H

]
(4)

Από την Πρόταση 3.2.4 προκύπτει ότι οH0 είναι μετασχηματισμός Householder και:

H0Hl · · ·H1A =

[
Il 0l×(m−l)

0(m−l)×l H

] [
Rl a1

0(m−l)×l a2

]
=[

IlRl + 0l×(m−l)0(m−l)×l Ila1 + 0l×(m−l)a2
0(m−l)×lRl +H0(m−l)×l 0(m−l)×la1 +Ha2

]
=

[
Rl a1

0(m−l)×l Ha2

]
⇔

H0Hl · · ·H1A =

 Rl a1
0 −sgn0(a2(1))∥a2∥2

0(m−l−1)×l 0m−l−1

 (5)

Από την έκφραση (5) και την αρχή της μαθηματικής επαγωγής προκύπτει ότι αν A ∈
Rm×n όπου m > n και rank(A) = n τότε υπάρχουν μετασχηματισμοί Householder
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H1, . . . , Hn όπου Hk ∈ Rm×m για κάθε k όπου k ∈ {1, . . . , n} και R ∈ Rn×n όπου R
άνω τριγωνικός πίνακας με μη μηδενικά διαγώνια τέτοιοι ώστε:

Hn · · ·H1A =

[
R

0(m−n)×n

]
2. Αν n = 1 τότε A = a όπου a ∈ R και rank(A) = rank(a) = 1 άρα a ̸= 0.

Υποθέτουμε ότι αν n ∈ {1, . . . , l} και rank(A) = n τότε υπάρχουν μετασχηματισμοί
Householder H1, . . . , Hn−1 όπου Hk ∈ Rn×n για κάθε k όπου k ∈ {1, . . . , n − 1} και
R ∈ Rn×n όπου R άνω τριγωνικός πίνακας με μη μηδενικά διαγώνια στοιχεία τέτοιοι
ώστε:

Hn−1 · · ·H1A = R

Αν n = l+1 τότε A = [Al a] όπου Al ∈ R(l+1)×l, a ∈ Rl+1 και rank(A) = rank([Al a]) =
l + 1 ενώ rank(Al) 6 l και rank(a) 6 1 άρα αν rank(Al) < l τότε rank([Al a]) < l + 1
το οποίο είναι άτοπο επομένως rank(Al) = l συνεπώς υπάρχουν μετασχηματισμοί
Householder H1, . . . , Hl όπου Hk ∈ R(l+1)×(l+1) για κάθε k όπου k ∈ {1, . . . , l} και
Rl ∈ Rl×l όπου Rl άνω τριγωνικός πίνακας με μη μηδενικά διαγώνια στοιχεία τέτοιοι
ώστε:

Hl · · ·H1Al =

[
Rl

0Tl

]
(6)

Έχουμε ότι Hl · · ·H1a ∈ Rl+1 άρα υπάρχουν μοναδικοί πίνακες a1, a2 όπου a1 ∈
Rl, a2 ∈ R τέτοιοι ώστε:

Hl · · ·H1a =

[
a1
a2

]
(7)

Hl · · ·H1A = Hl · · ·H1[Al a]
(6)⇐⇒
(7)

Hl · · ·H1A =

[
Rl a1
0Tl a2

]
(8)

Αν a2 = 0 τότε rank(Hl · · ·H1A) = rank(Rl) = l < l + 1 = rank(A) το οποίο είναι
άτοπο άρα:

a2 ̸= 0 (9)

Από τις εκφράσεις (8),(9) και την αρχή της μαθηματικής επαγωγής προκύπτει ότι αν
A ∈ Rn×n και rank(A) = n τότε υπάρχουν μετασχηματισμοί HouseholderH1, . . . , Hn−1

όπου Hk ∈ Rn×n για κάθε k όπου k ∈ {1, . . . , n − 1} και R ∈ Rn×n όπου R άνω τρι-
γωνικός πίνακας με μη μηδενικά διαγώνια στοιχεία τέτοιοι ώστε:

Hn−1 · · ·H1A = R

Πρόταση 3.3.2 (παραγοντοποίησηQRμε οδήγηση κατά στήλες). ΑνA ∈ Rm×n, rank(A) =
r όπου 1 6 r 6 min({m,n}) − 1 τότε υπάρχει m επί m ορθογώνιος πίνακας Q, n επί n
μεταθετικός πίνακας P , r επί r άνω τριγωνικός με μη μηδενικά διαγώνια στοιχεία πίνακας
R1,1, r επί n− r πίνακας R1,2 τέτοιοι ώστε:

QTAP =

[
R1,1 R1,2

0(m−r)×r 0(m−r)×(n−r)

]
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Απόδειξη. Έχουμε ότι rank(A) = r άρα υπάρχει μεταθετικός n επί n πίνακας P τέτοιος
ώστε AP = [A1 A2] όπου A1 ∈ Rm×r, A2 ∈ Rm×(n−r) και ο A1 έχει γραμμικώς ανεξάρτητες
στήλες επομένως υπάρχει m επί m ορθογώνιος πίνακας Q και r επί r άνω τριγωνικός
πίνακας με μη μηδενικά διαγώνια στοιχεία R1,1 τέτοιοι ώστε:

QTA1 =

[
R1,1

0(m−r)×r

]
(1)

Έχουμε ότι QTA2 ∈ Rm×(n−r) άρα υπάρχουν μοναδικοί πίνακες R1,2, R2,2 όπου R1,2 ∈
Rr×(n−r), R2,2 ∈ R(m−r)×(n−r) τέτοιοι ώστε:

QTA2 =

[
R1,2

R2,2

]
(2)

QTAP = QT [A1 A2] = [QTA1 Q
TA2]

(1)⇐⇒
(2)

QTAP =

[
R1,1 R1,2

0(m−r)×r R2,2

]
(3)

Έχουμε ότι rank(QTAP ) = rank(A) = r και rank(R1,1) = r άρα από την έκφραση (3)
προκύπτει ότι R2,2 = 0(m−r)×(n−r).

Από την Πρόταση 3.3.2 προκύπτει ότι μέσω της παραγοντοποίησης QR με οδήγηση κατά
στήλες ενόςm επί nπίνακαA αποκαλύπτεται η τάξη του r η οποία είναι ίση με την διάσταση
του r επί r άνω τριγωνικού με μη μηδενικά διαγώνια στοιχεία πίνακα R1,1. Για τον μεταθε-
τικό πίνακα P ισχύει ότι P = P1 · · ·Pk · · ·Pr όπου Pk είναι μεταθετικός πίνακας για κάθε k
όπου k ∈ {1, . . . , r} ο οποίος επιδρά στον A πριν επιδράσει στον A πίνακας Householder
Hk τέτοιος ώστε QT = Hr · · ·Hk · · ·H1. Η περιγραφή του αλγορίθμου παραγοντοποίησης
QR με οδήγηση κατά στήλες ενός m επί n πίνακα A με m > n είναι η ακόλουθη:

Βήμα 1: Θέτουμε l = min({m,n}).

Βήμα 2: Θέτουμε r = 0.

Βήμα 3: Βρίσκουμε την στήλη με την μέγιστη νόρμα στον πίνακα A και θέτουμε την μετα-
βλητή a ίση με την τιμή της μέγιστης νόρμας.

Βήμα 4: Ενόσω a > 0:

Βήμα 1: Αυξάνουμε την τιμή της μεταβλητής r κατά 1.
Βήμα 2: Αν r = 1 τότε:

Βήμα 1: Προσδιορίζουμε n επί n μεταθετικό πίνακα P1 τέτοιο ώστε ο m
επί nπίνακαςAP1 να έχει ως πρώτη στήλη αυτή με την μέγιστη
νόρμα.

Βήμα 2: Προσδιορίζουμε m επί m πίνακα Householder H1 τέτοιο ώστε
ο m επί n πίνακας H1AP1 να έχει μηδενικά στην πρώτη στήλη
κάτω από το στοιχείο της πρώτης γραμμής.

Βήμα 3: Υπολογίζουμε τον m επί n πίνακα A1 = H1AP1 ο οποίος έχει
μηδενικά στην πρώτη στήλη κάτω από το στοιχείο της πρώτης
γραμμής.

Αλλιώς:
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Βήμα 1: Προσδιορίζουμε τον n− r + 1 επί n− r + 1 μεταθετικό πίνακα
P̄r τέτοιο ώστε οm− r+1 επί n− r+1 πίνακας Ār−1P̄r να έχει
ως πρώτη στήλη αυτή με την μέγιστη νόρμα.

Βήμα 2: Προσδιορίζουμε m− r + 1 επί m− r + 1 πίνακα Householder
H̄r τέτοιο ώστε ο m − r + 1 επί n − r + 1 πίνακας H̄rĀr−1P̄r

να έχει μηδενικά στην πρώτη στήλη κάτω από το στοιχείο της
πρώτης γραμμής.

Βήμα 3: Ορίζουμε n επί n μεταθετικό πίνακα Pr τέτοιο ώστε:

Pr =

[
Ir−1 0(r−1)×(n−r+1)

0(n−r+1)×(r−1) P̄r

]
Βήμα 4: Ορίζουμε m επί m πίνακα Householder Hr τέτοιο ώστε:

Hr =

[
Ir−1 0(r−1)×(m−r+1)

0(m−r+1)×(r−1) H̄r

]
Βήμα 5: Υπολογίζουμε τονm επί nπίνακαAr = HrAr−1Pr ο οποίος έχει

μηδενικά στην r-οστή στήλη κάτω από το στοιχείο της r-οστής
γραμμής.

Βήμα 3: Αν r 6 l − 1 τότε:
Βρίσκουμε την στήλη με την μέγιστη νόρμα στονm− r επί n− r πίνακα
Ār που προκύπτει από τον Ar αν αφαιρέσουμε τις πρώτες r γραμμές
και τις πρώτες r στήλες ενώ θέτουμε την μεταβλητή a ίση με την τιμή
της μέγιστης νόρμας.
Αλλιώς:
Θέτουμε a = 0.

Βήμα 5: Αν r = 0 τότε:
A = 0m×n.
Αλλιώς:
HAP = Ar όπου H,P είναι ο m επί m ορθογώνιος πίνακας, ο n επί n μεταθε-
τικός πίνακας αντίστοιχα όπως προκύπτουν από την παραγοντοποίηση QR με
οδήγηση κατά στήλες του A.

Αλγόριθμος 3.3.1. Ο αλγόριθμος qar που παρουσιάζεται παρακάτω δέχεται ως είσοδο
το στοιχείο A όπου A ∈ Rm×n,m > n και επιστρέφει ως έξοδο το στοιχείο (H,B, p, r) όπου
B είναι m επί n πίνακας τέτοιος ώστε HAP = B και H,P, p, r είναι ο m επί m ορθογώνιος
πίνακας, ο n επί n μεταθετικός πίνακας, το 1 επί n διάνυσμα που αντιστοιχεί στον P και
η τάξη του A αντίστοιχα όπως προκύπτουν από την παραγοντοποίηση QR με οδήγηση
κατά στήλες του A.

algorithm qar(A) = (H,B, p, r)

(m,n)← size(A)
l← min({m,n})
H ← Im
p← 0Tn
for j ← 1 : n do

p(j)← j
end for
r ← 0
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a← A(1 : m, p(1) : p(1))
a← ∥a∥2
for j ← 2 : n do

q ← A(1 : m, p(j) : p(j))
q ← ∥q∥2
if q > a then

a← q
q ← p(1)
p(1)← p(j)
p(j)← q

end if
end for
while a>0 do

r ← r + 1
q ← A(r : m, p(r) : p(r))
u← unit(q)
a← ∥u∥22
q ← hous(q, u, a)
A(r : m, p(r) : p(r))← q
for j ← r + 1 : n do

q ← A(r : m, p(j) : p(j))
q ← hous(q, u, a)
A(r : m, p(j) : p(j))← q

end for
u0 ← [0Tr−1 u

T ]T

q0 ← uT
0

a← −2

a
H ← H + au0q0H
if r 6 l − 1 then

a← A(r + 1 : m, p(r + 1) : p(r + 1))
a← ∥a∥2
for j ← r + 2 : n do

q ← A(r + 1 : m, p(j) : p(j))
q ← ∥q∥2
if q > a then

a← q
q ← p(r + 1)
p(r + 1)← p(j)
p(j)← q

end if
end for

else
a← 0

end if
end while
B ← A

end

Η υλοποίηση του αλγορίθμου qar στην γλώσσα MATLAB είναι η ακόλουθη:

Ν. Πουλίδης 50



Ελάχιστα Τετράγωνα: Αλγόριθμοι και Εφαρμογές

function [H,B, p , r ]= qar (A)
[m, n ]= size (A ) ;
l =min ( [m, n ] ) ;
H=eye (m) ;
p=zeros (1 , n ) ;
for j =1:n

p ( j )= j ;
end
r =0;
a=A( 1 :m, p ( 1 ) : p ( 1 ) ) ;
a=norm ( a , 2 ) ;
for j =2:n

q=A( 1 :m, p ( j ) : p ( j ) ) ;
q=norm ( q , 2 ) ;
i f q>a

a=q ;
q=p ( 1 ) ;
p (1)=p ( j ) ;
p ( j )=q ;

end
end
eps i l on =1;
while eps i l on+1>1

eps i l on=eps i l on / 2 ;
end
eps i l on =100* eps i l on ;
while a>eps i l on

r= r +1;
q=A( r :m, p ( r ) : p ( r ) ) ;
u= un i t ( q ) ;
a=norm ( u , 2 ) ^ 2 ;
q=hous ( q , u , a ) ;
A( r :m, p ( r ) : p ( r ) )= q ;
for j = r +1:n

q=A( r :m, p ( j ) : p ( j ) ) ;
q=hous ( q , u , a ) ;
A( r :m, p ( j ) : p ( j ) ) = q ;

end
u_0=[ zeros ( r −1 ,1);u ] ;
q_0=u_0 ’ ;
a=−2/a ;
H=H+a*u_0 * ( q_0*H) ;
i f r <= l−1

a=A( r +1:m, p ( r +1 ) : p ( r +1 ) ) ;
a=norm ( a , 2 ) ;
for j = r +2:n

q=A( r +1:m, p ( j ) : p ( j ) ) ;
q=norm ( q , 2 ) ;
i f q>a

a=q ;
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q=p ( r +1 ) ;
p ( r +1)=p ( j ) ;
p ( j )=q ;

end
end

else
a=0;

end
end
i f r <=n−1

for j = r +1:n
A( r +1:m, p ( j ) : p ( j ) ) = zeros (m−r , 1 ) ;

end
end
B=A;
end

Στο ακόλουθο παράδειγμα χρησιμοποιούμε τα δεδομένα από το Παράδειγμα 5.3.1 του
βιβλίου [1].

Παράδειγμα 3.3.1. Έστω 3 επί 2 πίνακας A τέτοιος ώστε:

A =

 1 1
0.0001 0

0 0.0001


Το πρόγραμμα στην γλώσσα MATLAB που προσδιορίζει την παραγοντοποίηση QR του
πίνακα A είναι το ακόλουθο:

A=[1 1;0.0001 0;0 0.0001]
[H,B, p , r ]= qar (A)

Ο 3 επί 2 πίνακας B που επιστρέφει το παραπάνω πρόγραμμα συμφωνεί με τα αποτελέ-
σματα του Παραδείγματος 5.3.1 του βιβλίου [1] και είναι ο ακόλουθος:

B =

 −1 −1
0 0.0001
0 0


Για τον προσδιορισμό λύσης ελαχίστων τετραγώνων x όπου x ∈ Rn του συστήματος Ax =
b όπου A ∈ Rm×n, b ∈ Rm,m > n ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Αν rank(A) = n και m > n τότε υπάρχει m επί m ορθογώνιος πίνακας Q και n επί n
άνω τριγωνικός με μη μηδενικά διαγώνια στοιχεία πίνακας R τέτοιοι ώστε:

QTA =

[
R

0(m−n)×n

]
(1)

Έχουμε ότι QT b ∈ Rm άρα ο QT b μπορεί να παρασταθεί ως σύνθετος πίνακας στήλη
δύο πινάκων b1, b2 όπου b1 ∈ Rn, b2 ∈ Rm−n τέτοιων ώστε:

QT b =

[
b1
b2

]
(2)
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∥Ax − b∥22 = ∥QT (Ax − b)∥22 = ∥QTAx − QT b∥22
(1)
===
(2)

∥∥∥∥[ Rx
0(m−n)×nx

]
−
[
b1
b2

]∥∥∥∥2
2

=∥∥∥∥[ Rx− b1
−b2

]∥∥∥∥2
2

⇔

∥Ax− b∥22 = ∥Rx− b1∥22 + ∥−b2∥22 (3)
Από την έκφραση (3) συμπεραίνουμε ότι η νόρμα ∥Ax − b∥2 ελαχιστοποιείται όταν
Rx− b1 = 0n ⇔

Rx = b1 (4)
Η λύση x του ΓΠΕΤ προκύπτει από την επίλυση του n επί n άνω τριγωνικού συστή-
ματος (4).

2. Αν rank(A) = n και m = n τότε υπάρχει n επί n ορθογώνιος πίνακας Q και n επί n
άνω τριγωνικός με μη μηδενικά διαγώνια στοιχεία πίνακας R τέτοιοι ώστε:

QTA = R (5)

∥Ax− b∥2 = ∥QT (Ax− b)∥2 = ∥QTAx−QT b∥2
(5)⇐⇒

∥Ax− b∥2 = ∥Rx−QT b∥2 (6)

Από την έκφραση (6) προκύπτει ότι η νόρμα ∥Ax − b∥2 ελαχιστοποιείται όταν Rx −
QT b = 0n ⇔

Rx = QT b (7)
H λύση x του ΓΠΕΤ προκύπτει από την επίλυση του n επί n άνω τριγωνικού συστή-
ματος (7).

3. Αν rank(A) = r όπου 1 6 r 6 n − 1 τότε υπάρχει m επί m ορθογώνιος πίνακας
Q, n επί n μεταθετικός πίνακας P , r επί r άνω τριγωνικός με μη μηδενικά διαγώνια
στοιχεία πίνακας R1,1, r επί n− r πίνακας R1,2 τέτοιοι ώστε:

QTAP =

[
R1,1 R1,2

0(m−r)×r 0(m−r)×(n−r)

]
(8)

Έχουμε ότι QT b ∈ Rm άρα ο QT b μπορεί να παρασταθεί ως σύνθετος πίνακας στήλη
δύο πινάκων b1, b2 όπου b1 ∈ Rr, b2 ∈ Rm−r τέτοιων ώστε:

QT b =

[
b1
b2

]
(9)

Έχουμε ότι P Tx ∈ Rn άρα ο P Tx μπορεί να παρασταθεί ως σύνθετος πίνακας στήλη
δύο πινάκων y1, y2 όπου y1 ∈ Rr, y2 ∈ Rn−r τέτοιων ώστε:

P Tx =

[
y1
y2

]
(10)

∥Ax− b∥22 = ∥QT (AInx− b)∥22 = ∥QTAPP Tx−QT b∥22
(8)

======
(9),(10)∥∥∥∥[ R1,1 R1,2

0(m−r)×r 0(m−r)×(n−r)

] [
y1
y2

]
−
[
b1
b2

]∥∥∥∥2
2

=∥∥∥∥[ R1,1y1 +R1,2y2
0(m−r)×ry1 + 0(m−r)×(n−r)y2

]
−
[
b1
b2

]∥∥∥∥2
2

=

∥∥∥∥[ R1,1y1 +R1,2y2 − b1
−b2

]∥∥∥∥2
2

⇔

∥Ax− b∥22 = ∥R1,1y1 +R1,2y2 − b1∥22 + ∥−b2∥22 (11)
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Από την έκφραση (11) προκύπτει ότι η νόρμα ∥Ax−b∥22 ελαχιστοποιείται ότανR1,1y1+
R1,2y2 − b1 = 0r ⇔

R1,1y1 = b1 −R1,2y2 (12)

Από την έκφραση (12) συμπεραίνουμε ότι το ΓΠΕΤ έχει άπειρες λύσεις άρα αν θέ-
σουμε y2 = 0n−r τότε προκύπτει ότι:

R1,1y1 = b1 (13)

Από την έκφραση (10) προκύπτει ότι P Tx = [yT1 yT2 ]
T ⇔ PP Tx = P [yT1 yT2 ]

T ⇔ Inx =
P [yT1 yT2 ]

T ⇔
x = P [yT1 yT2 ]

T (14)

Μια λύση x του ΓΠΕΤ προκύπτει από την επίλυση του r επί r άνω τριγωνικού συ-
στήματος (13) και αντικατάσταση της λύσης αυτής στην έκφραση (14) όπου θέτουμε
y2 = 0n−r.

Αλγόριθμος 3.3.2. Ο αλγόριθμος over που παρουσιάζεται παρακάτω δέχεται ως είσοδο
το στοιχείο (A, b) όπου A ∈ Rm×n,m > n, b ∈ Rm και επιστρέφει ως έξοδο το στοιχείο x
όπου x ∈ Rn τέτοιο ώστε να είναι λύση ελαχίστων τετραγώνων του συστήματος Ax = b.

algorithm over(A, b) = x

(m,n)← size(A)
y ← 0n
x← 0n
(H,B, p, r)← qar(A)
b← Hb
for i← r : −1 : 1 do

s← 0
for j ← i+ 1 : r do

s← s+B(i, p(j))y(j)
end for
y(i)← b(i)− s

B(i, p(i))
end for
for i← 1 : r do

x(i)← y(p(i))
end for

end

Η υλοποίηση του αλγορίθμου over στην γλώσσα MATLAB είναι η ακόλουθη:

function [ x ]= over (A, b )
[m, n ]= size (A ) ;
y=zeros ( n , 1 ) ;
x=zeros ( n , 1 ) ;
[H,B, p , r ]= qar (A ) ;
b=H*b ;
for i = r :−1:1

s=0;
for j = i +1: r

s=s+B( i , p ( j ) ) * y ( j ) ;
end
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y ( i ) = ( b ( i )−s ) / B( i , p ( i ) ) ;
end
for i =1: r

x ( i )= y ( p ( i ) ) ;
end
end

Στο ακόλουθο παράδειγμα χρησιμοποιούμε τα δεδομένα από το Παράδειγμα 16.1 του
βιβλίου [10].

Παράδειγμα 3.3.2. Έστω A ∈ R4×2, b ∈ R4 τέτοιοι ώστε:

A =


1 3
2 4
3 8
2 9



b =


1
3
5
8


Το πρόγραμμα στην γλώσσα MATLAB που προσδιορίζει την λύση ελαχίστων τετραγώνων
του συστήματος Ax = b είναι το ακόλουθο:
A=[1 3;2 4;3 8;2 9 ]
b = [ 1 ; 3 ; 5 ; 8 ]
x=over (A, b )

Ο 2 επί 1 πίνακας x που επιστρέφει το παραπάνω πρόγραμμα συμφωνεί με τα αποτελέ-
σματα του Παραδείγματος 16.1 του βιβλίου [10] και είναι ο ακόλουθος:

x =

[
−1.0797
1.0837

]
Στο ακόλουθο παράδειγμα χρησιμοποιούμε τα δεδομένα από το Παράδειγμα 16.4 του
βιβλίου [10].

Παράδειγμα 3.3.3. Έστω A ∈ R6×3, b ∈ R3 τέτοιοι ώστε:

A =


1 0 0
0 1 0
0 0 1
−1 1 0
−1 0 1
0 −1 1



b =


2474
3882
4834
1422
2354
950


Το πρόγραμμα στην γλώσσα MATLAB που προσδιορίζει την λύση ελαχίστων τετραγώνων
του συστήματος Ax = b είναι το ακόλουθο:
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A=[1 0 0;0 1 0;0 0 1;−1 1 0;−1 0 1;0 −1 1]
b=[2474;3882;4834;1422;2354;950]
x=over (A, b )

Ο 3 επί 1 πίνακας x που επιστρέφει το παραπάνω πρόγραμμα συμφωνεί με τα αποτελέ-
σματα του Παραδείγματος 16.4 του βιβλίου [10] και είναι ο ακόλουθος:

x =

 24720
38860
48320


Στο ακόλουθο παράδειγμα χρησιμοποιούμε τα δεδομένα από το Παράδειγμα 8.5 του βι-
βλίου [8].

Παράδειγμα 3.3.4. Έστω A ∈ R3×2, b ∈ R3 τέτοιοι ώστε:

A =

 1 2
2 3
4 5


b =

 3
5
9


Το πρόγραμμα στην γλώσσα MATLAB που προσδιορίζει την λύση ελαχίστων τετραγώνων
του συστήματος Ax = b είναι το ακόλουθο:
A=[1 2;2 3;4 5 ]
b = [ 3 ; 5 ; 9 ]
x=over (A, b )

Ο 2 επί 1 πίνακας x που επιστρέφει το παραπάνω πρόγραμμα συμφωνεί με τα αποτελέ-
σματα του Παραδείγματος 8.5 του βιβλίου [8] και είναι ο ακόλουθος:

x =

[
1
1

]

3.4 Υποκαθορισμένο ΓΠΕΤ

Το πρόβλημα προσδιορισμού λύσης ελαχίστων τετραγώνων x όπου x ∈ Rn του συστή-
ματος Ax = b όπου A ∈ Rm×n, b ∈ Rm,m < n λέγεται υποκαθορισμένο ΓΠΕΤ και ισχύουν
τα ακόλουθα:

1. Αν rank(A) = m τότε υπάρχει n επί n ορθογώνιος πίνακας Q και m επί m άνω
τριγωνικός με μη μηδενικά διαγώνια στοιχεία πίνακας R τέτοιοι ώστε:

QTAT =

[
R

0(n−m)×m

]
⇔ AT = Q

[
R

0(n−m)×m

]
⇔ (AT )T = (Q

[
R

0(n−m)×m

]
)T ⇔

A = [RT 0m×(n−m)]Q
T (1)

Έχουμε ότιQTx ∈ Rn άρα οQTx μπορεί να παρασταθεί ως σύνθετος πίνακας στήλη
δύο πινάκων y1, y2 όπου y1 ∈ Rm, y2 ∈ Rn−m τέτοιων ώστε:

QTx =

[
y1
y2

]
(2)
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∥Ax− b∥2
(1)
=== ∥[RT 0m×(n−m)]Q

Tx− b∥2
(2)
===

∥∥∥∥[RT 0m×(n−m)]

[
y1
y2

]
− b

∥∥∥∥
2

=

∥RTy1 + 0m×(n−m)y2 − b∥2 ⇔

∥Ax− b∥2 = ∥RTy1 − b∥2 (3)

Από την έκφραση (3) προκύπτει ότι μπορούμε να θεωρήσουμε το y2 αυθαίρετο και
η νόρμα ∥Ax− b∥2 ελαχιστοποιείται όταν RTy1 − b = 0m ⇔

RTy1 = b (4)

Από την έκφραση (2) προκύπτει ότι QTx = [yT1 yT2 ]
T ⇔ QQTx = Qy ⇔ Inx =

Q[yT1 yT2 ]
T ⇔

x = Q[yT1 yT2 ]
T (5)

Μια λύση x του ΓΠΕΤ προκύπτει από την επίλυση του m επί m κάτω τριγωνικού
συστήματος (4) και αντικατάσταση της λύσης αυτής στην έκφραση (5) όπου θέτουμε
y2 = 0n−m.

2. Αν rank(A) = r όπου 1 6 r 6 m− 1 τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

(αʹ) Υπάρχει n επί n ορθογώνιος πίνακας Q, m επί m μεταθετικός πίνακας P , r επί
r άνω τριγωνικός με μη μηδενικά διαγώνια στοιχεία πίνακας R1,1, r επί m − r
πίνακας R1,2 τέτοιοι ώστε:

QTATP =

[
R1,1 R1,2

0(n−r)×r 0(n−r)×(m−r)

]
⇔ AT = Q

[
R1,1 R1,2

0(n−r)×r 0(n−r)×(m−r)

]
P T ⇔

(AT )T = (Q

[
R1,1 R1,2

0(n−r)×r 0(n−r)×(m−r)

]
P T )T ⇔

A = P

[
RT

1,1 0r×(n−r)

RT
1,2 0(m−r)×(n−r)

]
QT (6)

Έχουμε ότι QTx ∈ Rn άρα ο QTx μπορεί να παρασταθεί ως σύνθετος πίνακας
στήλη δύο πινάκων y1, y2 όπου y1 ∈ Rr, y2 ∈ Rn−r τέτοιων ώστε:

QTx =

[
y1
y2

]
(7)

Έχουμε ότι P T b ∈ Rm άρα ο P T b μπορεί να παρασταθεί ως σύνθετος πίνακας
στήλη δύο πινάκων b1, b2 όπου b1 ∈ Rr, b2 ∈ Rm−r τέτοιων ώστε:

P T b =

[
b1
b2

]
(8)

∥Ax− b∥22
(6)
===

∥∥∥∥P [ RT
1,1 0r×(n−r)

RT
1,2 0(m−r)×(n−r)

]
QTx− b

∥∥∥∥2
2

=∥∥∥∥P T (P

[
RT

1,1 0r×(n−r)

RT
1,2 0(m−r)×(n−r)

]
QTx− b)

∥∥∥∥2
2

=∥∥∥∥P TP

[
RT

1,1 0r×(n−r)

RT
1,2 0(m−r)×(n−r)

]
QTx− P T b

∥∥∥∥2
2

=∥∥∥∥Im [ RT
1,1 0r×(n−r)

RT
1,2 0(m−r)×(n−r)

]
QTx− P T b

∥∥∥∥2
2

=
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∥∥∥∥[ RT
1,1 0r×(n−r)

RT
1,2 0(m−r)×(n−r)

]
QTx− P T b

∥∥∥∥2
2

(7)
===
(8)∥∥∥∥[ RT

1,1 0r×(n−r)

RT
1,2 0(m−r)×(n−r)

] [
y1
y2

]
−
[
b1
b2

]∥∥∥∥2
2

=∥∥∥∥[ RT
1,1y1 + 0r×(n−r)y2

RT
1,2y1 + 0(m−r)×(n−r)y2

]
−
[
b1
b2

]∥∥∥∥2
2

=

∥∥∥∥[ RT
1,1y1 − b1

RT
1,2y1 − b2

]∥∥∥∥2
2

⇔

∥Ax− b∥22 = ∥RT
1,1y1 − b1∥22 + ∥RT

1,2y1 − b2∥22 (9)

Από την έκφραση (9) προκύπτει ότι μπορούμε να θεωρήσουμε το y2 αυθαί-
ρετο και η νόρμα ∥Ax− b∥22 ελαχιστοποιείται όταν ελαχιστοποιείται η ποσότητα
∥RT

1,1y1−b1∥22+∥RT
1,2y1−b2∥22. Ορίζουμε f : Rr → R όπου f(v) = ∥RT

1,1v−b1∥22+
∥RT

1,2v − b2∥22 για κάθε v όπου v ∈ Rr και θέτουμε v = (v1, . . . , vr) άρα f(v) =

f(v1, . . . , vr) =
r∑

i=1

(
r∑

j=1

(RT
1,1(i, j)vj)− b1(i)

)2

+
m−r∑
i=1

(
r∑

j=1

(RT
1,2(i, j)vj)− b2(i)

)2

.

Το ΓΠΕΤ έχει πάντα λύση άρα η f παρουσιάζει ελάχιστο σε σημείο του Rr και
η f είναι διαφορίσιμη στο Rr επομένως η f ελαχιστοποιείται όταν ∇f(v) = 0r

δηλαδή όταν για κάθε k όπου k ∈ {1, . . . , r} ισχύει ότι ∂f
∂vk

(v) = 0⇔

2
r∑

i=1

(
RT

1,1(i, k)

(
r∑

j=1

(RT
1,1(i, j)vj)− b1(i)

))
+

2
m−r∑
i=1

(
RT

1,2(i, k)

(
r∑

j=1

(RT
1,2(i, j)vj)− b2(i)

))
= 0⇔

r∑
i=1

(
RT

1,1(i, k)
r∑

j=1

(RT
1,1(i, j)vj)−RT

1,1(i, k)b1(i)

)
+

m−r∑
i=1

(
RT

1,2(i, k)
r∑

j=1

(RT
1,2(i, j)vj)−RT

1,2(i, k)b2(i)

)
= 0⇔

r∑
i=1

(
RT

1,1(i, k)
r∑

j=1

(RT
1,1(i, j)vj)

)
−

r∑
i=1

(RT
1,1(i, k)b1(i)) +

m−r∑
i=1

(
RT

1,2(i, k)
r∑

j=1

(RT
1,2(i, j)vj)

)
−

m−r∑
i=1

(RT
1,2(i, k)b2(i)) = 0⇔

r∑
i=1

(
RT

1,1(i, k)
r∑

j=1

(RT
1,1(i, j)vj)

)
+

m−r∑
i=1

(
RT

1,2(i, k)
r∑

j=1

(RT
1,2(i, j)vj)

)
=

r∑
i=1

(RT
1,1(i, k)b1(i)) +

m−r∑
i=1

(RT
1,2(i, k)b2(i))⇔

r∑
i=1

(
R1,1(k, i)

r∑
j=1

(RT
1,1(i, j)vj)

)
+

m−r∑
i=1

(
R1,2(k, i)

r∑
j=1

(RT
1,2(i, j)vj)

)
=

r∑
i=1

(R1,1(k, i)b1(i)) +
m−r∑
i=1

(R1,2(k, i)b2(i)) και η τελευταία εξίσωση ισχύει για κάθε

k όπου k ∈ {1, . . . , r} συνεπώς R1,1R
T
1,1v +R1,2R

T
1,2v = R1,1b1 +R1,2b2 οπότε:

(R1,1R
T
1,1 +R1,2R

T
1,2)v = R1,1b1 +R1,2b2 (10)

Τo ΓΠΕΤ έχει πάντα λύση άρα το σύστημα (10) έχει λύση v0 όπου v0 ∈ Rr.
Ορίζουμε g1 : Rr → Rr, g2 : Rr → Rm−r τέτοιες ώστε g1(v) = RT

1,1v − b1, g2(v) =
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RT
1,2v − b2 για κάθε v όπου v ∈ Rr άρα f(v) = ∥g1(v)∥22 + ∥g2(v)∥22 =
∥RT

1,1v − b1∥22 + ∥RT
1,2v − b2∥22 =

∥RT
1,1v −RT

1,1v0 +RT
1,1v0 − b1∥22 + ∥RT

1,2v −RT
1,2v0 +RT

1,2v0 − b2∥22 =
∥RT

1,1(v − v0) + g1(v0)∥22 + ∥RT
1,2(v − v0) + g2(v0)∥22 =

⟨RT
1,1(v − v0) + g1(v0), R

T
1,1(v − v0) + g1(v0)⟩2 +

⟨RT
1,2(v − v0) + g2(v0), R

T
1,2(v − v0) + g2(v0)⟩2 =

(RT
1,1(v − v0) + g1(v0))

T (RT
1,1(v − v0) + g1(v0)) +

(RT
1,2(v − v0) + g2(v0))

T (RT
1,2(v − v0) + g2(v0)) =

(gT1 (v0) + (v − v0)
TR1,1)(R

T
1,1(v − v0) + g1(v0)) +

(gT2 (v0) + (v − v0)
TR1,2)(R

T
1,2(v − v0) + g2(v0)) =

gT1 (v0)R
T
1,1(v−v0)+gT1 (v0)g1(v0)+(v−v0)

TR1,1R
T
1,1(v−v0)+(v−v0)

TR1,1g1(v0)+
gT2 (v0)R

T
1,2(v−v0)+gT2 (v0)g2(v0)+(v−v0)TR1,2R

T
1,2(v−v0)+(v−v0)TR1,2g2(v0) =

(R1,1g1(v0))
T (v − v0) + ∥g1(v0)∥22 + ∥RT

1,1(v − v0)∥22 + (v − v0)
TR1,1g1(v0) +

(R1,2g2(v0))
T (v − v0) + ∥g2(v0)∥22 + ∥RT

1,2(v − v0)∥22 + (v − v0)
TR1,2g2(v0) =

(R1,1g1(v0) +R1,2g2(v0))
T (v − v0) + (v − v0)

T (R1,1g1(v0) +R1,2g2(v0)) +
∥g1(v0)∥22 + ∥g2(v0)∥22 + ∥RT

1,1(v − v0)∥22 + ∥RT
1,1(v − v0)∥22 >

(R1,1(R
T
1,1v0 − b1) +R1,2(R

T
1,2v0 − b2))

T (v − v0) +
(v − v0)

T (R1,1(R
T
1,1v0 − b1) +R1,2(R

T
1,2v0 − b2)) + f(v0) =

(R1,1R
T
1,1v0 −R1,1b1 +R1,2R

T
1,2v0 −R1,2b2)

T (v − v0) +
(v − v0)

T (R1,1R
T
1,1v0 −R1,1b1 +R1,2R

T
1,2v0 −R1,2b2) + f(v0) =

((R1,1R
T
1,1 +R1,2R

T
1,2)v0 − (R1,1b1 +R1,2b2))

T (v − v0) +

(v − v0)
T ((R1,1R

T
1,1 +R1,2R

T
1,2)v0 − (R1,1b1 +R1,2b2)) + f(v0)

(10)
====

0Tr (v − v0) + (v − v0)
T0r + f(v0) = f(v0) επομένως:

f(v) > f(v0) (11)

Από την έκφραση (11) προκύπτει ότι κάθε λύση v0 του συστήματος (10) ελα-
χιστοποιεί την f ενώ από την έκφραση (7) προκύπτει ότι QTx = [yT1 yT2 ]

T ⇔
QQTx = Q[yT1 yT2 ]

T ⇔ Inx = Q[yT1 yT2 ]
T ⇔

x = Q[yT1 yT2 ]
T (12)

Μια λύση x του ΓΠΕΤ προκύπτει αν θέσουμε y1 = v0, y2 = 0n−r και αντικατα-
στήσουμε στην έκφραση (12).

(βʹ) Υπάρχει m επί m ορθογώνιος πίνακας Q, n επί n μεταθετικός πίνακας P , r επί
r άνω τριγωνικός με μη μηδενικά διαγώνια στοιχεία πίνακας R1,1, r επί n − r
πίνακας R1,2 τέτοιοι ώστε:

QTAP =

[
R1,1 R1,2

0(m−r)×r 0(m−r)×(n−r)

]
(13)

Έχουμε ότι QT b ∈ Rm άρα ο QT b μπορεί να παρασταθεί ως σύνθετος πίνακας
στήλη δύο πινάκων b1, b2 όπου b1 ∈ Rr, b2 ∈ Rm−r τέτοιων ώστε:

QT b =

[
b1
b2

]
(14)

Έχουμε ότι P Tx ∈ Rn άρα ο P Tx μπορεί να παρασταθεί ως σύνθετος πίνακας
στήλη δύο πινάκων y1, y2 όπου y1 ∈ Rr, y2 ∈ Rn−r τέτοιων ώστε:

P Tx =

[
y1
y2

]
(15)
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∥Ax− b∥22 = ∥QT (AInx− b)∥22 = ∥QTAPP Tx−QT b∥22
(13)

======
(14),(15)∥∥∥∥[ R1,1 R1,2

0(m−r)×r 0(m−r)×(n−r)

] [
y1
y2

]
−
[
b1
b2

]∥∥∥∥2
2

=∥∥∥∥[ R1,1y1 +R1,2y2
0(m−r)×ry1 + 0(m−r)×(n−r)y2

]
−
[
b1
b2

]∥∥∥∥2
2

=

∥∥∥∥[ R1,1y1 +R1,2y2 − b1
−b2

]∥∥∥∥2
2

⇔

∥Ax− b∥22 = ∥R1,1y1 +R1,2y2 − b1∥22 + ∥−b2∥22 (16)

Από την έκφραση (16) προκύπτει ότι η νόρμα ∥Ax− b∥22 ελαχιστοποιείται όταν
R1,1y1 +R1,2y2 − b1 = 0r ⇔

R1,1y1 = b1 −R1,2y2 (17)

Από την έκφραση (17) συμπεραίνουμε ότι το ΓΠΕΤ έχει άπειρες λύσεις άρα αν
θέσουμε y2 = 0n−r τότε προκύπτει ότι:

R1,1y1 = b1 (18)

Από την έκφραση (15) προκύπτει ότι P Tx = [yT1 yT2 ]
T ⇔ PP Tx = P [yT1 yT2 ]

T ⇔
Inx = P [yT1 yT2 ]

T ⇔
x = P [yT1 yT2 ]

T (19)
Μια λύση x του ΓΠΕΤ προκύπτει από την επίλυση του r επί r άνω τριγωνικού
συστήματος (18) και αντικατάσταση της λύσης αυτής στην έκφραση (19) όπου
θέτουμε y2 = 0n−r.

Αλγόριθμος 3.4.1. Ο αλγόριθμος under που παρουσιάζεται παρακάτω δέχεται ως είσοδο
το στοιχείο (A, b) όπου A ∈ Rm×n,m < n, b ∈ Rm και επιστρέφει ως έξοδο το στοιχείο x
όπου x ∈ Rn τέτοιο ώστε να είναι λύση ελαχίστων τετραγώνων του συστήματος Ax = b.

algorithm under(A, b) = x

(m,n)← size(A)
y ← 0n
x← 0n
(H,B, p, r)← qar(AT )
if r=m then

B ← BT

for i← 1 : m do
s← 0
for j ← 1 : i− 1 do

s← s+B(p(i), j)y(j)
end for
y(i)← b(p(i))− s

B(p(i), i)
end for
H ← HT

x← Hy
else

x← over(A, b)
end if

end

Η υλοποίηση του αλγορίθμου under στην γλώσσα MATLAB είναι η ακόλουθη:
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function [ x ]= under (A, b )
[m, n ]= size (A ) ;
y=zeros ( n , 1 ) ;
x=zeros ( n , 1 ) ;
[H,B, p , r ]= qar (A ’ ) ;
i f r ==m

B=B ’ ;
for i =1:m

s=0;
for j =1: i−1

s=s+B( p ( i ) , j )* y ( j ) ;
end
y ( i ) = ( b ( p ( i ))−s ) / B( p ( i ) , i ) ;

end
H=H ’ ;
x=H*y ;

else
x=over (A, b ) ;

end
end

Στο ακόλουθο παράδειγμα χρησιμοποιούμε τα δεδομένα από το Παράδειγμα 16.11 του
βιβλίου [10].

Παράδειγμα 3.4.1. Έστω A ∈ R3×5, b ∈ R3×1 τέτοιοι ώστε:

A =

 1 3 5 7 9
−1 −2 −3 −4 −5
6 12 8 9 10


b =

 1
5
8


Το πρόγραμμα στην γλώσσα MATLAB που προσδιορίζει την λύση ελαχίστων τετραγώνων
του συστήματος Ax = b είναι το ακόλουθο:
A=[1 3 5 7 9;−1 −2 −3 −4 −5;6 12 8 9 10]
b = [ 1 ; 5 ; 8 ]
x=under (A, b )

Ο 5 επί 1 πίνακας x που επιστρέφει το παραπάνω πρόγραμμα συμφωνεί με τα αποτελέ-
σματα του Παραδείγματος 16.11 του βιβλίου [10] και είναι ο ακόλουθος:

x =


−18.4286

13.6
−7.5143
−2.0571

3.4


Αλγόριθμος 3.4.2. Ο αλγόριθμος leasq που παρουσιάζεται παρακάτω δέχεται ως είσοδο
το στοιχείο (A, b) όπου A ∈ Rm×n, b ∈ Rm και επιστρέφει ως έξοδο το στοιχείο x όπου
x ∈ Rn τέτοιο ώστε να είναι λύση ελαχίστων τετραγώνων του συστήματος Ax = b.

algorithm leasq(A, b) = x
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(m,n)← size(A)
l← length(b)
if (m = 0) ∨ (n = 0) ∨ (l = 0) ∨ (l ̸= m) then
print(”Invalid input.”)
return

end if
if m > n then

x← over(A, b)
else

x← under(A, b)
end if

end

Η υλοποίηση του αλγορίθμου leasq στην γλώσσα MATLAB είναι η ακόλουθη:

function [ x ]= leasq (A, b )
[m, n ]= size (A ) ;
l = length ( b ) ;
i f (m==0 ) | | ( n ==0 ) | | ( l = = 0 ) | | ( l ~=m)

f p r i n t f ( ” I n v a l i d input . \ n ” ) ;
return ;

end
i f m>=n

x=over (A, b ) ;
else

x=under (A, b ) ;
end
end

3.5 Εφαρμογές

Έστω άγνωστη συνάρτηση f της οποίας είναι γνωστές οι τιμές fi = f(ti) στα σημεία ti
όπου i ∈ {1, . . . ,m} και την οποία θέλουμε να προσεγγίσουμε από πολυώνυμο p(t) =
n+1∑
j=1

(xj−1t
j−1) βαθμού το πολύ n(συμβολίζουμε p ∈ Pn) όπου xj ∈ R για κάθε j όπου

j ∈ {0, . . . , n} τέτοιο ώστε να παρεμβάλλεται στα σημεία (ti, fi) και να ελαχιστοποιείται το

άθροισμα
m∑
i=1

(p(ti)−fi)2 =
m∑
i=1

(
n+1∑
j=1

(xj−1t
j−1
i )− fi

)2

δηλαδή θέλουμε να προσδιορίσουμε

x = (x0, . . . , xn) τέτοιο ώστε η συνάρτηση r : Rn+1 → [0,∞] όπου r(x) = r(x0, . . . , xn) =
m∑
i=1

(
n+1∑
j=1

(tj−1
i xj−1)− fi

)2

να ελαχιστοποιείται. Ορίζουμεm επί n+1 πίνακα A τέτοιο ώστε

A(i, j) = tj−1
i για κάθε i, j όπου i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n + 1} και m επί 1 πίνακα

b τέτοιο ώστε b(i) = fi για κάθε i όπου i ∈ {1, . . . ,m} άρα το πρόβλημα ελαχιστοποίη-
σης της συνάρτησης r είναι ισοδύναμο με το πρόβλημα προσδιορισμού λύσης ελαχίστων
τετραγώνων του συστήματος Ax = b.

Αλγόριθμος 3.5.1. Ο αλγόριθμος inter που παρουσιάζεται παρακάτω δέχεται ως είσοδο
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το στοιχείο (n, v, y) όπου n ∈ N, v ∈ Rm, y ∈ Rm τέτοια ώστε n είναι ο μέγιστος βαθμός του

πολυωνύμου p(t) =
n+1∑
j=1

(xj−1t
j−1) που παρεμβάλλεται στα σημεία (ti, f(ti)) της συνάρτη-

σης f : R→ R όπου i ∈ {1, . . . ,m} και v(i) = ti, y(i) = f(ti) για κάθε i όπου i ∈ {1, . . . ,m}
ενώ επιστρέφει ως έξοδο το στοιχείο x όπου x ∈ Rn+1 τέτοιο ώστε x = (x0, . . . , xn).

algorithm inter(n, v, y) = x

m← length(v)
if (m = 0) ∨ (n 6 0) then
print(”Invalid input.”)
return

end if
A← 0m×(n+1)

for i← 1 : m do
for j ← 1 : n+ 1 do

A(i, j)← v(i)j−1

end for
end for
x← leasq(A, y)

end

Η υλοποίηση του αλγορίθμου inter στην γλώσσα MATLAB είναι η ακόλουθη:

function [ x ]= i n t e r ( n , v , y )
m= length ( v ) ;
i f (m==0 ) | | ( n<=0)

f p r i n t f ( ” I n v a l i d input . \ n ” ) ;
return ;

end
A=zeros (m, n+1) ;
for i =1:m

for j =1:n+1
A( i , j )= v ( i ) ^ ( j −1);

end
end
x=leasq (A, y ) ;
end

Στο ακόλουθο παράδειγμα χρησιμοποιούμε τα δεδομένα από το Παράδειγμα 4.2 του βι-
βλίου [2].

Παράδειγμα 3.5.1. Έστω συνάρτηση f : R \ {0} → R όπου f(t) =
1

t
για κάθε t όπου t ∈

R\{0}. Το πρόγραμμα στην γλώσσαMATLAB που προσδιορίζει τους συντελεστές του πο-
λυωνύμου p όπου p ∈ P2 τέτοιο ώστε να παρεμβάλλεται στα σημεία (t1, f(t1)), (t2, f(t2)),
(t3, f(t3)) όπου t1 = 2, t2 = 2.5, t3 = 4 είναι το ακόλουθο:

v = [ 2 ; 2 . 5 ; 4 ]
y=v .^(−1)
x= i n t e r (2 , v , y )
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Ο 3 επί 1 πίνακας x των συντελεστών του πολυωνύμου p που επιστρέφει το παραπάνω
πρόγραμμα συμφωνεί με τα αποτελέσματα του Παραδείγματος 4.2 του βιβλίου [2] και είναι
ο ακόλουθος:

x =

 1.15
−0.425
0.05


Στο ακόλουθο παράδειγμα χρησιμοποιούμε τα δεδομένα από το Παράδειγμα 8.6 του βι-
βλίου [8].

Παράδειγμα 3.5.2. Έστω άγνωστη συνάρτηση f της οποίας είναι γνωστές οι τιμές στα
σημεία ti όπου i ∈ {1, . . . , 7} όπως παρουσιάζονται στον ακόλουθο πίνακα:

i 1 2 3 4 5 6 7
ti 0 2 5 7 9 13 24

f(ti) 0 6 7.9 8.5 12 21.5 35

Το πρόγραμμα στην γλώσσα MATLAB που προσδιορίζει τους συντελεστές των πολυωνύ-
μων p1, p2 όπου p1 ∈ P1, p2 ∈ P2 τέτοια ώστε να παρεμβάλλονται στα σημεία (ti, f(ti)) για
κάθε i όπου i ∈ {1, . . . , 7} είναι το ακόλουθο:
v = [ 0 ; 2 ; 5 ; 7 ; 9 ; 1 3 ; 2 4 ]
y = [ 0 ; 6 ; 7 . 9 ; 8 . 5 ; 1 2 ; 2 1 . 5 ; 3 5 ]
x_1= i n t e r (1 , v , y )
x_2= i n t e r (2 , v , y )

Ο 2 επί 1 πίνακας x1 των συντελεστών του πολυωνύμου p1 και ο 3 επί 1 πίνακας x2 των
συντελεστών του πολυωνύμου p2 που επιστρέφει το παραπάνω πρόγραμμα συμφωνούν
με τα αποτελέσματα του Παραδείγματος 8.6 του βιβλίου [8] και είναι οι ακόλουθοι:

x1 =

[
0.6831
1.4353

]

x2 =

 0.8977
1.3695
0.0027


Στο ακόλουθο παράδειγμα χρησιμοποιούμε τα δεδομένα από το Παράδειγμα 5.1.2-1 του
βιβλίου [12].

Παράδειγμα 3.5.3. Έστω άγνωστη συνάρτηση f της οποίας είναι γνωστές οι τιμές στα
σημεία ti όπου i ∈ {1, . . . , 4} όπως παρουσιάζονται στον ακόλουθο πίνακα:

i 1 2 3 4
ti −0.5 0.3 0.7 1.5

f(ti) 1.2 2 1 −1

Το πρόγραμμα στην γλώσσα MATLAB που προσδιορίζει τους συντελεστές του πολυωνύ-
μου p όπου p ∈ P1 τέτοιο ώστε να παρεμβάλλεται στα σημεία (ti, f(ti)) για κάθε i όπου
i ∈ {1, . . . , 4} είναι το ακόλουθο:
v = [ −0 . 5 ; 0 . 3 ; 0 . 7 ; 1 . 5 ]
y = [1 .2 ;2 ;1 ; −1 ]
x= i n t e r (1 , v , y )
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Ο 2 επί 1 πίνακας x των συντελεστών του πολυωνύμου p που επιστρέφει το παραπάνω
πρόγραμμα συμφωνούν με τα αποτελέσματα του Παραδείγματος 5.1.2-1 του βιβλίου [12]
και είναι ο ακόλουθος:

x =

[
1.3769
−1.1538

]
Έστω [a, b] ⊂ R, ∆[a,b],1:m : a = t1 < · · · < tm = b ένας διαμερισμός του [a, b] και n ∈ N.
Πολυωνυμικές splines ή απλά splines βαθμού nως προς τον διαμερισμό∆[a,b],1:m λέγονται
οι συνεχείς συναρτήσεις s : [a, b] → R οι οποίες σε κάθε διάστημα [ti, ti+1] όπου i ∈
{1, . . . ,m−1} είναι πολυώνυμα βαθμού το πολύ n. Ορίζουμε ως χώρο των splines βαθμού
n ως προς τον διαμερισμό ∆[a,b],1:m το σύνολο:

Sn(∆[a,b],1:m) = {s : s ∈ C([a, b]) και s|[ti,ti+1] ∈ Pn όπου i ∈ {1, . . . ,m− 1}}

Αλγόριθμος 3.5.2. Ο αλγόριθμος splin που παρουσιάζεται παρακάτω δέχεται ως είσοδο
το στοιχείο (n, v, y) όπου n ∈ N, v ∈ Rm, y ∈ Rm τέτοια ώστε n είναι ο βαθμός της spline

s|[ti,ti+1](t) =
n+1∑
j=1

(xj−1,it
j−1) που παρεμβάλλεται στα σημεία (ti, f(ti)), (ti+1, f(ti+1)) της συ-

νάρτησης f : R → R όπου i ∈ {1, . . . ,m − 1} και v(i) = ti, y(i) = f(ti) για κάθε i όπου
i ∈ {1, . . . ,m} ενώ επιστρέφει ως έξοδο το στοιχείο X όπου X ∈ R(n+1)×(m−1) τέτοιο ώστε
X(j, i) = xj−1,i για κάθε j, i όπου j ∈ {1, . . . , n+ 1}, i ∈ {1, . . . ,m− 1}.

algorithm splin(n, v, y) = X

m← length(v)
if (m = 0) ∨ (n 6 0) then
print(”Invalid input.”)
return

end if
X ← 0(n+1)×(m−1)

for i← 1 : m− 1 do
v0 ← v(i : i+ 1)
y0 ← y(i : i+ 1)
X(1 : n+ 1, i : i)← inter(n, v0, y0)

end for

end

Η υλοποίηση του αλγορίθμου splin στην γλώσσα MATLAB είναι η ακόλουθη:
function [X]= s p l i n ( n , v , y )
m= length ( v ) ;
i f (m==0 ) | | ( n<=0)

f p r i n t f ( ” I n v a l i d input . \ n ” ) ;
return ;

end
X=zeros ( n+1 ,m−1);
for i =1:m−1

v_0=v ( i : i +1 ) ;
y_0=y ( i : i +1 ) ;
X( 1 : n+1 , i : i )= i n t e r ( n , v_0 , y_0 ) ;

end
end
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Στο ακόλουθο παράδειγμα χρησιμοποιούμε τα δεδομένα από το παράδειγμα της Ενότητας
6.2.1 του βιβλίου [11].

Παράδειγμα 3.5.4. Έστω άγνωστη συνάρτηση f της οποίας είναι γνωστές οι τιμές στα
σημεία ti όπου i ∈ {1, . . . , 4} όπως παρουσιάζονται στον ακόλουθο πίνακα:

i 1 2 3 4
ti 0 1 4 9

f(ti) 0 1 2 3

Το πρόγραμμα στην γλώσσα MATLAB που προσδιορίζει τους συντελεστές της spline s
βαθμού 1 ως προς τον διαμερισμό ∆[0,9],1:4 είναι το ακόλουθο:

v = [ 0 ; 1 ; 4 ; 9 ]
y = [ 0 ; 1 ; 2 ; 3 ]
X= sp l i n (1 , v , y )

Ο 2 επί 3 πίνακας X των συντελεστών της spline s που επιστρέφει το παραπάνω πρό-
γραμμα συμφωνεί με τα αποτελέσματα του παραδείγματος της Ενότητας 6.2.1 του βιβλίου
[11] και είναι ο ακόλουθος:

X =

[
0 0.6667 1.2
1 0.3333 0.2

]
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4 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ

Οι μετασχηματισμοί Householder εξασφαλίζουν ευστάθεια στους υπολογισμούς διότι οδη-
γούν στην εμφάνιση ορθογώνιων πινάκων κατά την ανάλυση ενός πίνακα σε γινόμενο πι-
νάκων. Για παράδειγμα έστω x ∈ Rm και x̄ = x + ε είναι μια προσέγγιση του x όπου ο m
επί 1 πίνακας ε είναι το σφάλμα που υπεισέρχεται κατά τον υπολογισμό του x. Αν Q είναι
m επί m ορθογώνιος πίνακας τότε Qx̄ = Q(x + ε) = Qx + Qε άρα το σφάλμα που υπει-
σέρχεται κατά τον υπολογισμό του Qx̄ είναι Qε και ∥Qε∥2 = ∥ε∥2. Ομοίως αν A ∈ Rm×n

και Ā = A+E είναι μια προσέγγιση του A όπου οm επί n πίνακας E είναι το σφάλμα που
υπεισέρχεται κατά τον υπολογισμό του A τότεQĀ = Q(A+E) = QA+QE άρα το σφάλμα
που υπεισέρχεται κατά τον υπολογισμό του QĀ είναι QE και ∥QE∥2 = ∥E∥2. Συμπεραί-
νουμε λοιπόν ότι αν ένας μετασχηματισμός Householder εφαρμόζεται σε ένα διάνυσμα ή
σε ένα πίνακα τότε το σφάλμα ως προς την νόρμα ∥·∥2 δεν αυξάνεται και αυτή η ιδιοτητά
τον καθιστά ένα από τα σημαντικότερα εργαλεία της Αριθμητικής Γραμμικής Άλγεβρας.
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ

Θα αποδείξουμε τέσσερα λήμματα που θα χρειαστούν για την απόδειξη της Πρότασης
2.10.2.

Λήμμα 1. Αν A ∈ Rm×m, X ∈ Rm×n, B ∈ Rn×n όπου m > n τέτοιοι ώστε AX = XB και
rank(X) = n τότε υπάρχουν πίνακεςC1,1, C1,2, C2,2, Q όπουC1,1 ∈ Rn×n, C1,2 ∈ Rn×(m−n), C2,2 ∈
R(m−n)×(m−n), Q ∈ Rm×m και ο Q είναι ορθογώνιος τέτοιοι ώστε:

QTAQ =

[
C1,1 C1,2

0(m−n)×n C2,2

]
Απόδειξη. Αν εφαρμόσουμε παραγοντοποίησηQRστον πίνακαX θαπροκύψουν πίνακες
Q,R όπου ο Q είναι m επί m ορθογώνιος πίνακας και ο R είναι n επί n άνω τριγωνικός
πίνακας με μη μηδενικά διαγώνια στοιχεία τέτοιοι ώστε:

X = Q

[
R

0(m−n)×n

]
(1)

AX = XB
(1)⇐⇒ AQ

[
R

0(m−n)×n

]
= Q

[
R

0(m−n)×n

]
B ⇔

QTAQ

[
R

0(m−n)×n

]
=

[
RB

0(m−n)×n

]
(2)

Υπάρχουν πίνακες C1,1, C1,2, C2,1, C2,2 όπου C1,1 ∈ Rn×n, C1,2 ∈ Rn×(m−n), C2,1 ∈ R(m−n)×n,
C2,2 ∈ R(m−n)×(m−n) τέτοιοι ώστε:

QTAQ =

[
C1,1 C1,2

C2,1 C2,2

]
(3)

Από τις εκφράσεις (2),(3) προκύπτει ότι:[
C1,1 C1,2

C2,1 C2,2

] [
R

0(m−n)×n

]
=

[
RB

0(m−n)×n

]
⇔
[
C1,1R + C1,20(m−n)×n

C2,1R + C2,20(m−n)×n

]
=

[
RB

0(m−n)×n

]
⇔

[
C1,1R
C2,1R

]
=

[
RB

0(m−n)×n

]
(4)

Ο άνω τριγωνικός πίνακας πίνακας R έχει μη μηδενικά διαγώνια στοιχεία άρα det(R) =
n∏

i=1

R(i, i) ̸= 0 επομένως ο R είναι αντιστρέψιμος και από την έκφραση (4) προκύπτει ότι

C2,1R = 0(m−n)×n ⇔ C2,1RR−1 = 0(m−n)×nR
−1 ⇔ C2,1 = 0(m−n)×n συνεπώς:

QTAQ =

[
C1,1 C1,2

0(m−n)×n C2,2

]

Λήμμα 2(διάσπαση Schur). Αν A ∈ Rm×m τότε υπάρχουν m επί m πίνακες Q,D,U όπου
ο Q είναι ορθογώνιος, οD είναι διαγώνιος, ο U είναι αυστηρά άνω τριγωνικός τέτοιοι ώστε
QTAQ = D + U .
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Απόδειξη. Αν m = 1 τότε 1T · A · 1 = A+ 0.
Υποθέτουμε ότι αν m ∈ {1, . . . , l} τότε υπάρχουν m επί m πίνακες Q,D,U όπου ο Q
είναι ορθογώνιος, ο D είναι διαγώνιος, ο U είναι αυστηρά άνω τριγωνικός τέτοιοι ώστε
QTAQ = D + U .
ΈστωA ∈ R(m+1)×(m+1). Αν λ είναι ιδιοτιμή του πίνακαA τότε υπάρχει x όπου x ∈ Rm\{0m}
τέτοιο ώστε Ax = λx άρα από το Λήμμα 1 προκύπτει ότι υπάρχουν πίνακες c, C, V όπου
c ∈ R1×m, C ∈ Rm×m, V ∈ R(m+1)×(m+1) και ο V είναι ορθογώνιος τέτοιοι ώστε:

V TAV =

[
λ c
0m C

]
(1)

Από την επαγωγική υπόθεση υπάρχει m επί m ορθογώνιος πίνακας W τέτοιος ώστε ο
πίνακας W TCW είναι ίσος με το άθροισμα ενός διαγώνιου πίνακα με έναν αυστηρά άνω
τριγωνικό πίνακα δηλαδή ο πίνακας W TCW είναι άνω τριγωνικός και θέτουμε:

Q = V

[
1 0Tm
0m W

]
(2)

QTAQ =

[
1 0Tm
0m W T

]
V TAV

[
1 0Tm
0m W

]
=

[
1 0Tm
0m W T

] [
λ c
0m C

] [
1 0Tm
0m W

]
=[

λ c
0m W TC

] [
1 0Tm
0m W

]
⇔

QTAQ =

[
λ cW
0m W TCW

]
(3)

Ο πίνακαςW TCW είναι άνω τριγωνικός άρα από την έκφραση (3) προκύπτει ότι ο πίνακας
QTAQ είναι άνω τριγωνικός και κάθε άνω τριγωνικός πίνακας μπορεί να παρασταθεί ως το
άθροισμα ενός διαγώνιου πίνακα με έναν αυστηρά άνω τριγωνικό πίνακα επομένως από
την αρχή της μαθηματικής επαγωγής προκύπτει ότι για κάθε m όπου m ∈ N υπάρχουν m
επίm πίνακες Q,D,U όπου ο Q είναι ορθογώνιος, οD είναι διαγώνιος, ο U είναι αυστηρά
άνω τριγωνικός τέτοιοι ώστε QTAQ = D + U .

Λήμμα 3. Αν ο A είναιm επίm συμμετρικός πίνακας τότε υπάρχουνm επίm πίνακεςQ,D
όπου ο Q είναι ορθογώνιος, ο D είναι διαγώνιος τέτοιοι ώστε QTAQ = D.

Απόδειξη. Από το Λήμμα 2 προκύπτει ότι υπάρχουν m επί m πίνακες Q,D,U όπου ο Q
είναι ορθογώνιος, ο D είναι διαγώνιος, ο U είναι αυστηρά άνω τριγωνικός τέτοιοι ώστε:

QTAQ = D + U (1)

(QTAQ)T = (D+U)T ⇔ QTAT (QT )T = DT+UT ⇔ QTAQ = D+UT ⇔ D+U = D+UT ⇔

U = UT (2)

Ο m επί m πίνακας U είναι αυστηρά άνω τριγωνικός άρα U(i, j) = 0 για κάθε i, j όπου
i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . ,m}, i > j και από την έκφραση (1) προκύπτει ότιU(i, j) = U(j, i)
για κάθε i, j όπου i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . ,m} επομένως U(i, j) = U(j, i) = 0 για κάθε
i, j όπου i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . ,m}, j > i συνεπώς U(i, j) = 0 για κάθε i, j όπου
i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . ,m} δηλαδή:

U = 0m×m (3)

Από τις εκφράσεις (1),(3) προκύπτει ότι QTAQ = D.
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Λήμμα 4. Κάθε συμμετρικός πίνακας έχει πραγματικές ιδιοτιμές στις οποίες αντιστοιχεί μια
ορθοκανονική βάση που αποτελείται από ιδιοδιανύσματα.

Απόδειξη. Από το Λήμμα 3 προκύπτει ότι για κάθε m επί m συμμετρικό πίνακα A υπάρ-
χει m επί m ορθογώνιος πίνακας Q = [q1 . . . qm] και m επί m διαγώνιος πίνακας D =
diag(d1,1, . . . , dm,m) τέτοιοι ώστε:
QTAQ = D ⇔ AQ = QD ⇔ A[q1 . . . qm] = Qdiag(d1,1, . . . , dm,m)⇔

[Aq1 . . . Aqm] = [d1,1q1 . . . dm,mqm] (1)

Από την έκφραση (1) προκύπτει ότι Aqk = dk,kqk για κάθε k όπου k ∈ {1, . . . ,m} άρα κάθε
dk,k και κάθε qk είναι ιδιοτιμή και ιδιοδιάνυσμα αντίστοιχα του πίνακα A.

Πρόταση 2.10.2. Αν A ∈ Rm×n τότε ∥A∥2 = ρ
1
2 (ATA).

Απόδειξη. Έχουμε ότι (ATA)T = ATA άρα ο n επί n πίνακας ATA είναι συμμετρικός επο-
μένως έχει πραγματικές ιδιοτιμές λ1, . . . , λn στις οποίες αντιστοιχεί μια ορθοκανονική βάση
που αποτελείται από ιδιοδιανύσματα q1, . . . , qn συνεπώς για κάθε x όπου x ∈ Rn ισχύει
ότι:

x ∈ span({q1, . . . , qn}) (1)
Από την έκφραση (1) προκύπτει ότι για κάθε i όπου i ∈ {1, . . . , n} υπάρχουν si όπου

si ∈ R τέτοια ώστε x =
n∑

i=1

(siqi) άρα ∥x∥22 = ⟨x, x⟩2 = ⟨
n∑

i=1

(siqi),
n∑

j=1

(sjqj)⟩2 =

n∑
i=1

n∑
j=1

(sisj⟨qi, qj⟩2) =
n∑

i=1

n∑
j=1

(sisjδi,j)⇔

∥x∥22 =
n∑

i=1

s2i (2)

∥Ax∥22 = ⟨Ax,Ax⟩2 = (Ax)TAx = xTATAx = (ATAx)Tx = ⟨ATAx, x⟩2 =

⟨
n∑

i=1

(λisiqi),
n∑

j=1

(sjqj)⟩2 =
n∑

i=1

n∑
j=1

(λisisj⟨qi, qj⟩2) =
n∑

i=1

n∑
j=1

(λisisjδi,j)⇔

∥Ax∥22 =
n∑

i=1

(λis
2
i ) (3)

Αν x ∈ Rn \ {0n} τότε από τις εκφράσεις (2),(3) προκύπτει ότι
∥Ax∥22
∥x∥22

=

n∑
i=1

(λis
2
i )

n∑
i=1

s2i

6

n∑
i=1

(|λi|s2i )

n∑
i=1

s2i

6

n∑
i=1

(max({|λi| : i ∈ {1, . . . , n}})s2i )

n∑
i=1

s2i

= max({|λi| : i ∈ {1, . . . , n}})

n∑
i=1

s2i

n∑
i=1

s2i

=

ρ(ATA) άρα
(
∥Ax∥2
∥x∥2

)2

6 ρ(ATA) ⇔ ∥Ax∥2
∥x∥2

6 ρ
1
2 (ATA) για κάθε x όπου x ∈ Rn \ {0n}

επομένως:
∥A∥2 6 ρ

1
2 (ATA) (4)
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Υπάρχει k όπου k ∈ {1, . . . , n} τέτοιο ώστε |λk| = ρ(ATA) άρα 0 6 ∥Aqk∥22 = ⟨Aqk, Aqk⟩2 =
⟨ATAqk, qk⟩2 = ⟨λkqk, qk⟩2 = λk⟨qk, qk⟩2 = λk = |λk| = ρ(ATA)∥qk∥22 ⇔

∥Aqk∥22
∥qk∥22

= ρ(ATA)⇔(
∥Aqk∥2
∥qk∥2

)2

= ρ(ATA)⇔ ∥Aqk∥2
∥qk∥2

= ρ
1
2 (ATA) επομένως:

∥A∥2 > ρ
1
2 (ATA) (5)

Από τις εκφράσεις (4),(5) προκύπτει ότι ∥A∥2 = ρ
1
2 (ATA).
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