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Περίληψη

Στην παρούσα διπλωματική εργασία μελετάμε τις Συμπαγείς Κβαντικές Ομάδες. Μία Συ-

μπαγής Κβαντική Ομάδα είναι μία C∗ άλγεβρα A εφοδισμένη με έναν ∗-ομομορφισμό

∆ : A −→ A⊗min A

(με A⊗minA συμβολίζουμε το minimal τανυστικό γινόμενο) ο οποίος έχει τις ακόλουθες ιδιότητες.

• (∆⊗ ι)∆ = (ι⊗∆)∆ , όπου ι : A → A, η ταυτοτική απεικόνιση

(coassociativity)

• Οι χώροι ∆(A)(1⊗min A) = span{∆(a) · (1⊗min b) , a, b ∈ A} και

∆(A)(A⊗min 1) = span{∆(a) · (b⊗ 1) , a, b ∈ A} είναι πυκνοί στο A⊗min A

Οι Συμπαγείς Κβαντικές Ομάδες γενικεύουν ταυτόχρονα την περίπτωση της μεταθετικής C∗

άλγεβρας C(G) = {f : G −→ C συνεχής}, όταν η G είναι συμπαγής ομάδα και της reduced C∗

άλγεβρας C∗
r (Γ) όταν η Γ είναι διακριτή ομάδα.

Στο πρώτο Κεφάλαιο εισάγουμε τους απαραίτητους ορισμούς για τη μελέτη των C∗-αλγεβρών.

Επιπλέον κατασκευάζουμε το minimal τανυστικό γινόμενο δύο C∗ αλγεβρών, για να ορίσουμε

τον ομομορφισμό ∆. Τέλος, κάνουμε μία μελέτη της άλγεβρας των πολλαπλασιαστών μίας C∗

άλγεβρας A.

Στο δεύτερο Κεφάλαιο, μελετάμε τις Συμπαγείς Ομάδες. Δείχνουμε ότι κάθε συμπαγής ομάδα,

έχει μοναδικό αριστερά αναλλοίωτο (κανονικό, Borel) μέτρο πιθανότητας. Σαν εφαρμογή, υπο-

λογίζουμε το μέτρο Haar της ομάδας SU(2).

Στο τρίτο Κεφάλαιο, εισάγουμε τον ορισμό της Συμπαγούς Κβαντικής Ομάδας. Μελετάμε

την περίπτωση όπου A είναι μία μεταθετική C∗ άλγεβρα με μονάδα, για να καταλήξουμε στο

συμπέρασμα ότι η μελέτη αυτή, ανάγεται στη μελέτη της συμπαγούς κβαντικής ομάδας (C(G),∆)

όπου G είναι συμπαγής ομάδα και ∆ κατάλληλος ∗-ομομορφισμός. Το σημαντικότερο κομμάτι

του Κεφαλαίου αυτού είναι η κατασκευή του Haar State για μία Συμπαγή Κβαντική Ομάδα.

Όπως κάθε Συμπαγής ομάδα δέχεται μοναδικό αριστερά αναλλοίωτο μέτρο πιθανότητας, έτσι

κάθε Συμπαγής Κβαντική Ομάδα, δέχεται μοναδικό αριστερά αναλλοίωτο state.

Στο τέταρτο Κεφάλαιο, ορίζουμε την αναπαράσταση μίας Συμπαγούς Κβαντικής Ομάδας.

Χρησιμοποιώντας κατάλληλα την άλγεβρα των πολλαπλασιαστών, μπορούμε να δώσουμε τον

ορισμό της αναπαράστασης. Στη συνέχεια, παρουσιάζουμε Θεωρήματα, τα οποία είναι ανάλογα

της Κλασικής Θεωρίας Αναπαραστάσεων Συμπαγών Ομάδων.
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Abstract

This Masters’ Thesis is devoted to the study of Compact Quantum Groups. A Compact

Quantum Group is a C∗ algebra A equipped with a ∗-homomorphism

∆ : A −→ A⊗min A

(the symbol A⊗minA denotes the minimal tensor product) having the following properties:

• (∆⊗ ι)∆ = (ι⊗∆)∆, where ι : A→ A is the identity (coassociativity)

• the spaces ∆(A)(1⊗min A) = span{∆(a) · (1⊗min b) , a, b ∈ A} and

∆(A)(A⊗min 1) = span{∆(a) · (b⊗ 1) , a, b ∈ A} are dense in A⊗min A

Compact Quantum Groups are a simultaneous generalisation of commutative C∗ algebras

C(G) = {f : G −→ C continuous}, when G is a compact group, and of the reduced C∗-

algebra C∗
r (Γ) when Γ is a discrete group.

In Chapter One we introduce the necessary defintions for the study of C∗-algebras.

We also present the construction of the minimal tensor product of two C∗ algebras, in

order to define the comultiplication ∆. Finally we study the multiplier algebra of a C∗

algebra A.

Chapter Two is devoted to the study of Compact Groups. We prove that every

compact group possesses a unique left invariant (regular, Borel) probability measure.

As an application, we determine the Haar measure of the group SU(2).

In Chapter Three the definition of a Compact Quantum Group is presented. We study

the case where A is a unital abelian C∗ algebra and we conclude that this case reduces to

the study of the compact quantum group (C(G),∆) where G is a compact group and ∆ an

appropriate ∗-homomorphism. The most important part of this Chapter is the construction

of the Haar State for a compact group. Just as any compact group admits a unique left

invariant probability measure, any compact quantum group admits a unique left invariant

state.

In Chapter Four we define the notion of a representation of a Compact Quantum

Group. This is achieved through the use of the multiplier algebra. Finally, we present

theorems that are analogous to corresponding results in the the representation of compact

groups.
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1 C* άλγεβρες

1.1 Βασικοί Ορισμοί και Ιδιότητες

Ορισμός 1.1.1. Μία άλγεβρα Banach είναι ένας χώρος Banach που είναι άλγεβρα με

την ιδιότητα ‖ab‖ ≤ ‖a‖‖b‖ για κάθε a, b ∈ A.

Ορισμός 1.1.2. Ενέλιξη σε μία μιγαδική άλγεβρα A είναι μία απεικόνιση ∗ : A → A η

οποία έχει τις εξής ιδιότητες

i) (a+ λb)∗ = a∗ + λb∗

ii) a∗∗ = a

iii) (ab)∗ = b∗a∗

για κάθε a, b ∈ A και λ ∈ C

Παράδειγμα 1.1.3. Έστω H χώρος Hilbert και B(H) ο χώρος των φραγμένων γραμμικών

τελεστών T : H → H . Η T → T ∗ όπου ο T ∗ ορίζεται από την

〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉 για κάθε x, y ∈ H

είναι ενέλιξη στην μιγαδική άλγεβρα B(H)

Παράδειγμα 1.1.4. Έστω K συμπαγής χώρος Hausdorff και C(K) η μιγαδική άλγεβρα

των συνεχών συναρτήσεων f : K → C. Η απεικόνιση f → f ∗, όπου f ∗(t) = f(t) , για

t ∈ K είναι ενέλιξη.

Ορισμός 1.1.5. C∗ άλγεβρα είναι μία άλγεβρα Banach A, εφοδιασμένη με μία ενέλιξη

∗ : A→ A, της οποίας η νόρμα ικανοποιεί την ιδιότητα

‖a∗a‖ = ‖a‖2 (C* ιδιότητα)

Ορισμός 1.1.6. Ένας ∗-ομομορφισμός π μεταξύ δύο C∗ αλγεβρών A και B είναι μία

απεικόνιση π : A→ B η οποία ικανοποιεί τις εξής ιδιότητες

i) π(a+ λb) = π(a) + λπ(b)

ii) π(ab) = π(a)π(b)

iii) π(a∗) = (π(a))∗

1



για κάθε a, b ∈ A και λ ∈ C. Αν οι A,B έχουν μονάδα 1A και 1B αντίστοιχα, λέμε ότι

ο ∗-ομομορφισμός διατηρεί τη μονάδα, αν π(1A) = 1B. Τέλος, αν ‖π(a)‖= ‖a‖, για κάθε

a ∈ A, λέμε ότι ο ∗-ομομορφισμός είναι ισομετρικός.

Ειδικότερα, αν B = B(H), όπου H χώρος Hilbert , ο π καλείται αναπαράσταση της A

στον χώρο Hilbert H. Η αναπαράσταση καλείται πιστή αν είναι 1-1 και μη εκφυλισμένη,

αν span(π(A)H) = H

Ορισμός 1.1.7. Έστω A μία C∗ άλγεβρα. Μία C∗ υπάλγεβρα της A είναι μία ‖·‖- κλειστή

υπάλγεβρα της A, η οποία διατηρεί την ενέλιξη.

Παρατήρηση 1.1.8. Έστω {Ai}i∈I , οικογένεια C∗ υπαλγεβρών μιας C∗ άλγεβρας A. Τότε

η
⋂
i∈I Ai είναι C∗ άλγεβρα. Έτσι, αν F ⊆ A, υπάρχει η ελάχιστη C∗ άλγεβρα που περιέχει

το F , και είναι η τομή όλων των C∗ υπαλγεβρών της A, που περιέχουν το F . Θα τη

συμβολίζουμε με C∗(F ).

Θεώρημα 1.1.9. (Gelfand-Naimark) Aν A είναι μία C∗ άλγεβρα, τότε υπάρχει πιστή

αναπαράσταση π : A → B(H). Δηλαδή, η A, εμφυτεύεται ισομετρικά σε έναν χώρο

Hilbert H .

Ορισμός 1.1.10. Ιδεώδες μίας C∗ άλγεβρας A είναι ένας μη-τεριμμένος κλειστός υπό-

χωρος I της A με την ιδιότητα, ab ∈ I και ba ∈ I , για κάθε a ∈ I και b ∈ A. Το ιδεώδες

καλείται μεγιστικό, αν I 6= A και δεν υπάρχει ιδεώδες J , με J 6= A, τέτοιο ώστε I ⊂ J

Ορισμός 1.1.11. Ένα ιδεώδες I μιας C∗ άλγεβρας A καλείται ουσιώδες (essential), αν

για κάθε άλλο μη μηδενικό ιδεώδες J της A ισχύει I ∩ J 6= ∅

Παρατήρηση 1.1.12. Έστω A και I ιδεώδες της A. Το πηλίκο A/I γίνεται C∗ άλγεβρα

αν το εφοδιάσουμε με τη νόρμα ‖a+ I‖ = inf{‖a+ i‖ : i ∈ I}

Ορισμός 1.1.13. Έστω A μία C∗ άλγεβρα. Θεωρούμε τον διανυσματικό χώρο A∼ = A⊕C

ορίζουμε μία επιπλέον πράξη ως εξής:

(a, λ)(b, µ) = (ab+ µa+ λb, λµ) για κάθε a, b ∈ A και λ, µ ∈ C

2



Τότε η A∼ είναι μιγαδική άλγεβρα και ορίζοντας ‖·‖ : A∼ → R και ∗ : A∼ → A∼ με

(a, λ)∗ = (a∗, λ)

‖(a, λ)‖ = sup{‖ab+ λb‖ : ‖b‖ ≤ 1 , b ∈ A}

για κάθε (a, λ) ∈ A∼, προκύπτει πως η A∼ είναι C∗ άλγεβρα με μονάδα το 1A∼ = (0, 1)

Επιπλέον, η A εμφυτεύεται ισομετρικά στη A∼ μέσω της A→ A∼ : a→ (a, 0).

Παρατήρηση 1.1.14. Έστω A,B C∗ άλγεβρες. Κάθε ∗-ομομορφισμός ϕ : A → B, επά-

γει ομομορφισμό μεταξύ των μοναδοποιήσεων A∼ ,B∼, ορίζοντας ϕ∼ : A∼ → B∼ με

ϕ∼((a, λ)) = (ϕ(a), λ).

Ορισμός 1.1.15. Μία δεξιά προσεγγιστική μονάδα σε μία άλγεβρα Banach είναι ένα

δίκτυο {eλ : λ ∈ Λ} τέτοιο ώστε για κάθε a ∈ A

lim
λ∈Λ

‖aeλ − a‖ = 0

Ανάλογα, το δίκτυο {eλ : λ ∈ Λ} καλείται αριστερή προσεγγιστική μονάδα, αν για κάθε

a ∈ A

lim
λ∈Λ

‖eλa− a‖ = 0

Μια προσεγγιστική μονάδα για την άλγεβρα Banach A είναι ένα δίκτυο {eλ : λ ∈ Λ} που

είναι ταυτόχρονα δεξιά και αριστερή προσεγγιστική μονάδα.

Aν A είναι C∗ άλγεβρα, προσεγγιστική μονάδα, είναι μία προσεγγιστική μονάδα για την

άλγεβρα Banach A η οποία αποτελείται από θετικά στοχεία νόρμας το πολύ 1.

Ορισμός 1.1.16. Έστω A μία C∗ άλγεβρα και a ∈ A. Τότε το a καλείται

i) φυσιολογικό, αν a∗a = aa∗

ii) αυτοσυζυγές, αν a∗ = a

iii) προβολή αν a = a∗ = a2

Αν επιπλέον η A έχει μονάδα, 1, τότε το a καλείται unitary, αν a∗a = aa∗ = 1.

Θα συμβολίζουμε με Asa το σύνολο των αυτοσυζυγών στοιχείων της A.
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Ορισμός 1.1.17. Έστω A μία άλγεβρα Banach και x ∈ A. Το φάσμα του x στην A είναι

σA(x) = {λ ∈ C : x− λ1 δεν είναι αντιστρέψιμο στην A∼}

Ορισμός 1.1.18. Έστω A μία C∗ άλγεβρα με μονάδα. Ένα στοιχείο a ∈ A λέγεται θετικό

(a ≥ 0) αν a = a∗ και σA(a) ⊆ R+. Θα συμβολίζουμε με A+ τον θετικό κώνο της A.

Θεώρημα 1.1.19. Σε μία C∗ άλγεβρα A, ένα στοιχείο a είναι θετικό αν και μόνο αν είναι

της μορφής b∗b, για κάποιο b ∈ A.

Παρατήρηση 1.1.20. Έστω A μία C∗ άλγεβρα με μονάδα. Ορίζουμε σχέση διάταξης στο

Asa ως εξής. Αν a, b αυτοσυζυγή στοιχεία,

a ≤ b ⇐⇒ b− a ≥ 0

Παρατήρηση 1.1.21. Έστω A μία C∗ άλγεβρα. Για κάθε a ∈ A, μπορούμε να γράψουμε

a = b+ic, όπου b, c ∈ A, αυτοσυζυγή στοιχεία. Πράγματι, αν b = a+a∗

2
και c = a−a∗

2i
, έχουμε

τη ζητούμενη γραφή.

Παρατήρηση 1.1.22. Κάθε αυτοσυζυγές στοιχείο a μίας C∗ άλγεβρας με μονάδα μπορεί

να γραφεί στη μορφή a = a+−a−, όπου a+, a− θετικά στοιχεία τηςA με a+·a− = a−·a+ = 0.

Επομένως, από το προηγούμενο, κάθε στοιχείο a μίας C∗ άλγεβρας με μονάδα A, μπορεί

να γραφεί ως γραμμικός συνδυασμός τεσσάρων θετικών στοιχείων της A.

Ορισμός 1.1.23. Έστω A μία C∗ άλγεβρα και a ∈ A. O αριθμός

rA(a) = sup{|λ| : λ ∈ σA(a)}

λέγεται φασματική ακτίνα του στοιχείου a.

Θεώρημα 1.1.24. Έστω A C∗ άλγεβρα και a ∈ A. Ισχύουν τα ακόλουθα:

i) rA(a) ≤ ‖a‖

ii) Αν a φυσιολογικό στοιχείο, τότε rA(a) = ‖a‖

iii) Αν a αυτοσυζυγές στοιχείο, τότε σA(a) ⊆ [−‖a‖, ‖a‖]

iv) Αν a unitary στοιχείο, τότε ‖a‖ = 1 και σA(a) ⊆ {z ∈ C : |z| = 1}

v) Αν a προβολή, τότε σA(a) ⊆ {0, 1}

4



Θεώρημα 1.1.25. (Gelfand-Naimark) Έστω A μεταθετική C∗ άλγεβρα. Τότε, υπάρχει

τοπικά συμπαγής χώρος Hausdorff , τέτοιος ώστε A ∼= C0(X). Εδικότερα, αν η A έχει

μονάδα, A ∼= C(X), όπου X συμπαγής χώρος Hausdorff.

Ορισμός 1.1.26. Έστω A μία C∗ άλγεβρα. Ένα γραμμικό συναρτησοειδές ϕ : A → C

λέγεται θετικό αν ϕ(a) ≥ 0 , για κάθε a ∈ A+. Aν επιπλέον ‖ϕ‖ = 1, το ϕ θα λέγεται

κατάσταση (state). Συμβολίζουμε με S(A), το σύνολο όλων των καταστάσεων μιας C∗

άλγεβρας A.

Ορισμός 1.1.27. Ένα ϕ ∈ S(A) καλείται καθαρή κατάσταση αν είναι ακραίο σημείο του

κυρτού συνόλου S(A).

Θεώρημα 1.1.28. (Κατασκευή GNS) Για κάθε κατάσταση ϕ σε μία C∗ άλγεβρα A με

μονάδα, υπάρχει μία τριάδα (πϕ, Hϕ, ξϕ), όπου πϕ αναπαράσταση της A στον χώρο Hilbert

Hϕ, και ξϕ κυκλικό μοναδιαίο διάνυσμα, ώστε

ϕ(a) = 〈πϕ(a)ξϕ, ξϕ〉 για κάθε a ∈ A

Πρόταση 1.1.29. Έστω ψ : A → C θετική γραμμική μορφή και ϕ μία κατάσταση. Aν

ψ ≤ ϕ , τότε υπάρχει μοναδικός τελεστής B με 0 ≤ B ≤ I , που μετατίθεται με την πϕ(A),

ώστε

ψ(a) = 〈πϕ(a)Bξϕ, ξϕ〉 για κάθε a ∈ A

Απόδειξη. Για την απόδειξη παραπέμπουμε στο [5], Kαθαρές καταστάσεις …, Πρόταση

2.

1.2 Τανυστικά Γινόμενα C* Aλγεβρών

Παρατήρηση 1.2.1. Έστω A,B δύο C∗ άλγεβρες με μονάδες 1A και 1B αντίστοιχα.

Eφοδιάζοντας το αλγεβρικό τανυστικό γινόμενο A⊗ B με τις πράξεις

(a1 ⊗ b1)(a2 ⊗ b2) = a1a2 ⊗ b1b2

(a⊗ b)∗ = a∗ ⊗ b∗

5
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για κάθε a, a1, a2 ∈ A και b, b1, b2 ∈ B και επεκτείνοντας γραμμικά, το A ⊗ B γίνεται
∗-άλγεβρα με μονάδα το 1A⊗B = 1A ⊗ 1B

Ορισμός 1.2.2. Έστω A,B δύο C∗ άλγεβρες με μονάδα. Mία νόρμα ‖·‖γ στο A ⊗ B

καλείται C∗- νόρμα αν

i) ‖xy‖γ ≤ ‖x‖γ‖y‖γ
ii) ‖x∗‖γ = ‖x‖γ
iii) ‖x∗x‖γ = ‖x‖2γ
για κάθε x, y ∈ A⊗ B και C∗ - cross νόρμα αν

iv) ‖a⊗ b‖γ = ‖a‖‖b‖ για καθε a ∈ A και b ∈ B.

Η πλήρωση του αλγεβρικού τανυστικού γινομένου ως προς την ‖·‖γ είναι C∗ άλγεβρα

και θα συμβολίζεται με A⊗γ B

Παρατήρηση 1.2.3. Ένα αλγεβρικό τανυστικό γινόμενο C∗ αλγεβρών μπορεί εν γένει

να εφοδιάζεται με περισσότερες από μία C∗ νόρμες.

1.2.1 Spatial Τανυστικό Γινόμενο

Ορισμός 1.2.4. Έστω T ∈ B(H) και S ∈ B(K), όπου H,K χώροι Hilbert. Θέτουμε,

(T ⊗sp S)(h⊗ k) = (Th)⊗ (Sk)

Τότε ο T ⊗sp S επεκτείνεται σε φραγμένο γραμμικό τελεστή στον H ⊗2K με ‖T ⊗spK‖ =

‖T‖‖S‖, όπου H ⊗2 K είναι ο χώρος Hilbert τανυστικό γινόμενο των H και K.

Παρατήρηση 1.2.5. Εύκολα, ελέγχουμε ότι

(T1 ⊗sp S2)(T2 ⊗sp S2) = (T1T2 ⊗sp S1S2) και

(T ⊗sp S)
∗ = (T ∗ ⊗sp S

∗)

Ορισμός 1.2.6. Έστω Ai ⊆ B(Hi), i = 1, 2 δύο C∗-υπάλγεβρες. Oρίζουμε το spatial

τανυστικό γινόμενο A1⊗spA2 να είναι ο κλειστός υπόχωρος του B(H⊗2K) που παράγεται

από τους τελεστές T ⊗sp S, με T ∈ A1 και S ∈ A2

Παρατήρηση 1.2.7. Θέτοντας ‖
∑

i Ti ⊗ Si‖sp = ‖
∑

i Ti ⊗sp Si‖ έχουμε ότι η ‖·‖sp είναι μία

C∗-cross νόρμα στο A1 ⊗ A2. Άρα, η A1 ⊗sp A2 είναι C∗ άλγεβρα.
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Παρατήρηση 1.2.8. Έστω A,B,C ∗- άλγεβρες και πA : A→ C , πB : B → C δύο
∗-ομομορφισμοί τέτοιοι ώστε

πA(a)πB(b) = πB(b)πA(a) a ∈ A , b ∈ B

Τότε, υπάρχει μοναδικός ∗-ομομορφισμός π : A⊗ B → C, τέτοιος ώστε

π(a⊗ b) = πA(a)πB(b)

Θεώρημα 1.2.9. Έστω Ai, i = 1, 2 C∗ άλγεβρες με μονάδα και πi : Ai → B(Hi) δύο
∗-ομομορφισμοί που διατηρούν τη μονάδα. Τότε, υπάρχει μοναδικός ∗-ομομορφισμός

π : A1 ⊗ A2 → B(H1 ⊗2 H2), που διατηρεί τη μονάδα, τέτοιος ώστε

π(a1 ⊗ a2) = π1(a1)⊗sp π2(a2) ai ∈ Ai

Αν, επιπλέον οι πi είναι 1-1, τότε ο π είναι 1-1.

Απόδειξη. Θεωρούμε τις απεικονίσεις

π′
1 : A1 → B(H1 ⊗2 H2) : a1 → π1(a1)⊗sp ιH2

π′
2 : A2 → B(H1 ⊗2 H2) : a2 → ιH1 ⊗sp π2(a2)

Οι π′
i, i = 1, 2 είναι ∗-ομομορφισμοί που διατηρούν τη μονάδα και π′

1(a1)π
′
2(a2) = π′

2(a2)π
′
1(a1).

Άρα, από τη προηγούμενη παρατήρηση, υπάρχει μοναδικός ∗-ομομορφισμός π : A⊗B →

B(H1 ⊗2 H2) που διατηρεί τη μονάδα τέτοιος ώστε

π(a⊗ b) = π′
1(a1)π

′
2(a2) = (π1(a1)⊗sp ιH2)(ιH1 ⊗sp π2(a2)) = π1(a1)⊗sp π2(a2)

Τώρα έστω ότι ο πi, i = 1, 2 είναι 1-1. Θα δείξουμε ότι Ker(π) = {0}. Έστω c ∈ Ker(π).

Γράφουμε c =
∑n

j=1 kj ⊗ lj , όπου το {l1, ..., ln} γραμμικά ανεξάρτητο σύνολο. Αφού π2

ειναι 1-1, το {π2(l1), ..., π2(ln)} είναι γραμμικά ανεξάρτητο σύνολο. Άρα

π(c) = 0 ⇐⇒
n∑
j=1

π1(kj)⊗sp π2(lj) = 0
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Άρα π1(aj) = 0 , για κάθε j ∈ [n]. Aφού π1 είναι 1-1, έχουμε ότι aj = 0, για κάθε j ∈ [n].

Άρα c = 0.

Πρόταση 1.2.10. Έστω A1, A2 δύο C∗ άλγεβρες με μονάδα και ‖·‖γ μία C∗-νόρμα στο

A1 ⊗ A2. Tότε, για κάθε ∗-ομομορφισμό π : A1 ⊗γ A2 → B(H) που διατηρεί τη μονάδα,

υπάρχουν δύο ∗-ομομορφισμοί πi : Ai → B(H) i = 1, 2 που διατηρούν τη μονάδα τέτοιοι

ώστε

π1(a1)π2(a2) = π2(a2)π1(a1) ai ∈ Ai

π(a1 ⊗ a2) = π1(a1)π2(a2)

Απόδειξη. Ορίζουμε

π1 : A1 → B(H) : a1 → π(a1 ⊗ 1A2)

π2 : A2 → B(H) : a2 → π(1A1 ⊗ a2)

Tότε, πi i = 1, 2 είναι ∗ ομομορφισμός που διατηρεί τη μονάδα. Ακόμη,

π1(a1)π2(a2) = π(a1 ⊗ 1A2)π(1A1 ⊗ a2) = π(a1 ⊗ a2)

= π
(
(1A1 ⊗ a2)(a1 ⊗ 1A2)

)
= π2(a2)π1(a1)

και

π(a1 ⊗ a2) = π
(
(a1 ⊗ 1A2)(1A1 ⊗ a2)

)
= π(a1 ⊗ 1A2)π(1A1 ⊗ a2)

= π1(a1)π2(a2)
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1.2.2 Μinimal Τανυστικό Γινόμενο

Ορισμός 1.2.11. Έστω A1 και A2 δύο C∗ άλγεβρες . Ορίζουμε τη minimal C∗-νόρμα στο

A1 ⊗ A2 από τη σχέση

‖x‖min = sup{‖π1 ⊗ π2(x)‖ : πi : Ai → B(Hi) *-ομομορφισμοί }

Πρόταση 1.2.12. Η ‖·‖min είναι C∗-cross νόρμα

Ορισμός 1.2.13. Η πλήρωση του αλγεβρικού τανυστικού γινομένου A1 ⊗ A2 ως προς

την ‖·‖min συμβολίζεται με A1 ⊗min A2.

Θεώρημα 1.2.14. (Takesaki) Έστω A1, A2 δύο C∗ άλγεβρες με μονάδα. H minimal C∗-

νόρμα είναι η μικρότερη C∗-νόρμα στο A1 ⊗A2. Δηλαδή αν ‖·‖γ μία άλλη C∗-νόρμα, τότε

‖x‖min ≤ ‖x‖γ για κάθε x ∈ A1 ⊗ A2

Πρόταση 1.2.15. Έστω A1, A2 δύο C∗ άλγεβρες με μονάδα. Αν πi : Ai → B(Hi) i = 1, 2

δύο 1-1 ∗− ομομορφισμοί που διατηρούν τη μονάδα, τότε

‖x‖min = ‖π1 ⊗ π2(x)‖ για κάθε x ∈ A1 ⊗ A2

Απόδειξη. Η ‖x‖γ = ‖π1⊗π2(x)‖ είναι C∗-cross νόρμα στο A1⊗A2 και εξ’ορισμού ‖x‖γ ≤

‖x‖min. Από το θεώρημα του Takesaki, έχουμε το ζητούμενο.

Πρόταση 1.2.16. Έστω A1, A2 δύο C∗-άλγεβρες με μονάδα. Τότε, κάθε C∗-νόρμα στο

A1 ⊗ A2 είναι C∗ cross-νόρμα.

Απόδειξη. Έστω ‖·‖γ μία C∗-νόρμα στο A1⊗A2. Θεωρούμε τη καθολική αναπαράσταση

του A1 ⊗γ A2, π : A1 ⊗γ A2 → B(H). Τότε, μπορούμε να βρούμε δύο ∗-ομομορφισμούς

πi : Ai → B(Hi) i = 1, 2 που διατηρούν την μονάδα ώστε

π(a1 ⊗ a2) = π1(a1)π2(a2)
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Άρα,

‖a1‖‖a2‖ = ‖a1 ⊗ a2‖min ≤ ‖a1 ⊗ a2‖γ = ‖π(a1 ⊗ a2)‖ = ‖π1(a1)π2(a2)‖ ≤ ‖a1‖‖a2‖

Παράδειγμα 1.2.17. Έστω X συμπαγής τοπολογικός χώρος Hausdorff και A μία C∗

άλγεβρα με μονάδα. Συμβολίζουμε με C(X;A) την C∗ άλγεβρα των συνεχών συναρτήσεων

F από το X στην A με νόρμα ‖F‖ = sup{‖F (x)‖ : x ∈ X}. Τότε, υπάρχει ∗-ισομορφισμός

C(X)⊗min A→ C(X;A)

Απόδειξη. Θεωρούμε την απεικόνιση

Φ : C(X)⊗ A→ C(X;A)

n∑
i=1

fi ⊗ ai → F =
n∑
i=1

fiai

όπου η συνάρτηση F ορίζεται από τη σχέση F (x) =
∑n

i=1 fi(x)ai.

Ισχυρισμός (1): Η Φ είναι 1-1 *-ομομορφισμός.

Απόδειξη Ισχυρισμού (1): Eυκολα, μπορούμε να αποδείξουμε ότι η Φ είναι *-ομομορφισμός.

Τώρα, έστω u ∈ C(X)⊗ A, τέτοιο ώστε Φ(u) = 0. Θα αποδείξουμε ότι u = 0. Μπορούμε

να γράψουμε το u στη μορφή

u =
n∑
i=1

fi ⊗ ai

ώστε το σύνολο {a1, a2, ..., an} ⊆ A να είναι γραμμικά ανεξάρτητο. Εφόσον Φ(u) =
n∑
i=1

fi(.)ai = 0, έχουμε ότι

n∑
i=1

fi(x)ai = 0 , για κάθε x ∈ X

Aπό τη γραμμική ανεξαρτησία του συνόλου {a1, a2, ..., an} έχουμε ότι fi(x) = 0, για κάθε

i ∈ [n], για κάθε x ∈ X . Συνεπώς, u = 0.
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Ισχυρισμός (2): H εικόνα Φ(C(X)⊗ A) είναι πυκνή στην C(X;A).

Απόδειξη Ισχυρισμού (2): Έστω F ∈ C(X;A). Θα προσεγγίσουμε την F από συναρτήσεις

G ∈ C(X) ⊗ A της μορφής G =
n∑
i=1

gi(·)ai, όπου gi ∈ C(X) και ai ∈ A. Έστω ε > 0. Για

κάθε x ∈ X, η F είναι συνεχής στο x, άρα μπορούμε να βρούμε ανοικτή περιοχή Vx του

x, τέτοια ώστε

y ∈ Vx =⇒ ‖F (y)− F (x)‖ < ε

Η οικογένεια {Vx : x ∈ X} είναι ανοικτό κάλυμμα του συμπαγούς χώρου X, άρα μπο-

ρούμε να βρούμε πεπερασμένο υποκάλυμμα {Vx1 , ..., Vxn}. Γράφοντας Vxi := Vi και

ai = F (xi) ∈ A έχουμε ότι

y ∈ Vi =⇒ ‖F (y)− ai‖ = ‖F (y)− F (ai)‖ < ε

Έστω {g1, ..., gn} διαμέριση της μονάδας που αντιστοιχεί στο {V1, ..., Vn}, δηλαδή

gi : X −→ [0, 1] συνεχείς συναρτήσεις με supp(gi) ⊆ Vi για κάθε i ∈ [n] και
n∑
i=1

gi(x) = 1,

για κάθε x ∈ X . Χρησιμοποιώντας τις δύο προηγούμενες σχέσεις, έχουμε ότι για κάθε

i ∈ [n]

για κάθε x ∈ X , αν gi(x) > 0 τότε ‖F (x)− ai‖ < ε

Έστω G(x) :=
n∑
i=1

gi(x)ai. Tότε, ‖F (x) − G(x)‖ < ε, για κάθε x ∈ X . Πράγματι, αφού
n∑
i=1

gi(x) = 1, έχουμε ότι

‖F (x)−G(x)‖ = ‖

(
n∑
i=1

gi(x)

)
F (x)−

n∑
i=1

gi(x)ai‖

= ‖
n∑
i=1

gi(x)(F (x)− ai)‖

≤
n∑
i=1

gi(x)‖F (x)− ai‖

≤
n∑
i=1

gi(x)ε = ε
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Θεωρούμε ακόμα τη νόρμα ‖·‖γ που ορίζεται από την σχέση∥∥∥∥∥
n∑
i=1

fi ⊗ ai

∥∥∥∥∥
γ

=

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

fiai

∥∥∥∥∥
H ‖·‖γ είναι C∗ νόρμα. Πράγματι, έστω x, y ∈ C(X) ⊗ A με y =

∑n
i=1 fi ⊗ ai και z =∑m

j=1 gj ⊗ bj , όπου fi, gj ∈ C(X) και ai, bj ∈ A για κάθε (i, j) ∈ [n]× [m]. Τότε,

‖yz‖γ =

∥∥∥∥∥
(

n∑
i=1

fi ⊗ ai

)(
n∑
j=1

gj ⊗ bj

)∥∥∥∥∥
γ

=

∥∥∥∥∥
n,m∑
i,j

figj ⊗ aibj

∥∥∥∥∥
γ

=

∥∥∥∥∥∑
i,j

figjaibj

∥∥∥∥∥ = sup
x

∥∥∥∥∥
n,m∑
i,j

figj(x)aibj

∥∥∥∥∥ = sup
x

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

fi(x)ai

m∑
j=1

gj(x)bj

∥∥∥∥∥
≤ sup

x

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

fi(x)ai

∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥

m∑
j=1

gj(x)bj

∥∥∥∥∥ = sup
x

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

fi(x)ai

∥∥∥∥∥ supx
∥∥∥∥∥

m∑
j=1

gj(x)bj

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

fiai

∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥

m∑
j=1

gjbj

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

fi ⊗ ai

∥∥∥∥∥
γ

∥∥∥∥∥
m∑
j=1

gj ⊗ bj

∥∥∥∥∥
γ

= ‖y‖γ‖z‖γ

Ακόμη,

‖y∗‖ =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

(fi ⊗ ai)
∗

∥∥∥∥∥
γ

=

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

f ∗
i ⊗ a∗i

∥∥∥∥∥
γ

=

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

f ∗
i a

∗
i

∥∥∥∥∥
= sup

x

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

f ∗
i (x)a

∗
i

∥∥∥∥∥ = sup
x

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

fi(x)a
∗
i

∥∥∥∥∥ = sup
x

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

(fi(x)ai)
∗

∥∥∥∥∥
= sup

x

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

(fi(x)ai)

∥∥∥∥∥ = ‖y‖γ
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Τέλος, για τη C∗ ιδιότητα, έχουμε ότι

‖y∗y‖γ =

∥∥∥∥∥
(

n∑
i=1

fi ⊗ ai

)(
m∑
j=1

f ∗
j ⊗ a∗j

)∥∥∥∥∥
γ

=

∥∥∥∥∥
n,m∑
i,j

fif
∗
j ⊗ aia

∗
j

∥∥∥∥∥
γ

=

∥∥∥∥∥
n,m∑
i,j

fif
∗
j aia

∗
j

∥∥∥∥∥ = sup
x

∥∥∥∥∥
n,m∑
i,j

fif
∗
j (x)aia

∗
j

∥∥∥∥∥
= sup

x

∥∥∥∥∥
n,m∑
i,j

fi(x)fj(x)aia
∗
j

∥∥∥∥∥ = sup
x

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

fi(x)ai

m∑
j=1

fj(x)a
∗
j

∥∥∥∥∥
= sup

x

∥∥∥∥∥
(

n∑
i=1

fi(x)ai

)(
n∑
j=1

fj(x)aj

)∗∥∥∥∥∥ = ‖y‖2γ

Άρα, από τους Ισχυρισμούς (1) και (2), ο Φ επεκτείνεται σε ∗-ισομορφισμό

C(X)⊗γ A→ C(X;A)

Άρα, αρκεί να αποδείξουμε ότι η ‖·‖γ είναι η ‖·‖min Από το θεώρημα του Takesaki,

έχουμε ότι ∥∥∥∥∥
n∑
i=1

fi ⊗ ai

∥∥∥∥∥
min

≤

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

fi ⊗ ai

∥∥∥∥∥
γ

= sup
x

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

fi(x)ai

∥∥∥∥∥
Τώρα, σταθεροποιούμε ένα x ∈ X και ορίζουμε την απεικόνιση

ϕx : C(X) → C

f → f(x)

η οποία είναι γραμμική συστολή, δηλαδή ‖ϕx‖ ≤ 1. Άρα, υπάρχει φραγμένη απεικόνιση

ϕx ⊗ ιA : C(X)⊗min A→ A

n∑
i=1

fi ⊗ ai →
n∑
i=1

fi(x)ai
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με ‖ϕx ⊗ ιA‖ = ‖ϕx‖ ≤ 1. Άρα.∥∥∥∥∥
n∑
i=1

fi ⊗ ai

∥∥∥∥∥ ≤

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

fi ⊗ ai

∥∥∥∥∥
min

Αφού το x ∈ X ήταν τυχόν

sup
x

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

fi(x)ai

∥∥∥∥∥ ≤

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

fi ⊗ ai

∥∥∥∥∥
min

Τελικά, παίρνουμε ότι∥∥∥∥∥
n∑
i=1

fi ⊗ ai

∥∥∥∥∥
γ

=

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

fiai

∥∥∥∥∥ = sup
x

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

fi(x)ai

∥∥∥∥∥ ≤

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

fi ⊗ ai

∥∥∥∥∥
min

Πόρισμα 1.2.18. Έστω X,Y συμπαγείς τοπολογικοί χώροι Hausdorff. Τότε

C(X)⊗min C(Y ) ∼= C(X × Y ) *-ισομορφικά

Απόδειξη. Θέτουμε A = C(Y ), η (μεταθετική) C∗ άλγεβρα των συνεχών συναρτήσεων

f : Y → C. Από το προηγούμενο παράδειγμα έχουμε ότι

C(X; C(Y )) ∼= C(X)⊗min C(Y )

Αρκεί να αποδείξουμε ότι C(X × Y ) ∼= C(X; C(Y )) Θεωρούμε την απεικόνιση

T : C(X × Y ) → C(X; C(Y ))

f → (Tf : x→ (Tf(x) : y → f(x, y))

Θα αποδείξουμε ότι T είναι *-ισομορφισμός. Έστω f, f1, f2 ∈ C(X × Y ) και λ ∈ C. Tότε,

(T (f1 + λf2)(x))(y) = (f1 + λf2)(x, y) = f1(x, y) + λf2(x, y) = (Tf1(x)y) + λ(Tf2(x)y)

δηλαδή T (f1 + λf2) = Tf1 + λTf2
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Ακόμη ο T είναι ∗-ομομορφισμός, αφού

(T (f1f2)(x)y) = (f1f2)(x, y) = f1(x, y)f2(x, y) = (Tf1(x)y)(Tf2(x)y) (1)

δηλαδή T (f1f2) = Tf1Tf2 (2)

και

(T (f ∗)(x)y) = f ∗(x, y) = f(x, y) = (Tf(x)y) = (Tf(x)y)∗

δηλαδή T (f ∗) = (Tf)∗

Μένει να αποδείξουμε ότι ο T είναι 1-1 και επί. Πράγματι, έστω f ∈ Ker(T ). Τότε

σταθεροποιώντας ένα x ∈ X και για κάθε y ∈ Y , έχουμε ότι

(Tf(x)y) = 0 ⇐⇒ f(x, y) = 0

Αφού το x ήταν τυχόν, έπεται ότι f = 0, δηλαδή Ker(T ) = {0}, άρα T 1-1. Tέλος

για το επί. Έστω g ∈ C(X; C(Y )). Τότε, για κάθε x ∈ X, έχουμε ότι g(x) ∈ C(Y ), άρα

g(x)(y) = g̃(x, y). Για f = g̃, έχουμε ότι Tf = g, άρα T είναι επί.

1.3 Άλγεβρες Πολλαπλασιαστών (Multiplier Algebras)

Ορισμός 1.3.1. Έστω H χώρος Hilbert και S ⊆ B(H). Ορίζουμε τον μεταθέτη S ′ του S

ως ακολούθως

S ′ = {T ∈ B(H) : TS = ST για κάθε S ∈ S}

Παρατήρηση 1.3.2. Αν S ⊆ B(H), ορίζουμε S ′′ = {T ∈ B(H) : TS = ST για κάθε S ∈

S ′} και λέμε ότι S ′′ είναι ο δεύτερος μεταθέτης του S.

Ορισμός 1.3.3. Έστω H χώρος Hilbert. H ισχυρή τοπολογία τελεστών (sot) στον B(H)

είναι η τοπολογία της σύγκλισης κατά σημείο στον H . Δηλαδή, αν (Ti)i δίκτυο στον

B(H) και T ∈ B(H) Ti T ⇐⇒ ‖Ti(x)− T (x)‖H → 0
sot

Ορισμός 1.3.4. Έστω H χώρος Hilbert. Λέμε ότι ένα δίκτυο (Ti)i∈I στον B(H) συγκλίνει
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*-ισχυρά σε έναν T ∈ B(H), αν Ti T
sot και T ∗

i T ∗sot

Ορισμός 1.3.5. Έστω H χώρος Hilbert. Η ασθενής τοπολογία τελεστών (wot) στον B(H)

είναι η ασθενέστερη τοπολογία στον B(H) ως προς την οποία όλες οι απεικονίσεις της

μορφής

ωx,y : T → 〈Tx, y〉 όπου x, y ∈ H

είναι συνεχείς. Λέμε ότι ένα δίκτυο (Ti) του B(H) συγκλίνει wot στον T ∈ B(H) αν

〈Tix, y〉 → 〈Tx, y〉

για κάθε x, y ∈ H .

Παρατήρηση 1.3.6. Το S ′ είναι πάντα άλγεβρα και περιέχει τον ταυτοτικό τελεστή

IH και ειδικότερα είναι sot-κλειστή. To S ′ είναι ∗- άλγεβρα αν και μόνον αν το S είναι

αυτοσυζυγές σύνολο, επομένως είναι C∗- άλγεβρα.

Θεώρημα 1.3.7 (von Neumann bicommutant Theorem). Έστω A μια αυτοσυζυγής υπάλ-

γεβρα του B(H) η οποία περιέχει τον ταυτοτικό τελεστή. Τότε

A′′ = A
sot

= A
wot

Ορισμός 1.3.8. Έστω A μία μη εκφυλισμένη C∗ υπάλγεβρα του B(H). Ένα x ∈ B(H)

λέγεται πολλαπλασιαστής της A αν xA ⊆ A και Ax ⊆ A. Το σύνολο όλων αυτών των x

λέγεται άλγεβρα των πολλαπλασιαστών της A και συμβολίζεται με M(A). Δηλαδή

M(A) = {x ∈ B(H) : xA ⊆ A και Ax ⊆ A}

Παρατήρηση 1.3.9. Έστω A όπως πριν. Τότε

M(A) ⊆ A′′ ⊆ B(H)

Πράγματι, έστω x ∈ M(A). Τότε xA ⊆ A, άρα xA′′ = xA
wot

= xA
wot

= (xA)′′ ⊆ A′′,

όπου έχουμε ότι xAwot = xA
wot, αφού ο πολλαπλασιασμός είναι χωριστά συνεχής στην
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wot-τοπολογία. Όμως 1 ∈ A′′, συνεπώς x ∈ A′′.

Πρόταση 1.3.10. Έστω A μία C∗-άλγεβρα και H χώρος Hilbert. Έστω π : A −→ B(H)

μη εκφυλισμένη πιστή αναπαράσταση της A στον H . Ορίζουμε

B = {b ∈ B(H) : bπ(A) ⊆ π(A) και π(A)b ⊆ π(A)}

Tότε η π επεκτείνεται σε ∗ ισομορφισμό μεταξύ της M(A) και της B.

Συνεπώς η M(A) δεν εξαρτάται από την αναπαράσταση της A.

Απόδειξη. Για την απόδειξη παραπέμπουμε στο [7, Proposition 2.3]

Πρόταση 1.3.11. Έστω A μία C∗ υπάλγεβρα του B(H). H M(A) είναι C∗ άλγεβρα με

μονάδα. Ειδικότερα, είναι η μεγαλύτερη C∗ υπάλγεβρα της A′′ που περιέχει την A ως

ιδεώδες.

Απόδειξη. Aπό τη προηγούμενη παρατήρηση M(A) ⊆ A′′. Eξ’ορισμού η M(A) είναι

άλγεβρα Banach με την δομή που κληρονομεί από την B(H). Αφού η A′′ είναι C∗

άλγεβρα, αρκεί να αποδείξουμε ότι η M(A) είναι αυτοσυζυγής και ‖·‖-κλειστή. Έστω

x ∈ M(A). Τότε, xA ⊆ A, δηλαδή xa ∈ A , για κάθε a ∈ A. Αφού η A είναι C∗ άλγεβρα,

(xa)∗ ∈ A, άρα a∗x∗ ∈ A, δηλαδή Ax∗ ⊆ A. Όμοια, x∗A ⊆ A. Άρα, x∗ ∈ M(A). Αφού

το x ήταν τυχόν, η M(A) είναι αυτοσυζυγής ∗-υπάλγεβρα. Έστω τώρα (xλ)Λ δίκτυο

στην M(A) και x ∈ A′′ με xλ x.
∥·∥ Τότε για κάθε a ∈ A , axλ ax

∥·∥ και

xλa xa.
∥·∥ Αφού η A είναι C∗ άλγεβρα, είναι ‖·‖-κλειστή, συνεπώς x ∈ M(A).

Τέλος, η M(A) εξ’ορισμού περιέχει μονάδα και περιέχει την A ως ιδεώδες.

Έστω τώρα B μία C∗-υπάλγεβρα της A′′ που περιέχει την A ως ιδεώδες. Έστω b ∈ B.

Τότε ab ∈ A, για κάθε a ∈ A, άρα Ab ⊆ A. Όμοια, ba ∈ A για κάθε a ∈ A, άρα bA ⊆ A.

Δηλαδή, b ∈ M(A). Έτσι, B ⊆ M(A).

Πρόταση 1.3.12. Η M(A) περιέχει την A ως ουσιώδες ιδεώδες.

Απόδειξη. Από τη προηγούμενη πρόταση έχουμε ότι η M(A) περιέχει την A ως ιδεώδες.

Έστω I ιδεώδες της A τέτοιο ώστε

A ∩ J = {0}
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Αν i ∈ I, τότε ia ∈ A∩I για κάθε a ∈ A, άρα i = 0, σύμφωνα με το επόμενο Λήμμα.

Λήμμα 1.3.13. Έστω A μία C∗-υπάλγεβρα του B(H). Αν x ∈ A′′ και xa = 0 για κάθε

a ∈ A, τότε x = 0.

Παράδειγμα 1.3.14. M(A) = A αν και μόνον αν η A έχει μονάδα.

Παράδειγμα 1.3.15. H M(A) είναι μεταθετική αν και μόνον αν η A είναι μεταθετική.

Για την απόδειξη του παραδείγματος χρειαζόμαστε τις εξής δύο Προτάσεις

Πρόταση 1.3.16. Έστω X τοπικά συμπαγής χώρος Hausdorff και A = C0(X). Έστω

ακόμα π : A → B(ℓ2(X)) η μη εκφυλισμένη πιστή αναπαράσταση της A στον ℓ2(X που

ορίζεται από την

π(f)ξ = fξ f ∈ C0(X) και ξ ∈ ℓ2(X)

Τότε,

C0(X)′′ = ℓ∞(X)

Απόδειξη. Από το θεώρημα του von Neumann έχουμε ότι C0(X)′′ = C0(X)
wot. Άρα

C0(X)′′ = C0(X)
wot

⊆ ℓ∞(X)
wot

= ℓ∞(X)

αφού ο C0(X) ⊆ ℓ∞(X) και ο ℓ∞(X) είναι wot-κλειστός.

Για τoν αντίστροφo εγκλεισμό: Έστω T ∈ π(A)′. Τότε, Tπ(f) = π(f)T , για κάθε

f ∈ ℓ∞(X). Έστω {ex : x ∈ X} η ορθοκανονική βάση του ℓ2(X), όπου ex(y) = δx,y. Έστω

gx = Tex. Ισχυριζόμαστε ότι

gx = λxex λx ∈ C

Έστω f ∈ C0(X) και x ∈ X . Τότε

π(f)gx = π(f)Tex = Tπ(f)ex = Tf(x)ex = f(x)Tex = f(x)gx
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Γράφουμε gx =
∑

y gx(y)ey. Τότε, από τη προηγούμενη σχέση παίρνουμε ότι

π(f)gx =
∑
y

gx(y)π(f)ey =
∑
y

gx(y)f(y)ey

ενώ f(x)gx =
∑
y

gx(y)f(x)ey

Άρα

π(f)gx = f(x)gx ⇐⇒
∑
y

gx(y)f(y)ey =
∑
y

gx(y)f(x)yy ⇐⇒
∑
y

gx(y)(f(y)− f(x))ey = 0

⇐⇒ ∀y , ∀f ∈ C0(X) ισχύει gx(y)(f(y)− f(x)) = 0

Έστω λοιπόν f ∈ C0(X), τέτοια ώστε f(y) 6= f(x) , για κάθε y ∈ X . Τότε gx(y) = 0,

για κάθε y ∈ X . Άρα, gx = gx(x)ex. Θέτοντας λx = gx(x) ∈ C, έχουμε ότι gx = λxex Άρα

Tex = λxex, δηλαδή T = π(λ) , λ = (λx)x∈X ∈ ℓ∞(X).

Άρα π(A)′ = ℓ∞(X). Όμως, ℓ∞(X)′ = ℓ∞(X) συνεπώς π(A)′′ = ℓ∞(X).

Πρόταση 1.3.17. Έστω X τοπικά συμπαγής χώρος Hausdorff. Τότε

M(C0(X)) ∼= Cb(X)

Απόδειξη. Ο C0(X) είναι ιδεώδες του Cb(X). Πράγματι, έστω f ∈ Cb(X) . Τότε fg ∈

C0(X) για κάθε g ∈ C0(X). Όμως Cb(X) ⊆ ℓ∞(X) = A′′, άρα ο Cb(X) περιέχεται στη

μεγαλύτερη C∗- υπάλγεβρα της A′′ που περιέχει τον C0(X) ως ουσιώδες ιδεώδες, δηλαδή

την M(C0(X)). Δηλαδή

Cb(X) ⊆ M(C0(X))

Για τον αντίστροφο εγκλεισμό, αρκεί να αποδείξουμε ότι κάθε f ∈ M(A) ⊆ ℓ∞(X) είναι

συνεχής. Έστω Y συμπαγές υποσύνολο του X και g ∈ C0(X) τέτοια ώστε g|Y = 1. Τότε,

fg ∈ C0(X) άρα f συνεχής στο Y . Αφού το Y ήταν τυχόν, η f είναι συνεχής στο X . Άρα

M(C0(X)) ⊆ Cb(X)
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Απόδειξη. (Παραδείγματος 1.3.13) Έστω A μεταθετική C∗ άλγεβρα. Τότε, υπάρχει συ-

μπαγής χώρος Hausdorff τέτοιος ώστε A ∼= C0(X). Άρα, από το προηγούμενο παρά-

δειγμα, έχουμε ότι

M(A) ∼= Cb(X)

άρα η M(A) είναι μεταθετική C∗ άλγεβρα.

Αντίστροφα, έστω ότι η M(A) είναι μεταθετική C∗ άλγεβρα. Aφού η A είναι C∗ υπάλ-

γεβρα της M(A), είναι μεταθετική.

Παράδειγμα 1.3.18. Έστω B0(H) ο χώρος των συμπαγών τελεστών στο χώρο Hilbert

H . Tότε

M(B0(H)) = B(H)

1.3.1 Η αυστηρή (strict) τοπολογία στον B(H)

Ορισμός 1.3.19. Έστω A μία μη εκφυλισμένη C∗-υπάλγεβρα κάποιου B(H), όπου H

χώρος Hilbert.

Η αυστηρή (strict) τοπολογία στον B(H) ως προς την A είναι η ασθενέστερη τοπολογία

στον B(H) για την οποία οι απεικονίσεις

B(H) → B(H) : x→ xa και x→ ax

είναι συνεχείς (ως προς τη νόρμα ‖·‖B(H)) για κάθε a ∈ A. Γράφουμε M(A)β για την

M(A) εφοδιασμένη με την αυστηρή τοπολογία.

Θεώρημα 1.3.20. Έστω (xλ)Λ δίκτυο στην M(A) και x ∈ M(A). Τότε

(i) xλ x
β αν και μόνον αν xλa xa

∥·∥ και axλ ax
∥·∥ για κάθε a ∈ A.

(ii) Η M(A) είναι αυστηρά (strictly) κλειστή. Δηλαδή,

A
β ⊆ M(A)

β
= M(A)
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Απόδειξη. (i) Άμεσο από τον ορισμό της αυστηρής τοπολογίας.

(ii) Προφανώς, έχουμε ότι M(A) ⊆ M(A)
β . Αρκεί να δείξουμε τον αντίστροφο εγκλεισμό.

Έστω x ∈ M(A)
β . Τότε, μπορούμε να βρούμε δίκτυο (xλ)Λ στην M(A) τέτοιο ώστε

xλ x
β . Από το προηγούμενο, έχουμε ότι xλa xa

∥·∥ και axλ ax
∥·∥ για

κάθε a ∈ A. Τώρα xλ ∈ M(A) για κάθε λ ∈ Λ και a ∈ A, άρα xλa ∈ A για κάθε λ ∈ Λ.

Αφού η A είναι ‖·‖- κλειστή, έχουμε ότι xa ∈ A, για κάθε a ∈ A. Όμοια, παίρνουμε ότι

ax ∈ A για κάθε a ∈ A. Άρα, x ∈ M(A).

Λήμμα 1.3.21. ΈστωAC∗ άλγεβρα. Ένα δίκτυο (xλ)Λ δίκτυο στηνA είναι προσεγγιστική

μονάδα για την A αν και μόνον αν

xλ 1M(A)
β

Απόδειξη. Η απόδειξη έπεται άμεσα από τον ορισμό της προσεγγιστικής μονάδας για

το A και το προηγούμενο θεώρημα για τον χαρακτηρισμό της β-σύγκλισης.

Πρόταση 1.3.22. (i) Η ενέλιξη ∗ : M(A) → M(A) είναι συνεχής ως προς την αυστηρή

τοπολογία.

(ii) Ο πολλαπλασιασμός στην M(A) είναι χωριστά συνεχής απεικόνιση ως προς την

αυστηρή τοπολογία.

Απόδειξη. (i) Έστω x ∈ M(A) και xλ x
β . Tότε

xλa xa
∥·∥ και axλ ax

∥·∥

για κάθε a ∈ A. Όμως η ενέλιξη είναι ‖·‖-συνεχής απεικόνιση, άρα για κάθε a ∈ A

x∗λa x∗a
∥·∥ και ax∗λ ax∗

∥·∥

Ισοδύναμα,

x∗λ x∗
β
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(ii) Έστω x, y ∈ M(A) και (xλ)Λ ένα δίκτυο στην M(A) τέτοιο ώστε xλ x
β . Tότε

xλya xya
∥·∥

για κάθε a ∈ A (εφόσον ya ∈ A) και

axλy axy
∥·∥

για κάθε a ∈ A, αφού ‖axλy − axy‖ ≤ ‖axλ − ax‖‖y‖. Άρα

xλy xy
β

Παρατήρηση 1.3.23. Ο πολλαπλασιασμός στην M(A) είναι συνεχής απεικόνιση στα

‖·‖ φραγμένα υποσύνολα της M(A).

Πρόταση 1.3.24. Έστω A μη εκφυλισμένη C∗ υπάλγεβρα του B(H).

(i) Η αυστηρή τοπολογία στον B(H) είναι ασθενέστερη από την τοπολογία της νόρμας

στον B(H).

(ii) H ισχυρή ∗-τοπολογία στον B(H) είναι ασθενέστερη από τον περιορισμό της αυστη-

ρής τοπολογίας στα φραγμένα υποσύνολα.

(iii) Οι τοπολογίες ταυτίζονται αν και μόνον αν η A = M(A), δηλαδή 1 ∈ A.

Απόδειξη. (i) Άμεσο, από την υποπολλαπλασιαστικότητα της νόρμας.

(ii) Θα αποδείξουμε ότι για κάθε φραγμένο δίκτυο (xλ)Λ στην M(A) με xλ x
β

ισχύει ότι xλ x
sot και x∗λ x∗

sot . Έστω ξ ∈ H και ε > 0. Αφού η A είναι μη

εκφυλισμένη, span {Aξ : ξ ∈ H} = H , συνεπώς μπορούμε να βρούμε η ∈ H και a ∈ A

τέτοια ώστε

‖a(η)− ξ‖ < ε

Ακόμα, το (xλ)Λ είναι φραγμένο δίκτυο, άρα υπάρχει M > 0, τέτοιο ώστε ‖xλ‖ ≤M για
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κάθε λ ∈ Λ. Ακόμη, παρατηρούμε ότι

‖xλ(ξ)− x(ξ)‖ = ‖xλ(ξ)− xλa(η) + xλa(η)− xa(η) + xa(η)− x(ξ)‖

≤ ‖xλ(ξ)− xλa(η)‖+ ‖xλa(η)− xa(η)‖+ ‖a(η)− x(ξ)‖

≤ (‖xλ‖+ ‖x‖)‖ξ − a(η)‖+ ‖xλa− xa‖‖η‖

≤ 2M‖ξ − a(η)‖+ ‖xλa− xa‖‖η‖

Aφού το δίκτυο xλ είναι φραγμένο και ‖xλ(a)− xa‖ → 0, έχουμε ότι ‖xλ(ξ)− x(ξ)‖ → 0

δηλαδή xλ x
sot . Όμοια, έχουμε ότι x∗λ x∗

sot .

(iii) Έστω 1 ∈ A και (aλ)Λ δίκτυο στην A με aλ x
β . Τότε,

‖aλ1− x1‖ → 0 άρα ‖aλ − x‖ → 0

Από το (i) έπεται ότι οι δύο τοπολογίες ταυτίζονται. Αντίστροφα, έστω ότι η A δεν

έχει μονάδα. Τότε 1 ∈ M(A)\A. Άρα, αν (uλ)Λ προσεγγιστική μονάδα για την A, τότε

uλ1 1
β , όμως ‖uλ − 1‖ ↛ 0, αφού uλ ∈ A για κάθε λ και 1 /∈ A.

Πρόταση 1.3.25. Έστω A μία μη εκφυλισμένη C∗ υπάλγεβρα του B(H). Τότε

A
β
= M(A)

Μάλιστα, κάθε x ∈ M(A) προσεγγίζεται στην αυστηρή τοπολογία από φραγμένο δίκτυο

στην A.

Απόδειξη. Έχουμε ήδη δεί ότι Aβ ⊆ M(A), άρα αρκεί να δείξουμε ότι M(A) ⊆ A
β .

Έστω (uλ)Λ προσεγγιστική μονάδα για την A. Τότε το (uλ) είναι φραγμένο δίκτυο στην

A με uλ 1.
β Άρα, για κάθε x ∈ M(A) το (xuλ)Λ είναι φραγμένο δίκτυο της A με

xuλ x.
β Άρα x ∈ A

β .

Πρόταση 1.3.26 ([7], Proposition 2.5). Έστω A μία C∗ άλγεβρα καιH ένας χώρος Hilbert.

Έστω π : A −→ B(H) μη εκφυλισμένος ∗-ομομορφισμός. Τότε o π επεκτείνεται μοναδικά

σε μη εκφυλισμένο ∗-ομομορφισμό π : M(A) −→ B(H) που είναι αυστηρά συνεχής στα

φραγμένα σύνολα. Aν επιπλέον ο π είναι 1-1, τότε ο π είναι 1-1.
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Πρόταση 1.3.27. Έστω τοπικά συμπαγής χώρος Hausdorff, A C∗ άλγεβρα και

Cβ(X;M(A)) ο χώρος των αυστηρά συνεχών και φραγμένων συναρτήσεων

f : X −→ M(A). Η Cβ(X;M(A)) με πράξεις κατά σημείο είναι C∗ άλγεβρα. Ειδικότερα

η C0(X;A) είναι C∗ υπάλγεβρα της Cβ(X;M(A)).

Απόδειξη. Δείχνουμε πρώτα ότι η Cβ(X;M(A)) είναι ∗-άλγεβρα Banach. Έστω f, g ∈

Cβ(X;M(A)) και λ ∈ C. Τότε,

(i) Προφανώς f + λg ∈ Cβ(X;M(A))

(ii) fg ∈ Cβ(X;M(A)). Πρώτα για κάθε x ∈ X έχουμε ότι (fg)(x) ∈ M(A). Πράγματι,

έστω a ∈ A. Αρκεί να δείξουμε ότι (fg)(x)a ∈ A και a(fg)(x) ∈ A. Έχουμε ότι (fg)(x)a =

f(x)g(x)a. Όμως, g(x) ∈ M(A), άρα g(x)a = b ∈ A. Άρα (fg)(x)a = f(x)b ∈ A, αφού

f(x) ∈ M(A).Όμοια, a(fg)(x) ∈ A. Άρα fg(x) ∈ M(A) . Με τον ίδιο τρόπο, (gf)(x) ∈

M(A).

Mένει να δείξουμε ότι η fg είναι αυστηρά συνεχής. Έστω (xλ)Λ δίκτυο στον X με

xλ −→ x. Θα δείξουμε ότι fg(xλ) fg(x)
β . Ισοδύναμα, αρκεί να δείξουμε ότι για

κάθε a ∈ A

‖a(f(xλ)g(xλ)− f(x)g(x))‖ −→ 0

‖(f(xλ)g(xλ)− f(x)g(x))a‖ −→ 0

Για το πρώτο, έχουμε ότι

‖a(f(xλ)g(xλ)− f(x)g(x))‖ = ‖af(xλ)g(xλ)− af(x)g(x)‖

= ‖af(xλ)g(xλ)− af(x)g(xλ) + af(x)g(xλ)− af(x)g(x)‖

≤ ‖af(xλ)g(xλ)− af(x)g(xλ)‖+ ‖af(x)g(xλ)− af(x)g(x)‖

≤ ‖a(f(xλ)− f(x)‖‖g(xλ)‖+ ‖af(x)g(xλ)− af(x)g(x)‖

Τώρα η f είναι αυστηρά συνεχής άρα ‖a(f(xλ) − f(x)‖ −→ 0. Ακόμα, g(xλ) φραγμένη,

άρα

‖a(f(xλ)− f(x)‖‖g(xλ)‖ −→ 0

Τέλος, f(x) ∈ M(A) άρα f(x)a = b ∈ A, άρα αφού η g είναι και αυτή αυστηρά συνεχής
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έχουμε ότι

‖af(x)g(xλ)− af(x)g(x)‖ = ‖b(g(xλ)− g(x))‖ −→ 0

Άρα fg ∈ Cβ(X;M(A)).

(iii) f ∗ ∈ Cβ(X;M(A)). Αρχικά, για κάθε x ∈ X , έχουμε ότι f ∗(x) ∈ M(A). Πράγματι,

από υπόθεση f(x) ∈ M(A), άρα για κάθε a ∈ A, οι f(x)a και af(x) ανήκουν στην A.

Όμως, η A είναι C∗ άλγεβρα, άρα (f(x)a)∗ = a∗f ∗(x) ∈ A. Άρα af ∗(x) ∈ A για κάθε a ∈ A.

Όμοια, από τη σχέση af(x) ∈ A, έχουμε ότι f ∗(x)a ∈ A. Τέλος, η f ∗ είναι β-συνεχής.

Πράγματι, έστω (xλ)Λ δίκτυο στον X με xλ −→ x. Τότε, για κάθε a ∈ A,

‖a(f ∗(xλ)− f ∗(x))‖ = ‖((f(xλ)− f(x))a∗)∗‖ −→ 0

αφού a∗ ∈ A και f είναι αυστηρά συνεχής. Όμοια, έχουμε ότι

‖(f ∗(xλ)− f ∗(x))a‖ −→ 0

Μένει να αποδείξουμε ότι η Cβ(X;M(A)) είναι κλειστή. Έστω fn ∈ Cβ(X;M(A)) με

fn f ∈ ℓ∞(X;M(A))
∥·∥ . Θα δείξουμε ότι f ∈ Cβ(X;M(A)). Έστω (xλ)Λ δίκτυο στον

X με xλ −→ x. Θα δείξουμε ότι f(xλ) f(x).
β Έστω a ∈ A. Τότε

‖a(f(xλ)− f(x))‖ = ‖af(xλ)− af(x)‖

= ‖af(xλ)− afn(xλ) + afn(xλ)− afn(x) + afn(x)− af(x)‖

≤ ‖af(xλ)− afn(xλ)‖+ ‖afn(xλ)− afn(x)‖+ ‖afn(x)− af(x)‖

≤ ‖a‖‖fn(x)− f(x)‖+ ‖afn(xλ)− afn(x)‖+ ‖a‖‖fn(x)− f(x)‖

≤ ‖a‖‖fn − f‖+ ‖afn(xλ)− afn(x)‖+ ‖a‖‖fn − f‖

Αν δοθεί ε > 0, επιλέγουμε n ∈ N ώστε ‖a‖‖fn − f‖ < ε/3.

Επειδή fn ∈ Cβ(X;M(A)) υπάρχει λ0 ώστε για κάθε λ ≥ λ0 να έχουμε

‖afn(xλ)− afn(x)‖ < ε/3
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Συνεπώς απο την προηγούμενη ανισότητα έχουμε ότι

‖af(xλ)− af(x)‖ < ε

για κάθε λ ≥ λ0. Επομένως limλ ‖af(xλ)− af(x)‖ = 0. Όμοια αποδεικνύεται ότι

limλ ‖f(xλ)a− f(x)a‖ = 0.

Πρόταση 1.3.28. Έστω X συμπαγής χώρος Hausdorff και A μη εκφυλισμένη C∗ υπάλ-

γεβρα ενός B(H). Τότε

M(C(X;A)) ∼= Cβ(X;M(A))

Απόδειξη. Έχουμε ότι M(A) ⊇ A. Άρα

C∥·∥(X;A) ⊆ C∥·∥(X;M(A)) ⊆ Cβ(X;M(A))

Θεωρούμε το χώρο

Hx :=

{
ξ : X −→ H :

∑
X

‖ξ(x)‖2 <∞

}
∼= ℓ2(X)⊗min H

Ο Hx είναι χώρος Hilbert με εσωτερικό γινόμενο

〈ξ, η〉 =
∑
X

〈ξ(x), η(x)〉

Έχουμε ότι

A ⊆ A′′ ⊆ B(H)

Ακόμα, επειδή η ℓ∞(X) είναι μεταθετική C∗-άλγεβρα με μονάδα, υπάρχει συμπαγής

χώρος Hausdorff βX ώστε ℓ∞(X) ∼= C(βX)

ℓ∞(X)⊗min A ∼= C(βX)⊗min A ∼= C(βX;A) ∼= ℓ∞(X;A)
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Θεωρούμε την αναπαράσταση

π :ℓ∞(X;A) −→ B(Hx) = B(ℓ2(X)⊗min A)

(π(f)ξ)(x) = f(x)ξ(x)

Χρησιμοποιώντας την ταύτιση ℓ∞(X;A) ∼= ℓ∞(X)⊗min A έχουμε ότι

(π(f ⊗ a)ξ)(x) = f(x)aξ(x)

Έστω {ex}x∈X με ex(y) = δx,y η συνήθης ορθοκανονική βάση του ℓ2(X). Έχουμε ότι

ℓ2(X)⊗H = span {ex ⊗ ξ(x) : x ∈ H και x ∈ X}

όπου ξ =
∑

X ex ⊗ ξ(x) με ξ(x) ∈ H και
∑

X‖ξ(x)‖2 <∞. Άρα

π(f ⊗ a)(ex ⊗ ξ) = fxex ⊗ aξ

με f(x)ex ∈ ℓ2(X) και aξ ∈ H .

Δείχνουμε πρώτα ότι η C(X;A) είναι ουσιώδες ιδεώδες στην Cβ(X;M(A)). Πράγματι,

έστω f ∈ C(X;A) και g ∈ Cβ(X;M(A)). Τότε, fg και gf ∈ C(X;A). Πρώτα έχουμε

ότι fg(x) = f(x)g(x) ∈ A. Πράγματι, f(x) ∈ A άρα αφού g(x) ∈ M(A) έχουμε ότι

f(x)g(x) ∈ A. Όμοια (gf)(x) ∈ A. Mένει να αποδείξουμε ότι fg και gf είναι ‖·‖ συνεχείς

συναρτήσεις. Πράγματι, έστω (xλ)Λ δίκτυο στον X με xλ −→ x. Θα δείξουμε ότι

‖fg(xλ)− fg(x)‖ −→ 0 και ‖gf(xλ)− gf(x)‖ −→ 0

Για το πρώτο, έχουμε ότι

‖fg(xλ)− fg(x)‖ = ‖f(xλ)g(xλ)− f(x)g(x)‖

= ‖f(xλ)g(xλ)− f(x)g(xλ) + f(x)g(xλ)− f(x)g(x)‖

≤ ‖g(xλ)(f(xλ)− f(x))‖+ ‖f(x)(g(xλ)− g(x))‖

≤ ‖g(xλ)‖‖f(xλ)− f(x)‖+ ‖f(x)(g(xλ)− g(x))‖
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Τώρα το (g(xλ)) είναι φραγμένο δίκτυο και η f είναι ‖·‖-συνεχής. Άρα

‖g(xλ)‖‖f(xλ)− f(x)‖ −→ 0

Ακόμη f(x) ∈ A και g είναι αυστηρά συνεχής συνάρτηση. Άρα,

‖f(x)(g(xλ)− g(x))‖ −→ 0

Τελικά, fg ∈ Cβ(X;M(A)). Όμοια, έχουμε ότι gf ∈ Cβ(X;M(A)). Επιπλέον, C(X;A)

είναι ουσιώδες ιδεώδες. Έστω I ιδεώδες της Cβ(X;M(A)) με I ∩ C(X;A) = {0}. Θα

αποδείξουμε ότι I = {0}. Δηλαδή αν f ∈ I, τότε για κάθε x ∈ X έχουμε ότι f(x) = 0.

Για κάθε b ∈ A θεωρούμε την

g = 1⊗ b

Άρα, για κάθε x ∈ X, έχουμε ότι g(x) = (1 ⊗ b)(x) = 1(x)b = b. Αν f ∈ I, έχουμε ότι

fg ∈ I . Ακόμη fg ∈ C(X;A). Πράγματι, (fg)(x) = f(x)g(x) ∈ A αφού f(x) ∈ M(A) και

g ∈ C(X;A) και η fg είναι ‖·‖ συνεχής- η απόδειξη είναι όμοια με την περίπτωση όπου

f ∈ Cβ(X;M(A)). Άρα fg ∈ C(X;A) ∩ I = {0}. Έτσι,

(fg)(x) = f(x)g(x) = 0 για κάθε x ∈ X ⇐⇒

f(x)b = 0 για κάθε x ∈ X και b ∈ A

Όμως f(x) ∈ M(A) άρα f(x) = 0 για κάθε x ∈ X . Άρα η C(X;A) είναι ουσιώδες ιδεώδες

της Cβ(X;M(A)). Όμως η M(C(X;A)) είναι η μεγαλύτερη C∗ άλγεβρα που περιέχει την

C(X;A) ως ουσιώδες ιδεώδες, συνεπώς

Cβ(X;M(A)) ⊆ M(C(X;A))

Μένει να αποδείξουμε τον αντίστροφο εγκλεισμό. Έστω f ∈ M(C(X;A)) ⊆ ℓ∞(X;A′′).

Αρκεί να αποδείξουμε ότι

(i) για κάθε x ∈ X , f(x) ∈ M(A)

(ii) Η f είναι φραγμένη

28



(iii) Για κάθε x ∈ X η f είναι αυστηρά συνεχής στο x.

Για το (i), έστω x ∈ X και b ∈ A. Θεωρώντας ξανά τη συνάρτηση g = 1 ⊗ b, έχουμε ότι

f(1 ⊗ b) και (1 ⊗ b)f ∈ C(X;A). Όμως (f(1 ⊗ b))(x) = f(x)b. Άρα f(x)b ∈ A για κάθε

b ∈ A. Όμοια από την (1⊗ b)f ∈ C(X;A) έχουμε ότι bf(x) ∈ A για κάθε b ∈ A. Συνεπώς

f(x) ∈ M(A) για κάθε x ∈ X . Για το (ii), έχουμε ότι

f ∈ M(C(X;A)) ⊆ C(X;A)′′ ⊆ ℓ∞(X;A)

συνεπώς είναι φραγμένη. Τέλος, αρκεί να αποδείξουμε ότι για κάθε δίκτυο (xλ)Λ στον

X με xλ −→ x και για κάθε b ∈ A, ισχύει

‖b(f(xλ)− f(x))‖ −→ 0 και

‖(f(xλ)− f(x))b‖ −→ 0

Για το πρώτο, έχουμε ότι

‖b(f(xλ)− f(x))‖ = ‖bf(xλ)− bf(x)‖

= ‖g(xλ)f(xλ)− g(x)f(x)‖

= ‖(gf)(xλ)− (gf)(x)‖

Όμως, gf ∈ C(X;A) ⊆ C(X;M(A)) άρα

‖(gf)(xλ)− (gf)(x)‖−→ 0

Όμοια δείχνουμε ότι ‖(f(xλ)− f(x))b‖ −→ 0 Τελικά, f ∈ Cβ(X;M(A)) και έχουμε ότι

M(C(X;A)) ⊆ Cβ(X;M(A))

Πόρισμα 1.3.29. Έστω X συμπαγής χώρος Hausdorff και A C∗ άλγεβρα. Τότε

M(C(X)⊗min A) ∼= Cβ(X;M(A))
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Απόδειξη. Έχουμε ήδη δεί ότι

C(X;A) ∼= C(X)⊗min A , άρα

M(C(X;A) ∼= M(C(X)⊗min A)

Άμεσα, από την προηγούμενη πρόταση έχουμε ότι

M(C(X)⊗min A) ∼= Cβ(X;M(A))

Πόρισμα 1.3.30. Έστω G συμπαγής ομάδα και H χώρος Hilbert. Τότε

M(B0(H)⊗min C(G)) ∼= Cβ(G;B(H))

Απόδειξη. Εφαρμόζοντας το προηγούμενο για A = B0(H) και από το γεγονός ότι

M(B0(H)) = B(H) έχουμε το ζητούμενο.

Πόρισμα 1.3.31. Έστω G συμπαγής ομάδα και H χώρος Hilbert. Τότε

M(B0(H)⊗min C(G)⊗min C(G)) ∼= Cβ(G×G;B(H))

Απόδειξη. Χρησιμοποιώντας την ταύτιση

C(G)⊗min C(G) ∼= C(G×G)

αρκεί αν αποδείξουμε ότι

M(B0(H)⊗min C(G×G)) ∼= Cβ(G×G;B(H))

Όμως G×G συμπαγής ομάδα αφού G συμπαγής ομάδα. Εφαρμόζοντας το προηγούμενο

πόρισμα για την G×G έπεται άμεσα το ζητούμενο.
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2 Το μέτρο Haar για Συμπαγείς Ομάδες

2.1 Τοπολογικές Ομάδες

Ορισμός 2.1.1. Μία τοπολογική ομάδα, είναι ένας Hausdorff τοπολογικός χώρος, ο

οποίος έχει τη δομή ομάδας τέτοιος ώστε

• ο πολλαπλασιασμός G×G→ G με (x, y) → x · y

• η αντίστροφη απεικόνιση G→ G με x→ x−1

να είναι συνεχείς απεικονίσεις ως προς την τοπολογία του G. Η G θα καλείται συμπα-

γής ομάδα, αν επιπλέον ο χώρος G είναι συμπαγής

Ορισμός 2.1.2. Έστω G τοπολογική ομάδα. Αν g ∈ G και U ⊆ G , ορίζουμε την αριστερή

μεταφορά του συνόλου U ως

g · U = {g · u : u ∈ U}

Θεώρημα 2.1.3. Έστω G τοπολογική ομάδα. Αν U ⊆ G ανοικτό υποσύνολο, τότε το g ·U

είναι επίσης ανοικτό υποσύνολο του G.

Απόδειξη. Aπό τον ορισμό της τοπολογικής ομάδας, η απεικόνιση m : G×G −→ G με

m(x, y) = x · y είναι συνεχής, άρα για κάθε g ∈ G η απεικόνιση lg : G −→ G : h 7→ gh

είναι συνεχής, αλλά και η αντίστροφή της h 7→ g−1h είναι συνεχής. Συνεπώς η lg ε’ιναι

ομοιομορφισμός, άρα διατηρεί τα ανοικτά σύνολα.

Θεώρημα 2.1.4. Έστω G συμπαγής τοπολογική ομάδα. Τότε τo G×G είναι συμπαγής

τοπολογική ομάδα, με πράξη πολλαπλασιασμού κατά σημείο.

Παραδείγματα 2.1.5. (Συμπαγείς Ομάδες Πινάκων)

1) H O(n) = {A ∈ Gl(n,R) , AAt = In}, όπου At είναι ο ανάστροφος του πίνακα A.

2) H SO(n) = {A ∈ O(n) , detA = 1}, είναι κλειστό υποσύνολο του O(n), αντίστροφη

εικόνα του {1} μέσω της συνεχούς απεικόνισης det.

3)H U(n) = {A ∈ Gl(n,C) , A∗A = In} όπου A∗ = A
t, ο αναστροφοσυζυγής του A.

4) H SU(n) = {A ∈ U(n) , detU = 1}, είναι κλειστό υποσύνολο της συμπαγούς U(n),

συνεπώς συμπαγές.
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2.2 Το θεώρημα σταθερού σημείου του Kakutani

Ορισμός 2.2.1. Έστω G τοπολογική ομάδα και E ένας χώρος Banach. Μία αναπαρά-

σταση της G στον E είναι ένας ομομορφισμός ομάδων π : G→ GL(E)

Ορισμός 2.2.2. Έστω G τοπολογική ομάδα, E χώρος Banach και π : G → GL(E) μια

αναπαράσταση της G στον E. Η συζυγής αναπαράσταση π∗ : G → GL(E∗) είναι μία

αναπαράσταση της G στον E∗ και ορίζεται για g ∈ G από την

π∗(g)ψ = ψ ◦ π(g−1) για κάθε ψ ∈ E∗

Λήμμα 2.2.3. Έστω G συμπαγής τοπολογική ομάδα, E χώρος Banach και π : G →

GL(E) μια αναπαράσταση της G στον E. Έστω x0 ∈ E ώστε η απεικόνιση g → π(g)x0 να

είναι συνεχής από την G στον E, όπου ο E έχει τη τοπολογία της νόρμας του. Ορίζουμε

p : E∗ → R, από την

p(ψ) = sup
g∈G

|ψ(π(g)x0)| για ψ ∈ E∗

To p έχεις τις ακόλουθες ιδιότητες.

α) Είναι θετικά ομογενές και υποπροσθετικό συναρτησοειδές στο E∗

β) Είναι π∗ αναλλοίωτο, δηλαδή p(π∗(g)ψ) = π(ψ) για κάθεψ ∈ E∗ και g ∈ G

γ) Ο περιορισμός του p σε φραγμένα υποσύνολα του E∗ είναι συνεχής, ως προς την w-*

τοπολογία.

Απόδειξη. Αρχικά, αφού η G είναι συμπαγής και η απεικόνιση g → ψ(π(g)x0) είναι

συνεχής στο G (ως σύνθεση συνεχών),έχουμε ότι το p είναι καλά ορισμένο.

Έστω λ > 0 και ψ ∈ E∗.

p(λψ) = sup
g∈G

|(λψ)(π(g)x0)| = |λ| · sup
g∈G

|ψ(π(g)x0)|

= λ sup
g∈G

|ψ(π(g)x0)| = λp(ψ)

Επίσης, προφανώς p(0) = 0, άρα έχουμε θετική ομογένεια.
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Τώρα έστω ψ1 και ψ2 στον E∗.

p(ψ1 + ψ2) = sup
g∈G

|(ψ1 + ψ2)(π(g)x0)| ≤ sup
g∈G

|ψ1(π(g))x)|+ sup
g∈G

|ψ2(π(g))x0|

= p(ψ1) + p(ψ2)

β) Έστω ψ ∈ E∗ και k, g ∈ G. Τότε,

p(π∗(g)ψ) = sup
k∈G

|(π∗(g)ψ)(π(k))x0| = sup
k∈G

|ψ(π(g−1)π(k)x0|

= sup
k∈G

|ψ(π(g−1k)x0| = sup
h∈G

|ψ(π(h))x0| = p(ψ)

γ) Έστω B∗ φραγμένο υποσύνολο του E∗.

Για να αποδείξουμε την w-* συνέχεια του p|B∗ αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε ψ0 ∈ B∗

και ε > 0, υπάρχει w-* ανοικτή περιοχή W(ψ0) του ψ0 τέτοια ώστε

|ψ(π(g)x0)− ψ0(π(g)x0)| < ε για κάθεψ ∈ W(ψ0) ∩ B∗ και g ∈ G (3)

Έστω λοιπόν ψ0 ∈ B∗ και ε > 0. Αφού το B∗ είναι φραγμένο, υπάρχει M > 0 τέτοιο

ώστε ‖ψ‖ ≤M για κάθε ψ ∈ B∗.

Tώρα η απεικόνιση g → π(g)x0 είναι συνεχής στο G άρα για κάθε ε > 0 μπορούμε να

βρούμε ανοικτή περιοχή Og′ του g′ ∈ G ώστε ‖π(g)x0 − π(g′)x0‖ < ε. Όμως G =
⋃
g′∈GOg′

και το G είναι συμπαγές, άρα μπορούμε να βρούμε πεπερασμένο σύνολο {g1, g2, ..., gn}

του G και για κάθε k ∈ [n] ανοικτή περιοχή Ogk του gk ώστε το {Ogk}nk=1 να καλύπτει

το G και για κάθε k ∈ [n]

‖π(g)x0 − π(gk)x0‖ <
ε

4M
για κάθε g ∈ Ogk (4)

Ορίζουμε τώρα την w-* ανοικτή περιοχή W(ψ0) του ψ0 με

W(ψ0) = {ψ ∈ E∗ : |(ψ − ψ0)(π(gk)x0)| <
ε

2
για k ∈ [n]}
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Τώρα, παρατηρούμε ότι αν g ∈ G , ψ ∈ E∗ και k ∈ [n]

ψ(π(g)x0)− ψ0(π(g)x0) = (ψ − ψ0)[π(gk)x0] + (ψ − ψ0)[π(g)x0 − π(gk)x0] (5)

Για να αποδείξουμε την (3) έστω g ∈ G και ψ ∈ W(ψ0)∩B∗. Αφού το {Ogk}nk=1 καλύπτει

τη G μπορούμε να βρούμε k0 ∈ [n] τέτοιο ώστε g ∈ Ogk0
. Επομένως, (ψ−ψ0)[π(gk)x0] <

ε
2
,

εφόσον ψ ∈ W(ψ0).

Από την άλλη, δεδομένου ότι ‖ψ − ψ0‖ ≤ ‖ψ‖ + ‖ψ0‖ ≤ 2M , έχουμε από την (4) ότι

|(ψ − ψ0)[π(g)x0 − π(gk0)x0]| < ε
2
.

Από την (5), έπεται το ζητούμενο.

Ορισμός 2.2.4. Έστω G τοπολογική ομάδα, E χώρος Banach και π : G → GL(E) μια

αναπαράσταση της G στον E.

α) Ένα K ⊆ E, θα λέγεται π-αναλλοίωτο αν π(g)K ⊆ K, για κάθε g ∈ G

β) Ένα x ∈ E θα λέγεταi π-σταθερό αν π(g)x = x για κάθε g ∈ G

Λήμμα 2.2.5. Έστω G συμπαγής ομάδα, E χώρος Banach και π : G → GL(E) μια

αναπαράσταση της G στον E.Υποθέτουμε ότι:

• Για κάθε x ∈ E η απεικόνιση g → π(g)x είναι συνεχής από το G στον E, όπου ο E

έχει την τοπολογία της νόρμας.

• Υπάρχει μη κενό, κυρτό και w-* συμπαγές υποσύνολο K∗ του E∗, το οποίο είναι

π∗-αναλλοίωτο.

Τότε, υπάρχει συναρτησοειδές ψ ∈ K∗ το οποίο είναι π∗-σταθερό.

Απόδειξη. Έστω

F = {∅ 6= A∗ ⊆ K∗ : A∗ κυρτό, w-* κλειστό και π∗ − αναλλοίωτο}

Στο F θεωρούμε τη διάταξη A∗ ≤ B∗ ⇐⇒ A∗ ⊇ B∗.

Έστω D αλυσίδα του μερικώς διατεταγμένου συνόλου F . Θα δείξουμε ότι έχει άνω

φράγμα.

Έστω D = (A∗
i )i∈I . Ισχυριζόμαστε ότι το A′∗ =

⋂
i∈I A

∗
i είναι άνω φράγμα της αλυσίδας.

Αρχικά, το A′∗ είναι μη κενό. Πράγματι, κάθε πεπερασμένη υποσυλλογή του D έχει την
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ιδιότητα της πεπερασμένης τομής. Όμως από τη συμπάγεια της G, η D έχει μη κενή

τομή.

Το A′∗ είναι κυρτό σύνολο, ως τομή κυρτών συνόλων και w-* κλειστό ως τομή w-*

κλειστών συνόλων. Ακόμη, π∗(g)A∗
i ⊆ A∗

i , για κάθε i, για κάθε g ∈ G, συνεπώς π∗(g)A′∗ ⊆

A∗, δηλαδή το A′∗ είναι π∗-αναλλοίωτο. Ειδικότερα, A′∗ ∈ F .

Είναι προφανές, ότι, ως προς τη διάταξη που ορίσαμε, το A′∗ είναι άνω φράγμα της D.

Αφού η αλυσίδα ήταν τυχούσα, από το Λήμμα του Zorn, το (F ,≤) έχει μεγιστικό

στοιχείο, έστω K∗
0 .

Tώρα το K∗
0 , είναι w-* κλειστό υποσύνολο του w-* συμπαγούς συνόλου K∗, έτσι είναι

και αυτό w-* συμπαγές.

Στο εξής, θα συμβολίζουμε το μεγιστικό στοιχείο του (F ,≤) με K∗.

Ισχυριζόμαστε ότι το K∗ είναι μονοσύνολο, δηλαδή K∗ = {ψ}

Έστω, προς άτοπο, ότι το K∗ περιέχει δύο διαφορετικά συναρτησοειδή ψ1 και ψ2. Τότε,

μπορούμε να βρούμε x0 ∈ E, τέτοιο ώστε ψ1(x0) 6= ψ2(x0). Θεωρούμε το p : K∗ → R, με

p(ψ) = sup
g∈G

|ψ(π(g))x0| ψ ∈ K∗

Αφού το K∗ είναι w-* συμπαγές είναι w-* φραγμένο. Συνεπώς από το προηγούμενο

Λήμμα, το p είναι w-* συνεχές.

Ορίζουμε τώρα για r > 0 και η ∈ K∗,

B0(η, r) = {ψ ∈ K∗ : p(ψ − η) < r} και B0(η, r) = {ψ ∈ K∗ : p(ψ − η) ≤ r}

Tα σύνολα αυτά είναι κυρτά, από την θετική ομογένεια και την υποπροσθετικότητα

του p. Ακόμη από τη w-* συνέχεια του p|K∗ το B0 είναι w-* ανοικτό, ενώ το B0 είναι

w-* κλειστό.

Ορίζουμε τώρα d = sup{ p(ψ − ϕ) : ψ, ϕ ∈ K∗}

Είναι 0 < d < ∞ αφού από τη w-* συνέχεια του p|K∗ είναι d < ∞ και αν πάρω τα ψ1

και ψ2 που επιλέξαμε παραπάνω, p(ψ1 − ψ2) > 0, συνεπώς d > 0.

Τώρα παρατηρούμε ότι K∗ =
⋃
ψi∈K∗ B0(ψi,

d
2
), δηλαδή έχουμε ανοικτό κάλυμμα για το

K∗. Όμως το τελευταίο είναι w-* συμπαγές, συνεπώς μπορούμε να βρούμε πεπερασμένο

υποσύνολο {ψk}nk=1 τέτοιο ώστε K∗ =
⋃n
k=1B0(ψk,

d
2
).
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Oρίζουμε, τότε, το συναρτησοειδές

ψ∗ =
ψ1 + ψ2 + ...+ ψn

n

το οποίο ανήκει στο K∗ ως κυρτός συνδυασμός στοιχείων αυτού.

Έστω ψ ∈ K∗, τυχόν. Αφού K∗ =
⋃n
k=1B0(ψk,

d
2
), μπορούμε να βρούμε k0 ∈ [n], τέτοιο

ώστε ψ ∈ B0(ψk0 ,
d
2
).

Δεδομένου ότι, από τον ορισμό του d, έχουμε p(ψ − ψk) ≤ d για κάθε k ∈ [n], και από

θετική ομογένεια και υποπρισθετικότητα του p, παίρνουμε

p(ψ − ψk) = p((ψ − ψ∗) + (ψ∗ − ψk) ≤ d′ όπου d′ = n− 1

n
· d+ d

2
< d

Ορίζουμε το

K ′ =
⋂
ψ∈K∗

B0(ψ, d
′)

To K ′ είναι κυρτό (τομή κυρτών συνόλων) και w-* κλειστό (τομή w-* κλειστών συνόλων)

και άρα w-* συμπαγές ως υποσύνολο του w-* συμπαγούς K∗.

Ισχυριζόμαστε ότι το K ′ είναι π∗-αναλλοίωτο. Προς αυτό, αρκεί να αποδείξουμε ότι για

κάθε η ∈ K ′ , ψ ∈ K∗ και g ∈ G

p(π∗(g)η − ψ) ≤ d′

Έχουμε ήδη δει ότι το p είναι π∗-αναλλοίωτο και από την p(η − π∗(g−1)ψ) ≤ d′ (αφού

d′ < d), έχουμε ότι

p(π∗(g)η − ψ) = p(η − π∗(g−1)ψ) ≤ d′

Έτσι, αφού το K∗ είναι μεγιστικό ως προς τη διάταξη στοιχείο και K ′ ⊆ K∗, δηλαδή

K ′ ≥ K∗, προκύπτει ότι K ′ = K∗

Αυτό, όμως, δεν μπορεί να ισχύει. Πράγματι, αν ίσχυε τότε θα μπορούσαμε να βρούμε

ψ′ και ψ′′ στο K∗, τέτοια ώστε p(ψ′ − ψ′′) > d′ (από τον ορισμό της d και το γεγονός ότι

d′ < d), και άρα το ψ′′ δεν ανήκει σε κάποιο B0(ψ
′, d′), άτοπο από τον ορισμό του K ′.

Έτσι, K = {ψ}.

Είναι προφανές ότι το ψ είναι π∗-σταθερό, αφού έχουμε ότι το K∗ είναι π∗-αναλλοίωτο,
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άρα π∗(g)(ψ) ∈ K∗ = {ψ}, δηλαδή π∗(g)(ψ) = ψ

Ορισμός 2.2.6. Έστω G συμπαγής ομάδα και C(G) ο χώρος των συνεχών συναρτήσεων

από το G στο R, εφοδιασμένος με την maximum νόρμα. Ως κανονική αριστερή αναπα-

ράσταση του G στον C(G), εννοούμε την αναπαράσταση π : G→ GL(C(G)) που ορίζεται

από την

[π(g)f ](x) = f(g−1 · x) για κάθε f ∈ C(G), , g ∈ G και x ∈ G

Λήμμα 2.2.7. Έστω G συμπαγής ομάδα και π : G → GL(C(G)) η κανονική αναπαρά-

σταση του G στον C(G). Για κάθε f ∈ C(G), η απεικόνιση

g → π(g)f

από το G στον C(G) είναι συνεχής, όπου ο C(G) είναι εφοδιασμένος με την maximum

νόρμα.

Απόδειξη. Έστω f ∈ C(G).

Για να δείξουμε ότι η απεικόνιση είναι συνεχής, αρκεί να δείξουμε ότι είναι συνεχής στο

ουδέτερο στοιχείο e της ομάδας G. Έστω ε > 0. Θα δείξουμε ότι υπάρχει περιοχή U του

e τέτοια ώστε

|f(g · x)− f(x)| < ε για κάθε g ∈ U , x ∈ G (1)

Έστω x ∈ G. Από τη συνέχεια της f , μπορούμε να βρούμε ανοικτή περιοχή Ox του x

ώστε

|f(x)− f(x′)| < ε

2
για κάθε x′ ∈ Ox (2)

Επομένως, εφαρμόζοντας μία τριγωνική ανισότητα

|f(x′)− f(x′′)| < ε για κάθε x′, x′′ ∈ Ox (3)

Από τη συνέχεια του πολλαπλασιασμού στην ομάδα G, μπορούμε να βρούμε περιοχή

Ue του e και περιοχή Vx του x ώστε Vx ⊆ Ox και Ue · Vx ⊆ Ox

Τώρα το {Vx}x∈G αποτελεί ανοικτό κάλυμμα του G, και το G είναι συμπαγές, άρα

μπορούμε να βρούμε πεπερασμένη υποσυλλογή {Vxk}nk=1 με G =
⋃n
k=1 Vxk .

Ορίζουμε U =
⋂n
k=1 Uxk η οποία είναι περιοχή του e. Ακόμη x ∈ G, άρα υπάρχει k0 ∈ [n],
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τέτοιο ώστε x ∈ Vxk0 . Έτσι, προκύπτει ότι για κάθε g ∈ U

x ∈ Vxk0 ⊆ Oxk0
και g · x ∈ U · Vxk0 ⊆ Uxk0 · Vxk0 ⊆ Oxk0

Άρα τα g · x και x ανήκουν στη περιοχή Oxk0
, άρα από την (3),

|f(g · x)− f(x)| < ε

Αν αντί για την U επιλέξουμε την περιοχή U ∩ U−1 , τότε g−1 · x ∈ U ∩ U−1, άρα εφαρ-

μόζοντας την προηγούμενη σχέση,

|f(g−1 · x)− f(x)| < ε για κάθε g ∈ U και x ∈ G

Άρα,
‖π(g)f − π(e)f‖max < ε για κάθε g ∈ U

Θεώρημα 2.2.8. (Alaoglu) Έστω E χώρος Banach. Tότε η κλειστή μοναδιαία μπάλα του

E∗ ως προς την w-* τοπολογία είναι συμπαγής τοπολογικός χώρος.

Θεώρημα 2.2.9. (Kakutani) Έστω G συμπαγής ομάδα και π : G→ GL(C(G)) η κανονική

αναπαράσταση τουG στον C(G). Tότε, υπάρχει συναρτησοειδές πιθανότητας ψ ∈ [C(G)]∗

το οποίο είναι π∗-σταθερό, δηλαδή

ψ(f) = ψ(π(g)f) για κάθε f ∈ C(G) και g ∈ G

Απόδειξη. Από το Θεώρημα του Alaoglu η κλειστή μοναδιαία μπάλα του [C(G)]∗ είναι

w-* συμπαγής τοπολογικός χώρος. Έστω K∗ το σύνολο όλων των state του C(G).

• K∗ 6= ∅, αφού αν x0 ∈ G, το συναρτησοειδές Dirac το οποίο παίρνει την τιμή f(x0)

στην f ∈ C(G), ανήκει στο K∗.

• Το K∗ είναι κυρτό σύνολο. Πράγματι,έστω ψ1, ψ2 ∈ K∗ και λ1, λ2 > 0 με λ1 +λ2 = 1.

Τότε,

(λ1ψ1 + λ2ψ2)(1) = λ1ψ1(1) + λ2ψ2(1)

= λ11+ λ21 = 1
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και αν f ∈ [C(G)]+

(λ1ψ1 + λ2ψ2)(f) = λ1ψ1(f) + λ2ψ2(f) ≥ 0

• Το K∗ είναι w-* συμπαγές. Προς αυτό, αρκεί να αποδείξουμε ότι είναι w-* κλειστό

αφού είναι υποσύνολο του w-* συμπαγούς B[C(G)]∗ .

Πράγματι, για κάθε f ∈ [C(G)]+, το σύνολο {ψ ∈ [C(G)]∗ : ψ(f) ≥ 0} είναι w-

* κλειστό, ως το σύνολο όλων των συναρτησοειδών ψ το οποία στη σταθερή

συνάρτηση 1 παίρνουν τη τιμή 1. Άρα το K∗ είναι τομή w-* κλειστών συνόλων,

συνεπώς w-* κλειστό σύνολο.

• K∗ είναι π∗-αναλλοίωτο.

Αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε ψ ∈ K∗, το π∗(g)ψ είναι θετικό συναρτησοειδές

πιθανότητας. Για κάθε x, g ∈ G,έχουμε

(i) [π∗(g)ψ](1)(x) = [ψ(π(g−1)]1(x)) = ψ(1(g · x)), άρα [π∗(g)]ψ(1) = 1

(ii) Aν f ∈ [C(G)]+, τότε [π∗(g)ψ](f)(x) = [ψ(π(g−1))](f)(x) = ψ(f(g · x)) , άρα

[π∗(g)ψ](f) ≥ 0, για κάθε f ∈ [C(G)]+.

• Τέλος, από το προηγούμενο Λήμμα έχουμε ότι η απεικόνιση g → π(g)f , είναι

συνεχής.

Άρα από το Λήμμα μπορούμε να βρούμε θετικό συναρτησοειδές πιθανότητας, π∗- στα-

θερό.

2.3 Κατασκευή του Μέτρου Haar για Συμπαγείς Ομάδες

Ένα μέτρο Borel σε εναν συμπαγή χώρο Hausdorff X είναι ένα πεπερασμένο μέτρο που

ορίζεται στην Borel σ-άλγεβρα B(X) υποσυνόλων του X . Θα λέμε ότι ένα μέτρο Borel

είναι μέτρο Radon, αν είναι κανονικό μέτρο.

Λήμμα 2.3.1. Έστω G συμπαγής ομάδα και µ ένα μέτρο Borel στην B(G). Για g ∈ G

ορίζουμε τη συνολοσυνάρτηση µg : B(G) → [0,∞) με µg(A) = µ(g ·A), για κάθε A ∈ B(G).

Τότε

• Το µg είναι μέτρο Borel.
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• Αν το µ είναι μέτρο Radon, τότε το µg είναι μέτρο Radon

• Αν π : G→ GL(C(G)) είναι η κανονική αναπαράσταση του G στον C(G), τότε

∫
G

π(g)fdµ =

∫
G

fdµg για κάθε f ∈ C(G)

Απόδειξη. Από το Θεώρημα 2.1.3 έχουμε ότι το A είναι ανοικτό αν και μόνο αν το g ·A

είναι ανοικτό, επομένως το A είναι Borel αν και μόνο αν το g · A είναι Borel. Άρα η

µg : B(G) → [0,∞) είναι καλά ορισμένη.

Ισχυριζόμαστε ότι το µg είναι μέτρο.

Έστω (Ui)
∞
i=1 ακολουθία ξένων ανα δύο συνόλων στην B(G). Τότε τα (g ·Ui)∞i=1 είναι ξένα

ανά δύο, και από τον ορισμό του µg έχουμε,

µg(
∞⋃
i=1

Ui) = µ(g ·
∞⋃
i=1

Ui) = µ(
∞⋃
i=1

g · Ui) =
∞∑
i=1

µ(g · Ui) =
∞∑
i=1

µg(Ui)

Ειδικότερα µg(G) = µ(G) <∞, και από τα παραπάνω το µg είναι μέτρο Borel.

Έστω τώρα ότι το µ είναι μέτρο Radon. Για την εσωτερική κανονικότητα του µg , έστω

O ανοικτή περιοχή του g και ε > 0.

Αφού το µ είναι εσωτερικά κανονικό και το g · O είναι ανοικτό, μπορούμε να βρούμε

συμπαγές υποσύνολο του g · O , έστω K, ώστε µ((g ·O)\K) < ε

Έστω K ′ = g−1 ·K . Τότε αυτό είναι συμπαγές, περιέχεται στο O και µg(O\K ′) < ε. Άρα

το µg είναι εσωτερικά κανονικό. Όμοια, δείχνουμε την εξωτερική κανονικότητα.

Για την τελευταία σχέση, αν f = 1A, όπου A ∈ B(G) ,

∫
G

π(g)1A(x)dµ(x) =

∫
G

1A(g
−1 ·x)dµ(x) =

∫
G

1g·A(x)dµ(x) = µ(g ·A) = µg(A) =

∫
G

1Adµg(x)

Τώρα, από τη γραμμικότητα του ολοκληρώματος, το ζητούμενο ισχύει για απλές μετρή-

σιμες Borel συναρτήσεις. Tέλος, αν f ∈ C(G), έχουμε ότι η f είναι φραγμένη, ως συνεχής

σε συμπαγές σύνολο. Άρα, υπάρχει M > 0, τέτοιο ώστε |f(x)| ≤ M , για κάθε x ∈ G.

Τώρα, μπορούμε να βρούμε ακολουθία απλών συναρτήσεων (ϕn(x))
∞
n=1 τέτοιες ώστε

• ϕn(x) −→ f(x) σχεδόν για κάθε x ∈ G.

• |ϕn(x)| ≤ |f(x)| ≤M , για κάθε x ∈ G, για κάθε n ∈ N
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Έτσι, αφού έχουμε το αποτέλεσμα για απλές συναρτήσεις, χρησιμοποιώντας το Θεώ-

ρημα Φραγμένης Σύγκλισης, έπεται το ζήτουμενο για f ∈ C(G).

Ορισμός 2.3.2. Έστω G συμπαγής ομάδα. Ένα μέτρο Borel µ : B(G) → [0,∞) καλείται

αριστερά αναλλοίωτο αν

µ(g · A) = µ(A) για κάθε g ∈ G και A ∈ B(G)

Όμοια ορίζεται και ένα δεξιά αναλλοίωτο μέτρο Borel.

Θεώρημα 2.3.3. (Riesz-Markov) Έστω X συμπαγής τοπολογικός χώρος Hausdorff, και

I θετικό γραμμικό συναρτησοειδές στον Cc(X).

Τότε υπάρχει μοναδικό μέτρο Radon µ στη B(X), τέτοιο ώστε για κάθε f ∈ Cc(X),

I(f) =

∫
X

fdµ

Πρόταση 2.3.4. Έστω G συμπαγής ομάδα. Τότε, υπάρχει Radon μέτρο πιθανότητας

στην B(G) το οποίο είναι αριστερά αναλλοίωτο και Radon μέτρο πιθανότητας στην

B(G) το οποίο είναι δεξιά αναλλοίωτο.

Απόδειξη. Από το θεώρημα του Kakutani μπορούμε να βρούμε θετικό συναρτησοειδές

πιθανότητας ψ ∈ [C(G)]∗ το οποίο είναι π∗-σταθερό, δηλαδή

ψ(f) = ψ(π(g−1)f) για κάθεf ∈ C(G) και g ∈ G

Από την άλλη από το θεώρημα Riesz-Markov, υπάρχει μοναδικό Radon μέτρο µ στην

B(G), ώστε

ψ(f) =

∫
G

fdµ για κάθε f ∈ C(G)

Άρα από τις δύο προηγούμενες σχέσεις,

ψ(f) = ψ(π(g−1)f) =

∫
G

π(g−1)fdµ για κάθε f ∈ C(G) και g ∈ G

Άρα από το Λήμμα

ψ(f) =

∫
G

fdµg−1 για κάθε f ∈ C(G) και g ∈ G
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Δεδομένου ότι το µg−1 είναι μέτρο Radon, από τη μοναδικότητα της αναπαράστασης

Riecz-Markov παίρνουμε ότι

µg−1 = µ για κάθε g ∈ G

Συνεπώς το µ είναι αριστερά αναλλοίωτο μέτρο. Είναι και μέτρο πιθανότητας, αφού για

f = 1, είναι 1 = ψ(1) =
∫
G
1dµg = µ(G)

Όμοια, βρίσκουμε δεξιά αναλλοίωτο Radon μέτρο πιθανότητας στην G.

Ορισμός 2.3.5. Έστω G συμπαγής ομάδα. Ένα μέτρο Radon στη B(G), λέγεται μέτρο

Haar στη G, αν είναι αριστερά αναλλοίωτο μέτρο πιθανότητας

Θεώρημα 2.3.6. Έστω G συμπαγής ομάδα.Υπάρχει μοναδικό μέτρο Haar πιθανότητας

στην B(G). Το μέτρο αυτό είναι και δεξιά αναλλοίωτο.

Απόδειξη. Aπό την προηγούμενη πρόταση, μπορούμε να βρούμε αριστερά αναλλοίωτο

Radon μέτρο πιθανότητας µ στην B(G) και δεξιά αναλλοίωτο Radon μέτρο πιθανότητας

µ′ στην B(G). Έστω ακόμη, f ∈ C(G).

Ορίζουμε τη συνάρτηση h : G × G → G με h(x, y) = f(x · y), η οποία είναι συνεχής, ως

σύνθεση συνεχών. Θεωρώντας το μέτρο µ × µ′, και παρατηρώντας ότι το G × G είναι

συμπαγής ομάδα, έχουμε ότι η h είναι ολοκληρώσιμη ως συνεχής σε συμπαγές.

∫
G×G

hd(µ× µ′) =

∫
G

(

∫
G

f(x · y)dµ(y))dµ′(x) =

∫
G

(

∫
G

f(y)dµ(y))dµ′(x) =

∫
G

f(y)dµ(y)

αφού το µ είναι αριστερά αναλλοίωτο και χρησιμοποιώντας το θεώρημα Fubini. Όμοια,

βλέπουμε

∫
G×G

hd(µ′ × µ) =

∫
G

(

∫
G

f(x · y)dµ′(x))dµ(y) =

∫
G

(

∫
G

f(x)dµ′(x))dµ(y) =

∫
G

f(x)dµ′(x)

Συνεπώς
∫
G
fdµ =

∫
G
fdµ′ και από τη μοναδικότητα του Riesz-Markov, µ = µ′.

Σχόλιο 2.3.7. Επομένως, σε συμπαγείς τοπολογικές ομάδες το μέτρο Haar είναι μονα-

δικό, μέτρο πιθανότητας δεξιά και αριστερά αναλλοίωτο.

Παράδειγμα 2.3.8. Ένα πολύ χρήσιμο παράδειγμα είναι η συμπαγής ομάδα

SU(2) = {g ∈M2×2(C) : g∗g = I2 και det(g) = 1}.
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Για να υπολογίσουμε το μέτρο Haar της, χρειαζόμαστε πρώτα κάποια εργαλεία.

Πρόταση 2.3.9. Έστω S3 = {x = (x1, x2, x3, x4) :
∑4

i=1 x
2
i = 1} η μοναδιαία σφαίρα του

R4. Θεωρούμε την απεικόνιση

Φ : x = (x1, x2, x3, x4) →

x1 + ix2 −x3 + ix4

x3 + ix4 x1 − ix2


Τότε Φ : S3 → SU(2), και είναι ομοιομορφισμός. Δηλαδή, μπορούμε μέσω της Φ να

ταυτίζουμε της SU(2) με την S3

Απόδειξη. Πρώτα δείχνουμε ότι Φ(x) ∈ SU(2) ∀x ∈ S3. Έστω x = (x1, x2, x3, x4). Tότε

Φ(x)∗Φ(x) =

 x1 − ix2 x3 − ix4

−x3 − ix4 x1 + ix2

 ·

x1 + ix2 −x3 − ix4

x3 + ix4 x1 − ix2


=

x21 + x22 + x23 + x24 0

0 x21 + x22 + x23 + x24


= I2.

Ακόμη, det(Φ(x)) = x21 + x22 + x23 + x24 = 1. Άμεσα, η Φ είναι 1-1 και επί. Τέλος η Φ−1 :

SU(2) → S3, είναι συνεχής. Πράγματι, αφού η σφαίρα S3 είναι συμπαγής και SU(2)

Hausdorff τοπολογικός χώρος, η Φ−1 είναι συνεχής.

Πρόταση 2.3.10. H δεξιά μεταφορά της SU(2) , Rg : SU(2) → SU(2) με Rg(x) = xg είναι

στροφή του R4, δηλαδή στοιχείο της ομάδας SO(4) = {A ∈ M4×4(R) : ATA = AAT =

I4 και detA = 1}

Απόδειξη. Η απεικόνιση Φ : S3 → SU(2), επεκτείνεται σε γραμμικό ισομορφισμό από

το R4 στον διανυσματικό χώρο V =


x1 + ix2 −x3 + ix4

x3 + ix4 x1 − ix2

 : xi ∈ R i ∈ [4]

. Συμβολί-

ζουμε αυτόν τον γραμμικό ισομορφισμό με Φ.

Tαυτίζοντας το x ∈ R με το Φ(x) ∈ V , είναι ‖x‖2 = detx, που έπεται από τον πολλαπλα-

σιασμό πινάκων της προηγούμενης πρότασης. Άρα η δεξιά μεταφορά Rg επεκτείνεται

σε γραμμικό ισμομορφισμό στον R4 → R4 και

‖xg‖2 = det(xg) = det(x)det(g) = det(x) = ‖x‖2 x ∈ R4
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για κάθε x ∈ R4 και για κάθε g ∈ SU(2).Συνεπώς, Rg ∈ O(4). Ακόμη, SU(2) ∼= S3,και η

S3 είναι συνεκτική, άρα det(Rg) = 1, και τελικά Rg ∈ SO(4).

Σχόλιο 2.3.11. Tέλος, πρέπει να ορίσουμε τις πολικές συντεταγμένες στη σφαίρα του

R4. Έστω λοιπόν x = (x1, x2, x3, x4) ∈ S3. Τότε, x21 + x22 + x23 + x24 = 1 =⇒ x22 + x23 + x24 =

1 − x21. Αφού −1 ≤ x ≤ 1, υπάρχει μοναδικός θ ∈ [0, π], τέτοιoς ώστε x1 = cos θ. Άρα,

x22+x
2
3+x

2
4 = sin2 θ. Έτσι, βλέπουμε ότι το στοιχείο (x2, x3, x4) ανήκει στη σφαίρα ακτίνας

sin θ.

Χρησιμοποιώντας τις πολικές συντεταγμένες του R3, έχουμε ότι x2 = sin θ cos θ, x3 =

sin θ sinϕ cosψ, x4 = sin θ sinϕ sinψ, για 0 ≤ ϕ ≤ π και 0 ≤ ψ ≤ 2π

Πρόταση 2.3.12. Ταυτίζουμε την SU(2) με την S3, και την εφοδιάζουμε με τις πολικές

συντεταγμένες που είδαμε προηγουμένως. Το μέτρο Haar για την ομάδα SU(2), δίνεται

από την ∫
G

f(x)dx =
1

2π2

∫ π

0

∫ π

0

∫ 2π

0

f(θ, ϕ, ψ) sin2 θ sinϕdθdϕdψ

Απόδειξη. Για το στοιχείο μήκους της S3 έχουμε ds2 =
∑4

i=1 dx
2
i = dθ2 + sin2 θdϕ2 +

sin2 θ sin2 ϕdψ2. Συνεπώς, για το στοιχείο όγκου, παίρνουμε dx = (det(gij))
1
2dθdϕdψ =

sin2 θ sinϕdθdϕdψ.Aπό την προηγούμενη πρόταση, το dx είναι αναλλοίωτο ως προς

στροφές.

Θέλουμε ακόμα, να είναι μέτρο πιθανότητας. Υπολογίζοντας,
∫ π
0

∫ π
0

∫ π
0
sin2 θ sinϕdθdϕdψ =

2π2, παίρνουμε το ζητούμενο.
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3 Συμπαγείς Κβαντικές Ομάδες

3.1 Ορισμοί και Παραδείγματα

Παρακάτω συμβολίζουμε με A⊗ B το minimal τανυστικό γινόμενο των C∗ αλγεβρών A

και B.

Ορισμός 3.1.1. Ένα ζεύγος (A,∆), όπου A είναι C∗ άλγεβρα με μονάδα και ∆ : A→ A⊗A

*-ομομορφισμός που διατηρεί τη μονάδα, λέγεται συμπαγής κβαντική ομάδα (CQG) αν

• (∆⊗ ι)∆ = (ι⊗∆)∆ , όπου ι : A→ A, η ταυτοτική απεικόνιση. (coassociativity)

• Οι χώροι ∆(A)(1⊗ A) = span{∆(a) · (1⊗ b) , a, b ∈ A} και

∆(A)(A⊗ 1) = span{∆(a) · (b⊗ 1) , a, b ∈ A} είναι πυκνοί στο A⊗ A

Παρατήρηση 3.1.2. Από τις ιδιότητες του ορισμού, είναι προφανές ότι το ακόλουθο

διάγραμμα είναι μεταθετικό.

A A⊗ A

A⊗ A A⊗ A⊗ A

∆

∆ ∆⊗ι

ι⊗∆

Παρατήρηση 3.1.3. Στην αρχή μελετάμε το CQG (C(G),∆) , όπου G συμπαγής ομάδα.

Θα αποδείξουμε ότι η μελέτη κάθε CQG (A,∆) όπου A μεταθετική C∗ άλγεβρα, ανάγεται

στη μελέτη του CGQ (C(G),∆), για κάποια συμπαγή ομάδα G.

Πρόταση 3.1.4. Έστω G συμπαγής ομάδα και A = C(G). Χρησιμοποιώντας την ταύτιση

C(G)⊗C(G) ∼= C(G×G), θεωρούμε την ∆ : C(G) → C(G × G) με ∆(f)(x, y) = f(xy) , ∀x, y ∈

G.

To (A,∆) είναι CQG.

Απόδειξη. α) Αρχικά γνωρίζουμε ότι η A είναι (μεταθετική) C∗ άλγεβρα με μονάδα τη

σταθερή συνάρτηση f = 1, αφού G συμπαγές. Ο ∆ είναι *-ομομορφισμός που διατηρεί

τη μονάδα. Πράγματι, έστω f, g ∈ C(G) και x, y ∈ G. Τότε,

∆(fg)(x, y) = (fg)(xy) = (∆(f)∆(g))(x, y) και

∆(f ∗)(x, y) = f ∗(xy) = f(xy) = (∆(f))∗(x, y)
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Tέλος διατηρεί τη μονάδα, αφού

∆(1)(x, y) = 1(xy) = 1

β) Για την coassociativity του ∆. Έχουμε ότι ∆(f) ∈ C(G) ⊗ C(G). Άρα μπορούμε να

γράψουμε

∆(f) = lim
n

mn∑
i=1

gni ⊗ hni , με gni , h
n
i ∈ C(G)

Έστω x, y, z ∈ G. Τότε,

((∆⊗ ι)∆(f))(x, y, z) = (∆⊗ ι)

(
lim
n

mn∑
i=1

gni ⊗ hni

)
(x, y, z)

= lim
n

mn∑
i=1

(∆(gni )⊗ hni ) (x, y, z)

= lim
n

mn∑
i=1

∆(gni )(x, y)h
n
i (z)

= lim
n

mn∑
i=1

gni (xy)h
n
i (z)

=

(
lim
n

mn∑
i=1

gni ⊗ hni

)
(xy, z)

= ∆(f)(xy, z) = f((xy)z)

Όμοια, έχουμε ότι ((ι ⊗∆)(∆(f))(x, y, z) = f(x(yz)). Αφού τα x, y, z ∈ G τυχόντα και G

ομάδα, έχουμε ότι (xy)z = x(yz). Άρα,

(ι⊗∆)∆ = (∆⊗ ι)∆

γ) Tώρα θα δείξουμε ότι η ∆(C(G))(1⊗C(G)) είναι πυκνή στην C(G)⊗C(G) ∼= C(G×G).

• H ∆(C(G))(1⊗ C(G)) είναι υπάλγεβρα της C(G×G). Έστω fi, gi ∈ C(G), όπου i =

1, 2. Τότε, ∆(f1)(1⊗ g1),∆(f2)(1⊗ g2) ∈ ∆(C(G))(1⊗ C(G)). Άρα

∆(f1)(1⊗ g1)∆(f2)(1⊗ g2) = ∆(f1)∆(f2)(1⊗ g1)(1⊗ g2) = ∆(f1f2)(1⊗ g1g2)
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και f1f2, g1g2 ∈ C(G).

• H ∆(C(G))(1⊗ C(G)) περιέχει τις σταθερές. Πράγματι,1 ∈ C(G) και ∆(1) = 1 ⊗ 1

άρα

∆(1)(1⊗ 1) ∈ ∆(C(G))(1⊗ C(G))

• H ∆(C(G))(1⊗ C(G)) διαχωρίζει τα σημεία του G×G, δηλαδή αν f̃(x1, y1) = f̃(x2, y2)

για κάθε f̃ ∈ ∆(C(G))(1⊗ C(G)), τότε (x1, y1) = (x2, y2). Γράφουμε f̃ = ∆(f)(1⊗ g),

όπου f, g ∈ C(G). Tότε,

f̃(x1, y1) = f̃(x2, y2) =⇒ ∆(f)(1⊗ g)(x1, y1) = ∆(f)(1⊗ g)(x2, y2) =⇒

f(x1y1)g(y1) = f(x2y2)g(y2)

Αφού η προηγουμενη σχέση ισχύει για κάθε f, g ∈ C(G) επιλέγοντας f = 1, έχουμε

ότι g(y1) = g(y2) για κάθε g , άρα y1 = y2 αφού g συνεχής σε συμπαγές.

Επιλέγοντας τώρα g = 1, παίρνουμε ότι f(x1y1) = f(x2y2) για κάθε f , άρα x1y1 =

x2y2 ⇐⇒ x1 = x2, αφού y1 = y2. Tελικά (x1, y1) = (x2, y2).

• Η ∆(C(G))(1⊗ C(G)) είναι κλειστή ως προς μιγαδικούς συζυγείς. Πράγματι, έστω

f̃ ∈ ∆(C(G))(1 ⊗ C(G)). Τότε f̃ = ∆(f)(1 ⊗ g), με f, g ∈ C(G). Όμως C(G) είναι C∗

άλγεβρα, άρα f ∗, g∗ ∈ C(G).

Συνεπώς από το θεώρημα Stone-Weierstrass η ∆(C(G))(1 ⊗ C(G)) είναι ομοιόμορφα

πυκνή στη C(G×G). Όμοια, η ∆(C(G))(C(G)⊗ 1) είναι ομοιόμορφα πυκνή στην C(G×

G)

Πρόταση 3.1.5. Έστω (A,∆) CQG με A μεταθετική C∗ άλγεβρα με μονάδα. Τότε μπο-

ρούμε να βρούμε G συμπαγή ομάδα, με A ∼= C(G).

Απόδειξη. Aπό το θεώρημα του Gelfand, μπορούμε να βρούμε συμπαγή Hausdorff το-

πολογικό χώρο G, ώστε A = C(G). Θα αποδείξουμε ότι το G έχει τη δομή ομάδας.

Πρώτα δείχνουμε ότι μπορούμε να εφοδιάσουμε το G με μία απεικόνιση m : G×G→ G,

ώστε m(m(x, y), z) = m(x,m(y, z)) , ∀x, y, z ∈ G, δηλαδή το G είναι ημιομάδα.

Πράγματι, αφού ∆ : C(G) → C(G × G) είναι *-ομομορφισμός που διατηρεί τη μονάδα,
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μπορούμε, από το θεώρημα του Gelfand, να βρούμε συνεχή απεικόνιση m : G×G→ G

με ∆(f)(x, y) = f(m(x, y)) , ∀f ∈ C(G) , ∀x, y ∈ G. Τώρα

(∆⊗ ι)∆(f)(x, y, z) = (∆⊗ ι)(lim
n

mn∑
i=1

gni ⊗ hni )(x, y, z)

= lim
n

mn∑
i=1

∆(gni )(x, y)h
n
i (z)

= lim
n

mn∑
i=1

gni (m(x, y))hni (z)

= lim
n

mn∑
i=1

gni ⊗ hni (m(x, y), z)

= ∆(f)(m(x, y), z)

= f(m(m(x, y), z)).

Όμοια, (ι⊗∆)∆(f)(x, y, z) = f(m(x,m(y, z)))

Αφού (A,∆) είναι CQG, ο ∆ είναι coassociative άρα έχουμε ότι (∆ ⊗ ι)∆(f) = (ι ⊗

∆) ∆(f) , ∀f ∈ C(G). Άρα f(m(m(x, y), z)) = f(m(x,m(y, z))) ∀f ∈ C(G). Αφού f συνεχής

σε συμπαγές, διαχωρίζει τα σημεία του χώρου, συνεπώς

m(m(x, y), z) = m(x,m(y, z)) ∀x, y, z ∈ G

Ισχυριζόμαστε τώρα ότι ∀x1, x2, y ∈ G με x1 · y = x2 · y =⇒ x1 = x2 (right cancellation

rule) και y · x1 = y · x2 =⇒ x1 = x2 (left cancellation rule).Θα συμβολίζουμε τον

πολλαπλασιασμό m με ”·”

Δείχνουμε το right cancellation rule, και όμοια έχουμε το left.

Έστω λοιπόν x1, x2, y ∈ G με x1 · y = x2 · y. Tότε, ∀f, g ∈ C(G) είναι

∆(f)(1⊗ g)(x1, y) = f(x1 · y)g(y) = f(x2 · y)g(y) = ∆(f)(1⊗ g)(x2, y)

Όμως η (x, y) → (x · y, y) είναι 1-1. Άρα από το θεώρημα Gelfand, η f → f ′ με f ′(x, y) =

f(x ·y, y) είναι επί. Επομένως, αφού x1 ·y = x2 ·y έχουμε f(x1 ·y, y) = f(x2 ·y, y) ∀f ∈ C(G).

Άρα για κάθε f ′ ∈ C(G × G) έχουμε f ′(x1, y) = f ′(x2, y), οπότε (x1, y) = (x2, y) δηλαδή

x1 = x2.
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Χρησιμοποιώντας το επόμενο Λήμμα, η απόδειξη είναι πλήρης.

Λήμμα 3.1.6. Kάθε συμπαγής ημιομάδα η οποία ικανοποιεί cancellation rules, είναι

ομάδα.

Απόδειξη. Θα αποδείξουμε ότι υπάρχει μοναδικό ουδέτερο στοιχείο, και μοναδικό αντί-

στροφο στη G. Έστω h ∈ G. Θεωρούμε H =< h >, την κυκλική υποομάδα της G, που

παράγεται από το στοιχείο h. Έστω I1, I2 δύο μη κενά ιδεώδη της H .

Ισχυριζόμαστε ότι I1∩I2 6= ∅. Προς αυτό, δείχνουμε ότι I1 ·I2 ⊆ I1∩I2, και τότε έπεται το

ζητούμενο, αφού I1 · I2 6= ∅. Πράγματι, έστω a ∈ I1 · I2. Τότε a = a1 · a2 με aj ∈ Ij , j = 1, 2.

Τώρα το I1 είναι ιδεώδες άρα a1 = b1 · a1 και όμοια a2 = a2 · c2, για κάθε b1, c2 ∈ H . Άρα

a1 · a2 = b1 · a1 · a2 · c2 και παρατηρούμε ότι

b1 · a1 · a2 · c2 = b1 · a1 · (a2 · c2) ∈ I1 , αφού b1 ∈ H και a2 · c2 ∈ H

b1 · a1 · a2 · c2 = (b1 · a1) · a2 · c2 ∈ I2 , αφού b1 · a1 ∈ H και c2 ∈ H

Συνεπώς a1 · a2 ∈ I1 ∩ I2. Επαγωγικά, βλέπουμε ότι αν I1, ..., In μη κενά ιδεώδη της

H, είναι
⋂n
i=1 Ii 6= ∅, δηλαδή το σύνολο των μη κενών ιδεωδών έχει την ιδιότητα της

πεπερασμένης τομής. Όμως βρισκόμαστε σε συμπαγή χώρο, άρα για κάθε οικογένεια

ιδεωδών {Ii}I∈K , έχουμε ότι
⋂
i∈K Ii 6= ∅, και προφανώς

⋂
i∈K Ii είναι ιδεώδες ως τομή

ιδεωδών. Έστω

I =
⋂

{Ij : Ij ιδεώδες της H}

. Έστω i ∈ I . Αφού I ιδεώδες, i·I ⊆ I και συνεπώς, αφού το I είναι εξ’ορισμού ελαχιστικό

ιδεώδες, i · I = I . Επομένως, υπάρχει e ∈ I, τέτοιο ώστε i · e = i για κάθε i ∈ I . Έτσι,

για κάθε g ∈ G είναι i · e · g = i · g.Από left cancellation rules, e · g = g. Όμοια, τώρα,

βρίσκουμε e′ ∈ I τέτοιο ώστε g · e′ = g για κάθε g ∈ G.

Ισχυριζόμαστε ότι e′ = e. Πράγματι, e, e′ ∈ I , άρα e = e · e′ = e′ · e. Άρα, e · g = g =⇒

e ·e′ ·g = e ·g =⇒ e′ ·g = g = e ·g. Άρα, e′ ·g = e ·g, και χρησιμοποιώντας right cancellation

rule, e = e′.

Συνεπώς, βρήκαμε e ∈ G, τέτοιο ώστε ∀g ∈ G , ικανοποιεί g · e = e · g = g, άρα το G έχει

ουδέτερο στοιχείο.
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Τώρα, για το h για το οποίο ξεκινήσαμε, h ·I ⊆ I και αφού I ελαχιστικό ιδεώδες, h ·I = I .

Συνεπώς, μπορούμε να βρούμε k ∈ I, με h · k = e και k′ ∈ I, με k′ · h = e.

Ισχυριζόμαστε ότι, k′ = k. Πράγματι, h · k = k′ · h =⇒ k = k′, αφού H μεταθετική ομάδα.

Άρα βρήκαμε k ∈ G, τέτοιο ώστε h · k = k · h = e, για κάθε h ∈ H, άρα κάθε h ∈ H , έχει

αντίστροφο στοιχείο. Συνεπώς η G είναι ομάδα.

Παράδειγμα 3.1.7. Έστω Γ μια διακριτή ομάδα.

Θεωρούμε την κανονική αριστερή αναπαράσταση λ : Γ → B(ℓ2(Γ)) με λγδγ′ = δγγ′ , για

κάθε γ, γ′ ∈ Γ, όπου {δγ , γ ∈ Γ} η συνηθισμένη ορθοκανονική βάση του ℓ2(Γ). H reduced

C∗ άλγεβρα C∗
r (Γ) της Γ είναι εξ’ορισμού C∗

r (Γ) = span {λγ : γ ∈ Γ}
∥·∥B(ℓ2(Γ)) ⊆ B(l2(Γ)).

Θεωρούμε την απεικόνιση

w :ℓ2(Γ)⊗ ℓ2(Γ) −→ ℓ2(Γ)⊗ ℓ2(Γ)

(wξ)(s, t) −→ ξ(s, st)

Αποδεικνύεται [15, Lemma VII.3.6] ότι ο w είναι unitary και

w(λγ ⊗ 1)w∗ = λγ ⊗ λγ

Άρα ο λγ ⊗ λγ είναι unitary ισοδύναμος με τον λγ ⊗ I . Επομένως

‖
∑
γ

aγλγ ⊗ λγ‖ = ‖
∑
γ

aγλγ ⊗ I‖ = ‖
∑
γ

aγλγ‖

Επομένως, η απεικόνιση

∑
γ

aγλγ −→
∑
γ

aγλγ ⊗ λγ

είναι συνεχής και επομένως επεικτείνεται σε συνεχή τελεστή ∆ : C∗
r (Γ) −→ C∗

r (Γ)⊗C∗
r (Γ).

Oρίζουμε Γ̂ = (C∗
r (Γ),∆). To Γ̂ είναι CQG.

α) Η C∗
r (G) είναι C∗ άλγεβρα με μονάδα.

β) O ∆ : C∗
r (Γ) −→ C∗

r (Γ) ⊗ C∗
r (Γ) είναι ∗-ομομορφισμός που ικανοποιεί τις ιδιότητες του

CQG.

• ∆(1) = 1⊗ 1
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• Έστω γ, η ∈ Γ. Τότε, εξ’ορισμού x, y ∈ C∗
r (Γ) =⇒ x = lim

n

mn∑
i=1

cni λ
n
γ(i) και y =

lim
k

ℓk∑
j=1

ckjλ
k
η(j).

∆(x)∆(y) = ∆(lim
n

mn∑
i=1

cni λ
n
γ(i))∆(lim

k

ℓk∑
j=1

ckjλ
k
η(j))

= lim
n,k

mn,ℓk∑
i,j

cni c
k
j∆(λnγ(i))∆(λkη(j))

= lim
n,k

mn,ℓk∑
i,j

cni c
k
jλ

n
γ(i) ⊗ λnγ(i)λ

k
η(j) ⊗ λkη(j)

= lim
n,k

mn,ℓk∑
i,j

cni c
k
j (λ

n
γ(i)λ

k
η(j))⊗ (λnγ(i)λ

k
η(j))

= ∆(xy)

Ακόμη αν x = lim
n

mn∑
i=1

cni λ
n
γ(i), τότε x∗ = lim

n

mn∑
i=1

cni (λ
n
γ(i))

∗, άρα

∆(x∗) = ∆(lim
n

mn∑
i=1

cni (λ
n
γ(i))

∗)

= lim
n

mn∑
i

cni∆((λnγ(i))
∗)

= lim
n

mn∑
i=1

cni (λ
n
γ(i))

∗ ⊗ (λnγ(i))
∗

= (∆(x))∗

γ) Για την coassociativity του ∆. Έστω x ∈ C∗
r (Γ).

(∆⊗ ι)∆(x) = (∆⊗ ι) lim
n

mn∑
i=1

cni λ
n
γ(i) ⊗ λnγ(i) = lim

n

mn∑
i=1

cni∆(λnγ(i))⊗ λnγ(i)

= lim
n

mn∑
i=1

cni λ
n
γ(i) ⊗ λnγ(i) ⊗ λnγ(i) = lim

n

mn∑
i=1

cni λ
n
γ(i) ⊗∆(λnγ(i))

= (ι⊗∆)∆(x)

δ) Τέλος ∆(C∗
r (Γ))(1 ⊗ C∗

r (Γ)) είναι πυκνή στην C∗
r (Γ) ⊗ C∗

r (Γ). Για την απόδειξη αυτού,
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παραπέμπουμε στην πρόταση 3.1.15.

3.1.1 Συμπαγείς Κβαντικές Ομάδες Πινάκων

Ορισμός 3.1.8. Έστω A μία C∗ άλγεβρα με μονάδα, u ∈MN×N(A) και A η *-υπάλγεβρα

της A που παράγεται από τα στοιχεία του πίνακα u, ukl k, l ∈ [N ].

Λέμε ότι το (A, u) είναι συμπαγής κβαντική ομάδα πινάκων (CMQG) αν

• η A είναι πυκνή στην A

• Υπάρχει *-ομομορφισμός Φ : A→ A⊗ A, με Φ(ukl) =
N∑
r=1

ukr ⊗ urn

• Υπάρχει γραμμική, αντιπολλαπλασιαστική απεικόνιση κ : A → A, με κ(κ(a∗)∗) = a

για κάθε a ∈ A που ικανοποιεί
N∑
r=1

κ(ukr) · url = δkl1

N∑
r=1

ukr · κ(url) = δkl1, όπου 1, η μονάδα της A.

Πρόταση 3.1.9. Ο *-ομομορφισμός Φ : A → A ⊗ A με Φ(ukl) =
N∑
r=1

ukr ⊗ urn είναι

coassociative.

Απόδειξη. Το δείχνουμε πρώτα για τους γεννήτορες της A. Είναι

(Φ⊗ ι) ◦ Φ(ukl) = (Φ⊗ ι)(
N∑
r=1

ukr ⊗ url)

=
N∑
r=1

Φ(ukr)⊗ url

=
N∑
r=1

(
N∑
s=1

uks ⊗ usr)⊗ url

=
N∑
s=1

uks ⊗ (
N∑
r=1

usr ⊗ url)

=
N∑
s=1

uks ⊗ Φ(usl) = (ι⊗ Φ)
N∑
s=1

uks ⊗ usl

= (ι⊗ Φ) ◦ Φ(ukl).

Αφού ισχύει για τους γεννήτορες, ισχύει και για όλα τα στοιχεία της A. Άρα από την

πυκνότητα της A στην A, ισχύει για κάθε a ∈ A. Έτσι, (Φ⊗ ι) ◦ Φ = (ι⊗ Φ) ◦ Φ
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Πρόταση 3.1.10. Ο πίνακας [ukl]k,l∈[N ] είναι αντιστρέψιμος στην MN×N(A)

Απόδειξη. Θεωρούμε τον πίνακα [κ(ukl)]k,l∈[N ], δηλαδή τον πίνακα που στην (k, l) θέση

έχει το στοιχείο κ(ukl). Θα αποδείξουμε ότι [ukl]k,l∈[N ] · [k(ukl)]k,l∈[N ] = [δkl1]k,l∈[N ], δηλαδή

ο πίνακας που έχει στη διαγώνιο την 1 και παντου αλλού 0. Πράγματι, έχουμε για το

(k, l) στοιχείο του πίνακα αυτού, είναι το
N∑
i=1

ukiκ(uil) = δkl1, δηλαδή είναι 1, αν k = l,

δηλαδή αν το στοιχείο αυτό βρίσκεται στη διαγώνιο του πίνακα, και 0 διαφορετικά.

Όμοια, από την άλλη σχέση της κ, βλεπουμε ότι [κ(ukl)]k,l∈[N ] · [ukl]k,l∈[N ] = δkl1, άρα ο

[κ(ukl)]k,l∈[N ], είναι ο αντίστροφος του [ukl]k,l∈[N ]

Παρατήρηση 3.1.11. Για κάθε a ∈ A, θέτουμε ω(a) = κ(a∗).

Τότε η ω : A → A, είναι αντιγραμμική ενέλιξη. Πράγματι,

ω(a+ b) = κ((a+ b)∗) = κ(a∗ + b∗) = k(a∗) + k(b∗) = ω(a) + ω(b) και αν λ ∈ C

ω(λa) = κ((λa)∗) = κ(λa∗) = λκ(a∗) = λω(a)

Ακόμη, είναι involutive, αφού

ω(ω(a)) = ω(κ(a∗)) = κ(κ(a∗)∗) = a, για κάθε a ∈ A

Παρατήρηση 3.1.12. ω(κ(a)) = a∗, για κάθε a ∈ A.

Πράγματι, ω(κ(a)) = κ(κ(a)∗) = (a∗)∗ = a, για κάθε a ∈ A

Παρατήρηση 3.1.13. H ω είναι πολλαπλασιαστική, δηλαδή ω(a · b) = ω(a) · ω(b), για

κάθε a, b ∈ A.

Πράγματι, ω(a · b) = κ((a · b)∗) = κ(b∗ · a∗) = κ(a∗) · κ(b∗) = ω(a) · ω(b), αφού η κ είναι

αντιπολλαπλασιαστική απεικόνιση.

Πρόταση 3.1.14. Ο πίνακας [u∗kl]k,l∈[N ] είναι αντιστρέψιμος στην MN×N(A)
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Απόδειξη. Από τον ορισμό της κ έχουμε,

N∑
r=1

κ(ukr)url = δkl1

=⇒ ω(
N∑
r=1

κ(ukr)url) = ω(δkl1)

=⇒
N∑
r=1

ω(κ(ukr)url) = δklω(1)

=⇒
N∑
r=1

ω(κ(ukr) · ω(url)) = δkl1

=⇒
N∑
r=1

u∗kr · κ(u∗rl) = δkl1

Εφαρμόζοντας τώρα τη σχέση
N∑
r=1

ukrκ(url) = δkl1 στην ω, με τον ίδιο τρόπο, παίρνουμε
N∑
r=1

κ(u∗kr)u
∗
rl = δkl1. Όπως είδαμε στη πρόταση 3.1.10, αυτό συνεπάγεται ότι ο [u∗kl]k,l∈[N ]

είναι αντιστρέψιμος, με αντίστροφο, [κ(u∗kl)]k,l∈[N ]

Πρόταση 3.1.15. Μια συμπαγής κβαντική ομάδα πινάκων είναι συμπαγής κβαντική

ομάδα. Δηλαδή, αν A μία C∗ άλγεβρα με μονάδα, που παράγεται από τα στοιχεία ukl,

k, l ∈ [N ], ώστε οι πίνακες [ukl]k,l∈[N ] και [u∗kl]k,l∈[N ] είναι αντιστρέψιμοι στην MN×N(A),

και Φ : A→ A⊗ A *-ομομορφισμός που διατηρεί τη μονάδα, με

Φ(ukl) =
N∑
r=1

ukr ⊗ url

τότε (A,Φ) είναι CQG.

Απόδειξη. Για την coassociativity του *-ομομορφισμού Φ, έχουμε τελειώσει από την

Πρόταση 3.1.9. Θα δείξουμε ότι Φ(A)(1⊗A) είναι πυκνή στο A⊗A. Iσχυριζόμαστε ότι η

B = {a ∈ A : a⊗ 1 =
∑
k

Φ(xk)(1⊗ yk) για κάποιαxk, yk ∈ A}
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είναι πυκνή στην A. Παρατηρούμε, αρχικά ότι η B είναι άλγεβρα. Πράγματι, αν

a⊗ 1 =
∑
k

Φ(xk)(1⊗ yk) και

b⊗ 1 =
∑
l

Φ(x′l)(1⊗ y′l)

τότε

ab⊗ 1 =
∑
k

Φ(xk)(b⊗ 1)(1⊗ yk)

=
∑
k

Φ(xk)(
∑
l

Φ(x′l)(1⊗ y′l))(1⊗ yk)

=
∑
k,l

Φ(xk) · Φ(x′l)(1⊗ y′lyk)

=
∑
k,l

Φ(xkx
′
l)(1⊗ y′lyk) ∈ B.

Έστω [vkl]k,l ο αντίστροφος του πίνακα [ukl]k,l. Τότε,

N∑
l=1

Φ(ukl)(1⊗ vlr) =
N∑
l=1

(
N∑
r=1

ukr ⊗ url)(1⊗ vlr) =
N∑

l,r=1

ukr ⊗ urlvlr = ukr ⊗ 1

Συνεπώς, ukr ∈ B. Όμοια, u∗kr ∈ B. Άρα η B είναι υπάλγεβρα της A, που περιέχει τους

γεννήτορες, συνεπώς είναι πυκνή στην A. Από αυτό έπεται ότι (1⊗A)Φ(A) είναι πυκνή

στην A ⊗ A. Πράγματι, ∀x ∈ A, έχουμε x = lim
n
αn, με αn ∈ B. Tότε, αν x ⊗ y ∈ A ⊗ A,

είναι

x⊗ y = (x⊗ 1)(1⊗ y) = (lim
n
αn ⊗ 1)(1⊗ y) = lim

n
(αn ⊗ y)

και αn ⊗ y ∈ B, από τον ορισμό της. Άρα, η Φ(A)(A ⊗ 1) είναι πυκνή στο αλγεβρικό

τανυστικό γινόμενο, το οποίο είναι πυκνό στο τανυστικό γινόμενο A ⊗ A. Όμοια, η

(A⊗ 1)Φ(A) πυκνή στο A⊗ A.

Πρόταση 3.1.16. Έστω A C∗ άλγεβρα με μονάδα και Φ : A → A ⊗ A ∗-ομομορφισμός

που διατηρεί τη μονάδα. Υποθέτουμε ότι η A παράγεται από τα στοιχεία (ukl) τέτοιά
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ώστε

Φ(ukl) =
∑
r

ukr ⊗ url

και οι πίνακες (ukl)k,l και (ukl)tk,l είναι αντιστρέψιμοι. Τότε το (A,Φ) είναι CMQG.

Απόδειξη. Έχουμε ότι (ukl)tk,l = (u∗kl)k,l. Άρα, ο (ukl)
t
k,l είναι αντιστρέψιμος αν και μόνον

αν ο u∗kl)k,l είναι αντιστρέψιμος. Το ζητούμενο έπεται από το προηγούμενο θεώρημα.

Παράδειγμα 3.1.17. (Quantum SU(2) Group)

Έστω q ∈ [−1, 1]\ {0}. Ορίζουμε το Quantum SU(2) Group SUq(2) = (A,∆) όπου:

i) A είναι η universal C∗ άλγεβρα που παράγεται από τα στοιχεία α και γ τέτοια ώστε ο

πίνακας

(uij)i,j =

α −qγ∗

γ α∗


να είναι unitary.

ii) O ∆ : A −→ A⊗ A ορίζεται στους γεννήτορες από τη σχέση

∆(uij) =
n∑
k=1

uik ⊗ ukj

δηλαδή για τους γεννήτορες α και γ έχουμε ότι

∆(α) = ∆(u11) =
2∑

k=1

u1k ⊗ uk1 = u11 ⊗ u11 + u12 ⊗ u21 = α⊗ α− qγ∗ ⊗ γ και

∆(γ) = ∆(u21) =
2∑

k=1

u2k ⊗ uk1 = u21 ⊗ u11 + u22 ⊗ u21 = γ ⊗ α + α∗ ⊗ γ

Αρκεί να αποδείξουμε ότι (uij)i,j και (u∗ij)i,j είναι αντιστρέψιμα στοιχεία της M2×2(C(SUq(2))).

O (uij)i,j είναι unitary συνεπως αντιστρέψιμος. Για τον (u∗ij)i,j, έστω λ ∈ C τέτοιο ώστε

56



λ2 = q. Τότε,

 0 −λ

λ−1 0

 (u∗ij)i,j

 0 −λ

λ−1 0

−1

=

 0 −λ

λ−1 0

α∗ −qγ

γ∗ α

 0 λ

−λ−1 0


=

α −qγ∗

γ α∗

 = (uij)i,j

Συνεπώς, ο (u∗ij)i,j είναι αντιστρέψιμος. Άρα το SUq(2) είναι CMQG. Eδώ, παρατηρούμε

ότι στη περίπτωση όπου q = 1, έχουμε τη συνηθισμένη συμπαγή ομάδα SU(2).

Παράδειγμα 3.1.18. (Free Unitary Quantum Groups)

Έστω Q ∈ GLn(C). Έστω Au(Q) = (Au(Q),∆) όπου

(i) Au(Q) η universal C∗ άλγεβρα που παράγεται από τους πίνακες (uij)i,j 1 ≤ i, j ≤ n

τέτοιοι ώστε

uu∗ = In = u∗u

utQuQ−1 = In = QuQ−1ut

όπου (uij)i,j = (u∗ij)i,j

(ii) ∆ : Au(Q) → Au(Q)⊗ Au(Q) που ορίζεται στους γεννήτορες όπως πριν.

Αρκεί να αποδείξουμε ότι (uij)i,j και (uij)ti,j είναι αντιστρέψιμα στοιχεία τηςMn×n(Au(Q)).

O u = (uij)i,j είναι unitary άρα αντιστρέψιμος. Ακόμη, από τη δεύτερη συνθήκη έχουμε

ότι ο (uij)
t
i,j είναι αντιστρέψιμος, με αντίστροφο τον QuQ−1. Άρα Au(Q) είναι CMQG.

Παράδειγμα 3.1.19. (Free Orthogonal Quantum Groups)

Έστω Q ∈ GLn(C). Ορίζουμε Ao(Q) = (Ao(Q),∆) όπου:

(i) Ao(∆) η universal C∗ άλγεβρα που παράγεται από τους πίνακες (uij)i,j 1 ≤ i, j ≤ n

τέτοιοι ώστε

u = u

uut = utu = In

utQuQ−1 = In = QuQ−1ut
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Το Ao(Q) είναι CMQG, και η απόδειξη είναι όμοια με το προηγούμενο.

Παράδειγμα 3.1.20. (Quantum Permutation Groups)

Για n ∈ N , θεωρούμε As(n) να είναι η universal C∗ άλγεβρα που παράγεται από τα uij,

1 ≤ i, j ≤ n ώστε ο πίνακας U = (uij)i,j να είναι unitary, κάθε στοιχείο του να είναι

προβολή και το άθροισα όλων των στοιχείων σε κάθε γραμμή και στήλη να κάνει 1. To

(As(n),∆) είναι CMQG.

3.2 Haar State για Συμπαγείς Κβαντικές Ομάδες

Έστω A C∗ άλγεβρα με μονάδα και ∆ comultiplication. Aν ω1 , ω2 φραγμένα γραμμικά

συναρτησοδειδή ωi : A −→ C i = 1, 2 ορίζουμε (ω1 ∗ ω2)(α) = (ω1 ⊗ ω2)∆(α), για κάθε

α ∈ A.

Παρακάτω συμβολίζουμε με S(A), το σύνολο των states της C∗ άλγεβρας A, δηλαδή

S(A) = {ω ∈ A : ω ≥ 0 και ω(1) = 1}

Παρατήρηση 3.2.1. Αν ω1, ω2 ∈ S(A), τότε ω1 ∗ ω2 ∈ S(A).

Παρατήρηση 3.2.2. Έστω (A,∆) CQG όπου A μεταθετική C∗ άλγεβρα με μονάδα. Τότε,

γράφουμε A ∼= C(G), για κάποια συμπαγή ομάδα G. Έστω µ το μέτρο Haar της G. Τότε,

από το αριστερά και δεξιά αναλλοίωτο του μέτρου Haar,

∫
G

f(st)dµ(s) =

∫
G

f(s)dµ(s) =

∫
G

f(ts)dµ(s) για κάθε t ∈ G

Θεωρούμε το state ϕ : A→ R+, με ϕ(f) =
∫
G
fdµ. Tότε, (ι⊗ ϕ)∆(f) = ϕ(f)1 και

(ϕ⊗ ι)∆(f) = ϕ(f)1. 1 Αυτό, μας οδηγεί στο να γενικεύσουμε την έννοια του μέτρου Haar

για τα CQG. Θα αναζητήσουμε δηλαδή για ένα CQG (A,∆) , ένα ϕ ∈ S(A), τέτοιο ώστε

(ι⊗ ϕ)∆(α) = (ϕ⊗ ι)∆(α) = ϕ(α)1 για κάθε α ∈ A

Λήμμα 3.2.3. Έστω ω ∈ S(A). Τότε υπάρχει ϕ ∈ S(A) τέτοιο ώστε ϕ ∗ ω = ω ∗ ϕ = ϕ

Απόδειξη. Για κάθε n ∈ N ορίζουμε ωn = 1
n

∑n
k=1 ω

k. Τότε ωn ∈ S(A), για κάθε n ∈ N.

Έστω ϕ ένα w* οριακό σημείο της ωn. Τότε ϕ ∈ S(A), αφού η A έχει μονάδα και το
1Πράγματι, αφού ∆f(s, t) = f(st) έχουμε ((ι ⊗ ϕ)∆(f))(s) =

∫
∆f(s, t)dt =

∫
f(st)dt =

∫
f(t)dt = ϕ(f)

και ((ϕ⊗ ι)∆(f))(t) =
∫
f(st)ds =

∫
f(s)ds = ϕ(f).
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S(A) είναι w* συμπαγές. Άρα, |ωn ∗ ω(a)− ωn(a)| ≤ ‖ωn ∗ ω − ωn‖ = 1
n
‖ωn+1 − ω‖ ≤ 2

n
για

κάθε a ∈ A νορμας 1. Παίρνοντας όρια εχουμε ϕ ∗ ω(a)− ϕ(a) = 0, άρα ϕ ∗ ω = ϕ. Όμοια

ω ∗ ϕ = ϕ.

Λήμμα 3.2.4. Έστω ∆(A)(1⊗A) πυκνό στο A⊗A και ω, ϕ ∈ S(A) με ω ∗ϕ = ϕ. Αν ρ ∈ A∗

με 0 ≤ ρ ≤ ω, τότε ρ ∗ ϕ = ρ(1)ϕ.

Απόδειξη. Έστω a ∈ A και b = (ι ⊗ ϕ)∆(a), όπου ι : A → A , η ταυτοτική απεικόνιση.

Τότε

(ι⊗ ω)∆(b) = (ι⊗ ω ∗ ϕ)∆(a) = (ι⊗ ϕ)∆(a) = b. (6)

Άρα,

(ι⊗ ω)((∆(b)− b⊗ 1)∗(∆(b)− b⊗ 1)) = (ι⊗ ω)((∆(b∗)− b∗ ⊗ 1)(∆(b)− b⊗ 1)) =

(ι⊗ ω)(∆(b∗b)−∆(b∗)(b⊗ 1)− (b∗ ⊗ 1)∆(b) + b∗b⊗ 1) =

(ι⊗ ω)∆(b∗b)− (ι⊗ ω)(∆(b∗)(b⊗ 1))− (ι⊗ ω)((b∗ ⊗ 1)∆(b)) + (ι⊗ ω)(b∗b⊗ 1) (7)

Υπολογίζουμε τα (ι⊗ω)((b∗⊗1)∆(b)) και (ι⊗ω)(∆(b∗)(b⊗1)). Αφού ∆(b) ∈ A⊗A, έχουμε

ότι ∆(b) = lim
n

mn∑
i=1

cni ⊗ dni , με cni , dni ∈ A.

(ι⊗ ω)((b∗ ⊗ 1)∆(b)) = (ι⊗ ω)((b∗ ⊗ 1)(lim
n

mn∑
i=1

cni ⊗ dni )) = (ι⊗ ω)(lim
n

mn∑
i=1

b∗cni ⊗ dni )

= lim
n

mn∑
i=1

(ι⊗ ω)(b∗cni ⊗ dni ) = lim
n

mn∑
i=1

ι(b∗cni )ω(d
n
i )

= lim
n

mn∑
i=1

b∗cni ω(d
n
i ) = b∗ lim

n

mn∑
i=1

cni ω(d
n
i )

= b∗ lim
n

mn∑
i=1

(ι⊗ ω)(cni ⊗ dni ) = b∗(ι⊗ ω)(lim
n

mn∑
i=1

(cni ⊗ dni ))

= b∗(ι⊗ ω)∆(b) = b∗b
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Ακόμη,

(ι⊗ ω)(∆(b∗)(b⊗ 1)) = (ι⊗ ω)(((b∗ ⊗ 1)∆(b))∗)

= ((ι⊗ ω)(b∗ ⊗ 1)∆(b)))∗

= (b∗b)∗ = b∗b

Άρα από τη σχέση (7), έχουμε ότι

(ι⊗ ω)((∆(b)− b⊗ 1)∗(∆(b)− b⊗ 1)) = (ι⊗ ω)∆(b∗b)− b∗b− b∗b+ (ι⊗ ω)(b∗b⊗ 1)

= (ι⊗ ω)∆(b∗b)− 2b∗b+ ι(b∗b)ω(1)

= (ι⊗ ω)∆(b∗b)− 2b∗b+ b∗b

= (ι⊗ ω)∆(b∗b)− b∗b (8)

Έστω ψ ∈ S(A) τέτοιο ώστε ψ ∗ ω = ψ

(ψ ⊗ ω)((∆(b)− b⊗ 1)∗(∆(b)− b⊗ 1)) = (ψ ⊗ ι)(ι⊗ ω)((∆(b)− b⊗ 1)∗(∆(b)− b⊗ 1))

= (ψ ⊗ ι)((ι⊗ ω)∆(b∗b)− (ι⊗ ω)(b∗b⊗ 1))

= (ψ ⊗ ω)∆(b∗b)− (ψ ⊗ ω)(b∗b⊗ 1)

= (ψ ∗ ω)(b∗b)− ψ(b∗b)ω(1)

= ψ(b∗b)− ψ(b∗b) = 0 (9)

Eπομένως από την ανισότητα Cauchy-Schwarz και τη σχέση (9), παίρνουμε ότι για κάθε

c, d ∈ A

|(ψ ⊗ ω)((c⊗ d)(∆(b)−b⊗ 1))|2

≤|(ψ ⊗ ω)((c⊗ d)∗(c⊗ d))|·|(ψ ⊗ ω)((∆(b)−b⊗ 1)∗(∆(b)−b⊗ 1))| = 0

Συνεπώς για κάθε c, d ∈ A,

(ψ ⊗ ω)((c⊗ d)(∆(b)− b⊗ 1)) = 0 =⇒ (ψ ⊗ ω)((c⊗ d)∆(b))

= (ψ ⊗ ω)(cb⊗ d) (10)
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Aπό τη σχέση (10) και το γεγονός ότι b = (ι⊗ ϕ)∆(a) έχουμε

(ψ ⊗ ω ⊗ ϕ)((c⊗ d⊗ 1)((∆⊗ ι)∆(a)) = ω(d)(ψ ⊗ ϕ)((c⊗ 1)∆(a)). (11)

Πράγματι, αρκεί να αποδείξουμε ότι

(ψ ⊗ ω)((c⊗ d)∆(b)) = (ψ ⊗ ω ⊗ ϕ)((c⊗ d⊗ 1)(∆⊗ ι)∆(a)) και

(ψ ⊗ ω)(cb⊗ d) = ω(d)(ψ ⊗ ϕ)((c⊗ 1)∆(a))

Γράφουμε ∆(a) = lim
n

mn∑
i=1

γni ⊗ δni και ∆(γni ) = lim
k

ℓk∑
j=1

ϵkj ⊗ ζkj . Τότε, για τη πρώτη σχέση,

∆(b) = ∆((ι⊗ ϕ)∆(a)) = ∆

(
(ι⊗ ϕ)(lim

n

mn∑
i=1

γni ⊗ δni )

)

= lim
n

mn∑
i=1

∆((ι⊗ ϕ)(γni ⊗ δni )) = lim
n

mn∑
i=1

∆(γni ϕ(δ
n
i ))

= lim
n

mn∑
i=1

∆(γni )ϕ(δ
n
i )

Άρα,

(c⊗ d)∆(b) = (c⊗ d)

(
lim
n

mn∑
i=1

∆(γni )ϕ(δ
n
i )

)
= ϕ(δni ) lim

n,k

mn,ℓk∑
i,j

(
cϵkj ⊗ dζkj

)
Επομένως,

(ψ ⊗ ω)((c⊗ d)∆(b)) = (ψ ⊗ ω)

(
ϕ(δni ) lim

n,k

mn,ℓk∑
i,j

(
cϵkj ⊗ dζkj

))
= lim

n,k

mn,ℓk∑
i,j

ϕ(δni )(ψ ⊗ ω)(cϵkj ⊗ dζkj )

= lim
n,k

mn,ℓk∑
i,j

ϕ(δni )ψ(cϵ
k
j )ω(dζ

k
j ) = lim

n,k

mn,ℓk∑
i,j

(ψ ⊗ ω ⊗ ϕ)(cϵkj ⊗ dζkj ⊗ δni )

= lim
n,k

mn,ℓk∑
i,j

(ψ ⊗ ω ⊗ ϕ)
(
(c⊗ d⊗ 1)(ϵkj ⊗ ζkj ⊗ δni )

)
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= lim
n

mn∑
i=1

(ψ ⊗ ω ⊗ ϕ)

(
(c⊗ d⊗ 1)((lim

k

ℓk∑
j=1

ϵkj ⊗ ζkj )⊗ δni )

)

= lim
n

mn∑
i=1

(ψ ⊗ ω ⊗ ϕ) ((c⊗ d⊗ 1)(∆(γni )⊗ δni ))

= (ψ ⊗ ω ⊗ ϕ)((c⊗ d⊗ 1)(∆⊗ ι)(lim
n

mn∑
i=1

γni ⊗ δni ))

= (ψ ⊗ ω ⊗ ϕ)((c⊗ d⊗ 1)(∆⊗ ι)∆(a))

Ακόμη, για τη δεύτερη σχέση έχουμε

(ψ ⊗ ω)(cb⊗ d) = ψ(cb)ω(d)

Aρκεί να υπολογίσουμε το ψ(cb). Έχουμε b = (ι⊗ ϕ)(lim
n

mn∑
i=1

γni ⊗ δni ) = lim
n

mn∑
i=1

γni ϕ(δ
n
i )

cb = c lim
n

mn∑
i=1

γni ϕ(δ
n
i ) = lim

n

mn∑
i=1

cγni ϕ(δ
n
i )

=⇒ ψ(cb) =ψ

(
lim
n

mn∑
i=1

cγni ϕ(δ
n
i )

)

= lim
n

mn∑
i=1

ϕ(δni )ψ(cγ
n
i ) =

= lim
n

mn∑
i=1

(ψ ⊗ ϕ)(cγni ⊗ δni )

= lim
n

mn∑
i=1

(ψ ⊗ ϕ)((c⊗ 1)(γni ⊗ δni ))

= (ψ ⊗ ϕ)((c⊗ 1)

(
lim
n

mn∑
i=1

γni ⊗ δni

)
)

= (ψ ⊗ ϕ)((c⊗ 1)∆(a))

Τώρα, από τη coassociativity του ∆, έχουμε

(c⊗ d⊗ 1)(∆⊗ ι)∆(a) = (c⊗ d⊗ 1)(ι⊗∆)∆(a)

= (1⊗ d⊗ 1)(ι⊗∆)((c⊗ 1)∆(a)) (12)
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Τώρα από υπόθεση, το σύνολο των γραμμικών συνδυασμών στοιχείων της μορφής (c⊗

1)∆(a) είναι πυκνό στο A ⊗ A. Άρα μπορούμε να αντικαταστήσουμε το (c ⊗ 1)∆(a) με

το 1⊗ q , q ∈ A. Άρα μπορούμε να γράψουμε τη σχέση (11), ως

(ψ ⊗ ω ⊗ ϕ)((1⊗ d⊗ 1)(ι⊗∆)(1⊗ q)) = ω(d)(ψ ⊗ ϕ)(1⊗ q).

Αφού ακόμη, ψ ∈ S(A), είναι ψ(1) = 1, άρα

(ω ⊗ ϕ)(d⊗ 1)∆(q) = ω(d)ϕ(q) , για κάθε d, q ∈ A . (13)

Τώρα έστω (π,H, ξ0) η αναπαράσταση GNS για το ω ∈ S(A). Έστω r = (ι⊗ ϕ)∆(q). Αν

∆(q) = lim
n

mn∑
i=1

eni ⊗ fni , είναι r = (ι⊗ϕ)∆(q) = (ι⊗ϕ)(lim
n

mn∑
i=1

eni ⊗ fni ) = lim
n

mn∑
i=1

eni ϕ(f
n
i ). Άρα,

〈π(r)ξ0, π(d∗)ξ0〉 = 〈π(dr)ξ0, ξ0〉 = ω(dr) = ω(d lim
n

mn∑
i=1

eni ϕ(f
n
i ))

= lim
n

mn∑
i=1

ω(deni ϕ(f
n
i )) = lim

n

mn∑
i=1

ω(deni )ϕ(f
n
i ) = lim

n

mn∑
i=1

(ω ⊗ ϕ)(deni ⊗ fni )

= lim
n

mn∑
i=1

(ω ⊗ ϕ)(d⊗ 1)(eni ⊗ fni ) = (ω ⊗ ϕ)(d⊗ 1)(lim
n

mn∑
i=1

eni ⊗ fni )

= (ω ⊗ ϕ)(d⊗ 1)∆(q) = ω(d)ϕ(q) = ϕ(q)〈π(d)ξ0, ξ0〉 = ϕ(q)〈ξ0, π(d∗)ξ0〉.

Αφού η σχέση 〈π(r)ξ0, π(d∗)ξ0〉 = 〈ξ0, π(d∗)ξ0〉 ισχύει για κάθε d ∈ A, και το ξ0 είναι

κυκλικό διάνυσμα, έχουμε ότι για κάθε ξ ∈ H

〈π(r)ξ0, ξ〉 = ϕ(q)〈ξ0, ξ〉

Τέλος 0 ≤ ρ ≤ ω, συνεπώς υπάρχει διάνυσμα ξ τέτοιο ώστε ρ(x) = 〈π(x)ξ0, ξ〉, για κάθε

x ∈ A (Πρόταση 1.1.29). Όμως,

ρ(r) = 〈π(r)ξ0, ξ〉 = ϕ(q)〈ξ0, ξ〉 = ϕ(q)〈π(1)ξ0, ξ〉 = ϕ(q)ρ(1) (14)
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Ακόμη,

ρ(r) = ρ((ι⊗ ϕ)∆(q)) = ρ((ι⊗ ϕ)(lim
n

mn∑
i=1

eni ⊗ fni )) = ρ(lim
n

mn∑
i=1

eni ϕ(f
n
i ))

= lim
n

mn∑
i=1

ρ(eni )ϕ(f
n
i ) = lim

n

mn∑
i=1

(ρ⊗ ϕ)(eni ⊗ fni ) = (ρ⊗ ϕ)(lim
n

mn∑
i=1

eni ⊗ fni )

= (ρ⊗ ϕ)∆(q) = (ρ ∗ ϕ)(q) (15)

Από (14) και (15) παίρνουμε ότι για κάθε q ∈ A

ϕ(q)ρ(1) = (ρ ∗ ϕ)(q), άρα ρ ∗ ϕ = ρ(1)ϕ

Θεώρημα 3.2.5. Έστω A μια C∗ άλγεβρα με μονάδα και ∆ comultiplication με ∆(A)(A⊗1)

πυκνό στο A⊗ A. Yπάρχει ϕ ∈ S(A), τέτοιο ώστε ρ ∗ ϕ = ρ(1)ϕ , για κάθε ρ ∈ A∗

Απόδειξη. Για κάθε ω ≥ 0 ορίζουμε Kω = {ϕ ∈ S(A) : ω ∗ ϕ = ω(1)ϕ}. To Kω είναι μη

κενό σύνολο από το Λήμμα 3.2.3 και w*-συμπαγές υποσύνολο του A∗.

Tώρα από το προηγούμενο αν 0 ≤ ρ ≤ ω , έχουμε ότι Kω ⊆ Kρ. Άρα Kω1+ω2 ⊆ Kω1 ∩Kω2 ,

για κάθε ζεύγος θετικών γραμμικών συναρτησοειδών ω1, ω2. Επαγωγικά,
⋂n
i=1Kωi

6= ∅,

για κάθε πεπερασμένη οικογένεια θετικών γραμμικών συναρτησοειδών. Από συμπάγεια,⋂
ω∈A∗,ω≥0Kω 6= ∅. Άρα, υπάρχει ϕ ∈ S(A) τέτοιο ώστε ω ∗ϕ = ω(1)ϕ για κάθε ω ∈ A∗, ω ≥

0, και από το προηγούμενο λήμμα έπεται το ζητούμενο.

Θεώρημα 3.2.6. Έστω (A,∆) CQG. Υπάρχει μοναδικό ϕ ∈ S(A), τέτοιο ώστε ρ ∗ ϕ =

ϕ ∗ ρ = ρ(1)ϕ για κάθε ρ ∈ A∗.

Απόδειξη. Από το προηγούμενο Θεώρημα, υπάρχει ϕ ∈ S(A), τέτοιο ώστε ρ∗ϕ = ρ(1)ϕ,

για κάθε ρ ∈ A∗. Όμοια, από τη πυκνότητα του ∆(A)(1 ⊗ A) στο A ⊗ A, υπάρχει

ψ ∈ S(A), τέτοιο ώστε ψ ∗ρ = ρ(1)ψ , για κάθε ρ ∈ A∗. Από την πρώτη σχέση, για ρ = ψ,

ψ ∗ϕ = ψ(1)ϕ = ϕ, και από τη δεύτερη σχέση για ρ = ϕ, ψ ∗ϕ = ϕ(1)ψ = ψ, άρα ψ ∗ϕ = ϕ

και ψ ∗ ϕ = ϕ, συνεπώς ψ = ϕ.

Παρατήρηση 3.2.7. Από το τελευταίο Θεώρημα, μπορούμε να δώσουμε τον ακόλουθο
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ορισμό για το Haar State ενός CQG (A,∆). Είναι το μοναδικό ϕ ∈ S(A), ώστε

(ϕ⊗ ι)∆(a) = (ι⊗ ϕ)∆(a) = ϕ(a)1

Άρα υπάρχει μοναδικό αριστερά αναλλοίωτο state του CQG (A,∆), όπως ακριβώς υπάρ-

χει μοναδικό αριστερά αναλλοίωτο μέτρο για μία συμπαγή ομάδα G.
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4 Αναπαραστάσεις Συμπαγών Κβαντικών Ομάδων

4.1 H δεξιά κανονική αναπαράσταση

Συμβολισμός 4.1.1. (Leg numbering notation) Έστω η C∗ άλγεβρα A = C(G) καιX χώρος

Banach. Όπως έχουμε ήδη δει,

X ⊗ A ∼= C(G;X)

μέσω της απεικόνισης T ⊗ f 7→ f · T όπου (f · T )(p) = f(p)T , για κάθε p ∈ G.

Έστω τώρα u ∈ C(G;X). Ορίζουμε τις απεικονίσεις u(12) και u(13) στον C(G×G;X) από τις

σχέσεις u(12)(p, q) = u(p) και u(13)(p, q) = u(q). Επομένως, έχουμε ορίσει τις απεικονίσεις

X ⊗ A −→ X ⊗ A⊗ A

u −→ u(12) : x⊗ f −→ x⊗ f ⊗ 1

και

X ⊗ A −→ X ⊗ A⊗ A

u −→ u(13) : x⊗ f −→ x⊗ f ⊗ 1

για x ∈ X και f ∈ C(G).

Για τα επόμενα, θα χρησιμοποιούμε τον προηγούμενο συμβολισμό για τις άλγεβρες

B0(H)⊗ A ∼= C(G;B(H)) και M(B0(H)⊗ A) ∼= Cβ(G;B(H)).

Eπομένως, αν u ∈ M(B0(H)⊗ A), παίρνουμε τους πολλαπλασιαστές

u(12), u(13) ∈ M(B0(H)⊗ A⊗ A).

Πριν προχωρήσουμε στα επόμενα, θα χρειαστούμε το ακόλουθο Λήμμα.

Λήμμα 4.1.2. Έστω G συμπαγής ομάδα και

u : G −→ B(H)

p −→ u(p)

ισχυρά συνεχής unitary αναπαράσταση της G στον χώρο Hilbert H . Tότε, η u είναι συνε-
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χής αν εφοδιάσουμε τον B(H) με την αυστηρή τοπολογία, θεωρώντας τον B(H) ως την

άλγεβρα των πολλαπλασιαστών του B0(H).

Απόδειξη. Έστω (pλ)Λ δίκτυο στην G με pλ −→ p. Θα αποδείξουμε ότι u(pλ) u(p),
β

δηλαδή ότι για κάθε a ∈ B0(H) έχουμε

‖(u(pλ)− u(p))a‖ −→ 0 και

‖a(u(pλ)− u(p))‖ −→ 0

Έστω a ∈ B0(H) και ε > 0. Από την πυκνότητα των τελεστών πεπερασμένης τάξης στους

συμπαγείς τελεστές, μπορούμε να βρούμε τελεστή πεπερασμένης τάξης f τέτοιον ώστε

‖a− f‖ < ε. Γράφοντας

f =
∑
i

ξiη
∗
i

έχουμε τα ακόλουθα.

‖(u(pλ)− u(p))f‖ = ‖u(pλ)f − u(p)f‖

= ‖
∑
i

u(pλ)ξiη
∗
i −

∑
i

u(p)ξiη
∗
i ‖

= ‖
∑
i

(u(pλ)− u(p))ξiη
∗
i ‖

≤
∑
i

‖(u(pλ)− u(p))ξi‖‖η∗i ‖

Όμως η u είναι ισχυρά συνεχής απεικόνιση, άρα αφού pλ −→ p, έπεται ότι u(pλ) u(p).
sot

Ισοδύναμα, για κάθε ξ ∈ H, έχουμε ότι

‖(u(pλ)− u(p))ξ‖ −→ 0

Άρα, από την προηγούμενη σχέση, έπεται ότι ‖(u(pλ)− u(p))a‖ −→ 0. Aφού, επιπλέον,

η u είναι unitary, έχουμε ότι ‖a(u(pλ)− u(p))‖ −→ 0.

Παρατήρηση 4.1.3. Έστω (A,∆) CGQ όπου A μεταθετική C∗ άλγεβρα με μονάδα.

Όπως έχουμε δει, το quantum group είναι της μορφής (C(G),∆) όπουG συμπαγής ομάδα
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και

∆(f)(p, q) = f(pq) για κάθε f ∈ C(G) και p, q ∈ G

Έστω τώρα

u :G −→ B(H)

p −→ u(p)

ισχυρά συνεχής unitary αναπαράσταση της ομάδας G στον χώρο Hilbert H . Tότε

(ι⊗∆)(u) = u(12)u(13)

Απόδειξη. Aπό το προηγούμενο Λήμμα, η u είναι συνεχής απεικόνιση όταν εφοδιά-

σουμε τον B(H) με την αυστηρή τοπολογία, θεωρώντας τον B(H) ως την άλγεβρα των

πολλαπλασιαστών του B0(H). Άρα

u ∈ Cβ(G;B(H)) = Cβ(G;M(B0(H))) ∼= M(B0(H)⊗ C(G))

Eπιπλέον, χρησιμοποιώντας την ταύτιση

M(B0(H)⊗ C(G)⊗ C(G)) ∼= Cβ(G×G;B(H))

έχουμε ότι u(12), u(13) ∈ Cβ(G×G;B(H)).

Tώρα, εξ’ορισμού

u(12)(p, q) = u(p)

u(13)(p, q) = u(q) για κάθε (p, q) ∈ G×G

Επιπλέον, αφού η u : G −→ B(H) είναι αναπαράσταση,

u(12)u(13)(p, q) = u(p)u(q) = u(pq) (+)
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Από την άλλη μεριά, η απεικόνιση

ι⊗∆ : B0(H)⊗ C(G) −→ B0(H)⊗ C(G×G)

που είναι μη-εκφυλισμένος *-ομομορφισμός, επεκτείνεται σε *-ομομορφισμό μεταξύ των

αντίστοιχων πολλπλασιαστικών αλγεβρών (που τον συμβολίζουμε πάλι ι⊗∆), ο οποίος

είναι αυστηρά συνεχής σε φραγμένα σύνολα (Πρόταση 1.3.26) και έχουμε ότι

(ι⊗∆)(u)(p, q) = u(pq) (++)

Πράγματι, από την αυστηρή συνέχεια της ι⊗∆ και της εκτίμησης u 7→ u(p) στα φραγμένα

σύνολα, αρκεί να αποδείξουμε το ζητούμενο στη περίπτωση όπου u ∈ B0(H)⊗A. Έστω

u = lim
n

mn∑
i=1

T ni ⊗ fni , με T ni ∈ B0(H) και fni ∈ C(G). Τότε

(ι⊗∆)

(
lim
n

mn∑
i=1

T ni ⊗ fni

)
(p, q) = lim

n

n∑
i=1

ι(T ni )⊗∆(fni )(p, q) = lim
n

mn∑
i=1

T ni ⊗∆(fni )(p, q)

=

(
lim
n

mn∑
i=1

T ni ⊗ fni

)
(pq)

= u(pq)

Από τις (+) και (++), αφού τα p, q ∈ G ήταν τυχόντα, έχουμε ότι

(ι⊗∆)(u) = u(12)u(13)

Βάσει αυτής της παρατήρησης εισάγουμε τον παρακάτω ορισμό για την αναπαράσταση

ενός CQG.

Ορισμός 4.1.4. Έστω (A,∆) CQG. Μία αναπαράσταση του (A,∆) σε έναν χώρο Hilbert

H είναι ένα στοιχείο u ∈ M(B0(H)⊗ A) τέτοιο ώστε

(ι⊗∆)(u) = u(12)u(13)

Αν το u είναι unitary, τότε η αναπαράσταση καλείται unitary.
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Έστω ϕ το Haar State του (A,∆) και (πh, H, ξ0) η αναπαράσταση GNS του ϕ. Γράφουμε

aξ αντί για πh(a)ξ, όπου a ∈ A και ξ ∈ H .

Έστω K ένας άλλος χώρος Hilbert και υποθέτουμε ότι η A δρα πιστά και μη εκφυλι-

σμένα στον K . Γράφουμε aξ για τη δράση ενός a ∈ A σε ένα ξ ∈ K .

Πρόταση 4.1.5. Υπάρχει unitary τελεστής u : H ⊗ K → H ⊗ K που ορίζεται από την

u(aξ0 ⊗ η) = ∆(a)(ξ0 ⊗ η), a ∈ A και η ∈ K.

Απόδειξη. Για a1, ..., an ∈ A και η1, ..., ηn ∈ K, έχουμε ότι

‖
∑
i

∆(ai)(ξ0 ⊗ ηi)‖2 = 〈
∑
i

∆(ai)(ξ0 ⊗ ηi),
∑
j

∆(aj)(ξ0 ⊗ ηj)〉 =
∑
i,j

〈∆(a∗jai)(ξ0 ⊗ ηi), ξ0 ⊗ ηj〉

=
∑
i,j

〈(ϕ⊗ ι)∆(a∗jai)ηi, ηj〉 =
∑
i,j

ϕ(a∗jai)〈ηi, ηj〉 =
∑
i,j

〈a∗jaiξ0, ξ0〉〈ηi, ηj〉

= ‖
∑
i

aξ0 ⊗ ηi‖2

όπου για την τρίτη ισότητα παρατηρούμε το εξής. Αν ∆(a∗jai) = lim
n

mn∑
k=1

enk ⊗ fnk , με

enk , f
n
k ∈ A,

〈(ϕ⊗ ι)∆(a∗jai)ηi, ηj〉 = 〈(ϕ⊗ ι)(lim
n

mn∑
k=1

enk ⊗ fnk )ηi, ηj〉

= lim
n

mn∑
k=1

ϕ(enk)〈fnk ηi, ηj〉

= lim
n

mn∑
k=1

〈enkξ0, ξ0〉〈fnk ηi, ηj〉

= lim
n

mn∑
k=1

〈enkξ0 ⊗ fnk ηi, ξ0 ⊗ ηj〉

= lim
n

mn∑
k=1

〈(enk ⊗ fnk )(ξ0 ⊗ ηi), ξ0 ⊗ ηj〉

= 〈(lim
n

mn∑
k=1

enk ⊗ fnk )(ξ0 ⊗ ηi), (ξ0 ⊗ ηj)〉

= 〈∆(a∗jai)(ξ0 ⊗ ηi), (ξ0 ⊗ ηj)〉

Επομένως, υπάρχει ισομετρία u : H⊗K → H⊗K που ορίζεται από την σχέση u(aξ0⊗η) =

∆(a)(ξ0⊗η). Για να είναι unitary, αρκεί να είναι επι. Eφόσον H⊗K κλειστό και u συνεχής,
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αρκεί να δείξουμε ότι η εικόνα του u είναι πυκνή.

Έστω a ∈ A και η ∈ K . Από τη πυκνότητα του ∆(A)(1 ⊗ A) στο A ⊗ A, μπορούμε να

γράψουμε

aξ0 ⊗ η = lim
n

mn∑
k=1

∆(bnk)(ξ0 ⊗ cnkη), με bnk , c
n
k ∈ A

Όμως,

∆(bnk)(ξ0 ⊗ cnkη) = u(bnkξ0 ⊗ cnkη)

Αφού το a ∈ A ήταν τυχόν και το ξ0 ∈ H είναι κυκλικό διάνυσμα, έχουμε ότι η εικόνα

του u είναι πυκνή.

Πρόταση 4.1.6. O τελεστής u που ορίσαμε στην Πρόταση 4.1.5 είναι πολλαπλασιαστής

(multiplier) της B0(H)⊗ A.

Απόδειξη. Η C∗ άλγεβρα B0(H)⊗A δρα πιστά και μη εκφυλισμένα στο H ⊗K . Ακόμη,

οι τελεστές πεπερασμένης τάξης είναι πυκνοί στο B0(H). Αρκεί να αποδείξουμε ότι

u(x⊗ 1) , (x⊗ 1)u ∈ B0(H)⊗ A, για κάθε τελεστή πεπερασμένης τάξης x.

Έστω x τελεστής τάξης 1, που ορίζεται από την x(ξ) = 〈ξ, ξ1〉aξ0 , με a ∈ A και ξ0, ξ1 ∈ H .

Έστω ξ ∈ H και η ∈ K . Τότε, υπολογίζουμε

u(x⊗ 1)(ξ ⊗ η) = u(x(ξ)⊗ η)

= 〈ξ, ξ1〉u(aξ0 ⊗ η)

= 〈ξ, ξ1〉∆(a)(ξ0 ⊗ η)

Τώρα, γράφοντας ∆(a) = limn

∑mn

i=1 b
n
i ⊗ cni , με bni , cni ∈ A, έχουμε ότι

〈ξ, ξ1〉∆(a)(ξ0 ⊗ η) = 〈ξ, ξ1〉

(
lim
n

mn∑
i=1

bni ⊗ cni

)
(ξ0 ⊗ η)

= lim
n

mn∑
i=1

(yni ⊗ cni )(ξ ⊗ η)
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όπου yni ο τελεστής τάξης 1 που ορίζεται από την yni (ξ) = 〈ξ, ξ1〉bni ξ0. Άρα,∥∥∥∥∥
(
u(x⊗ 1)−

∑
i

yni ⊗ cni

)
(ξ ⊗ η)

∥∥∥∥∥ ≤ ‖ξ1‖‖ξ‖

∥∥∥∥∥∆(a)−
∑
i

bni ⊗ cni

∥∥∥∥∥ ‖ξ ⊗ η‖,

και αφού ξ ∈ H και η ∈ K τυχόντα∥∥∥∥∥u(x⊗ 1)−
∑
i

yni ⊗ cni

∥∥∥∥∥ ≤ ‖ξ1‖‖ξ0‖

∥∥∥∥∥∆(a)−
∑
i

bni ⊗ cni

∥∥∥∥∥
Άρα u(x ⊗ 1) ∈ B0(H) ⊗ A. Από τη πυκνότητα του Aξ0 στον H, παίρνουμε ότι το

ζητούμενο ισχύει για όλους τους τελεστές τάξης 1.

Μένει να αποδείξουμε ότι (x ⊗ 1)u ∈ B0(H) ⊗ A, για τελεστές ππερασμένης τάξης x.

Αφού u είναι unitary, αρκεί να αποδείξουμε ότι u∗(x⊗ 1) ∈ B0(H)⊗ A.

Θεωρούμε πάλι τον τελεστή x τάξης 1, που ορίζεται από την x(ξ) = 〈ξ, ξ1〉aξ0 , με a ∈ A

και ξ0, ξ1 ∈ H . Για ξ ∈ H και η ∈ K, υπολογίζουμε

u∗(x⊗ 1)(ξ ⊗ η) = u∗(x(ξ)⊗ η)

= 〈ξ, ξ1〉u∗(aξ0 ⊗ η)

= 〈ξ, ξ1〉u∗(a⊗ 1)(ξ0 ⊗ η)

Από τη πυκνότητα του ∆(A)(1⊗A) στο A⊗A, γράφουμε a⊗1 = limn

∑mn

i=1 ∆(bni )(1⊗cni ),

οπότε η προγούμενη γράφεται

〈ξ, ξ1〉u∗
(
lim
n

mn∑
i=1

∆(bni )(1⊗ cni )

)
(ξ0 ⊗ η) = 〈ξ, ξ1〉 lim

n

mn∑
i=1

u∗u(bni ξ0 ⊗ cni η)

= lim
n

mn∑
i=1

yni ⊗ cni (ξ ⊗ η)

όπου yni ο τελεστής τάξης 1 που ορίζεται από τη σχέση yni (ξ) = 〈ξ, ξ1〉bni ξ0. Άρα, όμοια

με πριν ∥∥∥∥∥u∗(x⊗ 1)
mn∑
i=1

yni ⊗ cni

∥∥∥∥∥ ≤ ‖ξ1‖‖ξ0‖

∥∥∥∥∥a⊗ 1−
mn∑
i=1

∆(bni )(1⊗ cni )

∥∥∥∥∥
Άρα u∗(x ⊗ 1) ∈ B0(H) ⊗ A, και από τη πυκνότητα του Aξ0 στον H, παίρνουμε ότι το
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ζητούμενο ισχύει για όλους τους τελεστές τάξης 1.

Tώρα, από το προηγούμενο, έπεται ότι u(x⊗a) , (x⊗a)u ∈ B0(H)⊗A, για κάθε x ∈ B0(H)

και κάθε a ∈ A. Πράγματι, γράφουμε

u(x⊗ a) = u(x⊗ 1)(1⊗ a)

όπου 1⊗ a ∈ B(H)⊗ A. Άρα

u(x⊗ a) ∈ B0(H)⊗ A

αφού M(B0(H)) = B(H). Όμοια από την (x⊗ 1) ∈ B0(H)⊗ A, παίρνουμε ότι (x⊗ a)u ∈

B0(H)⊗ A.

Θεώρημα 4.1.7. Ο τελεστής u που ορίσαμε στην Πρόταση 4.1.5 είναι unitary αναπα-

ράσταση του CQG (A,∆).

Απόδειξη. Από την προηγούμενη πρόταση έχουμε ότι u ∈ M(B0(H) ⊗ A). Δεδομένου

ότι είναι unitary τελεστής, αρκεί να δείξουμε ότι (ι ⊗ ∆)(u) = u(12)u(13). Έστω b, c ∈ A

και η1, η2 ∈ K .Τότε,

u(12)(b⊗ 1⊗ c)(ξ0 ⊗ η1 ⊗ η2) = ∆(b)(ξ0 ⊗ η1)⊗ cη2

= (∆⊗ ι)(b⊗ c)(ξ0 ⊗ η1 ⊗ η2)

Έστω a ∈ A. Γράφουμε ∆(a) = lim
n

mn∑
i=1

bni ⊗ cni , με bni , cni ∈ A. Άρα στη προηγούμενη

σχέση μπορούμε να αντικαταστήσουμε το b⊗ c με ∆(a), για a ∈ A. Άρα,

u(12)u(13)(aξ0 ⊗ η1 ⊗ η2) = ((∆⊗ ι)∆(a))(ξ0 ⊗ η1 ⊗ η2)

Από την άλλη, για κάθε y ∈ B(H) και a ∈ A, έχουμε ότι

(ι⊗∆)(y ⊗ b)(aξ0 ⊗ η1 ⊗ η2) = yaξ0 ⊗∆(b)(η1 ⊗ η2)

Έστω x ∈ B0(H). Τότε, (x ⊗ 1)u ∈ B0(H) ⊗ A, και συνεπώς μπορεί να γραφεί ως

limn

∑mn

i=1 y
n
i ⊗ bni , με yni ∈ B0(H) και bni ∈ A. Άρα στη προηγούμενη σχέση μπορούμε
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να αντικαταστήσουμε το y ⊗ b με (x⊗ 1)u. Έτσι, παίρνουμε ότι

(ι⊗∆)((x⊗ 1)u)(aξ0 ⊗ η1 ⊗ η2) = (x⊗ 1⊗ 1)((ι⊗∆)u)(aξ0 ⊗ η1 ⊗ η2)

= (x⊗ 1⊗ 1)((ι⊗∆)∆(a))(ξ0 ⊗ η1 ⊗ η2)

= (x⊗ 1⊗ 1)((∆⊗ ι)∆(a))(ξ0 ⊗ η1 ⊗ η2)

= (x⊗ 1⊗ 1)(u(12)u(13))(aξ0 ⊗ η1 ⊗ η2)

Αφού το x ήταν τυχόν, (ι⊗∆)(u) = u(12)u(13).

Παρατήρηση 4.1.8. (H κανονική δεξιά αναπαράσταση)

Έστω G συμπαγής ομάδα, A = C(G) και ∆ : C(G) −→ C(G × G) με ∆(f)(p, q) = f(pq).

Έστω ακόμη H = L2(G) ο χώρος των τετραγωνικά ολοκληρώσιμων συναρτήσεων ως

προς το μέτρο Haar της ομάδας. Επιπλέον, έχουμε ότι η C(G) δρα στον H με πολλα-

πλασιασμό.

Θεωρούμε την δεξιά κανονική αναπαράσταση u της G που δίνεται από τη σχέση

(u(q)ξ)(p) = ξ(pq), p, q ∈ G και ξ ∈ L2(G)

Θεωρούμε το u ως στοιχείο της άλγεβρας πολλαπλασιαστών M(B0(H)⊗C(G)). Τότε για

ξ, η ∈ H και p, q ∈ G έχουμε ότι

u(ξ ⊗ η)(p, q) = ξ(pq)η(q) = (u(q)ξ)(p)η(q)

= (∆(ξ)(1⊗ η))(p, q)

Τώρα, το ξ0 = 1 είναι κυκλικό διάνυσμα του χώρου L2(G), επομένως έχουμε το ανάλογο

της δεξιάς κανονικής αναπράστασης για συμπαγείς ομάδες.

Tέλος, αποδεικνύουμε Προτάσεις που θα χρησιμοποιήσουμε στα επόμενα Κεφάλαια.

Πρόταση 4.1.9. Το σύνολο {(ω ⊗ ι)(u) : ω ∈ B0(H)∗} είναι πυκνό στην A.

Απόδειξη. Έστω a, b ∈ A. Για ξ1, ξ2 ∈ H, συμβολίζουμε με ωξ1,ξ2 το γραμμικό συναρτη-

σοειδές του B(H) που ορίζεται από την ωξ1,ξ2(x) = 〈xξ1, ξ2〉, για κάθε x ∈ B(H). Tότε,
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γράφοντας u = limn

∑mn

i=1 x
n
i ⊗ cni , με xni ∈ B0(H) και cni ∈ A, έχουμε ότι

〈((ωaξ0,bξ0 ⊗ ι)u)η1, η2〉 = 〈((ωaξ0,bξ0 ⊗ ι)

(
lim
n

mn∑
i=1

xni ⊗ cni

)
η1, η2〉

= lim
n

mn∑
i=1

〈(ωaξ0,bξ0 ⊗ ι)(xni ⊗ cni )η1, η2〉

= lim
n

mn∑
i=1

〈ωaξ0,bξ0(xni )ι(cni )η1, η2〉

= lim
n

mn∑
i=1

〈xni (aξ0), bξ0〉〈cni η1, η2〉

= lim
n

mn∑
i=1

〈xni aξ0 ⊗ cni η1, (bξ0 ⊗ η2)〉

= lim
n

mn∑
i=1

〈(xni ⊗ cni )(aξ0 ⊗ η1), (bξ0 ⊗ η2)〉

= 〈u(aξ0 ⊗ η1), bξ0 ⊗ η2〉

= 〈∆(a)(ξ0 ⊗ η1), (bξ0 ⊗ η2)〉

= 〈∆(a)(ξ0 ⊗ η1), (b⊗ 1)(ξ0 ⊗ η2)〉

= 〈(b∗ ⊗ 1)∆(a)(ξ0 ⊗ η1), (ξ0 ⊗ η2)〉

= 〈(ϕ⊗ ι)((b∗ ⊗ 1)∆(a))η1, η2〉

για κάθε η1, η2 ∈ K . Συνεπώς, (ωaξ0,bξ0 ⊗ ι)u = (ϕ ⊗ ι)((b∗ ⊗ 1)∆(a)). Τώρα b∗, a ∈ A άρα,

από τη πυκνότητα του (A⊗1)∆(A) στο A⊗A το σύνολο {(ωaξ0,bξ0 ⊗ ι)u : a, b ∈ A} είναι

πυκνό στην A. Ακόμη, από τη πυκνότητα του Aξ0 στον H, (ω⊗ ι)u ∈ A, για κάθε ω που

είναι της μορφής ωξ1,ξ2 , όπου ξ1, ξ2 ∈ H . Όμως γραμμικοί συνδυασμοί τέτοιων γραμμικών

συναρτησοειδών είναι πυκνοί στον B0(H)∗, έπεται το ζητούμενο.

Πρόταση 4.1.10. Για κάθε a ∈ A, ∆(a) = u(a⊗ 1)u∗

Απόδειξη. Έστω a, b ∈ A και η ∈ K . Τότε,

u(a⊗ 1)(bξ0 ⊗ η) = u(abξ0 ⊗ η)

= ∆(ab)(ξ0 ⊗ η)

= ∆(a)∆(b)(ξ0 ⊗ η)

= ∆(a)u(bξ0 ⊗ η)
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Άρα u(a⊗ 1) = ∆(a)u, και αφού o u είναι unitary, ∆(a) = u(a⊗ 1)u∗.

4.2 Στοιχεία Θεωρίας Αναπαραστάσεων

Στα επόμενα (A,∆) είναι CQG, H χώρος Hilbert. Για τις αποδείξεις των ακόλουθων

θεωρημάτων παραπέμπουμε στο [21].

Ορισμός 4.2.1. Έστω u ∈ M(B0(H) ⊗ A) αναπαράσταση του (A,∆) στον χώρο Hilbert

H . Ένας κλειστός υπόχωρος H1 του H λέγεται u-αναλλοίωτος αν

(e⊗ 1)u(e⊗ 1) = u(e⊗ 1)

όπου e : H → H1 η ορθογώνια προβολή του H στον H1.

Ορισμός 4.2.2. Έστω u αναπαράσταση του (A,∆) στον χώρο Hilbert H . Η u λέγεται

ανάγωγη αν οι μόνοι u-αναλλοίωτοι κλειστοί υπόχωροι του H είναι ο {0} και ο H .

Ορισμός 4.2.3. Έστω u, v αναπαραστάσεις του (A,∆) στους χώρους Hilbert H1 και H2

αντίστοιχα. Ένα στοιχείο x ∈ B(H1, H2) τέτοιο ώστε

(x⊗ 1)u = v(x⊗ 1)

θα λέγεται intertwiner μεταξύ των u και v. Το σύνολο όλων των intertwiners μεταξύ των

u και v συμβολίζεται με Mor(u, v).

Ορισμός 4.2.4. Δύο αναπαραστάσεις u και v του (A,∆) λέγονται ισοδύναμες αν υπάρχει

αντιστρέψιμος intertwiner μεταξύ των u και v. Θα συμβολίζουμε με u ∼ v. Αν επιπλέον

ο intertwiner είναι unitary, λέμε ότι οι αναπαραστάσεις είναι unitary ισοδύναμες και

συμβολίζουμε με u ∼a v

Πρόταση 4.2.5. Κάθε μη εκφυλισμένη πεπερασμένης διάστασης αναπαράσταση του

(A,∆) είναι ισοδύναμη με μία unitary αναπαράσταση.

Θεώρημα 4.2.6. Έστω u μία unitary αναπαράσταση του (A,∆) στον χώρο Hilbert H .

Tότε υπάρχει ένα σύνολο {ea : a ∈ I} ⊆ B(H) κάθετων ανά δύο και πεπερασμένης διά-

στασης προβολών με
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(i)
∑

I ea = 1 και

(ii) u(ea⊗1) = (ea⊗1)u, όπου το u(ea⊗1) ως στοιχείο του B(eaH)⊗A είναι πεπερασμένης

διάστασης unitary ανάγωγη αναπαράσταση του (A,∆).

Θεώρημα 4.2.7. (Λήμμα του Schur) Έστω u, v ανάγωγες unitary αναπαραστάσεις του

(A,∆) στούς χώρους Hilbert H1 και H2 αντίστοιχα. Τότε, ισχύει ακριβώς ένα από τα

ακόλουθα:

(i) H u δεν είναι ισοδύναμη με την v και Mor(u, v) = 0

(ii) u ∼ v και υπάρχει αντιστρέψιμος x ∈ B(H1, H2) τέτοιως ώστε

Mor(u, v) = {λx : λ ∈ C}

Θεώρημα 4.2.8. Κάθε unitary ανάγωγη αναπαράσταση είναι ισοδύναμη με υποαναπα-

ράσταση της κανονικής δεξιάς αναπαράστασης.
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