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Εισαγωγή

Στην Ομολογική ΄Αλγεβρα εξέχοντα ρόλο κατέχουν τα προβολικά πρότυπα, δηλαδή

τα πρότυπα P για τα οποία ο συναρτητής HomR(P,−) είναι ακριβής. Δυϊκά με τα
προβολικά πρότυπα ορίζονται τα εμφυτευτικά πρότυπα. Εκτός από την δυϊκότητα

των ορισμών τους αυτές οι δύο κλάσεις προτύπων μοιράζονται και αρκετές δυϊκές

ιδιότητες. Για παράδειγμα, μπορούμε να επεκτείνουμε την κλάση των προβολι-

κών προτύπων και την κλάση εμφυτευτικών προτύπων ώστε να σχετίζονται με τη

purity.

Οι pure βραχείες ακριβείς ακολουθίες ορίζονται ως εκείνες οι βραχείες ακριβε-
ίς ακολουθίες που παραμένουν ακριβείς υπό τη δράση του τανυστικού γινομένου.
Η κλάση αυτή αποτελεί την κλειστότητα της κλάσης των διασπώμενων βραχειών

ακριβών ακολουθιών ως προς κατευθυνόμενα συνόρια. Με τον ίδιο τρόπο μπορο-
ύμε να ορίσουμε την έννοια του επίπεδου προτύπου, δηλαδή ένα πρότυπο καλείται
επίπεδο εάν ανήκει στη κλειστότητα ως προς κατευθυνόμενα συνόρια της κλάσης

των πεπερασμένα παραγόμενων προβολικών προτύπων. ΄Ενας άλλος τρόπος ορι-
σμού των επίπεδων προτύπων είναι να αποκαλέσουμε ένα πρότυπο επίπεδο στην

περίπτωση που εξαναγκάζει κάθε επιμορφισμό προς αυτό να είναι pure. (΄Ενας
επιμορφισμός καλείται pure επιμορφισμός στην περίπτωση που η βραχεία ακριβής
ακολουθία που επάγει είναι pure.) Σημειώνουμε ότι ένα προβολικό πρότυπο εξα-
ναγκάζει κάθε επιμορφισμό προς αυτό να είναι διασπώμενος επιμορφισμός. Δυϊκά,
κάθε εμφυτευτικό πρότυπο δεν μπορεί να εμφυτευθεί πουθενά, εκτός βέβαια αν η
εμφύτευση είναι διασπώμενη.

Είναι επομένως φυσιολογικό το ερώτημα κατά πόσο υπάρχει κάποια έννοια

δυϊκή σε αυτή του επίπεδου προτύπου. Η κλάση των absolutely pure προτύπων
θεωρείται ως η κατάλληλη για να γενικεύσει τα εμφυτευτικά πρότυπα και ταυτόχρο-

να να θέσει εαυτήν ως δυϊκή των επίπεδων προτύπων. Τα absolutely pure πρότυπα
ορίζονται ως εκείνα τα πρότυπα τα οποία εξαναγκάζουν κάθε ένθεση τους να είναι

pure. (Μία ένθεση καλείται pure στην περίπτωση που επάγει pure βραχεία ακριβή
ακολουθία.)

Εξετάζοντας τις επιλύσεις των προτύπων μπορούμε να δώσουμε έναν ακόμα

(ισοδύναμο) ορισμό των επίπεδων προτύπων. Πιο συγκεκριμένα ένα πρότυπο είναι
επίπεδο εάν κάθε (επαυξημένη) προβολική επίλυση του αποτελεί pure ακυκλικό
σύμπλεγμα. Δηλαδή είναι ένα ακυκλικό σύμπλεγμα το οποίο απαρτίζεται από pu-
re βραχείες ακριβείς ακολουθίες. Αυτή η ιδιότητα των επίπεδων προτύπων είναι
ανάλογη μιας αντίστοιχης ιδιότητας των προβολικών προτύπων. Δηλαδή ότι ένα
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πρότυπο είναι προβολικό αν και μόνο αν κάθε (επαυξημένη) προβολική του επίλυ-
ση αποτελεί συμπτύξιμο σύμπλεγμα. (΄Οπου συμπτύξιμο σύμπλεγμα αποκαλούμε
κάθε ακυκλικό σύμπλεγμα το οποίο απαρτίζεται από διασπώμενες βραχείες ακριβε-

ίς ακολουθίες.) Υπάρχει σαφώς και η δυϊκή ιδιότητα των εμφυτευτικών προτύπων
η οποία όμως δεν βρίσκει αναλογία στα absolutey pure. Αυτός είναι ο λόγος που
έχουν οριστεί τα strongly fp-εμφυτευτικά πρότυπα. Τα strongly fp-εμφυτευτικά
πρότυπα είναι ακριβώς εκείνα τα οποία έχουν pure ακυκλικές εμφυτευτικές επι-
λύσεις.
Η μελέτη των (μη φραγμένων) συμπλεγμάτων έφερε στην επιφάνεια τις κατάλ-

ληλες γενικεύσεις των προβολικών, εμφυτευτικών και επίπεδων προτύπων στην
ομοτοπική κατηγορία ενός δακτυλίου. ΄Ενα σύμπλεγμα P καλείται K-προβολικό
εάν ο συναρτητής HomR(P,−) διατηρεί την ακυκλικότητα. Δυϊκά ορίζονται τα
K-εμφυτευτικά συμπλέγματα. Επιπλέον ένα σύμπλεγμα F καλείται K-επίπεδο ε-
άν ο συναρτητής F ⊗ − διατηρεί την ακυκλικότητα. Είναι άμεσο το γεγονός ότι
ένα πρότυπο αποτελείK-προβολικό(K-εμφυτευτικό/K-επίπεδο) σύμπλεγμα αν και
μόνο αν είναι προβολικό (εμφυτευτικό/επίπεδο) πρότυπο. Δεν υπήρχε όμως κα-
τάλληλη δυϊκή έννοια ως προς K-επίπεδα πρότυπα. Στις επόμενες παραγράφους
θα περιγράψω τον τρόπο με τον οποίο μπορούμε να ορίσουμε αυτή τη δυϊκότητα.
Πρώτα όμως θα υπενθυμίσουμε την έννοια των cotorsion ζευγών (στην κατη-

γορία των προτύπων). Το ζεύγος κλάσεων (C,D) καλείται cotorsion ζεύγος εάν
η κλάση C είναι η αριστερή ορθογώνια κλάση (ως προς τον συναρτητή Ext1) της
κλάσης D και η κλάση D είναι η δεξιά ορθογώνια κλάση (ως προς τον συναρτητή
Ext1) της κλάσης C. Συμβολικά γράφουμε C⊥ = D και ⊥D = C. Επιπλέον, λέμε
ότι το cotorsion ζεύγος (C,D) είναι πλήρες εάν έχει αρκετά προβολικά και αρκετά
εμφυτευτικά. Δηλαδή εάν για κάθε πρότυπο M υπάρχουν αντίστοιχα οι β.α.α.

0→ D → C →M → 0,

και

0→M → D′ → C ′ → 0,

όπου C,C ′ ∈ C και D,D′ ∈ D. Οι κλάσεις1 προτύπων στις οποίες έχουμε ανα-
φερθεί συντελούν στη δημιουργία cotorsion ζευγών:

• Το ζεύγος (Proj, All) αποτελεί πλήρες cotorsion ζεύγος. (Προφανές)

• Το ζεύγος (All, Inj) αποτελεί πλήρες cotorsion ζεύγος.(Προφανές)

• Το ζεύγος (Flat,Flat⊥) αποτελεί πλήρες cotorsion ζεύγος.([7, Πόρισμα
11])

• Το ζεύγος (⊥Abspure,Abspure) αποτελεί πλήρες cotorsion ζεύγος. ([23,
Θεώρημα 3.4]

• Το ζεύγος (⊥Sfpi,Sfpi) αποτελεί πλήρες cotorsion ζεύγος.([18, Θεώρημα
3.4]

1
Συμβολίζουμε με Proj, Inj, Flat, Abspure και Sfpi τις κλάσεις των προβολικών, εμφυ-

τευτικών, επίπεδων, absolutely pure και strongly fp-εμφυτευτικών προτύπων αντίστοιχα.
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Η ομοτοπική κατηγορία K(R) έχει ως αντικείμενα τα συμπλέγματα προτύπων
και ως μορφισμούς τις ομοτοπικές κλάσεις αλυσωτών απεικονίσεων. Για κάθε
κλάση προτύπων X, συμβολίζουμε με C(X) τη κλάση των συμπλεγμάτων που α-
ποτελούνται από πρότυπα της X ενώ με K(X) συμβολίζουμε την κλειστότητα της
C(X) ως προς ομοτοπική ισοδυναμία. Επιπλέον με (Kpac(X))Kac(X) συμβολίζου-
με τη κλάση όλων των (pure) ακυκλικών συμπλεγμάτων της K(X).
΄Εστω X,Y δύο συμπλέγματα, λέμε ότι το X είναι αριστερά ορθογώνιο στο

Y και ότι το Y είναι δεξιά ορθογώνιο στο X στην περίπτωση που ή αβελιανή
ομάδα HomK(X,Y ) είναι μηδενική. ΄Εστω A μια κλάση συμπλεγμάτων, τότε
ορίζουμε ως αριστερή ορθογώνια κλάση της A στην K(R) την κλάση ⊥A η οποία
αποτελείται από όλα τα συμπλέγματα X, τα οποία είναι αριστερά ορθογώνια ως
προς όλα τα συμπλέγματα της A. Δυϊκα ορίζουμε τη δεξία ορθογώνια κλάση της
A στην K(R) την οποία συμβολίζουμε με A⊥. Μια τριγωνισμένη υποκατηγορία
της K(R) καλείται πυκνή εάν είναι κλειστή ως ευθείς προσθετέους. ΄Ενα ζεύγος
πυκνών υποκατηγοριών (A,B) της K(R) καλείται Bousfield localizing ζεύγος αν
A ⊆⊥ B (ή ισοδύναμα, B ⊆ A⊥) και αν για κάθε σύμπλεγμα X υπάρχει ένα
τρίγωνο της μορφής

A −→ X −→ B −→ SA,

όπου A ∈ A, B ∈ B και το SA είναι το shift του A. Σημειώνουμε ότι αν
έχουμε ένα Bousfield localizing ζεύγος (A,B) τότε ισχύουν οι ισότητες A =⊥B,
B = A⊥.
Πριν δώσουμε μερικά Bousfield localizing παραδείγματα εισάγουμε δύο ακόμα

κλάσεις προτύπων. Τα pure προβολικά και τα pure εμφυτευτικά πρότυπα. ΄Ενα
πρότυπο καλείται pure προβολικό εάν είναι προβολικό ως προς τις pure ακριβείς
ακολουθίες. Δυϊκά ορίζονται τα pure εμφυτευτικά πρότυπα. Συμβολίζουμε με
Pproj και Pinj τις κλάσεις των pure προβολικών και των pure εμφυτετικών
προτύπων αντίστοιχα.
Τα ακόλουθα αποτελούν παραδείγματα Bousfield localizing ζευγών.

• (K-Proj,Kac(R)) ([21])

• (Kac(R),K-Inj) ([21])

• (K(Pproj),Kpac(R)) ([22])

• (Kpac(R),K(Pinj)) ([22])

• (K-Flat,Kac(Pinj))([10])

Με βάση όλα τα προηγούμενα είναι εμφανές ότι η κλάσηKac(Pproj)
⊥
αξίζει να

φέρει την ονομασία K−Absolutely pure. Τα βασικά αποτελέσματα που αφορούν
την καινούργια αυτή κλάση είναι τα εξής:

• Το ζεύγος (Kac(Pproj),K-abspure) αποτελεί Bousfield localizing ζεύγος.

• Κάθε K-εμφυτευτικό σύμπλεγμα είναι K-absolutely pure.

• ΄Ενα σύμπλεγμα pure-εμφυτευτικών προτύπων είναι K-Absolutely pure αν
και μόνο αν είναι K-εμφυτευτικό.
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• Ισχύει η ισότητα Kpac(R) = Kac(R) ∩K-abspure.

• Η κατηγορία K-abspure είναι η μικρότερη τριγωνισμένη υποκατηγορία της
K(R), που περιέχει τα pure ακυκλικά και K-εμφυτευτικά συμπλέγματα.

• ΄Ενα πρότυπο αποτελεί K-absolutely pure σύμπλεγμα αν και μόνο αν είναι
strongly fp-εμφυτευτικό.

΄Ολα τα αποτελέσματα που παρουσιάζονται στο πρώτο κεφάλαιο ήταν γνωστά

πριν ξεκινήσω τις διδακτορικές μου σπουδές. ΄Εχουν ενταχθεί στο κείμενο για
χάρη πληρότητας. Πιο αναλυτικά, στην πρώτη υποπαράγραφο του πρώτου κεφα-
λαίου παρουσιάζεται η θεωρία των cotorsion ζευγών ενώ η δεύτερη και η τρίτη
υποπαράγραφοι έχουν ως σκοπό να παρουσιάσουν την έννοια του Bousfield loca-
lizing ζεύγους.
Τα αποτελέσματα του δεύτερου κεφαλαίου μπορούν να βρεθούν στο [11] όπου

ορίζονται τα K-absolutely pure συμπλέγματα και μελετούνται οι ιδιότητες τους.

Στο τρίτο κεφάλαιο στρέφουμε τη προσοχή μας στην Gorenstein Ομολογική
΄Αλγεβρα, της οποία η θεωρία μελετάει τα πρότυπα που δέχονται επιλύσεις στην
αντίθετη κατεύθυνση σε σχέση με τις επιλύσεις της κλασσικής Ομολογικής ΄Αλγε-

βρας. Οι βασικές κλάσεις που θα μας απασχολήσουν είναι αυτές των Gorenstein
προβολικών και Gorenstein επίπεδων προτύπων τις οποίες θα συμβολίζουμε με
GProj και GFlat αντίστοιχα. Οι ορισμοί τους είναι αρκετά φυσιολογικοί και θα
περίμενε κανείς ότι τα αντίστοιχα πρότυπα συμπεριφέρονται αρκετά καλά. Η κυρίαρ-
χη εικασία της Ομολογικής ΄Αλγεβρας Gorenstein αφορά την τομή των κλάσεων
GProj και GFlat και εικάζει ότι ισχύει η ισότητα GProj∩ GFlat = GProj. Με α-
φορμή τη παραπάνω εικασία οι Saroch και Stovicek οδηγήθηκαν στον ορισμό μιας
καινούργιας κλάσης προτύπων της οποίας τα πρότυπα κατοικούν στη παραπάνω

τομή. Τα πρότυπα αυτά λέγονται projectively coresolved Gorenstein flat πρότυ-
πα. Για συντομία θα γράφουμε PGF πρότυπα. Μία από τις σημαντικές ιδιότητες
των PGF προτύπων είναι ότι συνδέονται με τα Gorenstein επίπεδα πρότυπα με ένα
τρόπο ο οποίος προς το παρόν δεν έχει επιτευχθεί για τα Gorenstein προβολικά
πρότυπα. Πιο αναλυτικά, για κάθε Gorenstein επίπεδο πρότυπο M υπάρχουν οι

ακολουθίες:
0 −→ F −→ P −→M −→ 0

και

0 −→M −→ F ′ −→ P ′ −→ 0,

όπου τα P, P ′
είναι PGF και τα F, F ′

είναι επίπεδα. Οι παραπάνω ακολουθίες
μπορούν να γενικευτούν για πρότυπα πεπερασμένης Gorenstein επίπεδης διάστα-
σης. Δηλαδή, για κάθε πρότυπο πεπερασμένης Gorenstein επίπεδης διάστασης N ,
υπάρχουν οι ακολουθίες:

0 −→ F −→ P
p−→N −→ 0

και

0 −→ N
i−→F ′ −→ P ′ −→ 0,
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όπου τα P, P ′
είναι PGF και τα F, F ′

έχουν πεπερασμένη επίπεδη διάσταση. Θα
δείξουμε ότι η απεικόνιση p δεν μπορεί να παραγοντοποιείθει μέσω ενός προτύπου
πεπερασμένης επίπεδης διάστασης εκτός της τετριμμένης περίπτωσης όπου το P
είναι προβολικό. ΄Ομοια θα δείξουμε ότι το η απεικόνιση i δεν μπορεί να παραγο-
ντοποιείθει μέσω ενός PGF προτύπου εκτός της τετριμμένης περίπτωσης όπου το
F ′
είναι προβολικό πρότυπο.



12 Εισαγωγή



Κεφάλαιο 1

Cotorsion ζεύγη και
Bousfield localizing ζεύγη

Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζουμε συνοπτικά τα βασικά αποτελέσματα της θεω-

ρίας των cotorsion ζευγών καθώς και της θεωρίας των Bousfield localizing ζευγών
που θα χρειαστούν στα επόμενα κεφάλαια.

1.1 Cotorsion ζεύγη στην R-Mod

Ορισμός 1.1.1 (Προβολικό πρότυπο). ΄Ενα πρότυπο P καλείται προβολικό όταν
ο συναρτητής HomR(P,−) είναι ακριβής.

Σημείωση: Στη βιβλιογραφία υπάρχουν αρκετοί (ισοδύναμοι) ορισμοί του προ-
βολικού προτύπου. Παραπέμπουμε τον αναγνώστη στο [2].
Σημειώνουμε επίσης ότι τα εμφυτευτικά πρότυπα ορίζονται με δυϊκό τρόπο.

Δηλαδή είναι εκείνα τα πρότυπα I για τα οποία ο συναρτητής HomR(−, I) είναι
ακριβής.

Ορισμός 1.1.2 (Επίπεδο πρότυπο). ΄Ενα αριστερό πρότυπο F καλείται επίπεδο
όταν ο συναρτητής −⊗ F είναι ακριβής.

Σημείωση: Είναι γνωστό ότι κάθε προβολικό πρότυπο είναι επίπεδο. Δηλαδή
η κλάση των επίπεδων προτύπων αποτελεί επέκταση της κλάσης των προβολικών

προτύπων. ΄Ενα φυσιολογικό ερώτημα είναι κατά πόσο υπάρχει κάποια δυϊκή κλάση
των επίπεδων προτύπων ώστε να αποτελεί επέκταση των εμφυτευτικών προτύπων

με παρόμοιο τρόπο με εκείνον που τα επίπεδα πρότυπα επεκτείνουν τα προβολικά.
Πριν εξερευνήσουμε το παραπάνω ερώτημα πρέπει να δώσουμε μερικούς ορισμούς.

Ορισμός 1.1.3 (Pure ακολουθίες). Μία βραχεία ακριβής ακολουθία αριστερών
προτύπων καλείται pure exact εάν παραμένει ακριβής μέσω του συναρτητή A⊗−
καθώς το A διατρέχει όλα τα δεξιά πρότυπα.

13
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Πρόταση 1.1.4. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα για ένα πρότυπο F .

1. Το F είναι επίπεδο πρότυπο.

2. Κάθε βραχεία ακριβής ακολουθία της μορφής

0→ A→ X → F → 0

είναι pure exact.

Παρατήρηση 1.1.5. Η προηγούμενη πρόταση αποτελεί χαρακτηρισμό των ε-
πίπεδων προτύπων και μπορεί να χρησιμοποιηθεί ώστε να ορίσουμε δυϊκά την

κλάση των Absolutely pure προτύπων.

Ορισμός 1.1.6 (Absolutely pure). ΄Ενα πρότυπο A καλείται absolutely pure
εάν κάθε βραχεία ακριβής ακολουθία της μορφής

0→ A→ B → C → 0

είναι pure exact.

Η επόμενη πρόταση θα μας βοηθήσει να δώσουμε έναν επιπλέον χαρακτηρισμό

των absolutely pure προτύπων.

Πρόταση 1.1.7. Η βραχεία ακριβής ακολουθία

0→ A→ B → C → 0

είναι pure exact αν και μόνο αν είναι Hom(F,−)-ακριβής για κάθε πεπερασμένα
παριστώμενο πρότυπο F .

Απόδειξη. [17, Θεώρημα 4.89]

Λόγω του επόμενου χαρακτηρισμού τα absolutely pure πρότυπα είναι γνωστά
και ως fp-εμφυτευτικά. ΄Οπου τα γράμματα f και p είναι τα αρχικά των αγγλικών
λέξεων finitely, presented.

Λήμμα 1.1.8. ΄Ενα πρότυπο A είναι absolutely pure αν και μόνο αν η αβελιανή
ομάδα Ext1(F,A) είναι τετριμμένη για κάθε πεπερασμένα παριστώμενο πρότυπο
F .

Απόδειξη. ΄Αμεσο από την προηγούμενη πρόταση.

Χρησιμοποιώντας τις pure exact ακολουθίες μπορούμε να ορίσουμε σχετικές
έννοιες προβολικότητας και εμφυτευτικότητας.

Ορισμός 1.1.9 (Pure προβολικό και pure εμφυτευτικό). Καλούμε ένα πρότυπο
P pure προβολικό εάν είναι προβολικό ως προς τις pure exact ακολουθίες. Δυϊκά
ορίζουμε τα pure εμφυτευτικά πρότυπα.
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Ορισμός 1.1.10 (Ορθογώνιες κλάσεις). ΄Εστω A ⊂ R-Mod, τότε καλούμε
την κλάση

1. A⊥ = {X ∈ R-Mod : Ext1(A,X) = 0,∀A ∈ A}, δεξιά ορθογώνια κλάση
της A.

2. ⊥A = {X ∈ R-Mod : Ext1(X,A) = 0,∀A ∈ A}, αριστερή ορθογώνια
κλάση της A.

Ορισμός 1.1.11 (Cotorsion ζεύγη). ΄Εστω A,B ⊂ R-Mod θα καλούμε το
διατεταγμένο ζεύγος (A,B) cotorsion ζεύγος εάν ισχύουν οι ισότητες A⊥ = B
και

⊥B = A.

Συμβολισμοί: Συμβολίζουμε με Proj, Inj, Flat και Abspure τις κλάσεις
των προβολικών, εμφυτευτικών, επίπεδων και absolutely pure προτύπων αντίστοι-
χα.

Παραδείγματα

• Αν C ⊂ R-Mod τότε το ζεύγος (⊥(C⊥), C⊥) αποτελεί cotorsion ζεύγος και
καλείται το cotorsion ζεύγος που παράγεται από την C.

• Αν C ⊂ R-Mod τότε το ζεύγος (⊥C, (⊥C)⊥) αποτελεί cotorsion ζεύγος και
καλείται το cotorsion ζεύγος που συν-παράγεται από την C.

• Το ζεύγος (Proj, All) αποτελεί cotorsion ζεύγος.

• Το ζεύγος (All, Inj) αποτελεί cotorsion ζεύγος.

• Το ζεύγος (Flat,Flat⊥) αποτελεί cotorsion ζεύγος.

• Το ζεύγος (⊥Abspure,Abspure) αποτελεί cotorsion ζεύγος.

Σημείωση: Η κλάση Flat⊥ είναι επώνυμη και καλείται κλάση των cotorsion
προτύπων. Συμβολικά γράφουμε: Cot = Flat⊥.

Προς διευκόλυνση του αναγνώστη αποδεικνύουμε στις επόμενες προτάσεις ότι

όντως τα δύο τελευταία παραδείγματα αποτελούν cotorsion ζεύγη. Πριν όμως
δώσουμε τις αποδείξεις πρέπει να αναπτύξουμε τη σχετική θεωρία, η οποία ξεκινάει
με την απόδειξη του ότι το παραγόμενο cotorsion ζεύγος μιας κλάσης C αποτελεί
όντως cotorsion ζεύγος.

Λήμμα 1.1.12. Το παραγόμενο ζεύγος (⊥(C⊥), C⊥) μιας κλάσης C αποτελεί
cotorsion ζεύγος.

Απόδειξη. Πρέπει να δείξουμε ότι (⊥(C⊥))⊥ = C⊥. Για κάθε κλάση προτύπων
C ισχύει ότι C ⊂ ⊥(C⊥) και επομένως ότι C⊥ ⊃ (⊥(C⊥))⊥. Επιπλέον, για κάθε
κλάση προτύπων D ισχύει ότι D ⊂ (⊥D)⊥, αντικαθιστώντας την κλάση D με την
κλάση C⊥

λαμβάνουμε την σχέση υποσυνόλου που μας έλειπε.
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Σημείωση: Η απόδειξη για το συν-παραγόμενο ζεύγος μιας κλάσης C είναι
όμοια.

Λήμμα 1.1.13 (Hom-Tensor adjuction). ΄Εστω τα πρότυπα RA,S BR,S C όπου
S,R είναι δακτύλιοι, τότε ο παρακάτω ισομορφισμός είναι φυσικός:

HomS(B ⊗R A,C) ∼= HomR(A,HomS(B,C))

Απόδειξη. [2][Θεώρημα 2.76]

Ορισμός 1.1.14 (Dual module). Εάν M είναι ένα αριστερό R-πρότυπο τότε
καλούμε Pontryagin δυϊκό πρότυπο του M το δεξιό πρότυπο

DM = HomZ(M,Q/Z)

Το επόμενο παράδειγμα δείχνει ότι τα cotorsion πρότυπα βρίσκονται σε αφθο-
νία.

Παράδειγμα 1.1.15 (Cotorsion modules). Για κάθε δακτύλιο R ισχύουν τα
εξής:

1. Κάθε pure εμφυτευτικό πρότυπο είναι cotorsion.

2. Αν τοM είναι ένα αριστερό R-πρότυπο τότε το DM είναι pure εμφυτευτικό.

Απόδειξη. 1. ΄ΕστωM ένα pure εμφυτευτικό πρότυπο και F ένα επίπεδο πρότυ-
πο. Θεωρούμε επίσης την β.α.α

0→ K → P → F → 0,

όπου το P είναι προβολικό πρότυπο. Επειδή το F είναι επίπεδο η παραπάνω
ακολουθία είναι pure και άρα HomR(−,M)-ακριβής αφού το M είναι pure
εμφυτευτικό. Τελικά έχουμε ότι Ext1(F,M) = 0 διότι Ext1(P,M) = 0.

2. ΄Εστω T ↪→ N ένας pure μονομορφισμός τότε η ακολουθία

HomR(N,DM)→ HomR(T,DM)→ 0

είναι ακριβής αν και μόνο αν η ακολουθία

HomZ(N ⊗M,Q/Z)→ HomZ(T ⊗M,Q/Z)→ 0

είναι ακριβής. Η τελευταία όμως έιναι ακριβής διότι το Q/Z είναι εμφυτευτικό
Z-πρότυπο και ο μονομορφισμός T ↪→ N είναι pure.

Πρόταση 1.1.16 (Flat-cotorsion ζεύγος). Το ζεύγος (Flat,Cot) αποτελεί co-
torsion ζεύγος.
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Απόδειξη. Επειδή γνωρίζουμε ότι το ζεύγος (⊥(Flat⊥),Flat⊥) αποτελεί cotor-
sion ζεύγος αρκεί να δείξουμε ότι ⊥(Flat⊥) ⊂ Flat.
Δηλαδή, αρκεί να δείξουμε ότι, εάν η αβελιανή ομάδα Ext1(F,C) είναι τετριμ-

μένη για κάθε cotorsion πρότυπο C τότε το F πρέπει να είναι επίπεδο πρότυπο.
΄Ομως, για κάθε δεξιό πρότυπο M έχουμε ότι Ext1(F,HomZ(M,Q/Z)) = 0. Ε-
πομένως, έχουμε ότι HomZ(Tor1(M,F ),Q/Z) = 0 και τελικά συμπεραίνουμε ότι
Tor1(M,F ) = 0 το οποίο, με τη σειρά του, σημαίνει ότι το F είναι επίπεδο.

Πρόταση 1.1.17. Το ζεύγος (⊥Abspure,Abspure) αποτελεί cotorsion ζεύγος.

Απόδειξη. Επειδή είναι γνωστό ότι το ζεύγος (⊥Abspure, (⊥Abspure)⊥) απο-
τελεί cotorsion ζεύγος αρκεί να δείξουμε ότι (⊥Abspure)⊥ ⊂ Abspure. ΄Ομως
εάν ένα πρότυπο είναι δεξιά ορθογώνιο σε κάθε αριστερά ορθογώνιο των abso-
lutely pure προτύπων τότε θα είναι και δεξιά ορθογώνιο σε κάθε πεπερασμένα
παριστώμενο πρότυπο.

Στο σημείο αυτό εισαγάγουμε την έννοια του hereditary cotorsion ζεύγους.

Ορισμός 1.1.18 (Hereditary cotorsion ζεύγος). ΄Ενα cotorsion ζεύγος (A,B),
καλείται hereditary εάν για κάθε A ∈ A και για κάθε B ∈ B ισχύει ότι:

Exti>o(A,B) = 0.

Ορισμός 1.1.19 (Επιλύσιμες κλάσεις). (i) Μια κλάση προτύπων A καλείται
προβολικά επιλύσιμη εάν περιέχει όλα τα προβολικά πρότυπα και είναι κλειστή ως

προς επεκτάσεις και πυρήνες επιμορφισμών.
(ii) Μια κλάση προτύπων B καλείται εμφυτευτικά επιλύσιμη εάν περιέχει όλα

τα εμφυτευτικά πρότυπα και είναι κλειστή ως προς επεκτάσεις και συνπυρήνες

μονομορφισμών.

Πρόταση 1.1.20. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα για κάθε cotorsion ζεύγος
(A,B).

1. Το cotorsion ζεύγος (A,B) είναι hereditary.

2. Η A είναι προβολικά επιλύσιμη.

3. Η B είναι εμφυτευτικά επιλύσιμη.

Απόδειξη. ΄Αμεση από τους ορισμούς.

Πρόταση 1.1.21. Το cotorsion ζεύγος (Flat,Cot) αποτελεί ένα hereditary
cotorsion ζεύγος.

Απόδειξη. Η πρόταση είναι προφανής αφού η κλάση των επίπεδων προτύπων είναι
κλειστή ως προς πυρήνες επιμορφισμών.



18

Σημείωση Το cotorsion ζεύγος (⊥Abspure,Abspure) δεν είναι heredi-
tary ([18] Παράδειγμα 1).

Για να ≪διορθώσουμε≫ το γεγονός ότι το παραπάνω cotorsion ζεύγος δεν είναι
hereditary εισαγάγουμε την κλάση strongly fp-εμφυτευτικών προτύπων.

Ορισμός 1.1.22. ΄Ενα πρότυπο M καλείται Strongly fp-εμφυτευτικό εάν

Exti>0(F,M) = 0,

για κάθε πεπερασμένα παραγόμενο πρότυπο F . Θα συμβολίζουμε με Sfpinj την
κλάση όλων των strongly fp-εμφυτευτικών προτύπων.

Πρόταση 1.1.23. Το ζεύγος (⊥Sfpinj,Sfpinj) αποτελεί hereditary cotorsion
ζεύγος.

Απόδειξη. Η απόδειξη του ότι το παραπάνω ζεύγος αποτελεί cotorsion ζεύγος
είναι όμοια με την απόδειξη της Πρότασης 1.1.17. Ενώ το ότι είναι hereditary
πηγάζει από το γεγονός ότι η κλάση των strongly fp-εμφυτευτικών προτύπων
είναι κλειστή ως προς συνπυρήνες μονομορφισμών το οποίο μπορεί να αποδειχθεί

μέσω του ορισμού των strongly fp-εμφυτευτικών προτύπων.

Ορισμός 1.1.24 (Πλήρες cotorsion ζεύγος). ΄Εστω (A,B) ένα cotorsion ζε-
ύγος. Θα λέμε ότι το cotorsion ζεύγος (A,B) είναι πλήρες εάν έχει αρκετά
προβολικά και αρκετά εμφυτευτικά. Δηλαδή εάν για κάθε πρότυπο M υπάρχουν

αντίστοιχα οι β.α.α.

0→ B → A→M → 0,

και

0→M → B′ → A′ → 0,

όπου A,A′ ∈ A και B,B′ ∈ B.

΄Ισως η πιο σημαντική ανακάλυψη στην θεωρία των πλήρων cotorsion ζευγών
είναι το Θεώρημα 10 του [7] στο οποίο διατυπώνεται ότι κάθε cotorsion ζεύγος
το οποίο παράγεται από σύνολο είναι πλήρες. Τα παρακάτω έχουν ως σκοπό να
παρουσιάσουμε την απόδειξη του εν λόγου Θεωρήματος (Θεώρημα 1.1.32).

Πρόταση 1.1.25. (Salce Lemma,[3] Λήμμα 5.20)Οι δύο συνθήκες του παρα-
πάνω ορισμού είναι ισοδύναμες. Δηλαδή ένα cotorsion pair έχει αρκετά εμφυτευ-
τικά αν και μόνο αν έχει αρκετά προβολικά.

Απόδειξη. Θα αποδείξουμε ότι ένα cotorsion ζεύγος (A,B) το οποίο έχει αρκετά
εμφυτευτικά τότε έχει αναγκαστικά και αρκετά προβολικά. Για το σκοπό αυτό
θεωρούμε ένα πρότυπο M και μια βραχεία ακριβή ακολουθία της μορφής:

0 −→ S −→ P −→M −→ 0,
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όπου το P είναι προβολικό πρότυπο. Επειδή το (A,B) έχει αρκετά εμφυτευτικά
μπορούμε να βρούμε για το S μια βραχεία ακριβή ακολουθία της μορφής:

0 −→ S −→ BS −→ AS −→ 0,

όπου BS ∈ B και AS ∈ A. Θεωρούμε το παρακάτω push-out διάγραμμα:

0 0

0 S P M 0

0 BS X M 0

AS AS

0 0

id

id

Επειδή η κλάση A είναι αριστερή ορθογώνια της B, έχουμε ότι η A είναι κλειστή
ως προς επεκτάσεις και ότι το προβολικό πρότυπο P ανήκει στην A. Δηλαδή
X ∈ A, το οποίο σημαίνει ότι το (A,B) έχει αρκετά προβολικά.
Η απόδειξη στην αντίστροφη κατεύθυνση είναι δυϊκή της παραπάνω διαδικασίας.

Ορισμός 1.1.26. (Φιλτράρισμα, υπερπεπερασμένες επεκτάσεις). ΄Εστω μια
κλάση προτύπων S, µ ένας διατακτικός αριθμός και A ένα πρότυπο. Λέμε ότι
το πρότυπο A επιδέχεται S-φιλτράρισμα εάν γράφεται ως ένωση μιας συνεχούς
αλυσίδας {Aα|α < µ} τέτοιας ώστε:

• A0 = 0,

• όλα τα διαδοχικά πηλίκα Aα+1/Aα ανήκουν στην κλάση S (ή είναι ισόμορφα
με κάποιο πρότυπο της S).

Επιπλέον θέτουμε A = Aµ.
Επίσης, λέμε ότι η κλάση S είναι κλειστή ως προς υπερπεπερασμένες επε-

κτάσεις στην περίπτωση που η S περιέχει όλα τα S-φιλτραρισμένα πρότυπα.

Λήμμα 1.1.27. Για κάθε πρότυπο S και κάθε διατακτικό αριθμό α το S(α)

επιδέχεται {S}-φιλτράρισμα. ΄Οπου με S(α)
συμβολίζουμε το ευθύ άθροισμα⊕

b<α S. Ιδιαιτέρως κάθε ελεύθερο R-πρότυπο επιδέχεται {R}-φιλτράρισμα.

Απόδειξη. Πράγματι το S(α)
γράφεται ως ένωση της συνεχούς αλυσίδας {S(β)|β <

α}.

Λήμμα 1.1.28. ΄Εστω S μια κλάση προτύπων και A η κλάση όλων των S-
φιλτραρισμένων προτύπων. Τότε, ένα πρότυπο M επιδέχεται A-φιλτράρισμα αν
και μόνο αν επιδέχεται S-φιλτράρισμα.
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Απόδειξη. Αν το M επιδέχεται S-φιλτράρισμα τότε είναι προφανές ότι το M ε-

πιδέχεται A-φιλτράρισμα. Αντιστρόφως, αν το M επιδέχεται το A-φιλτράρισμα
{Mβ |β < µ} τότε μπορούμε να εκλεπτύνουμε το A-φιλτράρισμα του M σε S-
φιλτράρισμα παρεμβάλλοντας τα S-φιλτραρίσματα των Mβ+1/Mβ .

Λήμμα 1.1.29. Για κάθε κλάση προτύπων S η κλάση των S-φιλτραρισμένων
προτύπων είναι κλειστή ως προς επεκτάσεις.

Πρόταση 1.1.30. (Λήμμα Eklof,[7] Λήμμα 1) Η αριστερή ορθογώνια κλάση ⊥C
μιας οποιασδήποτε κλάσης προτύπων C είναι κλειστή ως προς υπερπεπερασμένες
επεκτάσεις.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το πρότυπο A = Aµ είναι
⊥C-φιλτραρισμένο, δηλαδή θεω-

ρούμε ότι το Aµ γράφεται ως ένωση της συνεχούς αλυσίδας {Aα|α < µ} όπου
A0 = 0 και για κάθε α+ 1 ≤ µ ισχύει ότι Aα+1/Aα ∈⊥ C.
Η απόδειξη ακολουθεί υπερπερασμένη επαγωγή στον διατακτικό αριθμό β ≤ µ.

Αρχικά υποθέτουμε ότι ο β είναι επόμενος κάποιου, δηλαδή ότι υπάρχει διατακτι-
κός αριθμός γ τέτοιος ώστε β = γ + 1. Για κάθε C ∈ C έχουμε την ακριβή
ακολουθία:

Ext1(Aβ/Aγ , C) −→ Ext1(Aβ , C) −→ Ext1(Aγ , C),

από την υπόθεση της εκφώνησης και την υπόθεση της επαγωγής έχουμε ότι

Ext1(Aβ/Aγ , C) = 0 και ότι Ext1(Aγ , C) = 0, τα οποία μας δίνουν άμεσα το
ζητούμενο.
Για τον οριακό β θα δείξουμε ότι για κάθε C ∈ C η τυχαία βραχεία ακριβής

ακολουθία:
0 −→ C −→ N

π−→Aβ −→ 0,

διασπάται. Για το σκοπό αυτό θα κατασκευάσουμε, με υπερπερασμένη αναδρομή,
μια συνεχή αλυσίδα ομομορφισμών ρα : Aα −→ N με π ◦ ρα = idAα , για κάθε
α < β.
Υποθέτουμε ότι για κάθε τ < α έχουν κατασκευαστεί τα ρτ . Αν ο α είναι

οριακός διατακτικός αριθμός απλά θέτουμε ρα =
⋃
τ<α ρτ . Αν ο α είναι επόμενος

κάποιου διατακτικού γ, δηλαδή αν α = γ+1 θα επεκτείνουμε τον ομομορφισμό ργ
σε κατάλληλο ομομορφισμό ρα. Από την υπόθεση της (αρχικής) επαγωγής (όχι
της αναδρομής) έχουμε ότι Ext1(Aα, C) = 0 και επομένως η ακολουθία

0 −→ HomR(Aα, C) −→ HomR(Aα, N) −→ HomR(Aα, Aβ) −→ 0,

είναι ακριβής. Δηλαδή, η ένθεση Aα ↪→ Aβ έχει κάποια προεικόνα σ, το οποίο
σημαίνει ακριβώς ότι η σ : Aα −→ N είναι τέτοια ώστε π ◦ σ = idAα

. ΄Αρα
έχουμε ότι π ◦ (ργ − σ

∣∣
Aγ

) = 0, δηλαδή ότι ργ − σ
∣∣
Aγ
∈ HomR(Aγ , C). Από την

εκφώνηση της πρότασης γνωρίζουμε ότι Ext1(Aα/Aγ , C) = 0, δηλαδή η ργ−σ
∣∣
Aγ

επεκτείνεται σε ομομορφισμό θ : Aα −→ C. Τελικά θέτουμε ρα = σ + i ◦ θ όπου
i είναι η ένθεση C ↪→ N .

Παρατήρηση 1.1.31. Αν ένα cotorsion ζεύγος παράγεται από κάποιο σύνολο
προτύπων S τότε παράγεται από το μονοσύνολο {S =

⊕
X∈S X}.
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Θεώρημα 1.1.32 ([3] Θεώρημα 6.11). Για κάθε σύνολο R-προτύπων S το co-
torsion ζεύγος (⊥(S⊥),S⊥) είναι πλήρες.

Απόδειξη. Λόγω της προηγούμενης παρατήρησης μπορούμε να υποθέσουμε ότι
το σύνολο S είναι μονοσύνολο, δηλαδή έχουμε S = {S}. Λόγω του Λήμματος
του Salce αρκεί να δείξουμε ότι το cotorsion ζεύγος (⊥(S⊥),S⊥) έχει αρκετά
εμφυτευτικά. Θεωρούμε μια βραχεία ακριβή ακολουθία

0 −→ K
µ−→F −→ S −→ 0,

όπου το F είναι ελεύθερο R-πρότυπο και λ έναν άπειρο κανονικό πληθάριθμο ώστε
το K να παράγεται με λιγότερα από λ στοιχεία.
Για κάθε R-πρότυπο M κατασκευάζουμε με υπερπερασμένη αναδρομή μια συ-

νεχή αλυσίδα προτύπων (Pα|α < λ) ως εξής:

• M = P0

• Για να κατασκευάσουμε το Pα+1 θέτουμε ως σύνολο δεικτών το

Iα := HomR(K,Pα). Επιπλέον ορίζουμε ως

µα := µ(Iα) ∈ HomR(K
(Iα), P

(Iα)
α ) το ευθύ άθροισμα της µ με τον ευατό

της |Iα|-φορές. Θεωρούμε επιπλέον την κανονική απεικόνιση
ϕα ∈ HomR(K

(Iα), Pα), δηλαδή την απεικόνιση της οποίας ο περιορισμός
σε κάθε δείκτη n ∈ Iα ισούται με το δείκτη n. Με άλλα λόγια, για κάθε
δείκτη n ∈ Iα έχουμε τις κανονικές ενθέσεις νn ∈ Hom(K,K(Iα)) και
ν

′

n ∈ Hom(F, F (Iα)) οι οποίες είναι τέτοιες ώστε n = ϕανn και ν
′

nµ = µανn.
Τελικά ορίζουμε ως Pα+1 το push-out:

K(Iα) F (Iα)

Pα Pα+1

µα

ϕα

σα

ψα

Σημειώνουμε ότι η σα είναι ένα-προς-ένα καθώς η µα είναι ένα-προς-ένα.
Επιπλέον, καθώς τα push-out διατηρούν του συνπυρήνες, έχουμε ότι ο συν-
πυρήνας της σα ισούται με τον συνπυρήνα της µα ο οποίος είναι απλά κάποιο
ευθύ άθροισμα του προτύπου S.

• Αν ο β ≤ λ είναι οριακός διατακτικός τότε ορίζουμε Pβ =
⋃
α<β Pα και

θέτουμε P := Pλ.

Τελικά, η βραχεία ακριβής ακολουθία

0 −→M
ν−→P −→ N −→ 0,

όπου η απεικόνιση ν είναι η ένθεση τουM στο P , δείχνει ότι το cotorsion ζεύγος
(⊥(S⊥),S⊥) έχει αρκετά εμφυτευτικά. Πράγματι, θα δείξουμε ότι P ∈ S⊥ και ότι
N ∈ ⊥(S⊥).
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Για να δείξουμε ότι P ∈ S⊥, εξετάζουμε την ακριβή ακολουθία:

0 Hom(S, P ) Hom(F, P ) Hom(K,P ) Ext1(S, P ) 0
µ∗

και παρατηρούμε ότι είναι αρκετό να δείξουμε ότι η µ∗
είναι επί. Δηλαδή, αρκεί

να δείξουμε ότι κάθε ϕ ∈ Hom(K,P ) έχει προεικόνα στο Hom(F, P ). Επειδή
το K παράγεται με λιγότερα από λ στοιχεία και ο λ είναι κανονικός πληθάριθμος
έχουμε ότι υπάρχει α < λ και n ∈ Iα έτσι ώστε ϕ(k) = n(k) για κάθε k ∈ K.
Επομένως, μπορούμε να ταυτίσουμε την ϕ με την n. ΄Αρα έχουμε:

σαϕ = σαn = σαϕανn = ψαµανn = ψαν
′

nµ,

το οποίο σημαίνει ότι η ψαν
′

n είναι η προεικόνα που ψάχναμε.
Τέλος, για να δείξουμε ότι N ∈ ⊥(S⊥) αρκεί να παρατηρήσουμε ότι από την

κατασκευή του P έχουμε την ισότηταN =
⋃
α<λ Pα/M και ότι η συνεχής αλυσίδα

{Nα = Pα/M |α < λ} μπορεί να εκλεπτυνθεί σε {S}-φιλτράρισμα του N . Το
ζητούμενο έπεται από το Λήμμα του Eklof.

Πόρισμα 1.1.33. ([3] Πόρισμα 6.14) ΄Εστω σύνολο S το οποίο περιέχει τον δα-
κτύλιο R και το cotorsion ζεύγος (A,B) = (⊥(S⊥),S⊥). Η κλάση A αποτελείται
από τους ευθείς προσθετέους των S-φιλτραρισμένων προτύπων.

Απόδειξη. ΄Εστω A ∈ A. Θεωρούμε την βραχεία ακριβή ακολουθία:

0 −→ N −→ F −→ A −→ 0,

όπου το F είναι ελεύθερο πρότυπο. Από την απόδειξη του προηγούμενου θεω-
ρήματος μπορούμε να βρούμε μια βραχεία ακριβή ακολουθία

0 −→ N −→ B −→ G −→ 0,

όπου B ∈ B και όπου το G είναι S-φιλτραρισμένο. Θεωρούμε το push-out δι-
άγραμμα:

0 0

0 N F A 0

0 B C A 0

G G

0 0

id

id
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Η δεύτερη γραμμή του διαγράμματος δείχνει ότι το A είναι ευθύς προσθετέος
του C. Ενώ η δεύτερη στήλη (μέσω των λημμάτων 1.1.27 και 1.1.29) δείχνει ότι
το C επιδέχεται S-φιλτράρισμα.

Πρόταση 1.1.34. Το ζεύγος (⊥Abspure,Abspure) αποτελεί πλήρες cotorsion
ζεύγος.

Απόδειξη. Πράγματι, επειδή το άνωθεν cotorsion ζεύγος παράγεται από την κλάση
των R-πεπερασμένα παριστώμενων προτύπων έχουμε ότι παράγεται και από το
σύνολο X = {coker(f)|f : Rm −→ Rn, n,m ∈ N}.

Πρόταση 1.1.35. ([18] Θεώρημα 3.4) Το ζεύγος (⊥Sfpinj,Sfpinj) αποτελεί
complete cotorsion ζεύγος.

Απόδειξη. Πράγματι, για κάθε πεπερασμένα παριστώμενο πρότυπο F ∈ X =
{coker(f)|f : Rm −→ Rn, n,m ∈ N} σταθεροποιούμε μια προβολική του επίλυ-
σης PF . Επιπλέον, θεωρούμε το σύνολο kerPF

όλων των πυρήνων της προβολι-

κής επίλυση PF . Τελικά, το σύνολο S = (
⋃
F∈X kerPF

) ∪X παράγει το ζεύγος
(⊥Sfpinj,Sfpinj).
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1.2 Τριγωνισμένες κατηγορίες

Ορισμός 1.2.1. (Συμπλέγματα) Συνοψίζουμε σε ένα ορισμό τις βασικές
έννοιες που αφορούν συμπλέγματα και αλυσωτές απεικονίσεις:

• Σύμπλεγμα R-προτύπων καλείται μία ακολουθία R-προτύπων και R-μορφισμών:

(C, d) = · · · → Cn+1
dn+1−→ Cn

dn−→Cn−1 → · · · ,

με την ιδιότητα:
dndn+1 = 0, για κάθε n ∈ Z.

• ΄Εστω ένα σύμπλεγμα (C, d), η ακολουθία μορφισμών d = (dn) καλείται δια-
φορικό του συμπλέγματος (C, d). ΄Οταν θα αναφερόμαστε σε ένα σύμπλεγμα
(C, d) συνήθως θα παραλείπουμε το διαφορικό και θα γράφουμε απλά C.

• ΄Ενα σύμπλεγμα C καλείται ακυκλικό αν και μόνο αν kerdn = Imdn+1,
για κάθε n ∈ Z.

• ΄Εστω (C, d), (C ′, d′) δύο συμπλέγματα R-προτύπων, αλυσωτή απεικόνιση
μεταξύ των (C, d), (C ′, d′) ονομάζουμε μία ακολουθία ομομορφισμών f =
(f)n : Cn → C ′

n η οποία κάνει το ακόλουθο διάγραμμα μεταθετικό:

· · · Cn+1 Cn Cn−1 · · ·

· · · C ′
n+1 C ′

n C ′
n+1 · · ·

dn+1

fn+1

dn

fn fn−1

d′n+1 d′n

1. Μία αλυσωτή απεικόνιση, f = (f)n : Cn → C ′
n, καλείται ψευδοισο-

μορφισμός (quasi−isomorphism) εάν όλες οι επαγόμενες απεικονίσεις
της f μέσω του συναρτητή ομολογίας, f∗ : Hn(C) → Hn(C

′) είναι
ισομορφισμοί.

2. Οι αλυσωτές απεικονίσεις, f, g : C → C ′, είναι ομοτοπικές, συμβολικά
f ≃ g, ανν υπάρχει ακολουθία μορφισμών sn : Cn → C ′

n+1 ώστε:

fn − gn = d′n+1sn + sn−1dn.

3. Αν f = (f)n : Cn → C ′
n είναι μία αλυσωτή απεικόνιση τότε ορίζουμε

ως κώνο (mapping cone) της f το σύμπλεγμα (cone(f), Dn), όπου

cone(f)n = Cn−1 ⊕ C ′
n

και

Dn(cn−1, c
′
n) = (−dn−1cn−1, d

′
nc

′
n − fn−1cn−1).

• ΄Ενα σύμπλεγμα P καλείται συμπτύξιμο (contractible) ανν idP ≃ 0.
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• Για κάθε δύο συμπλέγματα X,Y ορίζουμε το Hom-σύμπλεγμα, HomR(X,Y ),
των X,Y ως το σύμπλεγμα αβελιανών ομάδων με:

Hom(X,Y )n =
∏
i∈Z

Hom(Xi, Yi+n),

στη θέση n και με διαφορικό το οποίο δίνεται από τον τύπο

df = dY ◦ f − (−1)nf ◦ dX ,

για κάθε f ∈ HomR(X,Y )n.

• Αν το X είναι ένα σύμπλεγμα δεξιών προτύπων και το Y ένα σύμπλεγμα
αριστερών προτύπων τότε ορίζουμε το τανυστικό γινόμενο X ⊗ Y των X
και Y ως εξής:

(X ⊗ Y )n =
⊕
i

Xi ⊗ Yn−i

και

dX⊗Y
n (xi ⊗ yn−i) = dX(xi)⊗ yn−i + (−1)ixi ⊗ dY (yn−i).

• Για κάθε σύμπλεγμα, X συμβολίζουμε με SX το σύμπλεγμα που λαμβάνου-
με εάν μετακινήσουμε όλα τα πρότυπα του X κατά μια θέση αριστερά και
ως διαφορικό επιλέξουμε το αντίθετο διαφορικό του X. Δηλαδή:

1. SXi = Xi−1

2. dSX = −dX .

Θα αναφερόμαστε στο σύμπλεγμα SX ως το shift του συμπλέγματος X.

Επιπλέον με S−1X ορίζουμε το σύμπλεγμα εκείνο που είναι τέτοιο ώστε
SS−1X = X, τελικά για i ∈ Z ορίζουμε Si+1X = SSiX.

• Συμβολίζουμε με Ch(R) την κατηγορία που έχει ως αντικείμενα τα συ-
μπλέγματα ενός δακτυλίου R και ως μορφισμούς τις αλυσωτές απεικονίσεις.

Ορισμός 1.2.2 (Ομοτοπική κατηγορία). Με τον όρο ομοτοπική κατηγορία του
δακτυλίου R εννοούμε την κατηγορία που έχει ως αντικείμενα τα R-συμπλέγματα
και ως μορφισμούς τις ομοτοπικές κλάσεις ισοδυναμίας των αλυσωτών απεικονίσε-

ων. Συμβολικά γράφουμε K(R).

Η επόμενη πρόταση δείχνει ότι υπάρχει μια θεμελιώδης σύνδεση μεταξύ των

HomR και HomK(R).

Πρόταση 1.2.3. Για κάθε δύο R-συμπλέγματα X,Y η ομολογία του Hom-
συμπλέγματος, HomR(X,Y ), στη θέση i ∈ Z ισούται με το εσωτερικό Hom της
K(R), HomK(R)(X,S

−iY ). Δηλαδή:

Hi(HomR(X,Y )) = HomK(R)(X,S
iY ).

Απόδειξη. Απλός υπολογισμός.
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Ορισμός 1.2.4 (Υποψήφια τρίγωνα). ΄Εστω C μία προσθετική κατηγορία και

Σ : C −→ C

ένας προσθετικός αυτομορφισμός της C. Καλούμε υποψήφιο τρίγωνο της C ένα
διάγραμμα της παρακάτω μορφής:

X
u−→Y

v−→Z
w−→ΣX,

όπου οι διαδοχικές συνθέσεις είναι όλες μηδέν.
Επιπλέον, ορίζουμε τους μορφισμούς υποψήφιων τριγώνων ως τα μεταθετικά

διαγράμματα της μορφής

X Y Z ΣX

X ′ Y ′ Z ′ ΣX ′

f g h Σf

Θα συμβολίζουμε τον παραπάνω μορφισμό με (f, g, h). Ο μορφισμός τριγώνων
(f, g, h) καλείται ισομορφισμός στην περίπτωση που οι μορφισμοί f, g, h είναι
ισομορφισμοί της C.

Ορισμός 1.2.5 (Προ-Τριγωνισμένη κατηγορία). Μία προσθετική κατηγορία T
μαζί με έναν προσθετικό αυτομορφισμό Σ : T −→ T και μια κλάση υποψήφιων
τριγώνων τα οποία καλούνται διακεκριμένα τρίγωνα (ή απλώς τρίγωνα) καλείται
προ-τριγωνισμένη κατηγορία εάν πληρούνται τα ακόλουθα αξιώματα:

TR0: Η κλάση των τριγώνων είναι κλειστή ως προς ισομορφισμό. Επιπλέον, για
κάθε X ∈ T απαιτούμε το ακόλουθο υποψήφιο τρίγωνο

X
id−→X −→ 0 −→ ΣX

να είναι διακεκριμένο.

TR1: Κάθε μορφισμός f : X −→ Y της T μπορεί να επεκταθεί σε τρίγωνο:

X
f−→Y −→ Z −→ ΣX,

Σημείωση: Το αντικείμενο Z καλείται κώνος μορφισμού f .

TR2: Η περιστροφή τριγώνου είναι τρίγωνο, δηλαδή αν το

X
u−→Y

v−→Z
w−→ΣX,

είναι τρίγωνο τότε και το

Y
−v−→Z

−w−→ΣX
−Σu−→ΣY,

είναι τρίγωνο.
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TR3: Κάθε μεταθετικό διάγραμμα της μορφής:

X Y Z ΣX

X ′ Y ′ Z ′ ΣX ′

f g Σf

όπου οι γραμμές είναι τρίγωνα μπορεί να επεκταθεί σε μορφισμό τριγώνων

(όχι αναγκαστικά με μοναδικό τρόπο).

Ορισμός 1.2.6. (Τριγωνισμένη κατηγορία) Μια προ-τριγωνισμένη κατηγόρια
T καλείται τριγωνισμένη εάν πληροί το ακόλουθο αξίωμα:

TR4’ Δοσμένου μεταθετικού διαγράμματος:

X Y Z ΣX

X ′ Y ′ Z ′ ΣX ′

w

f

v′ w′

Σf

u′

u v

g

όπου οι γραμμές είναι τρίγωνα μπορούμε να επιλέξουμε μέσω του TR3
μια h : Z −→ Z ′

ώστε το ακόλουθο υποψήφιο τρίγωνο:

Y ⊕X

(−v 0
g u′

)
−−−−−→Z ⊕ Y ′

(−w 0
h v′

)
−−−−−→ΣX ⊕ Z ′

(−Σu 0
Σf w′

)
−−−−−→ ΣY ⊕ ΣX ′

να είναι διακεκριμένο.

Παρατήρηση 1.2.7. Αν τα

X −→ Y −→ Z −→ ΣX,

X ′ −→ Y ′ −→ Z ′ −→ ΣX ′

είναι τρίγωνα μιας τριγωνισμένης κατηγορίας D τότε (υπενθυμίζουμε ότι) μορ-
φισμό μεταξύ των παραπάνω τριγώνων καλούμε μια τριάδα μορφισμών (f, g, h) η
οποία είναι τέτοια ώστε το παράκατω διάγραμμα να είναι μεταθετικό:

X Y Z ΣX

X ′ Y ′ Z ′ ΣX ′

w

f

v′ w′

Σf

u′

u v

g h

Επειδή σε ένα τρίγωνο οι διαδοχικές συνθέσεις είναι μηδέν μπορούμε να σκε-

φτόμαστε τα τρίγωνα ως συμπλέγματα της κατηγορίας D και τους μορφισμούς
μεταξύ τους ως αλυσωτές απεικονίσεις. Επομένως, μπορούμε να θεωρήσουμε τον
κώνο (mapping cone) ενός μορφισμού μεταξύ τρίγωνων. Στην περίπτωση που ο
κώνος ενός μορφισμού τριγώνων (f, g, h) είναι τρίγωνο καλούμε τον (f, g, h) καλό
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μορφισμό. Με αυτή την καινούργια ορολογία μπορούμε να αναδιατυπώσουμε το
TR4’ ως εξής: Κάθε μεταθετικό διάγραμμα της μορφής:

X Y Z ΣX

X ′ Y ′ Z ′ ΣX ′

w

f

v′ w′

Σf

u′

u v

g

όπου οι γραμμές είναι τρίγωνα μπορεί να επεκταθεί σε καλό μορφισμό τριγώνων.

Ορισμός 1.2.8. ΄Ενας συναλλοίωτος συναρτητής H : T −→ A από μια τριγωνι-
σμένη κατηγορία T σε μια αβελιανή κατηγορία A καλείται ομολογικός εάν στέλνει
τα τρίγωνα της T σε ακριβείς ακολουθίες της A. Δηλαδή, για κάθε τρίγωνο

X
u−→Y

v−→Z
w−→ΣX

της T , η επαγόμενη ακολουθία

H(X)
H(u)

−−−→H(Y )
H(v)

−−−→H(Z)

της A είναι ακριβής. Δυϊκά, καλούμε έναν ανταλλοίωτο συναρτητή U : T −→ A
συνομολογικό εάν απεικονίζει τα τρίγωνα της T σε ακριβείς ακολουθίες της A.

Ορισμός 1.2.9. Θα συμβολίζουμε με T op τη δυϊκή κατηγορία της κατηγορίας
T . Δηλαδή την κατηγορία που έχει τα ίδια αντικείμενα με την T αλλά μορφι-
σμούς προς την αντίθετη κατεύθυνση.

Παρατήρηση 1.2.10. Αν η (T ,Σ) είναι μια τριγωνισμένη κατηγορία τότε και
η (T op,Σ−1) είναι τριγωνισμένη.(Δείτε [15, Remark 10.1.10(ii)])

Πρόταση 1.2.11. ([19, Λήμμα 1.1.10]) ΄Εστω U ένα αντικείμενο της τριγω-
νισμένης κατηγορίας T . Τότε

1. o συναρτητής HomT (−, U) είναι συνομολογικός,

2. o συναρτητής HomT (U,−) είναι ομολογικός.

Απόδειξη. 1. Καθώς η δυϊκή κατηγορία μιας τριγωνισμένης κατηγορίας είναι
τριγωνισμένη μπορούμε να θεωρήσουμε τον ανταλλοίωτο συναρτητή

HomT (−, U) : T −→ Z-Mod ως συναλλοίωτο συναρτητή από την κατηγο-
ρία T op στην Z-Mod και να εφαρμόσουμε το 2. της πρότασης([19, Παρατη-
ρήσεις 1.1.5 και 1.1.11 ]).

2. Αν το
X

u−→Y
v−→Z

w−→ΣX

είναι τρίγωνο της T , πρέπει να δείξουμε ότι η ακολουθία:

HomT (U,X)
u∗−→HomT (U, Y )

v∗−→HomT (U,Z)
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είναι ακριβής. Είναι προφανές ότι η σύνθεση v∗u∗ είναι μηδέν, επομένως
αρκεί να δείξουμε ότι kerv∗ ⊂ Imu∗. Δηλαδή, αρκεί να δείξουμε ότι κάθε
f ∈ HomT (U, Y ) η οποία απεικονίζεται μέσω της v∗ στο 0 έχει προεικόνα
μέσω της u∗. Θεωρούμε το μεταθετικό διάγραμμα

U 0 ΣU ΣU

Y Z ΣX ΣY

−id

f

−v −w −Σu

Σf

το οποίο μπορεί να συμπληρωθεί σε μορφισμό τριγώνων από το TR3. Πράγ-
ματι, η πρώτη γραμμή είναι τρίγωνο από τα TR0 και TR2 ενώ η δεύτερη γραμμή
αποτελεί τρίγωνο από το TR2. ΄Ετσι λαμβάνουμε το ακόλουθο μεταθετικό δι-
άγραμμα

U 0 ΣU ΣU

Y Z ΣX ΣY

−id

f

−v −w −Σu

ΣfΣh

το οποίο μας εξασφαλίζει την ύπαρξη μιας h ώστε uh = f .

Ορισμός 1.2.12. (Ομοτοπικά καρτεσιανά τετράγωνα) ΄Εστω T μια τριγωνι-
σμένη κατηγορία. ΄Ενα μεταθετικό τετράγωνο:

Y Z

Y ′ Z ′

f

g

f ′

g′

καλείται ομοτοπικά καρτεσιανό εάν υπάρχει κάποιο διακεκριμένο τρίγωνο της πα-

ρακάτω μορφής:

Y

( g
f

)
−→ Y ′ ⊕ Z

(
−f ′, g

)
−−−−−→Z ′ θ−→ΣY,

για κάποιο μορφισμό θ.

Ορισμός 1.2.13. (Ομοτοπικά pull-back) Αν το τετράγωνο

Y Z

Y ′ Z ′

f

g

f ′

g′

είναι ένα ομοτοπικά καρτεσιανό τετράγωνο τότε καλούμε το Y το ομοτοπικό pull-
back διαγράμματος:

Z

Y ′ Z ′
f ′

g′
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Παρατήρηση 1.2.14. 1. Τα ομοτοπικά push out ορίζονται δυϊκά.

2. Αποδεικνύεται ότι αν το Y είναι το ομοτοπικό pull-back του διαγράμματος

Z

Y ′ Z ′
f ′

g′

τότε για κάθε αντικείμενο P και μορφισμούς P −→ Z, P −→ Y ′
οι οποίοι

κάνουν το παρακάτω τετράγωνο μεταθετικό

P Z

Y ′ Z ′

f

g

f ′

g′

υπάρχει (όχι μοναδικός) μορφισμός h : P −→ Y οποίος κάνει το ακόλουθο
διάγραμμα μεταθετικό:

P

Y Z

Y ′ Z ′

h

Αξίωμα TR4: ΄Εστω f : X −→ Y g : Y −→ Y ′
μορφισμοί της τριγωνι-

σμένης κατηγορίας T τότε μπορεί να κατασκευαστεί το ακόλουθο διάγραμμα:

X Y Z ΣX

X Y ′ Z ′ ΣX

0 Y ′′ Y ′′ 0

ΣX ΣY ΣZ ΣΣX

f

id g Σid

gf

όπου όλες οι γραμμές και οι στήλες είναι τρίγωνα και το τετράγωνο:

Y Z

Y ′ Z ′

είναι ομοτοπικά καρτεσιανό.
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Παρατήρηση 1.2.15. ([19, Πρόταση 1.4.6.],[20, Θεώρημα 1.8]) Τα αξιώματα
TR4 και TR4’ είναι ισοδύναμα.

Πρόταση 1.2.16. Η ομοτοπική κατηγορία ενός δακτυλίου αποτελεί τριγωνι-
σμένη κατηγορία. Το ρόλο των τριγώνων παίζουν τα λεγόμενα mapping cone
τρίγωνα ενώ ως προσθετικό αυτομορφισμό θεωρούμε το shift. Δηλαδή επιλέγουμε
ως τρίγωνα τις ακολουθίες που έχουν/(είναι ισόμορφες) τη παρακάτω μορφή/(με
ακολουθίες της παρακάτω μορφής):

X
f−→Y −→ cone(f) −→ SX.

Ορισμός 1.2.17 (Τριγωνισμένες υποκατηγορίες). ΄Εστω T μια τριγωνισμένη
κατηγορία. Μια προσθετική υποκατηγορία, S της T καλείται τριγωνισμένη υπο-
κατηγορία εάν ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Η S είναι πλήρης.

2. H S είναι κλειστή ως προς ισομορφισμούς.

3. H S είναι κλειστή ως προς τον προσθετικό αυτομορφισμό Σ.

4. Η S έχει την 2 από τα 3 ιδιότητα ως προς τα διακεκριμένα τρίγωνα. Δηλα-
δή, αν δύο από τα αντικείμενα X,Y, Z ενός τριγώνου:

X −→ Y −→ Z −→ ΣX

ανήκουν στην S, τότε και το τρίτο αντικείμενο ανήκει στην S.

Επιπλέον καλούμε την S πυκνή (thick) εάν είναι κλειστή ως προς ευθείς προσθε-
τέους.

Παράδειγμα 1.2.18 ([21],[1]). Οι παρακάτω κλάσεις αποτελούν πυκνές τριγω-
νισμένες υποκατηγορίες της ομοτοπικής κατηγορίας, K(R), ενός δακτυλίου R.

• ΄Ενα σύμπλεγμα, X, καλείται K-προβολικό εάν το σύμπλεγμα HomR(X,Y )
είναι ακυκλικό για κάθε ακυκλικό σύμπλεγμα Y . Θα συμβολίζουμε τη
κλάση όλων των K-προβολικών συμπλεγμάτων με K-Proj.

• Η κλειστότητα ως προς ομοτοπικές ισοδυναμίες της συλλογής όλων των
συμπλεγμάτων τα οποία αποτελούνται από προβολικά πρότυπα συμβολίζεται

με K(Proj).

• ΄Ενα σύμπλεγμα, X, καλείται pure ακυκλικό εάν το σύμπλεγμα Y ⊗ X
είναι ακυκλικό για κάθε σύμπλεγμα δεξιών προτύπων Y . Την κλάση των
pure ακυκλικών συμπλεγμάτων θα την συμβολίζουμε με Kpac.

• ΄Ενα σύμπλεγμα, X, καλείται K-επίπεδο εάν το σύμπλεγμα Y ⊗ X είναι
ακυκλικό για κάθε ακυκλικό σύμπλεγμα δεξιών προτύπων Y .
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Ορισμός 1.2.19 (Τριγωνισμένοι συναρτητές). ΄Εστω D1 και D2 δυο τριγω-

νισμένες κατηγορίες. ΄Ενας προσθετικός συναρτητής, F , μαζί με έναν φυσικό
ισομορφισμό, ΦX : F (ΣX) −→ Σ(F (X)) καλείται τριγωνισμένος συναρτητής εάν
κάθε τρίγωνο

X −→ Y −→ Z
w−→ΣX,

της D1 επάγει τρίγωνο

FX −→ FY −→ FZ
ΦX◦Fw−→ Σ(FX),

της D2.

Παρατήρηση 1.2.20. Συνήθως, όταν δηλώνουμε έναν τριγωνισμένο συναρτη-
τή παραλείπουμε τον φυσικό ισμορφισμό ΦX .

Παράδειγμα 1.2.21. Κάθε τριγωνισμένη υποκατηγορία S μιας τριγωνισμένης
κατηγορίας T επάγει τον τριγωνισμένο συναρτητή της ένθεσης S ↪→ T .

Η επόμενη πρόταση μπορεί να θεωρηθεί ως μερικώς αντίστροφη του παραπάνω

παραδείγματος.

Πρόταση 1.2.22. Ο πυρήνας κάθε τριγωνισμένου συναρτητή F : D1 −→ D2

αποτελεί πυκνή τριγωνισμένη υποκατηγορία της D1.

Στο σημείο αυτό εισάγουμε την έννοια του Verdier πηλίκου με σκοπό να ο-
ρίσουμε την έννοια των Bousfield localization ζευγών. ΄Ολες οι αποδείξεις μπο-
ρούν να βρεθούν στο [19, Κεφάλαια 1,2].

Θεώρημα 1.2.23. (Verdier) ΄Εστω D μια τριγωνισμένη κατηγορία και C ⊂ D
μια τριγωνισμένη υποκατηγορία της. Τότε υπάρχει μια τριγωνισμένη κατηγορία
D/C και ένας καθολικός τριγωνισμένος συναρτητής Funiv : D −→ D/C με C ⊂
ker(Funiv). Το οποίο σημαίνει ότι, κάθε άλλος τριγωνισμένος συναρτητής F :
D −→ T με C ⊂ ker(F ) παραγοντοποιείται μέσω του Funiv.

Παρατήρηση 1.2.24. 1. Η κατηγορία D/C καλείται το Verdier πηλίκο της
υποκατηγορίας C.

2. Αν συμβολίσουμε με C την πυκνή κλειστότητα της C (δηλαδή την ελάχιστη
πυκνή τριγωνισμένη υποκατηγορία που περιέχει τη C1) τότε D/C = D/C.
Δηλαδή, δύο διαφορετικές τριγωνισμένες υποκατηγορίες της D μπορεί να
έχουν ίδια Verdier πηλίκα.

3. Τα αντικείμενα της D/C είναι ακριβώς τα αντικείμενα της D.

4. Ο καθολικός τριγωνισμένος συναρτητής Funiv είναι ταυτοτικός στα αντικε-
ίμενα.

1
Είναι η πλήρης υποκατηγορία που περιέχει όλους του ευθύς προσθετέους των αντικειμένων

της C
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5. Μορφισμό2 X −→ Y της D/C μεταξύ δυο αντικειμένων X,Y ∈ Obj(D) =
Obj(D/C) καλούμε κάθε διάγραμμα της παράκατω μορφής:

Z

X Y

f g

όπου το Z είναι κάποιο αντικείμενο της D και η f είναι τέτοια ώστε αν
συμπληρωθεί σε τρίγωνο:

Z
f−→X −→W −→ ΣZ

το αντικείμενο W ανήκει στη C.

6. Δύο μορφισμοί:

Z Z ′

X Y X Y

f g f ′ g′

της D/C καλούνται ισοδύναμοι αν και μόνο αν υπάρχει μορφισμός:

X ←− Z ′′ −→ Y

της D/C και μορφισμοί u : Z ′′ −→ Z, v : Z ′′ −→ Z3
της D ώστε το

παρακάτω διάγραμμα:

Z

X Z ′′ Y

Z ′

f g

g′f ′

u

v

να είναι μεταθετικό.

7. Συμβολίζουμε με HomD/C(X,Y ) μια συλλογή (ισοδύναμων) αντιπροσώπων
των μορφισμών της D/C από το X στο Y . Η συλλογή των μορφισμών
HomD/C(X,Y ) μπορεί να μην είναι σύνολο και να αποτελεί γνήσια κλάση.
Δηλαδή εάν η D έχει μικρά HomD σύνολα δεν μπορούμε να εξασφαλίσουμε

ότι η D/C κληρονομεί την ίδια ιδιότητα.

2
Οι μορφισμοί είναι κλάσεις ισοδυναμίας διαγραμμάτων με την έννοια που ορίζεται παρακάτω.

3
Οι u και v θα έχουν αναγκαστικά κώνο στην C ([19, Λήμμα 2.1.12])
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8. Η σύνθεση των μορφισμών :

W2 Z

W1 Y Y

X

δίνεται από το διάγραμμα:

W W2 Z

W1 Y

X

όπου το τετράγωνο:

W W2

W1 Y

είναι ομοτοπικά καρτεσιανό.

9. Η δράση του καθολικού συναρτητή Funiv στον μορφισμό f : X −→ Y είναι
το παρακάτω διάγραμμα:

X Y

X

id

f

10. Τρίγωνο της D/C καλούμε κάθε υποψήφιο τρίγωνο το οποίο είναι ισόμορφο
με την εικόνα ενός τριγώνου της D μέσω του Funiv.

11. Το ευθύ άθροισμα δύο αντικειμένων Funiv(X) και Funiv(Y ) της D/C είναι
το Funiv(X ⊕ Y ).

12. Η πρόσθεση μορφισμών ορίζεται όπως υποδεικνύει ο Funiv.

Ορισμός 1.2.25. ΄Εστω C τριγωνισμένη υποκατηγορία της τριγωνισμένης κα-
τηγορίας D. Συμβολίζουμε με MorC όλους τους μορφισμούς της D οι οποίοι
έχουν κώνο κάποιο αντικείμενο της C.
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Πρόταση 1.2.26. ΄Εστω C τριγωνισμένη υποκατηγορία της τριγωνισμένης
κατηγορίας D. Τότε κάθε μορφισμός της MorC απεικονίζεται σε ισομορφισμό
στο Verdier πηλίκο D/C.

Παρατήρηση 1.2.27. Λόγω της προηγούμενης πρότασης μπορούμε να σκε-
φτόμαστε τη διαδικασία κατασκευής του Verdier πηλίκου ως μια τυπική διαδικα-
σία η οποία αντιστρέφει κάποιους συγκεκριμένους μορφισμούς.

Ορισμός 1.2.28. 1. Η derived κατηγορία D(R) ενός δακτυλίου R ορίζεται
να είναι το Verdier πηλίκο της ομοτοπικής κατηγορίας K(R) με την κλάση
των ακυκλικών συμπλεγμάτων.

2. Η pure derived κατηγορία Dpure(R) ενός δακτυλίου R ορίζεται να είναι το
Verdier πηλίκο της ομοτοπικής κατηγορίας K(R) με την κλάση των pure
ακυκλικών συμπλεγμάτων.
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1.3 Bousfield localizing ζεύγη

Ορισμός 1.3.1. ([19, Ορισμός 9.1.1.]) ΄Εστω T μια τριγωνισμένη κατηγορία
με μικρά Hom-σύνολα και S μια πυκνή (thick) υποκατηγορία της. Θα λέμε ότι
υπάρχει ένας Bousfield localisation συναρτητής για το ζεύγος S ⊂ T οποτεδήποτε
υπάρχει δεξιά προσαρτημένος συναρτητής του:

Funiv : T −→ T /S.

Θα συμβολίζουμε τον Bousfield localisation συναρτητή με G : T /S −→ T .

Συμβολισμοί: i) Καθώς δεν υπάρχει κάποιο πρόβλημα σύγχυσης θα συμ-
βολίζουμε τον συναρτητή Funiv απλά με F . Επιπλέον, κάποιες φορές θα αναφε-
ρόμαστε στον συναρτητή F ως συναρτητή πηλίκο.

ii)Για μια τριγωνισμένη κατηγορία T θα συμβολίζουμε την κλάση των μορφι-
σμών μεταξύ δύο αντικειμένων X και Y με T (X,Y ) αντί με HomT (X,Y ).

iii) Επειδή οι τριγωνισμένες κατηγορίες T και T /S έχουν τα ίδια αντικείμενα
είναι συνηθισμένο να γράφουμε x αντί για Fx..

Λήμμα 1.3.2. ([19, Λήμμα 9.1.2]) ΄Εστω ότι υπάρχει ένας Bousfield localisa-
tion συναρτητής για το ζεύγος S ⊂ T τότε για κάθε

s ∈ S και t ∈ T /S

έχουμε ότι κάθε μορφισμός s −→ Gt είναι μηδενικός.

Απόδειξη. Πράγματι, λόγω της προσάρτησης ισχύει ότι T (s,Gt) ≃ T /S(Fs, t),
καθώς Fs = 0 έχουμε ότι T /S(Fs, t) = 0.

Ορισμός 1.3.3. ΄Εστω S μια κλάση αντικειμένων της τριγωνισμένης κατηγο-
ρίας T . ΄Ενα αντικείμενο t ∈ T καλείται δεξιά ορθογώνιο της S εάν για κάθε
s ∈ S κάθε μορφισμός της μορφής s −→ t είναι μηδενικός. Θα συμβολίζουμε
τη κλάση όλων των δεξιά ορθογώνιων της S με S⊥. Δυϊκά ορίζουμε την κλάση
των αριστερά ορθογώνιων της S την οποία συμβολίζουμε με ⊥S.

Πρόταση 1.3.4. Αν με S συμβολίσουμε μια πυκνή τριγωνισμένη υποκατηγορία
της τριγωνισμένης κατηγορίας T η οποία είναι τέτοια ώστε να υπάρχει Bousfield
localisation συναρτητής για το ζεύγος S ⊂ T τότε ισχύει ότι κάθε Gt είναι δεξιά
ορθογώνιο της S.

Απόδειξη. Λήμμα 1.3.2

Το επόμενο Λήμμα αποτελεί μια ασθενέστερη μορφή του Λήμματος [19, 2.1.26].

Λήμμα 1.3.5. ([19, Λήμμα 2.1.26]) Αν ο μορφισμός f : x −→ t της T απεικο-
νίζεται μέσω του F στον μηδενικό μορφισμό της T /S τότε ο f παραγοντοποιείται
μέσω ενός αντικειμένου s της S. Δηλαδή, υπάρχουν μορφισμοί β και γ ώστε το
ακόλουθο διάγραμμα
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x s t
β γ

f

να είναι μεταθετικό.

Απόδειξη. Η υπόθεση F (f) = 0 σημαίνει ακριβώς ότι υπάρχει μορφισμός

x
α←−w −→ t

της T /S (δηλαδή α ∈ MorS) και μορφισμοί α1, α2 : w −→ x ώστε το ακόλουθο
διάγραμμα

x

x w t

x

id f

id

0

α

α1

α2

να είναι μεταθετικό. Από τη μεταθετικότητα του διαγράμματος έχουμε ότι α1 = α
και ότι fα = 0. Η τελευταία ισότητα μας δίνει το ζητούμενο. Πράγματι, αφού
α ∈MorS μπορούμε να θεωρήσουμε το ακόλουθο διακεκριμένο τρίγωνο

w
α−→x

β−→ s −→ Σw

της T , όπου το s ανήκει στην κλάση S. Επειδή ο συναρτητής T (−, t) είναι
συνομολογικός έχουμε την επαγόμενη ακριβή ακολουθία

T (w, t) T (x, t) T (s, t) T (Σw, t).β∗
α∗

αβελιανών ομάδων. Η f βρίσκεται στην εικόνα της β (και άρα υπάρχει γ ώστε
γβ = f) αφού ήδη έχουμε εξασφαλίσει ότι η f βρίσκεται στον πυρήνα της α∗.

Λήμμα 1.3.6. ([19, Λήμμα 9.1.5]) ΄Εστω T μια τριγωνισμένη κατηγορία και
S μια τριγωνισμένη υποκατηγορία της. Τότε για κάθε t ∈ S⊥ και κάθε x ∈ T η
φυσική απεικόνιση:

Φ : T (x, t) −→ T /S(Fx, F t)

είναι ισομορφισμός.

Απόδειξη. Επί: ΄Εστω

x′ t

x

a

ένα στοιχείο του T /S(Fx, F t). Τότε έχουμε ότι ο μορφισμός a ανήκει
στη συλλογή μορφισμών MorS (Ορισμός 1.2.25). Δηλαδή, από το TR2
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και το ορισμό των τριγωνισμένων υποκατηγοριών υπάρχει ένα διακεκριμένο

τρίγωνο της T της παρακάτω μορφής

s −→ x′
α−→x −→ Σs,

όπου το s είναι αντικείμενο της S. Από την Πρόταση 1.2.11 ο συναρτητής
T (−, t) είναι συνομολογικός και επομένως επάγεται η ακριβής ακολουθία
αβελιανών ομάδων:

T (s, t) T (x′, t) T (x, t) T (Σs, t).

Επειδή το t είναι δεξιά ορθογώνιο στην S έχουμε ότι T (s, t) = T (Σs, t) = 0,
το οποίο σημαίνει ότι η απεικόνιση:

T (a, t) : T (x, t) −→ T (x′, t),

είναι ισομορφισμός αβελιανών ομάδων. Δηλαδή, υπάρχει μορφισμός b :
x −→ t της T ώστε το ακόλουθο τετράγωνο

x′ t

x t

a

b

id

να είναι μεταθετικό. Τελικά, έχουμε ότι ο μορφισμός b : x −→ t αποτελεί
προεικόνα του αρχικού μορφισμού

x′ t

x

a

αφού ο b απεικονίζεται μέσω της Φ στον μορφισμό

x t

x

b

id

ο οποίος είναι ισοδύναμος του αρχικού μορφισμού μέσω του διαγράμματος

x′

x x′ t

x

a

id

b

a

id

a
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1-1: ΄Εστω ότι ο μορφισμός x −→ t ανήκει στον πυρήνα της Φ. Από το Λήμμα
1.3.5 έχουμε ότι ο x −→ t παραγοντοποιείται μέσω της κλάσης S, δηλαδή
ότι υπάρχει s ∈ S έτσι ώστε ο μορφισμός x −→ t να γράφεται ως κάποια
σύνθεση της μορφής

x −→ s −→ t.

Επειδή το t είναι δεξιά ορθογώνιο στην S έχουμε ότι ο s −→ t είναι ο
μηδενικός μορφισμός και επομένως ο x −→ t είναι επίσης μηδενικός.

Ορισμός 1.3.7. ΄Εστω ότι υπάρχει bousfield localisation συναρτητής για το
ζεύγος S ⊂ T . Για κάθε t ∈ T ορίζουμε το unit της προσάρτησης ως την
απεικόνιση

ϵt : t −→ GFt

η οποία αντιστοιχεί μέσω του προηγούμενου λήμματος (αφού το GFt ανήκει
στην δεξιά ορθογώνια κλάση της S) στην ταυτοτική απεικόνιση του T /S(Ft, F t)
μέσω του φυσικού ισομορφισμού T (t, GFt) = T /S(Ft, F t).

Λήμμα 1.3.8. ([19, Λήμμα 9.1.7]) Για κάθε t ∈ T η ϵt : t −→ GFt είναι
ισομορφισμός στη T /S.

Πόρισμα 1.3.9. ([19, Πρόταση 9.1.8]) ΄Εστω S πυκνή τριγωνισμένη υποκατη-
γορία της T . Αν υπάρχει Bousfield localisation συναρτητής για το ζεύγος S ⊂ T
τότε για κάθε t ∈ T υπάρχει τρίγωνο (προσέγγισης) της μορφής

tS −→ t
ϵt−→Gt −→ ΣtS ,

όπου tS ∈ S και Gt ∈ S⊥4.

Απόδειξη. ΄Αμεσο από το προηγούμενο Λήμμα.

Πόρισμα 1.3.10. ΄Εστω S πυκνή τριγωνισμένη υποκατηγορία της T , ώστε να
υπάρχει Bousfield localisation συναρτητής για το ζεύγος S ⊂ T . ΄Εστω t ένα δε-
ξιά ορθογώνιο αντικείμενο της S, τότε ο μορφισμός t −→ Gt είναι ισομορφισμός
της T .

Θεώρημα 1.3.11. ([19, Θεώρημα 9.1.13] ΄Εστω T μια τριγωνισμένη κατηγο-
ρία και S μια πυκνή υποκατηγορία της. Τότε υπάρχει ένας Bousfield localisation
συναρτητής για το ζεύγος S ⊂ T αν και μόνο αν για κάθε t ∈ T υπάρχει τρίγωνο
(προσέγγισης) της μορφής

tS −→ t −→ tS⊥ −→ ΣtS ,

όπου tS ∈ S και tS⊥ ∈ S⊥.
4
Καθώς ο συναρτητής F είναι ταυτοτικός στα αντικείμενα, έχουμε γράψει Gt αντί για GFt
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Απόδειξη. Η μία κατεύθυνση είναι το Πόρισμα 1.3.9. Επομένως μας μένει να
δείξουμε ότι η ύπαρξη των τριγώνων προσέγγισης εξασφαλίζει την ύπαρξη Bou-
sfield localisation συναρτητή G. Αρκεί να ορίσουμε Gt = tS⊥ . Πράγματι, αφού
γνωρίζουμε ότι tS ∈ S, έχουμε ότι ο μορφισμός t −→ tS⊥ του τριγώνου της

εκφώνησης γίνεται ισομορφισμός στην T /S. Επομένως έχουμε την ισομορφία

T /S(x, t) = T /S(x, tS⊥).

Επειδή tS⊥ ∈ S⊥ έχουμε την ισομορφία (Λήμμα 1.3.6):

T /S(x, tS⊥) = T (x, tS⊥).

Από τις δύο προηγούμενες ισομορφίες έχουμε το ζητούμενο. Δηλαδή ότι:

T /S(x, t) = T (x, tS⊥).

Πόρισμα 1.3.12. [19, Πόρισμα 9.1.14] ΄Εστω S πυκνή τριγωνισμένη υποκα-
τηγορία της T τέτοια ώστε να υπάρχει Bousfield localisation συναρτητής για το
ζεύγος S ⊂ T . Τότε, υπάρχει Bousfield localisation συναρτητής για το ζεύγος
(S⊥)op ⊂ T op και ισχύει ότι ⊥(S⊥) = S.

Απόδειξη. Από το Θεώρημα 1.3.11 για κάθε t ∈ T υπάρχει τρίγωνο προσέγγισης
της μορφής

tS −→ t −→ tS⊥ −→ ΣtS ,

όπου tS ∈ S και tS⊥ ∈ S⊥. Επειδή S ⊂ ⊥(S⊥) έχουμε ότι tS ∈ ⊥(S⊥). Από το
δυϊκό του Θεωρήματος 1.3.11 έχουμε ότι υπάρχει Bousfield localisation συναρτη-
τής για το ζεύγος (S⊥)op ⊂ T op. Δηλαδή υπάρχει αριστερός(!) προσαρτημένος
συναρτητής για τον συναρτητή πηλίκο

U : T −→ T /S⊥.

Καλούμε

L : T /S⊥ −→ T

τον αριστερό προσαρτημένο συναρτητή του U .
Για κάθε t ∈ T έχουμε το τρίγωνο της T

LUt −→ t −→ t′S⊥ −→ ΣtS ,

το οποίο μπορεί να ταυτιστεί με το αρχικό

tS −→ t −→ tS⊥ −→ ΣtS .

Από το δυϊκό του Πορίσματος 1.3.10 έχουμε ότι ο μορφισμός LUt −→ t είναι
ισομορφισμός της T . Δηλαδή, κάθε t ∈ ⊥(S⊥) είναι ισόμορφο με το LUt ∈ S το
οποίο σημαίνει ότι t ∈ S. Τελικά, έχουμε ότι ⊥(S⊥) = S.
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Θεώρημα 1.3.13. [19, Θεώρημα 9.1.16] ΄Εστω S πυκνή υποκατηγορία της T
και ότι υπάρχει Bousfield localisation συναρτητής για το ζεύγος S ⊂ T . Τότε η
σύνθεση

S⊥ ↪→ T −→ T /S
αποτελεί ισοδυναμία κατηγοριών.

Απόδειξη. Από το Λήμμα 1.3.6 έχουμε για κάθε y ∈ S⊥ την ισομορφία

T (x, y) = T /S(x, y),

η οποία ισχύει για κάθε x ∈ T άρα και για κάθε x ∈ S⊥ ⊂ T . Επομένως για
x, y ∈ S⊥ μπορούμε να γράψουμε

S⊥(x, y) = T /S(x, y).

Δηλαδή, η σύνθεση της εκφώνησης είναι αυτό που στην αγγλική ορολογία καλείται
fully faithful συναρτητής, το οποίο εξ ορισμού σημαίνει ότι ο εν λόγω συναρτη-
τής επάγει ισομορφισμό μεταξύ των ”Hom-κλάσεων” των δύο κατηγοριών που
συνδέει. Για να ολοκληρώσουμε την απόδειξη πρέπει να δείξουμε ότι για κάθε
y ∈ T /S υπάρχει x ∈ S⊥ έτσι ώστε τα y και Fx να είναι ισόμορφα. ΄Ομως, για
κάθε t ισχύει ότι Gt ∈ S⊥ (Πρόταση 1.3.4) και γνωρίζουμε για κάθε t ∈ S⊥ ότι
ο μορφισμός

t
a−→Gt

είναι ισομορφισμός της S⊥ (Πόρισμα 1.3.10). Τελικά, το ζητούμενο έπεται μέσω
του μορφισμού F (a).

Παρατήρηση 1.3.14. Λόγω του Θεωρήματος 1.3.13 αν η S αποτελεί πυκνή
τριγωνισμένη υποκατηγορία της T , η T έχει μικρά Hom σύνολα και υπάρχει
Bousfield localisation συναρτητής για το ζεύγος S ⊂ T , τότε το Verdier πηλίκο
T /S θα έχει μικρά Hom σύνολα.

Ορισμός 1.3.15. ΄Εστω T τριγωνισμένη κατηγορία και G = (D, C) ένα δια-
τεταγμένο ζεύγος τριγωνισμένων υποκατηγοριών της T . Καλούμε το ζεύγος G
bousfield localizing ζεύγος εάν πληρούνται τα ακόλουθα:

• D⊥ = C

• D = ⊥C

• Για κάθε t ∈ T υπάρχει τρίγωνο της μορφής

d −→ t −→ c −→ Σd,

όπου d ∈ D και c ∈ C.

Πρόταση 1.3.16. ΄Εστω D πυκνή τριγωνισμένη υποκατηγορία της T . To
ζεύγος (D,D⊥) αποτελεί Βousfield localizing ζεύγος αν και μόνο αν για κάθε
t ∈ T υπάρχει τρίγωνο της μορφής

d −→ t −→ c −→ Σd,

όπου d ∈ D και c ∈ D⊥.
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Απόδειξη. Πράγματι, από το Πόρισμα 1.3.12 έχουμε ότι ⊥(D⊥) = D το οποίο
ήταν το ζητούμενο.



Κεφάλαιο 2

K-Absolutely pure
συμπλέγματα

2.1 Βασικές Ιδιότητες

Σε αυτήν την υποπαράγραφο ορίζουμε τα K-Absolutely pure συμπλέγματα και
μελετάμε τις βασικές τους ιδιότητες. Θα χρησιμοποιούμε ελεύθερα το γεγονός
ότι τα ζεύγη:

• (K-Proj,Kac(R)) ([21])

• (Kac(R),K-Inj) ([21])

• (K(Pproj),Kpac(R)) ([22])

• (Kpac(R),K(Pinj)) ([22])

αποτελούν Bousfield localizing ζεύγη.

Ορισμός 2.1.1 (K-Absolutely pure complex). Θα λέμε ότι ένα σύμπλεγμα R-
προτύπων, X, είναι K-Absolutely pure εάν κάθε αλυσωτή απεικόνιση, Y −→ X,
όπου το Y είναι ένα ακυκλικό σύμπλεγμα που αποτελείται από pure-προβολικά
πρότυπα είναι ομοτοπικά ισοδύναμη με την μηδενική απεικόνιση. Συμβολίζου-
με με K-abspure την κλάση όλων των K-absolutely pure συμπλεγμάτων, δηλα-
δή έχουμε ότι η κλάση K-abspure = Kac(PProj)

⊥
είναι δεξιά ορθογώνια της

κλάση Kac(PProj) όλων των ακυκλικών συμπλεγμάτων που αποτελούνται από
pure-προβολικά πρότυπα. Ισοδύναμα, το X είναι K-Absolutely pure εάν το Hom
σύμπλεγμα HomR(Y,X) είναι ακυκλικό για κάθε Y ∈ Kac(PProj).

Πρόταση 2.1.2. Η κλάση K-abspure αποτελεί πυκνή τριγωνισμένη υποκατη-
γορία της ομοτοπικής κατηγορίας.

Απόδειξη. Πράγματι, αφού κάθε ορθογώνια κλάση αποτελεί πυκνή τριγωνισμένη
υποκατηγορία.

43
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Είναι γνωστό ότι (cf.[22]) η κλάση Kpac(R) των pure ακυκλικών συμπλεγ-
μάτων ισούται με τη δεξιά ορθογώνια κλάσηK(PProj)⊥ της κατηγορίαςK(PProj)
των pure-προβολικών προτύπων. Επομένως, είναι άμεσο ότι Kpac(R) ⊂ K-
abspure. Στο [8] έχει αποδειχθεί ότι τα pure ακυκλικά συμπλέγματα είναι ακριβώς
τα ακυκλικά K-επίπεδα συμπλέγματα, στο επόμενο λήμμα δίνουμε έναν ανάλογο
χαρακτηρισμό των pure ακυκλικών συμπλεγμάτων, αυτή τη φορά χρησιμοποιώντας
K-absolutely pure συμπλέγματα.

Λήμμα 2.1.3. ΄Ενα σύμπλεγμα X είναι pure ακυκλικό αν και μόνο αν είναι ακυ-
κλικό και K-absolutely pure. Δηλαδή, έχουμε την ισότητα Kpac(R) = Kac(R) ∩
K-abspure.

Απόδειξη. Αρχικά, κάθε pure ακυκλικό σύμπλεγμα είναι ακυκλικό καιK-absolutely
pure. Με σκοπό να δείξουμε τη σχέση υποσυνόλου που απομένει, θεωρούμε ένα
ακυκλικό K-absolutely pure σύμπλεγμα X. Μέσω του Bousfield localizing ζε-
ύγους (K(PProj),Kpac(R)) εξασφαλίζεται η ύπαρξη του παρακάτω τριγώνου της
K(R)

Y
a−→ X −→ Z −→ SY,

όπου το Y είναι ένα σύμπλεγμα pure-προβολικών προτύπων και το Z είναι pure
ακυκλικό. Αφού τα X,Z είναι ακυκλικά, έχουμε ότι και το Y είναι ακυκλικό,
δηλαδή Y ∈ Kac(PProj). Επομένως ο μορφισμός a είναι ομοτοπικά ισοδύναμος
με τον μηδενικό μορφισμό, και άρα το παραπάνω τρίγωνο διασπάται. Δηλαδή το Z
είναι ομοτοπικά ισοδύναμο με το X⊕SY . Συμπεραίνουμε ότι X⊕SY ∈ Kpac(R)
το οποίο σημαίνει και ότι X ∈ Kpac(R).

Πρόταση 2.1.4. ΄Ενα σύμπλεγμα X το οποίο αποτελείται από pure-εμφυτευτικά
πρότυπα είναι K-absolutely pure εάν και μόνο εάν είναι K-εμφυτευτικό.

Απόδειξη. Εξ ορισμού τα K-εμφυτευτικά συμπλέγματα είναι δεξιά ορθογώνια σε
όλα τα ακυκλικά συμπλέγματα, ιδιαιτέρως έχουμε ότι K-inj ⊆ K-abspure. Για
να δείξουμε την αντίστροφη κατεύθυνση υποθέτουμε ότι το X είναι K-absolutely
pure σύμπλεγμα pure-εμφυτευτικών προτύπων. Μέσω του Bousfield localizing
pair (Kac(R),K-inj) εξασφαλίζεται η ύπαρξη του παρακάτω τριγώνου της K(R)

Y
a−→ X −→ Z −→ SY,

όπου το Y είναι ακυκλικό και το Z είναι K-εμφυτευτικό. Επειδή ισχύει η σχέση
υποσυνόλου K-inj ⊆ K-abspure το Z είναι K-absolutely pure. Χρησιμοποιώντας
την 2-από-τα-3 ιδιότητα συμπεραίνουμε ότι το Y είναι K-absolutely pure. Το
Λήμμα 2.1.3 μας πληροφορεί ότι το Y είναι pure ακυκλικό. Τελικά, αφού X ∈
K(PInj), ο μορφισμός a είναι ομοτοπικά ισοδύναμος με τη μηδενική απεικόνιση,
δηλαδή το K-εμφυτευτικό σύμπλεγμα Z είναι ομοτοπικά ισοδύναμο με το X⊕SY ,
το οποίο σημαίνει ότι X ⊕SY ∈ K-inj. ΄Αρα το X είναι K-εμφυτευτικό ως ευθύς
προσθετέος K-εμφυτευτικού.

Θεώρημα 2.1.5. Το ζεύγος (Kac(PProj),K-abspure) αποτελεί Bousfield lo-
calizing ζεύγος.
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Απόδειξη. Αφού το ευθύ άθροισμα μια οικογένειας ακυκλικών συμπλεγμάτων
pure-προβολικών προτύπων είναι ένα ακυκλικό σύμπλεγμα pure-προβολικών προ-
τύπων, έχουμε ότι η τριγωνισμένη υποκατηγορία Kac(PProj) της ομοτοπικής κα-
τηγορίαςK(R) είναι πυκνή (thick) [Βλέπε [19], Remark 3.2.7]. Εξ ορισμού έχουμε
ότι K-abspure = Kac(PProj)

⊥, επομένως απομένει να δείξουμε την ύπαρξη των
τριγώνων προσέγγισης (Πρόταση 1.3.16).
Σταθεροποιούμε ένα σύμπλεγμα X και μέσω του Bousfield localizing ζεύγους

(Kac(R),K-inj) και θεωρούμε το εξής τρίγωνο της K(R):

C
g−→ X −→ I −→ SC,

όπου το C είναι ένα ακυκλικό σύμπλεγμα και το I είναι έναK-εμφυτευτικό σύμπλεγ-
μα. Μέσω του Bousfield localizing pair (K(PProj),Kpac(R)) έχουμε το ακόλου-
θο τρίγωνο της K(R):

Y
f−→ C −→ Z −→ SY,

όπου το Y είναι ένα σύμπλεγμα pure-προβολικών προτύπων και το Z είναι pure
ακυκλικό. Αφού τα C και Z είναι ακυκλικά συμπλέγματα, συμπεραίνουμε ότι το
σύμπλεγμα Y είναι επίσης ακυκλικό, δηλαδή Y ∈ Kac(PProj). Τελικά επεκτε-
ίνουμε τη σύνθεση gf : Y −→ X σε τρίγωνο

Y
gf−→ X −→W −→ SY (2.1)

ώστε να εφαρμόσουμε το οκταεδρικό αξίωμα (TR4) για το ζεύγος μορφισμών
(f, g).

Y
f−→ C −→ Z −→ SY

↓ 1X ↓ g ↓ 1X

Y
gf−→ X −→ W −→ SY

↓ ↓ 0

I
1I−→ I −→ 0

↓
SC −→ SZ

΄Ετσι, καταφέραμε να κατασκευάσουμε το παρακάτω διακεκριμένο τρίγωνο της
K(R):

Z −→W −→ I −→ SZ.

Αφού, τα Z και I είναι K-absolutely pure συμπλέγματα έχουμε ότι και τοW είναι
K-absolutely pure. Δηλαδή, το τρίγωνο (3.1) είναι ένα τρίγωνο προσέγγισης του
συμπλέγματος X.

Συνοψίζουμε στο επόμενο πόρισμα τις συνέπειες του προηγούμενο θεωρήματος

οι οποίες απορρέουν από τη θεωρία των Bousfield localizing ζευγών(Δες [19,
Chapter 9] ή το πρώτο κεφάλαιο της παρούσας εργασίας.).

Πόρισμα 2.1.6. 1. Η αριστερή ορθογώνια κλάση ⊥K-abspure των K-abspure
συμπλεγμάτων συμπίπτει με την κλάση Kac(PProj).
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2. Η ένθεση K-abspure ↪→ K(R) επιδέχεται αριστερό προσαρτημένο συναρ-
τητή και η ένθεση Kac(PProj) ↪→ K(R) επιδέχεται δεξιό προσαρτημένο
συναρτητή.

3. ΄Εστω λ : K(R) −→ K-abspure ο αριστερός προσαρτημένος συναρτητής
της ένθεσης K-abspure ↪→ K(R). Τότε, για κάθε σύμπλεγμα X το unit
της προσάρτησης X −→ λX είναι ένα K-abspure preenvelope του X.

4. ΄Εστω K(R)/K-abspure το Verdier πηλίκο. Τότε ο συναρτητής πηλίκο
π : K(R) −→ K(R)/K-abspure επιδέχεται αριστερό προσαρτημένο συναρ-
τητή και η σύνθεση Kac(PProj) ↪→ K(R) −→ K(R)/K-abspure αποτελεί
ισοδυναμία κατηγοριών. Ιδιαιτέρως, το πηλίκο K(R)/K-abspure έχει μικρά
Hom-σύνολα.

Μπορούμε να θεωρήσουμε ότι το Verdier πηλίκο K(R)/K-abspure είναι η κατη-
γορία Kac(PProj). Πράγματι, η παραπάνω ταύτιση γίνεται μέσω της σύνθεσης

Kac(PProj) ↪→ K(R)
π−→ K(R)/K-abspure. Με αυτή τη θεώρηση βλέπουμε

ότι ο αριστερός προσαρτημένος συναρτητής του συναρτητή πηλίκο π είναι απλά ο
συναρτητής ένθεσης Kac(PProj) ↪→ K(R) και ότι, ο δεξιά προσαρτημένος συναρ-
τητής της προηγούμενης ένθεσης είναι ο συναρτητής πηλίκο π.
Μπορούμε επιπλέον να παραστήσουμε διαγραμματικά την πρώτη απόφανση του

προηγούμενου πορίσματος με τα παρακάτω διαγράμματα των τριγωνισμένων υπο-

κατηγοριών της ομοτοπικής κατηγορίας K(R).

Kac(PProj) −→ Kac(R) K-abspure ←− K-inj
↓ ↑

K(PProj) Kpac(R)

΄Ολα τα βέλη είναι ενθέσεις και το αριστερό (δεξιό) διάγραμμα λαμβάνεται από
το δεξιό (αριστερό) διάγραμμα εφαρμόζοντας αριστερά (δεξιά) Hom-ορθογώνιων
υποκατηγοριών. Είναι προφανές ότι η Kac(PProj) = Kac(R) ∩K(PProj) είναι
η μεγαλύτερη τριγωνισμένη υποκατηγορία της ομοτοπικής κατηγορίας, η οποία
περιέχεται στις Kac(R) και K(PProj). Στην επόμενη πρόταση αποδεικνύεται η
ανάλογη ιδιότητα για την K-abspure, η οποία μπορεί να χρησιμοποιηθεί και ως
εναλλακτικός ορισμός της εν λόγω κλάσης. Επιπλέον, η επόμενη πρόταση μπορεί
να θεωρηθεί δυϊκή του αντίστοιχου αποτελέσματος για τα K-flat συμπλέγματα,
ότι δηλαδή η κατηγορία των K-Flat είναι η μικρότερη τριγωνισμένη υποκατηγο-
ρία της K(R), η οποία περιέχει όλα τα pure ακυκλικά και όλα τα K-προβολικά
συμπλέγματα cf. [[10], Proposition 3.6].

Πρόταση 2.1.7. Η K-abspure είναι η μικρότερη τριγωνισμένη υποκατηγορία
της K(R), η οποία περιέχει τις κλάσεις Kpac(R) και K-inj.

Απόδειξη. ΄Εστω T ⊆ K(R) μια τριγωνισμένη υποκατηγορία της ομοτοπικής
κατηγορίας, η οποία περιέχει τις Kpac(R) και K-inj, θεωρούμε επιπλέον ένα K-
absolutely pure σύμπλεγμα X. Τότε, αφού το ζεύγος (Kpac(R),K(PInj)) αποτε-
λεί Bousfield localizing ζεύγος, έχουμε το εξής διακεκριμένο τρίγωνο της K(R)

Y −→ X −→ Z −→ SY,
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όπου το Y είναι pure ακυκλικό και το Z είναι ένα σύμπλεγμα το οποίο αποτε-
λείται από pure-εμφυτευτικά πρότυπα. Αφού Kpac(R) ⊆ T, έχουμε ότι Y ∈ T.
Επιπροσθέτως, επειδή τα pure ακυκλικά συμπλέγματα είναι K-absolutely pure, συ-
μπεραίνουμε ότι τα Y,X είναι K-absolutely pure· δηλαδή, το Z είναι K-absolutely
pure. Μέσω της Πρότασης 2.1.4 έχουμε ότι το Z είναι K-εμφυτευτικό. Αφού,
K-inj ⊆ T, συμπεραίνουμε ότι Z ∈ T. ΄Αρα, από το προηγούμενο διακεκριμένο
τρίγωνο, έχουμε επιπλέον ότι X ∈ T το οποίο σημαίνει ότι K-abspure ⊆ T. □

Στο σημείο αυτό υπενθυμίζουμε ότι o Pontryagin συναρτητής δυϊκότητας DM =
HomZ(M,Q/Z) στέλνει κάθε αριστερό (δεξιό) πρότυπο M στο δεξιό (αριστε-
ρό) πρότυπο DM και ότι μπορεί να επεκταθεί φυσιολογικά στην κατηγορία των

συμπλεγμάτων.

Μέσω του συναρτητή D μπορούμε να διερευνήσουμε ακόμα περισσότερο τη
δυϊκότητα μεταξύ των K-absolutely pure και K-επίπεδων συμπλεγμάτων:

Πρόταση 2.1.8. ΄Εστω X ένα σύμπλεγμα δεξιών προτύπων. Τότε, το X είναι
K-επίπεδο αν και μόνο αν το Pontryagin δυϊκό σύμπλεγμα DX είναι K-absolutely
pure.

Απόδειξη. Επειδή η αβελιανή ομάδα Q/Z αποτελεί injective cogenerator της κα-
τηγορίας των αβελιανών ομάδων έχουμε μέσω της Hom-tensor προσάρτησης ότι
για κάθε σύμπλεγμα Y ο μηδενισμός της ομολογίας του X ⊗R Y σε κάθε βαθ-
μό είναι ισοδύναμος με τον μηδενισμό της ομολογίας του HomR(Y,DX) σε κάθε
βαθμό. Δηλαδή το X⊗R Y είναι ακυκλικό αν και μόνο αν το HomR(Y,DX) είναι
ακυκλικό.

Αν υποθέσουμε ότι το X είναι K-επίπεδο, τότε έχουμε ότι το X ⊗R Y (ε-
πομένως και το HomR(Y,DX)) είναι ακυκλικό για κάθε ακυκλικό σύμπλεγμα Y .
΄Αρα το DX είναι δεξιά ορθογώνιο σε κάθε ακυκλικό σύμπλεγμα. Ιδιαιτέρως, το
DX είναι δεξιά ορθογώνιο σε κάθε ακυκλικό σύμπλεγμα pure-προβολικών προ-
τύπων, δηλαδή DX ∈ K-abspure.

Αντιστρόφως, υποθέτουμε ότι το DX είναι K-absolutely pure. Τότε, με το
ίδιο επιχείρημα που χρησιμοποιήσαμε στην προηγούμενη παράγραφο συμπεραίνου-

με ότι το X ⊗R Y είναι ακυκλικό για κάθε ακυκλικό σύμπλεγμα pure-προβολικών
προτύπων Y . Τελικά, μέσω της Πρότασης 2.6 του [9] έπεται ότι το X είναι K-
επίπεδο. □

Πρόταση 2.1.9. Ισχύουν τα εξής:

1. Οι κατηγορίες της δεύτερης γραμμής του παρακάτω διαγράμματος είναι οι
τομές των κατηγοριών που βρίσκονται ακριβώς από πάνω τους.

2. Οι κατηγορίες της πρώτης γραμμής του διαγράμματος είναι οι μικρότερες
τριγωνισμένες υποκατηγορίες της ομοτοπικής κατηγορίας που περιέχουν

τις δύο υποκατηγορίες που είναι ακριβώς από κάτω τους.
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Kac(R) K-abspure K(PInj) Kac(R)
↖ ↗ ↖ ↗ ↖ ↗ ↖
Kpac(R) K-inj Kac(PInj) Kpac(R)
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2.2 K-absolutely pure συμπλέγματα και η pure
derived κατηγορία

Σε αυτή τη παράγραφο, θα μελετήσουμε την κλάση τωνK-abspure συμπλεγμάτων
ως υποκατηγορία της pure derived κατηγορίας Dpure(R) = K(R)/Kpac(R) του
δακτυλίου R. Συμβαίνει ότι η K-abspure είναι η κλειστότητα της K-inj ως προς
ισομορφισμούς στην Dpure(R). Επιπλέον θα μελετήσουμε K-absolutely επιλύσεις
στην Dpure(R).

Θεωρούμε το Bousfield localizing ζεύγος (Kpac(R),K(PInj)) του Stovicek στην
K(R) και τον αριστερό προσαρτημένο συναρτητή ıλ της ένθεσης ı : K(PInj) ↪→
K(R), σημειώνουμε ότι ο πυρήνας του ıλ είναι ακριβώς η κλάση των pure ακυκλι-
κών συμπλεγμάτων.

Λήμμα 2.2.1. Για κάθε σύμπλεγμα X το unit της προσάρτησής X −→ ıλX α-
ποτελεί quasi-ισομορφισμό ο οποίος επιπλέον αποτελεί ισομορφισμό της Dpure(R).

Απόδειξη. Καθώς ο μορφισμός a : X −→ ıλX επάγει τρίγωνο της K(R)

Z −→ X
a−→ ıλX −→ SZ,

με κώνο Z ένα pure ακυκλικό (ιδιαιτέρως ακυκλικό) σύμπλεγμα, έχουμε ότι ο a
είναι quasi-ισομορφισμός. Επιπλέον, αφού το συμπλεγμα Z είναι pure ακυκλικό
είναι άμεσο ότι ο a αποτελεί ισομορφισμό της Dpure(R). □

Πόρισμα 2.2.2. Ο συναρτητής ıλ : K(R) −→ K(PInj) διατηρεί τα ακυκλικά
συμπλέγματα, δηλαδή αν το X είναι ακυκλικό τότε και το ıλX είναι ακυκλικό.
□

Πρόταση 2.2.3. ΄Ενα σύμπλεγμα X pure-εμφυτευτικών προτύπων είναι K-
εμφυτευτικό αν και μόνο αν η αβελιανή ομάδα HomK(Y,X) είναι τετριμμένη
για κάθε ακυκλικό σύμπλεγμα pure-εμφυτευτικών προτυπών Y .

Proof. ΄Ενα Κ-εμφυτευτικό σύμπλεγμα (pure-εμφυτευτικών προτύπων) είναι δεξιά
ορθογώνιο σε κάθε ακυκλικό σύμπλεγμα, ιδιαιτέρως είναι δεξιά ορθογώνιο σε
κάθε ακυκλικό σύμπλεγμα pure-εμφυτευτικών προτύπων.
Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι το X είναι ένα σύμπλεγμα pure-εμφυτευτικών

προτύπων και ότι HomK(Y,X) = 0 για κάθε σύμπλεγμα Y pure-εμφυτευτικών
προτύπων. ΄Εστω C ∈ Kac(R). Αφού το X ανήκει στη K(PInj), έχουμε ότι το
unit της προσάρτησης C −→ ıλC επάγει ισομορφισμό αβελιανών ομάδων:

HomK(ıλC,X) −→ HomK(C,X).

Από το προηγούμενο πόρισμα, γνωρίζουμε ότι το ıλC είναι ένα ακυκλικό σύμπλεγ-
μα pure-εμφυτευτικών προτύπων, επομένως η ομάδα HomK(ıλC,X) είναι τετριμ-
μένη. Τελικά, συμπεραίνουμε ότι HomK(C,X) = 0, το οποίο ήταν το ζητούμενο.
□

Το επόμενο Λήμμα δείχνει ότι η κλάση των K-absolutely pure συμπλεγμάτων είναι
κλειστή ως προς ισομορφισμό στην pure derived κατηγορία.
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Λήμμα 2.2.4. ΄Εστω X,Y δυο συμπλέγματα, τα οποία είναι ισόμορφα στην pu-
re derived κατηγορία Dpure(R) του δακτυλίου R. Τότε, το X είναι K-absolutely
pure αν και μόνο αν το Y is K-absolutely pure.

Απόδειξη. ΄Ενας ισομορφισμός τηςDpure(R) = K(R)/Kpac(R) μεταξύ τωνX και

Y είναι ένα διάγραμμα της ομοτοπικής κατηγορίας της μορφής: X
f←− Z

g−→ Y ,
όπου οι κώνοι των f και g είναι pure ακυκλικά συμπλέγματα. Δηλαδή, υπάρχουν
τα παρακάτω διακεκριμένα τρίγωνα:

Z
f−→ X −→W −→ SZ and Z

g−→ Y −→W ′ −→ SZ

της ομοτοπικής κατηγορίας K(R) του δακτυλίου, όπου W,W ′ ∈ Kpac(R). Α-
φού κάθε σύμπλεγμα της Kpac(R) είναι K-absolutely pure και επειδή η κλάση
K-abspure αποτελεί τριγωνισμένη υποκατηγορία της K(R), έχουμε ότι το X είναι
K-absolutely pure αν και μόνο το Z είναι K-absolutely pure αν και μόνο αν το Y
είναι K-absolutely pure. □

To Λήμμα 2.2.1 μας πληροφορεί ότι κάθε σύμπλεγμα X της pure derived κατηγο-
ρίας είναι ισόμορφο με ένα σύμπλεγμα pure-εμφυτευτικών προτύπων ıλX. Μπο-
ρούμε να γενικεύσουμε το παραπάνω συμπέρασμα υιοθετώντας μια διαφορετική

οπτική. Δηλαδή, αν συμβολίσουμε με p : K(R) −→ K(R)/Kpac(R) = Dpure(R)
τον συναρτητή πηλίκο, τότε η σύνθεση

K(PInj)
ı
↪→ K(R)

p−→ Dpure(R) (2.2)

αποτελεί ισοδυναμία κατηγοριών, όπου ο ψευδο-αντίστροφος συναρτητής επάγε-
ται (μέσω του συναρτητή πηλίκο) από τον αριστερό προσαρτημένο συναρτητή:
ıλ : K(R) −→ K(PInj). ΄Εχουμε, δηλαδή, ταυτίσει τις K(PInj) και Dpure(R).
Επιπλέον, αφού οι συναρτητές ı και ıλ διατηρούν την ακυκλικότητα των συ-
μπλεγμάτων (Πόρισμα 2.2.2), μπορούμε να ταυτίσουμε τα ακυκλικά συμπλέγματα
Kac(PInj) της K(PInj) με τα ακυκλικά συμπλέγματα pKac(R) της Dpure(R).
Θα συμβολίζουμε με HomDpure

( , ) τις Hom-κλάσεις της pure derived κα-
τηγορίας Dpure(R). Επειδή η σύνθεση pı : K(PInj) −→ Dpure(R) αποτελεί ισο-
δυναμία κατηγοριών, για οποιαδήποτε δύο συμπλέγματα X,Y pure-εμφυτευτικών
προτύπων, έχουμε τον εξής ισομορφισμό αβελιανών ομάδων
HomK(X,Y ) ≃ HomDpure(X,Y ).

Θεώρημα 2.2.5. Οι επόμενες συνθήκες είναι ισοδύναμες για ένα σύμπλεγμα
X:

(i) Το X είναι K-absolutely pure,
(ii) το X είναι ισόμορφο στη Dpure(R) με ένα K-εμφυτευτικό σύμπλεγμα

pure-εμφυτευτικών προτύπων,
(iii) το X είναι ισόμορφο στη Dpure(R) με ένα K-εμφυτευτικό σύμπλεγμα,
(iv) ισχύει ότι HomDpure

(C,X) = 0 για κάθε ακυκλικό σύμπλεγμα C και
(v) το σύμπλεγμα ıλX είναι K-εμφυτευτικό.

Proof. Θα αποδείξουμε ότι (i)→(ii)→(iii)→(i) και ότι (ii)→(iv)→(v)→(ii). Είναι
προφανές ότι (ii)→(iii), ενώ η συνεπαγωγή (v)→(ii) έπεται από το Λήμμα 2.2.1.
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(i)→(ii): Θεωρούμε έναν quasi-ισομορφισμό f : X −→ I, όπου το I ε-
ίναι K-εμφυτευτικό σύμπλεγμα pure-εμφυτευτικών προτύπων. Επειδή κάθε K-
εμφυτευτικό είναι K-absolutely pure έχουμε ότι ο κώνος c(f) του f είναι ένα
ακυκλικό K-absolutely pure σύμπλεγμα, το οποίο σημαίνει ακριβώς ότι ο κώνος
c(f) αποτελεί ένα pure ακυκλικό σύμπλεγμα. Τελικά, το τρίγωνο

X −→ I −→ c(f) −→ SX

της K(R) μας πληροφορεί ότι ο f επάγει ισομορφισμό στην Dpure(R).
(iii)→(i): ΄Αμεσο από το Λήμμα 2.2.4
(ii)→(iv): ΄Εστω ότι τοX είναι ισόμορφο στηνDpure(R) με έναK-εμφυτευτικό

σύμπλεγμα pure-εμφυτευτικών προτύπων Y και ότι το C είναι ένα ακυκλικό σύμπλεγ-
μα. Θα δείξουμε ότι η κλάση HomDpure

(C,X) ≃ HomDpure
(C, Y ) είναι τε-

τριμμένη. Αρχικά, παρατηρούμε ότι μπορούμε χωρίς βλάβη της γενικότητας να
υποθέσουμε ότι το C είναι ένα ακυκλικό σύμπλεγμα αποτελούμενο από pure-
εμφυτευτικά πρότυπα. Πράγματι, μπορούμε να αντικαταστήσουμε το C με το ıλC
(Λήμμα 2.2.1 και Πόρισμα 2.2.2). Πλέον, το ζητούμενο έπεται εύκολα καθώς
ισχύει ότι HomDpure

(C, Y ) = HomK(C, Y ) και ότι η HomK(C, Y ) είναι τετριμ-
μένη, αφού το Y είναι K-εμφυτευτικό και το C είναι ακυκλικό.

(iv)→(v): ΄Εστω ότι HomDpure
(C,X) = 0 για κάθε ακυκλικό σύμπλεγμα. Ε-

πειδή τοX είναιDpure(R)-ισόμορφο με το ıλX, συμπεραίνουμε ότιHomDpure
(C, ıλX) =

0 για κάθε ακυκλικό σύμπλεγμα C. Ιδιαιτέρως, για κάθε ακυκλικό σύμπλεγμα
pure-εμφυτευτικών προτύπων C έχουμε ότιHomK(C, ıλX) ≃ HomDpure(C, ıλX) =
0. Τελικά, από την Πρόταση 2.2.3 συμπεραίνουμε ότι το ıλX είναι K-εμφυτευτικό.
□

Είναι γνωστό ότι κάθε σύμπλεγμα X επιδέχεται έναν quasi-ισομορφισμό i : X −→
I, όπου το I είναι K-εμφυτευτικό σύμπλεγμα (pure-)εμφυτευτικών προτύπων.
Μπορούμε να εκφράσουμε ισοδύναμα το παραπάνω γεγονός λέγοντας ότι κάθε

σύμπλεγμα X επιδέχεται έναν quasi-ισομορφισμό i : X −→ I, όπου το I είναι K-
absolutely pure σύμπλεγμα pure-εμφυτευτικών προτύπων(Πρόταση 2.1.4). Στα
παρακάτω αναλύουμε περισσότερο τις K-absolutely pure επιλύσεις.

Παρατήρηση 2.2.6. (i) ΄Εστω I ένα K-εμφυτευτικό σύμπλεγμα και f : X −→
Y ένας quasi-ισομορφισμός, τότε ο επαγώμενος ομομορφισμός f∗ : HomK(Y, I) −→
HomK(X, I) αποτελεί ισομορφισμό. Για κάθε σύμπλεγμα X υπάρχει μοναδικός,
ως προς ομοτοπική ισοδυναμία, quasi-ισομορφισμός X −→ I από το X προς ένα
K-εμφυτευτικό σύμπλεγμα I. Επιπλέον η διαδικασία της κατασκευής της K-
εμφυτευτικής επίλυσης ορίζει συναρτητή (στην K(R)). Θα μπορούσαμε, δηλαδή,
μεταφράζοντας στα ελληνικά τη λέξη ”functorial”, να πούμε ότι η διαδικασία
αντιστοίχησης ενός συμπλέγματος στην επίλυση του είναι συναρτητική ([21]).

(ii) ΄Εστω X ένα σύμπλεγμα και i : X −→ I ένας quasi-ισομορφισμός, με
το I να είναι ένα K-εμφυτευτικό σύμπλεγμα. Θεωρούμε επίσης, έναν quasi-
ισομορφισμό j : X −→ J , όπου το J είναι ένα K-absolutely pure σύμπλεγμα.
Λόγω του (i) γνωρίζουμε ότι ο i μπορεί να παραγοντοποιηθεί στην K(R) ως μια
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σύνθεση X
j−→ J

f−→ I, για μια κατάλληλη αλυσωτή απεικόνιση f , μοναδική
ως προς ομοτοπία. Αφού οι j και fj ≃ i είναι quasi-ισομορφισμοί, συμπεραίνου-
με ότι και η f αποτελεί quasi-ισομορφισμό. Επειδή, ο κώνος της f είναι ένα
ακυκλικό K-absolutely pure σύμπλεγμα (και άρα pure ακυκλικό) έχουμε ότι η
f επάγει ισομορφισμό στην Dpure(R). Συνεπώς, οι K-absolutely pure επιλύσεις
είναι μοναδικές ως προς ισομορφισμό στην Dpure(R).

(iii) ΄Εστω ο quasi-ισομορφισμός f : X −→ Y και οι εξής K-εμφυτευτικές
επιλύσεις iX : X −→ IX and iY : Y −→ IY . Τότε, υπάρχει μοναδική ως
προς ομοτοπία αλυσωτή απεικόνιση ϕ : IX −→ IY η οποία κάνει το παρακάτω
διάγραμμα μεταθετικό.

X
f−→ Y

iX ↓ ↓ iY
IX

ϕ−→ IY

Καθώς τα IX , IY είναι K-εμφυτευτικά και ο ϕ είναι quasi-ισομορφισμός έχουμε
ότι ο κώνος c(ϕ) είναι αναγκαστικά συμπτύξιμο σύμπλεγμα.

(iv) ΄Εστω X,Y δύο συμπλέγματα, υπενθυμίζουμε ότι ένας μορφισμός ξ :
X −→ Y μεταξύ των X,Y στην Dpure(R) είναι μια κλάση ισοδυναμίας διαγραμ-

μάτων X ←− W −→ Y της K(R). Θεωρούμε έναν αντιπρόσωπο X
f←− W

g−→
Y , έτσι ώστε ο κώνος c(f) της f να είναι pure ακυκλικό σύμπλεγμα. Θεωρούμε
επιπλέον, τις εξής K-εμφυτευτικές επιλύσεις iX : X −→ IX , iW : W −→ IW ,
iY : Y −→ IY . Από την παρατήρηση (i) γνωρίζουμε ότι υπάρχουν κατάλληλες ϕ
και γ ώστε το παρακάτω διάγραμμα να είναι μεταθετικό

X
f←− W

g−→ Y
iX ↓ iW ↓ iY ↓
IX

ϕ←− IW
γ−→ IY

Από τη παρατήρηση (iii) και το γεγονός ότι η f είναι quasi-ισομορφισμός έχουμε
ότι ο κώνος της ϕ αποτελεί συμπτύξιμο σύμπλεγμα (επομένως και pure ακυκλι-
κό). Τελικά, η δεύτερη γραμμή του παραπάνω διαγράμματος, αποτελεί μορφισμό
η : IX −→ IY της Dpure(R) ο οποίος κάνει το παρακάτω διάγραμμα μεταθετικό

X
ξ−→ Y

↓ ↓
IX

η−→ IY

Σημειώνουμε ότι ο μορφισμός η ∈ HomDpure
(IX , IY ) είναι μοναδικός. Πράγ-

ματι, καθώς τα IX , IY περιέχονται στην K-inj ⊆ K(PInj) = Kpac(R)
⊥
έχου-

με ότι η κανονική απεικόνιση HomK(IX , IY ) −→ HomDpure
(IX , IY ) είναι ισο-

μορφισμός, ενώ από το [19, Λήμμα 2.1.26] έχουμε ότι η HomK(X, IY ) −→
HomDpure(X, IY ) είναι ένα-προς-ένα. Δηλαδή, δείξαμε ότι η διαδικασία αντιστο-
ίχισης K-absolutely pure επίλυσης ορίζει συναρτητή στην Dpure(R).
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2.3 Strongly fp-εμφυτευτικά πρότυπα

Στη συνέχεια θα μελετήσουμε τα K-absolutely pure πρότυπα μέσω της κλάσης
Sfpinj των strongly fp-εμφυτευτικών προτύπων. Πιο συγκεκριμένα, θα δώσουμε
παραδείγματα K-absolutely pure συμπλεγμάτων τα οποία δεν είναι K-εμφυτευτικά.
Επιπλέον, θα περιγράψουμε την κλάση των (ακυκλικών) K-absolutely pure συ-
μπλεγμάτων τα οποία αποτελούνται από strongly fp-εμφυτευτικά πρότυπα.

Υπενθυμίζουμε ότι ένα πρότυπο M καλείται absolutely pure εάν αποτελεί pure
υποπρότυπο σε κάθε πρότυπο στο οποίο περιέχεται. Ισοδύναμα, το M είναι ab-
solutely pure αν και μόνο αν ισχύει ότι Ext1R(C,M) = 0 για κάθε πεπερασμένα
παριστώμενο πρότυπο C. Είναι σαφές ότι η κλάση των absolutely pure προτύπων
είναι κλειστή ως προς pure υποπρότυπα.
Υπενθυμίζουμε επιπλέον ότι ένα πρότυπο M είναι strongly fp-εμφυτευτικό αν

και μόνο αν ισχύει ότι ExtnR(C,M) = 0 για κάθε n ≥ 1 και κάθε πεπερασμένα
παριστώμενο πρότυπο C. Σημειώνουμε ότι κάθε εμφυτευτικό πρότυπο είναι stron-
gly fp-εμφυτευτικό και ότι κάθε strongly fp-εμφυτευτικό είναι absolutely pure.
Επομένως, ένα δεξιό πρότυπο N είναι επίπεδο αν και μόνο αν το Pontryagin δυ-
ϊκό πρότυπο DN είναι strongly fp-εμφυτευτικό. Οι κλάσεις των absolutely pure
και strongly fp-εμφυτευτικών προτύπων συμπίπτουν μόνο στην περίπτωση των
(αριστερά) coherent δακτυλίων.

Λήμμα 2.3.1. ΤοM είναι strongly fp-εμφυτευτικό αν και μόνο αν κάθε πυρήνας
(ΣnM)n≥0 μιας εμφυτευτικής επίλυσης του M είναι absolutely pure.

Απόδειξη. Το ζητούμενο είναι προφανές αφού ισχύει ότι
ExtnR( ,M) = Ext1R( ,Σn−1M) για κάθε n ≥ 1. □

Η επόμενη πρόταση δείχνει τη σημασία της κλάσης Sfpinj των strongly fp-εμφυτευτικών
προτύπων στη μελέτη των K-absolutely pure συμπλεγμάτων. Επιπλέον απαντάει
στη φυσιολογική ερώτηση του πότε ένα πρότυπο αποτελεί K-absolutely pure
σύμπλεγμα.

Πρόταση 2.3.2. ΄Ενα πρότυπο M είναι strongly fp-εμφυτευτικό αν και μόνο αν
το σύμπλεγμα M [0] (δηλαδή το σύμπλεγμα που αποτελείται από το M στον μη-

δενικό βαθμό και μηδενικά στους υπόλοιπους βαθμούς) είναι K-absolutely pure.

Απόδειξη. Θεωρούμε μια εμφυτευτική επίλυση του M

X = 0 −→M
η−→ I0 −→ I1 −→ . . .

και το εξής υποσύμπλεγμα της παραπάνω επίλυσης

I = 0 −→ I0 −→ I1 −→ I2 −→ . . .

Η αλυσωτή απεικόνιση η : M [0] −→ I επάγει το παρακάτω διακεκριμένο τρίγωνο
της K(R)

S−1I −→ S−1X −→M [0] −→ I.
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Αφού το I είναι ένα αριστερά φραγμένο σύμπλεγμα εμφυτευτικών προτύπων, έχου-
με ότι είναι K-εμφυτευτικό (και επομένως K-absolutely pure). Δηλαδή το M [0]
είναι K-absolutely pure αν και μόνο αν το X είναι K-absolutely pure. Από το
Λήμμα 2.1.3 γνωρίζουμε ότι το X είναι K-absolutely pure αν και μόνο αν είναι pu-
re ακυκλικό. Επομένως, αρκεί να δείξουμε ότι τοM είναι strongly fp-εμφυτευτικό
αν και μόνο αν το X είναι pure ακυκλικό.
΄Εστω ότι το M είναι strongly fp-εμφυτευτικό, τότε από το Λήμμα 2.3.1 οι

πυρήνες ΣnM κάθε εμφυτευτικής επίλυσης τουM είναι absolutely pure πρότυπα.
Επομένως, οι βραχείες ακριβείς ακολουθίες

0 −→ ΣnM −→ In −→ Σn+1M −→ 0

είναι pure για κάθε n ≥ 0 και επομένως το X είναι pure ακυκλικό. Αντιστρόφως,
αν το X είναι pure ακυκλικό, τότε οι παραπάνω βραχείες ακριβείς ακολουθίες
είναι pure exact. Δηλαδή το πρότυπο ΣnM , αποτελεί pure υποπρότυπο του εμ-
φυτευτικού In, και επομένως είναι absolutely pure. Τελικά, από το Λήμμα 2.3.1
συμπεραίνουμε ότι το M είναι absolutely pure. □

Το επόμενο Λήμμα θα μας βοηθήσει να χαρακτηρίσουμε τα αριστερά φραγμένα

συμπλέγματα strongly fp-εμφυτευτικών προτύπων ως K-absolutely pure.

Λήμμα 2.3.3. ΄Εστω X,Y δύο συμπλέγματα για τα οποία ισχύουν τα εξής:
(i) το σύμπλεγμα αβελιανών ομάδων HomR(X,Yn) είναι ακυκλικό για κάθε

n και
(ii) HomR(Xn, Yn) = 0 για κάθε n≫ 0.

Τότε, κάθε αλυσωτή απεικόνιση f : X −→ Y είναι ομοτοπικά ισοδύναμη με τη
μηδενική.

Απόδειξη. Συμβολίζουμε με ∂X και ∂Y τα διαφορικά των συμπλεγμάτων X και
Y αντίστοιχα. Για κάθε αλυσωτή απεικόνιση f : X −→ Y κατασκευάζουμε
γραμμικές απεικονίσεις Σn : Xn −→ Yn+1, τέτοιες ώστε fn = ∂Y Σn + Σn−1∂

X

για κάθε n. Ορίζουμε Σn = 0 για κάθε n≫ 0 και εφαρμόζουμε φθίνουσα επαγωγή
στο n. Δηλαδή για τον ακέραιο n υποθέτουμε ότι η κατασκευή των Σi έχει
ολοκληρωθεί για κάθε i ≥ n. Τότε, η γραμμική απεικόνιση fn−∂Y Σn : Xn −→ Yn
είναι ένας n-κύκλος του συμπλέγματος HomR(X,Yn):

(fn − ∂Y Σn)∂X = fn∂
X − ∂Y Σn∂X

= fn∂
X − ∂Y (fn+1 − ∂Y Σn+1)

= fn∂
X − ∂Y fn+1 + ∂Y ∂Y Σn+1

= fn∂
X − ∂Y fn+1

= 0.

Για να ολοκληρώσουμε το επαγωγικό βήμα χρησιμοποιούμε την πρώτη υπόθε-

ση της εκφώνησης, η οποία εξασφαλίζει την ύπαρξη μιας γραμμικής απεικόνισης
Σn−1 : Xn−1 −→ Yn, η οποία είναι τέτοια ώστε fn − ∂Y Σn = Σn−1∂

X . □

Πόρισμα 2.3.4. Κάθε αριστερά φραγμένο σύμπλεγμα strongly fp-εμφυτευτικών
προτύπων είναι K-absolutely pure.
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Απόδειξη. ΄Εστω X ένα αριστερά φραγμένο σύμπλεγμα strongly fp-εμφυτευτικών
προτύπων. Για να δείξουμε ότι είναι K-absolutely pure θα δείξουμε ότι κάθε αλυ-
σωτή απείκονιση P −→ X, όπου το P είναι ακυκλικό σύμπλεγμα pure-προβολικών
προτύπων είναι ομοτοπικά ισοδύναμη με τη μηδενική απεικόνιση. Από την Πρότα-
ση 2.3.2 έχουμε ότι το σύμπλεγμα HomR(P,Xn) είναι ακυκλικό για κάθε n. Ε-
πιπλέον επειδή το X είναι αριστερά φραγμένο έχουμε ότι HomR(Pn, Xn) = 0 για
κάθε n≫ 0. Τελικά, το ζητούμενο έπεται από το προηγούμενο Λήμμα. □

Στη συνέχεια εξερευνούμε και περιγράφουμε την κλάση των K-absolutely pure συ-
μπλεγμάτων που αποτελούνται από Strongly fp-εμφυτευτικά πρότυπα. Θα χρεια-
στούμε τις παρακάτω βασικές ιδιότητες της κλάσης των Strongly fp-εμφυτευτικών
προτύπων(βλέπε [18]):

(i) Η κλάση των Strongly fp-εμφυτευτικών προτύπων είναι κλειστή ως προς
γινόμενα, επεκτάσεις, συνπυρήνες μονομορφισμών και πυρήνες pure επιμορφισμών.

(ii) Υπάρχει ένα σύνολο προτύπων S το οποίο μπορεί να περιγράψει την κλάση
Sfpinj ως το πυρήνα του συναρτητή

⊕
C∈S Ext

1
R(C, ).1

Υπενθυμίζουμε επίσης ότι από τις Προτάσεις 1.1.23 και 1.1.35 (δείτε επιπλέον
[18] Θεώρημα 3.4) έχουμε ότι το ζεύγος (C,Sfpinj)2 αποτελεί complete hereditary
cotorsion ζεύγος.3

Στο σημείο αυτό ορίζουμε όπως στο [13] τις παρακάτω κλάσεις συμπλεγμάτων

(a) Η κλάση C̃ είναι κλάση των ακυκλικών συμπλεγμάτων που έχουν συζυγίες
πρότυπα της C.

(b) Η κλάση S̃fpinj είναι κλάση των ακυκλικών συμπλεγμάτων των οποίων οι
συζυγίες είναι Strongly fp-εμφυτευτικό πρότυπα.

(c) Η κλάση dg C̃ αποτελείται από τα συμπλέγματα που έχουν πρότυπα στην

κλάση C, και επιπλέον είναι αριστερά ορθογώνια σε όλα τα συμπλέγματα της S̃fpinj.

Δηλαδή, X = (Xn, dn) ∈ dg C̃ αν και μόνο αν Xn ∈ C και κάθε αλυσωτή απει-
κόνιση X −→ Y είναι ομοτοπικά ισοδύναμη με τη μηδενική απεικόνιση για κάθε

Y ∈ S̃fpinj.

(d) Η κλάση dg S̃fpinj αποτελείτε από τα συμπλέγματα που έχουν strongly

fp-εμφυτευτικά πρότυπα και είναι δεξιά ορθογώνια σε όλα τα σύμπλεγμα της C̃.
Από τα [13] και [24] έχουμε τα εξής αποτελέσματα

(i) Τα ζεύγη
(
C̃, dg S̃fpinj

)
και

(
dg C̃, S̃fpinj

)
αποτελούν complete cotorsion

ζεύγη της κατηγορίας των αλυσωτών συμπλεγμάτων.

(ii) Ισχύει ότι Cac(R) ∩ dg C̃ = C̃ και Cac(R) ∩ dg S̃fpinj = S̃fpinj, όπου με
Cac(R) συμβολίζουμε την κλάση όλων των ακυκλικών αλυσωτών συμπλεγμάτων.

Λήμμα 2.3.5. (i) Ισχύει ότι Cac(R)∩dg S̃fpinj = S̃fpinj = Cpac(R)∩C(Sfpinj).
(ii)Κάθε σύμπλεγμα pure-προβολικών προτύπων ανήκει στην dg C̃.

1
Πρόταση 1.1.35

2
Με C συμβολίζουμε την αριστερή ορθογώνια κλάση της Sfpinj.

3
Υπάρχει κάποιο σύνολο S το οποίο είναι τέτοιο ώστε κάθε πρότυπο της C να γράφεται ως

ευθύς προσθετέος ενός S-φιλτραρισμένου προτύπου (Πόρισμα 1.1.33 και Πρόταση 1.1.35).
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(iii)Κάθε ακυκλικό σύμπλεγμα pure-προβολικών προτύπων ανήκει στην C̃.

Απόδειξη. (i) Η πρώτη ισότητα έπεται από το Θεώρημα 3.12 του [13]. Για να
δείξουμε τη δεύτερη ισότητα θεωρούμε ένα ακυκλικό σύμπλεγμα X το οποίο έχει
strongly fp-εμφυτευτικές συζυγίες και εξετάζουμε τις βραχείες ακριβείς ακολου-
θίες

0 −→ ZnX −→ Xn −→ Zn−1X −→ 0

οι οποίες είναι pure για κάθε n, ισοδύναμα έχουμε ότι το X είναι pure ακυ-
κλικό. Αρχικά, τα πρότυπα Xn είναι strongly fp-εμφυτευτικά επειδή η κλάση
των strongly fp-εμφυτευτικών προτύπων είναι κλειστή ως προς επεκτάσεις, δη-
λαδή έχουμε ότι X ∈ C(Sfpinj). Αντιστρόφως, υποθέτουμε ότι το X είναι

pure ακυκλικό σύμπλεγμα strongly fp-εμφυτευτικών προτύπων. Είναι γνωστό
ότι κάθε pure υποπρότυπο ενός absolutely pure προτύπου είναι επίσης absolu-
tely pure, άρα για κάθε n το πρότυπο ZnX είναι absolutely pure ως pure υ-
ποπρότυπο του strongly fp-εμφυτευτικού Xn. Τελικά, επειδή για κάθε πεπερα-
σμένα παριστώμενο πρότυπο C και κάθε ζεύγος ακεραίων n, i με i ≥ 1 ισχύει
ότι ExtiR(C,ZnX) = Ext1R(C,Zn−i+1X) = 0, συμπεραίνουμε ότι όλες οι συ-
ζυγίες ZnX είναι strongly fp-εμφυτευτικά πρότυπα, δηλαδή συμπεραίνουμε ότι

X ∈ S̃fpinj.
(ii) Σημειώνουμε ότι κάθε pure προβολικό P πρότυπο ανήκει στην κλάση C.

Πράγματι, για κάθε S ∈ Sfpinj θεωρούμε τη βραχεία ακριβή ακολουθία

0 −→ S −→ IS −→ I/S −→ 0

όπου IS είναι η εμφυτευτική θήκη του S. Αφού το S είναι strongly fp-εμφυτευτικό
η παραπάνω ακολουθία είναι pure και επομένως HomR(P,−)-ακριβής, τελικά από
τη μακρά ακριβή ακολουθία του συναρτητή Ext έχουμε ότι Ext1(P, S) = 0, το
οποίο σημαίνει ακριβώς ότι P ∈ C. Επομένως, για να δείξουμε ότι κάθε σύμπλεγμα

pure-προβολικών προτύπων X είναι dg C̃, αρκεί να δείξουμε ότι HomK(X,C) = 0

για κάθε C ∈ S̃fpinj. ΄Ομως από το (i) του Λήμματος, έχουμε ότι κάθε σύμπλεγμα

της S̃fpinj είναι pure ακυκλικό το οποίο σημαίνει ότι HomK(X,C) = 0.

(iii) ΄Αμεσο από το (ii), αφού Cac(R) ∩ dg C̃ = C̃. □

Θεώρημα 2.3.6. Η κλάση dg S̃fpinj αποτελείτε από όλα τα K-absolutely pure
συμπλέγματα strongly fp-εμφυτευτικών προτύπων.

Proof. ΄ΕστωX ένα σύμπλεγμα της dg S̃fpinj. Από το προηγούμενο Λήμμα έχουμε

ότι κάθε ακυκλικό σύμπλεγμα pure-προβολικών προτύπων C ανήκει στη κλάση C̃,
δηλαδή έχουμε ότι HomK(C,X) = 0. Επομένως, το X είναι K-absolutely pure.
Αντιστρόφως, υποθέτουμε ότι το X είναι ένα K-absolutely pure σύμπλεγμα

strongly fp-εμφυτευτικών προτύπων. Για να αποδείξουμε ότι το X ανήκει στην

κλάση dg S̃fpinj, αρκεί να αποδείξουμε ότι HomK(C,X) = 0 για κάθε C ∈ C̃. Για

τον σκοπό αυτό θεωρούμε ένα σύμπλεγμα C της C̃ και έναν quasi-ισομορφισμό
f : X −→ I, όπου το I είναι ένα K-εμφυτευτικό σύμπλεγμα εμφυτευτικών προ-
τύπων([1, §1]). Αρχικά, σημειώνουμε ότι επειδή το C είναι ακυκλικό, έχουμε ότι



Strongly fp-εμφυτευτικά πρότυπα 57

HomK(C, I) = 0. Επιπλέον, θεωρούμε τον κώνο c(f) της f και το παρακάτω
διακεκριμένο τρίγωνο

S−1c(f) −→ X −→ I −→ c(f)

της ομοτοπικής κατηγορίας. Για να δείξουμε ότι HomK(C,X) = 0 θα δείξου-
με ότι HomK(C, S−1c(f)) = 0. Αφού τα εμφυτευτικά πρότυπα είναι strongly
fp-εμφυτευτικά, συμπεραίνουμε ότι ο κώνος c(f) αποτελείται από strongly fp-
εμφυτευτικά πρότυπα. Επιπλέον επειδή ισχύει ότι K-Inj ⊂ K-abspure έχουμε
ότι τα X και I είναι K-absolutely pure. ΄Αρα, από το προηγούμενο διακεκριμένο
τρίγωνο έχουμε ότι και ο κώνος c(f) είναι επίσης K-absolutely pure. Επειδή η
f είναι quasi-ισομορφισμός έχουμε ότι το σύμπλεγμα c(f) είναι ακυκλικό. Από
το Λήμμα 2.1.3 συμπεραίνουμε ότι το σύμπλεγμα c(f) (επομένως και το S−1c(f))
είναι pure ακυκλικό. Από το προηγούμενο Λήμμα έπεται ότι το S−1c(f) ανήκει

στην dg S̃fpinj. Τελικά, επειδή C ∈ C̃ έχουμε άμεσα ότι HomK(C, S−1c(f)) = 0,
το οποίο ήταν το ζητούμενο. □

Πόρισμα 2.3.7. Τα συμπλέγματα της S̃fpinj είναι ακριβώς τα ακυκλικά K-
absolutely pure συμπλέγματα strongly fp-εμφυτευτικών προτύπων.

Απόδειξη. Επειδή, S̃fpinj = Cac(R) ∩ dg S̃fpinj, το ζητούμενο είναι άμεσο. □

Παρατήρηση 2.3.8. (i) Με βάση την ορολογία που παρουσιάστηκε αρχικά
στο [5] καλούμε ένα πρότυπο M pure Sfpinj-περιοδικό εάν υπάρχει pure ακριβής
ακολουθία της μορφής:

0 −→M −→ J −→M −→ 0

όπου το J είναι strongly fp-εμφυτευτικό. Το γεγονός ότι κάθε pure ακυκλικό
σύμπλεγμα strongly fp-εμφυτευτικών προτύπων έχει αναγκαστικά strongly fp-
εμφυτευτικούς πυρήνες μπορεί να αναδιατυπωθεί ως εξής: ≪Κάθε pure Sfpinj-
περιοδικό πρότυπο είναι Sfpinj≫. Πράγματι, χρησιμοποιώντας την παραπάνω βρα-
χεία ακριβή ακολουθία μπορούμε να κατασκευάσουμε το παρακάτω pure ακυκλικό
σύμπλεγμα:

. . . −→ J −→ J −→ J −→ . . .

του οποίου οι πυρήνες είναι ακριβώς το πρότυπο M .
(ii) H παραπάνω αναδιατύπωση μπορεί να θεωρηθεί ανάλογη της Πρότασης

3.8(1) του [5] που μας πληροφορεί ότι κάθε pure Inj-περιοδικό πρότυπο είναι
εμφυτευτικό.

Ο Jan Stovicek απέδειξε ότι [[22], Corollary 5.9] οι οι πυρήνες ZnX ενός ακυ-
κλικού συμπλέγματος X εμφυτευτικών προτύπων X μηδενίζουν τους συναρτητές
Ext1R(F, ), για κάθε F πεπερασμένης επίπεδης διάστασης. Ιδιαιτέρως, οι πυρήνες
ZnX είναι cotorsion πρότυπα. Το επιχείρημα του όμως δείχνει γενικότερα ότι κάθε
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ακυκλικό σύμπλεγμα pure-εμφυτευτικών προτύπων έχει cotorsion πυρήνες. Στην
συνέχεια θα αποδείξουμε τα δυϊκά αποτελέσματα των παραπάνω για την κλάση C.
Υπενθυμίζουμε ότι ένα πρότυπο M ανήκει στη C αν και μόνο αν οι συναρτητές
Ext1R(M, ) μηδενίζονται σε όλα τα strongly fp-εμφυτευτικά πρότυπα.
΄ΕστωM πρότυπο τέτοιο ώστε ο i-οστός πυρήνας μιας εμφυτευτικής του επίλυ-

σης είναι strongly fp-εμφυτευτικό πρότυπο. Τότε, επειδή η κλάση των strongly
fp-εμφυτευτικών προτύπων περιέχει όλα τα εμφυτευτικά πρότυπα και είναι κλει-
στή ως προς πεπερασμένα ευθέα αθροίσματα και ευθείς προσθετέους μπορούμε

να συμπεράνουμε από το Λήμμα Schanuel ότι ο i-οστός πυρήνας κάθε εμφυτευ-
τικής επίλυσης του M είναι strongly fp-εμφυτευτικό πρότυπο. Επιπλέον, επειδή
η κλάση Sfpinj είναι κλειστή ως προς συνπυρήνες μονομορφισμών έχουμε ότι ο
j-οστός κάθε εμφυτευτικής επίλυσης του M είναι strongly fp-εμφυτευτικό πρότυ-
πο για κάθε j ≥ i. Θα συμβολίζουμε με Sfpinj την κλάση των προτύπων για τα
οποία υπάρχει κάποια εμφυτευτική επίλυση τους της οποίας κάποιος πυρήνας είναι

strongly fp-εμφυτευτικό πρότυπο.

Πόρισμα 2.3.9. ΄Εστω X ένα ακυκλικό σύμπλεγμα pure-προβολικών προτύπων.
(i) Οι πυρήνες ZnX του X ανήκουν στην κλάση C.
(ii) Αν, επιπλέον, το X αποτελείται από προβολικά πρότυπα, τότε Ext1R(ZnX,M) =

0 για κάθε n και κάθε M ∈ Sfpinj.

Απόδειξη. (i) ΄Εστω M ένα strongly fp-εμφυτευτικό πρότυπο. Από την Πρότα-
ση 2.3.2 έχουμε ότι το σύμπλεγμα M [0] είναι K-absolutely pure. Επομένως το
σύμπλεγμα αβελιανών ομάδων HomR(X,M) είναι ακυκλικό. Δηλαδή, έχουμε ότι
οι βραχείες ακριβείς ακολουθίες

0 −→ ZnX −→ Xn −→ Zn−1X −→ 0

επάγουν τις εξής βραχείες ακριβείς ακολουθίες

0 −→ HomR(Zn−1X,M) −→ HomR(Xn,M) −→ HomR(ZnX,M) −→ 0

για κάθε n. Αφού κάθε πρότυπο αποτελεί pure επιμορφική εικόνα ενός ευ-
θέως αθροίσματος πεπερασμένα παριστώμενων προτύπων έχουμε ότι κάθε pure-
προβολικό πρότυπο είναι ευθύς προσθετέος ενός ευθέως αθροίσματος περασμένα

παριστώμενων προτύπων. Ιδιαιτέρως, έχουμε ότι Ext1R(Xn,M) = 0 για κάθε n.
Τελικά, από τη μακρά ακριβή ακολουθία του θ-συνομολογικού συναρτητή Ext
έχουμε ότι Ext1R(Zn−1X,M) = 0 για κάθε n το οποίο ήταν το ζητούμενο.

(ii) ΄Εστω M ∈ Sfpinj και ΣiM ο i-οστός πυρήνας μια εμφυτευτικής επίλυσης
του M ο οποίος μπορεί να υποτεθεί Strongly fp-εμφυτευτικό πρότυπο. Τότε,
έχουμε τις ισότητες

Ext1R(ZnX,M) = Exti+1
R (Zn−iX,M) = Ext1R(Zn−iX,Σ

iM) = 0,

που δίνουν άμεσα το ζητούμενο. □

Παρατήρηση 4.3.10. Το Πόρισμα 4.3.9.(ii) σημαίνει ότι κάθε Gorenstein προ-
βολικό πρότυπο ([14]) ανήκει στη κλάση C.



Κεφάλαιο 3

Ευσταθείς κατηγορίες στη

Gorenstein Ομολογική
΄Αλγεβρα

3.1 Εισαγωγικές έννοιες

Σε αυτό το κεφάλαιο θα ασχοληθούμε με πλήρη hereditary cotorsion ζεύγη (K,L)
τα οποία είναι τέτοια ώστε η κλάση L να είναι κλειστή ως προς πυρήνες επιμορ-
φισμών και να περιέχει όλα τα προβολικά πρότυπα. Θα αποδείξουμε ότι σε αυτήν
την περίπτωση μια επιμορφική εικόνα ενός προτύπου K της K με πυρήνα στην L
παραγοντοποιείται μέσω ενός προτύπου της L μόνο στην τετριμμένη περίπτωση
όπου και το K καθώς και η εικόνα του ανήκουν στην L. Θα εφαρμόσουμε τα
παραπάνω στην Gorenstein Ομολογική ΄Αλγεβρα. Επιπλέον, θα διατυπώσουμε τα
δυϊκά αποτελέσματα του κεφαλαίου τα οποία έχουν δυϊκές αποδείξεις. Ξεκινάμε τη
μελέτη μας με μια γενικευμένη μορφή του Λήμματος Scaunel και συνεχίζουμε με
κάποια προαπαιτούμενα αποτελέσματα της Gorenstein Ομολογικής ΄Αλγεβρας.

Λήμμα 3.1.1 (Schanuel). ΄Εστω M ένα R-πρότυπο. Υποθέτουμε ότι υπάρχουν
οι βραχείες ακριβής ακολουθίες 0 → F → L → M → 0 και 0 → F → L →
M → 0, όπου Ext1R

(
L,F

)
= 0 και Ext1R

(
L,F

)
= 0. Τότε, υπάρχει ισομορφισμός

L⊕ F ≃ L⊕ F .

Ορισμός 3.1.2 (Gorenstein προβολικό πρότυπο). Gorenstein προβολικό πρότυ-
πο καλούμε κάθε συζυγία ενός ακυκλικού συμπλέγματος προβολικών προτύπων P
το οποίο διατηρεί την ακρίβεια του μέσω του συναρτητή HomR(−, P ), για κάθε
προβολικό πρότυπο P .

Θα συμβολίζουμε τη κλάση των Gorenstein προβολικών προτύπων με GProj.

Επειδή δεν θα μελετήσουμε τα Gorenstein εμφυτευτικά πρότυπα (που ορίζονται
δυϊκά) παραλείπουμε τον ορισμό τους.
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Ορισμός 3.1.3 (Gorenstein επίπεδα πρότυπα). Gorenstein επίπεδο πρότυπο κα-
λούμε κάθε συζυγία ενός ακυκλικού συμπλέγματος επίπεδων προτύπων F το οποίο
διατηρεί την ακρίβεια του μέσω του συναρτητή I ⊗ −, για κάθε εμφυτευτικό
πρότυπο I.

Θα συμβολίζουμε τη κλάση των Gorenstein επίπεδων προτύπων με GFlat.

Δεν γνωρίζουμε εάν όλα τα Gorenstein προβολικά πρότυπα είναι και Goren-
stein επίπεδα. Γι αυτόν τον λόγο οι Saroch και Stovicek όρισαν([25]) μια καινούρ-
για κλάση προτύπων που περιέχεται στην τομή των GProj και GFlat. Ονόμασαν
τα καινούργια αυτά πρότυπα Projectively coresolved Gorenstein Flat πρότυπα(
για συντομία γράφουμε PGF πρότυπα).

Ορισμός 3.1.4 (PGF πρότυπα). Θα καλούμε ένα πρότυπο PGF εάν αποτελεί
συζυγία ενός ακυκλικού συμπλέγματος προβολικών προτύπων P το οποίο διατηρεί
την ακρίβεια του μέσω του συναρτητή I ⊗−, για κάθε εμφυτευτικό πρότυπο I.

Θα συμβολίζουμε τη κλάση των PGF προτύπων με PGF.

Παρουσιάζουμε σύντομα τα βασικά αποτελέσματα που θα μας χρειαστούν σε

αυτό το κεφάλαιο.

Θεώρημα 3.1.5. [25, Θεώρημα 4.4] Κάθε PGF πρότυπο είναι Gorenstein προ-
βολικό

Θεώρημα 3.1.6. [25, Θεώρημα 4.9] Το ζεύγος (PGF, PGF⊥) αποτελεί ένα πλήρες
hereditary cotorsion ζεύγος. Επιπλέον η κλάση PGF⊥ είναι κλειστή ως προς πυ-

ρήνες επιμορφισμών.

Θεώρημα 3.1.7. [25, Θεώρημα 4.11] Για κάθε Gorenstein επίπεδο πρότυπο M
υπάρχει μια ακολουθία προσέγγισης της μορφής:

0 −→ F −→ P −→M −→ 0,

όπου P ∈ PGF και το F είναι επίπεδο πρότυπο.
Επιπλέον, ισχύει ότι Gflat ∩ PGF⊥ = Flat, όπου με Flat συμβολίζουμε τη

κλάση των επίπεδων προτύπων.

Θεώρημα 3.1.8. [25, Πόρισμα 4.12] Το ζεύγος (GFlat, GFlat⊥) αποτελεί ένα
πλήρες hereditary cotorsion ζεύγος.

Στη συνέχεια ορίζουμε την κλάση των προτύπων που έχουν πεπερασμένη (Go-
renstein) επίπεδη διάσταση. Για τη σχετική θεωρία της Gorenstein επίπεδης δι-
άστασης ο αναγνώστης μπορεί να συμβουλευτεί το [6]. Σημειώνουμε ότι η εργασία
[6] είχε γραφεί μόνο για δακτυλίους στους οποίους η κλάση Gflat είναι κλειστή
ως προς επεκτάσεις, όμως είναι γνωστό πλέον ότι η προαναφερθείσα ιδιότητα των
Gorenstein επίπεδων προτύπων ισχύει σε κάθε δακτύλιο(Θεώρημα 3.1.8).

Ορισμός 3.1.9. Θα λέμε ότι ένα πρότυπο M έχει πεπερασμένη (Gorenstein)
επίπεδη διάσταση εάν έχει πεπερασμένη (Gorenstein) επίπεδη επίλυση.
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Συμβολίζουμε με Flat και GFlat τις κλάσεις των προτύπων πεπερασμένης

επίπεδης και Gorenstein επίπεδης διάστασης αντίστοιχα.

Το επόμενο αποτέλεσμα μπορεί να αποδειχθεί άμεσα από τους Ορισμούς 3.1.4
και 3.1.9 και από τα Θεωρήματα 3.1.6, 3.1.7 και 3.1.8. Ο αναγνώστης μπορεί να
δει το [12, Θεώρημα 2.1] για περισσότερες πληροφορίες.

Πρόταση 3.1.10. Για κάθε πρότυπο πεπερασμένης Gorenstein επίπεδης διάστα-
σης M υπάρχει μια ακολουθία προσέγγισης της μορφής

0 −→ F −→ P −→M −→ 0,

όπου P ∈ PGF και το F έχει πεπερασμένη επίπεδη διάσταση.

3.2 Σταθεροποιώντας μέσω της K⊥

΄Εστω L μια κλειστή ως προς πεπερασμένα ευθέα αθροίσματα κλάση προτύπων.
Το σύνολο των R-μορφισμών f : M → N που παραγοντοποιούνται μέσω ε-
νός προτύπου της L αποτελεί υποομάδα της αβελιανής ομάδας HomR(M,N).
Θα συμβολίζουμε με L-HomR(M,N) την αντίστοιχη ομάδα πηλίκο και με [f ] =
[f ]L την κλάση μιας απεικόνισης f ∈ HomR(M,N). Επιπλέον, για κάθε κλάση
R-προτύπων K, συμβολίζουμε με L-K την κατηγορία που έχει ως αντικείμενα
τα πρότυπα της K ενώ ως σύνολα μορφισμών θεωρούμε τις αβελιανές ομάδες
L-HomR(M,N).

Λήμμα 3.2.1. ΄Εστω f : M → N ένας R-μορφισμός και δύο κλάσεις R-
προτύπων L,K τέτοιες ώστε να ισχύει ότι K ⊆ ⊥L και ότι Proj(R) ⊆ L ενώ
επιπλέον απαιτούμε η L να είναι κλειστή ως προς πεπερασμένα ευθέα αθροίσματα
και πυρήνες επιμορφισμών. Επιπλέον, θεωρούμε δύο βραχείες ακριβείς ακολουθίες
R-προτύπων

0→ L
ι→ K

p→M → 0 και 0→ L′ ȷ→ K ′ q→ N → 0,

όπου K,K ′ ∈ K και L,L′ ∈ L. Τότε ισχύουν τα εξής,

(i) υπάρχει R-μορφισμός g : K → K ′, τέτοιος ώστε qg = fp.

(ii) Αν g, g′ : K → K ′
είναι δύο R-μορφισμοί με qg = fp και qg′ = fp, τότε

ισχύει ότι [g] = [g′] ∈ L-HomR(K,K
′).

(iii) Αν [f ] = [0] ∈ L-HomR(M,N) και g : K → K ′
είναι ένας R-μορφισμός

τέτοιος ώστε qg = fp, τότε [g] = [0] ∈ L-HomR(K,K
′).

Απόδειξη. (i) Αφού ισχύει ότι Ext1R(K,L
′) = 0 συμπεραίνουμε ότι η

q∗ : HomR(K,K
′) → HomR(K,N) είναι επιμορφισμός. Επομένως, υπάρχει R-

μορφισμός g : K → K ′
τέτοιος ώστε fp = q∗(g).
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(ii) ΄Εστω g, g′ : K → K ′
δύο R-μορφισμοί ώστε qg = fp και qg′ = fp.

0 → L
ι→ K

p→ M → 0
g ↓↓ g′ f ↓

0 → L′ ȷ→ K ′ q→ N → 0

΄Εχουμε ότι q(g′ − g) = qg′ − qg = fp − fp = 0 άρα υπάρχει R-μορφισμός
h : K → L′, τέτοιος ώστε g′−g = ȷh. Αφού L′ ∈ L καταλήγουμε στο ζητούμενο,
δηλαδή [g] = [g′] ∈ L-HomR(K,K

′).
(iii) Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι Proj(R) ⊆ K.

΄Εστω f μια γραμμική απεικόνιση η οποία παραγοντοποιείται ως: M
a→ Λ

b→ N ,
όπου Λ ∈ L. Επειδή η L είναι κλειστή ως προς πυρήνες επιμορφισμών και κάθε
προβολικό πρότυπο ανήκει στην L, μπορούμε να κατασκευάσουμε την παρακάτω
ακολουθία

0→ Λ′ → P
π→ Λ→ 0

όπου το P είναι προβολικό και Λ′ ∈ L. Μέσω του (i), εξασφαλίζεται η ύπαρξη
των μορφισμών α : K → P και β : P → K ′, οι οποίοι είναι τέτοιοι ώστε πα = ap
και qβ = bπ.

0 → L
ι→ K

p→ M → 0
α ↓ a ↓

0 → Λ′ → P
π→ Λ → 0

β ↓ b ↓
0 → L′ ȷ→ K ′ q→ N → 0

Τελικά, q(βα) = (ba)p = fp και επομένως για κάθε μορφισμό g : K −→ K ′
ο

οποίος είναι τέτοιος ώστε qg = fp έχουμε ότι [g] = [βα] ∈ L-HomR(K,K
′). ΄Αρα

[βα] = [0] ∈ L-HomR(K,K
′), το οποίο σημαίνει ότι [g] = [0] ∈ L-HomR(K,K

′).

΄Εστω (K,L) ένα πλήρες cotorsion ζεύγος, ως ακολουθία προσέγγισης του
προτύπου M εννοούμε κάθε ακολουθία της μορφής

0 −→ L −→ K −→M −→ 0,

όπου L ∈ L και K ∈ K. Θεωρούμε ότι Proj(R) ⊂ L και ότι η L είναι κλειστή ως
προς πυρήνες επιμορφισμών. Τα Λήμματα 3.1.1 και 3.2.1 μας εξασφαλίζουν την
ύπαρξη του προσθετικού συναρτητή

µ : L-R-Mod→ L-K

ο οποίος απεικονίζει το πρότυπο R-πρότυπο M σε ένα πρότυπο της K το οποίο
εμφανίζεται σε μια ακολουθία προσέγγισης τουM .Επιπλέον, ο συναρτητής µ απει-
κονίζει τη κλάση [f ] ∈ L-HomR(M,N) του μορφισμού f : M → N στην κλάση
[g] ∈ L-HomR(K,K

′) κάποιου μορφισμού g : K → K ′
τη συνθήκη του Λήμματος

3.2.1(i).

Θεώρημα 3.2.2. Ο προσθετικός συναρτητής µ : L-R-Mod → L-K αποτελεί
δεξιά προσαρτημένο συναρτητή της ένθεσης L-K ↪→ L-R-Mod.
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Απόδειξη. ΄Εστω N ένα πρότυπο και

0→ L
ȷ→ K

q→ N → 0,

μια ακολουθία προσέγγισης του N ,όπου K ∈ K και L ∈ L. Σημειώνουμε ότι η
απεικόνιση

[q]∗ : L-HomR(Λ,K)→ L-HomR(Λ, N)

είναι φυσική και στο Λ ∈ K (προφανώς) και στο N (από το Λήμμα 3.2.1). Θα
δείξουμε τη ζητούμενη προσάρτηση αποδεικνύοντας ότι η απεικόνιση [q]∗ αποτελεί
ισομορφισμό.
Η απεικόνιση

q∗ : HomR(Λ,K)→ HomR(Λ, N)

είναι επί αφού Ext1R(Λ, L) = 0, επομένως έπεται ότι και η [q]∗ είναι επί. Για να
δείξουμε ότι η [q]∗ είναι ένα-προς-ένα, θεωρούμε μια απεικόνιση g : Λ → K,
τέτοια ώστε [qg] = [q][g] = [q]∗[g] = [0] ∈ L-HomR(Λ, N). ΄Εχουμε το ακόλουθο
μεταθετικό διάγραμμα

0 → 0 → Λ = Λ → 0
g ↓ qg ↓

0 → L
ȷ→ K

q→ N → 0

το οποίο μέσω του Λήμματος 3.2.1(iii), μας βοηθάει να συμπεράνουμε ότι [g] =
[0] ∈ L-HomR(Λ,K).

Πόρισμα 3.2.3. ΄Εστω (K,L) ένα πλήρες hereditary cotorsion ζεύγος τέτοιο
ώστε και η κλάση L να είναι κλειστή ως προς πυρήνες επιμορφισμών και να πε-
ριέχει όλα τα προβολικά πρότυπα. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα για ένα πρότυπο
M .

(i) M ∈ L,

(ii) L-HomR(K,M) = 0 για κάθε K ∈ K και

(iii) υπάρχει βραχεία ακριβής ακολουθία R-προτύπων 0 → L → K
q→ M → 0,

όπου L ∈ L και K ∈ K, τέτοια ώστε [q] = [0] ∈ L-HomR(K,M).

Απόδειξη. Οι συνεπαγωγές (i)⇒(ii) and (ii)⇒(iii) είναι άμεσες. Επομένως, αρκεί
να δείξουμε τη συνεπαγωγή (iii)⇒(i). Η προσάρτηση που περιγράφει το Θεώρημα
3.2.2 μας πληροφορεί ότι η απεικόνιση

[q]∗ : L-HomR(K,K)→ L-HomR(K,M)

είναι ισομορφισμός. Αφού [q]∗[1K ] = [q][1K ] = [q1K ] = [q] = [0] ∈ L-HomR(K,M),
συμπεραίνουμε ότι [1K ] = [0] ∈ L-HomR(K,K). ΄Αρα, η ταυτοτική απεικόνιση του
K παραγοντοποιείται μέσω ενός προτύπου L′ ∈ L. Επειδή η L είναι κλειστή ως
προς ευθείς προσθετέους έχουμε ότι το K ανήκει στη L. Επιπλέον, επειδή η
κλάση L είναι κλειστή ως προς συνπυρήνες μονομορφισμών το ζητούμενο έπεται
λόγω της ύπαρξης της βραχείας ακριβής ακολουθίας 0→ L→ K →M → 0.
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Τα επόμενα μπορούν να θεωρηθούν ως απλή προσαρμογή των μέχρι τώρα ε-

δραιωμένων αποτελεσμάτων. Αυτήν τη φορά θα ασχοληθούμε με τις ακολουθίες
προσέγγισης ενός προτύπου πεπερασμένης επίπεδης Gorenstein επίπεδης διάστα-
σης όπως αυτές λαμβάνονται από τη Πρόταση 3.1.10.

Ανάλογα με πριν έχουμε ότι το σύνολο των R-μορφισμών f :M → N παραγο-
ντοποιούνται μέσω ενός προτύπου πεπερασμένης επίπεδης διάστασης αποτελεί υπο-

ομάδα της αβελιανής ομάδας HomR(M,N). Συμβολίζουμε με FF-HomR(M,N)
την αντίστοιχη ομάδα πηλίκο και με [f ] = [f ]FF την κλάση του R-μορφισμού
f ∈ HomR(M,N). Επιπλέον συμβολίζουμε με FF-R-Mod την κατηγορία που
έχει ως αντικείμενα όλα τα R-πρότυπα και της οποία τα σύνολα μορφισμών δίνο-
νται μέσω των αβελιανών ομάδων FF-HomR(M,N). Από το Λήμμα 3.1.1 έχουμε
ότι το PGF πρότυπο G, το οποίο εμφανίζεται στην ακολουθία προσέγγισης της
Πρότασης 3.1.10 ενός προτύπου πεπερασμένης Gorenstein επίπεδης διάστασης M
προσδιορίζεται μοναδικά ως προς ισομορφισμό στην κατηγορία FF-R-Mod.
Τα Λήμματα 3.1.1 και 3.2.1 μας εξασφαλίζουν την ύπαρξη του προσθετικού

συναρτητή

µ′ : FF-GFlat(R)→ FF-PGF(R),

ο οποίο απεικονίζει κάθε πρότυπο πεπερασμένης Gorenstein επίπεδης διάστασης
M στο PGF πρότυπο που εμφανίζεται στην ακολουθία προσέγγισης του M μέσω
της Πρότασης 3.1.10.

Το ακόλουθο θεώρημα είναι ανάλογο του Θεωρήματος 3.2.2.

Θεώρημα 3.2.4. Ο προσθετικός συναρτητής µ′ : FF-GFlat(R) → FF-PGF(R)
αποτελεί δεξιά προσαρτημένο συναρτητή της ένθεσης FF-PGF(R) ↪→ FF-GFlat(R).

Το ακόλουθο πόρισμα είναι ανάλογο του Πορίσματος 3.2.3.

Πόρισμα 3.2.5. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα για ένα πρότυπο πεπερασμένης
Gorenstein επίπεδης διάστασης M

(i) Το M έχει πεπερασμένη επίπεδη διάσταση,

(ii) FF-HomR(L,M) = 0 για κάθε PGF πρότυπο L,

(iii) υπάρχει μια βραχεία ακριβής ακολουθία 0 → F → L
q→ M → 0, με F ∈

Flat και L ∈ PGF έτσι ώστε [q] = [0] ∈ FF-HomR(L,M).

Σημείωση: Οι σταθεροποιημένες κατηγορίες που θεωρήσαμε σε αυτή την υπο-
παράγραφο είναι οι συνηθισμένες ευσταθείς κατηγορίες. Πράγματι, στην περίπτω-
ση όπου η κλάση L περιέχει όλα τα προβολικά πρότυπα και είναι κλειστή ως προς
πυρήνες επιμορφισμών τότε για κάθε κλάση K με την ιδιότητα L ⊂ K⊥

θεωρήσαμε

την κατηγορία L-K που έχει ως αντικείμενα τα πρότυπα της K ενώ απαιτήσαμε
κάθε μορφισμός που παραγοντοποιείται μέσω της L να είναι μηδέν. Για να δείξουμε
το ισχυρισμό μας, αρκεί να δείξουμε ότι κάθε μορφισμός που παραγοντοποιείται
μέσω της L παραγοντοποιείται και μέσω ενός προβολικού προτύπου. Ισοδύναμα,
αρκεί να δείξουμε ότι κάθε μορφισμός της μορφής F : K −→ L όπου K ∈ K
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και L ∈ L παραγοντοποιείται μέσω ενός προβολικού προτύπου. ΄Ομως, για κάθε
L ∈ L μπορούμε να βρούμε μια βραχεία ακριβή ακολουθία

0→ L′ → P → L→ 0,

όπου το P είναι προβολικό και το L είναι πρότυπο της L. Το ζητούμενο έπεται
διότι Ext1(K,L′) = 0.

3.3 Σταθεροποιώντας μέσω της PGF

Τα αποτελέσματα αυτής της παραγράφου είναι δυϊκά των αποτελεσμάτων της προη-

γούμενης παραγράφου. ΄Ολες οι αποδείξεις είναι δυϊκές των αντίστοιχων αποδε-
ίξεων που έχουμε ήδη παρουσιάσει.
Ξεκινάμε τη μελέτη μας με το δυϊκό λήμμα του γενικευμένου Λήμματος Sca-

nuel. Αμέσως μετά παραθέτουμε τη δυϊκή πρόταση της Πρότασης 3.1.10.

Λήμμα 3.3.1 (Scanuel). ΄Εστω M ένα R-πρότυπο. Θεωρούμε δύο ακολου-
θίες προτύπων 0 → M → F ′ → L′ → 0 και 0 → M → F ′ → L′ → 0
όπου Ext1R

(
L′, F ′

)
= 0 και Ext1R

(
L′, F ′) = 0. Τότε, υπάρχει ισομορφισμός

L′ ⊕ F ′ ≃ L′ ⊕ F ′.

Πρόταση 3.3.2. Για κάθε πρότυπο πεπερασμένης Gorenstein επίπεδης διάστα-
σης M υπάρχει μια ακολουθία προσέγγισης της παρακάτω μορφής

0 −→M −→ F ′ −→ L′ −→ 0,

όπου F ′ ∈ Flat και L′ ∈ PGF.

Το σύνολο των R-μορφισμών f :M → N που παραγοντοποιούνται μέσω ενός
PGF προτύπου αποτελεί υποομάδα της αβελιανής ομάδας HomR(M,N). Συμβο-
λίζουμε με PGF-HomR(M,N) την αντίστοιχη ομάδα πηλίκο και με [f ] = [f ]PGF

την κλάση του R-μορφισμού f ∈ HomR(M,N).
Επιπλέον, συμβολίζουμε με PGF-R-Mod την κατηγορία που έχει ως αντι-

κείμενα όλα τα R-πρότυπα ενώ ως σύνολα μορφισμών θεωρούμε τις αβελιανές
ομάδες PGF-HomR(M,N). Το Λήμμα 3.3.1 μας εξασφαλίζει ότι το πρότυπο F ′

το οποίο ορίζεται μέσω της Πρότασης 3.3.2 για κάθε πρότυπο πεπερασμένης Go-
renstein επίπεδης διάστασης είναι μοναδικό ως προς ισομορφισμό στην κατηγορία
PGF-R-Mod.

Λήμμα 3.3.3. ΄Εστω f : M → N ένας R-μορφισμός μεταξύ δύο προτύπων
πεπερασμένης Gorenstein επίπεδης διάστασης. Επιπλέον θεωρούμε δύο βραχείες
ακριβής ακολουθίες

0→M
ι→ F

p→ L→ 0 και 0→ N
ȷ→ F ′ q→ L′ → 0,

όπου τα F, F ′
έχουν πεπερασμένη επίπεδη διάσταση και τα L,L′

είναι PGF. Τότε,

(i) υπάρχει ένα R-μορφισμός g : F → F ′, τέτοιος ώστε gι = ȷf .
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(ii) Αν g, g′ : F → F ′
είναι δύο R-μορφισμοί με gι = ȷf και g′ι = ȷf , τότε

[g] = [g′] ∈ PGF-HomR(F, F
′).

(iii) Αν [f ] = [0] ∈ PGF-HomR(M,N) και g : F → F ′
είναι ένας R-μορφισμός

τέτοιος ώστε gι = ȷf , τότε [g] = [0] ∈ PGF-HomR(F, F
′).

Απόδειξη. (i) Αφού Ext1R(L,F
′) = 0, συμπεραίνουμε ότι η ι∗ : HomR(F, F

′) →
HomR(M,F ′) αποτελεί επιμορφισμό. Επομένως, υπάρχει R-μορφισμός g : F →
F ′
τέτοιος ώστε ȷf = ι∗(g), το οποίο ήταν το ζητούμενο.
(ii) ΄Εστω g, g′ : F → F ′

δύο R-μορφισμοί gι = ȷf και g′ι = ȷf .

0 → M
ι→ F

p→ L → 0
f ↓ g ↓↓ g′

0 → N
ȷ→ F ′ q→ L′ → 0

Τότε, (g′ − g)ι = g′ι − gι = ȷf − ȷf = 0 επομένως υπάρχει R-μορφισμός h :
L → F ′, τέτοιος ώστε g′ − g = hp. Αφού το L είναι PGF, συμπεραίνουμε ότι
[g] = [g′] ∈ PGF-HomR(F, F

′).

(iii)΄Εστω ότι η f παραγοντοποιείται ως την σύνθεση M
a→ Γ

b→ N , όπου το
Γ είναι PGF. Από τον ορισμό των PGF προτύπων έχουμε την ακολουθία

0→ Γ
k→ P → Γ′ → 0,

όπου το P είναι προβολικό και το Γ′
είναι PGF. Από το (i), μπορούμε να βρούμε

R-μορφισμούς α : F → P και β : P → F ′, οι οποίοι είναι τέτοιοι ώστε αι = ka
και βk = ȷb.

0 → M
ι→ F

p→ L → 0
a ↓ α ↓

0 → Γ
k→ P → Γ′ → 0

b ↓ β ↓
0 → N

ȷ→ F ′ q→ L′ → 0

Ισχύει ότι (βα)ι = ȷ(ba) = ȷf το οποίο σημαίνει ότι για κάθε R−μορφισμό
g : F → F ′

με gι = ȷf έχουμε [g] = [βα] ∈ PGF-HomR(F, F
′) ((ii)). Τελικά,

έχουμε [βα] = [0] ∈ PGF-HomR(F, F
′).

Παρατήρηση 3.3.4. Η απόδειξη του προηγούμενο λήμματος δεν αλλάζει αν
απλά θεωρήσουμε ότι τα πρότυπα F, F ′

ανήκουν στην δεξιά ορθογώνια κλάση

των PGF προτύπων. Επιπλέον, σε αυτή την περίπτωση δεν χρειάζεται να πε-
ριοριστούμε σε πρότυπα πεπερασμένης Gorenstein επίπεδης διάστασης καθώς οι
αντίστοιχες ακολουθίες προσέγγισης υπάρχουν για κάθε R-πρότυπο λόγω του Θε-
ωρήματος 3.1.6.

΄Οπως και στη προηγούμενη παράγραφο υπάρχουν οι προσθετικοί συναρτητές

ν : PGF-GFlat(R)→ PGF-Flat(R),

ν′ : PGF-R-Mod→ PGF-PGF(R)⊥,
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όπου ο ν αντιστοιχίζει κάθε πρότυπο πεπερασμένης επίπεδης διάστασης M στο

πρότυπο F ′
που εμφανίζεται στην ακολουθία προσέγγισής της Πρότασης 3.3.2 ενώ

ο ν′ αντιστοιχίζει κάθε R-πρότυπο M στο πρότυπο της PGF(R)⊥ που εμφανίζεται
σε μια ακολουθία προσέγγισης της μορφής

0→M → K → L→ 0

όπου K ∈ PGF(R)⊥ και L ∈ PGF(R). Επιπλέον, οι συναρτητές ν και ν′ δρουν
στους μορφισμούς με τον τρόπο που υποδεικνύει το Λήμμα 3.3.3(i).

Θεώρημα 3.3.5. (i) Ο προσθετικός συναρτητής
ν : PGF-GFlat(R) → PGF-Flat(R) αποτελεί αριστερά προσαρτημένο συναρτη-
τή της ένθεσης PGF-Flat(R) ↪→ PGF-GFlat(R).

(ii) Ο προσθετικός συναρτητής ν′ : PGF-R-Mod→ PGF-PGF(R)⊥ αποτελεί
αριστερά προσαρτημένο συναρτητή της ένθεσης PGF-PGF(R)⊥ ↪→ PGF-R-Mod.

Απόδειξη. Αποδεικνύουμε μόνο το (i) καθώς η απόδειξή του (ii) είναι όμοια. ΄Ε-
στω F ένα R-πρότυπο πεπερασμένης επίπεδης διάστασης και M ένα R-πρότυπο
πεπερασμένης Gοrenstein επίπεδης διάστασης. Επιπλέον, θεωρούμε την βραχεία
ακριβή ακολουθία

0→M
ι→ F ′ p→ L→ 0,

όπου το F ′
έχει πεπερασμένη επίπεδη διάσταση και το L είναι PGF. Η απεικόνιση

[ι]∗ : PGF-HomR(F
′, F )→ PGF-HomR(M,F )

είναι φυσική στο F (προφανώς) και στο M (Λήμμα 3.3.3). Επομένως αρκεί να
δείξουμε ότι η [ι]∗ είναι ισομορφισμός. Πράγματι, αφού το L είναι PGF και το F
έχει πεπερασμένη επίπεδη διάσταση, έχουμε ότι Ext1R(L,F ) = 0. ΄Αρα, η

ι∗ : HomR(F
′, F )→ HomR(M,F )

αποτελεί επιμορφισμό το οποίο σημαίνει ότι και η [ι]∗ αποτελεί επιμορφισμό. Για
να δείξουμε την ιδιότητα ένα-προς-ένα υποθέτουμε ότι για την g : F → F ′

ισχύει

ότι [gι] = [g][ι] = [ι]∗[g] = [0] ∈ PGF-HomR(M,F ). Το ακόλουθο διάγραμμα

0 → M
ι→ F ′ p→ L → 0

gι ↓ g ↓
0 → F = F → 0 → 0

και το Λήμμα 3.3.3(iii), μας δίνουν το ζητούμενο: [g] = [0] ∈ PGF-HomR(F
′, F ).

Πόρισμα 3.3.6. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα για ένα πρότυπο πεπερασμένης
Gorenstein επίπεδης διάστασης M

(i) Το M είναι PGF,

(ii) PGF-HomR(M,F ) = 0 για κάθε πρότυπο F πεπερασμένης επίπεδης δι-
άστασης,
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(iii) υπάρχει μια βραχεία ακριβής ακολουθία 0 → M
ι→ F → L → 0, όπου

F ∈ Flat και L ∈ PGF έτσι ώστε [ι] = [0] ∈ PGF-HomR(M,F ).

Απόδειξη. Οι συνεπαγωγές (i)⇒(ii) και (ii)⇒(iii) είναι άμεσες, επομένως μας
μένει να δείξουμε ότι (iii)⇒(i). Από την απόδειξη του προηγούμενο Θεωρήματος
έχουμε ότι η

[ι]∗ : PGF-HomR(F, F ) −→ PGF-HomR(M,F )

αποτελεί ισομορφισμό. Αφού ισχύει ότι [ι]∗[1F ] = [1F ][ι] = [1F ι] = [ι] = [0] ∈
PGF-HomR(M,F ), συμπεραίνουμε ότι [1F ] = [0] ∈ PGF-HomR(F, F ), άρα η
ταυτοτική απεικόνιση του F παραγοντοποιείται μέσω του PGF προτύπου L. Δη-
λαδή, το F είναι PGF ως ευθύς προσθετέος του L. Τελικά, το M είναι PGF ως
πυρήνας μιας απεικόνισης μεταξύ δύο PGF προτύπων.

Πόρισμα 3.3.7. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα

(i) M ∈ PGF,

(ii) PGF-HomR(M,K) = 0 για κάθε K ∈ PGF(R)⊥,

(iii) υπάρχει μια βραχεία ακριβής ακολουθία 0 → M
ι→ K → L → 0, όπου

K ∈ PGF(R)⊥ και L ∈ PGF έτσι ώστε [ι] = [0] ∈ PGF-HomR(M,K).

Απόδειξη. ΄Ομοια με την προηγούμενη απόδειξη.
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