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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 

 

Το βιβλίο αυτό είναι µία εισαγωγή στη κβαντική θεωρία της δράσης 

laser, δηλαδή του µηχανισµού αλληλεπίδρασης ακτινοβολίας και ατόµων µε 

αποτέλεσµα την εκποµπή µίας σύµφωνης ηλεκτροµαγνητικής (Η/Μ) δέσµης 

µε εξαιρετικές ιδιότητες: τη συµφωνία, λαµπρότητα, κατευθυντικότητα, 

µονοχρωµατικότητα.   Η ανάπτυξη αυτoύ του θέµατος έχει κατανεµηθεί σε 

έξη κεφάλαια και ένα συµπληρωµατικό παράρτηµα.  Θα µπορούσαν σίγουρα 

να λεχθούν πολύ περισσότερα στο ίδιο θέµα, αλλά εδώ πρέπει να λάβει 

κανείς υπόψη το χρονικό περιορισµό ενός ‘εξαµήνου’ για το οποίο 

προορίζεται αυτή η ύλη.   Περιληπτικά η ύλη έχει κατανεµηθεί ως εξής. 

 To πρώτο κεφάλαιο αναφέρεται γενικά γύρω από τα Η/Μ πεδία και 

την ακτινοβολία µέλανος σώµατος, τη θερµική ακτινοβολία η οποία υπάρχει 

στο εσωτερικό κοιλότητας της οποίας τα τοιχώµατα βρίσκονται σε 

θερµοκρασία Τ.  

 Στο δεύτερο κεφάλαιο περιγράφεται υπολογισµός της φασµατικής 

κατανοµής µέλανος σώµατος από τον Einstein µέσα από τους µηχανισµούς 

αλληλεπίδρασης της Η/Μ ακτινοβολίας µε τα άτοµα της ύλης.  Βάσει αυτής 

της περιγραφής έγινε δυνατή µετά από 40 περίπου χρόνια η κατασκευή της 

οπτικής µηχανής, το laser.   

Μετά την περιγραφή των µηχανισµών αλληλεπίδρασης, στα 

επόµενα δύο κεφάλαια γίνεται ο µαθηµατικός υπολογισµός των πιθανοτήτων 

αλληλεπίδρασης φωτονίων µε το άτοµο (περιοριζόµενοι στο δισταθµικό 

άτοµο). Στο µεν τρίτο κεφάλαιο µέσα από τη θεωρία διαταραχών και 

αλληλεπίδραση ηλεκτρικού διπόλου, στο δε τέταρτο κεφάλαιο µέσα από τη 

κβαντική θεωρία πεδίου και την χρήση τελεστών και κυµατανυσµάτων.  

Για να µην γίνει βαρετή η συνεχής αναφορά στις θεωρίες και τα 

µαθηµατικά της λειτουργίας του laser στο πέµπτο κεφάλαιο παρουσιάζεται η 

εφαρµογή της θεωρίας µε τη περιγραφή της οπτικής µηχανής.   

Ακολουθώντας την χρονολογική σειρά µε την οποία κατασκευάστηκαν,  

παρουσιάζεται πρώτα το maser που λειτουργεί στη περιοχή των 
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µικροκυµάτων και µετά το laser που λειτουργεί στο ορατό (και µε επέκταση 

στο υπέρυθρο και υπεριώδες) φάσµα.  Συγκεκριµένα παρουσιάζεται το 

πρώτο laser αερίου, το HeNe καθώς και το laser ηµιαγωγών.    

Το κύριο θέµα του βιβλίου κλείνει στο έκτο κεφάλαιο µε εισαγωγή 

του πίνακα πυκνότητας για τον υπολογισµό των πιθανοτήτων ατοµικής 

µετάπτωσης.  Η µέθοδος του πίνακα πυκνότητας έχει πολλά πλεονεκτήµατα.  

Το κυριότερο από αυτά όµως είναι ότι βοηθά τη µελέτη της αλληλεπίδρασης 

κβαντικών συστηµάτων των οποίων το κυµατάνυσµα δεν είναι γνωστό αλλά 

µόνο ορισµένες στατιστικές τους ιδιότητες.   

Τέλος, στο παράρτηµα δίνεται ένα βοήθηµα για τη λύση των 

συστηµάτων διαφορικών εξισώσεων που εµφανίζονται συνέχεια στα 

µαθηµατικά της λειτουργίας του laser. 
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Χρήσιµες Σταθερές 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σταθερά Σύµβολο Τιµή 

Σταθερά Boltzmann k 1231038.1 −−⋅ JK  

Φορτίο ηλεκτρονίου e C19106.1 −⋅  

Σταθερά Planck h Js341063.6 −⋅  

Ταχύτητα φωτός στο κενό c 18103 −⋅ ms  

Μάζα ηλεκτρονίου me Kg31101.9 −⋅  

Ηλεκτρική διαπερατότητα κενού ε0 1121085.8 −−⋅ Fm  
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Χρήσιµες Μαθηµατικές Σχέσεις 
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KKKBBBAAANNNTTTIIIKKKHHH   OOOΠΠΠΤΤΤΙΙΙΚΚΚΗΗΗ   

ΚΚΚΑΑΑΙΙΙ   LLLAAASSSEEERRRSSS   
 

1.  ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 
ο κοινωνικό φαινόµενο που συνιστά αυτό που λέµε επιστήµη, 

γενικώς, είναι απαύγασµα µίας διαρκούς αλληλεπίδρασης των 

προϊόντων των αισθήσεων µε το διανοητικό σύστηµα του 

ανθρώπου.   Η επιστήµη µπορεί να κάνει προβλέψεις που 

παρακινούν τους παρατηρητές  να ελέγξουν την ορθότητα ή 

µη των προβλέψεων.  Έτσι, λοιπόν το διανοητικό αφενός οικονοµεί το 

µνηµονικό και αφετέρου εµπλουτίζει το γνωστικό κατόπιν ελέγχου.   

Η ανάπτυξη κανόνων για µία γνωστική περιοχή γίνεται µε ταυτόχρονη 

ανάπτυξη ενός συναφούς εννοιολογικού συστήµατος που διευκολύνει την 

επικοινωνία, όσο και την ευρηµατικότητα που διακρίνει την επιστήµη.  Το 

εννοιολογικό σύστηµα αφορά στην επεξεργασία των πρωτογενών 

παρατηρήσεων καθώς και στην διατύπωση των κανόνων που διέπουν την 

παραγωγή ενός συνόλου γνώσεων από ένα αρχικό ελάχιστο αρχών και 

πρωταρχικών εµπειριών.  Όταν οι κανόνες είναι ευρείας εφαρµογής 

συνιστούν τους λεγόµενους νόµους. 

Η τάση της επιστήµης είναι στην κατεύθυνση της ενοποίησης των 

νόµων, µίας κατεύθυνσης που αποσκοπεί στην εύρεση εκείνου του 

TT 
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συστήµατος των νόµων από το οποίο να προβλέπονται όλα γενικώς τα 

φυσικά φαινόµενα.  Μία τέτοια θεώρηση πραγµάτων οδηγεί στην εύρεση 

της θεωρίας του παντός.  Μην σας φαίνεται παράξενο, η τάση αυτή υπάρχει 

µεταξύ ερευνητών ασχολούµενων µε την θεωρία των στοιχειωδών 

σωµατίων.  Όµως το θέµα µας έχει να κάνει µε ένα ειδικό στοιχειώδες 

σωµατίδιο, το φωτόνιο, του οποίου την έννοια θα κτίσουµε σταδιακά, και 

έτσι δεν πρόκειται να µας απασχολήσει η θεωρία του παντός.   

Θα ακολουθήσουµε, λοιπόν, µία µετριοπαθέστερη πορεία που θα µας 

κρατά κοντά στα πειραµατικά αποτελέσµατα ενώ ταυτόχρονα θα 

επιδιώξουµε την ανάπτυξη ενός θεωρητικού σχήµατος κατάλληλου για την 

περιγραφή των φαινοµένων της ροής της ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας.  

Στο σχήµα αυτό θα ενταχθεί όχι µόνο η ροή και οι µηχανισµοί παραγωγής 

και απορρόφησης του φωτός από την ύλη, αλλά θα είναι σε θέση να µας 

καθοδηγεί στην διαµόρφωση συνθηκών εκµετάλλευσης των δυνατοτήτων 

που παρέχουν τα φαινόµενα της φωτεινής ροής σε εφαρµογές. 

Τα φαινόµενα της οπτικής έχουν να κάνουν κατά κύριο λόγο µε την 

ροή του φωτός και γενικότερα της ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας.  Όπως 

είναι γνωστό η ακτινοβολία παράγεται από επιταχυνόµενα ηλεκτρικά 

φορτία.  Η δυναµική της ακτινοβολίας περιγράφεται από τις εξισώσεις του 

Maxwell.  Η δυναµική των φορτίων περιγράφεται από τις εξισώσεις κίνησης 

της Μηχανικής, όπως είναι οι εξισώσεις του Νεύτωνα.  ∆εδοµένου ότι η 

ακτινοβολία από ένα σύστηµα φορτίων καθορίζεται από τις κινήσεις των 

φορτίων, ενώ ταυτόχρονα η ακτινοβολία καθορίζει τις δυνάµεις που 

ασκούνται από αυτή στα φορτία, η δυναµική της ακτινοβολίας και των 

φορτίων είναι συνδυασµός των δύο δυναµικών σε αλληλεπίδραση.   

Η επίλυση του συνδυασµένου προβλήµατος είναι στην πράξη εξαιρετικά 

δύσκολη.  Τα πράγµατα απλουστεύονται κάπως αν είναι γνωστές οι κινήσεις 

των φορτίων καθώς και οι δυνάµεις της ακτινοβολίας στα φορτία.  ‘Έτσι το 

πρόβληµα µπορεί να περιοριστεί στις δύο δυναµικές ξεχωριστά.  Επειδή 

γενικά τα προβλήµατα είναι σχεδόν ανεπίλυτα, καταφεύγουµε σε οµοιότυπα 

(µοντέλα) όπου τα κύρια χαρακτηριστικά του προβλήµατος  
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συσσωµατώνονται σε ένα δυναµικό σχήµα πιο επιλύσιµο και έτσι 

γίνεται πρόοδος. 

Ιστορικά πρώτα αναπτύχθηκε η γεωµετρική οπτική.  Εδώ το 

ενδιαφέρον περιορίζεται στη ροή της ακτινοβολίας στα διάφορα µέσα, και 

ιδιαίτερα στο δρόµο που ακολουθεί η ακτινοβολία κατά την πορεία της, 

όπως επίσης και η ισχύς της και η ταχύτητα µε την οποία διαδίδεται.  Οι 

διάφοροι νόµοι της γεωµετρικής οπτικής (ανάκλασης, διάθλασης) µπορούν 

να εξαχθούν από τις κυµατικές εξισώσεις που κυβερνούν την δυναµική του 

ηλεκτρικού πεδίου στα διάφορα µέσα.  Ακόµη η περίθλαση και φαινόµενα 

συµβολής του φωτός τα οποία προκύπτουν από την κυµατική µορφή του 

ηλεκτρικού πεδίου  της ακτινοβολίας.   

 

 

1.1 Σωµατίδιο, ακτίνα φωτός 

 

Σε ότι αφορά την γεωµετρική οπτική θα πρέπει ίσως να αναφέρουµε 

ότι ο Hamilton προσδιορίζει την τροχιά του φωτός σε ένα µέσο µε εξισώσεις 

παρεµφερείς προς τις εξισώσεις του για την κίνηση σωµατιδίου σε δυναµικό 

όταν η ενέργεια του σωµατιδίου είναι δεδοµένη.   

Μια και µιλάµε για φως και σωµατίδια, την παλιά εποχή ο κόσµος 

φανταζόταν ότι το µάτι έστελνε φωτεινά σήµατα προς ένα αντικείµενο 

προκειµένου να το δει ο κάτοχος του µατιού.  Πρώτος ο Επίκουρος (3ος π.Χ. 

αιώνας) έκανε τη θεώρηση της σωµατιδιακής εκποµπής από το αντικείµενο.  

Κατά τον Επίκουρο, ένα σώµα εκπέµπει µικρά σωµατίδια µέσω εσωτερικών 

ταλαντώσεων, τα οποία κινούνται σε ευθείες γραµµές και όταν προσπέσουν 

στα µάτια προκαλούν ερεθίσµατα τα οποία το µυαλό επεξεργάζεται σε 

µορφή ειδώλων.   

Η σωµατιδιακή θεωρία για την υφή του φωτός επανήλθε µε τον 

Νεύτωνα, ο οποίος την υπερασπιζόταν, αποκρούοντας την εποχή εκείνη την 
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κυµατική υφή που προωθούσε ο Huygens, προβάλλοντας το επιχείρηµα ότι 

αν το φως είχε κυµατική φύση θα έπρεπε να είχαµε φαινόµενα παρασκιάς, 

όπως συµβαίνει µε τον ήχο που ακούγεται και πίσω από ένα αντικείµενο 

µεταξύ της πηγής και του αυτιού.  Όντως ο Νεύτωνας δεν είχε τότε επαρκή 

δεδοµένα περίθλασης και συµβολής του φωτός που συνηγόρησαν στην 

κυµατική του φύση, η οποία στη διάρκεια της επικράτειας της ιδέας της 

συνέχειας είχε γίνει η αποδεκτή θεωρία.  Να, όµως που και πάλι τα 

γεγονότα, όπως το φωτοηλεκτρικό φαινόµενο µε τις θεωρήσεις του Einstein 

[26] ανέσυραν από την αφάνεια τη σωµατιδιακή φύση του φωτός.  Ο 

Einstein φανταζόταν το φως να εκπέµπεται από τις ατοµικές πηγές 

βελονοειδώς.  Έχοντας υπόψη τα φαινόµενα συµβολής και το 

φωτοηλεκτρικό φαινόµενο συνεβίβασε τη διπλή φύση του φωτός.  Παρόµοια 

κατάσταση ακολούθησε στο µεταξύ και για τα ηλεκτρόνια που αρχικά 

πιστευόταν να έχουν σωµατιδιακή υφή.  

Αυτά για την εξέλιξη των ιδεών της διπλής φύσης που συνυπάρχει σε 

οντότητες του µικρόκοσµου, που αναλόγως των συνθηκών εκδηλώνεται 

εντονότερα η µία ή η άλλη. 

 

 

1.2 Ηλεκτρικά κύµατα 

 

Όπως διαφάνηκε και στην εισαγωγή θα κάνουµε χρήση τόσο της κυµατικής 

όσο και της σωµατιδιακής περιγραφής της ηλεκτροµαγνητικής (Η/Μ) 

ακτινοβολίας.  Οι δύο αυτές περιγραφές θα αποσαφηνίζονται σταδιακά µε 

την ανάπτυξη κατάλληλου εννοιολογικού πλαισίου.   

Αρχίζουµε µε την δυναµική εξίσωση που διέπει το ηλεκτρικό πεδίο στο 

κενό.  Είναι γνωστό από τις εξισώσεις του Maxwell για το κενό (στη 

περίπτωση που δεν κυκλοφορούν φορτία και ρεύµατα) ότι το ηλεκτρικό 

πεδίο, E , της Η/Μ ακτινοβολίας υπακούει τις εξισώσεις 
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                            01 2
2

2

2 =∇−
∂

∂ E
t
E

c
                 

                                          0=⋅∇ E                                                           (1.1) 

 

όπου c, η ταχύτητα του φωτός στο κενό. 

Η πιο απλή λύση για µονοχρωµατική ακτινοβολία είναι η λύση 

επιπέδου κύµατος 

                             ( ) ( )δω +−⋅
=

txki
eEtxE o,                                      (1.2) 

µε                                      222 kc=ω                                                        (1.3) 

και µε oE  να υπακούει τη σχέση 

                                                    0=⋅ oEk                                                (1.4)                   

πράγµα που σηµαίνει ότι το oE και κατ’επέκταση το ( )txE , , είναι κάθετο 

στο διάνυσµα k .  H (1.2) εκφράζει µιγαδική ποσότητα και ως εκ τούτου δεν 

µπορεί να παριστάνει ηλεκτρικό πεδίο που είναι πραγµατικό µέγεθος.  Όµως 

τόσο το πραγµατικό της µέρος   ( )δω +−⋅ txkE o cos   όσο και το 

φανταστικό της µέρος    ( )δω +−⋅ txkE o sin  συνιστούν λύσεις που 

διαφέρουν κατά το όρισµα.  Είναι οι ίδιες µε διαφορετικά δ.  Για το 

ηλεκτρικό πεδίο θα παίρνουµε το πραγµατικό µέρος, αλλά θα 

χρησιµοποιούµε την (1.2) χάριν της µαθηµατικής ευκολίας που παρέχει 

γενικά η µιγαδική µορφή.  Tο oE είναι το πλάτος του κύµατος και το όρισµα 

του εκθετικού στη (1.2), ή των αντιστοίχων τριγωνοµετρικών συναρτήσεων, 

λέγεται φάση του κύµατος.   
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Για δεδοµένη θέση x θα µπορούσατε να σχεδιάσετε το πώς 

µεταβάλλεται ηµιτονοειδώς (δεν σας πειράζει αν θεωρείτε το συνηµίτονο) µε 

το χρόνο µε κυκλική συχνότητα ω.  Αυτή είναι η συχνότητα 

µονοχρωµατικού κύµατος.  Το ηλεκτρικό πεδίο ταλαντούται µε περίοδο 

ωπ2=T .  Με τον ίδιο τρόπο µπορείτε για δεδοµένο χρόνο t να δείτε πώς 

µεταβάλλεται το ηλεκτρικό πεδίο από µία θέση σε άλλη.  Ακόµη από την 

τριγωνοµετρική µορφή θα διαπιστώσετε ότι για την ίδια φάση, όποια και να 

είναι η θέση ή ο χρόνος, θα έχετε την ίδια τιµή για το ηλεκτρικό πεδίο.  Είναι 

εύκολο να δείτε ότι για δεδοµένο χρόνο t τα σηµεία του χώρου µε την ίδια 

φάση και ως εκ τούτου µε την ίδια τιµή του ηλεκτρικού πεδίου, κείνται όλα 

σε ένα επίπεδο κάθετο στο διάνυσµα k που επαληθεύει την εξίσωση  

                                           =+−⋅ δω txk σταθερό                                 (1.5) 

Εξ’ ου και η ονοµασία επίπεδο κύµα.  ∆εδοµένου ότι το k  είναι κάθετο στο 

επίπεδο των σηµείων µε την ίδια φάση, η διάδοση του ισοφασικού επίπέδου 

γίνεται στην κατεύθυνση του διανύσµατος k  το οποίο συνιστά την 

κατεύθυνση διάδοσης του κύµατος.  Μπορείτε εύκολα να δείτε ότι για 

δεδοµένο t  αν πάρετε το x  στην κατεύθυνση του διανύσµατος διάδοσης του 

κύµατος θα βρείτε και πάλι ότι το ηλεκτρικό πεδίο µεταβάλλεται 

ηµιτονοειδώς µε την προβολή του x παράλληλα στο k . 

  

 

                                                                               Σχήµα 1-1.  Γεωµετρία  

πλάτους ηλεκτρικού 

κύµατος Εο και  

διεύθυνσης διανύσµατος  

διάδοσης k . 

 

 

z 

x 
y k 

Eo
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Για να ευκολύνουµε τα πράγµατα θα πάρουµε το k στη κατεύθυνση 

του άξονα των x ,  k = ik, κάθετο προς το πλάτος του κύµατος και τα 

διάφορα ισοφασικά επίπεδα, σχήµα 1.1. 

Πέστε τώρα ότι το οδεύον κύµα τη στιγµή t έχει φθάσει στην θέση 

x και η φάση του είναι δωφ +−= txk .  Σε χρόνο ∆t θα προχωρήσει κατά  

∆x.  Προκειµένου η φάση του να παραµένει η ίδια θα πρέπει τα ∆x και τα ∆t 

να υπακούουν στην σχέση 

                             ( ) ( ) δωδω +∆+−∆+=+− ttxxktxk                     (1.6) 

Από την σχέση (1.6) συνάγεται ότι το ισοφασικό µέτωπο κινείται µε 

ταχύτητα v (ταχύτητα φάσης)  

                                       ( ) cTktxv ===∆∆= λω                               (1.7) 

Την πιo πάνω σχέση θα µπορούσατε βέβαια να είχατε συνάγει και από τις 

εικόνες των ηµιτονοειδών εκφράσεων των χωρικών και χρονικών 

µεταβολών ως τον λόγο της χωρικής, λ, προς την χρονική περίοδο, Τ.  Η 

κατεύθυνση κατά την οποία πάλλεται το ηλεκτρικό πεδίο  Εο, λέγεται 

πόλωση του κύµατος.   

 Κάναµε όλη την πιο πάνω, κάπως πολύλογη, ανάλυση προκειµένου 

να δούµε την σηµασία που έχει η φάση στα κυµατικά φαινόµενα, 

χρησιµοποιώντας ως όχηµα την απλή περίπτωση του µονοχρωµατικού 

επιπέδου κύµατος.  Ταυτόχρονα όµως κτίσαµε και ένα µέρος του 

εννοιολογικού πλαισίου στο οποίο θα µπορούσαµε να εδράσουµε τις 

περαιτέρω θεωρήσεις µας.   

Ιδιαίτερα χρήσιµη είναι η κυµατική φύση του φωτός για την µελέτη 

των φαινοµένων περίθλασης και συµβολής  Στα φαινόµενα συµβολής η 

φάση είναι καθοριστικής σηµασίας.  Όταν δύο µονοχρωµατικά κύµατα της 

αυτής συχνότητας και µε παράλληλη πόλωση συγκλίνουν σε µία περιοχή 

εκεί που οι φάσεις συµπίπτουν έχουµε ενίσχυση της ακτινοβολίας.  Αυτό 

συµβαίνει διότι η συνισταµένη των πλατών είναι µεγάλη, ενώ όταν οι φάσεις 
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διαφέρουν αυτή µικραίνει.  Για περιοχές όπου η συµβολή γίνεται µε ίσα 

πλάτη της αυτής πολώσεως και µε διαφορά φάσεως κατά π, η ακτινοβολία 

εκµηδενίζεται.   

 Όπως γνωρίζουµε η πυκνότητα ενέργειας της ακτινοβολίας είναι 

ανάλογη του τετραγώνου του πλάτους του ηλεκτρικού πεδίου.  Πέστε τώρα 

ότι το πλάτος του κάθε ενός από τα συµβάλλοντα κύµατα είναι Εο.  Ανάλογα 

µε την διαφορά φάσεως θα σχηµατιστούν περιοχές έντονης πυκνότητας 

ακτινοβολίας και περιοχές αµυδρής πυκνότητας.  Εκεί που έχουµε 

ισοφασική συµβολή και µε την ίδια πόλωση το συνιστάµενο πλάτος θα είναι 

2Εο ενώ εκεί που έχουµε διαφορά φάσεως π το αντίστοιχο πλάτος θα είναι 

µηδέν.  Τώρα εύλογα τίθεται το ερώτηµα του ισολογισµού της ενέργειας.  

Αν τα κύµατα δεν συνέβαλλαν η ηλεκτροµαγνητική ενέργεια στην περιοχή 

όπου συντρέχουν θα ήταν ανάλογη του 2Εο
2 απλωµένη οµαλά.  Όταν 

συµβάλλουν στη θέση µέγιστης ακτινοβολίας το πλάτος είναι 2Εο που 

σηµαίνει τετραπλάσια πυκνότητα ενέργειας.  Σαφώς δεν έχουµε παραβίαση 

της διατήρησης της ενέργειας µε την συµβολή, δεδοµένου ότι στις θέσεις 

ελαχίστου η πυκνότητα µηδενίζεται ενώ µεταξύ των δύο ακραίων 

καταστάσεων έχουµε κάτι ενδιάµεσο παρόλο ότι τα πράγµατα δεν είναι τόσο 

απλά και χρειάζεται περισσότερη διευκρίνηση.  Συνολικά έχουµε µία 

ανακατάταξη στην πυκνότητα ενέργειας µε διατήρηση της ενέργειας.   

 Στο επόµενο εδάφιο θα συζητήσουµε για ιδιότητες της 

ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας από διάφορες πηγές.   

 

 

1.3 Πηγές ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας 

 

Eίναι γνωστό ότι τα µακροσκοπικώς επιταχυνόµενα ηλεκτρικά φορτία 

παράγουν ακτινοβολία.  Εφόσον η ακτινοβολία µεταφέρει ενέργεια, το έργο 

που προσδίδεται στα φορτία για την επιτάχυνση τους πρέπει να είναι 
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µεγαλύτερο από ότι χρειάζεται για να αποκτίσουν δεδοµένη 

επιτάχυνση, προκειµένου να αντισταθµίζεται η ακτινοβολουµένη ενέργεια. 

Τα µήκη κύµατος της εκπεµπόµενης ακτινοβολίας είναι της τάξεως µέτρων, 

δεκάδων µέτρων ή και εκατοντάδων και άνω µέτρων. Με κυµατοδηγούς 

πάµε σε µικρότερα µήκη κύµατος, κλάσµατα του εκατοστού. Για µικρότερα 

µήκη κύµατος έχουµε τις ατοµικές πηγές µε εκποµπές από υπέρυθρο (10-6-

10-5 m) ως τις ακτίνες Χ (τάξη Å).  Ένα διεγερµένο άτοµο σε πολύ µικρό 

χρονικό διάστηµα (ενδεικτικά της τάξης των 10-8s, µεταπίπτει στη 

θεµελιώδη κατάσταση, αποδιεγείρεται).  Η διέγερση του ατόµου 

προκαλείται από πρόσδωση εξωτερικής ενέργειας σε τουλάχιστο ένα από τα 

ηλεκτρόνια το οποίο µεταβαίνει σε υψηλότερη ενεργειακή κατάσταση.  Η 

τάση, όµως της φύσεως είναι το άτοµο να επανέλθει στη θεµελιώδη 

κατάσταση που ενεργειακά είναι η χαµηλότερη ευσταθής.  Κατά τη 

µετάβαση του ηλεκτρονίου από τη ψηλότερη στη χαµηλότερη ενεργειακή 

στάθµη φεύγει ενέργεια από το άτοµο υπό µορφή  Η/Μ ακτινοβολίας.  Η 

εκποµπή της ακτινοβολίας γίνεται προς µία κατεύθυνση ως ένας συρµός.  Ο 

συρµός αυτός της ακτινοβολίας συνιστά ένα φωτόνιο.  Η ενέργεια του 

φωτονίου είναι κατά τι µικρότερη της ενεργειακής διαφοράς µεταξύ των 

σταθµών από όπου έγινε η µετάπτωση του ηλεκτρονίου.  Σε πολύ µεγάλη 

προσέγγιση η σταθµική διαφορά ενέργειας ισούται µε την Η/Μ ενέργεια που 

φέρει το εκπεµπόµενο φωτόνιο.  Η µικρή διαφορά ενέργειας µεταξύ της 

σταθµικής διαφοράς και αυτής του φωτονίου οφείλεται στη κατευθυνόµενη 

εκποµπή του φωτονίου το οποίο και µεταφέρει µία δόση ορµής για τη 

διατήρηση της οποίας στο σύστηµα ατόµου φωτονίου, θα πρέπει το άτοµο 

να κινηθεί (αναδράµει) µε αντίθετη ορµή.  Στην ορµή αυτή αντιστοιχεί µία 

µικρή κινητική ενέργεια του ατόµου, πράγµα που συνιστά τη διαφορά της 

φωτονικής και σταθµικής διαφοράς ενέργειας.  Σε άλλο σηµείο θα δώσουµε 

περισσότερες λεπτοµέρειες.  Στη περίπτωση των ατόµων, αυτό που ισχύει 

για τα µακροσκοπικώς επιταχυνόµενα φορτία δεν ισχύει πάντοτε.  Και αυτό 

συµβαίνει όταν τα ηλεκτρόνια των ατόµων βρίσκονται σε ιδιοκαταστάσεις.  
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Στις περιπτώσεις αυτές, παρά το ότι τα ηλεκτρόνια έχουν επιτάχυνση δεν 

εκπέµπουν Η/Μ ακτινοβολία.   

Προκειµένου να διευκολύνουµε τη παραπέρα συζήτηση θα 

θεωρήσουµε το απλούστερο άτοµο, το άτοµο του υδρογόνου, µε ένα 

ηλεκτρόνιο.  Το ηλεκτρόνιο στο άτοµο του υδρογόνου στη θεµελιώδη 

κατάσταση, σε κλασσική περιγραφή κάνει περίπου 1016 στροφές/s (= ω) περί 

το πυρήνα.  Έχοντας υπόψη την ακτίνα Bohr, α ≅ 0.52x10–10 m, θα βρείτε 

µία κεντροµόλο επιτάχυνση, αω2 , της τάξης του 1022 m/s2.  Παρά τη φοβερή 

αυτή επιτάχυνση το άτοµο δεν ακτινοβολεί.  Οµοίως, δεν ακτινοβολεί και σε 

διεγερµένη ιδιοκατάσταση. Αυτό µας διδάσκει η κβαντική µηχανική.  Αν 

θέλετε να αναζητήσετε µία ερµηνεία του φαινοµένου σε ηλεκτροµαγνητικές 

θεωρήσεις, θα πρέπει να φανταστείτε στο ατοµικό επίπεδο ότι οι 

ιδιοκαστάσεις πραγµατοποιούνται µε καταστροφική συµβολή. Αυτού του 

είδους οι θεωρήσεις δεν είναι της ώρας και είναι προσφορότερο να κάνουµε 

χρήση των κανόνων της κβαντικής µηχανικής. 

 Για την ώρα θα αφήσουµε τις ατοµικές εκποµπές και θα πάµε σε 

ακόµη µικρότερα µήκη κύµατος, τις ακτίνες-γ κάτω του χιλιοστού του Å.  Σ’ 

αυτή την τάξη µήκους κύµατος η Η/Μ ακτινοβολία παράγεται κατά τις 

αποδιεγέρσεις πυρήνων. Σκληρότερες ακόµη ακτίνες-γ παράγονται σε 

αντιδράσεις στοιχειωδών σωµατίων, όπως π.χ. την εξαΰλωση ηλεκτρονίου-

ποζιτρονίου. Στο σχήµα 1-2 παρουσιάζεται το ορατό φάσµα της Η/Μ 

ακτινοβολίας, από µήκος κύµατος 0.4 έως 0.8µm περίπου. 

Στα πιο κάτω θα περιορίσουµε τη συζήτηση στην περίπτωση 

εκποµπών και απορροφήσεων φωτονίων από ατοµικές αποδιεγέρσεις και 

διεγέρσεις αντίστοιχα. Και αυτό διότι οι υφιστάµενοι lasers στο παρόν 

στάδιο ανάπτυξης της τεχνολογίας στηρίζονται σε ατοµικές διεργασίες. 

Υπάρχουν σχέδια για lasers από πυρηνικές διεργασίες οι λεγόµενοι grasers 

(η ονοµασία προέρχεται από τις ακτίνες –γ,  gamma-rays στα αγγλικά) αλλά 

είµαστε ακόµη µακριά στο χρόνο, λόγω των πολύ µικρών κοιλοτήτων 

συντονισµού που απαιτούνται για την πραγµάτωση των  grasers. 
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Οπή 
T 

Στο επόµενο εδάφιο θα συζητήσουµε µία άλλη πηγή φωτός, 

το µέλαν σώµα, η µελέτη της ακτινοβολίας του οποίου σηµατοδότησε την 

απαρχή της κβαντικής µηχανικής στην αρχή του περασµένου αιώνα.   

  

                  Σχήµα 1-2  Το ορατό φάσµα της Η/Μ ακτινοβολίας (σε nm)  

 

 

1.4 Ιδιότητες του φωτός από µέλαν σώµα. 

 

Ένα θερµό υλικό µε διεργασία αποδιεγέρσεως ατόµων, (σχήµα 2-4), 

ακτινοβολεί ηλεκτροµαγνητική ακτινοβολία.  Η ενέργεια αυτή εκπέµπεται 

σε ένα φάσµα µηκών κύµατος τα οποία είτε τα παρατηρούµε σαν ορατό φως, 

σχήµα 1-2, είτε µας δίνουν το συναίσθηµα θερµότητας ενώ άλλα µήκη 

κύµατος καταγράφονται σε κατάλληλες συσκευές σαν ακτίνες Χ, υπεριώδεις 

ακτινοβολία ή ραδιοκύµατα, σχήµα 1-4.  Όλες αυτές οι ακτινοβολίες 

αποτελούν το ίδιο φαινόµενο που διαφέρει µόνο ως προς το µήκος κύµατος, 

ή τη συχνότητα.   

                                          

                                            

                       

 

  

Το µέλαν 

Σχήµα 1-3.  Κοιλότητα µέλανος 

σώµατος.  Το εσωτερικό τοίχωµα 

της κοιλότητας βρίσκεται σε 

σταθερή θερµοκρασία Τ.   Η 

αναπτυσσόµενη Η/Μ ακτινοβολία 

εξέρχεται  από µία µικρή οπή. 

Ερυθρό Ιώδες Πράσινο Κυανό 
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σώµα απορροφά πλήρως την ακτινοβολία σε όλα τα µήκη κύµατος και 

ακτινοβολεί µε τον ίδιο τρόπο την ίδια ενέργεια εφόσον βρίσκεται σε 

θερµική ισορροπία.  Ένας τρόπος για να διατηρήσουµε την ακτινοβολία σε 

θερµική ισορροπία προκειµένου να τη µελετήσουµε είναι να 

δηµιουργήσουµε µία κοιλότητα σε ένα σώµα σε σταθερή θερµοκρασία.  Για 

παρατηρήσουµε την ακτινοβολία αυτής της κοιλότητας ανοίγουµε µία µικρή 

οπή στο πλάι της, πολύ µικρότερη από το µέγεθος του σώµατος, σχήµα 1.3 

ώστε η θερµική ισορροπία να µην διαταράσσεται.  Παρατηρούµε έτσι την 

ακτινοβολία που διαφεύγει από την οπή που είναι η ακτινοβολία µέλανος 

σώµατος εφόσον η κοιλότητα απορροφά την ακτινοβολία 100%.  

 Μία αέρια µάζα µεγάλων διαστάσεων, όπως π.χ. η φωτόσφαιρα του 

ήλιου, συµπεριφέρεται σε όλη την επιφάνεια της ως µέλαν σώµα. Λόγω του 

µεγάλου βάθους η απ’ έξω εισερχόµενη ακτινοβολία απορροφάται πλήρως 

και έχουµε ένα φάσµα θερµικά παραγόµενης ακτινοβολίας εξερχόµενης από 

την όλη επιφάνεια, ενώ το σύστηµα της εντός ακτινοβολίας και ύλης είναι σε 

θερµική ισορροπία. 

 Aκούγοντας εκποµπή από µέλαν σώµα το µυαλό πάει σε εκποµπή 

στην αόρατη περιοχή της ακτινοβολίας.  Και όµως, ο όρος µέλαν σώµα 

χρησιµοποιείται για ιδανικό σύστηµα το οποίο µπορεί να εκπέµπει και να 

απορροφά σε ευρύ φάσµα ακτινοβολίας.  Ο λόγος που ονοµάστηκε µέλαν 

σώµα οφείλεται σε ένα τρόπο πραγµατώσεως του, που συνίσταται σε µία 

κοιλότητα της οποίας το εσωτερικό τοίχωµα βρίσκεται σε θερµοδυναµική 

ισορροπία µε το περιεχόµενο.  Στην κοιλότητα υπάρχει µία µικρή οπή για τη 

παρατήρηση της ακτινοβολίας (σχήµα 1-3).  Κοιτάζοντας την οπή φαίνεται 

µαύρη έναντι του περιβάλλοντος.  Ιδίως όταν η κοιλότητα είναι ψυχρή η 

ορατή ακτινοβολία που φτάνει στην οπή διέρχεται προς το εσωτερικό, όπου 

και απορροφάται, και έτσι η οπή φαίνεται σκοτεινή.   

Ουσιαστικά η συσκευή µας δεν είναι τίποτα άλλο παρά ένας 

φούρνος µε µικρό στόµιο.  Ας δούµε τώτα τι συµβαίνει όταν εισάγουµε στον 

φούρνο ενέργεια.  Π. χ. Έχουµε ηλεκτρικές αντιστάσεις που διαρρέονται από 

ηλεκτρικό ρεύµα.  Αυτό που συµβαίνει είναι να έχουµε διεγέρσεις ατόµων 
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µέσω της παρεχόµενης ενέργειας τα οποία αποδιεγειρόµενα συντείνουν 

στην αύξηση του ρυθµού εκποµπής στη κοιλότητα.  Αυτό σηµαίνει πύκνωση 

της ακτινοβολίας.  Ταυτόχρονα όµως, τα φωτόνια που συνιστούν την 

ακτινοβολία στη κοιλότητα  και τα οποία κινούνται προς όλες τις 

κατευθύνσεις απορροφώνται και αυτά προκαλούν διεγέρσεις στα άτοµα της 

κοιλότητας.  Τα άτοµα αυτά επανεκπέµπουν κυρίως στη συχνότητα που 

έχουν απορροφήσει.  Έτσι, έχουµε µία διαρκή απορρόφηση και εκποµπή 

ακτινοβολίας.  Εφόσον η θερµοκρασία του φούρνου ανεβαίνει αυτό 

σηµαίνει ότι σε δεδόµενο χρονικό διάστηµα έχουµε συνολική εκπεµπόµενη 

ενέργεια ακτινοβολίας µεγαλύτερη παρά απορροφούµενη.  Τώρα τι γίνεται 

όταν συνεχίζουµε να ρίχνουµε ενέργεια στο φούρνο;  Θάλεγε κανείς ότι η 

ακτινοβολία θα πυκνώνει αδιακόπως.  Όµως ξεχάσαµε το γεγονός ότι έχουµε 

και απώλειες.  Μέρος της εισαγόµενης ενέργειας, όταν η ακτινοβολία 

πυκνώνει, φεύγει από τα τοιχώµατα του φούρνου προς το περιβάλλον.  

Μάλιστα, λόγω της διαφυγής αυτής προκειµένου να διατηρήσουµε τη 

θερµοκρασία του φούρνου σε δεδοµένη τιµή (που αντιστοιχεί σε δεδοµένη 

πυκνότητα ακτινοβολίας) θα πρέπει να εισάγουµε ενέργεια στο σύστηµα µε 

ρυθµό ίσο προς το ρυθµό απωλειών.  Σε κατάσταση ισορροπίας η πυκνότητα 

ακτινοβολίας παραµένει ουσιωδώς σταθερή και µάλιστα όπως θα δούµε, για 

κάθε συχνότητα όσα φωτόνια δεδοµένης συχνότητας απορροφούνται σε 

χρόνο ∆t τόσα και εκπέµπονται στο εσωτερικό της κοιλότητας.  Βέβαια για 

πάρα πολύ µικρά χρονικά διαστήµατα έχουµε αποκλίσεις από την ισότητα 

της εκπεµπόµενης και απορροφούµενης ενέργειας ακτινοβολίας, πράγµα που 

οδηγεί σε µικρές διακυµάνσεις στη πυκνότητα ακτινοβολίας.  Η µέση όµως 

τιµή της για µακρύτερα διαστήµατα παραµένει σταθερή.   

 Πειράµατα που είχαν γίνει περί το τέλος του 19ου αιώνα συναφώς 

προς την πυκνότητα ακτινοβολίας ενέργειας µέλανος σώµατος οδήγησαν τον 

Wien (1896) στην διαπίστωση ότι η µέγιστη πυκνότης  ηλεκτροµαγνητικής 

ενέργειας συµβαίνει σε δεδοµένη συχνότητα, ωµ ,  (σε c/s), η οποία 

µετατοπίζεται αναλόγως της θερµοκρασίας του φούρνου,  T∝µω .                                                 
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Ταυτόχρονα ο Wien προσπάθησε να δώσει ένα τύπο κατανοµής της 

πυκνότητας ενέργειας, για δεδοµένη θερµοκρασία  Τ, συναρτήσει της 

συχνότητας και κατέληξε στη µορφή  

                                       TbeaT /3 /),( ω
ω ωωρ =                                     (1.8) 

Όπου b παράµετρος προσδιοριζόµενη από το πείραµα [16].  Γράφοντας το 

εκθετικό στον τύπο του Wien στον αριθµητή και µε βάση τη γνώση που 

έχουµε µετά τον Planck το εκθετικό όρισµα θα πρέπει να είναι kT/ωh και 

ως εκ τούτου η έκφραση (1-8) αποδίδει στην ακτινοβολία στατιστική  

Βoltzmann. 

 Ο τύπος του Wien παρουσίαζε δυσκολίες.  ∆εν ανταποκρινόταν στη 

µετατόπιση του µω  µε τη θερµοκρασία.  Πηγαίνει καλά στις υψηλές 

συχνότητες στο υπέρυθρο, υπήρχαν όµως δυσκολίες στις χαµηλές 

συχνότητες, όπου το TT 2),( ωωρ ∝ .  Στο σηµείο αυτό έρχεται ο Planck 

(1900), ο οποίος αναζητώντας µία σωστότερη έκφραση της ακτινοβολίας 

που να προκύπτει από αυστηρά επιστηµονική απόδειξη και χρησιµοποιώντας 

τη στατιστική  Βoltzmann  παρήγαγε κάτι ανάλογο προς τον τύπο [15, 16] 

                                
1

),( /

3

32 −
= Te

d
c

dT κω
ωω

π
ωωρ

h

h                                 (1.9) 

για την πυκνότητα ενέργειας µεταξύ των συχνοτήτων ω και ωω d+ .  Εδώ 

εισέρχεται η σταθερά του Planck, hπ2=h  όπου Js05458866.1=h .  O 

Planck στη συνέχεια επιχειρεί να δικαιολογήσει τον τύπο του.  Παρακάτω 

σκιαγραφούµε ένα από τους τρόπους που µετήλθε, ιδιαίτερα αξιοσηµείωτο, 

καθότι σ’ αυτόν εδράζεται η απαρχή της κβαντικής µηχανικής.  Ο Planck 

υπέθεσε ότι η ακτινοβολία στη συχνότητα ω  εκπέµπεται κατά  τεµάχια 

ενέργειας ωh  από ταλαντωτές στα τοιχώµατα του φούρνου.  Η εικόνα 

εκποµπής φωτός από ταλαντωτές υπήρξε κατά πρώτο στον Επίκουρο (3ος 

π.χ. αιών) στη θεωρία του για το πώς βλέπουµε τα διάφορα σώµατα.  

Μάλιστα ο Επίκουρος υπέθεσε ότι οι ταλαντωτές εξέπεµπαν σωµατίδια που 
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εκινούντο  σε ευθείες γραµµές, αυτά που περίπου θα λέγαµε σήµερα 

φωτόνια.  Όταν τα σωµατίδια έφταναν στο µάτι οι διεγέρσεις τους έδιναν 

την αίσθηση της οράσεως των αντικειµένων όπου δρουν οι δονούµενοι 

µικροταλαντωτές. 

 Επανερχόµεθα στον Planck.  Ο Planck έκανε το άλµα να υποθέσει 

ότι για τον ταλαντωτή φυσικής συχνότητος ω  οι ενέργειες που µπορεί να 

έχει ήταν 0, ωh , ωh2 ,..., ωhn ,.... Εδώ έχουµε, µαζί µε την τεµαχιστή 

εκποµπή, τη σπορά της κβαντικής µηχανικής.   Παρεµπιπτόντως, το 

ενεργειακό φάσµα που προκύπτει από την εξίσωση του Schrödinger διαφέρει 

ελάχιστa, κατά 2/ωh .  Ο Planck υποχρεώθηκε  εκ των πραγµάτων να 

υποθέσει την βηµατική φύση του ενεργειακού φάσµατος, διότι δεν έβγαινε 

το αποτέλεσµα που ήθελε µε την υπόθεση της συνεχείας στην ενέργεια. 

Όµως, το ενεργειακό περιεχόµενο της κοιλότητας θεωρούσε συνεχές, παρά 

το ότι οι ταλαντωτές έπαιρναν και έδιναν ενέργεια µε το τεµάχιο.  Ο George 

Gamow (πρώτος ερµηνευτής του φαινοµένου σήραγγος) λέει για τον Planck 

τα εξής:   Μιά και άφησε το πνεύµα του κβάντου να βγει από τη µπουκάλα 

φοβήθηκε να πάει πιο πέρα και θεωρούσε την ακτινοβολία σαν βούτυρο που 

έφευγε ή ερχόταν στον µπακάλη σε πακέτα, αλλά από την άλλη θα 

µπορούσε να ήταν σε οποιαδήποτε συνεχή ποσότητα. 

     Ας δούµε πως ο Planck χρησιµοποίησε την υπόθεση των ταλαντωτών για 

να καταλήξει στον τύπο της ακτινοβολίας. Σε κατάσταση ισορροπίας σε 

θερµοκρασία T  τόσο οι ταλαντωτές δεδοµένης συχνότητος ω , όσο και 

ακτινοβολία στην ίδια συχνότητα βρίσκονται σε θερµοδυναµική ισορροπία 

ξεχωριστά. Ανταλλάσσουν σε δεδοµένο διάστηµα ενέργεια στη συχνότητα 

αυτή, αλλά ότι δίνει η ακτινοβολία στους ταλαντωτές τόσο παίρνει και 

τανάπαλιν. Η ενεργειακή κατανοµή των ταλαντωτών θα πρέπει να έχει την 

ίδια µορφή µε την ενεργειακή κατανοµή της ακτινοβολίας.  

     Για τους ταλαντωτές κάνουµε χρήση στατιστικής Boltzmann. Η µέση 

ενέργεια που φέρει ταλαντωτής συχνότητας ω , σε κατάσταση ισορροπίας 

σε θερµοκρασία T , δίνεται 
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Η σειρά Ζ, συνάρτηση επιµερισµού, δεν είναι τίποτε άλλο παρά η 

γεωµετρική πρόοδος που οδηγεί στην έκφραση )1/(1 / kTeZ ωh−−= .  Η δε 

άλλη σειρά  που εµπεριέχει τον παράγοντα ωhn  λαµβάνεται από την  Ζ ως 

)/(/ kTZkT ωh∂∂− .  Mε τις υποδείξεις αυτές προχωρούµε στο αποτέλεσµα 
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ωω

h

h                                (1.12)                                                               

για τη µέση τιµή ενέργειας ανά ταλαντωτή. 

     Τώρα η πυκνότητα των ταλαντωτών για κάθε συχνότητα εξαρτάται από 

των πυκνότητα των υποδοχέων Η/Μ ακτινοβολίας στην συχνότητα µεταξύ 

ω  και ωω d+  που δίνεται από 322 / cd πωω .  Έτσι, λοιπόν, η ζητούµενη 

πυκνότητα ακτινοβολίας δίνεται από το γινόµενο της πυκνότητας υποδοχέων 

επί την µέση ενέργεια Ε(ω,Τ) και λαµβάνουµε τον τύπο του Planck (σελίδα 

28). 

     Όπως καταλαβαίνετε ο ρόλος των ταλαντωτών του Planck στον φούρνο 

παίζει τον ρόλο των ατόµων.  Οι ταλαντωτές τρόπον τινά προσοµοιώνουν τα 

άτοµα.  Όπως, θα δούµε στα επόµενα ο Einstein εισάγει ειδικούς 

µηχανισµούς αλληλεπίδρασης ακτινοβολίας µε την ύλη [11], και εκεί 

µάλιστα θεωρεί την ακτινοβολία στην κοιλότητα και παντού να έχει 

σωµατιδιακή µορφή βασιζόµενος ακριβώς στο κβαντικό χαρακτήρα της 

ακτινοβολίας, µία έννοια που ο Planck απέφευγε να χρησιµοποιήσει.  Στο 

παρόν εδάφιο τελειώνουµε µε το ότι σε θερµοδυναµική ισορροπία η 

ακτινοβολία στην κοιλότητα µπορεί να  αναλυθεί  σε στάσιµα κύµατα, των 

οποίων η δυναµική περιγραφή δίνεται από ταλαντωτές όπου κατ’ ευθείαν 
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µπορεί να εφαρµοστεί η πιο πάνω διαδικασία, η οποία για τα φωτόνια 

όπως βλέπετε, από τον τύπο (1-12 ) οδηγεί σε στατιστική Bose-Einstein.   

Εύλογα γεννάται  το ερώτηµα πώς µέσω των ταλαντωτών όπου 

εφαρµόζουµε στατιστική Boltzamm οδηγούµεθα σε στατιστική Bose;  Μα 

τα διάφορα ενεργειακά τεµάχια για δεδοµένη συχνότητα είναι ίσα και µη 

διακριτά. 

Η διατύπωση των µηχανισµών αυτών από τον Einstein, άνοιξε το 

δρόµο για την κατασκευή των µηχανών φωτός, δηλαδή την κατασκευή του 

laser, κάτι που οι επιστήµονες πέτυχαν µε πολλές προσπάθειες µελετώντας 

τη δυναµική των φορτίων της ύλης σε σύζευξη µε τη δυναµική της Η/Μ 

ακτινοβολίας του laser.  Η ακτινοβολία laser χαρακτηρίζεται από 

µονοχρωµατική ροή ακτινοβολίας σε υψηλή εν γένει πυκνότητα σε 

συµφωνία.  Η ακτινοβολία µέλανος σώµατος είναι πολυχρωµατική και τα 

διάφορα φωτόνια που διατρέχουν την κοιλότητα έχουν τυχαίες φάσεις.  Με 

κοιλότητα µέλανος σώµατος αν υψώσουµε τη θερµοκρασία µπορούµε να 

πυκνώσουµε την ακτινοβολία που εξέρχεται από την οπή και αν κάνουµε 

χρήση φίλτρου µπορούµε να πάρουµε πυκνή µονοχρωµατική ακτινοβολία, 

αλλά οχι σύµφωνη, λόγω της τυχαιότητας των φάσεων σε δεδοµένη θέση.  

Το φίλτρο θα πετύχει µονοχρωµατικότητα αλλά θα µειώσει την αρχική 

ακτινοβολία µέλανος σώµατος σηµαντικά.  Τη µονοχρωµατική αυτή 

ακτινοβολία µέλανος σώµατος µπορούµε επι πλέον να τη κάνουµε σύµφωνη 

και κατευθυνόµενη µε κατάλληλο σύστηµα φακών και πετάσµατος µε µικρή 

οπή.  Αλλά ενώ τώρα η ακτινοβολία µέλανος σώµατος θα έχει αποκτήσει τα 

τρία χαρακτηριστικά του laser, συµφωνία, µονοχρωµατικότητα και 

κατευθυντικότητα θα υστερεί σηµαντικά ως προς το τρίτο: τη ένταση της.  Η 

δέσµη laser όµως χαρακτηρίζεται συγχρόνως και από τις τέσσερεις 

ιδιότητες: µονοχρωµατικότητα, συµφωνία, κατευθυντικότητα και 

λαµπρότητα.  Το πύκνωµα της ακτινοβολίας στο µέλαν σώµα δεν είναι 

απεριόριστο διότι η θερµοκρασία δεν µπορεί να υψώνεται επ’ άπειρον χωρίς 

η συσκευή να καταστραφεί.  Πάρα πολλά µέταλλα τήκονται σε θερµοκρασία 

έως και 2000 Κ.   
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Σε ότι ακολουθεί θα δούµε πώς είναι δυνατό να δηµιουργήσουµε 

δέσµη laser καθώς και τους µηχανισµούς αλληλεπιδράσεως ακτινοβολίας µε 

ατοµική ύλη που ευνοούν τη πύκνωση σύµφωνης µονοχρωµατικής 

ακτινοβολίας. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 1-4.  Φασµατική 

κατανοµή ισχύος ακτινοβολίας 

µέλανος σώµατος 
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2.  ΑΛΛΗΛΕΠΙ∆ΡΑΣΗ ΑΚΤΙΝΟΒΟΛΙΑΣ ΜΕ 
ΥΛΗ 

2.1  Προκαταρκτικά 

 

α προσπαθήσουµε να αναδείξουµε ιδιαιτερότητες των 

ηλεκτρικών φορτίων έναντι των βαρυτικών µαζών.  Τα 

φορτία, σε αντίθεση προς τις µάζες δεν αρέσκονται να 

φορτώνονται κινητική ενέργεια.  Βάλτε µια δύναµη, 

σταθερή, για ευκολία, να σπρώχνει ένα  σωµατίδιο µε 

µόνο µάζα, σχ. 2.1.   Θα δείτε το έργο που κάνει η δύναµη να γίνεται 

κινητική ενέργεια.  Κάντε, τώρα, το ίδιο µε σωµατίδιο που φέρει φορτίο, σχ. 

2.2.  Θα δείτε,τώρα, ότι το σωµατίδιο αποκτά µικρότερη κινητική ενέργεια 

από αυτή που αντιστοιχεί σε δεδοµένο χρόνο, διότι το επιταχυνόµενο 

σωµατίδιο  εκπέµπει καθ’ οδόν Η/Μ ενέργεια, τόση όση είναι η διαφορά 

αυτής που θα είχε χωρίς φορτίο πλην αυτή που του απέµεινε. Οπωσδήποτε 

το φορτίο ενεργεί κατά τρόπο που να διατηρείται η ενέργεια.  Για να δούµε 

τι γίνεται και µε την ορµή;  Εκ πρώτης όψεως, ο νόµος που καθορίζει τη 

δύναµη 

                                                    F
dt
Pd

=                                                  (2.1) 

φαίνεται να παραβιάζεται µια και µας δίνει ορµή για τη στιγµή ,t  ,tFp
o

+  

η οποία αντιστοιχεί σε κινητική ενέργεια, mtFp
o

2/)( 2+ , µεγαλύτερη από 

αυτή που στη πράξη βλέπουµε λόγω των εκποµπών.   Ο νόµος είναι εν τάξει, 

απλώς εµείς δεν τον εφαρµόσαµε στο όλο σύστηµα φορτίου-ακτινοβολίας 

προς την οποία ακτινοβολία µαζί µε τη ροή ενέργειας εκρέει και ορµή µε 

ρυθµό dtpd /
εκ

.  Έτσι, γράφουµε 

ΘΘ  
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1F  

                                                    ( ) Fpp
dt
d

=+
εκ

                                    (2.2)          

και είµαστε εν τάξει.  Αν µετασχηµατίσετε την (2.2) κρατώντας στο 

αριστερό µέλος της µόνο τον ρυθµό µεταβολής της ορµής του σωµατιδίου, 

dtpd / , τότε στο δεξιό µέλος θα εµφανιστεί το - dtpd /
εκ

 ως δύναµη.  Η 

δύναµη αυτή ασκείται από την ακτινοβολία στο σωµατίδιο µας ως η 

αντίδραση της δυνάµεως dtpd /
εκ

 µέσω της οποίας το φορτίο µεταφέρει 

ενέργεια στην ακτινοβολία.     

                                                   F
dt

pd

dt
pd

+−= εκ                                   (2.3)     

Τέλος, υπό ορισµένες συνθήκες είναι ενδεχόµενο να έχουµε ροή ενέργειας 

από την ακτινοβολία προς το φορτίο µε αντίθετους ρυθµούς ροής ορµής. 

                                                           

                                                                                                                                                

                                       Σχήµα 2-1  ∆ύο εσωτερικές ίσες και αντίθετες 

     2F                                                   δυνάµεις    

                                                 

 

 

 

Η ιστορία µας δεν διαφέρει και πολύ από αυτή όπου θα είχαµε, µε 

µια µπάλα η οποία υπό την επίδραση της βαρύτητας πέφτει στο κενό.  Σε 

ορισµένο χρόνο θα αποκτήσει δεδοµένη ταχύτητα, χωρίς απώλειες.  Αποκτά 

όλη την κινητική ενέργεια που πήρε ως έργο από την δύναµη της βαρύτητας. 

Φανταστείτε τώρα την µπάλα να πέφτει υπό την επίδραση της βαρύτητας 

στον αέρα.  Το τι γίνεται τώρα είναι κάτι ανάλογο µε την κίνηση φορτίου. 

Εκρέει κινητική ενέργεια από την µπάλα προς τον περιβάλλοντα αέρα µε 

ταυτόχρονη εκροή ορµής µε ένα ρυθµό dtpd /εκ
r , ο οποίος πρέπει να ληφθεί 

υπόψη στην εξίσωση  που διέπει τον ρυθµό µεταβολής της ορµής της 
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µπάλας.  Έχουµε, λοιπόν ως εξίσωση που διέπει την κίνηση της 

µπάλας στον αέρα τη (2.2).  Η έκφραση dtpd /εκ
r

−  στην περίπτωση αυτή 

δίνει τη δύναµη που ασκεί ο αέρας αντιτιθέµενος στην κίνηση της µπάλας.  

Όπως βλέπετε, η δύναµη µε την οποία η µπάλα αλληλεπιδρά µε τον αέρα 

συνδέεται για δεδοµένο χρόνο µε καθορισµένο ποσό ενέργειας.  Ανά πάσα 

στιγµή, µε καθορισµένο ρυθµό εκροής ενέργειας. 

Με τα πιο πάνω µπορεί κανείς να αισθανθεί τη ρήση του Maxwell κατά 

την εναρκτήρια διάλεξη του (1860) στο Κing’s College του Πανεπιστηµίου 

του Λονδίνου, που έχει ως εξής:  

«Η έρευνα των ιδιαίτερων σχέσεων µεταξύ σωµάτων που έχει 

οδηγήσει σε ειδικές εκδηλώσεις δυνάµεων της φύσεως αποτελεί 

µεγάλο µέρος της πειραµατικής φυσικής. Υπάρχουν, όµως, 

ορισµένοι νόµοι οι οποίοι ρυθµίζουν το ποσό της ενέργειας που 

διαλαµβάνεται υπό ορισµένες συνθήκες, και που προσδιορίζουν το 

ολικό αποτέλεσµα των διαπλεκοµένων δυνάµεων. Οι νόµοι αυτοί 

είναι µεταξύ των πλέον σηµαντικών συµπερασµάτων της φυσικής 

επιστήµης. Η επιστήµη που στηρίζεται στους νόµους αυτούς είναι η 

επιστήµη της ενεργειακής. Η εφαρµογή των αρχών αυτών στα 

φυσικά φαινόµενα είναι ειδική έρευνα, την οποία η επιστήµη στο 

παρόν στάδιο της δείχνει ότι θα οδηγήσει στη µορφή εκείνη από την 

οποία θα αναµένονται τα µεγαλύτερα αποτελέσµατα στην 

επερχόµενη γενεά».  

Το όλο κείµενο µπορείτε να το βρείτε στο Am. J. Physics, 47 (11), (1979), 

928-933.  Tα λόγια του Maxwell, πριν ενάµιση περίπου αιώνα, υπήρξαν 

προφητικά.  Αυτό γίνεται στη µελέτη των στοιχειωδών σωµατίων, στις 

αλληλεπιδράσεις µε τα διάφορα πεδία που συνιστούν τους αντίστοιχους 

φορείς δυνάµεων. 

Περισσότερες ιδιοµορφίες θα δει κανείς, αν παραβλέψει το 

ηλεκτροµαγνητικό πεδίο, φορέα των ηλεκτρικών και µαγνητικών δυνάµεων, 

στην περίπτωση περισσοτέρων φορτίων. Ας πάρουµε δύο, χωρίς εξωτερικές 
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δυνάµεις, τα οποία σε δεδοµένη στιγµή το ένα έχει ταχύτητα 1v  και το άλλο 

2v .  Εφόσον δεν υπάρχει παραλληλία στις ταχύτητες οι αντίστοιχες 

δυνάµεις Lorentz  δεν αθροίζονται στο µηδέν.   Η διαφορά από το 0 θα είναι 

µικρή και θα οφείλεται στο µαγνητικό µέρος των δυνάµεων.  Μια και δεν 

έχουµε εξωτερικές δυνάµεις η δύναµη στο κάθε φορτίο οφείλεται σε δύναµη 

που προέρχεται από το άλλο.  Είναι εσωτερικές δυνάµεις, οι οποίες δεν 

φαίνεται να ισορροπούν και ο νόµος δράσεως-αντιδράσεως φαίνεται να 

παραβιάζεται, σχ. 2.2, και όχι µόνο, αν 
1

p , 
2

p  είναι οι ορµές των 

φορτισµένων σωµατιδίων θα µπορούσε, αγνοώντας το Η/Μ πεδίο βάσει του 

νόµου της δυναµικής να καταλήξει ότι                                            

                                                   021 ≠+
dt

pd

dt

pd
                                      (2.4)  

ή  

                                                       021 ≠+ FF                                         (2.5) 

και να θεωρήσει ότι η ορµή µεµονωµένου συστήµατος δεν διατηρείται. 

Όµως, η διατήρηση της ορµής για συστήµατα  χωρίς εξωτερικές δυνάµεις 

είναι νόµος γενικότητος και βασικά το µεµονωµένο σύστηµα συνίσταται από 

τα δύο φορτία και το Η/Μ πεδίο, του οποίου η ορµή είναι διάχυτη στο χώρο, 

και περιγράφεται µε πυκνότητα ορµής.  Η ορµή του Η/Μ πεδίου, p ,  

ευρίσκεται µε ολοκλήρωση της αντίστοιχης πυκνότητας εφ’ όλου του 

χώρου. 

     Για το σύστηµα των φορτίων και του συναφούς Η/Μ πεδίου έχουµε 

                                           021
=

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++

dt

pppd
ακτινοβ                            (2.6) 

 

                                                    



 

 
   31 

 

                                  Κβαντική Οπτική & lasers 

2

1

F

F
 

                                                                               

                                                                                            

                                           

                                                                                           

Όπου οι ορµές 
1

p , 
2

p  καθορίζονται από τις αντίστοιχες δυνάµεις Lorentz 

και αντίστοιχους ρυθµούς εκροών , ή και ενδεχοµένως εισροών κινητικής 

ενέργειας στα σωµατίδια µας. 

Αν και τα διαπλεκόµενα ποσά ορµής µεταξύ ύλης και ακτινοβολίας 

σε αλληλεπίδραση είναι συγκριτικά µικρά, παίζουν λίαν σηµαντικό ρόλο, 

όπως θα δούµε, στις διεργασίες ανταλλαγής ενέργειας µεταξύ ατοµικής ύλης 

και ακτινοβολίας.  Η διατήρηση της ορµής, σε συνδυασµό µε τη συµµετρία 

εκποµπής έναντι απορρόφησης οδήγησαν τον Einstein (1917), [11], στην 

διεργασία της επαγόµενης εκποµπής, η οποία και αποτελεί τη βάση για την 

επίτευξη συνεκτικής ακτινοβολίας laser.  Λεπτοµέρειες θα δούµε στα 

επόµενα. 

 

 

2.2 Μηχανισµοί αλληλεπίδρασης  

 

Θα αναφερθούµε σε διεργασίες ανταλλαγής ενέργειας και ορµής µεταξύ 

ακτινοβολίας και ατοµικής ύλης οι οποίες θα µας επιτρέψουν να 

κατανοήσουµε τη λειτουργίας του laser καθώς και τις θεωρήσεις που  θα 

κάνουµε προκειµένου να αναζητήσουµε κατάλληλα υλικά για τη κατασκευή 

laser.  Οι διεργασίες που περιέγραψε ο Einstein σχετικά µε την 

αλληλεπίδραση ακτινοβολίας µε την ύλη είναι τρεις:  (α) απορρόφησης 

φωτονίου, (β) αυθόρµητης εκποµπής και (γ) προκαλούµενης ή επαγόµενης 

εκποµπής. 

Σχήµα 2-2  Εξισορρόπηση εσωτερικών 
δυνάµεων που ασκούνται από 
φορτισµένα σωµατίδια 
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(α) Απορρόφηση φωτονίου.  Έστω δισταθµικό άτοµο  µε ενέργειες  

12 EE >  το οποίο βρίσκεται αρχικά στην θεµελιώδη κατάσταση Ε1.  Το 

άτοµο µπορεί να διεγερθεί στην κατάσταση Ε2 µε απορρόφηση φωτονίου 

ενέργειας  

                                                 ωh=− 12 EE                                            (2.7) 

όπου ω η συχνότητα του φωτονίου.   Στη  περίοδο από τα τέλη του 1916 έως 

το 1917 ο Einstein περιέγραψε [11, 20, 22, 23] ότι ο φωτόνιο έχει επίσης µία 

ορµή p  µέτρου 

                                                       
c

p ωh
=                                            (2.8) 

Προκειµένου να διατηρηθεί η ορµή του συστήµατος θα πρέπει το άτοµο που 

είναι αρχικά ακίνητο να αποκτήσει και αυτό µία ορµή p .  Το άτοµο 

αποκτώντας αυτή την ορµή αποκτά επίσης και κινητική ενέργεια 

                                                       
m

p
E

2

2
=κιν                                          (2.9) 

Σύµφωνα µε το νόµο διατήρησης της ενέργειας θα πρέπει: 

 

                                              ωκιν h=+− EEE 12                                   (2.10) 

Η ορµή όµως που αποκτά το άτοµο κατά την απορρόφηση φωτονίου και η 

κινητική του ενέργεια είναι ελάχιστες και έτσι µε καλή προσέγγιση ισχύει η 

σχέση (2.7) αντί της (2.10).  H διεργασία της απορρόφησης φωτονίου 

φαίνεται στο σχήµα  2-3.  
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   Σχήµα 2-3  Mηχανισµός απορρόφησης φωτονίου από αρχικά ακίνητο 

άτοµο 

 

  (β) ∆ιεργασία αυθόρµητης εκποµπής.  Ενώ είναι διεγερµένο το 

άτοµο στην στάθµη Ε2 είναι δυνατό να αποδιεγερθεί και να µεταπέσει στην 

κατάσταση Ε1 µε σύγχρονη εκποµπή φωτονίου ενέργειας σύµφωνα µε την 

σχέση (2.7).  Ανάλογα µε το συνδυασµό κυµατοσυναρτήσεων των δύο 

ενεργειακών σταθµών και το εύρος του ενεργειακού χάσµατος 

ωh=− 12 EE ,  υπάρχει µία πιθανότητα το άτοµο να αποδιεγερθεί 

αυθόρµητα και να µεταπέσει στην ενεργειακή κατάσταση Ε1 µε σύγχρονη 

εκποµπή φωτονίου ενέργειας ωh .    Το φωτόνιο εκπέµπεται προς τυχούσα 

κατεύθυνση και µε τυχαία φάση.  Προκειµένου να διατηρηθεί η ορµή του 

συστήµατος άτοµο-φωτόνιο το άτοµο, αρχικά ακίνητο, αναδρά µε ορµή - p , 

αντίθετη προς αυτή του φωτονίου.   Η διεργασία αυτή παρίσταται στο σχήµα 

2-4 .   

     Σχήµα 2-4  Μηχανισµός αυθόρµητης εκποµπής φωτονίου από αρχικά    

      ακίνητο άτοµο 

 

 

p 

E1 

E2 

E1

E2 
ωh

ωh-p 

E1 

E2 

E1

E2 
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Ο Einstein  φανταζόταν την ακτινοβολία να έχει βελονοειδή µορφή, 

δεδοµένου ότι εκπεµπόταν ένα σωµατίδιο, το φωτόνιο, σε ορισµένη 

κατεύθυνση.  Από την ηλεκτροµαγνητική θεωρία είναι γνωστό ότι 

ταλαντευόµενο φορτίο δεν εκπέµπει ακτινοβολία σφαιρικής κατανοµής 

έντασης.  Στην προκειµένη περίπτωση της αυθόρµητης εκποµπής επειδή η 

κατεύθυνση της ορµής του φωτονίου είναι τυχαία, η συνολικά εκπεµπόµενη 

ακτινοβολία από το σύνολο των ατόµων της ύλης θα έχει σφαιρική 

κατανοµή.   

(γ)  ∆ιεργασία εξαναγκασµένης εκποµπής.  Προκειµένου ο  Einstein να 

ερµηνεύσει τον νόµο του Planck χρειάστηκε να υποθέσει επί πλέον της 

διεργασίας απορρόφησης και αυθόρµητης εκποµπής και αυτή της 

εξαναγκασµένης εκποµπής.  Αυτή είναι η αντίστροφη διεργασία από την 

απορρόφηση φωτονίου, σχήµα (2-5).   

 

                                                                                                                                                                          

 

     

 

           

 

Ένα διεγερµένο άτοµο είναι δυνατό να εξαναγκασθεί σε αποδιέγερση και να 

µεταπέσει σε στάθµη χαµηλότερης ενέργειας, πριν προλάβει να το κάνει 

αυτό αυθόρµητα, εξ’ αιτίας της αλληλεπίδρασης του µε ένα άλλο κατάλληλο 

φωτόνιο ενέργειας   ωh .     Το εκπεµπόµενο φωτόνιο θα έχει την ίδια 

συχνότητα,  φάση και ορµή (και πόλωση) µε το αρχικό φωτόνιο             

Η δέσµη που θα δηµιουργηθεί µε αυτό τον τρόπο, η δέσµη laser,  θα είναι 

µονοχρωµατική, σύµφωνη, και κατευθυνόµενη.  Θα ήταν δυνατό να πάρει 

κανείς µία φωτεινή δέσµη από συµβατική φωτεινή πηγή   που να είναι 

µονοχρωµατική (περνώντας την µέσα από φίλτρα ή φράγµατα) και 

κατευθυνόµενη (µε κατάλληλη επεξεργασία), αλλά δεν θα έχει πολύ ισχυρή 

-p 

E1 

E2 

E1 

E2 

Σχήµα 2-5  Μηχανισµός εξαναγκασµένης εκποµπής φωτονίου από 

αρχικά ακίνητο άτοµο 
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ένταση αφού τα οπτικά µέσα που τις έδωσαν τις άλλες ιδιότητες θα 

έχουν µειώσει την ένταση της παρά το ότι η ισχύς της αυξάνει µε τη 

θερµοκρασία. 

Η δέσµη που θα δηµιουργηθεί µε αυτό τον τρόπο, η δέσµη laser,  θα 

είναι µονοχρωµατική, σύµφωνη, και κατευθυνόµενη.  Θα ήταν δυνατό να 

πάρει κανείς µία φωτεινή δέσµη από συµβατική φωτεινή πηγή   που να είναι 

µονοχρωµατική (περνώντας την µέσα από φίλτρα ή φράγµατα) και 

κατευθυνόµενη (µε κατάλληλη επεξεργασία), αλλά δεν θα έχει πολύ ισχυρή 

ένταση αφού τα οπτικά µέσα που τις έδωσαν τις άλλες ιδιότητες θα έχουν 

µειώσει την ένταση της παρά το ότι η ισχύς της αυξάνει µε τη θερµοκρασία. 

 

 

2.3 Νόµος του Planck µε βάση τις διεργασίες του 

Einstein 
 

Στη διεργασία αυθόρµητης εκποµπής (β) ο Einstein υπέθεσε (1917) ότι η 

πιθανότητα να εκπέµψει αυθόρµητα ένα διεγερµένο άτοµο στη κατάσταση 

Ε2 φωτόνιο µέσα σε χρόνο dt είναι  

                                
dtAdW 21=αυϑ

                             (2.11) 

όπου Α21 ο συντελεστής αυθόρµητης εκποµπής του Einstein.  Με την 

εκποµπή του φωτονίου το άτοµο µεταβαίνει στη θεµελιώδη κατάσταση Ε1.  

Όσον αφορά την διεργασία (α) η πιθανότητα απορρόφησης φωτονίου από 

Η/Μ ακτινοβολία πυκν’οτητας ρ(ω), dWαπορρ,   εκφράζεται µέσα από την  

                          
( ) dtBdW ωραπορρ 12. =

                           (2.12) 

Με την απορρόφηση φωτονίου το άτοµο µεταβαίνει στη διεγερµένη 

κατάσταση Ε2.  Ο Einstein  πίστευε ότι αν έκανε κατάλληλη χρήση των δύο 

διεργασιών θα ήταν σε θέση να βγάλει τον τύπο του Planck.  Υπέθεσε επίσης 
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ότι µόνο τα φωτόνια µε ενέργεια 12 EE −=ωh  θα είναι δυνατόν να 

απορροφηθούν. ∆ιαφορετικά, αν 12 EE −≠ωh  η πιθανότητα να 

απορροφηθεί το φωτόνιο υπάρχει µεν αλλά είναι πολύ µικρή.  Στη συζήτηση 

που γίνεται εδώ περιοριζόµαστε σε δύο µόνο στάθµες, τα άτοµα είναι 

δισταθµικά παρόλο που ακόµα και αυτά µε ένα µόνο ηλεκτρόνιο έχουν πάρα 

πολλές ενεργειακές στάθµες και µάλιστα στην περιοχή των υψηλών 

ενεργειών το φάσµα τους είναι σχεδόν συνεχές.    

Με τις δύο αυτές διεργασίες απορρόφησης και αυθόρµητης εκποµπής ο 

Einstein δεν κατάφερε να παράγει τον τύπο του Planck της ακτινοβολίας του 

µέλανος σώµατος και αναγκάστηκε να εισαγάγει και µία τρίτη διεργασία 

αλληλεπίδρασης ακτινοβολίας και ύλης: την εξαναγκασµένη ή διεγερµένη 

εκποµπή.  Το διεγερµένο τώρα άτοµο αναδρά στην ‘σύγκρουση’ µε το 

προσπίπτον φωτόνιο και παίρνει την ορµή του αλλά στην αντίθετη 

κατεύθυνση.  Από την αλληλεπίδραση αυτή εκπέµπεται εξαναγκασµένα (όχι 

αυθόρµητα) ένα άλλο φωτόνιο µε την ίδια ορµή, διεύθυνση, συχνότητα και 

φάση µε το προσπίπτον.  Η πιθανότητα να συµβεί µία τέτοια εκποµπή είναι 

κατά τον Einstein:  

 
( ) dtBdW ωρεκπδιεγ 21.. =

 (2.13) 

Με βάση τις τρεις διεργασίες του Einstein γεννήθηκε η ιδέα, µε κάποιες 

αµφιβολίες αρχικά, της κατασκευής της οπτικής µηχανής laser.  Για να 

κατασκευαστεί ο laser θα έπρεπε να υπάρχουν αρχικά πολλά διεγερµένα 

άτοµα στην κατάλληλη στάθµη.  Σύµφωνα όµως µε την θερµοδυναµική η 

πιθανότητα p1  να βρεθεί ένα άτοµο στην κατάσταση Ε1 είναι: 

 
kT
E

ep
1

~1
−

 (2.14) 

και η πιθανότητα p2 να βρεθεί το άτοµο στην κατάσταση Ε2 είναι: 
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kT
E

ep
2

~2
−

                                   (2.15)  

αλλά 12 pp <   γιατί 12 EE > .  Έτσι η τάση της φύσης είναι να βρίσκονται τα 

περισσότερα ηλεκτρόνια σε χαµηλότερες στάθµες,  δηλ. 12 NN < .   

Προκειµένου να εξαχθεί ο νόµος ακτινοβολίας µέλανος σώµατος 

του Planck µέσα από τις τρεις διεργασίες αλληλεπίδρασης ατόµου & 

φωτονίου σκέφτεται κανείς ως εξής.  Σε ένα θερµό σώµα σε θερµοκρασία Τ, 

η πιθανότητα ένα από τα άτοµα του να βρίσκεται στην στάθµη n είναι από 

την στατιστική του  Boltzmann: 

 
kT
E

n
n

n

e
Z
gp

−
=

 (2.16) 

όπου η ng αντιπροσωπεύει τον εκφυλισµό της στάθµης nE , δηλ. ng  

στάθµες κατέχουν την ίδια ενέργεια nE .  Η παράµετρος Ζ είναι η 

συνάρτηση επιµερισµού: 

 
∑

−
=

n

kT
E

n

n

egZ
 (2.17) 

για όλες τις στάθµες n τέτοια ώστε να κανονικοποιείται η πιθανότητα np .  

Έστω ότι, από Ν συνολικά άτοµα σε όλες στις στάθµες, βρίσκονται nN  

άτοµα στην κατάσταση nE , τότε:                                                                                       

 
kT

nE
n

n e
Z
gNN

−
=

 (2.18) 

Ο µέσος αριθµός των ατόµων στις ενεργειακές στάθµες 1E  και 2E  

(εκφραζόµενος σαν µέσος αριθµός ανά µονάδα όγκου) θα είναι:  
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kT
E

kT
E

e
Z
gNNe

Z
gNN

21
2

2
1

1 &
−−

==
 (2.19) 

Το σύστηµα βρίσκεται σε κατάσταση θερµοδυναµικής ισορροπίας.  Τα 

άτοµα, δηλαδή, απορροφούν ενέργεια και συγχρόνως την εκπέµπουν.  Οι 

ιδιότητες του συστήµατος, θερµοκρασία κλπ., παραµένουν έτσι 

αναλλοίωτες.  Στην κατάσταση θερµοδυναµικής ισορροπίας ο µέσος αριθµός 

ατοµικών µεταπτώσεων στη µονάδα του χρόνου στο άτοµο από κατάσταση 

2→1 είναι:  

 
( )...2 εκπδιεγαυϑ dWdWN +

 (2.20) 

ίσος µε τον µέσο αριθµό των ατόµων που µεταβαίνουν στη µονάδα του 

χρόνου από την κατάσταση 1→2  

 
..1 απορδιεγdWN
 (2.21) 

Εποµένως η θερµοδυναµική ισορροπία εκφράζεται: 

 
[ ] dtTBe

Z
gNdtTBdtAe

Z
gN kT

E
kT
E

),(),( 12
1

2121
2

12

ωρωρ
−−

=+

 (2.22) 

η οποία οδηγεί στην: 

[ ] ),(),( 12121212

12

TBegTBAeg kT
E

kT
E

ωρωρ
−−

=+
 (2.23) 

Ο Einstein χρησιµοποίησε την πειραµατικά υποστηριζόµενη υπόθεση ότι η 

ακτινοβολία ),( Tωρ  πυκνώνει µε την αύξηση της θερµοκρασίας Τ.  Έτσι, 

για ∞→T έπεται ότι ∞→),( Tωρ .  Κάτι τέτοιο βέβαια αποτελεί σχήµα 

λόγου διότι δεν είναι εφικτό να φέρουµε την ύλη σε άπειρη θερµοκρασία.  

Με αυτή, όµως, την υπόθεση η προηγούµενη έκφραση δίνει: 
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121212 BgBg =

                                (2.24) 

και εποµένως: 

 
( ) kT

EE

eTBAgTBg
12

),(),( 21212121

−
−

+= ωρωρ
 (2.25) 

ενώ ωh=− 12 EE .  Από τις δύο προηγούµενες εκφράσεις προκύπτει: 

 1
),( 2121

−
= kTe

BAT ωωρ
h

 (2.26) 

Ο Planck είχε ήδη υπολογίσει την πυκνότητα ακτινοβολίας ανά µονάδα 

συχνότητας, ),( Tωρ  µε θερµοδυναµικό συλλογισµό ως εξής.  Ο αριθµός 

των τροπών ακτινοβολίας ανά µονάδα συχνότητας ανάµεσα στις συχνότητες 

ωωκαιω d+  µέσα στην κοιλότητα όγκου V υπολογίζεται σε 
32

2

c
V
π

ω  [7].  

Η πιθανότητα που χαρακτηρίζει την εκποµπή κβάντου ηλεκτροµαγνητικής 

ακτινοβολίας αυτής της συχνότητας σε θερµοκρασία Τ είναι 
1

1

−kTe
ωh

, 

ώστε η πυκνότητα ακτινοβολίας να είναι: 

 
==

))((
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όό

έT
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 (2.27) 
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Εποµένως, από τις σχέσεις 2.26 & 2.27 ο λόγος των συντελεστών Einstein 

αυθόρµητης και εξαναγκασµένης εκποµπής θα είναι (παραλείποντας τους 

δείκτες): 

 32

3

cB
A

π
ωh

=
 (2.28) 

Ο λόγος των πιθανοτήτων αυθόρµητης και εξαναγκασµένης εκποµπής θα 

είναι εποµένως: 

 
1

.

−== kTe
B
A

dW
dW ω

διεγ

αυϑ

ρ
εκπ

h

 (2.29) 

Σε συνήθη θερµοκρασία ο λόγος των δύο πιθανοτήτων είναι υπέρ της 

αυθόρµητης εκποµπής, η οποία βέβαια δεν συνεισφέρει στη λειτουργία laser.  

Για να γίνει ο λόγος αυτός ίσος µε την µονάδα, για εκποµπή ακτινοβολίας 

π.χ. στο κίτρινο χρώµα (λ=0,6 nm), θα πρέπει η θερµοκρασία του ατοµικού 

συστήµατος να ανέβει στους 34,485 Κ!  Εκτός, φυσικά, αν δηµιουργήσω 

αναστροφή πληθυσµού (∆Ν=Ν2-Ν1>0), µία κατάσταση µη ισορροπίας, 

οπότε σε θερµοκρασίες περιβάλλοντος τα φωτόνια της εξαναγκασµένης 

εκποµπής θα είναι περισσότερα από αυτά της αυθόρµητης τα οποία παίζουν 

το ρόλο θορύβου στο σήµα laser µέσα στην κοιλότητα.  Τα φωτόνια της 

εξαναγκασµένης εκποµπής θα ενισχύονται µέσα στη κοιλότητα δίνοντας 

δέσµη µονοχρωµατική, κατευθυνόµενη, σύµφωνη και µεγάλης πυκνότητας 

ακτινοβολίας.    

 

2.4 Ασκήσεις 

 

Άσκηση 2-1   

Προκειµένου να πάρετε µία ιδέα για το µέγεθος των ενεργειακών διαφορών 

σχετικών µε τη µεταφορική κίνηση φορτίου, θεωρείστε ηλεκτρόνιο σε 
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κυβικό κιβώτιο ακµής L.  Βρείτε τύπο για τις ιδιοτιµές της ενέργειας.  

Σχηµατίστε ένα µέρος από το φάσµα των γραµµών εκποµπής.   

 Για να δείτε τη δυνατότητα εκποµπής στο ‘συνεχές’ βρείτε για 

δεδοµένο µήκος ακµής του κιβωτίου την ελάχιστη συχνότητα (ή µέγιστο  

µήκος κύµατος) µε την οποία µπορεί να εκπέµψει φωτόνιο.  Βάζοντας 

αριθµούς µπορείτε να σχηµατίσετε αντίληψη για το φάσµα στα µεγάλα µήκη 

κύµατος και τη δυνατότητα παραπλήσιων σε ενέργεια φωτονίων.  

 

Άσκηση 2-2.   

Βρείτε την έκφραση για τη θερµοκρασία στην οποία σε κοιλότητα µέλανος 

σώµατος η πιθανότητα διεγειρόµενης εκποµπής για κάποια συχνότητα ω, θα 

είναι ίση µε την αντίστοιχη πιθανότητα αυθόρµητης εκποµπής.   

Σχεδιάστε σε διάγραµµα τη µεταβολή της θερµοκρασίας ως προς το 

µήκος κύµατος στη περίπτωση αυτή ισορροπίας.   

Τι τιµές θα πάρει η θερµοκρασία όταν η συχνότητα µεταβάλλεται 

από το ένα έως το άλλο άκρο του φάσµατος;  

 

Ασκηση 2-3.  

Θεωρείστε την αλληλεπίδραση ακτινοβολίας µε την ύλη σε κοιλότητα 

µέλανος σώµατος σε θερµοδυναµική ισορροπία.  Βρείτε την πυκνότητα 

ακτινοβολίας µέλανος σώµατος για διάφορες θερµοκρασίες, π. χ. 900, 1650, 

και 6400 Κ (θερµοκρασία επιφάνειας του ήλιου) και για µήκη κύµατος 6,94 

10-7m (ερυθρό), 1.15 10-6 m (υπέρυθρο),   1,25 10-2 m (µικροκύµατα) και σε 

περιοχές µηκών κύµατος του εύρους ∆λ=10nm (ενός φίλτρου). 
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3. YΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΩΝ 
EINSTEIN ME ΘΕΩΡΙΑ ∆ΙΑΤΑΡΑΧΩΝ 

 

3.1 Προκαταρκτικά 

 

ίδαµε τη σηµασία των διεργασιών απορρόφησης και εκποµπής 

ακτινοβολίας από άτοµα για την ακτινοβολία µέλανος σώµατος 

και την ανάπτυξη πυκνής µονοχρωµατικής ακτινοβολίας σε laser. 

Οι διεργασίες αυτές περιγράφονται φαινοµενολογικά µέσω των συντελεστών 

Α και Β του Einstein.  Μιά και η απορρόφηση και εκποµπή ακτινοβολίας 

από άτοµα διαλαµβάνει αλληλεπίδραση ακτινοβολίας µε τα άτοµα, θα 

µπορούσαµε να παρακολουθήσουµε την εξέλιξη τόσο  της ατοµικής κίνησης 

όσο και της ακτινοβολίας κατά την απορρόφηση και διεγειρόµενη εκποµπή. 

Για το σκοπό αυτό θα πρέπει να µελετήσουµε τη δυναµική του συστήµατος 

άτοµο και ακτινοβολία σε αλληλεπίδραση.  Για να ευκολύνουµε τα 

πράγµατα θα θεωρήσουµε την περίπτωση ενός ατόµου και µίας 

µονοχρωµατικής ακτινοβολίας και µάλιστα θα περιοριστούµε στην κίνηση 

ενός από τα ηλεκτρόνια του ατόµου.  Αυτό µπορεί να γίνει κατά προσέγγιση 

εφόσον τα φωτόνια που ανταλλάσσει η ακτινοβολία µε το άτοµο ταιριάζουν 

ενεργειακά µεταξύ δύο σταθµών όπου µπορεί να κινείται το ηλεκτρόνιο µας.  

Για να απλοποιήσουµε περισσότερο τα πράγµατα µπορούµε στις θεωρήσεις 

µας να έχουµε υπόψη το άτοµο του υδρογόνου που έχει ένα ηλεκτρόνιο ή 

ένα υδρογονοειδές άτοµο του οποίου το υπό θεώρηση ηλεκτρόνιο θα βλέπει 

ένα θωρακισµένο δυναµικό Coulomb ανάλογο του  

                                                        re
r

α−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ 1                                             (3.1) 

ΕΕ
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     Σε πρώτο στάδιο θα πάρουµε την ακτινοβολία ως ένα χρονικά 

διαγραφόµενο εξωτερικό αίτιο και έτσι αυτό που µένει στη µελέτη µας είναι 

η κίνηση του ατόµου. Αυτή η προσέγγιση είναι επιτρεπτή εφόσον έχουµε 

αρκετά πυκνή ακτινοβολία µια και η απορρόφηση ή η εκποµπή ενός 

φωτονίου από το υπό µελέτη άτοµο δεν µπορεί να επηρεάσει αισθητά τα 

πλάτη του ηλεκτρικού και µαγνητικού πεδίου του κύµατος.  Σε περιπτώσεις 

που ενδιέφεραν οι διακυµάνσεις της πυκνότητας της ακτινοβολίας είναι 

ανάγκη να θεωρήσουµε τόσο τη δυναµική του ατόµου όσο και της 

ακτινοβολίας σε αλληλεπίδραση.  Αυτό θα γίνει αργότερα όταν το σύστηµα  

άτοµο-ακτινοβολία θα µελετηθεί στην πλήρη κβαντική του µορφή. 

     Αρχίζουµε τώρα µε την Χαµιλτονιανή  του υπό θεώρηση ηλεκτρονίου 

στο άτοµο µας  

                                                      )(
2

2
rU

m
p

H o
v

+=                                 (3.2)        

Η κατάσταση του ηλεκτρονίου περιγράφεται από την κυµατική συνάρτηση 

Ψ( , )vr t , οποία υπακούει την εξίσωση του Schrödinger 

                                               ),(),( trHtr
t

i o
vv

h Ψ=Ψ
∂
∂                             (3.3) 

Όπως είναι γνωστό η ποσότητα rdtr vv 32),(Ψ  παρέχει την πιθανότητα 

ευρέσεως του ηλεκτρονίου τη στιγµή t µεταξύ r
r
και  rdr

rr
+ .  Όταν το 

δυναµικό είναι ελκτικό η (3-3) επιδέχεται περιοδικές λύσεις. Το δυναµικό 

Coulomb από τον πυρήνα στα άτοµα είναι ένα ισχυρό δυναµικό όσο 

πλησιάζουµε τον πυρήνα. ΄Όπως, είπαµε και προηγούµενα για  ευκολία µας 

θα φανταζόµαστε το άτοµο του υδρογόνου.   Το δυναµικό σε απόσταση r 

από τον πυρήνα είναι ./ re  Έτσι η δυναµική ενέργεια του ηλεκτρονίου σε 

απόσταση r είναι rerU /)( 2−= . 

     Οι διάφορες περιοδικές λύσεις της εξισώσεως του Schrödinger (3-

3) έχουν τη µορφή 
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                                )exp()(),( Etirtr
h

rr
−Φ=Ψ                                (3.4) 

όπου )(r
r

Φ  υπακούει την (χρονικά ανεξάρτητη) εξίσωση Schrödinger  

                                                  )()( rErHo
rr

Φ=Φ                                     (3.5) 

µε το )(r
r

Φ να πληροί τις συνήθεις συνοριακές συνθήκες που απαιτούνται 

στην κβαντική µηχανική δηλαδή όσο µεγαλώνει το r οι τιµές της )(r
r

Φ να 

πέφτουν κατά τρόπο που 

                                                    1)( 32 =Φ∫ rdr
rr                                     (3.6) 

Η εξίσωση της κίνησης (3-3) επιδέχεται απειρία λύσεων της µορφής (3-4) η 

κάθε µια των οποίων χαρακτηρίζεται από ορισµένους κβαντικούς αριθµούς 

τους οποίους και θα συµβολίζουµε συλλογικά µε ένα δείκτη, πέστε, k . Π.χ. 

στην περίπτωση του ατόµου του υδρογόνου το k  στέκει για τρεις 

κβαντικούς αριθµούς, mn ,,l .  Στην ιδιοκατάσταση Ψ(r,θ,φ) αντιστοιχεί 

ενέργεια  

                                            22

2

2 n
Ry

n
eE
o

nlm −=−=
α

                               ( 3.7) 

όπου α0 ( ≈ 0.53Å) η ακτίνα του Bohr. Έτσι, λοιπόν, η λύση µε δείκτη k  θα 

είναι kΦ .  Αυτή είναι µία ιδιοσυνάρτηση της εξίσωσης (3-3).  H kΦ είναι η 

k  ιδιοσυνάρτηση της (3-5) ή του Χαµιλτονιακού τελεστή oH  και kE είναι η 

ενέργεια του συστήµατος που περιγράφεται από την ιδιοσυνάρτηση (ή 

ιδιοκατάσταση) kΦ  

     Τα πιο πάνω για υπενθύµιση σας και τώρα µπαίνουµε στο θέµα της 

χρονικά εξαρτηµένης θεωρίας διαταραχών για χρήση στη µελέτη της 

αλληλεπίδρασης ακτινοβολίας µε άτοµα. 
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3.2 Χρονικά εξαρτώµενη θεωρία διαταραχών 

 

Είναι γνωστό ότι ένα µικρό σύνολο από τα προβλήµατα της Φυσικής 

µπορούν να τύχουν ακριβούς αναλυτικής λύσεως. Για να κάνουµε πρόοδο 

καταφεύγουµε σε προσεγγιστικές και αριθµητικές λύσεις.  Σκοπός της 

παρεµβολής του εδαφίου αυτού είναι η εξυπηρέτηση του µαθήµατος, και ως 

εκ τούτου η διαµόρφωση του θα αφορά στην αλληλεπίδραση ακτινοβολίας 

µε άτοµο. 

     Θεωρούµε άτοµο µε ενεργό ηλεκτρόνιο του οποίου η Χαµιλτονιανή είναι 

0H  και οι διάφορες ιδιοκαταστάσεις kΦ  µε αντίστοιχες ιδιοτιµές ενέργειας 

kkE Ω= h , τις οποίες είµαστε σε θέση να γνωρίζουµε. Το k  

αντιπροσωπεύει συλλογικά τους διάφορους κβαντικούς αριθµούς. Έχουµε: 

                                                      kkkH ΦΩ=Φ h0                                   (3.8) 

Αν διαταράξουµε το σύστηµα µε πρόσθετο δυναµικό  ),( trV
r

 η 

Χαµιλτονιανή του συστήµατος µας γίνεται 

                                                      ),(0 trVHH v
+=                                  (3.9) 

Στις εφαρµογές το V θα προέρχεται από το ηλεκτρικό πεδίο οδεύοντος ή 

στάσιµου κύµατος και θα είναι µικρό έναντι της 0H .  Το πρόβληµα προς 

επίλυση είναι πρόβληµα αρχικών τιµών που σχετίζεται µε την εξίσωση του 

Schrödinger µε Χαµιλτονιανή την (3 -9) 

                                                ),(),( trHtr
t

i vv
h Ψ=Ψ

∂
∂                            (3.10) 

και τίθεται ως εξής:  ∆εδοµένου ότι η κατάσταση του συστήµατος τη στιγµή 

0=t  είναι 

                                                       )()0,( rr vv
Φ=Ψ                                   (3.11) 
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ποία είναι η κατάσταση του συστήµατος ),( tr
r

Ψ ανά πάσα στιγµή t , 

όταν η Ψ  υπακούει τη (3- 10); 

     Το πρόβληµα αναλυτικά είναι εν γένει άλυτο, και καταφεύγουµε στην πιο 

κάτω διαδικασία προκειµένου υπό ορισµένες συνθήκες (κατά βάση για 

µικρούς χρόνους) να προσεγγίσουµε τη λύση. Γράφουµε τόσο την άγνωστη 

συνάρτηση, Ψ , όσο και την αρχική κατάσταση, Φ , ως γραµµικούς 

συνδυασµούς των ιδιοσυναρτήσεων kΦ . 

 

                                              )()( rfr kk
vv

Φ=Φ ∑                                    (3.12) 

                                       )()(),( retCtr k
ti

k
k vv

Φ=Ψ Ω−∑                           (3.13) 

Αυτό είναι δυνατό λόγω της πληρότητας του συνόλου των ιδιοκαταστάσεων 

{Φκ}. Είναι ενδεχόµενο πολλοί από τους συντελεστές kf (αρχικά µιγαδικά 

πλάτη) να είναι µηδέν.   Τώρα, προκειµένου η )0,(r
r

Ψ  να συµπίπτει µε την 

)(r
r

Φ  έχουµε 

                                                      kk fC =)0(                                          (3.14) 

Εν συνεχεία εισάγουµε την (3-13) στην εξίσωση κίνησης (3-10) και 

λαµβάνοντας υπόψη την (3-8) παίρνουµε 

                            ti
k

k
kk

ti

k
k

kk eCtrVeCi Ω−Ω− ∑∑ Φ=Φ ),(v&h                     (3.15) 

Πολλαπλασιάζουµε την (3-15) επί )(* rn
r

Φ  και ολοκληρώνουµε εφ’ όλου του 

χώρου, και δεδοµένης της ορθοκανονικότητος των ιδιοκαταστάσεων kΦ , 

δηλαδή 

                                         nkkn rdrr δ=ΦΦ∫ ∗ rvv 3)()(                                 (3.16) 

καταλήγουµε µε απλές ανακατατάξεις στην εξίσωση 
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                                  k
ti

k
nkn CetV

i
C nk )()( Ω−Ω−∑−=

h
&                        (3.17) 

όπου nkV  είναι το στοιχείο πίνακα που δίνεται ως 

                        nkV )()(),()( 3
knkn VrdrtrVr ΦΦ=ΦΦ= ∫ ∗ rvvv                  (3.18) 

     Η διαδικασία για την εύρεση της (3-18) ισχύει για όλες τις καταστάσεις  

της βάσεως {Φn}. Έτσι θεωρώντας όλους του κβαντικούς αριθµούς n έχουµε 

ένα άπειρο σύστηµα διαφορικών εξισώσεων 1ης τάξεως της µορφής (3-17) 

για τον υπολογισµό των πλατών )(tCn . To σύστηµα αυτό είναι ισοδύναµο 

µε την εξίσωση του Schödinger, διότι γνωρίζοντας τα πλάτη nC  ευρίσκουµε 

την ζητούµενη λύση µέσω της (3-12) & (3-13). Τα διάφορα 

)(tCn ευρίσκονται κατ’ αρχήν από την λύση του συστήµατος των (3-17) µε 

αρχικές συνθήκες που δίνονται στην (3-14).  Για τη λύση του συστήµατος 

των (3-17), που είναι γραµµικό, µπορεί σε ικανοποιητικό βαθµό να επέµβει ο 

υπολογιστής ή να γίνει εφαρµογή προσεγγιστικής διαδικασίας που 

υπαγορεύεται από τις συνθήκες του προβλήµατος.  

Τα πιο πάνω συνιστούν τη λεγόµενη χρονικά εξαρτηµένη θεωρία των 

διαταραχών, εφαρµογή της οποίας θα κάνουµε σε δισταθµικό άτοµο υπό την 

επίδραση µονοχρωµατικού ηλεκτρικού κύµατος. 

 

3.3 ∆ισταθµικό άτοµο υπό την επίδραση πολωµένου 

Η/Μ κύµατος 

 

Είδαµε ότι οι εξισώσεις για την  κίνηση των πλατών, kC , των διαφόρων 

ιδιοκαταστάσεων kΦ  ενός ηλεκτρονίου (θεωρούµε την περίπτωση ενός 

ενεργού ηλεκτρονίου) σε άτοµο υπό την επίδραση πολωµένου Η/Μ-κύµατος 

παίρνουν τη µορφή (3.17) 
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                             k
ti

k
nkn CetViC nk )()( ωω −−∑−=

h
&                        (3.19) 

Τα n  και k  είναι συλλογικά στη θέση των κβαντικών αριθµών. Το n 

διατρέχει όλες τις δυνατές τιµές του και ως εκ τούτου έχουµε ένα άπειρο 

σύστηµα γραµµικών εξισώσεων. 

     Το σύστηµα (3-19) µε τον µετασχηµατισµό  

                                                    n
ti

n CeC n ′= ω                                          (3.20) 

µπορεί να γραφτεί ως 

                                         k
k

nknnn CtViCiC ′−=′+′ ∑ )(
h

& ω                          (3.21) 

αν και αυτό δεν πολυεξυπηρετεί, εφόσον ο χρόνος εξακολουθεί να έχει την 

παρουσία του στα στοιχεία πίνακα )(tVnk .  Το πρόβληµα µας έχει ως εξής: 

Αν το σύστηµα µας πριν την διαταραχή βρισκόταν στην κατάσταση lΦ  η 

αρχική κυµατική συνάρτηση θα ήταν 

                                                )()0,( rr
rv

lΦ=Ψ                                        (3.22) 

δηλαδή 1)0( =lC  και όλα τα άλλα 0)0( =nC .  Παρεµπιπτόντως η αρχική 

κατάσταση του συστήµατος µπορεί να είναι µείγµα περισσοτέρων 

ιδιοκαταστάσεων και τότε θα µας είναι δεδοµένα για τη στιγµή 0  τόσα 

πλάτη όσα επαρκούν για την περιγραφή της )0,(r
r

Ψ . 

Επανερχόµαστε στο πρόβληµα µε αρχική τιµή τη (3-22).  Η 

περίπτωση αυτή µας ενδιαφέρει στην αλληλεπίδραση ατόµου µε Η/Μ κύµα. 

Για µικρούς χρόνους από την έναρξη της διαταραχής το )(tCl δεν θα 

διαφέρει και πολύ από το 1 , ενώ τα άλλα )(tCn δεν θα έχουν αποστεί και 

πολύ από το 0 .  Το 2)(tCl  είναι η πιθανότητα το σύστηµα να είναι κατά τη 
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στιγµή t στην κατάσταση l . Aντίστοιχα και για τα διάφορα άλλα 

2)(tCn . Για κάθε t  έχουµε 

                                                         1)( 2 =∑
n

n tC                                   (3.23) 

Περιοριζόµαστε τώρα σε δυνάµεις που προέρχονται από το ηλεκτρικό πεδίο 

οδεύοντος πολωµένου κύµατος. ΄Όπως είδαµε στην περίπτωση αυτή το 

ηλεκτρόνιο µας βρίσκεται κατά πολύ καλή προσέγγιση υπό την επίδραση 

ηλεκτρικού πεδίου της µορφής 

                                               )cos( tRko ωεε −⋅=                              (3.24) 

Το R  στην  (3-24) είναι το άνυσµα της θέσης του πυρήνα του ατόµου και 

ω  η συχνότητα του κύµατος. Η κατεύθυνση του oεv  καθορίζει την πόλωση. 

Το Rk ⋅  συνιστά µία φάση την οποία στους πάρα κάτω λογαριασµούς θα 

παραλείψουµε. Το ηλεκτρικό πεδίο που επενεργεί στο ηλεκτρόνιο µας 

εξαρτάται µονάχα από τον χρόνο.  Έτσι η δυναµική συνάρτηση από  την 

οποία παράγεται η δύναµη της διαταραχής είναι 

                                                  rtetrV v⋅−= )(),( ε                                  (3.25) 

Στα πιο κάτω θα θεωρήσουµε το κύµα µας πολωµένο στην κατεύθυνση 

z και  έτσι 

                                               )cos(ˆ)( tztε oε ω=                                     (3.26) 

Όσο µεγαλύτερο το πλάτος του κύµατος τόσο µεγαλύτερη και η ενέργεια 

που εδράζεται σε αυτό.  Η συχνότητα ω  καθορίζει µέσω του τύπου ωh  την 

ενέργεια των φωτονίων που µπορεί να ανταλλάξει το κύµα µας. 

Ας φανταστούµε τώρα ένα άτοµο στην κατάσταση 1Φ µε (ηλεκτρονική) 

ενέργεια 1E . Στο άτοµο αυτό υπάρχει και µια παραπλήσια ενεργειακή 

στάθµη 2E  τέτοια ώστε ωh=− 12 EE , δηλαδή τα φωτόνια του κύµατος µας 
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ταιριάζουν ενεργειακά µε την σταθµική διαφορά των καταστάσεων 1 

και 2. Στην περίπτωση αυτή λόγω της διατήρησης της ενέργειας η κίνηση 

των πλατών θα περιορίζεται κατά κύριο λόγο µεταξύ των 1C  και 2C .  Κατά 

ένα τρόπο θα έχουµε ένα δισταθµικό άτοµο τα στοιχεία του οποίου δίνονται 

στο πιο κάτω διάγραµµα του σχήµατος. Όταν περιοριζόµαστε σε δισταθµικό 

άτοµο και το ηλεκτρόνιο βρίσκεται στην κάτω στάθµη θα το λέµε αδιέγερτο 

και όταν το ηλεκτρόνιο ενεργειακά θα κατέχει την απάνω στάθµη, το άτοµο 

µας θα είναι διεγερµένο. 

Μας ενδιαφέρει το πρόβληµα της απορρόφησης ακτινοβολίας από 

ένα άτοµο και για τη µελέτη µας θα κάνουµε χρήση του τεχνάσµατος µε 

κατάλληλο δισταθµικό άτοµο. Ξεκινάµε µε το άτοµο µας αδιέγερτο και 

παίρνουµε το ηλεκτρικό πεδίο πολωµένο στην κατεύθυνση του z-άξονα.   

Με το ηλεκτρικό πεδίο )cos(ˆ)( tzt o ωεε =  που επενεργεί επί του 

ηλεκτρονίου τα στοιχεία πίνακα )(tVnk  που εµφανίζονται στην  (3-19) είναι: 

 

 

Σχήµα 3-1  Ενεργειακές στάθµες και ιδιοκαταστάσεις ενός δισταθµικού 

ατόµου 

   

                       rdrrzrteV o
vrvv 3

2
*
112 )()ˆ)(,()cos( Φ⋅Φ−= ∫ωε  

                        ∗∗ =Φ⋅Φ−= ∫ 12
3

1221 )()ˆ)(,()cos( VrdrrzrteV o
vrvvωε           (3.27) 

Eνέργειες Στάθµες Καταστάσεις 

 

E2  

2  

Φ2  

   

E1  1 Φ1  
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                                                  02211 == VV  

 

Τα 11V και V22  είναι 0 λόγω του ότι η έκφραση  rrj
v2

)(Φ  είναι 

αντισυµµετρική ως προς την αρχή των αξόνων όπου είναι ο πυρήνας του 

ατόµου. 

Το rz ⋅ˆ  στην (3-27) ισούται µε z και θα συµβολίσουµε τα 

ολοκληρώµατα για τα 12V και V21  µε 12z , z21 . Tα 12z  και z21  είναι εν 

γένει µιγαδικά µήκη και είναι κάτι ανάλογο του κλασσικού µήκους του 

δίπολου που επάγεται από την εφαρµογή ηλεκτρικού πεδίου σε άτοµο λόγω 

της µετατόπισης του κέντρου του ηλεκτρονικού φορτίου έναντι του πυρήνα. 

Στην κλασική περίπτωση είδαµε την δηµιουργία δίπολου και την ανάπτυξη 

διπολικής ροπής. Στην περίπτωση µας το αντίστοιχο είναι οι διπολικές ροπές 

12ze  και e z21 .  Στα παρακάτω θα θεωρήσουµε την περίπτωση όπου το 

12z  είναι πραγµατικό και η διπολική ροπή θα είναι  

                                                      12zep =                                            (3.28) 

Θυµίζουµε ότι η κλασσική έκφραση για την ενέργεια δίπολου υπό σταθερό 

ηλεκτρικό πεδίο είναι: Ep.− . 

     Γράφοντας τώρα την διαφορά 12 ωω −  ως Ω  (σταθµική 

διαφορά Ω=− h12 EE ) και περιοριζόµενοι σε δύο στάθµες 1 και 2 στην (3-

19) έχουµε 

                                
[ ]
[ ] 1

)()(
2

2
)()(

1

2

2

CeeiC

CeeiC

titio

titio

p

p

ωω

ωω

ε

ε

+Ω−Ω

+Ω−−Ω−

+=

+=

h
&

h
&

                    (3.29)    

Για την λήψη των (3-29) είχαµε εκφράσει το cosωt ως )(
2

1 titi ee ωω −+ .  Oι 

(3-29) είναι οι εξισώσεις στις οποίες κατάληξε ο Rabi την δεκαετία του 30 
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µελετώντας την απορρόφηση και εκποµπή µικροκυµάτων από σπιν 

(πραγµατικά δισταθµικά “άτοµα”) µε την διαφορά ότι εκεί την θέση των p  

και oε  παίρνουν αντίστοιχα η µαγνητική ροπή και πλάτος µαγνητικού 

πεδίου. 

Στα παρακάτω θα πάρουµε για µικρούς χρόνους λύσεις των 

εξισώσεων κίνησης (3-29) για τα πλάτη 1C  και 2C  κάνοντας χρήση της 

προσέγγισης Rabi. Στη συνέχεια ξεκινώντας µε συνθήκες απορρόφησης 

φωτονίου θα υπολογίσουµε τον συντελεστή Β του Εinstein. 

 

 

3.4 Προσέγγιση Rabi 

 

Οι εξισώσεις (3-29) είναι µεν γραµµικές, αλλά η εµφάνιση του χρόνου στους 

συντελεστές είναι τέτοια που δεν επιτρέπει την εύρεση αναλυτικών λύσεων.  

Το πρόβληµα µας για την απορρόφηση φωτονίου είναι, δοθέντος ότι  

                                       0)0(,1)0( 21 == CC                                       (3.30) 

το πως θα εξελιχθούν τα )(1 tC και )(2 tC  µε βάση την δυναµική των (3-29); 

  Ακολουθούµε την επαναληπτική µέθοδο του Νεύτωνα, παίρνοντας 

ως µηδενικής τάξεως προσέγγιση των εξής: ,1)()0(
1 =tC  .0)()0(

2 =tC  Αυτό 

γίνεται µε την σκέψη ότι για µικρούς χρόνους η λύση µας για µεν το 1C  δεν 

θα απέχει πολύ του 1  και για το C2  θα είναι κοντά στο 0 .  Από την 

δεύτερη των (3-29) έχουµε 

                      [ ] )(
2

)()()1(
2 tfeeiC titiop

=+= +Ω−Ω ωωε
h

&                     

(3.31) 
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∆ιατηρώντας την αρχική συνθήκη 0)0(
2 =C  η (3-31) δίνει: 

∫=
t

o
dftC ττ )()()1(

2  και παίρνουµε 

                
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+Ω
−

+
−Ω

−
=

+Ω−Ω

ωω

ωωε 11
2

)(
)()()1(

2

titi
o eetC

p
h

                  (3.32) 

Η (3-32) είναι η λύση για τη 2C  αλλά για µικρά t . 

Προκειµένου να προχωρήσουµε θα εφαρµόσουµε την 

επαναληπτική διαδικασία.  Για δισταθµικά άτοµα και µονοχρωµατικά πεδία 

η λύση µε την επαναληπτική διαδικασία επαρκεί σε πρώτη τάξη.  Αν όµως 

υπάρχουν πολλές συχνότητες τότε η προσέγγιση αυτή δεν δίνει ακριβή λύση. 

Η ακριβέστερη λύση βρίσκεται όταν θεωρήσουµε το πεδίο στη κβαντισµένη 

του µορφή όπως στο επόµενο κεφάλαιο.  Πλην, όµως, ας εξετάσουµε 

στενότερα την (3-32).   Για οπτικές συχνότητες το Ω  και ω είναι της τάξεως 

του Hz1410  ως Hz1510 . ∆εδοµένου ότι 0≈−Ω ω  το δεύτερο κλάσµα στις 

τετραγωνικές παρενθέσεις είναι µηδαµινό έναντι του πρώτου που περιέχει το 

ω+Ω .  Αν κατ’ αυτό τον τρόπο πάµε σε ανώτερες τάξεις προσεγγίσεις θα 

γεννηθούν όροι ανωτέρας τάξεως µε το ω+Ω  στον παρανοµαστή και ο 

λόγος της παράλειψης τους γίνεται έτσι ευκολότερος.  Παραλείπουµε λοιπόν 

από τις αρχικές εξισώσεις (3-29) τους όρους που διαλαµβάνουν το ω+Ω  

και λαµβάνουµε τις προσεγγιστικές εξισώσεις Rabi.                                                                       

                                              

1
)(

2

2
)(

1

2

2
CeCi

CeCi

tio

tio

p

p

ω

ω

ε

ε

−Ω

−Ω−

=

=

h
&

h
&

                             (3.33) 

Oι (3-33) συνιστούν τις εξισώσεις Rabi στην προσέγγιση του λεγόµενου 

στρεφόµενου κύµατος.  Στη (3-33) έχουµε διατηρήσει τους όρους 

συστροφής από την (3-29) και αποδιώξαµε τους όρους αντιστροφής. Η 

ορολογία προέκυψε από την στροφή στο µιγαδικό επίπεδο. Για το άτοµο 
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παίρνουµε Ψ ~ tie Ω−  οµοίως και για το κύµα HMΨ ~ tie ω− . Και οι δύο 

εκφράσεις δίνουν οµόφορες στροφές στο µιγαδικό επίπεδο. Όµως, ο τρόπος 

που συµπλέκονται είναι HMΨΨ∗ ~ tie )( ω−Ω . H έκφραση tie )( ω−Ω  

διαλαµβάνει αντίφορο στροφή. 

     Οι εξισώσεις (3-33) µπορούν να λυθούν επακριβώς, πλην όµως στο 

παρόν στάδιο θα αρκεστούµε στο να τις µετασχηµατίσουµε σε βολικότερη 

µορφή µέσω της αλλαγής των µεταβλητών 1C  και 2C  ως εξής: 

                                                   
2

2/)(
2

2/)(
1

CeC
CeC

ti

ti

′=

′=
−Ω−

−Ω−

ω

ω
                               (3.34) 

Εισάγοντας τις (3-34) στις (3-33) καταλήγουµε  

                                             
122

11

22

22
CCCi

CCCi

o

o

p

p

′=′−Ω
+′

′=′−Ω
+′

h
&

h
&

ε

ε

ω

ω

                        (3.35) 

Οι (3-35) λύνονται αναλυτικά, αλλά αυτό θα γίνει αργότερα. Επί του 

παρόντος θα προχωρήσουµε στον υπολογισµό του συντελεστή Β, όπου 

επαρκεί η προσέγγιση για µικρούς χρόνους. 

 

 

 

3.5 Υπολογισµός του συντελεστή Β του Εinstein 

 

Προκειµένου να υπολογίσουµε την πιθανότητα διέγερσης του ατόµου σε 

µικρούς χρόνους κάνουµε χρήση της αντίστοιχης λύσεως (3-32) για το 

πλάτος )()1(
2 tC ευρέσεως του ηλεκτρονίου στη στάθµη 2. Από την (3-32) 

κρατάµε τον µεγάλο όρο συστροφής και έχουµε ύστερα από τροποποίηση 
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            (3.36) 

Η πιθανότητα διέγερσης του ατόµου γράφεται, από την (3-36), ως 

                                 2

2

2

22
2

2

2

2
sin

4
)(

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −Ω

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −Ω

=
ω

ω
ε t

tC op
h

                             (3.37) 

Στο µέλαν σώµα το 2
oE  στην (3-37) προέρχεται από µία πυκνότητα 

ακτινοβολίας )(ωρ  µεταξύ ω  και ωω d+  και αντικαθιστούµε µε 

                                                 ∫= ωωρ
ε

ε d
o

o )(12                                 (3.38) 

όπου oε  η διηλεκτρική σταθερά του κενoύ.  

Η πιθανότητα διέγερσης του ατόµου από κύµατα (της αυτής 

πολώσεως) και όλων των συχνοτήτων είναι 

                                  ∫
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −Ω

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −Ω

= 2

2

2

2

2

2

2
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4 ω

ω

ωωρ
ε

t
dP

o

p
h

                   (3.39) 

Στο ολοκλήρωµα της (3-39) η ολοκλήρωση γίνεται εφ’ όλων των 

συχνοτήτων, αλλά  σηµαντική συµβολή έχουν µόνον συχνότητες 

παραπλήσιες στην συχνότητα, Ω , του ατόµου.  Για τον υπολογισµό του πιο 

πάνω ολοκληρώµατος γράφουµε 

   
2

2
2

2

2

sin

2

2
sin

x
xt

t
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −Ω

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −Ω

ω

ω

 ,      όπου     tx
2

Ω−
=

ω                          (3.40) 

Σχεδιάζουµε τώρα τη συνάρτηση ( ) 22 /sin xx  και έχουµε: 
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    Σχήµα 3-2.  H µεταβολή της συνάρτησης ( ) 22 /sin xx  συναρτήσει της x  

 

 

Βλέπουµε ότι η συµβολή σε ένα ολοκλήρωµα της 22 /)(sin xx  µε µία 

συνάρτηση )(xF  προέρχεται από τις τιµές του x  γύρω από το 0=x .  Όταν 

η )(xF  περί το 0=x  µεταβάλλεται αργά έχουµε  

                           )0(sin)0(sin)( 2

2

2

2
Fdx

x
xFdx

x
xxF π=≈ ∫∫

∞

∞−

∞

∞−
         (3.41) 

Μπορούµε κατά ένα τρόπο να κάνουµε την αντικατάσταση 

                                                      )(sin
2

2
x

x
x πδ→                                  (3.42) 

Με τη βοήθεια των (3-40) και (3-42) η (3-39) γράφεται 

                                              )(
2 2

2

2 Ω= ρπ
ε

tP
o

p
h

                                (3.43) 

όπου για την (3-43) λάβαµε υπόψη ότι  dxtd )/2(=ω . 

Έχουµε λοιπόν 

                                                )(
2 2

2
2 Ω= ρ

ε
π
ho

p
dt

dP                                   (3.44) 
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Η (3-44) παρέχει τον ρυθµό της πιθανότητας απορρόφησης ενός φωτονίου 

από άτοµο αρχικά στην στάθµη 1E  που διαθέτει στάθµη Ω+= h12 EE .  Ο 

εν λόγω ρυθµός έχει υπολογιστεί µε βάση κύµατα πολωµένα σε δεδοµένη 

κατεύθυνση.  Στην περίπτωση µέλανος σώµατος η ακτινοβολία δεν είναι 

πολωµένη και κατά ένα τρόπο το )(Ωρ  µίας πόλωσης στην (3-44) θα πρέπει 

να αντικατασταθεί µε το 3/)(Ωρ , σύµφωνα µε τις σχέσεις πλατών έντασης 

πεδίου 

  ><>=<><>=++>=<< 2222222
3
1,3 oozozozoyoxo εεεεεεε               (3.45) 

Για µέλαν σώµα η (3-44) τροποποιείται στην 

                                               dtpdP
o

)(
6 2

2

2 Ω= ρ
ε
π
h

                                 (3.46) 

Συγκρίνοντας την (3-46) µε την σχέση του Εinstein για διεγερµένη 

απορρόφηση  

                                                 dtBdW )(., Ω= ραδ                                   (3.47) 

παίρνουµε για την συντελεστή Β την έκφραση                                                               

                                                     2

2

6 ho

p
B

ε

π
=                                          (3.48)                                                                  

`Όπως είδαµε και προηγούµενα ο συντελεστής A  εξαρτάται από τους 

διαύλους που έχει διαθέσιµους σε µία κοιλότητα να εκπέµψει ένα διεγερµένο 

άτοµο.  Έχοντας υπόψη ότι για το µέλαν σώµα ο λόγος  BA /  είναι 

                                                        32

3

cB
A

π
Ω

=
h                                         (3.49) 

βρίσκουµε για τον συντελεστή Α την έκφραση 

                                                         3

32

6 c
A

o

p
επh

Ω
=                                   (3.50) 

Στους λογαριασµούς µας, όπως θα προσέξατε, ξεχάσαµε την συνθήκη 

διατήρησης της ορµής. 
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3.6 Ασκήσεις  

Άσκηση 3-1.   

Θεωρήστε άτοµο µε ένα οπτικά ενεργό ηλεκτρόνιο το οποίο υπό την 

επίδραση του ηλεκτρικού πεδίου   

                                    ( ) ( ) ( )tzEitzEiE x ωcosˆ,ˆ
0==  

περιορίζεται να κινείται µεταξύ των ιδιοκαταστάσεων u1(r), u2(r) της 

αδιατάρακτης  Χαµιλτονιανής του ατόµου µε αντίστοιχες ενέργειες Ε1, Ε2.   

Αν η κυµατοσυνάρτηση του ηλεκτρονίου υπό την επίδραση της Η/Μ 

ακτινοβολίας είναι  

               ( ) ( ) ( ) ( ) ( )rutEitCrutEitCtr 222111 expexp, ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=Ψ

hh
 

βρείτε τις εξισώσεις κίνησης των (µιγαδικών) πλατών C1(t), C2(t) όταν το 

Ε(z) µεταβάλλεται ελάχιστα σε αποστάσεις της τάξης των ατοµικών 

διαστάσεων.  Αν Ε1<Ε2, δώστε τις αρχικές συνθήκες στις οποίες θα 

υποβάλετε τα πλάτη C1, C2 προκειµένου να βρείτε τη πιθανότητα ώστε το 

άτοµο να απορροφήσει ενέργεια ωh=− 12 EE .  Εκφράστε τη πιθανότητα 

αυτή συναρτήσει των πλατών.  ∆ώστε την αντίστοιχη απάντηση όταν το 

άτοµο θα εκπέµψει ενέργεια ωh=− 12 EE . 

Άσκηση 3-2.    

Υπολογίστε το ολοκλήρωµα 

                                   ( ) ( ) rdrurrur jj
3*

11 ∫=  

όταν η u1(r) είναι η θεµελιώδης κατάσταση του Υδρογόνου Φ100(r,θ,φ), και η 

uj(r) είναι µία από τις διεγερµένες καταστάσεις Φ200, Φ210, Φ21±1  
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2expcos32,,

2exp232,,
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a
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a
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a
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a
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a
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a
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φθπφθ

θπφθ

πφθ

πφθ

 

 

µε αντίστοιχες ενέργειες 

                                        2
0

2

08
1

n
e

n
απε

−=Ωh  

όπου ε0 είναι η διηλεκτρική σταθερά του κενού και α0 = 0.53 Å η ακτίνα του 

Bohr.   

(α) ∆είξτε ότι 02211 == rr . 

(β) Bρείτε µεταξύ ποίων καταστάσεων u1j µπορεί να αναπτυχθεί διπολική 

ροπή p≠0.  ∆ιατυπώστε συµπεράσµατα σε ότι αφορά τη δυνατότητα 

διέγερσης του ατόµου από τη στάθµη Ε1 στη Ε2 µέσω ηλεκτρικού πεδίου για 

τις διάφορες καταστάσεις uj.   

(γ) Βάσει των σχέσεων (3-48) & (3-50) για το ρυθµό πιθανότητας 

διεγερµένης εκποµπής από την ακτινοβολία µέλανος σώµατος, υπολογίστε 

τους συντελεστές Β και Α για τις συγκεκριµένες ατοµικές µεταβάσεις στο 

άτοµο Υδρογόνου.    

Οι υπολογισµοί διευκολύνονται αν χρησιµοποιήσετε την πιο κάτω έκφραση 

για το διάνυσµα της θέσης 

                            ( ) ( )[ ] θθ φφ cosˆˆˆˆˆsin
2
1

rkejiiejiirr ii +++−= −  

και το ολοκλήρωµα 
( )∫

∞
+−− =

0

1. !ndrre nnr γγ
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4. ΚΒΑΝΤΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ ΑΚΤΙΝΟΒΟΛΙΑΣ-
ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ 
ΜΕΤΑΒΑΣΗΣ  

 

έχρι τώρα θεωρούσαµε ότι κατά την αλληλεπίδραση 

του ατόµου µε την Η/Μ ακτινοβολία η ένταση της 

ακτινοβολίας παρέµενε σταθερή.  Χωρίς αµφιβολία, το 

άτοµο απορροφά ενέργεια (υπό µορφή φωτονίων) από 

το πεδίο καθώς επίσης του προσφέρει ενέργεια.  Εάν το 

πεδίο είναι εξαιρετικά πυκνό (πολύ µεγάλος αριθµός φωτονίων στη µονάδα 

του όγκου) η αυξοµείωση της έντασης του κατά τις ατοµικές µεταπτώσεις θα 

µεταβάλλει ελάχιστα την ένταση του, ώστε αυτή να µπορεί να θεωρηθεί 

σταθερή.  Σε οποιαδήποτε άλλη περίπτωση όµως, όπως στην περίπτωση 

στάσιµου Η/Μ κύµατος σε κοιλότητα, θα πρέπει να µελετηθεί συγχρόνως µε 

την κατάσταση του ατόµου και η κατάσταση του πεδίου κατά την 

αλληλεπίδραση.  ∆ιευκολύνει στην περίπτωση αυτή να εκφράζεται η 

κατάσταση του πεδίου µε τη γλώσσα των φωτονίων.  Το πρώτο βήµα για να 

επιτευχθεί αυτό είναι να βρεθεί µια έκφραση της Χαµιλτονιανής του πεδίου 

που να επιτρέπει το µετασχηµατισµό της στη γλώσσα του αριθµού 

φωτονίων, αντί της γλώσσας που χρησιµοποιεί τα ανυσµατικά µεγέθη της 

έντασης του ηλεκτρικού και µαγνητικού πεδίου. 

 Έστω η κοιλότητα του σχήµατος 7-1 & 7-2 µέσα στην οποία η Η/Μ 

ακτινοβολία, που διαδίδεται κατά τον άξονα της κοιλότητας (άξων z), 

προσκρούει και ανακλάται στα δύο κάτοπτρα (στις θέσεις Lzz == &0 ) 

δηµιουργώντας έτσι ένα στάσιµο κύµα.  Η διάταξη των κατόπτρων επιτρέπει 

σε ορισµένα µόνο µήκη κύµατος να αναπτυχθούν στην κοιλότητα που 

υπακούουν στη σχέση 5-21.   Προκειµένου να εκφράσουµε τη Χαµιλτονιανή 

ΜΜ  
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του πεδίου στην µορφή αρµονικού ταλαντωτή, λύνουµε τις εξισώσεις του 

Maxwell που διέπουν την διάδοση της Η/Μ ακτινοβολίας.  Από κει και πέρα 

θα είναι εύκολη η µετατροπή της στην γλώσσα των φωτονίων. 

 Αν εκφρασθεί η ένταση του ηλεκτρικού πεδίου και η µαγνητική 

µετατόπιση σαν Ε και Β, αντίστοιχα, οι εξισώσεις Maxwell, όταν δεν 

υπάρχουν φορτία στο χώρο, γράφονται 

                                             

( )

0
0

2

=⋅∇
=⋅∇

∧−∇=
∂
∂

∧∇=
∂
∂

E
B

E
t
B

Bc
t
E

                                            (4.1) 

Η Η/Μ ακτινοβολία είναι πολωµένη και το ηλεκτρικό και µαγνητικό πεδίο 

γράφεται 

                                                      
y

x

BjB

EiE
)

)

=

=
                                               (4.2)  

ενώ οι συνοριακές συνθήκες επάνω στα κάτοπτρα επιβάλλουν στη 

συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου τους περιορισµούς  

                                           0),(),0( == tLEtE xx                                     (4.3) 

Η Εx παράλληλα στην επιφάνεια του κατόπτρου είναι µηδέν διότι το υλικό 

του κατόπτρου είναι τέλειος αγωγός.  Αν γινόταν κάποια στιγµή η 

συνιστώσα να µην είναι µηδέν, τότε η διαφορά δυναµικού που θα 

εµφανιζόταν στην επιφάνεια θα ανάγκαζε τα φορτία να µετακινηθούν.  Αυτό 

όµως θα είχε σαν αποτέλεσµα να µηδενιστεί η διαφορά δυναµικού, δηλαδή η 

παράλληλη συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου θα έπρεπε να ήταν µηδέν.  Το 

µαγνητικό πεδίο εξάλλου,  ανταλλάσσει την ενέργεια του µε το ηλεκτρικό 

πεδίο όπως ένας ταλαντωτής ανταλλάσσει την ενέργεια του από κινητική σε 

δυναµική και το αντίθετο και παίρνει τη µέγιστη τιµή όπου η ηλεκτρική 
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συνιστώσα γίνεται ελάχιστη.  Σύµφωνα µε τα πιο πάνω οι εξισώσεις 

του Maxwell (4-1) γράφονται 

                                                  

z
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t
B

z
B

t
E

c

xy
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∂
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=
∂

∂
−

∂

∂
−=

∂
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2
1

                                     (4.4) 

επειδή τα ανύσµατα του ηλεκτρικού και µαγνητικού πεδίου είναι πολωµένα2, 

                                               
0ˆˆ0ˆ
0ˆ0ˆˆ

kBjiB

kjEiE

y

x

++=

++=
                                       (4.5) 

ενώ ισχύουν από τα εσωτερικά ανυσµατικά γινόµενα 

      0&,0 =
∂
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EE zyxzyx  

λαµβάνοντας υπόψη ότι oι συνιστώσες εκείνες του ηλεκτρικού και 

µαγνητικού πεδίου που επιζούν είναι συναρτήσεις των z και t, δηλαδή: 

                                ),(,&0,,, tzfBEBBEE zxzxzy ==                   (4.6) 

Από τις εξισώσεις (4-4), απαλείφοντας διαδοχικά τις συνιστώσες, 

yx BE &  προκύπτουν οι σχέσεις3 

                                                           
2 και επειδή τα ανυσµατικά εξωτερικά γινόµενα δίνονται από εκφράσεις της 
µορφής 
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∂ 2222
, διότι οι Ε x & Βy είναι συνεχείς 

συναρτήσεις           



             64                                Κβαντική Οπτική & lasers 
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                              (4.7) 

  Οι (4-7) έχουν την µορφή εξίσωσης χορδής.  Η λύση των εξισώσεων αυτών 

ακολουθεί τη µέθοδο των χωριζόµενων µεταβλητών.  Έστω ότι η συνιστώσα 

του ηλεκτρικού πεδίου µπορεί να χωριστεί σε γινόµενο δύο άλλων 

συναρτήσεων κάθε µίας από τις δύο µεταβλητές  )()(),( tGzZtzEx =  ώστε 

η (4-7) να δίνει 

                                          ό
zZ
zZ

tG
tG

c
σταθερκ =−== 2

2 )(
)(
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)(1 &&&&

                (4.8) 

ή   

                                                     
0

0
2

2

=+

=+

GG

ZZ

ω

κ
&&

&&
                                         (4.9) 

Οι (4-9) είναι εξισώσεις αρµονικού ταλαντωτή.  Ας πάρουµε την πρώτη.  Θα 

έχει λύση4 

                                               ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= z

L
lzZ πsin2)(                                  (4.10) 

κάνοντας χρήση της συνθήκης ορθοκανονικότητας    

                                               '
*1

llV ll dVZZ
V

δ=∫ ′                                  (4.11) 

Ο παράγων που αφορά την χρονική µεταβολή του ηλεκτρικού πεδίου, G(t), 

µπορεί να θεωρηθεί σαν ένας αρµονικός ταλαντωτής ιδιοσυχνότητας ω.  

Σύµφωνα µε το µηχανικό µοντέλο µπορούµε να θεωρήσουµε µία υποθετική 

                                                           
4 εφόσον οι συνοριακές συνθήκες (4-3) οδηγούν στην ...3,2,1, == l

L
lπ

κ . 
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µάζα Μl  σε µία θέση ql(t) η οποία εκτελεί αυτή την αρµονική 

ταλάντωση και που να αντιστοιχεί στην l τροπή ακτινοβολίας η οποία µπορεί 

να υποστηριχθεί στην κοιλότητα.  Η δυναµική της ενέργεια αυτής της 

υποθετικής µάζας θα είναι   
2

22
lll qM ω

.  Θεωρώντας ότι η πυκνότητα 

ενέργειας που αντιστοιχεί στο ηλεκτρικό πεδίο 2)(2
0 tGε της Η/Μ 

ακτινοβολίας (όπου ε0 η διηλεκτρική σταθερά του κενού) ταυτίζεται µε την 

πυκνότητα ενέργειας αυτής της υποθετικής µάζας (θα µπορούσαµε να την 

είχαµε ταυτίσει µε την πυκνότητα ενέργειας του µαγνητικού πεδίου),  

καταλήγουµε στις εκφράσεις 
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                                (4.12)  

και                         

                              ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= z

L
l

V
M

tqtzE ll
l

l
x

π
ε

ω
sin

2
)(),(

2
1

0

2
                    (4.13) 

Η συνιστώσα του µαγνητικού πεδίου Βy υπολογίζεται από την Εx(z,t) µέσα 

από την σχέση (4-4) και δεδοµένου ότι το µαγνητικό πεδίο είναι µέγιστο 

όπου το ηλεκτρικό είναι ελάχιστο  
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&              (4.14) 

Η Χαµιλτονιανή Ηl της µιάς από τις δυνατές τροπές του Η/Μ πεδίου, και το 

αθροίσµατος τους, Η,  θα είναι εποµένως: 
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       (4.15) 

Η (4-15) είναι η χαρακτηριστική Χαµιλτονιανή ενός συστήµατος αρµονικών 

ταλαντωτών µε ιδιοτιµές 

                                             ll
l
n nE ωh⎟
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2
1                                       (4.16) 

που είναι ανεξάρτητη της αρχικά υποθετικής µάζας.  Ο πρώτος προσθετέος 

στο δεξί µέλος της (4-15) αντιπροσωπεύει την κινητική ενέργεια του 

ταλαντωτή και αντιστοιχεί στο µαγνητικό πεδίο (γιατί έχει αρχικά υποτεθεί 

ότι προέρχεται από αυτό).  Ο δεύτερος προσθετέος αντιπροσωπεύει τη 

δυναµική ενέργεια του ταλαντωτή και αντιστοιχεί στο ηλεκτρικό πεδίο.  Θα 

µπορούσε η αντιστοιχία αυτή να ήταν αντίστροφη, αν είχαµε κάνει αρχικά 

αυτή την υπόθεση.   

 

 

4.1  Τελεστές καταστροφής και δηµιουργίας, α και α+  

 

Είναι τώρα εύκολο να κβαντωθεί η Χαµιλτονιανή που περιγράφει το πεδίο 

αρκεί να εφαρµοστεί η αντιστοιχία τελεστών 
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Το επόµενο βήµα είναι να εισαχθούν οι τελεστές α και α+.  Για λόγους 

ευκολίας αναφερόµαστε σε µία µόνο τροπή οπότε παραλείπεται ο δείκτης l.  

Οι τελεστές ορίζονται µε τις εκφράσεις 
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και κάνουµε χρήση των αντιµεταθετικών ιδιοτήτων 
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Από τις σχέσεις (4-18) υπολογίζονται οι τελεστές θέσης και ορµής µέσα από 

τους τελεστές α και α+ 
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                                (4.20)   

Με αντικατάσταση των (4-20) στην (4-15)  για µία τροπή ακτινοβολίας, την 

οποία παραλείπουµε, η Χαµιλτονιανή του ελεύθερου πεδίου παίρνει τη 

κβαντισµένη της έκφραση 

                                             ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += +

2
1ααωhH                                    (4.21) 

Οι τελεστές α και α+ έχουν τις πιο κάτω ιδιότητες 
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( )
nnna

n
n

nnnnnn
n

=

==

−=++=

+

+

+

α

αα

αα

00,0
!

1
1,11

                         (4.22) 

Οι ιδιοτιµές τις Χαµιλτονιανής δίνονται από την σχέση (4-16) 

                                      nnnH ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

2
1ωh                                       (4.23) 

όπου  n  παριστά την κατάσταση του Η/Μ πεδίου µε n αριθµό φωτονίων.   

Την ονοµάζουµε κατάσταση φωτονικών αριθµών.  Τα n  αποτελούν ένα 

πλήρες σύστηµα βάσεων, nmmn δ= .   

Με βάση τις (4-13) & (4-20) το ηλεκτρικό πεδίο γράφεται 

                             ( ) ( ) l
L

kkz
V

tzEx
παα

ε
ω

=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= + ,sin,

21

0

h               (4.24) 

Μπορεί να δειχθεί ότι η αναµενόµενη τιµή του τελεστή του ηλεκτρικού 

πεδίου ως προς τις καταστάσεις n  είναι µηδέν 

                                              ( ) 0, =ntzEn x                                        (4.25) 

ενώ η αναµενόµενη τιµή του τελεστή της έντασης θα είναι διάφορος του 

µηδενός 

                                              ( ) 0,2 ≠ntzEn x                                      (4.26)  

Η (4-26) υποδηλώνει ότι υπάρχουν διαταραχές του ηλεκτρικού πεδίου.  Οι 

διαταραχές αυτές που αντιστοιχούν στην ενέργεια µηδενικού σηµείου 
2
ωh  

της σχέσης  (4-23),  θεωρούνται η αιτία που προκαλεί την αυθόρµητη 

εκποµπή στο διεγερµένο άτοµο, όπως θα αναφερθεί στο εδάφιο 4.6.   
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4.2. Υπολογισµός της Χαµιλτονιανής δισταθµικού 

ατόµου µέσα από σπινοριακούς αναστροφείς S και S+ 

 

Σε ένα δισταθµικό ατοµικό σύστηµα οι καταστάσεις µε µικρότερη και 

µεγαλύτερη ενέργεια, αντίστοιχα, παρίστανται µε τα δυδιάστατα ανύσµατα5         

                                             ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=↑⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=↓

1
0

0
1

και                            (4.27) 

Οι σπινοριακοί τελεστές6 

                                          ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= +

01
00

00
10

SS και                       (4.28) 

έχουν την ιδιότητα να ανυψώνουν και κατεβάζουν τις καταστάσεις του 

δισταθµικού ατόµου 

                                  ↓=↑S      και    ↑=↓+S                (4.29)  

ενώ 

                                               00 =↑=↓ +SS                                 (4.30) 

µε  άθροισµα                                

                                                  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=++

01
10

SS                                     (4.31) 

και γινόµενο                                  

                                                           
5 Είτε και αντίστροφα όπως αναφέρεται στην [2].    
6 Από συνδυασµούς των σπινοριακών πινάκων του Pauli, σx,, σy  και 
υπακούουν την αγκύλη Poisson : { } 1, =+= +++ SSSSSS  
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                                                   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+

10
00

SS                                        (4.32) 

Τα ιδιοανύσµατα του τελεστή S+ S είναι τα ↑↓ &  µε ιδιοτιµές 0 και 1 

                                                   
↓=↓

↑=↑

+

+

0

1

SS

SS
                                      (4.33) 

Το δισταθµικό άτοµο έχει ιδιοκαταστάσεις µε ενέργεια Ε1 και Ε2, µε Ε1 < Ε2 

και ο πίνακας που παριστά την Χαµιλτονιανή γράφεται  

                                ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Ω+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

h1

1

2

1

0
0

0
0

E
E

E
E

Hατοµ                     (4.34) 

επειδή Ω=− h12 EE  

Αν µετράµε την Ε2 µε αναφορά την Ε1 µπορούµε να θέσουµε Ε1=0 και η (4-

34) γίνεται 

                                      ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Ω=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Ω

=
10
00

0
00

h
h

ατοµH                          (4.35) 

ή λόγω της (4-32) 

                                                  SSH +Ω= hατοµ                                  (4.36) 

 

4.3. Η Χαµιλτονιανή της αλληλεπίδρασης ατόµου και 

πεδίου 

 

Θεωρούµε ότι η αλληλεπίδραση ανάµεσα στο πεδίο και το δισταθµικό άτοµο 

γίνεται µε µηχανισµό ηλεκτρικού δίπολου.  Άλλοι µηχανισµοί 
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αλληλεπίδρασης είναι δυνατόν να συµβούν (ηλεκτρικού τετραπόλου ή 

µαγνητικού δίπολου) αλλά έχουν µικρότερες πιθανότητες.   

Η ενέργεια του ατοµικού ηλεκτρικού δίπολου P µέσα σε ηλεκτρικό 

πεδίο  Ε είναι EP ⋅− και εποµένως η Χαµιλτονιανή της αλληλεπίδρασης 

ακτινοβολίας µε δισταθµικό άτοµο στη µορφή πίνακα (δες αντίστοιχες 

εκφράσεις στις 3-9, 3-18 και 5-11) στο µοντέλο ηλεκτρικού δίπολου θα είναι 

για πολωµένο πεδίο µέσα από την 4-13             

( )kz
V

MtqexxtzeEH x sin2)(
01
10

01
10

),(
21

0

2

1212 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

ε
ω

αλλ     (4.37) 

Αντικαθιστώντας το q της  (4-20) στην (4-37) 

                     ( ) ( )kz
V

exH sin
01
10 21

0
12 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= +

ε
ωαααλλ
h                (4.38) 

ή από την 4-31 

        ( )( )αααλλ ++= ++ SSgH h                              (4.39) 

µε  

                   ( )kz
V

exg sin
21

0
12 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

ε
ωh

h                                      (4.40) 

Η συνολική Χαµιλτονιανή, εποµένως, του ατοµικού συστήµατος και πεδίου 

θα είναι από τον συνδυασµό των (4-39), (4-36) και (4-21) παραλείποντας 

την ενέργεια µηδενικού πεδίου 

         ( )( )αααωα +++Ω+= ++++ SSgSSH hhh                (4.41) 
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4.4. Προσέγγιση Rabi 

 

Η Χαµιλτονιανή (4-41) µπορεί να απλοποιηθεί µε τη βοήθεια της 

προσέγγισης Rabi7.  Ο τελευταίος της προσθετέος αναλύεται στους όρους 

                          ( )( ) SaSaaSaSaaSS +++=++ ++++++                   (4.42) 

Από τους τέσσερις προσθετέους του δεύτερου µέλους της (4-42) είναι 

δυνατόν να παραληφθούν ο πρώτος και ο τελευταίος διότι δεν έχουν φυσική 

σηµασία στο συγκεκριµένο πρόβληµα της αλληλεπίδρασης δισταθµικού 

ατόµου µε Η/Μ ακτινοβολία.  Έστω ότι αρχικά το σύστηµα βρίσκεται στη 

θεµελιώδη κατάσταση n,↓  (ή τη διεγερµένη n,↑  ) και το πεδίο έχει n 

φωτόνια.  Αν επιδράσουν επάνω τους οι δύο τελεστές αυτοί θα προκύψουν 

νέες καταστάσεις χωρίς λογική υπόσταση, δηλαδή 

                                   
)(1,,

)(1,1,

BnnnSa

AnnnaS

−↓=↑

+↑+=↓++                       (4.43)     

δηλαδή στην (Α) το σύστηµα απορροφά ένα φωτόνιο από το πεδίο και 

διεγείρεται ενώ ο αριθµός των φωτονίων αυξάνεται κατά ένα!  Στην (Β) 

περίπτωση  ενώ το σύστηµα αποδιεγείρεται εκπέµποντας ένα φωτόνιο το 

πεδίο συγχρόνως χάνει ένα φωτόνιο!  Τα άλλα δύο αποµένοντα γινόµενα 

τελεστών δίνουν συµβατά αποτελέσµατα 

                                           
1,,

1,1,

−↑=↓

+↓+=↑

+

+

nnnaS

nnnSa
                          (4.44) 

Η Χαµιλτονιανή µε τη προσέγγιση Rabi θα είναι εποµένως 

                                                           
7 Isidor Isaac Rabi 1898-1988.  Γεννηθείς στην Αυστρία, εργάσθηκε στο 
Columbia University, HΠΑ  και επίσης συνεργάσθηκε στην Ευρώπη µε τους 
Sommerfeld, Bohr, Pauli, Stern, Heisenberg. 
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        ( )++++ +++Ω= SaaSgaaSSHR hhh ω                 (4.45) 

 
Με τη προσέγγιση Rabi απλοποιούνται τα βήµατα για τον υπολογισµό των 

πιθανοτήτων ατοµικής µετάβασης που αποτελεί τον σκοπό αυτού του 

κεφαλαίου.  Τώρα η Χαµιλτονιανή θα εκφράζεται µέσα από σπινοριακούς 

τελεστές και τελεστές δηµιουργίας και καταστροφής µετά από την κβάντωση 

του πεδίου που εισαγάγαµε στο κεφάλαιο αυτό.  Με αυτό το µοντέλο 

δισταθµικού ατόµου δεν γίνεται αναφορά σε µεταπτώσεις προς άλλες 

καταστάσεις.  Σε αυτή τη περίπτωση θα αναφερθούµε στο κεφάλαιο 6. 

 
 
 

4.5. Υπολογισµός της πιθανότητας 

απορρόφησης φωτονίου 

 

Το σύστηµα βρίσκεται αρχικά στη θεµελιώδη κατάσταση n,↓  και 

αλληλεπιδρά µε πεδίο n φωτονίων.  Οι δυνατές καταστάσεις ατόµου – 

πεδίου είναι δύο: είτε αδιέγερτο άτοµο – αριθµός φωτονίων n, είτε 

διεγερµένο άτοµο – αριθµός φωτονίων (n – 1) 

                                      ( ) ( ) ( ) 1,, 21 −↑+↓=Ψ ntCntCt                   (4.46) 

µε αρχικές συνθήκες  

                                           ( ) ( ) 00&10 21 == CC                            (4.47) 

Μας ενδιαφέρει να υπολογίσουµε, τους συντελεστές ( ) ( )tCtC 2& ,  την 

αναµενόµενη τιµή των τελεστών που προσδιορίζουν τον φωτονικό αριθµό, 
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aa +  και τις ατοµικές µεταπτώσεις, +SS .   Οι εκφράσεις των aa +  και 

+SS  υπολογίζονται ως εξής, βλέπε άσκηση 4-2 

                                                  ( ) ( )taataa ΨΨ= ++  

                                                  ( ) ( )tSStSS ΨΨ= ++                      (4.48) 

       και                                    

                                                  
2

2

2
2

CSS

Cnaa

=

−=

+

+

                                   (4.49) 

Όπως δείχνει η 4-49, επαληθεύεται η αρχή της διατήρησης της ενέργειας  

                                                 nSSaa =+ ++                                  (4.50)  

Η πιθανότητα απορρόφησης 2
2C υπολογίζεται από την λύση της 

εξίσωσης του Schrödinger (3-10) µε βάση τις αρχικές συνθήκες (4-47) και 

εφαρµογή της Χαµιλτονιανής Rabi (4-45).  Προκύπτει το σύστηµα δύο 

διαφορικών εξισώσεων 

                                ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+−Ω
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

2

1

2

1

C
C

nng
ngn

C
C

t
i

ωω
ω                    (4.51) 

Ορίζεται ως  συχνότητα Rabi  Ωn  

                                            ngn
2

2

2
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −Ω

=Ω
ω                              (4.52) 

Η συχνότητα Rabi δίνει ένα µέτρο της έντασης αλληλεπίδρασης ανάµεσα 

στο ηλεκτρικό πεδίο και στην ατοµική µετάπτωση.  Ακολουθώντας τα 

βήµατα που αναφέρονται στο παράρτηµα (7-1) και µε εφαρµογή των 

αρχικών συνθηκών  η λύση των εξισώσεων αυτών βρίσκεται να είναι 
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⎧
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⎨
⎧
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titetC
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tni

n
n

n

tni

sin

sin
2

cos

2
2

2
1

ωω

ωω ω

        (4.53) 

Από την (4-53) η πιθανότητα απορρόφησης υπολογίζεται ίση µε 

 

                                            ( )t
ng

C n
n

Ω
Ω

= 2
2

2
2

2 sin                                (4.54) 

 

Συνεπώς οι αναµενόµενες τιµές των τελεστών θα είναι 

                              ( )t

ng

ng
naa nt

Ω

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −Ω

−=+ 2

2
2

2
sin
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                 (4.55) 

                               ( )t

ng

ngSS nt
Ω

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −Ω

=+ 2

2
2

2
sin

2
ω

                     (4.56) 

Η χρονική εξέλιξη των αναµενόµενων τιµών των φωτονικών αριθµών και 

ατοµικών µεταπτώσεων παριστάνεται γραφικά στο σχήµα 4-1.  Μέσα σε 

χρόνο Τ/2 (=π/2Ωn) η πιθανότητα να απορροφηθεί το φωτόνιο γίνεται 

µέγιστη.  Εάν το σύστηµα είναι µακριά από τον συντονισµό, ω≠Ω , η 

µέγιστη τιµή της πιθανότητας είναι 2

2

n

ng
Ω

,  µικρότερη της µονάδας.   Στο 

συντονισµό , Ω = ω, η µέγιστη τιµή της πιθανότητας απορρόφησης γίνεται 

ίση µε τη µονάδα, η αναµενόµενη τιµή των φωτονικών αριθµών είναι n-1 

ενώ το ατοµικό σύστηµα µεταβαίνει από τη κατάσταση 0 στη 1.  Είναι 

εποµένως φανερό ότι η συχνότητα Rabi προσδιορίζει τον χρόνο µέσα στον 
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οποίο θα πραγµατοποιηθεί εξαναγκασµένη µετάπτωση και τη πιθανότητα να 

συµβεί αυτό. Όπως αναφέρθηκε προηγουµένως δίνει ένα µέτρο της έντασης 

αλληλεπίδρασης ανάµεσα στο ηλεκτρικό πεδίο και στην ατοµική 

µετάπτωση. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.6  Υπολογισµός της πιθανότητας εκποµπής 

φωτονίου 

 

Η διαδικασία ακολουθεί ανάλογα βήµατα όπως και στον υπολογισµό της 

απορρόφησης φωτονίου.  Στην αρχική κατάσταση το άτοµο είναι διεγερµένο 

και ο αριθµός των φωτονίων στο πεδίο είναι n 

                                                      ( ) n,02 ↑=Ψ                                   (4.57) 

Σε µια µετέπειτα χρονική στιγµή t η κατάσταση του συστήµατος θα 

περιγράφεται από την  

                                          ( ) nCnCt ,1, 21 ↑++↓=Ψ                       (4.58) 

aa+  

t 

      
 n   
 

2

2

n

ngn
Ω

−

 
 Τ = 

π/Ωn

SS +

2

2

n

ng

Ω

   0 
Τ = π/Ωn 

Σχήµα 4-1  Xρονική εξέλιξη των αναµενόµενων των φωτονικών 
αριθµών και ατοµικών µεταπτώσεων περίπτωση απορρόφησης 
φωτονίου 
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όπου οι αρχικές συνθήκες επιβάλουν 

                                             ( ) ( ) 10&00 21 == CC                              (4.59) 

Η µέση τιµή του αριθµού φωτονίων και ατοµικών µεταπτώσεων 

υπολογίζεται ανάλογα σε 

                                                  
2

2

2
1
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Cnaa

t

t
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+

                                  (4.60) 

και εποµένως8 

                                                 1+=+ ++ naaSS
tt

                         (4.61) 

δηλαδή µετά από την εκποµπή θα προστεθεί στα αρχικά n φωτόνια και άλλο 

ένα.  Οι συντελεστές C1 και C2 υπολογίζονται να είναι 
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            (4.62) 

και 
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n
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n
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                           (4.63) 

όπου 

                                        ( )1
2

2
2

1 ++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −Ω

=Ω + ngn
ω                       (4.64) 

                                                           
8 Επειδή 12

2
2

1 =+ CC  
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Όταν ο αριθµός των φωτονίων είναι µηδέν, (n=0), η πιθανότητα 

αποδιέγερσης,  έτσι όπως υπολογίσθηκε στην (4-63), γίνεται  

                                         ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛Ω

Ω
= tgC 1

2
2
1

22
1 sin                                 (4.65) 

Απουσία Η/Μ πεδίου, (n=0), όπως αναφέρθηκε στο εδάφιο 4.1, σαν 

παράγων αλληλεπίδρασης, g, θεωρείται η αλληλεπίδραση  µε το ηλεκτρικό 

πεδίο που αντιστοιχεί στην ενέργεια µηδενικού πεδίου. 

 Στην επόµενη παράγραφο θα περιγραφεί µία τεχνική υπολογισµού 

πιθανοτήτων µε τη βοήθεια του εξελικτικού τελεστή για τη Χαµιλτονιανή 

Rabi. 

 

 

4.7    O εξελικτικός τελεστής για τη Χαµιλτονιανή 

Rabi 

 

H εξέλιξη της κυµατικής συνάρτησης, ),,( txΨ  συστήµατος µε 

Χαµιλτονιανή H , όταν αυτή τη στιγµή 0=t  είναι  

                                                )()0,( xx Φ=Ψ                                          (4.66) 

ευρίσκεται από την επίλυση της εξισώσεως του Schrödinger 

                                                 Ψ=Ψ H
t

i
∂
∂

h                                          (4.67) 

υπό την συνθήκη (4-66). Αυτό είναι το λεγόµενο πρόβληµα των αρχικών 

τιµών.  Όταν η Χαµιλτονιανή είναι ανεξάρτητη του χρόνου (όταν δηλαδή το 

σύστηµα είναι διατηρητικό) η ζητούµενη λύση παίρνει τη µορφή: 
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                           )()exp(),( xHtitx Φ−=Ψ
h

                             (4.68) 

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι η (4-68) υπακούει τη δυναµική εξίσωση (4-

67) του συστήµατος και ότι κατά την αρχική στιγµή ταυτίζεται µε τη 

δεδοµένη κυµατική συνάρτηση (4-66). 

Ο εκθετικός τελεστής που προηγείται της αρχικής καταστάσεως, 

)(xΦ , στην (4-68) έχει πάρει το όνοµα εξελικτικός τελεστής. Με την 

επίδραση του στην αρχική κατάσταση οδηγούµαστε στην εξέλιξη της στο 

χρόνο.  Η (4-68) µας παρέχει µία συνταγή για την εύρεση της ζητούµενης 

κυµατικής συνάρτησης, όπως αυτή εξελίσσεται στο χρόνο. Αυτό γίνεται µε 

χρήση, του αναπτύγµατος του εξελικτικού τελεστή, δηλαδή 

                            
} )()(

!4
1)(

!3
1

)(
!2

1)(
!1

11{),(

4433

22

xHtiHti

HtiHtitx

Φ+−+−+

+−+−+=Ψ

L
hh

hh                   (4.69) 

Για την εφαρµογής της (4-69) έχουµε µπροστά µας ένα φοβερά επίπονο 

έργο. Μας χρειάζονται τα αποτελέσµατα των διαφόρων δυνάµεων του 

τελεστή H  απάνω στην Φ . Για µικρούς χρόνους µπορούµε 

χρησιµοποιήσουµε προσεγγιστικά τους πρώτους όρους του αναπτύγµατος. 

Για µεγαλύτερους χρόνους θα πρέπει να πάµε βαθύτερα στο ανάπτυγµα και 

τα πράγµατα δυσκολεύουν, διότι γενικά εµπλεκόµαστε σε απροσµέτρητη 

πολυπλοκότητα. Τα µαθηµατικά, όµως, φτιάχτηκαν για την εξαγωγή 

πληροφορίας από τα πολύπλοκα.  Αν έχουµε κάτι πολύπλοκο, ψάχνουµε για 

κανονικότητες τις οποίες εκµεταλλευόµενοι µπορούµε να καταλήξουµε σε 

κάτι χρησιµοποιήσιµο.  Μια τέτοια απλοποίηση θα δούµε αµέσως παρακάτω 

µε την Χαµιλτονιανή Rabi. 

Η Χαµιλτονιανή Rabi έχει τη µορφή 

                               )( ++++ +++Ω= SaaSgaaSSH R hhh ω                (4.70) 
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Ως γνωστόν κατάλληλη βάση για έκφραση της (4-70) σε στοιχεία πίνακα 

είναι οι ατοµικές-φωτονικές καταστάσεις 

                            nsns =,     ),2,1,0;,( L=↑=↓ ns                   (4.71) 

Η γενική κυµατική κατάσταση είναι ένας γραµµικός συνδυασµός των (4-71) 

                                            ns
ns

sn ,
,

∑=Φ ϕ                                        (4.72) 

Προκειµένου να βρούµε την εξέλιξη της κατάστασης του συστήµατος µε 

Χαµιλτονιανή (4-70) αρκεί να γνωρίζουµε την εξέλιξη των διαφόρων 

καταστάσεων της βάσης, ns, .  Για το σκοπό αυτό παρατηρούµε ότι η (4-

70) µπορεί να γραφτεί ως 

                                                 10 HHH R +=                                        (4.73) 

όπου 

                                     )(
2

)(0 ωω −Ω++= ++ h
h aaSSH                      (4.74) 

 

                          )()
2
1)((1

+++ ++−−Ω= SaaSgSSH hh ω              (4.75) 

 

Oυσιαστικά για να σπάσουµε την (4-70) στα δύο συνθετικά της 0H  και 1H   

προσθαφαιρούµε στη Χαµιλτονιανή Rabi τον τελεστή  

)
2
1)(( −−Ω + SSωh .  Το   ξεχώρισµα της (4-70) σε 0H  και 1H  έγινε από 

τον D. F. Walls [5] και έχει το πλεονέκτηµα ότι τα δύο κοµµάτια της 

Χαµιλτονιανής αντιµετατίθενται , (4-76), και επιπλέον ότι η Ηο είναι 

διαγώνια έναντι της βάσεως { ns, }. 

Από το ότι 
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                                     0],[ 10 =HH                                         (4.76) 

έπεται ότι ο εξελικτικός τελεστής  )exp()( tHitU R
h

−=  µπορεί να πάρει τις 

µορφές 

                                                 )()()( 10 tUtUtU =                                    (4.77) 

όπου  

                             )exp()(,)exp()( 1100 tHitUtHitU
hh

−=−=          (4.78) 

 

Για το τµήµα της Χαµιλτονιανής 0H  οι συναρτήσεις βάσεως είναι 

ιδιοκαταστάσεις, δηλαδή 

                        
( )

( )
⎪
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⎩
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H
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)1(
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,
,
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ωω
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h
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h
h

             (4.79) 

Λαµβάνοντας υπόψη ότι 
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                    (4.80) 

Έχουµε 

                    

( )
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            (4.81) 
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Έτσι, λοιπόν, µας µένει να βρούµε την επίδραση του τελεστή )(1 tU  στις 

καταστάσεις ns,  προκειµένου να έχουµε το πλήρες αποτέλεσµα του 

εξελικτικού τελεστή. 

Το τµήµα της Χαµιλτονιανής 1H  δυστυχώς δεν είναι διαγώνιο, 

αλλά ευτυχώς το τετράγωνο του είναι και ισούται µε 

                        ( ) GaaSSgH 22
2

22
1 2

hh =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −Ω

= ++ω               (4.82) 

Παροτρύνεστε κάνοντας χρήση των µεταθετικών ιδιοτήτων των 

σπινοριακών τελεστών S+,S και φωτονικών τελεστών α+,α να δείξετε την (4-

82).  Με βάση την (4-82) δίνουµε µία εύχρηστη έκφραση για τον εξελικτικό 

τελεστή [1] µε Χαµιλτονιανή 1H . 

Έχουµε, τροποποιώντας το ανάπτυγµα του τελεστή )/exp[ 1 htiH−  

ως 

                     
( ) ( )

( ) ( ) L
h

hh

−−+

++−−=

514

3121
1

!4
1

!3
1

!2
1

!1
11)(

tG
G

iH
tG

tG
G

iH
tGtG

G
iH

tU
           (4.83) 

Η σειρά την τελεστών 1H  και δυνάµεων του G  δεν έχει σηµασία 

δεδοµένου ότι 22
1 / hHG = .  Μαζεύοντας του άρτιους και περιττούς όρους 

ως προς G  στην (4-83) λαµβάνουµε 

                               ( ) ( )tG
G

iHtGtU sincos)( 1
1

h
−=                             (4.84) 

Η µορφή (4-84) επιτρέπει  τώρα εύκολα την εύρεση του αποτελέσµατος του 

τελεστή )(1 tU  στις καταστάσεις ns, .    Ως παράδειγµα θεωρούµε την 

περίπτωση ntU ,)(1 ↓  και παίρνουµε    
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( ) ( ) ( ) 1,sin,sin
2

cos,)(1 −↑Ω
Ω

−↓⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Ω

Ω
−Ω

+Ω=↓ ntngintitntU n
n

n
n

n
ω

                                                                                                                    

                                                                                                                  (4.85) 

όπου 

                                      ngn
2

2

2
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −Ω

=Ω
ω                                    (4.86) 

είναι η γνώριµη µας συχνότητα Rabi.  Aφήνουµε τώρα ως άσκηση να 

δείξετε το αποτέλεσµα. 

( ) ( ) ( ) 1,sin1,sin
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                                                                                                                 (4.87) 

Με τη βοήθεια του τύπου (4-87) σε συνδυασµό µε τις (4-79) και (4-81) 

είµαστε τώρα σε θέση να γράψουµε το αποτέλεσµα του εξελικτικού τελεστή 

επί της καταστάσεως n,↓ .  Έχουµε 
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      (4.88) 

και η εξέλιξη της κατάστασης δισταθµικού ατόµου όταν αρχικά είναι 

διεγερµένο θα είναι 
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          (4.89) 

Από τις 4-88 και 4-89 υπολογίζονται οι πιθανότητες απορρόφησης και 

εκποµπής φωτονίου, όπως προηγουµένως στις 4-53, 4-54, 4-62, 4-63 αυτή τη 

φορά όµως χωρίς τη λύση διαφορικών εξισώσεων.   Η πιο πάνω τεχνική, 

όπως βλέπετε, παρακάµπτει το πρόβληµα των ιδιοτιµών και παρέχει την 

εξέλιξη οπουδήποτε γραµµικού συνδυασµού καταστάσεων της µορφής 

ns,  που συνιστά και τη πιο γενική µορφή αρχικών καταστάσεων.  Στην 

πράξη η κατάσταση ατόµου-φωτονίων είναι µείγµα καταστάσεων ., ns  

 

 

4.6. Aσκήσεις 

Άσκηση 4-1 

Θεωρείστε δισταθµικό άτοµο σε κοιλότητα συντονισµού.  Υποθέστε ότι το 

άτοµο δέχεται την επίδραση ηλεκτρικού πεδίου ( ) tzEiE ωcosˆ
0= .   

(α)  Βρείτε την εξίσωση που διέπει τη κίνηση των πλατών C1, C2, στη 

κυµατική συνάρτηση του ατόµου  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )rutCrutCtr 2211, +=Ψ  στη 

µορφή           ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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Πάρτε Ε1=0 και x12 πραγµατικό και εκφράστε την πιο πάνω 

Χαµιλτονιανή χρησιµοποιώντας σπινοριακούς αναστροφείς S+, S.   

(β)  Για τη πιο πάνω περίπτωση βρείτε τη Χαµιλτονιανή του συστήµατος 

άτοµο-µονοχρωµατική ακτινοβολία συχνότητας ω, στη µορφή   

                        ( )( )++++ +++Ω+= αααωα SSgSSH hhh  

 

Ασκηση 4-2 

Χρησιµοποιώντας ως βάση τις καταστάσεις ατόµου-φωτονίων 

nn ,,, ↑↓ , n=0, 1, 2…, βρείτε τη κυµατική συνάρτηση του 

κβαντισµένου συστήµατος ‘άτοµο-µονοχρωµατική ακτινοβολία’ (στη 

προσέγγιση Rabi) υπό τις εξής αρχικές συνθήκες 

( ) ( ) nn ,0,,0 21 ↑=Ψ↓=Ψ .  Υπολογίστε για τις περιπτώσεις αυτές 

την εξέλιξη των αναµενόµενων τιµών των φωτονικών αριθµών και των 

ατοµικών ταλαντώσεων.  Βρείτε τις αντίστοιχες πιθανότητες απορρόφησης 

και εκποµπής ενός φωτονίου.   

 

Άσκηση 4-3 

Θεωρείστε δισταθµικό άτοµο σε κοιλότητα συντονισµού το οποίο δέχεται 

την επίδραση πολωµένου Η/Μ κύµατος σε κατεύθυνση κάθετη στον άξονα 

της κοιλότητας.  Χειριστείτε την επίδραση του Η/Μ κύµατος ως διαταραχή 

στη δυναµική του ατόµου και δείξτε ότι η κβαντική πραγµάτευση 

αναδεικνύει αυτόµατα την ύπαρξη αυθόρµητης εκποµπής.  Υπολογίστε µε 

βάση τα δεδοµένα της συσκευής, τη θέση του ατόµου και πυκνότητα 

ακτινοβολίας, την πιθανότητα της προκαλούµενης και αυθόρµητης 

αποδιέγερσης του ατόµου.   
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Άσκηση 4-4 

Η κυµατική συνάρτηση του αρµονικού ταλαντωτή στη θεµελιώδη του 

κατάσταση είναι η (7-12).  Βρείτε τη τιµή της έκφρασης αΦ0 καθώς και την 

ενέργεια που αντιστοιχεί στη κυµατική συνάρτηση α+ Φ0 και ερµηνέψετε τα 

αποτελέσµατα σας κάνοντας χρήση της γλώσσας µε αριθµούς φωτονίων.  

Επαναλάβατε το ίδιο για την έκφραση  0
!2

2

Φ
+α . 
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5. MASER ΚΑΙ LASER 

5.1  Εισαγωγή 

 

 δρόµος για την κατασκευή του laser (από τα αρχικά του Light 

Amplification by Stimulated Emission of Radiation) άνοιξε το 

1917 µε την  περιγραφή του µηχανισµού αλληλεπίδρασης 

φωτονίων µε την ύλη και την εκποµπή φωτονίων µε µηχανισµό διεγερµένης 

εκποµπής από τον Einstein [11].  Βάσει αυτής της διεργασίας το 1954 

λειτούργησε ο πρώτος maser αµµωνίας από τον Αµερικανό Charles Hard 

Townes µε σκοπό την ενίσχυση της Η/Μ ακτινοβολίας στη περιοχή 

µικροκυµάτων (Microwave Amplification, κλπ).  Ο προορισµός του ήταν 

χρησιµοποιηθεί στις επικοινωνίες και σε συσκευές πλοήγησης µεγάλης 

ακρίβειας.  Η συσκευή λειτούργησε πρώτα στη περιοχή των µικροκυµάτων 

επειδή η υπεροχή της αυθόρµητης & ασύµφωνης ακτινοβολίας (θόρυβος) ως 

προς τη χρήσιµη εξαναγκασµένη & σύµφωνη (σήµα) εξαρτάται από τη τρίτη 

δύναµη της συχνότητας και είναι πολύ µικρότερη στα µικροκύµατα από ότι 

στο ορατό φάσµα.  H θεωρητική περιγραφή της δυνατότητας λειτουργίας της 

συσκευής σαν ενισχυτής στο ορατό φάσµα (σαν laser) έγινε από τον ίδιο τον 

Townes µαζί µε τον Αµερικανό  Arthur Schawlow το 1958 [12] µε βάση τις 

αρχές της λειτουργίας του maser αµµωνίας.   Ενώ φαινόταν πιο πιθανό η 

λειτουργία ενός laser στο ορατό να προέρχεται από αέρια συστήµατα, 

εντούτοις ο πρώτος laser που λειτούργησε ήταν στερεού, ο ruby laser το 

1960 από τον Theodore Harold Maiman [13], χρησιµοποιώντας σαν υλικό 

laser µία ράβδο κρυστάλλου Ρουβιδίου.  Η λειτουργία του πρώτου laser  

ήταν υπό µορφή παλµών σαν µία συνεχής δέσµη.  Ένα χρόνο αργότερα 

λειτούργησε και ο πρώτος laser αερίου, ο Ηe-Ne, µε συνεχή λειτουργία 

δέσµης από τον Αµερικανό Ιρανικής καταγωγής Ali Javan [14].  To 1966 

κατασκευάσθηκε και ο laser υγρής κατάστασης από τον Αµερικανό φυσικό 

OO  
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Peter Sorokin.  Σήµερα η λειτουργία laser φτάνει ακόµη και σε περιοχές 

συχνοτήτων ακτίνων-Χ.  H κατασκευή του πρώτου laser συνάντησε πολύ 

µεγαλύτερες δυσκολίες από ότι του maser γιατί η κατασκευή µιάς µηχανής 

συνεκτικής ακτινοβολίας αυξάνει σε δυσκολία όσο µικραίνει το µήκος 

κύµατος λειτουργίας της.  Ο laser ακτίνων-Χ (κατασκευάστηκε το 1984) 

π.χ., απαιτεί κοιλότητες συντονισµού πολύ µικρότερων διαστάσεων.  

Πρόσφατα βρέθηκαν αστρικά νέφη που εκπέµπουν δέσµη laser ακτίνων-Χ, 

ενώ αστρική εκποµπή maser έχει ήδη διαπιστωθεί εδώ και 25 περίπου 

χρόνια! 

Η δέσµη Laser έχει βρει τόσες εφαρµογές όσες µπορεί να βάλει 

κανείς µε το µυαλό του και αυτό οφείλεται στις εξαιρετικές της ιδιότητες µε 

τις οποίες υπερέχει από άλλες συµβατικές πηγές φωτός.  Συνδυάζει µεγάλη 

ένταση, κατευθυντικότητα, συµφωνία και µονοχρωµατικότητα.  Oι lasers 

έχουν αποβεί πολύτιµα εργαλεία στην βιοµηχανία, στην επιστηµονική 

έρευνα [10], στις επικοινωνίες, την ιατρική, στρατιωτική τεχνολογία για να 

ονοµάσουµε µόνο µερικές από τις εφαρµογές τους.   Ανάλογα µε το είδος 

του υλικού laser που χρησιµοποιείται, διακρίνονται οι εξής κατηγορίες laser:  

αερίων, στερεάς κατάστασης,  υγρής κατάστασης και ηµιαγωγών.   

Σαν υλικά laser στερεάς κατάστασης χρησιµοποιούνται ράβδοι 

Ρουβιδίου, αλλά και γυαλιά ή κρυσταλλικά υλικά εµποτισµένα µε 

προσµίξεις Νεοδύµιου (Nd).  Λειτουργούν εκπέµποντας παλµούς µεγάλης 

ισχύος σε περιοχές συχνοτήτων που εκτείνονται από το υπέρυθρο ως το 

υπεριώδες και στη περιοχή των ακτίνων-Χ.   Στους lasers αερίων το υλικό 

είναι είτε καθαρό αέριο, είτε µίγµα αερίων ή ακόµη και ατµοί µετάλλων.  Ο 

Από αυτούς ο laser HeNe, διακρίνεται για τη µονοχρωµατικότητα & 

κατευθυντικότητα της δέσµης του, λειτουργεί όµως σε σχετικά χαµηλή ισχύ.  

Ο Laser CO2 αντίθετα λειτουργεί σε υψηλή ένταση σε συνεχή λειτουργία 

δέσµης (~80kW).   

Από τους πιο συµπαγείς σε µέγεθος είναι τα laser ηµιαγωγών.  

Αποτελούνται συνήθως από µία επαφή ανάµεσα σε στρώµατα ηµιαγωγών 

που καθένα έχει διαφορετικές ιδιότητες ηλεκτρικής αγωγηµότητας.  Ο 
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ηµιαγωγός που χρησιµοποιείται συνήθως είναι το GaAs.  Τα laser 

ηµιαγωγών έχουν µεγάλη απόδοση σε ισχύ και λόγω του µικρού όγκου και 

της συνεχούς λειτουργίας τους βρίσκουν πολλές εφαρµογές στη καθηµερινή 

ζωή, όπως π.χ. σε συσκευές Compact Disk (CD), εκτυπωτές και δείκτες 

οθόνης.  Οι lasers υγρής φάσης χρησιµοποιούν σαν ενεργό υλικό συνήθως 

ανόργανες βαφές που περιέχονται µέσα σε δοχεία.  Έχουν σαν πλεονέκτηµα 

τη λειτουργία σε µία πολύ µεγάλη περιοχή µηκών κύµατος που επιλέγονται 

εύκολα µε στροφή ενός πρίσµατος.   Τα δοχεία όµως που χρησιµοποιούν  για 

το υγρό ενεργό υλικό κάνουν τα lasers αυτά δύσχρηστα.  Τελευταία γίνεται 

προσπάθεια κατασκευής laser βαφής στερεάς κατάστασης µε διοχέτευση της 

βαφής στους πόρους ανόργανου γυαλιού (solgel πυριτίου) [6].  Από το 1977 

έχει αναπτυχθεί και µια νέα κατηγορία, αυτή των laser ελεύθερων 

ηλεκτρονίων.  Σε αυτές τις συσκευές µία δέσµη ηλεκτρονίων περιστρέφεται 

γύρω από δυναµικές µαγνητικές γραµµές εκπέµποντας Η/Μ ακτινοβολία.  Οι 

lasers αυτοί µεταβάλλουν το µήκος κύµατος λειτουργίας τους µε φάσµα που 

θεωρητικά φθάνει µέχρι και ακτίνες-Χ.   

Από αυτή την τεράστια ποικιλία συσκευών laser εδώ θα 

αναπτύξουµε για ιστορικούς λόγους τον πρώτο που λειτούργησε στη περιοχή 

µικροκυµάτων τον maser αµµωνίας.  Ο πρώτος laser αερίου που λειτούργησε 

ο HeNe,  θα περιγραφεί στις βασικές αρχές λειτουργίας του ενώ τελικά θα 

δοθεί µία εισαγωγική περιγραφή του laser ηµιαγωγών.    

 

5.2  Το  maser αµµωνίας 

 
 Το ενεργό υλικό στο maser αµµωνίας συνίσταται όπως λέει και η 

ονοµασία του, από µόρια 3NH των οποίων η δοµή παρίσταται γραφικά στο 

σχήµα 5-1.  Το άτοµο του αζώτου στο µόριο αµµωνίας βρίσκεται κορυφή 

της πυραµίδας που σχηµατίζει µε τα τρία υδρογόνα στη βάση, µε διαστάσεις 
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ύψους 0.38 Å και ακµής 1.014 Å, σχήµα 5-1.  Η θέση αυτή µε τη 

χαµηλότερη ενέργεια είναι και η θέση ισορροπίας του Ν.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Εάν διεγερθεί και αποµακρυνθεί από αυτή τη θέση εξασκούνται είτε 

ελκτικές είτε απωστικές δυνάµεις που το επαναφέρουν στην αρχική του θέση 

ισορροπίας, ανάλογα µε τη κατεύθυνση της µετατόπισης του.   Οι δυνάµεις 

που εξασκούνται στο άτοµο του αζώτου από τα υδρογόνα περιγράφονται 

από ένα δυναµικό της µορφής, σχήµα 5-2 
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όπου α=0.06, το x  µετράται σε µονάδες µήκους 
ωm

l h
=  και ωh η 

ιδιοτιµή της ενέργειας.   

Σχήµα 5-2. Το άτοµο του 
αζώτου στο µόριο της 
αµµωνίας υπόκειται στο 
δυναµικό ( )xU  εξαιτίας 
της παρουσίας των τριών 
υδρογόνων.   Οι δύο 
πρώτες ιδιοτιµές ενέργειας 
βρίσκονται χαµηλώτερα 
από το φράγµα δυναµικού.  
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Σχήµα 5-1  Το µόριο της αµµωνίας.  Η 
ακµή  της πυραµίδας έχει µήκος 1,014 
Å και το ύψος της 0,38 Å.     
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Η εξίσωση του Schrödinger  

                                      ( ) Φ=Φ
⎥
⎥
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⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
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∂
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− ExU
xm

22

2
h                                   (5.2) 

προβλέπει µεγάλο αριθµό ιδιοτιµών ενέργειας και ιδιοκαταστάσεων τις 

οποίες µπορεί να κατέχει το άζωτο στο περιβάλλον των υδρογόνων.  Οι δύο 

πρώτες ιδιοκαταστάσεις Φ1 και Φ2, έχουν αντίστοιχες ενέργειες χαµηλότερες 

από την τιµή της ενέργειας που έχει το άζωτο όταν βρίσκεται στο επίπεδο 

των υδρογόνων (γύρω στα 46% και 44% χαµηλότερες) που αποτελεί ένα 

φραγµό δυναµικού.  Οι ενέργειες αυτές διαφέρουν ελάχιστα µεταξύ τους σε 

σχέση µε την ενέργεια του φραγµού και βρίσκονται πολύ κοντά, αφού η 

διαφορά τους αποτελεί το ~1.9% της ενέργειας φραγµού.  Τις 

ιδιοκαταστάσεις αυτές µπορεί εύκολα να τις πάρει το µόριο της αµµωνίας σε 

συνήθεις θερµοκρασίες όπου η θερµική ενέργεια kT είναι της τάξης των 

0.025 eV µεγαλύτερη από τις αντίστοιχες ιδιοτιµές Ε1, Ε2~0.003eV, ενώ η 

διαφορά τους είναι πάρα πολύ µικρότερη Ε1-Ε2 ~ 0.0001eV.   Από την 

κατανοµή πιθανοτήτων του Boltzmann και επειδή Ε1-Ε2 είναι µικρό 

                                         ⎥
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1 exp                                       (5.3) 

προκύπτει,  ότι η πιθανότητα P1 να βρίσκεται το µόριο της αµµωνίας στη 

κατάσταση Φ1 µε ενέργεια 11 ωh=E  είναι σχεδόν ίδια µε τη πιθανότητα P2 

να βρίσκεται στη Φ2 µε ενέργεια 22 ωh=E .  Εποµένως οι δύο ενεργειακές 

καταστάσεις έχουν περίπου τον ίδιο πληθυσµό.  Οι επόµενες διεγερµένες 

καταστάσεις της αµµωνίας έχουν ενέργειες πάνω από το φραγµό δυναµικού.  

  Στις δύο πρώτες ιδιοκαταστάσεις το άτοµο του αζώτου µπορεί να 

βρίσκεται είτε δεξιά είτε αριστερά του επιπέδου των υδρογόνων, όπως 

φαίνεται και στα σχήµατα 5-1 & 5-2, ξεπερνώντας το φραγµό µε φαινόµενο 

της σήραγγας.   Αυτές οι δύο πρώτες ενεργειακές στάθµες χρησιµοποιούνται 

για τη δράση maser στο µόριο της αµµωνίας.  Η χαµηλότερη ενέργεια 
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αντιστοιχεί σε µία συµµετρική ιδιοκατάσταση, ενώ η µεγαλύτερη σε µία 

αντισυµµετρική (σχήµατα  5-3 & 5-4), δηλαδή 

                                             
( ) ( )
( ) ( )xx

xx
−Φ−=Φ

−Φ=Φ

22

11                                         (5.4) 

Η γενική κυµατοσυνάρτηση του µορίου της αµµωνίας θα αποτελεί υπέρθεση 

των δύο αυτών ιδιοκαταστάσεων [2] 

                         ( ) ( ) ( )
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η οποία µπορεί να µετασχηµατισθεί στην 

                                ( ) ( ) ( )[ ]xextx ti
21

2
1, Φ+Φ=Ψ − ω                           (5.6) 

αν γραφτεί ( ) ωωω hh =− 12 και παραληφθεί ο παράγοντας φάσης 
tEi

e
1

h
−

ο 

οποίος δεν συνεισφέρει στον υπολογισµό της πιθανότητας, ( ) 2, txΨ , να 

βρεθεί το άτοµο του αζώτου κάποια χρονική στιγµή, t, σε κάποια θέση x.  Η 

κυµατοσυνάρτηση παίρνει τις ακόλουθες ενδιαφέρουσες εκφράσεις σαν 

συνάρτηση της θέσης στις συγκεκριµένες χρονικές στιγµές, t=0 και  t=π/ω 
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Οι εκφράσεις αυτές είναι χρήσιµες για να κατανοήσει κανείς την κίνηση του 

µορίου της αµµωνίας είτε αν βρίσκεται κάπου ανάµεσα στις αντίστοιχες δύο 

ιδιοκαταστάσεις Φ1 και Φ2 (εξισώσεις 5-5 ή 5-6), ή όταν βρίσκεται 

συντονισµένο σε µία από αυτές.  Η κυµατοσυνάρτηση που προκύπτει από 
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την υπέρθεση τους δίνει τη πιθανότητα  το άτοµο του αζώτου να βρεθεί 

είτε αριστερά του φραγµού 

 

 

         (α)                                   (β)  

(γ)                                      (δ) 

    

 

των υδρογόνων 2
LΨ  όπως στο σχήµα 5-3γ είτε δεξιά 2

RΨ , σχήµα 5-3δ.   

Θα χρειασθεί να φαντασθεί κανείς το κλασικό µοντέλο δύο ασθενώς 

συνεζευγµένων εκκρεµών.  Τα ασθενώς συνδεδεµένα εκκρεµή κάνουν 

γενικά µια πολύπλοκη κίνηση.  Έστω ότι κάποια χρονική στιγµή το δεξί 

εκκρεµές είναι ακίνητο ενώ το αριστερό µετατοπίζεται ελαφρά από τη θέση 

ισορροπίας του (σχ. 5-3γ), τότε θα επακολουθήσει µία κίνηση του 

συστήµατος όπου µέσα σε µισή περίοδο, π/ω, χαρακτηριστική της σύζευξης 

του συστήµατος, η ταλάντωση θα µεταφέρεται πλήρως από το ένα στο άλλο 

εκκρεµές.  Όταν  ‘το δεξί εκκρεµές ταλαντεύεται και το αριστερό είναι 

ακίνητο’ αναλογεί στο άζωτο να βρίσκεται δεξιά του φραγµού και 

περιγράφεται από την ( ) 2xRΨ στην 5-7, ενώ η κατάσταση ‘το αριστερό 

εκκρεµές να ταλαντεύεται και το δεξί να είναι ακίνητο’ περιγράφεται από 

την πιθανότητα ( ) 2xLΨ και αναλογεί στο άζωτο να βρίσκεται αριστερά του 

Σχήµα 5-3.  Κλασικό 
µοντέλο δύο ασθενώς 
συνεζευγµένων εκκρεµών 
για την περιγραφή της 
συµπεριφοράς του µορίου 
της αµµωνίας (γ) & (δ) 
ανταλλαγή ενέργειας 
ανάµεσα στα εκκρεµή, (α)  
σύµφωνη ταλάντωση, (β) 
ασύµφωνη ταλάντωση. 
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φραγµού.  Αυτό φαίνεται και από την γραφική υπέρθεση της συµµετρικής 

Φ1 και αντισυµµετρικής Φ2 στo σχήµα 5-5.   Αν όµως διεγερθεί ακριβώς η 

µία από τις δύο ιδιοκαταστάσεις ώστε το µόριο της αµµωνίας συντονισθεί σε 

µία από αυτές τις δύο, θα παραµείνει σε αυτή επ`αόριστον.  Οι αντίστοιχες 

πιθανότητες θα είναι οι 2
2

2
1 ΦΦ ή που υπολογίζονται µέσα από τις 

σχέσεις (5-8) η πρώτη σαν µία σύµφωνη ταλάντωση µε τη χαµηλότερη 

ενέργεια, σχήµα 5-3α και η δεύτερη σαν µία ασύµφωνη ταλάντωση µε την 

υψηλότερη ενέργεια, σχήµα 5-3β.    
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-x x

Φ1 

- Φ2 

  
Σχήµα 5-4.  H  γραφική παράσταση της συµµετρικής ιδιοκατάστασης 

Φ1 (διακεκοµµένη)  και της αντισυµµετρικής Φ2. 

 

 

Σε αναλογία µε το κλασικό παράδειγµα αν τη χρονική στιγµή t=0 το άζωτο 

βρίσκεται αριστερά του φραγµού δυναµικού των υδρογόνων µέσα σε χρόνο 

t=π/ω θα µεταναστεύσει δεξιά του φραγµού, σχήµα 5-5.  Σε µισό από αυτό 



 

 
   95 

 

                                  Κβαντική Οπτική & lasers 

Σχήµα 5-5.  Υπέρθεση των 
Φ1 & Φ2 του σχ. 5-4.      Αν 
τη χρονική στιγµή t=0 από 
την υπέρθεση των Φ1 και 
Φ2 προκύπτει  η ΦL, 
αριστερά του φραγµού 
µετά από χρόνο π/ω η 
υπέρθεση τους θα 
αντιστοιχεί στην ΦR το 
αζωτο να έχει 
µεταπηδήσει δεξιά του 
φραγµού, ενώ σε χρόνο 
π/2ω   το άζωτο θα έχει 
κάποια πιθανότητα να 
βρίσκεται και δεξιά και 
αριστερά του φραγµού 
σχέσεις (5-7).  Τα µέγιστα 
ή ελάχιστα βρίσκονται 
στις αντίστοιχες θέσεις 
του σχήµατος 5-2. 

το χρόνο, t=π/2ω, θα έχει κάποια (µικρότερη πιθανότητα) να βρίσκεται 

συγχρόνως και δεξιά και αριστερά του φραγµού [8]. 

 

-x x

t=0

 

- x x

t = π / 2 ω

 

-x x

t=π /(ω )

 

 

 

 

5.3  Η λειτουργία του maser 

 

Από το φούρνο, που λειτουργεί στους 300-400 Κ, ευθυγραµµίζονται & 

διοχετεύονται προς τον στον εστιαστή ίσες ποσότητες µορίων αµµωνίας στις 

δύο χαµηλότερες ενεργειακές καταστάσεις.  Στον εστιαστή διαχωρίζονται τα 

µόρια αµµωνίας στην ↑  κατάσταση από την ↓  κατάσταση µε τη 

βοήθεια ενός µικρού συνεχούς πεδίου κυλινδρικής συµµετρίας, σχήµα 5-6.  

Ο εστιαστής ονοµάζεται επίσης και επιλογέας επειδή επιλέγει τα διεγερµένα 
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από τα αδιέγερτα άτοµα.  Μετά από την επιλογή τους τα ‘χρήσιµα’ µόρια 

εισέρχονται στον συντονιστή και αποδίδουν την ενέργεια τους κατά τη 

διάρκεια της πτήσης τους µέσα στη κοιλότητα.  Εάν διέρχεται στον 

συντονιστή δέσµη σύµφωνων φωτονίων της ίδιας συχνότητας ω αυτή 

συνέχεια θα ενισχύεται.  Ας δούµε τώρα πώς λειτουργεί ο επιλογέας.  

 Αν ρ είναι η απόσταση από τον άξονα του πεδίου, η ένταση του 

πεδίου θα έχει τη µορφή 

                                                   ( ) ζρρρ 2=E                                         (5.9) 

Η Χαµιλτονιανή του µορίου µέσα στο ηλεκτρικό πεδίο θα γράφεται9 

                                                 ρρqEHH += 0                                     (5.10) 

ή σε µορφή πίνακα για το δισταθµικό άτοµο 
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όπου P η πόλωση   PPqP ==ΦΦ= 212112 ρ  ανάµεσα στις δύο 

ιδιοκαταστάσεις Φ1 και Φ2 µε ενέργειες Ε1, Ε2 (Ε1<Ε2), αντίστοιχα.  Η 

ορίζουσα των ιδιοτιµών της ενέργειας θα είναι 
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Οι λύσεις της 5-12 είναι οι ακόλουθες 
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9 -e=q  &  η µερική λύση είναι: e-iλ’ t  όπου λ=hλ’ 
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Φ1 

Φ2 
Φ2 

κυµατοδηγός εστιαστής 

Κοιλότητα 
συντονισµού 

ευθυγραµµιστής 

φούρνος 

  _ 

  + 

     _ 

+ 
+  

∆ιατοµή εστιαστή.   
Πλευρά : 0.4 cm, διαγώνιος: 
1.2 cm 

Όπως δείχνουν οι 5-13, η επίδραση του πεδίου µετατοπίζει τις δύο 

στάθµες κατά τη ποσότητα 
12

22

EE
EP
−

ρ , την µεν πάνω στάθµη  προς τα πάνω 

τη δε κάτω στάθµη προς τα κάτω.  Τα µόρια της κάτω στάθµης 

‘αισθάνονται’ µία απωστική δύναµη 
ρ∂

∂
−=

EF  και αποµακρύνονται από τον 

άξονα του εστιαστή, ενώ τα µόρια της πάνω στάθµης ‘αισθάνονται’ µία 

ελκτική δύναµη και εκτελούν αρµονική ταλάντωση γύρω από τον άξονα του             

      

                                                
0

0

2

1

<−=
∂
∂

−

>=
∂
∂

−

κρ
ρ
λ

κρ
ρ
λ

                                     (5.14) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 5-6.  Σχηµατικό διάγραµµα συσκευής maser  αµµωνίας 
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εστιαστή σύµφωνα µε τις 5-14.   Ακολουθώντας τον άξονα του εστιαστή τα 

άτοµα της πάνω στάθµης κατευθύνονται στην έξοδο του και εισέρχονται στη 

κοιλότητα συντονισµού.  Η διαδροµή τους µέσα στη κοιλότητα συντονισµού 

διαρκεί ακριβώς τόσο χρόνο όσο χρειάζονται να αποδιεγερθούν στη κάτω 

στάθµη.  Κατά την αποδιέγερση τους τα µόρια αµµωνίας αποδίδουν την 

ενέργεια τους στο πεδίο το οποίο συνεχώς και ενισχύεται.  Ο χρόνος 

αποδιέγερσης π/2Ωn+1 υπολογίσθηκε στην (4-64) και εξαρτάται από τα 

χαρακτηριστικά του συντονιστή, τη διπολική ροπή, τη διαφορά ενέργειας 

των δύο σταθµών και τον αριθµό φωτονίων στη κοιλότητα.   Αν η ταχύτητα 

των µορίων είναι µικρότερη από την κρίσιµη, τα άτοµα θα αποδιεγερθούν 

και διεγερθούν ξανά πριν βγουν από την κοιλότητα απορροφώντας ενέργεια 

αντί να την αποδίδουν.  Στην περίπτωση αυτή το πεδίο στη κοιλότητα θα 

µειώνεται αντί να ενισχύεται.  Η ταχύτητα των µορίων ρυθµίζεται 

κατάλληλα  για ενίσχυση του πεδίου, αλλά οι απώλειες δεν αποφεύγονται, 

όπως από τη πρόσκρουση των µορίων µε τα τοιχώµατα της κοιλότητας και 

θέρµανση τους.   

 Οι απώλειες µέσα στη κοιλότητα εκφράζονται µε το συντελεστή 

ποιότητας της κοιλότητας συντονισµού, Q,  

                       
ργειαςενναπωλειςρυθµ

οπεδστονηαποθηκευµργειαεν

έώό

ίέέ
Q Ω=              (5.15) 

όπου Ω η χαρακτηριστική συχνότητα συντονισµού της κοιλότητας.  Η 

ποιότητα του συντονιστή καθορίζεται από το πόσο µεγάλες τιµές παίρνει το 

Q.  Μία τυπική τιµή είναι Q~103.   Στους καλύτερους σύγχρονους 

συντονιστές των οποίων τα τοιχώµατα διατηρούνται σε χαµηλή 

θερµοκρασία το Q φθάνει το 108.  Η µέση ενέργεια που αποθηκεύεται στη 

κοιλότητα σε µια περίοδο υπολογίζεται µε ολοκλήρωση στον όγκο του 

συντονιστή για µία περίοδο σε10 

                                                           
10 ( ) kztEtzE sinsin, 0 ω= , µε χαρακτηριστική πόλωση 
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 ( ) VEdtVd
T

έέ
T

V

2
00

0

2
0 4

11 εεργειαεννηποθηκευµ =Ε=Α ∫ ∫         (5.16) 

και ο ρυθµός απωλειών ανά δευτερόλεπτο θα είναι από τις 5-15 & 5-16,  

                               VE
Q

ώό 2
004

1 εναπωλειςυθµ Ω
=Ρ                          (5.17) 

Αν r είναι ο ρυθµός εισόδου Ν διεγερµένων µορίων αµµωνίας, u η ταχύτητα 

τους στον άξονα του συντονιστή και L το µήκος του, στη κατάσταση 

ισορροπίας ανάµεσα στην ενίσχυση και τις απώλειες, θα ισχύει 

                                              
δουεξόt

N
L

Nur ==                                        (5.18) 

όπου 
12 +Ω

==
n

όtt π
δουεξ ο χρόνος πτήσης των µορίων µέσα στο 

συντονιστή.  Οι απώλειες στον συντονιστή αυξάνονται µε την αύξηση του 

πεδίου (ανάλογα µε το σχήµα 5-10).  Όταν η παραγωγή ενέργειας 

ισορροπήσει τις απώλειες η ενίσχυση στη κοιλότητα θα εκφράζεται από την 

εξίσωση 

                   ωργειαςενςπαραγωγςυθµ δουεξ h
2

1 όC
L
uέήό Ν

=Ρ          (5.19) 

όπου το 2
1 δουεξόC (βλέπε σχέση 4-63) είναι η πιθανότητα το διεγερµένο 

µόριο της αµµωνίας να βγει από τον εστιαστή στη θεµελιώδη κατάσταση, 

δηλαδή η πιθανότητα να αποδιεγερθεί σε χρόνο t = tεξόδου, προσφέροντας 

ενέργεια ωh .  Η συχνότητα ω του πεδίου βρίσκεται κοντά στη συχνότητα 

της κοιλότητας συντονισµού, ω ~ Ω, και εποµένως θεωρείται ότι ω = Ω ώστε 

η εξίσωση ισορροπίας να γραφτεί 

                                           h
2

1
2
004

1
δουεξε όC

L
NuVE

Q
=                          (5.20) 
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Ακτινοβολία µικροκυµάτων κατάλληλης συχνότητας που διέρχεται από την 

κοιλότητα συντονισµού στην οποία διοχετεύονται τα διεγερµένα µόρια 

αµµωνίας θα βγεί από αυτήν ενισχυµένη.   Εφόσον η ενίσχυση στη 

κοιλότητα έχει αυξηθεί στο ύψος των απωλειών από εκεί και πέρα ο maser 

λειτουργεί σαν ταλαντωτής.  Ο maser αµµωνίας χρησιµοποιείται σαν 

ενισχυτής ακτινοβολίας (σε τηλεπικοινωνίες ) όταν η λειτουργία του είναι 

κάτω από το κατώφλι ισορροπίας µεταξύ απολαβής και απωλειών,  ή σαν 

ταλαντωτής όταν βρίσκεται στη κατάσταση ισορροπίας. 

 

 

5.4  Το  laser αερίου HeNe 

 

Το πρώτο laser αερίου που λειτούργησε συνεχούς δέσµης είναι το laser 

HeNe. Η χαρακτηριστική κόκκινη γραµµή στα 632.8 nm χρησιµοποιόταν 

αρχικά για ανάγνωση των barcodes πριν αντικατασταθεί από τα laser 

ηµιαγωγών, και τώρα βρίσκει εκτεταµένη χρήση στα εργαστήρια οπτικής,   

Το υλικό laser είναι ένα µίγµα αερίων He & Ne σε (ιδανική) αναλογία 9:1 

αντίστοιχα.  Η άντληση επιτυγχάνεται συγχρόνως µε ηλεκτρική εκκένωση 

και µε ανταλλαγή ενέργειας από τα άτοµα του He στα άτοµα του Ne.  Τα 

άτοµα του He και του Ne συγκρούονται µε τα ηλεκτρόνια της εκκένωσης και 

διεγείρονται σε διάφορα ενεργειακά επίπεδα στα οποία παραµένουν για 

µικρό χρόνο.   Κατά την αποδιέγερση τους τα άτοµα του He 

συγκεντρώνονται στις στάθµες 21S & 23S και τα άτοµα του Ne 3s & 2s που 

η κάθε µία τους έχει σχεδόν την ίδια ενέργεια µε τις αντίστοιχες δύο του He, 

σχήµα 5-7 [3].  Οι στάθµες αυτές του He είναι µετασταθείς, δηλαδή 

χαρακτηρίζονται από συγκριτικά µεγάλο χρόνο ζωής (της τάξεως των 10-6 s)  

και δεν µπορούν να αποδιεγερθούν µε σύγχρονη εκποµπή φωτονίου.  

Αποδιεγείρονται όµως µε κρούση  συγκρουόµενα µε αδιέγερτα άτοµα Ne 

στα οποία µεταφέρουν την ενέργεια τους διεγείροντας τα στις στάθµες 3s & 
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2s που έχουν χρόνους ζωής s710−  & s-810 , αντίστοιχα.  Με κύριο 

µηχανισµό άντλησης των ατόµων του Ne την ανταλλαγή αυτή ενέργειας 

(εκτός από την ηλεκτρική εκκένωση) επιτυγχάνεται αναστροφή πληθυσµού 

ανάµεσα στις στάθµες 3s , 2s  και τις 3p, 2p.  Η µετάπτωση από τη στάθµη 

3s  στην 2p δίνει ακτινοβολία ερυθρού χρώµατος στο µήκος κύµατος 632.8 

nm , η γνωστή δέσµη laser HeNe, ενώ οι άλλες µεταπτώσεις δίνουν 

ακτινοβολία στο υπέρυθρο (1.15 µm, 3.39 µm).  Τα χαµηλής ισχύος laser 

ΗeΝe, (µερικά mW), βρίσκουν πολλές εφαρµογές κυρίως σαν εκπαιδευτικά 

εργαλεία.    

∆ιαλέγοντας κάτοπτρα που ανακλούν στη µία (την κόκκινη) από 

αυτές τις γραµµές επιτυγχάνεται εκποµπή σε µία µόνο γραµµή.  Η γραµµή 

αυτή του ατόµου Νe έχει κάποιο εύρος που οφείλεται κυρίως στο µηχανισµό 

διεύρυνσης Doppler µε Γκαουσιανή κατανοµή.  Το εύρος της κόκκινης 

γραµµής είναι γύρω στα 1.7 GHz.  Μέσα σε αυτό το εύρος γραµµής 

συµπίπτουν αρκετές διαµήκεις, σχέση 5-21, καθώς και  εγκάρσιες 

συχνότητες συντονισµού της κοιλότητας (βλέπε εδάφιο 7-3 & άσκηση 5-2).   

Κάθε µία από τις συχνότητες συντονισµού έχει εύρος πολύ µικρότερο από το 

εύρος της γραµµής. Το εύρος της συχνότητας συντονισµού καθωρίζεται από 

το ρυθµό απωλειών της κοιλότητας11 σύµφωνα µε τη σχέση 
02

1
tπ

νσ =∆  

και είναι της τάξης 1-10 MHz.   Οι διαµήκεις συχνότητες συντονισµού 

απέχουν µεταξύ τους απόσταση L
c

2=∆ν  της τάξης του 375 MΗz για 

µήκος κοιλότητας L= 0.4 m.  Ποιές από αυτές θα επιζήσουν τελικά στην 

κοιλότητα εξαρτάται από τις απώλειες που υφίστανται.  Θα πρέπει η 

ενίσχυση του Η/Μ πεδίου του αντίστοιχου συντονισµού να εξισορροπεί τις 

απώλειες σε δεδοµένο ρυθµό άντλησης, r, πάνω από την κρίσιµη τιµή r2c, 

σχέση 5-37.   Στο σχήµα 5-8 ο ρυθµός άντλησης ενισχύει το Η/Μ πεδίο στην 

                                                           
11 ( ) ( ) ( ) ( )02expexp, tttizEtzE −= ω , όσο µικρότερη η ανακλαστικότητα 
των κατόπτρων της κοιλότητας συντονισµού τόσο µεγαλύτερος ο χρόνος t0. 
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κοιλότητα και το επίπεδο ισορροπίας επιτυγχάνεται στο κατώφλι 

ταλάντωσης.   

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 5-7.   Η απολαβή σε ένα laser HeNe είναι µία Γκαουσιανή.  

Ανάλογα µε το ύψος του ρυθµού άντλησης επιζούν ωρισµένες µόνο 

συχνότητες, που εδώ είναι µόνο 4.   

 

Μόνο όσοι συντονισµοί της κοιλότητας έχουν ισχύ πάνω από το 

κατώφλι µπορούν να επιζήσουν.  Όλοι οι άλλοι δυνατοί συντονισµοί δεν 

µπορούν να ξεπεράσουν τις απώλειες στην κοιλότητα και είναι 

καταδικασµένοι.  Στην κοιλότητα του σχήµατος 5-7 µπορούν να 

ταλαντεύονται µόνο 4 συντονισµοί.  

 

5.5  Κοιλότητα συντονισµού 

 

Αναστροφή πληθυσµού σε ένα ατοµικό σύστηµα που λειτουργεί σαν ενεργό 

υλικό laser επιτυγχάνεται µε κατάλληλο µηχανισµό άντλησης (ώστε ο 

πληθυσµός της διεγερµένης στάθµης να είναι µεγαλύτερος του πληθυσµού 

της αδιέγερτης)  ανάµεσα σε δύο παράλληλες υψηλής ανακλαστικότητας 

κατοπτρικές επιφάνειες που βρίσκονται σε απόσταση L µεταξύ τους, την 

ονοµαζόµενη κοιλότητα συντονισµού, σχήµα 5-9.  Η κοιλότητα επιτρέπει 

Κατώφλι 
ταλάντωσης  

Περίβληµα απολαβής 
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τον συντονισµό της ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας (µήκους κύµατος 

λ) σε µία από τις ιδιοσυχνότητες της που επαληθεύουν τη σχέση: 

                                           ...3,2,1,
2

== nnL λ                                     (5.21) 

Ένα φωτόνιο που θα εκπεµφθεί αυθόρµητα µέσα στο ενεργό υλικό laser 

δυνατόν να εξαναγκάσει διεγερµένα άτοµα σε αποδιέγερση σε χαµηλότερη 

ενεργειακή κατάσταση µε σύγχρονη εκποµπή ενός φωτονίου ίδιου µήκους 

κύµατος, φάσης και ορµής.  Εφόσον η ορµή του φωτονίου είναι περίπου 

κάθετη στα κάτοπτρα, τα φωτόνια να κάνουν επανειληµµένες διαδροµές 

ανάµεσα στα κάτοπτρα µετά από πολλαπλές ανακλάσεις, ενώ θα 

εξαναγκάζουν συνεχώς σε αποδιέγερση κατά τη διαδροµή τους όλο και 

περισσότερα φωτόνια σε ένα φαινόµενο χιονοστιβάδας.  Έτσι 

δηµιουργούνται σύµφωνα στάσιµα κύµατα στην κοιλότητα σε µήκη κύµατος 

που επαληθεύουν την (5.21), των οποίων ο αριθµός των φωτονίων θα 

αυξάνεται όλο και περισσότερο και θα  συναγωνίζεται να υπερβεί τον 

αριθµό των φωτονίων που χάνονται από την κοιλότητα συντονισµού λόγω 

απωλειών. Οι κυριότερες απώλειες οφείλονται στη µερική διαπερατότητα 

των κατόπτρων (~1%),  ή συνήθως ενός µόνο από τα δύο από όπου και 

εξέρχεται η δέσµη, καθώς και σε απώλειες στα χείλη των κατόπτρων.  Όταν 

η ενέργεια που παράγεται, κυρίως µε εξαναγκασµένη εκποµπή,  ισορροπεί 

το σύνολο όλων των άλλων απωλειών δηµιουργείται µία στάσιµη 

κατάσταση στη Η/Μ ακτινοβολία της κοιλότητας και εξέρχεται συνεχής 

δέσµη laser από το/τα κάτοπτρο/α, όπως υποδεικνύει και το παράδειγµα στο 

µηχανικό ανάλογο του σχ. 5-10.  Αυτή η εξισορρόπηση δεν γίνεται ακαριαία 

αλλά παίρνει κάποιο µικρό χρόνο γα να επιτευχθείι.   
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Σχήµα 5-8.   Ενεργειακές στάθµες και διεργασία άντλησης σε laser  

HeNe 

 

       Στο σχήµα 5-9 περιγράφεται η απλή διάταξη laser αποτελούµενη από το 

ενεργό υλικό laser το οποίο ενισχύει την σύµφωνη δέσµη µε κατάλληλη 

άντληση και αναστροφή πληθυσµού µε πολλαπλές ανακλάσεις ανάµεσα στα 

δύο κάτοπτρα.  Το ένα κάτοπτρο ανακλά τη δέσµη κατά 100% ενώ το άλλο 

δεν την ανακλά πλήρως (99% περίπου).  Όταν επιτευχθεί συνθήκη 

ισορροπίας η δέσµη laser εξέρχεται από το µη πλήρως ανακλώµενο 

κάτοπτρο.  Στην κατάσταση ισορροπίας οι απώλειες από το µερικώς 

ανακλώµενο κάτοπτρο αναπληρώνονται από την παραγωγή σύµφωνης 

ακτινοβολίας µέσα στη κοιλότητα µε το µηχανισµό εξαναγκασµένης 

εκποµπής φωτονίων. 

He+ 
Ne+ 

Ne He 

632.8 nm 

3.39 µm 10-8 s 
5 x 10 - 6 s 

1.15 µmΆντληση µε 
κρούση e- 

3s

2s
3p 

2p 
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Σχήµα 5-9    ∆ιάταξη λειτουργίας συσκευής laser 

 

 

Στο σχήµα 5-10 συµβολίζεται, µε ένα µηχανικό ανάλογο, η 

συνθήκη ισορροπίας ανάµεσα στις απώλειες και στην δηµιουργία σύµφωνων 

φωτονίων µέσα στο ενεργό υλικό laser στη κοιλότητα συντονισµού.    Ένα 

δοχείο γεµίζει µε νερό, µε σταθερό ρυθµό εισόδου στη µονάδα του χρόνου 

(αντίστοιχο του ρυθµού άντλησης, ενώ ένα µέρος αυτού χάνεται από µικρή 

οπή στη βάση του δοχείου, αντίστοιχο µε τις απώλειες στα κάτοπτρα.  Ο 

ρυθµός απωλειών εξαρτάται από τη ποσότητα νερού στο δοχείο και την 

υδροστατική πίεση που εξασκεί.  Ανάλογα, ο ρυθµός απωλειών στα 

κάτοπτρα εξαρτάται από τη ποσότητα αποθηκευµένης ηλεκτροµαγνητικής 

ενέργειας στην κοιλότητα συντονισµύ, W, σχ. 5.10. Όταν ο ρυθµός 

απωλειών αυξηθεί αρκετά ώστε να  εξισορροπήσει τη σταθερό ρυθµό της 

παροχής νερού του παραδείγµατος,  τότε η στάθµη του νερού παραµένει 

σταθερή. Έχει επιτευχθεί κατάσταση ισορροπίας.  Ανάλογα και στο laser 

στην κοιλότητα συντονισµού, ο ρυθµός απωλειών εξαρτάται από την 

πυκνότητα ενέργειας σύµφωνων φωτονίων και αυξάνεται µε αυτή, βλέπε 

άσκηση 5-1.  Υλικό laser  µπορεί να είναι είτε σε αέρια, υγρή ή στερεά 

φάση.      

Εισροή ενέργειας µε άντληση 

Πλήρως 
ανακλώµενο 
κάτοπτρο 

Μέσο ενίσχυσης 
Κοιλότητα laser 

∆έσµη εξόδου 

Μη πλήρως 
ανακλώµενο 
κάτοπτρο 
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Πυκνότητα 
ακτινοβολίας 

W 
στην 

κοιλότητα

Κατάσταση ισορροπίας 

0t
W

−

 Ενέργεια φωτονίων    
εξαναγκασµένης µετάπτωσης 

Ρυθµός 
απωλειών 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 5-10.   Σχηµατική παράσταση κατάστασης ισορροπίας µέσα στην 

κοιλότητα του laser  

 

 

5.6.    Εξισώσεις ρυθµών σε laser µε δισταθµικά άτοµα 

Έστω υλικό laser σε συµβολόµετρο Fabry-Perot του οποίου τα άτοµα 

θεωρούνται δισταθµικά, ξεχωρίζουµε δηλαδή δύο από όλα τα άλλα 

ενεργειακά επίπεδα, τα Ε1 & Ε2 χαρακτηριστικά µιάς µετάπτωσης.  Η µέση 

πυκνότητα των ατόµων (πληθυσµός) στις στάθµες (1) & (2) είναι Ν1 & Ν2, ο 

οποίος παραµένει σταθερός:  όNNN σταϑερ=+= 21    Οι εξισώσεις που 

καθορίζουν την µεταβολή των πληθυσµών (του µέσου αριθµού ατόµων ανά 

µονάδα όγκου) των δύο σταθµών, 
dt

dN
dt

dN 21 &  θα είναι 
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  ( )
1

1
122

1

t
NNNWBAN

dt
dN

−−+=                    (5.22)                                                                 

   ( )1222
2 NNWBANr

dt
dN

−−−=                     (5.23)                                                     

όπου W  η πυκνότητα Η/Μ ακτινοβολίας ανά µονάδα συχνότητας. 

Ο πρώτος προσθετέος στο δεξί µέλος της (5-22)  αφορά την αύξηση 

του πληθυσµού της στάθµης (1) λόγω αυθόρµητης µετάπτωσης.  Ο δεύτερος 

και τρίτος προσθετέος αφορούν την αύξηση και µείωση του πληθυσµού 

λόγω εξαναγκασµένης εκποµπής και απορρόφησης ακτινοβολίας αντίστοιχα.  

Ο τελευταίος προσθετέος αφορά τον ρυθµό απωλειών λόγω µεταπτώσεων 

προς άλλες στάθµες χαµηλότερα από την (1).  Εάν δεν υπήρχε ο µηχανισµός 

της αυθόρµητης και εξαναγκασµένης εκποµπής και η στάθµη (1) βρισκόταν 

µε πληθυσµό Ν1 αυτός θα µειωνόταν εκθετικά µε σταθερά χρόνου t1 

σύµφωνα µε την  

                                            1)0()( 11
t

t
eNtN

−
=                                       (5.24) 

εξαιτίας αυτών των απωλειών.  Η παράµετρος r2 παριστά τον ρυθµό 

άντλησης στην στάθµη (2), ενώ ο δεύτερος και τρίτος προσθετέος έχουν 

παρόµοια ερµηνεία όπως και στη σχέση (5-22).  Οι εξισώσεις (5-22) & (5-

23) περιγράφουν τα ατοµικά χαρακτηριστικά και ονοµάζονται ‘εξισώσεις 

της ύλης’.  Η εξίσωση που περιγράφει πως αναπτύσσεται η πυκνότητα 

ακτινοβολίας, W, µέσα στο συµβολόµετρο Fabry-Perot, η ‘εξίσωση του 

πεδίου’, θα είναι 

                        ( )[ ] )(122
' ωωFNNWBNA

t
W

dt
dW

o
h−++−=                (5.25) 

Η συνάρτηση F(ω) λέγεται συνάρτηση φασµατικής γραµµής µε διαστάσεις 

αντιστρόφου συχνότητας (Hz-1).  Η µορφή της γραµµής φασµατικής 
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µετάπτωσης µπορεί να είναι µία Lorentzian12 (όπως όταν η διεύρυνση 

οφείλεται σε συγκρούσεις ανάµεσα σε άτοµα)  ή  Gaussian13 ανάλογα µε 

τους µηχανισµούς που είναι κυρίως υπεύθυνοι για την διεύρυνση της 

αρχικής και τελικής ενεργειακής κατάστασης σε µία µετάπτωση στη 

συχνότητα ω.  Οι µηχανισµοί διεύρυνσης µπορούν να χωριστούν γενiκά σε 

(α) φυσική διεύρυνση, λόγω αυθόρµητης µετάπτωσης, (β) λόγω 

συγκρούσεων, (γ) λόγω εξαναγκασµένης µετάπτωσης και (δ) διεύρυνση 

Doppler σε άτοµα αερίων.  Η φυσική, συγκρούσεων και εξαναγκασµένης 

µετάπτωσης διεύρυνση δίνει Lorentzian φασµατική γραµµή.  Η διεύρυνση 

Doppler δίνει Gaussian φασµατική γραµµή που είναι συγκριτικά ‘οξύτερη’ 

από την Lorentzian.  Οι διάφοροι µηχανισµοί διεύρυνσης µικραίνουν τον 

χρόνο ζωής της διεγερµένης κατάστασης και µεγαλώνουν το εύρος γραµµής 

της φασµατικής µετάπτωσης.  Το εύρος της φασµατικής γραµµής εξαρτάται 

τόσο από το χρόνο ζωής της διεγερµένης όσο και από της θεµελιώδους 

κατάστασης, αλλά ο τελευταίος θεωρείται συγκριτικά άπειρος, και έτσι το 

εύρος της γραµµής µετάπτωσης θα εξαρτάται κυρίως από το χρόνο ζωής της 

διεγερµένης κατάστασης και τους µηχανισµούς διεύρυνσης της.  Στο laser 

HeNe ο κύριος µηχανισµός διεύρυνσης είναι ο Doppler.  Γενικά όταν 

υπάρχουν πολλοί µηχανισµοί η τελική διεύρυνση προκύπτει από το 

συνδυασµό τους, αλλά αυτό το πρόβληµα δεν θα µας απασχολήσει εδώ.   

Ο συντελεστής Α′ στην 5-25 αντιπροσωπεύει το ρυθµό πιθανότητας 

αυθόρµητο φωτόνιο να εκπεµφθεί στην διεύθυνση διάδοσης του Η/Μ 

κύµατος.  Τα αυθόρµητα φωτόνια εκπέµπονται από το ενεργό υλικό όµως 
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προς όλες τις κατευθύνσεις.  Αν τα κάτοπτρα ήταν σφαιρικά και 

κάλυπταν όλο το ενεργό υλικό όλη η παραγόµενη αυθόρµητη ακτινοβολία 

θα παρέµενε µέσα στην κοιλότητα.  Επειδή ενεργός διατοµή της δέσµης 

στην κοιλότητα έχει µικρή έκταση, το ποσοστό της αυθόρµητης 

ακτινοβολίας που διαδίδεται στη διεύθυνση του άξονα της κοιλότητας laser 

είναι ένα ελάχιστο κλάσµα όλης της αυθόρµητα παραγόµενης ώστε να ισχύει 

η σχέση ανάµεσα στους συντελεστές: Α′=10-9Α.  Παρόλο που ενισχύεται η 

Η/Μ ακτινοβολία από διεγερµένες µεταπτώσεις µέσα από πολλαπλές 

διαδροµές ανάµεσα στα κάτοπτρα καθώς και από την αξονικά διαδιδόµενη 

αυθόρµητη ακτινοβολία, υπάρχουν και απώλειες όπως αναπτύχθηκε στο 

προηγούµενο κεφάλαιο, κυρίως εξαιτίας της µερικής διαπερατότητας των 

κατόπτρων και απώλειες στα χείλη των κατόπτρων δεδοµένου ότι η δέσµη 

επεκτείνεται γύρω από τον άξονα της κοιλότητας (δες παράγραφο 7-3).  Ο 

µηχανισµός αυτός απωλειών περιγράφεται µε τον πρώτο προσθετέο στο δεξί 

µέλος της (5-25).   Για να εξέλθει συνεχής δέσµη laser από τα κάτοπτρα θα 

πρέπει η ενίσχυση να εξισορροπήσει τις απώλειες.  Για να επιτευχθεί αυτό 

θα πρέπει ο ρυθµός άντλησης να αυξηθεί µέχρι µία χαρακτηριστική τιµή cr2  

που λέγεται άντληση κατωφλίου.   Η επιλογή του υλικού συστήµατος σαν 

επίδοξο για υλικό laser γίνεται µε ορισµένους κανόνες επιλογής: 

(a)  Ο χρόνος ζωής στη στάθµη (2) να είναι σχετικά µεγάλος, 

µεγαλύτερος της στάθµης (1)   12 tt > , ή 1/Α>t1 

(β)  Ο χρόνος ζωής της στάθµης (1) να είναι σχετικά µικρός. 

(γ)  Να είναι δυνατόν να µεταπέσει το άτοµο από την (2) στην 

(1) µε εκποµπή φωτονίου.  Κάτι τέτοιο ελέγχεται από την τιµή 

της διπολικής ροπής της αντίστοιχης µετάπτωσης, η οποία 

πρέπει να είναι 0≠ , (βλέπε άσκηση 3-2).  

Η παράµετρος 0t  χαρακτηρίζει τον χρόνο που χρειάζεται για να αδειάσει 

λόγω απωλειών στα κάτοπτρα η κοιλότητα συντονισµού από την υπάρχουσα 

αποθηκευµένη ακτινοβολία, W, αν δεν υπάρχει ενεργό υλικό laser, δες 

υποσηµείωση 11. Πιο κάτω θα αποδειχθεί η σχέση 5-37 για την κρίσιµη τιµή 
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άντλησης πάνω από την οποία επέρχεται ταλάντωση του πεδίου στη 

κοιλότητα.  Η συνθήκη (α) προκύπτει και από την 5-37 σαν προϋπόθεση να 

παίρνει θετικές τιµές η κρίσιµη άντληση. 

 

5.7. Υπολογισµός κατωφλίου δράσης laser- 

Εξισώσεις στάσιµης κατάστασης 

 

O ρυθµός άντλησης καθωρίζει το αν η αναπτυσσόµενη σύµφωνη Η/Μ 

ακτινοβολία ανάµεσα στα κάτοπτρα ξεπεράσει τις απώλειες.  Η κρίσιµη τιµή 

του ρυθµού άντλησης, cr , για την οποία εξέρχεται δέσµη laser από τα 

κάτοπτρα φέρνει το ατοµικό σύστηµα και την δηµιουργούµενη ακτινοβολία 

σε κατάσταση ισορροπίας.  Για τιµές, εποµένως 

                                              
0,

0,

2

2

≠≥

=<

Wrr

Wrr

c

c
                                         (5.26) 

Στην κατάσταση αυτή τόσο οι πληθυσµοί των δύο σταθµών όσο και η 

πυκνότητα ακτινοβολίας διατηρούνται σταθερά.   Όση καθαρή ακτινοβολία 

παράγεται στη µονάδα του χρόνου τόση εξέρχεται από το κάτοπτρο σαν 

δέσµη laser.  Στη συνέχεια θα υπολογισθεί η κρίσιµη τιµή του ρυθµού 

άντλησης που φέρει το ατοµικό σύστηµα και την Η/Μ ακτινοβολία σε 

στάσιµη κατάσταση, όπου ισχύει  

  

0

0

0

2

1

=

=

=

dt
dW
dt

dN
dt

dN

                                                   (5.27) 
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Μεταπτώσεις γίνονται φυσικά συνέχεια ανάµεσα στις στάθµες είτε 

προς τα πάνω ή κάτω ώστε οι πληθυσµοί τους να παραµένουν σταθεροί στη 

κατάσταση θερµοδυναµικής ισορροπίας.  Από τις 5-22 , 5-23, 5-25 & 5-27 

προκύπτουν οι εξισώσεις στάσιµης κατάστασης για τους πληθυσµούς και 

την πυκνότητα ενέργειας, 5-28, 5-29, & 5-30.  Ο προσθετέος Α’(<<Α) είναι 

ένας πάρα πολύ µικρός αριθµός και µπορεί να παραληφθεί από την εξίσωση 

5-25 χωρίς να επηρεάσει σηµαντικά το αποτέλεσµα, ώστε τελικά [4] 

    ( ) 0
1

1
122 =−−+

t
NNNWBAN

                                             (5.28) 

      ( ) 01222 =−−− NNWBANr                                               (5.29) 

     ( ) 0)(12 =−+− ωωFNNWB
t
W

o
h                                         (5.30) 

Η λύση των εξισώσεων 5-28 έως 5-30 καταλήγει στον υπολογισµό των 

πληθυσµών και πυκνότητας ενέργειας σαν συνάρτηση του ρυθµού άντλησης 

για την στάσιµη κατάσταση, )(),(),( 22221 rWrNrN .  Αυτές θα είναι 

        211 rtN =                            για όλες τις τιµές του 2r               

(5.31)   
A
rN 2

2 =                             για   0&,2 =< Wrr c             

(5.32) ( ) 122 trr
A
rN c
c −+=      για  0&,2 ≠> Wrr c                

(5.33)             
B
Ar

rB
AW

c
−= 2                     για   crr >2                                                

                                                                                                          (5.34) 

Οι εκφράσεις 5-31 έως και 5-34 παρίστανται γραφικά στο σχήµα 5-11 (α) & 

(β).  Η κλίση της ευθείας 5-31, είναι µικρότερη της κλίσης της ευθείας 5-32, 

t1<1/A.  To 1/A όµως συµβολίζει τον χρόνο ζωής της στάθµης (2), έτσι ώστε 
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ο χρόνος ζωής της στάθµης (1) να είναι µικρότερος του χρόνου ζωής της 

στάθµης (2).  Αυτό όµως εκφράζει η περιοριστική συνθήκη (α) της 

προηγούµενης παραγράφου για τα χαρακτηριστικά των επίδοξων σταθµών 

laser.   

 Η αναστροφή πληθυσµού 12 NNN −=∆  υπολογίζεται µέσα από 

την λύση των εξισώσεων της στάσιµης κατάστασης ως 

 

)(
1

0 ωωBFt
N

h
=∆   για 0≠W                                                (5.35)                                               

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −=∆ 12
1 t
A

rN     για 0=W                                                 (5.36) 

 

 

από τις οποίες υπολογίζεται η κρίσιµη τιµή άντλησης 

                                    ( ) ωω h)(1 01 BFtAt
Arc −

=                             (5-37) 

Η κρίσιµη τιµή του ρυθµού άντλησης είναι µικρή εφόσον ο χρόνος t0 είναι 

µεγάλος (µικρές απώλειες) και ο χρόνος ζωής της στάθµης 2 είναι πολύ 

µεγαλύτερος από αυτόν της στάθµης 1, (Αt1<<1).   Για όσες συχνότητες του 

σχήµατος 5-7 η F(ω) εξασφαλίζει rc µικρότερο από το εφαρµοζόµενο ρυθµό 

άντλησης η συχνότητα αυτή θα επιζήσει στη κοιλότητα.  ∆εδοµένου ότι ο 

λόγος Α/Β είναι ανάλογος της τρίτης δύναµης της συχνότητας, η τιµή της rc 

έχει µικρότερες τιµές σε χαµηλές συχνότητες (π.χ. στα µικροκύµατα), έναντι 

των συχνοτήτων στο ορατό φάσµα. 
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Σχήµα 5-11.  (α) Η µεταβολή των ατοµικών πληθυσµών και (β) της 

πυκνότητας δέσµης laser συναρτήσει του το ρυθµού άντλησης. 

 

 

5.8. Laser ηµιαγωγών 

 

Τα laser ηµιαγωγών, ή διαφορετικά laser επαφής p-n (συνήθως GaAs) έχουν 

πολύ µικρές διαστάσεις,  της τάξης του mm, όπως φαίνεται στο σχήµα (5-

12), ενώ το όλο σύστηµα µε τη µεταλλική θήκη του δεν ξεπερνά τα 5- 10 

mm.   Τα laser αυτά είναι µικροσκοπικές ηλεκτρονικές συσκευές που δεν 

διαφέρουν από τα γνωστά LED (Light Emitting Diodes), τις µικρές 

ενδεικτικές λυχνίες λειτουργίας ηλεκτρικών και ηλεκτρονικών συσκευών.  Ο 

αριθµός των ‘κατάλληλων’ προσµίξεων είναι στο καθένα από τους δύο 

ηµιαγωγούς της επαφής τόσο µεγάλος (~1018 άτοµα/cm3) ώστε στον 

ηµιαγωγό τύπου-p η στάθµη Fermi Fp να πέφτει στη ζώνη σθένους, ενώ η 

στάθµη Fermi Fn να πέφτει στη ζώνη αγωγιµότητας στον ηµιαγωγό-n.  Σε 

συνθήκες θερµοδυναµικής ισορροπίας όταν ένας ηµιαγωγός τύπου-p  έλθει 

21, NN  2N

1N

2r  
cr  

(α) 

W 

B
A

−  

2r  cr  

(β) 
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σε επαφή µε ηµιαγωγό τύπου-n οι δύο στάθµες Fermi, Fp, Fn, θα  βρίσκονται 

στο ίδιο επίπεδο, σχήµα (5-13α). H υψηλή συγκέντρωση οπών από την 

πλευρά του ηµιαγωγού-p και η υψηλή συγκέντρωση ηλεκτρονίων από τη 

πλευρά του ηµιαγωγού-n κάνει τα φορτία αυτά να διαχέονται στην αντίθετη 

πλευρά της επαφής.  Τα ηλεκτρόνια που κινούνται προς τον ηµιαγωγό-p 

επανασυνδέονται µε τη περίσσεια οπών του, ενώ οι οπές που κινούνται προς 

τον ηµιαγωγό-n επανασυνδέονται µε τα ελεύθερα ηλεκτρόνια του.  Έτσι 

εµφανίζεται αρνητικό φορτίο από τη πλευρά-p και θετικό φορτίο από τη 

πλευρά του ηµιαγωγού-n της ζώνης επαφής που αντιτίθενται στη διάχυση 

περισσότερων φορέων φορτίου.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 5-12.  Χαρακτηριστικά επαφής p-n laser ηµιαγωγού 

 

 

Η δηµιουργούµενη διαφορά δυναµικού της τάξης ~ 10-1 V, προκαλεί φραγµό 

στη περαιτέρω διάχυση φορέων η οποία και σταµατά.     Εάν εφαρµοσθεί 

ορθή πόλωση V, όπως στο σχήµα (5-13β), οι δύο στάθµες Fermi θα 

διαχωριστούν κατά ένα ποσό  

1 mm 

10-100 µm 

+ 

_ 

100-300 µm 

1 mm 

p

n 

 
             Ζώνη επαφής 

Κατοπτρικές επιφάνειες 
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                                      eVFFF pn =−=∆                                   (5.38) 

Έτσι επιτυγχάνεται αναστροφή πληθυσµού στη πολύ µικρών διαστάσεων 

ζώνη επαφής (~1µm), διότι η επανασύνδεση φορέων µέσα στη ζώνη 

αγωγιµότητας  τώρα είναι συνεχής.  Η επανασύνδεση οπών και ηλεκτρονίων 

στη ζώνη επαφής έχει σαν αποτέλεσµα την αυθόρµητη εκποµπή φωτονίων.  

Τα φωτόνια που εκπέµπονται από την αυθόρµητη αυτή εκποµπή είναι 

ασύµφωνα, εξαναγκάζουν όµως σε µετάπτωση άλλα ηλεκτρόνια από τη 

ζώνη αγωγιµότητας προς τη ζώνη σθένους, όπου επανασυνδέονται µε οπές.   

Ένα από τα αυθόρµητα φωτόνια είναι δυνατόν να διεγείρει την 

επανασύνδεση φορέων και την εξαναγκασµένη εκποµπή φωτονίου της ίδιας 

συχνότητας, φάσης, ορµής αλλά και πόλωσης.  Το δηµιουργούµενο Η/Μ 

πεδίο ταλαντεύεται ανάµεσα στις κατοπτρικές επιφάνειες του συντονιστή 

και ενισχύεται σε δέσµη laser.  Επειδή οι φορείς φορτίων κατανέµονται µέσα 

στις ευρείς ζώνες σθένους και αγωγιµότητας των ηµιαγωγών και όχι σε 

λεπτές στάθµες όπως στα αέρια, η ακτινοβολία έχει µεγάλο εύρος, 100 µε 

1000 φορές  µεγαλύτερο από ότι στον laser ΗeNe.    Μία λυχία LED µπορεί 

εποµένως να εκπέµψει δέσµη laser εάν διαθέτει κοιλότητα συντονισµού.   

Η τάση λειτουργίας V του laser διόδου είναι πολύ µικρή (~Volt) 

εφόσον το ∆F είναι της τάξης του ενεργειακού χάσµατος του ηµιαγωγού, Eg.   

Η ισχύς των laser ηµιαγωγών που συναντά κανείς σε δείκτες οθόνης και CD 

players βρίσκεται στα 3-5 mW.  Στα CD players και CDROM drives το 

µήκος κύµατος είναι στο εγγύς υπέρυθρο (780nm) και σαν αόρατη η 

ακτινοβολία των συσκευών αυτών απoτελεί κίνδυνο για την όραση παρόλο 

το µικρό τους µέγεθος.  Οι laser διόδου xαρακτηρίζονται από µεγάλη 

απόδοση που µπορεί να φθάσει και τα 70%.  Εκπέµπουν σε µήκη κύµατος 

από το ορατό µέχρι και το υπέρυθρο.       
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                                    (α)                                                    (β) 

Σχήµα 5-13.  Η επαφή p-n (α) χωρίς πόλωση και (β) µε ορθή πόλωση.  

Αναστροφή πληθυσµού δηµιουργείται µέσα στη ζώνη επαφής  (~10-

3mm), ανάµεσα στη γραµµοσκιασµένη ενεργειακή περιοχή της ζώνης 

αγωγιµότητας και την κενή περιοχή της ζώνης σθένους.        

 

5.9. Ασκήσεις 

Άσκηση 5-1.   

Οι εξισώσεις ρυθµών για την ατοµική ύλη και πυκνότητα ακτινοβολίας ανά 

µονάδα συχνότητας για ένα laser µε δισταθµικά ενεργά άτοµα δίνονται από 

τις εκφράσεις 5-22, 5-23, 5-25.  Λύστε τις εξισώσεις αυτές για τη στάσιµη 

κατάσταση και εκφράστε τα Ν1, Ν2, W, συναρτήσει του ρυθµού άντλησης r2.   

∆είξτε ότι το σύστηµα υπόκειται σε µεταβολή φάσεως (µετάβαση από 

αεργία laser, W=0, σε έναρξη δραστηριότητας, W≠0) όταν r2 γίνει rc.  

Συζητήστε τις συνθήκες για να γίνει αυτό και δώστε τις συναφείς γραφικές 

παραστάσεις.   

Άσκηση 5-2 

Στο σχήµα (5-9) εικονίζεται η συσκευή και στο σχήµα (5-7) το ενεργειακό 

διάγραµµα των σταθµών ενός laser Ηe-Νe σχετικές µε τη λειτουργία του.  

Fp Fn 

n p 

Fn 

Fp 

p n 

Ζώνη επαφής 

Εg 
∆F=eV 
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Αν η απόσταση µεταξύ των κατόπτρων (ρυθµιζόµενη µικροµετρικά) 

είναι 0.4 m, βρείτε τον πλησιέστερο ακέραιο που εκφράζει τη τάξη του 

στάσιµου κύµατος που µπορεί να υποστηριχθεί στη συχνότητα ω που 

αντιστοιχεί στο µήκος κύµατος λ=632.8 nm.   

 Βρείτε τη µικροµετρική ρύθµιση, ξ, που πρέπει να γίνει στην 

απόσταση των κατόπτρων ώστε να έχουµε συντονισµό στο πιο πάνω µήκος 

κύµατος. 

 Αν στη κοιλότητα υπάρχουν n φωτόνια συχνότητας ω σε δεδοµένη 

πόλωση, υπολογίστε το πλάτος του ηλεκτρικού πεδίου (V/m) που 

προκαλούν τα φωτόνια αυτά, δεδοµένου ότι ο συντονιστής είναι κυλινδρικός 

ακτίνας 2 mm.   

 

 

Άσκηση 5-3 

Να δειχθεί ότι το εύρος της γραµµής (στο µισό ύψος της µέγιστης ισχύος) 

της προηγούµενης άσκησης, που οφείλεται στη διεύρυνση Doppler 

εξαρτάται από τη θερµοκρασία και τη συχνότητα σύµφωνα µε τη σχέση 

                                2ln22
20

Mc
kT

D ωω =∆  

όπου Μ η µάζα του ατόµου Ne και να υπολογισθεί η τιµή της για 

θερµοκρασία δωµατίου (∆ες υποσηµείωση στη σελίδα 81). 

Πόσες διαµήκεις συχνότητες συντονισµού θα µπορούσαν να 

υποστηριχθούν στη κοιλότητα µέσα στο εύρος γραµµής; 

 

Άσκηση 5-4 

Στον εστιαστή maser αµµωνίας τα ενεργά δισταθµικά άτοµα 

υποβάλλονται σε µικρό συνεχές ηλεκτρικό πεδίο κυλινδρικής συµµετρίας 

( ) ζρρρ 2=E .  Αν p1 είναι η πόλωση µεταξύ των σταθµών Ε1, Ε2 υπολογίστε 
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σε προσέγγιση πρώτης τάξης τις νέες ενέργειες που αποκτούν τα άτοµα που 

βρίσκονται αρχικά στη στάθµη Ε1 και τα άτοµα αρχικά στη στάθµη Ε2.  

∆είξτε ότι το συνεχές ακτινικό πεδίο αποµακρύνει από τον άξονα του 

εστιαστή τα άτοµα στη χαµηλή στάθµη και σπρώχνει στον άξονα τα 

διεγερµένα άτοµα.  
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6. Ο πίνακας πυκνότητας 
 

τα προηγούµενα κεφάλαια η πιθανότητα να βρεθεί δισταθµικό 

άτοµο µε χαρακτηριστική κυµατοσυνάρτηση  

                       ( ) ( ) ( ) ( ) ( )rutcrutctr 2211, +=Ψ                        (6.1) 

στη θεµελιώδη ή διεγερµένη κατάσταση εκφράσθηκε µέσα από τα πλάτη 

*
22

2
2

*
11

2
1 & cccccc == , αντίστοιχα.  Στους υπολογισµούς όµως της 

διπολικής ροπής <e r> έκαναν την εµφάνισή τους και συνδυασµένες 

εκφράσεις πιθανότητας: *
12

*
21 & cccc  

                                
( ) ( )

rdureuccrdurecc

rdtrretrre

3
2

*
1

*
12

3
1

*
2

*
21

3* ,,

∫∫

∫
+=

=ΨΨ=
           (6.2) 

ή                               

                                      [ ]12
*
1221

*
21 rccrccere +=                                  (6.3) 

Εάν οι u1 και u2 είναι πραγµατικές συναρτήσεις τότε 

Prerere === *
122112 .  Η µέση τιµή της διπολικής ροπής είναι 

πραγµατικός αριθµός γιατί υπολογίζεται από το άθροισµα δύο συζυγών, των 

γινοµένων των πλατών πιθανότητας.   Γινόµενα όπως τα 

                                         *
22

*
12

*
21

*
11 cccccccc                                (6.4) 

ΣΣ  
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χρησιµοποιούνται συχνά και προκειµένου να διευκολυνθούν οι υπολογισµοί 

ταυτίζονται µε τα στοιχεία ενός πίνακα, του πίνακα πυκνότητας.   Ορίζεται 

έτσι ο πίνακας πυκνότητας ρ (η έννοια έχει εισαχθεί από τον von Neumann)  

                                  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

2221

1211
*
22

*
12

*
21

*
11

ρρ
ρρ

ρ
cccc
cccc                       (6.5) 

Το στοιχείο του πίνακα πυκνότητας είναι το 

                                                         *
mnnm cc=ρ                                   (6.6) 

µε διαγώνια στοιχεία τις γνωστές πιθανότητες εύρεσης ενός δισταθµικού 

ατόµου στη θεµελιώδη και διεγερµένη κατάσταση 

                                            2
222

2
111 & cc == ρρ                        (6.7) 

Ο πίνακας γράφεται επίσης σαν το γινόµενο 

                              ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=ΨΨ= *

22
*
12

*
21

*
11*

2
*
1

2

1*

cccc
cccccc

c
c

ρ             (6.8) 

και είναι µία αναπαράσταση του τελεστή της πυκνότητας πιθανότητας14 ρ, 

                                                      ΨΨ=ρ                                      (6.9) 

ώστε το στοιχείο πίνακα ρ12 να είναι 

                              *
21212112 ccuuuu =ΨΨ== ρρ             (6.10) 

όταν η κυµατοσυνάρτηση είναι η 6-1.  Η (6-9) αποτελεί και το γενικό ορισµό 

του τελεστή του πίνακα πυκνότητας όταν η κυµατοσυνάρτηση Ψ  είναι 

γνωστή.   

Οι διαστάσεις του πίνακα πυκνότητας για το δισταθµικό άτοµο 

είναι 2x2, εάν κανείς όµως µελετά προβλήµατα µε περισσότερες από δύο 

                                                           
14 όταν πρόκειται για ένα σύστηµα σε συγκεκριµµένη γνωστή κατάσταση 
Ψ , κοίτα επίσης και την σχέση 6-28. 
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ιδιοκαταστάσεις οι διαστάσεις αυξάνονται ανάλογα.  Ο πίνακας 

πυκνότητας έχει την ιδιότητα το άθροισµα των διαγώνιων στοιχείων του να 

ισούται µε τη µονάδα, ανεξάρτητα από τη βάση ως προς την οποία 

αναπτύσσεται, δεδοµένου ότι αντιπροσωπεύει το άθροισµα όλων των 

πιθανοτήτων.  Το άθροισµα των διαγώνιων στοιχείων ενός πίνακα, που είναι 

και το άθροισµα των ιδιοκαταστάσεων του, ονοµάζεται ίχνος του πίνακα 

(trace) και συµβολίζεται µε το Tr, εποµένως: 

                                         1
2

=== ∑∑
m

m
m

mm cTr ρρ                   (6.11) 

 

 

6.1  Η αναµενόµενη τιµή ενός τελεστή Α µε τη 

βοήθεια του πίνακα πυκνότητας 

 

Η αναµενόµενη τιµή ενός τελεστή Α ορίζεται ως 

                                    ( ) ( ) rdtrAtrA 3* ,, ΨΨ= ∫                     (6.12) 

εάν η κυµατοσυνάρτηση Ψ(r,t) ως προς κάποια βάση un στην εικόνα 

αλληλεπίδρασης είναι 

                                           ( ) ( ) ( )∑=Ψ
n

nn rutctr,                          (6.13) 

η <Α> µπορεί να υπολογισθεί µε τη βοήθεια του πίνακα πυκνότητας.   

Αποδεικνύεται (άσκηση 6-1) ότι η αναµενόµενη τιµή ενός τελεστή Α που 

γράφεται υπό µορφή πίνακα µε στοιχεία Αnm, είναι το άθροισµα των 

διαγώνιων στοιχείων του τελεστή που προκύπτει αν πολλαπλασιασθεί ο 

πίνακας πυκνότητας ρ µε τον Α,  
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                                                    ( )
mmm

AA ∑= ρ                                (6.14) 

Εάν χρειάζεται να υπολογισθεί η µέση τιµή της <Α> ως προς κάποια 

παράµετρο ξ του τελεστή Α (π.χ. το Α είναι ο τελεστής της κινητικής 

ενέργειας που εξαρτάται από τις διάφορες δυνάµεις  ξ ενός συστήµατος 

µορίων αερίου) τότε η µέση τιµή της <Α> ως προς ξ θα υπολογίζεται όπως 

και στην (6-14) αλλά χρησιµοποιώντας τώρα τη µέση τιµή του πίνακα 

πυκνότητας (άσκηση 6-1) 

       ( )∑=
m

mmAA ρ         &         ( ) ( )∑=
m

mmAtA
dt
d

ρ&                   (6.15) 

 

 

6.2  Εξίσωση του πίνακα πυκνότητας 

6.2.1 Χωρίς µηχανισµούς αποδιέγερσης 

 

Ο ρυθµός µεταβολής ενός στοιχείου του πίνακα θα είναι 

                                         **
mnmnnm cciccii &h&h&h +=ρ                         (6.16) 

Ισχύει όµως για την εξίσωση του Shrödinger 

                             ∑∑ =−=
k

km
k

knkn cHcicHci
mk

***και &h&h        (6.17) 

όπου15                                     

                                              rduHu knnk ∫=Η 3*                       (6.18) 

                                                           
15 µε Η = Η0+V 
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[ ]ρρ ,Hi
h

& −=

τότε η εξίσωση του στοιχείου ρnm του πίνακα θα είναι 

                              

∑

∑

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −=

=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −=

k
kmnkkmnk

k
mkknmknknm

HH

HccccHi

ρρ

ρ ***&h

              (6.19) 

Η γενική εξίσωση του πίνακα πυκνότητας υπολογίζεται από την (6-9)16 

             

( )

( ) ( ) [ ]ρρρρρ

ρ

,*

*

HiHHiHHi

HiHi
t

hhh

hh
&&

&

−=−−=−−=

=ΨΨ+ΨΨ−=ΨΨ+ΨΨ=

=ΨΨ
∂
∂

=

          (6.20) 

                                                                                                              

                                                                                                             (6.21) 

 

                                                                                        

Η εξίσωση αυτή αποτελεί την εξίσωση κίνησης του πίνακα πυκνότητας    

Το στοιχείο πίνακα της εξίσωσης κίνησης (6-19) προκύπτει εξ` άλλου και 

από την (6-21) ως εξής          

  
( )

{ } ( )∑∑ −=−=

=−=

k
kmnkkmnk

k

nm

HHmHkknmkkHn

mHHni

ρρρρ

ρρρ&h
 (6.22) 

 

6.2.2   Με µηχανισµούς αποδιέγερσης 

 

H εξίσωση της κίνησης 6-21 υπολογίσθηκε χωρίς να ληφθούν  υπόψη 

µηχανισµοί αποδιέγερσης των δύο σταθµών.  Οι µηχανισµοί αποδιέγερσης 

                                                           
16 Οι τετραγωνικές αγκύλες συµβολίζουν το µεταθέτη [ ] BAABBA −=,  
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που συµβαίνουν όχι µόνο από αυθόρµητη µετάπτωση αλλά και από άλλους 

µηχανισµούς όπως συγκρούσεις στα αέρια, είναι απαραίτητοι για τη 

λειτουργία του laser.  Η ταχεία αποδιέγερση της κατώτερης στάθµης Ε1 

συµβάλλει στην επίτευξη της συνθήκης αναστροφής πληθυσµού όπως 

συζητήθηκε στο κεφάλαιο 5.   Ο χρόνος ζωής της στάθµης αυτής πρέπει να 

είναι µικρός, µικρότερος από αυτόν της διεγερµένης στάθµης Ε2.  Στο 

εδάφιο αυτό θα υπολογισθεί η εξίσωση κίνησης (6-21) αυτή τη φορά 

λαµβάνοντας υπόψη τους µηχανισµούς αποδιέγερσης των δύο σταθµών. 

 Ο νέος αυτός περιορισµός περιγράφεται αρκετά καλά µε προσθήκη 

δύο προσθετέων στις εξισώσεις των συντελεστών c1 & c2 (6-17) 

 

                                   

22112212

11212111

2
1
2
1

ccVicEic

ccVicEic

γ

γ

−−−=

−−−=

hh
&

hh
&

                      (6.23) 

   

Τα γ1, γ2 είναι οι σταθερές απόσβεσης των πιθανοτήτων 2
2

2
1 & cc .   Από 

την (6-8)  

                                 ( ) ( )*
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=ρ                (6.24) 

Οι παράγωγοι των c1 & c2 είναι γνωστοί από τις 6-23 και αντικαθιστώντας 

στην 6-24 προκύπτει  
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                                                                                                                (6.25) 

Θέτοντας 

                                              ⎟⎟
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                                          (6.26) 
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προκύπτει η νέα εξίσωση κίνησης του πίνακα πυκνότητας17 µε 

µηχανισµούς αποδιέγερσης των δύο σταθµών 

 

                                         [ ] { }ρρρ ,
2

, Γ−=
h

&h
iHi                          (6.27) 

 

6.3 Μέθοδος αποθήκης.   Εξίσωση πίνακα 

πυκνότητας 

 

Έως τώρα ασχοληθήκαµε µε συστήµατα που αποτελούνται από το άτοµο 

συν το πεδίο για τη µελέτη ανταλλαγής φωτονίων.  Πολλές φορές όµως µας 

ενδιαφέρει µόνο η εξέλιξη του Η/Μ πεδίου στο laser ανεξάρτητα από το τι 

κάνουν τα άτοµα στο υλικό laser µέσα στο συντονιστή.  Στη περίπτωση αυτή 

εφαρµόζουµε τον ανηγµένο πίνακα πυκνότητας του Η/Μ πεδίου (που παίζει 

το ρόλο ενός αρµονικού ταλαντωτή), θεωρώντας το υλικό laser σαν µία 

αποθήκη δισταθµικών ατόµων.  Θεωρούµε επίσης ότι το πεδίο µεταβάλλεται 

ελάχιστα κατά την διεργασία ανταλλαγής φωτονίου ώστε να είναι δυνατός ο 

υπολογισµός µίας αδροµερούς εξίσωσης του πίνακα πυκνότητας ως προς το 

πεδίο µονάχα.  Για τον υπολογισµό της εξίσωσης του πίνακα πυκνότητας, 

θεωρείται αρχικά ότι το πεδίο αλληλεπιδρά µε τα δισταθµικά άτοµα, 

υπολογίζεται στη συνέχεια ο συνδυασµένος πίνακας πυκνότητας πεδίου-

ατόµου  και τελικά λαµβάνεται από αυτόν ο ανηγµένος πίνακας πυκνότητας 

βρίσκοντας το ίχνος του ως προς τις ατοµικές συντεταγµένες.   

 Συνήθως σε ένα σύστηµα που αποτελείται από πολλά σώµατα δεν 

γνωρίζουµε ακριβώς το συγκεκριµένη τους κατάσταση |Ψ> αλλά το κλάσµα  

τους18 PΨ που έχει κυµατάνυσµα |Ψ>.  Ο πίνακας πυκνότητας του πεδίου την 

χρονική στιγµή t θα γράφεται 

                                                           
17 Η αγκύλη Poisson ορίζεται ως  { } BAABBA +=,  
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                                           ( ) ΨΨ= ∑ ΨPtρ                            (6.28) 

Έστω ότι µέσα στο συντονιστή εισέρχονται άτοµα στη κάτω στάθµη µε 

ρυθµό r1 και στη πάνω στάθµη µε ρυθµό r2, όπως ακριβώς στη περίπτωση 

του maser (εδάφιο 5-3), βλέπε σχήµα 6.1.  Τα άτοµα αυτά, που βρίσκονται 

στη θερµοκρασία Τ, θα έχουν κατανοµή Boltzmann στις ενέργειες τους 

                                  ( )[ ] ( )kTkTEE
r
r ωh−=−−= expexp 12

1

2         (6.29) 

Αν εµφανισθεί αδιέγερτο άτοµο η πυκνότητα ρ(t) θα µεταβληθεί µέσα σε 

µικρό χρονικό διάστηµα τ κατά δρ(t) 

                                                   ( ) ( ) ( )ttt ρτρδρ −+=                        (6.30) 

 

Μας ενδιαφέρει να υπολογίσουµε τη µεταβολή του πίνακα πυκνότητας .  Αν 

µέσα σε χρόνο τ εισάγονται αδιέγερτα άτοµα στη στάθµη ↓  µε ρυθµό r1 

και διεγερµένα άτοµα στη στάθµη ↑  µε ρυθµό r2 η µεταβολή του ρ(t) θα 

είναι, επειδή για µικρούς χρόνους τ στην πράξη είναι  

                                                     ( ) ( )tdtdt ρδρτ ≡≡ ,                      (6.31) 

                      
( ) ( ) ( )( ) ( )( )2211 trtr

tt
t

dt
td

δρδρ
τ

δρρ
+=

−+
≈                      (6.32) 

Συνολικά εποµένως εισάγονται στο µικρό χρόνο τ, r2τ διεγερµένα και r1τ 

αδιέγερτα άτοµα ενώ η µεταβολή του πίνακα πυκνότητας είναι (δρ2) και 

(δρ1), αντίστοιχα.  Αρχικά θα υπολογισθεί η µεταβολή του πίνακα 

πυκνότητας του συστήµατος άτοµο-πεδίο για ένα µόνο (διεγερµένο ή 

αδιέγερτο) άτοµο υπολογίζοντας πρώτα το ρ(t+τ) και αφαιρώντας του το 

ρ(t), σχέση 6-30.   

                     

                                                                                                                             
18 Στην  (6-9) το σύστηµα βρίσκεται σε µία µόνο συγκεκριµένη κατάσταση 
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Μετά είναι εύκολο να θεωρηθεί η µεταβολή του ρ για όλα τα εισαγόµενα 

άτοµα ανάγοντας τον µόνο ως προς τις συντεταγµένες του πεδίου.     

Σύµφωνα µε τη (6-28) και επειδή το κυµατάνυσµα |Ψ> είναι η 

υπέρθεση ιδιοκαταστάσεων |n> µε πλάτος πιθανότητας cn,  

                                   ( ) ( ) mtcntc
m

m
n

n ∑∑ =Ψ=Ψ *,                (6.33) 

ο πίνακας πυκνότητας παίρνει τη µορφή 

            ( ) ( ) ( )∑ ∑ ∑
Ψ

ΨΨ
Ψ ==

mn mn
mnmn mnmntctcPt

, ,
,

* ρρ             (6.34) 

όπου 

                                         ( ) ( )∑
Ψ

Ψ
Ψ

Ψ
= tctcP mnnm

*ρ                             (6.35) 

                                                                                                                             
|Ψ> 

Σχήµα 6-1.  Η διαδροµή 

δισταθµικών ατόµων µέσα 

στο συντονιστή.  Αρχικά 

στη στάθµη 1 ή 2 µετά από 

χρόνο τ µεταβαίνουν στη 

άλλη στάθµη προς τα 

πάνω ή κάτω 

αλληλεπιδρώντας µε 

ηλεκτρικό πεδίο µιας 

συχνότητας. 

2 
1 

2 
1 

2 
1 

2 
1 

xρόνος= t 

χρόνος=t+Τ 

Αρµονικός ταλαντωτής/πεδίο 
µίας συχνότητας
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Έστω ότι τη χρονική στιγµή t ένα αδιέγερτο άτοµο ↓  διέρχεται µέσα στο 

συντονιστή και η διαδροµή του διαρκεί χρόνο τ.  Στο χρόνο αυτό η 

πυκνότητα θα γίνει ρ(t+τ).  Η εξέλιξη της ρ(t) σε ρ(t+τ) υπολογίζεται από 

την αρχική της τιµή µε την επίδραση του εξελικτικού τελεστή  

                      ( ) ( ) ( ) ( )ttHittHi
ίά etet −+

−
−+−

− =+
τ

πα
τ

οπεδτοµο ρτρ hh        (6.36α) 

που στην εικόνα της αλληλεπίδρασης γίνεται 

                       ( ) ( ) τ
πα

τ
οπεδτοµο ρτρ 11 HiHi
ίά etet hh

−
−

− =+                   (6.36β) 

όπου 

                                     ( ) ( )∑ ↓↓=−
mn

nm mntt
,

ρρ πα                       (6.37) 

Η Χαµιλτονιανή, Η, γράφεται στη προσέγγιση Rabi όπως στην (4-70).  

Όπως συζητήθηκε όµως στο εδάφιο 4-7 η επίδραση του εξελικτικού τελεστή 

στην αρχική κατάσταση σύµφωνα µε τη (4-85) στη προκειµένη περίπτωση, 

(Ω=ω) είναι 

                   ( ) ( ) 1sincos1 −↑−↓=↓
− nnginngne Hi

τττ
h           (6.38) 

επειδή  

( )
aaSSg

naaSSg
SaaSginaaSSg

ne Hi

++

++

++++

−

+

↓⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

+−↓⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +=

=↓

h
h

h

,sin
,cos

1

τ
τ

τ

 

(6.39) 

Οµοίως 
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         ( ) ( ) ↑−+↓=↓ ,1sincos, 1 mmgimmgem Hi τττh      (6.40) 

και από την (6-36) προκύπτει 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

∑
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

↑−−↑

+↓−↑−

↑−↓

+↓↓

=+−
mn

nma

mnmgng

mnmgngi

mnmgngi

mnmgng

tt
,

,11,sinsin

,1,cossin

,1,sincos

,,coscos

ττ

ττ

ττ

ττ

ρτρ π  (6.41) 

Το ίχνος της (6-41) ως προς τις ατοµικές µεταβλητές ↑↓ , δίνει τον 

ανηγµένο πίνακα πυκνότητας του πεδίου τη χρονική στιγµή t+τ, δηλαδή   

                ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )∑

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−

+
=+

mn
nm

mnmgng

mnmgng
tt

, 11sinsin

coscos

ττ

ττ
ρτρ    (6.42) 

Οι τριγωνοµετρικές εκφράσεις µπορούν να απλοποιηθούν µέσα από τις 

σχέσεις 

                                
( ) ( ) ( )

( ) ( ) nmgmgng

mngmgng

22

22

sinsin
2
11coscos

τττ

τττ

≈

+−≈
           (6.43) 

Από την (6-32) τότε υπολογίζεται η µεταβολή στον πίνακα πυκνότητας του 

πεδίου µέσα σε χρόνο τ από την είσοδο αδιέγερτων ατόµων 

         ( ) ( )( ) ( )∑ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−++−=

nm
nm mnnmmnmngtt 11

2
12

1 τρδρ  (6.44) 

του οποίου το kl στοιχείο πίνακα είναι19  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++++−== ++ 11

2
1

1,1
211 lktlktgltkt lkklkl ρρτδρδρ

                                                                                                                  (6.45) 
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εφόσον µόνο για k=n, l=m στον πρώτο προσθεταίο και k=n-1, l=m-1 στο 

δεύτερο προσθεταίο  της (6.44) τα γινόµενα ανυσµάτων κατάστασης δεν 

είναι µηδέν.  Από αυτήν υπολογίζεται η µεταβολή του πίνακα πυκνότητας 

για συγκεκριµένο αριθµό k φωτονίων µέσα στο συντονιστή, όταν διέρχεται 

από αυτόν ένα αδιέγερτο άτοµο: 

                            ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tktkgktk kkkk 1,1
2

1 1 ++++−= ρρτδρ        (6.46) 

και όταν διέρχονται Ν αδιέγερτα άτοµα 

                         ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tktkgNktkN kkkk 1,1
2

1 1 ++++−= ρρτδρ    (6.47) 

Ανάλογα, υπολογίζεται και η µεταβολή του πίνακα πυκνότητας δρ2(t) όταν 

διέρχεται ένα διεγερµένο άτοµο στον συντονιστή 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )∑ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +++++++−=

nm
nm mnmnmnmntgt 11112

2
12

2 ρτδρ

                                                                                                                 (6.48) 

Εποµένως συνολικά υπολογίζεται από τις (6-30), (6-45) , (6-48) η µεταβολή 

του πίνακα πυκνότητας σε 

               ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )

( )( ) ( ) ( )tnmRtmnR

tmnRmnRtmtn

mnmn

nmnm

1,121,11

21

11

2
2
1

−−++ ++++

+++++−==

ρρ

ρρρ &&     (6.49) 

 όπου οι συντελεστές ρυθµού, Ri, είναι  

                                                ( ) ,..2,12 == igrR ii τ                            (6.50) 

Μπορεί τώρα να υπολογισθεί από την (6-49) η εξίσωση ρυθµού της 

πιθανότητας φωτονίων που συµβολίζεται ρnn 

     ( )[ ] ( ) 1,121,1121 11 −−++ +++++−= nnnnnnnn nRnRnRnR ρρρρ&  (6.51) 

 

                                                                                                                             
19 ∆εδοµένου ότι η βάση mn ,  είναι ορθοκανονική 
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       ( ) nnnR ρ12 +                 ( ) 1,11 1 +++ nnnR ρ   

 

 

 

 

Το σχήµα (6-2) δείχνει το διάγραµµα καταστάσεων των φωτονικών 

αριθµών.  Οι όροι µε το R2 αντιστοιχούν σε  εισαγωγή διεγερµένων ατόµων 

που προσφέρουν ένα φωτόνιο στο πεδίο, άρα τα αντίστοιχα βέλη κοιτούν 

προς τα πάνω, ενώ όταν εισέρχεται αδιέγερτο άτοµο τα βέλη κοιτούν προς 

τα κάτω.  Έστω ότι το πεδίο έχει n  φωτόνια και υφίσταται µόνο µικρές 

µεταβολές γύρω από κατάσταση n φωτονίων.  Ο όρος 

( ) ( )( ) nnnn gnrnR ρτρ ⋅+⋅=+ 2
22 11  αναφέρεται (α) στο αριθµό 

διεγερµένων ατόµων που εισάγονται σε χρόνο τ,  r2, (β) στην πιθανότητα 

αλληλεπίδρασης (εξαναγκασµένης εκποµπής) από πεδίο n φωτονίων µέσα 

στο χρόνο αυτό, g2(n+1)τ2 (το αντίστροφο της συχνότητας Rabi), ενώ το 

πεδίο πηγαίνει από κατάσταση 1+→ nn , (γ)  και την πιθανότητα το πεδίο 

να έχει n φωτόνια, ρnn.  Όσον αφορά την εισαγωγή αδιέγερτων ατόµων ο 

αντίστοιχος όρος στο ρυθµό πίνακα πιθανότητας είναι ο 

( ) nngnr ρτ ⋅⋅ 2
1 , έχοντας οµαδοποιήσει πάλι τους επί µέρους 

παράγοντες για ευκολία στη συζήτηση.  Ο όρος αυτός προκύπτει από (α) τη 

συνεισφορά του αριθµού αδιέγερτων ατόµων που εισέρχονται σε χρόνο τ, 

τr1, (β) τη πιθανότητα αλληλεπίδρασης τους (απορρόφησης) µε τα n φωτόνια 

του πεδίου στο χρόνο αυτό που είναι αντίστροφο της συχνότητας Rabi g2nτ2  

(το πεδίο πάει από 1−→ nn φωτόνια) και (γ) τη πιθανότητα το πεδίο να έχει 

n φωτόνια, ρnn.  Εφόσον εποµένως υπάρχουν πιθανότητες το πεδίο να έχει 

είτε n+1 είτε n-1 φωτόνια θα πρέπει και αυτές οι περιπτώσεις να υπάρχουν 

µέσα στο ρυθµό του πίνακα πυκνότητας όταν θεωρείται η κατάσταση 

ισορροπίας.  Αν λοιπόν το πεδίο έχει n-1 φωτόνια, αλληλεπιδρά µε τα 

n+1 
 
n 
 
n-1 

Σχήµα 6-2.   

∆ιάγραµµα ροής 

πιθανότητας  

φωτονικών  

αριθµών.   

1,12 −− nnnR ρ nnnR ,1 ρ
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διεγερµένα άτοµα και πηγαίνει από nn →−1 φωτόνια µε διεργασία 

διεγερµένης και αυθόρµητης εκποµπής, ενώ αν είχε n+1 φωτόνια 

αλληλεπιδρά (απορρόφηση) µε αδιέγερτα άτοµα και πηγαίνει από 

nn →+1 .  Έτσι εισάγονται οι δύο επί πλέον προσθεταίοι στην εξίσωση 

ρυθµού. 

Ισορροπία επιτυγχάνεται όταν εξισώνονται οι συνεισφορές 

ανάµεσα από δύο επίπεδα φωτονικών καταστάσεων, όπως π.χ.  

                                         ( ) ( ) nnnn gnrgnr ρτρτ 2
11,1

2
2 =−−                    (6.52) 

Η σχέση (6-52) γράφεται επίσης 

                                                    1,1
1

2
−−= nnnn r

r
ρρ                                (6.53) 

Ο λόγος των ρυθµών εισαγωγής ατόµων όµως ακολουθεί τη κατανοµή 

Boltzmann (6-29)  και από τη (6-53) προκύπτει 

                                                  1,1 −−

−
= nn

kT
nn e ρρ

ωh

                            (6.54) 

 

6.4 Υπολογισµός της κατανοµής µέλανος σώµατος 

(Planck)  

Αντικαθιστώντας µε επανάληψη την (6-54) στο τον εαυτό της,  για n = 1, 2, 

3… προκύπτει 

                                                       kT
n

nn e
ω

ρρ
h

−
= 00                               (6.55) 

Το ρ00 προσδιορίζεται από τη συνθήκη ότι το άθροισµα όλων των 

πιθανοτήτων ιδιοκαταστάσεων n του πεδίου πρέπει να είναι ίσο προς 1, 

1=nnTrρ , δηλαδή 
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                           100 =∑
−

n

kT
n

e
ω

ρ
h

                                            (6.56) 

H έκφραση kT
n

e
ωh

−
αποτελεί µία φθίνουσα γεωµετρική πρόοδο και από το 

άθροισµα των άπειρων όρων της20 η (6-56) γίνεται 

                                                           kTe
ω

ρ
h

−
−= 100                          (6.57) 

ώστε  

                                                        
kT

n

kT

nn

e

e
ω

ω

ρ
h

h
−

−
=

1
                           (6.58) 

Η (6-58) είναι µια µορφή της κατανοµής ακτινοβολίας µέλανος σώµατος του 

Planck, ενός πεδίου µε <n> φωτόνια κατά µέσον όρο σε θερµοδυναµική 

ισορροπία.   Από αυτήν υπολογίζεται το <n>:  Ο πίνακας πυκνότητας (6-58)  

πολλαπλασιάζεται µε τον αριθµό των φωτονίων, n, και υπολογίζεται το ίχνος 

του πίνακα που προκύπτει σύµφωνα µε την (6-14)  

                                                      ( ) ( )∑
∞

=

=
0n

nn tntn ρ                          (6.59) 

ώστε τελικά να βρεθεί το  <n(t)> 21 

                                                    ( )
1

1

−

=
kTe

tn
ωh

                                (6.60) 

                                                           

20 
λ

λ
−

∞

=

−

−
=∑ e

e
n

n

1
1

0

, πρώτος όρος =1 και ο λόγος = kTe
ωh

−
  

21 ( ) ∑
∞

=

−

−

−
=

− 0
2

1 n

nne
e

e λ
λ

λ
 µε παραγώγιση του αθροίσµατος άπειρων όρων 

φθίνουσας γεωµετρικής προόδου 
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η κατανοµή Bose-Einstein όπως είχε αναφερθεί στη σχέση 2-27. 

 

6.5  Ασκήσεις 

Άσκηση 6-1 

Χρησιµοποιώντας ένα πλήρες σύστηµα κυµατικών συναρτήσεων {u(r)} ως 

βάση, δείξετε ότι η αναµενόµενη τιµή ενός τελεστή Α, όταν το σύστηµα 

εκτυλίσσεται σύµφωνα µε τη κυµατική συνάρτηση (6-13) παίρνει τη µορφή        

                                                ( ) ( ) mnm
mn

n AtctcA *

,
∑=  

όπου το στοιχείο του πίνακα Amn δίνεται από την  

                                               ( ) ( ) rdrAuruA nmmn
3*∫= .   

∆είξτε ότι ο πίνακας πυκνότητας ρ(t) στη βάση {un} µε στοιχεία    

                                                     ( ) ( ) ( )tctct mn
*=ρ  

έχει ως εξίσωση για τη κίνηση του την (6-21) (ανάλογο της κλασικής 

εξίσωσης του Liouville) όπου η Η είναι η Χαµιλτονιανή του συστήµατος και 

δίνεται µέσω στοιχείων πίνακα της µορφής (6-18).  Αν έχουµε συλλογή από 

πανοµοιότυπα συστήµατα που να περιγράφεται µε κατανοµή τυχαίων 

µεγεθών, δείξετε ότι η µέση τιµή της αναµενόµενης τιµής του τελεστή Α 

δίνεται από την (6-15), όπου ρ  είναι η µέση τιµή του πίνακα πυκνότητας η 

οποία υπακούει τη κβαντική εξίσωση Liouville.  

 

Ασκηση 6-2 

(α) Βρείτε τις εξισώσεις που κυβερνούν τη κίνηση των στοιχείων πίνακα 

δισταθµικού ατόµου (στάθµες Ε1, Ε2) υπό την επίδραση εξωτερικού 

κλασικού ηλεκτρικού πεδίου iEx
ˆ .  Στη περίπτωση αυτή η βάση αποτελείται 

από τις ↑=↓= 21 , uu .  



 

 
   135 

 

                                  Κβαντική Οπτική & lasers 

 (β) Βρείτε ακόµη τις εξισώσεις του πίνακα πυκνότητας για το 

δισταθµικό άτοµο σε πολωµένο κβαντισµένο Η/Μ πεδίο λαµβάνοντας 

υπόψη και τη δυναµική Η/Μ πεδίου.  Η βάση τώρα αποτελείται από τις 

συναρτήσεις mn ,,, ↑↓ , n, m= 0, 1, 2…  Ερµηνέψατε και στις δύο 

περιπτώσεις τα στοιχεία του πίνακα πυκνότητας.  

 

Ασκηση 6-3 

Υποθέστε ότι οι πιθανότητες  κατάληψης των σταθµών 1 και 2 σε ένα 

δισταθµικό άτοµο φθίνουν µε σταθερές απόσβεσης γ1, γ2.  ∆είξτε ότι η  

εξίσωση κίνησης του πίνακα πυκνότητας παίρνει τη µορφή (6-27).   

 

Άσκηση 0-4 

Υπολογίσατε τη πιθανότητα απορρόφησης ρ22(t) φωτονίου από την εξίσωση 

του πίνακα πυκνότητας (6-21) όταν αδιέγερτο δισταθµικό άτοµο 

αλληλεπιδρά µε το ηλεκτρικό πεδίο της άσκησης 4-1.                    
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 

7. Λύση γραµµικού οµογενούς συστήµατος 
συνήθων διαφορικών εξισώσεων 

 

 

ο σύστηµα του ενδιαφέροντος µας είναι της µορφή               

                       
1222

2111
GCCCi

GCCCi

=∆−

=∆−
&

&
                      (7.1) 

 

Αναζητούµε λύσεις της µορφής 

 

                         YeCXeC titi λλ −− == 21 ,                 (7.2) 

Εισάγουµε τις (7-2) στις (7-1)  

                                                  
YGXY

GYXX

2

1
∆+=
+∆=

λ
λ

 

ή σε µορφή πινάκων          

                                    0
2

1 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∆

−∆
Y
X

G
G

λ
λ

                  (7.3) 

Θέλουµε τα λ    και Χ, Υ για τα οποία λύνεται το αλγεβρικό σύστηµα (7-3).  

Το σύστηµα είναι οµογενές και για να βρούµε λύση πέραν της µηδενικής θα 

πρέπει η ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων να είναι µηδέν 

                   0
 

   

2

1 =
−∆

−∆
λ

λ
G

G
                                (7.4) 

Η (7-4)  δίνει τα λ για τα οποία οι εκφράσεις (7-2) µπορούν να είναι λύσεις. 

ΤΤ
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Έχουµε: ( )( ) 02
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όπου ΩR η συχνότητα Rabi. Θέλουµε και τα αντίστοιχα Χ και Υ. Για την 

λύση λ1 (ιδιοτιµή) πέστε Χ1, Υ1 και για την λ2 :  Χ2, Υ2.  Πάµε στις (7-3), π.χ. 

για λ= λ1 

                                             0
1
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22
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⎝
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⎠

⎞
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−∆

−∆
Y
X

G
G

λ
λ

                (7.6) 

Μια και η ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων είναι µηδέν οι δύο 

εξισώσεις του συστήµατος είναι συµβατές και για τον υπολογισµό 

επιλέγουµε όποια βολεύει καλύτερα. Παίρνουµε την πρώτη για λ=λ1 

                                  0)( 1111 =+−∆ GYXλ                               (7.7) 

Η (7-7) είναι εξίσωση ευθείας και τα ζητούµενα Χ1, Υ1  είναι οι 

συντεταγµένες των σηµείων που την επαληθεύουν.  Εκφράζουµε τα Υ 

συναρτήσει των Χ . 

                          1
11

1 X
G

Y ∆−
=

λ                               (7.8) 

Οµοίως για την ιδιοτιµή λ2 έχουµε για τα Χ, Υ τη σχέση 

                            2
22

2 X
G

Y λ−∆
=                  (7.9) 

Επειδή το σύστηµα (7-1) είναι γραµµικό το άθροισµα των δύο λύσεων που 

βρήκαµε είναι πάλι λύση και µάλιστα η πιο γενική.  Έτσι, έχουµε 
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Η (7-10) είναι η γενική λύση γιατί περιέχει όλες τις αυθαίρετες σταθερές του 

προβλήµατος οι οποίες µπορούν να προσδιοριστούν ώστε η λύση  να 

προσαρµοστεί στις συνθήκες του προβλήµατος. 

Τα διανύσµατα ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

j

j

Y

X
  που αντιστοιχούν στις ιδιοτιµές λj (j=1,2) λέγονται 

ιδιοδιανύσµατα.  Αν ξέρω ένα από την κάθε λύση τα ξέρω όλα, διότι για την 

ίδια λύση το ένα είναι πολλαπλάσιο του άλλου.  Για τον υπολογισµό των 

σταθερών Χ1 και Χ2 εφαρµόζουµε τις αρχικές συνθήκες που αντιστοιχούν 

στο εκάστοτε πρόβληµα. 

 

Άσκηση 7-1.1:   

∆είξετε ότι δύο ιδιοδιανύσµατα Χi, Yi, που αντιστοιχούν σε διαφορετικές 

λύσεις είναι κάθετα µεταξύ τους. 
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