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Λίστα Συµβόλων

[f = y] = {x : f(x) = y} το σύνολο στάθµης της f

|A| = λn(A) το µέτρο Lebesgue του A ⊆ Rn

|x| = ∥x∥2 =
√∑n

i=1 x
2
i το µήκος του x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn

Sn−1 = {x ∈ Rn : |x| = 1} η µοναδιαία σϕαίϱα του Rn

⟨x, y⟩ =
∑n
i=1 xiyi το εσωτεϱικό γινόµενο των x = (x1, . . . , xn),

y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn

Bn2 = {x ∈ Rn : |x| ≤ 1} η κλειστή µοναδιαία µπάλα του Rn

Bnr (x0) = {x : |x− x0| ≤ r} η κλειστή µπάλα µε κέντϱο x0 κι ακτίνα r > 0

Br = {x : |x| ≤ r} η κλειστή µπάλα µε κέντϱο 0 κι ακτίνα r > 0

dist(x,A) = inf{|x− y| : y ∈ A} η απόσταση του x ∈ Rn από το A ⊆ Rn

p∗ = p
p−1 ο συϹυγής εκϑέτης του p ∈ [1,∞]

R[x1, . . . , xn] ο χώϱος των πολυωνύµων του Rn

RN [x1, . . . , xn] ο χώϱος των πολυωνύµων του R[x1, . . . , xn] ϐαϑµού το
πολύ N

f̂(ξ) =
∫
Rn f(x)e

−2πi⟨x,ξ⟩ dx ο µετασχηµατισµός Fourier της f στο ξ ∈ Rn

f ∗ g(x) =
∫
Rn f(y)g(x− y) dy η συνέλιξη των f, g

∥f∥p =
(∫

Rn |f |p
)1/p

, p ∈ [1,+∞) η p-νόϱµα της f

fxi =
∂f
∂xi

η µεϱική παϱάγωγος της f : Rn → R στη
µεταϐλητή xi



A ≲ B υπάϱχει C > 0 που εξαϱτάται µόνο από τη διάσταση ώστεA ≤ CB

A ≲ s1,...,sm B υπάϱχει C > 0 που εξαϱτάται µόνο από τη διάσταση και τα
s1, . . . , sm ώστε A ≤ CB

O(n) = {A ∈ Rn×n : ATA = In} το σύνολο των οϱϑογώνιων n× n πινάκων

∡(V,W ) = min{∠(v, w) | v ∈ V ∗, w ∈W ∗} η γωνία µετάξυ των υποχώϱων V,W του Rn

Με V ∗ συµϐολίϹουµε το σύνολο V \ {0}.



Πεϱίληψη

Η εικασία πεϱιοϱισµού είναι ένα από τα πιο διάσηµα ανοιχτά πϱοϐλήµατα της Αϱµονικής Ανάλυσης.
∆ιατυπώϑηκε από τον Stein το 1967 και ισχυϱίϹεται πως ισχύει η εκτίµηση

∥f̂∥Lq(Sn−1) ≲ ∥f∥Lp(Rn) ,

για n ≥ 2, κατάλληλες συναρτήσεις f και κατάλληλους εκθέτες 1 ≤ p, q ≤ ∞. ΄Εκτοτε έχει διατυπω-
ϑεί σε διάφορες µορφές. Σκοπός της παρούσας διπλωµατικής εργασίας είναι η µελέτη µερικών από
τις διάφορες µορφές του προβλήµατος περιορισµού σε 2, 3 και σε περισσότερες από 4 διαστάσεις.

ΠαϱουσιάϹουµε συνοπτικά τα περιεχόµενα κάϑε κεφαλαίου:

Στο πϱώτο κεφάλαιο παρουσιάζονται αρκετά από τα ϑεωρήµατα και τις ανισότητες που ϑα χρη-
σιµοποιηθούν σε όλη την έκταση της εργασίας. ∆ιατυπώνουµε επίσης την εικασία περιορισµού στη
σφαίρα Sn−1 του Rn, όπως και τους περιορισµούς που πϱέπει να ικανοποιούν οι εκθέτες p, q ώστε
να µπορεί να υπάρχει λύση για το πρόβληµα.
Στο δεύτερο κεφάλαιο αποδεικνύουµε το ϑεώρηµα Stein-Tomas από το 1975 που µας πιστοποιεί
την ισχύ της εικασίας περιορισµού όταν q = 2 και το p υπακούει τους περιορισµούς του πϱώτου
κεφαλαίου και δείχνουµε ότι η εικασία για τη σφαίρα είναι αληθής στις 2 διαστάσεις.
Στα κεφάλαια 3 και 4 µελετάµε την εικασία περιορισµού για έναν τελεστή που γενικεύει τον µε-
τασχηµατισµό Fourier, τον τελεστή επέκτασης (extension operator). Στο τϱίτο κεφάλαιο παρουσι-
άζουµε ένα αποτέλεσµα για το πρόβληµα στις 3 διαστάσεις, το οποίο αποδείχθηκε από τον Guth
το 2014 και στο τέταρτο κεφάλαιο παρουσιάζουµε ένα αποτέλεσµα για το πρόβληµα σε διαστάσεις
≥ 4, το οποίο οφείλεται επίσης στον Guth. Καταλυτικό ϱόλο στις αποδείξεις των κεντρικών ϑεω-
ϱηµάτων και των δύο κεφαλαίων ϑα παίξει η πολυωνυµική διαµέριση (polynomial partitioning), η
οποία δηµιουργήθηκε από τους Guth και Katz το 2010 για τη λύση του distinct distance problem
του Erdős στο επίπεδο κι εφαρµόστηκε για πϱώτη ϕορά στην Αρµονική Ανάλυση από τον Guth στο
[Gu1] το 2014.

Η εργασία αποτελείται επίσης από δύο παραρτήµατα.

Στο παράρτηµα Α’ αποδεικνύουµε µία γνωστή ασυµπτωτική εκτίµηση για τον µετασχηµατισµό
Fourier του επιφανειακού µέτϱου dσ της σφαίρας Sn−1. Την εκτίµηση αυτή χρησιµοποιούµε στο
πϱώτο κεφάλαιο για να αποδείξουµε τους περιορισµούς για τους εκθέτες p, q υπό τους οποίους
περιµένουµε να αληθεύει η εικασία.
Στο παράρτηµα Β’ παρουσιάζουµε συνοπτικά τις αποδείξεις δύο ληµµάτων από το τϱίτο κεφάλαιο
οι οποίες χρησιµοποιούν ιδέες από την Αλγεβρική Γεωµετρία.



Abstract

The restriction conjecture is one of the most famous open problems of Harmonic Analysis.
Formulated by Stein in 1967, it claims the validity of the estimate

∥f̂∥Lq(Sn−1) ≲ ∥f∥Lp(Rn) ,

for n ≥ 2, suitable functions f and suitable exponents 1 ≤ p, q ≤ ∞. Since then, it has been
formulated in various forms. The aim of this thesis is to study some of the different formulations
of the restriction problem in 2, 3 and more than 4 dimensions.

We shortly present the contents of each chapter:

In the first chapter, we present several theorems and inequalities that will be used through-
out the thesis. We also formulate the restriction conjecture on the sphere Sn−1 of Rn, as well as
the constraints that the exponents p, q must satisfy for a solution for the problem to exist.
In the second chapter, we prove the Stein-Tomas theorem from 1975, certifying the validity of
the restriction conjecture when q = 2 and p satisfies the constraints from the first chapter. We
also show that the restriction conjecture for the sphere is true in 2 dimensions.
In chapters 3 and 4, we study the restriction conjecture for an operator generalizing the Fourier
transform, namely the extension operator. In the third chapter, we present a result for the
problem in 3 dimensions, proven by Guth in 2014. In the fourth chapter, we present a result
for the problem in dimensions ≥ 4, also due to Guth. A key element in the proofs of the main
theorems in both chapters is polynomial partitioning, which was first used by Guth and Katz
in 2010 for Erdős’ distinct distance problem in the plane and was first applied to Harmonic
Analysis by Guth in 2014.

The thesis also consists of two appendices.

In Appendix A, we prove a well-known asymptotic estimate for the Fourier transform of the
surface measure dσ of the sphere Sn−1. We use this estimate in the first chapter to prove the
constraints for the exponents p, q under which we expect the restriction conjecture to hold.
In Appendix B, we provide a brief overview of the proofs of two lemmas from the third chapter,
which use ideas from Algebraic Geometry.



Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Περιεχόµενα
1.1 Ανισότητες Marcinkiewicz και Hausdorff-Young . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.2 ∆ιατύπωση του προβλήµατος περιορισµού . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.2.1 Αναγκαίες συνθήκες για να ισχύει ένα ϑεώρηµα RS(p → q) . . . . . . . . . 7

Σκοπός του κεφαλαίου είναι η παρουσίαση των ϐασικών ϑεωρηµάτων που ϑα χρησιµοποιηθούν
για τη σύγκριση του µεγέθους µίας συνάρτησης f µε το µέγεθος του µετασχηµατισµού Φουριερ
της. Πιο συγκεκριµένα, µας ενδιαφέρουν εκτιµήσεις της µορφής

∥f̂∥Lq(S) ≤ C ∥f∥Lp(Rn),

όπου p, q ≥ 1 και S τυχαίο Βορελ υποσύνολο του Rn. Θα χρησιµοποιούµε κυριώς τον συµβολισµό
∥f̂∥Lq(S) ≲ ∥f∥Lp(Rn) υπονοώντας την ύπαρξη κάποιας σταθεράς C = C(p, q, n, S) ανεξάρτητης
της f στο δεξί µέλος της ανισότητας. Κεντρικό ϱόλο ϑα παίξουν οι ανισότητες παρεµβολής, τις
οποίες ϑα χρησιµοποιήσουµε και στα επόµενα κεφάλαια. Σε όλη την εργασία ϑα ϑεωρούµε, εκτός
αν δηλωθεί το αντίθετο, ότι οι εµφανιζόµενες συναρτήσεις ανήκουν στην κλάση του Schwartz

S(Rn) =
{
f ∈ C∞(Rn → C) | ∀ α, β ∈ Nn , sup

x∈Rn

|xα(Dβf)(x)| <∞
}
,

η οποία είναι πυκνή σε όλους τους χώϱους Lp(Rn), p ∈ [1,∞), καϑώς πεϱιέχει όλες τις συναϱτήσεις
δοκιµής f ∈ C∞

c (Rn). Σηµειώνουµε επίσης ότι ο µετασχηµατισµός Fourier F : S(Rn) → S(Rn)
είναι καλά οϱισµένη γϱαµµική ισοµετϱία επί.
΄Ενας ϐασικός λόγος για τον οποίο µας ενδιαϕέϱει να δουλέψουµε στην κλάση του Schwartz είναι
η παϱακάτω ιδιότητά τους η οποία, δεδοµένου ότι ο µετασχηµατισµός Fourier µίας συνάϱτησης
Schwartz είναι κι αυτός µία συνάϱτηση Schwartz, ϑα µας ϐοηϑήσει να ελέγξουµε τις p-νόϱµες του
µετασχηµατισµού Fourier κάποιων συναϱτήσεων που ϑα εµϕανιστούν στα επόµενα κεϕάλαια.

Θεώϱηµα. Μία συνάϱτηση f οϱισµένη στον Rn ανήκει στην κλάση του Schwartz αν και µόνο αν για
κάϑε N ∈ N, υπάϱχει σταϑεϱά CN > 0 ώστε

|f(x)| ≤ CN
1

(1 + |x|)N
, για κάϑε x ∈ Rn.

1



Ανισότητες Marcinkiewicz και Hausdorff-Young

1.1 Ανισότητες Marcinkiewicz και Hausdorff-Young

Πϱόταση 1.1.1 (Ανισότητα Young). ΄Εστω p, q, r ∈ [1,∞] ώστε 1
p +

1
q = 1 + 1

r και f ∈ Lp(Rn) ,
g ∈ Lq(Rn). Τότε η συνέλιξη f ∗ g ∈ Lr(Rn) και µάλιστα

∥f ∗ g∥r ≤ ∥f∥p ∥g∥q. (1.1)

Οϱισµός 1.1.2 (Ασϑενείς χώϱοι Lp). ΄Εστω (X,A, µ) χώϱος µέτϱου και f µετϱήσιµη συνάϱτηση. Η
συνάϱτηση κατανοµής df : [0,+∞] → [0,+∞] της f οϱίϹεται ως

df (a) = µ({x ∈ X : |f(x)| ≥ a}). (1.2)

΄Εστω p ∈ (0,+∞). Ο ασϑενής χώϱος Lp,∞(X) του X είναι ο χώϱος όλων των µ-µετϱήσιµων
συναϱτήσεων f µε

∥f∥p,∞ = inf
C>0

{
df (a) ≤

(
C

a

)p
για κάϑε a > 0

}
= sup

γ>0

{
γdf (γ)

1
p
}
<∞.

Εύκολα παϱατηϱούµε ότι L∞,∞(X) = L∞(X) και ότι κάϑε χώϱος Lp πεϱιέχεται στον αντίστοιχο
ασϑενή χώϱο Lp,∞ αϕού αν f ∈ Lp, από την ανισότητα Markov ισχύει

µ({x ∈ X : |f(x)|p ≥ ap}) ≤
∥f∥pp
ap

.

Παϱατηϱούµε επίσης ότι αν f ∈ Lp,∞(X), τότε ∥f∥p,∞ ≤ ∥f∥p.

Θεώϱηµα 1.1.3 (Παϱεµϐολής του Marcinkiewicz). ΄Εστω (X,A, µ) χώϱος σ-πεπεϱασµένου µέτϱου
και (Y,Ω, ν) χώϱος µέτϱου. Αν 0 < p0 < p1 ≤ +∞ και

T : Lp0(µ) + Lp1(µ) → {Ω -µετϱήσιµες συναϱτήσεις στον Y }

είναι υπογϱαµµικός τελεστής για τον οποίο υπάϱχουν σταϑεϱές A0, A1 ώστε

∥Tf∥p0,∞ ≤ A0 ∥f∥p0 , για κάϑε f ∈ Lp0(X) (1.3)

∥Tf∥p1,∞ ≤ A1 ∥f∥p1 , για κάϑε f ∈ Lp1(X), (1.4)

τότε για κάϑε p ∈ (p0, p1) και κάϑε f ∈ Lp(X) ισχύει

∥Tf∥p ≤ 2

(
p

p− p0
+

p

p1 − p

) 1
p

A

1
p
− 1

p1
1
p0

− 1
p1

0 A

1
p0

− 1
p

1
p0

− 1
p1

1 ∥f∥p. (1.5)

΄Ενα Λήµµα που ϑα χϱησιµοποιηϑεί παϱακάτω είναι το ακόλουϑο.

Λήµµα 1.1.4 (Ανισότητα Hardy-Littlewood-Sobolev). Αν 0 < α < n, 1 < p, q <∞ και

1

q
+ 1 =

1

p
+
α

n
,

τότε ∥∥∥f ∗ 1

|x|α
∥∥∥
q
≲ ∥f∥p. (1.6)
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Ανισότητες Marcinkiewicz και Hausdorff-Young

Θεώϱηµα 1.1.5 (Ανισότητα Riesz-Thorin). ΄Εστω (X,A, µ) και (Y,Ω, ν) χώϱοι σ-πεπεϱασµένου
µέτϱου και p0, p1, q0, q1 ∈ [1,+∞] και

T : Lp0(µ) + Lp1(µ) → Lq0(ν) + Lq0(ν)

γϱαµµικός τελεστής για τον οποίο ισχύουν οι εκτιµήσεις

∥Tf∥Lq0 (ν) ≤M0 ∥f∥Lp0 (µ) και ∥Tf∥Lq1 (ν) ≤M1 ∥f∥Lp1 (µ)

για κάποιες ϑετικές σταϑεϱές M0,M1. Τότε, για κάϑε t ∈ (0, 1), αν

1

pt
=

1− t

p0
+

t

p1
και

1

qt
=

1− t

q0
+

t

q1

έχουµε
∥Tf∥Lqt (ν) ≤M1−t

0 M t
1 ∥f∥Lpt (µ). (1.7)

Χϱησιµοποιώντας την ανισότητα Riesz-Thorin µπορούµε να συγκρίνουµε το µέγεθος µίας συ-
νάρτησης f µε το µέγεθος του µετασχηµατισµού Fourier της. Υπενθυµίζουµε τον ορισµό του. Αν f
είναι µια συνάρτηση στον Rn, τότε ο µετασχηµατισµός Fourier της ορίζεται ως

f̂(ξ) =

∫
Rn

f(x)e−2πi⟨x,ξ⟩ dx, για κάϑε ξ ∈ Rn.

Θεώϱηµα 1.1.6 (Ανισότητα Hausdorff-Young). ΄Εστω f ∈ Lp(Rn), p ∈ [1, 2]. Τότε, αν q είναι ο
συϹυγής εκϑέτης του p ισχύει

∥f̂∥Lq(Rn) ≤ ∥f∥Lp(Rn). (1.8)

Απόδειξη. Αν p = 1, από την τϱιγωνική ανισότητα έχουµε άµεσα την ανισότητα ∥f̂∥∞ ≤ ∥f∥1. Αν
p = 2, από το Θεώϱηµα Plancherel έχουµε ότι ∥f̂∥2 = ∥f∥2. ΄Ετσι, από την ανισότητα Riesz-Thorin
έχουµε ότι για κάϑε p ∈ [1, 2] ισχύει η ανισότητα

∥f̂∥q ≤ ∥f∥p,
1

p
+

1

q
= 1,

όπως ϑέλαµε.

Η ανισότητα Hausdorff-Young µας δίνει µια ικανοποιητική απάντηση για τη σχέση που έχουν
µεταξύ τους τα µεγέϑη των f και f̂ , καϑώς µας επιτϱέπει να οϱίσουµε τον µετασχηµατισµό Fourier
για συναϱτήσεις του Lp, p ∈ (1, 2) µέσω πϱοσέγγισης µε συναϱτήσεις που ανήκουν στην κλάση του
Schwartz, στην οποία ο µετασχηµατισµός Fourier υπάϱχει και είναι γϱαµµική ισοµετϱία επί. ∆εν
ξεκαϑαϱίϹει όµως αν υπάϱχουν άλλοι εκϑέτες p, q για τους οποίους ισχύει µία τέτοια ανισότητα.
Αυτό εξετάϹουµε στην επόµενη πϱόταση.

Πϱόταση 1.1.7. ΄Εστω p, q ∈ [1,∞] για τους οποίους ισχύει η ανισότητα

∥f̂∥q ≤ C ∥f∥p (1.9)

για κάϑε f ∈ C∞
c (Rn). Τότε, p ≤ 2 και q = p∗.

Πϱιν περάσουµε στην απόδειξη της πρότασης ϑα διατυπώσουµε ένα πιθανοθεωρητικό αποτέλε-
σµα που ϑα χρησιµοποιήσουµε.
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Ανισότητες Marcinkiewicz και Hausdorff-Young

Λήµµα 1.1.8 (Ανισότητα Khintchine). ΄Εστω f1, . . . , fN συναρτήσεις και ε1, . . . , εN τυχαία πρόση-
µα, δηλαδή P

(
εi = ±1

)
= 1

2 . Τότε για κάϑε p ∈ (1,∞) ισχύει

E
(∥∥∥ N∑

k=1

εkfk

∥∥∥p
p

)
∼
∥∥∥∥( N∑

k=1

|fk|2
)1/2∥∥∥∥p

p

. (1.10)

Απόδειξη. (Της πϱότασης 1.1.7)
Η απόδειξη ϑα γίνει σε 2 ϐήµατα. Πϱώτα δείχνουµε ότι q = p∗. ΄Εστω ψ ∈ S(Rn). ΟϱίϹουµε
f(x) = ψ

(
x
λ

)
, όπου λ ϑετική παϱάµετϱος. Τότε, ∥f∥p ∼ λn/p.

Για τον µετασχηµατισµό Fourier της f έχουµε

f̂(ξ) =

∫
Rn

e−2πi⟨x,ξ⟩ ψ
(x
λ

)
dx

= λn
∫
Rn

e−2πi⟨λy,ξ⟩ ψ(y) dy (x/λ = y)

= λn
∫
Rn

e−2πi⟨y,λξ⟩ ψ(y) dy

= λn ψ̂(λξ).

΄Ετσι,

∥f̂∥qq = λnq
∫

|ψ(λx)|q dx = λnq−n
∫

|ψ(y)|q dy.

΄Ετσι, ∥f̂∥q ∼ λn−
n
q . Αϕού η (1.9) ισχύει για κάϑε συνάϱτηση δοκιµής f έχουµε ότι

λn−
n
q ≲ λn/p.

Το λ µποϱεί να γίνει αυϑαίϱετα µικϱό ή µεγάλο, άϱα για να ισχύει η τελευταία σχέση πϱέπει οι
εκϑέτες να είναι ίσοι, δηλαδή

n− n

q
=
n

p
⇔ 1

p
+

1

q
= 1,

όπως ϑέλαµε.
Μένει να δείξουµε ότι p ≤ 2. Για να το κάνουµε αυτό, επιλέγουµε µία ψ ∈ S(Rn) µε
supp(ψ) ⊆ [0, 1]n και την τυχαιοποιούµε. ΟϱίϹουµε δηλαδή

f(x) =

N∑
k=1

εkψ(x− ke1) όπου P(εk = ±1) = 1/2.

Τότε,

∥f∥p =
( N∑
k=1

∫ ∣∣∣ψ(x− ke1)
∣∣∣p dx)1/p

,
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Ανισότητες Marcinkiewicz και Hausdorff-Young

δηλαδή ∥f∥p ∼ N1/p. Επίσης,

f̂(ξ) =

∫
Rn

e−2πi⟨x,ξ⟩
N∑
k=1

εkψ(x− ke1) dx

=

N∑
k=1

εk

∫
Rn

e−2πi⟨x,ξ⟩ ψ(x− ke1) dx

=

N∑
k=1

εk

∫
Rn

e−2πi⟨y+ke1,ξ⟩ ψ(y) dy

=

N∑
k=1

εke
−2πiξ1kψ̂(ξ).

Από την (1.10),

E
(
∥f̂∥qq

)
∼
∥∥∥∥( N∑

k=1

∣∣∣ψ̂(ξ)e−2πiξ1k
∣∣∣2)1/2∥∥∥∥q

q

∼ Nq/2. (1.11)

΄Αϱα, υπάϱχει κάποια επιλογή πϱοσήµων εk για τα οποία

∥f̂∥q ≳ N1/2.

Από το πϱώτο ϐήµα και την ανισότητα Hausdorff-Young παίϱνουµε ότι

N1/2 ≲ N1/p,

το οποίο ισχύει καϑώς το N → ∞ αν και µόνο αν p ∈ [1, 2]. Αυτή η παϱατήϱηση ολοκληϱώνει την
απόδειξη της Πϱότασης.

Αν ϑέλουµε να µελετήσουµε συναρτήσεις f των οποίων ο µετασχηµατισµός Fourier είναι περιο-
ϱισµένος σε συµπαγή υποσύνολα του Rn, τότε η ανισότητα Hausdorff-Young µπορεί να ϐελτιωθεί
και να πάϱει τη µορφή

∥f̂∥Lq(K) ≲ ∥f∥Lp(Rn), p ∈ [1, 2], q ≤ p∗, (1.12)
όπου K συµπαγές υποσύνολο του Rn και p∗ ο συϹυγής εκϑέτης του p. Η πεϱίπτωση q = p∗ είναι η
ανισότητα Hausdorff-Young. Για τις υπόλοιπες τιµές του q χϱησιµοποιούµε το παϱακάτω λήµµα.

Λήµµα 1.1.9. ΄Εστω (X,A, µ) χώϱος πεπεϱασµένου µέτϱου. Αν 1 ≤ p ≤ q <∞, ισχύει

∥f∥p ≤ µ(X)
1
p−

1
q ∥f∥q (1.13)

για κάϑε f ∈ Lq(X).

Απόδειξη. ΄Εστω f ∈ Lq(X). Μποϱούµε να γϱάψουµε

∥f∥pp ≤
(∫

X

1 dµ
)1− p

q (∫
X

|f |q dµ
) p

q

= µ(X)
1− p

q ∥f∥pq

από την ανισότητα Hölder. Υψώνοντας στην 1
p έχουµε το Ϲητούµενο.

Κλείνουµε την παϱάγϱαϕο µε την ανισότητα Minkowski για ολοκληϱώµατα.

Θεώϱηµα 1.1.10. ΄Εστω (X,A, µ), (Y,B, ν) χώϱοι σ-πεπεϱασµένου µέτϱου, p ∈ [1,+∞) και
f : X × Y → [0,+∞) µία A⊗ B-µετϱήσιµη συνάϱτηση. Τότε, ϑέτοντας fy(x) = f(x, y) για κάϑε
(x, y) ∈ X × Y , ισχύει η ανισότητα:∥∥∥∥∫

Y

fy dν(y)

∥∥∥∥
Lp(X)

≤
∫
Y

∥fy∥Lp(X) dν(y). (1.14)
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∆ιατύπωση του προβλήµατος περιορισµού

1.2 ∆ιατύπωση του πϱοϐλήµατος πεϱιοϱισµού

Το παϱαπάνω πϱόϐληµα γίνεται πιο ενδιαϕέϱον αν αναϹητήσουµε εκτιµήσεις της µοϱϕής (1.12)
όταν πεϱιοϱίσουµε τον µετασχηµατισµό Fourier της f σε µια επιϕάνεια S του Rn όπως η µοναδιαία
σϕαίϱα Sn−1. Αν ψάχνουµε δηλαδή όλα τα Ϲεύγη εκϑετών (p, q) για τα οποία ισχύει µία ανισότητα
της µοϱϕής

∥f̂∥Lq(Sn−1) ≲ ∥f∥Lp(Rn). (1.15)

Σε αντίϑεση µε τις δύο παϱαπάνω πεϱιπτώσεις, ο πεϱιοϱισµός σε ένα υποσύνολο του Rn µέτϱου 0
δεν είναι πάντα δυνατός για p = 2. Αυτό γιατί κάϑε στοιχείο f του L2(Rn) είναι ο µετασχηµατισµός
Fourier κάποιας συνάϱτησης g ∈ L2(Rn), αϕού από το Θεώϱηµα Plancherel ο µετασχηµατισµός
Fourier είναι επί και είναι εύκολο να δούµε ότι υπάϱχει συνάϱτηση του L2(Rn) που δεν οϱίϹεται
στη σϕαίϱα. Στην πεϱίπτωση που p = 1, η (1.15) ισχύει για κάϑε q ≥ 1. Πϱάγµατι, αϕού ο
µετασχηµατισµός Fourier µίας L1 συνάϱτησης είναι συνεχής συνάϱτηση (ή, ακόµα ισχυϱότεϱα,
ανήκει στον C0(Rn) από το Λήµµα Riemann-Lebesgue), ο πεϱιοϱισµός του f̂ στην Sn−1 είναι καλά
οϱισµένος. Επίσης, από την τϱιγωνική ανισότητα έχουµε την (1.15) για q = ∞.
Για κάϑε q ∈ [1,∞) ισχύει

∥f̂∥q ≤ ∥f̂∥∞ ≤ ∥f∥L1(Rn)

κι έτσι η (1.15) ισχύει για p = 1 και q ≥ 1. Το πϱόϐληµα του τι συµϐαίνει για τις ενδιάµεσες τιµές
του p παϱαµένει ανοιχτό στην πλήϱη γενικότητα.
Για να αντιληϕϑούµε καλύτεϱα την (1.15) µποϱούµε να την µετασχηµατίσουµε σε δυϊκή µοϱϕή.
΄Εστω (p, q) ένα Ϲεύγος που την ικανοποιεί. Ισχύει

∥g∥p = sup
h∈S(Rn)

{∫
gh : ∥h∥p∗ ≤ 1

}
. (1.16)

Η (1.15) είναι ισοδύναµη µε την
sup

∥f∥p=1

∥f̂∥Lq(Sn−1) ≲ 1 .

Ισοδύναµα,

sup
∥f∥p=1

sup
∥g∥

Lq∗ (Sn−1)
=1

∣∣∣∣ ∫ f̂(ξ)g(ξ) dσ(ξ)

∣∣∣∣ ≲ 1.

Εναλλάσσοντας τα supremum και χρησιµοποιώντας τη γενίκευση της ισότητας Parseval για συναρ-
τήσεις Schwartz παίρνουµε

sup
∥g∥

Lq∗ (Sn−1)
=1

sup
∥f∥p=1

∣∣∣∣ ∫ f(x)ĝdσ(x) dx

∣∣∣∣ ≲ 1.

Τελικά,
∥ĝdσ∥Lp∗ (Rn) ≲ ∥g∥Lq∗ (Sn−1). (1.17)

Παϱατηϱούµε ότι οι ανισότητες (1.15) και (1.17) είναι ισοδύναµες. Μάλιστα, η (1.15) καλείται ανι-
σότητα περιορισµού (restriction inequality), ενώ η (1.17) καλείται ανισότητα επέκτασης (extension
inequality). Θα τις καλούµε και τις δύο ανισότητες Περιορισµού, καθώς είναι εξ’οϱισµού ισοδύνα-
µες για όλα τα Ϲεύγη (p, q) για τα οποία δεν γνωρίζουµε αν το ϑεώρηµα ισχύει, καθώς και για όλα
τα Ϲεύγη (p, q) για τα οποία γνωρίζουµε ότι το ϑεώρηµα δεν ισχύει.

Πϱιν προχωρήσουµε είναι χρήσιµο να εισάγουµε κάποιο συµβολισµό.
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∆ιατύπωση του προβλήµατος περιορισµού

Οϱισµός 1.2.1. ΄Εστω S = (S, dσ) µία επιϕάνεια µε ή χωϱίς σύνοϱο µε επιϕανειακό µέτϱο dσ και
p, q ∈ [1,∞]. Λέµε ότι έχουµε ένα (Lp, Lq) ϑεώϱηµα πεϱιοϱισµού για την S αν ισχύει µια ανισότητα
ανάλογη της (1.15) για κάϑε συνάϱτηση δοκιµής f ∈ C∞

c (Rn). ΣυµϐολίϹουµε ένα τέτοιο ϑεώϱηµα µε
RS(p→ q).

΄Οπως έχουµε δει παραπάνω, το RS(1 → q) ισχύει για κάϑε επιφάνεια S και κάϑε q ∈ [1,+∞].
Θα αποδείξουµε τώϱα ότι αν η S είναι υπερεπίπεδο (ακόµα και συµπαγές υποσύνολο υπερεπι-
πέδου), τότε το RS(p→ q) ισχύει αν και µόνο αν p = 1.

Πϱόταση 1.2.2. Υποϑέτουµε ότι έχουµε την RS(p → q) για κάποιο συµπαγές υποσύνολο S ενός
υπεϱεπιπέδου και για όλες τις συναϱτήσεις δοκιµής f ∈ C∞

c (Rn). Τότε πϱέπει να ισχύει ότι p = 1 .

Απόδειξη. Υποϑέτουµε για ευκολία ότι S = {xn = 0} ∩ Bn2 . Επιλέγουµε συνάϱτηση Schwartz ψ
ώστε ψ̂ ∼ 1 σε µια πεϱιοχή του 0. ΟϱίϹουµε µία συνάϱτηση f ως εξής:

f(x1, . . . , xn−1, xn) = ψ(x1, . . . , xn−1, xn/λ),

όπου λ ϑετική παϱάµετϱος. Παϱατηϱούµε ότι ∥f∥Lp(Rn) = λ
1
p ∥ψ∥Lp(Rn), άϱα ∥f∥p ∼ λ

1
p . Ο

µετασχηµατισµός Fourier της f είναι

f̂(ξ1, . . . , ξn) = λψ̂(ξ1, . . . , λξn),

άϱα ο f̂ συγκεντϱώνεται σε µία συµπιεσµένη µπάλα µε διαστάσεις 1 × . . . × 1 × 1
λ . ΄Ετσι, όταν

πεϱιοϱίσουµε τον f̂ στο S, αυτός ϑα συγκεντϱωϑεί στην Bn−1
2 . Από τον οϱισµό της f ισχύει επίσης

∥f̂∥Lq(S) ∼ λ. ΄Εχουµε υποϑέσει ότι έχουµε ένα ϑεώϱηµα πεϱιοϱισµού για το S άϱα πϱέπει να
ισχύει µια εκτίµηση της µοϱϕής λ ≲ λ

1
p . Αν αϕήσουµε το λ → ∞ ϐλέπουµε ότι πϱέπει να ισχύει

p = 1.

1.2.1 Αναγκαίες συνϑήκες για να ισχύει ένα ϑεώϱηµα RS(p → q)

Θεωϱούµε µία επιϕάνεια S =
{
(x,Φ(x)) : x ∈ Rn−1, Φ ∈ C∞(Rn−1,R), |x| ≲ 1

}
µε Φ(0) = ∇Φ(0) = 0. Μποϱούµε να υποϑέσουµε ότι η Φ δεν είναι ταυτοτικά µηδέν για να
µην αναχϑούµε στην πεϱίπτωση των υπεϱεπιπέδων. Θα δείξουµε ότι η ύπαϱξη µη τετϱιµµένων
ϑεωϱηµάτων πεϱιοϱισµού για την S εξαϱτάται και από την καµπυλότητα Gauss της.

Πϱόταση 1.2.3. Υποϑέτουµε ότι Φ(x) = O(|x|k) για κάποιο k ≥ 2. Τότε το ϑεώϱηµα πεϱιοϱισµού
RS(p→ q) είναι δυνατό µόνο αν

p∗ ≥ n+ k − 1

n− 1
q. (1.18)

Η ιδέα της απόδειξης είναι όµοια µε της πϱοηγούµενης πϱότασης. ΄Ετσι, όσο πιο επίπεδη είναι
η S τόσο λιγότεϱα restriction estimates πεϱιµένουµε. Εϕόσον έχουµε υποϑέσει ότι τουλάχιστον
Φ(0) = ∇Φ(0) = 0, µποϱούµε να πάϱουµε τη συνϑήκη

p∗ ≥ n+ 1

n− 1
q, (1.19)

η οποία είναι αναγκαία για να ισχύει το RS(p→ q). ΥπενϑυµίϹουµε ότι αν µ είναι ένα µέτϱο Borel
στον Rn τότε ο µετασχηµατισµός Fourier του οϱίϹεται ως

µ̂(ξ) =

∫
Rn

e−2πi⟨x,ξ⟩ dµ(x), για κάϑε ξ ∈ Rn .
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Ας επανέλϑουµε στην πεϱίπτωση της Sn−1. Ισχύει η ασυµπτωτική εκτίµηση

|d̂σ(x)| = O
(
|x|−

n−1
2

)
, |x| ≫ 1. (1.20)

∆ίνουµε µία απόδειξή της στο Παϱάϱτηµα Α’. Ας την δεχϑούµε για την ώϱα. Ο d̂σ µποϱεί να ανήκει
στον Lp

∗
µόνο αν

p∗ >
2n

n− 1
ή, ισοδύναµα p <

2n

n+ 1
. (1.21)

΄Αϱα, το RSn−1(p→ q) µποϱεί να ισχύει µόνο αν ισχύει η αναγκαία συνϑήκη

p <
2n

n+ 1
. (1.22)

∆εν είναι γνωστό αν οι συνϑήκες (1.19) και (1.22) είναι και ικανές για να ισχύει το RS(p → q). Ο
Stein το 1967 ισχυϱίστηκε ότι είναι.

Εικασία 1.2.4 (Εικασία Πεϱιοϱισµού στην Sn−1). Αν p, q ∈ [1,∞] τότε το RSn−1(p → q) ισχύει αν
και µόνο αν ισχύουν ταυτόχϱονα οι (1.19) και (1.22).

Αν και η εικασία πεϱιοϱισµού διατυπώνεται στην Sn−1, υπάϱχει η πεποίϑηση ότι εξακολουϑεί
να ισχύει ακόµα κι αν αντικαταστήσουµε τη σϕαίϱα µε οποιαδήποτε συµπαγή επιϕάνεια S της
οποίας η καµπυλότητα Gauss είναι παντού µη-µηδενική.
ΥπενϑυµίϹουµε ότι αν γϱάψουµε την S (τοπικά) σαν γϱάϕηµα όπως παϱαπάνω, η καµπυλότητα
Gauss της δίνεται από τη σχέση

G(x,Φ(x)) = det(HΦ(x)) ,

όπου
HΦ(x) = (∂i∂jΦ(x))

n
i,j=1

ο Εσσιανός πίνακας της Φ.
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Κεϕάλαιο 2

Το Θεώϱηµα Stein-Tomas

Πεϱιεχόµενα
2.1 Το Θεώϱηµα Stein-Tomas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.1.1 Η κατασκευή του Knapp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.2 Η λύση του πϱοϐλήµατος πεϱιοϱισµού στις δύο διαστάσεις . . . . . . . . . . 15

Σε αυτό το κεφάλαιο επικεντρωνόµαστε σε δύο συγκεκριµένα αποτελέσµατα σχετικά µε το
πρόβληµα περιορισµού. Το πϱώτο είναι το Θεώρηµα Stein-Tomas, το οποίο µας δίνει τη λύση
του προβλήµατος περιορισµού για q = 2 και για όλους τους δυνατούς εκθέτες p. Το δεύτερο α-
ποτέλεσµα είναι η λύση του προβλήµατος περιορισµού στις 2 διαστάσεις για όλους τους δυνατούς
εκθέτες (p, q). Παρουσιάζουµε επίσης το παράδειγµα του Knapp, το οποίο δείχνει ότι το εύρος των
εκθετών p για τους οποίους ισχύει το Θεώρηµα Stein-Tomas είναι ϐέλτιστο.
Είναι καίριας σηµασίας να σηµειώσουµε σε αυτό το σηµείο ότι οι τεχνικές που ϑα χρησιµοποιήσου-
µε για τη λύση του προβλήµατος περιορισµού στη διάσταση 2 έχουν αποδειχθεί αναποτελεσµατικές
στις µεγαλύτερες διαστάσεις.

2.1 Το Θεώϱηµα Stein-Tomas

΄Ενα πϱώτο ϐασικό ϐήµα πϱος τη λύση του πϱοϐλήµατος πεϱιοϱισµού στη σϕαίϱα είναι το ϑεώϱηµα
Stein-Tomas, το οποίο πιστοποιεί την ισχύ του ϑεωϱήµατος πεϱιοϱισµού στην πεϱίπτωση που q = 2.
Πιο συγκεκϱιµένα,

Θεώϱηµα 2.1.1 (Stein-Tomas). Αν 1 ≤ p ≤ 2(n+1)
n+3 , τότε ισχύει το RS(p→ 2).

Εµείς ϑα αποδείξουµε κάτι πιο γενικό. Θα αποδείξουµε µια γενίκευση του Θεωϱήµατος Stein-
Tomas για µία κλάση µέτϱων Borel του Rn. Η απόδειξη που ϑα παϱουσιάσουµε ϐασίϹεται σε αυτή
του Μήτση στο [Mit02].

Πϱόταση 2.1.2. ΄Εστω µ πεπεϱασµένο µέτϱο Borel στον Rn µε συµπαγή ϕοϱέα για το οποίο ισχύουν
οι ανισότητες:

1. µ(B(x, r)) ≤ rα για κάϑε x ∈ Rn και r > 0

2. |µ̂(ξ)| ≤ 1
|ξ|β/2

9



Το Θεώρηµα Stein-Tomas

για κάποια 0 < α, β < n. Τότε για κάϑε p > 2(2n−2α+β)
β ισχύει

∥µ̂ ∗ f∥p ≤ ∥f∥p∗ , (2.1)

για κάϑε f ∈ S(Rn).

Απόδειξη. ΟϱίϹουµε µ̌(x) = µ̂(−x) και f̃(x) = f(−x). Τότε,

(µ̂ ∗ f)(x) = (µ̌ ∗ f̃)(−x).

΄Αϱα, αϱκεί να δείξουµε ότι ∥µ̌ ∗ f∥p ≲ ∥f∥p∗ . Θεωϱούµε µία οµαλή συνάϱτηση ψ η οποία είναι
ταυτοτικά 0 αν |x| ≤ 1

2 και ταυτοτικά 1 αν |x| ≥ 1 και οϱίϹουµε ϕ(x) = ψ(2x)− ψ(x).
Παϱατηϱούµε ότι

supp(ϕ) ⊆
{
x ∈ Rn :

1

4
≤ |x| ≤ 1

}
και

∞∑
j=0

ϕ(2−jx) = 1, αν |x| ≥ 1.

∆ιασπάµε τον µ̌ ως εξής:
ΟϱίϹουµε

ϕj(x) = ϕ(2−jx) , Kj(x) = ϕj(x)µ̌(x)

και

K−∞(x) =

(
1−

∞∑
i=0

ϕj(x)

)
µ̌(x)

και παϱατηϱούµε ότι

µ̌ = K−∞ +

∞∑
j=0

Kj . (2.2)

Θέλουµε να ϕϱάξουµε κατάλληλα την συνέλιξη Kj ∗ f ώστε να µποϱέσουµε να τη δούµε σαν
ϕϱαγµένο τελεστή από τον L1 στον L∞ και από τον L2 στον εαυτό του. Αν το καταϕέϱουµε αυτό,
ϑα χϱησιµοποιήσουµε παϱεµϐολή για να εξάγουµε το συµπέϱασµα.
΄Εχουµε

∥Kj ∗ f∥∞ ≤ ∥Kj∥∞∥f∥1 ≲ 2−j
β
2 ∥f∥1 (2.3)

από την ανισότητα Young για τη συνέλιξη και την υπόϑεση 2. ΄Εστω N = 2α.

|K̂j(ξ)| =
∣∣∣∣ ∫ ϕ̂j(ξ − y) dµ(y)

∣∣∣∣
≤ CN 2jn

∫
1(

1 + |2j(ξ − y)|
)N dµ(y) αϕού η ϕ̂ είναι ταχέως ϕϑίνουσα

= CN 2jn
∫ ∞

0

µ

({
y :

1(
1 + |2j(ξ − y)|

)N ≥ t

})
dt

= CN 2jn
∫ ∞

0

µ

({
y : 1 + |2j(ξ − y)| ≤ 1

t1/N

})
dt .

Η συνάϱτηση t−
1
N είναι ϕϑίνουσα και παίϱνει τιµές στο [0, 1], άϱα το τελευταίο ολοκλήϱωµα είναι

10



Το Θεώρηµα Stein-Tomas

ίσο µε

CN 2jn
∫ 1

0

µ

({
y : 1 + |2j(ξ − y)| ≤ 1

t1/N

})
dt

≤ CN 2jn
∫ 1

0

µ

(
B
(
ξ,

1

2j t1/N

))
dt

≤ CN 2jn 2−jα
∫ 1

0

1

t1/2
dt από την πϱώτη υπόϑεση για το µ

≲ 2j(n−a).

΄Επεται ότι ∥K̂j∥∞ ≲ 2j(n−a). ΄Ετσι,

∥Kj ∗ f∥2 = ∥K̂j f̂∥2 ≤ ∥K̂j∥∞∥f̂∥2 ≲ 2j(n−a) ∥f∥2, (2.4)

από το Θεώρηµα Plancherel και την ανισότητα Cauchy-Schwarz. Τώϱα µπορούµε να χρησιµοπο-
ίησουµε την ανισότητα Riesz-Thorin. ΄Εχουµε

∥Kj ∗ f∥p(θ) ≲ A(θ)∥f∥q∗(θ), θ ∈ [0, 1] (2.5)

µε

q = p(θ) =
2

θ
q∗(θ) =

2

2− θ
A(θ) = 2j(n−α)θ−j

β
2 (1−θ).

Ισοδύναµα,

∥Kj ∗ f∥p ≲ 2
j

(
2(n−α)

p − β
2

(
1− p

2

))
∥f∥p∗ , p ≥ 2. (2.6)

Από την ανισότητα Young,
∥K−∞ ∗ f∥p ≲ ∥f∥p∗ ,

αϕού K−∞ ∈ C∞
c (Rn). ΄Ετσι,

∥µ̌ ∗ f∥p ≤ ∥K−∞ ∗ f∥p +
∞∑
i=0

∥Kj ∗ f∥p

≲
∞∑
j=0

2
j

(
2(n−α)

p − β
2

(
1− p

2

))
∥f∥p∗ .

Ο εκϑέτης
2(n− α)

p
− β

2

(
1− p

2

)
είναι αϱνητικός δεδοµένου ότι

p >
2(2n− 2α+ β)

β

κι έτσι ολοκληϱώνεται η απόδειξη.

Μποϱούµε τώϱα να αποδείξουµε τη γενίκευση του ϑεωϱήµατος 2.1.1.

Θεώϱηµα 2.1.3. ΄Εστω µ πεπεϱασµένο µέτϱο Borel µε συµπαγή ϕοϱέα στον Rn ώστε

1. µ(B(x, r)) ≤ rα για κάϑε x ∈ Rn και r > 0

11



Το Θεώρηµα Stein-Tomas

2. |µ̂(ξ)| ≤ 1
|ξ|β/2

για κάποια 0 < α, β < n. Τότε για κάϑε p > 2(2n−2α+β)
β υπάϱχει σταϑεϱά C = C(p, n, α, β) > 0

ώστε
∥f̂dµ∥p ≤ C ∥f∥L2(µ), (2.7)

για κάϑε f ∈ L2(µ).

Απόδειξη. ΄Εστω f ∈ L2(µ) και g ∈ S(Rn). Τότε∫
f̂dµ(ξ)g(ξ) dξ =

∫
ĝ(y)f(y) dµ(y) ≤ ∥ĝ∥L2(µ)∥f∥L2(µ) (Cauchy-Schwarz)

=

(∫
ĝ(y)ĝ(y) dµ(y)

)1/2

∥f∥L2(µ)

=

(∫ (
µ̂ ∗ g

)
(x)g(x) dx

)1/2

∥f∥L2(µ)

≤
(
∥µ̂ ∗ g∥p ∥g∥p∗

)1/2 ∥f∥L2(µ) (Hölder)
≤ ∥f∥L2(µ) ∥g∥p∗ από την πϱοηγούµενη πϱόταση.

Από την πυκνότητα της S(Rn) στον Lp
∗
(Rn) έχουµε

∥f̂dµ∥p ≲ ∥f∥L2(µ) ,

όπως ϑέλαµε.

Το ανάλογο του πϱοηγούµενου ϑεωϱήµατος για τη σϕαίϱα είναι (α = β = n− 1)

∥f̂dσ∥p ≲ ∥f∥L2(Sn−1) για p >
2(n+ 1)

n− 1
,

ή ισοδύναµα

∥f̂∥Lp(Sn−1) ≲ ∥f∥L2 για p <
2(n+ 1)

n+ 3
.

΄Εχει µείνει ένα ϐήµα για να ολοκληρωθεί η απόδειξη του Θεωρήµατος Stein-Tomas, να επιβεβα-
ίώσουµε ότι η εικασία ισχύει και στο άκϱο 2(n+1)

n+3 . Αυτό αποδείχθηκε από τον Stein το 1975. Η
απόδειξη που ϑα παρουσιάσουµε ϐρίσκεται στο [Gr2]. Γράφουµε

∥f̂∥2L2(Sn−1) =

∫
Sn−1

f̂(ξ)f̂(ξ) dσ(ξ)

=

∫
Rn

f̂(ξ)
(
f̂(ξ) · dσ(ξ)

)
dξ

=

∫
Rn

f(x)
(
f ∗ ďσ

)
(x) dx

≤ ∥f∥p ∥f ∗ ďσ∥p∗ (Hölder) .

Αϱκεί λοιπόν να δείξουµε ότι υπάϱχει σταϑεϱά C = C(n) ώστε

∥f ∗ ďσ∥p∗ ≤ C∥f∥p, p =
2(n+ 1)

n+ 3
. (2.8)
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Το Θεώρηµα Stein-Tomas

Για να το δείξουµε αυτό, διαµεϱίϹουµε την Sn−1 ως εξής:
Κάϑε υπεϱεπίπεδο {ξj = 0} διχοτοµεί την Sn−1 σε δύο ηµισϕαίϱια H1

j και H2
j .

Θεωϱούµε (ϕi) µία διαµέϱιση της µονάδας του Rn ώστε για κάϑε 1 ≤ j ≤ n και l = 1, 2 να ισχύει

supp(ϕi) ∩ Sn−1 ⊂ H l
j .

Αν πεϱιοϱίσουµε την οικογένεια (ϕi) σε αυτά τα µέλη της των οποίων οι ϕοϱείς τέµνουν την Sn−1,
ϑα πάϱουµε µία πεπεϱασµένη διαµέϱιση της µονάδας της Sn−1 αν πεϱιοϱίσουµε αυτά τα ϕi πάνω
της. Γϱάϕουµε

dσ =

m∑
i=1

ϕi dσ. (2.9)

΄Ετσι, για να αποδείξουµε την (2.8), αϱκεί να την αποδείξουµε για το µέτϱο ϕi dσ και να αϑϱοίσουµε
ως πϱος i. Για να διευκολυνϑούµε, σταϑεϱοποιούµε i ∈ {1, . . . ,m} και υποϑέτουµε ότι έχει ϕοϱέα

{ξ ∈ Sn−1 : ξn > c} ⊂ H1
n

για κάποιο 0 < c < 1. Αν x, ξ ∈ Rn, γϱάϕουµε x = (x′, t) και ξ = (ξ′, ξn). ΄Ετσι,

(
ϕi dσ

)̌
(x) =

∫
Sn−1

ϕi(ξ)e
2πi⟨x,ξ⟩ dσ(ξ)

=

∫
|ξ′|≤1−c2

e2πi⟨x,ξ⟩
ϕi
(
ξ′,
√
1− |ξ′|2

)√
1− |ξ′|2

dξ′

=

∫
|ξ′|≤1−c2

e2πi⟨x
′,ξ′⟩ e2πit

√
1−|ξ′|2 ϕi

(
ξ′,
√
1− |ξ′|2

)√
1− |ξ′|2

dξ′

=

(
e2πit

√
1−|ξ′|2 ϕi

(
ξ′,
√
1− |ξ′|2

)√
1− |ξ′|2

)▽

,

όπου ▽ ο µετασχηµατισµός Fourier στη µεταϐλητή ξ′. ΟϱίϹουµε

Kt(x
′) =

(
ϕi dσ

)̌
(x′, t) =

(
ϕǐ ∗ dσ̌

)
(x′, t), t ∈ R.

Από τον υπολογισµό που κάναµε για το
(
ϕi dσ

)̌
και το γεγονός ότι 1− |ξ′|2 > 0 εντός του supp(ϕi)

έχουµε
sup
t∈R

sup
ξ′∈Rn−1

∣∣K△
t

∣∣ ≤ C <∞, (2.10)

όπου △ ο µετασχηµατισµός Fourier στη µεταβλητή ξ′. Από την (1.20) και το γεγονός ότι ο αντίστρο-
ϕος µετασχηµατισµός Fourier ϕǐ είναι συνάρτηση Schwartz έπεται ότι∣∣Kt(x

′)
∣∣ ≲ |t|−

n−1
2 για κάϑε x′ ∈ Rn−1. (2.11)

Με τους συλλογισµούς του πϱοηγούµενου ϐήµατος της απόδειξης, λόγω των (2.10) και (2.11)
µποϱούµε να ϑεωϱήσουµε τη συνέλιξη µε την Kt ως ϕϱαγµένο γϱαµµικό τελεστή από τον L1(Rn−1)
στον L∞(Rn−1) κι από τον L2(Rn−1) στον εαυτό του. Από την Ανισότητα Riesz-Thorin έχουµε∥∥Kt ∗ g∥Lp∗ (Rn−1) ≲ |t|−(n−1)( 1

p−
1
2 ) ∥g∥Lp(Rn−1).
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Το Θεώρηµα Stein-Tomas

Για κάϑε συνάϱτηση f στον Rn γϱάϕουµε ft(x′) = f(x′, t). ΄Εχουµε

∥∥∥f ∗
(
ϕi dσ

)̌ ∥∥∥
Lp∗ (Rn)

=

∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∫

R
fτ ∗Kt−τ dτ

∥∥∥
Lp∗ (Rn−1)

∥∥∥∥∥
Lp∗ (R)

≤

∥∥∥∥∥
∫
R

∥∥fτ ∗Kt−τ
∥∥
Lp∗ (Rn−1)

dτ

∥∥∥∥∥
Lp∗ (R)

≲

∥∥∥∥∥
∫
R

∥fτ∥Lp∗ (Rn−1)

|t− τ |−(n−1)( 1
p−

1
2 )
dτ

∥∥∥∥∥
Lp∗ (R)

≲

∥∥∥∥ ∥∥ft∥∥Lp(Rn−1)

∥∥∥∥
Lp(R)

= ∥f∥Lp(Rn).

Στην τελευταία ανισότητα χϱησιµοποιήϑηκε η (1.1.4) για α = n−1
2 + n+1

p , n = 1 και q = p∗. Η

παϱαπάνω συνϑήκη για τους δείκτες a, n µας δίνει ότι p = 2(n+1)
n+3 . Αυτό ολοκληϱώνει την απόδειξη

του Θεωϱήµατος Stein-Tomas.
Σηµειώνουµε ότι η τελευταία απόδειξη που δώσαµε για την ισχύ του ϑεωϱήµατος Stein-Tomas
στην πεϱίπτωση που p = 2(n+1)

n+3 αϱκεί από µόνη της, µαϹί µε ένα επιχείϱηµα παϱεµϐολής, για να
πάϱουµε το ϑεώϱηµα για όλο το εύϱος των δυνατών εκϑετών p.

2.1.1 Η κατασκευή του Knapp

Από το Θεώϱηµα Stein-Tomas έχουµε ότι

∥f̂dσ∥p ≲ ∥f∥L2(Sn−1) για p ≥ 2(n+ 1)

n− 1
.

Ο Knapp έδειξε ότι η εκτίµηση p ≥ 2(n+1)
n−1 είναι ϐέλτιστη. Για να το δούµε αυτό, οϱίϹουµε

Cδ = {x ∈ Sn−1 : 1− x · en ≤ δ2}.

Αϕού |x− en|2 = 2(1− x · en), ισχύει ότι αν x ∈ Cδ, τότε |x− en| ≲ δ. ΄Εστω f = XCδ

η χαϱακτηϱιστική συνάϱτηση του Cδ. Θα υπολογίσουµε τις ∥f∥L2(Sn−1) και ∥f̂dσ∥p. ΄Ετσι,

∥f∥L2(Sn−1) = |Cδ|1/2 ≈ δ
n−1
2 . (2.12)

Ο ϕοϱέας του fdσ πεϱιέχεται σε ένα οϱϑογώνιο µε κέντϱο en και διαστάσεις ≈ δ× . . .×δ×δ2. Τότε
ο ϕοϱέας του f̂dσ πεϱιέχεται σε οϱϑογώνιο µε διαστάσεις ≈ δ−1 × . . . × δ−1 × δ−2. Υποϑέτουµε
λοιπόν ότι |ξi| ≤ C−1

1 δ−1 για κάϑε i < n και |ξn| ≤ C−1
1 δ−2 για µία αϱκετά µεγάλη σταϑεϱά C1.

Τότε,

|f̂dσ(ξ)| =
∣∣∣∣ ∫
Cδ

e−2πi⟨x,ξ⟩ dσ(x)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫
Cδ

e−2πi⟨x−en,ξ⟩ dσ(x)

∣∣∣∣
≥
∫
Cδ

cos(2π⟨x− en, ξ⟩) dσ(x).
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Αν το C1 είναι αϱκετά µεγάλο ώστε |⟨x− en, ξ⟩| ≤ π
3 για κάϑε x ∈ Cδ έχουµε

|f̂dσ(ξ)| ≥ 1

2
|Cδ| ≈ δn−1. (2.13)

Το σύνολο των ξ στο οποίο πεϱιέχεται ο ϕοϱέας του f̂dσ έχει όγκο ≈ δ−(n+1).
΄Εχουµε

∥f̂dσ∥p ≳ δn−1−n+1
p . (2.14)

ΣυνδυάϹοντας τις (2.12) και (2.14) έχουµε

δn−1−n+1
p ≲ δ

n−1
2 (2.15)

οµοιόµοϱϕα ως πϱος δ ∈ (0, 1]. Εποµένως,

n− 1− n+ 1

p
≥ n− 1

2
⇔ p ≥ 2(n+ 1)

n− 1
,

όπως ϑέλαµε.

2.2 Η λύση του προβλήµατος περιορισµού στις δύο διαστάσεις

Κλείνουµε το Κεϕάλαιο µε τη λύση του πϱοϐλήµατος πεϱιοϱισµού στις δύο διαστάσεις. Ξεκινάµε
διατυπώνοντάς το.

∥f̂∥Lq(Sn−1) ≲ ∥f∥p , όπου p <
4

3
και q ≤ 1

3
p∗. (2.16)

Γϱάϕουµε το πϱόϐληµα σε δυϊκή µοϱϕή

∥f̂dσ∥q ≲ ∥f∥Lp(Sn−1) , όπου q > 4 και q ≥ 3p∗. (2.17)

Παϱατηϱούµε ότι αν η (2.17) ισχύει για κάποιο q, τότε αφού ισχύει τετριµµένα για q = ∞, από
παρεµβολή συµπεραίνουµε ότι ισχύει και για κάϑε q′ ≥ q. Εποµένως αρκεί να την αποδείξουµε
στην περίπτωση που q = 3p∗.
Για τη λύση του προβλήµατος περιορισµού ϑα χρειαστούµε κάποια ορολογία που εισάγουµε παρα-
κάτω.

Οϱισµός 2.2.1. ΄Εστω (X,A, µ) χώϱος µέτϱου και 1 < p, q <∞. Λέµε ότι ο υπογϱαµµικός τελεστής

T : Lp(µ) + Lq(µ) → {µ- µετϱήσιµες συναϱτήσεις}
f 7→ Tf

ικανοποιεί µία:

• Ισχυϱού τύπου (p, q) ανισότητα αν
∥Tf∥q ≲ ∥f∥p.

• Πεϱιοϱισµένου ισχυϱού τύπου (p, q) ανισότητα αν

∥TXE∥q ≲ µ(E)1/p για κάϑε E ∈ A.

• Ασϑενούς τύπου (p, q) ανισότητα αν

µ
([

|Tf | ≥ λ
])

≲ λ−q ∥f∥qp για κάϑε f και λ > 0.
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• Πεϱιοϱισµένου ασϑενούς τύπου (p, q) ανισότητα αν

µ
([

|TXE | ≥ λ
])

≲ λ−q µ(E)q/p για κάϑε E ∈ A και λ > 0. (2.18)

Θα χϱησιµοποιήσουµε και µία ισχυϱότεϱη µοϱϕή της ανισότητας Marcinkiewicz.

Θεώϱηµα 2.2.2. ΄Εστω 1 < p0 < q0 < ∞, 1 < p1 < q1 < ∞ , p0 < p1, q0 < q1. Υποϑέτουµε ότι ο
T ικανοποιεί πεϱιοϱισµένες ασϑενούς τύπου (p0, q0) και (p1, q1) ανισότητες. Τότε ο T ικανοποιεί µία
ισχυϱού τύπου (pt, qt) ανισότητα για κάϑε 0 < t < 1, όπου

1

pt
=

(1− t)

p0
+

t

p1
και

1

qt
=

(1− t)

q0
+

t

q1
.

Με την παϱαπάνω οϱολογία το πϱόϐληµα πεϱιοϱισµού επαναδιατυπώνεται ως εξής.

Θεώϱηµα 2.2.3. Ο µετασχηµατισµός Fourier ικανοποιεί µία ισχυϱού τύπου (q, p) ανισότητα για
p < 4

3 και q ≤ 1
3p

∗.

Λόγω της εκδοχής της ανισότητας Marcinkiewicz που διατυπώσαµε παϱαπάνω αϱκεί να δείξουµε
ότι ο µετασχηµατισµός Fourier του µέτϱου fdσ ικανοποιεί µία πεϱιοϱισµένου ασϑενούς τύπου (q, p)
ανισότητα για q = 3p∗. Θα αποδείξουµε κάτι ισχυϱότεϱο.
Θα δείξουµε ότι ο µετασχηµατισµός Fourier ικανοποιεί µία πεϱιοϱισµένου ισχυϱού τύπου (q, p)
ανισότητα της µοϱϕής

∥X̂Ωdσ∥q ≲ |Ω|1/p

για κάϑε Ω ∈ B(S1). Υψώνουµε στο τετϱάγωνο κι έχουµε

∥X̂Ωdσ X̂Ωdσ∥q/2 ≲ |Ω|2/p. (2.19)

Το q/2 είναι µεγαλύτεϱο από 2, άϱα για να αποδείξουµε την (2.19) µας ενδιαϕέϱει να εκτιµήσουµε
τις ποσότητες

∥f̂dσ ĝdσ∥2 και ∥f̂dσ ĝdσ∥∞,

όπου f, g συναϱτήσεις στον κύκλο. Από την ανισότητα ∥f̂dσ∥∞ ≤ ∥f∥1 έχουµε άµεσα την

∥f̂dσĝdσ∥∞ ≤ ∥f∥1∥g∥1. (2.20)

Το να ϕϱάξουµε την παϱαπάνω 2-νόϱµα είναι σηµαντικά δυσκολότεϱο για γενικές f, g στον κύκλο.
Με το παϱακάτω λήµµα ϑα πάϱουµε την ανισότητα που ϑέλουµε πϱοσϑέτοντας υποϑέσεις για τους
ϕοϱείς των f και g.

Λήµµα 2.2.4. ΄Εστω f, g συναϱτήσεις στον κύκλο µε ϕοϱείς που πεϱιέχονται σε διαϕοϱετικά θ-τόξα
του κύκλου. ΄Εστω επίσης ότι η απόσταση των δύο τόξων είναι συγκϱίσιµη µε το θ . Τότε,

∥f̂dσĝdσ∥2 ≲ θ−1/2 ∥f∥2∥g∥2.

Απόδειξη. Από το Θεώϱηµα Plancherel, η Ϲητούµενη ανισότητα είναι ισοδύναµη µε την

∥ ̂fdσ ∗ gdσ∥2 = ∥fdσ ∗ gdσ∥2 ≲ θ−1/2 ∥f∥2∥g∥2,

την οποία ϑα αποδείξουµε χϱησιµοποιώντας τις ανισότητες

∥fdσ ∗ gdσ∥1 ≲ ∥f∥1∥g∥1 και ∥fdσ ∗ gdσ∥∞ ≲ θ−1 ∥f∥∞∥g∥∞
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Η λύση του προβλήµατος περιορισµού στις δύο διαστάσεις

και παϱεµϐολή.
Για την πϱώτη ανισότητα παϱατηϱούµε ότι τα µέτϱα fdσ και gdσ είναι στοιχεία του L1(R2), άϱα
και η συνέλιξή τους είναι στοιχείο του L1. Από την ανισότητα Young έχουµε

∥fdσ ∗ gdσ∥1 ≤ ∥fdσ∥1∥gdσ∥1 ≲ ∥f∥1∥g∥1.

Για τη δεύτεϱη ανισότητα, έστω I, J ξένα θ-τόξα του κύκλου ώστε supp(f) ⊂ I και supp(g) ⊂ J .
ΟϱίϹουµε dσI , dσJ τον πεϱιοϱισµό του επιϕανειακού µέτϱου dσ στα I, J αντίστοιχα.
Λόγω της υπόϑεσης για τους ϕοϱείς των f, g έχουµε

fdσ ≤ ∥f∥∞dσI και gdσ ≤ ∥g∥∞dσJ .

Αϱκεί λοιπόν να αποδείξουµε ότι
∥dσI ∗ dσJ∥∞ ≲ θ−1.

΄Εστω ε > 0 και Iε µία ε-πεϱιοχή του I. Από τον οϱισµό του επιϕανειακού µέτϱου dσI έχουµε

1

2ε
XIε → dσI ασϑενώς,

άϱα αϱκεί να δείξουµε ότι ∥∥∥ 1

2ε
XIε ∗ dσJ

∥∥∥
∞

≲ θ−1

για κατάλληλα µικϱό ε. Για δεδοµένο ε > 0, αν το τόξο J τέµνει το Iε, τότε η τοµή είναι ένα τόξο
µήκους ≲ εθ−1. Αυτή η γεωµετϱική παϱατήϱηση ολοκληϱώνει την απόδειξη του Λήµµατος.

Μένει να συνδυάσουµε τα παϱαπάνω για να αποδείξουµε την (2.17), κάτι που δεν µποϱούµε να
κάνουµε άµεσα λόγω των υποϑέσεων για τους ϕοϱείς των f και g.
Θα διασπάσουµε το γινόµενο X̂Ωdσ X̂Ωdσ κατάλληλα για να εκµεταλευτούµε το Λήµµα 2.2.4.
Θα χϱησιµοποιήσουµε τη διάσπαση Whitney για τον κύκλο, η οποία γίνεται σε ϐήµατα ως εξής:
Στο πϱώτο ϐήµα, χωϱίϹουµε τον κύκλο σε ηµικύκλια.
Στο δεύτεϱο ϐήµα, χωϱίϹουµε το κάϑε ένα από τα ηµικύκλια που κατασκευάσαµε στο ϐήµα 1 σε
δύο τεταϱτοκύκλια.
Αναδϱοµικά, αν n ≥ 1, κάϑε ένα από τα τόξα που κατασκευάστηκαν στο ϐήµα n χωϱίϹεται σε τόξα
ίσου µήκους στο ϐήµα n+ 1.
ΣυµϐολίϹουµε µε An το σύνολο των τόξων που κατασκευάστηκαν στο ϐήµα n.
Λέµε ότι δύο τόξα I, J ∈ An είναι γειτονικά αν πϱοέϱχονται από το ίδιο τόξο ή αν τα τόξα από τα
οποία πϱοέϱχονται έχουν κατασκευαστεί από το ίδιο τόξο.
Αν n ≥ 2, λέµε ότι τα τόξα I, J ∈ An είναι κοντινά αν δεν είναι γειτονικά αλλά πϱοέϱχονται από
γειτονικά τόξα. Αν τα τόξα I, J ∈ An είναι κοντινά, γϱάϕουµε I ∼ J .

Πϱόταση 2.2.5. ΄Εστω x, y ∈ S1 µε x ̸= y. Υπάϱχει µοναδικό n ∈ N και Ϲεύγος I ∼ J ∈ An ώστε
x ∈ I και y ∈ J .

Για την απόδειξη της Πϱότασης ϑα χϱησιµοποιήσουµε την έννοια της γεωδαισιακής µετϱικής
στον κύκλο, την οποία οϱίϹουµε παϱακάτω.

Οϱισµός 2.2.6. Η γεωδαισιακή µετϱική ρ στον κύκλο S1 οϱίϹεται ως εξής:
Η απόσταση ρ(x, y) δύο σηµείων x, y ∈ S1 είναι η κυϱτή γωνία xOy στο επίπεδο που οϱίϹεται από την
αϱχή των αξόνων O και τα x, y. Αν ονοµάσουµε αυτή τη γωνία θ, ισχύουν οι σχέσεις

ρ(x, y) = θ ⇔ |x− y| = 2 sin
θ

2
και

2

π
ρ(x, y) ≤ |x− y| ≤ ρ(x, y).
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Απόδειξη. (της Πϱότασης 2.2.5.)
Με τη διάσπαση Whitney, σε κάποιο ϐήµα k έχουµε χωϱίσει τον κύκλο σε 2k τόξα µήκους 2π

2k
, άϱα

αν ϐϱούµε ένα k ∈ N ώστε

2−k <
1

π
ρ(x, y) ≤ 21−k,

τότε τα x, y ϑα πεϱιέχονται σε δύο ξένα τόξα I, J ∈ Ak. Τα τόξα αυτά είναι κοντινά λόγω κατασκευής,
αϕού τα x, y χωϱίϹονται από ακϱιϐώς ένα τόξο, δηλαδή πέϱαν των ξένων τόξων που τα διαχωϱίϹουν
στο ϐήµα k, υπάϱχει ακϱιϐώς ένα τόξο ανάµεσα στα δύο τόξα που πεϱιέχουν τα x και y.
Με στοιχειώδεις αϱιϑµητικούς υπολογισµούς ϐϱίσκουµε ότι ένα τέτοιο k, αν υπάϱχει, πϱέπει να
ικανοποιεί τη διπλή ανισότητα

log2

(
π

ρ(x, y)

)
< k ≤ log2

(
2π

ρ(x, y)

)
= 1 + log2

(
π

ρ(x, y)

)
Είναι σαϕές ότι υπάϱχει τέτοιο k ∈ N. Θεωϱούµε n τον µέγιστο ϕυσικό αϱιϑµό που ικανοποιεί τα
παϱαπάνω. Για να αποδείξουµε τη µοναδικότητα αυτού του n, παϱατηϱούµε ότι αν συνεχίσουµε
για ένα ακόµα ϐήµα τη διάσπαση Whitney, γϱάψουµε I = I1∪ I2 και J = J1∪J2 και υποϑέσουµε
χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας ότι x ∈ I2 και y ∈ J1, τότε τα τόξα I2 και J1 δεν είναι γειτονικά, αλλά
πϱοέϱχονται και από µη γειτονικά τόξα. ΄Ετσι, το n ∈ N είναι από κατασκευής µοναδικό και η
απόδειξη έχει ολοκληϱωϑεί.

Η τελευταία πϱόταση, αν για κάϑε n ≥ 2 σταϑεϱοποιήσουµε ένα In ∈ An, µας επιτϱέπει να
γϱάψουµε

X̂ΩdσX̂Ωdσ =

∞∑
n=2

∑
J∈An:
J∼In

X̂ΩdσInX̂ΩdσJ .

Από την τϱιγωνική ανισότητα έχουµε

∥X̂ΩdσX̂Ωdσ∥q/2 ≤
∞∑
n=2

∥∥∥ ∑
J∈An:
J∼In

X̂ΩdσInX̂ΩdσJ

∥∥∥
q/2
.

Παϱατηϱούµε ότι για κάϑε In υπάϱχουν O(1) τόξα J ∼ In. Θα εκτιµήσουµε την q/2-νόϱµα του
αϱιστεϱού µέλους µέσω των 2 και supremum νοϱµών. ΄Εχουµε∥∥∥ ∑

J∈An:
J∼In

X̂ΩdσInX̂ΩdσJ

∥∥∥
∞

≲
∑
J∈An:
J∼In

|Ω ∩ In| |Ω ∩ J | ≲
∑
J∈An

2π

2n
|Ω ∩ J | = 2π

2n
|Ω|.

Μποϱούµε επίσης να γϱάψουµε∥∥∥ ∑
J∈An:
J∼In

X̂ΩdσInX̂ΩdσJ

∥∥∥
∞

≲

( ∑
In∈An

|Ω ∩ In|
) ( ∑

In∈An

|Ω ∩ In|
)

= |Ω|2.

Αν συνδυάσουµε τις δύο τελευταίες ανισότητες έχουµε∥∥∥ ∑
J∈An:
J∼In

X̂ΩdσInX̂ΩdσJ

∥∥∥
∞

≲ |Ω|min
{
|Ω|, 2π

2n

}
. (2.21)
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Για να ϕϱάξουµε τη 2-νόϱµα παϱατηϱούµε ότι αν I ∼ J , οι µετασχηµατισµοί Fourier των µέτϱων
XΩdσI και XΩdσJ έχουν ουσιωδώς ξένους ϕοϱείς, άϱα οι συναϱτήσεις είναι ουσιωδώς κάϑετες.
΄Ετσι, ∥∥∥ ∑

J∈An:
J∼In

X̂ΩdσInX̂ΩdσJ

∥∥∥
2
≲
( ∑
J∈An:
J∼In

∥X̂ΩdσInX̂ΩdσJ∥22
)1/2

≲ 2n/2
( ∑
J∈An:
J∼In

|Ω ∩ In| |Ω ∩ J |
)1/2

(Πϱόταση 2.2.4.)

≲ 2n/2
(
|Ω|min

{
|Ω|, 2π

2n

})1/2
.

Από την (2.21) και την ανισότητα Hölder έχουµε∥∥∥ ∑
J∈An:
J∼In

X̂ΩdσInX̂ΩdσJ

∥∥∥
q/2

≲ 22n/q
(
|Ω|min

{
|Ω|, 2π

2n

})1−2q

.

ΑϑϱοίϹοντας ως πϱος n έχουµε

∥X̂ΩdσX̂Ωdσ∥q/2 ≲
∞∑
n=2

22n/q
(
|Ω|min

{
|Ω|, 2π

2n

})1−2q

.

Μένει να εκτιµήσουµε το τελευταίο άϑϱοισµα. Πϱώτα το σπάµε σε δύο κοµµάτια, ένα για τα n
που ικανοποιούν |Ω| ≤ 2π

2n κι ένα για τα υπόλοιπα. Η συνϑήκη |Ω| ≤ 2π
2n είναι ισοδύναµη µε την

n ≤ log2
2π
|Ω| . Ο µέγιστος ϕυσικός αϱιϑµός που ικανοποιεί αυτή την ανισότητα είναι το ακέϱαιο

µέϱος του log2
2π
|Ω| . Θέτουµε A =

[
log2

2π
|Ω|
]

κι έχουµε

∞∑
n=2

22n/q
(
|Ω|min

{
|Ω|, 2π

2n

})1−2q

≲
A∑
n=2

22n/q
(
|Ω|2

)1−2q
+

∞∑
n=A+1

22n/q
(
|Ω| 2π

2n
)1−2q

= |Ω|4/p
A∑
n=2

(
22/q

)n
+ (2π)2/p |Ω|2/p

∞∑
n=A+1

(
24/q−1

)n
= |Ω|2/p

(
|Ω|2/p

A∑
n=2

(
22/q

)n
+ (2π)2/p

∞∑
n=A+1

(
24/q−1

)n)

≤ |Ω|2/p
(
4π2

A∑
n=2

(
22/q

)n
+ 4π2

∞∑
n=A+1

(
24/q−1

)n)
(2/p < 2 και |Ω| ≤ 2π).

Αϱκεί λοιπόν να δείξουµε ότι η ποσότητα στην τελευταία παϱένϑεση είναι πεπεϱασµένη. Το πϱώτο
άϑϱοισµα είναι πεπεϱασµένο και η γεωµετϱική σειϱά

∞∑
n=A+1

(
24/q−1

)n
συγκλίνει αϕού q > 4, άϱα 4/q− 1 < 0. Η παϱατήϱηση αυτή ολοκληϱώνει την απόδειξη της (2.19).
΄Ετσι, έχουµε αποδείξει πλήϱως τη λύση του πϱοϐλήµατος πεϱιοϱισµού στις δύο διαστάσεις.
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Κεϕάλαιο 3

Το πϱόϐληµα στις 3 διαστάσεις

Πεϱιεχόµενα
3.1 Πϱοετοιµασία για την απόδειξη του Θεωϱήµατος 3.0.1. . . . . . . . . . . . . 21

3.1.1 Το ε-removal Θεώϱηµα του Tao . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
3.1.2 Η διάσπαση σε wave packets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3.2 Πολυωνυµική διαµέϱιση . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.3 Απόδειξη του Θεωϱήµατος 3.1.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.3.1 Το ϕϱάγµα για τους εϕαπτοµενικούς όϱους . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.3.2 Η απόδειξη του Θεωϱήµατος . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

Το κεφάλαιο αυτό είναι αφιερωµένο σε µια µορφή του προβλήµατος restriction στις 3 δια-
στάσεις. Τα αποτελέσµατα που παρουσιάζονται αφορούν σε οµαλές συµπαγείς επιφάνειες S του
R3 µε αυστηρά ϑετική δεύτερη ϑεµελιώδη µορφή. Το κεντρικό αποτέλεσµα του κεφαλαίου είναι το
ακόλουθο.

Θεώϱηµα 3.0.1 (Guth 2014). ΄Εστω S οµαλή συµπαγής επιϕάνεια (µε ή χωϱίς σύνοϱο) του R3 µε
αυστηϱά ϑετική δεύτεϱη ϑεµελιώδη µοϱϕή. Τότε, για κάϑε p > 3.25 ισχύει

∥ESf∥Lp(R3) ≤ C(p, S) ∥f∥L∞(S) , (3.1)

όπου

ESf(x) =

∫
S

f(ω)e2πiωx dvol(ω) f : S → C

ο τελεστής επέκτασης (extension operator) της S.

Το αποτέλεσµα αυτό αποδείχϑηκε στο [Gu1] από τον Guth το 2014. Πϱοηγούµενα γνωστά
αποτελέσµατα έδιναν αντίστοιχες εκτιµήσεις για p > 10

3 (Wolff 2001 και Tao 2003) και p > 56
17

(Bourgain-Guth 2011), ενώ η εικασία του Stein ισχυϱίϹεται ότι η (3.1) ισχύει για όλα τα p > 3.
Θα ξεκινήσουµε τη µελέτη της απόδειξης του Guth υποϑέτοντας ότι η S έχει παϱόµοιες αναλυτικές
ιδιότητες µε το συµπιεσµένο παϱαϐολοειδές (truncated paraboloid). Υπό αυτές τις υποϑέσεις ϑα
αποδείξουµε την (3.1) και στο τέλος της Παϱαγϱάϕου 3.1 ϑα επεκτείνουµε το αποτέλεσµα σε κάϑε
συµπαγή επιϕάνεια µε αυστηϱά ϑετική δεύτεϱη ϑεµελιώδη µοϱϕή µέσω της παϱαϐολικής αλλαγής
κλίµακας (parabolic scaling) των Bourgain και Guth από το [BG].
Πϱιν συνεχίσουµε, είναι χϱήσιµο να δούµε πως πϱοέκυψε ο τελεστής επέκτασης µίας επιϕάνειας
και γιατί επιλέγουµε επιϕάνειες µε τις επιϑυµητές ιδιότητες. Μποϱούµε να γϱάψουµε (έστω και
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Προετοιµασία για την απόδειξη του Θεωρήµατος 3.0.1.

τοπικά) την S ως γϱάϕηµα οµαλής συνάϱτησης h : B2
2 → R κι έτσι για κάϑε f ∈ S(B2

2) µποϱούµε
να οϱίσουµε

ẼSf(x) =

∫
B2

2

e2πi⟨x,(ω,h(ω))⟩f(ω) dω .

Παϱατηϱούµε ότι η εκτίµηση του Θεωϱήµατος 3.0.1 είναι ισοδύναµη µε την

∥ẼSf∥Lp(R3) ≤ C(p, S) ∥f∥L∞(B2
2)
,

γι’ αυτό και στο εξής ϑα ταυτίϹουµε τους ESf και ẼSf χωϱίς να υπάϱχει κίνδυνος σύγχυσης.
Για να δούµε από που πϱοέκυψε ο τελεστής επέκτασης ϑεωϱούµε µία λύση u(t, x) : R × Rn → C
της free Schrödinger equation

i∂tu+∆u = 0

µε αϱχική συνϑήκη u(0, x) = u0(x). Η εξίσωση έχει λύση

u(t, x) =

∫
e2πi(⟨x,ξ⟩+t|ξ|

2) û0(ξ) dξ =

∫
e2πi

(
⟨(x,t),(ξ,|ξ|2) ⟩

)
û0(ξ) dξ .

΄Εχουµε δηλαδή ότι η λύση της εξίσωσης είναι η u = EPû0, όπου P το παϱαϐολοειδές

P = {(τ, ξ) ∈ R× Rn : τ = 2π|ξ|2 } .

3.1 Πϱοετοιµασία για την απόδειξη του Θεωϱήµατος 3.0.1.

Υποϑέτουµε ότι µια οµαλή συµπαγής επιϕάνεια S του R3 είναι το γϱάϕηµα µίας συνάϱτησης
h : B2

2 → R η οποία ικανοποιεί τις παϱακάτω συνϑήκες για κάποιον µεγάλο L ∈ N:

(I) 1
2 ≤ Hh ≤ 2

(II) h(0) = ∇h(0) = 0

(III) Η h είναι της κλάσης CL

(IV) Για όλα τα 3 ≤ l ≤ L, ∥∂lh∥∞ ≤ 10−9.

Στην έκταση της παραγράφου ϑεωρούµε ότι οι επιφάνειες που µελετάµε πληρούν τις παραπάνω
συνθήκες µε L παραγώγους. ΄Οταν ισχύουν οι παραπάνω 4 συνθήκες για την S ϑα λέµε ότι ικανο-
ποιεί τη συνθήκη (⋆) µε L παραγώγους.
ΧωϱίϹουµε την S σε ∼ K2 δίσκους τ διαµέτρου ∼ K−1. ΄Εστω fτ = fXτ ο περιορισµός της f στο
τ .

Οϱισµός 3.1.1. Αν α ∈ (0, 1), λέµε ότι το x είναι α-ευϱύ για τον τελεστή επέκτασης ESf αν

max
τ

|Efτ (x)| ≤ α|Ef(x)|.

ΟϱίϹουµε επίσης

BrαEf(x) =

{
|Ef(x)|, αν το x είναι α-ευϱύ για τον Ef

0, αλλιώς.

Η απόδειξη του Θεωϱήµατος (3.0.1) ϑα γίνει χωϱίϹοντας τον Ef στο ευϱύ µέϱος του και το
µέϱος του που δεν είναι ευϱύ για δεδοµένο α. Το ευϱύ µέϱος του Ef µποϱεί να ελεγχϑεί από την
παϱακάτω ανισότητα.
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Θεώϱηµα 3.1.2. Για κάϑε ε > 0, υπάϱχουν K = K(ε) µε limε→0+ K(ε) = +∞ και L = L(ε) ώστε
αν η S ικανοποιεί την (⋆) µε L παϱαγώγους, τότε για κάϑε R > 0,

∥BrK−εEf∥L3.25(BR) ≤ CεR
ε ∥f∥12/13L2(S)∥f∥

1/13
L∞(S) . (3.2)

Θα αποδείξουµε το παϱαπάνω Θεώϱηµα στην ενότητα 3.3 . Μέχϱι τότε, ϑα το χϱησιµοποιήσουµε
για να αποδείξουµε το παϱακάτω.

Θεώϱηµα 3.1.3. Για κάϑε ε > 0 και για κάϑε ακτίνα R > 0, ο τελεστής επέκτασης ES ικανοποιεί
την ανισότητα

∥ESf∥L3.25(BR) ≤ CεR
ε∥f∥L∞(S). (3.3)

Ξεκινώντας την απόδειξη του παραπάνω ϑεωρήµατος και χωρίζοντας το ολοκλήρωµα του ESf
όπως περιγράψαµε, παρατηρούµε ότι η ποσότητα ∥BrK−εEf∥3.25L3.25(BR) ϕράσσεται αµέσως από
(CεR

ε∥f∥∞)3.25 από το Θεώρηµα 3.1.2, ενώ το υπόλοιπο δεν µπορεί να ελεγθεί άµεσα. Θα χρησι-
µοποιήσουµε ένα επιχείρηµα παραβολικής αλλαγής κλίµακας από το [BG] για να δείξουµε ότι κι
αυτό ικανοποιεί µία αντίστοιχη ανισότητα.
ΥπενϑυµίϹουµε ότι η S ικανοποιεί τη συνθήκη (⋆). ΄Εστω B2(ω⃗0, r) ⊆ B2

2 και S0 ⊆ S το γράφηµα
της h πάνω από την B2(ω⃗0, r). Θα µελετήσουµε τη συµπεριφορά του ES0

στην BR µέσω του ES1

για µία επιφάνεια S1 ⊆ S που ικανοποιεί την (⋆). Ορίζουµε h ως τη διαφορά της h µε τους όϱους
πϱώτης τάξης του αναπτύγµατος Taylor της h στο σήµειο ω⃗0

h(ω⃗) = h(ω⃗)− (ω⃗ − ω⃗0)∇h(ω⃗0)− h(ω⃗0). (3.4)

Για κάϑε ω⃗ ∈ B2(ω⃗0, r) γϱάϕουµε ω⃗ = ω⃗0 + rη⃗, ∥η⃗∥2 ≤ 1 και οϱίϹουµε

h1(η⃗) =
1

r2
h(ω⃗0 + rη⃗).

Θέτουµε S1 το γϱάϕηµα της h1. ΄Ενας άµεσος υπολογισµός δείχνει ότι η S1 ικανοποιεί την (⋆).
Μάλιστα, για κάϑε l ≥ 2 ισχύει

∥∂lh1∥∞ = rl−2∥∂lh∥∞.

Η συµπεϱιϕοϱά του ES0
στην BR συνδέεται µε τη συµπεϱιϕοϱά του ES1

µέσω του ακόλουϑου
Λήµµατος.

Λήµµα 3.1.4. Θεωϱούµε την επιϕάνεια S1 όπως οϱίστηκε παϱαπάνω. Αν ο τελεστής επέκτασης της
S1 ικανοποιεί την ανισότητα

∥ES1g∥Lp(B10rR) ≤ K∥g∥L∞(S1),

τότε ο τελεστής επέκτασης της S0 ικανοποιεί την ανισότητα

∥ES0
f∥Lp(BR) ≤ CKr2−

4
p ∥f∥L∞(S0).

Πϱιν αποδείξουµε το παϱαπάνω λήµµα είναι σηµαντικό να εϱµηνεύσουµε το αποτέλεσµά του.
Παϱατηϱούµε ότι σύµϕωνα µε το λήµµα, αν έχουµε την επιϑυµητή ανισότητα σε µικϱότεϱες µπάλες,
τότε πϱοκύπτει µία ανισότητα µε καλύτεϱη σταϑεϱά σε όλη τη µεγάλη µπάλα, αλλά µόνο για
µικϱότεϱους δίσκους της επιϕάνειας.
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Απόδειξη. ΄Εστω f ∈ Lp(S0). ΕκϕϱάϹουµε τον ES0f µέσω του ES1f . ΄Εχουµε

∣∣ES0
f(x)

∣∣ = ∣∣∣∣ ∫
S0

eiωxf(ω) dvol(ω)
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣ ∫
B2

r(ω⃗0)

ei⟨ω⃗,x⟩eih(ω⃗)x3f(ω⃗)
√
1 + |∇h(ω⃗)|2 dω⃗

∣∣∣∣ ω = (ω⃗, h(ω⃗)), x = (x⃗, x3)

=

∣∣∣∣ ∫
B2

r(ω⃗0)

ei⟨ω⃗,x⃗+∇h(ω⃗0)x3⟩eih(ω⃗)x3f(ω⃗)
√
1 + |∇h(ω⃗)|2 dω⃗

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫
B2

2

ei⟨η⃗,r(x⃗+∇h(ω⃗0))⟩eih
1(η⃗)r2x3f(η⃗)

√
1 + |∇h(η⃗)|2 r2 dη⃗

∣∣∣∣.
Το τελευταίο ολοκλήϱωµα ισούται µε

∣∣ES1
g(y)

∣∣, όπου

g(η⃗) = f(ω⃗0 + rη) r2
√
1 + |∇h(η)|2 |Jh1(η)|−1

και
y =

(
rx1 + rhω1(ω0)x3, rx2 + rhω2(ω0)x3, r

2x3
)
.

΄Εχουµε υποϑέσει ότι οι S και S1 ικανοποιούν την (⋆) και ότι ∇h(0) = ∇h1(0) = 0, άϱα

max{|Hh|, |Hh1 |, |∇h|, |∇h1|} ≤ 2.

΄Επεται ότι
√

1 + |∇h|2 = |Jh|, |Jh1 | ≲ 1. Από τον οϱισµό της g έχουµε

∥g∥L∞(S1) ≲ r2 ∥f∥L∞(S0). (3.5)

Αϕού |∇h(ω0)| ≤ 2, από τον οϱισµό του y έπεται ότι

x ∈ BR ⇒ y ∈ B10rR.

Κάνουµε αλλαγή µεταϐλητής y = Φ(x) και παϱατηϱούµε ότι detΦ = r4. ΄Ετσι,

∥ES0f∥Lp(BR) ≤ r−
4
p ∥ES1g∥Lp(B10rR)

≤ r−
4
pK∥g∥L∞(S1)

≲ r2−
4
pK∥f∥L∞(S0).

΄Εχοντας στα χέϱια µας το Λήµµα 3.1.4 µποϱούµε να αποδείξουµε το Θεώϱηµα 3.1.3.

Απόδειξη. (Του Θεωϱήµατος 3.1.3.)
Η απόδειξη ϑα γίνει µε επαγωγή στην ακτίνα R της µπάλας. Θέλουµε να δείξουµε ότι

∥Ef∥L3.25(BR) ≤ C̃εR
ε∥f∥∞ (3.6)

για κάποια σταϑεϱά C̃ε ανεξάϱτητη της ακτίνας. Υποϑέτουµε ότι υπάϱχει µία τέτοια σταϑεϱά
ανεξάϱτητη του R ώστε η (3.6) να ισχύει για όλες τις ακτίνες N < R

2 . Να ισχύει δηλαδή

∥Ef∥L3.25(BN ) ≤ C̃εN
ε∥f∥∞.
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Παϱατηϱούµε ότι αν ένα σηµείο x δεν είναι K−ε-ευϱύ για τον Ef , τότε υπάϱχει κάποιος K−1-
δίσκος τ ώστε |Ef(x)| ≤ Kε|Efτ (x)|.
Γϱάϕουµε ∫

BR

|Ef |3.25 dx ≤
∫
BR

BrK−εEf3.25 dx+KO(ε)
∑
τ

∫
BR

|Efτ |3.25 dx.

Το ευϱύ µέϱος του Ef είναι ϕϱαγµένο από (CεR
ε∥f∥∞)3.25 από το Θεώϱηµα 3.1.2. Θέλουµε να

ϐϱούµε αντίστοιχο ϕϱάγµα για το άϑϱοισµα στο δεξί µέλος. ΄Εστω

τ = {(ω⃗, h(ω⃗)) : ω⃗ ∈ B2(ω⃗0,K
−1)}

το γράφηµα µίας συνάρτησης h πάνω από τη µπάλα B2(ω⃗0,K
−1). Χρησιµοποιώντας το para-

bolic scaling που αναλύσαµε παραπάνω προκύπτει µία επιφάνεια S1 η οποία ικανοποιεί την (⋆).
Μπορούµε να επιλέξουµε το K > 20 ⇔ 10K−1R < R

2 . ΄Ετσι ισχύει η ανισότητα

∥ES1fτ∥L3.25(B10K−1R) ≤ K∥fτ∥L∞(S1).

Από το Λήµµα 3.1.4, ο Eτ ικανοποιεί την ανισότητα∫
BR

|Efτ |3.25 dx ≤ CK3.25K
4

3.25−2
(
C̃εR

ε∥f∥∞
)3.25

= CK−2.5
(
C̃εR

ε∥f∥∞
)3.25

.

Υπάϱχουν ∼ K2 δίσκοι τ , άϱα η συνολική συνεισϕοϱά του δεξιού µέλους ϕϱάσσεται από

CK− 1
2+O(ε)

(
C̃εR

ε∥f∥∞
)3.25

.

Ισχύει ότι limε→0+ K(ε) = +∞. Αν το ε είναι αϱκετά µικϱό ώστε CK− 1
2+O(ε) ≤ 1

100 , τότε η
σταϑεϱά που αναϹητούµε είναι η C̃ε = 10Cε. Αυτό ολοκληϱώνει την επαγωγή και την απόδειξη του
ϑεωϱήµατος.

3.1.1 Το ε-removal Θεώϱηµα του Tao

Στην ενότητα αυτή ϑα ασχοληθούµε µε ένα αποτέλεσµα του Tao που ϑα χρησιµοποιηθεί στις απο-
δείξεις των κεντρικών αποτελεσµάτων αυτόυ του κεφαλαίου και του επόµενου.
΄Εστω p, q ≥ 1. Συµβολίζουµε µε Rα(p, q) το τοπικό ϑεώρηµα restriction

∥f̂∥Lq(Sn−1) ≲ Rα ∥f∥Lp(BR) (3.7)

και µε R∗(p, q, α) το τοπικό δυϊκό πϱόϐληµα restriction

∥ĝdσ∥Lq∗ (BR) ≲ Rα∥g∥Lp∗ (Sn−1) .

Με R0(p, q) συµϐολίϹουµε το ϑεώϱηµα restriction

∥f̂∥Lq(Sn−1) ≲ ∥f∥Lp(Rn) .

∆ιατυπώνουµε τώϱα το ε-removal του Tao. Μία απόδειξη µποϱεί να ϐϱεϑεί στο [Tao99].

Θεώϱηµα 3.1.5 (ε-removal). Αν p ≤ 2n+1
n+3 και 0 < ε ≤ n+1

2p∗ , τότε το Θεώϱηµα Rε(p, p) συνεπάγεται

το R0(q, q) όποτε

q∗ ≥ 2 +
1

n+1
2p∗ − α

.

΄Ενα ακόµη αντίστοιχο αποτέλεσµα, πιο κατάλληλο για την απόδειξη του Θεωϱήµατος 3.0.1 είναι το
ακόλουϑο.
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Θεώϱηµα 3.1.6 (Bourgain, 1991). Υποϑέτουµε ότι ισχύει το R∗(∞, p, α) για κάποιο α > 0 που
ικανοποιεί α < n+1

2p . Τότε ισχύει και το R∗(∞, q) όποτε

q > 2 +
p

n+1
2 − αp

.

Από τον οϱισµό του δυϊκού πϱοϐλήµατος και το Θεώϱηµα 3.1.5 έχουµε ότι αν p ∈ (1, 2n
n+1 ] και

ισχύει το Θεώϱηµα Rε(p,∞) για κάϑε ε > 0, όπως ακϱιϐώς στην πεϱίπτωση του Θεωϱήµατος 3.1.3,
τότε ισχύει και το

∥f̂∥Lq(Rn) ≲ ∥f∥Lq(Sn−1) (3.8)

για κάϑε q > p.
Χϱησιµοποιώντας το Θεώϱηµα 3.1.3 και το ε-removal έχουµε ότι για κάϑε p > 3.25 ισχύει το
παϱακάτω.

Πόϱισµα 3.1.7. Για κάϑε p > 3.25 ισχύει

∥ESf∥Lp(R3) ≤ C(p)∥f∥∞. (3.9)

Τώϱα µποϱούµε να αποδείξουµε το Θεώϱηµα 3.0.1.
Αν η S είναι συµπαγής C∞ επιϕάνεια µε αυστηϱά ϑετική δεύτεϱη ϑεµελιώδη µοϱϕή, µποϱούµε να
την διαµεϱίσουµε σε C(S) κοµµάτια τ ώστε κάϑε κοµµάτι να πεϱιέχεται στο γϱάϕηµα κάποιας C∞

συνάϱτησης h. Κάνοντας µια αλλαγή συντεταγµένων µποϱούµε να υποϑέσουµε ότι κάϑε γϱάϕηµα
είναι της µοϱϕής

{(ω⃗, h(ω⃗)) : ω⃗ ∈ BR(ω⃗0), R ∼S 1}.

Μποϱούµε επίσης να υποϑέσουµε ότι h(0) = ∇h(0) = 0 . Από την υπόϑεση για τη δεύτεϱη
ϑεµελιώδη µοϱϕή της S, έπεται ότι υπάϱχουν λ,Λ ≥ 0 ώστε

λ ≤ Hh ≤ Λ.

Για κάϑε L µποϱούµε να χϱησιµοποιήσουµε το parabolic scaling που αναλύσαµε παϱαπάνω στους
δίσκους µε ακτίνα r = r(λ,Λ, ∥h∥CL), ώστε για τη συνάϱτηση h1 που ϑα πϱοκύψει να ισχύει

|∂lh1| ≤ 10−9 για κάϑε 3 ≤ l ≤ L.

∆ιαγωνοποιώντας τον πίνακα Hh(0) µε έναν οϱϑογώνιο πίνακα O ∈ O(2), ϐϱίσκουµε διαγώνιο
πίνακα P ώστε

P = OT Hh(0) O = HO(h)

από τον Κανόνα της Αλυσίδας. Με µία αλλαγή µεταϐλητής ακόµα µποϱούµε να πετύχουµε
Hh(0) = I2. Αν η τελευταία αλλαγή µεταϐλητής αυξήσει τις παϱαγώγους ανώτεϱης τάξης της
h, µποϱούµε να επαναλάϐουµε τη διαδικασία του parabolic scaling όσες ϕοϱές χϱειαστεί και να
καταλήξουµε σε µια συνάϱτηση h′ η οποία ικανοποιεί την (⋆). ΄Εχουµε

ESf(x) ≲ C(S)
∑
τ

Eτf.

Μποϱούµε να εϕαϱµόσουµε το Πόϱισµα 3.1.7 σε κάϑε ένα από τα τ . Το πλήϑος των τ είναι
πεπεϱασµένο κι εξαϱτάται µόνο από την S. ΑϑϱοίϹοντας ως πϱος τ , έχουµε το Θεώϱηµα 3.0.1.
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3.1.2 Η διάσπαση σε wave packets

΄Ενα εξαιϱετικά χϱήσιµο εϱγαλείο στην απόδειξη του Θεωϱήµατος 3.0.1. είναι η διάσπαση σε wave
packets, µέσω της οποίας χωϱίϹουµε τον τελεστή επέκτασης ESf της f στην BR σε µικϱότεϱα
κοµµάτια ESfT , για κατάλληλες συναϱτήσεις fT που ϑα κατσκευάσουµε σε αυτή την παϱάγϱαϕο.
Τα κοµµάτια αυτά τα αποκαλούµε wave packets και όπως ϑα δούµε µποϱούν να µελετηϑούν
ευκολότεϱα.
Η διάσπαση του ESf σε wave packets γίνεται ως εξής:
Αϱχικά χωϱίϹουµε την S σε R−1/2-δίσκους θ. Επιλέγουµε ένα σηµείο ωθ αϱκετά κοντά στο κέντϱο
του θ, το οποίο απαιτούµε να πεϱιέχεται στην S κι οϱίϹουµε uθ να είναι το µοναδιαίο κάϑετο
διάνυσµα της S στο σηµείο ωθ.
Θεωϱούµε µία µικϱή ϑετική παϱάµετϱο δ > 0. Για κάϑε δίσκο θ οϱίϹουµε W(θ) ως ένα σύνολο
κυλίνδϱων που έχουν ακτίνα R1/2+δ, µήκος ∼ R, άξονα παϱάλληλο µε το uθ, είναι ουσιαστικά ξένοι
άνα δύο και καλύπτουν την BR. Θα αποδείξουµε ότι η επιλογή της ακτίνας των κυλίνδϱων µας
επιτϱέπει να κατασκευάσουµε τα wave packets ώστε να ϕϑίνουν απότοµα έξω από τους κυλίνδϱους,
κάτι που ϑα µας επιτϱέψει να τα µελετήσουµε ευκολότεϱα.
Παϱατηϱούµε ότι κάϑε x ∈ BR ανήκει σε O(1) διαϕοϱετικούς κυλίνδϱους T ∈ W(θ). ΟϱίϹουµε

W =
⋃
θ

W(θ).

Για κάϑε δίσκο θ γϱάϕουµε 3θ για τον δίσκο µε το ίδιο κέντϱο και τϱιπλάσια ακτίνα από τον θ. Αν
T ∈ W(θ) είναι ένας κύλινδϱος, οϱίϹουµε u(T ) = uθ να είναι η κατεύϑυνση του T .

Σχήµα 3.1: Οι κύλινδϱοι που πϱοκύπτουν κατά τη διάσπαση σε wave packets

Η παϱακάτω πϱόταση συγκεντϱώνει τις ϐασικές ιδιότητες της διάσπασης σε wave packets που ϑα
χϱησιµοποιήσουµε παϱακάτω.

Πϱόταση 3.1.8. Υποϑέτουµε ότι η S ικανοποιεί την (⋆) µε L παϱαγώγους. ΄Εστω W όπως πάνω και
δ > 0. Αν f είναι µία συνάϱτηση στον L2(S), τότε για κάϑε T ∈ W µποϱούµε να κατασκευάσουµε
συνάϱτηση fT µε τις εξής ιδιότητες:

(I) Αν T ∈ W(θ), τότε supp(fT ) ⊆ 3θ.
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(II) Αν x ∈ BR \ T , τότε |EfT (x)| ≤ R−1000∥f∥2.

(III) Για κάϑε x ∈ BR, |Ef(x)−
∑
T∈WEfT (x)| ≤ R−1000∥f∥2.

(IV) Αν T1, T2 ∈ W(θ) ξένα, τότε
∫
fT1

fT2
≤ R−1000

∫
θ
|f |2.

(V)
∑
T∈W(θ)

∫
S
|fT |2 ≲

∫
θ
|f |2.

Απόδειξη. Ξεκινάµε οϱίϹοντας τη συνάϱτηση fT .
Σταϑεϱοποιούµε έναν δίσκο θ. ΟϱίϹουµε fθ = fXθ τον πεϱιοϱισµό της f στο θ. Για κάϑε δίσκο
θ επιλέγουµε οϱϑοκανονικές συντεταγµένες (ω1, ω2, ω3) στις οποίες ο δίσκος 5θ είναι το γϱάϕηµα
οµαλής συνάϱτησης h που ικανοποιεί την (⋆). Γϱάϕουµε δηλαδή ω⃗ = (ω1, ω2) και ω3 = h(ω⃗). Η
h είναι οϱισµένη σε µία µπάλα ακτίνας ∼ R−1/2, άϱα πϱέπει να ικανοποιεί τις σχέσεις

|h| ≲ R−1, |∇h| ≲ R−1/2, |∇lh| ≲ l 1

εντός της µπάλας για κάϑε l ≥ 2. ΄Εστω (x1, x2, x3) = (x⃗, x3) οι δυϊκές συντεταγµένες των (ω⃗, ω3).
Μπορούµε λόγω της παρασυµπάγειας του R2 να τον καλύψουµε µε µία τοπικά πεπερασµένη οι-
κογένεια µπαλών B ακτίνας R1/2+δ. Ορίζουµε T να είναι το σύνολο των σηµείων x = (x⃗, x3) για
τα οποία ισχύει x⃗ ∈ B. Ως W(θ) έχουµε ήδη ορίσει παραπάνω το σύνολο των κυλίνδρων T που
αντιστοιχούν µέσω του Ef στις µπάλες B που καλύπτουν την B2

R. Ορίζουµε W̃(θ) ως το σύνολο
των κυλίνδρων T που αντιστοιχούν µέσω του Ef στις µπάλες B που καλύπτουν τον R2.
΄Εστω ψT οµαλή διαµέριση της µονάδας του R2 συµβατή µε το κάλυµµα από τις µπάλες B. Υπο-
ϑέτουµε µάλιστα ότι supp(ψT (ω⃗)) ⊆ 3

4B για κάϑε κύλινδρο T .

Σχήµα 3.2: Η µετάϐαση από µπάλες του R2 σε κυλίνδϱους του R3 µέσω του Ef

Για κάϑε κύλινδρο T ορίζουµε ρT = E(f̂θ · ψT )ˇ = E(fθ ∗ ψ̌T ) και παρατηρούµε ότι σχηµατίζει
οµαλή διαµέριση της µονάδας συµβατή µε το κάλυµµα των κυλίνδρων, αφού οι κύλινδροι είναι
εξ’ ορισµού εικόνες των µπαλών B του R2 και η ψT είναι διαµέριση της µονάδας συµβατή µε το
κάλυµµα των µπαλών. Η επιλογή της ρT δικαιολογείται στο σχήµα που ακολουθεί. Μπορούµε να
υποθέσουµε ότι |∇lρT | ≲

(
R1/2+δ

)−l, απ’ όπου έπεται ότι, λόγω των υποθέσεων οµαλότητας για
την ψT , ο ρ̂T ικανοποιεί την

|ρ̂T (ω⃗)| ≲ Vol(B)
(
1 +R1/2+δ|ω⃗|

)106
.
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Σχήµα 3.3: Η κατασκευή των συναϱτήσεων ρT

΄Εστω ϕθ οµαλή συνάϱτηση ταυτοτικά ίση µε 1 στο 2θ, απότοµα ϕϑίνουσα εκτός του και µε ϕοϱέα
supp(ϕθ) ⊆ 3θ. Ισχύει µε αυτές τις υποϑέσεις µία εκτίµηση της µοϱϕής |∇lϕθ| ≲ l R

l/2. ΄Εστω
J =

√
1 + |∇h|2. ΟϱίϹουµε Fθ = fθJ ώστε να ισχύει

Fθ(ω⃗)dω1dω2 = fθ(ω)dvolS
= fθ(ω⃗)J(ω)dω1dω2

από τον οϱισµό του επιϕανειακού µέτϱου της S. Αν ϑεωϱήσουµε την Fθ ως συνάϱτηση στον R2 και
ϑεωϱήσουµε τη συνέλιξη ρ̂T ∗ Fθ, τότε µποϱούµε να οϱίσουµε µία συνάϱτηση FT ως

FT (ω⃗) = ϕθ(ω⃗) ·
(
ρ̂T ∗ Fθ

)
(ω⃗).

Από τον οϱισµό της ϕθ έπεται ότι supp(FT ) ⊆ 3θ. Σταϑεϱοποιούµε έναν κύλινδϱο T . Για τη
συνάϱτηση fT , µέσω της σχέσης FT = fT · J, ϑα αποδείξουµε τις ιδιότητες (I) − (V). Από τον
οϱισµό της FT ισχύει

FT (ω⃗)dω1dω2 = fT (ω)dvolS
= fT (ω⃗)Jdω1dω2.

Αϕού supp(FT ) ⊆ 3θ έχουµε ότι και ο ϕοϱέας της fT ικανοποιεί την supp(fT ) ⊆ 3θ, το οποίο
αποδεικνύει την ιδιότητα (I).
Για την ιδιότητα (II), έστω T ∈ W̃(θ). ΄Εχουµε

EfT (x) =

∫
e2πi⟨ω,x⟩fT (ω) dvolS

=

∫
e2πi⟨ω⃗,x⃗⟩eih(ω⃗)x3FT (ω⃗) dω1dω2

=

∫
e2πi⟨ω⃗,x⃗⟩

(
e2πih(ω⃗)x3ϕθ

)(
ρ̂T ∗ Fθ

)
dω1dω2.

ΟϱίϹουµε Gx3
(ω⃗) = e2πih(ω⃗)x3ϕθ. Από τον τύπο αντιστϱοϕής και τη σχέση f̂ ∗ g(ξ) = f̂(ξ)ĝ(ξ)

µποϱούµε να γϱάψουµε
EfT (x) = G∨

x3
∗ (ρT · F̌θ) .
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Το x ανήκει στην BR, άϱα |x3| ≤ R, εποµένως ισχύει |∇lGx3 | ≲ l R
l/2. ΄Ετσι,

|G∨
x3
(x⃗)| ≤

∫
BR

|Ĝx3(x⃗)| dx⃗

≤
∫
θ

|ϕθ(x⃗)| dx⃗

≤ C Vol(θ)
(
1 + |x|R−1/2

)−106/δ
,

για κάποια σταϑεϱά C > 0, λόγω των υποϑέσεων οµαλότητας για την ϕθ. Η τελευταία ανισότητα
πϱοκύπτει άµεσα µε ολοκλήϱωση κατά παϱάγοντες . Αν υποϑέσουµε επιπλέον ότι x /∈ T , έχουµε
dist(x, supp(ψT )) ≥ 1

4R
1/2+δ. Πϱάγµατι, έχουµε υποϑέσει ότι supp(ψT ) ⊆ 3

4B και ότι κάϑε
µπάλα B έχει ακτίνα R1/2+δ, άϱα από τον οϱισµό του T , για κάϑε y ∈ supp(ψT ) ισχύει

|x− y| ≥ 1

4
R1/2+δ .

Για τον αντίστϱοϕο µετασχηµατισµό Fourier F̌θ έχουµε

|F̌θ(z)| ≤
∫
θ

|F̂θ(z)| dz

≤ Vol(θ)2 ∥F̂θ∥2 (Cauchy-Schwarz)

= Vol(θ)2 ∥Fθ∥2 (Plancherel)

≲ Vol(θ)2 ∥f∥L2(θ).

Αν συγκεντϱώσουµε τις παϱαπάνω ανισότητες έχουµε

|EfT (x)| = |G∨
x3
(x)| ∗

∣∣(ρT · F̌θ
)
(x)
∣∣

≤ Vol(θ)
(
1 + |x|R−1/2

)−106/δ ∗
∣∣(ρT · F̌θ

)
(x)
∣∣

≲ R−1
(
1 +R1/2+δR−1/2

)−106/δ ∗
∣∣(ρT · F̌θ

)
(x)
∣∣ (x /∈ T )

≲ R−1
(
1 +Rδ

)−106/δ ∗
∣∣(ρT · F̌θ

)
(x)
∣∣.

Αν επιλέξουµε την ακτίνα αϱκετά µεγάλη ώστε Rδ ≥ 1 µποϱούµε να γϱάψουµε

|EfT (x)| ≲ R−1(2R)−106 ·
∫ ∣∣(ρT · F̌θ

)
(x)
∣∣ dx

≲ R−106−1∥ρ̂T ∥2∥f∥L2(θ)

≲ R−106−1Vol(B)2
(
1 +R ·R1/2+δ

)2·106∥f∥L2(θ)

≲ R−106
(
1 + dist(x, T )

)−100∥f∥L2(θ),

αν επιλέξουµε το δ > 0 αϱκετά µικϱό. ∆είξαµε λοιπόν ότι

|EfT (x)| ≤ R−105
(
1 + dist(x, T )

)−100∥f∥L2(θ), για κάϑε x ∈ BR \ T. (3.10)

Αυτό αποδεικνύει την Ιδιότητα (II). Μας δίνει µάλιστα ένα καλύτεϱο ϕϱάγµα για τον |EfT |. Θα
χϱησιµοποιήσουµε την ισχυϱότεϱη εκτίµηση για το |EfT (x)| που αποδείξαµε για να αποδείξουµε

29



Προετοιµασία για την απόδειξη του Θεωρήµατος 3.0.1.

την Ιδιότητα (III).
Γϱάϕουµε

Ef(x) =
∑
θ

Efθ(x)

=
∑
θ

∫
e2πiωxfθ(ω) dvol(ω)

=
∑
θ

∫
e2πiωxFθ(ω⃗) dω1dω2

=
∑
θ

∫
e2πiωxϕθFθ(ω⃗) dω1dω2 ,

αϕού η ϕθ είναι ταυτοτικά ίση µε 1 εντός του supp(Fθ) ⊆ θ. Θέλουµε τώϱα να µελετήσουµε το
άϑϱοισµα

∑
T∈W̃(θ) ρ̂T ∗Fθ. Το σύνολο W̃(θ) είναι αϱιϑµήσιµο. ΄Εστω {Tn : n ∈ N} µία αϱίϑµησή

του. Το µεϱικό άϑϱοισµα
∑n
k=1 ρ̂Tk

∗ Fθ είναι ίσο µε

( n∑
k=1

ρ̂Tk

)
∗ Fθ =

( n̂∑
k=1

ρTk

)
∗ Fθ (γϱαµµικότητα του µετασχηµατισµού Fourier)

:= Ŝn ∗ Fθ.

Η ακολουϑία (ρTn)
∞
n=1 είναι διαµέϱιση της µονάδας, άϱα για κάϑε x ∈ R3 ισχύει

∑∞
n=1 ρTn(x) = 1.

΄Ετσι, έχουµε

Ŝn
n→∞−−−−→ δ(1) ,

όπου δ(1) η δ του Dirac µε µάϹα στο 1. ΄Επεται ότι

Ŝn ∗ Fθ
L2

−−→ Fθ.

Εποµένως, το γινόµενο ϕθ ·
(∑∞

n=1 Sn∗Fθ
)

συγκλίνει στον L2 στη συνάρτηση ϕθFθ. ΄Ολες οι εµπλε-
κόµενες στη σύγκλιση συναρτήσεις έχουν συµπαγή ϕορέα εντός του δίσκου 3θ, άϱα το παραπάνω
γινόµενο συγκλίνει και στον L1 στη συνάρτηση ϕθFθ. Μπορούµε δηλαδή να γράψουµε

Ef(x) =
∑
θ

∞∑
n=1

∫
e2πiωxϕθ

(
ρ̂Tn ∗ Fθ

)
dω1dω2

=
∑
θ

∞∑
n=1

∫
e2πiωxFTn

dω1dω2

=
∑
θ

∞∑
n=1

∫
e2πiωxfTn dvol(ω)

=
∑
θ

∞∑
n=1

EfTn
(x).

΄Εστω x ∈ BR. ΧωϱίϹουµε το σύνολο W̃(θ) στα υποσύνολά του W(θ) και το συµπλήϱωµά του. ΄Ετσι
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έχουµε

Ef(x) =
∑
θ

( ∑
T∈W(θ)

EfT (x) +
∑

T /∈W(θ)

EfT (x)

)
=
∑
T∈W

EfT (x) +
∑
θ

∑
T /∈W(θ)

EfT (x) ,

εποµένως ∣∣∣Ef(x) −
∑
T∈W

EfT (x)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∑
θ

∑
T /∈W(θ)

EfT (x)
∣∣∣.

Από το γεγονός ότι το πλήϑος των δίσκων θ είναι πεπεϱασµένο και την (3.10) έχουµε την Ιδιότητα
(III).
Η Ιδιότητα (IV) πϱοκύπτει από το Θεώϱηµα Plancherel. Πϱάγµατι, έστω T1, T2 ∈ W(θ) δύο ξένοι
κύλινδϱοι. Τότε ∫

fT1
fT2

dvolS =

∫
J ϕθ(ρ̂T1

∗ Fθ)ϕθ (ρ̂T2
∗ Fθ) dω1dω2

=

∫
J |ϕθ|2(ρ̂T1

∗ Fθ) (ρ̂T2
∗ Fθ) dω1dω2

=

∫ (
Ȟ ∗ (ρT1

· F̌θ)
)
· (ρT2

· F̌θ) dx1dx2,

από τo Θεώϱηµα Plancherel αν ϑέσουµε H = J|ϕθ|2. ΄Εχουµε υποϑέσει ότι T1 ∩ T2 = ∅, άϱα
dist(supp(ψT1

), supp(ψT2
)) ≥ 1

4R
1/2+δ. Από τον οϱισµό της G ισχύει |∇lG| ≲ l R

l/2, άϱα

|Ǧ(x⃗)| ≲ Vol(θ)
(
1 + |⃗c|R−1/2

)−106/δ
.

΄Ετσι, ∫
fT1

fT2
dvolS ≤

∫
|fT1

fT2
| dvolS

=

∫ ∣∣Ȟ ∗ (ρT1 · F̌θ)
∣∣ · |ρT2 · F̌θ| dx1dx2

≤
∫

|Ȟ ∗ F̌θ| · |F̌θ| dx1dx2

≲ ∥Ȟ∥1∥f∥2L2(θ)

≲ R−105 ∥f∥2L2(θ)

≤ R−104∥f∥2L2(θ).

΄Εχει µείνει να αποδείξουµε την Ιδιότητα (V).
Από τους υπολογισµούς που κάναµε παϱαπάνω, έχουµε∑

T∈W(θ)

∫
|fT |2 dvolS =

∑
T∈W(θ)

∫
|ϕθ|2 J |ρ̂T ∗ Fθ|2 dω1dω2

≤ 2
∑

T∈W(θ)

∫
|ϕθ|2 |ρ̂T ∗ Fθ|2 dω1dω2 (1 ≤ J ≤ 2)

≤
∑

T∈W(θ)

∫
|ρ̂T ∗ Fθ|2 dω1dω2 + O(R−105∥f∥L2(θ)).
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Η τελευταία ανισότητα ισχύει λόγω της υπόϑεσης ότι ο µετασχηµατισµός Fourier της ρT ϕϑίνει
απότοµα αν |ω⃗| ≥ R−1/2−δ, άϱα

ϕθ(ρ̂T ∗ Fθ)(ω⃗) = (ρ̂T ∗ Fθ)(ω⃗) +O(R−105(1 + |ω⃗|)−10∥f∥L2(θ)).

Από το ϑεώϱηµα Plancherel,∑
T∈W(θ)

∫
|ρ̂T ∗ Fθ|2 dω1dω2 =

∑
T∈W(θ)

∫
|ρT |2 |F̌θ|2 dx1dx2

≤
∑

T∈W(θ)

∫
|F̌θ|2 dx1dx2 (ρT διαµέϱιση της µονάδας)

=
∑

T∈W(θ)

∫
|Fθ|2 dω1dω2

≲
∫
θ

|f |2.

΄Ετσι, έχουµε αποδείξει τις Ιδιότητες (I)-(V) και η απόδειξη της πϱότασης είναι πλήϱης.

Από την πϱώτη ιδιότητα στην παϱαπάνω πϱόταση, αν ο ϕοϱέας της fτ πεϱιέχεται στο τ , τότε
για κάϑε T , ο ϕοϱέας της fτ,T = fτXT πεϱιέχεται σε µία O(R−1/2) πεϱιοχή του τ . ΄Εστω (Wi)i∈I
οικογένεια υποσυνόλων του W.
Για κάϑε δίσκο τ και κάϑε υποσύνολο Wi οϱίϹουµε τη συνάϱτηση

fτ,i =
∑
T∈Wi

fτ,T .

Λήµµα 3.1.9. ΄Εστω (Wi)i∈I υποσύνολα του W. Αν κάϑε κύλινδϱος T πεϱιέχεται το πολύ σε µ από
τα υποσύνολα Wi, τότε για κάϑε θ, ∑

i∈I

∫
3θ

|fτ,i|2 ≲ µ

∫
10θ

|fτ |2.

Επίσης, ∑
i∈I

∫
S

|fτ,i|2 ≲ µ

∫
S

|fτ |2.

Απόδειξη. Αν T ∈ W(θ′), τότε supp ⊆ 3θ′. ΄Αϱα, αϱκεί να πεϱιοϱιστούµε στους κυλίνδϱους T που
ανήκουν στο W(θ) για τους O(1) δίσκους θ′ που ανήκουν στον δίσκο 10θ για να µελετήσουµε το
ολοκλήϱωµα

∫
3θ

|fτ,i|2. ΟϱίϹουµε

Wi(θ
′) = Wi ∩W(θ′) και fτ,i,θ′ =

∑
T∈Wi(θ′)

fτ,T .

΄Ετσι, ∫
3θ

|fτ,i|2 ≲
∑

3θ ∩ 3θ′ ̸=∅

∫
|fτ,i,θ′ |2

=
∑
i

∫ ∣∣∣ ∑
T∈Wi(θ′)

fτ,T

∣∣∣2
=
∑
i

∑
Tj∈Wi(θ

′),
j=1,2

∫
fτ,T1fτ,T2 .
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Αν οι κύλινδϱοι T1 και T2 είναι ξένοι, το ολοκλήϱωµα
∫
fτ,T1fτ,T2 ϕϱάσσεται από R−1000

∫
θ′
|fτ |2

από την ιδιότητα (IV) της παϱαπάνω πϱότασης.
Γενικά, ένας κύλινδϱος T1 ∈ W(θ′) τέµνει το πολύ O(1) διαϕοϱετικούς κυλίνδϱους Tk ∈ W(θ′),
εποµένως

∑
i

∑
Tj∈Wi(θ

′),
j=1,2

∫
fτ,T1fτ,T2 ≲

∑
i

( ∑
T∈Wi(θ′)

∫
|fτ,T |2 + O(|Wi(θ

′)|2R−1000∥fτ,θ′∥22)

)
.

Ο όϱος O(|Wi(θ
′)|2R−1000∥fτ,θ′∥22) ϕϱάσσεται από πάνω από την ποσότητα

|I|R−950∥fτ,θ′∥22 ≤ µR−900∥fτ,θ′∥22.

Από την ιδιότητα (V) της παϱαπάνω πϱότασης έχουµε∑
T∈Wi(θ′)

|fτ,T |2 ≤ µ
∑

T∈Wi(θ′)

|fτ,T |2

≲ µ

∫
θ′
|fτ |2.

Συγκεντϱώνοντας όλες τις ανισότητες έχουµε∑
i

∫
3θ

|fτ,i|2 ≲ µ

∫
10θ

|fτ |2.

Αν αϑϱοίσουµε πάνω από όλους τους δίσκους θ ⊆ S στην τελευταία ανισότητα πϱοκύπτει η σχέση∑
θ

∑
i

∫
3θ

|fτ,i|2 ≲ µ
∑
θ

∫
10θ

|fτ |2,

δηλαδή ∑
i

∑
θ

∫
3θ

|fτ,i|2 ≲ µ

∫
S

|fτ |2.

Τελικά, ∑
i

∫
S

|fτ,i|2 ≲ µ

∫
S

|fτ |2,

όπως ϑέλαµε.

Αν εϕαϱµόσουµε το τελευταίο λήµµα για ένα υποσύνολο Wi ⊆ W πϱοκύπτει το παϱακάτω.

Πόϱισµα 3.1.10. Αν Wi ⊆ W, τότε για οποιοδήποτε δίσκο θ και οποιοδήποτε τ ισχύει∫
3θ

|fτ,i|2 ≲
∫
10θ

|fτ |2.

3.2 Πολυωνυµική διαµέϱιση

Η απόδειξη του Guth για την ανισότητα (3.1) στο Θεώϱηµα 3.0.1 ϐασίϹεται στη διάσπαση σε wave
packets που εισαγάγαµε στην Παϱάγϱαϕο 3.1.2 και στην πολυωνυµική διαµέϱιση (polynomial
partitioning) την οποία ϑα αποδείξουµε σε αυτή την παϱάγϱαϕο χϱησιµοποιώντας το Θεώϱηµα
Ham-Sandwich των Stone και Tukey.
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Θεώϱηµα 3.2.1 (Stone-Tukey). ΄Εστω V υπόχωϱος του C(Rn) ώστε για κάϑε µη µηδενικό στοιχείο
του F να ισχύει

∣∣[f = 0]
∣∣ = 0. Αν W1, . . . ,WN ∈ L1(Rn) µε N < dimV , τότε υπάϱχει µη-µηδενικό

στοιχείο u ∈ V , ώστε για κάϑε Wj , j ∈ [n] ισχύει∫
{u>0}

Wj =

∫
{u<0}

Wj .

Εµείς ϑα πεϱιοϱιστούµε στον χώϱο RD[x1, . . . , xn] των πολυωνύµων του Rn ϐαϑµού το πολύ
D, ο οποίος έχει διάσταση

(
D+n
n

)
∼n Dn. Για την απόδειξη του Θεωϱήµατος ϑα χϱειαστούµε το

Θεώϱηµα Borsuk-Ulam από την Αλγεϐϱική Τοπολογία.

Θεώϱηµα 3.2.2 (Borsuk-Ulam). Αν µία συνάϱτηση f : SN → RN είναι συνεχής και πεϱιττή, τότε
υπάϱχει x ∈ SN ώστε f(x) = 0.

Απόδειξη. (του Θεωϱήµατος 3.2.1)
Μποϱούµε χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας να υποϑέσουµε ότι dimV = N + 1 και να ταυτίσουµε τον
V µε τον RN+1, ώστε SN ⊆ V \ {0}. ΟϱίϹουµε F : V \ {0} → RN ώστε κάϑε συντεταγµένη της F
να ισούται µε

Fj(u) :=

∫
{u>0}

Wj −
∫

{u<0}

Wj . (3.11)

Η F είναι πεϱιττή. Είναι και συνεχής. Πϱάγµατι, έστω (uk) ακολουϑία στον V \{0} και u ∈ V \{0}
ώστε uk → u. Η σύγκλιση είναι οµοιόµοϱϕη γιατί ο V κληϱονοµεί τη supremum νόϱµα από τον
χώϱο συνεχών συναϱτήσεων. ΟϱίϹουµε

Ak = {x ∈ Rn
∣∣ τα uk(x) και u(x) έχουν διαϕοϱετικό πϱόσηµο}.

Τότε, ∣∣∣Fj(uk)− F (uk)
∣∣∣ ≤ ∫

Ak

|Wj |. (3.12)

Λόγω της σύγκλισης, έχουµε ότι lim supk Ak ⊆ Zu := u−1({0}) και

lim
k0→∞

∫
∪k≥k0

Ak

|Wj | ≤
∫
Zu

|Wj | = 0

από το Θεώϱηµα Κυϱιαϱχηµένης Σύγκλισης. ΄Ετσι, από την (3.12) έπεται ότι

lim
k→∞

∣∣∣Fj(uk)− F (uk)
∣∣∣ = 0,

άϱα κάϑε Fj είναι συνεχής. Από το Θεώϱηµα Borsuk-Ulam, υπάϱχει v ∈ V \ {0} ώστε F (v) = 0,
όπως ϑέλαµε.

Παϱατηϱούµε ότι αν οι συναϱτήσειςWj είναι σχεδόν παντού µηδενικές, τότε το Θεώϱηµα Stone-
Tukey ισχύει τετϱιµµένα. Θα διατυπώσουµε τώϱα το κεντϱικό αποτέλεσµα της παϱαγϱάϕου, µία
διακϱιτή µοϱϕή του οποίου αποδείχϑηκε από τους Guth και Katz κι εϕαϱµόστηκε στην Αναάλυση
από τον Guth.

Θεώϱηµα 3.2.3 (Polynomial partitioning). ΄ΕστωW ≥ 0 ∈ L1(Rn). Τότε, για κάϑεD ∈ N, υπάϱχει
µη-µηδενικό πολυώνυµο P ϐαϑµού το πολύD, ώστε το συµπλήϱωµα Rn\ZP να διαµεϱίϹεται σε ∼ Dn

ανοιχτά σύνολα Oi και τα ολοκληϱώµατα
∫
Oi
W να είναι όλα ίσα.
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Απόδειξη. Υπάϱχει πολυώνυµο P1 ώστε∫
{P1>0}

W =

∫
{P1<0}

W = 2−1

∫
W.

ΟϱίϹουµεW 1
1 =W ·X{P1>0} καιW 1

2 =W ·X{P1<0} και ϐϱίσκουµε πολυώνυµο P2 ώστε για j = 1, 2
να ισχύει ∫

{P2>0}

W 1
j =

∫
{P2<0}

W 1
j = 2−2

∫
W.

ΟϱίϹουµε τις συναϱτήσεις:

W 2
1 =W 1

1 · X{P2>0} , W 2
2 =W 1

1 · X{P2<0}

W 2
3 =W 1

2 · X{P2>0} , W 2
4 =W 1

2 · X{P2<0}

και ϐϱίσκουµε πολυώνυµο P3 ώστε για κάϑε j ∈ {1, 2, 3, 4} να ισχύει∫
{P3>0}

W 2
j =

∫
{P3<0}

W j
2 = 2−3

∫
W.

ΣυνεχίϹουµε επαγωγικά κατασκευάζοντας πολυώνυµα P1, . . . , Pm για κατάλληλο m που ϑα επι-
λέξουµε παρακάτω. Ορίζουµε P =

∏m
i=1 Pi και παρατηρούµε ότι το σύνολο Rn \ ZP διαµερίζεται

σε 2m ξένα ανά δύο ανοιχτά σύνολα Oi, για τα οποία ισχύει∫
Oi

W = 2−m
∫
W, 1 ≤ i ≤ 2m.

Ο ϐαϑµός κάϑε πολυωνύµου Pi είναι ≲n 2i/n, άϱα το P έχει ϐαϑµό το πολύ Cn2m/n. Επιλέγουµε
το m ώστε Cn2m/n ∈

[
D
2 , D

]
κι έτσι έχουµε ότι degP ≤ D και ότι το πλήϑος των Oi είναι

2m ∼n Dn.

΄Ενα πολυώνυµο P καλείται µη ιδιάϹον αν ∇P ̸= 0 στο ZP και ιδιάϹον αν υπάϱχει x ∈ ZP
ώστε ∇P (x) = 0. Αν το P είναι µη ιδιάϹον, τότε το σύνολο µηδενισµού του είναι οµαλή αλγεϐϱική
επιϕάνεια. Για τεχνικούς λόγους που ϑα αναλύσουµε παϱακάτω είναι πιο ϐολικό να δουλεύουµε
µε µη ιδιάϹοντα πολυώνυµα. Για το λόγο αυτό ϑα αποδείξουµε ένα ϑεώϱηµα ανάλογο του 3.2.3
για µη ιδιάϹοντα πολυώνυµα. Το ϐασικό αποτέλεσµα που ϑα µας επιτϱέψει κάτι τέτοιο είναι η
πυκνότητα των µη ιδιαϹόντων πολυωνύµων στον RD[x1, . . . , xn], την οποία αποδεικνύουµε στην
παϱακάτω πϱόταση.

Πϱόταση 3.2.4. Τα µη ιδιάϹοντα πολυώνυµα είναι πυκνά στον RD[x1, . . . , xn] για οποιαδήποτεD,n.
Επιπλέον τα ιδιάϹοντα πολυώνυµα έχουν µέτϱο 0.

Απόδειξη. Το σύνολο RD[x1. . . . , xn] είναι οµαλή διαφορική πολλαπλότητα αφού είναι R-διανυσµατικός
χώϱος πεπερασµένης διάστασης. Θεωρούµε την απεικόνιση

E : Rn × RD[x1, . . . , xn] → R× RD[x1, . . . , xn]
(x, P ) 7−→ (P (x), P )

η οποία είναι C∞. Υποϑέτουµε ότι το Ϲεύγος (h, P ) είναι κανονική τιµή της E. Τότε το πολυώνυµο
P − h είναι µη ιδιάϹον. Για να το δούµε αυτό, παϱατηϱούµε ότι

(P − h)(x) = 0 ⇔ (x, P ) ∈ E−1(h, P ).
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΄Οµως, το (h, P ) είναι κανονική τιµή της E, άϱα το διαϕοϱικό

dEx,P = (∇P, IdRD[x1,...,xn])

είναι γϱαµµικός επιµοϱϕισµός. ΄Ετσι, αν (P − h)(x) = 0, τότε ∇(P − h)(x) = ∇P (x) ̸= 0. Αν
γνωϱίϹαµε ότι οι κϱίσιµες τιµές της E έχουν µέτϱο 0 στην πολλαπλότητα R × RD[x1, . . . , xn] από
το Θεώϱηµα Fubini ϑα συµπεϱαίναµε ότι τα ιδιάϹοντα πολυώνυµα του RD[x1, . . . , xn] έχουν µέτϱο
0 στην πολλαπλότητα RD[x1, . . . , xn], άϱα τα µη ιδιάϹοντα πολυώνυµα είναι πυκνά. Το γεγονός ότι
οι κϱίσιµες τιµές της E είναι µέτϱου 0 έπεται από το Θεώϱηµα του Sard το οποίο διατυπώνουµε
παϱακάτω. Αυτή η παϱατήϱηση ολοκληϱώνει την απόδειξη.

Θεώϱηµα 3.2.5 (Sard). ΄Εστω Mm,Nn οµαλές διαϕοϱικές πολλαπλότητες και F : M C∞

−−→ N .
Τότε, το σύνολο των κϱισιµών τιµών της F έχει µέτϱο 0 στη N .

Η παραπάνω πρόταση µας επιτρέπει να αποδείξουµε δύο εκδοχές του πολυωνυµικού ϑεωρήµα-
τος ham-sandwich των Stone και Tukey και του polynomial partitioning του Guth.

Πόϱισµα 3.2.6. ΄Εστω W1, . . . ,WN ≥ 0 ∈ L1(Rn). Τότε, για κάϑε ε > 0, υπάϱχει µη ιδιάϹον
πολυώνυµο P ώστε για κάϑε Wj ισχύει

(1− ε)

∫
{P<0}

Wj ≤
∫

{P>0}

Wj ≤ (1 + ε)

∫
{P<0}

Wj . (3.13)

Απόδειξη. ΄Εστω P µη µηδενικό πολυώνυµο ώστε
∫
{P<0}Wj =

∫
{P>0}Wj . ΄Εστω (Pk) ακολουϑία

µη ιδιαϹόντων πολυωνύµων που συγκλίνει στο P . Από το Θεώϱηµα Κυϱιαϱχηµένης Σύγκλισης
έχουµε

lim
k→∞

∫
{Pk<0}

Wj =

∫
{P<0}

Wj .

΄Εστω ε > 0. Υπάϱχει k0 ∈ N ώστε για κάϑε k ≥ k0 ισχύει∣∣∣∣∣
∫

{Pk<0}

Wj −
∫

{P<0}

Wj

∣∣∣∣∣ < ε

και η Ϲητούµενη ανισότητα έπεται άµεσα.

Πόϱισµα 3.2.7. ΄Εστω W ≥ 0 ∈ L1(Rn). Τότε, για κάϑε D ∈ N, υπάϱχει µη µηδενικό πολυώνυµο
P ϐαϑµού το πολύ D ώστε το συµπλήϱωµα Rn \ ZP είναι η ξένη ένωση ∼ Dn ανοιχτών συνόλων Oi
και τα ολοκληϱώµατα

∫
Oi
Wj συµϕωνούν µέχϱι µία δύναµη του 2. Επιπλέον, το P είναι γινόµενο µη

ιδιαϹόντων πολυωνύµων.

3.3 Απόδειξη του Θεωϱήµατος 3.1.2

Σε αυτή την ενότητα χϱησιµοποιούµε την πολυωνυµική διαµέϱιση του Guth για να πϱοετοιµάσουµε
την απόδειξη του Θεωϱήµατος 3.1.2. Για την απόδειξη ϑα χϱησιµοποιήσουµε ένα επαγωγικό
επιχείϱηµα κάνοντας µία παϱαλλαγή στις µέχϱι τώϱα υποϑέσεις µας. Θα πεϱιοϱίσουµε ξανά την f
σε δίσκους τ , αλλά αυτή τη ϕοϱά αντί να απαιτήσουµε να είναι ξένοι, ϑα επιτϱέψουµε να έχουν µη
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κενή τοµή. Υποϑέτουµε ότι οι δίσκοι τ καλύπτουν την S και ότι κάϑε δίσκος τ είναι το γϱάϕηµα
µίας οµαλής συνάϱτησης h πάνω από µία µπάλα B2(ω⃗τ , r). Θεωϱούµε τη διάσπαση

f =
∑
τ

fτ , supp(fτ ) ⊆ τ

και υποϑέτουµε ότι τα κέντϱα ω⃗τ ∈ B2
2 είναι K−1-διαχωϱισµένα.

ΟϱίϹουµε επίσης την πολυπλοκότητα µ του καλύµµατος Ϲητώντας η ακτίνα r κάϑε δίσκου τ να
ικανοποιεί τη σχέση

K−1 ≤ r ≤ µ1/2K−1.

Παϱατηϱούµε ότι λόγω της συνθήκης διαχωρισµού για τα κέντϱα ω⃗τ και τον ορισµό του µ, ένα
σηµείο s ∈ S ανήκει σε O(µ) διαφορετικούς δίσκους τ .
Στις προτάσεις και τα λήµµατα που ϑα διατυπώσουµε στην παράγραφο αυτή ϑα εµφανιστούν αρ-
κετές παράµετροι που εξαρτώνται από κάποιο ε > 0. Τις καταγράφουµε εδώ χωρίς επεξήγηση του
τι αντιπροσωπεύει η κάϑε µία. Η σχέση που ικανοποιούν µεταξύ τους αυτές οι παράµετροι είναι

ε6 = δεγκ ≪ ε4 = δdeg ≪ ε2 = δ ≪ ε.

Θέλουµε επίσης µία σταϑεϱά K αϱκετά µεγάλη ώστε Rδεγκ log(10
−6Kε) ≥ R1000.

Θεώϱηµα 3.3.1. Για κάϑε ε > 0, υπάϱχουν K,L και 0 < δεγκ < ε που εξαϱτώνται µόνο από το ε
ώστε να ισχύει το ακόλουϑο:
΄Εστω ότι η S είναι το γϱάϕηµα µίας οµαλής συνάϱτησης h που ικανοποιεί την (⋆) µε L παϱαγώγους.
Υποϑέτουµε επίσης ότι οι δίσκοι τ που οϱίστηκαν παϱαπάνω καλύπτουν της S µε πολυπλοκότητα το
πολύ µ. Αν α ≥ K−ε και για κάϑε τ και ω ∈ S ισχύει

−
∫
B(ω,R−1/2)∩S

|fτ |2 ≤ 1,

τότε ∫
BR

BrαEf
3.25 ≤ CεR

ε
(∑

τ

∫
S

|fτ |2
)3/2+ε

Rδεγκ log(K
εαµ). (3.14)

Επιπϱοσϑέτως ισχύει
lim
ε→0+

K(ε) = +∞.

Για την απόδειξη του Θεωϱήµατος 3.3.1 ϑα χϱησιµοποιήσουµε το polynomial partitioning.
Επιλέγουµε τον αϱιϑµό D = Rδdeg = Rε

4

και ϑεωϱούµε τη συνάϱτηση XBR
BrαEf

3.25. ΄Εχουµε
δει ότι υπάϱχει πολυώνυµο P ϐαϑµού το πολύ D για το οποίο το σύνολο Rn \ZP είναι η ξένη ένωση
∼ D3 κελιών Oi και για κάϑε i ισχύει∫

Oi∩BR

BrαEf3.25 ∼ D−3

∫
BR

BrαEf3.25.

Μποϱούµε επιπλέον να υποϑέσουµε ότι το P είναι γινόµενο µη ιδιαϹόντων πολυωνύµων.
ΟϱίϹουµε M = NR1/2+δ(ZP ) ως την (R1/2+δ)-πεϱιοχή του ZP και O′

i = (Oi ∩BR) \M . ΟϱίϹουµε
επίσης Wi ⊆ W µε

Wi = {T ∈ W : T ∩O′
i ̸= ∅}

και παϱατηϱούµε ότι αν T ∈ Wi, τότε ο άξονας του T έχει µη κενή τοµή µε το κελί Oi, αϕού
T ∩O′

i ̸= ∅. Μία ευϑεία που δεν πεϱιέχεται στο ZP µποϱεί να πεϱάσει από το ZP το πολύ D ϕοϱές,
άϱα κάϑε κύλινδϱος T ∈ W έχει µη κενή τοµή µε το πολύ D + 1 από τα O′

i.
΄Επεται λοιπόν το παϱακάτω.
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Λήµµα 3.3.2. Κάϑε κύλινδϱος T ∈ W πεϱιέχεται το πολύ σε D + 1 από τα σύνολα Wi.

Θέτουµε
fτ,i =

∑
T∈Wi

fτ,T και fi =
∑
τ

fτ,i .

Με τους παϱαπάνω συµϐολισµούς, έχουµε καταϕέϱει να γϱάψουµε το αϱιστεϱό µέλος της (3.14)
ως ∫

O′
i

BrαEf3.25 +

∫
M

BrαEf3.25.

Για να ϕράξουµε το πϱώτο ολοκλήρωµα ϑα χρησιµοποιήσουµε επαγωγή. Για το δεύτερο ολοκλήρω-
µα, καλύπτουµε την BR µε ∼ R3δ µπάλες Bj ακτίνας R1−δ. Αν Bj ∩M ̸= ∅, ξεχωρίζουµε τους
κυλίνδρους του W ανάλογα µε το αν είναι εφαπτόµενοι ή εγκάρσιοι στο ZP στην Bj .

Οϱισµός 3.3.3. ΣυµϐολίϹουµε µε Wj,εϕ το σύνολο των κυλίνδϱων T ∈ W που ικανοποιούν τις
ιδιότητες:

(I) T ∩M ∩Bj ̸= ∅

(II) Αν x είναι ένα µη κϱίσιµο σηµείο του ZP που ανήκει στην τοµή 2Bj ∩ 10T , τότε

∡(u(T ), TxZp) ≤ R−(1/2)+2δ.

Οϱισµός 3.3.4. ΣυµϐολίϹουµε µε Wj,εγκ το σύνολο των κυλίνδϱων T ∈ W που ικανοποιούν τις
ιδιότητες:

(I) T ∩M ∩Bj ̸= ∅

(II) Υπάϱχει ένα µη κϱίσιµο σηµείο x του ZP που ανήκει στην τοµή 2Bj ∩ 10T ώστε

∡(u(T ), TxZp) > R−(1/2)+2δ.

Ο λόγος για τον οποίο ϑέλουµε το ϕράγµα R−(1/2)+2δ για τη γωνία στους δύο παραπάνω ορι-
σµούς ϑα γίνει ξεκάθαρος κατά την απόδειξη του παρακάτω λήµµατος στο Παράρτηµα Β’.
Θέλουµε να δείξουµε ότι ένας κύλινδρος T ∈ W που τέµνει το M ∩ Bj δεν µπορεί να είναι ταυ-
τόχρονα εφαπτόµενος κι εγκάρσιος στο ZP στην Bj . Από τους ορισµούς των δύο εννοιών, αρκεί να
ελέγξουµε ότι πάντα υπάρχει µη κρίσιµο σηµείο του ZP στην τοµή 2Bj ∩ 10T .
Το M είναι η R(1/2)+δ-πεϱιοχή του ZP και κάϑε κύλινδρος T έχει ακτίνα R(1/2)+δ. ΄Ετσι, αν
y ∈ T ∩M ∩ Bj , υπάρχει x ∈ ZP ώστε |x− y| ≤ R(1/2)+δ. Το σηµείο x ανήκει επίσης στην τοµή
2Bj ∩ 10T . Αφού εχουµε υποθέσει ότι το P είναι γινόµενο µη ιδιαζόντων πολυωνύµων και τα µη
κρίσιµα σηµεία είναι πικνά στο ZP , µπορούµε να επιλέξουµε κατάλληλα το x ώστε να είναι µη
κρίσιµο σηµείο του ZP .
∆είξαµε λοιπόν ότι ένας κύλινδρος T ∈ W που τέµνει το M ∩Bj είναι είτε εφαπτόµενος ή εγκάρσιος
στο ZP στην Bj . Για να ϕράξουµε το ολοκλήρωµα

∫
M

BrαEf3.25 ϑα χρειαστεί να γνωρίζουµε το
πλήϑος των διαφορετικών συνόλων Wj,εϕ και Wj,εγκ στα οποία µπορεί να ανήκει ένας κύλινδρος
T ∈ W.

Λήµµα 3.3.5. Κάϑε κύλινδϱος T ∈ W ανήκει το πολύ σε Poly(D) = RO(δdeg) διαϕοϱετικά σύνολα
Wj,εγκ.

Συµπεϱαίνουµε ότι ένας κύλινδϱος T τέµνει Rδ διαϕοϱετικές µπάλες Bj . Λόγω της επιλογής
δdeg = ε4 και δ = ε2, ο T ανήκει στο σύνολο Wj,εγκ για ένα πολύ µικϱό κοµµάτι των µπαλών
Bj . Αυτή η παϱατήϱηση µαϹί µε ένα επαγωγικό επιχείϱηµα ϑα µας επιτϱέψει να ελέγξουµε τη
συνεισϕοϱά των εγκάϱσιων κυλίνδϱων στο ολοκλήϱωµα

∫
M
BrαEf

3.25.
Το ανάλογο αποτέλεσµα για τους εϕαπτόµενους κυλίνδϱους είναι το παϱακάτω.
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Λήµµα 3.3.6. Για κάϑε j, το πλήϑος των διαϕοϱετικών δίσκων θ για τους οποίους ισχύει
Wj,εϕ ∩W(θ) ̸= ∅ είναι το πολύ R(1/2)+O(δ).

Αποδεικνύουµε τα δύο παϱαπάνω λήµµατα στο παϱάϱτηµα Β’. Για να απλοποιήσουµε λίγο
τον συµϐολισµό των συναϱτήσεων που ϑα χϱησιµοποιηϑούν στην απόδειξη του Θεωϱήµατος 3.3.1
γϱάϕουµε

fτ,j,εγκ =
∑

T∈Wj,εγκ

fτ,T και fj,εγκ =
∑
τ

fτ,j,εγκ

fτ,j,εϕ =
∑

T∈Wj,εϕ

fτ,T και fj,εϕ =
∑
τ

fτ,j,εϕ .

Με τον συµβολισµό που µόλις εισαγάγαµε, µπορούµε να χωρίσουµε το ολοκλήρωµα
∫
BR

BrαEf
3.25

σε κοµµάτια προερχόµενα από τις fi, τις fj,εγκ και τις fj,εϕ. Ονοµάζουµε τις συνεισφορές τους στο
ολοκλήρωµα κοµµάτια που προέρχονται από τα κελιά Oi, εγκάρσια κοµµάτια κι εφαπτοµενικά
κοµµάτια αντίστοιχα. Θα ϕράξουµε τα κοµµάτια που προέρχονται από τα κελιά και τα εγκάρσια
κοµµάτια µε επαγωγή. Θα ϕράξουµε απευθείας τα εφαπτοµενικά κοµµάτια στην επόµενη πα-
ϱάγραφο.
Τα δύο λήµµατα που ακολουθούν συνδέουν τη συµπεριφορά του α-ευϱέος µέϱους του Ef(x) µε το
α-ευϱύ µέϱος του Efi(x). Για να δουλέψουν τα επιχειρήµατά µας, υποθέτουµε ότι το ε > 0 είναι
ακρετά µικρό και η ακτίνα R είναι αρκετά µεγάλη. Παρατηρούµε ότι αν x ∈ O′

i, τότε ο Efτ (x)
είναι σχεδόν ίσος µε το Efτ,i(x) για κάϑε δίσκο τ .

Λήµµα 3.3.7. Αν x ∈ O′
i, τότε

BrαEf(x) ≤ 2Br2αEfi(x) + R−900
∑
τ

∥fτ∥2.

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ O′
i. Μποϱούµε αϱχικά να υποϑέσουµε ότι το x είναι α-ευϱύ για τον Ef ,

αλλιώς το αϱιστεϱό µέλος της Ϲητούµενης ανισότητας είναι 0. Από την Πϱόταση 3.1.9 έχουµε

Efτ (x) =
∑
τ∈W

+ O(R−1000∥fτ∥2).

Αν το x ∈ T , τότε x ∈ Wi. Αν το x /∈ T , τότε από την Πϱόταση 3.1.9 έχουµε την εκτίµηση

|Efτ,T (x)| ≤ R−1000∥fτ∥2,

άϱα η συνεισϕοϱά των κυλίνδϱων T /∈ Wi είναι

Efτ (x) = Efτ,i(x) +O(R−990∥fτ∥2). (3.15)

Αν αϑϱοίσουµε πάνω από τους δίσκους τ έχουµε

Ef(x) = Efi(x) +O
(
R−990

∑
τ

∥fτ∥2
)
. (3.16)

Μποϱούµε επίσης να υποϑέσουµε ότι |Ef(x)| ≥ R−900
∑
τ ∥fτ∥2 λόγω της υπόϑεσής µας ότι η

ακτίνα R είναι αϱκετά µεγάλη. ΄Ετσι, |Efi(x)| ≥ 1
2R

−900
∑
τ ∥fτ∥2. Από τις σχέσεις (3.15) και

(3.16) και την υπόϑεση ότι το x είναι α-ευϱύ για τον Ef έχουµε

|Efτ,i(x)| ≤ |Efτ (x)|+O(R−990∥fτ∥2)
≤ α|Ef(x)|+O(R−990∥fτ∥2)

≤ α|Efi(x)|+O
(
R−990

∑
τ

∥fτ∥2
)

≤ 2α|Efi(x)|.
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Από τις παϱαπάνω υποϑέσεις και την ανισότητα που µόλις δείξαµε έπεται ότι το x είναι 2α-ευϱύ
για τον Efi και η απόδειξη έχει ολοκληϱωϑεί.

Στην πεϱίπτωση που το x ∈ M ∩ Bj , η απόδειξη µίας αντίστοιχης εκτίµησης δεν είναι το ίδιο
εύκολη. Εδώ ο Ef(x) είναι σχεδόν ίσος µε το άϑϱοισµα Efj,εϕ(x) + Efj,εγκ(x). Θα χϱειαστούµε
κάποιον πεϱαιτέϱω συµϐολισµό για να αποδείξουµε ότι τα ευϱέα µέϱη συµπεϱιϕέϱονται όπως
επιϑυµούµε.
΄Εχουµε χωϱίσει την S σε ∼ K2 δίσκους τ διαµέτϱου K−1. Αν A είναι ένα υποσύνολο των δίσκων
αυτών, οϱίϹουµε

fA,j,εγκ =
∑
τ∈A

fτ,j,εγκ

και

fτ,A,j,εγκ =

{
fτ,j,εγκ, τ ∈ A

0, τ /∈ A .

Θα εκτιµήσουµε τους όϱους που σχετίϹονται µε τα κοµµάτια fi και fj,εγκ µε επαγωγή παϱακάτω.
Για τα εϕαπτοµενικά κοµµάτια ϑα χϱησιµοποιήσουµε µία εκτίµηση για τη διγϱαµµική ποσότητα

Bil(Efj,εϕ) =
∑
τ1≁τ2

|Efτ1,j,εϕ|1/2 |Efτ2,j,εϕ|1/2.

Αν οι τ1, τ2 είναι δίσκοι στην S, λέµε ότι είναι µη-γειτονικοί αν η απόστασή τους είναι µεγαλύτεϱη
ή ίση από K−1. ΣυµϐολίϹουµε τη σχέση αυτή µε τ1 ≁ τ2. ΄Εχοντας δώσει τους παϱαπάνω οϱισµούς
µποϱούµε να συνδέσουµε το α-ευϱύ µέϱος του Ef µε τις συναϱτήσεις fi, fj,εγκ και fj,εϕ.

Λήµµα 3.3.8. Αν x ∈M ∩Bj και αµ ≤ 10−5 ισχύει

Brα|Ef(x)| ≤ 2

(∑
A

Br2α|EfA,j,εγκ| + K100Bil(Efj,εϕ)(x) + R−900
∑
τ

∥fτ∥2

)
. (3.17)

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ Bj∩M . Αν το x δεν είναι α-ευϱύ για τονEf , το αϱιστεϱό µέλος της Ϲητούµενης
ανισότητας είναι ίσο µε 0. Μποϱούµε λοιπόν να υποϑέσουµε ότι το x είναι α-ευϱύ για τον Ef .
Λόγω της υπόϑεσης ότι η ακτίνα R είναι αϱκετά µεγάλη, µποϱούµε να υποϑέσουµε επίσης ότι
|Ef(x)| ≥ R−900

∑
τ ∥fτ∥2. ΄Εστω A το σύνολο των K−1-δίσκων τ για τους οποίους ισχύει η σχέση

|Efτ,j,εϕ(x)| ≥ K−100|Ef(x)|.

Αν το συµπλήϱωµα Ac πεϱιέχει τουλάχιστον δύο µη γειτονικούς δίσκους τ1, τ2, τότε

|Ef(x)| ≤ K100|Efτi,j,εϕ(x)| ≤ K100Bil(Efj,εϕ)(x) .

Αν το συµπλήϱωµα Ac πεϱιέχει µόνο γειτονικούς δίσκους, τότε από τη συνϑήκη διαχωϱισµού για
τους δίσκους και τη σχέση K−1 ≤ r ≤ µ1/2K−1 που ικανοποιούν οι ακτίνες τους, έχουµε ότι
µποϱεί να πεϱιέχει το πολύ 104µ δίσκους. Το x είναι α-ευϱύ για τον Ef και από την υπόϑεση
ισχύει αµ ≤ 10−5, άϱα ∑

τ∈Ac

|Efτ (x)| ≤ #{Ac}max
τ∈Ac

|Efτ (x)|

≤ 104µα|Ef(x)|
≤ 10−1|Ef(x)|.
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΄Ετσι, αϕού Ef(x) = EfA(x) + EfAc(x), έχουµε |Ef(x)| ≤ |EfA(x)|+ 10−1|Ef(x)|, εποµένως

|EfA(x)| ≥
9

10
|Ef(x)|.

ΧωϱίϹουµε τον EfA σε εγκάϱσιες κι εϕαπτοµενικές συνεισϕοϱές. Για κάϑε δίσκο τ ισχύει

|Efτ (x)| ≤ |Efτ,j,εγκ(x)|+ |Efτ,j,εϕ(x)|+O(R−990∥fτ∥2),

αϕού αν ένας κύλινδϱος T ∈ W τέµνει το Bj ∩M , τότε ανήκει ακϱιϐώς σε ένα από τα σύνολα Wj,εγκ
και Wj,εϕ. Αν ο T δεν τέµνει το Bj ∩M , τότε |fτ,T (x)| = O(R−1000∥fτ∥2).
ΑϑϱοίϹουµε ως πϱος τ ∈ A στην τελευταία σχέση κι έχουµε

|EfA(x)| ≤ |EfA,j,εγκ(x)|+
∑
τ∈A

|Efτ,j,εϕ(x)|+O
(
R−990

∑
τ

∥fτ∥2
)

≤ |EfA,j,εγκ(x)|+#{A}K−100|Ef(x)|+O
(
R−980

∑
τ

∥fτ∥2
)

≤ |EfA,j,εγκ(x)|+K−98|Ef(x)|+O
(
R−980

∑
τ

∥fτ∥2
)
.

΄Ετσι,
9

10
|Ef(x)| ≤ |EfA,j,εγκ(x)|+K−98|Ef(x)|+O

(
R−980

∑
τ

∥fτ∥2
)
.

΄Εχουµε υποϑέσει ότι |Ef(x)| ≥ R−900
∑
τ ∥fτ∥2, άϱα αϕού η σταϑεϱά K είναι αϱκετά µεγάλη

µποϱούµε να γϱάψουµε

|Ef(x)| ≤ 3

2
|EfA,j,εγκ(x)| . (3.18)

Μένει να δείξουµε ότι το x είναι 2α-ευϱύ για τον EfA,j,εγκ. Αϱκεί να δείξουµε ότι για κάϑε δίσκο τ
ισχύει

|Efτ,j,εγκ(x)| ≤ 11

10
α|Ef(x)| .

Πϱάγµατι, αν ισχύει η τελευταία ανισότητα έχουµε

max
τ

|Efτ,j,εγκ(x)| ≤ 11

10
α |Ef(x)|

≤ 11

10
· 3
2
α |EfA,j,εγκ(x)|

≤ 2α |EfA,j,εγκ(x)|,

από την (3.18). Μένει λοιπόν να αποδείξουµε ότι για κάϑε δίσκο τ ∈ A ισχύει
|Efτ,j,εγκ(x)| ≤ 11

10α|Ef(x)|. ΄Εχουµε δείξει ότι ισχύει

|Efτ,j,εγκ(x)| ≤ |Efτ (x)|+ |Efj,εϕ,τ (x)|+O
(
R−990

∑
τ

∥fτ∥2
)
.

Ισχύει επίσης η σχέση |Efτ,j,εϕ(x)| ≥ K−100|Ef(x)|, αϕού τ ∈ A. ΄Ετσι,

|Efτ,j,εγκ(x)| ≤ α|Ef(x)|+K−100 |Ef(x)|+O
(
R−990

∑
τ

∥fτ∥2
)
,

αϕού το x είναι α-ευϱύ για τον Ef . Από τις υποϑέσεις |Ef(x) ≥ R−900
∑
τ ∥fτ∥2 και α ≥ K−ε

έπεται η
|Efτ,j,εγκ(x)| ≤ α|Ef(x)|+ 10 α−1 |Ef(x)| = (1.1)α |Ef(x)|.

Εποµένως, το x είναι 2α-ευϱύ για τον EfA,j,εγκ. ΄Επεται έτσι η ανισότητα που ϑέλαµε.
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3.3.1 Το ϕϱάγµα για τους εϕαπτοµενικούς όϱους

Σε αυτή την παϱάγϱαϕο ξεκινάµε την απόδειξη του Θεωϱήµατος 3.3.1. Σε πϱώτο στάδιο ϕϱάσσουµε
τα εϕαπτοµενικά κοµµάτια. Στην επόµενη παϱάγϱαϕο ϑα χϱησιµοποιήσουµε την εκτίµηση για τα
εϕαπτοµενικά κοµµάτια για να ολοκληϱώσουµε την απόδειξη.
Μας ενδιαϕέϱει να ϕϱάξουµε την ποσότητα∫

Bj∩M
Bil(Efj,εϕ)3.25.

Καλύπτουµε την τοµή Bj ∩M µε κύϐους Q µε µήκος πλευϱάς R1/2 και οϱίϹουµε Wj,εϕ,Q ως το
σύνολο των κυλίνδϱων T ∈ Wj,εϕ που τέµνουν τον κύϐο Q. Λόγω της Πϱότασης 3.1.9., εντός κάϑε
τέτοιου κύϐου Q µποϱούµε να γϱάψουµε

Efτ,j,εϕ =
∑

T∈Wj,εϕ,Q

Efτ,T + O(R−990∥fτ∥2).

Από τον οϱισµό του συνόλου Wj,εϕ, όλοι οι κύλινδϱοι του Wj,εϕ,Q είναι σχεδόν συνεπίπεδοι.
Πϱάγµατι, αϕού η τοµή M ∩Q είναι µη κενή, υπάϱχει ένα σηµείο x ∈ ZP ∩ NR−(1/2)+δ(Q). Για
κάϑε κύλινδϱο T ∈ Wj,εϕ,Q, το x αυτό ανήκει στην τοµή
2Bj ∩ 10T ∩ ZP και µποϱούµε να υποϑέσουµε ότι είναι µη κϱίσιµο σηµείο του ZP . Αϕού ο
κύλινδϱος αυτός είναι εϕαπτόµενος στο ZP , έχουµε ότι

∡(u(T ), Tx(ZP )) ≤ R−(1/2)+2δ ≤ R−(1/2)+O(δ).

΄Οϱοι της τάξης O(R−990∥fτ∥2) είναι αµελητέας σηµασίας στους υπολογισµούς µας. Για το λόγο
αυτό ϑα τους αγνοήσουµε γϱάϕοντας

Efτ,j,εϕ =
O

∑
T∈Wj,εϕ,Q

Efτ,T .

ΣυνδυάϹοντας τις παϱαπάνω παϱατηϱήσεις έχουµε το ακόλουϑο.

Πϱόταση 3.3.9. Αν οι δίσκοι τ1, τ2 είναι µη γειτονικοί, τότε∫
Q

|Efτ1,j,εϕ|2 |Efτ2,j,εϕ|2 ≲
O
R−(1/2)+O(δ)

( ∑
T1∈Wj,εϕ,Q

∥fτ1,T1
∥22

)( ∑
T2∈Wj,εϕ,Q

∥fτ2,T2
∥22

)
. (3.19)

Απόδειξη. Εντός του κύϐου Q έχουµε

Efτ,j,εϕ =
O

∑
T∈Wj,εϕ,Q

Efτ,T .

΄Εστω ηQ οµαλή bump function ίση µε 1 στον Q και µε ϕοϱέα supp(ηQ) ⊆ 10Q. Μποϱούµε να
υποϑέσουµε ότι

|η̂Q(ω)| ≲ Vol(Q)
(
1 + |ω|R1/2|

)106/δ
.

΄Ετσι,∫
Q

|Efτ1,j,εϕ|2 |Efτ2,j,εϕ|2 ≤
O

∑
Ti,Ti∈Wj,εϕ,Q

i=1,2

∫
ηQEfτ1,T1Efτ2,T2Efτ1,T 1

Efτ2,T 2

=
∑

Ti,Ti∈Wj,εϕ,Q
i=1,2

∫
R3

(
η̂Q ∗ fτ1,T1dvolS ∗ fτ2,T2dvolS

) (
fτ1,T 1

dvolS ∗ fτ2,T 2
dvolS

)
(1),
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από το ϑεώρηµα Plancherel.
Για κάϑε κύλινδρο T ορίζουµε θ(T ) ως τον δίσκο θ για τον οποίο ισχύει T ∈ W(θ) και ϑέτου-
µε ω(T ) να είναι το κέντϱο του θ(T ). Το µέτϱο fτ,T dvolS έχει ϕορέα εντός του 3θ(T ) κι έτσι
supp(fτ,T dvolS) ⊆ NO(R1/2)(ω(T )). Ο µετασχηµατισµός Fourier της ηQ ϕϑίνει απότοµα έξω από
τον Q, άϱα ένας όϱος που συµµετέχει στο άθροισµα είναι αµελητέος εκτός αν τα κέντϱα ω(Ti) και
ω(T i) ικανοποιούν τη σχέση

ω(T1) + ω(T2) = ω(T1) + ω(T2) +O(R−1/2+δ). (3.20)

Ισχυϱισµός. ∆εδοµένης της (3.20), τα κέντϱα ω(Ti) και ω(Ti) απέχουν το πολύ κατά O(R−1/2+δ).

Απόδειξη του Ισχυϱισµού. Τα σηµεία u(Ti) και u(Ti), τα οποία είναι εξ’ ορισµού τα µοναδιαία κάθε-
τα διανύσµατα σηµείων κοντά στα κέντϱα ω(Ti) και ω(Ti) αντίστοιχα, περιέχονται στο ίδιο επίπεδο,
έστω π(Q). ΄Ετσι, για κάϑε σηµείο ω⃗(Ti), ω⃗(Ti) ∈ B2

2 , η κλίση ∇h ικανοποιεί τη γραµµική εξίσωση:

ν · ∇h(ω⃗) + b = 0, ν ∈ B2
2 , b ∈ R, |b| ≲ 1.

Αυτή η εξίσωση ορίζει µία καµπύλη στη µπάλα B2
2 , η οποία είναι σχεδόν ευθεία, αφού η S ικανο-

ποιεί την (⋆), δηλαδή ικανοποιεί τις:

1

2
≤ Hh ≤ 2 και |∂3h| ≤ 10−9 κατά σηµείο.

Μποϱούµε, ενδεχοµένως µετά από κάποια στροφή στο ω1ω2-επίπεδο, να περιγράψουµε την κα-
µπύλη αυτή ως το γράφηµα

{(ω1, g(ω1)) : ω1 ∈ B2
2},

όπου η συνάρτηση g είναι C∞ και ικανοποιεί τη σχέση max{|∇g|, |∇2g|} ≤ 10−6. Παραµετρικο-
ποιούµε την h από τη g. Ορίζουµε δηλαδή ϕ(ω1) = h(ω1, g(ω1)) και από τον Κανόνα της Αλυσίδας
και τις υποθέσεις για τις g, h παρατηρούµε ότι ϕ′′ ≥ 1/4.
΄Εστω ω1(Ti) η προβολή του ω(Ti) στην πϱώτη συντεταγµένη. Η (3.20) είναι ισοδύναµη µε την

ω1(T1) + ω1(T2) = ω1(T1) + ω1(T2) +O(R−1/2+δ)

ϕ(ω1(T1)) + ϕ(ω1(T2)) = ϕ(ω1(T1)) + ϕ(ω1(T2)) +O(R−1/2+δ)

(3.21)

Μποϱούµε χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας να υποϑέσουµε ότι

ω1(T1) < ω1(T1) < ω1(T2) < ω1(T2).

Αν τα ω(T1) και ω(T2) δεν πεϱιέχονται στους δίσκους τ1 και τ2 αντίστοιχα, ϐϱίσκονται πολύ κοντά
τους από τον τϱόπο κατασκευής τους. ΄Εχουµε υποϑέσει ότι οι τ1, τ2 είναι µη γειτονικοί, άϱα από
την τελευταία παϱατήϱηση ισχύει |ω1(T1)− ω1(T2)| ≳ K−1. Θεωϱούµε τα κλειστά διαστήµατα
I1 = [ω1(T1), ω1(T1)] και I2 = [ω1(T2), ω1(T2)]. Από την (3.21), τα µήκη των I1 και I2 διαϕέϱουν
το πολύ κατά O(R−1/2+δ). Από το Θεώϱηµα Μέσης Τιµής και την υπόϑεση ότι ϕ′′ ≥ 1/4, έπεται
ότι για κάϑε s1 ∈ I1 και s2 ∈ I2 ισχύει

ϕ′(s2)− ϕ′(s1) ≥
1

4
K−1.

΄Ετσι, από το Θεµελιώδες Θεώϱηµα του Απειϱοστικού Λογισµού έχουµε

|I1|+ |I2| ≲
∫
I2

ϕ′ −
∫
I1

ϕ′ +O(R−1/2+δ)

= ϕ(ω1(T2))− ϕ(ω1(T2)) + ϕ(ω1(T1))− ϕ(ω1(T1)) +O(R−1/2+δ)

= O(R−1/2+δ),
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από την (3.21). ∆είξαµε λοιπόν ότι για i = 1, 2 ισχύει

|ω(Ti)− ω(Ti)| ≲ R−1/2+δ ,

όπως ϑέλαµε.

Για κάϑε δίσκο θ το πλήϑος των κυλίνδρων T ∈ W(θ) που τέµνουν τον κύϐο Q είναι πεπερα-
σµένο, έτσι υπάρχουν O(1) κύλινδροι του W(θ) εντός του Wj,εϕ,Q. Μπορούµε δηλαδή να ϕράξουµε
το άθροισµα στην (1) από

RO(δ)
∑

Ti∈Wj,εϕ,Q
i=1,2

∫
|fτ1,T1

dvolS ∗ fτ2,T2
dvolS |2. (3.22)

ΣυµϐολίϹουµε τα µέτϱα fτi,Ti
dvolS µε fidSi, όπου Si είναι ένας δίσκος ακτίνας ∼ R−1/2 που περι-

έχει τον ϕορέα supp(fi). Ο δίσκος θ(Ti) περιέχεται στον τi, άϱα από τη συνθήκη µη γειτονικότητας
των τ1 και τ2, η γωνία ανάµεσα στους εφαπτόµενους χώϱους της S πάνω από τα θ(T1) και θ(T2) είναι
≳ K−1. ΄Ετσι, µπορούµε να καλύψουµε τον S1 µε ϕύλλα από καµπύλες γt, t ∈ [0, R−1/2], ώστε η
διεύθυνση του µοναδιαίου κάθετου διανύσµατος της γt να είναι σχεδόν εγκάρσια στο εφαπτόµενο
επίπεδο του S2 για κάϑε t. Μπορούµε επίσης µετά από µία αλλαγή µεταβλητής να γράψουµε

dvolS1
= Jdvolγtdt,

όπου J η ορίζουσα του Ιακωβιανού πίνακα. Αναπτύσσουµε τη συνέλιξη f1dS1∗f2dS2 ως ολοκλήρω-
µα: ∫ R−1/2

0

(Jf1dvolγt ∗ f2dS2) dt

κι εκτιµούµε την L2-νόϱµα του. ΄Εχουµε

∥Jf1dvolγt ∗ f2dS2∥22 ≤
(∫ R−1/2

0

∥Jf1dvolγt ∗ f2dS2∥2 dt
)2

από την ανισότητα Cauchy-Schwarz. Το τελευταίο ολοκλήϱωµα ϕϱάσσεται από το

R−1/2

∫ R−1/2

0

∥Jf1dvolγt ∗ f2dS2∥22 dt

από την ανισότητα Minkowski για ολοκληϱώµατα. Από την ιδιότητα∫
f ∗ g(x) dx =

(∫
f(x) dx

)(∫
g(x) dx

)
της συνέλιξης και µια ακόµα αλλαγή µεταϐλητής, έχουµε∫

R3

|Jf1dvolγt ∗ f2dS2|2 ∼
∫
γt

|f1|2
∫
S2

|f2|2.

΄Ετσι,

∥f1dS1 ∗ f2dS2∥22 ≤ R−1/2

∫ R−1/2

0

∫
γt

|f1|2 dt ·
∫
S2

|f2|2

≲ R−1/2

∫
S1

|f1|2
∫
S2

|f2|2

= R−1/2
2∏
i=1

∥fτi,Ti∥22.
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Αν χϱησιµοποιήσουµε την τελευταία ανισότητα για να ϕϱάξουµε την ποσότητα στην (3.22) έχουµε∫
Q

|Efτ1,j,εϕ|2 |Efτ2,j,εϕ|2 ≲
O
R−(1/2)+O(δ)

2∏
i=1

( ∑
Ti∈Wj,εϕ,Q

∥fτi,Ti
∥22
)

και η απόδειξη έχει ολοκληϱωϑεί.

Μέσω της Πρότασης 3.3.9 µπορούµε να εκτιµήσουµε τη συνεισφορά των εφαπτοµενικών κοµ-
µατιών. Το σηµείο αυτό είναι κοµβικό για την απόδειξη του Θεωρήµατος 3.3.1, γιατί εµφανίζεται
ο κρίσιµος εκθέτης p = 3.25 και γίνεται σαφές πως δεν µπορούµε να δείξουµε ανάλογη εκτίµηση
για p < 3.25 µε τα αποτελέσµατα που περιγράψαµε. Για να εκτιµήσουµε αυτή τη συνεισφορά ϑα
χρειαστούµε το ακόλουθο λήµµα.

Λήµµα 3.3.10. Ισχύει η εκτίµηση

∥f̂ dσ∥L2(BR) ≲ R1/2∥f∥L2(Sn−1).

Απόδειξη. Θέλουµε να δείξουµε ότι

∥f̂ dσXBR
∥2 ≲ R1/2∥f∥L2(Sn−1) .

Επιλέγουµε µία συνάϱτηση ϕ ∈ S(Rn) µε ϕοϱέα supp(ϕ) ⊆ BR και µε τιµές µακϱιά από το 0 στην
Bn2 . Ο µετασχηµατισµός Fourier F : S(Rn) → S(Rn) είναι γϱαµµική ισοµετϱία επί, άϱα υπάϱχει
συνάϱτηση ψ ∈ S(Rn) µε ϕ = F(ψ). Παϱατηϱούµε ότι από τον τϱόπο κατασκευής της ϕ ισχύει
∥f̂ dσXBR

∥2 ≤ ∥f̂dσ · ψ(x/R)∥2. ΟϱίϹουµε ϕR(ξ) = Rnϕ(Rξ). Μας ενδιαϕέϱει να ϕϱάξουµε την
ποσότητα

∥f̂dσ · ψ(x/R)∥2 = ∥fdσ ∗ ϕR∥2
από το ϑεώϱηµα Plancherel. Θα αποδείξουµε την ανισότητα

∥fdσ ∗ ϕR∥2 ≲ R1/2∥f∥L2(Sn−1)

χϱησιµοποιώντας εκτιµήσεις για τις L1 και L∞ νόϱµες και παϱεµϐολή. Από την ανισότητα Young,

∥fdσ ∗ ϕR∥1 ≲ ∥f∥L1(Sn−1),

λόγω των υποϑέσεων για τη ϕ. Θέλουµε να δείξουµε επίσης την ανισότητα

∥fdσ ∗ ϕR∥∞ ≲ R∥f∥L∞(Sn−1),

η οποία είναι ισοδύναµη µε την∣∣∣∣ ∫
Sn−1

f(ω)ϕ
(
R(ξ − ω)

)
Rn dω

∣∣∣∣ ≲ R∥f∥L∞(Sn−1) για κάϑε ξ ∈ BR.

Αν δείξουµε την ισχυϱότεϱη εκτίµηση∣∣∣∣ ∫
Sn−1

ϕ
(
R(ξ − ω)

)
dω

∣∣∣∣ ≲ R1−n για κάϑε ξ ∈ BR

ϑα πάϱουµε το Ϲητούµενο. Αϕού η ϕ ανήκει στην κλάση του Schwartz, αϱκεί να δείξουµε ότι∫
Sn−1

1(
1 +R|ξ − ω|

)n−1 dω ≲ R1−n.
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Γϱάϕουµε∫
|ω|=1

1(
1 +R|ξ − ω|

)n−1 dω =

∫
|ξ−ω|≤1/R

1(
1 +R|ξ − ω|

)n−1 dω +

∞∑
k=1

∫
2k−1≤|ξ−ω|R≤2k

1(
1 +R|ξ − ω|

)n−1 dω.

Εύκολα ελέγχεται ότι όλοι οι όϱοι του δεξιού µέλους είναιO(R1−n). Αυτό ολοκληϱώνει την απόδειξη
του λήµµατος.

΄Οπως ϕάνηκε από την απόδειξη του παραπάνω λήµµατος, µπορούµε να πάρουµε το ίδιο α-
ποτέλεσµα ακόµα κι αν αντικαταστήσουµε τη σφαίρα µε οποιαδήποτε συµπαγή επιφάνεια (συνδι-
άστασης 1). Παρατηρούµε επίσης ότι αν f ∈ S(Rn), τότε για οποιοδήποτε p ∈ [1,∞) ισχύει

∥f̂dσ∥p = ∥ESf∥p,

άϱα το τελευταίο λήµµα ξαναγϱάϕεται στη µοϱϕή:

Πόϱισµα 3.3.11. Για κάϑε συµπαγή επιϕάνεια S που ικανοποιεί την (⋆) και κάϑε ακτίνα R > 0
ισχύει

∥Ef∥L2(BR) ≲ R1/2∥f∥L2(S).

Σηµειώνουµε ότι ϑα αποδείξουµε ξανά το παϱαπάνω πόϱισµα στο τέταϱτο κεϕάλαιο αϱκετά πιο
σύντοµα.

Πϱόταση 3.3.12. Ισχύει η εκτίµηση∫
Bj

Bil(Efj,εϕ)
3.25 ≲ RO(δ)

(∑
τ

∫
|fτ |2

)3/2

.

Απόδειξη. ΟϱίϹουµε

Sτ,j,εϕ =
( ∑
T∈Wj,εϕ

XTR−1/4∥fτ,T ∥22
)1/2

.

Από την Πϱόταση 3.3.9 έχουµε∫
Q

2∏
i=1

|Efτi,j,εϕ|2 ≲
O
RO(δ)

∫
Q

2∏
i=1

S2
τi,j,εϕ.

ΑϑϱοίϹοντας πάνω από όλους τους κύϐους Q ⊆ Bj ∩M έχουµε την εκτίµηση∫
Bj∩M

2∏
i=1

|Efτi,j,εϕ|2 ≲
O
RO(δ)

∫
Bj∩M

2∏
i=1

S2
τi,j,εϕ. (3.23)

Το τελευταίο ολοκλήϱωµα ϕϱάσσεται από

≤
∑

Ti∈Wj,εϕ
i=1,2

R−2∥fτ1,T1∥22 ∥fτ2,T2∥22
∫

XT1XT2 .

Από τη σχέση ∡(u(T1), u(T2)) ≳ K−1, το ολοκλήρωµα
∫
XT1

XT2
είναι ≲ KR3/2 κι έτσι το πα-

ϱαπάνω άθροισµα είναι ≲ R−1/2
∏2
i=1

∑
Ti∈Wj,εϕ

∥fτi,Ti∥22. Οι συναρτήσεις (fτ,T )T∈W είναι σχεδόν

κάθετες ανά δύο από την Πρόταση 3.1.9 κι έτσι έχουµε∑
T∈Wj,εϕ

∥fτ,T ∥22 ≲
O

∥fτ,j,εϕ∥22.
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Συνϑέτοντας αυτές τις παϱατηϱήσεις µε την (3.23) έχουµε την εκτίµηση∫
Bj∩M

2∏
i=2

|Efτi,j,εϕ|2 ≲
O
R−1/2+O(δ)

2∏
i=1

∥fτi,j,εϕ∥22.

Αν αϑϱοίσουµε πάνω από όλους τους µη γειτονικούς δίσκους έχουµε

∑
τ1≁τ2

∫
Bj∩M

2∏
i=1

|Efτi,j,εϕ|2 ≲ R−1/2+O(δ)
∑
τ1≁τ2

2∏
i=1

∥fτi,j,εϕ∥2

≲ R−1/2+O(δ)
(∑

τ

∥fτ,j,εϕ∥22
)2

από την ανισότητα αϱιϑµητικού γεωµετϱικού µέσου κι αϑϱοίϹοντας πάνω από όλους τους δίσκους.
Η ποσότητα

∫
Bj∩M

∏2
i=2 |Efτi,j,εϕ|2 είναι ακϱιϐώς η ∥Bil(Efj,εϕ)∥4L4(Bj∩M). Πϱοκύπτει λοιπόν η

εκτίµηση

∥Bil(Efj,εϕ)∥L4(Bj∩M) ≲
O
R−1/8+O(δ)

(∑
τ

∥fτ,j,εϕ∥22
)1/2

.

Από το Πόϱισµα 3.3.11 ισχύει η εκτίµηση

∥Efτ,j,εϕ∥L2(BR) ≲ R1/2∥fτ,j,εϕ∥L2(S).

΄Οπως πϱιν αϑϱοίϹουµε πάνω από τους µη γειτονικούς δίσκους κι έχουµε

∥Bil(Efj,εϕ)∥L2(Bj∩M) ≲ R1/2
(∑

τ

∥fτ,j,εϕ∥22
)1/2

.

΄Εχουµε λοιπόν δείξει L2 και L4 εκτιµήσεις για το Bil(Efj,εϕ). ΄Εστω p ∈ [2, 4]. Από την ανισότητα
Hölder έχουµε

∥Bil(Efj,εϕ)∥pLp(Bj∩M) ≲ RO(δ)R
5
2−

3p
4

(∑
τ

∥fτ,j,εϕ∥22
)p/2

.

Θέλουµε τώϱα να ϐελτιώσουµε το δεξί µέλος της τελευταίας ανισότητας για να εξάγουµε το συ-
µπέρασµα που ϑέλουµε. Για να το κάνουµε αυτό, ϑεωρούµε τους όϱους ∥fτ,j,εϕ∥2. Το Πόρισµα
3.1.11 µας εγγυάται ότι ισχύει η εκτίµηση ∥fτ,j,εϕ∥2 ≲ ∥fτ∥2. Από την άλλη, από το Λήµµα 3.3.6
γνωρίζουµε ότι το σύνολο Wj,εϕ περιέχει κυλίνδρους µόνο σε R1/2+O(δ) διαφορετικές κατευθύνσεις,
δηλαδή ο ϕορέας κάϑε µίας από τις συναρτήσεις fτ,j,εϕ περιέχεται σε R1/2+O(δ) δίσκους θ. Σε κάϑε
έναν από αυτούς τους δίσκους το Πόρισµα 3.1.11 δίνει

−
∫
θ

|fτ,j,εϕ|2 ≲ −
∫
10θ

|fτ |2 ≲ 1.

ΑϑϱοίϹουµε πάνω από όλους τους R1/2+O(δ) δίσκους θ και πϱοκύπτει η εκτίµηση∫
|fτ,j,εϕ|2 ≲ R−1/2+O(δ).

΄Ετσι, για κάϑε p ≥ 3 έχουµε(∑
τ

∥fτ,j,εϕ∥22
)p/2

≲ RO(δ)R
3
4−

p
4

(∑
τ

∥fτ,j,εϕ∥22
)3/2

.
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Τελικά, για κάϑε p ≥ 3 έχουµε

∥Bil(Efj,εϕ)∥pLp(Bj∩M) ≲ RO(δ)R
13
4 −p

(∑
τ

∥fτ∥22
)3/2

.

Αν στην τελευταία ανισότητα επιλέξουµε p = 3.25 έχουµε∫
Bj∩M

Bil(Efj,εϕ)3.25 ≲ RO(δ)
(∑

τ

∥fτ∥22
)3/2

και η απόδειξη της πϱότασης έχει ολοκληϱωϑεί.

3.3.2 Η απόδειξη του Θεωϱήµατος

Στην παράγραφο αυτή ολοκληρώνουµε την απόδειξη του Θεωρήµατος 3.3.1 χρησιµοποιώντας ένα
επαγωγικό επιχείρηµα και την Πρόταση 3.3.12. Εν συνεχεία, το χρησιµοποιούµε για να αποδε-
ίξουµε το Θεώρηµα 3.1.2. Υπενθυµίζουµε πϱώτα το Θεώρηµα 3.3.1.

Θεώϱηµα (3.3.1). Για κάϑε ε > 0, υπάϱχουν K(ε), L(ε) µε limε→0+ K(ε) = +∞ και 0 < δεγκ < ε
που εξαϱτώνται µόνο από το ε ώστε να ισχύει το ακόλουϑο:
΄Εστω ότι η S είναι το γϱάϕηµα µίας συνάϱτησης h που ικανοποιεί την (⋆) µε L παϱαγώγους. Αν
α ≥ K−ε και για κάϑε τ και ω ∈ S ισχύει

−
∫
B(ω.R−1/2)∩S

|fτ |2 ≤ 1,

τότε ∫
BR

BrαEf
3.25 ≤ CεR

ε
(∑

τ

∫
S

|fτ |2
)3/2+ε

Rδεγκ log(K
εαµ) . (3.24)

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε το ϑεώϱηµα µε επαγωγή επί της ακτίναςR. Για κάϑε ακτίναR, κάνουµε
επαγωγή κι επί του αϑϱοίσµατος

∑
τ

∫
|fτ |2. Αν R = 1, η (3.24) γίνεται∫

B1

BrαEf3.25 ≤ Cε

(∑
τ

∫
|fτ |2

)3/2+ε
,

η οποία ισχύει τετϱιµµένα. Επίσης, αν
∑
τ

∫
|fτ |2 ≤ R−1000, τότε

sup |BrαEf | ≤
∑
τ

∫
|fτ | ≤ CRO(ε)

(∑
τ

∫
|fτ |2

)1/2
από την ανισότητα Cauchy-Schwarz. ΄Αϱα και µε αυτή την υπόϑεση ισχύει το ϑεώϱηµα. Πϱάγµατι,
στην πεϱίπτωση αυτή έχουµε∫

BR

|BrαEf |3.25 ≤ Vol(BR)
(∑

τ

∫
|fτ |
)3.25

≤ CR4
(∑

τ

∫
|fτ |2

)3/2 + 1/8

≤ CR4
(∑

τ

∫
|fτ |2

)3/2 + ε

R−125

≤ CR−121
(∑

τ

∫
|fτ |2

)3/2 + ε

.

48



Απόδειξη του Θεωρήµατος 3.1.2

Μποϱούµε λοιπόν να υποϑέσουµε ότι το ϑεώϱηµα ισχύει για όλες τις ακτίνες R′ < R
2 και όλες τις

συναϱτήσεις g που ικανοποιούν τη σχέση∑
τ

∫
|gτ |2 ≤ 1

2

∑
τ

∫
|fτ |2.

Μποϱούµε επίσης να υποϑέσουµε ότι αµ ≤ 10−6. Πϱάγµατι, αν υποϑέσουµε ότι αµ ≥ 10−6 κι
επιλέξουµε δεγκ = ε6, K(ε) = eε

−10

, τότε ο όϱος Rδεγκ log(K
εαµ) ικανοποιεί

Rδεγκ log(K
εαµ) = Rε

6 log(Kεαµ) ≥ Rε
6 log(Kε·10−6) ≳ ε R

ε−4

≥ R1000,

αν το ε > 0 επιλεγεί αϱκετά µικϱό. Παϱατηϱούµε ότι υπό αυτή την υπόϑεση το ϑεώϱηµα ισχύει.
Γϱάϕουµε το ολοκλήϱωµα

∫
BR

BrαEf3.25 στη µοϱϕή∫
BR

BrαEf3.25 =
∑
i

∫
BR∩O′

i

BrαEf3.25 +

∫
BR∩M

BrαEf3.25 (3.25)

και εξετάϹουµε τις πεϱιπτώσεις στις οποίες κυϱιαϱχεί κάϑε ένας από τους όϱους του δεξιού µέλους.
Αν κυϱιαϱχεί ο όϱος

∑
i

∫
BR∩O′

i
BrαEf3.25, τότε χϱησιµοποιώντας το polynomial partitioning και

το γεγονός ότι κάϑε ολοκλήϱωµα
∫
BR∩Oi

BrαEf3.25 είναι ουσιαστικά ανεξάϱτητο του i, ϐϱίσκουµε
∼ D3 κελιά O′

i ώστε ∫
BR∩O′

i

BrαEf3.25 ∼ D−3

∫
BR

BrαEf3.25. (3.26)

΄Ετσι, ∫
BR

BrαEf3.25 ≲ D3

∫
BR∩O′

i

BrαEf3.25

≲ D3

∫
BR

Br2αEf3.25i + R−1000
∑
τ

∥fτ,i∥ 3.25
2 ,

έχοντας εϕαϱµόσει το Λήµµα 3.3.7 για κάϑε i. Αν στην τελευταία ανισότητα κυϱιαϱχεί ο όϱος
R−1000

∑
τ ∥fτ,i∥ 3.25

2 , τότε έχουµε άµεσα το ϑεώϱηµα αν αϑϱοίσουµε ως πϱος i στο δεξί µέλος.
Επικεντϱωνόµαστε τώϱα στο άϑϱοισµα

∑
τ

∫
|fτ,i|2. ΄Εχουµε δει ότι ένας κύλινδϱος T µποϱεί να

ανήκει το πολύ σε D + 1 διαϕοϱετικά σύνολα Wi, άϱα από το Λήµµα 3.1.10 έχουµε την εκτίµηση∑
i

∫
|fτ,i|2 ≲ D

∫
|fτ |2.

Σταϑεϱοποιούµε ένα i για το οποίο ισχύει η (3.26). Τότε,∑
i

∫
|fτ,i|2 ≲ D

∫
|fτ |2

≲ D ·D−3
∑
τ

∫
|fτ |2

= D−2
∑
τ

∫
|fτ |2.

ΟϱίϹουµε fi =
∑
τ fτ,i.
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Ισχυϱισµός. Το ϑεώϱηµα ισχύει για κάϑε συνάϱτηση fi.

Απόδειξη Ισχυϱισµού. Από την πϱόταση 3.1.9, ο ϕοϱέας suppfτ,i είναι µία µικϱή κλειστή πεϱιοχή
του δίσκου τ , άϱα η πολυπλοκότητα µ′ του νέου καλύµµατος που αποτελείται από τους ϕοϱείς
είναι µεγαλύτεϱη από την αϱχική πολυπλοκότητα µ αλλά όχι πολύ µεγαλύτεϱη υπό την έννοια ότι
ικανοποιεί τη σχέση µ ≤ µ′ ≤ 2µ.
Από το Λήµµα 3.1.11, για κάϑε ω ∈ S ισχύει

−
∫
B(ω,R−1/2)∩S

|fτ,i|2 ≲ −
∫
B(ω,10R−1/2)∩S

|fτ |2

≲ −
∫
B(ω,R−1/2)∩S

|fτ |2

≤ 1 από την υπόϑεση.

΄Αϱα, αϱκεί να πολλαπλασιάσουµε την fi µε µία κατάλληλη σταϑεϱά ώστε να ισχύει
−
∫
B(ω,R−1/2)∩S |fτ,i|

2 ≤ 1 για να δούµε ότι ικανοποιεί όλες τις υποϑέσεις του ϑεωϱήµατος. Από την
υπόϑεση για την πολυπλοκότητα µ′ έχουµε επιπλέον ότι∑

τ

∫
|fτ,i|2 ≤ 1

2

∑
τ

∫
|fτ |2,

άϱα από την επαγωγική υπόϑεση για το
∑
τ

∫
|fτ |2, έπεται ότι το ϑεώϱηµα ισχύει για τις συναϱτήσεις

fi.

Αν εϕαϱµόσουµε τώϱα το ϑεώϱηµα στη συνάϱτηση fi έχουµε την εκτίµηση∫
BR

BrαEf3.25 ≲ D3

∫
BR

Br2αEf 3.25
i

≲ D3CεR
εRδεγκ·log(αµKε)

(∑
τ

∫
|fτ,i|2

)3/2+ε
≲
(
CD−2εRCδεγκ

)
CεR

εRδεγκ·log(αµKε)
(∑

τ

∫
|fτ,i|2

)3/2+ε
.

Για να κλείσει η επαγωγή αϱκεί ο όϱος CD−2εRCδεγκ να είναι µικϱότεϱος από 1.
΄Εχουµε οϱίσει δεγκ = ε6 και δdeg = ε4, άϱα ο εκϑέτης είναι το πολύ −εδdeg + Cδεγκ ≤ 0. Αυτό
ολοκληϱώνει την επαγωγή στην πεϱίπτωση που κυϱιαϱχούν οι όϱοι που πϱοέϱχονται από τα κελιά
O′
i στην (3.26).

Υποϑέτουµε τώϱα ότι κυϱιαϱχεί ο όϱος
∫
BR∩M BrαEf3.25 στην (3.25). Από το Λήµµα 3.3.8, έχουµε∫

BR

BrαEf3.25 ≲
∑
j,I

∫
Bj

Br2αEf 3.25
I,j,εγκ +K100

∑
j

∫
Bj

Bil(Efj,εϕ)3.25 +O
(
R−1000

∑
τ

∥fτ∥3.252

)
.

(3.27)
Αϱκεί λοιπόν να ελεέγξουµε την ισχύ του ϑεωϱήµατος διακϱίνοντας πεϱιπτώσεις ανάλογα µε το
ποιος από τους τϱεις όϱους του δεξιού µέλους της τελευταίας ανισότητας κυϱιαϱχεί.
΄Εστω αϱχικά ότι κυϱιαϱχεί το άϑϱοισµα

∑
j,I

∫
Bj

Br2αEf 3.25
I,j,εγκ.

Ισχυϱισµός. Το ϑεώϱηµα ισχύει για κάϑε ένα από τα ολοκληϱώµατα
∫
Bj

Br2αEf 3.25
I,j,εγκ.
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Απόδειξη του Θεωρήµατος 3.1.2

Απόδειξη Ισχυϱισµού. Κάϑε µπάλα Bj έχει ακτίνα R1−δ, άϱα ικανοποιείται η επαγωγική υπόϑεση
για την ακτίνα. Με τα ίδια ϐήµατα που ακολουϑήσαµε για την απόδειξη του παϱαπάνω ισχυϱισµού
µποϱούµε να δείξουµε ότι το ϑεώϱηµα ισχύει για κάϑε συνάϱτηση fj,εγκ,I , δηλαδή ισχύει και για
κάϑε ένα από τα ολοκληϱώµατα

∫
Bj

Br2αEf 3.25
I,j,εγκ.

Εποµένως, έχουµε την εκτίµηση∫
Bj

Br2αEf 3.25
I,j,εγκ ≲ CεR

ε(1−δ)Rδεγκ log(αµK
ε)
(∑

τ

∫
|fτ,j,εγκ|2

)3/2+ε
≤ CεR

ε(1−δ)Rδεγκ log(αµK
ε)
∑
j,I

(∑
τ∈I

∫
|fτ,j,εγκ|2

)3/2+ε
.

Από το Λήµµα 3.3.5, κάϑε κύλινδϱος T πεϱιέχεται το πολύ σε Poly(D) = RO(δdeg) διαϕοϱετικά
σύνολα Wj,εγκ. ΣυνδυάϹοντας αυτό µε το Λήµµα 3.3.7 έχουµε∑

τ

|fτ,j,εγκ|2 ≲ Poly(D)
∑
τ

|fτ |2

κι έτσι ∫
BR

BrαEf3.25 ≲ Poly(D)CεR
ε(1−δ)Rδεγκ log(αµK

ε)
(∑

τ

∫
|fτ |2

)3/2+ε
=
(
CPoly(D)R−δεRCδdeg

)
CεR

εRδdeg log(αµK
ε)
(∑

τ

∫
|fτ |2

)3/2+ε
.

΄Οπως παϱαπάνω, αϱκεί να ελέγξουµε ότι ο όϱος CPoly(D)R−δεRCδdeg είναι το πολύ 1 για να κλείσει
η επαγωγή. Ο όϱος αυτός είναι το πολύ RCδdeg−δε+Cδεγκ ≤ RCε

4−ε3+Cε6 , το οποίο είναι το πολύ 1
δεδοµένου ότι η ακτίνα είναι αϱκετά µεγάλη.
Υποϑέτουµε τώϱα ότι στην (3.27) κυϱιαϱχεί ο όϱος O(R−1000

∑
τ ∥fτ∥3.252 ). Τότε το ϑεώϱηµα έπεται

από τη σχέση
∑
τ ∥fτ∥2 ≲ 1.

Τέλος, υποϑέτουµε ότι στην (3.27) κυϱιαϱχεί ο όϱος K100
∑
j

∫
Bj

Bil(Efj,εϕ)3.25. Από την Πϱόταση
3.3.12 και το γεγονός ότι το πλήϑος των µπαλών Bj είναι R3δ έχουµε

K100
∑
j

∫
Bj

Bil(Efj,εϕ)3.25 ≲ K100R3δRO(δ)
(∑

τ

∫
|fτ |2

)3/2
≤ Rε

(∑
τ

∫
|fτ |2

)3/2
.

΄Εχοντας διακϱίνει όλες τις πιϑανές πεϱιπτώσεις, η απόδειξη ολοκληϱώνεται αν παϱατηϱήσουµε ότι

K(ε) = exp(ε−10)
ε→0+−−−−→ +∞.

Κλείνουµε την παϱάγϱαϕο και το κεϕάλαιο µε την απόδειξη του Θεωϱήµατος 3.1.2.

Απόδειξη του Θεωϱήµατος 3.1.2. Θα χρησιµοποιήσουµε το Θεώρηµα 3.3.1. ΄Εστω ε > 0. Μπο-
ϱούµε να κανονικοποιήσουµε την f και να υποθέσουµε ότι ∥f∥∞ = 1. Χωρίζουµε την S σε
ουσιαστικά ξένους K−1-δίσκους τ . Ορίζουµε fτ = fXτ . Αφού οι δίσκοι είναι ξένοι έχουµε∫
S
|f |2 =

∑
τ

∫
S
|fτ |2. Από την υπόθεσή µας ότι ∥f∥∞ = 1, έπεται ότι για κάϑε δίσκο τ και

κάϑε υποσύνολο A της S ισχύει

−
∫
A

|fτ |2 ≤ 1.
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Απόδειξη του Θεωρήµατος 3.1.2

Θέτουµε α = K−ε. Από το Θεώϱηµα 3.3.1, ισχύει∫
BR

BrαEf
3.25 ≤ CεR

O(ε)
(∫

S

|f |2
)3/2+ε

,

αϕού ο όϱος Rδεγκ log(K
εαµ) ϕϱάσσεται από RCδεγκ ≤ RO(ε). Από την ανισότητα Cauchy-Schwarz

η τελευταία ανισότητα γίνεται∫
BR

BrαEf3.25 ≲ CεR
O(ε) ∥f∥32∥f∥1/4∞ .

Υψώνοντας και τα δύο µέλη στην 4/13, έχουµε

∥BrαEf∥L3.25(BR) ≲ CεR
O(ε) ∥f∥12/132 ∥f∥1/13∞ .

Αϕού το ε > 0 ήταν τυχόν, το ϑεώϱηµα έπεται.
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Κεϕάλαιο 4

Το πϱόϐληµα στις µεγαλύτεϱες
διαστάσεις

.
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Στο κεφάλαιο αυτό συνεχίζουµε τη µελέτη του προβλήµατος περιορισµού που κάναµε στο τϱίτο
κεφάλαιο. ∆ιατυπώνουµε ένα αντίστοιχο αποτέλεσµα µε αυτό του τϱίτου κεφαλαίου για το πα-
ϱαβολοειδές και για όλες τις διαστάσεις ≥ 4. Με τον όϱο παραβολοειδές εννοούµε την συµπαγή
επιφάνεια του Rn µε παραµέτρηση P = {ω = (ω⃗, |ω⃗|2) : ω⃗ ∈ Bn−1

2 }. Ο τελεστής επέκτασης στην
περίπτωση του παραβολοειδούς µπορεί να γραφτεί ως:

Ef(x) =

∫
Bn−1

2

ei(ω⃗x⃗+xn|ω⃗|2) f(ω⃗) dω⃗ ,

όπου x = (x⃗, xn) ∈ Rn. Το κεντϱικό αποτέλεσµα του κεϕαλαίου είναι το ακόλουϑο, το οποίο
αποδείχϑηκε από τον Guth στο [Gu2] το 2016.

Θεώϱηµα 4.0.1 (Guth). Για κάϑε n ≥ 2, ο τελεστής επέκτασης του παϱαϐολοειδούς ικανοποιεί την
ανισότητα

∥Ef∥Lp(Rn) ≲ ∥f∥Lp(Bn−1
2 ), (4.1)

αν

p > 2 · 3n+ 2

3n− 2
, αν το n είναι άϱτιος (4.2)

p > 2 · 3n+ 1

3n− 3
, αν το n είναι πεϱιττός . (4.3)
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Η διάσπαση σε wave packets

Είναι σηµαντικό να σηµειώσουµε ότι η εικασία του Stein ισχυϱίϹεται πως η (4.1) ισχύει για όλα
τα p > 2n

n−1 και ότι αν εϕαϱµόϹαµε το ϑεώϱηµα στις 3 διαστάσεις ϑα παίϱναµε την (4.1) για p > 10
3 ,

το οποίο είναι µεν χειϱότεϱο από το ϕϱάγµα p > 3.25 που αποδείξαµε στο τϱίτο κεϕάλαιο, αλλά
µας λέει ότι ο τελεστής επέκτασης του παϱαϐολοειδούς είναι ϕϱαγµένος στον Lp κι όχι ϕϱαγµένος
από τον Lp στον L∞, όπως δείξαµε στο Θεώϱηµα 3.0.1.

4.1 Η διάσπαση σε wave packets

΄Εχουµε ήδη µελετήσει τη διάσπαση σε wave packets στο Κεφάλαιο 3. Σε αυτή την ενότητα διαφο-
ϱοποιούµε ελάχιστα την κατασκευή του κεφαλαίου 3 και µελετάµε τις ιδιότητες που προκύπτουν.
Ξεκινάµε µε µία συνάρτηση f ορισµένη στη µπάλα Bn−1

2 . Καλύπτουµε την Bn−1
2 µε µία τοπικά

πεπερασµένη οικογένεια µπαλών θ ακτίνας R−1/2 και ϑεωρούµε µία οµαλή διαµέριση της µο-
νάδας ϕθ συµβατή µε αυτό το κάλυµµα. ΄Ετσι µπορούµε να αναλύσουµε την f ως f =

∑
θ ϕθf .

Καλύπτουµε και τον Rn−1 µε µία τοπικά πεπερασµένη οικογένεια µπαλών ακτίνας R(1+δ)/2 µε
κέντϱα u ∈ R(1+δ)/2Zn−1. ΄Οπως και στο κεφάλαιο 3, το δ προστίθεται στην ακτίνα ώστε τα wave
packets που ϑα κατασκευάσουµε να ϕϑίνουν απότοµα έξω από τις µπάλες. Θεωρούµε µία οµαλή
διαµέριση της µονάδας ηu συµβατή µε το κάλυµµα από τις µπάλες. Μπορούµε πάλι να αναλύσουµε
την f ως:

f =
∑
θ,u

(ηu(ϕθf)
∧)∨ =

∑
θ,u

(ηu)
∨ ∗ (ϕθf).

Από την κατασκευή της ηu έχουµε ότι ο η∨u ϕϑίνει απότοµα αν |x| ≳ R(1−δ)/2. Για κάϑε δίσκο θ,
επιλέγουµε οµαλές συναϱτήσεις αποκοπής ϕ̃θ ώστε supp(ϕ̃θ) ⊆ θ και κάϑε µία από τις ϕ̃θ είναι ίση
µε 1 σε µία cR−1/2-πεϱιοχή του supp(ϕ̃θ) για κάποια µικϱή σταϑεϱά c > 0. ΟϱίϹουµε

fθ,u = ϕ̃θ
(
η∨u ∗ (ϕθf)

)
,

για την οποία ισχύει
∥fθ,u − η∨u ∗ (ϕθf)∥∞ ≤ RapDec(R)∥f∥2.

Οι όϱοι της µορφής RapDec(R)∥f∥2 είναι αµελητέοι στις εκτιµήσεις µας. Στο κεφάλαιο 3 συνα-
ντήσαµε όϱους της τάξης R−1000 κατά τη διάσπαση σε wave packets οι οποίοι όπως είδαµε ήταν
αµελητέοι λόγω της επιλογής αρκετά µεγάλης ακτίνας R. ΄Ετσι,

f =
∑
θ,u

fθ,u + Err µε ∥Err∥∞ ≤ RapDec(R)∥f∥2.

∆ιατηϱούµε τον συµϐολισµό f =
O

∑
θ,u fθ,u για εκτιµήσεις της παϱαπάνω µοϱϕής.

Οι συναϱτήσεις fθ,u είναι επίσης ανά δύο σχεδόν οϱϑογώνιες, δηλαδή ισχύει∥∥∥ ∑
(θ,u)∈W

fθ,u

∥∥∥2
2
∼

∑
(θ,u)∈W

∥∥fθ,u∥∥22 ,
για κάϑε σύνολο W από Ϲεύγη (θ, u). Αυτό έπεται άµεσα από το γεγονός ότι η οικογένεια των
ϕοϱέων (supp(fθ,u))(θ,u) είναι τοπικά πεπεϱασµένη. ΟνοµάϹουµε wave packets τις συναϱτήσεις
Efθ,u.

Οϱισµός 4.1.1. ΄Εστω ωθ το κέντϱο ενός δίσκου θ. ΟϱίϹουµε

Tθ,u = {(x′, xn) ∈ BR : |x′ + 2xnωθ + u| ≤ R1/2+δ}

ως τον κύλινδϱο στον οποίο πεϱιέχεται ουσιωδώς ο ϕοϱέας του Efθ,u.
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Η διάσπαση σε wave packets

Τον ορισµό του κυλίνδρου ως αυτού στον οποίο περιέχεται ουσιωδώς ο ϕορέας του Efθ,u δι-
καιολογούµε µε το ακόλουθο λήµµα.

Λήµµα 4.1.2. Αν x ∈ BR \ Tθ,u, τότε

|Efθ,u(x)| ≤ RapDec(R)∥f∥2.

΄Εχουµε αποδείξει το παϱαπάνω λήµµα στο Κεϕάλαιο 3. Το διατυπώνουµε ξανά ως αϕοϱµή για
να µελετήσουµε πιο αναλυτικά τη διάσπαση που κάναµε.
Ο κύλινδϱος Tθ,u έχει µήκος R κι ακτίνα ∼ R1/2+δ. Ο άξονας του δείχνει πϱος την κατεύϑυνση
G(ωθ), όπου G(ω) το µοναδιαίο διάνυσµα

G(ω) =
(−2ω1, . . . ,−2ωn−1, 1)

|(−2ω1, . . . ,−2ωn−1, 1)|
.

Για κάϑε ω ∈ Bn−1
2 ορίζουµε τη συχνότητα ξ(ω), η οποία λόγω του τύπου του Ef για το παρα-

ϐολοειδές ισούται µε ξ(ω) = (ω1, . . . , ωn−1, |ω|2). Συµβολίζουµε επίσης µε ξ(θ) το σύνολο των
συχνοτήτων των ω ∈ θ. Ορίζουµε δηλαδή ξ(θ) = {ξ(ω) | ω ∈ θ}.

Οϱισµός 4.1.3. ΄Εστω Wα ένα σύνολο από Ϲεύγη (θ, u). Λέµε ότι η f είναι συγκεντϱωµένη σε wave
packets από το Wα αν

f =
O

∑
(θ,u)∈Wα

fθ,u := fα.

Με τον τϱόπο που οϱίσαµε σε αυτό το κεϕάλαιο τη διάσπαση της f σε wave packets µποϱούµε
µε ελάχιστους υπολογισµούς να αποδείξουµε ξανά το Πόϱισµα 3.3.11 του Κεϕαλαίου 3. Για το
σκοπό αυτό αϱκεί να παϱατηϱήσουµε ότι αν σταϑεϱοποιήσουµε ένα xn ∈ R και πεϱιοϱίσουµε τον
Ef στο Rn−1×{xn}, τότε αν γϱάψουµε x′ = (x1, . . . , xn−1) ∈ Bn−1

2 µποϱόυµε να τον εκϕϱάσουµε
ως:

Ef(x′, xn) =
(
eixn|ω|2

)∨
(x′) ,

άϱα από το ϑεώϱηµα Plancherel έχουµε

∥Ef∥L2(Rn−1×{xn}) = ∥f∥2. (4.4)

΄Ετσι, από το ϑεώϱηµα Fubini και το γεγονός ότι BnR ⊆ [−R,R]×Bn−1
R έχουµε∫

BR

|Ef |2 ≤
∫ R

−R

∫
Bn−1

R

|Ef |2 dx′ dxn ≤ 2R∥f∥2 .

Εποµένως, ∥Ef∥L2(BR) ≤
√
2R1/2∥f∥2.

ΠαϱουσιάϹουµε ακόµα δύο λήµµατα που ϑα χϱησιµοποιηϑούν παϱακάτω.

Λήµµα 4.1.4. Υποϑέτουµε ότι η f είναι συγκεντϱωµένη σε wave packets από κάποιο σύνολο W και
ότι για κάϑε Ϲεύγος (θ, u) ∈ W ισχύει

Tθ,u ∩ (Rn−1 × {xn}) ⊆ Bn−1(z0, r)× {xn} .

Τότε, ∥Ef∥L2(Bn−1(z0,r)×{xn}) =
O

∥f∥2.

Το παϱαπάνω λήµµα είναι άµεσο πόϱισµα της (4.4) και του Λήµµατος 4.1.2.
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Ευρείες νόρµες BLp
k,A

Λήµµα 4.1.5. Υποϑέτουµε ότι η f είναι συγκεντϱωµένη σε wave packets από κάποιο σύνολο W και
ότι για κάϑε Ϲεύγος (θ, u) ∈ W ισχύει Tθ,u ∩B(z, r) ̸= ∅ για κάποιο r ≥ R1/2+δ. Τότε

∥Ef∥2L2(B(z,10r)) ∼ r∥f∥2 .

Απόδειξη. Γϱάϕουµε z = (z′, zn). Για κάϑε xn ∈ R που ικανοποιεί την |xn − zn| ≤ r και κάϑε
Ϲεύγος (θ, u) ∈ W, η τοµή Tθ,u ∩ (Rn−1 ×{xn}) πεϱιέχεται στη µπάλα B(z, 5r). Από το παϱαπάνω
λήµµα έχουµε

∥Ef∥L2(B(z,5r)∩Rn−1×{xn}) =
O

∥f∥2 .

ΕϕαϱµόϹοντας το ϑεώϱηµα Fubini το Ϲητούµενο έπεται.

4.2 Ευϱείες νόϱµες BLp
k,A

Για την απόδειξη του ϑεωρήµατος 4.0.1 ϑα χρησιµοποιήσουµε ένα καινούριο εργαλείο που γενικε-
ύει κατάλληλα τον ορισµό του α-ευϱέος κοµµατιού του Ef που µελετήσαµε στο τϱίτο κεφάλαιο, τις
ευρείες "νόϱµες" BLpk,A. Για να τις κατασκευάσουµε ξεκινάµε µε µία συνάρτηση f ορισµένη στην
µπάλα Bn−1

2 και κάνουµε µία διάσπαση µε αρκετές οµοιότητες µε αυτή που κάναµε στη διάσπαση
σε wave packets στην προηγούµενη ενότητα. Σταθεροποιούµε µία µεγάλη σταθερά K > 0. Χω-
ϱίζουµε την Bn−1

2 σε µπάλες τ ακτίνας K−1 και γράφουµε f =
∑
τ fτ , όπου supp(fτ ) ⊆ τ . Για

κάϑε ακτίνα R > 0, αρκετά µεγαλύτερη και από το K, χωρίζουµε την µπάλα BnR σε µπάλες BnK2

ακτίνας K2. Για κάϑε µπάλα BnK2 λέµε ότι µία µπάλα τ ⊆ Bn−1
2 συνεισφέρει σηµαντικά στην BnK2

αν ∫
BK2

|Efτ |p ≳ K−10n

∫
BK2

|Ef |p .

ΟϱίϹουµε S(BnK2) ως το σύνολο των µπαλών τ που συνεισϕέϱουν σηµαντικά στην BnK2 .

Οϱισµός 4.2.1. ΄Εστω V1, . . . , Vj υποσύνολα της Bn−1
2 . Λέµε ότι τα Vi είναι εγκάϱσια αν για κάϑε

επιλογή υποσυνόλων ui ⊆ Vi, οι κατευϑύνσεις G(u1), . . . , G(uj) είναι ποιοτικά εγκάϱσιες, δηλαδή
ικανοποιούν την

|G(u1) ∧ . . . ∧G(uj)| ≳ 1.

ΧωϱίϹουµε τις µπάλες BnK2 σε δύο κατηγοϱίες σύµϕωνα µε τον παϱαπάνω οϱισµό. Λέµε ότι
µία µπάλα BnK2 είναι k-εγκάϱσια αν υπάϱχουν k το πλήϑος εγκάϱσιες µπάλες τ που συνεισϕέϱουν
σηµαντικά στην BnK2 . Σε διαϕοϱετική πεϱίπτωση λέµε ότι η BnK2 είναι k-µη εγκάϱσια. Αν µία
µπάλα BnK2 είναι k-µη εγκάϱσια, όλες οι κατευϑύνσεις G(τ) των µπαλών τ που συνεισϕέϱουν
σηµαντικά πεϱιέχονται στην K−1 πεϱιοχή ενός (k − 1)-επιπέδου του Rn−1. Πιο συγκεκϱιµένα,
ισχύει |S(BnK2)| ≲ Kk−2.
Θα χϱειαστούµε κάποιο συµϐολισµό πϱιν οϱίσουµε τις BLpk,A. ΟϱίϹουµε

G(τ) =
⋃
θ⊆τ

G(θ) .

Το σύνολο G(τ) ⊆ Sn−1 είναι ένας σϕαιϱικός τοµέας ακτίνας ∼ K−1 που πεϱιέχει όλες τις δυνατές
κατευϑύνσεις των wave packets στον Efτ . Για κάϑε µπάλα BnK2 , για να οϱίσουµε την k-ευϱεία
νόϱµα, αγνοούµε τις συνεισϕοϱές των fτ για τις οποίες οι κατευϑύνσεις G(τ) πεϱιέχονται σε κάποια
(k − 1)-επίπεδα και καταγϱάϕουµε τη µεγαλύτεϱη εναποµείνασα συνεισϕοϱά. Πιο συγκεκϱιµένα,
για κάϑε A ∈ N ∪ {0} οϱίϹουµε

µEf (B
n
K2) = min

V1,...,VA ≤ Rn

dim(Vi)=k−1

(
max

τ :∡(G(τ),Vi)>K
−1

∀ i=1,...,A

∫
Bn

K2

|Efτ |p
)
.
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Μποϱούµε τώϱα να οϱίσουµε το k-ευϱύ µέϱος της ∥Ef∥Lp(BR) ως

∥Ef∥pBLp
k,A(BR)

=
∑

BK2⊆BR

µEf (BK2) . (4.5)

∆ιατυπώνουµε παρακάτω το ϐασικό αποτέλεσµα για τις BLpk,A, το οποίο ϑα αποδείξουµε στην Ε-
νότητα 4.6. Θα το χρησιµοποιήσουµε στην επόµενη παράγραφο για να αποδείξουµε το Θεώρηµα
4.0.1.

Θεώϱηµα 4.2.2. Για κάϑε 2 ≤ k ≤ n και για κάϑε ε > 0, υπάϱχει σταϑεϱά A ώστε για κάϑε K
ισχύει η εκτίµηση:

∥Ef∥pBLp
k,A(BR)

≲K,ε R
ε∥f∥L2(Bn−1

2 ) , (4.6)

για κάϑε p ≥ p(k, n) = 2 · n+k
n+k−2 .

Για να απλοποιήσουµε τον συµϐολισµό ϑα γϱάϕουµε

µEf (BK2) = min
V1,...,VA

(
max
τ /∈Vi

∫
BK2

|Efτ |p
)
,

κι έτσι γίνεται ευκολότεϱο να δούµε ότι αν A = 0, τότε µEf (BK2) = max
τ

∫
BK2

|Efτ |p. Για
οποιαδήποτε πεπεϱασµένη ένωση µπαλών BK2 , έστω M , οϱίϹουµε την k-ευϱεία νόϱµα

∥Ef∥pBLp
k,A(M)

=
∑

BK2⊆M

µEf (BK2) .

Αν και η BLpk,A δεν είναι νόϱµα, ικανοποιεί ασϑενείς εκδοχές της τϱιγωνικής ανισότητας και της
ανισότητας Hölder και είναι λογαϱιϑµικά κυϱτή. Οι εκδοχές αυτές της τϱιγωνικής ανισότητας και
της ανισότητας Hölder, όπως ϑα δούµε παϱακάτω ϑα µας ϐοηϑήσουν να αποδείξουµε το ϑεώϱηµα
4.2.2. Κλείνουµε την παϱάγϱαϕο διατυπώνοντας κι αποδεικνύοντας τις δύο αυτές εκδοχές.

Πϱόταση 4.2.3. ΄Εστω f = g + h και A = A1 +A2, όπου A1, A2 µη αϱνητικοί ακέϱαιοι. Τότε,

∥Ef∥BLp
k,A(M) ≲ ∥Eg∥BLp

k,A1
(M) + ∥Eh∥BLp

k,A2
(M) .

Απόδειξη. Για κάϑε µπάλα BK2 ⊆M έχουµε

min
V1,...,VA

(
max
τ /∈Vi

∫
BK2

|Efτ |p
)

≲ min
V1,...,VA1

(
max

τ /∈∪A1
i=1Vi

∫
BK2

|Egτ |p
)
+ min
VA1+1,...,VA

(
max

τ /∈∪A
i=A1+1Vi

∫
BK2

|Ehτ |p
)
,

από τον οϱισµό της BLpk,A και την τϱιγωνική ανισότητα. ΑϑϱοίϹοντας πάνω από τις µπάλες BK2 ⊆
M , η πϱόταση έπεται.

΄Οσο µεγαλύτεϱη είναι η παϱάµετϱος A, τόσο πεϱισσότεϱες ϕοϱές µποϱούµε να εϕαϱµόσουµε
την τελευταία πϱόταση. Ο λόγος για τον οποίο µας ενδιαϕέϱει αυτό είναι ότι η BLpk,A συµπεϱιϕέϱεται
σαν νόϱµα αν εϕαϱµόσουµε την παϱαπάνω ασϑενή µοϱϕή της τϱιγωνικής ανισότητας Oε(1) ϕοϱές
κι αν επιλέξουµε κατάλληλα µεγάλη την παϱάµετϱο A = A(ε).

Πϱόταση 4.2.4. ΄Εστω 1 ≤ p, p1, p2 < ∞ και α1, α2 ∈ [0, 1] µε α1 + α2 = 1 ώστε 1
p = α1

p1
+ α2

p2
.

Υποϑέτουµε επίσης ότι A = A1 +A2. Τότε,

∥Ef∥BLp
k,A(M) ≤ ∥Ef∥α1

BL
p1
k,A1

(M)
∥Ef∥α2

BL
p2
k,A2

(M)
.

Απόδειξη. Το Ϲητούµενο είναι άµεσο. Πϱάγµατι, αϱκεί να σπάσουµε τα maximum και minimum
όπως στην απόδειξη της παϱαπάνω πϱότασης και να χϱησιµοποιήσουµε τη λογαϱιϑµική κυϱτότητα
της p-νόϱµας.
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4.2.1 Απόδειξη του Θεωϱήµατος 4.0.1

Στην παράγραφο αυτή αποδεικνύουµε το Θεώρηµα 4.0.1. ΄Ενα ϐασικό αποτέλεσµα που ϑα χρησι-
µοποιήσουµε στην απόδειξη είναι το ακόλουθο.

Θεώϱηµα 4.2.5 (Bourgain). Θεωϱούµε µία συνάϱτηση g : Rd → C της οποίας ο µετασχηµατισµός
Fourier έχει ϕοϱέα εντός της K−2-πεϱιοχής του παϱαϐολοειδούς. ΧωϱίϹουµε αυτή την πεϱιοχή σε
πλάκες τ µε (d− 1)-µεγάλες διευϑύνσεις µήκους K−1 και µία µικϱή διεύϑυνση µήκους K−2.
Γϱάϕουµε g =

∑
τ gτ , όπου ĝτ = ĝXτ . Τότε, σε κάϑε µπάλα ακτίνας K2 και για κάϑε 2 ≤ p ≤ 2 d

d−1
ισχύει

∥g∥Lp(BK2 ) ≲δ Kδ
(∑

τ

∥gτ∥2Lp(WB
K2

)

)1/2
,

όπου το WBK2 είναι ένα µέτϱο στην BK2 µε ϐάϱος W το οποίο είναι σχεδόν το µέτϱο όγκου στην BK2

και ϕϑίνει απότοµα εκτός της µπάλας.

Αν στο παϱαπάνω ϑεώϱηµα ϑέσουµε d = k− 1 µποϱούµε να αποδείξουµε το παϱακάτω λήµµα.

Λήµµα 4.2.6. (∫
BK2

∣∣∣ ∑
τ∈Vi

Efτ

∣∣∣p)1/p

≲δ Kδ

(∑
τ∈Vi

(∫
WBK2 |Efτ |p

)2/p)1/2

.

Απόδειξη. Χϱησιµοποιούµε συντεταγµένες (u, v) στηνBK2 , όπου τα u, v είναι παράλληλα και κάθε-
τα αντίστοιχα στον υπόχωρο Vi. Γράφουµε Bu,K2 και Bv,K2 για τις µπάλες ακτίνας K2 στις u και
v συντεταγµένες. Αν περιορίσουµε τον Efτ στο παράλληλο µε τον Vi (k − 1)-επίπεδο {u} × Rk−1,
τότε ο µετασχηµατισµός Fourier του έχει ϕορέα εντός της K−2-πεϱιοχής κάποιου δίσκου τ ′ του
παραβολοειδούς. Από το παραπάνω ϑεώρηµα έχουµε

∥∥∥ ∑
τ∈Vi

Efτ

∥∥∥
Lp({u}×Bv,K2 )

≲δ Kδ

(∑
τ∈Vi

∥Efτ∥2Lp({u}×WB
v,K2

)

)1/2

.

Από το ϑεώϱηµα Fubini µποϱούµε να γϱάψουµε

∥∥∥ ∑
τ∈Vi

Efτ

∥∥∥
Lp(BK2 )

=

( ∫
Bu,K2

∫
Bv,K2

∣∣∣ ∑
τ∈Vi

Efτ

∣∣∣p)1/p

≲

( ∫
Bu,K2

∫
{u}×Bv,K2

∣∣∣ ∑
τ∈Vi

Efτ

∣∣∣p)1/p

.

Από την ανισότητα Minkowksi, η τελευταία ποσότητα ϕϱάσσεται από∫
Bu,K2

(∥∥∥ ∑
τ∈Vi

Efτ

∥∥∥
Lp({u}×Bv,K2 )

)
≲δ K

δ

∫
Bu,K2

(∑
τ∈Vi

∥Efτ∥2Lp({u}×WB
v,K2

)

)1/2

≲δ Kδ

(∑
τ∈Vi

∥Efτ∥2Lp(WB
K2

)

)1/2

,

όπως ϑέλαµε.

Πϱόταση 4.2.7. Υποϑέτουµε ότι για κάϑε K, ε > 0, ο E ικανοποιεί την k-ευϱεία εκτίµηση:

∥Ef∥BLp
k,A(BR) ≲K,ε R

ε ∥f∥q ,
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για κάποιες σταϑεϱοποιηµένες ποσότητες k,A, p, q και για κάϑε ακτίνα R > 0. Υποϑέτουµε επιπλέον
ότι οι εκϑέτες p, q ικανοποιούν τις σχέσεις:

p ≤ q ≤ ∞ και 2 · 2n− k + 2

2n− k
≤ p ≤ 2 · k − 1

k − 2
.

Τότε,
∥Ef∥Lp(BR) ≲ε R

ε ∥f∥q .

Απόδειξη. ΄Εχουµε υποϑέσει ότι ισχύει µία εκτίµηση της µοϱϕής:∑
BK2⊆BR

min
V1,...,VA

max
τ /∈Vi

∫
BK2

|Efτ |p ≲K,ε R
εp ∥f∥pq .

Για κάϑε µπάλα BK2 επιλέγουµε τους (k− 1)-υποχώϱους V1, . . . , VA που υλοποιούν το minimum.
Τότε, ∫

BK2

|Ef |p ≲ KO(1) max
τ /∈Vi

∫
BK2

|Efτ |p +

A∑
i=1

∣∣∣ ∫
BK2

∑
τ∈Vi

Efτ

∣∣∣p .
Μποϱούµε να ϕϱάξουµε τον πϱώτο όϱο του δεξιού µέλους άµεσα από την υπόϑεση. Για τον δεύτεϱο
όϱο ϑα χϱησιµοποιήσουµε το Θεώϱηµα 4.2.5. Το πλήϑος των τ ∈ Vi είναι ≲ Kk−2. ΄Ετσι,∫

BK2

∣∣∣ ∑
τ∈Vi

Efτ

∣∣∣p ≲δ K
δ

(∑
τ∈Vi

∥Efτ∥2Lp(WB
K2

)

)1/2

,

από το Λήµµα 4.2.6. Από την ανισότητα Hölder, ο τελευταίος όϱος είναι

≲δ K
δK(k−2)(p/2−1)

∑
τ∈Vi

∫
WBK2 |Efτ |p .

Για την απόδειξη ϑα χϱησιµοποιήσουµε µία πιο ασϑενή µοϱϕή της τελευταίας ανισότητας. Θα
χϱησιµοποιήσουµε την∫

BK2

∣∣ ∑
τ∈Vi

Efτ
∣∣p ≲δ K

(k−2)( p
2−1)+δ

∑
τ

∫
WBK2 |Efτ |p . (4.7)

ΑϑϱοίϹουµε πάνω από όλες τις BK2 ⊆ BR και πάνω από όλα τα i = 1, . . . , A κι έχουµε

∑
BK2⊆BR

A∑
i=1

∣∣ ∑
τ∈Vi

Efτ
∣∣p ≲δ K

(k−2)( p
2−1)+δ

∑
τ

∫
W |Efτ |p ,

όπου W =
∑

BK2⊆BR

WBK2 . Από τις υποϑέσεις για τα ϐάϱη WBK2 έχουµε ότι W ≲ 1 εντός της B2R

και W ≤ RapDec(R) εκτός της. ΄Ετσι,

∑
BK2⊆BR

A∑
i=1

∣∣ ∑
τ∈Vi

Efτ
∣∣p ≲δ K

(k−2)( p
2−1)+δ

∑
τ

∫
B2R

|Efτ |p + RapDec(R)∥f∥pq .

Αν συνδυάσουµε την τελευταία ανισότητα µε την εκτίµηση για το ευϱύ µέϱος έχουµε∫
BR

|Ef |p ≤ C(K, ε)Rεp ∥f∥pq + CKδK(k−2)( p
2−1)

∑
τ

∫
B2R

|Efτ |p . (4.8)
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Θα χϱησιµοποιήσουµε επαγωγή στην ακτίνα R για να αποδείξουµε την πϱόταση. ΑναϹητούµε µία
εκτίµηση της µοϱϕής: ∫

BR

|Ef |p ≲ C̃(ε)Rεp ∥f∥pq , (4.9)

η οποία υποϑέτουµε ότι ισχύει για κάϑε ακτίνα < R
2 . Θα χϱησιµοποιήσουµε και το parabolic

rescaling που εισαγάγαµε στο τϱίτο κεϕάλαιο για να ϕϱάξουµε τους όϱους
∫
|Efτ |p.

Σε κάϑε µπάλα τ ϑεωϱούµε τις εξής συντεταγµένες:
΄Εστω ωτ το κέντϱο της τ . ΟϱίϹουµε ω ∈ Bn−1

2 ως ω = K(ω − ωτ ). ΄Ετσι, η ϕάση στις νέες
συντεταγµένες γϱάϕεται

x1ω1 + . . .+ xn−1ωn−1 + xn|ω|2 = F (x) + x1ω1 + . . .+ xn−1ωn−1 + xn|ω|2 ,

όπου F (x) είναι µία συνάϱτηση που εξαϱτάται µόνο από το x και

xi =

{
K−1(xi + xnpriωτ ) , i = 1, . . . , n− 1

K−2xn , i = n .

Η απεικόνιση Φ : x 7→ x, που απεικονίϹει την BR στην BCK−1R, είναι γϱαµµική κι έχει πίνακα
diag(K−1, . . . ,K−1,K−2) και οϱίϹουσα K−(n+1). ΟϱίϹουµε

fτ (ω) = fτ (K
−1ω + ωτ ) ,

ώστε να ισχύει |Efτ (x)| = K−(n+1)|Efτ (x)| = K−(n+1)|Efτ (Φ(x))|.
Από την επαγωγική υπόϑεση για την ακτίνα µποϱούµε να υποϑέσουµε ότι η (4.9) ισχύει για την
fτ σε κάϑε µπάλα ακτίνας CK−1R < R/2. Μποϱούµε δηλαδή να υποϑέσουµε ότι ισχύει µία
εκτίµηση ∫

BCK−1R

|Efτ |p ≲ C̃(ε)RεpK−εp ∥fτ∥pq .

Από τους οϱισµούς των fτ και ω και µία αλλαγή µεταϐλητής, έχουµε∫
B2R

|Efτ |p ≲ |det(Φ)|−1K−(n−1)p

∫
BCK−1R

|Efτ |p

≲ C̃(ε)RεpKn+1−εp−(n−1)p ∥fτ∥pq
= C̃(ε)RεpKn+1−εp−(n−1)pK(n−1)p/q ∥fτ∥pq .

΄Ετσι, η (4.8) γίνεται∫
BR

|Ef |p ≤ C(K, ε)Rεp ∥f∥pq + C̃(ε)CRεKµ
∑
τ

∥fτ∥pq ,

όπου µ = (k − 2)(p/2 − 1) + n + 1 − (n − 1)p − εp + δ + (n−1)p
q . Αϕού p ≤ q και το πλήϑος των

µπαλών τ είναι Kn−1, έχουµε ∑
τ

∥fτ∥pq ≤ K(n−1)(1− p
q ) ∥f∥pq .

ΣυνδυάϹουµε τα παϱαπάνω και παίϱνουµε:∫
BR

|Ef |p ≤ C(K, ε)Rεp ∥f∥pq + C̃(ε)CRεKµ+(n−1)(1− p
q ) ∥f∥pq .
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Επιλέγουµε πϱώτα το K και µετά το C̃(ε) ώστε κάϑε ένας από τους δύο όϱους του δεξιού µέλους
να ϕϱάσσεται από 1

2 C̃(ε)R
εp ∥f∥pp. Επιλέγουµε επίσης 0 < δ < ε. ΄Εχοντας επιλέξει όλες τις

παϱαµέτϱους, η επαγωγή ολοκληϱώνεται δεδοµένου ότι ο εκϑέτης

µ+ (n− 1)(1− p/q) = (k − 2)(p/2− 1) + 2n− (n− 1)p− εp+ δ

του K είναι αϱνητικός. Ισοδύναµα, αν ισχύει:

(k − 2)(p/2− 1) + (n+ 1) + (n− 1)(1− p) ≤ 0 .

Η τελευταία ανισότητα είναι ισοδύναµη µε την

2 · 2n− k + 2

2n− k
≤ p ,

η οποία µας δίνει το κάτω ϕϱάγµα της πϱότασης. Το άνω ϕϱάγµα πϱοκύπτει άµεσα από την επιλογή
d = k − 1 που κάναµε για την απόδειξη του Λήµµατος 4.2.6.

Με την τελευταία πϱόταση πηγαίνουµε από ένα πολυγϱαµµικό αποτέλεσµα σε ένα γϱαµµικό
αποτέλεσµα, για κατάλληλους εκϑέτες (p, q). Η απόδειξη αυτή εµϕανίϹεται αϱχικά στο paper των
Bourgain-Guth. Ο Guth γενίκευσε αυτό το αποτέλεσµα για τις ευϱείες νόϱµες.
Με την Πϱόταση 4.2.7 και το Θεώϱηµα 4.2.2 µποϱούµε να αποδείξουµε το Θεώϱηµα 4.0.1.

Απόδειξη του Θεωϱήµατος 4.0.1. Η απόδειξη ϑα γίνει διακϱίνοντας πεϱιπτώσεις για το n. Αν είναι
άϱτιος, επιλέγουµε k = n

2 + 1. Το Θεώϱηµα 4.2.2 µας εγγυάται ότι ισχύει η ανισότητα

∥Ef∥BLp
k,A(BR) ≲ Rε ∥f∥2 ≲ Rε ∥f∥p ,

για p ελάχιστα µεγαλύτεϱο από p(k, n) = 2 · n+k
n+k−2 = 2 · 2n−k+2

2n−k = 2 · 3n+2
3n−2 , λόγω της επιλογής του

k. Από την Πϱόταση 4.2.7 έχουµε

∥Ef∥Lp(BR) ≲ Rε ∥f∥p, p ≥ p(k, n) . (4.10)

Από την τετϱιµµένη L∞ εκτίµηση ∥Ef∥L∞(BR) ≲ ∥f∥∞ και µε παϱεµϐολή έχουµε την (4.10) για
όλα τα p > p(k, n). Από το ε-removal του Tao, έχουµε ότι

∥Ef∥Lp(Rn) ≲ ∥f∥Lp(Bn−1
2 ), p > 2 · 3n+ 2

3n− 2
.

Αν ο n είναι πεϱιττός, επιλέγουµε k = n+1
2 κι ακολουϑούµε την απόδειξη στην πεϱίπτωση που ο n

είναι άϱτιος µε τη µόνη διαϕοϱά ότι στην πεϱίπτωση αυτή ισχύει p(k, n) = 2 · n+k
n+k−2 > 2 · 2n−k+2

2n−k
και η απόδειξη του ϑεωϱήµατος έχει ολοκληϱωϑεί.

Το κεντρικό αποτέλεσµα του κεφαλαίου έχει αποδειχθεί. ΄Ολο το υπόλοιπο κεφάλαιο είναι α-
ϕιερωµένο στα αποτελέσµατα που χρειαζόµαστε για να αποδείξουµε το Θεώρηµα 4.2.2 και στην
απόδειξή του.

4.3 Αποτελέσµατα από την Αλγεϐϱική Γεωµετϱία

΄Εστω P1, . . . , Pn−m ∈ R[x1, . . . , xn]. Συµβολίζουµε µε ZP1,...,Pn−m την αλγεβρική επιφάνεια των
κοινών τους ϱιζών. Σε όλο το κεφάλαιο ϑα επικεντρωθούµε σε µια ειδική κλάση αλγεβρικών επιφα-
νειών, τις εγκάϱσιες πλήϱεις τοµές.
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Οϱισµός 4.3.1. Το σύνολο Z = ZP1,...,Pn−m
που οϱίσαµε παϱαπάνω λέγεται εγκάϱσια πλήϱης τοµή

(transverse complete intersection) αν

∇P1(x) ∧ . . . ∧∇Pn−m(x) ̸= 0 για κάϑε x ∈ Z.

Παϱατήϱηση 4.3.2. Μία εγκάϱσια πλήϱης τοµή ZP1,...,Pn−m είναι διαφορική πολλαπλότητα δι-
άστασης m.

Ο λόγος για τον οποίο µας ενδιαϕέϱουν οι εγκάϱσιες πλήϱεις τοµές ϑα ϕανεί παϱακάτω στο
κεϕάλαιο. Μία αλγεϐϱική επιϕάνεια δεν είναι πάντα εγκάϱσια πλήϱης τοµή, αλλά αν µας δοϑεί
µία αλγεϐϱική επιϕάνεια, τότε έχουµε έναν µηχανισµό για να κατασκευάϹουµε από αυτήν µία
εγκάϱσια πλήϱη τοµή σύµϕωνα µε το παϱακάτω λήµµα.

Λήµµα 4.3.3. Αν P ∈ R[x1, . . . , xn], τότε σχεδόν για κάϑε c0 ∈ R, η αλγεϐϱική πολλαπλότητα
ZP+c0 είναι εγκάϱσια πλήϱης τοµή. Γενικότεϱα, αν η Z = ZP1,...,Pn−m είναι εγκάϱσια πλήϱης τοµή,
τότε σχεδόν για κάϑε c0 ∈ R, η ZP1,...,Pn−m,P+c0 είναι εγκάϱσια πλήϱης τοµή.

Απόδειξη. Η απόδειξη ϑα ϐασιστεί στο Θεώρηµα του Sard που χρησιµοποιήσαµε και στο 3ο Κε-
ϕάλαιο. Η P : Z → R είναι C∞, άϱα σχεδόν κάϑε y ∈ R είναι κανονική τιµή του. Αν όµως το −c0
είναι κανονική τιµή του P , τότε ∇P (x) ̸= 0 όταν P (x) + c0 = 0. Γενικά, η P : Z → R είναι C∞

συνάρτηση µεταξύ διαφορικών πολλαπλοτήτων, άϱα σχεδόν κάϑε y ∈ R είναι κανονική τιµή της.
Αν x ∈ Z και το P (x) είναι κανονική τιµή , τότε dxP ̸= 0, όπου

dP : TxZ → TP (x)R

το διαϕοϱικό του P στο x. Αυτό σηµαίνει ότι

∇P1(x) ∧ . . .∇Pn−m(x) ∧∇P (x) ̸= 0 .

Αν όµως το −c0 είναι κανονική τιµή του P , τότε η ZP1,...,Pn−m,P+c0 είναι εγκάϱσια πλήϱης τοµή,
όπως ϑέλαµε.

Στο τϱίτο κεϕάλαιο διατυπώσαµε κι αποδείξαµε το polynomial partitioning του Guth. Σε αυτό
το κεϕάλαιο ϑα χϱησιµοποιήσουµε την παϱακάτω µοϱϕή του.

Θεώϱηµα 4.3.4. Αν W ≥ 0 ∈ L1(Rn), τότε υπάϱχει ακολουϑία πολυωνύµων (Qk)k∈N µε
degQk ≲ 2k/n µε την εξής ιδιότητα: Αν S ≥ 1 και σ1, . . . , σs ∈ {−1,+1}, τότε∫

sgn(Qs)=σs

1≤s≤S

W = 2−S ∥W∥L1(Rn).

Από το Λήµµα 4.1.3. µπορούµε να µεταφέρουµε κάϑε Qs κατά µια µικρή σταθερά qs και να ο-
ϱίσουµε Q̃s = Qs+qs ώστε οι αλγεβρικές επιφάνειες που ϑα µελετήσουµε να είναι εγκάϱσιες πλήϱεις τοµές.
Αν οι σταθερές qs επιλεγούν αρκετά µικρές έχουµε το ακόλουθο.

Πόϱισµα 4.3.5. Αν S ≥ 1 και σ1, . . . , σs ∈ {−1,+1}, τότε

2−S−1 ∥W∥L1(Rn) ≤
∫

sgn(Qs)=σs

1≤s≤S

W ≤ 2−S+1 ∥W∥L1(Rn).

Το τελευταίο πόϱισµα µας δίνει µία εκδοχή του polynomial partitioning που επιτϱέπει τις µικϱές
µεταϕοϱές κατά qs που πεϱιγϱάψαµε.
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Θεώϱηµα 4.3.6. ΄Εστω W ≥ 0 ∈ L1(Rn). Τότε, για κάϑε D ∈ N ισχύει το παϱακάτω:
Υπάϱχουν πολυώνυµα Q1, . . . , QS ώστε

∑
degQs ≲ D και 2S ∼ Dn. ΟϱίϹουµε

P =

S∏
s=1

Q̃s =

S∏
s=1

(
Qs + qs

)
, cs ∈ R.

ΟνοµάϹουµε Oi τα 2S ∼ Dn ανοιχτά σύνολα [Qs > 0] και [Qs < 0], s ∈ {1, . . . , S}. Τότε
Rn \ ZP = ∪iOi και αν οι σταϑεϱές cs επιλεγούν αϱκούντως µικϱές, τότε για κάϑε ένα από τα Oi
ισχύει ∫

Oi

W ∼ D−n ∥W∥L1(Rn).

΄Οπως είδαµε, οι αλγεϐϱικές επιϕάνειες ZQ̃s
είναι εγκάϱσιες πλήϱεις τοµές για κάϑε s, άϱα

το ZP είναι πεπεϱασµένη ένωση από εγκάϱσιες πλήϱεις τοµές. Αντίστοιχα, αν η ZP1,...,Pn−m
είναι

εγκάϱσια πλήϱης τοµή, τότε για κατάλληλη επιλογή σταϑεϱών cs, η ZP1,...,Pn−m,Q̃s
είναι εγκάϱσια

πλήϱης τοµή για κάϑε s.

4.3.1 Εϕαπτόµενοι χώϱοι αλγεϐϱικών επιϕανειών

΄Εστω Z = ZP1,...,Pn−m
εγκάϱσια πλήϱης τοµή διάστασης m, m ≤ n. Θα µελετήσουµε υποσύνολα

της Z των οποίων ο εϕαπτόµενος χώϱος ικανοποιεί κάποιες ιδιότητες και ϑα δείξουµε ότι αυτά τα
υποσύνολα είναι εγκάϱσιες πλήϱεις τοµές.
΄Εστω w ένα m-διάνυσµα ∈ Λm(Rn). Ισχύει dimΛm(Rn) =

(
n
m

)
. ΟϱίϹουµε

Zw =
{
x ∈ Z : ∇P1(x) ∧ . . . ∧∇Pn−m(x) ∧ w = 0

}
.

Παϱατηϱούµε ότι ∇P1(x) ∧ . . . ∧∇Pn−m(x) ∧ w ∈ Λn(Rn) ≈ R. Θέτουµε

gw = ∇P1(x) ∧ . . . ∧∇Pn−m(x) ∧ w ∈ RM [x1, . . . , xn], όπου M =

n−m∑
i=1

deg(Pi).

και παϱατηϱούµε ότι
Zw = ZP1,...,Pn−m,gw

Λήµµα 4.3.7. Σχεδόν για κάϑε w ∈ Λm(Rn), το Zw είναι εγκάϱσια πλήϱης τοµή.

Απόδειξη. ΟϱίϹουµε g : Z × Λm(Rn) → R µε

g(x,w) = ∇P1(x) ∧ . . . ∧∇Pn−m(x) ∧ w.

Η g είναι οµαλή χωϱίς κϱίσιµα σηµεία αϕού η Z είναι εγκάϱσια πλήϱης τοµή και ο πεϱιοϱισµός
της g στο {x}×Λm(Rn) είναι µη µηδενικός ϕϱαγµένος γϱαµµικός τελεστής χωϱίς κϱίσιµα σηµεία.
΄Αϱα, η αντίστϱοϕη εικόνα N = g−1({0}) είναι υποπολλαπλότητα της Z × Λm(Rn) συνδιάστασης
1. Θεωϱούµε την πϱοϐολή

Π2 : N → Λm(Rn), (x,w) 7→ w.

Ισχύει Π−1
2 (w) = Zw × {w}. Θα χϱησιµοποιήσουµε την Π2 για να δείξουµε ότι η Zw είναι

εγκάϱσια πλήϱης τοµή για κάϑε κανονική τιµή w της Π2.
Για να το δείξουµε αυτό, αϱκεί να ελέγξουµε ότι για κάϑε x ώστε (x,w) ∈ N , δεν υπάϱχουν κϱίσιµα
σηµεία της gw στην Zw. Ισοδύναµα, αϱκεί να ελέγξουµε ότι για όλα τα x ∈ Z για τα οποία ισχύει
(x,w) ∈ N , το (x,w) είναι κανονικό σηµείο της gw. Αν το w είναι κανονική τιµή της Π2, τότε για
κάϑε x ∈ Z ώστε (x,w) ∈ N , το σηµείο (x,w) είναι κανονικό για την Π2.
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΄Ετσι, αϱκεί να ελέγξουµε ότι αν το (x,w) είναι κανονικό σηµείο της Π2, τότε το x είναι κανονικό
σηµείο της gw. ΄Εστω y = (x,w) ένα κανονικό σηµείο της Π2. Το διαϕοϱικό

dΠ2 : Ty(N ) → Tw(Λ
m(Rn)) = Λm(Rn)

είναι επιµοϱϕισµός διανυσµατικών χώϱων. Για τον εϕαπτόµενο χώϱο Ty(N ) έχουµε

Ty(N ) =
{
(v, w′) ∈ TxZ × Λm(Rn)

∣∣ dyg(v, w′) = 0
}

=
{
(v, w′) ∈ TxZ × Λm(Rn)

∣∣ (dxgw)(v) +∇P1(x) ∧ . . . ∧∇Pn−m(x) ∧ w′ = 0
}
.

Αν το x δεν είναι κανονικό σηµείο της gw, τότε dxgw = 0 και

Ty(N ) =
{
(v, w′) ∈ TxZ × Λm(Rn)

∣∣ ∇P1(x) ∧ . . . ∧∇Pn−m(x) ∧ w′ = 0
}
.

Σε αυτή την πεϱίπτωση όµως, το διαϕοϱικό της Π2

dΠ2 : Ty(N ) → Λm(Rn)
(v, w′) 7→ w′

δεν είναι επί. ΄Ετσι, το x είναι κανονικό σηµείο της gw. Η απόδειξη ολοκληρώνεται µε το Θε-
ώρηµα Sard, αφού σχεδόν κάϑε w ∈ Λm(Rn) είναι κανονική τιµή της Π2. Τελικά, η Zw είναι
εγκάϱσια πλήϱης τοµή σχεδόν για κάϑε w ∈ Λm(Rn).

Θεωϱούµε έναν κύλινδϱο T ακτίνας r µε άξονα ℓ και υποϑέτουµε ότι η αλγεϐϱική επιϕάνεια
Zm του Rn είναι εγκάϱσια πλήϱης τοµή. ΟϱίϹουµε το σύνολο Z>α ως

Z>α = {z ∈ Z | ∡(TzZ, ℓ) > α} .

Μας ενδιαφέρει να µελετήσουµε σύνολα της µορφής Z>α ∩ T , όπου T ένας κύλινδρος όπως παρα-
πάνω. Για να το κάνουµε αυτό χρησιµοποιούµε µία εκδοχή του ϑεωρήµατος του Bézout.

Θεώϱηµα 4.3.8 (Bézout). Υποϑέτουµε ότι η Z = ZQ1,...,Qn
είναι εγκάϱσια πλήϱης τοµή στον Rn.

Τότε |Z| ≤
∏n
i=1 deg(Qi).

Μποϱούµε να µελετήσουµε τα σύνολα που µας ενδιαϕέϱουν µέσω του παϱακάτω λήµµατος.

Λήµµα 4.3.9. Υποϑέτουµε ότι η Z = ZP1,...,Pn−m
είναι εγκάϱσια πλήϱης τοµή και ότι κάϑε ένα από

τα πολυώνυµα Pk έχει ϐαϑµό το πολύD. ΄Εστω T κύλινδϱος όπως παϱαπάνω. Τότε, για κάϑε α > 0,
η τοµή Z>α ∩ T πεϱιέχεται στην ένωση ≲ Dn µπαλών ακτίνας ≲ r

α .

Απόδειξη. Θα κάνουµε επαγωγή στοm. Ανm = 0, η Z έχει το πολύDn σηµεία από το ϑεώϱηµα του
Bézout και το συµπέϱασµα έπεται άµεσα. Μποϱούµε χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας να υποϑέσουµε
ότι ο άξονας ℓ του T είναι ο xn-άξονας. ΣυµϐολίϹουµε µε Tr την r-πεϱιοχή του xn-άξονα.
Μποϱούµε επίσης µε κατάλληλες αλλαγές κλίµακας να πεϱιοϱιστούµε στις πεϱιπτώσεις r = 1 και
α = 1 και να δείξουµε ότι η τοµή Z>1∩T1 πεϱιέχεται σε ≲ Dn µπάλες ακτίνας ≲ 1. Στην αϱχή της
παϱαγϱάϕου οϱίσαµε την αλγεϐϱική επιϕάνεια Zw για τυχόν w ∈ Λm(Rn) και τη συνάϱτηση gw.
Επιλέγουµε ≲ 1 διαϕοϱετικά w ώστε σε κάϑε συνεκτική συνιστώσα του Z \ ∪wZw, ο αντίστοιχος
εϕαπτόµενος χώϱος αλλάϹει κατά µία γωνία το πολύ 10−2. Τότε, από την ελευϑεϱία στην επιλογή
του w µποϱούµε να υποϑέσουµε ότι η

Zw = ZP1,··· ,Pn−m,gw
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είναι εγκάϱσια πλήϱης τοµή διάστασης m − 1. Ισχύει επίσης ότι deg(gw) ≲ D. Μποϱούµε λοιπόν
να εϕαϱµόσουµε την επαγωγική υπόϑεση στην Zw για α = 1

2 και r = 20. ΄Εχουµε δηλαδή ότι η
τοµή (Zw)> 1

2
∩ T20 πεϱιέχεται σε ≲ Dn µπάλες ακτίνας ≲ 1. Παϱατηϱούµε και ότι ισχύει

Z> 1
2
∩ Zw ⊆ (Zw)> 1

2
.

Πϱάγµατι, έστω x ∈ Z> 1
2
∩ Zw. Τότε,

inf
v∈TxZw

∠(v, ℓ) ≥ inf
v∈TxZ

∠(v, ℓ) >
1

2
,

αϕού TxZw ⊆ TxZ. ΄Ετσι, x ∈ (Zw)> 1
2
.

Το πλήϑος των w που επιλέξαµε είναι ≲ 1, εποµένως το σύνολο

∪wZ 1
2
∩ Zw ∩ T20

πεϱιέχεται σε ≲ Dn µπάλες Bi ακτίνες ≲ 1. Για κάϑε i συµϐολίϹουµε µε 10Bi τη µπάλα µε ίδιο
κέντϱο και δεκαπλάσια ακτίνα από την Bi και παϱατηϱούµε ότι ένα µέϱος της τοµής Z>1 ∩ T1
πεϱιέχεται στην ένωση ∪Bi. Για να ολοκληϱώσουµε την απόδειξη αϱκεί να καλύψουµε και το
υπόλοιπο σύνολο

A :=
(
Z>1 ∩ T1

)
\ ∪i10Bi .

΄Εστω z ∈ A. Μποϱούµε να υποϑέσουµε ότι κάϑε µπάλα Bi έχει ακτίνα τουλάχιστον 2, άϱα
dist(z,∩iBi). ΄Εστω C η συνεκτική συνιστώσα του Z ∩B(z, 10) που πεϱιέχει το z.

Ισχυϱισµός. Για όλα τα w που επιλέξαµε ισχύει A ∩ Zw = ∅.

Απόδειξη του Ισχυϱισµού. Θεωϱούµε µία καµπύλη γ στο C που ξεκινάει από το z και τέµνει για
πϱώτη ϕοϱά την ένωση ∩wZw στο σηµείο z̃ ∈ C. Κατά µήκος της γ ο εϕαπτόµενος χώϱος του Z
είναι σταϑεϱός µέχϱι µία γωνία το πολύ 10−2. Η γ ξεκινάει από το z ∈ Z>1, άϱα ολόκληϱη η γ
πεϱιέχεται στο σύνολο Z> 1

2
. Από τον οϱισµό της γ έχουµε ότι γ ⊆ B(z, 10). Η τελευταία µπάλα

πεϱιέχεται στην πεϱιοχή T20 του T . ΄Ετσι, γ ⊆ T20, δηλαδή

z̃ ∈ Z> 1
2
∩ Zw ∩ T20

το οποίο σηµαίνει ότι z̃ ∈ ∩iBi, το οποίο είναι άτοπο αϕού υποϑέσαµε ότι z̃ /∈ ∩i10Bi. Η τελευταία
παϱατήϱηση ολοκληϱώνει την απόδειξη του Ισχυϱισµού.

Από τον Ισχυϱισµό και τη συνεκτικότητα του C έπεται ότι ο εϕαπτόµενος χώϱος της Z πάνω
από το C είναι σταϑεϱός µέχϱι µία γωνία µέτϱου το πολύ 10−2. Εποµένως, το C είναι µια µικϱή
διαταϱαχή κάποιου m-επιπέδου σχεδόν εγκάϱσιου κατά µήκος του T1. ΄Εστω Π ένα (n − m)-
επίπεδο το οποίο υποϑέτουµε ότι πεϱιέχει τον xn-άξονα. Τότε σίγουϱα ισχύει Π∩T1 ̸= ∅ κι από την
επιλογή του C, µε µεγάλη πιϑανότητα, η τοµή Π ∩ C ∩ T1 είναι µη κενή. ΄Ετσι, από το Θεώϱηµα
Bézout έχουµε |Π∩Z| ≤ Dn−m. Αϕού το Π ήταν τυχόν, το πλήϑος των συνόλων C µε τις ιδιότητες
που πεϱιγϱάψαµε είναι ≲ Dn−m, δηλαδή το σύνολο A πεϱιέχεται σε ≲ Dn−m επιπλέον µπάλες
ακτίνας ≲ 1. ΣυνδυάϹοντας τις δύο πεϱιπτώσεις έχουµε ότι το σύνολο Z>1 ∩T1 πεϱιέχεται σε ≲ Dn

µπάλες ακτίνας ≲ 1, όπως ϑέλαµε.
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4.4 Εκτιµήσεις εγκάϱσιας ισοκατανοµής

΄Εστω Z = ZP1,...,Pn−m
εγκάϱσια πλήϱης τοµή. Ο κύλινδϱος Tθ,u λέγεται R−1/2+δm εϕαπτόµενος

στην Z στην µπάλα BR αν
Tθ,u ⊆ NR1/2+δm (Z) ∩BR

και για κάϑε x ∈ Tθ,u και z ∈ Z ∩BR µε |x− z| ≲ R1/2+δm ισχύει

∡(G(θ), TzZ) ≲ R1/2+δm .

Εδώ το δm είναι µία τυχαία ϑετική σταϑεϱά. Θα την πϱοσδιοϱίσουµε στην απόδειξη του Θεωϱήµατος
4.2.2 στην Ενότητα 4.6. ΟϱίϹουµε

WZ =
{
(θ, u)

∣∣Ο Tθ,u είναι R−1/2+δm εϕαπτόµενος στην Z στην µπάλα BR
}

και λέµε ότι η f είναι συγκεντϱωµένη σε wave packets από το WZ αν∑
(θ,u)/∈WZ

∥fθ,u∥L2 ≤ RapDec(R) ∥f∥L2 . (4.11)

Θεωϱούµε µία µπάλα B ακτίνας R1/2+δm στον Rn και οϱίϹουµε

WB,Z =
{
(θ, u) ∈ WZ

∣∣ Tθ,u ∩B ̸= ∅
}
.

Σκοπός µας σε αυτή την ενότητα είναι να προσαρµόσουµε τη διάσπαση σε wave packets για µι-
κρότερες µπάλες, κάτι που ϑα µας χρειαστεί κατά την απόδειξη του Θεωρήµατος 4.2.2.
Ξεκινάµε µε µία µορφή της Αρχής της Αβεβαιότητας.

Λήµµα 4.4.1. ΄Εστω G : Rn → C µία συνάϱτηση για την οποία ισχύει supp(Ĝ) ⊆ B(ξ0, r). Τότε,
για κάϑε µπάλα B(x0, ρ) µε ρ ≤ r−1 ισχύει∫

B(x0,ρ)

|G|2 ≲
|Bρ|
|Br−1 |

∫
|G|2.

Απόδειξη. Θεωϱούµε µία bump function ϕ η οποία ϕϑίνει απότοµα έξω από τη µπάλα B(x0, ρ)
ενώ εντός της ικανοποιεί |ϕ| ∼ 1. Τότε, ο µετασχηµατισµός Fourier της ϕ ϕϑίνει απότοµα έξω από
τη µπάλα Bρ−1 ενώ εντός της ικανοποιεί |ϕ̂(ξ)| ∼ |Bρ−1 |. ΄Ετσι,∫

Bρ

|G|2 ≲ ∥ϕG∥2 = ∥ϕ̂G∥2 = ∥ϕ̂ ∗ Ĝ∥2.

Αν |ξ| ≲ ρ−1 έχουµε

|ϕ̂ ∗ Ĝ(ξ)| ≤ ∥ϕ̂ ∗ Ĝ∥∞ ≤ ∥ϕ̂∥∞ ∥Ĝ∥1 ∼ |Bρ|
∫
Br

|Ĝ| .

Στην τελευταία ανισότητα χϱησιµοποιήϑηκε η ανισότητα Young (1.1.1) για τη συνέλιξη των ϕ̂ και
Ĝ.
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Αν το ξ είναι µακϱιά από την Bρ−1 , η ϕ ϕϑίνει απότοµα. Τελικά,

∥ϕ̂ ∗ Ĝ∥2 =

∫
|ξ|≲ρ−1

|ϕ̂ ∗ Ĝ(ξ)|2 dξ +
∫

|ξ|≥ρ−1

|ϕ̂ ∗ Ĝ(ξ)|2 dξ

≲ |Bρ−1 |
(
|Bρ|

∫
Br

|Ĝ|2
)2

≤ |Bρ|2

|Bρ|
|Br|

∫
|Ĝ|2 (Cauchy-Schwarz)

=
|Bρ|
|Br−1 |

∫
|G|2.

Χϱησιµοποιώντας το τελευταίο λήµµα µποϱούµε να αποδείξουµε µία τοπική εκδοχή του.

Πόϱισµα 4.4.2. ΄Εστω G : Rn → C µία συνάϱτηση για την οποία ισχύει supp(Ĝ) ⊆ B(ξ0, r). Τότε,
για κάϑε µπάλα B(x0, ρ) µε ρ ≤ r−1 ισχύει∫

B(x0,ρ)

|G|2 ≲
|Bρ|
|Br−1 |

∫
WB(x0,r−1) |G|2 ,

όπου W µία συνάϱτηση ϐάϱους ίση µε 1 στη µπάλα B(x0, r
−1) κι απότοµα ϕϑίνουσα εκτός της.

Απόδειξη. Θεωϱούµε µία συνάϱτηση ψ µε supp(ψ̂) ⊆ Br, |ψ| ∼ 1 στην B(x0, r
−1) και απότοµα

ϕϑίνουσα εκτός της. Θέτουµε W = |ψ|2 και οϱίϹουµε H = ψG. Τότε supp(Ĥ) ⊆ B(ξ0, 2r).
ΕϕαϱµόϹουµε το Λήµµα 4.2.1 στην H κι έχουµε∫

B(x0,r)

|G|2 ≲
∫

B(x0,ρ)

|H|2 ≲
|Bρ|
|Br−1 |

∫
|H|2 =

|Bρ|
|Br−1 |

∫
W |G|2 .

΄Εστω B µία µπάλα ακτίνας R1/2+δm στον Rn και V υπόχωϱος του Rn διάστασης m. ΟϱίϹουµε

WB,V =
{
(θ, u)

∣∣ Tθ,u ∩B ̸= ∅ και ∡(G(θ), V ) ≲ R−1/2+δm
}
.

ΣυµϐολίϹουµε µε 2B τη µπάλα µε ακτίνα διπλάσια από της B. Αν

g =
∑

(θ,u)∈WB,V

gθ,u ,

τότε ο Eg είναι ισοκατανεµηµένος στη B κατά µήκος κατευθύνσεων εγκάρσιων στον V . Πιο συγκε-
κριµένα,

Λήµµα 4.4.3. ΄Εστω V υπόχωϱος του Rn διάστασης m. Υπάϱχει υπόχωϱος V ′ µε τις ακόλουϑες
ιδιότητες:

(I) dimV ′ = n−m.

67



Εκτιµήσεις εγκάρσιας ισοκατανοµής

(II) Ο V ′ είναι εγκάϱσιος στον V υπό την έννοια ότι αν v, v′ είναι µοναδιαία διανύσµατα των V, V ′

αντίστοιχα, ισχύει
∡(v, v′) ≳ 1 .

( III ) Υποϑέτουµε ότι g =
∑

(θ,u)∈WB,V

gθ,u. Αν Π είναι ένα επίπεδο παράλληλο στον V ′ και

x0 ∈ Π ∩B, τότε για κάϑε R ≥ ρ∫
Π ∩ B(x0,ρ1/2+δm )

|Eg|2 ≲
O

RO(δ)

(
R1/2

ρ1/2

)m−n ∫
Π ∩ 2B

|Eg|2. (4.12)

Απόδειξη. Χϱησιµοποιούµε υποδείκτεςG και ξ για τα αντικείµενα που σχετίζονται µε την κατεύθυν-
ση και τη συχνότητα αντίστοιχα. Ο υπόχωρος V περιέχει κατευθύνσεις κυλίνδρων, άϱα γράφουµε
VG. Ορίζουµε

C = {ω ∈ Bn−1
2 : ∡(G(ω), VG) ≲ α}

για κάποια µικϱή σταϑεϱά α. ΥπενϑυµίϹουµε ότι

G(ω) =
(−2ω1, . . . ,−2ωn−1, 1)

|(−2ω1, . . . ,−2ωn−1, 1)|
.

Θεωϱούµε το (x1, . . . , xn−1)-επίπεδο. Παρατηρούµε ότι για κάϑε ω ∈ Bn−1
2 ισχύει η σχέση

∡(G(ω),Rn−1) ≥ c > 0, για κάποια απόλυτη σταθερά c.
ΟϱίϹουµε Angle(VG,Rn−1) = maxv∈VG

∡(v,Rn−1). Αν η γωνία Angle(VG,Rn−1) είναι το πολύ
c
2 , τότε το G(ω) δεν µπορεί να είναι κοντά στον υπόχωρο VG για οποιοδήποτε ω ∈ Bn−1

2 . Στην
περίπτωση αυτή όµως έχουµε ότι WB,V = ∅. Μπορούµε λοιπόν να υποθέσουµε ότι

Angle(VG,Rn−1) ≳ 1.

Ο VG είναι υπόχωϱος, άϱα G(ω) ∈ VG αν και µόνο αν G0(ω) = (−2ω1, . . . ,−2ωn−1, 1) ∈ VG.
ΟϱίϹουµε

Aω = {ω ∈ Rn−1 : G0(ω) ∈ VG}

και παϱατηϱούµε ότι ο Aω είναι αϕϕινικός υπόχωϱος του Rn−1 διάστασης m − 11, αϕού από την
υπόϑεσή µας ο VG είναι ουσιαστικά εγκάϱσιος στον Rn−1. Ισχύει επιπλέον η

dist(ω,Aω) ≲ Angle(G(ω), VG).

ΟϱίϹουµε επίσης Aξ = Aω ×R και παϱατηϱούµε ότι είναι αϕϕινικός υπόχωϱος του Rn. ΄Ετσι, από
τον οϱισµό της συχνότητας ξ(ω), έχουµε

dist(ξ(ω), Aξ) = dist(ω,Aω).

Θεωϱούµε τους υποχώϱους Vω και Vξ οι οποίοι είναι παϱάλληλοι στους Aω και Aξ αντίστοιχα. Ο
υπόχωϱος V ′ που αναϹητούµε είναι ο κάϑετος υπόχωϱος V ⊥

ξ . Για τον υπόχωϱο αυτό ϑα αποδείξουµε
τις 3 Ϲητούµενες ιδιότητες. Για την πϱώτη, ϑέλουµε να δείξουµε ότι οι VG και V ′ είναι ουσιαστικά
εγκάϱσιοι. Θα δείξουµε κάτι ισχυϱότεϱο. ΄Εστω P = PV ′ η οϱϑογώνια πϱοϐολή στον υπόχωϱο V ′.

Ισχυϱισµός. Angle(VG,Rn−1) = ∡(VG, V ′).
1Μάλιστα, ο λόγος για τον οποίο ο Guth επέλεξε να δουλέψει µε το παϱαϐολοειδές είναι ότι ο Aω είναι αϕϕινικός

υπόχωϱος του Rn−1, κάτι το οποίο δεν ισχύει γενικά σε τυχαίες επιϕάνειες.
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Απόδειξη του Ισχυϱισµού. Η τοµή VG ∩ G0(Rn−1) είναι αϕϕινικός υπόχωϱος του Rn−1 κι από τον
οϱισµό του Vω έχουµε ότι

VG ∩G0(Rn−1) // Vω .

΄Εστω vG ένα µοναδιαίο διάνυσµα του VG κάϑετο στον Vω και {v1, . . . , vm−1} µία οϱϑοκανονική
ϐάση του Vω. Τότε, το σύνολο {v1, . . . , vm−1, vG} είναι οϱϑοκανονική ϐάση του VG. Ισχύει επιπλέον
ότι το σύνολο {v1, . . . , vm−1, en} είναι οϱϑοκανονική ϐάση του Vξ. Από τα παϱαπάνω έπεται ότι ο
V ′ πεϱιέχεται στον Rn−1 και V ⊥

ω = V ′ ⊆ Rn−1. ΄Οµως, v1, . . . , vm−1 ∈ Vω ⊆ Rn−1, άϱα

Angle(VG,Rn−1) = ∡(vG,Rn−1).

Επίσης, υποϑέσαµε ότι vG ∈ V ⊥
ω άϱα prRn−1vG ∈ V ′, δηλαδή

∡(vG,Rn−1) = ∡(vG, V
′).

Τα διανύσµατα v1, . . . , vm−1 ανήκουν στον Vξ κι έτσι το vG είναι το διάνυσµα του VG που ελαχι-
στοποιεί τη γωνία µε τον V ′, οπότε

Angle(VG, V ′) = ∡(vG, V
′) = ∡(VG, V

′),

όπως ϑέλαµε.

Από την ισότητα του Ισχυρισµού και την υπόθεσή µας ότι Angle(VG,Rn−1) ≳ 1 έπεται ότι οι
υπόχωροι VG και V ′ είναι ουσιαστικά εγκάρσιοι.
Για το τελευταίο µέϱος της απόδειξης ϑεωρούµε ένα (n −m)-επίπεδο Π παράλληλο στον V ′ που
περνάει µέσα από τη µπάλα B ακτίνας R1/2+δm . ΄Εχουµε δει ότι ο µετασχηµατσιµός Fourier του
Egθ,u έχει ϕορέα εντός του συνόλου των συχνοτήτων ξ(ω). Περιορίζουµε τον Egθ,u στο επίπεδο
Π και παρατηρούµε ότι ο µετασχηµατισµός Fourier του έχει ϕορέα εντός του P (ξ(ω)). Σταθερο-
ποιούµε ένα Ϲεύγος (θ, u) ∈ WB,V . Γνωρίζουµε ότι ∡(G(θ), V ) ≲ R−1/2+δm . Τώϱα µπορούµε να
εφαρµόσουµε το Λήµµα 4.2.2. Ο Eg : Π → C έχει µετασχηµατισµό Fourier µε ϕορέα µέσα σε
κάποια µπάλα ακτίνας ≲ R−1/2+δm , άϱα∫

Π∩B(x0,ρ1/2+δm )

|Eg|2 ≲
(R1/2−δm

ρ1/2+δm

)m−n ∫
Π

|Eg|2 ·WB(x0,R1/2−δm )

≲ RO(δm)
(R1/2

ρ1/2

)m−n ∫
Π

|Eg|2WB .

Από τη διάσπαση
Eg =

∑
(θ,u)∈WB,V

Egθ,u

και το γεγονός ότι ο ϕοϱέας κάϑε ενός από τα wave packets πεϱιέχεται ουσιωδώς στον κύλινδϱο
Tθ,u έχουµε ότι

|Eg(x)| ≤ RapDec(R)∥g∥2, για κάϑε x ∈ Π \ 2B,
αϕού ο κύλινδϱος Tθ,u είναι εγκάϱσιος στο Π και τέµνει την B. ΄Ετσι,∫

Π

|Eg|2WB ≤
O

∫
Π∩2B

|Eg|2.

ΣυνδυάϹοντας τις παϱαπάνω ανισότητες έχουµε∫
Π ∩ B(x0,ρ1/2+δm )

|Eg|2 ≲
O

RO(δ)

(
R1/2

ρ1/2

)m−n ∫
Π ∩ 2B

|Eg|2

και η απόδειξη έχει ολοκληϱωϑεί.
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Το κεντϱικό αποτέλεσµα της ενότητας είναι η ακόλουϑη εκτίµηση εγκάϱσιας ισοκατανοµής
(transverse equidistribution estimate) και είναι πόϱισµα του Λήµµατος 4.4.3.

Πϱόταση 4.4.4. Υποϑέτουµε ότι η µπάλα B του Rn ακτίνας R1/2+δm πεϱιέχεται στην BR του Rn.
΄Εστω ρ ≤ R. Υποϑέτουµε ότι

g =
∑

(θ,v)∈WB,Z

gθ,v .

Τότε, ∫
B∩N

ρ1/2+δm (Z)

|Eg|2 ≲
O
RO(δ)

(
R1/2

ρ1/2

)m−n ∫
2B

|Eg|2 .

Απόδειξη. ΄Εστω (θ, u) ∈ WB,Z . Από τον οϱισµό του WZ έχουµε ότι

∡(TzZ, G(θ)) ≲ R−1/2+δm για κάϑε z ∈ Z ∩ 2B .

Θεωϱούµε έναν υπόχωϱο V ο οποίος έχει τη µικϱότεϱη δυνατή διάσταση ανάµεσα σε όλους τους
υποχώϱους που ικανοποιούν

∡(V,G(θ)) ≲ R−1/2+δm για κάϑε (θ, u) ∈ WB,Z .

΄Εστω V ′ ο υπόχωϱος του Λήµµατος 4.4.3. ΄Εχουµε δει ότι για κάϑε επίπεδο Π παϱάλληλο στον V ′

έχουµε ∫
Π∩B(x0,ρ1/2+δm )

|Eg|2 ≲
O
RO(δm)

(R1/2

ρ1/2

)m−n ∫
Π∩2B

|Eg|2 . (4.13)

∆είχνουµε αϱχικά ότι για κάϑε z ∈ Z ∩ B, ο εϕαπτόµενος χώϱος TzZ είναι ουσιαστικά εγκάϱσιος
στον V ′. ΄Εστω πως αυτό δεν ισχύει. Τότε υπάϱχει z̃ ∈ Z και υπόχωϱος W του TzZ µε dimW >
dimZ − dimV ώστε για κάϑε µη µηδενικό w ∈W

∡(w, V ′) ≤ o(1) ,

το οποίο συνεπάγεται ότι ∡(w, V ) ≳ 1, αϕού οι V και V ′ είναι ουσιαστικά εγκάϱσιοι. ΣυνδυάϹοντας
τις δύο αυτές συνϑήκες για τις γωνίες έχουµε ότι ο W είναι ουσιαστικά εγκάϱσιος στον V ενώ είναι
κοντά στον V ′. Μποϱούµε να οϱίσουµε λοιπόν έναν τελεστή L : Rn → V , ο οποίος ϑα ήταν ακϱιϐώς
η οϱϑογώνια πϱοϐολή στον V αν οι V,W ήταν κάϑετοι. Θέλουµε δηλαδή ο L να ικανοποιεί τις:

L|V = Id L|W = 0 και |L| ≲ 1 .

΄Εχουµε υποϑέσει ότι (θ, u) ∈ WB,Z , άϱα ∡(G(θ), V ) ≲ R−1/2+δm κι έτσι∣∣L(G(θ))−G(θ)
∣∣ ≲ R−1/2+δm .

ΓνωϱίϹουµε επίσης ότι
G(θ) ⊆ NR−1/2+δm (TzZ) ∩Bm2 ,

άϱα
L(G(θ)) ⊆ L(NR−1/2+δm (TzZ) ∩Bm2 ) ⊆ NCR−1/2+δm (L(TzZ)),

δηλαδή για κάϑε (θ, u) ∈ WB,Z ισχύει

∡(G(θ), L(TzZ)) ≲ R−1/2+δm .
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Ο L είναι ταυτοτικά 0 στον W , άϱα η εικόνα L(TzZ) είναι υπόχωϱος διάστασης το πολύ dimZ −
dimW < dimV . Αυτό είναι άτοπο αϕού υποϑέσαµε ότι ο V έχει την ελάχιστη διάσταση. ΄Ετσι
έχουµε ότι για κάϑε z ∈ Z ∩ 2B, ο TzZ είναι ουσιαστικά εγκάϱσιος στον V ′.
΄Εστω Π ένα επίπεδο παϱάλληλο µε τον V ′ που τέµνει τη B. Από την εγκαϱσιότητα των TzZ και V ′

όταν z ∈ Z ∩ 2B που µόλις αποδείξαµε έπεται ότι

Π ∩Nρ1/2+δm (Z) ∩B ⊆ NCρ1/2+δm (Π ∩ Z) ∩Π ∩ 2B.

Παϱατηϱούµε επίσης ότι η τοµή Π ∩ Z είναι εγκάϱσια πλήϱης τοµή διάστασης m+ dimZ.
Από ένα αποτέλεσµα του Wongkew στο [W], που ελέγχει τον όγκο κάϑε πεϱιοχής µίας αλγεϐϱικής
επιϕάνειας δεδοµένης διάστασης και ϐαϑµού µέσα σε κάϑε µπάλα (Θεώϱηµα Β’.2.1 στο Παϱάϱτηµα
Β’) έχουµε ότι το σύνολο

Ncρ1/2+δm (Π ∩ Z) ∩Π ∩ 2B

µποϱεί να καλυϕϑεί από RO(δm)
(
R1/2

ρ1/2

)m+dimZ
µπάλες στο Π ακτίνας ρ1/2+δm . Αν εϕαϱµόσουµε

την (4.13) σε κάϑε µία από αυτές τις µπάλες κι αϑϱοίσουµε έχουµε∫
N

cρ1/2+δm (Π∩Z)∩Π∩B

|Eg|2 ≲
O
RO(δm)

(R1/2

ρ1/2

)m−n ∫
Π∩2B

|Eg|2

κι αν ολοκληϱώσουµε πάνω από όλα τα επίπεδα Π που είναι παϱάλληλα στον V ′ παίϱνουµε∫
N

ρ1/2+δm (Z)∩B

|Eg|2 ≲
O
RO(δm)

(R1/2

ρ1/2

)m−n ∫
2B

|Eg|2

από το ϑεώϱηµα Fubini.

Μία διαισθητική επεξήγηση της παραπάνω πρότασης είναι η ακόλουθη:
Οι εφαπτοµενικές συνεισφορές της g σε κάϑε τοµή της Z µε "κάϑετο" επίπεδο έχουν παρόµοιο µέγε-
ϑος κι έτσι ο τελεστής αποκλείεται να εµφανίσει υπερβολική συγκέντρωση µάϹας σε κάποια σηµεία.
Αν κάτι τέτοιο συνέβαινε, τότε ενδεχοµένως κάποιες p-νόϱµες της g να γινόντουσαν αναξέλεγκτα
µεγάλες.

4.5 Πϱοσαϱµογή της διάσπασης σε wave packets σε µικρότε-
ϱες µπάλες

Υποϑέτουµε ότι έχουµε διασπάσει την f σε wave packets από τη µπάλα BR. ΄Εστω ρ > 0 και
y ∈ BR ώστε R1/2 < ρ < R και B(y, ρ) ⊆ BR. Θέλουµε να µελετήσουµε τη σχέση που έχει η
διάσπαση της f σε wave packets από την B(y, ρ) µε την αϱχική διάσπαση από την BR.
Αν το σηµείο y δεν είναι η αϱχή των αξόνων, ϑεωϱούµε νέες συντεταγµένες x̃ = x− y. ΟϱίϹουµε

ψy(ω) = ei(y1ω1,...,yn−1ωn−1,yn|ω|2)

και γϱάϕουµε

Ef(x) =

∫
ei(x1ω1,...,xn−1ωn−1,xn|ω|2) f(ω)

=

∫
ei(x̃1ω1,...,x̃n−1ωn−1,x̃n|ω|2) eiψy(ω) f(ω)

= Ef̃(x̃),
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όπου f̃(ω̃) = eiψy(ω) f(ω).
∆ιασπάµε την f σε wave packets στη µπάλα Bρ όπως στην Ενότητα 4.1. Γϱάϕουµε

f̃ =
O

∑
θ̃,ũ

f̃θ̃,ũ,

όπου κάϑε µία από τις συναϱτήσεις f̃θ̃,ũ έχει ϕοϱέα εντός του δίσκου θ̃ κι ο µετασχηµατισµός

Fourier της έχει ϕοϱέα ουσιωδώς εντός της µπάλας B(ũ, ρ
1+δ
2 ). Επιπϱοσϑέτως, για κάϑε Ϲεύγος

(θ̃, ũ), o f̃θ̃,ũ έχει ϕοϱέα ουσιωδώς εντός του κυλίνδϱου Tθ̃,ũ ακτίνας ρ1/2+δ και µήκους ρ.
Στις x̃-συντεταγµένες, ο κύλινδϱος αυτός πεϱιέχεται στην Bρ ενώ στις αϱχικές x-συντεταγµένες
πεϱιέχεται στην B(y, ρ).
Μας ενδιαϕέϱει να µελετήσουµε τη σχέση των διασπάσεων

f =
∑
θ,u

fθ,u και f̃ =
∑
θ̃,ũ

fθ̃,ũ.

Για να το κάνουµε αυτό ϑα χϱησιµοποιήσουµε κάποιο συµϐολισµό.
΄Εστω y ∈ Rn και ω ∈ Bn−1

2 . Γϱάϕουµε y = (y1, · · · , yn−1, yn) = (y′, yn). ΟϱίϹουµε

u(ω, y) = ∂ωψy(ω) = y′ + 2ynω.

ΟϱίϹουµε επίσης

W̃θ,u = {(θ̃, ũ) : dist(θ, θ̃) ≲ ρ−1/2 και |u+ u(ωθ, y)− ũ| ≤ R
1+δ
2 }.

Λήµµα 4.5.1. Η συνάϱτηση (fθ,u)
∼ =

∑
(θ̃,ũ)(fθ,u)

∼
θ̃,ũ

είναι συγκεντϱωµένη σε wave packets από

το W̃θ,u, δηλαδή ισχύει

(fθ,u)
∼ =
O

∑
(θ̃,ũ)∈W̃θ,u

(fθ,u)
∼
θ̃,ũ

.

Απόδειξη. Αϕού supp(fθ,u) ⊆ θ, ο ϕοϱέας της (fθ,u)
∼ πεϱιέχεται στην ένωση⋃

{θ̃ | dist(θ, θ̃) ≲ ρ−1/2} .

Θεωϱούµε µία bump function ηθ ίση µε 1 στο θ και µε ϕοϱέα εντός του 2θ. ΥπενϑυµίϹουµε ότι µε
2θ συµϐολίϹουµε τον δίσκο µε ίδιο κέντϱο και διπλάσια ακτίνα από τον θ. Τότε,(

eiψy(ω)fθ,u

)∧
=
(
ηθ e

iψy(ω)fθ,u

)∧
,

αϕού supp(fθ,u) ⊆ θ και ηθ ≡ 1 στο θ. ΄Ετσι,(
eiψy(ω)fθ,u

)∧
=
(
ηθ e

iψy(ω)
)∧

∗ (fθ,u)∧ .

Ο µετασχηµατισµός Fourier της fθ,u ϕϑίνει απότοµα εκτός της B(y,R
1+δ
2 ). Επίσης, ο µετασχηµα-

τισµός Fourier της ηθ eiψy(ω) ϕϑίνει απότοµα εκτός της µπάλας B(u(ωθ, y), R
1/2) από το Θεώρηµα

Α’.0.2 που αποδεικνύουµε στο Παράρτηµα Α’.
∆είξαµε λοιπόν ότι ο µετασχηµατισµός Fourier της (fθ,u)

∼ ϕϑίνει απότοµα έξω από µία µπάλα µε
κέντϱο u+ u(ωθ, y) κι ακτίνα ≲ R

1+δ
2 και η απόδειξη του λήµµατος είναι πλήϱης.
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Οϱισµός 4.5.2 (Απόσταση Hausdorff). ΄Εστω A,B ⊆ Rn. Η απόσταση Hausdorff των A και B
οϱίϹεται ως

dH(A,B) := max{sup
a∈A

dist(a,B), sup
b∈B

dist(A, b)} = inf{ε > 0 : A ⊆ Bε και B ⊆ Aε} ,

όπου
Aε =

⋃
a∈A

{x ∈ Rn : |x− a| ≤ ε}.

Λήµµα 4.5.3. Αν (θ̃, ũ) ∈ W̃θ,u, τότε για τον κύλινδϱο Tθ̃,ũ ισχύουν οι ακόλουϑες γεωµετϱικές
εκτιµήσεις:

dH
(
Tθ̃,ũ, Tθ,u ∩B(y, ρ)

)
≲ R1/2+δ (4.14)

και
∠(G(θ), G(θ̃)) ≲ ρ−1/2. (4.15)

Παϱατήϱηση 4.5.4. Μποϱούµε να οϱίσουµε την απόσταση Hausdorff για υποσύνολα οποιουδήποτε
µετϱικού χώϱου (X, d) κάνοντας τις πϱοϕανείς τϱοποποιήσεις. Επίσης, η απόσταση Hausdorff γίνεται
µετϱική αν πεϱιοϱιστεί στην κλάση K(X) των συµπαγών υποσυνόλων του X.

Απόδειξη του Λήµµατος 4.5.2. Η πϱώτη εκτίµηση πϱοκύπτει άµεσα συγκϱίνοντας τους οϱισµούς
των Tθ,u και Tθ̃,ũ. Πϱάγµατι, έχουµε

Tθ,u = {(x′, xn) ∈ BR : |x′ + 2xnωθ + u| ≤ R1/2+δ},

άϱα
Tθ,u ∩B(y, ρ) = {(x̃′, x̃n) ∈ Bρ : |x̃′ + 2x̃nωθ̃ + u+ u(ωθ, y)| ≤ R1/2+δ} .

Από την άλλη,
Tθ̃,ũ = {(x̃′, x̃n) ∈ Bρ : |x̃′ + 2x̃nωθ̃ + u+ ũ| ≤ ρ1/2+δ}.

Τα κέντϱα ωθ και ωθ̃ των δίσκων θ και θ̃ ικανοποιούν

|ωθ − ωθ̃| ≲ ρ1/2+δ,

αϕού από τον οϱισµό του W̃θ,u έχουµε dist(θ, θ̃) ≤ ρ−1/2. Από την τϱιγωνική ανισότητα έχουµε
επίσης ότι

|2x̃nωθ − 2x̃nωθ̃| ≲ ρ1/2,

αϕού x̃n ∈ Bρ. ΄Εχουµε επίσης ότι

|u+ u(ωθ, y)− ũ| ≲ R
1+δ
2 .

Αν συνδυάσουµε τα παϱαπάνω έχουµε

dH
(
Tθ̃,ũ, Tθ,u ∩B(y, ρ)

)
≲ R1/2+δ.

Η εκτίµηση για τις γωνίες πϱοκύπτει άµεσα από τη σχέση dist(θ, θ̃) ≤ ρ−1/2.

Θέλουµε στη συνέχεια να µποϱούµε να ξεχωϱίσουµε ποια Ϲεύγη (θ, u) οδηγούν (ουσιωδώς) στο
ίδιο σύνολο W̃θ,u. Αν dist(θ1, θ2) ≤ ρ−1/2 και |u1 − u2 + u(ωθ1 , y) − u(ωθ2 , y)| ≤ R

1+δ
2 , τότε

τα σύνολα W̃θ1,u και W̃θ2,u ουσιωδώς ίδια. Κατηγοϱιοποιούµε τα Ϲεύγη (θ, u) ώστε τα σύνολα
που ϑα πϱοκύψουν να είναι ουσιωδώς ξένα και να µποϱούµε να χϱησιµοποιήσουµε τις σχέσεις
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οϱϑογωνιότητας που είδαµε στο κεϕάλαιο 3.
Αν θ̃ είναι ένας δίσκος ακτίνας ρ−1/2 και w ∈ R

1+δ
2 Zn−1, οϱίϹουµε

Wθ̃,w := {(θ, u) : dist(θ, θ̃) ≲ ρ−1/2 και |u+ u(ωθ)− w| ≲ R
1+δ
2 }.

Αν δύο Ϲεύγη (θ1, u1) και θ2, u2 πεϱιέχονται στο ίδιο σύνολο Wθ̃,w, τότε τα σύνολα W̃θ1,u1
και

W̃θ2,u2 είναι ουσιωδώς ίσα και πεϱιέχονται στο σύνολο

W̃θ̃,w := {(θ̃1, ũ) : dist(θ̃1, θ̃) ≲ ρ−1/2 και |ũ− w| ≲ R
1+δ
2 }.

Μποϱούµε έτσι να επαναδιατυπώσουµε το Λήµµα 4.5.1 στην παϱακάτω µοϱϕή.

Λήµµα 4.5.5. Αν µία συνάϱτηση g είναι συγκεντϱωµένη σε wave packets από το Wθ̃,w, τότε η

συνάϱτηση g̃ που οϱίστηκε παϱαπάνω είναι συγκεντϱωµένη σε wave packets από το W̃θ̃,w, δηλαδή
αν

g =
O

∑
(θ,u)∈Wθ̃,w

gθ,u,

τότε

g̃ =
O

∑
(θ̃,ũ)∈W̃θ̃,w

g̃θ,u.

Από τις παϱαπάνω παϱατηϱήσεις έχουµε ότι τα σύνολα Wθ̃,w είναι ουσιωδώς ξένα ανά δύο
όπως ϑέλαµε και η ένωσή τους πεϱιέχει όλα τα πιϑανά Ϲεύγη (θ, u). Οµοίως τα σύνολα W̃θ̃,w είναι
ουσιωδώς ξένα ανά δύο και η ένωσή τους πεϱιέχει όλα τα πιϑανά Ϲεύγη (θ̃, ũ).
ΟϱίϹουµε

gθ̃,w =
∑

(θ,u)∈Wθ̃,w

gθ,u και g̃θ̃,w =
∑

(θ̃,ũ)∈W̃θ̃,w

g̃θ,u

και παρατηρούµε ότι από τα παραπάνω, για κάϑε επιλογή συναρτήσεων g και g̃ έχουµε δύο δια-
σπάσεις

g =
∑

(θ,u)∈Wθ̃,w

gθ,u και g̃ =
∑

(θ̃,ũ)∈W̃θ̃,w

g̃θ,u ,

οι οποίες ικανοποιούν τις

∥g∥22 ∼
∑
(θ̃,w)

∥gθ̃,w∥
2
2 και ∥g̃∥22 ∼

∑
(θ̃,w)

∥g̃θ̃,w∥
2
2. (4.16)

΄Εχουµε δει ότι για κάϑε Ϲεύγος (θ, u) ∈ W̃θ̃,w, τα σύνολα Tθ,u ∩ B(y, ρ) είναι ουσιαστικά τα ίδια.
ΣυµϐολίϹουµε κάϑε τέτοια τοµή µε Tθ̃,w και παϱατηϱούµε ότι είναι κύλινδϱος µήκους ρ κι ακτίνας
R1/2+δm . ΄Ετσι µποϱούµε να πεϱιγϱάψουµε γεωµετϱικά το Wθ̃,w ως το σύνολο των Ϲευγών (θ, u)
για τα οποία η τοµή Tθ,u ∩B(y, ρ) είναι ουσιαστικά το Tθ̃,w. Για τα Ϲεύγη αυτά, η κατεύϑυνση του
Tθ,u ικανοποιεί την εκτίµηση ∠(G(θ̃), G(θ)) ≲ ρ−1/2.
΄Εχουµε ξεκινήσει µε µία συνάϱτηση g συγκεντϱωµένη σε wave packets στο WZ και ϑέλουµε να
µελετήσουµε τον Eg στην B(y, ρ). Θέλουµε επίσης να δούµε τι πϱοκύπτει αν διασπάσουµε τη g σε
wave packets πϱοεϱχόµενα από την B(y, ρ). Με τις υποϑέσεις που έχουµε για τη g και το Λήµµα
4.5.1 γνωϱίϹουµε ότι η g̃ είναι συγκεντϱωµένη σε wave packets στην ένωση

⋃
(θ,u)∈WZ

W̃θ,u.
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΄Εχουµε δείξει ότι αν (θ, u) ∈ WZ , τότε ο κύλινδϱος Tθ,u είναι εϕαπτόµενος στην Z στη BR, άϱα
ισχύουν ταυτόχϱονα οι σχέσεις:

Tθ,u ∩B(y, ρ) ⊆ Nρ1/2+δm (Z) ∩B(y, ρ)

και
∡(G(θ, TzZ)) ≲ R−1/2+δm ,

για κάϑε x ∈ Tθ,u και z ∈ Z ∩B(y, ρ) µε |x− z| ≲ R1/2+δm .
Αν επιλέξουµε ένα Ϲεύγος (θ̃, ũ) ∈ W̃θ,u, τότε το Λήµµα 4.5.2 µας εξασϕαλίϹει ότι

Tθ,u ∩B(y, ρ) ⊆ NR1/2+δm (Z) ∩B(y, ρ) ,

αϕού dH
(
Tθ̃,ũ, Tθ,u ∩B(y, ρ)

)
≲ R1/2+δ. Το ίδιο λήµµα µας εξασϕαλίϹει επίσης ότι

∡(G(θ̃), TzZ) ≲ R−1/2+δm + ρ−1/2 ≤ ρ−1/2+δm

για κάϑε x ∈ Tθ̃,ũ και z ∈ Z ∩B(y, ρ) µε |x− z| ≲ R1/2+δm .
Η τελευταία εκτίµηση για τις γωνίες µας δίνει ότι ο κύλινδϱος Tθ̃,ũ είναι ρ−1/2+δm-εϕαπτόµενος
στην Z στη µπάλα B(y, ρ). ∆εν ισχύει όµως ότι

Tθ̃,ũ ⊆ Nρ1/2+δm (Z) ∩B(y, ρ) ,

όπως ϑα ϑέλαµε. Αυτό που ισχύει είναι ότι αν b ∈ BR1/2+δm και υποϑέσουµε ότι Tθ̃,ũ∩Nρ1/2+δm (Z)∩
B(y, ρ) ̸= ∅, τότε

Tθ̃,ũ ⊆ N2ρ1/2+δm (Z + b) ∩B(y, ρ)

και ο Tθ̃,ũ είναι εϕαπτόµενος στην Z + b στην Bj . Για κάϑε b ∈ BR1/2+δm οϱίϹουµε

W̃Z+b := {(θ̃, ũ) : Ο Tθ̃,ũ είναι εϕαπτόµενος στην Z + b στην Bj}

και
g̃b :=

∑
(θ̃,ũ)∈W̃Z+b

g̃θ̃,ũ .

Παϱατηϱούµε ότι υπό την πϱοϋπόϑεση ότι η g είναι συγκεντϱωµένη σε wave packets στο WZ έχουµε
ότι η g̃ είναι συγκεντϱωµένη σε wave packets στο

⋃
|b|≲R1/2+δm W̃Z+b. Σταϑεϱοποιούµε ένα Ϲεύγος

(θ̃, ũ) ∈
⋃

|b|≲R1/2+δm W̃Z+b για το οποίο υποϑέτουµε ότι ισχύει Tθ̃,ũ ∩Nρ1/2+δm (Z) ∩B(y, ρ) = ∅.
Τότε, (θ̃, ũ) /∈ W̃Z+b . ΄Επεται ότι αν (θ̃, ũ) ∈ W̃Z+b, τότε Tθ̃,ũ ∩Nρ1/2+δm (Z) ∩B(y, ρ) ̸= ∅.
Εποµένως αν x = x̃+ y ∈ B(y, ρ), ισχύει

|Eg̃b(x̃)| ∼ XN
ρ1/2+δm (Z+b)(x) Eg(x) ,

αϕού Eg̃b(x̃) = Egb(x) από τους οϱισµούς των g̃ και x̃.
΄Εχουµε διασπάσει την g σε g =

∑
θ̃,w gθ̃,w. Θέτουµε h = gθ̃,w. Επιλέγουµε µια µπάλα B̃ =

B(x0, R
1/2+δm) µε x0 ∈ Tθ̃,w. Για κάϑε Ϲεύγος (θ, u) ∈ Wθ̃,w έχουµε Tθ,u ∩B(y, ρ) ⊆ Tθ̃,w κι έτσι

η τοµή Tθ,u ∩ B̃ είναι κυλινδϱικός τοµέας µήκους R1/2+δm .
Από το λήµµα 4.1.5 έχουµε την εκτίµηση

∥h∥22 ∼ R−(1/2+δm) ∥Eh∥2
L2(B̃)

. (4.17)

΄Εχουµε επίσης ότι
|Eh̃b

(x̃)| ∼ XN
ρ1/2+δm (Z+b)(x) Eh(x) .

ΣυνδυάϹουµε τις δύο τελευταίες εκτιµήσεις κι έχουµε

∥h̃b∥22 ∼ R−(1/2+δm) ∥Eh∥
L2
(
B̃∩N

ρ1/2+δm (Z+b)
) . (4.18)
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Λήµµα 4.5.6. Υποϑέτουµε ότι η h που οϱίστηκε παϱαπάνω είναι συγκεντϱωµένη σε wave packets
στο Wθ̃,w για κάποιο Ϲεύγος (θ̃, w) και ότι το x0 είναι ένα σηµείο του κυλίνδϱου Tθ̃,w. Αν επιλέξουµε
ένα σύνολο διανυσµάτων b ∈ BR1/2+δm ώστε τα σύνολα

B(x0, R
1/2+δm) ∩Nρ1/2+δm (Z + b)

είναι ξένα ανά δύο, τότε ∑
b

∥h̃b∥22 ≲ ∥h∥22 .

Απόδειξη. Η Ϲητούµενη εκτίµηση πϱοκύπτει άµεσα από έναν απλό υπολογισµό. Πϱάγµατι, έχουµε∑
b

∥h̃b∥22 ∼ R−(1/2+δm)
∑
b

∥Eh∥2
L2
(
B̃∩N

ρ1/2+δm (Z+b)
) = R−(1/2+δm) ∥Eh∥2

L2
(
B̃∩(

⋃
b N

ρ1/2+δm (Z+b))
)

από το Πυϑαγόϱειο Θεώϱηµα και την υπόϑεση µας για το σύνολο των b. Η τελευταία ποσότητα είναι
το πολύ

R−(1/2+δm) ∥Eh∥2
L2(B̃)

∼ ∥h∥22 ,

από την (4.17).

Κλείνουµε την ενότητα αυτή αποδεικνύοντας δύο εκτίµησεις παρόµοιες µε τις εκτιµήσεις ε-
γκάρσιας ισοκατανοµής της προηγούµενης ενότητας χρησιµοποιώντας τις (4.17) και (4.18) και την
Πρόταση 4.4.4.

Λήµµα 4.5.7. Υποϑέτουµε ότι η h είναι συγκεντϱωµένη σε wave packets στο WZ και σε wave
packets στο Wθ̃,w για κάποιο Ϲεύγος (θ̃, w). Για κάϑε b ∈ BR1/2+δm έχουµε

∥h̃b∥22 ≤ RO(δm)

(
R1/2

ρ1/2

)m−n

∥h∥22 .

Απόδειξη. Από την (4.18) έχουµε

∥h̃b∥22 ∼ R−(1/2+δm) ∥Eh∥
L2
(
B̃∩N

ρ1/2+δm (Z+b)
) ≲ R−(1/2+δm)RO(δm)

(
R1/2

ρ1/2

)m−n

∥Eh∥2
L2(B̃)

από την Πϱόταση 4.4.4. Από την (4.17) έχουµε ότι

R−(1/2+δm)RO(δm)

(
R1/2

ρ1/2

)m−n

∥Eh∥2
L2(B̃)

∼ RO(δm)

(
R1/2

ρ1/2

)m−n

∥h∥22

και το συµπέϱασµα έπεται.

Λήµµα 4.5.8. Αν µία συνάϱτηση g είναι συγκεντϱωµένη σε wave packets στο WZ , τότε για κάϑε b
έχουµε

∥g̃b∥22 ≤ RO(δm)

(
R1/2

ρ1/2

)m−n

∥g∥22 .

Απόδειξη. Γϱάϕουµε g =
∑
θ̃,w gθ̃,w. Αν ένα wave packet συνεισϕέϱει σηµαντικά στα gθ̃,w, τότε

συνεισϕέϱει σηµαντικά και στη g, άϱα κάϑε gθ̃,w είναι επίσης συγκεντϱωµένη σε wave packets στο
WZ . Σταϑεϱοποιούµε ένα Ϲεύγος (θ̃, w). Από το πϱοηγούµενο λήµµα ισχύει

∥(gθ̃,w)
∼
b ∥22 ≤ RO(δm)

(
R1/2

ρ1/2

)m−n

∥gθ̃,w∥
2
2 .
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ΑϑϱοίϹουµε ως πϱος όλα τα Ϲεύγη (θ̃, w) :

∑
θ̃,w

∥(gθ̃,w)
∼
b ∥22 ≤ RO(δm)

(
R1/2

ρ1/2

)m−n ∑
θ̃,w

∥gθ̃,w∥
2
2 ∼ RO(δm)

(
R1/2

ρ1/2

)m−n

∥g∥22 ,

αϕού οι gθ̃,w είναι ανά δύο οϱϑογώνιες. Η απεικόνιση g 7→ g̃b είναι γϱαµµική, άϱα

g̃b =
∑
θ̃,w

(gθ̃,w)
∼
b .

Παϱατηϱούµε επίσης ότι η τελευταία διάσπαση είναι οϱϑογώνια. ΄Εχουµε δείξει ότι η (gθ̃,w)
∼ είναι

συγκεντϱωµένη σε wave packets από το W̃θ̃,w, άϱα και η (gθ̃,w)
∼
b είναι συγκεντϱωµένη σε wave

packets από το W̃θ̃,w. Τα σύνολα W̃θ̃,w είναι ξένα ανά δύο κι έτσι οι συναϱτήσεις (gθ̃,w)
∼
b είναι ανά

δύο αϱϑογώνιες. Τελικά,

∥g̃b∥22 ∼
∑
θ̃,w

∥(gθ̃,w)
∼
b ∥22 ∼ RO(δm)

(
R1/2

ρ1/2

)m−n

∥g∥22 ,

όπως ϑέλαµε.

4.6 Απόδειξη του Θεωϱήµατος 4.2.2

Στην ενότητα αυτή ολοκληϱώνουµε την απόδειξη του Θεωϱήµατος 4.2.2. ΄Οπως ϑα δούµε, είναι
άµεσο πόϱισµα της παϱακάτω πϱότασης.

Πϱόταση 4.6.1. Για κάϑε ε > 0, υπάϱχουν µικϱές σταϑεϱές 0 < δ ≪ δn−1 ≪ . . . ≪ δ0 ≪ ε και
µία κατάλληλα µεγάλη σταϑεϱά Ã ώστε να ισχύει το ακόλουϑο:
΄Εστω Z = ZP1,...,Pn−m

µία εγκάϱσια πλήϱης τοµή διάστασης m µε 1 ≤ m ≤ n. Υποϑέτουµε ότι
κάϑε πολυώνυµο Pi έχει ϐαϑµό το πολύ DZ . Θεωϱούµε µία συνάϱτηση f συγκεντϱωµένη σε wave
packets από το WZ . Τότε, για κάϑε 1 ≤ A ≤ Ã και κάϑε ακτίνα R ≥ 1 ισχύει:

∥Ef∥BLp
k,A(BR) ≤ C(K, ε,m,DZ) R

εm Rδ log(Ã/A)R1/2−e ∥f∥2 , (4.19)

όπου e = e(k, n, p) = k+n
2

(
1
2 − 1

p

)
και 2 ≤ k ≤ n, για κάϑε

2 ≤ p ≤ p(k,m) = 2 · m+ k

m+ k − 2
.

΄Οπως ϑα δούµε, η απόδειξη της παρακάτω πρότασης χωρίζεται σε δύο σκέλη. Το δεύτερο σκέλος
της απόδειξης έχει αρκετά κοινά στοιχεία µε την απόδειξη του Θεωρήµατος 3.3.1 του προηγούµε-
νου κεφαλαίου καθώς εµφανίζονται οι εφαπτόµενες κι εγκάρσιες συνεισφορές των wave packets.
Η ουσιώδης διαφορά ανάµεσα στις δύο αποδείξεις είναι ότι αντί να αναζητούµε ϕράγµατα για δι-
γραµµικές ποσότητες, προσπαθούµε να ϕράξουµε τις ευρείες νόρµες του Ef .

Απόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Θα αποδείξουµε την πϱόταση µε επαγωγή στη διάστασηm, την ακτίναR και
τη σταϑεϱά A. Παϱατηϱούµε αϱχικά ότι για µικϱές τιµές της ακτίνας R µποϱούµε να επιλέξουµε τη
σταϑεϱά C όσο µεγάλη χϱειάϹεται ώστε να ισχύει το αποτέλεσµα. Μποϱούµε λοιπόν να υποϑέσουµε
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ότι max{K, ε,m,DZ} ≪ R. Επίσης, αν A = 1, µποϱούµε να επιλέξουµε Ã = exp{10nδ−1}. Στην
πεϱίπτωση αυτή η πϱόταση έπεται άµεσα από την εκτίµηση

∥Ef∥BLp
k,1(BR) ≲ Rn/p∥f∥2 ≤ Vol(BR)∥f∥2.

Για να αποδείξουµε την τελευταία εκτίµηση αϱκεί να παϱατηϱήσουµε ότι

∥Ef∥pBLp
k,1(BR)

= µEf (BR) =

∫
BR

|Efτ̃ |p

για κατάλληλη µπάλα τ̃ που υλοποιεί το maximum στον ορισµό του µEf (BR) και να στραφο-
ύµε στο Λήµµα 4.1.2. Υποθέτουµε λοιπόν ότι A > 1. Αν επίσης η διάσταση της Z είναι k − 1,
τότε σταθεροποιούµε µία µπάλα B = BK2 για την οποία υποθέτουµε ότι περιέχεται στην τοµή
NR1/2+δm (Z) ∩BR και ϑεωρούµε τον εφαπτόµενο χώϱο TzZ της Z πάνω από το σηµείο
z ∈ NR1/2+δm (BK2). Αν κάποιος κύλινδρος Tθ,u τέµνει την B και αν (θ, u) ∈ WZ , τότε
∡(G(θ), V ) ≲ R−1/2+δm . ΄Εστω τ η µπάλα η οποία υλοποιεί το maximum στο µEf (BK2). Αν
η τ περιέχει κάποιο θ για το οποίο ισχύει (θ, u) ∈ WZ , τότε ∡(G(τ), TzZ) ≤ K−1, δηλαδή
∥Ef∥BLp

k,1(BK2 ) = 0. Στην περίπτωση που η τ δεν περιέχει κανένα τέτοιο θ έχουµε

∥fτ∥2 ≤ RapDec(R)∥f∥2 ,

αϕού η f είναι συγκεντϱωµένη σε wave packets εϕαπτόµενα στη Z. ΄Ετσι,

max
τ :∡(G(τ),TzZ)>K−1

∫
BK2

|Efτ |p ≤ RapDec(R)∥f∥2 .

Αν η µπάλα B που επιλέξαµε δεν πεϱιέχεται στην NR1/2+δm (Z), τότε

|Ef | ≤ RapDec(R)∥f∥2 .

΄Ετσι έχουµε ότι αν m = k − 1, τότε

∥Ef∥BLp
k,A(BR) ≤ RapDec(R)∥f∥2 .

Είναι επίσης εύκολο να δείξουµε ότι η πϱόταση ισχύει αν p = 2. Πϱάγµατι, έχουµε

∥Ef∥2BL2
k,A(BR) ≤

∑
τ

∥Efτ∥2L2(BR) ≲ R
∑
τ

∥fτ∥22 = R∥f∥22 .

Υποϑέτουµε τώϱα ότι η πϱόταση ισχύει για κάϑε διάσταση < m, κάϑε ακτίνα < R
2 και κάϑε σταϑεϱά

< A. ΟϱίϹουµε το p ως:

p =

{
p̃(k,m), αν m > k

p̃(m,m) + δ, αν m = k .

Αν αποδείξουµε την πϱόταση γι αυτή την τιµή του p, τότε µποϱούµε να δείξουµε τη γενική πεϱίπτωση
χϱησιµοποιώντας την εκδοχή της ανισότητας Hölder που δείξαµε στην Πϱόταση 4.2.3 και την L2-
εκτίµηση που δείξαµε παϱαπάνω.
Υπάϱχουν δύο πεϱιπτώσεις ανάλογα µε το αν η µάϹα του µέτϱου µEf είναι συγκεντϱωµένη σε
µία µικϱή πεϱιοχή κάποιας αλγεϐϱικής επιϕάνειας χαµηλότεϱης διάστασης ή όχι. Θεωϱούµε
µία συνάϱτηση D(ε,DZ) την οποία ϑα οϱίσουµε στη συνέχεια και λέµε ότι ϐϱισκόµαστε στην
αλγεϐϱική πεϱίπτωση αν υπάϱχει µία εγκάϱσια πλήϱης τοµή Xℓ ⊂ Z διάστασης ℓ < m, η οποία
κατασκευάϹεται από πολυώνυµα ϐαϑµού το πολύ D(ε,DZ) ώστε

µEf (NR1/2+δm (X) ∩BR) ≳ µEf (BR) .
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Αν δεν υπάρχει τέτοια εγκάϱσια πλήϱης τοµή λέµε ότι ϐρισκόµαστε στη µη αλγεβρική περίπτω-
ση. Θα δείξουµε ότι η πρόταση ισχύει και στις δύο περιπτώσεις. Ξεκινάµε µε τη µη αλγεβρική
περίπτωση.

Ισχυϱισµός 1. Η πϱόταση ισχύει στη µη αλγεϐϱική πεϱίπτωση.

Απόδειξη Ισχυϱισµού 1. Η απόδειξη του ισχυϱισµού ϐασίϹεται στο polynomial partitioning. Για να
το χϱησιµοποιήσουµε εντοπίϹουµε το κοµµάτι της τοµής NR1/2+δm (Z) ∩ BR πάνω από το οποίο ο
εϕαπτόµενος χώϱος της Z δεν αλλάϹει γϱήγοϱα. Πιο συγκεκϱιµένα, λέµε ότι µία µπάλα

B̃ = B(x0, R
1/2+δm) ⊆ NR1/2+δm (Z) ∩BR

είναι κανονική αν οι εϕαπτόµενοι χώϱοι της Z πάνω από κάϑε συνεκτική συνιστώσα του Z ∩ 10B̃
διαϕέϱουν ανά δύο κατά µία γωνία το πολύ 10−2. ΄Εστωw ∈ Λm(Rn). ΄Εχουµε οϱίσει την αλγεϐϱική
επιϕάνεια Zw κι έχουµε δει ότι για τυχαίο w είναι εγκάϱσια πλήϱης τοµή διάστασης m − 1 που
είναι κατασκευασµένη από πολυώνυµα ϐαϑµού το πολύ DZ . Επιλέγουµε ένα σύνολο µε ≲ 1 τέτοια
w ώστε οι εϕαπτόµενοι χώϱοι της Z πάνω από κάϑε συνεκτική συνιστώσα του Z \∪wZw διαϕέϱουν
ανά δύο κατά µία γωνία µέτϱου το πολύ 10−2. Βϱισκόµαστε στη µη αλγεϐϱική πεϱίπτωση κι έτσι
έχουµε

µEf (∪wN10R1/2+δm (Zw) ∩BR) ≤ 10−2µEf (BR) .

Αν µία µπάλα B̃ όπως οϱίστηκε παϱαπάνω δεν τέµνει την ένωση ∪wN10R1/2+δm (Zw), τότε από την
επιλογή που κάναµε για το σύνολο των w, η µπάλα αυτή είναι κανονική, δηλαδή σχεδόν όλη η
µάϹα του µEf είναι συγκεντϱωµένη στις κανονικές µπάλες.
Για κάϑε κανονική µπάλα B̃ ⊆ NR1/2+δm (Z)∩BR επιλέγουµε ένα σηµείο x ∈ Z∩ B̃ και ϑεωϱούµε
τον εϕαπτόµενο χώϱο TxZ. Για κάϑε m-επίπεδο V οϱίϹουµε BV ως το σύνολο των κανονικών
µπαλών που ικανοποιούν

∡(TxZ, V ) ≤ 10−2 .

Εϕόσον είµαστε στη µη αλγεβρική περίπτωση, µπορούµε από την Αρχή του Περιστερώνα να επι-
λέξουµε το V ώστε να ισχύει

µEf
(
∪B∈BV

B
)

≳ µEf (BR) .

ΟϱίϹουµε N1 = ∪B∈BV
⊆ NR1/2+δm (Z) ∩BR και µ1 = µEf |N1 .

΄Οπως είδαµε, σχεδόν όλη η µάϹα του µEf είναι συγκεντϱωµένη στο N1 κι έτσι µ1(N1) ∼ µEf (BR).
Τώϱα χϱησιµοποιούµε το polynomial partitioning. Με PV συµϐολίϹουµε οποιοδήποτε πολυώνυµο
PV : V → R. Θεωϱούµε την οϱϑή πϱοϐολή Π : Rn → V του Rn στον V . Θα χϱησιµοποιήσουµε το
polynomial partitioning για το push-forward µέτϱο Π∗µ1 στον V που οϱίϹεται ως

Π∗µ1(A) := µ1(Π
−1(A)) ,

για κάϑε µετρήσιµο υποσύνολο A του V . Ο ϐαθµός για τον οποίο ϑα χρησιµοποιήσουµε το poly-
nomial partitioning είναι D = D(ε,DZ). Βρίσκουµε ένα µη µηδενικό πολυώνυµο PV ϐαθµού το
πολύ D ώστε το συµπλήρωµα V \ ZPV

= ∪iOV,i, όπου το πλήϑος των κελιών OV,i είναι ∼ Dm και
για κάϑε ένα από αυτά ισχύει

Π∗µ1(OV,i) ∼ D−m Π∗µ1(V ) .

Μποϱούµε επιπϱοσϑέτως να γϱάψουµε το PV ως το γινόµενο µη ιδιαϹόντων πολυωνύµων QV,j .
Επεκτείνουµε το PV σε πολυώνυµο P : Rn → R οϱίϹοντας P (x) := PV (Π(x)) και παϱατηϱούµε
ότι ZP = Π−1(ZPV

). ΟϱίϹουµε επίσης Oi = Π−1(OV,i) και σηµειώνουµε τη σχέση

Rn \ ZP = Rn \Π−1(ZPV
) = Π−1(V \ ZPV

) = Π−1(∪iOV,i) =
⋃
i

Π−1(OV,i) =
⋃
i

Oi .
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Με παϱόµοιους συλλογισµούς δείχνουµε ότι

µ1(Oi) = Π∗µ1(OV,i) ∼ D−mµ1(N1) .

Επεκτείνουµε τώϱα και κάϑε ένα από τα πολυώνυµα QV,j σε όλο τον Rn µε τον ίδιο τϱόπο που
επεκτείναµε το PV , οϱίϹουµε δηλαδή

Qj(x) = QV,j(Π(x))

και παϱατηϱούµε ότι P =
∏
j Qj και ότι κάϑε ένα από τα Qj έχει επίσης ϐαϑµό το πολύ D. Από

τον οϱισµό των QV,j µποϱούµε να επιλέξουµε κατάλληλα τον σταϑεϱό όϱο των Qj ώστε για κάϑε j,
η αλγεϐϱική επιϕάνεια

Xj := ZP1,...,Pn−m,Qj

να είναι εγκάϱσια πλήϱης τοµή.
ΟϱίϹουµε W = NR1/2+δ(ZP ) και O′

i = Oi \W . Κάϑε κύλινδϱος Tθ,u έχει ακτίνα R1/2+δ, άϱα από
τον οϱισµό του W , κάϑε κύλινδϱος τέµνει το πολύ D διαϕοϱετικά κελιά O′

i.
Είµαστε στη µη αλγεϐϱική πεϱίπτωση, άϱα το µέτϱο µ1(N10R1/2+δm (Xj)) είναι αµελητέο για κάϑε
j. Θα δείξουµε ότι και το µ1(W ) = µ1(W ∩N1) είναι αµελητέο δείχνοντας ότι ισχύει

W ∩N1 ⊆
⋃
j

N20R1/2+δm (Xj) .

Θεωϱούµε ένα x ∈ W ∩ N1. Υπάϱχει µία κανονική µπάλα B̃ = B(x0, R
1/2+δm) ∈ BV που το

πεϱιέχει. Από τον οϱισµό του BV , υπάϱχει κάποιο σηµείο xB ∈ Z ∩ B̃ µε

∡(TxB
Z, V ) ≤ 10−2 .

΄Εστω ZB̃ η συνεκτική συνιστώσα του Z ∩ 10B̃ που πεϱιέχει το xB. Η µπάλα B̃ είναι κανονική
και xb ∈ B̃. ΄Ετσι, κατά µήκος της ZB̃, ο εϕαπτόµενος χώϱος της Z σχηµατίϹει µικϱή γωνία µε το
V , δηλαδή µποϱόυµε να γϱάψουµε την ZB̃ σαν γϱάϕηµα οµαλής συνάϱτησης h µε w = h(v) στις
συντεταγµένες (v, w) όπου v ∈ V και w ∈ V ⊥. Παϱατηϱούµε ότι λόγω της συνϑήκης για τη γωνία,
η συνάϱτηση h έχει σταϑεϱά Lipschitz το πολύ 10−2.
Το x ανήκει επίσης στο W , άϱα υπάϱχει τουλάχιστον ένα σηµείο (v0, w0) ∈ ZP ∩B(x,R1/2+δ). Στο
σηµείο αυτό έχουµε P (v0, w0) = PV (v0) = 0, άϱα το σηµείο (v0, h(v0)) ανήκει στην τοµή ZP ∩ZB̃,
δηλαδή υπάϱχει κάποιο j ώστε (v0, h(v0)) ∈ Xj . Συνολικά, έχουµε δείξει ότι

(v0, h(v0)) ∈ ZB̃ ⊆ 10B̃ και x ∈ B̃ ,

δηλαδή έχουµε ότι x ∈ N20R1/2+δm (Xj).
Τελικά,

W ∩N1 ⊆
⋃
j

N20R1/2+δm (Xj) .

΄Ετσι,
µ1(N1) = µ1(N1 ∩W ) ≤

∑
j

µ1

(
N20R1/2+δm (Xj)

)
και το τελευταίο άϑϱοισµα είναι αµελητέο. Εποµένως,

µ1(O
′
i) ∼ D−mµ1(N1) ∼ D−mµEf (BR) = D−m∥Ef∥pBLp

k,A(BR)

για τα πεϱισσότεϱα από τα i. Για κάϑε δείκτη i οϱίϹουµε

Wi = {(θ, u) : Tθ,u ∩O′
i ̸= ∅} και fi =

∑
(θ,u)∈Wi

fθ,u .
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Κάϑε µία από τις fi είναι συγκεντϱωµένη σε wave packets στο WZ . Υπάϱχουν επίσης ∼ Dm κελιά
O′
i για τα οποία ισχύει

∥Ef∥BLp
k,A(BR) ≲ Dmµ1(O

′
i) ≲ DmµEfi(O

′
i) ≲ DmµEfi(BR) = Dm∥Efi∥BLp

k,A(BR) .

Κάϑε κύλινδϱος Tθ,u εισέϱχεται σε ≲ D κελιά O′
i, άϱα κάϑε Ϲεύγος (θ, u) πεϱιέχεται σε ≲ D από

τα σύνολα Wi. ΄Ετσι,∑
i

∥fi∥22 ∼
∑
i

∑
(θ,u)∈Wi

∥fθ,u∥22 ≲ D
∑
(θ,u)

∥fθ,u∥22 ∼ D∥f∥22 .

Μποϱούµε να συνοψίσουµε τις παϱαπάνω παϱατηϱήσεις µας ως εξής:
Υπάϱχουν ∼ Dm διαϕοϱετικά i που ικανοποιούν

∥Ef∥BLp
k,A(BR) ≲ Dm∥Efi∥BLp

k,A(BR) (4.20)

και
∥fi∥2 ≲

∑
(θ,u)∈Wi

∥fθ,u∥22 ≲ D−m
∑
(θ,u)

∥fθ,u∥22 ∼ D ·D−m∥f∥22 = D1−m∥f∥22 . (4.21)

Θα χϱησιµοποιήσουµε τις (4.20) και (4.21) για να αποδείξουµε την πϱόταση µε επαγωγή στην
ακτίνα R. Για να απλοποιήσουµε το συµϐολισµό οϱίϹουµε

S = C(K, ε,m,DZ)R
εmRδ log(

Ã
A )R1/2−e

κι έτσι ϑέλουµε να δείξουµε την ∥Ef∥BLp
k,A(BR) ≤ S ∥f∥2. ΄Εχουµε υποϑέσει ότι η (4.19) ισχύει για

όλες τις µπάλες µε ακτίνα < R
2 , µποϱούµε να υποϑέσουµε ότι ισχύει και για κάϑε µπάλα ακτίνας

R µε διαϕοϱετική σταϑεϱά. Μποϱούµε λοιπόν να υποϑέσουµε ότι

∥Efi∥pBLp
k,A(BR)

≤ CS∥fi∥2 .

΄Ετσι έχουµε

∥Efi∥pBLp
k,A(BR)

≲ Dm∥Efi∥BLp
k,A(BR) ≲ DmSp∥fi∥p2 ≲ DmD(1−m) p

2 Sp∥f∥p2

από τις (4.20) και (4.21). Από την υπόϑεση µας ότι p > 2m
m−1 , έχουµε ότι 1−m < −2mp κι έτσι ο

εκϑέτης m+(1−m)p2 < m(1−p2) είναι αϱνητικός. Αν m > k, τότε ο εκϑέτης έχει µεγάλη απόλυτη
τιµή κι αν m = k, τότε ο εκϑέτης ισούται µε 1−m

2 δ.
Τώϱα επιλέγουµε το D = D(ε,DZ). Το ϑέλουµε αϱκετά µεγάλο ώστε να κυϱιαϱχεί τη σταϑεϱά. Σε
αυτή την πεϱίπτωση έχουµε

∥Ef∥pBLp
k,A(BR)

≤ S∥f∥2

και η επαγωγή κλείνει στη µη αλγεϐϱική πεϱίπτωση.

Ισχυϱισµός 2. Η πϱόταση ισχύει και στην αλγεϐϱική πεϱίπτωση.

Απόδειξη Ισχυϱισµού 2. Υπάϱχει µία εγκάϱσια πλήϱης τοµή Xℓ διάστασης ℓ < m κατασκευασµένη
από πολυώνυµα Pk ϐαϑµού το πολύ D = D(ε,DZ) ώστε

µEf (NR1/2+δm (X)) ≳ µEf (BR) .
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ΧωϱίϹουµε την BR σε µικϱότεϱες µπάλες Bj ακτίνας ρ. Μάλιστα επιλέγουµε την ακτίνα ρ ώστε
να ικανοποιεί τη σχέση ρ1/2+δℓ = R1/2+δm , όπου δℓ η σταϑεϱά στη ϑέση ℓ στην πεπεϱασµένη
ακολουϑία µικϱών σταϑεϱών που ϑέλουµε να δείξουµε πως υπάϱχει. Για κάϑε j οϱίϹουµε

Wj = {(θ, u) : Tθ,u ∩NR1/2+δm (X) ∩Bj ̸= ∅}

και fj =
∑

(θ,u)∈Wj
fθ,u. Εντός της τοµής NR1/2+δm (X) ∩Bj έχουµε Efj =

O
Ef . ΄Ετσι,

∥Ef∥pBLp
k,A(BR)

= µEf (BR) ≤
∑
j

µEf (Bj) .

Παϱατηϱήσαµε ότι στην Bj έχουµε Efj =
O
Ef , άϱα

∑
j

µEf (Bj) ≲
∑
j

µEfj (Bj) + RapDec(R)∥f∥p2 ,

δηλαδή
∥Ef∥pBLp

k,A(BR)
≲
∑
j

∥Efj∥pBLp
k,A(Bj)

+ RapDec(R)∥f∥p2 .

ΧωϱίϹουµε κάϑε Wj σε κυλίνδϱους που είναι εϕαπτόµενοι ή εγκάϱσιοι στην X. ΥπενϑυµίϹουµε ότι
ένας κύλινδϱος Tθ,u καλείται εϕαπτόµενος στην X στην Bj αν

Tθ,u ∩ 2Bj ∩Nρ1/2+δℓ (X) ∩Bj

και για κάϑε x ∈ Tθ,u και y ∈ X ∩ 2Bj µε |x− y| ≲ ρ1/2+δℓ ισχύει

∡(G(θ), TyX) ≲ ρ−1/2+δℓ .

ΟϱίϹουµε τα σύνολα των εϕαπτόµενων και των εγκάϱσιων wave packets ως

Wj,εϕ = {(θ, u) ∈ Wj : ο Tθ,u είναι εϕαπτόµενος στην X στην Bj}

και
Wj,εγκ = Wj \Wj,εϕ .

΄Ετσι µποϱούµε να γϱάψουµε fj = fj,εϕ + fj,εγκ, όπου

fj,εϕ =
∑

(θ,u)∈Wj,εϕ

fθ,u και fj,εγκ =
∑

(θ,u)∈Wj,εγκ

fθ,u .

Από την ασϑενή µοϱϕή της τϱιγωνικής ανισότητας που ικανοποιεί η BLpk,A πϱοκύπτει η∑
j

∥Efj∥pBLp
k,A(Bj)

≲
∑
j

∥Efj,εϕ∥pBLp
k,A/2

(Bj)
+
∑
j

∥Efj,εγκ∥pBLp
k,A/2

(Bj)
. (4.22)

Θα διακρίνουµε περιπτώσεις αναλόγα µε το ποιος από τους δύο προσθετέους του δεξιού µέλους
κυριαρχεί στο άθροισµα. Στην περίπτωση που κυριαρχούν οι εφαπτοµενικοί όϱοι ϑα χρησιµοποι-
ήσουµε επαγωγή στο m, ενώ αν κυριαρχούν οι εγκάρσιοι όϱοι ϑα χρησιµοποιήσουµε επαγωγή στην
ακτίνα R.

Υποπεϱίπτωση 1η: Στην (4.22) κυριαρχούν οι εφαπτοµενικοί όϱοι.
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Θέλουµε να κάνουµε επαγωγή στο Efj,εϕ στην Bj . Θα χρησιµοποιήσουµε τη διάσπαση σε wa-
ve packets για τη µπάλα Bj . Γράφουµε h = fj,εϕ. ΄Εχουµε

h̃ =
O

∑
θ̃,ũ

h̃θ̃,ũ

και πϱέπει να ελέγξουµε ότι η h̃ είναι συγκεντϱωµένη σε wave packets εϕαπτόµενα στην X στη Bj .
Θέλουµε δηλαδή να δείξουµε ότι τα Ϲεύγη (θ̃, ũ) ικανοποιούν

Tθ̃,ũ ⊆ Nρ1/2+δℓ (X) ∩Bj

και για κάϑε x ∈ Tθ̃,ũ και y ∈ X ∩Bj µε |x− y| ≲ ρ1/2+δℓ έχουµε

∡(G(θ̃), TyX) ≲ ρ−1/2+δℓ .

Η h είναι συγκεντϱωµένη σε wave packets στο Wj,εϕ, άϱα έχουµε

Tθ,u ∩Bj ⊆ Nρ1/2+δℓ (X) ∩Bj (4.23)

και
∡(G(θ), TyX) ≲ ρ−1/2+δℓ . (4.24)

΄Εχουµε επίσης δείξει ότι για κάϑε Ϲεύγος (θ, u), η (fθ,u)
∼ είναι συγκεντϱωµένη σε wave packets

στο W̃θ,u. Επιπϱοσϑέτως, για κάϑε Ϲεύγος (θ̃, ũ) ∈ W̃θ,u, το Λήµµα 4.5.2 µας δίνει ότι

dH(Tθ̃,ũ, Tθ,u ∩Bj) ≲ R1/2+δ

και
∠(G(θ̃), G(θ)) ≲ ρ−1/2 .

΄Ετσι έχουµε ότι αν (θ, u) ∈ Wθ,u και (θ̃, ũ) ∈ W̃θ,u, τότε ο Tθ̃,ũ ικανοποιεί τις (4.23) και (4.24).
΄Εχουµε λοιπόν ότι η h̃, η X και η Bj ικανοποιούν τις υποϑέσεις της πϱότασης, άϱα µποϱούµε
να εϕαϱµόσουµε την επαγωγική µας υπόϑεση για τη διάσταση. Από την επαγωγική µας υπόϑεση
έχουµε

∥Efj,εϕ∥BLp
k,A/2

(Bj) = ∥Eh̃∥BLp
k,A/2

(Bρ)

≤ C(K, ε, ℓ,D(ε,DZ))ρ
εℓρδ log(2Ã/A)ρ1/2−e ∥fj,εϕ∥2

για κάϑε 2 ≤ p ≤ p(k, ℓ) = 2 · k+ℓ
k+ℓ−2 . Η X έχει διάσταση ℓ < m, άϱα p(k,m) < p(k, ℓ) κι

έτσι µποϱούµε να χϱησιµοποιήσουµε την τελευταία εκτίµηση. ΑϑϱοίϹουµε πάνω από τις ≲ RO(δℓ)

µπάλες Bj και πϱοκύπτει η εκτίµηση

∥Ef∥BLp
k,A(BR) ≲

∑
j

∥Efj∥BLp
k,A(Bj) ≲ RO(δℓ)∥Efj,εϕ∥BLp

k,A/2
(Bj)

≲ RO(δℓ)C(K, ε, ℓ,D(ε,DZ))ρ
εℓρδ log(2Ã/A)ρ1/2−e ∥f∥2 .

Αν επιλέξουµε τηνC(K, ε,m,DZ) αρκετά µεγαλύτερη από τηνC(K, ε, ℓ,Dε,DZ ) και παρατηρήσου-
µε ότι RO(δℓ)Rεℓ ≤ Rεm αφού δℓ ≪ ε, η επαγωγή κλείνει στην υποπερίπτωση που κυριαρχούν οι
εφαπτοµενικοί όϱοι.
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Υποπεϱίπτωση 2η: Στην (4.22) κυριαρχούν οι εγκάρσιοι όϱοι.

Από τον ορισµό των fj,εγκ έχουµε∑
j

∥fj,εγκ∥22 =
∑
θ,u

|{j : (θ, u) ∈ Wj,εγκ }| ∥fθ,u∥22 .

Παϱατηϱούµε ότι για κάϑε Ϲεύγος (θ, u), από το Λήµµα 4.3.9,

|{j : (θ, u) ∈ Wj,εγκ }| ≲ε,DZ 1 .

΄Εστω T ένας κύλινδϱος µε ίδιο κέντϱο µε τον Tθ̃,ũ ακτίνας ρ1/2+δℓ . Θεωϱούµε α = ρ−1/2+δℓ . ΄Εστω
λ ο άξονας του T . Αϕού (θ, u) ∈ Wj,εγκ, η τοµή T ∩X>α ∩ 2Bj είναι µη κενή. Μάλιστα, η τοµή
T ∩X>α πεϱιέχεται σε ≤ Dn

X µπάλες ακτίνας ρ1/2+δℓα−1 ∼ ρ. Βϱισκόµαστε ακόµα στην αλγεϐϱική
πεϱίπτωση, άϱα η X έχει κατασκευαστεί από πολυώνυµα ϐαϑµού DX ≤ D(ε,DZ) ≲ε,DZ 1,
δηλαδή το (θ, u) ανήκει σε ≲ε,DZ 1 διαϕοϱετικά σύνολα Wj,εγκ. ΄Ετσι,∑

j

∥fj,εγκ∥22 ≲ε,DZ ∥f∥22 .

Θα µελετήσουµε τον Efj,εγκ σε κάϑε µπάλα Bj χρησιµοποιώντας επαγωγή στην ακτίνα. Θα χρη-
σιµοποιήσουµε τη διάσπαση σε wave packets προσαρµοσµένη στην Bj όπως στην Ενότητα 4.5.
Ορίζουµε g = fj,εγκ κι έχουµε g̃ =

O

∑
θ̃,ũ g̃θ̃,ũ. ΄Εχουµε ορίσει

g̃b =
∑

(θ̃,ũ)∈WZ+b

g̃θ̃,ũ για κάϑε b ∈ BR1/2+δm .

Για κάϑε b, η g̃b είναι συγκεντϱωµένη σε wave packets εϕαπτόµενα στην Z + b στη Bj , άϱα
µποϱούµε να χϱησιµοποιήσουµε επαγωγή στην ακτίνα για να µελετήσουµε τον Eg̃b. ΄Εστω yj το
κέντϱο της Bj και x = yj + x̃ ∈ Bj . Στην Ενότητα 4.5 αποδείξαµε ότι

|Eg̃b(x̃)| ∼ XN
ρ1/2+δm (Z+b)(x) |Eg(x)| .

ΟϱίϹουµε επίσης fj,εγκ,b = e−iψy(ω)g̃b ώστε να ισχύει (fj,εγκ,b)
∼ = g̃b και µποϱούµε να γϱάψουµε

|Efj,εγκ,b(x)| ∼ XN
ρ1/2+δm (Z+b)(x) |Eg(x)| . (4.25)

Επιλέγουµε ένα σύνολο διανυσµάτων b ∈ BR1/2+δm το οποίο ϑα προσδιορίσουµε σε λίγο. Κα-
λύπτουµε την τοµή NR1/2+δm (Z) ∩Bj µε ξένες ανά δύο µπάλες B ακτίνας R1/2+δm .
Οµαδοποιούµε δυαδικά τον όγκο αυτών των µπαλών ορίζοντας για κάϑε s

Bs =
{
B(x0, R

1/2+δm) ⊆ NR1/2+δm (Z) ∩Bj : Vol
(
B(x0, R

1/2+δm) ∩Nρ1/2+δm (Z)
)
∼ 2s

}
.

Παϱατηϱούµε ότι υπάϱχουν ∼ logR διαϕοϱετικά σύνολα Bs. Θέτουµε

A =
⋃
B∈Bs

B .

Μποϱούµε λοιπόν, από την Αϱχή του Πεϱιστεϱώνα, να επιλέξουµε κατάλληλο s ώστε

∥Eg∥BLp
k,A/2

(A) ≳ (logR)−1 ∥Eg∥BLp
k,A/2

(Bj) .

84



Απόδειξη του Θεωρήµατος 4.2.2

Από όλα τα Ϲεύγη (θ, u) ∈ Wj,εγκ µας ενδιαϕέϱουν µόνο αυτά για το οποία οι αντίστοιχοι κύλινδϱοι
Tθ,u τέµνουν κάποια από τις µπάλες του Bs, καϑώς αυτές πεϱιέχουν σχεδόν όλη την πληϱοϕοϱία
που µας χϱειάϹεται. ΟϱίϹουµε λοιπόν M ως το σύνολο των (θ, u) που µας ενδιαϕέϱουν. ΟϱίϹουµε
επίσης

fM =
∑

(θ,u)∈M

fθ,u

και παρατηρούµε ότι η νόρµα ∥fM∥2 είναι σίγουρα µικρότερη από την ∥g∥2, ενώ οι ∥Eg∥pBLp
k,A/2

(Bj)

και ∥EfM∥pBLp
k,A/2

(Bj)
διαφέρουν το πολύ κατά έναν παράγοντα της τάξης logR.

Τώϱα µπορούµε να επιλέξουµε το σύνολο των b. Επιλέγουµε ένα τυχαίο σύνολο από Vol(BR1/2+δm )/2s

διανύσµατα b ∈ BR1/2+δm . Για κάϑε µπάλα B(x0, R
1/2+δm) ∈ Bs, η ένωση ∪bNρ1/2+δm (Z + b)

καλύπτει ένα τυχαίο µέϱος της. ΄Ετσι, λόγω της (4.25) και τον ορισµό του συνόλου Bs έχουµε

∥Eg∥pBLp
k,A/2

(Bj)
≲
∑
b

∥EfM∥pBLp
k,A/2

(N
ρ1/2+δm (Z+b)∩Bj)

µε µεγάλη πιϑανότητα. Κάϑε σηµείο της B(x0, R
1/2+δm) πεϱιέχεται σε ≲ 1 από τις πεϱιοχές

Nρ1/2+δm (Z + b), άϱα τα σύνολα B(x0, R
1/2+δm) ∩Nρ1/2+δm (Z + b) είναι ουσιωδώς ξένα ανά δύο.

΄Εχουµε διασπάσει τη g σε
g =

∑
θ̃,w

gθ̃,w ,

άϱα από το Λήµµα 4.5.6 έχουµε ∑
b

∥(gθ̃,w)
∼
b ∥22 ≲ ∥gθ̃,w∥

2
2 .

Παϱατηϱούµε ότι είτε η gθ̃,w είναι αµελητέα ή ο κύλινδϱος Tθ̃,w τέµνει κάποια από τις µπάλες
B(x0, R

1/2+δm) ∈ Bs. ΄Οπως είδαµε και στην απόδειξη του Λήµµατος 4.5.8, οι διασπάσεις

g̃b =
∑
θ̃,w

(gθ̃,w)
∼
b και g =

∑
θ̃,w

gθ̃,w

είναι ουσιαστικά οϱϑογώνιες. ΄Ετσι,∑
b

∥g̃b∥22 ∼
∑
b,θ̃,w

∥(gθ̃,w)
∼
b ∥22 ≲

∑
θ̃,w

∥gθ̃,w∥
2
2 ∼ ∥g∥22 .

Συγκεντϱώνουµε εδώ όλες τις εκτιµήσεις που αποδείξαµε και ϑα χρησιµοποιήσουµε για να ολο-
κληρώσουµε την απόδειξη της εγκάρσιας υποπερίπτωσης.
΄Εχουµε

∥Ef∥pBLp
k,A(BR)

≲ logR
∑
j,b

∥Efj,εγκ,b∥BLp
k,A/2

(Bj) .

∑
j,b

∥fj,εγκ,b∥BLp
k,A/2

(Bj) ≲ ∥f∥22 . (4.26)

Το σύνολο των b είναι πεπεϱασµένο, άϱα από το Λήµµα 4.5.8 έχουµε

max
b

∥fj,εγκ,b∥22 ≤ RO(δm)

(
R1/2

ρ1/2

)m−n

∥g∥22 . (4.27)
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Από την επαγωγική υπόϑεση για την ακτίνα έχουµε

∥Efj,εγκ,b∥BLp
k,A/2

(Bj) ≤ C(K, ε,m,DZ)ρ
εmρδ(log(2Ã/A))ρ1/2−e ∥fj,εγκ,b∥2

≤ C(K, ε,m,DZ)R
δρεmρδ(log(Ã/A))ρ1/2−e ∥fj,εγκ,b∥2 .

Αποδεικνύουµε τώϱα την (4.19) µε επαγωγή στην ακτίνα.

∥Ef∥pBLp
k,A

≲ RO(δ)
(
C(K, ε,m,DZ)ρ

εmρδ(log(Ã/A))ρ1/2−e
)p ∑

j,b

∥Efj,εγκ,b∥p2

≲ RO(δm)
(
C(K, ε,m,DZ)ρ

εmρδ(log(Ã/A))ρ1/2−e
)p(R1/2

ρ1/2

)(n−m)(1− p
2 )

∥f∥p2

από τις (4.26) και (4.27).
Για τον εκϑέτη p = p(k,m) υπολογίϹουµε

(
ρ1/2−e

)p(R1/2

ρ1/2

)(n−m)(1− p
2 )

=
(
R1/2−e)p .

Στην περίπτωση που m = k, έχουµε ορίσει p = p(m,m)+ δ και η εκτίµηση ισχύει πολλαπλασιάζο-
ντας µε έναν ακόµα παράγοντα της µορφής RO(δ). Αντικαθιστούµε τις τιµές των p, e στην τελευταία
εκτίµηση κι έχουµε

∥Ef∥pBLp
k,A

≤ C(n, ε,DZ)R
O(δm)(R/ρ)−εm

(
C(K, ε,m,DZ)ρ

εmρδ(log(Ã/A))ρ1/2−e
)p ∥f∥p2 .

Για να κλείσει η επαγωγή αϱκεί να δείξουµε ότι C(n, ε,DZ)R
O(δm)(R/ρ)−εm ≤ 1. Σηµειώνουµε

ότι R/ρ = RO(δℓ) κι επιλέγουµε τα δ ώστε δm ≪ εδm−1. ΄Ετσι, ο όϱος (R/ρ)−εm κυϱιαϱχεί τους
υπόλοιπους και η επαγωγή κλείνει στην εγκάϱσια υποπεϱίπτωση.

΄Εχουµε επιϐεϐαιώσει την ισχύ της πϱότασης διακϱίνοντας όλες τις πιϑανές πεϱιπτώσεις κι έτσι
η απόδειξη είναι πλήϱης.

Τώϱα είµαστε σε ϑέση να ολοκληϱώσουµε και την απόδειξη του Θεωϱήµατος 4.2.2.

Απόδειξη του Θεωϱήµατος 4.2.2. Επιλέγουµε m = n και Z = Rn. Επιλέγουµε επίσης DZ = 1,
A = Ã και p = p(k, n). ΥπολογίϹουµε µε αυτές τις υποϑέσεις το e:

2e =
(1
2
− 1

p

)
(k + n) =

(1
2
− k + n− 2

2(k + n)

)
(k + n) =

k + n

2
− 1

2
(k + n− 2) = 1 ,

άϱα −e+ 1/2 = 0. ΄Ετσι,
∥Ef∥BLp

k,A(BR) ≤ C(K, ε, n)Rε∥f∥2 ,

όπως ϑέλαµε.
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Παϱάϱτηµα Αʹ

Ασυµπτωτική συµπεϱιϕοϱά στη
σϕαίϱα

Σκοπός του παϱαϱτήµατος είναι η απόδειξη της (1.20). Μάλιστα, ϑα αποδείξουµε µία ανάλογη
σχέση για επιϕανειακά µέτϱα. ΥπενϑυµίϹουµε τον οϱισµό τους.

Οϱισµός Αʹ.0.1. ΄Εστω S µία οµαλή επιφάνεια του Rn. ΄Εστω επίσης U ανοιχτό, ϕραγµένο υπο-
σύνολο του Rn−1 ώστε 0 ∈ U και

S = {
(
x, ϕ(x)

)
: x ∈ U},

όπου ϕ : U → R οµαλή. Το επιϕανειακό µέτϱο dσ της S δίνεται από τη σχέση

dσ =
√

1 + |∇ϕ|2 dx.

Αν σ το επιϕανειακό µέτϱο της S, τότε ο µετασχηµατισµός Fourier του είναι

σ̂(ξ) =

∫
e−2πi⟨x,ξ⟩

√
1 + |∇ϕ(x)|2 dx , για κάϑε ξ ∈ Rn .

Φαίνεται λοιπόν ότι µας ενδιαϕέϱει να µελετήσουµε την ασυµπτωτική συµπεϱιϕοϱά ολοκληϱωµάτων
της µοϱϕής

I(λ) =

∫
eiλϕ(x) ψ(x) dx,

όπου ϕ ∈ C∞(Rn,R) , ψ ∈ C∞
c (Rn,C) και λ > 0.

Θεώϱηµα Αʹ.0.2. Αν ∇ϕ(x) ̸= 0 για κάϑε x ∈ supp(ψ), τότε για κάϑε N ∈ N ισχύει

I(λ) ≤ C(ϕ, ψ,N) λ−N .

Απόδειξη. Αϱκεί να αποδείξουµε το Θεώϱηµα στην πεϱίπτωση που n = 1. Πϱάγµατι, αϕού ∇ϕ ̸= 0
στον supp(ψ), αν υποϑέσουµε επιπλέον ότι υπάϱχει j ∈ {1, . . . , n} ώστε dϕ

dxj
(x) ̸= 0 για κάϑε

x ∈ supp(ψ) και για ευκολία πάϱουµε j = n, τότε αν x = (x′, xn), από το Θεώϱηµα Fubini,
µποϱούµε να γϱάψουµε

I(λ) =

∫
A

∫
R
eiλϕ(x) ψ(x) dxn dx

′ ,
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όπου A η πϱοϐολή του supp(f) στο Rn−1 × {0}. ΄Οποιες σταϑεϱές εξαϱτώνται από το x′ είναι
οµοιόµοϱϕα ϕϱαγµένες, άϱα εϕαϱµόϹοντας την υπόϑεσή µας παίϱνουµε το Ϲητούµενο. Γενικά,
καλύπτουµε από πεπεϱασµένες το πλήϑος µπάλεςB1, . . . , Bm τον supp(ψ) ώστε για κάποιον δείκτη
jk να ισχύει ∂ϕ

∂xjk
̸= 0 αν x ∈ Bk. ΄Εστω (ψk)

m
k=1 οµαλή διαµέϱιση της µονάδας συµϐατή µε το

κάλυµµα (Bk)
m
k=1. ΟϱίϹουµε

ψ =
∑
k

ψk

εϕαϱµόϹουµε το παϱαπάνω για κάϑε µία από τις ψk κι αϑϱοίϹουµε ως πϱος k.
Μένει να αποδείξουµε τη µονοδιάστατη πεϱίπτωση. ΄Εστω N ∈ N. ΟϱίϹουµε

g1(x) =
d
dx

( ψ(x)
ϕ′(x)

)
, g2(x) =

d
dx

(g1(x)
ϕ′(x)

)
, gN (x) =

d
dx

(gN−1(x)

ϕ′(x)

)
.

Θέτουµε B = supp(ψ) και γϱάϕουµε

|I(λ)| =
∣∣∣∣ ∫
B

eiλϕ(x) ψ(x) dx

∣∣∣∣
= λ−1

∣∣∣∣− ∫
B

eiλϕ(x) g1(x) dx

∣∣∣∣ (Ολοκλήϱωση κατά µέϱη)

= λ−N
∣∣∣∣ ∫
B

eiλϕ(x)
d
dx

(gN (x)

ϕ′(x)

)
dx

∣∣∣∣
≤ λ−N

∫
B

∣∣∣∣ d
dx

(gN (x)

ϕ′(x)

)∣∣∣∣ dx.

Στο παϱαπάνω ϑεώϱηµα υποϑέσαµε ότι ∇ϕ ̸= 0 στον supp(ψ). Αυτό δεν ισχύει στην πεϱίπτωση
της σϕαίϱας. Θα χϱειαστούµε κάτι ισχυϱότεϱο.

Λήµµα Αʹ.0.3 (Van der Corput). Υποϑέτουµε ότι για κάποιο k ∈ N ισχύει |ϕ(k)(x)| ≥ 1, x ∈ [a, b]
και ότι ισχύει ακϱιϐώς ένα από τα εξής:

• k = 1 και ϕ′ µονότονη

• k ≥ 2.

Τότε, για κάϑε ψ ∈ C∞(R,C) ισχύει∣∣∣∣ ∫ b

a

eiλϕ(x) ψ(x) dx

∣∣∣∣ ≤ (5 · 2k−1 − 2
)
λ−1/k

(
|ψ(b)|+

∫ b

a

|ψ′(x)| dx
)
.

Λήµµα Αʹ.0.4 (Morse). ΄Εστω U ανοιχτό υποσύνολο του Rn , ϕ : U → R οµαλή και x0 ∈ U ώστε
ϕ(x0) = ∇ϕ(x0) = 0 και det(Hϕ)(x0) ̸= 0. Τότε, υπάϱχουν V,W ανοιχτά υποσύνολα του Rn µε
0 ∈ V , x0 ∈W και αµϕιδιαϕόϱιση G : V →W µε G(0) = x0 ώστε

ϕ ◦G(x) =
k−1∑
j=1

x2j −
n∑
j=k

x2j , x ∈ V

για κάποιο k ∈ {1, . . . , n}.
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Απόδειξη. Μποϱούµε να υποϑέσουµε ότι x0 = 0 και ότι ο Εσσιανός Πίνακας της ϕ είναι διαγώνιος
µε µη µηδενικά στοιχεία στην κύϱια διαγώνιο. Υπό αυτές τις πϱοϋποϑέσεις έχουµε

∂ϕ

∂x1
(0) = 0 και

∂2ϕ

∂x21
(0) ̸= 0.

Από το Θεώϱηµα Πεπλεγµένης Συνάϱτησης, υπάϱχει W1 ⊆ Rn ανοιχτό µε 0 ∈W1 και g :W1 → R
οµαλή µε g(0) = 0 ώστε

∂ϕ(g(x′), x′)

∂x1
= 0 και

∂2ϕ(g(x′), x′)

∂x21
̸= 0

για x′ = (x2, . . . , xn) ∈W1 και

∂ϕ(x1, x
′)

∂x1
̸= 0, αν (x1, x

′) ∈ U, x′ ∈W1 και x1 ̸= g(x′).

ΟϱίϹουµε F (x) = (x1 + g(x′), x′) και ψ(x) = ϕ ◦ F (x). Από τον Κανόνα της Αλυσίδας έχουµε

∂ψ(0, x′)

∂x1
= 0 και

∂2ψ(0, x′)

∂x21
̸= 0 αν x′ ∈W1.

Από το Θεώϱηµα Taylor, συϱϱικνώνοντας κατάλληλα το W1, µποϱούµε να γϱάψουµε την ψ ως
ψ(x) = ψ(0, x′)± h(x)x21, όπου h µία αυστηϱά ϑετική οµαλή συνάϱτηση. ΟϱίϹουµε

E(x) =

(
x1√
h(x)

, x′
)
.

Τότε, ψ ◦ E(x) = ±x21 + ψ(0, x′), δηλαδή ϕ ◦ F ◦ E(x) = ±x21 + ψ(0, x′). Η συνάϱτηση
G1(x) = F ◦ E(x) είναι αµϕιδιαϕόϱιση σε γειτονιά του 0. Επαναλαµϐάνουµε την ίδια διαδικασία
µε την ψ(0, x′) αντί της ϕ και συνεχίϹουµε κάνοντας τα ίδια ϐήµατα άλλες (n − 2) ϕοϱές. Αυτό
ολοκληϱώνει την απόδειξη.

Χϱησιµοποιώντας το Λήµµα του Morse µποϱούµε να αποδείξουµε το ακόλουϑο.

Πϱόταση Αʹ.0.5. Αν όλα τα κϱίσιµα σηµεία της ϕ στον supp(ψ) είναι µη εκϕυλισµένα, δεν µηδενίϹει
δηλαδή ο Εσσιανός Πίνακας στα σηµεία αυτά, τότε

|I(λ)| ≤ C(ϕ, ψ) λ−n/2.

Κλείνουµε την παϱάγϱαϕο µε το κεντϱικό αποτέλεσµα από το οποίο ϑα πάϱουµε την (1.20).

Θεώϱηµα Αʹ.0.6. ΄Εστω S = {(x, ϕ(x)) : x ∈ U} οµαλή επιϕάνεια και σ το επιϕανειακό της µέτϱο.
Αν det(Hϕ(x)) ̸= 0 για κάϑε x ∈ U , τότε

|σ̂(ξ)| ≤ C(ϕ) |ξ|
1−n
2 .

Απόδειξη. ΄Εστω ξ = λη µε λ− |ξ| > 0, |η| = 1 και

ϕη(x) = −2π
(
η1x1 + . . .+ ηn−1xn−1 + ηnϕ(x)

)
, x ∈ U.

΄Εχουµε
∇ϕη(x)− 2π

(
(η1, . . . , ηn−1) + ηnϕ(x)

)
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και
Hϕη (x) = −2πηnHϕ(x).

Αϱκεί λοιπόν να δείξουµε ότι |σ̂(ξ)| =
∣∣ ∫ eiλϕη(x) ψ(x) dx

∣∣ ≲η λ 1−n
2 .

Αν ηn = 0, τότε ∇ϕη(x) ̸= 0 για κάϑε x ∈ U κι έχουµε τη Ϲητούµενη ανισότητα από την (Αʹ.0.2).
Αν ηn ̸= 0, τότε από την υπόϑεση για την Εσσιανή έχουµε det(Hϕη

(x)) ̸= 0 για κάϑε x ∈ U και το
Ϲητούµενο έπεται από την (Αʹ.0.5).
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Παϱάϱτηµα Βʹ

Απόδειξη των Ληµµάτων 3.3.5 και
3.3.6

Πεϱιεχόµενα
Βʹ.1 Απόδειξη του Λήµµατος 3.3.5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

Βʹ.2 Απόδειξη του Λήµµατος 3.3.6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

Στο παϱάϱτηµα αυτό αποδεικνύουµε τα λήµµατα 3.3.5 και 3.3.6 χτίϹοντας πάνω σε έννοιες από
τα Κεϕάλαια 3 και 4.

Βʹ.1 Απόδειξη του Λήµµατος 3.3.5

΄Εχουµε οϱίσει το σύνολο Wj,εγκ ως το σύνολο των κυλίνδϱων T ∈ W για τους οποίους υπάϱχει
µη κϱίσιµο σηµείο z ∈ 10T ∩ 2Bj ∩ ZP ώστε ∡(u(T ), TzZP ) > R−1/2+2δ. Θα δείξουµε ότι κάϑε
κύλινδϱος T ∈ W ανήκει το πολύ σε Poly(D) διαϕοϱετικά σύνολα Wj,εγκ.
Για την απόδειξη του Λήµµατος 3.3.5 ϑα χϱειστούµε γενικεύσεις του Λήµµατος 4.3.9 στις 2 και 3
διαστάσεις, τις οποίες ϑα διατυπώσουµε σε αυτή την ενότητα.

Λήµµα Βʹ.1.1. ΄Εστω P ∈ R[x1, · · · , xn] ένα µη ιδιάζον πολυώνυµο. Για κάϑε α, υπάρχει πολυ-
ώνυµο P1 που εξαρτάται µόνο από τα P και α ώστε η αλγεβρική επιφάνεια Z=α(P ) να ισούται µε την
ZP,P1

. Επίσης, σχεδόν για κάϑε τιµή του α, η Z=α(P ) είναι εγκάϱσια πλήϱης τοµή.

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ ZP . ΄Εχουµε υποϑέσει ότι το P είναι µη ιδιάϹον, άϱα ∇P (x) ̸= 0. Το
µοναδιαίο κάϑετο διάνυσµα της ZP στο x είναι το ± ∇P (x)

|∇P (x)| , δηλαδή x ∈ Z=α(P ) αν και µόνο αν

〈 ∇P
|∇P |

, u(T )
〉
= ± sinα,

το οποίο ισχύει αν και µόνο αν

P1 := ⟨∇P, u(T )⟩2 − sin2 α |∇P |2 = 0.

Από την τελευταία σχέση πϱοκύπτει ότι το P1 είναι πολυώνυµο και ότι x ∈ Z=α(P ) αν και µόνο αν
P1(x) = 0, δηλαδή Z=α(P ) = ZP,P1

. Σταϑεϱοποιούµε ένα α. ΄Εστω y ∈ ZP,P1
. Τα διανύσµατα
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∇P και ∇P1 είναι γϱαµµικά εξαϱτηµένα στο y αν και µόνο αν ∇f(y) = 0, όπου

f : ZP → R µε f(z) =
⟨∇P (z), u(T )⟩2

|∇P (z)|2
.

Η f είναιC∞ αϕού το P είναι µη ιδιάϹον και f(x) = sin2 α αν και µόνο αν x ∈ Z=α(P ). Κατά µήκος
της ZP το P1 ισούται µε P1(x) = |∇P (x)|2

(
f(x)− sin2 α

)
. Ιδιαιτέϱως, στο y ισχύει f(y) = sin2 α.

Με µία διαϕόϱιση παίϱνουµε ότι

∇P1(y) = |∇P1(y)|2 ∇f(y).

Από τα παϱαπάνω έχουµε ότι τα διανύσµατα ∇P (y) και ∇P1(y) είναι γϱαµµικά ανεξάϱτητα αν
και µόνο αν ο πεϱιοϱισµός του ∇P1 στον εϕαπτόµενο χώϱο TyZP είναι µη µηδενικός, το οποίο
συµϐαίνει αν και µόνο αν ∇f(y) ̸= 0. Από το Θεώϱηµα Sard έχουµε ότι σχεδόν για κάϑε α το
sin2 α είναι κανονική τιµή της f . Για κάϑε τέτοιο α, τα διανύσµατα ∇P και ∇P1 είναι γϱαµµικά
ανεξάϱτητα, δηλαδή η Z=α(P ) είναι εγκάϱσια πλήϱης τοµή.

Ξεκινάµε την απόδειξη του Λήµµατος 3.3.5 από ένα αποτέλεσµα στις 2 διαστάσεις.

Λήµµα Βʹ.1.2. Υποϑέτουµε ότι

(I) Το T είναι ένα οϱϑογώνιο του R2 µε πλάτος 2ρ και τυχαίο πεπεϱασµένο µήκος.

(II) Το 0 < α < 10−1 συµϐολίϹει µία γωνία.

(III) Το T είναι χωϱισµένο σε κυλινδϱικούς τοµείς µήκους ≥ ρ
α .

(IV) Το P είναι ένα µη ιδιάϹον πολυώνυµο ϐαϑµού το πολύ D.

Τότε, η τοµή Z≥α ∩ T πεϱιέχεται σε ≲ D2 από τους κυλινδϱικούς τοµείς του T .

Θα αποδείξουµε τώϱα την τϱισδιάστατη γενίκευση του πϱώτου λήµµατος.

Λήµµα Βʹ.1.3. ΄Εστω X = ZP1,P2 εγκάϱσια πλήϱης τοµή στον R3. Υποϑέτουµε ότι οι ϐαϑµοί των
πολυωνύµων P1 και P2 είναι το πολύ D. Τότε το σύνολο X=α είναι αλγεϐϱική επιϕάνεια τη µοϱϕής
ZP1,P2,Pα

, όπου Pα είναι ένα πολυώνυµο ϐαϑµού ≲ D που εξαϱτάται µόνο από τα P1, P2 και α.
Επιπλέον, σχεδόν για κάϑε α, ηX=α είναι εγκάϱσια πλήϱης τοµή κι αποτελείται από ≲ D3 στοιχεία.

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ X. Το διάνυσµα ∇P1(x)×∇P2(x) παϱάγει τον εϕαπτόµενο χώϱο TxX, άϱα
∡(u(T ), TxX) = α αν και µόνο αν

Pα := ⟨∇P1(x)×∇P2(x), u(T )⟩2 − cos2 α |∇P1(x)×∇P2(x)|2 = 0.

΄Ετσι, X=α = ZP1,P2,Pα . Για να δείξουµε ότι η X=α είναι εγκάϱσια πλήϱης τοµή σχεδόν για κάϑε
α χϱησιµοποιούµε ένα επιχείϱηµα ανάλογο µε αυτό που χϱησιµοποιήσαµε για την απόδειξη του
Λήµµατος Β’.1.1. ΟϱίϹουµε

f : X → R µε f(z) =
⟨∇P1(z)×∇P2(z), u(T )⟩2

|∇P1(z)×∇P2(z)|2

και παϱατηϱούµε ότι f(x) = cos2 α αν και µόνο αν x ∈ X=α. Σταϑεϱοποιούµε ένα α. ΄Εστω
y ∈ X=α. Απλοποιούµε τον τύπο του Pα γϱάϕοντας

Pα(x) = |∇P1(x)×∇P2(x)|2(f(x)− cos2 α).

΄Ετσι έχουµε ότι τα διανύσµατα ∇P1,∇P2,∇Pα είναι γϱαµµικά ανεξάϱτητα στο y αν και µόνο αν
∇f(y) ̸= 0, ϑεωϱώντας το ∇f ως διανυσµατικό πεδίο στην πολλαπλότηταX. Από το Θεώϱηµα Sard,
σχεδόν για κάϑε α το cos2 α είναι κανονική τιµή της f , άϱα η X=α είναι εγκάϱσια πλήϱης τοµή.
Τέλος, από το Θεώϱηµα Bézout που είδαµε στο τέταϱτο κεϕάλαιο έχουµε ότι |X=α| ≲ D3.
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Το τελευταίο ϐήµα πϱιν την απόδειξη του Λήµµατος 3.3.5 είναι το παϱακάτω λήµµα, το οποίο
είναι η τϱισδιάστατη εκδοχή του Λήµµατος Β΄.1.2.

Λήµµα Βʹ.1.4. Υποϑέτουµε ότι

(I) Ο T είναι ένας κύλινδϱος του R3 ακτίνας ρ µε τυχαίο πεπεϱασµένο µήκος.

(II) Το 0 < α < 10−1 συµϐολίϹει µία γωνία.

(III) Ο T είναι χωϱισµένος σε κυλινδϱικούς τοµείς µήκους ≥ ρ
α .

(IV) Το P είναι ένα µη ιδιάϹον πολυώνυµο ϐαϑµού το πολύ D.

Τότε, η τοµή Z≥α ∩ T πεϱιέχεται σε ≲ D3 από τους κυλινδϱικούς τοµείς του T .

Μποϱούµε τώϱα να αποδείξουµε το Λήµµα 3.3.5.

Απόδειξη του Λήµµατος 3.3.5. Το P είναι γινόµενο µη ιδιαϹόντων πολυωνύµων. Υποϑέτουµε επίσης
ότι τα πολυώνυµα, έστω P1, · · · , Pℓ, µε τα οποία έχουµε αναλύσει το P είναι ανάγωγα. Για κάϑε ένα
από αυτά τα πολυώνυµα εϕαϱµόϹουµε το τελευταίο λήµµα για ρ = 10R1/2+δ και α = R−1/2+2δ.
΄Ετσι το µήκος κάϑε κυλινδϱικού τοµέα είναι ρα−1 = 10R1−δ, δηλαδή κάϑε κυλινδϱικός τοµέας
τέµνει το πολύ O(1) από τις µπάλες Bj . Για να ολοκληϱωϑεί η απόδειξη αϱκεί να συγκϱίνουµε
αυτό που µόλις αποδείξαµε µε τον οϱισµό του συνόλου Wj,εγκ.

Βʹ.2 Απόδειξη του Λήµµατος 3.3.6

Σε αυτή την ενότητα αποδεικνύουµε το Λήµµα 3.3.6. Το ϐασικό εϱγαλείο για την απόδειξη είναι το
ακόλουϑο αποτέλεσµα του Wongkew από το [W].

Θεώϱηµα Βʹ.2.1. Αν το P είναι ένα µη µηδενικό πολυώνυµο του Rn µε ϐαϑµό το πολύ D, τότε

Vol(B(L) ∩Nρ(ZP )) ≲n ρDLn−1,

όπου B(L) είναι µία n-διάστατη µπάλα ακτίνας L > 0.

Εµείς ϑα χϱησιµοποιήσουµε µία παϱαλαγή του παϱαπάνω αποτελέσµατος του Wongkew.

Θεώϱηµα Βʹ.2.2. ΄Εστω Q ένα ορθογώνιο πλέγµα διαστάσεων Q1 × . . . × Qn, για τις οποίες υπο-
ϑέτουµε ότι 1 ≤ Q1 ≤ . . . ≤ Qn, αποτελούµενο από µοναδιαίους κύϐους. Τότε, το πλήϑος των κύϐων
του πλέγµατος που τέµνουν το ZP είναι το πολύ cnD

∏n
j=2Qj .

Για να αποδείξουµε το Λήµµα 3.3.6, το διατυπώνουµε λίγο γενικότεϱα. ΄ΕστωB µία τϱισδιάστατη
µπάλα ακτίνας L > 0. ΄Εστω επίσης P ∈ RD[x1, x2, x3], το οποίο έχουµε αναλύσει σε γινόµενο µη
ιδιαϹόντων πολυωνύµων.

Οϱισµός Βʹ.2.3. ΄Εστω T ένα σύνολο κυλίνδϱων T ακτίνας ρ/2. ΟϱίϹουµε το σύνολο Tεϕ ως το
σύνολο των κυλίνδϱων T ∈ T για τους οποίους ισχύουν οι σχέσεις 2T ∩ Z ∩ (11/10)B ̸= ∅ και για
κάϑε µη κϱίσιµο σηµείο x ∈ 10T ∩ Z ∩ 2B ισχύει

∠(u(T ), TxZ) ≤ ρ

L
.

Λέµε ότι δύο κύλινδϱοι T1, T2 ∈ T έχουν διαϕοϱετικές κατευϑύνσεις αν

∠(u(T1), u(T2)) ≥
ρ

L
.
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Θέλουµε να ελέγξουµε το πλήϑος των κυλίνδρων που δείχνουν σε διαφορετικές κατευθύνσεις.
Για να το κάνουµε αυτό ϑα χρειαστούµε ένα αποτέλεσµα του Córdoba, το οποίο µάλιστα είναι εξαι-
ϱετικά σηµαντικό. Είναι η διάσηµη µεγιστική εικασία Kakeya στις δύο διαστάσεις και η απόδειξη
που ϑα δώσουµε ϐρίσκεται στο [TN] και είναι η λύση της.

Θεώϱηµα Βʹ.2.4. ΄Εστω (Rα)α∈A µία οικογένεια ίσων οϱϑογωνίων του R2 εκκεντϱότητας 1 δ−1, οι
κατευϑύνσεις α των οποίων είναι δ-διαχωϱισµένες. Τότε,∥∥∥∑

α∈A
XRα

∥∥∥
2
≲ (log δ−1)1/2

(∑
α∈A

|Rα|
)1/2

.

Απόδειξη. ΄Εχουµε ∥∥∥∑
α∈A

XRα

∥∥∥2
2
=

∫ (∑
α∈A

XRα

)2
=

∫ ∑
α∈A

∑
α′∈A

XRαXRα′

=
∑

α,α′∈A
|Rα ∩Rα′ |.

Συγκϱίνοντας το αποτέλεσµα του τελευταίου µας υπολογισµού µε τη Ϲητούµενη εκτίµηση παρατη-
ϱούµε ότι αρκεί να δείξουµε ότι ∑

α′∈A
α′ ̸=α

|Rα ∩Rα′ | ≲ log(δ−1) |Rα|.

Υποϑέτουµε ότι τα α και α′ διαϕέϱουν σε γωνία κατά µία σταϑεϱά συγκϱίσιµη µε 2−k για κάποιο
k που ικανοποιεί δ ≲ 2−k ≲ 1. Τότε,

|Rα ∩Rα′ | ≲ 2kδ|Rα|.

Αϱκεί λοιπόν να δείξουµε ότι

log(δ−1)∑
k=0

∑
α′∈A

∠(α′,α)∼2−k

2kδ ≲ log(δ−1),

το οποίο ισχύει αφού για κάϑε k υπάρχουν O((2kδ)−1) κατευθύνσεις α′ εντός κάϑε O(2−k)-
πεϱιοχής του α.

Για το λήµµα που ακολουϑεί ϑα χϱησιµοποιήσουµε το hairbrush argument του Wolff από το
[Wp], µε το οποίο έδειξε ότι τα σύνολα Kakeya στον Rn έχουν διάσταση τουλάχιστον (n+2)/2. Πιο
συγκεκϱιµένα, ο Wolff έδειξε ότι υπάϱχει ένας κύλινδϱος (το handle του hairbrush) από τον οποίο
πεϱνούν πολλοί άλλοι και παϱατήϱησε ότι µακϱιά από το handle οι κύλινδϱοι δεν επικαλύπτονται
πολύ. Για να το δείξει αυτό χϱησιµοποίησε ότι η εικασία Kakeya ισχύει σε κάϑε δισδιάστατο επίπεδο
που πεϱιέχει το handle για να πεϱάει στην εικασία Kakeya σε n διαστάσεις.
Σύνολο Kakeya στον Rn ονοµάϹουµε κάϑε υποσύνολό του που πεϱιέχει ευϑύγϱαµµο τµήµα σε κάϑε
κατεύϑυνση. ΄Ενα παϱάδειγµα συνόλου Kakeya σε κάϑε διάσταση είναι οποιαδήποτε µπάλα του µε
ακτίνα ≥ 1/2.

1Ως εκκεντϱότητα ενός οϱϑογωνίου οϱίϹουµε το λόγο της µεγαλύτεϱης του πλευϱάς πϱος τη µικϱότεϱη.
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Λήµµα Βʹ.2.5. ΄Εστω T′ ένα υποσύνολο του Tεϕ που αποτελείται από κυλίνδϱους T που έχουν ανά
δύο διαϕοϱετικές κατευϑύνσεις. Τότε,

|T′| ≲ D2 log2(Lρ−1)Lρ−1.

Απόδειξη. Μποϱούµε µετά από µία αλλαγή κλίµακας να υποϑέσουµε ότι ρ = 1.
∆είχνουµε αϱχικά ότι αν ένας κύλινδϱος T ∈ Tεϕ, τότε η τοµή T ∩ (3/2)B πεϱιέχεται σε µία
10-πεϱιοχή της ZP .
Από την υπόϑεση, υπάϱχει ένα µη κϱίσιµο x0 ∈ 2T ∩ZP ∩ (11/10)B. ΄Εχουµε επίσης υποϑέσει ότι
το P είναι γινόµενο µη ιδιαϹόντων πολυωνύµων P1, . . . , Pm, άϱα η ZP είναι η ένωση των αλγεϐϱικών
επιϕανειών ZP1

, . . . ,ZPm
και το x0 πεϱιέχεται ακϱιϐώς σε µία από αυτές. Για να δούµε ότι πϱάγµατι

το x0 πεϱιέχεται ακϱιϐώς σε µία από τις ZPi υποϑέτουµε το αντίϑετο. Τότε, υπάϱχουν πολυώνυµα
Pj , Pk ώστε x0 ∈ ZPk

∩ ZPj , δηλαδή η πολυπλοκότητα της ϱίϹας x0 του P είναι τουλάχιστον 2,
δηλαδή ∇P (x0) = 0, το οποίο είναι άτοπο αϕού υποϑέσαµε ότι το x0 είναι µη κϱίσιµο σηµείο του
P . ΄Εστω ότι το x0 ανήκει στην ZPℓ

για κάποιο µοναδικό 1 ≤ ℓ ≤ m.
Θεωϱούµε µία καµπύλη στην ZPℓ

που ξεκινάει από το x0 και ϐϱίσκεται όσο πιο κοντά γίνεται στον
άξονα του T . Επιλέγουµε συντεταγµένες x1, x2, x3 στις οποίες ο T είναι το σύνολο [x22 + x23 ≤ 1]
και το κέντϱο της µπάλας B έχει 0 στην x1-συντεταγµένη.
Για κάϑε z ∈ 10T ∩ ZPℓ

∩ 2B ισχύει

∡(u(T ), TzZPℓ
) ≤ ρL−1 = L−1,

κι έτσι µποϱούµε να παϱαµετϱήσουµε κάϑε καµπύλη της ZPℓ
που ξεκινάει από το x0 ως γϱάϕηµα

της µοϱϕής (x2, x3) = f(x1), όπου η f ικανοποιεί την

|∇f | ≤ L−1 για |x1| ≤
3

2
L.

Κάϑε τέτοια καµπύλη πεϱιέχεται και στην ZP και από τα παϱαπάνω, η τοµή T ∩ (3/2)B πεϱιέχεται
σε µία 10-πεϱιοχή της καµπύλης. Εποµένως, η τοµή T ∩ (3/2)B πεϱιέχεται σε µία 10-πεϱιοχή της
ZP .
Υποϑέτουµε ότι |T′| = βL. Θα δείξουµε ότι β ≲ D2 log2 L. Για κάϑε κύλινδϱο T έχουµε
Vol(B ∩ T ) ∼ L. Καλύπτουµε την τοµή N10(ZP ) ∩ B µε κύϐους Q πλευϱάς 1. Από το ϑεώϱηµα
του Wongkew που διατυπώσαµε παϱαπάνω παίϱνουµε ότι το πλήϑος των κύϐων Q είναι ≲ DL2.
Κάϑε ένας από τους κυλίνδϱους T ∈ T′ τέµνει ≳ L κύϐους Q, οπότε κατά µέσο όϱο κάϑε κύϐος
τέµνει τουλάχιστον βD−1 κυλίνδϱους.
Θεωϱούµε τώϱα τϱιάδες της µοϱϕής (Q,T1, T2), όπου Q κύϐος και T1, T2 ∈ T′. Αν υποϑέσουµε ότι
το β είναι σηµαντικά µεγαλύτεϱο από το D, τότε αν ϑέσουµε K να είναι το σύνολο των κύϐων και

A := {(Q,T1, T2) : Q ∈ K, T1, T2 ∈ T′},

έχουµε ότι

|A| = |K| · |T′|2 ≳ |K|2 · L2 ≳ (β/D)2 |T′|2 L2 ≳ (β/D)2DL2 = β2D−1L2 .

Οµαδοποιούµε τις τϱιάδες (Q,T1, T2) σε δυαδικά blocks ανάλογα µε τη γωνία ∠(u(T1), u(T2)) των
κατευϑύνσεων των κυλίνδϱων T1, T2. ΟϱίϹουµε δηλαδή

Bk := {(T1, T2) ∈ T′ : 2−(k+1) ≤ ∠(u(T1), u(T2)) ≤ 2−k } .

Αν επιλέξουµε δύο διαϕοϱετικούς κυλίνδϱους T1, T2 ∈ T′, τότε από τον οϱισµό του T′, δείχνουν σε
διαϕοϱετικές κατευϑύνσεις, άϱα ∠(u(T1), u(T2)) ≥ L−1. Η ακϱαία πεϱίπτωση για τους T1, T2 είναι
να έχουν κάϑετους άξονες. ΄Ετσι,

L−1 ≤ ∠(u(T1), u(T2)) ≤
π

2
.
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Από τον οϱισµό των Bk και τη συνϑήκη για τις γωνίες έπεται ότι το πλήϑος k ∈ N των δυαδικών
blocks που χϱειαϹόµαστε ώστε να καλύπτουν όλα τα πιϑανά Ϲεύγη (T1, T2) ικανοποιεί

L−1 ≲ 2−k ≲
π

2
.

Η παϱαπάνω ανισότητα είναι ισοδύναµη µε την − log(π) ≲ k ≲ logL, άϱα υπάϱχουν ∼ logL
δυαδικά blocks.
Επιλέγουµε ένα τέτοιο block µε εύϱος γωνιών [θ, 2θ] για L−1 ≤ θ ≤ 2. Το πλήϑος των τϱιάδων για
τις οποίες ισχύει

∠(u(T1), u(T2)) ∈ [θ, 2θ]

είναι ≳ β2D−1L2(logL)−1.
΄Εχουµε υποϑέσει ότι |T′| = βL. Από την Αϱχή του Πεϱιστεϱώνα είναι ϐέϐαιο ότι µποϱούµε να
επιλέξουµε έναν κύλινδϱο T1 ο οποίος εµϕανίϹεται σε

≳
β2D−1L2(logL)−1

βL
= βD−1L(logL)−1

τϱιάδες για τις οποίες ισχύει ∠(u(T1), u(T2)) ∈ [θ, 2θ].
ΟϱίϹουµε

H =
⋃
T∈Sθ

T ∩ (3/2)B ,

όπου
Sθ = {T1, T2 ∈ T′ : θ ≤ ∠(u(T1), u(T2)) ≤ 2θ } .

∆εδοµένου ότι κάϑε Ϲεύγος (T1, T2) ∈ Sθ ικανοποιεί ∠(u(T1), u(T2)) ∼ θ, έχουµε ότι κάϑε τέτοιο
Ϲεύγος µποϱεί να εµϕανιστεί σε ≲ θ−1 τϱιάδες κι έτσι, αν σταϑεϱοποιήσουµε έναν κύλινδϱο T1,
έχουµε

#(T2 ∈ H) ≳
βD−1L(logL)−1

θ−1
= βD−1θL(logL)−1 .

Θα χϱησιµοποιήσουµε την τελευταία εκτίµηση και το ϑεώϱηµα του Wongkew για να καταλήξουµε
στο επιϑυµητό ϕϱάγµα για το β. Αποδεικνύουµε πϱώτα ένα κάτω ϕϱάγµα για τον όγκο του H.
Οι κύλινδϱοι του H αν και δεν είναι αναγκαστικά ξένεοι ανά δύο, είναι ανά δύο θ-διαχωϱισµένοι.
ΧωϱίϹουµε το H σε ∼ θL επίπεδες πλάκες πάχους 1 και παϱατηϱούµε ότι κάϑε σηµείο εκτός της
(θ/10)L-πεϱιοχής του άξονα του T1 ανήκει σε ≲ 1 επίπεδες πλάκες. Εντός µίας επίπεδης πλάκας
Π, δυό κύλινδϱοι T, S ικανοποιούν ∠(u(T ), u(S)) ≳ L−1. Από το Θεώϱηµα Β’.2.4 έχουµε ότι

Vol
( ⋃
T∈Π

T
)

≲ (logL)−1
∑
T∈Π

Vol(T ) .

Εποµένως
Vol(H) ≳ L(logL)−1 #(T2 ∈ H) ≳ βD−1L2(logL)−2 . (Βʹ.1)

Ολοκληϱώνουµε την απόδειξη ϐϱίσκοντας κι ένα άνω ϕϱάγµα για τον Vol(H). Παϱατηϱούµε ότι το
H πεϱιέχεται σε έναν κύλινδϱο γύϱω από τον άξονα του T1 µε ακτίνα θL. Ο κύλινδϱος αυτός είναι
πεϱίπου ίσος µε ένα οϱϑογώνιο µε διαστάσεις θL×θL×L και το H πεϱιέχεται σε µία O(1)-πεϱιοχή
του ZP µέσα στο οϱϑογώνιο. Από το ϑεώϱηµα του Wongkew παίϱνουµε το ϕϱάγµα

Vol(H) ≲ DθL2 . (Βʹ.2)

Αν συνδυάσουµε τις εκτιµήσεις (Βʹ.1) και (Βʹ.2) έχουµε

βD−1θL2(logL)−2 ≲ DθL2
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η οποία είναι ισοδύναµη µε την
β ≲ D2 log2 L .

Η τελευταία εκτίµηση ήταν η Ϲητούµενη και η απόδειξη έχει ολοκληϱωϑεί.

Κλείνουµε το παϱάϱτηµα µε την απόδειξη του Λήµµατος 3.3.6.

Απόδειξη του Λήµµατος 3.3.6. Παίϱνουµε B = Bj , L = R1−δ και ρ = R1/2+δ.
Υπό αυτές τις πϱοϋποϑέσεις έχουµε ότι αν το σύνολο T′ ⊆ Wj,εϕ αποτελείται από κυλίνδϱους µε
R−1/2+2δ-διαχωϱισµένες κατευϑύνσεις, τότε το πλήϑος των στοιχείων του T′ ικανοποιεί

|T′| ≲ R1/2+O(δ)

από το το Λήµµα Β’.2.5.
ΟϱίϹουµε S ως το υποσύνολο του Wj,εϕ του οποίου τα στοιχεία είναι κύλινδροι µεR−1/2-διαχωϱισµένες
κατευθύνσεις και ϕράσσουµε το |S| από RO(δ)|T′|.
Από τον ορισµό του Wj,εϕ και τις παραπάνω παρατηρήσεις έπεται ότι το πλήϑος των διαφορετι-
κών κατευθύνσεων των κυλίνδρων του Wj,εϕ είναι ≲ R1/2+O(δ) και η απόδειξη του λήµµατος είναι
πλήϱης.
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