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Περίληψη

Στόχος της παρούσας διατριβής είναι η κατασκευή και μελέτη μιας μεγάλης κλάσης ολο-

κληρώσιμων δισδιάστατων θεωριών πεδίου οι οποίες παρουσιάζονται ως γενικεύσεις των

γνωστών στην βιβλιογραφία λ-προτύπων. Αυτές αποτελούν πολυπαραμετρικές παραμορ-

φώσεις γινομένου N Wess-Zumino-Witten (WZW) προτύπων, ορισμένα με διαφορετικά

επίπεδα. Οι τελεστές που απομακρύνουν τις θεωρίες μας από το σύμμορφο σταθερό σημείο

συζευγνύουν τα Kac-Moody ρεύματα από γειτονικές άλγεβρες και επάγουν μη τετριμμένες

ροές της ΟΕ προς υπέρυθρα σταθερά σημεία. Η διατριβή είναι χωρισμένη σε τρία βασικά

μέρη εκ των οποίων τα δύο πρώτα είναι βιβλιογραφικά, όπου παρουσιάζουμε έννοιες και

τεχνικές απαραίτητες για την κατανόηση του τρίτου μέρους που αποτελεί το ερευνητικό.

Συγκεκριμένα, το πρώτο μέρος παρουσιάζει τις έννοιες της κλειστής και ανοιχτής χορδής

και συνδέει την απαίτηση της σύμμορφης/Weyl συμμετρίας σε κβαντικό επίπεδο με την

γεωμετρία του χώρου υποβάθρου. Στην συνέχεια μελετάμε ολοκληρώσιμες θεωρίες πε-

δίου δίνοντας έμφαση στα μαθηματικά εργαλεία της ολοκληρωσιμότητας και στο χειραλικό

πρότυπο, ορισμένο σε χώρο ομάδας και πηλίκου (συμμετρικός). Πέραν των ολοκληρώσι-

μων προτύπων, ιδιαίτερα σημαντικές στην παρούσα έρευνα είναι και οι σύμμορφες θεωρίες

πεδίου (ΣΘΠ). Παρουσιάζουμε το WZW και διαγώνια βαθμωμένο WZW πρότυπο, επι-

κεντρώνοντας στον λαγκραντζιανό φορμαλισμό τους, και περιγράφουμε σύντομα τις ΣΘΠ

σε ασύμμετρους χώρους πηλίκου. Τέλος, θεωρούμε ανοιχτές χορδές στα προαναφερθέντα

πρότυπα και αναπτύσουμε το κατάλληλο θεωρητικό πλαίσιο για να συμπεριλάβουμε την

ύπαρξη συνόρου στην κοσμική τους επιφάνεια με τελικό στόχο τον ορισμό σύμμορφων και

ολοκληρώσιμων βρανών σε αυτά.

Στο δεύτερο μέρος παρουσιάζουμε τις λ-παραμορφώσεις σε χώρους ομάδας και χώρους πη-

λίκου. Αφού θεμελιώσουμε την ολοκληρώσιμη δομή του, και στις δύο περιπτώσεις χώρων,

μελετάμε τις ροές της ΟΕ της παραμέτρου παραμόρφωσης υπολογίζοντας την β-συνάρτηση

της. Η έκφραση της αποκαλύπτει ότι το πρότυπο παρεμβάλεται μεταξύ του WZW προ-
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τύπου στο υπεριώδες και του μη αβελιανού Τ-δυϊκού προτύπου προς το υπέρυθρο. Τέλος

βρίσκουμε τις ολοκληρώσιμες συνοριακές συνθήκες του προτύπου, οι οποίες αποδεικνύεται

ότι διατηρούν την ίδια γεωμετρική εικόνα με τις σύμμορφες, στην περίπτωση του WZW.

Στο τρίτο και τελευταίο μέρος επικεντρωνόμαστε στα γενικευμένα λ-πρότυπα που αποτελο-

ύν την βάση της έρευνας μας. Αυτά ρέουν προς υπέρυθρες ΣΘΠ τις οποίες και επιθυμούμε

να προσδιορίσουμε. Χρησιμοποιώντας την β-συνάρτηση των παραμέτρων παραμόρφωσης και

το κεντρικό φορτίο στα υπέρυθρα σημεία, τα οποία υπολογίζουμε μέσω της συνάρτησης του

Zamolodchikov, βρίσκουμε ότι οι σύμμορφες άλγεβρες συμμετρίας των αντίστοιχων ΣΘΠ

είναι ευαίσθητες στην επιλογή της διάταξης των επιπέδων. Παρότι η έκφραση του κεντρικού

φορτίου συνδέεται άμεσα με την μορφή των συμμετριών, για τις περιπτώσεις N > 2 δεν

μπορούμε να τις προσδιορίσουμε μονοσήμαντα. Για τον λόγο αυτό επιστρατεύουμε τον λα-

γκραντζιανό φορμαλισμό των υπέρυθρων ΣΘΠ. Αναβαθμίζοντας σε τοπική, κάθε φορά, μια

διαφορετική υποομάδα μετασχηματισμών της GL × GR συμμετρίας κατάλληλα επιλεγμένων

N WZW προτύπων συμπεραίνουμε ότι οι επιθυμητές ΣΘΠ χαρακτηρίζονται από ασύμμε-

τρους ολομορφικούς και αντιολομορφικούς τομείς. Παρόλη την ασυμμετρία, τα κεντρικά

τους φορτία είναι ίσα, με αποτέλεσμα οι θεωρίες να είναι ελεύθερες από ανωμαλίες. Χρη-

σιμοποιώντας τις συμμετρίες τους, παρατηρούμε ότι εξ΄ αυτών δεν είναι όλες ανεξάρτητες

αλλά σχετίζονται μέσω ενός γενικευμένου τελεστή ομοτιμίας. Ορίζοντας την δράση του δια-

γραμματικά, αντιστοιχίζοντας την λαγκραντζιανή των ΣΘΠ σε πολύγωνα, προσδιορίζουμε

με ευκολία το υποσύνολο των ανεξάρτητων ΣΘΠ. Στην συνέχεια μελετάμε D-βράνες εμβα-

πτισμένες στα πρότυπα ενδιαφέροντος με τρόπο που να διατηρούν την ολοκληρωσιμότητα

τους. Αυτό επιτυγχάνεται ορίζοντας κατάλληλες συνοριακές συνθήκες μέσω της γενίκευ-

σης της μεθόδου του συνοριακού μονόδρομου πίνακα και χρησιμοποιώντας την προσέγγιση

σ-προτύπου δόθηκε η γεωμετρική τους ερμηνεία. Αποδεικνύουμε έτσι, ότι όλες οι γνωστές

στην βιβλιογραφία γεωμετρίες βρανών που διατηρούν την σύμμορφη συμμετρία γινομένων

WZW προτύπων επιβιώνουν στα πρότυπά μας ως ολοκληρώσιμες και διαθέτουν χαρακτη-

ριστικά ανεξάρτητα των παραμέτρων παραμόρφωσης. Τέλος κλείνουμε με την παρουσίαση

των συμπερασμάτων και των μελλοντικών ερευνητικών κατευθύνσεων της έρευνας μας.
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Extensive synopsis

This thesis provides a better understanding of a large class of two dimensional in-

tegrable theories that are constructed as generalizations of the well known lambda

models. They appear as multiparametric deformations of products of conformal field

theories (CFTs), with the key property that every CFT is assigned with a different level

ki. The operators driving away the models in consideration from the conformal points

couple the Kac-Moody currents of adjacent copies of algebras and induce non trivial

RG flows towards well defined IR fixed points. Below we present the structure of the

thesis at hand, which is organized into three main parts. In the first and second part,

which are mainly bibliographic, we introduce the important concepts and formalism

necessary for a better understanding of the third part which contains original research

results.

In particular, the part one introduces the bosonic sigma models. We study both closed

and open strings and describe how the conformality on the worldsheet restricts the

dynamics of the target space and D-branes respectively. We then continue with the

analysis of classical integrable theories focusing on the mathematical tools of inte-

grability and the principal chiral model (PCM). Both the group and symmetric space

cases is discussed in detail, focusing on their integrability structures and RG flows.

These models are well known building blocks of string theory solutions with appro-

priate Ramond-Ramond fields and have played a crucial role in applications of the

gauge/gravity duality. Besides integrable models, exact conformal sigma models are

of main importance in this thesis. Such theories provide us with consistent string

backgrounds in their own right. We study two main examples, the WZW and gauged

WZW model, focusing entirely on their lagrangian formulation. A brief overview of

the asymmetric cosets is additionally given. Lastly we consider open strings in the

PCM and WZW models. A detailed analysis of their reformulation towards the defi-
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nition of consistent boundary conditions and their geometric realization as D-branes

is given. In the case of conformal/integrable theories such boundary conditions pre-

serve their conformality/integrability respectively. As examples we present all the

conformal brane geometries for a product of WZW models and the integrable ones

for the PCM.

On the second part of this thesis we consider the well known λ-deformations for both

the group and symmetric space cases. As before we study their integrable structure

and RG flows, which reveal that they interpolate between exactly conformal WZW

models in the UV and the non-abelian T-dual of the PCM towards the IR. A notable

number of techniques has been developed, which vary from traditional field theory to

geometric ones, for the calculations of various physical quantities. Specific cases of the

λ-models have been embedded in ten dimensional solutions of type-II supergravity

leading to potential generalizations of the gauge/gravity duality. Lastly we give the

construction of integrable D-brane configurations. We show that the geometric picture

of D-branes in WZW models as twisted conjugacy classes persist in the deformation.

We obtain such configurations by applying the integrability techniques of the previous

chapter for the PCM.

In the third and last part we construct the generalized λ-models, mentioned in the

first paragraph. It is divided into two main chapters. The first chapter is devoted

in the analysis of our models at the IR points towards a complete realization of the

corresponding CFTs. Using the beta functions of the deformation parameters, we see

that our model flow towards 2N−2 different IR points and the expression of the central

charges, derived using the C-function of Zamolodchikov, reveal that the conformal

algebra of the corresponding CFTs depend on the order of the WZW levels. A care-

ful analysis of the central charge for the cases N > 2 lead to the conclusion that its

expression is not enough for the univocal determination of the conformal algebras.

Thus, turning our attention to the lagrangian formulation, we construct gauge invari-

ant actions which, after fixing the gauge, describe the corresponding IR CFTs. The

subgroup gauged at each case, is a different, anomaly free, subgroup of the global

GL × GR symmetry of N WZW models. This procedure lead to the conclusion that

the left and right sector of each of the IR CFTs is based on different products of coset

and affine type conformal symmetries. Despite this asymmetry, the left and right cen-

tral charge are the same and in agreement with the central charge read from the exact
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in the deformation parameters C-function. Furthermore, using the symmetries, we

see that there are CFTs defined at different fixed points which are related by a trans-

formation, the generalized parity transformation. A geometric representation of the

CFT lagrangians in terms of polygons, reformulate the parity transformation as a re-

flection in terms of a specific perpendicular bisector and leads to an easy classifica-

tion of the inequivalent IR CFTs. In the second chapter we embed integrable brane

configurations in the generalized λ-models. To achieve this we generalize the bound-

ary monodromy method applied in the PCM and ordinary λ-deformations in order

to find boundary conditions that do not have an analog in the single group valued

sigma models. Doing so, we find that the richer structure of our generalized theories

reflect on the variety of the integrable conditions. Next, we proceed to the geomet-

rical realization of them as D-branes. Due to the complexity of the fields present in

the boundary equations we apply the sigma model approach, a method based on the

modification of the corresponding lagrangians, in order to incorporate the boundary

effects, and the variation principle. As a result we find that all the conformal brane

geometries known in the literature for a product of WZW models survive the gen-

eralized deformations. They consist of the well known G-conjugacy classes, twisted

G-conjugacy classes by a permutation automorphism (permutation branes) and the

newest class known as generalized permutation branes. Subsequently, we study the

properties of the aforementioned brane geometries, especially of those embedded in

the backgrounds interpolating between the UV and IR fixed points, studied in the

previous chapter. Finally, as an example, we considered the lowest dimensional gen-

eralized permutation brane embedded in the deformed SU(2)k1 × SU(2)k2 CFT and

we extracted its induced fields.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Η παρούσα διατριβή επικεντρώνεται σε δισδιάστατες κβαντικές θεωρίες πεδίου, γνωστές ως

σ-πρότυπα τα οποία επιπρόσθετα διαθέτουν την ιδιότητα της ολοκληρωσιμότητας η οποία

καθιστά ευκολότερο τον υπολογισμό φυσικών ποσοτήτων. Τα σ-πρότυπα παρουσιάστηκαν

για πρώτη φορά σε τέσσερις διαστάσεις, από τους Gell-Mann και Levy [1], για την φαι-

νομενολογική περιγραφή μεσονίων. Με την πάροδο των ετών η χρήση τους επεκτάθηκε σε

όλο το φάσμα της σωματιδιακής φυσικής, συμπεριλαμβανομένης και της θεωρίας χορδών.

Η θεωρία χορδών αντικαθιστά τα σημειακά σωματίδια με μονοδιάστατα γεωμετρικά αντικε-

ίμενα, τις χορδές, και περιγράφει την διάδοση τους σε έναν εν γένει καμπυλωμένο χώρο.

Ταυτόχρονα, από την οπτική της χορδής περιγράφει μια δισδιάστατη θεωρία πεδίου. Απαι-

τώντας αυτή να είναι σύμμορφη (ΣΘΠ), δηλαδή αναλλοίωτη κάτω από μετασχηματισμούς

κλίμακας, προκύπτει ότι ο χώρος διάδοσης της χορδής ικανοποιεί γενικευμένες εξισώσεις

της γενικής θεωρίας σχετικότητας του Einstein. Το 1974 οι Scherk και Schwarz μελέτησαν

την κβάντωση της κλειστής χορδής και ανακάλυψαν ότι το φάσμα της περιέχει ένα άμαζο

τανυστικό πεδίο ιδιοστροφορμής s = 2 [2], ιδιότητες που παραπέμπουν στο βαρυτόνιο. Με

την εισαγωγή της υπερσυμμετρίας, η οποία διορθώνει αδυναμίες της μποζονικής χορδής, η

γνωστή ως θεωρία υπερχορδών παρέχει την συνεπέστερη μαθηματικά κβαντική περιγραφή

όλων των θεμελιωδών δυνάμεων [3, 4]. Ταυτόχρονα, αποδείχθηκε ότι περιέχει θεμελιώδη

γεωμετρικά αντικείμενα μεγαλύτερης εν γένει διάστασης από τις χορδές, τις D-βράνες. Αυ-

τές μπορούν να κατανοηθούν με την παραδοχή ότι η θεωρία διαθέτει και ανοιχτές χορδές

τα άκρα των οποίων επιδέχονται δυναμικές συνοριακές συνθήκες, γνωστές ως Dirichlet

(D) συνοριακές συνθήκες. Από μαθηματικής πλευράς τα άκρα της χορδής σαρώνουν την

επιφάνεια της βράνης ως υποπολλαπλότητας του χώρου υποβάθρου. Η δυναμική τους περι-

12



γράφεται απο την Dirac-Born-Infeld (DBI) δράση και όπως έδειξε ο Polchinsky αποτελούν

πηγές των ηλεκτρικών και μαγνητικών Ramond-Ramond (RR) πεδίων [5].

Στο μεταξύ είχε ήδη αναπτυχθεί από τον Gerard ’t Hooft η θεωρία του μεγάλου N ο-

ρίου [6], η οποία εφαρμόστηκε στα πλαίσια της κβαντοχρωμοδυναμικής. ΄Οπως απέδειξε,

στην περίπτωση που αντικατασταθεί η SU(3) ομάδα συμμετρίας της με την SU(N) και

ληφθεί το όριο N → ∞, η θεωρία απλοποιείται δραστικά διότι επιβιώνουν μόνο τα επίπεδα

διαγράμματα (επιφάνειες γένους g = 0). Αυτό, συνέβαλε σημαντικά στο επιχείρημα ότι δια-

φορετικές θεωρίες βαθμίδας σχετίζονται με διαφορετικές θεωρίες χορδών. Αρκετά χρόνια

μετά η πρόταση αυτή ενισχύθηκε μέσω της συσχέτισης μιας D-διάστατης θεωρίας βαθμίδας

και μιας θεωρίας υπερχορδών σε χώρο (D+ 1)-διαστάσεων. Αυτή, όπως αρχικά διατυπώθη-

κε από τον Maldacena [7] και είναι γνωστή ως AdS/σύμμορφη θεωρία πεδίου (AdS/ΣΘΠ)

αντιστοιχία, προτείνει ότι η δυναμική μιας τύπου IIB AdS5 × S5 θεωρίας υπερχορδών είναι

ισοδύναμη με αυτής της N = 4 υπερσυμμετρικής Yang Mills θεωρίας. Το γεγονός ότι οι

δεκαδιάστατοι βαθμοί ελευθερίας μπορούν να κωδικοποιηθούν σε μια τετραδιάστατη θεωρία

ορισμένη στο σύνορο του AdS5, προτείνει ότι η δυναμική του εσωτερικού τού μπορεί να

προκύψει από μια ολογραφική εικόνα παραγόμενη από την συνοριακή θεωρία [8]. Για τον

λόγο αυτό η AdS/ΣΘΠ αντιστοιχία αναφέρεται και ως ολογραφική και εντάσσεται στον

γενικότερο δυισμό βαθμίδας/βαρύτητας. Πέραν της παραπάνω ριζοσπαστικής ιδέας, δηλα-

δή της διαλεκτικής σχέσης εσωτερικού και συνόρου ενός χώρου, η αντιστοιχία προσφέρει

επιπρόσθετα την δυνατότητα θεωρητικής μελέτης της περιοχής ισχυρής ζεύξης πέραν των

πλαισίων των συμβατικών μεθόδων της ΚΘΠ. Αυτό, διότι συσχετίζει ισχυρώς συζευγμένες

θεωρίες βαθμίδας με ασθενώς συζευγμένες θεωρίες χορδών.

Στην αρχική της διατύπωση, οι θεωρίες και των δύο πλευρών της AdS/ΣΘΠ είναι μέγιστα

συμμετρικές και ολοκληρώσιμες. Για προφανείς λόγους υπήρξε εκτενής προσπάθεια να ε-

πεκταθεί η αντιστοιχία και σε περιπτώσεις με μειωμένη ή και καθόλου υπερσυμμετρία αλλά

με την ολοκληρωσιμότητα παρούσα. Σε αυτήν την κατεύθυνση ο χώρος AdS5 × S5 αντι-

καθίσταται με πιο περίπλοκες αλλά ολοκληρώσιμες γεωμετρίες που καθιστούν την μελέτη

της δυικότητας δυσκολότερη, αλλά ταυτόχρονα ενδιαφέρουσα εξαιτίας των ιδιοτήτων των

αντίστοιχων θεωριών βαθμίδας στο σύνορο.

Τα σ-πρότυπα παρέχουν το κατάλληλο πλαίσιο για την προαναφερθείσα γραμμή έρευνας, δι-

ότι ταυτόχρονα ορίζουν δισδιάστατες θεωρίες πεδίου και γεωμετρίες χώρων υποβάθρου. Το

πρόβλημα του πώς να παραμορφωθεί ένα σ-πρότυπο με συγκεκριμένη ομάδα συμμετρίας, με

τρόπο που να διατηρείται η ολοκληρωσιμότητα, διατυπώθηκε περίπου σαράντα χρόνια πριν.
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Αρχικά κατασκευάστηκαν ολοκληρώσιμες παραμορφώσεις του χειραλικού προτύπου για την

πιο απλή περίπτωση μη αβελιανής ομάδας συμμετρίας, την SU(2) [9, 10]. Το ίδιο, αποτε-

λεί ένα δισδιάστατο ολοκληρώσιμο ανάλογο της κβαντοχρωμοδυναμικής, εξαιτίας κοινών

ιδιοτήτων τους, όπως της ασυμπτωτικά ελεύθερης συμπεριφοράς του. Ταυτόχρονα παρέχει

συνεπή υπόβαθρα για την θεωρία χορδών. Στην συνέχεια ορίστηκαν επιπλέον ολοκληρώσι-

μες παραμορφώσεις, οι οποίες και θα μελετηθούν εκτενώς στο κύριο σώμα της διατριβής,

με ενδιαφέρουσες ροές ομάδας επανακανονικοποίησης (ΟΕ) ως προς τις σταθερές ζεύξης.

Αρχικά η ολοκληρωσιμότητα αυτών αποδείχθηκε για γεωμετρίες υποβάθρου ομοιομορφικές

σε πολλαπλότητες ομάδας, ενώ έπειτα επεκτάθηκε και σε γεωμετρίες χώρου/υπέρ-χώρου

πηλίκου, με αποτέλεσμα να ενταχθούν στα πλαίσια της AdS/ ΣΘΠ αντιστοιχίας.

Η θεωρία που θα αποτελέσει την βάση της περαιτέρω έρευνας μας είναι γνωστή στην βι-

βλιογραφία ως λ-προτύπο. Αυτό παρουσιάζεται ως ολοκληρώσιμη παραμόρφωση του Wess-

Zumino-Witten (WZW) προτύπου, το οποίο αποτελεί μια ΣΘΠ. Στόχος της παρούσας

διατριβής είναι η κατασκευή και μελέτη καινοτόμων ολοκληρώσιμων θεωριών, στην κατε-

ύθυνση επέκτασης του αριθμού των παραμέτρων παραμόρφωσης αλλά και συμπερίληψης μη

τετριμμένων ροών ΟΕ με υπέρυθρα σημεία. Επιπλέον θα αναπτυχθούν και ταξινομηθούν οι

συνοριακές συνθήκες κάτω από τις οποίες διατηρείται η ολοκληρωσιμότητα των παραπάνω

προτύπων στην περίπτωση της ανοιχτής χορδής. Ταυτόχρονα θα δωθεί η γεωμετρική τους

ερμηνεία ως D-βράνες. Συγκεκριμένα η διατριβή αποτελείται από τρία μέρη. Τα δύο πρώτα

είναι βιβλιογραφικά, όπου παρουσιάζουμε έννοιες και τεχνικές απαραίτητες για την κατανόη-

ση του τρίτου μέρους που αποτελεί και το ερευνητικό. Πιο συγκεκριμένα, στο πρώτο μέρος,

αφού παρουσιάσουμε περιληπτικά σημαντικές έννοιες της κλειστής και ανοιχτής μποζονικής

χορδής, θα εισαγάγουμε τον/την αναγνώστη/στρια στις ολοκληρώσιμες και σύμμορφες θεω-

ρίες πεδίου δίνοντας βάση στο χειραλικό και WZW πρότυπο. Στην συνέχεια θα ορίσουμε τις

σύμμορφες και ολοκληρώσιμες συνοριακές συνθήκες και θα αναλύσουμε τους διαφορετικούς

τρόπους γεωμετρικής τους ερμηνείας ως D-βράνες. Στο δεύτερο μέρος θα κατασκευάσουμε

τα λ-παραμορφωμένα πρότυπα σε χώρους ομοιομορφικούς σε πολλαπλότητες ομάδας και πη-

λίκου. Αφού θεμελιώσουμε την ολοκληρώσιμη δομή τους, θα υπολογίσουμε τις εξισώσεις

ροής ΟΕ της παραμέτρου λ. Στην συνέχεια θα βρούμε τις ολοκληρώσιμες συνοριακές συν-

θήκες του προτύπου, οι οποίες αποδεικνύεται ότι διατηρούν την ίδια γεωμετρική εικόνα με

τις σύμμορφες, στην περίπτωση του WZW. Συγκεκριμένα θα δούμε ότι η μόνη επίδραση της

παραμόρφωσης στις ολοκληρώσιμες βράνες του προτύπου θα είναι η μεταβολή του μεγέθους

τους.
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Το τρίτο μέρος είναι βασισμένο στις εργασίες μου [189], [201] τις οποίες προς χάριν του/της

αναγνώστη/στριας αναγράφουμε στο τέλος. Σε αυτό θα κατασκευάσουμε τα γνωστά ως

γενικεύμένα λ-πρότυπα. Αυτά επιδέχονται παραπάνω από μια παραμέτρους παραμόρφωσης

και συζευγνύουν με μη τετριμμένο τρόπο αντίστοιχο αριθμό ΣΘΠ. Κατόπιν θα αποδείξουμε

την ολοκληρώσιμη δομή τους, και θα μελετήσουμε τις ροές ΟΕ που επάγουν οι τελεστές

παραμόρφωσης. Θα δούμε ότι δύο συγκεριμένες οικογένειες των παραπάνω προτύπων πα-

ρεμβάλονται μεταξύ δύο ΣΘΠ στο υπεριώδες και υπέρυθρο σημείο. Αναλυτική μελέτη των

υπέρυθρων ΣΘΠ θα αποκαλύψει μη τετριμμένες ιδιότητες τους. Αυτές είναι, η εξάρτηση

της ποικιλομορφίας τους από τον αριθμό των προτύπων που συζευγνείονται και η ασυμμε-

τρία μεταξύ του ολομορφικού και αντιολομορφικού τομέα τους με το ίδιο όμως κεντρικό

φορτίο σε καθένα από αυτούς. Κατόπιν θα εξάγουμε τις συνοριακές συνθήκες που διατη-

ρούν την ολοκληρωσιμότητά τους τις οποίες και θα ερμηνεύσουμε γεωμετρικά. Η μέθοδος

στην οποία θα βασιστούμε έχει ήδη παρουσιαστεί στην βιβλιογραφία, αλλά η γενίκευση της

θα είναι απαραίτητη για να συμπεριλάβουμε και περιπτώσεις που δεν έχουν ανάλογο στο

απλό λ-πρότυπο. Θα δούμε ότι η πλούσια μαθηματική και φυσική δομή των γενικευμένων

λ-προτύπων αντανακλά σε μια πληθώρα ολοκληρώσιμων βρανών που επιδέχονται, τις οποίες

και θα μελετήσουμε.

• G. Georgiou, G. P. D. Pappas and K. Sfetsos, “Asymmetric CFTs arising at the IR

fixed points of RG flows,” Nucl. Phys. B 958 (2020), 115138

• G. P. D. Pappas, “Integrable branes in generalized λ-deformations,” JHEP 06 (2022),

035
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Μέρος I

Δισδιάστατα σ-πρότυπα και D-βράνες

16



Κεφάλαιο 2

Κλειστές χορδές

2.1 Η Polyakov δράση

Αρχικά θα θεωρήσουμε μια χορδή εμβαπτισμένη σε έναν D-διάστατο χώρο Minkowski

R1,D−1. Καθώς αυτή διαδίδεται, σαρώνει μια (1 + 1)-διάστατη επιφάνεια Σ ⊂ R1,D−1
,

γνωστή ως κοσμική επιφάνεια, την οποία παραμετροποιούμε με μια χρονοειδή συντεταγμένη

τ και μια χωροειδή σ, τις οποίες και συμβολίζουμε ως σa = (τ, σ), a = 0, 1 2.1. Η δυναμική

της χορδής μπορεί να περιγραφτεί απο την Polyakov δράση,

S(X, g) = − 1
4πα′

∫
Σ

d2σ
√
−ggab∂aXµηµν∂bXν , (2.1)

όπου η σταθερά α′ σχετίζεται με την τάση της χορδής. Ο όρος gab ειναι η επαγόμενη μετρική

στην επιφάνεια Σ, ηµν η μετρική του χωρόχρονου Minkowski και Xµ
, µ = 0, 1, . . . D− 1,

οι συντεταγμένες που τον παραμετροποιούν. Αν κάποιος αγνοήσει την παραπάνω γεωμε-

τρική εικόνα τότε η δράση (2.1) περιγράφει την δυναμική D βαθμωτών πεδίων Xµ
σε ένα

δισδιάστατο χώρο.

Η Polyakov δράση απολαμβάνει ένα σύνολο συμμετριών:

• Poincare συμμετρία: Δρα στον χώρο υποβάθρου και ορίζεται ως

Xµ 7→ Λµ
ν Xν + cµ, µ, ν = 0, . . . D− 1 , (2.2)

όπου Λµ
ν ∈ SO(1, D− 1) και cµ

ένα σταθερό διάνυσμα.
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Σχήμα 2.1: Η κοσμική επιφάνεια Σ που σαρώνει η χορδή, εμβαπτισμένη σε D-διάστατο

χώρο

• Διαφορομορφισμοί: Είναι μια τοπική συμμετρία στην επιφάνεια Σ και οριζεται ως

σa 7→ σ̃a = σ̃a(σ, τ), a = 0, 1 , (2.3)

κάτω από την οποία τα πεδία Xµ(σ) και η μετρική gab(σ) μετασχηματίζονται ως βαθμωτά

πεδία και ως τανυστής δεύτερης τάξης αντίστοιχα

• Weyl συμμετρία: Είναι χαρακτηριστική της Polyakov δράσης και ορίζεται ως

gab(σ) 7→ Ω2(σ)gab(σ) . (2.4)

Αυτή δρα ως μετασχηματισμός κλίμακας. Αυτό σημαίνει ότι για την δράση (2.1) δυο χώροι

που συνδέονται με έναν Weyl μετασχηματισμό ειναι φυσικά ισοδύναμοι.

Εκμεταλλευόμενοι τις δύο τελευταίες συμμετρίες και δεδομένου ότι η μετρική gab έχει τρείς

ανεξάρτητες παραμέτρους επιλέγουμε να την εκφράσουμε ως

gab = e2φηab , (2.5)

όπου φ = φ(τ, σ) κάποια συνάρτηση της κοσμικής επιφάνειας Σ. Αν στην συνέχεια χρη-

σιμοποιήσουμε και την συμμετρία βαθμίδας (2.4) μπορούμε να θέσουμε φ = 0, δηλαδή να

μετασχηματίσουμε την γενική μετρική στην επίπεδη

gab = ηab . (2.6)
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Η παραπάνω επιλογή καλείται σύμμορφη βαθμίδα. Χρησιμοποιώντας την σχέση (2.6) η

δράση (2.1) απλοποιείται δραστικά

S = − 1
4πa′

∫
d2σηab∂aXµηµν∂bXν , (2.7)

η οποία αποτελεί και την πιο απλή δισδιάστατη θεωρία πεδίου, δηλαδή μια θεωρία πεδίου που

περιγράφει D ελεύθερα μποζόνια. Η επιλογή βαθμίδας (2.6) εισάγει δεσμούς στα πεδία Xµ
,

γνωστοί και ως Virassoro δεσμοι

Tab = 0 . (2.8)

Απο την σχέση (2.8) είναι προφανές οτι το ίχνος του τανυστή ενέργειας ορμής ειναι μη-

δέν, Ta
a = 0. Επομένως η δράση (2.7) περιγράφει κλασικά μια σύμμορφη θεωρία πεδίου.

Στο κβαντικό επίπεδο, η σύμμορφη συμμετρία δεν επιβιώνει καθώς το ίχνος του τανυστή

ενέργεια/ορμής (Ε/Ο) είναι διάφορο του μηδενός. Συγκεκριμένα

〈Ta
a 〉 =

cολ.
12
R , (2.9)

όπου R το βαθμωτό πεδίο Ricci της επιφάνειας Σ. Η σχέση (2.9) ειναι γνωστή και ως Weyl

ανωμαλία. Ο όρος cολ είναι το συνολικό κεντρικό φορτίο της θεωρίας. Σε αυτό, συνεισφέρει

το κάθε πεδίο Xµ
, cμπ = 1, αλλά και τα γνωστά στην βιβλιογραφία ως φαντάσματα, cφαντ. =

−261. Απαιτώντας επομένως, οι διαστάσεις του υποβάθρου (ή διαφορετικά ο αριθμός των

μποζονίων) να είναι D = 26 επαναφέρουμε την σύμμορφη συμμετρία της δράσης (2.7) σε

κβαντικό επίπεδο. Αύτες είναι οι κρίσιμες διαστάσεις της μποζονικής θεωρίας χορδών.

Τέλος μέσω της κβάντωσης μπορουμε να υπολογίσουμε το ενεργειακό φάσμα της χορδής, το

οποίο, εκτός απο έμαζες και ταχυονικες διεγερμένες καταστάσεις, περιλαμβάνει και άμαζες

οι οποίες μετασχηματίζονται στην 24× 24 αναπαράσταση της SO(24). Αυτή ειναί γνωστό

ότι ανάγεται σε τρείς μη αναγώγιμες αναπαραστάσεις:

συμμετρική με μηδενικό ίχνος⊕ αντισυμμετρική⊕ ίχνος . (2.10)

Οι κανονικοί τρόποι ταλάντωσης της κάθε αναπαράστασης αντιστοιχούν στο βαρυτόνιο, το

Kalb Ramond πεδίο (ή στην γλώσσα της διαφορικής γεωμετρίας, μια 2-μορφή) και στο

1
Αυτα προκύπτουν στον φορμαλισμό των ολοκληρωμάτων διαδρομής μέσω της μαθηματικής ανάγκης

απομόνωσης των ισοδύναμων γεωμετριών.

19



διαστελόνιο (Dilaton). Τα αντίστοιχα πεδία είναι:

Gµν(X), Bµν(X), Φ(X) . (2.11)

2.2 Η μποζονική χορδή σε καμπυλωμένους χώρους

Η διάδοση μιας μποζονικής χορδής σε ένα μη τετριμένο χώρο υποβάθρου με μετρική Gµν

περιγράφεται από τα μη γραμμικά σ-πρότυπα ορισμένα σε μια δισδιάστατη κοσμική επιφάνεια

Σ με μετρική gab και δράση

S(X, g) =
1

4πα′

∫
Σ

d2σ
√
−g(Gµν(X)gab∂aXµ∂bXb + Bµν(X)εab∂aXµ∂bXν) , (2.12)

Το Kalb-Ramond πεδίο Bµν (2-μορφή) είναι το φυσικό ανάλογο του πεδίου Maxwell Aµ

(1-μορφή) συζευγμένο στην κοσμική επιφάνεια που σαρώνει η χορδή. Η 3-μορφή H, που

ορίζεται ως

H = dB , (2.13)

είναι γνωστή ως στρέψη και ειναι αναλλοίωτη κατω απο μετασχηματισμούς βαθμίδας του

πεδίου B, της μορφής

B 7→ B + dΛ , (2.14)

όπου Λ μια 1-μορφή. Επομένως η δράση (2.12) έχει τις παρακάτω συμμετρίες

• Di f f (Σ): διαφορομορφισμοί στην κοσμική επιφάνεια

• Di f f (M): διαφορομορφισμοί στον χώρο υποβάθρου

• U(1)B συμμετρία βαθμίδας

Τα πεδία Gµν και Bµν μπορούν να αντιστοιχηθούν με τα δύο πρώτα πεδία στην σχέση (2.11).

Επομένως μπορούμε να θεωρήσουμε ότι η χορδή διαδίδεται σε ένα υπόβαθρο που παράγει

η ίδια. Η κλειστή χορδή έχει μια επιπλέον άμαζη διεγερμένη κατάσταση, το διαστελόνιο.

Σύμφωνα με τους Fradkin-Tseytlin [11] ο κατάλληλος όρος που πρέπει να προστεθεί στην

δράση (2.12) για να το συμπεριλάβουμε είναι ο

SΦ =
1

4π

∫
d2σ
√
−gRΦ(X) , (2.15)

όπου R το βαθμωτό Ricci της κοσμικής επιφάνειας Σ.

Μέχρι και στο κλασικό επίπεδο ο όρος (2.15) δεν σέβεται την Weyl συμμετρία της δράσης
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(2.12). Για να την επαναφέρουμε πρέπει να θεωρήσουμε την συνεισφορά κβαντικών φαινο-

μένων στην κοσμική επιφάνεια. Αυτή έχει υπολογιστεί στις [12,13] και έχει βρεθεί

〈Ta
a 〉 ∼ βΦ√gR+ βG

µν
√

ggab∂aXµ∂bXν + βB
µνεab∂aXµ∂bXν , (2.16)

όπου βG, βB, βΦ
συναρτησοειδή των πεδίων υποβάθρου Gµν(X), Bµν(X), Φ(X) τα οποία

δίνονται από τις εκφράσεις

βG
µν = Rµν −

1
4

H2
µν + 2∇µ∇νΦ(X) +O(a′2) ,

βB
µν = ∇ρHρ

µν − 2(∇ρΦ(X))Hρ
µν +O(a′2) ,

βΦ =
D− 26
48π2 −

a′

16π2

(
R− 1

12
H2 + 4∇2Φ(X)− 4(∇Φ)2

)
+O(a′2) ,

(2.17)

σε πρώτη τάξη στην σταθερά α′. Απαιτώντας λοιπόν μηδενισμό της (2.16), δηλαδη απαι-

τώντας η θεωρία να είναι Weyl συμμετρική, συνεπάγεται

βG = βB = βΦ = 0 . (2.18)

Οι παραπάνω εξισώσεις είναι ισοδύναμες με τις εξισώσεις της βαρύτητας του Einstein, συ-

ζευγμένης με ένα βαθμωτό πεδίο, το διαστελόνιο, και σε μια τύπου θεωρία του Ηλεκτρομα-

γνητισμού.

Ο Polchinsky έδειξε ότι στις δύο διαστάσεις η σύμμορφη/Weyl συμμετρία είναι ισοδύναμη

με την συμμετρία κλίμακας [14]. Αλλά η απόκριση σε αλλαγές της κλίμακας είναι εξ΄ ορισμού

η β-συνάρτηση. Επομένως, οι συντελεστές βG, βB, βΦ
στο ίχνος του τανυστή Ε/Ο πρέπει

να σχετίζονται με τις β-συναρτήσεις των σταθερών ζεύξης του σ-προτύπου. Η συσχέτιση

αυτή έχει μελετηθεί στην [15]. Η β-συνάρτηση ενός γενικού σ-προτύπου έχει υπολογιστεί

στην [16,17] και έχει βρεθεί σε τάξη ενός βρόγχου

d
dt
(Gµν + Bµν) = R−µν +∇+

ν ξµ +∇[µζν], t = ln µ2 , (2.19)

όπου R−µν = Rµν − 1
4 H2

µν ο τανυστής Ricci με στρέψη και ξµ
, ζν

διαφορομορφισμοί και

μετασχηματισμοί βαθμίδας αντίστοιχα.
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Κεφάλαιο 3

Ανοιχτές χορδές

3.1 Ανοιχτές χορδές σε επίπεδο χώρο

Σε αυτό το κεφάλαιο θα παρουσιάσουμε την δυναμική των ανοιχτών χορδών. Η κύρια

διαφορά με την περίπτωση των κλειστών, είναι ότι η κοσμική επιφάνεια Σ που διαγράφει η

χορδή, έχει σύνορο, ∂Σ 6= 0, με την χωρική συντεταγμένη της χορδής να παίρνει τιμές στο

διάστημα

σ ∈ [0, π] . (3.1)

Η κινηματική της χορδής στον χωρο Miknowski περιγράφεται, όπως και προηγουμένως, απο

την Polyakov δράση, με την διαφορά ότι η μεταβολή της θα περιέχει και έναν συνοριακό

όρο. Πιο συγκεκριμένα, στην σύμμορφη βαθμίδα βρίσκουμε ότι η συνοριακή συνεισφορά

είναι

δS∂Σ = − 1
4πa′

∫
∂Σ

dτ∂σXµδXµ|σ=π
σ=0 . (3.2)

Υπάρχουν δύο ειδών συνοριακές συνθήκες που μηδενίζουν τον όρο (3.2):

• Neummann (N) συνοριακές συνθήκες

∂σXµ|∂Σ = 0, µ = 1, . . . , D . (3.3)

• Dirichlet (D) συνοριακές συνθήκες

δXµ = 0→ ∂τXµ = 0, µ = 1, . . . , D . (3.4)
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Για τις περιπτώσεις που θα μελετήσουμε ενδιαφέρον έχουν οι συνοριακές συνθήκες:

∂σXa = 0, a = 0, . . . p ,

∂τX â, â = p + 1, . . . D− 1 .
(3.5)

οι γνωστές ως μικτές. Οι Neumann συνθήκες αντιστοιχούν σε χωροχρονικές κατευθύνσεις

στις οποίες τα άκρα της χορδής μπορούν να κινούνται ελεύθερα ενώ οι Dirichlet συνθήκες σε

κατευθύνσεις που τα άκρα είναι αναγκασμένα να είναι διαρκώς προσκολημένα 3.1. Επομένως

οι σ.σ. (3.5) ορίζουν μια (p+ 1)-διάστατη επιφάνεια Q που σπάει την SO(1, d− 1) Lorentz

συμμετρία του υποβάθρου στην

SO(1, D− 1)→ SO(1, p)× SO(D− p− 1) . (3.6)

Η επιφάνεια Q είναι γνωστή ως μια Dp-βράνη.

Σχήμα 3.1: (N) και (D) κατευθύνσεις της Dp-βράνης

Η κβάντωση της ανοιχτής χορδής οδηγεί στο ενεργειακό της φάσμα το οποίο περιέχει

επιπλέον τις άμαζες καταστάσεις

Aa(X), φâ(X) . (3.7)

Τα πεδία Aa(X) είναι U(1) πεδία βαθμίδας ορισμένα στην βράνη, ενώ τα πεδία φâ
ειναι βαθ-

μωτά. ΄Οπως και στην περίπτωση της κλειστής χορδής, τα πεδία (3.7) μπορούν να ειδωθούν

ως πεδία υποβάθρου που επηρεάζουν την δυναμική της Dp-βράνης, η οποία περιγράφεται

απο την Dirac δράση [18].
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3.2 Ανοιχτες χορδές σε καμπύλο χώρο

΄Οπως στο υποκεφάλαιο 2.2, θα θεωρήσουμε την ανοιχτή χορδή εμβαπτισμένη σε ένα υπόβα-

θρο που περιέχει τις άμαζες κατάστασεις της κλειστής χορδής Gµν, Bµν, Φ(X) και επιπλέον

θα συζεύξουμε τα άκρα της με ένα U(1) πεδίο βαθμίδας Aa(X) (δηλαδή υποθέτουμε ότι τα

άκρα της χορδής είναι φορτισμένα). Η δράση που περιγράφει την δυναμική της παραπάνω

χορδής είναι

S(X, g) =
1

2πa′

∫
Σ

√
−g∂aXµ(gabGµν(X) + εabBµν(X))∂bXν

+
1

4π

∫
Σ

d2σ
√
−gΦ(X)R+

∫
∂Σ

dτAa(X)
dXa

dτ
,

(3.8)

όπου τώρα τα πεδία Xµ
είναι απεικονίσεις από την κοσμική επιφάνεια Σ στον χώρο υποβάθρου

M και αντιστοιχίζουν σημεία του συνόρου ∂Σ στην Dp-βράνη. Η μεταβολή της δράσης (3.8)

οδηγεί σε συνοριακούς όρους οι όποιοι μηδενίζονται απαιτώντας τα πεδία Xµ
να ικανοποιούν

συγκεκριμένες συνοριακές συνθήκες

∂τX â = 0 â = p + 1, . . . D− 1 ,

Gab(X)∂σXb|∂Σ = Fab(X)∂τXb|∂Σ, a = 0, . . . p .
(3.9)

Οι Dirichlet συνθήκες παραμένουν αμετάβλητες ενώ οι Nuemann καλούνται γενικευμένες

Neumann. Η 2-μορφή Fab δίνεται από την έκφραση

Fab = Bab(X) + 2πα′Fab(X) , (3.10)

όπου Fab(X) = ∂a Ab(X)− ∂b Aa(X) και αντιστοιχεί στο U(1)-αναλλοίωτο πεδίο δύναμης.

Ο τανυστής ενέργειας ορμής του σ-προτύπου (3.8) σε συντεταγμένες κώνου φωτός και στην

σύμμορφη βαθμίδα γράφεται ως

T±± =
1
α′

∂±XµGµν(X)∂±Xν . (3.11)

Είναι εύκολο να παρατηρήσει κανείς ότι οι οι (D), (N) συνθήκες συνεπάγονται

T++|∂Σ = T−−|∂Σ → Tτσ|∂Σ = 0 , (3.12)

οι οποίες καλούνται σύμμορφες συνοριακές συνθήκες. Για μια γενική θεωρία πεδίου η
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(3.12) συνεπάγεται μηδενική ροή ορμής από το σύνορο. Στην περίπτωση που η θεωρία είναι

σύμμορφη η συνθήκη (3.12) είναι απαραίτητη για την διατήρηση της σύμμορφης συμμετρίας

μιας θεωρίας πεδίου. Προς χάριν την διατριβής να αναφέρουμε ότι οι σ.σ. (3.9) μπορούν να

γραφτούν συμπαγώς και σε συντεταγμένες κώνου φωτός στην μορφή

∂+Xµ = Ωµ
ν∂−Xν . (3.13)

Οι (D) κατευθύνσεις τότε ορίζονται από τις −1 ιδιοτιμές του πίνακα Ω ενώ οι (N) από

τις υπόλοιπες. Η απαίτηση οι σ.σ. (3.13) να είναι σύμμορφες συνεπάγεται ότι ο Ω είναι

ισομετρία του χώρου

Ωµ
κGµν(X)Ων

ρ = Gκρ . (3.14)

Απαιτώντας η β-συνάρτηση του προτύπου (3.8) να μηδενίζεται σε τάξη ενός βρόγχου συνε-

πάγεται την ενεργό δράση [19]

SDBI = Tp

∫
Q

dp+1Ye−Φ(Y)
√
−det(Ĝab(Y) + B̂ab(Y) + 2πα′Fab(Y)) , (3.15)

η οποία είναι γνωστή ως DBI δράση και περιγράφει την δυναμική της βράνης ως αυτόνομου

γεωμετρικού αντικειμένου. Η σταθερά Tp είναι η τάση της βράνης, ενώ Yα
, a = 0, . . . , p

είναι οι συντεταγμένες που παραμετροποιούν την βράνη. Τα Ĝab και B̂ab είναι η επαγόμενη

μετρική και το επαγόμενο K-R πεδίο αντίστοιχα στην βράνη
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Κεφάλαιο 4

Ολοκληρώσιμες θεωρίες πεδίου

Σε αυτό το κεφάλαιο θα μελετήσουμε ιδιότητες ολοκληρώσιμων σ-προτύπων. Θα ξεκινήσου-

με με τον ορισμό της κατά Liouville για μηχανικά συστήματα και έπειτα θα επεκταθούμε σε

θεωρίες πεδίου. Θα παρουσιάσουμε συγκεκριμένα αλγεβρικά εργαλεία, όπως το ζεύγος Lax,

τους μονόδρομους αλλά και κλασικούς r-πίνακες, βάσει των οποίων μπορούμε να αποφαν-

θούμε, δεδομένων των εξισώσεων κίνησης ενός συστήματος, αν αυτό είναι ολοκληρώσιμο.

Σημαντικές αναφορές για την εισαγωγή του/της αναγνώστη/στριας στα ολοκληρώσιμα συ-

στήματα είναι οι [20], [21], στις οποίες και θα βασιστούμε.

4.1 Κλασικά ολοκληρώσιμα Χαμιλτονιανά συστήματα

Ενα μηχανικό σύστημα περιγράφεται πλήρως από τις γενικευμένες θέσεις qµ
και ορμές pµ

,

όπου µ = 1, . . . , D. Η κατάστασή του αντιστοιχεί σε ένα σημείο στον 2D φασικό χώρο.

Ταυτόχρονα, η χρονική του εξέλιξη προσδιορίζεται από την Χαμιλτονιανή H = H(qµ, pµ),

ως

q̇µ = {H, qµ}, ṗµ = {H, pµ} . (4.1)

΄Ενα σύστημα είναι ολοκληρώσιμο κατά Liouville , αν υπάρχουν D ανεξάρτητες διατηρήσιμες

ποσότητες, Fµ, µ = 1, . . . D, (ολοκληρώματα κίνησης), οι οποίες είναι σε συνέλιξη, δηλαδή

να ισχύει

{Fµ, Fν} = 0, ∀µ, ν = 1, . . . D . (4.2)
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4.1.1 Ζεύγος Lax και r-πίνακας

Στην πράξη η απόδειξη της ολοκληρωσιμότητας ενός συστήματος συνίσταται στην εύρεση

δύο πινάκων L, M, γνωστοί και ως ζεύγος Lax, έτσι ώστε οι εξισώσεις κίνησης να γράφονται

στην μορφή [αναφ.]

dL
dt

= [M, L] . (4.3)

Από την τελευταία συνάγεται εύκολα ότι οι ποσοτήτες

Qn = TrLn, ∀n ∈ Z . (4.4)

διατηρούνται. Στο υπόλοιπο της διατριβής θα θεωρήσουμε το ζεύγος L, M ως στοιχεία μιας

άλγεβρας g σε αναπαράσταση πίνακα, με τα στοιχεία τους να είναι συναρτήσεις του φασικού

χώρου.

Η εύρεση του ζεύγους Lax δεν καθιστά την θεωρία αυτόματα ολοκληρώσιμη, αφού πρέπει να

δείξουμε επιπλέον, ότι οι διατηρούμενες ποσότητες βρίσκονται σε συνέλιξη. ΄Εχει αποδειχθεί

[23] ότι οι ιδιοτιμές του πίνακα L μετατίθονται κατά Poisson αν υπάρχει στοιχείο r12 ∈ g⊗ g,

το οποίο είναι συνάρτηση των συντεταγμένων του φασικού χώρου, έτσι ώστε
1

{L1, L2} = [r12, L1]− [r21, L2] , (4.5)

όπου r21 = Πr12 και Π ο τελεστής εναλλαγής που δρα στα δύο αντίγραφα g⊗ g. Υποθέτο-

ντας ότι r12 είναι σταθερό και r12 = −r21, η Ιακωβιανή ταυτότητα για τις αγκύλες (4.5)

ισχύει, αν
2

[r12, r13] + [r12, r23] + [r13, r23] = 0 , (4.6)

η οποία είναι γνωστή ως κλασική Yang Baxter εξίσωση (CYBE) .

4.2 Θεωρίες πεδίου και μονόδρομος πίνακας

Είναι απαραίτητη η επέκταση του ορισμού της ολοκληρωσιμότητας σε δισδιάστατες θεωρίες

πεδίου. Ανάλογα με τα προηγούμενα θα υποθέσουμε την ύπαρξη δύο πινάκων Lτ,Lσ έτσι

1
΄Εχουμε εισάγει τον φορμαλισμό X1 = X⊗ 1, X2 = 1⊗ X
2
Η σχεση (4.6) ορίζεται στο τριπλο γινόμενο g⊗ g⊗ g
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ώστε οι εξισώσεις Euler Lagrange να μπορούν να γραφτούν στην μορφή Lax

∂Lσ(z)
∂τ

− ∂Lτ(z)
∂x

= [Lτ(z),Lσ(z)] . (4.7)

Οι παραπάνω πίνακες περιλάμβάνουν και μια επιπλέον παράμετρο, την φασματική παράμετρο

z ∈ C. Σε αυτήν την περίπτωση, η θεωρία πεδίου είναι κλασικά ολοκληρώσιμη και μπορούμε

να κατασκευάσουμε τα άπειρα σε αριθμό διατηρούμενα φορτία, ακολουθώντας την διαδικασία

της [20]. Σε αυτή, κρίσιμο ρόλο διαδραματίζει ο πίνακας μεταφοράς
3

T(τ, σ, σ0; z) = P exp
(∫ σ

σ0

dσ′Lσ(τ, σ′, σ0; z)
)

. (4.8)

Η ολοκλήρωση πραγματοποιείται κατά μήκος της χωρικής συντεταγμένης και το σύμβολο

P(. . . ) υποδηλώνει την διάταξη διαδρομής. Παραγωγίζοντας την (4.8) βρίσκουμε

∂τT(τ, σ1, σ0; z) = Lτ(σ1; z)T(τ, σ1, σ0; z)− T(τ, σ1, σ0; z)Lτ(σ0; z) . (4.9)

Η επιλογή των σ1, σ0 εξαρτάται από την ύπαρξη ή όχι συνοριακών συνθηκων. Απουσία

συνόρου, δηλαδή για σ ∈ (−∞, ∞), απαιτούμε συνθήκες ασυμπτωτικού μηδενισμού των

πεδίων, και βρίσκουμε τις διατηρούμενες ποσότητες

∂τTn(τ, ∞,−∞; z) = 0 ∀n ∈ Z . (4.10)

Εναλλακτικά, αν η χορδή είναι κλειστή απαιτούμε περιοδικές συνοριακές συνθήκες σ ≡
σ + 2π και η (4.9) γράφεται στην μορφή

∂τT(τ, z) = [L(z), T(τ, z)] , (4.11)

όπου για χάριν συντομίας παραλείψαμε τα σ0 = 0, σ1 = 2π. Σε αυτήν την περίπτωση,

διατηρείται το ίχνος των δυνάμεων του μονόδρομου πίνακα

∂τT n(τ, z) = 0, T (τ, z) = TrT(τ, z) . (4.12)

Αν η T (z) είναι αναλυτική κοντά στο z = 0, τότε έχει ανάπτυξη σε σειρά Taylor. Με

αυτόν τον τρόπο βρίσκουμε ένα άπειρο σύνολο διατηρούμενων φορτίων ως συντελεστές της

3
Αν τα άκρα ολοκλήρωσης περιέχουν όλο το χωρίο ορισμού του συστήματος τότε ο πίνακας μεταφοράς

καλειται μονόδρομος πίνακας.
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σειράς

T (τ, z) =
∞

∑
n=1

Qnzn , ∂τQn = 0 , ∀n ≥ 0 . (4.13)

Επομένως ο πίνακας μεταφοράς αποτελεί τον γεννήτορα των διατηρούμενων φορτίων σε μια

ολοκληρώσιμη θεωρία πεδίου.

Λόγω των περιπτώσεων που θα μελετήσουμε, θα ορίσουμε γενικευμένους πίνακες μεταφο-

ράς. Στην πρώτη περίπτωση δρούμε στο ζεύγος Lax με έναν αυτομορφισμό Ω4

TΩ(b, a; z) = P exp
(∫ b

a
dσΩLσ(τ, σ; z)

)
. (4.15)

Οι εσωτερικοί αυτομορφισμοί, Inn(G), αντιστοιχούν στους μετασχηματισμούς x → f x f−1

, x ∈ g, όπου f ∈ G. Αυτές οι περιπτώσεις αντιστοιχούν σε επανορισμό των πεδίων ομάδας

και δεν έχουν ιδιαίτερο ενδιαφέρον. Αντιθέτως, οι εξωτερικοί αυτομορφισμοί, Aut(G)/Inn(G),

οδηγούν σε μη τετριμμένα παραδείγματα.

Στην δεύτερη περίπτωση δρούμε στο ζεύγος Lax με έναν μετασχηματισμό τύπου βαθμίδας

Lg
±(z) = gL±(z)g−1 + ∂±gg−1 , (4.16)

με τον πίνακα μεταφοράς να δίνεται σε αυτή την περίπτωση ως

Tg(b, a; z) = g(b)T(b, a; z)g−1(a) . (4.17)

Τέλος συνδυάζουμε τους δύο παραπάνω μετασχηματισμούς ως

TgΩ(b, a; z) = ω(g(b))T(b, a; z)ω(g(a)−1) , (4.18)

όπου η απεικόνιση ω ορίζεται ως ω(g) = eΩ(X) = eXaΩ(Ta)
.

4
΄Ενας αυτομορφισμός είναι μια απεικόνιση από μια άλγεβρα στον εαυτό της, T′A = ΩABTB

, που διατηρεί

τις σχέσεις μετάθεσης, δηλαδή ισχύει

[Ω(Ta), Ω(Tb)] = Ω([Ta, Tb]) (4.14)
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4.2.1 Φορτία σε συνέλιξη και αγκύλες Maillet

΄Οπως προαναφέραμε για να θεωρείτε ένα σύστημα κλασικά ολοκληρώσιμο πρέπει τα διατη-

ρούμενα φορτία να είναι σε συνέλιξη. Αναλόγως με την (4.5) θεωρούμε τις αγκύλεςPoisson

μεταξύ δύο χωρικών συνιστωσών του ζεύγους Lax (το ισοδύναμο του πίνακα L για θεωρίες

πεδίου) με φασματικές παραμέτρους z, z′ σε δύο διαφορετικά σημεία σ, σ′. Σύμφωνα με το

θεώρημα του Sklyanin [22] αν μπορούν να γραφτούν στην παρακάτω μορφή
5

{L1,σ(σ, t, z),L2,σ(σ
′, t, z′)} = [r12(z− z′),L1,σ(σ, t, z) + L2,σ(σ

′, t, z′)]δ(σ− σ′) ,

(4.19)

τότε ο μονόδρομος πίνακας ικανοποιεί την σχέση

{T1(z), T2(z′)} = [r12(z− z′), T1(z)T2(z′)] , (4.20)

από την οποία συνεπάγεται ότι τα ίχνη των μονόδρομων πινάκων με διαφορετικές φασματικές

παραμέτρους είναι σε συνέλιξη

{T (z), T (z′)} = 0 . (4.21)

Δεδομένης της (4.13) καταλήγουμε στο επιθυμητό αποτέλεσμα της συνέλιξης των άπειρων

διατηρούμενων φορτίων

{Qn, Qm} = 0, ∀n, m ≥ 0 . (4.22)

Οι αγκύλες Poisson (4.19) καλούνται υπερτοπικές εξαιτίας του ότι δεν περιέχουν παρα-

γώγους της δέλτα συνάρτησης. Στην αντίθετη περίπτωση, προς χάριν των προτύπων που

θα μελετήσουμε, είναι αρκετό οι ίδιας χρονικής στιγμής αγκύλες να ικανοποιούν την r/s

Maillet μορφή

{L1,σ(σ, z),L2,σ(s′, z′)} = ([r12(z, z′), L1σ(σ, z)]− [r21(z′, z),L2σ(σ
′, z′)])δσσ′

+ s12(z, z′)δ′σσ′ ,
(4.23)

όπου s12(z, z′) = r12(z, z′) + r21(z′, z) και r12(z, z′) πίνακες στην g⊗ g άλγεβρα. ΄Εχει

αποδειχθεί στις [24], [25] ότι η (4.23) είναι ικανή σχέση προς εξασφάλιση της συνέλιξης των

φορτίων που γεννιούνται απο τον μονόδρομο πίνακα.

Τέλος να αναφέρουμε ότι ο πίνακας r12(z, z′) για όλες τις περιπτώσεις που θα παρουσιάσουμε

5
Εχουμε υποθέσει ότι ο πίνακας r12 είναι ανεξάρτητος των πεδίων και ικανοποιεί την σχέση r12(z− z′) =

−r21(z′ − z).
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γράφεται στην μορφή

r12(z, z′) =
C12

z− z′
φ−1(z′) , (4.24)

όπου C12 = ∑A TA ⊗ TA
ο τανυστής Casimir και φ(z) μια μερομορφική συνάρτηση, γνω-

στή ως συνάρτηση στρέψης. ΄Οπως έχει αποδειχθεί στην [26] η μορφή (4.24), και άρα η

ύπαρξη της συνάρτησης στρέψης, εξασφαλίζεται από το γεγονός της γραφής του αντίστοιχου

προτύπου ως ένα Gaudin πρότυπο. Ο ρόλος της έχει επισημανθεί στις εργασίες [27], [28]

και για την περίπτωση των λ-προτύπων στις [29], [31]. Πρόσφατα αποδείχθηκε ότι διαδραμα-

τίζει σημαντικό ρόλο στην τετραδιάστατη Chern-Simons προσέγγιση των ολοκληρώσιμων

σ-προτύπων [32], [33], [34] και ότι οι εξισώσεις ροής της ΟΕ μιας κλάσης ολοκληρώσιμων

προτύπων, που είναι επανακανονικοποιήσιμα σε τάξη ενός βρόγχου, μπορούν να γραφτούν

συναρτήσει της συνάρτησης στρέψης σε απλή μορφή [35].

4.3 Χειραλικό πρότυπο

Το χειραλικό πρότυπο είναι μια δισδιάστατη ολοκληρώσιμη θεωρία πεδίου που ασυμπτω-

τικά είναι ελεύθερη. Αυτή η αναλογία με την κβαντική χρωμοδυναμική οδήγησε πολλούς

ερευνητές σε εκτενή μελέτη του, παραδείγματος χάριν [36–42]. Επιπλέον, περιγράφει μέρος

του μποζονικού τομέα συγκεκριμένων λύσεων της τύπου-(I I) θεωρίας υπερχορδών και έχει

χρησιμοποιηθεί για την παρουσίαση παραδειγμάτων στην AdS/CFT αντιστοιχία. Σε αυ-

τό το κεφάλαιο θα μελετήσουμε την δράση του, ορισμένη σε ομάδες πολλαπλότητας και

συμμετρικούς χώρους, και θα θεμελιώσουμε την ολοκληρώσιμη δομή του. Ταυτόχρονα θα

υπολογίσουμε τις εξισώσεις ροής της ΟΕ και θα επιβεβαιώσουμε ότι η β-συνάρτηση του

είναι αρνητική.

4.3.1 Η δράση του προτύπου

Το χειραλικό πρότυπο είναι ένα μη γραμμικό σ-πρότυπο και η δράση του είναι η εξής

SPCM,κ2(g) = −κ2

π

∫
Σ

d2σTr(g−1∂ag, ηabg−1∂bg)

= −κ2

π

∫
Σ

d2σTr(∂agg−1, ηab∂bgg−1) .

(4.25)

Τα πεδία g είναι απεικονίσεις από μια δισδιάστατη επιφάνεια Σ σε μια Lie ομάδα G, κ μια

σταθερά ζεύξης, ηab
η μετρική της επιφάνειας Σ και Tr(, ) η Cartan-Killing μορφή της
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άλγεβρας g της ομάδας G.
6

Η δράση (4.25) διαθέτει την καθολική συμμετρία GL × GR, η οποία ορίζεται ως

g 7→ hLg, g 7→ gh−1
R (4.26)

όπου hL, hR σταθερά στοιχεία της Lie ομάδας G. Οι Maurer-Cartan μορφές (Βʹ.12) α-

ντιστοιχούν στους γεννήτορες του μετασχηματισμού (4.26). Συγκεκριμένα, η αριστερή

1-μορφή La παράγει τον δεξιό μετασχηματισμό και η δεξιά μορφή Ra τον αριστερό, όπου

Ra = ∂agg−1, La = g−1∂ag , (4.27)

Για την εύρεση των εξισώσεων κίνησης του προτύπου παρατηρούμε ότι τα La μετασχημα-

τίζονται κάτω από ένα απειροστό γενικό μετασχηματισμό δg ως

δLa = ∂a(g−1δg) + [La, g−1δg] . (4.28)

Ο μεταθέτης στην παραπάνω σχέση δεν συνεισφέρει στην μεταβολή της δράσης εξαιτίας

της αναλλοιώτητας της Killing μορφής κάτω από την συζυγή δράση της άλγεβρας. Μερική

ολοκλήρωση στον εναπομείνοντα όρο οδηγεί στο τελικό αποτέλεσμα

δSPCM;κ2(g) =
κ2

π

∫
d2σ Tr(g−1δg, ∂aLa)

=
κ2

π

∫
d2σ Tr(δgg−1, ∂aRa) ,

(4.29)

Οι εξισώσεις κίνησης επομένως του χειραλικού προτύπου είναι οι

∂aLa = 0 ή ισοδύναμα ∂aRa = 0 . (4.30)

Ακολουθώντας την μέθοδο της Noether για ένα από τα πεδία Ra, La, βρίσκουμε ότι ο

τανυστής ενέργειας/ορμής του προτύπου, επεκφρασμένος σε συντεταγμένες κώνου φωτός,

γράφεται στην απλή μορφή

T±± = κ2Tr(L±, L±), T±∓ = 0 (4.31)

και προφανώς έχει μηδενικό ίχνος. Η θεωρία επομένως είναι κλασικά σύμμορφη. Παρακάτω

6
Ορισμοί και συμβάσεις παραθέτονται στα παραρτήματα Α, Β
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θα δούμε ότι κβαντικά, σε τάξη ενός βρόγχου, η σύμμορφη εικόνα δεν επιβιώνει.

Τέλος μέσω του κανονικού φορμαλισμού, που θα αναπτυχθεί στην περίπτωση του λ-προτύπου,

βρίσκουμε ότι οι αγκύλες Poisson των αριστερών Maurer Cartan μορφών είναι{
LA

τ (σ), LB
τ (σ
′)
}
= −2π

κ2 f ABCLC
τ (σ)δ(σ− σ′) ,{

LA
τ (σ), LB

σ(σ
′)
}
=

2π

κ2

(
− f ABCLC

τ (σ)δ(σ− σ′) + δABδ′(σ− σ′)
)

,{
LA

τ (σ), LB
σ(σ
′)
}
= 0 ,

(4.32)

και των δεξιών{
RA

τ (σ), RB
τ (σ
′)
}
=

2π

κ2 f ABCRC
τ (σ)δ(σ− σ′) ,{

RA
τ (σ), RB

σ(σ
′)
}
=

2π

κ2

(
f ABCRC

τ (σ)δ(σ− σ′) + δABδ′(σ− σ′)
)

,{
RA

τ (σ), RB
σ(σ
′)
}
= 0 .

(4.33)

Η δράση του χειραλικού προτύπου μπορεί να γραφτεί στην οικεία μορφή (2.12). Παραμετρο-

ποιώντας την ομάδα G με τις συντεταγμένες Xµ
, µ = 1, . . . , dim(G) και χρησιμοποιώντας

τις εξισώσεις (Βʹ.14) βρίσκουμε ότι η (4.25) γράφεται ως εξής

SPCM,κ2(X) =
κ2

π

∫
Σ

LA
µ LA

ν ∂aXµηab∂νXν

=
κ2

π

∫
Σ

RA
µ RA

ν ∂aXµηab∂νXν .

(4.34)

Γνωρίζουμε ότι τα LA
µ (ισοδύναμα τα RA

µ ) αποτελούν τα vielbeins της ομάδας πολλαπλότη-

τας G, δηλαδή ικανοποιούν την σχέση

LA
µ LA

ν = Gµν(X) , (4.35)

με Gµν(X) την μετρική της πολλαπλότητας. Η (4.35) εμφανίζεται ως μέρος του υποβάθρου

μιας θεωρίας υπερχορδών. Συγκεκριμένα, θεωρώντας την λύση AdS3 × S3 × T4
της IIB

υπερβαρύτητας με κατάλληλα RR πεδία [43–45] το υπόβαθρο του χειραλικού προτύπου είναι

το S3
μέρος για G = SU(2).
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4.3.2 Ολοκληρώσιμη δομή του χειραλικού προτύπου

Οι Maurer-Cartan μορφές αποδεικνύονται βολικές για την απόδειξη της ολοκληρωσιμότητας

του χειραλικού προτύπου. Σε συντεταγμένες κώνου φωτός οι πρωτοβάθμιες εξισώσεις

κίνησης (4.30) γράφονται ως

∂+L− + ∂−L+ = 0 . (4.36)

Ταυτόχρονα τα L± ικανοποιούν εκ κατασκευής την Maurer-Cartan ταυτότητα (γνωστή και

ως συνθήκη επιπεδότητας)

∂+L− − ∂−L+ = −[L+, L−] . (4.37)

Προσθαφαιρώντας τις (4.36), (4.37) βρίσκουμε τις παρακάτω εξισώσεις
7

∂∓L± = ±1
2
[L+, L−] . (4.39)

Για τους πίνακες

L±(z) =
1

z∓ 1
L± , (4.40)

αποδεικνύεται εύκολα ότι οι (4.36), (4.37) κωδικοποιούνται στην εξίσωση Lax

∂+L−(z)− ∂+L−(z) = [L+(z),L−(z)] . (4.41)

Σύμφωνα με την (4.8), στην περίπτωση μιας R× S1
γεωμετρίας της επιφάνειας Σ, ο μο-

νόδρομος πίνακας δίνεται ως

T(2π, 0; z) = P exp
(∫ 2π

0
dσ′

1
1− z2 (Lσ + zLτ)

)
, (4.42)

βάσει του οποίου μπορούμε να κατασκευάσουμε τα άπειρα διατηρούμενα φορτία, τα οποία

πρέπει επιπλέον να είναι σε συνέλιξη.

7
Ισοδύναμα ισχύει

∂∓R± = ∓1
2
[R+, R−] (4.38)
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4.3.3 Τοπικά και μη τοπικά φορτία

Το χειραλικό πρότυπο έχει δύο ειδών άπειρα διατηρούμενα φορτία [46]. Τα πρώτα αντι-

στοιχούν στην επέκταση των GL × GR φορτίων στην μεγαλύτερη άλγβερα των μη τοπικών

Yangian φορτίων, Y(gL)× Y(gR) [47, 48]. Τα δεύτερα αντιστοιχούν στα άπειρα ανώτερης

τάξης τοπικά φορτία με ιδιοστροφορμή s [49].

• Μη τοπικά φορτία

Αναπτύσσοντας τον πίνακα (4.42) σε σειρά βρίσκουμε την άπειρη οικογένεια διατηρούμενων

φορτίων. Συγκεκριμένα βρίσκουμε

T(τ; z) = 1 +
1
z

∫ 2π

0
dσLτ(τ, σ)

+
1
z2

(∫ 2π

0
dσLσ(τ, σ) +

∫ 2π

0
dσ
∫ σ

0
dσ′Lτ(τ, σ)Lτ(τ, σ′)

)
+O

(
1
z3

)
.

(4.43)

Τα φορτία τάξης μηδενικής και πρώτης είναι

Q0(τ) =
∫ 2π

0
dσLτ(τ, σ) ,

Q1(τ) =
∫ 2π

0
dσLσ(τ, σ) +

∫ 2π

0
dσ
∫ σ

0
dσ′Lτ(τ, σ)Lτ(τ, σ′) .

(4.44)

Το Q0 είναι το διατηρούμενο φορτίο κατά Noether που αντιστοιχεί στην GR καθολική

συμμετρία του χειραλικού προτύπου, ενώ το Q1 είναι το πρώτο μη τοπικό φορτίο. Ισοδύναμα,

αν είχαμε εκφράσει τον μονόδρομο πίνακα συναρτήσει των δεξιών μορφών το μηδενικό θα

αντιστοιχούσε στην GL καθολική συμμετρία. Εναλλακτικά τα μη τοπικά φορτία μπορούν να

εξαχθούν με την επαγωγική διαδικασία όπως αυτή αναπτύχθηκε στην εργασία [46]. Επιπλέον

έχει αποδειχθεί ότι η χωρική συνιστώσα του ζεύγους Lax (4.40) ικανοποιεί τις Poisson

αγκύλες (4.23) με την συνάρτηση στρέψης να δίνεται από

φ(z) =
1− z2

z2 , (4.45)

αποδεικνύοντας ότι το χειραλικό πρότυπο είναι ολοκληρώσιμο.

• Τοπικά φορτία

Χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις κίνησης (4.39) βρίσκουμε ότι οι ποσότητες Tr(Ln
−) και
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Tr(Ln
+) είναι χειραλικές και αντιχειραλικές. Συγκεκριμένα

∂±Tr(Ln
∓) = 0 . (4.46)

Η παραπάνω κατασκευή μπορεί να γενικευτεί ορίζοντας τον τελεστή Casimir τάξης m

Cm = dA1...Am TA1 . . . TAm , (4.47)

όπου dA1...Am καθολικά συμμετρικός τανυστής που ικανοποιεί την σχέση αναλλοιώτητας

dC(A1...Am−1
fAm)BC = 0 , (4.48)

έτσι ώστε ο Cm να μετατίθεται με όλους τους γεννήτορες της άλγβερας.
8

Είναι εύκολο να

αποδειχθεί ότι η συνθήκη (4.48) εξασφαλίζει τον νόμο διατήρησης

∂∓(dA1...Am LA1
± . . . LAm

± ) = 0 . (4.49)

Τα αντίστοιχα διατηρούμενα φορτία είναι

q±s =
∫

dσdA1...Am LA1
± . . . , LAm

± (4.50)

με τον κάτω δείκτη να συμβολίζει τις μονάδες της ιδιοστροφορμής s = m − 1. Για μια

εκτενέστερη ανάλυση τους παραπέμπουμε την αναγνώστρια στην εργασία [46]. Η παραπάνω

ανάλυση για το N = 1 υπερσυμμετρικό χειραλικό πρότυπο έχει αναπτυχθεί στην [53].

4.3.4 Η β-συνάρτηση

Η εξάρτηση της σταθεράς ζεύξης κ2
σε μεταβολές της ενεργειακής κλίμακας µ περιγράφεται

από την β-συνάρτηση της θεωρίας η οποία ορίζεται ως

βκ2 =
dκ2

d ln µ2 . (4.51)

Για τον υπολογισμό της θα εφαρμόσουμε την μέθοδο υποβάθρου [54]. Εναλλακτικά, μπο-

ρούμε να την υπολογίσουμε γεωμετρικά, χρησιμοποιώντας την (2.19).

Στην μέθοδο υποβάθρου ενδιαφερόμαστε για την συμπεριφορά μικρών διακυμάνσεων γύρω

8
Για τον αριθμό των ανεξάρτητων συμμετρικών τανυστών που μπορούν να οριστούν σε μια άλγεβρα g

παραπέμπουμε στην [52]
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από μια λύση της θεωρίας. Αρχικά χωρίζουμε τα πεδία φ(x) ως

φ(x) = φ(0)(x) + δφ(x) , (4.52)

όπου φ(0)(x) υποδηλώνει μια λύση (πεδίο υποβάθρου) και δφ(x) τις διακυμάνσεις γύρω

από αυτή. Αντικαθιστώντας την (4.52) στις εξισώσεις κίνησης βρίσκουμε τον τελεστή D̂
που διέπει την δυναμική των δφ(x). Μετά από μια στροφή Wick και ένα μετασχηματισμό

Fourier στον χώρο των ορμών βρίσκουμε ότι η ενεργός δράση δίνεται ως

−Lεν = L(0)(φ(0)) +
∫ µ d2p

2π
ln(det D̂)−1/2 , (4.53)

όπου στο δεξί μέλος η L(0) είναι η Λαγκραντζιανή υπολογισμένη στο πεδίο υποβάθρου και

ο δεύτερος όρος αντιστοιχεί στην συνεισφορά όλων των διαγραμμάτων ενός βρόγχου. Για

τον υπολογισμό της β-συνάρτησης ενδιαφερόμαστε μόνο για τους λογαριθμικά αποκλίνο-

ντες όρους στο ολοκλήρωμα. Μετά από επανακανονικοποιήσεις του κινητικού όρου και

απαιτώντας η άθροιση της δενδροειδούς και ενός βρόγχου συνεισφοράς να είναι ανεξάρτη-

τη της ενεργειακής κλίμακας µ καταλήγουμε στην β-συνάρτηση των σταθερών ζεύξης της

θεωρίας. Για το χειραλικό πρότυπο βρίσκουμε, σε τάξη ενός βρόγχου, ότι

βκ2 =
c2(G)

4
, (4.54)

όπου c2(G) είναι ο τετραγωνικός Casimir της συζυγούς αναπαράστασης της άλγερβρας g.

Δεδομένης της αντιστοίχισης της σταθεράς κ2
με την 1/a′ της θεωρίας χορδών βρίσκουμε

ότι η (4.54) είναι αρνητική και το χειραλικό πρότυπο είναι ασυμπτωτικά ελεύθερο.

4.4 Χειραλικό πρότυπο σε συμμετρικούς χώρους

4.4.1 Κατασκευή του προτύπου

΄Εστω δύο πεδία g, g′, τα οποία διαφέρουν κατά την δεξιά δράση υποομάδας H ⊂ G, δηλαδή

g′ = gh. Αν για μια θεωρία είναι φυσικά ισοδύναμα, τότε αυτή είναι ορισμένη σε (δεξιό)

χώρο πηλίκου G/H, βλέπε σχήμα 4.1. Για να κατασκευάσουμε το χειραλικό πρότυπο σε

χώρο πηλίκου, θα αναβαθμίσουμε την δράση του έτσι ώστε να είναι συμμετρική κάτω από
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Σχήμα 4.1: Τα σημεία της συνεχούς μπλέ γραμμής διαφέρουν με τα σημεία της διακεκομ-

μένης κατα την δεξιά δράση της H. Για ένα χώρο πηλίκου αυτά ταυτίζονται, δηλαδη ανήκουν

στην ίδια κλάση συζυγίας

τον μετασχηματισμό

g(σ+, σ−) 7→ g(σ+, σ−)h(σ+, σ−), h(σ+, σ−) ∈ H . (4.55)

Εισάγοντας πεδία βαθμίδας B± ∈ h και απαιτώντας να μετασχηματίζονται όπως τα L± κάτω

από την (4.55), βρίσκουμε ότι οι ποσότητες

L̂± = g−1∇±g, ∇± = ∂± − B± , (4.56)

μετασχηματίζονται στην συζυγή αναπαράσταση της H, δηλαδή

L̂± → h−1 L̂±h , (4.57)

Με αυτόν τον τρόπο, η δράση

S = −κ2

π

∫
Σ

Tr(L̂+, L̂−) , (4.58)

είναι αναλλοίωτη κάτω απο τον μετασχηματισμό βαθμίδας (4.55).

Στην συνέχεια εφαρμόζουμε ένα Z2 διαχωρισμό της άλγεβρας g = g(0)⊕ g(1) όπου g(0) = h.

Στο επίπεδο των γεννητόρων αυτός κατανοείται ως, g = {TA} = {Ta, Tα} όπου TA
οι

γεννήτορες της άλγβερας g, Ta
της άλγεβρας g(0) και Tα

του υποσυνόλου g(1). Ολοκλη-

ρώνοντας τα πεδία βαθμίδας, τα οποία υπενθυμίζουμε ότι ανήκουν στην g(0), βρίσκουμε

B± = (L±)g(0) = La
±Ta, a = 1, . . . dim(H) . (4.59)
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Αντικαθιστώντας την τελευταία στην (4.58) βρίσκουμε ότι η ενεργός δράση γράφεται στην

μορφή

SG/H = −κ2

π

∫
Σ

Tr(L+, L−)g(1)

= −κ2

π

∫
Σ

Lα
+Lα
−

(4.60)

4.4.2 Ολοκληρώσιμη δομή

Για τον ορισμό των συμμετρικών χώρων θα ακολουθήσουμε τις αρκετά παιδαγωγικές ση-

μειώσεις [56]. ΄Ενας συμμετρικός χώρος είναι μια ειδική περίπτωση χώρου πηλίκου. Πιο

συγκεκριμένα χαρακτηρίζεται απο τις σχέσεις μετάθεσης που ικανοποιούν οι γεννήτορες

της υποάλγεβρας h με τους υπόλοιπους γεννήτορες της άλγεβρας g. Δεδομενου ότι η

h = g(0) είναι υποάλγεβρα, εξ΄ ορισμού ο μεταθέτης δυο στοιχείων της είναι πάλι στοιχείο

της. Σχηματικά

[g(0), g(0)] ⊂ g(0) . (4.61)

Συναρτήσει των σταθερών δομής της άλγεβρας η (4.61) είναι ισοδύναμη με fabγ = 0. Η

αντισυμμετρικότητα στις σταθερές δομής συνεπάγεται faβc = 0 δηλαδή

[g(0), g(1)] ⊂ g(1) . (4.62)

΄Οσον αφορά τον μεταθέτη [g(1), g(1)], δεν υπάρχει κανένας περιορισμός εφόσον οι σταθερές

δομής fαβc είναι μη-μηδενικές. Στην περίπτωση που οι δεύτερες μηδενίζονται, ο διαχωρισμός

g = g(0) ⊕ g(1) καλείται συμμετρικός χώρος και οι εξισώσεις κίνησης του προτύπου (4.58)

ως προς τα πεδία g είναι
9

∂± J(1)∓ + [B±, J(1)∓ ] = 0 ,

∂+B− − ∂−B+ + [B+, B−] + [J(1)+ , J(1)− ] = 0 .
(4.63)

Σε αυτή την περίπτωση η κλασική ολοκληρωσιμότητα αποδεικνύεται για το ζεύγος

L±(z) = B± + z±1 J(1)± , (4.64)

9
Η πρώτη εξίσωση μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την κατασκευή των ανώτερης τάξης διατηρούμενων

τοπικών φορτίων σε συμμετρικούς χώρους [57]
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βάσει του οποίου οι εξισώσεις (4.63) γράφονται στην μορφή Lax . Τέλος υπάρχει μια

επιπλέον περίπτωση ολοκληρώσιμων χώρων πηλίκου. Αυτοί οι χώροι περιγράφουν συνεπείς

θεωρίες υπερχορδών στον φορμαλισμό Green-Schwartz (G-S) [58], όπου η υπερσυμμετρία

δεν είναι στην κοσμική επιφάνεια αλλά στον χώρο υποβάθρου. Τα πεδία σε αυτήν την

περίπτωση ορίζονται σε υπερπολλαπλότητες, οι οποίες είναι γνωστές ως ημι-συμμετρικοί

χώροι [59] πηλίκου. Τα σ-πρότυπα ορισμένα σε αυτούς τους χώρους αποδεικνύεται ότι είναι

ολοκληρώσιμα [60]
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Κεφάλαιο 5

2D σύμμορφες θεωρίες πέδιου

Σε αυτό το κεφάλαιο θα επικεντρωθούμε σε δισδιάστατες σύμμορφες θεωρίες πεδίου. Θα

ξεκινήσουμε με μια σύντομη εισαγωγή των γενικών χαρακτηριστικών τους [61–63] και θα

συνεχίσουμε με την θεμελίωση του WZW προτύπου [64] το οποίο περιγράφει μια ΣΘΠ

ορισμένη σε μια πολλαπλότητα ομάδας G. Η βάθμωση της συζυγούς δράσης μιας υποομάδας

H ⊂ G παρέχει τον Λαγκραντζιανό φορμαλισμό των ΣΘΠ σε χώρους πηλίκου G/H [72–

74]. Τέλος, θα δούμε ότι διαφορετικοί τρόποι βάθμωσης ενός γινομένου WZW προτύπων,

γνωστοί ως ασύμμετροι, παράγουν ΣΘΠ με μη τετριμμένες ιδιότητες.

5.1 Εισαγωγικά

5.1.1 Σύμμορφοι μετασχηματισμοί

΄Εστω d-διάστατος επίπεδος χώρος με μετρική gab. Μετασχηματισμοί συντεταγμένων, x 7→
x′ = f (x), για τους οποίους ισχύει

gab
∂x′a

∂xc
∂x′b

∂xd = Λ(x)gcd , (5.1)

καλούνται σύμμορφοι μετασχηματισμοί, βλέπε σχήμα 5.1 . Υπολογίζοντας την (5.1) για

απειροστούς μετασχηματισμούς x′a = xa + εa +O(ε2) βρίσκουμε ότι

∂aεb + ∂bεa =
2
d
(∂cεc)gab (5.2)
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Σχήμα 5.1: Σύμμορφοι μετασχηματισμοί σε δύο διαστάσεις

Θεωρώντας την περίπτωση ευκλείδιου δισδιάστατου χώρου η συνθήκη (5.2) γράφεται ως

∂0ε0 = ∂1ε1, ∂0ε1 = −∂1ε0 , (5.3)

που είναι οι εξισώσεις των Cauchy-Riemman. Ορίζοντας τις μιγαδικές συναρτήσεις ε =

ε0 + iε1 και ε̄ = ε0 − iε1 οι (5.3) επιβάλουν ότι ε = ε(z) και ε̄ = ε̄(z̄) με z = x0 + ix1

και z̄ = x0 − ix1. Συνεπώς, οι ολομορφικές/αντιολομορφικές συναρτήσεις αποτελούν τους

γεννήτορες των σύμμορφων μετασχηματισμών οι οποίοι σε διαφορική μορφή γράφονται ως

Ln = −zn+1∂z, L̄n = −z̄n+1∂z̄, n ∈ Z (5.4)

και αποδεικνύεται ότι ικανοποιούν δύο αντίγραφα της γνωστής άλγεβρας De-Witt

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n ,

[L̄m, L̄n] = (m− n)L̄m+n ,

[Lm, L̄n] = 0 .

(5.5)

Οι γεννήτορες (5.4) δεν είναι καλώς ορισμένοι παντού στην σφαίρα Riemann C×∞, για

κάθε τιμή του n. Οι σύμμορφοι μετασχηματισμοί που είναι καθολικά ορισμένοι παράγονται

από τους

L−1 , L0 , L+1 . (5.6)

Η άλγεβρα (5.5) επιδέχεται μια κεντρική επέκταση, g̃ = g⊕C, με τρόπο που να σέβεται την

αντισυμμετρικότητα των Lie αγκυλών και την Ιακωβιανή ταυτότητα. Χωρίς να υπεισέλθουμε

σε λεπτομέρειες, η κεντρική επέκταση της άλγεβρας De Witt είναι η γνωστή ως άλγεβρα
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Virassoro με σχέσεις μετάθεσης

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n +
c

12
(m3 −m)δm+n,0 , (5.7)

(αντίστοιχη σχέση μετάθεσης ισχύει και για τους αντιολομορφικούς γεννήτορες) όπου c το

επονομαζόμενο κεντρικό φορτίο.

5.2 Σύμμορφα σ-πρότυπα

5.2.1 WZW-πρότυπο

Το WZW-πρότυπο είναι η θεωρία των απεικονίσεων g : Σ → G και περιγράφεται από την

δράση

SWZW,k(g) = − k
8π

∫
Σ

d2σTr(g−1∂ag, ηabg−1∂bg) +
1

4π

∫
M

H , (5.8)

όπου Tr(, ) είναι η Killing μορφή της άλγεβρας g, ηab
η μετρική της δισδιάστατης επιφάνειας

Σ και M μια τρισδιάστατη πολλαπλότητα της οποίας το σύνορο είναι η εικόνα του Σ, ∂M =

g(Σ). Ο πρώτος όρος στην (5.8) είναι η δράση του χειραλικού προτύπου την οποία εφεξής

θα συμβολίζουμε με Sκιν,k(g). Ο δεύτερος όρος είναι ο Wess-Zumino όρος, SWZ,k(g), και

ορίζεται ως

H =
k
3

Tr(g̃−1dg̃ ∧ g̃−1dg̃ ∧ g̃−1dg̃) . (5.9)

Ως g̃ θεωρούμε μια επέκταση του g, με τρόπο που g̃|∂M=Σ = g. Αυτή μπορεί να οριστεί

όταν η δεύτερη ομοιοτοπική ομάδα της Lie ομάδας G, π2(G), είναι μηδέν, κάτι που ισχύει

για συμπαγείς συνδεδεμένες Lie ομάδες. Η δράση (5.8) εξαρτάται επιπλέον από την επιλογή

του χωρίου M. Θα πρέπει να απαιτήσουμε η φυσική που περιγράφει να είναι ανεξάρτητη του

τρόπου με τον οποίο επεκτείνουμε το πεδίο g στο εσωτερικό της επιφάνειας Σ.
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Αρχικά ελέγχουμε ότι ο WZ όρος είναι ανεξάρτητος κάτω απο μικρές διαταραχές δg̃:

δSWZ =
k

4π

∫
M

Tr((g̃−1dδg̃− g̃−1δg̃g̃−1dg̃) ∧ g̃−1dg̃ ∧ g̃−1dg̃)

=
k

4π

∫
M

dTr(g̃−1δg̃, g̃−1dg̃ ∧ g̃−1dg̃)

=
k

4π

∫
Σ

Tr(g−1δg, g−1dg ∧ g−1dg)

=
k

4π

∫
Σ

Tr(g−1δg, d(g−1dg)) .

(5.10)

Επομένως αν η μεταβολή του g̃ μηδενίζεται στο σύνορο Σ ο WZ όρος είναι αναλλοίωτος.

Μένει να ελέγξουμε την συμπεριφορά του κάτω απο τοπολογικά διαφορετικά χωρία M.

Διαλέγοντας ένα χωρίο M′ με το ίδιο σύνορο και απαιτώντας η φυσική που περιγράφουν οι

δράσεις (5.8) να είναι ισοδύναμες, βρίσκουμε ότι [65]

∆Γ =
1

4π

∫
M−M′

H ∈ 2πZ , (5.11)

όπου M − M′ είναι ομοιοτοπικά ισοδύναμο με την σφαίρα S3
, βλέπε σχήμα 5.2. Για την

περίπτωση ομάδων που περιέχουν την SU(2) ως υποομάδα βρίσκουμε ∆Γ = 2πk [65], το

οποίο οδηγεί στην κβάντωση του k

k ∈ Z , (5.12)

ενώ για ομάδες που δεν περιέχουν την SU(2) ο υπολογισμός πρέπει να γίνει ανά περίπτωση.

Η παραπάνω κβάντωση είναι αντίστοιχη με την κβάντωση Dirac του μαγνητικού φορτίου.

Σχήμα 5.2: g̃(M−M′)

Χρησιμοποιώντας την (5.10) βρίσκουμε ότι για έναν γενικό απειροστό μετασχηματισμό των
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πεδίων g→ g + δg ο WZ όρος δίνει

δSWZ,k =
k

4π

∫
Σ

d2σTr(g−1δg, εab∂a(g−1∂ag))

= − k
4π

∫
Σ

d2σTr(δgg−1, εab∂a(∂agg−1)) .
(5.13)

Αντίστοιχα η μεταβολή του κινητικού όρου ισούται με

δSκιν,k =
k

4π

∫
Σ

Tr(g−1δg, ∂a(g−1∂ag))

=
k

4π

∫
Σ

Tr(δgg−1, ∂a(∂
agg−1)) .

(5.14)

Συνδυάζοντας τις (5.13), (5.14) βρίσκουμε την έκφραση

δSWZW,k =
k

4π

∫
Σ

Tr(g−1δg, ∂a(g−1∂ag) + εab∂a(g−1∂bg))

=
k

4π

∫
Σ

Tr(δgg−1, ∂a(∂
agg−1)− εab∂a(∂bgg−1)) ,

(5.15)

η οποία γραμμένη σε συντεταγμένες κώνου φωτός συνεπάγεται την αντιχειραλικότητα ή

χειραλικότητα των J+ = k∂+gg−1
και J− = −kg−1∂−g αντίστοιχα, δηλαδή

∂− J+ = 0 ή ∂+ J− = 0 . (5.16)

Το WZW πρότυπο διαθέτει την απειροδιάστατη συμμετρία GL(σ+)×GR(σ−), που ορίζεται

ως

g 7→ k−1
L (σ+)gkR(σ−), kL, kR ∈ G . (5.17)

Χρησιμοποιώντας την Polyakov-Weigmann ταυτότητα:

SWZW,k(g f ) = SWZW,k(g) + SWZW,k( f )− k
π

∫
Σ

Tr(g−1∂−g, ∂+ f f−1) , (5.18)

βρίσκουμε ότι οι γεννήτορες της συμμετρίας (5.17) είναι τα χειραλικά ρεύματα J±. Στην

κβαντική θεωρία, οι τρόποι ταλάντωσης Laurent των ρευμάτων JA
± με A = 1, . . . , dim(G),

JA
m , ικανοποιούν την Kac-Moody άλγεβρα ĝk με κεντρική επέκταση το επίπεδο k του WZW

προτύπου

[JA
m , JB

n ] = i fABC JC
m+n + kmδABδm+n,0 . (5.19)
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Ο τανυστής ενέργειας/ορμής δίνεται συναρτήσει των ρευμάτων ως

T±± =
1
2k

Tr(J±, J±) ,

T+− = T−+ = 0 ,
(5.20)

με αποτέλεσμα το ίχνος του να μηδενίζεται και οι συνιστώσες του να είναι ολομορφικά

διατηρούμενες. Δεδομένου ότι τα ρεύματα ικανοποιούν την Kac-Moody άλγεβρα βρίσκουμε

οτι στο κβαντικό επίπεδο οι τρόποι ταλάντωσης Laurent του τανυστή ενέργειας/ορμής

ικανοποιούν την άλγεβρα Virassorro (5.7) με

c =
2k dim g

2k + cG
, (5.21)

όπου cG ο Casimir της συζυγούς αναπαράστασης f ab
c f bc

d = cGδad
. Για τους σκοπούς της

διατριβής δεν θα επεκταθούμε περεταίρω στην κβαντική ανάλυση του WZW προτύπου αλλά

παραπέμπουμε τον ενδιαφερόμενο αναγνώστη/στρια στην βιβλιογραφία [65–68].

Η δράση του WZW προτύπου μπορεί να γραφτεί στην οικεία μορφή των μη γραμμικών

σ-προτύπων (2.12). Ο κινητικός όρος έχει βρεθεί στην (4.34) και η 3-μορφή H δίνεται ως

H(X) = − ik
24π

Tr(TA, [TB, TC])LA ∧ LB ∧ LC

=
k

24π
fABCLA

µ LB
ν LC

ρ dXµ ∧ dXν ∧ dXρ .
(5.22)

Δεδομένου ότι είναι κλειστή, dH = 0, μπορούμε να ισχυριστούμε ότι είναι και ακριβής

H(X) = dB(X), B(X) = BµνdXµdXν , (5.23)

με B(X) μια 2-μορφή. Η σχέση (5.23) ισχύει μόνο τοπικά. Επιλέγοντας μια 2-μορφή η

δράση του WZW προτύπου στο σύστημα συντεταγμένων Xµ
γράφεται στην μορφή

1

SWZW,k(X) =
k

2π

∫
Σ

d2σ(Gµν(X)ηab∂aXµ∂bXb + Bµν(X)εab∂aXµ∂bXν) , (5.24)

και περιγράφει μια κλειστή χορδή που διαδίδεται σε ένα υπόβαθρο με μετρική Gµν(X) και

στρέψη Hµνρ(X), σε αντίθεση με του χειραλικού που χαρακτηρίζεται μόνο απο την μετρική.

Παρακάτω θα υπολογίσουμε τα πεδία υποβάθρου του WZW προτύπου για G = SU(2).

1
Για τον υπολογισμό του WZ όρο χρησιμοποιήσαμε το θεώρημα Stokes

∫
M H =

∫
Σ B.
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Διαλέγουμε την παραμετροποίηση των στοιχείων ομάδας

g(ψ, θ, φ) =

(
cos ψ + i cos θ sin ψ sin ψ sin θeiφ

− sin ψ sin θe−iφ cos ψ− i cos θ sin ψ

)
, (5.25)

με τις συντεταγμένες (ψ, θ, φ) να ανήκουν στα διαστήματα ψ ∈ [0, π], θ ∈ [0, π], φ ∈
[0, 2π]. Υπολογίζοντας τους πίνακες LA

µ και χρησιμοποιώντας την σχέση (4.35) βρίσκουμε

την μετρική του χώρου

ds2 =
k

2π
(dψ2 + sin2 ψ(dθ2 + sin2 θdφ2)) (5.26)

που είναι η μετρική της σφαίρας S3
. Στην παραμετροποίηση (5.25) η σφαίρα νοείται ως

η συγκόληση S2
σφαιρών κατά μήκος του διαστήματος ψ. Χρησιμοποιώντας την (5.22)

βρίσκουμε ότι η 3-μορφή δίνεται ως

H =
k
π

sin2 ψ sin θdψ ∧ dθ ∧ dφ (5.27)

Μια επιλογή βαθμίδας για το Kalb-Ramond πεδίο είναι η

B =
k

2π
(ψ− cos(ψ) sin(ψ)) sin(θ)dθ ∧ dφ (5.28)

Επομένως για την περίπτωση G = SU(2) η δράση (5.24) γράφεται σε συντεταγμένες κώνου

φωτός ως εξής

SWZW,k(ψ, θ, φ) =
k

2π

∫
Σ

d2σ(∂+ψ∂−ψ + sin2(ψ)(∂+θ∂−θ + sin2(θ)∂+φ∂−φ)

+ (ψ− cos(ψ) sin(ψ))(∂+θ∂−φ− ∂−θ∂+φ))

(5.29)

5.2.2 β-συνάρτηση

Στο προηγούμενο κεφάλαιο είδαμε ότι λόγω της γεωμετρίας του χειραλικού προτύπου χωρίς

στρέψη η βήτα συνάρτηση σε τάξη ενός βρόγχου είναι διάφορη του μηδενός. Συγκεκριμένα,

είναι ανάλογη του τανυστή Ricci ο οποίος για πολλαπλότητες ομάδας είναι ανάλογος του

τετραγωνικού Casimir .

Στην εργασία [64] ο Witten πρόσθεσε στο χειραλικό πρότυπο τον πλήρως αντισυμμετρικό
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WZ όρο (5.9) με μια πολλαπλασιαστική σταθερά a:

Sk(g) = − k
8π

∫
Σ

d2σTr(g−1∂ag, ηabg−1∂bg) +
ka
4π

∫
M

H (5.30)

και έδειξε ότι για να είναι κβαντικά σύμμορφο πρέπει a = 1. Οι εξισώσεις κίνησης του

πρότυπου (5.30) είναι

(1 + a)∂+L− + (1− a)∂−L+ = 0 , (5.31)

ή ισοδύναμα

(1 + a)∂−R+ + (1− a)∂+R− = 0 . (5.32)

Είναι προφανές ότι για a = 1 βρίσκουμε την χειραλικότητα των γεννητόρων της χαρακτη-

ριστικής συμμετρίας του WZW προτύπου (5.17).
2

5.3 Αναλλοίωτες ΣΘΠ κάτω από μετασχηματισμούς βαθμίδας

Σημαντική είναι η κατασκευή ΣΘΠ, βάση του WZW προτύπου, αναλλοίωτων κάτω από

μετασχηματισμούς βαθμίδας. Προς αυτή την κατεύθυνση θεωρούμε την δράση [70],

Sk(g, AL, AR) = Sk(g) +
k
π

∫
Σ

Tr(J+, AL
−)− Tr(J−, AR

+) + Tr(AL
−, DAR

+)

− k
2π

∫
Σ

Tr(AL
+, AL

−) + Tr(AR
+.AR

−) ,
(5.34)

όπου εισαγάγαμε τα πεδία AL
±, AR

± τα οποία εν γένει ανήκουν σε άλγεβρες διαφορετικών

υποομάδων HL, HR της G. Κάτω από τον μετασχηματισμό

g 7→ h−1
L (σ+, σ−)ghR(σ+, σ−) (5.35)

και απαιτώντας

AR
± = h−1

R AR
±hR − h−1

R ∂±hR, AL
± = h−1

L AL
±hL − h−1

L ∂±hL , (5.36)

2
Παρόλο που το πρότυπο (5.30) δεν είναι σύμμορφο είναι ολοκληρώσιμο, με το ζεύγος Lax να δίνεται ως

J± =
z

z∓ 1
(1∓ a)L± . (5.33)

Είναι προφανές ότι παρεμβάλεται μεταξύ του Χειραλικού για a = 0 και του WZW για a = 1, και είναι γνωστό

ως το Χειραλικό-WZ πρότυπο. Για τα άπειρα διατηρούμενα φορτία, τοπικά και μη τοπικά, παραπέμπουμε

στην εργασία [69]
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η δράση (5.34) μετασχηματίζεται ως

∆S = SWZ(h−1
L )− SWZ(hR)−

k
2π

∫
Tr(AR

+, ∂−hRh−1
R )− Tr(AL

+, ∂−hLh−1
L )

− k
2π

∫
Tr(AL

−, ∂+hLh−1
L )− Tr(AR

−, ∂+hRh−1
R )

(5.37)

Ο παραπάνω όρος μηδενίζεται μόνο υπό προυποθέσεις, τις οποίες και θα μελετήσουμε πα-

ρακάτω.

5.3.1 Αναλλοιώτητα βαθμίδας

Αρχικά θεωρούμε την περίπτωση hL = hR = h ∈ H και απαιτούμε τον μετασχηματισμό

g 7→ εL(h−1)gεR(h), h = h(σ+, σ−) ∈ H , (5.38)

να αποτελεί συμμετρία της WZW δράσης. Τα εL,R είναι διαφορετικοί ομοιομορφισμοί ομάδας

και αποτελούν εμβαπτίσεις της άλγεβρας h στην άλγεβρα g. Σε αυτήν την περίπτωση, οι

συνθήκες μηδενισμού του όρου (5.37), γνωστου στην βιβλιογραφία και ως ανωμαλίας [71],

είναι

Tr(εL(Ta), εL(Tb)) = Tr(εR(Ta), εR(Tb)) , (5.39)

όπου Ta
με a = 1, . . . dim H, οι γεννήτορες της άλγεβρας h. Οι WZ όροι στην (5.37)

ακυρώνονται χρησιμοποιώντας την (5.39) και την ιδιότητα του ομοιομορφισμού ομάδας. Ε-

πομένως η αναλλοίωτη δράση κάτω απο τον μετασχηματισμό βαθμίδας (5.36),(5.38) γράφεται

ως εξής
3

Sk(g, εL,R(A)) = Sk(g) +
k
π

∫
Σ

Tr(J+, εL(A−))− Tr(J−, εR(A+))

+ Tr(εL(A−), DgεR(A+))− Tr(εR(A+), εR(A−)) .
(5.40)

5.3.2 Διαγώνια βαθμίδα

Η πιο γνωστή και μελετημένη συμμετρία βαθμίδας είναι η διαγώνια ή διανυσματική βαθμίδα,

όπου οι εL, εR εμβαπτίσεις της άλγβερας h συμπίπτουν. Σε αυτήν την περίπτωση μπορούμε

3
Ο τελευταίος όρος στην (5.40) μπορεί να γραφτεί και ως Tr(εL(A+), εL(A−)) δεδομένης της σχέσης

(5.39).
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να ολοκληρώσουμε τα πεδία βαθμίδας μέσω των εξισώσεων κίνησης τους, οι οποίες είναι

αλγεβρικές εξισώσεις

A+ = (1− Dg)
−1 J+, A− = (1− DT

g )
−1 J−, A± ∈ h , (5.41)

και καταλήγουμε στην ενεργό δράση η οποία δίνεται ως

Sk(g) = Sk(g)− k
π

∫
Σ

Tr(J−, (1− Dg)
−1 J+)h . (5.42)

Σε αυτό το σημείο να επισημάνουμε ότι το παραπάνω αποτέλεσμα ισχύει για το όριο των

μεγάλων k, αφού η ολοκλήρωση των πεδίων στο ολοκλήρωμα δρόμου παράγει 1/k διορ-

θώσεις [75–77]. Επιπλέον προκύπτει το διαστελόνιο

e−2Φ = e−2Φ0 det(1− DT
g ) . (5.43)

Δεδομένης της συμμετρίας βαθμίδας και της διάστασης της υποομάδας H που αναβαθμίζουμε

σε τοπική, οι βαθμοί ελευθερίας του υποβάθρου του πρότυπου (5.42) είναι dim G− dim H.

Ενδιαφέροντα παραδείγματα της (5.42) είναι τα SU(2)/U(1) και SL(2R)/U(1) των οποίων

οι γεωμετρίες περιγράφονται στις [78,79] και στις [80,81].

Η (5.40), για την περίπτωση εL = εR, γράφεται σε μορφή όπου η συμμετρία βαθμίδας είναι

προφανής. Παραμετροποιώντας τα πεδία A± ∈ h με τα στοιχεία ομάδας h± ∈ H ως

A± = ∂±h±h−1
± (5.44)

και χρησιμοποιώντας την Polyakov-Weigmann ταυτότητα η δράση (5.40) γράφεται ως

Sk(g, h±) = Sk(g̃)− Sk(h̃) , (5.45)

όπου g̃ = h−1
− gh+ και h̃ = h−1

− h+. Είναι προφανές ότι οι μετασχηματισμοί βαθμίδας, με

την παραμετροποίηση (5.44), δίνονται ως

g 7→ L−1gL, h± 7→ Lh±, h = h(σ+, σ−) ∈ H , (5.46)

με αποτέλεσμα τα στοιχεία g̃, h̃ να παραμένουν αναλλοίωτα. Η δράση (5.45) περιγράφει μια

σύμμορφη θεωρία πεδίου G/H [72–74] με τανυστή ενέργειας/ορμής

TG/H = TG − TH , (5.47)
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του οποίου οι τρόποι ταλάντωσης Laurent ικανοποιούν την Virassoro άλγβερα με κεντρικό

φορτίο
4

cG/H =
2k dim G
2k + cG

− 2kH dim H
2kH + cH

. (5.48)

Τέλος να αναφέρουμε δύο διαφορετικές επεκτάσεις της διαγώνιας βαθμίδας. Για την πε-

ρίπτωση όπου η H ειναί αβελιανή και εL = −εR με εL τον ταυτοτικό τελεστή, η βαθμίδα

συμμετρίας καλείται συμμετρία αξονικής βαθμίδας [82–84], ενώ η περίπτωση όπου εR = ΩεL,

όπου Ω ένας αυτομορφισμός της Lie άλγεβρας που διατηρεί την μετρική, η βαθμίδα καλείται

ασσύμμετρη βαθμίδα [85].

5.3.3 Ασύμμετρες βαθμώσεις

Παρακάτω παρουσιάζουμε περιληπτικά τις ΣΘΠ σε ασύμμετρους χώρους πηλίκου [86].
5
Θα

υποθέσουμε ότι οι προηγούμενες ομάδες G και H γράφονται ως γινόμενα G = G1 × G2 ×
· · · × Gn και H = H1 × H2 × · · · × Hr. Στο κάθε WZW πρότυπο αντιστοιχίζουμε ένα

διαφορετικό επίπεδο ki, τα οποία θα οργανώσουμε σε ένα διάνυσμα k = (k1, k2, . . . , kn).

Στόχος μας είναι η κατασκευή μιας δράσης που συζευγνύει τα n WZW πρότυπα με τρόπο

αναλλοίωτο κάτω από τον μετασχηματισμό

g 7→ εL(h−1)gεR(h), g ∈ G , h ∈ H . (5.49)

όπου g = (g1, g2, . . . gn) και h = (h1, h2, . . . hr). Ο κάθε ομοιομορφισμός εL, εR είναι

ένας πίνακας n × r με στοιχεία εsi
που ορίζονται ως εsi : Hs → Gi με s = 1, . . . , r και

i = 1, . . . , n. Η αναλλοίωτη δράση κάτω απο τον μετασχηματισμό (5.49) δίνεται ως

SG/H =
n

∑
i=1

SWZW,ki(gi) +
n

∑
i=1

r

∑
s=1

Ssi , (5.50)

με

Ssi =
ki

2Iiπ

∫
Σ

Tri

(
εL(As

−)∂+gig−1
i − εR(As

+)g−1
i ∂−gi + εL(As

−)Dgi εR(As
+)

− 1
2

εL(As
−)εL(As

+)−
1
2

εR(As
−)εR(As

+)
)

,

(5.51)

4kH = xHk όπου xH είναι ο δείκτης εμβάπτισης της άλγβερας h στην g και δίνεται στην (5.54).

5
Η ιδέα της ασύμμετρης βάθμωσης ενός γινομένου WZW προτύπων παρουσιάστηκε για πρώτη φορά

στην [87].
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όπου Ii ο δείκτης Dynkin, δες παράρτημα Β, και τα πεδία βαθμίδας απαιτούμε να μετασχη-

ματίζονται ως

As
± 7→ h−1

s (As
± − ∂±)hs , s = 1, . . . , r . (5.52)

Η συνθήκη μηδενισμού της ανωμαλίας της (5.50) κάτω από τους μετασχηματισμούς (5.49),

(5.52) γράφεται ως

xLk = xRk (5.53)

και αποτελεί γενίκευση της (5.39). Τα xL, xR είναι s × i πίνακες που τα στοιχεία τους

έιναι οι δείκτες εμβάπτισης της εκάστοτε άλγεβρας hs στην άλγβερα gi και δίνονται από την

έκφραση

xsi =
Is

Ii

Tri(Riε
si(X), Riε

si(Y))
Trs(Rs(X), Rs(Y))

, X, Y ∈ hs , (5.54)

με Ri, Rs συγκεκριμένες αναπαράστασεις της gi και hs αντίστοιχα. Στην περίπτωση που ι-

σχύει η (5.54) η δράση (5.50) περιγράφει πρότυπα ορισμένα σε ασύμμετρους χώρους πηλίκου.

Το υπόβαθρο Nappi-Witten [88] και το πρότυπο GMM [89,90] μπορούν να περιγραφούν

μέσω αυτού του φορμαλισμού.

Συγκεκριμένα τα στοιχεία του προτύπου GMM είναι G = G1 × G2 και H μια κοινή τους

υποομάδα. Για να το περιγράψουμε στον παραπάνω φορμαλισμό θα πρεπει να προσδιορίσουμε

την δράση (5.49). Ο εL ομοιομορφισμός εμβαπτίζει την H στην G2 ενώ ο εR την H στην

G1. Συγκεκριμένα

εL = 1× ε12, εR = ε11 × 1 . (5.55)

Χρησιμοποιώντας την (5.55) μπορούμε να προσδιορίσουμε την δράση του προτύπου με την

συνθήκη μηδενισμού της ανωμαλίας (5.54) να γράφεται ως

k1x11 = k2x22 = k . (5.56)

Εκτενής ανάλυση του GMM προτύπου [86] έδειξε ότι αποτελεί μια ΣΘΠ με χαρακτηριστική

συμμετρία την (
Gk1

Hk
× Gk2

)
L
⊗
(

Gk2

Hk
× Gk1

)
R

, (5.57)

και ο τανυστής ενέργειας/ορμής του επιδέχεται την κατασκευή GKO

T(z) = TG1
k1

+ TG2
k2
− TH

x2k2

T̄(z̄) = T̄G1
k1

+ T̄G2
k2
− T̄H

x1k1
,

(5.58)
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με τα TG1
k1

και T̄G2
k2

να γράφονται συναρτήσει των ρευμάτων που ικανοποιούν τις Kac-Moody

άλγβερες στην (5.57). Εξαιτίας της σχέσης (5.56) το κεντρικό φορτίο του ολομορφικού

και αντιολομορφικού τομέα είναι το ίδιο. Τέλος να αναφέρουμε ότι για την περίπτωση

που G1 = G2 = SU(2) και H = U(1) το εν λόγω πρότυπο περιγράφει μια κλάση Tp,q

υποβάθρων [91].
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Κεφάλαιο 6

D-βράνες σε σ-πρότυπα

6.1 Σύμμορφες συνοριακές συνθήκες

΄Εως τώρα η ανάλυση μας περιορίστηκε σε σ-πρότυπα με την δισδιάστατη επιφάνεια Σ χωρίς

σύνορο. Από την οπτική της χορδής μια τέτοια επιφάνεια σαρώνεται όταν είναι κλειστή.

Στην αντίθετη περίπτωση, δηλαδή όταν είναι ανοιχτή, με την χωρική της συντεταγμένη να

ανήκει στο διάστημα σ ∈ [0, π], η δισδιάστατη επιφάνεια που σαρώνεται έχει σύνορο ∂Σ 6= 0

και η δυναμική της εξαρτάται απο τις συνοριακές συνθήκες (σ.σ.) που θα επιβάλουμε.

Η ομάδα συμμετρίας που χαρακτηρίζει μια σύμμορφη θεωρία πεδίου είναι δύο αντίγραφα της

Virassoro άλγεβρας. Στην περίπτωση που ο χώρος έχει σύνορο, οι συνοριακές συνθήκες

που επιβάλουμε οδηγούν στην μείωση ή και μη διατήρηση της, όπως στην περίπτωση (3.6).

Είναι σημαντικό οι συνοριακές συνθήκες που διαλέγουμε να διατηρούν μια αρκετά μεγάλη

υποομάδα της αρχικής ομάδας συμμετρίας έτσι ώστε η σύμμορφη συμμετρία να διατηρείται.

Αυτό εξασφαλίζεται από τις συνθήκες

T++|∂Σ = T−−|∂Σ , (6.1)

όπου |∂Σ υποδηλώνει ότι τα πεδία είναι υπολογισμένα στο σύνορο της επιφάνειας Σ. Οι

σ.σ. (6.1) καλούνται σύμμορφες και μειώνουν την αρχική ομάδα συμμετρίας, Virrc ⊕Virrc̄

σε ένα αντίγραφο. Η (6.1), για μια γενική θεωρία πεδίου, είναι ισοδύναμη με την απαίτηση

μηδενικής ροής ορμής από το σύνορο, T++|∂Σ = T−−|∂Σ → Tτσ|∂Σ = 0.
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6.2 D-βράνες στο WZW πρότυπο

Θα ξεκινήσουμε την ανάλυση μας με την θεώρηση συνόρου στο WZW πρότυπο. Οι σύμ-

μορφες βράνες που θα μελετήσουμε μπορούν να κατασκευαστούν με την μέθοδο των συνο-

ριακών καταστάσεων [65,92–99]. Για τους σκοπούς της διατριβής όμως, θα παρουσιάσουμε

την γεωμετρική τους περιγραφή. Συγκεκριμένα, θα μελετήσουμε δύο τρόπους πλήρους

προσδιορισμού της βράνης. Τον αλγεβρικό, όπου θα επιλύσουμε τις συνοριακές συνθήκες

αναγνωρίζοντας τις (D) και (N) συνοριακές συνθήκες για γενική ομάδα G και την προ-

σέγγιση σ-προτύπου, όπου θα υποθέσουμε μια γεωμετρία για την βράνη και θα βρούμε τις

συνοριακές συνθήκες στις οποίες αυτή αντιστοιχεί.

Αρχικά θα μελετήσουμε τις μέγιστα συμμετρικές βράνες για το WZW πρότυπο,
1
οι οποίες

είναι οι γνωστές κλάσεις συζυγίας της ομάδας G. ΄Επειτα θα περιγράψουμε τις βράνες

εναλλαγής και γενικευμένες βράνες εναλλαγής σε ένα γινόμενο Gk × Gk και Gk1 × Gk2

ΣΘΠ αντίστοιχα. Οι πρώτες είναι μέγιστα συμμετρικές, εφόσον διατηρούν την υποομάδα

που ορίζεται από τους μετασχηματισμούς

(g1, g2)|∂Σ 7→ (k1g1 , g2k−1
1 ), (g1, g2)|∂Σ 7→ (g1k−1

2 , k2g2)|∂Σ , (6.2)

στο σύνορο. Οι δεύτερες δεν αποτελούν μέγιστα συμμετρικές βράνες, αλλά διατηρούν την

συμμετρία

(g1, g2)|∂Σ 7→ (kg1k−1, kg2k−1)|∂Σ . (6.3)

του προτύπου, με αποτέλεσμα τα δύο αντίγραφα της ĝk1 ⊕ ĝk2 άλγερβας να μειώνονται στην

ĝk1+k2 στο σύνορο.

6.2.1 Επίλυση των συνοριακών συνθηκών

Για την επίλυση των συνοριακών συνθηκών θα ακολουθήσουμε τις εργασίες [100–104]. ΄Ε-

χουμε δείξει παραπάνω ότι η δυναμική του WZW προτύπου προσδιορίζεται από τα χειραλικά

ρεύματα J±. Επομένως είναι φυσικό να υποθέσουμε συνοριακές συνθήκες της μορφής

J+ = Ω(J−) (6.4)

1
Καλούνται μέγιστα συμμετρικές διότι πέρα από το ένα αντίγραφο της Virrasoro άλγβερας διατηρούν και

ένα αντίγραφο της ĝk άλγεβρας.
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όπου Ω ένας γραμμικός αντιστρέψιμος πίνακας Ω : g→ g του οποίου τα στοιχεία ορίζονται

ως Ω(Ta) = Ωa
bTb

. Δεδομένης της κατασκευής Sugawara του τανυστή ενέργεια/ορμής

και της απαίτησης (6.1), βρίσκουμε ΩTΩ = 1. Δεν είναι υποχρεωτικό για την διατήρηση

της σύμμορφης συμμετρίας του προτύπου, αλλά απαιτούμε επιπλέον οι συνθήκες (6.4) να

διατηρούν την άλγεβρα ĝk. Σε αυτήν την περίπτωση ο πίνακας Ω είναι ένας αυτομορφισμός

της άλγεβρας,

[Ω(TA), Ω(TB)] = Ω([TA, TB]) , (6.5)

δηλαδή διατηρεί τις σταθερές δομής της, f ABC
. Οι συνοριακές συνθήκες (6.4) είναι ορι-

σμένες στην άλγεβρα της ομάδας G. Για να τις επεκτείνουμε σε κάθε σημείο της πολλα-

πλότητας παρατηρούμε ότι γράφονται ως

∂+g = Ω(g)(∂−g) , (6.6)

όπου Ω(g)(X) = −Ω(g−1X)g με X ∈ TgG. ΄Οπως προαναφέραμε στο υποκεφάλαιο 3.2

οι (D), (N) κατευθύνσεις προσδιορίζονται απο τις ιδιοτιμές και τα ιδιοανύσματα του πίνακα

Ω(g). Συγκεκριμένα, οι (D) αντιστοιχούν στα ιδιοανύσματα με ιδιοτιμή −1 ενώ οι (N) στα

υπόλοιπα. Αναλυτική μελέτη της λύσης της (6.6), που βασίζεται στον διαχωρισμό της στον

χώρο παράλληλο και κάθετο στην βράνη, καταλήγει σε βράνες που περιγράφονται από τις

στραμμένες κλάσεις συζυγίας της ομάδας G

Cω
f = {ω(h) f h−1|∀h ∈ G} , (6.7)

όπου f είναι ένα σταθερό στοιχείο του Cartan τόρου, T (G).

Οι συνοριακές συνθήκες (6.4) γράφονται στην οικεία μορφή (3.13), παραμετροποιώντας τα

στοιχεία ομάδας g με τις συντεταγμένες Xµ
. Σε αυτή την περίπτωση οι (6.6) γράφονται ως

∂+Xµ = Ω(X)µ
ν∂−Xν , (6.8)

όπου Ω(X)
µ
ν = −(R−1ΩL)µ

ν . Αλλάζοντας στις κανονικές συντεταγμένες (τ, σ) και λαμ-

βάνοντας υπόψη τον διαχωρισμό σε χώρο κάθετο και παράλληλο στην βράνη οι (6.8) παίρ-

νουν την μορφή

(1 + Ω(X))∂σX|| = (1−Ω(X))∂τX|| ,

(1 + Ω(X))∂σX⊥ = (1−Ω(X))∂τX⊥ .
(6.9)
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Σύμφωνα με την παραπάνω ανάλυση Ω(X)⊥ = −1 και καταλήγουμε στις (D) συνοριακές

συνθήκες

∂τX⊥ = 0 (6.10)

Στρέφοντας την προσοχή μας προς τις συντεταγμένες παράλληλες στις κλάσεις συζυγίας,

παρατηρούμε ότι ο πίνακας (1 + Ω(X))|| είναι αντιστρέψιμος και βρίσκουμε ότι οι (N)

συνοριακές συνθήκες είναι της μορφής

∂σX|| =
1−Ω(X)

1 + Ω(X)
∂τX|| , (6.11)

από όπου προσδιορίζουμε την 2-μορφή στο εσωτερικό της D-βράνης.

Ως παράδειγμα θα παρουσιάσουμε τις σχέσεις (6.9), (6.11) για Ω = 1 και για την G =

SU(2), όπου ο χώρος υποβάθρου είναι ο S3
. Διαλέγουμε την παραμετροποίηση (5.25). Σε

αυτήν την περίπτωση βρίσκουμε

Ω(X) = R−1L =

 −1 0 0
0 − cos 2ψ − sin θ sin 2ψ

0 sin 2ψ csc θ − cos 2ψ

 (6.12)

Από την μορφή του πίνακα συμπερένουμε ότι έχουμε πάντα μια D κατεύθυνση κατά μήκος

της ψ συντεταγμένης, σε συμφωνία με την γεωμετρία (6.7) για Ω = 1.2 Διαφορετικά, οι

D-βράνες που περιγράφονται από τον πίνακα (6.12) είναι ομόκεντρες S2
σφαίρες γύρω από

σταθερά σημεία στην ψ-συντεταγμένη (κλάσεις συζυγίας της SU(2)) με επαγόμενη μετρική

dŝ2 =
k

2π
sin2 ψ(dθ2 + sin2 θdφ2), ψ = σταθ . (6.14)

Τέλος χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (6.11), (6.12) και την μετρική (6.14) μπορούμε να

εξάγουμε την 2-μορφή

ω = − k
4π

sin 2ψ sin θdθ ∧ dφ . (6.15)

Γνωρίζοντας τα πεδία (6.14), (6.15) μπορούμε να υπολογίσουμε την ενέργεια των παραπάνω

2
Από την εξίσωση (6.7) και χρησιμοποιώντας την παραμετροποίηση (5.25) βρίσκουμε ότι κάθε σημείο

της βράνης ικανοποιεί την εξίσωση

Tr(g|∂Σ) = Tr( f ) = 2 cos(ψ) = σταθ. (6.13)
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βρανών χρησιμοποιώντας την DBI δράση (3.15)

SDBI(ψ) =
∫
Cψ

√
det(ĝ + ω̂) = 2k sin ψ . (6.16)

Από την σχέση (6.16) συμπεραίνουμε ότι η ενέργεια ελαχιστοποιείται για ψ = 0, π, δηλαδή

για τις σημειακές βράνες. Παρακάτω θα αποδείξουμε ότι υπάρχουν επιπλέον σημεία όπου

μπορούν να οριστούν σταθερές βράνες μεγαλύτερης διάστασης.

6.2.2 Προσσέγγιση σ-προτύπου

Σε αυτό το σημείο θα αναλύσουμε την προσέγγιση του σ-προτύπου για τον προσδιορισμό

της γεωμετρίας των D-βρανών [102,105–107], η οποία βασίζεται στην αντίστροφη διαδικασία

σε σχέση με την αλγεβρική που παρουσιάσαμε προηγουμένως. Θα επικεντρωθούμε στην

περίπτωση που ο πίνακας Ω δρα τετριμμένα, ενώ η μη τετριμμένη περίπτωση έχει συμπερι-

ληφθεί στα παραρτήματα. Συγκεκριμένα, θα δείξουμε ότι η γεωμετρία Cω=1
f ≡ C f με την

κατάλληλη 2-μορφή, η οποία θα προσδιοριστεί από απαιτήσεις μαθηματικής συνέπειας της

δράσης παρουσία συνόρου, αντιστοιχεί στις σ.σ. (6.4). Επιπλέον θα βρούμε την μειωμένη

χαρακτηριστική συμμετρία του WZW προτύπου και τέλος θα δείξουμε ότι λόγω τοπολογι-

κών επιχειρημάτων οι επιτρεπτές θέσεις των D-βρανών είναι κβαντισμένες.

Στην περίπτωση που η επιφάνεια Σ έχει σύνορο, ο WZ όρος δεν μπορεί να οριστεί, δεδο-

μένου ότι δεν υπάρχει χώρος M με σύνορο το Σ όταν το τελευταίο έχει σύνορο. Για να

ξεπεράσουμε αυτό το πρόβλημα επεκτείνουμε τον χάρτη g σε ένα g̃ που ορίζεται ως

g̃ : Σ′ = Σ ∪ D → G , (6.17)

με D μοναδιαίο δίσκο έτσι ώστε ∂Σ′ = 0 και g̃(D) ⊂ C f . Ισχύει ότι ∂D = −∂Σ (το

πρόσημο υποδεικνύει την φορά διαγραφής της καμπύλης). Ταυτόχρονα, η δράση πρέπει να

είναι αναλλοίωτη κάτω από συνεχείς παραμορφώσεις του δίσκου μέσα στην κλάση συζυγίας,

εφόσον έχουμε απαιτήσει συνοριακές συνθήκες. Για να το πετύχουμε αυτό η WZW δράση

τροποποιείται με την προσθήκη ενός επιπλέον όρου επί του δίσκου D

Sk =
1
π

∫
Σ

Lk(g) +
1
π

∫
M

HWZ −
1
π

∫
D

ω . (6.18)

Ο χώρος M έχει σύνορο την κλειστή επιφάνεια Σ′, ∂M = Σ′, και η 2-μορφή ω ορίζεται
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στην βράνη και ικανοποιεί την σχέση [108]

H|C f = dω . (6.19)

Για να οριστεί ο WZ όρος θα πρέπει να επεκτείνουμε το g̃ σε g̃′ : M → G ετσι ώστε

g̃′|∂M = g̃, με αποτέλεσμα η δράση (6.18) να εξαρτάται απο διαφορετικές επιλογές του

εσωτερικού χωρίου που καταλήγουν στο ίδιο σύνορο. Η διαφορά των δράσεων δύο τέτοιων

χώρων M1, M2 δίνεται από [65,100,102,110]

∆S =
1
π

∫
Z

HWZ −
1
π

∫
S

ω , (6.20)

όπου Z = M1 −M2 με ∂Z = S = D1 − D2 και g̃(S) ⊂ C f , βλ. σχήμα 6.1.

Σχήμα 6.1: Συγκόληση των χώρων M1 και M2 κατά μήκος του g(Σ) και των D1 και D2
κατά μήκος του g(∂Σ).

΄Οπως και στην περίπτωση του WZW προτύπου χωρίς σύνορο, για να είναι το ολοκλήρωμα

διαδρομής καλά ορισμένο πρέπει η (6.20) να είναι ανάλογη του 2πZ. Αυτή η τοπολογική

απαίτηση οδηγεί στην κβάντωση των στοιχείων f άρα και των θέσεων των σταθερών βρανών

που δεν εκφυλίζονται σε σημειακές. Συγκεκριμένα, για την περίπτωση της G = SU(2)

βρίσκουμε k τέτοιες βράνες στα σημεία [65]

fn = exp (iψnT3) , ψn =
nπ

k
, n = 0, . . . , k , (6.21)

59



εκ των οποίων δύο είναι μηδενικής διάστασης και οι υπόλοιπες k− 1 είναι S2
-σφαίρες.

Για τον προσδιορισμό της 2-μορφής ω θα χρησιμοποιήσουμε την συνθήκη (6.19) και την

γεωμετρία των βρανών που μελετάμαι. Δεδομένης της Polyakov-Weigmann (5.18) ταυ-

τότητας βρίσκουμε ότι [102,105,107]

ω = kTr(h−1dh ∧ f h−1dh f−1) , (6.22)

η οποία ισοδύναμα γράφεται και ως

ω = kTr(g−1dg ∧ (Dg − 1)(Dg + 1)−1g−1dg) , (6.23)

που συμφωνεί με την 2-μορφή που ορίζεται από τις συνοριακές συνθήκες (6.11).

΄Οπως έχουμε ήδη αναφέρει, το WZW πρότυπο διαθέτει την χειραλική συμμετρία (5.17) με

γεννήτορες τα ρεύματα J±. Παρουσία των βρανών C f διατηρείται στο σύνορο η διαγώνια

υποομάδα της, δηλαδή η

g 7→ kL(σ+)gk−1
R (σ−) με kL(τ)|∂Σ = kR(τ)|∂Σ . (6.24)

Προς απόδειξη της παραπάνω πρότασης, αρχικά παρατηρούμε ότι οι βράνες C f παραμένουν

αναλλοίωτες κάτω απο τον μετασχηματισμό (6.24):

h f h−1 → kh f h−1k−1 = h′ f h′−1
(6.25)

με h′ = kh. Η μεταβολή των δύο πρώτων όρων της δράσης (6.18) κάτω από τον μετασχη-

ματισμό (6.24) ισούται με

k
π

∫
D

Tr(k−1dk, Dgk−1dk− g−1dg− dgg−1) (6.26)

και ακυρώνεται από την μεταβολή του τρίτου, με αποτέλεσμα η (6.18) να παραμένει αναλλο-

ίωτη.

Τέλος θα βρούμε τις συνοριακές συνθήκες που ικανοποιούν οι βράνες C f . Μεταβάλλοντας

τον κινητικό όρο στην (6.18) βρισκουμε έναν εσωτερικό και έναν συνοριακό όρο

δSκιν. = δ
∫

Σ
Lk(g) = δSκιν.|Σ +

k
π

∫
∂Σ

Tr(g−1δg, Tr(g−1∂σg)) . (6.27)

Δεδομένης της γεωμετρίας των κλάσεων συζυγίας βρίσκουμε ότι στο σύνορο ισχύουν οι
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σχέσεις

g−1δg|∂Σ = (DT
g − 1)δhh−1 ,

δgg−1|∂Σ = (1− Dg)δhh−1 ,
(6.28)

με αποτέλεσμα η (6.27) να γράφεται ως

δSκιν. = δSκιν.|Σ +
k
π

∫
∂Σ

Tr(δhh−1, ∂σgg−1 − g−1∂σg)) . (6.29)

Μεταβάλλοντας τον WZ όρο βρίσκουμε δύο ολοκληρώματα, ένα επί του Σ και ένα επί του

D, ενώ μεταβάλλοντας τον τρίτο όρο της δράσης καταλήγουμε στην έκφραση

δSω = δSω|D −
k
π

∫
∂D

Tr(δhh−1, (Dg − DT
g )∂τhh−1)

= δSω|D +
k
π

∫
∂D

Tr(δhh−1, ∂τgg−1 + g−1∂τg) .
(6.30)

Συλλέγοντας τα παραπάνω αποτελέσματα, βρίσκουμε ότι η συνολική συνοριακή συνεισφορά

ισούται με
3

δSk|∂Σ =
k
π

∫
∂Σ

Tr(δhh−1, ∂+gg−1 + g−1∂−g) . (6.31)

Είναι προφανές ότι ο μηδενισμός της οδηγεί στις γνωστές σύμμορφες συνοριακές συνθήκες

(6.4), αποδεικνύοντας ότι οι κλάσεις συζυγίας με την 2-μορφή (6.22) ορίζουν βράνες που

αποτελούν λύση τους.

6.3 Βράνες εναλλαγής

6.3.1 Συμμετρίες και συνοριακές συνθήκες

Προηγουμένως μελετήσαμε τις σύμμορφες βράνες στο WZW πρότυπο. Βρήκαμε ότι περι-

γράφονται από τις κλάσεις συζυγίας της εκάστοτε ομάδας με μια καλώς ορισμένη 2-μορφή

στο εσωτερικό τους. Η προφανής επέκταση της προηγούμενης γεωμετρίας βρανών σε ένα

γινομένο WZW προτύπων Gk × Gk είναι η

(g1, g2)|∂Σ = (C f1 , C f2) , (6.32)

3
Οι όροι στο εσωτερικό της δισδιάτατης επιφάνειας δίνουν τις εξισώσεις κίνησης του WZW προτύπου

ενώ αυτοί επί του δίσκου αλληλοακυρώνονται.
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την οποία χάριν απλότητας θα την συμβολίζουμε με C f1 f2 . Η γεωμετρία (6.32) διατηρεί ένα

αντίγραφο της κάθε Kac-Moody άλγεβρας ĝk στο σύνορο, και η μειωμένη συμμετρία του

προτύπου παρουσία των βρανών C f1 f2 είναι η

(g1, g2)|∂Σ 7→ (k1g1k−1
1 , k2g2k−1

2 ) . (6.33)

Οι συνοριακές συνθήκες που περιγράφουν την γεωμετρία (6.32) είναι οι

J1+|∂Σ = J1−|∂Σ , J2+|∂Σ = J2−|∂Σ . (6.34)

Μια διαφορετική κλάση βρανών που μπορεί να οριστεί στο συγκεκριμένο πρότυπο είναι οι

βράνες εναλλαγής [103,113,114]
4

(g1, g2)|∂Σ = {h1 f1h−1
2 , h2 f1h−1

1 |∀h1, h2 ∈ G} , (6.35)

τις οποίες χάριν απλότητας θα συμβολίζουμε με Cπ
f1 f2 . Η γεωμετρία (6.35) διατηρεί στο

σύνορο την υποομάδα που παράγεται από τον μετασχηματισμό

(g1, g2)|∂Σ 7→ (k1g1k−1
2 , k2g2k−1

1 ) (6.36)

και αντιστοιχεί σε συνοριακές συνθήκες που ταυτίζουν τους γεννήτορες των μετασχηματι-

σμών G1(σ+)|L × G2(σ−)|R με τους G2(σ−)|L × G1(σ−)|R, δηλαδή

J1+|∂Σ = J2−|∂Σ , J2+|∂Σ = J1−|∂Σ . (6.37)

Προς απόδειξη της παραπάνω πρότασης θα πρέπει, όπως προηγουμένως, να βρούμε κατάλ-

ληλη 2-μορφή που να ικανοποιεί την σχέση (6.19) για την γεωμετρία (6.35). ΄Ενας απλός

υπολογισμός δίνει

2

∑
i=1

HWZ(gi)|Cπ
f1 f2

=
2

∑
i=1

H(hi) + H(h−1
i ) + kdTr(h−1

i dhi ∧ fih−1
i+1dhi+1 f−1

i )

= k
2

∑
i+1

dTr(h−1
i dhi ∧ fih−1

i+1dhi+1 f−1
i ) ,

(6.38)

4
Οι βράνες εναλλαγής μελετήθηκαν αλγεβρικά με την μέθοδο των συνοριακών καταστάσεων στην [112].
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όπου ο δείκτης i ορίζεται ως i = i + 2. Συνεπώς η επαγόμενη μορφή στο εσωτερικό των

βρανών να είναι η [113]

ω = k
2

∑
i+1

Tr(h−1
i dhi ∧ fih−1

i+1dhi+1 f−1
i ) . (6.39)

Τώρα είμαστε σε θέση να βρούμε τις σ.σ. (6.37). Μεταβάλλοντας τον κινητικό όρο της

δράσης του προτύπου και χρησιμοποιώντας τις ταυτότητες

g−1
i δgi|∂Σ = DT

i δhih−1
i − δhi+1h−1

i+1 ,

δgig−1
i |∂Σ = δhih−1

i − Diδhi+1h−1
i+1 , i = 1, 2 ,

(6.40)

βρίσκουμε ότι

δSκιν.|∂Σ =
k
π

∫
∂Σ

Tr(δh1h−1
1 , ∂σg1g−1

1 − g−1
2 ∂σg2)

+
k
π

∫
∂Σ

Tr(δh2h−1
2 , ∂σg2g−1

2 − g−1
1 ∂σg1) .

(6.41)

Μεταβάλλοντας την 2-μορφή (6.39) βρίσκουμε

δSω|∂D =
k
π

∫
∂D

Tr(δh1h−1
1 , (DT

2 − D1)∂τh2h−1
2 ) + Tr(δh2h−1

2 , (DT
1 − D2)∂τh1h−1

1 )

=
k
π

∫
∂D

Tr(δh1h−1
1 , ∂τg1g−1

1 + g−1
2 ∂τg2) + Tr(δh2h−1

2 , ∂τg2g−1
2 + g−1

1 ∂τg1)

(6.42)

Τέλος, συνδυάζοντας τις (6.41), (6.42) καταλήγουμε στην συνολική συνοριακή συνεισφορά

η οποία είναι η

δS|∂Σ =
k
π

∫
∂Σ

Tr(δh1h−1
1 , ∂+g1g−1

1 + g−1
2 ∂−g2) + Tr(δh2h−1

2 , ∂+g2g−1
2 + g−1

1 ∂−g1) .

(6.43)

Είναι προφανές ότι ο μηδενισμός της οδηγεί στις σ.σ. (6.37) που αναμέναμε.

6.3.2 Βράνες εναλλαγής στο SU(2)k × SU(2)k πρότυπο

Για γενική πολλαπλότητα ομάδας G οι βράνες εναλλαγής είναι (dG + dC f )-διάστατες υπο-

πολλαπλότητες, όπου dG και dC f υποδηλώνουν την διάσταση της ομάδας και των κλάσεων
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συζυγίας αντίστοιχα. Για συγκεκριμένες τιμές των στοιχείων f1, f2 έχουν χαμηλότερη δι-

άσταση. Συγκεκριμένα για f1 = f−1
2 ισχυεί g1|∂Σ = g−1

2 |∂Σ στο σύνορο με αποτέλεσμα η

βράνη να είναι dG-διάστατη.

Στην περίπτωση του SU(2)k × SU(2)k WZW προτύπου ο χώρος υποβάθρου ειναι S3 × S3

και είναι εξαδιάστατος. ΄Ολα τα σημεία της βράνης ικανοποιούν την σχέση Tr(g1g2) =

Tr( f1 f2) = σταθ. Επιλέγοντας συγκεκριμένη παραμετροποίηση των στοιχείων ομάδας βρι-

σκουμε ότι η προηγούμενη σχέση δίνει για τα σημεία της βράνης [113]

Tr(g1g2) = cos θ1 cos θ2 cos(φ̃1 + φ̃2)− sin θ1 sin θ2 cos(φ1 + φ2) = σταθ . (6.44)

Επομένως, για f1 6= f−1
2 η βράνες εναλλαγής είναι πενταδιάστατες και είναι τοπολογικά

ισοδύναμες με την πολλαπλότητα S2 × S3
. Για f1 = f−1

2 η παραπάνω εξίσωση οδηγεί στις

συνθήκες

φ̃1 = −φ̃2, θ1 = θ2, φ2 = φ1 ± π (6.45)

και η βράνη είναι η S3
-σφαίρα εμβαπτισμένη με τρόπο διαγώνιο και συμμετρκό μεταξύ των

δύο SU(2) ομάδων.

6.4 Γενικευμένες βράνες εναλλαγής

Στην περίπτωση ενός Gk1 × Gk2 προτύπου οι βράνες εναλλαγής δεν ορίζονται. Πιο συ-

γκεκριμένα, λόγω των διαφορετικών επιπέδων k1 6= k2 η 3-μορφή, HWZ, του προτύπου

υπολογισμένη στην βράνη (6.35) δεν ικανοποιεί την (6.38). Παρακάτω θα παρουσιάσουμε

γενικεύσεις των βρανών (6.35), συνεπείς με την περίπτωση των άνισων επιπέδων [115].

Σε αυτή την κατεύθυνση θεωρούμε την παρακάτω γεωμετρία

Dπ
f =

{(
(h1 f h−1

2 )k′2 , (h2 f h−1
1 )k′1

)
=
(

v1
k′1 , v2

k′2
)
|∀ h1 , h2 ∈ G

}
, (6.46)

με k′i = ki/ρ όπου ρ = ΜΚΔ(k1, k2), και f ∈ T (G) σταθερό στοιχείο της ομάδας.

Προφανώς για την περίπτωση των ίσων επιπέδων k1 = k2 η γεωμετρία (6.46) καταλήγει

στην (6.35). Η εξίσωση (6.46) περιγράφει τις γενικευμένες βράνες εναλλαγής. Η διάσταση

τους είναι (dG + dC f ). Για την περίπτωση f = e, όπου e το ταυτοτικό στοιχείο της ομάδας,
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βρίσκουμε την πιο απλή γεωμετρία

Dπ
e =

{(
vk′2 , v−k′1

)
| ∀ v = h1h−1

2 ∈ G
}

, (6.47)

και η διάσταση των αντίστοιχων βρανών είναι dG. Εισαγάγαμε τις δυνάμεις k′i διότι θέλουμε

να βρούμε μια 2-μορφή που να αποτελεί λύση της εξίσωσης (6.19). ΄Οπως αποδείχθηκε

στην [115] αυτή δίνεται από

ω =
k′1k′2

k

(
Tr(h−1

1 dh1 ∧ f h−1
2 dh2 f−1) + Tr(h−1

2 dh2 ∧ f h−1
1 dh1 f−1)

)
+ k1

k′2−1

∑
i=1

(k′2 − i)Tr(gig−1dgg−i ∧ g−1dg)|g=h1 f h−1
2

+ k2

k′1−1

∑
i=1

(k′1 − i)Tr(gig−1dgg−i ∧ g−1dg)|g=h2 f h−1
1

.

(6.48)

Παρακάτω θα δείξουμε ότι οι συνοριακές συνθήκες στις οποίες αντιστοιχεί η γεωμετρία

(6.46), συσχετίζουν τον διαγώνιο συνδυασμό των γεννητόρων της κάθε Kac-Moody συμ-

μετρίας. Ο διαγώνιος όμως συνδυασμός τους δεν ικανοποιεί την συνθήκη (6.1). Επομένως

φαινομενικά οι γενικευμένες βράνες δεν διατηρούν την σύμμορφη συμμετρία του προτύπου.

Παρ΄ όλ΄ αυτά στην εργασία [115] αποδείχθηκε ότι για G = SU(2) αποτελούν λύσεις της

DBI δράσης, αποδεικνύοντας έτσι ότι είναι σύμμορφες.
5

Δεδομένης της γεωμετρίας (6.46) και της επαγόμενης 2-μορφής (6.48) μπορούμε να βρούμε

τις συνοριακές συνθήκες στις οποίες αντιστοιχούν. Αυτές υπολογίστηκαν στην [114] και

βρέθηκαν

k1 J1+ + k2 J2+|∂Σ = −k1 J1− − k2 J2−|∂Σ , (6.49)

σε συμφωνία με την συμμετρία (6.3).

Τέλος θα αναλύσουμε την κβάντωση των στοιχείων f στην (6.46). ΄Οπως έχουμε αναφέρει

στην περίπτωση του WZW προτύπου, ο WZ όρος εισάγει ασάφειες τοπολογικής φύσεως,

οι οποίες για να μην έχουν επίδραση στην θεωρία θα πρέπει να ισχύει∫
S3

HWZ −
∫

S2
ωWZ ∈ 2πZ , (6.50)

ή διαφορετικά θα πρέπει το πεδίο F = B − ω, με B το Kalb-Ramond πεδίο, να έχει

5
Για γενική ομάδα αποδείχθηκε στην [116]. Επίσης, έχουν κατασκευαστεί με την μέθοδο των συνοριακών

καταστάσεων στην [117].

65



κβαντισμένη ροή μέσα από οποιαδήποτε S2
-σφαίρα εμβαπτισμένης στην εκάστη βράνη [109].

Στην περίπτωση μας, η βράνη περιγράφεται από μια εμβάπτιση του γινομένου G × C( f 2)

στον χώρο G× G ως ακολούθως

G× C( f 2) 3 (g, c) 7→ (gk′2 , (cg−1)k′1) ∈ Dπ( f ) . (6.51)

Δεδομένου ότι ο μη τετριμμένος 2-κύκλος προέρχεται μόνο από την κλάση συζυγίας μπορο-

ύμε να περιοριστούμε στην υποπολλαπλότητα {e}× C( f 2) της οποίας η εικόνα στο γινόμενο

G× G είναι η {e} × C( f 2k′1). Η 2-μορφή (6.48) ισούται τότε με την 2-μορφή στις κλάσεις

συζυγίας για ένα Gk2 πρότυπο. Επομένως συμπεραίνουμε ότι οι επιτρεπτές γενικευμένες

βράνες είναι ίδιες σε αριθμό με τις μέγιστα συμμετρικές κλάσεις συζυγίας για ένα Gκ πρότυ-

πο, όπου κ = ΕΚΠ(k1, k2) = ρk′1k′2. Προφανώς η ίδια ανάλυση ισχύει και για τις βράνες

εναλλαγής, για τις οποίες βρίσκουμε ότι είναι ίδιες σε αριθμό με τις κλάσεις συζυγίας σε

ένα Gk πρότυπο.

6.5 Ολοκληρώσιμες συνοριακές συνθήκες

΄Οπως έχουμε δει, στην περίπτωση σύμμορφων θεωριών πεδίου είναι εφικτός ο ορισμός συ-

νοριακών συνθηκών που οδηγούν σε συνεπή υπόβαθρα της θεωρίας χορδών. Η απαίτηση

είναι ο ολομορφικός και αντιολομορφικός τομέας του τανυστή ενέργειας/ορμής να ταυτίζο-

νται στο σύνορο. Στην περίπτωση ενός γενικού σ-προτύπου η εύρεση συνεπών συνοριακών

συνθηκών με την θεωρία χορδών είναι δυσκολότερη. Παρακάτω περιγράφουμε τον τρόπο

με τον οποίο μπορούμε να προσεγγίσουμε το συγκεκριμένο πρόβλημα για ολοκληρώσιμα

πρότυπα. Η μέθοδος βασίζεται στις εργασίες [118,119] και εφαρμόστηκε σε διάφορα παρα-

δείγματα ολοκληρώσιμων θεωριών όπως οι Toda θεωρίες πεδίου [120], το Green-Schwartz

σ-πρότυπο [121], το χειραλικό πρότυπο [122], το O(N) σ-πρότυπο [123,124] και τις ανοιχτές

αλυσίδες ιδιοστροφορμής [125,126].

Στην περίπτωση ενός σ-προτύπου ορισμένου σε μια επιφάνεια Σ με σύνορο, ο μονόδρομος

πίνακας (4.8) δεν παράγει διατηρούμενα φορτία. Για τον λόγο αυτό θα τον τροποποιήσουμε

κατάλληλα. Ο καινούργιος πίνακας, γνωστός ως συνοριακός μονόδρομος πίνακας Tb(z),

γεννά υπό συνθήκες άπειρο αριθμό μη τοπικών διατηρούμενων φορτίων.

Στηριζόμενοι στην μέθοδο των ειδώλων θεωρούμε ένα αντίγραφο της θεωρίας στο πεπε-

ρασμένο διάστημα ορισμού της και δρούμε σε αυτό με τον τελεστή ανάκλασης R : σ →
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2π− σ.6 Ο συνοριακός μονόδρομος πίνακας ορίζεται ως το γινόμενο του πίνακα μεταφοράς

στο διάστημα σ ∈ [0, π] με τον ίδιο στην ανακλώμενη περιοχή. Επομένως

Tb(z) = TΩ
R (2π, π; z)T(π, 0; z) . (6.52)

Ο πίνακας μεταφοράς στην ανακλώμενη περιοχή ορίζεται απο τις ανακλώμενες τιμές του ζε-

ύγους Lax (θα γίνουμε πιο συγκεκριμένοι παρακάτω). Προς χάριν της γενικότητας έχουμε

χρησιμοποιήσει τις ανακλώμενες τιμές του γενικευμένου πίνακα μεταφοράς (4.15) στον ορι-

σμό (6.52). ΄Οπως και στην περίπτωση της κλειστής χορδής απαιτούμε ο πίνακας (6.52) να

γεννά άπειρο σύνολο διατηρούμενων φορτίων, δηλαδή η χρονική παράγωγος του να γράφεται

στην μορφή
7

∂τTb(z) = [Tb(z), N(z)] , (6.53)

για κάποιο πίνακα N(z). Για την ώρα θα υποθέσουμε ότι η δράση της ανακλάσης στον

πίνακα μεταφοράς είναι ισοδύναμη με τον αρχικό πίνακα με μετασχηματισμένη φασματική

παράμετρο zR = f (z). Δηλαδή θα υποθέσουμε την ταυτότητα
8

TR(2π, π; z) = T(0, π; zR) . (6.54)

Χρησιμοποιώντας την (6.54) και την σχέση (4.9) βρίσκουμε ότι η χρονική παράγωγος του

μονόδρομου πίνακα είναι
9

∂τTb =[TΩ(0, π; zR)LΩ
τ (π; zR)−LΩ

τ (0; zR)TΩ(0, π; zR)]T(π, 0; z)

+ TΩ(0, π; zR)[T(π, 0; z)Lτ(0; z)−Lτ(π; z)T(π, 0; z)] .
(6.55)

Για την επιλογή N(z) = Lτ(τ, 0, zR) και απαιτώντας τις συνοριακές συνθήκες

Lτ(τ, 0(π); z)|∂Σ = ΩLτ(τ, 0(π); zR)|∂Σ (6.56)

και στα δύο άκρα της χορδής, η σχέση (6.53) ικανοποιείται με αποτέλεσμα οι (6.56) να

διατηρούν την ολοκληρωσιμότητα του προτύπου.

Τέλος αναφέρουμε ότι μπορούμε να συμπεριλάβουμε γενικότερους μετασχηματισμούς στον

πίνακα μεταφοράς στην ανακλώμενη περιοχή, δεδομένου ότι μπορούμε να βρούμε κατάλληλες

6
Παρακάτω θα ορίσουμε πιο περίπλοκες δράσεις του τελεστή R.

7
Θυμίζουμε ότι στην περίπτωση αυτή δυνάμεις του ίχνους του πίνακα Tb(z) διατηρούνται.

8
Αρκετά από τα μοντέλα που θα μελετήσουμε ικανοποιόυν την ταυτότητα (6.54).

9
Χάριν απλότητας ορίσαμε TΩ(z) = ΩT(z)
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συνοριακές συνθήκες και τον πίνακα N(z) έτσι ωστε η (6.53) να ισχύει. Λόγου χάρη

μπορούμε να κατασκευάσουμε τον μονόδρομο πίνακα [183]

Tb(z) = TgΩ(2π, π; λ̃, z̃)T(π, 0; λ, z)

= ω(g(0))T(0, π; {λ̃R}, z̃R)ω(g(π)−1)T(π, 0; {λ}, z) ,
(6.57)

όπου {λ} = (λ1, λ2, . . . , λN) συλλογή κάποιων παραμέτρων, {λ̃R} συνάρτηση των πα-

ραμέτρων αυτών και έχουμε συμπεριλάβει και έναν μετασχηματισμό βαθμίδας όπως στην

(4.18). Οι ολοκληρώσιμες συνοριακές συνθήκες σε αυτή την περίπτωση είναι οι

Lτ(τ, 0(π); {λ}, z)|∂Σ = Ω(gLτ(τ, 0(π); {λR}, zR)g−1 + ∂τgg−1)|∂Σ . (6.58)

6.5.1 Ολοκληρώσιμες συνοριακές συνθήκες στο χειραλικό πρότυπο

Παρακάτω θα εφαρμόσουμε την μέθοδο εύρεσης ολοκληρώσιμων συνοριακών συνθηκών στο

χειραλικό πρότυπο. Στην περίπτωση αυτή ο τελεστής της ανάκλασης ορίζεται ως R : σ →
2π − σ, με αποτέλεσμα τα πεδία Lτ, Lσ στην (4.27) να μετασχηματίζονται ως

Lτ(σ)→ LR
τ (σ) = Lτ(2π − σ), Lσ(σ)→ LR

σ (σ) = −Lσ(2π − σ) . (6.59)

Χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (6.59) και τον ορισμό του ανακλώμενου πίνακα (4.42) βρίσκου-

με ότι

TΩ
R (2π, π; z) = TΩ(0, π;−z) . (6.60)

Από τις σχέσεις (6.55), (6.56) συμπεραίνουμε ότι για να διατηρείται ο μονόδρομος πίνακας

πρέπει να απαιτήσουμε τις συνοριακές συνθήκες

Lτ(z)|∂Σ = ΩLτ(−z)|∂Σ , (6.61)

οι οποίες, βάση του ορισμού (4.40), είναι ισοδύναμες με τις

L+|∂Σ = ΩL−|∂Σ , Ω2 = 1 . (6.62)

Ο πίνακας Ω είναι μοναδιακός λόγω αυτοσυνέπειας της (6.61). Επομένως, χωρίζοντας την

άλγεβρα g ως g = g+ ⊕ g−, με τους δύο υπόχωρους να αντιστοιχούν στις ιδιοτιμές +1 και
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−1 του πίνακα Ω, βρίσκουμε ότι οι συνθήκες (6.62) γράφονται ως

La
σ = 0 , a ∈ g+ ,

Lâ
τ = 0 , â ∈ g− ,

(6.63)

εκ των οποίων οι πρώτες ορίζουν τις Neumann κατευθύνσεις ενώ οι δεύτερες τις Dirichlet.

΄Οπως έχουμε αναφέρει στην περίπτωση των ΣΘΠ με σύνορο, κατάλληλες συνοριακές συν-

θήκες μειώνουν τις αρχικές συμμετρίες τους, αλλά διατηρούν ένα ικανοποιητικό αριθμό τους

έτσι ώστε η θεωρία να παραμένει σύμμορφη. Αντίστοιχα, αναμένουμε οι κατάλληλες συ-

νοριακές συνθήκες στις ολοκληρώσιμες θεωρίες, να διατηρούν ικανό μέρος των άπειρων

τοπικών και μη τοπικών φορτίων έτσι ώστε αυτές να παραμένουν ολοκληρώσιμες. Στην

περίπτωση του χειραλικού προτύπου χωρίς σύνορο τα φορτία παρουσιάστηκαν στο υποκε-

φάλαιο 4.3.3. Το υποσύνολο των μη τοπικών Yangian φορτίων που διατηρείται κάτω από

τις ολοκληρώσιμες σ.σ. (6.62) παρουσιάστηκε στην εργασία [122]. Τα τοπικά διατηρούμενα

φορτία που επιβιώνουν υπό την παρουσία των ίδιων σ.σ. είναι ακριβώς τα μισά [127, 128],

δηλαδή

q+s = qs + q−s ή q−s = qs − q−s . (6.64)

Στην ίδια εργασία υπήρξε επίσης η προσπάθεια να συνδεθούν με την διατήρηση της κβαντικής

ολοκληρωσιμότητας, δηλαδή της παραγοντοποίησης του S-πίνακα.
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Μέρος II

Ολοκληρώσιμες παραμορφώσεις και

D-βράνες
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6.6 Ολοκληρώσιμες παραμορφώσεις

Σημαντικά παραδείγματα ολοκληρώσιμων παραμορφώσεων αποτελούν η η/Yang-Baxter -

παραμόρφωση του Χειραλικού προτύπου [132–135], η λ-παραμόρφωση του WZW προτύπου

[136–138] και οι TT̄-παραμορφώσεις [139,140]. Ο τελεστής παραμόρφωσης του η-προτύπου

R : g→ g ικανοποιεί την Yang-Baxter (Y-B) ή την τροποποιημένη Y-B εξίσωση, ενώ το λ-

πρότυπο για μικρές τιμές της παραμέτρου παραμόρφωσης περιγράφει το WZW διαταραγμένο

από τον διγραμμικό τελεστή των ĝk ρευμάτων, JA
+ JA
− . Τα δύο πρότυπα, αν και φαινομενικά

διαφορετικά, σχετίζονται με την γνωστή στην βιβλιογραφία Poisson-Lie δυϊκότητα [141–

144]
10
.

Σε αυτό το κεφάλαιο θα επικεντρωθούμε στις λ-παραμορφώσεις. Για την κατασκευή τους

θα ακολουθήσουμε την διαδικασία της βάθμωσης, που επιτρέπει την σύζευξη δυο θεωριών,

στην περίπτωση μας μιας σύμμορφης και μιας ολοκληρώσιμης. Η συγκεκριμένη διαδικασία

παρουσιάστηκε για πρώτη φορά στην εργασία [136]. Θα βρούμε τις εξισώσεις ροής της ΟΕ

για την σταθερά ζεύξης λ και θα δείξουμε ότι το πρότυπο παρεμβάλεται μεταξύ του WZW

προτύπου στο υπεριώδες, λ = 0, και του μη αβελιανού T-δυικού προτύπου στο υπέρυθρο,

λ → 1. Ενώ αρχικά η ολοκληρωσιμότητα του προτύπου αποδείχτηκε για την περίπτωση

χώρων υποβάθρου ομοιομορφικών σε πολλαπλότητες ομάδας στην συνέχεια επεκτάθηκε και

στην περίπτωση συμμετρικών χώρων [137], με σκοπό την παραμόρφωση υπερχορδών που

διατηρούν την ολοκληρωσιμότητα. Και στις δύο περιπτώσεις θα εξάγουμε το ζεύγος Lax

και θα αναφερθούμε περιληπτικά στην ολοκληρώσιμη δομή τους. Τέλος θα παρουσιάσουμε

γενικεύσεις του λ προτύπου οι οποίες βασίζονται σε ολοκληρώσιμα πρότυπα με φυσικό και

μαθηματικό ενδιαφέρον.

6.7 λ-παραμορφώσεις σε πολλαπλότητες ομάδας

6.7.1 Κατασκευή της δράσης

Αρχικά θεωρούμε μια θεωρία με 2 dim G βαθμούς ελευθερίας που περιγράφεται από την

δράση

Sk,κ2(g, g̃) = SWZW,k(g) + SPCM,κ2(g̃) (6.65)

10
Για την εισαγωγή του/της αναγνώστη/στριας στον φορμαλισμό της παραπέμπουμε στις [145, 146] και

στις πόλυ χρήσιμες σημειώσεις [149]
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και έχει την καθολική GL × GR συμμετρία η οποία ορίζεται ως

g 7→ hLgh−1
R , g̃ 7→ kL g̃k−1

R . (6.66)

Θα μειώσουμε τους συνολικούς βαθμούς ελευθερίας της (6.65) σε dim G, αναβαθμίζοντας

την υποομάδα

g 7→ h−1gh, g̃ 7→ h−1 g̃ , (6.67)

της συμμετρίας (6.66) σε τοπική. Στα προηγούμενα κεφάλαια παρουσιάσαμε τις αντίστοιχες

τοπικά συμμετρικές δράσεις κάτω απο τους μετασχηματισμούς (6.67), προς χάριν όμως της

ευκολίας του/της αναγνώστη/στριας τις ξαναγράφουμε εδώ

SG/G
k (g, A±) = SWZW,k(g) +

k
π

∫
Tr(A− J+ − A+ J− + A−Dg A+ − A+A−) ,

SG/G
κ2 (g, A±) = −

κ2

π

∫
Σ

Tr(g−1∂+g− A+, g−1∂−g− A−) ,

(6.68)

με τα πεδία A± να μετασχηματίζονται ως

A± 7→ h−1A±h− h−1∂±h . (6.69)

Επιλέγοντας την βαθμίδα g̃ = 1, δηλαδή μηδενίζοντας τους dim G βαθμούς ελευθερίας του

χειραλικού προτύπου, καταλήγουμε στην δράση

Sk,λ(g, A±) = SWZW,k(g) +
k
π

∫
Tr(A− J+ − A+ J− + A−(Dg − λ−11)A+) , (6.70)

όπου ορίσαμε την παράμετρο παραμόρφωσης
11

λ =
k

k + κ2 , λ ∈ [0, 1] . (6.71)

Δεδομένου ότι τα πεδία εμφανίζονται τετραγωνικά στο ολοκληρωμα διαδρομής είναι απλό

να ολοκληρωθούν δίνοντας τις αλγεβρικές εξισώσεις

A+ = λ(1− λDg)
−1 J+, A− = −λ(1− λDT

g )
−1 J− . (6.72)

11
Αυτή η περίπτωση είναι γνωστή ως το ισοτροπικό λ-πρότυπο. Παρακάτω θα παρουσιάσουμε επιπλέον

περιπτώσεις που είναι ολοκληρώσιμες
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Αντικαθιστώντας τις παραπάνω εξισώσεις στην (6.70) καταλήγουμε στην ενεργό δράση του

λ-προτύπου [136]
12

Sk,λ(g) = SWZW,k(g)− k
π

∫
Tr(J+, (λ−1 − DT

g )
−1 J−) , (6.73)

η οποία συνοδεύεται και από το διαστελόνιο που προκύπτει μέσω της ολοκλήρωσης των

πεδίων A±
e−2Φλ = e−2Φ0 det(λ−1 − DT

g ) . (6.74)

Από τη παραπάνω σχέση είναι προφανές ότι το λ-πρότυπο αποτελεί παραμόρφωση του WZW

προτύπου (λ = 0). Η δράση (6.73) έχει την διακριτή συμμετρία [150]

g→ g−1, λ→ λ−1, k→ −k, λ ∈ R+ , (6.75)

με την έννοια ότι

S−k;λ−1(g−1) = Sk;λ(g) . (6.76)

Οπως έδειξαν οι συγγραφείς στην ίδια εργασία, αυτή μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να προσ-

διοριστεί σε ικανοποιητικό βαθμό η β-συνάρτηση του προτύπου.

Τέλος να αναφέρουμε ότι ο τανυστής ενέργειας/ορμής του προτύπου γράφεται συναρτήσει

των πεδίων A± στην απλή μορφή

T±± = k
(1− λ2)

λ2 Tr(A±, A±) . (6.77)

6.7.2 Το λ-πρότυπο ως σ-πρότυπο

Για να γράψουμε το λ-πρότυπο στην μορφή (2.12) θα παραμετροποιήσουμε όπως και στις

προηγούμενες περιπτώσεις τα στοιχεία ομάδας G με τις συντεταγμένες Xµ
. Τα πεδία υ-

ποβάθρου που αναμένουμε να βρούμε θα εμφανίζονται ως παραμορφώσεις των αντίστοιχων

του WZW προτύπου.

Διακρίνοντας το συμμετρικό και αντισυμμετρικό μέρος του λ-εξαρτώμενου όρου στην (6.73)

και επιλέγοντας το συμμετρικό, βρίσκουμε ότι η μετρική του πρότυπου είναι η

ds2
λ =

k
2π

LA
µ (1 + λ(Dg − λ1)−1 + λ(DT

g − λ1)−1)ABLB
ν dXµdXν , (6.78)

12
Η σχέση (6.73) ισχύει για μεγάλες τιμές του k. Για κβαντικές διορθώσεις σε παραπάνω τάξη παρα-

πέμπουμε στις πρόσφατες εργασίες [156,157].
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η οποία περιγράφει ένα γενικό χώρο και όχι μια πολλαπλότητα ομάδας όπως στην περίπτωση

λ→ 0. Από την σχέση (6.78) βρίσκουμε τα veilbein πεδία [136]

eA
L = (1− λ2)1/2(DT

g − λ1)LA, eA
R = (1− λ2)1/2(Dg − λ1)LA , (6.79)

τα οποία σχετίζονται μέσω του ορθογώνιου μετασχηματισμό

Λ =
Dg − λ1

1− λDg
. (6.80)

Αντίστοιχα, θεωρώντας το αντισυμμετρικό μέρος του όρου στην (6.78) βρίσκουμε ότι το

Kalb-Ramond πεδίο δίνεται απο την έκφραση

Bλ(X) = B0(X) +
kλ

2π
LA((Dg − λ1)−1 − (DT

g − λ1)−1)ABLBdXµ ∧ dXν , (6.81)

όπου το B0(X) αναπαριστά μια επιλογή για το KB πεδίο του WZW προτύπου. Το διαστε-

λόνιο δίνεται στην σχέση (6.74). Επομένως το λ-παραμορφωμένο πρότυπο χαρακτηρίζεται

από τα πεδία υποβάθρου

{Gµν(λ, X), Bµν(λ, X), Φ(λ, X)} , (6.82)

τα οποία για λ = 0 καταλήγουν στα αντίστοιχα του WZW προτύπου.

Για να γίνουμε πιο συγκεκριμένοι, επιλέγοντας G = SU(2) και την παραμετροποίηση (5.25)

βρίσκουμε ότι τα πεδία (6.78), (6.81) και (6.74) γράφονται ως

ds2
λ = 2k

(
1 + λ

1− λ
dψ2 +

1− λ

∆
ds2(S2)

)
,

Hλ = 4k
2λ∆ + (1− λ2)2

∆2 Vol(S3) ,

e−2Φλ = e−2Φ0∆ ,

(6.83)

όπου ∆ = 1 + λ2 − 2λ cos 2ψ η συνάρτηση που προκύπτει απο την ορίζουσα στην (6.74),

ενώ από την μορφή της μετρικής συμπεραίνουμε ότι η λ-παραμόρφωση διατηρεί τις ισομετρίες

της S2
σφαίρας.

Τέλος να αναφέρουμε ότι τα παραπάνω πεδία υποβάθρου του λ-προτύπου εμβαπτίστηκαν

σε ένα δεκαδιάστατο υπόβαθρο με κατάλληλα RR-πεδία, για την περίπτωση των ομάδων

G = SU(2), SL(2, R) [151]. Ως τέτοια, αποτελούν την λ-παραμόρφωση της ήδης γνωστής
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λύσης AdS3 × S3 × T4
τύπου-I IB υπερβαρύτητας [152], ενώ στο όριο λ → 1 δίνουν τα

αντίστοιχα πεδία της T-δυικής AdS3 × S3 × T4
υπερβαρύτητας [153, 154]. Βέβαια, όπως

έδειξαν οι συγγραφείς, τα Ramond πεδία, σε αυτή την περίπτωση, είναι μιγαδικά γεγονός

που πρέπει να ερμηνευθεί στα πλαίσια της τύπου I I? [155].

6.7.3 Τα όρια λ = 0 και λ = 1 της θεωρίας

΄Οπως αναφέραμε προηγουμένως για λ = 0 βρίσκουμε το WZW πρότυπο για την Lie όμαδα

G. Θεωρώντας την παράμετρο παραμόρφωσης μικρή λ → 0, η δράση (6.70) περιγράφει το

WZW πρότυπο διαταραγμένο από τον διγραμμικό τελεστή JA
+ JA
− ,

Sk,λ(g) = SWZW,k(g) +
kλ

π

∫
Tr(J+, J−) +O(λ2) . (6.84)

Οι δύο πρώτοι όροι στην (6.84) περιγράφουν το μη-αβελιανό μποζονικοποιημένο Thirring

πρότυπο [158], του οποίου η β-συνάρτηση έχει υπολογιστεί μέχρι πρώτη τάξη στην σταθερά

k και έχει βρεθεί [159]

βλ =
dλ

dt
= − cGλ2

2k(1 + λ2)
, (6.85)

όπου t = ln µ2
και µ η ενέργεια κατωφλίου. Αξίζει να σημειωθεί ότι η παραπάνω έκφραση

είναι ακριβής ως προς την παράμετρο λ και έχει την συμμετρία (6.75).

Το όριο λ → 1 θελει μεγαλύτερη προσοχή αφού για λ = 1 η θεωρία δεν είναι καλώς

ορισμένη, δεδομένου ότι δεν ορίζεται ο αντίστροφος του πίνακα (1− DT
g ). Συγκεκριμένα

για λ = 1 βρίσκουμε το G/G WZW πρότυπο, επομένως οι βαθμοί ελευθερίας μειώνονται

κατά dim G. Για να ξεπεράσουμε αυτό το πρόβλημα θα αναπτύξουμε το στοιχείο ομάδας g

γύρω από το ταυτοτικό [136]
13

g = 1 +
κ2

k
v +O(k−2) , (6.86)

όπου v ∈ g και θα θεωρήσουμε ότι k→ ∞. Βρίσκουμε επομένως ότι

L− =
κ2

k
∂−v, R+ =

κ2

k
∂+v, Dg = 1 +

κ2

k
adv , (6.87)

όπου adv είναι η συζυγής δράση της άλγεβρας στα στοιχεία της άλγεβρας, advX = [v, X]

13
Θεωρούμε ότι κάθε στοιχείο της ομάδας μπορεί να προσεγγιστεί από το ταυτοτικό.
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με X ∈ g. Χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (6.87) η G/G WZW δράση δίνει
14

SG/G(g, A±)→
−κ2

π

∫
Σ

Tr(v, F+−) . (6.88)

Προσθέτοντας την συνεισφορά απο το χειραλικό πρότυπο

SPCM,κ2(g̃ = 1, A±) = −
κ2

π

∫
Σ

Tr(A+, A−) , (6.89)

στην (6.88) και ολοκληρώνοντας τα πεδία A± βρίσκουμε

S =
−κ2

π

∫
Σ

Tr(∂+v, (1 + adv)
−1∂−v) , (6.90)

που είναι η μη αβελιανή T-δυική θεωρία του χειραλικού προτύπου [153].

6.7.4 Ζεύγος Lax και ολοκληρώσιμη δομή

΄Οπως και στα προηγούμενα κεφάλαια θα δείξουμε ότι οι εξισώσεις κίνησης του λ-προτύπου

είναι ισοδύναμες με την εξίσωση επιπεδότητας για ένα ζεύγος πινάκων, το ζεύγος Lax.

Αποδεικνύεται ότι είναι απλούστερο να εκφράσουμε τις εξισώσεις κίνησης του προτύπου

συναρτήσει των πεδίων A± [137].

Μεταβάλλοντας την δράση (6.70) ως προς τα πεδία g βρίσκουμε δύο ισοδύναμες δευτερο-

βάθμιες εξισώσεις κίνησης
15

∇+(g−1∇−g) = F+− ,

∇−(∇+gg−1) = F+− ,
(6.91)

όπου η συναλλοίωτη παράγωγος όριζεται ως ∇± = ∂± − [A±, ] και F+− είναι το πεδίο

δύναμης, F+− = ∂+A− − ∂−A+ − [A+, A−]. Οι (6.72) μπορούν να γραφτούν στην μορφή

∇+gg−1 = (λ−1 − 1)A+, g−1∇−g = −(λ−1 − 1)A− , (6.92)

Αντικαθιστώντας τις (6.92) στις (6.91) βρίσκουμε τις πρωτοβάθμιες εξίσωσεις για τα πεδία

14
Αγνοήσαμε τους όρους ανώτερης τάξης σε 1/k

15
Η ισοδυναμία είναι προφανής χρησιμοποιώντας την ταυτότητα

[∇+,∇−]g = [g, F+−]
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A±
∂±A∓ = ± 1

1 + λ
[A+, A−] , (6.93)

οι οποίες γράφονται και ως

∂+A− + ∂−A+ = 0 ,

∂+A− − ∂−A+ =
2

1 + λ
[A+, A−] .

(6.94)

Οι (6.93) ή ισοδύναμα οι (6.94) αντιστοιχούν στην εξίσωση Lax για το ζεύγος πινάκων

L±(z) =
2z

1 + λ

A±
z∓ 1

. (6.95)

΄Οπως είδαμε στο υποκεφάλαιο 4.2.1, η ύπαρξη του ζεύγους Lax συνεπάγεται την διατήρηση

άπειρων φορτίων που γεννιούνται απο τον αντίστοιχο μονόδρομο πίνακα. Οι αγκύλες Maillet

οι οποίες εξασφαλίζουν τα άπειρα φορία να μετατίθενται κατά Poisson και εξασφαλίζουν την

κλασική ολοκληρωσιμότητα του λ-προτύπου έχουν παρουσιαστεί στις εργασίες [28–30], με

την συνάρτηση στρέψης να δίνεται ως

φ−1
λ (z) = −e2 1 + x + z2(1− x)

1− z2 , (6.96)

όπου

x =
1 + λ2

2λ
, e =

2λ√
k(1− λ)(1 + λ)3

. (6.97)

Είναι ενδιαφέρον να παρατηρήσει κανείς ότι οι παραπάνω εκφράσεις είναι αναλλοίωτες κάτω

απο την διακριτή συμμετρία (6.75). Η έκφραση των μη τοπικών ολοκληρωμάτων κίνησης,

πέραν του αναπτύγματος του μονόδρομου πίνακα, μπορεί ευκολα να βρεθεί μέσω της πα-

ρατήρησης, ότι οι εξισώσεις κίνησης του λ-προτύπου επεκφρασμένες ως προς τα πεδία A±
είναι ίδιες με του χειραλικού. Επομένως βάση της επαγωγικής μεθόδου της εργασίας [46]

βρίσκουμε ότι δίνονται από τις εκφράσεις (4.44), με την αντικατάσταση L± → 2
1+λ A±.

Αντίστοιχη επιχειρηματολογία ισχύει και για τα τοπικά φορτία.

6.7.5 β-συνάρτηση

Χρησιμοποιώντας την ομοιότητα των εξισώσεων κίνησης του χειραλικού προτύπου (4.39)

με τις εξισώσεις του λ-προτύπου (6.93) μπορούμε να εφαρμόσουμε την μέθοδο πεδίου υ-

ποβάθρου, η οποία έχει περιγραφεί στο κεφάλαιο 4.3.4 , για τον υπολογισμό της εξίσωσης
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ροής της ΟΕ της παραμέτρου λ. Ο υπολογισμός της έχει παρουσιαστεί στην εργασία [71]

και έχει βρεθεί σε τάξη ενός βρόγχου ως προς την σταθερά k

βλ = − cGλ2

2k(1 + λ)
. (6.98)

Το γεγονός ότι η έκφραση της είναι ίδια με την (6.85) αποτελεί ένδειξη ότι η δράση (6.73)

είναι η επαναθροισμένη μορφή του Thirring προτύπου αν θεωρήσουμε όλες τις διαταρακτικές

συνεισφορές ως προς την παράμετρο λ.

Η έκφραση (6.98) συμφωνεί με αυτήν στην [150], όπου οι συγγραφείς χρησιμοποίησαν την

(2.19) για τον υπολογισμό της, ενώ έχει υπολογιστεί και στην [160] με την μέθοδο του

αναπτύγματος ελεύθερων πεδίων. Επιπλέον στην [150] αποδείχθηκε ότι η τοπολογική φύση

της σταθεράς k παραμένει αναλλοίωτη στο επίπεδο ενός βρόγχου γεγονός που αναμένενται

να ισχύει σε κάθε τάξη της θεωρίας διαταραχών.

Η λύση της (6.98) είναι η

λ− 1
λ
+ ln λ2 = − cG

2k
(t− t0) , (6.99)

όπου t0 σταθερά ολοκλήρωσης. Στο υπεριώδες σημείο για t → ∞ ή λ → 0, το λ-πρότυπο

καταλήγει στο WZW πρότυπο. Προς το υπέρυθρο για t → t0 η παράμετρος τείνει προς το

σημείο λ = 1 όπου το σ-πρότυπο είναι το μη-αβελιανό Τ-δυικό του χειραλικού προτύπου
16
.

6.7.6 Χαμιλτονιανός φορμαλισμός

Παρακάτω θα αναπτύξουμε τον χαμιλτονιανό φορμαλισμό του λ-προτύπου με στόχο την

εύρεση της παραμορφωμένης άλγεβρας του, δηλαδή της άλγεβρας που ικανοποιούν τα πεδία

A±. Θα ακολουθήσουμε την εργασία [137], ενώ ως μέθοδος εφαρμόστηκε πρώτη φορά στο

G και G/H WZW πρότυπο στην [162].

Παραμετροποιώντας την ομάδα G με τις συντεταγμένες Xµ
, µ = 1, . . . , dim(G) βρίσκουμε

16
Στο όριο λ→ 1 ή κ → 0 ισχύει ότι

λ = 1 +
κ2

k
+ . . . , (6.100)

και η (6.98) δίνει την (4.54)
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ότι η (6.70) γράφεται στην μορφή

L[X, A] =
k

2π
(Ra

µRa
νẊµẊν − Ra

µRa
νX′µX′ν + 2bµνẊµX′ν + 2iAa

−Ra
µ(Ẋµ + X′µ) (6.101)

− 2iAa
+La

µ(Ẋµ − X′µ) + 2Aa
+Dba Ab

− − 2λ−1Aa
+δab Ab

−) ,

Οι συζυγείς ορμές των συντεταγμένων Xµ
είναι

Πµ =
δL
δẋµ =

k
π
(Ra

µRa
νẊν + bµνX′ν + iAa

−Ra
µ − iAa

+La
µ) , (6.102)

ενώ των πεδίων A±, P±, μηδενίζονται, γεγονός που επιβάλει στον φασικό χώρο της θεωρίας

τους επονομαζόμενους πρωτογενείς δεσμούς

φ1 = P+ ≈ 0, φ2 = P− ≈ 0 . (6.103)

Το σύμβολο ≈ υποδηλώνει ότι η ισότητα ισχύει μόνο στην επιφάνεια που ορίζεται από τους

δεσμούς και όχι σε όλο τον φασικό χώρο. Οι αγκύλες Poisson που ικανοποιούν οι συζυγείς

ορμές με τις αντίστοιχες συντεταγμένες είναι

{Xµ(σ), Πν(σ
′)} = δ

µ
ν δ(σ− σ′)

{Pa
±(σ), Ab

∓(σ
′)} = δa

bδ(σ− σ′) .
(6.104)

Δεδομένης της (6.103) θα εφαρμόσουμε την θεωρία του Dirac για συστήματα με δεσμούς.

Αρχικά θα υπολογίσουμε την χαμιλτονιανή του συστήματος και θα προσθέσουμε σε αυτή

ένα γενικό γραμμικό συνδυασμό των πρωτογενών δεσμών. Μετά από μια σειρά πράξεων

βρίσκουμε

H′ = H+ c+P+ + c−P− , (6.105)

όπου

H =
k

4π

(
J+aJ+a + J−aJ−a + 4i(Aa

+J−a − Aa
−J+a)−

2(Aa
+ − Aa

−)(Aa
+ − Aa

−) + 4Aa
+(λ

−1δab − δab)Ab
−

)
.

(6.106)

Τα πεδία J± ορίζονται ως ίδιες συναρτήσεις του φασικού χώρου με τα ρεύματα του WZW
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προτύπου J± [162]. Συγκεκριμένα

J a
+ = Rµa

(π

k
Πµ − βµνX′ν

)
+ Ra

µX′µ = Ra
µ(Ẋµ + X′µ) + iAa

− − iDab Ab
+ ,

J a
− = Lµa

(π

k
Πµ − βµνX′ν

)
− La

µX′µ = La
µ(Ẋµ − X′µ)− iAa

+ + iDba Ab
−

(6.107)

και ικανοποιούν εξ΄ ορισμού δύο αντίγραφα της Kac-Moody άλγεβρας ĝk

{
J A
± (σ),J B

±(σ
′)
}
= ±2π

k
f ABC JC

±δ(σ− σ′)± 2π

k
δABδ′(σ− σ′){

J A
+ (σ),J B

−(σ
′)
}
= 0 .

(6.108)

Εκτός από τους πρωτογενείς δεσμούς φ1, φ2 υπάρχουν περαιτέρω συνθήκες που πρέπει να

ικανοποιούνται, όπως η χρονική τους παράγωγος να μηδενίζεται

φ̇i =
{

H′, φi
}
≈ 0 . (6.109)

Για την χαμιλτονιανή (6.106) βρίσκουμε

φ3 = {P+,H′} = 4(−Aa
− + λ−1

ab Ab
+ − iJ a

+) ≈ 0 ,

φ4 = {P−,H′} = 4(Aa
+ − λ−1

ab Ab
− + iJ a

−) ≈ 0 ,
(6.110)

οι οποίοι με την σειρά τους πρέπει να ελέγξουμε αν παράγουν επιπλέον δεσμούς. Υπολο-

γίζοντας τον μεταθέτη τους με την Χαμιλτονιανή βρίσκουμε ότι δεν προκύπτουν καινούργιοι.

Επομένως καταλήγουμε ότι το σύστημα περιγράφεται απο την Χαμιλτονιανή (7.26) με τους

συνολικά τέσσερις δεσμούς

φ1 = P+ ≈ 0, φ2 = P− ≈ 0 ,

φ3 = Aa
− − λ−1

ab Ab
+ + iJ a

+ ≈ 0 ,

φ4 = Aa
+ − λ−1

ab Ab
− + iJ a

− ≈ 0 .

(6.111)

Υπολογίζοντας τώρα τον αντίστροφο του πίνακα Cij = {φi, φj}, ∀i, j = 1, 2, 3, 4 συμπερα-

ίνουμε ότι όλοι είναι δεύτερης τάξης, δηλαδή μπορούμε να τους επιβάλλουμε στον φασικό

χώρο της θεωρίας, μειώνοντας την διάστασή του, αρκεί να αντικαταστήσουμε τις Poisson
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αγκύλες με τις Dirac 17

{F, G}D = {F, G} − {F, φi}C−1
ij {φj, G} . (6.112)

Δεδομένης όμως της μορφής του C−1
ij [137] οι (6.108) παραμένουν αναλλοίωτες. Χρησιμο-

ποιώντας λοιπόν την ĝk άλγεβρα των J± και τους δεσμούς φ3, φ4 βρίσκουμε ότι τα πεδία

A± ικανοποιούν στον μειωμένο φασικό χώρο την άλγεβρα{
AA
±, AB

±
}

D = ie2(λ) f ABC((1 + 2x)AC
± − AC

∓)δ(σ− σ′)± 2e2(λ)δABδ′(σ− σ′) ,{
AA
+, AB

−
}

D = ie2(λ) f ABC(AC
+ + AC

−)δ(σ− σ′) ,

(6.113)

όπου οι εκφράσεις x(λ), e(λ) δίνονται στην (6.97).

6.8 λ-παραμορφωμένος χώρος πηλίκου

6.8.1 Κατασκευή της δράσης

Παρακάτω θα κατασκευάσουμε τις λ-παραμορφώσεις χώρων πηλίκου [138,151,163]. Αρχικά

προσθέτουμε στο WZW πρότυπο το χειραλικό ορισμένο σε χώρο G/H (4.58)

S(g, g̃, B±) = SWZW,k(g) + SPCM,κ2(g̃, B±) . (6.114)

Η δράση (6.114) έχει 2 dim G− dim H βαθμούς ελευθερίας. Επεκτείνοντας την καθολική

συμμετρία (6.67) σε τοπική μπορούμε πάλι να επιλέξουμε την βαθμίδα g̃ = 1 και να μει-

ώσουμε τους βαθμούς ελευθερίας της θεωρίας σε dim(G− H). Αν ολοκληρώσουμε και τα

πεδία B± ∈ h βρίσκουμε ότι η τελική δράση παίρνει την μορφή

Sk,κ2(g, A±) = SG/G
k (g, A±)−

κ2

π

∫
Σ

Tr(A+, A−)g(1) . (6.115)

Χρησιμοποιώντας τον τελεστή R που ορίζεται ως

Rg = g(0) ⊕ λ−1g(1) , (6.116)

17
Οι Dirac αγκύλες είναι οι επαγόμενες αγκύλες Poisson στον μειωμένο φασικό χώρο
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με g(0) = h, μπορούμε να γράψουμε την (6.115) στην μορφή

Sk,λ(g, A±) = SWZW,k(g) +
k
π

∫
Σ

Tr(A− J+ − A+ J− − A−(R− Dg)A+) . (6.117)

Η δράση (6.117) έχει μια εναπομείνασα H-συμμετρία βαθμίδας που κληρονόμησε από το

G/H χειραλικό πρότυπο και η οποία ορίζεται ως

g→ h−1gh , A(0)
± → h−1(∂± − ∂±)h, A(1)

± → h−1A(1)
± h . (6.118)

Τέλος ολοκληρώνοντας τα πεδία A± βρίσκουμε ότι

A+ = (R− Dg)
−1 J+ ,

A− = −(R− DT
g )
−1 J− ,

(6.119)

που είναι ισοδύναμες με τις εξισώσεις

(∇+gg−1)(0) = 0, (g−1∇g)(0) = 0 ,

(∇+gg−1)(1) = (λ−1 − 1)A(1)
+ , (g−1∇−g)(1) = −(λ−1 − 1)A(1)

− .
(6.120)

Αντικαθιστώντας τις (6.119) στην (6.117) βρίσκουμε την παρακάτω ενεργό δράση για με-

γάλες τιμές του k

Sk,λ(g) = SWZW,k(g)− k
π

∫
Σ

Tr(J+, (R− DT
g )
−1 J−) , (6.121)

συνοδευόμενη από το διαστελόνιο

e2Φ = e2Φ0 det(R− DT
g ) . (6.122)

Τα πεδία υποβάθρου του προτύπου (6.121) για τις περιπτώσεις
SU(2)
U(1) και

SL(2,R)
SO(1,1) έχουν

εμβαπτιστεί σε δεκαδιάστατα υπόβαθρα με κατάλληλα RR πεδία, και αντιπροσωπεύουν την

λ παραμόρφωση μέρους του τύπου I IB υποβάθρου AdS2× S2× T6
. Σε αυτή την περίπτωση

τα RR πεδία είναι πραγματικά [151]. Στις εργασίες [164–166] οι συγγραφείς θεώρησαν το

λ-πρότυπο στον Green-Schwarz φορμαλισμό για τα υπόβαθρα AdS2 × S2
, AdS3 × S3

,

AdSn× Sn
και έδειξαν ότι το διαστελόνιο έχει μια επιπλέον συνεισφορά από την φερμιονική

ορίζουσα, που προκύπτει από την ολοκλήρωση των φερμιονικών βαθμών ελευθερίας, και

βρήκαν διαφορετικά RR πεδία. Η περίπτωση της λ-AdS5 × S5
υπερχορδής έχει μελετηθεί

και στον φορμαλισμό ιδιοστροφορμής (pure spinor formalism [167]) στην εργασία [168].
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Τέλος να αναφέρουμε ότι σε όλα τα παραπάνω δεκαδιάστατα υπόβαθρα η λ-παραμόρφωση

δρα στον συμπαγή χώρο της σφαίρας αλλά και στον μη-συμπαγή AdS. Στην εργασία [169]

κατασκευάστηκαν για πρώτη φορά παραμορφωμένα υπόβαθρα με τον AdS χώρο αναλλοίωτο.

6.8.2 Ζεύγος Lax και ολοκληρώσιμη δομή

Το λ-πρότυπο κληρονομεί την ολοκληρωσιμότητα του αντίστοιχου χειραλικού προτύπου.

Επομένως, για το εν λόγω πρότυπο, ο χώρος πρέπει να είναι συμμετρικός, ορισμός που

δόθηκε στο κεφάλαιο 4.4.2. Σε αυτή την περίπτωση, οι εξισώσεις κίνησης του γράφονται

στην μορφή
18

∂±A(1)
∓ + [A(1)

± , A(0)
∓ ] = 0 ,

∂+A(0)
− − ∂−A(0)

+ + [A(0)
+ , A(0)

− ] + λ−1[A(1)
+ , A(1)

− ] = 0 ,
(6.124)

και το ζεύγος Lax δίνεται ως

L±(z) = A(0)
± + z±1λ−1/2A(1)

± , z ∈ C . (6.125)

Στις εργασίες [28, 29] αποδείχθηκε ότι ο r12 πίνακας του προτύπου επιδέχεται περιγραφή

μέσω της συνάρτησης στρέψης, με

rH
12(z, z′) = − 2z2

z2 − z′2
φ−1

λ (z′), rG/H
12 (z, z′) = − 2zz′

z2 − z′2
φ−1

λ (z′) , (6.126)

και

φλ(z) = −
kz2(λ− λ−1)

(z2 − λ)(z2 − λ−1)
. (6.127)

Τέλος, όπως και στην περίπτωση του χειραλικού προτύπου, η πρώτη εξίσωση στην (6.124)

οδηγεί στις εξισώσεις διατήρησης των άπειρων τοπικών φορτίων ανώτερης τάξης.

18
Αν θεωρήσουμε διαφορετικές παραμέτρους παραμόρφωσης στην υποομάδα και στον χώρο πηλίκου οι

εξισώσεις κίνησης του προτύπου είναι οι [176]

∂±A(0)
∓ = ±(1 + λH)

−1
(
[A(0)

+ , A(0)
− ] +

λH
λG/H

[A(1)
+ , A(1)

− ]

)
,

∂±A(1)
∓ =

1
λH(1− λ2

G/H)
((λ2

G/H − λH)[A
(1)
∓ , A(0)

± ] + λG/H(1− λH)[A
(1)
± , A(0)

∓ ]) .
(6.123)

Πορφανώς για λH = 1 και λG/H = λ βρίσκουμε τις (6.124).
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6.9 Γενικεύσεις του λ-προτύπου

Παρακάτω θα παρουσιάσουμε γενικεύσεις του λ-προτύπου (ορισμένο σε dim G-διάστατη

πολλαπλότητα: ο λόγος που το επισημαίνουμε είναι ότι σε επόμενα κεφάλαια θα αναφερόμα-

στε σε παραμορφωμένα πρότυπα n dim G διάστασης ως γενικευμένα λ-πρότυπα)

Η γενίκευση επιτυγχάνεται προσθέτοντας στο WZW πρότυπο ένα παραμορφωμένο χειραλι-

κό, που περιγράφεται από την δράση

S̃PCM( f ) = − 1
π

∫
Σ

Tr( f−1∂+ f , Θ f−1∂− f ) , (6.128)

όπου Θ ένας ενδομορφισμός της άλγεβρας g που όριζεται ως Tr(ΘTa) = ΘabTb
. Η δράση

(6.128), σε σύγκριση με την Θ = 1 περίπτωση έχει μειωμένη καθολική συμμετρία, f → h f .

Επαναλαμβάνοντας την ίδια διαδικασία με το απλό λ καταλήγουμε στην δράση

Sk,Λ(g) = SWZW,k(g)− k
π

∫
Σ

Tr(J+, (Λ− DT
g )
−1 J−) , (6.129)

όπου τώρα

Λ = 1 + k−1Θ . (6.130)

Η ολοκληρωσιμότητα του παραμορφωμένου χειραλικού (6.128) έχει αποδειχθεί μόνο για

συγκεκριμένες επιλογές του πίνακα Θ και της ομάδας G. Το λ-πρότυπο προκύπτει από

την σχέση (6.130) και κληρονομεί την ολοκληρωσιμότητα του αντίστοιχου χειραλικού. Πα-

ρακάτω παρουσιάζουμε τις περιπτώσεις των πινάκων Λ για τους οποίους η (6.129) είναι

ολοκληρώσιμη.

• Το XXY λ-πρότυπο κατασκευάζεται από το ανισοτροπικό χειραλικό με

Θ = diag[β, β, α] . (6.131)

Χρησιμοποιώντας την (6.130) βρίσκουμε ότι ο πίνακας Λ δίνεται στην μορφή

Λ = diag[λ−1
1 , λ−1

1 , λ−1
2 ] , (6.132)

με λ1 = kβ/kβ + 1 και λ2 = kα/kα + 1. Η ολοκληρωσιμότητα του XXY -λ, επομένως και

του αντίστοιχου χειραλικού, έχει αποδειχθεί μόνο για την περίπτωση όπου G = SU(2) με
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το ζεύγος Lax να δίνεται ως [177,178]

L± =
3

∑
i=1

wa(v± z)Aa
±Ta, z ∈ C, su(2) = {Ta} , (6.133)

όπου

w1 = w2 =

√
λ2

2 − λ2
1

1− λ2
2

1
λ1 sinh(z)

, w3 =

√
λ2

2 − λ2
1

1− λ2
1

1
λ tanh(z)

, (6.134)

και

cosh2(v) =
(1− λ1)(λ1 + λ2)

2λ1(1− λ2)
. (6.135)

• Το XYZ λ-πρότυπο περιγράφεται από τον πίνακα Λ

Λ = diag[λ−1
1 , λ−1

2 , λ−1
3 ] (6.136)

και το αντιστοιχο χειραλικό είναι το πλήρως ανισοτροπικό. Η ολοκληρωσιμότητα του α-

ποδείχθηκε στην εργασία [176] για G = SU(2) ενώ η β-συνάρτηση των παραμέτρων έχει

υπολογιστεί στην [179].

• Η τελευταία γενίκευση του λ προτύπου κατασκευάζεται χρησιμοποιώντας την Yang Baxter

ή η-παραμόρφωση του χειραλικού προτύπου με τον πίνακα Θ να δίνεται ως

Θ = a−1(1− ηR) , (6.137)

όπου R αποτελεί λύση της τροποποιημένης Yang-Baxter εξίσωσης

[Ra,Rb]−R([Ra, b] + [a,Rb]) = −c2[a, b] , (6.138)

με a, b ∈ g και c2 ∈ {−1, 0, 1}19. Η ολοκληρώσιμότητα του λ-Yang-Baxter προτύπου

ισχύει για γενικό G και αποδείχθηκε πρώτη φορά στην εργασία [141] με το ζεύγος Lax να

δίνεται ως

L± = (α±(z)± ηR)(1± ηR)−1A± , (6.139)

με

a±(z) = a +
√

a2 + η2 z± 1
z∓ 1

. (6.140)

19
Γενικεύσεις του Yang-Baxter χειραλικού έχουν παρουσιαστεί στις εργασίες [180–182]. Στην πρώτη το

πρότυπο είναι γνωστό ως bi-Yang Baxter ενώ στις υπόλοιπες οι συγγραφείς προσθέτουν και έναν WZ όρο.
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Κεφάλαιο 7

Ολοκληρώσιμες βράνες στο παραμορφωμένο

λ-πρότυπο

Σε αυτό το κεφάλαιο θα εφαρμόσουμε την μέθοδο του συνοριακού μονόδρομου πίνακα για

τις περιπτώσεις των λ-παραμορφωμένων G-και G/H-προτύπων και θα βρούμε τις ολοκλη-

ρώσιμες συνοριακές συνθήκες. Στην συνέχεια, χρησιμοποιώντας και τους δύο τρόπους που

αναπτύχθηκαν στο κεφάλαιο 6, θα προσδιορίσουμε πλήρως τις αντίστοιχες βράνες, δηλαδή

την γεωμετρία τους και την επαγόμενη 2-μορφή στο εσωτερικό τους. Μελέτη αυτών θα

αποκαλύψει ιδιότητες, ανεξάρτητες της παραμέτρου παραμόρφωσης. Τα παραπάνω, παρου-

σιάστηκαν στις πρόσφατες εργασίες [183,184], ενώ η προσέγγιση σ-προτύπου αναπτύχθηκε

στην [201].

7.1 Ολοκληρώσιμες βράνες σε λ-πρότυπα

7.1.1 Ολοκληρώσιμες συνοριακές συνθήκες

Αρχικά θα βρούμε τις ολοκληρώσιμες συνοριακές συνθήκες για το λ-πρότυπο. Χρησιμο-

ποιώντας το ζεύγος Lax (6.95) βρίσκουμε ότι ο πίνακας μεταφοράς γράφεται στην μορφή

T(b, a; z) = P exp
(∫ b

a
dσ

2z
1 + λ

1
z2 − 1

((A+ + A−) + z(A+ − A−))
)

. (7.1)

Ορίζοντας τον τελεστή ανάκλασης

R : σ→ 2π − σ, g→ g−1 , (7.2)
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βρίσκουμε ότι τα πεδία A± μετασχηματίζονται ως

A± → AR
±(σ) = A∓(2π − σ) , (7.3)

με αποτέλεσμα ο ανακλώμενος πίνακας μεταφοράς TR(z) να ικανοποιεί την σχέση

TR(2π, π; z) = T(0, π;−z) . (7.4)

Συλλέγοντας τα παραπάνω αποτελέσματα και απαιτώντας η χρονική παράγωγος του μο-

νόδρομου πίνακα να ικανοποιεί την [146], βρίσκουμε ότι οι ολοκληρώσιμες συνθήκες για το

λ-πρότυπο είναι οι [183]

A+ = ΩA− , Ω2 = 1 . (7.5)

Χρησιμοποιώντας την μορφή του τανυστή ενέργειας/ορμής (6.77) και απαιτώντας οι (7.5) να

ικανοποιούν την συνθήκη (6.1) βρίσκουμε επιπλέον ότι ΩTΩ = 1. Εκφράζοντας τα πεδία

A± συναρτήσει των ρευμάτων J±, οι (7.5) γράφονται στην μορφή

(1− λD)J+|∂Σ = −Ω(1− λDT)J−|∂Σ . (7.6)

Στο όριο λ→ 0 οι (7.6) καταλήγουν στις

J+ = ΩJ− (7.7)

και το λ-πρότυπο περιγράφει το WZW πρότυπο όπως αναμένεται. Οι (7.7) είναι οι γνω-

στές μέγιστα συμμετρικές συνοριακές συνθήκες με λύσεις τις βράνες (6.7). Παρακάτω θα

δείξουμε, επιλύοντας τις (7.5), ότι αυτή η γεωμετρική εικόνα των βρανών επιβιώνει της

παραμόρφωσης.

7.1.2 Ολοκληρώσιμες βράνες

Η μεθοδολογία που θα ακολουθήσουμε για την επίλυση των (7.5) ή (7.6) έχει παρουσιαστεί

στο υποκεφάλαιο 6.2.1 για το WZW πρότυπο και έχει αναπτυχθεί αναλυτικά στην εργασία

[183]. Χωρίς να υπεισέλθουμε σε λεπτομέρειες, αυτές γράφονται στην μορφή

J+ = Ωλ(g)J− , (7.8)
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με τον πίνακα Ωλ(g) να δίνεται ως

Ωλ(g) = OgΩOT
g , Og = (1− λDg)

−1
(7.9)

και επιδέχονται ως λύσεις βράνες, των οποίων η γεωμετρία είναι ίδια με αυτή των σύμμορφων

βρανών στο WZW πρότυπο. ΄Οπως και στην περίπτωση του υποκεφαλαίου 6.2.1 μπορούμε

να επιλέξουμε συντεταγμένες για τα στοιχεία ομάδας g και να εξάγουμε την 2-μορφή ω

χρησιμοποιώντας την σχέση (6.11) με τον πίνακα Ω(X) να ορίζεται ως

Ωλ(X) = R−1O−1
g ΩOT

g L . (7.10)

Παρακάτω παρουσιάζουμε τα επαγόμενα πεδία των ολοκληρώσιμων βρανών για την περίπτω-

ση της G = SU(2). Τα πεδία υποβάθρου για το λ-πρότυπο έχουν εξαχθεί στην (6.83),

αλλά τα ξαναγράφουμε εδώ για ευκολία του αναγνώστη

ds2
λ = 2k

(
1 + λ

1− λ
dψ2 +

1− λ

∆
ds2(S2)

)
,

Hλ = 4k
2λ∆ + (1− λ2)2

∆2 Vol(S3) ,

e−2Φλ = e−2Φ0∆ .

(7.11)

Εύκολα βρίσκουμε ότι στην παραπάνω παραμετροποίηση ο πίνακας (7.10) για Ω = 1 γράφε-

ται στην μορφή [183]

Ωλ(X) =


−1 0 0

0 2λ−(1+λ2) cos 2ψ
∆ − (1−λ2)

∆ sin θ sin 2ψ

0 1−λ2

∆ sin 2ψ csc θ
2λ−(1+λ2) cos 2ψ

∆

 . (7.12)

Για λ = 0 βρίσκουμε τον πίνακα (6.12). Επίσης παρατηρούμε ότι η Dirichlet-κατεύθυνση

παραμένει αναλλοίωτη, επομένως η εξίσωση των σύμμορφων βρανών στο WZW όριο ψ =

σταθ. επιβιώνει της παραμόρφωσης, σε συνέπεια με την προηγούμενη ανάλυση. Η επαγόμενη

μετρική στην βράνη είναι η

dŝ2
λ = 2k

1− λ

∆
ds2(S2) (7.13)

και από τον πίνακα (7.12) μπορούμε να διαβάσουμε την 2-μορφή

ωλ =
k
∆
(1− λ)2Vol(S2) . (7.14)
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Από την σχέση (7.13) είναι εμφανές ότι η λ-παραμόρφωση δεν αλλάζει την τοπολογία των

σύμμορφων βρανών, απλά μεταβάλει το μέγεθος τους.

Χρησιμοποιώντας τα πεδία (7.13), (7.14) μπορούμε να υπολογίσουμε την ενέργεια των ολο-

κληρώσιμων βρανών

SDBI = T
∫
C f

e−Φ
√
−det(G + ω) = 4πk(1− λ)e−Φ0 T sin(ψ) . (7.15)

΄Οπως και στην περίπτωση του WZW προτύπου η δράση (7.15) ελαχιστοποείται για τις

σημειακές βράνες στις θέσεις ψ = 0, π. ΄Οπως έχουμε αναφέρει όροι τύπου WZ εισάγουν

ασάφειες τοπολογικής φύσεως, οι οποίες για να μην έχουν επίδραση στην φυσική της θεωρίας

θα πρέπει να είναι ανάλογες του 2πZ. Αντικαθιστώντας το Hλ (7.11) και το ωλ (7.14)

στην (6.20) βρίσκουμε ότι [183]

ψn =
nπ

k
, n = 0, . . . , k . (7.16)

Παρατηρούμε ότι η κβάντωση των επιτρεπτών θέσεων των ολοκληρώσιμων βρανών είναι

ανεξάρτητη της παραμέτρου παραμόρφωσης λ. Αυτό ήταν αναμενόμενο και λογικά συνεπές

διότι η τοπολογική της φύση είναι ασύμβατη με την συνεχή μεταβολή της παραμέτρου λ.

Συνεπώς το λ-παραμορφωμένο SU(2) πρότυπο επιδέχεται k + 1 ολοκληρώσιμες βράνες που

περιγράφονται από τις κλάσεις συζυγίας της ομάδας γύρω από τα σημεία (7.16).

7.1.3 Ολοκληρώσιμες συνοριακές συνθήκες στο λ-πρότυπο σε συμμετρικούς

χώρους

Παρακάτω παρουσιάζουμε τις ολοκληρώσιμες συνοριακές συνθήκες στο λ G/H-πρότυπο.

Δεν θα επεκταθούμε σε παραδείγματα αλλά ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης μπορεί να ανα-

τρέξει στην εργασία [184].

Είναι εύκολο να επιβεβαιωθεί ότι για τον τελεστή ανάκλασης (7.2) και το ζεύγος Lax

(6.115), η χρονική του συνιστώσα πρέπει να ικανοποιεί τις σχέσεις

Lτ(z)|∂Σ = ΩLτ(z−1)|∂Σ , (7.17)

προς διατήτηση της ολοκληρωσιμότητας του προτύπου. Αντικαθιστώντας τα πεδία Lax

συναρτήσει των πεδίων A± και συγκρίνοντας τις εκφράσεις ίδιας τάξης ως προς τις δυνάμεις
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της παραμέτρου z βρίσκουμε τις ακόλουθες συνοριακές συνθήκες

O(z) : A(1)
+ |∂Σ = ΩA(1)

− |∂Σ ,

O(z−1) : A(1)
− |∂Σ = ΩA(1)

+ |∂Σ ,

O(z0) : A(0)
τ |∂Σ = ΩA(0)

τ |∂Σ .

(7.18)

Να σημειώσουμε ότι ο αυτομορφισμός Ω σέβεται τον διαχωρισμό της άλγεβρας g = g(0) ⊕
g(1). Επιπλέον για λόγους συνέπειας Ω(g(0)) = 1 (εκτός και αν A(0)

τ = 0) και Ω2(g(1)) =

1. Δεδομένου των παραπάνω συνθηκών για τον πίνακα Ω οι ολοκληρώσιμες συνοριακές

συνθήκες του λ G/H-προτύπου είναι οι [184]

A(1)
+ = ΩA(1)

− . (7.19)

Αν επιλέξουμε συγκεκριμένη ομάδα G και υποομάδα H τότε μπορούμε να χωρίσουμε τις

εξισώσεις (7.19) σε (D), (N) κατευθύνσεις και να προσδιορίσουμε πλήρως τα στοιχεία της

βράνης.

7.2 Προσέγγιση σ-προτύπου

Σε αυτό το υποκεφάλαιο θα αναπτύξουμε την μεθοδολογία του υποκεφαλαίου 6.2.2 για τα

παραπάνω ολοκληρώσιμα πρότυπα η οποία παρουσιάστηκε στην εργασία [201]. Συγκεκρι-

μένα θα δείξουμε ότι η γεωμετρία βρανών

Cω( f ) = {ω(h) f h−1|∀h ∈ G} , (7.20)

με κατάλληλη 2-μορφή αποτελεί λύση των ολοκληρώσιμων συνοριακών συνθηκών (7.5) και

(7.19).

Η ενεργός δράση του λ G- και G/H-προτύπου μπορεί να γραφτεί συμπαγώς ως

Sk;λ = Sk(g)− k
π

∫
Σ

Tr(∂+gg−1, (P − DT)−1g−1∂−g) , (7.21)

όπου ο τελεστής P ορίζεται ως

P =

λ−1, χώρος ομάδας G

P (0) + λ−1P (1), συμμετρικός χώρος G/H
(7.22)
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και P (i)
δηλώνει τους προβολικούς τελεστές στον Z2 διαχωρισμό της άλγεβρας g = g(0)⊕

g(1). Η δράση (7.21) μπορεί να γραφτεί στην μορφή

Sk,λ =
∫

Σ
Lk,λ(g) +

∫
M

Hk,λ(g) , (7.23)

όπου ο χώρος M ορίζεται έτσι ώστε ∂M = Σ και
1

Lk,λ = − k
8π

Tr(g−1∂µg, g−1∂µg) +
k

4π
Tr(∂µgg−1, (P − DT)−1g−1∂µg) ,

Hk,λ(g) =
k

4π
(HWZ(g)− dTr(dgg−1 ∧ (P − DT)−1g−1dg)) .

(7.24)

Στην περίπτωση της ανοιχτής χορδής, η δράση (7.23) τροποποιείται, έτσι ώστε να ληφθεί

υπόψιν η ύπαρξη ∂Σ 6= 0. ΄Οπως και στην περίπτωση του WZW προτύπου γράφεται στην

μορφή

Sk,λ =
∫

Σ
Lk,λ +

∫
M′

Hk,λ −
∫

D
ωk,λ , (7.25)

όπου D υπόχωρος της βράνης που γεμίζει το κενό της επιφάνειας Σ και M′ επέκταση του

M έτσι ώστε ∂M′ = Σ ∪ D. Για λόγους ανεξαρτησίας της δράσης (7.25) από συνεχείς

παραμορφώσεις του δίσκου πρέπει

Hk,λ|βράνη = dωk,λ . (7.26)

Θεωρώντας την γεωμετρία (7.20) μπορούμε να προσδιορίσουμε την επαγόμενη 2-μορφή ωk,λ

στο εσωτερικό της. Δεδομένης της 3-μορφής στην (7.24) και της συνθήκης (7.26) βρίσκουμε

ότι

ωk,λ(h) =
k

4π
(ωWZ(h)− Tr(dgg−1 ∧ (P − DT)g−1dg)|Cω

f
) , (7.27)

όπου

ωWZ( f ) = tr(h−1dh, ΩT f h−1dh f−1) ΩTΩ = 1 , (7.28)

και |Cω
f

υποδηλώνει ποσότητες υπολογισμένες στις στραμμένες κλάσεις συζυγίας, δηλαδή

αντικαθιστούμε τα στοιχεία ομάδας g με τις συνοριακές τους τιμές g|∂Σ = ω(h−1) f h . Σε

αυτό το σημείο να επισημάνουμε ότι μπορούμε να προσθέσουμε στην (7.27) μια ακριβή δύο

μορφή F = dA η οποία εν γένει μπορεί να εξαρτάται απο την παράμετρο λ αλλά μαζί με την

(7.20) δεν θα αποτελούν λύση των επιθυμητών συνοριακών συνθηκών.

Γνωρίζοντας την γεωμετρία των βράνων (7.20) και την επαγόμενη 2-μορφή στο εσωτερικό

1
Για τις χωροχρονικές συμβάσεις παραπέμπουμε στο παράρτημα A
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τους (7.27) μπορούμε να βρούμε τις σ.σ. στις οποίες αντιστοιχούν. Μεταβάλλοντας τον

κινητικό όρο της (7.23) βρίσκουμε

∫
∂Σ

δLk;λ =
k

4π

∫
∂Σ
(Tr(g−1δg, g−1∂σg)− Tr(δgg−1, (P − DT)−1g−1∂σg)

+ Tr(g−1δg, (P − D)−1)∂σgg−1)

=
k

4π

∫
∂Σ
(Tr(g−1δg, g−1∂σg)− Tr(δgg−1, AL

σ) + Tr(g−1δg, AR
σ )) ,

(7.29)

όπου προς χάριν ευκολίας ορίσαμε τα πεδία

AL
µ = −(P − DT)−1g−1∂µg, AR

µ = (P − D)−1∂µgg−1, µ = τ, σ . (7.30)

Χρησιμοποιώντας τώρα τις ταυτότητες (Γʹ.4) η (7.29) μπορεί να γραφτεί ως

∫
∂Σ

δLk;λ =
k

4π

∫
∂Σ

Tr(δhh−1, ∂σgg−1 −Ωg−1∂σg− (1−ΩDT)AL
σ + (D−Ω)AR

σ ) .

(7.31)

Ακολουθώντας τα ίδια βήματα βρίσκουμε ότι

∫
∂D

δωk;λ = − k
4π

∫
∂Σ

Tr(δhh−1, ∂τgg−1 + (D−Ω)AR
τ + Ωg−1∂τg + (1−ΩDT)AL

τ) .

(7.32)

Συνδυάζοντας τις (7.31), (7.32) βρίσκουμε ότι η συνολική συνεισφορά στην μεταβολή της

δράσης (7.25) από το σύνορο είναι η

δS|∂Σ =
k

2π

∫
∂Σ

tr(δhh−1,∇+gg−1 + Ωg−1∇−g + (1−Ω)(A+ + A−)) . (7.33)

Χρησιμοποιώντας τις (6.92) βρίσκουμε ότι στην περίπτωση του λ G-προτύπου η (7.33)

γράφεται ως

δS|∂Σ =
k

2π

∫
∂Σ

tr(δhh−1, (λ−1 −Ω)A+ − (λ−1Ω− 1)A−) , (7.34)

Επομένως, οι βράνες (6.55) με την 2-μορφή (7.27) αποτελούν λύση των συνοριακών συν-

θηκών
2

(λ−1 −Ω)A+|∂Σ = (λ−1Ω− 1)A−|∂Σ . (7.35)

2
Οι (7.35), δεδομένης της ιδιότητας ΩTΩ = 1 συνεπάγονται την συνθήκη μηδενικής ροής ορμής στο

σύνορο.
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Γνωρίζουμε από την προηγούμενη ανάλυση ότι η γεωμετρία (6.55) για να αποτελεί ολο-

κληρώσιμη γεωμετρία πρέπει ο πίνακας Ω να είναι μοναδιακός. Σε αυτή την περίπτωση οι

συνοριακές συνθήκες (7.35) συνεπάγονται τις ολοκληρώσιμες συνοριακές συνθήκες (7.5).

Στην περίπτωση του λ G/H-προτύπου χωρίζουμε τον συνοριακό όρο (7.33) στις g(0) και

g(1) συνιστώσες. Βάση των εξισώσεων (6.120) και του Z2 διαχωρισμού του πίνακα Ω η

(7.33) γράφεται ως

δS|∂Σ =
k

2π

∫
∂Σ

tr(δhh−1 , (1−Ω)Aτ)(0)+ tr(δhh−1, (λ−1−Ω)A+− (λ−1Ω− 1)A−)(1) .

(7.36)

Ο μηδενισμός του οδηγεί στις συνοριακές συνθήκες

A(0)
τ |∂Σ = ΩA(0)

τ |∂Σ , (λ−1 −Ω)A(1)
+ |∂Σ = (λ−1Ω− 1)A(1)

− |∂Σ . (7.37)

Απαιτώντας επιπλέον Ω2(g(1)) = 1 βρίσκουμε

Ω(g(0)) = 1 ή A(0)
τ = 0 και A(1)

+ = ΩA(1)
− , (7.38)

που είναι ακριβώς οι ολοκληρώσιμες σ.σ. που παρουσιάσαμε με τον μέθοδο του μονόδρομου

πίνακα.

Σε αυτό το σημείο επισημαίνουμε ότι η συνθήκη της μοναδιακότητας του πίνακα Ω είναι

ισοδύναμη με την απαίτηση οι σ.σ. (7.35), (7.36) γραμμένες συναρτήσει των A± είναι

ανεξάρτητες της παραμέτρου λ. Δεν καταφέραμε όμως να συνδέσουμε την ανεξαρτησία

αυτή, με την διατήρηση της ολοκληρωσιμότητας.

Τέλος θα κλείσουμε με την συνθήκη κβάντωσης των θέσεων των επιτρεπτών βρανών, την

οποία θα εξάγουμε για γενική Lie ομάδα G. Χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (7.24), (7.27)

βρίσκουμε ότι η (6.20) ισούται με την τιμή της στο WZW όριο, επομένως οι επιτρεπτές

θέσεις των κλασεων συζυγίας είναι ανεξάρτητες της παραμόρφωσης. Διαφορετικά, η ροή

της 2-μορφής F = Bk,λ − ωk,λ, με Hk,λ = dBk,λ, μέσα από την S2
σφάιρα ή η 1-μορφή

A, με F = dA, που συζευγνύεται στα άκρα της χορδής, είναι ανεξάρτητη της παραμέτρου

παραμόρφωσης.
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Μέρος III

Γενικευμένα λ-παραμορφωμένα πρότυπα και

ολοκληρώσιμες βράνες
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Κεφάλαιο 8

Γενικευμένα λ-παραμορφωμένα πρότυπα

Σε αυτό το κεφάλαιο θα κατασκευάσουμε γενικεύσεις των λ παραμορφώσεων του κεφαλαίου

6.6. Προς αυτή την κατεύθυνση θα θεωρήσουμε αρχικά σύμμορφες θεωρίες πεδίου της

μορφής γινομένου WZW προτύπων

Gk1 × Gk2 × · · · × GkN (8.1)

και χώρων πηλίκου

(Gk1 × Gk2 × · · · × GkN)/Gkολ. , kολ. =
N

∑
i=1

ki . (8.2)

Η παραμόρφωση του αθροίσματος των WZW προτύπων θα βασιστεί στην ασύμμετρη βάθ-

μωση τους (δες υποκεφάλαιο 5.3.3) και όχι στην διαγώνια του κάθε στοιχείου ομάδας gi

όπως στο σύνηθες λ-πρότυπο. Αυτό θα οδηγήσει σε διαταρακτικούς τελεστές που συζευ-

γνύουν τα Kac-Moody ρεύματα από διαφορετικές άλγεβρες. Θα δούμε ότι στην περίπτωση

των ίσων επιπέδων k1 = k2 = · · · = kN τα παραμορφωμένα πρότυπα μας διαθέτουν β-

συναρτήσεις των σταθερών ζεύξης και ανώμαλες διαστάσεις των διαταραχτικών τελεστών

ίδιες με των αντίστοιχων συνήθων λ παραμορφώσεων. Στην περίπτωση όμως των άνισων

επιπέδων, μια φαινομενικά μικρή αλλαγή, οδηγούμαστε σε θεωρίες με πλήρως διαφορετικά

χαρακτηριστικά. Αναλυτικός υπολογισμός των β-συναρτήσεων, θα αποκαλύψει ότι οι ροές

της ΟΕ των σταθερών ζεύξης αποκτούν μη τετριμμένα σταθερά σημεία στις χαμηλές ε-

νέργειες. Συγκεκριμένα η παραμόρφωση της ΣΘΠ στον χώρο πηλίκου ρέει προς μια στην

υπέρυθρη περιοχή της ίδιας μορφής (κάτω από έναν κατάλληλο επαναορισμό των επιπέδων),

ενώ το άθροισμα των N WZW προτύπων ρέει προς υπέρυθρες ΣΘΠ, οι οποίες χαρακτη-
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ρίζονται από μη συμμετρικούς ολομορφικούς και αντιολομορφικούς τομείς με το ίδιο όμως

κεντρικό φορτίο, cL = cR. Η τελευταία πρόταση θα μας απασχολήσει στο επόμενο κεφάλαιο.

8.1 Η περίπτωση των ίσων επιπέδων

8.1.1 Κατασκευή της δράσης

Θα ξεκινήσουμε με την πιο απλή περίπτωση δύο WZW προτύπων με το ίδιο επίπεδο k. Η

δράση του προτύπου είναι η

SWZW,k(g1, g2) = SWZW,k(g1) + SWZW,k(g2) . (8.3)

Σύμφωνα με την (5.51) και απλοποιώντας τον φορμαλισμό του αντίστοιχου κεφαλαίου, η

τοπικά συμμετρική επέκταση της (8.3) κάτω από τον μετασχηματισμό

H : (g1, g2) 7→ (h−1g1 f , f−1g2h) , (8.4)

είναι η

S(g1, g2, A1±, A2±) = SWZW,k(g1) + SWZW,k(g2)

+
k
π

∫
Σ

Tr(A1− J1+ − A2+ J1− + A1−D1A2+)

+
k
π

∫
Σ

Tr(A2− J2+ − A1+ J2− + A2−D2A1+)

− k
π

∫
Σ

Tr(A1+, A1−)−
k
π

∫
Σ

Tr(A2+, A2−) ,

(8.5)

όπου A1± ∈ g, A2± ∈ g. Ακολουθώντας την διαδικασία του υποκεφαλαίου 6.7.1 , προ-

σθέτουμε στην (8.5) δύο χειραλικά πρότυπα με στοιχεία ομάδας ĝ1, ĝ2, αναλλοίωτα κάτω

απο τον μετασχηματισμό

(ĝ1, ĝ2) 7→ (ĝ1 f , ĝ2k) . (8.6)

Η συνολική δράση έχει 2 dim(G) πλεονασματικούς βαθμούς ελευθερίας οι οποίοι μπορούν

να ακυρωθούν θέτοντας ĝ1 = ĝ2 = 1. Επομένως η συνεισφορά από τα χειραλικά πρότυπα

είναι η

−
κ2

1
π

∫
Σ

Tr(A1+, A1−), −κ2
2

π

∫
Σ

Tr(A2+, A2−) , (8.7)
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με αποτέλεσμα η συνολική δράση να γράφεται ως [185,186]

Sk;λ1,λ2 = SWZW,k(g1) + SWZW,k(g2)

+
k
π

∫
Σ

Tr(A1− J1+ − A2+ J1− + A1−D1A2+)

+
k
π

∫
Σ

Tr(A2− J2+ − A1+ J2− + A1−D2A2+)

−
kλ−1

1
π

∫
Σ

Tr(A1+, A1−)−
kλ−1

2
π

∫
Σ

Tr(A2+, A2−) ,

(8.8)

Ολοκληρώνοντας τα πεδία A1±, A2± βρίσκουμε τις αλγεβρικές εξισώσεις

∇+gig−1
i = (λ−1

i − 1)Ai+, g−1
i ∇−gi = −(λ−1

i+1 − 1)Ai+1−, i = 1, 2, (8.9)

όπου ο δείκτης i ορίζεται i + 2 ≡ i (δηλαδή κυκλικός με βήμα δύο) και η συναλλοίωτη

παράγωγος ως ∇±gi = ∂±gi − Ai±gi + gi Ai+1±. Οι (8.9) είναι ισοδύναμες με τις

A1+ = λ1(1− λ1λ2D1D2)
−1(J1+ + λ2D1 J2+) ,

A1− = −λ1(1− λ1λ2DT
2 DT

1 )
−1(J2− + λ2DT

2 J1−) ,

A2+ = λ2(1− λ1λ2D2D1)
−1(J2+ + λ1D2 J1+) ,

A2− = −λ2(1− λ1λ2DT
1 DT

2 )
−1(J1− + λ1DT

1 J2−) ,

(8.10)

και αντικαθιστώντας αυτές στην (8.8) καταλήγουμε στην ενεργό δράση του διπλά λ-παραμορφωμένου

προτύπου με ίσα επίπεδα

Sk;λ1,λ2 = SWZW,k(g1) + SWZW,k(g2)−

− k
π

∫
Σ

d2σTr

[(
J1+ J2+

)(λ1λ2O21DT
2 λ1O21

λ2O12 λ1λ2O12DT
1

)(
J1−
J2−

)]
.

(8.11)

Για μικρές τιμές των παραμέτρων παραμόρφωσης λi << 1, i = 1, 2 η (8.11) αναπαριστά

δύο WZW πρότυπα διαταραγμένα από διγραμμικούς τελεστές, δηλαδή JA
1+ JA

2− και JA
2+ JA

1−,

δηλαδή

Sk;λ1,λ2 = SWZW,k(g1) + SWZW,k(g2)−
k
π

∫
Σ

λ1Tr(J1+, J2−) + λ2Tr(J2+, J1−) + . . . .

(8.12)
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Παρατηρούμε ότι σε αντίθεση με το απλό λ-πρότυπο οι διαταραχτικοί τελεστές συζευγνύουν

πεδία που ανήκουν σε διαφορετικές άλγεβρες, γεγονός που προκύπτει από την ασύμμετρη

βάθμωση (8.4) για την κατασκευή της (8.8).

Τέλος να σημειώσουμε ότι η παραπάνω διαδικασία μπορεί εύκολα να γενικευτεί στην πε-

ρίπτωση N WZW προτύπων. Σε αυτήν την περίπτωση η υποομάδα H, που αναβαθμίζεται

σε τοπική, ορίζεται ως

H : (g1, . . . gi, . . . , gN) 7→ (k1g1k−1
2 , . . . kigik−1

i+1, . . . , kNgNk−1
1 ) . (8.13)

Προσθέτοντας N χειραλικά πρότυπα κατάλληλα βαθμωμένα, καταλήγουμε στην πολλαπλά

λ-παραμορφωμένη δράση [186]

Sk;λ1,...λN =
N

∑
i=1

(
SWZW,k(gi) +

k
π

∫
Σ

Tr(Ai− Ji+ − Ai+1+ Ji− + Ai−Di Ai+1+)

−
kλ−1

i
π

∫
Σ

Tr(Ai+, Ai−)
)

,

(8.14)

όπου ο δείκτης i ορίζεται ως i + N ≡ i. Η μη διαταρακτική συμμετρία της (8.14) είναι η

k→ −k, λi → λ−1
i , gi → g−1

i+1 , (8.15)

και ο τανυστής ενέργειας/ορμής γράφεται σε απλή μορφή ως

T±± = k
N

∑
i=1

1− λ2
i

λ2
i

Tr(Ai±, Ai±) . (8.16)

8.1.2 Εξισώσεις κίνησης και ζεύγος Lax

Μεταβάλλοντας την δράση (8.8) ως προς τα πεδία g1, g2 βρίσκουμε τις εξισώσεις κίνησης

∇−(∇+g1g−1
1 ) = F(1)

+−, ∇−(∇+g2g−1
2 ) = F(2)

+− , (8.17)

οι οποίες είναι ισοδύναμες με τις

∇−(g−1
1 ∇+g1) = F(2)

+−, ∇−(g−1
2 ∇+g2) = F(1)

+− , (8.18)
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όπου F(i)
+− = ∂+Ai− − ∂+Ai− − [Ai+, Ai−]. Αντικαθιστώντας τις (8.9) στις (8.17) και

(8.18) βρίσκουμε τις αποσυζευγμένες πρωτοβάθμιες διαφορικές εξισώσεις για τα A1±, A2±

∂+Ai− − λ−1
i ∂−Ai+ = λ−1

i [Ai+, Ai−] ,

λ−1
i ∂+Ai− − ∂−Ai+ = λ−1

i [Ai+, Ai−] ,
(8.19)

οι οποίες είναι ισοδύναμες με την εξίσωση επιπεδότητας για τα ζεύγη Lax [185,186]

Li±(zi) =
zi

zi ∓ 1
2

1 + λi
Ai±, i = 1, 2 . (8.20)

8.1.3 β-συνάρτηση του προτύπου

΄Οπως είδαμε προηγουμένως, οι τελεστές JA
1+ JA

2− , JA
2+ JA

1− διαταράσουν την Gk × Gk ΣΘΠ

με αποτέλεσμα οι παράμετροι λ1, λ2 να αποκτούν εξάρτηση από την ενεργειακή κλίμακα.

Οι αντίστοιχες β-συναρτήσεις έχουν υπολογιστεί με μεθόδους θεωρίας διαταραχών στην

εργασία [187], όπου βάσει των συναρτήσεων συσχέτισης των Kac-Moody ρευμάτων J1±,

J2± και της μορφής των διαταραχτικών τελεστών, αποδείχθηκαν ίδιες με δύο ανεξάρτητων

λ προτύπων, δηλαδή

βλi =
dλi

d ln µ2 = −
cGλ2

i
2k(1 + λ2

i )
, i = 1, 2 . (8.21)

Οι παραπάνω εκφράσεις είναι υπολογισμένες σε πρώτη τάξη ως προς τις δυνάμεις του 1/k

και είναι ακριβείς στις παραμέτρους παραμόρφωσης.

Στην ίδια εργασία, οι συγγραφείς παρουσίασαν δύο επιπλέον τρόπους για την εξαγωγή

των (8.21). Την μέθοδο υποβάθρου και την γεωμετρική, την οποία εφάρμοσαν για την

περίπτωση (λ1 = λ, λ2 = 0). Το γεγονός ότι οι (8.21) είναι ίδιες με τις β-συναρτήσεις

δύο ανεξάρτητων λ-προτύπων θα επιβεβαιωθεί και από το γεγονός ότι στο επίπεδο της

χαμιλτονιανής τα δύο πρότυπα είναι κανονικά ισοδύναμα [186].

Οι β-συναρτήσεις (8.21) περιγράφουν ροές από το υπεριώδες σημείο (λ1, λ2) = (0, 0),

όπου η σύμμορφη θεωρία πεδίου είναι το άθροισμα δύο WZW προτύπων, προς το υπέρυ-

θρο (λ1, λ2) = (1, 1). Αντίστοιχα με το λ-πρότυπο στο υπέρυθρο σημείο η θεωρία χάνει

2 dim(G) βαθμούς ελευθερίας, και πρέπει να θεωρήσουμε το όριο

k→ ∞, G = g1g2 = 1 +
iv
k

, (8.22)
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με v ∈ g, για να τους επανακτήσουμε. Σε αυτήν την περίπτωση η δράση (8.11) γράφεται

ως [186]

Sκ2
1 ,κ2

2
(v, g) = − 1

π

∫
Σ

Tr(κ2
2g−1∂+gg−1∂−g

+ (i∂+v− κ2
2g−1∂+g)((k2

1 + k2
2)1 + adv)

−1(i∂−v + k2
2g−1∂−g)) ,

(8.23)

η οποία αποδεικνύεται ότι είναι η μη-αβελιανή T-δυική θεωρία δυο αλληλεπιδρώντων χειρα-

λικών προτύπων, τα οποία κάτω από ένα επαναπροσδιορισμό των στοιχείων ομάδας κατα-

λήγουν σε δύο ανεξάρτητα.

8.2 Η περίπτωση των άνισων επιπέδων

Σε αυτό το κεφάλαιο θα παρουσιάσουμε την γενίκευση της (8.14) στην περίπτωση των

άνισων επιπέδων [188,189]. Αυτή δίνεται ως

S{ki};{λi} =
N

∑
i=1

(
SWZW,ki(gi) +

ki

π

∫
Σ

Tr(Ai− Ji+ − Ai+1+ Ji− + Ai−Di Ai+1+)

−
k(i)λ−1

i
π

∫
Σ

Tr(Ai+, Ai−)
)

,

(8.24)

όπου k(i) =
√

kiki−1. Μεταβάλλοντας την (8.24) ως προς τα πεδία Ai± βρίσκουμε τις

αλγερβικές εξισώσεις

∇+gig−1
i =

(
λ−1

i λ
(i)
0 − 1

)
Ai+ ,

− g−1
i−1∇−gi−1 =

(
λ−1

i+1(λ
(i)
0 )−1 − 1

)
Ai− ,

(8.25)

με i = 1, . . . , N και υπενθυμίζουμε ότι ο δεικτης i ορίζεται i = i + N. Οι σταθερές λ
(i)
0

ορίζονται ως λ
(i)
0 =

√
ki−1

ki
, οι οποίες δεν είναι όλες ανεξάρτητες δεδομένου ότι ∏N

i=1 λ
(i)
0 =

1. Στην περίπτωση των ίσων επιπέδων ισχύει ότι λ
(i)
0 = 1, ∀i = 1, . . . , N.

Λύνοντας τις εξισώσεις (8.25) βρίσκουμε τα πεδία Ai± συναρτήσει των στοιχείων ομάδας
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gi και αντικαθιστώντας αυτά στην (8.24) βρίσκουμε την ενεργό δράση

S{ki};{λi} =
k1

12π

∫
tr(g−1

1 dg1)
3 +

k1

π

∫
d2σTr

(
1
2

J(1)+ D1
1 + D̂T

1 D̂T
n . . . D̂T

2

1− D̂T
1 D̂T

n . . . D̂T
2

J(1)−

+
n

∑
i=2

J(i)+ (λ
(i)
0 )−1λiD̂T

i−1 . . . D̂T
2 (1− D̂T

1 D̂T
n . . . D̂T

2 )
−1 J(1)−

)
+ (κυκλ. 1, 2, . . . , n) ,

(8.26)

όπου

D̂i = (λ
(i)
0 )−1λT

i Di , (Di)ab = Tr(tagitbg−1
i ) , i = 1, 2, . . . , n , (8.27)

Στο όριο λi << 1 η θεωρία περιγράφει N WZW πρότυπα σε άνισα επίπεδα δαταραγμένα

απο διγραμμικούς τελεστές των Kac-Moody ρευμάτων Ji±. Συγκεκριμένα βρίσκουμε

S =
n

∑
i=1

Ski(gi) +
n

∑
i=1

k(i+1)
∫

d2σλi+1Tr(J(i+1)
+ , J(i)− ) +O(λ2) . (8.28)

Για την περίπτωση N = 2 οι (8.25) γράφονται ως

∇+g1g−1
1 = (λ−1

0 λ−1
1 − 1)A1+, g−1

2 ∇−g2 = −(λ0λ−1
1 − 1)A1−,

∇+g2g−1
2 = (λ0λ−1

2 − 1)A2+, g−1
1 ∇−g1 = −(λ−1

0 λ−1
2 − 1)A2− ,

(8.29)

οι οποίες είναι ισοδύναμες με τις

A1+ = λ1(1− λ1λ2D1D2)
−1(λ0 J1+ + λ2D1 J2+) ,

A1− = −λ1(1− λ1λ2DT
2 DT

1 )
−1(λ−1

0 J2− + λ2DT
2 J1−) ,

A2+ = λ2(1− λ1λ2D2D1)
−1(λ−1

0 J2+ + λ1D2 J1+) ,

A2− = −λ2(1− λ1λ2DT
1 DT

2 )
−1(λ0 J1− + λ1DT

1 J2−) ,

(8.30)

και η ενεργός δράση (8.26) γράφεται στην μορφή

Sk1,k2;λ1,λ2 = SWZW,k1(g1) + SWZW,k2(g2)−

− 1
π

∫
Σ

d2σTr

[(
J1+ J2+

)(k1λ1λ2O21DT
2 k2λ0λ1O21

k1λ−1
0 λ2O12 k2λ1λ2O12DT

1

)(
J1−
J2−

)]
,

(8.31)

με λ0 =
√

k1/k2. Αυτή διαθέτει την μη διαταρακτική συμμετρία

k1 → −k2, k2 → −k1, λ1 → λ−1
2 λ2 → λ−1

1 , g1 → g−1
2 , g2 → g−1

1 , (8.32)
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και στο όριο λ1, λ2 << 1 γράφεται στην μορφή

Sk1,k2;λ1,λ2 = Sk1(g1) + Sk2(g2)−
√

k1k2

π

∫
d2σλ1Tr(J1+, J2−) + λ2Tr(J2+, J1−) + . . .

(8.33)

Τέλος, στην περίπτωση (λ1, λ2) = (λ, 0), η οποία θα χρησιμοποιηθεί για την παρουσίαση

παραδειγμάτων ολοκληρώσιμων βρανών, η (8.31) γράφεται στην απλή μορφή

Sk1,k2;λ = SWZW,k1(g1) + SWZW,k2(g2)−
√

k1k2

π
λ−1

∫
d2σTr(J1+, J2−) . (8.34)

8.2.1 Εξισώσεις κίνησης και ζεύγος Lax

΄Οπως και στην περίπτωση των ίσων επιπέδων, οι εξισώσεις κίνησης του προτύπου που

μελετάμε μπορούν να γραφτούν ως 2N ανεξάρτητες πρωτοβάθμιες διαφορικές εξισώσεις

∂−Ai+ = −
1− (λ

(i)
0 )−1λi

1− λ2
i

[
Ai+, Ai−

]
,

∂+Ai− =
1− λ

(i)
0 λi

1− λ2
i

[
Ai+, Ai−

]
.

(8.35)

Είναι εύκολο να δείξει κάποιος ότι οι (8.35) είναι ισοδύναμες με την εξίσωση επιπεδότητας

για τα N Lax ζεύγη [188,189]

Li± =
2z

z∓ 1
Ãi±, Ãi+ =

1− λ
(i)
0 λi

1− λ2
i

Ai+, Ai− =
1− (λ

(i)
0 )−1λi

1− λ2
i

Ai−, z ∈ C .

(8.36)

Οι αγκύλες Maillet οι οποίες εξασφαλίζουν τα άπειρα φορία του προτύπου μας, να μετα-

τίθενται κατά Poisson, έχουν παρουσιαστεί στην εργασία [31].

8.2.2 Χαμιλτονιανός Φορμαλισμός

Σε αυτό το σημείο θα εφαρμόσουμε τον χαμιλτονιανό φορμαλισμό, που παρουσιάσαμε στην

περίπτωση του λ-πρότυπου, για την δράση (8.24) με N = 2. Στόχος είναι να υπολογίσου-

με τις Poisson αγκύλες των πεδίων A1±, A2±, οι οποίες αποτελούν την παραμορφωμένη

άλγβερα του προτύπου.

Παραμετροποιώντας τα στοιχεία ομάδας ως g1 = g1(X1) και g2 = g2(X2) βρίσκουμε ότι η
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αντίστοιχη δράση γράφεται στην μορφή

Sk1,k2;λ1,λ2 =
k1

4π

∫
d2σ
(1

2
Ra

1µRa
1ν(ẋ1

µ ẋ1
ν − x′µ1 x′ν1 ) + λ

(1)
µν ẋ1

µx′ν1
)
+

+
k2

4π

∫
d2σ
(1

2
Ra

2µRa
2ν(ẋ2

µ ẋ2
ν − x′µ2 x′ν2 ) + λ

(2)
µν ẋ2

µx′ν2
)
+

+
k1

4π

∫
d2σ
(

2iAa
−Ra

1µ(ẋ1
µ + x′µ1 )− 2iBa

+La
1µ(ẋ1

µ − x′µ1 ) + 4Ba
+Dba

1 Ab
−

)
+

k2

4π

∫
d2σ
(

2iBa
−Ra

2µ(ẋ2
µ + x′µ2 )− 2iAa

+La
2µ(ẋ2

µ − x′µ2 ) + 4Aa
+Dba

1 Bb
−

)
−
√

k1k2

π

∫
d2σTr{Ba

+(λ
−1
2 )abBb

− + Aa
+(λ

−1
1 )ab Ab

−} .

(8.37)

Οι συζυγείς ορμές στις μεταβλητές του παραμετρικού χώρου είναι

π
(1)
µ =

k1

4π
(Ra

1µRa
1νẊν + λ

(1)
µν X′ν + 2iAa

−Ra
1µ − 2iBa

+La
1µ) ,

π
(2)
µ =

k2

4π
(Ra

2µRa
2νẊν + λ

(2)
µν X′ν + 2iBa

−Ra
1µ − 2iAa

+La
1µ) ,

P± =
δL

δȦ±
= 0, Q± =

δL
δḂ±

= 0 .

(8.38)

΄Οπως και στην περίπτωση του λ-προτύπου ορίζουμε συναρτήσει των παραμέτρων του φα-

σικού χώρου δύο ζεύγη πεδίων J1± και J2± που ικανοποιούν δύο αντίγραφα της ĝk1 ⊕ ĝk2

Kac-Moody άλγεβρας. Μετά από απλή αλλά χρονοβόρα άλγβερα βρίσκουμε ότι η χαμιλτο-

νιανή πυκνότητα του προτύπου δίνεται ως

H′ = H+ a+P+ + a−P− + b+Q+ + b−Q− (8.39)

με

H =
1

4π

2

∑
i=1

ki

(
J A

i+J A
i+ + J A

i−J A
i− + 4i(AA

i+1+J A
i− − AA

i−J A
i+)−

2(AA
i+ − AA

i−)(AA
i+ − AA

i−) + 4AA
i+(λ

−1
i δAB − δAB)AB

i−

)
.

(8.40)

Ακολουθώντας την προσέγγιση του Dirac για συστήματα με δεσμούς βρίσκουμε τους δευ-
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τερογενείς δεσμούς{
PA
+ , H

}
= 0⇒ iJ A

2− − AA
1+ + λ0(λ

−1
1 )AB AB

1− = 0 ,{
PA
− , H

}
= 0⇒ iJ A

1+ + AA
1− − λ−1

0 (λ−1
1 )BA AB

1+ = 0 ,{
QA

+, H
}
= 0⇒ iJ A

1− − AA
2+ + λ−1

0 (λ−1
2 )AB AB

2− = 0 ,{
QA
−, H

}
= 0⇒ iJ A

2+ + AA
2− − λ0(λ

−1
2 )BA AB

2+ = 0 ,

(8.41)

ενώ πρωτογενείς και δευτερογενείς αποδεικνύεται ότι είναι δεύτερης τάξης, που σημαίνει

ότι μπορούμε να τους επιβάλουμε στον φασικό χώρο της θεωρίας μειώνοντας την διάσταση

του, αλλά με το κόστος ότι θα πρέπει να αντικατασταθούν οι αγκύλες Poisson με τις Dirac

(6.112). Βρίσκουμε ότι η χαμιλτονιανή, στον μειωμένο φασικό χώρο δίνεται ως [189]

H =
1

4π

∫
dσ

2

∑
i=1

(
ki+1(1− λ2

i )

λ2
i

Tr(Ai+, Ai+) +
ki(1− λ2

i )

λ2
i

Tr(Ai−, Ai−)

)
. (8.42)

Δεδομένου ότι τα πεδία A1±, A2± μετατίθενται κατά Poisson, είναι προφανές ότι για k1 = k2

η Χαμιλτονιανή (8.42) είναι κανονικά ισοδύναμη με την Χαμιλτονιανή δύο ανεξάρτητων λ-

προτύπων με παραμέτρους λ1, λ2. Η σχέση που ορίζει την ισοδυναμία είναι η

Ai± = Ãi± i = 1, 2 , (8.43)

με Ai± = Ai±(g1, g2; λ1, λ2) τα πεδία του διπλού λ-προτύπου και Ãi± = Ãi±(g̃i; λi) τα

πεδία των δύο λ-προτύπων [186]. Η (8.43) ορίζει μια μη τοπική σχέση μεταξύ των g1, g2

και g̃1, g̃2 όπως είθισται μεταξύ κανονικά ισοδύναμων θεωριών.

Τέλος υπολογίζοντας τις Dirac αγκύλες των Ai±, i = 1, 2 βρίσκουμε τις παρακάτω ανεξάρ-

τητες άλγεβρες
1
[189]:

{
AA

1+, AB
1+

}
D
= i

ẽ2
1(1 + λ0)

k2
f ABC

(
(1 + ρ1)AC

1− − (1− ρ1 + 2x1(1 + ρ1))AC
1+

)
δσσ′ +

2e2
1

k2
δABδ′σσ′ ,{

AA
1−, AB

1−

}
D
= i

ẽ2
1(1 + λ−1

0 )

k1
f ABC

(
(1− ρ1)AC

1+ − (1 + ρ1 + 2x1(1− ρ1))AC
1−

)
δσσ′ −

2e2
1

k1
δABδ′σσ′ ,{

AA
1+, AB

1−

}
D
= iẽ2

1 f ABC
(

1
k1
(1 + ρ1)AC

1+ +
1
k2
(1− ρ1)AC

1−

)
δ(σ− σ′) ,

(8.44)

1
Ανεξάρτητες εννοούμε ότι

{
A1a, A2b

}
D
= 0 με a, b = ±.
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και{
AA

2+, AB
2+

}
D
= i

ẽ2
2(1 + λ−1

0 )

k1
f ABC

(
(1− ρ2)AC

2− − (1 + ρ2 + 2x2(1− ρ2))AC
2+

)
δσσ′ +

2e2
2

k1
δABδ′σσ′ ,{

AA
2−, AB

2−

}
D
= i

ẽ2
2(1 + λ0)

k2
f ABC

(
(1 + ρ2)AC

2+ − (1− ρ2 + 2x2(1 + ρ2))AC
2−

)
δσσ′ −

2e2
2

k2
δABδ′σσ′ ,{

AA
2+, AB

2−

}
D
= iẽ2

2 f ABC
(

1
k2
(1− ρ2)AC

2+ +
1
k1
(1 + ρ2)AC

2−

)
δ(σ− σ′) ,

(8.45)

με

xi =
1 + λ2

i
2λi

, ρi =
(1− λ0)(1 + λi)

(1 + λ0)(1− λi)
, ẽ2

i =
e2

i
λi + 1

, e2
i =

λ2
i

λ2
i − 1

. (8.46)

Παρόμοιες διπαραμετρικές άλγεβρες βρέθηκαν στην εργασία [190], μόνο με τεχνικές θεωρίας

πεδίου.

Παρατηρούμε ότι υπάρχουν τρείς ενδιαφέρουσες περίπτωσεις της παραπάνω άλγερβρας:

• Για ίσα επίπεδα, k1 = k2 → λ0 = 1, βρίσκουμε δύο αντίγραφα της άλγβερας του λ-

προτύπου (6.113) με παραμέτρους λ1, λ2.

• Για (λ1, λ2)→ (0, 0) βρίσκουμε δύο αντίγραφα της ĝk1 ⊕ ĝk2 άλγεβρας.

• Για (λ1, λ2)→ (λ0, λ0) βρίσκουμε ότι

{
AA

1+(σ), AB
1+(σ

′)
}
=

2πi
k2 − k1

f ABC
(
(1 + λ2

0)AC
1+ − λ2

0Ac
1−

)
δσσ′ +

2πλ2
0

k1 − k2
δABδ′σσ′ ,{

AA
1−(σ), AB

1−(σ
′)
}
=

2πi
k2 − k1

f ABC AC
1−δσσ′ +

2π

k2 − k1
δABδ′σσ′ ,{

AA
1+(σ), AB

1−(σ
′)
}
=

2πi
k2 − k1

f ABC AC
+δσσ′ .

(8.47)

και{
AA

2+(σ), AB
2+(σ

′)} = 2πi
k2 − k1

f ABC AC
2+δσσ′ −

2π

k2 − k1
δABδ′σσ′ ,{

AA
2−(σ), AB

2−(σ
′)
}
=

2πi
k2 − k1

f ABC
(
(1 + λ2

0)AC
2− − λ2

0AC
2+

)
δσσ′ −

2πλ2
0

k1 − k2
δABδ′σσ′ ,{

AA
2+(σ), AB

2−(σ
′)
}
=

2πi
k2 − k1

f ABC AC
2−δσσ′ .

(8.48)
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Επομένως τα πεδία A2+, A1− ικανοποιούν δύο αντίγραφα της ĝk2−k1 άλγεβρας.

8.3 λ-παραμόρφωση της ΣΘΠ σε χώρο πηλίκου

Παρακάτω θα κατασκευάσουμε και θα μελετήσουμε την λ-παραμόρφωση της ΣΘΠ σε χώρο

πηλίκου Gk1 ×Gk2/Gk1+k2 . Η εργασία που θα ακολουθήσουμε είναι η [191], ενώ η περίπτω-

ση k1 = k2 παρουσιάστηκε για πρώτη φορά στην [151] ως γενίκευση του λ G/H-προτύπου.

Σε αντίθεση με το τελευταίο θα δούμε ότι η β-συνάρτηση για k1 6= k2 αποκτά υπέρυθρα

σημεία στα οποία ορίζεται μια ΣΘΠ σε διαγώνιο χώρο πηλίκου.

΄Ηδη από τις εργασίες [192–194] είχε αναφερθεί ότι η διαταραχή της Gk1 ×Gk2/Gk1+k2 ΣΘΠ

με τελεστές σύμμορφης διάστασης

∆k1,k2 = 1− cG

2(k1 + k2) + cG
, (8.49)

επάγει μια ολοκληρώσιμη ροή που καταλήγει σε υπέρυθρες ΣΘΠ της προαναφερθείσας μορ-

φής.

8.3.1 Κατασκευή της ενεργούς δράσης

Θα ξεκινήσουμε με δύο WZW πρότυπα Gk1 × Gk2 και ένα χειραλικό ορισμένο σε χώρο

πηλίκου, G × G/G.
2

Εισάγοντας δύο κατάλληλα ζεύγη πεδίων βαθμίδας A1±, A2±, επε-

κτείνουμε την συμμετρία

(g1, g2) 7→ (h−1
1 g1h1 , h−1

2 g2h2), (ĝ1, ĝ2) 7→ (h−1
1 ĝ1, h−1

2 ĝ2) , (8.51)

σε τοπική, με αποτέλεσμα η τελική θεωρία να έχει dim G βαθμούς ελευθερίας. Για να

εκμηδενίσουμε τους 2 dim G πλεονασματικούς βαθμούς επιλέγουμε την βαθμίδα ĝ1 = ĝ2 =

1, και η συνεισφορά από το χειραλικό πρότυπο είναι η

SG×G/G
PCM,κ2 =

−2κ2

π

∫
Σ

d2σTr(B+,B−), B± =
1
2
(A1± − A2±) . (8.52)

2
Η δράση του G× G/G χειραλικού προτύπου είναι η

SG×G/G
PCM,κ2 = −κ2

π

2

∑
i=1

∫
Σ

d2σTr(ĝ−1
i ∂+ ĝi − B+, ĝ−1

i ∂− ĝi − B−) (8.50)
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Η συνολική δράση επομένως γράφεται στην μορφή [191]

S =
2

∑
i=1

SG/G
WZW,ki

(gi, Ai±)− k
λ−1 − 1

π

∫
Σ

d2σTr(B+,B−) , (8.53)

όπου ορίσαμε τις παραμέτρους

λ =
k

k + 2κ2 , k = k1 + k2, si =
ki

k
, i = 1, 2 . (8.54)

Μεταβάλλοντας την (8.53) ως προς τα πεδία A1±, A2± βρίσκουμε τις εξισώσεις

s1∇+g1g−1
1 =

1
2
(λ−1 − 1)B+, s2∇+g2g−1

2 = −1
2
(λ−1 − 1)B+,

s1g−1
1 ∇−g1 = −1

2
(λ−1 − 1)B−, s2g−1

2 ∇−g2 =
1
2
(λ−1 − 1)B− ,

(8.55)

που είναι ισοδύναμες με τις

A(1)
+ = Λ−1

21 ((1− λ)(s1 J(1)+ + s2 J(2)+ )− 4s1s2λ(D2 − 1)J(1)+ ),

A(2)
+ = Λ−1

12 ((1− λ)(s1 J(1)+ + s2 J(2)+ )− 4s1s2λ(D1 − 1)J(2)+ ),

A(1)
− = −Λ−T

12 ((1− λ)(s1 J(1)− + s2 J(2)− )− 4s1s2λ(DT
2 − 1)J(1)− ),

A(2)
− = −Λ−T

21 ((1− λ)(s1 J(1)− + s2 J(2)− )− 4s1s2λ(DT
1 − 1)J(2)− ),

(8.56)

όπου

Λ12 = 4λs1s2(D1 − 1)(D2 − 1) + (λ− 1)(s1D1 + s2D2 − 1) . (8.57)

Οι (8.55) συνεπάγονται τις

s1∇+g1g−1
1 + s2∇+g2g−1

2 = 0, s1g−1
1 ∇−g1 + s2g−1

2 ∇−g2 = 0 , (8.58)

που αντιστοιχούν στην εναπομείνασα συμμετρία βαθμίδας της δράσης (8.53)

(g1, g2) 7→ (L−1g1L, L−1g2L), L = L(σ+, σ−) ∈ G . (8.59)
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Αντικαθιστώντας τις (8.56) στην (8.53) βρίσκουμε ότι η ενεργός δράση δίνεται ως

Sk1,k2,λ = SWZW,k1(g1) + SWZW,k2(g2)−

− k1

π

∫
Σ

Tr
[

J(1)+ Λ−T
12

(
(1− λ)(s1 J(1)− + s2 J(2)− )− 4s1s2λ(DT

2 − 1)J(1)−
)]

− k2

π

∫
Σ

Tr
[

J(2)+ Λ−T
21

(
(1− λ)(s1 J(1)− + s2 J(2)− )− 4s1s2λ(DT

1 − 1)J(2)−
)]

,

(8.60)

η οποία για λ = 0 περιγράφει μια Gk1 × Gk2/Gk1+k2 ΣΘΠ με δράση

SG×G/G = Sk1(g1) + Sk2(g2)

− 1
π

∫
Σ

Tr(k1 J1+ + k2 J2+, (k1− k1DT
1 − k2DT

2 )
−1(k1 J1− + k2 J2−)) .

(8.61)

Είναι σημαντικό να αναγνωρίσουμε τον τελεστή που διαταράσει την ΣΘΠ και επάγει ροές

της ΟΕ. Μετά από μια σειρά πράξεων βρίσκουμε ότι για μικρές τιμές της παραμόρφωσης η

(8.60) γράφεται ως [191]

Sk1,k2;λ = SG×G/G − 4λ
k
π

∫
Σ

Tr(Ψ+, Ψ−) + . . . , (8.62)

όπου

Ψ+ =
1
2
(s1∇(0)g1g−1

1 − s2∇(0)g2g−1
2 ) ,

Ψ− = −1
2
(s1g−1∇(0)g1 − s2g−1

2 ∇
(0)g2) .

(8.63)

΄Οπως έδειξαν οι συγγραφείς στις [174,175] τα πεδία (8.63) είναι χειραλικά και αντιχειραλικά

και αποτελούν τα μη αβελιανά παραφερμιόνια, γενικεύσεις των αντίστοιχων αβελιανών στην

περίπτωση του λ-παραμορφωμένου SU(2)/U(1) προτύπου [136].

8.3.2 Εξισώσεις κίνησης και ζεύγος Lax

Οι εξισώσεις κίνησης του προτύπου (8.60) είναι ισοδύναμες με την εξίσωση επιπεδότητας

για το ζεύγος Lax [191]

L± = A± + (a + z±1
√

a2 + β)B±, z ∈ C, (8.64)
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όπου οι συντελεστές δίνονται ως

α = − (s1 − s2)(1− λ)

1− λ(1− 8s1s2)
, β =

1 + λ− 2λ2(1− 4s1s2)

λ(1− λ(1− 8s1s2))
, (8.65)

και

A± =
1
2
(A1± + A2±) . (8.66)

Για ίσα επίπεδα k1 = k2 το ζεύγος (8.64) είναι ίδιο με της λ-παραμορφώμενης G/H θεωρίας.

8.3.3 β-συνάρτηση

Σε αυτό το σημείο θα παρουσιάσουμε τις εξισώσεις των ροών της ΟΕ για την παράμετρο

λ, δηλαδή την απόκριση της σε μια απειροστή μεταβολή της ενεργεικής κλίμακας t = ln µ2
.

Χρησιμοποιώντας την μέθοδο υποβάθρου [191], βρίσκουμε ότι η β-συνάρτηση υπολογισμένη

σε όλες τις τάξεις της παραμέτρου παραμόρφωσης, δίνεται ως

βλ = −
cGλ(1− λ−1

1 λ)(1− λ−1
2 λ)(1− λ−1

3 λ)

2(k1 + k2)(1− λ−1
f λ)2

, (8.67)

όπου

λ1 =
1

s2 − 3s1
, λ2 =

1
s1 − 3s2

, λ3 =
1

(s1 − s2)2 . (8.68)

Η (8.67) έχει τέσσερα σταθερά σημεία όπου μηδενίζεται, τα λ = 0, λ1, λ2, λ3. Για λ → 0

το πρότυπο μας περιγράφει την ΣΘΠ σε χώρο πηλίκου, στην οποία αναφερθήκαμε προηγου-

μένως, διαταραγμένη από τον διγραμμικό τελεστή παραφερμιονίων, ΨA
+ΨA
−. Για τα υπόλοιπα

σταθερά σημεία θα θεωρήσουμε χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι k1 > k2. Σε αυτή την πε-

ρίπτωση, η τιμή λ1 είναι αρνητική και ο διγραμμικός τελεστής επάγει ροές από το υπεριώδες

λ = 0 προς το υπέρυθρο σημείο λ = λ1, όπου βρίσκουμε πάλι μια ΣΘΠ σε χώρο πηλίκου

της μορφής Gk1−k2 × Gk2/Gk1 .
3
Σχηματικά η ροή της ΟΕ είναι η

Gk1 × Gk2

Gk1+k2

=⇒
Gk1−k2 × Gk2

Gk1

. (8.69)

Στο όριο λ = λ2 βρίσκουμε ότι η ΣΘΠ είναι μη-μοναδιακή ενώ το σταθερό σημείο λ = λ3

είναι μεγαλύτερο της μονάδας επομένως θεωρείται μη φυσικό.

3
Η υπέρυθρη ΣΘΠ αναγνωρίζεται μέσω του μετασχηματισμού (g1, g2)→ (g1, g = g1g2).
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Κεφάλαιο 9

Ασύμμετρες σύμμορφες θεωρίες πεδίου στα

υπέρυθρα σημεία ολοκληρώσιμων προτύπων

Σε αυτό το κεφάλαιο θα μελετήσουμε τις ιδιότητες μη τετριμμένων υπέρυθρων ΣΘΠ, που

προκύπτουν στα πλαίσια του προτύπου (8.24). Αρχικά, θα εξάγουμε την β-συνάρτηση του

και θα βρούμε τα σημεία μηδενισμού της. Στην συνέχεια, ο υπολογισμός των κεντρικών φορ-

τίων μέσω της C-συνάρτησης του Zamolodhcikov, θα αποκαλύψει ότι το πρότυπο ρέει προς

μια πληθώρα ΣΘΠ ανάλογα την διάταξη των επιπέδων. Επιλέγοντας κάθε φορά διαφορετικές

τύπου βαθμώσεις αθροίσματος WZW προτύπων, θα αποδείξουμε ότι αυτές χαρακτηρίζονται

από ασύμμετρους ολομορφικούς και αντιολομορφικούς τομείς αλλά με το ίδιο κεντρικό φορ-

τίο. Τέλος χρησιμοποιώντας μια διακριτή συμμετρία της (8.24) και την αντίστοιχη διαγραμ-

ματική της απεικόνιση θα ταξινομήσουμε τις ανεξάρτητες ΣΘΠ. Τα παραπάνω αποτελέσματα

έχουν παρουσιαστεί στην εργασία [189].

9.1 β-συνάρτηση και καινούργια υπέρυθρα σημεία

Στις εργασίες [190, 195] είχε παρατηρηθεί ότι ΣΘΠ διαταραγμένες από διγραμμικούς τελε-

στές ρευμάτων, που ικανοποιούν Kac-Moody άλγεβρες με άνισα επίπεδα kL 6= kR, απο-

κτούν υπέρυθρα σημεία. Συγκεκριμένα, χρησιμοποιώντας τεχνικές θεωρίας διαταραχών, οι

συγγραφείς υπολόγισαν την β-συνάρτηση του προτύπου

SkL,kR;λ = SWZW,kL + SWZW,kR −
λ

π

∫
d2σJA J̄A , (9.1)
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και την βρήκαν

dλ

dt
= − cG√

kLkR

λ(λ− λ0)(λ− λ−1
0 )

(1− λ2)2 , λ0 =

√
kL

kR
. (9.2)

Είναι προφανές ότι αυτή μηδενίζεται στα σημεία λ = 0, λ = λ0 και λ = λ−1
0 . Το πρώτο είναι

στο υπεριώδες, όπου η (9.1) περιγράφει μια GkL × GkR ΣΘΠ, ενώ τα άλλα δύο προκύπτουν

στην περίπτωση kL 6= kR και απαιτούν λεπτομερέστερη μελέτη. Υποθέτοντας ότι kL < kR

το λ = λ0 < 1 είναι υπέρυθρο ευσταθές σημείο ενώ το λ = λ−1
0 > 1 είναι ευσταθές

στο υπεριώδες. Μεταξύ των δύο σταθερών σημείων η θεωρία περνάει από το λ = 1 που

αποτελεί πόλο για την β-συνάρτηση (9.2), επομένως θεωρούμε την περιοχή λ > 1, και άρα

το λ = λ−1
0 , ως μη φυσική.

Για (λ1, λ2) = (λ, 0) η (8.31) ταυτίζεται με την (9.1), επομένως οι β-συναρτήσεις τους

είναι ίδιες. Το ίδιο αποτέλεσμα έχει βρεθεί και γεωμετρικά στην εργασία [188]. Σε αυτήν

την περίπτωση, η αναγνώριση της υπέρυθρης ΣΘΠ είναι απλή. Θέτωντας λ = λ0 και

χρησιμοποιώντας την Polyakov-Weigmann ταυτότητα, βρίσκουμε την δράση

S = SWZW,k1(g1) + SWZW,k2(g2)−
k2

π

∫
d2σ Tr(J1+, J2−)

= SWZW,k1(g2g1) + SWZW,k2−k1(g2) .
(9.3)

Επομένως το πρότυπο μας παρεμβάλεται μεταξύ δύο WZW προτύπων και η ροή σχηματικά

είναι η

Gk1 × Gk2 =⇒ Gk1 × Gk2−k1 . (9.4)

Το αποτέλεσμα είναι συνεπές με το C-θεώρημα, που θα παρουσιαστεί παρακάτω, δεδομένου

ότι το κεντρικό φορτίο στο υπέρυθρο είναι μικρότερο απο το υπεριώδες.

Στην περίπτωση που δεν έχουμε μηδενίσει καμία παράμετρο, η αναγνώριση των υπέρυθρων

ΣΘΠ είναι πιο περίπλοκη, πόσο δε μάλλον για γενικό N. Αυτό θα μας απασχολήσει σε

επόμενα υποκεφάλαια. Δεδομένης της μορφής του διαταρακτικού τελεστή στην (8.31), οι

β-συναρτήσεις των παραμέτρων είναι ανεξάρτητες και δίνονται ως [189]

dλi

dt
= − cG

2k(i)
λ2

i (λi − λ
(i)
0 )(λi − (λ

(i)
0 )−1)

(1− λ2
i )

2
, i = 1, 2, . . . , N . (9.5)

Στο υπεριώδες λi = 0, ∀i = 1, . . . , N η ΣΘΠ είναι ένα γινόμενο Gk1 × · · · × GkN WZW

προτύπων. Το υπέρυθρο σημείο, στο οποίο τείνει η θεωρία, είναι ευαίσθητο στην επιλογή
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της διάταξης των επιπέδων. Συγκεκριμένα, λi = λ
(i)
0 αν ki > ki−1 ή λi = (λ

(i)
0 )−1

στην

αντίθετη περίπτωση. Για N = 2, το υπέρυθρο σημείο είναι ένα, το (λ1, λ2) = (λ0, λ0), και

η ροή ΟΕ της θεωρίας σχηματικά είναι η [188]

Gk1 × Gk2 =⇒
Gk1 × Gk2−k1

Gk2

× Gk2−k1 (9.6)

Για N > 2 υπάρχει μια πληθώρα διαφορετικών υπέρυθρων σημείων στα οποία τείνει η

θεωρία. Οπως θα δούμε παρακάτω μια διαφορετική ΣΘΠ ορίζεται σε καθένα.

Στο πρότυπο που μελετάμε, εκτός της β-συνάρτησης, έχουν υπολογιστεί επιπλέον οι ανώμα-

λες διαστάσεις και οι συναρτήσεις συσχέτισης των Kac-Moody ρευμάτων. Στις [161, 196]

χρησιμοποιήθηκε θεωρία διαταραχών γύρω από το σύμμορφο συμείο της ροής της ΟΕ ε-

νώ στην [197], οι συγγραφείς χρησιμοποίησαν την γεωμετρία του χώρου των σταθερών

ζεύξης και την γνώση της ενεργού δράσης σε όλες τις τάξεις βρόγχων των παραμέτρων

παραμόρφωσης.

9.2 Ταξινόμηση των υπέρυθρων ΣΘΠ

΄Οπως αναφέραμε τα σταθερά σημεία στο υπέρυθρο είναι ευαίσθητα στην επιλογή της δι-

άταξης των WZW επιπέδων. Εξαιτίας όμως της μορφής τους, διαφορετικές διατάξεις μη

γειτονικών επιπέδων αντιστοιχούν στο ίδιο υπέρυθρο σημείο
1

και στην ίδια ροή από το

υπεριώδες. Επομένως θα ταξινομήσουμε τα διαφορετικά υπέρυθρα σημεία, και άρα τις δια-

φορετικές ΣΘΠ, συναρτήσει των διαφορετικών τιμών των παραμέτρων παραμόρφωσης (αν

λi = λ
(i)
0 ή λi = (λ

(i)
0 )−1

). Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να θεωρήσουμε το k1 ως

το μικρότερο επίπεδο. Επομένως κάθε υπέρυθρο σημείο θα γράφεται ως ((λ
(1)
0 )−1, λ

(2)
0 , . . . )

εφόσον kN > k1 και k2 > k1. Για δεδομένο N έχουμε (N− 1)! διαφορετικές διατάξεις των

επιπέδων που αντιστοιχούν σε 2N−2
διαφορετικά υπέρυθρα σημεία, άρα και ΣΘΠ.

2
Για να

απλοποιήσουμε την γραφή τους θα χρησιμοποιήσουμε τον παρακάτω συμβολισμό:

Θα αντιστοιχήσουμε σε κάθε λ
(i)
0 ένα βέλος με κατεύθυνση προς τα πάνω στην θέση i και σε

κάθε (λ
(j)
0 )−1

ένα βέλος στην θέση j με κατεύθυνση προς τα κάτω. Επιπλέον, δεδομένης

της σταθερής κατεύθυνσης των πρώτων δύο βελών (το πρώτο έχει κατεύθυνση προς τα

1
Οι διατάξεις k1 < k3 < k2 < k4 και k1 < k3 < k4 < k2 αντιστοίχουν στο ίδιο υπέρυθρο σημείο

((λ
(1)
0 )−1, λ

(2)
0 , (λ(3)

0 )−1, λ
(4)
0 )

2
Παρακάτω θα δούμε ότι οι ανεξάρτητες ΣΘΠ είναι ακόμα λιγότερες εξαιτίας της συμμετρίας (9.64)
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πάνω και το δεύτερο προς τα κάτω) για οποιαδήποτε διάταξη επιπέδων θα τα αγνοήσουμε.

Επομένως για N = 3 έχουμε δύο διαφορετικές ΣΘΠ στα υπέρυθρα σημεία ((λ
(1)
0 )−1, λ

(2)
0 , λ

(3)
0 ) =

(↑) και ((λ
(1)
0 )−1, λ

(2)
0 , (λ(3)

0 )−1) = (↓). Για N = 4 έχουμε τα τέσσερα διαφορετικά σημεία

(↑, ↑) = ((λ
(1)
0 )−1, λ

(2)
0 , λ

(3)
0 , λ

(4)
0 ) ,

(↓, ↑) = ((λ
(1)
0 )−1, λ

(2)
0 , (λ(3)

0 )−1, λ
(4)
0 ) ,

(↑, ↓) = ((λ
(1)
0 )−1, λ

(2)
0 , λ

(3)
0 , (λ(4)

0 )−1) ,

(↓, ↓) = ((λ
(1)
0 )−1, λ

(2)
0 , (λ(3)

0 )−1, (λ(4)
0 )−1) ,

(9.7)

ενώ για N = 2 το υπέρυθρο σημείο (λ1, λ2) = (λ0, λ0) θα το συμβολίζουμε με (0). Στα

επόμενα υποκεφάλαια θα αναλύσουμε τις παραπάνω διαφορετικές ΣΘΠ.

9.3 C-συνάρτηση

Στην θεωρητική φυσική ειδικά στην κβαντική θεωρία πεδίου το C-θεώρημα του Zamolod-

chikov αναφέρει ότι για κάθε επανακανονικοποιήσιμη δισδιάστατη θεωρία πεδίου υπάρχει

συνάρτηση C(g, µ), όπου g = (g1, g2, . . . ) η συλλογή των σταθερών ζεύξης της θεωρίας

και µ η κλίμακα ενέργειας, η οποία έχει τις ακόλουθες ιδιότητες:

1) Μειώνεται μοτονικά κάτω από μετασχηματισμούς της ΟΕ

2) Στα σύμμορφα σημεία g∗ είναι σταθερή και ίση με το κεντρικό φορτίο των ΣΘΠ,

C(g∗, µ) = ccft

Μια κομψή ερμηνεία της C-συνάρτησης σχετίζεται με την πληροφορία που χάνεται για τις

μικρής κλίμακας (μεγάλες ενέργειες) συναρτήσεις συσχέτισης και με το γεγονός ότι η ροή

απο το υπεριώδες προς το υπέρυθρο είναι μη αντιστρέψιμη.

΄Οπως απέδειξε ο Zamolodhcikov στην εργασία [199], ικανοποιεί την εξίσωση

dC
dt

= βi∂iC = 24Gijβ
iβj , (9.8)

όπου βi
οι β-συναρτήσεις των gi και Gij η μετρική στον χώρο των σταθερών ζεύξης.

Η έκφραση της C-συνάρτησης για το πρότυπο (8.24) έχει υπολογιστεί αναλυτικά στην
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εργασία [198] και δίνεται ως
3 4

C(λ1, . . . , λN; λ
(1)
0 , . . . , λ

(n)
0 ) = N dim G− cG dim G

2

N

∑
i=1

F(ki, λi) , (9.9)

όπου

F(ki, λi) =
1
ki

+ λ3
i

4− λi(3− λ2
i )(λ

(i)
0 + (λ

(i)
0 )−1)

k(i)(1− λ2
i )

3
, i = 1, 2, . . . , N . (9.10)

Σύμφωνα με όσα έχουμε αναφέρει η τιμή της (9.9) στα σύμμορφα σημεία δίνει το κεντρικό

φορτίο της αντίστοιχης ΣΘΠ για μεγάλες τιμές των επιπέδων ki. Για παράδειγμα, στο

υπεριώδες (λ1, . . . , λN) = (0, . . . , 0) βρίσκουμε ότι

C(0, . . . , 0; λ
(1)
0 , . . . , λ

(N)
0 ) = N dim G− cG dim G

2

N

∑
i=1

1
ki

, (9.11)

όπου η θεωρία είναι μια Gk1 × Gk2 × · · · × GkN ΣΘΠ και το κεντρικό της φορτίο σε τάξη

1/k ισούται με την (9.11).
5
. Χρησιμοποιώντας την (9.10) θα υπολογίσουμε τα κεντρικά

φορτία στα υπέρυθρα σημεία για N = 2, 3, 4, τα οποία και παρουσιάζουμε στον πίνακα

9.1 Υποθέτοντας ότι οι συμμετρίες των ΣΘΠ που αναζητούμε θα είναι της μορφής χειρα-

λικών Kac-Moody συμμετριών και συμμετριών διαγώνιου χώρου πηλίκου χρησιμοποιούμε

τον παρακάτω κανόνα αντιστοίχισης:

1
ki
−όρος =⇒ Gki−Kac-Moody συμμετρία ,(
1
ki

+
1
k j
− 1

ki + k j

)
−όρος =⇒

Gki × Gkj

Gki+kj

−συμμετρία χώρου πηλίκου .

Βάση του παραπάνω κανόνα είναι προφανές ότι η ΣΘΠ στο υπέρυθρο σημείο (0) χαρακτη-

ρίζεται απο την συμμετρία

Gk1 × Gk2−k1

Gk2

× Gk2−k1 , (9.13)

3
΄Εχει υπολογιστεί για την περίπτωση N = 2. Η επέκταση του αποτελέσματος για γενικό N είναι

προφανής δεδομένης της ανεξαρτησίας των παραμέτρων παραμόρφωσης.

4
Στην εργασία [200] οι συγγραφείς υπολόγισαν την Weyl ανωμαλία του προτύπου και έδειξαν ότι είναι

ακριβώς η C-συνάρτηση του Zamolodhcikov .

5
Το κεντρικό φορτίο μιας GK ΣΘΠ για μεγάλο k γράφεται

c =
2k dim(G)

2k + cG
= dim(G)− cG dim G

2k
+ . . . (9.12)
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Ν Υπερ. σημείο ∑n
i=1 F(ki, λi)

∣∣
IR

2 (0)
1
k1

+
1

k2 − k1
− 1

k2
+

1
k2 − k1

3
(↑) 1

k1
+

1
k3 − k1

− 1
k3

+
1

k2 − k1
+

1
k3 − k2

(↓) 1
k1

+
1

k2 − k1
− 1

k2
+

1
k3 − k1

+
1

k2 − k3

4

(↑, ↑) 1
k1

+
1

k4 − k1
− 1

k4
+

1
k2 − k1

+
1

k3 − k2
+

1
k4 − k3

(↓, ↑) 1
k1

+
1

k4 − k1
− 1

k4
+

1
k3

+
1

k2 − k3
− 1

k2
+

1
k2 − k1

+
1

k4 − k3

(↑, ↓) 1
k1

+
1

k4 − k1
+

1
k3 − k4

− 1
k3

+
1

k2 − k1
+

1
k3 − k2

(↓, ↓) 1
k1

+
1

k2 − k1
− 1

k2
+

1
k4 − k1

+
1

k3 − k4
+

1
k2 − k3

Πίνακας 9.1: Ο όρος τάξης 1/k του κεντρικού φορτίου στα υπέρυθρα σημεία για N = 2, 3, 4.

όπως βρέθηκε και στην εργασία [188]. Οπως θα δούμε παρακάτω η γραφή (9.13) είναι

παραπλανητική για τις θεωρίες που μελετάμε, διότι κάποιος/κάποια μπορεί να θεωρήσει ότι

αυτή προκύπτει από ένα γινόμενο Gk1 × Gk2−k1 διαγώνια βαθμωμένο, δηλαδή συμμετρικό

κάτω από τον μετασχηματισμό

(g1, g2) 7→ (hg1h−1, hg2h−1), h = h(σ+, σ−) ∈ G (9.14)

και ένα WZW πρότυπο, Gk2−k1 . Επιπλέον τα επιχειρήματα βασισμένα στο κεντρικό φορτίο

δεν προσδιορίζουν μονοσήμαντα τις συμμετρίες των ΣΘΠ για N > 2. Για παράδειγμα στο

υπέρυθρο σημείο (↑), μόνο βάση του κεντρικού φορτίου, βρίσκουμε την ΣΘΠ

Gk1 × Gk3−k1

Gk3

× Gk2−k1 × Gk3−k2 , (9.15)

ή την ΣΘΠ

Gk1 × Gk2−k1 × Gk3−k2

Gk3

× Gk3−k1 . (9.16)

Παρακάτω παρουσιάζουμε την μεθοδολογία αναγνώρισης των σύμμορφων συμμετρίων στα

υπέρυθρα σημεία.
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9.4 Αναγνώριση των υπέρυθρων ΣΘΠ

9.4.1 Συμμετρίες Kac−Moody

Σε αυτό το υποκεφάλαιο θα προσδιορίσουμε το υποσύνολο του χειραλικού (Χ) και αντιχει-

ραλικού (Α) τομέα των υπέρυθρων ΣΘΠ του οποίου οι γεννήτορες ικανοποιούν Kac-Moody

άλγεβρες.

Αρχικά θεωρούμε την περίπτωση N = 2 και κατόπιν θα επεκταθούμε για N > 3. Θα απο-

δειχθεί ότι είναι πιο εύκολο φορμαλιστικά, να μελετήσουμε την δράση πριν ολοκληρώσουμε

τα πεδία A±, B±.6

Η δράση (8.24) για N = 2 και υπολογισμένη στο (λ1, λ2) = (λ0, λ0) γράφεται ως

S = Sk1(g1) + Sk2(g2) +
k1

π

∫
d2σ Tr(A−∂+g1g−1

1 − B+g−1
1 ∂−g1 + A−g1B+g−1

1 )

+
k2

π

∫
d2σTr(B−∂+g2g−1

2 − A+g−1
2 ∂−g2 + B−g2A+g−1

2 − A+A− − B+B−) .

(9.17)

Παραμετροποιώντας τα πεδία A±, B± ∈ g με στοιχεία ομάδας a±, b± ∈ G

A± = ∂±a±a−1
± , B± = ∂±b±b−1

± (9.18)

και χρησιμοποιώντας την Polyakov-Weigmann ταυτότητα βρίσκουμε ότι η (9.17) γράφεται

στην μορφή
7

S = Sk1(a−1
− g1b+) + Sk2(b

−1
− g2a+)− Sk2(a−1

− a+)− Sk2(b
−1
− b+)

+ Sk2−k1(a−1
− ) + Sk2−k1(b+) .

(9.20)

Αξίζει να παρατηρήσουμε ότι η (9.20) δίνεται ως άθροισμα ανεξάρτητων WZW όρων, ε-

πομένως η σύμμορφη συμμετρία της διατηρείται σε κβαντικό επίπεδο, σε συμφωνία με τον

μηδενισμό της β-συνάρτησης της.

6
Θέσαμε A1± = A± και A2± = B±
7
Χρησιμοποιώντας την P-W ταυτότητα η (8.24) για N = 2 γράφεται ως

S = Sk1(a−1
− g1b+) + Sk2(b

−1
− g2a+)− S

λ0λ−1
1
(a−1
− a+)− S

λ0λ−1
2
(b−1
− b+)

+ Sk2λ0λ−1
1 −k1

(a−1
− ) + Sk2λ0λ−1

2 −k1
(b+) + Sk2(λ0λ−1

1 −1)(a+) + Sk2(λ0λ−1
2 −1)(b−) .

(9.19)
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Για τον προσδιορισμό της χειραλικής συμμετρίας της (9.20) μετασχηματίζουμε τα πεδία ως

ακολούθως

(g1, g2) 7→ (h−1
1 g1h2, h−1

2 g2h1) ,

(a±, b±) 7→ (h−1
1 a±, h−1

2 b±) ,
(9.21)

με h1, h2 ∈ G. Η (9.20) κάτω από την (9.21) μετασχηματίζεται απειροστά ως

δS =
k2 − k1

π

∫
d2 σTr(A−∂+ε1 + B+∂−ε2) , (9.22)

όπου h1 = eεA
1 TA

και h2 = eεA
2 TA

. Απαιτώντας τα h1, h2 να είναι χειραλικές συναρτήσεις,

δηλαδή

h1 = h1(σ−), h2 = h2(σ+) , (9.23)

βρίσκουμε ότι η (9.21) αποτελεί συμμετρία της (9.17), ή της (9.20), με γεννήτορες τα πεδία

A+, B−. Χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις κίνησης τους (8.35)

∂+A− =
1− λ1λ−1

0

1− λ2
1

[A+, A−], ∂−B+ =
1− λ2λ−1

0

1− λ2
2

[B+, B−] , (9.24)

βρίσκουμε ότι στο υπέρυθρο σημείο (λ0, λ0) είναι χειραλικά και αντιχειραλικά πεδία, α-

ντίστοιχα, τα οποία βάση των αγκύλων Poisson (8.44), (8.45), υπολογισμένων στο ίδιο

σταθερό σημείο, ικανοποιούν δύο αντίγραφα της Kac-Moody άλγεβρας με κεντρική επέκτα-

ση k2 − k1

{
AA
−(σ), AB

−(σ
′)
}
=

i
k2 − k1

f ABC AC
−δ(σ− σ′) +

1
k2 − k1

δABδ′(σ− σ′) ,

{
BA
+(σ), BB

+(σ
′)
}
=

i
k2 − k1

f ABCBC
+δ(σ− σ′)− 1

k2 − k1
δABδ′(σ− σ′) ,{

AA
+, BB

−
}
= 0 .

(9.25)

Βάση των παραπάνω δείξαμε ότι η υπέρυθρη ΣΘΠ (9.20) διαθέτει την Kac-Moody συμμε-

τρία (
Gk2−k1

)
L ×

(
Gk2−k1

)
R . (9.26)

Η πραπάνω ανάλυση μπορεί να γενικευτεί εύκολα στην περίπτωση για γενικό N. Ας θεω-
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ρήσουμε την παρακάτω διάταξη των επιπέδων του WZW προτύπου

k1 < k2 < · · · < kN . (9.27)

Σε αυτή την περίπτωση το υπέρυθρο σημείο δίνεται ως

(λ1, λ2, . . . , λN) = ((λ
(1)
0 )−1, λ

(2)
0 , . . . , λ

(N)
0 ) , (9.28)

και η δράση (8.24) παίρνει την μορφή

S =
N

∑
i=1

Ski((a(i)− )−1gia
(i+1)
+ )− SkN((a(1)− )−1a(1)+ )−

N

∑
i=2

Ski((a(i)− )−1a(i)+ )+

+ SkN−k1((a(1)− )−1) +
n

∑
i=2

Ski−ki−1
(a(i)+ ) ,

(9.29)

όπου παραμετροποιήσαμε τα πεδία Ai± ∈ g ως Ai± = ∂±ai±(ai±)
−1

και χρησιμοποιήσαμε

την Polyakov-Weigmann ταυτότητα. ΄Οπως και προηγουμένως, βρίσκουμε ότι κάτω από

τον μετασχηματισμό

gi → h−1
i gihi+1, ai± → h−1

i ai± i = 1, . . . , N , (9.30)

η απειροστή μεταβολή της δράσης (9.29) είναι η

δS =
kN − k1

π

∫
d2σ TrA1−∂+ε1 +

N

∑
i=2

ki − ki−1

π

∫
d2σ TrAi+∂−εi , (9.31)

που υποδηλώνει ότι η συμμετρία (9.30) με

h1 = h1(σ+), hi = hi(σ−), i = 2, . . . , N , (9.32)

γεννιέται από τα πεδία A1− και Ai+, i = 2, . . . , N, τα όποία, εφαρμόζοντας τον χαμιλτονιανό

φορμαλισμό, βρίσκουμε ότι ικανοποιούν N αντίγραφα της Kac-Moody άλγεβρας με κεντρι-

κές επεκτάσεις kN − k1 και ki − ki−1 αντίστοιχα. Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι η Kac-Moody

συμμετρία της (9.29) είναι η

(
Gk2−k1 × · · · × GkN−kN−1

)
L ×

(
GkN−k1

)
R . (9.33)

Αν κάνουμε μία μικρή αλλαγή στην διάταξη (9.27), δηλαδή διαλέξουμε ki < ki−1, το σύμ-
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μορφο σημείο είναι το

(λ1, λ2, . . . , λi, . . . , λn) = ((λ
(1)
0 )−1, λ

(2)
0 , . . . , (λ(i)

0 )−1, . . . , λ
(n)
0 ) . (9.34)

Κάτω από τον ίδιο μετασχηματισμό (9.30) βρίσκουμε ότι

δS =
kn − k1

π

∫
d2σ TrA(1)

− ∂+ε1 +
ki−1 − ki

π

∫
d2σ TrA(i)

− ∂+εi+

+
n

∑
j=2,
j 6=i

(k j − k j−1)
∫

d2σ TrA(i)
+ ∂−εi

(9.35)

και βασισμένοι στην ίδια επιχειρηματολογία, καταλήγουμε ότι η Kac-Moody συμμετρία της

ΣΘΠ στο σταθερό σημείο (9.34) είναι η

(
Gk2−k1 × · · · × Ĝki−ki−1

× · · · × Gkn−kn−1

)
L ×

(
Gkn−k1 × Gki−1−ki

)
R . (9.36)

Το σύμβολοˆστο Gki−ki−1
υποδηλώνει ότι αυτός ο όρος λείπει από το γινόμενο του αριστερού

(αντιχειραλικού) τομέα. Στην πραγματικότητα εμφανίζεται στον δεξιό (χειραλικό) τομέα με

τα επίπεδα αντεστραμμένα σε σχέση με την (9.33) έτσι ώστε η διαφορά τους να είναι θετικώς

ορισμένη.

Βάση της παραπάνω ανάλυσης είναι εύκολο να προσδιορίσουμε τις Kac-Moody συμμετρίες

του χειραλικού (Χ) και αντιχειραλικού (Α) τομέα των υπέρυθρων ΣΘΠ για N = 2, 3, 4 [189],

τις οποίες παρουσιάζουμε στον παρακάτω πίνακα

Υπερ. Σημ. Κ-Μ συμμετρίες

(0)
(
Gk2−k1

)
L ×

(
Gk2−k1

)
R

(↑)
(
Gk2−k1 × Gk3−k2

)
L ×

(
Gk3−k1

)
R

(↓)
(
Gk2−k1

)
L ×

(
Gk3−k1 × Gk2−k3

)
R

(↑, ↑)
(
Gk2−k1 × Gk3−k2 × Gk4−k3

)
L ×

(
Gk4−k1

)
R

(↓, ↑)
(
Gk2−k1 × Gk4−k3

)
L ×

(
Gk4−k1 × Gk2−k3

)
R

(↑, ↓)
(
Gk2−k1 × Gk3−k2

)
L ×

(
Gk4−k1 × Gk3−k4

)
R

(↓, ↓)
(
Gk2−k1

)
L ×

(
Gk2−k3 × Gk3−k4 × Gk4−k1

)
R

Πίνακας 9.2: Kac-Moody συμμετρίες του χειραλικού και αντιχειραλικού τομέα των ΣΘΠ

στα υπέρυθρα σημεία για N = 2, 3, 4
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Μπορούμε ήδη να παρατηρήσουμε την ασυμμετρία μεταξυ των τομέων (Χ) και (Α) για N > 2

με το κεντρικό φορτίο σε κάθε περίπτωση να συμφωνεί με μέρος αυτού που υπολογίστηκε

από την C-συνάρτηση. Η προέλευση των εναπομείναντων όρων θα κατανοηθεί παρακάτω,

όπως και η ασυμμετρία μεταξύ χειραλικού και αντιχειραλικού τομέα.

9.4.2 Συνολική σύμμορφη συμμετρία

Σε αυτό το κεφάλαιο θα αναπτύξουμε την μεθοδολογία αναγνώρισης της συνολικής συμμε-

τρίας των υπέρυθρων ΣΘΠ [189]. ΄Οπως και προηγουμένως θα ξεκινήσουμε με την N = 2

περίπτωση και μετά θα επεκταθούμε σε μεγαλύτερα N. Θα κατασκευάσουμε κατάλληλα

βαθμωμένες ΣΘΠ οι οποίες μετά από συγκεριμένες επιλογές βαθμίδας θα περιγράφουν τις

επιθυμητές υπέρυθρες θεωρίες πεδίου.

• N = 2 περίπτωση:

Θα ξεκινήσουμε με την (9.17). Ολοκληρώνοντας τα πεδία B± βρίσκουμε την δράση
8

S = Sk1(g′, A±) + Sk2−k1(g2)−
k2 − k1

π

∫
d2σ Tr(A+g−1

2 ∂−g2 − A+A−) , (9.37)

όπου S(g′, A±) υποδηλώνει την δράση του διαγώνια βαθμωμένου WZW προτύπου και g′ =

g1g2 (δες υποκεφάλαιο 5.3.2). Παραμετροποιώντας τα πεδία A± με τα στοιχεία ομάδας

a± ∈ G και χρησιμοποιώντας την P-W ταυτότητα βρίσκουμε ότι η (9.37) μπορεί να γραφτεί

στην μορφή

S = Sk1(a−1
− g′a+) + Sk2−k1(g2a+) + Sk2−k1(a−1

− )− Sk2(a−1
− a+) . (9.38)

Θέλουμε να αναγνωρίσουμε την (9.38) ως μια δράση που διαθέτει την Kac-Moody συμμετρία

(Gk2−k1)L × (Gk2−k1)R και το κεντρικό φορτίο που δίνεται στον πίνακα 9.1.

Προς αυτή την κατεύθυνση θεωρούμε το γινόμενο WZW προτύπων G = Gk1 × Gk2−k1 ×
Gk2−k1

S = Sk1(g1) + Sk2−k1(g2) + Sk2−k1(g3) . (9.39)

Θα βαθμώσουμε την υποομάδα H ⊂ GL × GR που παράγεται από τους μετασχηματισμούς

H : (g1, g2, g3) 7→ (h−1g1h , g2h, h−1g3) , (9.40)

8
Η ολοκλήρωση των πεδίων B± δεν παράγει το διαστελόνιο.
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δηλαδή θα αναβαθμίσουμε την (9.40) σε τοπική συμμετρία, h = h(σ+, σ−). Η επιθυμητή

δράση δίνεται ως

SG/H =Sk1(g1,A±) + Sk2−k1(g2) + Sk2−k1(g3)

+
k2 − k1

π

∫
Σ

d2σ Tr(A−, J3+)− Tr(A+, J2−)

− k2 − k1

π

∫
Σ

d2σ Tr(A+,A−) ,

(9.41)

με τα πεδία A± να μετασχηματίζονται κάτω από την (9.40) ως

A± 7→ h−1(A± − ∂±)h . (9.42)

΄Οπως και σε προηγούμενα κεφάλαια η (9.41) μπορεί να γραφτεί σε μορφή συμμετρικά προ-

φανή κάτω από την (9.40) και (9.42), χρησιμοποιώντας την P-W ταυτότητα και παραμετρο-

ποιώντας τα πεδία A± με τα στοιχεία α± ∈ G, δηλαδή

SG/H = Sk1(α
−1
− g1α+) + Sk2−k1(g2α+) + Sk2−k1(α

−1
− g3)− Sk2(α

−1
− α+) . (9.43)

΄Οπως είναι προφανές η συμμετρία χώρου πηλίκου της (9.43) δεν προκύπτει από την διαγώνια

δράση της G στο γινόμενο Gk1 × Gk2−k1 αλλά από την (9.40). Επιπλέον απολαμβάνει την

χειραλική συμμετρία

(g2, g3) 7→ (k−1
L (σ+)g2 , g3kR(σ−)) , (9.44)

Η (9.43) έχει dim G πλεονασματικούς βαθμούς ελευθερίας τους οποίους μπορούμε να εκ-

μηδενίσουμε επιλέγοντας την βαθμίδα g2 = 1 ή g3 = 1.9 Επιλέγοντας την g3 = 1 είναι

προφανές ότι η (9.43) καταλήγει στην (9.38). Επομένως η σύμμορφη συμμετρία της (9.43)

ή της (9.38), αφού οι δύο σχετίζονται με μια επιλογή βαθμίδας, είναι η(
Gk1 × Gk2−k1

Gk2

× Gk2−k1

)
L
⊗
(

Gk1 × Gk2−k1

Gk2

× Gk2−k1

)
R

. (9.45)

Τέλος να αναφέρουμε ότι αν είχαμε διαλέξει την βαθμίδα g2 = 1 τότε η προκύπτουσα δράση

θα ήταν ίδια με αυτήν που προκύπτει από την (9.29), αν είχαμε ολοκληρώσει τα B± αντί για

τα A±.

• N = 3 περίπτωση:

Σε αυτή την περίπτωση έχουμε τρία επίπεδα k1, k2, k3. Υποθέτοντας το k1 μικρότερο, η

9
Δεν μπορούμε να θέσουμε g1 = 1 εξαιτίας της διαγώνιας βάθμωσής του g′1 7→ h−1g′1h.
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θεωρία ρέει σε δύο διαφορετικά υπέρυθρα σημεία, (↑), (↓).

Η ΣΘΠ στο (↑) δίνεται από την (8.24) για (λ1, λ2, λ3) = ((λ
(1)
0 )−1, λ

(2)
0 , λ

(3)
0 ). ΄Ολοκλη-

ρώνοντας τα (A2±, A3±) βρίσκουμε την δράση

S = Sk1(g′1, A±) + Sk2−k1(g′2) + Sk3−k2(g3)

− k2 − k1

π

∫
d2σ Tr

(
A+, J′2−

)
− k3 − k2

π

∫
d2σ Tr

(
A+, J3−

)
− k3 − k1

π

∫
d2σ Tr(A+A−) ,

(9.46)

όπου g′1 = g1g2g3, g′2 = g2g3 και χρησιμοποιώντας την P-W ταυτότητα με την κατάλληλη

παραμετροποίηση των A± βρίσκουμε ότι αυτή γράφεται στην μορφή

S = Sk1(a−1
− g′1a+) + Sk2−k1(g′2a+) + Sk3−k2(g3a+)− Sk3(a−1

− a+) + Sk3−k1(a−1
− ) . (9.47)

Στην ίδια λογική με προηγουμένως, θεωρώντας το γινόμενο WZW προτύπων G = Gk1 ×
Gk2−k1 × Gk3−k2 × Gk3−k1 και αναβαθμίζοντας την συμμετρία

H : (g1, g2, g3) 7→ (h−1g1h , g2h , g3h , h−1g4) , (9.48)

σε τοπική βρίσκουμε την δράση

SG/H = Sk1(g1,A±) + Sk2−k1(g2) + Sk3−k2(g3) + Sk3−k1(g4)

− k2 − k1

π

∫
d2σ Tr

(
A+, J2−

)
− k3 − k2

π

∫
d2σ Tr

(
A+, J3−

)
+

k3 − k1

π

∫
d2σ Tr

(
A−, J4+

)
− k3 − k1

π

∫
d2σ Tr

(
A+,A−

)
= Sk1(α

−1
− g′1α+) + Sk2−k1(g2α+) + Sk3−k2(g3α+)

+ Sk3−k1(α
−1
− g4)− Sk3(α

−1
− α+) .

(9.49)

Οι συμμετρίες της (9.49) είναι η εκ κατασκευής τοπική συμμετρία (9.48), συνοδευόμενη με

τον μετασχηματισμό a± 7→ h−1a±, και η χειραλική συμμετρία

(g2, g3, g4) 7→ (k−1
L (σ+)g2 , k̃−1

L (σ+)g3 , g4kR(σ−)) . (9.50)

Είναι προφανές ότι η υπέρυθρη ΣΘΠ (9.46) είναι η (9.49) για g4 = 1. Επομένως η σύμμορφη
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συμμετρία της (9.46) είναι η(
Gk1 × Gk3−k1

Gk3

× Gk2−k1 × Gk3−k2

)
L
⊗
(

Gk1 × Gk2−k1 × Gk3−k2

Gk3

× Gk3−k1

)
R

. (9.51)

Η ασυμμετρία μεταξύ του χειραλικού και αντιχειραλικού τομέα της (9.51) οφείλεται στην

ασύμμετρη βάθμωση (9.48). Παρόλα αυτά τα κεντρικά φορτία των δύο τομέων είναι ίσα,

cL = cR, και για μεγάλες τιμές των επιπέδων συμφωνούν με την αντίστοιχη τιμή στον

πίνακα 9.1. ΄Οπως και προηγουμένως η επιλογή βαθμίδας g3 = 1 καταλήγει στην ίδια δράση

(9.46), ολοκληρώνοντας στην (8.24) τα πεδία (A1±, A2±).

Θεωρώντας το υπέρυθρο σημείο (↓), αντικαθιστούμε στην (8.24) τις τιμές των παρα-

μέτρων με (λ1, λ2, λ3) = ((λ
(1)
0 )−1, λ

(2)
0 , (λ(3)

0 )−1) και ολοκληρώνουμε τα ζεύγη πεδίων

(A1±, A2±) ή (A2±, A2±). Βρίσκουμε ότι η τελική μορφή της δράσης είναι ίση με την

G/H ΣΘΠ με G = Gk1 × Gk3−k1 × Gk2−k3 × Gk2−k1 και

H : (g1, g2, g3, g4) 7→ (h−1g1h , h−1g2 , h−1g3 , g4h) . (9.52)

Επομένως η σύμμορφη συμμετρία του υπέρυθρου πρότυπου είναι η(
Gk1 × Gk3−k1 × Gk2−k3

Gk2

× Gk2−k1

)
L
⊗
(

Gk1 × Gk2−k1

Gk2

× Gk2−k3 × Gk3−k1

)
R

. (9.53)

Για την ευκολία του αναγνώστη παρουσιάζουμε τα αποτελέσματα για N = 3 στον πίνακα

9.3

Υπερ. Σημ. Χειραλικός τομέας Αντιχειραλικός τομέας

(↑)
Gk1 × Gk3−k1

Gk3

× Gk2−k1 × Gk3−k2

Gk1 × Gk2−k1 × Gk3−k2

Gk3

× Gk3−k1

(↓)
Gk1 × Gk3−k1 × Gk2−k3

Gk2

× Gk2−k1

Gk1 × Gk2−k1

Gk2

× Gk3−k1 × Gk2−k3

Πίνακας 9.3: Σύμμορφη συμμετρία για τις υπέρυθρες ΣΘΠ με N = 3.

Αξίζει να σημειώσουμε ότι οι ΣΘΠ στα υπέρυθρα σημεία δεν είναι ανεξάρτητες. Σχετίζονται

με τον τελεστή ομοτιμίας και την εναλλαγή των επιπέδων k2 ↔ k3. Σε αυτό το σημείο θα

επανέλθουμε παρακάτω όπου θα ταξινομήσουμε τις ανεξάρτητες ΣΘΠ.

• N = 4 περίπτωση
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Για την N = 4 περίπτωση έχουμε τέσσερα διαφορετικά υπέρυθρα σημεία και σε κάθε σημείο

ορίζεται μια ΣΘΠ στην οποία τείνει το πρότυπο που μελετάμε. Στον πίνακα 9.4 παρου-

σιάζουμε τις σύμμορφες συμμετρίες της κάθε ΣΘΠ, ενώ θα παρουσιάσουμε αναλυτικά τις

συμμετρίες της ΣΘΠ στο σταθερό σημείο (↓, ↑).

Υπερ.

Σημ.

Χειραλικός τομέας Αντιχειραλικός τομέας

(↑, ↑)
Gk1 × Gk4−k1

Gk4

× Gk2−k1 × Gk3−k2 × Gk4−k3

Gk1 × Gk2−k1 × Gk3−k2 × Gk4−k3

Gk4

× Gk4−k1

(↓, ↑)
Gk1 × Gk4−k1

Gk4

×
Gk3 × Gk2−k3

Gk2

× Gk2−k1 × Gk4−k3

Gk1 × Gk2−k1

Gk2

×
Gk3 × Gk4−k3

Gk4

× Gk4−k1 × Gk2−k3

(↑, ↓)
Gk1 × Gk4−k1 × Gk3−k4

Gk3

× Gk2−k1 × Gk3−k2

Gk1 × Gk2−k1 × Gk3−k2

Gk3

× Gk4−k1 × Gk3−k4

(↓, ↓)
Gk1 × Gk4−k1 × Gk3−k4 × Gk2−k3

Gk2

× Gk2−k1

Gk1 × Gk2−k1

Gk2

× Gk4−k1 × Gk3−k4 × Gk2−k3

Πίνακας 9.4: Σύμμορφη συμμετρία για τις υπέρυθρες ΣΘΠ με N = 4.

Η δράση στο υπέρυθρο σημείο (↓, ↑) δίνεται από την έκφραση

S =Sk1(a−1
1−g1a2+) + Sk2(a−1

2−g2a3+) + Sk3(a−1
3−g3a4+) + Sk4(a−1

4−g4a1+)

− Sk4(a−1
1−a1+)− Sk2(a−1

2−a2+)− Sk2(a−1
3−a3+)− Sk4(a−1

4−a4+)

+ Sk4−k1(a−1
1−) + Sk2−k1(a2+) + Sk2−k3(a−1

3−) + Sk4−k3(a4+) ,

(9.54)

Ολοκληρώνοντας τα (a2±, a4±) καταλήγουμε στην ακόλουθη έκφραση

S =Sk1(a−1
1−g′1a3+) + Sk2−k1(g2a3+) + Sk3(a−1

3−g′3a1+) + Sk4−k3(g4a1+)

+ Sk4−k1(a−1
1−) + Sk2−k3(a−1

3−)− Sk4(a−1
1−a1+)− Sk2(a−1

3−a3+) ,
(9.55)

όπου g′1 = g1g2 και g′3 = g3g4. Η δράση (9.55) σχετίζεται με μια επιλογή βαθμίδας μιας

G/H ΣΘΠ με G = Gk1 × Gk3 × Gk2−k1 × Gk2−k3 × Gk4−k3 × Gk4−k1 και

H : (g1, g2, g3, g4, g5, g6) 7→ (h−1
1 g1h2 , h−1

2 g2h1 , g3h2 , h−1
2 g4 , g5h1 , h−1

1 g6) , (9.56)

η οποία έχει την σύμμορφη συμμετρία που παρουσιάζεται στον πίνακα 9.4.
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9.5 Σύμμορφη συμμετρία για γενικό N

Παρακάτω παρουσιάζουμε κανόνες για τις υπέρυθρες ΣΘΠ για γενικό N οι οποίοι απορρέουν

από τον φορμαλισμό που αναπτύξαμε προηγουμένως.

Θεωρούμε την βασική διάταξη k1 < k2 < · · · < kN. Η Kac-Moody συμμετρία της δίνεται

στην (9.33). Η συνολική σύμμορφη συμμετρία της είναι η(
Gk1 × GkN−k1

GkN

× Gk2−k1 × · · · × GkN−1−kN−2 × GkN−kN−1

)
L
⊗

(Gk1 × Gk2−k1 × · · · × GkN−1−kN−2 × GkN−kN−1

GkN

× GkN−k1

)
R

.

(9.57)

Η μικρή αλλαγή στα επίπεδα ki < ki−1 για i = 2, 3, . . . , N− 1 οδήγησε σε μια ΣΘΠ με την

Kac-Moody συμμετρία (9.36) και με συνολική σύμμορφη συμμετρία της είναι(
Gk1 × GkN−k1

GkN

×
Gki × Gki−1−ki

Gki−1

× Gk2−k1 × · · · × · · · × GkN−kn−1

)
L

⊗ (9.58)

(
Gk1 × Gk2−k1 × · · · × Gki−1−ki−2

Gki−1

×
Gki × Gki+1−ki × · · · × GkN−kN−1

GkN

× Gki−1−ki × GkN−k1

)
R

,

Να επισημάνουμε ότι οι περιπτώσεις i = 1, N δεν έχουν συμπεριληφθεί. Η i = 1 διότι το

k1 έχει θεωρηθεί το μικρότερο επίπεδο, ενώ η περίπτωση i = N διότι δεν ακολουθεί το ίδιο

μοτίβο με την (9.58). Συγκεκριμένα η σύμμορφη συμμετρία της δίνεται ως(
Gk1 × GkN−k1 × GkN−1−kN

GkN−1

× Gk2−k1 × · · · × GkN−2−kN−3 × GkN−1−kN−2

)
L

⊗

(
Gk1 × Gk2−k1 × · · · × GkN−2−kN−3 × GkN−1−kN−2

GkN−1

× GkN−1−kN × GkN−k1

)
R

.

(9.59)

Τώρα είμαστε σε θέση να παρουσιάσουμε τους κανόνες για την εύρεση της σύμμορφης

συμμετρίας των ΣΘΠ σε οποιοδήποτε υπέρυθρο σημείο. Ας θεωρήσουμε ένα τυχαίο σταθερό

σημείο. Για κάθε λ
(i)
0 ή ↑ στην θέση i, γράφουμε μια Kac-Moody άλγεβρα στον χειραλικό

τομέα και στον αντιχειραλικό μια συμμετρία χώρου πηλίκου. Ενώ για κάθε (λ
(i)
0 )−1

ή ↓, το
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αντίστροφο. Συγκεριμένα

↑i−όρος =⇒
(
Gki−ki−1

)
L⊗
(Gki−1

× Gki−ki−1

Gki

)
R

,

↓i−όρος =⇒
(

Gki × Gki−1−ki

Gki−1

)
L

⊗
(
Gki−1−ki

)
R .

(9.60)

Δοσμένης μιας διάταξης από βέλη η συμμετρία της ΣΘΠ στο υπέρυθρο δίνεται από γινόμενα

των όρων στην (9.60). Αυτό είναι αληθές εκτός και αν τα γειτονικά βέλη έχουν την ίδια

κατεύθυνση.
10

Σε αυτή την περίπτωση

(↑i , ↑i+1) =⇒
(
Gki−ki−1

× Gki+1−ki

)
L ⊗

(
Gki−1

× Gki−ki−1
× Gki+1−ki

Gki+1

)
R

,

(↓i , ↓i+1) =⇒
(

Gki+1
× Gki−ki+1

× Gki−1−ki

Gki−1

)
L

⊗
(
Gki−1−ki × Gki−ki+1

)
R.

(9.61)

Βάση λοιπόν των κανόνων (9.60) και (9.61) μπορούμε εύκολα να βρούμε την σύμμορφη

συμμετρία στο υπέρυθρο σημείο

((λ
(1)
0 )−1, λ

(2)
0 , (λ(3)

0 )−1, λ
(4)
0 , (λ(5)

0 )−1, (λ(6)
0 )−1) = (↓↑↓↓) , (9.62)

η οποία είναι η(
Gk1 × Gk6−k1 × Gk5−k6 × Gk4−k5

Gk4

×
Gk3 × Gk2−k3

Gk2

× Gk2−k1 × Gk4−k3

)
L
⊗(

Gk1 × Gk2−k1

Gk2

×
Gk3 × Gk4−k3

Gk4

× Gk3−k3 × Gk6−k1 × Gk5−k6 × Gk4−k5

)
R

.

(9.63)

9.6 Ταξινόμηση των ανεξάρτητων ΣΘΠ

΄Οπως είδαμε παραπάνω υπάρχουν ΣΘΠ που ορίζονται σε διαφορετικά υπέρυθρα σημεία, οι

οποίες όμως σχετίζονται με ένα διακριτό μετασχηματισμό που εναλλάσει τον χειραλικό και

αντιχειραλικό τομέα. Σε αυτό το κεφάλαιο θα χρησιμοποιήσουμε αυτήν την συμμετρία, αφού

πρώτα την προσδιορίσουμε, για να αναγνωρίσουμε τις ανεξάρτητες ΣΘΠ.

Είναι εύκολο να παρατηρήσει κανείς ότι η δράση (8.24) είναι αναλλοίωτη κάτω από τον

10
Να σημειώσουμε ότι οι αλυσίδες από βέλη θεωρούνται κλειστές, επομένως το πρώτο και το Ν-οστό

είναι γειτονικά.
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διακριτό μετασχηματισμό

RN : σ+ ↔ σ− , gi → g−1
N+2−i , ki → kN+2−i , λi → λN+3−i , A(i)

± → A(N+3−i)
∓ .

(9.64)

Στο όριο των μικρών σταθερών ζεύξης ο παραπάνω μετασχηματισμός δεν αλλάζει τις αλλη-

λεπιδράσεις των πρώτων γειτόνων. ΄Ενας κομψός τρόπος να κατανοηθεί η (9.64) σχηματικά

είναι με την βοήθεια ενός πολυγώνου. Αναπαριστούμε την i-οστή γωνία του πολυγώνου με

τον i-οστό όρο αλληλεπίδρασης των πεδίων Ai±, και κάθε πλευρά του που εννώνει τις γωνίες

i και i + 1 την συμβολίζουμε με ki, που είναι ο πολλαπλασιαστικός παράγοντας του i-οστού

διαδότη στην (8.24) που συζευγνύει τα πεδία Ai− και Ai+1+. Τότε ο μετασχηματισμός RN

κατανοείται ως η ανάκλαση ως προς την μεσοκάθετο στην πλευρά k1, που έχει σχεδιαστεί

με την μπλέ γραμμή στα παρακάτω σχήματα. Στο σχήμα (9.1) δίνουμε ένα παράδειγμα για

την περίπτωση N = 3 όπου η δράση (8.24) αναπαρίσταται με ένα τρίγωνο. Για την ευκολία

της αναγνώστριας έχουμε συμπεριλάβει και την Λαγκραντζιανή, χωρίς τους WZW όρους

(αυτοί είναι προφανείς) και για πρακτικούς λόγους έχουμε ορίσει A1 = A, A2 = B, A3 = C.

L = k1Tr(A− J(1)+ − B+ J(1)− + A−g1B+g−1
1 ) + k2Tr(B− J(2)+ − C+ J(2)− + B−g2C+g−1

2 )

+ k3Tr(C− J(3)+ − A+ J(3)− + C−g3A+g−1
3 )− k(1)λ−1

1 Tr(A+A−)− k(2)λ−1
2 Tr(B+B−)

− k(3)λ−1
3 Tr(C+C−) . (9.65)

Σχήμα 9.1: Οι γωνίες του δεξιού τριγώνου αναπαριστούν τους τρείς τελευταίους όρους της δράσης (9.65),

όπου για την διευκόλυνση μας δεν συμπεριλάβαμε τους όρους k(i) και τις συμβολίσαμε με τα λi αντί για

τις αντίστροφες τιμές τους. Κάθε πλευρά του τριγώνου που ενώνει τα αντίστοιχα πεδία συμβολίζεται με τα

επίπεδα ki που εμφανίζονται ως παράγοντες στους αντίστοιχους διαδότες στην πρώτη και δεύτερη γραμμή

της (9.65). Μπορεί να ελεγχθεί ότι ο R3 μετασχηματίζει τα πεδία ως J(1)+ ↔ −J(1)− , J(2)± ↔ −J(3)∓ , A± ↔
B∓ , C± → C∓ τις παραμέτρους παραμόρφωσης ως λ1 ↔ λ2, λ3 → λ3 και τα επίπεδα ως k1 → k1, k2 ↔ k3.

Επομένως στην εικόνα των πολυγώνων ο R3 μετασχηματίζει το αριστερό τρίγωνο στο δεξί που αναπαριστά

πάλι την ίδια δράση.

Δεδομένου ότι θέλουμε να αναπαραστήσουμε τις συσχετισμένες ΣΘΠ θα κρατήσουμε το
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μέρος της συμμετρίας (9.64) που μας ενδιαφέρει

RN : A(i)
± → A(N+3−i)

∓ , ki → kn+2−i , k(i) → k(N+3−i) , λ
(i)
0 →

(
λ
(N+3−i)
0

)−1 ,

(9.66)

Οι φαινομενικά ανεξάρτητες ΣΘΠ σχετίζονται με τον παραπάνω μετασχηματισμό. Δο-

σμένων των 2N−2
διαφορετικών υπέρυθρων σημείων θέλουμε να γνωρίζουμε, προτού κάνου-

με τον οποιοδήποτε υπολογισμό, σε πια από αυτά ορίζονται ανεξάρτητες ΣΘΠ. Επομένως

θα προσδιορίσουμε την δράση του (9.66) στις υπέρυθρες ΣΘΠ στον φορμαλισμό των πολυ-

γώνων. Για τον λόγο αυτό, αντικαθιστούμε τις παραμέτρους λi στις γωνίες με τα αντίστοιχα

βέλη, ↑i ή ↓i, από την διάταξη του υπέρυθρου σημείου. Ο μετασχηματισμός RN θα αντι-

στρέψει κάθε βέλος, στην περίπτωση που το συμμετρικό του ως προς την μεσοκάθετο έχει

ίδια κατεύθυνση. Στην αντίθετη περίπτωση παραμένει αναλλοίωτο. Προφανώς αυτός ο

κανόνας προκύπτει από τον μετασχηματισμό του λ
(i)
0 στην (9.66).

Για N περιττό, οι ανεξάρτητες ΣΘΠ είναι
2N−2

2 , δηλαδή

N = περιττός : 2N−3 , (9.67)

αφού κάθε σημείο (διάταξη από βέλη στις γωνίες του πολυγώνου) έχει το δυικό του, που

αντιστοιχεί σε μια διαφορετική διάταξη από βέλη, καθώς η μεσοκάθετος τέμνει πάντα την

απέναντι γωνία από της πλευράς k1. Επομένως κάτω από την δράση τουRN θα αντιστραφεί.

Για N άρτιο απαιτείται προσεκτικότερη ανάλυση, αφού σε αυτήν την περίπτωση υπάρχουν

υπέρυθρα σημεία τα οποία είναι αυτοδυικά. Αυτοδυικά σημεία, είναι τα σημεία των οποίων τα

συμμετρικά βέλη σε σχέση με την μεσοκάθετο έχουν αντίθετες κατευθύνσεις. Σε αυτήν την

περίπτωση βρίσκουμε ότι οι ανεξάρτητες ΣΘΠ είναι
2N−2−2

N−2
2

2 + 2
N−2

2 = 2N−3 + 2
N
2 −2

.

Επομένως για

N = άρτιος : 2N−3 + 2
N−4

2 . (9.68)

Είναι προφανές ότι για N περιττό δεν υπάρχουν αυτοδυικά σημεία.

Ας εφαρμόσουμε τώρα την σχηματική μας αναπαράσταση, για τις περίπτωσεις που ανα-

πτύξαμε στα προηγούμενα κεφάλαια, N = 3, 4 και θα παρουσιάσουμε και τις περιπτώσεις

N = 5, 6. Για N = 3 η (9.66) γράφεται ως

R3 : 1↔ 2 , 3→ 3 , k1 → k1 , k2 ↔ k3 , (9.69)

όπου για ευκολία αντικαταστήσαμε τα πεδία A(i)
± σε κάθε γωνία με την αρίθμηση της γωνίας,
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Σχήμα 9.2: Το αριστερό τρίγωνο αναπαριστά την ΣΘΠ ορισμένη στο υπέρυθρο σημείο (↑) και το δεξιό

τρίγωνο την ΣΘΠ στο (↓)

i. Επίσης αγνοήσαμε δείκτες και ποσότητες που μένουν αναλλοίωτες στον ορισμό του

μετασχηματισμού. Το αριστερό τρίγωνο στο σχήμα 9.2 αναπραριστά την ΣΘΠ στο υπέρυθρο

σημείο που το συμβολίσαμε με (↑). Αφού τα σημεία 1, 2 είναι καθρεφτικά σε σχέση με την

μεσοκάθετο και τα αντίστοιχα βέλη είναι αντίθετα δεν θα αντιστραφούν κάτω από την δράση

του R3, ενώ το βέλος στην γωνία 3 θα αντιστραφεί. Η τελική διάταξη είναι η ΣΘΠ στο

υπερυθρο σημείο (↓). Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι η συμμετρία R3 σχετίζει τις δύο ΣΘΠ που

παρουσιάζονται στον πίνακα 9.3 σε συμφωνία με τον κανόνα (9.67).

Για την N = 4 περίπτωση ο R4 δίνεται ως

R4 : 1↔ 2 , 3↔ 4 , k1 → k1 , k3 → k3 , k2 ↔ k4 . (9.70)

Στο σχήμα (9.3) παρουσιάζουμε τις σχέσεις των ΣΘΠ στα υπέρυθρα σημεία (↑, ↑), (↓, ↓) και

Σχήμα 9.3: Η πρώτη γραμμή αναπαριστά τις δυικές ΣΘΠ που ορίζονται στα υπέρυθρα σημεία (↑, ↑), (↓, ↓)
και η δεύτερη γραμμή την αυτοδυική στο (↓, ↑)

την αυτοδυικότητα του σταθερού σημείου (↑, ↓) κάτω από την (9.70). Δεν συμπεριλάβαμε
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την αυτοδυικότητα του (↓, ↑) καθώς είναι προφανής. Σε συμφωνία με τις ΣΘΠ στο πίνακα

(9.4) συμπεραίνουμε ότι για N = 4 έχουμε τρεις ανεξάρτητες.

Για N = 5 έχουμε 23 = 8 διαφορετικά υπέρυθρα σημεία. Στον πίνακα (9.5) παρουσιάζουμε

τους ολομορφικούς τομείς των ΣΘΠ που ορίζονται σε κάθε σημείο. ΄Ενας πιο ευθής αλλά

ισοδύναμος τρόπος για την εύρεση των σχετιζόμενων σημείων είναι ο ακόλουθος. Δεδο-

μένης της διάταξης των βελών, συγκρίνουμε το πρώτο με το τελευταίο, το δεύτερο με το

προτελευταίο και ούτω κάθε εξής. Αν έχουν την ίδια κατεύθυνση τα αντιστρέφουμε ενώ

στην αντίθετη περίπτωση παραμένουν ως έχουν. Επομένως τα σχετιζόμενα σταθερά σημεία

μέσω της R5 είναι τα

(↑, ↑, ↑) ∼ (↓, ↓, ↓) (↓, ↑, ↑) ∼ (↓, ↓, , ↑) ,

(↑, ↓, ↑) ∼ (↓, ↑, ↓) , (↑, ↑, ↓) ∼ (↑, ↓, ↓) ,
(9.71)

γεγονός που συμφωνεί με τις σύμμορφες συμμετρίες στον πίνακα (9.5). Στο σχήμα (9.4)

παρουσιάζουμε την σχέση των ΣΘΠ στα σύμμορφα σημεία (↑, ↑, ↑), (↓, ↓, ↓) και (↑, ↓, ↑),
(↓, ↑, ↓). Επομένως συμπεραίνουμε ότι για N = 5 έχουμε τέσσερις ανεξάρτητες ΣΘΠ στο

υπέρυθρο.

Σχήμα 9.4: Η πρώτη και δεύτερη γραμμή αναπαριστούν τις δυικές ΣΘΠ στα υπέρυθρα σημεία (↑, ↑, ↑),
(↓, ↓, ↓) και (↓, ↑, ↑), (↓, ↓, ↑).

Κλείνοντας, για N = 6 έχουμε 24 = 16 διαφορετικά υπέρυθρα σημεία, εκ των οποίων δέκα
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ορίζουν ανεξάρτητες ΣΘΠ. Αυτά που σχετίζονται μέσω του R6 είναι τα

(↑, ↑, ↑, ↑) ∼ (↓, ↓, ↓, ↓) , (↓, ↑, ↑, ↓) ∼ (↑, ↓, ↓, ↑) ,

(↑, ↑, ↑, ↓) ∼ (↑, ↓, ↓, ↓) , (↓, ↓, ↑, ↓) ∼ (↑, ↓, ↑, ↑) ,

(↓, ↓, ↓, ↑) ∼ (↓, ↑, ↑, ↑) , (↓, ↑, ↓, ↓) ∼ (↑, ↑, ↓, ↑) ,

(9.72)

ενώ τα αυτοδυικά είναι τα (↓, ↓, ↑, ↑), (↓, ↑, ↓, ↑), (↑, ↓, ↑, ↓), (↑, ↑, ↓, ↓).
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υπερ.

σημείο

χειραλικός τομέας

(↑, ↑, ↑)
Gk1 × Gk5−k1

Gk5

× Gk2−k1 × Gk3−k2 × Gk4−k3 × Gk5−k4

(↓, ↑, ↑)
Gk1 × Gk5−k1

Gk5

×
Gk3 × Gk2−k3

Gk2

× Gk2−k1 × Gk4−k3 × Gk5−k4

(↑, ↓, ↑)
Gk1 × Gk5−k1

Gk5

×
Gk4 × Gk3−k4

Gk3

× Gk2−k1 × Gk3−k2 × Gk5−k4

(↑, ↑, ↓)
Gk1 × Gk5−k1 × Gk4−k5

Gk4

× Gk2−k1 × Gk3−k2 × Gk4−k3

(↓, ↓, ↑)
Gk1 × Gk5−k1

Gk5

×
Gk4 × Gk3−k4 × Gk2−k3

Gk2

× Gk2−k1 × Gk5−k4

(↓, ↑, ↓)
Gk3 × Gk2−k3

Gk2

×
Gk1 × Gk5−k1 × Gk4−k5

Gk4

× Gk2−k1 × Gk4−k3

(↑, ↓, ↓)
Gk1 × Gk5−k1 × Gk4−k5 × Gk3−k4

Gk3

× Gk2−k1 × Gk3−k2

(↓, ↓, ↓)
Gk1 × Gk5−k1 × Gk4−k5 × Gk3−k4 × Gk2−k3

Gk2

× Gk2−k1

υπερ.

σημείο

αντιχειραλικός τομέας

(↑, ↑, ↑)
Gk1 × Gk2−k1 × Gk3−k2 × Gk4−k3 × Gk5−k4

Gk5

× Gk5−k1

(↓, ↑, ↑)
Gk1 × Gk2−k1

Gk2

×
Gk3 × Gk4−k3 × Gk5−k4

Gk5

× Gk5−k1 × Gk2−k3

(↑, ↓, ↑)
Gk4 × Gk5−k4

Gk5

×
Gk1 × Gk2−k1 × Gk3−k2

Gk3

× Gk5−k1 × Gk3−k4

(↑, ↑, ↓)
Gk1 × Gk2−k1 × Gk3−k2 × Gk4−k3

Gk4

× Gk5−k1 × Gk4−k5

(↓, ↓, ↑)
Gk1 × Gk2−k1

Gk2

×
Gk4 × Gk5−k4

Gk5

× Gk5−k1 × Gk3−k4 × Gk2−k3

(↓, ↑, ↓)
Gk1 × Gk2−k1

Gk2

×
Gk3 × Gk4−k3

Gk4

× Gk5−k1 × Gk4−k5 × Gk2−k3

(↑, ↓, ↓)
Gk1 × Gk2−k1 × Gk3−k2

Gk3

× Gk5−k1 × Gk4−k5 × Gk3−k4

(↓, ↓, ↓)
Gk1 × Gk2−k1

Gk2

× Gk5−k1 × Gk4−k5 × Gk3−k4 × Gk2−k3

Πίνακας 9.5: Σύμμορφη συμμετρία υπέρυθρων ΣΘΠ για N = 5.
132



Κεφάλαιο 10

Ολοκληρώσιμες βράνες στα γενικευμένα

λ-πρότυπα

Σε αυτό το κεφάλαιο θα ορίσουμε ολοκληρώσιμες συνοριακές συνθήκες, οι οποίες επι-

δέχονται γεωμετρικής ερμηνείας, στα γενικευμένα λ-πρότυπα. Για την εξαγωγή τους θα

επεκτείνουμε την μέθοδο του υποκεφαλαίου 7.1.1, με στόχο την αναγνώριση επιπλέον συ-

νοριακών συνθηκών που δεν έχουν ανάλογο στα συνήθη λ-πρότυπα. Στην συνέχεια, ακο-

λουθώντας την προσέγγιση σ-προτύπου θα αναγνωρίσουμε τις ολοκληρώσιμες βράνες. Θα

δούμε ότι όλες οι γνωστές γεωμετρίες σύμμορφων βρανών στην βιβλιογραφία επιβιώνουν ως

ολοκληρώσιμες στις περιπτώσεις ενδιαφέροντος. Αυτές διαθέτουν τα ίδια λ-ανεξάρτητα χα-

ρακτηριστικά με τις βράνες των απλών λ-προτύπων. ΄Εμφαση θα δοθεί στις ολοκληρώσιμες

βράνες, οι οποίες είναι εμβαπτισμένες στις θεωρίες με μη τετριμμένες ροές. Συγκεκριμένα,

θα μελετηθεί η εναπομείνασα σύμμορφη συμμετρία των ΣΘΠ στα υπεριώδη και υπέρυθρα ση-

μεία παρουσία των αντίστοιχων βρανών. Τα αποτελέσματα αυτού του κεφαλαίου βασίζονται

στην εργασία [201].

10.1 Ολοκληρώσιμες συνοριακές συνθήκες

10.1.1 Η περίπτωση των ίσων επιπέδων

Βάση της ανάλυσης του υποκεφαλαίου 8.1.2, μπορούμε να βρούμε δύο ζεύγη Lax πινάκων

συναρτήσει των οποίων οι εξισώσεις κίνησης του προτύπου (8.11) είναι ισοδύναμες με δύο

ανεξάρτητες εξισώσεις επιπεδότητας. Επομένως, μπορούμε να ορίσουμε δύο πίνακες μετα-
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φοράς

Ti(b, a; zi) = P exp
(
−
∫ b

a
dσLiσ(τ, σ, zi)

)
, i = 1, 2 (10.1)

με

Liσ =
2zi

1 + λi

(
1

zi − 1
Ai+ −

1
zi + 1

Ai−

)
, i = 1, 2 , (10.2)

οι οποίοι, στην περίπτωση της κλειστής ή άπειρης χορδής παράγουνε δύο άπειρα σύνολα

μετατιθέμενων/ανεξάρτητων ολοκληρωμάτων κίνησης [185].

Στην περίπτωση της ανοιχτής χορδής, ο συνοριακός μονόδρομος πίνακας κατασκευάζεται

από τον πίνακα μεταφοράς (10.1) στο διάστημα σ ∈ [0, π] επί την ανακλώμενη έκφραση

του στο διάστημα σ ∈ [π, 2π] συμπεριλαμβανομένου και ενός αυτομορφισμού ο οποίος δρά

στην άλγβερα g1 ⊕ g2,

Tib = TΩi
iR (2π, π; zi)Ti(π, 0; zi) , i = 1, 2 . (10.3)

Παρακάτω θεωρούμε δυο περιπτώσεις. Στην πρώτη θα καταλήξουμε σε συνοριακές συν-

θήκες που συσχετίζουν στο σύνορο τα πεδία απο τον ίδιο τομέα δηλαδή τα Ai+ συναρτήσει

των Ai−, ενώ στην δεύτερη περίπτωση τα πεδία των δύο διαφορετικών τομέων.

Ορίζοντας τον τελεστή ανάκλασης R ως

R : σ→ 2π − σ, gi → g−1
i+1 , i = 1, 2 , (10.4)

τα πεδία Ai± μετασχηματίζονται κάτω από την δράση του σαν

Ai±(σ)→ AiR±(σ) = Ai∓(2π − σ) , i = 1, 2 (10.5)

και ο ανακλώμενος πίνακας μεταφοράς ικανοποιεί τις σχέσεις

TΩi
iR (2π, π; z) = TΩi

i (0, π;−z) , i = 1, 2 . (10.6)

Δεδομένων των ταυτοτήτων (6.55) βρίσκουμε ότι ο συνοριακός μονόδρομος πίνακας (10.3)

ικανοποιεί την (6.53) για Ni(z) = Liτ(z) και τις συνοριακές συνθήκες

Liτ(z)|∂Σ = ΩiLiτ(−z)|∂Σ , i = 1, 2 . (10.7)
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Χρησιμοποιώντας την έκφραση της χρονικής συνιστώσας του ζεύγους Lax

Liτ =
2zi

1 + λi

(
1

zi − 1
Ai+ +

1
zi + 1

Ai−

)
, i = 1, 2 (10.8)

και συγκρίνοντας τις ίδιες δυνάμεις της φασματικής παραμέτρου βρίσκουμε ότι οι (10.7)

συνεπάγονται τις ολοκληρώσιμες σ.σ

A1+|∂Σ = Ω1A1−|∂Σ , A2+|∂Σ = Ω2A2−|2−|∂Σ (10.9)

και στα δύο άκρα της χορδής. Λόγω ίδιων επιχειρημάτων με την περιπτώση του λ-προτύπου

οι πίνακες Ω1, Ω2 πρέπει να είναι σταθεροί μοναδιακοί πίνακες και να διατηρούν το ίχνος

της άλγβερας g1 ⊕ g2.

Εναλλακτικά, μπορούμε να ορίσουμε τον τελεστή ανάκλασης ως

R : σ→ 2π − σ, gi → g−1
i , λi → λi+1 , (10.10)

για τον οποίο ισχύει ότι

Ai±(σ)→ AiR±(σ) = Ai+1∓(2π − σ) , i = 1, 2 (10.11)

και η αντίστοιχη εξίσωση της (10.6) είναι η

TΩi
iR (2π, π; z) = TΩi

i+1(0, π;−z) , i = 1, 2 . (10.12)

Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία με παραπάνω βρίσκουμε τις ολοκληρώσιμες συνοριακές

συνθήκες

1
1 + λ1

A1+|∂Σ =
1

1 + λ2
ΩA2−|∂Σ ,

1
1 + λ2

A2+|∂Σ =
1

1 + λ1
Ω−1A1−|∂Σ (10.13)

όπου για λόγους συνέπειας Ω1 = Ω−1
2 = Ω.

1
Επίσης να αναφέρουμε ότι σε αυτήν την πε-

ρίπτωση ο πίνακας Ω δεν χρειάζεται να είναι μοναδιακός. Δεδομένου ότι οι σ.σ (10.13) σχε-

τίζουν πεδία από διαφορετικούς τομείς χρειάζονται προσεκτικότερη ανάλυση. Απαιτώντας

1
Συγκεκριμένα βρίσκουμε το σύστημα εξισώσεων

A1+ = Ω1 A2− A2+ = Ω2 A1−

A1− = Ω1 A2+ A2− = Ω2 A1+ ,

από όπου και συνεπάγεται ότι Ω1 = Ω−1
2 .

135



να ικανοποιούν την συνθήκη T++|∂Σ = T−−|∂Σ στο σύνορο βρίσκουμε ότι ΩTΩ = 1 και

λ1 = λ2, περιορισμός συμβατός με τις β-συναρτήσεις τους.

Συλλέγοντας τα παραπάνω αποτελέσματα, βρήκαμε ότι το διπλά λ-παραμορφωμένο πρότυπο

με ίσα επίπεδα επιδέχεται δύο ειδών ολοκληρώσιμες συνοριακές συνθήκες, τις(
A1+

A2+

)
∂Σ

=

(
0 Ω

Ω−1 0

)(
A1−
A2−

)
∂Σ

, (10.14)

και τις (
A1+

A2+

)
∂Σ

=

(
Ω1 0
0 Ω2

)(
A1−
A2−

)
∂Σ

, (10.15)

με τις πρώτες να συνοδεύονται από την συνθήκη λ1 = λ2 = λ, ενώ οι δεύτερες διατηρούν

την ανεξαρτησία τους.

Παρακάτω θα δείξουμε ότι οι συνοριακές συνθήκες (10.14), (10.15) περιγράφουν δύο δια-

φορετικές κλάσεις βρανών. ΄Ηδη μπορούμε να δούμε ότι στο υπεριώδες (λ1, λ2) = (0, 0),

το πρότυπο είναι μια Gk × Gk ΣΘΠ και οι παραπάνω σ.σ, για τετριμένους αυτομορφισμούς,

καταλήγουν στις

J1+|∂Σ = −J1−|∂Σ, J2+|∂Σ = −J2−|∂Σ , (10.16)

και στις

J1+|∂Σ = −J2−|∂Σ, J1+|∂Σ = −J2−|∂Σ . (10.17)

αντίστοιχα. Οι πρώτες περιγράφουν τις γνωστές κλάσεις συζυγίας της ομάδας G και οι

δεύτερες περιγράφουν τις βράνες εναλλαγής. Παρακάτω θα δούμε ότι αυτές οι γεωμετρικές

εικόνες επιβιώνουν της παραμόρφωσης.

10.1.2 Η περίπτωση των άνισων επιπέδων

Σε αυτό το υποκεφάλαιο θα ορίσουμε ολοκληρώσιμες σ.σ στο πρότυπο (8.24) για N = 2. Οι

δύο πίνακες μεταφοράς που παράγουν τα ανεξάρτητα άπειρα σύνολα διατηρούμενων φορτίων,

δίνονται στην (10.1) με

Liσ =
2zi

1 + λi

(
1

zi − 1
1− λ

(i)
0 λi

1− λ2
i

Ai+ −
1

zi + 1
1− (λ

(i)
0 )−1λi

1− λ2
i

Ai−

)
, i = 1, 2 . (10.18)
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Ορίζοντας τον τελεστή ανάκλασης ως

R : σ→ 2π − σ, gi → g−1
i+1 , λ0 → λ−1

0 , i = 1, 2 (10.19)

και ακολουθώντας την ίδια διαδικασία με την περίπτωση των ίσων επιπέδων βρίσκουμε τις

ολοκληρώσιμες σ.σ

1− λ−1
0 λ1

1− λ2
1

A1+|∂Σ =
1− λ0λ1

1− λ2
1

Ω1A1−|∂Σ ,
1− λ0λ2

1− λ2
2

A2+|∂Σ =
1− λ−1

0 λ2

1− λ2
2

Ω2A2−|∂Σ ,

(10.20)

με τους πίνακες Ω1, Ω2 να είναι ορθογώνιοι, δηλαδή ΩiΩT
i = 1.

Εναλλακτικά, αν ορίσουμε την δράση του ως

R : σ→ 2π − σ, gi → g−1
i , λ1 → λ2 , i = 1, 2 , (10.21)

βρίσκουμε τις σ.σ

1− λ−1
0 λ1

1− λ2
1

A1+|∂Σ =
1− λ−1

0 λ2

1− λ2
2

ΩA2−|∂Σ ,
1− λ0λ2

1− λ2
2

A2+|∂Σ =
1− λ−1

0 λ1

1− λ2
1

Ω−1A1−|∂Σ ,

(10.22)

οι οποίες, όπως και στην περίπτωση των ίσων επιπέδων, οδηγούν στον περιορισμό λ1 = λ2

με τον πίνακα Ω να διατηρεί το ίχνος της άλγεβρας και δεν απαιτείται να είναι μοναδιακός.

Παρόλο που οι (10.20) δεν ικανοποιούν την συνθήκη T++|∂Σ = T−−|∂Σ στο σύνορο, λόγος

για τον οποίο δεν επιδέχονται γεωμετρικής ερμηνείας, έχουν εξαχθεί με την μέθοδο του

μονόδρομου πίνακα, επομένως διατηρούν την ολοκληρωσιμότητα του προτύπου.

Επομένως το γενικευμένο λ-πρότυπο με άνισα επίπεδα επιδέχεται τις παρακάτω ολοκλη-

ρώσιμες συνοριακές συνθήκες, με γεωμετρική εικόνα,(
A1+

A2+

)
∂Σ

=

(
0 Ω

Ω−1 0

)(
A1−
A2−

)
∂Σ

, (10.23)

με τον πίνακα Ω να είναι ορθογώνιος και οι παράμετροι παραμόρφωσης ίσες, λ1 = λ2.
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10.1.3 Το λ-(G× G/G) πρότυπο

Χρησιμοποιώντας το ζεύγος Lax της θεωρίας (8.64) μπορούμε να ορίσουμε τον πίνακα

μεταφοράς και ο συνοριακός μονόδρομος πίνακας δίνεται ως

Tb(z) = TR(2π, π; z)T(π, 0; z), (10.24)

με τον τελεστή της ανάκλασης R : σ+ → σ− , gi → g−1
i , i = 1, 2 να μετασχηματίζει τα

πεδία (8.56) ως

Ai±(σ)→ Ai∓(2π − σ), i = 1, 2 . (10.25)

Εύκολα αποδεικνύεται ότι σε αυτή την περίπτωση

TR(2π, π; z) = T(0, π; z−1). (10.26)

Απαιτώντας ο μονόδρομος πίνακας (10.24) να παράγει άπειρα ολοκληρώματα κίνησης βρίσκου-

με ότι η (6.53) ικανοποιείται για N(z) = Lτ(0, z) και τις συνοριακές συνθήκες

Lτ(z)|∂Σ = Lτ(z−1)|∂Σ (10.27)

και στα δύο άκρα της χορδής. Χρησιμοποιώντας την μορφή της χρονικής συνιστώσας του

ζεύγους Lax βρίσκουμε τις ολοκληρώσιμες σ.σ

B+|∂Σ = B−|∂Σ , (10.28)

οι οποίες είναι της ίδιας μορφής με αυτές του λ-G/H προτύπου για Ω = 1.

10.2 Αναγνώριση των ολοκληρώσιμων βρανών

Στόχος μας είναι η αναγνώριση των βρανών που αποτελούν λύσεις των παραπάνω ολοκλη-

ρώσιμων συνοριακών συνθηκών. Εξαιτίας της περιπλοκότητας των πεδίων Ai± θα προτι-

μήσουμε την μέθοδο της προσέγγισης σ-προτύπου, όπως την αναπτύξαμε και εφαρμόσαμε

στο WZW και λ-παραμορφωμένο πρότυπο στα υποκεφάλαια 6.2.2, 7.2.
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10.2.1 Η περίπτωση των ίσων επιπέδων

Θα ξεκινήσουμε με το πρότυπο (8.11), στο οποίο από εδώ και πέρα θα αναφερόμαστε ως

πρότυπο (I). Θα προτιμήσουμε την δράση του γραμμένη στην μορφή

Sk;λ1,λ2 =
∫

Σ
Lk;λ1,λ2 +

∫
M

Hk;λ1,λ2 , (10.29)

όπου ορίσαμε

Lk,λ1,λ2 = −
k

8π

2

∑
i=1

Tr(g−1
i ∂µgi, g−1

i ∂µgi) + 2λiTr(∂µgig−1
i ,OT

i,i+1g−1
i+1∂µgi+1)

+ 2λiλi+1Tr(∂µgig−1
i ,Oi,i+1DT

i+1g−1
i ∂µgi) , (10.30)

Hk,λ1,λ2 =
k

4π

2

∑
i=1

(HWZ(gi) + λidTr(dgig−1
i ∧O

T
i,i+1(g−1

i+1dgi+1 + λi+1DT
i+1g−1

i dgi))) .

Στην περίπτωση της επιφάνειας Σ με σύνορο, η (10.29) τροποποιείται έτσι ώστε να συμπε-

ριλάβει τις συνεισφορές του συνόρου. Συγκεριμένα γράφεται στην μορφή

Sk;λ1,λ2 =
∫

Σ
Lk;λ1,λ2 +

∫
M′

Hk;λ1,λ2 −
∫

D
ωk;λ1,λ2 , (10.31)

με τον χώρο M′ να ορίζεται έτσι ώστε ∂M′ = Σ∪D και ωk;λ1,λ2 η επαγόμενη 2-μορφή στο

εσωτερικό της βράνης, για την οποία ισχύει

Hk;λ1,λ2 |βράνη = dωk;λ1,λ2 , (10.32)

Σε αυτό το σημείο θα θεωρήσουμε συγκεκριμένες γεωμετρίες βρανών. Αρχικά θα εμβα-

πτίσουμε στο πρότυπο βράνες με την παρακάτω γεωμετρία

C f1 f2 = {(h1 f1h−1
1 , h2 f2h−1

2 ), |∀h1, h2 ∈ G} , (10.33)

όπου f1, f2 σταθερά στοιχεία της ομάδας από τον Cartan τόρο. Η διάσταση τους είναι

2(dG − rG), όπου rG = rank(G).
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Δεδομένης της (10.33) και χρησιμοποιώντας την (10.32) βρίσκουμε ότι η 2-μορφή είναι η

ωk;λ1,λ2 =
k

4π

2

∑
i=1

(
ωWZ(hi)− λiTr(dgig−1

i ∧O
T
i,i+1g−1

i+1dgi+1)|C f1 f2

− λiλi+1Tr(dgig−1
i ∧O

T
i,i+1DT

i+1g−1
i dgi)|C f1 f2

)
,

(10.34)

όπου

ωWZ(hi) = Tr(h−1
i dhi ∧ fih−1

i dhi f−1
i ), i = 1, 2 , (10.35)

έτσι ώστε, HWZ(gi)|C fi
= dωWZ(hi).

2
Ο δεύτερος όρος στο δεξί μέλος της (10.34) είναι

η λ-εξαρτώμενη δύο μορφή υπολογισμένη στην βράνη. Γνωρίζοντας την γεωμετρία (10.33)

αλλά και την επαγόμενη μορφή, μπορούμε να υπολογίσουμε την συνοριακή συνεισφορά

στην μεταβολή της δράσης (10.31). Για τον αναλυτικό υπολογισμό της παραπέμπουμε τον

αναγνώστη στο παράρτημα Δ. Αυτή δίνεται ως

δS|∂Σ =
k

2π

∫
∂Σ

Tr(δh1h−1
1 ,∇+g1g−1

1 + g−1
1 ∇−g1 + (A1+ − A2+) + (A1− − A2−))

+
k

2π

∫
∂Σ

Tr(δh2h−1
2 ,∇+g2g−1

2 + g−1
2 ∇−g2 + (A2+ − A1+) + (A2− − A1−))

=
k

2π

∫
∂Σ

Tr(δh1h−1
1 , λ−1(A1+ − A2−)− (A2+ − A1−)) (10.36)

+
k

2π

∫
∂Σ

Tr(δh2h−1
2 , λ−1(A2+ − A1−)− (A1+ − A2−)) ,

όπου χρησιμοποιήσαμε τις εξισώσεις (8.9) και θέσαμε τις παραμέτρους παραμόρφωσης ίσες.

Είναι προφανές ότι ο μηδενισμός της (10.36) συνεπάγεται τις συνοριακές συνθήκες

A1+|∂Σ = A2−|∂Σ , A2+|∂Σ = A1−|∂Σ (10.37)

που αποτελούν τις ολοκληρώσιμες σ.σ (10.14) που βρήκαμε με την μέθοδο του μονόδρομου

πίνακα.

Εναλλακτικά, μπορούμε να θεωρήσουμε τις βράνες εναλλαγής, τις οποίες παρουσιάσαμε στο

υποκεφάλαιο 6.3 και ορίζονται ως

Cπ
f1 f2 = {(h1 f1h−1

2 , h2 f2h−1
1 ), |∀h1, h2 ∈ G} . (10.38)

Η γεωμετρία τους είναι συνεπής με το συγκεκριμένο πρότυπο, διότι τα επίπεδα είναι ίσα.

2
Δές υποκεφάλαιο 6.2.2
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Υπολογίζοντας την συνοριακή 2-μορφή επαγόμενη στο εσωτερικό τους, βρίσκουμε την έκ-

φραση (10.34) με την διαφορά ότι

ωWZ( fi) = Tr(h−1
i dhi ∧ fih−1

i+1dhi+1 f−1
i ), i = 1, 2, (10.39)

και ο δεύτερος όρος στην ίδια εξίσωση είναι υπολογισμένος στην βράνη (10.38).
3

΄Οπως

προηγουμένως είμαστε σε θέση να υπολογίσουμε την συνοριακή συνεισφορά των βρανών

(10.38) στην μεταβολή της δράσης (10.31), η οποία δίνεται ως

δS|∂Σ =
k

2π

∫
Tr(δh1h−1

1 ,∇+g1g−1
1 + g−1

2 ∇−g2) + Tr(δh2h−1
2 ,∇+g2g−1

2 + g−1
1 ∇−g1)

=
k

2π

∫
(λ−1

1 − 1)Tr(δh1h−1
1 , A1+ − A1−) + (λ−1

2 − 1)Tr(δh2h−1
2 , A2+ − A2−) .

(10.40)

Ο μηδενισμός της συνεπάγεται τις ολοκληρώσιμες συνοριακές συνθήκες (10.15),

A1+|∂Σ = A1−|∂Σ, A2+|∂Σ = A2−|∂Σ, (10.41)

Επομένως συλλέγοντας τα παραπάνω αποτελέσματα βρήκαμε ότι το πρότυπο (Ι) με ίσα

επίπεδα επιδέχεται δύο ειδών ολοκληρώσιμες βράνες.

Δύο ανεξάρτητες κλάσεις συζυγίας:

C f1 f2 = {(h1 f1h−1
1 , h2 f2h−1

2 , |∀h1, h2 ∈ G)},

ωk;λ1,λ2 =
k

4π

2

∑
i=1

(
ωWZ(hi)− λiTr(dgig−1

i ∧O
T
i,i+1g−1

i+1dgi+1)|C f1 f2

− λiλi+1Tr(dgig−1
i ∧O

T
i,i+1DT

i+1g−1
i dgi)|C f1 f2

)
ωWZ( fi) = Tr(h−1

i dhi ∧ fih−1
i dhi f−1

i ) ,

(10.42)

3
Κάποιος/κάποια μπορεί να ανατρέξει στο υποκεφάλαιο 6.3 και να επιβεβαιώσει ότι

2

∑
i=1

HWZ(gi)|Cπ
f1 f2

=
2

∑
i=1

Tr(h−1
i dhi ∧ fih−1

i+1dhi+1 f−1
i )
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που υπόκεινται στην συνθήκη λ1 = λ2 = λ και τις βράνες εναλλαγής:

Cπ
f1 f2

= {(h1 f1h−1
2 , h2 f2h−1

1 , |∀h1, h2 ∈ G)},

ωk;λ1,λ2 =
k

4π

2

∑
i=1

(
ωWZ(hi)− λiTr(dgig−1

i ∧O
T
i,i+1g−1

i+1dgi+1)|Cπ
f1 f2

− λiλi+1Tr(dgig−1
i ∧O

T
i,i+1DT

i+1g−1
i dgi)|Cπ

f1 f2

)
ωWZ( fi) = Tr(h−1

i dhi ∧ fih−1
i+1dhi+1 f−1

i ) .

(10.43)

10.2.2 Η περίπτωση των άνισων επιπέδων

Σε αυτή την περίπτωση η δράση του προτύπου δίνεται στην (8.31), στο οποίο θα αναφε-

ρόμαστε ως πρότυπο (I I). Οπως δείξαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο αυτό παρεμβάλεται

μετάξυ δύο ΣΘΠ στο υπεριώδες και στο υπέρυθρο σημείο

Gk1 × Gk2 =⇒
(

Gk1 × Gk2−k1

Gk2

× Gk2−k1

)
L
⊗
(

Gk1 × Gk2−k1

Gk2

× Gk2−k1

)
R

. (10.44)

Θα προτιμήσουμε να γράψουμε την δράση του στην μορφή

Sk1,k2;λ1,λ2 =
∫

Σ
Lk1,k2;λ1,λ2 +

∫
M

Hk1,k2;λ1,λ2 , (10.45)

με τους ορισμούς

Lk1,k2,λ1,λ2 = −
1

8π

2

∑
i=1

Tr(g−1
i ∂µgi, g−1

i ∂µgi) + 2λikiTr(∂µgig−1
i ,OT

i+1,ig
−1
i+1∂µgi+1)

+ 2λiλi+1kiTr(∂µgig−1
i ,Oi+1,iDT

i+1g−1
i ∂µgi)) (10.46)

Hk1,k2,λ1,λ2 =
1

4π

2

∑
i=1

(kiHWZ(gi) + λikidTr(dgig−1
i ∧Oi+1,i(g−1

i+1dgi+1 + λi+1DT
i+1g−1

i dgi))) .

Οι βράνες που θα εμβαπτίσουμε περιγράφονται από την γεωμετρία (10.33) και η 2-μορφή

επαγόμενη στο εσωτερικό τους είναι η

ωk1,k2;λ1,λ2 =
1

4π

2

∑
i=1

(
kiωWZ(hi)− λikiTr(dgig−1

i ∧O
T
i+1,ig

−1
i+1dgi+1)|C f1 f2

− λiλi+1kiTr(dgig−1
i ∧O

T
i+1,iD

T
i+1g−1

i dgi)|C f1 f2

)
.

(10.47)

142



Μετά από μια σειρά πράξεων, τις οποίες επίσης παρουσιάζουμε στο παράρτημα Ε, βρίσκουμε

ότι η συνοριακή συνεισφορά είναι η

δS|∂Σ =
k1

2π

∫
∂Σ

Tr(δh1h−1
1 ,∇+g1g−1

1 + g−1
1 ∇−g1 + (A1+ − A2+) + (A1− − A2−))

+
k2

2π

∫
∂Σ

Tr(δh2h−1
2 ,∇+g2g−1

2 + g−1
2 ∇−g2 + (A2+ − A1+) + (A2− − A1−))

=
k1

2π

∫
∂Σ

Tr(δh1h−1
1 , λ−1λ−1

0 (A1+ − A2−)− (A2+ − A1−)) (10.48)

+
k2

2π

∫
∂Σ

Tr(δh2h−1
2 , λ−1λ0(A2+ − A1−)− (A1+ − A2−)) ,

όπου χρησιμοποιήσαμε τις εξισώσεις (8.29) και θέσαμε λ1 = λ2. Ο μηδενισμός της (10.48)

συνεπάγεται τις ολοκληρώσιμες σ.σ (10.23), αποδεικνύωντας ότι οι βράνες

C f1 f2 = {(h1 f1h−1
1 , h2 f2h−1

2 , |∀h1, h2 ∈ G)},

ωk1,k2;λ1,λ2 =
1

4π

2

∑
i=1

(
kiωWZ(hi) + λikiTr(dgig−1

i ∧O
T
i,i+1g−1

i+1dgi+1)|C f1 f2

+ λiλi+1kiTr(dgig−1
i ∧O

T
i,i+1DT

i+1g−1
i dgi)|C f1 f2

)
,

ωWZ( fi) = Tr(h−1
i dhi ∧ fih−1

i dhi f−1
i ) ,

(10.49)

με λ1 = λ2 = λ, διατηρούν την ολοκληρωσιμότητα του προτύπου και την σύμμορφη συμ-

μετρία των ΣΘΠ στο υπεριώδες και υπέρυθρο σημείο της (10.44). Η λεπτομερής ανάλυση

των υποομάδων της σύμμορφης συμμετρίας που επιβιώνουν παρουσία των (10.49) και τις

καθιστούν σύμμορφες θα μας απασχολήσει παρακάτω.

10.2.3 Η περίπτωση του λ-(G× G/G) προτύπου

Η δράση που περιγράφει την δυναμική του προτύπου, στο οποίο και θα αναφερόμαστε ως

πρότυπο (I I I), δίνεται στην (8.60) και αποτελεί μια ολοκληρώσιμη θεωρία που παρεμβάλεται

μεταξύ δύο ΣΘΠ της μορφής G× G/G, (8.69).

Η (8.60) μπορεί να γραφτεί στην μορφή

Sk1,k2;λ =
∫

Σ
Lk1,k2;λ +

∫
M

Hk1,k2;λ (10.50)
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όπου

Lk1,k2,λ = − 1
8π

2

∑
i=1

Tr(g−1
i ∂µgi, g−1

i ∂µgi) + 2kisi(1− λ)Tr(∂µgig−1
i , Λ−T

i,i+1g−1
i ∂µgi)

+ 2ki+1si+1(1− λ)Tr(∂µgig−1
i , Λ−T

i,i+1g−1
i+1∂µgi+1)− 2λsisi+1kiTr(∂µgig−1

i , Λ−T
i,i+1(DT

i+1 − 1)g−1
i ∂µgi) ,

Hk1,k2,λ =
1

4π

2

∑
i=1

(kiHWZ(gi) + 2kisi(1− λ)dTr(dgig−1
i , Λ−T

i,i+1g−1
i dgi) (10.51)

+ 2ki+1si+1(1− λ)dTr(dgig−1
i , Λ−T

i,i+1g−1
i+1dgi+1)− 2λsisi+1kidTr(dgig−1

i , Λ−T
i,i+1(DT

i+1 − 1)g−1
i dgi)) .

΄Οπως και προηγουμένως, αν θεωρήσουμε τις βράνες C f1 f2 και την 2-μορφή που αποτελεί

λύση της εξίσωσης (10.32), βρίσκουμε ότι η συνοριακή συνεισφορά στην μεταβολή της

δράσης είναι η

δS|∂Σ =
1

2π

∫
∂Σ

k1Tr(δh1h−1
1 ,∇+g1g−1

1 + g−1
1 ∇−g1) + k2Tr(δh2h−1

2 ,∇+g2g−1
2 + g−1

2 ∇−g2)

=
k(λ−1 − 1)

4π

∫
∂Σ

Tr(δh1h−1
1 ,B+ −B−)− Tr(δh2h−1

2 ,B+ −B−) , (10.52)

όπου χρησιμοποιήσαμε τις εξισώσεις (8.55). Είναι προφανές ότι ο μηδενισμός της (10.52)

συνεπάγεται τις συνοριακές συνθήκες (10.28), αποδεικνύωντας ότι οι βράνες

C f1 f2 = {(h1 f1h−1
1 , h2 f2h−1

2 , |∀h1, h2 ∈ G)},

ωk1,k2;λ =
1

4π

2

∑
i=1

(
kiωWZ(hi) + 2ki(1− λ)Tr(dgig−1

i , Λ−T
i,i+1(sig−1

i dgi + si+1g−1
i+1dgi+1))|C f1 f2

− 2λsisi+1kiTr(dgig−1
i , Λ−T

i,i+1(DT
i+1 − 1)g−1

i dgi)|C f1 f2
) (10.53)

ωWZ( fi) = Tr(h−1
i dhi ∧ fih−1

i dhi f−1
i ) ,

διατηρούν την ολοκληρωσιμότητα του προτύπου για κάθε τιμή της παραμέτρου παραμόρφω-

σης.

10.3 Το φάσμα των επιτρεπτών βρανών

Οι WZ όροι στις δράσεις των προτύπων μας οδηγούν σε ζητήματα τοπολογικής φύσεως,

τα οποία, όπως έχουμε αναφέρει, για να μην επηρεάζουν την φυσική των θεωριών πρέπει

η σχετική κοχομολογική κλάση [(H, ω)] να είναι ολοκλήρωμα. Αντικαθιστώντας τις 3-
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μορφές (10.30), (10.46), (10.51) και τις αντίστοιχες συνοριακές 2-μορφές (10.42), (10.43),

(10.49), (10.53) στην (6.20) βρίσκουμε ότι σε κάθε περίπτωση αυτή είναι ανεξάρτητη των

παραμέτρων παραμόρφωσης και ισούται με

2

∑
i=1

ki

4π

∫
S3

HWZ(gi)−
∫

S2
ωWZ( fi) ∈ 2πZ . (10.54)

Η (10.54) οδηγεί στην κβάντωση των στοιχείων fi του Cartan τόρου. Πιο συγκεκριμένα,

αν θεωρήσουμε την ομάδα G = SU(2) και την παραμετροποίηση των στοιχείων της (5.25)

βρίσκουμε ότι το πρότυπο (I) επιδέχεται (k+ 1)2
ολοκληρώσιμες βράνες της μορφής (10.33)

που είναι επιφάνειες εντοπισμένες γύρω από τα σημεία

ψi =
niπ

k
, ni = 0, 1, . . . , k, i = 1, 2, (10.55)

του λ-εξαρτώμενου υποβάθρου. ΄Οπως έχουμε δείξει ο αριθμός των επιτρεπτών βρανών

εναλλαγής (10.37) σε ένα γινόμενο Gk×Gk είναι ίσος με τον αριθμό των κλάσεων συζυγίας

σε ένα Gk πρότυπο. Δεδομένου ότι αυτή η εικόνα ισχύει στο υπεριώδες σημείο του προτύπου

μας θα ισχύει και για κάθε τιμή των παραμέτρων παραμόρφωσης. Επομένως το πρότυπο (I)

επιδέχεται επιπλέον (k + 1) βράνες εναλλαγής, ως ολοκληρώσιμες.

Αντίστοιχα το πρότυπο (I I) επιδέχεται (k1 + 1)(k2 + 1) ολοκληρώσιμες βράνες τις μορφής

(10.33) οι οποίες είναι εντοπισμένες γύρω από τα σημεία

ψi =
niπ

ki
, ni = 0, 1, . . . , ki, i = 1, 2 . (10.56)

Είναι σημαντικό να παρατηρήσουμε ότι παρόλο που οι βαθμοί ελευθερίας της υπέρυθρης

ΣΘΠ μειώνονται σε σχέση με της υπεριώδους το φάσμα των επιτρεπτών βρανών είναι αναλ-

λοίωτο. Αυτό δεν αντιτίθεται με το C-θεώρημα, αφού το ίδιο δεν αναφέρεται σε συνοριακούς

βαθμούς ελευθερίας.

10.4 Το παράδειγμα της SU(2)

Οι γεωμετρίες των υποβάθρων που αναλύουμε είναι λ-εξαρτώμενες ενώ οι ολοκληρώσι-

μες βράνες διαθέτουν ενδιαφέροντα χαρακτηριστικά ανεξάρτητα της παραμόρφωσης. Οι

Dirichlet κατευθύνσεις τους και τα σημεία όπου ισορροπούν παραμένουν αναλλοίωτα όταν

παραμορφώνουμε τα υπόβαθρα στα οποία είναι εμβαπτισμένες. Αυτά τα χαρακτηριστικά
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βρέθηκαν και στην περίπτωση των ολοκληρώσιμων βρανών του απλού λ-προτύπου όπου

επιπλέον είδαμε ότι η παραμόρφωση επηρεάζει μόνο το μέγεθος τους. Αντιθέτως στις περι-

πτώσεις που μελετάμε η δράση της παραμόρφωσης στις μεγαλύτερης διάστασης βράνες είναι

πιο περίπλοκη.

Θα επιλέξουμε να παρουσιάσουμε αυτήν την πρόταση για την περίπτωση του προτύπου (I I)

και για G = SU(2), επομένως για ένα εξαδιάστατο υπόβαθρο. Στο υπεριώδες οι βράνες

παρουσιάζονται στον πίνακα 10.1.

Πλήθος (N) Γεωμετρία βρανών Διάσταση (D)

N = 4 {±1} × {±1} D = 0

N = 2(k1 + k2 − 2) S2×{±1}, {±1}×S2 D = 2

N = (k1 − 1)(k2 − 1) S2 × S2 D = 4

Πίνακας 10.1: Σύμμορφες βράνες στο γινόμενο Gk1 × Gk2

Ανάβοντας την παραμόρφωση οι δισδιάστατες βράνες αλλάζουν μόνο σε μέγεθος, όπως

και στην περίπτωση του απλού λ-προτύπου. Αυτό φαίνεται υπολογίζοντας την επαγόμενη

μετρική

dŝ2
i =

ki(1− λ4)

∆(ψi)
sin2 ψi(dθ2

i + sin2 θidφ2
i ), gi+1 = ±1, i = 1, 2 , (10.57)

με ψi =
niπ
ki

, ni = 1, . . . , ki − 1. Τι μπορούμε να πούμε για την γεωμετρία των τετραδι-

άστατων βρανών κάτω από την παραμόρφωση; Είναι τετραδιάστατες επιφάνειες Sψ1ψ2 =

Sψ1ψ2(θ1, φ1, θ2, φ2) με ψ1, ψ2 6= 0, π και τις υπόλοιπες συντεταγμένες συζευγμένες με

περίπλοκο λ-εξαρτώμενο τρόπο. Επομένως η παραμόρφωση δρα με σύνθετο τρόπο στις

S2 × S2
βράνες, χωρίς να επηρεάζει όμως την τοπολογία τους. Συγκεκριμένα υπολογίσαμε

τον Gauss-Bonet όρο ο οποίος για τετραδιάστατους χώρους αποτελεί τοπολογικό αναλλο-

ίωτο και τον βρήκαμε ανεξάρτητο του λ, όπως και αναμέναμε.

146



10.5 Σχόλια για τις ολοκληρώσιμες βράνες για N > 2

Σε αυτό το σημείο θα θεωρήσουμε το πολλαπλά λ-πραμορφωμένο πρότυπο σε ίσα επίπεδα

(8.14). ΄Οπως έχουμε δείξει, οι εξισώσεις κίνησης του μπορούν να γραφτούν στην μορφή

Lax για N ανεξάρτητα ζεύγη πινάκων Ai±, τα οποία συναρτήσει των στοιχείων ομάδας

δίνονται ως

A(i)
+ = (1− D̂i . . . D̂N+i−1)

−1
N+i−1

∑
j=i

D̂j . . . D̂j−1λj J
(j)
+ ,

A(i)
− = −(1− D̂T

i−1 . . . D̂N+i−2)
−1

N+i−2

∑
j=i−1

D̂T
j . . . D̂T

j−1λj J
(j)
− ,

(10.58)

Με την μέθοδο του μονόδορμου πίνακα βρίσκουμε ότι οι ολοκληρώσιμες συνοριακές συν-

θήκες γράφονται στην μορφή

A+|∂Σ = RNA−|∂Σ , (10.59)

όπου AT
± = (A1±, A2±, . . . , AN±) και RN ο πίνακας που περιγράφει όλες τις δυνατές συ-

σχετίσεις μεταξύ των πεδίων Ai± στο σύνορο. Στόχος μας είναι να εξάγουμε ένα γενικό

κανόνα ο οποίος, δοσμένου του πίνακα RN, θα προσδιορίζει την γεωμετρία των ολοκλη-

ρώσιμων βρανών.

Θα ξεκινήσουμε για αρχή με την περίπτωση N = 3. Είναι εύκολο να δειχθεί ότι όλες

οι δυνατές ολοκληρώσιμες σ.σ που βρίσκουμε, χρησιμοποιώντας μονόδρομους πίνακες της

μορφής (6.52) είναι της μορφής

R3 =

Ω1 0 0
0 Ω2 0
0 0 Ω3

 ,

Ω1 0 0
0 0 Ω
0 Ω−1 0

 ,

 0 0 Ω
0 Ω2 0

Ω−1 0 0

 ,

 0 Ω 0
Ω−1 0 0

0 0 Ω3

 ,

(10.60)

με τους πίνακες Ωi, i = 1, 2, 3 και Ω, αυτομορφισμούς που δρούν στην άλγεβρα g⊕ g⊕ g.

Οι Ωi είναι μοναδιακοί ∀i = 1, 2, 3 για λόγους αυτοσυνέπειας των σ.σ ενώ για τον Ω δεν

είναι απαραίτητο. Οι τρείς τελευταίες σ.σ θέτουν τους περιορισμούς λ2 = λ3, λ1 = λ3

και λ1 = λ2 ενώ η πρώτη διατηρεί την ανεξαρτησία τους. Αν συμβολίσουμε το κάθε

ζεύγος πεδίων Ai± με τον δείκτη i τότε είναι προφανές ότι ο R3 αντιστοιχεί σε στοιχεία

της συμμετρικής ομάδας S3 της μορφής (i)(j)(k), δηλαδη ενός γινομένου τριών διακριτών

1-κύκλων και της μορφής (i)(jk), δηλαδή ενός 1-κύκλου του i και ενός 2-κύκλου μεταξύ
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των στοιχείων j, k. Ο κανόνας είναι απλός:

(i)↔ Ai+|∂Σ = Ωi Ai−|∂Σ,

(ij)↔ Ai+|∂Σ = ΩAj−|∂Σ , Aj+|∂Σ = Ω−1Ai−|∂Σ.

Με αντίστοιχους υπολογισμούς, όπως αυτούς στα παραρτήματα βρίσκουμε ότι οι συνοριακές

συνθήκες (10.60) αντιστοιχούν στις ολοκληρώσιμες γεωμετρίες
4

(1)(2)(3) : Cπ
f1 f2 f3 ,

(1)(23) + κυκλ.μετ. :
(
C f2 , Cπ

f1 f3

)
+ κυκλ.μετ. .

(10.62)

Παρατηρούμε ότι οι συνοριακές συνθήκες γινόμενο τρίων διακριτών 1-κύκλων, αντιστοιχούν

σε βράνες εναλλαγής μεταξύ και των τριών στοιχείων, ενώ οι σ.σ γινόμενο ενός 1-κύκλου

και ενός 2-κύκλου, αντιστοιχούν σε γινόμενο μίας κλάσης συζυγίας με μια βράνη εναλλαγής

μεταξύ των υπόλοιπων στοιχείων. Θέλουμε να δούμε αν υπάρχει μία 1-1 αντιστοιχία μεταξύ

γεωμετρίας βρανών και στοιχείων της ομάδας συμμετρίας για N > 3.

Για τον σκοπό αυτό παρατηρούμε ότι διαφορετικές συνοριακές συνθήκες ταξινομούνται στις

κλάσεις (n, m) όπου n ο αριθμός των 2-κύκλων και m των 1-κύκλων με N = 2n+m. Βάση

συνδυαστικής κάθε κλάση έχει N!/n!m!2n
στοιχεία.

Για την N = 4 περίπτωση βρίσκουμε ότι οι σ.σ χωρίζονται στις κλάσεις (0, 4), (1, 2), (2, 0).

Μετά από υπολογισμούς όμως, βρήκαμε ότι σε κάθε κλάση αντιστοιχούν παραπάνω από μία

γεωμετρίες. Συγκεκριμένα

(0, 4) : Cπ
f f f f ,

(1, 2) :
(
C f , Cπ

f f f
)

,
(
Cπ

f f , Cπ
f f
)

,

(2, 0) :
(
C f , C f , Cπ

f f
)

, Cπ
f f f f .

(10.63)

Ενας γενικός κανόνας απαιτεί πιο περιπλοκή συνδυαστική εντός της κάθε κλασης. Βέβαια

ισχύει ότι κάθε 2-κύκλος μεταξύ γειτονικών δεικτών, δηλαδή (i, i + 1), οδηγεί σε βράνη με

γεωμετρία κλάση συζυγίας. Επομένως ο μέγιστος αριθμός κλάσεων συζυγίας που μπορεί

να περιέχουν οι ολοκληρώσιμες βράνες για N άρτιο είναι N/2 ενώ για περιττό (N − 1)/2.

4
Οι βράνες εναλλαγής για N στοιχεία ομάδας gi ορίζονται ως

Cπ
f1,..., fi ,... fN = (h1 f1h−1

2 , . . . , hi fih−1
i+1, . . . , hN fN f−1

1 ) (10.61)
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10.6 Μελέτη των συμμετριών των βρανών στα σύμμορφα σημεία

10.6.1 Πρότυπο (I I)

΄Οπως έχουμε αναφέρει το πρότυπο (I I) παρεμβάλεται μεταξύ δύο ΣΘΠ στο υπεριώδες και

υπέρυθρο σημείο της ροής του. Συνεπείς συνοριακές συνθήκες μειώνουν την αρχική ομάδα

συμμετρίας μιας ΣΘΠ σε μια αρκετά μεγάλη υποομάδα η οποία εξασφαλίζει την διατήρηση

της σύμμορφης συμμετρίας της.

Οι (10.23) ικανοποιούν την συνθήκη T++ = T−− στο σύνορο, με αποτέλεσμα στα σύμμορφα

σημεία να διατηρούν ένα αντίγραφο της Virassoro άλγβερας. Διατηρούν όμως και επιπλέον

ομάδες συμμετρίας. Συγκεκριμένα στο υπεριώδες, όπου γράφονται στην μορφή

J1+|∂Σ = J1−|∂Σ, J2+|∂Σ = J2−|∂Σ , (10.64)

και το πρότυπο είναι μια Gk1 × Gk2 ΣΘΠ, διατηρούν ένα αντίγραφο της κάθε Kac-Moody

άλγεβρας ĝki . Εναλλακτικά, στο επίπεδο των συμμετριών της δράσης, οι βράνες C f1 f2 διατη-

ρούν την διαγώνια υποομάδα της χειραλικής συμμετρίας GL(σ+)×GR(σ−) του κάθε WZW

προτύπου.

Στρέφοντας την προσοχή μας στο υπέρυθρο σημείο, οι συνοριακές συνθήκες γράφονται

στην μορφή

A1+(λ0)|∂Σ = A2−(λ0)|∂Σ, A2+(λ0)|∂Σ = A1−(λ0)|∂Σ , (10.65)

ενώ η θεωρία, κάτω από τον επαναορισμό των πεδίων (g1, g2) → (g′1 = g1g2, g2), είναι

ισοδύναμη με την ΣΘΠ (9.41) για την επιλογή βαθμίδας g3 = 1. Υπενθυμίζουμε ότι η

(9.41) απολαμβάνει την συμμετρία βαθμίδας

(g1, g2, g3) 7→ (L−1g1L , g2L , L−1g3), L = L(σ+, σ−) , (10.66)

και την χειραλική συμμετρία

(g2, g3) 7→ (k−1
L (σ+)g2, g3kR(σ−)) . (10.67)

Οι γεννήτορες της (10.67), στην προαναφερθείσα βαθμίδα, ισούνται με τα πεδία A2+ και

A1−, τα οποία ικανοποιούν την ĝk2−k1 ⊕ ĝk2−k1 άλγεβρα. Δεδομένου ότι η δεύτερη εξίσωση

στην (10.65) σχετίζει τα προανεφερθέντα πεδία, συμπαιρένουμε ότι οι βράνες C f1 f2 , οι οποίες
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κάτω από τον επαναορισμό των πεδίων γράφονται ως (C f1C f2 , C f2), διατηρούν την ĝk2−k1

άλγεβρα στο σύνορο. Επίσης, μπορούμε να υποθέσουμε με ασφάλεια ότι αποτελούν την

εκδοχή γενικευμένων βρανών, οι οποίες εμβαπτισμένες στην ΣΘΠ (9.41) διατηρούν την

συμμετρία βαθμίδας (10.66) και την διαγώνια υποομάδα της (10.67).

10.6.2 Πρότυπο (ΙΙΙ)

Το πρότυπο (I I I) παρεμβάλεται μεταξύ δύο ΣΘΠ και σχηματικά η ροή του είναι η

Gk1 × Gk2

Gk1+k2

=⇒
Gk1−k2 × Gk2

Gk1

. (10.68)

Οι ολοκληρώσιμες βράνες C f1 f2 εμβαπτισμένες στην (10.68) διατηρούν την συμμετρία βαθ-

μίδας επομένως πρέπει να προβληθούν στον παραμορφωμένο χώρο πηλίκου μειώνοντας έτσι

την διάσταση τους σε (dG − 2rG).
5

Για να το δούμε αυτό παρατηρούμε ότι κάτω από την

(8.59) η δράση (8.60) μετασχηματίζεται ως

δVS = δVS|Σ + δVS|∂Σ , (10.69)

με τον συνοριακό όρο να δίνεται ως

δVS|∂Σ =
k(λ−1 − 1)

4π

∫
∂Σ

Tr(δVh1h−1
1 ,B+ −B−)− Tr(δVh2h−1

2 , (B+ −B−)) . (10.70)

Για να βρούμε την μεταβολή του συνοριακού όρου παρατηρούμε ότι η γεωμετρία των βρανών

παραμένει αναλλοίωτη, δηλαδή

(g1, g2)|∂Σ 7→ (L−1g1L, L−1g2L)|∂Σ = (h′1 f1h′1
−1, h′2 f2h′2

−1
), (10.71)

με h′i = L−1hi. Επομένως θέτωντας δVh1h−1
1 = δVh2h−1

2 στην (10.70) βρίσκουμε δVS|∂Σ =

0 ενώ εξ΄ ορισμού δVS|Σ = 0.

Στρέφοντας την προσοχή μας στα σύμμορφα σημεία της ροής (10.68) επιλέγουμε θεωρίες της

μορφής SU(2)k1 × SU(2)k2/SU(2)k3 με k3 = k1 + k2 . Οι αναπαραστάσεις της χειραλικής

τους άλγβερας ταξινομούνται βάση τριών θετικών ακέραιων κβαντικών αριθμών n1, n2, n3

με 0 < ni < ki. Σύμφωνα με την ανάλυση των εργασιών [202, 203] η γεωμετρία των

5
Στην περίπτωση που G = SU(2) είναι προφανές ότι οι βράνες είναι σημειακές και μονοδιάστατες.
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σύμμορφων βρανών στις παραπάνω θεωρίες είναι η

πAd(Ca1a2a3) = πAd((Ca1Ca3 , Ca2Ca3)), (10.72)

όπου πAd είναι ο προβολικός τελεστής στον χώρο πηλίκου και ai οι συντεταγμένες που

παραμετροποιούν τον cartan τόρο της SU(2), fi = fi(ai) ∈ T (SU(2)), με ai = niπ/ki.

΄Οπως έδειξαν οι συγγραφείς, ανάλογα με τις τιμές των ni οι βράνες διακρίνονται σε τρισδι-

άστατες, μονοδιάστατες και σημειακές, ενώ επιπλέον μελέτησαν και την γεωμετρία τους.

Σύμφωνα με τα αποτελέσματα μας, είναι προφανές ότι οι ολοκληρώσιμες βράνες (10.33)

γράφονται στην μορφή (10.72) για a3 = 0, π και

ψi = ai =
niπ

ki
, i = 1, 2 . (10.73)

΄Οπως έχουμε αναφέρει, στο υπέρυθρο σημείο η ΣΘΠ Gk1−k2 × Gk2/Gk1 αναγνωρίζεται

κάτω από την αλλαγή συντεταγμένων (g1, g2) → (g′1 = g1, g′2 = g2g1), με τις βράνες

C f1 f2 να γράφονται στην μορφή

(g′1, g′2)|∂Σ = (Cψ1 , Cψ2Cψ1) . (10.74)

Η γεωμετρία (10.74) γράφεται στην μορφή (10.72) για a1 = 0 και a3 = ψ1, σε συμφωνία

με την αντιστοίχιση κβαντικών αριθμών και επιπέδων.

Οι βράνες που αναφέραμε είναι σημειακές και μονοδιάστατες. Οι τρισδιάστατες αντιστοιχούν

στην περίπτωση όπου ni 6= 0, ki, ∀i = 1, 2, 3 και όπως αναφέρθηκε αποτελούν συνεπείς

βράνες για τις ΣΘΠ στα σύμμορφα σημεία [203]. Παρόλα αυτά όμως, δεν καταφέραμε να

δείξουμε ότι διατηρούν την ολοκληρωσιμότητα του προτύπου.

Για να γίνουμε πιο σαφείς αν θεωρήσουμε τις συνοριακές τιμές (g1, g2)|∂Σ = (r1r3, r2r3) με

ri = hi fih−1
i , ∀hi ∈ G βρίσκουμε ότι η συνοριακή συνεισφορά στην μεταβολή της δράσης
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είναι η

δS|∂Σ =
k1

2π

∫
∂Σ

Tr(δh1h−1
1 ,∇+g1g−1

1 + Dr3 g−1
1 ∇−g1 + (1− Dr3)A1τ − ∂τr3r−1

3 )

+
k2

2π

∫
∂Σ

Tr(δh2h−1
2 ,∇+g2g−1

2 + Dr3 g−1
2 ∇−g2 + (1− Dr3)A2τ − ∂τr3r−1

3 )

+
1

2π

∫
∂Σ

Tr(δh3h−1
3 , (Dr3 − 1)(k1g−1

1 ∇−g1 + k2g−1
2 ∇−g2)

+ (Dr3 − 1)(k1A1τ + k2A2τ) + (k1 + k2)∂τr3r−1
3 ) .

(10.75)

Χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις (8.55), η (10.75) γράφεται ως

δS|∂Σ =
k

4π

∫
∂Σ

Tr(δh1h−1
1 , (λ−1 − 1)(B+ − Dr3B−) + 2s1(1− Dr3)A1τ − 2s1∂τr3r−1

3 )

+
k

4π

∫
∂Σ

Tr(δh2h−1
2 , (1− λ−1)(B+ − Dr3B−) + 2s2(1− Dr3)A2τ − 2s2∂τr3r−1

3 )

+
1

2π

∫
∂Σ

Tr(δh3h−1
3 , (Dr3 − 1)(k1A1τ + k2A2τ) + (k1 + k2)∂τr3r−1

3 ) .

.

(10.76)

Ο μηδενισμός του συνοριακού όρου οδηγεί στις εξισώσεις

((λ−1 + 4s1s2)−4s1s2Dr3)B+|∂Σ = ((λ−1 + 4s1s2)DL3 − 4s1s2)B−|∂Σ ,

∂τr3r−1
3 |∂Σ = (1− Dr3)(s1A1τ + s2A2τ)|∂Σ .

(10.77)

Προς απόδειξη της ολοκληρωσιμότητας των τρισδιάστατων βρανών πρέπει να εξάγουμε τις

(10.77) μέσω της μεθόδου του συνοριακού μονόδρομου πίνακα. Η πεδιακή εξάρτηση της

συσχέτισης των πεδίων βαθμίδας στο σύνορο μαρτυρά το γεγονός ότι θα πρέπει να κατα-

σκευάσουμε πίνακα που στην ανακλώμενη περιοχή περιλαμβάνει έναν μετασχηματισμό βαθ-

μίδας με το στοιχείο ομάδας r3. Σε αυτή την περίπτωση οι συνοριακές συνθήκες γράφονται

ως

Lτ(z)|∂Σ = Dr3Lτ(z−1) + ∂τr3r−1
3 |∂Σ, r3 ∈ G (10.78)

Χρησιμοποιώντας όμως την μορφή του ζεύγους Lax καταλήγουμε για λόγους συνέπειας

ότι D2
r3
(g) = 1 που συνεπάγεται ότι r3 = 1. Σε αυτή όμως την περίπτωση οι (10.78)

περιγράφουν τις σημειακές και μονοδιάστατες βράνες που προαναφέραμε.
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10.7 Γενικευμένες βράνες εναλλαγής εμβαπτισμένες στα πρότυπα

(I I) και (I I I)

Παρακάτω θα εμβαπτίσουμε στα πρότυπα (ΙΙ) και (ΙΙΙ) τις γενικευμένες βράνες εναλλα-

γής, Dτ
f που παρουσιάστηκαν στο υποκεφάλαιο 6.4. Θα δούμε ότι για το πρότυπο (ΙΙΙ)

αποτελούν επιπρόσθετες ολοκληρώσιμες βράνες, μεγαλύτερης όμως διάστασης από το γι-

νόμενο κλάσεων συζυγίας, C f1 f2 . Για το πρότυπο (ΙΙ), δεν καταφέραμε να αποδείξουμε την

ολοκληρωσιμότητα τους αλλά στο υπεριώδες και υπέρυθρο σημείο αποτελούν σύμμορφες.

10.7.1 Πρότυπο (I I I)

Θα ξεκινήσουμε με την μελέτη των βρανών

Dπ
f =

{(
(h1 f h−1

2 )k′2 , (h2 f h−1
1 )k′1

)
=
(

v1
k′1 , v2

k′2
)
|∀ h1 , h2 ∈ G

}
, (10.79)

εμβαπτισμένων στο πρότυπο (8.60). Για να εξάγουμε τις συνοριακές συνθήκες χρειαζόμαστε

την επαγόμενη 2-μορφή. Είναι προφανές ότι αυτή δίνεται ως

ωk1,k2;λ = ωWZ(h1, h2)−
2

∑
i=1

kiTr(dgig−1
i ∧ AL

i )|Dτ( f ), (10.80)

με την ωWZ(h1, h2) να δίνεται στην (6.48). Βάση των παραπάνω στοιχείων βρίσκουμε ότι

δS|∂Σ =
k(λ−1 − 1)

4π

∫
∂Σ

Tr(δh1h−1
1 , ((1− DT

v1
)−1 − (1− Dv2)

−1)(B+ −B−))

− k(λ−1 − 1)
4π

∫
∂Σ

Tr(δh2h−1
2 , ((1− DT

v2
)−1 − (1− Dv1)

−1)(B+ −B−)) .

(10.81)

Ο μηδενισμός της παραπάνω έκφρασης συνεπάγεται τις (10.28), αποδεικνύοντας ότι οι

(10.79) αποτελούν επιπρόσθετες ολοκληρώσιμες βράνες.

Είναι εύκολο να δείξει κανείς ότι οι βράνες (10.79) διατηρούν την συμμετρία βαθμίδας της

θεωρίας κατά μήκος όλης της ροής της ΟΕ. Αρχικά, κάτω από τον μετασχηματισμό (8.59)

παραμένουν αναλλοίωτες

(g1, g2)|∂Σ 7→ (Lg1L−1, Lg2L−1)|∂Σ = ((h′1 f h′2
−1

)k′2 , (h′2 f h′1
−1

)k′1) , (10.82)

με h′1 = Lh1 και h′2 = Lh2. Στην (10.69), ο εσωτερικός όρος μηδενίζεται και ο συνοριακός
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δίνεται στην (10.81) με την απαίτηση δVh1h−1
1 = δVh2h−1

2 . Με έναν απλό υπολογισμό

βρίσκουμε ότι και ο συνοριακός όρος μηδενίζεται αποδεικνύοντας ότι οι γενικευμένες βράνες

εναλλαγής διατηρούν την συμμετρία βαθμίδας του προτύπου για κάθε τιμή της παραμέτρου

παραμόρφωσης.

Επομένως σύμφωνα με την ανάλυση του κεφαλαίου 6.4 βρίσκουμε ότι το πρότυπο (I I I)

επιδέχεται κ = ΕΚΠ(k1, k2) επιπλέον ολοκληρώσιμες βράνες, διάστασης (dG − rG) και

εντοπισμένες στον υπόχωρο Dτ( f ) με f = exp(πiλ/κ) ∈ T (G).

10.7.2 Πρότυπο (ΙΙ)

Για χάριν απλότητας θα θεωρήσουμε τις χαμηλότερης διάστασης βράνες

Dπ
e =

{(
vk′2 , v−k′1

)
| ∀ v = h1h−1

2 ∈ G
}

, (10.83)

εμβαπτισμένες στο πρότυπο (8.31). Η συνοριακή 2-μορφή είναι η

ωk1,k2;λ1,λ2 =
1

4π

(
ωWZ(h1, h2)−

2

∑
i=1

λikiTr(dgig−1
i ∧O

T
i+1,ig

−1
i+1dgi+1)|Dπ(e)

− λiλi+1kiTr(dgig−1
i ∧O

T
i+1,iD

T
i+1g−1

i dgi)|Dπ(e)

)
,

(10.84)

Μεταβάλλοντας την δράση και επικεντρώνοντας την προσοχή μας στον συνοριακό όρο

βρίσκουμε

δSk1,k2;λ1,λ2 =

√
k1k2

2π

∫
∂Σ

Tr(δh1h−1
1 , (1− DT

h )
−1((λ−1

1 − λ−1
0 )A1+ + (λ−1

2 − λ0)A2+

− (λ−1
1 − λ0)A1− − (λ−1

2 − λ−1
0 )A2−)

+

√
k1k2

2π

∫
∂Σ

Tr(δh2h−1
2 , (1− Dh)

−1((λ−1
1 − λ−1

0 )A1+ + (λ−1
2 − λ0)A2+

− (λ−1
1 − λ0)A1− − (λ−1

2 − λ−1
0 )A2−). (10.85)

Το παραπάνω αποτέλεσμα υποδηλώνει ότι η γεωμετρία (10.83) με την συνοριακή 2-μορφή

(10.84) αποτελεί λύση των συνοριακών συνθηκών

(λ−1
1 − λ−1

0 )A1+ + (λ−1
2 − λ0)A2+|∂Σ = (λ−1

1 − λ0)A1− + (λ−1
2 − λ−1

0 )A2−|∂Σ ,

(10.86)
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τις οποίες όμως δεν καταφέραμε να εξάγουμε με την μέθοδο του μονόδρομου πίνακα. Ε-

πομένως, παραμένει άγνωστο αν η εμβάπτιση τους διατηρεί την ολοκληρωσιμότητα του

προτύπου (I I). Παρόλα αυτά θα τις μελετήσουμε στα σύμμορφα σημεία της επαγόμενης

ροής της ΟΕ.

Αρχικά θα θεωρήσουμε την περίπτωση (λ1, λ2) = (λ, 0) κατά την οποία το πρότυπο πα-

ρεμβάλεται μεταξύ δύο WZW προτύπων,

Gk1 × Gk2 =⇒ Gk1 × Gk2−k1 , (10.87)

και η δράση του δίνεται ως

Sk1,k2;λ = SWZW,k1(g1) + SWZW,k2(g2)−
√

k1k2

π
λ−1

∫
d2σTr(J1+, J2−) . (10.88)

Σε αυτή την περίπτωση οι σ.σ (10.86) γράφονται στην μορφή

(λ0 − λ)J1+ + λ−1
0 (J2+ + λD2 J1+)|∂Σ = −(λ−1

0 − λ)J2− − λ0(J1− + λDT
1 J2−)|∂Σ ,

(10.89)

όπου εκφράσαμε τα πεδία συναρτήσει των στοιχείων ομάδας. Στο υπεριώδες σημείο οι

(10.89) δίνουν

k1 J1+ + k2 J2+ = −k1 J1− − k2 J2− , (10.90)

όπως αναμέναμε, σε συμφωνία με την διατήρηση της ĝk1+k2 άλγεβρας στο σύνορο.

Στο υπέρυθρο σημείο λ = λ0, η ΣΘΠ αναγνωρίζεται κάτω απο τον επαναπροσδιορισμό

(g1, g2)→ (g′ = g2g1, g2) και οι σ.σ (10.89) γράφονται ως

k1 J′+ + (k2 − k1)J2+ = −k1 J′− − (k2 − k1)J2− , (10.91)

όπου J+ = ∂+gg−1
και J− = g−1∂−g.6 Τα πεδία που σχετίζονται μέσω της (10.91) είναι

ο διαγώνιος συνδυασμός των γεννητόρων της ĝk1 ⊕ ĝk2−k1 άλγεβρας της υπέρυθρης ΣΘΠ,

επομένως οι βράνες (10.83), διατηρούν την ĝk2 άλγεβρα στο σύνορο. Το παραπάνω απο-

τέλεσμα το αναμέναμε αφού κάτω απο τον επαναπροσδιορισμό των πεδίων η βράνη (10.83)

6
Οι σχέσεις που χρησιμοποιήσαμε είναι οι

J+ = J1+ + D1 J2+, J− = J2− + DT
2 J1− . (10.92)
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μετασχηματίζεται ως

Dπ
e =

(
vk′2 , v−k′1

)
→
(

vk′2−k′1 , v−k′1
)
= Dπ

e , (10.93)

που αποτελεί την χαμηλότερης διάστασης γενικευμένη βράνη για την Gk1 × Gk2−k1 ΣΘΠ,

αφού ΜΚΔ(k1, k2) = ΜΚΔ(k1, k2 − k1) = k για k2 > k1. Επομένως καταλήγουμε ότι οι

βράνες

Dπ(e) =
{(

vk′2 , v−k′1
)
| ∀ v = h1h−1

2 ∈ G
}

,

ωk1,k2;λ =ωWZ(h1, h2) +
√

k1k2λTr(dg1g−1
1 ∧ g−1

2 dg2)|Dπ(e) ,
(10.94)

είναι σύμμορφες στο υπεριώδες και υπέρυθρο σημείο του προτύπου αλλά η διατήρηση της

ολοκληρωσιμότητας του υπό την παρουσία τους παραμένει ανοιχτή.

Κάποιος/Κάποια θα μπορούσε να ισχυριστεί ότι ο αριθμός των γενικευμένων επιτρεπτών

βρανών μειώνεται από το υπεριώδες στο υπέρυθρο. Αυτό διότι μια Gk1 × Gk2−k1 ΣΘΠ

επιδέχεται κ′ σταθερές βράνες με κ′ = ΕΚΠ(k1, k2 − k1) < κ = ΕΚΠ(k1, k2). Αυτό όμως

δεν ισχύει, αφού οι ανώτερης διάστασης βράνες (10.79) κάτω από τον μετασχηματισμό

συντεταγμένων γράφονται ως
7

Dπ
f →

{(
v2

k′2v1
k′1 , v2

k′2
)
|∀ h1 , h2 ∈ G

}
=M f , (10.95)

επομένως η γεωμετρία τους αλλάζει. Εύκολα μπορεί να αποδειχθεί ότι η συνθήκη κβάντω-

σης των παραπάνω βρανών στην ΣΘΠ στο υπέρυθρο είναι ίδια με των (10.79) αυτής στο

υπεριώδες.
8

Στην περίπτωση που καμία παράμετρος παράμορφωσης δεν είναι παγωμένη το υπέρυθρο

σημείο είναι το (λ1, λ2) = (λ0, λ0). Σε αυτή την περιπτωση οι σ.σ (10.89) γράφονται ως

A2+(λ0)|∂Σ = A1−(λ0)|∂Σ , (10.96)

που είναι οι γεννήτορες της χειραλικής συμμετρίας (10.67). Επομένως η βράνη (10.83)

διατηρεί ένα αντίγραφο της ĝk2−k1 άλγεβρας της ΣΘΠ στο υπέρυθρο (9.45).

7
Η ισότητα (10.93) ισχύει μόνο για τις χαμηλότερης διάστασης βράνες, δηλαδή f = e.
8
Οι βράνες (10.95) περιγράφονται από την εμβάπτιση C( f 2)× G 7→ G× G

C( f 2)× G 3 (c, g) 7→ (gk′1(g−1c)k′2 , gk′1) ∈ M f .

Βάση της ίδιας επιχειρηματολογίας με αυτής στο κεφάλαιο 6.4 βρίσκουμε ότι f 2k′2 = exp
[
( 2πi

k1
)ΛH

]
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10.7.3 Το παράδειγμα της SU(2)

΄Οπως και σε προηγούμενα υποκεφάλαια θα παρουσιάσουμε τα επαγόμενα πεδία για την

ομάδα G = SU(2). Για λόγους ευκολίας θα θεωρήσουμε την τρισδιάστατη βράνη (10.83)

εμβαπτισμένη στο πρότυπο (10.88).

Χρησιμοποιώντας την παραμετροποίηση (5.25)
9
βρίσκουμε ότι η επαγώμενη μετρική είναι η

ds2 = f (k1, k2, λ)dψ2 + g(k1, k2; λ)(dθ2 + sin2(θ)dφ2) , (10.97)

όπου

f (k1, k2, λ) = k′1k′2(k1 + k2 − 2k2λλ0),

g(k1, k2; λ) = (k1 − k2λλ0) sin2(k′2ψ) + k2(1− λλ0) sin2(k′1ψ)

+ k2λλ0 sin2((k′1 − k′2)ψ) ,

(10.98)

ενώ χρησιμοποιώντας την έκφραση για την 2-μορφή στην (10.94) βρίσκουμε

ωk1,k2;λ = h(k1, k2, λ) sin(θ)dθ ∧ dφ , (10.99)

με

h(k1, k2, λ) = k2(sin(2k′1ψ)− λ2
0 sin(2k′2ψ)− 4λ0λ sin(k′2ψ) sin(k′1ψ) sin((k′2 − k′1)ψ)) .

(10.100)

Για λ→ 0 είναι προφανές ότι τα επαγόμενα πεδία είναι αυτά που υπολογίστηκαν στην [115].

Στρέφοντας την προσοχή μας στο υπέρυθρο σημείο λ = λ0, βρίσκουμε ότι τα πεδία είναι

αυτά που βρήκαμε στο υπεριώδες, κάτω από τον επαναορισμό k2 → k2 − k1, δηλαδή

dŝ2 = k′1(k
′
2 − k′1)k2dψ2 + (k1 sin2((k′2 − k′1)ψ)− (k2 − k1) sin2 k′1ψ)(dθ2 + sin(θ)2dφ2)

ωk1,k2,λ0 = (k1 sin(2(k′2 − k′1)ψ)− (k2 − k1) sin(2k′1ψ)) sin(θ)dθ ∧ dφ ,

(10.101)

σε συμφωνία με την παραπάνω ανάλυση.

Τέλος να αναφέρουμε ότι για k1 = k2 η βράνη (10.94) καταλήγει στην ολοκληρώσιμη

9
Είναι βολική παραμετροποίηση, διότι μας επιτρέπει να χειριζόμαστε δυνάμεις του g. Συγκεκριμένα το

gn
για n ∈ Z έχει συντεταγμένες (nψ, θ, φ)
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τρισδιάστατη βράνη Cπ
f , f−1 για το πρότυπο (8.11) με (λ1, λ2) = (λ, 0). Από την σχέση

(10.97), βρίσκουμε ότι η γεωμετρία της είναι αυτής μιας S3
-σφαίρας, με λ-εξαρτώμενη ακτίνα,

εμβαπτισμένης με τρόπο διαγώνιο και συμμετρικό στο υπόβαθρο του προτύπου

ds2 = k(1− λ)(dψ2 + sin2 ψ(dθ2 + sin2 θdφ2)). (10.102)
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Κεφάλαιο 11

Συμπεράσματα και μελλοντικές ερευνητικές

κατευθύνσεις

Τα ολοκληρώσιμα σ-πρότυπα αποτελούν σημαντικό τομέα της θεωρητικής φυσικής με ε-

φαρμογές στη θεωρία πεδίου και τη θεωρία χορδών. Λόγω της χαρακτηριστικής ομάδας

συμμετρίας τους ανήκουν σε μια μικρή οικογένεια ακριβώς επιλύσιμων θεωριών, κλασικά

και κβαντικά, ξεπερνώντας έτσι τους περιορισμούς της θεωρίας διαταραχών. Εν μέσω άλ-

λων, χαρακτηριστικό παράδειγμα εφαρμογής των μεθόδων της ολοκληρωσιμότητας αποτελεί

ο υπολογισμός του κενού μάζας (mass gap) του χειραλικού προτύπου.

Η κατασκευή ολοκληρώσιμων παραμορφώσεων γνωστών σ-προτύπων εμπλουτίζει τη δομή

τους και έχει οδηγήσει σε θεωρίες με ενδιαφέρουσες θεωρητικές και πρακτικές ιδιότητες.

Ταυτόχρονα, έχει αναπτυχθεί αξιοσημείωτος αριθμός τεχνικών, γεωμετρικών αλλά και θε-

ωρίας πεδίου, για την μελέτη τους. Αυτό έδωσε ώθηση στην έρευνα προς την κατεύθυνση

της ομαδοποίηση όλων των γνωστών παραμορφώσεων, με πρόσφατες διατυπώσεις βασι-

σμένες στα Gaudin και υψηλότερης διάστασης Chern-Simons πρότυπα [204, 205]. Αυτές

παρέχουν καινούργιες οπτικές γωνίες και εμπλουτίζουν το θεωρητικό πλαίσιο της κβαντικής

περιγραφής των παραμορφωμένων προτύπων. Σχετικό ερώτημα, επίσης, αποτελεί η ακριβής

σχέση ολοκληρωσιμότητας και επανακανονικοποίησης. Συγκεκριμένα, όλα τα γνωστά κλα-

σικά ολοκληρώσιμα πρότυπα είναι και επανακανονικοποιήσιμα σε τάξη ενός βρόγχου. Η

κατανόηση αυτής της συσχέτισης σε θεμελιώδες επίπεδο αποτελεί ενδιαφέρον και ανοιχτό

πρόβλημα.

Οι ολοκληρώσιμες παραμορφώσεις εξασφαλίζουν το ιδανικό πλαίσιο για την κατασκευή και-

νούργιων λύσεων της θεωρίας χορδών από ήδη γνωστές. Ενώ αυτό έχει επιτευχθεί για
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αρκετά λ, η-πρότυπα [151, 164–166, 168–173], η πλειοψηφία τους δεν έχει εμβαπτιστεί σε

δεκαδιάστατα υπόβαθρα υποστηριγμένα με κατάλληλα R-R πεδία. Ταυτόχρονα, η ολογρα-

φική εικόνα των ήδη γνωστών λύσεων είναι ελλιπής, πεδίο το οποίο μπορεί να οδηγήσει

στον προσδιορισμό καινούργιων θεωριών βαθμίδας. Τέλος, ενώ η εφαρμογή μεθόδων της

ολοκληρωσιμότητας στην AdS5 × S5
ελεύθερη χορδή είναι πλήρως κατανοητή [206], η ε-

πέκταση τους σε παραμορφωμένες λύσεις παραμένει θολή. ΄Ενα καθολικά θεωρητικό και

πρακτικό πλαίσιο του ρόλου της ολοκληρωσιμότητας στη θεωρία χορδών αποτελεί πεδίο

προς εξερεύνηση.

Σε αυτήν την διατριβή μελετήσαμε εκτενώς μια μεγάλη κλάση ολοκληρώσιμων θεωριών, οι

οποίες εισήχθησαν ως γενικεύσεις των συνήθων λ-προτύπων. Αυτές χαρακτηρίζονται από

ροές της ΟΕ οι οποίες στο υπεριώδες σημείο περιγράφουν ΣΘΠ με τις χαρακτηριστικές

συμμετρίες (8.1), (8.2). Ενδιαφέρουσα ιδιότητα τους, βασικό κίνητρο για την συγκεκριμένη

μελέτη, είναι το γεγονός ότι για άνισα επίπεδα ki οι θεωρίες μας ρέουν προς καλώς ορισμένες

ΣΘΠ στο υπέρυθρο. Στην περίπτωση των ίσων επιπέδων είναι κανονικά ισοδύναμες με τα

συνήθη λ-πρότυπα. Πιο συγκεκριμένα η έρευνα μας χωρίστηκε σε δύο κύριες ενότητες.

Στην πρώτη ενότητα επικεντρωθήκαμε στην μελέτη των προτύπων στα υπέρυθρα σταθερά

σημεία. Ο υπολογισμός του κεντρικού φορτίου αποκάλυψε ότι αυτά ρέουν προς μια πλη-

θώρα ΣΘΠ, ανάλογα την διάταξη των επιπέδων. Ενώ η έκφραση του σχετίζεται άμεσα με τις

συμμετρίες της εκάστοτε ΣΘΠ, στις περιπτώσεις μας δεν οδηγεί μονοσήμαντα στον προσ-

διορισμό τους. Χρησιμοποιώντας τον λαγκραντζιανό φορμαλισμό και αναβαθμίζοντας ανά

περίπτωση μια διαφορετική υποομάδα συμμετρίας κατάλληλα επιλεγμένων γινομένων WZW

προτύπων σε τοπική, επιλύσαμε το πρόβλημα αυτό και συμπεράναμε ότι οι επιθυμητές ΣΘΠ

χαρακτηρίζονται από ασύμμετρους ολομορφικούς και αντιολομορφικούς τομείς. Παρόλη την

ασυμμετρία, τα κεντρικά τους φορτία είναι ίσα, με αποτέλεσμα οι θεωρίες να είναι ελεύθερες

από ανωμαλίες. Ταυτόχρονα βρήκαμε ότι εξ΄ αυτών δεν είναι όλες ανεξάρτητες αλλά σχετίζο-

νται μέσω ενός γενικευμένου τελεστή ομοτιμίας. Ορίζοντας την δράση του διαγραμματικά,

με την χρήση πολυγώνων, προσδιορίσαμε με ευκολία το υποσύνολο των ανεξάρτητων ΣΘΠ.

Στην δεύτερη ενότητα μελετήσαμε D-βράνες εμβαπτισμένες στα πρότυπα ενδιαφέροντος με

τρόπο που να διατηρούν την ολοκληρωσιμότητα τους. Αυτό επιτεύχθηκε ορίζοντας κατάλ-

ληλες συνοριακές συνθήκες μέσω της γενίκευσης της μεθόδου του συνοριακού μονόδρομου

πίνακα και χρησιμοποιώντας την προσέγγιση σ-προτύπου δόθηκε η γεωμετρική τους ερμη-

νεία. Αποδείξαμε ότι όλες οι γνωστές στην βιβλιογραφία γεωμετρίες βρανών που διατηρούν

την σύμμορφη συμμετρία γινομένων WZW προτύπων επιβιώνουν στα πρότυπά μας ως ο-
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λοκληρώσιμες και διαθέτουν χαρακτηριστικά ανεξάρτητα των παραμέτρων παραμόρφωσης.

Για τον λόγο αυτό επικεντρωθήκαμε στις ιδιότητες των βρανών στα πρότυπα με υπέρυθρα

σημεία και μελετήσαμε την συμπεριφορά τους στην ροή της ΟΕ εξ΄ ολοκλήρου. Ταυτόχρονα,

προσδιορίσαμε τις διατηρούμενες Kac-Moody άλγεβρες υπό την παρουσία των αντίστοιχων

βρανών.

Παρακάτω παρουσιάζουμε τις ερευνητικές κατευθύνσεις που προκύπτουν από την διατριβή

ανά χείρας.

Οι λ- και Yang-Baxter-παραμορφώσεις σχετίζονται μέσω της Poisson-Lie (P-L) δυϊκότητας

[141, 142], η οποία αποτελεί γενίκευση της μη αβελιανής T-δυϊκότητας [141–146]. Μέσω

του φορμαλισμού των E -προτύπων οι δύο προαναφερθείσες θεωρίες εμπεριέχονται σε ένα σ-

πρότυπο ορισμένο σε μια Drinfeld διπλέτα και προκύπτουν από αυτό μέσω της ολοκλήρωσης

των αντίστοιχων βαθμών ελευθερίας του [142]. Φυσικό επακόλουθο αποτελεί η διερεύνηση

της δυνατότητας των θεωριών μας να ανήκουν στην κλάση των E -προτύπων, γεγονός που θα

καταστήσει απλούστερη την εύρεση των δυϊκών γενικευμένων προτύπων στην Yang-Baxter

πλευρά. Δεδομένου ότι η P-L δυϊκότητα αποτελεί ένα κανονικό μετασχηματισμό [147,148], οι

θεωρίες που σχετίζονται μέσω αυτού είναι κανονικά ισοδύναμες και τα σταθερά σημεία των

ροών της ΟΕ τους διατηρούνται. Στην βιβλιογραφία, παραμορφώσεις τύπου Yang-Baxter

με ροές της ΟΕ προς υπέρυθρα σημεία δεν έχουν κατασκευαστεί.

Η μη αβελιανή T-δυϊκότητα μπορεί να ενσωματωθεί στην γεωμετρία μιας διπλασιασμένης

θεωρίας πεδίου (ΔΘΠ) [207], ενώ η εμβάπτιση της P-L δυϊκότητας σε αυτή, απαιτεί τον

ορισμό της σε μια Drinfeld διπλέτα [208]. Η περαιτέρω επέκταση της τελευταίας σε μια

τύπου II-ΔΘΠ εντάσσει την δομή των E -προτύπων στον R-R τομέα και τον τομέα του δια-

στελονίου [209], με αποτέλεσμα την συνεπή γενίκευση της ιδέας των εργασίων [151, 153]

σε περίπλοκα P-L συμμετρικά υπόβαθρα. Βάση αυτών, η γραφή των θεωριών μας ως

ένα E -πρότυπο μπορεί να καταστήσει την εμβάπτιση τους σε ένα υπόβαθρο της τύπου II-

υπερβαρύτητας απλούστερη, επομένως και την μελέτη τους στα πλαίσια της θεωρίας υπερ-

χορδών εφικτή.

΄Οπως έχουμε αναφέρει, στις εργασίες [127, 128] υπήρξε η προσπάθεια να συσχετιστεί η

κβαντική ολοκληρωσιμότητα του χειραλικού προτύπου παρουσία των ολοκληρώσιμων βρα-

νών με το υποσύνολο των εναπομείναντων τοπικών διατηρούμενων φορτίων. Βασισμένοι

στην [210], μπορούμε να αναδείξουμε και να μελετήσουμε την σύνδεση αυτή στο λ-πρότυπο,

χρησιμοποιώντας το υπόβαθρο του παρουσία των ολοκληρώσιμων βρανών και ελέγχοντας

161



τον ρόλο των άπειρων τοπικών φορτίων στην παραγοντοποίηση του S-πίνακα. Αυτή η ανάλυ-

ση μπορεί να επεκταθεί και στα γενικευμένα πρότυπα που ρέουν προς ΣΘΠ σε υπέρυθρα

σταθερά σημεία και επιδέχονται επιπλέον ολοκληρώσιμες γεωμετρίες βρανών σε σχέση με

του λ-προτύπου. Ταυτόχρονα, μπορούμε να ελέγξουμε την διατήρηση της ολοκληρωσιμότη-

τας του προτύπου (10.88) υπό την παρουσία των γενικευμένων βρανών εναλλαγής, ερώτημα

που έχει μείνει ανοιχτό. Τέλος, ενδιαφέρουσα θα ήταν η εφαρμογή της μεθόδου του κε-

φαλαίου 10 για τον ορισμό ολοκληρώσιμων βρανών στα πρότυπα των εργασιών [211, 212].

Δεδομένου ότι τα ζεύγη Lax τους δεν διαθέτουν την συνήθη εξάρτηση από την φασματική

παράμετρο, όπως τα λ-πρότυπα, θα είναι αναγκαία η περαιτέρω γενίκευση της μεθόδου του

συνοριακού μονόδρομου πίνακα για την εύρεση των κατάλληλων συνθηκών.
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Παράρτημα Αʹ

Χωροχρονικές συμβάσεις

Η κοσμική επιφάνεια Σ είναι μια δισδιάστατη επιφάνεια που παραμετροποιείται απο μια χρο-

νική και μια χωρική συντεταγμένη (τ, σ). Η μετρική ηab και ο αντισυμμετρικός τανυστής

δεύτερης τάξης εab δίνονται ως

ηττ = −ησσ = ηττ = −ησσ = 1, ετσ = −ετσ = −εστ = εστ = −1 (Αʹ.1)

Στις συντεταγμένες κώνου φωτός σ± = τ ± σ η μετρική και ο αντισυμμετρικός τανυστής

παίρνουν την μορφή

η+− = η−+ = 1/2, η+− = η−+ = 2

ε+− = −ε−+ = 1/2, ε+− = −ε−+ = 2
(Αʹ.2)

Η συσχέτιση των στοιχείων όγκου στα δύο συστήματα συντεταγμένων είναι

d2σ = dτ ∧ dσ, dσ+ ∧ dσ− = −2d2σ (Αʹ.3)
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Παράρτημα Βʹ

Lie Αλγεβρες

Μια συμπαγής Lie άλγεβρα g μιας Lie ομάδας G είναι ένας διανυσματικός χώρος εφοδια-

σμένος με μια δυαδική πράξη

[ , ] : g× g→ g , (Βʹ.1)

που καλείται μεταθέτης και ικανοποιεί την Ιακωβιανή ταυτότητα

[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0, x, y, z ∈ g . (Βʹ.2)

Δοσμένης μιας βάσης από στοιχεία (γεννήτορες), {TA} = Span(g) με A = 1, . . . , dim G,

ο μεταθέτης (Βʹ.1) γράφεται ως

[TA, TB] = iFAB
C TC , (Βʹ.3)

όπου FAB
C πραγματικές σταθερές γνωστές και ως σταθερές δομής, και η Ιακωβιανή ταυτότητα

(Βʹ.2) ως

FAB
E FCE

D + FCB
E FAE

D + FCA
E FBE

D = 0 . (Βʹ.4)

Οι γεννήτορες TA
μπορούν πάντα να αναπαρασταθούν ως dR × dR πίνακες, όπου dR η

διάσταση της αναπαράστασης. Η αναπαράσταση μια άλγεβρας g σε έναν διανυσματικό χώρο

V είναι ένας ομομορφισμός R : g → gl(V) ο οποίος διατηρεί τις σχέσεις μετάθεσης και

συμβολίζουμε την δράση της με R(X), X ∈ g. Η Lie ομάδα δρά στην άλγβερα με την

γνωστή συζυγή αναπαράσταση

R(X) ≡ Ad(X) = gXg−1 , (Βʹ.5)
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ενω η αντίστοιχη αναπαράσταση της άλγεβρας είναι η

adX[Y] = [X, Y], X, Y ∈ g . (Βʹ.6)

Για μια ημιαπλή άλγβερα μπορούμε πάντα να ορίσουμε την διγραμμική μορφή

〈X, Y〉i = Tr(Ri(X), Ri(Y)), X, Y ∈ g (Βʹ.7)

Αν η αναπαράσταση είναι η συζυγής, τότε η διγραμμική μορφή είναι η Killing μορφή

〈X, Y〉 = Tr(ad(X), ad(Y)) . (Βʹ.8)

Ο Dynkin δείκτης Ii εμφανίζεται ως η πολλαπλασιαστική σταθερά που συσχετίζει την δι-

γραμμική μορφή και την Killing μορφή

(X, Y) =
Ii

Iad
〈X, Y〉i . (Βʹ.9)

΄Ολες οι παραπάνω μορφές είναι μη εκφυλισμένες και μπορούν να χρησιμοποιηθούν ως με-

τρικές. Μπορούμε να ορίσουμε μια μετρική ανεξάρτητη της αναπαράστασης ως

κAB = (TA, TB) =
1
Ii

ki(TA, TB) . (Βʹ.10)

Στην διατριβή θα χρησιμοποιούμε την μετρική (Βʹ.10) με κανονικοποιημένους τους γεννήτο-

ρες έτσι ώστε

(TA, TB) = δAB . (Βʹ.11)

εκτός από το κεφάλαιο των ασσύμμετρων χώρων πηλίκου όπου θα συμπεριλαμβάνουμε τον

δείκτη Dynkin.

Στην διατριβή, θα συμβολίζουμε τον Ad(X) τελεστή με D(X). Ως πίνακας είναι dim G×
dim G και τα στοιχεία του ορίζονται ως D(TA) = DABTB → DAB = Tr(TAgTBg−1).

Είναι εύκολο να δεί κανείς ότι η Killing μετρική (Βʹ.11) είναι Ad-αναλλοίωτη το οποίο

μεταφράζεται και ως DTD = DDT = 1.

Είναι γνωστό ότι μια ομάδα G είναι και μια πολλαπλότητα, γνωστή και ως πολλαπλότητα

ομάδας, στην οποία δρά με τρόπο που δεν παράγει σταθερά σημεία και την καλύπτει όλη.

Αυτό σημαίνει ότι η τιμή μιας μορφής σε οποιοδήποτε σημείο της πολλαπλότητας σχετίζεται

με την τιμή της μορφής στο ταυτοτικό στοιχείο. Οι φυσικοί υποψήφιοι για αυτές τις 1-μορφές
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που ανήκουν στην άλγεβρα g είναι οι αριστερές/δεξιές Maurer-Cartan μορφές

g−1dg = −iLATA, dgg−1 = −iRATA
(Βʹ.12)

οι οποίες ικανοποιούν την πρώτη Cartan ταυτότητα

dLA = −1
2

f A
BCLB ∧ LC, dRA =

1
2

f A
BCRB ∧ RC

(Βʹ.13)

Παραμετροποιώντας την ομάδα G με τις συντεταγμένες Xµ
, µ = 1, . . . , dim G οι (Βʹ.12)

γράφονται ως

g−1dg = −iLA
µ dXµ, dgg−1 = −iRA

µ dXµ
(Βʹ.14)

όπου RA
µ , LA

µ dim G× dim G πίνακες. Τέλος να αναφέρουμε ότι οι δύο μορφές σχετίζονται

με την δράση του Ad-τελεστή, η οποία σε μορφή πινάκων γράφεται ως

RA
µ = DABLB

µ → LA
µ = (DT)ABRB

µ (Βʹ.15)
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Παράρτημα Γʹ

Συνοριακές συνθήκες στο WZW πρότυπο

Παρακάτω θα δείξουμε ότι οι στραμμένες κλάσεις συζυγίας

Cω
f = {ω(h) f h−1|∀h ∈ G} , (Γʹ.1)

με κατάλληλη συνοριακή 2-μορφή αντιστοιχούν στις σ.σ

J+ = ΩJ− , (Γʹ.2)

με ΩTΩ = 1.

Μεταβάλλοντας τον κινητικό όρο της δράσης (6.18) βρίσκουμε την σχέση (6.27). Αυτό

είναι εύκολο να αποδηχθεί παρατηρώντας ότι

δ(g−1∂ag) = ∂a(g−1δg) + [g−1∂ag, g−1δg] (Γʹ.3)

Χρησιμοποιώντας παραγοντική ολοκλήρωση και εκφράζοντας το αποτέλεσμα στις (τ, σ)

συντεταγμένες, χρησιμοποιώντας τις συμβάσεις στο παράρτημα Α, βρίσκουμε ένα όρο που

συνησφέρει στο εσωτερικό και ένα συνοριακό που είναι ακριβώς ο (6.27). Ο μεταθέτης

στην (Γʹ.3) επίσης συνησφέρει στο εσωτερικό. Χρησιμοποιώντας τις συνοριακές τιμές g

βρίσκουμε ότι

δgg−1|∂Σ = (Ω− D)δhh−1

g−1δg|∂Σ = (DTΩ− 1)δhh−1
(Γʹ.4)
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Επομένως, επικεντρώνοντας την προσοχή μας στον συνοριακό όρο βρίσκουμε

δSκιν.|∂Σ =
k
π

∫
∂Σ

Tr(δhh−1, ΩT∂σgg−1 − g−1∂σg) . (Γʹ.5)

Για την συνοριακή 2-μορφή χρησιμοποιούμε την P-W ταυτότητα

HWZ(ω(h) f h−1) = HWZ(ω(h)) + HWZ(h−1) + dTr(ω(h−1)dω(h) ∧ f h−1dh f−1)

= dTr(ω(h−1)dω(h) ∧ f h−1dh f−1) ,

όπου για να ακυρώσουμε τους δύο όρους που δεν γράφονται ως d(. . . ) χρησιμοποιήσαμε

ότι Ω ∈ Aut(G) και απαιτήσαμε ΩTΩ = 11. Επομένως

ωWZ = Tr(ω(h−1)dω(h) ∧ f h−1dh f−1)

= Tr(h−1dh ∧ΩT f h−1dh f−1) .
(Γʹ.7)

Μεταβάλλοντας τον όρο (Γʹ) βρίσκουμε

δSω|∂D = − k
π

∫
∂D

dτTr(δhh−1, (ΩTD− DTΩ)∂τhh−1)

=
k
π

∫
∂D

Tr(δhh−1, ΩT∂τgg−1 + g−1∂τg) ,
(Γʹ.8)

Τέλος συνδυάζοντας τις (Γʹ.4), (Γʹ.7) καταλήγουμε στον συνοριακό όρο

δS|∂Σ =
k
π

∫
∂Σ

Tr(δhh−1, ΩT∂+gg−1 + g−1∂−g) , (Γʹ.9)

όπου ο μηδενισμός του συνεπάγεται ακριβώς τις σ.σ (Γʹ.4).

1
Για να ακυρωθούν πρέπει

Tr(TA, [TB, TC]) = Tr(Ω(TA), [Ω(TB), Ω(TC)]) = Tr(Ω(TA), Ω[TB, TC])→ ΩTΩ = 1 (Γʹ.6)
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Παράρτημα Δʹ

Συνοριακές συνθήκες στα γενικευμένα

λ-παραμορφωμένα πρότυπα

Δʹ.1 Πρότυπο (Ι)

Για την απλοποίηση των υπολογισμών θα χρησιμοποιήσουμε αντίστοιχους ορισμούς με τους

(7.30), δηλαδή

AL
1a = −OT

12λ1(g−1
2 ∂ag2 + λ2DT

2 g−1
1 ∂ag1) ,

AR
1a = O12λ1(∂ag1g−1

1 + λ2D1∂ag2g−1
2 ) ,

AL
2a = −OT

21λ2(g−1
1 ∂ag1 + λ1DT

1 g−1
2 ∂ag2) ,

AR
2a = O21λ2(∂ag2g−1

2 + λ1D2∂ag1g−1
1 ) ,

(Δʹ.1)

κάτω από τους οποίους ο κινητικός όρος στην (10.30) απλοποιείται ως

Lk,λ1,λ2 = −
k

8π

2

∑
i=1

Tr(g−1
i ∂agi, g−1

i ∂agi)− 2Tr(∂agig−1
i , AL

ia) , (Δʹ.2)

και η 2-μορφή (10.34) ως

ωk,λ1,λ2 =
k

4π

2

∑
i=1

ωWZ(hi)− Tr(dgig−1
i ∧ AL

i )|C f1 f2
, (Δʹ.3)
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με AL
i = AL

iadxa
. Μεταβάλλοντας τον κινητικό όρο και κρατώντας μόνο την συνοριακή

συνεισφορά, όπως θα πράττουμε στην συνέχεια, βρίσκουμε

δSκιν.|∂Σ =
k

4π

∫
∂Σ

2

∑
i=1

Tr(g−1
i δgi, g−1

i ∂σgi)− Tr(δgig−1
i , AL

iσ) + Tr(giδgi, AR
i+1σ) .

(Δʹ.4)

Χρησιμοποιώντας την γεωμετρία (10.33) γενικές μεταβολές των στοιχείων ομάδας στο σύνο-

ρο γράφονται ως

g−1
i δgi = (DT

i − 1)δhih−1
i ,

δgig−1
i = (1− Di)δhih−1

i , i = 1, 2 .
(Δʹ.5)

Αντικαθιστώντας τις (Δʹ.5) στην (Δʹ.4) βρίσκουμε

δSκιν.|∂Σ =
k

4π

∫
∂Σ

2

∑
i=1

Tr(δhih−1
i , ∂σgig−1

i − g−1
i ∂σgi − (1− DT

i )AL
iσ + (Di − 1)AR

i+1σ) .

(Δʹ.6)

Μεταβάλλοντας τώρα την 2-μορφή βρίσκουμε

δSD|∂Σ = − k
4π

∫
∂Σ

2

∑
i=1

Tr(δhih−1
i , ∂τgig−1

i + g−1
i ∂τgi + (Di − 1)AR

i+1τ + (1− DT
i )AL

iτ) .

(Δʹ.7)

Συνδυάζοντας τις (Δʹ.6), (Δʹ.7) βρίσκουμε ότι η συνολική συνοριακή προσφορά στην μετα-

βολή της δράσης είναι

δS|∂Σ =
k

2π

∫
∂Σ

2

∑
i=1

Tr(δhih−1
i , ∂+gig−1

i + g−1
i ∂−gi + (1− DT

i )Ai− + (Di − 1)Ai+1+)

=
k

2π

∫
∂Σ

2

∑
i=1

Tr(δhih−1
i ,∇+gig−1

i + g−1
i ∇−gi + (Ai+ − Ai+1+) + (Ai− − Ai+1−)) .

(Δʹ.8)

Για να περάσουμε από την πρώτη στην δεύτερη ισότητα χρησιμοποιήσαμε τον ορισμό της

συναλλοίωτης παραγώγου ∇agi = ∂agi − Aiagi + gi Ai+1a.

Στρέφοντας την προσοχή μας στις βράνες (10.38) βρίσκουμε ότι γενικές απειροστές μετα-
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βολές των στοιχείων ομάδας γραφονται στην μορφή

g−1
i δgi = DT

i δhih−1
i − δhi+1h−1

i+1 ,

δgig−1
i = δhih−1

i − Diδhi+1h−1
i+1, i = 1, 2 .

(Δʹ.9)

Χρησιμοποιώντας τους ορισμούς (Δʹ.1) η συνοριακή 2-μορφή γράφεται ως

ωk,λ1,λ2 =
k

4π

2

∑
i=1

ωWZ(hi)− Tr(dgig−1
i ∧ AL

i )|Cπ
f1 f2

, (Δʹ.10)

με την ωWZ(hi) να δίνεται στην (10.39). Ακολουθώντας τα ίδια βήματα με προηγουμένως

βρίσκουμε

δSκιν.|∂Σ =
k

4π

∫
∂Σ

2

∑
i=1

Tr(δhih−1
i , ∂σgig−1

i − AR
iσ − Di AR

i+1σ − g−1
i+1∂σgi+1 + DT

i+1AL
i+1σ − AL

iσ) ,

(Δʹ.11)

και

δSD|∂Σ = − k
4π

∫
∂Σ

2

∑
i=1

Tr(δhih−1
i , ∂τgig−1

i − AR
iτ − Di AR

i+1τ + g−1
i+1∂τgi+1 − DT

i+1AL
i+1τ + AL

iτ) .

(Δʹ.12)

Συνδυάζοντας τις (Δʹ.11) και (Δʹ.12) βρίσκουμε ότι η συνοριακή προσφορά για τις βράνες

(10.38) είναι

δS∂Σ =
k

2π

∫
∂Σ

2

∑
i=1

Tr(δhih−1
i , ∂+gig−1

i − Ai+ + D1Ai+1+ + g−1
i+1∂−gi+1 − DT

i+1Ai+1− + Ai−)

=
k

2π

∫
∂Σ

2

∑
i=1

Tr(δhih−1
i , D+gig−1

i + g−1
i+1D−gi+1) .

(Δʹ.13)
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Δʹ.2 Πρότυπο (ΙΙ)

Στην περίπτωση αυτή χρησιμοποιούμε τους ορισμούς

AL
1a = −OT

12λ1(λ0g−1
2 ∂ag2 + λ2DT

2 g−1
1 ∂ag1) ,

AR
1a = O12λ1(λ

−1
0 ∂ag1g−1

1 + λ2D1∂ag2g−1
2 ) ,

AL
2a = −OT

21λ2(λ
−1
0 g−1

1 ∂ag1 + λ1DT
1 g−1

2 ∂ag2) ,

AR
2a = O21λ2(λ0∂ag2g−1

2 + λ1D2∂ag1g−1
1 ) ,

(Δʹ.14)

κάτω από τους οποίους ο κινητικός όρος στην (10.46) απλοποιείται ως

Lk1,k2,λ1,λ2 = −
1

8π

2

∑
i=1

kiTr(g−1
i ∂agi, g−1

i ∂agi)− 2kiTr(∂agig−1
i , AL

ia) (Δʹ.15)

και η 2-μορφή (10.34) ως

ωk1,k2,λ1,λ2 =
1

4π

2

∑
i=1

kiωWZ(hi)− kiTr(dgig−1
i ∧ AL

i )|C f1 f2
. (Δʹ.16)

Οι υπολογισμοί είναι ίδιοι με προηγουμένως επομένως βρίσκουμε ότι

δS|∂Σ =
1

2π

∫
∂Σ

2

∑
i=1

kiTr(δhih−1
i , ∂+gig−1

i + g−1
i ∂−gi + (1− DT

i )Ai− + (Di − 1)Ai+1+)

=
1

2π

∫
∂Σ

2

∑
i=1

kiTr(δhih−1
i ,∇+gig−1

i + g−1
i ∇−gi + (Ai+ − Ai+1+) + (Ai− − Ai+1−)) .

(Δʹ.17)

Στην περίπτωση της εμβάπτισης της χαμηλότερης διάστασης γενικευμένης βράνης (10.83)

απειροστοί γενικοί μετασχηματισμοί των στοιχείων ομάδας στο σύνορο γράφονται ως

g−1
i δgi =

1− DT
i

1− DT
vi

(DT
ri

δhih−1
i − δhi+1h−1

i+1) ,

δgig−1
i =

Di − 1
1− DT

vi

(DT
vi

δhih−1
i − δhi+1h−1

i+1), i = 1, 2 ,

(Δʹ.18)
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όπου v1 = v−1
2 = v = h1h−1

2 . Αντικαθιστώντας τις (Δʹ.18) στον συνοριακό όρο της

μεταβολής της (Δʹ.15) βρίσκουμε

δSκιν.|∂Σ = =
1

4π

∫
∂Σ

2

∑
i=1

Tr((Dvi − 1)−1δhih−1
i , ki(∂σgig−1

i − g−1
i ∂σgi − (1− DT

i )AL
iσ + (Di − 1)AR

i+1σ)

+ ki+1(∂σgi+1g−1
i+1 + g−1

i+1∂σgi+1 − (1− DT
i+1)AL

i+1σ + (Di+1 − 1)AR
iσ)) .

(Δʹ.19)

Η μεταβολή της συνοριακής 2-μορφής (6.48) έχει υπολογιστεί στην [115]. Επομένως η

μεταβολή της (10.84) είναι η

δSD|∂Σ = − 1
4π

∫
∂Σ

2

∑
i=1

Tr((Dvi − 1)−1δhih−1
i , ki(∂τgig−1

i + g−1
i ∂τgi + (1− DT

i )AL
iτ + (Di − 1)AR

i+1τ)

+ ki+1(∂τgi+1g−1
i+1 + g−1

i+1∂τgi+1 − (1− DT
i+1)AL

i+1τ + (Di+1 − 1)AR
iτ)) .

(Δʹ.20)

Συνδυάζοντας τις (Δʹ.19) και (Δʹ.20) βρίσκουμε ότι η συνολική συνοριακή προσφορά είναι

η

δS∂Σ =
1

2π

∫
∂Σ

2

∑
i=1

Tr((Dvi − 1)−1δhih−1
i , ki(∇+gig−1

i + g−1
i ∇−gi + Ai+ − Ai+1+ + Ai−

− Ai+1−) + ki+1(∇+gi+1g−1
i+1 + g−1

i+1∇−gi+1 + Ai+1+ − Ai+ + Ai+1− − Ai−)) .

(Δʹ.21)

Δʹ.3 Πρότυπο (ΙΙΙ)

Για τις σ.σ (10.75) θα αγνοήσουμε τις ενδιάμεσες τεχνικές λεπτομέρειες και θα παρουσι-

άσουμε τα απαραίτητα αποτελέσματα για την εξαγωγή τους:

δgig−1
i = (1− DiDT

r3
)δhih−1

i + (DiDT
r3
− Di)δh3h−1

3

g−1
i δgi = (DT

i − DT
r3
)δhih−1

i + (DT
r3
− 1)δh3h−1

3 , i = 1, 2,
(Δʹ.22)

173



∫
∂Σ

δL =
2

∑
i=1

ki

4π

∫
∂Σ

Tr(δhih−1
i , ∂σgig−1

i − Dr3 gi∂σgi − (1− Dr3 DT
i )AL

iσ + (Di − Dr3)AR
iσ)

+
2

∑
i=1

ki

4π

∫
∂Σ

Tr(δh3h−1
3 , (D3 − 1)g−1

i ∂σgi − (Dr3 DT
i − 1)AL

iσ + (Dr3 − 1)AR
iσ),

(Δʹ.23)∫
∂D

δω = −
2

∑
i=1

ki

4π

∫
∂Σ

Tr(δhih−1
i , ∂τgig−1

i + Dr3 gi∂τgi + (1− Dr3 DT
i )AL

iτ + (Di − Dr3)AR
iτ

− 2∂τr3r−1
3 )−

2

∑
i=1

ki

4π

∫
∂Σ

Tr(δh3h−1
3 , (D3 − 1)g−1

i ∂τgi + (Dr3 DT
i − 1)AL

iτ

+ (Dr3 − 1)AR
iτ + 2∂τr3r−1

3 ).

(Δʹ.24)
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